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SO‘ZBOSHI

Nazariy va amaliy jihatdan muhim ahamiyatga ega bo‘lgan 
fizika, mexanika, texnika va boshqa sohalar masalalari integral 
tenglamalar usuli bilan yechiladi. Ayniqsa, matematik fizikada 
tekshiriladigan masalalami yechishda integral tenglamalarning 
ahamiyati kattadir.

Bu kitob muallifning Mirzo Ulug‘bek nomidagi 0 ‘zbe- 
kiston Milliy universitetining mexanika-matematika fakultetida 
o'qigan m a’ruzalarining kengaytirilgan bayonidan iboratdir.

Kitobni yozishda muallif integral tenglamalar bo‘yicha 
rus tilidagi va rus tiliga taijima qilingan boshqa adabiyotlardan 
keng foydalangan.

O 'quv qo 'llanm ada integral tenglam alarning klassik 
nazariyasi bir o ‘lchovli Fredgolm tenglamalari uchun uzluksiz 
funksiyalar sinfida bayon qilingan. So'ngra, bu nazariya ko‘p 
o'lchovli integral tenglamalar, integral tenglamalar sistemasi 
va kvadrati bilan jamlanuvchi yadroli tenglamalar uchun ham 
o 'r in li bo 'lishi ko 'rsa tib  o 'tilgan . Bolterraning integral 
tenglamalari alohida bobda bayon qilingan.

Ko'p tatbiqlar uchun muhim ahamiyat kasb etgan kuchsiz 
maxsuslikka ega bo'lgan integral tenglamalar ko'p o'lchovli 
fazoda batafsil tadqiq qilingan. To'la uzluksiz operatorlarni 
o ‘z ichiga olgan tenglamalarga, ya’ni Riss—Shauder teng- 
lamalariga alohida bob bag'ishlangan. To'la uzluksiz operatorni 
kvadrati bilan jam lanuvch i funksiyalar sinfida aynigan 
operator va normasi bo 'yicha yetarli kichik operatorning 
yig'indisi sifatida tasvirlash mumkin bo'lgani uchun Fredgolm 
nazariyasi Riss—Shauder tenglamalari uchun deyarli avtomatik 
ravishda ko'chiriladi. Bundan kvadrati bilan jamlanuvchi yadroli
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Fredgolm tenglamalari va kuchsiz maxsuslikka ega bo'lgan 
tenglamalar xususiy holda kelib chiqadi.

Simmetrik yadroli integral tcnglamalarga maxsus bob 
bag‘ishlangan bo‘lib, bunda xos sonlarning mavjudligi va xos 
sonlar, xos funksiyalarning bir qator xossalari bayon qilingan.

Kitobning so‘nggi qismi singulyar integral tenglamalarga 
bag‘ishlangan. Bu tenglamalar kolp sonli va samarali tatbiqqa 
ega bo'lgani uchun, ayniqsa buziladigan va aralash tipdagi 
xususiy hosilali tenglamalarga keladigan masalalarning ko'p 
qismi singulyar integral tenglamalarga keltirib yechilgani 
sababli bu tenglamalar nazariyasining asosini qisqacha bayon 
qilishni lozim deb topdik.

Qolyozmani ko‘rib chiqib, o ‘z Fikr-mulohazalarini bildir- 
gan akademik Sh. Alimov, fizika-matematika fanlari dok- 
torlari B. Islomov, O. Xolmuxamedov, kitobning ilmiy muharriri 
fizika-matematika fanlari doktori A. 0 ‘ripov hamda qo‘l- 
yozmani nashrga tayyorlashda katta yordam bergan fizika- 
matematika fanlari nomzodlari O. Zikirov va Z. Sobirovlarga 
minnatdorchilik bildiramiz.



I BOB. INTEGRAL TENGLAMALARNING TASNIFI 
VA INTEGRAL TENGLAMALARGA KELADIGAN 

TIPIK MASALALAR

1- §. Asosiy tushunchalar. 
Integral tenglamalarning turlari

Integral tenglamalar deb, odatda, nom ’lum funksiya integral 
ishorasi ostida bo'lgan tenglamalarga aytiladi.

Biz bu kitobda nom a’lum funksiya chiziqli ishtirok etgan 
tenglamalarni, ya’ni ushbu

b

< p ( x ) - A . \ K ( x , y ) ( p ( y ) d y = f ( x )  ( i )

a
ko’rinishdagi chiziqli integral tenglamalarni tekshiramiz. Bu yerda 
(p (x)  — nom a’lum funksiya, К (x, y) va /  (x) funksyalar mos 
ravishda {a < x  < bj kvadratda va a < x  < b oraliqda aniqlangan 
funksiyalar (a, b — o’zgarmas sonlar). Bu kvadrat va oraliqni asosiy 
kvadrat va asosiy oraliq deb yuritiladi.

/  (x) funksiya (1) integral tenglamaning ozod hadi, К (x, y) 
lining yadrosi, Я sonli ko’paytuvchi tenglamaning parametri deyiladi.

Qayd qilib o ’tamizki, (1) bitta integral tenglama bo’lmay, balki 
sonli A parametrga bog’liq bo’lgan integral tenglamalar oilasidir. Agar 
AK (x, y) ko’paytmani K; (x, y) bilan belgilab, Kt (x, y) ni yangi 
yadro deb qarasak, u holda tenglamaning parametri 1 ga teng bo’lib 
qoladi. Lekin, A parametrni kiritish integral tenglamalarni o'rganishda 
foydali bo’lishiga keyinchalik biz ishonch hosil qilamiz. ( 1) integral 
tenglama ikkinchi tur chiziqli integral tenglama yoki bunday teng- 
lamalami birinchi bo'lib o’rgangan matematik nomi bilan Fredgolm1 
integral tenglamasi deyiladi.

Agar / ( x )  =  0 bo'lsa, ya’ni
b

(p(Kx ) - A ^ K ( yx , y ) ( p ( y ) d y =  0 (2)
a

tenglama ( 1) ga mos bo'lgan bir jinsli integral tenglama deyiladi.
Bir jinsli ь

\ l / ( x ) - A $ K ( y , x ) \ i / ( y ) d y =  0  (3 )

Fredgolm Erik Ivar (1866— 1927) — m a sh hu r  shvcd matematigi.



tenglama (2) bir jinsli tenglamaga qo'shma integral tenglama deyiladi. 
Fredgolmning birinchi tur tenglamasi deb,

b

J K { x , y ) ( p { y ) d y = f ( x ) (4)
a

ko'rinishdagi integral tenglamaga aytiladi.
Fredgolm tenglamalarida yadro va ozod had mos ravishda asosiy 

kvadrat va asosiy oraliqda uzluksiz, yoki ushbu
b b

J J  [K(x , y )]2dxdy<+cC' (5)
a a

b

| [ / ( . y) ]2^ < + co (6)
a

shartlarni qanoatlantiradi, deb hisoblanadi. Ravshanki. К (x, y) yadro 
{(x,y) : a < x  < b, a < x  < bj kvadratda uzluksiz bo‘lsa, (5) shart 
bajariladi. (5) shartni qanoatlantiruvchi yadrolar Fredgolm yadrosi deb 
ataladi.

Agar ikkinchi tur Fredgolm integral tenglamasining umumiy yechimi 
Ф (x) mavjud bo'lsa, и

Ф ( х )  = ̂ ° ( х )  + ̂ >(х)
ko'rinishga ega bo'lishini tekshirib ko'rish qiyin emas, bunda j  0 (x) (2) 
tenglamaning umumiy yechimi, j  (x) esa (1) tenglamaning xususiy 
yechimidir.

Haqiqatan ham, agar Ф (x) va (p (x) mos ravishda bir jinsli 
bo'lmagan (I) tenglamaning umumiy va xususiy yechimlari bo'lsa, 
ularning ayirmasi (p0 (x) =  Ф (x) — <p (Л‘) (2) tenglamaning yechimi 
bo'ladi. Bundan darhol yuqoridagi tenglik kelib chiqadi.

Agar (1) tenglamada integral chegaralaridan bittasi, masalan, 
yuqori chegarasi o'zgaruvchi bo'lsa, ya’ni

X

( p ( x ) - ? i ^ K ( x , y ) ( p { y ) d y  = f ( x ) ,  x > a  (7)
a

ko'rinishdagi tenglama Volterraning1 ikkinchi tur integral tenglamasi,
X

J  K ( x , y ) c p ( y ) d  y  = f ( x )  (8)
a

tenglama esa, Volterraning birinchi tur integral tenglamasi deyiladi.

1 Volterra Vito (1860—1940) — m ashhur italyan matematigi
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Volterra tenglamasini ayrim shartlar bajarilganda Fredgolm 
tenglamasining xususiy holi deb qarash mumkin.

(7) tenglamada К (x, y) yadro masalaning m a’nosi bo'yicha 
c i <v<x  oraliqda aniqlangan. Uni y > x  bo'lganda

deb hisoblab, qo'shim cha aniqlaymiz. U holda (7) tenglamaning 
yadrosini

tenglamasi aynan Volterraning (7) tenglamasidan iborat bo'ladi. 
Bundan, Fredgolm tenglamasi uchun olingan natijalarni uning xususiy 
holi deb qaralgan Volterra tenglamasi uchun ham o'tkazish mum- 
kinligi kelib chiqadi. Ammo Volterra tenglamalari o'ziga xos bo'lgan, 
Fredgolm tenglamalari ega bo'lmagan xususiyatlarga ham egadir.

tenglama uchinchi tur integral tenglama deyiladi.
Agar a < x  < b oraliqda a ( x ) =  0 bo'lsa, (9) dan (4) tenglama,

noldan farqli bo'lishi mumkin. Bu holda (9) tenglamani maxsus 
tekshirishga to ‘g‘ri keladi. Biz bu kitobda bunday tenglamalarni 
o'rganmaymiz.

Noma 'lum funksiya integral ishorasi ostida chiziqsiz ishtirok etsa, 
bunday tenglamalarni chiziqli bo ‘Imagan integral tenglamalar deyiladi.

K ( x ,y ) = 0 ,  x< y<b

tenglik bilan aniqlangan Fredgolm 
tenglamasining xususiy holi deb qarash 
mumkin (1- chizm a). Kvadratning 
shtrixlangan yarmida К (x, y) yadro К 
(x, y) yadro bilan ustma-ust tushadi, 
ikkinchi yarmida esa aynan nolga teng, 
К (x, y) yadro bunday aniqlanganda 
Fredgolmning

y f  (a .b )

О

(a .a)

1- chizma.

(b-a)

(b.b)

X

b

<p(x)-Aj K ( x , y ) ( p ( y ) d y = f ( x )
a

Ushbu

a (x) (p ( x ) - A j  К  (x,y)(p ( y )dy= f ( x )  (9)
a

c;(x) = l bo'lsa, (1) tenglama kelib chiqadi. Lekin bu oraliqning ayrim 
nuqtalarida a (x )  funksiya nolga teng bo'lib, qolgan nuqtalarda esa
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Masalan, noma’lum funksiya n- darajasi bilan integral tenglamaga 
kirishi mumkin, ya’ni

b

(р(х) -Л \ K (x ,y )  (pn (y )  dy = f ( x )
a

N om a’lum funksiya integral tenglamada umumiyroq holda ham 
qatnashishi mumkin, masalan

b

q>(x)= \ K [ x , y , ( p { y ) ) d y
a

Bu tenglamani Urison tenglamasi deyiladi.
Urison tenglamasining muhim xususiy holi bo'lgan ushbu

b

(p(x) = \K(x’y)F(y’<p{y))dy
a

tenglamani Gammershteyn tenglamasi deb ataladi, bu yerda К (x, y) — 
Fredgolm yadrosi. Ushbu

Их)=
a

tenglama Volterraning chiziqli bo'lmagan integral tenglamasidan iborat, 
bu yerda F (x, у, (p (у)), a < x, у  < b — M < (p < M  sohada x, y, (p 
argumentlarning uzluksiz funksiyasidir.

Amaliy masalalarda tez-tez shunday integral tenglamalami yechishga 
to'g'ri keladiki, ularda noma’lum funksiya ko'p argumentli bo'ladi.

E " Yevklid fazosidagi chegaralangan sohani D orqali, bu sohaga 
tegishli nuqtalarni x  = (xr xn), у  = (yv y j  orqali belgilab 

olamiz. cp(x) = (p(xv x j  noma’lum, f  (x) = f ( x p ...,x j, К (x, y)=

= К (xv....... xn, у y j  berilgan funksiyalar, Я — berilgan sonli
parametr bo'lsin. Bu holda Fredgolmning ko'p o'lchovli ikkinchi tur 
integral tenglamasi

(p (x ) -A  y . ^ K ( x iy ) < p { y ) d y = f ( x )
D

ko'rinishda yoziladi, bunda dy = dyr ..dyn. Qisqalik uchun D soha 
bo'yicha olingan integralni bitta integral bilan belgilasak, avvalgi 
tenglama quyidagicha yoziladi:

<p(x)-A J  К (x,y)  (p (y ) d y = f ( x ) .
D
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Bu integral tenglamada integral D sohani chegaralab turgan S  
silt bo'yicha ham olinishi mumkin. Bunday integral tenglamalarni 
tekshirishda ( 1) tenglamaga nisbatan katta qiyinchiliklar kelib chiq- 
maydi. Shu sababli, biz e'tiborimizni ko'proq (1) tenglamani o 'r- 
ganishga qaratamiz.

2- §. Integral tenglamalarga keladigan ayrim masalalar

Integral tenglamalarni sistemali o'rganish XIX asr oxirlaridan 
boshlangan bo'lib, bungacha integral tenglamalar bo'yicha ishlar 
tasodifiy xarakterga ega bo'lgan. Integral tenglamalar bilan bog'lash 
mumkin bo'lgan masalalardan biri, agar birinchi bo'lmasa, bu

tenglikdan berilgan g (x) funksiyaga asosan f ( y )  funksiyani topishdan 
iboratdir. Bu masalaning yechimini 1811- yilda Furye1

ko'rinishda topgan.
Oxirgi formula avvalgi integral tenglamaning yechimidan iborat 

va aksincha, deb hisoblash mumkin. M a'lum ki, bu form ulalar 
Furening almashtirish formulalari deb ataladi.

Misol. Ushbu *

tenglamani qaraymiz, bunda (p(y)  — nom a’lum funksiya.

Bu tenglamaning chap tom onini (p[y) funksiyaning Furye 
almashtirishi deb qarash mumkin. U holda yuqoridagi almashtirishga
asosan

J  ( p ( y ) e ,xy d y = y / b r e ~ ^
— oo

t,p( y )= — ——г funksiya berilgan tenglamaning yechimidan iborat.
1 + v

1 Furye Jan  (1768 — 1830) — m ash hu r  fransuz matematigi.
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Boshqa integral tenglama Abel1 tomonidan hosil qilingan.
1. Abel masalasi (moddiy nuqtaning og‘irlik kuchi ta ’siridagi 

harakati). Mexanikaning bir masalasini tekshirish natijasida Abel bu 
masalani birinchi marta integral tenglamani tekshirishga olib kelgan. 
Bu masala shu jihatidan ham qiziqki, fizika va mexanikaning boshqa 
masalalari singari u differensial tenglamalar orqali ifodalanmaydi, 
balki to ‘g‘ridan-to‘g‘ri integral tenglamani o‘rganishga olib keladi.

A belning m asalasi quyidagidan iborat: D ekart ortogonal 
koordinatalari x, у  bo ‘lgan vertikal tekislikda moddiy M  (x, y) 
nuqta og‘irlik (yerga tortilish) kuchi ta ’sirida (£, rj), 77 > 0  holatdan 
( ^ (P 0 ), %0> % holatga harakat qilayotgan bo‘lib, yo‘ldagi t vaqt 
balandlik o ‘lchovi 77 koordinataning funksiyasi bo‘lsin, ya’ni t = t (rj) 
M  (x, y) nuqta harakatining traektoriyasini topish talab qilinadi.

Abel masalasi tautoxron2 to‘g‘risidagi masalaning umumlashganidan

— ( dx dy
iboratdir. Ma’lumki, M  (x, y) nuqtaning tezlik vektori Э — , —

V d t d t
modulining kvadrati uchun

$ 2= 2g (r j - y ) ,  0 <y<r] (10)
tenglik o'rinlidir, bu yerda g — og'irlik kuchi tezlanishi.

Hozircha noma’lum bo‘lgan egri chiziqning tenglamasi x= y / ( v) 
bo'lsin. Egri chiziq yoyning elementi ds, ma’lumki, ushbu

ds-yjdx2 + dy2 =yj\+(y/ '(y))2 dy=<p(y) dy, (p {y)=yl\ + (y/'(y))2 ( 11) 

tenglik bilan aniqlanadi (2- chizma). Shu bilan birga

9 = ds
dt

( 10) formulaga asosan ( 11), ( 12) dan

- d s  _ 1 - (p ( y )d y

(12)

dt-

1 A bel N ils (1802  — 1829) — n o rv eg iy a lik  m a te m a tik .
2 T a u to x ro n  (ay rim  k ito b la rd a  tav to x ro n  d e b  h a m  y u ritilad i)  t o ‘g ‘risidag i m asa la . 
S h u n d a y  ta u to x ro n  d e b  a ta lu v ch i egri c h iz iq  to p ils in k i, m o d d iy  n u q ta  o g 'ir lik  
k u ch i t a ’sirida  bu egri ch iz iq  b o ‘y lab  h a rak a t q ilg a n d a  b o sh la n g ‘ich  h o la tig a  b o g 'l iq  
b o 'lm a y , en g  q uy i h o la tig a  b ir  v a q tn in g  o 'z id a  tu sh s in , y a ’n i t= c o n s t .  M a ’lu m k i, 
b u  h o ld a  ta u to x ro n  s ik lo id a d a n  ib o ra t b o ’lad i.
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t vaqtning o‘sishi bilan у  balandlik 
kamayib borgani uchun biz «—» 
ishorasini oldik. (<£ if) nuqtadan (£
, 0 ) nuqtagacha tushish vaqti у  
ning /7 dan 0 gacha o ‘zgarishiga 
to ‘g‘ri keladi. Shuning uchun ham

1

J i g

' \ ( p ( y )  d y  

y/ п - У
2- chizma.

4

J

yoki

<P dy
(13)

0 < a < l ,  x > 0

J n - y
tenglamani hosil qilamiz, bunda / (^ )= -> /2 g / ( / / ) .

Agar bu tenglamadan noma’lum funksiya ni topa olsak. u
holda izlangan egri chiziqning tenglamasi ( 11) ga asosan oddiy 
kvadratura yordamida aniqlanadi.

(13) tenglama Abel nomi bilan yuritiladigan ushbu

о ( x - У )
integral tenglamaning xususiy holidir.

2. Tpning tebranishi. Uzunligi /  ga teng bo'lgan o ‘z shaklini 
qarshiliksiz yengil o‘zgartiradigan ipni tekshiramiz. Bu ipning uzunligini 
А / ga cho‘zish uchun a A l  kuch kerak bo'ladi. Bunda, a — biror 
o'zgarmas (Guk qonuni).

Ipning ikki cheti x o'qining Л (0 ,0 ) va B { b , 0) nuqtalarida 
bog'lab qo'yilgan bo'lsin. Ip, boshqa tekshiriladigan kuchlarga nisbatan 
yetarli katta bo'lgan gorizontal cho'zib turadigan TQ kuch ta’sirida 
harakatda bo'lmaganda, uning holati gorizontal bo'ladi, ya’ni Ox o'q 
bilan ustma-ust tushadi. Faraz qilaylik, C0(£, 0) nuqtada ipga P 
kuch ta ’sir qilsin. Bu kuch ta’sirida ip ACB siniq chiziq shakliga 
keladi (3- chizmaga qarang). AC0 va C0 В larga nisbatan C C = 8  ni 
yetarli kichik deb hisoblaymiz ( ^ g a  nisbatan / ’ning kichikligi natijasi). 
/ ga nisbatan 8  ning kvadratini hisobga olmasak, Pkuchning ta’sirida 
ipning taranglik kuchi T0 ga tengligicha qoladi deb hisoblashimiz 
mumkin. С nuqtadagi ipning taranglikkuchini va P kuchning vertikal 
chiziqqa proyeksiyasini tushirib, muvozanatlik shartiga asosan
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л, с„ и у

3- chizma.

* 7j, sinor + 7J, sin (14)

tenglikni hosil qilamiz. 8  kichik 
bo'lgani uchun

5  . Й 8  s in a  s in p ~ ------
4  l - t

munosabatlarga asosan, (14) ni 
quyidagi ko'rinishda yozishimiz 
mumkin:

Г - + Гi 0 Г v
8

=P

Bundan

m

f  I - Z  

P(I-f)£
T I J()1

Abssissasi x  ga teng bo'lgan A t (x, 0) nuqtada ipning egilishini 
у  (x) orqali belgilab olsak,

y { x ) = P G { x , 4 )

bo'ladi, bu yerda

G(x,$)=

XЫ 1
V 

( ! ~ x ) Z

V

(15)

Haqiqatan ham, x  < £  bo'lsin. AC0C va AAIC1 uchburchaklarning 
o'xshashligidan

Agar x > £  bo'lsa, A: (x, 0) nuqta CQ В kesmada, C] esa CB 
kesmada yotadi. BC0C va BAiCl uchburchaklarning o'xshashligidan
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s(Z) / - #  " v" '  ” / - f  г0/
(15) formulalardan foydalanib,

G ( x , f ) = G ( ^ x )
tenglik o'rinli ekanligini tekshirib ko'rish qiyin emas.

Agar ipga chiziqli zichligi p ( ф  bo'lgan uzluksiz taqsimlangan 
kuch ta’sir qilayotgan bo'lsa, u holda £  va £  + A ^  nuqtalar orasidagi 
ipning qismiga taxminan p ( ф  Ad; ga teng bo'lgan kuch ta ’sir qiladi. 
Bu kuch G (x, id;) p ( ф  Ad; siljishga sabab bo'ladi.

p ( ф  A d; elem entar kuchlar tufayli hosil bo 'lgan siljishlar 
jamlanganligi uchun (superpozitsiyaprinsipi), barcha kuchlar ta’siridagi 
siljish у  (x) taxminan

£ ) /> (£ )
(4)

ga teng bo'ladi. Bundan A £ —»() da
i

y ( x ) = \ G ( x ^ ) p ( $ ) d %  ( 1 6 )
о

hosil bo'ladi.
Quyidagi ikki masalani ko'ramiz.
1".Biz tekshirayotgan ip taqsimlanish zichligi р(ф  bo'lgan kuch 

ta'sirida berilgan у  = y  (x) shaklga kelgan bo'lsin. Shu kuch taqsimlanish 
zichligi p ( ф  ni izlaymiz.

Bu holda izlanayotgan p ( ф  funksiyaga nisbatan 1- turdagi
/

y ( x h \ G ( x ^ ) p ( Z ) d %
0

Fredgolm integral tenglamasiga kelamiz
2°. Ipga / vaqt o'tishi bilan o'zgaradigan, £ nuqtadagi zichligi

p{^) smco t  (<^>0)
bo'lgan kuch ta’sir qilayotgan bo'lsin. Natijada ip harakatga keladi. Ip- 
ning harakatida uning har bir nuqtasining abssissasi o'zgarmaydi va ip 
у  = v (x) tenglama bilan ifodalanadigan davriy tebranishda deb hisoblaymiz.
Ip massasining % nuqtadagi zichligini orqali belgilab olamiz.

U holda ipning £  va d; +Ad; nuqtalari orasidagi qismiga t vaqtda 
p (ф  sinmt Ad; kuchdan tashqari yana



- р  ( £ ) Д £  = Р  ( £ ) у  ( £ )  o)2 s i n a ) t A ^

inersiya kuchi ta’sir qiladi.
Shu sababli (16) tenglik quyidagi ko'rinishda yoziladi:

/
y(x)sincy/= jG (x ,£ )[p (£ )s in< y /+ p(£ )y (£ )< y2 sin cot]d%

о
Bu tenglikni sin (Ot ga qisqartirib,

\ G ( x 4 ) p ( f ) d 4 = f ( x ) ,  G(x,4)p(S)=K(x,4) ,  or=X
0

belgilashlarni kiritib, ushbu
/

y ( x ) - X \ K ( x , 4 ) y { g ) d %  = f ( x )  (17)
0

tenglamaga ega bo'lamiz.
p ( ф  funksiyani va demak, /  (x) ni berilgan deb hisoblab, biz у  

(x) funksiyani aniqlash uchun Fredgolmning 2- tur integral tenglamasini 
hosil qildik.

f  (x) funksiyaning aniqlanishiga ko'ra

/ ( 0 ) = / ( / ) - 0  (18)
shartga ega bo'lamiz.

Agar p ( £ )  zichlik o'zgarmas, /  (x) funksiya esa, ikki marta 
uzluksiz difTerensiallanuvchi bo'lsa, (17) integral tenglamani yechish 
katta qiyinchilik tug'dirmaydi.

Haqiqatan ham, avvalo у (x) funksiya (17) tenglamaning yechimi 
bo'lsin. К (x, ф  ga G (x, ф  ning (15) formulalar bilan aniqlangan 
ifodalarini qo'yamiz. U holda

y ( x ) = ^ ( l - x ) y y ( 4 ) d 4 +^ x ' \ ( l - 4 ) y ( 4 ) d 4 + f ( x ) ,
1 0 1 X

bu yerda

Bu tenglikning har ikki tomonini x bo'yicha ikki marta differensiallab, 
ushbu

у "  + (О2 с y ( x )  = f " [ x )  (19)

oddiy differensial tenglamani hosil qilamiz.

14



Ikkinchi tomondan (19) differensial tenglamaning x =  0 va x  = 
= /  da nolga aylanadigan har qanday yechim i (17) integral 
tenglamaning ham yechimi bo'lishini ko'rsatish qiyin emas.

Buning uchun (19) tenglikning har ikki tomonini -T 0G { x , ^  
ga ko'paytirib bo'yicha 0 dan /  gacha integrallaymiz, natijada

-T0 ) G ( x , Z ) y ( { ) d t - T 0a>2c ) G ( x , t ) y ( Z ) d t = - T 0) G ( x , Z ) f ' ( Z ) d Z  
0 0 0

hosil bo'ladi. Tenglikning chap tomonidagi integralni (15) ga asosan ushbu

0 * о 0

ko'rinishda yozib olamiz. Bu tenglikning o'ng tomonidagi integrallarni 
bo'laklab integrallab, у  (0) = у  (I) =0 shartlarni e ’tiborga olsak,

i
- T0 l G ( x , Z ) y ( Z ) d £ = y ( x )

ekanligi kelib chiqadi. 0
Xuddi shunga o'xshash (18) shartlarga asosan

- r j G ( * , £ ) / ( £ ) < / # = / ( * )
0С

Bulardan, c = ~  bo'lgani uchun (17) tenglama kelib chiqadi.
*0

M a’lumki, (19) bir jinsli bo'lmagan differensial tenglamaning 
umumiy yechimi bu tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning umumiy 
yechimi va (19) tenglama xususiy yechimining yig'indisidan iborat. 

(19) ga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

y 0 (x)=C, sin jux+C2 cos jux
dan iborat, bu yerda Cv C2 ixtiyoriy o'zgarmaslar, /л= co y fc .

(19) tenglamaning xususiy yechimini o'zgarmaslarni variatsiyalash 
usulidan foydalanib topamiz:

У\ ( x ) = ~ \ f  (£ ) sin/*(x-£)</£
L1 о

Shunday qilib, (19) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi 
ko'rinishda yoziladi:

v(x) = C, s in / /x+C 2cos/^x+— [ / ( ^ ) s i n  j u ( x - ^ ) d ^
V I

15



(15), (17) va (18) tengliklarga asosan у (0) = у  (I) =0. Bu shartlar 
yordamida C, va C, ni topamiz:

c2=o, c ,= -----—  \f(4)smM(i-4)d4
/ / s in / / /

Natijada, agar s i n / / / ^ 0  bo'lsa, (17) tenglamaning ushbu

■' (•v)= — ---• // ) [./ ( ^ ) s in / / ( /  ~ s  ) + ~  ] /  (<?)s in // ( x - ^ )  J ^  
/ /  Sin/у/ * // *

yechimiga ega bo'lamiz.
Bu holda (17) integral tenglama ikki marta uzluksiz diffe- 

rensiallanuvchi va / (0) = / (7> =0 shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy 
./ (x ) uchun yagona yechimga ega bo'ladi.

Biz keyinchalik (17) tenglamaning yechimi mavjud bo'lishi uchun 
sin ц 1ф 0 shart bajarilganda f  (x )  funksiyaning uzluksiz bo'lishi kifoya 
ekanligini ko'rsatamiz.

3- §. Volterraning integral tenglamalari va differensial 
tenglamalar orasidagi bog‘lanish

Avvalo matematik analiz kursidan m a’lum bo'lgan keyinchalik 
biz foydalanadigan bir formulani keltiramiz.

1. Dirixle formulasi. Faraz qilaylik, / ( x ,  y )  funksiya tomonlari 
x = y , x  = a, x  = b to 'g 'ri chiziqlardan iborat bo'lgan teng yonli A 
uchburchakda ( 1- chizmada shtrixlanmagan uchburchak) uzluksiz 
bo'lsin. Bu holda A uchburchak bo'yicha olingan

J =  J J /  ( x , y ) d x d y
A

integralni ikki usul bilan hisoblash mumkin.
Avval x o'zgaruvchi bo'yicha a dan у  gacha, keyin у  bo'yicha a 

dan b gacha integrallash mumkin, ya’ni
b у

J  = \ d y \ f ( x , y ) d x .
a a

So'ngra, у  bo'yicha x dan b gacha, x bo'yicha esa a dan b gacha 
integrallash mumkin, ya’ni

ь b

J  =  \ d x ^ f ( x , y ) d y .
a x

16



Bu ikki tenglikdan darhol
h
\ d y \ f ( x  , v ) d x  = |  d x  |  /  (x ,  у  ) d y
a a a x

tenglik kelib chiqadi. Bu tenglik Dirixle formulasi deyiladi.
2. Tenglamalar chiziqli bo‘lmagan hoi. Ushbu

(20)

£ = / ( * . > )  «20

tenglamaning

У(хо) = Уо (22)
boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasi, ya’ni 
(21), (22) Koshi masalasi Volterraning chiziqli bo'lmagan integral 
tenglamasiga keladi. Haqiqatan ham у  = y ( x )  funksiya (21 ), (22) 
Koshi masalasining yechimidan iborat bo'lsin. Bu yechimni (21) ga 
qo'yib ayniyat hosil qilamiz, bu ayniyatda x ni / bilan almashtirib, 
so'ngra t bo'yicha x0dan x gacha integrallasak,

y { x ) = ] f { U y ( t ) ) d t + y a m
-v«

tenglikka ega bo'lamiz, ya’ni V’(.t ) funksiya (23) integral tenglamani 
qanoatlantiradi. Aksincha y (x )  funksiya (23) tenglamaning yechimi 
bo'lsin, ya’ni bu shunday funksiyaki, uni (23) tenglamaga qo'ysak, 
bu tenglama ayniyatga aylanadi.

Bu ayniyatni differensiallab,

dy _
dx

ga ega bo'lamiz, ya’ni v (x )  funksiya (2 П tenglamaning yechimidan 
iborat, shu bilan birga (23) ga asosan v ( x (| j  =  y 0 .

Shunday qilib, (23) integral tenglamani yechish (21), (22) Koshi 
masalasini yechishga ekvivalentdir.

Xuddi shunga o'xshash ikkinchi tartibli

d :y
dx 2 f{x,y)

oddiy differensial tenglam aning у ( x Q 
lang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yech

2 32 17

rHini topish masalasi '
i> , , , ,„ :unTETt 4 U e > i \

- markAZi t



X s

y ( x )  =  \ d s \ f \ t , y ( t ] \ d t + y 0 + y 0 ( x - x 0)
*0 *0

chiziqii bo‘lmagan integral tenglamani yechishga keladi.
(20) Dirixle formulasidan foydalanib, oldingi integral tenglamani

JC

y ( x )=  J ( x  у  ( ? ) ] j ? + y 0 +  y 0( x - . T 0 )
x0

ko'rinishda yozishimiz mumkin.
3. Tenglamalar chiziqli boigan hoi.
Koeffitsientlari va ozod hadi uzluksiz bo'lgan ushbu

d ny  , \ d n~xy  , . d y  , ч f  ч
^ r + a i W ^ 7 T + -  +  e - i W ^ + a - W > , =  F W  (24)

« - tartibli chiziqli differensial tenglamaning

j ( x 0) =  C0, з ; '( х 0) =  С р . . . ,у ("-1) ( х 0) =  С „_1 (25)

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasi

Jt

t ) < p ( t ) d t = f ( x ) (26)
*0

ko'rinishdagi Volterraning ikkinchi tur chiziqli integral tenglamasini 
yechishga olib kelish mumkin. Haqiqatan ham,

D " y = ^ - = ( p ( x )  
d x "  '

deb hisoblasak,
Л"

D ]y =  \ ( p ( t ) d t

bo'ladi. So'ngra
X  S

D  2v  = D X( D  >’) =  \ d s  \ ( p { t ) d t
xa xn

bo'lib, Dirixle formulasiga asosan

18



D~2y - J ( x  -  t ) ( p ( l ) d  t.
*0

Bu jarayonni davom ettirib,

D " y  = D ' [ D "- '  y ) = - '— ] ( x - t ) "  '<p(t)dt

tenglikni hosil qilamiz.
(25) boshlang'ich shartlarni e’tiborga olsak,

d ny  _  d  

dx " dx

7П-1
= -—-=c„ , + £>>,, «-I И- i  'dx

d" 2 У
dx n - 1 Q - , ( X" Xo ) + CV 2 + D V ,

(27)

4 n - 3

± = C „ , f e ^ I l + ... + C l + D - ' - V
с/х "_1 ( л - 2 ) !  ( /7 -3)!

v = C„_, (x - xo)” ' + c  (X “ Xo)
n-2

- + _+ C. (x — x0 j+ C 0 + .0 (p
( и - l ) !  ' ~ "-2 ( « - 2 )! 

tengliklarga ega bo'lamiz. Bularni (24) tenglamaga qo'yib,

K ( x , t ) = £ a , ( x )  -J — y - ’

f ( x ) = F ( x ) ~  C«-i a  i(x ) ” [ C«-i ( x  ~  x o) + C n-2^\a 2 ( x ) - - -

a„(x)  (29)

(28)

vn-l

C„_ i — -7 ;;-  +.... + C, (.v - )+ C0
( л - ! ) !

belgilashlarni kiritsak, (26) integral tenglamaga ega bo'lamiz.
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Aksincha, yadrosi va ozod hadi (28), (29) formulalar bilan 
aniqlangan (26) integral tenglamani yechib, <p(x) yechim uchun 
olingan ifodani (27) tengliklarning oxirgisiga qo'yib, (24) tenglamaning 
(25) boshlang'ich shartlarini qanoatlantiruvchi yagona yechimiga ega 
bo'lamiz.

Agar (24) tenglamada eng katta hosila oldidagi koeffitsient 1 
bo'lmay, tf0 (x )  bo'lsa, (26) integral tenglama

ko'rinishga ega bo'ladi, bu yerda ham K ( x , y ) va f ( x )  funksiyalar
(28) va (29) formulalar bilan aniqlanadi.

Agar tekshirilayotgan oraliqda <:/0 ( x ) ^ 0  bo'lsa, hamma avvalgi 
natijalar o'z kuchini saqlab qoladi, agar a 0 (x )  funksiya biror nuqtada 
nolga aylansa, (30) tenglam a uchinchi turdagi maxsus integral 
tenglamadan iborat bo'lib, uni alohida tekshirishga to'g'ri keladi.

Misol. Ushbu

bo'ladi. Bu ifodalarni berilgan tenglamaga qo'yib, cp(x) ga nisbatan

о
integral tenglamani hosil qilamiz.

Mashqlar. Quyidagi differensial tenglamalar va boshlang'ich 
shartlarga mos bo'lgan integral tenglamalar tuzilsin:

X

a o ( * M * ) +  \ к {х ’У) <Р( у ) Лу + f ( x ) (30)

и ° ) = * я ° н

Koshi masalasi integral tenglamaga keltirilsin. 
Yechish.

desak,
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1. - j - у (х )  = 0 , y ( 0 ) = l ;

x

Javob. ^ (x )  = l+ jV ( /)d t .
о

d 2
2 . — f  + y ( x ) = c o s x ,  v(0 ) = 1, > '(0 ) = - 1; 

ax
X

Javob. <p(x) = c o s x - x  + J ( / - x ) ( p ( t ) d t .
0

d 2
3. ^ y + ( l + x 2)y (x )= c o s x ,  y ( 0 ) = 0 ,  у  (0 )= 2 ;

.r

Javob. <p(x)=-  J ( l  + x 2)(x  - /)< p ( /)c //  + c o s x - 2 x(] + x 2).
0

d 3 v d 2 у  . dy

* - 7 ? ~ 3 l ? - 6 t  +  * , ,  =  0 ' m = <0 ) = y " i 0 )  ~ l ;

X

Javob. (p{x) = 1 - 2 x - 4 x 2 + J[3  + 6 ( x - / ) - 4 ( x - / ) 2]^ (/)c //.
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II BOB. FREDGOLM TENGLAMALARI

1- §. Ketma-ket yaqinlashish usuli

Biz bu bobda, asosan Fredgolmning ikkinchi turdagi
b

(p{x) -  /I ^K(x,y)(p(y)dy  = / ( x )
(1)

integral tenglamasini tekshiramiz. (1) tenglamada K ( x , y )  yadroni va 
J  (x) funksiyani uzluksiz funksiyalar deb hisobiaymiz, shuning uchun

ь
[ | К (x , v) | d y < M ,  a < x < b ,  max \ f  (x)|= m (2)J n<r<h

bo'ladi.
Tabiiyki, bu holda (1) tenglamaning yechimini ham uzluksiz 

funksiyalar sinfidan izlaymiz.
Teorema. Agar (1) tenglamaning parametri

\ A \ <  —  (3)
M

shartni qanoatlantirsa, и holda bu tenglamaning yagona (p(x) yechimi 
mavjud bo'lib, uni ketma-ket yaqinlashish usuli bilan topish mumkin.

Isbot. Nolinchi yaqinlashish sifatida (1) tenglamaning ozod hadini 
qabul qilamiz, ya’ni

^ o O )  = / (* )■
Birinchi yaqinlashishni

b

<P\ (*) = / 0 )  + A JK (x ,y )  f ( y ) d y
a

m unosabat bilan aniqlavm iz. Bu jarayonni davom ettirib , n -  
yaqinlashishni

b

<Pn(x) = f ( x )  + k \K(x , y ) (pn_x(y)dy,  «  =  1 ,2 ,...  (4)
a

formula bilan aniqlaymiz.
Shunday qilib, (4) rekurrent munosabatlarni qanoatlantiruvchi

(p0(x). (pi(x),K,(pn(x),... (5)
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funksiyalar ketma-ketligiga ega bo'lam iz. M atem atik analizdan 
ma’lumki, (5) ketma-ketlikning yaqinlashishi

OO

%  ( * ) ]  (6 )
n=\

qatorning yaqinlashishiga teng kuchlidir. (4) formulani
h

V n (x )= f ( x ) + ̂ \ K (x , y ) [ ( pn_ \y ) - ( pn_2(y)+(pn„2(y) \dy=
a

b b 

= / ( * M ]к(х,у)<р„_2 (y)dy+ljK(x,y)[cpn_l (>’) ~(pn_2 (y)]dy =
a a

b

=  ф„_, [<?>„_,( y ) - <p„_2 (y)]dy,  и =  2 ,3 ,. ..  (7)
a

ko'rinishda yozib olamiz. (2) munosabatlarga asosan (7) dan darhol 
quyidagi tengsizliklar kelib chiqadi:

|<px ( x ) - (p0 (x )|< т Я М ,

\p2 (x )~^i (x)|<w A2 A/2,

Shunday qiiib, (6 ) qatorning har bir hadi musbat hadli
00

M r‘ (8)
»=o

qatorning mos hadidan katta emas. (8 ) qator esa, (3) tengsizlikka 
asosan yaqinlashuvchidir. Demak, (6 ) qator, natijada uzluksiz 
funksiyaiaming (5) ketma-ketligi uzluksiz (p{x) funksiyaga absolyut 
va tekis yaqinlashadi. (4) tenglikda и —» oo da limitga o'tib,

ь
<р(х )=/{ х ) +л \ к (х , у ) <р( у ) ( 1у

a

tenglikni hosil qilamiz, bu esa (p{x) funksiya ( 1) tenglamaning yechimi 
ekanligini ko'rsatadi.

23



Endi (1) tenglamaning ^з(х) dan boshqa yechimi yo'qligini 
ko'rsatish qiyin emas. Buning uchun aksincha, ya'ni (I) tenglamaning 
(p{x)  dan boshqa yana bitta ^ ( x )  yechimi bor deb, faraz qilamiz. 
U holda bu yech im larn ing  ayirm asi <y(x) = ̂ ( x ) - ^ ( x )  (1) 
tenglamaga mos bo'lgan bir jinsli tenglamaning yechimidan iborat 
bo'ladi, ya'ni

h
& ) ( x ) = A j  K(x ,y ) co (y )dy .

a
co() = max \co{x)\ deb belgilab olsak, oxirgi tenglikdan

a<x<b

co0 < |/t |Мсуп

tengsizlikka ega bo'lamiz. Agar co0 * 0  bo'lsa, oxirgi tengsizlik (3) 
tengsizlikka qarama-qarshidir. Demak, a>0 =0 , bundan <y(x) = 0, ya'ni 
$ > (x )= ^ (x )  ekanligi kelib chiqadi.

2- §. Iteratsiyalangan yadrolar. Rezolventa

1. Iteratsiyalangan yadrolar. Avvalgi paragrafda (3) tengsizlik 
bajarilganda (5) funksiyalar ketma-ketligi (1) tenglamaning cp(x) 
yechimiga yaqinlashishi isbotlangan edi. Endi shu ketma-ketlik 
yaqinlashishi strukturasini batafsil o'rganamiz. Ma’lumki,

b

<p\ (*)=/(*)+^ \K (x*y)f(y)dУ,
a

so'ngra h

(Pz (•x) = / ( x ) +/L (x d)<P\ ( t ) d t  =
a

b b b 

= f ( x ) + X ^ K  ( x , t ) f { t ) d t  + A 2 J  К ( x , t ) d / J  К  ( t , y ) f ( y ) d y .
a a a

Takroriy integralda integrallash tartibini o'zgartirib, so'ngra
b

K 2 (x ,  v )=  ^ K ( x , t ) K ( t , y ) d t
a

deb belgilab olib,
h b 

Ф2 (-*■)= . /  (-х)-ь A J  К  (x , y ) f  ( y ) d  у + k 2]  K 2 (x , y ) f  (y )dy
a a
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tenglikni hosil qilamiz. Bu jarayonni davom ettirib,

<p« W = / M +  M K kx>y)f(y) dy <9)
a ,=l

tenglikka ega bo'lamiz. Bunda Kf{x,y) lar

K x( x , y )  = K ( x , y ) ,
b

K i ( x , y ) = ^ K ( x , t ) K i_x(t ,y)dt ,  / = 2 ,3 ,...  ( 10)
a

rekurrent m unosabatlar bilan aniqlanadi. /С; (х ,у )  funksiyalar  
iterasiyalangan (takrorlangan) yadrolar deb ataladi.

Iterasiyalangan yadrolarni (10) ga nisbatan umumiyroq
u

K i ( x , y ) =  \ K  r( x , t ) K i_r ( t , y ) d t (11)
и

formula bilan ifodalash mumkin. Haqiqatan ham, (10) da Kt_ ,(/,y )  
yadroni yana shu ( 10) formula yordamida K j 2 bilan ifodalab,

h Г ь

K,(x>y)=  J * ( M )  \ K ( t ],t2) K i_2(t2, y ) d t d t x-

ь b
= ^ K { x , t x) K ( t x,t 2) K i_2{t2, y ) d t xd t  2

a a

tenglikni hosil qilamiz. K j 2 (t2,v)  yadroni K !} yadro orqali ifodalash 
mumkin va h. k. Bu jarayonni davom ettirib, oxirida

b b

, y ) d t r . . d t ^ (  12)
a a

formulaga kelamiz. tr o'zgaruvchi bo'yicha integralni ajratib, oxirgi 
formulani

л f ь ь
K j. ( -x,у ) = Jd t r < j ... j V (x ,tx) К ( tx, t2)..X ( , tr)dtv ..dt,

a \^a a

b b

x [ . . ^ K ( t r,tr+\ ) K ( t r+\,tr+2) . . X ( t i_l, y ) d t r+x...dti_x}

x
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ko'rinishda yozib olamiz. ( 12) formulaga asosan, figurali qavs ichidagi 
birinchi integral K r ( x , t r ) ga, ikkinchi integral esa K i r [tr, y ) ga 
teng.

Shunday qilib,

K , (X>y)= \ K X Xitr )K i-r{tr , y ) d t r-
a

Bunda / ni t ga almashtirib ( 11) formulaga kelamiz
2. Rezolventa. (6 ) qatorning yaqinlashishini isbotlagandagi 

mulohazalarni qaytarib, (3) shart bajarilganda ushbu

i]K i (x , y )  (13)
/=1

qatorning \ a < x < b ,  a < у  < b} kvadratda tekis yaqinlashishiga 
ishonch hosil qilish qiyin emas. Haqiqatan ham, К  yopiq sohada 
uzluksiz bo 'lgan lig i uchun (2 ) tengsizlikka asosan quyidagi 
tengsizliklarga ega bo'lamiz:

\K , ( x ,y )  i|<M„
ь

к 2(х,у)\<  J | k ,  (лг ,г) | |лг ,  ( i , y ) \d t<M,M,
a

b

AT, ( дс, >-)< jjAT, ( jc, Г )|| ЛГг (/, >)j <* < Af, Af
a

b

IK, ( x , y )Y  J|aT, (x,l)\  |K,_, (,l , y ) \ d t< M, M‘
a

D em ak, (13) qato rn ing  har b ir hadi (3) shartga asosan 
yaqinlashuvchi

i=I

sonli qatorning mos hadidan katta emas, u holda (13) qator absolut 
va tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. Bu qatorning yig'indisi /? (х ,у ;Я )  ni 
K y x , y ^  yadroning yoki (1) integral tenglamaning rezolventasi yoki 
haI qiluvchi yadrosi deyiladi.
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(13) qator Я ga nisbatan darajali qator bo'lgani uchun uning 
yig'indisi, ya’ni R(x,y;A) rezolventa, agar Л kompleks son bo'lsa,

U|<— yaqinlashish doirasida, agar Я haqiqiy son bo'lsa, — , —1 1 м у м  MJ
yaqinlashish intervalida Я ning analitik funksiyasidan iborat bo'ladi. 

(9) da n - »  oo da limitga o'tib, ( 1) tenglamaning yechimini ushbu
b ̂  oo

( p ( x )  =  f ( x ) +  Я ( x , y ) f ( y ) d y  (14)
a <=l

qator ko'rinishida hosil qilamiz. Bu qator Neyman qctori deyiladi.
(14) yechim rezolventa yordamida

ь
< p { x ) = f ( x ) +  x j  R ( x , y ' , x ) f ( y ) d y  (15)

a

ko'rinishda yoziladi.
(13) qatorning har bir hadi uzluksiz va qator tekis yaqinlashuvchi 

bo'lganligi sababli rezolventa ham {a < x < b , a < y < b )
kvadratda uzluksiz bo'ladi. Shu sababli, avvalgi formulalardan f ( x )  
uzluksiz funksiya bo'lganligi uchun ( 1) tenglamaning (p(x)  yechimi 
uzluksiz ekanligi kelib chiqadi.

Rezolventa o'zining birinchi yoki ikkinchi argumentining funksiyasi 
sifatida quyidagi ikkita integral tenglamani qatoatlantirishni tekshirib 
ko'rish qiyin emas:

b

R ( x , y \ X ) =  K ( x , y ) +  x \ K ( x , t ) R { t , y \ X ) d t ,
a

b

R ( x , у ; Л ) =  K ( x , y )  + A ^ K { t , y ’) R [ x , t \ X ) d t  (16)
a

Bu tenglamalardan, masalan, ikkinchisini tekshirib ko'rish uchun
oo

R ( x , y \ X )  = Y j ^  K f a y )  (17)
/=i

tenglikning har ikki tomonini K( y , s )  ga ko'paytirib, у  bo'yicha 
integrallaymiz:

b oo b

^ R ( x , y \ X ) K ( y , s )  d y = Y j A‘~' 1 К ; ( х , у ) К  (у,  s ) dy
a  /= 1 a

yoki ( 10) tenglikka asosan



J 7 f ( x , у; Л ) К ( y , s ) dy  ' K i+ 1 ( ^ л ) .

а /=1

Buni /I ga ko'paytirib, (17) da / — 1 = /  deb, hosil bo'lgan ifodani 
e ’tiborga olsak, oldingi tenglik quyidagicha yoziladi:

b
Л j R ( x , y ; J L ) K ( y , s ) d y = R ( x , s ; y l ) - K ( x , s )

°  00

yoki
П

R(x,s;?i)=  AT(x,s)+A J  K ( y , s ) R ( x , y ; k ) d y

Bu esa o'zgaruvchilarni boshqacha belgilashdagi (16) ning ikkinchi 
tenglamasidan iboratdir. (16) ning birinchisini ham xuddi shunday 
tekshirib ko'rish mumkin.

Endi (16) tenglamalar o'rinli bo'lganda (15) formula bilan aniq­
langan <p(x) funksiyaning ( 1) tenglamani qanoatlantirishini ko'rsatish 
qiyin emas. Shu maqsadda (15) formulani (1) tenglamaga olib borib 
qo'yamiz: h b

f ( x )+X^ R(x , y ,X ) f ( y )dy - ) i ^K(x , t ) x

yoki

X
n

f ( t ) + k j R ( t , y ; X ) f ( y ) d y dt = / ( x )

p n
J R ( x, y ;Л ) /  ( V) dy  -  JaT ( x, у ) f ( y  ) dy  -

b b

\ l K { x , t ) R ( t , y ; A ) f ( y ) d t d y = 0 -
a a

Oxirgi tenglikni quyidagi ko'rinishda yozib olamiz.
ь Г ь
J  R ( x , y , A ) - K ( x , y ) - X  ^ K ( x , t ) R { t , y \ X ) d t f ( y ) d y =  0

Bu tenglik haqiqatan o'rinli bo'ladi, chunki kvadrat qavs ichida
[16) tenglamalarning birinchisiga asosan, aynan nol turibdi.

Misol. Ushbu integral tenglama yechilsin:
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Вu yerda K [ x , y ) = y ,  A = — .

Iteratsiyalangan yadrolarni hisoblaymiz:
1 i 

K 2(x , y )= j K ( x , t ) K ( t , y ) d t =  j t y d t = ^ ,
0 0
1 I

K 3( x , y ) =  \ K ( x , t ) K 2( t , y ) d t = ¥ - \ t d t  = - ^ ,
о 0

I t I

K . \ x , y ) =  \ K ( x , t ) K i_x{ U y ) d t = - ^ \ t  dt=-
0

(17) formulaga asosan berilgan tenglamaning rezolventasini 
hisoblaymiz

f  1  ̂ 1 у  V 1 ' ' 4 У
Т ’у ’ 2 Г ^ ^ = у ^ = у ^ т =Т -

4
(15) form ulaga asosan tenglam aning yechim ini quyidagi 

ko‘rinishda topamiz:

\
dv =

, , ,  1 , 1  I f  4 y ( 3  , 1 1 )  
(p(x) = e — x e  — + — —  - e  — у e —  
r w  2 2 2{  3 U  2 ' 2 у2 2 JQ 3 V 2 2 ' 2

= | ( 3 - * К + ^ ( 3 - е ).

Yuqorida bayon qilinganlardan ko'rinayaptiki, (1) tenglamaning 
yechimini ketma-ket yaqinlashish usuli bilan topishda |/l| ning 
dan kichik bo'lgani muhim shart ekan. Tabiiy savol to'g'iladi: ketma- 
ketliklarning A ning barcha qiymatlarida yoki hech bo'lmasa markazi
A=0  nuqtada va radiusi — dan katta bo'lgan doirada (kesmada) 
yaqinlashishini ko'rsatish mumkinmi? Bunday bo'lmas ekan, tavakkal



qilib olingan Fredgolm integral tenglamasi uchun ketma-ketliklar 
|A| > — bo'lganda uzoqlashishi mumkin, ammo shunday tenglamalar 
sinfi mavjudki (masalan, Volterra tenglamalari, biz ularni keyingi 
bobda o'rganamiz), ketma-ketliklar Л ning ixtiyoriy chekli qiymatida 
yaqinlashuvchi bo'ladi.

Misol. Ushbu
i

(p(x ) - k j q ) ( y ) d y = \  (18)
0

tenglama berilgan bo'lsin. Bu yerda a = 0, b = 1, К (x, y) = /, M = 1 
bo'lib, yuqorida isbotlanganiga asosan (18) tenglama uchun (5) 
ketma-ketlik |A| < 1 bo'lganda yaqinlashuvchi bo'ladi. Lekin bu 
tenglamani ketma-ket yaqinlashish usulidan foydalanmay ham osongina 
yechish mumkin. Shu maqsadda

i
\ ( p ( y ) d y
о

integral biror noma’lum o'zgarmasdan iborat ekanligini e’tiborga olib, 
uni С orqali belgilab olamiz. U holda (18) tenglamaga asosan

(p{x)- \  +ЛС
Bu ifodani (18) tenglamaga qo'yib,

( l  - A ) C  = 1 (19)

tenglamani hosil qilamiz. Л -  1 bo'lganda bu tenglama yechilmaydi, 
demak, Л -  1 da (18) integral tenglama yechimga ega emas. Bundan, 
radiusi birdan katta bo'lgan doirada (18) tenglama uchun ketma- 
ketliklar yaqinlashishi mumkin emasligi kelib chiqadi. Shunga qaramay 
qizig'i shundaki, (18) tenglama faqat Л ф 1 bo'lgan barcha Л lar

uchun yechimga ega. Haqiqatan ham, (19) dan C=—!— , demak, 
j 1 ^

<p(x)=-— Buni (18) tenglamaga qo'yib, uni qanoatlantirishiga
l — A

ishonch hosil qilish qiyin emas.
Endi (18) tenglamadan farqli, ozod hadi (0, 1) oraliqda ixtiyoriy 

uzluksiz f  (x )  funksiya bo'lgan
i

( p { x ) - l \ ( p { y ) d y  = f ( x )  (20)
о

tenglamani tekshiramiz. Avvalgiday
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C = \(p(y)dy
о

deb belgilab,

q > ( x ) = f ( x ) + X C

tenglikni hosil qilamiz. Buni 0 dan 1 gacha integrallab, С ni topish 
uchun

l
( l - Я  ) C  = \ f ( x ) d x  (2|)

о
tenglamaga ega bo'lamiz. Agar А ф 1 bo'lsa,

1 1
C = — —\ f ( x ) d x ,

(p ( x ) = f ( x )  + - ^ - 7 \ f { x ) d x .
1 A  0

Bu funksiyani (20) tenglamaga qo'yib, uni qanoatlantirishiga 
ishonch hosil qilamiz, demak, (20) tenglama A bo'lganda yechiladi 
va yagona yechimga ega bo'ladi.

Endi 2= 1  bo'lsin. Bu holda (21) tenglama
l
| / ( х ) с / х  = 0 (22)
о

ko'rinishga ega bo'ladi. Agar / (x )  shunday funksiya bo'lsaki, (22) 
tenglik o'rinli bo'lmasa, (20) tenglama yechimga ega bo'lmaydi, xuddi 
shunday bo'lishini / ( x )  = l da ham ko'rgan edik. Agar (22) tenglik 
bajarilsa, u holda С aniqlanmay qoladi, bu holda (20) tenglama

< p ( x ) = f ( x ) + C
(C — ixtiyoriy o'zgarmas) ko'rinishdagi cheksiz ko'p yechimlarga 
ega bo'ladi.

Mashqlar. Rezolventa yordamida ushbu integral tenglamalarning 
yechimi topilsin.



, Ч 15 
Javob: (р \ х )=— х .

V ’ 16

2- tp(x ) - ^ j (p(y)d y = eX- ^ + \ -
О

Javob: (р{х) = ех.

I f3 . ф (х ) -----J х у  ( p ( y ) d у =  s in x —

/ ч • 24 1 1 . 1УоуоА: <з(х = s in x ------(1 + —cos-----sin—)
V ’ 95 2 2 2

3- §. Fredgolm teoremalari

1. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi. Chiziqli integral 
tenglamalar nazariyasida algebradan ma’lum bo’lgan chiziqli algebraik. 
tenglamalar sistemalarini yechishga doir teoremalar muhim rol o ‘y- 
naydi.

Biz bu bandda keyinchalik bizga kerak bo'ladigan, chiziqli algebraik 
tenglamalar sistemalariga taalluqli teoremalarni, asosan isbotsiz 
keltiramiz.

Tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng bo'lgan

Y j ai j x j =bi’ i =
/=i

(23)

ko’rinishdagi sistemani tekshiramiz.
хр х2 ,...,х л va b],b-,,...,bn sonlarni x  va b vektor- usiunlarning 

koordinatalari deb, ya’ni

x =

*1
x2

, b = К

К

о (/ koeffitsiyentlarni esa, ushbu
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А = а и

a u a n  ."  a \n

a 2\ « 2 2 "  a 2n

a n\ a n 2  • ”  a n n

kviulrat matritsaning elementlari deb talqin qilamiz. U holda (23) 
sistemani bitta

A x =  b
vckU)i tenglama ko'rinishida yozish mumkin. Ma’lumki, A matritsa 
berilgan bo'lsa, uning satrlarini ustunlariga almashtirish natijasida hosil 
bo'lgan matritsani A bilan transponirlangan matritsa deyiladi.

Agar A matritsaning a tj elementlari kompleks sonlardan iborat 
bo'lsa, transponirlangan matritsa elementlarini qo'shma kompleks ajt 
elementlar bilan almashtirish natijasida A matritsaga qo'shma A’ 
matritsa hosil bo'ladi.

Shunday qilib, agar A = 
elementlar haqiqiy sonlar bo'

au bo'lsa, A = a» и
sa, A matritsaga qo'shma bo'lgan A’

matritsa transponirlangan matritsaning o'zidan iborat bo'ladi. 
Ushbu

A* y-c
yoki, yoyib yozganda

Z a ji y j = c i’ *' =  1 , 2 , . . . . , и

7 = 1

tCHKlamalAr sistemasi (23) sistemaga qo'shma sistema deyiladi.
Qo'shma sistemaning o'ng tomonidagi vektor ixtiyoriy bo'lishi 

miltnkin. Koeffitsientlari a jj haqiqiy sonlardan iborat sistemaga 
(|n .Inna sistema

L a j i y j = c i
7=1

кн 11иish^a ega bo'ladi. Biz quyida keltiradigan tushuncha va 
teiHnnuiiirda sistemaning koeffitsientlari haqiqiy yoki kompleks sonlar 
ho Ihliming larqi yo'q.
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0 ‘zaro qo'shma matritsalaming determinantlari bir vaqtda nolga 
teng yoki teng bo‘lmaydi; qo'shma matritsalar bir xil rangga ega bo'ladi.

1- teorema. Agar algebraik tenglamalar sistemasining determinanti 
noldan farqli bo'lsa, и holda berilgan sistema ham va unga qo'shma 
bo'lgan sistema ham ixtiyoriy ozod hadlarda yechiladi, и va bu 
sistemaning yechimlari yagona bo ‘ladi. Bu holda bir jinsli sistema 
faqat trivial (nolga teng) yechimga ega bo'ladi.

2- teorema. Agar algebraik tenglamalar sistemasining determinanti 
nolga teng bo'lsa, и holda bir jinsli A x - 0  va A* у  = 0 sistema lar bir 
xil sondagi p  =n — r chiziqli bog 'liq bo 'Imagan yechimlarga ega bo 'ladi, 
bu yerdagi r  — A matritsaning rangi.

Shuni ta ’kidlab o'tamizki, agar x ^ , x ^ , . . . , x ^  va у  a>, у  (2>, ..., 
у <p) lar A x = 0 va A y = 0 sistemalarning chiziqli bog'liq bo'lmagan 
yechimlari bo'lsa, u holda bu sistemalarning umumiy yechimi

y = Y j y ] y (J)
7=1 7=1

*
ko'rinishga ega bo'ladi, bundagi Yj va Yj lar ixtiyoriy o'zgarmaslar.

3- teorema. Bir jinsli bo'lmagan (23) sistemaning yechimga ega 
bo 'lishi uchun A matritsaning rangi, bu matritsaga ozod hadlar ustunini 
qo'shimcha qilishdan hosil bo'lgan kengaytirilgan matritsaning rangiga 
teng bo'lishi zarur va yetarlidir.

Agar (23) sistemaning determinanti nolga teng bo'lib, sistema 
yechiladigan bo'lsa, u cheksiz ko'p yechimlarga ega bo'ladi: (23) 
sistemaning biror yechimiga unga mos bir jinsli sistemaning ixtiyoriy 
yechimini qo'shib, yana (23) sistemaning yechimini hosil qilamiz. Bu 
holda agar A matritsaning rangi r ga teng bo'lsa, (23) sistemanng 
umumiy yechimi

i-1
ko'rinishga ega bo'ladi, bu yerdagi X'0'1 sistemaning xususiy yechimi, 
x , у =1,2,....,/? lar esa, bir jinsli A x = 0 sistemaning chiziqli 
bog'liq bo'lmagan yechimlaridir.

3- teorem ani unga ekvivalent bo 'lgan  va keyinchalik biz 
foydalanadigan teorema bilan almashtirish mumkin.

4- teorema. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi (23) yechimga 
ega bo'lishi uchun bu sistema ozod hadlari vektorining qo'shma bir 
jinsli sistema barcha yechimlariga ortogonal bo 'lishi zarur va yetarlidir.

34



Bu teoremaning isbotini keltiramiz. Eslatib o 'tam iz, agar
П

( * . ; > ) =  Z * *  я = 0i=i
bo'lsa, x  va у  vektorlar ortogonal deyiladi.

A matritsaning i- ustunidan tashkil topgan vektorni Л orqali 
belgilab olamiz, ya’ni

A-

d\i
a2i

(23) sistemani

Z  хЛ = ъ
i=i

ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Bu yozuv shuni ko‘rsatadiki, b 
vektor A. vektorlarning chiziqli kombinatsiyasi bo‘lgan holda va faqat 
shu holdagina (23) sistema yechimga ega bo'ladi. Buning uchun b 
vektorning barcha A. vektorlarga ortogonal bo'lgan har bir vektorga 
ortogonal bo'lishi zarur va yetarlidir.

Shunday vektor у  b o iib , uning kom ponentlari yx,y2,...,y„ 
bo'lsin. [y,Aj)=0, j  = 1,2,..,и shart

Z a y, yj  = 0 , / = 1,2,..., n
j =i

tenglikka ekvivalentdir. Bu esa, у  (23) sistemaga qo'shma bir jinsli 
sistemaning yechimi ekanligini bildiradi.

D em ak, (23) sistem aning yechim ga ega bo 'lish i uchun b 
vektorning qo'shma bir jinsli sistemaning ixtiyoriy yechimiga ortogonal 
bo'lishi zarur va yetarlidir. Shu bilan teorema isbot bo'ldi.

2. Aynigan yadroli Fredgolm integral tenglamalari. Fredgolmning 
ikkinchi tur ( 1) tenglamasidagi ^ ( x , y )  yadro

(24)
;=i
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ko‘rinishga ega bo'lsa, у  aynigan (buzilgan) yadro deb ataladi. Bundagi 
p \ x )  va q, (y) funksiyalarni asosiy (a,b) oraliqda uzluksiz funksiyalar 
deb hisoblaymiz. U holda K[x,y) yadro asosiy kvadratda uzluksiz 
funksiya bo'ladi. Ayrim adabiyotlarda (24) ko'rinishdagi yadroni 
Pinkerle—Gursa yadrosi, qisqacha PG-yadro deb ham yuritiladi. 
Umumiylikka ziyon yetkazmay, /? ,(x ) barcha funksiyalarni ham, 
q i ( y )  funksiyalarni ham o'zaro chiziqli bog‘liq emas deb hisoblaymiz. 
Aks holda chiziqli boqliqlarini boshqalari orqali chiziqli ifodalab,
(24) yig'indida qo'shiluvchilarsonini kamaytirish mumkin. (24) ifodani 
( 1) integral tenglamaga qo'yib,

ko'rinishda yozib olamiz, bu yerda c. — nomal’um sonlar. ci — 
o'zgarmaslarni aniqlash uchun oxirgi formuladan cp{x) ning qiymatini 
(25) tenglamaga olib borib qo‘yamiz:

(p (x ) - / 1 i { x)q i ( y) (p{y)dy = f { x ) (25)

tenglamani hosil qilamiz. Ushbu
b

c , = \4i{y)<p{y)dy (26)
a

belgilashlami kiritib, (25) integral tenglamani
П

(27)

< p ( x ) + Л ^ с . р ^ х ) - Я  1 U  ( Х ) Я : ( У ) [ Л У )  +

+ ̂Y.cjPi(y) dy=f(x)

yoki

I a W  ci - \ q i ( y ) f ( y ) d y - X Y j \ c j P j ( y ) q i ( y ) d y  = 0 .
a

Bundan Pi ( x )  funksiyalar chiziqli bog'liq bo‘lmagani uchun
b n b° n °

ci -  J q, ( y ) f ( y ) d y - &  X  cj \ P j (.y )q  b ) dy =  0
tenglik kelib chiqadi. Quyidagi belgilarni kiritib,
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и и

7 , =  \ q l ( y ) f { y ) d y i a i j = \ p j ( y ) q i ( y )d y  (28)
а а

avvalgi tenglikni

П

ci - A ^ a ijcj =yi, /' = 1,2,..., п (29)
7=1

ko'rinishda yozib olamz. Shunday qilib, ct o'zgarmaslarni aniqlash 
uchun (29) chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini hosil qildik. (25) 
integral tenglama va (29) sistemaning ekvivalentligini ko'rsatish qiyin 
emas. Haqiqatan ham, agar (p [ x ) eC[ a , b \  funksiya (25) tenglamaning 
yechimi bo'lsa, u holda (26) tenglik bilan aniqlangan c(, i = 1 
sonlar (29) sistemani qanoatlantirishini hozirgina ko'rsatdik. Aksincha, 
agar c,, i = sonlar (29) sistemaning yechimlaridan iborat
bo'lsa, (27) formula bilan aniqlangan <p(x) funksiya a < x < b  oraliqda 
uzluksiz bo'lib, (28) ga asosan (25) tenglamani qanoatlantiradi:

n  ̂ b

<p{x)-X'YJPi{x ) \ q i { y ) ( p { y ) d y - f { x ) =

f { x )+^ Y Jc,Pi{x ) - ^ Y j P i { x ) \ q i{ y ) [ f i y ) +^ ' L ci P i ( y )
1=1 /=1 a 7=1

dy~f(x) =

* 1 pM  c - ^ L au cr y .
V 7=1i=l

= 0 .

Avvalgi bandda, (25) tenglamalar sistemasi nazariyasida

1 - Я а п ЯО!|2 -Я0£,„

М(  Я) =
-Я  a,, 1 -  Яа22 - Я а 2„

-Яа„ | -Яа„2 1 - я « „

matritsa muhim rol o'ynashini ko'rdik. Bu matritsaning determinantini 
/) (Я )  orqali belgilab olamiz, ya’ni
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D (X ):

1 — Л а и —Л а ]2 
—Л&ц \ — Л а22

-Л а.I п
-Л а 2 п

-Лап1 -Л а п2 ... \~ Л ап
D { X )  determinant Л ga nisbatan л-darajali ko‘phaddan iboratdir; 
bu ko'phad

1 0 ... 0 

0 1 ... 0

0 0 ... 1

=  1

bo'lgani uchun aynan noldan farqli. Agar

D ( A ) * 0 (30)

bo‘lsa, (29) sistema ixtiyoriy y t o ‘ng tom onlar uchun yagona 
yechimga ega bo'lishini va bu yechim Kramer formulalari bilan aniq- 
lanishi bizga m a’lum. (30) shart D { X )  ko‘phadning ildizlari bo‘lgan 
Л ning chekli sondagi Л ,, Aj,...,A  m, m < n  qiymatlari uchun buziladi. 
Л ning bu qiymatlari K y x , y ) yadroning yoki (25) tenglamaning xos 
(xarakteristik) sonlari deyiladi.

Shunday qilib, Л ning Л p m lardan farqli bo‘lgan har
bir chekli qiymatida (29) sistema yagona cx,...,cn yechimga ega bo'ladi. 
Bu yechimni (27) tenglikning o ‘ng tomoniga qo‘yib, (25) integral 
tenglamaning (p{x)  yechimiga ega bo‘lamiz.

Natijada quyidagi teoremani isbotladik.
Fredgolmning birinchi teoremasi. Agar Л parametr К (x ,y )  

yadroning xos soni bo'lmasa, ixtiyoriy uzluksiz /  (x )  ozod had uchun 
(25) integral tenglama yechimga ega, shu bilan birga bu yechim yagona 
bo ‘ladi.

(25) integral tenglamaga mos bir jinsli

° П

<p(x ) - k ) ' s£ j p i (x ) cl i (y)<p(y)dy=®  (3i)
a  *—1

tenglama (29) sistemaga mos bo‘lgan ushbu
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с ,- А ]> Х с ,.=  0 (32)
j= 1

bir jinsli chiziqli algebraik sistemaga keladi. (31) tenglamaga qo'shma 
bo'lgan bir jinsli tenglama

bp "
^ ( X M  y £ j P i ( y ) q i ( x ) \ l / ( y ) d y  = 0  (33)

a  / = 1

ko‘rinishga ega. (33) tenglama esa (32) ga qo'shma bo‘lgan
n

d l - ^ Y , c c j i d  y = 0  (34)
7=1

bir jinsli sistemaga teng kuchlidir, bunda
ь

< = * =i » 2 ,
a

Agar Л = Д А,& = 1,...,/?? bo'lib, М (Д ) matritsaning rangi /• ga 
teng bo'lsa, 1-banddagi 2-teoremadan ma’lumki, bir jinsli (32) sistema 
ham va unga qo'shma bo'lgan (34) sistema ham n - r ta

c(,.. . ,cJn, d ( , . . . . , d Jn , j  = \ , 2 , . . . . , n - r

chiziqli bog'liq bo‘lmagan yechimlarga ega bo'ladi. Bu yechimlami 
(31) va (33) dan hosil bo'lgan ushbu

n n
(Pj(x ) = Л ] Г с / Pi ( x ) ,  i//j ( x ) = A ' £ d / q i (x ) ,  j  = 1,2, - r (35) 

j=i i=i 
formulaming o'ng tomonlariga qo'yib, (31) va (33) bir jinsli integral 
tenglamalarning n - r tadan chiziqli erkli yechimlarini hosil qilamiz.

Fredgolmning ikkinchi teoremasi. Bir jinsli (31) tenglama va unga 
qo'shma bo'lgan (33) tenglama bir xil n - r tadan chiziqli bog'liq 
bo'lmagan yechimlarga ega bo‘ladi.

Bir jinsli (31) tenglamaning nolga teng bo'lmagan (p. (x), j  =  1, 
n ~  r  yechimlari (25) tenglamaning yoki К (*,>>) yadroning 

A k, к = xos sonlariga mos bo‘lgan xos funksiyalari deyiladi.
Avvalgi banddagi 4-teoremadan ma’lumki, A = A k bo'lganda

(29) sistema ixtiyoriy o'ng tomonlar uchun yechimga ega bo'lavermaydi. 
Bu sistemaning yechimga ega bo'lishi uchun /  i = 1 ,. . ,n sonlar

П
Y j y i d i =  0 , j  =  1 ,2 ,. . . ,и  -  r  (36)
i=i
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shartlarni qanoatlantirishi zarur va yetarlidir. Bu shartlarda у , o ‘rniga 
uning qiymatini qo‘yib, (36) ga teng kuchli bo‘lgan quyidagi tengliklar 
sistemasiga ega bolamiz:

^ S  Y‘ di = Я X  d< J  Qt {x) f ( x )dx =
(=1 /=1 a

= / ( x j ^ d j  qi ( x ) d x = 0 .
a  , = 1Bundan (35) ga asosan

b

J / ( x ) v / / ( x ) c / x = 0 ,  j  =  1 , 2 , . . . , и  -  r
a

tengliklar hosil bo'ladi.
Biror D sohada, xususan (a , 6 ) oraliqda, ikkita funksiyaning 

k o ‘paytmasidan olingan integral nolga teng bo‘Isa, bu funksiyalar 
ortogonal deb ataladi.

Shunday qilib biz quyidagi teoremani isbot qildik.
Fredgolmning uchinchi teoremasi. A = A k , k = l , ..., m bo ‘Igan- 

da (25) integral tenglamaning yechimga ega bo‘lishi uchun uning ozod 
hadi f ( x )  funksiyaning qo'shma bir jinsli (33) integral tenglamaning 
barcha ys} {x) ,  j  = 1, n -  r yechimlariga ortogonal bo'lishi zarur 
va yetarlidir.

Bu holda (25) tenglama cheksiz ko‘p yechimlarga ega va bu 
yechimlar ushbu ko‘rinicI la boMadi:

__ n—r

<p(x)=<p(x)+Z/3; <P,(x),
_  j=] 

bu yerda cp (x )  (25) tenglamaning xususiy yechimi, yig‘indi esa (31) 
bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi.

Misol. Ushbu
П

<р(х)-А J (xcosy  + y 2 s inx+ cosxs iny^(p(y)dy=x
-7 1

integral tenglama yechilsin.
Tenglamaning chap tomonidagi integralni uchtaga ajratib,К

|  ( x c o s y + y 2 sinx+cosxsinyj<p(y)c/y =
-П
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= x  Jc o s  y<p(y)c/y+sinx J y V ( y ) c /y + c o s x  J s in y ( p ( y ) d y
-7 Г

so'ngra
л П П

C\ = \(p(t)cosydy, c2= J y 2<p(y)dy, c3 = J<p(y)sinydy
- л  -7 1  -7 1

belgilashlarni kiritamiz. U holda noma’lum funksiya

^(x)=c, Лх+с2 Я sin x + c3 Acosx+x

ko'rinishda yoziladi. N om a’lum funksiyaning mana shu ifodasidan 
foydalanib, cn c2 va c3 ni hisoblaymiz:

П
c, =  J  (с ,  A y + c 2 Xs iny+c з A c o s y + y ) c o s y c / y ,

-71
П

c2 - j (c ,  A y + c 2 A s i n y + c 3 A c o s y + y ) y 2c/y,
-K

К

съ =  J  ( c , A y + c 2 A s i n y + c ,  A c o s y + y ) s i n y c / v ,
-к

yoki
' я Л  л л

l - Л  jycosydy  - с 2Л J  sin у  cos у с /у -с3Л [cos2 у  с/у=
ч ~71 J  -7 1  - п

К

= Jy co sy c /y ,
-тг

л  f  71 \  7Г 71

-с , Л J y 3c/y-l-c2 1 -Л  J y 2sinyc/y - с 3 A J y 2 cos ус/у == J y 3 с/у
\  -л )  -л -л

л л ( л  \  л

- с , A J  tsmydy-c2A J  s in2>>c/y+c3 1 - А  J c o s y s i n y c / y  =  J  jys iny  с/у.
V - я /  -П

Bu tenglamalarga kirgan integrallami hisoblab, cx, c, va c3 noma’- 
lumlami topish uchun quyidagi chiziqli algebraik tenglamalar siste- 
masiga ega bo'lamiz:



с, — Л к с ъ =0,

с 2 + 4 А 7 г с 3 = 0 ,

- 2 Л л с х - Л я с 2 + с 3 = 2 к .

Bu sistemaning determinanti

1 0

D(A)=
—ж Я

О 1 4яЯ  

—2 Я к  -Я  7Г 1
Demak, avvalgi sistema yagona yechimga ega bo'ladi:

= 1+2Я27Г*0.

2Яяг
1+2Я2 я 2

, c2
8Ял:2 2 л:

1+2Я2 л'2 ’ 1+2Я тт2 _ 2  •

Bulami izlanayotgan noma’lum funksiyaning ifodasiga qo‘yib, berilgan 
tenglamaning yechimini

2 Л к
q>[ x ) = -------- г— А Л  ̂ x -4A ^siruc+cosx  )+x

;  1 + 2 А л - '

ko‘rinishda topamiz.
Mashqlar. Aynigan yadroli quyidagi integral tenglamalar yechilsin.

l
1. (p ( x ) -A  ^{\ + x y ) < p ( y ) d y = x 2.

о

Javob: A2 —16A + 12^0 bo‘lganda.

? ( * ) = * » + . * ( 3 ~ л ) . +  A ( 2 4 + A )Я2-1бЯ+12 б(Я2-1бЯ+12)'
71

2. (p{x)-  Jcos(x + y ) ^ ( y ) c /y = l .
о

Javob: (o(x)=1-----—  sinx.
v 7 2+л-
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2

3. (р{х)~4 J s i n 2x< p (y ) dy = 2x - / r .
о

4. ф ( х ) - Л  J t g y ( p{ y )d y= c tg x .

I
5.  (р[х)-Л  J c o s ( g l n y ) ( p ( y ) d у  = \ .

оо

3. Uzluksiz yadroli Fredgolmning ikkinchi tur integral tenglamasi.
Endi (1) tenglamaning yadrosi (24) ko'rinishda bo'lmagan holni 
tekshiraylik. Agar A^(x, y )  funksiya asosiy kvadratda uzluksiz bo'lsa, 
matematik analiz kursida isbotlanadigan Veyershtrass teoremasiga 
asosan, har bir e  > 0  uchun x va у  ga nisbatan yetarli yuqori darajada 
shunday K 0 (x , >’) ko'phad mavjud bo'ladiki, asosiy kvadratda

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Ravshanki, ЛГ0 (х , y )  ko'phadning har bir 
hadini bittasi x ga, ikkinchisi у  ga bog'liq bo'lgan ikkita funksiyaning 
ko'paytmasi sifatida ifodalash mumkin. Shu sababli К (x , у ) yadroni

ko 'rin ishda yozib olishim iz m um kin. Bundagi AT,(x, y )  ifoda 
{a < x, у  < 6 } kvadratda

|/C(x, у )-А :0(х, y)\<e

n

K  (*> y ) = Y j P i (*k ( y ) + K i (*> y ) (37)
/■=1

ь

(38)
a

shartni qanoatlantiruvchi uzluksiz funksiyadir.



(37) tenglik K { x , y }  yadroning kichik va aynigan yadrolar 
yig'indisiga ajratilganligini ifodalovchi formuladir.

Ixtiyoriy R > 0 sonni belgilab olib, (I) tenglamani Л parametr- 
ning qiymatlari faqat doirada yotgandagina tekshiramiz. e  > 0

sonni shunday kichik qilib tanlaymizki, s <—  bo'lsin. (37) tenglikka
2 Rasosan ( 1) integral tenglamani

ь
< p ( x ) - ^ K x( x , y ) < p ( y ) d y  = F ( x )  (39)

a
ko'rinishda yozib olamiz, bu yerda

" r
F ( x ) ^ f ( x ) + X ' Y , ) P i ( x ) q l ( y ) f p ( y ) d y .  (40)

i= I a

Shunday qilib, parametri |A |f < l  tenglikni qanoatlantiruvchi 
tenglamani hosil qildik. 1- § dan ma’lumki, bunday integral tenglama 
yagona yechimga ega bo'ladi. АГ,(х,у) yadroning rezolventasini 
/? ,(х ,у ,Я ) orqali belgilab, (39) tenglamani

b

q>(x)= F ( x ) + ? i \ R ]( x , y ; ? i ) F ( y ) d y  (41)
a

ko'rinishda yozib olamiz. (41) tenglikdagi F ( x )  o'rniga uning (40) 
dagi qiymatini olib borib qo'yamiz:

n b

< р (х )= /(х )  + Я I I  Pi(x )qi(y)<p(y)dy-’+
i= i a

b

+ Я |д ,(х ,г ;Я )  f { t ) + ^ ^ \ p i ( t )qi {y)(p{y)dy
a  L  i - l  a

Ushbu

d  t.

о

g { x ) = f ( x ) + A . ^ R x(x tt \ £ ) f ( t ) d t ,
a

b

г (х ,Я )=  />, ( * ) + Я J  /?( (х ,/;Я ) p i ( t )dx
а

belgilashlarni kiritib,
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b n

<p { x ) ~  X \ ^ r i ( x , X ) q i ( y ) ( p ( y ) d y  = g ( x )  (42)
a i= 1

tenglamani hosil qilamiz.

Izoh. Rx[ x , y \ / 1) rezolventa И <~ doirada Л ga nisbatan darajali 
qatorning yig‘indisi bo'lgani uchun bu doirada u analitik funksiya bo'ladi. 

Ammo £<~ ^  bo'lgani uchun rezolventa |Д |< 2 /? doirada, ayniqsa 

|/l|<  R yopiq doirada analitik funksiya bo'ladi. Bundan shu yopiq doirada 
r ^ x , X )  funksiyalarning Л ga nisbatan analitik funksiya ekanligi kelib 
chiqadi. Endi (42) tenglamani (26) belgilashlardan foydalanib,

П

<P(X) =&(*)+ Л£ С,П ( * Д )  (43)
i=i

ko'rinishda yozib olamiz. ct, i = o'zgarmas sonlarni shunday
tanlaymizki, natijada (43) formula bilan aniqlangan (p^x) funksiya 
(42) integral tenglamaning yechimi bo'lsin.

(43) ifodani (42) tenglamaning chap tomoniga olib borib qo'yib,
b b

ir \ q i { y ) r J ( y , l ) d  у , Y i = \ q i ( y ) s { y ) d y
a a

belgilashlarni kiritib, 2-banddagi mulohazalami qaytarsak, (42) 
integral tenglamaga ekvivalent bo'lgan

П
Ci- Л ^ а  j j c j = y „  / =  1 ,2 , . . . ,n  (44)

7=1
chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini hosil qilamiz.

Bu sistemaning a jJ koeffitsientlari rt ( x , A )  funksiyalar orqali 
aniqlanganligi uchun, Л parametrning funksiyalari bo'lib, |^ |< /?  yopiq 
doirada analitikdir. Shunday qilib, Л ning ixtiyoriy chekli tayin qiymati 
uchun (1) tenglama aynigan yadroli (42) tenglamaga ekvivalent bo'lib, 
(42) tenglama uchun 2- bandda isbotlangan Fredgolm teoremalari 
o'rinli bo'lganligi sababli ( 1) integral tenglama, unga mos bir jinsli

b

( p ( x ) - A ^  K ( x , y ) ( p ( y ) d y =  0  (45)
a

va qo'shma bir jinsli
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D
\ \ / ( x ) - X ^ K ( y , x ) y ( y ) d y  = 0 (46)

a

tenglamalar uchun ham o'z kuchini saqlab qoladi. Bu teoremalami 
bitta altemativa sifatida bayon qilamiz.

Fredgolm alternativasi. Agar (1) tenglamaga mos bir jinsli (45) 
tenglama Л ning har bir tayin qiymati uchun noldan farqli yechimga 
ega bo‘lmasa, (1) tenglama ixtiyoriy ozod had f ( x )  uchun ./ (x )  
yagona yechimga ega bo'ladi; agar (45) bir jinsli tenglama noldan farqli 
yechimlarga ega bo'lsa, (45) tenglama ham va unga qo'shma (46) bir 
jinsli tenglama ham bir xil chekli sondagi chiziqli bog'liq bo'lmagan 
yechimlarga ega bo'ladi: и holda (1) tenglama ixtiyoriy f ( x )  uchun 
yechimga ega bo'lavermaydi, (1) tenglamaning yechimga ega bo'lishi 
uchun uning ozod hadi f { x )  qo'shma (46) bir jinsli tenglamaning 
barcha yechimlariga ortogonal bo ‘lishi zarur va yetarlidir, ya ’ni

ь
| / ( х ) ^ ( х ) с / х = 0 , i - \ , 2 , . . . , k ,
a

bunda (x )  funksiyalar (46) tenglamaning barcha chiziqli bog'liq 
bo ‘Imagan yechimlari.

(44) algebraik sistemaning determinanti

A , ( A ) =

1 - Л а И - Л а12 ... -Л а  
-Ла^  1 - Л а22 ... ~Л а2п

-Л апХ -Л ап2 ... 1 - Л а п

|/ l |< /?  doirada Л ning analitik funksiyasidir, chunki bu doirada 
oc .. koeffitsientlar Л ga nisbatan analitikdir. D R (0 ) =1 bo‘lgani uchun 
D r ( /I)  funksiya noldan farqli. Bundan analitik funksiyalaming yagonalik 
xossasiga asosan D R ( / t )  determinant |/ l |<  doirada faqat chekli 
sondagi nollarga ega degan xulosaga kelamiz.

Aynan nolga teng bo‘lgan funksiya ravshanki, bir jinsli (45) teng­
lamaning va unga qo'shma bo'lgan (46) bir jinsli tenglamaning yechimi 
bo'ladi. Bundan keyin bir jinsli (yoki unga qo'shma) tenglamaning 
yechimi deganda aynan noldan farqli yechimni tushunamiz.

Endi 1- banddagiday quyidagi ta ’riflarni kiritishimiz mumkin.
Bir jinsli (45) tenglama (pt (x ) , i = \ , .. .,k ,  yechimlarga ega bo'lgan
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Л parametrning qiymatini К  (x,_y) yadroning yoki (J) tenglamaning 
xos soni, (pt ( x )  funksiyalami esa shu yadro yoki tenglamaning Л xos 
songa mos bo'lgan xos funksiyalari deyiladi.

Shunday qilib, |A|</? doirada joylashgan xos sonlar, shu doirada 
joylashgan £>^(2 ) determinant ildizlari bilan ustma-ust tushadi.

Yuqorida bayon qilganlarga asosan, yana bir bor ta’kidlab o 'ta- 
mizki, berilgan xos songa mos chiziqli bog'liq bo'lmagan xos funk- 
siyalaming soni cheklidir.

К  ( x , y )  yadroning barcha xos sonlari to ‘plami bu yadroning spektri 
deb ataladi.

Fredgolm teoremalaridan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
Fredgolm integral tenglamasi xos sonlarining to'plami к о ‘pi bilan 

sanoqli bo ‘ladi va ular chekli limit nuqtalarga ega bo ‘Imaydi.
Haqiqatan ham, kompleks Л tekislikda umumiy markazi koor- 

dinata boshida va radiuslari 1, 2, 3, ... bo'lgan aylanalar o'tkazamiz. 
Bu aylanalar Л tekislikni sohalarning sanoqli to'plamiga ajratadi. Biz 
ko'rdikki, radiusi n ga teng bo'lgan ixtiyoriy doirada faqat chekli 
sondagi xos sonlar bor. U holda ravshanki, har bir и< |Д |<гс+1 
halqada ham chekli sondagi xos sonlar yotadi; barcha xos sonlarning 
to'plami sanoqli sondagi chekli to'plamlar yig'indisidan iborat, bunday 
yig'indi esa m a’lumki, yoki chekli, yoki sanoqli.

Xos sonlarning limit nuqtasi koordinat boshidan chekli masofada 
yotishi mumkin emas, aks holda Л- tekislikda shunday doira topilgan 
bo'lar ediki, unda xos sonlarning cheksiz to'plami joylashgan bo'lar 
edi. Bunday bo'lishi mumkin emas.

So'ngra, Fredgolmning ikkinchi teorem asidan, har bir xos 
sonning karralikligi chekli bo'lishi kelib chiqadi.

Demak, K ^ x , y ^  yadroning barcha xos sonlarini ular modul- 
larining o'sish tartibi bo'yicha qaytadan nomerlash mumkin

| л , | < | л 2|< . . . „

bunda A k ning karraliklari qancha bo'lsa, shuncha marta takrorlanadi.
Izoh. Ko'pincha K ( x , y ) yadro va / ( * )  funksiya x v a y  haqiqiy 

o'zgaruvchilarning kompleks funksiyalari bo'ladi. Bu holda (1) 
tenglamaning (p(x) yechimlari ham, umuman aytganda, x  haqiqiy 
o'zgaruvchining kompleks funksiyalari bo'ladi. Shu bilan birga yuqorida 
isbot qilingan barcha teoremalar o 'z kuchini saqlab qoladi.

Eslatib o'tamiz, agar
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bo‘lsa, bunda ^ , ( х )  va (р 2(х )  haqiqiy o ‘zgaruvchining haqiqiy 
funksiyalari, u holda

b b b

| ф ( х ) с / x  =  J (p , ( x ) c /x + i J (rp2 (x)dx
a a a

bo'ladi.
1-misol. Ushbu integral tenglama yechilsin:

7Г

<p(x) - Я  J cos(x + у)ф(у)с/ y=cos3x.
0

Bu tenglamani quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:
К

^ ( х ) - Я  J(cosxcosy-sinxsiny)<^(y)c/y-cos3x.  

Bundan,
П  71

C, = jV(y)cosycfy, c2 = jV(y)sinyc/y (47)
о 0

belgilashlarni kiritib,

<p(x)=c, A c o s x - c2 Asinx+cos3x (48)

tenglikni hosil qilamiz. (48) ni (47) ga qo'yamiz:
71

c, = J(c, 2 c o s y - c 2 2siny+cos3y)cosyc/y ,
0

c2 =(c, / l c o s y - c 2 Asiny+cos3y)s inyc/y
yoki

/ 71 Л 71 71

1 -  Я  J c o s 2 ydy +  c2 Я J s i n  у  c o s  yc/y =  J c o s  3 у  c o s  у ф ,

(р{х) =  (рх (x)  + i(p 2( х )

У о
/

- с ,  Я J c o s  у  s in  y d y + c 2 1 +Я  J s i n 2 y d v  =  J c o s  3 у  s i n  у ф .
0 V O  J o

Bu tenglikdagi integrallami hisoblagandan so‘ng, ushbu sistemaga ega 
bo'lamiz.
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(49) sistemaning determinanti

D ( A ) =
1 - /1  —2

0

0

Bir nechta holni tekshiramiz.
21) A gar A * + — ( £>(Л)*0) b o 'ls a , (49) sis tem a yagona 

q  = 0 , c2 = 0 yechimga ega bo'ladi. Demak berilgan integral tenglama 
birdan-bir ^>(x) = co s3 x  yechimga ega bo'ladi. Unga mos bir jinsli

К

<p(x)-A j*cos(x + y ) (p (y )dy=0  (50)
о

tenglama esa, faqat $?(x) = 0  yechimga ega bo'ladi.

2
2) Agar A = — bo'lsa, (49) sistema

n
c, -0=0, 

c2-2 = 0
ko'rinishga ega bo'ladi. Bundan, c, = 0 , cx- с ,  с — ixtiyoriy o'zgar­
mas bo'lishi kelib chiqadi.

Berilgan integral tenglama

<p(x)=ccosx+cos3x, C — ——  
я

formula bilan aniqlanadigan cheksiz ko'p yechimlarga ega va unga 
mos bir jinsli (50) tenglama ham cheksiz ko'p

^ (x )= cco sx
yechimlarga ega bo'ladi.

3) Agar A - -----bo'lsa, (49) sistema



ko'rinishga keladi, bundan c ,= 0 , c2=c, с — ixtiyoriy o'zgarmas. 
U holda berilgan tenglama

ko'rinishdagi umumiy yechimga ega bo'ladi.
Tekshirilayotgan misolda tenglamaning yadrosi К (x, y) =  cos (x+ 

+ y) bo'lib, unga mos qo'shma bir jinsli tenglamaning yadrosi ham 
xuddi shu funksiyadan iborat bo'ladi. Tenglamaning o'ng tomoni 
/ ( x ) = c o s 3 x  funksiya s in x , co sx  funksiyalarga ortogonaldir. 
Demak, Fredgolm altemativasidagi tenglamaning yechimga ega bo'lishi 
uchun zarur va yetarli bo'lgan ortogonallik sharti [0 ,7r] oraliqda 
bajariladi.

2- misol. Quyidagi integral tenglama yechilsin:

(p{x) —c -sinjc+cosSjc

о 1
Agar berilgan tenglamada desak, u holda

( p { x ) -  c / l s in ln x + 2 x

tenglikni hosil qilamiz. <p(x) funksiyaning ushbu ifodasini tenglamaga 
qo'yib

tenglikni hosil qilamiz. Bundan

Agar Х ф - 2 bo'lsa, c=  
yagona

bo'ladi. U holda berilgan tenglama

yechimga ega bo'ladi. Berilgan tenglamaga mos bir jinsli
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<p (jc) -  Я J  sin In x  (p ( t) dt = 0
0

tenglama faqat (p{x) = 0  yechimga ega bo'ladi.
Agar A = —2 bo'lsa, bir jinsli tenglamadan с ni aniqlash uchun 

0 -c= 0  tenglik hosil bo'ladi, bundan с ning ixtiyoriy o'zgarmas son 
ekanligi kelib chiqadi.

Demak, bu holda bir jinsli integral tenglama cheksiz ko'p

yechimlarga ega bo'ladi.
Bir jinsli tenglamaga qo'shma bo'lgan bir jinsli tenglama xuddi 

shu tenglamaning o'zidan iborat bo'ladi.
Berilgan tenglamaning f ( x )  = 2 x  ozod hadi sin In*  funksiyaga 

ortogonal bo'lmagani uchun A = - 2 da tekshirilayotgan bir jinsli 
bo'lmagan tenglama yechimlarga ega bo'lmaydi.

3- misol. Ushbu

о
tenglama a  va /? parametrlaming qaysi qiymatlarida yechimga ega 
bo'lishi topilsin. Bu tenglamaga mos bir jinsli

о
belgilashni kiritib, ( p ( x ) = c A x  tenglikni hosil qilamiz.

<p(x) funksiyaning bu ifodasini bir jinsli tenglamaga qo'ysak,

tenglamaga kelamiz. Agar A * 4  bo'lsa, с = 0 , demak bir jinsli tenglama 
faqat nolga teng yechimga ega. Bir jinsli bo'lmagan tenglama ixtiyoriy 
chekli a  va /? parametrlarda yagona yechimga ega bo'ladi.

A = 4  son К  ( x , y ) = x y 2 yadroning xos sonidan iborat bo'ladi. 
Bu xos songa mos xos funksiya o'zgarmas son aniqligida (p(x)=x  
bo'ladi. Ushbu

о
tenglamada
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y/(x)-n\yx2(p(y)dy = 0
о

tenglama bir jinsli tenglamaga qo'shma tenglamadir. /j=4  bu 

tenglamaning xos sonidan iborat bo'ladi. Bu xos songa mos qo'shma 

bir jinsli tenglamaning yechimi y/{x)=-x2. Shu sababli berilgan bir 

jinsli bo'lmagan tenglama
l

j ( a  x + (3)x2 dx= 0 yoki 3a  + 4j3=0
0

shart bajarilgan holda va faqat shu holdagina yechimga ega bo'ladi.

Masalan, 3-misoldagi tenglamaning o'ng tomoni x + 1, ya’ni 

a~  1, P~\ bo'lsa, yuqoridagi shart bajarilmaydi va demak tenglama 

bu holda yechimga ega bo'lmaydi.

3 3
Agar tenglamaning o'ng tomoni x— , ya’ni a= 1, /?=—  bo'lsa,

4 4 
tenglamaning echilish sharti bajariladi va tenglamaning yechimi

3
<P(X)=C\ x~~ bo'ladi, bunda C, — ixtiyoriy o'zgarmas.

Demak, bu holda tenglamaning yechimi yagona bo'lmaydi. 

Mashqlar. Ushbu integral tenglamalarning X parametrning turli 

qiymatlarida echilishi tekshirilsin.
l

I (p[x)-X jxe  ' (p(y)dy=x 
-l

. e , ч ex
Javob: Agar ЛФ— bo'lsa, <P(x)=----- ,

2 e-2X

e
Agar X —— bo'lsa, yechimga ega emas.

2
i

2. (p{x)-X J(x2-2 xy^(p{y^d у -Xs -x .
-i

Javob: «
,  3 з 3 4Я+5

agar АФ—  bo Isa, x —  ----- x ;
, 4  4 5 4Я+3



3
Agar Л = —  bo'lsa, tenglama yechimga ega emas.

4

3. <p(x)-A f — cosxcos ун— sin2xs in2  v'
( , U  n

Javob:

(p(x)=

\

d y=s inx .

ag a rA ^ l bo'lsa, sinx; 

agar A=1 bo ‘ lsa, c,cosx+c2 sin2x+sinx.

Quyidagi integral tenglamalar parametrlarning qaysi qiymatlarida 

yechimga ega bo'lishi topilsin.

i

4. cp^x^-A ^xy(p(y)dy=ax2 + /Зх+у.
-i

3
Javob: ЛФ— bo'lganda a , J3, у parametrlar ixtiyoriy chekli

3
sonlar bo'lishi mumkin; 1 = — da /3=0, a , у ixtiyoriy bo'lganda 

tenglama echiladi.

*A
5. (p(x)-A j(x+ y)(p(y )dy=a(' x +/3 x.

о

Javob: /1^-6±4л/з da a  va /3- ixtiyoriy sonlar; A=- 6  + 4\/3 

da tenglama (t+y/3 - l)a  + | —+— |/3 = 0 shart bajarilganda yechiladi;

1 £
2 3

\

/3=0 shart baja-A = —6-4л/з bo'lganda ^ - V I- l ) a  + 

rilganda tenglama yechiladi.

4- §. Skalyar ko‘paytma va norma. Ortogonal funksiyalar

Biz bu paragrafda keyinchalik bayon qilinadigan materiallarni 

o'qish qulay bo'lishi uchun haqiqiy o'zgaruvchili funksiyalar
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nazariyasidan kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar va Fure qatorlariga 

doir ayrim tushunchalarni qisqacha keltiramiz.

1. Kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar. / ( л  ) funksiya [a, 6] 

segmentda aniqlangan bo'lsin. Agar ushbu
b

\f(x)dx
a

integral mavjud (chekli) bo'lsa, f{x ) funksiya \a, b] segmentda 
integrallanuvchi yoki jamlanuvchi deyiladi.

Bunday funksiyalar sinfi L orqali belgilanadi. !V 

funksiyaning jam lanuvchi bo'lishi uchun, | /(x ) 

jamlanuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir.

Funksiya laming L2 sinfi deb, ushbu

J  /  2 (x)d-

a’lumki, / ( x )  

funksiyaning

IX

integral mavjud bo'lgan / ( x )  funksiyalar to'plamini aytiladi.

Endi ikki o'zgaruvchili F (x ,y )  funksiya a<x<b c<y<d  to'g'ri 

to'rtburchakda aniqlangan bo’lsin.

Agar
b d

JJV  2(x ,y)dxdy-M z <+  oo

shart bajarilsa, F(x,y) funksiya L2 sinfga tegishli deyiladi.
Fubini teoremasi. F(x,y) funksiya {a<x<b, с < у < d } to'g'ri 

to'rtburchakda jamlanuvchi bo'lsin. U holda:
1) agar bu funksiyada у ni tanlab olib, x ning funksiyasi deb 

qarasak, deyarli har bir у uchun F(x,y) funksiya x ning jamlanuvchi 
funksiyasidir;

2) ushbu
b

J  F (x,y)dx
a

integral c<y<d segmentda у ning jamlanuvchi funksiyasidir;
3) ushbu

b d d b

\\F (x ,y)dx dy=  Л И -  ,y)dx dy

tenglik о 'rinlidir.
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Agar x va у laming о ‘rinlarini almashtirsak, ushbu

b d b d

Л И *  ,y)dy\dx =JJ F(x ,y )d  xdv
a l e  a с

formula o'rinli bo'ladi.
Agar f{x )  va g (x )  funksiyalar L2 sinfga tegishli bo ‘Isa, f  g  e L 

bo'ladi. Bu fikming to'g'riligi

| / ( x ) g ( . ^ | [ / 2( j r ) + g 2(x )]  

munosabatdan darhol kelib chiqadi. Ushbu

[ / ( * ) + g M ] 2=/ 2(*)+ 2 / W g ( * ) + s 2W

tenglikdan [ / ( x )  + g ( x ) ] 2 funksiyaning jamlanuvchiligi, ya’ni

/■(x) + g (x )  ning L2sinfga tegishli ekanligi kelib chiqadi.

Endi ayrim tengsizliklami keltirib chiqaramiz.

Bunyakovskiy — Shvars tengsizligi.

Agar / ( x ) , g ( x ) € L 2 bo'lsa,

b I 2 b b

j/ (x )g (x )dx  < j f 2 (x)dx- j g 2(x)dx (5 i)

a J  a о

tengsizlik o'rinli bo'ladi.

Bu tengsizlikni isbotlash uchun quyidagi tengsizlikka murojaat 

qilamiz:

b ^ b b

J [ 2 / (x )+ g (x ) ]  dx=A 2 ^ f 2(x )dx+ 2A ^f(x )g (x )dx  +

о

+ Jg  \x)dx = A A2 +2BA+C> 0,

a

bu yerda A parametr -oo dan +oo gacha barcha qiymatlarni qabul 

qilishi mumkin,
b b b

A=\ f2(x)dx, B= \f(x)g(x)dx, С = jg 2(x)dx
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M a’lumki, koeffitsientlari А, В, С haqiqiy va A>0  bo'lgan 

АЛ + 2ВЛ + С kvadrat uchhad barcha Л uchun manfiy emas, u 

holda uning diskriminanti musbat emas, ya’ni

B2<AC.

Bundan esa (51) tengsizlik bevosita kelib chiqadi.

Koshi tengsizligi. Agar / ( x ) e l 2 va g (x )eL 2 bo'lsa, u holda

J [ / ( * ) +  2 (x)]2dx< ff 2 (x)dx + j g 2 ( x )  dx

tengsizlik o'rinli bo'ladi.

Bu tengsizlikni isbotlash uchun (51) tengsizlikning har ikki 

tomonidan ildiz chiqaramiz:

f/(x)g(x)dx< j / 2( x)dx J g 2 (x)dx.
а У a l a

Bu tengsizlikni 2 ga ko'paytirib, har ikki tomoniga
ь b

\f2{x)dx+ Jg2(x)dx

ifodani qo'shamiz. U holda

J [ / ( * )  + g (* )] 2^ j' f 2(x)dx + jg 2(x)dx

tengsizlik hosil bo'ladi. Bundan darhol Koshi tengsizligi kelib chiqadi.

2. Norma. 0 ‘rta ma’noda yaqinlashish. L2 fazodan olingan ikkita 

/ ( x )  va <§■(*) funksiyalarning skalyar ko'paytmasi ushbu

( / » <P)=\f(x)g(x)dx
a

ifoda bilan aniqlanadi. Ushbu (

II/| | = V (a 7 ) = [ J / 2( ^ ) *  2
_ a

sonni f (x )  funksiyaning normasi deyiladi.
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Normaning quyidagi xossalarini qayd qilib o'tamiz:

1) ||/(x)||>0, shu bilan birga / ( x ) = 0  bo‘lgan holda va faqat 

shu holdagina ||/(x)||=0 bo‘ladi.

2) ||e/I=H-||/|, xususiy holda ||-/||=||/|| •

3) |(/g)Hl/IHkl-
4) I|/+«INI/I+WI-
1) va 2) xossalar normaning ta’rifidan bevosita kelib chiqadi;

3) xossa esa Bunyakovskiy—Shvars tengsizligidir. Nihoyat, 4) xossa 

Koshi tengsizligidan iborat bo‘lib, uni uchburchak tengsizligi deb ham 

aytiladi.

/ (x ) va f n (x ), n= 1,2,... funksiyalar [a ,6] segmentda 

kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘lsin.

Agar

И— > C O  "  "

bo‘lsa, {X,(x)| ketma-ketlik / ( x )  ga o'rta ma’noda yoki o'rtacha 

yaqinlashadi deyiladi.

Normaning ta’rifiga muvofiq avvalgi limitni quyidagicha yozish 

mumkin:
b 2

J[-^(X)_^ (X)] dx = 0 .
a

O'rta ma’noda yaqinlashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega 

bo'ladi. Haqiqatan ham, agar { / , (x ) j ketma-ketlik ikki turli /  va 

g lim itlarga ega deb faraz qilsak, ya’ni lim||/„ — /||— 0, 

lim ll/  -g||=0 bo'lsa, u holda
w—>00 11

! / - « != I U - « И / . - / ) 1И1л - H l ^ o ,

bundan ||/-g||=0 yoki / ( x ) = g ( x ) .

Quyidagi ma’lum teoremani ham eslatib o'tamiz.

Kvadrati bilan jamlanuvchi {f n (x)} funksiyalarning ketma-ketligi 
o'rta ma’noda yaqinlashishi uchun
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1 и_1̂1 •• 11/Я,Я—>00

(52)

bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Hadlari [a, b] segmentda kvadrati bilan jamlanuvchi

2 > » W
n = l

qatorning qismiy yig‘indilaridan tashkil topgan ketma-ketlik kvadrati 

bilan jamlanuvchi ^(л:) funksiyaga o'rta ma’noda yaqinlashsa, (52) 

qator ham shu funksiyaga o ‘rta ma’noda yaqinlashadi.

Qatorning o‘rta ma’noda yaqinlashishi uchun

lim
oo

N+P

«=A4i

=  0

boMishi zarur va yetarlidir.

Agar qator o‘rta ma’noda yaqinlashuvchi boisa, u holda bu 

qatorni awal ixtiyoriy kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyaga ko‘paytirib, 

so‘ngra hadlab integrallash mumkin. Haqiqatan ham, (52) qator o‘rta 

ma’noda yaqinlashuvchi va y/{x) kvadrati bilan jamlanuvchi funksiya 

boMsin. Quyidagi ayirmani baholaymiz:
b N b b oc

\(p(x)y/(x)dx-^ \(pn{x)y/(x)dx= \y/(x) £  (pn(x)dx
/7—1 n = N + \

Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan

Л = Л/+1

00

V
I

2  Vn
n=N+1

0 ‘rta ma’nodagi yaqinlashishning ta’rifiga ko'ra, ixtiyoriy £‘>0 son 

uchun shunday N(s) topiladiki,

£  <P«
n=N+1

<

H I
, N>N(s)

tengsizlik bajariladi. Bundan, ixtiyoriy N>N(e) uchun

f N \ 
^(p(x)ii/(x)dx-YJ ](Pn{x)y/ {x)dx
a a

tengsizlik kelib chiqadi. Bu tengsizlik esa,
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(jк)у/[х)с1х
a n = l  " = l  a

tenglikka teng kuchlidir. Bu tenglikni ushbu

/00 Л 00

V и=1 У n=1
ko'rinishda yozib olamiz. Bundan shunday xulosa kelib chiqadi: o'rta 

ma’noda yaqinlashuvchi qatorni kvadrati bilan jamlanuvchi ixtiyoriy 

funksiyaga hadlab skalyar ko'paytirish mumkin.

3. Ortogonal sistemalar. [я, b\ segmentda berilgan ikkita /(-*) 

va g(jc) funksiyalarning skalyar ko'paytmasi nolga teng, ya’ni

ь

j / ( * ) g ( x ) < & = 0

a

bo'lsa, bu funksiyalar ortogonal deyiladi.

Agar [я, b\ segmentda berilgan / ( x )  uchun
b

J / 2 (x) dx- 1
a

tenglik o'rinli bo'lsa, / ( x )  funksiya normalangan (normallangan) 

deyiladi.

[a, b] segmentda berilgan

^ i(x ) , <p2(x), (pn(x), ... (53)

funksiyalar sistemasi uchun

о ,
a ^  7

tengliklar bajarilsa, bu sistema segmentda ortonormal sistema deyiladi.

Berilgan ortogonal funksiyalar sistemasida ortogonal va aynan 

noldan farqli bo'lgan kvadrati bilan jamlanuvchi funksiya mavjud bo'lsa, 

sistema to ‘la bo'lmagan, aks holda to'la sistema deyiladi.

Ixtiyoriy chekli sonda olingan ortonormal funksiyalar chiziqli 

bog'liq bo'lmaydi. Haqiqatan ham, agar (p\x), ^ 2(x ), #>„(x) 

funksiyalar ortonormal bo'lib,
П

Z , a, <Pi (x) = 0, ai = const
;=i

oo oo ^
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bo'lsa, u holda oxirgi tenglikni (pk{x) ga ko'paytirib, (p,{x) funksiya­

ning ortonormalligini e’tiborga olsak, barcha ak koefTitsientlarning 

nolga tengligi kelib chiqadi.

Agar #>,(x), cp2(x}, tp„ (x ) funksiyalar ortonormal va
П

(p{x) = ̂ aj (pj (*)> -const
7=1

bo'lsa, u holda

2 ” I \
H  = Z K |  (54)

7=1

tenglikning o'rinli bo'lishiga ishonch hosil qilish qiyin emas.

Agar chiziqli bog'liq bo'lmagan funksiyalarning chekli yoki 

cheksiz

бУ,(х), co2(x ) , ..., < У „(х ),...

ketma-ketligi berilgan bo'lsa, u holda shunday ortonormal ^ ( x ) ,  

(p2(x), •••, ^ „ (x ) ,.. . ketma-ketlik tuzish mumkinki, har bir (p„(x) 

funksiya &>,(x), <У2(х ) ,.. . , <У„(л) orqali chiziqli ifodalansin va 

aksincha, har bir funksiya <px(x), (p2{x), (p„{x) orqali

chiziqli ifodalansin.

Funksiyalarning bunday ortonormal sistemasini tuzish quyidagi:

^ , ( х )  =  о ф ) ,  ^ i(- y )= ||^1^||| 

Г >  W |

ortogonallash jarayoni yordamida bajariladi deb hisoblaymiz; agar 

<pt ( x ) , ..., (p„_x{x) funksiyalar tuzib bo'Iingan bo'lsa,

i=1 W n  II

deb hisoblaymiz. Bunda ga bo'lish hamma vaqt mumkin; agar

11̂ ”" I == 0 bo'lib qolsa, y/„(x) ham nolga teng bo'ladi, u holda oldingi

tenglikdan co„(x) funksiya <p,(x), #>„_,(x) funksiyalarga, demak

<y,(x),..., <Уя_,(х ) funksiyalarga ham chiziqli bog'liq bo'lib qoladi, 

bunday bo 'lish i m um kin emas. Shunday q ilib , tuzilgan 

Щ (x ), (p2 ( x ) , (pn ( x ) , ... ketma-ketlik ortonormal bo'ladi.
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(рп(х ) ning tuzilishidan ко‘rinayaptiki, bu funksiya ft>,(x), 

ft>2( x ) , ..., con (.v)orqali chiziqli ifodalanadi. Shu bilan birga <4 , (x) 

ham (px ( x ) , . ( x )  orqali chiziqli ifodalanadi. Haqiqatan ham, 

V'AX) = <P,AX) IK  I tenglikdan
/7 -1

M = I k  I k  W + Z K  M  M  (x )
/=i

tenglik kelib chiqadi.

|(pk (x)| sistema L2 fazoda ortonormal va / (x) funksiya fazodan 

olingan ixtiyoriy funksiya bo‘lsin.

b

a k= { f ’<Pk)=lf{x)(Pk{x)dx ’ к sonni / ( x )  funk-
a oc

siyaning {<pk (x)| sistemaga nisbatan Furye koeffitsienti va Z a* ^  (x ) 

qatorni / ( x )  funksiyaning Furye qatori deyiladi.

Endi L2fazoda / ( x )  funksiya Furye qatorining qismiy yig'indisi

П

sX x) = Yuak(Pk{x)
k=I

funksiyaning o'ziga qanchalik yaqinligini tekshiramiz, ya’ni Ц/ - S',,]] 

miqdorni hisoblaymiz:

|| /(*М Л *)||2 = J [ / ( x )- S „ (x ) ]  dx= J ( / 2 - 2 / Sn + Sft)dx =
a a

b b b

= ^S]dx - 2  J /  Sndx + J/'c/x ,

u ° n n n n

К dx= dx=Z a‘ ■ ) = Z a*2,
a д *=1 i=l i,k=1 Л=1

 ̂ /? л

J / 5,A = Z°A ( / ’ %)= Z a*, chunki (/, <pk )=ak.
a k-\ k=1

Demak,

II/(*) - s j  = J / 2̂  -  Z<** = ll/lh Z fl* • (55)
k =1 A-1
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Bu formulani Bessel ayniyati deyiladi.

(55) formulaning chap tomonidagi miqdor manfiy bo‘lmagani uchun

/II2
k = l

Bu tengsizlik n ning hamma natural qiymatlari uchun o'rinli, demak,

2 <11 rll2
*k - V II • (56)

k = l

(56) tengsizlik Bessel tengsizligi deyiladi.

Agar (56) da tenglik bo'lsa, ya’ni
QO

2 > H | / | | \  (57)
k=\

u holda bu tenglik yopiqlik formulasi yoki Parseval tengligi deyiladi. 

Agar (57) tenglik L2 dan olingan ixtiyoriy / (x ) funksiya uchun

bajarilsa, u holda (x)} sistema L2da yopiq deyiladi.

(55) tenglikdan (57) tenglikka asosan

H | / - S j  = 0n—>co 11

kelib chiqadi. Demak, yopiqlik formulasi bajarilganda 5 „(х ) yig'indi 

o'rta ma’noda / ( x )  ga yaqinlashar ekan.

Riss—Fisher teoremasi. Agar {(pk (x )J ortonormal sistema bo'lib,
OO

(58)
k=i

sonli qator yaqinlashuvchi bo'lsa, и holda shunday / ( x )  e L2 funksiya 
mavjudki, uning uchun

oc

(59)
k = 1

qator | ^ (x )|  sistemaga nisbatan Furye qatori bo'ladi va yopiqlik 

formulasi bajariladi.
Isbot. (54) formulaga asosan

N+P 2 N+P

X = X  al
K=N+\ k=N+ 1
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Bu tenglikning o'ng tomoni yaqinlashuvchi (58) sonli qatorning qoldig'i 

bo'lgani uchun N —> <x> da nolga intiladi. Bu holda (59) qator o'rtacha 

yaqinlashadi. (59) qatorning yig'indisini / ( x )  orqali belgilaymiz. Bu

qatorni ^ ( x )  ga hadlab skalyar ko'paytirib, { ^ ( x ) }  sistemaning

ortonormalligini e’tiborga olsak, ak= (f,(pk), k= 1,2,..., ekanligi 

kelib chiqadi.

Shunday qilib, (59) qator Furye qatoridan iborat ekan. (59) 

qatorni / ( x )  ga skalyar ko'paytirib,
oo oo

ll/ if = ! > » ( «  > / ) = 2 > i
k=\ k=\

ni hosil qilamiz. Bu esa (59) qatorning yig'indisi uchun yopiqlik formulasi 

o'rinli ekanini bildiradi.

Agar {(pk (x ) j ortonormal sistema to'la bo'lsa, (59) qatorning 

/ ( x )  dan boshqa yig'indisi bo'lmaydi, ya’ni / ( x )  yagona bo'ladi. 
Faraz qilaylik, (59) qatorning yana bir, g (x )  yig'indisi bo'lsin,

ya’ni ( g ,  (pk )=  ak, / ( x )  -  g-(x) bo'lsin. U holda

(V', % )  =  ( / , % ) - ( £ ’ =  ~ ak = 0

tenglikka ega bo'lamiz. Bundan ^ ( x )  ning to'la sistemaning barcha 

funksiyalariga ortogonalligi kelib chiqadi. To'la sistemaning ta’rifidan 

^ ( x )  aynan nolga teng bo'ladi. Bundan / ( * )  = g (x ) .

Demak,

A x ) = Z ( / ’ ^ M W .
k=\

Bu ifodani hadlab / ( x )  ga skalyar ko'paytirib,

ii/ ir
k = 1

tenglikni hosil qilamiz.

Shunday qilib, agar ortonormal sistema to 'la bo ‘Isa, и holda kvadrati 
bilan jamlanuvchi ixtiyoriy funksiya uchun yopiqlik formulasi o'rinli 
bo ‘ladi.

Yuqorida aytilganlaming barchasini o'zgarishsiz biror sohada 

kvadrati bilan jamlanuvchi ko'p o'zgaruvchili funksiyalarga ham 

o'tkazish mumkin, faqat oraliq bo'yicha olingan integralni funksiya
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aniqlangan soha bo'yicha olingan integral bilan almashtirish kerak. 

Agar D ko'p o'lchovli soha bo'lib, P[x) = jc/7 ) bu sohaning

biror nuqtasi, dV — hajm elementi bo'lsa, D sohada kvadrati bilan 

jamlanuvchi ikkita / ( x )  va g (x )  funksiyalarning skalyar ko'paytmasi

( / .  g) = \f(P)g(P)dV
D

integral bilan aniqlanadi. Bunga asosan avvalgi barcha teoremalar bayon 

qilinadi.

Endi, keyinchalik foydalaniladigan {a < x,y < b] kvadratda 

ortonormal va to'la ketma-ketlikning maxsus tuzilishini keltiramiz.

( % ( x )} sistema [tf, Z>] segmentda to'la ortonormal bo'lsin. 

Ushbu

K O O D O O }  (60)

sistema [a < x,y < b} kvadratda ortonormal va to'la bo'ladi. Haqiqatan 

ham , (60) sistemaning ikkita <?>„,(*)^„(y) va (рр(х)(рч[у) 

funksiyasini tekshiramiz. Bu funksiyalar m = p, n=q  bo'lganda o'zaro 

teng, aks holda turlicha bo'ladi. Bularning skalyar ko'paytmasini 

tuzamiz.

b b

(<Pm (x)(Pn ( v), (pp (x)<pq (y)) - J  f<pm (x)<p„ (y)<pp (x)<pq (y)dxdy =
a a

b b 

= \<Pm (X)<P„ (* )  dx \<p„ (y)<p4 (y)dy
a a

Bu ko'paytma m = p, n=q  bo'lganda birga, boshqa hollarda nolga 

teng, ya’ni (60) sistema {a< x,v <b] kvadratda ortonormal.

(60) sistemaning to'laligini ko'rsatish uchun aksincha faraz 

qilamiz, u to'la bo'lmasin, ya’ni shunday <г>(х,у) funksiya mavjudki, 

u (60) sistemaning barcha funksiyalariga ortogonal

(<o(*,y), (pm(x)(pn(yj) =

ь b

= \]M(x^y)(PnXx)(Pn{y)dxdy=0, m,t7=1,2,...
a a

yoki
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b b

J <P„ (x)dx J <°(х>у)<Рп (.y)dy=
a a

n sonni aniqlab,
b

\(o(x,y)(pn(y)dy = o)n(x)
a

desak,
ь

=  m = 1,2,...

a

bo‘ladi. Bu tenglik esa, con (x) funksiyaning [a,b] segmentda {(pk (x)} 

to'la sistemaning barcha funksiyalarga ortogonal ekanligini ko'rsatadi.

Demak, &>,Дх) aynan nolga teng, ya’ni

b

\o>(x,y)(p„(y)dy = 0, n = 1,2,....
a

x ni ixtiyoriy belgilab olamiz. Oxirgi tenglik shuni ko'rsatadiki, 

&>(x,y) ga teng bo'lgan у ning funksiyasi {^„(v )}  to'la sistemaning 

barcha funksiyalariga ortogonal. Bundan farazimizning to'g'ri emasligi, 

ya’ni <y(x,y) = 0 ekanligi va (60) sistemaning to'la sistemaligi kelib 

chiqadi.

Yuqorida bayon qilingan tushunchalar o'zgaruvchilar soni ko'p 

bo'lgan holda ham o'z kuchini saqlab qoladi, ya’ni agar { ^ ( x ) } ,

x=  (х,,...,хи), к = 1,2,...— biror D sohada to'la ortonormal sistema

bo'lsa, (60) sistema х е Д  у eD  bo'lganda ortonormal va to'la 

bo'ladi.

To'la ortonormal sistemalarga ayrim misollar keltiramiz. f —я ,я ) 

oraliqda ushbu

1 cosx sinx cosfor sin for

y jb i у[тг у[ж ’ V/Г у[ к

trigonometrik funksiyalar sistemasi to'la ortonormal sistemadan iborat 

bo'ladi.

Ma’lumki, sin A:/ , A: = 1,2,.. funksiyalar sistemasi (0,л-) ora­

liqda ortogonal (lekin normalangan emas) va to'ladir. t = \ °’
b-a
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almashtirish yordamida (0,Л") oraliq ( a ,b) oraliqqa o‘tadi. Yangi 

oraliqda

. ктг(х-а)
sin-- ------, k - 1,2,...

b-a

funksiyalar sistemasi ortogonal va to‘la bo'ladi.

Bu sistemani normalash uchun sistemaning har bir funksiyasini 

uning normasiga bo'lish kifoya, normaning kvadrati esa,

С . 2 ft n i л — и I
sin -- 1--- - dx

J h - n
a

songa teng. Shunday qilib,

. 2 кл(х-а) A b-a 

b-a

i \ I 2 ■ ктг(х-а)
P*(X) = \T---  s , n — 7 ------» k=\,2,-~

V b-a b-a

funksiyalar (a,b) oraliqda to‘la ortonormal sistemani tashkil qiladi.

(0,л") oraliqda

\l
J — sinkt, к =1,2,... 
V тс

sistema ortonormal va to‘ladir, shuning uchun

\2 . . fO, p±q,
I— sinptsiuqt dt—i (6 1 )
1л [1, p = q.

7ГХ

0 <t<7T oraliq t =---r almashtirish natijasida cheksiz 0<x<oo
x +1

oraliqqa o'tadi, (61) formula esa

'r 2 . р к х  . qnx , Г 0, p ^ q , 
----- =- sin 1---  sin ---- dx-<

o(x + l) * + 1 x + \ [1, p- q

ko'rinishda yoziladi. Bu esa

/ ч л/2 . knx  ,
Wn\x) = ---7 s in ---- , £  = 1,2,... (6 2 )

x + 1 x + 1

funksiyalarning (0,°o) oraliqda ortonormalligini ko'rsatadi.
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Endi berilgan sistemaning (0,oo) oraliqda to'la ekanligini 

ko'rsatamiz.

Faraz qilaylik, kvadrati bilan jamlanuvchi f ix )  funksiya barcha

(62) funksiyalarga ortogonal bo'lsin, ya’ni

г , ч . кж х dx л , , „ j / ( x )  sin----7 ----7=0, k- 1,2,.
x  + 1 X + 1

71X
t -----  almashtirish yordamida awalgi tenglik

x + 1
n 1

J — /
{ ж-t ж-t

sin A: / dt=  0 (63)

ko'rinishda yoziladi.
ж -t

f
'  t л 

ж -t
funksiya (0 ,л") oraliqda kvadrati

bilan jamlanuvchi bo'ladi, chunki

к л

/ т г 1
о (л - ty

f-
y K - t ,

1 ^
dt = —J  f 2 (x) dx<°°.

(63) tenglik esa, bu funksiyaning to'la {sin/rxj sistemaga orto- 

gonalligini ko'rsatadi, shu sababli u nolga teng. U holda / ( x )  = 0, 

demak (62) sistema to'la.

Ushbu

Ц М

funksiyalar, bunda Hn(x) — Ermit ko'phadlari, ya’ni

.2  d nt * 2

d x n
-, n - 0,1,2,...,

(-00,00) oraliqda to'la ortonormal sistemani tashkil qiladi.

5- §. Olingan natijalami umumlashtirish

Biz 1-paragrafda Fredgolmning ikkinchi turdagi integral teng- 

lamasini tekshirganimizda, uning AT(x,y) yadrosi va / ( x )  ozod 

hadi uzluksiz funksiyalar deb, hisoblagan edik. Bu tenglamada yadro
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va ozod had uzluksiz funksiyalar sinfidan ko'ra kengroq sinflarga 

tegishli bo‘lganda ham yuqorida olingan natijalar, shu jumladan 

Fredgolm teoremalari ham o‘z kuchini saqlab qoladi.

1. L2- yadroli integral tenglamalar. Biz tekshirayotgan (I) 
tenglamaning /С ( x ,_y) yadrosi [a < x,у < b} kvadratda, f  (x ) ozod 

hadi esa, a < x < b oraliqda kvadrati bilan jamlanuvchi, ya hi L2 
sinfga tegishli funksiyalar bo ‘Isin. В и sinfning ta 'rifiga asosan

b b b 

| ^K2(x,y)dxdy = M  2< oo, J / 2(x)t/x < 0 0  (64)

a a a

shartlar bajariladi. Bunday К (x, у) yadroni L- yadro deb ham yuri- 
tiladi.

Fubini teoremasiga binoan deyarli barcha x e f a ^ l  lar uchun 
ь L J

j*K 2(x,y)dy
a

integral mavjud va [a, />] da jamlanuvchi bo‘ladi; xuddi shunga 

o'xshash deyarli barcha у e [a, &] lar uchun [а, й] segmentda
b

^K 2(x, y)dx
a

integral jamlanuvchi bo'ladi.

Ayrim hollarda K^x,y^ yadroga qo'shimcha
b

\K2(x ,y )dy<N  (65)

a

shart qo'yiladi, bu yerda N — o'zgarmas son.

Agar [<з, b\ oraliq chekli bo'lsa, (65) shartdan (64) shart kelib 

chiqadi; bu holda M va N o'zgarmaslar

M 2 < N(b-a)

munosabat bilan bog'langan bo'ladi. Oraliq cheksiz bo'lgan holda (64) 

va (65) shartlar o'zaro bog'liq bo'lmaydi. (1) integral tenglamaning 

yadrosi va ozod hadi L2 sinfga tegishli bo'lgani uchun uning yechim- 

larini ham shu sinfdan izlaymiz, ya’ni shunday yechimlarni qaraymizki, 

bular uchun
b

| ^ 2(x )Jx

a
integral chekli qiymatga ega bo'lsin.
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о

Ushbu K(p=)K(x,y)(p(y)dy (66)

belgilashni kiritamiz.

(66) integral [a, b\ oraliqda kvadrati bilan jam lanuvchi 

funksiyadan iborat bo'lishini ko'rsatish qiyin emas. Haqiqatan ham, 

ko'rinib turgan

\K(x,y)(p(y)\<^K2(x,y)+^(p\y)

tengsizlik o'rinlidir. Bu tengsizlikning o'ng tomonidagi birinchi 

qo'shiluvchi deyarli barcha i £ [ a , i ]  lar uchun у bo'yicha 

jamlanuvchi, ikkinchisi esa, [a , 6] da у bo'yicha jamlanuvchi. Bundan 

(65) integral ostidagi funksiyaning deyarli barcha x e [ a , i ]  lar uchun 

[<з,б] oraliqda jamlanuvchi ekanligi kelib chiqadi. Demak, (65) 

integral deyarli barcha [a,Z>] da aniqlangan x ning funksiyasidir. 

K(x,y) yadro va (p (y )  funksiya kvadrati bilan jamlanuvchi bo'lgani 

uchun Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan 

Г ь ->2
i2

\K (x,y)q>(y)dy < jV 2 ( x  y)dy jV  2 (y)dy =

b
2

\k2 (x,y)dy yoki IA  (p\ < M|| q>\ (67)

tengsizlikni olamiz. Bundan K(p funksiya ham kvadrati bilan 

jamlanuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Xuddi yuqoridagi kabi operatorning KK(p ko'paytmasi 

[a < x, у < 6} sohada kvadrati bilan jamlanuvchi bo'lishini ko'rsatish 

qiyin emas. Bizning (66) belgilashimizga asosan 

b b b

KK<p- J a (x , t)K(pdt-  JaT(jc, t)dt (7, у )<£>(>>) ф  (68)

a a a

(68) dagi ichki integral / ning kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyasi 

bo'lgani uchun uning kvadrati bilan jamlanuvchi A (x , /) funksiyaga 

ko'paytmasi deyarli barcha x lar uchun jamlanuvchi bo'ladi, demak, 

(68) integral mavjud. Bu integraln ing m avjudlig idan 

K(x, t)K(t,y)(p(y) funksiyaning {a< t,y< b }  kvadratda
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jamlanuvchi ekanligi kelib chiqadi. Fubini teoremasiga asosan (68) 

integralda integrallash tartibini o‘zgartirish mumkin, ya’ni

ь b

KK(p = t) K(t,y)dt.

Ushbu
О

K2(x,y)=^K(x, t)K(t,y)dt

belgilash bizga ma’lum. Bir xil ikkita К operatorning ko‘paytmasini 

uning kvadrati, n tasining ko‘paytmasini esa, uning n- darajasi deyiladi 

va K n orqali belgilanadi. Shunday qilib,

b

K 2(p=KK(p = ^K2{x,y)(p{y)dy.
a

Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga binoan
b b

[ K2 (x ,^ )]2 < ^K 2 (x ,t)d11К 2 (t,y)dt.
a a

Bu tengsizlikni [a < x,y < 6} kvadrat bo'yicha integrallab, 

b b b b b b 

№  (.x,y)dxdy < J K ( * .  t)dxdt ^ K 2 (t,y)dtdy<M A
a a a a a a

tengsizlikni hosil qilamiz.

Shunday qilib, K2 operatorning yadrosi K 2(x,y) asosiy kvadratda 

kvadrati bilan jamlanuvchi ekan. Bu jarayonni davom ettirib,
b

K "q>=\K n{x,y)q>(y)dy,
a

K„ (x,y) ning {a < x, у < b] kvadratda

b b

J JK 2n(x,y)dxdy<M2n

tengsizlikni qanoatlantirishiga, ya’ni kvadrati bilan jamlanuvchi ekan- 

ligiga ishonch hosil qilamiz. (67) ga asosan

|ir>||<M"||<p|| (69)

tengsizlik kelib chiqadi.
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(I) tenglamani yechishga I bob l-§ da qo'llanilgan ketma-ket 

yaqinlashish usulidagi mulohazalami qaytarib, nolinchi yaqinlashish 

uchun #?0( x ) = / ( x )  ni qabul qilib,

yoki

/=o

4>„(x)=f(x)+XKf +Л2K 2 /+...+Г К "  / = £ л ' K‘ f  

tenglikka ega bo‘lamiz. <p n (x ) funksiyani

GO

2 r K ' f
i= 0

Neyman qatorining qismiy yig‘indisi deb qarash mumkin.

Agar integral tenglamaning yadrosi kvadrati bilan jamlanuvchi

bo ‘lib, | A| < —  shart bajarilsa, bunda
b b

M 2 = ^ K 2(x,y)dxdy,

и holda Neyman qatori (1) tenglamaning kvadrati bilan jamlanuvchi 
yechimiga o‘rtacha yaqinlashadi va bu yechim yagona bo'ladi.

Bu fikming to‘g‘riligiga ishonch hosil qilish uchun ushbu

N + P

E  r K ‘f  ..i=N+] 
miqdorni baholaymiz.

Normaning uchburchak tengsizligini va (69) tengsizlikni qoilab, 

ushbu
N  + P

£  я ' * ' /
;=лг+1

N  + P

K ‘

N + p

<
i=N + 1

<
OO

1 ( 1  AMY
i = N + 1

I  (W M )'
= N  +

1-|Л| M

<

i= N  + \

\ N  + 1

tengsizlikka ega bo‘lamiz. yVyetarlicha katta bo'lganda oxirgi miqdorni 

istalgancha kichik qilish mumkin. Bundan Neyman qatorining biror 

kvadrati bilan jamlanuvchi <p(x) funksiyaga o'rtacha yaqinlashishi

kelib chiqadi, shunday bo'lgach, n —>oо da

71
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(р (х ) funksiyaning (1) tenglamani qanoatlantirishini ko'rsatamiz. 

(70) formulada n —» oo da limitga o'tamiz. Uning chap tomonining 

limiti (p (x ) dan iborat, o'rtacha K(pn_x̂ >K(p ekanligini ko'rsatish 

kifoyadir. (67) tengsizlikka asosan

->0.\K <Pn-\ ~K(P\ =|| K  [<P n I <Pn-1 -  <P
Shunday qilib, ^ ( x )  funksiya (1) tenglamaning yechimidan 

iborat. Endi bu yechimning yagonaligini isbotlash qiyin emas. Faraz 

qilaylik, (1) integral tenglama ikkita kvadrati bilan jamlanuvchi (p ( (x) 

va (p 2(x) yechimga ega bo'lsin, ya’ni

<P\(x)-XK<px= f(x ), <p2(x)-XK(p2= f(x ),

(px ( x ) - ^  ( x )= ^ ( x )  deb belgilab olsak, К operator chiziqli bo'lgani 

uchun fy/(x) funksiya

y/(x)-A Ky/=0

bir jinsli tenglamani qanoatlantiradi. y/(x^=AKi// tenglikdan,

I ty/(x)||=| A\\K(// I tenglik hosil bo'ladi. (67) tengsizlikka asosan,

||^(*)||<|Л|м||^||, yoki ( l  — |Я| Л/)||^||<0.

\A\M<\ shartga ko'ra qavs ichidagi ifoda musbat, shuning 

uchun ||^||=0 bo'lishi zarurligi kelib chiqadi. Bundan = 0,

ya’ni (pX(x) = cp2{x).

Demak, (1) tenglama U |<—  shart bajarilganda yagona yechimga
M

ega bolib, bu yechim ushbu

oo

<р (х ) = ^ ‘к  7
/=0

Neyman qatori bilan aniqlanadi. Bu yechimni to'laroq

OO b

<p(x)=f ( х ) + ^ Я '  $Ki(x ,y )f(y )dy
/=i

ko'rinishda yozib olamiz. Bu ifodadagi yig'indi bilan integrallash 

tartibini almashtirish mumkinligini ko'rsatamiz. Bu amalni formal 

bajarsak, u
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<р(х) = /(*)+ A J J  A ' 'Ki (x ,y )f(y )dy
а *= 1

ko'rinishga keladi. ИЬтт bo'lganda
00

;=1

qator, xuddi oldingidek

N+P

Y ^ X - 'K ^ y )
i=N+1

/V i / I V + l

<-

i -|a |m
/V—>°0

->0

bo'lgani uchun asosiy kvadratda o'rtacha yaqinlashadi. Bu qatorning 

yig'indisini yadro uzluksiz bo'lgan holdagidek, K (x,y ) yadroning 

yoki (1) tenglamaning rezolventasi deyiladi va R(x,y ,A ) orqali 

belgilanadi, ya’ni

R (x ,y ,X )= tdX ^ K l (x,y\ (71)
i=1

Rezolventa o'rtacha yaqinlashuvchi qatorning yig'indisi bo'lgani 

uchun asosiy kvadratda kvadrati bilan jamlanuvchi bo'ladi.

Endi (71) qatorni avval ixtiyoriy kvadrati bilan jamlanuvchi 

f (x )  funksiyaga ko'paytirib, so'ngra у bo'yicha hadlab integrallash 

mumkinligini ko'rsatamiz, boshqacha aytganda

b 00 b cc

\R(x,y\X)f(y) dy  = £  A ' 1 jit, (.x ,y )f(y )d y  £  A '~ 'K 'f
i=i i=i

tenglikning o'rinli bo'lishini isbotlaymiz.

Buning uchun bu tenglikning chap va o'ng tomonining qismiy 

yig'indisi ayirmasining normasini baholash kifoyadir:

!R(x,y\A)f(y)dy-Yj A'~' lK i(x ,y )f(y )dy
a i= l  a

I T j A'~lKi(x,y)f(y)dy  = J  l± A - % (x ,y ) f (y )d y
, i=n+ 1

dx

Bu yerdagi ichki integralga Bunyakovskiy—Shvars tengsizligini, so'ngra 

uchburchak tengsizligini qo'llasak, (69) tengsizlikka asosan quyidagi 

tengsizlik hosil bo'ladi:



J J Z  ^'~xKi(x ,y )f(y )dy
i=n+1 

b ' b

dx<

Z  Г-'К,(х,у)
mi=n+1 

b b

2 *

dy \f2(y)dy dx=

a a

\\ £ Я " 'К‘ (Х’У)
Ып+\

dxdy-

i=n+1

<
1 1 * Г  M '

i=n+\

->0
2n-2M 2"

( i -\a \m )2 -

Shunday qilib, (71) qatorni kvadrati bilan jamlanuvchi funk­

siyaga ko'paytirgandan so'ng hadlab integrallash mumkinligi isbotlandi. 

Demak, (1) tenglamaning yechimini ushbu

b

q>(x)=f(x)+A JR(x,y,X)f(y)dy
a

ko'rinishda yozishimiz mumkin.

Bu yerda rezolventaning parametrga bog'liqlik xususiyati to'g'- 

risidagi ayrim mulohazalarga to'xtab o'tamiz. (71) qator rezolventani

л: va у ning barcha qiymatlari uchun A kompleks tekislikdagi 

doirada aniqlaydi. Rezolventa darajali qator bilan ifodalangan bo'lsa 

ham, uni ko'rsatilgan doirada A ning analitik funksiyasi deb hisoblash 

mumkin emas, chunki x va у ning ayrim qiymatlarida (71) qator 

uzoqlashuvchi bo'lishi ham mumkin. Ammo, agar ixtiyoriy / (x) va g 
(x) funksiyalar [a, b\ oraliqda kvadrati bilan jamlanuvchi bo'lsa, u 

holda

\R(x,y^)f(y)dy,g(xA=\\R(x, y\A)f(y)g{x)dydx
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integral |л|<-- doirada Л ning analitik funksiyasi bo'lishini ko'rsatish 

qiyin emas.

Haqiqatan ham, bizga ma’lumki, (71) qatorni ixtiyoriy kvadrati 

bilan jamlanuvchi / (y) funksiyaga ko'paytirgandan so'ng uni hadlab 

integrallash mumkin; natijada hosil bo'lgan ushbu

00 b oo b

^ Л ‘ ' \Kl(x,y)f(y)dy=Yjr ~XK‘f  = \R(x^'^)f(y)dy  (*)
/=1 a /=1 a

qator tengsizlik bajarilganda jc bo'yicha o'rtacha yaqinlashadi.

Endi

f  b \  b b 

\R{x,yA)f(y)dy,g(x) = Ця(х,у\Л) f  (y)g(x)dxdy =
\a J a a

b OO

= J  '^V~'Kifg(x)dx,
a i=\

bu yerdagi g(x) — kvadrati bilan jamlanuvchi ixtiyoriy funksiya. Oldingi 

qatorni hadlab integrallash mumkinligini ko'rsatamiz. Bunyakovskiy— 

Shvars tengsizligiga asosan

b N+ P

J £  A,_1K‘f-g(x)dx <■
b

J

~ N + P

I  АМГ /

2

dx
a i=N+1 a i = JV+1

(*) qator o'rtacha yaqinlashuvchi bo'lgani uchun oxirgi ifoda N ->co 

da nolga intiladi.

Shunday qilib, ushbu

\ \ R ( x , y ^ ) f ( y ) g ( x ) dxdy=Y,V-x(Kif , g )
a a (= l

qator hosil bo'ladi. Bu qator sonli koeffitsientli darajali qatordan 

iborat bo'lib, |A|<— doirada yaqinlashadi va uning yig'indisi shu 

doirada Л ning analitik funksiyasi bo'ladi.

Shu ma’noda rezolventa doirada Л ning analitik funksiyasi

deyiladi

Agar К (x, y) yadro aynigan, ya’ni
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K i x ’y ) = Y jP b ( x) ch<(y)
k = 1

ko‘rinishga ega bo‘lsa, pk(x) va g/x) funksiyalarni [a,b\ oraliqda 

kvadrati bilan jamlanuvchi deb hisoblasak, К (x, y) yadro ham asosiy 

kvadratda kvadrati bilan jamlanuvchi bo'ladi. Bu holda 3- § ning 2- 

bandidagi mulohazalarni so'zma-so'z takrorlab, Fredgolmning barcha 

teoremalari o'rinli ekanligiga ishonch hosil qilamiz.

Endi umumiy holni, ya’ni (1) tenglamaning yadrosi kvadrati 

jamlanuvchi bo'lgan holni tekshiramiz.

[(p^xyt, k=1,2,... [a, 6] oraliqda to'la va ortonormal sistema 

bo'lsin. 4- § ning 3- bandidan bizga ma’lumki,

m ,n= 1 ,2 ,... (72)

sistema [a < x, y<b) kvadratda ortonormal va to'la bo'ladi. Shu 

kvadratda К (x, y) yadro kvadrati bilan jamlanuvchi bo'lgani uchun 

(72) funksiyalar bo'yicha o'rtacha yaqinlashuvchi

oo

К (Х’У )=  Z  (73)
m,n= 1

Furye qatoriga yoyiladi. (72) sistema to'la bo'lgani uchun К (x, y) ga 

nisbatan qo'llanilgan yopiqlik formulasi, ya’ni

00

X  А 1п=м2 (74)
m,n=\

tenglik o'rinli bo'ladi.

Ixtiyoriy R >0 sonni olib, (1) tenglamani Я ning \A \ < R doirada 

yotadigan qiymatlari uchun tekshiramiz.

(73) qatorning qismiy

к

Ko (х’У)=  Z
m,n = 1

yig'indisini ajratib olamiz. K0(x, y) aynigan yadrodan iboratligi ravshan.

/T (x , ^ ) - A :0( x , j ) =  A:i ( x ,3;) (75)

deb belgilab olamiz.
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A", (x, у) funksiyaning Furye qatori К (x, y) funksiya Furye 

qatorining qoldig'idan iborat.

_  ь b

X  Amn<Pm(x)<P„tv)’ N 2= \\K](x,y)dxdy
m >k,n>k "  J

a a

belgilashni kiritib, yopiqliq formulasiga asosan

N “ = X  A mn (76)
m>k, n>k

tenglikni hosil qilamiz. (76) qator yaqinlashuvchi (74) qatorning 

qoldig'idan iborat bo'lgani uchun uning yig'indisi yetarli katta к uchun

istalgancha kichik bo'ladi. к ni shunday tanlab olamizki, N < —  bo'lsin.
j 2 R

U holda | A | jV < — bo'ladi. Shunday qilib, (75) tenglikka asosan 

К (x> У) yadro ikkita yadroning yig'indisidan iborat bo'lib:

K(x,y) =Кй(х,у) + Кх(х,у),

ulardan bittasi kichik yadro, ikkinchisi esa aynigan yadrodan iborat.

Bu mulohazalardan uzluksiz yadro uchun isbotlangan hamma 

fikrlar, jum ladan Fredgolm alternativasi ham kvadrati bilan 

jamlanuvchi yadro uchun to'g'riligi kelib chiqadi.

2. Erkli o‘zgaruvchilar soni ko‘p bo'lgan hoi. Bir qancha hollarda, 

ayniqsa tatbiqda noma’lum funksiya ko'p o'zgaruvchilarga bog'liq 

bo'lgan integral tenglamalarni yechishga to'g'ri keladi. Bunday 

tenglamalar uchun ham Fredgolm nazariyasi o'z kuchini saqlab qoladi. 

Ushbu

<р(х)-Л j...jK (x,y)(p(y)dy=f(x)
D

tenglamani tekshiramiz, bu yerda DczR” soha, jc = (xp..., x j, у = 
=(yr ...yj sohaning nuqtalari, dy = dyr..dyn — hajm elementi.

Avvalgidek Л sonli parametr, К (x, у) = К {x,,..., x ; y,,...yj — 

yadro, f(x) =f(xp ... x j — berilgan funksiya, (p\x)=(p{xx,...,xn) — 
noma’lum funksiya. Qisqalik uchun D soha bo'yicha integrallashni 

bitta integral bilan belgilab, qaralayotgan integral tenglamani

,y)<p(y)<ty=f(x) (77)

D

ko'rinishda yozib olamiz.
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Agar К (x, у) yadro uzluksiz, yoki hech bo ‘Imaganda kvadrati 
bilan jamlanuvchi, ya ’ni

J ^ K 2 ) d x d у - M 2 <00

D D

bo‘Isa, (77) tenglama Fredgolm tipidagi tenglama deyiladi.
Bu tenglama uchun yuqorida bayon qilingan barcha mulohazalar

o‘rinlidir. Masalan, shart bajarilsa, (77) tenglama ketma-ket

yaqinlashish usuli bilan yechiladi va bu yechim yagona bo'ladi. Agar 

tenglama aynigan yadroli bo'lsa, ya’ni yadro

П

к (х>у)=Т*Рк{х)<1к(у)> y={yx,...,yn)
k = 1

ko'rinishda bo'lsa, tenglama ekvivalent chiziqli algebraik sistemaga 

keladi; umumiy holda yadroni aynigan va kichik yadrolarga ajratib, 

tenglamani aynigan yadroli tenglamaga keltirib, Fredgolm barcha 

teoremalarining o'rinli ekanligini ko'rsatish mumkin. Bu fikrlaming 

isboti, awalgi paragraflarda keltirilgan mulohazalarning isbotlaridan 

kelib chiqadi. Buni biz o'quvchiga havola qilamiz.

Ko'p hollarda

<p (x )-X ^K(x,y )<p(y)dy=f(x)
s

ko'rinishdagi integral tenglamalami tekshirishga to'g'ri keladi, bu yerda

S — biror sirt.

Bu tenglama soddagina (77) tenglamaga keltiriladi. Buning uchun

S sirtning parametrik tenglamasini kiritib, so'ngra erkli o'zgaruvchilar 

va integrallash o'zgaruvchilari sifatida x va у nuqtalaming o'rnini 

aniqlovchi parametrlarni kiritish kifoya.

3. Integral tenglamalar sistemasi. Bitta erkli o'zgaruvchiga ega 

bo'lgan Fredgolmning ikkinchi tur integral tenglamalar sistemasi

n b

Ф ,( * ) - А ] Г  j Ki j {x,y)(f>j {y)dy=fi(x), i= l,2 .....n (78)

j  = I a

ko'rinishga ega bo'ladi. K. (x, y) yadrolar {a < x, у < b} kvadratda, 

ft (x) ozod hadlar a < x < b oraliqda kvadrati bilan jamlanuvchi 

funksiyalar bo'lsin. Tabiiy, noma’lum (p Д х ), i = 1,2,...,и funksiyalar 

ham shu sinfda izlanadi. (78) sistema uchun yuqorida bitta Fredgolm
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tenglamasi uchun bayon qilingan nazariya to‘laligicha o‘rinli bo'ladi. 

Masalan, Л parametr

(78) sistema uchun ketma-ket yaqinlashishlar bu sistemaning yechimiga 

o'rtacha yaqinlashadi. (78) sistemaga qo'shma bo'lgan sistema quyi- 

dagicha yoziladi:

son f  (x) va q (x) vektor-funksiyalarning skalyar ko'paytmasi,

Yuqorida aytilganlaming barchasi erkli o'zgaruvchilar soni ixtiyoriy 

bo'lganda ham o'rinli bo'ladi. Fredgolmning barcha teoremalari (78) 

sistema uchun o'z kuchini saqlab qoladi.

Biz Fredgolm nazariyasini (78) sistema uchun asoslanishiga 

to'xtalmasdan, bunday sistemani Fredgolm tipidagi bitta integral 

tenglamaga keltirish mumkinligini ko'rsatib o'tamiz.

x, у argumentlar uzunligi (a, b) oraliqdan n marta katta bo'lgan 

(a, nb — (n—\)a) oraliqda o'zgarsin. Bu oraliqda Ф  (x) va F (x) 
funksiyalarni quyidagicha aniqlaymiz.

A\< —
1 M

tengsizlikni qanoatlantirsa, bunda

И b b

j —I a
bu yerda q.(x) ixtiyoriy funksiyalar. Agar

n b

n ь

vektor-funksiyasining normasi deb ataladi.

79



Agar (i- l)b-( i-2 ) a < x < i b - ( i- l )  a bo‘lsa, 

ф ( д г ) = « ( х - ( / - 1 ) ( 6 - а ) ) ,  F {x )= f{x - (i- \ ){b- a )).

Xuddi shunga o'xshash, К (x, y) yadroni a < x< nb-(n-\)a, 
a <y <nb - (n—l)a kvadratda

(i-l)Z>—(i'-2) a < x < ib-(i—l) a , 

(j-\ )b-(j-2)a < у < jb  ~(j-\)a

bo‘lganda

K(x,y) = Kij(x-(i-\)(b-a), y-(j-\)(b-a)) 

deb aniqlab olamiz. Ushbu

nb-(n-\)a b 2 h-a 3b-2a nb-(n-\)a

j  = J+ J + \ +- + J
a a b 2 b-a (n-\)b-(n-2)a

tenglikni e’tiborga olsak, (78) sistema Fredgolmning bitta

nb-(n-\)a

Ф (х) - Я  J K(x,y)<&(y)dy = F{x)
a

tenglamasi ko‘rinishida yoziladi.

(78) sistemaning K. (x, y) yadrolari asosiy kvadratda, fi (x) ozod 

hadlar [a, b] oraliqda L2 sinfga tegishli bo'lgani uchun biz tuzgan К 

(x, y) yadro yangi

a<x<nb-{n-\)a, a < у < nb - (n -\)a

kvadratda, F (x) ozod had esa a<x<nb-(n-\)a oraliqda L2 
sinfga tegishli bo'ladi. Haqiqatan ham,

nb-(n-\)a nb-(n-\)a

J J K2(x,y)dxdy -
a a

n ib-(i-\)a ib-(i-\)a

= Z  j  J K 2(x,y)dxdy =
‘ ,j=l(i-\)b-(i-2)a (i—\)b—(i—2)a
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ь b

— ^  ||АГ2(х  + ( / - 1 ) ( ^ - а ) ,  у + (i - \)(b - a))dxdy

>J= 1 a a

" brbp

= Y j J ] K l  (*> y )dxdy =M ~ < 00.
a a

Xuddi shunga o'xshash

nb-(n-\)a

bo'ladi.

J  F 2(x)dx = 2  J / 2W ^ < co

я '=1 «

6- §. Kuchsiz maxsuslikka ega boMgan 
integral tenglamalar

Agar (1) integral tenglamaning yadrosi

< a  < 1

\x-y\
ko'rinishga ega bo'lsa, bunda H (x, y) chegaralangan funksiya, u holda 

(1) tenglama kuchsiz maxsuslikka ega bo'lgan integral tenglama deyiladi.

Agar integral «o'lchovli fazoning chegaralangan Z)sohasi bo'yicha 

olinayotgan bo'lsa, (1) integral tenglamaning yadrosi

A T (x ,jf)= — -■ - - , Q < a < n  (79)
r

ko'rinishda bo'ladi, bu yerda л: =  (xp ...xJ , у = (yp ...уJ — D sohaning 

nuqtalari, r esa bu ikki nuqta orasidagi masofa, ya’ni

/• - I (x, ~У,) , H (x, y) xuddi yuqoridagidek D sohada

chegaralangan funksiya. Amaliyotda uchraydigan masalalarning aksariyat 

qismi ko'p o'lchovli integral tenglamaga keladi. Shuning uchun ham 

biz bu paragrafda umumiy holni, ya’ni

(p(x)-A ^K (x ,y )(p (y )dy= f(x )  (80)

integral tenglamani tekshiramiz. Bu holda ham (80) integral
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tenglamaning yadrosi (79) ko‘rinishga ega bo'lsa, (80) tenglamani va 

undagi integral operatomi mos ravishda kuchsiz maxsuslikka ega bo'lgan 
tenglama va operator deyiladi.

1. Sferik koordinatalar. E " fazoda x =  (xp ...xj va у = (уr ...yj 
o'zgaruvchi nuqtalar bo'lib, r ular orasidagi masofa bo'lsin. Markazi x 

nuqtada bo'lgan sferik koordinatalar quyidagi formulalar bilan aniqlanadi:

у ] =x, + r cos в x , 

у 2-x 2+r sin 0 в ̂  ,

I ’7 „_i=xw_,+rsin <9,sin<92....sin в n_2 cos 9 n_ 

У n ~ x  n + r  s i n , sin#2....sin 6 n_2 sin 9 .

Buyerdagi в в n_2 burchaklar [0, n\ oraliqda, burchak esa 

[0, 2n\ oraliqda o'zgaradi. Endi hajmning dy elementini va radiusi r 
ga teng bo'lgan sfera sirti yuzasining dSr elementini sferik koordinatlarda 

topamiz.

M a’lumki,

, , , п (Уи У2’—’Уп) , ,Q dy=dyv..dyn=-±—-— — j.drdev..deH_v
D[r, Qx,....,6n_x)

Bu tenglikdagi yakobianni hisoblaymiz:

дУ\

j  £>(УиУг>~ -л)

dr

<3T 
1 fQ

n~ D(r,0„...,
дУп ду„

dr двх " Щ-г

cos0, -rsinO, 0 0

.9 in 0, cos 02 r cos 0, cos 0, -rsin0, sin0, 0

Ф cos Qn , r^ctgQ] cos в n rOctgd2 cos6n_, . . . -гФ

t&sin^, гФ c t g sin0„4 r<i>ctge2sm6n_ 

bu yerda Ф  = sin <9, sin#,...sin#„_2 .

rOcos0..

(81)
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dJn
д9„_

=0 ekanini tekshirib ko‘rish qiyin emas. Shuning uchun

ham J determinantni hisoblash uchun 0n .=() deb olisli mumkin. Bun n 1
esa, sin#,... s i n , rekurrent formulaga olib keladi. Bu 

tenglikda n ni «- /, n —2, ... larga almashtirib,

J  =r ""‘sin'1 z 0. sin” 0,...sin0_n-l • я-2 /} _• n-3% Sin c2. . . ^ „ _ 2

tenglikni hosil qilamiz. Shunday qilib, hajm elementi quyidagicha 

aniqlanadi:

2в, sin"-3#,...sin#, т,drd0,...d0„dy= r " “' s i n ”-2'

Radiusi r ga teng, markazi sferik koordinatlar markazi bilan 

ustma-ust tushgan 5 sfera siiti yuzining dSr elementini topamiz. 

Differensial geometriya kursidan ma’lumki, ixtiyoriy S sirt uchun

dyv..dyn_,
dS =

cos (r>yn)\
bunda y- S sirtga o‘tkazilgan normal. Sr sfera uchun

c o s ( r , y n ) \  = c o s ( r , 7 j | = l  1 = П s i n  e k1 r
k = 1

Sr sferada r o'zgarmas bo'lgani uchun 

dyxdy2...dyn_x =
D(y,,y2,. 1)

D(e„e2>.■A-,)
dOxd62 ...dOn_x

bo'ladi. Bu tenglikdagi yakobianni (81) determinantdan birinchi ustunni 

va oxirgi yo'lni chizib tashlash natijasida hosil qilish mumkin. Hosil 

bo'lgan determinantning bosh diagonalidan o'ng tomonidagi barcha 

elementlar nolga teng bo'ladi. Shuning uchun ham bu determinant 

bosh diagonal elementlarining ko'paytmasiga teng bo'ladi. Bundan 

biz izlagan

.r /"-1 sin"-2 0X sin”-3 G2...sin0n_2d0xd02.~dOn_x (83)dSr- r ‘ sin 

formula kelib chiqadi. (83) formuladan

dSr=rn~xdSx (84)
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(82) dan esa dy —drdSr =rn dr dSx tengliklar hosil bo'ladi. (84) 

tenglikni integrallab, yana bir

Л7 — 1 I

l ^ l = r  , 4

formulani hosil qilamiz, bu yerda |5J—Sr sfera sirtining yuzi, |5;| esa 

birlik St sfera sirtining yuzasidir.

15, | yuzani hisoblash qiyin emas. Haqiqatan ham, (83) formulada 

r = 1 deb, barcha 0X o'zgaruvchilar bo'yicha integrallaymiz:

Л IT 2n

N = J - J  Jsin " ^ - s i n O„_2der ..d0n_2den_, =
0 0 0

к/
o -2  71 n - 2 / 2

= 2 nY ljs in kedO = 2 « Y l2 j  sink6dQ.
k-1 о k-1 о

Bu yerda sin2# = / almashtirishni bajarib,

*A > ,

2 Jsink0d6 -^t 2 (1 -/)  2dt = B

л / ^ Г

r k +1 P

V 2 ’ 2 /

A: + P

2 J
£  + 2 £ + 2

tenglikni e’tiborga olsak,

N =

П/

2 л ' 1

Г
n

formulaga ega bo'lamiz. Bu yerda В va Г — birinchi va ikkinchi tur 

Eyler integrallari. Bundan n = 2 da birlik aylananing uzunligi 

|S , | = 27Г, n = 3 bo'lganda esa, uch o'lchovli fazoda birlik sfera 

sirtining [S',|=4 7Г yuzi kelib chiqadi.

2. Kuchsiz maxsuslikka ega bo‘lgan operatorlar. (80) integral 

tenglamaning yadrosi (79) ko'rinishga ega bo'lsin. Agar a<— bo'lsa, 

kuchsiz maxsuslikka ega bo'lgan operator yadrosi
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J'K2(x ,y)dy<N (85)

D

shartni qanoatlantiruvchi Fredgolm operatoridan iborat bo'ladi.

Markazi x = (xp ...xj nuqtada bo'lgan sferik koordinatalarni 

kiritamiz. Bunda ma'lumki, dy = r "~'drds bo'ladi. Bu yerda ds — 
radiusi birga teng bo'lgan sfera yuzining elementi. D sohaning 

diametrini, ya’ni ikkita nuqtasi orasidagi eng katta masofani d orqali 

belgilab olamiz. Bundan

tengsizlik kelib chiqadi. Demak, К (x, y) yadro (85) shartni qano­

atlantiradi. D soha chekli bo'lgani uchun bu yadro kvadrati bilan 

jamlanuvchi ham bo'ladi. Shunday qilib, ta’rifga asosan

shartlarni qanoatlantirsin, bu yerda Cp C — musbat o'zgarmaslar, 

0<a<n , Q<j3<n . U holda

Haqiqatan ham, |H(x,y)|^C=const bo'lsin, u holda

yoki

\K(x,y)(p(y)dy
D

operator Fredgolm operatoridan iborat.

Teorema. Ikkita К (x, y) va L (x, y) yadrolar

M (x,y)=  ^K(x,t)L(t ,y)dt
D

yadro uchun
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И х,У

С , а  + /3<п,

C\nr+A, а+ Р-п ,

с  па+р>п

(86)

. а+Р-п

baho o'rinli bo'ladi, bu yerda С va A — musbat o'zgarmaslar.

Isbot. D sohaning diametrini d orqali, x =  (x,, ...xj, t = (tr 
...tj va t = (tj, ...tj, y= (yr ...yj nuqtalar orasidagi masofalarni 

mos ravishda rn va rt orqali belgilab olamiz. Bu holda

\M{z,y)\<ClCl J * <C,C2 j  *

ОГ0 Г\
(87)

bu yerda C, va C2 — musbat o'zgarmaslar.

Hisoblashlarni soddaiashtirish maq- 

sadida, umumiylikka ziyon etkazmay, 

koordinat boshini x nuqtaga joylash- 

tiramiz va xl o'qni у nuqtadan shunday 

o'tkazmizki, x dan у ga bo'lgan yo'nalish 

musbat bo'lsin. U holda xvay nuqtalar- 

ning koordinatalari (0, 0, ...,0) va (r,

0, ...,0) bo'ladi. rnuqtaning koordinata­

lari esa tp ...tn lardan iborat (4- chizma). Bu belgilashlarga asosan

'b2= S ^ .  r?=(ti- r)2+ Jj t2l .
k=l k=  2

(87) integralda tk=r%k, k — \,2,...,n almashtirish bajaramiz.

p 2= b i  
ы I

deb, r02= r 2p 2,

<l2= r 2( f , - \)2 + г 2 ^ = г 2( р 2 - 2 4 1+\)
к =2

tengliklarni va r0= rp < d  tengsizlikni e’tiborga olsak,

I M(x,y) <
С С 1 2
a + f i -n \

d
P<- p a ( p 2- 2 ^  + \)

(88)
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tengsizlik hosil bo'ladi. Bu tengsizlikni baholaymiz. Ma’lumki,

d ^ d ^ ^ d p d S .

So'ngra, p 1 - 2 ^+ l> (p- l ) 2 tengsizlik ham o'z-o'zidan ravshan.

p>2  bo'lganda (p- l)2>-^p2 tengsizlikning o'rinli bo'lishini ko'r­

satish qiyin emas. Haqiqatan,

($?-l)2 ~ P 2 = ^ (3 p 2 -6p-2p+4)=-i(3£?-2)(^-2),

bu tenglik esa, p  > 2 bo'lganda musbat bo'ladi. Bunga asosan

С \C,
.a+p-n

c _ ^ _ ^ _ d p d s  +2„ г ^ n_x_a_pd ^  

P « (p 2-2^+ l У 2
dS

-> ' d2 < p < -

bo'ladi. Bu tengsizlikning o'ng tomonidagi birinchi integral o'zgarmas 

sondan iborat, biz uni a orqali belgilab olamiz. a  + J3<n bo'lganda 

ikkinchi integralni hisoblaymiz:

Vr

2p j  dS=2p\dS j p n-'-a^ d p  =
. d 
2 < p < -

--2P\S\
1

n - a- P

(d _ y - p 

u  J
- 2 n-a- P

< 2 a |5|

f  j\n-a-p

\r У

demak,

<C xC2d n-a~fi\S\\a+

Agar a+ fi=n  bo'lsa, u holda

2 p d n~ a ~p 

n-a-P  

^p \

<

n- a- P



Nihoyat, a + j3 > n  bo'lganda

d p

< a + 2* f  —  
J

d p
+/3+1-П

P

C ,C|S|

a + [}-n

a+/}+\-n
<

T
a-

a+fi-n

Shunday qilib,(86) baho barcha hollarda isbotlandi.

Natija. Agar yadro kuchsiz maxsuslikka ega bo'lsa, и holda barcha 
iterasiyalangan yadrolar birortasidan boshlab chegaralangan bo'ladi. 

Haqiqatan, bizga ma’lumki ikkinchi iterasiyalangan yadro

K2(xty)= JaT(x, t)K(t,y)dt
D

formula bilan aniqlanadi. Agar К (x, y) yadro (79) ko‘rinishga ega 

bo'lsa, hozirgina isbot qilingan teoremaga asosan

xi
2 a-n

, A, = const

tengsizlik o‘rinli bo'ladi. Bu jarayonni davom ettirib, matematik induksiya 

usuli bilan m iteratsiyalangan yadro uchun ham bahoni olish mumkin. 

Faraz qilaylik, m — 1 iterasiyalangan yadro uchun yuqoridagidek baho 

o'rinli bo'lsin.

<
2 a-n

, A, = const

m — iteratsiyalangan yadro

Кт{Х>У)= \К {Х^ ) Кт-\ (*>y)dt
D

ko'rinishda,

a+f3-n= a+(m-\) x

x a-[m - 2)n-n=ma —[m - \)n 

bo'lgani uchun yuqoridagi teoremaga asosan ushbu



К А Х*У)
1 а-(т-\)п ’

т а-[т  - 1)Л7>О

bahoga ega bo'lamiz, bunda Am — biror o'zgarmas. Shunday qilib, agar

n
m >

n-a
(89)

bo'lsa, Km (x, y) iteratsiyalangan yadro chegaralangan bo'ladi.

3. Iteratsiyalangan yadroli integral tenglama. Endi (80) integral 

tenglamani qaraymiz. Bu tenglamadagi integral operatorni Kcp orqali 

belgilab olamiz. Shu bilan birga Iq>=(p(x) munosabat bilan 

aniqlanadigan birlik operator / ni kiritamiz. Bularga asosan (80) 

tenglama

( l- A K )< p = f(x )  (90)

ko'rinishda yoziladi. I -ЛК  ifodani A" ga nisbatan birinchi darajali 

ko‘phad deb qarash mumkin. К ga nisbatan yuqori darajali ko'phadlami 

ham tuzish mumkin; agar / ni bir kabi qaralsa, bunday ko'phadlami 

oddiy ko'phadlar kabi qo'shish va ko'paytirish mumkin. Bularni amalga 

oshirish maqsadida kompleks sonlar nazariyasidan bitta tushunchani 

eslatib o'tamiz. Agar г biror kompleks son bo'lsa, uning trigonometrik 

shakli z=r  (cos 0+i s in# ) ko'rinishda bo'ladi. Bu sonning n- da­

rajali ildizi

/

COS
0+2ктг

+ 1 sin -
. 0+ 2кл к =0 ,1, 1

n n
formula bilan aniqlanadi.

Ma’lumki, I=cos0+/sin0. Bunga avvalgi formulani tatbiq qilinsa, 

ushbu

CO, =yf\ = dcos0+isin0 = cos — - + isin Z = e " , £  = 0,1,...,и
n n

. 2kn 2-^i

natija hosil bo'ladi. Bundan

2k

со, -e n , со,=00,.
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(89) shartni qanoatlantiruvchi m sonni olib, ning boshlang‘ich
2n .

ildizini s orqali belgilaymiz, ya’ni E-e m . Ushbu

(.1-ЛК)(1-£ЛК)[1-£2ЛК)...[1-ет-хЛ К )= (1-ГК т)

tenglik o‘rinlidir. Bu tenglikning to'g‘riligi

(a m-b m̂ =(a-b)(a-£b)(a-s2 b}...{a-e m~] b̂ j

algebraik ayniyatdan kelib chiqadi.

(90) tenglamaning har ikki tomoniga

(.I - s A K ) ( l- e 2 АК)...(1-ет~хАК)=

= I+ A K + A 2K 2+...+Am- 'K m1-1

operatorni qo‘llaymiz. Natijada quyidagi tenglamani hosil qilamiz:

(l-X~K")<p=fm(x)

yoki

(p (x )- A m \Km (x ,y )<p (y )dy= fm (x ) , (91)

D

bu yerda

L ( xh f ( * ) +A K f + * 2 к 2/+ ..+ л - ' к - ' / .

Iteratsiyalangan yadroli (91) tenglamaning yadrosi (89) shartga 

binoan chegaralangan va D soha chekli bo‘lgani uchun (91) tenglama 

Fredgolm tipidagi integral tenglama boMadi.

Ravshanki, (80) tenglamaning har qanday yechimi (91) 

tenglamani ham qanoatlantiradi; teskari fikr, umuman aytganda, 

har bir m uchun ham to‘g‘ri bo‘lmaydi.

4. Berilgan va iteratsiyalangan yadroli tenglamalarning teng 

kuchliligi. Endi m sonni shunday tanlash mumkinki, u (89) tengsizlikni 

qanoatlantirib, (91) tenglamaning har bir yechimi (80) tenglamani 

ham qanoatlantirishini, ya’ni bu tenglamalarning teng kuchli bo'lishini 

isbotlaymiz. Avvalo m sonni (89) tengsizlikni qanoatlantiradigan qilib
2  ni

tanlash mumkinligini va sA, e1 A,...,s m~1 A, bunda e=e m sonlardan 

birortasi ham К (x, y) yadro uchun xarakteristik son boimasligini
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ko'rsatamiz. Faraz qilaylik, bu mumkin emas. p , pv ... orqali ---
2 ni fl~CC

dan katta bo'lgan tub sonlami belgilab olamiz va e .=e Pj bo'lsin.

B izning farazim izga asosan, har bir j  uchun shunday 

kj, 1 <kj < p / ko'rsatkich topiladiki, berilgan A uchun £}J A son 

К (x, y) yadro uchun xos son bo'ladi. /? sonlar tub bo'lgani uchun

2 nkj

sonlar orasida bir-biriga teng son bo'lmaydi. Lekin bu holda markazi 

koordinat boshida va radiusi A ga teng bo'lgan aylanada К (x, y) 
yadroning cheksiz ko'p

27ikj

zk/A = e  Pj ‘

xos sonlari bo'lib qoladi, bu esa, chekli sohada yadroning xos sonlari 

chekli sonda bo'lishiga qarama-qarshidir.
n

Shuning uchun ham shunday p  > ----  tub son mavjudki,
yi—cc

bunga mos bo'lgan barcha

S jA ,  £  ] A, . . . , £ Pj J ~'A

sonlar xos sonlar bo'lmaydi.

m = Pj deb qabul qilamiz. (91) tenglamani ushbu

( I- £A K )(I- £2AK)...(i ~£ m~] AK)(l-AK)<p= 

= (l-£A K ){l-£2AK)...{l-em'A K ) f

ko'rinishda yozib olish mumkin. Bu tenglamada ozod hadni tenglikning 

chap tomoniga o'tkazib, quyidagini hosil qilamiz:

m-1

i=l
(/-ЯАГ )(p-f=a> deb belgilab, oxirgi tenglamani

m-1

f ] ( / - e 'M ) f f l = 0  (92)
/=l

ko'rinishga kcltiramiz. So'ngra
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от—1

(0\ =n{J  - е ‘лк)(й
i=2

(1-еЛК)щ = 0

ko'rinishda yozib olamiz. «S’/I son К (x, y) yadroning xos soni 

bo'lmagani uchun сц = 0, ya’ni,

от—I

W ( l- s lAK)co= 0.
/=2

от—I

j~[ ( /  -£•''Я AT ) 6У= fe>2
i=3

[ l- £2XK)co2=Q

tenglamaga ega bo'lamiz. e1 A son xos son emasligidan co2 =0 bo'lishi 

kelib chiqadi. Bu jarayonni davom ettirib, oxirida co=0 bo'lishiga, 

ya’ni

[I-AK )tp=f

ekanligiga ishonch hosil qiamiz.

Shunday qilib, (91) tenglamaning har bir yechimi (80) teng­

lamani ham qanoatlantiradi. Bu esa, ko'rsatilgan tenglamalarning teng 

kuchli ekanligini, boshqacha qilib aytganda ekvivalentligini ko'rsatadi.

Natijada, (80) tenglama uchun Fredgolmning barcha teoremalari 

o'rinli degan xulosaga kelamiz.

Agar / = 0 desak, (80) va (91) tenglamalarga mos bir jinsli 

tenglamalarning ekvivalentligi xususan, ular bir xil sonda chiziqli 

bog'liq bo'lmagan yechimlarga ega bo'lishi kelib chiqadi.

Izoh. Kuchsiz maxsuslikka ega bo'lgan yadro uchun Fredgolm 

nazariyasi o'rinli bo'lishini isbotlaganimizda, biz faqat uning 

iteratsiyalangan yadrolari birortasidan boshlab chegaralanganligidan 

foydalandik. Bu yerda yadroning (79) ko'rinishga ega bo'lishi 

hech qanday rol o'ynamaydi. Agar ixtiyoriy integral tenglamaning 

iteratsiyalangan yadrolari birortasidan boshlab chegaralangan 

bo'lsa, u holda bunday tenglamalar uchun Fredgolm teoremalari 

o'rinli bo'lavcradi.

belgilashni kiritib, (92) tenglamani

Bundan keyin

deb,

92



I l l  BOB. VOLTERRA INTEGRAL TENGLAMALARI

Volterraning ikkinchi turdagi ushbu

<p(x)-X^K(xiy)<p{y)dy=f(x) (I)

integral tenglamasini tekshiramiz. Biz I bobning 1- § ida, agar у > x 
bo'lganda

A'(jc,>/)=0, x<y<b

deb hisoblansa, (1) tenglama Fredgolmning ikkinchi turdagi integral 

tenglamasining xususiy holidan iborat bo'lib qoladi, deb aytib o ‘tdik. 

Lekin bu tenglama Fredgolm tenglamasiga nisbatan ancha sodda 

bo'lib, yadroga ma'lum shartlar qo'yilganda hamma vaqt yagona 

yechimga ega boiadi.

1- §. Ketma-ket yaqinlashish usuli

Volterraning ikkinchi tur integral tenglamasi ketma-ket yaqin­

lashish usuli bilan osonlikcha yechiladi.

1. Yadro chegaralangan hoi. (1) tenglamaning yadrosi biror [a, b| 

chekli oraliqda chegaralangan bo'lsin, ya’ni

|/C(x,jy)|< M , a<x<b.

Agar (1) tenglamaning ozod hadi la, b/ oraliqda jamlanuvchi 
bo'lsa, и holda bu tenglama shu oraliqda yagona jamlanuvchi yechimga 
ega bo'ladi va bu yechimni Я ning ixtiyoriy chekli qiymatida ketma- 
ket yaqinlashish usuli bilan tuzish mumkin.

Nolinchi yaqinlashish uchun f  (x) ni qabul qilamiz, ya’ni

<Poix) = f { x)’
(p^x) ni esa v

<Pi(x)= f { x) + ̂ \K (x’y ) f (y )dy

munosabat bilan aniqlaymiz. Bu jarayonni davom ettirib,

X

(P , l x ) = f ( x ) + ?i\ K {x ’y ) (P n - ( y ) dy  (2)
a

rekurrent formulalarni qanoatlantiruvchi
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<р0(х), (х), ..., <рп(х), ...

funksiyalarning cheksiz ketma-ketligini hosil qilamiz. 

Ikkinchi yaqinlashish

X

<Р2{х)=/(х)+Л ^K(x,t)px(t)d t

formula bilan aniqlanganligi uchun, фД/) ning o‘rniga uning qiymatin 

qo'yib, Dirixle formulasidan foydalansak,

a

x

dt =

- /  (x)+ A J К (x, y) f  (y) d у + X2 j  K2 (x, y) f  (y) dy
a a

tenglik hosil bo'ladi, bu yerda

Jt

K2(x,y)=\K(x,t)K{t,y)dt.
У

Xuddi shu yo‘l bilan <P„(x) uchun

<Pn(x) = f(x)+X\
a

formulani hosil qilamiz, bunda

л;

K i (x, y )= J К (t,y)dt

f { y )d y  (3)

(4]

Shuni aytib o‘tish kerakki, t >x bo'lganda К (x, t) = 0 bo'lgani 

uchun j > x  da K.(x, у) =  0 bo'ladi. Ushbu

X x

K f =  jK (x ,y )f(y )dy , ..., K ‘f = j K i (x ,y)f(y)dy
0 a

belgilashlardan foydalansak, (3) tenglik

(pn{x)=f{x)+ YJX i K ‘f
i=l
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ko'rinishda yoziladi. Bu tenglikdan ko'rinadiki, agar biz hosil qilgan 

|q>n (x)} funksiyalar ketma-ketligining limiti mavjud bo'lsa, bu limit 

Neyman qatori deb ataladigan

/'( V) • £ я  К  ) (5)

/=l
qatorning yig'indisi bilan ustma-ust tushadi.

Endi (5) qatorning yaqinlashuvchi bo'lishini ko'rsatamiz. К (x, y)

yadro chegaralangan: |ЛТ(x, j>)|< M, a<x <b . Endi у < x bo'lganda

\K̂ x'yb^ Z^ ~ <6 >

tengsizlikning o'rinli bo'lishini ko'rsatamiz. Buning uchun induksiya usulidan 

foydalanamiz. /' — 1 bo'lganda (6) tengsizlik to'g'ri bo'lsin, ya’ni

K i-\(x>y)

(4) formulaga asosan

<-

(i-  2)!

l-l

0 - 2 ) ! ( i- l)!

Shunday qilib, (6) tengsizlik ixtiyoriy natural / uchun ham o'rinlidir. 

(6) tengsizlikda x — у ayirmani uning eng katta qiymati b — a bilan 

almashtiramiz. U holda

М \ Ь- а)- Х
\K { x>y)

<-
( ,- 1 ) !

(5) qatorning umumiy hadini baholaymiz.

\X\M‘{b-a j 

( i- l) !
X'K'f\<\A\ \K,{x,y)f(y)dy < \ f ( y ) d y (7)

/  (x) funksiya jamlanuvchi bo'lgani uchun oxirgi tengsizlikdagi 

integral chekli miqdordir. (7) tengsizlikdan (5) qatorning umumiy 

hadi yaqinlashuvchi darajali qatorning umumiy hadidan katta emasligi 

kelib chiqadi. Demak, (5) qator A ning ixtiyoriy chekli qiymatida x 

bo'yicha absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. (5) qatorning
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yig'indisini (p[x) orqali belgilab olamiz. Yuqorida ko'rsatganimizga 

asosan n—>00 da (p n(x)—> ^ (x ) ga tekis intiladi. К (x, y) yadro 

chegaralangan bo'lgani uchun ushbu

K {х>у)<Р K (x>y)<p{y)
intilish ham x ga nisbatan tekis bo'ladi. Bunga asosan, (2) formulada 

integral ostida limitga o'tish mumkin. Bu amalni bajarib,

X

<p (x )= /(x )+ A \k  (x,y)cp(y)dy
a

tenglikni hosil qilamiz, ya’ni (5) qatorning yig'indisi Volterra integral 

tenglamasining yechimi ekan. Bu yechimni aniqlaydigan (5) tenglikdagi

00

£ л ' г /  (8)
<=i

qatorning yig'indisi chegaralangan funksiya bo'ladi. Haqiqatan ham, 

(7) tengsizlikka asosan:

i=i (=1

b

=\X\Me'^\\f(y)\dy.

Demak, <p(x) yechim jamlanuvchi f  (x) funksiya va che­

garalangan funksiyaning yig'indisidan iborat bo'lgani uchun jamlanuvchi 

bo'ladi. Agar (1) tenglamaning ozod hadi / (x) uzluksiz funksiya bo'l­

sa, (8) qator tekis yaqinlashuvchi bo'lgani uchun uning yig'indisi 

ham uzluksiz funksiya bo'ladi. Bu xolda (1) tenglamaning yechimi 

ham uzluksiz funksiyadan iborat bo'ladi. Ushbu

1 К,(х,у)
;=i

qator (6) tengsizlikka asosan yaqinlashuvchi bo'lgani uchun uning 

yig'indisini R(x,y\X) orqali belgilab olamiz. Buni K(x,y) yadroning 

yoki (I) tenglamaning rezolventasi deyiladi.

(3) formulada /7—>00 limitga o'tib, (1) tenglamaning yechimini 

rezolventa orqali
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^(-Y) = / M + ^  j ^ ( * , ^ ; A ) / ( v ) < / v  (9)

a

ko'rinishda yo/.ish mumkin.

Xuddi Fredgolm tenglamasidek, R(x,y,/1) rezolventa o'zining 

birinchi va ikkinchi argumentlariga nisbatan quyidagi integral 

tenglamalarni qanoatlantiradi:

л:

R(x,y;A)-A jK(x,t)R(t,y;A)dt = K(x,v),
у

X

R[x,y,A)- A ^K(t,y)R{<x,t\As)dt=K(<x,y).
у

Bu tenglamalarni tekshirib ko'rish Fredgolm tenglamalaridek ba- 

jariladi. Bularga asosan (9) formula bilan aniqlangan yechim (1) 

tenglamani qanoatlantirishini ko'rsatish qiyin emas. Haqiqatan, (9) 

ni (1) ga qo'yamiz:

X X

<p(.v)-A J К (x,t)(p(t)d t= / ( x )+ A j  R(x,y;A)f(y )dy-
a a

x I

- A Ja:(x ,/) f(t)+A ^R(t,y\A) f (y )d у dt =

- f(x)+A ^-К{х,у)+Я{х,у\Х)\/(у)-
a

x x

-A2 \f(y)dу jK (x,t)R (t,y ,A )dt=

=/(*)+Aj
Л

-K(x,y)+R{x,y\A )-A  | К (x,t)R(t,y;A)dt
V

x j\ y )dy = f(4

Endi ( I)  tenglama yechimining ixtiyoriy chekli A uchun 

yagonaligini ko'rsatamiz. (1) tenglama ikkita <p(x) va ^ ( .v )



jamlanuvchi yechimlarga ega bo'lsin. Bularning ayirmasi ft>(x) = 

^ ( x )  birjinsli

со^-Л К со  (10)

tenglamani qanoatlantiradi. Iteratsiya usulidan foydalanib, (10) 

tenglamaning o‘ng tomoni CD ning o'rniga ЛКсо ni qo‘yib,

со[х)-Л2 K 2co

tenglamaga ega bo'lamiz. Bu tenglamaning o'ng tomonidagi CO ni 

yana ЛКсо bilan almashtirib, со(х)=А,ъ Късо tenglamani hosil 

qilamiz. Bu jarayonni i marta bajarganimizdan so'ng

X

со[х)-Л‘К ' со yoki со(х)=Я '|аГ . (x,y)co(y) dy

tenglamaga kelamiz. ft>(x) ikkita jamlanuVfchi funksiyaning ayirmasi 

bo'lgani uchun jamlanuvchi bo'ladi va (6) tengsizlikka asosan ixtiyoriy

i uchun

, ,, \X\ M'(b — a)'~' *n .
’( Ф  ----l<°(x)\dx

tengsizlikka ega bo'lam iz. Bundan i—> go da |&>(*)| ^ 0  yoki 

cy(x) = 0 kelib chiqadi.

Shunday qilib, Volterra integral tenglamasi yadrosining spektri 

bo'sh to'plamdan iborat ekan.

O'zining mana shu muhim xususiyati bilan Volterraning ikkinchi 

tur integral tenglamasi Fredgolmning ikkinchi tur integral tengla- 

masidan ajralib turadi.

Yuqorida isbot qilingan yagonalik teoremasi jamlanuvchi funksiyalar 

sinfida o'rinli edi. Agar yechimning jamlanuvchi bo'lish shartidan voz 

kechilsa ham yechim yagona bo'ladimi degan tabiiy savol tug'iladi. Bu 

savolga javob berish uchun 0 < у < x<  1 bo'lganda yadrosi ushbu

\co[

K(x,y) =

-L-, >4
yex , 0<y<xe x , 

i—V
x, xe x~ <y<x,

0, v>x

tenglik bilan aniqlanadigan Volterraning bir jinsli
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<p(x)=$K(x,y)(p(y)dy
о

tcnglamasini tekshiramiz.

Asosiy |0 < x < l, 0 < 7 < l}  kvadratda К (x, y) yadro chegara­

langan, chunki

0 <  K(x,y)<  jc < 1 .

Hu tenglama (p{x') = 0 bo'lgan jamlanuvchi yechimga ega, isbot- 

langaniga asosan boshqa jamlanuvchi yechimlari yo'q. Shu bilan birga 

bu tenglama [0,1] oraliqda cheksiz ko'p

<p(x)=-
X

ko'rinishdagi jamlanuvchi bo'lmagan yechimlarga ega, bunda с — 
ixtiyoriy o'zgarmas. Haqiqatan ham,

x xe x 1 ^

\K(x,y)<p(y)dy= J ye*2 -dy+
о о У

x I
f c C

+ x—a y =  cx-cx\ne x =—.

; _ l  у  x
xe f2

Demak, (p(x)=— funksiya [0, 1] oraliqda jamlanuvchi bo'l-
x

magan yechim ekan.

2. Yadro kuchsiz maxsuslikka ega bo'lgan hoi. Volterra (1) 

tenglamasining yadrosi chegaralangan bo'lmay, kuchsiz maxsuslikka 

ega bo'lsa ham bu tenglamaning yechimini ixtiyoriy chekli A uchun 

ketma-ket yaqinlashish usuli bilan topish mumkin.

Ushbu

<р(х)-а \Н (Х,У̂ ( (p(y)dy=f(x), 0 < a < l ,  (11) 

a iX ~ y )
integral tenglamani tekshiramiz, bunda |H (x, y)\ < M, M — o'zgarmas. 

Demak,
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(Х - У )
Iteratsiyalangan yadrolarni baholaymiz

I <
M

(12)

X

K 2 (*>y)= (■x,t)K (t,y)dt 1

(12) ga asosan

x

K2(x,y)\<M2 J
dt

; ( * - ' )  ( t - y f
Oxirgi integralda t =y + (x, y) s almashtirishni bajaramiz. 

U holda

dt
-=(x ~ y ) '  p  a d s

=(х-у)'"-“ B(\-a, I -a)= (x-y)' -“ ^  ^  ^  
Г[2-2 a)

ifodani olamiz. Shunday qilib,

М 2(л--у)'-2аГ2(1-д)

Г (2 - 2  a)
|л:2(х,_у)| <

bu yerdagi В (a, b) va Г (a) — Eyler integrallari.

Faraz qilaylik, i - iteratsiyalangan yadro uchun bunday baho 

to'g'ri boMsin, ya’ni

MT\\-a)

Г(/ - ia )
(/' + I) — iterasiyalangan yadro uchun ham bu bahoning to'g'ri

~ ^ r ~ z v L(x ~ y) (13)

bo'lishini ko'rsatamiz:

к м (х >у ) h
Л

jK (x ,t)K i(t,y)d i <
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<
М м Г(\-а) 

Г ( /  -ia~)
^(x-t)~a (t- y )~ x~'a dt.

Bu integralda t = у + (x, y) s almashtirishni bajarish natijasida

ushbu

K i+\(x >y) <

M M r /+i
(1 - a )

r i (/ + ! - ( i- l ) 1 or)
(x~y)

tengsizlikni hosil qilamiz.

Shunday qilib, (13) baho / = 1 va ixtiyoriy natural (/ + 1) da 

lo'g'ri bo'lgani uchun, uning umuman to'g'riligi kelib chiqadi. i 
yctarli katta bo'lganda (x — y) ning darajasi musbat bo'ladi.

Shuning uchun ham x — у ni undan katta b — a miqdor bilan 

almashtirish mumkin. Bu holda (5) qatorning umumiy hadi uchun 

ushbu baho

X ' K ' f <
Iя Г { b - a

y-l-ia p , |
( l - a )

r ( i - i a )
l l / W l  <lx

o'rinli bo'ladi. Bu tengsizlikning o'ng tomonidagi miqdorni C\ orqali 

belgilab olamiz. Umumiy hadi С dan iborat bo'lgan qatorning 

yaqinlashuvchi bo'lishini ko'rsatamiz. Bulling uchun quyidagi:

г  (/>)=,
\2n -p+—  
—  P i  n p . O<0<1, P > 0 .

Stirling formulasidan foydalanamiz. Koshi alomatiga asosan ushbu

b
J| f(x )  | dx

miqdor /—> g o  da nolga intilgani uchun umumiy hadi C. bo'lgan 

qalor yaqinlashuvchi bo'ladi. Demak, (5) qator ixtiyoriy chekli A 
uchun absolyut va tekis yaqinlashadi.

Shunday qilib, yadrosi kuchsiz maxsuslikka ega bo'lgan 

Volterraning ikkinchi tur integral tenglamasi uchun ketma-ket yaqin- 

lashishlar ixtiyoriy A uchun, chegaralangan yadro bo'lgan holga 

nisbatan sekinroq bo'lsa ham, yaqinlashadi.
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Misol. Ushbu

<p(x)-A Jex-y<p(y)dy=f(x)
a

integral tenglama ketma-ket yaqinlashish usuli bilan yechilsin. 

Iteratsiyalangan yadrolarni va rezolventani tuzamiz:

X X

K2 (x,y) = fex > e'~y dt =ex-y \dt=ex~y (x - y),

У У

K3 {x,y)= | e~’ e~y (t - y)dt=ex~yJ  (t-y)dt -e~y .

x

Umuman

К (x у )-  ex~y —  — —
Л ,У) ( /- 1 ) ! '

Endi R(x,y,A) rezolventani tuzamiz.

R (x ,y a )= £ l‘-'K,(x,y)=e'->'fi -
i=l /=1 yl I ) '

(9) formulaga asosan berilgan tenglamaning yechimi

= e(l + Л)(х-у)'

<p(x)=/ '( * )+ A J V 1+A)(x_v) f(y)dy
a

ko'rinishda bo'ladi. Yechimning bunday sodda topilishining sababi yadro 

faqat x —y ayirmaga bog'liqligidir. Agar (1) tenglamaning yadrosi

K t r  v l  ^

A(y)
ko'rinishda bo'lsa ham tenglama osongina yechiladi.

Haqiqatan ham,

A(x) V'{ A(x) ,A  >

belgilashlarni kiritib, (1) tenglamani
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<P\(x)-A‘ \<Pi{y)dy=fl {x)

a

ko'rinishda yozib olamiz. Agar bu tenglamada

(p2(x)=\(pl (y)dy
a

belgilash kiritsak, u holda ushbu 

d(p2{x)
—   A p 2( x ) = / ( x )  

dx

oddiy differensial tenglamaga ega bo'lamiz. <p2( a )= 0 tenglikni 

e’tiborga olib, differensial tenglamaning yechimini

(p2{x)=eXx\e~Xy f\y)dy
a

ko'rinishda topamiz. Bundan

<Pi(xh d<PJ ^  = f i (x)+ h ]e k(x~y) f\ (y)dy ’
d x  Ja

yoki

(p (x) = A(x)(pl (x) = f  (x)+ A J еЦх~у)К (x, y ) f  (y)dy
a

Bu formulani yuqorida bayon qilingan ketma-ket yaqinlashish 

usuli bilan ham keltirib chiqarish mumkin.

Mashqlar. Quyidagi integral tenglamalar rezolventa yordamida 

yechilsin.

1. ф ( х )  = sin x + 2 j£x~y(p(y)dv .

о

1 1 2 
Javob: ( p ( x )  =  — £ 3 x ---- COS X  H----s i n x .

5 5 5

2. <p(x) = I х sinx + \— —— — <p[y)dy-
J0 2 + cos у
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Javob: (p[x) ~ t  sin X + (2 + cos x) i x In -------- .
v '  v > 2 + cosx

3. <p(x)=l + x 2+ j j^Lq)(y)dy  .

о ~̂ У 

Javob: (p (x) = £x (\ + x 2>) .

2- §. Volterraning birinchi tur integral tenglamasi

Bizga ma’lumki, Volterraning birinchi tur tenglamasi deb.

j  K(x,y)(p(y)dy = f(x )  (14)

a

ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi.

Faraz qilaylik, (14) tenglamaning yadrosi va ozod hadi quyidagi 

shartlarni qanoatlantirsin:

1) Kx.(x, y), /  (.y) lar mavjud va uzluksiz funksiyalar,

2) К (x, x) hech qaerda nolga aylanmaydi.

Bu holda (14) tenglamani x bo'yicha differensiallab, Volter­

raning ikkinchi tur integral tenglamasiga olib kelamiz:

X

K(x, x)<p(x)+ \Kx(x, y)<p(y)dy=f\x) (15)

a

yoki

<p M + y)<p(y)d y = f ( x),
a

bunda

r ( ^ > = f r 4  /■w = # Vл ( х , х ) A ( x , jc)

Agar Ky(x,y^ hosila mavjud va uzluksiz bo'lsa, (14) tenglamani 

bo'laklab integrallashga asoslangan ikkinchi usul bilan ham ikkinchi 

turdagi integral tenglamaga keltirish mumkin.

Shu maqsadda
X

\<p(y)dy = v(x)
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belgilash kiritib, (14) tenglamadagi integralda K(x,y) = u, 
<p(\’)dy=dv  desak,

■X

f(x)=[^K(x,y)v{y)J~*a-\K 'y(x,y)v{y)dy
a

yoki

V
, ч VK ( x>y) , x , /(*)

tenglamani hosil qilamiz.

К (x v)
Agar — • - yadroning rezolventasini v;l) orqali

K { x , x )

belgilasak, (16) tenglamaning yechimini

v(x)=i ^ ) +\R' (x-yA)i ^ j ) dy ,|7»

ko'rinishda topamiz.

Bir qarashda ikkinchi usulni qo'llash uchun f  (x) funksiyaning 

differensiallanuvchi bo'lishi shart emasdek tuyuladi. Ammo, <p{x) 
funksiyani topish uchun biz (17) formula bilan aniqlangan v (x) 
funksiyani differensiallashimiz kerak, buning uchun esa, /  (x) 
funksiyani diflferensiallash zarurdir.

Yuqorida keltirilgan shartlardan eng muhimi, К (x, x) ning 

nolga aylanmaslik shartidir, chunki x ning biror qiymatida К (x, x) 
nolga teng bo'lib qolsa, Volterraning birinchi tur integral tengla- 

masini tekshirishda katta qiyinchiliklarga duch kelamiz. Bu holda 

(15) va (16) tenglamalar uchinchi turdagi integral tenglamalardan 

iborat bo'ladi. Lekin ayrim xususiy hollarda bunday tenglamalarning 

yechimlarini hatto kvadraturada yozib olish mumkin bo'ladi.

Bunga Abelning integral tenglamasi misol bo'ladi.

3- §. Abel integral tenglamasi

Abelning

0<«<1  (.8)
:  (x - y )
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integral tenglamasini tekshiramiz. Bu tenglamaning yechimi mavjud 

deb faraz qilib, uni

f 4>(y)dy f(,\

I {t-yf _
gako'rinishda yozib olamiz. Tenglikning har ikki tomonini ---

(x-t)
ko'paytirib, bo'yicha a dan x gacha integrallaymiz. Natijada 

f  d t 'M y ) d y  _ f ( t ) d t

! ( x - t f °  i  ( t- y f  \{x-tf * 
ifoda hosil bo'ladi. Bu tenglikdagi takroriy integralga Dirixle formulasini 

qo'llab,

dt__  o[y)dy

i ( x - t f * l ( , - y f  I

X  X

\<p{y)dy J
dt

ifodani olamiz. Oxirgi integral t=y+(x — y )^  almashtirish yordamida

X

J;
d t

I

J;

d s

= Г (а )Г (1  - a)

B(a,l -a)=

К

sin к а

ko'rinishga keladi. Shunday qilib,

71 xf  ,  ч , xcj\t)dt

s in ;ra
J V ( y ) ^ =  J-

yoki

1-0

(19)
, Jc )= siM a ^ V  f ( t ) d t

7Г dx*(x-t)
Agar f  (x) uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo'lsa, oxirgi 

formulaning o'ng tomonida avval bo'laklab integrallab, so'ngra diffe- 

rensiallash amalini bajarsak,

sin na

к
Г / w  , jr f  {t)dt

_(x-ay-a (x- t)X a_

formulaga ega bo'lamiz.
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Demak, Abel integral tenglamasining yechimi mavjud bo‘lsa, bu 

yechim (19) formula bilan aniqlanishi zarur ekan. Bundan yo'l-yo'lakay

(18) tenglama yechimining yagonaligi kelib chiqadi.

Endi (19) funksiyaning haqiqatan ham (18) tenglamani qanoat- 

lantirishini ko'rsatamiz.

(19) formuladagi integralni F (x) orqali belgilab olamiz, ya’ni

(19) formula bilan aniqlangan ^(.x:) funksiyani (18) tenglamaning 

chap tomoniga qo'yamiz va

bo'lsin deb, faraz qilamiz. g (x) = f  (x) bo'lishini isbotlash yetarlidir. 

(21) tenglikni F  (x ) ga nisbatan Abelning integral tenglamasi deb 

qarab, yuqorida bayon qilingan usulni qo'llasak,

tenglikni hosil qilamiz. (20 ) integralda t = a+(x~a)y almashtirishni 

bajaramiz. U holda

tenglamaga ega bo'lamiz. Bu tenglama noma’lumga nisbatan Abelning 

bir jinsli tenglamasidir. Yuqorida isbotlanganga asosan u yagona 

<у(х)=0 yechimga ega bo'ladi. Demak, g (x) = f  (x) ekan.

(20)

(21)

)F '(y )d y = F {x )- F (a )=  (22)
a a\X-t)

bundan F (a) = 0 va (22) tenglik

ko'rinishda

(23)
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Xususiy holda, agar a=0 , a=- bo'lsa, (19) yechimdan I bobda

o'rganilgan tautoxron to'g'risidagi masalada hosil bo'lgan integral 

tenglamaning quyidagi

n  > K d x \ ^ 1 

yechimini hosil qilamiz.

4- §. Volterraning chiziqli bo‘lmagan tenglamalari

Oddiy differensial tenglamalar kursidan ma’lumki,

dy_ 

d x
= F (x ,y), y(x(])=y()

Koshi masalasini Volterraning chiziqli bo'lmagan

7 ( x ) = >;0+ \F [^y (f)]dt
•vo

integral tenglamasi bilan almashtirib, bu tenglamaning yechimini 

ketma-ket yaqinlashish

Л"

-УД*) =  .Уо +

■vo
usuli bilan topilgan edi.

Mana shu usul bilan yuqoridagi tenglamaga qaraganda umumiyroq 

bo'lgan

X

<p(x) = f (x )  + ̂ F[x,y\ (p(y)]dy (24)

a

ko'rinishdagi Volterraning chiziqli bo'lmagan integral tenglamasini 

ham yechish mumkin. F (x, y; t) funksiya ixtiyoriy tr t, uchun

- F(x ,y ;t2)|< h(x,y)\tx-t21 (25) 

shartni va bundan tashqari

л

\ F[x,y,f(y)]dy < g(.v) (26)
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shartni qanoatlantirsin deb faraz qilamiz, bu yerda h (x,y) va g (x) 
funksiyalar L2 sinfga tegishli berilgan funksiyalar, ya’ni shunday 

I'unksiyalarki, {a<y<x<b\ sohada ushbu

л: b x

J g 2(x )Jx<T V 2, jdfx ^h2 (x ,y)d y<A2 (27)

a a a

tengsiziiklarni qanoatlantiradi, bundagi УУ2 va A2 — musbat 

o’zgarmaslar.

л

J /72 (x,y)dy= H 2 (x)

deb belgilab, (27) shartlardan ikkinchisini

b

j*//2 [x)dx<A‘ (28)

ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Xuddi chiziqli holda bo'lganidek, 

(24) tenglamaning yechimini birinchi hadi <£>0(x )=  /  (x ) bo'lgan, 

boshqa hadlari esa

l v)](,y m
a

rekurrent formula bilan aniqlanadigan j (p ,,(x)J ketma-ketlikning limiti 

sifatida aniqlashga harakat qilamiz.

Avvalo ushbu

\ F[x,yj(y)\ dy <
g (x)

tengsizlik o'rinlidir. Umumiy holda

<\h(x,y)\(pn(y)-(pn̂ (y)\dy, n = 1,2,3,...

a
Bunyakovskiy— Shvars tengsizligiga asosan:
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2 Х Х 

[<Ря+1 W~<P „(*)] ^ \h2 {x,y)dyj[(pn (_у)-<р„_, (у)]2 Ф  =
Л я

= И 2 М  Д<Р„ (у)~Ч>п-\ {y)fdy.
а

Shunday qilib, biz quyidagi tengsizliklarga ega bo'ldik: 

[(px(x)-(p0(x)]2<g2(x),

[<P2(x)-(pl (x)]2< H 2(x )Xjg 2(y )d y < N 2H 2(x),
a

[ f t  W - f t ( * ) I  (x)]h 2(y)dy

Ushbu

X  x

B\ (x)= \H2[y)d У’ B 2 ( * ) =  \h2 (y)B , (y)dy,...,
a a

B „(x )= )H 2(y)B„_l(y)dy
a

belgilashlami kiritamiz. U holda

[ ф ) - ( р 2(х )^  <N 2H 2(x )Bx(x), 

[(p4(x)-(p3(x)]~ <N 2H 2(x)B2(x),

Vn+2 <N 2H 2(x)Bn{x)

tengsizliklarga ega bo'lamiz. 

Endi

B „(x )=-B :(x ), n =1,2,... 
n\
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tenglikning to'g’ri ekanligiga induksiya usulidan foydalanib ishonch 

hosil qilish qiyin emas. Bu formula n =  1 bo’lganda o’rinli ekani 

ravshan, n — 1 da to’g'ri deb, n uchun uning to‘g‘rligini ko’rsatamiz.

BSx) = )H \ y )B „ _ ,(y )d y = j- ^ ] H 2(y)B;-'(y)dy,

H U x) = i ^
V ’ dx

bo'lgani uchun

У—х

= ^ " ( 4
( « - ' )

(28) shartdan darhol

b

0<B ,(x )<^H 2{x)dx<A2
a

tengsizlik kelib chiqadi. Demak,

V n A * )- ?  >Ux)\^N yjn\
Agar H (x) funksiya chekli bo'lsa, n qismiy yig'indisi #?„(*) ga 

teng bo'lgan

(р{х)=(рх{х)+[(р2{х)-(рх{х)^ + [(рг(х)-(р2{х)\ + ... (31)

qator uchun buning birinchi hadini tashlab yuborsak, hamma vaqt 

yaqinlashuvchi ushbu qator
An

N H (x )  £
m i l  J l l '

majorant qator bo'ladi. Demak, bu holda (31) qator absolyut va 

tekis yaqinlashuvchi bo’ladi, shuning uchun ham
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bo'ladi. Agar H (x) funksiya (a, b) oraliqning o'lchovi nolga teng 

bo'lgan biror qismida cheksizlikka aylansa, (31) qatorning hamma 

joyda absolyut va tekis yaqinlashishini ta’minlab bo'lmaydi, ammo 

qatorning deyarli hamma joyda yaqinlashishini kafolatlash mumkin. 

Bunday holda qator deyarli tekis yaqinlashadi deyiladi.

Endi limit funksiya (p[x) ning tekshirilayotgan tenglamani qano- 

atlantirishini isbotlaymiz.

Bu funksiyani

(32)

ko'rinishda yozib olamiz, bu yerdagi R/x) (31) qatorning qoldiq 

hadi bo'lib, L2 sinfga tegishlidir. Shu bilan birga

oo л к

k = n + \ \Jk !

bo'lgani uchun

h

lim f/?2(.y W . y = 0
n—>00 J

a
bo'ladi. (29) va (32) tengliklarga asosan

ЛГ

<p(x)- f{x)-\F \,x^ <p{y)\dy=<pa(x)+R„(x)-f(x)-

X  X

-\F [_x,y,<p(y)\dy=f(xy\F[_x,y,(pn_A(y)\dy+
a a

x

+ R n{x) - f ( x)-\F [x>y,(p(y)]dy=R„{x)+
a

X

+ \{F[x,y\(pn_{y)\-F [x ,y ,(p (yy^dy
a

F (x, y; t) funksiyaga qo'yilgan shartga asosan 

Y\x,y,<Pn-\ (v)]-^[*,v;<p(v)]|< h(x,v)|<p

Bundan 2\a p\< a 2 + P 2 tengsizlikka asosan
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(p{x)-f{x)-\F[x,y\(p(y)\dy I <2R;,(x)+

+ 2 \h(x,y)\R„_i(y)\dy

tengsizlikni hosil qilamiz. Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan 

avvalgi tengsizlikni ushbu

]h(x,y)\R„_,(y)\dy < H 1(x)\Rl_l(y)dy<

<H 2(x)\R2n_,(y)dy

ko'rinishda yozib olamiz. /7—>00 intilganda limitga o'tsak, avvalgi 

tengsizlikning chap tomonidagi integralning hamma joyda nolga tengligi 

kelib chiqadi. Demak, bundan // (x) funksiya chekli, ya’ni ^(.v) 

funksiya (24) tenglamani deyarli hamma joyda qanoatlantiradi.

Bundan tashqari, agar /  (x) funksiya /., sinfga tegislili bo'lsa, 

(p (.v) funksiya ham L, sinfga tegishli va (31) qator deyarli tekis 

yaqinlashuvchi bo'lgani uchun (p(x) yechim ham shu sinfga tegishli 

bo'ladi.

Nihoyat, (p[x) funksiya (24) tenglamaning I., sinfga tegishli 

bo'lgan yagona yechimi ekanligini ko'rsatamiz.

Faraz qilaylik, (24) tenglamaning L,ga tegishli ikkinchi y/(x) 
yechimi ham mavjud bo'lsin, u holda ср(х)-у/(х) uchun

X

<p(x)-y/(x)=^[F\_x,y\<p(y)\-f\_xiy\y/(y)'^dy
a

ifoda hosil bo‘ladi. Bundan, yuqorida bayon qilingan usuldan 

foydalanib, quyidagi tengsizliklarni hosil qilamiz:

[р(дг)-^(дг)]‘ < |  J |F [x ,y ;^ (y )]-F [ .v ,y ;^ (y )] |^v | ^

<| \h(x,y)\(p(y)-y(y)\dy\ < \h2(x,y)dy\<p(y)-yf{y)]dy
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yoki

\_<p(x)-i//(x)J < H 2(x) ^jp(y)- if/(y)^dy. (33)

a

Qisqalik uchun

b

J[ Н у) - у/ {у )У dy=p2
a

deb belgilab, iteratsiya (ya’ni (33) tengsizlikda ketma-ket o'rniga 

qo'yish) usulidan foydalansak, xuddi vuqoridagi kabi ushbu

[</>(.v)-l'/( x )] Ч р '-Н '( x). 

[<р(х)-у(х)У<Рг H-(x)B t(x), 

[<p(x)-¥ (x tf <РгН г(х)В„(х)

tengsizliklarni olamiz. (30) formulaga asosan

\(p(x)-y/{xf\ d x < P 2~ -  

tengsizlikka ega bo’lamiz. Bunda я —»oо da limitga o‘tib,

X

^(p[x)-y/[x)^ dx < 0
a

tengsizlikni olamiz. Oxirgi tengsizlikdan (24) tenglama yechimining 

yagonaligi haqidagi flkming to‘glriligiga ishonch hosil qilamiz.

Shunday qilib, (24) tenglama (25), (26) va (27) shartlar bajaril- 

ganda L2 sinfda, deyarli hamma joyda nolga teng bo'lgan funksiyalar 

aniqligida, yagona yechimga ega ekan.

(24) tenglamaga nisbatan olingan natija amaliyotda muhim 

ahamiyatga egadir.

Masalan, mexanikaning chiziqli bo'lmagan juda ko'p masalalari 

ushbu

y\x)+a)2 y (x )= ju  f ( x , y ,y )  (34)

ko'rinishdagi oddiy differensial tenglamaga keladi, bu yerda ц odatda 

(lekin hamma vaqt ham emas) kichik parametmi ifodalaydi.

X
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Bu tenglamani o'zgarmaslarni variasiyalash usuli bilan integral 

tenglamaga keltirish mumkin.

H.aqiqatan ham, (34) tenglamaga mos bo'lgan bir jinsli 

tenglamaning umumiy yechimi

y(x)=C] c o s o j x  + C 2 sin с у х  (35)

ko'rinishda bo'ladi. C, va C, lami x ning funksiyasi deb faraz qilib, 

o'zgarmaslarni variatsiyalash usuliga asosan Cl (x) va C, (x) 
funksiyalarni shunday tanlash kerakki,

С  , coscyx+C\(x)sinci>x=() (36)

munosabat bajarilsin. (35) funksiyani va uning ikkinchi tartibli hosilasini 

(34) tenglamaga qo'yib, (36) tenglikni e’tiborga olsak, ushbu

—C\(x)sin <yx+C2(x)cos<yx=— f ix ,y ,y  ) (37)
00

tenglik hosil bo'ladi. (36) va (37) tenglamalardan tashkil topgan sistemani 

C,(x) va C 2(x) ga nisbatan yechib, C/ (x)\aC2(x) lami topamiz. 

Bulami (35) ga qo'yib, (34) oddiy differensial tenglamani ushbu

X

y{x)~—\f[t,y{t),y '(/)]smo>(x-/)<// =

0 )о (38)

= 7  , cos (ox + 7  2 sin cox

chiziqli bo'lmagan integro-differensial tenglamaga keltiramiz, bu yerda 

7 ,, 7  ̂ — ixtiyoriy o'zgarmaslar.

Bu tenglamani integro-differensial tenglama deb atashning sababi 

shundaki, tenglamada noma’lum у (x) funksiyadan tashqari uning 

hosilasi ham qatnashyapti. (38) tenglamani (24) tenglamani tek- 

shirgandagi usul bilan o'rganish mumkin.

Agar /  funksiya у ga bog'liq bo'lmasa, (38) tenglamada quyidagi 

belgilashlarni kiritsak,

F[x,y,<p(y)]=— f[y,(p(yj\sma)(x-y),
A

f { x)~Y ,cos cox+y2 sin cox , 

u holda (24) ko'rinishdagi tenglamani hosil qilamiz.
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IV BOB. TO LA UZLUKSIZ OPERATORLAR 
VA RISS-SHAUDER TENGLAMALARI

To'la uzluksiz operator tushunchasi integral operatorlarni o'rga- 

nish natijasida kelib chiqqan bo'lib, bunday operatorli tenglamalar 

Fredgolm tenglamalariga nisbatan kengroq sinfni taslikil qiladi. F. Riss 

va Yu.S. Shauder shu sinf tenglamalari uchun Fredgolm nazariyasini 

yaratgan.

Biz bu bobda, asosan kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar 

sinfiga ta’sir qiluvchi to'la uzluksiz operatorlarni tekshiramiz.

1- §. Operatorlar to‘g‘risida asosiy tushunchalar

Chekli yoki cheksiz (a, b) oraliqda kvadrati bilan jamlanuvchi 

funksiyalar to'plamini, ya’ni L2 (a, b) to'plamni tekshiramiz.

Agar har bir (p(x)eL^a^b) funksiyaga biror qonunga ko'ra 

bitta va faqat bitta y/(x)=A(p funksiya mos qo'yilgan bo'lib, 

цг(x )e L 2(°,b) bo'lsa, L2 (a, b) da A operator aniqlangan deyiladi.

A operator <p(x) funksiyani y/(x) funksiyaga o'tkazadi yoki 

almashtiradi deb aytiladi.

Ikkita operatorning A + В yig'indisi va AB ko'paytmasi

( A+ B)(p - A(p+B(p, AB<p-A(B(p)

munosabatlar bilan aniqlanadi.

A operatorning darajalari ushbu

A '=A , A"=AA"~'

formulalar bilan aniqlanadi.

Agar ixtiyoriy ikkita kvadrati bilan jamlanuvchi ^ (x )  va ^ ( x )  

funksiyalar va ixtiyoriy a va b o'zgarmas sonlar uchun

А(скр+Ьу/)=а A(p+b Ay/ (1)

ayniyat o'rinli bo'lsa, A operator chiziqli operator deyiladi.

Induksiya usuli bilan osongina isbotlash mumkinki, chiziqli 

operator umumiyroq



avnivatni qanoatlantiradi, bu yerda n — chekli natural son, cr 
(i = \,n) — o'zgarmas sonlar va (p\x) (/ = 1, n) kvadrati bilan 

jamlanuvchi funksiyalar.

(l)ayniyatda b = 0 desak, A[a(p)=aA(p tenglik hosil bo'ladi; 

a = 0 bo'lganda AO = 0 ga ega bo'lamiz, ya’ni chiziqli operator 

aynan nolga teng bo'lgan funksiyani shu funksiyaning o'ziga 

almashtiradi.

Agar shunday o'zgarmas С mavjud bo'lsaki, har qanday kvadrati 

bilan jamlanuvchi <p(x) funksiya uchun

1И Ф Ф 1 (2 )

tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda chiziqli operator chegaralangan ope­
rator deyiladi.

Ravshanki, С o'zgarmaslar manfiy emas va shuning uchun ham 

ularning to'plami chegaralangan va aniq quyi chegaraga ega. (2) teng- 

sizlikdagi Сo'zgarmaslarning aniq quyi chegarasi operatorning normasi 

deyiladi va ||/4|| orqali belgilanadi:

IMHNI4IMI-
Yadrosi

b b

2 (x ,y)dxdy<B 2 <oo

a a

shartni qanoatlantiruvchi Fredgolm operatori

b

K(p = fK(x,y)(p(y)dy
a

chegaralangan operatorlar uchun muhim misol bo'ladi. Bu operatorning 

chiziqliligi ravshan, chegaralanganligi esa II bob 5- § dagi (67) 

tengsizlikdan kelib chiqadi, yana shu tengsizlikka asosan

1 И И -
Birlik I operator ham chegaralangan bo'ladi. Haqiqatan, u chiziqli 

va I(p = (pix) bo'lgani uchun

II4HM I
bo'ladi va bundan || /||=T •

Agar (p^x)—><p{x) da A(pn-+A(p bo'lsa, chegaralangan A 
operator uzluksiz deyiladi; bu yerda va keyinchalik ham yaqinlashish 

deganda biz o'rtacha yaqinlashishni tushunamiz.
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Chegaralangan operatorning uzluksizligi juda oson isbotlanadi:

| A<P„ ~A<P |=| A((p „ -q> )||<||Л |-||̂> „ -q>\ >0 .

Chiziqli operatorlarning chegaralanganligi va uzluksizligi orasida 

uzviy bog'lanish bor, bu bog'lanish quyidagi teorema bilan ifodalanadi.

Teorema. Chiziqli operatorning uzluksiz bo'lishi uchun uning 
chegaralangan bo'lishi zarur va yetarlidir.

Agar A va В chegaralangan operatorlar boisa, u holda A + В 
va AB ham chegaralangan bo‘ladi, shu bilan birga

1М+Ф1ИМ14 И М 1414  <4>
Haqiqatan ham, uchburchak tengsizligiga asosan 

xuddi shunga o‘xshash

1И^Н1^М|-ИНН1И1-1И«-|к|.

(4) tengsizlikdan В —A bo'lganda, operator darajasining normasi 

uchun

A- <
i

tengsizlik kelib chiqadi. lnduksiya usuli bilan ixtiyoriy natural n son 

uchun ushbu

UlslUII”
tengsizlikning to‘g‘ri ekanligi kelib chiqadi.

Biz asosan, chiziqli chegaralangan operatorlarm qaraymiz.

Agar kvadrati bilan jamlanuvchi ikkita ixtiyoriy (p(x) va y/(x) 
funksiyalar uchun

(A<p,i/s)=(<p,A* y/) (5)

tenglik o'rinli bo'lsa. A* operatorni A operatorga qo'shma operator 
deyiladi. b

Masafan. K<p= \K[x,y)(p[y)dy Fredgolm operated uchun

ь

K*(p=  J K (y ,xyp (y )dv

a

operator qo'shma bo'ladi.
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Agar К (x, у) yadro kompleks qiymatlarni qabul qilsa,

ь

K*(p- J K(y,x)cp(y)dy

operator K(p ga qo'shma operator bo'ladi.

Operator bittadan ortiq qo'shma operatorga ega bo'lishi mumkin 

emas. Haqiqatan, agar A operator ikkita A ' va A ’ qo'shma ope­

ratorga ega bo 'lsa, u holda ikkita <p{x)eL2{a,b) va 

\p(x )e  L2{a,b) funksiyalar uchun

(A<p, y/)=(<p, ^ iV )  = (<P, A*i//)

tenglik o'rinli bo'ladi. Bundan

(<p, A\y/-A*2y/)=0.

Bu tenglik ixtiyoriy <p{x)eb2{a,b) funksiya uchun to'g'ri bo'lgani 

uchun

(p-Ax\p - A 2 у/
deb belgilab olamiz. Bunga asosan ushbu

^A*y/ — А2у/, A*y/-A2y/J=jjA*y/-A2y/ =0  

tenglik kelib chiqadi, demak, 

А*у/ — A2 у/.

Qo'shma operator chiziqli bo'ladi. Haqiqatan ham, agar a va b 
o'zgarmas sonlar bo'lsa,

[A(p, ay/-\-bco)=[(p, A* (ay/ + bco) )  

tenglik o'rinli bo'ladi. Ikkinchi tomondan

( A(p,ay/ + Ьсо)-а{А(р,у/ )+b{A<p, co)=

= a((p,A*y)+b[(p,A* со}=((р,а Л*у/ + Ь А*юУ 

Hozirgina isbotlangan qo'shma operatorning yagonaligiga asosan

A* {ау/ + Ьсю) = аА y/ + bA*co.

Bu tenglik esa, A * qo'shma operatorning chiziqli operator ekanligini 

bildiradi.

Qo'shma operatorning ta'rifiga asosan quyidagi
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А̂\ + А2̂  — A i + A2, ^AtA2̂  — А2А], =  Я А

tengliklarning ( Л - o'zgarmas), xususan ( ^ " )  = ( ^ * )  п ' п2 
to'g'riligini ko'rsatish qiyin emas. Ravshanki, A** — A.

Qo ‘shma operatorning normasi berilgan operatorning normasiga teng 

bo ‘ladi, ya ’ni j|/4 = \\A ||.
Haqiqatan ham, (5) tenglikda (p=A*\p deb olamiz:

{̂ AA*y/, y/^=^A*y/, ^ V )- | | ^ V  2-

Bu tenglikning chap tomonini Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga 

asosan baholaymiz:

Bundan

Ау/ < A A*yj

А* у/

< А* у/

<

tengsizlik kelib chiqadi, shuning uchun ham

А У tengsizlik 

<a ega bo'lamiz

1=<\\A\\. Endi (5) 

hosil bo'ladi. Butenglikda y/ = A(p deb olsak, |. 

ikki tengsizlikdan |л*||=||л|| tenglik

Bu paragrafda bayon qilingan fikrlar tekshirilayotgan funksiyalar 

bir o'zgaruvchiga bog'liq bo'lmay, balki bir nechta erkli o'zgaruv- 

chilarning funksiyasi bo'lib, biror sohada kvadrati bilan jamlanuvchi 

bo'lganda ham o'zgarishsiz o'rinli bo'ladi.

2- §. Chegaralangan operatorli tenglamalarni ketma-ket 
yaqinlashish usuli bilan yechish

A chiziqli va chegaralangan operator bo'lsin. Ushbu 

<p(x)-AA<p=f(x), f (x )e L 2(a ,b )  (6)

tenglamani tekshiramiz. Avvalo teskari operator tushunchasini eslatib 

o'taylik.

Agar BA = I bo'lsa, В operator A operatorga chapdan teskari 
operator deyiladi. Xuddi shunga o'xshash, AC = I bo'lsa, С operator 

A operatorga o'ngdan teskari operator deb ataladi.

Agar A operator chapdan teskari В operatorga va o'ngdan teskari 

С operatorga ega bo'lsa, u holda В —С bo'ladi.

Haqiqatan ham,

В - Bl =  B(AC) =  (BA)С = IC = С.
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В —С operator А 1 bilan belgilanadi va A operatorga teskari 
operator deyiladi.

Shunday qilib, agar A~' mavjud bo'lsa, u holda

A A~> = A-'A =  /

tenglik o'rinli bo'ladi.

Teskari operator tushunchasi bilan ushbu

A x = f  (7)

ko'rinishdagi operator tenglamalar yechimining mavjudlik va yagonalik 

masalalari bog'liqdir. (7) ko'rinishdagi tenglamalarga chiziqli algebraik 

tenglamalar sistemasi, chiziqli differensial va integral tenglamalar 

hamda boshqa chiziqli tenglamalar kiradi.

Agar A operator A~‘ teskari operatorga ega bo'lsa, u holda (7) 

tenglamaning yechimi

x = A 1 f

ko'rinishda topiladi. Bu yechimning yagona bo'lishini ham ko'rsatish 

qiyin emas.

Endi (6) tenglamaga qaytamiz.

Agar |Л|<|/4| ' bo 'lsa, u holda (6 ) tenglama yagona 

(p(x)&L2[a,b) yechimga ega bo'ladi. Bu yechimni (p{x) ga o'rtacha 

yaqinlashuvchi ketma-ketlikning limiti sifatida hosil qilish mumkin.

Boshlang'ich yaqinlashish uchun ozod h a d /(x) ni qabul qilamiz, 

ya’ni <p0(x) = / ( x ) .  Agar <p„ , (.v) yaqinlashish tuzilgan bo'lsa, (p,Xх) 
yaqinlashishni

(Pn{x) = f { x ) + ̂ A(Pn-1 (8)

formula bilan aniqlaymiz, yoki

ip ix )= f(x )+ X A f+ V - A 'f + - - + y A " f  = ̂ \ l A‘ f .  ,9)
k=()

ketma-ketlikning biror limitga o'rtacha yaqinlashishini 

ko'rsatamiz. Buning uchun (pn(.y)-^„_,(.v) ayirmani baholaymiz:

\<Pn (Х)|| = И||И^Я-1”^^-2|| =|Л||/1 [Vn-X-Vn-l )||-
(3) formulaga asosan

< <Рп-\~<РЯ

Demak,



Bu bahoni (pn_^-(pn_-, ayirmaga qo'llaymiz: 

Bu jarayonni davom ettirib, natijada ushbu

<
М И Г <P\-<P 0 (10)<Pn-<Pn-1 

tengsizlikka ega bo'lamiz.

Endi <p„-(pm ayirmani baholaymiz. Aniqlik uchun n>m deb 

hisoblaymiz. U holda

Wn-(Pn
k=m + \
Z  [Vk-Vk-1) 

1+1
oo

^ Z

k=m + 1

£ = m + l

( 10) tengsizlikka asosan

<pn-(pmh

<1 bo'lgani uchun

(№ 4)”
l-\A\.\\A\\

=o,

bu esa

0>(x) = lim p n(x)

limitning mavjudligini bildiradi. 

(9) formuladan

<p(x)=Y .l-A” f
m- 0

(ID

(12)

qator o'zining (p{x) yig'indisiga o‘rtacha yaqinlashishi kelib chiqadi.

( 11) formula bilan aniqlangan (p{x) funksiyaning (6) tenglamani 

qanoatlantirishini ko‘rsatish qiyin emas. Haqiqatan ham (8 ) 

munosabatda w—»oo da limitga o'tamiz. Uning chap qismi $>(x) ga 

yaqinlashadi, o'ng qismi esa, A operator chegaralangan, demak uzluksiz 

bo'lgani uchun f[x ) + AA(p ga yaqinlashadi.

Endi (12) formula bilan aniqlangan <p(x) funksiyaning (6) 

tenglamaning yagona yechimi ekanligini ko'rsatamiz. Faraz qilaylik, 

(6 ) tenglama yana bitta ^ ( x )  yechimga ega bo'lsin. U holda

(,v (x )= f (x)+A Aq>, ^ ( x ) =  f{x)+AAy/.
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Bu tengliklaming biridan ikkinchisini ayirib,

co(x)=AAa>, ® (x )=  tp(x)-y/(x) 

tenglikni hosil qilamiz. Bundan

1МН41М1ФН14Н
yoki

У|)<0.
0) = 0  bo'lishi zarur, demak,

INK1 ~r
U|||i4|<l bo'lgani uchun | 

y/{x) = (p{x).
( 12) formula fyx) ga ta’sir qilayotgan qandayoir operatorning 

(p{ jc) qiymatini beradi, demak, u berilgan ( I-A A) operatorga teskari 

operatordir. Biz bu operatorni ushbu

« , ( * ) = / ( * )  + А « я / ,  й я /  =  Х Я ” - ' Л " /

m= 1
ko'rinishda yozib olamiz.

Agar \A\<\\A\\-] shart bajarilsa, RA operator chegaralangan 

bo'ladi. Haqiqatan ham, uchburchak tengsizligiga asosan
oo

I m - \

m = 1
Yig'indi ostidagi ifodaga (3) tengsizlikni qo'llab,

< LAmf

tengsizikka ega bo'lamiz. Bunga asosan

R x f
<

l -

Bu tengsizlik R я operatorning chegaralanganligini ko'rsatadi, 

shu bilan birga

}A
<-

Ushbu

(13)y/(x)-AA*y/=g(x) 

tenglama (6) tenglamaga qo'shma tenglama deyiladi.

А* =||Л|| bo'lgani uchun (13) tenglama ham |Л j<|| .4j| shart 

bajari ganda ketma-ket yaqinlashish usuli bilan yechiladi va bu yechim
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00

Vy(x) = X A ' " A " " g

m = 0
ko'rinishga ega bo'ladi va uni quyidagicha ifodalash mumkin

X metrik fazodagi M to'plani elementlaridan tuzilgan ixtiyoriy 

ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qism ketma-ketlik ajratib olish mumkin 

bo'lsa, M to'plani X fazoda kompakt deyiladi. Agar, bundan tashqari 

M yopiq to'plam bo'lsa, ya’ni aytib o'tilgan ketma-ketliklarning limiti 

M ga tegishli bo'lsa, M to'plam o‘zi-o‘zida kompakt deyiladi.

Agar X metrik fazoning har bir cheksiz qismi X ning biror 

elementiga yaqinlashuvchi ketma-ketlikka ega bo'lsa, u holda X fazo 

kompakt deyiladi.

Misol uchun A/ = [0, l] e / ? 1 bo'lsin. Bolsano—Veyershtrass 

teoremasiga asosan o'zi-o'zida kompakt bo'ladi. (0 , 1) interval esa 

R 1 da kompakt bo'lib, o'zi-o'zida kompakt emas.

Umuman n o'lchovli Yevklid fazosidagi harqanday chegaralangan 

to'plam kompakt bo'ladi.

С [a, b\ fazodagi kompaktlik belgisi. Bu belgi quyidagi ikki 

tushunchaga asoslangan. fazoga tegishli bo'lgan С [a, b\ 
funksiyalarning to'plami D bo'lsin.

Agar ixtiyoriy xe[a,/>] va barcha xe[a,b] uchun |<p(x)|<M 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi o'zgarmas M > 0 son mavjud bo'lsa, D 
to'plam tekis chegaralangan deyiladi.

Agar ixtiyoriy £>0 uchun shunday 8 >0 son mavjud bo'lsaki,

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy ikkita i , ,  x ne[a ,6 ] va D ga 

tegishli ixtiyoriy f  (x) funksiya uchun

tengsizlik o'rinli bo'lsa, D to'plam tekis darajada uzluksiz deyiladi.

Arsela teoremasi. С /a, b/ fazoga tegishli bo'lgan <p(x) 

funksiyalarning D to'plami kompakt bo'lishi uchun bu to'plamning 
tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo ‘lishi zarur va yetarlidir.

i//(x)=g(x)+A(RA) g

3- §. Kompakt to‘plamlar
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/^,[<7,/)] fazodagi kompaktlik belgisi. ^ ( x ) e l p [a^]  bo'lsin. 

^>(x) funksiyani \a,b\ segmentdan tashqariga nolga teng qilib davom 

ettiramiz. U holda sonlar o'qining ixtiyoriy [A, B\ kesmasida quyidagi
в в

J|<jp(x)|dr, J|<p (x )| dx
A A

integrallar ma’noga ega bo'ladi.

M . Riss teoremasi. LP/a, b/ fazoga tegishli bo'lgan funk­
siyalarning D oilasi kompakt bo ‘lishi uchun и oilaning norma bo ‘yicha 
chegaralangan va о ‘rtacha tekis darajada uzluksiz bo 'lishi, ya 'ni

b

1) | < K *)f d x < M F;

2 ) 0</7<с!>(У) bo'lganda oilaning barcha funksiyalari 
birdaniga

b

||(p(x + /7)-cp(.v)| dx<£ r
a

shartlarning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Arsela va M. Riss teoremalarining isboti funksional analiz kursida 

bayon qilingan.

4- §. To‘la uzluksiz operatorlar

Chiziqli normalangan X fazoda aniqlangan, qiymatlari chiziqli 

normalangan Y fazoda bo'lgan chiziqli A operator X fazodagi har 

qanday chegaralangan to'plamni Y fazodagi kompakt to'plamga 

akslantirsa, A operator to'la uzluksiz operator deyiladi.

Funksional analiz kursida to'la uzluksiz operatorni ikkita ope­

ratorning yig'indisi sifatida ifodalanishi, ulardan bittasi chekli o'lchovli 

operator, ikkinchisining normasi avvaldan berilgan har qanday kichik 

sondan katta bo'lmasligi isbotlangan.

Bu fikrlarni kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar sinfida 

qisqacha bayon qilamiz.

Agar A operatorni ushbu
П

k = I

ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa, A operator aynigan yoki chekli 

o'lchovli operator deyiladi, bu yerda «—chekli natural son, ak (x), 

bk(x) funksiyalar (a, b) da berilgan kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar.
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Shuni aytish kerakki, aynigan operator
ь

A(p=j K(x,y)q>(y)dy
a

aynigan yadroli integral operatordan iboratdir, bunda

П

K {x> y ) = Y * a k(x )b k(y)-
к= 1

Agar operatorni ixtiyoriy oldindan berilgan £ > 0  uchun

A(p=A }(p+ A 2cp (14)

ko'rinishda tasvirlash mumkin bo'lsa, A operator to'la uzluksiz operator

To'la uzluksiz operatorning bu ta’rifi oldingi ta’rifga teng kuchlidir, 

buning isbotiga biz to'xtalmaymiz.

To'la uzluksiz operator uchun ikkita muhim misolni keltiramiz.

1. Fredgolm operatori to'la uzluksiz operatordir. Bu fikrning 

to'g'riligi II bob 5- § da ko'rsatilgan.

Fredgolm operatori yadrosini aynigan yadro va kichik yadroning 

yig'indisi sifatida ifodalash mumkinligidan va shu bobning l-§ da 

isbotlangan Fredgolm operatorining chegaralanganligidan kelib chiqadi.

2. Agar D chekli soha bo'lsa, kuchsiz maxsuslikka ega bo'lgan 

yadroli Fredgolm operatori

deyiladi, bu yerda A x(p aynigan operator va ||/i2||<£.

K(p = ̂ K(x, y)(p(y)dy
D

to'la uzluksiz operator bo'ladi, bu yerda

0 <a<n, 
r

n- o'zgarmas D sohaning o'lchovi,

Shunday //>() sonni olib,

K(x, у ) = L(x, y)+M(x, v)

deb belgilab olamiz, bu yerda
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М(х,у)=<
О ,  г  > 7 7 ,

К (х ,у ) , Г<Т).

L va М orqali yadrolari L(x,y) va M (x ,y ) bo'lgan ope- 

ratorlarni belgilab olamiz. U holda К = Z.+A/ bo'ladi.

/7 yetarli kichik bo'lganda ||Л/||<̂- bo'ladi, bunda £ — ixtiyoriy 

oldindan berilgan musbat son. Haqiqatan ham

\M cp\2 =
J  н (х_,_у ) ф )(1}

r < T ) \r<rj

So'nggi integralni baholaymiz:

2

Г <  Tj

I J j Н у ) 1 dy
а /  a /

y. /2  у /2
r<rj Г f

Ф 2 {y)dy f dy
г- « J «

r<T] r<rj

Oxirgi integral soddagina hisoblanadi. Markazi x nuqtada bo'lgan 

sferik koordinatalami kiritib, «S’, orqali n o'lchovli fazodagi birlik sferani 

va |5,| orqali uning sirt yuzasini belgilab olamiz. U holda

l d S , ] r ^ - d ,

f  <rj 5 ,  0

Endi

\ s i \ u

n - a

\м<р\2<
с 2

I
<p2(y)dy, C^SXn"-" rtp\y)

<-
n-a /<n r n-a Я -dy.

D

Bu tengsizlikni D soha bo'yicha integrallaymiz va natijada quyidagi

§M(p\2dy-
С

n-a
\<P2{y)dy\4-

tengsizlikni olamiz yoki II bobning 6- § dagi ushbu

I
D

dy
<

/7

n-a
tengsizlikka asosan
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\\М<р\\
с

<-
5,1(7 /?)

п-а

Bundan

М <
п—а

Agar l) yetarli kichik bo'lsa, |<-| bo'ladi. L (x ,v )  yadro 

chegaralangan, buning ustiga kvadrati bilan jamlanuvchi, L operator 

Fredgolm operatoridan iborat va isbotlanganiga asosan to'la uzluksiz

operator bo'ladi. Uni aynigan K{ va Lt, ||£,|<-j operatorlarning

yig'indisi ko'rinishida ifodalash mumkin. L ] + M = K 2 deb belgilab olamiz. 

U holda K  = K t + K 2, shu bilan birga К - aynigan operator va

II* L, + M < £.

Shunday qilib, К operator to'la uzluksiz operator ekan.

To'la uzluksiz operatorlarning ayrim xossalarini eslatib o'tamiz:

I . To ‘la uzluksiz operator chegaralangandir.

Faraz qilaylik, Al<p=̂ (q>, bk)a*(*) va ||/42||<£ bo'lsin.
k = \

U holda

к - I

bo'ladi.

Bu tengsizlikdan, Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan ushbu

I M M H I \\ak\\-\\Dk\\+£

tengsizlik kelib chiqadi. Bu tengsizlik esa, A operatorning chega- 

ralanganligini bildiradi va
П

<

k=\

Ammo har qanday chegaralangan operator to'la uzluksiz ope­

rator bo'lavermaydi. Masalan, cheksiz o'lchovli / 2 Gilbert fazosida 

I <p -(p birlik operator to'la uzluksiz operator bo'lmaydi. Haqiqatan
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ham, / operator yopiq birlik S = 5(0,1) sharni o'zini-o'ziga aks 

ettiradi, S to'plam esa kompakt emas. Buni isbotlash uchun S 
to'plamdan

/ ,= { 1, 0 , 0 , . . .} , / , { 0 , 1, 0 , . . .} ,  ... 

nuqtalar ketma-ketligini olam iz. Ravshanki, /V j  bo'lganda 

/ (. —/ j =л/2 , demak [/.} ketma-ketlik va uning ixtiyoriy qismiy 

ketma-ketligi yaqinlashuvchi bo'lmaydi, ya’ni S —kompakt to'plam 

emas. Shunday qilib, cheksiz o'lchamli fazoda / to'la uzluksiz operator 

emas.

2. Aynigan operator to ‘la uzluksiz bo ‘ladi.
Haqiqatan, aynigan operatorni (14) ko'rinishda ifodalash mumkin, 

buning uchun A^= 0 deb hisoblash kifoyadir.

3. To'la uzluksiz operatorga qo'shma operator ham to'la uzluksiz 
bo'ladi. Haqiqatan, agar

n b

A(P = Y j { (P̂  bk)ak(x ) +  A1<P= y)<p(y)dy+A2<P
к — 1 a

bo'lsa, bu yerda ||A va

K (x > y ) = Y * a k{x ) b k{y)>
k = \

u holda

Bu tenglikda
b

о

A * c p -  ( v, x ) ( p ( >;) dy+A j (p

\K(y,> ,x )(p (y )d y = Y j((P’ a k)b k{x)
i-1

bo'lgani uchun birinchi qo'shiluvchi aynigan operator bo'ladi va l-§ 

da isbotlanganiga asosan | A 2|| = ||̂  2|<£- •

4. Chekli sondagi to'la uzluksiz operatorlarning yig'indisi ham 
to'la uzluksiz operator bo'ladi.

5. To'la uzluksiz va chegaralangan operatorlarning ko'paytmasi 
to'la uzluksiz operator bo'ladi.

A to'la uzluksiz operator, В esa chegaralangan operator bo'lsin. 

AB va BA operatorlarning to'la uzluksizligini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy 

musbat с  sonni belgilab olib, A(p ni ushbu
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” £ 
Л ( р = ^ (р^ь к) а М + А 2(р  ̂ 1И  2|| < —

к=1
ko'rinishda ifodalab olamiz. U holda

АВср=^(В(р, Ък) а к(х)+А 2В ср^{ср , B*b к)а к(х) + А 2В<р 
к=i *=i 

Bu yerda В* b к kvadrati bilan jamlanuvchi to'la aniqlangan funk- 

siyalardir, yig'indi esa aynigan operatordir:

\ \a 2b\\< a 2 < £  .

Bulardan AB operatorning to'la uzluksizligi kelib chiqadi.

Xuddi shunga o'xshash
П

В Agj-^^q), bk̂ B  a k+B A 2(p
k =i

ifodadan BA operatorning to'la uzluksizligini ko'rsatish mumkin.

5- §. Riss—Shauder tenglamalari

Ushbu

(р(х)-Я Acp-fi^x) (15)

ko'rinishdagi tenglamalarga Riss—Shauder tenglamalari deb aytiladi, 

bu yerda A — to'la uzluksiz operator.

Shu bobning avvalgi paragraflaridagidek / ( x ) e i 2[a, b] va 

<p(x)eZ <a<b< + °° deb hisoblaymiz.

Riss—Shauder tenglamalarini II bob 5-§ ning 1- banddida ay- 

nimagan yadroli Fredgolm tenglamasiga qo'llanilgan usul bilan yechish 

mumkin.

Ixtiyoriy R > 0 sonni olib, (15) tenglamani Я ning faqat |Я |</? 

doirada yotadigan qiymatlari uchun tekshiramiz.

A operatorni A- A ,+ A 2 ko'rinishda yozib olamiz, bunda

||/),||<—  va At aynigan operator
2R n

Л,<Р=^{<Р, b k) a k(x )
k=l

bo'lsin. U holda (15) tenglama

(р[х)-ЯА{р-ЯА2(р=/{х) (16)

ko'rinishga keladi.
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Agar

y /(x )= f (x )+ A A x<p 

deb belgilasak, (16) tenglama

(p{x)-XA 2<p=y/(x) (17)

ko'rinishda yoziladi. Bu tenglamaning o'ng tomonini vaqtincha ma’lum

deb, |л|-||л,||</г--^-bo'lgani uchun 2- § dagi usul bilan (17)
IK 1

tenglamani yechishimiz mumkin va uning yechimi

(p (x )= f(x )  + XA ,(p+ XR2X(f+A\(p) 

ko'rinishga ega bo'ladi, bu yerda

^ ^ = E ^ - 4 V .
k=i

Oxirgi tenglamadan (p(x\ ni aniqlash uchun

(p (x y x [ A ,+ X R zxA {)cp=f\x) + X R 2, f  (18)

tenglama hosil bo'ladi. Bu tenglamada A , +AR2A A, operator aynigan 

operatordir. Haqiqatan ham
П П

R 2x A \(P = R 2x 'Z ,W ' b k)a b k )R ix a k,
k = 1 k\ 

n n

A ]<p + A R 2AA\<p = £ (< p , b k) a k+ Aj^((p, b k) R 2Xa k=
k=\ k=\ 

n __

= Z ( ^ ’ b k)[_a k + ^ R 2Aak
к +1

Ushbu

Я * ( х ) = а Д х )  + Я / г 2л «*
belgini kiritsak,

П

[A ,(p + R 2;l A x (p ) = Y X (P^ b k ) g k ( x )

/1=1

tenglik hosil bo'ladi.

Shunday qilib, (18) tenglama quyidagi

q>(x)-X \<p{y)£dgk (x)b k( y ) d y = f ( x )+ A R 2, f
а  к = I

aynigan yadroli integral tenglamadir. В unday tenglamani yechishni 

bilamiz. Bizga A operator to'la uzluksiz bo'lsa, unga qo'shma A*
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operator ham to la  uzluksiz bo'lishi ma’lum. Bunga asosan (15) 

tcnglamaga qo'shma bo'lgan

y/[x)-XA*y/-giKx) (19)

tenglama ham aynigan yadroli integral tenglama bo'ladi.

Riss—Shauder tenglamalari uchun Fredgolmning barcha teore- 

malari o'rinlidir. Biz bu teoremalarning isbotiga to‘xtalmaymiz, chunki 

bularning isboti II bobdagi mulohazalarni so'zma-so'z takrorlashdan 

iborat bo'lib qoladi.

Faqat biz quyida eslatib o'tilgan mulohazalarga asoslangan 

faktlarni keltiramiz:

1. |/l|<||v4|| doirada (15) tenglamaning yechimi ning analitik 

funksiyasidan iborat bo'ladi.

2 . Ixtiyoriy X uchun (15) tenglamani ekvivalent algebraik sistemaga 

keltirish mumkin.

3. Qo'shma (15) va (19) tenglamalarni qo'shma algebraik 

sistemalarga keltirish mumkin.
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V BOB. SIMMETRIK YADROLI INTEGRAL 
TENGLAMALAR

1- §. Simmetrik yadrolar

Agar haqiqiy K(x,y) yadro berilgan sohada x va у ning barcha 

qiymatlari uchun

K(x,y) = K (y,x)
Icnglikni qanoatlantirsa, bu yadro simmetrik yadro deyiladi.

Agar K(x,v) yadro kompleks funksiya bo'lsa,

К ( x , j )  = К* (x,y) = К (x,y) 
lenglik bajarilganda simmetrik yadro deb ataladi.

Demak, har ikki holda ham yadro o'zining qo'shmasiga teng 

bo'Isa, simmetrik yadro deb aytilar ekan.

Simmetrik yadroli
b

K(p = J\K(x,y)p(y)dy
a

Fredgolm operatori simmetrik operator deyiladi.

Agar К operator simmetrik bo'lsa, ravshanki, К = A" bo'ladi. 

Qo'shma operatorning ta'rifiga asosan, simmetrik operator uchun

(K(p,y/) = ((p, Ky/) (I)

tenglik o'rinli bo'lishi ravshan.

Agar integral tenglamaning yadrosi simmetrik bo ‘Isa, simmetrik yadroli 
integral tenglama, yoki qisqacha simmetrik integral tenglama deb ataladi.

Biz bu bobda asosan, kvadrati bilan jamlanuvchi haqiqiy yad- 

rolarni tekshiramiz. Haqiqiy qiymatlar qabul qiladigan yadrolarni 

tekshirsak ham keyingi mulohazalarmizning ko‘p qismi kompleks 

qiymatlar qabul qiluvchi yadrolar uchun ham o‘rinli boiadi.

Agar AT(x, v) simmetrik yadro bolsa, iteratsiyalangan ATn(jc,_y) 

yadrolar ham simmetrik bo'ladi. Haqiqatan ham II bob 2- § dan bizga 

ma’lumki,
ь b

К п{х ’ У ) =  \...\K(x,tl)K(tl,t2)...K(tn_l,y)dtr ..dtn_]
a a

Bundan , ,b b

К n ( .y ^ )— ...dtnX.
a a
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А (х,у ) yadro simmetrik bo‘lgani uchun oldingi tenglikni ushbu
b b

K n(y>x ) =  [:\K{x,tn_x)...K(t2,t{)K (tx,y)dtv..dtn_x
a a _

ko‘rinishda yozib olamiz. Endi tx,...,tn_x larni tn_x,...,tx orqali belgilab 

olsak, Kn (.F,x) = АГДх,^) tenglik kelib chiqadi.

Ushbu
b

K>,(P= \Kn(x,y)(p{y)dy
a

simmetrik operator uchun ( 1) ayniyat o'rinli bo'ladi, bu holda ayniyat 

quyidagi ko'rinishda yoziladi

(K"<p,ir) = (p,K"y)-, « =  1,2,.... (2)

Teorema. Agar (px (x ) va (p2 ( x ) funksiyalar K(x,y) simmetrik 
yadroning bir-biridan farali bo‘lgan Я, va Л1 xos sonlarga nios xos 
fiunksiyalari bo ‘Isa, и holda bu funksiyalar о ‘zaro ortogonal bo ‘ladi, ya 'ni

b

J ф ,(jc) (p2[x)dx = 0

a
Xos funksiyalarning ta’rifiga asosan

b

<P\ (*) = (Х’ У УР\ (y)dy>
a
b

<Рг (x) = К  (х 'У'Ур2 (y)dy-
a

Bularni e’tiborga olib, quyidagi tenglikni hosil qilamiz: 

b b b 

(<p̂ (p2)=  \(px{xyp2{x)dx = X[\(p2(xyix\K(x,y)(px(y)dy =
a a a

b b

= Ax\<P\{y)dy\K(x,yyp2{x)dxi
a a

К (x ,у) = К (.У,х) bo‘lgani uchun

ь ь ,
(.х,уУр2 (x)dx = j V (y,x)cp2 (x)dx = -—cp2 (y).

a a 2̂
Demak,
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Bundan Я, Ф Я, bo'lgani sababli

(<px,<p2) = o.

Bu teoremadan o‘z navbatida simmetrik yadroning xos sonlari 
haqiqiy sonlardan iborat bo'lishi kelib chiqadi.

Faraz qilaylik, A xos son va unga mos bo'lgan (pyx) xos funksiya 

kompleks bo'lsin:

Я = Я, + /А,, <р(х) = <p, (x) + icp, (x ),

b

(p(x) = A^K(x,y)(p(y)dy.
a

Bu tenglikda qo'shma miqdorlarga o'tib,
_h

(p(x) =  Я J aT ( x , y)<p( v )*/v

fl — 
lenglikni hosil qilamiz. Oxirgi tenglikdan darhol A xos son, unga

mos <p(x) xos funksiya ekanligi kelib chiqadi.

Agar A2 Ф 0 bo'lsa, isbotlanganga asosan

л _  л

j(p[x)(p(x)dx - |[ф ,2 (x) + (pi (x )Jjx  = 0 .

a a

Bundan (p(x) funksiyaning aynan nolga teng ekanligi kelib chiqadi, 

xos funksiyaning ta’rifiga asosan bunday bo'lishi mumkin emas. Demak, 

A2 = 0 , ya’ni A — haqiqiy son.

Xos funksiyalami normalangan qilib olish mumkin, buning uchun 

ularning har birini o'zining normasiga bo'lish kifoyadir. Agar bitta 

xos songa bir nechta xos funksiyalar mos kelsa, ularni ortogo- 

nallashtirish jarayonini qo'llab, o'zaro ortogonal va normalangan qilib 

olish mumkin.

Turli xos sonlarga mos keluvchi xos funksiyalar isbotlanganiga 

asosan ortogonal bo'ladi. Bundan muhim xulosa kelib chiqadi.

Simmetrik yadro xos funksiyalarming ketma-ketligini ortonormal 
qilib olish mumkin.

Xos sonlar ketma-ketligini yozib olganimizda ularning har biriga 

bir nechta chiziqli bog'liq bo'lmagan xos funksiyalar mos kelsa, 

ularning har biri shuncha marta qaytariladi deb shartlashib olamiz. U



holda, har bir xos songa bitta xos funksiya mos keladi deb hisoblashimiz 

mumkin. Shu bilan birga xos sonlar orasida o'zaro tenglari ham bo'lishi 

mumkin. Xos sonlarni ular absolyut qiymatlarining o'sishi bo'yicha 

nomerlab olamiz. Shunday qilib, agar

A,, A2, A n, ...

biror simmetrik yadroning xos sonlar ketma-ketligi bo'lib, ularga mos 

xos funksiyalar ketma-ketligi

<p,(x),(p2(x),..., <p„(x),...

ya’ni

4>AX)- K K(Pn=°

bo'lsa, u holda

bo'ladi.

Agar xos sonlar cheksiz bo'lsa, bizga ma’lumki, \\mAn= (x> 
bo'ladi.

2- §. Simmetrik yadro xos sonining mavjudligi

Lemma. Ikkinchi iteratsiyalangan yadro xos sonlarining to'plami 
birinchi yadro xos sonlari kvadratlarining to'plami bilan ustma-ust 
tushadi.

K(x,y) yadroning xos soni A0 va bunga mos xos funksiyasi 

bo'lsin, ya’ni

<Poix) = A0K(p0.

Bu tenglikning o'ng tomonidagi (p{) o'rniga unga teng bo'lgan A0K(p0 
ni qo'yamiz:

%  (•*-)— К  к  %

yoki ь

%  W  = K\ k 2 {x,y)<p о (y)dy■
a
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Bu tenglikdan A(f son Â 2(x ,v ) yadroning xos soni, <p0(x) esa 

unga mos xos funksiya ekanligi kelib chiqadi.

Endi /u() son ikkinchi iteratsiyalangan K2[x,y^ yadroning xos 

soni, (p{){x) funksiya unga mos xos funksiyasi boMsin. U holda

(p^(x) = ^ K 2(po,

yoki

( / - / ^ > 0  = 0- (3)

Bizga ma'lumki, К operatorni oddiy qoidaga binoan qo‘shish va 

ko'paytirish mumkin, shuning uchun ham (3) tenglikni

( /  + ̂ K ) ( l - yfcK )< p0= 0  (4 )

ko'rinishda yozishimiz mumkin.

deb belgilab olamiz.

Agar y/(̂ x) = 0 bo'lsa, (5) tenglikdan y[Jî  son К (x, v) 

yadroning xos soni, f>0 (x) esa bu songa mos xos funksiyasi bo'ladi. 

Bu holda lemma isbotlandi. Agar ^ //(x )^0  bo‘lsa, (4) tenglama

( /  + ^ u 0K ^  = 0

ko‘rinishda yoziladi. Bundan ning K[x,y) yadroning xos soni,

^ ( x )  esa unga mos xos funksiyasi ekanligi kelib chiqadi. Bu holda 

ham lemma isbot bo'ldi. Isbotlangan lemma simmetrik bolmagan yadro 

uchun ham o'rinli bo'ladi.

Izoh. Ixtiyoriy n uchun n- iteratsiyalangan yadro xos sonlarining 

to'plami birinchi yadro xos sonlari n- darajalari to'plami bilan ustma- 

ust tushishini isbotlash qiyin emas.

Lemmadan quyidagi natija kelib chiqadi:

Agar A^(x, v) yadro simmetrik bo'lsa, ikkinchi iteratsiyalangan 

yadro xos sonlari musbat bo'ladi. Bu natijaning to'g'riligi simmetrik yadro 

xos sonlarining haqiqiy ekanligidan va lemmadan darhol kelib chiqadi.

Xos sonning mavjudligi haqidagi teorema. Aynan nolga teng 
bo ‘Imagan har bir simmetrik yadro kamida bitta xos songa ega bo ‘ladi.

Biz K2(x,y) yadroning kamida bitta xos songa ega bo'lishini 

isbotlaymiz, u holda lemmaga asosan K(x, v) yadro ham xos songa
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ega bo'ladi. A tekislikda ixtiyoriy musbat // sonni olamiz, bu son 

shunday xossaga ega bo'lsinki, |Л| < /и doirada K2(x,y) yadroning 

xos sonlari bo'lmasin. Ixtiyoriy (pyx) Ф 0 funksiyani olamiz va yangi

b

f (x )  = (p(x)~ f-iK2(p = cp(x) - jU jV 2 (X,y)(p(y)dy (6)

a
funksiyani tuzamiz. / ( x ) ^ 0  bo'ladi, aks holda /j son K2(x,y) 
yadroning xos soni bo'lib qoladi. / ( x )  ni ma’lum funksiya deb 

liisoblab, (6) tenglamani (p(x) funksiyaga nisbatan integral tenglama 

deb qarashimiz mumkin.

K2(x,y) yadroning rezolventasini R2(x,y;/J) orqali belgilab, 

bu tenglamaning yechimini quyidagi ko'rinishda topamiz:

b

(p{x) = f{x) + J 4  {x,y>v)f(y)dy.

Bu tenglikni / ( x )  ga skalyar ^ko'paytiramiz:

b b

(*/)=ll/ll2 M J* 2( x , y ; j u ) f ( y ) f ( x ) d x d y .  (7)

a a

Endi (7) formulaning o'ng tomonidagi integralning manfiy 

emasligini ko'rsatamiz. Shu maqsadda avvalo, K2(x,y) yadroning 

\A\ < // doirada xos sonlarining yo'qligini e’tiborga olsak, shu doirada 

R2[_x,y\X) rezolventa II bob 5- § da aytilgan ma'noda Л ning 

analitik funksiyasi bo'ladi, ya’ni kvadrati bilan jamlanuvchi ixtiyoriy 

/ ( x )  va g (x )  funksiyalar uchun ikki karrali 

ь b

^ R 2( x , y \ X ) f ( y ) g ( x ) d x d y
a a

integral |/t| < /у doirada analitik bo'ladi. Xususiy holda,

ь b

^ R 2( x , y \ X ) f ( y ) f ( x ) d x d y
a a

integral ham aytib o'tilgan doirada analitik bo'ladi, demak u A 
bo'yicha darajali qatorga yoyiladi.

b b эо

J j 4  { x , y \X ) f ( y ) f ( x ) d x d y  = (8)
a a  i=1
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Bu yerda Л = jii desak,

b b oo

№  2 {x,y;/j)f{y)f{x)dxdy =

tenglik hosil bo'ladi. (8) tenglikdagi integralning manfiy emasligini 

ko'rsatish uchun a n > 0 tengsizlikni isbotlash yetarlidir.

(8) yoki (9) qatorning er koeffitsientlarini topish qiyin emas. 

Moduli bo'yicha kichik Я larda /?2(x ,v ;/t) rezolventa iteratsiyalangan 

yadrolar bo'yicha qatorga yoyiladi. K2 (x, v) yadroning iteratsiyalangan 

yadrosi K2j(x,y) bo'lgani uchun

00
К2(х,у;Л ) = ^Л '~ 1К21(х ,у ) . (10)

/=i
Л ning kichik qiymatlarida (10) qatomi kvadrati bilan jamlanuvchi 

/  ( v) funksiyaga ko'paytirib, hadlab integrallash mumkin, ya’ni
b OO b

J R2 (x,y;A ) / (y)dy = ]Г A'-1 J K2i (x,y)f{y)dy.

° r (  \ i=l a
Bu tenglikni /  ( y) funksiyaga skalyar ko'paytiramiz:

b b

j^R2(x,y;X)f(y)f(x)dxdy =
a a
OO b b

= X я '’ ’ \jK2i{x’y ) f { y ) f ( x)dxdy-
/ = 1 a a

Bundan darhol (8) qator bilan solishtirib, a i koeffitsientlarning 

qiymatlarini topamiz:
ь b

a i =  \\K 2 ,(x ,y )f{y )f{x )d x d y '
a a

b

K 1‘f= \ K 1,(x ,y ) f (y )d y

a a
Ushbu ь

bclgilashga asosan, a t quyidagi ko'rinishda yoziladi:

(2 ) formulaga asosan,



,.ц2
+

(=1

Endi (7) ifoda

ы ) = ll/ll2+ i > '  K‘f ( I D

ko'rinishga keladi. ( 11) formuladan (<p,f)> 0  tengsizlik kelib chiqadi.

(6) tenglamaga qaytib, uning har ikki tomonini chapdan (p(x) 

ga skalyar ko'paytiramiz:

( 1) ayniyatga ko'ra

(<p,K2p) = (p,K(Kp)) = (Kp, K(p) =  I I  к 4 .
Demak,

(p>/)=IMI2-H M 2- (12)
[<PJ) > 0 bo'lgani uchun (12) ifoda musbat bo'ladi. Bundan, ixtiyoriy 

kvadrati bilan jamlanuvchi (p(x) funksiya uchun

IM IŜ =IHI (i3)
tengsizlik hosil bo'ladi.

Eslatib o'tamiz, (13) tengsizlikda /л shunday sonki, |Я| < ц 
doirada K2(x,y) yadroning xos sonlari yo'q.

Endi faraz qilamiz, K2(x,y) yadroning birorta ham xos soni 

bo'lmasin. Bu holda fJ sonni yetarli katta qilib olish mumkin; uning 

ustiga jU —>oo deb hisoblash mumkin. (13) tengsizlikda /и—»oo da 

limitga o'tib, ||АГ<р|| < 0 tengsizlikka ega bo'lamiz. Bundan K(p = 0, 

ya’ni
b

И  x,y)cp(y)dy-0. (14)

Bu holda К (x, у) = 0 bo'lishini ko'rsatish qiyin emas. Haqiqatan ham,

x sonni ixtiyoriy ravishda shunday belgilab olamizki, x ning bu qiymatida
ь

\K-(x,y)dy

integral mavjud bo'lsin. x nuqta belgilab olinganligi sababli К (у, x) 
yadro faqat у ning funksiyasi bo'ladi. <p(y) funksiya sifatida К (у, x) = 
=K (x, y) ni olamiz. Bu funksiya x nuqtaning tanlanganligi tufayli 

kvadrati bilan jamlanuvchi bo'ladi. U holda (14) tenglikdan deyarli 

barcha xe(a,b) lar uchun
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h

\к2(х,у)с1уш о

bo'ladi, demak, AT(x,yJs= 0 .

Shunday qilib, agar /C ,(x ,y ) yadro birorta ham xos songa ega 

bo'lmasa, u holda K(x,y) yadro aynan nolga teng bo'lar ekan. 

Demak, K(x,y) yadro aynan nolga teng bo'lmasa, K2 (x,_y) yadro 

kamida bitta xos songa ega bo'ladi. U holda lemmaga asosan K (x ,y ) 

yadro ham kamida bitta xos songa ega bo'ladi. Shu bilan teorema 

isbot bo'ldi.

Endi (13) tengsizlikka qaytamiz. Agar K2(x,y) yadroning doi- 

rada |Л|</у xos sonlari bo'lmasa, boshqacha aytganda, agar ju bu 

yadroning eng kichik xos sonidan kichik bo'lsa, (13) tengsizlik o'rinli 

bo'ladi. K(x,y) yadroning moduli bo'yicha eng kichik xos soni Ax 

bo'lsin, u holda K2(x,y} yadroning eng kichik xos soni A? bo'ladi. 

Agar ju < A{ bo'lsa, (13) tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu tengsizlikda 

// —» Ax2 da limitga o'tib, muhim

N 4 H  us)

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu tengsizlikda tenglikka ham erishiladi. 

Buning uchun K(x,y ) yadroning A] xos soniga mos xos funksiyasi

(px (x ) bo'lsa, ^>(x) = <p,(x) deb olish kifoyadir. Haqiqatan ham, bu

holda <px(x) = AxK(px, bundan Кфх=—фх(х) va ||^i| = Tjr|h||.
Ax Ki I

Yuqorida aytilganlardan, Fredgolm operatorining moduli bo'yicha

eng kichik xos soni Ax bo'lsa, bu operatorning normasi p|| = щ  ekanligi

kelib chiqadi.

3- §. Gilbert—Shmidt teoremasi

Simmetrik A^(x,y) yadroni tekshiramiz. Bu yadroning bitta A, 
xos soni va unga mos bitta chiziqli bog'liq bo'lmagan normalangan 

(p{ (x )  xos funksiyasi bo'lsin. U holda

K(x,y) = — (px(x)(px(y) (16)
/I,

bo'ladi. Haqiqatan ham, ushbu
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к(]) (х,у) = К(х,у) -\<р, {х)(рх (у)
Л

simmetrik yadroni qaraymiz va bu yadroning noldan farqli bo'lgan 

birorta ham xos soni yo'qligini, shu sababli A^ '̂)(x ,v ) = 0  ekanligini 

ko'rsatamiz. Teskarisini faraz qilamiz. K[l) (x,y) yadroning xos funksiyasi 

(p(x)^O bo'lsin. U holda
b

(p(x) = x\K['\x,y)(p(y)dy = 

a k 

= Я  (X,y)(p(y)dy - — q>x (x) jV(>>, (y)dy  (17)

а  Ч  я

(17) tenglikning har ikki tomonini (px (x ) funksiyaga ko'paytirib, x 
bo'yicha a dan b gacha integrallaymiz:

h bV b

\q>(x)px(x)dx = J X^K{x,y)(p(y)dy cpx(x)dx-

b b 

\<p{y)<p\(y)dy \tf(x )dx ( 18)

K (x,y ) yadroning simmetrik yadro ekanligini va $£>,(x) funksiya bu 

yadroning xos funksiyasi bo'lgani uchun

С 1
jK  (х,уУрх (y)dy = —q>x (x)
a 1

tenglik o'rinli bo'lishini e’tiborga olib, (18) tenglikning o'ng tomonidagi 

birinchi qo'shiluvchini quyidagi ko'rinishda yozishimiz mumkin:

h Г b "1 4Г *

J ,y)<p(y)dy Vpx(x)dx = | Ja"(x , y)(px (x)dx \p(y)dy =

b h

= J JK(y,x)(px{x)dx
1 ^

q>{y)<ty=— JVi (y)<p{y)<fy.
4  a

ь Bunga asosan, ^ ( x )  ning normalangan xos funksiya, ya’ni 

\(px (x)dx = \ ekanligi sababli, (18) tenglikdan

a b

j\p(x)(px (x )Jx  = 0
a

tenglik kelib chiqadi. U holda (17) tenglikdan
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о

(р(х) = л\к(х,уУр(у)(1у

Shunday qilib, (р(х) funksiya К(х, у) yadroning xos funksiyasi 

bo'lib chiqdi, lekin ^ ( x )  yagona xos funksiya bo'lgani uchun ^ (x )  

funksiya (px (x ) ga proporsional bo'ladi, bu esa, (19) tenglikka qarama- 

qarshidir. Demak, bizning farazimiz noto'g'ri va (x,jy) = 0.

Endi K(x,y^ simmetrik yadroning

<2°)
xos sonlari va

(p\{x),(p2{x),...,(pm{x),... (21)

xos funksiyalarining sistemasi ma’lum bo'lsin.

Xos funksiyalarni ortonormal, xos sonlarni esa, absolyut qiymat- 

larining o'sishi bo'yicha joylashgan deb hisoblaymiz, ya’ni

Yangi

К ^ у ) - - К ^ у ) - ± ^ М Л (22)

yadroni tuzamiz. Ravshanki, bu yadro simmetrik.

Ushbu . ,
2’ -"

<Pn+l М>РЯ+2(*)>-
ketma-ketliklar K{"] (x, v) yadroning xos sonlari va bularga mos Xm 
xos funksiyalarining sistemasini tashkil qiladi.

Haqiqatan ham, (20) va (21) ketma-ketliklardan bir-biriga mos 

Am va (pm (x) ni olib, m> n deb hisoblab,
b

£ ( * )  = (pm (* )  - К  {x,y)<pm (y)dy (23)
a

ifodani tuzamiz. (23) da K(n> (x, y) o'rniga uning (22) qiymatini qo'yamiz:

h

c>(x)=  <p„. (x)-A... |/v (x , ( v)dv +<Pm{X)~ K  \K (X’y)<Pm(y)dy
a

^ ^ - \ (Pm{y)(Pi(y)dy-
i= 1 a
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Лт va <рт(х) lar К (х,у ) yadroning xos soni va xos funksiyasi 

bo'lgani sababli avvalgi tenglikdagi kvadrat qavs ichidagi ifoda nolga

teng bo'ladi. Xos funksiyalarning ortogonalligidan
b

\<Pm ( y)% (y)<fy = {(pm,(pi) = 0, m Ф i

G / \ 
tenglik kelib chiqadi. Demak, = 0 , yoki

b

q>m (*) - к\К(x, v) (p„, (.y)dy = 0 .
a

Shunday qilib, m >n  bo'lganda Am va (pm(x) lar K{"](x,y) 

yadroning xos sonlari va xos funksiyalaridan iborat ekan.

Endi teskarisini isbotlaymiz, agar K^(x,y) yadroning xos soni 

va unga mos xos funksiyasini olsak, m > n bo'lganda ular (20) va

(21) ketma-ketliklar orasidan topiladi.

/С("’ (х, у) yadroning bir-biriga mos xos soni va xos funksiyasi

// va y/(x) bo'lsin. U holda
b

y/(x) -  p j K (n) (x,y)\f/(y)dy = 0.

In  W  \ a
К " yx,yJ okmiga uning (22) ifodasini qo^yamiz:

n Ф (x') ̂
у/(х)-/л\к (x,y)//(y)dy + (y)dy = 0

,=, Я..
/ a

/ \ Ы ,ф )  / \
yoki + . ,V ,.(jc) =  0. (24)

(=1

Bu tenglikning har ikki tomonini (pk(x) (1 < k < n )  ga skalyar 

ko'paytiramiz:

(v,<Pk ) -  ,щ ) = 0. (25)
1=1 л

( 1) ayniyatga va

<Pk ( * )  - h K<Pk = 0
tenglikka asosan

f 'I 1
(Ky/,(pk) = (y/,K(pk)=  = — (y/,q>k)'к

(pt (x ) funksiyalar ortogonal va normalangan bo'lgani uchun
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£ ^ ( я . й ) = ^ .
/=I л- Л

Shunday qilib, (25) tenglamadagi ikkinchi va uchinchi qo'shi- 

luvchilar o'zaro qisqarib ketadi va natijada

(l//,(pk) = 0 , A: =  1 ,2 ,...,Я (26)

tenglik hosil bo'ladi. Bunga asosan, (24) tenglama

- 0
ko'rinishda yoziladi. Bu tenglikdan // va У'(.х’) lar К(x, y) yadroning 

xos soni va xos funksiyasi ekanligi kelib chiqadi, shunday ekan ular

(20) va (21) ketma-ketliklarning ichida bor bo'ladi. Lekin (26) tenglikka 

asosan y/(x) funksiya barcha q)t[x), i = funksiyalarga

ortogonal, bu holda esa, funksiya (21) ketma-ketlikning indeksi

m > n bo'lgan biror funksiyasi bilan ustma-ust tushadi.

Yuqorida bayon qilinganlarga asosan quyidagi xulosa kelib chiqadi. 

Agar К (x, y) yadro n dan ko‘p xos sonlarga ega bo‘lsa, K["]{x,y) 

yadroning moduli bo ‘yicha eng kichik xos soni An+l bo ‘ladi.

Endi berilgan yadroning xos sonlari A],A2,...,An chekli bo'lgan 

xususiy holni tekshiramiz. Bu holda (x,_y) yadro birorta ham xos 

songa ega bo'lmaydi. Xos son mavjudligi haqidagi teoremaga asosan, 

yoki K[l,)(x,y) = 0,

к ( х ,у ) = ± Ф М у1 . <27)

/=1 A-
(27) formula К (x, y) yadroning aynigan yadro ekanligini ko'rsatadi. 

Bizga ma’lumki, har qanday aynigan yadro faqat chekli sondagi xos sonlarga 

ega bo'ladi. Demak, kvadrati bilan jamlanuvchi simmetrik yadro xos sonlari 
va xos funksiyalari sistemasi chekli bo ‘lishi uchun bu yadroning aynigan yadro 
bo'lishiz.arurvayetarlidir. Bu holda yadroni (27) ko'rinishda ifodalash mumkin. 

Biz haqiqiy simmetrik yadrolarni tekshiryapmiz, agar yadro kompleks 

qiymatlami qabul qilsa, (27) formula quyidagi ko'rinishda yoziladi:

к (х ,у > ± ш
/ = 1 Лу

Yana bir muhim xulosani aytib o'tamiz. Kvadrati bilan jamlanuvchi 

(p{x) funksiya qanday bo'lmasin

lim  K[n](p = 0  (28)
n—> oo

munosabat o'rinli bo'ladi.
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Agar К (x, у) aynigan yadro bo'lsa, yetarli katta n uchun 

A'(”,(x,>’) = 0 va K{n)(p = 0 bo'ladi. Demak, bu holda (28) tenglikning 

bajarilishi ravshan. Agar К (x, y) aynigan yadro bo'lmasa, An+l son 

К("'(х,у') yadroning moduli bo'yicha eng kichik xos soni bo'ladi. 

(15) tengsizlikka asosan,

К 'Ф ] ^ ] 1 4

Bundan n —>oo da —— >0 bo'lgani uchun ||.K("V| -> 0 .
X II II Л-Ю0

1
Gilbert—Shmidt teoremasi. K(x,y) simmetrik yadro va h (x ) 

asosiy [a, 6 ] oraliqda kvadrati bilan jamlanuvchi ixtiyoriy funksiya 
bo ‘Isin. U holda

b

f (x )  = Kh=^K(x,y)h{y)dy  (29)

funksiya Kyx,y) yadro xos funksiyalari bo‘yicha о ‘rtacha yaqin- 
lashuvchi Furye qatoriga yoyiladi.

(29) formula bilan ifodalangan funksiyalarni ko'pincha yadro 
orqali ifodalanuvchi funksiyalar deyiladi. Aslini olganda bunday 

funksiyalar К operatorning qiymatlaridan iboratdir.

Eslatib o'tamiz, simmetrik yadroning xos funksiyalarini hammavaqt 

ortonormal qilib olish mumkin. Shuning uchun ham teoremadagi qator 

ortonormal xos funksiyalar bo'yicha Furye qatoridan iborat bo'ladi.

Teoremani isbotlash uchun K(x, y) yadro xos funksiyalarining 

ketma-ketligi bo'yicha /?(>’) funksiyaning Furye qatorini tuzamiz:

h { y )~ ^ h„(pn{y)’ K={h,(Pn).
n=\

Bessel tengsizligiga asosan

GO

Z K f
n=1

qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi ma’lum.

Endi f (x )  funksiyaning Furye qatorini tuzamiz:

(30)
n= 1

va uning koeffltsientlarini hisoblaymiz. f n = ( / ,  (pn ) tenglikka egamiz. 

Lekin, f (x )  = Kh bo'lgani uchun
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1
fn = (Kh><Pn) = (h> K(Pn)-

K(pn = — tenglikka asosan

Я" " 1 h

Shunday qilib, (30) qator

(31)

«=i \ 
ko'rinishda yoziladi.

h[x) funksiya asosiy oraliqda kvadrati bilan jamlanuvchi bo'lgani 

uchun bizga II bob 5- § dan ma’lumki, shu oraliqda J  (x) funksiya 

ham kvadrati bilan jamlanuvchi bo'ladi. Bu holda uning Furye qatori 

o'rtacha yaqinlashadi. Bu qatorning yig'indisi / ( * )  ga teng bo'lishini 

ko'rsatamiz. Ushbu

W
k=\ \

belgilashni kiritamiz. U holda

b

f (x )  - 0)n {x) =  J К (x,y) h(y)dy ~ £ y -  ( v) . (32)

h, koeffitsientning
k= I  ^ k

K=\h(y) V*{y)dy
qiymatini e’tiborga olsak, (32) tenglik quyidagicha yoziladi: 

f(x)-(On(x) = h (y )d y - ^^\ h{y ) (pk {v)dy
a k=\ A k a

й>„{х) yig'indi chekli bo'lgani uchun yig'indi va integral tartibini 

almashtirish mumkin. Shu sababli va (22) ga asosan, awalgi tenglik 

ushbu

f(x ) - con (x) = jV '  (.x,y)h(y)dy = K(n)h
a

ko'rinishda yoziladi. (28) tenglikka ko'ra

/ “ « „ M l K [n)h - > 0 ‘

П—>00
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Bundan

Gilbert—Shmidt teoremasi isbot bo'ldi.

Shunday qilib, bu teoremaga asosan simmetrik yadro orqali 

ifodalangan ixtiyoriy funksiya bu yadroning xos funksiyalari orqali Furye 

qatoriga yoyiladi, shu bilan birga umumiy holda hosil bo'lgan qator 

o'rtacha yaqinlashadi.

Tabiiy savol tug'iladi, qanday shartlar bajarilganda (31) qator 

faqat o'rtacha yaqinlashuvchi bo'lmay, balki absolyut va tekis 

yaqinlashuvchi bo'ladi? Bu savolga javob berishdan avval quyidagi 

tengsizlikni isbotlaymiz.

Simmetrik К (x, у) yadro 11 bobdagi (65) shartni qanoatlantirsin, 
ea (pn (x ), n = 1,2 ,... bu yadroning xos sonlari va bularga mos 

ortonormal xos funksiyalari bo ‘Isin. U holda ushbu

/ \
Shunday qilib, AT(x,yJ yadroga uning xos funksiyalari bo'yicha 

Furye qatori mos qilib qo'yiladi:

tengsizlik o'rinli bo'ladi.

K(x,y) yadro tayin x da у ning kvadrati bilan jamlanuvchi 

funksiyasi bo'ladi. Bu funksiyaga {^„ (x )j ortonormal sistema bo'yicha 

uning Furye qatorini mos qilib qo'yamiz:

к (х у̂ ) ~ Ъ (ХЛ х ) (рЛ у ).

Bu qatorning koeffltsientlarini hisoblaymiz:

a n (x ) = \ к  (х>у УРп (.y)dy  = —  (P„ ( ^ ) .

(34) qator K (x ,y ) yadroning bichiziqli qatori deyiladi. 

Endi Bessel tengsizligiga asosan

(34)

tengsizlikni hosil qilamiz.
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Izoh. (33) qatorning hadlari musbat, uni hadlab integrallash 

mumkin. (33) tengsizlikni a dan b gacha integrallaymiz va (p,\x) 

funksiyalaming normalanganligini hamda M "- N (b - a )  tenglikni 

e’tiborga olib,

ж 1

n=1 К
(35)

tengsizlikka ega bo'lamiz.

Biz keyinchalik (35) formulada hamma vaqt tenglik belgisi bo'li- 

shini ko'rsatamiz. Yana shu narsani ta’kidlab o'tamizki, agar yadro 

simmetrik bo'lmasa, u holda
*■ i

n=I
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu tengsizlik I. Shur tengsizligi deb ataladi. 

Endi quyidagi teoremani isbotlash qiyin emas.

Teorema. Agar simmetrik yadro /I bobdagi (65) shartni qanoat- 
lantirsa, (31) Gilbert—Shmidt qatori absolyut va tekis yaqinlashadi. 

(31) qatorning qoldig'ini baholaymiz. Buning uchun ushbu

|2 > А |^ Ш 1 Ы 2
Koshi tengsizligidan foydalanamiz. Bu tengsizlik

Х ( Ы Ч М ) :
kvadrat uchhad haqiqiy o'zgaruvchi Л ning ixtiyoriy qiymatida nianliy 

emasligidan kelib chiqadi.

К 1 = И k ’ К =
<Pk{X )

I .
deb belgilab olsak, quyidagi tengsizlikka ega bo'lamiz:

n+p

k=n+ 1

<pk w
n+p n+p

< <

k~n+1 Л i M l
k=n+ 1 k= 1 XI

(33) tengsizlikka asosan

// + p

k=n+\

<pk w
Ik=n+1

Bu tengsizlikning o'ng tomonida yaqinlashuvchi sonli qatorning 

qoldig'i turipti, shuning uchun ham yetarli katta n uchun chap to-
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mondagi yig'indi x ga bog'liq bo’lmagan holda yetarlicha kichik bo'­

ladi. Bundan Gilbert—Shmidt qatorining absolyut va tekis yaqinlashishi 

kelib chiqadi.

4- §. Bichiziqli qator

1. Simmetrik yadro uchun bichiziqli qator. Bichiziqli

L ;  (36)
n=\ \

qator avvalgi paragrafda kiritilgan bo'lib, bundagi {Лп} va \(pn(x)\ 
ketma-ketliklar AT(x,y) simmetrik yadroning xos sonlari va xos 

funksiyalarining sistemasi edi.

Eslatib o'tamiz, bichiziqli qator K(x,y) yadroning {#?, (-*)} 

ortonormal sistemalar bo'yicha Furye qatori sifatida hosil qilingan edi.

Bichiziqli (36) qator asosiy kvadratda o'rtacha yaqinlashadi va 

uning yig'indisi berilgan K (x,y ) simmetrik yadroga teng bo'ladi. 

Bizga ma’lumki,

<Pk(x )<Pk(y)> k =  12 ,... (37)
funksiyalar sistemasi asosiy kvadratda ortonormal bo'ladi. K(x,y) 
yadroga (37) funksiyalar bo'yicha uning Furye qatorini mos qilib 
qo'yamiz:

00

K (x^ ) - Y j K^ n ( x)(Pn(y) ■
n= 1

Bu qatorning koeffltsientlarini hisoblaymiz:

b b

К  = {K (x^y )^n{x)Vn(y)) = \\K(x,y)(pn(xypn(y)dxdy =
a a

b b 

= \(pn [x)dx\K(.x,y)cpn (y)dy
a a

(p„\x) funksiya K(x,y) yadroning xos funksiyasi bo'lgani uchun 

avvalgi tenglikdagi ichki integral i _ ^ ( JC)ga teng bo'ladi. Bunga asosan

A"=T  Я2 (x)dx=у  Ik If=
An a An К

К (х ,у )~ ± Щ ^ У\
n=l
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Bichiziqli qator K(x,y) yadroning (37) funksiyalar bo'yicha 

Furye qatoridan iborat ekanligi kelib chiqdi. Har qanday Furye qatori 

mos sohada o'rtacha yaqinlashuvchi bo'lgani sababli, tekshirilayotgan 

holda asosiy kvadratda o'rtacha yaqinlashuvchi va uning yig'indisi shu 

kvadratda kvadrati bilan jamlanuvchi bo'ladi.

Endi ushbu

т (  \ W  \ ^ 9 „ { x ) ( P „ { y )
L(x,y) = K (x ,y )- 2 ^---- -̂----

n=1 \

yadroni tuzamiz. Ravshanki, bu yadro asosiy kvadratda kvadrati bilan 

jam lanuvchi bo'ladi. L(x,y) yadro xos sonlarga ega emasligini 

ko'rsatamiz. Shu maqsadda bir jinsli

b

y/(x)-A^L(xty)y/(y)dy = 0 ,  (38)

yoki

y/(x) - ЯКу/ + A j j r  <P" ^yXf/(y)dy = 0 (39)

a «=> ^ n

integral tenglamani tekshiramiz. (39) tenglikdagi qatorni hadlab 

integrallash mumkinligini isbotlash qiyin emas. Haqiqatan ham, deyarli 

barcha jc e (a , f t )  lar uchun
b

J K 2(x,y)dy
a

integral mavjud va bu x lar uchun (33) tengsizlikni isbotlaganda (36) 

qator у ning funksiyasi sifatida qaralgan K(x,y ) yadroning { ^ „ (v )}  

funksiyalar bo'yicha Furye qatoridan iboratligini ko'rsatdik. Bunday 

qator у bo'yicha o'rtacha yaqinlashadi va bizga ma’lumki, bu qatorni 

avval kvadrati bilan jamlanuvchi ixtiyoriy funksiyaga ko'paytirgandan 

so'ng hadlab integrallash mumkin. Biz tekshirayotgan holda bunday 

funksiya dan iborat.

(39) tenglamada hadlab integrallashni bajarib,

у/ (л-) -  ХКц/ + ^ / ^ nX pn ( x) =  0 (40)

n=1 К

tenglamani hosil qilamiz. Gilbert—Shmidt teoremasiga asosan

n=1 К
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(40) tenglamadan darhol y/(x) = 0 ekanligi kelib chiqadi. Shunday 

qilib, (38) tenglama ixtiyoriy A uchun faqat trivial yechimga ega 

bo'ladi, bu degan so'z L(x,y) yadro xos sonlarga ega emas. Xos 

sonning mavjudligi haqidagi teoremaga asosan L(x,y) = 0 va, demak,

n= 1 Л п

Shu bilan yuqorida bayon qilingan fikr isbot bo'ldi. (41) tenglikni 

K(x ,v ) ga ko'paytirib asosiy kvadrat bo'yicha integrallasak, ushbu

00 1 b b

\\k 2 (x,y)dxdy = M 2 (42)

» = 1  a a

formula hosil bo'ladi.

Endi quyidagi teoremani isbotlaymiz.

Teorema. \(pn (x ) j — ortonormal funksiyalar sistemasi va | An } 
shunday haqiqiy sonlar ketma-ketligi bo ‘Isinki,

1

П=1

qator yaqinlashsin. U holda (36) qator asosiy kvadratda o'rtacha 
yaqinlashadi va uning yig'indisi simmetrik yadroga teng bo'lib, An 
sonlar va funksiyalar bu yadro uchun xos sonlar va xos
funksiyalar sistemasini tashkil qiladi.

(36) qatorning yaqinlashuvchiligi Riss—Fisher teoremasidan 

darhol kelib chiqadi. Endi

± * & Z & = K (*,y)
n=\ К

deb hisoblaymiz. (43) qatorning kvadrati bilan jamlanuvchiligi va 

simmetrik ekanligi ravshan. (43) tenglikni Am(pm(y) ga ko'paytirib, у 
bo'yicha a dan b gacha integrallaymiz. Biz yuqorida hadlab integrallash 

mnmkinligini aniqlagan edik, bu amalni bajarib, natijada

W  = K\K [Х’УУрт {y)dy
( \

tenglikni hosil qilamiz. Bundan Am va (pm\Xj (43) yadroning xos 

soni va unga mos xos funksiyasi ekanligi kelib chiqadi.

Faraz qilaylik, bu yadro #>,(x) funksiyalarga ortogonal bo'lgan 

yana bitta <p(x) xos funksiyaga ega bo'lib, A unga mos xos son 

bo'lsin, ya’ni
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h

<p{x) = A^K (x,y)(p{y)dy

K(x, v) yadroni lining (43) ifodasi bilan almashtirib va hadlab 

integrallab, natijada

(p(x) = (x) = 0

»=1 f , о
tenglikka ega bo'lamiz. Bundan darhol |^>ДхП funksiyalar (43) 

yadroning xos funksiyalari sistemasini tashkil qilishi kelib chiqadi. Shu 

bilan teorema isbot bo'ldi.

2. Iteratsiyalangan yadrolar uchun bichiziqli qatorlar. Gilbert— 

Shmidt formulasini ushbu

 ̂ 00 h 
/ ( * ) =  (44)

»=1 A,
ko'rinishda yozib olamiz. A (/, у J yadro tayin у da t bo'yicha barcha 

у lar uchun kvadrati bilan jamlanuvchi bo'ladi. Shuning uchun ham 

h(t) = K{t,y^j deb hisoblaymiz. U holda /?(/) funksiya Furye 

qatorining koeffitsientlari
h

К = \K(hy)(p„(t)dt
a

formula bilan aniqlanadi. A (x ,y )  yadro simmetrik va <pn (x ) bu

yadroning xos funksiyasi bo'lgani uchun avvalgi formuladan
h h |

K = \K (^y)<Pn{t)d t=  \K{y,t)(pn(t)d t = Y (Pn{y)
a a n

tenglikni hosil qilamiz. (44) Gilbert—Shmidt formulasiga asosan 

K 2 (x , y) = jV  (x , / ) К (t, у ).dt = ^ f '- -   ̂ (45)

a " = >

formulaga ega bo'lamiz. Gilbert—Shmidt teoremasiga binoan (45) 

qator deyarli barcha у lar uchun x bo'yicha o'rtacha yaqinlashadi.

Qator simmetrik bo'lgani uchun deyarli barcha tayin x larda у bo'yicha 

ham o'rtacha yaqinlashadi. Bundan tashqari, (42) formulaga asosan

qator yaqinlashuvchi bo'lgani uchun (45) qator asosiy kvadratda 

o'rtacha yaqinlashuvchi bo'ladi.
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Agar (44) formulada /?(/) = K2 ( t,y ) desak, xuddi shu yo'l bilan 

K,(x,y) = )к (х ,,)к 2 ( ,.y)dt = W

а  « = 1  К

bichiziqli qatorni hosil qilamiz. Induksiya usuli bilan
h

K m {Х>У) =  ( ' ’У ) ^

tenglikda h(t) = Kn ](t,v) deb hisoblasak, umumiy

n = l  \

formulani hosil qilamiz. (46) qator asosiy kvadratda o'rtacha yaqin- 

lashadi, shu bilan birga bu qatorning o'zgaruvchilaridan bittasining 

deyarli barcha tayin qiymatlarida ikkinchi o'zgaruvchi bo'yicha o'rtacha 

yaqinlashuvchi bo'lishi Gilbert—Shmidt teoremasidan kelib chiqadi.

(46) formula Km(x,y) yadroning (p,\y) funksiyalar bo'yicha 

Furye qatoriga yoyilishini ko'rsatadi. Bu holda ushbu

IV2 ( W 
— = \КЛ  Х’УРУ

(46)

l( = l я:
yopiqlik tenglamasi o'rinli bo'ladi. Bu yerda yozilgan qatorning hadlari 

musbat va uni hadlab integrallash mumkin. Xos funksiyalaming nor­

malangan ekanligini e’tiborga olsak, quyidagi formulaga ega bo'lamiz:
oo  j  Ь Ь

J , J ^  = \\K l{^y )dxdy .

Bu formula simmetrik yadro xos sonlarini ayrim taqribiy hisoblash 

usullarining asosini tashkil qiladi.

1 banddagi teoremadan (46) formula, iterasiyalangan yadrolarning 

bichiziqli qatorlarga yoyilmasi ekanligi kelib chiqdi.

Agar К (x, y) simmetrik yadro bo'lib, // bobdagi (65) shartni 
qanoatlantirsa, (46) qator m >3 bo 'Iganda asosiy kvadratda absolyut 
va tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

Haqiqatan ham, An sonlar absolyut qiymatlarining o'sish tartibi 

bo'yicha joylashgan bo'lgani uchun

K M l- h l r ) !

k - n + l W

<

к
\m-2

k - - n +1

<pk(x)

A.

<Pt (y)
A,.

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Koshi tengsizligi va (33) tengsizlikka asosan
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Bu tengsizlikdan An+l 
ekanligi kelib chiqadi.

Bizga II bobdan ma’lumki, agar yadro, xususiy holda simmetrik 

yadro asosiy kvadratda uzluksiz boisa, <p„(x) xos funksiyalar ham 

asosiy oraliqda uzluksiz bo'ladi. Demak, (46) qator tekis yaqinlashuvchi 

bo'lgani uchun iteratsiyalangan yadrolar uchinchisidan boshlab asosiy 
kvadratda uzluksiz bo'ladi.

5- §. Simmetrik integral tenglamalarni yechish

Simmetrik integral tenglama Fredgolm umumiy tenglamasining 

xususiy holi bo'lgani uchun bu tenglamani yechish uchun II bobda 

bayon qilingan umumiy usullardan foydalanish mumkin. Biz bu yerda 

masalani boshqacharoq qo'yamiz: simmetrik integral tenglamaning xos 

sonlari va xos funksiyalari ma’lum bo'lganda uning yechimi topilsin. 

Simmetrik

ь

<p(x) - я |  К (x , v) (p(y)dy = / ( X) (47 )

integral tenglama berilgan bo'lib, uning ozod hadi \a,b] oraliqda 

kvadrati bilan jamlanuvchi bo'lsin. Odatdagidek, Al,A2,...,An,..., va 

<pt (x),<p2(x),...,<pn(x),... orqali K(x,y) yadroning xos sonlari va 

xos funksiyalari sistemasini belgilab olamiz. Tenglamaning yechimini 

ham, tabiiy L2[a,Z>] sinfda izlaymiz.

Avval A xos son bo'lmagan holni qaraymiz. U holda (47) tenglama
b

kvadrati bilan jamlanuvchi (p(x) yechimga ega bo'ladi, y\p{y)dy
a

integral yadro orqali ifodalanuvchi funksiyadan iborat. Bu funksiya 

uchun Gilbert—Shmidt teoremasi o'rinlidir; agar ^>(x) funksiyaga

oo b

<p(x ) ~ W ’ Cn =
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Furye qatori mos bo'lsa, Gilbert—Shmidt teoremasiga asosan

\ K (x ,y y P(y ) d y  = Y j -Ы , ( х ). (48)
a n=1 \

Bu integralning qiymatini (47) tenglamaga qo'yamiz:

00 С(p(x)~ A^-^<pn(x) = f ( x )  (49)
»=i \

Agar cn koeffitsientlarni hisoblashimiz mumkin bo'lsa, (49) 
tenglama, tabiiy izlanayotgan yechimni aniqlaydi. (49) tenglamani 
(Pmix) ga ko'paytirib, (p,\x) funksiyalarning ortonormalligidan 
foydalansak, ushbu

C,n

f  \ 
i - A

Av m J

b
a „n a ,„ = \ f(x ) (p jx )d x  (50)

tenglikka ega bo'lamiz. A — xos son bo'lmagani uchun —— 1^0
A

bo'ladi va

_  Kfln,

Cm Л . - Я -
Bum (49) tenglamaga qo'yib, (47) tenglamaning yechimini quyidagi 
ko'rinishda hosil qilamiz:

00
(p{x) = f ( x )  + A j ^ - ^ - i p n (x )  

n=\ An — A 
yoki an o'rniga uning ifodasini qo'ysak,

Ф ) = / ( х)+л £ ' р & к М / Ш . «5,,
"=l a An ~  A

Endi (51) formulada yig'indi va integrallash tartibini o'zgartirish 
mumkinligini ko'rsatamiz. Quyidagi

' T <P„(x ) <Pn(y) 
h  An - A  (52)

qatorni tekshiramiz. q>„{x)<pn(y), n = 1, 2 ,... funksiya lar asosiy 
kvadratda ortonormallangan. Ushbu
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I 2 _  з I2 (53),,=i | л л Я |
qator esa yaqinlashuvchi bo'ladi. Haqiqatan ham An —> со bo'lgani

I A Iuchun yetarli katta n da |Ап |>2|Я| bo'ladi. Bundan, \A\<—̂ -, 

|Я I 1
| A -A  |> —— va | ,  ̂ i < i . Endi (53) qatorning yaqinlashuvchi

2 I К ~ A I I * „I

bo'lishi 3- § da isbotlangan ^ —-  qatorning yaqinlashuvchi ekanidan
«=i

kelib chiqadi.
Riss—Fisher teoremasidan A ning ixtiyoriy xos son bo'lmagan 

qiymati uchun (52) qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. 4- § 
dagi mulohazalarni qaytarib, (52) qatorni avval у ning ixtiyoriy kvadrati 
bilan jamlanuvchi funksiyasiga ko'paytirib, uni hadlab integrallash 
mumkinligini topamiz. Bu esa (51) formuladagi yig'indi bilan integral 
o'rnini almashtirish mumkinligini bildiradi, ya'ni

(p{x) = f i x ) + /I j f ( y ) £  •
n I

Bu formulani II bobdagi (15) formula bilan taqqoslab, (52) qatorning 
yig'indisi K{x,y) simmetrik yadroning rezolventasi ekanligiga ishonch 
hosil qilamiz, ya’ni

R ix ,y :A )  = £ <P„(x)<P„(y)
An- A

Bu formuladan simmetrik yadroning rezolventasi faqat oddiy qutblarga 
ega ekanligi kelib chiqadi.

Endi A xos son bo'lgan holni tekshiramiz. A — Ap = Ap+] =... = Aq 
bo'lsin. Shunga qaramasdan (47) tenglama echiladigan deb hisoblasak, 
biz yana (50) munosabatga kelamiz. Agar m son p, p +1,.. . , q

sonlarning birortasi bilan ustma-ust tushmasa, 1-  —  ^ 0  bo'ladi va
К

avvalgidek с = — Agar  m son p, p + /.....q sonlarning birortasiga
Am ~ Л

teng bo'lsa, (50) munosabatga asosan a = 0  bo'ladi, yoki
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\f(x)<pm{x)dx = 0, m  = p ,  p  + \ , . . . , q .  (54)
a

Shunday qilib, agar A xos son bo'lsa, integral tenglama yechimga 
ega bo'lishi uchun uning ozod hadi berilgan xos songa mos yadroning 
xos funksiyalariga ortogonal bo'lishi zarur.

Agar (54) shartlar bajarilsa, m = p, p + 1,..., q qiymatlarda (50) 
tenglama ayniyatga aylanadi. Bu holda, (47) tenglama cheksiz ko'p 
yechimlarga ega bo'ladi va ular ushbu

00 n  q
<p(x) = f (x )  + —-=—q>n (x) + £ с Л  (x )  (55)

n=1 \  A n=p
formula bilan aniqlanadi. Bu formulaning birinchi yig'indisidagi shtrix 
n ~ p , p + \,...,q nomerli hadlarni tushirib qoldirish kerakligini 
bildiradi, bu qiymatlarda an surat va An -  A maxraj nolga aylanadi; 
ikkinchi yig'indidagi cn koeffitsientlar ixtiyoriy o'zgarmaslardir.

Shunday qilib. biz quyidagi natijaga keldik: agar A ning qiymati 
xos son bo ‘lib, bu xos songa mos

(*)>••• ><pA x )
xos funksiyalar bo'lsa, (47) tenglamaning yechimga ega bo'lishi uchun 
uning ozod hadi yadroning mos xos funksiyalariga ortogonal bo'lishi 
zarur va yetarlidir.

Bu natija II bobda isbotlangan Fredgolmning uchinchi teoremasiga 
to'la mos keladi, chunki bu holda bir jinsli qo'shma integral teng­
lamalar ustma-ust tushadi.

Misol. Ushbu
i

<р(х)-Л ^K(x,y)fp(y)dy = COS 7ГХ
0

tenglama yechilsin, bu yerda

К { х , у ) Л '  + Х\У’
1 ( 1 + >>)*, y<x<\.

Bu tenglamaning xos sonlari

A0 =1,  An = - n 2/r2, n = 1,2,...
sonlardan, bularga mos xos funksiyalari

(p0( x )  = e \  (pn( x )  = S in  7ГХ + П7Г COS 7ГХ, n  =  1 , 2 , . . .  

funksiyalardan iborat.

b
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Agar Л Ф 1 va Л Ф - п 2п 2 bo'lsa, berilgan tenglamaning yechimi

^ ( x )  = co s ;rx  -  Л aoe -  + ....a-~—-(smriTrx + п к cosnnx)
1 ^  Л + П~ Л~

formula bilan aniqlanadi. a0 va an koeffitsientlarni (50) formulaga 
asosan hisoblaymiz:

i
7q =  jV* C O S  71X с / х  =

1 + e
". ~ ’1 + я

an = j c o s ; r x ( s in « ; r x  + wrcos/?;rx)<ir =
0

Demak, yechim

0, n Ф 1,

71 1 — , n = 1.

<p(x) = co s ;rx  +
n

\ + л 2 Л-\ 2 (Л + л 2)
(sin TCX + 7Г cos тгх)

ko'rinishga ega bo'ladi.
Л — 1 va Л = - n 2 (/7 = l )  bo'lganda tenglamaning o/.od hadi, 

ya’ni c o s^ x  funksiya mos <p()(x )  = t,v, <px ( x )  = sin nx + л-cos юг 
xos funksiyalarga ortogonal bo'lmagani uchun tenglama yeehimga ega 
bo'lmaydi.

Agar Л = -п2п2 bo'lsa, bunda «  = 2 ,3 ,..., berilgan integral 
tenglama cheksiz ko'p yechimlarga ega bo'ladi va yechimlar (55) ga 
asosan quyidagi formula bilan ifodalanadi:

(p{x) = co s^ x  + Л \ + e e x л
\ + л 2 Л -1  2(Л + л 2)

7Y ( sin ЛХ + n cos nx) +

+ C (s in  w r x  + nncosnnx), 
bu yerda С — ixtiyoriy o'zgarmas.

6- §. Simmetrik yadrolar klassifikatsiyasi (tasnifi). 
M erser teoremasi

K[x,y ) — simmetrik yadro va h(x),q(x)-\a,b] oraliqda 
kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar bo'lsin. Bichiziqli

159



Х в д л  (aik=ak.)
/,4=1

( aik — haqiqiy sonlar) formulaga o‘xshash
b b

J (h,q)= ^K(x,y)h(x)q(y)dxdy  (56)
a a

bichiziqli funksionalni tekshiramiz. Gilbert—Shmidt teoremasini qo'llab,
 ̂ 00 1

(x,y)h(x)dx = ( v )  (57)
a A-=l \

tenglikni hosil qilamiz, bu yerda
b

I

hk = J  h(x)cpk (x)dx.
и

h(x) funksiyaning K (x ,y ) yadro [(pk (x )}  xos funksiyalari sistemasi 
bo'yicha Furye koeffitsientlari.

(57) tenglikning har ikki tomonini q (y ) ga ko‘paytirib, у bo'yi­
cha a dan b gacha integrallaymiz va <7( x )  funksiya Furye qatorining 
koeffitsientlarini qk orqali belgilab olsak, ushbu

\ \ K ( x ,y ) h ( x ) q ( y ) dxdy = Y p ^  (58)
a a  k=I Л -

tenglikni hosil qilamiz. h[x) = q[x) bo'lganda kvadratik formaga 
o'xshash

 ̂ b 00 7 2

J(h,h)= J ]K(x,y)h(x)h(y)dxdy = (59)
a ii k=\ Ak

formulaga ega bo'lamiz. Bu formulaga asosan simmetrik yadrolar
tasniflanadi.

Simmetrik yadro barcha xos sonlarining musbat bo'lishi uchun 
barcha h(x j kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar uchun J  (hji) > 0 
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Haqiqatan ham, agar barcha Ak > 0 bo'lsa, (59) tenglikdan 
> 0 bo'lishi kelib chiqadi. Endi xos sonlardan bittasi, masalan 

Я, < 0 bo'lsin. /?(x) = (p̂ ( x )  deb olamiz. Xos funksiyalar ortonormal 
bo'lgani uchun hl = 1, boshqalari esa, hk = 0 (£ > 1 )  bo'ladi. Bu

holda (59) ifoda у  ga teng bo'lib, J (h ,h )< 0  bo'ladi.
Agar J(h,h)>0  (/?eL,) bo'lsa, K[x,y) yadro musbat, 

J(h,h)>  0 bo'lsa, yadro aniq musbat deyiladi.
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Xuddi shunga o'xshash yadroning manfiy va aniq manfiyligi 
ta ’ riflanadi.

Merser teoremasi. Agar simmetrik yadro asosiy kvadratda uzluksiz 
bo ‘lib, uning xos sonlari musbat bo ‘Isa, bu yadroning bichiziqli qatori 
absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

Avvalo (36) bichiziqli qatorning absolyut va tekis yaqinlashuvchi 
bo'lishini ko'rsatamiz. Shu maqsadda AT(x, x )  > 0 tengsizlikni, ya’ni 
teoremadagi shartlarni qanoatlantiruvchi yadro x = у  diagonalda 
manfiy emasligini isbotlaymiz. Teskarisini faraz qilamiz, y a ’ni 
diagonalning biror (x 0,x0) nuqtasida K(x,y) yadro manfiy bo'lsin. 
U holda yadro uzluksiz bo 'lgan i uchun bu nuqtan ing biror 
8e : x0 —s < x < x0 + s, x0-£<y<x0 + s  atrofida ham manfiy 
bo'ladi. Uzluksiz /?(x) funksiyani quyidagicha aniqlaymiz:

1, X0 -  £ < X < x0 + £,
h(x) =

U holda
0, a < x < x0 -  £, x0 + £ < x < b. 

j (h ,h )  = JJ AT [x,y)dxdy < 0 .

Bu tengsizlik K (x ,y )  ning musbat yadro ekanligiga qarama- 
qarshidir. Ushbu

к - {х ,у )  = ф , у ) - ± ^ ^  m
k=l \

ayirmani tekshiramiz. A^(x, y )  yadro simmetrik va uzluksiz bo'lgani 
uchun bu ayirma ham simmetrik va ixtiyoriy m uchun uzluksiz bo'ladi.

(60) ifodani yadro deb qarasak, u uzluksiz, simmetrik va barcha xos 
sonlari musbat bo'ladi. Shuning uchun ham, isbot qilganimizga asosan

К * (x , x )  > 0 yoki -  K  ( X’ X)
k=1 Л

bo'ladi. Bu tengsizlik har qanday m da o'rinli bo'lgani uchun, hamma 
hadlari musbat bo'lgan

Фк (x)
n=1 \

(61)

qator ixtiyoriy x, a < x < b  uchun yaqinlashuvchi bo'ladi. Ixtiyoriy 
musbat n, p sonlar jufti uchun Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan
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tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
В unga asosan tayin у uchun

k= 1 К
qator x ga nisbatan absolyut va tekis yaqinlashadi, tayin x da esa, у 
ga nisbatan absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bu qatorning 
yig'indisini 5 ( х ,  у )  orqali belgilab olamiz. 5 ' ( x , y )  tayin x uchun у 
ga nisbatan uzluksiz va aksincha bo'ladi.

Endi S ( X, v ) = К (х ,У )  bo'lishini ko'rsatamiz. Yuqorida yozilgan 
qator yaqinlashuvchi bo'lgani uchun ixtiyoriy musbat £ uchun shunday 
musbat n0 son topiladiki, n > n0 bo'lganda

_. 2
-  <Pk(x )<Pk(y)

b b 

я
bo'ladi. (63) ga asosan

b b

k=n+1
dxdx < б (63)

m  х’У ) - фп(х’У)] dxdy < s
a a

tengsizlik o'rinli bo'ladi, bu yerda

k=\ * n

Ikkinchi tomondan (41) formulaga asosan, yetarli katta n() dan katta 
bo'lgan barcha n lar uchun

b b

л и  х,у)-ф п(х’У)1 dxdy K £
a a

tengsizlik bajariladi.
Agar

n > max ( « 0’ K )

b b
| J [ S (x ,y) -  К ( x , y ) ] 2 dxdy = j ( x , y )  -  Ф„ (x ,y) ■

bo'lsa, u holda
b b



- ( К (х ,у ) -  Ф„ (х , v ))  dxdy < 2 j J [ s ( x ,  у)  -  Ф„ (x ,y)Jdxdy +
a a

b b

+2\JI^(x’у) ~ ф« (x’y ) ldxdy < 4/:.
a a

Sh un day  q i l ib , deya r l i  barcha  { a < x ,y < b | kvadratda 
S (x ,y )  = K (x ,y )  bo'ladi, ya ’ni

K \ x ,y ) ~  2_j 7 (64)
k=\ \

Shu bilan birga, bu qatorning absolyut va x, у o'zgaruvchilarning 
har biriga nisbatan tekis yaqinlashuvchi bo'lishi isbotlandi.

Endi (64) qatorning har ikki o'zgaruvchilarga nisbatan bir vaqtda 
tekis yaqinlashuvchi bo'lishini ko'rsatish qoldi. Buning uchun (62) 
tengsizlikka asosan (61) qatorning tekis yaqinlashish ini ko'rsatish 
yetarlidir. Hozirgina isbotlanganiga muvofiq

x ( X t X ) = Z * №
k=\ \

va К  ( x , x )  funksiya uzluksiz.
Matematik analizdan ma’lum bo'lgan Dini teoremasiga asosan, 

agar qatorning hadlari musbat funksiyalardan iborat bo'lib, qatorning 
yig'indisi uzluksiz funksiya bo'lsa, u holda bu qator tekis yaqinlashuvchi 
bo'ladi. Shu bilan Merser teoremasi to'la isbotlandi.

Izoh. Agar simmetrik yadroning chekli sonda manfiy xos sonlari 
bo'lsa, (64) qatorning yaqinlashuvchi bo'lishini o'zgartirmaydi, chunki

manfiy xos sonlarga mos ^ (•y)^ ( -v) hadlarni chiqarib tashlangandan
A

so'ng, yadro musbat bo'lib qoladi.
Shunday qilib, simmetrik yadro chekli sonda manfiy xos 

sonlarga ega bo'lsa ham, Merser teoremasi o'rinli bo'ladi.

7- §. Xos sonlar va xos funksiyalarning 
ekstremal xossalari

Agar h(y) funksiya oraliqda kvadrati bilan jamlanuvchi
bo'lsa, Gilbert—Shmidt teoremasiga asosan
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Kh = j V (x ,y)h(y)c/y = X  V a (-y ) ,
КС/ ■ Л

Bu tenglikning har ikki tomonini /?(x) ga skalyar ko‘paytiramiz. Bu 
yerdagi qator o 'rtacha yaqinlashuvchi bo'lgani uchun, skalyar 
ko'paytmani hadlab bajarish mumkin:

( K h , h ) = 2
k=l

(h,<pk)
<Pk> h

O'zgarmas (A>%)
A

ko'paytuvchini skalyar ko'paytma belgisidan

tashqariga chiqarib,

(K h ,h )  = Z I
Л,

(65)
A=1 ^

tenglikni hosil qilamiz. Odatdagidek, Aa. sonlar absolyut qiymatlarining 
o'sishi bo'yicha joylashgan bo'lsin, shu sababli, eng kichik absolyut 
qiymatga A, son ega bo'ladi. Bu holda (65) formuladan

1 00 ->
(Kh,h)\< — f E [ ( A’ % ) ] ’

A ,  | A-= l

sonlar /г(х) funksiyaning j ^ ( x ) j  
sistema bo'yicha Furye koeffitsientlari bo'lgani uchun II bobda 
keltirilgan Bessel tengsizligiga asosan

Il2

tengsizlik kelib chiqadi. (/?,%

|(лт>, h) | <

Normalangan /?(x) funksiyalar uchun bu tengsizlik

КKh' h b w v  INI=1 <66)

ko'rinishga ega bo'ladi. /?(x) = ^>,(x) bo'lganda (66) tengsizlikda 
tenglikka erishiladi. Haqiqatan ham, ( x )  funksiya K y x ,y ) 
yadroning A, xos soniga mos kelgan normalangan xos funksiyasi bo'lgani 
uchun

9 , W  = \ K (p
bo'ladi. Oxirgi ifodani <px ( x j  ga skalyar ko'paytirib, quyidagi tenglikka ega 
bo'lamiz:
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Shunday qilib, quyidagi xulosaga keldik. Normalangan funksiyalar 
to'plamida |(Kh, /?)| miqdor щ  ga teng bo'lgan maksimumga ega
bo'ladi. Bu maksimumga h(x) = (p] ( x )  bo'lganda erishiladi.

Endi birinchi m-l xos funksiyalarga ortogonal bo'lgan normalangan 
h (x) funksiyalar to'plamini tekshiramiz:

\\h\\ = l, (h,(pl ) = (h ,(p2) = ... = (h,<pm_l ) = 0 .
Bu holda . .

™ = x ^ W
k=m A k

Yuqorida bayon qilingan mulohazalarni takrorlab, ushbu xulosaga 
kelamiz. Normalangan va К ( x, у ) yadroning birinchi m — 1 ta xos
funksiyalariga ortogonal bo'lgan funksiyalar to'plamida |( KhjA miqdor.

ga teng bo'lgan maksimumga ega bo'ladi. Bu maksimumga
h{x) = <pm(x) bo'lganda erishiladi.

Keltirilgan xulosalar simmetrik yadroning xos sonlari va xos 
funksiyalarini hisoblashda variatsion hisoblash usullarini qoMlashda katta 
ahamiyatga ega.

8- §. Simmetrik integral tenglamalarga keladigan 
integral tenglamalar

Simmetrik yadroli Fredgolm integral tenglamalarining ajoyib xossalari 
berilgan integral tenglamani iloji boricha simmetrik yadroli integral 
tenglamaga keltirish maqsadga muvofiqiigini ko'rsatadi. Ayrim hollarda 
bunday keltirishni sodda usullar bilan amalga oshirish imkoni bo'ladi.

1. Fredgolmning ikkinchi tur integral tenglamalari. Ushbu 
b

q>(x) ( x , ^ )  p ( y ) p ( y ) d y  = f ( x )  (67)
a

integral tenglamani tekshiramiz, bu yerda К (x ,y)  —haqiqiy simmetrik 
yadro va p(x)>  0 bo'lgan [с/, /?] oraliqda aniqlangan funksiya. (67) 

tenglamaning har ikki tomonini у[р (х) ga ko'paytirib, yangi



у/ ( х )  = yjр (х)  <р(х) noma’lum funksiya kiritsak, (67) integral 
tenglama b _____

ii/(x)-?ijL(x,y) w{y)dy = 4 p ( x ) f (x )
a

ko'rinishga keladi, bundagi

L(x,y) = K ( x ,y ) yjp ( x ) p ( y )
yadro simmetrik yadrodir.

L (x ,y ) yadroning xos sonlari лк va xos funksiyalari y/k(x) 
bo'lsin. y/k ( x )  funksiyalarni ortonormal deb hisoblaymiz, ya’ni

= j ’ ’ 1 J ’

\j/k ( x )  = (pk ( x ) - ^ p (x )  tenglikni e’tiborga olsak, K (x ,y )p (y )  
yadroning xos funksiyalari p (x ) vazn bilan ortonormal bo'ladi:

j p (x )  (p; (x)(pj ( x ) dx = « ’ 1 J ’
а у I J '

Mexanikaning bir qator masalalari, masalan, aylanuvchi valning 
kritik tezligi, to'sin (balka)ning ko'ndalang tebranishi va boshqalar 
(67) ko'rinishdagi integral tenglamaga keladi.

Umumiyroq holda, ya’ni yadrosi simmetrik bo'lmagan
b

(p (x )-X ^ K (x ,y )  (p(y)dy = f ( x )  (68)

integral tenglama berilgan bo'lsin. Uni A '(x ,z )  ga ko'paytirib, x
bo'yicha a dan b gacha integrallaymiz, natijada ushbu

b b b
J a T (x ,z )< p (x )c & -  d x $ K (x ,y )  <p(y)dy =

b a
= J^T(x,z)/(x)Jx

a
tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglamaning birinchi qo'shiluvchisida va 
o'ng tomonida x ni у ga, г  ni x ga, ikkinchi qo'shiluvchida esa, x ni г 
ga, z ni x ga almashtirib, uni

ь b
J [ ^  (У’х ) -  AKl (x,y)~)p(y)<ty = x ) f { } ’)dy (69)

ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda



ь
K L(x,y) = ^K(z,x)K(z,y)dz.

К[ (х ,у)  ni К  ( x , v )  yadroning chap iteratsiyalangan yadrosi 
deyiladi. Ravshanki bu yadro simmetrik. (69) tenglamani - 2  ga 
ko‘paytiramiz, so‘ngra (68) tenglama bilan qo‘shib, yangi Fredgolm
integral tenglamasiga ega bo‘lamiz:

b

q>(x)~ Л § К { х ,у )  + K (y ,x )~  XKL(x,y)\p(y)dy  =
a

b

= / { х ) - Ц к  (y ,x ) f ( y ) d y .
a

Bu tenglamaning yadrosi simmetrik bo‘lib, yana Я parametrga ham
bog‘liqdir. Xuddi shunga o‘xshash (68) tenglamaga qo‘shma bo'lgan

b

y (x ) -X ^ K (y ,x )  y/(y)dy = g(x)
a

tenglamaga asoslanib, simmetrik yadroli boshqa
ь

If/(x) -  A J [ ^ ( x , y)  + K (y ,x )  -  AKr [x,y)]// ( y)dy =
a

b

= g{x)-A '\K (x ,y)g(y)dy
a

integral tenglamani hosil qilamiz, bundagi
b

K R(xty )=  j K(x,z)K(y,z)dz
a

yadro К yx,y\ yadroning o‘ng iteratsiyalangan yadrosi deyiladi.
KL va K R simmetrik yadrolarni kiritish, simmetrik yadroli 

integral tenglamalar nazariyasin ing ko'p natijalarin i umumiy 
ko‘rinishdagi tenglamalarga o ‘tkazish imkonini beradi. Shuni yodda
tutish kerakki, har ikki K L va KR yadro musbat bo'ladi, chunki

ь b

№  L(x,y)cp(x)(p(y)dxdy =
a a

b b b 

a a  a
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h b

= d̂z ̂ K (z,x)K (z, y)(p[x)(p(y)dxdy
a a  a

b b

dz > 0,

xuddi shunga o'xshash ifoda K R (x ,y)  yadro uchun ham kelib chiqadi. 
K[ va K R yadrolarning bir xil karrali bir xil sondagi musbat xos 
sonlarga ega bo'lishini ko'rsatish qiyin emas.

Bundan tashqari, agar K L(x,y^j yadroning A 2 xos soniga mos 
xos funksiyasini / ( x )  orqali belgilab olsak,

b

^i{x) = A^K{x,y)y(y)dy  (70)
a

funksiya A ^ (x ,  v ) yadroning o ‘sha A 2 xos soniga mos xos funksiyasi 
bo'ladi. Aksincha, agar //(x) funksiya A^(x ,y )  yadroning A 2 xos 
songa mos xos funksiyasi bo'lsa,

b

y(x)= А^К(у,х)/л(у) dy (71)
a

funksiya KL(x ,y ) yadroning A 2 xos songa mos xos funksiyasi bo'ladi. 
Haqiqatan ham, xos son va xos funksiyalarning ta ’rifiga asosan:

b b b

y(x) = A2 J  K L (x,y)y(y)dy = A2 J  К  (z,x) dz\ К (z,y) y(y)dy.
a a a

Agar (70) tenglikni e ’tiborga olsak, avvalgi tenglikdan
b

y(x) -  A (z,x)//(z)fife
a

tenglik kelib chiqadi. Bu ifodani (70) tenglikka qo'yamiz, u holda:
ь b

//(x) = A2 ^K[x,y)dy ^K(z,y)jLi(z)dz =
a a

b b

-  A2 jp(z)dz jK (x ,y )K (z ,y )dy  -
a a

b

= A J  K R (x, z) /j (z) dz.
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Demak, //(x) funksiya KR ( x , z )  yadroning A2 xos songa mos 
xos funksiyasi ekan. Teskarisi ham xuddi shunday isbotlanadi.

Endi, K L(x,v) va K R(x,y ) yadrolarning spektri

AI
sonlardan tashkil topgan bo'lsin, shu bilan birga

0 < Я, <A2 <A j ...
KR (x , v) yadroning bu xos sonlarga mos ortonormal xos funksiyalari

M (x),v2(x),jU}(x),....,
KL(x,y)  yadroning (71) formula yordamida hisoblangan xos funk­
siyalari

ri(x),y2 (x),r3(x),...
bo‘lsin. Bu oxirgi funksiyalar ham ortonormal sistemani tashkil qiladi. 
Haqiqatan ham,

h h b

JV, (■x)Yj (x )dx = AAj j  J ( v ,x)A '(z ,x)//, (y)tij(z)dxdydz
a a a

b b

= AtAf |^KR (.y ,z )//,. (y)fi. (z)dydz .

H j(y) funksiya K R(y ,z)  yadroning A2 xos songa mos xos funksiyasi 
bo'lgani uchun b

Mj (у) = \k r (y,z)/ij (z)dz
tenglik o'rinli bo'ladi. Bunga asosan, oldingi ifoda quyidagicha yoziladi:

JV, (x)Yj (x)dx = - i  J//. (y)nj (y)dy = 1 ° ’ \Ф 7;
Aj  a  I 1 » l  =  J -

KL va KR yadrolar musbat bo'lgani uchun, ularni asosiy kvadratda 
uzluksiz deb hisoblasak, Merser teoremasiga asosan absolut va tekis 
yaqinlashuvchi

K l ( x . y ) = i Л к ) ,  к Л х,у ) ^ Ф М у1
i-1 Л  /=1 л-

bichiziqli qatorlar bilan ifodalanadi.
2. Fredgolmning birinchi tur integral tenglamalari. Fredgolmning 

ikkinchi tur integral tenglamalari nazariyasidan farqli ravishda, bi­
rinchi tur
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\к ( х , у Ур (у )(1у  = f ( x )  (72)
а

integral tenglamalarini o‘rganishda muhim qiyinchiliklar kelib chiqadi. 
Agar К (x, y) yadro simmetrik bo'lsa, uning Xk xos sonlari va cpk ( x )  
xos funksiyalarini aniqlay olsak, y a ’ni agar (72) tenglamaga mos 
ikkinchi tur

ь
(p(x) -  l \ K ( x ,  j )  (p(y)dy =  f(x)

a
tenglamani to‘la o‘zlashtirgan bo‘lsak, bu holda Gilbert—Shmidt 
teoremasi (72) tenglamani L2 fazoda sodda va mukammal tekshirish 
imkonini beradi. Gilbert—Shmidt teoremasiga asosan (72) tenglamaning 
yechimga ega bo‘lishi uchun /  (x) funksiya К (x, y) yadroning 
w  xos funksiyalari bo4yicha

00 b 
f{x )  = Ydak<pk(x ), ak = \f(x)(pk{x)dx (73)

k=I a

Furye qatoriga yoyilishi zarur. Bu shart bajarilganda (72) tenglamaning 
(pî x) yechimini

oo b

<p(x ) = Z C ^ W ’ Q  = (74)
k=1 a

ko'rinishda izlaymiz. (74) ifodani (72) ga qo'yib, <pk ( x )  funksiyalar 
К (x, y) yadroning xos funksiyalari ekanligini, ya'ni

ь

<Pk{x )  =  \ \ K ( x > y ) P k { y ) d y
a

tenglikni e ’tiborga olsak,

Ck = akXk (75)
tenglik kelib chiqadi. Demak, (74) yoyilmaning koeffitsientlari (75) 
formula bilan aniqlanadi. Riss—Fisher teoremasiga asosan (74)
qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi ushbu

00

2 Ж  (76)
k=1

sonli qatorning yaqinlashishiga bog'liq.



Agar simmetrik К (x, у) yadro xos funksiyalarining 
sistemasi yopiq bo'lsa, К (x, y) yopiq yadro deyiladi. f(x )  funksiya 
L2 [a, bj sinfga tegishli bo'lsin. Endi quyidagi teoremani isbotlaymiz.

Teorema. (76) qator yaqinlashuvchi bo'lgani holda va faqat shu 
holdagina yopiq yadroli birinchi turdagi (72) tenglama yechimga ega 
bo'ladi va bu yechim L2 fa, b] sinfda yagona bo'ladi.

Isbot. (72) tenglamaning kvadrati bilan jamlanuvchi cp(x\ yechim 
mavjud bo'lsin. U holda

О DO
ak = \f(x)pk{x)dx= Jj jx(x,y)<p(y)dy <pk (x)dx =

о  о  ^

= J j\K ( x ^)<Pa (x)dx \<p(y)dy = —  J q>k {y)(p{y)dy

yoki

О

\<р(уУрк(у)<1у = акл к- ill)

Bu tenglikdan ak\  sonlar (p(x) funksiyaning Furye koeffitsientlari 
ekanligi kelib chiqadi. M a’lumki, bu koeffitsientlar kvadratlaridan 
tashkil topgan (76) qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi zarur. Aksincha, 
(76) qator yaqinlashuvchi bo'lsin. Bu holda Riss—Fisher teoremasiga 
asosan, yagona (p{x) e  L2 [а,й] funksiya mavjud bo'lib, bu funksiya uchun 
akAk son lar |^t (x )]  funksiya lar  sistemasi b o 'y ich a  Furye 
koeffitsientlaridan iborat bo'ladi, ya’ni (77) tenglik barcha к (к = 1,2,3,...) 
lar uchun bajariladi. Bu (p{x) funksiya berilgan (72) tenglamani 
qanoatlantiradi. Haqiqatan ham, (p[x) funksiyaning tuzilishiga asosan
/  (x) va ^K{x,y) q>(y)dy funksiyalar К (x, y) yadro xos funksiya­

larining to'la {<pk{x,y)} sistemasiga nisbatan bir xil Furye koeffitsi- 
entlariga ega. Demak, bu funksiyalar L, fazoda aynan bir-biriga teng. 
Shu bilan teorema isbot bo'ldi. Agar К (x, y) yopiq yadro bo'lmasa, 
(72) tenglamaning yechimi yagona bo'lmaydi. Ф, (x), .... Фк (x)
funksiyalar deyarli hamma joyda noldan farqli va barcha \(pk ( x ) ]  
funksiyalarga ortogonal bo'lib, ^ ( x )  funksiya (72) tenglamaning 
yechimi bo'lsin. U holda
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^ ( х )  + £ С , Ф ; ( х )
/=|

funksiya ham (72) tenglamning yechimi bo'ladi va aksincha, bu yerda 
С — ixtiyoriy o'zgarmaslar.

Misol uchun (72) tenglamaning yadrosi ushbu

(1 - x ) y ,  Q<y<x<\,  
A ' ( l - y ) ,  0  < .У < ^ < 1 

funksiyadan iborat bo'lsin, ya’ni tenglama
i

,y)< p{y)dy = f { x )
о

ko'rinishga ega bo'lsin. Bu tenglamaning yadrosi simmetrik va 
Xk =(кк)2 sonlar (pk(x) = yf2smk7rx, k = 1, 2 ,..., funksiyalar uning 
xos sonlari va xos funksiyalaridan iborat bo'lishini tekshirib ko'rish 
qiyin emas. Bu tenglama

GO CO ~  I

^ а 2кЛк = кл^ { к 2ак) , ak = j / (x )s in  knxdx
k=I A=1 0

qator yaqinlashuvchi bo'lgan holda va faqat shu holdagina L2 sinfda 
yagona yechimga ega bo'ladi. Bu shart haqiqatan juda ham og'ir 
shartdir.

9- §. Oddiy differensial tenglama uchun chegaraviy 
masalani integral tenglamaga keltirish

n- tartibli koeffitsientlari va ozod hadi uzluksiz bo'lgan ushbu

Ly = a0 [X)^ T  + a\ ( X) ^ T  + -  + a «-' ( x ) ^  + a» ( v)-v = F (X) <78) 

chiziqli differensial tenglamaning

у  (a) = c0, у  (a) = c,,..., y {n~x) (a) = cn_,
boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasi
I bobda Volterraning ikkinchi tur integral tenglamasini yechishga 
keltirilgan edi. Bu tenglama asosiy (a, b) oraliqning har ikki x = a va
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х = b chetida qo'shimcha shartlar berilganda, umuman aytganda, 
Fredgolm integral tenglamasiga keladi. Bunday qo'shimcha shartlarning 
juda ham umumiy sinfini 2 n ta

y (a ) ,y (a ) , . . . , y (n ])(a); y (b ) ,y  (b),...,y{n 0 (/>)
miqdorning n ta chiziqli kombinatsiyasi avvaldan berilgan qiymatlarini 
qabul qiladi deb hosil qilish mumkin, ya’ni

Y J aijy {j\ a ) - Y J bi/ j) (b) = ci , / = 0,1, . . . ,/ 7 -1 ,  (79)
7=0 j =0

bu yerda a.,, b.., c. — berilgan o'zgarmaslar. Ravshanki, barcha a va 
b.. biror / uchun nolga teng bo'lmasligi kerak. Umumiylikka ziyon 
yetkazmay, c = ct = ...= cn_ = 0 deb hisoblab, bir jinsli

Y J aij y i,\ a )  = Y Mbjjy (l\ b ) ,  / = 0 ,1 , . . . ,/ 7 -1  (80)
7=0 7=0

chegaraviy shartlarni qarash mumkin. Haqiqatan ham, agar у  (x) funksiya 
(78) tenglamaning (79) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi 
bo'lib, f g (x) funksiya n marta differensiallanuvchi va (79) shartlarni 
qanoatlantiruvchi ixtiyoriy funksiya bo'lsa, у (x) = f 0(x) + z (x) desak, 
г (x) funksiya (80) chegaraviy shartlarni va o'ng tomoni boshqa 
funksiyadan iborat bo'lgan (78) tenglamani qanoatlantiradi. (78), (80) 
masala Fredgolm ikkinchi tur integral tenglamasiga ekvivalent bo'ladi. 
Bu fikrning to'g 'riligini ko'rsatish maqsadida qo'shma operator 
tushunchasini kiritamiz. ak (x), k= 0,1, n koeffitsientlar tekshi- 
rilayotgan oraliqda n — к tartibgacha hosilalarga ega bo'lsin.

Ly operatorga qo'shma operator deb, ushbu

\/t ( i d  ( aoz ) i 1 \"--i d t \ t \

operatorga aytiladi.
Agar L = M bo'lsa,/. operatorni o'zi-o'ziga qo'shma operator 

deyiladi. Bundan keyin biz eng muhim n=2 hoi bilan chegaralanamiz. 
n>2 bo'lgan hoi oddiy differensial tenglamalar darsliklarida bayon 
qilinadi. Ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglamani hamma vaqt 
o'zi-o'ziga qo'shma ko'rinishga keltirish mumkin. Buning uchun, 
tabiiy bo'lgan а0(х)ф 0 shart bajariladi deb hisoblab, (78) teng­
lamani (n = 2) p (x) a0(x) funksiyaga ko'paytiramiz, bunda
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р(х)
J-
al(*)

>(*)
dx

Bir jinsli bo'lmagan chiziqli differensial tenglamani kvadraturalarda 
bir jinsli tenglamaga keltirish mumkinligini e ’tiborga olib, F ( x )  = 0 
deb hisoblashimiz mumkin Shunday qilib, o'zi-o'ziga qo'shma

L y { x ) a i
p ( x )

dy_
dx

tenglamaga ega bo'lamiz, bu yerda:

q(x) = p(x)

+ q(x)y = 0 

a2(x) 
д „ ( х )

(81)

Quyidagi ayniyat o'rinlidir:

z ( x ) L y ( x ) - > > ( x ) L z ( x )  =

d
dx p{*)

Agar ushbu
dx dx

(82)

4 [ у { х )]  = ая у ( х ) + а пу'{х )>

Bi 1 Ф ) ] = + bnу  (*)> * = ° Д
differensial operatorlarni va qisqacha

> д [ Я * о ) ] = { в ' Ь М ] } „x=x0

belgilashlarni kiritsak, (80) chegaraviy shartlarni sodda

4 [ y ( a )~\ = Bi [ y ( b )~\> / = 0’ 1 <83>
ko'rinishda yozib olish mumkin.

(81) tenglamaning (83) shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini 
topish masalasi, qisqacha, (81), (83) masala, umumiy holda faqat 
trivial у (x) = 0 yechimga ega bo'ladi. Haqiqatan ham, agar yl (x) 
va y2 (x) funsiyalar (81) tenglama yechimlarining fundamental 
sistemasini tashkil qilsa, uning umumiy yechimi
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>’(x) = C|V,(x) + C2̂ 2(x)
ko'rinishda yoziladi. C, va C2o'zgarmaslarni (83) chegaraviy shartlarga 
asosan aniqlash masalasi ushbu

Ci {■А[Ух ( ‘« ) ]  -  Bo[Ух (•&)]} + Q  {.4 , [y 2( c i ) ] - В,[y 2( 6 )]} = 0 ,

Q  {А [Ух M ]  -  Я, [У, (&)]} + С2{А [y2(a)] -  В, [ v2(A)]} = 0.

bir jinsli algebraik sistemaga keladi. Umumiy holda 

д =  A [ v , ( « ) ] - ^ o [ v , ( ^ ) ]  A^[y2( a )\ -B ,[ y 2(b)\

А [у  M ]  -  5 1 \_У\ (6 )] А \_Уг (« ) ]  -  B\ [y2 (*)]
bo'lgani uchun bu sistema, umuman aytganda, faqat C = C =  0 
yechimga ega bo'ladi.

Bundan keyingi mulohazalarimizda A ^ 0 deb hisoblaymiz. (81) 
tenglama o'rniga A parametmi o'z ichiga olgan ushbu

Ly(x) + A r(x )y (x )= -^ p{x)i + \jj(x) + Ar(x)\ v = 0 (85)

tenglamani tekshiramiz.
(85), (83) masalani odatda Shturm—LiuviU masalasi deyiladi.
A ning qanday qiymatlari uchun (85), (83) Shturm—Liuvill masalasi 

trivial bo‘Imagan yechimlarga ega bo'ladi? — degan savol tug'iladi.
Bu savolni o'rganish matematik fizika, mexanika va boshqa soha- 

larda muhim ahamiyatga ega bo'lib, uni Fredgolmning ikkinchi turdagi 
integral tenglamasini tekshirishga keltirish mumkin. Shu maqsadda (82) 
Grin formulasidan va (81), (83) masalaning Grin funksiyasidan 
foydalanamiz.

Bu masalaning G(x,g) Grin funksiyasi x o'zgaruvchining va 
£ (a  < £ <b) parametrning funksiyasi bo'lib, quyidagi uchta shartni 
qanoatlantiradi:

1. G (x ,£ ) Grin funksiyasi x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida 
x = E, nuqtadan tashqari (a, b) oraliqning barcha nuqtalarida (81) 

tenglamani qanoatlantiradi;
2 . G (x,£) funksiya har ikki (83) chegaraviy shartlarni qanoat­

lantiradi;
3. G (x ,£ ) funksiya barcha a< x< b  oraliqda uzluksiz, uning 

Gv (x ,£ ) hosilasi esa, a<x<%  va £ < x < b oraliqda uzluksiz bo'lib, 
x  = £ nuqtada chekli uzilishga ega , ya’ni
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p($Y
(86)

Agar biz (81) tenglama yechimlarining fundamental sistemasini 
topishni bilsak, u holda Grin funksiyasini osongina tuzishimiz mumkin. 
Buning uchun

G { x£ )
СМ)У\{х ) + С2(%)у2(х), a<x<%,  
D \^)y\x)  + D2(^)y2(x), %<x<b,

deb belgilash yetarli, bu yerdagi to'rtta C , (£ ) ,C 2(£ ), D, (£ )  va 
A ( ^ )  n o m a ’ lum fu n ks iya la rn i (83) ch egarav iy  sh art la r ,  
G(£ + 0,£) = G (£ - 0 ,£ )  uzluksizlik sharti va (86) shartdan foydalanib 
aniqlash kerak. Bu to'rtta munosabat quyidagi bir jinsli bo'lmagan 
chiziqli algebraik sistemaga olib keladi:

с ^ ) А Ы а ) ] + с 2Ш Ы а ) ] - ° ^ ) в Ы ь) У
- а ( ^ ) я 0 [ у 2( б ) ] = о ,

С, (<f) A, [ у ,  {a)] + C2(Z)A, [ y 2 H ]  -  Д  ({)B, [y, (6 ) ]  -

- d 2( # ) b , [ > 2( 6 ) ]  = 0 ,

- C 1( | ) y 1( f ) - C 2( | ) y 2 (|)  + D , ( | ) y , ( # )  + D2(f)>>2( 5 )  = 0,

- с , К ) л й ) - с 2 ( 5 ) л ( ? ) +

+ Д ( ‘5 ) л ( ? ) + о 2 ( 4 ) л Ш :

Bu sistemaning determinanti

^ ( f )

Л', ( )  y i ( l )

ga teng va (84) ga asosan u noldan farqli bo'ladi. Shunday qilib, 
C ,(£ ), C\(£), £>,(£) va A ( £ )  koeffitsientlar birma-bir aniqlanadi. 
Endi z ( . y )  = G(x,d;) deb olib, (82) ayniyatning har ikki tomonini
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asosiy (a, b) oraliq bo'yicha integrallaymiz. L G (x ,£) = 0 tenglikni 
e ’tiborga olib,

°^G(x,g)Ly(x)dx= w  c\dy  t \dG(x^ )
G{x^ - y{x)^ r

dx

tenglikni hosil qilamiz. G’ ( x,l;)  funksiyaning uzilishga ega ekanligini, 
ya’ni (86) formulani e ’tiborga olsak, ushbu

J-^ [p (x)y(x)G* {x^)]dx = [ p (x)y  ( x ) G ;  (*,#)]* -

-p(Z)y(Z)[G'*(Z + 0>Z)-G',(Z-o,t)
= [p(x)y(x)G'x(x,£)]ba + y(£)

munosabatga ega bo'lamiz. Bunga asosan

О , Jf dy dG л
-У { ь ) .  (87)

Bu formulani soddalashtirish mumkin. Shu maqsadda (87) formulaning 
o‘ng tomonidagi birinchi qo'shiluvchini, G(x,< )̂ vaqtincha z (x) 
o'rniga yozib, quyidagi ko'rinishda yozib olishimiz mumkin:

p (x ) dv dz z ——  у —
V dx ' dx P ( a )

у (a) z(a ) 
у (a) z ( a ) p {b )

y(b) z(b) 
y(b ) z(b)

■(88)

Determinantlami ko'paytirish qoidasiga asosan (biz yo'llarni ustunlarga 
ko'paytiramiz) ushbu

aoo °01 v ( a ) z(<j) A > ( « ) л [ Ф ) ]

«10 a\ 1 У ( я ) z'(f l) 4 [ - ( " ) ]

*00 *01 я * ) z(A) [ > ( * ) ’

*10 *11 z ' (6 ) B, B ,[ z ( 6 ) ]

tengliklar o'rinli bo'ladi.
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Agar у (x) va г (x) funksiyalarning ikkalasi ham (83) chegaraviy 
shartlarni qanoatlantirsa, avvalgi tengliklarning o'ng tomonidagi 
determinantlar bir-biriga teng bo'ladi.

aoo aQ\ -
0̂0 0̂1= a,

a\o au 1̂0 К
= b

deb belgilab, ushbu

a _y{a)z ( a ) - у  (a)z(a)\ = b[y(b)z (Ъ )-у  (b)z(bj\
tenglikka ega bo'lamiz.

Agar

ap(b) = bp(a)  (89)

shart bajariladi deb hisoblasak, odatda bu shartni o'zi-o'ziga qo'shma 
chegaraviy shart deyiladi, (88) ifoda nolga teng bo'ladi. Shu sababli, 
г (x) o'rniga yana G (x,£) yozsak, (87) tenglama sodda

n

\G(x,$)Ly(x)dx = -y(%) (90)

ko'rinishga keladi.
Shunday qilib, (90) tenglamada Ly (x) o'rniga (85) ga muvofiq 

-Ar(x)y(x)  ifodani qo'ysak, (85), (83) masala Fredgolmning qu­
yidagi bir jinsli ikkinchi tur integral tenglamasiga keladi:

b

y (€ ) -A jG (x ,g ) r (x )y (x )d x  = 0 . (91)
a

Bu tenglamaning yadrosi simmetrik emas. Lekin Grin funksiyasi 
G (x ,£) simmetrik funksiyadir. Haqiqatan ham, (82) Grin formulasida

y(x)  = G(x,g), z(x) = G(x,y)  ( £ * 77)
desak, (87) formulani hosil qilgandagi mulohazalami qaytarib, ushbu 

0 = [ p ( x ) {G(x , rj)G'x (x£) -  G (x , £ )Gx ( x , ??)}]* +

+ G(£,ti) - G ( ti,Z)
tenglikka ega bo'lamiz. Agar (89) shart bajarilsa, G (x ,£ ) ham, 
G (x,/ ;) ham (83) chegaraviy shartni qanoatlantirgani uchun avvalgi 
tenglikning o'ng tomonidagi birinchi qo'shiluvchi nolga teng bo'ladi.
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Shuning uchun

G (£ i?) = G(>7,£).
Bizga shu bobning 8- § idan ma’lumki, agar

r ( . r )  > 0 (92)

(agar r (x) < 0 bo'lsa, r (x) ni -  r (x) ga va A ni - A  ga almashtiramiz) 
bo'lsa, yangi

y(x)yjr(x)  = (p(x) (93)

funksiya kiritib, simmetrik

K (x ,y)  = <Jr(x)r(y) G(x,y)  (94)

yadroli
b

(p(x)-A ^K(x,y)[p{y)dy = Q
a

tenglamaga ega bo'lamiz. Shunday qilib biz quyidagi natijaga keldik: 
Agar p (x) > 0 bo'lib, (84), (89), (92) shartlar bajarilsa va (94) 

yadro kvadrati bilan jamlanuvchi bo'lsa, и holda (85), (83) Shturm- 
Liuvill masalasi A parametrning faqat sanoqli sondagi haqiqiy 
Al,A2,A3,... qiymatlari, chunonchi, (94) simmetrik yadroning xos sonlari 
uchun trivial bo'lmagan yechimlarga ega bo'ladi.

Har bir xos songa (85), (83) masalaning ко‘pi bilan ikkita chiziqli 
bog'liq bo ‘Imagan yechim lari to ‘g'ri keladi, bu yechim lar berilgan yadroning 
xos funksiyalari bilan (93) tenglik yordamida bog'langan bo'ladi.

Bitta ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglamaning ikkitadan 
ortiq chiziqli bog'liq bo'lmagan yechimlarini topish mumkin bo'lmaganligi 
sababli, (94) yadro barcha xos sonlari ko'pi bilan ikki karrali bo'ladi. 

Misol. Ushbu

Ly(x) = d ]  ~ у (х) = / М .

>-(0 ) = 0 , y ( l )  = 0 
chegaraviy masala yechilsin. Bu masalaning Grin funksiyasini tuzamiz. 
Bir jinsli

^ - y ( X) = 0
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tenglama e' va e x chiziqli bog'liq bo'lmagan yechimlarga ega. Shuning 
uchun uning umumiy yechimi

y(x)  = Cle' + C2e-'
ko'rinishda yoziladi. G (x,%) Grin funksiyasi x<% va X>E da 
berilgan tenglamaning yechimi bo'lgani uchun uni quyidagi ko'rinishda 
ifodalaymiz:

С(*,<*) = С ,(< Г )е '+ С 2( ф - \  0 < x  <£, 

G(x,Z) = D ^ y  + D2(4)e-\ 4 < x < l .
Grin funksiyasining 2- shartiga muvofiq

G ( 0 , f )  = 0, G ( 1 , | )  = 0
bo'lishi kerak. Bunga asosan

C ,(# )  + C , ( # )  = 0.

D ^ ) e + D 2^ ) e ' =  0
tengliklarni hosil qilamiz. Grin funksiyasi x = £ bo'lganda uzluksiz 
bo'lgani uchun

C, ( t y  + C2 ( f)e - f  = D, ( t y  + D2 (Z)e<
va nihoyat, Grin funksiyasining 3- shartiga asosan

A  ( I K ‘ -  D2 -  [ c ,  ( 4 У  ~ C2 (Z)e-S] = - 1  .

Yuqoridagi to'rtta munosabatdan noma’lum C ,(£ ) , C2(£ ), £>,(£) 
va A ( £ )  funksiyalarni aniqlasak, Grin funksiyasi ushbu

G ( x , ? )  =

shxsh(E, - 1) 

sh\ 
sht,sh(x - 1) 

sh\
£ < jc < 1

ko'rinishga ega bo'ladi.
Grin funksiyasi ma’lum bo'lgandan so'ng, berilgan masalaning 

yechimi, darhol, (90) formula orqali topiladi.
Ayrim hollarda bir jinsli bo'lmagan simmetrik integral tenglamani 

oddiy differensial tenglama uchun bir jinsli bo'lmagan chegaraviy 
masalaga keltirish mumkin.
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Integral tenglamaning yadrosi К (x, y) biror chiziqli differensial 
operatorning Grin funksiyasidan iborat bo'lgan holdagina bunday qilish 
mumkin. Buni bir misolda ko'rsatamiz.

Misol. Ushbu

q>(x) -  A j  AT (.v, v) <p(y)dy = с
0

integral tenglama yechilsin, bu yerda:

shx sh( y - 1)

(95)

£ (* ,>>) =
sh\ 

shy sh(x - 1) 
sh\

Yechish. (95) tenglamani

,  0 < x < y ,  

, y<x<  1.

(p(x) = ex + J shy(p(y) dy + ~ 1)<pM d>’ (96)
Я shx

sh\ sh\
ko'rinishda yozib olamiz. (96) tenglikni ikki marta differensiallaymiz:

Ackx, 4 r A c h lx - 1) | 
<p'( x) = ex + v ’ 1

sh\
^shycp(у  )dv + C |Y J.v/7 ( v -  I )(p( v ) dy,

. . v A sh (x -\ )xr 
(p"(x) = e + -  v z r̂ shy<p ( v ) dy + j"s7?(v -\yp{ у ) dy +

sh\ sh\

+- _ l W 4
sh\ shl

(96) va oxirgi tenglikdan

(p"(x) -  (p{x) + Л<р(х) 
tenglama hosil bo'ladi.

(96) da x = 0 va x — I desak, ^ ( 0 ) = 1, cp{\) = e bo'ladi. 

Shunday qilib, izlanayotgan ^ (  v) funksiya

(p'\x) -  (A  + l ) ^ ( x )  = 0, (97)
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<р( 0 )  = 1, <р(1) = е, (98)

chegaraviy masalaning yechimidan iboratdir.
Quyidagi hollarni tekshiramiz:
1) A + 1 = 0 , ya ’ni A = - l .  (97) tenglama <p”(x) = 0 ko'ri­

nishga ega bo'lib, (p(x)= Cpc + C2 funksiya uning umumiy yechimi 
bo'ladi. (98) chegaraviy shartlarga muvofiq C, va C2 noma’lumlami 
aniqlash uchun

C2 — 1,
Cj+ C2 = e,

sistemani hosil qilamiz, bundan C, = e~ 1, C, =1 .
Demak,

(p (x ) -[e -\ )x  + \.

2) A + 1> 0, ya'ni A> —\(A Ф 0). (97) tenglamaning umumiy 
yechimi

(p(x) = C , c W 'A +) x + C2shyjA +1 x

bo'ladi. (98) chegaraviy shartlarga asosan Ct va C2 noma’lumlarni 
topamiz:

r, _ ,  r, e -  chyjA + 1

1 ’ 2 ~ ^ W I T T  •
Ma’lum bo'lgan

sh ( x  — у ) = shxchy -  chxshy 
formulani e'tiborga olsak, noma'lum (p(x) funksiya ushbu

( x chjA  + \(\-x) + e ■ shy/A + lx
• ^  ^ ~ Ш Т \

formula bilan aniqlanadi.
3) Л. +1 < 0, y a ’ni A <- \ .  A + \ = -ju 2 deb belgilab olsak, 

(p(x) = Cj cos//x + C2 sin//x funksiya (97) tenglamaning umumiy 
yechimi bo'ladi. (98) chegaraviy shartlarga asosan Ct va C, o'zgar­
maslarni aniqlash uchun
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С, = 1, С, cos /л + С, sin /I -  е, (99)

sistemaga ega bo'lamiz. Bu yerda o'z navbatida:
a) // son sin // = 0 tenglamaning ildizi bo'lmasin. U holda,

e - c o s ^  
sin /и

с — COS fl
va natijada ^ ( x ) ~  COS//XH 7 sin/yx,

sin. JH
bu yerda fj. = yj—A - 1  .

b) ju son sin// = 0 teng lam aning ildizi bo 'ls in , y a ’ni 
^  = nn(n = 1, 2 , . . . ) .  (99) sistema birgalikda bo'lmaydi, natijada beril­
gan integral tenglama yechimga ega bo'lmaydi. Bu holda mos

1
<p(x) + (l + « V )  к  (x,y)cp(y)dy = 0  (100)

0
bir jinsli tenglama trivial bo'lmagan yechimga ega bo'ladi, ya ’ ni 
An = + n2n 2j  so n la r  ( 100) ten g lam an in g  xos so n la r i ,  
(pn ( x )  = sin птгх funksiyalar esa, xos funksiyalari bo'ladi.

Mashqlar. Quyidagi simmetrik integral tenglamalar yechilsin:
1

1. (p(x)~ A\K(x,yyp(y)dy = x, 
bu yerda

к [х,у ) М у ~ х\
[ . y ( x - l ) ,  У < х < 1 .

Javob. Ап= - 7Г2п2 -  xos sonlar, (pn ( x )  = sin ;r ;rax  — xos 
funksiyalar. Agar A ^  An bo'lsa.

n+\
sin пкх.( \ ^ V  ( 0<p(x) = x -----2^-Tn-----2 2\

л^~\пуА + п /г J

1
2. <p(x)-A  >yyp{y)dy = costtx,
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К ( х , у )  =

bu yerda:

( x  + l ) j ,  0 < x  < j;, 

(_y + l )x ,  y < x <  1.

Javob. A0 = 1, An = -n~Kl (n = 1,2,...) — xos sonlar,

cp() ( x )  = e : , (pn ( .r) = sin nnx + nxcosnxx  (n = 1, 2 ,..) — x o s  
funksiyalar.

Agar At) Ф 1, An Ф —n~K" (/7 = 1,2,...) bo'lsa, u holda tengla­
maning yechimi

1 + в ex к
\л-к~ A — \ 2 (а + л 2)

<p(x) = cos/rx + A

ko'rinishda bo'ladi.
i

3. (p(x) + И  x,y)(p(y)dy = xex,
о

bu yerda

S i n T T X  +  Z T C O S ^ X

K (x ,y )  =

shxsh^y - 1 )  

sh\
shysh(x - 1 )  

sh\

, 0 < x  < y,

, у  < X < 1.

Javob. <^(x) = 2 e x -  2 + ( 2  -  e)x.

4.

bu yerda

2

<p(x)-2fK(x,y)p(y)dy -  cos2x ,

K (x ,y)  =
sinxcosj^, 0<x<>>,

Л
sm_ycosx, v < x < — .

2
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2sin>/3

Javob. <p(x) = 3 c o s 2 x  + -------------j=

/ ; г л 
x  —  

v __ 4 j
n

sin
4

i
5. q>(x) -  (x,yyp(y)dy  = shx,

о

bu yerda

—e~yshx, 0  < x < y,
K(x ,y)  =

-e xshy, у  < x < 1.

, ч e ■ sh\[l x 
Javob. V (x ) = _  j =.

shyJ2 +\l2chy/2

185



VI BOB. SINGULYAR INTEGRAL TENGLAMALAR

1- §. Umumiy mulohozalar va misollar

Ushbu

ь
(р{х)-Ц к(х,у) (p(y)dy = f{x)  (1)

Cl
integral tenglamani qaraymiz. Agar (1) tenglamaning yadrosi К (x, y) 
asosiy |a < x,у < b} (a, b cheksiz ham bo'lishi mumkin) kvadratda 
kvadrati bilan jamlanuvchi bo'lsa, ya ’ni

ь b
^ K 2 [x,y) dxdy < +oo (2 )

a  a

tengsizlik bajarilsa, u holda (1) tenglama uchun Fredgolmning teo- 
remalari o'rinli bo'ladi. Xususan, (1) tenglamaning spektri, ya ’ni xos 
sonlarining to'plami diskret bo'lib, har bir xos songa chekli sondagi 
xos funksiyalar mos keladi (xos sonlar chekli karrali bo'ladi).

Agar (2) shart bajarilmasa, (1) integral tenglamaning spektri 
uzluksiz bo'lishi mumkin, ya’ni xos sonlar butun oraliqni to'ldirishi 
mumkin va xos sonlar cheksiz karrali bo'lishi mumkin.

Bu aytganlarimizni misollarda ko'rsatamiz.
Quyidagi Lalesko—Pikar tenglamasini tekshiramiz:

oo
<p(x) -  /I J e^ A(p{y)dy = / (*) . (3)

—oo

Bu tenglamaning yadrosi K {x ,y ) = e~ ^  (2) shartni qanoat- 
lantirmaydi, u cheksiz normaga ega bo'ladi. Haqiqatan ham,

00 oo oo 00
| | e x̂ ^dxdy -  J  dx J  e ^ ^ d y  =

—oo —oo

CU X  OO

= Jtffr je~2xe2' dy + je2xe~2'dy
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(3) integral tenglamani

X оо
е '  J e'<p(y)dy + е‘ Je ytp(y)dy = f  w

ko'rinishda yozib olamiz. Agar / (x) va (p(x) funksiyalar ikki marta 
uzluksiz differensiallanuvchi bo'lsa, berilgan tenglama

(P ( * )  + ( 2Л  -  l )^ (x )  = f" (jf) -  / ( * )

oddiy differensial tenglamaga ekvivalent bo'ladi. Bu tenglamaning 

/ ( x )  = 0 bo'lgan holdagi umumiy yechimi

(p(x) = CxeMX + C2e /их (4)

ko'rinishga ega bo'ladi, bunda /л =у1\ -2А  , CX,C2 esa ixtiyoriy 
o'zgarmaslar. (3) tenglamaning chap tomonidagi integralning mavjud

bo'lishi uchun |Re /J| < 1 bo'lishi, haqiqiy A lar uchun A> 0 bo'lishi 
zarurdir.

Demak, haqiqiy sonlar sohasida (3) tenglamaning spektri 
0 < Я < со oraliqdan iborat. Bu oraliqning har bir nuqtasi (3) tenglama 
uchun ikki karrali xos son bo'ladi, ya ’ni har bir / l e ( 0 ,°o) ga ikkita

chiziqli bog'liq bo'lmagan silliq eMX va e~flx xos funksiyalar mos 
keladi. Ammo, ishonch hosil qilish qiyin emaski, bu xos funksiyalar

L, (-oo, + oo) sinfga tegishli bo'lmaydi. Л>— bo'lganda (4) ga asosan

sin <j2A-\x, coSyj2A-\x lar xos funksiyalar bo'ladi, Я da 

(p(x) = c, + c2x ga ega bo'lamiz.
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Shunday qilib, bolganda ( — oo, + co) oraliqda chegara-

langan xos funksiyalar mavjud bo'ladi, lekin ular Z2(-oo,+ oo) sinfga 
tegishli bo'lmaydi. Bu misoldan integral tenglamaning yechimi qaysi 
sinfdan izlanishi muhim ekanligi ko'rinayapti.

Yana bir misol ko'ramiz. (p{x) funksiya [0,°o) oraliqda absolyut
integrallanuvchi uzluksiz bo'lib, Ox o'qning ixtiyoriy chekli oralig'ida 
chekli sonda maksimum va minimumlarga ega bo'lsin. Bu funksiya 
uchun Furyening kosinus-almashtirishini tuzamiz:

' 2 +x

0
<P\(t) = \cp(x)costxdx.

U holda

<p(x) = J — jV, (/) costxdt  

Bu ikki formulani qo'shib,

'2  + /

к

12
<p(x)+(pI ( * )  = J— J [ ф(>’) + (P\ (y)]cosxydy

о

'2 

к
tenglikni hosil qilamiz, ya’ni yuqoridagi shartlarni qanoatlantiruvchi 

cp(x) funksiya ixtiyoriy tanlanganda ^ ( x )  = (p{x) + <py(x) funksiya,

A= j 2/̂ _ xos qiymatga mos

-|-ou

y/(x) = X^y/(y)cosxydy (5)
о

integral tenglamaning xos funksiyasidan iborat bo'ladi. Demak, (p{x)

ixtiyoriy funksiya bo'lgani uchun, A ning ko'rsatilgan qiymatida (5) 
tenglama cheksiz ko'p chiziqli bog'liq bo'lmagan xos funksiyalarga 
ega bo'ladi.

Masalan, ^>(x) = <?“"' (<7 > 0 ) bo'lsin. Bu holda
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Shu sababli

y/(x) = (p(x) + (px (x) = e~ax + ^
a

a 2 + x 2
(6 )

^"(x) funksiyaning bu qiymatini (5) tenglamaga qo'yamiz

2 r a  cos xy12 a
e + \ l ------- ------- -  = /lк  a  + x

f  - e v  Z f t / C O S  XV . e c o s x ^ + J — —------а  у
о ’ ЧЛ j a~ + y~

Bu tenglikning o'ng tomonidagi integrallarning qiymatlari ma’lum:

+ 00 +C0
COS XVa r cos xv , 7i _ax

-----7 , —-— '—d y  =— e
a  + x * a  + у  " 2 a

Demak, avvalgi tenglikdan

e ' “  + J -  = *\ 7Г a" + x~
e л------------

2 ci + x' /

tenglik kelib chiqadi. Bundan, agar Л = bo'lsa,

4/(x) = e “r + . l - - A ^ * 0
л  a  + x

funksiya (5) integral tenglamaning yechimi ekanligiga ishonch hosil

qilamiz. Shunday qilib, Л = ^ 2 /  son (5) tenglamaning xos soni 

bo'lib, ^ ( x )  funksiya mos xos funksiya bo'ladi. a > 0 — ixtiyoriy



haqiqiy son bo'lgani uchun Л = xos songa cheksiz ko‘p chiziqli

bog'liq bo'lmagan (6) xos funksiyalar to'g'ri keladi.

2- §. Koshi tipidagi integral

1. Koshi tipidagi integral ta ’rifi va misollar. Kompleks o'zgaruvchili 
г  tekisligida L — silliq yopiq egri chiziq bo'lsin. Ma’lumki, silliq egri 
chiziq yoki silliq kontur deganda, o'zi-o'zi bilan kesishmaydigan, 
urinmasi uzluksiz o'zgaradigan va qaytish nuqtalariga ega bo'lmagan 
yopiq yoki ochiq chiziq tushuniladi. L egri chiziq bilan chegaralangan 
sohani D+ orqali, D+ + L ning barcha kompleks tekislikkacha 
to'ldiruvchisini D~ orqali belgilaymiz.

Agar f  (z) funksiya D+ sohada analitik va D+ + L da uzluksiz 
funksiya bo'lsa, kompleks o'zgaruvchili funksiyalar nazariyasidan 
ma’lum bo'lgan Koshi formulasiga asosan:

Agar f  (z) funksiya D sohada analitik, D + L da uzluksiz bo'lsa, 
u holda

Koshi formulasi, agar funksiyaning soha chegarasidagi qiymati ma’lum 
bo'lsa, uni sohaning ixtiyoriy nuqtasidagi qiymatini hisoblashga imkon 
beradi; qisqa qilib aytganda Koshi formulasi analitik funksiyalar uchun 
chegaraviy masalani hal qiladi. (7) va (8) formulalar chap tomonidagi 
integral Koshi integrali deyiladi.

Endi L yopiq yoki ochiq silliq chiziq, Г uning nuqtalarining

kompleks koordinati va ^ ( r )  bu chiziqdagi uzluksiz funksiya bo'lsin.

(7)

(8)

U holda

(9)
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integral Koshi tipidagi integral deyiladi, (p( г ) funksiya uning zichli-
1

gi, -------  esa, yadrosi deyiladi.
т -  z
Ravshanki, Ф ( г )  funksiya L egri chiziqning nuqtalaridan tash-

qari barcha kompleks tekislikda analitik funksiyadir, shu bilan birga

Ф (  oo) = 0 . Demak, L chiziq Ф (^ )  funksiya uchun maxsus chiziq
bo'ladi. Koshi tipidagi integralning z nuqta L egri chiziqqa yaqin- 
lashganda va unda yotgandagi holati to'g'risidagi muhim masalalarni 
keyinroq bayon qilamiz.

Agar L — ochiq egri chiziq bo'lsa, Ф ( г )  maxsus L chiqiqqa 
ega bo'lgan barcha tekislikda analitik funksiya bo'ladi. L — endi yopiq 

egri chiziq bo'lsin. Bu holda Ф ( г )  ikkita mustaqil funksiyaga ajraladi: 

1У sohada aniqlangan Ф +( г )  va Lr soha nuqtalari uchun aniqlangan

Ф ( z ) .  Bu ikkita funksiya, umuman aytganda, biri ikkinchisining
analitik davomi bo'lmaydi.

Bir-birini to'la tekislikka to'ldiruvchi IT, D~ sohalarda ikkita

mustaqil Ф +( 2 ) ,  Ф ” ( г )  ifodalar bilan aniqlanadigan Ф ( г )  analitik 

funksiyani odatda bo‘lak-bo‘lak analitik funksiya deyiladi.

1- misol. L =ab yoy, ^>(z) = l bo'lsin. Bu holda

. v 1 e dr  1 , b - z  1 , z - b
0 ( z )  = -----  ------- = ------ In-------- = ------ In-------- ,

2/r/ \  t — z 2ni  a -  z  I n i  z -  aab
bu yerda

z - a  a - z  
deb, ab yoy bo'yicha kesilgan tekislikda analitik, cheksizlikda nolga 
aylanuvchi funksiya tushuniladi.

2- misol. L-|z| = l birlik aylana, <р(г ) = ~7 bo'lsin. U
r ( r  -  2)

holda
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D+ sohada ----- — funksiya analitik, — esa, D da analitik va
z -  2 z

cheksizlikda nolga aylanadi. Shuning uchun ham avvalgi tenglikdagi

birinchi integral (7) formulaga asosan z e  D+ uchun —-— ga teng,
z - 2

ikkinchi integral esa (8) formulaga binoan z e  D~ uchun ga
z

teng, z e  D+ uchun esa nolga teng. Bundan

< T ( z )  = — Ц - . Ф  (z )  = - .
z — 2 z

2. Koshi tipidagi integralning bosh qiymati (singulyar integral).
Matematik analiz kursidan m a’lumki, integral yig'indilarning limiti 
sifatida aniqlangan integral faqat chegaralangan funksiyalar uchun 
ma’noga ega. Agar integral ostidagi funksiya chegaralanmagan bo'lsa, 
u holda xosmas integral tushunchasi kiritiladi. Buni eslatib o'tamiz.

f(x) funksiya a < x < b  kesmada aniqlangan bo'lib, bu kesmaning
с nuqtasi atrofida chegaralanmagan bo'lsin. Lekin musbat £t va s ,

sonlar qanday kichik bo'lmasin /  (x) funksiya a < x < с -  а\,

c + s2 < x< b  kesmalarning har birida integrallanuvchi bo'lsin. Ushbu

c - e, b

J f(x)dx + j' f(x)dx (10)
a c + s 2

yig'indini tuzamiz. Agar bu yig'indi £] va bir-biriga bog'liq bo'lmay
nolga intilganda limitga ega bo'lsa, bu limit / (x) funksiyaning xosmas 
integrali deyiladi:



( 10) yig'indi, £■, va £  ̂ bir-biriga bog'liq bo'lmay nolga intilganda

limitga ega bo'lmasligi, lekin £A va £  ̂ biror munosabat bilan bog'liq 
bo'lib nolga intilganda limiti mavjud bo'lishi mumkin. Misol uchun

/ (.v) = ------- , a <c <b funksiyani tekshiramiz. ( 10) yig'indini tuzib,
x - c

r dx r
----------+J v _ J

dx , b - c  , £, 
------ = In-------- + In —

x - c  J x - c
C + £ j

c - a d o

tenglikka ega bo'lamiz. ( 11) miqdor £, va £, nolga intilganda limitga

£
intilmaydi, chunki nisbat bu holda ixtiyoriy o'zgarishi mumkin.

Agar £t va £2 biri-biriga bog'liq bo'lsa, masalan = ke1, bunda к - 
musbat o'zgarmas, u holda (II) yig'indi limitga ega bo'lib, bu limit

l n ^ ^ + l n  к
с -  a

ga teng bo'ladi. Xususiy holda £x = £2 = £ desak,

lim
£•->0

r dx r
---------- +W V* _ Г* *

dx
x - c  • x - c

C + £

— In
b — c
с -  a

tenglikni hosil qilamiz. Bu misoldan so'ng quyidagi ta’rifni kiritamiz.f(x) 
funksiya a < x < b  kesmada aniqlangan bo'lib, musbat £ son qanday

kichik bo'lmasin bu funksiya a <X<C — £ va C + £ < X < b
kesmalarda integrallanuvchi bo'lsin.

Ushbu

lim
-̂>0

limit (agar mavjud bo ‘Isa) f  (x) funksiyadan a < x < b  oraliqda olingan 
integralning Koshi ma’nosidagi bosh qiyrnati deyiladi.
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"Integralning bosh qiymati" o'rniga ко‘pine ha singulyar (maxsus) 
integral deb aytiladi. Bosh qiymat tushunchasi va atamaning o‘zi ham 
Koshi tomonidan kiritilgan.

Biz singulyar integralni oddiy
b

x)dx
a

simvol bilan belgilaymiz. Singulyar integralni ifodalashda

О

i n

О V U
v.pj* f (x )  cbc; | f (x )  dx; J/(*) dx

a a a

simvollar ham ishlatiladi, bunda v va p frar.suzcha voleur principale 
so‘zlarining birinchi harflari bo’ lib. o‘zbekchada "bosh qiymat" ni 
bildiradi. Agar oddiy (xos yoki xosmas) integral mavjud bo'lsa, 
singulyar integral bu oddiy integral bilan ustma-ust tushadi. ( 11) 
fomuladan ushbu

r dx , b - c
------- — In--------  (12)

J x - c  c - aa
singulyar integralning mavjudligi keiib chiqadi. Bu ko'rilgan misoldan 
umumiyroq integralni tekshirish maqsadida Gyolder yoki N sinfga 
tegishli funksiyalar tushunchasini eslatib o'tamiz.

f  (x) funksiya a < x < b  kesmada aniqlangan boMsin. Agar
a <x <b kesmaning ixtiyoriy ikkita x, va x2 nuqtasi uchun

! / ( * , ) - / ( * 2)
^  A I I a< A\x] ~ x2\

shart bajarilsa, f  (x) funksiya a<x<b kesmada Gyolder (N) shartini 
qanoatlantiradi deyiladi, bundagi, a  , A — musbat o‘zgarmas sonlar,
shu bilan birga 0 < a  < 1. A — Gyolder o'zgarmasi, a — Gyolder 
ko‘rsatkichi deb yuritiladi.

Agar a  birdan katta bo'lsa, Gyolder shartidan / (x) ning (a,
b) oraliqda nolga tengligi kelib chiqadi va funksiya o ‘zgarmasga aynan 
teng bo'lib qoladi. Agar a=  1 bo‘ lsa, u holda Gyolder sharti ma’lum 
Li pshis sharti bilan ustma-ust tushadi.Bu ta ’rifda/ (x) funksiyakesmada 
berilgan edi. Ammo funksiya biror ochiq yoki yopiq egri chiziqda 
berilishi ham mumkin.
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L — silliq egri chiziq bo‘lib, (p{t) — bu egri chiziq nuqtalarining 
I'unksiyasi bo‘ lsin.

Agar L egri chiziqning ixtiyoriy ikkita va t2 nuqtalari uchun

\(p{tx)-(p(t2)\<A\tx - i 2\

short bajarilsa, (p(j) funksiya L egri chiz.iqda Gyolder shartini 
qanoatlantiradi deyiladi, bu yerda ham A va a—o ‘zgarmaslar,
0 < a  < 1.

L egri chiziqda berilgan funksiya ko‘p o'zgaruvchili bo'lishi ham 
mumkin. Masalan, ikki o'zgaruvchili ^ / , г )  bo‘lsin. Agar L da 

yotuvchi ikki juft (tx,Tx) va U2, r ? ) nuqtalar uchun

\(p(tv Tx)-(p (t2 ,T 2)\< K ^

tengsizlik 0 ‘ rinli boisa, (p[t, r )  funksiya L da Gyolder shartini 

qanoatlaniradi deb aytiladi, bunda K,/j , v — musbat o‘zgarmaslar, 

shu bilan // < 1, v < 1.
Agar /J. va v sonlaming eng kichigi a boisa, shunday o'zgarmas 

С ni topish mumkinki,

~ I ̂ "l *̂21 j

tengsizlik bajariladi. Endi

(13) 
J x - ca

inegralni tekshiramiz, bunda cp(x) Gyolder shartini qanoatlantiruvchi 

biror funksiya. Bu integraini

^ = t e i f b t e ) ( c)  f - ^ L
J x - c  J x - c  J x - ca a a

ko'rinishda yozib olamiz. Bu tenglikning o'ng tomonidagi birinchi 
integral xosmas integral sifatida mavjud, chunki Gyolder shartiga
asosan
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<р(х)-ф(с)  ____А
|1 - а  ’X — С х  -  с

ikkinchi integral esa ( 12) integral bilan ustma-ust tushadi, ya ’ni u

qcinoatlantirsa, (13) integral Koshi bo ‘yicha bosh qiymat та  'nosida 
mavjud bo‘lib, и quyidagiga teng bo'ladi:

Singulyar integral tushunchasi egri chiziqli integrallar uchun ham 
xuddi yuqoridagiday kiritiladi. L — bo'laklari silliq yopiq yoki ochiq 
egri chiziq bo'lib, T , t  — lining nuqtalarining kompleks koordinatlari 
bo'lsin. t  nuqtani markaz qilib yetarli kichik £ radiusli / :| f - r|  = £

aylana chizamiz. L, — yopiq \t — r| <  S  doiradan tashqarida yotuvchi 
L ning qismi bo'lsin. Ravshanki,

limit mavjud bo'lsa, u integralning Koshi ma’nosidagi bosh qiymati 
yoki singulyar integral deyiladi. Buni ham, xuddi yuqoridagidek, 
integralning oddiy simvoli bilan belgilaymiz:

(14) singulyar integral mavjud bo ‘ladi.
Endi kompleks o'zgaruvchili funksiyalar kursidan ma’lum bo'lgan 

Soxoskiy—Plemel formulalarini eslatib o'tamiz.
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singulyar integraldir. Shunday qilib, funksiya Gyolder shartini

c - aa a

Jc

integral oddiy tushunchada ma’noga ega. Agar

1

(14)

Bu holda ham, agar (p{t) funksiya Gyolder shartini qanoatlantirsa.



L —yopiq silliq egri cliiziq bo'lsin. Ф +(0 orqali z nuqta L ning 
ichidan turib L dagi t nuqtaga intilgandagi (9) Koshi tipidagi 
integral bilan ifodalangan Ф (z) funksiyaning limit qiymatini, Ф (/) 
orqali L ning tashqarisidan intilgandagi limit qiymatini belgilaymiz.
Agar (p(t) funksiya L da Gyolder shartini qanoatlantirsa, u holda

formulalar o'rinli bo'ladi, bundagi integrallar singulyar integrallardir.
(15) formulalarni bir-biridan ayirib va bir-biriga qo'shib, ularga teng 
kuchli formulalrni hosil qilamiz:

(16) formulalar Soxoskiy—Plemel formulalari deb ataladi.
Bu formulalar to'g'risida ayrim fikrlarni aytib o'tamiz. L egri 

chiziq bo'ylab soat miliga qarshi harakat qilinganida, bn bilan 
chegaralangan soha chap tomonda qoladi deb faraz qilamiz. z nuqta 
t ga intilishi to'g'risida gapirilganda, z nuqta harakati davomida 
chizilgan egri chiziq L egri chiziqqa urinmaydi deb hisoblaymiz, aks 
holda bu formulalar to'g'ri bo'lmasligi mumkin.

Agar L yopiq egri chiziq bo'lmay, oddiy yoydan iborat bo'lsa, 
"sohaning ichidan" va "sohaning tashqarisidan" tushunchalari ma’noga 
ega bo'lmaydi, shunga qaramasdan (15) formulalar o‘z kuchini saqlab 
qoladi. Bu holda L biror L yoy bilan soat miliga qarshi aylanib 
o'tiladigan yopiq egri chiziqqacha to'ldiriladi. D — bu egri chiziq bilan 
chegaralangan soha bo'lsin. U holda (15) formulalardagi " + " va " — " 
belgilarni mos ravishda D sohaning ichidan yoki tashqarisidan (ya’ni L 
egri chiziqning chapidan va o'ngidan) yo'nalish deb tushuniladi.

3. Singulyar integrallar kompozitsiyasining formulasi. L — yopiq 
egri chiziq bo'lib,

K ii T - t
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bo'isin, ф2(/) funksiyaning bevosita ф x orqali qanday ifodalanishini 
topamiz. Shu maqsadda Koshi tipidagi

/ ( , ) = - L j ^ r , / ( z )  • j ^ r
2 л-/ [ т  - z 2m  i  т -  z

integrallarni tekshiramiz. (15) formulalaming birinchisiga asosan:

Bulardan, #>,(/) va ^ 2( 0  funksiyalaming aniqlanishiga ko‘ra

^ i ( 0 = / + W - ^ W ’ ( i7 )

tengliklarni hosil qilamiz. (17) dan ^ ,(7 )  ning qiymatini / ( z )  ga 
olib borib qo‘yamiz:

<18’

(18) dagi birinchi integral Koshi integralidir, chunki uning f +(r)
zichligi L egri chiziq ichida analitik / ( z) funksiyaning limit qiymati. 
Demak, bu integral / ( z) ga teng. (18) dagi ikkinchi integral esa,

ravshanki, — f { z) ga teng.

Shunday ailib,

/ 0 ) = ^ / ( z ) va f * { t )  = ^ r ( t ) .

Endi (17) tenglikdan



Ф\ ( 0  funksiyaning ifodasini

<р(0
С-

ko'rinishda vozib olsak, singulyar integralning kompozitsiyasi bo‘lgan 
ushbu

1

iY f r - t r  С - T  4
w I , „ ,  . , . , (19)

( 2 m )  ? r - t ? £ - T  4
Puankare—Bertran formulasini hosi 1 qilamiz. (19) formulada ikki karrali 
singulyar integralda integrallash tartibini o'zgartirish mumkin emas; 
agar integrallash tartibini o‘zgartirsak.

1

(2 mY И т \ -
d r

integral hosil boMadi, bu integral esa nolga teng. Haqiqatan ham, 
agar g Ф t boisa,

p dr  1

1

a. ft
-

.... 
__

__
__

__
__

__
__
!

^4 l 4 ч 1

1

1 [ т - t  { r - C  _
(9) formulada cp(z) = \ bo'lsin. Agar z nuqta L egri chiziqning 

ichida yotsa, Ф ( г ) - 1  bo 'lad i. Bu holda, (15) formulaning
birinchisidan

Xuddi shunday

1 [ d l  _  1 

2 7ti г т - t  2

Demak,

J

i r a  i
2 Ki г г -

dx

d r  !

( £ - т  ) ( t - 0

2

= 0 , С, Ф i.
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Agar (р{т,£) funksiya L da Gyolder shartini qanoatlantirsa, (19) ga 
nisbatan umumiyroq

\— t = - x 2<P{t,t) + j d f  f  d rjLT- tf  e - т  i ?( r - t ) ( c- r )

Puankare—Bertran formulasi to'g'ri bo'ladi. Agar funksiya
Г  ga bog'liq bo'lmasa, avvalgi formuladan darhol (19) kelib chiqadi.

I
Ushbu ifoda, bunda г  va t — L egri chiziqning nuqtalari,т — t

a  - s
Koshi yadrosi, ctg—-— esa, Gilbert yadrosi deb ataladi, bu yerda 

cr va s — [0,27t] oraliqda o'zgaradigan haqiqiy o‘zgaruvchilar.

3- §. Koshi yadroli singulyar integral tenglamalar

1. Asosiy tushunchalar. Agar chiziqli

(p(t ) + \K {t^ ) (P{T)dT = f ( t )
L

integral tenglamaning yadrosi

. ч M (7, г )
K (t ,z )=  , 0 < ctr < 1,

г - 11

ko'rinishga ega bo'lsa (bu yerda M (/ ,r )  uzluksiz funksiya), bizga
ma'lumki, uni iteratsiya yordamida uzluksiz yadroli integral tenglamaga 
keltirish mumkin. Bunday tenglama Fredgolm tenglamasining barcha 
xossalariga ega bo'ladi.

Agar a  = 1 bo'lsa, u holda integral singulyar integraldan iborat 
bo'ladi va tenglamani Fredgolm integral tenglamasiga keltirish usuli

o‘z kuchini yo'qotadi. Integral tenglamaning K[ t ,v ) yadrosi z — t
bo'lganda cheksizlikka aylanib, integral Koshi bo‘yicha bosh qiymat 
ma’nosida mavjud bo‘lsa, bunday integral tenglama singular integral 
tenglama deb yuritiladi. Koshi yadroli integral tenglama
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ko'rinishda yoziladi, bundagi L — ochiq yoki yopiq silliq egri chiziq. 
Kip operatorni singulyar operator deyiladi.

L da berilgan a ( t ) , f ( t )  va funksiyalarni Gyolder
shartini qanoatlantiradi deb hisoblaymiz. (20) tenglamaning yadrosini

K(t,r)  _  K ( t , r ) - K ( t , t )  | K(t,t)
т - t  т - t  т - t

ko'rinishda yozib olamiz. Ushbu

/ \  / \ 1 K ( t , r ) -  K(t,t)  , , , 
K(t,t) = b(t), — — [-  *—  k(t,z)  (21)

711 т — t
belgilashlarni kiritsak, (20) tenglama

Kip = a(t)ip(t) + ^ -̂ - Г (Г )С/Г + \kit,r)(pir)dT  -  f i t ) (22) 
7ti j т - t  J 

ko'rinishda yoziladi. (21) formulalardan Ko'rinayaptiki, funksiya barcha

L da, K(t , r )  esa, т - t  nuqtadan tashqari hamma joyda Gyolder 
shartini qanoatlantiradi va

| k ( t , r ) < -------- :— , 0 < a  <1
1 - a  1\r-t  |

tengsizlik o'rinli bo'ladi. (22) tenglamani to‘la singular integral tenglama 
deyiladi.

K > s o ( / W ' )  + —  l ^ rЯ7 • т - t

ifodani to'la integral tenglamaning xarakteristik, J&(?,r)<£>(r)t/r ifodani
L

esa regular qismi deb yuritiladi. Ushbu

К  (p = a[t)(p [t) + ——  f ^ -Дс/г = f ( t )  (23) 
к  i i т — t

tenglama (22) to'la tenglamaga mos xarakteristik tenglama deyiladi. 
Agar / (/ )  funksiya aynan nolga teng bo'lmasa, (22) tenglama bir 
jinsli bo Imagan, aks holda bir jinsli tenglama deb ataladi.



Birjinsli K(p = 0 tenglamadan yadro o'zgaruvchilarining o'rnini 
almashtirish natijasida hosil bo‘lgan

К  у/ = a[t)\//[t)- —  J  -  ^dr  + = 0

tenglama K(p = 0 tenglamaga qo'shma tenglama deyiladi. Xususan,

К  у/ = a(t)i//(?) -  —  f— T~ y / (r)d r  = 0  
7ri I r - t

tenglama (23) xarakteristik tenglamaga qo'shma tenglama bo'ladi. Shu 
narsaga e’tiborni jalb qilamizki, xarakteristik К operatorga qo'shma 
boigan К  operator, umuman aytganda, K ' operatorning xarak­
teristik К  aismidan iborat bo'lmaydi, chunki K' ning xarakteristik 
qismini ajratish uchun uning ifodasida

[ M l M T) dT= f ± h % , u ) d r + b(,)
L T ~ f  L T ~ l  L T ~ t

almashtirishni bajarib, bundagi birinchi integralni uning regulyar 
aismiga qo'shib qo'ysak, K' operatorning xarakteristik qismi

J r v a e ( , w ( , ) - M f l
71 i • т - t

formula bilan aniqlanadi. Demak, К  va K °  belgilashlami birbiridan 
farq qilish kerak.

Quyidagi
s ( 7 )  = a{ t )  + b{t) ,  d ( t )  = a { t )  — bit') (24) 

belgilashlami kiritamiz va bu funksiyalarni L da nolga aylanmaydi 
deb hisoblaymiz. Bu holda (20) yoki (22) tenglama normal tipdagi 
tenglama deb aytiladi.

Izoh. (20) tenglamani shunday ko‘rinishda ifodalash mumkinki, 
bunda o'zgaruvchilar haqiqiy miqdorlardan iborat boladi. Buni turli 
usuilar bilan amalga oshirish mumkin. L— markazi koordinat boshida 
va radiusi 1 ga teng bo'lgan aylanadan iborat bo‘lsin. Ushbu

т = e \ t  = r
belgilashlami kiritamiz. U holda
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Bu ifodani (20) tenglamaga qo'yib, uni (22) tenglamaga keltirishda 
qanday amallarni bajargan bo'lsak, xuddi shunday amallarni bajarib, 
quyidagi tenglamaga kelamiz:

+ J ctg в  + J/(c7,^)J6> = g ( c r ) ,

2

о 0
bunda a(cг), 6 (cr), g (cr) — 2;r davrli H shartni qanoatlantiruvchi 
berilgan funksiyalar, 1 ( c t , 6 )  ham 2 я  davrli kuchsiz maxsuslikka ega 
bolgan berilgan funksiya.

Agar L birlik aylana bo'lmay, uzunligi 2 n  ga teng bo'lgan 
Lyapunov shartini qanoatlantiradigan yopiq egri chiziqdan iborat boisa 
ham (20) tenglamani oxirgi ko'rinishdagi tenglamaga keltirish mumkin
[10]. Aksincha, agar Gilbert yadroli oxirgi tenglama berilgan boisa, 
uni yuqoridagi almashtirishlarga asosan Koshi yadroli (22) tenglamaga 
keltirish qiyin emas.

2. Xarakteristik tenglama. Avvalo (23) xarakteristik tenglamada
a(t) = 0 , b(t) = 1 holni, ya ’ni birinchi turdagi

—  \ 4 ^ X h = f ( t )
711“ T - t (25)

tenglamani tekshiramiz. L — silliq yopiq egri chiziq bo‘lsin. (19) 
Puankare—Bertran formulasiga asosan

(26)

bundan darhol

1 r/(r)



funksiya (25) tenglamani qanoatlantirishi kelib chiqadi. Bu tenglamaning 
yechimi yagona ekanligiga ishonch hosil qitish qiyin emas. Haqiqatan

ham, (25) tenglamaning har ikki tomonini ga ko'paytirib,
Jti t -  £

t bo'yicha integrallaymiz. (26) formulani e ’tiborga olsak, (27) ni 
hosil qilamiz. Qisqa qilib aytganda (25) va (27) formulalar (26) ga 
asosan, biri ikkinchisining natijasidir. Endi (23) tenglamadagi a{t)  va 
&(/) koeffitsientlar o ‘zgarmas bo'lsin. Bu tenglamaning har ikki 
tomoniga

и у / { т )  = ау/(т)-^ ~ :

operatorni qo'llaymiz:

(28)

a a(p {t)----- : f-
Jtl r

b гH e )
c - t

+

+— f—  a(p { r ) - — \ ^ - d C  d r = a f ( t ) - — [ 
ni ’ т - t  ni 7 С - T  ' W  ni }Jti j  £

b fЖ )

J t i ;  Z - t
d£.

Bundan darhol, (24) ifodalar noldan farqli bo‘lganligi sababli, (26) 
formulaga asosan

HO
a

/ ( 0a~-b~' (a2 -  b2 7̂ri £ £ - t
- m d(
; J r  - t (29)

ni hosil qilamiz. (29) formula bilan aniqlangan (p(t) funksiyaning

a ( t ) va b(t) lar o'zgarmas bo'lganda (23) tenglamani qanoat- 
lantirishiga ishonch hosil qilish qiyin emas. Umumiy (22) tenglama 
tekshirilganda (28) operatorni qo‘ llash natijasida (22) tenglama 
Fredgolm tenglamasiga keladi. Agar a, b o'zgarmas bo‘ lsa, hosil 
bo'lgan Fredgolm tenglamasi (22) tenglamaga ekvivalent bo'ladi. 
Umumiy holda qo'shimcha tadqiqotlarni olib borishga to'g'ri keladi. 
Shu maqsadda, singulyar integral tenglamalarni o‘rganishda muhim 
ahamiyatga ega bo‘ lgan analitik funksiyalar chegaraviy masalalari 
nazariyasidan Riman masalasini tekshiramiz.
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4- §. Riman masalasi

1. Masalaning qo‘yilishi. L— kompleks o'zgaruvchining tekisligini 
ichki D+ va tashqi D sohaga ajratib turuvchi silliq yopiq egri chiziq 
bo'lib, G (/) va g ( t) — L da berilgan Gyolder shartini qanoat- 
lantiruvchi funksiyalar bo'lsin, shu bilan birga G (t) nolga aylanmasin. 
Limit qiymatlari L egri chiziqda

ф +(/)  = с ( / ) ф  ( / )  + g ( / )  (30)

shartni qanoatlantiruvchi bo'lak-bo'lak analitik Ф ( г )  funksiya topilsin.
Eslatib o'tamiz, bir-birini to'la tekislikkacha to'ldiruvchi D+ va 

D sohalarda ikkita mustaqil Ф + (z), Ф ~(z) ifodalar bilan aniqlanuvchi 
ф ( г )  analitik funksiyani bo'lak-bo'lak analitik funksiya deyiladi. Bu 

masala ulash masalasi yoki Gilbert masalasi ham deb yuritiladi. G ( /)

funksiyani Riman masalasining koeffitsienti, g(t ) funksiyani esa uning 
ozod hadi deyiladi.

Avval Riman masalasining xususiy holini tekshramiz. L yopiq egri
chiziqda Gyolder shartini qanoatlantiruvchi (p[t) funksiya berilgan 
bo'lsin. Cheksizlikda nolga aylanuvchi va L egri chiziqdan o'tishda 
<p(t) sakrashga ega bo'lgan, ya’ni

Ф+( 1 ) - Ф  (t) = <p(t) (31)

shartni qanoatlantiruvchi bo 'lak-bo 'lak analitik ф ( г ) ( ф ( г )  = 
= Ф + ( z ) ,  z e  D+, Ф ( г )  = Ф ( z ) ,  г  g  D funksiya topilsin. Bu 
masalaning yechimi (16) formulaga asosan, ushbu

®(z)=i{Sa,T <“>
funksiyadan iborat bo'lishi ravshan. Bu yechimning yagonaligini isbot 
qilish qiyin emas. Haqiqatan ham, ikkita yechim bor deb hisoblab, 
ularning ayirmasini tekshirsak, L bu ayirma uchun egri chiziqdagi 
sakrash nolga teng bo'ladi.

Agar Ф~(оо) = 0 qo'shimcha shart olib tashlansa, masalaninig 
yechimi

/ \ 1 г ф (т)Ф(г) ~ -----  — т + const
2тг/ * т -  z
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formula bilan aniqlanishini ko'rish qiyin emas. Riman masalasini 
yechishda

Z = ̂ [ a r g  G ( r ) l
formula bilan aniqlanadigan X butun son muhim ahamiyatga ega 
bo'ladi. Bu yerdagi [ ] belgi qavs ichidagi ifodaning L chiziq musbat 
yo'nalishi bo'yicha aylanishidagi orttirmasini bildiradi. Bu X sonni 
G{t) funksiyaning indeksi yoki Riman masalasining indeksi deyiladi.

lnG (/) = ln|G(f)| + z'argG(/) b o ig a n i  uchun va ln|C(/)| 
funksiya chiziqni aylanib chiqqandan so‘ng o‘zining boshlang'ich 
qiymatiga qaytib kelganligi sababli

_ l n G ( f ) ] £ = z[argG(/)
bo'ladi, demak,

X = IndG(t) = — [in G (/ ) ] l  = — [ a r g G ( / ) ] L.

Masalaning shartlari o'zgarmas bo‘ lganda indeksning qiymati L ning 
musbat yo‘nalishini tanlab oiishga bog‘ liq emasligini, ya ’ni X son 
masalaninig invarianti ekanligini ko'rsatish qiyin emas.

Indeksni integral ko'rinishida ham yozish mumkin:

X = IndG(t) = JdlnG(/) = — \d argG(/).
—■ J  i  l  ^  J  L j

Indeks ta ’rifidan bevosita quyidagi fikrlar kelib chiqadi:
\° .Funksiyalar ко ‘paytmasining indeksi ко ‘payuvchilar 

indekslarining у ig'indisiga teng. Kasrning indeksi bo ‘linuvchi va bo ‘luvchi
indekslariningayirmasiga teng. Endi G{t) funksiya differensiallanuvchi 
bo'lib, L chiziqning ichida yoki tashqarisidagi analitik funksiyaning 
chegaraviy qiymatidan iborat bo'lsin. U holda

—  f</lnG(f) = — f dt, 
2ni[  V ’ 2ni{ G(t)

ya’ni indeks G(z) funksiyaning logarifmik qoldig'iga teng.
indeksning keyingi xossalarini bayon qilish uchun kompleks 

o'zgaruvchili funksiyalar nazariyasidan argument prinsipini eslatib
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o'tamiz. Yopiq L egri chiziq bilan chegaralangan D sohada/ (z) funksiya 
chekli sondagi qutblardan boshqa hamma nuqtalarda analitik bo'lsin. Bu 
funksiyaning birorz0 nuqta atrofidagi qatorga yoyilmasi quyidagicha bo'lsin:

n sonni funksiyaning z0 nuqtadagi tartibi deyiladi.
Agar n> 0 bo'lsa, funksiyaning tartibi uning noli tartibidan 

iborat, agar n > 0 bo'lsa, u holda uning tartibi teskari ishorasi bilan 
qutb tartibidan iborat. Agar funksiyaning z0 nuqtadagi tartibi nol 
bo'lsa, bu nuqtada funksiya noldan farqli bo'lgan chekli qiymat qabui

qiladi. Cheksiz uzoqlashgan nuqta tekshirilganda z — z0 binomni —
bilan almashtirish kerak. Funksiyaning sohadagi nol va qutblarining 
sonini mos ravishda ND va Pu orqali belgilab olamiz.

Argument prinsipi. / ( z )  funksiyaning yopiq L egri chiziq ichidagi 
nollari soni bilan qutblari sonining ayirmasi, г nuqta L ni musbat 
yo'nalishda aylangandagi a r g / ( z )  o'zgarishining 2 n  ga nisbatiga 
teng. Argument prinsipidan indeksning quyidagi xossalari kelib chiqadi: 

2°. Agar G [t) funksiya yopiq egri chiziq ichidagi yoki tashqarisidagi 
analitik funksiyaning chegaraviy qiymati bo'lsa, u holda uning indeksi 
chiziq ichidagi nollarining soniga teng yoki chiziq tashqarisidagi minus 
ishora bilan olingan nollarining soniga teng.

3 . Agar G (z )  funksiya yopiq egri chiziq ichidagi chekli sondagi 
qutblardan tashqari hamma nuqtalarda analitik bo'lsa, u holda nollar 
sonini nollar soni bilan qutblar soni ayirmasiga almashtirish kerak.

Nollar va qutblarning kattaligi qancha bo'lsa, ular shuncha marta 
hisoblanadi. Qo'shma kompleks funksiyalaming indekslari ishorasi bilan 
teskari bo'lishini qayd qilib o'tamiz.

Misol. Koordinatalar boshini o'z ichiga olgan ixtiyoriy yopiq L

egri chiziq bo'yicha G(t) = t" funksiyaning indeksi hisoblansin.
t" funksiya egri chiziq ichida tartibi n ga teng bo'lgan bitta nolga 

ega z" funksiyaning chegaraviy qiymatidan iborat bo'lgani uchun

X  = In d tn -  n bo'ladi.
Boshqacha usul bilan ham bu indeksni hisoblash mumkin. Agar t 

ning argumenti (p bo'lsa, t" ning argumenti ncp ga teng bo'ladi. t

f ( z )  = cn( z - z oy  + cn+l ( z - z 0y +' +... = (z - zoy  f x (z)
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nuqta L chiziqni ay lan ib , boshlang'ich q iym atiga qaytib kelganda, 

(p argument orttirmaga ega b o lad i .  Demak, Indt" -  n.
2. Kanonik yechim. Bir jinsli masalaning yechilishi. Bir jinsli 

bo 'lmagan (30) va bir jinsli

0 +(/) = G ( ? ) 0  ( 0  (33)

masalalarning umumiy yechimlari yordamchi funksiya orqali ifodalanadi. 
Shu funksiyani topishdan boshlaymiz. Bir jinsli (33) masalaning xususiy 
yech im in i egri ch iz iqda nolga ay lanm aydigan funksiyalar sinfidan 
izlaymiz. lzlanayotgan funksiyalarning D +, D  sohalardagi nollarining 
soni mos ravishda N+ va TV bo'lsin. Indeksning 1 va 2 xossalariga 
asosan (33) tenglikning har ikki tomonidan indeksni olsak, u

N+ + N = IndG{t) = % (34)

bo 'lad i.
X = 0  bo'lsin. Bu shart bajarilganda In (7(7) bir qiymatli funksiya 

bo 'lad i. (34) tenglikdan N+ = N _=  0 bo'lishi kelib ch iqadi, y a ’ni 
yechim barcha tekislikda nollarga ega emas. Shu sababli l n O “ ( z )  
fu n k s iy a la r  o 'z  so h a la r id a  an a l i t ik  b o ' la d i ,  d em ak ,  o 'z la r in in g  
chegaraviy 1 п Ф ~ (/ )  q iymatlari bilan birga bir qiymatli bo'ladi. (33) 
shartni logarifmlab,

1пФ+ (?) -  1пФ (/) = In G(?)
tengliklarni hosil qilamiz. l n G ( ? )  uchun ixtiyoriy shohchani olish 
mumkin. Oxirgi natija shohchani tanlashga bog'liq emasligini tekshirib 
ko'rish qiyin emas.

Shunday qilib, biz L da berilgan sakrash bo 'y icha bo 'lak-bo 'lak

1 п Ф ( г )  analitik funksiyani topish masalasiga keldik. Bu masalaning 

yechim i 1пФ~(оо) = 0 shart bajarilganda

, . 1 r ln G (r )
l n ° ( z )  = T - j ------------ (35)2 711 J т -  z

formula bilan aniqlanishi bizga m a ’ lum. Qisqalik uchun

_1_ ,  J n G ( r ) ^ T =

2m[ т - z  v ’
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belgini k iritam iz. (33) chegarav iy  m asa lan ing  Ф  (oo) = l shartni 
qanoatlantiruvchi yechimlari Soxoskiy—Plemel formulalariga asosan

Ф +(z) = er *̂, 0 ”(z) = e'

funksiya lardan iborat bo 'lad i.  Agar qo 'sh im cha  Ф  (oo) = l shart 
bo 'lm asa, u holda (35) formulada ixtiyoriy In A o 'zgarm as sonni 
qo'shib qo'yish kerak va yechim quyidagi ko 'rinishga ega bo'ladi

Ф + ( z )  -  А е г Ф ~ (г )  =  А е г ^ .  (36)

Г (oo) = 0 bo'lgani uchun A o 'zgarm as son Ф  ( - )  funksiyaning 
cheksizlikdagi qiymatidan iborat bo'ladi. Shunday qilib, x  = 0 bo'lgan 
holda va ixtiyoriy Ф ~ ( с о ) ^ 0  da yechim  ixtiyoriy o 'zgarmasni o'z 
ichiga oladi, demak, bitta chiziqli bog'liq bo 'lmagan yech im ga ega 
bo'lamiz. Agar ф~(оо) = 0 bo'lsa , A = 0 bo'ladi va masala faqat 
trivial yechimga ega bo'ladi, bunday bo'lishi N_ = 0 ga asosan tabiiydir. 
Bu mulohazalardan muhim hulosa kelib chiqadi.

L chiziqda berilgan, Gelder shartini qanoatlantiruvchi va indeksi 
nolga teng bo'lgan ixtiyoriy G ( t ) ^ 0  funksiyani D ' , D  sohalarda 

analitik va bu sohalarda nollarga ega bo'lmagan funksiyaning Ф 1 ( / )

va Ф  (t\ chegaraviy qiymatlarining nisbati ko'rinishida ifodalash 
mumkin. Bu funksiyalar o'zgarmas ko'paytma aniqligida topiladi va 
(36) formulalar bilan beriladi.

Endi umumiy, y a ’ni x  ^  0  bo'lgan holni tekshirishga o 'tamiz. 
Bir jinsli (33) shartni qanoatlantiruvchi va tartibi masalaning indeksiga 
teng bo'lgan bitta yo lg 'iz nuqtadan tashqari barcha tekislikda nolinchi 
tartibga ega bo'lgan bo 'lak-bo 'lak  analitik funksiyani izlaymiz. Yolg'iz 
nuqta sifatida tekislikning ixtiyoriy nuqtasini olish mumkin. Bundan 
k e y in ,  te sk a r is i  a y t i lg a n  b o ' lm a s a ,  y o lg ' i z  n uq ta  deb ch e k s iz  
uzoqlashgan nuqtani olamiz.

Kanonik X ( r )  yechim yoki funksiya deb, tartibi m asa lan ing  
indeksiga teng bo'lgan cheksiz uzoqlashgan nuqtadan tashqari barcha 
tekislikda bo 'lak-bo 'lak  analit ik  va (33) chegaraviy shartni qanoat­
lantiruvchi funksiyani aytiladi. Bu funksiyani indeks nolga teng bo'lgan 
holga keltirish bilan tuzish mumkin. Chegaraviy shartni

Ф+(/‘) = //Г /С(/)Ф (?)
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koTmishda yozib olamiz. Nolinchi indeksga ega bo'lgan t zG ( t ) 
funksiyani analitik funksiyalar chegaraviy qiymatlarining nisbati sifatida 
tasvirlab,

d r (37)
kanonik yechim uchun ushbu

X + (z) = ег+(:\ X (z) = z~zenz) (38)
ifodani hosil qilamiz. X + ( ? )  = G (? )X ~  ( ? )  tenglikdan Riman masala- 
sining koeffitsientini kanonik yech im lam ing  nisbati sifatida ifodalash 
mumkinligi kelib chiqadi:

G (') = | | y . (39)

X > 0  bo ' lg anda , cheks iz likda  x  tartib li nolga ega bo 'lgan 
kanonik yech im , (33) masalaning xususiy yechim laridan biri bo'ladi.

X<0 bo'lganda kanonik yech im  cheksizlikda \x\ tartibli qutbga ega 
bo'ladi va u endi yechim bo 'lm aydi. lekin bir jinsli bo 'lmagan masalani 
yechishda undan yordam chi funksiya sifatida foydalaniladi. Endi bir 
jinsli masalan i yechishga o'tam iz. ^  = //?c/G(?) ixtiyoriy butun son

bo'lsin. G ( t ) funksiyani (39) formula bilan ifodalab,(33) chegaraviy 
shartni

Ф+(/) _ Ф (?)

ko'rin ishda yozib olamiz. Bu tenglikning chap tomonida D + sohada 
analitik funksiyaning chegaraviy qiymati, o 'ng tomonida esa cheksizlikda 
~X  dan kam bo 'lm agan tartibga ega bo'lgan funksiyaning chegaraviy 
qiymati turibdi ( t a ’rifga binoan X ( z )  ning tartibi X ). Shundav qilib,

<D(z)
funksiya barcha tekislikda analit ik  bo'lib , cheksizlikda chekli

tartibga ega, demak, x  > 0 da bu funksiya koeffitsientlari ixtiyoriy 
bo 'lgan  X  dara ja l i  ko 'phaddan  iboratdir. A gar x  < 0 bo 'lsa , bu 
funksiya o 'zgarm as sondan iborat bo'ladi. Lekin cheksizlikda nolga
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aylangani uchun u aynan nolga teng bo'ladi. Demak, r  < 0 bo'lganda 
bir jinsli masala faqat trivial yech im ga ega bo'ladi.

orqali belgilab, bi; j insli masalaning yechim ini quyidagi ko'rinishda 
hosil qilamiz:

<J>(z) = ? z ( z ) X ( z )  yoki 

<t>+( z )  = P ^ ( z ) / +(z), < b -(z )  = z - z P{; ]e r (z), (40)

bu yerdagi Г ( z )  (37) formula bilar aniqlanadi. Shunday qilib, quyidagi 
natijaga keldik.

Agar Riman chegaraviy masalasining X indeksi manfiy bo'lmasa, 
(33) bir jinsli masala x  + l la chiziqli bog liq bo'lmagan

yechimlarga ega bo ‘ladi. Umumiy yechim x  +1 ta ixtiyoriy о 'zgarmasni 
o'z ichiga olib, (40) formula bilar. aniqlanadi. Indeks manfiy bo'lganda
(33) masala trivial Ф ( г )  = 0  yechimdan boshqa cheksizlikda nolga 
aylanadigan yechimlarga ega bo'lmaydi.

3. Bir jinsii bo‘!magan masaiani yechish. (30) chegaraviy shartni 
(39) tenglikka asosan

k o 'r in i s h d a  yo z ib  o la m iz .  x T( ' )  û n k s i^a G y ° l d e r  s h a r t in i

qanoatlantiradi. Bu funksiyani 1- bandda bayon qilganimizga asosan 
analitik funksiyalar chegaraviy qiymatlarining ayirrnasi sifatida tasvirlash 
mumkin, ya 'n i

J > 0  da ixtiyoriy koeffitsientli X  darajali ko'phadni

фЧ<) ф - ( ' ) . g ( 0
x »  x-(<) x*(/) 

? ( ' )

141)

Bu holda chegaraviy shartni



ф (/)

cheksizlikda X  tartibli qutbga, / < 0  da esa, shu tartibli nolga ega 
bo'lad i. Bir j insli m asalan i yechganda qanday yo 'l tutgan bo'lsak, 
xuddi shunday mulohazalarni takrorlab, quyidagi natijalarga kelamiz: 

Г . x  -  0  bo'lsin. U holda

= ( /) = p  (/ )
X (/) w  X (/) w  xK}

Bundan

® ( Z) = X ( Z) [ 4 - ( Z) + P T( Z)]

yech im ga  ega bo ' lam iz ,  shu bilan birga Х ( г ) , Ч >( г )  funksiya lar

(38) va (41) formulalar bilan ifodalanadi, P 7 ( z )  esa koeffitsientlari 
ixtiyoriy bo 'lgan  X  daraja li ko 'phaddir . Oxirgi formula bir j insli 

masalaning um um iy X ( z ) P ^ ( z )  yechim ini qo'shiluvchi sifatida o 'z  
ichiga olgani uchun bir j insli bo 'lmagan masalaning um um iy yechimi 
ekanligini ko'rish qiyin emas.

2°. x  < 0 bo'lsin. Bu holda J — funksiya cheksizlikda nolga 

teng bo'ladi va ^  ( “ )

X +(/) v ’ X~(t) v ;
tenglik o'rinli bo'ladi. Bundan

O (z)  = X ( z ) vF(z)
tenglik kelib chiqadi. Ф  ( r )  funksiya ifodasidagi birinchi ko'paytuvchi 
(38) formulaga asosan cheksizlikda ~ x  tartibli qutbga ega, ikkinchisi 
esa (41) Koshi tipidagi integral sifatida umuman aytganda cheksizlikda

birinchi tartibli nolga ega. Demak, Ф  ( z )  cheksizlikda tartibi - j - 1  
dan katta bo 'lm agan qutbga ega bo'ladi. Shunday qilib, agar / < - 1  
b o ' ls a ,  b ir  j in s l i  b o ' lm ag a n  m asa la ,  u m u m an  ay tg a n d a ,  tr iv ia l 
yech im dan boshqa yechim larga ega bo'lmaydi. Bu masala uning ozod 
hadi ba’zi qo 'sh im cha shartlarni qanoatlantirgandagina yechimga ega 
bo 'lad i.Bu shartlarni hosil qilish uchun (41) Koshi tip idagi integralni 
cheksiz uzoqlashgan nuqta atrofida qatorga yoyamiz:

k o ' r i n i s h d a  yo zis h  m u m k in .  / > 0  b o ' lg a n d a  x ~ jT j” funksiy a
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2 т 1 Х + ( г )
Ф _ ( г )  funksiyan ing cheksiz uzoqlashgan nuqta atrofida ana lit ik

bo 'l ish i  uchun  ^ " ( z )  funks iya  y o y i lm a s in in g  b ir inch i

koeffitsientlari nolga aylanishi kerak. Bundan, indeks manfiy ( /  < -  l )  
bo'lgan holda bir jinsli bo 'lm agan masalaning yechimga ega bo'lishi 
uchun quyidagi

f r k~'dT = 0 , k  = (42)
I х  ( r )

shartning bajarilishining zarur va yetarliligi kelib chiqadi. Natijada 
quyidagi xulosaga keldik.

Rimanning bir jinsli bo 'Imagan masalasi % > 0 bo 'Igan holda 
ixtiyoriy ozod hadda yechimga ega bo ‘ladi va lining umumiy yechimi

°(z) = T ^ Jw\ dT +x(z)p(z) (43)2 k i  ; X  ( r )  t - z

formula bilan aniqlanadi. Agar % = — 1 bo'lsa ham bir jinsli bo'lmagan 
masala yechimga ega bo ‘ladi va yechim yagona bo 'ladi.

Bir jinsli bo'lmagan masala / < —] bo'lgan holda umuman 
aytganda, yechimga ega bo'lmaydi. Uning yechimga ega bo'lishi uchun 
ozod hadi - /  -  1 ta (42) shartlarni qanoatlantirishi zarur va yetarlidir. 
Bu shartlar bajarilganda yagona yechim (43) formula bilan aniqlanadi, 

faqat bunda P / ( z ) s O  deb hisoblash kerak.
Bu masalaning cheksiz uzoqlashgan nuqta atrofida nolga teng 

bo'ladigan yechimi keyinchalik  muhim tatbiqqa egadir. Bu holda X 
darajali ko'phad o 'rn iga darajali ko'phad olish kerak. Indeks
manfiy bo'lgan holda masalaning yechimga ega bo'lishi uchun c_x 
koeffitsientning ham nolga teng bo'lishini talab qilish kerak.

Demak, Ф  (oo)  = 0 shartda /  > 0  bo'lganda yechim



formula bilan aniqlanadi ( z  = 0  bo'lganda P^_, ( z )  = 0  deb hisoblash

kerak). Agar / >0 bo'lsa, vechilishning f~ z A  тк~'с!т = 0, к = 1, 2,...,- x
z x  i r )

sh a r t la r i  b a j a r i l g a n d a ,  y e c h im  a v v a lg id a y  (4 4 )  fo rm u la  b i lan  
ifodalanadi, bunda P , ( z )  = 0 bo'ladi.

4, Ko;p hog‘Ianiii soha uchun Riman 
m asalas i. Faraz qilaylik, L egri chiziq, m 
+ 1 ta o ‘zaro kes ishm ayd igan  yopiq egri 
ch iz iq la rn in g  to 'p lam id an  iborat bo ' ls in ,

y a ’n i L = L() + + Lx + ... + Lm, shu b ilan 
birga L0 yopiq egri chiziq qolgan hammasini 
o ‘z ichiga olgan bo'lsin (5- chizma). L0 egri
chiziqning ichida, L, , egri chiziqlarning
tashqaris ida  yotuvchi (m + 1) — bog 'lam li  
s o h a n i  D~ o r q a l i ,  D+ + L n i t o ' l a  
te k is l ik k ac h a  to ' ld i ru v c h is in i  D~ o rqa li  

belg ilaymiz. L egri ch iz iqni musbat avlanib chiqish deganda IT 
sohani chapda qoldiruvchi aylanish hisoblanadi, y a ’ni L0 yopiq egri 
chiziqni soat streikasiga qarshi, Lp ... Lm yopiq egri chiziqlarni esa, 
soat strelkasi bo 'y icha aylan ish kerak.

Sakrash to 'g'r isidagi

ф " ( / ) - ф - ( 0 = « ( ' )
masala, bir bog'lamli sohadek, ushbu

V / л  _• i _2 7ti r  — z
formula bilan yechiladi. R iman masalasi bir bog'lam li soha uchun 
qanday qo 'y ilgan bo'lsa, bu holda ham xuddi shunday qo'y iladi. Ushbu

* , = £ [ a r g G ( / )  ] 4

belgilashni kiritamiz. M asalan ing indeksi deb,
m

k=о
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miqdorni aytiladi. Agar ichki egri chiz iq lar uchun Xk(k  = 
lar nolga teng b o is a ,  masalaning yechimi bir bog'lamli sohada qanday 
ko'rinishga ega bo'lsa , bu holda ham shunday ko'rin ishda bo ’ lishini 
ko'rish qiyin emas.

U m um iy holni sodda holga keltirish uchun
m

П
k=\

funksiyani kiritamiz, bundagi zk — ichki Lk yopiq egri chiziqlarda 

yotuvchi ba ’zi nuqtalar. Agar к Ф  j  bo'lsa, [~arg(/- zk = 0  va

a r g ^ Z - z ^  =  - 2 k  ekanligini e ’tiborga olib,

J ~\arg П  (' -  z* У' = -~ i  arg(' " Y ] = ~X]>IK k j I k  L

tenglikni hosil qilamiz. Bundan

m

G ( 0 n ( / _ z *)I  a rg
Zk

к I
0, / = 1 ,2 , . . . , 7 7 7

Xk

bo'lishi kelib chiqadi. Endi G (?)J~ [(/ - z k) funksiya argumentining

egri chiziq bo'vicha o 'zgarishini hisoblaymiz:

2 k
arg

k—\

1 1 m 
— [ a r g  G ( / ) ] t + —  X U , a r g ( ( - z , ) ]  =

= x„ + '£,xl = :<■
k=l

Koordinat boshi D~ sohada votganligi uchun

[ a r g ^  =0, к = [arg/]; = 2n

bo'ladi. Shu sababli
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arg ' ■ T K ' - z * f G ( o
k=\

0

tenglik kelib chiqadi.
Endi bir jinsli masalani yechishga o'tam iz. Chegaraviy

Ф+(/) = С(?)Ф (/)
shartni

Ф * М = -
k=1

ы

ko 'r in ishda  yozib o lam iz . Har bir Lk, к = 0 ,1 , . . . ,m, yopiq egri

m  X

chiz iqda indeksi nolga teng bo'lgan 1 / ]~ |(/ ~ 2* )  ^ ( / )  funksiyani
I

ushbu nisbat ko'rinishida ifodalash mumkin:

, r +(0

e
bunda

In

V '  2 m

т ~хШ т ~ 2к Т с ( т )
A  =  l d z (46)

r  -  z
Masalaning kanonik yechimlari

m

X 1 ( z )  = P J ( z  -  zk ) (z), X -  ( z )  = z _/e r (c)
A - l

formulalar bilan aniqlanadi. (45) chegaraviy shart

Ф+(7) _  Ф (/)
х и 7 )  = щ Г )

ko'rin ishda yoziladi. 2 -banddagi mulohazalarni takrorlab,

(47)
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-Хк

0 + ( z ) = n ( Z - Z* )  е * il)pz(z)>
к = 1 (48)

Ф  ( z )  = z  хе г <г)Р г  ( z )

ye ch im la rg a  ega b o ' lam iz .  B u lardan  k o 'r in a y a p t ik i ,  ye ch im  bir 

b o g 'lam li  soha uchun o lingan  ye ch im d an  Ф  ( 2 ) funksiyadag i

~Xk
ko 'paytm a bilan farq qiladi.

k=1

Q o'shimcha Ф “ (оо) = 0  shart qo 'y i lganda (48) formulalarda

k o 'p h ad  o lish  kerak . K ey in ch a l ik  b izga  kerak  b o ' la d ig an  
X  (z ) kanonik yechimning egri chiziqdagi limit qiymatlarini hisoblaymiz. 
(46 )  fo rm u lad an  S o x o tsk iy—Plem el fo rm u la la r ig a  asosan  l im it  
q iymatlarini topamiz:

г ±( 0 = ± 1 , п [ ^ П ( < ) с ( 0 ] + г ( / ) > (49)

bunda Г(У) — (46) integralning bosh qiymati

m

n ( 0 = n ( ' “ zt )  ■

va

k=\

(49) tengliklarni e ’tiborga olib, (47) formulalarda z  —> t da limitga 
o 'tsak ,

* * ( ' ) =
G ( 0 1 r(/)

formulalarni hosil qilamiz. Bir jinsli bo 'lm agan masalani tekshirganda 
xuddi 3- banddagidek chegaraviy

ф +( 0  = с ( / ) ф ~ ( 0 + £ ( 0
shart ni
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ko'rin ishda ifodalab olamiz. Bu yerdagi 4K(z) funksiya (41) formula 

bilan aniqlanadi. Bundan umumiy

yechimni topamiz. Agar yech im ga Ф  (oo) = 0 shart qo 'vilsa, u

ko'rinishga ega bo'ladi. /  < 0  bo'lgan holda bir jinsli bo'lmagan masala

shart bajarilgandagina yechimga ega bo'ladi, bu yerdagi k, agar yechim

ch ek s iz l ik d a  ch e g a ra lan g an  b o ' ls a ,  1 dan  ~ X ~  1 g a ch a ,  agar

Ф ~ (°° )  = 0 shart bajarilsa, 1 dan ~ x  gacha q iymatlarn i qabui 
q i lad i .  Bu shart b a ja r i lg an da  ye ch im n i  yuqor idag i fo rm u la la rd a

Agar tashqi Lo yopiq egri chiziq bo'lmasa, D+ soha teshiklari 
bo'lgan barcha tekisiikdan iborat bo'ladi. Bu holda cheksiz uzoqlashgan 
nuqta D sohaga emas, balki D+ sohaga tegishli bo'ladi. Shuning

uchun ham cheksizlikda Ф  ( z )  funksiyani emas, Ф  + ( z )  funksiyaning 
holatini e ’tiborga olish kerak. Bu holning avvalgi holdan muhim farqi

shundaki, barcha Lk [k  = 1 .2 , . . . ,/и) yopiq egri chiziqlarga nisbatan

yechimini hosil qilish uchun bu ko 'paytmani tushirib qoldirib, avvalgi 
mulohazalarni qaytarish yetarlidir.

<I>(z) = X ( z ) | > ( z )  + P ^ ( z )[

® ( z )  = X ( z ) [ 4 ' ( z )  + P i _ , ( z )

P ^ ( z )  = 0 deb hisoblab, hosil qilish mumkin.

G {t) funksiyan ing  indeksi nolga teng bo 'lad i va bu

funksiyada t x ko 'paytma ishtirok etmaydi. Shu sababli masalaning
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5. Ochiq egri chiziqlar uchun Riman masalasi. L egri chiziq 
c h e t l a r id a n  bo sh qa  u m u m iy  n u q ta la r g a  e g a  b o ' lm a g a n  s i l l iq

Lk, к -  ochiq yoy lardan  tashkil topgan bo 'ls in . L egri

chiziqning tugunlarini, y a ’ni L ni tashkil qiluvchi yoy lam ing  chetki 

nuqtalarini ck, k = \,2,...,n , orqali, yoki soddagina с deb belgilab 
olamiz. L chiziqning tugunlaridan boshqa nuqtalarini oddiy nuqtalar 
deyiladi. L chiziqning nuqtalarini o ‘z ichiga olmagan tekislikning har 
bir chekli sohasida ana lit ik , L ga chapdan va o 'ngdan  uzluksiz 
davom etdiriladigan, tugunlar atrofida esa,

i w  \ I const  
0 ( z )  <- — , 0 < a  = const <1

\z ~ c \

shartni qanoatlantiradigan Ф ( ^ )  funksiyani bo 'lak-bo 'lak  analitik 
funksiya deb ataladi. G (t) va g (t) funksiyalar L da berilgan va 
G yo lder shartini qanoatlantiruvch i bo 'l ib , barcha L da G ( t ) ^ 0  
bo'lsin.

R im an  masalasi quy idag icha  qo 'y i lg an da ,  cheksizlikda chekli 
ta rtib d a , L chiziqqa chapdan va o'ngdan yaq in lash g an d a
Ф  + (/ ) , Ф  ( /) chegaraviy qiymatlari

= + g(t)  (50)

chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi bo'lak-bo‘lak analitik Ф ( 2 )

funksiya topilsin.
L ch iz iqda (50) chegarav iy shart bajariladi deganda, bu shart 

oddiy nuqta larda bajarilishi tushuniladi. Xuddi yuqoridagidek, g(t)=0  
bo 'lsa , y a ’ni

0 +(t) = G (t)0  (l) (51)

shart bajarilsa, masalani bir jinsli masala deb yuritamiz.
1

Agar nafaqat X  (z) funksiya, balki )q Y )  и̂п^ 'У а ham bo 'lak-

bo'lak analitik bo'lsa, X(z) ni (51) masalaning kanonikyechimi deyiladi.
Bo 'lak-bo 'lak  ana lit ik  funksiyaning t a ’rifiga asosan с tugunlar 

yaq in ida
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IW  ч| const  

\ z -c \

1 const , (52) 
 7̂7■> OL<\

Iх  И z -  с

shartlar bajarilishi kerak.

Kanonik yechimni tuzishga o 'tamiz. ln G (/ )  deganda har bir 

Lv L2 ,...,L p yoyda uzluksiz o 'zgaruvch i aniq q iym at tushunilad i. 

Farazimizga asosan C(/) funksiya Gyolder shartini qanoatlantirgani 

uchun ln G (/ )  funksiya ham bu shartni qanoatlantiradi. L chiziqning 
tugunlarini Cx, C 2 , . . , C n orqali belgilab olamiz. Chetki nuqtasi ck bo'lgan

L. yoy bo 'y icha t nuqta ck tugunga intilganda In (7 (7 ) funksiya aniq 

limitga intiladi, buni biz In G j(c k) orqali belgilab olamiz, y a ’ni

In Gj (ck) = l i m l n G ( z )
/ — i

Endi ushbu

r ( z i = —
W  2  < -

funksiyani tekshiramiz. Soxotskiy— Plemel formulalariga asosan, z nuqta 

oddiy to e  L nuqtaga chapdan va o 'ngdan intilganda

r ( ( 0 )  =  i l n G ( / 0 )  +  r ( t 0 ) ,

yoki

r ( f 0 ) = - - l n G ( / 0 ) + r ( / 0 ),
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formulalar o'rinli bo'ladi. Bulardan * funksiyaning (51) chega­

raviy shartni qanoatlantirishi kelib chiqadi. Endi Г ( г )  funksiyaning

tugunlar yaq in ida holatini aniqlash qoldi.
M a 'lum ki 110], Koshi tip idagi integral q  tugun yaq in ida quyidagi 

formula bilan aniqlanadi:

r(z)  = (cck +//3A) l n ( z - c J  + r 0 (z ) ,

± In G j  [c k )

2  n i

bu yerda yig 'ind i L yoy larn ing ck tugunda uchrashuvchi barcha j  
nomerlariga tarqaladi, shu bilan birga ” belgi ck dan boshlanadigan, 
“ +” esa, tugaydigan yoylarga mos keladi. Shunday qilib, ck tugun 
yaqin ida

/ w = ( z  — f i ( z )  

formulaga ega bo 'lam iz, bunda Q ( z ) ~  г  ~^ck da noldan farqli aniq 

limitga intiluvchi, ck yaq in ida analitik funksiya. Endi ] ^ [ ( 2 ) ushbu

n ( z ) = n ( z - c . ) "
k=\

formula bilan aniqlangan ratsional funksiya bo'lsin, bunda Л к

- 1  < a k + Ak < 1, k = \ ,2 ,. . ,n  (53)
shartni qanoatlantiruvchi butun sonlardan iborat. Endi tekshirib ko'rish 
qiyin emaski, ushbu

П К
X ( z )  -  П ( 2 К <;> = e ' 4 T l(^  "  T  (54)

k=I
funksiya kanonik yechim  bo'ladi yoki, aniqroq, kanonik yechimlardan 
bittasi bo'ladi. Haqiqatan ham , X (z) funksiya L chiziqdan tashqari 
barcha tekislikda nolga ay lanm ayd i,  (53) tengsizlikka asosan (52) 
shartlar bajariladi.

a , butun sonlar bo'lgan ck tugunlarni maxsus, qolganlarini esa,
maxsus bo'lmagan tugunlar deyiladi.
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Maxsus bo 'lm agan tugunlar uchun Ak sonlar ±  1 qo'shiluvchi 

aniqligida topiladi,chunonchi Ak ni shunday tanlashimiz mumkinki, 

yoki a k + A k < 0  yoki a k + A k > 0  tengs iz l ik  bajar i ls in . M axsus 

tugunlar uchun a k 4 -  Ak ~ 0  bo'ladi. Yuqorida aytganlarim izga asosan

(51) masalaning yechimlari tugunlar yaqinida chegaralanmagan bo'lishi 
m um kin  deb hisobladik. Ayrim  hollarda, avvaldan berilgan , b a ’zi

cn c2,...,cq maxsus bo 'lm agan tugunlar yaq in ida izlanayotgan yech i-  

mning chegaralangan bo'lishini talab qilish maqsadga muvofiq bo'ladi. 

Bu shartni qanoatlantia ivch i Ф ( г )  yech im lam i h [c x,c 2,...,cq) sinf

yechim lari deb aytiladi. q = 0 ga mos sinfni h (0) yoki ho orqali 
belg ilanadi.

h [c v c2,...,cq)  sinfning kanonik yechim i deb, (54) formula bilan

aniqlanadigan X  (z) yech im ni aytiladi, bunaagi A k butun sonlar

shunday tanlanadik i, cl ,c 2,...,c q tugunlar uchun а к + А к > 0  va

barcha qolgan maxsus bo 'lmagan tugunlar uchun a k + A k < 0  bo'lsin. 

Ushbu

/ = - 2 X
k=1

formula bilan aniqlanadigan %  butun sonni berilgan h (c x,c 2,...,cq) 
sinfning indeksi deyiladi.

Berilgan h (c v c2,...,cq) sinfning X(z) kanonik yechim i bo'lsin. 
Ravshanki,

0 ( z )  = X ( z ) P ( z )  (55)

funksiya ham berilgan sinfning yech im idan  iborat bo 'lad i, bundagi 
P (z) — ixtiyoriy ko'phad. Endi teskarisini isbotlaymiz. P (z) ko'phad 
mos tanlab o linganda berilgan sinfning har bir yech im i (55) formula 
bilan an iq lanad i. Haqiqatan ham,
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Ф*(/)=С(/)Ф -(0,X*(f) = G(/)X-(r)

munosabatlardan L da

Ф +( / )  Ф  ( 0

х ~ (Г )  = х ~ ( Г )

tenglik kelib chiqadi. Bu tenglik shuni ko 'rsatadiki, agar L chiziqning 
O (z )

oddiy nuqtalarida funksiyaga zarur q iymatlarni yozib qo 'yilsa ,

u tugunlar va cheksiz uzoqlashgan nuqtadan tashqari barcha tekislikda 
analit ik  bo'ladi. Bu funksiya tugunlar yaq in ida 1 dan kichik tartibda 
cheksizlikka aylanishi m um kin , dem ak, tugunlar qutilib bo 'lad igan

maxsus nuqtalardan iborat bo 'lad i. Ф ( г )  funksiya shartga ko 'ra

Ф (z )
cheksizlikda chekli tartibga ega bo'lgani uchun x ( z )  ko 'phaddan 

iborat bo'ladi. Shu bilan yuqoridagi fikr isbot bo'ldi. Bir jinsli bo'lmagan

(50)masalaning yechimlarini ham h [c x,c 2,...,cq J sinfdan izlaymiz. Bir

jinsli (51) masalaning shu sinfga tegishli bo'lgan kanonik yechimi X ( z )  

bo'lsin. Bu funksiyani shu sinfdagi (50) masalaning kanonik funksiyasi

deyiladi. X + (/) = G ( t )X ~  ( f )  tenglikni e ’tiborga o lib ,(50) shartni

Ф ’ ( 0  ф  ( ' )  g ( t )  

x*(0 x-(<) x*(r)

ko'rinishda yozib olamiz. Shartga binoan Ф ( z )  funksiya X ( z )  nolga

ay lanadigan cv c2,...,c q tugunlarda chegaralangan bo'lgani uchun, 

bu tugunlar yaqin ida

ф ( - )

X ( z )

const  
<7----------- cT’ t t < i

Г  “
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ф (z )
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, x ( - )  funksiya bo 'lak-bo 'lak  analitik

bo'lib, cheksizlikda chekli tartibga ega bo'ladi. Shuning uchun xuddi 
avvalgidek

= 8 ( ‘ )dt + X ( z ) P ( z )  (56)

formulaga ega bo 'lam iz, bundagi P (z) ixtiyoriy ko'phad.
Bu esa, berilgan sinfdagi (50) bir jinsli bo 'lmagan masalaning 

umumiy yech im idan iboratdir. (56) formuladagi ikkinchi qo'shiluvchi 
berilgan sinfdagi mos bir jinsli masalaning umumiy yech im i, biri nchisi 
esa, berilgan bir jinsli bo 'lm agan masalaning b irorxususiy  yechimidir.

Tatbiq nuqtai nazaridan (50) bir j ins li bo 'lm agan  masalaning 
cheksizlikda nolga aylanadigan yechimlarin i topish alohida ahamiyatga 

egadir. X (z) funksiyaning cheksizlikdagi tartibi aynan ( ~ z )  8a > 
y a ’ni h\c^c-,,...,c^  s inf indeksining teskari ishorasi bilan olinganiga 
tenglig in i e 't iborga olib, (56) formulaga asosan quyidagi xulosaga 
kelamiz:

X > 0  bo'lganda, cheksizlikda nolga aylanuvchi berilgan sinfdagi 
yechim lar

а д ,  g ( ^ _

V ] 2m * X +(/)(/‘ - r )  V 1 / lV ’ (57)

formula bilan aniqlanadi, bundagi P ^ _ , ( r )  darajasi % — \ dan

katta bo 'Imagan ко 'phad = 0 da  P^ , ( z )  = ■ /  < 0  bo 'Iganda,
cheksizlikda nolga aylanuvchi berilgan sinfdagi yechimlar Ф (оо ) = 0 
ekanligini ifodalovchi

r t 1 q ( t ) d l
Г 6  v >—  = 0  / = 0 1  - r - 1
J x-(<) 1 ’ x

shartlar  bajar i lgan  ho lda va faqat shu ho ldag ina  m avjud bo 'lad i.  Bu 

shar t la r  b a ja r i lgan da  yago n a  y e ch im  P ^ _ , ( z )= 0  b o ' lg an d a  (57) 

form ula b ilan an iq lanad i.

224



5- §. Singular integral tenglamalarni yechish 

1. Xarakteristik tenglamani yechish. Ushbu

K ' V  = a(t)q>(t) + ^ } -  g ( r ) ^  = f ( t )
7ti , т — t (58)

xarakteristik tenglamani tekshiramiz, bu yerda L ch izmada ko'rsatilgan 
um um iy nuqtalarga ega bo 'lm agan yopiq silliq egri chiz iq lardan 
tashkil topgan chiziq, a ( t ) ,  b ( t ) ,  f  ( t )  lar Gyolder sinfiga tegishli 
funksiyalar. N om a’ lum cp(t) funksiyani ham shu sinfdan izlaymiz. 
Zichligi xarakteristik tenglamaning izlanayotgan yech im idan iborat 
bo'lgan Koshi tip idagi integral bilan berilgan bo 'lak-bo 'lak  analitik 
funksiya kiritamiz:

Orri J  т  — *72ki • x — z
Soxotsk iy— Plemel fo rm ula la r iga  asosan quyidag i tenglik la rga  ega 
bo 'lam iz :

р ( , )  = ф Ч 0 - ф - ( 0 ,  —  Г ^ ^  = Ф * ( 0 + Ф - -(/ ) .  (59)
7Г1 , T  — t

Bularni (58) teng lam aga  qo 'y ib ,  Ф ( г )  funksiyan ing  ushbu

Ф * (' ) = с ( ' ) Ф " ( ' ) + ^ у Й ( 0  <“ >

Riman masalasin ing yech im idan  iborat bo'lishi kelib chiqadi, 
bunda

<?(/) =  £ & ) - * ( « )  
a(t) + b(t)

Iz lanayo tgan  Ф ( г )  funks iya  Koshi t ip id ag i  in tegra l b ilan  
ifoda langan i uchun
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Ф (со) = 0

a[t) -  b[t)
shartni qanoatlantir ish i kerak. (60) R im an masalasi a ( t )  + b ( t )

koeffitsientining indeksini (58) integral tenglamaning indeksi deyiladi. 
(60 )  c h e g a r a v iy  m asa la n i  y e ch ib ,  (59 )  fo rm u laga  aso san  (58 )  
tenglamaning yechimini topamiz. Tenglama bilan chegaraviy masalaning 
teng kuchli ekanligini ko'rsatish uchun, teskarisini, y a ’ni chegaraviy 
masalani yechish natijasida (59) formulalarning birinchisidan topilgan 
(p{t) funksiya (58) tenglamani qanoatlantirishini ko'rsatish kerak. Bu 
holda Ф ( ^ )  funksiya (4- § 1- band) Koshi tip idag i integral bilan 
tasvirlanadi, dem ak, (59) formulalardan ikkinchisi ham  o'rin li bo 'ladi, 
bu esa, (p[t) funksiyani berilgan (57) tenglamaning yechimi ekanligini 
ko'rsatadi. (60) Riman masalasiga mos xarakteristik funksiya X (z) 
bo'lsin. U holda (60) masalaning cheksizlikda nolga aylanuvchi yechimi

(4- §) X - Q  bo 'lganda

K ^ 4 x ( z ) P - «  , 6 I )

formula bilan aniqlanadi, bu yerda keyinchalik  qulay bo'lishi uchun 

darajasi ^ - 1  dan katta bo 'lm agan ixtiyoriy ko 'phad ——

ko'rin ishda olinadi, shu bilan birga /  = 0  bo 'lganda P z_ , ( z )  = 0 

bo'ladi. x  < 0 bo'lganda yechim  faqat

shartlar bajarilgandagina mavjud bo'lad i; agar bu shartlar bajarilsa, 
u holda yagona yech im  P , ( z )  = 0 bo 'lgan  (61) formula bilan 
an iq lanad i. Tekshir ilayotgan (58) integral teng lam an ing  yech im in i
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</?(/) = Ф + ( / ) - Ф  (7) form ulaga asosan topam iz. Buning uchun 
Ф +(^) va Ф “ (/) chegaraviy qiymatlarni Soxotskiy—Plemel formulasi 
bilan hisoblaymiz:

Ф * м = _____ Л 0 Х ~ ( 0 _____ + £ W X
l \ a ( t )  + / ? ( / ) ] x + (/ )  2 n i

^ R ^ ()] x W - 0 ^ x'(,)P" (0’

ф - м = _______ 1 Ш М 1 _____ + 2 L W X
2 [ a ( 7 )  + (/ )  2iu i

X / [ o~( r )  +  b ( - ) ] x ^ ( r ) ( T - t )  ~ I х  ( ' ) P j ~' ( ' } '

Demak,

и о - ф ч о - ф ч о = -2 ^ Д +( , д ^ ( / ) / ( о +

X +( / ) - X - ( / ) r f ( ? ) d T _____________

2 n i  \ [ й г ( т )  + / > ( т ) ] х +( т ) ( т - / )

1 (62) 

- _ [ х ч < ) - х - ( 0 ] р , н ( 0 .

Xarakteristik X (z) funksiyaning aniqlanishiga asosan

x * (< )  г А Л  ° ( » ) - * ( < )  
X  ( l )  K '  a ( t )  + b ( t )

tenglikka egamiz. Buni e ’tiborga olib, quyidagi ifodalarni hosil qilamiz:
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Х +(?) + Х~(/) _  1 

2 [ йг(/) + 6 ( 7 ) ] Х +(/) 2  я(/)  + Ь(/)]

1 ^  ( 0  ^ ( 0

+

+
2  <я(/) + £(/)] Х + (/) a2(t) — b2{ty

х-(о'
I -х * ( 0 - х - ( 0 = х * ( , )  . х

2 й ( / ) Х * ( / )  2 6 ( / ) [ а ( / )  + й ( г ) ] Х *  [/]

a2( t ) - b 2(t)

Endi, ushbu 

a * ( ( )  = ( 0
* ‘ ( 0

* ( / )

а2(<)-*г(')’ ” V/ a2(')-*2(')'

Z(/) = [ я  (/) + 6 ( / ) ] X + (/) = [#(/) -/?(/ )]  X “ (/),

^ * ( 0 Z ( 0  f f ( r )dT
Jя-/ i  Z ( r ) ( r  -  /)

be lg i la sh lam i kiritib, (62) yech im n i

»>(/) =  K - /  +  6 , ( / ) Z ( / ) P z . l ( f )  (63)

ko'rinishda yozishimiz mumkin. Bu yerdagi Z(t) funksiyani 4- § ning
4- bandidagi X+ (/) va X“(/) funksiyalarning qiymatlariga asosan 
osongina hisoblash mumkin. Z  (/) funksiyani (58) tenglamaga mos 
kanonik funksiya deyiladi. (63) formula (58) integral tenglamaning 
/ > 0  bo 'lganda umumiy yechim ini beradi.

Agar % < 0 bo'lsa , biz bilamizki, (60) R im an masalasi, demak, 
(58) teng lam a ham , um um an  aytganda, yech im ga ega bo 'lm ayd i. 
Uning yechimga ega bo'lish shartlari
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tengliklarning bajarilishidan iborat.
Agar yechimga ega bo'lish shartlari bajarilsa, u holda (58) bir 

jinsli bo 'lm agan tenglam aning yech im i P ] ( x )  = 0 bo'lgan (63) 
formula bilan aniqlanadi.

Agar f  (t) = 0 bo'lsa, y a ’ni tenglama bir jinsli bo'lgan holda, 
oldingi natijalardan ko 'r inad ik i, /  < 0  bo'lsa , bir j ins li tenglama 
noldan farqli yechim larga ega bo 'lm aydi, /  > 0  bo 'lganda esa, roppa- 
rosa x  chiziqli bog'liq bo 'lm agan yech im larga ega bo'lib, ularning 
to 'p lam i

bo'lmagan ixtiyoriy ko 'phad. Shunday qilib, biz quyidagi natijalarga 
keldik.

Г. Agar % > 0  bo‘Isa, bir jinsli Yf’(p = 0  tenglama roppa-rosa 
X chiziqli bog‘liq bo'lmagan yechimlarga ega bo‘ladi.

2°. Agar /  < 0  bo ‘Isa, bu tenglama noldan farqli yechimlarga ega 
bo ‘Imaydi.

3°. Agar X - Q  bo'lsa, bir jinsli bo'lmagan К  "(p = f  tenglama 
ixtiyoriy f  funksiya uchun yechimga ega bo'ladi va uning umumiy 
yechimi ta ixtiyoriy o'zgarmasga bog'liq bo'ladi.

4°. Agar x  < 0 bo ‘Isa, bu tenglamaning о ‘ng tomonidagi f  funksiya 
ushbu

ko'rinishdagi -  J  ta shartlam i qanoatlantirgan holda va faqat shu

bog'liq bo'lmagan funksiyalar.
Bu shartlar bajarilganda tenglama bitta va faqat bitta yechimga 

ega bo'ladi.
2. Xarakteristik tenglamaga qo‘shma boMgan tenglamani yechish.

Endi K.°(p — f  tenglamaga qo 'shm a bo'lgan

formula bilan aniqlanadi ,  bunda P , ( ? ) — darajasi ^ - 1  dan katta

( t ) d t  = 0  , k  =  О Д , . . . , - *  - 1
L
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teng lam an i tekshiramiz. (64) tenglam an i sodda usul b ilan R im an  
m asa la s ig a  kelt ir ish  m um kin . Shu m aqsadda  cheks iz l ikda  no lga  
aylanuvchi bo 'lak-bo 'lak  analitik

J _  М т ) ¥ (т)с1т 

2ni j  т -  z

funksiyani kiritamiz. Ushbu

2 > (* У (/ )  = Ч '+( * ) - Ч ' " ( / ) ,  —  [— = Ч Г  (/) + 4 '  ( / )
ici r T - t

formulalarga va (64) ten lam aga asosan

a(t)y/(t) = 4>+(t) + xY ~(t) + g(t) ,

yoki

{a + b)y/(t) = 2xV+{t) + g{t),  

(a -h)y/(t)  = 2 x\, {t) + g{t) (65)

tengliklarni hosil qilamiz. Bularga asosan quyidagi R iman masalasiga 
kelamiz:

> Г Г л  " ( O + M O .w ! л . ^ ( ' ) g ( O

(64) tenglamaga mos (66) masa lan ing koeffitsienti (58) teng­
lamaga mos (60) m asala koeffits ientin ing teskaris iga teng bo 'lgan  
miqdordan iborat.

Demak,



= lnd‘A ! h M = - м а (<)~ь(<)= _ z
a { t ) -b { t ) a(t) + b(t)

Bir j insli R im an masalasi kanonik funksiyasini ifodalovchi (38) 
yoki (39) formulani esga olsak, (65), (60) m asa la larn ing  kanonik 
fimksiyalari miqdori bo 'y icha bir-b ir iga teskari bo 'lad i,  y a ’ni (60) 
masalaning kanonik funksiyasi X (z) bo'lsa, (66) masalaning kanonik

funksiyasi [ x ( z ) J  bo'ladi. Shunga muvofiq, (66) masalaning chek­
sizlikda nolga aylanuvchi um um iy yechim i % > 0  (y a ’ni % < 0  da) 
bo 'lganda

T M _ [ X(Z)]'  f X*(r)6(r)? ( r ) *  I r w . y r ' p  f.4 ....
2m  * [ a ( r ) - ^ ( r ) ] ( r - z )  ^  P - ' ( z )  <67)

ko'rinishda ifodalanadi, bunda Р /Ч( / ) — darajasi X  “ 1 dan katta

bo'lmagan ixtiyoriy ko'phad ( ^  = 0  da P  , = 0  bo'ladi). Keyinchalik
1 z>

qulay bo'lishi uchun bu ko'phad oldiga -  ko'paytuvchi qo 'ydik. x  < 0 
(y a ’ni, % > 0  ) bo 'lganda, agar m asala yech im ga ega bo'lishining 
zarur va yetarli

jx-(, W'),;.), ..

shartlari bajarilsa, yechim  P Д г )  = 0 bo'lgandagi yana o 'sha (67) 
formula bilan aniqlanadi. Soxotskiy—Plemel formulasiga asosan (67) 
dan lF +(/) ni hisoblaymiz:

v w , ) = _ M £ M 0 _ +

2 [O (l)-i(0]

+ x o : V r X ' ( r ) * ( r ) g ( r ) d r  , l r w , 4 l

2  7 i i .
I [ o (  r) -b (r)_ | ( r - 0 ' 2 L “  - J

1-1
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Endi (65) formulalarning birinchisiga asosan (64) tenglamaning 
yech im in i topamiz:

г ( 0 = к ' г

bu yerda K* orqali avvalgi banddagi K* operatorga qo ‘shma bo'lgan 
operator belgilandi, y a ’ni

K ' g = a ' ( ,)g ( ,)+ ^ o f

1 f Z ( r ) b *  ( r ) g { r ) d i

shu bilan birga a*(t), b* (/), Z (/) avvalgi banddagi belgilashlarning 
o'zidir. Agar (67) dan VF~(/) ni hisoblab, (65) formulalarning ikkin- 
chisidan y/(t) ni topsak ham yana (68) formula hosil bo'ladi. Bir 
jinsli (g = 0) tenglamaning um um iy yechimi % > 0 da

v (  t )
p , ■-,(*) 

Z  ( t )

formula bilan aniqlanadi Demak, % > 0  bo 'lganda bir jinsli tenglama 
roppa-rosa % chiziqli bog'l iq  bo 'lm agan yechim larga ega bo'ladi; 
% < 0  bo 'lganda esa bir jinsli tenglama noldan farqli yechim larga 
ega bo'lmaydi.

Shunday qilib, K.u<p = f  tenglam a qanday xossalarga ega bo'lsa, 
K ° ^  = g  tenglama ham shunday xossalarga ega bo'ladi. Endi biz 

ko 'rayapmizki, К "(p — f  tenglamaning yechimga ega bo'lishi uchun 
4°- xossadagi shartlarda qatnashgan Vk funksiyalar qo 'shm a bir jinsli 

K >  = 0  tenglamaning chiziqli bog'liq bo'lmagan yechimlarining to 'la  
sistemasidan iborat ekan. Keyinchalik isbot qilinadigan muhim umumiy 
teoremaning xususiy holi bo 'lgan quyidagi fikrni qayd qilib o 'tamiz: 

bir jinsli ¥J’(p = 0  tenglama chiziqli bog'liq bo 'lm agan yechim larin ing 
soni к , q o 'sh m a  b ir  j in s l i  K " ^  = 0 te n g la m a  ch iz iq l i  b o g ' l iq  
bo'lmagan yechimlarining soni к ga teng bo'lsa, bu sonlarning ayirmasi 
K° operatorning indeksiga teng bo'ladi, y a ’ni
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k-k' = z
Haqiqatan ham , j  > 0  bo 'lganda к = / ,  к = 0 ; % < 0  da 

к = 0, к = bo'ladi.
3. Singulyar operatorlar kompozitsiyasi. K, va K, ushbu

, ч , ч 1 rK, (/,r )^(  r)c/r 
K . ^ o ,  ( / ) « » ( / )  + —  J - ^ — —  1 ,m I r - t

/ ч / ч 1 f K 2 ( f , r W ( r W r
K 2^  = tf2 ( / W ( n - f ------ — —----------— — -----

7ii;  т — t

formulalar bilan aniqlanadigan singulyar operatorlar bo'lsin. Ushbu

к у  = к,(к2̂ )
formula bilan aniqlanadigan

K* = K ,K 2

operatorni ko'rsatilgan tartibda K, va K2 operatorlarning kompozitsiyasi 
yoki ko'paytmasi dey ilad i (operator larn ing ko 'pay tm as i,  um um an 
aytganda, kommutativ bo 'lm ayd i, y a ’ni K,K2 va K2K, bir-biridan 
farq qaladi). K* operator uchun ifodani topamiz:

Jti T - t  Jti*

7ri r T - t
+

1 r K 2 ( r , T ,  )^/T,

T\ — t
dT.

Bu ifodaning xarakteristik qismini ajratib olamiz. Buning uchun quyidagi 
almashtirishni bajaramiz:
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r¥.2(t,T)y/(T)dz _ к  r ^ ( r ) J r

J г - /  Д  ’ }l т - t

+ y ( T) d t ,
J т - t

+

L

p  ( Q K ,  ( « , г ) у  ( r ) r f r  _  ^  (<)K| { t j )  j t J J . / :  +

L T  * L T *

+ p ( r ) K , ( > , r ) - o ; (/)K,(t,»)y  (ю)

/ Г ~ '

- L  J  K I ^  T) dx— J  K l  T| V ( t ,  ) dxx = К , ( / , / ) К , ( / , / ) у / ( / )  +
J i l   ̂ T / 7Г/  ̂ Tj T

Oxirgi  t eng l ikda  biz (20)  P u a n k a r e —Bertran  fo rm ul a s idan  
foyda l and ik .  (69)  fo rm u la l a r  o ‘ng tom on id ag i  ikk inch i  q o ‘ shi -  
l u v c h i l a r d a g i  i n t e g r a l l a r n i n g  y a d r o s i  r  = t n u q t a d a  t a r t ib i

|г -  /| (Я  < l )  dan katta bo lm ag an  maxsuslikka ega bol i sh in i  ko ‘ rish

qiyin emas.  Oxirgi takroriy integralda К ( 7 , г , г , ) = К ,  ( V , r ) K 2 ( r , r , ) 

belgilashni kiritib, quyidagi almashtirishni bajaramiz:

К  1

LJ ( r , - r ) ( r - ? )  Tx - t

_  CDx ( t , T ^ ) - C Q 2 ( t , T \ )

bu yerda

f dt = —  fK (<,r’ r|) rfr- № ' T'T' ) d T
Пт —т\(т — Л t — t * T ~t , T  — T,
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ю,
, ч ; К ( / , Т , Т , )  , , ч г К( / , Т , Т, )
( ? , т )=Г-А------- 4/т, (о,(/,т,)= Г—*------—dr.
х ' JT т - t  , т — т.

vaй>,(/,г), &>2 (?,z"j j  funksiya lar G yolder shartini qanoatlantirad i 
bundan tashqari <y, (/,/) = <У2 (/,/). Shuning uchun oxirgi yadro ham 
г  = t bo 'lganda |r - 1|Л ' dan katta bo'lmagan maxsuslikka ega bo'ladi.

3- § ning 1- bandidagidek

K ,  (/ ,/ )  = £ , ( / ) ,  К 2 { t , t )  = b2 ( t )

belgilashlardan foydalanib, K ( va K2 singulyar operatorlar К kompo- 
zitsiyasiining xarakteristik K° operatori ushbu

K >  =  ( K , K , )  ip  = [ a ,  ( t ) a 2 (/ )  + *, ( < ) * г ( 0 ] У  W  +

^ a l ( f ) ^ 2 ( r )  +  a '2 ( ^ ) ^ 1( ? )  г у/ ( t ) c/t

7П “ T - 1
fo rm u la  b i lan  i fo d a la n ish ig a  ishonch  hos i l  q i l a m iz .  K, va K, 
operatorlarning xarakteristik q ismini ajratib (22) ko 'r in ishda yozib 
olamiz:

K i  cp = а ,  + + \kx ( t , r ) < p ( r ) d r ,
711 J Г — t •

к 2Y = a2(t)y/(t) + -^ г -j df T + J k2 (/, t) i/a ( t) dr.

K° operatorning koeffitsientlarini a° (t) va bi (t) orqali belgilab 
olamiz, y a ’ni

a°(t) = a](t)a2(t) + b,(t)b2(t), 

b°(t) = a , (/)62 (/) + (/)Z>, (/). (70)

Bu formulalar k v k2 regulyar yadro lam i o 'z  ichiga olmaydi va 
u la r  1 va 2 ind ek s la rga  n isbatan  s im m etr ik d ir .  S h u n d ay  q i l ib ,
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ko'paytmadagi operatorlar tartibining o'zgarishi, shuningdek ular regu- 
lyar qismining o ‘zgarishi operatorlar ko 'paytmasining faqat regulyar 
qismiga t a ’sir qilib, uning xarakteristik q ismiga t a ’sir qilmaydi.

A g a r
,  O 0 , 0  0 0 , 0

S , = a . + b . , D . - a . - b , ,  / = 1,2;  S =a + b  ,D - a  - b
j  j  j  j  j  j  j  

desak, (70) tenglikdan

S° = SlS2,D° = d xd 2

formulalarni hosil qilamiz. Bu formulalardan indeksning t a ’rifiga asosan 

K° operatorning X  indeksi K,K, operatorlar X  \ va X i  indeks-
о

larining yig 'indisi,  y a ’ni X  ~ X\ + X i  ekanligi kelib chiqadi. Agar 
s ingulyar K, operator shunday bo ‘ lsaki, K,K2 operator F redgo lm  
operatoridan iborat bo‘lsa, u holda K, operator K2 operatorni regu- 
lyarizatsiyalaydigan operator yoki qisqacha, uning regulyarizatori deyiladi.

K° operatorning Fredgolm operatori bo'lishi uchun b°—0 yoki
У  = D° bo'lishi zarur va yetarlidir. Shunday qilib, agar K, operator 
K2 uchun regulyarizator bo'lsa,

a xb2 + a 2b\ = 0  (71)

yoki

SiS2 = Z),D2

tenglik o'rinli bo'ladi va teskarisi. Yuqoridagi mulohazalardan shu narsa 
kelib chiqadiki, agar K2 operator berilgan bo'lsa, uning regulyarizatori 
K, operatorni cheksiz ko'p usullar bilan tanlash mumkin. M asalan, 
S  = D  Ф 0 funksiyani ixtiyoriy berish mumkin, u holda 5, va Z), 
lar ushbu

formulalar bilan aniqlanadi, xususiy holda S  ° = D ° — 1 deb olish 
mumkin. Odatda, (71) shartni qanoatlantirish uchun
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deb olish qulay bo'ladi.
S h u n d ay  q il ib , regulyarizatsiyalaydigan operatorni tanlashda 

operatorlarning xarakteristik qismigina ahamiyatga ega ek an l ig in i  
ko'ramiz.

Fredgolm operatorining indeksi nolga teng bo'lgani uchun, bir- 
birini regulyarizatsiyalaydigan K, va K2 operatorlarning indeksi miqdori 
bo 'y icha teng va ishoralari qarama-qarshidir.

Ixtiyoriy ikkita singulyar operatorlar uchun

(к,к2)=кж;
tenglik va ixtiyoriy ikkita <p va Ц/ funksiyalar uchun

jy/K(pdt = j(pK\j/dt (72)
L L

tenglik o 'rinli bo'ladi. Bu xossalarning to 'g 'r il ig iga bevosita tekshirib 
ko'rish bilan ishonch hosil qilish mumkin. Ko'rsatish qiyin emaski, 
(72) xossa qo 'shm a operatorlar tushunchasi uchun xarakterli xossa 
hisoblanadi, y a ’ni agar ikkita singulyar К va К  operatorlar uchun 
(72) tenglik bajarilsa, Gyolder shartini qanoatlantiruvchi (p va у/ 
funksiyalar qanday bo'lmasin, К  va К  operatorlar boshlang'ich 
ta ’rif m a ’nosida qo 'shm a bo'ladi.

(72 )  ten g l ik d an  quy id ag i  f ikr kelib  ch iq ad i :  agar K(p = f  
tenglama yechimga ega bo‘Isa, и holda

J /  y/dt = 0  (73)
i.

shartning bajarilishi zarurdir, bu yerda  !// — qo'shma bir jinsli 

К  I// = 0  tenglamaning ixtiyoriy yechim\.

Haqiqatan ham, agar (p funksiya К  (p = f  tenglamaning yechimi 
bo'lsa, u holda

Jfy/d t  = ŷ/¥ (̂pdt -  \(p¥̂ y/ dt = 0
L L L

bo 'lad i.  Teskari f ik rh am  o 'rin li bo 'lad i;  uni biz keyinroq isbotlaymiz.

я , =  а2, bx-  -Ь2

237



4. Fredgolm tenglamasining rezolventasi to ‘ g‘risida. Bizga 
Fredgolmning ikkinchi turdagi

N (p = ( p ( t )~  ^ n ( t , r ) ( p ( z ) d T  = g ( t )  (74)
L

teng lam as i ber i lgan  bo ‘ lsin. II bobdan b izga m a ’ lum k i,  agar  bir 
j in s li

N^? = 0  (75)

teng lam a noldan farqli y ech im la rga  ega b o ' lm asa ,  u ho lda ixtiyoriy  
g (t )  o 'n g  to m o n  u ch u n  (7 4 )  te n g la m a  y a g o n a  y e c h im g a  ega  
bo 'lad i va bu yech im

4>(t) = R g  = g ( t ) +  \ R ( t , T ) g ( r ) d T  (76)
L

formula bilan aniqlanadi, bu yerda R{t,  r )  funksiya (74) ten lam a- 
ning rezolventasi. Endi (75) bir jinsli tenglama noldan farqli yechimlarga 
ega bo'lgan holga murojaat qilamiz. Bizga m a ’lumki, bu tenglama va 
unga qo 'shm a bo'lgan

N  V  = 0  (77)

tenglama bir xil chekli sondagi chiziqli bog'liq bo 'lm agan yechim larga 
ega bo'ladi. (75) va (77) tenglam alam ing  chiziqli bog'liq bo 'lmagan 
y e c h im la r in in g  to ' l a  s is tem as in i  mos rav ish da  (px,(p2,...,(pn va 
y/\,y/2,...,i//n o rqali  be lg i lab  o lam iz .  Bir j in s l i  b o ' lm agan  (74) 
tenglama uning o 'ng tomoni

\ g ( t ) f / j ( t ) d t  = 0 ,  j  -  1 , 2 , . . . , и (78)
L

shartlarn i qanoatlan tirgan  holda va faqat shu ho ldag ina yech im ga  
ega bo 'lad i.  Teksh ir ilayotgan  ho lda ham , (76) fo rm ulada qa tna-  
shayotgan  operator ko 'r in ish idag i R operator m avjud bo 'l ish in i 
ko 'rsatam iz . A gar (78) shartlar  bajar i lsa , u ho lda

cp(t) = R g  = g ( t ) +  JR ( t , r ) g ( r ) d T
L

funksiya (74) teng lam an ing  ye ch im i(an iq ro g ‘ i, yech im lar id an  biri)

238



bo 'lad i ,  bu ye rdag i R ( t , r )  funksiya  (74 ) ten g lam an in g  umum- 
lashgan rezolventasi dey ilad i.

Biz qo ‘llaydigan usul tekshirilayotgan holni bir jinsli tenglama 
noldan farqli yechim larga ega bo'lmagan holga keltirishdan iboratdir.

S h u  m a q s a d d a  <ft(t),<p2 (t),...,<pn(t)  va y/x (t),y/2 (/ ) , . .  .,y/n (/) 
funksiyalar bilan ushbu

} ^ id t  = S,r  \ vf1jdt = sv  s u = 1, > = J ,

0.1 * J  m

m unosabatla r  b ilan bog 'langan  H s infga teg ish li  bo ' lgan  ikkita  
£ i ( 0 ’ £ i ( 0 > - ,£ „ (* )  va 7 , ( / ) , 7 2 (/ ) , . . . ,7 и(/) funksiyalarsistemasini 
kiritamiz. Bunday va 7)i funksiyalarni cheksiz ko'p usullar bilan 
ham m a vaqt tuzish mumkin [10]. (74) integral tenglam a bilan bir 
qatorda quyidagi Fredgolm integral tenglamasini tekshiramiz:

< p {*)d v  = g ( t )  (80)
L L /=1

v a  u n in g  h a r  b ir  y e c h im i ,  a g a r  (7 8 )  s h a r t l a r  b a ja r i l s a ,  (7 4 )  

teng lam an ing  yech im i bo 'lish in i ko 'rsatam iz . H aq iqatan  ham , (p(t)
funksiya (80) teng lam an ing  biror yech im i (agar  shunday  yech im  
m avjud bo 'lsa )bo 'ls in . U holda shu teng lam aga  asosan

П
N(p + Y J a iT1,(t ) = g ( t )  (81)

i=i
tenglikka ega bo 'lam iz, bundagi a. — o 'zgarmaslar

4  = \ ( p { T % ( r ) d T  (82)
L

formula bilan aniqlanadi. (81) tenglamani y/k(t)  ga ko'paytirib, L 
bo 'y icha integrallaymiz:

JV*N(pdt + \y/krj.dt = \g(t)i/k (t)dt . (83)
L i=l 1. L

(78 ) sh art la rga  asosan  bu ten g l ik n in g  o 'n g  tom on i no lga teng. 
N ц/к = 0 bo'lgani uchun (72) formulaga asosan
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jV*N (pdt = |̂ N y/kdt = 0
L L

ten g l ik ka  ega  b o ' la m iz  va n a t i jad a  ak = 0 b o ' l ish i  kelib  ch iq ad i .  
D em ak , (83 ) ten g l ik d ag i  b archa  a. = 0 va shun ing  uchun  ham  
N ^  = g ( 7 ) ,  bu esa , ta lab  q i l in g an  n arsan ing  isbotid ir .  N ihoya t ,  
g ( t ) =  0 b o ' l g a n d a  ( 8 0 )  d a n  k e l ib  c h i q a d i g a n  b i r  j i n s l i  
t e n g l a m a n in g  n o ld a n  f a r q l i  y e c h im l a r g a  e g a  b o ' lm a s l i g i n i  
k o 'r sa tam iz .  H aq iqa tan  ham , ox irga  te n g lam an in ig  y e ch im i g (t )=  
=0 da  (78) shart bajar ilgan i uchun N^> = 0 teng lam an ing  ham 
yechimi bo'ladi. Demak, birinchidan, (p = bx<px + b-,cp2+ ...,bn(pn, bu 
yerda  bl,b2,...,bn — o 'zgarm as lar ,  ikk inch idan  a. = 0 ekan lig in i 
eslasak, (82) dan

j(b^+... + bn<pn)^dt = 0, i = 1 ,2 , . ..,/7
L

tenglik kelib chiqadi. Bundan, (79) ni e ’tiborga olsak, barcha b  = 0 
bo'ladi, demak, bir jinsli (80) tenglama noldan boshqa yechimlarga 
ega emas. Avvalgi aytganlarimizga asosan (80) tenglama ixtiyoriy g (t) 
o 'ng qismi uchun yagona yechimga ega bo'ldi va bu yechimni Ф = ^ ,  
ko'rinishda ifodalash mumkin, bundagi R — yuqorida ko'rsatilgan 
operator ko'rinishidagi operatordir. (74) tenglamaning umumiy yechimi 
(78) shartlar bajarilgan, ushbu

(p = T(p + C\(px + c2(p2 +... + cnq>n 
ko 'r in ishda  ifoda lanadi.

R operator N<p = g  tenglamaga nisbatan qanday rol o 'ynasa, 
R operatorga qo 'shm a bo'lgan R operator N<p = g  tenglamaga 
nisbatan xuddi shu rolni o 'ynashini tekshirib ko'rish qiyin emas.

5. T o la  singulyar integral tenglamani regulyarizatsiyalash. Biz
3- § ning 2- bandida, ayrim sodda singulyar integral tenglamalarn ing 
yechim larin i aniq ko'rinishda yozib olish mumkin ekanini ko'rdik. 
U mumiy holda, singulyar integral tenglamalarni tekshirishning odatdagi 
usu li uchun  r eg u ly a r iz a ts iy a la sh ,  y a ’ ni F redgo lm  te n g lam as ig a  
keltirishdan iboratdir.

S ingulyar integral tenglama

К  <p = f  (84)

berilgan bo'lib , M — К ni regulyarizatsiya laydigan biror singulyar 
o p e ra to r  b o ' l s in .  A vvalg i t e n g la m a n in g  har  ikki to m o n id a  M 
operatsiyani bajarib,
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N#> = MK<p = М/ (85)

Fredgolm tenglamasiga ega bo'lamiz. Berilgan tenglamaning har bir 
yechim i (85) Fredgolm tenglamasining ham yechim i bo'lishi ravshan; 
teskari xulosa umuman aytganda o'rinli bo 'lm ayd i; demak, (84) va 
(85) tenglamalar, umuman aytganda, ekvivalent emas. Am mo (85) 
teng lam an ing  barcha yech im la r in i  top ishn i b ilsak , ber i lgan  (84) 
tenglmaning barcha yechim larin i topish mumkin bo'lishini ko'rish 
qiyin emas. Bu to 'g 'r ida biz keyinchalik batafsil to 'xtaymiz. Hozircha 
avvalgi fikrlardan kelib chiqadigan natijani keltiramiz.

Bir jinsli singulyar integral

K<p = 0
tenglamaning chiziqli bog'liq bo'lmagan yechimlarining soni cheklidir.

Haqiqatan ham, bu tenglamaning barcha yechimlari bir vaqtda 
bir jinsli Fredgolm tenglamasining yechimlari bo ’ ladi; m a iu m k i ,  oxirgi 
tenglama yechim larin ing soni esa cheklidir. (85) Fredgolm tenglamasi 
yechimlari ichida (84) tenglamaning barcha yechimlari yotishini biz 
yuqorida aytib o'tdik. Endi (85) tenglamaning umumiy yechimini bilgan 
holda (84) tenglamaning um um iy yechim ini topishni maqsad qilib 
qo 'yam iz. Avvalo (85) tenglamaning yech im ga ega b o l ish  shartlarini 
yozib olamaz. Bu shartlar

[coMfdt -  0 ,  j  = 1 , 2 , . . . , и
L

ko’ rinishga ega bo’ ladi, bu yerdagi coj - t O j [ t ) — (85) tenglamaga 
qo 'shm a bo’ lgan bir jinsli

n V  = k ’m V  = o

Fredgolm tenglamasi chiziqli bog'liq bo'lmagan yechim larin ing to 'la 
sistemasidir. (72) formulaga asosan, bu shartlarni

J/M coj - dt -  0, j  -  1,2,...,n (86)

ko 'r in ishda yozib o iishim iz mumkin. Bu holda (85) tenglam aning 
umumiy yechim i, 4- banddan bizga m a iu m k i ,

11
(p ( t )  = R M f ( t )  + ^ c iz i ( t )  (87)

i=I
ko 'r in ishda yoziladi, bundagi R avvalgi bandda ko'rsatilgan aniq
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operator, / , (/ ) ( /  = 1,2,..., w) funks iya la r  M K ^? = 0 ten g lam a  
chiziqli bog'liq bo'lmagan yechim larin ing to 'la  sistemasi, c. — ixtiyoriy 
o'zgarmaslar.

Lekin (85) tenglamaning bu yechimi (84) tenglamaning yechimi 
bo 'lm aslig i ham m um kin . Haqiqatan ham, agar (p funksiya (85) 
tenglamaning, y a ’ni

M ( K p - / )  = 0

tenglamaning biror yechim i bo'lsa , u holda
n

K(P ~ f  = Y<a£i (88)/ = 1
bo'lishi ravshan, bu yerda £р ...,£л - M £  = 0 tenglam a chiziqli bog'liq 
bo'lmagan yechimlarining to 'la sistemasi, a , , a n — biror o'zgarmaslar. 
Bu o 'z g a rm a s la r ,  a g a r  cp fu n k s iy a  b e r i lg an  b o ' ls a ,  y a ’ni (87 ) 
formuladagi cr  .. ., cn o 'zgarm aslar berilgan bo'lsa, to ' la  aniqlanadi. 
(85) teng lam an ing  (87) yech im i (84) teng lam an ing  ham yech im i 
bo'lishi uchun barcha a. = 0 bo'lishi zarur va yetarlidir. Bu shartni 
berilgan (p funksiya va c. o 'zgarm aslar orqali ifodalaymiz. Buning 
uchun (88) formuladagi ai o 'zgarmaslarni c. lar orqali aniqlaymiz. 
Shu maqsadda L egri chiziqda H sinfga tegishli bo'lgan shunday 
£,*, aniq funksiyalarni o lamizki, ushbu

\4i ( t ) ? j  { t)dt  = sv ( s v = 1, / = j, s.. = 0 , 1 Ф j ) (89)
L

shartlar bajarilsin. Bunday funksiya larn i ham m a vaqt tanlab olish 
mumkin [10].

Endi (88) tenglikning har ikki tomonini %*(t) ga ko 'paytiramiz 
va L bo'ylab integrallaymiz. U holda (89) ni e ’tiborga olsak, ushbu

a, = j £ ( K  < p - f ) A
L

tenglikka ega bo'lamiz. Bu tenglikda cp(t) o 'rn iga uning (87) ifodasini 
qo 'yam iz va

f^ K R M fd t = j/ M R K 'f .d t
I- L

formuladan foydalanib, quyidagi

f , ( t )  = MRKt ; - ( , ) - £ ,

A ,  = J § W  x M d t ,
L
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(90)

belgilashlarini kiritsak,
n

aj = / , + Е А л (91)

formulani hosil qilamiz. Demak, (87) formula bilan aniqlangan (p(t) 
funks iya  ber i lgan  (84 ) te n g lam an in g  ye ch im i bo ' l ish i  uchun  c. 
o 'zgarm aslar  ushbu

chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining yechim i bo'lishi zarur va 
yetarlidir. Agar bu sistema yech im ga ega bo'lsa , u holda berilgan 
in tegra l ten g lam a  ham  yech im ga  ega b o ' lad i  va ak s in cha . (92) 
sistemaning yechimga ega bo'lishi shartlari, bizga m a 'lum ki, chekli 
sondagi (bu sonning hozircha bizga qandaylig in ing aham iyati yo 'q)

ko'rinishdagi munosabatlar bilan aniqlanadi, bundagi B.. — o'zgarmas 
sonlar. O 'zgarmas f  sonlar (90) ko 'rin ishga ega ekanlig ini eslasak, 
avvalgi shartlarni

tegishli /  ga bog'liq bo'lmagan aniq funksiyalardir. Shunday qilib biz 
quyidagi xulosaga keldik.

Berilgan (84) integral tenglamaning yechimga ega ho ‘lishining 
zaruriy va yetarli shartlari chekli sondagi (93) ko'rinishdagi shartlar 
bilan ifodalanadi.

6. Nyoter teoremalari. Endi Fredgolm tenglamalari uchun bizga 
m a ’lum bo'lgan Fredgolm teoremalari qanday rol o 'ynasa , singulyar 
integral tenglamalar nazariyasida ham xuddi shunday aham iyatga ega 
bo ' lg an ,  nem is m atem atig i  F .N yoterga  tegish li uchta  teorem an i 
isbotlaymiz.

1 teorema. (84) singulyar integral tenglama yechimlarining soni 
cheklidir. Bu teoremaning isboti 5- banddagi mulohazalardan darhol 
kelib chiqadi. (84) tenglamaning har bir yechim i (85) tenglamaning.

n

Y , Ajic i +f i=°> y=u2,...,w (92)
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ya 'n i M (K < p-/ ) = 0 bir jinsli tenglamaning ham yechimidir. Demak, 
(84) tenglama yechimlarining soni (85) Fredgolm tenglamasi yechimlari 
sonidan katta emas. Bundan teoremaning to 'g 'r ilig i kelib chiqadi.

2  teorema. (84) singulyar integral tenglamaning yechimga ega 
bo'lishi uchun

\f(t)yfj(t)dt = 0, j  = 1,2,...,A' (94)
L

shart laming bajarilishi zarur va yetarli, bundagi (//, (t),...,y/k (t) — qo'sh­
ma bir jinsli К/// = 0 tenglama chiziqli bog'liq bo'lmagan yechimlarining 
to'la sistemasi.

Isbot. (94) shartlarning zarurligi (73) formuladan bevosita kelib 
chiqadi. Bu shartlarning yetarli ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun 
(84) tenglamaning yechimga ega bo'lishi uchun yetarli bo'lgan (93) 
shartlar (94) shartlarning natijasi ekanligini ko'rsatish kifoyadir. g ( t )— 
# sin fga  tegishli bo'lgan ixtiyoriy funksiya bo'lsin.

Ushbu K<p = K g  tenglama yechimga ega bo'ladi, chunki uning 
yechim laridan bittasi (p = g . Demak, (93) shartlarning zarurligidan

j V  ;Kgelt = JgK V jf if t  = 0
L L

tenglikka ega bo'lamiz. Bu tenglik ixtiyoriy g funksiya uchun o'rinli 
bo 'ladi, u holda K(//*=0 bo'lishi kerak, y a ’ni y/* funksiya bir jinsli 
K (/*=0 t e n g la m a n in g  y e c h im id i r .  D e m ak ,  y/* f u n k s iy a  y/j 
funksiyalarning chiziqli kombinatsiyasidan iborat. Shuning uchun ham 
(93) shartlar (94) shartlarning natijasidir, shu bilan teorema isbotlandi.

3  teorema. Bir jinsli K<p = 0 tenglama chiziqli bog'liq bo'lmagan 
yechimlarining к soni va qo 'shma bir jinsli К  У * = 0 tenglama chiziqli 
bog'liq bo'lmagan yechimlari к sonining ayirmasi К operatorningfaqat 
xarakteristik qismiga bog'liq bo'ladi va bu ayirma shu operatorning 
indeksiga teng bo 'ladi, ya ’ni

k - k = x  ■
Isbot. M — К ni regulyarizatsiyalaydigan ixtiyoriy operator bo'lsin. 

Bir-biri bilan qo 'shm a bo'lgan bir jinsli

MK<p = 0 ,  K M V  = 0  (95)

Fredgolm tenglamalarin i tekshiramiz. Bu tenglam alar bir xil sonda 
chiziqli bog'liq bo'lmagan yechim larga ega. Bu sonni ikki usul bilan
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hisoblaym iz va nat ija larn i taqqoslab , teo rem a bir inchi q ism in ing  
to 'g 'iri l ig iga ishonch hosil qilamiz. Ushbu

K p  = 0,  K V  = 0,  M /  = 0 ,  m ’̂  = o

ten g lam a la rn in g  ch iz iq li  bog 'l iq  b o ' lm agan  y e ch im la r in in g  to ' la  
sistemasini mos ravishda

<Pj(j = l,...,k), y/j(j = \,...,k'),

= сoj ( j  = l,. . . ,m)
orqali belgilab olamiz. MK<p = 0 tenglamaning barcha yechimlari

m

^<P = Y j a iXi (96)
/=1

tenglamani qanoatlantiradi, bunda aj — o'zgarmaslar. Bu o'zgarmaslarni 
shunday tanlash kerakki, natijada avvalgi teng lam a yech im ga ega 
bo'lsin, y a ’ni II teoremaga asosan

m
X V ,  = 0 ,  i = 1 ,2 ,. . . ,  A' (97)
./-1

shartlar bajarilsin, bu yerda

A(/■ = jifS'Z jdt, / = 1 , 2 , j  -  .
L

Faraz qilaylik ||a,. || matritsaning rangi r  ga teng bo'lsin. U holda, 
m a ’lumki, (97) sistemani qanoatlantiruvchi a r  a„... am o 'zgar- 
maslardan m — r  tasi ixtiyoriy bo'lib, qolgan r  tasi esa ularning 
chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo'ladi. Ixtiyoriy o 'zgarmaslarni br  
b2,...b m_r orqali belgilab olamiz. (96) tenglamaning o 'ng tomoniga a  
lar o 'rniga ularning b lar orqali ifodasini qo'yib, (96) tenglamani

m - r

K P  = Z ^  (98)
/=1

ko'rinishda yozib olamiz, bundagi £ -  X, funksiyalaming biror chiziqli 
kombinatsiyasi. ^  funksiyalar chiziqli bog'liq emas. Haqiqatan ham,
b. o'zgarmaslarning b a ’zi bir q iymatlarida

m - r

/=1
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tenglik o 'rinli bo'lsa, u holda bu yig 'indi kelib chiqqan ushbu
m

/=1
yig 'indi ham a. lar o 'rn iga ularning b. orqali ifodalarini qo 'y ilgandan 
so'ng nolga teng bo'ladi. Demak, /, lar chiziqli bog'liq bo'lmagani 
uchun barcha a. — 0  bo'ladi. Ammo bj lar a. lam ing  ay irmalari bo'lgani 
uchun barcha b. = 0  bo'ladi. (98) tenglama har qanday b. lar uchun 
yechimga ega bo'ladi. uni yechib,

m -r к

<p=
1=1 7=1

tenglikka ega bo 'lam iz, bundagi c. — ixtiyoriy o 'zgarmaslar, r]i lar 
esa, K(p = ^ ( i  = \,2,. . . ,m-r)  tenglamalarn ing qandayd ir yechimlari. 
rj;,(pj funks iya la r  ch iz iq li  bog 'l iq  em as l ig in i  ko 'r ish  q iy in  emas. 
Haqiqatan, agar bt, c. lam ing qandaydir q iymatlarida

m-r к

/=1 7=1

tenglikka ega bo'lsak, bu tenglikning har ikki tomoniga К operator 
bilan t a ’sir qilib,

m - r
2 > ,£ , = o
/=1

tenglikni hosil qilamiz, bundan b. = 0. U holda

1 ^ = 0 ,
м

bundan barcha c. = 0 ekanligi kelib chiqadi. Shunday qilib, (95) 
tenglam alardan birinchisi roppa-rosa m -  r  + к ch iziqli bog'liq 
bo ' lm agan  ye ch im la rg a  ega  b o ' lad i .  Endi (95 ) te n g lam a la rn in g  
ikkinchisiga murojaat qilsak, xudda shunga o'xshash natijaga erishamiz; 
faqat mulohazalarda M va К ni mos ravishda К va M bilan va,

demak, X, va Ф, larni mos ravishda va co: lar bilan almashtirish 
kerak bo'ladi. Shu munosabat bilan A., o 'zgarm aslar o 'rn iga

K j ^ j X i V j d t

o'zgarm aslam i hosil qilamiz, shu sababli ||a ’.| matritsaning rangi ham

246



avvalgi Ца̂ Ц matritsaning rangi r  ga teng bo'ladi. Shunday qilib, (95) 
tenglamalar ikkinchisining chiziqli bog'liq bo'lmagan yechim larin ing 
soni к - r - m i  ekanlig in i ko'rsatdik. Bu natijani avvalgisi bilan 
taqqoslab ,

m —r + к = m — r  + к
yoki

к — к = m —m (99)

tenglikka ega bo'lamiz. Xarakteristik qismlari bir xil bo'lgan K<p = 0 
ko'rinishdagi tenglamalar uchun xuddi o 'sha regulyarizatsiyalaydigan 
M operatorni olish mumkin, shuning uchun m - m  son ham bir xil 
bo'lganligi sababli, (99) tenglik teoremaning birinchi qismi to'g'riligini 
isbotlaydi.

Teorem aning ikkinchi qismini isbotlash uchun uning birinchi 
qismiga asosan k - k  ay irmani hisoblashda К operatorning xarakte­
ristik qismini qoldirish yetarlidir. Bu holda K<p = 0 tenglama bir jinsli 
xarakteristik tenglamaga aylanadi va teoremaning 2- bandi oxirida bayon 
qilingan fikrlardan darhol kelib chiqadi.

Izoh. Agar Kcp = /  tenglamada barcha m a ’ lum funksiyalar haqiqiy 
funksiya lar bo 'lib , t o 'zgaruvch i haq iq iy  o 'zgaruvch i bo 'lsa , shu 
bilan birga nom a’lum funksiyani ham haqiqiy o'zgaruvchili funksiyalar 
sinfida izlansa, yuqorida keltirilgan teoremalar ravshanki, o ‘z kuchini 
saqlab qoladi.

7 . 1.N. Vekuaning ekvivalentlik teoremasi. Biz 5- bandda ko'rsatib 
o 'tgan singulyar integral tenglamani regulyarizatsiyalash usuli shunday 
muhim kamchilikka egaki, natijada hosil bo'lgan Fredgolm tenglamasi 
ham m a vaqt ham berilgan tenglamaga ekvivalent bo'lmaydi. Ammo 
bu singulyar integral tenglamani ekvivalent Fredgolm tenglamasiga 
keltirib bo 'lm ayd i degani emas. Aksincha, quyidagi teorema o'rinlidir.

Teorema (I.N. Vekua). (84) singulyar integral tenglama, undan 
faqat kvadratura yordamida hosil bo ‘ladigan biror Fredgolm tenglamasiga 
hamma vaqt ekvivalent bo'ladi.

Isbot. (84) tenglamaning indeksini X orqali belgilab o lamiz va 
bu indeks  m usbat va m an f iy  b o ' lg an  ho l la rn i  a lo h id a - a lo h id a  
tekshiramiz.

1. bo'lsin. Bu holda AT operatorni regulyarizatsiyalaydigan
shunday M operator mavjud bo'ladiki, bir j insli M<y = 0 tenglama 
noldan farqli yechim larga ega bo 'lm aydi. Bunday operator sifatida 
К operatorni, y a ’ni К  operatorning xarakteristik q ismiga qo 'shma
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operatorni, yoki К operatorni, y a ’ ni К operatorga qo 'shm a К 
operatorning xarakteristik qismini olish mumkin. Bu operatorlarning 
har ikkisining indeksi ham - ^ < 0  ga teng bo'ladi va shuning uchun 
M bunday tan langanda Mco = 0 tenglama faqat trivial со = 0 yechimga 
ega bo'ladi. Shu bilan birga M ni regulyarizatsiyalaydigan operator 
bo'lishi (71) va К , К operatorlarni ifodalaydigan formulalardan kelib 
chiqadi.

M — ko'rsatilgan xossalarga ega bo'lgan biror operator bo'lsin. 
U holda

M K(p -  М /
Fredgolm tenglam asi bosh lang 'ich  teng lam aga ekvivalent bo 'lad i,  
ch u n k i  Кф = / t e n g la m a n in g  b a r c h a  y e c h im la r i ,  r av sh an k i ,  
М К ф  = M/' tenglamaning ham yechimlari bo'ladi va aksincha, oxirgi 
tenglamaning har bir yechimi dastlabki tenglamaning yechim i bo'ladi, 
chunki avvalgi tenglamadan М ( К ф - / )  = 0 tenglik kelib chiqadi, 
va, demak, К (p — f  = 0  bo'ladi.

2. % < 0 bo'lsin. U holda shunday M  operator mavjud bo'ladiki, 
operator К uchun M regulyarizatsiyalash operatori bo'ladi va shu 
bilan birga

M  \f/ = g (100)
tenglama ixtiyoriy o 'ng tomon uchun yechimga ega bo'ladi. M sifatida, 
masalan, К  yoki К operatordan bittasini olish mumkin. Bu safar 
ularning indeksi ~x > 0 bo'lgani uchun, ular talab qilingan xossalarga 
ega bo'ladi; operatorning bunday tanlanishi yana bir ustunlikka ega 
bo'ladiki, (100) tenglama kvadratura yordam ida (1- va 2- bandlar) 
у/ ga nisbatan aniq ko'rinishda yechiladi. Endi

(p = My/ (101)
almashtirishni bajaramiz, bunda у/ — yangi nom a’ lum funksiya. U 
holda (84) tenglam a ushbu

K M  у/ = /  (102)
Fredgolm tenglamasiga keladi. Bu tenglama boshlang'ich tenglamaga 
quyidagi m a ’noda ekvivalent bo'ladi: (84) va (102) tenglamalar bir 
vaqtda yechimga ega bo'ladi yoki ega bo 'lm aydi, va yechimga ega 
bo'lgan holda bularning yechim laridan bittasi bevosita ikkinchisining 
yech im iga  olib kelad i, shu b ilan birga, agar M operator sifatida 
К ,K  operatorlardan bittasi olinsa, bitta tenglamaning yechimidan 
ikkinchisining yechimiga o'tish kvadratura yordamida amalga oshiriladi.
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Haqiqatan ham, (102) tenglamaning har bir у/ yechim iga (84) 
tenglamaning bitta (p yechimi to 'g 'r i keladi, (84) tenglamaning har 
bir <p yechim iga esa, (102) tenglamaning (hech bo 'lm aganda bitta) 
у/ yech im i to 'g 'r i  kelad i, bu yech im ni (101) teng lam an i у/ ga 
nisbatan yechib hosil qilamiz. Shunday qilib, (84) va (102) tenglamalar 
bir vaqtda yechimga ega bo'ladi, yoki ega bo'lmaydi.

Endi bu tenglamalar yechimga ega bo'lsin. (102) tenglamaning 
umumiy yechimi

m

V  =  Yo + ' Z a ,V'i
/=i

fo rm ula  b i lan  a n iq la n a d i ,  bunda y/a — b iror xususiy  y e ch im ,  
y/i (/ -  l , . . . ,m )  — KMl// = 0 tenglamaning chiziqli bog'liq bo'lmagan 
yechim lari, a — ixtiyoriy o 'zgarmaslar. Yuqorida bayon qilinganlardan 
ko'rinadiki, berilgan tenglama yechim larin ing barcha to 'plami

m

<р = М ^ о + Х ^ М ^/
/=i

formula bilan aniqlanadi. Bu formuladan bir jinsli K(p = 0  tenglama 
chiziqli bog'liq bo'lmagan yechimlarin ingg soni m ga teng degan xulosa 
ch iqar ish  m um kin  em as , chunk i y/j funks iya la r  ch iz iq li  bog 'l iq  
bo 'lmasa ham, Ml// (/ = 1 , funksi yal ar  orasida o 'zaro chiziqli 
bog'liqlari bo'lishi mumkin. Xuddi shunga o'xshash, (84) tenglamaning 
yechimlari bo 'y icha (102) tenglamaning um um iy yechimi topiladi.

8. T. Karleman — I. N. Vekuaning regulyarizatsiyalash usuli.
U shbu

a(t)(p(t) + ^ ) - j^ X iT  + ^k(t,Typ(t)dr = f ( t )  (103)
TCl  ̂ T" / I

singulyar integral tenglama berilgan bo'lsin. Bu tenglama xarakteristik 
va regulyar qismlari uchun quyidagi

K°(p = a(t)(p(t) + J
4 ’ w  ni i т — t

k(p = j  k(t,Typ(z)dT
L

belgilashlardan foydalanib, tenglamani

249



к  °(p = f{ t)-k(p  (104)
ko'rin ishda yozib olamiz. Bu tenglamaning o 'ng tomonini vaqtincha 
m a ’lum deb hisoblab, uni xarakteristik tenglama sifatida echamiz. (63) 
formulaga asosan yechim

<p(t) = K'f-K'k<p + b'(l)Z{t)Px_l{t)
yok i

(p(t) + К  *kq> = K * /  + b* ( r ) Z ( / ) P /_, (/) (Ю5)

ko'rin ishda yoziladi, bunda

esa darajas i £ - 1  dan katta bo ' lm agan  ko 'phad  ( ^ < 0  
b o ' lg an d a  P z_, = 0 ) .  Z (/), a  (t), b* (t) fun ks iya la r  1- bandda 
ko'rsatilgan formulalar bilan aniqlanadi. K*k operator, 3- bandda 
bayon qilinganlarga asosan birinchi turdagi Fredgolm operatori, y a ’ni

К  *k(p = J N(/, т)(р(т)с/т
l

ekanlig iga ishonch hosil qilish qiyin emas, bunda

N(/,T) = K ’ £(f,T) .
1- band natijalariga asosan, agar (103) tenglamaning indeksi ^ > 0  
bo'lsa , berilgan (103) tenglama (105) tenglamaga ekvivalent bo'ladi, 
agar ^ < 0  bo'lsa, (105) tenglam aga (104) tenglam aning yech im ga 
ega bo'lish shartlaridan kelib chiqadigan ushbu

rtkk(p(t)dt rtkf(t)dt
H w  m - к=ол .....« « »

tenglamalarn i qo 'shib qo'yish kerak, u holda berilgan (103) teng­
lam a (105) tenglamaga va (106) tenglam alar  to 'p lam iga ekvivalent 
bo'lad i. (105) tenglam a ikkinchi turdagi Fredgolm tenglamasidan 
iboratdir.

S h un day  q il ib , ber i lgan  ten g lam an i regu lya r iz a ts iya la shga  
erishdik, shu b ilan birga, eng m uhim i, ekv iva lentlik  t a ’ m in landi. 
To'g'risini aytganda, x  < 0 bo'lgan holda biz ikkinchi turdagi Fredgolm 
tenglamasidan tashqari, qo 'sh im cha (106) tenglamalarga ega bo'ldik,
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am m o bu m uh im  em as , chunk i m asa la  asosan (105) F redgolm  
tenglamasini yechishga olib kelindi.

Izoh. Fredgolm teoremalari bilan Nyoter teoremalarini solishtirsak, 
shu narsaga  ishonch  hosil q i lam izk i ,  F redgo lm  teo rem a la r in in g  
bittasidan tashqari qolgan ikkitasi singulyar integral tenglamalar uchun 
ham o'rinli bo'ladi. Fredgolm va singulyar tenglamalar orasidagi asosiy 
farq shundan iboratki, Fredgolm tenglamalari uchun k = k'  yoki 
k - k ' - 0 teng l ik  to 'g ' r i  b o ' ls a ,  s in g u ly a r  te n g la m a la r  uchun 
к — к' = x  tenglik o 'rinli bo'ladi. Lekin, singulyar integral tenglamalar 
orasidan tenglamalarn ing bitta sinfini ajratib olish mumkinki, bular 
uchun Fredgolmning barcha teoremalari to 'g 'r i bo'ladi. Bular indeksi 
nolga teng bo'lgan singulyar tenglamalardir. Bu holda k = k ' ,  agar 
bir j insli Кф = 0 tenglama noldan farqli yech im larga ega bo'lmasa, 
bir j in s li  b o ' lm agan  К <p = /  teng lam a H s infga tegish li bo 'lgan  
ixtiyoriy o 'ng tomon uchun yechimga ega bo'ladi. Bunday tenglamalarni 
kvazifredgolm tenglamalar, ularga mos operatorlarni esa kvazifredgolm 
operatorlar deb ham ataladi.

9. Ochiq egri chiziqlar uchun singulyar integral tenglamalar. L 
orqali b o iak l i  silliq egri chiziqni belgilaymiz. L ni tashkil qiluvchi 
silliq yoylarni Lk, к = 1,2, ..., p, orqali, L chiziqning tugunlarini 
esa, ck, к = 1,2, ... , n orqali belgilab olamiz.

Ushbu

K(p = K°(p + kq> = f  (107)

integral tenglamani tekshiramiz, bu yerda

к - ф я  a ( , ) „ ( , ) + * W f № ,
jti L x - t

k(p = ^k(t,T)ip(r)dT.
L

Shu narsani ta ’kidlab o 'tam izki, (107) tenglama L chiziqning tugunlari 
bilan ustma-ust tushad igan nuqta larda qanoatlantir i lad i deb talab 
q ilmaymiz. Shu bilan birga, L chiziqning tugunlari deganda uning 
faqat geom etr ik  m a 'n o d ag i  tu g u n la r i  em as ,  balk i q a ra la yo tgan  
funksiyalar, asosan a (t) va b (t) funksiyalar uzilishiga ega bo'lgan 
L ch iz iqning boshqa nuqtalari ham tushuniladi. (107) tenglamani 
tekshirganda
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а 2 (t ) - b 2 (/) О

shart bajarilsin, y a ’ni tenglama normal tipdagi tenglama bo ls in  deb 
hisoblaymiz. K°<p= f  xarakteristik tenglamani yechishda, xuddi 1- 
banddagidek, cheksizlikda nolga aylanadigan bo ‘ lak-bo ‘ lak analitik 

ф

I n i {  t - z

funksiyan i kiritib, Soxotsk iy—Plem el fo rm ula la r iga  asosan ushbu 

(p( l)  = Ф + (/) -  Ф '  (/ ) ,  —  f ^ ( Т) с/Т -  ф+ M  + ф  ( Л
Kl \  X - t

teng lik la rdan  foydalan ib , xarakteristik  teng lam an i yech ishn i unga 
ekvivalent bo ‘ lgan

ф ' м = с (')ф ( ' )+ ^ ’ с м = д а )  «
R im an  m asa la s in i  y e ch ish g a  o lib  k e lam iz .  Bu m asa lan i  b iz 4 -  § 
n ing  5- b an d id a  to ‘ la o 'rg a n g a n m iz .  (108 )  m asa la g a  mos m axsus

va m axsus  b o im a g a n  tu g u n la rn i  К <p = f  tenglamaga mos maxsus 

va maxsus bo'lmagan tugunlar dey ilad i.

K°(p-  f  teng lam a berilgan h(cx,...,cq) s infm ing x  indeksi 

deb, shu sinfga tegish li (108 ) m asa lan ing  indeksin i ay t i lad i .  Bu

teng lam an ing  /?(cp . . . , c j  sinfdagi y e ch im iga  (108) teng lam an ing

shu sinfdagi yech im i mos keladi. Shun ing  uchun ham  teng lam an ing  
sh u  s in fg a  t e g ish l i  b a r c h a  y e c h im la r in i  to p ish  u c h u n  (1 0 8 )  
m asa lan ing  shu sinfga tegishli ,  cheksiz likda nolga ay lanuvch i barcha 
y e ch im la r in i  topish ye ta r l id ir .  B u n d ay  y e c h im la r  4 -  § n ing 5- 
band ida top ilgan . Xuddi shu usul b ilan xarakter is t ik  teng lam aga  
q o ‘shm a b o lg a n  teng lam a yech ilad i .  (107) to ‘ la s ingu lyar  integral

teng lam a teksh ir i lganda , K <p= f  xarakteristik  teng lam a uchun

o lingan  na t i ja la r  asos ida  8- b an d d ag id ek  ju d a  sodda F redgo lm  
teng lam as iga  olib kelinadi. Tab iiy ,  bu ho lda ham  N yotern ing barcha 
teorem alar i  o ‘z kuchin i saqlab qoladi.
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