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K1RISH

Ushbu darslikda zamonaviy ehtimollar nazariyasi va matematik
statistika fanining asosini bayon gilish maqgsad qilib olingan.
Darslikda fanning asosiy tushuncha va da’volari imkoniyat darajasida
keng gamrab olingan bo‘lib, uni yozishda mualliflarning O ‘bekiston
Milliy universitetida ko‘p yillar davomida olib borgan mashg‘ulotlari
materiallari asos qilib olingan.

Darslikda oliy ta’lim muassasalarining aniq va tabiiy fakultetlari
bakalavriat ta’lim yo‘nalishlarida tahsil olayotgan talabalar ma’ruza,
amaliy mashg‘ulot va mustaqil ta’lim materiallarini chuqur o‘zlash-
tirishlari uchun ular zarur tipik masala va misollar bilan ta’minlan-
ganlar. Darslik tuzilishi bo‘yicha nomiga mos ravishda ikki gismdan
iborat bo‘lib, uning “Ehtimollar nazariyasi” qismi (I-VT boblar)
professor T.M.Zuparov va “Matematik statistika” qismi (VII-XII1J
boblar) professor A.A.Abdushukurov tomonidan yozilgan. Mazkur
darslik hozirga gadar o‘zbek tilidagi mavjud o‘quv go‘llanma va
darsiiklardan fargli ravishda yagona butunlik prinsipiga amal gilgan
holda fanning har ikkala gismida magistrantlar va ilmiy xodimlar
tadgiqgotlar olib borishlari uchun zarur bo‘lgan materiallarni ham o°‘z
ichiga olgandir.

Hozirda ehtimollar nazariyasi va matematik statisti ka usul-
larining qo llanish doirasi fan, texnika va amaliyot bilan bog‘liq
deyarli barcha tadgiqotlarda kengayib bormoqda va ular taclgigotlar—
ning mugarrarligini aniglashda yugori mutasaddi tashkilotlar- tomoni-
dan talab etilmoqgda. Shu munosabat bilan mualliflar ushbu darslik
nafaqat talabalarga, balki mutaxassislar uchun ham foydaii boiishiga
ishonch bildiradilar.

Mualliflar kitobxonlarning darslikka oid fikr va mitlobazalarini
minnatdorlik bilan qabul giladilar. Ushbu darslik qo‘ly«ozmasini
tayyorlashda gimmatli yordami uchun mualliflar O'zbekiston Milliy
universiteti katta ilmiy xodim-izlanuvchisi N.S.Nurmuxarnedovaga
tashakkur bildiradilar.



1BOB. EHTIMOLLAR FAZOSI

1-8. Tasodifiy hodisa. Elementar hodisalar fazosi

Ehtimollar nazariyasining asosiy tushunchalaridan biri tasodifiy
hodisadir. Bu tushuncha tajriba bilan chambarchas bogiiqdir. Tajriba
sun’iy ravishda yaratiluvchi yoki uni o‘tkazuvchi shaxsning ixtiyoriga
bogiig boimagan holda vujudga keluvchi maium shartlar kompleksi
bajarilganida, o‘tkaziladigan sinovdan iborat. Tajribalarni ikki sinfga
(turga) boiish mumkin. Ulaming birida tajriba natijalari tabiat qonun-
lariga tayangan holda oldindan aytib berilishi mumkin. Bunday tajri-
halar deterministik (aniglangan) degan nom bilan yuritiladi. Tajnba-
laming ikkinchi sinfida esa bir xil shart-sharoit bajarilganda ham
sinov natijasida bir-birini rad etuvchi xilma-xil hodisalar ro‘y berishi
mumkin. Bunday xilma-xillik masalan, elektr lampochkalarining ish-
dan chigish hodisasini kuzatganda, elementar zarrachalar bir-birlari
bilan to‘gnashganda, individumlarning biror tibbiy preparatga ta’sir-
chanligi kuzatilganda va hokazolarda uchraydi. Bunday tajribalarni
o‘rganish ehtimollar nazariyasining predmetini tashkil etadi. Ular
tasodifiy (stoxastik) yoki ehtimollik tajribalari deb ataladi. Biz bun-
day tajribalarni istalgancha gaytarish mumkin, deb faraz gilamiz.

Tasodifiy tajribaning har ganday natijasi elementar hodisa
deyiladi. Tajriba natijasida ro‘y berishi mumkin boigan barcha ele-
mentar hodisalardan tashkil topgan to'plamni biz elementar
hodisalar fazosi yoki tanlanma fazo deb ataymiz va Q orqali
belgilaymiz, har bir elementar hodisani esa co, (coe Q) orgali bel-
gilaymiz.

Elementar hodisalar fazosining tuzilmasini izohlash uchun
quyida misollar keltiramiz.

1-misol. Tajriba bir jinsli simmetrik tanga tashlashdan iborat
boisin. Ragamni «r» va gerbni «g» orgali belgilasak, u holda
elementar hodisalar co, =g va a2=r boiib, elementar hodisalar fazosi

£2 &, n/2} to‘plamdan iborat boiadi.
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2-misol. Tajriba nomerlangan kubni (yoglari birdan oltigacha
nomerlangan bir jinsli kubni) tashlashdan iborat bo'lsin. Bunda ele-

mentar hodisalar fazosi Q ={ 1,2,3,4,5,6 | to‘plamdan iborat.

3-misol. Faraz gilaylik, biz telefon stansiyasining ishini bir soat
ichida kuzatib, chagqirishlar (talablar) soni bilan gizigaylik. Kn/aluv
vaqgtida bitta ham chagirish kelmasligi, bitta chagirish kclishi, ikkita
chagirish kelishi va hokazo hodisalar ro'y becrishi mumkin. Bu
tajribada elementar hodisalar fazosi Q ={0,12,...} ko'rinishga ega.

4-misol. n ta sharni m ta turli sharlarni o'z ichiga olgan idish-
dan tanlash bilan bogiiq bo'lgan murakkabroq tajribani ko'rib o‘tamiz.
Har bir tanlovda olingan shar idishga gaytarib go‘yiladigan tajribaga
takroriy (yoki gaytuvli) tanlash deyiladi. Bu holda n ta shardan
iborat har ganday tanlanma Q ={ m ,,un ,,.ko'rinishda yozilishi
mumkin, bu yerda orqgali /-gadamda olingan shaming ragami bel-
gilangan. Takroriy tanlanmada har bir n.,, 1 ,2 , 3 giymatlardan

birini gabul qilishi mumkin. Elementar hodisalar fazosini tasvirlash
bir xil tarkibli, masalan, (5121234) va (1251243) kabi tanlanmalami
bir xil tanlanma yoki har xil tanlanma deb hisoblashimizga garab
tubdan farqg qiladi. Shu munosabat bilan ikki holni farglaymiz:
tartiblangan tanlanmalar vatartiblanmagan tanlanmalar.
Tartiblangan tanlanmalar garalgan holda elementar hodisalar

fazosi £} =] ooco = (w, N2, =1,2....w} ko'rinishga ega va ele-
mental hodisalar soni = ga teng. Tartiblanmagan tanlan-
malarrn biz co - [u],u2...,un] shaklida ifocialasak, bu holda elementar
hodisalar fazosi Q = {(d.co=[uxu2,...,unf\j = 1,2,...m} ning elemenl-

tari sonini K(m,n) orgali belgilaymiz, u holda

N(Q)=K(m,n) =CZ (F)

j tadan tuzilgan gumhlar soniga teng. (1) tenglikning isboti ushbu

n
K(l,n) -1, K(m,n) =~ K(m -1,s) 2)



rekkurent munosabatdan kelib chigadi. (2) tenglikdagi K(m-\,s)
avval 77— ta turli sharli idishdan s ta shardan iborat tartiblanmagan
tanlanma olib, so'ngra m-sharni n-s marta go‘shib olishdan hosil
bo‘lgan elementar hodisalar soniga teng.

5-misol. Bu misolda endi tanlangan shar idishga qaytarib
go‘vilmaydi. Bunday tajribaga gaytarilmas tanlash deyiladi. Bu
holda n< 7w deb faraz gilamiz. Qaytarilmas n ta shardan iborat
tartiblangan tanlash o‘tkazilgan holda elementar hodisalar fazosi

Q =icoja) = on, d...dunn,=12. [7n

to‘plam orgali ifodalanadi va bu to'plamning elementlari soni

(m ), = 777(oT - 1).. (777 — 77 + 1)

7 elementdan n tadan o'rinlashtirishlar soni A” ga teng. Tartib-
lanmagan tanlash o'tgazilgan holda elementar hodisalar fazosi

to'plamdan iborat bo'ladi va har bir tartiblanmagan turli elementli
tanlanmadan = ta turli tartiblangan tanlanmani hosil gilish mumkin
bo'lgani uchun barcha elementar hodisalar soni

ga teng bo'ladi.

6-misol. Navbatdagi misol sifatida shamolning yo'nalishini
aniglashdan iborat bo'lgan tajribani koiaylik. Agar biz natijani 9
orqali belgilasak, u holda 9 [0,25)yarim intervaldan giymatlar gabul
giladi. Shunday qilib, tabiiy ravishda Q elementar hodisalar fazosi
chekli yarim intervaldan (yoki aniqrog'i aylananing nugtalaridan
iborat bo'ladi). Bir vaqtning o'zida shamolning yo'nalishi 9 va uning
V tezligini kuzatish yana ham anigroq tajriba bo'lar edi. Bu holda
elementar hodisalar fazosi Q ={<y=(©OQVv\ 0<B<2n;v>0}, yani

ikki o'lchovli vektorlardan tashkil topgan cheksiz to'plam orgali
ifodalanar edi



7-misol. Broun harakati. Mikroskopda molekulalar tomonidan
ko'P migdordag. zarbalar natijas,da tartibsiz (xaotik) harakat gila—
yotgan kichik zarrachaning holati kuzatilayotgan bo'lsin. Kuzatuv
[0,7] vaqt oraligida o‘tkazilayotgan bo'lsin. Bu tajribaning natijasi
zarrachaning harakat trayektoriyasidan iborat bo'ladi. Agar bizni zar-
rachaning biror yo'nalish bo‘yicha siljishi gizigtirsa, u holda vaqtning
ixtiyoriy , momentida Ue [0,T]), Uni tanlangan yo'nalishdag,
proyeksiyasining vaziyati x(t) koordinata orgali ifodalanadi. Bu holda

elementar hodisalar fazosi Q ={*(,);,e [0,']} = C[LI][O,I'] oralig'ida

aniqlangan hagiqiy uzluksiz funksiyalar to'plamidan iborat bo'ladi

Demak, elementar hodisalar fazosi chekli, sanogli va hatto
kontinium guvvatga ega bo'lishi m Umkin ekanligi yuqorida keltirilgan
misollardan yaqqgol ko'rinadi.

Elementar hodisalar fazosi bilan b.r gatorda endi eng muhim
tushuncha tasodifiy hodisa yoki (boshqga tipdagi hodisalarni biz bu
darslikda ko'rmayotganligim.z sababli) hodisa tushunchasini Kkiri-
tamiz. Hodisalar elementar hodisalardan tashkil topgan to‘plamlar
bo'lib, ular odatda lotin alifbosinmg bosh harflari A.B.C,... lar bilan
belgilanadi. Tajriba natijasida albatta ro'y beradigan hodisaga bi;
mugarrar hodisa deymiz. Aksincha hech gachon ro'y bermaydigan
(ya’ni birorta ham elementar hodisam o'z ichiga olmagan) hodisaga
mumkin bo'Imagan yoki bajarilmaydi«an hodisa deb aytavmiz va
uni 0 orqali belgilaymiz. Bjrorta berilgan hodisalar sinfiga tayanib
"yoki”, ”va”,”mkor qgilish" kabi mantiqiy bogManishlar yordamida
yang1l hodisalarni “hech bo'lmaganda” hosil qilish mumkin; bu
mantigiy bog'lanishlarga to'plamlar nazariyasida -birlashma”,
"kesishma” va “to'ldirma” kabi amallar mos keladi.

A hodisaga teskari (garama-garshj) A hodisa deb. A hodisa
O y beimaganda va fagat shundagina bajariladigan hodisaga aytiladi.

A va B hodisalarning yigindisi a+b (yoki "U £) deb, A yoki
B hodisalar, yoki ikkalasi ham bajarilganda va fagat shundagina baja-

riladigan hodisaga aytiladi. A+A =Q - mugarrar hodisa ekanligi o0‘z-
o'zidan ayon.



A va B hodisalarning ko‘paytmasi AB (yoki Af]B) deb, A va
B hodisalar birgalikda bajarilganda va fagat shundagina bajariladigan
hodisaga aytamiz. AA=0 - mumkin boimagan hodisa ekanligi
ravshan.

Agar AB—0 bo'lsa, A va B hodisalar birgalikda boimagan
(yoki birgalikda bajarilmaydigan) hodisalar deyiladi.

A va B hodisalarning A B ayirmasi deb, A hodisa bajarilib, B
hodisa bajarilmaganda va fagat shundagina bajariladigan hodisaga
aytiladi.

Agar A hodisaning ro‘y berishidan B hodisaning ham ro‘y
berishi kelib chigsa, u holda A hodisa B hodisani ergashtiradi
deymiz va buni Ac B koiinishda yozamiz.

Agar Ac:B va B oA boisa, u holda A va B hodisalar teng
kuchli yoki teng hodisalar deyiladi va A - B orqali yoziladi. Teng
kuchli hodisalar bir xil elementar hodisalardan tashkil topgan ekan-
ligiga ishonch hosil qilishimiz mumkin.

8-misol. Tajriba simmetrik bir jinsli tangani uch marta
tashlashdan iborat boisin. Elementar hodisalar fazosi

Q ={0O\02,co3,co4,co5a>B,col,a>/1 to‘plamdan iborat boiib, unda

G>I=(ggg), fa=(ggr), <B=(grg), om=(rgg), fis=(grr), ocot= (rgr),
a/=(rrg), 8= (rrr). A hodisa tanga uch marta tashlanganda ikki
marta gerb tushishidan, B esa kamida ikki marta ragam tushishidan
iborat boisin, u holda A ={i"7,98,<4} va B ={cQi,cob,(01,coi } ekanligi

ravshan. Demak, A +B = {a>2a>r,c04,c05,c06,col,co™ - kamida bir marta

ragam tushish hodisasi, AB-0, A\B=A, A={colos,iob,(07,2>/1 -
kamida ikkita ragam yoki birorta ham ragam tushmaslik hodisasidan
iborat.

9-misol. Tajriba birlik kvadratga tavakkaliga zarracha tash-
lashdan iborat boisin. A tashlangan zarrachaning doiraga tushishi,
B esa tashlangan zarrachaning kichik kvadratga tushishi hodisalari

boisa, u holda A+B, AB, A\B va A hodisalar zarrachaning mos
ravishda A va B figuralaming birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi va
birlik kvadratgacha toidirmasi orqali hosil gilingan (1-shaklda
tegishli sohalar shtrixlangan) sohalarga tushishidan iborat.



A*B AB A\B A

1-shakl.

Hodisalarning vyigindisi va ko‘paytmasi amallarini ularning
chekli yoki cheksiz to‘plami # Aa (Yoki1 U Aa)» YNAO(YOK' T H ~
a a

a a
uchun kengaytirish mumkin.

To‘plamlar ustidagi amallarning barcha xossalari hodisalar
uchun ham o‘rinlidir, masalan:

Z1 I-1- T 1k- A=n\A n=o0,
a a a

a

AN\B=AN\AB=AB, AN(A\B)=AB, Ac B=>Bc A

A+A=A, (A+B)C=AC+BC, (AnB)uC=(AuC)n (BuC).

2-§, Tasodifiy hodisalar algebrasi va a— algebrasi. Ehtimollar
nazariyasining aksiomalari. Ehtimollik fazosi

Elementar hodisalar fazosi cheksiz bo'lgan umumiy holda biz
barcha hodisalarni garash o‘rniga, hodisalarning algebralari yoki cr—
algebralari deb ataluvchi ba’zi sinflarinigina garaymiz. Shunday qilib,

elementar hodisalar fazosi Q ixtiyoriy to‘plamdan iborat va f esa £2
to‘plamning qism to‘plamlaridan tashkil topgan birorta sistema
bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar

1.QeA;

2 . 4ed va Be 4 munosabatdan A +Be 9 ekani kelib chigsa;
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3 . Aedd munosabatdan Ae A ekani kelib chigsa, u holda
sistema algebra deb ataladi.

2-ta’rif. 4 - hodisalar algebrasi, P=P(A); Aed esa A da
aniglangan va [o;1] to‘plamdan giymatlar gabul giladigan to‘plam
funksiyasi bo‘lsin. Agar 4 dan olingan va birgalikda bajarilmaydigan
ixtiyoriy A va B hodisalar uchun

P(A +B)= P(A)+ P(B)

tenglik o‘rinli bo'lsa, u holda A da chekli additiv oTchov kiritilgan
deyiladi. .P(Q) = 1 shartni ganoatlantiravchi chekli additiv oichovga
esa fl da aniglangan ehekli additiv ehtimollik o‘lehovi deyiladi.

Agar A hodisalar algebrasi bo'lsa, u holda Aefd va Be 4

hodisalar uchun Af]B - A[[B va ANB =ATlIB munosabatlarga
ko'ra AI'\Befd va A\ Bef ekanligi kelib chigadi. Shu kabi 1 va 3
shartdan 0 =T e 4, yani 0e 4 ekanligi kelib chigadi.

Hodisalarning A algebrasi ba’zan hodisalar halgasi deb ham
ataladi, chunki A da halganing barcha shartlarini ganoatlantiruvchi
ikkita algebraik amal (go'shish va ko'paytirish: U;D) Kkiritilgan.
Hodisalarning A algebrasi, 420 .=4 bo'lgani uchun birlik halgani
tashkil etadi.

Algebra tashkil giluvchi hodisalar sistemasining “eng kichigi”
y?={0;Q} ekanligi ravshan. Shu bilan birga Q to'plamning barcha
gism to'plamlaridan tashkil topgan hodisalar sistemasi JVi(Q) ham
algebradan iborat ekanligini tekshirish mumkin.

Agar fi chekli fazo bo'lsa, u holda uning barcha gism to'p-
lamlaridan tashkil topgan JYI(Q) sistema ham chekli to'plam bo'ladi.

10-misol. Tajriba bir jinsli simmetrik tangani ikki marta
tashlashdan iborat bo'lsin. U holda elementar hodisalar fazosi
f2={gg,gr,rg,rr} 4 ta elementdan tashkil topgan chekli to'plamdan
iborat bo'ladi va JVI(ft) algebraning barcha hodisalarini yozib chigish

mumkin:
VIQ) - {o :{gg!;{orl;{rg};{rr};{ga.ar}:{gg.,rg}. {gg.rr};{gr.rg};{or,rr};

{rg.rr};{ga.gr.rr!; {gg,rr,gr}; {gg.rr.gr}; {gr,rg,re};Q}
10



Bu misolda JVI(Q) algebra 24=16-ta elementar hodisalardan
tashkil topgan. Agar Q to‘plam N ta elementdan tashkil lopgan
bo‘lsa, u holda JVI(Q) to‘plam 2Nta elementdan iborat. Hagigatan
ham O va | lardan tashkil topgan uzunliklari N ga teng bo'lgan

ketma-ketliklaming soni 2V ga teng va bunday ketma-ketliklar bilan
JVI(Q) orasida o'zaro birgiymatlik moslik o'matish mumkin

(21=CN+Cq, +...+C*).
3-ta’rif. Agar £2 to'plamning gism to'plamlaridan tashkil top-
gan hodisalarning ,s*algebrasida (2° shart o'rnida):

2*.Ane A;H = 1,2,...dan \Ae A ekanligi kelib chigsa, u holda > a-
g=|

algebra yoki Borel algebrasi deyiladi. £2 fazo va uning gism to'p-
lamlaridan tashkil topgan 4 o -algebra birgalikda o'lchovli fazo deb
ataladi va (IM,4) orgali belgilanadi.

11-misol. 1) Q~R ={x; -oocxcoo} sonli to‘g‘ri chiziq
bo'lsin. orgali chekli yoki cheksiz kesmalardan, intervallar va
yarim intervallardan taslikil topgan to'plamlar sistemasini belgi-
laymiz. 'FO algebra tashkil giimaydi. Masalan, A =(—e0—1) va
5 = (I;+co) to'plamlar yig'indisi (-oo0;-Nu(l;+00) to'plam ~ siste-
maga kirmaydi. Agar TQ ni, undan olingan to'plamlaming barcha
chekli yig'indilari bilan to'ldirsak, u holda hosil bo'lgan yangi
to'plamlar sistemasi T algebrani tashkil giladi.

T algebrani o'z ichiga olgan barcha o -algebralarni garaymiz.
T ¢ M(Q) va M{LY) a -algebrani tashkil gilgani sababli, T algeb-
rani 0‘z ichiga olgan kamida bitta o -algebra mavjud. Bunday o -
algebralaming kesishmasi (ya’ni cr —algebralaming barchasiga tegishli
bo'lgan to'plamlar sinfi) yana a -algebrani tashkil giladi. Bu barcha
intervallarni o'z ichiga olgan minimal cr-algebra bo'lib, Borel a -
algebrasi deyiladi va B=£B{R) orgali belgilanadi.

2) fi = R, ={x = (x,,x2,...,x7); xhe Rm - n o'lchovli Evkli
fazosi bo'lsin. Rn fazo nugtalarini x=(x],x2...,xr) ko‘rinishida ifo-
dalaymiz. /,,orqgali



{xg Rn; 9, <n,<bpa2<x2<b2...,a, <xn<bn) 3)

ko‘rinishdagi barcha n oMchovli yarim ochiq parallelepipedlardan
tashkil topgan to'plamlar sistemasini belgilaymiz, bu yerda -co < a, <b,
haqigiy sonlar. (3) ko‘rinishdagi yarim ochiq parallelepipedlaming
chekli yig‘indilaridan tashkil topgan BXR,,) sinf algebra tashkil qili-
shini tekshirish giyin emas. £3(/?,,) algebrani o‘z ichiga olgan minimal
tB(Rn) = fh a -algebraning mavjud ekanligini 1 —xossadagi kabi isbot-
lash mumkin. f3H a -algebraga n o‘lchovli Evklid fazosidagi Borel
to'plamlarining a -algebrasi deyiladi.

4-ta’rif. Bizga (Q"j-oTchovli fazo berilgan bo‘lsin. Agar J3
a -algebrada aniglangan P sonli funksiya uchun quyidagi aksiomalar
o'rinli bo‘lsa:

KIl. Istalgan Ae 9 uchun P(A)> 0 (P ning nomanfiyligi);

K2. /(Q) =1 (P ning normalanganligi);

K3. Juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan J/1},/12,...,/1n,... hodi-
salar ketma-ketligi uchun

P tP{AH (P ning sanoqli additivligi),

u holdafd cr-algebrada P ehtimollik o‘Ichovi yoki ehtimol kiritilgan
deyiladi.

(0.4,P) uchlikka ehtimollar fazosi yoki ehtimollik modeli
deyiladi, bu yerda A hodisalarning cr -algebrasi, P da aniglangan
ehtimol, P(A) (Jl<=4) songa A hodisaning ehtimoli deyiladi.

Demak, ehtimollik modelini yaratish o‘lchovli fazoda manfiy
boMmagan, sanoqli additiv Q fazoning oMchovi 1 bo‘lgan o‘lchov
kiritishdan iborat ekan.

Ehtimollar nazariyasining, yuqorida kiritilgan, aksiomatikasini
A.N.Kolmogorov taklif gilgan. KI, K2, K3 aksiomalar sistemasi,
ularni qanoatlantiruvchi real obyektlar mavjud bo;lgani sababli o‘zaro
/id emas.
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3-8. Ehtimolning asosiy xossalari

Yuqorida keltirilgan aksiomalardan ehtimolning quyida kelti-
rilgan asosiy xossalari kelib chigadi.

1°) P(0) = 0.

I°-xossaning isboti OuQ =Q tenglikdan va KI, K3 aksioma-
lardan kelib chigadi.

2°) Agar J1c5 bo'lsa, u holda P(B\A)=P(B)-P(A). B=AU(B\A)
va Af](B\ A) =0 tengliklardan K3 alcsiomaga ko‘ra

P(B)=P(A) +P(B\A).
Bu tenglikdan ushbu xossaning isboti kelib chigadi:
3°) Agar A<”B bo‘lsa, P{A)< P(B) bo'ladi.
4°) Agar A,Be A bo'lsa, u holda
P{A\jB) = P(A) +P(B)- P(AT1B).
Bu xossaning isboti A(JB = ANJB\(AMN\B)) tenglik va 2°-xossadan
kelib chigadi:
P(AUB) = P(A) +P(B XAT1B)) = P(A) +P(B) - P(A f] B).
5°) P(A) = 1- P(A) tenglik A(JA=Q, AANA=0 munosabatlar va
K3 aksiomadan kelib chigadi.
6°) Agar A.e A, n=12...bo'lsa, u holda

PN(A, \<"P{A,).
a J</ﬁ{ )

A=l
X X
6 —xossani isbotlash uchun N An= M Bn tenglikka murojaat etamiz.
N1

bu yerda Bx=A,, Bn=O1+-—-—-MNA4_MNAn n-23,.., BI\B=0, i"j
tenglik o‘rinli. Demak K3 aksiomaga ko'ra

*{U 4,)= B,)=t P(B,)<X P(A,).
NH ) I s el

=l

Quyidagi teorema ehtimollik o'lchovi bilan chekli additiv
to'plam funksiyasining uzluksizligi orasidagi bog'lanishni ko'rsatadi.



1-teorema. P - A -algebrada kiritilgan chekli additiv ehtimollik
o‘lchovi bo'lsin. U holda ushbu 4 ta shart o‘zaro ekvivalent:

1.P a -additiv (ya'ni P# da kiritilgan ehtimol).

2. P - yuqgoridan wuzluksiz, ya’ni 9 dan olingan va

Ac A . n-12,., [JAe4d shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy

A,,A2... ketma-ketlik (buni biz A,t orgali belgilaymiz) uchun
limP(A,,) = j

3. P-quyidan uzluksiz, ya’'ni A dan olingan va
Aiic A", «=12,.., PJJ1 ed shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy

Ai, A2... ketma-ketlik uchun (buni biz A, 4 orqali belgilaymiz)
lim P(A.)=P\ p| A,
n D=3

4. P _ “polda wuzluksiz’, yani 9 dan olingan va
n=1,2,.., pl}/in=0 shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
AlA,,... ketma-ketlik uchun (buni biz An10 orqgali belgilaymiz)
H_;@PMJ =0.
Isboti. Teoremani biz ushbu [)=> 2) => 3)r> 4) =>1) sxema

bo‘yicha isbotlaymiz. Bu yerda i)=>j) orgali i) shartdan j) shart kelib
chiqishi belgilangan.

1)=>2). AnT va \Aref bo'lsin. B1=A1Br=ANAa1ln=23,..
™

hodisalarni belgilaymiz. By hodisalar juft-jufti bilan birgalikda

bajarilmaydigan hodisalar va (J-4,,=U bo ‘lgani uchun P ning <r-
additivligiga ko‘ra
’ r rtE Bn)=P PA-')+P(ANA:) +.. =
PG T £, PE)=PAY AT A)+PANAY) +
=P(A) +P(A2)-P(A,) +P(AJ-P (A2 +...= limP(.4,,).
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2)=>3). A1l va PJ4,e/1 bo'lsin. Bn=ANAn, 7=12..
e

liodisalumi belgilaymiz. {Bn} hodisalar ketma-ketligi uchun Bnt shart

f x \
bajarilndi va (Ja,, =4 Nf]A,, bo'lgani uchun 2°- xossaga ko‘ra

lim P, )= pi\j6. J=P(1)- pip =]
tenglik o‘rmli bo'ladi. Demak,
Iinl P(A,)= n||l’2 P(A{\B,) = P(Al)~ I!lnx'l P(Bn) = N";qA'
3)=>4). Tabiiy.
4)=>1). 4°-xossa o'rinli bo'lsin. ALA2... juft-jufti bilan bir-

galikda bajarilmaydigan hodisalar ketma-ketligi bo'lib, (JAne 4
M
bo'lsin. P ning chekli additivligidan, ixtiyoriy n > 1 uchun

Ui J vaA J Vv
tenglikning o'rinli ekanligi kelib chigadi. Bn= [Ja:deylik, u holda
A
IBn} ketma-ketlik uchun Bt 10 shart bajariladi. Demak, 4° ga ko'ra

Yj P(A) = \imYj P{AI) = NnP\j*A, =1im p\Ya, | - /W =

1-teorema isbotlandi.

4-8. Elementar hodisalarning diskret fazosi.
Ehtimolning klassik ta’rifi

Elementar hodisalar fazosi chekli yoki cheksiz, ammo ularni
ovao2... ko'rinishida nomerlab chigish mumkin bo'lgan fazoga
elementar hodisalarning diskret fazosi deyiladi. Birinchi paragrafda
ko'rib o'tilgan 1~ 2-, 3-misollarda elementar hodisalar fazosi Q
diskret fazo tashldl qgiladi.

15



fl diskret fazo va 4 =M (Q) bo'lsin. Bu holda ixtiyoriy Ae A
hodisaning ehtimolini quyidagicha kiritish mumkin:
X pm—1 shartni ganoatlantiruvchi manfiy bo'Imagan pa

sonlar berilgan bo'lsin. A hodisaning ehtimolini

—X R (4)

yig'indi shaklida ifodalaynhz. (4) formula orqali aniglangan to'plam
funksiyasi ehtimol o'lchoviga qo'yilgan 3 ta aksiomaning barchasini
ganoatlantiradi. Hagigatan ham, K1 aksioma P(A) migdorning anig-
lanishidan kelib chigadi. K2 aksioma ham bajariladi, chunki (4) teng-
likga ko'ra
P(Q) = (()%IP,, =1-

Agar A birgalikda bajarilmaydigan ikkita A va A, hodisalarning

yig'indisi bo'lsa, u holda (4) tenglikka ko'ra
p(aua?2=p(a)=V Pa= y, Pob=X P+
toe A ioeANA, ojeA

Y pn=P(A)+P(A2
S

bo'ladi, ya'ni (4) tenglik orgali kiritilgan ehtimollik o'lchovi chekli
additivdir. Xuddi shu kabi P ning sanoqgli additivligini ham isbotlash
mumkin. Demalk,

Po*0 va X Po=1 5)

ae

shartlarni ganoatlantiruvchi sonlar yordamida (0.A) o'lchovli fazoda
(4) formula orgali ehtimol oichovini kiritish mumkin. Bu ta’kidning
teskarisi ham o'rinli, ya’ni agar (Q,) o'lchovli fazoda KI, K2, K3
aksiomalarni ganoatlantiruvchi P ehtimol o'lchovi kiritilgan bo'lsa, u
holda (5) shartlarni ganoatlantiruvchi shunday pa >0 sonlar mav-
judki, Ae 4 hodisaning ehtimoli (4) formula orqali ifodalanadi. Haqi-
gatan ham, A={co} —yagona o elementar hodisadan iborat deb
hisoblab, biz P(A)~ pM= /*({co}) tenglikka ega bo'lamiz. Demak, KI
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mkutonuwya ko'ra, /5, 0. Shu bilan birga. agar A =<coj, 0, | bo'lsa,

n holda K' aksiomadan
¢y /({fl,!+K , }+m=y p{}H)=V Pm
owoe A ae A

() lenglik kelib chigadi. Bundan va K2 aksiomadan A=CIl deb
hiHoblub,

X pm-1
mU

tenglikka kelami/,
Nuar 11 click li elemental hodisalar gosi bo'lib, pa barcha o
clcineiilai hotlimilat iiehun bit xil bo'lsa, n holda (4) formula

|_|A)—LIJ <«

ko'rinishga ega bo'ladi. Bu yerda N(A) orqgali A to'plamning ele-
incnllari soni bclgilangan. Bu ehtimolning klassik ta’rifidir. Bu holda
I=p(n)="£lpa =pawn)
ojen
bo'lgani uchun
1
P" ~_VOQ
lenglik o'rinli, yam klassik ta’rifga olib keladigan ehtimollar fazo-
sining modeli ixtiyoriy elementar hodisaning ro'y berish imkoniyati
tajriba xarakterini aniglovchi shartlarga nisbatan bir xil bo'lgan
hollarda .sblatiladi. Masalan, simmetrik bir jinsli nomerlangan kub

lashlanganda 1,2,...,6 elementar hodisalar uchun p,=...= psé :—G,sim—

metrik bir jinsli tanga uchun esa p (g)=p (r)— deb aniglash va

ehtimolning klassik ta’rifidan foydalanish tabiiydir.

Demak, A hodisaning ehtimolini klassik ta’rifdan foydalanib
hisoblash A hodisani ro‘y berishiga olib keluvchi barcha elementar
hodisalarning sonini hisoblashga keltiriladi. Ba’zan bunday hisob-
lashlar trivial, ba’zan esa kombinatorikaning giyin masalasi bo'lib, uni
yechish uchun hozirgi kunda rivojlantirilgan nozik usullami qo'l-
lashga to'g'ri keladi. Bunday sof texnikaviy giyinchiliklarni 'y*ngwh -
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ehtimollar nazariyasi faniga hech ganday alogasi yo‘q. Ammo bir
gancha bunday holatlami tekshirmay turib, na o'rganilayotgan
mavzuning tabiati hagida, na uning amaliy imkoniyatlari haqida
tasavvurga ega bo‘lish mumkin emas.

Endi ehtimollikning klassik ta’rifidan foydalanib, ba’zi hodi-
salarning etimollarini hisoblaymiz.

12-misol. 3 ta nomerlangan kub tashlanganda tushgan ochkolar
yig'indisi 11 ga teng boTish ehtimolini toping.

Yechish. Agar ochkolar gaysi nomerlangan kubda tushganini
hisobga olsak, elementar hodisalar fazosi Q = {&00- (ul,u2,ud);
U=1.2,..,6;j=123} ko‘rinishga ega ekanligi kelib chigadi. Bu
yerda orgali mos ravishda birinchi nomerlangan kubda w,,
ikkinchi nomerlangan kubda u2 va uchinchisida n, ochkolar tushishi
belgilangan. Demak, barcha elementar hodisalar soni jV(Q)=63=216.
Agar A orqali tushgan ochkolar yig'indisi 11 ga teng bo‘lish hodi-
sasini bclgilasak, u holda A - {me Q-ut+ +w =11} ko'rinishga
ega. 11 ochkoni 6 ta turli usul bilan olish mumkin (6+4+1; 6+3+2;
5+5+1 5+4+2; 5+3+3; 4+4+3). Shu bilan birga 6+4+1 kombinatsiyasi
ushbu 6 ta elementar hodisalardan biri bajarilganda va fagat shundagi-
na tushishini ko'ramiz: (6.4,1), (6,1,4), (4,6,1), (4,1,6), (1,6,4), (1,4,6).
Xuddi shu kabi, 6+3+2, 5+4+2 kombinatsiyalar ham 6 tadan ele-
mentar hodisalardan biri bajarilganda ro'y beradi. 5-5-1, 5-3-3, 4-4-3
kombinatsiyalaming har biriga mos keluvchi elementar hodisalarning
soni 3 ga teng ekanligi ravshan. Shunday qilib, N(A)=3-6+3-3=21 va
ehtimolning klassik ta'rifiga ko'ra

P(a)=*™ =2L =1.
N(Q) 216 8

13-misol. 36 ta gartadan iborat bo'lgan gartalar dastasidan
tavakkaliga 3 ta garta olinadi. Bu qartalaming uchalasi ham bir xil
tusli bo'lish ehtimolini toping.

Yechish. Qartalarni dastadan olish tartibi bu misolda
ahamiyatga ega boTmagani uchun elementar hodisalar fazosi

£2 = {co;c0 = [MLM2,M3], /| £u2™ nBwA= 1,2,...,36}
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~6*3S 34

ko'rinishga ega. Demak,N(Q) =Cj6 — — . A orqgali olingan dar-

lalnr dastasi bir xil Insli bo'lish hodisasini belgilasak va dastada har
biri  ta gartadan iborat bo'lgan 4 xil turli tus borligini hisobga olsak,
n holda

N(A)-ACNF = 227

Demak,

NiA) 4C} 4
MU ('t 85

5 llji'/i Klassik niodcllar va tagsimotlar

. liliioinial tagsimot. Simmetrik tanga n marta tashlang
bo'lih, ku/atish natijasini ko'rinishidagi tartiblangan
kelina-kellik shaklida ifodalaylik. Bu yerda ui = 1, agar tanga r-marta
lashlanganda “gerb” ("yutuq”) tushsa va ut=o0, agar ’ragam”
(“yulgaziq”) tushsa. Jami 2" ta bunday ketma-ketliklar mavjud.
Memcntar hodisalar fazosi ushbu ko'rinishga ega:

Q = {o\o= (w,n2....un),Uj =o0,1}_

Ilar bir toe Q elementar hodisaga

n n
Z Uj n-V Uj
p@)=pJi1 g rA @)

ehtimolm mos go'yamiz, bu yerda manfiy bo‘lmagan p va q sonlar
p +qg = 1 tenglikni qanoatlantiradi. (7) tenglik orgali berilgan sonlar
(Q,vM(Q)) o’'Ichovli fazoda ehtimol o'lehovini kiritishini ko'rsatish

uchun (5) munosabatning o'rinli ekanligini isbotlaymiz. (7) tenglikka
ko'ra p(co) manfiy bo'lmagani uchun

V p(co)=\
geQ

ekanligini tekshirishimiz kifoya giladi. Buning uchun
Y», =~("=0,12,..,n) bo'lgan barcha o - (i/,,w,,...,wn) elementar
W
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hodisalami ajratamiz. Bunday natijalar soni k ta “bir’ni n ta o‘ringa
o'rinlashtirishlar soni C* ga teng. U holda

reehi k0
Demak, Q fazo, uning barcha gism to‘plamlaridan tashkil topgan A
sistema va unda

P{A) = Y"p{co)
EA

orqgali kiritilgan ehtimol o'lchovi ehtimollar fazosini aniglaydi. Bu
hosil bo'lgan modelni tangani n marta tashlash jarayonini tasvirlay-
digan ehtimollik modeli deb atash mumkin.

Endi k marta “yutuq” chigishidan iborat

Ak = {a>o = (M],bl,,...,«<);M]+u2+...+ ui—KF\k=0,1....,1n

hodisani ko'raylik. Yuqorida aytilganiga ko'ra,
Pt(k) = P(Ak) = Ckp kgnk (8)
ekanligi kelib chigadi. (8) formulaga Bernulli formulasi deyiladi.

Ehtimollarning (P(Ai),P(Al),...,P(Ar)) to'plami ehtimollarning

(n  hajmli tanlanmada yutuglar soni uchun) binomial tagsimoti
deyiladi. U k = np yaqinida maksimumga erishadi va K undan o'ngga

yoki chapga chetlansa kamayadi. Agar P~-" bo'lsa, binomial tag-
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uTo! simmetrik, golgan hollarda esa nosimmetrik deyiladi (2-shaklda
n 15va p- " bo'lgan nosimmetrik binomial tagsimotning grafigi

lasvirlangan).

Binomial tagsimot amaliy masalalarda ko'p uchraydi. Masalan,
lekshirishdan o‘tgan sanoat mollarining soni, tanlamadagi qoni
ma’lum guruhga tegishli bo‘lgan odamlar soni va boshqgalar shular
jtimlasidandir. Binomial tagsimotning boshga xossalari va unga doir
misollar 4-bobda keltirilgan.

2. Gipergeometrik tagsimot. Qarta targatish bilan bo
bo'lgan masalaga e’tiborimizni garatamiz, shu bilan birga bir marta
berilgan garta qartalar dastasiga gaytarilmaydi deb faraz gilamiz. Bu
faraz ko'pincha haqgiqatga yagin. Qartalar dastasida m ta garta bor
boiib, ulardan mxtasi gizil, golgan m, tasi esa qora bo'lsin. Qartalar
dastasidan n hajmli tartiblangan gaytarilmas tanlanma olamiz (m>n).
(lingan tanlanmada k ta qizil garta boiish ehtimoli nimaga teng?

Elementar hodisalar fazosi bu holda

Q ={&=0 =[ul,u2...,un];ul PU2®... dun;u:=0,1,...,m)

(I-8 dagi 5-misolga qaralsin) ko'rinishga ega. Har bir elementar
hodisaning ro‘y berishi teng imkoniyatli ekanligini hisobga olib,
barcha N(D.) = mi") ta elemeaia*' hodisalar bir xil ehtimolga ega deb
faraz gilamiz.

Ak orgali tanlanmada k ta gizil garta bo'lish hodisasini belgi-
laymiz. Agar gartalarning faqat rangi va ulaming uchrash tartibinigina
hisobga olsak, u holda tanlanmada k ta qizil va n-k ta qora garta
bo'lish ehtimoli (s) tenglikka ko'ra mJK mm2") /ni"]. Agar endi
ranglaming uchrash tartibini hisobga olmay, fagat mos rangdagi gar-
talarning umumiy soninigina hisobga olsak (k ta qizil va n-k ta
gora), m(n ta turli tanlanmalar ichida k ta qizil gartani o'z ichiga
olganlarining soni Ck ga teng. Shunday qilib,



(Pn(m,Q), Pn(m,l),...,Pn(m,m)) ehtimollar to'plami gipergeometrik
tagsimot deyiladi. Bu binomial tagsimotning qaytarilmas tanlanma
uchun analogidan iborat boiib, agar m soni n ga nisbatan juda katta
bo'lsa, bu ikkita tagsimotlar bir-biridan uncha katta farq qilmaydi,
ammo amaliyotda uchraydigan ko‘p hollarda m va n solishtirib
bo‘ladigan sonlardan iborat boiadi.

14-misol. (Koidagi baliglar soni hagidagi masala.) Yugorida
ko‘rilgan ehtimollik modelining qizigarli tatbiglaridan biri qayta
tanlash metodi deb ataluvchi taftish oikazish usulidan iborat. Buni
tushuntirish uchun ushbu koidagi baliglar soni hagidagi masalaga
e’tiboringizni garatamiz.

Koida m ta baliqg bor. Baliglar sonini aniglash uchun koidan
ml ta baliq tutib olinib (ular birinchi tanlanmani tashkil giladi), belgi
go'yilib, ulami yana koiga qo‘yib yuboriladi. Tutib olingan baliglar
belgilanmagan baliglar bilan aralashib ketishi uchun biroz vaqt o‘t-
gach, yana n hajmli tanlanma olinadi. Agar ikkinchi tanlanmada har
bir belgilangan va belgilanmagan baliglarni tutib olishni teng imko-
niyatli deb faraz gilsak, u holda belgi qo‘yilgan baliglarning soni K ga
teng boiish ehtimoli (9) formula orgali ifodalanadi. Agar m ning
giymatini (9) ehtimolni maksimallashtiradigan qilib tanlasak (bunday
usul bilan baholash matematik statistikada hagigatga maksimal
o‘xshashlik usuli nomi bilan tanish), u holda koidagi baliglar soni
uchun

bahoni olamiz. Agar koidagi belgi qo‘yilgan baliglar hissasini
ikkinchi tanlamadagi belgi qo'yilgan baliglar hissasiga teng desak, u
holda yana (10) bahoni olamiz. Bu esa mazkur bahoning ma’qul baho
ekanligini ko‘rsatadi.

6-8. Geometrik ehtimollar

Ehtimollik modellarining yana bir muhim sinfi geometrik
ehtimollar deb ataluvchi sinfdir. Q «-oichovli Evklid fazosining
chekli «-oichovli hajmga ega boigan sohasi boisin. Q ning hajmini
aniglash mumkin boigan har ganday gism to'plamiga hodisa deymiz.



i I'mh Ini Iki«]i.iibn Miilini belgilaymiz. A hodisaning ehtimoli
1M 1 Hililm

in leyim 1nnm = Ha yonla 1°(/<) soni A to'plamning n- o‘l-
elni4li Iy i Mi lennhiln Minl.imiila aniijlangan 1’ to'plam funk-
aniiii o lilmama i I liiv 110> linn li.i nksiomalai ini ganoatlantirishini
ktl'rlih giylll i iiiiii

tij 1IN i lilnniill.il lii/n i, bit yeida /' ehtimol o'lchovi (11)

ImiHiilii iy ill Mjlil)m 1 U MibiifM lavnkkaliga (tasodifiy ravishda)
imkaii ii<miill mlit1 bou'iy boYuyam masalalai uchun model va/ifasini
iInsill Mn \i 1lIti U ili‘iiicnlin liodisalai la/osi konlinium quvvalga
»(ni Im'lyniii in I.... klassik la'nldan Idyilalana olmaymiz. Nuqtaning
vii/imili (J Nohiida Ickis lai|simlangaii, ya’'ni nugtani Asohaga tushishi
Ihi solianuig /# o'lchovli liajmiga proporsional deb faraz gilinadi.

15-iiiisnl. 2d u/unlikka ega bo'lgan kesmaga tavakkahga nuqta
lishlanadi Shu nugtadan kesmaning eng yaqin uchigacha bo‘lgan
masol'a a Il dan kichik bo'lish ehtimoli topilsin.

Yechish. Umumiylikka zarar etkazmay, kesmaning uchlari 0 va
?n koordinatalarga ega deymiz. Tashlangan nugtadan O nugtagacha
bo'lgan masofani v orgali belgilaymiz. U holda bizni gizigtirayotgan
hodisa x<a/2 yoki 2a-x<a/2 boiganda va fagat shunda ro‘y
beradi

Talab qilingan ehtimol [a/2fa/2)/ 2a-1/2 nisbatga teng
(3-shaklga garang).

11111111, _ AN b
0 a/2 a 3a/2 2a

3-shakl.

16-misol (Byuffon masalasi). Tekislikda bir-biridan 2a maso-
fada parallel to'g'ri chiziglar o'tkazdgan va shu tekislikka uzunligi
2/ (/<a) bo'lgan igna tavakkaliga tashlanadi. Ignhaning to'g'ri chizig-
lardan birortasini kesib o'tish ehtimoli topilsin.

Yechish. Ignaning o'tgazilgan to'g'ri chiziglarga nisbatan
vaziyati uning o'rtasidan unga eng yagin turgan ehiziggacha bo'lgan



X masofa hamda igna bilan to‘g‘ri chiziq orasidagi ¢ burcbak orgali
ifodalanadi (5-shakl). O0<x<a va 0<d¢<n bo'lgani uchun ignaning
barcha holatlari (ya’ni barcha elementar hodisalar) toraonlari o0 va it
bo'lgan to'g'ri to'rtburchak nuqgtalari bilan aniglanadi (4-shakl).

X

dsinto

4-shakl. 5-shakl.

Ignaning parallel to'g'ri chizig bilan kesishishi (A hodisa)
uchun x </sinr/> tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir. Izlana-
yotgan ehtimol, (11) formulaga ko'ra, 4-shakldagi shtrixlangan soha-
ning yuzini to‘g‘ri to'rtburchak yuziga nisbatiga teng bo‘ladi, ya’'ni

Byuffon masalasi, snaryadning kattaligi va uning quvvatini
hisobga olish bilan bogiiq boigan otishlar nazariyasining ba’zi
masalalarini hal etishda asosiy rol o'ynaydi. Bundan tashqari, Byuffon
masalasi it sonining giymatini tasodifiy tajribalar usulidan foydalanib

topishda ham ishlatiladi. Hagigatan ham, yechilgan masaladan 1 :Fﬂ
a

formula hosil boiadi. Ignani tashlash yordamida n ni aniglash uchun

yetarlicha ko'p tajriba o'tqaziladi va mos chastota P=P(A)
n

ehtimolga tenglashtiriladi (bu yerda n tajribalar soni, n(A) esa
ignaning parallel chiziglardan birini kesib tushgan hollar soni).
17-misol. Tomonlari a vab ga (b<a) teng boigan to'g'ri

to'rtburchakka tavakkaliga nuqta tashlanadi. Tashlangan nugtadan
to'rtburchakning eng yagin tomonigacha bo'lgan masofa x dan katta
emasligining ehtimoli topilsin.
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Vcchish. Uinumiylikka zarar keltirmay, to‘g‘ri toitburchak-
iiiug uelii koordinatalar boshida va uning tomonlari koordinata o‘glari
bo'ylab yo'nalgan deb faraz gilamiz (6 -shaklga garang):

6-shakl.
Tashlangan M nuqgtaning koordinatalarini (*,/7) deylik. Hisob-
lanayotgan ehtimol ushbu Ax= {(t;,q);min{%,q,<7—-£,6 -q} < X}
hodisaning ehtimoliga teng.

AT={(c,,q);min{ g,a- b-g}>xX]={<ErD:x<"<a-x;x<q<b-x}
tenglik o‘rinli. Demak, izlanayotgan ehtimol (11) formulaga ko‘ra 6-
shaklda shtrixlangan sohaning yuzini, to'g'ri toitburchakning yuziga
nisbati shaklida ifodalanadi, ya'ni P(AX = F(x) :E , bu yerda Sx
soni Ax sohaning yuzi, S =ab esa to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi.

Agar x<0 bo‘lsa, Sv=0 va x>b/2 bo‘lsa, Sx=S muno-

sabatlar o‘rinli ekanligini ko‘rish qiyin emas. Endi O<x<b/2
bo‘lsin, u holda Sx=S —b—2x)(a —2x). Demak,

0, agar Xx<o0,
F(x) =sl- (1-2x "JI)(1-2x/a), agar 0<x<b/2,
\l. agar x>hb/2
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7-8. Shartli ehtimollar. Hodisalarning bog'ligsizligi

Shartli ehtimolning ta’rifini kiritishdan oldin bir gancha

misollar ko'ramiz.
18-misol. Oilada 2 ta farzand bor. 0 ‘g‘il boia tug‘ilish ehtimo-

lini y deb olib, ushbu hodisalarning ehtimollari topilsin.

1°. Oiladagi har ikkala farzand o‘g‘il (A hodisa).

2°. Qilada bitta farzand o‘g'il ekanligi malum (B hodisa). Oila-
da ikkinchi farzand ham o‘g‘il.

Yechish. Ikkita farzandli oilalarda bolalarni jinslari bo'yicha
tagsimoti quyidagicha:

1) birinchi boia o‘g‘il, ikkinchisi ham o‘g‘il (0o‘0*);

2) birinchi boia o'g‘il, ikkinchisi giz (o‘Q);

3) birinchi boia qiz, ikkinchisi o‘g‘il (qo*);

4) birinchi boia qiz, ikkinchisi ham qiz (qq).

Demak, elementar hodisalar fazosi £2={o‘0‘,qo‘,qq} ko‘inishga
ega va bunda barcha elementar hodisalar teng ehtimolli. Klassik

ta'rifga ko'ra P(A) = —

2 -holda biz go‘himcha axborotga egamiz (B hodisa baja-
rilgan), ya’'ni oilada bitta boia o'g'il. Bu holda endi o‘o‘, 0o‘g, qo"
elementar hodisalar teng imkoniyatli. demak, izlanayotgan ehtimol

i ga teng deyish tabiiy.

19-misol. Idishda m ta og va n-m ta qora shar bor. Idislulan

ketma-ket 2 ta shar olingan.

1°. Olingan har ikkala shar og (A hodisa) ekanligining ehtimoli
topilsin.

2°. Agar birinchi olingan shar oq (B hodisa) ekanligi ma’lum
bo‘lsa, ikkinchisi ham oq shar ekanligining ehtimoli P(A / B) topilsin.

Yechish. Ehtimolning klassik ta’rifidan P (A)=m"" ~ ekanligi
n(u

kelib chigadi. Ikkinchi holda, birinchi olingan shar ogq bo'lgani uchun,
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ikkinchi tanlashdan oldin idishda n - i ta shar golgan va ulardan m- 1
tasi oq. demak P(A!B)= l%l_ll

Ehtimol klassik usul bilan kiritilgan holda A, B. A! B va AB
hodisalarning ehtimollari mos ravishda

P(A)=iM 1, P(AB) = wh)=m ;.
iV (i) NO) N(C1)

P(A/B)=~ 1 =11
v N(B) P(B)
ekanligi ravshan. Bu oxirgi tenglik shartli ehtimolga umumiy ta’rif
berish imkonini beradi.
5-ta’rif. (C1N1 P) ehtimollar fazosi berilgan va A,Be 4;
P(B) >0 boisin. A hodisaning B hodisa ro'y bergandagi shartli
ehtimoli deb ushbu

PB(A) = P(A/B) =/ (12)

nisbatga aytiladi.
(12) nisbatni
P{NB) = P{B)PB{A) (13)
shaklda gayta yozib, ko‘paytirish formulasi deb ataluvchi tenglikni
hosil gilamiz. (13) tenglikdan, induksivaga ko'ra, hodisalarning
ixtiyoriy ko‘paytmasining ehtimolini topishga doir ushbu formula
kelib chigadi.
Agar A1AZ2,..;An hodisalar uchun P(AIA2..A1 1)>0 boisa, u
holda
P(AXA2...An) = P{A)P.h (A2)PAA2(A3) -m (An) (14)

20-misol. 3 ta tuz, 4 ta girol va 2 ta valetdan iborat boigan
gartalar dastasidan Lkki o‘yinchi galma-gal tavakkaliga (bittadan)
garta olishadi. Qaysi o‘yinchi birinchi boiib dastadan tuz olsa, Shu
o‘yinchi o'yinni yutgan hisoblanadi. Agar valet chigsa o'yin durang
bo'ladi. Olingan gartalar dastaga qaytib qgo'yilmaydi. Birinchi
o'yinchining yutish ehtimoli topilsin.
Yechish. Ehtimoli izlanayotgan hodisam A orqali belgilaymiz.
U holda A hodisa A={t, qqt, qqqcjt} ko'rinishga ega. Bu yerda “t” -
birinchi o'yinchiga tuz chiqqanini, “qqt” - birinchi va ikkinchi
27



o'yinchiga girol chiggandan so'ng birinchi o'yinchiga tuz chigganini
va nihoyat gqqqt” - birinchi va ikkinchi o‘yinchilarga ikkitadan girol
chigib, so‘ng birinchi o‘yinchiga tuz chigganini bildiradi. Klassik
ta’rifga va shartli ehtimolning ta’rifiga ko‘ra quyidagilarni topamiz:

P(q) =4/9, P(t)=3/9,Pg(q) =3/8, PJt) =3/7,
PJq)=2/7,Pm{q)=]/6,Pm4(t) =3/5.

Topilgan ehtimollarni yuqoridagi (14) formulaga go‘ysak
P(qqt) = P(q)P(q)PJt) =4/9-3/8-3/7 = 1/14,

Piqgagqt) = P(q)P(q)P.,.iq)Pm iq)PO9m(t) = 4/9- 3/8- 2/7-1/6-3/5 =1/210
tenglik hosil bo'ladi. Demak

P(A) = P{t) +Piqqt) +Piqqqqt) = 1/3+1/14+1/210 = 43/ 105
ekan.

2-teoreina. Agar Be A - fiksirlangan hodisa boisa, u holda
PB{A) shartli ehtimol, Ae A hodisaning PB funksiyasi sifatida yangi

(£i,A PB) ehtimollar fazosini aniglaydi.
Isboti. Teoremani isbotlash uchun PB ning (Qji) o‘lchovli

fazoda aniglangan ehtimol o'lchovi ekanligiga ishonch hosil qili-
shimiz, ya’ni PB uchun KI, K2, K3 aksiomalar o'rinli ekanligini

koisatamiz. Hagigatdan ham, (12) formuladan

PBA)> 0 va PR(M) = "}g) =171=\
munosabatlarning o'rinli  ekanligi kelib chiqadi. Agar A]A2
birgalikda bo'Imagan hodisalar bo'lsa (AswA2=0), u holda AB va
A2B hodisalar ham birgalikda emas. Demak,

p A +A PAB+.hB) _ P(AIB)+P(A2B) _ P(AsB) ; P(A2B)_
B 1 2) P(B) P(B) P{B) P(B)

- Pn(A) +pl(A>
ya’'ni PB chekli additiv.

A),A2,...,Aii,... hodisalar ketma-ketligi AnttczAn, n=1,2,... va
m

P1/J,,=0 (ya’ni Ari-10) shartlarni ganoatlantirsin. U holda {BAn}



ketma-ketlik uchun ham BAM ¢ BAp va P|BAn=0 munosabatlar
-

o'rinli bo'ladi va P ning nolda uzluksizligiga ko'ra
lim PB(An) = lim =—— lim P(BAn)= 0.
> B n P(B) P(B)

Bundan 3-8 dagi 1-teoremaga asosan PB uchun K3 aksiomaning
o'rinli ekanligi kelib chigadi.

Demak, PB funksiya (Qjf) o'lchovli fazoda aniglangan ehtimol
o'lchovi ekan.

Hodisalarning bog‘ligsizligi. Hodisalarning bog'ligsizligi ehti-
mollar nazariyasining asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi. Bu
xossa ehtimollar nazariyasini o'lchovli fazolaming umumiy nazariya-
sidan ajratib turadigan o'ziga xos xususiyatini aniglab beradi.

Agar P(A/ B) =P(A) tenglik bajarilsa, u holda A hodisa B

hodisaga bog'lig emas deyish tabiiydir. Agar P(A) > 0 bo'lsa, u holda
P{B / A) shartli ehtimol mavjud va ko'paytirish teoremasiga ko'ra

P(A) P(A)
Demak, A hodisaning B ga bog'ligsizligidan B hodisaning ham
A ga bog'ligsizligi kelib chigadi, ya’ni A va B hodisalarning
bog'ligsizligi simmetriklik xususiyatiga ega ekan.

Agar A va B  hodisalar bog'ligsiz bo'lsa, u holda
P(AB) = P(A)P(B) tenglik o'rinli va bu tenglik A va B hodisalarning
ehtimollari nol bo'lganida ham ma’noga ega. Natijada biz ushbu
ta'rifga kelamiz.

6-ta’'rif. Agar

r(AB) =P(A)I(B)
tenglik o'rinli bo'lsa A va B hodisalar bog'ligsiz deyiladi.

21-misol. Tajriba simmetrik tangani 2 marta tashlashdan iborat.
A orgali birinchi tashlanganda gerb chigish hodisasini, B orgali esa
tanga ikkinchi marta tashlanganda gerb chigish hodisasini
belgilaymiz. U holda elementar hodisalar maydoni £?={gg,gr,rg,rr},
/Il ={gg,gr} va B={ggrg]- to'plamlardan iborat bo'ladi. Agar elementar
hodisalarning har biri 1/4 ehtimolga ega ekanligini hisobga olsak, u
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holda P(A) =\I2,P{B) = \I2,P(AB) = \l4 boiadi. Demak,
P(AB) =P(A)P(B) va A, B hodisalar bog'ligsiz.

7-ta’rif. At,A2,...,An hodisalar berilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy
1<i, <i2< ..<ik<n; 2 <k<n sonlar uchun

P{AiiAii...Al) = P{Ah)P(Ah)...P(Ait)

tengliklar o'rinli bo'lsa, u holda Ai,A2,...,AH birgalikda bog'ligsiz
hodisalar deyiladi.

7-ta’rifdan A, ,A2,...,An, birgalikda bog'ligsiz hodisalar bo'lsa, u
holda ularning ixtiyoriy qgism to'plamidagi A.,Ah,...,Aj hodisalar
ham birgalikda bog'ligsiz ekanligi kelib chigadi. Ushbu misol hodisa-
laming birgalikda bog'ligsizligi ularning juft-jufti bilan bog'ligsiz-
ligiga nisbatan kuchliroq shart ekanligini ko'rsatadi.

22-misol. Tajriba simmetrik tangani 2 marta tashlashdan iborat

bo'lsin (20-misolga garang). A={gg,gr], B ={gg,rg) va
C ={gg,rr} - tanga ikki marta tashlaganda ikki marta bir xil tomon

tushish hodisasini belgilaymiz. Agar barcha elementar hodisalar bir xil
ehtimolga ega bo'lsa, u holda

P(A) :?, P(B) = > P(C) = E; P(AB) =P(AC) =P(BC) = v

ammo P(ABC) :Z* 52 P(A)P(B)P(C),ya’ni A,B,C hodisalar juft-

juflti bilan bog'ligsiz, lekin ular birgalikda bog'ligsiz emas.

Ehtimollar nazariyasida ko'pincha bog'ligsiz hodisalar bilan
birga hodisalar sinflarining bog'ligsizligini ham garashga to'g'ri
keladi.

8-ta’rif. hodisalarning algebralari (d-algebralari)
berilgan bo'lsin. Agar barcha {A &4 ,,/=12,../7 } hodisalar uchun
P(AtA2..An)- P(A,)P(A2...P(An) tenglik o'rinli bo'lsa, u holda
And2,—dAnalgebralar (cr-algebralar) birgalikda bog'ligsiz deyiladi.
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8-8. ToUa ehtimollik formulasi. Bayes formulas!

A{A2...,An juft-jufti bilan birgalikda bo'Imagan va musbat

elitimollarga ega bo'lgan hodisalar bo'lsin. Agar Bcz\"Aj bo'lsa, u
j=1
holda

P(B)="P(A.)P(B/ Aj) (15)
H

formula o'rinli. (15) formulaga to‘la ehtimollik formulasi deyiladi.
(15) formulani isbotlash uchun B - AB+A,B +..+ AB

likka murojaat gilamiz. Bu yerda AB,AZB,...,AnB juft-jufti bilan bir-
galikda bo'Imagan hodisalar ekanligi ravshan. Demak,

P(B)= P(BA)).
>1
Bu tenglikning P(BAj) qo'shiluvchilariga ko'paytirish formulasini
go'llab, to'la ehtimollik formulasini hosil gilamiz.

To'la ehtimollik formulasi, murakkab hodisalarning ehtimol-
larini shartli ehtimollami qo'llab topishda asosiy vosita vazifasini
bajaradi.

Ehtimolning r~additivlik xossasidan foydalanib, (15) formulani
Aj,A2,... - sanoqli, juft-jufti bilan birgalikda bo'Imagan hodisalar
uchun umumlashtirish mumkin.

23-misol. Birinchi idishda 2 ta oq va 3 ta qora, ikkinchisida esa
1ta oq va 4 ta qora shar bor. Birinchi idishdan tavakkaliga 2 ta shar
olib ikkinchisiga solingandan so'ng ikkinchi idishdan tavakkaliga
olingan shar oq shar ekanligi ehtimoli topilsin.

Yechish. A,, A2 va Aj lar orqali birinchi idishdan ikkinchisiga

olib go'yilgan sharlarning mos ravishda har ikkalasi ham oq, har
ikkalasi gora va turli rangda bo'lish hodisalarini, B orqgali esa ikkinchi
idishdan olingan shar oq shar bo'lish hodisasini belgilaymiz. U holda
ehtimolning klassik ta’rifiga ko'ra

ten



P{BIAJ =+, P(B/A2)=j, P{B/A3)=y
tengliklar o‘rinli boiadi. lzlanayotgan hodisaning ehtimoli, toia

ehtimollik formulasiga ko‘ra, quyidagicha boiadi:
P(B) =P(A,)P(B/ A) +P(A )P(B /A2 +P{A)P(5/4 )=
13 31 6 1_6
To'7 To'7 To'T- 3%
Ko‘paytirish formulasidan ushbu
P(B)P(Ak/ B) = P(BAk) = P(AK)P (B! AK), k= 1,...,1,

tenglikning o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Bundan toia ehtimollik
formulasiga tayanib topamiz:

p , = PAK)P(BIAK) = P}N)1~MNK) k=j....
i PIAjWBIA,.)
7=1
(16) formulaga Bayes formulasi deyiladi. Bayes formul

matematik statistikada keng qoilaniladi. Statistik qoilanishlarda
A{/AL,...,An hodisalarni ko ‘pineha “gipotezalar”, P(AK) ehtimolni Ak
gipotezaning aprior (tajribagacha) ehtimoli P(Ak/B) shartli ehti-
molni esa uning aposterior (tajribadan so'nggi) ehtimoli deb ata-
shadi.

24-misol. Shifokor bemomi tekshirib ko'rganda uning At,A",A3
kasalliklarning biri bilan ogiiganligini gumon qildi. Ularning
ehtimollari maium shartlar ostida mos ravishda quyidagilarga teng:
P(ADh=1/2, P(A2)=1/6, P(A,)=1/3. Shifokor kasallikning tashxisini
aniglash uchun. agar bemor At kasallik bilan og'rigan boisa, 0.1
ehtimol bilan, A2 kasallik bilan og‘rigan boisa, 0,2 ehtimol bilan va
A3 kasallik bilan og‘rigan boisa, 0,9 ehtimol bilan ijobiy natija
beradigan tahlil belgiladi. Jami besh marta tahlil oikazilib, ulardan
toittasi ijobiy va bittasi esa salbiy natija berdi. Tahlil oikazilgach har
bir kasallikning ehtimollari hisoblansin.

Yechish. B orgali beshta tahlildan toittasi ijobiy va bittasi
salbiy natija berish hodisasini belgilaymiz. Bemor AXx kasallik bilan
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ogiigan holda (ya’'ni A gipotezasi bajarilsa) R hodisaning ro'y
berish ehtimoli Bernulli formulasiga ko'ra
P(R/ A)) = C4(0.1)4+0,9 = 5-0,00009 = 0,00045.
Xuddi shu kabi A2 va A} gipotezalar uchun bu ehtimolliklar
mos ravishda
14B/ A2)= C4(0.2)4+0,8 = 5m.00128 = 0,0064
va
P(Bi A, =C4(0,9)4+01 =5-0.06561 = 0,32805
bo'ladi.
Shunday qilib, Bayes formulasiga ko'ra, tahliliar o'tkazilgach,
A, kasallik bilan og'riganlik ehtimoli

P/ = ~"oo0O * 0,002.
1 my&ooom
A: kasallik bilan og'riganlik ehtimoli
P(A,IB) = ————————- °|28————————— ~0,01
1/2-0, OOOOS}HJ6—0 00128+]j3—0 06561
va A kasallik bilan og'riganlik ehtimoli
P(N,IB)- ————————- 8-0:0656F ———————— ~0,988
1/2-0. (IDO&l—l 6 O 128+Jj3—00656
ekanligini topamiz.
Bu hisoblashlarni nazar ‘n tutib, shifokor bemor A3 kasallik
bilan og'rigan deb tashxiz qo'yishi tabiiydir.

9-8. Bog‘lig bo'Imagan tajribalar ketma-ketligi

Tajriba deb, biz natijasi tasodiliy hodisalardan iborat ekspe-
rimentni tushunamiz. Biz gabul gilgan aksiomatikada tajriba gan-
daydir ehtimollar fazosidan iborat. Bir xil tajriba H marta ketma-ket

o'tkazilayotgan bo'lsin va har bir tajribaning natijasi N ta elementar
hodisalardan iborat bo'lsin. Umumiylikka zarar keltirmay, ularni
0,1,...,iV—1 sonlaridan iborat deyishimiz mumkin. Elementar hodi-
salar fazosi bu holda diskret fazo bo'lib, ushbu ko'rinishga ega

Q = {ogoo = (ca,to2,...,ca,,);c0A=0,1....,JV- I,k = 1,2....n)



B = (C01,002,...,con) elementar hodisa wWkN= \,2,....n simvolni biz k
lomerli tajribada oo hodisa ro‘y berdi deb talqin gilamiz.
Har bir toe Q elementar hodisaga

/7(m) = p (colco2,..., ra, )= An,Pw2'" Pu,, (
htimolni mos qo‘yamiz, bu yerda manfiy bo‘lmagan pO,pl,...,pN_I
onlar quyidagi shartni ganoatlantirsin:

N-1
X>/ =1 (18)
=0

17) tenglik orgali berilgan /?(co) sonlar (Q,JVI(Q)) o‘lchovli fazoda

htimol o‘lchovini Kkiritishi uchun (5) munosabatning o‘rinli

kanligini, /;(co)>0 bo'lgani sababli ~7]/’(0)) =1 ekanligini ko‘r-
coeQ

atish kifoya. Hagigatdan ham, (17), (18) tengliklarga ko‘ra,

Z/>(“ _WE)(@@Z .<°n) =

toeQ 0ij ;c02 ;...;c0,,
N n N4
I A, AP=Lg,=n X A)=1e
01;(02;...;c0,,=0,jV /=1(a,=0

>emak, £? fazo, uning barcha gism to‘plamlaridan tashkil topgan A o-
Igebra va unda

P(A)=£p(co) (19)

toe A
mnula orqali Kkiritilgan ehtimol o'lchovi ehtimollik modelini
niglaydi. (18) tenglikdagi pj sonlar alohida olingan (fiksirlangan)
ijribada /-natijaning ro‘y berish ehtimolidan iborat. Hagigatan ham,
gar JIA/) ={0); A=/} bo'lsa, u holda (19) tenglikka ko'ra
P(AK(i)= Z P(* 1®2>—»@*>—,ton) =
ted(/)
N-1 V-1 /-1 N-1 N-1

Z Z Z Z -Z RA\-Pak-\eRskAZPn, = Pi m

0)i=0 tof._i=00)"=0ci)i+i=0 co,=

Faraz qilaylik, CIk /—tajribaning elementar hodisalar fazosi
'k=Al(Q), Pk esa (Q .Ak) o'lchovli fazoda sonlar
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yordamida Kkiritilgan ehtimol o‘lchovi boMsin. U holda (ClkJik,Pk)
ehtimollar fazosini &-tajribaning matematik modeli va (IM1%4l,,P,),
(0 J,./') (QnJA,, M) ketma-ketlikni esa tajribalar ketma-
kclligining inodeli deb atash mumkin.

| BOBGA DOIR MASALALAR

1. LL M amallarning quyidagi xossalari isbotlansin:
) AUB=BUA;ATlB =B TINA (kommutativlik);

2) (nuwa)unc =nmu(auc),(nna)nc =nn(anc)
(assotsiativlik);

3 AraUQ=(nl) Un T,

Au (B MNc) =AU yaf|Cc) (distributivlik);

4) Au A~A ATl A=A (idempotentlik);

5) A[jB = Af] B (ikkilamchilik prinsipi).

2. Q - ixtiyoriy to'plam, A,Ai,A7,...vaB,B[,B2...-Q. ning

gism to'plamlari bo'lsin. Simmetrik ayirma quyidagi xossalarga ega
ekanligi ko'rsatilsin:

( }
a) AAB mAf] B : b) /11 (J#,, |c
v\ J lit1
d) A\ b f1~: c>ilk H_UB>
Wl /) Nil J X J @M

iWﬂ IHn«.J.klMVU
A

3 va B hodisalar  birgalikda  bajarilishi  uchur
A+B, A+B, A+B hodisalarnmg ko‘paytmasi bo'sh bo'Imasligi
/arur va yetarli ekanligi isbotlansin.

4, Idishda k ta oq va / ta qora shar bor. ldishdan tavakkalig
bitta shar olib chetga qo'yiladi. U oq shar ekan. So'ngra idishdan yana
bitta shar olinadi. Bu olingan shar ham og shar bo'lish ehtimoli
topilsin.



5. n ta elementdan iborat to'plam berilgan. Undan tavakkaliga
bo‘sh bo'Imagan gism to'plam tanlanadi. Tanlangan gism to'plamdagi
elementlar soni juft bo'lish ehtimolini toping.

6. Ehtimol tushunchasidan foydalanib, quyidagi ayniyatlar
isbotlansin:

1) +Ck=2k- 2) +=(Ckf =C,
4=0 4=0

3) |(-|r kci =c” xm>n--
k=0
in
4 Z k(k—D)C*=m(m-1) 2 > 2.
4=0
7. Ikkita A va B talabalar quyidagi o'yinni o'ynashadi. Bi-
rinchi gadamda A talaba uchta nomerlangan kubning oltitadan yog-
lariga 1 dan 18 gacha bo'lgan sonlami xohlagan tartibda joylashtirib
chigadi. Ikkinchi gadamda B talaba nomerlangan kublarini yaxshilab
o'rganib chiqib, ulardan birini tanlaydi. (Jchinchi gadamda A talaba
golgan kublardan birini tanlaydi. So'ngra har gaysi o'yinchi o'zidagi
nomerlangan kubni tashlaydi va katta ochko tushgan talaba o'yinni
yutadi. Bunday o'yin gaysi talaba uchun foydalirogq?
8. Tavakkaliga tanlangan butun musbat son tub son bo'lish
ehtimoli topilsin.
9. <t - algebra tashkil etmaydigan hodisalar algebrasiga misol
keltiring.
10. Q- sanogqli to'plam va A uning barcha gism to'plamlaridan
tashkil topgan cr-algebra bo'lsin. Agar A chekli bo'lsa, /u(A)=0 va

agar A cheksiz bo'lsa /u(A) = g deylik. u(-) to'plam funksiyasi chekli
additiv, ammo sanogli additiv emasligi ko'rsatilsin.

11. Har bir 2>1 da At,A2,...,An hodisalar ko'paytmasi uchun
ushbu

pN\an >ip(4)-("-1)
44 ) H

tengsizlik isbotlansin.

12. P(A!B)+ P(A/B) =1 P(AtB)+P(A/B)=\ tengliklar,
umuman olganda, noto'g'ri ekanligini ko'rsatuvchi misollar keltiring.
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13. N,,A2....JIn bogiigsiz hodisalar va P(J1,)<1/=12....n
boisin. U holda shunday B hodisaning mavjudligini ko’rsatingki,
P(B) >0 boiib, ixtiyoriy 1</< n uchun B D i= 0 boisin.

14. n ta shar n ta yacheykaga tasodifiy ravishda joylashtiril-
gan. Aynan ikkita yacheykaning bo‘sh boiish ehtimoli pn topilsin.

15. Tanga n marta tashlanadi. Har bir tajribada “gerb” chigish
ehtimoli p, ragam chigish ehtimoli esa (. n(N) orqgali chiggan
gerblar soni toq boiish ehtimolini belgilaylik. n(n) topilsin.

16. Ixtiyoriy uchta A,B,C hodisalar uchun

\P(AB) - P(AC)\.< P(BAC)
tengsizlik oiinli ekanligi isbotlansin.

17. A hodisa o‘zi bilan bogiigsiz boisa, uning ehtimoli 0 yoki
1 ekanligi isbotlansin.

18. A va B bog'ligsiz hodisalar boisin. Bu hodisalarnmg
ehtimollari orgali quyidagi hodisalarning ehtimollari hisoblansin.

a) A va B hodisalardan k tasi ro'y beradi;

b) A va B hodisalardan eng ko'pi bilan k tasi ro'y beradi;

c) A va B hodisalardan eng kamida k tasi ro‘y beradi,
(0 <A<2).

19. A,BvB7 hodisalar berilgan. A va B] hamda A va B,
hodisalar bog'ligsiz bo'lsa, u no’da A va B}U ~ 2 hodisalar bog'ligsiz
bo'li*.i uchun A va /?, I B2 hodisalarning bogiigsiz bo'lishi zarur va
yetarli ekanligi isbotlansin.

20. A va B bogiigsiz hodisalar va P(A +B)= 1 bo'lsin. U
holda yoki A yoki B hodisaning ehtimoli 1 ga teng ekanligi
koisatilsin.

TEST SAVOLLARI

1. A hodisa ganday bo'lganda AUA = A tenglik o'rinli bo'ladi?

A. A-0 B. A=£l C. A=@2MN D. Hech gachon.

2. A va B hodisalar ganday bo'lganda (AN\JB)\B=A tenglik
o'rinli?

A.5=0 B.A=0 C.AB=0 D.Hardoim.
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3. Quyidagi ifodani soddalashtiring: (A +B)(A +B).

A. A+B B. B C.0 0. A

4. Quyidagi ifodani soddalashtiring: (A +B)(A +B).
A. 0 B. A C. B D. Q.

5. Agar A zB bo‘lsa, AB nimaga teng?

A. B B. A C. B-A D.A-B.
6. Aci B bo‘lsa, ABC ifodani soddalashtiring.

A. B B. BC C. A D. AC.

7. Qanday shart bajarilganda A+B,A +B\A+B hodisalar
birgalikda bo*ladi?

A. A*22 B. AB=Q C.AB®0 D.5*0.

8. Idishda 3 ta ogq va 7 ta qora shar bor. Idishdan tavakkaliga
olingan shar oq shar bo‘lish ehtimoli topilsin.

A. 7/15 B. 0,7 C. /15 D. 0,3.

9. 36 talik gartalar dastasidan tavakkaliga ikkita garta olingan.
Ulaming har ikkalasi ham tuz bo'lish ehtimolini toping.

A. 181 B. 1/105 C. 19 D. 0.

10. Tavakkaliga tanlangan ikkita ragamlar ichida O ragami yo'q
bo'lish ehtimoli topilsin.

A. 0,8 B. 0,9 C. 081 D. 0,99.

11. Tavakkaliga tanlangan ikkita ragamlar ichida O ragami yoki 1
ragami yo'q bo'lish ehtimoli topilsin.

A. 0,99 B. 0,64 C. 0,98 D. 0,81.

12. 6 ta 0q va 8 ta gora shar solingan idishdan tavakkaliga ikkita
shar olingan. Ikkala shar ham bir xil rangli bo'lish ehtimolini toping.

A. 4/7 B. 25/49 C. 3/7 D. 43/91.

13. Uchta simmetrik tanga bir vaqtda tashlanganda ikki marta
gerb chigish ehtimoli qanday?

A. 3/4 B. 1/2 C. 3/8 D. 5/8.
14. Agar P(A)~ 0,6; P(A +B) = 0,8 bo'lsa P(AB) hisoblansin.
A. 0.2 B. 0.32 C. 0,48 D. 0.4.

15. A va B hodisalar bog'ligsiz bo'lib. P(.4) =0,6; P{B)~ 0,5
bo'lsa, P(A+B) hisoblansin.
A. 0,6 B. 0,5 C.03 D. 0,8.
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16. Agar A va B birgalikda bo'Imagan hodisalar bo'lsa, to'g'ri
(englikni ko'rsating.

A. A-B~0 B. A+B=C C. AcB D. /1B =0

17. Agar A va B birgalikda bo'Imagan hodisalar bo'lsa va
P(A)-pl; P(B) =p2bo'lsa, P(A +B) hisoblansin.

A- P\ B. px+p2-pPp2 C.p, +p2 D. p2

18. Agar P(J1)=1/4; P(B)=2/3 va P(A +B)=5/6 bo'lsa,
P(AB) hisoblansin.

A. 7/12 B. 1/6 C. 1/12 D. 12/15.

19.{(*,7;0<x.y <1} kvadratga tasodifan nugta tashlangan.

Ushbu A={(x,y);x< 1/2}, B ={(v,Vv);v> 1/ 2} hodisalar uchun ush-
bu tasdiglarning gaysinisi o'rinli?

A. A va B hodisalar bog'ligli

B. A va B hodisalar birgalikda emas

C. A va B hodisalar bog'ligsiz

D. A va B ixtiyoriy hodisalar.

20.{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} to'plamdan 3 ta ketma-ket (gaytaril-
mas) tanlovdan iborat bo'lgan tasodifiy tajribaga mos kelgan fi-ele-
mentar hodisalar fazosining elementlar soni topilsin.

A. 720 B. 1000 C. 30 D. 60.

21.{1,2,3,4,586,7,8,9 0] ro‘plamdan 3 ta ketma-ket (gaytari-
luvchan) tanlovdan iborat bo'lgan tasodifiy tajribaga mos kelgan Q -
elementar hodisalar fazosining elementlari soni topilsin.

A. 30 B.720 " C. 60 D. 1000.



I( BOB. TASODIFIY MIQDORLAR VA TAQSIMOT
FUNKSIYALARI

1-bobda biz (Q,fl,R) ehtimollar fazosini aksiomatik qurib, ba’zi
eng sodda ehtimollik modellami muhokama qildik. Ammo ehtimollar
nazariyasi fagat tasodifiy hodisalar va ulaming ehtimollarini topish
bilangina chegaralanib qolganda edi, u bunday yuksalishga va
amaliyotda bu gadar keng tatbiq doirasiga ega bo'lmagan bo'lar edi.
Ehtimollar nazariyasining boshlang'ich davriga qaytib gimor o'yin-
larida o'yinchilarni o'yinning tasodifiy oqgibatigina emas, balki u bilan
bog'liq bo'lgan yutug yoki yutqazish, ya’ni shu ogibatga mos qo'yil-
gan son giymat qiziqtirishini eslaylik. Bunday son giymatni tasodifiy
migdor deb atash tabiiy. Bu bobda biz shu tasodifiy migdor tushun-
chasini o'rganamiz.

I1-8. Tasodifiy miqdorlar

Ehtimollar nazariyasining asosiy tushunchalaridan biri tasodifiy
migdor tushunchasidir. Tasodifiy miqgdor tasodifga bog'liq holda u
yoki bu son giymatlarni gabul giluvchi migdordir. Masalan, tavak-
kaliga olingan n ta mahsulotlar ichidagi yaroqgsizlarining soni, n ta
0'q uzilganida nishonga tekkan o'glar soni, asbobning beto'xtov ish-
lash vaqti va hokazolar tasodifiy migdorlarga misol bo'la oladi. ¢ -
tasodifiy miqgdor, tajribaning har bir mumkin bo'lgan ogibatiga mos
go’yilgan sondan iborat. Tajriba natijalarining to'plami elementar ho-
disalar bilan ta’riflangani tufayli tasodifiy migdorga Q elementar ho-
disalar fazosining £ funksiyasi sifatida garash mumkin. Taso-
difiy migdorning ta’rifmi keltirishdan avval bir gancha misollar ko'ramiz.

1-misol. Tajriba tangani 2 marta tashlashdan iborat. Elementar
hodisalar maydoni
n= {gg, gr,rg,rr}
ko'rinishga ega. £ —gerb chigishlar soni bo'lsin. E ning giymati ele-
mentar hodisalarning g=4(0)) funksiyasidan iborat. £(®) funksiya-
ning giymatlari jadvali ushbu ko'rinishga ega:
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© & g rg

£(co) 2 1 1 0

2-misol. Tanga birinchi bor gerb chigqunicha tashlansin. Bu

holda
fi = {g,rgjTg,nrg,..,rrr...g,...\ = {&{,2)2...,co,

£ - tanga tashlashlar soni boisin. U holda £ elementar hodisalarning
funksiyasi boiib, agar o=on(n =1,2,...) boisa, =n boiadi.

3-misol. Radiusi R ga teng boigan doiraviy tekis ekranda
tasodifiy ravishda zarracha paydo boiish hodisasi kuzatilayotgan
boisin. £ orqali zarrachadan ekran markazigacha boigan masofani
belgilaylik. Bu holda Y= {©0,0= (X,y); X2+y2< R} - to‘plamdan ibo-
rat boiadi. i' elementar hodisalarning funksiyasi boiib, *(®)=x2+v
tenglik oiinli.

Yugorida koiilgan misollar tasodifiy migdomi elementar
hodisalar fazosining funksiyasidan iborat deb izohlash mumkin

ekanligini koisatadi. Ammo Q da aniglangan ixtiyoriy funksiyani
tasodifiy miqgdor deb garash mumkin emas. Amaliyotda ko‘pincha

g(co) tasodifiy miqdorning giymati u yoki bu to‘plamga tegishli
boiish ehtimoli nimaga teng degan savolga javob berishga to‘g‘ri
keladi. Demak, sonlar o‘qgidagi yetarlicha keng to‘plamlar sinfi
uchun biz to‘plam hodisalarning A cr-algebrasiga
tegishli boiishiga va demak, P({co,£E{o))e. B}) ehtimolni hisoblash
mumkin ekanligiga ishonch hosil gilishimiz kerak.

I-ta’rif. (C2,4,P) — ehtimollar fazosi va £ = - fi da anig-
langan sonli funksiya boisin. Agar har ganday haqigiy x uchun

{04(co)<x}ed @
munosabat oiinli boisa, u holda bunday 2=E,(co’) funksiyaga

tasodifiy migdor deyiladi.
Funksional analiz kursidan maiumki, (1) shartni ganoatlan-
tiruvchi, fi da aniglangan £ =] (o) funksiyaga A cr-algebraga nisba—
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tan o'lchovli funksiya deyiladi. Shunday qilib, ) fazodagi taso-
difiy migdora a -algebraga nisbatan o'lchovli funksiyadan iborat ekan.
2-ta’rif. Ixtiyoriy =R son uchun aniglangan
F(x) = F4(x) =P ({t<x})
funksiyaga £ tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi deyiladi.
Tasodifiy migdorning yana bir eng sodda misoli sifatida Ae
hodisaning sa(0j) indikatorini garash mumkin;

IA=1AW) = -
Aw) 0,agar £ A
0, X<O0r
{0);4(0))<x} = 0<Xx<1, ()
x>1,

munosabatdan 14(a>) funksiyaning tasodifiy migdor ekanligi kelib
chigadi. Uning tagsimot funksiyasi (2) munosabatga ko‘ra
0. x<o,

F(x)= P(A), O<xc<l,

1, x>1,
ko'rinishga ega.
()]
Endi Ajed,AjmA.=0. i*j ,Z At=Q bo'lsin, u holda
A
S((o) =X xll Ai(oj):xle R 3)
A

ko'rinishda ifodalangan tasodifiy miqdorga diskret tasodifiy miqdor
deyiladi. Agar (3) yig'indi chekli bo'lsa, u holda bunday tasodifiy
migdorga sodda (yoki elementar) tasodifiy migdor deyiladi.

(3) tenglikdan diskret tasodifiy miqdor fagat Xj,x2... qiy-
matlarnigina gabul qilishi kelib chigadi. Agar pt= P(At)= P{£ =x()
belgilash kiritsak, u holda diskret tasodifiy miqdor ¢ ushbu jadval
orgali to'la aniglanadi.
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Yugoridagi jadvalga diskret tasodifiy miqdorning tagsimot
c
gonuni deb ataladi. Bunda ~ p, - ! tenglik o‘rinli.
/A

Tasodifiy migdorlarning yana bir gancha misollarini ko'ramiz.
4-misol. Simmetrik bir jinsli tanga tashlansin. Bu holda

Q=|t»,,£y2} boiib, bu yerda =*“g”, a2=“r", Jlesa fi ning barcha
gism to'plamlaridan iborat, dtj) = p("co2N=~.
fl fO=

deylik. Bu holda

{or,c (co)< x}-i {a2},-1 <x< 1,
I[fi, x>1
munosabat oiinli. Demak, £(®) - tasodifiy migdor ekan. Uning
tagsimot funksiyasi
lo,x<-1,
I (n) I 2.-1 v 1
I 1,x>1

ko'rinishga ega va grafigi 7-shaklda keltirilgan.

05

7-shakl.



5-misol. [a,b] kesmaga tasodifiy ravishda nugta tashlansin,
ya’'ni nugta [a,A] kesmaning birorta gism to‘plamiga tushish ehtimoli
u to‘plamning Lebeg o‘lchoviga proporsional bo‘lsin. Bunda
Q = [cr,A] boiib, A esa [a,b] kesmadagi barcha Borel to‘plamlaridan

iborat bo‘ladi. 4 (0>) funksiyani
< (co) = c,c0e [a,b]
formula orqali belgilaymiz, ya’ni g - [a,b] oraligga tushgan nugta—
ning koordinatasidan iborat. Bunda
0 ,X<a,
{o:4(a>)< X} = {[a,X], a< x<b,
Q =[ab],x>b
munosabatning o'rinli ekanligini ko'rish giyin emas. Shunday qilib,
har ganday xe R uchun {coig(o>)< x}e A, ya’'ni 4(0J) tasodifiy
migdor boiar ekan. 4 (co) tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi

0,X<a,

Fb(x):<.tb a<x<b,

[, x>h.

Bu tagsimot funksiya (s8-shakl) [a,b] oraligda tekis tagsimlangan
tasodifiy migdorning tagsimotini aniglaydi.

Endi ehtimollar fazosi va unda aniglangan tasodifiy miqgdor
bo'Imagan funksiyaga misol keltiramiz.
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6-misol. 2=1[0,1]. A4 - [0.1] oralig‘idagi Lebeg o'lchovli to'p-
l.imlarning a -algebrasi bo'lsin. P(A) = A(A), Ae A deymiz, bu yerda
A.(A) orqgali A to'plamning Lebeg o'lchovi belgilangan. U holda
fU.AP) - ehtimollar fazosi. E - [0,I] oraligdagi Lebeg bo'yicha o'l-
chovsiz to'plam boisin*. <fo)=/£(w) orgali E to'plamning indika-

torini aniglaymiz. U holda, agar 0< x< 1 bo'lsa, {c0; £(&>)<x} = -
Demak, yuqorida tasvirlangan (Q,d,P) fazoda aniglangan £(&>)
funksiya tasodifiy migdor boimas ekan.

S (co) (Q.A.P) ehtimollar fazosida aniglangan tasodifiy mi
dor va B &z R - sonlar o'gidagi to'plam bo'lsin. Ap orqali ushbu

O =t ;iach;r(d)a}

to'plamlar sinfmi belgilaylik, bu yerda = {co0/4 (®)e Bj
to'plam B to'plamning proobrazi. Avvalo shuni aytish lozimki, 4 (co)
tasodifiy miqdorning ta’rifidan B =[—°;xl, xe R ko'rinishdagi
yarim intervallar A4? sinfga tegishli ekanligi kelib chigadi.

Quyidagi teorema Borel to'plamlarining a -algebrasi Ap sinfida

yotishini ko'rsatadi.

1-teorema. (£2,4,P) ehtimollar fazosi, § undagi tasodifiy
miqdor, B esa sonlar o'qidagi ixtiyoriy Borel to'plami bo'lsin. U
holda

4"\.B) = {co-4(co)e B}e 4
munosabat o'rinli, ya’ni har ganday Borel to'plamining proobrazi
tasodifiy hodisadan iborat.

Isboti. a.b;a<b ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo'lsin. U holda
{<y;£(a>)e (a,b]} = {co;a<4(co)< B\= {co;f {co)< b)\{co;£(co)< a]
tengliklardan £ “1((a,&]) = £~1((-a0,&])\£~1((-ao,cr])e s munosabat-
ning o'rinli ekanligi kelib chigadi. Demak, (a,b] ko'rinishidagi barcha

Sarimsogov T.A. Haqiqiy o'zgaruvchining funksiyalari nazariyasi. - T.: “O'qituvchi”,
1968, darslikning 60-§ ga garalsin.
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yarim intervallar 4? to'plamga tegishli. Shu bilan birga R sonlar

o'gidagi ixtiyoriy B, B,, B2, ... to‘plamlar uchun

b 4
Vi=1 J /A1

5-f B i (B)- ®)

&KR) = « (6)

tengliklar o'rinli ekanligini osongina isbotlash mumkin. (4)-(6) teng-
liklardan A p to'plamlar sinfi barcha (a,b\ yarim intervallarni o‘z

ichiga oluvchi cr —algebra ekanligi kelib chigadi. Borel to'plamlarining
cr-algebrasi (ab\ ko'rinishidagi barcha yarim intervallarni o'z ichiga

oluvchi minimal cr-algebra bo'lgani uchun B (P)cH =+ Demak, teore-

maning da’vosi ixtiyoriy B Borel to'plami uchun o'rinli ekan.
3-ta’rif. (R,B(R)) - sonli to'g'ri chiziq va undagi Borel to'p-

lamlaridan tashkil topgan a-algebra bo'lib, ~ =c (co) funksiya

(Q.A.P) fazoda aniglangan tasodifiy migdor bo'lsin.
(R.B(R)) o'lchovli fazoda

Pf(B)= P({co;4(co)e /7]), tie B(R)
formula orqali aniglangan P--ehtimol o'Ichoviga q tasodifiy miqdor-
ning ehtimollik tagsimoti deyiladi.
Demak, har gaysi q tasodifiy migdor yangi (R,B(R),P.) ehti-

mollar fazosini vujudga keltirar ekan.
2-8. Tagsimot funksiyalarining xossalari. Misollar

F(x) funksiya £ tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi
bo'lsin. U holda F(x) tagsimot funksiya quyidagi xossalarga ega:

F1 Monotonlik xossasi: agar x,<x? bo'lsa, u holda
F(x,)<F(x,) bo'ladi.

F2. F(-00) = lim F(x) = 0;R*<¢) = lim F(x) = 1.
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F3. O'ngdan uzluksizlik xossasi: lim F(x) = F(:r0).

X—=>Q+0
Ishoti. FI xossaning isboti < x,}c & < xZ} munosabatdan va

I'litimolning 3-asosiy xossasidan kelib chiqadi. F2 xossani isbotlash
iiclum biz ikkita {xn} va £} sonli ketma-ketliklarni garaymiz, bunda

N kctma-ketlik —oc ga monoton kamavadi (xnl-=0), v, esa +0 ga
monoton o‘sadi (yHT+00). Agar 4,={© ;"(«)<x } va Bn={(0\£{co)<yn)

deb belgilasak, Ani 0 va BnT Q bo‘lgani uchun F2 xossa ehti-
niolning quyidan va yuqoridan uzluksizlik xossalaridan kelib chigadi
(1.1-teoremaning 4- va 2-punktlariga garalsin).

F3 Xxossa ham xuddi F2 kabi isbotlanadi:

A~{a>; £(©)< x0} An={oj; £,((0)< xn] boisin, bu yerda {xn} ketma-
ketlik monoton kamayuvchi boiib I7li£nxqz X0 tenglik oiinli. Demak,

An hodisalar ketma-ketligi monoton kamayuvchi boiib, f*jAn=A
H

tenglik oiinli boigani sababli (ya’ni And4A), l.1-teoremaning 3-
punktiga koia I7}Ln P(An)= P{A) yoki I\‘ir\nhF(x) = F(x0 tenglik kelib
chigadi.

F(x) = F((x) funksiya umuman olganda chapdan uzluksiz emas,

chunki ehtimolning o‘ngdan uzluksizlik xossasidan
X=F(X)—+F (x-0)= lim (F(X)—F(x-1/»)) = limP(x-1lin</"< x) =
p (x)—F( )/7—>co(() ( »)) H~:€D( )

8{$e(x— 1/7/f,x]1} A =P{%=x})
=\ J

tenglik oiinli.

Bundan barcha xe R sonlar uchun = x} = 0 tenglik oiinli
boisa va fagat shu holdagina F-(x) funksiya uzluksiz ekanligi kelib
chigadi.

Demak, p0=P{£ =x0pP= F(x0)- F(.vO-0) tenglikdan F(x) funk-
siyaning uzilish -nugtalarida p0> 0 tengsizlikning oiinli ekanligi
kelib chigadi. Har ganday natural n soni uchun F(x) funksiyaning
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pn=RY =*,}D> 7 tengsizlikni ganoatlantiruvchi uzilish nuqtalarining

soni n dan katta boimagani sababli, tagsimot funksiyaning uzilish
nuqgtalari to'plami ko‘pi bilan sanoglidir.

Fc(x) = F(x) tagsimot funksiyaning uzilish nugtalarini
X,, A2, ... orgali belgilaylik. Agar £ - diskret tasodifiy migdor bo‘Isa,

u holda pk- P({4 = XK)=> k= h2,... ehtimollar

xn=1 ()
tenglikni ganoatlantiradi va aksincha, agar pk, k=1,2,.. ehtimollar
(7) tenglikni ganoatlantirsa, u holda E tasodifiy miqdor diskret taso-
difiy migdor boiadi.
| -diskret tasodifiy migdorning P? taqgsimoti eng ko‘pi bilan
sanoqli sondagi xk nugtalarda to‘plangan boiib, uni

P'(B)= X P W
{kxeB}
ko'rinishida ifodalash mumkin.
Endi amaliyotda eng ko‘p uchraydigan diskret tagsimotli taso-
difiy migdorlarni keltiramiz.
Binomial taqsimot. Agar diskret tasodifiy migdor | uchun

xk=k, k=0,l,...,n boiib,

Pk=P(4=k})=Ckpk(1-pIrF'\N O<p <
boisa, u holda £ tasodifiy miqdorga (n,p) parametrli binomial
tasodifiy miqdor, Pn(k)-pk ehtimollarga esa (n,p) parametrli
binomial tagsimot deyiladi. («,/?) parametrli binomial tasodifiy
migdorning tagsimot funksiyasi
AC*,9,p) =£c*p*(1l-plr*,*e R

k<x
ko'rinishga ega. Binomial tagsimot n ta bogiigsiz tajribada
kuzatilayotgan A hodisaning ro‘y berishlar soni yn ni A hodisaning
har bir tajribada ro‘y berish ehtimoli p boigan holdagi tagsimotidan
iborat.

48



7-misol. Oralig nazorat uchun o‘tkazilayotgan yozma ishda
talaba n=4 ta masala oldi. Har bir masalani to‘g‘ri yechish ehtimoli
0,X bo'lsin, f. orgali to‘g‘ri yechilgan masalalar sonini belgilaylik. Bu
holda biz (4;0,8) parametrli binomial tagsimotga egamiz. Uning
tagsimot gonuni va tagsimot funksiyasi quyidagi jadvalda va 9-shakl-
tla kcltirilgan.

u 0 1 2 3 4
b 0,0016 0,0256  0.1536  0,4096 0.4096
F&)ij
1
0,5--
0 1 2 3 4 X

9-shakl.

(a,p) parametrli binon;?l tagsimotni maksimallashtiruvchi k
sonm ya’ni ro‘y berishlar soni r It ning , rg katta ehtimol bilan gabul
gihr <pi giymatini topamiz. Buning uchim quyidagi nisbatni ko‘ramiz:

P,k) _ n-k+1 P -i | »+Dp-~
Pn(k-1) K 1p kO\-p)

Agar k<(n +Np boisa, P(k) > P,(k- 1), ya'ni k o'sishi bilan
P,(k) funksiya monoton o‘sadi; agar k>(n +N\p boisa,

<Pn(k—1), vyani P,(k) ehtimollar monoton kamayadi.
in=[(« +1)p]—(« +\)p sondan katta boimagan eng katta butun son
boisin, u holda k=m da Pn(k) ehtimol eng katta giymatga erishadi.
Agar (h+1y7 butun son boisa, P,{k) ehtimolni maksimallashtira-
digan K ning giymati ikkita: k= (n +1)p va k=(n +\)p- \
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Yuqoridagi 7-misolda (1)/7=5 0,8=4 bo'lgani uchun P4(k) ni
maksimallashtiruvchi k ning giymati ikkita: K -3 va k=4. Bunda
PA(k) =0,4096. Demak, talaba 3 ta yoki 4 ta masalani yechish ehtimoli
0,8192 ga teng ekan.

Puasson tagsimoti. Agar £ -diskret tasodifiy migdor xk: 0,1,2,...
giymatlarni

pk=n(k:A)=P({£=k}) = R—\e~n;n >0

ehtimollar bilan gabul qilsa, uni A parametrli Puasson gonuni
bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy migdor yoki gisqacha Puasson
tasodifiy migdor deyiladi.

A parametrli Puasson qonuni bo'yicha tagsimlangan tasodifiy
migdorning taqsimot funksiyasi

MN(x-N)*-e-\xe R
k<v * .
ko'rinishga ega.

Puasson tagsimoti ba’zan kam uchraydigan hodisalar qonuni
degan nom bilan ham ataladi, chunki u har doim ko'p tajriba o'tka-
zilib, ularning har birida kuzatilayotgan hodisaning ehtimoli Kkichik
bo'lgan hollarda uchraydi.

Geometrik tagsimot. Agar £ tasodifiy migdor xk: 0,1,2,...
giymatlarni

F(k-p) = pk=P({l = K}) =p(1-p)ki0<p <1 (8)
ehtimollar bilan qgabul gilsa, u p parametrli geometrik gonun
bo'yicha tagsimlangan tasodifiy miqdor deyiladi.

8-misol. O'tkazilayotgan fizikaviy tajribada kutilayotgan natija
chigish ehtimoli 0,4 bo'lsin. £ orgali kutilgan natija birinchi marta
chigguncha o'tkazilgan tajribalar sonini belgilaylik. U holda £ taso-
difiy migdor 0,4 parametrli geometrik tagsimotga ega. Quyida uning
(8) formula orqgali hisoblangan tagsimot gonuni va tagsimot funksiyasi
(10-shaklda) keltirilgan.

0 1 2 3

ot 0,4 0,24 0,144 0,0864
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Fix) n

0,5.
10-shakl,
4 ~ geometrik gonun bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy miqd
ho' Ism, u hoida
ntmic >«}) - P{c. =m}),in=1, 9)

tenglik o‘rinli.
Hagigatdan ham.

NG = n+m mg >/7_‘L}\ P{i5=n+w,c>/1}) p({c—=w'O

u 'K PC- )
PO=P)  MI_py (k>
9) tenglikni yuqorida keltirilgan misolda sharhlaylik. 8-misol

¢ tasodifiy migdomi natijani “kutish” vaqti deb sharhlash mumkin.
lhi holda (9) tenglikni (n-1) ta tajribada natija chigmaga.Jik shartida,
yana /77-1 ta tajribadan so‘ng birinchi marta natija chigish ehtimoli
/;/-tajribada birinchi marta natija chiqgish shartsiz ehtimoliga teng deb
i/ohlash mumkin. Bu (9) tenglik bilan ifodalanadigan xossa so’nggi
(ii'sirning yo‘qligi deb ataladi.

Kezi kelganda shuni gayd qilish lozimki, barcha diskret tagsi-
motlar ichida fagat geometrik tagsimotgina so'nggi ta’sirning yo'qlik
Xossasiga ega.
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3-8. Uzluksiz tasodifiy migdorlar

Agar E tasodifiy migdorning Fc(x) tagsimot funksiyasi barcha

xe R nugtalarda uzluksiz boisa, u holda bunday tasodifiy miqdorga
uzluksiz tasodifiy migdor deyiladi.
4-ta’rif. Agar q uzluksiz tasodifiy migdorning tagsimot funk-

siyasini
(10)

koiinishda ifodalash mumkin boisa, bunday tasodifiy migdorga
absolut uzluksiz tasodifiy migdor deyiladi. Bu yerdagi p(x) funk-

siyaga £ tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi deyiladi.

(10) tenglikdan zichlik funksiyaning quyidagi xossalari k
chigadi:

1°) FN\X) = p(x);

2°) p(x)>o0;

3°) Jp(x)dx =1;

4°) "p(X)dx = F(x2)- F(X,) = P(PI<E£ <x2}), X,<x2.
4°-xossaga ko‘ra absolut uzluksiz tasodifiy migdorning [X,,x2]

oraliqga tushish ehtimoli son jihatidan 11-shaklda shtrixlangan egri
chizigli trapetsiyaning yuziga teng.

1l-shakl.



F.ndi eng ko‘p ishlatiladigan absolut uziuksiz tasodifiy miqdor-
larni keltiramiz.
Tekis tagsimot. [ab—] oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy

miqdor (5-misolga garang) absolut uziuksiz tasodifiy migdor boiib,
lining zichlik funksiyasi

[0,x< a; yoki x>b
ko'rinishga ega (12-shakl).

a 0 b X
P4,

Tekis tagsimlangan ta odifiy miqdorning [<?/7] oraliq ichidagi
(v. i intervalga tushish ehtimoli, F(.y?)- F(xj):vki)—_w- ga teng
-a

boiib. u shu intervalning uzunligiga proporsional.
Eksponensial tagsimot. Quj'idagi

zichlik funksiyaga ega boigan tasodifiy migdorga A(A> 0)-para-
mclrli eksponensial qgonun bo'yicha tagsimlangan tasodifiy
ini(Jdor deyiladi. Bu holda tagsimot funksiyasi

ko'rinishga ega ekanligini topish giyin emas.
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Turli elementlar atomlarining yemirilish vaqti eksponensial
tagsimotga ega. Bunda =y son yemirilish vagtining oitacha qiy-
matini bildiradi.

Eksponensial tagsimotga ega boigan £ tasodifiy migdor so‘ng-
gi ta’sirning yo‘glik xossasiga ega. t, tasodifiy miqgdorni atomning
yemirilish vaqti deb izohlab, A=jx <] <X, +x2} hodisani koiamiz
va bu hodisaning /1={£>x,} hodisa ro‘y bergandagi shartli ehti-
molini hisoblaymiz:

P(A)=P(L, <7< X +x2}) = 1- ((U-v->-(I-e+x) = &-™ (1~ )
P(B)=/>{£ >x,})=1- P({* < x,}) = <TAT
tengliklardan
—AXn_ ~X2\

P(A/B)=-——-r —-=1-eAQ
e~

munosabatning o‘rinli ekanligi kelib chigadi, ya’ni atom xL vaqt
yashagach uning yana X, vaqt ichida yemirilish ehtimoli, xuddi shu
atomni x2 vaqt ichida yemirilishining shartsiz ehtimoli bilan bir xil.
Aynan shu xossa so'nggi ta’sirning yo‘qlik xossasidan iborat.

So'nggi ta’siming yo‘qligi eksponensial tagsimlangan tasodifiy
migdorning xarakterlovchi xossasidan iborat. Boshgacha qilib
aytganda, barcha absolut uzluksiz taqgsimotli tasodifiy migdorlar
ichida fagat eksponensial tagsimotli tasodifiy miqdorgina so‘nggi
ta’sir yo‘qlik xossasiga ega (geometrik tagsimotga garalsin).

Normal tagsimot. Tagsimot funksiyasi

V _(»-»)2

CDa,a(*):y%_Er. je Ccu

koiinishga ega boigan tasodifiy migdorga (a.a2) parametrli nor-
mal (yoki Gauss) qonun bo‘vicha tagsimlangan tasodifiy migdor
deyiladi.

Normal tagsimlangan tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi



ko'rinishga ega. Biz
0

<P,AX)>0 A PaAX)dx =]

ekanligini ko'rsataylik:

Oxirgi integralda u=rcosO, v~rsin(®@ deb o'zgaruvchiiami

almashtirsak,
X T, 2 X
Npua(X)dxl = — JIVexpj-r2/2)drde =- Jclexp{-r2/2}= 1
J 21 oo 0

lenglik kelib chigadi. Demak, gma(x) zichlik funksiya, ® Iry(x) esa

tagsimot funksiya ekan. Normal gonun bo'yicha tagsimlangan taso-
difiy miqdorning zichlik funksiyasini turli a va a parametrlarga
bog'lig holdagi grafiklari 13-?baklda keltirilgan.
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(pacr(x) zichlik funksiya x - a nuqgtada eng katta giymatga eri-
shadi va uning graflgi x= a to‘g‘ri chizigga nisbatan simmetrik joy-
lashgan. Bu funksiya uchun OX o0°‘q gorizontal asimptota x = a-ru,

X = a-cr nuqtalar esa funlcsiyaning burilish nugtalaridan iborat.
Xususan a=0, o =1boiganda normal tagsimlangan tasodifiy
migdorning taqsimot funksiyasi
1 V

® 0](T) = o(J):
4br _

koiinishiga ega boiadi va ®(x) tagsimotga standart normal qonun
deyiladi (14-shakl).

"du

X2 tenglik oiinli boigani uchun normal qo-

nunning a va a parametrlariga tagsimotning “siljish” va “masshtab”
parametrlari deb ataladi.
Gamma tagsimot. Zichlik funksiyasi (15-shakl)

[0,.v< G

LI (a)

boigan tasodifiy migdor (a,A) parametrli gamma qgonuni boSicha
tagsimlangan tasodifiy migdor deyiladi. bu yerda

M(a)= jTa"e=dx
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| yler gamma funksiyasi. Uning tagsimot funksiyasi (16-shakl)
13
—— \ale-Mdu,X >0;
F(x)= \X(a) |
\o,.v< 0

ko'rinishga ega.

16-shakl.
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Umumiy holda gamma tagsimot aniq ifodalanmasa ham, u
ba’zi juda muhim xususiyatlarga ega. Masalan, agar a =k, ya’'ni a
butun giymatlami gabul gilsa, biz ommaviy xizmat koisatish naza-
riyasida muhim rol o'ynaydigan Erlang tagsimotini hosil gilamiz.
Agar a - ki2 a=\N2 bo'lsa, gamma tagsimot %2 (xi—kvadrat) deb

ataluvchi tagsimotga aylanadi, bu holda k soni 4 2 tagsimotning
ozodlik darajasi soni deyiladi. Nihoyat, a = 1 bo'lsa, biz eksponensial
tagsimotga ega boiamiz.
Koshi tagsimoti. Zichlik funksij'asi
paa(X) =——— ——-—-,xe Rcr >0
na, (x—a—
X+~ N~

ko'rinishda bo'lgan tasodifiy miqdor (a,a) parametrli Koshi gonuni
bo'yicha tagsimlangan tasodifiy migdor deyiladi. (0;1) parametrli
Koshi qonuni bo'yicha tagsimlangan tasodifiy migdorning zichlik
funksiyasi

K(x) = K(x;o,l):n—\|l;l,(—

ko'rinishga ega. K(x\a,a) = Kf——j tenglik o'rinli bo'lgani uchun

xuddi normal gonundagi kabi bu yerda ham a va a parametrlarga
siljisli va masshtab parametrlari deb garaladi.

Singulyar tagsimot funksiyalar. Zichlik funksiyaga ega bo'l-
magan uziuksiz tasodifiy migdorlar ham mavjud. Bunday tasodifiy
miqgdorlarning tagsimot funksiyalariga singulyar tagsimot funksiyalari
deyiladi. Singulyar tagsimot funksiya uziuksiz bo'lib, barcha o'sish
nugtalaridan tashkil topgan to'plamning Lebeg o'lchovi 0 ga teng,
ya’ni deyarli barcha nugtalarda F'(x) =0 va F(+co) - F(-x) = 1 teng-
liklar o'rinli. Bunday funksiyaning misoli sifatida o'quvchiga analiz
kursidan ma’lum bo'lgan ushbu Kantor funksiyasini olishimiz mum-
kin: F(x) =0, agar x<0, F(x) -1, agar x>1. F(x) funksiyani [0,1]
oraligdagi giymatlarini aniglash uchun quyidagi amallarni bajaramiz.
Avval bu oraligni 1/3 va 2/3 nugtalar bilan teng uch [0;1/3], [1/3;2/3]
va [2/3;1] bo'laklarga bo'lamiz. Ichki oraligda F(x)=1/2 deymiz.
Qolgan ikki oraligning har birini yana teng uch bo'laklarga bo'lib, har
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bir icliki oraliglarda F(x) funksiya mos ravishda 1/4 va 3/4 giymat-
larni gabul giladi, deymiz. Har bir qolgan oraliglar o‘z navbatida yana
uch bo'lakka boiinib, uning ichki boiaklarida F(x) funksiya uning
;miglangan go‘shni giymatlarining o'rta arifmetigiga teng, deb olamiz
va hokazo (17-shakl),

If

B

Trdel.

F(x) tagsimot funksiya o‘zgarmas giymatlar gabul giluvchi ichki
[1/3;2/3], [1/9;2/9],[7/9;8/9], ... oraliglarning uzunliklar yig'indisi
1/3+2/9 +4/27 +... = —(1 +2/3+4/9 +.)==Y (-1 = ————--—

3t- 0|3j 3 1- 2/3
Demak, F(x) funksiyani o'sish nugtalarining Lebeg o'lchovi 0 ga

teng ekan.
Tagsimot funksiyalaming mumkin bo'lgan tiplari haqgida
boshga to'xtalmay, hagigatda tagsimot funksiyalar yuqorida keltiril-
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gan uchta tip bilan tugallanishi hagidagi mulohaza bilan kifoyalana-
miz. Anigroq aytganda ixtiyoriy F(x) tagsimot funksiyasini

F(x) =c,F](x) + c2F2(x) + c3F, (X)
ko‘rinishda ifodalash mumkin, bu yerda ¢, >0, q +c2+ =1 Ft(x) -
diskret tagsimot funksiya, F3(x) - absolut uzluksiz tagsimot funksiya,
F3(x) esa singulyar tagsimot funksiya.

4-§, Ko‘p o‘Ichovli tasodifiy migdorlar

Kelgusida biz uchun tasodifiy miqdorlar bilan bir gatorda taso-
difiy vektorlar yoki ko‘p oichovli tasodifiy migdorlar tushunchasi
ham juda zarur.

Faraz qilaylik, (Q,A,P) ehtimollar fazosida aniglangan

£p£2,...£E, tasodifiy miqdorlar berilgan boisin. t, =(£,,£2, . ve k -
torga tasodifiy vektor yoki n-oichovli tasodifiy miqdor deyiladi.
al<bva2<b2,...,.an<bn tengsizliklarni ganoatlantiruvchi

=1,2,...,n hagiqiy sonlar berilgan boisin. U holda

"

{co;a] <£,(w)< <b,}= <”(co) <b,}&A (11)
H
munosabat o'rinli. (£,(<y),£2(n>),....En(in))) orgali R" dagi nugtani,
L orgali esa A={xe R"al<x, <bv..,an<xn<bn} - n o'lchovli
yarim ochiq parallelepipedni beigilasak, un holda (11) munosabatni
{c0;(£1(<0),....En(co))e A}e A (12)
shaklda ifodalash mumkin.
R dan olingan ixtiyoriy ketma-ketlik uchun o'rinli boi-
gan ushbu

(fl) .-~ W )e 5} = {i0;("(«).... \(#)))e P.SA

* k (13)
1EFL(]L(®)..... A ((v)s BKY= {<Ui(]L(¢).. ... £4(®))e (I BK)
K *

tengliklardan va (12) munosabatdan foydalanib (12) munosabatning
A ning R" dan olingan ixtiyoriy Borel to'plami bo'lgan hoi uchun
ham o'rinli ekanligini isbotlash mumkin.
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5-ta'rif. (R'\B(R")) oichovli fazoda
P: (B)=P{co:4(co)e B}, Be B(R")

formula orgali aniglangan P- ehtimol oichoviga £ = (£,,£2,...,.£,,)

tasodifiy vektorning ehtimollik tagsimoti deyiladi.
(12) munosabatdan har ganday x= (ipi,,...,xn)e R" uchun

{co; £x((0) <xr....En(0j) <xitje A - hodisadan iborat ekanligi kelib
chigadi. Demak, uning ehtimoli hagida so‘z yuritishimiz ma’noga ega.
6-ta’rif. R” da aniglangan ushbu

F242.."n(x1"X2 ,-,X,,) =p ({4\ £ x4 2<x2, <X,})
1 o'lchovli funksiya £ - tasodifiy vektorning tagsimot
funksiyasi yoki ...£n tasodifiy miqgdorlarning birgalikdagi

tagsimot funksiyasi deyiladi.
Ko'p oichovli tagsimot funksiyani biz ba’zan, qulaylik uchun
J,42.indekslarni tushirib qoldirib. F(xI,x2,...,xn) shaklida

yozamiz.
b orgali F(x.,x2...,xn) funksiyaning A>argumenti bo'yicha

(ak,bkl yarim intervalda olingan ushbu

funksiya orttirmasini belgilaylik. Agar
(a,\ = {xe R";ax<x, <bv...,an<xn<bn) orgali R" dagi yarim ochiq
parallelepipedni belgilasak, u holda

P ({ci,b]) - Adlj, N2 h2.Aantm (14)

lenglik o'rinli. (14) formulaning isbotini ak,bk argumentlar bo'yicha
birin-ketin o'tkazish mumkin:

P{{at<f, N bx42<X,,....E,, <X]) =P ({" <bvt 2<Xx2, <X,})-
~P({£1" a\’b2" *B-An » I})=

P({a{<4x<bxa2<42<b2,4-< x3> <xj) =
P({al<£l<bl42<b2,...,4,,<xJ)~
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va hokazo.

5-8. Ko‘p o‘Ichovli tagsimot funksiyalaming xossalari

tasodifiy vektorning tagsimot funksiyasi bo'lsin. Ko'p o'lchovli
F(x,,X,,...,xn) tagsimot funksiyaning asosiy xossalarini keltiramiz:

Fl°. Monotonlik xossasi: F(x],x2,...,xn) funksiya har gaysi
argumenti bo'yicha kamayuvchi emas va o'ngdan uzluksiz.

Fl°, F2°, F3° xossalar bir o'lchovli tagsimot funksiyalaming
mos xossalari kabi isbotlanadi, F4° xossaning ishoti esa (14) formu-
ladan kelib chigadi.

F2° va F3° ko'p o'lchovli tagsimot funksiyaning uyg‘unHk
xossalari deb ataladi.

FI°-F4° xossalarga ega bo'lgan ixtiyoriy n o'lchovli
F(x,,i,...Y,) funksiya birorta £,,|2,...,4n tasodifiy miqgdorlarning
birgalikdagi tagsimot funksiyasidan iborat.

Bir o'lchovli tagsimot funksiyalar uchun F4° xossa FI° xos-
sadan kelib chigadi, ammo n o'lchovli tagsimot funksiyalar uchun
F4° xossa mustaqil bo'lib, Lbirinchi uchta xossadan kelib chigmaydi.

[0,agar x,+x7<I,

|[l,agar X +x, >1
ikki o'lchovli funksiyani ko'raylik. Bu funksiya uchun FI°-F3°
xossalar o'rinli ekanligi osongina tekshiriladi. Ammo F(xpx2)

funksiya F4° xossaga ega emas, chunki
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v, ,/'(0,0) = 40,[F(1,0)- F(0,0)]=F(l,I)- n 0,1)- F(1,0) + F(0,0) =-1.
tasodifiy migdorlar gism to‘plamini barcha tasodifiy
miqdorlarning F * ~ z  (xI,x2,...,xn) tagsimot funksiyasi orgali F2°

xossa yordamida keltirib chiqariladigan birgalikdagi tagsimot funk-
siyasiga marginal (hususiy) tagsimot funksiya deyiladi.

7-ta’'rif. Agar R" fazoning  chekli  yoki  sanoqli
xal= (vu,,x"),...xi#); k =1,2,... nuqtalari uchun

pfei = *r 4t =xi '...L =4 k1)= pyj L= P>,

1
[N

X Pede.d"

lengliklar o’rinli bo’lsa, u holda (£,,£2,...,.£n) tasodifiy vektorga

it o‘lchovli diskret tasodifiy vektor deyiladi. Diskret tasodifiy vek-
toming tagsimot gqonuni R fazodagi kabi

..... iJB> Z />>- Be(B(R"),),x'kleR"
{k;x,k)eB}

formula orqali beriladi.
Polinomial tagsimot. Agar m-o'lchovli diskret tasodifiy
vektor £ uchun xk=k =(kxk2,...,km), Z, kx+k2+...+km- n

bo’lib,
1 \ppp22-p,,.k M5)

Pi>0,i-1 ,2 , +p2+..+pm-1 bo'lsa, u holda £ vektor
(tr,pl,p2,...,pn) =(n;p) parametrli polinomial gonun bo'yicha tag-
simlangan tasodifiy vektor va b{k,n,pxp2...,pm = pk ehtimollarga
esa {n:prp2,...,pm parametrli polinomial tagsimot deyiladi. (15)
tenglikning o'ng tomoni (p, +p2+...+/?,,)" polinomning pvp2,....pm
sonlarning darajalari bo'yicha yoyilmasining umumiy holidan iborat
boigani sababli, yugoridagi tagsimot polinomial tagsimot deb ataladi.

Agar m-2,px=p,p2—\—p bo'lsa, polinomial tagsimot
(n,p)-parametrli binomial tagsimotga aylanadi.
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1 O-misol. Ikki shaxmatchi orasida shaxmat turniri o°‘tkaz
yotgan boisin. Birinchi o‘yinchi har bir o ‘yinni, avvalgi o‘yin qanday
yakunlanganidan gat’iy nazar, p ehtimol bilan yutib, g ehtimol bilan
yutgazadi va 1—p —q ehtimol bilan o‘yin durang boiadi, deyiik. U
holda n ta o'yindan so'ng birinchi shaxmatchi o‘yinni k marta yutib,

m marta yutgazish ehtimoli (k + m< n) ushbu

p(n;k,m) T STP kam{\- p - g)"~k-m
songa teng.
8-ta’rif. Agar ixtiyoriy x =(x,,x2,...,.r()e R" uchun
-KO  -foe
F*42,..4,(xi’x2’- *xn)= J - jP;<42..,iSIh'U2,:.,un)ditdii2."dnn (16)

tenglikni ganoatlantiruvchi p® ~ ¢ (xt,x2,...,xrl) funksiya mavjud
bo'lsa. u holda tasodifiy vektorga n oichovli
absolut uziuksiz tasodifiy vektor, N % (xxx2,...,xn) funksiyaga

esa uning zichlik funksiyasi deyiladi.

(16) munosabatdan n oichovli zichlik funksiyaning ush
xossalari kelib chigadi:

1°) Deyarli barcha (x,,x2,...,xn)e R" nugtalarda

Pudl. (*i'x2..*)=dxj x* o Fxf2... (*,,A2........)

tenglik o ‘rinli;
2°) P*142...zii(x1,x2....,xn)> 0;
D 40

3%) J JP(l42....47'x2’- ' x” dxidx2™dx» =1
4°) p~rg2 f (xlix2,...,xB) zichlik funksiyaning uziuksiz nug-

talarida
P({Xi <4, <x,+ =12..,n))=

=P: ..im(*,,X2,..., X,,)AXJAX2...Axn + 0(AX,AX, ...AX,,)

maxAXj ->0 munosabat o ‘rinli.
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Ko'p oichovli normal tagsimot. m = )y —n o'l-
chovli vektor va R =|".| birorta nxn o'lchovli, musbat aniglangan,
simmetrik matritsa bo'lsin. R - musbat aniglangan matritsa bo'lgani
uchun lining teskari matritsasi R~I = A = Lly|| mavjud.

Zichlik funksiyasi

D(F\,X2....%,,) =X ...49(X,,X2,....XxN) =

bl

1»
=—-—mmexpd— Y a: (X - m)(x -m )f
(Infl

ko'rinishga ega bo'lgan n o'lchovli tasodifiy vektor q —(*,,£2,...£ )
(m\R) parametrli normal gonun bo'yicha tagsimlangan tasodifiy
vektor deyiladi. Bu yerda /1 =det/l orgali A matritsaning deter-
minant! belgilangan.

R matritsaga = (*1"2,...<N) vektoming kovariatsion niat-
ritsasi, m= vektorga esa uning o'rta giymat vektori
deyiladi.

( £, , - nolchovli (m,R) parametrli normal tag-

simotga ega bo'lgan tasodifiy vektor bo'lsin. U holda (/7- 1) o'lchovli
vektor ham o'rta giymat vektori va

kovariatsion matritsasi R rn~fntsaning oxirgi satr va ustunini
o'chirgandan hosil bo'ladigan R matritsaga teng bo'lgan normal tag-

simotga ega. Buni
©

2 XIP omll'V i) = _quJb 4, (X>m *4)<&,

tenglikdan (bu tenglik tagsimot funksiyaning F2 xossasidan kelib
chigadi) keltirib chigarish mumkin.
11-misol. O'rta giymat matritsasi (mxmz2), kovariatsion mat-

ritsa esa

( T ﬁ m ,cr2\
R (cr,cr2>0; - 1<r<1])
Arcr.cr, dv J

bo'lgan normal gonun bo'yicha tagsimlangan ikki o'lchovli tasodifiy
vektor bo'lsin. U holda
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\R\ = cj2cj; (1-r2)
aj r) a [fr(-r )
Cif2(1-r2)  o-|(1-"2)

crr2(kr2)
tengliklardan d" (x1,x2) zichlik funksiya

O{x\,x2) = p 2 (xx x1)-

_exp-j- (x\-mx)2  rrON-AX-Tr-tur)  (xe-m2)2] |
2xTR2\/1—+ [ 2(1-r2)L ai craz n

ko'rinishga ega ekanligi kelib chigadi (18-shakl).

18-shakl.

Ikki o'lchovli normal gonunining zichlik funksiyasi (ml=m2=0
bo'lgan hoi).

6-§. Tasodifiy miqdorlarning bog‘ligsizligi

Tasodifiy miqdorlarning bog'ligsizlik tushunchasi ehtimollar
nazariyasidagi eng muhim tushunchalardan biri bo'lib, u hodisalarning
bog'ligsizligini tasodifiy miqdorlarga ko'chirishdan iborat.

66



9-ta'rif. gl,g2,..%n lar (Q,A,P) ehtimollar fazosida aniglangan
tasodifiy miqdorlar bo'lsin. Agar ixtiyoriy Bk<=B(R) (k- 1,2,...;})

Borel to'plamlari uchun
P("e BIlr.4,,e Bn)=P("e B,)....P(gne B,,) a7

tenglik o'rinli bo'lsa, u holda £,,...£n bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar
deyiladi.
Agar ixtiyoriy n va 1<;,<...< in<oo sonlar uchun £(

tasodifiy miqdorlar bog'ligsiz bo'lsa, u holda { (- tasodifiy mig-
dorlar ketma-ketligi bog'ligsiz deyiladi.
(17) tenglikdan Bk=(-00,xj,£ =1,2,...,;? bo'lgan xususiy holda

X, = K (X,)Ff2(x2)...K (x,,) (18)

tenglikning o'rinli ekanligi kelib chigadi. Ikkinchi tomondan (18)
munosabatdan (14) tenglikka ko'ra, ixtiyoriy ak <bk sonlar uchun
n
P([a]<"<b],a2<z2<b2,...,a,, <I, <b,}) :Il:I_1Pi fak <4

ekanligi, ya'ni (17) tenglikning Bt = (ak,bt] yarim intervallar uchun
o'rinli ekanligi kelib chigadi. Ehtimollaming barcha yarim inter-
vallardagi giymatlari uning Borel to'plamlaridagi giymatlarini yagona
usul bilan aniglagani uchun oxirgi tenglikdan (17) munosabatning
o'rinb ekanligi kelib chigadi.
Demak, (18) tenglikni tasodifiy miqdorlarning bog'-
ligsizligi uchun ta’rif sifatida gqabul gilish mumkin.
4i,9%i-m4; absolut uzluksiz tasodifiy migdorlar bo'lsin. U holda
X<
K (x,)= Jpd(x)dx\ i=12,..,;
tenglikdan (18) ga ko'ra
F h..4a(v,,x2,.,X,)- F, (X,)Ff,(x2)..F(x,,)=
1 > Xt
j p{d(x)dx j P'2(x)dx... j pin{x)dx =
A\
= |... Jpdi(«, )pdl (u2) (»,, )duxdul.-.duh.
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Aksincha,
13,

Fcl42..4,,(x1'x2’--’x,,)= J- JP ~)P h (li*- -PiSu” du\dul -du»
— —ec

munosabatdan (18) tenglikka kelamiz.
Shunday qilib, £\,£2,—4,, ~ absolut uziuksiz tasodifiy miqdorlar
bog'ligsiz bo'lishi uchun n o'lchovli tasodifiy vektor
absolut uziuksiz bo'lib,
Pi,42,-4n(xi.*2>-*».) = p(t (xi)p k (X2)*FC,,(X,,)
tenglikning o'rinli ekanligi zarur va yetarli ekan.
Diskret tasodifiy migdorlar bog'ligsiz bo'lishi uchun

P({&=4Kk),52=x?)>umm&=xp})=

=p({" = =x"}\-p({4,, ="})
tenglikning o'rinli bo'lishi zarur va yetarli ekanligini tekshirish giyin-
chilik tug'dirmaydi.

Tasodifiy migdorlar yoki tasodifiy hodisalarning bog'ligsiz-
ligini formal ta’rifi sababli bog'lig bo'Imagan hodisalarga mansublilik
ma’nosidagi real bog'ligsizlik tushunchasiga nisbatan ancha keng. Shu
sababli bog'liglik yo'q deyishga hech ganday asosimiz bo'lmagan
hollarda ham “matematik” bog'ligsizlik o'rinli bo'lishi mumkin.

12-misol. £=(£,,£,) - ikki o'Ichovli diskret tasodifiy migdor
bo‘lib,

P{{4, =1,42=1})=P({$ =-1& = =-1})=
=P({£ =-1,f2=-1})=1/4
bo'lsin. U holda
P({4,=¢e,££2=52})=/>{f =e, %2=e2/el})=1/4=
=N(ki=£i}H k& =e2}),s,,02==I,

tenglikdan  va garchan ular tuzilishiga ko'ra bog'liqli bo'lsalar
ham, bog'ligsiz tasodifiy migdorlar ekanligi kelib chigadi.
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7-8. Tasodifiy migdorning funksiyalari

g(x) funksiya R da aniglangan boTsin. g~{(B) orgali Ba R
to'plamning proobrazini belgilaylik, ya’ni = {xe R:g(x)e 5}.

10-ta’rif. Agar ixtiyoriy Borel to'plami Be B(R) uchun g~'(x)
proobraz ham Borel to'plamidan iborat bo'lsa, u holda g(x) funksiya
Borel funksiyasi deyiladi.

R da aniglangan uziuksiz va bo'lakli uziuksiz funksiyalar Borel
funksiyalariga misol bo'ladi.

2-teorema. g(x), g,(x), g2(x) Borel funksiyalaridan iborat
bo'lib, 2- /A va 2 “ar (Q.AP) ehtimollar fazosida aniglangan taso-
difiy migdorlar bo'lsin. U holda ushbu ta’kidlar o'rinli:

1 7=9g(9) (QJ4,P) fazoda aniglangan tasodifiy miqdor.

2. Agar £,vac, tasodifiy migdorlar bog'ligsiz bo'lsa, u holda
1 =gx(g{ va Tj2=g2(42) tasodifiy migdorlar ham bog'ligsiz bo'ladi.

Isboti. 1. ¥ =i](co) = g(g(co)) ni murakkab funksiya deb garay-
miz. Be B(R) bo'lsin. g(x) Borel funksiyasi bo'lgani uchun
g~](B) =Bx B(R) munosabat o'rinli. £ - f'Q.J"P) fazoda aniglangan
tasodifiy = migdor bo'lgani uchun g~\Bxe B(R), demak
rj~1(B) =4~[{B,)e 4, ya’ni r]-(U,Ji,P) ehtimollar fazosida aniglangan

tasod fiy miqdor.
2. A ,B2e B(R) —ixtiyoriy Borel to'plamlari bo'lsin. U holda

P{-7,e £,}) = P({£,(<<=Bt,g2(£2)e B2}) =
=P({4ieg~I{B,),c,e g2'(B2})
tenglik o'rinli. Bundan, va ér\B 2) Borel to'plamlari bo'l-

ganligi va 42 bog'ligsiz tasodifiy migdorlar ekanligini hisobga
olsak,
P({?7,e B,,T)2e B2}) =P ({f£e g;\B P\)P((g2e g2'(B2)}) =
=P({g,(4i)e BX})P({g2(42)e B2})= P(W,e BR)P({rj2e B2\)
munosabat kelib chigadi. Demak, va rJ2 tasodifiy miqdorlar

bog'ligsiz. Teorema isbotlandi.
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13-misol. Agar 'g(x) funksiya monoton o‘suvchi funksiya bo'-
lib, g _1(x) uning teskari funksiyasi bo‘lsa, u holda

FnW =Fg& W= F({g(£)<x}) =P({£ " g“Ux)}) = F{(g-.(x)). (19)
Bu tenglikdan, agar K (x) uzluksiz tagsimot funksiya bo'lsa, u
holda g(x)=F-(x) deb olib, ¥ =Fs(Z) ning [0,1] oraligda tekis taq-
simlangan tasodifiy miqdor ekanligini keltirib chigaramiz. Aksincha,
/7 [0,1] da tekis tagsimlangan tasodifiy miqgdor bo'lsa, £ - F* (x) ta-
sodifiy migdor F(x) tagsimot funksiyaga ega ekan. Demak, biz tekis

tagsimlangan tasodifiy miqdor yordamida oldindan berilgan taqsi-
motga ega bo‘lgan tasodifiy migdomi qurish imkoniga egamiz.
Agar g(x) =bx+a,b>0 boisa, u holda (19) tenglikdan

munosabatni hosil giiamiz. Bu munosabatdan biz

normal va Koshi tagsimot funksiyalarini ko ‘rganda foydalangan edik.

Agar g(x) funksiya qat‘iy o‘suvchi funksiya boiib, differen-
siallanuvchi va p(x) - £ tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi
boisa, u holda ] =g(x) tasodifiy migdor ham absolut uzluksiz boiib,

munosabat o'rinli boiadi. Oxirgi tenglik (19) tenglikning har ikki
tomonidan hosila olib topiladi.

gv”2,...Mn lar (Q4A,P) ehtimollar fazosida aniglangan tasodifiy
miqgdorlar va g(xpx2,...,xn)e R" - Borel a -algebrasiga nisbatan o'l-

chovli funksiya, ya’ni ixtiyoriy Borel to'plami Be B(R™) uchun

proobraz R" dagi Borel to'plamidan iborat bo'lsin (10-ta'rifga ga-
ralsin). U holda Q da aniqlangan 1§ = g(£j,£,,...,£n) funksiya tasodifiy
miqgdor bo'ladi.

Hagigatan ham, ixtiyoriy Be B(R) wuchun- g~'(B)e B(R)
munosabatdan



Kompozitsiya formulalari. Agar (£,,£2,....£,,) absolut uzluksiz
tagsimotga ega bo‘lsa, u holda rj =g(£t,42>—>4n) tasodifiy miqdor-
ning tagsimot funksiyasini

FII) =P ({g"]"...",,)<x}) =
=J- | P42, 4n(x1,x2,... xtl)d)cldx2...ckn n
g(.C; ,...X,)<X

formula orgali topish mumkin.

4i, £2 bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar va g(xvx2) =x1+x, bo'l-
gan muhim xususiy holni ko'ramiz. (x),p™ (x) mos zichlik funk-
siyalar bo'lsin. U holda < va  bog'ligsiz bo'lgani uchun

PitR2(%,,*2) = (*i)Pi2(*2)

tenglik o‘rinli. rj =£, +”72 yig'indining tagsimot funksiyasini (20) for-
mula orgali topamiz:

Fi+£2(X)= p ((bl+b27x})= A P{,42(x, x2)/Ixldx2 =

Xl+X2<X

= jj Pri(xMpf2(x2)dxldx2 =j pn (xI)dxl \ pi2 (x2)dx2 =
HHRC -C -&
+Q0 +co X

JFh (x_xi)Pc,(xi)fixd * J (xi) j (-T2 - *x)dx2dxx
—00 [s)) —0

Ushbu F 42(-v)= -j{\DFSZ(x-xi)p4]{x])de :?F 20x - x,)dF(Q (x,)

va

-foe
/"4*00 = | Pc, Ol )Pf2(X~ X)<*1

Formulalarga kompozitsion yoki yig‘ish formulalari deyiladi va mos
ravishda F |[4. = *F” va *ph kabi belgilanadi.

14-misol. I, va | 2 tasodifiy migdorlar bogiiqsiz boiib, mos
ravishda (a”cr,2) va (a2,cr2) parametrli normal tagsimotga ega bo'l-
sin. rj -E,x+%2 tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasini topamiz.
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Yechish. Kompozitsion formuladan foydalanamiz:

) +OC__L!_§\ oo {xuzany
PhX)=1] .. S \e 2re 22 dn
n(x) | T = 2512 | 2
munosabatdan
(/—,)2 (x—u—a2)2 _ o-,~+er2" / aiC]22+(/\-a2)o'17V (,T-a02)2
crz cr22 cracr2 VA e 2 2 cr,2+(T2"2
1°"?2V0'l +<T2

tenglikka asosan

(n-arl __Ei__(_ur-iﬁ—_
p X)=-J— e~ 22 ~ - Je O™ du, (21)

V27TC7 v 2/Tcr,<r->

Bu yeroja a:ax+a".cr2:<r,2+cr?2 va lll\:ﬂ(ﬂ;#n_a-t)qy\.

<jli=y 0 +(7 >

exPI- 1 funksiya ixtiyoriy fiksirlangan x uchun
2 ( 2crfax2

parametrli normal zichlik funksiya boigani uchun un-

vV o\ ocr
dan (-00,4-00) oralig‘ida olingan integral birga teng va (21) tenglikdan
1 U-a)2
PAW = vormr
kelib chigadi.

Shunday qilib, bogiigsiz normal tagsimlangan tasodifiy mig-
dorlaming yig‘indisi yana normal tagsimotga ega ekan.

Il BOBGA DOIR MASALALAR

1. Tanga uning gerb tomoni tushgunga qadar tashlanadi. Ele-
mentar hodisalar fazosi D aniglansin. £=£(©) - tanga tashlashlar
sonining tagsimot gonuni topilsin.

2. Diskret tasodifiy miqgdorning tagsimoti

P(4 =k)= -IZ{I-(:FV)-(-IZ-Féj formula orgali aniglanadi, A= 12,....
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Quyidagilarni toping: a) o‘zgarmas C sonni; b) P(4 S3) ni;
O P(/7<C(< W) ni.

3. B tasodifiy nuqta markazi A(0;a) boigan x2+(y—a)2=r2
aylanada tekis tagsimlangan, C=(g,0) tasodifiy nuqta esa A va B

uugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig bilan absissa o‘gining kesishgan
nuqtasidan iborat. 4 tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi va

taqsimot zichligi topilsin {£ ning tagsimoti Koshi tagsimoti deyiladi).
4. Indikatorlarning quyidagi xossalarini tekshiring 1A= 1A((0):

/0= 0.1n=151A+ 1A=+~ 148=rAB" "AJB — IA w 1B~ ~IB"

=1 -0 (1-~ ) 71— = n
U Ak k=\ U At k=1
*=1 K-1

(1 - 7)) lasb={la-1h):m

5. 0,1,2,... giymatlarni gabul gqiluvchi q tasodifiy miqgdor
geometrik tagsimotga ega boiishi ucnun ushbu

P{4 =k+ /1 >A=P{c =1}, (r>1

xossaning o‘rinli boiishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

6. |,,c2,....£h bogiigsiz tasodifiy migdorlar F"x) =P (4t<Xx),
[=1.2,...m val =max{|p. 7=min{”"...c,.} boisin. £ va 7
tasodifiy miqdorlarning tagsimot funksiyalari topilsin.

7. ¢ tasodifiy migdor o‘zi bilan bogiigsiz boiishi uchun
P(4 - const) = 1 shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbot-
lansin.

8. Qanday shart bajarilganda ¢ va sine tasodifiy miqdorlar
bogiigsiz boiadi?

9. Q =[0,1], & esa [0.1] oraligdagi Borel to‘plamlarining < -
algebrasi va P - Lebeg oichovi boisin. — ehtimollar fazo-
sida 4n 1j2,...) tenglik yordamida | 15*2,... tasodifiy mig-
dorlar ketma-ketligi anigqlangan. Agar ~={fflefi:*<1/«} boisa,

(N} va P| An hodisalar topilsin.

K 1 n=1
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10. P) —ehtimollar fazosi [0,1] kesma, undagi Borel
to‘plamlarining rr-algebrasi va Lebeg oichovidan tashkil topgan. Agar

a) B=x<i/zcoe 11/ 14), bo'lsa,
[3/4;1]
b) g-0j/2 bo‘lsa; c) £=1/2 boisa, £ yaratgan cr-algebrani
tasvirlang.
11. g va /7 bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar boiib, F(x) va G(x)
mos ravishda ularning taqsimot funksiyalari bo'lsin. £/7 va £/77

tasodifiy migdorlarning tagsimot funksiyalarini toping.
12. u va r) tasodifiy migdorlar mos ravishda /(x) va g(x)

tagsimot zichliklariga, F(x) va G(x) tagsimot funksiyalarga ega.
g =(gl,92) tasodifiy vektor. p(.v,v) =/(x)gOO(l +'-(F(x),G(v))).
taqsimot zichligiga ega, bu yerda r(x,y) funksiya

inr(u,v) >—1 \r(u,v)dv~ \r(u,v)du =0
(r)n@gr(u V) 1, \r(u,v)dv~ \r(u,v)du
0<1<1
shartlarni ganoatlantiradi. g vektor komponentalari boigan gyva g2

tasodifiy migdorlarning tagsimot zichliklari topilsin.
13. 0<x<a, 0<y<b to‘rtburchakdan tasodifan, tekis tagsi-

motga ega bo'lgan nuqta tanlanadi. Uning (£,/7) koordinatalari bog'-
ligsiz ekanligi isbotlansin.

14. x: + y2<R doiradan tasodifan, tekis tagsimotga ega bo'l-
gan nugta tanlanadi. Uning (g,r/) koordinatalari bogiiqli ekanligini
ko'rsating.

15. (fi,21,P) —ehtimollar fazosi bo'lib, bunda Q —har biri mus-

bat ehtimolga ega bo'lgan n ta nuqtadan iborat. Bu fazoda aniglangan
va har qaysisi n ta turli giymatlarni gabul giluvchi ikkita bog'ligsiz
tasodifiy migdorlar mavjud emasligi isbotlansin.

16. fi = [0,1] oralig, 2f lining Borel to'plamlaridan tashkil top-

gan cr - algebrasi, P-Lebeg o'lchovi bo'lsin. (Q,21,P) - ehtimollar
fazosida bir ehtimol bilan o'zgarmas songa teng va g(co) =oo bilan
bogiigsiz bo'lgan tasodifiy migdor mavjudmi?
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TESTSAVOLLARI

1. £ - simmetrik tangani 3 marta tashlanganda tushgan gerblar
soni bo‘lsa, £ ning tagsimot qonuni yozilsin.

A £: 0 1 2 3 B. £: 0 1 2 3
Pb: 1/8 3/8 3/8 1/8 P-,D: U4 14 14 dh
C.r: ) 1 2 3 D. C. 1 2 3
Pt: 18 14 3/8 1/4 PE: 13 13 13

2. [a,6] oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy migdorning zich-
lik funksiyasi va tagsimot funksiyasini toping.

0.x<a.
A I(*) = F{x) = -, a<x< b,
(*) [l.xe [€2] M= .
[l1,x>b
. b 0,x<a.
Jo,'.re [a,b], e
B. /(*)=oi N
L{b— ,Xe [a,b] ~bnt
-a [LT>D
[0.xe[a,b], [0,x<0,
c./(x)= i F(x) =#x.0< x<1,
(x) e[y T4
4 b—a [Lx>1
0.1 0,x<0,
o, .te [0,1
; = i F(x) - x,0< x< 1
D-/W= | re B (x) - €
\IL, x>\,
3. Qanday shart bajarilsa £ tasodifiy migdor o‘zi bilan bog*-
ligsiz boTadi?
A. Har doim B. Hech gachon
C. Agar P(% =const) =1 bo'lsa D. To‘g‘rijavob yo'g.
4. 1i- 1”(co)-A hodisaning indikatori. Noto‘g‘ri munosabatni
ko‘rsating.
A-1AB A 1B

75



B. 14(co)<IB(@>) tengsizlik barcha coe d lar uchun Aa B
bo‘lganda va fagat shundagina bajariladi.

C- IAVjB =~A h —I1AUB

D. 10(co)=0;/n(ft>) =1

5. Mumkin boigan giymatlari ayrim ajralgan sonlar boiib,
ularni tayin ehtimollar bilan gabul giladigan migdorga ... deyiladi.

A. singulyar tasodifiy migdor B. diskret tasodifiy migdor

C. uziuksiz tasodifiy migdor D. normal tagsimot.

6. Tagsimot funksiyaning giymatlari qaysi oraliqda o'zgaradi?

A. (0,1) B. (0,2) C. (-co,+00) D. [0,1].

7. X uziuksiz tasodifiy migdor boisa, quyidagi tengsizliklarning
gaysinisi to‘g ‘ri?

A. P(a<x<b) =F(b) +F(a) B. P(a<x< b)=F(b)/F(d)

C. P(a<x<b)- F(b)- F(a) D. P(a<x<b)=F(b)F(a).

8. Tagsimot funksiya uchun quyidagi xossalardan qaysi biri o‘rinli?

A.uziuksiz B. o‘suvchi C. davriy D. chegaralangan.

9. Agar diskret tasodifiy migdor uchun

1 n+2’
K=12./7- 1boisa, 0‘zgarmas ¢ ning giymatini toping.
A.— B. — C. — D.-.
n n+2 n— n
10. Tasodifiy migdor zichlik funksiyasi
[0, agar x<0
p(x) = T A>0
Ce nn, agar x>0,
boisa, 0‘zgarmas son C ning giymatini toping.
A 4 B. A C. A- D. — .
n A+l

11. 14 - A hodisa indikatori. To‘g ‘ri tenglikni ko ‘rsating.

a. 4=1 B.4=0 c. 4 >0 d.4 >i-

12. 14=14(co)- A hodisaning indikatori. T.0o‘g‘ri munosabatni
ko‘rsating.

A‘IAB~1A~lB+IA(I'IB 1 AB ~ I N1 1B



13. (R,B(R)) o'lchovli fazoda aniglangan singulyar ehtimol
o'lchovining ta’rifini ko'rsating.
A. Mos tagsimot funksiyasi uziuksiz, lekin uning o'sish nug-
talaridan tashkil topgan to'plamning Lebeg oichovi nolga teng
B. Mos tagsimot funksiyasi uziuksiz, lekin absolut uziuksiz
bo'Imagan ehtimol o'lchovi
C. Mos tagsimot funksiyasi diskret, ammo uning o'sish nuqta-
laridan tashkil topgan to'plam musbat Lebeg o'lchoviga ega
D. Mos tagsimot funksiyasi uziuksiz va uning o'sish nugtala-
ridan tashkil topgan to'plamning Lebeg o'lchovi birga teng.
14. (Q,21,P) - ehtimollar fazosi. To'g'ri ta'kidni ko'rsating.
A da aniglangan va diskret giymatlami gabul giluvchi har
ganday funksiya tasodifiy migdor bo'Imaydi
B. Har ganday 2l o'lchovli funksiya tasodifiy miqgdor bo'ladi
C. Q daaniglangan har ganday funksiya tasodifiy migdor bo'ladi
D. Q da aniglangan har ganday (R,B(R)" o'lchovli funksiya
tasodifiy miqgdor bo'ladi.
15. Qanday g tasodifiy miqdor o'zi bilan bog'ligsiz bo'ladi?
A. S har doim o'zi bilan bog'ligli
B. Agar u uziuksiz bo'lsa
C. Agar P(£, = const) = 1bo’'lsa
D. To'g'ri javob yo'q.
16. Agar ™ va r/ bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar boiib, p,(x) va
p:(x) lar mos ravishda ulaming zichlik funksiyalari bo'lsa, S +3 ning
zichlik funksiyasini toping.

(9]
A. }h+,(x) =pl(x)p2(x) B. p;#I(x) = \p,(x - y)pAx)dy
o -
c-prn(x)= jpi(y-x)p2(y)(b’
3
®

D- Pt+nM = \ P<{(x~y)P2(y)dy m
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17. (Q ,dm,P) — ixtiyoriy ehtimol fazosi bo'lsin. Ushbu

£ uchun ganday shart bajarilsa, u tasodifiy miq-
dor deyiladi?

A. oMchovli funksiya  B. sodda funksiya

C. uzluksiz funksiya D. o‘zaro bir giymatli funksiya.

18. x(/) fazodagi ushbu P (B) =P*o («)e i?} ko'rinishda
aniqlanadigan PE ehtimol o'lchovi £ tasodifiy miqdorning (R,B(R))
fazodagi... deyiladi. ta’rifni to'ldiring.

A. zichlik funksiyasi B. tagsimot funksiyasi

C. Borel funksiyasi D. ehtimollik tagsimoti.

19. Agar F(x) =P(E, <x), xe R- £ tasodifiy miqdorning tag-
simot funksiyasi bo'lsa, u holda P{£, >x) ehtimolni F(x) yordamida
ifodalang.

A.F{x) B. F(x-O) C.I-F(.t) D. F(x+0).

20. Chekli  yoki  sanoqli  sondagi {xt} giymatlarni

{n} (X a =* ehtimollar bilan gabul giluvchi tasodifiy miqdor ..
VvV A /

deyiladi. Ta’rifni to'ldiring.
A. uzluksiz B. absolut uzluksiz C. singulyar D. diskret.

21. Tagsimot funksiyasini F (x) = | p(y)dy ko'rinishda ifoda-

lash mumkin bo'lgan tasodifiy miqdor .:mtasodifiy miqdor deyiladi.
ta'rifni to'ldiring.
A. absolut uzluksiz  B. uzluksiz ~ C. diskret D. singulyar.
22. (0.,1,P) - ehtimollar fazosi. To'g'ri ta'kidni ko'rsating.
A. Q da aniglangan har ganday (R,B(R)) o'lchovli funksiya

tasodifiy migdor bo'ladi
B. Q da aniglangan har ganday funksiya tasodifiy funksiya
bo'ladi
C. Har ganday /1 o'lchovli funksiya tasodifiy migdor bo'ladi
D. To'g'ri javob yo'q.
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11 BOB. TASODIFIY MIQDORNING SONLI
XARAKTERISTIKALARI. MATEMATIK KUTILMA

Har bir tasodifiy miqdor o‘zining tagsimot funksiyasi orgali to'la
aniglanishini biz avvalgi bobda ko‘rgan edik. Kuzatuvchi nugtayi
nazaridan, bir xil tagsimot funksiyaga ega bo'lgan tasodifiy
miqgdorlami, garchan ular turli ehtimollar fazosida aniglangan bo'lib.
turli hodisalarni tasvirlasalar ham bir-biridan ajratib bo'Imaydi.
Ammo tagsimot funksiyalari turlicha bo'lgan tasodifiy miqdorlar
berilgan bo'lib, ulami tagqoslash talab gilinsa, ma’lum qiyinchiliklar
paydo bo'ladi. Ba’zi hollarda bunday giyinchiliklar oson yechiladi.
Masalan, agar Bernulli sxemasida bizni yutuglar soni gizigtirayotgan
bo'lsa, u holda ikkita Bernulli sxemasidan gaysi birida yutugning
ehtimoli katta bo'lsa, xuddi shunisini tanlash kerak ekanligi tabiiy.
Umumiy holda esa ikkita tagsimot funksiyani ganday tagqoslash
tushunarli emas va shuning uchun ham har bir tasodifiy migdorni biror
son (balki bir gancha sonlar) bilan xarakterlash magsadga muvofiq
bo'lib, ular tasodifiy migdorlami ma’lum ma’noda tartiblashga sabab
bo'lar edi. Tasodifiy migdorning bunday xarakteristikalaridan biri
uning o‘rta qiymati yoki matematik kutilinasidir.

Mazkur bobda biz tasodifiy migdorning matematik kutilmasini
o'rganamiz.

I-§.Diskret tasodifiy migdorning matematik kutilmasi

£ tasodifiy miqdor chekli sondagi alfl,...,or giymatlarni
pk=P(4k=ak) ehtimollar bilan gabul gilsin. £ tasodifiy migdorni n
marta o'tkazilgan tajribada kuzataylik va uning bu tajribalarda gabul
gilgan giymatlarini orgali belgilaylik. U holda bu kuza-
lilgan giymatlaming o'rta qiymatini ushbu ko'rinishda ifodalash
mumkin:

1)
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bu yerda kt va Nn(A) orgali mos ravishda biz o‘tkazgan tajribalar
seriyasidagi A={% hodisaning ro‘y berishlar soni va chastotasi
belgilangan. (1) formulada chastotalarni ehtimollar bilan almashtirib,
biz B tasodifiy migdorning matematik kutilmasi (yoki o'rta giymati)
deb ataluvchi ushbu

giymatni hosil gilamiz. Ixtiyoriy diskret tasodifiy migdorning mate-
matik kutilmasi ham yuqoridagi kabi aniglanadi.
1-ta’rif. {xJ1 qgiymatlarni pk ehtimollar bilan gabul giluvchi £

diskret tasodifiy migdorning matematik kutilmasi deb
€3
K

yig'indiga aytiladi. Shu bilan birga, agar | tasodifiy miqdor sanoqgli
sondagi giymatlarni qabul qilsa, u holda (2) gator absolut yaqin-
lashuvchi bo'lishi zarur, aks holda g tasodifiy migdorning matematik
kutilmasi mavjud emas deb hisoblanadi.

1-izoh. Diskret tasodifiy migdomi ta’riflashda u gabul giluvchi
giymatlarining tartibi biz uchun ahamiyatga ega emas, shuning uchun
ham (2) gatorning yig'indisi go'shiluvchilaming tartibiga bog'lig
emasligi tabiiy, bu esa gator absolut yaqinlashgandagina o'rinli.

Agar %>0 boisa, u holda (2) tenglikning o'ng tomonidagi gator
yoki absolut yaqginlashadi yoki +m ga uzoglashadi. Oxirgi holda
Me =+« deb hisoblanadi.

Diskret tasodifiy migdorlarning matematik kutilmasini hisob-
lashga doir bir gancha misollar ko'ramiz.

1-misol. £ tasodifiy migdor xrx2,...,xn giymatlarni bir xil

pj= = v,) = —ehtimollar bilan gabul gilsin. U holda

boiib, matematik kutilma x],x2,...,xn sonlarning o'rta (arifmetik)
giymatiga teng bo'ladi.
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2-misol. (//;/<) parametrli binomial tagsimotga ega bo'lgan fin
itiNotliliy migdorning matematik kutilmasini topamiz:

MLUN £ K -t kc:Pk(i-r)-k=2k-j « ,/(i-/,r* =
« 0 ®) AD ( ) AO h~n (

« | (vAMrA)! p>" <1- CH) - »*m' =
11
=npY*p»-"i)=np-
PYP P=np
.Vinisol. £ parametri A bo'lgan Puasson tagsimotiga ega bo'lsin.
11hoUla

00 1i « 1i-1 L » Jij
Als Y A-4-<'n= Ae“nX -T----- = X — =/le e~A= =
KO ’ QAN =) J-

Demak, Puasson tagsimotining matematik kutilmasi uning
pimimclri A ga teng ekan.

4-inisnl. /~-parametrli geometrik gonun bo'yicha tagsimlangan £
lunodil'iy migdorning matematik kutilmasi

a. vV W wZV I=wl[l
J( 1-0 A=

yuni W ko'rinishga ega.
P
5-misol. Musbat butun sonlarni gabul giluvchi £ -tasodifiy mig-
dor iielum pk=/"(E= A)="£"—y (A=1,2,.)bo'lsin. L holda

Y qu'!( :Z_'T 1= 100
bl A-l

vn demak, M£=+o0o0.
6-misol. £ -tasodifiy migdor xt = (-1)* A giymatlarni pk= A

cltlimi 3hir bilan gqabul qgilsin, A= 1,2,.... U holda
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a, s 1 @ ,
Y (_D)** _J _ =y _i_=+00
.*(*+!) |‘/’| *+1
boigani uchun £ tasodifiy migdorning matematik kutilmasi mavjud
emas.

2-8. Diskret tasodifiy migdor matematik kutilmasining asosiy
xossalari

A=A()-(MWAP) ehtimollar fazosida aniglangan tasodifiy

migdor bo'lsin. Agar Q fazoni  chekli  yoki  sanoqli
Nn=y.,A, ANA =0,7y vyig‘indi shaklida ifodalash muml<in bo*-
/

lib, har bir A;e O hodisada ~(0) 0‘zgarmas giymatni gabul gilsa:
= ipffle 4 , u holda E sodda tasodifiy migdor deyiladi.
Tushunarliki, sodda tasodifiy miqdor
£=£(®)= 3)

ko‘rinishda ifodalanadi.

Ixtiyoriy diskret tasodifiy miqdor sodda tasodifiy miqgdor va
aksincha, har ganday sodda tasodifiy miqdor diskret ekanligini ko ‘rish
qiyin emas.

Haqgiqgatdan ham, agar diskret tasodifiy migdor x,,x2,... giymat-
lami qabul gilsa, uni (3) yig‘indi shaklida yozish mumkin, bunda
4 ={<0 :E(<»)=x,}eN

1-ta’rifdan sodda tasodifiy migdorning matematik kutilmasi

Mc=£x,p(a) Ne
yig‘indiga teng ekanligi kelib chigadi.

Sodda tasodifiy migqdor matematik kutilmasining yuqoridagi (4)
formula orqgali keltirilgan ta’rifi ma’noli bo‘lishi uchun uning to‘gri
ekanligiga, ya’ni ME,, E tasodifiy miqdorning fagat o‘ziga bogiiq
boiib, uning (3) ko‘rinishida ifodalanishiga bogiig emasligiga
ishonch hosil gilishimiz zarur. sodda tasodifiy miqdor (3)
ifodadan tashqari yana boshqga
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4=£(«O=£NT. (*)

ko’rinishga ega bo'lsin, hn yerda vh 4 4 ~G9,j *A
J

vV ATIft, deymiz va (’ to'plamdn <J(w) migdorning r

giymati bir vaqtning o‘/ida ham xf ga, ham ga teng va har ganday
I uclinn At / AMH, va har bir / wuchun 1l /' AH, bo'lgani
k i
sababli
~ /4 /- i\
- - i ' * - -
Ll--X) ix, Z'U ) bl X )

mimosabal o'rinli, chunki absolut yaginlashuvchi gatorning hadlarini
ixtiyoriy larlibda yig'ish mumkin.

I iH1i diskret tasodifiy miqdorlar matematik kutilmasining asosiy
xossalarini kcltiramiz.

I-teorema. 1° Agar E va i] - diskret tasodifiy migdorlar bo'lib.
My, Mi] matematik kutilmalar mavjud bo'lsa, u holda ixtiyoriy a va
£ hagigiy sonlar uchun ag+brj tasodifiy miqdorning matematik
kutilmasi mavjud bo'lib,

M (af + bt])=aMq fbMt]
lenglik o'rinli bo'ladi.
2°. Agar 4>0 bo'lsa, Mg >0. Agar Mig va Mi] matematik
kutilmalar mavjud bo'lib, ~>/7 bo'lsa, u holda Mq > Mt] bo'ladi.
3°. Agar | <r/ boiib, Mr] chekli bo'lsa, MS ham chekli
bo'ladi. Agar Mg va Mr] matematik kutilmalar chekli bo'lsa, u holda
M(% 1i]) ham chekli.

Isbot. 1° 4(c0) va v(() tasodifiy miqdorlar Al,A2=. va
to'plamlar indikatorlarining chizigli kombinatsiyalaridan

iborat bo'lsin, ya’ni
® ®

- (") =Y G(®)m n(®)=3:|y1'18:(®ﬁ
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Cjj~AtBj etib belgilaymiz. [J/I# =fi wva cue C; uchun
y
o£(ftj)+ bi)(co) = axi+byj tenglik o‘rinli. Bundan matematik kutilm-

aning ta’rifiga kolra:

=1 7=1 21 741

VavV/AMlwl.Y/n-Y P(AN)=8 " [ 4)+

/=1 7=1 7=1 i=l 7=1
+bZ v,F(Bj)=a\i? +bMrj.

2°. Agar £>0 boisa, (3) munosabatdan x, >0 boigani sa-
babli ME, >0. Agar £>77 boisa, u holda E- A+{ - A) tenglikdan
1° -xossaga ko‘ra ME, = Mr) + M[E -tj) boigani sababli ME > Mr)
kelib chigadi, chunki E>r) tengsizlikdan M(E —7)> 0.

3% E—=Y .x/,.([(#),) =Y ,y,/a (co) va |[£|</T bo'lsm. U holda
=i ' -1

Cco&AiBj munosabatdan ixtiyoriy /,j uchun|xj<yj ekanligi kelib
chigadi. Shu bilan birga

tp (A iBj)=P(Bi) va f jP(ABj)=P(Al)

i=l =1

tengliklar oi'inli. Bundan foydalanib va absolut yaginlashuvchi gator-
nmg hadlarini ixtiyoriy tartibda yigish mumkin ekanligini hisobga
olib, quyidagini topamiz:

Mb =Z XP(A)<X K Ip(A)=Z W Z ~ ABJ)A
/=1 I=1 =1 7=1

-Zy.Tp(AB,)=Z y,P(B,)=m <*.
/=1 =i =i
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Tasodifiy migdorning matematik kutilmasi (umumiy ho!)

2-tcorema. Agar {£,(<«)} —diskret tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi 1 (ro) tasodifiy migdorga tekis yaginlashsa, u holda M£n mate-

matik kutilmalar ketma-ketligi Koshi ma’nosida fundamental bo'ladi.
Isimll. i  diskret tasodifiy migdor uchun

al:  YX.PiA)

I»upljr,] <sup”™ni)| (5)
Miiiihitiihitl o'lInli Iliuulait loydalamb, quyidagini topamiz:
INV,, Mtn’i -|/V/(4r,, stip|”,(0)) “Arr(<y)|—>0,|'|,T —»co.

Deiiink, | J¥J,&J ketma-ketlik fundamental ekan. Teorema is-

hnllandi

Vlaril. £ s (at)-(<2,J,P) ehtimollar fazosida aniglangan
lasodiliy miqdor, £,,{/») esa 4(co) tasodifiy migdorga tekis yaqin-
litshuvclii iliskret tasodifiy migdorlarning ixtiyoriy ketma-ketligi bo'l-
mii 1) holda s tasodifiy migdorning matematik kutilmasi deb ushbu

Wc = lim Mqgn
giymatga aytiladi.

2-isoli. Yetarlicha katta n sonida- ooshlab Mqgn matematik
kutilmalar bir vaqtda yoki mavjud, yoki jnavjud emasligi ravshan.
<yq1)% holda ME, mavjud emas deyiladi.

A tasodifiy miqdorning yuqorida Kkeltirilgan ta’rifi ma’noli
ekanligini ko'rsatamiz.

Mirinchidan (Q,J4,P) fazoda aniglangan ixtiyoriy q tasodifiy
miqgdor uchun unga tekis yaqinlashuvchi diskret tasodifiy miqgdorlar-
niiig ketma-ketligi mavjud.

Hagigatan ham, har ganday natural n va butun k sonlar uchun

K k+I\)

va * "1 Q munosabatlar o'rinli.
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deb belgilaymiz. U holda |E£,,(cy)-£(®)|< —.

Ikkinchidan, agar 4, (®) va 7,(a)) diskret tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligi ~(ft>) tasodifiy migdorga tekis yaginlashsa, u holda
Inm Mtgn :!(i_%Mr)n
tenglik o‘rinli, ya'ni ME,,  tasodifiy miqdorga tekis yaginlashuvchi
c,,(ft)) ketma-ketlikni tanlashga bog‘lig emas.
Hagigatan ham, (5) tenglikdan
0<\Mcz- MTLY=jM (£, - 4,,) < sup|*,.(ft) - /7,(f))| <

<[sup\gn(ft)) -  (ft))l+ sup lc(fr)) - un(ft)) Jw>Q U-* m
vaQ oed J

munosabatning o ‘rinli ekanligi kelib chigadi.
Matematik kutilmaning ta’rifidan va 1-teoremadan bevosita
ushbu teorema kelib chigadi.
3-teorema. 1° E va /7 tasodifiy miqdorlar Mg va Mr) mate-
matik kutilmalarga ega boiib, a va b - ixtiyoriy sonlar bo‘lsin. U
holda M(aE + bg) mavjud boiib,
M{aE, +br)) =aMg + bMy
tenglik o‘rinli boiadi.
2°. Agar g>0 boisa, u holda Mg >0 1 Agar Mg va Mrj
matematik kutilmalar mavjud boiib, g >77 boisa, u holda ME > Mrj
boiadi.
3°. Agar ME, chekli boisa, u holda Mrj ham chekli boiadi.
Agar \WW<rj boiib Mi7 chekli boisa, u holda ME ham chekli
boiadi.
Bu teorema diskret tasodifiy miqdorlar uchun isbotlangan 1-teo-
remaning analogidan iborat.

' Musbat tasodifiy migdorlarning’matematik kutilmasi har doim mavjud.
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«=u nernnr (farc trnrnne Aadinirirarning mutiipiiRativiliin X0ssdsl,.
Agar u va q bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar bo'lib, MS, va Mq
matematik kutilmalar chekli bo'lsa, u holda

MS, mn = VE, mM(q
lenglik o'rinli.
Isboti, £ va q tasodifiy miqdorlar bog'ligsiz bo'lsin Agar E va

it ©
4 diskret tasodifiy miqgdorlar bo'lib, £ o "), 'l £ In()
*a] [-i 1

ko'rinislign ega bo’lsa, u holda ixtiyoriy A / butun sonlar uchun
1°C L) I°M, ) 1°( ) tenglik o'rinli. Demak.

Al -1 ! Al Al ji 1

-Y V/XAKY yJP(n,) =ME *Mq.

Agar E va q tasodifiy migdorlar bog'ligsiz bo'lsa, u holda (6)
formula orqali ifodalangan £,,(<y) va

nf°>)= X (®). BT ={a* * < )<I~)
diskret tasodifiy migdorlar ham bog'ligsi:' bo'ladi. Demak, yuqorida
ishotlanganiga ko'ra, - ME£nn tsnglik o'rinli. £,,(®) ketma-
ketlik E{o)) ga qn(co) ketma-ketlik g(co)ga tekis yaqginlashgani
uchun (to)-q,,(co) ketma-ketlik £(«)e gq{a)ga tekis yaginlashadi.
Demak, matematik kutilmaning ta’rifiga ko'ra
VE, mg = lim MS,,q,, = lim Migrgfi - /I/im MS,n/I/i_gg Mgn= MS, mMq .

I'eorema isbot bo'ldi.

I-natija. Agar £j,£2,bog'liqgsiz tasodifiy migdorlar bo'lib,
ni.u chekli matematik kutilmalarga ega bo'lsalar, u holda

Mqglg2---li= M*I-Mg1l---Ml,
lenglik o'rinli.
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5-teorema (Monoton yaqinlashish haqidagi teorema
manfiy boimagan tasodifiy —miqgdorlar ketma-ketligi uchun
£a<£,(#/?=12,. va limEn(ti>) = £ (co) munosabatlar o‘rinli boisin.
Agar M*n matematik kutilmalar mavjud boiib, supM£n< g boisa,
n

u holda £ tasodifiy migdorning matematik kutilmasi chekli boiib,
=Ym\Mqn tenglik o'rinli boiadi.

;j—co

Isboti. 0<£n(co)<£(co) boigani uchun 3 teoremaning 2 -

xossasiga Ko‘ra 0< va
lim Me,. < . (7
va N = boisin. n
holda frtl, hmcrA=  munosabatlar oiinli. r/k = max£ . sod-
*oky \nk

da tasodifiy migdor va 0<rjk= %D% < !QEI%S-IE j#1 =%+l boigani

uchun gk monoton o‘sadi. // = lim//,. boisin. Li holda har bir k uchun

A-»co

gk <£k ekanligidan
limM5A= M// < lim Jfi . (8)

Shu bilan birga, /?<£ bo‘lsa,c)A<rjk <rj va bundan A—o0 deb bar-
cha /7 lar uchun </7 tengsizlikning o‘rinli ekanligini hosil giiamiz.
Demak, £ </7 va ME <Mi) tengsizliklar, (7) va (8) munosabatlar
bilan birga teoremani isbotlaydi.
Diskret tasodifiy migdorning matematik kutilmasi
M Z =ixkP (t=xk)

K
Formula orqali ifodalanishi bizga ma’lum. Quyida absolut uzluksiz
tasodifiy migdorlarning matematik kutilmasini hisoblash fonnulasini
keltirib chigaramiz.

6-teorema. Agar £ tasodifiy migdor pc(x) zichlik funksiyaga
ega boiib,



bo'lsa, u holda

Mg ~ Jxp, (x)dx )

tenglik o ‘rinli.
Isboti. Biz pr(x) Riman ma’nosida integrallanuvchi va (9) teng-

likning o‘ng tomonida Riman xosmas integrali turibdi deb, faraz
giiamiz (teoremaning isboti Lebeg integrali uchun ham o'rinli).

tasodifiy migdorlar ketma-ketligini kiritamiz. U holda ll_lr:p!( - Mtq
tenglik o'rinli. Shu bilan birga

va

munosabatlar o'rinli.

tengsizliklardan n  pada (9) tengsizlikning o'rinli ekanligi kelib chi-
gadi.

Endi absolut uzluksiz tasodifiy miqgdorlarning matematik kutil-
masini hisoblashga doir bir nechta misollar keltiramiz.
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7-misol. E oraligida tekis tagsimlangan tasodifiy migdor
bo‘lsin. Bu holda x<a yoki x >b boisa, /?(jr) =0 ekanligini hisob-
ga olsak,

;l(:’ \ u »20+a !

i "
Jb-a 2 b-a 2
a

@®
Md= 3Fxp{x)d/x =

Kutganimizdek, ME, soni [«,/;] oraligning oilasi bilan ustma-ust
tushar ekan.
8-misol. (o,cr) parametrli normal tagsimotga ega boigan E ta-
sodifiy migdorning matematik kutilmasini topamiz:
xdma (x)dx = mT-eXp-|- pPax.
)Oloa() {YIZFI |O[|(£ZLC§HI>
Oxirgi integralda v= almashtirish bajarib, quyidagiga
ega boiamiz:

M$= [W+aexpii---'5- !ﬂ/— \'“‘I“VeX|ol[+L2g0‘y+a AAAJEXp'q')‘QLdy:

SE N vexpj:—\{/2 ]j~4 "+ a'ﬁq)(y)cly- a.
-© I J -©
Bu yerda birinchi integralda integrallanuvchi funksiya togq funksiya
boigani sababli nolga teng, ikkinchisi esa standart normal zichlik
funksiyadan olingan integral boigani uchun birga teng. Shunday qilib.
ME,=a, ya’ni normal tagsimotning birinchi parametri uning mate-
matik kutilmasidan iborat ekan.
9-misol. £ tasodifiy miqgdor Koshi zichlik funksiyasiga ega
boisin:
K(X) =—— —
n(l+x )

U holda f— V =00 boigani uchun, E ning matematik kutilmasi
JoM(\+X-)
mavjud emas.
10-misol. (a,d)-parametrli gamma tagsimotning matematik
kutilmasini hisoblaymiz. Gamma tagsimotning zichlik funksiyasi
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"ox<0
P{(x) ={Xajf*-le-ix>x >0
\ @)
bo'lgani sababli

*1

ME

Tal@ YT AT(o) - T1(a) A

4- 8. Tasodifiy migdor (4inksi\iisining inatciiiatik kiililiuasi

ehtimollar fazosida aniglangan tasodifiy miqgdor
bo'lib, g(x) esa W da aniglangan biror Borel funksiyasi va q =g(s)
bo'lsin. U holda // ham (L1,J4,P) fazoda aniglangan tasodifiy miqdor

bo'ladi (Il bob, 2-teorema). Uning matematik kutilmasini hisoblash
uchun Il bob 7-§ dagi formulalardan q tasodifiy migdorning tagsi-
motini topib, so'ngra avvalgi paragrafdagi ta’rifdan foydalanish
mumkin. Ammo biz boshga, qulayroqg usulni go'llaymiz.

Avval xp Xx,, ... giymatlarni pk=P(E,=xk) ehtimollar bilan
gabul qgiluvchi £ diskret tasodifiy migdomi ko'ramiz. Bu holda
g- g(£) tasodifiy migdor g(x,),9(x2),...,g(xi),... giymatlarni pk

ehtimollar bilan gabul gilishi bizga ma’lum. Shuning uchun ham, agar
©

X Is(xi)\p,<y:
% (xi)\p,<y

shart bajarilsa, u holda N tasodifiy migdorning matematik kutilmasi

Mg = Mg(") =Y_I19(Xi)p,

formula orqali aniglanadi.
Endi £ tasodifiy migdor absolut uzluksiz bo'lib, p£(x) uning

zichlik funksiyasi bo'lgan holni garaymiz.
7-teorema. Agar E p. (x) zichlik funksiyaga ega bo'lib, g(x) R

da aniglangan uzluksiz funksiya bo'lib,

19 (x)j/?E(x)e/x
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integral absolut yaginlashsa, u holda
Mi)=Mg (%)= \g(x)p:(x)dx 10)

tenglik o‘rinli.
Isboti. Teoremani avval [a,/>] oraliqda aniglangan uziuksiz g(x)
funksiya uchun isbotlaymiz. Har qaysi n=1,2,... sonlar uchun

. b-a (0,xg[a,z>), . .
Xtk =a 4--— K va gn(x) = < deb belgilaymiz.

s >0 ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. U holda fagat « ga bogiiq
boigan shunday nO natural son topiladiki, barcha n >n() va har gan-

day xe \a,b\ sonlar uchun |gj;(x)-,g(x)|<£ tengsizlik o’rinli,ya’ni
g.,.(x) funksiyalar ketma-ketligi g(x) funksiyaga [a,6] oraligda tekis
yaginlashadi. rjn=gn(E) sodda tasodifiy miqdorlar ketma-ketligini
kiritamiz. Yugorida isbotlanganiga ko‘ra rn tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligi j = g(g) tasodifiy migdorga tekis yaqginlashadi. Demak,
matematik kutilmaning ta’rifiga ko‘ra,

”Tc Mgn(£) = Mg(%) . (11)

Ikkinchi tomondan,

n xnk b
Mg,,{i)=Y.S(xnk) \ p*{x)dx =\gn(x)pAx)dx.
k=x xn k-1 a

Bu tenglikdan va yuqorida isbotlangan |g,,(x) - g(x)| <. tengsizlikdan

n >nQsonlar uchun
b

Jg(x)p((x)dx - Mgn(g) <£

tengsizlik kelib chigadi. Bundan, (11) tenglikga ko‘ra (10) formulaga
kelamiz.
Endi g(x)>0 boigan holga oiamiz. Ushbu

[g(x\ v~



funksiyalar ketma-ketligini kiritamiz. 77,=g,(£) tasodifiy migdorlar
ketma-ketligi t)=g(4) tasodifiy migdorga monoton yaqinlashadi.
Monoton yaginlashish haqgidagi teoremaga ko‘ra Mgn(*)\ Mg(£)
munosabat 0 ‘rinli. Bundan va

Mg»(4)= Jg(x)P;(x)dx -> Jg(x)p. (x)dx

munosabatdan (10) tenglik manfiy bo'Imagan g(x) funksiyalar uchun
o'rinli ekanligi kelib chigadi.
Ilinumiy holda,
g(x) = max{g(.v);0j+min{g(r);0]- g" (n)- g~(x)
tenglikdan va teoremaning musbat g(.v) funksiyalar uchun o'rinli ekan-
ligidan,

Mg(%) =Mg' (£)- Mg"(£)= "g {x)pAx)(Ix- \g~{x)pl{x)dx =

o)

= \g(x)pE(x)dx.

—mn

leorema isbot bo'ldi.
3-izoh. (10) formula g(xpX,,...,xn) funksiya R” fazoni R fazoga
akslantiruvchi n o'lchovli uzluksiz funksiya bo'lgan umumiy holda

ham o'rinli  ekanligini yuqoridagi kabi isbotlash mumkin.
ir n o'lchovli tasodifiy vektor absolut uzluksiz bo'lib,

pi ¢ (x,,..,*,,) uning zichlik funksiyasi bo'lsin. U holda matematik

kutilma
Mg(™,....£) = { Jog{xv..xmPi[..J x r...,xn)dx, s,

formula orgali hisoblanadi.
4-izoh. Tasodifiy migdorning tagsimot gonunini yozish ma’lum
giyinchiliklarga olib keladigan ba’zi bollarda matematik kutilmani
hisoblash uchun (10) formuladan foydalanmay, balki boshga (mate-
matik kutilmaning xossalaridan foydalanuvchi) turli usullar ishlatiladi.
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11-misol. Standart normal tagsimotga ega bo'lgan g tasodifiy
miqgdorning matematik kutilmasi

q-a mE +a tasodifiy migdor parametrli normal tagsimlangan
bo'lsin. U holda, matematik kutilmaning additivlik xossasiga ko'ra
Mg =cr-ME, +a = a ekanligi kelib chigadi. Bu tenglikni biz 8-misol-
da keltirib chigargan edik.

12-misol. n ta bog'ligsiz tajribalardan iborat bo'lgan Bernulli
sxemasida, kuzatilayotgan A hodisaning ro'y berishlar soni u ni
U =/m}+/n2+ ... +jun yig‘indi shaklida ifodalash mumkin, bu yerda
L —A hodisaning y'-tajribadagi ro'y berishlar soni. U holda

Mfj=0-q+1p =p
bo'lgani uchun matematik kutilmaning additivlik xossasiga ko'ra
Mi) = Mg, +Mq, +...+ Mgn=np

tenglik kelib chigadi. Bu 2-misoldagi natija bilan bir xil, ammo juda
kam hisoblashlar yordamida olingan.

5-8. Dispcrsiya. Yuqori tartibli momentlar

Tasodifiy migdorni sonli xarakteristikalaridan yana biri uning
dispersiyasidan iborat.

4-ta’rif. E tasodifiy migdorning dispersiyasi deb L=M(E-ME)~
songa aytiladi. a = 4IDE giymatga E tasodifiy miqdorning o”rta
kvadratik chetlanishi yoki standart chetlanish deyiladi.

DE dispersiya E tasodifiy migdorning giymatlari uning matema-
tik kutilmasi atrofida ganday targalgan ekanligini xarakterlovchi

sondan iborat.
Dispersiyaning ba’zi xossalarini keltiramiz:

|.Dc =Me '-(Mg)2
Hagigatan ham,
Dg = M(g - M%): = M(g2- 2(gMg)-f(Mgf )=
=Mg2- 2ME mMg + (ME, )2= Mg2- (Mg f.
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2 . Agar £ tasodifiy migdor yagona o ‘zgarmas C sonni 1ehtimol
bilan gabul qilsa, ya'ni P(% =C) =1 bo'lsa, u holda = 0. Darha-
gigat, MC-C tenglikdan DE = M(£ - C)2=(C- C)2 1=0.

3. Ixtiyoriy C soni uchun D(C|)=C:D£f, D(f£ + C) = Df teng-
liklar o'rinli.

Isboti.
1)(C4)=A/(CE - NICE)2= A/(CE - CjW)2=C2M(£ - NNIE)2=CT7".
[ +C)=NE+C- JI<+C))2=Alc- WL +C- CV =JV(u - JVE): = /L.

4 . Agar £ va /I o'l.aro bog'lig bo'Imagan tnsodifiy migdorlar
bo'lsa, u holda /)(£+//)-/)y i />; tenglik o'rinli.

Isboti. Matematik kutihnaning additivlik xossasidan foydalanib
quyidagini topamiz:
X4 +/)=M(4 - W, 2+ 2\1(Z - W, )r]- Mt])+ M(rj - Mil)2=L, +Dr],

bu yerda £ - va i)-Mr) tasodifiy migdorlarning bog'liq
emasligidan M(£ - ME )(/ - Mr]) = M(% —ME, )M{9 - Mrj) —0 teng-
lik kelib chigadi.

4-xossa fagat ikkita emas, balki juft-jufti bilan bog'ligsiz bo'lgan
n ta tasodifiy migdorlar yig'indisi uchun ham o'rinli ekanligini ko'rish
giyin emas.

13-misol. (/7, p) parametrli binomial tagsimotga ega bo'lgan p
tasodifiy miqdorning dispersiyasini hisoblaymiz.

/I tasodifiy miqgdorning dispersiyasini hisoblash uchun 1.xo0s-
sadan foydalanamiz. Mu matematik kutilma 2-misolda topilgan edi:

Mii =np. Endi M p 2 matematik kutilmani hisoblaymiz:

Mp2=+ k'ctf (i-prk=xk2 1- Pr k=
k=0 k=0 K'Yn K>
"pN KTFAT Tvpk-"(1“ p)"~k= (7+ ~p)~J=
=np(Mp(n-D)+ 1)=np((n—\)p +1)= mp)2+ npg. (12)

Demak, Dp - Mp2-(Mq)' =npqg. (12) natijaga quyida keltirilgan
usul bilan osongina kelish mumkin: p{n) tasodifiy migdorni n ta
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bogiigsiz tajribalardan iborat boigan Bernuili sxemasida kuzati-
layotgan A hodisaning ro‘y berishlar soni ekanligini hisobga olib, uni

p =,u>)=M +M2+ - + M,
ko‘rinishdagi yigindi shaklida ifodalash mumkin, bu yerda u orgali

y'-tajribada A hodisa ro‘y bersa 1, aks holda 0 giymat gabul giluvchi
tasodifiy migdor belgilangan. Har bir go‘shiluvchining dispersiyasi

Dp; = (0- Mfij)2mg+ (1- MUjf m =(~p)2q+ (1- p)2p =

=pZ+qd = pgip +q) =pq
va ju j =12,..,u tasodifiy miqdorlar birgalikda bogiigsiz boigani
uchun 4-xossaga ko’ra ushbu
D/u = Dju(n) =Dpt+Dp, +...+ Dpn- npq
tenglikka kelamiz.

14-misol. A parametrli Puasson tagsimotiga ega boigan £ taso-
difiy migdorning dispersiyasi topilsin.

Buning uchun biz dispersiyaning 1-xossasidan foydalanamiz.
Bizga ME, - A ekanligi maium (3-misol). ME1 matematik kutilmani
hisoblaymiz:

W 2=£ k% e-K=*¢£ =Azx (j+ =
k=0 K’ k=\ vl U- ;=0 J!
I * 1./ s °c 1j
= T ~ H - N — A~
Ajgj 18 A+j>§o?1e H)—A- ME, +1)=A~ +A..
Shunday qilib,
- ME2- (M®%7)=A2+A-A2=A,

ya’'ni Puasson tagsimotining dispersiyasi ham, uning matematik
kutilmasi kabi A parametrga teng ekan.

15-misol. [0,6] oraligda tekis tagsimlangan | tasodifiy

miqgdorning dispersiyasi (10) formulaga asosan topiladi:



I(i iiiUol. (i/.r) ) parametrli normal tagsimotga ega bo‘lgan

Instv 21211\ migdoinmp dispersiyasini lopamiz:

2
IK. >« J*" Y* expi--x--,- \dX.
S T [l R 7R
Ml 0UKi‘tltn i (7" almashtinsh balaiib, quyidagini hosil giiamiz:
IXSmn* I

I 2

|
llosil bo’lgan intcgralni v= , du - yexnJ.---— deb olib,
J J VT YOI
bo‘Inklab integrallaymiz:
W =(T2\-2Q X~ M\-~\dy =(y2 jlf>(y)dy =a~.

Demak, parametrli normal gonun bo’yicha tagsimlangan taso-
difiy migdorning dispersiyasi uning ikkinchi parametriga teng ekan.
17-misol.(a,A) -parametrli gamma tagsimotning dispersiyasini
&
hisoblaymiz. :ﬁ ekanligini hisobga olib, dispersiyaning 1 -

xossasidan foydalanamiz:

m Ao e-Ndx ==-1.)vAr-'dy= F;g+2) =a”l ).
:c|>r(or) ﬂ'r(a))J’ y3 ﬂgr(zg) FIZ)

Dc=mMr2- (iw y :a(;?l“--l- qa e
5-ta’rif. £-(0,4 P) ehtimollar fazosida aniglangan tasodifiy
migdor va k> 0 biror son bo‘lsin. Agar MIE\ matematik kutilma mav-
jud bo‘lsa, u holda ak-M ~k songa £ tasodifiy migdorning A-tartibli
boshlangMeh momenti, mk=m songa esa uning A-tartibli

absolut momenti deyiladi.
£ —ME tasodifiy migdorning momentlarini  markaziy

momentlar deyiladi
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Agar Mt,—0 bo‘lsa, u holda markaziy moment boshlang‘ich
momentga teng bo‘ladi. £ tasodifiy migdorning birinchi tartibli

boshlang‘ich momenti uning matematik kutilmasi bilan, ikkinchi
tartibli markaziy momenti esa dispersiyasi bilan ustma-ust tushadi.
18-misol. (Normal tagsimotning markaziy momentlari). £ taso-

difiy miqdor (a,cr2)parametrli normal tagstmotga ega bo‘lsin. U hol-
da M£ =a, DE -al ekanligi bizga ma’lum. £ tasodifiy migdorning
markaziy momentlarini hisoblaymiz.

Pm —M (g —a)m=— J(x-a)'™ exp”---—= \dx.
2a  J

Bu yerda z = :)S;Ialmashtirish bajarib, topamiz:

m 00 ! EEA

N

Agar m toq bo'lsa, u holda fim—O0 bo‘ladi, agar m juft bo‘lsa

(m=2k), u holda /3lk=N/(E- a)k -lW==-1z2kexp \ d z da
s\2n 0 1 2
2

~Y~ t almashtirish bajarib quyidagiga ega boiamiz:
oi ® i il bK 2K / i\
P2k=M (4-a) 2k = J' = +
= 1e3--¢(2A —)cr2x= (2A- Dllctd

19-misol. A-parametrli ko ‘rsatkichli tagsimotga ega bo‘lgan £
tasodifiy migdorning yuqori tartibli momentlari hisoblansin.
Yechish. £ tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi

., 4 [N-e~Ax.x> 0,
> ' [0,x< 0.

£ ning A-tartibli momentini 7-teoremadagi (10) formuladan foyda-
lanib topamiz:
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6-8. Asosiy tengsizliklar

Matematik anali/ kursidan bizgu uia'liiiu bo'lgan yig'indi va
inleginlliii ticluin isbolliingan ko'p lIcngsi/liklai chlimollar nazariyasi
va nmtemntik statistika kuisida Imm keng qo' llaniladi. Shu bilan birga
rhlimollai na/iii iyiisming o'/iga xos bo'lgan lIcngsi/liklari ham
mavjud Mu lengmi/lik laming bnivlinsida matematik kutilma va yuqori
tailibli momentlar ishlatiladi Mu paiagnilda biz bniulay tengsizlik-
l.immg eng tiuibiinlariiii keltiramiz,

Vcnsen lengsl/Ilgi. Agar | <<t va .i'(.v) botig tunksiya
bo'lsa. u holda

Mg(a)>g( ) (13)
tengsizlik o'rinli.

Isboti. S,'(v) funksiya (a,b) (-00 <a<b<co) intervalda aniglan-
gan bo'lsin. Agar ixtiyoriy xt,x2e (a,b) va istalgan G<0<1 sonlar
iu bun ushbu

nle (aj>) ixtiyoriy son boisin. U holda a<x]<x0<x2<b
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy xvx2 sonlar uchun
g(-VI )~g(*oK g(*2)~g(x0) (15)

Xi~x0 x2~x0
tengsizlik o'rinli. (15) tengsizlikni isbotlash uchun (14) ifodada

1) Vi- M deb olish kifoya. (15) tengsizlikdan

<C< inf 9(x2bgU0)

X2 ru x2-x0
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tengsizlikni ganoatlantiruvchi o‘zgarmas C soni mavjud ekanligi kelib
chigadi. Oxirgi tengsizlik 0‘z navbatida
gW "W +c-(i-a) (16)
ko'rinishdabo’ladi.
5-izoh. Agar g(x) funksiya ikkinchi tartibli hosilaga ega bo'lsa,
u holda uning botigligi g"(x)>0 (a<x<Db) tengsizlik bilan anig-
lanadi. Bu holda (16) tengsizlikda C =g (x0) deb olish mumkin.

(16) tengsizlikda x0= ME, x =E deb va uning har ikkala tomo-

nidan matematik kutilma olsak, (13) tengsizlik kelib chigadi.
Lyapunov tengsizligi. ixtiyoriy musbat r <s sonlar uchun

(M\4\ A <[m\$\Y°.

Bu tengsizlikni isbotlash uchun g(x) =x”" botiq funksiya va ||
tasodifiy migdorlarga Yensen tengsizligini qo'llash kifoya.
Gyolder tengsizligi. r> 1, 5> 1. + sonlar va Erj

tasodifiy migdorlar uchun <o00,M |?jn< 00 munosabatlar o‘rinli
bo'lsin. U holda
MA4-n\<(M\4\rf - (M Inff (17)

Isboti. g(x) =-Inx,x >0 funksiya (0,=0) intervalda aniglangan
botig funksiya bo'lgani tufayli (13) tengsizlik o'rinli, ya’ni ixtiyoriy
X,,X2>0 va istalgan 0<0 < 1 sonlar uchun

IN(X[0 +x2(1-0)) >01nx, + (1- 0)InX2 = In"Xj@& *x\~° j

tengsizlik o'rinli. Endi xx=|o|r, x2 =|fjv; 0 =-, 1—0 =—deb olsak,

" A A,

tengsizlikning o'rinli ekanligi kelib chigadi. Bu tengsizlikda
0=-—---——FJ1=-———--—y- deb (biz MM\r®0,M|?75* 0 deb faraz

Hl'f bl ¥

u holda
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giiamiz, ;iks holda (17) tengsizlik trivial bajariladi), hosil bo‘lgan
tengsizlikning har ikki tomonidan matematik kutilma olsak, biz
(iyolder tengsizligiga kclamiz.

7-8§. Chebishev (engsi/ligi

ij; tasodifiy miqgdor va //(<E)= "\ esa {~>0} bodisaning
indikalon bo'lsin, //(£) funksiyaga Xcvisayd funksiyasi deyiladi.
£ *(01 nmnliy bo'lmagim tatfodiliy migdor va t/>() ixtiyoriy

numbul non bo'lsin 1Jnhbu bcvosita leksluriladigan
/f(4—a)$ﬁ

I1tMip.si/likniu”®, Inti ikki tomonidan matematik kutilma olib (3-teore-

maning ? puukliga ko'ra bunday qgilish mumkin), ushbu
(Z>a)<"- (18)

Markov nomi bilan ataluvchi sodda, lekin juda ham foydali teng-
si/likm hosil giiamiz. Agar E musbat va chekli matematik kutilmaga

ega boisa, bu tengsizlikdan E tasodifiy miqdorning berilgan a giy-
maldan katta boiish ehtimolining yuqgori chegarasi kelib chigadi. Shu
bilan birga Mg, qancha kichik boisa, bu chegara shuncha kichik
bo'ladi. Agar Mg<a boisa, (18) aniqg tengsizlik bo'ladi, ya’ni
shunday E tasodifiy migdor mavjudkr uning uchun ME, oldindan
anigbngan (berilgan) giymatga ega va (18) munosabatda tenglikka
erishish mumkin. Masalan, agar E tasodifiy migqdor 0 va a qiy-

mallarni, mos ravishda 1--"— va ehtimollar bilan gabul qilsa,
a a

bunday tenglik o'rinli.

lindi musbat bo'lishi shart bo'Imagan, ammo Mg va M%2
malcmatik kutilmalarning giymatlari chekli bo'lgan g tasodifiy miqg-
domi olaylik. Yugoridagi kabi

Ad-wl-0)<(~)2

tengsi/likni har ikki tomonidan matematik kutilma olib
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munosibatni hosil gilamiz (bu yerda m —ixtiyoriy hagiqiy son), ya’ni
biz E tasodifiy migdorning m dan berilgan a giymatga chetlanish

ehtimoli uchun ME va M g7 matematik kutilmalar orqali ifodalangan

yuqori chegarasini hosil gildik. (£ -m) kvadratning matematik kutil-

masi —m)2=M%2—2mM4 +m2, m bo'yicha o0'zining eng
kichik giymatiga m = Me bo'lganida erishadi.
(19) tengsizlikda m =ME, deb olsak, biz Chebishev tengs

ligini hosil gilamiz:

bu matematik kutilmadan a giymatga chetlanish ehtimolini E taso-
difiy migdorning dispersiyasi bilan bog'laydigan juda muhim teng-
sizlik.

Agar E tasodifiy miqdor nolga teng dispersiyaga ega bo'lsa,

ya’ni Af(E-A/£)2=0 bo'lsa, u holda E o‘rta kvadratik ma’noda
K kv
ME qiymatga teng deymiz va E=Mq deb yozamiz. Agar c =ME

bo'lsa, Chebishev tengsizligidan ixtiyoriy kichik musbat son a uchun
P{\ - ME, |< a)= 1tenglik o'rinli yoki 1ehtimol bilan E = ME, ekan-
ligi kelib chigadi.

8-teorema. g(x) >0, E tasodifiy migdorning giymatlar soha-
sida kamaymaydigan funksiya bo'lib, Mg(E) matematik kutilma mav-
jud bo'lsin U holda har ganday a > 0 uchun

tengsizlik o'rinli.
Bu teorema ham (18) va (19) tengsizliklar kabi

ifodaning har ikkala tomonidan matematik kutilma olib isbotlanadi.



2-nutijn. K ixtiyoriy natural son va M ||f <00 bo'lsa, u holda har

ganday musbat haqgiqgiy son a uchun

@t
tengsizlik o'rinli.
Mu tengsizlikka  A-tartibli momentlar uchun Chebishev
triigsi/ligi deyiladi

ehtimollar fazosi va 11 -j 1Y, IA,..J- to'plam

liizoni musbat o'lchovli to'plnmlarga parchalanishi bo'lsin (bundan
keyingi mulohazalarimizda barcha parchalanishlarni o'lchovli deb
faraz qilamiz va bum alohida gayd etib o'tirmaymiz). U holda har

ganday | hodisa uchun Pl /B, )=El—EbA k =1,2,... shartli ehti-
1 J K U P(Bk)
mollar aniglangan bo'ladi.

48 =48 (CO) " Tlp (A/Bk )18k (0))
K-1

tasodifiy migdorga A hodisaning *3 parehalanishga nisbatan shartli
ehtimoli deyiladi va P (A/iV) yoi.i P(A/QJ) (&>) kabi belgilanadi. U har
bir BK to'plamda o‘zgarmas P (A/ Bk) giymatga ega..

Shartli ehtimolning asosiy xossalari:

1) agar A va B birgalikda bo'lmagan hodisalar bo'lsa, u holda
P(A +B /%"= P(A/Z}))+ P(B/V3).
Isboti. Quyidagi tenglikdan kelib chigadi:
4aso (@) = 'Z(P(A + B)/BK)IEK(c0) -
k=\
=X1(p(A/Bk+PiB/ ). 8((®)=2af>)+ 28 )0
-
2) P(A/IC2) =P(A),
3) MP(A/Q}) = P(A).
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Isboti.

MP(A/Y3z )= McB(co) Y.p(A/BK)P(Bk)=

K=\
® f fo y
='LP{ABk)=P\A\\jBk =P(A).
K=1 v k=) Iy

Agar W parchalanish 77 tasodifiy migdor orgali vujudga kelsa,
u holda shartli ehrimolga A hodisaning g tasodifiy miqgdorga

nisbatan shartli ehtimoli, yoki 7T yaratgan a- algebraga nisbatan

shartli ehtimoli deyiladi:
P(A /77y= a n scr(qy = 7=n 77j)(co).

6-izoh. 7 tasodifiy migdor u yaratgan parchalanishning har
gaysi elementida o‘zgarmas bo‘lgani sababli P(A /rj)- P(A /<i(77))
shartli ehtimolni N1 hodisa va 77 miqdorlarning (nomaTurnlaming)
funksiyasi shaklida ifodalash mumkin:

P(A /1j)(co) = p(Aj)(a>)).

20-misol. £77 bogiigsiz tasodifiy migdorlar boiib, £ esa f
parametrli Puasson tagsimotiga, 7 esa p parametrli Bernulli tagsi-
motiga ega boisin. A ~{a>e Q +1j- k} hodisalarni kiritamiz. U
holda

P(A, /77),k=10,12....

shartli ehtimollar hisoblansin.

Yechish. Awal ushbu tasdigni isbotlaymiz.

Agar ikkita bogiigsiz diskret £ va 7/ tasodifiy migdorlar mos
ravishda {x} va { giymatlami gabul gilsa, u holda

P{* +/T=z/TT=y)=P(c =z- V) (20)

tenglik o'rinli.

Haqgigatan ham, shartli ehtimol formulasiga koia

P(il=y)
Bundan £ va 7/ tasodifiy miqgdorlarning bogiiqsizligidan
P(s +y=-)P(T1=v)



(20) tenglikni biz koiayotgan hoi uchun qo'llab, quyidagi
topamiz:
P(AK/rj)=P (Al In =0)/{y,, (*>H /"(\lri ){P } (D=
P(E = A, (M) + I'(g - K- 1)])iHj(rw).
liundati. J tasodifiy migdor /1 parametrli Puasson lagsimotiga ega

bo'lgani sababli
) 1A
/»A P(Z- K) i~ ?!,k -.0,1,2,...

va slui munosabat bilan
PC12;)= pkAG((f) )+ pk /|0 o (W) =pk (1= /T)+ > ;Te
I)cmak,
P(ANI])= A, (1- 4)~  <1- N).

2K n A
P(Ak '[M)=e~A— (1-M)+e-A~ T |=

=~ ML +(k-D)r/),k =\2,...

Xuddi yuqoridagi kabi konstruksiya tasodifiy migdorlar uchun
ham o'rinli. (£1,AP) ~ ehtimollar fazosida 2J={fi],52,..} parcha-
lanish va chekli yoki sanogli x,,X,,...e R giymatlarni gabul giluvchi

= (co), Ak ={coe fi:§ (ffl)=xt},bl,2,...
A=l
tasodifiy migdor berilgan bo'lsin. U holda har bir 0 et va barcha
K >1 butun sonlar uchun

P{Ak/W} = P{AKk/ j(0))= P>4 =xk/'ITKft))
shartli ehtimollar aniqlangan va ular £ tasodifiy miqdorning
X, X2,...e R qgiymatlar to'plamida ehtimollar taqsimotini yaratadi.
£ tasodifiy migdorning  parchalanishga nisbatan shartli matematik

kutilmasini Q ni M ga akslantiruvchi funksiya kabi (ya'ni tasodifiy
miqgdor kabi) aniglaymiz:

M{E qj}co)=X -4 P {Ak/<D}(to)= X xkP{£ = x, /<0}(ft)).
*= *=
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Bu formulani gayta ifodalaymiz:

M{4 /53}(a>) = X X, P {Ak/53}{co) =X w*X P{A /Bj}IB (@ =

k=1 A=l =1
= 1 18 {co);;,ka{Ak/Bj }= X (Q)ymM{4 1B] }.
j=\ k=1 y=1

Shunday qilib, £ tasodifiy miqdorning 53 parchalanishga
nisbatan shartli matematik kutilmasi bu parchalanishning har bir B;
elementida A/j£ ;B }e /? ga teng o'zgarmas giymatlarga ega bo‘lgan
tasodifiy migdordan iborat ekan, Demak, m\p /Bfj- 53 parchala-
nishga nisbatan (53 parchalanish yaratgan er-algebraga nisbatan)
o‘lchovli funksiya ekan. Ixtiyoriy 53 o'lchovli D to‘plam uchun
{eye Q :M{%/53}e D) hodisa 23 dan olingan B to‘plamlarning
yig‘indisidan iborat bo‘ladi, ya'ni u 53 parchalanish yaratgan er-
algebraga tegishli ekanligini gayd etishimiz lozim.

Endi 53 parchalanishga nisbatan shartli matematik kutilmaning

asosiy xossalarini keltiramiz. Quyida keltirilgan tengliklarda uchragan
tasodifiy miqgdorlarning matematik kutilmasi mavjud deb faraz qili-
nadi.

Ixtiyoriy £,77 tasodifiy migdorlar, har ganday 53 parchalanish

va ixtiyoriy a,b,c& R sonlar uchun:

1) M{a% + &/7 / 53} = aM{E, / 53} + bM{L, /53};

2) M{l/Q}= AK

3) M{C/53}=C;

4) M{IA/53} = P{.4/53].

1}>4) xossalarning isboti shartli matematik kutilmaning ta'ri-
fidan bevosita kelib chigadi.

5) ixtiyoriy tasodifiy miqdor g va 53={ Br B o'lchovli ixti-
yoriy A hodisa uchun

M £ = M{/M{>;153}} (21)
formula 0 ‘rinli.
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Isboti. Hagigatan ham, A hodisa 'IT parchalanishga nisbatan
o'lchovli bo'lgani uchun, A— (J Bj tenglik o'rinli va

j.BjCZA
MIAb = YP{(°}= Z 1|s (cOP{fO}=
ojeA j :BjdA(oe Bj
X | 4(0)P> "Bj}P(B,)= X MiblIBj}P(Bj)=
j :b;czAfeB, j .BjCIA

y Mtf/Bj} Y P{®}=1 M{£/23}(©)PM = MIyVF{E /23}.
.#,CA coe Bi oje A

(21) tenglikdan to'la ehtimol formulasini umumlashtiruvchi
ushbu muhim xossa kelib chigadi:
Natija. Ixtiyoriy £ tasodifiy miqdor va ixtiyoriy 23 parcha-

lamsh uchun to ‘la matematik kutilma formulasi o'rinli:
W =MM{E /23}.
2)={BI1,B2,..} parchalanish va g~q{co) gandaydir tasodifiy
migdor bo'lsin. Agar g yaratgan 23n parchalanish uchun 23,;c2T

munosabat o'rinli bo'lsa, bu holda q tasodifiy migdorni
[¢o]

I'I:I'I(OY):>§__%/,13, (®)
shaklida ifodalash mumkin, bu yerda yt larning ba’zilari teng ham
bo'lishi mumkin. Boshqgacha aytganda, agar q tasodifiy migdor 23

parchalanishning elementlarida (atomlarida) o'zgarmas giymatlar
gabul gilsa va fagat shundagina u 23 ga nisbatan o'lchovli tasodifiy

miqdor bo'ladi.

Agar 2J trivial parchalanish (ya’ni 23={fi}) bo'lsa, u holda q
‘23 0'lchovli bo'lishi uchun g =C =const bo'lishi zarur va yetarli. Shu
bilan birga, ixtiyoriy q tasodifiy miqgdor o'zi yaratgan 23"
parchalanishga nisbatan o'lchovlidir.

6) agar q tasodifiy migdor 23 o'lchovli bo'lsa, u holda ixtiyoriy
diskret £ tasodifiy migdor uchun
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M{£T] /V3} = tjM{£ /'N},
tenglik o'rinli va xususan,
M{/y/Q3}-rj  (M{r) /037 }=ri). (22)
X
Isboti. £ = Y,X/1A (co) bodlsm. U holda

X X
$2 =1 T X|YKUIB (@)

tenglik o'rinli va shu sababli

Mgr] /23}=£ = XjykP{Aj Bk ! <U}=
"i=l

721 k=1
X X X X
=1 "~y kP{AA /Bk}lB(a» " T x jykP{AJ/Bk}1B (co). (23)
j=\k=\ j=tk=A
Ikkinchi  tomondan, I\ (co)=1B(co) va K ®j uchun
IB (co)IB(co) = 0 tengliklarni hisobga olib, quyidagini topamiz:
X X i X
rM{zZ/®} = X * \Ke /)Z Vi WR > =1£ y KlBK(co)1|x
X X
xx Y.XjPiAj /B }\ IB/(co)- £ JEykxjP{Aj/Bk}IB(co),
A 7=1 Al 7
bu (23) tenglik bilan birga 6) xossani isbotlaydi.
Shatli matematik kutilmaning yana bir muhim xossasini kelti-

=X X xiyWZ ~ nli* [2Kb, (®)=

ramiz:

7 2Ji va 'Z2 - ikkita parchalanish bo'lib, 2Jicz"2 (2

parchalanish 2J] ga nisbatan "maydaroq”) bo'lsin. U holda ixtiyoriy
diskret g tasodifiy miqdor uchun

M(M{E / W2}QJi)= M { /2Ji}. (24)

Isboti. (24) tenglikni isbotlash uchun 5Ji={Bu,Br,.} va



NnI{ERRY=2>.P{N; 2R}
7=1
va shuning uchun ham

M [/3{0; /W 2} /W 1= p{N/ /5?.} (25)
ekanligini ko ‘rsatish yetarli.

P'A, 1"} ='LP{AiIBI4}IH (u>)
=
bo'lgani uchun

MIP{A;/UR}/ 5Jil=jr P { We>{/'12}=

=Y,IB](co)P(AJ/BU)=P{Ai/<S}, =
=]

ya’ni (25) tenglik kelib chigadi.

Agar parchalanish ql,...,gk tasodifiy miqdorlar
orgali yaratilgan bo'lsa, u holda M{E, 'I? } shartli matematik
kurilma £ tasodifiy miqgdorning /7, , tasodifiy miqdorlarga nis-
batan shartli matematik kutilmasi deyiladi va uni [TV ...,rjn}
orgali belgilanadi.

7-xossadan quyidagi foydali xossaning o'rinli ekanligi bevosita
kelib chiqadi:

8) M[M{4 /TN =M{4 2.}
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Izoh. Diskret Q ni har bir chekli yoki sanoqli 23={B",Br,./1
parchalanishiga . orqali yaratilgan yagona minimal
cr(53)—cr-algebra mos keladi va aksineha Q ni gism to‘plamlaridan
tashkil topgan har ganday cr-algebra biror 53 —chekli yoki sanoqii

parchalanish orgali yaratiladi. Boshgacha aytganda, diskret Q fazo-
ning cr-algebralari bilan uning barcha parchalanishlari orasida
o‘zaro bir giymatli moslik mavjud ekanligini ko‘rsatish giyin emas
(bu fikrni isbotlashni o‘quvchiga mashq sifatida goldiramiz). Shuning
uchun ham, £ tasodifiy migdorning cr(23)-<t algebraga nisbatan

shartli matematik kutilmasi M {£ /23} ga teng ekanligi ravshan.
23 parchalanish biz koigan chekli yoki sanogli, ammo
ularning Bj elementlari 0 dan fargli ehtimolga ega boigan holda

shartli matematik kutilma va shartli ehtimolning ta’rifi konstruktiv
boiib, u juda yaqqol koiinishga ega. Ammo ehtimollar nazariyasida
“nol” ehtimollik hodisalarga nisbatan shartli ehtimollarni koiishni
tagozo etuvchi masalalar bilan uchrashishga to‘g ‘ri keladi.

(Q,J?,P) - ehtimollar fazosi, & - gandaydir a- algebra, 6ce4

(6 = ning gism ct-algebrasi) va £ =£(co) ixtiyoriy tasodifiy miqdor
boisin. Endi £ tasodifiy miqdorning & cr-algebraga nishbatan shartli

matematik kutilmasining (va xususan, shartli ehtimolining) ta’rifini
keltiramiz.
6-ta'rif. £ tasodifiy migdorning & cr-algebraga nisbatan shartli

matematik kutilmasi M{£ /& } deb (5 ga nisbatan oichovli va ixti-
yoriy /le 6 uchun
tedP= \M{£ /6 }dP

A A
tenglikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy tasodifiy miqdorga aytiladi.
Bunday tasodifiy migdorning mavjudligini isbotlash ancha murakkab
boiib, u ushbu Radon—Nikodim teoremasiga tayanadi.
Radon-Nikodim teoremasi. (Q ,4,P) ~ ehtimollar fazosi va
A esa P ga nisbatan absolut uzliksiz, ishorali oichov (ya’ni

A=4 - 92, bu yerda # va 2 nomanfiy va juda boimaganda ulardan
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bitlusi ~ chckli)  bo'lsin. I holda shunday JA o'lchovli
[ J (: Ll —[—0,+00] funksiya mavjudki, uning uchun ixtiyoriy
1 boiganda
X(A)= \f(co)P(c/0)) (26)
A
tenglik o'rinli. Shu bilan birga o'lchovi /’— nol bo'lgan to'plam
anigligida bunday f funksiya yagona, ya’ni agar h (26) tonglikni
ganoqtlantiruvchi boshga funksiya bo'lsa, u holda
P{0)€ :/(«>)-th(ro)}=0.

Bi/ning holda M {%/ & }=J\(0) - 4 o'lchovning Poichovga
nisbatan zichligi. Radon-Nikodim teoremasi o'lchovlar nazariyasiga
k'gishli: uning isbotini masalan A.A.Borovkovning darsligidan topish
mumkin.

7-(a’rif. A hodisaning B cr-algebraga nisbatan shartli ehtimoli
/’{@/B} deb, IA{co) indikatoming B a -algebraga nisbatan shartli
matematik kutilmasiga aytiladi, ya’ni

P{A/6 }=M{IA/6 }

Boshgacha aytganda, P{A! 6 }-© o'lchovli tasodifiy miador

bo'lib, u ixtiyoriy Be (3 uchun

jP{A /6 }dP=P{An B)
tenglikni ganogtlantiradi.
Bu paragrafning oxirida &a -algebraga nisbatan shartli mate-

matik kutilmaning muhim xossalarini keltiramiz. Quyida keltirilgan
xossalarda barcha ko'rilayotgan tasodifiy migdorlarning matematik
kutilmasi aniqlangan va ©czfA deb (va xossalarda bu shartlarni

alohida gayd etmasdan) faraz giiamiz.
1-xossa. Agar C- o'zgarmas son bo'lib, £ = C bo’'lsa, u holda

M[$/8} =C.
2-xossa. Agarj; <tj bo'lsa, uholda m¢c /6} <mej /6}.
3-xossa. jM /6 J<M {Ej/ 6 }.



4-xossa. Agar a,he R va aMg +bMq aniglangan boisa, u holda
M{ag +bt7/6 (=aM{£/©} +bM{q /B }
tenglik o'rinli.
5-xossa. Agar ©= {0,Q }- trivial algebra bo'lsa, u holda
M{g /&} =ME .
6-xossa. M{E/A}=s «
7-xossa. AI{NI{E I©}}=£ .
8-xossa. Agar 6 /c 6 jbo'lsa, u holda
M\M{g / &:}/61]=M{%/Si}.
9-xossa. Agar 6 /r) S., bo'lsa, u holda
NM{ET6 }/ 1=M{|/©2}
10-xossa. Matematik kutilmasi MB, mavjud bo‘lgan £ tasodifiy
miqdor 6 cr-algebraga bog'lig bo'Imasin (ya’ni u 1B,Be S ga bog'lig
emas). U holda
M{$ iG)=Mq .
11-xossa. Agar (- S-o'lchovli tasodifiy miqgdor bo'lib,
M\g\ <oo va M\gg\<<x> bo‘lsa, u holda

Mgg/G}=qgM{"/ &\.
Il BOBGA DOIR MASALALAR

1 F(x) — manfiy bo'Imagan £ tasodifiy migdorning tagsim
funksiyasi bo'lsa, u holda

Mg = J(1- F(x))dx
0
va ixtiyoriy o'zgarmas C uchun lim~Mg " = maxi x{x2,...xk}
c

M{min(£,C)) = J1 - F{x)dx
0

tengliklarning o'rinli ekanligi isbotlansin.
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2. Polinomial tagsimotda

bu yerda mri=\,... |k manfiy  bo'Imagan  butun  sonlar,
m, t.-lw «/)+.+ =1 , NE, va C1'(4(,£ ) lar topilsin.

L. 4 tasodifiy migdor chekli sondagi nomanfiy X,n\,...,.rg qiy-
matlarni gabul gilsin. 1) holda

V "41
m!'"™T2M"=mnx " Jf|,Ifj....r*«"

ekanligi isbotlansin.

4. £ manfiy bo'Imagan bnlun giymatlarni qgabul qilsin va
Ll <oo bo'lsin. 1J holda

\l; =X /J(*>K)
i=1
ekanligi isbotlansin.
5. E tasodifiy migdor fagat butun musbat giymatlarni

ehtimollar bilan gabul giladi (Paskal tagsimoti). E tasodifiy miqdor-
nmg matematik kutilmasi va dispersiyasi topilsin.

6. 4 - n tabog'ligsiz tajnbida A hodisaning ro'y berishlar soni
bo'l'H. /c-tajribada A hodisaning ro'y berish ehtimoli pk bo'lsin. y
miqdorning matematik kutilmasi va dispersiyasi hisoblansin.

7. g va N bog'ligsiz tasodifiy migdorlar go'shimcha yana gan-
day shartni ganoatlantirsa, Dgij = OE Dr/ tenglik o'rinli bo'ladi.

X ldishda N ta shar bo'lib, ulardan n tasi og. Idishdan m ta
shar olinadi va E olingan sharlar ichidagi oq sharlar soni bo'lsin
(in<//). g tasodifiy migdorning (gipergeometrik tagsimot) matematik
kutilmasi va dispersiyasi topilsin.

£ tasodifiy migdorning matematik kutilmasi

lpn}<oo
I

bo‘lsa vn fagat shundagina chekli bo“lishi isbotlansin.



10. E tasodifiy migdor lognormal tagsimotga ega, ya’ni

1 A Inr-Q)*
x)~ 0, agar Xx<0 va p(x) =----- T=¢ 2b~ ,agar x>0,
p(x) g p(x) rer = g

bu yerda a— ixtiyoriy haqigiy son, b>0. £ tasodifiy migdorning
matematik kutilmasi va dispersiyasi topilsin.

11. Agar ME chekli bo“lsa,

limx(l- F(x)) =0; lim xF(x) =0
munosabatlarning o ‘rinli ekanligi isbotlansin.

12. R radiusli sferada tavakkaliga A va B nuqtalar olingan.
AB vatar uzunligining tagsimot funksiyasi va matematik kutilmasi
topilsin.

13. Sfera sirtidan tavakkaliga ikkita nuqta olinib, ularni katta
doiraning kichik yoyi bilan tutashtiriladi. Hosil bo‘lgan yoy uzun-
ligining tagsimot funksiyasi, matematik kutilmasi va dispersiyasini
toping.

14. Absolut uziuksiz manfiy bo'Imagan E tasodifiy miqgdor
F(x) tagsimot funksiyaga va p(x) tagsimot zichligiga ega bo'lsin.
Shu bilan birga, F(0)=0 va manfiy bo'Imagan monoton differen-
siyallanuvehi g(x) funksiya uchun Mg(£)< o bo'lsa, u holda

Mg(4)=g{0)+ jg'(-v)(I-F(0)"

tenglik o'rinli ekanligi isbotlansin.
15. E tasodifiy miqdor A parametrli ko'rsatkichli tagsimotga

ega. LL=[%] tasodifiy migdorning tagsimoti topilsin va Mr] hisob-
lansin.
16. E tasodifiy miqdor (0,1) parametrli normal tagsimotga ega

bo'lsin. t] = -V tasodifiy migdorning tagsimoti topilsin. Mr\ mavjudmi?

17.F(x) -uziuksiz tagsimot funksiya bo'lsin. Quyidagi teng-
liklar isbotlansin:

a) _Z{F(x)</F(x):i2; b)_iFk(x)dF"(x)——r;‘_r?.
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Vaiulmimnd dclcniiinantidaii iborat bo'ladi. V, [T (tX—")
N}

icnylik o'rinli. \r i 1,2...n turli sonlardan iborat bo'lgani uchun

r /0 va M 1 tcsknri matritsa mavjud ekan. Teorema isbot bo'ldi.
Himit i|iliivclii funksiyalar. lasodiliy migdorning giymatlari
v /[.j 0,12,.. manfiy bo'Imagan butun sonardan iborat bo'lgan

xususiy, ammo juda inuhim bo'lgan holda
0) = X e"Pj
90) X
bo'ladi. Agar oxirgi tenglikda z-e belgilash kiritsak, u holda hosil
bo'lgan funksiyani quyidagi
h(z) £ z'pj )

ko'rinishda ifodalaymiz va uni h03|l giluvchi funksiya deb ataymiz.
g(i) va h(z) funksiyalar orasida

h{z) =g(logz), g(t) =h(e’)
tengliklar o'rinli. h(I) =g(0)=21h'(l)=g'(0)= va

()= g*(0)- g (0)=az-av
a=a = =M (3)

Dc =h"(\) + /2 (N—/?'(14
tengliklarning o'rinli ekanligini qayd etib o'tamiz.
(2) tenglikning o'ng tomonidagi darajali gator kompleks sonlar

teki.sligining markazi 0 nugtada va radiusi esa r =blTn™\pn\ formula

bilan aniglanuvchi doirada yaginlashadi.



Pj =~\hU) (0)" j ~0,1,2,... (4)

tenglik o‘rinli bo'lgani uchun (2) va (4) fonnulalar £ tasodifiy miqg-
dorning {pj} tagsimot qonuni bilan h(z) hosil giluvchi funksiyasi
orasida o'zaro bir giymatli moslik o'rnatadi.

5-misol. £ diskret tasodifiy migdorning momentlari quyidagi

1 2
« = =T+'T ,A- 1
formulalar yordamida ifodalangan bo'lsin. U holda uning momentlar
hosil giluvchi funksiyasi
A aktk 1 (20A 1 1t 12
0 = —=1+-/ —+-]§P'-——:-+-e +-e
a0 =y 5 S Al B+ 10 T

tenglik orqali ifodalanadi. Bu z = e' noma’lumning ko'p haddan iborat

ﬁ(z N 1,1, 1,2
4 2 4

Demak, £ tasodifiy migdor {0,1,2} giymatlarni mos ravishda

111 ehtimollar bilan gabul gilar ekan.

2-8. Momentlar hosil giluvchi va hosil giluvchi funksiyalaming
xossalari

Momentlar hosil giluvchi va hosil giluvchi funksiyalaming
ikkalasi ham diskret tasodifiy miqdorlami o'rganishda juda foydali
bo'lgan ko'p xossalarga ega. Biz bu xossalardan asosiylarini kelti-
ramiz.

1-xossa. Agar £  diskret tasodifiy miqdor bo'lib,
rj=a%+b, a,be R bo'lsa, u holda 7 tasodifiy migdorning moment-
lar hosil giluvchi va hosil giluvchi funksiyalari quyidagi

gn (0 =ehg, (at) va hfl(z) =zbhf.(az)
tengliklar orgali ifodalanadi.

Isboti. Hagiqatan ham,

gn (r) = Mefai-#) = Me< e h= e,hMed* =eilgf (at).
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Ikkinchi tenglik ham shu kabi isbotlanadi.

Agar va mos ravishda P. \aP” tagsimotlarga ega boMgan
tnsodifiy miqdorlar bo‘lib, ulaming yig'indisi 7=£,+£2 esa Pu tag-
smiotga ega bo'lsa, ti holda Py P va Pg tagsimotlaming kompo-
/iisiyasidan iborat va uni aniglash ancha inashaqqatli ekanligi bizga
ma’lum (11-bobga qarang). Quyida Kkeltirilgan 2-xossa diskret
hiNodifiy miqgdorlar uchun yig'indiuing tagsimotini (opishni ancha
ONonliitihtirndi.

2*xonnh. Mynr ... <, hog'lisiz tasodifiy miqgdorlar bt>'lib,

(/>wn (/) k 1,2...n mos ravishda ulaming momentlar hosil

giluvchi va hosil giluvchi funksiyalari bo'lsa, u holda
M n

©)
Islioti. ....£n tasodifiy miqgdorlarning bog'ligsizligidan
mos ravishda eK v a z6\...,ztn tasodifiy miqdorlarning ham

bog'ligsizligi kelib chigadi. Bundan matematik kutilmaning multipli-
kativ xossasiga ko'ra (5) munosabatlarga ekvivalent bo'lgan

tengliklar kelib chigadi.

6-inisol. E va rj bog'ligsiz va mos ravishda (n,p) va (m,p)
parametrlarga ega bo'lgan binomial tasodifiy miqgdorlar bo'lsin. U
holda

g((0=(pel+(D)", K(t)=(pz+ )"

9.,(0 = (pe" + 4™ \(z) =(pz+ g™
va 2-xossaga ko'ra

g(+1(t) = g4(t)gtli(t)=(pe’ +qY+m
Ih#l(z) = K (z)\ (z) = (pz + q)rtm= X Cg+TP KA
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Oxirgi tenglikdan bir xil p parametrga ega bo'lgan bogiigsiz
binomial tagsimotga ega bo'lgan q va tj tasodifiy miqdorlarning
yig'indisi ham (n+m; p) parametrli binomial tagsimotga ega ekanligi
kelib chigadi.

7-misol. Agar £ va /7 bog'ligsiz, mos ravishda nomanfiy bu-
tun giymatlarni gabul giluvchi p parametrli geometrik tagsimotga ega,

ya’ni p.(k) =p (k) =qgkp, A=0,l,2,... bo'lib, C =g +I bo'lsa, u holda

9(M =9 (h= vl
va 2-xo0ssaga ko‘ra,
gr(t)y =g"t)g {t)y=- —7—-
1-20e +q e

Agar z =e¢' almashtirish bajarsak, u holda oxirgi tenglikdan,

ft. (z)= P =p2£(k +\)gkzK
1-qz) blO

kelib chigadi. Bundan hosil giluvchi funksiyaning ta’rifiga ko'ra
pc(k) =P(£ =k) =p2(k +1)gk, k=0.1,2,...

Demak, P: tagsimot p parametrli teskari binomial tagsimotdan iborat
ekan.

bog'lig bo'Imagan bir xil tagsimlangan, manfiy bo'l-
magan butun giymatlarni gabul giluvchi tasodifiy migdorlar ketma-ket-
ligi h_(z) hosil giluvchi funksiyaga ega bo'lsin va v {gk,k >1} ketma-
ketlikka bog'liq bo'Imagan butun nomanfiy giymatlarni gabul giluv-
chi tasodifiy migdor bo'lsin. S)=0 va v > 1uchun Sv=£, Hr +..+£,.
tasodifiy sondagi tasodifiy migdorlar yig'indisi bo'lsin.

3-xo0ssa. hs (z) hosil giluvchi funksiya ushbu

hsSz)=K{hAz)) (6)
superpozitsiyaga teng.
Isboti. Quyidagi
jMz*'+ 4v [v = [T}- N/r'Y = [ft, (2)]"
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IV HOH. HOSIL QILUVCHI VA XARAKTERISTIK
FUNKSIYALAR

I-tj. Diskret tagsimotlar uchun momentlar hosil
<Jilu\clii funksiya

Il 1mbdii bl/ tasodifiy miqdorning ikkita eng nuiliim xarak
1% iulkitn1l boignn niiitcniutik kill Lner vn diNpcrsiyani to‘lit] o'rgan
gun i'(lI1K Miilcmntik knillnin vn dispcrsiyn tasodifiy miqdor haqida
nnliliog'i lining tiigsimot thnksiyasi hatlida inuhini ma‘'lumotlarn
qumml' oladi Aninio ulni tasodifiy miqdorning taqsimotini, hatti
lasodiliy miqgdoi‘lai iliekli sondagi giymallarga ega boigan eng sodd;
holda ham toiig aniqlay olinaydi. Turli tagsimotlarga ega boigan
ammo matematik kutilmalari va dispersiyalari bir xil boigan sodd;
tasodifiy migdorlarga misollar kcltirish giyin emas.

I-ta’rif. 4 tasodifiy miqdor giymatlar sohasi | npa2,...} boigai
diskret tasodifiy migdor boisin. 4 tasodifiy migdorning momentlai
hosil giluvchi funksiyasi deb

*(/> S x* 0
A=0 \k=0 K' ) j=1
funksiyaga aytiladi. Bu yerda ak=Mgk p(xj)= = xt).

Momentlar hosil qiluvchi funksiyani 4 tasodifiy miqgdo
momentlarini tasvirlashning qulay vositasi deb garash mumkin
Hagigatan ham, g(/) funksiyani n marta differensiallab, so‘ngr;

r - 0 deb olsak, u holda
k-

0 (k-n)tk!

Sodda misollarda momentlar hosil qgiluvchi funksiyalam
hisoblash giyin emas.

1-misol. 4 tasodifiy migdor {12,...,n) giymatlami p,(j)~"-
I < j <n ehtimollar bilan gabul gilsin (tekis tagsimot). U holda
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j = n(e'-1)
Birinchi tenglikning har ikkala tomonidan hosila olib, quyi-
dagilarni topamiz:
a=ax- g'( 0)=F(1+ 2+..+n)= ”5*
(wHl)(2w+l)
T 6

171 . 2\
a = g"(o)"-n(l +4+ ..+ [12)=

al=Dg=a, —a2=(n2- 1)/12
2-misol. g tasodifiy migdor (n;/?) parametrli binomial tagsi-
motga ega boisin. U holda p;(/)=P,({)=C¥p'q"~\q=1-p.
0<j <n ekanligini hisobga olib, quyidagilami topamiz:
g(t)=X €JClpJg"~J=X Cn(pe')’g"~J =(pe' +q)".
) 70

Bundan
a,=9'(0) = u(pe' +q)"~'pe’ j=p= 7,
a, =g40) =n(n- 1)/?2+ np.
Demak, a=at=npvaa2=a2- a2=np(\ - p).
3-misol. g tasodifiy miqdor {1,2,..} qgiymatlarni gabul qilib,
Pz(j) =q'~'p,j - 1,2,... boisin. U holda
g(0=XeVv “p P&
S| [-?e

Bu yerda,

(1-qe’ )" = P
a2=g’”(b\>= pe'+pqge2’ I+q
(1-ge") =0 P-

Demak, a=a[=1/p vaa2=a2—a2=q//?2



4-misol. £ tasodifiy migdor >0 parametrli Puasson tagsimo-

1J holda,

Puasson tagsiiuotining dispersiyasini bu usul bilan topish uning
la’rifldan foydalanib bevosita hisoblashga nisbatan ancha qulay ekan.

Momentlar muammosi. Momentlar hosil giluvchi funksiyadan
foydalanib, biz juda boimaganda sodda tasodifiy miqgdorlar uchun
tagsimot funksiyalar o'zining momentlari orgali to‘la aniglanishini
ko‘rsatishimiz mumkin.

l-teorema. £ diskret tasodifiy miqgdor {X,,x2,...,xnj giymat-
larni gabul gilib. ak- M£,k, k=0,12,.. momentlarga ega boisin. U
holda

momentlar gatori git) barcha 1 sonlar uchun cheksiz marta differen-
siallanuvchi funksiyadir.

Isboti. ak =M%k =][]x*p(x,) tenglik o‘rinli. Agar M -max

boisa, u holda

Demak, barcha N lar uchun



tengsizlik o'rinli va bundan barcha t sonlar uchun momentlar
gatorining g(t) funksiyaga yaginlashishi kelib chigadi. g(t) darajali
gator bo'lgani uchun uning yig'indisi cheksiz ko'p marta differen-
siallanuvchidir.

Demak, ak,k =0,1,... momentlar g(t) funksiyani to'la aniglar

ekan. Aksincha ak=g*)(0) bo'lgani uchun, g(t) ham ak moment-
larni aniglaydi.

2-teorema. {jc, jc.} giymatlarni gabul giluvchi sodda ¢
tasodifiy miqgdor J1 tagsimotga va g(t) momentlar hosil giluvchi
funksiyasiga ega bo'lsin. U holda g(t) 4 orgali bir giymatli anig-
lanadi va aksincha.

Isboti.

g{t)--=Y_e'XP(x,)
j=i
bo'lgani uchun P\ g(t) funksiyani bir giymatli aniglaydi. (1) formu-
lada p(xJ)=pj deb belgilaymiz va t ning n ta turli t]t2...,tn qgiy-
matlarini tanlab, bt=g(tt) deb, quyidagi chizigli tenglamalar siste-
masini hosil giiamiz:

b<=ie"ljPj’ i=1,2-,n,

yoki uni matritsaviy shaklda

B =MP
deb ifodalashimiz mumkin. Bu yerda B =(bt), P=(p ) n o'lchovli
ustun vektorlar, M ={e X)) esa nx n o'lchovli kvadrat matritsa. Hosil
bo'lgan matritsaviy tenglamani M matritsa teskarilanuvchan, ya’ni
uning determinant noldan fargli boigandagina P ga nisbatan yechish
mumkin. Bu holda

P=M~'B
bo'ladi. Agar tt ni 2=/-1 ko'rinishida tanlasak, u holda M
matritsaning determinant! quyidagi
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18. Agar ME, chekli bo'lsa, u holda ushbu

co 0 co

ME = J(1- F(V)cA- JF(y)dy = J(1- F(+y)+ F(-v))tfy
0 0

lenglik o'rinli va aksincha, o'ng tomondagi integrallarning cheklili-
gidan, ME < co tengsizlik kelib chigishi isbotlansin.

19. liar biri ikkitadan giymat gabul giluvchi £ va tasodifiy
migdorlarning korrelyatsiyasi 0 bo'lishi uchun ular bog'ligsiz bo'lishi
zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

2(1. va // butun manfiy bo'Imagan giymatlarni gabul tjiluvchi
bog'ligsiz lasodiliy miqdorlar bo'lib, ME, « < bo'lsin. U holda

Mmin{e ./}  >k)P\ii?tk)
K I

ekanligi isbotlansin.
21. E va // - bog'ligsiz bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar
bo'lib,ME, aniglangan bo'lsin.

M{c | +N=M {ti /£ +g\=

lenglik ko'rsatilsin.
22. £,,£2,...-bog'ligsiz bir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar

uchun M £, I< co shart bajarilsin. U holda

/S,,AH A (dom))

ekanligi isbotlansin, bu yerda Si;=£, + g2+... +£,,.

TEST SAVOLLARI

E va n tasodifiy miqdorlarning kovariatsiyasi
Ibrmulada to'g'ri ko'rsatilgan?

A.we-wb-Mmn) B. M M

C. M(4 - MEY(n~ L ): N. MVE).
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2.Agar £ va tj tasodifiy migdorlar bogiigsiz va DB, +r/) = 10;
D” =6 boisa, Drj topilsin.

Al B. 04 C.06 D. 4.

3. Agar B va 1 tasodifiy migdorlar boiib, MB, =3; Mr\ =-2
boisa, M (4£ + 3rj) topilsin.

A. 18 B. 6 C.-6 D. 30.

4. Agar » va N tasodifiy miqdorlar bogiigsiz va DB =4,
Drj-2 boisa, D(IB -3 rj) hisoblansin.

A 44 B. 24 C. 34 D. 16.

5. Agar B tasodifiy miqdor (n;p) parametrli binomial tagsi-
motga ega boisa, uning matematik kutilmasi va dispersiyasini toping.

A.0;np(\- p). B. np,pg C.npqg,np D. np\np(\- p)

6. [a,6] oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy migdorning mate-
matik kutilmasi va dispersiyasini toping.

A a+b; _g_tz_-__al_)_? 'rll; b-a (a+h)2
2 12 2 12
a+tb (b-a)2 A~ b-a'(a-b)2
2 6 2 12
7. a parametrli Puasson tagsimotiga ega boigan tasodifiy mi

dorning matematik kutilmasi va dispersiyasi topilsin.

A a;— B.a,a2 C.aa D. — —.

a g a

8 . a parametrli eksponensial tagsimotiga ega boigan tasodifiy
miqgdorning matematik kutilmasi va dispersiyasi topilsin.

A~ Ba =~ C=! D a:a’.

c o a a a
9. (a,a2) parametrli normal tagsimotga ega boigan tasodif

miqdorning matematik kutilmasi va dispersiyasi topilsin.
A. 01 B. a:a C. Oscr2 D. a,a~

1ft £ va nj tasodifiy migdorlarning korrelyatsiya koeffisiyenti
lgateng. B va ij miqdorlar hagida nima deyish mumkin?

A. Ular chizigli bogiiqli

B. Ular bogiigsiz



Ular haqida hcch narsa deb bo'lmaydi

1). Ular ixtiyoriy funksional bog'lanishga ega.

11. Qanday tasodifiy migdorlar uchun D(X -Y) =DX +DY
lenglik o'rinli?

N Wn lenglik hech gacbon bajarilmaydi

H Disk rel lasodifiy migdorlar

(’, Ixtiyoriy tasodifiy miqdorlar.

1) Hog'ligsi/ lusodiliy inigdorlur,

12. tasodifiy miqgdorlar mos ravishda K parametrli Puasson
tminimotign bo'lsn (k 1.2,...,/1), M(E\ + ...+ £, ) hisoblansin.

All t..i n. nk C. n* D. «(« + 1),

2 n 2
13. 'y wva /I tasodifiy migdorlarning matematik kutilmalari

ih'nun qaysi munosabat xususan o'rinli emas?

A. AK'E=("ME. B. M(g +1))=NME + Mr)
I MEq - ME Mi) D. £ <n => Mg <Mr).
14. Noto'g'ri tenglikni ko'rsating.

A. DCE =C2DE B.CE = MS,2-( ME )2
(.DC=>0 D.D(g +C) =D%

15. £ - [0,1] oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy miqdor va
/I s 1 bo'lsa, Mr) topilsin.

n.2 B. 3 C.5 D. 0,5.

16. Qanday tasodifiy miqgdorlar uchun Mign = ME,Mr) tenglik
o'rinli?

A. Ixtiyoriy tasodifiy migdorlar

B. Diskret tasodifiy migdorlar

C. Normal tagsimlangan tasodifiy miqgdorlar

D. Bog'ligsiz tasodifiy miqgdorlar.

17. (a,rr:) - parametr bilan normal tagsimlangan E tasodifiy
migdor uchun M(g -a)'ni toping.
A a B.O C. a’ D. &7 2.



18. Agar 4\ Ba f® bog'ligsiz va har biri mos ravishda (2;i)

hamda (1;4) parametrlar bilan normal tagsimlangan bo'lsa,
D (41- £ 2)ni toping.

n>s B.l C.2 D. 6.
19. Qanday shartda M (E + ¥)= Mg + My tenglik o'rinli?
A. Har doim

B. 4 va A bog'ligsiz

C. 4 va ij lar uziuksiz tagsimotga ega

D. 6 va ii diskret tagsimlangan.

20. Agar B va 1] bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar bo'lib, Mg =1,
Mt) - 2, DS =1, D?i =4 bo'lsa. M (£+// + 1): ni toping.

A. 16. B. 5. C. 10. D. 21.

21. Tanga “gerb” tomoni tushgunga qadar tashlanadi. Tashlash-

lar soni X ning manematik kutilmasini toping.
A25 B. 0,5 C.4 D. 2

22. Agar £ tasodifiy migdor N(a\a2) normal gonun bo'yicha
tagsimlangan va MS =1 Mgl- 2 bo'lsa, a va oxlarni toping.
A lval B.1lva2. C. 2val D.2va2
*,
23. Agar MS =o, Dig - a 2bo'lib, t]--:a bo'lsa, My va Dr\
cr

lami toping.

A a\ B. 0;cr2 C. a:\ia D. 0;1.

24, Agarf tasodifiy migdor 5(2;0,5) binomial gonun bo'yicha
tagsimlangan bo'lsa, M(!g - I): ni toping.

A. 3/2 B. -3/2 C.0 D. 1/2.



lonjtlikm ishlatib, I\ (?) A/ri  hosil qiluvchi funksiyani shartli
niatciiiHtik kutilma yordamida aiiiglaymi/.:
hs (z) M:s' MIA{r*r"a /"'y Vj b (2) ] = M0, () *
() vn (<) loriiuiluliudan foydalanib .§ tasodifiy migdorning

miitcnuinik kutilmasi vn ilispcrsiynsini hisohlaynii/:

liss(r) /(1. GO ().

fis @)=1:<(]),

A; (Z) = T1EW;.(r))[(r)]12 +1((/».

bs. ()= £"(OIH ()P4 17 (Din (1),

IK'liiuk,
MV, = MvM~.
i a () + N (i (i> msv- (msvf =
(Mv2-Mv) ( ):+Mv(JVE2- nlc,)+ MvAG -
-(MvY (M)2=Dv(MgxX2+ MvD4v
Shunday qilib,

MSV Mv MB,,
£)SV= DvV(MBt)2+ Afv'Di,.

Yugorida MSr va DSV uchun Kkeltirilgan tengliklarga Vald
ayniyatlari deyiladi va ular ehtimollar nazariyasining ko‘p masala-
larida keng ko‘lamli tatbiglarga ega.

Bu paragrafning oxirida {p.,j =0,1,...} tagsimot qonunlari
bilan hosil giluvchi funksiyalar orasida (2) va (4) formulalar yor-

damida aniglangan moslik nafagat o‘zaro bir giymatli, shu bilan birga
u o'/.aro uziuksiz ekanligi hagidagi teoremani isbotlaymiz.
(%

3-teorcma. hr(z) =]Tp,, kn,r=12,.. - jp’\ tagsimotga mos
n=0
kelgan hosil giluvchi funksiyalar ketma-ketligi, h(z) esa tagsi-
molning hosil qiluvchi funksiyasi bo'lsin. Har ganday n uchun
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limpl =p,, munosabatlarning o‘rinii bo'lishi uchun ixtiyoriy

0<z<1daquyidagi
lim hr{z) = h(z) (M

munosabatning oiinli boiishi zarur va yetarlidir.
Isboti. /Iim p,, (z) =pn munosabat oiinli deb faraz giiamiz.
->0C

s >0 va 0<r <1boisin. U holda

Tengsizlikning o0‘ng tomonida, avval N m Z < €—tengsizlikni

ganoatlantiradigan gilib tanlaymiz, so‘ngra r0 sonni shunday tanlay-

mizki, r>r0 boiganda * tengsizlik oiinli boisin.

2

Demak, r>r0tengsizlikni ganoatlantiruvchi r lar uchun jh.(z)-h(zj\<£.

Bundan esa teoremaning zaruriylik sharti kelib chigadi.

Ehtimollar nazariyasida matematik analizdagi turli boiimlar-
ning metodlari va analitik apparatlari keng goilanishini biz avvalgi
boblarda koigan edik. Ehtimollar nazariyasida uchraydigan juda ko‘p
masalalarning aynigsa bogiiqgsiz tasodifiy miqgdorlarning yigindisi
bilan bogiiq boigan masalalarning sodda yechimlarini, nazariyasi
matematik analizda rivojlantirilgan va Furye almashtirishlari nomi
bilan maium boigan xarakteristik funksiyalar yordamida topish
mumkin.

Xarakteristik funksiyalar metodi ehtimollar nazariyasi analitik
apparatining asosiy vositalaridan biri ekanligini V bobda limit teore-
malarni isbotlashda, xususan Muavr-Laplas teoremasini umumlash-
tiruvchi markaziy limit teoremani isbotlash jarayonida yaqqol ko’ri-
shimiz mumkin. Ushbu bobda biz xarakteristik funksiyalaming asosiy
xossalarini bayon gilish bilan birga, unga tegishli boigan maxsus
xossa va teoremalarni ham isboti bilan keltiramiz.
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V  Xarakteristik funksiyalaming ta’rifi va sodda xossalari

Haqiqiy qgiymatlarni gabul giluvchi tasodifiy miqdorlar bilan bir
gatorda xarakteristik funksiyalar nazariyasi kompleks qiymatlarni
gabul qiluvchi tasodifiy miqdorlami jalb etishni taqozo qiladi.
Kompleks qgiymallarni qgabul qiluvchi tasodifiy miqdor deb
<?2('")  4\{0>) 1*+{<") ko'rinishidagi funksiyaga aytiladi, bu yerda
i il va ( j) tasodifiy vektor. Tasodifiy migdorlarga oicl bo'l-
gan ko'pgina ta*ril va xossalar kompleks tasodifiy migdorlar uchun
ham o'rinli ekanligini ko'rish iliyin emas. Masalan, agar ME. va ME7
matematik kutilrrudar mavjud bo'lsa, u holda kompleks

tasodifiy migdorning matematik kutilmasini
MC = Al4f, +iM %

formula orqali ifodalash tabiiy.

Agar (£,/7,) va (£2,772) tasodifiy vektorlar bogiiqsiz bo'lsa, u
holda S = +irj] va g2=£2+ i?)2 kompleks tasodifiy miqdorlar bog*-
ligsiz tasodifiy migdorlar deyiladi.

Matematik kutilmaning asosiy xossalari kompleks tasodifiy
migdorlar uchun ham saqlanib goladi.

2-tarif. tasodifiy miqdorning xarakteristik funksiyasi deb
haqgigiy t argumentning ushbu

/ (0 = Meix= Jei@P = Jc"\IF (.) (8)

Q -00

funksiyasiga aytiladi.
Agar £ diskret tagsimotga ega bo'lsa, u holda xarakteristik
funksiya

h 0=z LW =*=1 e"4P(\4) (X)

tenglik orgali ifodalanadi.
Agar g tasodifiy migdor absolut uzluksiz tagsimotga ega bo'-

lib, p(x) uning zichlik funksiyasi bo'lsa, u holda
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IN1)= Je"xp(x)cK (8")

—€0

boiadi, ya’ni absolut uzluksiz tasodifiy miqgdorning xarakteristik
funksiyasi p(x) zichlik funksiyaning Furye almashtirishidan iborat.

Eyler formulasiga koia, ea=cosa +/sina tenglik oiinli bo'l-
gani uchun (8) tenglikdan

f (t) = Mcostf =i M sin

kelib chigadi.
Ushbu [ft (/)| = |m<ejd I< 1 tengsizlikdan ixtiyoriy tasodifiy mig-

doming xarakteristik funksiyasi mavjudligi kelib chigadi.
Xarakteristik funksiyaning bir nechta eng sodda xossalarini kel-
tiramiz.

4-teorema. f?(t)-E, tasodifiy migdorning xarakteristik funk-
siyasi bo'lsin. U holda

1°./*%(0)=1,|f*{t)\<\.

2°. Ixtiyoriy a va b o'zgarmas haqgiqiy sonlar uchun
[«4 (0 =e" f{(b tenglik o'rinli.

4°. Agar bog'ligsiz tasodifiy miqgdorlar bo'lsa, u
holda

tenglik o'rinli.
5°. f (t) xarakteristik funksiya R = (-o00,00) da tekis uzluksiz.
6°. f (1) xarakteristik funksiya hagigiy bo'lishi uchun £ taso-
difiy migdorning FE(x) tagsimot funksiyasi simmetrik bo'lishi zarur
va yetarlidir.

Isbot. I°-xossaning isboti e° =1 va \Me"M< M\e"M= M\ =\
munosabatlardan kelib chigadi. 2° va 3°-xossalar xarakteristik funk-
siyaning ta’rifidan kelib chigadi. Hagigatan ham,



[ ¢ - MeTlall) =ei,aMem = eidf,{bt)

;(N=M e =Me": = MT" =/,, (-]).

4°-xossaning ishoti. e'i[,e'W kompleks tasodifiy
miqdorlar bog‘ligsiz. Demak,
f, ¢+ +-(0- Mei'u,"2~-~">=Me | "o
=Me'('Me i2..Me n- 4 (OL4 (/)...(D.
Bu yerda biz bog'ligsiz kompleks giymatlami gabul giluvchi
chekli tasodifiy miqdorlar ko‘paytmasining matematik kutilmasi mos
matematik kutilmalarning ko‘paytmasiga teng ekanligidan foyda-

Inndik.
Hndi f, (t) funksiyaning tekis uzluksizligini isbotlaymiz. Ixti-

yoriy hagigiy x,ye R sonlar uchun
\e —e 9)

va

¥ = P2 cu < Jowj= U- (t0)
r
tengsizliklar o'rinli.
N ixtiyoriy musbat son bo‘lib, A =Ilcoe Q;|£(<y)|5 N} bo'lsin

t 1holda
Lt)-f, (1)) = M[&% - dEy < Ml My, + M ey

numosabatdan [*|> ,V bo'lsa. (9) va |cEl< TV bo'lsa, (10) tengsizlikni
go'llab, ushbu

\f, 05)- fe (‘2] <, -t-\N +2P(\41> V)

tengsizlikning o'rinli ekanligini keltirib chigaramiz.
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Ixtiyoriy £>0 son berilgan bo‘lsin. Avval N ni shunday
tanlaymizki, P(JE\>N)<fA boisin, so‘ngra 8 =-7~ deb olamiz,

natijada 8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha txt2 sonlar
uchun (11) munosabatdan

fAt2)\<e

tengsizlikning oiinli ekanligi kelib chigadi. Shuni isbotlash talab
gilingan edi.

6°-xossani isbotlash uchun biz turli tagsimot funksiyalarga mrli
xarakteristik funksiyalar mos kelishidan foydalanamiz. Darhagigat,
f £{t) =fAt) boisa va fagat shundagina fAt) hagigiy, ya’ni 3°-
xossaga koia £ va —£ bir xil xarakteristik funksiyaga ega boisa va
fagat shundagina u haqigiy. Ammo bu o0‘z navbatida ¢ va — bir xil
tagsimotga ega ya’ni, F*(x) simmetrik ekanligiga ekvivalentdir.

Xarakteristik funksiyalami qoilash asosan 1-teoremadagi 4°-
xossaga tayanadi. Bogiiqsiz tasodifiy miqdorlami qo‘shish juda
murakkab boigan amal - qo‘shiluvchilar tagsimot funksiyalarining
kompozitsiyasiga keltirilishini biz li bobda koigan edik. Xarakteristik
funksiyalar uchun bu murakkab amal xarakteristik funksiyalami
ko'paytirish amali bilan almashtirilar ekan.

4-§. Xarakteristik funksiyalaming maxsus xossalari

5-teorema. Agar M f£||*<oc boisa, u holda f£(t) xarakteristik
funksiya K -tartibli uzluksiz hosilaga ega boiib, quyidagi munosabat-
lar oiinli bo'ladi:

f2v)(t) =iv JxyemdFi(x), v=12,..£E, (12)

—co

= (13)



Isboti. (12) tenglikni v =1 uchun isbotlaymiz. Quyidagi

fA(t+h)-fAn =M eilHelhs- 1)
h h

iminosabatda (10) tengsizlikka ko‘ra &.h6-A <1 va teoremaning

Nhartiga ko‘ra Af|El<oo ho‘lgani uchun Lebegning majorant yaqin-

lishish hagidagi teoremasiga binoan /f—0 da limitga o‘tish mumkin
va demak,

If (>+h)- f~ )

fro()= I|m— -------- P _l}%M — S =iMce
lenglik o'rinli.
(12) munosabatni umumiy holda isbotlash uchun biz ushbu
o \rn .
iboo*H_z_]l_)il___ < mln/O r-v _1 > (15)
1 (n-1)1 [« (n-DYJ

longsizlikdan foydalanamiz.

(15) tengsizlikning n~\ bo‘lgan hoii (9) va (10) tengsizlik-
Inrdan kelib chigadi. (15) munosabat birorta n uchun o'rinli bo'lsin. U
holda

— (iu)k
aVv k=0 K' JV 4*=0 *0 K-

lenglik o'rinli bo'lgani sababli

e Ny ok

L n\ 'to K\ > 1)
1 H "1 | Jit] I

<min<j f—du,2 f—----du\ =mm\ o2n_
Po"! at"-)! |1 RG2+nr m

Demak, to'lig matematik induksiya metodiga ko'ra (15) teng-
i/liknmg ixtiyoriy «>1 uchun o'rinli ekanligi kelib chigadi.
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(12) formula v <k uchun oiinli boisin. U holda

féi ) (HW)-ry 1(1) _irmMc &% eihi-1)

tenglikdan (15) tengsizlikga asosan

boigani va teoremaning shartiga ko‘ra M|*|l| <oo boigani uchun
Lebegning majorant yaqinlashish teoremasiga binoan

ing)ivME -=iv Mg =

Shuning uchun

rCHP40 im D mew

A->0 h

(12) munosabatda ?=0 deb, biz (13) formulani hosil giiamiz.
(14) munosabatda qoldiq hadni baholash uchun (15) tengsizlikni

fit el _y < )
**(0 =/«(O- 1 - =M -
(O «( \,:O V' \ i'=0 v -
ayirmaga qoilaymiz:
i*H -
RK(t) < (A—HS'MM /A+2|v| PARLEN (16)

bu yerda A =joe Q :[[m) < W}
Agar \E\> N boisa 1i=0 boigani sababli (16) dan ushbu

NMW*Kk\\kH 2\tk _
(k+1)! Ke m I

tengsizlik kelib chigadi. e >0 ixtiyoriy musbat son boisin. Avval N
sonini shunday tanlaymizki, natijada



Icngsi/lik o'rinli bo'lsin, so'ngra S= -1 deb olamiz, natijada
2NM\*\

||« S tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha te R sonlar uchun

I*
ﬂn(/)<?|£, ya’ni Rk(t) =o(tk), t 0 munosabatning o'rinli ekan-

ligi kelib chigadi. Shuni isbotlash talab gilingan edi.
Endi misollar ko'rishga o'tamiz.

8-misol. Agar P(£ =a) =1bo'lsa, u holda j\ (/)=¢e"*".
9-misol. Agar 4; («;/>) parametrli binomial qonun bo'yicha lag-
simlangan tasodifiy miqdor bo'lsa, u holda (S") formulaga ko'ra

JJ(0=ZC >r*e“ = tc: (pe*)* r'-k={pe" +t,)".
k=0 k=0

10-misol. £ —/. parametrli Puasson gonuni bo'yicha tagsimlan-
gan tasodifiy miqgdor bo'lsin. U holda

[/ {n=M& =£eik—e-? = =exp{n(e" -D}.
k0

4] to K
11-misol. 4 ~P parametrli geometrik qonun bo'yicha tagsim-
langan tasodifiy migdor bo'lsin. 1J holda

h (1)=Y.e*’kp(\-p)k=pX(e" (- P))
k=0 4=0 \-ge"
12-misoi. £ - [-a, a] oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy mig-
dor bo'lsa, u holda

< itx
_\a-;—JdX: at

13-misol. Agar £ - A parametrli eksponensial gonun bo'yicha
Ingsimlangan bo'lsa, u holda

f-. (1) = A je"x*xdx =
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14-misol. £ standart MO, 1) normal gonun bo'yicha tagsimlan-
gan tasodifiy migdor bo'lsin. U holda

fE£(t) funksiyani t bo'yicha differensiallab va bo'laklab
integrallab ushbu

fo(t)=-tf: {t)

differensial tenglamani hosil giiamiz. Buning umumiv yechimi

ko'rinishga ega. (0)=1 boshlang'ich shartdan
C= 1l ekanligi kelib chigadi. Demak.

Endi rj-(a,a) parametrli normal gonuni bo'yicha tagsimlan-
gan tasodifiy migdor bo'lsin. U holda q tasodifiy migdomi /7=0" +a

ko'rinishda ifodalash mumkin. Bundan 1-teoremaning 2°-xossasiga
ko'ra

ekanligi kelib chigadi.
15-misol. § —a parametrli Koshi tagsimotiga ega bo'lsin. U
holda



/. (r) - juft funksiya bo'lgani sababli uning />0 nugtalardagi

iliyinallarini bilish kifoya. Oxirgi tenglikning har ikkala tomonidan
| bo'yicha hosila olsak,

Matematik analiz kursidan bizga ma’lumki,
j s'nftc/x=u.(t>0), shuning uchun ham a=— |  -dx (18)

(17) va (18) tengliklami birgalikda qo'shib quyidagini topamiz:

Oxirgi tenglikning har ikkala tomonidan /bo'yicha hosila olib,
topamiz.
it)y=a f- (t). Demak, /j (/)=c\e" +cZ~d .t>0. f(t) —Rda
aniglangan chekli funksiya bo'lgani sababli, ¢, =0, f- (0) =1 shartdan
r, 1 ekanligini hosil giiamiz. Shunday qilib, />0 wuchun
/ (t)-e~d. Bundan f,\t) funksiyaning juft ekanligini hisobga olib,

[ (/) me O, /e R tenglikga kelamiz.
5-8. Teskarilash formulasi

Har bir Fix) tagsimot funksiya uchun (8) formula orqgali anig-
langan /(/) xarakteristik funksiya mos keladi. Bu fikrning teskarisi

ham o'rinli, ya’ni tagsimot funksiya xarakteristik funksiya orqali bir
giymatli aniglanadi.
6-teorema (teskarilash formulasi). F =Fix) - tagsimot funk-

siya va
(19)

unga mos kelgan xarakteristik funksiya bo'lsin.
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1°) Agar a va b (a<b) lar F(x) funksiyaning uzluksizlik nug-
talari bo'lsa, u holda

F(b)-F(a) = liMeses fomommmef()dL. (20)
2n _, it

2°) Agar \\f(t)\dt <oo bo'lsa, u holda F(x) absolut uzluksiz

—00

tagsimot funksiya bo'lib, uning zichlik funksiyasi

p(x) :’\Zﬁ )5e~"xf(t)dt (21)

—€C

formula orqali ifodalanadi.
Isboti. Avval F(x) absolut uzluksiz bo'lgan holni ko'raylik.

Bunda (8") formulaga ko'ra

f(t)y= Jexp{x)dx

-00

va shuning uchun ham (21) formula integrallanuvchi f(t) funksiya-
ning Furye almashtirishidan iborat. (21) tenglikning chap va o'ng to-
monlarini integrallab, hosil bo'lgan ifodada integrallash tartibini o'z-
gartirib, topamiz:

L | t b
F(b)-F(a)=\p(x)dx="-b \e~(t)dt\dx=— \f(t) fe "Xx\dt=

1 +00€i ia(_e-
-— -— dt
27I'_g0 it
Demak, bu xususiy holda teskarilash formulasi Furye integral
almashtirishining natijasidan iborat.
Endi (20) formulani umumiy holda isbotlashga o'tamiz.
1°. (12) formuladan ushbu
A - ita - ith i A -ita - ith '@

28 _p it on _K e {eUdF(x)\ dt (22)

tenglikning o'rinli ekanligi kelib chigadi.
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(10) tengsizlikdan
- efila _efilh <h_a
it it
-'kanligi kelib chigadi. Shu bilan birga
A D
| J(h—a)cih(.v)< 2A(h —a) < oo
m - 00
munosabat o'rinli bo'lgani uchun (22) intcgralda Fubini teoremasiga
ko'ra integrallash tartibini almashtirish mumkin. Shunday qilib,

A - Ha__-iih

)y . e"th\JdF(x) =
- jMn/(.v-a)-Snr(v-/*J dF(x) =
=mh o, ' |
AG-a) )
-dz f — dz dF{x)= | GAX)dF(x), (23)
-0 - A(x-a) -A(x—h) z
bu yerda
A(x-a) A(x-b)
= ENE™* f E£11£,*1
Ga(x) = 71 - (24)
-A(x-b) )

g(x,v)= .\"7-"—dz funksiya x va y argumentlar bo'yicha tekis uz-
X

luksiz va

Iimr g(x,y) =n (25)

tenglik o'rinli. Bundan barcha A va x sonlar uchun shunday C o'z-
garmas son topiladiki, uning uchun jc4(x)|<c<oo tengsizlikning
bajarilishi kelib chigadi. Shu bilan birga, (24) va (25) tengliklardan

IimGa(x):C(x)

A-*>c
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limitning mavjudligini osongina isbotlash mumkin. Bu yerda
10,x<a,x >b;
G(x) =iy2,x =a,x =b;
N1, a< x<h.

Bundan va Lebegning majorant yaginlashish hagidagi teorema-
siga binoan integral belgisi ostida A-—00 da limitga o'tish mum-
kinligidan foydalanib quyidagilarni topamiz:

+00

limJrlim G, (X\)dF(x) = fG(x)dF(x) =
n-+00 ﬂ—XﬂA\(l)O —o

= JG(X)dF(x) +]G(x)dF(x) + G (x)dF(x) =

—00 a b

=F{b-)-F{a)+X[F{a)-F{a-) +F(b)-F(b-)\

Agar a va b nugtalarni F(x) funksiyaning uzilish nuqtalari
ekanligini e’tiborga olsak, oxirgi tenglikdan (13) formulaning o'rinli
ekanligi kelib chigadi.

6-8. Tagsimot funksiyalar to'plami bilan xarakteristik
funksiyalar orasidagi moslikning uzluksizligi

Uchunchi paragrafda biz tasodifiy funksiyalar to'plami va xa-
rakteristik funksiyalar to'plamlari orasida o‘zaro birgiymatlik moslik
(biyeksiya) mavjud ekanligini ko'rsatgan edik. Ushbu paragrafda bu
moslik o'zaro uzluksiz, ya’ni u gomomorfizm ekanligini ham ko'r-
satamiz. Buning uchun biz bu to'plamlarda mos topologiyalar Kiri-
tishimiz zarur bo'ladi. Xarakteristik funksiyalar to'plamida nugtaviy
yaqginlashish yoki kompaktlarda tekis yaqinlashish topologiyasini,
tagsimot funksiyalar to'plamida esa sust yaqinlashish topologiyasini
Kiritamiz.

3-tarif. { (X),w>1 va F(x)~ tagsimot funksiyalar bo’lsin.
Agar F(x) funksiyaning ixtiyoriy uzluksiz nugtasi x uchun

140



limF,, (x) = F(.x)

munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda Fn(x) tagsimot funksiyalar ketma-
ketligi F(x) tagsimot futiksiyaga sust yaginlashadi deyiladi va

FJIx) = F(x)

simvol orqali belgilanadi.

I-i/oli. F(x) - tagsimot funksiya bo'Imagan holda ham yuqo-
ridugi ta'rildan foydulanamiz.

Qnyula kcltirilgan misol tagsimot funksiyalarning sust limiti
tagsimot funksiya bo'lishi shart emasligini ko'rsatadi.

16-misol. I tagsimot funksiyalar ketma-ketligi

ushbu

formula yordamida aniglangan bo'lsin. U holda, Fn(x) => F (x), bu
yerda F(x) =0, .vg R

I-lemma. D to'plam R da hamma joyda zich to'plam bo'lsin.
Agar {/"[0x),a>1} tagsimot funksiyalar ketma-ketligi ixriyoriy xe D
uchun a—m da F(x) tagsimot fimksiyaga intilsa, u holda
FJ x) = F(x).

Isboti. x nuqta F(x) tagsimot funksiyaning fiksirlangan uzluk-
si/lik nugtasi bo'lsin.

FJx) -> F(x)

munosabatning o'rinli ekanligini ko'rsatamiz. D - R bo'lgani sababli,
\fm x<x" tengsizliklami ganoarlantiruvchi x',x"eD nugtalar mav-
liul 1 lemmaning shartiaridan

[ (V) limPFn(x")< limFn(x)< limFn(x) < Y\mFn(x") =F(x")
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munosabatlarning o'rinli ekanligi bevosita kelib chigadi. x nugta
F(x) tagsimot funksiyaning uzluksizlik nugtasi bo'lgani uchun F(x")
va F(x")lar bir-biriga istalgancha yaqgin bo'lishi mumkin.

7-teorcma (Xellining birinchi teoremasi). Tagsimot funksiya-
larning ixtiyoriy ketma-ketligidan sust yaginlashuvchi gism ketma-
ketlik ajratish mumkin. Shu bilan birga F(x) limit funksiya quyidagi

xossalarga ega:
1) F(x) monoton kamaymaydigan funksiya;

2) F (n) o'ngdan uziuksiz;

3) ixtiyoriy xe R uchun 0< F(x)< 1

Isboti. Teoremani isbotlash uchun Kantorning diagonallash-
tirish metodidan foydalanamiz. D ={xk}- Rda hamma joyda zich

sanogli to'plam bo'lsin. {F (x)} sonli ketma-ketlikni garaymiz.
Fn(x) —tagsimot funksiya ekanligini hisobga olib, topamiz:
0 <1 n>1.
Veyershtrass teoremasiga ko'ra bu ketma-ketlikdan yaginla-
shuvchi {F, (x,)j gism ketma-ketlik ajratish mumkin. Bu ketma-

ketlikning limitini F(x,) orgali belgilaymiz.

Endi {FJx2)} sonli ketma-ketlikni olamiz, O0<|F (x2}<1/7>1
tengsizliklardan Veyershtrass teoremasini ishlatib, F(x2)ga yaqin-
lashuvchi | F,2(x2)j gism ketma-ketlikning mavjudligiga ishonch ho-
sil gilamiz va shu kabi davom ettirib, {F#(xk)} qismiy ketma-
ketliklarni topamiz hamda uning limitini F(xk) orgali belgilaymiz.

Nihoyat, tagsimot funksiyalarning jF (x)J diagonal ketma-
ketligini olamiz.

| Fm (x)}c{Fn(x)} va yasalishiga ko'ra. ixtiyoriy xke D uchun

F,,Mk) -> F (xk).

Demak, 1-lemmaga asosan. F => F.
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F{x) funksiya, 4-teoremada keltirilgan shartlarni ganoatlanti-
iishi limitlarning xossalaridan kelib chigadi.

8-teorema (Xellining ikkinchi teoremasi). {/*(X)} - tagsimot
funksiyalar ketma-ketligi n—ooda F(+00)- F(-co) =1 shartni ga-
noatlantimvchi F(x) funksiyaga sust yaginlashsin. U holda ixtiyoriy
uzluksiz va chegaralangan g(x):R ->R funksiya uchun

lim \ g(x)dFn(x) = Jg(x)dF(x) (26)

munosabat o'rinli.

2-izoh. 5-teoremani quyidagi ko'rinishda ifodalash mumkin:
Fn=>F bo'lsin, bu yerda Fn va F tagsimot funksiyalar. U holda
ixtiyoriy uzluksiz va chegaralangan g(x):R —>R funksiya uchun (26)
munosabat o'rinli.

Isbotni ikki bosgichda o'tkazamiz.

1-bosgich. F funksiyaning ixtiyoriy ikkita a<b uzluksizlik
nugtalari uchun

lim \g(x)dF,, (x) —jg(x)dF(x) (27)

munosabatning o'rinli ekanligini ko'rsatamiz

g(x) funksiya [a,6] oraligda uzluksiz bo'lgani sababli, u [a,bJ
oraligda tekis uzluksizdir. Demak, Ve>0 uchun oraligni
a=x0,...,xL=b nugtalar yordamida shunday oraliglarga ajratish mum-
kinki, natijada ixtiyoriy xe (xk Axk] uchun |gt(x)—g(X)|< £ teng-
sizlik o'rinli bo'ladi, bu yerda gk(x) =g(x,),Vxe (x** 15xt], k =1
F funksiyaning uzluksizlik nugtalari hamma joyda zich joylashgani
uchun barcha xk lar F funksiyaning uzluksizlik nuqgtalaridan iborat
deb olishimiz mumkin. Endi g funksiyaning chegaralanganligi va
Riman-Stiltyes integralining xossasiga ko'ra,

Wg(x)dFn(x)- \g(x)dF(x) \g(x)dFn(x)- \gk(x)dFn(x)

jgk (x)dF,,(x)- Jg* (x)dF(x) + jym(x)dF(x)- Jg(x)dF(x)
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L X
2 1g(*)-gA-(x)]~ 00+ X I'g(xk)dF,,(x)~X | <?(**)dF(.v)

£=1xk_{ k=\yi_ 4

+jfigUbg* (x\dF (x)~£(F,,(b)-Fn(a)) +e(F(b)-F(a)] +
I g(xktFn(xk)-F,, (xk})- F(xk)+F(xk])]<26- +
I-1

+ Aiu (F,, (xk) - F (xk))-(F,, (VL) /=(V )

(27) munosabatni isbotlash uchun, avval L ni yetarlicha katta
qgilib belgilaymiz, so'ngra n—»o00 va F tagsimot funksiyalar ketma-

ketligini F tagsimot funksiyaga w-* coda xk,k =\,2,...,L, nugtalarda
intilishini hisobga olamiz.
2-bosgich. (26) ifodaning o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. 2-izoh-
ga ko‘ra, F(x) tagsimot funksiya bo'lgani sababli. ixtiyoriy s>0
uchun F(x) funksiyaning shunday -X va X uzluksizlik nugtalari
mavjudki, ular uchun
F(-X)<s!2, 1- F(X)<si2
va n—00 da F, =>F bo'lgani sababli shunday n0e N son mavjudki.
barcha n>n0sonlar uchun
F..{-X)<e! 2 \-F,{X)<el2
tengsizliklar o'rinlidir.
Yuqorida aytilganlarni e’tiborga olib, g(x) funksiya chegara-
langan bo'lgani sababli,

Jg(xX)dFn(x)- Jg(x)dF(x) < [ \g(x)\dFn(x) +
hEA

j 9(x)dFn(,v)- j\gOVdF(x) + j \gO)\dF{x)<
x< X bP>X

<M(Fn(=x)+ (I —F@))+£+M(F (X)) +(\—F(X))< 3Ms +s.
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K-Icorema isbotlandi.

Xellining ikkinchi teoremasiga tcskari teorema ham o'rinli.

U-leoreniii. Agar ixtiyoriy chegaralangan uzluksiz g :R >R
Itiiiksiytt uchun

b» D
lim \g(x)dFn(x)= \g(x)</F(.\)

bo'lsa. n holda

s, =>f,

n ->)

bu yerda Fn,n=1,2,,.. va /iar tagsimot funksiyalar.

10-teorema (to'g'ri limit teorema). Agar {Fnj tagsimot funk-
siyalar ketma-ketligi n -> goda tagsimot funksiyaga sust yaginlashsa, u
holda ularga mos kelgan xarakteristik funksiyalar{/,,} ketma-ketligi F
tagsimot funksiyaga mos kelgan / xarakteristik funksiyaga nuqtaviy
yaginlashadi.

3-izoh. Bu teoremadagi nugtaviy yaginlashishni R dagi ixti-
yoriy kompaktda tekis yaginlashish bilan almashtirish mumkin.

10-teoremaning isboti Xellining ikkinchi teoremasi va xarak-
teristik funksiyaning ta’rifidan bsvosita kelib chigadi. Bu yerda biz

I'(»)=e'n,xe R deb olamiz, / va t lavga esa parametrlar deb qa-
raymiz.

11-teorema (teskari limit teorema). {./°} - Xarakteristik
funksiyalar ketma-ketligi 0 da uzluksiz / funksiyaga nugtaviy yaqin-
lashsin. U holda mos tagsimot funksiyalar [ Fu} ketma-ketligi F tag-

simot funksiyaga sust yaginlashadi va / funksiya F tagsimot funk-
siyaga mos kelgan xarakteristik funksiya bo'ladi.
Isboti. {/™} - {/.} xarakteristik funksiyalar ketma-ketligiga

mos kelgan tagsimot funksiyalar ketma-ketligi bo'lsin. Xellining
birinchi teoremasidan sust yaginlashuvchi | F4 | c: { } gism ketma-

ketlikning mavjud ekanligi kelib chigadi. Fm =>F bo'lsin. F-tag-
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simot funksiya ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun F(+x)—F(—8=\
ekanligini ko‘rsatish kifoya. Kelgusida isbot uchun bizga quyidagi
tengsizlik kerak bo'ladi:

A (tyt
>l (28)
TX

rx= 2 deylik. U holda (28) tengsizlik

/\r7 /(0 *
1 FJJf(t)dt -1 (29)
ko'rinishga keladi.
(28) tengsizlikni isbotlaymiz. Xarakteristik funksiyaning ta'rifl
va Fubini teoremasiga ko'ra

M M m t H A
o 1 Me d 2_I_M je'ndt
1 /\
L gsinrE 1, sineS 1y Sinrg.
2 - T £
<M sinr| M sintg

Oxirgi tengsizlik (28) bilan bir xil ekanligini ko'rish giyin emas.
/(x) fimksiya 0 nuqgtada uzluksiz va u {/, (0} xarakteristik funk-
siyalar ketma-ketligining nuqtaviy limiti bo'lgani uchun /(0)=1 va
ixtiyoriy s >0 uchun shunday r0>0 mavjudki, 0<T <r0 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy r lar uchun

>j-- (30)

tengsizlik o'rinli.
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n >'r da ./,,(/)->/(/) ekanligidan, barcha il >u, va re (().r,.j
unnini iK'hiin

-l N < (31)

Ullyyi/ tkmnuy idi'rinli ekanligi kelib chigadi. (30) vn (31) tengsizlik-
Itiiilnn, ixtiyoriy n /», va O r r, shartni ganoallanliruvchi harcha
I kuillill 1l hint

(32)

("") vn I M) XIH)/YKIitiidnn ixtiyoriy n </, vn ()<r<ro0

I’

Oxirgi tcngsi/likdan, K >0 va r >0 ixtiyoriy soniar bo‘lgani
uchun

F(+00) —F (—€c) =1

Iciilik kelib chigadi. Sunday qilib, F(x)ning tagsimot funksiya ekan-
ligi idiotlandi.
Ymiorida aytilganlardan, to‘g‘ri limit teoremaga ko‘ra
40
lim fn (t) = JJe"'dF(x), te R

L%_>co' k
Munosabat o‘rinli. Ammo teoremaning shartiga ko'ra

lim/ n(0 = /(0

bo'h-ani snbabli f(t)= \e"xdF{x) funksiya F(x) tagsimot funksiya-

L mos kolgan xarakteristik funksiya bo'ladi.
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Endi Fn I/=|-I?CF munosabatning o‘rinli ekanligini isbotiaymiz.

Teskarisini faraz qiiamiz: Fn tagsimot funksiyalar ketma-ketligi
n—>ocda F - tagsimot funksiyaga sust yaginlashmasin. U holda

=>r,r*F,

shu bilan birga F* va F tagsimot funksiyalar. To'g'ri limit teoremaga
ko‘ra

/,. (0 —=/(0)
(t),k-+ao,
va yagonalik teoremasidan f(t)* ammo bunday bo'lishi mum-
kin emas, chunki . =f(t) va shuning uchun ham f(t) =/ *(/).

Hosil bo'lgan garama-garshilik farazimizni noto'g'ri ekanligini ko'r-
satadi. 8-teorema isbot bo'ldi.

IV BOBGA DOIR MASALALAR

1-f(1) =1(~1) f(t +2a)=1(1),0<t<a bolsa, f(t) =—

tengliklar yordamida aniglangan funksiya xarakteristik funksiya
ekanligi isbotlansin.
2. £2 va £3 turli tagsimlangan bo'lib, b\+b2 va

yig'indilaming tagsimot funksiyalari bir xil, bog'ligsiz ~,,22,73
tasodifiy migdorlami topish mumkin ekanligini isbotlang.
3. Agar R xarakteristik funksiya bo'lsa, u holda

\f(t +2a), H> a,
®o )=7jf(u)du,
0
(0 =exp{/(0 - 1}

funksiyalar ham xarakteristik funksiyalar ekanligi isbotlansin.
148



4. (1), It K xarakteristik funksiya uchun
1-/(2013<4(1-]/(Q])\ te R

tengNi/lik o'rinli ekanligi isbotlansin.
11ii ganilny hagigiy f(t),te K xarakteristik funksiya uchnn

longnl/lik o’rinli ekanligi isbotlansin
0 Auw | (\) liigsiinol funksjyit vu /(/) lining xarukteris
IniiUlym]l bo'lhii. ii Itoldii Imi ganday vt Wuchun

lim ~ F(x) /#(x ()

Iriiyllk I<I>itihtiin11l
7,/ ihliintol Innksiyn, \( lining silkrash nugqtalari, f unga
iiioh kclgim xiiinkli‘iislik funksiyasi bo'lsa, ii holda

lenglik ishollansin.

8. Absolut uziuksiz tasodifiy migdorning xarakteristik fun
siynsi | >me da nolga intilishi isbotlansin.
A, xarakteristik funksiyalar va j\f2—/,/, bo'lsin.

lliindun /, [/, lenglik kelib chigadimi?

10. Agar /| va f2— xarakteristik funksiyalar bo'lib, 0<# <1
bo'lsa, i. | »lda (1 —0)f{+e/j ham xarakteristik funksiya ekanligini
ko'isilting.

11. Agar MS, =0 bo'lsa, u holda

tenglik isbotlansin. Bu yerda / - xarakteristik funksiya, Re/ esa
/ ning hagiqiy gismi. Agar Dc mavjud bo'lsa, u holda

—oc

li nglik isbotlansin.
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12. Xarakteristik funksiya juft funksiya boiishi uchun unga
mos kelgan F(x) tagsimot funksiya

F(x) - F(-x-0)
shartni ganoatlantirishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

13. Bog'ligsiz tasodifiy migdorlami qo'shganda uchinchi mar-
kaziy momentlar qo'shiladi, to'rtinchilari esa qo'shilmasligi isbotlansin.

14. n(t,t)= (t)-fn(t),te R tenglikdan ¢ va 1 tasodifiy
miqdorlarning bog'ligsizligi kelib chigmasligi isbotlansin.

15 f.#t(t,t) = (1)-f) R tenglikdan g va 1 tasodifiy
miqdorlarning bog'ligsizligi kelib chigmasligi isbotlansin.

16. g tasodifiy migdorlarning nolda differensiallanuvchi ekan-
ligidan ning mavjud ekanligi kelib chigmasligi isbotlansin.

17. Xarakteristik funksiya haqgiqiy giymatli bo'lishi uchun u juft
funksiya bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

18. Quyidagi funksiyalar xarakteristik funksiya bo'la olmasligi
isbotlansin:

a) e~'n: b)e~'

C) a, cos? + ...+ ancosnt +btsin/ + ...+ bnsinnt, b,,....bn®0, bu
yerda ai,bte R.

19. cosI™ funksiya xarakteristik funksiyami?

20. £ ="(co) tasodifiy migdor ehtimollar fazosida
aniglangan, bu yerda Q =[0,1],5R =5R0,j- [0,1] oraligdagi Borel to‘p-
lamlarining cr-algebrasi va P =Px- Lebeg o'lchovi. Agar

20j,0<0) <

a) £(©)=_< 2
li2oo- 1’U<°O<1;

b) £(co) = In<y;£(0) = 0;

10<«<1/3,
c) £(co)=<J0,1/3<ft)<2/3,
I1,2/3<«<1
bo'lsa, uning xarakteristik funksiyasi topilsin.
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21. Zichlik funksiyasi -----—- - oo< x< go bo'lgan tagsimotning

nchx’
xariiklerislik lunksiyasini toping.
22. £ (bi...sH)~ K" tasodifiy vektor, /(/,....tn)—
lining xiiiaklcristik funksiyasi, /j(/)....f,(t)— mos ravishda <f],....£Q
lusodilsy migdorlarning xarakteristik funksiyalari bo’lsin. <,....tjn ta-

xodiliy nnqgdoi hit hog'ligsi/ bo'lishi uchun ixtiyoriy I... l,, lar uchun

I3 L ]I(>

¢
litining o'l lull ho' limhi /in in mi ycliii ZLekanligi isbol lansin
JI ( ) H dagi liiHodilly vektor, /(t...,tn) esa
Huwy  Mtitkicihlik hitikntynmi. /7, (/),,/,,(/) lar tasodifiy

inlgdoi IHUUUF  yhi.ikii iisllk funksiyalari bo'lsin Ixtiyoriy haqiqiy
h I\ uchun

UGS RA0

lengliklarning o'rinli ckanligidan tasodifiy miqgdorlarning
hog' ligsi/ligi kelib chigmasligini ko'rsating.

24, I\(i xarakteristik funksiyalar, a,,02,... manfiy
ho' Inlagan sonlar bo'lib, at+a +... = 1bo'lsin. U holda

g(0 =1>>./,{/)
1=

lunksiya xarakteristik funksiya bo'lishi isbotlansin.
25. F(x) f(t) xarakteristik funksiyaga ega bo'lgan tagsimot

funksiya bo'lsin. Re/(f) xarakteristik funksiya ekanligini isbotlab,
nnga mos kelgan tagsimot funksiya topilsin.

26. £ tasodifiy migdor f (t) xarakteristik funksiyaga ega bo*-
lib, gandaydir a uchun =«}>1/2 bo'lsin. U holda f(t) haqiqiy
soiihii 0'gining birorta ham nugtasida nolga aylanmasligi isbotlansin.

27. J tasodifiy miqgdor haqiqiy f(t) xarakteristik funksiyaga
ega bo'lib, gandaydir a* 0 uchun P{f£ =a} <1/4 bo'lsin. U holda
LLO cheksiz ko'p nuqgtalarda nolga aylanishi isbotlansin.



28. Quyidagi xarakteristik funksiyalarga mos kelgan tagsimotlar
topilsin.

a) cosl; b) cos2?; «¢) e ; d) e ”;
1 1 sin? i
e)— f)y--—;  g)-—- ; h <’.*k/tos?.
) Hr ) It J t )

29. £],£2...-bogiigsiz bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligi, v - butun musbat giymatlarni gabul giluvchi va
ketma-ketlikka bogiiq boimagan tasodifiy miqdor boiib,
pk=P(v- k), f (?) esa tasodifiy migdorning xarakteristik funk-
siyasi boisin. +..+cv tasodifiy miqgdorning xarakteristik funk-
siyasini toping.

30. Juft uzluksiz va ?>0 da gavariq, 0</(?)<Il va /(0)=1

shartlami ganoatlantimvchi ixtiyoriy Munkmya xarakteristik funksiya
boiishi isbotlansin.



V BOB. LIMIT TEOREMALAK

Oldingi boblarda Kkeltirilgan fikr-rnulohazalardan ko'rinadiki,
I'liliviollar iia/uriyasining ko'pchilik ina.salalari tasodilly miqgdorlar
yig'iiulisini o'rganish bilan bog'liq bo'lar ekan. Bunga oddiy misol
siliilida binomial tagsimotni (polinomial tagsimotni ham) olisli mum-
KIll (>‘/hi<hog'ligsi/ lasodilly migdoilai yig'indi,sining taqsimoti har
bu iti Albi\i 1lxk iitgsimolliti iuing kompo/itsiyiisi hihin aniglanadi.

I *Uin thi| <uns eIl .iynimi .mini.i iitngliingiiii Ini ainal murakkab va
- nauni i hilbhi V12 4 L4 nilal, niigdoi ning lagsimotini aniq
In wil lgi i djm 1LLLLLALML Tidiiikal InTnvda bo'lib chigadi. Shuning uchun

ilimiidii iilipioksimalsiyalash masalalari muhim ahamiyat kasb etadi.
i»"/ ini\butid.i lai|smiollami approksimatsiyalash masalalari etimollar
iiii/iiriyasiiiing 21!l tcorcinalari bilan bog'ligdir.

Amaliyotda bitta tasodifiy miqdor ko'p marta kuzatilib, natija
liii Ini ku/atuv giyinatlarining yig'indisidan iborat bo'lgan hoi ko'p
iH'hiaydi. Yuqorida gayd gilingan gimor o'yinlari bilan bir gatorda,
buoita ik Kattalikni, o'lchov anigligini oshirish uchun takroriy
o'Ichiishlar, so'ngra ularni o'rtalashtirishlar, ko'p karra bir jinsli
sabablar ta’sirida o'tadigan, vaqtga bog'liq bo'lgan jarayonlar va shu
kabi lar bunga misol bo'la oladi.

Ushbu bobda bunday hodisalar yagona ehtimollik nugtayi naza-
miHii quyidagi sxemaga asoslanib tavsiflanadi.

Bog'ligsiz. bir xil tagsimlangan bo'lishi ham mumkin bo'lgan,
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. Bizni ulardan
birinchi n ta yig'indisining, qo'shiluvchilar soni o'sgandagi (asimpto-
1K) holati giziqgtiradi. Yetarlicha katta n larda tasodifiy miqdorlar
o'rta arifmetigi tasodifiylik xossasini yo'qotib, matematik kutilmalar-
ning o'rta arifmetik giymatiga intilar ekan. Bu tasdiq katta sonlar
gonuni deb ataladi.

katta sonlar gonuni ikki xil yo'nalishda kengaytirilgan. Ulardan
biri o'rta arifmetik migdorning dinamikasi bilan bog'lig. Bu yo'na-
lishning asosiy natijalariga kuchaytirilgan katta sonlar gonuni va
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takroriy logarifm gonunlarini Kiritish lozim. Ikkinchi yo‘nalishning
boshlang'ich punkti ba’zan markaziy limit muammosi deb ataluvchi
masala hisoblanadi. Bizga ma’lum bo'lgan Muavr-Laplas teoremalari
bunga misol bo'ladi. Markaziy limit muammoning yechimi bog'ligsiz
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi yig'indisi har bir go'shiluvchining
go'shgan hissasi yig'indiga nisbatan cheksiz kichik bo'lgan holda.
tagsimot funksiyasining limitlaridan tashkil topgan sinfni tafsiflashga
imkon beradi.

I-§. Markaziy limit teorema

Ushbu paragraf ehtimollar nazariyasining eng ajoyib natija-
laridan biri bo'lgan markaziy limit teoremaga bag'ishlangan. Har
gaysi go'shiluvchilari cheksiz kichik bo'lgan bog'ligsiz tasodifiy mig-
dorlaming yig'indisi keng shartlar bajarilganda normal tagsimot funk-
siyaga (Gauss tagsimotiga) yagin tagsimotga ega. Bu natijaning qiy-
mati ehtimollar nazariyasi chegarasidan juda chetga chigib ketadi. U
ko'p amaliy masalalarni yechish jarayonida normal tagsimotni
ishlatish uchun asos vazifasini bajaradi.

(4,4.P) ixtiyoriy ehtimollar fazosi va E\JIr - - 4 unda
aniglangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo'lsin.

1-ta'rif. Agar ixtiyoriy xe R uchun ushbu

h(x)= 1 \ -w,Zu
\ 1+...+1) )% \V7Z

munosabat o'rinli bo'lsa, u holda tasodifiy miqdorlar

ketma-ketligi markaziy limit teoremani ganoatlantiradi deb ataymiz.
Avval markaziy limit teoremaning bir xil tagsimlangan bog'-
ligsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligiga taallugli bo'lgan eng sodda
variantini keltiramiz.
1-teorema. ,£2 .... tasodifiy migdorlar bog'ligsiz bir xil

tagsimlangan va M”~n=a chekli matematik kutilmaga hamda chekli

DL =cr' >0, n>1 dispersiyaga ega bo'lsin. U holda ular markaziy
limit teoremani ganoatlantiradi, ya’ni

V <vn
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Isl»o<i. "k —§k—a belgi kiritamiz. U holda M"k=0 va
JV~Y . Xarakteristik funksiyalaming maxsus xossasi (5-teorema,
I ) munosabat)ga ko‘ra

/4 U)=\--f-+0(12). (B

Mwkmynm

ko'i uushga ega vudemak u ii >/jda ¢ ' ga nuqtaviy yaginlashadi.
Ammo, ¢ ' ' funksiya (0; 1) paramctrlarga ega boigan normal taso-

diliy miqgdoniing xarakteristik funksiyasidir. Endi 1-teoremaning
inl*oli xarakteristik funksiyalar uchun isbotlangan teskari limit teore-
inadan kelib chigadi.

1-misol. liar bir tajribada yutugning ehtimoli p boigan Ber-

nulli sxemasini ko'ramiz. fuk orgali &-tajribadagi yutuglar sonini bel-
gilaymiz, u holda
Mfii - p, Dl.ik =p(\- p);k =1,2,...,n.
Sn= +..+jun belgilash kiritamiz.
1-teoremaga ko'ra, ixtiyoriy .ve R uchun

Bu tasdig Muavr-Laplasning integral teorernasini aks ettiradi.
2-misol. Oichov xatoliklari. Biror a migdomi o'lchaganda
tagriban £ giymat hosil bo'ladi. Yo'l go'yilgan xatolik s =¢ - a ikkita
xatoliklarning ushbu
5 =(£-Ms,) +(Mg-a)

yigindisi shaklida ifodalanishi mumkin. Ulardan birinchisi £ - LL
tasodifiy xatolik, ikkinchisi . - a esa sistematik xatolik deb ataladi.
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Yaxshi o‘lchov usullari ishlatilgan holda sistematik xatolik
nolga teng bo'ladi, shu sababli M£=a deb olamiz va demak

M£-a =0. DE=r2 bo'lsin. Tasodifiy 5 xatolikni kamaytirish

uchun n marta, giymatlari bo'lgan bog'ligsiz o'lchov
o'tkaziladi va a migdorning giymati sifatida
_ £1+E£2+mmb
n

o'rta arifmetik giymat olinadi. Bunda ganday xatolikka yo'l qo'yiladi?
1-teoremaga ko'ra

J e~r/2dt.
V2tt '

-e ynir
O'ng tomonda turgan funksiyaninyg giymati jadvallashtirilgan
(ilovalar 2-jadvalga qaralsin).
3-misol. Antropologiyada ma’lum yoshli va jinsli odamning
bo'yi yo'ki vazni odatda normal tasodifiy miqdor deb hisoblanadi.
Ammo ko'p hollarda bu parametrlaming logarifmlari normal
tagsimlangan deb juda katta asos bilan aytishimiz mumkin. Agar 1
tasodifiy migdor uchun ~-\ogr] normal tagsimotga ega bo'lsa, u
holda t) logarifmik normal tagsimotga yoki gisqacha lognormal tagsi-
motga ega deyiladi. Bo'yni yo'ki vaznni lognormalligini nazariy
jihatdan ham asoslash mumkin. Masalan, vazn juda ko'p bog'ligsiz
sabablar natijasida hosil bo'ladi va ular vaznga multiplikativ ta’sir
ko'rsatadi, ya’ni
n=mn\-ri2—T
Bu yerda rjk lar birga yaqin bo'lgan bog'ligsiz tasodifiy migdorlar. Bu
holda
[
log77= X 18/7a
*=1

va log] 1-teoremaga ko'ra limitda normal tagsimotga ega.
4-misol. Markaziy limit teorema yordamida sof analitik nati-
jalami ham isbotlash mumkin. Masalan, ushbu
. ok
lige-" 1 =2
tenglikni isbotlaymiz.
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Faraz gilaylik, Sn- parametri n bo‘lgan Puasson tasodifiy
itiigdori bo'lsin. U holda

m, +n)=e"Y Mk
« A
Ammo v,- i i ii,,, bu yerda u, ,£2...._ bog'ligsiz
bn xil lagMinliinc.iii, pataiuelri 1 ga teng bo'lgan Puasson tasodifiy
inU|doilui bo*lib, n/i /C i | tcorcmaga ko'ra

" 4 . I o . I
linif "v' limfix. &) ..mfr' Ji=—
rr 11 " n2a ) 2
Ha’zi shartlar bajarilsa bog'ligsiz turli tagsimlangan tasodifiy
inigdoilai ketma-ketligi uchun luini markaziy limit teorema o'rinli.
Agar ixtiyoriy r >0 uchun
-~jX j {x-ak)2dh\ (x) -> 0
R kb, k\
bo'lsa, u holda [E£4},/t>1 tasodifiy migdorlar ketma-ketligi uchun

-
Liiulchcrg sharti bajarilgan deyiladi, bu yerda ak =M£k, B2="D 4k
=1
va /n(\)esa <dAtasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi.
2-leori‘ina (Lindeberg). Agar bog'ligsiz tasodifiy miqgdorlar
kclma kelligi uchun Lindeberg sharti bajarilsa, u holda ixtiyoriy xe R
uchun

PLA SV LA - (F|+*24—+1) < 1 0(x)
| MO

bholi. Quyidagi tasodifiy migdorlarni Kiritamiz:

=/\Rﬂ;/\=l’2"”;/» =12,...

Il holda
n-x, m",
*=| 4=1
M .1 A <t + () A .
/> /- D [ -bdn
7] 1 Dn 4=1
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tasodifiy miqdorning  xarakteristik  funksiyasini  hisoblaymiz.
tasodifiy miqgdorlar bog'ligsiz bo'lgani sababli, xarak-

teristik funksiyalaming xossasiga ko'ra
— — * - 2
fs,, (0 =[1.4 (0 =0/*n(0 (2)

(2) tenglikning har ikkala tomonini logariflaymiz:

Inf, (0 =X/J0
*=|

va

nn, —

n—yx> 1

munosabatning o'rinli ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun avval
ixtiyoriy chekli \t\<T intervalda, k(\<k<n) va t lar bo'yicha tekis

Infto(0 -> 0
voki
AJTO

munosabatlarning o'rinli ekanligini isbotlaymiz.
V bobdagi (15) tengsizlikdan va

J itxdFkn(x) = MitEkn =0

—X

tenglikdan foydalanib quyidagini topamiz:

Vo wn oo 1]= dFh, (x) J (e‘x—1—itx)dF,n(a)
< \ £7-dFkn(x) x-dFkn{x). €)
\blig+u;! y
Ushbu
Fo " PUI =p = Fk (%)

tenglikni hisobga olib, ixtiyoriy r >0 uchun
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(3) tenglikning o‘ng tomonini yuqoridan quyidagi ifoda b
baholash mumkin:

4 e2+4
HE

Shunday qilib, barcha yetarlicha katta n sonlar uchun, 1<k<n
shartni ganoatlantiruvchi k wva ixtiyoriy chekli [-7°.T] intervalda
yotuvchi | larga nisbatan tekis ravishda

tengsizlik oiinli ekan.
Oxirgi tengsizlikdan (1 <k< n)ga nisbatan tekis ravishda

Hmtk,(0 =1 (4)
va barcha yetarlicha katta n larda, ixtiyoriy chekli [-T,T] intervalda
yotuvchi t lar uchun

INpo-1]<! ®)
tengsizlik oiinli. Shuning uchun ham biz bu oraligda quyidagi yovil-
mani yoza olamiz:

In/s,, (0 :éln./to(o = :( 1|n(| a(/*,(0 -D) =
=1(N«(0-1)+/r,,,
AI( (0-1)+/r, (8)

Iniyerda Rn(t)=£ £ ——(*,(0-0O'm
y (t) R (G
(5) tengsizlikka ko'ra
I/, (0lI*VV "k AV R (D-1R N 1 E



ammo

KJ 2 » +oc 2
nno-1y=1 j X 20Fb,(x) =y -
%:1| 0 H k=l A':l—g;c ( ) y

Demak, |2, (/)Ig A/%i/bl (.
(5) dan, ixtiyoriy T> 0 uchun te[—T,T] oraligga nisba
tekis ravishda n —oo da
n,(0->0 @)
kelib chigadi.
Shu bilan birga

X (/ah 0-1)=-1 +p,, (€))

4=i
bu yerda
P»(O:yZ+X J(e"V* 1“ itx)dFb, O )
Aytaylik, 0<s —ixtiyoriy musbat son bolsin. U holda

T -

4=1
ekanligini hisobga olib, quyidagiga ega bo ‘lamiz:

tx)

i
P« (f)=£ J letX~ 1- it U dFkn (x) +
4=11

X" +eiu-\-itx yiFkn(x).
K-1[*PE
V bob 4-8§ dagi (15) tengsizlik quyidagi bahoni olishga imkon
beradi:
A (0 =N&" " 3 X 2dFkn(x):

k=1\\<s k-\Lvb

£ 2D (V) 2 X2 {x]=

3 R T/ B VAL
e+r 11“7e E f x~dFkAX)-
V 0 Elisx
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Lindeberg shartiga ko‘ra
t2f1-7 £ it J X2dF%(*)> C-T'TJ, £>0
b kAWt

go'shiluvchining giymatini istalgan 8 >0 sondan kichik gilib olish
mumkin. s ning ixtiyoriyligidan foydalanib, uni shunday tanlaymizki,
natijada barcha $>0 va T, t<=[T,T] sonlar uchun

\p,, (N|< 28, (n>n0(r.8J))

tengsizlik oiinli boisin. Bu tengsizlik t ni giymatining har bir chekli
mtervalida tekis ravishda

limp,, (t)-0 9
munosabat oiinli ekanligini koisatadi.
(6)-(9) munosabatlardan, har gaysi oraligda tekis ravishda

IIj@ln/c.. (0: ri

ekanligi kelib chigadi.Teorema ishot boidi.

Lyapunov teoremasi. Agar {cn} tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi uchun shunday musbat 5 mavjud boiib, «->coda

I
'+Z Me -a, —»0 (Lyapunov sharti)
n k4

munosabat o'rmli boisa, u holda bu tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
uchun markaziy limit teorema oiinli boiadi.

Isboti. Lyapunov shartidan Lindeberg shartining oiinli ekanligi
kelib chigishiga ishonch hosil giiamiz. Hagigatan ham,

4 1 f (x-ak?dF,(x)<— < £ J (v-a,)"</K(vi<

" x~Oj.|>r \T”nf \x-ak\>TBn

2+S
- - N ©°
- 2 S2+ &:]_nllr’ a.r !
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1-mashg. 1-teorema Lindeberg teoremasining natijasi ekan-
ligini isbotlang.

2-ta’rif. tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo'lib,

ghi =—— k-\,n, n>1 bo'llsin, bu vyerda ak=MEK,
B\ = D(c, mAgar ixtiyoriy s >0 uchun

WU<PMEHKY £) - 2 ~>0 (10)

bo'lsa, Ekn tasodifiy miqdorlar hisobga olmasa ham bo'ladigan
darajada kichik (nolga tekis yaginlashadi) deyiladi.
Lindeberg sharti

A=1
tasodifiy migdorning tagsimoti un-"-ooda jV(0,1)—normal tagsimotga
intilishi uchun zaruriy shart emas. Bu fikmi quyida keltirilgan misol
tasdiglaydi.
5-inisol. 4i,,=tl,"h= = =0 bo'lsin. Bu yerda u-(0,1)
parametrli normal tagsimotga ega bo'lgan tasodifiy migdor bo'lsin. U
holda

W k,=0, =IA £b **U P(h<x)= Je'I!dt
k=1 Vk=1 V-i-7r -00
tengsizliklar o'rinli, ammo Lindeberg sharti bajarilmaydi.
Ammo, agar \
el / yO 0

yaginlashish bilan birga hisobga olmasa ham bo'ladigan darajada
kichiklik sharti bajarilsa, u holda Lindeberg sharti zaruriy shart bo'lib
goladi.

3-teorema. Agar bog'ligsiz tasodifiy migdorlar ketma-

ketligi (10) shartni ganoatlantirsa va har ganday xe' R uchun

bo'lsa, u holda Lindeberg sharti bajariladi.
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Isboli. Quyidagi tengsizliklarning o‘rinli ekanligini ko'rish
giyin emas:
\/bin)-\\ =\Meu -\\z N1 ~ - 1",(ar) +
\p4

CWASWN<rhI()A2 3 IFhI()+ |[1411-3,, () 21 (8> -) -,
LI -

(10) sharlga ko'ra, ixtiyoriy h /7uchun
[/«JO -1 0.

I Indchi'iy It'oii’maKinmn isbolluslula qo'llanilgan usuldan
loyiliilnitlb. ijuyiilnnmi lopami/:

L n <si— max )

Quyidagilai ham o'rinli

*1 o,V A

ver 579 n(x).
‘—

hn\urda ( (~v)=X jr (il' =M-

t=\, Vv

Demak,
Inf(§) g >t2i 2
muhosabatdan, /e R uchun nugtaviy ravishda

k=
va (m(x)tagsimot funksiya bo‘lgani uchun



va bu tengsizlik xd¢ O da qat’iy. Shuning uchun ham, agar r>0
bo'lsa, u holda

sup

bPE
bu yerda <Kr) >0. Demak, pt >r tengsizlikni ganoatlantiruvchi bar-
cha x lar uchun

Re >8(r)>0.

U holda

W\>Tn

Agar E(x) flinksiya O nuqgtani 1 ehtimol bilan gabul giluvchi
tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi, ya’ni

f,Uu>o0,
E(x)

bo'lsa, u holda
| 8(t)clE{x)=0

va Gn(x)"> E(x), bu esa Lindeberg sarti bajarilishiga ekvivalentdir.
Teorema isbotlandi.

2-8. Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligining
yaginlashish turlari

Matematik analiz kursida funksiyalar ketma-ketligining turli
yaqginlashishlari ko'riladi: tekis yaginlashish, deyarli barcha nugta-
larda yaginlashish, o'lchov bo'yicha yaginlashish, o'rta kvadratik
yaginlashish va boshqga shular kabi yaginlashishlar. Xuddi shu kabi,
ehtimollar nazariyasida ham (elementar hodisalar fazosida aniglangan
funksiyalar kabi garaladigan) tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun
va shu bilan bir gatorda tagsimot funksiyalar ketma-ketligi uchun ham
turli yaqginlashishlar ko'riladi.

Ushbu paragrafda tasodifiy migdorlaming turli yaqginlashishlari
ko'rilib, ular orasidagi bog'lanishlar o'rganiladi.
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Hit  elitiiuol bilan yaqinlashish  (deyarli muqarrar
MU IIHIINTis 7).
4 la’iil. (U,J4,P) ehtimollar fazosida aniglangan £ -£(ai) va

(v« « I} tasodilly miqgdorlar berilgan bo’lsin.
Agar
| Ii;IIi/Im«fn(o>) —<{Z(W3|S I
bo'Imt, w linldii Krimu killik 1 ehtimol bilan (deyarli
iniiqui ihi ) liiMidlliy inli|doi®ii yiiginlasliadi deyiladi va bnni
1 plil tL* i I *
e N
oiqull In Ijiiliiiiinli
& tedivenllil,. £H 1,/1 miinosahal o'rinli bo'lishi uchun.

IXIIVOLliy It <0 1l I
Inn /jon L): supli,,, (c0)-£ (co)>s 1=0
ny, { Trn J

bo’lishi zarur va
Isboti. Quyidagi tenglikni o'rinli ekanligini ko'rish giyin emas:

\on L), lim£,, (fo) =4 (co\=HU ,n{«G Q:|£,, (co)- ' (co\<\il.

lara/ gilamiz,
p\coe Q:limE, (co)* g{o )}=0 .
( M—xco j

tenglik o'rinli bo'lsin. Bu esa 0'z navbatida

’\|/|r||7|{|v|«)-£I/I>H}3:o

r=1/=1m-n
Icnglikka ekvivalent. Oxirgi tenglik esa, 0'z navbatida, ushbu:
ixtiyoriy r> 0 uchun

N
MME'”I;!H)K M M b o0

yoki ixtiyoriy r >0 uchun

ot
ImPyiNe . -:a M =0
"+ Vni-n ”
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ta’kidga ekvivalent. Oxirgi ta’kid esa: ixtiyoriy r >0 uchun

limP (sup gm- ¢ s ]JrA: @]

n>x  Vmen J
bilan teng kuchli. Bu esa ziddiyatga olib keladi. Yugorida aytil-
ganlarning hammasidan teoremaning isboti kelib chigadi.

AlLA2...lar A dan olingan hodisalar ketma-ketligi bo'lsin.

{A,ch.kj orgali Ar A2,...- hodisalardan cheksiz ko‘pi ro‘y berishini
ifodalovchi

P X X
Hnu, =limsup4 =n U 4
n n-1k-n

hodisani belgilaymiz.

Quyidagi Borel-Kantelli lemmasi ehtimollar nazariyasi va mate-
matik statistika kursining eng muhim va amaliyotda keng ko'lamli
tatbiglarga ega bo'lgan natijalaridan biri hisoblanadi. Bu lemma
{An,n> 1}- hodisalar ketma-ketligi limsupligining ehtimolini hisob-
lashga bag'ishlangan.

5-teorema. (Borel-Kantelli lemmasi). (Q,J3,P)- ehtimollar
fazosi va {f],} - hodisalar ketma-ketligi bo'lsin.

(@) agar *P (A ny<co bo‘lsa, uholda /Xlimsup An) =0,
>si

(b) agar ¥" P(An) gator uzoqglashsa (ya’ni y P (iJ =+*) va
n=\ n=\

{An} > - hodisalar ketma-ketligi bog'liqsiz bo'lsa, u holda
P(lim sup An) =1

Isboti. (a) Awvval limsup ¢ |J Ak Yk>\ munosabatning
ni=k
o'rinli ekanligini qayd etamiz. Demak, har ganday butun k > 1 uchun,
Bui tengsizligiga ko'ra

f co \ co

P (limsupZl,)<P| \J An p Z ) (11)
Vin=k J  m=k
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N /'(N1,,) gator ynginlashgani uchun uning goldig hadi nolga

mtlimit, yn’iu A w> dn >0. Shuning uchun ham (11) da

A »' deb, hi/ kutilgan nalijaga ega bo’lami/
4 Ity hi/ /'((immp ) | ekanligini ko'rsatamiz, bu yer

f I la'tllga ku'ia
IHim«ip 4,)" [Jnt -
WA
IMmpiiii *111117) ho’1ualll Nahahli, hi/ luu bn ii 1| uchun

0 (12)

rkanligim koMsatishimi/ yetarli. n>1 ni fiksirlaymiz. Har ganday
hagigiy \ uchun | ix<.e' tengsizlik o'rinli. Bundan foydalanib, har
ganday / <1 uchun {An} hodisalar ketma-ketligining bog‘ligsizligini
hisobga olsak,

J \ tir-n J né t n="
y P(Ai:) gator uzoglashgani uchun, j g da~ P(Am)->c.o.
=

lime ' =0 boigani sababli, j ni cheksizga intiltinb, biz (12) ni hosil

gilamiz. Teorema isbot boTdi.

1-izoh. (a) va (b) tasdiglar birgalikda Borel-Kantelli lemmasi
nomi bilan yuritiladi. Bu ikkala natija 1909, 1912-yillarda Borcl va
(1912-yilda Kantelli tomonidan isbotlangan).

Borel-Kantelli lemmasi ehtimollar nazariyasining (kuchli yaqin-
lashishlar bilan bogMiq bo'lgan) ko‘p masalalarida juda foydali, xusu-
san bu lemma kuchaytirilgan katta sonlar gonunlarini va takroriy loga-
rifm gonunlarini o‘rnatishda kerak bo‘ladi. Bu lemmaning birinchi
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gismi keng koiamli tatbiglarga ega, chunki undagi hodisalar ketma-
ketligi mutlag ixtiyoriy bo‘lib, bog'ligsizlikka hech ganday shart qo*-
yilmaydi. Shu bilan birga u ixtiyoriy o'lchovli fazolar va undagi ixti-
yoriy boshga (ehtimol o‘Ichovi bo‘lishi shart bo‘Imagan) oichovlar
uchun ham o'rinli, chunki (a) tasdigning isboti jarayonida ehtimol
o'lchovining monotonligi va y'arim ox—additivlik xossasigina ish-
latiladi, xolos.

Borel-Kantelli lemmasining (a) gismi o'lchovlar nazariyasidagi
monoton yaginlashishlar haqgidagi teoremaning nomanfiy hadli
gatorlarga tatbiqi natijasida kelib chigadigan xususiy holidan iborat:

(@) ning shartiga ko'ra,

va shuning uchun P - 0.

[ ]

Aslida, agar Vn> 1 uchun >0 va Y MgH<w bo'lsa, u

holda ¥ < qator 1 ehtimol bilan yaginlashishini ko'rsata olamiz

2-izoh. Borel-Kantelli lemmasining (a) gismiga teskari tasdigni
quyidagicha ta’riflashimiz mumkin: agar /’(limsup/lj =0 bo'lsa, u

holda P(A,) gator yaginlashadi. Bu esa 0'z navbatida ushbu: agar

N P(An)=m bo'lsa, u holda P(limsup An) >0 degan tasdigga ekvi-

valentdir. Borel-Kantelli lemmasining (b) gismi, agar bunga qo*-
shimcha ravishda An hodisalar ketma-ketligi bog'ligsiz bo'lsa, u hol-
da P(limsup”,) =1 ekanligini ko'rsatadi; shuning uchun ham (b)
tasdig (a) ning gisman teskarisi deb yuritiladi. Shu bilan birga, (a) tas-
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(ligning teskarisi (ya’ni (b) tasdig) uinumiy holda to‘g‘ri emas, buni
quyidagi misol yaqqol ko ‘rsatadi.

6-misol. Q =10,1, A - [0,1] oraligdagi Borel to'plamlarining
n-algcbrasi, P esa A - Lebeg o'lchovidan iborat bo'lsin.
| (0,1 In), V/?>1 hodisalar berilgan bo'lsin. (J holda An-10
ya’ni limsup An=0 va

Y P(A )=Y —=co, lekin P(limsup>4 )= 0.
n A7
Bu misolda Vw>m uchun An=(c,c +1/n) deb olsak, bu yerda

H;m >ﬁshartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy fiksirlangan butun son,

u holda 'YjP(An)=co va P(limsup4;) ehtimolning giymati [0,I]
«
oraligdagi ixtiyoriy son bolishi mumkinligini ko'ramiz.

1-natija. (0.4,P) ehtimollik fazosida {£n} tasodifiy miqgdorlar
ketma-ketligi va £ tasodifiy migdor aniglangan bo'lib,

ketina- ketlk en-10,n—» 00 shartni ganoatlantiruvchi musbat sonlar
ketma-ketligi bo'lsin. Agar

biVlsa, u holda

K 5 A
b,, =p

munosabat o'rinli.

Isboti. An={rye QJ<",-£[>£,,} bo'lsin. U holda Borel-
Kantelli lemmasiga ko'ra, P(Anch.k.)=0. bu esa deyarli barcha
roe Q natijalar uchun shunday N =N(co) topiladiki, n>N(co)
uchun [En(<y)-£(<y)|< en ekanligini bildiradi. Ammo 4 0 boigani
sababli, deyarli barcha roe Q lar uchun n—ro da £,,(to) —» £ («).
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Tasodifiy migdorlarning ehtimol bo'yicha yaqginlashishi

(44P) ehtimollik fazosida tasodifiy miqdorlar ketma-

ketligi va § tasodifiy migdor aniglangan bo'lsin.
5-ta’rif. Agar har ganday e >0 uchun

munosabat o'rinli bo'lsa, u holda {£,} tasodifiy miqgdorlar ketma-
ketligi g tasodifiy migdorga ehtimol bo‘yicha yaginlashadi deyiladi
va bu yaginlashish

> »->20 (yoki s, )

ko'rinishda belgilanadi.

Bu vyaqginlashish ehtimollar nazariyasida ko'p ishlatiladi.
Masalan katta sonlar gonunida (3-8 ga garang), limit tasodifiy migdor
£ o'zgarmas sondan iborat bo'ladi, ya’ni P(g c¢)=1 Analizda bu

yaginlashishni o'lchov bo'yicha yaqginlashish deb atashadi.
Endi ehtimol bo'yicha yaqinlashishning ba’zi asosiy xossalarini
keltiramiz.

1-xo0ssa. —n* >£ va /(x) funksiya R da aniglangan
uziuksiz funksiya bo'lsin. U holda /(£,)—— [/ (¢) munosabat
o'rinli.

Isboti. /(x) ning /? da uziuksiz bo'lgani uchun, Kantor

teoremasiga ko'ra u ixtiyoriy chegaralangan yopiq to'plamda tekis
uziuksiz bo'ladi. £>0 va c¢>0 ixtiyoriy musbat sonlar bo'lib,
S =S(£,¢) >0 shunday tanlanadiki, |x,|<c, jx —r2|<S tengsizliklar

bajarilganida
I/(x,)-1(x2)|<E
bo'ladi. Bundan
{1/(0-41)[}c W>c}+{|£,-£E[><5}
munosabat kelib chigadi. Demak,
P{V(!,)- (<) >£)< O |>c)+P(£,- £1>8). (13)
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tasodifiy migdorning £ tasodifiy migdorga ehtimol bo‘-
yicha yaginlashishidan, ixtiyoriy fiksirlangan %> 0 va ixtiyoriy y> 0
ik'liun shunday na=na(S) sonning mavjudligi kelib chigadiki, n>nn
ho'lganda
P(lb.,-ll>8)<y

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, (13) tengsizlikdan n >nu uchun

P(\f{*n)-f($)\>e)<P{\;\>e)+Y
kelib chigadi. Oxirgi tengsizlikda, y ning ixtiyoriy ekanligini hisobga
olsak,

I P ({MN")-Ad 8)<P(\$\>c).

Bu tengsizlikning o'ng tomonidagi miqdomi c¢ sonni tanlash
natijasida istalgancha kichik gilib olish mumkin ekanligidan

limP(|/(®1-/(~)]|> £)=0.
2-xossa {E[K\k = n >\} tasodifiy miqdorlaming m ta
ketma-ketligi bo'lsin. Agar £rkl—r*r %K) va f{xv...,xm) esa /T'da

aniglangan uzluksiz funksiya bo'lsa, u holda
ﬂ’hsﬁo P ., wed) )

bo'ladi.
Isboti. I-xossaning isboti kabi

p(l/("n,....cl)-/(N2.ilm)>H)<

tengsizlikdan kelib chigadi, bu yerda s >0,c>0 ixtiyoriy musbat
sonlar, 5>0 shunday tanlanganki, natijada, j.vj<c,...,|xm<c
va j§- ylj<<or..,\xm- ymj<5 shartlar bajarilganda

bo'ladi.
3-xossa. Agar cn— va birorta ¢>0 uchun

/’(jj j<c)=1bo'lsa, uholda
lim Mgr = Me.
=)
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Isboti. Avval P(|E|<c) =1 ekanligini ko‘rsatamiz. Hagigatan
ham, uziuksiz /(x) funksiya, /(.t) =0, agar |x|<cva/(x) >0, agar
|| > ¢ shartlami ganoatlantirsa, u holda P(f (En)=0)=1va 1-xossaga
ko'ra /(£,)- >/(4). Shuning uchun ham

P(\i;\<c) =P(f(g) =0) =1.

Ushbu
G- b|=]I,, ~1 1 +A"~AMAiSs) ~ S + 2¢,1 .\
Bundan, —>E munosabatga ko‘ra, ixtiyoriy 8 >0

uchun
lim|ME,n- ME I<8

tengsizlik kelib chigadi.

4-xossa. Agar E,— %™ % bo‘lsa u holda
bo‘ladi.

Isboti. 4-xo0ssaning isboti 4-teoremadan bevosita kelib chigadi.

Ixtiyoriy tasodifiy miqdor q uchun F (x) - P(ij <x) bo‘lsin.
Tagsimot funksiyalar uchun Kkiritilgan kuchsiz yaqginlashish tushun-
chasidan foydalanib quyidagi ta’rifni kiritamiz.

6-ta’rif. Agar /?—o0 da (x)=> (x) bo‘lsa, u holda {c,}
tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi E tasodifiy migdorga tagsimot
bo‘yicha yaginlashadi deyiladi. Bu yaginlashishni E,— >
ko'rinishda belgilanadi.

5-xossa. Agar tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi E tasodifiy
migdorga ehtimol bo‘yicha yaqinlashsa, bu ketma-ketlik E ga tagsimot
bo‘yicha ham yaginlashadi.

Keltirilgan teoremani >y dan En—~r->E kelib
chigadi” ko‘rinishida ifoda gilish mumkin.

Isboti. Aytaylik 7, =En-c va gn— " >E bo’lsin. U holda

Th— P >0 boiadi, ya’ni har ganday s >0 uchun
P({\rj 1>e})->0,w->00 (14)
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mwmtsabal o'rinli. Bn tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasini
/o) =P( <x})=PUgn<x\nH<E}) + P{En<x)\iyM>r)) (15)

ko'rinishda yozamiz. Agar FMx)~ P({" <x}) =F(x) dcsak, (13)
tenglikdan

/m;, (V)< P(je <x+ <+ PQHN>8}) =F(x + «)+ /3(|II7,[><:}) (16)
lengsizlikni olish mumkin. Endi (14) munosabatni hisobga olib, (14)

Icngsizlikda oldin n—00, so‘ng e —0 deb hisoblab, F(x) funk-
siyaning uziuksiz x nuqtalari uchim

'!Lrg Fr{x) <F(x)
lengsizlikni yoza olamiz. (15) va (16) munosabatlarda £ va  taso-
diliy migdorlaming o‘rinlarini almashtirib,

F(x)>P({"<x +£})+P({In.j>£})
lengsizlikni hosil gilamiz. Bu yerda x ni x +e bilan almashtirsak,
F.(X) >F (x-e) - P({\n,\>£})

bo'ladi va bundan F(x) tagsimot funksiyaning hamma uziuksiz x
nugtalari uchun

|I_I.’E FJx) >F(x)

tengsizlikning o'rinli ekanligi kelib chigadi. Demak, F(x) ning
uziuksiz x nugtalari uchun n->cc da Fn(x) -> F(x), ya’ni

3-izoh. Tagsimot bo‘yicha yaginlashishdan tasodifiy migdor-

laming ehtimol bo‘yicha yaginlashishi kelib chigmaydi. Buni  va £2
d
tasodifiy migdorlar uchun Fc(x)-F~(x), ya’ni £,=£2 bo'lsa, £

bo'lishi mumkinligi ko‘rsatadi (boshgacha aytganda bir xil tagsim-
langan har xil tasodifiy migdorlar mavjud). Masalan tasodifiy

miqgdor -1 va 1 giymatlarni 1/2 va 1/2 ehtimollar bilan gabul gilsin va

=£, bo'lsin. U holda =c2 Endi t&i=<i> 4z« ~42 deb olsak,
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0‘z-o0‘zidan  koiinadiki, ketma-ketlik ——> ma’noda
yaginlashadi, ——> ma'noda esa yaginlashmaydi.

Lekin limit tasodifiy miqdor £ o‘zgarmas bo‘)sa, bu yagin-
lashishlar ekvivalent bo‘lar ekan. Bu tasdiq quyidagi xossadan kelib
chigadi.

6-xossa. Agar £En—m  >£ boiib, gandaydir ce R uchun,

P{£ =c}) =1 boisa, >0.

Isboti. Hagigatan ham, Bn—-—>£ bo'lib, PA{*=c}) -\
boisin. 0 ‘zgarmas c sonini 0 deb hisoblash mumkin. U holda har
gandav s > 0 uchun n —o0 da

F,.(+e) =FHK(+e)*L F ,, (-e)-"0.

Bundan,
P{{\S,,\>e}) =\-F,,{e) +Fn{-s)
tenglikni hisobga olib, ~—>0 ekanligiga ishonch hosil giiamiz.
r-tartibli o ‘rtacha yaginlushish.
(4.4P) ehtimollik fazosida tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi va £ tasodifiy migdor aniglangan boisin.
7-ta’rif. Agar
(<->0)
boisa, u holda - tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi t, tasodifiy
migdorga r —tartibli o ‘rtacha yaqinlashadi deyiladi va
P h

orgali ifodalanadi. r =2 bo'lgan xususiy holda /--tartibli o'rtacha
yaginlashish o'rta kvadratik yaginlushish deb ataladi.

7-xossa. Agar cp-——--" b o i sa, uholda
Fsboti. Chebishev tengsizligidan kelib chigadi:
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N-xossa. Agar [Eﬁ,————ni‘KC— >f£ bo‘lsa, u holda

Isboti. £,-—" b o ‘lsa uholda

m|~r-c|<(m]4 -c2)12

tengsizlikga ko'ra N —>| yoki M b, ~S|— >0 boiadi.
I ndi

Mg,, =M(£a- 4 +| )= ME + M(£,, - £)
tenglikdan

IMC,, - ME|=\M{$,, -£)|< AJIE,
kelib chigadi. Demak, A/En— mamA/g. Birinchi tasdiq isbot boidi.
F.ndi ikkinchi tasdigni isbotlaymiz. (a+#)2<2(a2+”:) teng-

M/.likdan

r=ler(r-m]2<e[r + (M)
kelib chigadi. Demak,

IME; - Me2l=\M(En- 1)(£, +1)|<

<[m(c,~M)2]22[m (~+c):T2<
<[m(E,-r)2]112[2M(42+72)]'2<

<[M(£,-") 21 R[SMT2+4M (£, -|)2f .
Bundan
INE2- ME2k----—---->0  voKi MEWZ---;:::-->M$2
kelib chigadi. 8-xo0ssa isbot boidi.

3-8. Katta sonlar gonuni

Ushbu paragrafda n ta tasodifiy migdorlar o‘rta arifmctigining
» —>m dagi limit holati o‘rganiladi. Keltirilgan natijalar yaginlashish
turlariga, ehtimol bo'yicha vyaqinlashish yoki deyarli mugarrar
yaqginlashishga bog'liq ravishda ikki gismga ajratilgan.
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1. Katta sonlar qonuni (KSQ).
(L 4 P) - ixtiyoriy ehtimollar fazosida [gn,ne iV} tasodifiy

miqdorlar ketma-ketligi berilgan bo‘Isin.

8-ta’rif. Agar
+ AJE, +... + Mgn
B\ ! o o (17)
n n
ya’ni ixtiyoriy e > 0uchun
P > § - >0

n n
bo'lsa, u holda [gn}ne N tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi katta

sonlar gonuniga bo'ysunadi deyiladi.
6-teorema. {%,ne N] tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi katta

sonlar gonuniga bo'ysunishi uchun

(" V
[Z ([,-M ™)
e I, >0 (18),
"2+l Y . Ak~ Mbk
iy )

shartning bajarilishi zarur va yetarli.
Isboti. Zarurligi. Belgilash kiritamiz:

nn=\-b($k- L K,

(17) shart bajarilsin, ya’ni ijri------ >0 munosabat o'rinli bo'lsin.
U holda ixtiyoriy s >0 uchun
2 2 2
. +M/In_ | < +MI_ ., =
Hijl wm (W-*/ I+ {I"N}

= g2+ P(|?7n]>9g) -->c ?.

bundan (18) munosabat kelib chigadi.
Yetarliligi. (18) shart o'rinli, ya’ni
2

bo'lsin. U holda
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e" s i,7PE S~ xHlil
I'cnrcma isbotlandi.
7-teorema (Markov teoremasi). Agar

—D ----—- — >0 (19)

bo'lsa, u holda {£n,ne N} tasodifiy migdorlar ketma-ketligi kalla
sonlar gonuniga bo'ysunadi.

Isboti. Bu teorema 6-teoremaning natijasidan iborat. llagiqutan
ham

, (n o, (r, f | itk-wk)
D\II* =- bl I o - !_

Aoy V' y 2y LGeNIR;
bo'lgani sababli, (19) munosabatga ko'ra, (18) shartning o'rinli
ekanligi kelib chigadi.

8-teorema (Chebishev). tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi bog'ligsiz va ixtiyoriy > -1.2,... sonlar uchun DEn<C shartni
ganoatlantiruvchi C>0 o'zgarmas son mavjud bo'lsin. U holda

e N tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi katta sOnlar gonuniga
bo'ysunadi.

Teoremaning isboti. Chebishev tengsizligidan bevosita kelib
chigadi: s - ixtiyoriy musbat son bo'lsin. U holda

M+, +M{,, >g)<

_ DEA+.4+$, M Cn ”
eh2 ~sh2
4-izoli. 8-teorema o'rinli bo'lishi uchun



shart bajarilishi yetarli. Agar

im —Di#=0
-»co U
boisa, bu shart bajariladi. chunki Shtolslteoremasiga asosan
limAr~ DEK = lim—; = lim =0.
»Dn~ /7> n~—(w—1)* =0 2/7—

1-mashqg. 3-teorema 6-teoremaning natijasi ekanligini isbot-
lang.

9-teorema (Xinchin teoremasi). {£n,we bogiigsiz bir xil
tagsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi boiib, MEn-a< oo
boisin. U holda ular katta sonlar gonuniga bo‘ysunadi, ya’ni

y +emmf, p >a (20)
n n—>co
Isboti. Teoremani xarakteristik funksiyala_F_meg)di yordamida
iri !
isbotlaymiz. Shu magsadda =~ =%n-a, Sn= _77 belgilashlar

kiritamiz. U holda MEn=0,neA"' va xarakteristik funksiyalarning
xossasiga ko‘ra (IV bob, 4-8§, (14) fonnula) fF(l) = 1+ n(t),n-> .
Shu bilan birga (20) shart

Smr"'Z.;:o_>O (21/)
shartga ekvivalent ekanligi ravshan. Quyidagi tengliklar oiinli:

Ac=Mae=N4(;)=(>-1W)"

- PiE, ~0)=1 shartni ganoatlantiruvchi tasodifiy
boisin. U holda ft(t) =f(t)= \ boiadi. Bundan teskari limit teore-
maga ko‘ra, =>£ , oxirgi munosabatdan esa 6-xossaga ko‘ra
Xinchin teoremasining isboti kelib chigadi.

4-§. Kuchaytirilgan katta sonlar gonuni
9-ta’rif. (4 A P) - ixtiyoriy ehtimollar fazosida Wt

tasodifiy migdorlar ketma-ketligi berilgan boisin. Agar w—» o da
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>0

bo'lsa, u holda {|)},ne N tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi ktichayfi-
rilgan katta sonlar gonuniga bo‘sunadi deyiladi.

10-teorema (Gayek-Rens tengsizligi). Agar ... £, 000
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bog'ligsiz, Mgk=ak,DEk-(t',
Nn-12,... va CVC2...- manfiy bo'Imagan sonlarning o‘smaydigan

ketma-ketligi bo'lsa, u holda ixtiyoriy e >0 va barcha m,ne N,m< n

sonlar uchun
K

( i1
P\ max ck A o '
}mtﬁm /‘E'-‘l >E JIM e \E A=1 Tk:Ir_nLi\ )
tengsizlik o'rinli.
Isboti. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
Sk=t & -« .) =t s;(cl-cl,)+sic;.
=ik k=m

N tasodifiy miqdorning matematik kutilmasini hisoblab, uni
qulay shaklga keltiramiz:

m =1 (cl- CI)MSI+CIMSI. 't _Cly+C A -
k=m k~n i
1nl

1 ta'(cl-ch)+clzx°l =
[—k-m i=m+\k=i /1

E<ri(c;-c;)+c;pr =
i=mt 1

c;lnr, 2+ v <G
i=1 i—Ar
Qandaydir s >0 uchun quyidagi hodisalarni garaymiz:

4={fIG Q:Ct|5*(<a)|l<e, m<k<i-1C,S,(«)|>s} i-m,n,
A:i=m,n hodisalar birgalikda bo'Imagan hodisalar bo'lgani

sababli
f / n
max Ck >8 =
| m<k<n H v J



Agar

n

mii >E2X m )
i—m
ekanligini ko'rsatsak, teorema isbotlanadi. Ko‘rish mumkinki,

Mn>Myx1A=+Muln,

i=m i=m
MnlA =X\ (cl-CI+)MSII4+C:MSIIA.
k=m

MSKI A =M(Sk-S i+S,.y |A>ms]IA+2M(Sk- S,)S,IA=

=Ms? u +2M(S*- bl W, n =Msf]A= = 4 m ) e

1-natija (Kolmogorov tengsizligi). Agar bogiigsiz tasodifiy
migdorlar ketma-ketligi £,,]2,....Ewn,... chekli matematik kutilma
hamda chekli dispersiyaga ega bo‘lsa, u holda

P\ max—X " ,-m")>E y\E}Z<.
1\<k<nKi:i Al

Isboti. Gayek-Reni tengsizligida C\ =— deb olsak, 2-natija-

ning isboti kelib chigadi.
Kolmogorov tengsizligini
A K \ 1
max N ,-M ~)>e
AN = / e =
ko'rinishda gayta ifodalash mumkin.
11-teorema. Agar £,£2,...b o giiqsiz tasodifiy migdorlar

2

boiib, M~ n=0,lLLn=a] va X ~~<0° boisa, u holda

S|+2+-+bn
n n—o
munosabat o‘rinli, ya'ni bu ketma-ketlik uchun kuchaytirilgan katta
sonlar gonuni oiinli.
Isboti. Sn=£ ,+£, +..+£, boisin. U holda
Wb,

7 rthoo
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bo'lishi uchun, ixtiyoriy7€>0 uchun
P >£ ->0 (22)
iniiit_hnjarilishi zarur va yetarlidir. Quyidagi
A ={ maxT >£

lutilisiini Kitiliimi/ U holda (22) yaqginlashish

! ->0
\t~\
mimnmtliiilfit i K\i\«llcnl Kolmogorov Icngsizligiga ko‘ra
HAB) I llUX i [/’ max I.V,I>e2/A
v 3 4nHt Y 4n\2'
2\
A max IV 1>i:2" 1k 4-TX -)
K A% T
SO
V /-(N)- 4,;-2Y 2 Y r»
Al A-1 ol nl h2&)
|5 (2Y)
lnmki Y 2-A<2-2¢

4
Bundan  P(AKk) gatorning yaginlashishi kelib chigadi. Demak,

A=l

- ->0
W <3an)

va bu esa (6) munosabatga ekvivalentdir. Teorema isbot bo'ldi.
1-lemma. £ tasodifiy migdorning matematik kutilmasi chekli

bo'lishi uchun

>n\<

bo'lishi zarur va yetarli.
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Isboti. ME matematik kutilmaning chekliligidan M]cj<co

kelib chigadi va aksincha. Quyidagi
® ® 0)

MNu-1<| <} + XI'= K{n-I<iNl»} ~IL.nhn-\ _<,)e

n-1 /7=1

tengsizlik o‘rinli bo‘lgani sababli,

X(n-Dp(«-1<k]<n)<m|r|<£«p(/7-1<™]|<n) (23)

ammo

X "P(»- 1< JEj< n)= X P{\%\>n)<l ++P (\t\> n), (24)

77=1 17=0 /7=1

A (Ar—\)P[n—l< |<n)=X«P(n —1< < w)—

-/>(Isl >0)=X~(|b|>")- (25)

/7=1

(23) - (25) munosabatlardan
JAPOANSN)<MAEN<\ +jAP{"\>n),

bundan esa lemmaning isboti kelib chigadi.
12-teorema (Kolmogorov teoremasi). {£,,we N} bog'ligsiz

bir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar ketma-ketligi bo‘lsin. Ku-
chaytirilgan katta sonlar gonuni o‘rinli bo‘lishi uchun, ya'ni

0

¥i ~n n—m
n k=1

bo‘lishi uchun tasodifiy migdorlar chekli M~k=a,keN mate-

matik kutilmaga ega bo'‘lishi zarur va yetarli.
Isboti. Yetarliligi. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz.
funksiya har gaysi n uchun Borel funksiyasi bo‘lgani

sababli Ex...En,.. bog'ligsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligidan
iborat. Sn=£, +...+Ht bo‘lsin. U holda



tenglik oiinli. Teorema shartining yetarliligini isbotlash uchun har
uchala go‘shiluvchi ham nolga 1 ehtimol bilan yaqinlashishini ko'rsa-
tamiz. Uchinchi had uchun

ammo
N=p *> >
U holda Shtols teoremasidan J;"---—---->0.
An={],, *4n} hodisa kiritamiz. U holda, MEn<am boigani

sababli, avvalgi lemmaga ko‘ra, har bir n uchun
® ® ©

I pw =1 n\sn\>w) =S p(% [>«) <00+

/7=1

So‘ngra
Z/co00 n © \ ()

0<P(A%) =P ft U 4 v ImP. WA 5 Tl P(AT =0

boigani sababli P(A*) =0, ya’'ni chekli sondagi n uchun gn”~£n.
Demak,

Endi
jn _ S,~0A, et g
2~ n "X

munosabatning oiinli ekanligini ko'rsatamiz. Boning uchun, kuchay-
tirilgan katta sonlar qonuni bajarilishining yetarlilik shartini beruvchi
11- teoremadan foydalanamiz. Buning uchun

R \Y)

n=l n

ekanligini isbotlaymiz.
Df,, <Mf2<V A2P(A- I<|E </
*=
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tengsizliklar o‘rinli bo‘lgani sababli

® rp ® " r2 X ,
M n A*=l w /A »* N
Ushbu

Z 4s)4 va £ £ < i+
ek n SEM K K K

tengsizliklar o'rinli bo‘lgani sababli,

X T k2 R - 1<) 1 X DP(A-1 <111
k=||r1~<]4:1 k~1:|a(K <1 <K)<|<F|(K+)( <M<kK)<

<2+£ (A- 1)PA'- 1I<|f]<A)<2+ M]|"]|< oo

Zarurligi. Agar

#%11;* >0

fn M-l A NQ

non 4 e
ya'ni, 1 ehtimol bilan

bo‘lsa, u holda

jcoe Q:

hodisalardan fagat cheklitasi ro‘y beradi.
'z N>7)="L \>n)<<
2P (\EN>T) ;| L p{d\>n)
ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qgilaylik,
XX IH -
B orgali l(i‘f@eflz - >1a hodisalardan cheksiz ko'pi bajarili-

shini bildiruvchi tasodifiy hodisani belgilaymiz va £k tasodifiy mig-
dorlarning bog‘ligsizligidan foydalanib, quyidagilarga ega bo‘lamiz:

P(B*)= limp( Q firi> 111=1- lim p[ fj \"A<
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Demak, B, <. Teorema isbot boidi.

2-natija. (Borel teoremasi). Yutugning ehtimoli p boigan
Bernulli sxemasi bo'yicha otkazilayotgan n ta tajribada yutuglar soni
unuchun kuchaytirilgan katta sonlar qonuni oiinli, ya’ni

T - .Q
n ‘>

7-misol. Bernshteyn polinomlari. Katta sonlar gonuni, mate-
matik analiz kursidan bizga ma’lum boigan uzluksiz funksiya ko‘p-
hadlar orqgali tekis yaqinlashishi hagidagi Veyershtrass teoremasini
isbotlashda ishlatiladi. Har bir tajribada “yutuq” chigish hodisasining
ehtimoli x, garama-garshi hodisaning ehtimoli [1-x, (0<x<lI)
boigan bogiigsiz tajribalar oikazilayotgan boiib, esa n ta taj-
ribada chiggan “yutuq’iar soni fe Cj0lj boisin. U holda

P(jun=k) = Chxk(\-x)nk
tenglik oiinli boigani sababli

B,,(X) = Mf@ﬂ) =A£FO/&’;]}CA<* (L- vV)-A(26)

BNXx) ko‘phad fix) funksiya uchun Bernshteyn polinomi deb
ataladi. Bernulli teoremasiga ko‘ra
fn - "X

U holda

munosabatning o'rinli ekanligini ko‘rish mumkin.

Bernshteyn teoremasi. (26) formula orqgali aniglangan
[Bn(x),ne N} ko‘phadlar ketma-ketligi [0,I]] oraligda aniglangan
uzluksiz fix) funksiyaga tekis yaginlashadi.



Isboti. / funksiya [O,I] oraligda uzluksiz bo‘lgani sababli u
[0,1] oraligda tekis uzluksiz bo‘ladi, ya'ni ixtiyoriy e >0 uchun shun-
day 5(e) son topiladiki, [ic- x2\<5(s) tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha x} va x2 sonlar uchun

|/ (*)-/7(*2)] <!
boiadi. f(x) funksiya [0,I] oraligda chegaralangan boigani uchun,
shunday o‘zgarmas son c topiladiki, uning uchun f(x)<c tengsizlik
oiinli boiadi. Ushbu

+C*xk(\-x)"-k=1

k=0
binom formulasi o'rinli. Bunga ko'ra

va demak,
Clxk{\-x) k<
k=0
< _]/'f mfix) Co(l - )"~k +
Ak v
+ o /- -1 (%) Chxk(\-x)"-k <
K Jatf
>5
k:mxré

Chebishev tengsizligidan
|) Hj1)

—x>d < ) _ -t(l-x)

kelib chigadi, chunki 0 <x <1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha r

sonlar uchun x(I - x) <  N(S) soni
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1 E

4N{5)52 ' 2
lengsizlikni ganoatlantimvchi natural son bo'lsin. U holda ixtiyoriy
ve[0,l] uchun

15,(x) -/ (.y)l<r1-
tengsizlik o‘rinli. Shuni isbotlash talab gilingan edi.
8-misol. Monte-Karlo metodi. Bizdan, qandaydir uziuksiz

#(*) funksiya uchun
I
\g(x)dx
0

integralni hisoblash talab qilinayotgan bo‘lsin. N} [0;]]

oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy migdorlar ketma-ketligi bo‘Isin.
1! holda

+co

Mg{%,) = | g(x)p&(x)dx = \g(X)dX

-
va kuchaytirilgan katta sonlar gonuniga asosan, 1 ehtimol bilan
g(4i)+"+gf4,) >Mg (M) = \g{x)dx

deb ta’kidlashimiz mumkin.
!
Shunday qilib, Jg(x)dx integralni taqgribiy hisoblash algorit-
0

mini keltirib chigarish uchun katta sonlar gonuni nazariy asos vazifa-
sini bajaradi.

V BOBGA DOIR MASALALAR

1. - bog'ligsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
bo‘lib, MEn=0, ne N bo‘lsin. Agar c- 1uchun

YM - <00

17=1

bo' Isa, u holda ¥ 'c,, qator bir ehtimol bilan yaginlashishini isbotlang,
H
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2. [Fn(x)),ne N -tasodifiy funksiyalar ketma-ketligi uzluksiz
tasodifiy migdorga sust yaginlashsin. U holda bu yaginlashish tekis
yaginlashish ekanligi isbotlansin.

3. - bog'ligsiz normal tagsimlangan tasodifiy miq-

dorlar ketma-ketligi bo'lib. LLL k=0. k&a N, =1 D"k=2k=2, K >2
bo'lsin. Bu holda Lindeberg sharti bajarilmaydi, ammo markaziy limit
teorema o‘rinli ekanligi isbotlansin.
4. Agar bogiigsiz tasodifiy migdorlar ketma-ket-
ligi boisa, u holda
lim va lim|n

nyr

tasodifiy migdorlar xos ekanligini isbotlang.

5. bogiigsiz, bir xil tagsimlangan tasodifiy mig-
dorlar ketma-ketligi boiib, =0, M],2=1boisin. U holda
max<.4 =,.m—=( =>0,n —m
[I:)"l .’ﬂ/VI J(
munosabatning oiinli ekanligini isbotlang.

6. bogiigsiz bir xi! tagsimlangan tasodifiy migdor-
lar ketma-ketligi boisin. Agar DEn chekli boisa va fagat shundagina
A, hodisalardan cheklitasi 1 ehtimol bilan ro’y berishi
isbotlansin.

7. bogiigsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi

boiib, P(£, :1):? ne N, P{E =0)=1 . boisin. Bu ketma- ket-

lik r> 0 tartibli oitacha ma’noda yaginlashib. 1 ehtimol bilan yagin-
lashmasligi isbotlansin.
8. bogiigsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi

boiib, :/72/r):%,r>0,ne N,P(£,,:0):1—II boisin. Bu

ketma-ketlik ehtimol bo‘yicha yaqginlashib, r >0 tartibli o‘rtacha
ma’noda yaginlashmasligini koisating.
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9. Sn=/2"exp{-«~}, ne Mr bo‘lsin, bu yerda £ ko'‘rsatkichli
tagsimotga ega. U holda barcha nuqtalarda n—m da bo'lib,
N/£k nolga yaginlashmasligini ko'rsating.

10.%n=anri, bu yerda {an,ne N} vyaqginlashuvchi sonli

ketma-ketlik, M if = 00,r>0 boisin. {*(},ne N tasodifiy migdorlar
ketma-ketligi 1 ehtimollik bilan yaqginlashib, r tartibli o'rtacha ma’no-
da yaginlashmasligini isbotlang.

11. —bog'ligsiz, bir xil tagsimlangan tasodifiy mig-
dorlar ketma-ketligi bo'lib, M;, =0,M£2=1 va I bo'lsin.

H

Bu ketma-ketlik sust yaqinlashib, o'rta kvadratik ma’noda yaqinlash-
masligini isbotlang.

12. £ — N>0 parametrli Puasson tagsimotiga ega bo'lsa,

vH
ketma-ketlikning A-» °c dagi sust limitini toping.
13. - ketma-ketlik katta sonlar qonuniga bo'ysinadi.
U holda Ne i,~ ketma-ketlik katta sonlar qonuniga bo'ysunishi
shartmi?
14. £ j , - bog'ligsiz, bir xil tagsimlangan tasodifiy miq-
dorlar ketma-ketligi bo'lib, Sn= %4 Brn=— K%, = bo'lsin.
=1 - n
Quyida keltirilgan tagsimotlar uchun ,qn,%n - tasodifiy migdorlar

ketma-ketliklarining n->x dagi sust limitlari topilsin.
a) binomial tagsimot;
b) Puasson tagsimoti;
c¢) [a,b] oraligda tekis tagsimot;
d) normal tagsimot;
e) Koshi tagsimoti.
15. [0,]] oraligdan tasodifiy ravishda £ nuqgta tanlanadi va uni

o'nlik kasrga 4 yoyiladi. JX(4)+ w+ ], (4) vyig'indi
/= 10
munosib normalangach, n-—spga da normal tasolifiy miqdorga sust

intilishi isbotlansin.
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V1 BOB. TASODIFIY JARAYONLAR

Ehtimollar nazariyasi kursini oiganish jarayonida ko'z o'ngi-
mizdan o'tadigan tasodifiy obyektlar borgan sari murakkablashib
boradi. Eng avval bular tasodifiy hodisalar bo'lib, ulami 0 va 1 qgiy-
matlarni gabul giluvchi indikatorlar bilan o'zaro bir giymatli akslan-
tirish mumkin. So'ngra (hagiqiy giymatli) tasodifiy migdorlar o'rgani-
lib, ulardan so'ng chekli o'lchovli tasodifiy vektorlar ko'z o'ngimizda
namoyon bo'ladi. Nihoyat, limit teoremalami o'rganishda tasodifiy
migdorlar ketma-ketligi bilan ish olib borishga to'g'ri keladi.

Shunday qilib, ehtimollar nazariyasida bitta yoki bir nechta
tasodifiy miqgdorlami o'rganishdan tashgari cheksiz ko'p sonclagi
tasodifiy miqgdorlami o'rganishga amaliy ehtiyojlar tug'iladi va bu
masalalarni tadgiq etish tasodifiy jarayonlar nazariyasini tasbkil giladi.
Tasodifiy jarayonlar nazariyasi ehtimollar nazariyasining nisbatan
yosh yo'nalishlaridan iborat bo'lib. u fizika, texnika, moliyaviy mate-
matika va tabiiy fanlarning boshga turli tarmogqlarida muhum go'lla-
nishlarga ega. Yuqorida qayd etilgan fanlarning talablari garalayotgan
nazariyaning oxirgi o'n yilliklar davomida keskin rivojlanishiga sabab
bo'ldi.

Ushbu bobda tasodifiy jarayonlar nazariyasining asoslari bayon
etiladi.

I1-§. Tasodifiy jarayonlar nazariyasining asosiy
tushunchalari

Oldingi boblarda biz tasodifiy migdorlaming bitta ehtimollar
fazosida aniglangan chekli yoki sanoqli sinflarini ko'rgan edik. Ushbu
paragrafda tasodifiy migdorlar sinfi kontinual (kontinum quwatli)
bo'lishi ham mumkin bo'lgan hoi o'rganiladi.

(4 A P) ehtimollar fazosi berilgan bo'lsin. frs)- o'lchovli
fazo bo'lsin, bu yerda X ixtiyoriy to'plam, 'H esa X to'plamning
gism to'plamlaridan tashkil topgan cr-algebra.
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1-ta’rif. g =4 (0j) :Q —N bo'lsin.
Agar ixtiyoriy Be ¥? uchun
4-\B) ={co:4((0o)e B}len (,
boisa, u holda f =f to) funksiyaga N dan qiy,,,atlar bl qiluvchl
tasodifiy element, yo'ki K -g.t.m. deyiladi.
Asar K- R va 1= B(R ) - Borel to’ ?Iah(larmmg cr-aligeb-
rasidan iborat bo'lsa, u holda E=£(co) funksns,a tasod

bo'ladi.
2-ta’'rif. Tgandaydir to'plam bo'lsin. te T

bo'lgan K -giymatli tasodifiy miqgdorlar oilasig™ ~soifiyMunks™ya

ifiy mlqéior

te T parametrga bog'lig bo'lgan tasodi% LUnbl  odat(ja
{4(t),teT} orqali belgilanadi. Te#i bo'lb, r parametrni vaqt
deb talgin gilinsa, u holda {~t\te T} tasodifiy

jarayon deb ataladi.

1-misol. Bundan oldingi paragraf J = (It rtc Tei ko™

rilgan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi k0‘nnishga ega bo4_
gan tasodifiy jarayondan iborat. S,S2.. keitr*”~” hagida ham

bunday fikmi aytish mumkin, bu vyerda 5 +
r=2={.,-101,..} bo'lgan bunday jarayoni®. ~ d i skre,
vaqtli tasodlflyjarayonlar yoki tasodifiy ketma-kp

-mlsol ,&gar i Blrorta sonli mterval bib,,
n ustma-ust tushsa,
yam T\lz_a b\ \(/co<a<b<co, yokl 0<&

<b<-co) bo Isa,
Vo I ’
\Z(t),teT\ tasodifiy migdorlar oilasi uzluksi- b4qth tasodifiyjura-

yo,, deyiladi. , parametrni vaq. deb talgm qilish ,, ”
tasodifiy jarayon tushunchasini yuzaga keltin>
san tabuy . nazanv

masalalarnmg ko pchiligida / parametr vaqtdan, njn " j rnati t
momentdagi kuzatuvnlng natua5|dan iborat bo'ly
vujudga kelgan.

Masalan, gaz molekulasining vaqtga ,,isb”™ ~ n
havza5|dag| suvnmg sathi, samolyot ganotining 1.,
shu kabljarayonl’arm tasodl{lyjarayon Yeb qarash%?
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(/) =X%sin/rr, te [0,27t]
k02

tasodifiy funksiya tasodifiy jarayondan iborat, bu yerda ck—e'zaro

bog'ligsiz va bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlardan iborat.
3-ta’rif. t0e T- fiksirlangan moment bo'lsin. +0(co) ="(t0,co)

tasodifiy migdor tasodifiy jarayonning e T nuqtadagi kesimi deyi-
ladi.

4-ta'rif. Agar g(t,(o) ixtiyoriy /e T uchun haqiqiy (kornpleks)
giymatli tasodifiy migdor bo'lsa (ya’'ni N=R' (X=C), bu yerda
C —kompleks tekislik), u holda £(/) haqiqiy (kompleks) tasodifiy
jarayon deyiladi.

5-ta'rif. [E(/), /el'] tasodifiy jarayonni ko'raylik. Ixtiyoriy
fiksirlangan uchun %m(t) =£(t,co0),t& T funksiya jarayon-
ning o, elementar hodisaga mos kelgan trayektoriyasi deyiladi.

Trayektoriyalar realizatsiyalar yoki tanlanma funksiyalar deb ham
ataladi. Demak, bu holda tasodifiy migdorning giymatlari sifatida t ga
bog'liq funksiyalar yuzaga keladi.

6-ta’'rif. Agarjarayonning trayektoriyalari har bir ts T nuqtada
o'ngdan uzluksiz va chapdan chekli limitga ega bo'lsa, u holda £(t)

regulyar tasodifiyjarayon deyiladi.

Endi yugorida keltirilgan ta'riflarni izohlovchi bir nechta
misollar ko'ramiz.

3-misol. £(!) tasodifiy funksiya

4(t) =tX, /e [0,1]

formula orgali aniglangan bo'lsin, bu yerda X -[0,I] oraligda tekis
tagsimlangan tasodifiy migdor. %(t) tasodifiy funksiyaning kesim-
larini va trayektoriyalarini tavsiflang.

Yechimi. Fiksirlangan Z,efOj] nuqta uchun £ (co)=t"X((0)-[0,7]
oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy migdordan iborat. E(t) tasodifiy
funksiyaning trayektoriyalari £ (t) funksiyalar (0,0) nugtadan chi-

quvchi burchak koeffitsiyentlari X(@>0) bo'lgan to'g'ri chiziglar. q(t)
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tasodifiy funksiya regulyar, chunki uning barcha trayektoriyalari
u/luksiz.

4-misol. T =[0,00),£(/) tasodifiy jarayon quyidagi

| (t) =nn,te [n,n+\), «=0,1,...

formula orqali berilgan, bu yerda {unn=0,12...}- chekli tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi. g(t) tasodifiy jarayonning trayektoriyalarini
loping. Bu jarayon regulyarmi?

Yechimi. {*(/), te T\ jarayonning trayektoriyalari bo'lakli
o'zgarmas funksiyalardan iborat bo'lib, ular t =n =0,1,2,... nugtalarda

uzilishga ega. Ta'rifga ko'ra bu funksiyalar o'ngdan uzluksiz va
cliapdan barcha co&D. larda

tin

limitga ega. Shartga ko'ra, P\ j<°}=1 bo'lgani sababli bu
jarayon regulyar.

7-ta’'rif. {u(/), /£ rj tasodifiy jarayon va n>1 lar uchun
tl,t2,...,tns [ -chekli vaqgt momentlari guruhi bo'lsin. (£(/)),...,] (rn))
tasodifiy vektorning tagsimoti g(t) jarayonning n o'lchovli tagsi-
moti deyiladi. Turli « =1,2,... va mumkin bo'lgan barcha tte T vaqt
momentlari uchun aniglangan tagsimotlar sinfiga <g tasodifiy
jarayonning chekli o'Ichovli tagsimotlar: deyiladi.

n orqali q(t) tasodifiy jarayonning trayektoriyalari joylashgan
K ={x(t),te T} funksiyalar fazosini belgilaymiz. So'ngra orgali
ts fazoning ixtiyoriy «e N, ixtiyoriy tl,t2,....tne T va ixtiyoriy
B),B,,...,.BnBorel to'plamlari uchun

C ={.ve K :x{tx)e S, ,...,x(t,, )e Bn) 2

ko'rinishidagi barcha gism to'plamlari yaratgan cr-algebrani belgi-
laymiz. (2) ko'rinishidagi to'plamlar silindrik to'plamlar deyiladi.

I(/) tasodifiy jarayonni o'lchovli fazoni )
o'lchovli fazoga Borel o'lchovli akslantirishi deb talgin qgilish
mumkin. Bu akslantirish (K,*BN) fazoda
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P4 (B)=p (r](B)) YBe BI
tenglik orgali P\ ehtimol o'lchovini yaratadi.

,P.) uchlik tanlanma ehtimollar fazosi deyiladi va bu
fazoda elementar hodisa (co) jarayonning trayektoriyasi bilan aynan
teng deb hisoblanadi, P o‘lchov esa c () tasodifiy jarayonning
tagsimoti deyiladi.

S,(t) tasodifiy jarayonning chekli o'lchovli tagsimotlari silindrik

to'plamlar sinfida aniglangan. Ushbu kitobga kirmagan A.N.Kolmo-
gorov tomonidan isbotlangan mashhur teoremaga asosan bu tag-

simotlami silindrik to'plamlar algebrasi C dan 33" a -algebraga
davom ettirish mumkin va buning natijasida hosil bo'lgan P, (¢) tag-
simot berilgan jarayonning Pc tagsimoti bilan ustma-ust tushadi.
Avytilganlardan kelib chigadiki, Pc tagsimot hamma chekli o'lchovli

tagsimotlar bilan bir giymatli aniglanadi. Bizga (Il bobning 4-8ga
garang) ma'lumki, chekli o'lchovli tagsimot funksiyalar chekli
o'lchovli tagsimotlarni to'la aniglaydi. Shuning uchun ham tasodifiy
jarayonning chekli o'lchovli tagsimotlarini aniglash uchun mos
tagsimot funksiyalami aniglash yetarli.

Shunday qilib, oldindan berilgan chekli o'Ichovli tagsimotlarga
ega bo'lgan tasodifiy jarayon mavjud, ammo umuman olganda bunday
tasodifiy jarayon yagona emas ekan. Boshga so'z bilan aytganda,
chekli o'lchovli tagsimotlar tasodifiy jarayonlarning qgandaydir
ma’noda bir-biri bilan ekvivalent bo'lgan butun bir sinfini yaratadi.
Ekvivalentlik tushunchasiga turli yondashishlarni mukammalroq
ko'rib chigamiz.

{£(/),fe T} va te T} bitta (44 P) ehtimollar fazosida

aniglangan va bir xil o'lchovli fazoda (masalan, (R[,B(R")) da)
giymatlar gabul giluvchi ikkita tasodifiy jarayon bo'lsin.

8-ta'rif. Bizga {£(/),fe '} va {rj(t),te I'} tasodifiy jarayonlar
berilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy tv..treT, B,...Be B(R), n=12,... lar
uchun
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7(£&/,))e A.,,...E(/10e 5,) =P(]2(/,)6 i,....4,) (3)
liMiglik o'rinli bo'lsa, u holda {£(/),?e 7} va {/;(/)./€ T} tasodifiy
jiiiavonlar keng T a 'noda stoxastik ekvivalent deyiladi.

[-i/oh. Keng ma’'noda ekvivalentlik sharti E va # tasodifiy
juniyonlarning chekli o'lchovli tagsimotlari ustma-ust tushishini
bildiradi.

9-ta'rif. Agar ixtiyoriy te T uchun

77(0 =/7(OH 4)
bo'lsa, u holda E(t) va rj(t) tasodifiy jarayonlar stoxastik ekvivalent

yoki sodda qilib ekvivalent tasodifiy jarayonlar deyiladi.

Agar jarayonlar stoxastik ekvivalent bo'lsa, u holda ularning
iliekli o'lchovli tagsimotlari ustma-ust tushaai, ya’'ni ular keng
ma’'noda ekvivalent bo'ladi, ammo buning teskarisi to'g'ri emas.
liayektoriyalar to'g'risida gapirsak, ular stoxastik ekvivalent
laiayonlarda turli bo'lishi mumkin ekanligini ushbu misolda ko'rish
mumkin.

5-misol. Q=[0.1], ,4=7~01] —0,1] oraliqdagi Borel to'plam-

I.Lmning (j-algebrasi P- Lebeg o'lchovi va 7'=[0.1] bo'lsin.
(= 1,P) ehtimollar fazosida {”(t)Je va {//(/),/e T\ tasodifiy
jaravonlarni quyidagicha aniglaymiz. q(t,co)=0 va ;(/ <u)=’[\I )
1 t=%

(to>)g i: Q. Bujarayonlar ekvivalent, ammo ularning trayektoriyalari
turli ekanligi ko'rsatilsin.

Yechimi. Qandaydir fiksirlangan te T uchun

[me (t,a>)*ri(t,a))} ={ete Q @>=t) ={/}=

Bitta nuqtali to'p

Jji i (x-akf dk(x)< X f (x-aky"\IFk(x)<m
A lji-o*j>rd,
ning Lebeg o'lchovi nolga teng bo'lgani sababli, V7e T uchun
P(E£(0 *]/(0) =0,
ya'iu E(t) va rj(t)tasodifiy jarayonlar stoxastik ekvivalent. Shunga
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garamay 4(0 va rj(t) jarayonlarning birorta ham ustma-ust tusha-
digan trayektoriyalari mavjud emas. Hagigatdan ham. istalgan tue D
uchun f =ci) nuqtada shartga ko‘ra £(f*,cy) * r/(t' ,co) boigani
sababli,

P(coe Q:4(t,co) =ri(t,co);\/te T )-0.

Boshqga so‘z bilan aytganda 4(0 va J1(0 tasodifiy jarayon-
laming (1 ehtimol bilan) birorta ham trayektoriyaiari ustma-ust tush-
maydi.

Quyidagi ta'rif eng kuchli ekvivalentlik tipini aniglaydi.

10-ta’'rif. {£(0,te '} va {7/(f),te T) tasodifiy jarayonlar beril-
gan bo‘lsin. Agar

/>[sup| £(f)-i7(f)|>0 1=1 (5)

V 1sT
boisa, u holda 4 va q ajrutib bo'lmaydigan tasodifiy jarayonlar
deyiladi.

(5) shartdan (4) kelib chigadi, ya’'ni ajratib boimaydigan jara-
yonlar ekvivalent, lekin buning teskarisi umuman olganda to‘g‘ri
emas. Ammo ba’zi qo'shimcha shartlar bajarilsa, 9- va 10-ta'riflar
ekvivalent boiib qoladi. Bunday hoi, masalan 4(0 va q(0”™ar taso-
difiy ketma-ketliklar boisa bajariladi.

1-teorema. Ekvivalent diskret tasodifiy jarayonlar ajratib
boimaydigan tasodifiy jarayonlardan iborat.

Isboti. {i4(0,te I'} va {?](!),te I'}; T~b- diskret ekvivalent
tasodifiy jarayonlar boisin. U holda

P(4(0 *4(0, birorta fe Tuchun)=

=P\ \J{4 (1)*Tj()} |<]T/>(£(0*/2(f))=0.

) T
Bundan (5) shart kelib chigadi.

Quyidagi misollar chekli oichovli tagsimotlami ganday topish
mumkinligini ko‘rsatadi.

6-misol. X va Y lar Fx(x) va Fr(y) tagsimot funksiyalarga
ega boigan bogiigsiz tasodifiy migdorlardan iborat boiib,
| ~(f), fe Tj tasodifiy jarayon
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1(/)= Xt+Y
Innnula yordamida aniglangan boisin. q(t) jarayonning trayekto-

nyalari tavsiflansin va uning chekli o‘lchovli tagsimot funksiyalari
lopi Isin.

Y echimi. Bu jarayonning trayektoriyalari tasodifiy burilist
va / 0 dagi boshlang‘ich tasodifiy shartga ega boigan to‘g'ri
i In/iglardan iborat. q(t) tasodifiyjarayonning />0 dagi bir oichovli

lagsimot funksiyasini topamiz.

F (x,t)- P(Xt+Y<x)= jP(Xt+Y/Y =y)dFr (y)

Agar /=0 boisa, uholda F4(x;t) =Fr(x). n oichovli tagsimot
Innksiya uchun, agar />0 , 0 boisa, u holda
F(x e )=P(g (1)) <x, (7)) <X»)=

oc

P(A?, +Y< xv.., Xtn<x,) = fP(Xti - Y<Xx.i=!,....«/ Y=y)dFYy)

7-misol. {£(«);«=1,2,..}-kesm alari F(X) tagsimot funksiyaga
ega boigan bir xil tagsimlangan tasodifiy ketma-ketlik boisin. £ ket-
ma-ketlikning chekli oichovli tagsimotlar sinfi topilsin.

Yechimi. £(n) tasodifiy migqdorlarning bogiigsizligini hisobga
olsak,

P (* vd ) =P (»i)<xX.... (nk)<xk)
JP{C(I’]|)<X|)=YK\F(X|).
i=1 A
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Bu holda barcha chekli o'lchovli tagsimot funksiyalar bir
o'lchovli F(x) tagsimot funksiya orqali ifodalanadi.

8-misol. {£(«);« =1,2,..} tasodifiy ketma-ketlik

£,(n)~a£,(ti-)+£,,n=12,...,£(0)=0

rekurrent munosabat orgali aniglangan, bu yerda {e,} - (0,cr2) (cr t- 0)
parametrlarga ega bo'lgan bog'ligsiz bir xil tagsimlangan nonnal
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo'lsin. £(n) tasodifiy ketma-
ketlikning bir o'lchovli tagsimot funksiyasi topilsin.

Yechimi. £(n) tasodifiy ketma-ketlikning ta'rifidan foydalanib
topamiz:

0
Z(n)=£lanl+..+znjJa +sn=|Z(:1a " kEk m

{E}—tasodifiy miqgdorlarning normalligidan va bog'ligsizligidan
£(/?) tasodifiy migdor ham normal tasodifiy miqgdor bo'lib,
ME(n) =0 va

f 2a~+— 1,..1
cr-——

» ,agara ~ L

A(R)=A(")=X A« " M cr~1 _
= Kct27, agar a 2}

tengliklaming o'rinli ekanligi kelib chigadi. Shuning uchun £,(n)
tasodifiy ketma-ketlikning bir o'lchovli tagsimot funksiyasi

Ff (x;n) =P(E,(n)< x) =— . " \e y i (M =¢)§\X/J dc(n)),

ko'rinishga ega.

2-§. Tasodifiy jarayonlarning xarakteristikalari.
Gilbert jarayoni

Bu paragrafda ko'riladigan tasodifiy jarayonlar kompleks
giymatlami ham gabul gilishi mumkin. Tasodifiy jarayonning asosiy
sinflarini  kiritish uchun bizga uning eng muhim momentli
xarakteristikalari kerak bo'ladi. Ular chekli o'lchovli tagsimotlar
yordamida hisoblanadi va jarayonning sodda xossalarini beradi. %(t)

tasodifiy jarayon bo'lsin.
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T (O - va DB(/)=7){E£(0} =nd (/)-»»« (/)f
limksiyalarga q(t) jarayonning mos ravishda matemanik kutilmasi

va dispersiyasi deyiladi. Tasodifiy jarayonning muhim xarakte-
iislikalaridan biri

K(t,s) =Cov(q (t)4(s)) = (t)- nu () (V)- m (V)
formula bilan aniglanadigan kovariatsiya funksiyasi hisoblanadi.
Isos lti-Bunyakovskiy tengsizligidan barcha t,se T lar uchun w, (/>
/&~ (/) va K(t,s) migdorlarning mavjud bo‘lishi uchun

VM~ <wV/e T (6)
shart bajarilishi yetarli ekanligi kelib chigadi.
11-ta’'rif. (6) shartni ganoatlantiruvchi tasodifiy jarayon Gilbert
jarayoni deyiladi.
Gilbert jarayonining vaqtning t momentidagi giymatini biz
Al=£,(404.P) fazoning elementi deb talgin gilamiz. Bu nugtayi
nazarga ko‘ra {£(*),fe T\ tasodifiy jarayonni £, fazodagi gandaydir

cgri chizig deb garash mumkin.
B(t,s) = McAt)E(s)--] if (?).c(s)), tS<ET

funksiya %(t),te T jarayonning kovariaisiyasi deyiladi.

I-tasdig. {£(?),fe 7} tasodifiy jarayonning kovariatsiyasi
quyidagi xossalarga ega:

1) B(t,t) =M\%(t)2 >0, fe T, B(t,s) =B(s,t),t,se.T;

2) 15(fs)R <B(t,t)B(s,s), t,;se T;
3) B - musbat aniglangan funksiya, ya’'ni barcha c\,...,cn kom-
pleks sonlar va ixtiyoriy f,,....,fne T vagt momentlari uchun

iivjBit.jjw .
;'/:iJ I

Isboti. 2-xossaning isboti Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan
kelib chigadi, 3-xossani isbotlash uchun esa
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S | ¢,ciB(,:,ti)=M

i=l7=1 \ = /=1
tenglik o‘rinli ekanligini gayd etishimiz yetarli.
Ikkita £{t) va /e T tasodifiy jarayonlarning birgalikdagi

kovariatsiyasi (korrelyatsion funksiyasi) deb
Binit,s) = Me, (ti(s") =M((] (t)- nu(t))(n(s)- mn(s)))
funksiyaga aytiladi.

12-ta’'rif. Agar T to‘plamdan olingan vaqt mo-
mentlari uchun
Az )-173)(1(-£(/))) =0
bo‘lsa, u holda '} tasodifiy jarayon ortogonal orttirmali

tasodifiy jarayon deyiladi.

Agar {£(/),te T\ (t) =~[t)~mc(t) jarayon ortogonal orttir-
mali bo'lsa, u holda korrelyatsiyalanmagan orttirmali tasodifiy
jarayon deyiladi.

7} ortogonal orttirmali tasodifiy jarayon va biror
t0e T uchun <(/,)=0 bo'lsin. U holda T to'plamdan olingan

tv<s< 't sonlar uchun

B(t,s) =M% ()E ) =M(% (0 - [ (s))(] (5)- ¢ (tn) +

+MZ<)\ = M"is)™ =B(s,s).
Bundan,
B(t,s) - B(s,t)

ekanligini hisobga olib, B(t,s) kovariatsiya uchun t>tns >s0
bo'lganda quyidagi ifodani olamiz:

B(t,s) =i?(min(f,s)), bunda Bit) =B(t,t) =M [|X]2.

B(t) monoton kamaymaydigan funksiya ekanligini qayd
etamiz. Hagigatan ham, t>s >t0 bo'lsin. U holda | (/) jarayonning
ortogonalligiga ko'ra

Bit) = MEQI2=M 1)) - £(5) +£(5) - Aif o=

200



AZM)-1(V)F + M\ES)f =1/ £(0-5a] 2+ B(S),

ya'n ti(f) > B(s).
2-teorema. Berilgan
ME(t) =rn.it), K4 (t,s) = Cov(£(t),Zis)) (M
xarakteristikalarga ega bo‘lgan \j;(t),t& '} haqiqiy tasodifiy jarayon
mavjud boiishi uchun ixtiyoriy tne T va ixtiyoriy z,,...,zne C

kompleks sonlar uchun

iﬂ}‘:%(:(/'“)zz'o (8)
shart bajarilishi, ya’'ni K(t,s) kovariatsion funksiya musbat aniglan-
gan boiishi zarur va yetarli.

Isboti. £(/)- (7) xarakteristikalarga ega boigan tasodifiy
jarayon boisin. U holda ixtiyoriy tv...,tn&T va ixtiyoriy zr...,zne C

kompleks sonlar uchun

va'ni K(t,s) kovariatsiya funksiyasi musbat aniglangan.

Endi (7) momentli xarakteristikalarga ega boigan tasodifiy
jarayonning mavjud boiishi uchun (8) shart yetarli ekanligini ko‘r-
satamiz. Hagigatan ham, (8) shart K :V@Ev;j ,tJ j)//c.t,z matritsa-
ning musbat aniglanganligini bildiradi. Bundan esa, n oichovli
tagsimoti F-ix]....xn;tv...,tn) funksiyaga teng boigan m va K para-
metrli n oichovli normal tasodifiy migdor N(m,K)ning mavjudligi
kelib chigadi, bu yerda m=jTr(/,),..«rr(??)] . Shu bilan birga
FE(xI,...,xii;tv ...,tn) ko‘rinishidagi chekli oichovli tagsimotlar sinfi
Kolmogorovning moslangan tagsimotlar hagidagi teoremasining
shartlarini bajaradi va unga ko‘ra chekli oichovli tagsimotlari yugo-
rida ko‘rsatilgan normal tagsimotlarga teng va xususan, (7) xarakte-
ristikalarga ega boigan '} jarayonning mavjudligi kelib chi-
gadi. Teorema isbot boidi.
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Gaussjarayonlari.
13-ta’rif. { £ (?),78} tasodifiy jarayon bo‘lsin. U holda ixti-
yoriy tI,t2,...,tke T uchun

* |
f, (r,,....zk ):Mexpkr JTEL)\ =
A

munosabat yordamida aniglangan haqigiy zv...,zk o'zgaruvchili
kompleks f~(zXx,...,zk\x,...,tk) funksiya £{t) jarayon Kk o'lchovli

Ft (X, ,....xk;tl ) tagsimotining xarakteristik funksiyasi deb

ataladi.

2-izoh. A'-tartibli xarakteristik funksiya (xuddi bir o'lchovli
holdagi kabi) unga mos kelgan A-tartibli tagsimot funksiyani
topishga imkon beradi va shuning uchun ham bu tushunchalar
tasodifiy jarayonning ehtimollik strukturasini tavsiflashda biri ikkin-
chisining o'rnini bosa oladi.

14-ta’'rif. Xarakteristik funrsiyasi

c k , K K )
JE(Z\> - %% AL tk)=eKp\i'Zzim£(t,)-~ Y L Kt (!, Yz,zi f <9)

ko'rinishga ega bo'lgan {£(/),”e '} tasodifiy jarayonga Gauss jara-
yoni deyiladi.

Avval aytganimizdek, xarakteristik funksiya tasodifiy miqdor-
larning birgalikdagi tagsimotini to'la aniglaydi. Bizga ma’lumki
(I bob, 5-§), matematik kutilmasi mf] va kovariatsion matritsasi K
bo'lgan Kk o'lchovli normal tasodifiy vektor t)=(rjv...,rjik) 9 (X)

zichlikka ega bo'lishi uchun uning -kovariatsion matritsasi xos-
mas, ya'ni det® >0 bo'lishi zarur va yetarlidir. Bu holda zichlik
funksiya

on LU X2 > (Y Tyi2'(c) ~CXP| ~2('V nli)*K {X~ M4)}

ko'rinishga ega.
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Sluinday gilib, agar Kn matritsa musbat aniglangan bo'lsa, u
holda Gauss jarayoni (£(?,),....£(?t)) kesimining birgalikdagi tagsi-
illoq!

tagsimot zichligiga ega. Xarakteristik funksiya bilan /c-tartibli tag-
simot /ichligi orasidagi bog‘lanish ko‘p o'lchovli Fuiye almash-
tirishiga ko‘ra

ko’iinishgu i*gn. Nyw dot A 0 bo'lsa, n holda bu (/%))
kesimlummg chizigh bog’ligligini bildiiadi va ulaming birgalikdagi
M (n/ ) tagsimot funksiyasi Zichlikka ega emas.

(9) xaraki.'iistik funksiyalar oilasiga mos kelgan chekli o'l-
chovli normal tagsimotlar Kolmogorov teorcmasining shartlarini
ganoatlantirishini tekshirib ko'rish giyin emas. Demak, Gauss taso-
diliy jarayonining ixtiyoriy (£ (tx (tk)) kesimlari normal tag-
simotga ega bo'lgan tasodifiy vektordan iborat.

Gauss tasodifiy jarayonining ta'rifidan, uning chekli o'lchovli
tagsimotlari uning ikkita moment xarakteristikalari: matematik
kutilmalari va kovariatsion funksiyalari yordamida to'liq aniglanadi.

2-teoremani isbotlashda qurilgan jarayon Gauss jarayonidan
iborat ekanligi ravshan. Gauss jarayoniga yana bitta misol keltiramiz.

9-miso!. 1)],rj2,...,jjn-birgalikdagi tagsimoti normal tagsimot-
dan iborat bo'lgan tasodifiy migdorlar guruhi va
r

b (0 =Z AiSi (0

bo'lsin, bu yerda gf(t)- tasodifiy bo'Imagan funksiyalar. £(/) jara-

yon Gauss jarayoni ekanligi ko'rsatilsin.
Yechimi. Biror /, vagt momentlari uchun (c L,

kesimlarni birgalikdagi tagsimotlarining xarakteristik funksiyasini
topamiz. 14-ta'rifga ko'ra
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bu yerda a, =" g I(tj)zj. ij};T2...,rjn tasodifiy migdorlaming birga-
H

likdagi tagsimoti normal tagsimot bo'lgani uchun,

Jon jnn
/f(zi,mzk;/,.. t) =exp-hX LWL, ,a - - £ X CoK4i4S}ais

Endi a, ning ifodasini qo'ysak,

=VAT{I(//)}z/.

A j=
XXClovIn A}~ =XXCov{]|(f, ),E(*. )}rery'
As /Ay

bo'lib, bu yerda
M{€(t)}=i/IL__,FI\/th8i(t)=rrf‘ (0.

Cov{| (/),£($)} =X X C°\LT s}/ 0 )gm(s) =Ki (/.5).
/e

Shunday qilib, g(t) Gauss jarayonidan iborat, chunki uning
xarakteristik funksiyasi (9) munosabatni ganoatlantiradi.

3-8. Bog'ligsiz orttirmali tasodifiy jarayonlar

Bog'ligsiz orttirmali jarayonlar tasodifiy jarayonlarning juda
muhim sinflaridan biri hisoblanadi. Broun harakati, Puasson jarayoni
va boshqalar bu sinfga tegishlidir.

15-ta’rif. {!(/),te T} tasodifiy jarayon berilgan bo'lsin. Agar
ixtiyoriy se N va t)<?,<..< In shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy



/,.../,e T vagt momentlariuchun (/,).£(/)-£(/,,).....<(/,) —s (',,-1)
tasodifiy migdorlar bogiigsiz boisa, u holda £(/) bog'ligsiz
orttirmali tasodifiyjarayon deyiladi.

3-izoh. (<*(/),...£ (")) tasodifiy vektorlarni ((E(/))-£(/,.),--.,
E(/,)—E(t,~)) vektorlardan xosmas chizigli almashtirish yordamida

lopish mumkin boigani sababli, bogiiqsiz orttirmali tasodifiy
larayonning tagsimotiarim berish uchun jarayonning bitta 4(f)

liugtadagi bir oichovli tagsimoti va s>t uchun ¢g(s)-E(t) orttirma-
larining tagsimotini berish yetarli.

{4(t),t> 0} tasodifiy jarayon berilgan boisin. Agar bir ehtimol
bilan f(0)=0 va —£(/),(?< s) tasodifiy migdorning tagsimoti
y—t ga bogiiq boiib, t ga bogiiq boimasa, bunday bogiigsiz
orttirmali tasodifiy jarayon birjinsli deyiladi.

Birjinsli tasodifiy jarayonning xarakteristik funksiyasi

f(z,t) =Mexp{izE(0}~ K (10)
ko'‘rinishga ega.

3-teorema. f(z,t) xarakteristik funksiya ushbu funksional
tenglamani ganoatlantiradi:

f(z,t +s)=f(z,t)f(z,s), t.s=>0 (12)

Isboti. 4(t) bir jinsli bogiigsiz orttirmali tasodifiy jarayon
ekanligini hisobga olib, quyidagini topamiz:

Mexp{i(z,4 (t +s))} = Mexp{i(z,4(t +s)-<!;(s))}-exp{i(z,4 (5)} =
=Mexpji(z4U+s)  (s)}Mexp{i(z,£(s))} =
=Mecexp{i(z,4(t))}Mexp{i(z,4{s))}.

Teorema isbot boidi.

Tasodifiy jarayon E(!) uchun ham uzluksizlik, differensial,
integral tushunchalarini kiritish mumkin. Bu tushunchalar *“stoxastik
analiz” deb nomlangan va hozirgi zamon matematikasida katta
yo‘nalish hisoblangan nazariyaning asosini tashkil etadi. Masalan,
agar tasodifiy jarayonning hamma tanlanma funksiyalari uziuksiz
boisa, u holda ~(0 uziuksiz deyiladi. Uzluksizlik tushunchasini
boshgacha qilib Kiritish ham mumkin.
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16-ta'rif. {~(t),te T} tasodifiy jarayon berilgan bo'lsin. Agar
a) Har ganday 1,1 +he T uchun h—0da
[ +/77)->2(/),
bo‘lsa tasodifiy jarayon 7(t) stoxastik uzluksiz deyiladi.
b) Li.in.E (1 +h) —£(t),
i

ya'ni lim (t+h) —%(f]~ =0 bo'lsa, u holda g(t) jarayon t nug-

tada o'rta kvadratik Ta 'noda uzluksiz deyiladi.

Bu ta'rif fagat ikki o‘lchovli tagsimotlarga asoslangan xolos
(2 -t, t2- t+h). Trayektoriyalari uzluksiz funksiyalardan iborat bo'l-
gan tasodifiy jarayonlar stoxastik ma'noda ham uzluksiz bo'ladi.
Lekin, aksincha stoxastik uzluksiz bo'lgan tasodifiy jarayonlar uzluk-
siz bo'Imagan trayektoriyalarga ega bo'lishi ham mumkin.

4-teorema. I}-bir jinsli stoxastik uzluksiz jarayon

bo'lsin. U holda f(z,t) funksiya t>0 o'zgaruvchiga nisbatan

uzluksiz.
Isboti. Teorema da’vosi (11) munosabat va
lim/(z,s) =1 12)
s
tenglikdan kelib chigadi. Endi o'z navbatida, (12) mimosabatni isbot-
lash uchun esa \/s >0 uchun
\f(z,5)~ l|< /¥jexpjizg(s)} - I<£ +2P(jz|(s)]| >s)
ekanligini gayd ctamiz. g —stoxastik uzluksiz jarayon bo'lgani sababli
s —0da oxirgi ehtimol nolga intiladi.
Endi bog'ligsiz orttirmali jarayonlarga doir misollar ko'ramiz.
10-misol (Puasson jarayoni). {£(/),/£€ T=[0,0c)] - bog'ligsiz
orttirmali tasodifiy jarayon berilgan bo'lsin. Agar £(0) =0 (d.m.) va
ixtiyoriy s,t(s<t) vaqt momentlari uchun %(t)-%(s) tasodifiy
migdor a(t—s) parametrli Puasson tagsimotiga ega bo'lsa, u holda g

jarayon a parametrli Puasson jarayoni deyiladi.

Puasson jarayoni turli amaliy tadgigotlarda, xususan ommaviy
Xizmat ko'rsatish nazariyasida juda katta ahamiyatga ega.
Trayektoriyasi biror hodisani vagtning 0-momentidan hozirgi t-
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iliomentigacha ro‘'y berishlar soni  (?)ni gayd etish bilan bog'lig
hn'lgun jarayon Puasson jarayoni deb qaralisbi mumkin. Bunday
Irtiayoularning anig misollari sifatida kimyoviy moddaning radioaktiv
Ito'Iniishida cliigadigan fotonlar soni, biror fizik qurilmaning berilgan
vagl oralig'ida ishdan chigishlari soni, sug‘urta kompaniyasiga
lusligan talablar soni va shu kabilarni garash mumkin.

Puasson jarayonining barcha trayektoriyalari o'ngdan uziuksiz
bo'lsa, u holda uning barcha trayektoriyalari butun giymatli, kamay-
inaydigan va o'sish nuqtalarida sakrashlari birga teng bo'lgan
lunksiyalardan iborat ekanligini isbotlaymiz.

Buning uchun yshbu hodisalarni kiritamiz:

A =j barcha ikkili ratsional nugtalarda =-%-j,£(/)e

/?={barcha tl<tl ikkili ratsional nugtalarda ~(/,)<"(/2)},
fbarcha butun 0 </<Nsonlar uchun shunday ikKkili ratswgal
[te [0,iV] nugta mavjudki, bu nugtada £(/) =i tenglik o'rinli

A, ={"(0 butun son}.
U holda
P(A,)= P(£(t)~ butun)=P(£(/)-£(0)- butun)=

mEP(t(t)-{(0)=N=ie-" ~ =I.
1= y=o) 'm
A hodisa A hodisalarning sanoqli sondagi kesishmasidan
iborat bo'lgani sababli P(A) =1- B hodisa

)\
hodisalar ketma-ketligining kesishmasidan iborat va
j=1i bo'lgani sababli, 1=P(Bn)=P(B).
ZN
KO\ \-

jarayonining xossalariga ko'ra,
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p(c,)>Mp[*)LA)="y kn"
LSZN
e—az‘ +a2>-/)e—02 J|

Ammo a-» O da éa+ae~a=\-0(a) munosabat o'rinli bo'lgani
tufayli, n—y oo da

P(CN >I'1- o(#h2“")] "2 ------ > va P(CV =1

Nihoyat, q(t) - kamaymaydigan, butun qiymatli va o'sish nug-

talarida sakrashlari fagat birga teng degan ma’noni bildiruvchi hodisa,
| (0 ning o'ngdan uzluksizligiga ko'ra, /1 Cv hodisa bilan teng

N
kuchli bo'lgani uchun uning ehtimoli birga teng. Shuni isbotlash taiab
gilingan edi.
Shunday qilib, a parametrli Puasson jarayonining trayekto-
riyalari (tanlanma funksiyalari) 1-shakldagi ko'rinishga ega. Bunda

r,,r2.. —birinchi sakrash momenti, ikkinchi sakrash momenti va
hokazolardan iborat. Boshgacha aytganda
r,=min{f>0;£(0 =w} (13)

bo'lib, shu bilan birga bunday t momentlar bo'Imasa, u holda
T4 =400 deymiz.

(13) tenglik orqali kiritilgan xn— ([0,qo) dan giymat gabul
giluvchi) tasodifiy migdordan iborat. Hagigatan ham,

{r, </}={£(0 >"}6 'JI-
bog'ligsiz bir xil tagsimlangan tasodifiy

migdorlar bo'lib, ular a parametrli ko'rsatkichli tagsimotga ega
ekanligini ko'rsatish giyin emas.

11-misol. (Viner jarayoni). Viner jarayoni jarayonlar naza-
riyasining juda muhim misollaridan biridir. Bu tasodifiy jarayon
gandaydir ma’noda suyuqlik ichidagi zarracha molekulalarining
xaotik zarbalari natijasidagi harakatining matematik modeli vazifasini
o'taydi, shuning uchun ham uni Broun harakati deb ham atashadi.

{w(t),te. T=[0,00)] - bog'ligsiz orttirmali tasodifiy jarayon
berilgan bo'lsin. Agar iv(0) =0 (d.m.) va ixtiyoriy s,t (0<s<t) vaqt
momentlari uchun w(t)—w(s) tasodifiy migdor matematik kutilmasi
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0 dispersiyasi t—sga teng boigan normal tagsimotiga ega boisa, 1
holda vr(7) jarayon 0 dan chiquvchi Vinerjarayoni deyiladi

Viner jarayonining chekli oichovli tagsimotlarini topami/.
lhining uchun 0</ <-<t,, tengsizliklami ganoatlantiruvchi LI.....in
momentlarni fiksirlaymiz va w= (5,...,.u) vektorni garaymiz, bu
yerda w/=wl(r),j =1.2,.n. X =(w,w, - iv,,..,, wn- wn_,) veklor-
ning koordinatalari bogiiqsiz va har qaysisi normal tagsimlangan
tasodifiy miqgdorlardan iborat boigani sababli uning quyidagi
birgalikdagi tagsimotini hisoblash giyin emas:

2 f
Px(r,, Xxn ... /,..)=|‘/|:i[ mti-/_ )] expT

t_1)i
bu yerda tb~0. Shu bilan birga w= AX boiib, bu yerda
f\OO... oon
110...00

Bu holda
/(x) = |det ip* Px (J1-*X)

ekanligi bizga maium (11 bob. mustaqil yechish uchun masalalar).
Shu bilan birga det™ =1 ekani va

f100...00"

-1 10.. .00
4~l= 0-11. .00
vo 00.. ,-11ly
tenghklarni tekshirib ko'‘rish qiyin emas. Bundan
A-"X = (XLX: = X],....X,,—X,,_,) Va
=n[2n"(/,-/,_i)] exP] r
A

kelib chigadi, bu yerda xv=0.
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Demak, Viner jarayonining chekli o'lchovli tagsimotlari
normal (Gauss) tagsimotidan iborat ekan.

Broun harakati jarajoni. Viner jarayonining fizik mohiyati,
Broun harakati nomi bilan mashhur bo'lgan jarayonda namoyon
bo'ladi. Tarktbi bir jinsli bo'lgan suyuqglikka solingan zarrachani
ko'raylik. U suyuqglik molekuialari bilan to'gnashishlar natijasida
uzluksiz tartibsiz harakatlanadi. Broun harakati birinchi bo'lib 19-
asrda ingliz shifokori Robert Broun tomonidan kuzatilgan. Broun
harakatining matematik nazariyasi 20-asr boshlarida Bashelye va
Eynshteynlar tomonidan taklif gilingan. Bu nazariya tajribalar yor-
damida tekshirish uchun yetarli bo'lib, ammo matematik nuqtayi
nazardan ular yetarlicha asoslangan emas edi. Bu vazifani birinchi
bo'lib 1923-yilda Norbert Viner bajardi.

Bu jarayonning diskret analogi sifatida, ushbu tasodifiy daydish
modelini ko'rish mumkin. Zarracha o'z holatini fagat At ga karrali
bo'lgan vaqt momentlaridagina o'zgartiradi. X nugtada turgan
zarracha, undan oldingi holatlariga bog'ligsiz ravishda, qo'shni
X +Ax yoki x- Axnugqtalardan biriga teng ehtimollar bilan o'tadi, shu
bilan birga siljish barcha x nugtalarda bir xil Axga teng (bir o'lchovli
daydish). Ma’'lum ma'noda Ax—0 va At—0 bo'lgandagi limit
holatida Broun harakatining fizik mohiyatini xarakterlovchi tasodifiy
jarayon hosil bo'ladi.

w(t) orgali Broun zarrachasining vaqtni t momentidagi holatini

belgilaymiz. Vaqgtning boshlang'ich t=0 momentida zarracha x =0
nugtada bo'lsin. Diskret sang'ishda zarracha t vagqt davomida n—

marta siljiydi, ulardan gandaydir Sn tasodifiy sondagilari o'ngga,
golgan n-Sn tasi esa chapga siljishlardan iborat bo'lsin. Shunday
qilib, zarrachaning o'ngga SMAXx, chapga ko'chishi esa (n-Sti)Ax
bo'lib, w(t) va Sn orasida ushbu

MO =[S,,Ax- (n- SN/ =(2.S, - n)Ax
tenglik o'rinli, bu yerda t=nAt. Agar w(0)=0 tenglikni hisobga
olsak, u holda ixtiyoriy s,t >0 uchun

w(s +/) =[w(s) - w()] +[w(t +s) - H(S)]
tenglik o'rinli.
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Ko'rilayotgan daydish modelida w (s)-w (0) va w(/+s) —w(s)
lasodifiy miqdorlar bog'ligsiz bo'lib, ular bir xil tagsimotga ega
ekanligini ko'rish qgiyin emas. Shuning uchun ham, ixtiyoriy v/>0
uchun ushbu

/)iv(M s) =/)[w(.v) —w(0)]-t /)[w(t +s) —w(V)] =
= /)u<v) + Puit)
lenglik o'rinli. Dw(t) dispcrsiyu t(t>0) argumcntning funksiyasi
Stittiiln (JwalyuN\da. chiZigli tunksiya ckunligi ko'rinih liiribdi, shuning
uchun hitill
/>m/) 0 j, Os | %m,

bo'lib, Ini yi'idu n dilln/Ziyii koellilsiycnti deb alalnvchi biror
o'/gummi* Nondan ibonil Ikkinrhi lomoiulan, / vaqt davomidagi ya’ni

/ 1 lai]adanulagi siljishning dispersiyasi
Dw(t) (AX)ZW

ekanligini ko'rsatish giyin emas. Natijada Av va Atorasida quyidagi

numosabalni hosil giiamiz:

Zarrachaning siljishlari bir-biriga bog'lig bo'Imagani sababli,
nlarni "yutug”ning ehtimoli p -M 2 ga teng bo'lgan Bernulli tajri-
babin deb garash ham mumkin. Shu bilan birga zarrachaning o'ngga
siljish ehtimoli p=M2 ga teng. U holda Sn-musbatyo'nalish tomon

go'yilgan qadair.lar (siljishlar) soni n ta bog'ligsiz tajribada chiggan
"yutuqg”lar soniga teng bo'ladi. Shu bilan birga, vaqgtning t- mo-

mentidagi zarrachaning holati S",:-%(ZSG— /?) - normalangan
miqdor bilan quyidagi bog'lanishga ega:
u(,) =r -JnAx=S' =S'g /7.
VA?
Demak, vi(7) tasodifiy migdorning A/->0 dagi limit tagsimoti,
markaziy limit teoremaga ko'ra, quyidagi formula orgali ifodalanadi:

1("*<rl=1lim P(S' <x)~—<==fe ' %Alx=d(x). (14
F)4a le/éog/"Lﬂ/ZnJ (). (14)
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4-8, Stasionar tasodifiy jarayonlar

Stasionar jarayonlar tasodifiy jarayonlarning muhim sinflaridan
biri hisoblanadi. Statsionarlik xossasi jarayon kesimlari sinfining ba’zi
xarakteristikalari vagtga bogiiq emasligini bildiradi.

17-ta'rif. {E(t),te jarayon berilgan boisin. Agar n>1 larda
ixtiyoriy T vaqt momentlari va %{tx+ +h) tasodifiy
migdorlarning birgalikdagi tagsimoti, (tt+h)e T,i- I,...,n shartlami
bajaradigan barcha h lar uchun bir xil boisa, u holda Z(t) statsionar
tasodifiyjarayon deyiladi.

Stasionar jarayonning chekli oichovli tagsimotlari h ga surish-
ga nisbatan invariantdir. Agar bunday jarayonning matematik kutil-
masi mavjud boisa, uo’zgarmas,

ME(t) = M4 (o),
va (ikkinchi moment mavjud boisa) K, (t,s) - kovariatsiya funk-

siyasi (t—s) ayirmagagina bogiig boiadi. Shu munosabat bilan quyi-
dagi ta'rifni kiritamiz.

18-ta’rif. Agar ixtiyoriy t,ss T ,t-se T uchun

ME(t) =const. Cov[4(t),4(s)) =K(t —s)
boisa, u holda {£(?),7e '} — keng itia’noda statsionar jarayon deb
ataladi.

Bir xil tagsimlangan, bogiiqsiz boiishi shart boimagan
tasodifiy migdorlarning yigindisi statsionar tasodifiy jarayonga misol
boiadi. Endi murakkabroq misollami ko 'ramiz.

12-misol. Ar) >0, pAt],(p-tasodifiy migdorlar esa A,q taso-
difiy migdorlarga bogiiq emas va [0,27t] oraligda tekis tagsimlangan
boisin.

4(t,co) = Acos (rjit + )
formula orqali aniglangan tasodifiy jarayon statsionar ekanligini isbot-
laymiz.

Isboti. 4U) statsionar jarayon ekanligini koTsatish uchun
ixtiyoriy n oichovli C Borel to‘plami va ixtiyoriy h,tx...,tn vaqt
momentlari uchun



/'(( Acos(i)(tt+ h) +(p),...,Acos(}](tn+ h) +(p))e C)=

=P(("cos(r7 +<p),...,Acos{ri(tn+ (p))& C)
«ekiinligini isbotlash zarar. B orqgali x>0, =>0, ze [0,2;r] va
(u'os(V, ,xcos(ytn+z))e C shartlami ganoatlantiruvchi (x,y,z)
iiliglalar to‘plamini, <u> orqali esa [0,2Tr] oraliqga keltirilgan (ya’'ni
i<mun<2n(k +1) uchun <m>=n- Ink) un nuqtani belgilaymiz. U
holda isbotlanayotgan tenglikni

P((A,fi,<(p +ijh >)e B) =P((A, T],(p)e B)
ko'rinishda yozish mumkin, yoki

J'Rv{z:(x,y,<z +yh <= B\dF4n(x,y) =
00
:d‘&,m 2;(X'>2)e B)YAFAN(XY),

Ini yerda F -qs tasodifiy migdorning tagsimoti, FA esa A va ¥/
lasodifiy migdorlarning birgalikdagi tagsimoti.

Ammo oxirgi tenglik 0‘z-o‘zidan ravshan, chunki @ tasodifiy
migdorning tagsimoti surishga va 28 modul bo‘yicha keltirishga
nisbatan invariant bo‘lgani sababli, Vx,y uchun

F'{z:(x,y,<z +yh>)eB} =Fv{z:(Xx,y,z)eB}.
13-misol. Mqg(t)=m va K\ (*,s)=C(t-s) kovariatsion
funksiyaga ega bo'lgan Gauss jarayoni, tor ma’noda statsionar boiishi
isbotlansin.

Yechimi. q(t) jarayonning T wuchun n oichovli
lagsimotining xarakteristik funksiyasi
n in"
X(z, =exp -t, )z,z,
V A A=Y=
va u barcha t larni t +h 1 lar bilan almashtirishda,

0'/garmaydi, shuning uchunjarayonning n oichovli tagsimotlari ham
|, larni t, +h lar bilan almashtirganda o'zgarmaydi, shu bilan birga bu

barcha n>1 va t +heT shartni ganoatlantiruvchi barcha h lar
uchun oiinli.
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14-misol. {w(t),l >0} - Broun harakati jarayoni va r>0
bo‘lsin. {Z(t) =w(t +r) —w(t),t> 0} keng ma’noda statsionar jarayon
ekanligini Ico‘rsatib, uning kovariatsiya funksiyasi topilsin.

Yechimi. Z(t) jarayonning momentli xarakteristikalarini aniq-

laymiz. M\v(t) = Mw(t +T) =0 boigani uchun, MZ(t) =0 va
Cov(c(/)4(5)= W(/))(w(x +7)- w(s)) =
=min(?+t,s+t)- min(7,v+r)- min(f+t,s) + min(/,s) =
It- \t-s\. agar \X- 5!<r,
= . =K (t-s).
0, agar |/-.vj>r
Shuday qilib, Z[t) jarayonning kovariatsiya funksiyasi fagat
t—s ga bogiiq boigani sababli u keng ma’noda statsionar jara-
yondan iborat.

5-8. Markov jarayonlari

Bu paragrafda biz, amaliyotda keng koiamii tatbiglarga ega
boigan, tasodifiy jarayonlarning yana bir muhim sinft hisoblanadigan
Markov jarayonlari bilan tanishamiz.

(4 4N ehtimollar fazosida <[£(t), t> 0} jarayon aniglangan

boisin. Markov jarayonining ta'rifmi keltirishdan oldin quyidagi

$ t=<j{Z(u),u<t}; ${x]=0fE,(u), n>t)
belgilashlarni kiritamiz. Qaralayotgan a - algebralaming anigla-
nishiga ko‘ra, agar u<t boisa, |(w) tasodifiy migdor 5, cralgeb-
raga nisbatan oichovli va agar u>t boisa, u 5[, *) ga nisbatan

oichovli boiadi.
19-ta'rif. Agar ixtiyoriy />0, Ae$f, B e 'Sc) lar uchun I

ehtimol bilan
P(AB /E(t)) =P(Aic{t))P(B *(f) (15)
tenglik oiinli boisa, u holda {(?), />0} tasodifiy jarayon Markov

jarayoni, (15) xossa esa Markov xossasi deyiladi.
Markov jarayonining yana bitta ekvivalant ta’rifini keltiramiz.
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20-laiif. Agar ixtiyoriy chekli / Borel funksiyasi va
e 1,,<! tengsi/likni ganoatlantiruvchi vagt momentlari uchun
M(/(E(/)) K(Z)....id,.))  A/(/(£(0]4'(/)) (16)
bo'lsa, n holda {£(/)./++()} tasodifiy jnrnyon Markov jarayoni deyiladi.
Tu'rifgii ko'ra,
P(s.x,t,H) ZEN< /d () *m) 17)

va Ini limksiyn absolut u/Inksi/, ya’ni uni
I’(»>x, LI fp(s,x,t,y)ily, V//i H(N)
h

In ithmlldtl Ili «ldliinlt mumkin bo'lsin

t'lillinoli). /ZM\, \,I, H) cmii o'tish /ii’hligi deyiladi.
5 tioifiiui. Agnr {J, (/),/.-()} Markov jarayoni boisa, u holda
/'(v\N/0 jp(s,x,u,dy)P(u,y,t,B), (18)

A

/>(*v,/,r) =1 p(s,x,u,y)p(iuy,t,z)dy. (19)
R

Isltoli. 4i0 Markov jarayoni boigani sababli, n>s uchun
P(s.x,t,B) =P(g (i) fi]~() =x) =

I/ ((£E (/)e BI'k (n)--y)fE(s) =x)dy =

J P(t{s)=x 3
* — — A = N A —
th/>( (t)e B\r(n) =y UL (5)=X)P ﬂ(E(s):xﬁ Idy

= \P(Z{t)& B\fc{u) =y)P ($(u) =y\fc(s) =x)dy =
- |P(v,x,u,dy)P(n,y,t.B),

yn'ni (1S) tenglik isbotlandi. (19) tenglik ham shu kabi isbotlanadi.
(18) va (19) tenglamalar Kolmogorov—€hepmen tenglamalari
deyiladi.
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Endi (17) shartni ganoatlantiruvchi £(t) Markov jarayoni
mavijud boiishi uchun P(s,x,t,B) funksiya ganday xossalarga ega
bo‘lishi kerakligini aniglaymiz.

21-ta'rif. (X,9?N) oichovli fazo boisin. Agar P(s,x,t,B)
funksiya quyidagi shartlami ganoatlantirsa:

1) B ning funksiyasi deb garalgan P(s,x,t,B) har bir
5<t, xe w da ehtimollik tagsimotidan iborat;

2) har ganday s<t va Be uchun P(s,x,t,B) x ga nisbatan
oichovli;
3) 0<s<u<t da, ixtiyoriy x va Be uchun (18) tenglik
oiinli;
4) agar 5=t boisa, uholda P(s,x,t,B) =1XB), bu yerda
! 1 agar xe B,
i0,agarxg B

u o‘tish funksiyasi deb ataladi.
Bu ta'rifdagi 1- va 2-xossalar P(s,x,t,B) funksiyani shartli

tagsimot ekanligini asoslaydi.
Endi £(0) —a boshlangich shartni ganoatlantiruvchi gandaydir

C(/) jarayonning chekli oichovli tagsimotlarini P(s,x,t,B) funksiya
yordamida ushbu
P{£{t,)e dyv...,.4(tn)e dyn) —

(20)
P(0.a,t{,dyx)P(t,, , t2,dy2)...P(tnt,v,4 ,tndyn)

formula orqali ifodalaymiz.

3- va 4-xossalardan bu chekli oichovli tagsimotlarnil
moslanganligi kelib chigadi va shuning uchun ham ular Kolmagorov
teoremasiga ko‘ra, E(t) jarayonni toia aniglaydi. (20) fonnula va

(16) ga ko‘ra

Demak, 20-ta’rifga ko‘ra biz
P(s.x,t,B) =P(q(t)e B\E(s) =x)
shartni ganoatlantiruvchi Markov jarayonini qurdik.
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Agar P(s,x,t,B) =P(0,x,t- s,B) tenglik bajarilsa. u holda
(")bir jinsli Markov jarayoni deyiladi va bunda o'tish chtimolini
(]isgalik uchun P(x,t,B) ko'‘rinishda yoziladi.
Bir jinsli Markov jarayonlari uchun Kolmogorov -Chepman
tonglamasi soddalashadi:
P(x,s +t,B) =\P(x,s,dy)P(y,t,B),

R
Markov jarayonining chekli o‘lchovli tagsimotlarini topish
uchun uning o‘tish ehtimollari va biror boshlang‘ich momentdagi bir
o'lchovli tagsimotlarini bilish yetarli, chunki to‘la ehtimol formulasi
va Markov xossasini ishlatib,

P(4(tx)g B, Je BKk) = \n{dxn) J A&(0,x , ,dxx)
R fil
i h,oxkl h >dxk)
h

tenglikni hosil gilamiz, bu yerda 0=t0<tx<..<tk BlI,...,Bhe B(R),
7r(B)=P(i(0)e B).

6-8. Markov zanjirlari

Markov jarayonlari nazariyasida fizikadan olingan atamalar
ishlatiladi: jarayonning qiymatlar to'plami fazalar fazosi (yoki
holatlar fazosi), uning elementlari esa holatlar deb ataladi.
4(0, te T - tasodifiy jarayonni garayotganda, vagqtning t momentida
fazaviy holati £(/) bo'lgan sistema hagida gapiramiz. :

Keyinchalik Markov zanjin deb atalgan jarayonlar birinchi
tnarta 1906-1907-yillarda A.A.Markovning rus tilida yozilgan asar-
larida uchiaydigan unli va undosh harflar ketma-ketligining xossa-
larini o'rganishga bag'ishlangan ishlarida ko'rilgan.

Ushbu paragrafda biz Markov jarayonlarining muhim sinfi
hisoblanadigan, holatlar fazosi chekli yoki sanoqli to'plamdan iborat
boigan, bir jinsli Markov zanjirlari bilan tanishamiz va uning asosiy
xossalarini  o'rganamiz. Umumiylikka zarar Kkeltirmay Markov
zanjirining holatlari natural sonlardan iborat, deb faraz qilishimiz
mumkin. t parametr manfiy bo'Imagan butun giymatlarni gabul
giiadi, ya'ni T={0,1,2,..} deb faraz gilamiz. U holda £(/) Markov
xossasini ganoatlantimvchi tasodifiy ketma-ketlikdan iborat bo'ladi.

217



3-izoh. £,£2,... ushbu {1,2,...u} to'plamdan gqiymatlar gabul

giluvchi tasodifiy migdorlarning ixtiyoriy ketma-ketligi boTsin.
Shartli ehtimolning ta’rifiga ko'‘ra, ixtiyoriy />0, te N lar uchun

pAo=»o =+ 10 - I ,44=ith) -

=p(o=‘0)N P{ZI+i=4+4 =‘o>me ="} (21)
tenglik o'rinli.
Agar tasodifiy migdorlar bog'ligqsiz boTsa, u holda
P \_4s+1 — ft+1 I"TO — *0 ' -"'b.? fv} — ~"O0ss+ 1 — ft+l )

va birgalikdagi tagsimot formulasi ancha soddalashadi:
P(£0= =/£4=/4) :f&tof\ ) | (22)

Markov zanjiri —chetki (21) va (22) hollar orasida turgan
bog'ligli tasodifiy miqdorlar ketma-ketligidan iborat,

Markov zanjirlari uchun 20- (va 21-) ta'rif ancha soddalashadi
va ushbu ko‘rinishga ega bo'‘ladi.

22-ta'rif. Holatlar to‘plami S chekli yoki sanoqli bo‘lgan
diskret vaqtli Markov zanjiri deb tasodifiy migdorlarning shunday
{!,,/ =0,1,.} ketma-ketligiga aytiladiki, ular ixtiyoriy />0 va

ixtiyoriy i0,7,,...,ir, fHe S holatlar uchun

Ple +i=z+t1so=m.e =l3= 1,1=n =ly=41,
shartni ganoatlantiradi.

Tasodifiy migdor qtl sistemaning boshlang‘ich holatini bildiradi
va uning tagsimoti

PT =P(ba =k), 1k’\ =1
boshlang‘ich tagsimot deyiladi.
Agar p\pfunksiya t ga bog‘'lig boimasa, u holda Markov
zanjiri vaqtga nisbatan birjinsli deyiladi
Holatlar to‘plami {1,2,...,.n} bo'lgan vagtga nisbatan bir jinsli
Markov zanjiri uchun (21) formula



P{p<x) ~0'H ~h ~ -

=P(o =W P{b ="b =7} =p-0,[]" (23)

Ko‘rinishini oladi. Holatlar to‘plami {1,2,...,.u} bo'lgan vaqt bo'yicha

bir jinsli Markov zanjiri trayektoriyalarining tagsimotlari n2+n ta
parametrlar

pi) ={pT =P{" =k)/I< k<n]

va p,,-P\CM=)\E, =/} o'tish ehtimollari bilan aniglanadi. pu ni
sistema bir gadamda i-holatdan /-holatga o'tish ehtimoli deb talgin
gilish mumkin.

"Pn—Pu
O'tish ehtimollari p = matritsani hosil giladi.

\P,V-P,r J

O'tish matritsasining barcha elementlari nomanfiy, har bir
satrdagi elementlar yig'indisi birga teng. Bunday matritsalar stoxastik
nwtritsalar deyiladi. Barcha satrlarining elementlari yig'indisi birdan
oshmaydigan va elementlari nomanfiy boigan matritsa esa yarim
stoxastik matritsa deyiladi. Har bir ustun elementlarining yig'indisi
ham bir bo'lgan stoxastik matritsa ikki marta stoxastik matritsa deb
ataladi.

Vaqt bo'yicha bir jinsli bo'lmagan Markov zanjirlarida
p'n=1~"1 - o'tish matritsalari t ga bog'liq bo'ladi.

Sanogli Markov zanjirlarining o'tish ehtimollari guruhini
o'lchovlari cheksiz bo'lgan matritsa shaklida ifodalash mumkin.

Endi Markov zanjirlarini tashkil giluvchi tasodifiy migdorlar
ketma-ketligi uchun bir necha misollar keltiraylik.

15-misol. Butun giymatlami gabul giluvchi bog'ligsiz va bir xil

tagsimlangan tasodifiy migdorlar ketma-ketligi {<£} ,, bir jinsli
Markov zanjirini hosil giladi. Bu holda
P, =P(C, =i)=P(E,=j)=P(Z0=J)=P{n)>
ya'ni P matritsaning har bir satri boshlang'ich tagsimotdan iborat.
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16-misol. {?7.},5- bog'ligsiz bir xil tagsimlangan tasodifiy miq-

dorlar, P(qt=0)=p, P(jr=-1)=q va p +q=I bo'lib, } ketma-ketlik
=max{£, 1+rj,,0}, 1=0,12,.

formula orqali ifodalangan bo'lsin. {£} ketma-ketlik 0 nugtada qay-

taruvchi ekranli manfiy bo'Imagan butun sonlar to'plamida tasodifiy

daydish deb ataladi.

I, ketma-ketlik Markov zanjiri hosil gilishmi ko'rish qiyin
emas. Bu holda P{grt =i+\g =/4=p, P{g,X=i- | =i}=q, i>1
tengliklar o'rinli bo'lgani sababli bu Markov zanjiri

fgp00O...
qO0p0O0...
0qO0OpoO...

o'tish matritsasiga ega.
17-misol. -bog'ligsiz bir xil tagsimlangan nomanfiy butun

giymatlar gabul qiluvchi tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi bo'lib,
P(4,, =k) =pk, k=0,1,2,... bo'lsin. U holda Sa=0,5,, =£, +... +g,
deb qabul qgilsak, {£,}"' 0 ketma-ketlik bir jinsli sanoqli Markov
zanjirini tashkil giladi. Bu holda o'tish ehtimollari
pi=P{S, =)\s,,.t=4 =p{s,, .+ =VYI5,,=/4=
Y [0,7 </

ko'rinishga ega. Bu misolda o'tish matritsasi

POPiPiP)--

0 pOpip2....

"0 0 pOpr..

bo'lib uning har bir satri oldingi satming elementlarini bir ragamga
0'ng tomonga surishdan hosil bo'ladi.

18-misol (Diffuziya uchun Erenfestlar modeli). Fiziklar Paul va
Tatyana Erenfest nomi bilan ataluvchi bu model zarrachalarni (bir-biri
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I:11 tutashtirilgan) ikkita idishda ko'chish jarayonini tavsiflaydi va u
molckulalarning harakati jarayonida klassik mexanika nuqtayi nazari-
dau qaytariluvchan deb hisoblangan, gaytarilmaydigan o'zgarish-
limmg (tutashtirilgan idishiarda bosimlarning tenglashishi natijasida)
vujudga kelish ogibatlarini tushuntirib berish uchun taqdim etilgan.

Ikkita idishda n ta zarracha bor bo‘lsin. Vaqtning har bir
t 0,4,2,.. momentida tasodifan va undan oldingilariga bog'ligsiz,
n la zarrachalardan bittasi teng imkoniyatli ravishda tanlanadi va u
1/2 ehtimol bilan o'z idishida qoladi, yoki bo'Imasa 1/2 ehtimol bilan
Imshga idishga o'tkaziladi. esa vaqtning t momentida birinchi
niishdagi zarrachalar soni bo'lsin. U holda bir jinsli Markov zan-
jirini tashkil giladi va

P{l+I=.,%=j} =\/2,

J
%=j} =

PIR 4~ Y+t ===t
tengliklar o'rinli bo'lgani sababli, o'tish matritsasi quyidagi ko'ri-
nishga ega:

200 0 000
2 2
1 1n1 0 o 0
2n 2 2n
o i1 M 0 0 0
In 2
n-2 J _2_
°0 0 92
o 0 0 n-11 1
2n 2 2n
VO 0 0 0 0,

Endi m gadamda sistemaning holatlari o'zgarishini o'rganamiz.
Shu magsadda pjf (m) =P(%m=j ¥9=0 - m gadamda sistema i
holatdan j holatga o'tish ehtimollarini ko'ramiz.



{1,}- holatlar to'plami {1,2, va o'‘tish ehtimollari mat-
ritsasi P bo‘lgan Markov zanjiri bo‘lsin. m gadamda o‘tish ehtimol-
lari P (1) ="py M|, w=1,2,... matritsasini va p(t) =(pl (t)....p,.(t))
vektorlarni kiritamiz, bu yerda pk(t) =P(E, =Kk).

6-teorema. 0 ‘tish ehtimollari matritsasi P bo‘lgan bir jinsli
Markov zanjirlari uchun ixtiyoriy m>1 bo‘lganda

P(m) =P™, pit +ni)=p(t)P"\ (24)
o‘tish ehtimollari matritsasi P{) = =j~n=/} bo'lgan bir
jinsli boMmagan Markov zanjirlari uchun esa

\p{4,+m-j% =i}\ =P(,)P[H)-P (#mU\ (25)

p(t+m)=p(t)PinPiH)...P{"™)
tengliklar o'rinli.
Isboti. Toia ehtimol  formulasiga  ko'ra, istalgan
ke{12,..,m —1} va ixtiyoriy i,j& {12, uchun

Pj(m+1)- V pikm)pK =(P(m)P)..

k=i
tenglik o'rinli, bu yerda (J1). - A matritsaning  satridagi j- ele-
mentini bildiradi. Shunday qilib, P(m+1)=P(m)P. Bundan, induk-
siyaga ko'ra, (24) formula kelib chigadi. (25) formula ham shu kabi
isbotlanadi.

Ixtiyoriy wn-tartibli P- jjp{/ va Q= ]J stoxastik matritsa-

larning ko'paytmasi S - |- PQ vyana stoxastik matritsa bo'ladi.

Hagigatan ham, ko'paytmaning elementi nomanfiy ekanligi o'z-
o'zidan ravshan. Shu bilan birga
B = 4P Ep kg =ep k]
ya'niS matritsa ham stoxastik matritsa ekan.
Shunday qilib, 6-teoremadagi Pm va p<'>p('HL..P!""“n
matritsalar ham stoxastik.



6.1. Markov zanjiri holatlarining klassifikatsiyasi

M Markov zanjirining holatlar to‘plami, pM) esa /- ho-
latdan /-holatga t gadamda o‘tish ehtimoli bo'lsin. Markov zanjiri
holatlarini Markov zanjiri trayektoriyalari, ularga tushish moment-
hirining xarakteriga ko'ra klassifikatsiyalash mumkin.

23-ta’'rif. Agar biror t>0 uchun pji(t)>0 bo'lsa, u holda bir
jinsli Markov zanjirining j -holati i-holatdan keyin keltnli deyiladi
va buni j b>i simvol orqali belgilanadi. Agar iH» / va j H» / bo'lsa
(i~j), i vaj holatlar tutashgan holatlar deyiladi. ~ holatlar to'p-
lamida ekvivalent munosabat bo'lishini tekshirib ko'rish giyin emas.

Quyida keltirildan tushunchalar Markov zanjirlari nazariyasida
ko'p ishlatiladi. /e M holat:

1) agar p..(1)— boisa, yutib goluvchi holat deyiladi;

2) agar pn(t) >0 shartni  ganoatlantiruvchi 1- vaqt
momentlarining eng katta umumiy bo'luvchisi d> 1 bo'lsa, d davrli
holat deyiladi;

3) agar uning davri birga teng bo'lsa, u holda u davriy emas
deyiladi;

4) agar 3/e i, i bo'lsa, u holda u ahamiyatga
molik emas deyiladi;

5) agar Vye M{/ /}=>{//} bo'lsa; u holda u
ahamiyatga molik holat deyiladi.

Ahamiyatga molik /-holat: a) agar P{3/<°0;Ef=/30=/}=I
shart bajarilsa, gaytuvchan, b) bunda agar /—-n da pu(/)—0
bo'lsa, u holda “nol gaytuvchan” deyiladi; c) agar limsup pu(/)=()

r->co

shart bajarilsa, /musbat qaytuvchan holat deyiladi.

Barcha tutashgan holatlar sinflaridan tashkil topgan to'plamda
gisntan tartib munosabati o'rnatilgan: A va B tutashgan holatlar
sinflari bo'lsin. Agar eng kamida bitta ie A holat gandaydir je B
holatdan keyin kelsa, u holda holatlar sinfi A, B dan so'ng keladi
deyiladi va buni B i A simvol orqali belgilanadi. Tutashgan sintlar



uchun A\->B, BiA vaziyat (hoi) A=B bo'lgandagina bajarilishi
mumkin.

Qaytuvchan holatlar final sinf tashkil giladi: ulardan so'ng
boshga sinflar kelishi mumkin emas. Har bir yutib qoluvchi holat
gaytuvchan, bu bir elementli tutashgan gaytuvchan holatlar sinfini
tashkil etadi.

24-ta'rif. Bitta tutashgan holatlar sinfidan iborat bo‘lgan
Markov zanjiri yoyilmaydigan, agar u bir nechta tutashuvchi holatlar
sinfidan tashkil topgan bo‘lsa, uyoyiluvchi Markov zanjiri deyiladi.

fOlO i
19-misol. a) Davriy zanjirlar. 0 ‘tish matritsasi P — 001
100
bo'lgan birjinsli Markov zanjiri berilgan bo'lsa, u holda
‘oon "100n
P:= 100 , p3= 010 , P4=P,...
,010 / W o1,
tengliklar o'rinli. Demak,
1, agarj-i =i(mod3),
P+0)= 4 aks hollarda
f OP{0
Xuddi shunday effekt blokli P= 0 OP, matritsalar uchun
v /00

ham o'rinli bo'lib, bu yerda Pr P2,P}- (kvadrat matritsa bo'lishi shart

bo'Imagan) stoxastik matritsalar, nollar esa mos oMchovlarga ega

bo'lgan nollardan tashkil topgan matritsalardan iborat.
b) Ahamiyatga molik bo'Imagan va yutib goluvchi holatlar.
faPvd

Holatlar to'plami {1,233} va o'tish matritsasi P- 010
001

a +/A3+y=\,a,/3y >0 bo'lgan Markov zanjirida 1-holat —aha-

miyatga molik bo'lImagan, 2- va 3-holatlar esa yutib goluvchi holatlar;
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Pu(0=»" >- A0 =(1-p,,(0)-— .

P+Y
P.P. P\
P= O Pr o
0 0 O

ko'rinishidagi blokli matritsalar ham xuddi shunday xossaga ega, bu
yerda (Pn P7P}), P21, P - stoxastik matritsalar: /', matrilsa aha-

miyatga molik bo'Imagan holatlar sinfiga mos keladi, P2 va

matritsalar esa tutashuvchi holatlar sinflariga mos kelishi mumkin.
7-teorema. (Bir jinsli Markov zunjirining i/uytiivclianlik
kriteriyasi). Markov zanjirining ye A7 liolati gaytuvchan bo'lishi

uchun Y'Pain) =° bo'lishi zarur va yetarli.

Isboti. {|( =/} shartda, zanjirni y-holatga gaytish moment-
larining ketma-ketligini ko'ramiz:
Tt=0, rk=min{t >Tk, :$t=j} k =1.2,...,
odatdagidek min{0 }=co deb olamiz.
1-lemma. Agar bir jinsli Markov jarayoni bo'lsa, u holda
w|0=y} shartda Ak=T.- T,. k=1.2,..- bog'ligsiz bir xil tagsim-
langan tasodifiy miqdorlar ketma-icetligidan iborat.
Isboti. {7 =/}=>{£, =y} munosabat o‘rinli bo'lgani sababli,
Markov  xossasiga ko'‘ra, ixtiyoriy natural n va ixtiyoriy
1 4 ' w.© M holarlar uchun
PR~ , o= o =HE\ ~1 =i [.or=j}=
=p{lﬁ+m = % S —4= {Im =tHmM™=._."jso - j\-
Shuning uchun ham, Tk=t bo'lganda {|fH,],+2..} trayek-
toriyaning tagsimoti K ga va t ga bog'lig emas. Demak, ixtiyoriy
I<- 1,2,... uchun &kH =TkH-Tk tasodifiy oraligning uzunligi
A. =Tj-TH,j =\2,...k oraliglarning uzunligiga bog'lig emas va
\, =T, tasodifiy migdorning tagsimoti bilan bir xil tagsimlangan.



Agar { = /] bo'lsa, u holda
{ft»:3/<co:~» =y}={10:41< 00}
ekanligini gayd etamiz. Shuning uchun ham gaytuvchanlikni gayta
quyidagicha ta'riflash mumkin: je M holat gaytuvchan bo‘lishi
uchun
P(A, <00) =]
bo‘lishi zarur va yetarli.
_flagar £ =/bo'lsa
_<[IO, aks holda,
ketma-ketligini kiritamiz, v(N) —N <x> gadamda j -holatga qay-
tishlar soni bo‘lsin:

/(&) « =1,2,... tasodifiy indikatorlar

def N

v (N) =;:1h @) =max{k "k ~N}
m\ In{(0)|£0 =j]1 =/A%n=j BO=j) =Pji(n)  bo‘lgani  sababli,
Mv{N) =J"Pjj(n).

/=

Agar /5Al <oo)=I bo'‘lsa, u holda ixtiyoriy k=1,2,... uchun
shunday JT(A)<oo topiladiki, uning uchun
W * <N(k)) =P{v(N(k))>Kk] >-",

va shuning uchun ham

I Pjj{n) = MV{N (k))>{k.

Bundan, k ni tanlash ixtiyoriy bo‘lgani uchun ¥Y" P, (n)=00 kelib
Y=

chigadi.
Ikkinchi tomondan, agar P(4, <co)=p <1 bo‘lsa, u holda {
ketma-ketlik birinchi marta Ak=00 bo'lgan k da uzilib goladi. Agar

v =Ilimv(A") =max{ K:7 <=0}

boisa, u holda yuqorida isbotlangan lemmadan
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P(v- m)=P(min{k:Ak=o00}=w) - p" '(1- /)
kelib chigadi, ya'ni v tasodifiy miqdor p parametrli geomotrik
lagsimotga ega, demak, Mv=?. Shuning uchun ham, ixtiyoriy

uchun

Yjpjj(n)=Mv{N)<Mv<
= 1P

ya'ni ¥/;.1/;)<o0. 7-teorema isbotlandi.
II-]
20-misol. a) bogiigsiz tasodifiy migdorlar bo"lib,
P(Ek=1)=p, P{Ck=-\)=g=\-p,k =\/1,...
bo'lsin. Agar 50=0, Sn= n=1.2,.. deb belgilasak, u hol-
da {5,} ketma-ketlik barcha holatlari tutashuvchi Markov zanjiridan
iborat. {S\ tasodifiy daydishning trayektoriyalari 0 holatga gaytishi

uchun uning o‘ngga va chapga go‘ygan gadamlari soni bir xil bo‘lishi
/.arur va yetarli. Shuning uchun ham tog gadamda 0 holatga gaytish
ehtimoli nolga teng, 2n ga teng boigan juft gadamda bu ehtiinol
>0 da

\ nn (4pql
P (2w)=C2,p q b At
chunki Stirling formulasiga ko‘ra » =00 da
, 4 yHI#AR(@2nN"
cL ={* = - — b (i+of(i)).

Agar p #q boisa, u holda 4pg <1 va ¥Y\pU(H)<De>ya'ni 0
A

holat gaytmas holat boiadi. Agar 4pg=\ p=q boisa va
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2 PooQ)- +0° >ya'ni bir oichovli simmetrik daydish uchun 0

gaytuvchan holat.
b) Tekislikdagi (S10S2)=(0,0). {SInS2)=J~~ ,C A). «=U -
k=

tasodifiy daydishni garaymiz, bu yerda {4™} a-holatda Kkiritilgan
ketma-ketlik. Bu (SInS2r) daydish a-holatda ko'rilgan ikkita
bogiigsiz tasodifiy daydishlarning majmuasidan iborat. p~q boigan
holda Shi tasodifiy daydish gaytuvchan emas va shuning uchun ikki

oichovli daydish ham gaytuvchanmas boiadi. p =q - —boigan hol-

ni garaymiz. (0,0) 2n nuqgtaga gadamda qaytish ehtimoli, har gaysi
ikkita daydishlarning 2n qgadamda 0 ga qaytish ehtimollarining
ko‘paytmasiga teng:

A0,0,,0.0,(Z») =(a,0 (2»))2:(2-2"(:",)2 ~ b IMN—*"n

N p (n0)(00)(2//) qator uzoglashadi, demak isbotlangan teore-

7=1

maga ko‘ra, (0,0) holat gaytuvchan.

¢) Ammo
AoOOUOQO (2n) =(Poo (~n)) :ﬁ' C2/1) ~—Enn)—JJJ— (n—>00)
©
va " / '(0oo)(0oo)(“ /) gator yaginlashuvchi boigani uchun uch oi-

/=1

chovli simmetrik tasodifiy daydish (S,,,,52n,S3n) a-holatdagi uchta
bogiigsiz daydishlarning guruhi uchun (0,0,0) holat gaytuvchimas
ekanligi kelib chigadi.

6.2. Chekli Markov zanjiriari uchun limit teorema

Vaqgtga nisbatan bir jinsli boigan chekli {£} Markov zanjiri
uchun 1 ehtimol bilan yaginlashish, {c,} ning trayektoriyasi birorta
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holatda “to'xtab qoladi” degan ma’noni bildiradi, bu holda n yutib
goluvehi holat boiishi kerak.

8-teorema. Holatlar to‘plami { 1 , 2 bo'lgan Markov zan-

|imnng o'tish matritsasi P bo'lib, birorta v<co uchun P' matritsa-
ning barcha elementlari musbat bo'lsa, u holda

limPn(t) =nj >0, je{].... (26)
munosabat o'rinli.

nv...,nn limitlar /—boshlang'ich holatga bogiiq emas va ular

n n
Y, Pkjxk=xj" [r-""}p X x*"1 07>
*=1 A-1

lenglamalar sistemasining yagona yechimidan iborat.

Isboti. v gadamda o'tish matritsasi P' =|]jp.M] n‘ ko'ramiz.
Shartga ko‘ra u stoxastik va barcha elementlari musbat.
K =min p,JAv) >0 belgi kiritamiz.

]

G, ={'v=(Ai >->xn):xi N> *j| + eeet+ wF, = 1}-{1.... nj
to'plamdagi tagsimotlar simpleksi boisin. Agar €],....,ens Gn birlik
vektorlar bo'lsa, u holda pup) - (P) =P «

Ixtiyoriy xe Gn boiganda xP' >p munosabatni qanoat-
lantinvchi p = (nx...,7IM) vektor mavjud ekanligini ko‘rsatamiz.

|xPrj- ketma-ketlik  |xP"}=]"*XPm)P"j, m=0,,...,v-1
ko'rinishidagi v ta gism ketma-ketliklardan tashkil topgan, shuning
uchun ham teoremaning birinchi tasdig'ini isbotlash uchun (/%)
vektorlar ketma-ketligining p limiti, ixtiyoriy xe Gn uchun mavjud,
X ga bogiig emas va (27) sistemani ganoatlantirishini ko'rsatish
yetarli.

Keyingi isbot 4 ta tasdiqqga ajratilgan.

a) Ax =xPv tenglik orgali aniglangan chizigli almashtirish

ehtimollar tagsimoti simpleksmini yana o‘ziga o'tkazadi.
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Hagigatan ham, agar x- (xl,....xn)e Gn boisa, u holda

Y= Y,,) =xP* vektorning barcha komponentlari manfiy emas va
n n
Zyj ZZ dabPk (v) = Z**IAV() [ =1,
/=1 /=lIfr=1 /=1 A=L

b) p(x,v)=)l(‘:_Fh‘->y| mctlikada A:G(Q =Gn- koeffitsiyenti

1—£<1 dan katta boimagan siquvchan akslantirishdan iborat.
Hagigatan ham,

p(XP’' . yPv)=X Z*Pk (V)- ZNPK (V) x =wva- M)A (V)].

y=I]t=I 1 7=1
Agar x,_ye Gti boisa. u holda £ (xx- yk)=0. Shuning uchun
A=l
ham xk—yk ayirmalarning manfiy boimagan va musbat boimagan

ylﬁmdllarl fagat ishoralari bilan farq giladi, ya’ni
r r

j
Z max{xk- yk,0}=-Xmin{x* - yk,0}= £|x* - yk\=- p{X y).
M =1

Demak, x®y boiganda shunday r,se {l,...w} holatlar
mavjudki, ular uchun

X, ~V, >-2-rP (le)>0>2|—np(xly)>xs' Y,

tengsizliklar o‘rinli. Bundan va a.b>0 boiganda
la—b\>a+ b—2min{ a,b} tengsizlikning o‘rinli ekanligidan hamda
s ning ta'rifidan bu r va 5 larva ixtiyoriy uchun

& ~ynpi(v) +(x - v.r) | <(xr-yrprj{v)+
X, ~Y\PI<Y) - 2min{W - yr|,Ix - i, ]3min{ prd(v),psi(v)} <
S\xr~yr\prj(v)+\x,-ys\pg (v)--p (x,y)s

va

.
&y (Xk -y K)PKi(v) " lz<:1\Xk' Yk P (V) + W - yriIPJ (v) -
k*r.s
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Demak,

-
p(.rr,yP*)=X .
o YK )pki(v)
SZ| Z k -y K\p (V)— p(x.y)e =
/=1U=1 n J

n n
=|§:\K ~yk[j|-:gki (v)-£p(x,y) ={\-s)p(x,y).

c) Gn kompaktni o‘ziga o‘tkazuvchi A siquvchi akslantirish
yagona p qo‘zg‘almas nuqtaga ega va bu nuqta ixtiyoriy
A'X, r~12,.., is Gn ketma-ketlik uchun Ilimit nuqgta bo'ladi,
chunki r —oo0 da

P(A X,pj=p A" x,A'pj<(- K) />(v/r)—0.
(G, kompaktning j A'Xj nugqtalaridan tashkil topgan kctma-ketlik
kamida bitta p limit nuqtaga ega. Ap t p deb faraz giiamiz va r ni
shunday tanlaymizki, natijada
p~Alx,p m<-pi Ap,n) va

PAA" X, A A< (I-t7) )< 1/3p(p,Ap)
boisin. U holda uchburchak tengsizligiga Ico‘ra, qarama-garshilikga
kelamiz:

P(Ap.p)<p (a’x,p}+p (n'X,ArAX)+p (n"4x,Ap~<(\-"s)p(Ap,p).

d) /->00 da Arx->p va (Arx}P~>Ar{xP)-+p, matritsaga
ko‘paytirish esa uzluksiz funksiya bo‘lgani uchun p —P matritsa
bilan Gn—Gn chizigli almashtirishning qo‘zg4lmas nuqtasi. Agar bu

chizigli almashtirish boshga qo‘zg‘almas nuqtalarga ega boiganda
edi, ular A akslantirishning go‘zg‘almas nugtalaridan iborat boiar
edi, bu esa mumkin emas. p—P matritsa bilan akslantirishning



yagona qo‘zg‘almas nuqtasi boigani sababli, u (27) chizigli teng-
lamalar sistemasining yagona yechimidan iborat. Teorema isbot
boidi.

6.3. Markov zanjirlari yordamida oddiy tasodifiy
davdishlarni tekshirish

holatlar to‘plami [0.1....J1'} boigan chekii Markov
zanjiri boiib, 0 va Nyutib goluvchi holatlar boisin, ya'ni
poo =P{ZtHi =0]c(0 =0}=pm =P{4,1=N\4{t) =1} =11>0(28)
va har qaysi “ichki” he {l,2,...,iV—} holatdan yoki qo‘shni
holatlarga o‘tishi yoki 0‘z o‘mida golishi mumkin:

Pkktl = p{p,A=K+\% = k] =ph>0,
Pk = p{4M =k\4,=k} =rk >0, (29)
Pa-1 =p{ =k~1¥,= =4k>0.

Bunday zanjiming 9=k boshlangich holatli trayektoriyasi 0

yoki N yutib goluvchi holatlarga tushib qolish ehtimolini topamiz.
K=12,.,7V va | —00 da

PkN~N=p{4, ~&™o=k}-mk,
PcN (0 =p{4,= MJ£0 - K} -> VK.

0 va N holatlar yutib qoluvchi boigani va pKXt) ham
pkx(t) o‘tish ehtimollari monoton kamavmaydigan boigani uchun,
pKXt) va pks(t) migdorlarning t—>oodagi limiti mavjud.

9-teorema. Agar {4t} holatlar to‘plami {0,1,...,TV} va o'tish

ehtimollari (28), (29) formulalar orgali ifodalanuvchi Markov zanjiri
boisa, u holda 40~n boiganda 0 holatda yutilib golish ehtimoli

un, N holatda yutilib qolish ehtimoli vn lar quyidagr



5=VirL, ,=12,.,/V-l
IAA - Px
lormulalar orgali ifodalanadi.

Isboti. P{%' =0 9= A} uchun toia ehtimol fomiulasidan I'oy-
dalanib, \<k<N bo‘lganda quyidagi tenglamalar sistemasini
tuzamiz:

p{z,=0\z0=k}=p{~=k-%=k}p{4t=olg =k- L+

+P\A =k+% =k\p{b, =05, =A+1}=
= gkP{ =0 =k- J+pkP { =0]fo=k- Jj.
Bundan, t ni cheksizga intiltirsak,
& =FKLLE + AA+p 1<A<AN m,=1fv=0. (30)
Bu tenglamani boshga koiinishda yozib olamiz:

UK(»*-i - “a) =n(«* - «*4p 1N K< «=b «n =()-
Demak,
- n2=(m- m)—,
Pi
, - B=(«0-mn,)
" y ( 7 )PI/,:
va induksiyaga ko‘ra,
W, -ii. .=(«,-17,) A=1,2...iV-1.
A-A
Bu tengliklarni hadma-had go‘shib, quyidagini topamiz:
M
/- MW =(i0- )X =(0- uns. (31)
*= Pj --Pk

Shartga ko‘ra, u0=1, demak ux=W0—w,)5=(1—u{S, yoki
ux=-pj- Qolgan lami topish uchun endi quyidagilami gayd etish

yetarli;
mi-m, = (1 W)g\'"Ql‘ o A=1,2 H- |,

yoki




Xuddi yuqoridagi kabi, v,,v2,...,vv lar uchun ham tenglamalar

sistemasini keltirib chigarish mumkin, u (30) dan fagat chegaraviy
shartlar bilan farq giladi:
V*=4kVi +PkvM» 1<k<N, v0=0,vN=1  (32)
(31) tcnglamagacha chegaraviy shartlar ishlatilmagan edi.
Yangi chegaraviy shartlarni hisobga olinsa, (31) tenglama

V.-1 =-v.§, goki V, = -
1 1 145

ko'nnishini oladi. vk- viki =-v, boigani uchun,
A\ -Pk

va

Teorema isbot boidi.
Yuqoridagi kabi, ammo uytib qoluvchi holatlarsiz Markov
zanjirining limit tagsimotlarini topamiz.
10-teorema. Agar -holatlar to‘plami {0,i,..,N} boTgan
Markov zanjiri boTib, uning o‘tish ehtimollari
Pk=Pk> 0O Pkkl=%k>0, Pkk=rk>0e
Pk +4k +rk =1 (k=1,2,...,yV 1),
Poi =Po >0> Poo =r0>0> Pqg+ro=1>
Pm -~ >0 Pnny=<9v>0, ~n+(gN=1
bo‘lsa, u holda nn=Ilim P\4, =nMo ~K] limit ehtimollar quyidagi

v Po-Pk-1
Nn
bN A\-Ak
formulalar orgali ifodaianadi.

Isboti. P o'tish matritsasiga ega boigan } Markov zanjiri,
poo>0, Pm>0 boigani sababli, davriy emas, uning barcha
holatlari tutashgan va N qgadamda u ixtiyoriy holatdan boshga
istalgan holatga musbat ehtimol bilan o‘tishi mumkin. Shuning uchun
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luim unga limit tagsimotning mavjudligi hagidagi umutniy teoreinani
(8-teoremani) qoilash mumkin: P o‘tish matritsasiga ega boigan.
Markov zanjirining limit ehtimollaridan tashkil topgan n  (15,....nN)

voklor, 7TP=a tenglamani, ya'ni xususiy holda quyidagi tenglamalar
sistemasini ganoatlantiradi:

no =*00 + 7{gx,
m="*u-\ Pk-1+*k rk + *+i 4kA\> k =[>->N ~ 1-

7IN ~ A P\ o+ 7NN
M+71+..+ Tty =1

Birinchi tenglamadan jt, =1 O——:an kelib chigadi, bun-
a
dan va ikkinchi tenglamadan esa
M=—(, (1-I,)-9070)==70/0 |iA -1

92 2 v 9l y 2192
va hokazo, ttihoyat ., =10 a1, +..+5,=1 boigani
ot Al S N )
sababli. 0= , va bundan boshga golgan ehtimollar uchun for-

1+5*
mulalar kelib chigadi.
21-misol. Dif&ziya uchun Erenfestlar modeli. n ta zarrachani
bitta idishdan ikkinchisiga o'tishi hagidagi yugoridagi 18-misolda
ko‘rilgan Erenfestlar modeli uchun t vagtda birinchi idishdagi
zarrachalarning sonini ifodalovchi ~ —holatlar to‘plami {0,1,.../7} va

oiish ehtimollari
PkM 1 =Pk (*=0,...n-1),
Pk.k-i=dk=j~ (k=1..,w),
n*=1] (k=0,..,n)

boigan Markov zanjirini tashkil etadi.

Bu Markov zanjirining statsionar (limit) tagsimotlarini topish
uchun limit teoremadan foydalanamiz. Bu holda



y Ar"A-1_

va

ya’'ni statsionar tagsimot (n;1/2) parametrli binomial tagsimotdan
iborat. Binomial tagsimot uchun 0 va n giymatlarning ehtimollari
(ya'ni vaqtning berilgan momentida barcha zarrachalar birinchi yoki
ikkinchi idishda yig‘ilib qolish ehtimollari) 2~*ga teng va n idishdagi
molekulalar soniga teng boigan holda bu ehtimollar shunday
kichikki, koinot vujudga kelganidan boshlab to hozirgi kungacha boi-
gan vaqt oraligida bunday momentni kuzatish amalda mumkin emas.

7-8. Tarmogqlanuvchi jarayonlar

Tarmoglanuvchi jarayonlar nazariyasida kimiyoviy, yadroviy va
shu kabi boshqga reaksiyalardagi populatsiyalarning rivojlanish jara-
yonining sodda matematik modeli o‘rganiladi. Birinchi boiib bunday
model XIX asr boshlarida Galton va Vatsonlar tomonidan, ingliz
lordlari familiyalarining yo‘q boiib ketishini o‘rganish jarayonida
taklif etilgan.

fi(t) tarmoglanuvchi jarayonning t momentdagi holatini t
avloddagi zarrachalar soni deb talgin gilinadi. Keyingi avlodga o‘tish-
da har bir zarracha tasodifiy sondagi keyingi avlod zarrachalarini
vujudga keltirib, o‘zi yo'q boiib ketadi, turli zarrachalarning avlodlar
soni o‘zaro bogiigsiz deb faraz gilinadi.

Tarmoglanuvchi jarayonni formal ravishda ta'riflash uchun,
0,1,2,... giymatlami gabul giluvchi bogiigsiz bir xil tagsimlangan
tasodifiy miqdorlarning cheksiz {yt,/=0,1,..,k=1.2,.} to‘plami
mavjud deb faraz giiamiz (ytk- 1 avloddagi k—zanachaning
goldirgan nasllari soni). Jarayonning qiymatlari ushbu

rekurrent munosabat orqali ifodalanadi.
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Bunday ta'riflangan Zu(t) tasodifiy jarayon Markov zanjiridan
iborat boiadi, chunki vagtning ixtiyoriy t momentida jarayonning
giymati aniglangan bo‘lsa, uning keyingi holatlari {ysk, s>t, k=12..}
tasodifiy migdorlar orgali aniglanadi, ular esa avvalgi holatlarga
bogiig emas. Tannoglanuvehi jarayonning holatlar to'plami
j0,1,2,..} —manfiy bo‘lmagan butun sonlar to‘plamidan iborat, shu-

ning uchun ham tarmogqlanuvchi jarayon sanoqli holatli Markov zan-
liridan iborat. 0 holat yutib goluvchi holat, agar jarayon 0 holatga
tushsa, uyo‘q bo4ib ketgan deyiladi.

Biologik va shuningdek fizilc qoilanishlar nuqtayi nazaridan
quyidagi ikkita savol eng ko'p qizigish uyg'otadi: ganday shart
bajarilsa jarayonning yo‘q boiib ketish ehtimoli birga teng va ganday
shart bajarilganda jarayon musbat ehtimol bilan yo‘q boiib ketmaydi?

Tarmogli jarayonlarning xossalarini o‘rnatishda hosil giluvchi
i'unksiyalardan foydalanish magsadga muvofiq boiadi. y—tarmogla-
nuvchi jarayondagi bitta zarrachaning nasllar soni bilan bir xil tagsim-
langan tasodifiy migdor boisin. Quyidagi hosil giluvchi funksiyalami
Kiritamiz:

/())=Ms7=M {~<|/i(0) =1},

<p(t,s) = MsMn
11-teorema. <p(t,s),t=0,1,... hosil giluvchi funksiyalar ketma-
ketligi
(p(0,s) =Msf,i0), <pt+I1,s) =<p(t,f(s)),r=0,l,-
rekurrent munosabatni ganoatlantiradi. Agar P(,u(0)=1)=1 boisa, u
holda
<p0,s)=s, Et+1,) = /=0,1,..
tengliklar o‘rinli.

Isboti. Tarmoglanuvchi jarayonning ta'rifiga ko'ra, ;/(/ +1)
migdor har birining tagsimoti y ning tagsimotiga teng boigan f.i(t)vd
bogiigsiz tasodifiy migdorlarning yigindisiga teng ekanligini hisobga
olib, hosil giluvchi funksiyalaming 3-xossasidan (5-bob, (6) formula)
foydalanib quyidagini, topamiz:

(p{l +1,s) = MsuUH) =(p(t,Msy) =</>(//(V)).
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Xuddi shu kabi, boshlang‘ich zarrachaning barcha bevosita (1-
avlodni tashkil etuvchi) nasllari bir-biriga bog‘ligsiz ravishda
ko‘paygani va boshlang‘ich zarrachaning t+1 momentdagi nasllari
soni In(/) bilan bir xil tagsimotga ega bo‘lgani uchun, ikkinchi
tenglikni hosil gilamiz:

(P(t+1,s) =MsMD+) =m (m { (M W(O0)})=/((pO,s)).

I-natija. Agar ~(0) =1 bo'lsa, u holda

(p(t,s) =33(j) =/ (/(...(7(1))))-

Isboti. Agar (p(0,s) =Ms-""" =Ms1=9 ekanligini hisobga olsak,
natijaning isboti 8-teoremadan bevosita kelib chigadi.

Il-teoremadan foydalanib, M/u(t) ning giymatini topamiz.
My = A bo‘lsin. U holda ixtiyoriy /=0,1,2,... uchun

Mn(t+\) =gs(t+\,8) sx="-<p(tI{s))|H =

={u(t'U)\«=Ff(s)f'(S)\sA\= AMH t)
ya'ni
M/i (t) = A'Mju(O).

Demak, tarmoglanuvchi jarayonlar bitta zarracha avlodlarining
o'rta giymati A—My ning turli giymatlarida turli sifatiy xossalarga
ega:

agar A< 1 bo'‘lsa, u holda M/u(t) — >0 va bunday jarayon
dokritikjarayon deyiladi;

agar A=1bo'lsa, u holda M”(t) =Mju(0) va bunday jarayon
kritikjarayon deyiladi;

agar A>1bo'lsa. u holda Mn(t)———* va bunday jarayon
nadkritikjarayon deyiladi.

Bu atamalar kimyoviy yoki yadroviy tasniflashga mos keladi:
reaksiya yoki juda tez tilgaydi (odatdagi shartlardagi kabi), yoki
taxminan bir xil o'zgarmas holatda turadi (yadroviy reaktordagi kabi),
yoki bo'Imasa yadroviy portlash hosil bo*ladi.

Matematik kutilmaning holati bilan bir gatorda, tarmoglanuvchi
jarayonning muhim xarakteristikalaridan yana bittasi kamaymaydigan
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P\ju(t) =0],u(0) =1] ehtimolning limitidan iborat bo‘lgan jarayonning
yo‘q boiib ketish ehtimolidan iborat (0 holat yutib goluvchi holat
ckanligini eslatib o‘tamiz):

q.=JigP{iu(0 =017(0) =1}.

12-teorema. f{s) hosil qiluvchi funksiyaga ega boigan
Galton-Vatson jarayonining yo‘'g boiib ketish ehtimoli q soni
f(s) =s tenglamaning eng kichik nomanfiy ildizidan iborat.

12-teoremani isbotlash uchun bizga quyidagi lemma Kkerak
boiadi.

2-lemma. /(5) =Y ptsk- nomanfiy butun giymatli tasodifiy
kA
migdorning f(s)”s shartni qanoatlantiruvchi hosil giluvchi

funksiyasi boisin.

a) Agar A=f'(1)<1 boisa, u holda O0<s<I| boiganda
/ (V) >s tengsizlik o‘rinli.

b) Agar A=f{ 1)>1 boisa, u holda shunday ~0e [0.1) son
mavj udki, uning uchun

/ (5) > 8,0<5<50,/(50)=SQ /(5')<S,SQ<S< 1
munosabatlar o‘rinli.

Lemmaning isboti.f(s)- hosil giluvchi funksiya, yigindisi 1
boigan nomanfiy koeffitsiyentli darajali gatordan iborat, ya™i u [0,1]
oraligda aniglangan, nomanfiy, monoton o‘suvchi. uzluksiz gavariq,
barcha tartibli monoton kamaymaydigan nomanfiy hosilalarga ega
boigan funksiya boiib, shu bilan birga 7/ (1)-1 va /(0) >0 boisin .

a) Agar /'(i)<!| boiib, f(s)*s boisa, u holda bar
wg (0,1] nuqtalarda f'(it) <1 va /"(w) >0 (shu bilan birga 7 (n) =0
tenglik fagat /'(1) <1 boigandagina bajarilishi mumkin) va Teylor
formulasiga ko‘ra, har qganday s&[0,1) boiganda, biror
u=u{s)e (,v,I) uchun

7(s) =/ (1) +(5-1)7"(1) +(5-1)22yA> 1-(I-A) 7 (1)> .V .
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Endi b-tasdigni isbotlaymiz. Agar A>1 boisa, u holda sT 1

bo‘lganda
f(s)=1- A(l-s) +o(l -s)
ya’'ni ™ birga yetarlicha yaqin boiganda f(s)<s boiadi. Tkkinchi
tomondan.
/(0)=P(4 =0)>0

va f(s) funksiyaning uzluksizligiga ko‘ra f(s) =s tenglama
sae [0,1) ildizga ega. f(s) >0 boigani uchun f(s) funksiya [0,1]
oraligda botig, ya'ni f(s) =as+b tenglama [0,1] oraligda bittadan
ortiq ildizga ega boiishi mumkin emas. Ammo f(s) =s tenglama
A >1boiganda ikkita 1va sf ildizga ega; demak .ye [0,sa) boiganda
f(s)>s va se (sn 1) boiganda esa/(s)< s. Lemma isbotlandi.

12-teoremaning isboti.

P{ju (f)=0J/4(0) =1} =
=£ (/) = (0) =Isk1 0= Ms*(n I0=f1(0),

bo‘lgani uchun
q—j/: (0)
tenglik o‘rinli.

Ixtiyoriy /=0,1,2,... uchun 0</(0)<50 ekanligini ko‘rsata-
miz. /=0 boiganda bu tengsizlik to'g'ri ekanligi ravshan. So'ngra
induksiyadan foydalanamiz. Qandaydir />0 uchun 0</,(())<s,

boisin. Bu tengsizlikning har ikkala tomoniga f funksiyani ishlatib
va uning monotonligini hamda 7 (s0) =M ekanligini hisobga olib,
topamiz:

0<f, (0O)<f(f, (0))=/,4(0)<f(so0)=so0.
Monoton o‘suvchi chegaralangan {/,(0)} ketma-ketlik t-—=oc da
limitga ega. Uni orqgali belgilaymiz. f(s) funksiya uzluksiz
boigani sababli

q=Jigy/ ,(0) =hm/ (ft(0)) =7/ (lim/, (0)),=7 (q).
Demak, g = v(). Teorema isbot bo'ldi.
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2-nutija. Agar A= f'{1)>1 bo'lsa va fagat shundagina
Inimogkinuvchi jarayonning yo‘q bo'‘lib ketish ehtimoli g birdan
kichik.

13-tcorema. f(s)”s bo‘lgan tarmoglanuvchi jarayonning
barcha musbat holatlari ahamiyatga molik emas: agar 0<J/1<co
bo'lsa, u holda lim P[p{t) =k] =0.

Isboti. Teskarisini faraz gilamiz: shunday k>0 mavjud bo'l-

sinki, u uchun
limsup P(u(r) =k) =vt >0

l-=yoo

munosabat o'rinli bo'lsin. Alohida ikkita holni ko'ramiz.
a) P(y=0)=p=>0 bo'lsin. U holda P{u(r+I) =0Ju(/) =A}=pk=>0.

Demak, to'la ehtimol formulasiga ko'ra
@©

P(p(t+V=0)=  P@GLi{t) =m)p\,u(r +\) =0\n(t) =1}>

m=0
>P(p(t) =0) + P(//0 =k)P[ju(t +1) =0\uit) = A}=
=P(ju(t) =0)+ pkP(/u{l) =k).
Bu tengsizliklarni hadma-had qo'shib, quyidagini topamiz:
P(//(/+1) =0)>p*Y]P(//(r) =").
Agar vk- limsupP(JU (/) =k)>0 bo'lsa, u holda yetarlicha

katta t uchun oxirgi tengsizlikning o'ng qgismi birdan katta, bu esa
bo'lishi mumkin emas. Demak vk =0 ekan.
b) Endi P(/ =0)-0 bo'lsin. U holda P(y >1) | va /(.v)*v
bo'lgani uchun P(y =1)<1. Demak,
P[n(t+\Y)=yn +- +ytlin *//(0) 1

Plju(t +\)>k + N\u() =k)>\-(P(y 1)* >.\-P(y- D) =/X(.

a) Punktdagi kabi fikrlashlar yordamida quyidagilarga
bo'lamiz:



P(li(t +1)>k +1)>P(j.i(t)>k +\)+P(ii(t) =k,ii(t +1)>k +\)>

>P(jLi(t)>k + ) +rP(v(t) =k).
Bu tengsizliklami hadma-had qo‘shsak,

P(p(t+1)>k +\)>P(p(0)>k +1)+rj*P{fi(m) =k).

177=0

Agar vk=IlimsupP(” (t) =k) >0 bo'lsa, u holda yetarlicha

/—0
katta t lar uchun oxirgi tengsizlikning o‘ng tomoni birdan katta, bu
esa bo‘lishi mumkin emas. Demak, bu holda ham vk =0. Teorema

isbot boMdi.

l4-teorema. Agar A=My >\ va cr2=Dy </ bo‘lsa, u holda
P(X> 0) >0 shartni ganoatlantiruvchi shunday X tasodifiy migdor
mavjudki, u uchun

p\ ¥ >07(0) =1}=1va MX =\
munosabatlar o‘rinli. Shu bilan birga X tasodifiy miqdorning
W/ (i<)= ME'"x xarakteristik funksiyasi y(Au) = tenglamani
ganoatlantiradi.

Isboti. X (t) =fSil f- 0,1,2,... deb belgilaymiz.
A

X{0) +£{X{t+\)-X{t
{)+;é{+) {1)

gator (bunda birinchi k ta qo‘shiluvchining yig‘indisi X (k)-1)
1 ehtimol bilan absolut yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsatish yetarli
(uning yig‘indisi limit tasodifiy migdor X dan iborat). Agar =m
bo‘lsa, u holda u{t) =yn +...+ ytm ekanligidan foydalanib, to‘la
matematik kutilma formulasidan,



II\Z(/'F]) MI'TZFO\//CZﬂ VK - Am J j {m (0 = "»} = )

s ZP(MU)=MM\ Y(yk ~A)

X (0= «H 2= lHEMMM=-Ar.

Agar "4>1 bo‘lsa, u holda (33) tenglikka va Chebishcv
liii)',si/ligiga ko‘ra,
o 7~/A*
VLV +1)-x (I)\> -17b < --
io V A J DI&/A D > AN
va Borel-Kantelli lemmasiga asosan
{*(/ +1)- X(O]|>cr//1"3}, /=0,1,...
luulisalardan 1 ehtimol bilan fagat cheklitasi ro‘y beradi. Bundan
ri A
P\ (X (1+1)- X(f)) qator absolut yaginl. =1
v/0 J

X
kelib chigadi, ya'ni X =X0+~A"AX(t+1)- X(t)) tasodifiy migdor
=0
(icy;:"'i mugarrar aniglangan va chekli.
Teoremaning oxirgi ta’kidini isbotlash uchun quyidagi tenglikni
ko‘ramiz:

i/ (u)= Me"xu+Hl 1=M expjw A A*N =<y +lexp[ inlA']jj =
=f((p(r,exp{iu/Al+1}) =/\ Mexp|«/?™] j=

/(.Ue“yin ') /(./> 1)). (34)

Isbotlanganiga ko'ra, X (I)—m—m»X , demak barcha hagigiy
n lar uchun i//,(w)— >I//(,/) munosabat o‘rinli. Undan foydalaftib,
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(34) tenglikning har ikkala tomonida t bo‘yicha limitga o'tib, topa-
miz:

(/) =1(y/{ulA)),
bu esa teoremaning tasdig'idan fagat o‘zgartirish almashtirishigagina
farq qiladi.

VI BOBGA DOIR MASALALAR

1 (t),te T=[0,1]}-tasodifiy jarayon (OA4P) ehtimollar
fazosida aniglangan boisin, bu yerda Q={l,2}, j? - Q ning barcha
gism to‘plamlaridan tashldl topgan cr- algebra, P —esa {1} va {2}
to‘plamlarga 1/2 ehtimollarni mos go‘yadi. Agar £(/) =&/ boisa,
£(t,co) jarayonning barcha trayektoriyalari va chekli oichovli tag-

simotlari topilsin.

2. <fparametrH Puasson jarayonining matematik kutilmasi,
chekli oichovli tagsimotlari va kovariatsiya funksiyasi topilsin.

3. M{t)-a parametrli Puasson jarayoni boisin. Unga bog'-

ligsiz ravishaa tanga tashlaymiz va rj(t) jarayonni quyidagicha anig-
laymiz: agar tanga gerb tomoni bilan tushsa, Z(t) =(-1)ri(,), aks
holda 77(?) —(-1)n(,,+1 deb belgilaymiz. {tj(t),?>0} tasodifiy jara-
yonning chekli oichovli tagsimotlarini toping.

4. E(/) =Xsinojt- tasodifiy jarayonning matematik kutilmasi
va kovariatsiya funksiyasi topilsin, bu yerda c- o'zgaririas chastota,
MX =1,DX =0,2.

5. 4 (t) =Xe~" - jarayonning matematik kutilmasi va kova-
riatsiya funksiyasini toping, bu yerda X —tasodifiy miqdor,
Ll =2,DX =0,0\.

6. Agar {~(/)re I'}- tasodifiy jarayon Ae T- kompakt
to'plamda stoxastik uzluksiz boisa, u shu to'plamda ehtimol bo‘yicha
ehegaralangan, ya’'ni jV —co da

SupP(]£(/)|>7V)->0
/EA

ekanligi isbotlansin.
244



7. £(/)-stoxastik uzlukziz jarayon va g(jt) - ixtiyoriy uzluksiz
Hinksiya boisin. U holda g{E(tj) ham stoxastik uzluksiz jarayon
cknnligi isbotlansin.

8. 4(f) =T[g](t) ++=+Yn& 0 tasodifiy jarayonning kovariatsiya
lunksiyasini toping, bu yerda —notasodifiy funksiyalar,
yt... {i-esa korelyatsiyalanmagan tasodifiy migdorlar boiib, ular
mos ravishda dv...ldndispersiyalarga ega.

o). <I(/) va |2(0~ KN(t,5) va K™Mt,s) kovariatsiya funksiyalarga
ega boigan ikkita bogiiqsiz tasodifiy jarayonlar boisin.
il() =41(t)42(t) jarayonning kovariatsiya funksiyasi topilsin.

10. 4 (f) - tasodifiy jarayon o‘z giymatini vaqgtning tasodifiy mo-
niLMillarida o‘zgartiradi. Sakrashlar orasida 4(f) ning giymati o‘zgar-
maydi va bu giymatlarning har gaysisi, matematik kutilmasi 0 va
dispersiyasi a 2 boigan bogiigsiz tasodifiy migdorlardan iborat. Jaru-
yonning matematik kutilmasi va kovariatsiya funksiyasi topilsin.

11. G sohada vaqgtning boshlangich t=0 momentida k ta
/arracha bor edi. Zarrachalaming har gaysisi JI/ vaqt oraligida
A\r+o(At) ehtimol bilan G sohadan chigib ketadi. Yangi zarra-
chalar paydo boimaydi. Bu jarayonni tavsiflovchi tenglamalar siste-
masini tuzing. Uni yeching. Vagtning I momentida G sohada boigan
zarrachalar sonining matematib : itilmasi va dispersiyasini toping.

12. Poya jarayoni. G >hada ¢ iaydir zarrachalar paydo
boiib, so‘ngra ular sohani tark e; wuavdi. Agar vaqtning
boshlangich /=0 momentida sohada n ta zarracha boigan boisa, u

holda vaqtning (tJ +At) intervalida zarrachalar soni At +0(At)

ehtimol bilan bittaga ko‘payadi, bu yerda a> 0. Zamchalar soni
ikkita yoki undan ko‘pga ko'payish ehtimoli o(J1<). Bn jarayonni
tavsiflovchi tenglamalar sistemasini tuzing. Uni yeching. Vaqgtning t
momentida G sohada boigan zarrachalar sonining matematik
kutilmasini va dispersiyasini toping.

13. Puasson jarayoni. Biror fizik sistema sanoqlita E,,
holatlardan birida boiishi mumkin, shu bilan birga vaqtning ixtiyoriy
i momentida u o‘zining holatini o‘zgartirib, tartib ragami bittaga ko'p
boigan holatga o‘tishi mumkin. Agar At yetarlicha kicliik boisa, u
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holda sistemaning (t,t + /4) vaqgt oralig‘ida En holatdan En% ga o‘tish
ehtimoli A/ +0(A/)ga teng, hu yerda A- musbat o'zgarmas son. Bu

jarayonni tavsiflovchi tenglamalar sistemasini tuzing, uni yechib, agar
vaqgtning boshlangich /=0 momentida sistema EO holatda bo‘lgan
bo‘lsa, vaqtning I momentida uning En holatda bo‘lish ehtimoli
pr{t) (ne N)ni toping.

14. - birjinsli Markov zanjiri va A tutashgan holatlar sinfi boi-
sin. A sinfning barcha tutashuvchi holatlari bir xil davrga ega va ular-
ning hammasi gaytuvchan yoki hammasi nol gaytuvehan, yoki bo‘L
masa musbat qaytuvchan holatlardan iborat ekanligini tekshirib ko‘ring.

15. Vaqgtga nisbatan bir jinsli boimagan Markov zanjirlari
uchun 7-teoremada keltiriigan kriteriy noto'g‘ri ekanligini ko‘rsating.
Misol sifatida ikkita (Ova 1) holatli, o‘tish ehtimoli

1/2mn=0,/y'e{0,1}, r 2

a) = b)pr4'T ,, =n»ro.
o,*<n*n
boigan Markov zanjirlari garalsin.
16. Agar ,u(0 —Galton-Vatsonning kritik jarayoni boiib,
/40 =1 ./"(>)-be (0,co) boisa, u holda

ds
ekanligini isbotlang.
17.  (/)—bitta zarrachadan boshlangan va f{s) =Msr-hosil

giluvchi funksiyaga ega boigan Galton-Vatson jarayonida t- avlod-
dagi zarrachalar soni boisin.
a) /n(0)+/n(l) +...+ju(k) yig‘indining hosil giluvchi funksiyasi

topilsin,
b) /'(1) =1 /"(1) =be (0,0) boigan kritik. jarayon uchun
(K \ K (K A K
MN\'Lv(j) va Z D\ X /¢(/) va Z D/(j ) miqdorlar
\j=0 ) j=0 \j=0 ) 1=0

tagqoslansin.
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TESTSAVOLLARI

1 W(t) standart Viner jarayoni uchun quyidagi tasdiglardan
biri o'rinli?
A K'W(t)W(s) =max(t,s) B. EW(t)W(s)=min(t,s)
E\V(t)W(s)=0 D. To'g'risi yo'q.

2. jwr t >0} Vinerjarayoni boTsa, wr ning tagsimotini toping.
A N(0,t) B. N(1,1/2) C.MN@)  D. 11(0).

- a parametrli Puasson jarayoni bo'lsa, P~gi0 =2)

lusoblansin.

—a —1

A B. C. To'g'rijavob yo'q. D. —e~aa?.

4. Quyidagi tasdiglarning qaysi biri to‘g‘ri: ~(/),/e T} va
|1//(/),/€ T} tasodifiy jarayonlar stoxastik ekvivalent deyiladi?

A. agar barcha me Q.,te T lar uchun £(t,0j) =i](t,m) bo'lsa;

B. agar V/e Tuchun P (4(0 * M(0) =1bo'lsa:

C. agar V/e T uchun P(g(t) =71/)) =1bo'lsa;

D. agar deyarli barcha te T uchun Vcoe Q; g(t,m) =rj{t,(0)
bo' Isa.

5. {w(t),t >0} - Viner iarayoni bo'lsa, w(2) —vv(l)ning tagsi-
motini toping.

A. N(0,t) B. N (i,,;2)

C. M(1) D. Javoblar ichida ;og‘risi yo'q.

6. {£(t),t>0} - a parametrli Puasson jarayoni bo'lsa, P(<\/)=2)
hisoblansin.

A. 2—1 B. a;e~aal C. 2L M. Toky ‘ri javob yo‘q.

7. Quyidagi tasdiglarning qaysi biri to'g'ri? {~(/)./e 7} va
{jj(t),te T} tasodifiyjarayonlar stoxastik ekvivalent deyiladi, agar:

A. \/re T lar uchun P(4(t)"rj(t))=\ bo'lsa;

B. deyarli barcha te r lar uchun Va>e Q; £(/,<«)=//(/ ) bo'lsa;

C. agarV/e Tuchun P(£; =i]r)=1bo'lsa;

D. barcha me Q,te I laruchun (®) =0 (&)) bo'lsa.
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8. Noto‘g ii tasdigni toping:{ \v(t),t >0} Vinerjarayoni.

A. n'(/)- vt'(i)e ./V(0,/-.5");

B. w(t) bogiigsiz orttirmali jarayon;

C. w(l) - statsionarjarayon;

D. w(t) - Gaussjarayoni.

9. {Xnn=01.2,..} - butun j - 0,1,2,... giymatlami qgabul qi-
luvchi Markov zanjiri bo‘lsa, u holda X0 - boshlang'ich tagsimot
deyiladi, ...

A. agar P(XU=j)= p) >0 bo'lib. X P, =1ba'lsa;

]
B. agar P(X0=j)= p’ >0 bo'lib. =*bo'lsa;

/
C. P(X0=0) =1bo'lsa;

D. To‘g‘rijavob yo'q.
10. Zarracha [0,3] oraligning butun nugqtalarida tasodifiy sim-

metrik daydiyotgan bo'lsin, bunda 0 va 3 nugtalar yutib goluvchi
hoIatIar bo'Isa bunga mos kelgan Markov zanjirining o'tish

11.
toping.
A. N (2)-iv(l) B. H(3) C. 11(2) D. M(2)-MN(1).
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12.\4U)J ~0}~a parametrli Puasson jarayoni bo'lsa,
/4% (1) 1) hisoblansin.

n — B. aea C. -2e~“a2 ).

2

13. {](?),/e T} jarayonning trayektoriyasi deb ...

A. 4 ((y) tasodifiy miqdorga aytiladi;

B. £(4/e T funksiyaning grafigiga aytiladi;

C. 4(t,00) funksiyaga aytiladi, bu yerda oo0eQ fiksirlangan
dcmentar hodisa;

D. tasodifiy funksiyaning biror giymatiga aytiladi.

14. Quyidagilardan to'g'ri tasdigni toping.

A. Puasson jarayoni bog'ligsiz orttirmali jarayon;

B. Puassonjarayoni Gauss jarayoni;

C. Puasson jarayoni statsionar jarayon emas;
D. Puasson jarayonining trayektoriyalari uzluksiz.

15. {Xnn=0,12,.} - butun j- 0,1,2,.. giymatlami gabul
giluvchi tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi Markov zanjirini tashkil
giladi, agar:

A. Xn-> X\ —=X2—munosabat o'rinli bo'lsa;

B. P(Xi=j /Xn{=1i) shartli ehtimol «ga bog'liq bo'lImasa;

C.P(x1=j/x0=k0, X, =kx,...,X, 2=k, 2, X,_, =i) =.

=P(Xn=j/X"=i)-,

D. Javoblar ichida to'g'risi yo'q.

16. Zarracha [0,3] oraligning butun nugtalarida tasodifiy sim-
metrik daydiyotgan bo'lsin, bunda 0 va 3 nugqtalar yutib goluvchi
holatlar bo'lsa, bunga mos kelgan Markov zanjirining ahamiyatga
molik holatlarini toping.

A. bunday holatlar yo'q B. 1va 2-holatlar

C. hamma holatlar D. 0 va 3-holatlar.

17. Qanday zanjirga yoyilmaydigan Markov zanjiri deyiladi?

A. hamma holatlari ahamiyatga molik bo'lgan Markov zanjiriga;

B. bunday Markov zanjiri bo'lImaydi;

C. holatlari fagat bitta ahamiyatga molik bo'lgan holatlar sinfini
tashkil gilgan Markov zanjiriga;

D. to'g'rijavob yo'q.
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18. {w(t),t >0} - Viner jarayoni. p(2,b\xikRi olchovli
tagsimot zichligi topilsin.

1 3X~-2xy+y" l f x2-2 xv+y2)
A exp-" - B. -=exp<--iiil Yein
24n P 21 P
1 S .
: exp D. to‘g‘rijavob yo‘q.
42n

19.{£(/),/e T} jarayon bog‘ligsiz orttirmali jarayon deyiladi,
agar:

A tQ</, <t2;te T uchun £(/,)-£ (/0),£(/2)-£ (/,) tasodifiy
miqgdorlar bogligsiz bo‘lsa;

B. uning kesishmaydigan kesmalardan iborat boigan orttirma-
lari o'zaro bogligsiz bo'lsa;

C.{i T) tasodifiy migdorlar sinfi bogligsiz bo'lsa;
D. to'g'ri javob yo'q.
20. Zarracha [0,4] oraligning butun nuqtalarida tasodifiy sir

metrik daydiyotgan bo'lsin, bunda 0 va 4 nuqtalar yutib qoluvchi
holatlar boisa, bunga mos kelgan Markov zanjirining o'tish
matritsasini yozing.

0 K 0 01 0 0 O 0 11
0 0
0 vi 0 y O g a0
1 0 0 0 0 0 0] 0] 1 0
0 0 0 0 1y 0 0 y 0
1 0 0 0 01 ‘0 1 0 0 o
K 0 a9 o <~ 0 X.0 0
C. 0 yr 0 < © Db o 0 0 0 1
0 0 =< 0 X 0 0 K 0
00 0 0 1j 00 0 1 o
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21. {w(/),t >0} - Vinerjarayoni. w(3j- w(2) ning tagsimotini
loping.

A.A'(0,1) B. Ar(0,1) C. A(2)-A(l) D. 11(3).

22. Zairacha [0,4] oraligning butun nuqtalarida tasodifiy sim-
mctrik daydiyotgan bo'lsin, bunda 0 va 4 nugtalar yutib goluvchi
holatlar bo'lsa, bunga mos kelgan Markov zanjirining ahamiyatga
inolik bo'Imagan holatlarini toping.

A 124 B 123 C.04 D. 2,3,4.

23. {Xnn=0,12,.} - Markov zanjiri birjinsli deyiladi, agar:

A. Pli(n) =PRil(n -1) bo'lsa;

B. P(Xn=j /Xnx=i) shartli ehtimol n ga bog'liq bo'Imasa;

C. {Xnn=0,12,.} ketma-ketlik bir xil tagsimlangan bo'lsa;

D. javoblar ichida to'g'risi yo'q.

24. >0}--a parametrli Puasson jarayoni bo'lsin.
P(c(2) =0) hisoblansin.

25.{£((),/7& T} va {7i(t),te 7} tasodifiy jarayonlar stoxastik
ekvivalent bo'lsa, u holda:

A. ulaming chekli o'lchovli tagsimotlari bir xil bo'ladi va
aksincha;

B. ulaming trayektoriyalari ham bir xil;

C. ulaming chekli o'lchovli tagsimotlari bir xil bo'ladi, teskarisi
o'rinli emas;

D. yugoridagi mulohazalar ichida to'g'risi yo'q.



VIl BOB. STATISTIK MASALANING QO*‘YILISHI

I-§. Tanlanma tushunchasi. Tanlanma fazo

Statistik izlanish asosida kuzatilmalar, ya'ni statistik tajriba
natijalari —sonli ma’lumotlar yotadi. Faraz qilaylik, biror tasodifiy
tajribani kuzatish natijasida xt,...,xn sonlar olingan bo'lib, ularni

bog'lig bo'Imagan va bir xil tagsimlangan XI,...,Xn tasodifiy
miqdorlaming giymatlari deb qaraylik. U holda x(n) =(c, ,...,xn)
vektor X~ =(X, ,...,Xn) tasodifiy vektorning qiymati bo'ladi.
Matematik statistikada XI,...,Xn tasodifiy migdorlar n hajmga ega
bo'lgan takroriy tanlanma yoki shunchaki tanlanma deb ataladi.

Bunda X {0 vektor tanlanma yoki kuzatilayotgan tasodifiy vektor deb
ham ataladi. O'z navbatida esa Xi tasodifiy vektorlarni biror g taso-

difiy migdorning har bir tajribadagi amaliy giymati deb ham qaray-

miz. Demak, kuzatilma deb giymatlari biror ( )o‘Ichovli fazoda
bo'lgan £ =Xi tasodifiy migdor tushunilar ekan. Boshgacha
aytganda, biror ehtimollar fazosi mavjud bo'lib,

J# ,~)-0‘Ichovli akslantirishdir. Bu yerda Q —elemental’
hodisalar fazosi, —hodisalar a -algebrasi va P —ehtimollik. £
tasodifiy migdorning asosiy xarakteristikasi —uning da anig-
langan quyidagi tagsimotidir. P(5) =P{B e 5), Be . Matematik

statistikada P tagsimot noma’lum bo'lib, u biror ma’lum {P} sinf
(oila)ga tegishli deb hisoblanadi. Bu yerda ( Q ue hlik yor-
damchi rol o'ynaydi va uni ko'p usullar bilan tuzish mumkin. Masa-
lan, -'NN, P(B)=P(B) va £(co)=co desak, £ tasodifiy
miqdor (T, £4°,P™) da aniglangan bo'ladi. Demak, X" tanlanmani
{m/), v> <«\PI'1) tanlanma fazodagi elementar Hodisa deb qarash
mumkin. Bu yerda f't X...x > -n?T* to'plam 7 dagi
to'plamlarning Borel c-algebrasi, FY) esa ning B=B\x...x B, da
aniglangan tagsimoti va S,e ,/j . Qulaylik uchun keyinchalik Pf"1
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liK]simotning yuqori indeksini tushirib qoldiramiz. Yugqoridagidan
kelib chiggan holda quyidagi tenglikni yoza olamiz:

p{x(nle B)=P(Xle Bx,..,XrisBn)=f\P(Xie B,).
=

Yuqorida aytilganlami cheksiz hajmdagi tanlanma uchun ham
o'rinli  ekanligini  ta’'kidlab  o'tamiz. Bu holda X'] ni
W' -(Xif2 ) ning .7 dagi proyeksiyasi deb tushunamiz va
A "ga mos tagsimotning mavjudligi esa Kolmogorovning moslangan
tagsimotlar hagidagi teoremasidan kelib chigadi.

Biz yuqorida keltirgan tushunchalar C —tasodifiy vektor bo‘l-
ganida ham o‘z kuchini saglaydi. Demak, agar ¢ —tasodifiy vektor
bo'lsa, u holda 'd: =R("\ m> 1

2-8. Empirik tagsimot. Glivenko-Kantelli teoremasi

Ma’lumki, ixtiyoriy ¢ tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi
F(x) =P(£ <x), xe R orqali aniglanadi. Har bir x da F noma’lum
bo'lganligi sababli hodisalar ehtimollari turg'unligi xossasiga asos-
langan holda {£<x} hodisa ehtimolini X() tanlanma orgali uning

nisbiy sanog'i bo'lgan Fn(x) - empirik tagsimot bilan yaginlashtirish
mumkin. Empirik tagsimot funksiyani indikatorlar yordamida quyi-
dagicha aniglaymiz:

= = ve R,
" 1 bl

bu yerda 1(A) orgali A hodisa indikatori belgilangan. Demak, Vv,,(X)
sanog x dan katta bo imagan Xj lar sonini bildiradi. F,,(x) funksiya

X\, Xi,...,X,, giymatlarini — ehtimol bilan (agar X, lardan biror Atasi
n

ustma-ust tushsa, u holda bu giymatni —ehtimol bilan) gabul giluvchi
n

diskret tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasidir. Har bir fiksir-

langan x nuqtada F,,(x) bir xil binomial tagsimotga ega bo'lgan taso-
difiy migdorlaming o'rta arifmetik giymatidan iborat bo'lganligi



uchun uning matematik kutilmasi va dispersiyasi quyidagicha anig-
lanishini koiish giyin emas:

= 1
"y (D

DFL() =\ £D 1(Xi<x)=yF () O-F{x)). )
n

Demak, (2) ga asosan Chebishev tengsizligiga ko‘ra, har bir x da
F,(x) tasodifiy miqdor ketma-ketligi sifatida F(x) ga ehtimol
bo'yicha yaginlashar ekan:

Ve>0 uchun p(jF, (x)-F(x) |>e) -» 0. (3)

Agar Borelning kuchaytirilgan katta sonlar qonuniga asos-
lansak, quyidagi kuchli da’voga ega bo'lamiz.
1-teorema. Tanlanma hajmi n->x da
n 1ehi
F..(v) -» F(x). (4)
Bu yerda bir ehtimol bilan yaqginlashish (.tb ,&> (x), P) uchlikdagi
P=P/)tagsimotga nisbatan tushuniladi.
Isboti. Empirik tagsimot funksiya aniglashishiga ko'ra,

Fn(x)=—f(X:<x), xe R ga teng. n=kr deb olsak,

I ke
Fkl(x) =— " I(Xj <x) bo'ladi. Empirik tagsimotning (1) va (2)
k ~ 1=1

xossalariga ko'ra:
MFe (x) =F(x);

p{\Fk (x) - F(x) [Pe)< —2-F (x)(I- F(x))<— r; (5)

k's 4K S

é/t3t<°°-

Alk
Bu yerda k=k(n) va n—m da k—»o00. (5) dan Borel-Kantelli

! eht

lemmasiga  asosan  F 2(x) =F(x). VAr, k=k(n) uchun:
kl<u< (k+12=kl+2k+1, 0 <n—k-<2k bo’'ladi.
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/5 (X)-Fk2x)] N k~>/<r4_/(x;<x)+i X /(V, 5 x)

n-K* n—k2 2(n—k2) _ 4k 4k 4
nK + < — - :--->().

nk: n k~ K
lk'inak,
Fn(x)-F(X)\<\F,(x)-FKR(v) * Fi-' (x)-F (x)\<

1 eht

<U\ FR(x)-FO)\ 0.

(4) yaginlashish har bir x nuqgtada o‘rinlidir. Ammo F,,(x)
tagsimot uchun yuqoridagi teoremadan ham kuchli bo‘lgan da'vo,
ya'ni (4) yaqinlashish aslida barcha xe R uchun tekis bajarilishi
hagidagi quyidagi Glivenko-Kantelli teoremasi oTinlidir.

2-teorema (Glivenko-Kantelli). Bir ehtimol bilan

sup F,,(X)' F(X) - ->0.

—XX.TOP
Isboti. zjm orgali x larning shunday eng Kkichik giymatini bel-

gilaymizki, F (x -0) <E<F(X) tengsizlik 0‘rinli bo'lsin. Quyidagi

hodisalami kiritamiz;

C", ={F» ), N F(Z> >} CI" =\F" +0\ Z FiZz™ +°T
I-teoremaga asosan P(C~ )=P(C* )=1 Agar C =CI MCI desak, u

holda Cm=T Cim= sup F" (zjm+0) —F (zjm+0) >0|, bu yerda

=i I<j<m Iicc
F(x+0)=F(x), F,(x+0)=F,(x). Endi ikkilanganlik prinsipiga
asoslansak,

111

P(Cm) = P(\jCim <£ F(C,,)=0.
A A

Bu yerdan P(Cm) =I. Xuddi shu usul bilan C= (] Cm hodisa uchun
el

P{Cy=1ekanini ko‘rsatish mumkin. Endi xe (z mz /m nugtalar uchun
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F(.-,) <FU) < F(z,tl,), F, (V) <F.(x) < F,(zlt,)

va har bir »uchun 0< 1] r... ) - )<—e<Demak,
- Fv) < - F(r,,, +0) <F,(r . J - +i
va F,n)-F(v>F,(z:,)-F(-,,.)>F, f( )-i.

Bu yerdan ixtiyoriy m uchun
sup F,Ax)-F(x) < sup o _
—x<Arp<x )-F(x) 1<j<m?-( " O)
ekani kelib chigadi. Demak,

F.,,(x)-F(x] II-mO >P(C)=1

+ °)

Empirik tagsimot funksiyani x © tanlanma elementlari tartib-
lansa, hisoblash uchun qulay ko‘rinishda ifodalash mumkin. Buning
uchun tanlanmaning XxX2,...,Xn elementlarini o‘sish tartibida joy-
lashtiramiz va qaytadan ragamlab chigamiz, natijada biz quyidagi
variatsion gator deb ataluvchi to'plamga ega boiamiz:

a;,< x(2)<..< a (6)
bu yerda X4 = min{A',,..., Xn},

X©@ = max{min{ Xt,...,.Xi LXM...,X4j,i =1,../7%},

XH= max {Xt,...,X].

(6) variatsion gatomi X () elementi /-tartiblangan statistika (yoKki
varianta) deyiladi. Bunday gatomi amalda olingan x<=(xl,...,xn)
tanlanma elementlari uchun ham yozish mumkin:

X0)< X(2)<...< X(ri). (6"

Endi (6') to‘plam yordamida F,,(x) ni boshga koiinishda yoza
olamiz:

ro, X < )M)
F)- K xiky<x<x{d]), k=1..#1-1,

s
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Demak, F,(x) grafigi zina shaklida sinig chiziglardan iborat

ho'lib, har bir

nuqtada uning sakrash kattaligi —ga teng ekan.

Tanlanma hajmi ortib borishi bilan empirik tagsimot funksiya-
ning nazariy tagsimot funksiya F(x)ga yagqinlashishi

10|
38
3.6
341
3.2
n
5
10
3.8
)]
c
32
LL

n=10
10 15
M=50
10 15 20
n =250
10 15 20
M= 1000

lo
0.8
06
0.4

0.2

0.8
0.6
0.4

0.2

1.0
0.8
0.6
04

0.2

25"

+ <

n =25

10 15

M=10

10 15

10 1

K =2500

grallklarini

20

20

30



3-8. Tanlanma xarakteristikalar

X in tanlanmaning turli o‘lchovli funksiyalari, xususan, empirik
tagsimotga bog'lig bo‘lgan o'lchovli funksionallar odatda tanlanma
xarakteristikalari deyiladi. Ular orasida keng qo'llaniladiganlari
tanlanma (empirik) momentlardir.

K -tartibli boshlang‘ich tanlanma moment deb,
vrk- Wkd F,, (x) ==V X\ qiymatga aytiladi.

A:-tartibli nnlwzgarkaziy tanlanma moment deb,
mrk = Hx —vr\) dF,{x) :-jn\gnla{xj' viX) qiymatga aytiladi. vri
va mr2 larni maxsus x va S2lar orqali belgilaymiz: x=vn, =J—>\’NXI ;

2 1"/ -2 . .
S ~mm =—=20X, ~x) mBu momentlar tanlanma o‘rta giymati va

dispersiyasi deb ataladi. Statistik masalalarda turli tanlanma xarak-
teristikalaridan foydalaniladi. Odatda amalda ko‘proq go‘llaniladigan
xarakteristikalar quyidagilardir:

1) tanlanma qulochi: R=X(n)- X () tanlanmaning son o‘gida
ganchalik uzoglikda joylashganini ko‘rsatuvchi kattalik;

oy n=2m-
2) tanlanma medianasi: Me=,, ,
[[(*,m) +*(4,) /2. n=2m\

variatsion gatorning o‘rta giymati;

3) p-tartibli tanlanma kvantili: LE=X{h I=\np]+\. Xususan, n -
toq vap=—bo'lsa, \2=Me - tanlanma medianasi;

4) moda: Mo variatsion gator elementlari orasida eng ko‘p uch-
raydigani.

K-tartibli markaziy absolut moment:

8.k= dFn =17 \X -v,,,|* .
(x) 3!1/:1 |

258



i vuriuisiya kocffitsiyenti. V= 7100%, bu yerda S = \[s".

<= "V
s3

7) usimmetriva: A

Yugorida Kkeltirilgan tanlanma momentlar iimumlashmalarini
wi ko'rish mumkin Bulardan biri

limksuinali bo'lib, Iniiula li va v lar biror o'lchovli funksiyalar.
Quyida limlimmii xaraktcristikalaming yac]inlashislii to'g'risidagi
teoremani Kcltirnini/. JT11'itanlanma lagsimol funksiyasi F(x) bo'lgan
tagsimotdan olingan bo'lsin.

3.1-teorema. //,(/¢,) uchun n->g da quyidagi munosabat
o'rinli
n n . lcht
lin\F,) ~j.dF).
Bu yerda fi(F) mavjud va h funksiya MXt nuqtada uzluksiz deb
hisoblanadi.

Isboti. Tu(F) =hi jg r)dF(x)j bo'lsin, u holda
St )= \g(x)dF,,(x) :?\/(:tg(x i) - bog ligsiz tasodifiy miqgdorlar
yig'indisi va uning matematik kutilmasi Mg(X[)= ~g(x)dF(x)ga
teng. Kuchaytirilgan katta sonlar gonuniga asosan Sy’F':,'j1 “ Mg{X,).
Agar A= X{):S(F,)) =Mg(X~™ bo'lsa, P(A)=1va X'"}eA da

S(F,,) = Mg(Xt), h(s(F,)\-+h(Mg(X{). Demak, A to'plamda

Bu teoremadan tanlanma momentlari n-» o da 1ehtimol bilan
mos nazariy momentlariga yaginlashishi kelib chigadi:
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in leht 1n ___ 4 leht.
M.o=-Y X) -> MX\; TrK=--Y.(X,-X) ->M(X, - MX{) .
IIA 11} (i
1N leht. , 2 le1” !

Xususan, X =—X X, —>AfIfj; S2=—X (i ~x) DX{.

VII BOBGA DOIR MASALALAR

1. Tavakkaliga tanlangan 30 ta talabalaming bo'y uzunlikl:
dan iborat quyidagi tanlanma berilgan:

178 160 154 183 155 153 167 186 155 163

157 175 170 166 159 173 182 167 169 171
179 165 156 179 158 171 175 173 172 164

Ushbu tanlanma uchun interval variatsion gator tuzing.

2. Chastotali tagsimoti berilgan tanlanmaning empirik tagsin
funksiyasini toping:
3

3. Quyidagi tanlanma uchun:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
8 14 20 25 30 24 16 12 7 4

nisbiy chastotali gistogramma yasang.
4. Quyidagi tanlanma uchun:

xt 3 2 1 0o 1 2 3
2 4 5 6 5 2

poligon yasang.
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5. Quyidagi tanlanmaning o‘rta giymati va dispersiyasini hi

lang:
Interval 34-36 36-38 38-40 40-42 42-44 44-46
i licgarasi
Vi 2 3 30 40 20 5

6. Agar har bir variantani: a) d songa kattalashtirilsa (yoki
kichiklashtirilsa); b) k marta kattalashtirilsa (yoki kichiklashtirilsa)
tanlanma o‘rta giymati va dispersiyasi ganday o‘zgaradi?

7. Talabalardan 24 savoldan iborat test sinovi o'tkazildi. Ushbu
K-st natijalariga ko‘ra talabalar quyidagicha tagsimlanishdi:

To'g'ri

avoblar soni 10-12 12-14 14-16 16-18 18-20 20-22 22-24
Talabe_llar ) 4 8 " " " ;
soni

I'anlanma sonli xarakteristikalarini hisoblang.
8. XJ,....Xn tanlanma /£ #2] tagsimotdan olingan bo'lsa,

| « —
v=—Y X: statistika uchun Mx, Dx larni hisoblang.
n bl

9. Xx...,Xn tanlanma 11 > tagsimotdan olingan bo'lsa,

I LA _
=—Y X statistika uchun MX,Dx larni hisoblang.
n /A

10. Xx...,Xn tanlanma R][0I;02] tagsimotdan olingan bo‘lsa,
M) =mm{Xx...,Xn} statistika uchun MXIU, DX0) larni hisoblang.

11. Xx...,Xn tanlanma i?[(9,,02] tagsimotdan olingan bo‘lsa,
V[i) =tax{X,,...,.X n} statistika uchun MX(ii), DX({) larni hisoblang.
12. X],...,Xn tanlanma n{6{G~ tagsimotdan olingan bo'lsa,
BM=-Y(X;-x) , S =—=Y(N1"-x) statistikalar uchun MS2,
n =i "=l
MS larni hisoblang.
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VIlIl BOB. NOMA'LUM PARAMETRLARNI
BAHOLASH

|-§. Statistik model. Statistika

Ma'lumki, Xwm tanlanma (.7 u\/s oichovli fazoni
yaratadi. (. / f") fazoda tagsimotlaming {P} oilasi aniglangan
boiib, har bir fiksirlangan P tagsimotda <) P) uchlik
tanlanmafazo deb ataladi.

I-ta'rif.( C (™ {P}) uchlik statistik model deb ataladi.

Agar {P| oila parametrlashtirilgan, ya'ni biror nomaium
vektor yoki skalyar parametr B anigligida {Pg, Oe 0} ko'rinishda
berilgan boisa, u holda (SKin) m,{PBBe 0 }) uchlik parametrik
statistik model deb ataladi.

Umuman, parametrni mos ravishda tanlash yordamida taqsi-
motlarning {P] oilasini har doim parametrlashtirish mumkin. Shu
sababli, biz asosan parametrik statistik modellami ko'ramiz.

(i< 4 () {Ptii 03}) modelni koiaylik. Agar barcha Ce 0
parametrlar uchun  oichovlar #oichovga nisbatan absolut uzluksiz
boisa, ya’'ni fi(B)=0 ekanidan Pe(B)=0, 0 ekanligi kelib chigsa,
mlll da aniglangan tr-chekli fi oichov tagsimotlaming [P,. Be ©j
oilasini dominirlaydi deyiladi. Bu holda Radon-Nikodim teoremasiga

ko'ra # ga nisbatan f(x,9)~%3-(.r) tagsimot zichliklari mavjud va
p
barcha Be '/ lar uchun
Pe(B)= \f(x,e)/u(dx).

B

Biz ft oichov sifatida yoki Lebeg oichovini (absolut uzluksiz
tagsimotlar uchun) yoki sanoqli oichovni (diskret tagsimotlar uchun)
ishlatamiz. Bunday xossaga ega boigan PHva u oichovlar uchun biz
{Po, 6te 0 ]<K// belgini ishlatamiz. {P4, 0} oila uchun dominant
oichovlarni ko‘p usullar bilan tanlash mumkin. Masalan, agar A]va u2
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shunday o'lchovlar bo‘lsa, u holda mosf(x,6) vaJZx,0) zichlik lar 0 ga
hog'liq boimagan ko'paytmagagina farq giladi:

apere) 9 a7 R0 g1y
Statistik izlanishlar uchun bunday o'lchovlardan gaysi birini
tanlash ahamiyatga ega emas.
{P46e 0} «// bo'lsin. U holda ( V (/)da aniglangan
{/, =pj'"\ee 0 } oichovlar oilasi * dagi p@ =px--x p o‘lchovga
nisbatan absolut uziuksiz bo‘lib, uning ehtimollik zichlik funksiyalari
oilasi quyidagicha aniglanadi:

Jro\Nx "= fn(x’\)-O)O/on If(xi;ey, (xu\B)e ./;,;n,x0.(I)
0!

Bizga ihtiyoriy (f/////) o'Ichovli fazo berilgan bo‘lsin.

2-Ta'rif. (% (M\{-P}) statistik modeldagi ihtiyoriy
Ti(-it \:"A (")—{""//,'//) o'Ichovli akslantirish statistika deyiladi.

Demak, tanlanmaning ihtiyoriy o‘lchovli T=T(X<y funksiyasi
statistika bo‘lar ekan. 0 ‘z navbatida T statistika (//,?/, Q!) -
statistik modelni yaratadi. Bu yerda Q(A) =P(T~I(A)) - T[-statistika
yaratgan tagsimot, Ae ?// Masalan, variatsion gator
(X( 1 X(nlstatistika bo’ladi.

3-Ta'rif. (.ib's\”™ (N\{Pe , BE 0 }),0 c R'Seksponensial
statistik model deb ataladi, agar j\x,0), B =(9V-mds)zichlik
funksiyasi ko'rinishi umumiy o‘lchov nuchun quyidagicha bo‘lsa;

f(x,6)=/(x)exp-! X A:(6)/0x)+B(8)]. )
I =i J

(Dva(2) tengliklardan ko‘rinadiki, Af'taniamaga mos kelgan zichlik
funksiya ham eksponensial oilani tashkil etadi:

f, (xin)-6)=hn(x<">)expi{ £ N1 (0)7; (x("") +nB(0)1, (3)
Ir=! ]

bu yerda hn(x(n)) =]~[/?(x(); T (x(n] )= ). (3) model uchun
=l A
T=(T\,..., Tn) statistikaga misol bo‘la oladi.
263



Misollar.

1. 7 «=R(M\ spj'w esa dagi Borel to‘plamlari a-algebrasi
va P—Pf tagsimot quyidagi 2 o‘Ilchovli F (xF (x,,) tagsimot funk-
siyasi bilan aniglanadi. Agar biz bir oichovli F tagsimot funksiya-
sidan uzluksizlik, simmetriklik, ... kabi biror xossalarni talab gilsak,
{PF} sinf tagsimotlaming parametrlashtirilmagan (yoki noparamet-
rik) oilasini hosil giladi. Demak, (Rin), 68 (n), {/V}) statistik model
boiadi.

2. [Po 6*g 0} oila zichlik funksiyasi a - siljish va a - masshtab
parametrlari bilan berilgan boisin:

f(xX\d) =~p[~-), 6=(a,cr)eO.

Bu yerda p(x) berilgan zichlik funksiya, cr>0, -oc<.roo,
06 nx(0,00). Bunday tagsimotlarga N¢(a,cr2)-normal tagsimotlar
oilasi misol boia oladi. Bu oilaning 9> =RMdagi zichlik funksiyasi
koiinishi:
/,.(.r(n); )— Xp\—" TZXf +/MTIIxi «IncI 4
271)” I 2a- a A 2a

Demak, (3) ga asosan normal tagsimotlar oilasi eksponensml
oilaga misol boiar ekan.
3. 1-misoldagi {PF} tagsimotlar oilasi absolyut uzluksiz boiib,

/ =F - zichlik funksiyasi boisin. T(Xfn)=(Xa),...,X~" statistika

variatsion gatordan iborat boisin. U holda T statistika yaratgan {Q}
tagsimotlar oilasi quyidagi zichlik funksiyasi bilan beriladi:

10, aks holda.

2-8. Statistik baholash masalasining go'yilishi.
Talofat va risk funksiyasi

v { 6>G ©}) statistik model va
<p(0):(0,Q3)—(Jfl/,JAO oichovli funksiya boisin. Nomaium para-
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metr 0 ni X <9)-(X x...,Xn) tanlanma bo'yicha baholash masalasini
ko'ramiz. <p(9) uchun baho sifatida giymatlari to'plami ('JV )
bo'lgan tanlanmaning ixtiyoriy funksiyasi T (X>r) ni olish inuinkin.
:V x N to'plamda aniglangan W(u,v) - musbat va haqiqiy giymat-
larni gabul giluvchi funksiya bo'lsin.

<M#)ning o'rniga uning bahosi 7'(A'("3dan foydalanganda
ma’'lum vyo'gotish (talofat)ga yo'l go'yvamiz. Bunday yo'qotish
IV(T(X)),9)ni talofat funksiyasi deyiladi. Talofat funksiyasini turli
ko'rinishlarda berish mumkin. Quyida ulaming ayrim ko'rinishlari
kcltirilgan:

W(T(X()),9)- (T(X"'>- B): - kvadratik talofat;

W(T{Xw\9) = \T{X*")-e\ - absolyut talofat;

W(T{X"),9) =\T{X{n) -9~ - Lptalofat;

agar 9 =T(X() bo'lsa, W{T(Xw),9)=0, vyoki agar
9*T (X (n)) bo'lsa, W(T(X<),9) =1 - nol-birtalofat;

W(T(XM),9) =/(JuN'(n)-0] >cj - katta tarqoqlik talofati;

W (T (X () ).9)= Jinf \f(x;9)dx - Kulbak-Leybler ta-

lofati.

Yuqorida Kkeltirilgan talofatlar funksiyalari orasida kvadratik
talofat funksiyasi ko'p goilaniladi.

Statistik baholash nazariyasida quyidagi xossalarni ganoatlan-
tiruvchi talofat funksiyalaridan foydalaniladi:

1) W(it,v) =w(u-v);

2) w{u) funksiya Rsda aniglangan va manfiy emas, bu yerda v-
parametrik to'plam o'lchami;

3) w funksiya simmetrik: w(-h)=w(h);

4) barcha ¢ >Ouchunjn:w(u) <c}to'plam gavarig.

Bunday w(u) funksiya ham talofat funksiyasi deyiladi.
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Talofat funksiyasi W(T(ArM),0) ning matematik kutilmasi

RW(T,d)= Me(w {nxM),ei) (1)
risk (tavakkallik) funksiyasi deyiladi.
Risk funksiyasi yordamida cp(B) uchun baholami tartiblash
mumkin: agar V0e (3 uchun Rw(7j ,6)<Rw (T2,0) bo‘lsa, Tt baho
I, ga nisbatan afzalrog bo'ladi.

3-8. Yetarli statistikalar

{"\{Pn ,0e 0 }) - statistik model va .4'<e»dagi FO
tagsimot yordamida tuzilgan Pi {X{nfe B! T( X [n) )} shartli tagsi-
mot bo'‘lsin. Be S3 <=

4-ta’rif. Agar Ps(X'mee B/T) shartli tagsimotning 0 ga
bo‘glig boimagan varianti mavjud bo‘lsa. u holda T(Xn)) statistika
{Ps,Be @} oila (yoki 0 parametr) uchun yetarli statistika deyiladi.

Demak, T yetarli statistika bo‘lsa, T=t sirtda aniglangan shartli
tagsimot B ga bogTig bolmas ekan. Bu esa 0‘z navbatida 9 parametr

hagidagi barcha ma’lumot T statistika gqiymatida ekanini anglatadi.
Amalda, agar biz noma’'lum Pg tagsimot hagida biror xulosa qil-

mogqchi bo‘lsak, buning uchun katta hajmdagi X¥) tanlanma o‘rniga
yetarli statistikani qollashimiz mumkin. Tabiiyki, yetarli statistika
o‘lchami tanlanma o‘lchami n ga nisbatan kichik bo'lishi zarur. Biz
yugorida yetarli statistika uchun keltirilgan ta’rif parametrlash-
tirilmagan tagsimotlar oilasi uchun ham o'z kuchini saglaydi.

Misollar.
1. [-§ ning 3-misolidagi variatsion gator yetarli statistika |
ladi. Hagiqgatan,
Iﬁ\ agarx(n) nuqta/" )ning
f{x (n)/T(x(n))=t(n)) =\ biror o'rin almashtirishidaniborat boisa;
0, aks holda,

Ya'ni tenglikning o‘ng tomoni / ga boglig emas. Demak,
T=[X(),...,X(W)j yetarli statistika boladi.
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2.A*") tanlanma B parametrli Puasson tagsimotidan olingan
boisin. U holda#e 0 = (0,00) uchun

n
f\ + 12)
= X1 m n
bu yerda x,= 0,1,...; i=l,...,n. Puasson tagsimoti ushun T £ -V,

yetarli statistika ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun XA" vektorning
YA-, =t sirtdagi tagsimoti 0 ga bogiig emasligini ko'rsatamiz.
ri

Quyidagi shartli enlimolni hisoblaymiz:

p Ix<"W">/ V e (™Mn=vBJ(X[>)=0_ R(AMW n))
4 /T(X n))=t) RO (T{X(n))=t) P (T(X() )=1)
-0/ nNx\1 nt wn
e (no) , e-*erjj+ Xx,=t,
Al (A'T=M }...P(X,=xn) | %lix/l A
PeVLX,,=
e g t) S B**,
i=1
\
& -1
n My N

Oxirgi ifoda B ga bogiig emas. Demak, T=""Xi statistika 0
i=1
uchun yetarli statistika ekan.

Yetarli statistikasining mavjudligini Neyman-Fisheming quyi-
dagi faktorlashtirish teoremasi yordamida osongina tekshirish
mumkin.{PB,9e 0}<?:;r boisin.

1-teorema. T statistika B parametr uchun yetarli statistika bo'-
lishi uchun fn(xin) \9) zichlik funksiyasining u <) oichovga nisba-

tan deyarli hamma yerda quyidagicha ifodalanishi zarur va yctarlidir:
ffi(x,")-e) =4)n(T{{"™)-,0)hil(xi™™). (3)
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Bu yerda 4x>0, hn>0 funksiyalar mos ravishda va da

va -0'lchovli va fagat o'z argumentlariga bog‘lig fimksiyalardir.
Isboti. Biz fagat diskret va absolut uziuksiz hollarni ko'ramiz.

Diskret holda >X ~-sanoqli ("~ ""-sanovchi o‘lchov) va fn(x(/)\0) =
=P (A'("" =x{n) ). Biror ~-statistika uchun PO{T(X[N)=T(x,n,))>0
bo‘lib, (2) tenglik o‘rinli bo'lsin. U holda =x,,), 7’(XLN)=7(xI")) =

_f Y,ni =x(",j ekanini e'tiborga olsak,

o /X (M=x°)/ V Re (x in)=x(n))
T(XU) =T ) B{r(X([))=T(xin)))
/n(x(n):s) _ h,,(x0I71)
I fn(yin)-fi) X hjytn>)'
Lu) TV O=r (A 1)} I3 () B (ol

Oxirgi ifoda B ga bog'lig emas. Demak, T - yetarli statistika
bo'ladi. Aksincha, T—yetarli statistika bo'lsin. U holda
/(X069 =R(X= x(\T{Xw)=T{x"") =

-pJx

Shartli ehtimol B ga bog'lig emas. Uni hn(x<’)) orgali va 2- eh-
timolni YA7 (arL));0) orgali belgilasak, (3) o'rinli bo'ladi.

Endi absolut uziuksiz bo'lgan holni garaylik. Bu holda
f,(xIn),e) funksiya dagi v [m)-Lebeg o'Ichoviga nisbatan zich-
lik funksiya bo'ladi. Faraz qilaylik, 7 =(X1,...,Xr), r<n(r>n
bo'lgan hoi ma'noga ega emas) bo'lsin. ("'da anlqlangan biror
S =(St,...,Snr) statistika tanlab (Tx...Tr ,5,,...,5n ,.)-vektor sta-
tistika uchun quyidagi shartlami bajarilishini talab gilamiz:

XM =(xp....xn) <>(7](x(#)),....I (x(n), 5,(x(«),....~ 4 x 1))
almashtirish o'zaro bir giymatli bo'lib, T va S ning birgalikdagi
g S (u,v) zichlik funksiyasi mavjud bo'lsin. U holda, ma’lumki,
X( va (T,S) ning zichlik funksiyalari uchun
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\j[fn(xin),9) =gg-s[rix" ),S(x#))), (4)
Ienglik o'rinlidir. Bu yerda J ~ 0 - almashtirish yakobiani. Endi 5 ning
/ sharti ostida zichlik funksiyasi, mahraji 0 dan farqgli deb faraz qilsak,
]pSOTZt W i) gj-.5 ViV, 1) o
Jge' ('f..tr \\...,)\,_ r)d\x..dnr
tenglik bilan aniglanadi. (3) o‘rinli bo‘lsin. U holda (4) va (5) teng-
hklardan
F),811=,,{ )\ Yu(M)A, (") _ hn(x(n]N\
B y) = , ,
[T, (GOh,, (x(M)IYIT N, (x(n) )[Y]dv
Oxirgi ifoda 0 ga bogiig emas. Demak, S ning va 0‘z navbatida
Awning T ga nisbatan shartli tagsimoti 0 ga bogiiq emas. Bu esa T -
yetarli statistika ekanini anglatadi.
Aksincha, T - yetarli statistika boisa, PgT B ga bogiiq boi-

rnaydi. Bu holda
/(X(n);0) =[] L1ePe "~ (V) jg7T (t,v")dv'.

Endi bu ifodadagi integralni wrU:0) orgali va golgan kasrni
hn(x{") orqali belgilasak, (2) ifoda hosil boiadi.

Misollar.

3. 8-bobning 1-§ dagi (3) fonnuladan ko‘rinadiki, eksponensial
model uchun T=(T],...,TK) statistika yetarli statistika boiar ekan.
Demak, (3) ifodani ganoatlantiruvchi Puasson, Bemulli, normal,
masshtab parametri bilan berilgan ko'‘rsatkichli va shu kabi ekspo-

nensial oilalar uchun biz faktorlashtirish teoremasiga asosan yetarli

statistikani osongina aniglashimiz mumkin. Masalan, (4) ga asosan
fn M 4

normal tagsimotning Q=(a,<j2) parametri uchun M= ~ Xt .\
VA AH

vektor yetarli statistika boiar ekan.
4. (“p”~joraligdagi tekis tagsimot zichlik funksiyasi:
k—— , 0,<x<92;0 <o /=12,
/(x\B) =\er-s\ rol
|[ 0 , x<0, x>62.
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Tanlanma zichlik funksiyasini variatsion gatorning Xx3\),...,Xin)
elementlari va indikator funksiyasi yordamida quydagicha ifodalash
mumkin:

/4(*(,,);0) =(02-0, I'/(0, <x(U <x(u) <02).
Demak, (2) ga asosan /a(x(n);6») =T, L ,, ,x{n];0), hn(jfin)) =1
va T=(X~",X(n)) vektor 0 =(0,,0,) uchun yetarli statistika bo'ladi.

5. (5) formuladan ko'rinadiki, zichlik funksiyaga ega bo'l

ixtiyoriy tagsimot uchun Tt=(X(l),...,X{n) variatsion gator yetarli
statistika bo'lar ekan. Uni odatda trivial yetarli statistika deb ataladi.
Umuman, T2 =X '*tanlamaning o0'zi ham ixtiyoriy tagsimot uchun
trivial yetarli statistika bo'ladi va shu sababdan T, va T2lar ekvivalent
bo'ladi. Shunday tagsimotlar ham borki, ular uchun Tt yoki 7)dan

boshga yetarli statistika mavjud emas. Masalan. 0=(a,cy2)
parametrli quyidagi Koshi:

TSN E S —— — ., M<oo0 ,0e 0 = Rx (0,00)

tagsimoti uchun (2) tenglik ftl(xin);0)=4Jn(xir)\0), hn(x(n) =\
bo'lgan holdagina o'rinli bo'ladi. Xususan, agar a =0 va B =a2bo'l-
sa, u holda j (x;0) =j(-x\0) ya'ni tagsimot simmetrik bo'ladi va (2)

tenglikdan T=(X 2,...,X2j yetarli statistika ekanligi kelib chigadi.

4-§. Mukammal, ozod va minimal yetarli statistikalar

1-ta'rif. ( // /) o'lchovli fazoda aniglangan {Qe ,0e&}

tagsimotlar oilasi mukammal deb ataladi, agar ixtiyoriy </ o'lchovli
b(y) funksiya Uclturt

\<Py)Qe () =0,0e 0, )

tenglikdanj Q,} ga nisbatan deyarli hamma yerda g>(y) =0 ekanligi
kelib chigsa.
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2-ta’rif. (w/ {N\{PH,% &}) statistik modelda aniglangan,
i/ —*("o1/'{/) statistika mukammal deb ataladi, agur
uning

Q(A) =Pg(xM :T(x{n)e A),AeU,

ehtimollar tagsimotlari oilasi mukammal boisa.

Agar 1-ta'rifda @ funksiya chegaralangan boisa, u holda
IQe ,Be ©} oila chegaralangan mukammal deb aytiladi.

1-ta'rif (Fp...,Tk) - vektor statistika va B = - vektor
parametrlar uchun ham o'rinlidir. Odatda k=>s boiadi.
(yt, &) =(RiK (i va cp\R[K) ->R(S"-oichovli funksiya bo'lsin.
Bu holda (1) tenglik vektor ko'rinishda bo'ladi.

Ko'p hollarda (~jdagi {/9,0e©} oila mukammal
emas, ammo I statistika orgali hosil bo'lgan ©} oila mukam-
mal bo'ladi.

3-ta’rif. Be&3u) to'plam {",0e© } oilaga nisbatan ozod
deb aytiladi, agar Pe (Z?) tagsimot 9 ga bogiiq bo'Imasa.

4-ta'rif. Agar T ->('Y//Y/) statistikaning tag-
simoti 9 ga bogiig bo'Imasa, ya'ni jx * [ *x"je to'plam ozod
bo'lsa, u holda statistika ozod deb ay-

tiladi.
Demak, ozod statistika nomaium 0 parametr hagida hech
ganday maiumotga ega bo'lImas ekan. Aksincha, yetarli statistika esa

B hagida da gancha malumot bo'lsa, o'shancha maiumotga ega
bo'lar ekan.
Misollar.
0

1.9e ©=(0,1) parametrlik binomial tagsimot uchun T=
i
statistikaning tagsimoti
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0, aks holda.

berilgan. (2) ga asosan T yetarli statistika bo'ladi.
<pp(t) haqiqiy funksiya uchun

bo'lsin. Bu tenglamani chap tomonida darajasi n dan oshmagan
——ning polinomi turibdi. Bu polinom ko'pi bilan n ta turli nug-
talarda nolga teng bo'ladi. Ammo bu tenglik barcha 9e 0 lar uchun
o'rinli bo'Imoqda. Bu esa, 0'z navbatida barcha /=0,1,...,«lar uchun

cp(t) =0 ekanini ko'rsatadi. Demak, {Q, (/),#e 0] oila va T="YIXi
statistika mukammal bo'lar ekan. -

2. (“/N{",060 }) modelda ={-1,0,1,2,..}, ¥/
lam g/ ning to'plam ostisidan iborat, 0 =[0,1), T(x) =x va
Qe{f) =Pe{T =t) tagsimot:

= & («)=(1-0)V ,«=0,12,..
bo'lsin. Biz T(x) ni chegaralangan mukammal ekanini, ammo mukam-

mal bo'Imasligini ko'rsatamiz. Integrallanuvchi d uchun barcha
Be 0 larda

I5POQo(t)=<p(-)e +£3 (") (1-0)20" =o
tenglik bajarilsin. #=0 da <p(0) =0, demak,

<p(-)0+(1-<9)’ =0, 0<£<l,
=1
ya'ni
|;v(n)e*-'=-~ti= -p(-i)] ;ne™, ,0<e<i
=i (1-0) n=I
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Demak, (p(n) =-<p(-\)n, n=12....Agar (p - chcgaralangan bo'lsa, u
holda ixtiyoriy n uchun (p(n)~ 0. Bu esa /'ning chcgaralangan mu-

kammal ekanini bildiradi. Ammo T mukammal emas. Masalan, agar
<y(-)=-1; <p(n)=n, n=12,.. desak, yuqoridagi tengliklar bajari-

laveradi, ammo @~ 0.

3. £ va ;I bog'lig bo'Imagan va bir xil {FHJ)e (M
simotga ega, Demak, T=(%,]) vektor tagsimot funksiyasi
{Q (x>y)- (x)Fe(y), B<=©} oilaga tegishli. cp=cp(”) funksiya
Qe ga nisbatan integrallanuvchi bo'lib, uning dispersiyasi barcha
6e 0 larda chekli va noldan fargli bo'lsin. U holda

\8cp(x)-(p(y)]dFe (x)dFe (y) =0, 0.

Ammo B8 [(%) * (p(ri)) >0 barcha Be O lar uchun. Aks holda
£ va 4 bog'liq bo'lar edi. Demak, {Qg (x,_v) =Fti (x)f, (j), 0e0]j
oila mukammal bo'Imas ekan.

Endi shu misolda Fe =N(a ,<r2) bo'lsin. Malumki, T'=%-+rj
tasodifiy migdor tagsimoti Oe = N”~2a fict~\- normal tagsiniotdai;
iboratdir. {(£ ,8 =(a,cr2)e A :(0,cc)[ oilaning mukammal bo'li-
shini ko'rsatamiz. Integrallanuvchi < funksiya uchun barcha

(ia ,or—) iarda
= f —-1(X —2 ldx =0,
2 (p&w)lexm% (X —2a) ldx
ya ni

1 exp{ /) (exp<] — X2 hax = 0

Demak, g(x):’\(x)exp<|i—-—-[l funksiyaning ikki tomonlama
4cr-

Laplas alrnashtirishi z =ajcr~ e (—eo0,cc) ning barcha giymatlarida

273

t



nolga teng ekan. Bu yerdan Fe - deyarli hamma yerda g(x) =0,
ya’'ni (=0 ekani kelib chigadi.

4. X Ir>tanlanmaning har bir elementi fir(a,cTt2j - normal tag-

simotga ega bo'lsin, B =(a,cr: )e 0 =R x(0,°0). Biz

N~x  X"~xA”

I »
statistikani ozod ekanini ko'rsatamiz. Bu verda X =—Y X . n....n

bog'lig bo'Imagan va bir xil standart 7V(0,I) normal tagsimotga ega

bo'lgan tasodifiy miqdorlar bo'lsin. U holda Xi=crr]i+a ,i= va
7N =T Demak, T ning tagsimoti a va a ga bog'lig
emas.

Endi statistikaning yana bir muhim turlaridan bin - minimal
yetarli statistikani ko'ramiz. Ma'lumki, yetarli statistika tagsimot
hagidagi ma’lumotni kamaytirmagan holda, tanlanma ma’lumotni
kamaytirish imkonini berar ekan. Ammo, har bir tagsimotlar oilasi
uchun bunday yetarli statistikalar yagona bo'Imasligi mumkin. Bu
holda ulardan qaysi birini tanlash kerak degan savol tug'ilishi
tabiiydir. Albatta, bu holda tanlanmani eng ko'p gisqgartirish imkonini

beruvchi statistikani tanlash lozimdir. 7'(a'(")):(
statistika oila uchun yetarli statistika bo'lsin. U holda
ixtiyoriy S =S(T) statistika zaruriy statistika deb ataladi. Umuman,

zaruriy S statistika B parametr hagidagi butun ma’lumotga ega
bo'Imasligi, ya’'ni yetarli statistika bo'Imasligi mumkin.

5-ta’'rif. Agar S=S(T) zamriy va yetarli statistika bo'lsa, u
minimalyetarli statistika deb ataladi.

Demak, S —minimal yetarli statistika tanlanma ma’lumotini
mumkin gadar eng ko'p qisqartirish imkonini berar ekan. orqgali
giymatlari (f<////)da bo'lgan T yetarli statistikalar sinfini:

3?7~ ={7'} belgilaymiz. ,T=7"'(///) to'plam cr-algebra (// ning T
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ukslnnliiislulagi proobrazi boisin. Biz 3-8 da fi/T1 shartli
tagsimot orqali yetarli statistika ta’rifini bcrgan edik C)‘sha laiifni rr-
ulgcbralar tilida quyidagicha ifodalash mumkin: “ Tstatistika (I uchun
yclarli statistika deb ataladi, agar P8 (x~"~e B/ ,1),i6H, Her//
shartli chtimolning B ga bogiiq boimagan varianti mavjud boisa".

/> 1'1- <- algebrayetarli a-algebra deb ataladi. Agar T va S
yetarli statistikalar boiib, S =S(T) boisa, vsc /T boiadi. Demak,
“'4, minimal yetarli deyiladi, agar ixtiyoriy Te uchun Tq ,t
boisa”. Minimal yetarli statistika har doim mavjuddir. Biz uni izlash-
ning bir usulmi ko‘rib o‘tamiz. [PB,Be 0}<kM boisin. Ixtiyoriy T
statistika, xususan yetarli statistika, // ~ tanlanma fazoni ekviva-
lenllik sinflariga, ya’'ni 7'(x,")) giymatlari bir xil boigan M'lnuqtalar
to’plamiga boiinishini hosil giladi. Agar S =S(T) boisa, u holda T
ning ekvivalentlik sinflari S ning ekvivalentlik sinflari ichida yotadi.

Demak, minimal yetarli statistikaga mos kelgan boiinish yetarli
statistikalar hosil gilgan boiinishlarining “eng kattasi” boiar ekan.

xI'1l nugtani o‘z ichiga oluvchi ekvivalentlik sinfini c(x*”) orgali
belgilaymiz. C sinflarga boiinishini yetarli boiinish deymiz, agar

(" Wy (V)
boiib, bunda xHe ) uchun <p{n 1,0)-(pn(x” ;$) boisa.
Demak, yetarli statistikaga yetarli boiinish mos kelar ekan. Endi
c(x{”) ni quydagicha tuzamiz: x'“e c(x[,"4 deb olami/, agar

fn(\V":$)//,, (4 "™\0) = hn(x**xj,M) nisbatga bogiig bo'lmasa. ya'ni
C(4”)=(vl"»e -t W : 4 ~ 4 =/, ,) .V « Cel
li / «(44 j

Agar x”~.xI"e c(x” ) boisa, u holda ¢(x” )=C/( y=c(x").
Quyidagi da’voni isbotsiz keltiramiz.
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1-teorema. Agar Te .> uchun 7(xx!"lI)= AN

xNe c¢(xq™), bo‘lsa, u holda T - minimal yetarli sta-
tistika.

Misollar.

5. Pe,6e 0}j statistik modelda .f# ={0,1},/" -

binominal tagsimot, B<=0 =(O,l) bolsin. Demak,
/(x;0) =/E=x)=0"(1-0)"
Quyidagi yetarli statistikalarni ko‘ramiz;
W(x [n)=x () =(Xx ), X, =0,1;/=1....n;
{x{D=(X1+XzX... Xn),

T.(X() =(Xx+ X2+ X 1 X4,....X,,),

DX LD=x1+..+X,,

- cj-algebralar ichi
J” o minimaldir. Demak, T0 - minimal yetarli statistika. Buni quyi-

dagi = -2>,0 nishat 6 ga fagat *x,--~x,0=m,
w 0 A [

me {0,1,...n}, bolganidagina boglig emasligidan ham ko‘rish mum-

kin. Bu holda

I a A
6.3-8 ning 5-misoldagi simmetrik Koshi tagsimoti uchun
T=(X?,...,X,,) yetarli statistika ekanini ko‘rgan edik. Ushbu

f(rH 'BL: iTl Yasty?
/UM e R
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iiislut O ga ( j va drD,....x?10) nugtalar bir-biritlsin fagat va

liqut koordinatalari o‘mini almashtirish bilangina farq gilgandagina
buy.'lig bo'Imaydi. Demak, T- minimal yetarli statistika ekan.

P'ndi biz mukammal va minimal yetarli statistikalar orasidagi
muuosabatni ko'rsatuvchi quyidagi teoremani isbotlaymiz.

2-teorema. 7 (t ("= . (""\{PB,0e ///{Qe,0e «})
slatislika [PB,B& 0} oila uchun yetarli statistika bo'lib, [Qe,0& 0}
oila mukammal bo'lsin. U holda T- minimal yetarli statistika bo'ladi.

Isboti. statistika {Ps,8& 0} oila uchun
ixtiyoriy boshga yetarli statistika bo'lsin. /T - o'lchovli
if>T)=T- M(T/S) funksiyani ko'ramiz. S yetarli statistika bo'lgan-
ligi uchun (p{T) funksiya [PO,Be 0} ga bog'liq emas. Shartgako'ra

J(i>{.)Qo(d r) =0, B<a O

va T ning mukammal ekanligidan {Qj,0e 0} ga nisbatan deyarli
hamma yerda <p(T)=0, ya'ni T=M(T/S) tenglik kelib chigadi. Bu
esa Tning /s - o'lchovli, ya’'ni zaruriy ekanini ko'rsatadi. Demak, T-

statistika {Pq,66 0} uchun zaruriy va yetarli, ya'ni minimal yetarli

statistika bo'lar ekan.

Shuni ta’kidlab o'tish lozimki, yetarli statistikaning mukammal
ekani lining minimal yetarli statistika bo'lishini anglatsada (2-teo-
rema), ammo teskari da'vo o'rinli emas, ya'ni minimal yetarli
statistikaning mukammal bo'lishi shart emas.

Misol. 7. 3-8 ning 4-misolida 8] =8,82= 1+0, |fil< 00 bO'lsin.

U holda T= yetarli statistikaning minimal yetarli bo'lishini
ham 1-teorema yordamida osongina ko'rsatish mumkin, chunki
frixN',6j=I1[d <yy) < <1+0j. Ammo 7 mukammal statistika

emas. Buni tekshirish uchun 1-ta'rifda (p(T)=X ~-X -~ — deb

tanlasak, (1) tenglik bajariladi, ammo (p(T)”~Q. Endi o'z navbatida
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(1) tenglik bajarilishini ko‘rsatish uchun biz dastlab T ning zichlik
funksiyasi qg(u,v) ni hisoblaymiz. Quyidagi munosabatlar o‘rinlidir:

a (Mv)=P (X <un,x{n <v)=Pe(X(n]<v)- Ql (1n,v),
N (|/|,v)=Pe(X(,)>m,X(n)<\/)=I'/I4Pe(x,.6[|/|,v))=(v- n",

M>B,p<1+9 v>n.

/ y 8N O(UVY*  [n(n- 1)(v-n)l2n=>9,v<1+9,v>n,
Us{"n")=— — H
oucn Il 0, qolgan hollarda.
Agar t= z= almashtirishlar bajarsak, u holda
V2 V2

A={u>0,v<Il+63v>w} soha bo‘yicha hisoblovchi (1) integral,
ixtiyoriy ©=(-00,00) uchun:

jlv_w*“SIW («>v)dudv=n(n-1) | ar- (1- v)dx=0.
hil ' 0

Demak. minimal yetarli T=~X”", X\ statistika mukammal emas.

5-8. Eksponensial model uchun mukammal statistika

w/ /1L {F0,de ,0e 0j«/j - eksponensial sta-
tistik model zichlik funksiyasi

1,{xw-B)= h,(x""Dexp\X A,(d)Tj(xin))+ nB(B) P
|- J

formula bilan berilgan bo'lsin.  Faktorlashtirish teoremasidan
T=(Tl,...,TK), Tt=X "Htj (X j). i=1A"vektor B8 =(0lv..,0?) parametr

uchun vyetarli statistika ekani kelib chigadi. Demak, tan-
lanmaning hajmi n ganday bo‘lishidan gat’iy nazar, A>d'Ichovli yetarli
statistika mavjuddir.
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Yetarli statistika T=(Tb..,Tk) yordamida A ni yctarlili
linmalar birlashmasi ko‘rinishda yozish mumkin:

N)=ud N m (X)) =) (M
Quyidagi

K
=<d\xA,(e) t;(xW)-7-(4-»)] (2)
fnixa)m)
nisbat B ga ikki holda bog'lig bo'Imaydi; agar r(.t") =7'(vJ"%
bo'lsa, yoki {\Al(B),...,Ak(B)} sistema chizigli bog'lig bo'lib,

(- =TXxN) —T, ),i=1 , koeffitsiyentlar uchun

C\AXB) + ...+ CKAK(B) = Const,Oe 0 (3)
bo'lsa. Agar biror Cl,...,Ck lar uchun CF+... +Ck>0 va (3) bajaril-
sa, u holda {1, Al(B),...,Ak(B)} sistemadan maksimal chizigli bog'liq
bo'Imagan sistema ostini olib, (3) dagi golgan A (0) larni bu sistema

orqgali chizigli ifodalash bilan biz modelni gisqartirishimiz mumkin.
Shu sababli biz \\,Al(B),...,Ak(B)} - sistema 0 da chizigli bog'liq

emas, deb faraz gilamiz. Demak, (2)ga nisbatan ekvivalentlilik sinf-
lariga bo'linish (1) yetarli bo'linish bilan ustma-ust tushadi va 1-teo-
rema;ui asosan u minimal yetarli T statistikaga mos keladi. Endi (3)
ifoda (ij,...,7™) ga nisbatan simmetrik funksiya bo'lgani uchun tartib-

langan - vektor minimal yetarli statistika bo'ladi. Shuni
ta'kidlash lozimki, /=1 bo'lgan holda. (/,(x),..../,,(x)) statistika (2)

model uchun minimal yetarli bo'ladi. Ixtiyoriy n uchun quyidagi ikki
holni farglash kerak: 1) k=>n bo'lganida, tanlanma ma’lumotni

gisgartirish nuqtayi nazaridan, minimal yetarli statistika

j ga ekvivalentdir. 2) k<n bo'lgan holda esa,

statistika tanlanma ma’lumotni ma’lum darajada gisqartirishga olib
keladi.
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Xususan, Aj(6)=ni= bo‘lgan holda
f(x;0)= h(x)exp|WeitI (x)+ B(9l,...,BK)U = (M) (4)
H

—zichlik funksiya, k- parametrik eksponensial tipdagi (Darmua-
Kupnien oilasi) yoki kanonik ko‘rinishidagi oila deb ataladi. Bu
holda, 0 - parametrik to'plam k ta chizigli bog‘lig bo‘Imagan
vektorlami oz ichiga oladi, deb faraz gilamiz. Bunday k - o'lchovli
0 to'plamni tabiiy parametrik fazo deb ataladi. Aslida (2)
ko‘rinishdagi umumiy eksponensial modeldan (4) koTinishga
Yi =Aj(6),i=\,...k - qayta parametrlashtirish yordamida o‘tish
mumkin. Chunki, (2)dagi exp{S(0)} ifoda normallovchi ifoda bo'lib,

u aslida At(0),i =1,klaming funksiyasidir:
exp{- B(s)} = vj eXp'l\lflA (9)tj(X)J\h(X)ju (dx).

Shu sababli, biz quyida (4) oilani o‘zini o‘rganish bilangina chega-
ralanamiz.

Biz oldingi paragrafda minimal yetarli statistikaning mukammal
bo‘Imasligi shart emasligini ta’kidlab o‘tgan edik. Ammo, ekspo-
nensial model uchun 0 ga qo'yilgan shartlarda T=(7j,...,rt) sta-
tistikaning mukammal bo‘lishini ko‘rsatish mumkin. Demak, 4-8dagi
2-teoremaga asosan, T ning minimal yetarli bo'lishini quyidagi
teoremadan osongina keltirib chigarishimiz mumkin.

1-teorema. tanlanmaning elementlari a-
chekli M o‘lchovga nisbatan son o‘gida (4) ko'‘rinishdagi zichlik
funksiyaga ega bo'lsin. Agar 0 to‘plam k-o‘lchovli parallelepipedni

o'z ichiga olsa, u holda 1 (x{”") =(TI(XI),...,Tk(XK)) statistika
mukammal bo'ladi.

Isboti: 4-8dagi 2-ta'rifga asosan, biz T statistikaning
{Q@e,9&0} tagsimotlari oilasi mukammal bolishini tekshiramiz,
ya'ni 1-ta'rif shartlarining bajarilishini  ko‘rsatishimiz  lozim.
("'//7/7/7) = (R{K) .'A{k) ) da T statistika tagsimoti Qe ning zichlik
funksiyasi
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v(A)= J bhn(x(n) )nin)(dx(")). Aernm ,
(Al
o' Ichuvga nisbatan

c/(t:0) =exp'-[MIti +nB (0)

ko'iinishga ega. Bu esa, 0‘z navbatida quyidagi munosabatlardan
kelib chigadi.
(D=Ar<"Tu(">)eM)=j a{T{xE)-9\{x"n)p}ckm)=
T(v"1m
= \q(f,ey(dt).
ZA

{Qe,6 <E&} oilaning mukammal ekanini ko‘rsatish uchun
"Idagi ixtiyoriy o‘lchovli w(ty,...,Xk) funksiya uchun, barcha
Oe 0 larda

i <p,...,tk)QO0 {dtl ...dt2) =0, (6)
r*1

tenglikdan  {Qe,%9e&}ga nisbatan deyarli hamma yerda
(p(t\,...,tk) =0 ekanini ko‘rsatamiz. cp—\acp~ lar mos ravishda @ ning
musbat va manfiy gismlari bo‘lsin: (p=+~(p~ <*>0. Umumiy-
likka zarar yetkazmagan holda, biz 0 fazo A'-oichovli
Pk)={ew\<a,?=1A} 0<o<oo parallelepipedni o‘z ichiga oladi,
deb faraz giiamiz. Agar 0 bunday bo'lmasa, uni 1 (K ni o'z ichiga
oladigan qilib o‘zgartirish mumkin. U holda (6) dan ixtiyoriyse /{K
uchun

1/ ('ivd)aK--4)= jPfi..OWH.... dik) <>
11:)

Rik) R
a -chekli vzx(dt],...,dtk)~(px(t,,...,tk)v(dt. ,....dtk) oichovlarni
kiritsak, u holda (5) va (7)dan

fk 1 fk 1
f exp-'jXx6'/, \v+{dtx Ldtk)= | exp”™X07, W (,...2K). (8)
rH) [7=1 R(k ) [=1
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Xususan, Bf =0, j =1k, boiganda,

j vHdtx,...,dtk) = | v=(dt\,...,dtk). 9)

(9) integrallar giymatini 1 ga teng desak boiadi (chunki agar bu
giymat biror C, 0< C < ga teng bo‘lsa, (o ni C ga bo‘lib bunga har

doim erishish mumkin). Demak, v+v~ lar ehtimol oichovlari boiar
ekan:

vE(A)= JO1(t)v(dt), te R{K) ,Ae t/j{k).

MaiumKki,

integrallar Zx...,Zk, Zj=6j+iUj —kompleks o‘zgaruvchilarning

analitik funksiyalari boiadi. Bu
esa (8) integrallarni oraligga analitik davom ettirish imkonini beradi.
Xususan, 1 =0,jr/ oo, Y=1A| oraligdagi haqiqiy ux...,uk lar
uchun (8) dan

R

(10) tenglik v+ va v- ehtimollik oichovlariga mos kelgal
xarakteristik funksiyalarning tengligini koisatadi. U holda xarakte-
ristik funksiya va uning tagsimot funksiyasi orasidagi o‘zaro bir qiy-

matli moslikka asosan, u+va v~ lar ham deyarli hamma yerda ustma-
ust tushar ekan. Bu esa, 0‘z navbatida, [Qe,9& 0} ga nisbatan deyarli

hamma yerda <p(t)=(p+(t)-cp~ (t) =0 ekanini, ya'ni (Tx...,TK) ning
mukammal statistika ekanini ko‘rsatadi.

282



6-8. Parametrlarni baholash. Nuqtaviy ljaliolai va
ularning xossalari

Aniglanish sohasi {P}-tagsimotlar oilasidan iborat bo'lgan
skalyar yoki vektor funksional g(P) ni garaymiz. J P\ oila parametrik
yoki noparametrik bo'lishi mumkin. Statistikada bu oila noma’lum
bo'lgani uchun g(Pt) funksional ham noma’'lumdir. Masalan, P

tagsimotning kvantili, momentlari g(P)ga Inisol bo‘la oladi.
g(P):{P] —=*P bo'lsin. tanlanma yordamida qiymatlari to'p-
lami W bo'lgan ixtiyoriy ¢ u =g (X I"]) statistik:alar ketma-ketligi
g(P) funksional uchun baho (yoki nugtaviy I»aho) deb ataladi.

Demak, g(P) uchun baho yagona emas ekan.
Misollar.

1. Empirik tagsimot funksiyasi Fn(x) tagsimot funksiya
F(x) =P (%< x)ga bahodir. Bu yerda *F=]0,1].

2. g(P)= Ja(x)dF{x) bo'lsin. U holda

Xususan, £ ning k- tartibli momenti uchun Je< fcsahodir (I bobdagi
3-8 ga garang).
3. (0,1+0) oraligdagi tekis tagsimot wuc”hun g(Pe)-B,

=Rtl) x(0,00), g(/>)=0,T =0 bo'lsin. Bu hol«da ¢ In=(x,S2),

g2=(x,S ) lar g(Pp) ga baho bo'la oladi. Bu yerdLa
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Nugqtaviy baholashda biz g(P) fuksional uchun biror aniq gn

ketma-ketlikni taklif etamiz.
Nugtaviy baholaming xossalarini ko‘rib o'tamiz. MP (yoki

Me) orgali P (yoki Pe) tagsimotiga nisbatan hisoblangan matematik
kutilma operatorini belgilaymiz.

1-ta’rif. gn baho g(P) uchun siljimagan baho deb ataladi,
agar barcha Pe {P} uchun quyidagi tenglik bajarilsa:

MP{I{x W =¢&(P) 1)

Agar (1) bajarilmasa, gn baho siljigan deb ataladi. Agar
[T—0o0 da barcha Pe {P}lar uchun

MHg (x{.)}-g(P) =Bn{P) -» 0, @)
bo‘lsa, E:Jn baho g(P) uchun asimptotik siljimagan baho deb ataladi.

2-ta’rif. g nbaho g(P) uchun asosli (yoki kuchli asosli) baho

deb ataladi, agar /?-»oc da ehtimollik (yoki bir ehtimollik) bilan
P N leht

g«~»g(P)- Biz buni g,->g(P) (yoki g g(P)) orgali bel-
gilaymiz. Bu yaginlashishlar AN ehtimollik fazosida
tushuniladi.

Demak. F,(x) empirik tagsimot funksiya P(x) uchun (VII

bob. 2-§ ga garang) siljimagan va tekis kuchli asosli baho bo‘lar ekan.
Tagsimotlar oilasi {P{ - noparametrik bo‘lsa, g(P) uchun

garalayotgan baholar ham noparametrik deb ataladi. Xususan, 1-, 2-
va 4-misollardagi baholar aslida noparametrikdir. Masalan, 4- misol-

dag> gin'Sin baholar ixtiyoriy P tagsimotda g (fy=(M pgt;,
uchun baho bo'ladi va barcha P larda

Mpx =MPZ, MPS2=(l - ~)DPE, MPS 2 = DP%.
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Demak, g In va g 2l baholar g{P) uchun mos ravishda siljigan va
siliimagan baholar ekan. (gin - asimptotik siljimagan, chuuki
MFS2—Dp” ). (1) tenglik siljimaganlik tenglamasi deb ataladi.

Berilgan g(P) uchun bu tenglamani ganoatlantiruvchi g n baho mav-

jud bo'Imasligi ham mumkin.
Misol.
5. {Pe,0e © }- Puasson tagsimotlari oilasi bo'lsin:

f(x',@)=Pg(%=x)="e-*,B =(0,<*>)xe ;7 ={0,1,2,..}.

g(Pg) =— funksiya uchun siljimagan g bahoni gidiramiz. (1) ga

asosan
veee.
n->n =Xl
bl
voki
A V €'s
I n 4 »
Y0 1

/A
tenglik bajarilishi kerak. Ammo bu mumkin emas. Demak, — uchun

siljimagan baho mavjud emas ekan.

Baholanayotgan g(P) funksional uchun bir necha baho taklif
etilganda, ularning ichidan “eng yaxshisini” tanlash masalasi tabiiy
ravishda kelib chigadi. Demak, biz biror alomatga asoslangan holda
baholar orasida tartib o'matishimiz kerak. Bunday alomatlardan biri
baholami o'rtacha kvadratik chetlanish yordamida solishtirisinlir. Biz
batafsil {Pj={Pe,0e ©}, ©e R(s),g(Pe)=0 =(0,....0 j- para-
metrik holni i0'rib chigamiz. Dastlab, 5=1, ya’'ni skalyar parametrik
baholanayotgan bo'lsin. 0 uchun qurilgan baholarning C sinifidan
bir xil B,{O" siljishga ega bo'lgan baholarning CB sinf ostini belgi-
laymiz. (CO0- siljimagan baholar sinfi; COczCB<zC).
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3-ta’rif. 6neC baho C sinfida effektiv deb ataladi, agar
ixtiyoriy boshqa B~ C baho uchun barcha 6ne 0 larda

Mg (@Bn-8) <Me{B,-B) o'rinli boisa.

Demak, CO dagi effektiv baho minimal dispersiyalik
siljiimagan baho (MDSB) ekan.

4-ta'rif. BN&C Eaho C sinfda asimptotik effektiv deb ataladi,

agar ixtiyoriy boshga é,,e C baho uchun har bir 0 &0 da

: Me(el- ef
lim Sup-------------- <1,

Ma(Br-B\
tengsizlik bajarilsa. B =(8],...,85) vektor parametr uchun ham yuqo-
rida keltirilgan ta'riflar o'rinlidir. Bu holda ixtiyoriy v=(v],..,v()e5 is*
vektor uchun (v,0) =v#, +... +vs9s - skalyar parametrga baho
(v,0,,), 0,eC, boiib, B*eC ning effektivligi barcha 6e ©larda
o'rtacha kvadratik tarqoqliklar uchun

Me(v,e;-ef<Me(v,e-9)\

ya'ni
W (0* - 0,)(0*n- BJ)v,v; < X .Me(0i,ro)(ej,-el)v.,,.
L=\, 1./=1]
tengsizlikni o'rinli bo'lishi bilan aniglanadi.
Misol.
6. 4-misoldan B =cr2 uchun ikkita baho 6X=52,62n=S" la

olaylik. a =0 bo'lsin. Hisoblash natijasida

5 2er4§/_?_ -2 2a4

,q n-1
ekanini ko'rish mumkin. Ammo,

4 ,($)=K (B,,-Bf =DdS2+[M0S2~a2" =

<d2n(e)= Me (02, -9f= D eS2.
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Demak, S%- siljigan va 8_2 - siljimagan baho bo‘lsada, S7 baho

S ga nisbatan effektiv ekan. Bu baholar asimptotik ekvivalentdir,
liunki

-

diA6)[d2n{0)Y

/7—>€C1'
5-ta'rif. g n baho g(P) uchun asimptotik normal baho deyi-
- \ 8n-8
ladi, agar V/?2(g,-g(P))=>.Y(0;cr ) (yoki LLl, ————— é——g—p——)—):>A(O;1))
a

shart bajarilsa.
VIl BOBGA DOIR MISOLLAR

1. Quyidagi tagsimotlar oilasi eksponensial oilaga tegishlimi?

a). R[-6,e]. b).Ji(r,e).

It 0, x<e.
2. Quyidagi tagsimotlar uchun yetarli statistikalarni ko‘rsating.

a).R(ei,e2). b).E(B).

I 0, xe(0;D).

n
3. E(B) tagsimot uchun ~ X't to‘la statistika bo'lishini ko ‘rsating.
y=:

—_ 1"
4. N(0;62) tagsimot uchun x1=-—\"'xf statistika to'la sta-
n A
tistika boMadimi?
. o \eoxX x>q
5. Zichlik funksiyasi f(x,9) ={ '
1[0, x<

uchun X (l) statistika toTa statistika bo‘ladimi?

" bo‘lean tagsimot
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6. X1...,.XHanlanma P[0;(9] tagsimotdan olingan boisin, no-

ma’lum parametr B uchun --—---- X n bahoni siljimaganlik va asos-
n

lilikka tekshiring.
7. Xv...,Xntanlanma /170,,02) tagsimotdan olingan boisin, x

va S2 larni mos ravishda 0, va B2 lar uchun siljimaganlik va asos-

lilikka tekshiring.

8 X,...X tanlanma zichligi f&;<,6\_~{\ee~i’k'x>6
[0, x<6

tagsimotdan olingan boisin. nomaium parametr B uchun quyidagi

baholarni siljimaganlik va asoslilikka tekshiring: a) X0)\ b) x —L

boigan

9. X),...,Xntanlanma MXx~a ma’'lum va MX2 chekli boigan

tagsimotdan olingan boisin. r(x (") =x - a' statistika nomaium

dispersiya uchun siljimagan va asosli baho boiadimi?
10. Xv...,Xn tanlanma MXx=a maium va MX2 chekli bo‘l-
V —2
gan tagsimotdan olingan boisin. 7(xI") =----—-- ) N (X-- xj statistika
n—1 i
nomaium dispersiya uchun siljimagan va asosli baho boiadimi?
11. Quyidagi Pareto tagsimoti nomaium parametri 9 =(a,A)

uchun minimal yetarli statistikani toping.

f (x,B)= —J ,V>a,a>0A>0



IX BOB. SILJIMAGAN BAHOLASH

[-§8. Eng yaxshi siljimagan baholar

Baholanayotgan g(0),0eOc:R funksiya uchun bir necha

siijimagan baho taklif etilganda, ularning ichidan *“eng vyaxshi
S|IJ|m#gan” bahoni tanlash masalasi tabuy ravishda kelib chigadi.

g ngne C( - siljimagan baholar bo* Isin.
I-ta’'rif. g n baho g(0) uchun MDSB deb ataladi, agar
Vg’'e CO baho uchun quyidagi tengsizlik bajarilsa:

Deg <Degl. (1
1-teorema. 0hl,02lle CO —bahoiar MDSB lar bo'lsin. U holda
0l va 02n baholar ekvivalentdir, ya'ni

~(0i,,=02,)=1.V0eO.
Isboti. dn(6)=DeQn/=12 va 0®, =—0\,,+9-,n) bo'lsin. L
holda Me03ll - 0. Do0O3n-d,,(-)- Ammo
A A, =\[DeeX + Doein +2Cov,, <A, ,02n)]< d,,{0),
chunki Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko'ra
Cove (0, ,,,02,,) <[ D00, ,,» D002, ]T =t1JO).
Shunga asosan, De03n- dn(6),Cove{PX,02n)=Jn(e) va
ifi\n ~®2it) ~ DeO\n+ D00 Zi - 2( ov0 (Q\,,0n) <

Bu esa 0‘z navbatida —02,,) =1 tenglikka ekvivalentdir.
Misollar.
1 Xv...,Xn tanlanma Bi(\;0) tagsimotdan olingan bo'ls

0"\m<n uchun MDSBni toping.
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Ma'lumki, T(x1')= statistika noma’lum parametr B
i=1
uchun vyetarli va to‘la statistika bo‘ladi hamda uning tagsimoti

Bi(n;9)dir. M~g n(T))-9mshartdan g n(T) ni topamiz:
M(g,(T))=£c™n(k)BK(\-BY'-K.
k=0
M~ g n(T)) =9 mekanligini inobatga olsak,
x ckgnk)ok-m(i-ey'-m{k") =i
k=0

bo‘ladi. Agar m<k bo‘lsa, 9 k-m->o00 ekanligidan g n(T) =0, k9,1
olishimiz kerak. Bulami inobatga olsak,

irCkg,, {k)9km(1-0 )nmmdk-n) =1

kem
bo'ladi. Binomial tagsimot xossasiga ko‘ra:

xc't?2 N -"(1-6r(*n,=1.
=)
Bu ikkala tengliklarni tenglashtirsak, Ckg n(T)=CK™, k=m,...,n

ifodaga ega bo‘lamiz. Demak, 9mm<n uchun MDSB

f sikm
\ a T =
gn(M) =\ ck
[ 0 =01 1
bo'ladi.
2. Xl1,...,Xn tanlanma N (a;a2) tagsimotdan olingan bo'li

ae R noma’lum va cr2>0 ma'lum bo'lsin.
a) a va aAlarning MDSB larini toping.

b) P(Xl<t) va dit—P{X\ <0 (te R fiksirlangan son) larning
MDSB larini toping.

a) Bu tagsimot uchun x statistika yetarli va to‘la statisti
bo‘ladi. Agar

0=m{x—) =m (x —3ax +3a2x—al)=m {x ) 3acr2/h—ai
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ekanligini inobatga olsak, u hoida
M\x -3(cr2/n)x) =M\x )—=3ary'’/n <

bo'ladi. Demak, a* uchun x -3((T2/n)x baho MDSH bo'ladi
Xuddi shunday,

‘rrd=m(x —) =m[x(x —a) J=m {x —3ax +3a2x -wVv)
ni(x )-3a(3acr~/n+a™+3a2(cr2/n+a2)- ad=
Al(x )—bau2In—4<ra=wm (x )—6er2/n)m{x -<71/n)-4aA

Demak, a4uchun Rx4)- (6er2//?)(x - cr2/w)- 3crd) /4 baho
MDSB boMadi.

b) M (P(X]<!/x)"-~P(X]<t) ekanligidan P(XI<t) ucht
MDSB P(X]<t/x) bo‘ladi. Normal tagsimot xarakterizatsion xos-
sasiga ko‘ra [X,,x] tasodifiy vektor matematik kutilmalari (a,a) va

1
| bo‘lgan ikki o'lchovli normal
n n

kovariatsion matritsasi cr"

tagsimotga ega. Bulardan foydalanib, X{ ning x shartli tagsimoti

Mniji- Jer2j  ekanligi i ~opamiz. Demak, P(X <t) uchun
MDSP ® t-x bo‘ladi. Bu yerda ®(7) standart normal
T Vi- M
tagsimot funksiyasi. Endi
- d .
—P(X, <)=—M ® X =m "o X
dt 1 dt VXVI-n 1) It avisr

ni inobatga olsak, u holda EP(X] <t) uchun

f \ ( - \
d_¢) t-x - 1 Tt t-x

dt  kor\I\-rr] — ,al\-nly

baho MDSB bo'ladi.
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2-8. Minimal riskga ega bo‘lgan siljimagan baholar

,9& ®\j,0e T72s)-parametrik statistik model

va g(0):0 = ¢ R(r),r-o‘lchovli vektor funksiya bo'lsin. g(0)
funksiyani effektiv baholash masalasini qaraymiz. VIII bob 6-8da
keltirilgan effektivlik hagidagi ta'riflar albatta g(6) vektor funksiya
uchun ham o‘rinlidir.

V(6)-rxr - o‘lchovli musbat aniglangan matritsa va

g. | j: ("N —{xk,y) - statistika g(9) uchun baho

bo‘lsin. Bu yerda ./ to‘plam V ning to‘plam ostilari a-algebrasi.
XX*X da aniglangan kvadratik targoglik funksiyasini matritsa
ko‘rinishida

va uning matematik qutilmasi - risk funksiyasini Kiritamiz:

I<{g »g) =MeL(g ng),
(bu yerdar - transponirlash belgisi).
Biz risk funksiyasiga ega kichik giymatni beruvchi - effektiv
bahoni qurish masalasi bilan shug‘ullanamiz. Buning uchun dastlab
quyidagi lemmani isbotlaymiz.

1-lemma, g vektor g{0) uchun baho va

7(n / "..Vv/ (n),{PB,0e ©})->(?* ~/ T,{0 4,88 ©})
biror statistika bo‘Isin. U holda
*(9.,.9) =AML (%(7).9(0)}+{"{L(9..%(r))/"/}},060, (1)
buyerda ¥e(T)=Me(g J //T).
Isboti: L ni quyidagicha ifodalaymiz:

+I(T,(r),9) +2(g.,-4% (77)r*fp e(r)-g).
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Y o(T) funksiya ~ -o'lchovli va

M{g,,(x<n)) - $ fi(r)/*y/r }=0
(ilcyarli hamma yerda V 0e0 uchun) ekanidan va shartli inatcinalik
killilma xossasidan foydalansak,

R(g ,vg)=MeL[s ng) =Me{Me{L{g mg)1 " 7}| =

Bu lemmadan foydalangan holda siljimagan baholash naza-
iiyasining eng asosiy teoremasini isbotlaymiz.

1-teorema (Blekuell-Rao-Leman-Sheffe). g - baho
&(#) uchun biror siljimagan baho va ¥ resa ®} °”a uchun
yetarli a -algebra osti bo'lsin. U holda Y'(T) =Meyg J baho

uchun siljimagan baho bo'‘lib, barcha © uchun
(@ (7),*(0)EN(E ,,(*(9)),*(0)) (2)
bo‘ladi. Bu yerda lenglik fagat va fagat g n{X (') baho <//1
oMchovli bo'lganidagina erishiladi.
Isboti: (?/ - yetarli c-algebra osti ekanidan Y'{T) statistika

Bga bog‘'lig emas va demak g¢g(<9)ga oaho bo‘ladi. U siljimagan
bahodir:

MBY(T) =mB{MB(1 n[xin))l y/T)}=Meg ,,(xI'"™) =g(e)-

1-lemmadan va Z.] g,T (r)j>0 ekanidan

Me[L(g{x~n)~(T))Ir//T]>0, Oe «

Bu tengsizlikdan va (1) dan (2) kelib chigadi. F.ndi (2) da

tenglik fagat va fagat g ,[nr,")) baho '7/r-o‘Ichovli bo'lgandagina
erishiladi. Bu holda deyarli hamma yerda

g r(x{®=4(7(A'())).
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1-natija. 5=1, r=1, g(9) =e , g ,,=0,,e CBva 7"84"] - yetarli
statistika bo'lsin. U holda:
\.e; =mB(&,/T)ecB.

2. Barcha ¥Be © uchun MO (B* - B) <Mga{B,, -B) bo'ladi.
Agar Pnga nisbatan deyarli hamma yerda 9*=8 n bo'lsa, bu yerda
tenglik bajariladi.

Demak, CB-sinfda B nga Mf)(* IT) operatoming quIanlshl
67«bahon| tekis yaxshilar ekan va VIII bob 6-§ dagi 3-ta'rifdan 9n
baho C Bda effektiv bo'ladi.

Endi 9n bahoning yagonaligi hagidagi quyidagi da’'voni Isbot-
laymiz.

2-teorema (Leman-Sheffe). i\L”™n) O} —

{Opa.Be ©}j - mukammal yetarli statistika va

- noma'lum g¢(0) uchun siljimag
bo'lsin. U holda C~ sinfda B bo'yicha tekis minimal kvadratik riskka
ega bo'lgan yagona baho mavjuddir.

Isbot. Vg ,e bo'lsin, u holda T(I') =Me(g ,/rje C,f va
(2) bajariladi. Faraz qilaylik, 4' (I')e Cqg? ixtiyoriy boshga baho

bo'lsin. Ammo shartga ko'ra {Qg,9¢ ©} oila mukammaldir. Demak,
V0e 0 uchun

Y

ekanidan {0%$,9e ©}ga nisbatan deyarli hamma yerda YW(/)="'E (?)

tenglik kelib chigadi.
Demak 1-natijada, agar T mukammal yetarll statistika bo'lsa, u

holda 9ne CB baho yagona effektiv (yoki optlmal) baho bo'lar ekan.
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Misol.
1.(0,0),9e &=(0,co) oraligdagi tekis tagsimotni garaymiz.

Mm holda, fn™ N\0 j=6~nl ( Q < <B), demak T=XY)=n«x{ A',....... V,}

yetarli statistika. 9 ni baholash uchun

an =4 )xdng;

L
tenglikdan foydalanamiz. Bu yerdan 9n =n—J ~siljimagan bahon

topamiz. Hisoblab ko'rish mumkinki, De0,,= -—- >0,n->co0 Vva

Chebishev tengliksizligidan 0,,ning asosli baho ekanini topamiz:

p
0,,—9,n—p. Demak, 9, yaxshi baho ekan. Ammo bu baho
optimal emas. Biz optimal 9n bahoni Tyordamida gidiramiz.

1-teoremadan B* =MB{B,,/T) - eng yaxshi baho ekanini

topamiz. T- mukammal ekanini ko‘rsatamiz:
[ 0, /<0,

Qe{t):Pe{T<t)=Pe(xi<t,i-’\r,f{pe{<xi<t)=\L§\ ,Q<t<.e,

(1 i >9.
ct \\~t"\0<t<e.
\s"
B B
Me(p{T) = \(p(t)q(tM)Jl =~ I<p(®)tn~'dt=Q Y 9e (-).
(o] n o

Oxirgi tenglamani ikki tomonini B ga nisbatan differensial-
laymiz va natijada cp{9)9n—x=0, ya'ni (p{9) =0,\/0e. (0,q40) ckunnini

topamiz. Demak, T- mukammal va MBT{X[n))=—=0 . Bu yerda
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Y* (') ="-X(n) ham 0 uchun siljimagan baho bo'lar ekan. Demak,

1 ehtimollik bilan
B* =MB(B,,1T) ="~ n(T).

va Qn - optimal baho bo‘lar ekan.

3-8. Lokal minimal dispersiyali siljimagan baholar

Biz avvalgi paragrafda MDSBlarni ko‘rib o‘tdik. MDSBIar
mavjudligining asosiy sharti ko‘rilayotgan statistik modeldagi tag-
simotlar oilasining mukammalligidir. Tagsimotlar oilasi mukammal
bo'hnasa MDSB mavjud bo"Imaydi. lekin lokal minimal dispersiyali
siljimagan baholar (LMDSB) mavjud boiishi mumkin.

1 -ta'rif. Agar gre CO va Vg*e CO baho uchun quyid
tengsizlik bajarilsa:

u holdag flbaho B nugtada LMDSB deb ataladi

Xuddi shunday, lokal minimal riskga ega baholarni ham
aniglash mumkin.

3-teorema. gn siljimagan baho g(0) uchun LMDSB boiadi
fagat va fagat, agar cove (g ,,(x(n)),7(x(n))) =0 boisa, bu yerda
f(xin)) nolning ixtiyoriy siljimagan bahosi, De f(x {n])< oo.

Isboti. f(x{n) nolning ixtiyoriy notrivial siljimagan bahosi
bo‘lsin. gn bahoning #=0U nugtada LMDSB bo'‘lishi uchun
c°vo (g ,,(xir)),7/ (x(n))) =0 shart zarur va yetarli ekanligini ko‘r-
satamiz.

ZarurUgi. Teskarisini faraz qilaylik: gn baho B =0n nugtada
LMDSB, lekin cov” (g ,,(x(n)),f(x(n))) >0 bo‘lsin. Quyidagi sil-
jimagan bahoni ko'ramiz: g\=g, +hf, U yerda
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ij cov,,H{Kk ,,,/)>'D9) (/)1<A<0. g, ning O=0{ nuqgtadagi disper-
siyasi quyidagi ko‘rinishga ega:

De,(SX) = Da,(g J + 29 covHi(g ,,./) +A'/)..(/) (2)
N ga go'yilgan shartga ko‘ra

2Acovlgn,/)+A2Z~ (/) =2Acovi)(g,,, T N1+A > <>
I( 2cod (<, /)]

Bundan, Degt<DOgn keli bchigadi. Liu esa g , ning
LMDSB ekanligiga zid. Xuddi shunday, agar
cxoU L, (*(n)>/(*(",))<0 bo‘lsa, g , baho 0 '(, nugtada
LMDSB bo‘Imasligini ko‘rsatish mumkin.

Yetarliligi. fix""") nolning ixtiyoriy siljimagan bahosi uchun
ved (g n(*(,1)»/(*",))) =0 °‘rinli bo‘lsin. g n bahoning O=9Llnug-
tada g(9) uchun LMDSB bo'lishini ko‘rsatamiz. g,baho g(9) uchun
biror siljimagan baho va U =g n g, bo‘lsin. U nolning silgimagan
bahosi ekanligidan

co4 (g .u )= COV*,U ng - £,) =0 e is..)- COVFI((g msi)=0 +(4)

Shvars tengsizligiga ko‘ra:
covon(g.,.9,)<"A,u(g.,)-2)0i(g.)j (5)
(4) va (5) lardan
De,g<D"g (6)

Ifoda kelib chigadi. Demak, g n baho 9 -9 § nugtada g(9) uchun

LMDSB bo‘ladi.
Misol.

1. X\,...,.Xn~N(a-<j{), ¥X...,Y,, ~N(a\a\) hamda
va W...,Yn lar o‘zaro bog‘ligsiz boMsin. Bu yerda a.a” ,a\,p=o\!c\
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parametrlar noma’lum. Ushbu modelda Th= x,y,""J(X:-x)2”JYI- V)
Vv " H Yy
statistika minimal vyetarli statistika bo‘ladi. a parameter uchun

a(pO)=TI_R)—bahoning LMDSB bo'lishini ko‘rsatamiz.

f =f(Tn) nolning ixtiyoriy siljimagan bahosi bo‘lsin, u holda
Fox+y

\Y o >/ =|+P:O V(. /)m ’+RJ-COV(V./).

bo‘ladi. x~ N(a,crf /n), y ~N(a,a2p In) ekanligidan cov(jy,/) =
=p M cox (x,f) bo'ladi. U holda

1 12
oy { FOXHY , =CPO(I-l-PO) oo
HR 4Ry

bu yerda w~jVv(0,1). /7 =f(Tn) nolning ixtiyoriy siljimagan bahosi
bo‘lsa, u siljishga nisbatan invariant bo‘lishi kerak, ya’ni

Cco

C \'

fF(X,y, X M =X A M -y )2XN~X-~y N (X-~x)\MY-~y)2

A\VARRR Y/ = Y V )ét
n n

Bundan tashqari ’}:t(Xj-I)Z va  —y)2 lar x—y ga bog'lig
i=

emas, hamda (o2<jl} uchun mukammal ekanligidan deyarli har
yerda
Mef (X -y £ (X i-x)\i(Yl-y?2/i(X,-x)\i(YIl-y)X|=0

v 1=1 f=1 /=1

bo‘ladi. Bundan deyarli har yerda

fox-y, £(X,-x)\£(Y,-y)
A A

v =1 =1
bo‘lishi kelib chigadi. x—y ning tagsimoti simmetrik ekanligidan
foydalansak,
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Bu esa a(p0) bahoning LMDSB ekanligini bildiradi. Agar bu xossa
barcha p0 larda bajarilsa, u holda a(p0) baho MDSB boiadi.

IX BOBGA DOIR MASALALAR

1 X . X ntanlanma Bi(l;p) tagsimotdan olingan bo‘lsin.

a) P(X, +... + Xm=Kk): in,k <n uchun MDSBni toping.

b) P(Xt+... + Xn- >Xn) uchun MDSBni toping.

2. X],...,.Xmtanlanma N{ax\af) tagsimotdan, W...,Yn tanlan-
ma N(ay;ag) tagsimotdan olingan bo‘lib, Xt va ™ lar bogiigsiz
boisin.

a) a. - av va crr /a vlar uchun MDSBJlarini toping;

b) agar a~ =cr" boisa, a] va (ax- avl/a\lar uchun
MDSBIarini toping;

c) agar ax=aY, hamda c1] IcT; - y ma’lum bo‘lsa, ax nchun
MDSBni toping;

d) agar ax=av bo'‘lsa, ax uchun MDSB mavjud emasligini
ko'‘rsating;

e) P(AT <yj) uchun MDSBni toping;

f) agar crv=crvbo'lsa, P(X]< ) uchun MDSBni toping.

3. XX...,Xn tanlanma R(0]-0,~™ +0,), e R, 0, >0 tai]si-
motdan olingan va n>2 bo'lsin. 0,,0; va 0J0 2 lar uchun MDSB-
larini toping.



4. Xt,...,Xntanlanma zichlik funksiyasi

0. X<(3
boigan tagsimotdan olingan bo'lsin.
a) agar p ma’lum bo‘lsa, a uchun MDSBni toping:
b) agar a ma’lum boisa, p uchun MDSBni toping;
c) a vap laruchun MDSBIarini toping;
d) agar f3 ma’'lum boisa, fiksirlangan t>a da P(Xt>t) va

~ P (X]1>/) lar uchun MDSBlarini toping;

e) fiksirlangan />a da P(Xt>t) uchun MDSB ni toping.
5 Xl Xn tanlanma zichlik funksiyasi

boigan tagsimotdan olingan bolsin.

a) agar p ma’lum boisa, a uchun MDSBni toping.

b) agar a ma’lum boisa, p uchun MDSBni toping.

c) avap lar uchun MDSBIarini toping.

6. Xx...,Xm tanlanma E(ax/[ ) tagsimotdan, ~,...,7, tanlan-
ma E(ay;Pv) tagsimotdan olingan bolib, Xj va Klar bogligsiz
bolsin.

a) ax-a vvaPx/Pr lar uchun MDSBIlarini toping;

b) agar Px=Pv boisa, px\a[ax-or,.)/Pxlar uchun MDSBIari-
ni toping;

c) agar ax=av va lekin noma’lum boisa, uchun MDSB
mavjud emasligini ko‘rsating.

7. X],...,Xmtanlanma R(0',6X tagsimotdan, Yx,...,Yn tanlanma
R(0;0r) tagsimotdan olingan bolib, X. va ¥ lar bogligsiz, «>1
bolsin. 6XNg uchun MDSBni toping.
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X BOB. EFFEKTIV BAHOLASH

I-§. Et'fektiv baholash. Kramer-Rao tengsi/.lini

Biz nugtaviy statistik baholarning xossalarini o‘rganishda ular-
ning asosligi, siljimaganligi va risk funksiyalariga alohida e’tibor
berib o‘tdik. Bahoning asosli boiish xossasi tanlanma hajmi cheksiz
orttirilgandagina namoyon bo‘lsada, kichik hajmda baho xossasi
asosan risk funksiyasi va xususan kvadratik risk orgali o‘rganiladi.
Siljiimagan baho uchun kvadratik risk dispersiya bilan ustma-ust
tushadi. Bu holda dispersiyasi eng kichik bo'lgan baho eng yaxshi deb
hisoblanadi. Tagsimotlar oilasi uchun ma’lum shartlar go‘yilganida
bunday dispersiyalar uchun quyi chegarani ko‘rsatish mumkin ekan.
Ushbu paragrafda biz skalyar parametr bo‘lgan holda Kramer-
Raoning tengsizligini isbotlaymiz.

- parametrik statistik modelni garaymiz. Har bir X. kuzatilmaning
/ (x,0) zichlik funksiyasi uchun regulyarlik shartlari kiritamiz:

(N IV({/) ={x:/(x,#)>0j - to'plam B ga bog'lig emas;
(I 0 =R yoki 0 - to‘plam Rdagi interval,
(1) - hosila mavjud va {i*,0e© }ga nisbatan

deyarli hamma yerda v 0e 0 uchun chekli;

(IV) vBe 0 va i=12 uchun
00

(V) V060: 0<I{e)=MO Ain/(£,0)]J <00.

Biz X~ tanlanmaning fn(xfn),0)= |{/(v,0) - zichlik

funksiyasini garayotganimizda (I)-(V) shartlarda/o‘mida f nni ishla-
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tamiz va integrallar to'plam bo'yicha tushumladi. A n) funksiya
£ t.m.dagi v parametr hagidagi Fisher informatsiyasi deyiladi.
Ushbu

iS*(Ne)=U nfn{x(n,e)==xi{x,,e),

I(xl,e) =x\nf,(Xl,e),i=\...n,
- funksiyalar informantlar deb ataladi.
1-lemma. Agar (I)-HV) shartlar bajarilsa,u holda
Mel(*,9) =0, V0eO. (1)

Tsboti. f/(v,e)ju(dx)=] tenglikni n bo'yicha differensial-
laymiz:

56 J{f(x,9)ju(dx) =0,\/% O

yoki

\-M(x,e)ju(dx)= ji(x,e)pe {dx) =Mei(4,e) =0,vee @
bu esa 1-lemmani isbotlaydi.

IX() ($)= [/7a(x W ,#)] - tanlanmaga mos kelgan Fisher
informatsiya funksiyasi bo'lsin.

2-lemma. {/n(x~nks),9e ©} uchun (1)-(V) shartlar bajariIsin.
U holda
Ix(,.XB) =n1(B),Bed. (2)

Isboti. Induksiya metodi bilan osongina o'rnatiladi. Demak.
informatsiya funksiyasi additivlik xossasiga ega ekan.

3-lehima. Agar ()—V) shartlar bajarilsa, li holda Y9& 0
uchun



Isboti. MB[-4|1n/(£;0) ifodani quyidagi ko‘rinishda yo-
0B

/isli mumkin:

2 \ A/ (sN)(4M)-(4-1 (€7
MO m'b-in,/‘(sEO)J)zs 2 /<s;0 V<(V)

=jiL/(£;0%/(<&)-MOR(£:0).
(B~

(IV) xossaga koia
e M oo [R =
7rj/\(l.r,o“§,al(n)7 jdoir/(x,om(n) O Vo0eo.

Bu esa 3-lemmani isbotlaydi.

7 ). (/i W Pe,9e () ->{//. /1{Q,,0€ ©})

- statistikaning informatsiya funksiyasi I, (0) bo'lsin. Isbotsiz quyi-
dagi muhim da’voni keltiramiz.
4-lemma. {Pe,0e 0} va \Qe,0e 0} tagsimotlar goidasi uchun
(1)-(V) regulyarlik shartlari bajarilsin. U holda
IT(0)<1xin)(0),\/0¢&. 4
Bu yerda tenglik fagat va fagat T - yetarli statistika bo‘lganidagina
erishiladi.

Demak, T - variatsion gator bo‘lsa, (4) da tenglik bajarilar ekan.
Bu esa kuzatmalarni tartiblash natijasida informatsiyaning kamaymas-

ligini bildiradi (chunki bu holda T va X'"] ekvivalent trivial yetarli
statistikalardir).

Quyidagi teoremada siljimagan baholar dispersiyasi uchun quyi
chegata mavjudligi ko‘rsatilgan.

1-teorema (Kramer-Rao). {/(J(x*"',0),06©} oila uchun (1)~
(V) shartlar bajarilsin va differensiallanuvchi g (0) funksiyaga silji-

magan ¢ J X In)) bahosi uchun V0e 0 larda
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(VI- \qg Sx{n))-CB-fn{x{'),e)/.i(n){dx(n))<00 va Deg n<-o
shartlar o'rinli bo'lsin. Uh o | d a 0 uchun

De i n(x (n)): [%I'?'(;-’) )

(5)da tenglik bajarilishining zarur va yetarli sharti /n\x("\8)

(x(n1#) =exp{g n(x(,) Y*F, (0) + (0) +kn(v"3} (6)

bu yerda
Isboti. (1) ni e’tiborga olgan holda Koshi- Bunyakovskiy
tengsizligidan foydalansak,

Cove (/,,(A'n).0),g 1(X,"3) =Mti[li x (,\e){gl(X",)~

()

Bu yerda
Me\}n\gn-g{e)) 75 7 =9(x0)) 5, fn{x{i\s) u (m)(A A) =
— Me g, =g (e) (8

(7) va (8) dan (5) kelib chigadi. Endi (5) da tenglik bo'lishining zarur
va yetarli sharti g (Iva /,,ning chizigli boglig bo'lishidir:
nn/ X x (m\s) =ax8)l n{xm )+a2(s), axB)hpO, x(nje A/ <\

Bu tenglikni biror (00,0)c 0 interval bo'yicha integralaymiz
va natijada (6) ni olamiz. Demak, V0e 0:

T,(<9)= Jadp)«/n, i=12; 4 g60"0.
0,
1*natija. Agar ¢(6) =0, g w Ci1 bo'lsa, u holda V0eO:
uchun Me (g, -¢) =D0g, +fi2;(0)>42,(0) + .
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Xususan, g n=6,,€. C0 uchun

Agar (5)da tenglik o‘rinli bo‘lsa, g n baho ejfektiv (Kramer-

Rao ma’nosida) deb ataladi. w->coda baholarning asimptotik effek-
tivligini quyidagi kattalik bilan hisoblash mumkin:

o<eff{g ,,By=——1—t—i 1L
“Ife )D0 »
Misollar.
1 (0,0) dagi tekis tagsimot uchun (1) shart bajarilmaydi.

Demak, bu oila uchun (5) oiinli emas.
r X

2. /(*,0)=n~* N'=(0,»),0e 0 =(O,co), N1™))=jr v
/. =
mukammal yetarli statistika: g{0)--0; B,,=ﬁT(x{i:)) - MDBS;

mBB,,=B- [D6e,,y =%I:—j(e) =6T—eff(e,,,e) =1

fn (x("Ke) — -xnfBn(-J )- ning J.

Demak, 9,, - effektiv baho.
2-8. Battachariyaning quyi chegaralari sistemasi

Kramer-Rao tengsizligini (Ti1)-(v) regulyarlik sbartlarini ku-
chaytirish natijasida yaxshilash mumkin. Biz siljimagan baholar dis-
persiyasi uchun anigroq bo‘lgan Battachariya quyi chegaralar
sistemasini kiritamiz. Shunday MDSBIar borki, ularning dispersiyasi
Kramer-Rao quyi chegarasiga erishmasada, Battachariyaning biror k-
tartibli (k>1) quyi chegarasiga teng bo‘lishi mumkin. Kramer-Rao
chegarasi Battachariyaning &=I-tartibli chegarasiga tengdir. Battacha-
riyaning regulyarlik shartlari quyidagi teoremada keltirilgan. Ushbu
paragrafda biz skalyar parametrlik statistik modelni ko‘tamiz.
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1-teorema. (Battachariya teoremasi). {f n(xI"\d),6t= ©j - oila

uchun Kramer-Raoning (1), (I1) regulyarlik shartlari va quyidagilar
bajarilsin:

(np* Har bir i=I,....k va V0e© uchun ~—f(x (n\e)
LB:
hosilalar mavjud, {1’,JJ e ©} ga nisbatan deyarli hamma yerda chekli;
(IV)* Har bir i=1,....,k vaV0e 0 uchun:
dl
i u (" (dx{"") <o00;
' g
(V)* barcha i,j =1,....k va V0e®© lar uchun
nW n
J Ul”l.»)_ /, Ll{) ))<00,

(VD* x marta differensiallanuvchi g (6 ) funksiyaning siljima-

gan g n\ X ") bahosining dispersiyasi chekli boiib, quyidagi shart
bajarilsin:
Barcha i=I,....k va V8 e 0 lar uchun

fg |/|")4Tcrurl'lx"" ,e) M(mW  n))<oo.
v{e)=\\Aj{e)Ii’j:\K musbat aniglangan matritsa, 8 —nuqtada xos
boimasin,
vj (B) =mB
U holda V9e 0 uchun

DOg n(x (n)> £ vde)g{)e)gude) (1)
1

Bu yerda P«(0) =V 1 - matritsa V uchun teskari,

V=1 k
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wvm H'a(0) Zi/O,1 LA (1) (la tenglik bo'liithihing /anir va
Vb Ini 1l xIxii 1
£..(») )
A /U JA(l
It'iiiillkilNit iburnl bo'lib, (', koclliulyctltini
i
y V'UOC.W)- Ku,ltn.i I..A
/-1
mull T uH iliiinmlInn! mu 1L
I iiu(ljm Ilhoblnb ko'ridh miimklnki.

vektonnng kovaiiyatsiya matritsasi ] T (e)ning determinant!
Dt)Sn v 0K
- &

det]I»} = vu, Vik >,

ga) ‘U- e yk
U tengsizlikdan foydaianib, (1) o‘miga quyidagini yozish mumkin:

>0), . ¢®O
\./Hﬁ_O)., N Vk(0) .

Deg det{F(0)} “)
r*(0>.....
1) g(9) =9 bo'lsa, (4) dan
2 v2,(9)
, AT 2,
D gn(x (n)> iV yu (0)

[nIW)
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2) Agar k=2 bo‘lsa, (4) ni quyidagi ko‘rinishda ham yoz
mumkin:

lo(» M (0)2

0S"{ <s) 1M») M 9),
[%(e) v..(0) "(°
bu yerda M (0)= nl{0). Demak, Battachariyaning 2-tartibli quyi

chegarasi Kramer-Rao quyi chegarasini yaxshilar ekan.
(5) tengsizlikda tenglik bo‘lishining zarur va vyetarli she

#)ning (6) eksponensial ko‘rinishda bo‘lishi edi. Quyidagi
teoremadan eksponensial tipdagi oila uchun (1) da tenglik bajarilishi
shartlari keltirilgan.

2-teorema (Fend). {/u(.r\6>),0e ©} oila uchun Battachariya
regulyarlik shartlari o'rinli va u eksponensial tipda bo'lsin:

/n(n-<,6») =exp{/,,(Mn)) T ,(0) +T 26> +A,(¥,,))},T',(0) X0,

k marta differensiallanuvchi g(@) funksiyaning siljimagan g n
bahosi uchun (VI1)* shart bajarilsin. Agar V(0) matritsa musbat
aniglangan bo‘lib, ¢ ,,ning dispersiyasi Battachariyaning (k -1)- emas,
Achegarasiga erishsa. u holda g,,(A'(nl) baho /,,(AT™ning k- da-
rajali ko‘phadi bo‘ladi. Aksincha, /,,(x*Oning Jdarajali ixtiyoriy
ko'phadi dispersiyasi A-chegaraga erishadi.

Shuni ta’kidlab o‘tamizki, regulyarlikning (1) shartni quyidagi
kuchsizroq shart bilan almashtirishimiz muinkin:

(D* suppPe (X (n)e (I {x(°e x {m :/n(.1("),0)=0l1=0.

Pe© V BEB J

Misollar.

-1 -1
1. f(x,e)-0 (mexpl-.)vo mj, 0 =(0,°0),xe =(0,0c

tn >1—butun son. Bu yerda
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(a- £)=CXp -~bro\
| = T

g(0) -O wuchun J n(x ,n))=-17 X1 - sijimagan bahodir. 1L

iti( e =>; Xj - mukammal yetarli statistikaning w-darajali ko‘p-
=1
hadidir. Demak, De g n - Battachariyaning w-quyi chegarasiga teng

va g ,, - yagona MDSB.
2. 1-misolda m=1 desak, /(x,0) - ko'rsatkichli tagsimot bo‘-

. <-iv r* _r
ladi. g(6) =0k uchun g, (x ") =Z Yy X\j - yagona MDSB

w+A'-)!; =

va uning dispersiyasi Battachariyaning £tartibli quyi chegarasiga teng.
n Y
U holda B)=~aj6i uchun 0o —

R J i Ik
-yagona MDSBning dispersiyasi 0'/ining Ar-tartibli quyi chegarasiga
teng.

V(0) - matrisa Battachariyaning informatsiya matritsusi deb

ataladi. k =1boiganida u Fisher informatsiyasi bilan ustma-ust tushadi.

3-8, Ko'p o‘Ichovli parametr bo‘lgan liolda Kramer-Rao va
Battachariya tengsi/liklari

©} - zichlik funksiyalar oilasi vektor parametr
B=(B,,B2,..8,)e 0 C ga bog'‘liq bo‘lsin.
!(— ------ —=VA N A\<ms ) +-.+ 4 - diffcrensiallash ope-

L ..a% j
ratorlar sistemasini kiritamiz.
Biz Kramer-Rao tengsizligini Battachariya tengsi/.ligining

xususiy holi sifatida keltirib chigaramiz.
309



Quyidagi tasodifiy funksiyalami garaymiz:

XMHA)=—..1 VMY, (Xm-B), 1l<m <k
(X(MA) i[5 4e) ™) S/ ) m

Bundan nisbatlar umumiy sonini r bilan belgilab, ulardan quyi-
dagi vektomi tuzamiz:

Z.,(an",6m) =(/,.(a'(:,;0) .......

Masalan, 6 =(0,,0;). V=2, uchun r=5,
/.. —-(/; \i, X/, ... d) .

Battachariya regulyarlik shartlarini kiritamiz.
(N** Kramer-Raoning (1) (yoki (I)*) sharti o‘rinli bo'lsin;

(I** 0 =R~" yoki 0 fazo R~’ dagi parallelepiped,;
(nn** Barcha 0eQ va 1<Tu<k uchun fn(.yI*\B) -

hosilalar mavjud va {P9,8e¢ 0} ga nisbatan deyarli hamma yerda

chekli;
(IV)** Barcha Be 0 va 1<m <k uchun

I<x

(V)** Barcha 0e0 va 1</ j<r uchun Jjl(6) =Ml hdjn
mavjud, chekli va JV(9)=Ur@O)]] — matritsa V0e 0 uchun

musbat aniglangan bo'lsin.
(VI)** Baholanayotgan G(#) =(g,(0),...gM0)) vektor va

uning siljimagan bahosi G, ) =(g ),...g m(x ™ )) uchun
V1°'G(0)=(V*g (0),.vV1  (6)) hosilalar mavjud va barcha
j =1m\ l<m”.<k; se 0 larda

ANg LYYV ™ (o) 0)[HMW  n)) <

bo'lsin.
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N(() orqgali jv*"~G(0), I<ms<&!' hosilalardan tuzilgan (/«*///)

da D(0) matritsaning satrlaridagi hosilalarning tartiblanishi I.n vck

tordagidek.
[-teorema (Bolshev). (T)*-(1V)** shartlari o‘rinl bo'lsin. U

holda Bid)-D(d)I¥~"'(8)Dr(6) nomanfiy aniglangan, ya'ni
V:-(r, )e R{">uchun

zB{9)zT>zD(e)W~"'(e)Dr(Q)zT, VOGO 1)
tengsizlik o'rinli. (I)da tenglik bajarilishi zarur va yetarli sharti
Gn(X(n))- G(6)=1{x(.J\0)w~](8)O T(8) 2)

tenglikdan iborat.

1-natija. 1) k=1 bo'lganida, (1) tengsizlik Kramer-Raoning
vektor parametr uchun quyi chegarasim aniglaydi. Bu holda (2)
tenglikni quyidagi ekvivalent formada ham yozish mumkin:

Bu tengsizliklar sistemasi esa, <Yz navbatida, maxsus
eksponensial oilani aniglaydi:

2) m=1 ya’'ni skalyar funksiya uchun (2) tenglikni quyidagi
ko'rinishda yozish mumkin: V(.v(",;0)e X("*x0,
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Agar (1) da tenglik bajarilsa, baho effektiv (& =1 da Kramer-
Rao va &>Ida Battachariya ma’nosida) deyiladi.
Misollar.

1 Pe =N{0yj92), 0=(0,,02)e ©-/?7""x(0.«), gx{e)=ei,g2(e)
bo'lsin. G(0)=(g,(0),9,(0)) uchun G ,,(9,,.92,) baho siljimagan

bahodir. Bu yerda gIB=x=-" ,, &= =Yl - y)\
A 1 A

Ammo G,, baho Kramer-Rao ma’nosida effektiv baho emas, ya'ni
k =1da (lI)da tenglik bajarihnaydi. Buning sababi esa (2) ning bajaril-
masligidan kelib chigadi:

fn(r)B=exp’jgin(x(H) * +g 2n(x{7] 1Zb(w) o,

+ 1'%~ 2 QV / n, / u
T 20, 2 2Jj+(_YIn(27r)
- eksponenta ostida g 20 gatnashmogda. Ammo to‘g‘ridan-to‘g‘ri

hisoblab, G, ning Kramer-Rao ma’nosida asimptotik effektivligini
ko‘rsatish mumkin. Bu holda

0
B(0) = Sy =iy W) 20;
n-1
20,3 201
n
Demak,
/~ detl 0(0 6>)} det{ ~ - |(0 ,
NV G, G~ O e s
det[ B(0 )| n n-xx
2. Pe = N{exJ\), k=2, g{e) =d 1,8 ={s, ,82), m=1

bo‘lsin. ¢ =S~ baho siljimagan bo'ladi. Bu holda (4) bajariladi:

la\ 61, 5> 92/ ]
g n- g{g -Flj\l’l_\ddZ H(H-1) 10,2 P
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Demak, Dug ,, Battachariyaning 2-tartibli quyi chegarasiga long

wvd si,, baho Battachariya ma’nosida effektiv bo‘lar ekan.

4-§. Asimptotik effektiv baholash

Ko'p hollarda baholarni asimptotik ma’noda solishtirishga
lo'g'ri keladi.
1-ta’rif. Agar n —»00 da ixtiyoriy ©uchun

ums u p s i ¢y

Ms’-m)
munosabat o‘rinli bo‘lsa, g e 0 baho g{&) uchun asimptotik

effektiv deyiladi.
Ushbu ta’rifni ma’lum baholar sinflari uchun ham Kkeltirish
mumkin. Agar CO - siljimagan baholar sinfini olsak, (1) ifodani

quyidagicha yozish mumkin:

limsup”™% <. (2)
n— Dg

Ct - asimptotik normal baholar sinfi bo'lsin, ya'ni V0'e Cd uchun
(8" -e)y[n:>Nfo;-cg' '

o‘rinli.
2-ta’rif. O' baho 0 uchun asimptotik effektiv deyiladi, agar
ixtiyoriy One Cd¢ uchun

al(6)<cr; (6) (3)
munosabat o‘rinli bo'lsa. Bu yerda cr2(0) va cj](0) lar mos ravishda
O' va 9n baholarning tarqoqlik koeffitsiyentlaridir.

Bu ikki ta'rif ekvivalentdir: O’e Cd bo'lsin, u holda « — aoda

M9 (0*-0 )2="-(1 +m(9)), r,(0)->0.
(1) ifodaga asosan
Me (0* -8 f <Mg(9, - B)2(L+r’(0)), r: -» 0.
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ixtiyoriy 8 e Cp da (3) ga ekvivalent. CK orqgali quyidagi shartlar
o'rinli bo'ladigan baholar sinfmi garaylik:

O <e(0:n)iyfn, BEOI<E(<%wn), Ms{B ) <c<ox,
bu yerda a->c da e((9,n) =0(1) va A($) siljish kattaligi, ya'ni
MB(B* -B)=1b(e).

Teorema. Regulyarlik shartlari o'rinli bo'lsin. U holda CK da
ixtiyoriy Kramer-Rao ma’nosidagi asimptotik effektiv baho CK da
asimptotik effektiv bo'ladi.

Isboti. 8 Kramer-Rao ma’nosida asimptotik effektiv baho

bo'lsin, u holda
M \2 I+o(/|i)
@v > I(e
Kramer-Rao tengsizligiga ko'ra barcha 0*e CK uchun:

liminfMsn(s*-8) >/J(B):|i:r£l,|\/|Bl'l(B,, -B )*.
«

»0
5-§. Bahadur bo‘yicha asimptotik effektivlik

A ",06 ®j) statistik model va Th noma’lum
parametr B uchun baho bo'lsin.
{"} baholar asimptotik effektivligini ~ (J7\-9\<y\ ehti-
mollik bilan o'lchashni R.Bahadur taklif gilgan.
Har bir kuzatilmaning zichlik funksiyasi 7 (x;0) bo‘lsin.

Teorema. Th noma'lum parametr 8 uchun asosli baho bo'lsin.
U holda Vy' >y uchun quyidagi tengsizlik o'rinli:

toii»p. {|r.-<>|>y} * j i n 0»
Isboti. Yensen tengsizligiga ko'ra:
-K =—Jin— \/(x]B +y")dv <Inl/ (x\6)dv = 0.

X ' v X

314



i, \Tn-e\>Y,

A a,..... llo. NM-B\<y.
iiclum quyidagi tengsizlik o'rinli;

\T-B\>r} =wm 5, > Me Kxirl"b 0 K=

bo'lsin, u holda ixtiyoriy c/>0

{xre)

f o« f(x\0 +v'\ Lp

>¢g-X,, A* M VrAr< er

l -1 f\xJ'G) ulj
>~ Rei/Q\T-9\>y}~ [Fo /00 moa
I f(xi'e) n

Ir - asosli baho ekanligidan %Pe+/i\Tn-B\> y\ =\ tenglik

o'rinli bo'ladi. Bu yerda d =n(K +s),s >0 ixtiyoriy Icichik son.
Katta sonlar gonuniga ko'ra

U /h~2K2JI fi

H{x, m&#/)

M e+y In >£}>—m0,
"Twm T
Demak, barcha katta n larda

Pe \Thn-e\>VY}>\ed = \e* K« )
tengsizlik quyidagi Bahadur bo'yicha asimptotik effektiv bahoga
keladi: VT - asosli baho uchun
limlim— InPf{\T -9\>y\ >Ilim— fi ~f(x ) 4yl (2
N|Ir31”|}gwcy 2n " {1 yJ ylmoya Jmf{x-fi+y) (x1) 4Y) @

/(x,0) chekli /((9) Fisher informatsiyasiga ega bo'lsin. U
holda (2) ifodada a =2 deb olish kerak.
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I bahoning effektiv standart og‘ishi Tmn =m(8;y ,Tn)

ifoda orqgali aniglanadi. Bu yerda £ ~Ar(0;1).
Demak, I' - asosli baho bo‘lishi uchun zarur va yetarli shart
>0: :
Vy >0 mnji)o Agar

_____ e- 22/2 < fe»u~12 aiKie—z 272

tengsizlikdan foydalansak, u holda

Jim lim. ’ in/>{17; -0] >N =-1.lim Ilim -L
" ' J

y-XX) /7-»=0 ,y2 2J'-Kc «->00 ,r2
o'rinli bo'ladi.
X BOBGA DOIR MASALALAR

Quyidagi modellarda keltirilgan baholarni effektivlikka tekshi-

ring.

Ne Model Baho
1 yM0crd e=x}

2. Na6) e-=52

3. Ge{9) 9 =1/(l +x)
4 Fen 9-xs4

5 /(a0)=e-x (1+ )'2:jc,0e R .:Ei

6. E(9) 0=4
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XI BOB. NUQTA'VIY BAHOLASH USULLARI

I-§, 0 ‘rniga go‘yish usuli. Momentlar usuli

Statistik model ( V (!) ,.>y <) dagi tagsimotlaming {/’} oilasi
bilan berilgan bo‘lsin. Biz VIII bob 6-§ da baholarning ta'rifi,
xossalarini va ularga misollar ko‘rgan edik. Endi nugtaviy baholami
qurishning ba’zi keng targalgan usullari bilan tanishib chigamiz. Biror
0=9(P) (vektor yoki skalyar) funksionalni baholash masalasini

garaymiz. P,, orgali empirik tagsimotni belgilaymiz:

PL{B) =- fjI(X,e B), Be
m b\

Bu yerda Fn(x)= P, ((-oc,x)j (VII bobni 2-8iga garang). 8 ni baho-
lashnmg tabiiy usullaridan biri - o ‘rniga qoYyish usulidk. Bu usulga
ko'ra, G.=8i'p,) baho P o‘miga P,ni qo'yish yordamida quriladi.
Bunday baholarning xossalari. albatta 9(P) funksionalning xossala-
riga bog'ligdir. Masalan, VII-bob 3-§ oxirida ko'rilgan jun{F,,) sta-
tistika Ai(F) =h~jg(x)c/F(x)) funksional uchun o'rniga qo‘yish usuli
bahosi bo'lib, h - funksiya uziuksiz bo'lgan holda kuchli asosli baho
bo'ladi. Ko'p hollarda 8(P) funksional biror E(9.P)=0 tengla-
maning yechimi sifatida tioaniq shaklda beriladi. Bunday hollarda
B=8(P) uchun baho e(9,P,)= 0 tenglamaning yechimi sifatida
aniglanadi. Endi o'rniga qo'yish usulining ba'zi xususiy hoilari bilan
tanishib chigamiz.

Statistik model {P),9¢ 0}, 0 ¢ Ris) oila bilan berilgan bo'-
lib, B8 =(¢i,62,...,95) noma’lum parametr bo'lsin.
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Momentlar usuli. G(0)=(g, (0),...,gs(t?)) vektor funksiya
uchun biror asosli Gn(n™"0 =(gW{x" ),--gs, )) baho mavjud
bo'lsin. Momentlar usuliga asosan, 0 =(s1...8) uchun 0 —\9\n,—9s,,]
baho sifatida G (9) = Gn tenglamaning, ya’ni

9,{0) =gnix”"), i=1..5 (1)
sistemaning yechimi olinadi. Bunday baholarning xossalari ¢j,i =1,5,
funksiyalarning xossalari bilan aniglanadi. Odatda g,(0)= Xlga:{a),

/=15, (masalan, a(”) =£') ko‘rinishda tanlanadi. Bu holda katta
sonlar gonunidan foydalanib, g in sifatida at(c) ning empirik momen-
tini taniash mumkin:

’ A

1-teorema. Faraz qgilaylik, g, {()) /=15 funksiyalar 0 da uzluk-

N
siz hosilalarga ega bo*lib, ./, (0) =< @@'(_B)I yakobian nol-
dd b-ulj
dan fargli bo‘lsin. Agar (1) sistema yechimi 9n yagona bo‘lsa, u holda
bu yechim 0 uchun asosli baho bo‘ladi.
Isboti. G:0 — > desak, G~:> —0 —birgiymatli va uzluk-

P _
sizdir. gjn ->gf,i=\,s, ekanidan, 1 ga yetarlicha yagin ehtimollik
bilan Gne >XX. U holda (1) dan 9n =G~1(Gh) va G~ ning uziuksiz
_ P

ekanidan,  >coda 9n—»G_1(G (9)j-9 .

Misollar.

1. Re =iV(0] ,0\j, 9 =(0] -92)e 0 - J1x(0,00) norna’lum pa
metrning momentlar usuli bahosini topamiz: ¢ (9)= Me” =0t,
g2(0)= Mspg2=9{" +0-, ekanidan



/, (0) 1. Demak, Oh=(x,s) baho (0,,02) uchun asosli baho bo'lar

ekan.
2. Pe=R(0,0), B>0 modelda noma’lum parametrning
momentlar usulida bahosini topamiz. Avval momentlar usuli bahosini

1-moment orqali topamiz. Ma’'lumki, gA6) =Mec= Z—ekanligidan,

0UW =2x momentlar usuli bahosi bo‘ladi. Endi momentlar usuli baho-
si A-tartibli momenti orgali topamiz:
Q

fa

gk(9)=Mee =\xk"dx ="

u holda 6kn- yj(k +1)xk momentlar usuli bahosi bo‘ladi.

3. Pe =N{d,I), 8 >0 bo‘lsin, noma'lum parametrni moment-
lar usuli bahosini topamiz: ¢{6~) =Mg%=6 ekanligidan 9n=x mo-
mentlar usuli bahosi bo'ladi. Shartga ko‘ra 0>0O, lekin x manfty
bo'lishi ham mumkin. Shuning uchun agar x< 0 bo'lsa, baho sifatida
0 ni olish kerak va agar x >0 bo'lsa, baho sifatida x olinadi. Demak,
s* =maxj 0,xj - momentlar usulining "to'g'rilangan” bahosi bo'ladi.

2-§. Hagigatga maksimal o‘xshashlik usuli
- dp
Faraz qilaylik, {Ps B<=0] «/.i, f(x;6) =—4—x) va

0,e0 uchun Pg ~ )2, <#me 0 bo'lsin. Biz 0 =0] ,...0S)6 ©£ KI'1
- vektor parametrni baholash masalasini garaymi/.. Hagigatga
0 xshashlik funksiyasi deb, 'A< x0 da aniglangan nomanfiy
f*(x() ;8)=C/,, (*(n);0), (x(n)-0)e vV w x0 ko'rinishdagi funk-



siyaga aytiladi. Bu yerda Ce (0,co) - ko'paytuvchi B8 ga bog'lig
emas, ammo xin)ga bog'‘liq bo‘lishi mumkin va
o i
=Y\f, (®*\9) ~tanlanmaning zichlik funksiyasi.
A
1-ta'rif. Hagigatga maksimal o ‘xshashlik usuli bahosi
(HMOMUB) deb, quyidagi munosabatni ganoatlantimvchi

o'lchovli 0,,{x~"]): / ->0 statistikaga aytiladi:
fo(x (n)-e,,)=m J{fi{x{n-e)}. Q)
Demak, 0,,nitopish, j n ning maksimumini topishga ekvivalent
masala ekan. fn va Infn funksiyalar bir xil nugtalarda ekstremumga

erishishi sababli, (1) tenglikni Infn uchun ham quyidagi ekvivalent
ko'rinislula yozish mumkin:
6,,(x’\"’\):ArgmaxiI finf(x-,6)P,,(dxf>/=I'IenTax <v!\fA Inf(X :;0) L (2)

=Y I
Ba’'zi hollarda (1) tenglama yechimga ega bo‘lmasligi ham

mumkin. Odatda HMO‘UB fiksirlangan e ./ Mda f*(x",s)

B ning uziuksiz funksiyasi bo‘lgan hollarda qgo‘llaniladi. HMO'UBIari
yagona bo‘Imasligi mumkin. Endi bahoning bunday nomlanishini biz
fagat diskret holdagina (1 -sanoqli o‘lchov) tushuntiramiz. Bu holda

f(x\e)=Pe(%=x) va

i
Demak, biz 3,, sifatida fn ehtimollikni maksimallashtiruvchi para-
metr giymatini tanlar ekanmiz.
1 Agar ©ein*l bo'lib, ixtiyoriy uchun
funksiya 8 bo'yicha differensiallanuvchi va o'z maksi-
mumiga ©ning ichki nugtasida (©ga biror oralig'i bilan tegishli
bo‘lgan nuqtada) erishsa, u holda 6, baho quyidagi shartni ganoat-
lantiradi:
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B
B4,

bu yerda
Clnfn 8In/, 5Inf,,
B ¢ce] " ' nB5
2. Agar Kramer-Rao ma’nosida effektiv baho mavjud bo‘lsa, uni
IiIMO‘UB yordamida topish mukin (X-bob 3-8 dagi 1-natijaga garang).
3. Yana shuni ta’kidlab o'tamizki, agar HMO'UBsi 9,, yag

bo'lsa, u yetarli statistika T ning funksiyasi bo‘ladi. Hagigatan ham,
VIll-bob 3-8 dagi Neyman-Fisher alomatiga asosan:

cB 86
U

Ammo B n ning o‘zi yetarli statistika bo‘lishi shart emas. Bunga
biz quyida misol keltiramiz.

HMO'UBsining yana bir muhim xossalaridan biri - uning par;*-
metmi almashtirishga nisbatan invariantligidir. Bu trivial da’voning

isbotsiz keltiramiz. 0 - fazo R ' uagi interval bo'lsin.
1-teorema (Invariantlik prinsipi iZexna)). g(0):0">

funksiya berilgan bo‘lib, x - fazo R[K (k <s) dagi interval bo‘lsin.
Agar Q, baho 0 parametr uchun HMO*'UBsi bo'lsa, u holda

uchun g n =gie,, ) HMO'UB bo'ladi.
Misollar.
1. P8 —binominal tagsimot bo'lsin:

/-1

Bu yerda Be © =(0.1), t( AT )=~ A. - yetarli statistika. (3) dan
H



c U =clny=_ ( (w)__L _T{xH =
A8 B8 1-0

Demak, 8 n =-n~T{x("]) -HMCTUB.
2. P& — R(0,e), (0,0) intervaldagi tekis tagsimot bo'
fn{""\s"=B~"JN0< <9~ 0e0 =(0,00), bu yerda

T (x(n) =X >= r;%aé({Xj} - yetarli statistika.

Chizmadan ko'ramizki, B, =X\ baho B uchun
HMCTUBsidir.

3. Pg tagsimot [B~\",0+”) intervaldagi tekis tagsimot uchun
f, (HM)-8)=/{ - i2<X,,LI< <s +1_ O~y -TTiQ)-7(A0)“T
Be 0 =(-co,co). Bu holda HMO'UBsi yagona emas. 0, sifatida

- \,X"Y+y] intervaldagi ixtiyoriy nugtani olish mumkin:
0,(1)=1(X,) +7,,)); 0,<2=(X(n)- 1) +(Xfy . X(r) + € 0srXI:

A =(*(i) +] )~ K > ~XW +1)Co32X};
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H1 holda Z( A**) =(-"(i); AM)\  vyetarli statistika, ammo 0, *

14 . L
(0, lar rning funksiyasi emas.
4. 7, =9 #2j,9 =(0,62)e © =) x (O,m2). U holda

f,Un)-0)=-
62'(2,t)L
va
-1 £>, - wo,i; =0,
cb 9 A
Ctf,

Bu sistemadan Oh, =x, 9\n =S1 baholarni topamiz. Bu baholar

vctarli statistika t{x ~ )=j]Ir X; A"2 |ning funksiyasidir.

VH = J
5. Pp =(0,,02) — parametrli logarifmik normal tagsi
bo’lsin. U holda Y - InE tagsimoti A ) bo‘ladi. Ma’lumki,

g x{9) =MeE =exp] 0, +-

92(0) =D "*=gr(0)[exp(02)-1
1-teorema va 4-misolaan g(0) =( A (0),tr2(0)) uchun baho

g n=(gin*g 2n) bu yerda



Biz ushbu paragrafning oxirida HMO'UBIarining eng muhim
xossalaridan biri - asimptotik effektivligi hagidagi quyidagi da’voni
isbotsiz keltiramiz. Bunday xossaga ega baholar eng yaxshi asimptotik
normal baholar deb ataladi.

2-teorema. B,,=(8\n,...,.99) baho 0 =(#, ,..0\) parametr
uchun HMO'UBsi quyidagilar o‘rinli boisin:

1) 0,-0=0,0) w—00;

Hn/,(*<"><?)
2) Barcha /=1,..,s va 0e © lar uchun .
hosilalar mavjud va 1 ehtimollik bilan chekli bo‘lsin;
3) £—=0da
sup p,lbégé)g(n)-s) r2\'|l/n(x(n)-B) H(X(T:9 )o ()
Mo U ,00j 6,56.

bu yerda h (x~"\6 )>0 - tasodifiy funksiya Pe ga nisbatan in-
tegrallanuvchi;
4) Fisher informatsiya matritsasi /(0) = [[#(0)] _ —musbat
aniglangan.
8\nfA x (">6 S2In/,[x"-BY

Bu yerda 1y (0) =Mg ddj 86,

U holda -8) —Vv'(0,7"(0)) . Bu yerda v(0,7 ))-
tagsimoti J1 (0, / '(0)) bo'lgan 5-0'lchovli tasodifiy vektor.

5-misoldan g ,=(x,S-), g(0) =(0,,0,") uchun HMO'UBsi

ekani ma’lum. X bob 3-§ dagi 3-misoldan Fisher matritsasiga teskari
matritsa ko‘rinishi

0
rNe)= 12
vO0 29,
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leiiremmlan

Demak, (x,S2) va (*.S2) baholar asimptotik ekvivalent eka-

imlan nlarning eng yaxshi asimptotik normal baholar ekanligi kelib
chigar ekan.

3-§. Bayes baholash usuli

Parametrni baholashning Bayes yondashuvi mohiyati noma’lum
parametr 8 ni tasodifiy migdor deb garashdan iborat. Bu parametming
zichlik funksiyasi uprior zichlik (aprior - tajribadan oldingi) deb
ataladi. Bayes yondashuvida noma’lum 8 parametr zichlik funksiyasi
h{6) boigan tagsimotdan tasodifiy ravishda tanlangan deb faraz
gilinadi.

Bayes sxemasida yechim qabul giiishning to‘rt asosiy ele-
mentlarini ko‘nb o‘tamiz:

1 [sl = ,P) statistik modelda P tagsimot »* ={Ps,se ©}
oilaga tegishli, © esa /r-o‘lcho'ii Evklid fazosidagi intervaldir.

2. h(6) ning.-f/ -aprior tagsimotlar oilasi ) o‘lchovli
fazoda aniglangan, bu yerda - 0 dag; a -algebra. ;
3. - bo‘lishi mumkin bo‘lgan shunday yechimlar to‘plamiki,

ixtiyoriy c/e/v element / dagi vj -o'lchovli funksiyadir.
4, L{9,d) talofatlar funksiyasi 0x<”' da aniglangan.

Tanlanmaning zichlik funksiyasi f n(xi")\0). A”*ning 0 beril-
ganidagi shartli tagsimot zichligi, aprior zichlik funksiya esa h((>)
bo'lsin. U holda X In)va 8 ning birgalikdagi zichlik funksiyasi

g(x""\e) =f n(x{)\0)h(0)

bo'ladi. Bayes formulasiga ko'ra 0 ning J1'T)=ac"'l bcrilganidagi
shartli zichlik funksiyasi
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h(e/x{l)= ]nv% L (i)

ga teng. (1) zichlik funksiya aposterior zichlik (aposterior- tajribadan
keyingi) deb ataladi. Shartli matematik kutilma xossasiga ko‘ra:

barcha 8 =(p{x{n)) funksiyalar orasida 8 uchun eng yaxshi baho
kvadratik risk funksiyasi M (B -(p(xin2ni minimallashtirish ma’no-
sida

BH =M (B /x(n)) = \8/,(0 1x' 1)df) )

0
hisoblanadi.

1-ta’rif. (2) va (1) formulalar orgali 8 uchun aniglangan 6H
baho aprior zichlik funksiyasi h{6) bo'lgan Bayes bahosi deb ataladi.

Misol. XV...,Xr ~N(9\I) va B parametr tagsimoti .V(0;crM

(cr2 - ma’lum) bo'lsin. Noma’lum parametr 0 ning Bayes bahosini
tuzamiz.

Noma’lum parametr B tagsimoti J14O;cT*) bo'lganligi uchun

uning zichlik funksiyasi h(6) =—1=—e it 2'\Be R,cr >0 bo'ladi.
V2n-cr

Xun tanlanmaning zichlik funksiyasi esa

| -1

h{6 /x(n) ) aposterior zichlik h{6) «f(x~\e\ ga proporsional:

Har ikkala tomon darajalarini tenglashtirsak,

9-( 1 \ — If 1 V.n xn r *
— ( —7+nNn +Xx6N=-—-—r+n \6 H---- ( «2 -----
2 v <t ) 2va! a 1/cr +nl 2(1/7<9%+w)

hosil bo'ladi. Bu tenglikdan h(6 /x(n aposterior zichlik
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o[ MI _. JZL_jtagsimotga ega ekanligi kelib chigadi Demak, ¢
(1+ KT 1+ 1K72)

uchun Bayes bahosi quyidagiga teng:
/1(8/ /e="1
ée (8/x(n))c/ e e

Endi Bayes ma’nosida yetarli statistikalarni aniglaymiz.

2-ta'rif.  S(.v(")("EYom/» .P)-> (' statistika >/
uchun Bayes ma’nosida yetarli deyiladi, agar barcha He / uchun
deyarli hamma yerda

h{0 !'s{xM)) =h{0 I x{n)) (3)
munosabat o‘rinii bo‘lsa.

Demak, Bayes yondashuvida yetarli statistika orgali hosil bo'l
gan aposterior zichlik tanlanma orgali hosil bo‘lgan aposterior zich
likka ekvivalentdir.

Misol.

2. N[0 ,0? j modelni ko'raylik, bunda 0=(0,,02) noma’lun

parametr va 0="(01,0, ):-<x><0i <+00, 0</72 <-Kk»}. AN*—{X, ., A",
tanlanma berilgan 0 =(#,,0 )larda shartli zichlik funksiyasi quyidag
ko‘rinishga ega:
f{-\..."AA )=Ne)~"2B2" -0 E(*i-) --~-(ar-0,)" |
[ i=i ; 262 J
0, va 02 lar aprior zichlik funksiyasi h(On02) bo'lsin,
ular uchun aposterior zichlik funksiya quyidagi ko‘rir.ishda bo'ladi:

02/<65i 0.2)explj \n128\ )(*-£, )2- (/2] ) t (4- V) |
ft(0, A /r, = S L-
iy Jor202 M 02)

—e0

XeXpj-ALZ#)N-#) (1 720 )E (a,-v) |. @
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(4) ifodadan ko‘rinadilci, (0,,92) ning aposterior zichlik f
siyasi 1x,V (.r, - xV | statistikaga hog'iig. Bu statistika n (9 {,92)
model uchun Bayes yondashuvi bo‘lmagan holda minimal yetarli
statistika cdi. Ma’'lumki, n va JEgx —x) statistikalar bog'ligsiz va

ulaming zichlik funksiyalari mos ravishda

ga teng. (5) va (6) ga ko'ra berilgan fx,E(x,. - x)* ] da (0, ,9?) ning
aposterior zichligi

hi91,02/x.¥Y(x, -x)' ]=
v =1 /

9~"(91,920¢\p | -( /29;)(x-0. ) —1/20;)X(x, _ 2]

- je/B jO~"h(91,0, )exp] /20;)(v-B ~ B Hz/ <«

ko'rinishda bo'ladi. (4) va (7) ni solishtirsak,

h(9x,92/ {xt - x)~)=h(9- ,82/n,...,xNn) (8)
bo'ladi.
Demak. (x,”(x, —x) ) Bayes ma'nosida yetarli statistika ekan.

Bu misolda Bayes va nobayes ma’nosidagi yetarli statistikalar
bir xil ekan. Quyida keltiriladigan da’voda bu ikki statistikalar
ta'riflari ekvivalent ekanligini ko'rsatiladi.

Teorema. ( /rx0,.f ehtimollik fazosidagi ixti-

yoriy Bayes modelida s(x("):(.1'sA ./*)-» {fy ) statistika
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uchun Bayes ma’nosida yetarli statistika bo'ladi, agar u faqut va
fagat uchun yetarli statistika bo‘lsa.
Isboti. Avval, agar S statistika f/1' uchun yetarli bo‘lsa, u
holda u Bayes ma’nosida ham yetarli statistika bo‘lishini ko‘rsatamiz.
Agar S - yetarli statistika bo‘lsa, faktorlashtirish teoremasiga ko'‘ra:

7i(v("),0) =V (s(.r()),0)-HxH) )
kenglik o'rinli. U holda aposterior zichlik

h(e/x[,)=—1 7/ (10)
J 7;(6»y(5(.7(,) ) ,e)dd
0

(9) ga ko‘ra s(jr™) statistika hosil gilgan zichlikni quyidagi
ko'rinishda yozish mumkin:
/s(xi"1,0) =j(A""V (x(")]) . (11)
Six"™) wvdagi 0 ning aposterior zichligi

f(e /sGw)=s)= e o
0
ko‘rinishda bo‘ladi. Bulardan h{0/ )=h{o/ ekanligi
kelib chigadi. Demak, 5 —Bayes ma’'nosida yetarli statistika bo‘lar
ekan.

Endi. agar S Bayes ma’nosida yetarli statistika bo‘lsa, u noba-
yes ma’'nosida ham yetarli statistika bo'lishini ko‘rsatamiz. Ta'rifga

ko‘ra h(0 /x) aposterior zichlik funksiya &s - o‘lchovli funksiya 9
va fiksirlangan 00da h{0) >0 va h(00)> 0 bo‘lsin. U holda (1) ga
ko‘ra

h(eo/x) f,(x{nKoO0) 4*0)
Bu yerda y/ (.r" f)=In /Mm(x”" ,6?)/fn(v*",00)]- hagigatga o‘x-

shashlik funksiyasi logarifmi. Ixtiyoriy fiksirlangan 0 da i//(\(",0)
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funksiya £8S-o'lchovlidir. U holda h(9)> Q J1(0Q> 0 lar o'rinli
bo‘lgan ixtiyoriy 8 va 6( lar hamda (12) ga ko‘ra:

Inf, (x(n),9)=Inf, (X(n) 80)+u/(s(x(>)fi). (13)
bu yerda

v I h(90.v) /i(fl(3) cme i;
va A'lLt*1) =/,, (x*H 60) deb olsak, u holda
f. (X(M,8) =k(x(n))exp!(//(six1']),#)}.
o‘rinli bo'ladi. Demak, s(x”,)) - (nobayes) yetarli statistika ekan.

Demak, agar s(x”~"") statistika %= uchun yetarli statistika bo'l-
sa, u holda H{8/x{n))=H (8 /S) bo'lar ekan.

4-8. Minimaks baholash

T, va T2 baholarni “yomon” nuqtalarda solishtirib, minimaks
baho tushunchasiga kelamiz. A(T,s) funksiya 8 ni baholashda T
statistika qo' llanilgandagi risk funksiyasi bo'lsin.
Ta'rif. Agar VTe 0, uchun

%RW(TO;O):ir_}fggdj) Ru(T;s), 1)

tenglik o'rinli bo'lsa, u holda Me 0, c© baho noma'lum parametr
B uchun minimaks baho deyiladi.

1-misol. Xv...,Xn~ bo'lsin. Ma’'lumki, S =" Xt
y=3

statistika bu tagsimot uchun yetarli statistika bo'ladi va uning tag-
simoti

P(S{n) =k) =C*BkK , k=01,./7
bo'ladi. Demak, SM ~Bi(n;6). Noma'lum parametr 8 ni baholash
masalasini ko'ramiz. Bu tagsimot noma’'lum parametrik 8 uchun
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momentlar va hagigatga maksimal o‘xshashlik usullari bahosi tanlan
ina o'rta giymatidir: T(X(n)):i))-lx, . 0 ‘rta giymat baho sifatida
"l
quyidagi xossalarni ganoatlantiradi:
siljimaganlik: MeT - —£ MXt =MXx-0 ;
nid
Rao-Kramer ma’nosida effektivlik.uning dispersiyasi

—_— p— *
D%T _};_rAD X = n 1 ni (9) 2

/=1 ” |

asoslilik: Chebishev katta sonlar gonuniga ko‘ra \/e >0 uchun
PANT-e> E)<*£=4t°] -o0.
£ VE "-x
Lekin tanlanma o‘rta giymati minimaks baho bo‘lmaydi. Buni
ko‘rsatish uchun quyidagi bahoni ko‘ramiz:

T(Xin))n+-yfc

TH(XiN) ) =T (X{']) =D - + e Proeee = wmemmemeeee 7=0—. (3
(Xin) ) =T {'])n})ml 2(VE+|) n+sjn A ®)
(3) bahoning matematik kutilmasini hisoblaymiz:
1r- 1i— 1
uMg T+-—\ii 19+ 11 B+ -I =
M J = p— =-----2 = _27LT>0. 4)
n+\jn n+\n L £
\'n

Demak, (3) baho asimptotik siljimagan baho ekan. Endi (3)
bahoning kvadratik riskini hisoblash uchun daslab 2-tartibli momenti-
ni hisoblaymiz:

nMe (1 r+1):
Me (T*)2 = nMJl+JInM, T4-4-
(/+ \In)2 (n+yfn) 4]
n f re-o02 n21 I'n 11
77— <l ———-\~6 \+\JnO+~ >
(NN [ _ w J 4]
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1 .
B(\-8 )+nB2+y/ng +"|J 5
(L ( ) y/ng +7j (5)

(4) va (5) ni inobatga olsak, kvadratik risk funksiyasi
MB (T *-8)2=MB(T*)2-28-MBT* +82 =

>1-0) +n2+n["8 +" -

(1+711)2
4mg-\— no-
-2B 2 462 < . o
IH/n W2 (Ve (H\N)2  (1+/n)2
2\prie2 — +6* =0 1 n 2%
ALA/M2 T/ THVw 902 (1+VQ2 Tsm Y
P N 1.1 1
(A+VH)2 () \R\[NJ 4(1+V/)2
_gr VRAN(HINHLIAN2L Ny
(1+n/n )2 [ (™72 |
4(1+Mn)2  4(1+\[M)2 A A

(6) tenglik noma’lum parametr 0 ga bogdiq emas. (1) va (6) ga
Ko‘ra

supMe (M- 0)2=sup® 0 1
Be& fes an’
1 1
supMs (T -B) = ,
BRVE (T -8) = 4wm) — 4u
ya m
%%A/ﬂ(r*-O)2<s£8My(r-O):. (7)
(7) ga ko‘ra T baho 7'bahoga nisbatan kichik riskga ega el

Demak, T o‘rta giymat noma’lum parametr 8 uchun minimaks baho
bo‘Imas ekan. T baho T ga nisbatan yaxshi ekan. Endi T baho Bayes
bahosi ham bo‘lishini ko‘rsatamiz. H(9) aprior tagsimot va uning
zichlik funksiyasi [0, 1] da



Bb(s) =(8[\-8))~ J(6>ci-6>»2 de (8)
vO
bo'lsin. Ma’lumki, Bayes bahosi:
\dfn(X"n) :B)b(B)ctO

\fn(” n);e)h(e)de '

9

tenglikdan hisoblanadi. fn (X{n) \8) =Py (S(X (n))=k) va (8) ni (9)
ga qo'ysak, Bayes bahosi ko'rinishi quyidagicha bo'ladi:
1
lekx(i-0 )'*keax(i-0 de
f(X in])=’\1 = (10)
0 {i-ef~h0"1(i-0)de "
0

bu yerda a =b=~\fn , K=5(X <n)) =X AT, .

1=1

at 2—Jn+nT T-n+7\fn

a+b+n izggjh +2lJrn~+n nHyn
ya'ni: f(X~n))=T (J1'(")). Shunday qilib, T baho ham Bayes

ma’nosida ham minimaks baho va demak, T{X(' )=5/_ V uchun
"o
nisbatan opimal baho bo'lar ekan.
1-misolda binomial tagsimot noma’lum parametri 0 ni baho-
lashda barcha yaxshi xossalarga ega bo'lgan va eng ko'p go'llanila-
digan o‘rta giymat minimaks baho bo'la olmasligi ko'rsatildi. Quyida
biz baholaming minimakslik xossasini batafsil o'rganamiz. Odatda
minimaks baholar Bayes baholari orasidan qidiriladi. Minimaks
bahoni topayotganda tayin aprior tagsimot H{9) da quyidagi o'rtacha
riskni minimallashtirish muhim ahamiyat kasb etadi:
ru(H) = \MeW{T-e)dH{9)= \Rn\T-0)dH{0). (n)



1-teorema (Leman). Ushbu tenglik o'rinli bo'lsin:
\Rw(T;0)dH (8) =sup R(T:d) (12)
0 ".e0
U holda:
(1) T—minimaks baho;
(2) agar aprior tagsimot H ga mos T yagona yechim bo'lsa, u
holda u yagona baho bo'ladi.
(2) shartga ko'ra, RWT,6) riskning o'rtachasi uning maksim
miga teng. Bu teoremaning quyidagi foydali natijalarini keltiramiz.
1-natija. Agar aprior tagsimot H ga mos T =T (X'n)) Bayes
bahosi 0'zgarmas riskga ega bo'lsa, u minimaks baho bo'ladi.
2-riatija. Tu bahoning risk funksiyasi maksimum giymatini
gabul giluvchi parametrlari to'plami QHbo'lsin:

QHzloGO:/?I\,(?':O) =supi?w(7)/;0YK (13)
B'eB J
Agar T//- minimaks baho bo'lsa, u holda
H(QH)= \h(6)de =1 (14)
Q&

-misoldagi T bahoning kvadratik riski o'zgarmas M6(T -9)> =

— bo'lgani uchun 1-teoremaga ko‘ra bu baho minimaksdir.

4(1+vw )2
Arifmetik o'rta gqiymatning kvadratik riski esa MB (T-9 )2=DeT =
_B(le)" va shuning uchun u minimaks baho emas.
n

3-natija. Bayes bahosining minimaksligi xossasi talofat funk-
siyasi W (u,v)ni tanlashga bog'liqdir.
Agar 1-misolda talofat funksiyasini

W(uv)={ U u,ve (0,1) (15)
v(l-v)
ko'rinishda tanlasak. u holda o'rta giymatning riski
Mg W (T'9) =Me 'I("BQZ) ] (16)

ga teng, ya'ni o'zgarmas va I baho (15) talofat funksiyasiga nisbatan

minimaks baho bo'ladi.
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T~T{X{']) statistika aprior tagsimot H ga nisbatan Bayes
bahosi boisin.
2-teorema (Leman). Agar T =T{X{n) uchun 06 0da

MeW(T;9)<limsup IMOW(T(k*9)dH"Kk](s ),

munosabat o'rinli bo‘lsa, u holda T minimaksdir.
Bu teoremadan Xodjes va Lemanning quyidagi natijasi kelib

chigadi. QH={0e ©:0<//(0)<1} - H tagsimotning bardori
boisin.

3-teorema (Xodjes, Leman). Agar:

(1) 9g ©H uchun MgW(T,9) =C;

(2) barcha 9¢ 0 lar uchun MeW{T,9)< C boisa, u holda T-
minimaks baho boiadi.

2-misol. X,....Xn~N(9,1) boisin. u holda X (A tanlanma-
ning zichlik funksiyasi

fn(X{n;0)=-=L=exp” -0)2}-
\](2n)" I 2 <i ]
boiadi. {TIk’ =T (k*(Xtn)),k=12,.} - aprior normal tagsimot
jHIK(9) =N(0,k),k =1,2,..} oga nisbatan Bayes baholari ketma-
ketligi boisin:
21
| 8/n(X{m)-e)clH(k)(8) | Oexpy--1(N~-€Y =, TI[\de
f k){xln))zoo ~cc =1
1f, (x4{n-e)dHik)(e JeJ_ LE(K.-0)2-i™ L
(x {n) -e)dHik)(e) Izzi( )2AI

18 exp"9 1 X (A-i-l)ez\lklAO
y 2k KTIX )
7 [n«v (AQ)N21A e

2r-|r
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bu yerda T(x[n)):: fx i . Shu sababli,

"
+C0 / 1 42 KC

\mB(TIk) -e f dH(k\e) =U ™A fme(T oyjirl (0)

+- -]e2dH(kUe)——J7 kKin r+—~N oy

(nk+\¥ (In(nk+])Y  (nk+\y
nk2-+k k _ 1 J
(nk+1)2  (nk+l)

Barcha 0& 0 uchun
Me {T{Xin])-9)2=-DeXt 1
n Il

lim \M9 (T K)(Xi")-6 J2dH{K (9)

K
—00

Bo'lgani sababli 2-teoremaga ko‘ra T(X{n)) =iy.Xt o'rta
=
giymat N(0,\) tagsimot noma’lum parametrik 8 uchun minimaks

baho bo'ladi.

Shunday qilib, risk funksiyasi noma’lum parametr 9 ga bog'liq
bo'Imagan Bayes baholarini topish minimaks baholashning asosiy
masalasi hisoblanadi.

X1 BORGA DOIR MASALALAR

1 Quyidagi tagsimotlar noma’lum parametrlarini mom
usulida bahosini tuzing:

[BxB~\Xxe [0,1],

a) re*- b)f(x,e) =I
\[0, nef0,1].
C)N (exEl). d)TWA
( -,
e ) ,92]m f)F(x,e) =\l-e g?,x>0,,<9,>0.
| 0, n<6s
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2. Quyidagi tagsimotlar noma’lum parametrlaiini hagio
maksimal o‘xshashlik usuli bilan baholang:

*) e, 0. h)Bi(r,6).
¢) N(euel). d)R[e-1,0 +1].
X-¢
7 P(9,,92) f) Fix,9)=\1- * ,0>0,, 0,,0, >0,
0. v<0

3. XP...,X, ~?r(0) va 0 parametr aprior tagsimoti 5/(I;1/2)
boisin. Nomaium parametr 9 ning Bayes bahosini tuzing.

. .. , f e~ x >9
4. tanlanma zichlik funksiyasi J[x;9) :1:e X
0, x<9

boigan tagsimotdan olingan va 9 parametr aprior tagsimoti i?[0,l]
boisin. Noma'lum parametr 9 ning Bayes bahosini tuzing.

5 X,,..,Xa~E(9) va Oparametr aprior tagsimoti E{\)
boisin. Nomaium parametr 9 ning Bayes bahosini tuzing.

6. X,,....Xn~Bi{\\9) va 9 parametr aprior tagsimot.

L\O:l/Z L3 boisin. Noma bm parametr 0 ning Bayes bahosini
PL:1/2 172
tuzing.

7. XI,..,.Xi~G(9) va 0 parametr aprior tagsimoti

B - - -
i 4 2 4 boisin. Nomaium parametr 0 ning Bayes bahosini

n 3 3 3
toping.
8 X,...Xn~?r(0) va 0 parametr aprior tagsimoti H

boisin. Nomaium parametr 0 ning Bayes bahosini tuzing.
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XIl BOB. INTERV AL BAHOLASH

I-§. Ishonchlilik intervallarini qurish.
Aniq ishonchli intervallar

Oldingi paragraflarda noma’lum parametrlarni nugtaviy baho-
lash usullari va baholarning xossalari bilan tanishdik. Lekin ba’zi hol-
larda parametrga bahoni taklif etishdan tashqari shu parametmi biror
oldindan berilgan 1 ga yagin ehtimollik bilan gopiovchi sohani ko'r-
satish talab gilinadi.

Statistik model 0} tagsimotlar oilasi bilan berilgan

bo'lib, B - skalyar parametr bo'lsin, e ©c R (0 fazo R dagi biror
interval).

1-ta'rif. \_B~(x"M'"),B+{x<))~\e0 interval y - me'yoridagi
ishonchli interval deyiladi, 0<y <1, agar barcha se © va 1 ga
yetarlicha yagin y uchun

PgNOe 61 (x()), N x ) >y 1

tengsizlik bajarilsa.
Oldindan berilgan son y ni ishonch me’yori, statistikalar

esa mos ravishda quyi va yugori ishonch chegaralari deb ataladi. Ba’zi
hollar uchun fagat quyi yoki yugori chegarani aniglash talab gilinadi.

Bunday hollarda 1 ehtimollik bilan yoki 0+{a”)-<x yoKi
£r(a”™) = _oo etib tanlanadi.

Ishonchli interval [0~0 ] noma’lum parametr 8 uchun interval
baho deb ataladi. Odatda 1-y sifatida kichik son olinadi. 9+
statistikalar aslida v ga bog'liq bo'ladi: 0+ 8 H)M"'y\. [6T,0+] -
tasodifiy interval qurilganidan so'ng biz 6>e{_0~.0+] ekanini e’lon
gilamiz. Bunda biz yo'l go'ygan xatolik 100(I-r)% ga teng bo'ladi.
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Munich me’yor y ga bir necha ishonchli intervallar mos Kkelishi

mumkin. Bu holda albatta bunday intervallardan uzunligi eng
kichigini tanlashimiz kerak. Ishonchli intervalning oitacha uzunligi

ilcb MO[O+Hnr("))-0*“(ar("))] kattalikka aytiladi.
Demak, j-W/ "/ R8,0e0}| model 8 parametr uchun

\(M"0<=0, S~ #)={a) £¢ s(x{N}e -V0e 0  shartlarni
ganoatlantiruvchi akslantirish interval baho deb atalar ekan.

Ishonchlilik intervallarini tuzishning asosiy usullari nuqtaviy
baholardan foydalanishga asoslanadi. Endi hagigatga eng katta o‘x-
shashlik prinspining interval bahosini ko‘rib o‘tamiz. {P9,0€0}«//
Na /,(r(,),6) - tanlanmaning zichlik funksiyasi bo'isin.

2-ta'rit. - interval baho hagigatga eng katta o'xshashlik
bahosi deyiladi, agar 0,e ), 7O0xF"**2) >/,,(x"#,) ekanidan
("6 sir'™]) munosabat kelib chigsa. Bunday baho

={#:/,(x*+>#) >a (yI'D} ko‘rinishida bo'ladi, a - biror funk-

siya.
Misollar. 1. Pe =/V(0.1) bo'lsin. Ma’lumki, s[n(x-6) taso-
difiy migdor tagsimoti ¥(0,1) ct:mdart normal tagsimotdir. U holda
/ /\ cy IL_
Ry;Ix—6\<c,7"'2j= Nn|x =$|]<c.j-~==1e ldu=y.
Masalan, ¢, =3 bo'lsa, y =0,99730... ehtimollik bilan
noma’lum parametr B ning asl giymati SiX1")= X_JT_I’X+ 31

kesmada yotar ekan. Demak, kamida 99,7% ishonch bilan (h .S(x(")
desak bo‘lar ekan.
2. Pe - ko'rsatkichli tagsimot boisin:

(”(/"’\’\-"exlp”U/:}viiU M (<>-)
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Ma’'lumki, T="MXI statistikaning tagsimoti £=20% (2n) taso-

difiy migdor tagsimotiga tengdir. Bu yerda %2(/?) - ozodlik darajasi
p boigan xi-kvadrat tagsimotiga ega tasodifiy migdor. Agar ¢: (2n)
orqali %~(2n) - tagsimotning y -me’yordagi kvantilmi belgilasak, u
holda

Demak, 8 uchun y -ishonchli chegara  (X” )= 2n) va
c~(2n

demak, 5(X (n)) =[0* {X(n)).+a0] ekan.
Endi ishonchlilik intervalini tuzishning umumiy prinsiplami

ko'rib olamiz.
Statistika yordamida ishonchlilik intervalini tuzish. Quyida-

gi shartlami ganoatlantiruvchi G (x(n) \9) statistika berilgan bolsin:

1 G(x(,);0) statistikaning tagsimoti H(x) noma’lum parametr

B ga bogiiq emas.

2. G(x{" ;9) funksiya B bo'yicha uziuksiz va gat’'iy monoton.

3-ta’rif. Yuqoridagi shartlami ganoatlantiruvchi G(x(n);9) sta-
tistika markaziy statistika deyiladi.

§ (x) funksiya G (x(”";0) ning zichlik funksiyasi bolsin. U
holda ixtiyoriy 0<y <2luchun g, va g2 larni

PLo, <G(<">:0)<g:) = jg(t)dt = @
tenglik o'rinli  boladigan qilib tanlash mumkin. (2) dagi
g, <G(x(n)\6)<g2 tengsizlikni 9 ga nisbatan  yechib,
7] (x(n) )< 9 <T2(x<0)) ishonchlilik intervalini hosil gilamiz.

1-teorema. G(x;0) statistika tagsimoti H{B) =P0{ g (" ;9)e B)
noma’lum parametr 8 ga bogiiq emas; har bir x da G(x;0) funk-
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siya 1) bo'yicha wuziuksiz va monoton bo'lib, r , rl lar
//((r ,r")) -y niganoatlantirsin. U holda:

agar 6(- ;9) o‘suvchi bo'lsa, Q-=Gry~Lr~), 9+=Gr'(.x";rH
va agar G(:9) kamayuvchi  bo'lsa, 9~ =G~ (X" ;r+),
0" - G- (x” .t~ ) statistikalar ishonchlilik intervali chegaralari bo'-
ladi.

Bu yerda G_1(x*"*;r) statistika G{9;xIn))=r tenglamaning
yechimi.

Isboti. Gix;9) monoton bo‘lganligi uchun
I1G- (X" ;r~) <9 <G~](vI*;r+)} hodisa A=jy~ <g(9;x" )<y+}
hodisa bilan teng kuchlidir. U holda

PO(9~ <9 <9 )=Ry(G '(y .M )<B <
<G-L(v+l 1)) =P {A) =H({y~ y+) = 1.

Izoh. Teoremaning asimptotik analogini ko‘rish  mumkin.
jGA(x™ ;#)] ketma-ketlik B bo'yicha monoton va uziuksiz hamda

n->co. Pe (g, (x¥*;$)e B)~H (B) ekani yetarlidir, bu yerda H{)

funksiya B ga bog'lig emas.
Hndi G(x,9) ni tanlash usulini keltiramiz.

2-teorema. Fe(x)= R (X, <x) quyidagi shartlami ganoatlan-
tirsin:

1) Fe (x) funksiya x bo'yicha V0e 0 larda uziuksiz;

2) Fe (x) funksiya fiksirlangan x da 8 bo'yicha uziuksiz va

monoton.
U holda

G (0,x) =-X In(f;(x,))
i-i
funksiya 1-teoremaning shartlarini ganoatlantiradi.
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Agar T1 sonlar

munosabatni ganoatlantirsa, u holda 9x =G | ;rx) lar ishonch-

lilik intervali chegaralari bo'ladi.
Isboti. |-teoremaning shartlarini bajarilishini tekshiramiz. 1-shart-

ga ko‘ra Fe (X:) funksiya [0.1] da tekis tagsimlangan ekanidan
-InFe(.r,)~rij va :9) ~T,,, va H=TIn boiadi. Demak.

Py (g(.v*'):#)e b)=Tjn(5), ya'ni 8 gabogiiq emas. G(x:9) ning
har bir x da monoton va uzluksizligi 2-shartdan kelib chigadi. Bundan
tashqari (3) ga ko‘ra

A((r-,r+) =r /((r-,r+))=x
2-8. Asimptotik ishonchli intervallar

I-ta’rif. 19~ (x {n)),04{Xtin)je 0 - interval y —me’yori-
dagi asimptotik ishonchli interval deyiladi, 0<v<I, agar barcha 9¢®
va 1ga yetarlicha yagin Y uchun

rI}iﬂw infPe\Be \H~(X(n)),0+Xit )]}>;/

tengsizlik bajarilsa.

Biz X bob 4-§ da asimptotik normal baholar bilan tanishgan
edik. Quyida biz asimptotik normal baholar asosida asimptotik
ishonchlilik intervallarini qurishni koiib o‘tamiz.

9 —asimptotik normal baho, ya ni (8 —8 )\fn =>n(0",ct~ <«))
va cr(0) - uzluksiz funksiya boisin. U holda O' —P>0 munosabatdan
cr(O*)—P»a (9) o'rinli ekanligi kelib chigadi. Demak,

Nf-A (O ). 1)
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t|# orgali standart normal tagsimotning \-S tartibli kvantiliui
bclgilaymiz: ¢((-00,/1¢)) =1-5 (yoki agar |~/1'(0,1) bo'lsa, u
holda P(\Z,\<tl s ) =1-2*5).
U holda (1) ga ko‘ra
lim R yin —r
T He)
Bu ifodani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
>(»*) M)

i (
||m P, ‘1_7 fn -<U <1 4‘.;,

Shunday qilib, quyidagi statistikalar
Ae*)
Vi (2)

ishonchlilik darajasi y bo'lgan asimptotik ishonchlilik intervalining
chegaralari bo‘lar ekan.
Misol. X],...,Xn tanlanma I",,, - gamma tagsimotdan olingan

et=e +t

bo‘lsin. Bu tagsimot noma’lum parametri 8 uchun 0* =-2- baho

effektiv bahodir. (2) ga ko'ra

B’ 1#\ y Hn 3)
nx

Endi bu interval ishonchlilik darajasini topamiz. Buning uchun

/7-1

1-txv!lyfn <6 1+fi v /sfn

yoki
1- flﬁ\_//'fn <W_7t<1+r\-r IV»
2
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tengsizlikning  ehtimolligini  hisoblash  kerak. Ma’'lumki, agar

X\,...,Xn boisa, n9x ~I,n va 2nex~I12n=H2n bo‘ladi.
(3) intervalning ishonchlilik darajasi quyidagiga teng
f Ki, XAk
2(7-2)j \~t\_y /yfn
\Y 2

bu yerda A2u(-x) - gamma tagsimot zichlik funksiyasi. (2) ishonch-
lilik intervali 0* bahoni tanlashga bog‘lig. Interval chegaralarining
ko‘rinishiga ko'ra, tanlanma hajmi n ni kattalashtirish yoki cr(0*) ni
kichiklashtirish hisobiga interval uzunligini kichraytirish mumkin.
Demak, agar tanlanma hajmlari teng bo‘lsa, eng yaxshi ishonchlilik
intervalini targoqligi kichik bo'lgan baho yordamida tuzish mumkin.
Eng yaxshi asimptotik ishonchlilik intervallan asimptotik effektiv
baholar yordamida tuziladi.

B' baho CKn Cd sinfga tegishli bo'lib, Kramer-Raoning
regulyarlik shartlari o'rinli bo'lsin. U holda chegarasi

0£=0 =xt{y/#ulie ),
)

bo'lgan interval eng yaxshi asimptotik ishonchlilik intervali bo'ladi.
Bu yerda 9' - ixtiyoriy asimptotik effektiv bahodir.

3-8. Normal tagsimot bilan bog'liq tagsimotlar

I. Gamma tagsimot va uning xossalari.
I-ta!rif. Agar £ tasodifiy migdor zichlik funksiyasi

® J.In-l e-ax , ,V>6.

NN{X) =\Y(A) ' (1)
10, X< 0,

ko'rinishda bo'lsa, u holda £ tasodifiy migdor gamma tagsimotiga ega
®

deyiladi, bu yerda or>0, A>0 va F(A)= "tAse~'dt - gamma
0

funksiya: T (J1)=(A- 1)F(A-1), T(m)=m-—1)!, T(\i2) =\fn.

Gamma tagsimotni a } orgali belgilaymiz.
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4~1T aA tasodifiy miqgdor xarakteristik funksiyasini hisoblaynii/.:

h (1)=M (eu )= je VI{\C(ﬂ_}XX le-axdx =- A-Féx"*{e"(a'iy)XdX
- [((a - Ale~{a~"nd(a - it) x———- =
r(A)(«-/T) 0[(( AL ( (a-ity \

ro.)

Demak, (p; (/) =Me™ =('“1t) e Xarakteristik funksiya yor-

damida gamma tagsimot momentlarini oson hisoblash mumkin:

mz =-. W =4-.
a a
Xossaluri:
1) Agar bogiigsiz tasodifiy migdorlar bo'lib,
Mn
B ~Ta m, i=\,...,n, Dboisa, u holda 5 =xi€/ n'nS tagsimoti
J-
r boiadi.
a-X,a

Bu xossani isbotlash uchun xarakteristik funksiyalardan foydala-

namiz. lag tagsimotning xarakteristik funksiyasi (p, (f)=]1—§ o¢a

teng. Bogiigsiz tasodifiy migdorlar yigindisining xarakteristik funk-
siyasi xarakteristik funksiyalar ko‘paytmasiga teng ekanligidan foyda-
I

lansak, Sn =£4/ tasodifiy migdor xarakteristik funksiyasi

7=1

j=

I itY 2|
boiadi. \1_;7 -/_1J xarakteristik funksiya esa | tacisimotning

“LiMV
xarakteristik funksiyasidir.
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2) Agar ¢ standart normal tagsimotga ega bo‘lsa, u hold
tasodofiy miqdor T |2 W2 tagsimotga ega bo‘ladi. Buni ko‘rsatish

uchun avval tasodifiy migdorning tagsimotini topamiz. Agar x<0

bo‘lsa: Fs2(x) =p {£2<jc) =0, x>0 bo’'lsa:
F2(x)=P(g2<x)=p{-Tx<” <\[x) =F {\[x)-Ft {-\[x)

bo‘ladi. Bu yerda F, (a)- standart normal tagsimotning tagsimot

funksiyasi. Endi £2 tasodifiy migdorning zichlik funksiyasini topamiz.
>0 da

/=M -fc,(*)]

x<0 da f\2(x) =0.

Demak, < tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi
fo(A— 1 ¢-"2_(V2N 121 -xa Q
4yl X r(w2) 'X>0-

I ,, )2 tagsimot zichlik funksiyasiga teng ekan.
3) Tel, tagsimot a parametrli ko‘rsatkichli tagsimotdir.
Agar £~Ta] bo'lsa, uning zichlik funksiyasi

fae~ax, d'>0,

ff (x) :{ - a parametrli ko‘rsatkich!i tagsimot zichlik
‘4 0, x<0
funksiyasidir.

4) Agar £2 k bog'ligsiz va standart normal tagsimotga

ega tasodifiy migdorlar bo‘lsa, u holda ¥/ =£2 +|2 +... +*2 ~T 12 K2
bo'ladi.
Bu xossaning isboti 1- va 2-xossalardan kelib chigadi.
346



Il. Xi-kvadrat tagsimot va uning xossalari.
Gamma tagsimotning 4-xossasiga ko'ra:

agar 4\f—<k bogiigsiz standart normal tagsimlangan tasodifiy
migdorlar boisa, u holda
7k =Bl ~mmmbk
Tasodifiy migdor. I I/2k/2 tagsimotga ega boiadi.

kK ta standart normal tagsimlangan t.m.lar kvadratlarining vyi-
gindisining tagsimoti ozodlik darajasi k boigan xi-kvadrat tag-

simotdir va um HKk deb belgilaymiz. Natijaga ko‘ra, Hk =T 12/
boiadi. Demak, Hk tagsimot zichlik funksiyasi:
il -1
/(*)=2q)~|=|6&}72 x1 ¢ 1m x>0 (2)

va asosiy sonli  xarakteristikalari Mo\ =(&/2)/(1/2) =« ,
D.xl =(k /72)/(l 2): =2k ga teng.

Xossalari:

1) Agar Zk ~Hk>zl, ~H,> hamda Z va tasodifiy
migdorlar bogiigsiz boisa, u holda Z?+Z% ~

Buni koisatish uchun Zk =bl + - +1 va z| =bkH +mm+E+
deb bilish yetarlidir. Bu holda ’\/g\+/,,2, 9+... +ci%-m ning tagsimoti
M . boiadi.

2) Agar bogiigsiz va /1™(a,<12) tagsimlangan taso-
difiy migdorlar boisa, u holda

z 1=

| —n

=
ning tagsimoti HK- xi-kvadrat tagsimoti boiadi.
I11. Styudent tagsimoti va uning xossalari.

Agar 4gA\ bogiigsiz va standart normal tagsimlangan

tasodifiy migdorlar boisa, u holda
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t 3 _

\/i("2+- +72) ]ff
tasodifiy miqgdor tagsimotini ozodlik darajasi k bo'lgan Styudent
tagsimoti deyiladi va uni Tk bilan belgilaymiz. Ozodlik darajasi k
boMgan Styudent tagsimotining zichlik funksiyasi

F((*+'WT, /f**0"

Bu tagsimotning sonli xarakteristikalari: Mtk=0, Dtk =%

Katta sonlar gonuniga ko'ra k ->a da:

4k =]kt(ctF| =i,
u holda £->wm da tk==iV(0,l) bo'ladi.
IV. Fisher tagsimoti va uning xossalari.

Agar Xk ~Hk>x| ~Hm va /x va £, bogligsiz tasodifiy
miqdorlar bo'lsa, u holda
X j/K _ mxl

fk.
Xmlm k Xm

Tasodifiy migdorning tagsimoti ozodlik darajalari k va m
bo'lgan Fisher tagsimoti deyiladi va uni Fkm bilan belgilaymiz.
Ozodlik darajalari k va m bo'lgan Fisher tagsimoti zichlik funksiyasi

yoo. M M(k+m)
N (n)- (1+x)*wm T(A)M(w) * K>0' ()
Agar f km tasodifiy miqdor Fk Fisher tagsimotiga ega bo‘lsa, u

holda UIfkm tasodifiy migdorning tagsimoti Fm k Fisher tagsimoti bo'ladi.
Yugorida keltirilgan xossalardan quyidagi natija kelib chigadi.
1-natija. Xj,X2,...,Xn bog'ligsiz va N{a,a') normal tagsim-

langan tasodifiy miqgdorlar va ?ezlé}v!x,, 82=|—}?(X,.-;c)\2,
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AT R 7

S =—"X("; ~x) bo'lsin. U holda yuqoridagilarni e'tiborgu
olsak, har bir n uchun:
1 4n— ~¥(0,1). (5)
(6)
2
3N - = (7)

(8)

4-8. Parametr funksiyalari uchun delta usulning
goMlanilishi

Delta usul baholanayotgan noma’lum parametr funksiyalarni
Teylor gatoriga yoyishga asoslanadi. Faraz qilaylik, biz £ tasodifiy
migdomi n ta bog'ligsiz tajribada kuzatib. X I" =(Xv ...,Xn) statistik

tanlanmaga ega bo'laylik va unga mos statistik model
noma’lum s =(0, ,...,9S) parametr anigligida berilgan bo'lsin:

9>={Ps ,88® }.

Bu holda matematik statistikaning asosiy masalasi x (") tan-
lanma bo'yicha noma’lum 8 parametrni baholashdan iboratdir. Bu-
ning uchun biz hagigatga maksimal o'xshashlik usuli, momentlar
usuli. Bayes usuli, kichik kvadratlar usuli va boshga usullami go'llab,
B uchun biror 9n=(0In,...,95,) bahoni tuzib olishimiz mumkin.

Agarda bizdan 8 ning funksiyasi i//(g ) ni baholash talab etilayotgan
bo'lsa, tabiiyki, uning bahosini i//() ning xossalarini e’tiborga olgan
holda o'rniga qo'yish usuli asosida i/s(9i:) kabi qurishimi/ mumkin. U
holda ys(94) ning uy/0) ga baho sifatida asimptotik xossalarini uning
Teylor gatoriga yoyilmasi



u/(B,,) =~(B)+y/'(0){BK-B) +... (i)

orgali Or ning 8 ga ganchalik yaginligini e’tiborga olgan holda
polinomial approksimatsiyaga asoslangan holda aniglashimiz mum-
kin. Aynan mana shu usul delta usulning mohiyatini tashkil etadi.
Albatta umumiy holda (1) gatorni vektor funksiyani vektor parametr
bo‘yicha gatorga yoyilmasi deb garash lozim.

Ushbu usulni yaxshiroq aniglash uchun biz 8 parametr va
uning funksiyasi i/A0) skalyar, ya'ni bir o'lchovlik bo'lgan holga
to‘xtalib o'tamiz.

Quyidagi misolni ko'rib o‘taylik. Ma’lumki, agar X~ tanlan-
ma 0=(01,01) parametrlik Am0],0j ) normal tagsimotdan olingan

bo'lsa, 0, =M0J;, B2=Dec e (0,00) bo'lib, 02 ma’lumligida 8, ning

: e 10 : . :
bahosi - o‘rta arifmetik giymat 0, =X =—¥ X ning asimptotik tag-
" ,:i
simoti markaziy limit teoremaga asosan standart normaldir:

n™(x—-sJ1 d
4 u—q————"r—jo}'l r(0,1). (2)

Ammo ko‘p hollarda bizni x o‘rniga uning biror funksiyasi
y/(x) ning asimptotik xossalari gizigtiradi. Bunday hollarda mate-
matik statistikada delta usuldan foydalaniladi. Biz bu usul mohiyatini
quyidagi teoremada asoslab beramiz.

Teorema (delta usul). Faraz qilamiz, {Tn, /Z>1 shunday

statistikalar ketma-ketligiki, u uchun n —qc da

bo'lsin. Bu yerda a biror o'zgarmas va {crHn >I} esa shunday sonlar
ketma-ketligiki, n->x> da an-~0. Agar y/(x) - haqigiy o'zgaruv-
chining funksiyasi x -a nuqgtada differensiallanuvchi va <//(a)"0
bo'lsa, u holda
y -4 Af(O.1) (3L
v yeliGifl n—e
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Demak, biz (3) yaginlashishni Tu =x uchun qo‘llasak, u holdu
(2) ga asosan,

-V ow 4>

Endi (4) ga asosan yetarlicha katta n larda tagsimot bo'yicha
quyidagi

y/(x)~ Af(i//(0,), [(//(0, )]2¢6; In) ()

taqribiy tcnglikka ega boiamiz. Masalan, <//(x)=x2 bo‘lsa, u holda

(5) dan yf statistikaning tagribiy tagsimotini normal tagsimot orgali
quyidagidek aniglaymiz;
X2 hi). (6)
Demak, delta usul mohiyatida <#(x) funksiyaning Teylor gato-
riga yoyilmasi
4{x) =uy{a) +if"{a){x- a)+'"-~(x-ay +..

yotibdi. Yuqgorida biz mana shu yoyilmaning yuqori tartibli hadlarini
tashlab yuborish natijasida olinadigan

¥(*)»v{a) +y/(a)(x-a)
chizigli approksimatsiyasidan foydalandik. Agarda yoyilmada
=0 boTib qolsa, u holda biz delta usulni quyidagi kvadratik

approksimatsiyaga asoslangan holda amalga oshiramiz:
i7/(x)~y/(a)+i|//"(a)(x-a)2 @)

va h.k. Shuni ta’kidlaymizki, (6) tagribiy tenglik 0, -®0 da o‘rinlidir.
Agarda 0, =0 bo'lsa, u holda (2) dan x: « J1'(0, Q\ /ri} va (7) dan esa

228
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Demak, delta usul orgali ko‘plab murakkab funksional xarak-

teristikalarning tagribiy (asimptotik) tagsimotlarini aniglashda foyda-
lanish qulay ekan.

Mashq. Markaziy limit teorema shartlarida Bx= Ms%*- 0,

9j =D0ge (0,go). <~'\=IX1 ning tagribiy tagsimotini anigiang.

5-§. Normal tagsimot parametrlari uchun

ishonchlilik intervallari

a) n{(),cr) model (< -ma’lum). Noma’'lum parame
uchun ishonchlilik intervalini tuzamiz. Normal tagsimotning xarak-
terizatsion xossasiga ko‘ra: agar - N(d,cr,2), g2~N{a2.cr2) va

L bo'lsa, i) =a<;{+f3"2 +y tasodifiy migdor ham normal
tagsimotga ega va uning parametrlati  Mrj ~aa, +/3a2+y ,

Dr)- a ra{ +[32al bo'ladi. Ushbu xarakterizatsion xossadan foyda-
lanamiz:

M

)'qui - statistikaning tagsimoti N (u8 ,na 2);

n

£*, -na - statistikaning tagsimoti iV(o/7cr: );

A

9){ na

= — In T10. statistikaning tagsimoti /\/(OJ)\.
v ner o

noma’lum parametrga bog‘lig emas. Markaziy statistika sifatida aynan
shu statistikani olamiz:
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pe(gN ~ G(X(MN\e)< 92)= R (9, < In g < w2)

=B \x-Ma<B<x +Ma | )
V« V» ]

Bu yerda gx<g, lar ®(a:)-®C?,) =y shartni ganoatlan-
tiruvchi normal tagsimot kvantillari. g] va g 2 lami interval uzunligi

minimal boiadigan qilib tanlash kerak: ~ { g 2-g, )-»min. Buning

uchun Lagranj funksiyasini ko'ramiz:

L{gt,q, ,A)=Sjn ~&\)+ )-0(gi )- ¥Y)-~>0.

L(g\,92A) fimksiyaning statsionar migtalarini aniglaymiz:
N = - V W i ,. =' - N M 4 U ; - [ LI :O'
tfi W = ¢Si s/ )

bu yerda <p(x) standart normal tagsimot zichlik funksiyasi. Bundan
PKg\) ~Vigi) ekanligi kelib chigadi. Barcha x« R da (p{x) =(p{~X)
o'rinliligidan, g\=gi’ yekKi g - ~g2 bo'ladi. Lekir,
O(&-)- (A)=Y~0 dan ", --g, bo'ladi. ®(";)-P (-*"2FY va
®(—x) =1—d(x) tengliklardan foydalanib, cEx(g )= _1;|X tenglikni

hosil gilamiz. Demak, g, =®~'( —~ j Kvantillarni (1) ga qo'ysak.

v o« J
quyidagi tenglikni hosil giilamiz:
( w gy ™
Pg X- =77 <B < XH-——p="(T Y
\/ij yin

Demak, /r(69,cr:) modelda (o-: - ma’lum) nomaium parame'r 0

t iz~ o .
uchun x- -j=cr mx+—cs ishonchlilik intervali boiadi.

\n Vn

353



b) N(a,92) model (a - ma’lum). Noma'lum dispersiya
uchun  ishonchlilik  intervalini  tuzamiz. Ma’lumki, agar
xpmm;X,~N(a,6-) bo'lsa, ~N(0.I), £ H, bo'ladi.

Demak, markaziy statistika sifatida G(x,6)/=ng—sr ni olamiz. Bu

yerda S{:ixrb*/~a)7- & va £2 7ar ozodlik darajasi n bo‘lgan xi-

kvadrat tagsimot kvantillari. g, va g~ kvantillarni Jkn(x)dx =y
K

(U Xx) xi-kvadrat tagsimot zichligi) shartdan aniglaymiz:

\K(x)dx=34, Tk (x)dx=}f. Demak, g] =xf ., g2=

Yuqoridagilarni inobatga olib

Pl\ tiS\ :P(n$ <BZ<nSf —p
& A\ "\H. Ry

V 2

tenglikni hosil gilamiz. Demak, N(a,62) (a - ma’lum) modelda

1S, 1usr

il
o

noma’lum dispersiya 92 uchun ishonchlilik intervali

\Y
boYar ekan.
Yugoridagilar va qgolgan modellar uchun markaziy statistika,
uning tagsimoti va ishonchlilik intervalining chegaralari quyidagi jad-
valda keltirilgan.
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X1l BOBGA 1)01K MASALALAR

1 X,nA~(X{...,Xn) tanlanma N{6x61) tagsimotdan olinga
bo‘lsin. Noma’lum parametr uchun ishonchlilik intervalini tuzing.

2. X(n) =(Xx...,Xn) tanlanma 7706>],6? >0 tagsimotdan olin
gan bo‘lsin. Noma’lum parametr 8 uchun ishonchlilik intervalir
tuzing.

3. X( =(X\,...,Xn) tanlanma [eq tagsimotdan olingan bol
sin. Noma’lum parametr 9 uchun asimptotik ishonchlilik intervalir
tuzing.

4. X)) ={Xx...,Xn) tanlanma E(6) tagsimotdan olingan bo'l
sin. Noma’'lum parametr 8 uchun asimptotik ishonchlilik intervalir
tuzing.

5. X' ={Xb...,Xn) tanlanma Bi(n\0) tagsimotdan olinga
boisin. Noma'lum parametr 8 uchun asimptotik ishonchlilik inter
valini tuzing.

6. X(n) =(Xi,...,Xn) tanlanma Ge(6) tagsimotdan olinga
bo‘lsin. Noma’'lum parametr 8 uchun asimptotik ishonchlilik inter
valini tuzing.



X111 BOB. STATISTIK GIPOTEZALARNI
TEKSHIRISH

| Statistik gipotezalarni tekshirish nazariyasining umuniiy
tushunchalari

Matematik statistikaning eng asosiy bo‘limlaridan biri
slatistik gipotezalarni tekshirish nazariyasidir. Statistik gipoteza —
kuzatilayotgan tasodifiy migdor tagsimot gonuni (agar u butunlay no-
ma’ium bo‘lsa) yoki uning parametrlari (agar u parametilar anigligida

berilgan bo‘lsa) hagidagi taxmindan iboratdir. (
statistik model va F(x) =P(£ <x) £ tasodifiy migdoming tagsimot

funksiyasi bo‘lsin.

1) - umuman noma’lum, biror oilaga tegishli
bo‘lsin. Bu hoi noparametrik hoi deb ataladi.

2) F(x) - tagsimot fimksiya biror noma’'lum $=((?,..4,)e0c: 1"
parametr aniqligida berilgan bo‘lsin jr ={Fe,se 0}. Bu hoi para
metrik hoi deb ataladi.

Yuqoridagi ikki holatni s'tiborga olgan holda gipotezalar ham
noparametrik va parametrik ko‘rinishda bo‘lishi mumkin. Nopara-
metrik gipoteza aynan tagsimot haqgida, parametrik gipoteza esa para-
metr hagida bo‘ladi. Bunday gipotezalarga masalan, “bosh to‘plam-
ning tagsimoti normal tagsimotdan iborat” yoki “statistik tanlanma
matematik kutilmasi 0 boigan normal tagsimotdan iborat”, degan
taxminlar misol bo‘la oladi. Bunda birinchi gipoteza tags'mot gonuni
hagida bo'‘lsa, ikkinchisi esa uning parametri hagidadir. Demak, agar
gipotezada anig tagsimot hagida biror ma’lumotlar boMmasa u
noparametrik gipoteza va aksincha bunday ma’'lumot mavjud bo'lsa,
u parametrik gipotezu deb ataladi. Bundan tashqari, har ikki
ko‘rinishdagi gipotezalarning o‘zi ham ikki turga boMinadi: sodda va
murakkab gipoteza. Gipotezalarning murakkablik darajasi ham tur-
licna bo‘lishi mumkin. Masalan, gipotezalar yuqorida keltinb
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o‘tilganidek kuzatilayotgan tasodifiy migdorning tagsimoti hagida;
ikki yoki undan ortig statistik tanlanmalar bir jinsliligi haqida;
o‘rganilayotgan bosh to‘plamning biror sonli xarakteristikalari hagida
va hokazo turlicha bo‘lishi mumkin. Masalan, agar A eksponensial
tagsimot parametri bo‘lib, biz taxminni A=1 ko‘rinishda yozsak, u
sodda gipotezaga, ammo agar A> 1 ko‘rinishda yozsak, u holda u
inurakkab parametrik gipotezaga misol boia oladi. 1-hoida gipoteza
anig tagsimotni, 2-holda esa tagsimotlar oilasini ifodalaydi. Statistik
gipotezalar H harfi bilan belgilanadi. U Hypotesis - gipoteza so‘zidan
olingan. Odatda asosiy gipotezani H{, altemativ (garama-garshi)

gipotezani bilan belgilanadi.

Demak, murakkab gipotezani chekli yoki cheksiz sondagi sodda
gipotezalar ko'rinishida ham ifodalash mumkin ekan. Bundan tash-
gari, yana gipotezalar asosiy (yoki nolinchi) va alternativ (koHkn-
rent, garama-garshi) gipotezalarga ham bo'linadi. Odatda asosiy
gipoteza HO orqali, altemativi esa H{orgali belgilanadi.

Misollar. 1) F<.  bo'lsin. Hn:F - FO; H]:F ~ FO gipoteza-
larni ko‘raylik. Bu yerda H{- asosiy gipoteza sodda gipoteza, H. esa
murakkab gipoteza bo'ladi.

2) .v ={Pe,9¢ 0}, F(x)= F(x,9) bo'lsin.

a) HO:9 =60, H{:9 =9, 00"0,;90,9}¢ 0 gipotezalaming
ikkalasi ham sodda gipoteza boiadi.

b) A(]:0e 0Q~ :0e 0,, 0QU®,=0,0n0,-0 gipote-
zalarning har ikkisi ham murakkab gipoteza bo‘ladi.

Demak, alternativ gipoteza ma’no jihatidan asosiy gipotezaga
zid, ya’ni uni inkor etar ekan. Masalan, yuqoridagi HO:A =1 gipo-
tezaga, Hx: A" 1yoki H2:A<1lyoki 4, :A>1gipotezalar altemativ
boiishi mumkin ekan. Ammo, ko‘rish mumkinki 112 va // gipo-
tezalar ni ergashtiradi, chunld {A"1} ={A<1}n{A>1}.

Agar biz parametrik gipotezalami garayotgan bo’isak. 8 esa
noma’lum parametr va © - unga mos parametrik fazo, ya’'ni e ning
barcha mumkin bo'lgan qgiymatlari to‘plami bo'lsa, u holda
H{:0e & va 4, :0s 0j, 0On0, =0, gipotezalar asosiy va
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unga alternativ H{ gipotezani aniglaydi. Bunda 0 OU 0, () bo’lisIn
ham mumkin. Doimo asosiy HO gipotezaga garama-qarshi /7, gipo

tczani tuzish mumkin. Odatda asosiy gipoteza sifatida sodda gipo-
lezalami olish magsadga muvofigdir, chunki gat’iy da’voni tekshirish
amaliyotda qulaydir.

Demak, yuqoridagi fikrlami jamlab, statistik gipotezalar para-
metrik yoki noparametrik, sodda yoki murakkabligiga ko'ra quyidagi
turlarda bo'lishi mumkin ekan:

- kuzatilayotgan tasodifiy migdor tagsimoti ko'rinishi hagida;

- ofiganilayotgan bosh to‘plam sonli xarakteristikalari hagida;

- ikki va undan ortiq statistik tanlanmalar bir jinsliligi yoki ular
sonli xarakteristikalari ustma-ust tushishi hagida.

Faraz qilaylik, bizni gizigtirayotgan tasodifiy migdor X bo1llib,
uni n ta bog‘lig bo‘Imagan va bir xil sharoitda o‘tkazilgan tajribalarda
olingan giymatlari {X],X2..... Xn} bo'lib, u biror chekli yoki cheksiz

N hajmdagi bosh to‘plamdan olingan bo'lsin (\< n< N <co). Statis-
tik gipotezalarni tekshirish A'(”) =(X|__,Xn} tanlanma orqali
amalga oshiriladi va asosiy gipoteza ma’nosidan kelib chiggan holda
biror I (x!"™ statistika kiritiladi. Bu statistikaning giymatlari to'plami

o/ (1 bo'lsin, ya'ni PATAX1M- / ("§=I1. Endi f/ {+to‘plamning
shunday . /*" qgism to‘plamini ajratamizki, w c: / t’], agar
7x(7)je bo'lsa, HO - gipoteza rad etiladi va |4, tajriba natija-

lariga  zid emas, deb qabul qilinadi. Aks holda, agar
7(M"m /  \v . j .7n™ bo'lsa, u holda HO gabul gilinadi.

Yugorida Kkeltirilgan iarayon statistik kriteriv (alomat) deyiladi.
Demak. <= n”™ o (n), n X@®=0 , W-//,k 0,1
gipotezaga mos to‘plam;

J70N =jx*nje :Hn gipoteza gabul gilinadi],
=jjc™e (n):HQgipoteza rad etiladi].
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© . asosiy gipoteza HO rad etiladigan to‘plam kritik to pl:
deyiladi.
to’plam ma’lum ehtimollik asosida maxsus tanlanadi.

Gipotezalarni tekshirish jarayonida ma’lum xatolikka yo‘l go‘yishimiz
mumkin. Ba’zi hollarda asosiy gipoteza HO rad etilib golinishi mum-
kin, ammo aslida bosh to‘plam bo‘yicha u to‘g‘ri (o‘rinli) bo‘lishi
mumkin. Bunday xatolik I-tur xatolik, uning ehtimolligi esa
giymatdorlik meyori (sathi) deb ataladi va a orqgali belgilanadi. Bu
holda a xatolik bilan Hx gipoteza qgabul gilinadi. 2-tur xatolik p

ehtimollik bilan belgilanadi va u to‘g‘ri bo‘lImagan Hn gipotezani
aslida H{to‘g‘riligida gabul gilingan holda ro‘y beradi. Ishonch ehti-
molligi 1-a bo‘lib, uto‘g‘ri boigan A0 gipotezani gabul gilib, I-tur
xatolikka yo‘l go‘ymaslikdan iboratdir. 1- f3 ehtimollik statistik
kriteriyning quvvati deb ataladi: 1- 3=P(HI/H{).

Asosiy HO gipotezaga nisbatan gabul gilingan yechimni quyi-
dagi jadvalda tasvirlash inumkin.

Gipoteza tekshirishdagi xulosalar

Asosiy Nolinchi //,, gipotezaga nisbatan gabul gilinadigan
gipoteza HO yechim

To‘gri Rad etiladi Qabul gilinadi
I-tur  xatolik, uning Tog'ri yechim, uning
ehtimolligi ehtimolligi
a=P(HL1IHO) 1-a=P(HO/HO0)

Notolg‘ri Tog‘ri yechim. uning 2-tuv  xatolik. uning
ehtimolligi ehtimolligi
1-/13 =P(H]/#),) p=P(HOI!H])

Tushunurliki, amaliyotda liar ikki xatolik ham yetarlicha kichik
bo‘ishi magsadga muvofiqdir. Ammo bu o‘ta murakkab masaladan
iboratdir. Shu sababli, amaliyotda tajriba shunday tashkil gilinislu va u
asosida tuzilgan statistik kriteriy shunday bo'lishi zarurki, asosiy
hisoblangan I-tur xatolik ehtimolligi a kichik bo‘lishi lozim. Odatda
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ix ning giymatlari sifatida quyidagi sonlar olinadi: 0,1; 0,05; 0,025;
0,01; 0,005; 0,001. Yuqoridagi masala yechimi kriteriy tanlash orquli
amalga oshiriladi. Bu xatoliklarning ehtimolliklarini hisoblaymiz: 1tin
xatolik ehtimolligi

P(H{/HO)= j= V, "/ HQOj=a - kriteriyning mu-

himlik darajasi deyiladi. Demak. kritik to‘plamni shunday
tanlash kerakki, | tur xatolik ehtimolligi a juda Idchik bo‘lishi zarur.
1 tur xatolik ehtimolligi:

P{H, i A)=p(r(.TM)6 .vf()/// ) I/ (V 1#)) =

1- /(™ ) f{
bo‘lib, undan 1- (3 - ehtimollik kriteriyning quvvati hisoblanadi.
Demak, a va /? xatoliklar X,"’- kritik to‘plamga boiiqg ekan.

2-§. Statistik gipotezani tekshirish uchun kriteriy tanlash
prinsiplari

Biz endi eng muhim masala - statistik kriteriyni tuzish masa-
lasini ko‘rib o‘tamiz. Statistik kriteriy —tanlanma natijalari ilgari
surilgan HO gipotezaga mosligini aniglovchi goidadir. HO gipotezani

tekshirish uchun maxsus tanlangan tasodifiy migdor (statistika) go‘lla-
niladi. Uning tagsimoti aniq yoki tagriban ma’lum bo‘lishi zarur. Bu
statistikani o‘zi ham statistik kriteriy deb ataladi. Demak, nolinchi //0
gipotezani tekshirish uchun ishlatiladigan T- T( X {n)) statistika statistik
kriteriy (yoki kriteriy) deb ataladi. HO gipotezani tekshirish uchun T
kriteriyni tanlagandan solng uning barcha mumkin bo‘lgan giymatlari
to‘plami kesishmaydigan ikki gism to‘plamlarga ajratiladi:

Jro= u —ji\ n -r,=0. (n

Bu verda, agar Te « bo‘lsa, u holda //0 inkor etiladi, aks holda
(74 e-...) H( gabul qilinadi. HO gipotezani rad ctuvchi T uing
giymatlari to‘plami, ya’ni J1'J to‘plam kritik to"plum deb ataladi.
Bunda ./1() to‘plam H( ni gabul qiliruslii to'plaini deb ataladi.



Demak, statistik kriteriy, ya’ni HO ni tekshirish qoidasi quyidagicha
ekan: agar Te bo‘lsa, u holda HO rad etiladi (ya’ni //, gabul gi-
linadi); agarda TE£ (ya’ni 'e Jf0) bo'lsa, u holda HO gabul

gilinadi. Odatda, T statistika bir o‘lchovli bo‘lib, Y to'plam inter-
vallardan iborat bo‘ladi. Demak. . va to'plamlar ham interval-

lardan iborat boMib, ulaming chegaralari nuqtalardan Iborat bo'ladi.
Bunday nugqtalar kritik nuqtalar deb ataladi. Kritik nugtalar - bir
tomonlama (o‘ng tomonlama yoki chap tomonlamd) va ikki
tomonlama bo‘ladi. Ularni quyidagi diagrammalarda ifodalaymiz:

a) L »  o0°‘ng tomonlama

b) f m D = - m»  chap tomonlama

e i i » ikki tomonlama

Demak, o'ng tomonlik kritik to‘plam .~ -\T >tkr} tengsizlik
bilan, chap tomonlik kritik to‘piam <tkr} tengsizlik bilan

va ikki tomonlik kritik to‘plam esa =T\ ( -

tengsizliklar bilan aniglanar ekan. Xususan.

agar -t~ =42) bo‘lsa, u holda tabiiyki, kritik to'plam =W\TA>tP S
tengsizlik bilan aniglanadi, ya’ni simmetrik bo'ladi.

Endi kritik to'plamni tanlash masalasiga to‘xtalib o‘tamiz.
Tabiiyki, bu masala kritik nugtalarni tanlashga ekvivatentdir. Bu
nuqtalar shunday tanlanishi lozimki, bunda har ikki tur xatoliklar
ehtimolliklari a va p lar yetarli darajada kichik bo'lishi lozim. Am-
mo amaliyotda bir vaqtda har ikki ehtimollik minimalligini ta’minlash
0‘ta og‘ir masala bo‘lganligi sababli, xatoliklardan birini (masalan,
a ni) oldindan giymatini tanlab (fiksirlab go‘yib), ikkinchisining
kichikligini ._YX ni tanlash hisobiga amalga oshiriladi. Ammo p ni
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kiduaytirish 1—/2 ni kattalashtirish, ya’ni kriteriy quvvatini t*slll
rishga ekvivalentdir. Demak, -\ ni shunday tanlash lozimki, berilgun
<x~a{ uchun (masalan, a =0,05) 1-/3 ehtimollik 1 ga yetarlicha
yagin bo‘lishi lozim. Bunday kriteriy a sathdagi eng katta gnvvutli
kriteriy deb ataladi. Shu sababli, . ni a ga qarab tanlash
( "= //~{a)) 0‘z navbatida kritik nuqtalar tkr larni {th.=th.(a)} a ga
garab tanlashga ekvivalentdir.

Biz yuqgorida ta’kidlab o‘tgan statistik kriteriyni amalga oshiiish
jarayonini soat strelkasi harakati bo‘ylab quyidagi diagrammalarda
tasvirlashimiz mumkin. Bu jarayon asosiy /YO va alternativ

gipotezalarni tanlashdan boshlanadi.

Bu 6 ta diagrammadan ko‘rinadiki, gipotezalarni tekshirish
kriteriylari xilma-xil bo‘lishiga garamasdan, ularni qurish sxemasi
mantigan yagonadir.

Endi kritik to‘plamni ganday tanlash kerak, maznumidagi
savolga javob beramiz. Biz yuqorida ta’lcidlab 0 ‘tkanimizdck, kritik
to‘plamni aniglash unga mos kritik nugtani topish masalasidan
Iboratdir. Kritik to‘plamlar uch tipda boMishini e’tiborga olgan holda
ulami tanlashning quyidagi uch usulini ko'rib o'tami/:



a) Olng tomonlik kritik to'plamni aniglash.

Ma’lumki, o‘ng tomonlik kritik Jf, to‘plam T >tkr tengsizlik
bilan aniglanadi, bu yerda th. >0. Demak, bu yerda tkr - Kkritik nugtani
aniglash kifoyadir. Bu uchun dastlab qiymatdorlik sathi a ni
yetarlicha kichik tanlab, tkr ni nolinchi HQ gipoteza o‘rinliligi
shartida T > tengsizlik ehtimolligi a ga teng qilib olinadi:

P(T >tkk /HO)=a. (2)

So‘ng (2) tenglik T ning aniq yoki taqribiy (ya’ni yetarlicha
katta n da limit) tagsimoti jadvalidan tkr ga nisbatan yechib olinadi.
Bunday jadvallar deyarli barcha matematik statistika bo‘yicha
yozilgan adabiyotlar oxirida ilova sifatida keltiriladi. Bunday
jadvallami o‘z ichiga olgan asosiy adabiyotlardan biri L. Bolshev va
N.Smimovlarning [4] kitobidir. Biz endi (2) tenglik asosida quyidagi
xulosalami qilamiz. tkr-nuqta aniglanganidan so‘ng kuzatilgan (1)
tanlanma bo‘yicha T statistika (kriteriy) qiymati Tku hisoblanadi.
Asgar Tkz > hr bo‘lsa, u holda HO gipoteza rad etiladi, agarda
7*z N tkr boisa, u holda bizda //(Ini rad etishga asos bo‘lmaydi. T
kriteriyning Thke giymati tkr - kritik nugtadan katta bo‘lishi nafagat u
o‘rinli bo‘Imaganligi uchun, balki boshqa sabablarga ko‘ra, masalan,
tanlanma hajmi n Kichikligi, tajriba uslubiyati kamchiliklari mav-
judligi va boshqalarga ko‘ra ham boMishi mumkin. Bu holda to‘g‘ri
bo‘lgan HO gipotezani rad etib, a ehtimollik bilan 1-nir xatolikka
yo‘l go‘yiladi.

Faraz qilaylik, H{ gipoteza gabul qilingan boMsin. Ammo
bunday gipoteza to‘g‘ri degan fikr noto‘g‘ridir. Hagigatan ham, biror
umumiy da’voni tasdiglovchi birgina misol uni isbotlay olmaydi. Shu
sababli, quyidagicha fikr yuritish to‘g‘ri bo‘ladi: agar Thr <tkr boisa,
u holda (1) tanlanma HQgipotezaga mos keladi va demak u HQni rad
etishimizga asos bo‘lmas ekan. Shuning uchun, amaliyotda HO ning

gabul gilinishi ishonchli bo‘lishi uchun uni yana boshga kriteriylar
bilan ham yetarlicha katta n larda tekshiriladi. Ma’lumki, biror
da’voni rad etish uchun yagona misol yetarlidir. Shu sababli, biror T
kriteriy uchun Thlz >tkr bo‘lishi Hg ni rad etishga asos boiadi.
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b) Chap tomoulik va ikki tomonlik kritik niliiiiii
aniglash. Bu hollarda mos kritik nugtalarni aniglaymiz. Chap
tomonlik kritik to‘plamni T <hr Okr < 0) tengsizlik bilan aniglaymi/,.
lkr ni berilgan qiymatdorlik sathi a ga mos qilib

P(T<tk/HO0)~a (3)
tenglikdan T ning aniq yoki limit tagsimotidan aniglaymiz.

Ikki ~ tomonlik  kritik  to'plam T<IMK1(t[F'<0) va

T>/1;1(t§ ' >0) tengsizliklar yordamida aniglanadi. Bunda Kkritik

nuqtalar tkrlva larni
P(T<t/HN+p(T>tR)/HO)=a 4

tenglikdan aniglaymiz. Bu holda (4) tenglama ikki noma’lumga
nisbatan birgina tenglama bo'lganligi uchun kritik nugtalarni ko'pgina
usullar bilan tanlash mumkin. Agar T Kkriteriy tagsimoti nolga

nisbatan simmetrik bo‘lsa, u holda —'~ =t["] = tkr deb, th. ni (4) ga
asosan
P(T <-lk/Ha)=P{T >tk /A 0) = | (5)

tengliklardan tanlash mumkin.

Endi yugorida a va b-hollarda aytilgan ko‘rsatmalarni T
statistikaning /70 gipoteza o'rinliligi shartidagi aniq yoki taqgribiy
(limit) tagsimoti zichligi /0(/) va uning tagsimot funksiyasi

t

FO(/)= | f)(w)du orqali tushuntirib o‘tamiz. Demak,

(0 - (yoki~)P(I'<t/HO0). (6)
Odatda (6) tagsimot yoki uning zichligi fO jadvallashtirilgan
bo‘ladi. O'ng tomonlik kritik nugta tkr (2) tenglik, ya’ni

+y.
J/,, (W)du =a ©)
hr
tenglikdan jadval yordamida aniglanadi. (7) tenglikni gralik bilan
tasvirlash mumkin (1 -rasm).
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1-rasm.

Chap tomonlik kritik nuqta tkr (3) tenglik, ya’ni
—&
Jfn(u)dii=a (S

—eC

tenglikdan jadval yordamida aniglanadi. (8) tenglikni grafik bilan
tasvirlash mumkin (2-rasm).

2-rasm.
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Agar /0(?) funksiya simmetrik bo‘lsa, (/0(-/) =/0(/)), u
holda th. ni (4) va (5) tengliklar, ya’ni

J/o (u)du- j/0o(u)du=y )
_oo ‘N-
tengliklar orgali aniqlanadi. Bu holda grafik tasvir 3-rasmdagi kabi
bo‘ladi.

3-§. Optimal kriteriy qurish

Faraz qilaylik, bizni gizigtirayotgan £ tasodifiy migdomi kuza-
lib, bog‘ligsiz Xx, X2  Xn tanlanma hosil gilingan boMsin. Ushbu
tanlanma yordamida kriteriy kuzatiladi. Odatda kriteriy asosiy
gipoteza ko‘rinishiga qarab quriladi. Bu kriteriy orgali H,, gipoteza
gabul gilinishi yoki rad etilishi mumkin. Statistik kriteriy yordamidn
S kritik soha aniqlanadi. Agar kuzatilmalar, ya’ni kriteriyning ku/a-
tilmalar bo‘yicha giymati kritik soha S ga tegishli bo'lsa, asosiy //(
gipoteza rad etiladi va altemativ Hxgipoteza gabul gilinadi. Aksinclia
bo‘lsa, ya’ni kritik sohaga tegishli bo‘lmasa, u holda asosiy gipoteza
gabul gilinadi. Awalgi paragraflardan ma'lumki, statistik gipoleza-
lami tekshirishda biz ikki turdagi xatolikka yo'l go‘yamiz:
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- asosiy gipoteza HO to‘g‘ri bo‘lganligi shartida ularni rad eti-
lishi 1-tur xatolik deb ataladi va a bilan belgilanadi:

a =P(x[Ne S/HO)=PO{X{}e S).

- altemativ gipoteza H, to‘g‘riligi shartida uni rad etib asosiy
gipoteza HO ning gabul qilinishi 2-tur xatolik deb ataladi va /3 bilan
belgilanadi:

P=p(X{N$ S/H])=PI(x,")g5).

w=l —P —PI{x"" e 5) ehtimollikka kriteriy quwati deb

ataladi.

Agar w<a bo‘lsa, u holda kuzatilmalami S ga nisbatan tuzi-
lishi HI gipoteza to‘g‘riligi shartida HO gipoteza to‘g‘riligi shartiga
nisbatan giyinrog. Shuning uchun S kriteriyni w>a tengsizlik o'rinli
bo‘ladigan qgilib tanlash kerak.

Agar

a<w=1-P
shart o‘rinli bo‘lsa statistik kriteriy siljimagan kriteriy deb ataladi.
Odatda ikkala ehtimolliklar a va P larni bir vagtda kichiklashtirish

mumkin emas. Shuning uchun 1-tur xatolik a fiksirlanadi va 2-tur
xatolikni kichiklashtirishga harakat gilinadi:

Misol. (o,I) parametrli normal tagsimotni kuzatish natijasida
X x kuzatilma olingan bo‘lsin. HO\a —0 va Hx\ct=1 sodda gipo-

tezalarni quraylik. Statistik kriteriyni quyidagicha olamiz:
agar Xx<c bo‘lsa, HOni,

agar Xt>c bo‘lsa, H, ni gabul gilamiz.
U holda 1-tur xatolik a =Pe(Xx>c) va 2-tur xatolik
P=P,(™ <c) lar va gipotezalarga mos zichliklami grafik ifoda-

laymiz (4-rasm).
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O c 1
4-rasm.

Rasmdan ko‘rinadiki ¢ ni kattalashtirsak, I-tur xatolik a ka-
mayadi, lekin 2-tur xatolik [3 esa kattalashadi, aksincha ¢ ni kichik-
lashtirsak, 2-tur xatolik kamayadi, lekin 1-tur xatolik kattalashadi.

Demak, statistik kriteriyni shunday tanlash kerakki, 2-tur
xatolik [3 eng kichik (yoki w =\- (3 eng katta) giymatni gabul gilsin.
Agar SO kriteriydagi 2-tur xatolik (3Qning giymati ixtiyoriy boshga S
kriteriydagi 2-tur xatolik (3 ni giymatidan katta bo‘Imasa:

u holda Su kriteriy eng quvvatli kriteriy deb ataladi. Ushbu tengsizlik
ixtiyoriy Sq uchun o'rinli bo‘lsa, u holda SO kriteriy tekis eng
quvvatli kriteriy deb ataladi.

| tasodifiy miqdorni kuzatish natijasida X" =( Xt,X2,...,Xn)
bogMigsiz tanlanma hosil giii-.gan bo‘lsin. Quyidagi ikki, sodda
gipotezani ko‘ramiz: HO.Xj kuzatilmalar tagsimoti FO[x) va I! :Xi
kuzatiimalar tagsimoti F,(xf. /0 va j\ orgali mos tagsimotlar zichlik
funksiyalarini belgilaymiz. Har ikkala tagsimot FO va lar bir vagtda
yoki diskret yoki uzluksiz bo‘Isin. HO gipoteza o‘rinliligida

P,.Ob L4'|)=/|:JJ'I(J'I',), "l

/1, gipoteza o'rinliligida esa

. L>
1=l
hagigatga o°‘xshashlik funksiyalari bo'lsin. Ma'lumki, hagigatga
o‘xshashlik funksiyasi bu tanlanmaning /iclilik lunksiyasidir.
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Lix' A=PBtm_nfnx) ®)
pH<M() } /V‘l__‘lLU 0)

nisbatga hagigatga o xshashlik nisbati statistikasi deb ataladi.
Teorema (Nevman-Pirson). Sodda gipoteza HO ni unga alter-

nativ bo‘lgan sodda gipoteza H bo‘lgan holda tekshirish uchun tekis eng

quwatli kriteriy mavjud va uning kritik sohasi quyidagicha aniqlanadi:

so=]xfn), 1) =~ HXscoll 4)
n L ) I
| 7=1
bu yerda C kritik nuqta -a shartdan aniglanadi.
Misol. =(A", ,X2,...,Xn) tanlanma parametrli

nonnal tagsimotdan olingan bo'lsin. Noma’lum parametr B to‘g‘risida
quyidagi ikki sodda gipotezani ko ‘ratmiz:
Hn:s =90va H1:8B —8{ (#0<6X.
1-tur xatoligi a bo‘lgan tekis eng quwatli kriteriy qurish masa-
lasini ko‘ramiz: Neyman-Pirson teoremasiga ko ‘ra kritik sohani anig-
laymiz:
n * - H 'l
" exga-s{™ 002
i(x(")= ANAd 202 J>c
e Y ik (020002
4v2na ) | 724 2a i

yoki

bu yerda x - —Y X - - tanlanma o'rta giymati tengsizlikning har ikki
N bl
tomonini logarifmlab, 0{>60 ekanligini hisobga olib, quyidagi

ekvivalent tengsizlikni hosil gilamiz:
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*>C

bu yerda C’1: —(B)b +B k;+ (;x— BIB)ﬁ'

C kritik nugta bo‘lib, u I-tur xatolik a orgali aniglanadi.
(Hlatda a = 0,05 beriladi va u orgali C, hamda /3 - 2-tur xatolikni

lopamiz.
Normal tagsimot xarakterizatsion xossasiga ko‘ra: agar

VAL, Xn lar bog'ligsiz tasodifiy migdor bo‘lib, har biri [B,cr2)
parametrli normal tagsimlangan bo‘lsa, u holda:
V,tv, ...V, ;cr2«) bo‘ladi. Bu xossani inobatga olsak,

L+ M+ .+ X ) =x=iV] (92— Jboiadi, chunki,

All-(A + ..+ Xn)=i(MXx+...+ MXn)=1-8-n =B.

d [~X]4...+ X,)} =\(D X xt..+DX2)= Lagn=%
» I n H n

Demak,

- AN n 1]
Py @ynd~ @1 W

bu yerda®(-) standart normal tagsimotning taqsimot funksiyasidir.

a-/>,.G>,)

Agar la orgali a —tartibli kvantilni belgila ;ak, ®(la)-a, uholda

a
(5) tenglikdan c, - kritik chegarani topamiz:

CX:BO+;D-a‘-. (6)
\'n

(6) tenglikdan ko‘rinadiki, c,, soni 00ga bogiiq, lekin 0, ga bog‘lig
emas. Endi 2-tur ehtimollik /3 ni aniglaymiz:
/1, gipoteza o‘rinliligida

S(XX+ X2+ .+ Xt)~ V|0, ,5j
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ekanligidan

bo‘ladi.
Endi n=25, ¢ 2=25, 90=0, a =0,05 bo‘lganda 2-tur xatolik
[6 ning giymatini hisoblaymiz:

agar 0,= 1bo‘lsa, 3=® V25 °° 1645 =0,741;
V25

agar 0, =5 bo‘lsa, =®"n/25-"=+ 1,645 j=0,001.

Yugorida Kkeltirilganlardan ko'rinatliki, 9} ni 9U dan uzog-
lashtirsak, 2-tur xatolik ehtimolligi kichiklashar ekan.

Asosiy va altemativ gipotezalar sodda bo‘lgan hollar nisbatan
kam uchraydi. Ko‘p hollarda asosiy va alternativ gipotezalarning har
ikkalasi ham (yoki ulardan biri) murakkab bo‘lgan hoi uchraydi.
Quyidagi ko‘p uchraydigan holni ko‘ramiz: Xx,X2  Xn tanlanma
noma’lum parametr aniqgligida berilgan va asosiy gipoteza HO —
sodda, altemativ gipoteza esa murakkab.

H0:9=e0, Hx:6> ©j,
bu yerda B - noma’lum parametr, © - noma’lum parametr B
anigqlangan soha, ya’ni parametrik fazo, ©j = © \{90}.

Neyman-Pirson teoremasiga ko‘ra, V(00J)I). 0:t 0, nugtadan
asosiy gipoteza He&:9 =0} ni unga altemativ gipoteza HI:9=9]I
bo‘lgan holda eng quwatli kriteriy qurish mumkin.

Agar eng quwatli kriteriylar aynan shu S kritik sohaga ega
bo‘lsa, u holda statistik kriteriy altemativ gipotezaning ixtiyoriy
0, dagi giymatida kriteriy quvvatini maksimallashtiradi. Shuning
uchun bunday kriteriyni sodda gipoteza //,,ni tekshirishda unga
altemativ gipoteza Hx:0s 0, bo‘lgandagi tekis eng quwatli kriteriy
deb ataladi. Agar S alternativa 9{ ga bogiiq boisa, u holda V0, e ©j
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in linn eng yaxshi kritik soha mavjud emas. Bu esa ushbu holda tekis
eng quwatli kriteriy mavjud emasligini bildiradi. Quyida tekis eng
guwatli kriteriy qurishga misol ko ‘ramiz:

Misol. =(Ar, ,X2,...,Xn) tanlanma (0,cr2) parametrli
normal taqsimotdan olingan bo‘lsin. Altemativ gipoteza HI :9>90
boMganda asosiy gipoteza Il. :9 =90 ni tekshirish masalasini ko‘ra-

miz. Neyman-Pirson kriteriysini qo'llab ikki sodda gipoteza uchun
Il :9=96va H]:9 ~9t, 90<9{, x > ¢, kritik sohaga egabo‘lamiz (S
kritik sohani topish yugorildagi misolda keltirilgan).

Bu yerda cx=90 +ta ya’ni altemativ 9, ga bog‘liq emas.
nin

Shuning uchun S  kriteriy sodda H”:9-90 va murakkab
/1, :9e 0 larni tekshirishda tekis eng quwatli kriteriy bo‘ladi. Ushbu

kriteriy quvvati
w= = J @)
gateng. 9]- 9 <0 ekanligidan, \/9 >d0 da

Bu xossa o‘rinli boMgan kriteriy asosli kriteriy deb ataladi. (7)
kriteriy grafigi 5-rasmda keltirilgm

5-rasm.
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B ni 00ga intilishida quvvat a miqgdorgacha kichiklashadi:
w—»1- &k;,)=1-(l-a) =a,
hamda 2-tur xatolik /3=1-w esa 1-a ga intiladi.
Qurilgan misolda kritik soha bir tomonlama edi, endi ikki

tomonlama bo‘lgan holni ham ko ‘ramiz.
Avvalgi misol shartida H]:0 =00 va Hx:8”~00 boisin. Bu

holda B <60 va B > 60 giymatlar uchun Neyman-Pirson kriteriysi turli

kriteriylami beradi: x<c va x>c,ya'ni barcha 8 ®60 nuqtalarda w

quvvatni maksimallashtiruvchi kriteriy mavjud emas. Shu sababli ikki
tomonlama kriteriydan foydalanishga to‘g ‘ri keladi:

\x-a\> tr, a
m

Kvantilni ta tanlash I-tur xatolikni a ga teng boiishini taminlaydi.

Ushbu kriteriyning qU\//vati

w=1—-o n+tr n —t,,
\%
ga teng, grafigi 6-rasmda keltirilgan.
HW
a
6-rasm.

Hagigatga o'xshashlik kriteriysining asimptotik tagsimoti.
Biz statistik gipotezalarni tekshirishda hagigatga o‘xshashlik nisbati
statistikasiga asoslangan kriteriy eng quvvatli bo‘lishini ko‘rib o‘tdik.
Endi hagigatga o‘xshashlik nisbati statistikasining asimptotik taqsi-
motini topishni ko ‘rib o ‘tamiz.
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A ={X\ X2 ) bog‘ligsiz, takroriy tanlanma noma’lum

parametr 0 aniqligida berilgan bo‘lsin. Be & czRs, s> 1 Quyidagi
gipotezalarni ko‘ramiz: HO:8=80 va HI:6 ~9{). Ushbu gipoteza-
larni tekshirish uchun haqigatga o ‘xshashlik statistikasini Kkiritamiz:

L{x{))=n 4 " 4 . (i)

Ini yerda On - hagigatga maksimal o ‘xshashlik usuli bahosi.

Teorema (Uilks). Regulyariik shartlari hamda asosiy gipoteza
HO o‘rinliligida (I)-haqgigatga o‘xshashlik nisbati statistikasi uchun

2Ln{x {n))x>Y~ x | (2)
munosabat o‘rinli.

]
Bu yerda => tagsimot bo‘yicha yaginlashishni, - ozodlik
darajasi 1 bo‘lgan xi-kvadrat tagsimotni bildiradi.
Isboti. Teorema shartlari va HO gipoteza o ‘rinliligida

Ji(en-e0)~N(o,rl(e))

munosabat o‘rinli, ya’ni On - haqgiqatga maksimal o‘xshashlik usuli
bahosi asimptotik normal baho bo‘ladi. Bu yerda

,SBMM{r’\ NX'Mu- vVIIWjX'A

’ 86 J I cB

bitta kuzc'tilmaning Fisher informatsiyasi (1) ni logarifmlab, Teylor
gatoriga yoyamiz:

log Ln(x{n) =% [log f(X, ,£)- bgf(X, A,)] =

1=1

-(*.-c -B. f f.a >

r--1 06 L o <<a

bu yerda g%, e (B,, ,00.
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Regulyarlik shartlari o‘rinliligida va H 0 gipoteza oiinliligida

coL

Ikkinchi tomondan,
2J

Slutskiy teoremasidan teoremaning tasdig ‘i kelib chigadi.
Misol. X, ,X2....Xn tanlanma 9 parametvli Puasson tagsimo-

tidan olingan bo‘lsin. HO:6=60 va H1:8”BO0 gipotezalarni tekshi-

rish masalasini ko ‘ramiz.
Ma’lumki, bu tagsimot noma’lum parametri 8 uchun hagigatga

maksimal o‘xshashlik usuli bahosi = x dir. Hagigatga o‘xshashlik
nisbati statistikasini yozib olamiz:

I (yW)-rT-1 A=g " rTA" -
11 ANA) /0

ij Erv lEXp]l {x-e0)\
2logA, (2"} =2]x£X, log; j+n{x-60)j=

:2/i[S;i0\§;tV (x-00)|

Uilks teoremasiga ko ‘ra

r_
2n< xlog
|

Demak, asosiy gipoteza HO ni tekshirishda I-tur xatolikni
a = 0,05 olsak, kritik soha
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;ng bo“‘ladi.
4-8. Ba'zi inuhim statistik kriteriylar

Amaliyotda keng qoilaniladigan kriteriyiar odatda bir tanlan-
k va ikki tanlanmalik bo‘ladi. Bir tanlanmalik kriteriylar tanlanma
lam gipotetik bosh to‘plam bilan solishtiriladi. Bunda bosh
lam xarakteristikalari gipotezada aniglanadi yoki bosh to‘plam
li hisoblanadi. Ikki tanlanmalik kriteriylar ikkita tanlanmani so-
irish, masalan biologik, tibbiy, pedagogik sohalarda nazorat va
ba guruhlariga mos tanlanmalari solishtiriladi. Bunda ikki tanlan-
to‘plamlarni solishtirishdan ko‘ra ular o‘rta giymatlari fargi 0 ga
atan, dispersiyalari nisbati 1 ga nisbatan yoki umumiy holda ular-
tagsimotlari fargi biror funksionali 0O ga nisbatan solishtiriladi.

Masalan:

a) Z-kriteriylar. Tanlanma normal tagsimotga ega va uning
ersiyasi ma’lumligida tanlanma o‘rta giymat va bosh to‘plam o'rta
latlarini solishtirishdan iborat. U ikki tanlanmalik boTishi ham
nkin;

b) /-kriteriylar turli shartlarda o'rta giymatlarni solishtirishdan
at;

V) proporsiyalar kriteriylari o‘rta qiymatlar kriteriylariga
hash boiib, ehtimolliklami solishtirishdan iboratdir;

g) xi-kvadrat kriteriylari ham bir tanlanmalik va ikki tanlan-
k bo‘lib, nisbiy chastotalar farglari kvadratlarini o ‘rganishciini
atdir;

d) /e-kriteriy (dispersiyani tahlil gilish: ANOVA (analysis of
ance));

Endi quyidagi jadvalda biz ba’zi keng qo'llaniladigan
iriylarning mos statistikalari va ularning goMlanisli shartlarini
iramiz.
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Kriteriylarn nomi

Bir tanlanmali
Z -kriteriy

IkKi tanlanmali
Z -kriteriy

Bir  tanlanmaiik
/-kriteriy
(Styudent,
Kramer-Uelch)

Juftlangan
/-kriteriy
(Styudent,
Kramer-Uelch)

Ikki  tanlanmaiik
birlashtirilgan
/-kriteriy, disper-
siyalar teng
(Styudent,
Kramer-Uelch)

Statistika formulasi va v - ozodlik

darajasi

, _ x-Vo
a tJTi

(vi_wv2)~d0

K n
vn\ n2

do =Mi -MI

t x-Ho
s/sTn'

V-n-1
_d-d0
t——jr-?2 Q M Ml>
sdHn
V=n-~1,
d - ayirmalar o‘rta arifmetigi,

Sj - ayirmalar dispersiyasi

(*1 ~x2)-d0
g L |
Pvn\ nl

V=1 +n2—2,

-2 _ («,-1)52+(»2-1)52
p +ZL’I.',—2
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Bir va ikki tanlanmaiik kriierivlar

Qo‘llanilishi
shartlari

Bosh to'plam
N(jj,Cr’*)
tagsimotga ega yoki
n>30 va a -
ma’lum

IkkivV (t/] ,<jf ) va
N(/U2 <\ )bogiiq
bo‘lmagan  normal

7
bosh to‘plamlar crj*

normal

va <Jj dispersiyalari
ma’lum

Bosh to'plam
N (fj ,&2)
tagsimlangan  yoki
n>30 va a—
noma’lum

normal

Ayirmalar bosh to‘p-
lami  normal yoki
n>30 va a
noma’lum

Ikki tanlanma bog‘-
ligsiz N(/ui,o{) va
N(fj2,al)
tagsimotlarga ega
yoki nX+n2>40 va

normal

er, =er, noma’lum



Ikki tanlanmalik
birlashtirilgan
[-kriteriy, disper-
siyalar turlicha
(Styudent,
Kramer-Uelch)

Bir proporsiyalik
Z -Ixiteriy

Ikki proporsiyalik
va  HO:p\=p2
bo‘yicha birlashti-
rilgan Z-kriteriy

Ikki proporsiyalik
birlashtirilmagan
Z- kriteriy

Moslikhagidagi
xi-kvadratkriteriy
(Pirson)

2

I"L +7L
\VAE "2
2
V + _5j;
Vi1 o+ 2
5 2N
o N
v Y
w-1 )b- 1
-po )\fn
- (p-p
ApoO - PO>

(P1-P2)

Jp(l-p)f—+-1-§
Y, n2

AVau
P=
«l+n2
Pi-P2M o
jp}0-pi) p2tt'~P2)
\ K «
- t» -

Pi=-L- Pi~

«l «2

(kuzatilgan-kutilayotgan)2

kutilayotgan

h( Vi_v\f/)

| - intervallar soni,

Vj - empirik va v\ = npj -

kutilayotgan chastota
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Ikki tanlanma bog¥*,
ligsiz 7V(/| CII*) va

A (M2’cr2) normal
tagsimotlarga ega
yoki 77j+n2 > 40 va
al Qzlar
lum

noma’-

npo >10 va
/(1-p0)> 10

illPl > 5 va

n,@1- pi)>5;

P2 >5 va
n2(1-rP2)>5;
tanlanmalar bog‘liq
emas

riiPI> 5 va
«d(1—PIl)>5;

P2 >5 va

M I-P2>>5:

tanlanmalar bog‘lig
emas

Barcha kutilayotgan
miqdorlar 5 dan kam
emas (v,-,vj >5).
Kriteriy ozodlik
darajasi v=I-s-\
bo'lib, bu yerda

S -baholanayotgan
noma’lum parametr-
lar soni



Ikki tanlanmali s? Bosh to'plam normal
dispersiyalar tagsimlangan.

tengligi hagidagi S2
F -kriteriy S_I - 52 A0 gh=a2
(Fisher-Snedekor) gipoteza

bo'lganida rad
etiladi

Izoh. Yuqoridagi jadvalda quyidagi belgilar ishlatilgan: 0 indeksi HO ga
mos keladi, 1va 2 lar esa 1- va 2-tanlanmalarga mos keiadi;

a - |tur xatolik ehtimolligi (kriteriy hajmi);
nt,n2,n - tanlanmalar hajmlari;

X, , fi.x- birinchi tanlanma va bosh to'plamlar o‘rta giymatlari;
X2, lu2 ikkinchi tanlanma va bosh to'plamlar o'rta giymatlari;
*va S 2- tanlanma o'rta giymati va to'g'rilangan dispersiya;
40 - nolinchi gipotezadagi o'rta giymat;
<J" <7f (72 bosh to'plamlar dispersiyalari;

m in._,, m ) )
P = P\ :—d—, p9:—- tanlanmalar proporsiyalari;

&

«7) = np], m1=np2 - kutilayotgan cbastotalar;

S' va SV tanlanmalaming to'g'rilangan dispersiyalari:

s2- x K=12.

Endi biz yuqoridagi jadvalda keltirilgan statistikalarni kriteriy
tuzishda qgo'llanilishiga doir bir gator misollar keltirib o ‘tamiz.

A. fi haqidagi gipotezani tekshirish (z va /-kriteriylar).

1-hol. Z-kriterivning bosh to‘plam dispersiyasi cr'* ma’lurn-
ligida go'llanilishi.

Masala. Ozig-ovgat shoxobchalari rahbariyati quyidagi xulo-
saga kelgan: xaridorlarga xizmat ko‘rsatish normal tagsimlangan
bo'lib, xizmatni o'rtacha vaqti 3,5 minut va standart og'ishi esa 1,3
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minutga teng. Xizmat sifatini nazorat qiluvchi boshgarma 40 lit
xaridorga xizmat ko ‘rsatilishini tahlil qgilib, o‘rtacha xizmat vaqti 4,K
min. ekanini aniqgladi. a = 0,05 qiymatdorlik sathi bilan ozig-ovqat
shoxobchalari rahbariyatining o‘rtacha xizmat vaqti haqidagi xulo-
sasini tekshiring.

Yechim. Demak, ~,=3,5; c=1,3; [7=40; y=4,8 va
a =0,05. Biz HQ:/n=/v0 gipotezani Z statistika orqgali tekshiramiz.
Dastlab ikki tomonlama kriteriyni koiib o‘tamiz. Demak,
Hx:u”ju0. Normal tagsimot jadvalidan ikki tomonlama kritik nug-
tani topib olamiz:

hr ~—a/2 =--0.25 = +1>96.
Statistikani hisoblaymiz
_x-u, _ 48-35_ 13
<t/n  1.3/1) 0.2055
Ammo zkllz>1,96, demak HO gipotezani (1-or)100% = 95%
ishonch bilan rad etamiz. Bu esa o‘rtacha xizmat vaqti 3,5 min.
emasligini ko ‘rsatadi.

2-hol. S ma’lumligida t kriterivning qo‘llanishi.

Misol. 12 ta tajribada quyidagi tanlanma kuzatilgan:
4,3,2,2,3,5,2.3,3,4,4,6. Bosh to'plam o‘rta giymati u =3 degan
taxminni a =0,01 - kriteriy hajmida tekshiring. Alternativani
Hx\/n>3 - o°‘ng tomonlama oling.

Yechim. Demak, /0=3; [7=12; x=3,4167"; S2=1,538;

7,

S =1,2401 va 5- ===0,3580. t - statistikani hisoblaymiz:
sjn

n = 3/1167-3= 40
S- 0.3580

t - statistika ozodlik darajasi v — —1 boigan Styudent tagsitnotiga
ega bo‘lgani uchun uning a = 0,01 ga mos kritik nugtasi

hr = h\,0,\ = 2,7181.

Ammo, . - 1,1640 - - 2,7181 bo'lgani uchun //,:~=3
gipotezani gabul gilamiz.
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V. Bog‘lig bo‘lImagan tanlanmalarga mos bosh to'plamlar
o‘rta giymatlari farglari haqgidagi gipotezani tekshirish.

1-hol. Bosh to'plamlar uchun <r, va a~, lar ma’lum ekanida
Z-statistikaning qo'llanilishi.

Masala. Biror kompaniya o‘z ishchilarining ishlash sama-
radorligini aniglash magsadida mahalliy aholi va chet eldan kelib
ishlayotgan xodimlari ishlab chigayotgan mahsulotlari o‘rtacha sonini
solishtirdi. Ularga mos standart xatoliklar mos ravishda cr, =8 va

cr7 =10 bo‘lib, mahalliy ishchilardan w,=32 va chet elliklardan
n2 = 38 kishi faoliyati solishtirildi. Bu ikki guruh ishchilardan har biri
uchun o‘rta mahsulotlar soni x, =50 va x2 =40 birlikdan iborat.
Kriteriy satxini a =0,01 deb tanlab, guruhlar samaradorligini anig-
lang.

Yechim. Demak, » =32; x, =50; cr,=8 va n2=38; x, =40;
cr2=10; a =0,01. Biz asosiy HO:ju]=ju2 gipotezani Hi :fixduy?2
alternativga qarshi tekshiramiz. Ikki tanlanmali Z-statistika giymati

(~vi' v2) 50-40 10 = 4.6466.
2 .‘%1100 V2+2.6316
j32 38

Ammo, zkr =4,6466 > zh. = 2,33, demak, HO gipoteza rad etiladi va
Hx gipoteza gabul gilinadi. Bu esa mahalliy aholining ish samara-
dorligi chet elliklarmkidan yuqoriligini ko’rsatadi.

2-hol. Agar tanlanmalaming S] va S2 - standart og‘ishlari
ma’lum va ular a 2 va a\ dispersiyalari teng bo‘lgan (cr, =cr2) bosh
to‘plamlardan olingan bo‘lsa, HO :/n1=/.12 gipotezani /-kriteriy

yordamida tekshiring.
Masala. Ikki oliy o‘quv yurtida bir xil fan bo'yicha maksimal
ball 50 bo'lganida test-sinovlari o'tkazilib, ular ..uchun o'rtacha

0 ‘zlashtirisb ko'rsatkichlari x, =41,93 va x2 =44,56 hamda ularga
mos standart og‘ishlar S, =2,86 va 5, =1,42 lardan iborat. Har bir
0‘quv yurtida /7, = n2 =40 talaba bilimi tekshiriladi. Ushbu ma’lumot-



liliga asoslangan test-sinovlari o‘tkazuvchilar har ikki guruh talabalari
bilimlari orasida sezilarli farq yo‘q, degan fikmi (ya’ni //( gipo-
tezani) ilgari surdilar. Qiymatdorlik sathini a =0,05 deb tanlab
yuqoridagi fikr to‘g‘riligini tekshiring.

Yechim. Demak, n,=40; x, =41,93; ~=2,86 va /R2=40;
v, =44,56; S2=1,42; a =0,05. Biz ikki tanlanmaiik birlashtirilgan
t-kriteriyni qo‘llaymiz. Bu holda ozodlik darajasi v=n{+n2- 2=78
va unga mos (1-a)100% =5% lik kritik nugta Styudent tagsimoti
jadvalidan topiladi: th.=+1t(78;0,5/2) =+/478;0,25) =+1,9908 .
Standart og‘ishni hisoblaymiz:

wr PV 2 | ln2-~- U 9
i (40—2)(2 2+(40-1)(1,42)2
] (402)(2 802+ (40-D(1422. |- 5049,
40+40-2 A 40 40/

Altemativ  gipotezani ikki tomonlama qilib tanlaymiz:
/1, : & /v2m t-statistikani hisoblaymiz:

X. -x1 4i 93-44 s6
t&é:.s]____A-: 2)5049’ =-5,2090.
T r2 '

Kriteriy ikki tomonlamilik va tky =-5,2090<tk =-1,9908. Demak,
/10 gipoteza rad etiladi va Hx gipoteza gabul qilinadi. Bu esa
(1- a )100% = 95% ishonch bilan ikki oliy o‘quv yurtida tekshirilgan
fan bo‘yicha bilim ko ‘rsatkichlari farqli degan xulosaga kelamiz.

D. Bosh to‘plamlar proporsiyalari haqidagi gipotezani
shiramiz. Quyidagi kriteriy binomial (dixotomik) tagsimotlar uchun
katta hajmdagi tanlanmalar (n > 30) uchun go'llaniladi.

Misol. Hodisa ro‘y berish ehtimolligi nolinchi gipotezada
p> 0,8 deb faraz qilinadi. Tajriba « =600 marta o‘tkazilganida

ushbu hodisa m=468 marta ro‘y beradi. Demak, nisbiy chastota,

ya’ni tanlanma proporsiva p - F:%O—O:OJS va standart og'ish
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a NN A») :\/M M =0.0163. Bu holda og, =600-0,8 =480
Pu VvV 7 600 0

va /?(]- p0)=600-0,2 =120. Hodisa ro‘y berish ehtimolligi hagidagi
HO:p>0,& gipotezani alternativ  HIl :p< 0,2 gipotezaga nisbatan
a - 0,05 kritik hajmda tekshiring.

Yechim. Demak, p()=0,8; /?=0,78; <ig =0,0163 va a =0,05.

Kritik nuqgtani hisoblaymiz: tkr=z006 =-1.65. Statistikani hisob-

laymiz:
_ P-Po _ 0.78-0.80 _ , 00/17
Zkuz <TP0 0,0163
Ammo, zke=-1,2247<-1,65 =/k bo‘lgani uchun AO0w qabul
gilamiz.
D. Ikki bosh to‘plam!lar proporsiyalari /> va /v lar f

haqidagi gipotezani tekshirish.

Ushbu kriteriy binomial tagsimotga ega tanlanmalar hajmi katta
(n >30) boMgan holda go'llaniladi.

Masala. Talabalar shaharchasida o‘tkazilgan so‘rovnomada
tavakkaliga tanlangan 200 yigitdan 40 ta va 250 gizlardan 85 tasi
O’zbekiston Milliy universiteti (0‘zMU) talabasi ekanligi aniglandi.
a =01 giymatdorlik sathida talabalar shaharchasidagi O'zMU talaba

gizlari proporsiyasi px 0 ‘zMU talaba yigitlari proporsiyasidan katta,
degan taxminni tekshiring.
Yechim. Demak. ti]=200; or, =40; py~0,2; n2=250;
w, =85; /> =0,34; p="h+"2= =0,2778. Mos disper-
«j+m 200+250
siyani hisoblaymiz:

|- *+— 0,2778(1-0,2778)(-!—+— = 0,0425.
PI'PZ K E)Q_l \/I ( )(200 250/

Asosiy gipoteza HO:px—p2, alternativa esa H{:p*<p2m
Berilgan kritik hajm a =0,1 ga mos Z-kriteriy Kkritik nuqtasi
th = —(0,1) = —1,28. Z-statistika giymati
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P\~Pr
0,0425
Ammo zke =-3,2941 <-1,28 =tkr, demak HO rad etiladi va
/Il ni gabul gilamiz, ya’ni vigitlar proporsiyasi gizlarnikidan kam
ekan.
E. Ikkita normal tagsimotga ega bosh to‘plamlarning

persiyalari ni solishfirish.
Berilgan a kritik hajmda ikki bosh to‘plamlar dispersiyalari

tengligi hagidagi nolinchi HO:cjf =g\ gipotezani Fisher-Snedekor
statistikasi

—nisbat bilan hisoblanadi, bu yerda suratda dispersiyalarning kattasi
olinadi. F -kriteriyning kritik nugtasi ozodlik darajalari v, =«, -1 va
v2=n2—1 bo‘lganida Fisher-Snedekor tagsimoti jadvalidan anig-
lanadi.

Misol. Ikki korxonalar guruhi (har birida 13 tadan korxonalar)
oylik ishlash vaqtlari (kunlarda) quyidagi ko ‘rsatkichlarda ifodalanadi:

X, =23kun, x2=26kun, S? =3 kun va S\=6 kun. a =01
giymatdorlik sathida har ikki ..uruh korxonalari uchun o'rtacha ish
vagtlaridan og'ishlari bir xilligi hagidagi H( :cr2 ~<r2 gipotezani
tekshii'ing.

Yechim. Biz altemativ gipotezani ikki tomonlama Ht <2
deb tanlaymiz. Ozodlik darajalari v, =v2=13-1 = 12. F -statistikani
hisoblaymiz:

*Mkatla _ N2 o

Ikki tomonlama Kkriteriy kritik miqtalarini —=-"1=0,05 satli va

v, =v, =12 bo‘lgan holda jadvaldan aniglaymiz:



Ammo Fke=1<Fk=2,69, demak bizda HO gipotezani rad
etishga asos yo'q.

Masala. Maktab o‘quvchilari ikki guruhiga arifmetikadan
masalalar berilib, ulardan biriga ijobiy natija, ya’ni testdan o'tganlar
haqgida, ikkinchisiga esa salbiy natija, ya'ni testdan o‘tmaganlar haqgida
ma'lumot beriladi. Tajriba natijasida vaqt ko‘rsatkichlari bo‘yicha
ma’lumotlar quyidagicha: nx=13; S2=4,06 va w, =12; S; =20,25.
Kriteriy hajmi a = 0,01 bo‘lganida HO:cr2=er2 gipotezani Ht >a2
altemativaga qgarshi tekshiring.

Yechim. F- statistika qiymati: F. :—%:E) 2 4,99.

4 kz S{ 4,06
a =0,01 gava v{=12-1 =11, v2=13-1 = 12 larga mos kritik nugta
Fkr(0,01;11;12) =4,22<Fhkre =4,99. Demak, //,rad etilib, //, gabul
gilinadi.
5-8. Muvofiglik kriteriylari

Faraz gilaylik, Xj, X2 Xnlar bog‘ligsiz n ta tajriba natijasida
X tasodifiy miqgdorning olingan kuzatilmalari bo‘lsin. X tasodifiy
miqgdorning tagsimoti noma’lum F(x) funksiyadan iborat bo‘lsin.
Taqgsimot ko‘rinishi to‘g‘risidagi gipotezani gistogramma yoki poligon
ko‘rishiga ko‘ra ham aniqlash mumkin:

a b %
Izoh: a) normal tagsimot; b) ko‘rsatkichli tagsimot; v) tekis tagsimot.
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Noparametrik asosiy gipotezaga ko‘ra H(\F(x)=FQ0(x). Mana slui
statistik gipotezani tekshirish talab etilsin.

1. A. Kolmogorovning muvofiglik alomati

Xi, X2 X,, kuzatilmalar asosida F,,(x) empirik tagsimot
funksiyasini tuzamiz. Faraz gilamiz, F(x) uziuksiz tagsimot funksiyasi
bo'lsin. Quyidagi statistikani kiritamiz

Da=Dn(X]tX2,...,X,,)= sup F,(.r)-F(.v)

Cilivenko-Kantelli teoremasiga ko‘ra n yetarli katta bo‘lganida
1),, kichik giymat gabul giladi. Demak, agar asosiy gipoteza HOoiinli
bo‘lsa D,, statistika kichik bo‘lishi kerak. Kolmogorovning muvofiglik
alomati D,, statistikaning shu xossasiga asoslangandir.

Teorema (Kolmogorov). Ixtiyoriy uziuksiz F(x) tagsimot funk-
siyasi va Xuchun

limp\\fnDN< a} = K(A)= X (~1Ye2'n

bo‘ladi.
D,,- statistikaga asoslangan statistik alomat kritik to‘plami quyi-
dagicha aniglanadi
=D, ("; x2,---xn)>/,}.

Bu yerdan 0 < a < 1- alomatning giymat.Jorlik darajasi.

Kohnogorov teoremasidan quyidagi xulosalar kelib chigadi:

a) D,, —statistikaning Ho gipoteza to‘g‘ri bo lgandagi tagsimoti
F(x) ga bog‘lig emas;

b) amaliy nuqtayi nazardan n > 20 boigandayoq teoremadagi
yaginlashish juda yaxshi natija bcradi, ya'ni p\\nDn<4d, ni K(/.)
bilan almashtirishdan yoi qo‘yiladigan xatolik yetarlicha kichikdir.

Bu xulosalardan kelib chigadiki, n > 20 bo'lsa kritik chegara
/,ni Aa/ndn ga teng deb olish mumkin. Bu yerda MK(H) = 1-m
tenglamaning ildizlaridan iborat. Hagigatan ham berilgan O<a<lI
uchun

P{Dne Sla/HO0}=P\\Inf, >K /HO}* 1- K(4,)=a .
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Shunday qilib, Kolmogorov alomati quyidagicha aniqlanadi:

1) berilgan a orgali K(A,) = 1-a tenglama yechimi Xa jadval
yordamida topiladi;

2) berilgan tajriba natijalari xt, x2, X,, larga ko ‘ra t=Dn(xj, Xxj,
... X,,) gqiymati hisoblanadi,

3) \fnt va Xasolishtiriladi, agar yfnt>A.a bo‘lsa, asosiy gipo-
teza Hnrad etiladi, aks holda tajriba Hn ni tasdiglaydi.

1. K.Pirsonning xi-kvadrat muvofiglik alomati.

Amaliyotda Kolmogorov statistikasini hisoblash ancha murak-
kab va undan tashqgari Kolmogorov alomatini goMlash fagat tagsimot
funksiya F(x) uzluksiz bo‘lgandagina mumkindir. Shuning uchun,
amaliyotda ko‘p hollarda Pirsonning xi-kvadrat alomati qo‘llaniladi.
Bu alomat universal xarakterga ega bo‘lib, kuzatilmalarni guruhlash
usuliga asoslangandir.

Faraz qilaylik, — kuzatilayotgan va tagsimot funksiyasi
noma’lum F(x) bo'lgan X tasodifiy miqdorning giymatlari to‘plami
bo‘lsin. .7 ni £ta kesishmaydigan oraliglarga ajratamiz:

[T =Lk ’¢, K/ =0, ij=12,.,A
A

Takrorlanishlar vektori deb ataladigan v = (vx,...,vk) vektorni
olaylik. Bu vektoming /-koordinatasi kuzatilmalardan v# tasi

oraligga tushganligini anglatadi. Ko‘rinib turibdiki, takrorlanishlar
vektori v tanlanma (XI,...,Xn) orqali bir giymatli aniglanadi va

Vj +v2+ ...+vk—n. Asosiy gipoteza He to‘g‘ri bo‘lgandagi kuzatil-
maning ef oraliqga tushish ehtimolligini plUbilan belgilaylik:
Pro ~P{Xe Si/HOQ0}. /=1,2,... k.
Quyidagi statistikani kiritamiz:
X2 _y (""k-rPiof
" H 'PO

va HO\F = FO asosiy gipotezani to‘g‘riligini tekshiramiz.

Kuchaytirilgan katta sonlar gonuniga asosan nisbiy chastota
vr/n bir ehtimollik bilan nazariy ehtimollik pr0 ga intiladi. Demak,

agar HO gipoteza o‘rinli bo'lsa, u holda x| statistikaning giymati



yelaili darajada kichik bo‘lishi kerak. Demak, Pirsonning %2 me/oni
x| statistikaning katta giymatlarida asosiy gipoteza Ho ni rad etadi,
ya’ni alomatning kritik sohasi 5, ta\ ko'rinishda boiadi.

Asosiy gipoteza HO to‘g‘ri bo‘lganida Y\ statistikaning aniq tag-

simotini hisoblash ancha murakkab, bu esa o‘z navbatida alomatning
kritik chegarasi ta ni topishda giyinchilik tug‘diradi. Ammo, n yetarli

katta bo‘lsa HO gipoteza to‘g‘ri bo‘lganida xt statistikaning tagsi-

motini limit tagsimot bilan almashtirish mumkin.
Teorema(Pirson). Agar 0</?(0<1, i=1,2,...,k boisa, u holda

21<t

Bu yerda xI-\ erkinlik darajasi k-1boigan xi-kvadrat tagsimotiga ega
boigan tasodifiy miqdordir:

) 1 Vf-
p\xl-i <*= j-, ~ ;m \x2 e 2dx
2-T\k-X

bu yerda, I'(n) - gamma funksiya.
Amaliyotda bu teorema natijasidan n> 50, v(>45, i=1,2,...,,K
boiganda foydalanish mumkin. Bu holda ta kritik nuqgta

‘XK1 > ’=a >0<a <1 tenglamadan topiladi.

6-§. Statistik kriteriy quvvatini hisoblash
(Z-kriteriy misolida)

Biz oldingi bobda giymatdorlik sathi (yoki kriteriy hajmi) a
boigan Kkriteriy quvvati alternativ gipoteza H, to‘g‘riligi shartida
asosiy gipoteza HOni rad etish va demak H} ni gabul gilishdan iborat
to‘g‘ri yechim ehtimolligi 1-(3 =P(HX///,)= P(Te ,JA///, )dan
iborat ekanini ko‘rdik. Bu formuladan ko ‘rinadiki, kriteriy quvvatini
hisoblash T statistikaning altemativ gipoteza //, o'riniigi shartidagi
aniq (yoki taqribiy) tagsimotini bilishni talab giladi. Statistik gipo-
tezalarni tekshirish nazariyasida bu yechilishi giyin boigan masalalar
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toifasiga kiradi. Ushbu paragrafda biz kriteriy quvvatini hisoblashni
Z -kriteriy misolida ko‘rib o‘tamiz. Bu Kkriteriyning Z -statistikasi

quyidagicha aniglanadi. X  =(A'l,...,Xn) tanlanma o‘rta giymati
noma’lum u parametrdan va dispersiyasi ma’lum cr* =4 normal tag-

. . . ]

simotga ega bo‘lgan bosh to‘plamdan olingan bo‘lib, x=— X
M bl

tanlanma o'rta arifmetik giymati 1 uchun statistik bahosi bo‘lsin. U

holda Z -statistika standart normal ®0(/) tagsimotga ega va
x~Il _ n-/(

rr/niv - 2lyjn
formula bilan aniglanadi. Biz tanlanma hajmini n=25 deb tanlaymiz

va asosiy HO va altemativ H{ gipotezalarni quyidagicha ifodalaymiz:
HO:n=0; Hx.y> 0.

Demak, # 0 sodda va //, esa murakkab gipotezalar ekan. Biz giymat-

dorlik sathi (1-tur xatolikni) a =0,05 deb tanlab, unga mos kritik

nuqtani integral funksiyasi jadvalidan

1 -a=0,95=0,5+dy (7xkp)
tenglama yechimi sifatida tkr=1,645 - kritik nugtani aniglab olamiz.
Endi HO ni rad etuvchi kritik to‘plamni ,¥YX={Zkgz >" } tengsiz-
likdan HO o‘rinliligi shartida aniqlab olamiz:

W= ~fr= "R o 5n > 1645 = tkr,

bu yerdan, //0 gipoteza x > 5=0,658 boiganida rad etilishini

bilib olamiz. Endi altemativ gipoteza Hx:u =1 bo‘lganida kriteriy
quvvatini hisoblaymiz:
1-p =P(Zkee .~ [/],)=P(Zkm>1,645i,i =1)=P(x>0,658ip =1I)=
f
-p .xjj >0,658_1/ L p(z>-0,855)=1-®0(-0,855):
v er/Vn 2/V25 J
=®0(0,855)=0,5+%; (0,855)=0,5+0,3=0,8.
Bu yerdan 2-tur xatolik ehtimolligini topamiz: p =1- 0,8 =0,2.
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Endi yuqoridagi gipotezalarni tekshirish uchun Z-kriteriy
giymatdorlik sathini 1% lik etib, ya’ni a = 0,01 ctib oldingidan 5
marta kam tanlaymiz. U holda Z-kriteriy kritik nuqgtasi tkr=2,32 in
jadvaldan aniglab, HO ni quyidagi tengsizlik orgali rad etiladi:

y _ x-Ua _ xn/25 _ "
2=anth A
Demak, 3<=232 =0,928 tengsizlik bajarilganida HO gipoteza rad

etiladi. Bu holda biz kriteriy quvvatlarini Hx alternativalar 1 =1 va

/I =2 bo'lganida quyidagicha hisoblaymiz:

1-p =P(x> 0,928 //7 =1) = P\ lU=1i |=JP(Z2>-0,18) =
\a/Jn 2/V25 y

=1-#0(-0,18) =»0(0,18) =0,5-r#; (0,18) =0,5+0,0714 =0,5714

va 2-tur xatolik /? = 1—0,5714 = 0,4286. Shu kabi

1-/13=P(x>0,928//7T=2)=P x=" >0928-2 =2 Fplz>_2,68)=
ver/V«  2/V25 y

=1-»0(-2,68) =d0(2,68) =0,5+ g (2,18) =0,5 +0,4963 =0,9963.

Bu yerdan 2-tur xatolik /3=1-0,9963 =0,0037 ni topamiz.
Endi tanlanma hajmini n= 100 ga orttirib, I-tur xatolik a =0,01,

altemativ /7=1 va dispersiya qiymatla-; rr2=4 va cr2=1 boigan
hollarda yuqoridagi jarayonni takrorlab, kriteriy quvvatlarini hisob-
laymiz:

7 - X >0,32=
we ernfn a0

Demak, //0 gipoteza
x> 2,32- —=0,464
10

bo‘lganida inkor etiladi va bunday kriteriyning /7 = 1 dagi quvvati
X-
\cr/yfn ™ 2MIOO
=1- #0(-2,68) =®0(2,68) = 0,5 + do (2,68) =0,9963.
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Bu holda HO gipoteza x> 2.32- j~= 0.232 tengsizlik o‘rinli
bo‘lganida rad etilib, bu kriteriyning 1 = 1 altemativa qiyrnatidagi

quvvati

1-p =P(x> 0,232 Ifj = 1) = P\ Iy =1)=P(Z>-7,68) =
P =P( 1=0 ICTAIT  1vIdD) 3 } ( )

=1-®0(-7,68) =®0(7,68) = 0,5+ P+ (7,68) = 0,5+ 05=1

Bundan 2-tur xatolik giymati /3 = 0 ekanini ko ‘ramiz.
Yuqgoridagi barcha hisoblami e'tiborga olib quyidagi jamlovchi
jadvalni tuzib olamiz.

Asosiy gipoteza: HO:m=0

Qiymat-
. Tanlanma  Disper- Altemativ dorlik sathi Kriteriy
haj mi siya (1-tur quvvati
xatolik)
L n=25 cr2=4 J/ =1 a =005 — =28
2. 77=25 ul=4 =1 So o 1- p =0,5414
3. «=25 €2=4 'ml-1-2 a =001 1-/3=0,9963
4. «=100 o%= ‘=1 a=001 1-/3 =0,9963
5. 77=100 a2=1 Hy =1 a=001 1-/3 =1

Bu jadvaldan ko'rinadiki, normal tagsimot o‘rta qiymati haqi-
dagi Hy\/u = 0 gipotezani uning dispersiyasi a" ma’lum bo‘lganida

Z:—EEI%I: - statistikaga asoslangan kriteriyning giymatdorlik sathi
nblin

1% (a =0,01) bo‘lgan holda tanlanma hajmi ortgani sari eng katta
quvvatga ega bo‘lar ekan.



7-8. Tanlanmalar bir jinsliligini tekshirish uchun noparanictrik
kriteriylar

Biz ikki tanlanma o°‘rta giymatlari tengligi haqidagi quyidagi
Z-kriteriy (dispersiyalar ma’lumligida bosh to‘plamlar normal
taqsimotlarga ega);

t-kriteriy (Styudent kriteriysi, dispersiyalar nomaTumligida bosh
to‘plamlar normal tagsimotlarga ega);

t-kriteriy (Kramer-Uelch kriteriysi, dispersiyalar nomaTumligida
bosh to'plamlar ixtiyoriy tagsimotlarga ega);

hamda dispersiyalar tengligi hagidagi Fisher-Snedekoming F -
kriteriylari bilan tanishib, ularga turli misollar ko‘rib oltdik. Ularni
ikki tanlanma sonli xarakteristikalar tengligi hagidagi parametrik
gipotezalar deb garaymiz.

Ushbu paragrafda biz yana ham umumiy masala, ya’ni ikki
tanlanmaning tagsimotlari ustma-ustligi haqgidagi gipotezalami tekshi-
rishga doir kriteriylarni Ico‘rib o'tamiz. Bular noparametrik kriteriy-
lardir.

Tajribalar  natijasida olingan ikki statistik  tanlanmalar

X =(X, ,X,...Xn) va F*"" =(¥,T2....Ym) laming bir jinsliligi,
ya’ni yagona bosh to‘plamdan olinganligini tekshirish statistik
gipotezalami tekshirish nazariyasining asosiy masalalaridan biridir.
Biz X'"1ni tagsimot funksiyasi F(x) boigan A' tasodifiy miqdorni

va Yim ni esa taqsimot funksiyasi G(v) bo‘lgan Y tasodifiy miq-
dorni kuzatish natijasida olingan mos n va m hajmlardagi statistik
tanlanmalar deb garaymiz. Asosiy gipoteza:
HO :F(x) = G(x), bareha x larda; (n
bu ikki tagsimotlar ustma-ust tushishi hagidadir.
Asosiy H, gipotezaning bajarilmasligi, ya’ni tanlanmalarning
bir jinslik emasligi hech boTmaganda biror x( uchun //, \0)
gipoteza o‘rinli ekanini anglatadi. Agar tanlanmalar bir jinsliligi asos-
lansa, u holda ular yagona bosh to‘plamdan olingan deb hisoblanib,

ularni birlashtirib yuborish mumkin. Agarda (1) gipoteza o'rinli
bo‘lsa, u holda tanlanmalarning o‘rta giymatlari tengligi hagidagi
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HO :ul=/n2 gipoteza ham o‘rinli bo‘ladi, ammo teskarisi o‘rinli
emas. HO gipotezani Styudent va Kramer-Ueich Kkriteriylari orqali
tekshirib boMmaydi. chunki ular yordamida HO nigina tekshirish
mumkin. (1) gipotezani tekshirish uchun noparametrik kriteriylar
Smirnov, omega-kvadrat (Leman-Rozenblatt), Vilkoksok-Mann-Uitni,
Van-der-Varden, Sevij, xi-kvadrat (Pirson) va shular kabi statistikalar
asosida qurilishi mumkin.

a) Smirnov kriteriysi. F va G tagsimotlar uzluksiz boMsin.
X 1) va Y""1ltanlanmalar bo‘yicha /r(x) va G(y) larning mos empi-

rik baholari, ya’ni empirik tagsimot funkiyalarini hisoblaymiz:

PNx)=X+1{X,<x), xe R,

Gm{y)={1(Yi<yy yeR
j=
bu yerda I(A) orgali A hodisa indikatori belgilangan. Smirnov sta-

tistikasi
Dr.n = $gyIF (-")-Gm(*)| A

formula bilan aniglanadi. (2) statistikaning kritik nugtalari jadvali
[4] da keltirilgandk. Jadvaldan altemativ gipoteza asosida bir yoki
ikki tomonlama kritik nuqgtalar aniglanganidan so‘ng HO ni gabul
gilish yoki inkor etilishi odatdagi uslubiyatda amalga oshiriladi. (2)
statistika 1939-yilda N.VV.Smirnov tomonidan tavsiya etilgan.

b) Leman-Rozenblattning omega kvadrat kriteriysi. Omega
kvadrat statistika

vn =g 3 GF (X)-Gm(x))2dHnm Cr), 3)

formula bilan aniglanadi. Bu yerda
H ,‘,.m(x) = -n’;m—Fn(x) + -n::rﬁG nl(x)
- birlashtirilgan tanlanma bo‘yicha tuzilgan empirik tagsimot funk-
siyadir. (3) statistikaning ham kritik nuqtalari jadvali [4] da keltiril-
gan. (3) statistika 1951-yilda E.Leman va 1952-yilda M.Rozenblatt
tomonidan taklif etilgan.
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v) Ikki bog‘ligsiz tanlanma uchun xi-kvadrat Kkriteriysi.

X h] va Y tanlanmalar elementlarini guruhlarga tagsimlab olamiz.
L orqgali guruhlar sonini belgilab, nt va mi lar orgali z'-guruhga

tushgan X I"lva Yh']tanlanmalarga mos kelgan elementlar sonini bel-

gilab olamiz. U holda — va — lar /-guruhga tushgan tanlanma
n m

elementlari nisbiy takrorlanishlar sonini anglatadi. Bu yerda
L |
Yy n=n Vm-—m.
=l H
Ikki tanlanma uchun xi-kvadrat statistikasi
l1 LLII
n m
X Lm =n-m'jr 4
Ji:1 n-+m )
amaliyotda juda keng go‘llaniladi va shu sababli uning tagsimoti (xi-
kvadrat tagsimot) kritik nuqtalari jadvali ko‘pgina adabiyotlarda va
xususan [4] da ham keltirilgandir. Bu statistika kritikasi nuqta berilgan
giymatdorlik sathi a va ozodlik darajasi v - L - 1 ga garab jadvaldan
tanlanadi. Biz misol sifatida a =0,05 uchun bu kritik nuqtalarning

9 tasini quyidagi jadvalda keltiramiz.

Xi-kvadrat kriteriyning a = 0,05 uchun kritik nuqgtalari

v=L—4 1 2 3 4 5 6 7 8 9
[ >
40= X006 384 599 782 949 1107 1259 1407 1552 1692

Xi-kvadrat kriteriyning amalga oshirilishi quyidagi algoritm
asosida olib boriladi:
1 Xi-kvadrat statistika giymati (4) formula asosida hisoblanadi.

2. X Bm giymati t nuqgta giymati bilan solishtiriladi: agar
m"nn-Xofis ~ {k bo'lsa, u holda solishtirilayotgan tanlanmalar
tagsimotlari 0,05 qiymatdorlik satluda ustma-ust tushadi;

agarda X2m>/,, (6=th. bo'lsa, u holda solishtirilayotgan

tanlanmalar farglanishi mugarrarligi 95% ni tashkil etadi.
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Masala. Ikki tumanda bir fan bo‘yicha test-sinov ishlari olib
borildi. Tajribada har ikki tumandan n=m=50 tadan o‘quvchilar
ishtirok etdi. Mashqlarni bajarilishiga garab, har bir o'quvchi quyi,
o°‘rta, yaxshi va yuqori, deb ajratilgan guruhlardan biriga o‘tadi. Biz
birinchi har ikki tuman o‘quvchilari bilimlari deyarli fargqlanmaydi,
ya’ni ulaming bilim darajalari sonli ko‘rsatkichlari mos taqsimotlari
F va G lar tengligi hagidagi (1) gipotezani ikki tomonlama altemativ
Ht:F~G ga nisbatan tekshiramiz. Test-sinov natijalari quyida-

gichadir:

Tanlanmalar quyi o‘rta yaxshi yugori
1-tan|;12ma «1=3 772=19 [73=18 71410
«=
2-tanlanma 777129 TID=24 M3=12 77745
177=50

Xi-kvadrat statistikani hisoblaymiz:

b on Y '
IEFJ [ioJ 5530 590!] 513 %M _I__v;;3 s:g

com, 3+9 19+24 18+12

Ozodlik darajasi v=4-1 =3. U holda a =0,05 uchun jadval-
dan kritik nugtani topamiz:

4r = Xq.05 =7,82.

Ammo 25 =6,45<7,82, demak HO gabul gilinadi. Bu esa

bizda ma’lum bir fan bo‘yicha o‘quvchilar bilimlari farglanadi, degan
taxminni inkor etishga asos boMadi.
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X1l BOBGA DOIR MASALALAR

L X'n- (Xv...,Xn) tanlanma N(a\92) tagsimotdan olingan
bo'lsin. Noma’lum parametr 9 to‘g‘risida quyidagi ikki sodda
gipoteza ko‘ramiz: H0:9=90\aH [:9=9] (9, >90). | tur xatoligi a
bo'lgan tekis eng quwatli kriteriy quring va Il tur xatolik /3 ni
hisoblang.

2. X =(XI,...,Xn) tanlanma Bi(n;9) tagsimotdan olingan
boisin. Noma’lum parametr 9 to‘g‘risida quyidagi ikki sodda gipo-
teza ko‘ramiz: H0:9=90 va HI:0=01(0l >00). I tur xatoligi a
bo‘lgan tekis eng quwatli kriteriy quring va Il tur xatolik /3 ni
hisoblang.

3. XM= (X,,...Xn) tanlanma n{9) tagsimotdan olingan bo'lsin.
Noma’lum parametr 9 to‘g‘risida quyidagi ikki sodda gipoteza
ko'ramiz: H0:9=8,0 va //, :9 =9t (9t >90). I tur xatoligi a bo'lgan
tekis eng quwatli kriteriy quring va Il tur xatolik /3 ni hisoblang.

4. % tasodifiy migdorning taqsimoti F(x) to'g'risida quyidagi
ikki  sodda gipoteza ko'ramiz: HQ:F(x)= R[-a;a] va
HI:F(x) = Ar(0;cr2). | tur xatoligi a bo'lgan tekis eng quwatli
kriteriy quring va Il tur xatolik /3 ni hisoblang.

5. £ tasodifiy miqgdorning tagsimoti F(x) to'g‘risida quyidagi
ikki sodda gipoteza ko'ramiz: HO:/(x) =—|x|<I va //,:F(x) = jV(0;1).
| tur xatoligi a bo'lgan tekis eng quwatli kriteriy quring va Il tur
xatolik /3 ni hisoblang.

6. X0)=(X"...,Xn) tanlanma zichlik funksiyasi f(x\0) = e~Ix€),
x>9 bo'lgan tagsimotdan olingan bo'lsin. Noma’lum parameter 9
to'g'risida quyidagi ikki sodda gipoteza ko'ramiz: HU:9=00 va
H]1:9=9{ (9\>90). | tur xatoligi a bo'lgan lekis eng quwatli
kriteriy quring va Il tur xatolik /3 ni hisoblang.
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7. X0 = (X{,...,Xn) tanlanma zichlik funksiyasi f(x;9) =9x 2,
x>6 bo‘lgan tagsimotdan olingan bo‘lsin. Noma’lum parameter B
to'g‘risida quyidagi ikki sodda gipoteza ko‘ramiz: HO:B=8BO0 va
Hl:6=61 (0, +B8(). | tur xatoligi a boigan tekis eng quvvatli
kriteriy quring va Il fur xatolik p ni hisoblang.

8. XM= (X,,....,.Xn) tanlanma zichlik funksiyasi
f(x;6) =28~2(6 -x), xs (0;0) bo‘lgan tagsimotdan olingan bo'lsin.
Noma’lum parametr B to‘g‘risida quyidagi ikki sodda gipoteza ko ‘ra-
miz: HO:6 ~Buva 4, :9=4#, (6, >80). | tur xatoligi a boigan tekis
eng quvvatli kriteriy quring va Il tur xatolik /3 ni hisoblang.

9. X{)={Xx...,Xn) tanlanma zichlik funksiyasi
/[(x;$) =2(0x + (1 —0)(1 —x)), xe (0;1) bo‘lgan tagsimotdan olingan
bo'lsin. Noma’lum parameter B to'g'risida quyidagi ikki sodda gipo-
teza ko‘ramiz: H0:0 =80 va //, \B =B] (0<0, <00< 1). | tur xatoligi
a boigan tekis eng quvvatli kriteriy quring va Il tur xatolik /? ni
hisoblang.

10. Xi"y=(X13,...,XD tanlanma zichlik funksiyasi f(x;6)-2x/62,
xg (0;0) boigan tagsimotdan olingan bolsin. Noma’lum parametr B
to‘g‘risida quyidagi ikki sodda gipoteza ko'ramiz: F0:6 =80 va
Hx\B-BXx (6X>80). | tur xatoligi a boigan tekis eng quvvatli
kriteriy quring va Il tur xatolik (3 ni hisoblang.

11. Quyidagi misollarga berilgan tanlanma bo'yicha muvofiglik
kriteriylari yordamida HO gipotezani tekshiring.

a) « =100 ta detal uzunligini olchatib, quyidagi jadval tuzi
(mm da):

Uzunligi 98 985 99 995 100 1005 101 .101,5 102 1025
Chastotasi 2 5 9 16 18 20 14 10 4 2

HO:X ~N (100,25; 1).
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b) Tasodifiy sonlar jadvalidan /7=150 ta son tanlane
10,,10(+9](/=0,1,...,9) oraligga tushgan sonlar chastotalari
/l,: 16,15,19,13,14,19,14,11,13,16 ga teng.

Hn:X ~/?[0,100].

v) Telefon stansiyasida har minutda noto‘g‘ri ulanishlar soni £
listida kuzatishlar olib borilib 1 soat davomida quyidagi ma’lumotlar
olindi: 3; 1,3; 1,4;2,2,4,0; 30,2202 54,33 54,22 I 1
2, 1,0, 3,4, 1,3,2,7:2,0;,0: 1,3;,3;, 1,2; 4 2,0;,2,3, 12,5, 1, 1,
0,112,2,1 1,5

Muhimlik me’yorini « =0,05 deb tanlab, bu tanlanmaning
nazariy taqsimoti Puasson tagsimotidan iboratligi hagidagi HO gipo-
Ic/ani tekshiring.
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TESTLAR

(New York Universiteti 2-kurs bakalavrlariga 1990-yiida berilgan test
savollari)

1. R.S va T bog'ligsiz hodisalar va ular bir xil 3—ehtimo|likka

ega. P(PuS”~J T) nitoping?
A — B. - C.i* D. — E. L
27 27

27 3
2. X va Y t.m.larning birgalikdagi zichlik funksiyasi berilgan

bo'lsin:
; f25,0<v<2,x- 2<v<X
X,y) =
(x.y) % 0, aks holda.
MX'Y ni hisoblang.
6 4 24
A - B. - C.2 D. 4 E —.
3 5

5
3. X1, X2,...,Xi6 va vyj,Yij,...Y® bog'ligsiz t.m.lar mos matema-

tik kutilmasi MX =30.4 va MY =32.1, o'rtacha kvadratik tarqoqgligi
cry =12 vaCTr = 14 boigan tagsimotga ega bo‘lsin. P(x >y) ni hisoblang.

A. 27 B. 34 C. 50 D. 66 E. 73.
4. X va Y diskret t.m.larning birgalikdagi tagsimot qonuni berilgan:

-1 0 1

Y \
0 1 | z
1 1 3 2

Cov(X,Y) ni hisoblang.
A .-0,02 B.0 C. 0,02 D.0,10 E. 0,12.

5. Nomerlangan kub toki 2 ragami tUshmagunga gadar tashla-

nadi. X t.rft. tashlashlar soni bo'lsa, P(X <x) >Eni' ganoatlantimvchi

eng kichik x ning giymatini toping.
A 2 B. 3 C. 4 D.5 E. 6.
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6. X va Y tm. lar matematik kutilmasi /r, dispersiyasi a 2>0
boigan normal tagsimotga ega va p bu t.m.lar Kkorrelyatsiya
koeffitsiyenti. Quyidagi mulohazalarning qaysilari to‘g‘ri?

I. X va Y t.m.larbogligsiz boladi, fagat va fagat p=() boisa;

Il. Y-X normal tagsimlangan boladi, fagat va fagat p>0

boisa;

. D(X +Y)<2c1faqgat va fagat p <0 boisa;

A. fagat | va Il; B. fagat | va IlI;

C. faqgat Il va Ill; D. I va ITT, E. to‘g‘ri javob yo‘q.
o o f0,agarx<0 )

7. Zichlik funksiyasi /'(x) = < boigan £ ta-

[21e " ', agar x >0
sodifiy migdor uchun ME, ni toping.

Al B. | C.i; D. n E. -L.
n 2 2N

8. X1,...,X4~ N(3;ct2),g 2- noma’lum bolsin. Agar tanlanma-

ning tajribadagi giymatlari 4, 8, 5 va 3 boisa, a * uchun HMO'LJB ni
giymatini toping.
7 9 14 15
A — B. - — D.5 E —.
2 2 3 2
9. X va Y t.m.laming birgalikdagi /ichlik funksiyasi berilgan.

/m(x,v)=U X Yy U=X+Y bolsin. u holda U
] 0, aks holda.
t.m. ning zichlik funksiyasini toping.
2 .Mm=3
1 3
, ,M=3456 , )
A- g(u) =<4 B. g(M="1>M=4j5,6
n 0, aks ho lda 5

(0, aks holda
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6
C- 1 \—1,14 =2,3,4,5,6
§(r,H N« =45 D. g(M)="5
0, aksholda
[O, aks holda
E- = =2,3,456
20 [ 0,aksholda

va y y A1~ p matematik kutilmasi MX va dispersiyasi DX >0
motlardan " niatematik kutilma MY va dispersiya DY >0 tagsi-
nativ H m bo'lsin. Asosiy 11,,: MX = MY gipotezani va alter-
Styudent k™ gip°tezani koTaylik. Z;=Xt- Y} ga asoslangan
rilgan gaystlter® s*bo‘yicha HO gipotezani tekshirishda quvida kelti-
I Z Iruul°hazadan foydalaniladi?
jjj ' n°rnial tagsimotga ega. Il. crg

Al
VaHi B.1 C.II D.Il E.to‘g‘rijavob yo‘q.

_V1>V2 va X3 diskret t.m.lar va g(x) =410 agarx=1,2,34

zichlik funpb . I[ 0, aksholda
4 q Slyasi boisin. P(XI< X2< X3 ni hisoblang.
17 °30 B. 0,050 C. 0,167 D. 0,250  E. 0,350.
Uzluksiz t.m. zichlik funksiyasi berilgan:

Xe~'"agarx >0

f(x) =<
1 0, aksholda.
Agar u 1
utagsimotning medianasi —bo‘Isa, A ni toping.
1. . 3
A = 1 i T
3 ng B. 3—|n2 C. 2In2— D. 31n2 E. 3

402



13. Mv(/) funksiya X t.m.ning hosii giluvclii funksiyasi bo'l
sin. Quyida keltirilgan mulohazalardan gaysilari to'g'ri?

. Mx(0) = 1.

N~ M| L)=Var[X}
dr

. Mx(t) X t.m.ning tagsimotini o'zaro bir giymatli aniglaydi.

A 1vall B.lvalll C.Illvalll D.Lll valll

E. to'g'ri javob yo‘q.

14. Noma’lum 0 parametr uchun uchta bog°‘ligsiz ishonchiik
iiitervallari tuzilgan. Agar har bir interval ishonchliligi 0,98 bo‘lsa, bu
inlervallardan birortasi ham B ni olz ichiga olmasligi ehtimolligini
toping.

A. 0,0192 B.0,0297 C.0,0588 D.0,9412 E. 0,9703.

15. X.,X2~n(9) bo‘lsin. Asosiy gipoteza HO0:6=5 ni

~ X +
/I J) b5 alternativ gipotezaga garshi tekshirishda x = —- statis-

likadan foyalaniladi. Agar |x-5j>4 kritik soha bo isa, I-tur xatolik
ehtimolligini toping.

N1 ¥i" N-m B.1-Xi— Yt
- ) vEio} ol V-2 Ynm
T #~willVv 7 n 1010

D.I-V I—L2-; E 1-V -——
n V! U V!

16. X uziuksiz t.m.ning birgalikdagi zichlik funksiyasi berilgan:

r
| =x(4 —x)agar0<x <3

f(x)=]9
i 0, aks holda.
X ning moddasini toping.
4 3 7
A - B. 1 C. - 1. - E. 2
9 2 4
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17. X va Y tm. laming birgalikdagi tagsimot qonuni berilgan:

1 5
Y \
2 + 262
4 6 + 20: +On
0, va 0, parametrlar birgalikdagi tagsimot xossalarin

-0.25 <f{< 0.25, 0<(9,<0.35 shartlami ganoatlantiradi. (0,,0,)ning
ganday giymatida X va Y t.m.lar bog'ligsiz bo'ladi?

A(01) B.Molc f-1.11 D [-1.1" e l—Aal.
gl B0 0Ty, VRRRITEY

18. X,Y va Z bog'ligsiz normal tagsimlangan taso
miqdorlar va. MX =2, MY=1MZ=2 va DX >0 bo'lsin. Agar
4(X-2)2 1

bo‘lsa, ¢ ning ganday giymatida W t.m.
(7-1) +(Z-2)-j
Fisher tagsimotiga ega boiadi?
A. 0,25 B. 0,50 C. 1 D. 2 E. 4.
. . BX b
19. 1 P..,IB~n{h,<j2} va x:
bo'lsin. Asosiy gipoteza HO0:<r2< 10 ga qarshi altemativ H{'.crl>10

gipotezani ko ‘raylik. 1—« = 0.05 bo'lganda kritik sohani toping.
A. HOrad etiladi, agar T > 23.69;

B. HOrad etiladi, agar T >25.00;

C. Harad etiladi, agar T > 236.90;

D. HOrad etiladi, agar T> 250.00;

E. HOrad etiladi, agar T > 261.20.

20. Quyida keltirilgan hodisalaming gays
(Bn C)u (A rnBrnC*) hodisaga teng kuchli:

I1Jn (iuC) I. {A'nB)~(BnC)

. (A'nC)u(BnC).

A 1lva ll B. I'va lll C. Il va lll;

D. I, llvalll E. to'g'ri javob yo'q;
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21. Yashikda 100 shardan r tasi qgizil, qolganlari esa oq rar
Tavakkaliga 20 ta shar olinadi. Agar olingan sharlardan heeh bo'Imasa
10 tasi qizil bo‘lsa, asosiy gipoteza HO:r =30 rad etilib, //, :r >30
altemativ gipoteza qgabul gilinadi. r =40 bo‘lsa, 2-tur xatolik ehtimol-

ligini hisoblang.
40 30 70 b f30
10 © K 20-k 1 9
A 6o B %o 100 el u 100
0 =0
20 20 20
f40Y 60 (40Y 60
KA20-K). |k o
D.X oo E.S- (1001
120) 120 J

22. XI,X2,...,Xijj tanlanma zichlik funksiyasi

, agar9. <x<s,
f(x)={e2-e, ,e2>0,e,<o0

0, aks holda

bo‘lgan tagsimotdan olingan. Asosiy H0:9. =—62 va unga altemativ
H\:61®-62 gipotezalarni ko'raylik. HO gipotezani tekshirish uchun
qurilgan hagigatga o‘xshashlik nisbati sta> stikasining kritik sohasini
toping.

A max(X)—min(X,) » max \Xj [—m in|x]| <k

B. ;
max(X.) max( Xt)
A max(Xi) - min(X,.)<k; D. max(X? <k\
max |X | max (X () —minCA',)
E max|X,.|_< ‘m
max(X )

23. X,,XnX} lar bog'ligsiz va mos ravishda 6,29,38 para-

metrli Puasson tagsimoti bo'yicha tagsimlangan bo'lsin. Noma’lum
parametr 9 uchun HMO'LIB toping.
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A. —X B. X c, X>2X> 3X3;
2 6

D BX{+2X2+ X+s 6X, +3X2+2X3
6 ' M '

24. .Y ,-,XNn—N(f.i,50) bo'lsin. x> 13.75 kritik soha yorda-
mida asosiy gipoteza HO:fi = 10 altemativ gipoteza //, :,u =15 qarshi
tekshiriladi. 2-tur xatolik 0,31 dan kichik yoki teng bo“lishi uchun eng
kichik tanlanma hajmini toping.

A 2 B. 4 C.5 D. 8 E. 20.

25. Xx...Xit tanlanma zichlik funksiyasi

,6(a- xf~"agara- l<x<a

I(*) =
0, aks holda.

0 >0, B >0 bo‘lgan tagsimotdan olingan bo‘lsin. Asosiy

teza Hn:6 =00 va unga altemativ gipoteza HI:6>90 bo'lsin. U

uchun eng quvvatli kritik sohani toping.

n n n
A. £ In(o- X,)>k B. MIn(g- X,)<k C.1T  >/c;

=i =i i
D.£*,. < k E-M In~ -a)< K.

I . I.1— \x° e)eagarO< x< 1
26. X t.m. zichlik funksiyasi f(x\0) =ii\6 J

I 0, aks holda.
B >0 bo‘lsin. Noma’lum parameter 8 uchun MUB ni toping.

A .bi B . bl c . X D.J- E. 1
X X 1- X X-1 1+ X
27. XVX2~iVv(0,) va M(c\Xt- X2)=1bo'lsa, cni toping.
A dn B % . v2m p 2 k. Y7
du 4 2



1o, x<0O '
28. Agar E tm. tf. F(x) i bo‘lib, F\ -
[I-e-a, x>0 ul 2

bo'lsa. ¢ ni toping.
A. 31n2 B. 21n2— C. -énz D.3 E.l

29. X,Y va Z lar bog'ligsiz va Puasson tagsimotiga ega bo'l-
sin. MX=37MY- 1va MZ =4 bo'lsa, P(X +Y +Z < 1)?

A. 13e~2 B. 9e-s C. —e~wu1 D. 9¢e~m E. -e~W
12 8

30. Agar E tm. /V(2;1) normal gonun bo'yicha tagsimlangan
bo'lsa. P(g < ME)ni toping.

A. 12 B. 13 C. 14 D. 1/5 E. 16.

31. Agar X,,...,.XD t.m.lar dispersiyasi cr2>0 bo'lgan normal
tagsimotga ega bo'lsa, 95% aniglikda a 2 ishonchlilik intervalini
tuzing.

A. (10.162,00) B. (8.589,00) C. (2.00,00);

D. (1.848,00) E. (1.720,00).

32. ldishda 4 ta qizil va 6 ta oq shar bor. Tavakkaliga 3 ta shar
olinadi. Tanlangan sharlardan uoch bo'Imasa 2 tasi oq rangda bo'lsa,
1ta qizil va 2 ta og shar olinishi ehtimolini toping.

Al B. - C. - D. — E. —.
2 3 4 1 55

33. Anketalar tarqatilganda 50% aholi tezda javob gaytaradi.
40% aholi esa 2-marta yuborilganda javob gaytaradi. Agar anketa 4 ta
kishiga yuborilgan bo'lsa va 1 ta anketa takroran javob bermagan
ixtiyoriy 4 kishidan 1 tasiga yuborilsa, kamida 3 ta kishi umuman
javob bermasligi ehtimolligini toping.

A. (0.34) + 4(0.33)(0.7) B. 4(0.33)(0.7)
C. 0.14+ 4(0.13)(0.9) D. 0.4(0.3)(0.73) + 0.74

E. 0.94+ 4(0.93)(0.1)
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@
0.00000
03983
07926
11791
15542
19146
22575
25804
28814
31594
34134
36433
38493
40320
41924
43319
44520
45543
46407
47128
47725
48214
48610
48928
49180
49379
49534
49653
49744
49813

P
ur

1

00399
04380
08317
12172
15910
19497
22907
26115
29103
31859
34375
36650
38686
40490
42073
43448
44630
45637
46485
47193
47778
48257
48645
48956
49202
49396
49547
49664
49752
49819

X

*<M)

0.90

2

00798
04776
08706
12552
16276
19847
23237
26424
29389
32121
34614
36864
38877
40658
42220
43574
44738
45728
46562
47257
47831
48300
48679
48983
49224
49413
49560
49674
49760
49825
3.0
0.49865

0.95

ILOVA

1-jadval
Normal tagsimot giymatlari & (,r)=— 2dt
Mn i
3 4 5 6 7 8 9
01197 01595 01994 02392 02790 03188 03586
05172 05567 05962 06356 06749 07142 07535
09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409
12930 13307 3683 14058 14431 14803 15173
16640 17003 17364 1724 18082 18439 18793
20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240
23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490
26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524
29673 29955 30234 30511 30785 31057 31327
32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891
3484T" 35083 35314 35543 35769 35993 36214
37076 37286 37493 37698 37900 38100 38298
39065 39251 39435 3961' 39796 39973 40147
40824 40988 41149 41308 41466 41621 41774
42364 42507 42647 42785 42922 43056 43189
43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408
44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449
45818 45907 45994 46080 46164 46246 46327
46638 46712 46784 46856 46926 46995 47062
47320 47381 47441 47500H47558 47615 47670
47882 47932 47982 48030 48077 48124M 48169
48341 48382 48422 48461 48500 48537 48574
48713 48745 48778 48809 48840 48870 48899
49010 49036 49061 49086 49111 49134 49158
49245 49266 49286 49305 49324 49343 49361
49430 49446 49461 49477 ' 49492 49506 49520
49573 49585 49598 49609 49621 49632 49643
49683 49693 49702 49711 49720 49728 49736
49767 49774 49781 49788 49795 49801 49807
49831 49836 49841 49846 49851 49856 49861
3.5 4.0 5.0
0.49977 0.499968 0.49999997
2-jadval
Ar(0,1) —normal tagsimot kvantillari
0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995
1.960 2.326 2.576 3.090 3.291

1.282

1.645
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P 0750

! 1.000
2 0.816
3 0.765
4 0.741
5 0.727
6 0.718
7 0.711
8 0.706
9 0.703
10 0.700
1 0.697
12 0.695
13 0.694
14 0.692
15 0.691
16 0.690
17 0.689
18 0.688
19 0.688
20 0.687
21 0.686
22 0.686
23 0.685
24 0.685
25 0.684
26 0.684
27 0.684
28 0.683
29 T 0.683
30 0.683
40 0.681
60 0.679
120 0.677
X 0.674

t (k)—Styudent tagsimoti kvantili
K - ozodlik darajasi;p - kx'antil tartibi

fr{x):l'(~él'—'(’\)2(7rKl'],2{

0.900

3.078
1.886
1.638
i.533
i.476
1.440
1.415
1.397
1.383
1.372
1.363
1.356
1.350
1.345
1.341
1.337
1.333
1.330
1.328
1.325
1.323
1.321
1.319
1.318
1.316
1.315
1.314
1.313
1311
1.310
1.303
1.296
1.289
1.282

0.950

6.314
2.920
2.353
2.132
2.015
1.943
1.895
1.860
1.833
1.812
1.796
1.782
1771
1.761
1.753
1.746
1.740
1.734
1.729
1.725
1721
1.717
1.714
1.711
1.708
1.706
1.703
1.701
1.699
1.697
1.684
1.671
1.658
1.645

0.975

12.706
4.303
3.182
2.776
2.571
2.447
2.365
2.306
2.262
2.228
2.201
2.179
2.160
2.145
2131
2.120
2.110
2.101
2.093
2.086
2.080
2.074
2.069
2.064
2.060
2.056
2.052
2.048
2.045
2.042
2.021
2.000
1.980
1.960

409

0.990

31.821
6.965
4.541
3.747
3.365
3.143
2.998
2.896
2.821
2.764
2.718
2.681
2.650
2.624
2.602
2.583
2.567
2.552
2.539
2.528
2.518
2.508
2.500
2.492
2.485
2.479
2.473
2.467
2.462
2.457
2.423
2.390
2.358
2.326

0.995

63.657
9.925
5.841
4.604
4.032
3.707
3.499
3.355
3.250
3.169
3.106
3.055
3.012
2977
2.947
2,921
2.898
2.878
2.861
2.845
2.831
2.819
2.807
2.797
2.787
2.779
2771
2.763
2.756
2.750
2.704
2.660
2.617
2.576

3-jiiclvijil

0.999

318
22.3
10.2
7.173
5.893
5.208
4.785
4.501
4.297
4.144
4.025
3.930
3.852
I 3.787
3.733
3.686
3.646
3.610
3.579
3.552
3.527
3.505
3.485
3.467
3.450
3.435
3.421
3.408
3.396
3.385
3.307
3.232
3.160
3.090
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p 0.90

2.71
4.61
6.25
7.78
9.24
10.64
12.02
13.36
14.68
15.99
17.28
18.55
19.81
21.06
2231
23.54
24.77
25.99
27.20

Xi-kvadrat tagsimoti zichlik funksiyasix 2(K) :

X 2pk) —tagsimoti kvantili

K —ozodlik darajasi; p - kvantil tartibi

0.95

3.84

5.99

7.81

9.49

11.07
12.59
14.07
1551
16.92
18.31
19.68
21.03
22.36
23.68
25.00
26.30
27.59
28.87
30.14

0,

0.99

6.63

9.21

11.34
13.28
15.09
16.81
18.48
20.09
21.67
23.21
24.72
26.22
27.69
29.14
30.58
32.00
33.41
34.81
36.19

v<0;

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
40
50

70
80
90
100

0.90

28.41
29.62
30.81
32.01
33.20
34.38
35.56
36.74
37.92
39.09
40.26
51.80
63.17
74.40
85.53
96.58
107.56
118.50

£ ) ~{r='2 " 1(x/2)x (- 2!e~x \
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0.95

31.14
32.67
33.92
35.17
36.42
37.65
38.89
40.11
41.34
42.56
43.77
55.76
67.50
79.08
90.53
101.88
113.14
124.34

> 0.

4-jadval

0.99

37.57
38.93
40.29
41.64
42.98
44.31
45.64
46.96
48.28
49.59
50.89
63.69
76.15
88.38
100.42
112.33
124.12
135.81



5-jadval
Fp(k\,k2) - Fisher tagsimoti kvantili

K1,kr —ozodlik darajalari; p —kvanti Itartibi

p=0.95
U'-- * 4 6 12 24 30 40 60 120 y
1 2246 234.0 2449 249.0 2501 2511 252.2 253.3 254.3
2 19.2 19.3 19.4 19.5 195 19.5 19.5 19.5 19.5
3 9.1 8.9 8.7 8.6 8.6 8.6 86 8.5 8.5
4 6.4 6.2 5.9 5.8 5.7 5.7 5.7 5.7 5.6
5 5.2 5.0 4.7 4.5 45 45 44 4.4 4.4
6 45 43 4.0 3.8 3.8 3.8 3.7 3.7 3.7
7 4.1 3.9 3.6 3.4 3.4 3.3 33 3.3 3.2
8 [M3s8 3.6 3.3 3.1 3.1 3.0 3.0 3.0 2.9
9 3.6 3.4 3.1 2.9 2.9 28 2.8 2.7 2.7
10 35 3.2 2.9 2.7 2.7 2.7 2.6 2.6 25
I 3.4 3.1 28 2.6 2.6 25 2.5 2.4 2.4
12 3.3 3.0 2.7 2.5 2.5 2.4 2.4 2.3 2.3
13 3.2 2.9 26 2.4 2.4 2.3 2.3 2.3 22
14 3.1 28 25 2.3 2.3 2.3 22 22 21
15 3.1 28 2.5 2.3 22 22 22 21 21
16 3.0 27 24 r-22 22 22 21 21 20
17 3.0 2.7 2A 22 21 21 21 20 20
18 2.9 2.7 2.3 21 n 21 21 21 20 1.9
19 2.9 2.6 2.3 21 21 20 20 1.9 1.9
20 2.9 26 2.3 21 2.0 20 1.9 1.9 18
22 28 2.5 2.2 20 20 1.9 1.9 18 18
24 28 25 22 20 1.9 1.9 18 18 1.7
26 2.7 25 21 1.9 1.9 1.9 18 1.7 1.7
28 2.7 2.4 21 1.9 1.9 18 18 17 1.7
30 2.7 2.4 21 1.9 18 18 17 1.7 16
40 2.6 2.3 20 18 1.7 1.7 16 16 15
60 2.5 2.3 1.9 1.7 16 16 15 1.5 1.4
120 2.4 22 18 16 16 15 1.4 1.4 13
v 2.4 21 18 15 1.5 1.4 1.3 12 10
F(kl,k1) - Fisher tagsimoti zichlik funksiyasi:
0, r<o0
Nto= J,D,Vt*l)rl,ﬂ,)rl(*Z y.m: E2H(L+LDa LR 0
2 2 2 2

kx k2—natural sonlar.
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