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С У З  Б О Ш И

Ушбу дарслик 1993 йили нашр этилган «Математик анализ, 1 -кием» 
китобимизнинг даноми булиб, мазкур курснииг колган анъанавий мав- 
зуларини уз ичига олади. Дарсликни ёзишдаги асосий коидаларимиз 
1-кием га ёзилган суз бешида келтирилган, 2-кисмни тайёрлаш жара- 
ёнида улар деярли узгаргани йук. Факат куйидаги мулохазаларимизни 
кушимча килишни лозим топамиз.

Дарслик куп узгарувчили функниялар ва уларнинг дифференциал 
хисоби баёнидан бешланади. Маълумки, бир узгарувчили ва куп узга­
рувчили функциялар учун дифференциал хисоб масалаларининг цуйи- 
лиши ва ечилиши ораеида ухшашликлар еэ тафовутлар бор. Биз ана 
шу ухшашликлар ва тафовутларни бутун дифференциал хисоб давоми- 
да я^колрок таъкидлашга харакат к,илдик.

Баъзи мавзуларга одатдагидан купрок зътибор берилиб, улар жуда 
батафеил баён килинди (масалан, каррали Еа такрорий лимиглар, функ­
ционал цаторларнинг текис Еа нотекис якинлашувчилигн ва хоказо). 
Бу уринда шу мавзуларнинг мавжуд адабиётларда етарлича ёритилма- 
ганлигини .^исобга олдик.

Айни пайтда баъзи мавзуларга, масалан, каррали интеграллар, сирт 
интеграллари, эгри чизикли интеграллар мавзулари'га одатдагидан кам- 
рок эътибор берилиб, улар кискарок баён этилди. Шуни хам айтиш 
керакки, эгри чизик, сирт, жисм каби тушунчалар геометрия курсла- 
рида тула баён этилишини хисобга олиб, биз уларнинг математик ана­
лиз курси учун зарур булган уринларинигина келтирдик. Юкоридаги 
интеграллар тушунчаларининг киритилиши ва урганилиши жараёни 
бир-бирига ухшаш булганлиги учун хам уларга кам урин ажрагдик.

Дарсликнинг илмий ва методик жи^атдан яхшиланишига уз 
хиссаларини кушганликлари учун прсфессорлар А. С. Саъдуллаев, 
X. Р. Латипов, доцентлар М. Зохиров, Э. X. Якубов, Б. Наимжонов, 
А. Борисов, Р. Ганихужаевларга, шунингд^к, уни нашрга тайёрлашда 
катнашган А . Умаров (ТошДУ) га миннатдорчилик билдирамиз.

Дарсликдаги камчиликларни бартараф этишга ва унинг сифатини 
яхшилашга к; а рати л ган фикр ва мулохаааларини билдирган урто1\ларга 
уз миннатдорчилигимизни билдирамиз.

М  уаллифлар
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/
КУА УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯЛАР, 

УЛАРНИНГ ЛИМИТИ, УЗЛУКСИЗЛИГИ

«Математик анализ» курсининг 1-кисмнда бир узгарувчили функ­
циялар батафсил урганилди.

Математика, физика, техника ва фаннинг бош^а турли тармокларн- 
да шундай функциялар учрайднки, улар куп узгарувчиларга боглик 
булади. Масалан, доиравий цилиндрнинг хажми

V =  я- г2Н (12.1)

икки узгарувчи: г — радиус хамда к — баландликка боглик.
Ток кучи

/-=~ (12-2)
х;ам икки 5гзгарувчи: Е — электр юритувчп куч ва R — каршиликнинг 
функцияси булади. Бунда цилиндрнинг хажми (12.1) формула ёрдами­
да бир-бкрига боглик булмаган г ва h узгарувчиларнинг кнймагларига 
кура, ток кучи ( 12.2) формула ёрдамида бир-бирига богли^ булмаган 
Е ва R узгарувчиларнинг кийматларига кура топилади. Шунга ухшаш 
мисолларни жуда куплаб келтириш мумкин4. Бинобарин, куп узгарув­
чили функцияларни юкоридагидек чукуррок урганиш вазифаси туги- 
лади.

Куп узгарувчили функциялар назариясида хам бир узгарувчили 
функциялар назариясндагидек, функция ва унинг лимити, функциянинг 
узлуксизлиги ва хоказо каби тушунчалар урганилади. Бунда бир узга­
рувчили функциялар хакидаги маълумотлардан муттасил фойдалана 
бориладн.

Маълумки, бир узгаРУвчили функцияларни урганишни уларнинг 
аницланиш тупламларини (сохаларини) урганишдан бошлаган эдик. 
Куп узгарувчили функцияларни урганишни х^м уларнинг аншутниш 
тупламларини (сохаларини) баён этишдан бошлаймиз.

1- §. кт фазо ва унинг му^им туплам лари

1. R-, R3 ф а з о л а р .  Ихтиёрий иккита А ва В гупламларнннг Де­
карт купайтмасп билан танишган эдик (^аралсин, 1-кисм, 1-боб, 1-§). 
Энди Л ва В тупламлар деб R тупламни олайлик: А — В =  R, Унда

А х  В =  R x R  =  {(хх, х2): х1 £ R, х2 6 R}
булади.

* Сирасини антганда, аслида табиатда, фан тармокларнда, кундалик ^аётда де- 
ярли э̂ амма ва1\т куп узгарувчили функцияларни учратамиз. Аммо, биз а и вал сод- 
далик учун бир узгарувчили функциялаони муфассал урганган эдик ва математик 
анализнинг асосии масалаларини шу содда хол учун тушуниб етган эдик.



Ушбу

{(■?!, -V2); Х1 €R, Х2 6 Щ
туплам R2 туплам деб аталади. Равшанки, R2 .
туплам элементлари жуфтликлар булади. Улар I
шу туплам нукталари деб юритилади. Одагда R2 I
тупламнинг нуктаси битта харф, масалан (хъ х2)Ё (
с R2 нукта х оркали белгиланади: х =  (хь х2). .
Бунда Лх ва х2 сонлар х нуктанинг мос равишда ( 
биринчи ва иккинчи координата лари дейилади. ^ --------- ~

Агар х =  (х, , x.,)eR'\ у =--■ (г/,, /у2) 6 ^-нук,- 
талар учун Xj =  г/ь ,v2 =  у2 булса, у холда х—у 1-чизма
деб аталади.

Текисликда турри бурчакл;: Оху Декарт координаталар системасини 
олайлик. Ох у к да (абсцисса уцида) xi узгарувчининг кийматлари, Оу 
уцда (ордината укида) эса х2 узгарувчининг кийматлари жойлашган 
булсин. У хрлда (х,, х2) жуфтлик текисликда координаталари х, ва х2 
булган М (х1, х2) нуктани нфодалайди (1-чизма).

Х̂ ацикий сонлар туплами R билан тугри чизиц нукталари орасида 
узаро бир цийматли мослик урнатилгани каби (каралсин, 1-кпсм, 2-боб, 
10-§) R2 туплам нукталари билан текислик нукталари орасида хам 
узаро бир кийматли мослик урнатиш мумкин. Бу эса R1 тупламнинг 
геометрик тасвпринн гекислик деб караш имконини беради. Юкррида 
R2 тупламнинг элементларини нукта деб аталганишшг боисц хам шун- 
дадир. Аналитик геометрия курсида келтирилганидек, R2 тупламда 
(текисликда) икки нукта орасидаги масофа тушунчасини киритиш мум- 
кин. х =  (х1( х2) 6 R2, У =  (г/i, Уг) 6 R~ булсин.

12.1-т а ъриф.  Ушбу

микдор х =  (Хц х2), у — (Ух, у2) нукталар орасидаги масофа деб ата­
лади. Киритилган р (х, у) массфа куйидаги хоссаларга эга (бунда 
у х ,  у, z б R2):

2°. Р (*, у) = р  (у, х).

3°. р(х, г) < р ( х ,  у) + р(у, г).

Бу хоссаларшшг исботи кейинги пунктда (умумий хрлда) келтири- 
лади.

Одатда R2 туплам R2 фазо (икки улчовли Евклид фазоси) деб ата­
лади.

Энди R2 фазонинг келгусида тез- тез учраб турадиган баъзи бир 
мухим тупламларини келтирамиз.

R2 фазонинг а — (а1, а,,) нуктасинп хамда мусбат г сонни олайлик.
Куйидаги

Р (•X, у) =  V(У\ — Xl)'~ + (У-2 — Х2)2

Г. р (х, г/) >  0 ва р (х, у) =  0 Х =  у.

{(-Vi, х2) 6 Л 2 : (-v'i —  Qj)2 +  (х2 —  а.,)2 <  г2} , (12.3)
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2- чизма 3- чизма

{(х,, х2) е R- ■ (XL — ауу +  (х2 — а2)2 <  г2} (12.4)

тупламлар мос равишда дойра хамда очщ дойра деб аталади. Бунда 
а нукта дойра маркази, г эса дойра радиуси дейилади. Ушбу

туплам айлана дейилади. Бу айлана (12.3) ва (13.4) доиралариинг чега- 
расп булади а ну^та айлана маркази ва г эса айлана радиуси дейилади.

(12.3) тупламнинг геометрик тасвирл 2-чизмада нфодаланган.
(12.3) тупламда (доирада) дойра чегараси шу тупламга тегишли 

булади, (12.4) тупламда эса (очик, доирада) дойра чегараси (12,4) туп­
ламга тегишли булмайди.

Очик дойра ^амда бу дойра чегарасинанг баъзи бир нукд-аларндан 
иборат булган тупламларни тузиб .^ам цараш мумкин. Масалан, 3-чиз­
мада очик домра хамда унинг чегарасннинг ю^ори ярим текисликда 
жойлашган нукталаридан иборат туплам келтирилган.

Масофа таърифидан фойдаланиб, донра ^амда очик; доираларнн мос 
равишда куйидаги

{х б R2 : р (х, а) <  г}, (12.3') {х б R2: р (х, а ) < г )  (12.4')

тупламлар деб хам караш мумкин.
а, Ь, с, d — хакикпй сонлар ва а <  Ь, с <  d булсин. Куйидаги

{(xlt х2) б R2 : (Xi — aj)2 + (х2 — a ,f  =  г2}

{(Xj, х2) б R2- а <  Xl b, с <  х2 <  d}, 

{(Xi, х2) б R2-- a < x 1< b ,  с <  х2 <  d)

(12.5)

( 12.6)

d

ОI а и+Ь Ь
2

О h

4-чизма 5- чизма



тупламлар, мос равишда тугри туртбурчак хамда очик тугри турт- 
бурчак деб аталади. Бу (12.5) туплам 4-чизмада Оху текисликдаги 
штрихланган соха сифатида тасвирланган.

Ушбу ~ — j 6 Я2 ну^та (12.5) ва (12.6) тугри туртбур-

нукталаридап иборат туплам (икки улчовли) симплекс деб аталади, 
бунда h — мусбат сон. Симплекс (simplex) латпнча суз булиб, у содда 
деган маънони англатади. (12.7) тупламнинг геометрик тасвири 5-чиз- 
мада ифодаланган.

Энди R3 фазо тушунчаси билан танишамиз. R3 фазо хам юкорпда- 
ги R- фазо каби таърифланади. Иккита тупламнинг Декарт купайтма- 
си каби ихтиёрий учта А, В, С тупламнинг хам Декарт купайтмаси 
тушунчаси киритилади. Хусусан А =  В — С =  R булганда

туплам R3 туплам деб аталади.
R3 тупламнинг элемента (х,, х2, х3) учлик шу туплам нуцтаси 

дейилади ва уни, одатда битта харф, масалан, х орцали белгиланади: 
х =  (хь х2, х3). Бунда хь х.2 ва х3 сонлар х нуктанинг мос равишда 
биринчи, иккинчи ва учинчи координаталари дейилади.

Агар х =  (хх, х2, х3,) ва у =  (уи у2, у3) нукталар учун х1 =  у1, 
xt =  У2, х3 =  у3 булса, у хрлда х =  у деб аталади.

Фазода тугри бурчакли Oxyz Декарт координаталар системасини 
олайлик. Ох укда хх узгарувчининг кийматлари, Оу укда х2 узгарув­
чининг кийматлари ва Oz ук,да х3 узгарувчининг кийматлари жойлаш­
ган булсин. У хрлда (хх, х2, х3) 
учлик фазода координаталари хх, z i
Хп ва х3 булган М  нуктани ифо- I
далайди (6-чизма). I /  '

чакнинг маркази дейилади. 
R2 фазонинг ушбу

{(хъ xi) 6 R2'- Ху >  0; х2 >  0, х, +  х2 <  h} (12.7)

А х В х С  = R x R x R  =  {(хХ) х2, х3): хх 6 R, х2 6 R, х3 6 R}

булади.
Ушбу

{(хх, х2, х3). хх б R* х2 б R > Хо б

R3 тупламда ихтиёрий х =  
=  (х„ х2, х3), у =  (уу, у2, у3) нук- 
таларни олайлик. Ушбу

Р (х, У) =

= У  (у 1 — )2+ (у2—х2)2+ (у3 х3)2
микдор х ва у нук,талар ораси­
даги масофа деб аталади. Шу 
тарзда аникланган масофа 1̂уйи- 
даги хосаларга эга (бунда V  х, 
у, г 6 R 3):

/
/

О

1°. р (х, 1 /)>0  ва р (х, у) =  
=  0 <==>- х =  у. 6- чизма
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ЧИЬМ'1 8- чизма

2 . р(.х, у) =  р (у, х).
3°. р (х ,  z ) < p ( x ,  у) +  р (у , г).

Бу хоссаларнмнг исботи 2- пунктда (умумий холда) келтирилади.
Юкорида келтирилган R3 туплам R3 фазо (уч улчовли Евклид фа- 

зоси) деб аталади.
Энди R3 фазонинг мухим тупламларини келгирамнз.
R3 фазонинг а =  (аи а2, а3) н у к т а  си ни хамда мусбат г сонни олай­

лик. Куйидаги

{(х„ х2, х3) € R'-- (х, - chf  + (х2 - а2)- + (х3 - а3)2 <  г2}, (12.8) 

{(x-j, х2, х3) е R3'- (*i — a j 2 +  (Хо — а2)2 + (х3 — a3f  <  г1} (12.9)

тупламлар мос равишда шар хамда очик шар деб аталади. Бунда а нук­
та шар маркази, г эса шар радиуси дейилади. Ушбу

{(х1; х2, х3) 6 R3: (х, — ах)2 + (х2 — о2)2 + (v3 — а3)2 =  г2}

туплам сфера дейилади. Бу сфера (12.8), (12.9) шарларнинг чегараси 
булади а нукта сфера маркази ва г эса сфера радиуси дейилади.

Юкорида келтирилган (12.8) тупламнинг геометрик тасвири 7-чиз- 

мада ифодаланган.
Демак, (12.8) тупламда (шарда) шар чегараси шу тупламга тегиш­

ли булади, (12.9) тупламда эса (очии, шарда) шар чегараси (12.9) туп­

ламга тегишли булмайди.
R3 фазодаги масофа тушунчасидан фойдаланиб, шар ва очи^ шар- 

ларни мос равишда ушбу

{х t R 3:p  (х, а) <  г}, (12.8') {х Е R3 : Р (х, а, <  г} (12.9')

тупламлар сифатида ^ам аницлаш мумкин.

8



7 *

9- чизма

Ушбу
{(xt, л-.,, х3) 6 R3: а <  х1 <  b, х2
/ <  хй <  s},
{(х,, х2, х3) € R 'J : a < x l< b , с <  х2 < d ,

/ <  х3 "< s}
тупламлар (бунда a, b, с, d, I, s — ха- 
киций сонлар) мос равишда паралле­
лепипед хамда очик параллелепипед 
деб аталади. Юкорида келтирилган 
параллелепипед 8-чизмада тасвирлан- 
ган.

Ушбу

{(х1( х2, х3) 6 R3-Xl >  0, х2>0 , х3 >0,

Xi + х2 +  х3 <  h}

туплам (уч улчовли) симплекс дейилади, бунда h >  0 — узгармас сон. 
Бу туплам 9- чизмада тасвнрланган.

2. R m фа з о .  т  та Л,. Л2, . . . , Ат тупламларнинг Декарт ку- 
пайтмаси иккита А ва В тупламларнинг Декарт купайтмасига ухшаш 
таърифланади. Агар А, =  Л, ^  . . .  =  Ат =  R булса, у хрлда

Л х А х  . . . X Ат =  R x R x  . . . x R  =  {(xly х2, . . . , xm) :X le R , 

х2 е R, ■ ■., хт е R}

булади. Ушбу

{(Xj, х2, . . . , х,„): х, 6 R, х, 6 R, xm £R}

туплам R"' туплам деб аталади. Rm тупламнинг элемента (х,, х2, . . . , 
хт) шу туплам нуктаси дейилади ва у одатда битта харф билан бел-
гнланади: х =  (х,, х2........... ... хт). Бунда хи х2, . . . . , хт сонлар х
нуктанинг мос равишда биринчи, иккинчи, . . . , т- координата лари 
дейилади.

Агар х =  (х,,х2, . . . , xtn) € Rm, у =  (у{, у2, . . . , ут) £ Rm нукта­
лар учун хг =  у{, Хо =  г/2 . ■ . , хт =  ут булса, у холда х =  у деб ата­
лади.

Rm тупламда ихтиёрий х =  (хх, х2, . . . , х,„), у =  (уь у2, . . .  , ут) 
нукталарни олайлик.

Ушбу

Р (х, у) =  У  (г/х — X,)2 + (y~z

г
- Х2)" -f . . . +  (у,п —  хт ),2 =

у (12.10)
i=i

микдор х ва у нукталар орасидаги масофа деб аталади. Буидай аннк- 
ланган масофа куйидаги хоссаларга эга (бунда у  х, у, z £ Rm):

Г. р (х, у) >  0 ва р (х, //) =  0 *=
2°. р (х, у) =  р (г/, х).
3°. р (х, г) <  р (,х, у) + р [у, г).

■х=у.



Бу хоссаларни исботлайлик. (12.10) муносабатдан р (х, у) мик,дор- 
нинг ^ар доим манфий эмаслпгини курамиз. Агар р (х, у) =  0 булса,
унда ух— хг = 0, у2 0, . . . , ут — хт =  0 булиб, хг =  уи хг
— у2, . . . , хт =  ут, яъни х — у булади. Аксинча х — у, яъни х^=ух, 
хг =  У2, . • • , Хт =  ут булса, у ,\олда яна (12.10) дан р (х, у) =  0 бу­
лиши келиб чикади. Бу эса 1°-хоссани исботлайди. (12.10) муносабат­

дан ___________________________________________

р(*. у) =  У (У 1 — Xj)2 + (У2 — х2)2 +  ■ . . + (ут — хту ---- 

=  V(.X1 — ylf  + {xi — lJ2f +  . . .  + (хт — уту = р (у ,  х) 
булади.
Масофанинг 3°-хоссаси ушбу

/ т Г т Г т

2  (“i+ w  < У  2 + У  2 <12-п)
г=1 £=1 i=i

тенгсизлнкка асосланиб исботланади, а1г а2, ■ ■ ■ , ат\ Ьи Ь2, , 
Ьт — ихтиёрий хак^ий сонлар. Аввало шу тенгснзликнинг тугрилиги- 
ни курсатайлик. Равшанки, y-x^R  учун

т

V  (а-х + 6-)2> 0. 
i=i

Бундан х га нисбатан квадрат учхаднинг манфий эмаслиги
t т \ / т \ гп
2  2 2  Ч *+ 2 ^ °\г=| i=i i=i

келиб чикади. Демак, бу квадрат учхад иккита турли хакнкий илдиз- 
га эга булмайди. Бинобарин, унинг дискриминанта

п 12

- 2  й’ 2 *?+ i=i !=i
2  * ,» ,

L /=1

булиши керак. Бундан эса

булиб,

т Г т ' т

2 ai bi < V  l ar V  2 fe* <=i у i=i ,■=1

V а? + 2 ^ + 22  а‘ bi < \ V  2  ai
1=1

+
i= 1 1 = 1 £= 1

+
Г  /■ m Т2 Г т Г т

V 2 4  +*V 2 -«-у 2 4
L i=i J [=1 1=1

булади. Кейинги тенгсизликдан эса

/ т Г т Г т

2 <“.+»,)г*:у 2  4 + 1 / 2 4  <12Л1> 
1=1 /=1 1=1
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булиши келиб чикади. Одатда (12.11) тенгсизлик Коши— Буняковский 
тенгсизлиги деб аталади.

Ихтиёрий х =  (х,, л'2, . . . , хт) 6 Rm, У =  (Ух, У>, ■ ■ . , Ут € Rm, 
г =  (Zj, z2, . . . , г,,,) £ jR"' нукталарни олиб, улар орасидаги масофани 
(12.10) формуладан фойдаланиб топамиз:

Р (*, У) =  1 /  ^  '

р(*/, г) =  2  (г,— г/,-)2, (12.12)

1=1
/ •  m

Р (х, г) =  1/ V (г — х,.)2. 

i=i
Энди Коши — Буняковский тенгсизлиги (12.11) да

Я; =  yt — хг-, Ь1 =  г- — у- (г == 1, 2, 3, . . . , /?/) 

деб олсак, унда

о. +  bt =  zi — xi (i =  1, 2, 3, . . . , m)

булиб,
/ ~m ~ /"m /"7n

2  -  x,r- «  1/  V  (у. -  X.)1 +  1/  v  (Z. _  ,.)>
1=1 1=1 Г (=1 

булади. Юкоридаги (12.12) муносабатларни эътиборга олиб, топамиз:

Р (х, 2) <  р (х, у) +  р (у, г).

Бу эса 3°-хоссани исботлайди. Одатда 3°- хосса билан ифодаланадиган 
тенгсизлик учбурчак тенгсизлиги (учбурчак бир томонининг узунлип! 
долган икки томон узунликлари йигиндисидан катта эмаслигини эъти­
борга олиб) деб юритилади*.

R'n туплам R"1 фазо (т  улчовли Евклид фазоси) деб аталади. Энди 
R m фазонинг баъзи бир мухим тупламларини келтирамиз.

Бирор а =  (а,, а,, . . . , ат) £ Rm нукта ва г >  0 сонни олайлик. 
Куйидаги

{х =  (хх, х2, . . . , хт) £ Rm: (xt — aLf  + (х2 — а2)2 +  . . .  +

+ (х,„ ат)2 <  г2}, (12.13) 
{х — (хх, х2, . . . , хт) £ Rm : (Хх — Oi)2 + (х2 — а2)~

+ (хт — ат)2 <  г2}, (12.14)
яъни

{ х £ Г : р ( х , й ) < г } ,  (12.13')

(х € Rm:p (x , а )< г }  (12.14')

*Rm фазонинг ихтиёрий иккита х, у (х £  Rm, у £  R m) нуцталари учун 1° — 3°- 
шартларни каноатлантирувчи функцияларни куплаб топиш мумкин, яъни х, у нуц- 
талар орасида «масофа» тушунчасини турлича киритиш мумкин (бу ,\акда 14-боб,
1- § га царанг).

И



тупламлар мос равишда шар ^амда очик шар деб аталади. Бунда а 
нукта шар маркази, г эса шар радиуси дейилади.

Ушбу

{х =  (хх, Л'2 . . . , хт) £ Rm : (хх — ах)2 + (х2 — a2f  + , . . . +

+  (х т  —  а п )2 =  г2} ,

ЯЪНИ

{х £ R m : р (х, о) =  г}

туплам сфера деб аталади. Бу сфера (12.13) ва (12.14) тупламларнинг 
чегараси булади.

Ушбу

{х =  (хх, х2, ■ ■ ■ , хт) £ R m: ах <  хх <  Ьи а2 <  х2 <  Ь2, . . . ,

ат ^  Хт Ьт}

{х =  (хх, х2, . . . , хт) £ R"1: а, <  х, <  Ьи а2 <  х2, <  Ь2, ... . ,

^т  ^  Хт ' }:Ц}

тупламлар (бунда аи а2, . . . , ат; Ьх, Ь2, . . . , Ьт — хакикий сонлар) 
мос равишда параллелепипед х,амда очщ параллелепипед деб аталади. 

Ушбу

{х =  (хх, х2, . . . , хт) £ R "1: ху >  0, х2 > 0 ,  . . . , хт >  О, хх +  х, +

+  . . .  + хт <  h)

туплам (т- улчовли) симплекс деб аталади, бунда h — мусбат сон.
Юкорида келтирилган тупламлар тез-тез ишлатилиб турилади. 

Улар ёрдамида муэуш тушунчалар, жумладан атроф тушунчаси таъриф­
ланади.

3. R ”1 ф а з о д а  о ч ; щ  в а ёпик  т у п л а м л а р .  Бирор х° =  (x°v 

х°, . . . , х°т) нукта хамда е >  0 сонни олайлик.

12.2-таъриф.  Маркази х° нуктада, радиуси е га тенг булган 
очик шар х° нуктанинг сферик атрофи (к- атрофи) дейилади ва Uе (х°) 

каби белгиланади:

UE (х°) =  (х € R m : Р (х, Х°) <  £}. (12.15)

Нуктанинг бошкача атрофи тушунчасини хам киритиш мумкин.

12.3-таърнф. Ушбу

{х =  (Xj, х2, , x j  £ Rm: х° -  <  хх <  х° + + . . . ,

х° — 6 <Г х <  х°„ + 6 ) | (12.16)т  т  т  ^  т  1 т> > v '

очи^ параллелепипед х° нуктанинг параллелепипедиал атрофи деб 

аталади ва Uл ^  ^  (х°) каби белгиланади.

Хусусан бх =  б2 =  • • •  =  ^  =  б булса, (12.16) очик параллеле­

пипед кубга айланади ва уни U^ (х°) каби белгиланади.

Шундай килиб, Rm фазода нуктанинг икки хил атрофнга таъриф 

берьлди.
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12.1-лемма. х° £ Rm нуктанинг хар кандай U£ (x°) сферик ат ­

рофи олинганда хам хар доим х° нуктанинг шундай U, , (х°)
Оьог' • • • > От

параллелепипедиал атрофи мавжудки, бунда 

Ubx, б2;  . . . , 6,„ (хй) с  Ue (х°)

булади.

Шунингдек, х° нуктанинг хар кандай U^  ^  б (х°) парал­

лелепипедиал атрофи олинганда хам \ар доим шу нуктанинг шундай 
Uъ (х°) сферик атрофи мавжудки, бунда

Ve (х°) с= U6l _ б2.........бт (х°)

булади.
И с б о т .  х° £ R'n нуктанинг сферик атрофи

Ue (а0) =  {a- G Rm: р (х, а») < 8}

берилган булсин. Бундаги е > 0  сонга кура б <  4 =  тенгсизликни ка-
У т

ноаглантнрувчи б >  О сонни оламиз. Сунг а0 нуктанинг ушбу 

^6 (*°) =  (х =  (лг х2, . . . , хт) £ Rm: х° -- б <  a-j <  хс; + , . . . ,

—  6 < A m <А«„ +  6}

параллелепипедиал атрофини тузамиз.

х £ (J^ (а0) булсин. Унда | а,- —  х?| <  6 (г =  1, 2, 3, . . . , т) бу­

либ,

Г  т  Г  гп __

У  У  Ц - х у < 1 /  J  Р  =  в К т  

t=l

булади. Юкоридаги 6 <  —L  тенгсизликни эътиборга олиб топамиз:
У т

Г~1
р(А, х°) = | /  V (Х ф  <е.

Демак, р (а, А ° )< е . Бу эса а £ £/, (а0) эканини билдиради. Шундай 

цилиб,

Y  А б £7б (а-°)=>а€ и,(х°),

яъни

Z76 (А°) СГ U E (х«)

булади.



х° £ Rm нуктанинг

^ 6l • 62 • • • ■ бт  =  ^ Х|’ %2' • ■ ■ ’ лт) S ^ 7I: X°i S, <  Xj <

<*? + «,. .... *2,-e„<*m<*2.+ U
параллелепипедиал атрофи берилган булсин. Унда

е =  min {б1( б2............ 6J

ни олиб х° нуктанинг сферик атрофи

Uг (х°) =  {х £ R m: р [х, х°) <  е}

ни тузам из.
x £ U e (x °) булсин. У  хрлда

р (х, х°) =  1/  2  (Х1~ ХЬ2 <  8 <  6,., (' =  1. 2, 3, . . .  , /п)

1=1
булади. Демак,

/
U /-4 K V 2  ^ --v'" < б/> (*■ =  1. 2, 3, . . . .  /я).

г=1
Бундан эса ,v £ (jc°) булиши келиб чикади. Шундай

килиб,

Y  х £ U (,v°) =>• .V t  t f2 ......... (*0)

яъни

". и = ^ . fc...........6 .  <*•)
булади. Лемма исбот булди.

Rm фазода бирор G туплам берилган булсин: Gcr.R"1. Агар х° £ G 
нуктанинг шундай бирор е- атрофи UE (х°) мавжуд булсаки, бу атроф- 

нинг барча нуцталари шу G тупламга тегишли булса (U£ (г*) с  G), у 

хрлда ,х° нукта G тупламнинг ички нуктаси деб аталади.

М и с о л л а р .  1. Очщ шар

А — {х £ R m: р(х, а ) < г )

нинг барча нукталари унинг ички нуктаси булади. Буни и:6отлаклик. у  х° € А 
нуктани олиб, ушбу Ь — г — р (д:0, а) тенглик билан аницланадиган б сонини ола­
миз. Равшанки,' б >  0 булади. Маркази х° нуктада, радиуси б булган

£/§ (л:0) =  [х g R m: р (х, х ° )<  6}

очи^ шар х° нуктанинг сферик атрофи булиб, юкоридаги А тупламгинг ^исми бу - 
лади. Хацикатан >;ам. у  х 6 U?, (х°)^>р (х, х°) <  6 булиб, масофанинг 3е-xoccaiii - 

га кура

р (дг, а ) <  р (х, х°) +  Р (*°> «) <  б г  Р (а, х°) =  г 

булади. Демак, V х £ U$ (дс°) => х £  А. Бу эса U& (х°) <= А эканлигини билдиради . 

Бундан А очиц шарнинг ^ар бир нуктаси ички ну^та экан лиги келиб чицади.
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2. Ушбу

С =  A U {(г, О, 0...........О), (О, г, 0. . . О), . . (О, О. О, . . О, г)}

тупламнинг нукталари орасида унинг ички нуктаси булмаган нукталар бор. Масалан, 
[г. О, О, . . ., О) б С нуктанинг ихтиёрий Us ((r, О, О, . . ., О)) (е > 0 ))  сферик атро*

фини олганимизда хам, унга тегишли булган ~ ,  О, О, . . ., О j  нуцта С туп­

ламга тегишли булмайди.

12.4-таъриф.  Тупламнинг хар бир нуктаси унинг ички нуктаси 
булса, бундай туплам очщ туплам деб аталади.

Масалан, очиц шар очиц туплам булади.
Rm фазода бирор F туплам ва бирор х° нуцта берилган булсин: 

F c z R m, x ^ R m.
12.5-таъриф .  Агар х° нуктанинг исталган сферик атрофи Ue (х°) 

да F тупламнинг х° дан фаркли камида битта нуктаси топилса, х° нуц- 
та F тупламнинг лимит, нуктаси деб аталади.

Ушбу Rm\\x£Rm: р (0, х) <  е } очиц туплам оо «нукта» нинг а т ­
рофи дейилади (0 =  (О, О, . . . , 0)).

Каралаётган х° нуктанинг узи F га тегишли булиши ^ам, тегишли 
булмаслиги хам мумкин (дуйидаги 1-мнсолга царанг).

F тупламнинг барча лимит нукталаридан ташкил топган туплам F 
тупламнинг %осилавий туплами дейилади ва F' каби белгиланади.

Ушбу F U F' туплам F тупламнинг ёпилмаси дейилади ва у F ка­
би белгиланади:

7 = F  U F'.

М и с о л л а р .  1. куйидаги

А =  {х 6 Rm : р (х, х°) <  г}. 

очиц шарн!( карайлик. Бу туплам учун шу тупламнинг барча нукталари хамда ушбу

{x eR m: р {х, х°) =  г} 

сферанинг цамма нукталари лимит нукта булади. Демак, А нинг ^осилавий туплами

А' =  {х 6 Rm : р (х, хв) < г ),

А нинг ёпилмаси А =  A U А' =  А' булади.
2. Шар

Е — { х 6 « т : р  (х, хп) ^ г }  

нинг барча нукталари шу тупламнинг лимит нуцталаридир. Бунда

булади.

12.6-таъриф.  F cz Rm тупламнинг барча лимит нукталари шу 
тупламга тегишли булса, F ёпик туплам деб аталади.

Бу .^олда F' a  F, F U F ' =  F — F.
Шар

Е =  {х £ Rm: р (х, х°) <  г} 

ёпик; туплам булади, чунки Е =  Е.
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Бирор М a  Rm тупламни карайлик. Равшанки, Rm\M айирма М 
тупламни Rm тупламга тулдирувчи туплам булади (каралсин 1-кпсм,
1- боб, 1- §).

12.7-таъриф. Агар х° (x°£Rm) нуктанинг исталган UE (*°) атро­

фида хам М тупламнинг, хам Rm\M тупламнинг нукталари булса, х° 
ну^та М тупламнинг чегаравий нуктаси деб аталади. М  тупламнинг 
барча чегаравий ну^таларидан иборат туплам М тупламнинг чегараси 
дейилади ва уни одатда д (М ) каби белгиланади.

Бу тушунча ёрдамида ёпик тупламни цуйидагича хам таърифлаш 
мумкин.

12.8-таъриф.  Агар F (F cz Rm) тупламнинг чегараси шу тупламга 
тегишли, яъни д (F) cr F булса, F ёпщ туплам деб аталади.

Ёпик тупламнинг юкорида келтирилган 12.6-ва 12.8-таърифлари 
эквивалент таърифлардир.

Бирор М  a  R m туплам берилган булсин.
12.9-таъриф.  Агар Rm фазода шундай шар

топилсаки, М cz U0 булса, у холда М  чегараланган туплам деб ата- 
лади.

Маълумки, бирор Е cz R туплам берилган булиб, шундай узгармас р 
сони топилсаки, V  х £ Е  учун \х\ </?,  яъни Е тупламнинг барча эле- 
ментлари (— р, р) интервалда жойлашса, Е чегараланган туплам деб 
аталар эди. Юкорида келтирилган таъриф tn =  1 булганда худди шу 
таърифнинг узи  булади.

Rm фазодаги шар, параллелепипед, симплекслар чегараланган туп- 
ламлардир.

туплам чегараланмаган туплам булади, чунки Rm да хар кандаи

U° =  {x£R 'n : р (х, 0) <  г)

шар олинганда хам хар доим D тупламда шундай нукта, масалан, 
(аь 0, 0, . . 0) нуцта (ах> г )  топиладики, бу нукта U0 тупламга 
тегишли булмайди.

Маълумки,
X — X (/),)
, ~ , « 1  (.</«*). ,12J7) 

яъни {х (О, У (/)} система (туплам) R 1 фазода,

S t <  Ь),

яъни {х (/), у (/), г (/)} система (туплам) R3 фазода эгри чизикни ифо- 
далар эди, бунда х (t), у (/), ^амда г (/) [а, Ь] сегментда узлуксиз функ- 

циялар. Хусусан, х =  a Yt + у — aj. +  z =  а з* +  Рз (~* 00 <  t <

U» =  \x£Rm:f> (х, 0) <  г), (0 =  (0, 0, . . ., <)))

(12.18)
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а 2, а 3 ларнинг ^еч булмаганда биттаси нолга тенг эмас) булганда 
(12.17) ва (12.18) система мос равишда R'1 ва R:s фазоларда тугри чи- 
зицЛар булади. Ана шу тушунчаларга ухшаш, Rm фазода хам эгри чи­
зиц хамда тугри чизиц тушунчалари киритилади.

Фараз цилайлик, х, (t), х2 (/), . . ., хт (t) функцияларнинг хар бири 
[а, Ь] сегментда аницланган ва узлуксиз булсин.

система ёки нуцталар туплами R m фазода эгри чизиц деб аталади. 
Хусусан, х, =  сс,/ + рх, х2 =  а 2̂ +  Р2, . . . , хт =  a j  +  pm (— оо <  
< / • <  +  о о , « j ,  а 2, . . . , р„ Р2, . . . , р,„—  хациций сонлар ва 

а т ларнинг хеч булмаганда биттаси нолга тенг эмас) бул­
ганда (12.19) система Rm фазода тугри чизиц дейилади. Rm фазода их­
тиёрий иккита х' =  (%', =  , . . . , х’т) ва х"=(х", х\, . . . , х"т) нуктани 

олайлик. Бу нукталар оркали утувчи тугри чизиц цуйидаги

система билан ифодаланади. Бунда t — 0 ва t =  1 булганда R'n фазо­
нинг мос равишда х ва х ’ нукталари хосил булиб, 0 <  / <  1 булган­
да (12.20) система R'n фазода х ва х ' нуцталарни бирлаштирувчи туг­
ри чизиц кесмаси булади.

Rm фазода чекли сондаги тугри чизиц кесмаларини бирин-кетин 
бирлаштиришдан ташкил топган чизиц синиц чизик деб аталади.

М  c l  R rn туплам берилган булсин.
12.10-таърнф. Агар М тупламнинг ихтиёрий икки нуцтасини бир- 

лаштирувчн шундай синиц чизиц топилсаки, у М  тупламга тегишли, 
булса, М богламли туплам деб аталади.

М и с о л л а р .  I. R m фазодаги параллелепипед, шар, симплекслар богламли туп­
ламлар булади.

2. R'n фазонинг иккита х' ва х” нукталаридан ташкил топган {х , х"} туплам 
({я', х") cz R m) богламли туплам булмайди, чунки бу нуцталарни бирлаштирувчи 
синиц чизиц {х’, х "} тупламга тегишли эмас.'

12.11-таъриф.  Агар M c z R n туплам очиц хамда богламли туплам 
булса, у соха деб аталади.

R m фазодаги очиц параллелепипед, очиц шар, очиц симплекслар R'n 
фазодаги сохалар булади.

Натурал сонлар туплами N ва Rm фазо берилган булиб, / цар бир 

п (п 6 А') га Rm фазонинг бирор муайян х<п) =  (xj''*, х р , . . ., xi") £ R m 
нуцтасини мос цуювчи акслантириш булсин:

Ушбу

{(Xi (О, х2 (0, . . . , хт (/))} (а <  t <  Ь) (12.19)

(12.20)

2-§. R m фазода кетма-кетлик ва унинг лимити

2—501



Бу акслантиришни ь̂ уйндагича тасвирлаш мумкин:

1-
2

3 -

JD

■х{2)=  (/?, х'%J2)

J3)

х0)). • , Лт)у

. . ,  А

. . ,  я£).

(я)\
. . , Хт ).

[Х°\ хт , *(3>,

f : N-*- R n акслантиришнинг тасвирлари (образлари) дан тузилган

. . х (п\ . . .  (12.21)
туплам кетма-кетлик деб аталади ва у {jc(n)} каби белгиланади. Х,ар 

бир х(п) (п =  1, 2, . . .) ни кетма-кетликнинг щди дейилади. Демак, 
(12.21) кетма-кетлик хадлари Rm фазо нуцталаридан иборат.

Шуни таъкидлаш керакки, {х(п>j кетма-кетликнинг мос координата-

ларидан тузилган {x(f} , {х Хт) лар сонли кетма- кетлик-

лар булиб, {х{п>} кетма-кетликни шу т  та кетма-кетликнннг (маълум 
тартибдаги) биргаликда царалиши деб ^исоблаш мумкин.

Кетма-кетликларга мисоллар келтирайлик.

‘■«"-(v ;):(|’ 'Чт-тИт--
2 . .««-(1 , 0) (i о), (j, о), . . .
3. i):(0, 1), (0. I). (0. i), . . .
4. xW =  ( ( _ l f + 1, ( - l f + 1) : ( l ,  1), ( - 1 ,  - 1 ) ,  (1, 1), • - .

5. *w =  (l, п ):( 1, 1), (1, 2), (1, 3), . . .

'П  Бу келтирилган кетма-кетликлар R2 фазо ну^таларидан ташкил 
топган кетма-кетликлардир.

1. Кет м а- к ет л и к н и н г лимити.  Энди (12.21) кетма-кетлик­
нинг лимити тушунчасини киритамиз. Rm фазода кетма-кетликнинг 
лимити тушунчаси ха к и к, и й сонлар кетма-кет лигининг лимити тушун- 

часига ухшаш киритилади.
R'n фазода бирор

х(1), х(й), . . . , xw , . . . (12.21)

кетма-кетлик х̂ амда а — {alt а2, . . .  , хт) £ Rm ну^та берилган бул-

си*1 » л лг
12.12-таъриф. Агар V е > 0  олинганда ^ам, шундай n0£N  то-

пилсаки, барча п >  п0 учун

р(х (п), а )< г  (12.22)



тенгсизлик бажарилса, а нукта {х(п)} кетма-кетликниг лимити деб ата­
лади ва

1 • (П) •• (я)
lim я — а еки п~+- оо да х —>■ а
П—►оо

каби белгиланади.
1-§ да келтирилган а нуктанинг е-атрофи таърифини эътиборга 

олиб, {х(п)} кетма-кетликнинг лимитини куйидагича хам таърифласа 
булади.

12.13- таъриф .  Агар а нуцтанинг ихтиёрий U£ (а) атрофи олин­

ганда хам, {л'<,!)} кетма-кетликнинг бирор хадидан бошлаб, кейинги 

барча хадлари шу атрофга тегишли булса, а {.х(п)} кетма- кетликнинг 
лимити деб аталади.

Агар (12.21) кетма-кетлик лимитга эга булса, у якинлашувчи кет­
ма- кетлик деб аталади.

Лимит таърифидаги шартни каноатлантирувчи а мавжуд булмаса* 

{х<")} кетма- кетлик лимитга эга эмас дейилади, кетма-кетликнинг узи 
зса узоклашувчи деб аталади.

Ш унга эътибор бериш керакки, кетма- кетликнинг лимити таърифи­
даги е ихтиёрий мусбат сон булиб, изланаётган пп (n0£N) эса шу era 
(ва, табиийки, царалаётган кетма-кетликка) боглик равишда гопилади.

М и с о л л а р .  1. R m фазода ушбу {x(n) =  / — , — ............— ]• кетма-кетлик-
( п п п )

нинг лимити а =  (0. О, . . .  , 0) булиши курсатилсин. v  е >  (I сонни олайлик. Ш у

V п -
+  1 ни топамиз. Натижада барча п >  п0 учуне га кура п0

е

/ / 1 1  1 \ У т  У  т  у т
р и (п\ о) =  р (0, 0, . . . .  0)) =  —  < ^ —  1

■ п п } п По
у

+ 1

С  е булади. Демак, таърифга кура,

lim х ^  =  lim  ( — , — ............— ) =  (0, 0............... 0) — а
П-+Х п—»сс \ П П П J

булади.

' 2. Куйидаги {*<">}= {((-1)п+1, (— 1)п+1)};

(1, 1), ( - 1, - 1), (1, 1), ( - 1. - 1)------
кетма-кетликиииг лимити мавжуд эмаслиги курсатилсин. Тескарисини фараз }-;илай- 
лик, яъни берилган кетма-кетлик лимитга эга ва у а =  («,, а2) га тенг булсин. Ли­
мит таърифига кура V е > 0 ,  жумладан е =  1 учун шундай л0 (j .V топиладики, бар- 
чз п >  п0 учун

Р ((1. 1). (ai. о2) ) < 8 ,  р (( — 1, — 1), (a j ,  а2)) <  е 

булади. Бу эса ушбу

2 / 2 ~ = р  ((-  1, - 1 ) ,  (1, 1 ) )< р  ( (- 1 , - 1 ) .  (а, я2)) +

+  Р ((«г. я2), (1, 1 ))<  е +  е =  2 е =  2

зиддиятга олиб келади. Бунга сабаб царалаётган кетма- кетликнинг лимитга эга де- 
йилишидир. Демак, берилган кетма- кетлик лимитга эга эмас. J
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Rm фазода {x(fI,=  х(2\ . . . , хЩ1)} кетма-кетлик берилган бу­
либ, у а =  (а1, а2, . . .  , ат) лимитга эга булсин. У >;олда лимит 

таърифига кура, Y e > 0  берилганда хам, {а'"1} кетма-кетликнинг би­
рор п0- хади дан бошлаб кейинги барча хадлари а нуктанинг-

Ue (a) = { x £ R m:p (х, а) <  е}

сферик атрофига тегишли булади. Бу сферик атроф ушбу бобнинг 1-§ 

даги 12.1-леммага мувофи^ шу а нуктанинг Ue (а) параллелепипедиал 

атрофннинг кисми булади:

Ue (а) с= Us (а).

Демак, {xfn)} кетма-кетликнинг уша /г0- хадидан бошлаб, кейинги барча 

хадлари а нуктанинг 0 г (а) атрофида ётади, яъни барча п >  п0 учун

х{п) £ UE (а) =  {(Xj, х2, . . . , xm) £ R m\al — е <  Xj < a j  -f 

+ е, . . . , ат 8 <  хт <  ат -f- е} 

булади. Бундан эса, барча п >  п0 учун

а, — е < х (")< о 1 + е, 

а2 — e < x (f  < а 2 +  е,

а т — Е < х ^ < а 1п + е

булиши келиб чикади. Демак, V  е >  0 олинганда хам, шундай п0 £ N 
топиладики, барча п >  п0 учун

| x < f ~ а 1\<г ,  Iх(п2> —  а2 1 <  е, . . . , \х^ —  ат \ < г  

булади. Бу эса

lim =  я,,

lim х!>!) =  а2,
с

Hm х<;г'> =  ат
П->0с

эканлигини билдиради.

Шундай ^илиб, /?'" фазода {x(fI)} =  {(xi'I>, Xn\ . . ., лm*)} кетма- кет­
ликнинг лимити а — {а-х, а2, . . . , аот) булса, у хрлда бу кетма-кет­
ликнинг координаталаридан ташкил топган сонлар кетма-кетликлари 
{^>}, {4 ">}, . . . , {*<">)} х>ам лимитга эга булиб, улар мос равишда а

нуктанинг flj, Qo, . . . , ат координаталарига тенг.
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Демак,

lim х п) --= а -

1 iim х\п) =  a j,

lim х<0п> =  а.„

lim x w = a m.I Л-> CC

(11.23)

Энди R m фазода кетма- кетликнинг координаталаридан ташкил топ­
ган {x<n>}, {jc!)n)}» . . . , {х™} сонлар кетма- кетликлари лимитга эга 

булиб, уларнинг лнмитлари мос равишда а =  [аи а2, . . .  , am)(zRm 
нукта координаталари аи си, . . . ,  а,„ ларга тенг булсин:

lim х[п) =  a j,
Л—► ос

lim х(9п) =  ап,

lim х£> =  ат .
TX—► сс

Лимит таърифига асосан, у  е >  О олинганда хам, — —  га кура шун-

V  т
дай (j N топиладики, барча п >  учун

| xf* — flj | <
Vn

шундай топиладики, барча /г>л[)2) учун

Vn

ва ^оказо, -шундай п{£1) £ w топиладики, барча п >  п(0ш) учун

У  т

булади. Агар п0 =  max {«<,'>, п®\ . . . , /г<и'")} деб олсак, унда барча 

п >  «о учун бир йула

Уп
(i =  1, 2, . . . ,  т)

тенгсизликлар бажарилади. У холда

У I ! < у 1 У т
=  е

булиб, ундан

р (x(n), a) <  s
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l im х(п) =  а
П—>оо

эканини билдиради.

Демак, {xln]} — {(x[n>, x'f\ . . . , х{,п)} кетма-кетлик координатала- 
ридан тaцJKИл топган {л^>}, {х^}, . . . , {х^} сонлар кетма-кетлик- 

лариньнг лимитлари мос равишда а — (а,, аг, . . . , ат) нуцта коорди- 

наталарн аи а„, . . .  , ат ларга тенг булса, {х(л)} кетма-кетликнинг 
лимити юкоридаги таъриф маъносида шу а нукта булади:

булиши келиб чикади. Бу эса

lim х[п) =  av j

lim -t(2'!) =  ar  i
n->=0 ' ~ ■ =*>- lim xw -^a.

lim xj? =  a„
rt—► oo

П-*- CO

Юкоридаги (12.23) ва (12.24) муносабатлардан

lim x\n) =  av

lim x
П —► oo

(n) = a -
lim x!,n> =  a2,
П-ЮС

lim x("> =  a,„

(12.24)

эканлиги келиб чикади.
Шундай килиб куйидаги теоремага келамиз:

12.1-теорема. Rm фазода {х(п)} =  {(х\п>, х->п), . . 
кетликнинг а — (alt а2, . . .  , a ,„)£Rm га интилиши

х<") -*■ а {п- да)

учун л-> оо да бир йула

x{n>-+av 

х ! а,,

, х(т)} кетма-

булиши зарур ва етарли.

Юкоридаги 2-мисолда каралган {((— l)rt+1, (—■ 1)п ')} кетма-кетлик - 
нинг лимити мавжуд эмаслиги ушбу теоремадан дарров келиб чикади.

Бу теорема R m фазода кетма-кетликнинг лимитини урганишни сон- 
ли кетма- кетликлариинг лимитини урганншга келтирилишини ифода- 
лайди. Маълумки, «Математик анализ» курсининг 1- кием, 3-бобида 
сонлар кегма-кетлиги на унинг лимити батафеил урганилган. Шуни
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эътиборга олиб, биз куйида R m фазода кетма-кетликлар лимит лари 
назариясининг баёнида асосий фактларнигина келтириш, уларнинг ай- 
римларинигина исботлаш билан чегараланамиз.

Юкорида исбот этилган теорема хамда якинлашувчи сонлар кетма- 
кетлигининг хоссаларидан Rm фазода якинлашувчи кетма- кетликнинг 
куйидаги хоссалари келиб чикади.

R m фазода {х<п)} кетма- кетлик берилган булсин.

I е. Агар {%(п)} кетма-кетлик якинлашувчи булса, унинг лимити 
ягонадир. с

Кейинги хоссани келтиришдан аввал, {х(л>) кетма-кетликнинг чега- 
раланганлиги тушунчаси билан танишамиз.

Агар {л<п)| кетма-кетликнинг барча цадларидан тузилган туплам че­

гараланган булса, {х(п)} кетма-кетлик чегараланган кетма- кетлик гдеб 
аталади.

R m фазода \хю ) =  \(х[п), х(2п\ . . . , х1£>)\ кетма-кетлик чегаралан­

ган булсин. Таърифга кура (12.9-таъриф) шундай шар U° =  {х £ R m :

: р (х, 0) < г }  топиладики, V n ^ N  учун xw £U ° булади. Демак,

Р (х(п\ 0) <  г.

Кейинги тенгсизликдан эса

Ix f\ < r ,  |4 ">|<г, . . . , \х%Ц<г {V n £N )

булиши келиб чикади.

Шундай килиб, {хп>} =  | (xf], . , . , Xm) j кетма-кетлик чегаралан­
ган булса, бу кетма-кетликнинг координаталаридан иборат 14п,}> 

{xin)}, ■ . . , {х^)} кетма-кетликларнинг хар бири хам чегараланган 

булар экан.

Энди {jc<n)} =  |(xin), л'-!П), . . . , Хт)} кетма-кетликнинг координата­
ларидан иборат {x(jn)}, х1р>) ;, . . . , {х%>} кетма-кетликларнинг цар 

бири чегараланган булсин. Сонлар кетма- кетлигининг чегараланганлиги 
таърифига кура (1-цисм, З-боб, 2-§) шундай Си С2, . . .  , Ст узгар­
мас сонлар топиладики, V  n £ N  учун

14 П)1 <  Ср 

14п)1 < с 2,

I x<n) I <  С
\ m I ^  т

булади. Агар С =  шах {Cj, С2, . . .  , C J  деб олсак. | х(">| <  С (k =

— 1, 2, 3, . . . , т) булиб, ундан V  n £ N  учун

P (х(п), 0) <  С У т

булишини топамиз. Бу эса {а'(л)} кетма-кетликнинг чегараланганлигини 
билдиради.
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Шундай цилиб, {х('!)} =  {(.tj'”, 4 л), . . . , О }  кетма- кетликнинг ко- 

ординаталаридан иборат {Х)П)}, {л{п)!, . , \х̂ \ кетма-кетликларпинг 

хар бирннинг чегаряланганлигидан |л-(п)) кетма-кетликнинг чегаралан- 
ганлиги келиб чикар экан.

Натижада куйидаги теоремага келамиз.

12.2-т ео рема.  R"1 фазода {л(л)} =  Цх\п\ х[п\ . . . , х^)\ кгтма- 

кетликнииг чегараланган булиши учун бу кетма-кетлик координата- 

ларидан иборат (л'(1п,)) \х[п)\, . . . , ! х{' ^ } сонлар кетма- кетлик лари- 

нинг хар бирининг чегараланган булиши зарур ва етарли.

Масалан, R2 фазода , — j j  (п =  1, 2, . . .) кетма-кетлик чега­

раланган булади, чунки бу кетма- кетлик координаталаридан иборат 
кетма-кетликларпинг хар бири чегаралангандир. R2 фазода ((«, п) ) 
(п — 1, 2, . . .) кетма-кетлик чегараланмаган кетма-кетлик.

Ю^орила келтирилган (1, 1), (— 1, — 1), (1, 1), (— 1, — 1), . . . 
кетма- кетлик хам чегараланган кетма- кетлик булади. Бу мисолдан 
куринадики, чегараланган кетма-кетликлар лимитга эга булиши хам, 
лимитга эга булмаслнги хам мумкин экан.

2°. Агар {.v(,!)} кетма-кетлик якинлашувчи булса, у чегараланган 
булади.

Якинлашувчи кетма-кетликлар устида арифметик амалларни урганиш- 

дан аввал R'" фазо элемент лари устида бажариладиган амалларни кел- 
тирамиз.

Rm фазонинг иккита а =  (а,, а2, . . .  , ат), b =  (Ь1У Ьг, . . .  , Ьт) 
нуктасини олайлик.

Rm фазонинг (ai + b 1, а2~ Ь 2, . . . , ат + Ьт) нуктаси а ва b нук­

та лар йигиндиси деб аталади ва а b каби белгиланади: а +  b — (ах + 
+ Ь1Ч а, + by, . . .  , ат -j- Ьт).

R"1 фазонинг (dflj, а  а2, . . .  , а  ат) (а — хаки^нй сон) нуктаси а  

^ацикий сон билан a £ R 'n нукта купайтмаси деб аталади ва а  а каби 

белгиланади: а а  — (а а , , а а 2, . . .  , a c j .  R"' фазонинг а ва b нукта­

лари орасидаги айирма a-f-(— 1 )-Ь куринишда аникланади ва а — b 
каби белгиланади: а — Ь =  (оу— by, а2 — Ь.,, . . . , ат — Ьт). Шундай 

Килиб, Rm фазо нукталари устида КУШИШ> айириш ва Rm фазо нукта­
сини хакик™ сонга купайтириш амаллари киритилди.

Rm фазода иккита {x(n)) ={(х\п), x f , . . . , х{̂ )} , {у('!)| =  {{у[п), 

у[п), . . . , у ^)} кетма-кетлик берилган булсин. Ушбу

((*« + «,« *« + <>, . . . .  -С + Й’)1 <« = 1, 2, 3--- )
кетма-кеглик ва {г/(,1>) кетма-кетликлар йигиндиси деб аталади

ва {х(п)+  </”*} каби белгиланади. \х{п)} ва (у{п)\ кетма-кетликлар 
айирмаси эса куйидаги

$ ' - £ > ,  . . . ,  C - t J p  i (n =  1, 2, 3, . . .)

кетма-кетлик сифатида аникланади ва — у{п)\ каби белгиланади. 
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R” фазодаги ((ах(,л), а х(2п), . . . , a i^ )|  кетма-кетлик а  сон билан

{x(n,J кетма-кетлик купайтмаси деб аталади. ва {ax(/1)} каби белги­
ланади.

3°. Агар !х(Г!,{ кетма-кетлик якинлашувчи булиб, унинг лимити

a [a £ R m) булса, у хрлда \ах{п)\ (a R) кетма-кетлик хам якинлашувчи
булиб, бу кетма- кетликнинг лимити a а га тенг булади:

1: (л) 1 • ('*)lim  a x  — а  а  =  a - l i m x  .
/1-*х п-*я

4°. Агар {х(п)} хамда \у(и)j кетма-кетликлар якинлашувчи булиб, 

уларнинг лимити мос равишда а ва b булса, у хрлда ' х(п) ± у{п)\ кет- 
ма-кетлик хам якинлашувчи булиб, бу кетма-кетликнинг лимити а± Ь  
га тенг булади:

lim (.v("> ± у(п>) =  а ± b =  lim х(п) ± lim у(п).
П—+СС tl ►qq

5°. Агар а нукта M (М cz R,n) тупламнинг лимит нуцтаси булса; 

у хрлда М туплам нукталаридан а га ннтилувчи | кетма-кетлик 

(х(п) £ М, п — 1, 2, . . .) ажратиш мумкин.
Маълумки, а нукта М тупламнинг лимит нуктаси булса, а нинг 

цар бир UE (о) атрофида (V  £ >  0) М тупламнинг чексиз куп иуцтала- 

ри булади. v

Нолга^штилувчи мусбат сонлар кетма-кетлиги еп =  — ни олиб, а 

нуцтанинг

U , (а) =  |л- £ Rm : р (х, а) <

П ^

атрофини тузамиз. Бу а нукта М  тупламнинг лимит нуктаси булгани 
учун а нуктанинг Uг (а) атрофида М  тупламнинг а дан фарцли нук- 

талари булади. Уларнинг бирини х()) деб оламиз. Энди а нуцтанинг 
U j (а) атрофини карайлик. Бу атрофда хам М тупламнинг а дан фарк- 

У
ли нукталари булади. Улардан ,к(1) га тенг булмаган бирини олиб, уни 

%<2) дейлик. Бу жараённи давом эттириб, п- цадамда а нуцтанинг 
U j (а) атрофи олинса, бу атрофда хам М тупламнинг а дан фарцли

П

нукталари булади. Улардан х(1>, х<2), . . . , х{1‘~]> нуцталарнинг хаР би- 

рига тенг булмаганини олиб, уни х билан белгилаймиз. Яна бу жа- 
раёшш давом эттираверамиз. Натижада Л1 туплам нукталаридан U (,I)}:

v(1) у(2) v<">Л j у • ■ I | Л j • • •

ажралади. Бу кетма-кетлик учун

р(х(">, а) <  —  (п =  1, 2, . . . )  
tl

булгани сабабли, п->-оо да а ->а булиши келиб чикади.
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2. К о ш и  т е о р е м а с и  ( як инла шиш  принцип и). Аввал ай- 
тиб утгапимиздек, кетма-кетликнинг качои лимитга эга булишини а ник­
ла ш лимитлар назариясининг мухим масалаларидан бири.

Юцорида келтирилган 12.1-теорема, R m фазода |х<п>) кетма-кет­
ликнинг якинлашувчи булиши бу кетма- кетлик хадлари координатала- 
ридан ташкил топган сонли кетма-кетликларнинг якинлашувчи булиши 
оркали ифодаланишини курсатади.

Аввало, бу ерда хам фундаментал кетма-кетлик тушунчаси билан 
танишамиз.

Rm ()зазода lxU!)\ кетма-кетлик берилган булсин.
12.14-т аъриф.  Агар у е > 0  олинганда цам, шундай /?0 £ Л/топил- 

саки, барча п >  п0, р >  п0 лар учун

р{х'{р) х(п) < г

тенгсизлик бажарилса, {л:<,!)| фундаментал кетма- кетлик деб аталади.

М и с о л л а р .  1. R2 фазода ушбу —  , —-j| кетма-кетлик фундаментал кет­

ма- кетлик булади. Х,акикатаи,

-——I / 7 <(—
Р п\ \ р

2.

Агар V е >  0 сонга кура п0 натурал сонни

2 У 2~ + 1
деб олсак, у лолда барча п >  п0, р > п 0 лар учун

1 \\ /1 . 1 ^  2 у 2
<  — у __ е =  е

2 / 2

булишини топамиз. Демак, берилган кетма- кетлик фундаменталдир.

—  +  . . . +  —  кетма- кет-
3 п

2. R2 фазода куйидаги {(*„ , 0)}; хп — 1 =  —  -

лик фундаментал булмайди. !Хдоцатан .^ам, бу кетма-кетлик учун, масалан, п >  р

да

Р ((хр 1 с У (хп хр ’1~ (хп хр )

1
+ '

1

Р-Т 1 Р+  2 

булиб, п =  2 р булганда эса

1 п — р
■ • + — > --- -

п п

Р ((Хр , 0), (хп , 0)) >  —

эканлиги келиб чикади. Бу эса берилган кетма- кетликнинг фундаментал эмаслигини 
курсатади.
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Фараз цилайлик, =  {(х[п), х(2п\ . . . , х ^ ’)} фундаментал кет­

ма- кетлик булсин. Таърифга кура, V  е >  О олинганда хам, шундай 
п0 £ N топиладики, барча п >  п0, р >  п0 учун

р (х(п), х(р>) <  е 

булади Бу тенгсизликни'куйидагича

л [  v  (х\п) —  x f  f  <  е 
’  ;= 1

ёзиб, ундан

иГ-*Г|<»
булишини топамиз. Бу эса {х\п)}, х '21)\, . . . , \х̂ \ кетма-жетликлар- 

нинг хар бири фундаментал кетма- кетликлар (каралсин, 1- 1\исм, 2- боб, 

10- §) эканлигини билдиради. Шундай цилиб, R"‘ фазода

{(х[п\ х<">........... {X™)}

кетма-кетликнинг фундаментал булишидан бу кетма-кетлик"координа- 

таларидан иборат {х^\, {х^}, . . . , \х™\ кетма-кетликларнинг х,ар 

бирининг фундаментал булиши келиб чикар экан.

Энди {x(,1)} =  {(х'"’, xf\ . . . , хи̂)}  кетма-кетлик 'координаталари- 

дан иборат {х^}, {х(2п), . . . , {х^} кетма- кетликларнинг ,\ар бири фун­

даментал булсин. Ухрлда у ^ > 0  олинганда хам, - е__ га кура шун-
у т

дай Ид11, п^\ . . . , п[т) натурал сонлар топиладики, 

барча п >  п(1\ р >  п(1) =>• \х(п) -  х[р>\ <  -4=- ,
1 у т

барча п >  n f ,  р >  n f  =*>- \х[п) — х(р)\ <  ,
1 т

барча п >  р  >  п(0т) =>- |х™ — х^| <  —4=
у т

булади. Агар п0 =  шах {п̂ \ п®\ . . . , tig’0} деб олсак, унда барча 

я >  п0, Р >  «о учун бир йула

|х[-'° — x f *| <  —4=  (t =  1, 2, . . . , tn)
1 1 У т

тенгсизликлар бажарилади. Натижада

У  2 1(< >- « >)2 <
булади. Демак,

Р(х(п\ х(р>) <  s

Бу эса {х(п)} фундаментал кетма-кетлик эканини билдиради.
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J

Натижада куйидаги теоремага келамиз:

12.3-т е о р е м  a. Rm фазода U ('1)j =  \(х("\ х(2п), . . . , х(̂)\ кетма- 

кетлик фундаментал булиши учун бу кетма- кетлик координатала­

ридан иборат {х^}, . . .  , .t^1} кетма-кетликларнинг хар би- 

рининг фундаментал булиши зарур ва етарли.

Юкорида ги 12.1 ва 12.3-теоремалардан R"‘ фазода {хп} кетма-кет­
ликнинг якинлашувчилиги хацида куйидаги теорема келиб чикади.

12.4-те о ре м  а. {хп} кетма-кетлик якинлашувчи булиши учун у 
фундаментал булиши зарур ва етарли.

Бу теорема Коши теоремаси ёки якинлашши принципа деб аталади.
3. Ичма-ич ж ой ла ш га н  ш а р л а р  п ринци п  и. «Математик 

анализ» курсининг 1- киеми, З-боб, 8-§ да хакиций сонлар туплами R 
нинг туликлигига асоеланган ичма-ич жойлашган сегментлар принципи 

цараб утилган эди. Шунга ухшаш принцип R"1 фазода цам урннлидир 
ва ундан келгусида биз куп марта фойдаланамиз.

Марказлари а(п) =  (а\п\ а(2п), . . . , a * )£ R m пукталарда, радиуслари 

Гп  ̂R + (п = 1 , 2 , . . . )  булган ушбу

S, -  5 1(«,1), П) =  \x£Rm:p(x, а ° )  <  г,},

S. =  5 , (а12), г2) =  {х € Rm :р(х, а 2)  <  г2),

Sn =  Sn (a<n), rn) =  {х £ Rm : р (х, а{п)) <  гп},

шарлар берилган булсин. Агар куйидаги

Ss ZD S„ ZD . . . ZD Sn ZD . . . 

муносабат уринли булса, у хрлда {SJ ичма-ич жойлашган шарлар 

кетма-кетлиги деб аталади.

12.5-т еоре м а. R'n фазода ичма-ич жойлашган шарлар кетма- 
кетлиги |,SJ берилган булсин. Агар п-*- оо да шар радиуслари гп 

нолга интилса, яъни
lim rn =  О
П ->оС

булса, у хрлда барча шарларга тегишли булган а{а£  R w) нукта мав­
жуд ва ягонадир.

Исбот :  |Sn} — R " фазода ичма-ич жойлашган шарлар кетма-кет- 

лиги булсин. Бу шар марказлари а<п) [а{п) £ R m, п =  1 , 2 , . . . )  дан {а(п)) 

кетма-кетлик тузайлик. Равшанки, aw £ S n. Агар р^> п булса, унда 

SnZDSp булганлнгидан а{/,) £ Sn булади. Модомики, а{п) £ S n, a(p)£ S n 

экан, унда

р (a<n), а(р)) <  2гп

булади. Теореманинг шартига кура, п-*-оо да гп-*- 0 дан ва юкори­

да ги тенгсизликдан {а!п>j — фундаментал кетма-кетлик эканлиги келиб
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чик,ади. Коши теоремасига асосан бу кетма- кетлик лимитга эга. Биз 
уни а билан белгилайлик:

lim а(га) =  а.
П-* оо

Ихтиёрий Sn(n =  1, 2, . . .) шарни олайлик. Бу шар {а(п)J кетма- 

кетликнинг бирор хадидан бошлаб кейинги барча хадларинн уз ичига 

олади (ошиб борса, {с*"’) кетма-кетликнинг чекли сондаги а(1>, а (2), . . 

. , а(п~1> хадларигина Sn шарга тегишли булмаслигн мумкин). Демак, 

а нукта Sn нинг лимит нуктаси ва Sn ёпик туплам булгани учун 

a £ S n(n =  1, 2, . . .) булади. Шундай цилиб, а нуктанинг барча шар- 

ларга тегишли эканлигини курсатдик. Энди бундай а нуктанинг яго- 
налигини курсатамиз. Фараз килайлик, а нуцтадан фарцли барча шар- 
ларга тегишли булган b нуцта ^ам бор булсин: b £ S n(n — 1, 2, . . .) 

Ь Ф  а. Масофа хоссасидан фойдаланиб топамиз:

р(я, Ь) <  р (а, а{п)) -f р (а(п), 6 ) < 2 г п.

Бундан эса я-> оо да гп-*-0 булгани учун

р (а. Ь) =  О,
яъни а — Ь булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.

4. К и с м и й кетма- к е т л и кл ар .  Б о л ь ц а н о  — В е й е р ш т р ­

а с с  т е о р е м а с и .  Rm фазода {х(п)}:

Л  х(2)...........х(п>, . . . (xw £ R m, п =  1, 2, . . .)
кетма- кетлик берилган булсин. Бу кетма- кетликнинг пг, и 2, . . . , nk>

. . . (ttj >  п2 <  . . . <  nk <  . . . , nk£ N, k =  \, 2, . . .) номерли ^ад- 

ларидан ташкил топган ушбу

х(п'\ . . .  , (х{Пк\ . . .  , (x(nk^ R m) 

кетма-кетлик { а-(п , | кетма- кетликнинг кисмий кетма-кетлиги деб 

аталади ва \х{п>' )} каби белгиланади. Масалан, R 1 фазода куйидаги

кетма- кетликлар

кетма- кетликнинг кисмий кетма-кетликлари булади.

Равшанки, бигта, кетма- кет ликдан ж уда куп турлича цисмий кет­

ма-кетликлар ажратиш мумкин.

12.6- т е о р е м а .  Агар !х(гг)} кетма-кетлик якинлашувчи булиб, 

унинг лимити a (a £ R m) булса, у холда бу кетма-кетликнинг хар 

кандай цисмий {x(n,l) 1 кетма-кетлиги хам якинлашувчи булиб, унинг, 
лимити у.ам а га тенг булади.

Бу теореманинг исботи кетма- кетликнинг лимити таърифидан бе- 

восита келиб чикади.



12.1-эсл атма.  Кетма-кетликнинг кисмий кетма-кетлиги лимити 
мавжуд булишидан берилган кетма-кетликнинг лимити мавжуд були- 
ши хар доим келиб чикчвермайдп. Масалан, ушбу

(1, 1), ( -  1, -  1), (1, 1), ( -  1, -  1), , ( (-  1)я+1, ( -  1Г+1), . . .

кетма- кетликнинг
(1, 1), (1, 1), . . . , (1, 1), . . .

( - 1, - 1), ( - 1, - 1), . . . , ( - 1, - 1), . . .

кисмий кетма- кетликлари лимитга эга (улар мос равишда (1, 1) 

ва (— 1, — 1) нукталарга тенг) булган хрлда берилган {((— 1)л+1,

(— 1)л+1)} кетма-кетлик лимитга эга эмас.

Демак, {х(п)} кетма-кетлик лимитга эга булмаган хрлда унинг цис- 
мий кетма-кетликлари лимитга эга булиши мумкин экан.

12.7-т е о р е м  а ( Б о л ь ц а н о — В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и . )  ){ар 
кандай чегараланган кетма-кетликдан якинлашувчи кисмий кетма- 
кетлик ажратиш мумкин.

И с б о т .  {х(п)} — ({х("\ х("\ . . . , х*"1)} кетма-кетлик чегараланган 

булсин. Таърифга кура шундай шар {х £ Rm : р (л, 0 )<г}  топиладики, 

\х{п)\ кетма-кетликнинг барча хадлари шу шарда ётади.
Агар ушбу

{x £R m : р (х, 0) <  г} cz Ur (0) 

муносабатни эътиборга олсак, у хрлда барча п лар учун

— г <  x f  <  г, (i =  1, 2, . . . , m)

булиши топилади. Бу эса {х*/0}, jх(2п>j, . . . , [х{̂\ кетма-кетликлар­

нинг х>ар бирининг чегараланганлигини билдиради.
1-цисм, 3-бобда келтирилган Больцано — Вейерштрасс теоремасига 

кура {х\п)} кетма- кетликдан якинлашувчи кисмий кетма- кетлик {x(")k,ty 

ни ажратиш мумкин. Натижада, биринчи координатаси якинлашувчи 
булган ушбу

1<4“Ч 4 Ч,):......
кисмий кетма- кегликка келамиз.

Энди \x{"h,)\ кетма-кетликни карайлик. Бу кетма-кетлик цам чега­

раланган. Яна Больцано — Вейерштрасс теоремасига кура \х("к,)} дан 

якинлашувчи кксмий кетма- кетлик { х ^ 2’} ни ажратиш мумкин. Нати­

жада, биринчи ва иккинчи координаталари якинлашувчи булган

{(<*■’. 4"*'1......
цисмий кетма- кетлик хреил булади.

Юкорида ги жараённи давом эттира бориб, т  цадамдан кейин, барча 
координаталари якинлашувчи булган ушбу

{ ( * > > ,  ........... х<>> )} =  { . Л > }
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цисмий кетма- кетликка эга буламиз. Равшанки бу кетма- кетлик {х(п)\ 
кетма- кетликнинг кисмий кетма- кетлиги булади. Иккинчи томондан,

12.1-теоремага кура (х<п*'п) } якинлашувчи кетма-кетлик булади. Тео­
рема исботланди.

3- §. Куп узгарувчили функция ва унинг лимити

Дастлабки тушунчалар цаторида (1-цисм, 1-боб, 3-§) ихтиёрий Е 
тупламни F тупламга акслантириш (Ф : E-+-F) тушунчаси келтирилган 

эди. Сунг E =  N, F = R ; E  =  R, F =  R ва Е  — N , F =  Rm деб ушбу 

f:N-+R(f:n-+-xl;, n £ N , xn£R),

<р:R-+R((p:x-+у, x £R , y£R ),

ty:N->-Rm x2, . . .  , x j ;  n £ N ,  (xlt x2, . . . xm) £ R m)

акслантиришларга эга булдик. Бу акслантиришлар мос равишда сон­

лар кегма-кетлиги, функция хамда Rm фазо нукталари кетма-кетлиги 
тушунчаларига олиб келди. Сонлар кетма-кетлиги ва унинг лимити
1- цисмнинг 3-бобида, функция ва унинг лимити 1- кисмнинг 4- бобида, 

Rm фазо нукталари кетма- кетлиги ва унинг лимити эса ушбу бобнинг
2-§ да батафсил баён этилди.

Энди Е =  R"\ F =  R деб f :R m->-R акслантиришни цараймиз. Бу 
куп узгарувчили функция тушунчасига олиб келади.

1. Ф у н к ц и я .  Бирор M ( M d R m) туплам берилган булсин.
12.15-таъриф. .  Агар М  тупламдаги цар бир х — (х1( х2, . . . , хт) 

нуцтага бирор цоида ёки цонунга кура битта хакикий сон у (у£ R) 
мос цуйилган булса, М  тупламда куп узгарувчили (т  т а  узгарувчили) 
функция берилган (аницланган) деб аталади ва уни

/:(*!, х2, . . . , хт)-*- у ёки у =  /(хх, х2, . . . , хJ  (12.25) 

каби белгиланади. Бунда М — функциянинг берилиши (анщланиил) 
туплами, xL, х, . . .  , хт эркли узгарувчилар— функция аргументла- 

ри, у эрксиз узгарувчи — xlt хъ . . . , хт узгарувчиларнинг функцияси 

дейилади.
(х,, х,, . . .  , хт) нукта битта х билан белгиланишини эътиборга олиб, 

бундан кейин деярлик цамма вацт {xt, х2, . . .  , хт) урнига х ни ишла- 

таверамиз. Унда юкори даги (12.25) белгилашлар куйидагича ёзилади.

f:x-+- у ёки у =  f{x) (х £ Rm, y£R ).
Функциянинг берилиш тупламидан олинган х °£М  нуцтага мос ке- 

лувчи у0 сон у =  / (х) функциянинг х — х° нуктадаги хусусий кийма­
ти деб аталади

М и с о л л а р .  1. f — R m фазодаги хар бир х иуцтага шу ну^та координаталари 
квадратларининг йигиндисини мос ^уювчи ^оида, яъни

/: х -*■ х\ +  х2 +  • ■ • +  хт 

булсин. Бу з(олда у =  х\-\-х\-\-. . . +  х^  функция хосил булади. Бу функция 

М  =  Rm тупламда берилган.



1

2. / — з<ар бир x 6 M  =  {х 6 Rm :р (лг, 0 ) <  1} иуцтага ушбу

1 '7 2 2 2
*-*- I 1 — — х2 — . . . — хт

коида билан битта хаци^ий сонни мос ^уйсин. Бу .^олда \ам куп узгарувчили

1 г~ о 2 2
У =  К 1 -  А'] — *2 -  • • • -  *т

функцияга эга буламиз. Равшанки, бу функция М тупламда берилган.

f(x) функция М  cz R"1 тупламда берилган булсин. х узгарувчи М 
тупламда узгарганда функциянинг мос кийматларидан иборат {/ (х): 
:х£М\ туплам функция кийматлари туплами (функциянинг узгариш 
coxflcu) деб аталади. Юкорида келтирилган мисолларнинг биринчисида 
функциянинг кийматлари туплами 10, +  оо), иккинчисида эса [0,1] сег- 
ментдан иборатдир.

Шуни яна бир бор таъкидлаймизки, куп узгарувчили (т та узгарув­

чили) функцияларда функциянинг берилиш туплами R'" фазодаги туп­
лам булиб бу функция кийматлари туплами эса хакикий сонларнинг 
кием тупламидан иборатдир.

Rm"  фазонинг (х, у) (х £ R"‘, у =  / (х) Е R) нуцталаридан иборат ушбу

\(х, f(x))} =  \(x, f (x )) :x £R m, f(x )£R} 

туплам у =  f(x) функция графиги деб аталади.
Масалан, т  =  2 булганда (R1 фазода)

У ~ * Хо} У ~ -т- х> >

/ 1 2 2 
У — \ 1 — Х 1 — х2

функциялар графиги мос равишда 
R :1 <|изода гиперболик параболоид, 
айланма параболоид хамда юцори 
ярим сфералардан иборатдир (10-чиз- 
ма).

М a  Rm тупламда у =  f(x) =  
=  / (Х[,Х2, . . . , хт) функция берил-
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ган булиб, хг, х2, . . . , хт ларнинг хар бири Т cz Rk(k £ N) тупламда 

берилган функциялар булсин:

Xl =  Ф1 (£) =  Фх (/х, 2̂> • • • >

* 2 =  ф2 (0  =  ф2 (<i. • • • . 4 ).

* т  =  Ф т (О == Ф т (̂ 1* h i  ^ )-  
Бунда / =  (/], i2, , tk) узгарувчи Т czRk тупламда узгарганда улар- 

га мос х =  (хх, х2, . . .  , хт) ну^та М  a R m тупламда булсин. Натн-

жада у узгарувчи х= (х1% х2, . .  ., хт) узгарувчи орцали /= (/1( /2........... ^

узгарувчиларнинг функцияси булади:

х-> у
((̂ 1, t2, . . .  , х2, ■ • • , xm)—*■ у.

У — f ( x  (0) — f  (Ф1 (^i. U, . . .  , tk), <f, (ti, t2, , tk,
• • • * Фт (̂ 1> 2̂» • • • » )̂- 

Бу функция мураккаб функция ёки / (х) хамда ф4-(/) (г =  1, 2, . . . , пг) 

функциялар суперпозицияси деб аталади.
Элементар функциялар устида цушиш, айириш, купайтириш ва бу- 

лиш амаллари хамда функциялар суперпозицияси ёрдамида куп узга­
рувчили элементар функциялар ^осил цилинади. Ушбу

У =  ех' хг 'Хт, у =  In V Xi +  х2 +  . . .  +  хт , 

у =  sin(x1-x2) + sin(x2-x3)+  . . . +  sin(xm_ r xm) 

функциялар шулар жумласидандир.

f(x )= f(x i,x2, . . . , хт) функция M c z R m тупламда берилган булсин. 

Агар бу функция кийматлари туплами
Y — {(х1( х2, . . . , хт) : (хх, хъ, . . .  , хт) 6 М} 

юкоридан (цуйидан) чегараланган булса, яъни шундай узгармас С (уз­
гармас Р) сон топилсаки, V  (xL, х2, . . .  , хт) £ М  учун

/ (X l, х2, . . . . , хт) ^  С (/(Xj, х2, . . . , xm) ^  73) 

тенгсизлик уринли булса, f{x) =  f(x lt х2, . . . , хт) функция М  туп­

ламда юкоридан (куйидан) чегараланган деб аталади, акс холда, яъни 
хар кандай катта мусбат 5 сон олинганда хам, М  тупламда шундай 

(Xj , х, , . . .  , х°т) нуцта топилсаки,

/(*? х°т) >  5 (/ (х° , х°2 , . . .  , x ° J < - S )

тенгсизлик уринли булса, /(х) =  /(х1, х2, . . . , хт) функция М туп­

ламда юкоридан (куйидан) чегараланмаган деб аталади.
Агар /(х) = / ( * ! ,  х%, . . .  , хт) функция М  тупламда ^ам юцоридан> 

хам куйидан чегараланган булса, функция шу тупламда чегараланган 
дейилади.

Масалан, М  =  /?2\{(0,0)} да берилган



функция шу М. тупламда цуйидан чегараланган, аммо юцоридан чега- 
раланмагандир: Y =  (0, оо).

2. Ф у н к ц и я н и н г  лимити ./?"1 фазода бирор М  туплам олайлик. 
а нуцта (a =  (alt а2, . . .  , ат)) шу тупламнинг лимит нуцтаси булсин. 

У  хрлда М  тупламнинг нуцталаридан а га интилувчи турли {х(п>) 

(х(п)£М , х(п- ф а , п =  1, 2, . . .) кетма-кетликлар тузиш мумкин:

И тх (п> =  а.
П—►<»

Энди шу М тупламда бирор у =  /(х) функция берилган булсин.
12.16-т а ъ р и ф  (Гейне т а ъ р и ф  и). Агар М тупламнинг нуцтала- 

ридан тузилган, ага  интилувчи х,ар цандай {х<п)\ (х(п)ф а ,  п— 1, 2, ....) 

кетма-кетлик олинганда з̂ ам мос {f(x(n>)} кетма-кетлик ^амма вакт 
ягона b (чекли ёки чексиз) лимитга интилса, b /(х) функциянинг а 
нуктадаги {ёки х->-а даги) лимити* деб аталади ва у

lim f(x) =  b ёки х -*-а да f(x)-*-b
х-*а

каби белгиланади.
Функция лимитини бонщача хам таърифлаш мумкин.
12.17-таъриф. (Коши таърифи)  Агар y  е >  0 сон учун шун- 

дан б >  0 топилсаки, ушбу 0 <  р(х, а) <  б тенгсизликни цаноатланти- 
рувчи барча х £ /VI нуцталарда

1 Д х);—  ь  I <  е

тенгсизлик бажарилса, b сон f (х) функциянинг а нуктадаги (х ->■ а 
даги) лимити деб аталади.

12.18-таъриф (Коши таърифи) .  Агар у е > 0  сон учун шун­
дай б >  0 топилсаки, ушбу 0 <  р(х, а) <  б тенгсизликни каноатлан­
тирувчи барча х £ М  нуцталарда

I f(x) I >  б (f{x) >  е; f{x) <  — е)

булса, f(x) функциянинг а нуцтадаги (х-*-а даги) лимити о о ( +  оо;
— оо) дейилади.

Шундай цилиб функциянинг лимити икки хил i  аърифланади. Бу 
таърифлар эквивалент таърифлардир. Бунинг исботи 1-цисм, 4-боб,
3-§ да келтирилган бир узгарувчили функция лимити таърифларининг 
эквивалентлигининг исботи кабидир.

Юкрридаги lim f (x )= b  ёки х->а да f(x)-*-b белгилашларнк х =
х<-а.

=  (х1} хг, . . . , хт), а =  (aL, Ог, . . . , ат) цамда

-1 -Vfli

■а о
■ а,

* Биз цуйида куп узгарувчили функция учун лимитлар тушунчаси бонцгача ки- 
ритилиши з(ам мумкинлигини курамиз. Улардан фарц этиш учун, баъзан, бу лимит 
каррали лимит деб лам аталади.
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эканлигини эътиборга ол,1б, куйидагича 

lim/Cvj, х2 . . . , x j  =  b х ^ а
Хх —+а\
х*-+аг еки х<>-+-а ДЙ /(* , ^2, . . .  , Ят) *■”*" Ь

хт-+ап.
ёзса цам булади.

Rm фазода бирор М  туплам берилган булиб, оо эса шу тупламнинг 
лимит нуктаси булсин. Бу М тупламда у =  f{x) функция берилган.

12.19-таъриф (Гейне таърифи) .  Агар М  тупламнинг нукта- 

ларидан тузилган хар кандай {х{п)} кетма- кетлик учун х<п> -v оо да 

мос {/ (х<п>)} кетма- кетлик хамма вакт ягона b га интилса, b f(x) функ­
циянинг х-*- оо даги лимити деб аталади ва

lim f(x) =  b
АГтт* qo

каби белгиланади.
12.20-таъриф (Коши таърифи) .  Агар У е > 0  сон учун 

шундай 6 > 0  топилсаки, ушбу p ( x , 0) >  б тенгсизликни цаноатланти- 
рувчи барча х £ М нукталарда

I / (х) — Ь | <  е

тенгсилик бажарилса, b / (х) функциянинг х->-оо даги лимити деб 
аталади ва

lim f(x) =  b
х~+а

каби белгиланади.
Шуни таъкидлаш лозимки, функция лимити тушунчаси киритили- 

шида лимити каралаётган нуктада функциянинг берилиши (аницлани­
ши) шарт эмас.

12.2-э с латма.  Юцорида функция лимити га берилган Гейне таъри- 

фининг мохияти, хар кандай |х\  (х<п) ф а ,  п =  1, 2, . . .  , х<п) — а) 

кетма-кетлик учун мос (/ {х(п>)) кетма-кетликнинг лимити олинган 
кетмакетликка боглик булмаслигидадир.

М и с о л л а р  1. Ушбу

[ *Г*2 ог,ог1 „2 | „2
/(х) — !(хи х2) =  I V~x\ +  х\

{ 0, агар х j +  х\ =  0 булса

функциянинг х =  (*!■ х2)-*- (0, 0) (яъни хх-*■ 0, х2-*■ 0) даги лимити ноль экан­
лиги курсатилсин. Бу функция №  тупламда берилган булиб. (О, 0) ну^та шу туп­
ламнинг лимит нук,таси.

а) Гейне таърифи буйича: (0. 0) нуктага интилувчи ихтиёрий х^п) =  (х\п\ 

0) (яъни х^->- 0, х2П>->- 0) (х^п> ф О ,  0)) кетма-кетлик оламиз- Унда мос 

{ /(*<л))} кетма-кетлик учун куйидагича

агар х\-\-Х2 > 0  булса,

(xw) = / (х[п\ __  1 2. = 1 / ___1 2____ . тг ж ш  <
y V г ,)г + ( 4 ,I,)2 V  (х[п))2 +  Ц п))2 2
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V  2
У  х[(п) jrt) 1 х2

булиб, xj"' 0, х1̂  -*■ О да

булади- Демак.

lim  f ( * (n,) =  0 
п-*{ о, О)

lim дх) =  lim  — у.— =—=  
х->(0,0) *,->0 Y  х\ +  Х\ 

лг,-*0 1 1 •

=  0;

б) Коши таърифи буйича: V е >  0 сонга кура б =  2е деб олинса, у хрлда 
О <  р(х, 0) <  б тенгсизликни каноатлантирувчи барча х нуцталарда

Кх) 0 =
ху хг I *i I *2 I

у  x\+xj Y  х\+Хп 2 

е нгсизлик уринли булади. Бу эса

лг->(0, 0) х,->0 V A +4

эканлигини билдиради. 
2) Куйидаги

Кх) =  /(х1% х2) =
д̂ -д

xf-x22 +  (x 1- х 2 )*

функциянинг х — (xi, хг) -*■ (0, 0) яъни xi -*■ 0, *2 0) даги лнмитининг мавжуд 
эмаслиги курсатилсин. Бу функция ^ам R 2\{(0, 0)) тупламда булиб, (0, 0) 
нукта шу тупламнинг лимит нуктаси.

(0. 0) ну^тага интилувчи иккита

Лп). - • - Vп п I
(О, 0),

(*<">)=( — , )— (О, 0) 
п п

кетма- кетликлар олинса, улар учун мос равишда

1

я*(п)) =  I •

/ х(п) = =  0->- о

бу ади. Бу эса х-»-(0, 0) да берилган функциянинг лимити мавжуд эмаслигини 
билдиради.
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3. Ч е к с и з  к и ч и к  ва ч е к с и з  к а т т а ф ун к ц и ял а р. 1- цисм- 
нинг 3- боби, 4- § хамда 5- § ларида чексиз кичик ва чексиз катга 
мицдорлар тушунчалари, 4-бобнинг 7-§ ида эса чексиз катта ва чексиз 
кичик функциялар тушунчалари киригилиб, улар курсатилган параг- 
рафларда урганилган эди.

Худди шундай тушунчалар куп узгарувчили функцияларга нисбатан 
хам киритилиши мумкин. Уларни урганиш эса бир узгарувчили функ­
ция ^ол ида гига ухшаш булган лигини эътиборга олиб, чексиз кичик 
хамда чексиз катта куп узгарувчили функциялар ^акидаги маълумот- 
ларни санаб утиш билан кифояланамиз.

Бирор а(х) функция М  a  Rm тупламда берилган булиб, а(а £ R m) 
нуцта шу тупламнинг лимит нук.таси булсин.

12.21-т аъриф.  Агар да а(х) нинг лимити ноль, яъни

lima(x) =  О
х-+а

булса, у з̂ олда а(х) функция х-*-а да чексиз кичик функция деб ата­
лади.

Берилган f(x) функция х->а да чекли Ъ лимитга эга булиши учун

a (х) =  f(x) — b

чексиз кичик функция булиши зарур ва етарли.
Бунинг исботи функциянинг лимити цамда чексиз кичик функция­

нинг таърифларидан келиб чикади.
Шундай цилиб, х-+а да /(х) функция b лимитга эга булса, бу 

функцияни х.ар доим

/(ж) =  Ь + а(х)

куринишида ифодалаш мумкин, бунда а(х) — чексиз кичик функция. 
Чексиз кичик функциялар цуйидаги хоссаларга эга.
Фараз килайлик, р(х) функция цам шу М  тупламда берилган бул­

син.
1° Агар х->-а да а(х) ва Р(х) функциялар чексиз кичик функциялар 

булса, у цолда уларнинг йигиндиси а  (х) + р (х) функция х,ам чексиз 
кичик функция булади.

2°. Агар а да а(х) чексиз кичик функция булиб, р(х) функ­
ция эса чегараланган функция булса, у холда уларнинг купайтмасн 
а(х)р(х)  х,ам чексиз кичик функция булади.

12.22-таъриф .  Агар М  тупламда берилган v(x) функция учун

limv(x) — оо
х-+а

булса, 7 (х) функция х-+а да чексиз катта функция деб аталади. 
3°. Агар х-+а да а(х) функция чексиз кичик (а(х) Ф  0) функция

булса, — функция х —>• а да чексиз катта функция булади.

4°. Агар а да у (х) функция чексиз катта функция булса,——TU)
функция х~*~а да чексиз кичик функция булади.
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4. Л и м и т г а  эга  б у лг а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  х о с с а л а р и .  
Чекли лимитга эга булган куп узгарувчили функциялар ^ам чекли ли­
митга эга булган бир узгарувчили функцияларнинг хоссаларига (царал- 
син, 1-цисм, 4-боб, 4-§) ухшаш хоссаларга эга. Уларнинг исботи 
худди бир узгарувчили функциялар хоссаларининг исботи кабидир. 
Шуни эътиборга олиб, биз цуйида чекли лимитга эга булган куп 
узгарувчили функцияларнинг хоссаларини исботсиз келтирам 1 3 .

Бирор М  cz R m тупламда / (х) функция берилган булиб, а (а £ Rm) 
нуцта шу М  тупламнинг лимит нуктаси булсин.

1°. Агар

lim/(x) — b
Х-Ю.

мавжуд булиб, b >  р (b <  q) булса, а нуктанинг етарли кичик атрофи- 
даги х £ М (х Ф  а) нуцталарда /(х) >  p(f(x) <  q) булади. Хусусан, ЬфО 
булса, у зфлда а нуктанинг етарлича кичик атрофида !{х)Ф 0 булади. 

2° Агар

lim/(x) =  b
х->а

мавжуд булса, а нуктанинг етарли кичик атрофидаги х £  М ( х ф  а) 
нукталарда Дх) функция чегараланган булади.

Энди М. да иккита fy(x) ва /2(х) функциялар берилган булсин.
3°. Агар

lim /Х(х) =  bu l im/2(x) =  b2
х-*а х-*а

булиб, а нуктанинг U6(a) атрофидаги барча х нукталарда (х £ М Г) 

Пиь{а) f i(x )< f2(x) булса, у хрлда < Ь2 булади.

4°. Агар а нуктанинг (J6(a) атрофидаги х £ М  П U(,(a) нукталарда

А (^) <  f(x) <  /2 (х) 

булиб, х — а да f\ (х) ва /2(х) функциялар лимитга эга ^амда

l im/i  (х) =  l im/2(x) =  b
х-+а х--+а

булса, у хрлда / (х) функция хам лимитга эга ва

lim /(х) =  b
х-+а

булади.
5°. Агар х— а да /х(х) ва /2(х) функциялар лимитга эга булса, 

/Х(х) ± /2(х) функциялар лимитга эга булади ва

lim [Д (х) ± /2(x)i =  lim/, (х) ± l im/2(x).
х—*-а х~>а х—*а

6°. Агар х а  да /х(х) ва /2 (х) функциялар лимитга эга булса, 
fl (x)-f2(x) функция хам лимитга эга булади ва

lim [/i(x) -/2(x)j =  l i m ^ - l i m / ^ x ) .
x-+a x->a x-+a
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7°. Arap х~у а да /Х(х) ва /2 (х) функциялар лимитга эга булиб,
/ (я)

Urn /а(х)=т̂  0 булса, функция цам лимитга эга булади ва 
' /2 (*)

JC-

, / 2(jc) lim  /2(-«)
х~*а

12.3-эсла тма. Бир узгарувчили функциялардагидек, х-+а да 
Д(х) ва /2(х) функциялар йигиндиси, купайтмаси ва нисбатидгн иборат 
булган фунцияларнинг лимитга эга булишидан бу функцияларнинг 
х>ар бирининг лимитга эга булиши келиб чицавермайди.

12.4-э с л атм а. Агар х->а да 1) f1(x) ва /2(х) функцияларнинг

х.ар бирининг лимити ноль (ёки чексиз) булса, ифода; 2) /г(х)->0,
/гМ

f2{x)-> оо булганда f1(x)-f2(x) ифода ва нихрят 3) Д(х) ва /„(х) турли 
ишорали чексиз лимитга эга булганда Д (х) + /2 (х) йигинди мос ра­

вишда —  0 -оо, оо — оо куринишдаги аникмасликларни ифода- 

лайди.
Агар х->- а да 1) /i(x)-*0, /г(х)->-0 булса, 2) /i(x)->- 1, /2(х)->-оо 

булса, 3) /i(x)-*- оо , /2(х)-> 0 булса, у хрлда [/1(х)1̂ м  мос равишда 
0°, 1", оо° куринишдаги аницмасликларни ифодалайди. Бундай аник- 
масликлар бир узгарувчили функцияларда царалганидек, Д(х) ва /2(х) 
функциянинг уз лимитларига интилиш характерига цараб очилади.

5. Т а к р о р и й  лимитлар .  Биз юцорида / (х) =  /(хj , х2, . . . , хт) 
функциянинг а =  (а,, а2, . . . , дт) нуцтадаги лимити

lim/(x) =  b f lim /(х3, х2, . . . , xm) =  Ь\

V г̂ *хт  ат  )

билан танишдик. Демак, функциянинг лимити, унинг аргумент лари хи 
х2, . . .  , хт ларнинг бир йула, мос равишда ах, а2, . . . , ат сонлар- 
га интилгандаги лимитидан иборатдир.

Куп узгарувчили функциялар учун (уларгагина хос булган) бошка 
формадаги лимит тушунчасини х,ам киритиш мумкин.

/(Xj, х2, . . . , хт) функция М а  Rm тупламда берилган булиб, а =  
=  (а1г а2 . . .  , ат) нуцта М  тупламнинг лимит нуцтаси булсин, Бу 
функциянинг хх—>йх даги (бошка барча узгарувчиларни тайинлаб) лимити

lim /(x1, хг, . . .  , хт)

ни царайлик. Равшанки, бу лимит, биринчидан бир узгарувчили функ­
ция лимитининг узгинаси, иккинчидан у х2, х3, . . . , хт узгарувчи- 
ларга боглиц:

lim/(x 1, х2, . . . , хт) =  ф| (х2, х3, . . ., хт).
Xi-r+di
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Сунг Ф ^ ,  х3, , хт) функциянинг х2 ->■ а2 даги ( бошца барча уз- 
гарувчиларини тайинлаб) лимити

limtpi^Xg) х3, . . . , xm) =  Ф2ОС3, xit . . . , хт)
хг~*а*

ни ^арайлик.
Юкоридагидек бирин-кетин х3-*-а3, х4->а4, . . .  , хт -+-ат да ли­

митга утиб

lim lim ... lim f(xlt %2, . . . .  xm)
xm~*am xm—V*am— 1

ни ^осил циламиз. Бу лимит f(xlt х2, , хт) функциянинг такро- 
рий лимити деб аталади.

Демак, функциянинг такрорий лимити, унинг аргументлари ху, х2,
. . . , хт ларнинг х;ар бирининг бирин-кетин мос равишда аи а2 ... , 
ат сонларга интилгандаги лимитидан иборат.

Худди юкоридагидек, f(xv х2, . . .  , хт) функциянинг х;>, х^, ... , xik

аргументлари мос равишда а^, а^ , . . .  , a(-fc ларга интилгандаги так­

рорий лимити

lim . . .  lim f(xlt х2............ хт)
xik -  aik

ни хам караш мумкин.
Шуни .^ам айтиш керакки, f(xL, х2, . . . , хт) функция аргументла­

ри X], хг, . . . , хп лар мос равишца aL, а2, . . . , ап сонларга турли 
тартибда интилганда функциянинг турли такрорий лимитлари >рсил 
булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу параграфнинг 2-пунктида келтирилган

■ Л 4  ~ р , агаР *1 +  4  >  0 бУлса.
V *1 + *2

О , агар Arf -j- jef =  0 булса 

функциянинг лимити

lim f (*!, х2) =  О
Xi-»0
лг,->0

булишини курсатган эди. Бу функциянинг такрорий лимитлари мавжуд ва улар 
з̂ ам 0 га тенг. Х,аки^атан ^ам,

l im /(% , х2) — \т- , 1 2— - =  0, lim l im / f o .  х2) =  0.
*i—>о *i->o у х\ -г х\ *.->0 xt-'°

Шунннгдек,

lim  /(*!, x2) =  l im — у 1--2-—г- =  0, lim  1 im f (jCi, x2) =  0.
J=i-»0 xx—*0 У  -j- X2 х*->0 x,-+0

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари мавжуд ва улар бир-бирига тенг 
булиб, бу такрорий лимитлар функциянинг (каррали) лимитига теиг булади.
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f(x 1, х2) =



/(*!■ *.) = ( f S ’ аГЗР "1+3" ^ 0 б?ЛСЗ-
I 0, arap +  Здс2 =  0 булса 

функцияни ^арайлик. Бу функциянинг такрорий лимитлари цуйидагича:

2х! — х2 1 2xt — х2 1
lim --- — —  = — — l i m lim  ------- -= — — ,
*i-»o Xi -f- 3*2 3 x2-+o xt-+o Xi -j- 3*2 3

2x, — . 2xi —  x«
lim -------- =  2, hm lim ------ - =  2.

xx +  Зх2 ДГ.-.0  *,->.0 Xi +  3x2
Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари мавжуд булиб. уларнинг бири

— —  га. иккннчиси эса 2 га тенг.
3
Биро^ x — (xv х2)-*-(0, 0) да f(x1. х2) функциянинг (каррали) лимити мавжуд 

эмас. Чунки (0, 0) нуктага интилувчи иккита

1 1 \
•(0, 0),

\ п п J

/ С  Л \х(п) =

2. Ушбу

п л
’ 5 4

. 4 ’ ti
кетма-кетликлар олинса улар учун мос равишда

/_1_ _1 \ __ 1_ J_ /J>_ _6_
I n '  п ) 4 4 \ п ' п ) 17 17

булади. Бу эса (xt . х2) -» -(0 ,  0) да берилган функциянинг (каррали) лимити мав­
жуд эмаслигини билдиради.

3. К,уйидаги

,.2. 2

f(Xl. х2)=  1 2------

Х1Х2 +{Х\ — х2 )2
функциянинг такрорий лимитлари

У7-У2 Г2, г2
,:rT1 1 2  = 0 ,  lim lim ------- i—------=  0,

x\-x\ +  (X1 — X2 )2 л'г->0 ДГ1-+0 x\ x\ +  ( * i  — x2 )2

v 2 „2  2 2 
*1 x2 X\ Xn

l im -0-5---— ------= 0, lim , Mm —5—9— — ------ = 0
*2->0 x\ x\ +  (Xj — x2 )2 *,-+0 xt->0 — x2 )2

булади. Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари мавжуд ва улар бир- 
бирига тенг экан. Биз юкорида бу функциянинг (х1г х2) -*• (0, 0) да (каррали) лими­
ти мавжуд эмаслигини курсатган эдик.

4. Ушбу

/(*  1- *2)=  I  Xl + X2sin агар булса,

[ 0 , агар Xi — 0 булса

функцияни царайлик. Бу функция учун

lim f(xb х2) =  Xi lim  Нт(л:1, х2) =  0л:2-*0 Xi->0 xs-»0
булиб, lim  Пт/Ч*!., *2) ~~ мавжуд эмас. Демак, берилган функциянинг битта так-Xj—+0 Xj—>0
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рорий лимити мавжуд булиб, иккинчи такрорий лимити эса мавжуд эмас. Аммо 

I { (*i. х2) — 01 =  +  x2 sin —  I <  | | + 1 х2 | (*! Ф  0)
I *i I

муносабатдан (Xj, хг)-*- (0, 0) да f(xlt х2) функциянинг (каррали) лимити мавжуд ва

lini f(x i, дг2) =  0
Xi->0
х,-»0

булиши келиб чикади.
5. Куйидаги

1 1
f (*i> * 2) =  (*i +  * 2) '  sin — ' sin —

Xl Х 2

функцияни ^арайлик. Бу функциянинг Xy-f- 0 даги лимити мавжуд эмас. Чунки 
нолга интилувчи иккита

х 1('1> =  —  -+■ 0 , 7 1<n) =  — j— 0 ( п - >  оо) 
пл (4я +  1) л

кетма-кетликлар олинса, улар учун мос равишда (х2 ф  0 да)

/(м-'-Ь0,
булади.

Худди шунга ухшаш
lim  f (ху х2)
х,->0

хам мавжуд булмайди. Аммо

I / (*i, х2) — 0 | = (*! -\-хг) sin — sin —  
Xl хг

С I *1 I +1 *2 I
тенгсизликдан {xlt x2) (0, 0) да f (xv  x2) функциянинг (каррали) лимити мав­
жуд ва

lim f (%, х2) =  О
Xi—tO дгя—>0

булишини топамиз.

Юкорида келтирилган мисоллардан куринадики, функциянинг би­
рор нуктада каррали лимитннинг мавжуд булишидан, унинг шу нуц- 
тада такрорий лимитининг мавжуд булиши ва аксинча, функциянинг 
бирор нуктада такрорий лимитларининг мавжуд булишидан, унинг шу 
нуктада каррали лимитининг мавжуд булиши келиб чикавермас экан. 
Ундан ташкари функциянинг такрорий лимитлари бир-бирига хар доим 
тенг булавермас экан.

Биз цуйида функциянинг каррали ва такрорий лимитлари орасида­
ги богланиш хамда уларнинг маълум шартларда узаро тенглиги х^и- 
даги теоремани исботлаймиз.

/ (xlt х2) функция М =  {{х j, х2) £ R2: \ хх— I <  av | х2 — х° | <  а2\

тупламда берилган булсин.
12.8-те оре ма .  Агар 1) (xv х2) -*-(*?, х“) да f(xv х2) функция­

нинг каррали лимити мавжуд:

l im/(xlt хг) =  Ь,



2) ,\ар бир тайинланган хх да куйидаги

l imf{xu х2) =  ср(х1)

лимит мавжуд булса, у хрлда

lim l im/ fo ,  х2)

такрорий лимит ,\ам мавжуд булиб,

lim l im/(x„ хг) =  b

хг-*х0̂

булади.
И сб о т .  /(л\, х2) функция (xt, х2) -*• (х°, х?2) да каррали

lim /(Xj, х2) =  b

Х , ~ У Х °

■ *
лимитга эга булсин. Лимитнинг таърифига кура, V e > 0  сон олин­
ганда цам, шундай 6 >  О топиладики, ушбу

{(*1, *2) 6 Я2: |х,— х?|<б,|х2 — х ° | < 6} с М

тупламнинг барча (xL, х2) нуцталари учун

\f(xu  х2) — Ь\<е (12.26)

булади. Энди теореманинг 2) шартини эътиборга олиб, xL узгарувчи­
нинг |xj— х'11 <  б тенгсизликни цаноатла нтира ди га н кийматини тайин- 

лаб, хг-*-х\ да (12.26) тенгсизликда лимитга утиб

| Ф (*i) —  Ь | е

ни топамиз. Демак, V  е >  0 сон олинганда цам, шундай б >  0 топи­
ладики, | х, — xf | <  б булганда | ср (хх) — b \ <  е булади. Бу эса

Птф (хх) =  b

Ху->Х\

булишини билдиради. Кейинги муносабатдан

lim lim f(xu х2) =  b

Xi->X° x2-*x°1 2

булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.
Куйидаги теорема худди шунга ухшаш исботланади.
12.9-т е оре ма .  Агар 1) (х,, х2)->-(х^ х°) да /(%,, х2) функция­

нинг каррали лимити мавжуд:

l im/ta ,  xt) = b ,



lim f(xlt х2) =  г|)(х,)

x,->х°

лимит мавжуд булса, у холда

lim НтДхц xj
Х , - > Х °  J t ! - » * "

такрорий лимит х<*м мавжуд булиб,

lim lim ^X j, х2) =  b

Х , - * Х °

булади.
12.1-натижа .  Агар бир вацтда юкоридаги 12.8- ва 12.9-теорема- 

ларнинг шартлари бажарилса, у холда

lim f(xlt хг) =  lim lim/(x1( Xj) =  lim l im/ ta ,  x2)

*!-►*' x,-+x°x1-*x°

x,-+x° 
я я

булади.
Биз икки узгарувчили функциянинг каррали ва такрорий лимитла­

ри орасидаги богланишни ифодаловчи теоремаларни келтирдик.
Худди ю^оридагидек / ( х , ,  х2, . . . ,  хт) функциянинг xfi, х(>, . .. 

узгарувчилари буйича

lim f(xu хг, . . . ,  хт)

xi,-*xii

2) хар бир тайинланган х2 да куйидаги

каррали хамда

lim lim . .  . l im/ fo ,  x2, . . .  , xm)

xir**it xi,~*xi, xik~yxik

такрорий лимитлари ва улар орасидаги богланишни цараш мумкин.
6. К о ш и  т е о р е м а с и  ( я к и н л а ш и ш  принципи) .  Энди к^п 

узгарувчили функция лимитининг мавжудлиги ^ацида умумий теорема 
келтирамиз.

R m фазода М  туплам берилган булиб, а(а £ R m) унинг лимит нуц- 
таси булсин. Бу тупламда f(x) функция берилган.

12.23-таъриф. Агар V e > 0  сон учун шундай 6 > 0  сон топил­

саки, ушбу 0 <  р(х, а) <  6, 0 <  р(х^_ а) <  t  тенгсизликларни цаноат- 

лантирувчи ихтиёрий х ва х (х£М , х £М ) нуцталарда

|/(х) — / ( Х ) | < 8

тенгсизлик уринли булса, /(х) функция учун а нуктада Коши шарти 
бажарилади дейилади.
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12.10-теорема (Коши теоремаси) .  f(x) функция а нуцтада 
чекли лимитга эга бдлиши учун а нуцтада Коши ихартининг бажа- 
рилиши зарур ва етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  х-+а да f(x) функция чекли лимит

lim f(x) =  b
х-+а

g
га эга булсин. Таърифга биноан, V  е >  0 сон олинганда ^ам, —  га

кура шундай б >  0 топиладики, ушбу 0 <  р(х, а) <  6 тенгсизликни 
каноатлантирувчи барча х(х £ М) нуцталарда

I f ( x )~ b \ < f ,

— — е
жумладан 0 <  р(х, а) <  б =*-1 f(x) — b | <  —  булади. Бу тенгсизлик- 

лардан

| f(x) -  f(x) |<  | f (x )- b  | - f1 f (x )- b  | <  e

булиши келиб чицади. Бу эса f(x) функция учун а нуцтада Коши 
шартининг бажарилишини курсатади.

Етар лилиги .  f(x) функция учун а нуцтада Коши шарти бажа- 
рилсин, яъни V  е >  0 сон олинганда хам, шундай б > 0  топиладики, 

ушбу 0 < p ( . v ,  а) <  б, J3 < _ р (х , а) <  S тенгсизликларни цаноат лапти- 
рувчи ихтиёрий х ва х {х, х£ Щ нуцталарда

| /(* )- /(* )| < е

булсин. Бу цолда f(x) функция х-*-а да чекли лимитга эга булиши­
ни курсатамиз.

а нуцта М тупламнинг лимит нуцтаси. Шунинг учун М  туплам­

нинг нуцталаридан {х(п>} (х(п>¥= а, п — 1, 2, . . .) кетма-кетлик тузиш 
мумкинки, бунда

lim х(п) =  а
П—юс

булади. Лимитнинг таърифига биноан, юцорида келтирилган б >  0 га 
кура, шундай п0 £ N топиладики, барча п >  п0, р >  п0 учун 0 <

<  р(х(п), а) <  б, 0 <  р(х(р>, а) <  б булади. Бу тенгсизликларнинг ба- 
жарилишидан эса, шартга кура:

| /(/w) - / ( * f";) | < e

булади. Демак, {/(я ) } — фундаментал кетма-кетлик. 2-§ да келти­

рилган 12.4-теоремага кура {/(xfnJ)} кетма-кетлик якинлашувчи. Бу 
кетма-кетликнинг лимитини b билан белгилайлик:

lim f(x(n>) =  b.
Пт*00
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Энди М тупламнинг нукталаридан тузилган ва а нукта га интилув- 

чи ихтиёрий {х<п>} кетма-кетлик

х(п) а (х(п> ф а ,  п =  1, 2,. . . )

олинганда ^ам мос { f(x(n)) } кетма-кетлик (у юкорида курсатганимиз- 
га биноан якинлашувчи булади) хам уша b га интилишини курсатамиз. 

Фараз килайлик, х<п) -*■ а (х<п> Ф а ,  п == 1, 2, . . .) булганда

f(x(n))-»b'

булсин.

{х<п)}, {х(п>} кетма-кетлик хадларидан ушбу

Y0) -О) JV ~<2) (П) -<п)
Л  у Л  ) А  } Л  у • • • у 'V у Л  ) • • •

кетма-кетликни тузайлик. Равшанки, бу кетма-кетлик a (a £ R 'n) га ин­
ти лади. У х>олда

/(/> ), f(x°), f(xi2\ fCx(\  ) . . . ,  f(x(n)), f(x<n), . . . (12.27) 

кетма-кетлик чекли лимитга эга. Уни Ь* орцали белгилайлик. Агар 

{f(x<ny) } ва {f(xn>) } кетма-кетликларнинг хар бири (12.27) кетма-кетлик- 
нинг кисмий кетма-кетликлари эканлигини эътиборга олсак, у хрлда

f{xw)-*b*, f(x(n))-+b* 

булишини топамиз. Демак,

6* =  й =  6'.
Шундай цилиб, f{x) функция учун а нуктада Коши шартининг бажа- 
рилишидан М  туплам нукталаридан тузилган ва а га интилувчи хар 

цандай {f(xw} (х{п) ф  а, п =  1, 2, . . . ) кетма-кетлик олинганда хам, 

мос {/(*<п)) } кетма-кетлик битта сонга интилишини топдик. Бу эса 
функция лимитининг Гейне таърифига кура f(x) функция а нуктада 
чекли лимитга эга булишини билдиради. Теорема исбот булди.

12.5-эслатма .  Коши шарти ва Коши теоремаси оо да хам 
юцоридагига ухшаш ифодаланади ва исбот этилади.

4- §. Куп узгарувчили функциянинг узлуксизлиги

1. Ф у н к ц и я  у з л у к с и з л и г и  т а ъ р и ф л а р и .  M c z R m туп­
ламда f(x) =  f{xu х2, . . . , Х т ) функция берилган булиб, а £ М  (а =
— (aj, а2, . . . ,  ат )) нуцта эса М  тупламнинг лимит нуктаси булсин.

12.24-таъриф. Агар х- ^а  да f(x) функциянинг лимити мавжуд 
булиб,

lim f(xlt х2, . . . , хт ) =  f(au а2, . . .  , ат ) 

lim f(x) — f(a) | хх\Га\ |<*)
x-r*a

булса, f(x) функция а нуктада узлуксиз деб аталади. 

46



=jp» агар xj -f- х\ Ф  О булса,

М и с ол .  Ушбу

Х1 Х2

f(x i,* 2) xi + -
О , агар =  О булса

функцияни царайлик. |Бу функциянинг ихтиёрий (х1}, х\) Ф  (0,0) нуктада узлуксиз 

булишини функция лимитининг хоссаларидан фойдаланиб топамиз:

у 0  . г0
* 1  ' х2 х 1 - х 2. Х1 ' *2 

lim^/(x1( х2) =  lim  ̂у ^2^  J2 _ Л /А П Т А ! f (*1* *2)»
Xl"** у /  ^1+4

*>л:* >
Ушбу бобнинг 3-§ да келтирилган мисолга кура

lim  f(xv  х3) =  lim  г А "  2 2~  = °= /(0 ,° )Xi-*0 Xi->0l /  Xi -f Lдг2~>0 xt->0'
булиб, ундан берилган функциянинг (0. 0) нук,тада >;ам узлуксиз 'эканлиги келиб 
чикади. Демак, каралаётган функция R 2 тупламда узлуксиз.

f- Шундай килиб функциянинг узлуксизлиги унинг лимити орцали 
таърифланар экан. Функциянинг лимити эса уз навбатида Гейне ва 
Коши таърифларига эга. Шуни эъшборга олиб, функция узлуксизли- 
гининг Гейне ва Коши таърифларини келтириш мумкин.

12.25-таъриф (Гейне таърифи) .  Агар M c z R m тупламнинг 
нуцталаридан тузилган. а(а 6 М)га интилувчи хар кандай {х(л)} кетма- 
кетлик олинганда цам, мос {/(х(п))} кетма-кетлик хамма ва^т /(о) га 
интилса, f{x) функция а нуцтада узлуксиз деб аталади.

12.26-таъриф (Коши таърифи)  Агар V e > 0 сон УЧУН шундай 
ё > 0  топилсаки, ушбу р (х, а ) < 6 тенсизликни каноатлантирувчи барча 
х  6 М нукталарда

!I/W  — /(«) |<е
тенгсизлик бажарилса, f(x) функция а нуктада узлуксиз деб аталади, 

Атроф тушунчаси ёрдамида функциянинг узлуксизлигини куйида- 
гича хам таърифлаш мумкин.

12. 27- 1 аъриф.  Агар V E > 0 сон УЧУН, шундай 6 > 0  топилсаки, 
барча х 6 U6(а) П М нукталарда f(x) функциянинг кийматлари }{х) € Ua 

(/(а)) булса, яъни
x e U 6(a )f]M ^f(x )eU E(fa))

булса, f(x) функция а нуктада узлуксиз деб аталади.
f(x) =  f(xv хг........ хт ) функциянинг а =  (а1( а2, . . ., a j  нуктада

узлуксизлигини функция орттирмаси ёрдамида ^ам таърифлаш мумкин. 
Функция аргументларининг орттирмалари

А хх= х 1 — а1, А х2 =  х2 — аг.........Ахт = х т— ат

га мос ушбу

f(x) — f(a) =  f(xu xv . .  x j  — f(au  aa, . . ., a j  =

=  f(ax -f Axi, a2 + А хг, . . ., am+ A x J  — f(av аг, . .  ., a j
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айирма f(x) функциянинг а нуцтадаги ту  лиц орттирмаси деб атала­
ди ва А / ёки A f(a) каби белгиланади:

А /(а) =  /(ах +  А хи а3+ А х2, ........... ат -г A x j — f(a, аг, . . ат) .

Куйидаги

/(fli +  A * !. ° 2> • ' -  О  — f(°U «2- ' • •• ат)<

f(a 1 Oj -)- A х2, flm) /(^j, Qj, . . om),

/(ai< «2. • • •> am_ i. °m+ A xm) — f(au a„......... am)

айирмалар f(x) функциянинг а нуктадаги хусусий орттирмалари дейи­
лади ва улар мос равишда AxJ ,  AXJ ,  . . ., Axmf каби белгиланади. 

Юкоридаги (*) лимиг муносабатдан топамиз:

lim f(x) =  f(a)=> lim [/(x) — f(a)] — 0.
x-*a x -*a

Натижада (*) тенглик куйидаги

lim A f(a) =  0, яъни lim A /(a) — 0
x=a-+ 0 Д*1->0

Дх,->0

Д*т->0

куринишга келади. Демак, /(х) функциянинг а нущадаги узлуксизлиги 

lim А /(а) =  0 /  lim А /(а) =  0
х-а-+ 0 I Лх 1-*0

I Ахт->'0

каби х,ам таърифланиши мумкин экан.
12.28-т а ъри ф. Агар f(x) функция M(MczRm) тупламнинг хар бир 

нуктаси да узлуксиз булса, функция шу М mi/пламда узлуксиз деб 
аталади.

Биз юкорида келтирган куп узгарувчили функцияларнинг узлук­
сизлиги уларнинг барча узгарувчилари буйича узлуксизлигини, яъни 
бир йула узлуксизлигини ифодалайди.

Аввалгидек /(хх, х2, . . ., хт) функция M c z R m тупламда берилган 

булсин. Берилган функциянинг бирор xk(k— \,2, . . ., т ) аргументидан 

бошца барча аргументларини тайинлаб, бу xk аргумент га A xk орттир- 

ма берайлик, бунда (хх, xit . . xk_ v xk+Axk, xk+l, . . ., xm) 6 M  бул­

син. Натижада f(xv x2, . . xm) функция хам

AXJ  =  f(xlt x2, . . ., •*£_!> A xk, xk_ î, . . ., xm) / (xX) x2, . . ., xm)

(k— \,2, . . ., m) хусусий орттирмага эга булади.
Агар Ах/;->0 да функциянинг хусусий орттирмаси А / хам нолга

интилса, яъни
lim А /= 0xk
Дх^—>.0

булса, /(хх х2, . . хт) функция (ххх2, . . *, хт) нуктада xk узгарувчнси 
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буйича узлуксиз деб агалади. Одатда функциянинг бундай узлуксиз­
лиги, унинг з̂ ар бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксизлиги деб 
аталади.

Демак, куп узгарувчили функциянинг х,ар бир узгарувчиси буйича 
хусусий узлуксизлиги, бир узгарувчили функция узлуксизлигининг 
худди узи экан.

Агар /(xj, х2, . . ., хт) функция (х°, х°2, . . ., х°т) £М  нуктада бир 

йула) узлуксиз булса, функция шу нуктада >̂ ар бир узгарувчиси бу­
йича хам хусусий узлуксиз булади. ^а^и^атан л;ам, f(xu х2, . . ., хт) 

функция (х°, х°, . . ., х°) € М нуцгада узлуксиз булсин. Таърифга кура

lim Д / =  lim [/(х°-f Axl t x°+ Ах3..........х°т+ Ь х т)~ /(*?, • • •, *£)]=0
Д*1->0 Дха-»0

булади.
Хусусан,

Д х ^ Д х г -  . . .=  Д х*_ ,=  Axk+l=  . . . =  Дхт= 0 ,  Д х ^ О  

( £ = 1,2, . . ., т )
булганда

lim Ах f =  lim [/(х°--- - х°_р x°k +  Axk, *°+1, . . ., х°) —
Ахк~*° * Лис-*0

— f(*1. Х°2> ■ ' -  *т)1 =  0
булади. Бу эса берилган функциянинг (x°v х°, . . ., х°т) нуктада xk(k=  

=  1,2, . . ., т ) узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз булишини билди­
ради.

12.6-эслатма.  f(xъ х2, . . ., хт) функциянинг бирор нуктада хар 

бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз булишидан унинг1?1 шу нуц- 
■гада (бир йула) узлуксиз булиши х,ар доим келиб чикавермайди. Ма­
салан, ушбу

2х 1 х 2
агар х\ + х\ Ф  0 булса, 

агар х\ + х\ =  0 булса,

функцияни к,арайлик. Бу функциянинг хар бир узгарувчиси буйича 
узлуксиз булишини курсатамиз. Равшанки, f (xlf 0) =  /(0, хг) =  0. Их­
тиёрий (хх, х2) 6 R2 нукта олиб, унда х2 узгарувчини тайинлаймиз.

Агар х2 Ф  0 ва xt -> х°} Ф  О булса,

lim f(xu х2) =  lim J j f u f a  _  2х° ' х~
О 9 г, с  к

Х \ - *Х  Х\—* Х

/(*1, Х2)

х\ +  х\ (х°)2 +  4  

булади.
Агар х 2= 0  ва х х->-ху=£0 булса,

lim f(xu  0) =  О =  / (х°, 0)

булади.
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б^лади. Демак,

Агар х2 =  О ва =  О булса,

lim f (хи 0) =  О =  /  (О, О) 
* 1->0

lim / (xlt х2) =  f (x°r x2).
Xl-»*1}

Бу эса берилган / (xlt x2) функция xx узгарувчнси буйича хусусий уз­
луксиз эканлигини билдиради. Берилган функциянинг х2 узгарувчнси 
буйича хусусий узлуксиз булиши худди шунга ухшаш курсатилади. 
Демак, f  (xlt х2) функция хар бир узгарувчнси буйича хусусий узлук­
сиз. Бирок,, бу функция (О, 0) нудтада узлуксиз эмас. Бу нуктада функ­
ция хатто лимитга эга эмаслигини курсатайлик. Хацицатан >;ам, (О, О)

нуцтага интиладиган куйидаги иккита , — j j  ва , —j j  кетма-кет­

ликлар:

( 1 , I W (0) 0) (rt+oo)
\ п п }

. — W  (о, о) ( « - > » )
\п п 1

олинганда, уларга [мос келадиган функция кийматларидан иборат 

|/ — j j  ва |/ , — j j  кетма-кетликлар учун

\п п ] \п п ) 5 5

булади.
Биз юкорида куп узгарувчили / {xlt х2, . . .  , хт) функциянинг ^ар 

бир Xk (k =  1, 2, . . . , т ) узгарувчнси буйича хусусий узлуксизлиги 
тушунчаси билан танишдик. f(x}, х2, . . ., хт) функциянинг xit, xit, . . 

xlk узгарувчилари буйича узлуксизлиги худди шунга ухшаш таърифла­

нади.
12.29-таъриф.  Агар х-*-а да f (х) функциянинг лимити мавжуд 

булмаса, ёки

lim f (х) =  оо,
х->а

ёки функциянинг лимити мавжуд, чекли булиб,

lim f(x) =  b¥=f (а)
х-*а

булса, унда функция а нуктада узилшига эга деб аталади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

} Xi+a|, агар (х1: хг) Ф  (0, 0) булса,
/ (*i. *г)
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функцияни ^арайлик. Бу функция R 2 тупламда берилган булиб, унинг (0, 0) нуь;та- 
даги лимити

lim f (хъ х2) =  О Ф  f (0, 0) =  1
л,-о 
*t->0

булади. Демак, берилган функция (О, 0) нуктада узилишга эга.
2. Ушбу бобнинг 1-§ ида келтирилган

| - у -— - . агар (х1г х2) Ф ( О, 0) булса, 

f (Xi, *2) =  j х1+  х2
[ О , агар (xlt х2)= (0 , 0) булса

функция узилишга эга, чунки

lim f (xv х2) =  lim — -— — =  +  оо.
*■-♦0 xi-\- xi
x,-*o x,—>o 1 2

3. К,уйидаги

I 1 0 2 ,
—--- ----- , агар х 1 + х 2 ф  1 булса,

f (xlt x2) = { xi+x2- 1
[ 0, arap Xi +  д| =  1 булса

функция {(*!, x2) в R2 ; x2 -(-•x22 =  1} тупламнинг хар бир ну^тасида узилишга эга 

булади, чунки (д^, дг2) — ( х д ф  (дг°)2 -J- (л:®)2 =  * да f (*i> -*2) функциянинг чекли 

лимити мавжуд эмас.
4. Ушбу

/ (хх, *2) = f f r K ’ агар * + 0 бУЛСа’
{ 1, , агар Xj +  Зх2 =  0 булса

функция (0, 0) нуктада узилишга эга, чунки (д^, д:2)->-(0, 0) да берилган функция- 
нинг лимити мавжуд эмас (^аралсин 41-бет).

Юкорида келтирилган мисоллардан куринадики, / (хь х2) функция 
текисликнинг муайян нукталарида ёки текисликдаги бирор чизикнинг 
барча нукталарида (яъни чизи^ буйлаб) узилиши мумкин экан.

2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я л а р  у с т и д а  а р и ф м е т и к  амал- 
лар.  М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з л и г и .  Энди узлук­
сиз функцияларнинг йигиндиси, айирмаси, кугайтмаси ва нисбатининг 
узлуксизлиги масаласини урганамиз.

12.11-те о рем а. Агар f1 (х) ва /2 (х) функцияларнинг %ар бири 
M c z R m тупламда берилган булиб, улар а £ М  нуктада узлуксиз 
булса,

h  М  ± ft (*). fi М 7 а (*) ^амда (/а (а) ф  0)/а (*)
функциялар щ и  шу нуцтада узлуксиз булади.

И с б о т .  Бу теореманинг исботи, аслида лимитга эга булган функ­
циялар устида арифметик амаллар хакидаги маълумотлардан (ушбу 
бобнинг 3-§ даги 5°, 6° ва 7°-хоссалар) бевосита келиб чицади. Уни 
лимитга эга булган функциянинг хоссалари (3-§ даги 1D ва 2°-хосса- 
лар) хамда берилган функциянинг нуктада узлуксизлигидан фойдаланиб
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хам исботлаш мумкин. Биз цуйида икки функция нисбатининг узлук­
сиз булишини курсатамиз. Д (х) ва Д (х) функциянинг х;ар бири а  нуц- 
тада узлуксиз булиб, Д (а) ф  0 булсин. Равшанки, х->а да Д (х) ва 
/г М  функциялар мос равишда Д (а), Д (а) лимитларга эга:

lim Д (х) =  Д (a), lim Д (х) =  Д (а) (Д (а) ф  0).
*-»а дг->а

У  холда ушбу бобнинг 3-§ идаги 2°-хоссага кура, а нуцганинг етар­
лича кичик атрофи U6i (а) — {x£Rm: р (х, а) <  б,} да Д (х) ва Д (х) 

функциялар чегараланган булади:

т х <  Д (х) <  АД, т 2 <  Д (х) <  М 2, х £ £/б> (а),

бунда mlt ва т 2, М г — узгармас сонлар. Иккинчи томондан Д (а) Ф  
Ф  0 булган лиги сабабли 3-§ даги Г-хоссага кура шу а нуктанинг 
етарли кичик атрофи (а) — {x £R m:p (х, а) <  62} да Д (х) ^  0 булади. 

Энди ушбу

(х£/у (а))
к W h (а) К ”

айирмани карайлик. Уни цуйидагича ёзиб оламиз: 

fiW Ыа) h W - /-» г /.л, , 1[Д (а) - / 2 W1 +
/2 (ж) /г (а) /г (а) /г (*) " /г (о)

Агар б' =  min {бх, б2} деб олсак, унда у  х £ *Уб, (а) учун

•|Д ( v ) - / 2 (a )l +

(А W  — А (а)]-

fl (х) f 1 (а) < Mi

к (х) к (^ 1 т , ■ f2 (а)

+I/. (0)1 I/i W-/i(a)l (12.28)

булади.
Д (х) ва Д (х) функцияларнинг а нуктада узлуксизлигига асосан, 

у  е >  0 сон олинганда хам, J A M 1 .8 га кура шундай б" >  0 топи­

ладики, У  х £ U,„ (а) учун

IА (*) — А (а) < /2 (а) I
е,

т 2 ■ к  (а)

М,
шунингдек, уша е > 0  .олинганда хам, 

б '" > 0  топиладики, у_х £ (J6.,, (а) учун

т 2 ■ к  (а)

(12.29)

— га кура шундай

|Д  (*)— /* (а) К мг
(12.30)

булади. Агар б =  min {б', б", б'"} деб олинса, унда у  x £U 6 (а) учун 

юкоридаги (12.28), (12.29) ва (12.30) муносабатлар бир йула уринли 

булиб, натижада ушбу

h W к (а)

к (*) к (а)
< Б
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тенгсизликка эга буламиз. Бу эса -1-х- функциянинг а нуктада узлук-/ 2 (*)
сиз эканлигини билдиради.

Худди шу йул билан теореманинг долган кпсмлари хам исботла- 
нади.

12.7-эс латм а. Иккита функция йигиндиси, айирмаси, купайтмаси 
ва нисбати узлуксиз булишидан, бу функцияларнинг хар бирининг уз­
луксиз булиши келиб чицавермайди.

М и с о л .  Ушбу >D — {(*!, x 2)(:R2 : | хх j <  1, | х2\ <  1} с  R2 квадратны олиб, 
унинг рационал нуцталари (яъни лар иккала координаталари рационал сон булган 
нукталари) тупламини Dp билан белгилаймиз. Бу D  тупламда куйидаги

1, агар (х1г х2) б Dp булса,

О, агар (дсх, *2) f  D\Dp булса
f 1 (*1 . хг) =

хамда

h  (*i. х2) =
1, агар (jtj, х2) 6 Dp булса,

О, агар (xlt x2)£D \ D p булса

функцияларни ^арайлик. Бу функциялар йипшдиси ft (jci, х2)-Ь f2{xх. х2) — 0(V (хх. 
х2) € D) булиб, у шу тупламда узлуксиз булса-да, fx (xv х2), f2 (xlt х2) функция- 
ларнииг лар бири D да узлуксиз эмас.

Юкорида келтирилган теорема кушилувчилар хамда купайтувчилар 
сони ихтиёрий чекли булган хрлда хам уринли булишини курсатиш 
кийин эмас.

Энди мураккаб функциянинг узлуксизлиги ^акидаги теоремани кел- 
тирамиз.

Фараз ^илайлик, М czRm тупламда у =  / (л) =  / (х1( хг...........хт)

функция берилган булиб, хи х2, . . хт ларнинг хар бири Т сzF? (k£N) 
тупламда берилган функциялар булсин:

*1 =  Фх (0 =  Фх (*i, h, . . ., tk),

х 2 ~ Фа (0 =  Фг (̂ i> г̂> • • •>

=  Фя* (0 =  Фт (*1> t2, ■ ■ ;  tk).

Биз t — (tu t2, . . tk)d T  булганда унга мос x =  (.Vj, х2, . . ., xm)£M 

деб цараймиз. Бу функциялар ёрдамида

У — f  (Ф1 (̂ х> 2̂> • • •> 11), Фг (̂ х> t2, . . ., tk), . . Ц)т (tx, t2, . . t )̂j —

=  ф  (tl- и, . . ., tk) =  Ф  (/)

мураккаб функцияни тузамиз (каралсин, 33-бет).
12.12-теорема. Агар ср(- (t) =  фг- (tx, t2, . . tk) (i =  1, 2, . . m) 

функцияларнинг \ap бири t° — (t{{, t\, . . ., /{]) нуцтада узлуксиз булиб, 

f (x) — f  (xj, x2, . . xm) функция эса /° =  {t\, /®, . . ., ф  нуцтага мос

х° =  (х®, х2°, . . ., Х°т ) (х° =  ф! (t°p . . ., ф ,  х\ =  Фг (t\, ф .  . .

• • • )'= фт К  t°2’ ' • - Ф)
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нуктада узлуксиз булса, у =  Ф  (t) =  Ф  (tlt tiy . . ., tk) мураккаб функ­

ция — tny . . t°k) нуктада узлуксиз булади.

И с б о т .  х] =  ф(- (/) =  ф£ (tu t2, . . ., tk) (t =  1, 2, . . ., m) функция 

t° =  (^, i2, . . ., ty нуктада узлуксиз булсин.

T cz Rk тупламда t° =  /'\ . . ., t°k) нук/гага интилувчи ихтиёрий

{Г'} = {(«"’, f2n\ . . . , /Г)) (« = 1,2, . . .)
кетма- кетликни олайлик. У  хрлда узлуксизликнинг Гейне таърифига кура

<f>-
/<">-

4 я) =  ф» W .  ^ ............4П))-

ф 2 (/("), *<»>, . . . .  /<">)•4п)

■ ч>1 (<;, *§...... ф  =
- ф2 (/», /о, . . ., Ф  =  х°,

Г  -  % W  =  Фт ( Т .  *2°..............Ф>) Ф«Л*°1. &  • • - *2) =  ^

булади.
У — f (Х\, X,........... х,п) функция (*°, хп2, . . ., х») нуктада узлук­

сиз. У  хрлда яна Гейне таърифига кура 

х(я)_^хП|
x̂O I

2 ' 2}=> /(аГ. 4п>* • • -’ ^)-^f(x\,x°2, . . ., *»,)

*<?>-
булади. Демак, ->/J, . . ., да

/ (ф1 (/<">, /<">, . . ., #•>), ф2 (/Г, /§*), . . .Д">), . . ф„ (Г- 4rt). • • - 4п,))-> 

- v /  (ф1 «ч, q — , ф ,  ф2 (/?, . . . ,  ф --------Фт г2°, • • Ф)-

Бу ЭСа y — f (Ф1 (tlt t%, . . t^j, ф2 ( î, 2̂> • • •> ф ’ • • •’ Фт (̂ 1* • * ■» f̂t))
=  Ф  (/:, / ,..........tk) функциянинг (/о, /о, . . ., Ф  нуктада узлуксиз экан­

лигини билдиради. Теорема исбот булди.

5-§. Узлуксиз функцияларнинг хоссалари

Биз цуйида куп узгарувчили узлуксиз функцияларнинг хоссалари­
ни келтирамиз. Бунда бир узгарувчили узлуксиз функцияларнинг хос­
салари тугрисидаги маълумотлардан тула файдалана борамиз.

Куп узгарувчили узлуксиз функциялар хам бир узгарувчили узлук­
сиз функцияларнинг хоссалари каби хоссаларга эга.

1. Н у к т а д а  у з л у к с и з  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  х о с ­
с а л а р и  (локал х о с с а л а р и ) .  / (%) функция М  {M a R m) тупламда 
берилган булсин, М  тупламдан бирор х° нукта олиб, бу нуктанинг 
шу тупламга тегишли булган етарли кичик атрофини карайлик. / (х) 
функция х° нуктада узлуксиз булсин. Бундай / (х) функциянинг х и 
нуктанинг етарли кичик атрофидаги хоссаларини (локал хоссаларини) 

урганамиз.
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1°. Arap / (x) функция x ° £ M  нуктада узлуксиз'булса, у холда х° 
нуцтанинг етарли кичик атрофида функция чегараланган булади. 

И с б о т .  Функция узлуксизлиги таърифига кура

lim f(x) =  f (х°)л->дг"
булиб, ундан / (х) функцияни х° нуктада чекли лимитга эга эканлиги 
келиб чикади. Чекли лимитга эга булган функциянинг хоссаларидан 
(^аранг, 38- бет) эса, / (х) функцияни х° нуктанинг етарли кичик атро­
фида чегараланганлигини топамиз.

2°. Агар / (х) функция х° нуктада узлуксиз булиб, / (х°)>0 (/ (х°)<
<  0) булса, х° нуктанинг етарли кичик атрофидаги х нукталарда 
/  (х) >  0 (/ (х) <  0) булади.

И с б о т .  f  (х) функция х° нуктада узлуксизлиги таърифига кура,
Y  е >  0 олинганда хам шундай б >  0 топиладики, барча x £ U 6 (х°) f) М 

нукталар учун

/ (х°) —  е <  / (х) <  / (х°) +  е

булади.
Бу ерда 8 =  / (х°) >  0 (агар / (х°) <  0 булса, е =  — / (х0)) деб олсак, 

фикримизнинг тасдигига эга буламиз.
Демак, / (х) функция х° нуктада узлуксиз ва / (х°) Ф  0 булса, х° 

нуктанинг етарли кичик атрофидаги х нукталарда функция кийматла- 
рининг ишораси / (х°) нинг ишораси билан бир^хил булар экан:

sign / (х) =  sign / (х°).

3°. Агар / (х) функция х° нуктада ! узлуксиз! булса, х° нуктанинг 
етарли кичик атрофидаги х' £ М, х" £М  нукталар учун

| / ( х ')- /(* " )| < 8

тенгсизлик уринли булади.
И с б о т .  / (х) функциянинг х° нуктада узлуксизлигига асосан, у  ь>0

олинганда хам, — га кура шундай б > 0  топиладики, барча х £ Ub (х°) 

нукталар учун

|/ ( х )- / (х ° )  К а ­

була ди. Жумладан, x '£U 6 (x°), х" £ U6 (х°) нукталар учун хам 

I f ( x ' ) - f ( x ° ) \ < j  \f ( x " )- f ( x ° ) \ < j

тенгсизликлар уринли булади. Кейинги тенгсизликлардан эса | / (х1)—
— / ( О  I <  8 булиши келиб чикади.

2 . Т у п л а м д а  у з л у к с и з  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  х о с ­
с а л а р и  (глобал х о с с а л а р и ) .  Энди M a R m тупламда узлуксиз 
булган функцияларнинг хоссаларини (глобал хоссаларини), аникрори 
/ (х) функция цийматларидан иборат { f (x) :x£M} тупламнинг хосса­
ларини урганамиз.



1 2 .1 3 -т е о р е м а  (Б о л ь ц а н о  — К о ш и н и н г  б и р и н ч и  т е о р е ­
м а с и ) . у — / (х) =  f  (хь  х2, . . хт ) функция богламли* М a  Rm 
тупламда берилган ва узлуксиз булсин. Агар бу функция тупламнинг 
иккита а  =  (аи аг, . . ., ат ) ва b = (b t , b2, . . ., Ьт ) нуктасида хар 
хил ииюрали щ йматларга эга булса, у  хсолда шундай с =  ( c l t  сг, . . . 
ст )£ М  пункта топиладики, бу нуктада функция нолга айланади:

f  (с) ==/ (Ci, сг, . . 0 = 0 .
И с б о т . Аницлик учун / (а) =  / (a lt а2, . . ., ат ) <  О, / (b) =  / (6t . 

b2, . . ., Ьт ) >  0 булсин. M c z R m богламли туплам булгани учун бу- 
а ва b нуцталарини бирлаштирувчи ва М тупламда ётувчи синиц чи­
зик; топилади. Бу синиц чизиц учлари булган нуцталарда f  (х) функция­
нинг кийматларини хисоблаб борамиз. Бунда икки хол юз беради:

1) Синиц чизиц учларининг бирида / (х) функция нолга айланади. 
Бу хрлда синиц чизикнинг шу учини теоремадаги с нуцта деб олинса, 
f  (с) =  0 булиб, теорема исботланади.

2) Синиц чизик учларида / (х) функция нолга айланмайди. Бу хол­
да синиц чизицнинг шундай кесмаси топиладики, унинг учларида / (х) 
функциянинг цийматлари хаР хил ишорали булади. Синиц чизицнинг 
худди шу учларининг бирини а' — (a'v  а ',  . . ат ) билан, иккинчи, 
учини эса Ь' =  (Ь\, Ь'2.............Ьт ) билан белгиласак, унда

/ (а ') =  / (я ;, а2, . . ., ат ) <  О,

f ( b ’) = f( b \ , b2------- ,Ь'т ) >  О

булади. Синиц чизицнинг бу кесмасининг тенгламаси ушбу

xi =  а \ + 1 — а[),
х2 = a 2 +  t (b2 -~ а ') ,

хт  =  о.' +  t (b' — а ')т  т  1 '  т  т*

(О <  t <  1) куринишда ёзилади.
Агар узгарувчи х =  (xlt х2, . . ., хт )£ М  нуцтани синиц чизицнинг 

шу кесмаси буйичагина узгаради деб олинадиган булса, у  цолда 
f  (х) =  / (хх, х2, . . .  , хт ) куп  узгарувчили функция цуйидагича

F (t) — f  (а[ + 1 (b[~ a[), а2 +  t {b’2 — a ’2)t . . . , a ’m +  t (b‘m — a j )

битта t узгарувчининг мураккаб функцияси булиб цолади. Мураккаб 
функциянинг узлуксизлиги хакидаги теоремага кура F (() функция 
[О, 1] сегментда узлуксиздир. Иккинчи томондан t =  0 ва t — 1 да бу 
функция турли ишорали цийматларга эга:

F  (0) =  / (а[, а2, . . ., ат ) <  О,
f ( i )  =  /(&;, к ---------b j >  о.

Шундай цилиб, F (t) функция [О, 1 ] сегментда узлуксиз ва шу сег-

* Богламли туплам таърифини 1-§, 17-бетдак царанг.
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ментнинг четки ну^таларида хар хил ишорали цийматларга эга .У хол­
да 1-кисм, 5 -боб, 7 -§ даги 5 .5 -теоремага кура, (0, 1) интервалда шун­
дай t0 ну^та топиладики,

F ( t0) =  О
булади. Демак,

F (t0) =  /{a\+t0 (Ь\—  а ;) , а2 +  /„ (&'— а*).............а'т  +  /0 (а 'т  ~  а 'т )) = 0 .
Агар

Ci =  flj “Ь t0 (by Qj),
сг =  a'2 +  t0 (b2 -  a ') .

c =  a 'm +  to (Кг — О
деб олсак, равшанки, с — (сг, с2, . . ., ст )£ М  ва / (с) =  f  (с ,, с2, . . ., 
ст ) =  0 булади. Бу юкорида келтирилган теоремани исботлайди. 

Куйидаги теорема хам шунга ухшаш исботланади.
12.14-т е о р е м а  ( Б о л ь ц а н о  — К о ш и н и н г  и к к и н ч и  т е о ­

р е м а с и ) .  / (х) =  / (*,, х2, . . ., хт ) функция богламли М cz Rm т у п ­
ламда берилган ва узлуксиз булиб, М тупламнинг иккита а  =  
=  (аи а2, . . .  , ат ) ва b =  (Ьх, Ь%, . . ., Ьт ) нущтасида f  (а)= А , f  (Ь) =  
=  В, А ф В булсин. А билан В орасида хар цандай С сон олинса хам, 
М тупламда шундай с =  (clt с2, . . .  , ст ) ну!\та топиладики,

f  (с) =  f  (Cl, С2, . . ., ст ) = С
булади.

12.15-т е о р е м а  ( В е й е р ш т р а с с н и н г  б и р и н ч и  т е о р е м а ­
си) .  Агар f  (х) функция чегараланган ёпщ  М cz R n тупламда берил­
ган ва узлуксиз булса, функция uiy М тупламда чегараланган булади.

И с б о т .  Тескарисини фараз цилайлик, яъни f  (х) функция чегара­
ланган ёш ^ М тупламда узлуксиз булса хам, у  шу тупламда чегара­
ланмаган булсин. У холда Y  п £ N учун шундай х{п) £ М ну^та топи­
ладики,

\ f(x (n) \ > n  (12.31)

булади. Бундай нук;талардан {х(п)}, х(п>£ М (п =  1, 2, . . .) кетм а-кет­
лик тузамиз. Модомики, М  туплам чегараланган экан, унда {х(п)} кет­
ма-кетлик хам чегаралангандир. Больцано — Вейерштрасс теоремасига 
(ушбу бобнинг 2- § ига) кура {х(п)} кетма- кетликдан якинлашувчи бул­
ган {%(ла)} цисмий кетма-кетлик ажратиш мумкин: {У***}—<-х° (k-*-оо). 
М  ёпик; туплам булгани учун х°£ М  булади. / (х) функциянинг М  тум- 
ламда узлуксиз эканлигидан эса

f(x<nk ) -+ f(x  0)
булиши келиб чикади, натижада бир томондан (12.31) муносабатга 
кура

\ f ( x ^ ) \ > n k.

яъни / (x(V )  -*■ ос (£->■ оо да) булса, иккинчи томондан f  (х(па))^-/(х°) 
булиб цолди. Бундай зиддият f  (х) функцияни М тупламда чегаралан-
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маган деб олиниши окибатида келиб чикди. Демак, f  (х) функция М 
тупламда чегараланган. Теорема исбот булди.

12.16-т е о р е м  а ( В е й е р ш т р а с с н и н г  и к к и н ч и  т е о р е м  а- 
с и). Агар f  (х) функция чераланган ёпщ М с. Rm тупламда аник­
ланган ва узлуксиз булса, у  шу тупламда узининг аник, юцори %амда 
ан щ  цуйи чегараларига эришади.

Бу теореманинг исботи 1- кием, 5 -боб, 7 -§  даги 5 .8 -теореманинг 
исботи кабидир. Уни исботлашни уцувчига хавола этамиз.

6- §. Куп узгарувчили функциянинг текис узлуксизлиги. 
Кантор теоремаси

Ушбу лараграфда куп узгарувчили функциянинг текис узлуксизли­
ги тушунчасини киритамиз ва уни батафеил урганамиз.

/ (х) функция М cz Rm тупламда берилган булсин.
12 .30-таъ р и ф . Агар у е > 0  сон учун, шундай б > 0  топилсаки, 

М  тупламнинг р (х\ х") <  б тенгсизликни к.аноатлантирувчи ихтиёрий 
х ва х" [х'£М , х" £ М) нукталарида

I / M - / M K *
тенгсизлик бажарилса, / (х) функция М тупламда текис узлуксиз 
функция деб аталади.

Функциянинг текис узлуксизлиги таърифидаги 6 > 0  сон е > 0  га- 
гина боглик булади. Табиийки, агар f  (х) функция М cz Rm тупламда 
текис узлуксиз булса, у  шу тупламда узлуксиз булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

/ (*1 > Х2) =  х\ + х\

функциянинг D =  {(Xj, х2) 6 R2 : х] -j- х?2 ^  1} тупламда текис узлуксиз булиши кур- 

сатилсин.
е

V б > 0  сонни олиб, унга к\ра топиладиган б >  0 сонни 6 < —  деб олсак,
4

У  холда ________________________

р (х\ х") =  р ((xj, х2), (х[, х"2)= У  (х[ — x'^+ ixl — х2у  <  б

тенгсизликни каноатлантирувчи V (лг1; х2) £ £>, V (xj, х2) € D  ну^талар учун

| f  (х[, х2) -  f  (xv х2)\ =  \ (х\? +  (х > - [  (х >  +  (х2П  | =  | (х 1 - х{) (х{ +  х[) +

-f {х2 —  х2) (х2 +  х"2) К  2 V i(х[ — х'])2 +  (х2—х2)* +  2 V {х[ — х\)* +  (х2—х2)2 =
=  4 б <  е булади. Демак, берилган функция D cr тупламд?» текис узлуксиз.

2. куй и даги

/ (XI, х2) =  ---

Х1 *2
функцияни А =  {(*1 , х,) £ R2 : 0 <  х\ +  х2 =  1} тупламда царайлик. Равшанки, бу 

функция А тупламда узлуксиз. Бирет  ̂ царалаётган функция учун А тупламга текис 
узлуксизлик таърифидаги шарт бажарилмайди, яъни V б >  0 учун шундай 8 >  0 ва 

х ’ =  (xj, х2) 6 А, х" =  (xj, х2) ё А ну^талар топиладики, р (х , х") <  б хамда

I / (*1> Х2) — f  ( X j ,  X2) | >  8
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булади. ^э^ицатан з^ам, V б >  О учун е =  I деб ва )  £ А, ( — , —  'j Р А
V п п / \2п 2п ]

ну^таларни олсак, п >  п0 = учун

К(т4Ы))=̂<6
з^амда

1
=  Зл2 >  I =  еL  J - \  ( -L

п ’ п ) \2п’ 2п 

булади.

Юкорида келтирилган мисоллардан куринадики, бирор тупламда 
узлуксиз булган функциялар хар доим шу тупламда текис узлуксиз- 
лик таърифидаги шартни бажаравермас экан. Аммо куйидаги теорема 
уринлидир.

12 . 1 7 - т е оре ма  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Агар f  (х) функция 
чегараланган ёпщ  М (М с~ R m) тупламда берилган ва узлуксиз б ул­
са, функция шу тупламда текис узлуксиз булади.

Ис б о т .  Тескарисини фараз цилайлик, яъни f(x) функция чегара­
ланган ёпи^ М  тупламда узлуксиз булсин-у, аммо текис узлуксизлик 
таърифидаги шарт бажарилмасин. Бу холда бирор е >  0 сон ва ихтиё­
рий б >  0 сон учун М  тупламда р (х', х") <  б тенгсизликни цаноат- 
лантирувчи шундай х ва x'r (х '£ М,х" £ М) нукталар топиладики,

\ f ( x " ) - f ( x ’) \ > E

булади.
Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма-кетлиги 6lf б2, . . . , б . . 

ни олайлик:
б„ -^ 0 (б„ > 0 « =  1, 2,  . . . ). (12.32)

Фаразимизга кура, юкоридаги е >  О сон ва ихтиёрий бп >  0 (п — 
=  1, 2, . . . ) учун М  тупламда шундай а{п) ва Ып)(п =  1, 2,  . . .) ну^- 
талар топиладики,

р ( а (1) , 6(1)) <  бх ва |/(а(1)) — /(6(1)) | >  е,
р (а<2>, Щ  <  б2 ва jf(a<2>) - / ( # 2>) \ >  г,

р (а<">, Ь^) <  бл ва | / (а<п)) -  /(#«>) | >  е,

булади.
Модомики, М — чегараланган туплам ва а (п>£М(п =  1 ,2  . . .) экан, 

унда Больцано — Вейерштрасс теорэмасига кура {а(п)} кетма-кетликдан 
якинлашувчи цисмий {а (П/г> } кетма-кетлик ажратиш мумкин:

lim a (n/l} =  а°- (12.33)
k—>00
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М  ёпик; туплам булгани сабабли а°£М  булади. Юцоридаги {bin)} 
кетма-кетликдан ажратилган {Ь{Пк ] } цисмий кетма-кетликнинг лимити 
хам а° га тенг булади. ^акикатан х,ам, ушбу

р {Ыпк > , а 0) <  р (&<"* > , a^k ) )  +  р (а<пк> , а0) <  6„* +  р (а<п* , а 0)

тенгсизликдаги 6nft ва р (а (л* ) , а0) лар учун (12.32) ва (12.33) муноса-
батларга кура k -> оо да

Р(а<ПА)

булишини эъгиборга олиб, k -*■ оо да р (6(п* 1 , а0) ->• 0 эканини топа­
миз.

Шундай цилиб, /г-*оо да

а <л* > -> а°, b(nk)-* a ° .
каралаётган /(.х) функциянинг, шартга кура М  тупламда узлуксиз 

эканлигидан

f(a<rik) )-> /(а°), / (Ь ^ 1 )-> /(а°) 
булиб, улардан эса

/(&("* ) ) — /(о'"*’ ) -> 0  
булиши келиб чикади. Бу эса V  лар учун

|/(Ь<"*) ) - / ( а <,,* ,) | > е
деб цилинган фаразга зиддир. Бундай зиддиятнинг келиб чикишига 
сабаб f(x ) функциянинг М тупламда текис узлуксизлик шартини ка- 
ноатлантирмайди деб олинишидир. Демак, функция М тупламда те­
кис узлуксиз. Теорема исбот булади.

Бирор М  cr Rm туплам берилган булсин. Бу тупламда ихтиёрий 
иккита х' ва х" нукталарни олиб, улар орасидаги р (х', х") масофани 
топамиз. Равшанки, масофа олинган нуцталарга боглиц булади. Агар 
х' ва х" нукталарни М  тупламда узгартира борсак, унда {р(х', х")} 
туплам хрсил булади. Одатда, бу тупламнинг аниц юцори чегараси 
sup {р (х', х")} (х '£ М ,х"£ М ) М тупламнинг диаметри  деб аталади 
ва у  d(M) каби белгиланади:

d(M ) — sup{р (х\ х”)} (х'£ М , х"£М).
f(x) функция М cz R m тупламда берилган булсин.
12.31-т а ъ р и ф .  Ушбу

sup{ !/(*") — /(*' ) (} (х'£ М , х"£М)
микдор / (х) функциянинг М  тупламдаги тебраниши деб аталади ва 
у  ю(/; М) каби белгиланади:

ю (/; М) =  sup { | /(*") — f{x') |} (х' £ М, х" t  М).
Юцорида келтирилган Кантор теоремасидан мухим натижа келиб 

чицади.
1 2 . 2 - н а т и ж а .  f(x) функция чегараланган ёпик, тупламда берил-
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ган ва узлуксиз булсин. У  холда V е >  О сон олинганда хэм М  туп ­
ламни чекли сондаги М к тупламларга шундай ажратиш мумкинки,

и M k = М, М к п М} = 0  (кФП ва ©(/; <  е
k

булади.
И с б о т .  f(x) функция чегараланган ёпик М тупламда узлуксиз 

булсин. Кантор теоремасига кура бу функция М  тупламда текис уз­
луксиз булади. Бинобарин, V е > О УЧУН шундай б > 0  топиладики, 
р (х ', х " )< б  булган у  х ' > х" лаР УЧУН \ }(х ') — fW )\  < 8 булади, 
М тупламни диаметрлари шу б булган М к тупламларга ажратамиз. 
Равшанки, бу х,олда \ j-x '£ M k, \j-x"£M k нукталар учун р(х', х")< б 
булади ва демак,

\ f(x " ) - f(x ')\ < B  
тенгсизлик бажарилади. Бундан эса

sup { | / (* " )— / (х ')1 }< е ,
яъни

булиши келиб чикади. Натижа исбот булди.
Биз ушбу параграфда функциянинг текис узлуксизлиги билан бог­

лик, булган функциянинг узлуксизлик модули тушунчаси билан хам 
танишамиз.

f(x) функция М a  R m тупламда берилган булсин. У  б > 0  сонни 
олиб, М  тупламнинг р (х ', х") <  б тенгсизликни каноатлантирувчи их­
тиёрий х ва х" (х' с  М , х" £ М) нухталардаги функция кийматларидан 
тузилган |/СО — f{x ’)\ айирмаларни ^арайлик.

12.32-т а ъ р и ф .  Ушбу

I/ O * " )-7 M l  ( x ' GM,  х"£М)
айирмалар тупламининг аниц юцори чегараси

sup {| f{x") — f{x')\) (х '£ М ,х " £ М )
р (х\ х") < 6

f(x) функциянинг М  тупламдаги узлуксизлик модули деб аталады ва
о)(/; б) каби белгиланади:

со (/; б) =  sup { I / (х") -  / (г ')  |} (х' 6 М , х" <Е М).
р(х', X") < б

Бу таърифдзн, функциянинг узлуксизлик модули б нинг манфий 
булмаган функцияси эканини курамиз. Бундан танщари бх >  б2 >  О 
булганда ушбу

sup { | / ( * '0 - / ( * ') !} >  sup { \ f ( x " ) - f ( x')\}
р(х', JC'')<61 Р(*'- *'')<62

(х' £ М , М) тенгсизлик уринли булиб, ундан
со (/; бх >  со (/; 62)

эканлиги келиб чицади. Бу эса со (/; б) — б нинг усувчи функцияси 
эканини билдиради.
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Энди /(х) функциянинг текис узлуксизлиги билан унинг узлуксиз­
лиги модули орасидаги богланишни ифодалайдиган теоремани келтира- 
миз.

12. 18-т ео р  ем  а. / (х) функциянинг М cz Rm тупламда текис 
узлуксиз булиши учун

lim  со (/; 6) =  О
8-*+о

булиши зарур ва етарли.

1 3 - Б ОБ  I

КУП УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ ХОСИЛА 
ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАРИ

Ушбу бобда биз куп  узгарувчили функциялар дифференциал jyi- 
соби билан шугулланамиз. Киритиладиган ва урганиладиган хрсилалар 
ва дифференциаллар тушунчалари бир узгаРУвчининг функциялари 
учун киритилган мос тушунчаларнинг тегишлича умумлаштирилиши- 
дан иборат булади. Айни пайтда, биз к^рамизки, куп  узгарувчили 
функциялар учун хос булган бир цанча янги тушунчалар ^ам (йуна- 
лиш буйича хосила, тула дифференциал ва хоказо) урганилади.

1- §. Куп узгарувчили функциянинг хусусий досилалари

1. Ф у н к ц и я  х у с у с и й  ^ о с и л а с и н и н г  т а ъ р и ф л а р  и. 
f(x) =  f(x u  х2, . . . , хт ) функция очиц М (М cz Rm) тупламда берил­
ган булсин. Бу тупламда х° == (хгр х°, . . . , х£,) нуцта олиб, унинг 
биринчи координатаси x j га шундай Ал'; (Дх, а  0) орттирма берайлик- 
ки, (х° +  Ах]( х°, . . . , х®) £ М  булсин. Натижада / (х,, х2, . . .  , хт ) 
функция ^ам (х°, х°, . . . , х°т ) нуцтада л, узгарувчиси буйича

/ =  / К  +  А*Р 4  • • • > Xm ) - f ( XV Х2.............. *m)
хусусий орттирмага эга булади.

Ушбу
AXlf . +  х°, . . .  , x°m) — f{x°v х°, . . .  , х°т ) ^

нисбатни карайлик. Равшанки, бу нисбат Ахх нинг функцияси булиб,. 
у  Дх! нинг нолдан фаркли кийматларида аникланган.

1 3 . 1 - т а ъриф.  Агар Д.х^-э-О да (3.1) нисбатнинг лимити
AXif /(*?+ A *i, х°............. х°т ) - f(x°v х°2, . . . , х°т )

lim  ——  =  lim
Дл,->0 Д * 1  Д * , - .0  A * i

мавжуд ва чекли булса, бу лимит f(x lt х2, . . .  , хт ) функциянинг 
(Xj, х“, . . . , х°т ) нуктадаги хх узгарувчиси буйича хусусий >;осиласи 
деб аталади ва

df(x°v х°2, . . .  , х°т ) df п „ пч „



г' ( 0\ df (х°) . .  Д х , f
fx On =  — — =  lim —— .

1 дхг д*,~»о Дхх

Arap x<j +  Ax, =  x , деб олсак, унда Ах, =  х, — x j ва А х ,-> 0  да х ,- 
->-х® булиб, натижада

lim  =  J  =  lim  + ............ *m)-/ (** !. 4 --------*m) _

белгкларнинг бири билан белгиланади. Демак,

A*i-+0 Д*х Д*!->0 Дхх
f(xu x\, . . . ., X^,) — X ® , . . . , X®,)

=  lim
о y, —.Xj— J *1 л1

булади. Демак, / (x,, x:2, . . . , x j  функциянинг (x®,, x®, . . . , x^) нуц- 
тадаги xx узгарувчиси буйича хусусий хосиласини ушбу 

f(x lt х%, . . .  , x°m) — f(x4, х$, . . . , л#,)

Хх — Xj
нпсбатнинг х, —>• х® даги лимити сифатида таърифлаш мумкин.

Худди шунга ухшаш f(x ly х2, . . . , х,„) функциянинг бошца узга- 
рувчилари буйича хусусий ^осилаларн таърифланади:

df , .  Д x2 f .. /4*1 .  4 + Д*г -  *3> • • • • *2t) — / (*1> * 2 ,  • • • , * m )=  lim -------- lim
д х 2 Дд;2 ->o Д х 2 Дж2->о Д х 2 

9 f  =  П т A*m f =  ljm /(Л:”’ Х2’ ’ • • ’ ^ - 1’ *т+ Д *т)-/ (* !■  *2..........хт)
dxm Ьхт —*-0 Ахт  дхт —>о Ахт

Д емак, куп узгарувчили f  {хи х2, . . . , хт ) функциянинг бирор 
(х®, х®, . . . , х®„) нуктада xk {k =  1, 2, . . . , т )  узгарувчиси буйича 
хусусий хосиласини таърифлашда бу функциянинг хк (6 =  1, 2, . . . , т )  
узгарувчидан бошка барча узгарувчилари узгармас деб хисобланар 
экан. Шундай цилиб, / (х,, х2, . , хт ) функциянинг хусусий цо- 
силалари fx , /^, . . . , / 1 -цисм, 6 -боб, 1-§ да урганилган .^осила—
бир узгарувчили функция хосиласи каби эканлигкни курамиз. Д ем ак , 
куп  узгарувчили функцияларнинг хусусий хосилаларнни х;:соблашда 
бир узгарувчили функциянинг хосиласини хисоблашдаги маълум бул­
ган коида ва жадваллардан тулиц фойдаланиш мумкин.

М и с о л л а р .  1. / (xj, х2)=  У  х ,  +  х| булсин. Бу функциянинг V (хх, х 2) £  R 2 

н уктадаги  хусусий хосилалари

df _  xt df _  х2 __

dxi  V  х\ +х% dx2 у  х2 _J_ х 2

б улади .
_

1 2
2. / (хх, х2) =  — функциянинг (х1( х2) £  R2 (х2 >  0) ну^тадаги хусу-

V  хг
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df д [ 1 2 \ 1 2 
--- -7=  е I = — ГТТ^ е

сий хосилаларини хисоблаймиз:

dxx dxi \Vх2 J 2f/~x2
X i + X ,  * 1 + * .

df д j  1 2 \ 1 „ 2

dx2 dx2 \ V x2 C )  2 V x

Ы)
2 x xx 2

3. Ушбу

1 e 2 __ 1 
2  V x 2 2  Y x 2 e

/ ( * 1 . x2) - JC2 -|_JC2'~, агар (*i> -*2) ¥= (0, 0) булса,

0 , агар (*!, x2) =  (0, 0) булса

функциянинг хусусий хосилаларини топинг.
Айтайлик, (*!, х2) ф (0; 0) булсин. У  холда

df д / 2хг х2 \ 2*2 (х\ +  х% — 2ххх2 2хх 2х2(х?2 — х21)

дхх дх, [  х\ + 4  )  ( 4  +  х &  (х] +  4 2 

df д ( 2хх х2 \ _  2хх (х\ +  х\) — 2x^ 2  2х2 _  2хг [х\ — xj)

дх2 дх.

булади.
Энди (jtj, х2) =  (0, 0) булсин. У  ^олда

df (0,0) f(A xu 0) =  f(0 ,0) л
------=  hm ----------------=  0 ,

дхх д*г-*о' Д^х

df (0,0) f (0, Ах2) — f (0,0) „
------=  lim  ---------------- =  0

дх2 Ад;,-* 0 Д*2

булади.
Демак, берилган / (%, х2) функция У  (xlt х2) 6 R2 Да хусусий ^осилаларга

9га.

2. Х у с у с и й  х о с и л а н и н г  г е о м е т р и к  м а ъ н о с и .  Соддалик 
учун икки узгарувчили функция хусусий ^осплаларининг геометрик 
маъносини келтирамиз.

/ (хи х2) Функция очи^ М (М с ;  R2) тупламда берилган булиб, 
(х°, х“) £ М  булсин. Бу функция (х°р х®) нуктада f'Xi (х“, х“), (xj, х£|) 
хусусий хос ил а л ар га эга булсин. Таърифга кура (х^, х||) ва £  (x'j, 
х®) хусусий хосилалар мос равишда ушбу г/х — / (х2, х§) ва г/2 =  /(х°, 
х2) бир узгарувчили функцияларнинг x'j ва х° даги хрсилаларидан ибо­
рат.

Фараз хи лай лик, y  =  f{xu  х2) функциянинг графиги 11-чизмада 
курсатилган сиртни тасвирласин. Унда y 1 =  f{x1, х§) ва у2 =  / (х^, х2)
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11- чизма

функцияларнинг графиклари мос 
равишда у  =  / (хх, х2) сирт бнлан 
х2 =  х$ текисликнинг хамда шу 
сирт билан Xj =  х\ текисликнинг 
кесишишидан хрсил булган Гл ва 
Г 2 чпзицлардан иборат.

Маълумки, бир узгарувчили 
и =  ф (я) функциянинг бирор х0 
(х0 £ R) нуктадаги хосиласининг 
геометрик маъноси (1-цисм, 6- 
боб, 1-§) бу функция тасвирла- 
ган эгри чизикда (л'0, ф (х0)) нуц- 
тада утказилган уринманинг бур-
чак коэффициентндан, яъни уринманинг Ох уки билан ташкил этган 
бурчакнинг тангенсидан иборат эди. f'Xt (х'(, xfj ва fx [x°v  а'|) хусусий 
хосилалар мос равишда Г1 ва /’2 эгри чнзикларга (х®, х|) нуктада у т ­
казилган уринмаларнпнг Охг ва Ох2 уклар билан ташкил этган бур­
чакнинг тангенсини билдиради. Д емак, fXt (х®, л'°) ва fx (х\, л'°) х усу­
сий хосилалар у  —  f  (х j ,  х2) сиртнинг мос равишда Ох} ва Ох2 уклар 
йуналиши буйича узгариш даражасини курсатади.

Ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з  б у л и ш и  б и л а н  у н и н г  х у с у ­
с и й  ^ о с и л а г а  э г а  б у л и ш и  о р а с и д а г и  б о г л а н и ш .  /(%) функ­
ция очиц М (М a  Rm) тупламда берилган булиб, х0 £ М  нуктада чек- 
ли fXi (х°) хусусий хосилага эга булсин. Таърифга кура

/;, (х°)=  пш Ддс,/
Дл:,->0 AXi

булиб, ундан
f = fxt (*°) ■ Ах1 + а1 Ах1

булишини топамиз, бунда Ах,->-0 да a t ->-0. Натижада 
lim  Д„ / =  lim  \fx (х°) • Аху +  ocj AXj] =  О

Axi->0

хрсилага эга булса, 
гп) узгарувчилари

булади. Бу эса / (х) функциянинг х° нуктада хх узгарувчиси буйича 
хусусий узлуксиз эканлигини билдиради. Демак, / (х) функция х° нук 
та да чекли f  (х°) (k =  1, 2, . . . , т )  хусусий
/ (х) функция шу нуктада мос xk ( k — \, 2, 
буйича хусусий узлуксиз булади.

Бироц куп  узгарувчили / (х) функциянинг бирор л:0 нуктада барча 
хусусий хосилаларга эга булишидан, унинг шу нуцтада узлуксиз (бар­
ча узгарувчилари буйича бир йула узлуксиз) булиши хар доим келиб 
чикавермайди.

Масалан, ушбу параграфнинг 1-пунктида келтирилган 3-мисолда-
ги f(x u  х2) функция Y  (*i, х2) £ R2 нуцтада —  хусусий хрси-

дхг дх2
лаларга эга булса-да, бу функция (0,0) нуцтада узлуксиз (иккала уз­
гарувчиси буйича бир йула узлуксиз) эмас (каралсин, 12-боб, 1-§). "
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2- §. Куп узгарувчили функцияларнинг дифференциалланувчилиги

1. Ф у н к ц и я н и н г  д иффе р е  н ц и а  л л а н  у в ч  и л и г и  т у  ш у н- 
ч а с и .  Д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и л и к н и н г  з а р у р и й  ш а р т и .  
/ (х) =  / (* !, х2, . . . , хт ) функция очик; М (М с :  Rm) тупламда бе­
рилган булсин. Бу тупламда (х°р х°, . . . , х^) =  х° нукта билан бир-
га  (х  ̂+  Ах,, xJJ +  Дх2.............хпт  +  Ахт ) нук,тани олиб, берилган функ-
циянииг т у  л а орттирмаси

А/ (-Vе) =  / К  +  Ах1’ *2 +  Л*2- • ' • . im  +  Д*т) ~  / (*?. ------ Х°т )
ни ^араймиз.

Равшанки, функциянинг А/ (л°) орттирмаси аргументлар орттирма- 
лари Ахх, Дх2, . . . , Ахш ларга борлик, булиб, купчилик х оллаРДа 
Ахх, Дх2, . . . , Ахт  лар билан А/ орасидаги борланиш м ураккаб бу­
лади. Табиийки, бунда Axj, Дх2, . . . , Ахт  ларга кура А/ ни аниь  ̂
ёки такрибий хисоблаш к;ийинлашади. Натижада орттирмаси Ах,, Ах2, 
. . . , Ахт  орттирмалар билан соддарок, богланишда булган функция­
ларни урганиш масаласи юзага келади.

13 . 2 - т аъриф.  Агар /(х) функциянинг х° нуктадаги А/ (х°) орттир- 
масини

А/ (х°) =  Л1Ах1 +  Л2Дх2 +  . . . +  Ат Ахт  +  a JAx1 +  а 2Дх2 +
+  • • • + а т ^ хт  (13.2)

куринишда ифодалаш мумкин булса, / (х) функция х° нуктада диф- 
ференциалланувчи деб аталади, бунда Л ,, Л2, . . . , А т  лар А х,, Дх2,
. . . , Ахт  ларга борлиц булмаган узгармаслар, a j ,  a 2, . . . , а т  лар 
эса Дхх, Ах2, . . . , Ахт  ларга боглик; ва A x j—>-0, Ах2-> 0 , . . . , 
Дхт ->-0 да а х—>- 0, а 2->-0, . . . , а т - ^ 0  (Дхх =  Дх2 =  . . . =  Ахт  =  0 
булганда == а 2 =  . . .  =  а т  — 0 деб олинади).

Агар / (х) функция М тупламнинг хаР бир ну^тасида дифферен- 
циалланувчи булса, / (х) функция М тупламда дифференциалланувчи 
деб аталади.

М и с о л .  Ушбу / (xlf х2) =  х\ +  х| функцияни царайлик. Бу функция V 

хЯ) £ R2 нуцтада дифференциалланувчи булади. Х,аци^атан ^ам, (х®, х°) нуцтада бе­

рилган функциянинг орттирмаси

Д / — f (xi +  Д*1 > х® +  Дх2) — f (х®, х® ) =  (x*J -f- ДХ])2 +  (х® +  Дх2)2

— (х?)2 — (х°)2 =  2х\ Д хх +  2х°2 Д х2 +  (Д хх)2 +  (Д *2)2 ' 

булиб, >нда /41=2x j, А2 — 2х®, ctt =  Axlt a 2 =  Д*2 дейилса, натижада 

Af ~ А, Ахх ^ 2  Дх2 Дхх ~f- a 2 Дх2

булади. Бу эса берилган функциянинг V (хг, х2) € R2 нуктада дифференциалланув­
чи эканлигини билдиради.

/(х) функциянинг х° нуктада дифференциалланувчилик шарти (13 .2) 
ни куйидаги

А / (х°) =  Аг Ахг +  Л2А х 2 +  . . .  + А т  А х т  +  о(р) (13.3)

вб



куринишда хам ёзнш мумкинлигини курсатамиз, бунда р (х0р х°, . . . , 
хт) — Х° в а  ( Х 1 +  А 'Х1> Х2 +  А  Х2’ ■ ■ ■ ’ Хт  +  А  Хт)  Н у К Т а Л Э р  О р аС И Д Э Г И  

масофа:

р =  V (A x xf  +  (А х2)2 +  . . . +  (А хт)2.

Равшанки,
A x t -> 0, А л2->  0, . . . , А хт -> 0 = ^ р -^  О

ва
р —► 0 =>■ A Xj —*■ О, Д х 2-> 0 , . . . , A x m->-0

булади.
Энди А ^ -э -О , А х2 О, . . . , А х от->-0 да (13.2) муносабатдаги 

а ,  Ах, +  сс2Дх2 +  . . . +  a mt\xm микдор р га нисбатан юцори тартибли 
чексиз кичик мицдор эканлигини курсатамиз. Агар

cCjA*! +  а 2Ах2 +  . . . +  а тАх,п =  р ( a 1 —  +  а 2 —  +  . . . - f
\ Р Р

+  а т — )  ( Р  Ф  0)
Р I

муносабатда
I &xk !'— ^ < 1  (k =  1,2, . . . , т)

Р

булишини эътиборга олсак, унда 

| a^Axi +  сх2Дх2 +  . . . +  a mAxm |< ( | а х \ +  | a 2 j +  . . .  +  | а т |) р 
булади. Д ем ак ,

a lAxl +  а 2Дх2 +  . . . +  а тАхт =  о (р).
Ш ундай килиб, (13.2) шартнинг уринли булишдан (13 .3) нинг уринли 
булиши келиб чикди.

Агар f (х) функциянинг х° нуктада дифференциалланувчилик шарти 
(13.3) куринишида уринли булса, бундан бу шартнинг (13 .2) курини- 
ши хам уринли булиши келиб чикади . Шуни исботлайлик.

Агар р =  0 булса, унда Дх, =  Ах2 . . . =  Ахт  =  0 булади ва (13.3) 
дан (13.2) келиб чицади.

р=7^0 булсин. Унда А х,, Ах2, . . . , Ахт  ларнинг барчаси бир йу­
ла нолга тенг булмайди. Шуни эътиборга олиб цуйидагини топамиз: 

о (р) =  2^£) . (А*1)*-НАх2)!!4- • • • -H A*m)2 _  о(р) _ Axi _ д  

Р Р Р Р ‘

+  0(Р) . Ах2 . Дл.2 +  МР1 . ДХт . д Хот =  д ^  _|_ д  +
Р Р Р Р

+  • • • +  а т Дхт ,
бунда

» (ft _  1, 2............. т )
Р Р
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булиб, р —> 0, яъни А ^ - ^ 0 ,  Дх2->-0, . . . , Axm->-0 да о^-^О , а 2->- 
- ^ 0 ,  . . . , а т ~+0.

Демак, / (х) функциянинг х° нуктада дифференциалланувчилигининг 
(13.2) ва (13.3) шартлари узаро эквивалентдир.

Энди дифференциалланувчи функциялар хасида иккита теорема 
келтирамиз.

1 3 . 1 - т е о р е м а .  Агар f  (х) функция х° нущпада дифференциалла­
нувчи булса, у холда бу функция шу нуктада узлуксиз булади.

Ис б о т .  f  (х) функция х° нуктада дифференциалланувчи булсин. 
У  хрлда таърифга кура функция орттирмаси учун

Af  (хв) =  А] Ах1 -4* Л2Дх2 -Ь А т Ахт  -f- a LAxt -J- а 2Ах, -f-
+  . .  . +  а т Ахт

булади, бунда А х, Аг, . . . , Ат  — узгармас, Axj-^-О, Дх2->-0, . . . , 
Ахт ->-0 да a L 0, а 2 -»- 0, . . . , сст  0.

Юкоридаги тенгликдан
lim А/ (х°) =  0

Дх,-*0Дх2->0
Д*т -0

булиши келиб чикади. Бу эса / (х) функциянинг х° нуктада узлуксиз- 
лигини билдиради. Теорема исбот булди.

13.2. т е о р е м а .  Агар / (х) функция х° нуктада дифференциал­
ланувчи булса, у  хрлда бу функциянинг шу нуктада барча хусусий 
ХсОсилалари fXj (х°), [х> (х°), . . , f' (х°) мавжуд ва улар мос равиш­
да (13.2) муносабатдаги А х, А 2, . . . , А т ларга тенг булади, яъни

гХ2(х° ) = а 2, гХ т (х ° )= А т .

И с б о т .  f  (х) функция х° нуктада дифференциалланувчи булсин. 
У хрлда таърифга кура функция орттирмаси учун

А/ (х°) == АхАхх +  Л2Дх2 +  . . . - f  А т Ахт  +  a xAxx +  a 2Ax2 - f
+  . . . +  а т Ахт  (13.2)

булади. Бу тенгликда
Ахх Ф  0, Ах, =  Ах3 = . . . ■ =  Ахш =  0 

деб олсак, унда (13.2) ушбу
А*, / (х°) =  А 1Ах1 +  а х ■ Axj

куринишни олади. Б у тенгликнинг хар икки томонини Ахх га булиб, 
сунг Ахх 0 да лимитга утиб, куйидагини топамиз:

A f ( x ° )
lim  — --------=  lim  (At +  ctj) =  Ay.

Axi—>-0 AXj  AXi—>0
Демак,

rt i W  =  A v
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Худди т у н га  ухшаш /(х) функциянинг х° нуктада f'x (х°), f'x (х°), . . . , 
Г (л°) хусусий хосилаларининг мавжудлиги хамда

ГХж (х°> = А» ГХ,№=А3, .. . , r XmW  = Am
эканлиги курсатилади. Теорема исбот булди.

1 3 . 1 - н а т и ж а .  Агар / (х) функция х° нуктада дифференциалланув­
чи булса, у  холда

Af  (*°) =  f'Xl (*°) Лх, +  fx, (*°) Л х 2 +  • . . +  /;т  (а°) Ахт  +  о (р) 

булади.
1 3 . 1 - э с л а т м а .  / (а )  функциянинг бирор х° нуктада барча хусу­

сий хосилалари f'Xt{x°), fXi(x°), ■ ■ ■ , f'Xm(x°) Н1ШГ мавжуд булишидан,
функциянинг шу нуцтада дифференциалланувчи булиши хар доим ке­
либ чикавермайди.

Масалан, ушбу

t t  \ (i~7=t=N’ агар б™ ’f  C*i > хг) | V *  ] "Ь *2
( 0, агар (х ,, х2) = (0 , 0) булса

функцияни карайлик. Бу функция (0, 0) нуктада хусусий хосилаларга 
эга:

fx (0, 0) -  lim  ■/(Да'1’ 0) - /( J ’ °> =  о,
1 Д*,

fx (0, 0) =  l im f- (°’ U'2>- =  0.
1 Ал:,-»0

Берилган функциянинг (0, 0) нуктадаги орттирмаси 

Д/ (0, 0) =  / (Дх,, Дх2) — / (0, 0) =
К(Д*,)Ч-(Д*2)2

булиб, уни (13.2) ёки (13.3) куринишида ифодалаб булмайди. Буни 
исботлаш максадида, тескарисини, яъни }(хи х2) функция (0, 0) нук,- 
тада дифференциалланувчи булсин деб фараз килайлик. Унда

Д/ (0, 0) =  f'Xi (0, 0) Дх} +  fXt (0, 0) Дх, +  осДх, ■+ а 2Дх2 =
= а 1Д х1 +  а 2Дх2 (13.4)

булиб, бу муносабатда Дх, -»- 0, Дх2-*■ 0 да ->■ 0, а 2 0 булади. 
Демак,

Дд:1Дх2 =  с^Дх, +  а 2Дх2. (13.5)
\ №*,)*+ (&x2f

Маълумки, Дх, ва Дх2 лар ихтиёрий орттирмалар. Жумладан, Дх, =  
=  Дх2 булганда (13.5) тенглик ушбу



куринишга келиб, ундан эса

булиши келиб чикади. Натижада AXi-^O, А хз-^О дасс! в а а 2 миадор- 
ларнинг нолга ингилмаслигини топамиз. Бу эса /(xt , х2) функциянинг 
(О, 0) нуктада дифференциалланувчи булсин деб килинган фаразга 
зид. Демак, берилган функция (0, 0) нуктада хусусий ^осилаларга 
эга, аммо у  шу нуктада дифференциалланувчилик шартини бажар- 
майди.

Шундай килиб, функциянинг бирор нуктада барча хусусий хоси- 
лаларга эга булиши, функциянинг шу нуктада дифференциалланувчи 
булишининг з а р у р и й  шартидан иборат экан.

2. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и л и г и н и н г  е т а р л и  
ш а р т и .  Энди куп  узгарувчили функция дифференциалланувчи були­
шининг етарли шартини келтирамиз.

f{x) =/(Х|, х2, . . . , хт ) функция очи^ М (М  с z Rm) тупламда бе­
рилган булиб. х° =  (хр хй, • • • , x j  нук;та шу тупламга тегишли 
булсин.

1 3 . 3 - т е о р е м а .  Агар f(x )  функция х° нуцтанинг бирор атр о ­
фида барча узгарувчилари буйича хусусий хсосилаларга эга булиб, бу 
хусусий уосилалар шу х° нуктада узлуксиз булса, f  (х) функция х° 
нуктада дифференциалланувчи булади.

И с б о т .  х° £ М нуктани олиб, унинг координаталарига мос равиш­
да шундай Axj, Ах2, . . . , Ахт  орттирмалар берайликки, (xj -j- Ах; , 
х\ 4- Лх2, . . . , x^ +  A x J  нуцта х° нуктанинг айтилган атрофига те­
гишли булсин. Сунг функция тула орттирмаси
А/ (х°) =  Д х? +  Ахр х» +  Ах2............. хйт  +  A x j  — f  (х», х°2, . , . , х°т )

ни куйидагича ёзиб оламиз:
А/ (х°) =  [/(х« 4- Axj, х° +  Ах2, . . . , х°т  +  Ахт ) — f  (х°, х» +  Ах2, . . . ,

xl  + Ax J ]  + [f(x°v А + Ах2, х3° + Ах3------ -- х^+ А x j  — /(х°, х2°, х3п +

+  Ах3, . . . , х°т  +  A x j]  +  . . . +  [f (х°, х2°, . . . , х в_ „  х°т  +

+  Аx j - / ( x ° ,  х2°, х3°..............x j ] .

Бу тенгликнинг унг томонидаги хар бир айирма тегишли битта аргу- 
ментнинг функцияси орттирмаси сифатида ^аралиши мумкин. Унинг 
учун Лагранж теоремасини татбик, кила оламиз, чунки теоремамизда 
келтирилган шартлар Лагранж теоремаси шартларининг бажарилнши- 
ни таъминлайди:

Af  (х°) =  f'Xi (х° - f  01А1, х° +  Ах2..............х°т  +  A x j  • Axj +

+  f'x, (ХГ x 2 +  02Л*2. x 3 +  Ax3, . . . , x°m +  A x j  • Ax2 +  (13.6)
+ .............................................................................................................. +

+ f'xm (*?. 4 ...........Xm—l . + 0mA xJ • Ax„,,
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О <  0,- <  1 (i = 1 , 2 ---------т ) .
Одатда (13.6) функция орттирмасининг формуласи деб аталади.
Шартга кура х° нуцтада f'Xi, f'Xj, . . . , f'x хусусий хосилалар уз­

луксиз. Шунга кура
fx, (х° +  01А xi, 4  +  А хг, . . . , хт  +  А хт ) =  f'Xi (х°) +  ос1( 
fx, (x°i > А  +  02 А л-2, х°3 +  А х3, . . . , х ° т + А  хт ) =  / 'г (а0) +  а 2,

fxm (х\, х°2 , . . .  , X°m _ v  Х°т  +  0т  А хт ) =  ГХт (х°) +  а т  (13.7) 
булиб, унда А а^-э-0, А а2->-0, . . . , А х т -+ 0  да а ^ О ,  а 2-> 0 , . . 
. , а т -*-0  булади.

(13.6) ва (13.7) муносабатлардан

А f  (х°) =  f ’x, W А +  Гх, (х°) А х2 +  . . . +  fXm (а 0) А хт  +  a ,  A +
+  а 2*г+  . . .  +  сст  А хт

булиши келиб чицади. Бу эса / (а) функциянинг х° нуцтада дифферен- 
циалланувчи эканлигини билдиради. Теорема исбот булди.

Бир ва куп узгарувчили функцияларда функциянинг дифференциал- 
ланувчилиги тушунчаси киритилди (каралсин, 1- цисм, 6- боб, 4- § хам­
да ушбу бобнинг 2 -§ .) Уларни солиштириб цуйидаги хулосаларга ке­
ламиз.

1) Бир узгарувчили функцияларда цам, куп узгарувчили функция­
ларда хам функциянинг бирор нуктада дифференциалланувчи булиши­
дан унинг шу нуцтада узлуксиз булиши келиб чицади. Демак, бир ва 
куп  узгарувчили функцияларда функциянинг дифференциалланувчи бу­
лиши билан унинг узлуксиз булиши орасидаги муносабат бир хил.

2) Маълумки, бир узгарувчили функцияларда функциянинг бирор 
нуцтада дифференциалланувчи булишидан унинг шу нуцтада чекли 
Хосилага эга  булиши келиб чицади ва, аксинча, функциянинг бирор 
нуцтада чекли хосилага эга булишидан унинг шу нуцтада дифферен­
циалланувчи булиши келиб чицади.

Куп узгарувчили функцияларда функциянинг бирор нуктада диф­
ференциалланувчи булишидан унинг шу нуцтада барча чекли хусусий 
Хосилаларга эга булиши келиб чицади. Бирок,, функциянинг бирор нуцта- 
да барча чекли хусусий хосилаларга эга булишидан унинг шу нуцта- 
да дифференциалланувчи булиши хар доим келиб чицавермайди.

Демак, бир ва куп узгарувчили функцияларда функциянинг диф­
ференциалланувчи булиши билан унинг хосилага (хусусий хосилага) 
эга булиши орасидаги муносабат бир хил эмас экан.

3- §. Йуналиш буйича косила

Маълумки, бир узгарувчили y = f ( x ) функциянинг (x£R, y £ R ) ~
dx

Хосиласи бу функциянинг узгариш тезлигини билдирзр эди. Куп узга­
рувчили у = f ( x u х.г, . . .  , хт ) функциянинг (Ц , х2, . . .  , хт ) £ R,n,

бунда
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у  £ R) хусусий хосилалари хам бир 
узгарувчили функциянинг хрсиласи 
каби эканлигини эътиборга олиб, бу 
df df df „
—  , ------- , . . . , 3 —  X V C V C H H  хоси-
dxt dx2 dxm - -

лалар хам y = f ( x u x2, , xm) 
функцияниг мос равишда Ox, Ox2, 
. . . , Oxm ухлаР буйича (Rm фазо­
да) узгариш тезлигини ифодалайди 
деб айтиш мумкин.

Энди функциянинг ихтиёрий йу­
налиш буйича узгариш тезлигини 
ифодаловчи тушунча билан тани- 
шайлик. Соддалик учун икки узга­
рувчили функцияни караймиз. 

у  =  / (хл, х2) =  [(А) функция очик М  тупламда (M £ R 2) берилган 
булсин. Бу тупламда ихтиёрий А0 =  (у, , х° ) нукта ни олиб, у оркали 
бирор тугри чизик; утказайлик ва ундаги икки йуналишдан бирини 
мусбаг йуналиш, иккинчисини манфий йуналиш деб цабул цилайлик. 
Бу йуналган тугри чизикни I дейлик.

а  ва р деб I йуналган тугри чизик мусбат йуналиши билан мос 
равишда Ох, ва Ох2 координата у^ларининг мусбат йуналиши орасида­
ги бурчакларни олайлик (12-чизма). Унда д  АдАВ дан

Хх —  X® Хо —  Хо
----------=  cos а, ----------- =  cos р

Р Р

булиши келиб чикади. Одатда cos а  ва cos(5 лар / тугри чизикнинг 
йуналгирувчи косинуслари дейилади.

I тугри чизикда А0 нуктадан фаркли ва М  тупламга тегишли бул­
ган А нуктани (Л =  (хь  х2)) олайликки, А0А кесма М  тупламга те­
гишли булсин. Агарда Л нукта А„ га нисбатан / тугри чизикнинг 
мусбат йуналиши томонида булса (шаклдагидек), у  холда Л0Л кесма 
узунлиги р(Л0, Л) ни мусбат ишора билан, манфий йуналиши томони­
да жойлашган булса, манфий ишора билан олишга келишайлик.

13.3-т а ъ р и ф.  Л нухта I йуналган тугри чизих буйлаб Л0 нуц- 
тага интилганда (Л -> Л0) ушбу нисбат

f ( A ) - f ( A 0) _  f(Xl, х2) — / (х,. х°)

р (Л0, А) р ((х°, х°2), (хь Хо))

нинг лимити мавжуд булса, бу лимит / (х ,, х2) = / (Л ) функциянинг
Л0 =  (я'” , х ! ) нуктадаги I йуналиш буйича цосиласи деб аталади ва

d[(A0) .. df(x\. хи)
------- еки ----------—

dl dl
каби белгиланади. Д емак,

Hm f { A ) - f { A 0) 
dl А ^ А „  Р  ( Л 0 , А)

А,*

кг Г .............. -  -  .........  /Г

X j у*_____ .___________________

О'. ' *а 
\

12- чизма
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Энди f(x lt Хп) функциянинг I йуналиш буйича хосиласининг мав- 
жудлиги хамда уни топиш масаласи билан шугулланамиз.

13.4-т е  о р е м  a. f(x ly х2) функция очщ М тупламда (М cz R-) 
берилган булсин. Агар бу функция А0 — (х° , х ° ) нуктада ((х° , х°2 )£ 
£ М) дифференциалланувчи булса, у  \слда функция uiy нуктада хар 
кандай йуналиш буйича %осилага эга ва

df(A0) df (х°, 4  df(x°, 4  df(x5, x°9) o / i o m  
-------  = ------------ = ------------  e o s a -т--------------- cosp. (13.8)

dl dl dxL Эх2 ^  V '

Ис б о т .  Шартга кура f(x lt x2) функция A0 =  (x1 , x2 ) нуктада диф­
ференциалланувчи. Демак, функция орттирмаси

учун
Sf (х°и х°2) df (л :? , Ху)

f(A) — f  (Л0) =  — 1- ...(х, -  х°) +  ■■■-- ■ 2 - (х, -  х°)+ о (р) (13.9)
cXt дх

булади, бунда

р =  р (А0, А) =  Y (хх — х',) +  (х2 — х° )2 .

(13.9) тенгликнинг >̂ ар икки томонини р = р ( Л 0, А) га булсак, у  
хрлда

f(A )— f(A 0) $f(x°, хй2) Xj х̂  df(x°j.x°) х, — х2 о (р)
--------------------------------- -- -------------- 1—------------ ------------ -\----------( lo. lU)

р(А°, А) дху р dx.2 р р

булади.
Натижада (13.10) тенглик ушбу

f ( A ) - f ( A 0) Э /(*?,*?) <3/(4 х°) о (р)
cos а  4----------- — cos р +

р (Л 0, A) ext dx2 р

куринишга келади. Бу тенгликда А--*~ А0 да (яъни р->-0 да) лимитга 
утсак, унда

f ( A ) - f ( A a) f { A ) - f ( A 0) df{x\,x°) d f(x l х°2)
lim  --------- -------=  h m ------------------—---------------cos a  4---------------- cosp

A~.Aa p (An. A) p-.o p Sxi ex.,
булади. Демак,

df(A0) df (jc° x°) df(x°v  x°2) df(x\,x%)
------- = ---------- — = --------- — cos a  -f- - ■ ........... ................ cosp

dl dlx Sxj Sx2
Бу эса теоремани исботлайди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

*if{x  1 , х2) =  arctg —  х,
функцияни ^арайлик.

I биринчи квадратнинг (!, 1) нуктадан утувчи ва (0, 0) нуктадан (1, 1) ну^та-
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га кпраб йуналган биссектрисасидан иборат (13- 
чизма). Берилган функциянинг /40 =  (1, 1) нук­
тадаги I йуналиш буйича хосиласини топинг. 

Берилган

/(*  1 , х2) =  arctg
Xi

функциянинг Л0 =  (1, 1) нуктада дифференциал­
ланувчи эканлиги равшан. Унда юцорида келти­
рилган (13.8) формуладан фойдаланиб,

df( 1. 1) 

dl
df( 1, 1) it <?/( 1, 1)

- cos-- +
Эх,

13- чизма

булишини топамиз. Демак,

К,аралаётган функциянинг А0 
буйича ^осилалари мос равишда

o f( l  1)

X cos —  =  
4

Х2 *i

Х1 + х2 }хл=\
X

X У  2

2

d/Ч], 1) 
dl

■■ (1, 1) нуктадаги 0x t ва 0х2 координата у к лари

1 <5/(1, 1) 1

0.

= 0.

С**! ох..

булади.
2. К,уйидаги

/ (Xj, х2) =  Y  х] +  x'i 

функциянинг А0 =  (0, 0) нуктада исталган I йуналиш буйича >;осиласи

df (0, 0)

dl
= 1

булади.
Хацицатан хам,

булиб,

булади.
3. Ушбу

f ( A ) - f ( A 0) У  *1 +

РИо,  >1) Р

f ( A ) - f ( A 0) ,
lim------;--------=  1

р_о рИ о , А)

/ (X1, x2) = x! +  ix2|

функциянинг (0, 0) нуктада Охх координата уци буйича хосиласи 1 га тенг булиб, 0х2 
координата уци буйича ^осиласи мавжуд эмас.

13 .2 -э с  л а т м а .  Функция бирор нуктада дифференциалланувчилик 
шартини ^аноатлантирмаса хам, у  шу нуктада бирор йуналиш буйича



ва хатто хаР к,андай йуналиш буйича хосилага эга булиши мумкин. 
Масалан, ушбу

f i x lt х2) =  \\ +

функция А0 — (0, 0) нуктада дифференциалланувчилик шартини бажар- 
майди. Юкорида курдикки, бу функция (0, 0) нуктада исталган йуна- 
лнш буйича хрсилага эга.

4- §. Куп узгарувчили мураккаб функцияларнинг 
дифференциалланувчилиги. Мураккаб функциянинг досиласи

y  =  f{x i t x2, . . .  , хт ) функция M (M c z R m) тупламда берилган бу­
либ, xL> х2 . . . , хт  узгарувчиларнинг хар бири уз навбагида /1( t2, ■ ■ tk
узгарувчиларнинг Т{Т a  Rk) тупламда берилган функцияси бул­
син:

Хг =  фх (tlt t2, , tk),

х2 ~  Фг (̂ 1 > 2̂, . . .  , t^j,

Xm = (Рm(^l- *«. ■ ■ • . Q -  (13.11)

Бунда (/lt t2, . . . , tk)£ T  булганда унга мос (xlt хг............. xm)£ M
булсин. Натижада ушбу
У = /(Ti(^i> t2, . . .  , tk), ф2 (̂ 1, t2, ■ . ■ , tk), . . . , фт  (/j, t2, . . . tk)) =

=  F (tlt t2, . . .  , tk)

мураккаб функцияга эга буламиз.
1. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и ­

л и г и .
13 .5 -т е о р е м а .  Агар (13.11) функцияларнинг хар бири Щ, t\, . .

■ , Ф  € Т нуктада дифференциалланувчи булиб, у  =  f  ixlt х2, . . .  , хт ) 
функция эса мос (х», х\, . . .  , х']т ) £ М нуктада  (х(] =  фх (/“, t\, . . . 
Ф> 4  =  Фг (̂ iI t%, . . .  , ф , . . . , х°т =  фт (/о, t°2, . . .  , ф ) дифферен­

циалланувчи булса, у -хрлда мураккаб функция F (tlt t2, . . .  , tm) %ам 
(i'j, t%, . . .  , ф  нуктада дифференциалланувчи булади

И с б о т .  (/®, ф £  Т ну^тани олиб, унинг координаталари-
га  мос равишда шундай A tlt A t2, . . .  , A tk орттирмалар берайликки, 
(t\ +  A tu /04-A t2, . . .  , t°k +  A tk) £ Т булсин. У холда (13.11) ифодадаги 
хар бир функция хам Axlf А х2, . . . , А хт  орттирмаларга ва ни^оят 
y — f( x i> х2у ■ ■ ■ . хт ) функция А / орттирмага эга булади.

Шартга кура (13.11) ифодадаги функцияларнинг хар бири (^, t\, . . .  , 
ф  нуктада дифференциалланувчи. Демак,
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булади, бунда
dxj

(i =  1, 2, . . . , m; j — \, 2, . . . , k) хусусий ^о-

силалариинг (/°, t\, , ty  нуцтадаги цийматлари олинган,

р =  К(А /1)2 +  ( д д 2+  . . .  +  (Ад2 .
Шартга асосан, у  =  / (х ,, х2, . . .  , хт ) функция (х°, х\, . . .  , х“ ) 

нуктада дифференциалланувчи. Демак,

+  ct2 А х2 +  . . .  -f- д А л' (13.13)

булади, бунда — 1, 2, . . . , т )  хусусий хосилаларнинг (х°, х°,

. .  .,х°т ) нуцтадаги цийматлари олинган ва А х ^ О , Ах2->-0, . . . , А хш->- 
-►О да «!-> - 0, а 2->- 0, . . . , а т ->-0 булади.

(13.12) ва (13.13) муносабатлардан топамиз:

: * ' .+ ^ + - - - + ^ 4'.+ои]+
+ S [ t A'i+^ A'!+

+ i f e A'‘+

+

£f«A/2 +
r)/2

а/ _ <5*i _j_ df_ dx2 j

a/t ' dx2 <H\ 
df _ Д-t! df ___

dx, dt2 Ox 2 dt2

+

йл:

+

+  A 4 + ° ( P )   ̂ к
df dx„

dx2 L _df_ _ ftt„ 
1 дхт ' dt

+
+

+
d f

dxt
+  *L +

dx, ‘

df dxj | df dx2 |

dtb dx.

a / :
a<fc

a/ a*

a/b

A +  

A t2 +  

+
A tk +

(13.14)

dx„dx, ux2
с  а/ . df ,Бу теигликдаги------ f- ------f- . .

dxx dx2
эмас) булганлиги сабабли 

dxi
булади.
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о (р) +  <*! • А хх +  « 2 А х2 +  . . . + а т Ах, 
а/

т
д—  йигинди узгармас (р га боглиц
ОХ т

О (р) =  О (р)dL
т



Модомики, х(-=фt (tx, t2, . . .  , tk) [i — 1, 2, , m) функциялар (t\,
t\............. ty  нуктада дифференциалланувчи экан , улар шу нуктада
узлуксиз булади. Унда узлуксизлик таърифига кура Л/х->- О, А/2-» -0 , 
. . . , A/fe-> 0  да, яъни р —*• 0 да A x j-^ -О, Д х 2- ^ 0 ,  . . . , А х т -+ 0  
булади. Яна хам а ник рок айтсак, (13.12) формулалардан р->  0 да 
А х1 = о (р ), Ах 2 =о( р) ,  . . . , А х т  = о (р ) эканлиги келиб чикади.

А хх — 0, A x ,-> 0 , . . . , А х т ~+0 да эса a 3-> 0 , , . . , а т -+ 0 .
Демак,

р —>■ 0 =>■ барча А х(- О  => барча A x t +  a 2 А х2 - f  . . . +
+  a mbXm =  О (р).

Шундай килиб,
1L  J!L -j- . . . -f- —L . о (p) +  a 1 A xx +  cto A x2 +  . . .  4-
OXĵ  uXtf rn

+  a mAXm =  o( P)  (13.15)
булади. Агар ушбу

^ _  df j)x i df dx, J)f^  dxm

1 dxt dtj dx2 dtj ' dxm dtj

(t =  1, 2, . . .  , k) белгилашни киритсак, у  холда (13.14) ва (13.15) 
муносабатлардан

А/ =  Ал А/х 4- Л2 A t2 4- ■ • • 4* AkA tk -{- о(р) 
келиб чикади. Бу эса г/ =  /(ф1(/1, . . . , tk), ф2(^, . . . , tk), . . . , 
фт  (̂ i 1 • • • , tk)) =  F (tu t2, . . .  , tk) мураккаб функциянинг (tf\,t», . . 
tf) нуктада дифференциалланувчи эканлигини билдиради.

Теорема исбот булди.
2. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  х о с и л а с ы .  Энди

У =  / (Фх (4 , • • • . д .  ф2(*1> tk), . . .  , фт (^, 4 , . . . , Q ) =
=  F (tu t2, . . .  , tk) 

мураккаб функциянинг tlt t2, . . . , tk узгарувчилар буйича хусусий 
Хосилаларини топамиз.

Агар (13.11) функцияларнинг хар бири (*®, . . .  , нуктада
дифференциалланувчи булиб, y = f ( x l , х2, . . . , хт ) функция зса мос 
(х®, х°, . . . , х°т ) нуктада дифференциалланувчи булса, у  хрлда м у ­
раккаб функция
y =  f i s h ,  . . .  , tk), ф2{tu t2............tk) , . . .  , фm(tu t2, . . .  , tk))

Хар бир tu t2, . . . , tk узгарувчнси буйича хусусий хосилаларга эга 
булиб,



дх ■
булади, бунда —-  (i =  1, 2, . . . , т ,  / =  1, 2, . . .  , k) хусусий ^о- 

dtj
силаларнинг (<°, /«, . . . , нуктадаги, ~ { i = \ ,  2, . . .  , т ) х усу ­

сий хосилаларнинг эса (х<|, х\, . . .  , х°т ) нуктадаги кийматлари олин­
ган.

13 .5 -теоремага кура мураккаб функция (/”, t°2, . . .  , ty  нуцтада 
дифференциалланувчи булади.

Демак, бир томондан
Д / =  • A /j +  А2 • A t2 +  • • • +  Ak ■ A tk +  о (р) (13.16)

булиб, бунда
. __ _д[_ &Х1 I df dx2 I I j /  d*m / • __ , fj ,. ,, q 174
' dXl dti dx2 dt j +  ■ ■ ■ +  dxm dtj (/ -  1, 2, • ■ - , k) (13.17)

(каралсин, 1 3 .5 -теорема), иккинчи томондан 13 .1-натижага асосан

Д / =  j f -  А К +  j j -  • 4  • +  А А К +  °(Р) (13.18)
<3̂  dt2 01 к

булади. (13.16), (13.17) ва (13.18) ва муносабатларда
df =  сП дх,

+ R dx2
+ . . + df dxm

dti дхх di[ dx2 dt i dx m dti '
М . dxj

+ К dx2
+  • • • + df dx m (13.19)

д/2 дхг dt2 dx2 dt2 dxm dt2 '

.

If II

* 
1̂ 

;

дхх
dtk +

d t
dx2

dx 2 

dt2 +  • • • +
df

d x m
dxm
dtk

булишини топамиз.

5- §. Куп узгарувчили функциянинг дифференциали

1. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л  и н и н г  т а ъ р и ф  и. у  — f(x) 
функция очиц М (М a  Rm) тупламда берилган булиб, бу тупламнинг 
х° нуктасида дифференциалланувчи булсин. Таърифга кура, у  хрлда 
f(x) функциянинг х° нуктадаги орттирмаси

А/(х°) =  А у Д ху +  А2 А х2 +  . . .  ~h А т  Д хт  +  о(р) (13.3) 
булиб, бунда

Ai =  - b p ( i= = l> 2, . . . .  m)

ва Дл^-^О , A xo-> 0, . . . , А хт -*-0  да p -vO  булади. (13.3) тенглик- 
нинг унг томони икки цксмдан \) А х х, А х2 . . . ,  А хт  орттирмаларга 
нисбатан чизицли ифода А г А хг +  А2 А х2 +  • • •  +  Ат  А хт  дан,
2) Дд^-э-О, Д х2-»-0 , . . . , Д хт ~у 0 да, яъни р->-0 да р га нисбатан 
юкори тартибли чексиз кичик мицдор о(р) дан иборат.



Шунингдек, (13.3) муносабатдан р - * 0  да Д хх +  Л2Д х 2 +
+  Ат А хт  — чексиз кичик миьудор Л / (х°) — чексиз кичик микдорнин г 
бош ^исми эканлигини пай^аймиз.

13.4-т а ъ р и ф .  f(x) функция орттирмаси А/(х°) нинг А х ,, А х ,, . . 
. , Д хш ларга нисбатан чизикли бош цисми

A Y-Д х , +  Л2- Дх2 +  • • •  +  А ■ А х  — -  А х , +  ~-̂ х - А х2 +
<3хх Эх2

+  +  ^ ! ) Д х

f(x) функциянинг х° нуктадаги дифференциали (т у л щ  дифференциа­
лы) деб аталади ва d/(x°) ёки df(x\, х°, . . .  , хйт ) каби белгиланади. 
Демак,
d f (х°) =  d f(х1}, х», . . . , х ^ ) = Л 1-Ах,  +  Л2-Дх2 +  . . . + А т -А хт  =

+  + ^ д  
г)дг2 с*т

Агар х ,, х2, . . . , хт  эркли узгарувчиларнинг ихтиёрий орттирмалари 
Д хь  Д х 2, . . . , А хт  лар мос равишда бу узгарувчиларнинг дифферен- 
циаллари dx,, dx2, . . . , dxm га тенг эканлигини эътиборга олсак, унда 
f(x) функциянинг дифференциали куйидаги

df (х°) =  ^  dx, +  ^  dx, +  . . . +  Ц Р  dx (13.20)
С]х1 дх2 схт  т

куринишга келади.
Одатда -~ d x lt ^ -d x 2, . . . , — - dxm лар f(x) функциянинг хусу-

оХ\ 0 X2   ̂ гп
сий дифференциаллари деб аталади ва улар мос равишда dxJ , dx f, . .
. , d f  каби белгиланади:хт

d*'f = i dXi' = b~Ldx*  • • • ’ d* J = 4 r dXm-
Демак, f(x) функциянинг x° нуктадаги дифференциали, унинг шу нук 
тадаги хусусий дифференциаллари йириндисидаи иборат.

М и с о л. Ушбу

{ <хъ х2) =  ех' sin*2

функция V (JCi, *2)6 Я2 нуктада дифференциалланувчи булиб, унинг диффсренцнали

Sf , л. $f 
$X ld X l+ Sx2

=  ех' sin х2 (sin x2dxt +  Xl cos x2dx2)
булади.

Шуни таъкидлаш лозимки, / (х ,, х2, . . . , хт ) функциянинг диф­
ференциали (х1], х®, . . . , х°,) ну^тага боглик; булиши билан бирга бу 
узгарувчиларнинг орттирмалари Ах, — dxlt Ах% =  dx2, , , Д х  =  
=  <ixm ларга хам борликдир.
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df =  -— dXl +  —  • dx2 =  sin дг2 eXl Sin x‘ dXl +  Xl cos Sln Xl dx., =



Функциянинг дифференциали содда геометрик маънога эга. Куйи- 
д а  уни келтирамиз.

у  =  f(x) =  f(xu х2, . . . ,  xm) функция очик /И тупламда (М cz Rm)
берилган булиб, х°=  (х°, х°, . . .  , х°т ) нуктада (х° £ М) дифференциалла­
нувчи булсин. Демак, бу функциянинг х° нуктадаги орттирмаси 

A f(x°) =  /(х° - f  А X,, х\ +  А х2, . . . ,  х°т  +  A x j  — /(х°, х ° , . . . ,  x?J

учун
А /(х°) -  /;t(x°) (х, -  х?) +  /;(х°) (х2 -  х°) + . . .  +  /;т (х°) (хт  -

х°т ) +  0(р)

булади.
Фараз килайлик у  =  /(х) функциянинг графиги Ят+1 фазодаги уш-

бу
( S ) - { ( x lt х2, . . . , хт ; г/): (Xj, х2, . . . , хт ) 6 Rm, y£ R }  

сиртдан иборат булсин. Геометриядан маълумки, бу сиртнинг (х ,̂ х°,
. . .  ,х°т , у0) нуцтасидан (у0 =  /(х°, х°2...........х°т )) утувчи хамда Оу уки-
га параллел булмаган текисликларнинг умумий тенгламаси

У -  у0 -  А ,(Х, -  х?) +  А2{Х2 - х » )  +  . .  . +  Л,„(Хт  -  < )

булади, бунда Х1( А'3, . . . , Хт , У — текисликдаги узгарувчи нукта- 
нинг координаталари.

Хусусан, ушбу
У - У 0 =  ГхМ°)(хГ - х°) +  /;/х«)(х2-хО ) +  . . . +  /;т (х°)(хт - х « , )  (13.21) 
текислик эса (S) сиртга (х°, х°, . . . , х°,. г/0) нукгасида утказилган 
уринма текислик деб аталади.

Агар dx,, х.2 ■х° dx.,, .  . Х°гп деиилса*
унда (13.21) уринма текислик

У — У0 =  f ’x №  dxi +  /*,(*°) dx2 +  • • • +  Гху )  dXm =  dKX°)
куринишга келади.

Натижада куйидаги хулосага кела­
миз: у  =  /(хр х2, . . . ,  хот) функция ар- 
гументлари х г  х,,, . . . ,  хт  ларнинг х, =  
=  х?, х2 =  х“, . . . , хт  =  х^ кийматла­
ри га мос равишда орттирмалар берай- 
лик. У  хрлда функциянинг мос орт­
тирмаси
А /(х°) =  f{x\ +  А х р х°2 +  А х2, . . . ,

С  +  А XJ — /И- *°> • • - XD  =  у —
— Уо (S’) сирт (х°, ха2, . . .  , х°п, у  о) 
ва (х° +  А х ,, х° +  А х2, . . . , х°т  +

+  А *,п- У)
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пукталарнинг охирги, у  координатаси олган орттнрмани билдиради. 
Функциянинг шу нуктадаги дифференциали эса

df(x°) = Y ~ y 0
уринма текислик (х°р х®, . . . .  хРп, у 0) ва (xJ +  AXj, х® + Д х 2, . . . , 
х'!п - f  Ахт , У) нукталаринииг охирги, у  координатаси олган орттирмани 
билдиради.

Хусусан, у =  f(xu х2) функция очик М тупламда (М с  /?2) берил­
ган булиб, (х®, х®) d М  нуктада дифференциалланувчи булсин. Бу функ­
циянинг графиги 14-чизмада тасвирланган (S) сиртни ифодаласин. (S) 
сиртга (х®, х®, у 0) нуктасида (у0 =  f(x\, х°)) утказилган уринма текис- 
лик ушбу

а/ (xi х!) „ df(x°u XS)
У - . Л -  (X, -  *?) +  (* , -  4 )

куринишда булиб, ундан
Y — у 0 =  df(xn{, х®)

эканлиги келиб чикади. Демак, у  =  f(xv х.) функциянинг (л1.1, х2) ну.^- 
тадаги ди(})ференциали бу функция графигига (х®, хЦ, f(x\, х®)) ну^та- 
сида утказилган уринма текислик аппликатасининг орттирмасидан ибо­
рат экан.

2. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л и ,  у  — 
=  /(*,, х2, . . .  , хт ) функция M (M czR m) тупламда берилган булиб, 
xv х2, . . . , хт  узгарувчиларнинг х>ар бири уз навбатида t2, . . .  , t k 
узгарувчиларнинг Т (T czR k) тупламда берилган функцияси булсин:

X, =  t2, , tk),
х2 =  Ф2(*1, *2, . . . , tk). (13.11)

Xm -  Фт <А- h ------ •**)•
Бунда (tt, t2, . . .  , 6 T булганда унга мос (xv x2, . . . , x j £  M  бу­
либ, ушбу

У — /(фi(̂ i> К, . . .  , i^ , Ф2(̂ 1, t2, . . . , tk), . . . , <pm (/j, t2, . . . , th))

мураккаб функция тузилган булсин.
Фараз цилайлик (13.11) функцияларнинг хар бири (/®, Щ, . . .  , /®)£Г 

нуктада дифференциалланувчи булиб, у  =  / (* ,, х2, . . . , хгп) функция 
эса мос (х®, х®, . . . , нуктада дифференциалланувчи булсин.
У хрлда 13.5-теоремага кура мураккаб функция (t\, t°2, . . .  , t{) ну^- 
тада дифференциалланувчи булади. Унда мураккаб функциянинг шу 
нуктадаги дифференциали

булади.
c>f B f o f „

Энди , . . . , хусусии хосилаларни, ушбу бобнинг

6 -5 0 1  81;



4-§ да келтирилган (13.19) формулалардан фойдаланиб цисоблаймиз:

IL  

J L
dtn2

э/

Натижада

Эхд
■ +

J L Э х 2
■ +  . 4 -

df ёхт
1 Э<1 Э х 2 '  Л ,

• • 1
d ty ’

*L (5хх 4 - <5х 2
.  4 _ 1 л _ с)Хт

<?Xj <?/2
Г

ёх2 '  $t2 1 • • •
**т

э/ 3 x t
+ J L . Эх 2

• + J L . dXm
<5xj Э х 2 Л* ~ёхт dtk

df =  ( —  . —  +
I Эх, <3/[ <5x2 c/j <?xm j

+  f i L . f f L + J L . i 5 .  +  . . .  +  i L . f 5 i U t  +

+ ........................................................................................+
+  ( J L . I f L + J L . J ^  +  ^ ] d t  k =

\ &x\ dtfr dx2 dt2 . dxm &tk )
Э/ / Эх, Эл;, , Эхл

=  —-  ( —  dii +  —  dtt +  . . . +  —  dtk
<5x] у cV[ <?/fe

<5/ / <5x, Эдс0 , Эх, \

+  ^ ( х л ' + ^ ‘" ’ + ' - ' + ^ л ‘ ) +
+ ...................................................................................... ~ь
I Sf { ёх™ Ai  ̂ hx<n At _L ёХт M

+  T ~  + 3 T d/2+ • • • + ^ r dtkx̂m \ ^1 2 Л
улади.

Arap
Эх. (5xi , Эх, ,

dt, +  —  dtt + . . . + —  atk =  dx,,
<3/ J <Я2 c,<*
Эх2 c)X̂ . . .  . OXy
Щ dt1 +  l i ~ dt2 + . . .  +  — dtk - d x 2,

^ d t l + ^ d t 2 +  . . .  +  ^ d t k = d x m 
dt 1 Э/2

эканлигини эътиборга олсак, у  хрлда мураккаб функция дифференциа- 
ли учун

df =  i L d x ,  +  - ^ - d x 2 +  . . . +  ^ dxm (13.22)
Эх, <?*2 <?xm

булиши келиб чикади.
М ураккаб функция дифференциалини ифодаловчи (13.22) формула­

ни аввал цараб утилган (13.20) формула билан солиштириб, функция 
мураккаб булган хрлда хам функция дифференциали функция хусусий
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<5/ (x i Xr, . . . , xm)
хосилалари ------- :—------------------(i = 1 ,  2, . . . , m) билан (6 ? : с ; ;

,v2, . . . , xm аргументларнинг хар бири /,, t2, . . , , tk узгарувчилар­
нинг функцияси) мос аргумент дифференциаллари dx^i = 1 ,  2, . . . , т )  
купайтмасидан иборат эканини курамиз.

Шундай ^шшб, каралаётган функциялар мураккаб 
/(<Pi(*i. t2, . . . , t^)} ф2(/1( t2, . . . , tk), . . . , фт (̂ ]> t2, ■ ■ • > У )

(xi =  фД/р t2, . . .  , tk), (i =  1, 2, . . . ,  m)) куринишда булганда хам, 
бу функцияларнинг дифференциаллари бир хил (13.22) формага эга 
булади (яъни дифференциал формаси са^ланади). Одатда бу хоссани 
дифференциал формасининг (шаклининг) инвариантлиги дейилади.

Демак, куп узгарувчили функцияларда хам, бир узгарувчили функ- 
циялардагидек, дифференциал шаклининг инвариантлиги хоссаси урин­
ли экан.

Шуни а лох ида таъкидлаш лозимки, (13.22) ифодада dxlt dx2, . . . , 
dxm лар x v х2, . . .  ,х т  ларнинг ихтиёрий орттирмалари Ад:,, А х2, . . . , 
А хт  лар булмасдан, улар tx, i2, . . .  , t k узгарувчиларнинг функцияла- 
ри булади.

3. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л и н и  ^ и с о б л а ш н и н г  с о д д а  
Х о и д а л а р и .  u — f(x) ва v — g{x) функциялар очи^ M ( M a R m) туп­
ламда берилган булиб, д°6 М нуктада улар дифференциалланувчи бул­
син. У хрлда и ± v, и ■ v, — (и7 =̂0) функциялар хам шу х° нуктада

V

дифференциалланувчи булади ва уларнинг дифференциаллари учун к у ­
йидаги

1) d(u ±  v) =  du ±  dv,
2) d (и ■ v) =  и ■ dv +  v ■ du,
o\ j  / “ \ vdu — udv . .3) d I—  = ----------------(o#=0)

\ V J V2
формулалар уринлили булади.

Бу муносабатлардан бирининг, масалан, 2) нинг исбогини келтириш 
билан чегараланамиз.

и =  / (х) ва v =  g (х) функциялар купайтмасини F функция деб ка- 
райлик: F — u-v. Натижада F  функция и ва v лар оркали хх, х2, . . .  , 
хт  узгарувчиларнинг (х =  (хх, х2, . . . , хт ))  мураккаб функцияси бу­
лади. Мураккаб функциянинг дифференциалини топиш формуласи
(13.22) га кура

.п  SF , . SF , dF — -----■ du Ч--------   dv
Зи dv

булади.
Агар

3F 3F----- =  V, -----=  и.
ёи $V

эканлигини эътиборга олсак, унда
dF =  V-du-\- и -dv 

булишини топамиз. Демак,
d(u-v) — vdu -f- udv.
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4. Т а к р и б и й  ф о р м у л а л а р .  Маълумки, функция математик 
анализ курсида урганиладиган асосий объект. Купгина масалалар эса 
функцияларни хисоблаш (берилган нуктада ^ийматини топиш) билан 
боглиц. Каралаётган функция мураккаб куринишда булса, равшанки, 
унинг цийматини аник хисоблаш цийин, баъзида эса м авж уд усуллар 
ёрдамида цисобланмай колиши мумкин*.

Чексиз сондаги операцияларни бажариш билан ^ал буладиган маса- 
лаларни, жумладан баъзи функцияларнинг цийматларини хисоблаш би­
лан боглик масалаларни ечишда каралаётган функция ундан соддароц, 
Хисоблаш учун огонро'^ булган функция билан алмашшрилади. Бун­
дай алмаштиришлар билан такрибий формулаларни цосил килишда 
функциянинг дифференциал тушунчаси мухим роль уйнайди.

f(x) функция очиц М  тупламда берилган булиб, х° 6 М
нуцтада дифференциалланувчи булсин. У хрлда таърифга кура

А/ =  Д / ( х ° ) = - дПх0)-  А х ,+  - ? f{x°} А х2+  . . . +  dl {xf>) - А х т  +
' дХ1 дх2 2 ^  дхт  ™ ^

+  о (р) =  df (х3) +  о (р)
булиб, ундан (d fФ  0)

lim  ,.д ( . =  lim  - df +  .?(P)_ =  j 
р-»о df р-*° df

булиши келиб чикади. Бундан эса куйидаги
Af(x°) ж  df (х°) (13.23)

такрибий формула келиб чикади. Бу (13.23) формула х°=(х°, х?2, . .  ,,х°т  
нуктада диффергнциалланувчи f(x) функциянинг шу нуктадаги А/(х°) 
орттирмасини, унинг х° нуктадаги df(x°) ди^^рэш ш али билан Т ал и ­
бан алмаштириш мумкинлигини курсатади. Бу алмашгиришнинг мо- 
Хияти шундаки, функциянинг A f  орггирмаси х и х 2, . . ., х т  (х=  
=  (х1, х2, . . ., хт )) узгарувчи лар Ахх А х2, . . А х т  орттирмалари- 
нинг, умуман айтганда, мураккаб функцияси булган холда функция­
нинг df дифференциали эса А х и Д х 2, . . ., А х т  ларнинг чизикли 
функцияси булишидадир.

(13.23) формулани ушбу
/(х° +  Ах, ,  х° +  Д х ,, . . ., Х°т  +  А х т ) ж  f(x°v  х°2, . . ., х^) +  

df(x°v  4  . . . ,  х°т ) d f(x l 4  . . х°т )
4-------------------------- А 4--------------------------------- Дх2+  . . . +

дх\ 0X2 

df (х?, х°0...........х°)
+  ■ дх---------- — (13-24)

илт

куринишда хам ёзиш мумкин.

* Тури, функцияларнинг цийматини >;исоблашда электрон хисоблаш машинала- 
ридан кенг фойдаланилади. Шубз^асиз, ^озирги замон электрон хисоблаш машинала- 
ри к,иск,а вацт ичида жуда куп .операцияларни бажариб, куйилган масалаларни ^ал 
к;»либ беради.
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Агар А х, = х , —  л-®, Д х2 = х2— х°, . . ., А хт  =  хт  — х®, эканини 
эътиборга олсак, унда юкоридаги (13.24) формула ^уйидагича булади:

df(xj, хХ.......... х ")
/ (хи х2, . . . ,  хт ) «  / (х°, х°2, . . . ,  х°т ) Н------------------------------ (хх — х®) +

а№ " ' s..........*  < * - 4  +  ■ • +
dx2 ' 4 - <*,

Хусусан, (х®, х“, . . х^) =  (0,0, . . 0) € М  булганда

/(xlt х2, . . ., x j  « / ( 0 ,0 ,  . . ., 0) +  а/(0’ °я ' ' " 0 ) xi +
иХ\

, а/(0.0......... 0) , , <5/(0, о........... 0) ..
i  г-------------х2 “г  • • • iах2 2 дх,т

булади.
5. Б и р ж и н с л и  ф у н к ц и я л а р .  f (хг, х2, . . . , х т ) функция очи^ 

/И(УИс:/?т ) тупламда берилган. М тупламда (х,, х2, . . ., хт ) ну^та 
билан ушбу (ix , /х2, . . ., txm) ну^та (— о о < г <  оо) хам шу М туп­

ламга тегишли булсин.
13.5-т а ъ риф.  Агар /(х,, х2, . . ., хт ) функция учун

\f(txu tXn, . . ., tx m)= tP f{x 1, х2, . . ., хт ) (13.25)

((ч, ч ..........хт) е м , Р е ю
булса, / (х1; х2, . . хт ) р- даражали бир жинсли функция деб ата­
лади.

М и с о л л а р .  I. / (xj. х2) =  х, -f xi функция иккинчи даражали бир жинсли 

функция булади, чунки

/ (t Xl, t Х2) =  Xi)2 +  (t х2)2 =  /2 (х, -р Хо) =  /г / (Xj, х2).

2. /  (jfj, х2)=  arctg —  -f- £ * функцияни царайлик.
Х\

Бунда

fx I Xl
tXf ^2 Д j

/ ( /Xj ,  /x 2)=arctg 7 7 7 + e =  arctg — + e = / ( x 1, x2)

булади. Демак, берилган функция нолинчи даражали бир жинсли функция экан.
3. Ушбу

/(x j, x2) = c sin A‘i

функция учун (13.25) шарт бажарилмайди. Демак, бу бир жинсли функция эмас.

Фараз к,илайлик р-даражали бир жинсли /(хх, х2, . . . ,  хш) функция 
М тупламда дифференциалланувчи булсин. Унда

f( tx lt tx2, . . ., /хт )=/Р • f ix ,  x2............x j
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тенгликнинг х,ар икки томонини t буйича дифференциаллаб куйидагини 
топамиз:

df(txu tx........... txm) d f(ixu tx2.......... txm)
xi +  ---------- ------------------ *2+- • • +d (txy) 1 ' d (/x2)

df(txv  tx2, . . txm)
+  ---------- d ji .I j---------- xm =  Р -Р -'П * !, *2............. X j .

Хусусан, t — 1 булганда

df{xi, x2......... xm) df (xy, x2..........xm)
- x t H--------------------- 3 - ------------------- - * 2 +  ■ ■ • +дху Л1 ^  dx,

d f (xv  x2..........xm) / i qor\
4-------------- ЗГ-------------- X = p f(X l t  * 2 ,  • • -  Xm) (13.26)илт

булади. Бу (13.26) формула Эйлер формуласи деб аталади.
Айтайлик, f(Xi х2, . . ., хт ) функция нолинчи даражали бир жинс- 

ли функция булсин. Таърифга кура

f  (tX i ,  tx2 . . . , txm) t f(Xy, X2, . . . ,  Xm) / (Xy, X2, • • ■ > x m) 

булади. Агар бу тенгликда t =  — (x, Ф  0) деб олсак, унда

f ( Xl, x2, xm) = f \  1 , ^  , ^  ■ • .,^2L
l Ху XJ X!

булиб, натижада m та узгарувчига боглиц булган f(x 1, х2, . . ., хт )

функция т  — 1 та уи уг, . . ., ут _ г у±= у2=  — , . . ., г/т _ , =
V Xj Xj

=  *m I узгарувчига богли^ булган функцияга айланади:
xi I

f(x lt х2, . . ., xm) =  F (y lt у2, . . ., ут _ , ) .

Энди /(Xj, х2, . . ., хт ) функция р- даражали бир жинсли функция 
булсин. У хрлда

f(tx lt tx2, . . ., txm)= tp ■ f(x u x2, . . ., xm)

булади. Бу тенгликда х,ам t — —  (ххф  0) десак, ундан

Хз X3
1 У • . . M

\ * 1 X i X l 1 \ x l X l X l  I

булиши келиб чикади.
Демак, р- даражали бир жинсли функция ушбу

................................... 7Г)
куритнига эга булар экан.
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6- §. Куп узгарувчили функциянинг юкори тартибли косила 
ва дифференциаллари

1. Ф у н к ц и я н и н г  ю ^ о р и  т а р т и б л и  х у с у с и й  х о с  и л а- 
л а р и .  f(x lt х ,, . . хт ) функция очих М (MczRm) тупламда берил­
ган булиб, унинг хар бир (хх, х2, . . ., хт ) нухтасида /v  f'Xt, . . . ,  f'x
хусусий х°силаларга эга булсин. Равшанки, бу хусусий хосилалар у з  
навбатида хг, х2, . . . , хт  узгарувчиларга боглик булиб, уларнинг 
функциялари булади. Демак, берилган функция хусусий хосилалари 
f'x,’ f'x,' • • •’ f'xm ларнинг хам хусусий хосилаларини хараш мумкин.

13.6- т а ъ р и ф .  /(х1; х2, . . ., хп)  функция хусусий х.осилалари 
fXl’ f'x,’ ■ ■ ■’ f'xm ларнинг xk(k =1 , 2 ,  . . ., т ) узгарувчи буйича хусусий
Хосилалари берилган функциянинг иккинчи тар ти б ли  хусусий хоси­
лалари деб аталади ва

деб ёзиш урнига

деб ёзилади.
Агар юкоридаги иккинчи тартибли хусусий хосилалар турли узга- 

рувчилар буйича олинган булса, унда бу

2 -тартибли хусусий хосилалар аралаш хосилалар деб аталади.

каби белгиланади. Демак,

Бу иккинчи тартибли хусусий хосилаларни умумий холда

куринишда ёзиш мумкин, бунда k — i булганда



Худди шунга ухшаш, f(x v  х2, . . хт ) функциянинг учинчи, тур- 
тинчи ва хоказо тартибдаги хусусий хосилалари таърифланади. Уму- 
ман, f(x lt х2, . . хт ) функция (« — 1)-тартибли хусусий ^осиласининг 
хусусий хрсиласи берилган функциянинг л-тартибли хусусий хрсиласи 
деб аталади.

Шуни хам айтиш керакки, f{xL, х2, . . хт ) функциянинг х^,х^
. . ., xt узгарувчилар буйича турли таргибда олинган хусусий хосила-
лари берилган функциянинг турли аралаш хосилаларини ю зага келти- 
ради.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

f (x j , х2) =  arctg —  (х.2 Ф  0) 
Х'2

функцияиинг 2-тартнбли хусусий хосилаларини топамиз.

df
dxt

х2
X i +  Хо

d-f
dxi

д
дху

I I  '
дх

д
дхг

Л .
дх2

х2
х\ +  х:2

2xt х2

(4 + 4 )*

дх1 дх2

д*[ 
дх2 дх1

d*f

д
дх2

д
дхх

df
дх,

дх,

dxi

д
дх2

IL
дх2

2. Ушбу

f(x j, х2)=  \х1 х2

_ _д__  

~  дх,

_ _д_  
дху

д
дх2

„2
х \

/

4 ■■4

Xl

4 -
X i

xl

(4 + ^ )2

( 4 + 4 ) 1
2 x t хг

(4+4)г

агар х\ 4- хг2 ф 0 булса ,

агар х\ +  х\ =  0 булса

функциянинг аралаш хосилаларини топамиз. 
Айтайлик (xlt х2)=Ф(0, 0) булсин. У холда

df X 1
г 9 2 л 2 9 \X] — х 2 4*j х2 \ df х ( 4-4 44 4 \

дхг
k 4 + 4 + (44" 4 >2 ) дх2 4 + 4 (4+4)3 )

булади.
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d*f 
дх2 дх!

д_
дх2
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дх 1 \ дх 2

*1 — *2

4 + 4

Х\ хг2

8х\ 4

( 4 -
8х?

■4)2

( 4 + 4 ) г



Гичшлган f(x lt х2) функциянинг (0, 0) нуктадаги хусусий ^осилаларини таъ-
Ihi |н .1 кура топамиз:

d f(0 , 0 )  f (A Ху, 0) — f (0, 0)
--------lim ----------------------=  0,

дх! д ^ -> 0  Д Ху
df(0, 0)  /(0. A jc*)— f (0, 0) „ = lim ---------------------------- = О,

дх* д хг~> о Д х2

т 0 ,  А х2) __ df (О , 0 )

/ (0, 0) дху дХу Д *2--------------= h m -------------------------------------um -------- 5—
дх1 дх2 д А хг Д *2->0 д х2

„3

дху _

Д х2

df(А Ху, 0) df(0, 0)

дх2 дх2д'Ч( 0 , 0 )  дх2 дх2 Д*1
=  l im --------- :------------=  l im —— j - = l .

дх2 дхг Д1 ,-,о Д Ху Д*1-»0 Дх'!

d*f
Бу келтирилган мисоллардан куринадики, функциянинг ~  д ~ ва 

аралаш хосила лари бир- бирига тенг булиши хам, тенг булмас-
<)хгдху
лиги х,ам мумкин экан.

1 3 . 6 - т е о р е ма .  f(Xy, х2) функция очик М (М cz R2) туп лам да бе­
рилган булиб, шу тйпламда f  , f '  хамда / " , ,  Г  аралаш хссила-*1 Л. j * Х\~% 2̂*1 *
ларга эга булсин. Агар аралаш хосилалар (х,1, х®)£М нуктада уз­
луксиз булса, у  холда шу нуктада

f  х,х2 (Xr  Х2̂  ~  fx,_xx (Л’р
булади.

И с б о т .  (xr/, л'!]) нукта координаталарига мос равишда шундай 
Д Ху >  О, А а 2 >  0 орттирмалар берайликки,

D =  { (хъ х2) £ R2: х“ <  х х <  х\ +  А х,, х° <  х2 <  х\ +  А х2} cz М

булсин. Бу тугри туртбурчак учларини ифодаловчи (а", а!}), (хпг +  
4 - Д х р  >-\), (х\, х° +  Д х2), (xj1 +  А А-,, x° +  А А2) нукталарда функция- 
пинг цийматларини топиб улардан ушбу
Р =  f  (*“ +  А Ху, х° +  A x2)— f(.х°{ +  А х{, x^ —f{x\, х°+  А х2)+ /( х“, х°) 
ифодани хосил киламиз. Бу ифодани куйидаги икки 

р  =  If О"? +  A Хр х\ +  А х2) — f(x f  +  А А,, х°)1 — If (xf х\ +  А а 2) —

- / ( * ? ,  Х %

Р =  \f(x°i +  Дх, ,  х\ +  А а 2) — f(x\, x° +  A x2)J — [/(х» +  А х ,( х°) —

~ f K  4 ) !
куринишда ёзиш мумкин.

Энди берилган /(Alt х2) функция ёрдамида Ху узгарувчига богли^ 
булган

Ф W  =  / (* i. А  +  А Аз) ~ f ( xi> *“)>
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х2 узгарувчига боглик булган
^  (ж2) =  f (ж0! +  А х ,, х2) — f  (х®, ж2) 

функцияларни тузайлик. Равшанки, ф (хх), ^(ж2) функциялар 
Ф (Ж)) =  fXt (ж,, ж® -Ь A х2) fXl (жjt ж2),

V  (Х2) =  fx2 К  +  Д х 1- *2) — /х, К -  *2)
хосилаларга эга булиб, Лагранж теоремасига асосан

Ф (*i) =  fXlX, (x i> х° +  92 Аж2) А ж2, (13 27)
Ч>' (*2) =  rXtXt ( 4  +  0, А ж,, ж2) А ж,

булади, бунда 0 < 0 1; 02<  1.
Юкорида келтирилган Р  ифодани ф(ж2) ва т|) (ж2) функциялар орка- 

ли ушбу
Р =  ф(х® +  Аж,) — ф, (ж"),
Р  =  1)3 (х® +  А х2) — г|5 (х®)

куринишда ёзиб, сунг яна Лагранж георемасини куллаб куйидагилар- 
ни топамиз:

Р  =  ф' (х® +  0| А х,) Аж, ,  Р  =  г]/ (х® +  02 А х2) А х2

(0 <  о;, ©2< 1). (13.28)

Натижада (13.27) ва (13.28) муносабатлардан
Р  =  / ;iIt (X® +  0j А х ,, х® +  02 А х2) • А х, А х2,
Р  =  /"jXi (ж® +  0, Д ж,, ж® +  0' А ж2) А х, А х2 

булиб, улардан эса

/х,х,(х 1 +  В! А * 1» 4  +  02 А хг) =  fl,x> (*? +  0, А ж,, х" +
+  0 ' Дж2) (13.29)

булиши келиб чикади.
Шартга кура fxx ва fxx аралаш хосилалар (х?, х®) нуктада узлук­

сиз. Шунинг учун (13.29) да Ах , - > 0 ,  Аж2-> 0 (бунда х^+О^Дх,-+х{ 
х® +  02 А х2 х®, х® +  0, А х, -> х®, х® +  0' А х2 -+■ х®) лимитга утсак ,

& * (* ? .  4 )  =  С ,  К  4 )
булади. Бу эса теоремани исботлайди.

Агар /(х1( х2) функция очих тупламда юцори тартиб­
ли узлуксиз хусусий хосилаларга эга булса, бу хосилаларга нисбатан 
юкоридаги теоремани такрор хуллаш мумкин.

Масалан, /' , , /" ларга теоремани татбик этиб куйидагиларниX j X 2 Х\Х̂
топамиз:

г" =  Г" =  f"'
I  X  iX tX ,  ‘ X iX t X i  '  JT jX l.f l ’

=  Г"
I X ,X 2X 2 ’ X 2X ,X ,  1 X2X 1X t>

/ (IV ) =  / (IV ) =  /(IV ) = f ( I V )  =  / (IV ! _  / (IV )
I  X t X xX 2X2 1 X ,X 2X , t 2 1 X ,X 2X 2X I 1 Х 2Х ,Х ,Х ,  I x jX iA T jX ! I X , X 2X ,X X-
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2. Ф у н к ц и я н и н г  ю к о р и  т а р т и б л и  д и ф ф е р е н ц и а л л а -  
ри. Куп узгарувчили функциянинг юкори тартибли дифференциали ту­
шунчасини келтиришдан аввал, функциянинг л ( « >  1) марта диффе­
ренциалланувчилиги тушунчаси билан танишамиз.

f(x) функция очик M (M c z R m) тупламда берилган булиб, х°£М  
булсин. Маълумки, f(x) функциянинг х° нук,тадгги орттирмаси ушбу

Д f(x°) =  А х А хх +  А2 Л х 2 +  . . . +  Ат  Д хт  +  о (р)

куринишда ифодаланса, функция х° нуктада дифференциалланувчи 
деб аталар эди, бунда А х, Л2, , Ат  — узгармас сонлар, р —
—V { А Х[)2 +  (Д х2)2 +  •. . . 4 - (Д х т )2 • Бу хрлда курган эдикки, Ai =

df(x°) , .  ,  0
у \t z 1, .2, . . . , til).

дх[
Айтайлик, / ( а )  функция М тупламда Г  , . . . , f ’ хусусий хо-

силаларга эга булсин. Агар бу хусусий хосилалар х° нуктада диффе­
ренциалланувчи булса, f(x) шу нуктада икки марта дифференциалла­
нувчи функция деб аталади.

Умуман, / (х) функция М  тупламда барча п — 1 - тартибли хусусий 
хосилаларга эга булиб, бу хусусий хосилалар х °£ М нуктада диффе­
ренциалланувчи булса, f(x) функция х° нуктада п м ар та  дифферен­
циалланувчи функция деб аталади.

1 3 . 7 - т е о р е м а .  Агар очщ М тупламда f(x) функциянинг барча 
п -тар ти б ли  хусусий хосилалари мавжуд ва х°£М  нуктада узлуксиз 
булса, f{x) функция х° нуктада п м ар та  дифференциалланувчи бу­
лади.

Бу теорема функция дифференциалланувчи булишининг етарли шар­
тини ифодаловчи 13 .3-теореманинг исботланганлиги каби исботланади.

Фараз ^илайлик, f(x) =  f(x x, х2, . . . , хт ) функция очик. М (/Ис/?") 
тупламда берилган булиб, у  х — (хр х2, . . . , хт )£ М  нуктада диффе­
ренциалланувчи булсин. У >рлда бу функциянинг х нуктадаги диффе- 
ренциали

df =  ~ — dxi +  - ~ d x 2 +  ——— 'dx (13.20)
дх1 дх2 дхт

булади, бунда dxx, dx2, . . . , dxm лар хх,х 2, . . . , хт  узгарувчилар­
нинг ихтиёрий орттирмаларидир.

Энди / (х) функция х £ М нуктада икки марта дифференциалланув­
чи булсин.

13 . 7 - т аъриф.  f(x) функциянинг х нуктадаги дифференциали df(x) 
нинг дифференциали берилган f(x) функциянинг иккинчи тар ти бли  
дифференциали деб аталади ва у  d2f  каби белгиланади:

d*f =  d(d(f).
Юкоридаги (13.20) муносабатни эътиборга олиб, дифференциаллаш 
кридаларидан фойдаланиб куйидагини топамиз:

d*f =  d(df) =  r f f f  dxx +  - у - dx2 +  . . .  +■—  d x )  =
\дх 1 dx2 m /

91



= < м  ( S + ^  ( Л ) + ■ ■ ■ + dx~d Ш  =

=  ( —  dxx +  dx2 +  . . . - } -----dxm \ dxx +
дххдх2 дх1дхт  J

( — -— dxx “1— - dx2 Ч- . . . -Ь *•— -—  dxm | dx2 -b
\c)x2dx2 dx2 dx2dxm j

+ ............................................................  • +
+  ( ———dxL -\------- -— dx2 +  . . .  - f  —t, dxm \ dxm=  (13.30)

\<)xm(lx1 dxmdx2 “ m J

=  - J 4  + —2dx22 +  . . .  + ^ d x l  +
dx] dx2 dxm

+  2 dxxdx2 +  2 - ^ - d x 1dx3 +  . . .  + 2  dx1dxm +
UX\VX 2  OX\UX з  о х го х т

4- 2 — -  dx2dx3 +  2 — —-  dx2dxt +  . . .  + 2  ——— dx2dxm +
дх2дх3 дхгдх 4 0x./)xm

+  • .......................................................... ...............................................................................................

^ dxm—ldxm'
и л т — 1 m

f(xx, хг, . . .  , xm) функциянинг (x,, x2, . . . , xm) нуктадаги учинчи, 
туртинчи ва хоказо тартибли дифференциаллари хам худди юкорида- 
гидек таърифланади.

Умуман, f{x) функциянинг х нуктадаги (п — 1)-тартибли диффе- 
ренциали dn~l f(x) нинг дифференциал берилган / (х) функциянинг шу 
нуктадаги п-лартибли дифференциали деб аталади ва dn f  каби белги­
ланади. Демак,

dnf  =--d(dn~l /).
Биз юкорида / (х) функциянинг иккинчи тартибли дифференциали 

унинг хусусий хосилалари оркали (13.30) муносабат билан ифодалани- 
шини курдик.

f(x) функциянинг кейинги тартибли дифференциалларининг функ­
ция хусусий хосилалари оркали ифодаси борган сари мураккаблаша 
боради. Шу сабабли юкори тартибли дифференциалларни, символик 
равишда, содцарок формада ифодалаш мухим.

/(х) функция дифференциали

df =  ^ -d xx +  ~~dx2 +  . . .  +  -У - dxm
UX± OX  2  OXfji

ни символик равишда (/ ни формал равишда кавс ташкарисига чик,а- 
риб) цуйидагича

df =  ( ^ - d Xl +  ~ d x 2 +  . .  . + ~  dxm) f  
\ дх 1 дх2 дхт  j

ёзамиз. Унда функциянинг иккинчи тартибли дифференциален»

d2f  =  ( ^ dxi+  ~t2dx* +  • ' • +  )* f  (13.31)
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деб к,араш мумкин. Бунда кавс ичидаги йигинди квадратга кутарилиб, 
еунг / га «купайтирилади». Кейин даража курсаткичлари хусусий хр- 
силалар тартиби деб хисобланади.

Шу тарзда киритилган символик ифодалаш f(x) функциянинг л-тар- 
тибли дифференциалини

„г I д д , д \п
d f ~  U r ^ i  +  +  • • • +  ^ dxm ) f

каби ёзиш имконини беради.
3. М у р а к к а б  фу  н к ц и я  нин  г ю ц о р и  т а р т и б л и  д и ф ф е ­

р е н ц и а л л а р и .  Ушбу пунктда f(xv х2, . . .  , хт ) (л;1=ф1(/1. /2, ... tk).
х 2 =  I > h  ■ ■ ■ 4)> • • • х т  =  Фт(^1’ t2, , tk)) мураккаб функция- 
нинг юкори тартибли дифференциалларини топамиз.

Маълумки, (13.11) функциянинг хар бири (/{•, t°2, . . . , ну^та-
да дифференциалланувчи булиб, f(xv х2, . . .  , хт ) функция эса мос 
(д-J, хт) € М  нуктада дифференциалланувчи булса, у  холда 13.5- 
теоремага кура мураккаб функция (tQ{, t0,, , /®) нуктада дифферен. 
циалланувчи ва дифференциал шаклининг инвариантлик хоссасига асо­
сан мураккаб фрнкциянинг дифференциали

df =  ^ -dx  j  +  ~ d x 2 dx
dXl dy2 dxm

булади.
Фараз ^илайлик, (13.11) функцияларнинг х>ар бири (fj, ,t°k)£T

нуктада икки марта дифференциалланувчи, f{xv x2, . . .  , хт ) функция 
эса мос (х°, х2, . . . ,  х°т ) £ М  нуктада икки марта дифференциалланувчи 
булсин. У хрлда мураккаб функция хам (t°v t°, . . .  , t°) нуктада икки 
марта дифференциалланувчи булади. Дифференциаллаш цоидаларидан 
фойдаланиб куйидагини топамиз:

d2f  =  d(df) =  d ( - ~ d x 1 +  ~~dx2 +  . . .  + ^ L  dxm) =
\dxi дх2 дхт  I

- d № .......................................
\dx2

dxy +  j? -  d (dx,) +  d (-У-) dx2+  d(dxt )+  
ox1 \ox 2/ dx2

+ ' ' '  + d {£~^dxm+ л г ^ т)==\ / uxm

= d[^1)dx+d(S ;)dX2+ • ■ ■ + d i i t ) dXm + (13-32)
+  - f d %  +  ~ d 2x2 +  . . . +  f - d 2xm =  

dxi dx2 dxm

— [ —  dx j -j----- dx2 “I- . ■ . 4-------- dx ) f  -)-
[dx, dx.2 2 dxm 1

+  d2xy +  Y~d2x2 +  . . . +  ~ ~  d2x . 
ox i dx* dxm

Шу йул билан берилган мураккаб функциянинг кейинги тартибдаги 
дифференциаллари топилади.

(13.31), (13.32) формулаларни солиштириб, иккинчи тартибли диф- 
ференциалларда дифференциал шаклининг инвариантлиги хоссаси урин­
ли эмаслигини курамиз.



13.3-э с л а т м  а. Агар (13.11) функцияларнинг ^ар бири t{, t2 . . .  , 
tk узгарувчиларнинг чизикли функцияси

х, =  а п tx +  a l2 12 +  . . .  +  a Xk tk +  РР
х2 =  а 21 /, +  а 22 t2 +  . . .  +  a 2k tk +  Р2, (13.33)

Xm =  a ml U  +  a m2 *2 +  ' ’ ' +  a ,nk К  +  f>m

булса (a.,-, P;.( i  =  1, 2, . . . &; / =  1, 2, . . . , m) — узгармас сонлар), 
у  хрлда бундай f(xlt хг, . . .  , хт ) мураккаб функциянинг юкрри тар­
тибли дифференциаллари дифференциал шаклининг инвариантлигп хос­
сасига эга булади.

Хакц^атап хам (13.33) ифодадаги функцияларни дифференцналла- 
сак, унда
dx j =  a ndtj +  a i2dt2-{- ■ ■ ■ ~\-u[kdtk =  сспА/, -f- ос12Д/2 +  ■ • • +
dx2 =  a ,2ldtl +  a22dt2 +  . . . +  a 2fe<#fe =  a 21 A ^+  a 22A/2 +  . . . +  a 2feA/fc,

=  a m l^ l "t" a m2^2 +  • • • +  a mk^k =  a m l^ l "f~ a m2^2 +  • • • +
+  К

булиб dx,, dx2, . . . dxm ларнинг j^ap бири t v t2, . . .  , t k узгарувчиларга 
боглик, эмаслигини курамиз. Равшанки, бундан d2x l = d 2x2 — .. .= d 2xm = 0. 
Бинобарин,

d2f  =d{df) =  d [ ^ -d x 1 +  d fdx2 +  . . .  +  —  dxm ) =
Xdxj дхг дхт  J

= ч * 4 ;£ ) + d**> ( &) + ■ ■ ■ +  dxA £ : )

-  [£, dx‘ + i +dx='- ■ ■+s t dx- J >
булади.

Демак, иккинчи тартибли дифференциаллар дифференциал шакли­
нинг инвариантлиги хоссасига эга экан.

Ш унга ухшаш, бу хрлда мураккаб функциянинг иккидан катта 
тартибдаги дифференциалларида дифференциал шаклининг инвариант- 
лиги хоссаси уринли булиши курсатилади.

7- §. У рта киймат ^ацида теорема

f( x )= f(x р х2, . . . , хт ) функция М{М cz Rm) тупламда берилган. 
Бу тупламда шундай в = (а , ,  а 2, . . . , ат ) ва b= (bv b2, . . . Ьт ) нукла- 
ларни олайликки, бу нукталарни бирлаштирувчи тугри чизик, кесмаси 

А =  {(хр х2, . . .  , xm)£ R m: х1 =  а , + Щ — а ,) х2 =  а2 +  t(b2 — а2),

• • • . +  1}
шу УИ тупламга тегишли булсин: А а  М .

1 3 - т е о р е м а .  Лгар f(x) функция А кесманинг а ва b нукталари- 
да узлуксиз булиб, кесманинг долган барча нукталарида функци ■
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дифференциалланувчи булса, у %олда А кесмада шундай с н уц та  
(с =  (с1 с2, . . .  ст )) топиладики,

№  — f  (а) =  f ’Xi(c) (b, -  а,) +  /;г(с) (Ь2 -  а2) +  . . .  +  fxJ c )  (Ьт  -  ат ) 
булади.

И с б о т .  f(x) функцияни А тупламда ^арайлик. Унда 
f(x) =  f(x  1, х2, . . . , xm) = f ( a l +  t ( b — a 1), a2 +  t ( b — a2), . . . .

а пг + * ( ь т — а т ) )  1)

булиб, / (jfj, х2 . . . , хт ) / узгарувчининг [0, 11 сегментда берилган 
функциясига айланади:

^ (0  = / (°1  + ^ ( й1— Oi). о2 +  (̂Ь2 — а2), . .  . , a m+/(fem — a j ) .
Бу функция (0,1) интервалда ушбу

F ' ( 0  =  f'x, -  a l) +  fx2 (b2 -  «  +  • • • +  f ’xmK  -  am)

хосилага эга булади.
Демак, F (t) функция [0,1] сегментда узлуксиз, (0,1) интервалда 

эса F" (t) хосилага эга. Унда Лагранж теоремасига (1 -цисм, б-боб, 6-§) 
кура (0,1) интервалда шундай t0 нукта топиладики,

F ( l ) - F ( 0 )  =  F ’ (to) (0 < / 0 <  1) (13.34)
булади. Равшанки,

F ( 0 ) = f ( a ) ,  F ( l) = f ( b ) ,

F  ( У  =  f'x, (f l l +  W l  —  a i)> a 2 +  *0 (b2 —  a 2) ...............am +  l0 (bm ~
+  am)) (b\ — a i)+  f'x, («1 +  (bl — a l)> a 2 +  l0 (b2 — a 2)> • ' ■ . a m +

+  *о(Ьт ~ ат ))(Ь2 - а2 ) + ..................................+  (13.35)

+  f 'x ja  1 +  —  a i)> a 2 +  *0 0 2  —  f l2) .................. a m +

Агар
a\ t0 (by ■ a t) =  Cj,

(^ ‘2 ^ 2) '̂2

~• < 0  =/7 1 u v m  m / m

деб белгиласак, унда с =  (с,, с2, . . .  , ст ) £.4 булиб, юкоридаги 
(13.34) ва (13.35) тенгликлардан

/ (b) -  /(а) = / ;, (с) (ft, -  a ,)+ / ;t(c) (&2 -  а 2) +  . . . +  /^(с) (bm — a  J

келиб чикади. Теорема исбот булди.
Бу теорема урга к , и й м а т  ^ а ^ и д а г и  т е о р е м а  деб аталади.
1 3 . 2 - н а т и ж а .  f(x) функция богламли М (М cz Rn) тупламда бе­

рилган булиб, унинг хар бир ну^гасида дифференциалланувчи булсин. 
Агар М тупламнинг .хар бир нуктасида f(x) функциянинг барча хусусий 
хосилалари нолга тенг булса, функция М  тупламда узгармас булади,
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Шуни исботлайлик. М  тупламда а =  (at, а2, . . . , а т ) хамда ихтиё­
рий х =  (х,, х2, . . - , хт ) нукталарни олайлик. Бу нукталарни бир­
лаштирувчи кесма шу М тупламга тегишли булсин. У хрлда шу кес- 
ма ну^таларида 13 .8-теоремага кура

f(a) =  f(x)+ f'Xi(c) (а, — х , ) +  /;г (с)(а2 — х2)+  . . . +  fXm(c)(am— хт ) 

булади. Функциянинг барча хусусий хосилалари нолга тенг эканидан
F(х) =  F(а)

булиши келиб чикади.
а ва х нукталарни бирлаштирувчи кесма М  тупламга тегишли бул- 

маса, унда М  тупламнинг богламли эканлигидан а ва х нук/галарни 
бирлаштирувчи в а шу  тупламга тегишли булган синик чизи^ топилади, 
бу синик, чизи!^ кесмаларига юкорида ги 13.8-теоремани к;уллай бориб,

/ И  =  /М
булишини топамиз.

8- §. Куп узгарувчили функциянинг Тейлор формуласи

1-кисм, б-боб, 7 -§  да бир узгарувчили функциянинг Тейлор фор­
муласи, унинг турли формулада ёзилиши хамда Тейлор формуласининг 
турли формадаги колдик хадлари урганилган эди. Масалан, F (/) функ­
ция t =  t0 нукданинг атрофида берилган булиб, унда F(t), F"(t), .. .  , 
F(n+]\{i) хосилаларга эга булганда

Щ  =  F(t0) +  F' (Q (t _  t0f  +  ±  F" (t0) (t -  t0f  +  . . . +

+  ^ F < n)(t0) ( t - t (f  +  Rn (() (13.36)

булади, бунда колдик хад Rn(t) эса куйидагича
F ( n + \ ) ( C )

а) Коши куринишида Rn (/) = -----—  (t — 10) + (1 — 0) ,
f(n-hl)(c) . J

б) Лагранж куринишида Rn{t) =  ]-) (t — ,

в) Пеано куринишида Rn(t) = 0 [t — i0)n ёзилади (бунда 0 <  ft <  1, 
с =  /о+ 0(/ -/о)).

Дх,, х2, . . . , хт ) функция оч и к М (М cz Rm) тупламда берилган. 
Бу тупламда (х°, х“, . . . , х °) нуктани олиб, унинг 0'6((х ,̂ х°, . . . , 
x%J)czM  атрофини карайлик. Равшанки, V (x“, х2, . . . , x’m)£L/6(х°, 
х°, . . .  , x2J  нукта билан (х°, х° нуктани бирлаштирувчи
тугри чизи^ кесмаси

А =  {(х,, х2, . . .  , хт ) € Rm : x ^ x ° + t  (xj — х°),

х2 =  х° +  / (х2 — х°)...............хт  =  х°п - f  t (х'т  -  х°т )\ 1}

шу Ub(x\, х?, . . . , х°,)) атрофга тегишли булади.
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Айтайлик, fix i ,  х 2, . . . , хт ) функция U б({хи х°, . . . , хт )) да 
п +  1 марта дифференциалланувчи булсин.

Энди f(x  1, хг, . . . , хт ) функцияни А тупламда карайлик. Унда 
/ (х ,, х2, . . .  , x j  =f(x°l +t(x\  — х°), x l +  t{x2 — x%  . . .  ,

x l  +  t{xm- x l ) )

булиб, /(х,, х2, . . . , хт ) t узгарувчининг [0, 1] да берилган функция- 
сига айланиб колади:

Fit) =  /Ц 1 +  / (xj — X®), х« +  /(х ' — х«), . . .  , х^ +  г (х ;  — д*))

( 0 < / < 1 ) .  (13.37)
Бу функциянинг хосилаларини хисоблайлик:

^ « -^ « -*5 + *0 4 -4 +

^  2 dxydx2 (X2 4 ) +  • • •  dxm̂ dxm X̂m-\ Xm -M Xm

-  x°m )= “ л’" ) + ^ (a'2 ~  * " ) +  • • • +  £ ^ (x'm ~  x°m) j  f - 
Умуман ^-тартибли хосила ушбу

f>‘ U o = ( £ ( * ; - * ! ) + £ - j x;  -  + . . . + £ - К - x’j J /

( k =  1,2.............. л +  1) (13.38)
куринишида булади. (Унинг тугрилиги математик индукция методи 
ёрдамида исботланади).

Юкоридаги F‘(t), F (t), . . . , /-(n' (t) хосилаларнинг ифодаларига 
кирган / (Xj, х2, . . .  , хт ) функциянинг барча хусусий хосилалари 
Ц 1 +  t (х\ — xf), x° +  t(x2 — х®), . . .  , x°m + t ( x m — х®)) нуктада х,и 
собланган.

(13.36) формулада /0 — 0 ва / =  1 деб олинса, ушбу

F( 1) =  F{0) +  47  ^  (0) +  -±-F" (0) +  . . .  -f- ± F (n) (0) +  ~ - F (n+1) (0)
и ^  n\ (л+ 1)!

( а < 0 < 1 )  (13.36)
хосил булади. (Бу ерда колдш\ хад Лагранж куринишида олинган.)

(13.37) ва (13.38) муносабатлардан фойдаланиб куйидагиларни то­
памиз:

F (0) = / (* ? , xl, . . .  , х°),
F (l)  — / (xj, х2, . . .  , хт ),

7—501 97



(Л =  1,2, . . . , п  +  1).
Кейинги теигликдаги / (х,, v2, . . . , хт ) функциянинг барча хусусий 
хосилалари (x'J, х®, . . . , х”г) нуктада хисобланган.

Демак, (13.36) формулага кура
дf{x\, xv  . . . , xm) =f(x°i ,  x°2.............. хЦ) +  ( — (х; — X») +

+ _1 „ ; _ 4 ) ( x ;„- < ) ) /  +

+4; «•-**-> )‘ +̂ 
+ ............................................................  +

+ т ^ г й ('; _ ^+ +s ; (i• - <)Г ' ,
булади, бунда f(x l t x2, . . . , xm) функциянинг барча биринчи, иккинчи 
ва хоказо n-тартибли хусусий хосилалари (х|>, xlj, . . . , x)|j нуктада, 
шу функциянинг барча (п +  1)-тартибли хусусий хосилалари эса 
(*? +  0 (*; -  *?), х» +  0 (х2 -  х«), . . . , х£ +  0 ( * ;  -  x » j) (0 <  0 <  1) 
нук,тада хисобланган.

Бу формула куп узгарувчили /(х,, х2, . . . .  хш) функциянинг Тей-  
л о р ' ф о р м у л а с и  деб аталади.

Хусусан, икки узгарувчили функциянинг Т е й л о р  ф о р м у л а с и  
куйидагича булади:

df ( 4  4 )  , 0, , д^ Х°^Х2)( „•. ,
(Х| - Х , ) +  ^  ( х 2 ~ X j )  -f"f i x  1 

1t

x j  =  f(x\, 

6i f ( *?, 4
Ч ‘ 2!

, д 2 >

dx\

1 дх\ у " 2

, /-,! 3" / ( *!• *2 Ь
» л

- • 4 ) "

dx’l 1 dx, ' 

1
г

‘ (n+ 1)!

д2 / ( X?. A'j )
- ( X, -  х«  )2. +  2 ------  1 1  2--- ( х 1 -  х 0) ( х 2 - х »)  +

ск( йдго

V-0 4 2

*1 Х1 ) 1

1

п\

дП / ( X ?, А'.°I’ 2

dxf
( X, —  Х « ) "  +

дп f ( .0 „оI ■ Х1
дхп

~(ха -

дп+1 / ( х?+0( х, -  x°i). *«+0( х2 -  х\))1  ̂ 0 +1

дх1+1

dn+1 f(x\ + Q ( x l — х?), х°2+  8 ( х2 -  а:”) 

дх'1̂ 1

• ( X ,  -  Х« )



9- §. Куп узгарувчили функциянинг экстремум кийматлари. 
Экстремумнинг зарурий шарти

1. Ф у н к ц и я н и н г  максимум еэ м и н и м у м  к и й м а т л а р и .  
Куп узгарувчили функциянинг экстремум кийматлари таърифлари х уд ­
ди бир узгарувчили функнияники сингари киритилади. /(х) =  / (х ,, х2,
■ ■ ■ > хт) Функция бирор очи^ М (М cz R m) тупламда берилган булиб,
/  =  (х “ , Х°2 , . . . , х°т)£М  булсин.

13.8 -т  а ъ риф.  А гар х0 ну^танинг шундай £/6(х0) — [х =  (xv х2,
■ . . , хт) G Rm: Р (х, х0) =  У  (х1 — х°)2+  . . . +  (хт—  х^)2 <  б } с  М  ат­
рофи м авж уд  булсаки, V  х  £ £/6(х0) учун

f(x)'<f(x°) (fix) <  /(х°))
булса, /(х) функция х° нуктада люксимумга (минимумга) эга дейи­
лади, Дх°) киймат зса /(х) функциянинг максимум (минимум) кийма­
т и  ёки максимумы (минимумы) дейилади.

13. 9-т а ъ р и ф .  А гар х° ну^танинг шундай U6{x°) атрофи м авж уд 
булсаки, V x £  0 '6(х ° )\ |х °} учун / (х) <  / (х°) (/(х) >  / (х°)) булса, f (х) 
функция х° нуктада катъий максимумга (катъий мынымумга) эга 
дейилади. f (х°) киймат зса / (х) функциянинг катъый максимум (ми­
нимум) киймати ёки цатъий максимумы (катъий минимумы) дейи­
лади.

Ю коридаги таърифлардаги х° нукда /(х) функцияга максимум (ми­
нимум) (13.8-таърифда), катъий максимум (катъий минимум) (13.9- 
таърифда) киймат берадиган нукта деб аталади.

Функциянинг максимум (минимум) киймати куйидагича белгиланади:

fix0) =  max | / (х) ] / (х0) =  min {f (х )}).
xsUft  (х°) xsOg (x°)

Функциянинг максимум еэ минимуми умумий ном билан унинг 
экстремумы деб аталади.

М и с о л. Ушбу

f{xи , Х2 ) = У  \ — *1 — х\ (*Г +  *2 <  О

функцияни ^арайлик. Бу функция (0. 0) нуктада ^атъий максимумга эришади. Ха- 
кицитан хам. (0, 0) нуктанинг ушбу

Ur ((0, 0)) =  {(л:1 , x2 )[£R2: xf +  ^ C r 2 ] (0 <  г <  1) 

атрофи олинса, унда V (хи х2) € 1>г ((0, 0))\{ (0, 0)} учун

Дх, , х2 ) — У 1 — х\ — х\ <  f (0, 0) 1

булади.

13.8 ва  13.9-таърифлардан куринадики, fix) функциянинг х° нук,- 
т ад а ги  киймати / (л°) ни унинг шу нукта атрофидаги нукталардаги
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цийматлари билангина солиштирилар экан. Шунинг учун функциянинг 
экстремуми (максимуми, минимуми) локал экстремум  (локал макси­
мум, локал минимум) деб аталади.

2. Ф у н  к ц и я  э к с т  р ем у  м и н ин г з а р у р и й  ш а р т и .  /(*,, х2,
. . . , хт ) функция очик М (М cz Rm) тупламда берилган. Айтайлик, 
f(xv х,,, . . . , хт ) функция А'0 =  (ху, х®, . . . , х®,) нуктада максимумга 
(минимумга) эга булсин. Таърифга кура х° =  (х®, х®, . . . , х^) нукта­
нинг шундай и б{х°) а  /И атрофи мавжудки, Y  (х,, х2.............. xm)£f/a(x)
учун

Да-,, х2.............. хт ) </(х®, х®, . . . , х” ) (/ (х 1, х2................. хт ) >
> f { x nv  ха2, . . .  , х°т )),

хусусан
/(*р х«, . . . , х ^ )< / (х « , х®, . . . X°J (/(Хр X®, . . . , x f j  >  

> / (* ? . х«, . . .  , х»;»
булади. Натижада бир узгарувчига (х,) га боглик; булган /(х,, х®, ... , 
х®.) функциянинг U6(x°) да энг катта (энг кичик) киймати / (х,1, х®,
. . . , х®,) га эришишини курамиз. Агарда х° нуктада f'Xi(x°) хусусий 
косила мавжуд булса, унда Ферма теоремаси (каралсин, 1-к,исм, б-боб, 
6- §) га кура

ГХ1К 4 .......*%)=№ ) = о
булади.

Худди шунингдек, f'x (х°), . . . .  f'x (х°) хусусий хосилалар м авж уд 
булса,

/;=(*°)=о, /;з(х°)]= о,........../;ви=о
булишини топамиз.

Шундай килиб куйидаги теоремага келамиз.
1 3 . 9 - т е о р е м а .  Лгар /(х) функция х° нуктада экстремумга 

зришса ва шу нуктада барча f'Xi, f'x , . . . , f ’x хусусий %осилаларга
эга булса, у  хрлда

Гх(х°) = о, /;г(х°) = о, . . . .  /im(x°) = o
булади.

Бирок /(х) функциянинг бирор x ' £ R m нуктада барча хусусий хо- 
силаларга эга ва

U*') = о,/;,(*) = ° , . . . .  /;„(*')=о
булишидан, унинг шу х' нуктада экстремумга э га  булиши хар доим j 
хам келиб чикавермайди.

Масалан, R2 тупламда берилган
/(Хц х2) — X, х2
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функцияни карайлик. Бу функция f'Xi(x{, х.,) =  х2, fx (х ,, х0) =  х, х у ­
сусий хосилаларга эга булиб, улар (0 , 0) нуктада нолга айланади. 
A m m o  /(х j ,  х2) =  x l t  х2 функция (0, 0) нуктада экстремумга эга эмас 
(бу функциянинг графиги гиперболик параболоидни ифодалайди, ^а- 
ралсин 12-боб, 3-§).

Демак, 13.9-теорема бир аргументли функциялардагидек функция 
экстремумга эришишининг зарурий шартини ифодалар экан.

/(х) функция хусусий хрсилаларини нолга айлантирадиган нукта- 
лар унинг стационар нукталари  дейилади.

13.4- э с л а т м а. Агар /(х) функция х° нуктада дифференциалла­
нувчи булса, у  холда функциянинг экстремумга эришишининг зарурий 
шартини ушбу

d f  (х°) =  0 (13.39)
куриншда ёзиш мумкин.

Хакикатан хам, /(х) функциянинг х° нуктада дифференциалланувчи 
булишидан унинг шу нуктада барча . . .  , /' хусусий хоси-Aj X 2 til v *
лаларга эга булиши келиб чикади. х° нуктада функция экстремумга 
эришишидан теоремага кура

= о- / ;> '°) = о, . . .  , /;т (х») = о 
булади. Бундан эса (13.39) булиши топилади.

10- §. Функция экстремумининг етарли шарти

Биз юкорида /(х) функциянинг х° нуктада экстремумга эришиши­
нинг зарурий шартини курсатдик. Энди функциянинг экстремумга 
эришишининг етарли шартини урганамиз.

/ (х) функция х° £ Rm нуктанинг бирор
U6(x°) =  \ x e R m:p(x,  х°) <  б } (б >  0) 

атрофнда берилган булсин. Ушбу
А = / М - / ( х ° )  (13.40)

айирмани харайлик. Равшанки, бу айирма £/6(х°) атрофда уз ишораси- 
ии caiyiaca, яъни хаР доим А > 0 ( А  < 0 )  булса, f  (х) функция х° нух- 
гада минимумга (максимумга), эришади. Агар (13.40) айирма хаР Хан- 
дай 6,в(х°) атрофда хам уз ишорасини са^ламаса, у холда /(х) функ­
ция х° нуктада экстремумга эга булмайди. Демак, масала (13.40) 
айирма уз ишорасини сахлайдиган 6 'й(х°) атроф мавжудми ёки йухми, 
шуни анихлашдан иборат. Бу масалани биз, хусусий холда, яъни Д х) 
функция маълум шартларни бджарган хрлда ечамиз.

/(х) функция хуйидаги шартларни бажарсин:
1) /(х) функция бирор Ub{x0) да узлуксиз, барча узгарувчилари 

буйича биринчи ва иккинчи тартибли узлуксиз хусусий хосилаларга эга;
2) х° нухта /(х) функциянинг стационар нуктаси, яъни

/;>°> =  0 , /;2(х«) =  о, . . . .  гХт (х°) =  0 .
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Ушбу бобнинг 8-§  ида келтирилган Тейлор формуласидан фэйда- 
ланиб, л'° нуктанинг стационар нукта эканлигини эътиборга олиб, цуйи- 
дагини топамиз:

f  (х) =  / (х«) +  1  [ / о  A .xi +  А 4  +  . . . +  f x2 А Х;п  +
Z 1 2 m

2 (/ ,'* .д  А л2 +  £ ,* ,А А л’з +  • ■■ + Алт - 1Ал т)]* т - 1 * т  ' т - '  т

=  ' W + i V c „ S l i l

Бу муносабатда / (х) функциянинг барча хусусий хосилалари
(г, k =  1, 2 , . . ., m) лар ушбу

(х® +  0 A xlf Л'» +  О А х 2, . . х°, +  О А хт ) (0 <  0 <  1) 

нуктада хисобланган за

ixk

Демак,
А х, =  хх — xj, А х2 =  х2 -  А  Хт  =  Хт

1А = -  V  f" А X; А хк.
2 XL к 1 *

1,4=1
Берилган / (х) функция иккинчи тартибли хосилаларини нг стацио­

нар нуктадаги кийматларини ^уйидагича белгилайлик:

aik =  f'xixk (x°) {i, k '=  1 , 2 ,  . . . , tn).

Унда /’  (x) нинг x° нуктада узлуксизлигидан

=  F*i*k +  0 А Х1’ Л2 +  0 Л Х2’ • ■ - +  0 А хт) =  a ik +  a ik

(i, k =  1, 2, . . ., tn) булиши келиб чикади. Бу муносабатда А х , — 0, 
А х2—>-0, . . . , А хт  0 да барча a ik—>- 0 ва 6-§  да келтирилган 13.6- 
теоремага асосан

■4k aki (t, k =  1, 2............... m)

булади. Натижада (13.40) айирма ушбу
т  т

( V  aik A Xj А х , + У? aLk А х,- А х,

i,k= 1 £,&=1 

куринишни олади. Буни ь^уйидагнча ,\ам ёзиш мумкин:



т  т

л “ f  f f i li Е*+S  “«Ei 1‘) из-411 
i,k= 1 i,k=l

булади.
Ушбу

т
р ц и с2, .

1,/г=1

ифода l i ,  £2, . . . , узгарувчиларнинг квадратик формаси деб ата­
лади, bik (/, k =  1, 2, . . . , т )  лар эса квадратик форманинг ковффи- 
циентлари дейилади. Равшанки, хар кандай квадратик форма уз  ко- 
эффициентлари оркали тула аникланади. Квадратик формалар алгебра 
курсида батафсил урганилади. Ку™ да биз квадратик формата дойр 
баъзи (келгусида кулланиладиган) тушунчаларни эслатиб утамиз.

Равшанки =  с2 =  . . . =  \т  =  0 булса, хар кандай квадратик 
форма учун

Р  (0, о, . . . ,  0) =  о
булади.

Энди бошка нукталарни карайлик. Куйидаги холлар булиши мум­
кин:

1. Барча Щ +  Щ +  . . . +  12т  >  0 нукталар учун

р (Ъ, to, . . . U  > о.
Б у хрлда квадратик форма м усбат аникланган дейилади.

2. Барча Щ +  Ц +  . . .  -г  >  0 нукталар учун

р (ij, ?2, ..., и  < о.
Бу хрлда квадратик форма манфий аникланган дейилади.

3. Баъзи (gj, g2, . . £т ) нукталар учун Р  (|х, Н2, . . 1т ) >  0, 
баъзи нукталар учун

Р  fo , S2, . . ., 1 т ) <  0.
Бу хрлда квадратик форма ноанщ  дейилади.

4. Барча Щ +  Щ +  . . . 4- \;п >  0 нукталар учун

Р (%1, 12> ■ ■ ■, Ът)>  0 

на улар орасида шундай (|j, |2, . . . , |т ) нукталар хам борки,

р  (Si, s„ • • •, и  = О-
Бу хрлда квадратик форма яриммусбат анщланган дейилади.

5. Барча +  . . .  +  | ^ > 0  нукталар учун

Р (1и t2, . . . , 1т ) <  0 
на улар срасида шундай (ё,, е2, . . . , ст ) нукталар хам борки,

р (si, D = о.
Бу >рлда квадратик форма яримманфий аникланган дейилади.

деб белпшасак, унда
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т
Q (Si ,  ?•’ , • • • , Em) =  a ik h  Sk

I 1

квадратик форма мусбат аникланган булсин. Аввало юкоридаги

р =  A a' j’ + A  х| +  . . ,+ А л '^

ва

&,• =  —  ( « - 1, 2, • . ./и)
Р

тенгликлардан
52 _L 62 ! _L Е2 _  1
Ь[ I 62 т  ' ' • Т  -т 

эканлигини топамиз. Маълумки, R n фазода

5 , (0) =  5 , ((0 , 0 , . . . ,  0)) =  {S„ So, . . . ,  S

g? +  S ;+  - ■ • +  & =  П
маркази 0 =  (0 , 0..............0) нуктада, радиуси 1 га тенг сферани ифо-
далайди. Сфера ёпик ва чегараланган туплам. Вейерштрасснинг биринчи 
теоремасига асосан шу сферада Q (|lt |2, . . . , S„) функция узлуксиз 
функция сифатида чегараланган, хусусан цуйидан чегараланган бу­
лади:

Q (Si, So, • • . ,  Sт ) > с  (г — const).
Агар Q (Si, S21 ■ • - - S т) квадратик формации г мусбат аникланган 

эканлигини эътиборга олсак, унда с ^  0 булишини топамиз.
Иккинчи томондан, Вейершграсснинг иккинчи теоремасига кура бу 

Q (|lt |2, . . . ,  |,„) функция 5 , (0) сферада узининг аник цули чега- 
расига эришади, яъни бирор (с,1, g!j, • ■ • > S„) € 5 , (0) учун

Q (14, Ц, • • - - S",) = min Q (S,, S2, . . - , S J
булади. Яна Q (S,, S2, • • •. S J  квадратик форманинг мусбат аниклан- 
ганлигини эътиборга олсак,

q  (S«, S°2, • ■ S „ )> о

эканини топамиз. Д емак, 5 , (0) сферада
т

Q (S i. S2. • • • .  S т) =  2  ° ik ^  St- ^  с  >  0 
i,k= 1

булади.
Энди

т
V 1 z t
^  U ik  W  * к  £
i,k= 1

1. Ушбу

104



ни бахолаймнз. Коши — Буняковский тенгсизлигидан фойдаланиб, то­
памиз:

1 2  ai k h h  
i,k= 1 ' t = l *= 1

_

2  f2aft5*)
= i ^=1

2 m °
< [2 (2 -W ] (25)‘ -

1 = 1  fe=i i= i
i  I  i

m m  9  m m  m  2 m 2

-[2 (2 « » ь )Т < 1 Ш *2 в )] = (2 aM •(=i *=i ■ i= i k=i *=i j,ft=i
Маълумки, A x ,-> 0 , A xs ^ - 0 , A xm 0 да барча a-f t 0 .

Бундан фойдаланиб x° нуктанинг атрофини етарлича кичик цилиб олиш 
хисобига

1
п 2 

(2 < Г < |
i.k= 1

тенгсизликка эришиш мумкин. Демак, (13.41) дан
т  т  я

* - f  ( 2  *.«•+]£ f  H f  ;.*= 1 i,k=i
2. К,уйидаги

Q Пи . . . .  U  =  2  a b h h  
i,k= 1

квадратик форма манфий аникланган булсин. Бу хрлда х° нуктанинг
т  т

етарлича кичик атрофида А =  aik +  V J  a ft gt- < 0  6y-
I,fc=l ?,ft=l

лиши 1- ^олдагига ухшаш курсатилади. Натижада куйидаги теоремага 
келамиз.

13 . 10 - т е орема ,  / (х) функция х° нуктанинг бирор С7& (х°) а т р о ­
фида ( б > 0) берилган булсин ва у  ушбу шартларни бажарсин:

1 ) f  (х) функция Ub (х°) да барча узгарувчилар хи х2, . . . ,  хт  буйи­
ча биринчи ва иккинчи тарти бли  узлуксиз хусусий хосилаларга эга>

2) х° нукта  / (х) функциянинг стационар нуктаси;
3) коэффициентлари

[aik =  fx ixk (л°) ( i , k = l , 2 ,  . . . ,  т )

булган



квадратик форма м усбат (манфий) аникланган. У хрлда / (л:) функ­
ция х° нуктада минимумга (максимумга) эришади.

Бу теорема функция экстремумининг е т а р л и  ш а р т и н и  ифода- 
лайди.

3. Агар
т

Q (Si> I*. . . . . U = 2
i,k= 1

квадратик форма ноани^ булса, / (х) функция х° нуктада экстремумга 
эришмайди. Шуни исботлайлик. |2, . . . , \т  ларнинг шундай (hv, 
ft2, . . . ,  hm) ва (ft, ~h2, . . . ,  f t j  кийматлари топиладики,

Q {hlt ft,, . . . ,  f t j  >  0, Q (ft„ h2, . . . ,  hm) < 0  (13.42)
булади.

Xе =  (x®, x«, . . . ,  x®) ва (x® +  ft,, Jt® +  ft2, ■ • ., -C +  ft,,,) 

нукталарни бирлаштирувчи
.Vj =  xj1 4- /ft,, 

x2 =  x® +  ih2,

.............................  (13.43)

Xm =  +  ikm (0 <  t <  1)
кесманинг нукталари учун юкоридаги (13.41) муносабат ушбу

т  т

Л = Т  ( a 'l k  h i  h k  +  aik hi 4i.k=l r',*=  1

куринишга келади. Бу тенгликнинг унг томонидаги биринчи кушилувчи 
(12.42) га кура мусбат булади. Иккинчи !^ушилувчи эса, /-*-() да 
нолга интилади (чунки /->- 0 да А х, =  х, — .xj1-»- 0, А х2 — х2 — х£-> 0, 
.  . Дхт =  хт х -̂> 0). Демак, (13.43) кесманинг х° [нуктага етарлича 
яцин булган х нукталари учун А айирма мусбат, яъни

/М>/(х°)
булади.

Худди шунга ухшаш,
X l =  X i  - f -  /ft ] ,

Хг — x2 -(- th.2,

Xm — Xm 4 ” thm

кесманинг x° нуктага етарлича якин булган х нукталари учун А айирма 
манфий, яъни

/ ( * ) < / (*°)
булиши курсатилади. 41
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Демак, А =  f  (х) — / (х°) айнрма л° нуктанинг хар кандай етарлича 
кичик атрофида уз ишорасини сакламайди. Бу эса f  (х) функциянинг 
х° нуктада экстремумга эришмаслигини билдиради.

4 — 5. Агар
т

Q (11- • • • - 1 т )  =  2  a ikh%k
i ,к= 1

квадратик форма яриммусбат аникланган булса ёки яримманфий аник­
ланган булса, f  (.г) функция х° нуктада экстремумга эришиши хам, 
эришмаслиги хам мумкин. Бу «шубхали» хрл ^ушимча текшириб ани^- 
ланади.

Юкоридаги 13.10-теореманинг 3 -шарти, яъни Q (еь  |2, . .  . ,  £т ) 
квадратик форманинг мусбат ёки манфий аникланганликка ало^адор 
шарти теореманинг марказий ^исмини ташкил этади. Квадратик форма­
нинг мусбат ёки манфий аникланганлигини алгебра курсидан маълум 
булган Сильвестр аломатидан фойдаланиб топиш мумкин. Куйида бу 
аломатни исботсиз келтирамиз.

С и л ь в е с т р  а л ом а т и. Ушбу
т

Р & ,  Е3, . U =  2
i.k= 1

квадратик форманинг мусбат аникланган булиши учун

Ьп  >  0 ,
Ьц bi2 
Ь 21 Ь 22

b2l b22 . .  а.2т

Ьт\ Ьт2 ‘ ‘ Ьтт

> 0

тенгсизликларнинг, манфий аникланган булиши учун 

Ьп <  0,
ь. h bi 0 ьи ь12 . ■ Ь

Ьц Ь12 
Ь21 Ь22

> 0 , Ь-21
uj .г 
b22

и13
Ь23 < 0, . . • , ( -  1Г Ь2\ Ь22 . . • Ь2 т

Ь31 Ь32 Ь33
Ьт Ьт 2 - • К т

> 0

тенгсизликларнинг бажарилиши зарур ва етарли.
Хусусий хрл ни, функция икки узгарувчига боглик булган хрл ни 

карайлик.
/ (*р х,2) функция х° =  (xj1, х°) нуктанинг бирор атрофи

U6 (х°) =  (х =  (х1( х2) G R2 : р (х, х°) <  6) (6 >  0)

да берилган булсин ва бу атрофда барча биринчи, иккинчи тартибли 
узлуксиз хрсилаларга эга булсин. д.0 эса каралаётган функциянинг 
стационар нуктаси булсин:

ГХ1 (-0 =0, г;г (д-°) = о.
Одатда гидек |

«11 =  Гх\ ( Л  «12 =  С ,  ( А  «22 =  Гх\ ( * “)■
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1°. Arap
а ±1 al2

~  a ua 2 2 ~ a i2 >  0 ва a , , >  0do} @22
булса, f  (x) функция x° нуктада минимумга эришади.

2°. Агар

a i 1 a22 — a i ! > °  ва a i l < °  
булса, f  (x) функция x° нуктада максимумга эришади.

3°. Агар

а \\ й22 а \~2 ^  ®
булса, / (х) функция х° нуктада экстремумга эришмайди.

4°. Агар

«22 — a il =  0
булса. / (х) функция х° нуктада экстремумга эришиши хам мумкин, 
эришмаслиги х.ам мумкин. Бу «шубхзли» хол ^ушимча текширнш ёр- 
дамида аникланади.

Х ^и^атан хам, 1°-ва 2°-^олларда квадратик форма мос равишда 
мусбат аникланган ёки манфий аникланган булади (каралсин: Сильвестр 
аломати).

3е- хрлда, яъни

а п a22"” a i2 <  0 (13.44)
булганда Q (£,, 12) =  ап Ц +  2а12Е, Ъ2 +  а22Щ квадратик форма ноаник 
булади. Шуни исботлайлик.

Яц =  0 булсин. Бу хрлда (13.44) дан а 12 Ф 0 булиши келиб чи^а- 
ди. Натижада Q (g,, |2) квадратик форма ушбу

Q (glf У  =  (2a12g1 +  a „ y  |2 

куринишга келади. Бу квадратик форма
О  1 а 2 2  <г_ ___  !

5i — г, ' 52 1 
1̂2

^ийматда мусбат:
1 —  а 22 1 \ __  -I ' —  a  ne t  Е __  I +  °22

2Qi2
кийматда эса манфий:

, l ) =  1 > 0  ва £1== ± ± * * ,  Е2 =  - 1, 
/ 2а12

Q / ± ± £ » , — 1 \ =  — 1 < О

булади.
Энди ап  >  0 булсин. Бу хрлда Q (|х, |2) квадратик формани куйи- 

дагича ёзиб оламиз:

Q (Si. У  = « и  (fii +  ^ S s )  +  ^ 2  “ s22]  (I3/ 5
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Кейинги тенгликдан \2 =  1 кийматда
«и

Q ( — — , 0 < о
\ « и  /

„ u  5 ч  -а|2 _1_ 1 / а12~~а22а22 t  , ва V  5i > ------ - +  \/ ----------------, i 2 =  1 кииматларда эса
“11 a ‘j

Q (El, 1 )> 0
булишини топамиз.

Ва них.оят, а Х1< 0  булсин. Бу хрлда (13.45) муносабатдан фойда­
ланиб, Q (c j, g2) квадратик форманинг , £2=  1 ^ийматда мус-

«11________

бат Q , l )  >  О ва V  i i  >  — —  +  \ f g =  1 ^ий-
V “и / «п '  <2,2

матларда эса манфий

Q ( i i .  1 ) > 0

булишини топамиз.
Шундай килиб, а п а22— а,| <  0 булганда Q (£х, £2) квадратик фор­

манинг ноаник, булиши исбот этилди.
4°- зрлни, яъни а [ха22 — а х\ =  0 булган хрл ни карайлик. Бу хрлда, 

ап  — 0 булса, унда а12 =  0 булиб, Q (|0, |2) квадратик форма ушбу

куринишни олади.
Равшанки, а22 >  0 булганда

Q (il • £2) = а22 Ц 

зда 

Q (li. У  > о,
я22 <  0 булганда

Q (ii. У  < 0

булиб, I , нинг ихтиёрий кийматида

Q (il, 0) = О
булади.

Агар а и  >  0 булса,

Q (il. (ii + — 12')2 > О,
v «и /

а п < 0  булганда



/

булиб, 1х ва 12 ларнинг

тенгликни каноатлантирувчи барча кийматларида Q (|„ Е.,) квадратик 
форма нолга тенг булади. Демак, каралаётган хрлда Q (Ei, Ег) квадра­
тик форма яриммусбат аникланган с:ки яримманфий аникланган булади. 

Энди мисоллар караймиз.

М и ' с о л л а р .  1. Ушбу

f (х ,, х2) =  x'l - j -  .* 2  —  ЗаХ| х2 (а ф  0)

функцияни карайлик. Бу функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли хосилалари

fx (xj, х2) =  Зх2 — Зах2, fx (Х]. .г.,') =  3 х2 — 3axj,

/"• (х], Х2) =  6 Xj, fXiXi (xj, х2) =  — За, /"» (х ,, Х2)  =  6 х,

булади.

( 3xJ — Зах2 =  0,

[ Зх^ — ЗоХ| =  0

системами ечиб, берилган функциянинг стационар нукталари (0, 0) ва (а, а) эканини 
топамиз.

(а, а) нуктада

Он =  С а, а13 =  — 3 а, а22 =  6 а
булиб,

а п апо — 0]| =  27а2 >  0

булади.
Демак, а >  0 булганда (яи  >  0 булиб) функция (а, а) нуцта минимумга эри­

шади, п <  0 булганда функция (а, а) нуцтада максимумга эришади. Равшанки, 
f (а, а) =  — а3. (0. 0) нуцтада

о „  о22 — а 12 =  — 9а2< ,0

булади. Демак, берилган функция (0, 0) нуктада экстремумга эришмайди.
2. К.уйидаги

/ (хъ х2) =  (х2 — Xj)2 +  (х2 +  2)3

функцияни царайлик. Берилган функциянинг стационар нуцтаси (— 2, — 2) нуцта 
булади. Бу нуктада

°П а22 ~~ а\2 = 0
булишини топиш цийин эмас. Демак, биз бу ерда юкоридаги 4°- «шубхали» холни 
учратяпмиз. Экстремум бор- йуцлигини аниклаш учун цушимча текшириш уткази- 
шимиз керак. ( - 2 , - 2 )  нуктадан утувчн х2 =  хх тугри чизицнинг нуцталарини 
цараймиз. Равшанки, бу турри чизиь; нуцталарида берилган функция

f  (хи х2) =  (х2 +  2)3

булиб, х2<  — 2 да / (X j ,  х2) < 0 .  х2>  — 2 да / (хь х2) >  0 булади. Демак, / (х^ 
х2) функция (— 2, — 2) нукта атрофида ишора сакламайди. Бинобарин, берилган 
функция (— 2, — 2) нуцтада экстремумга эришмайди.
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11- §. Ошкормас функциялар

1. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я  т у ш у н ч а с и .  Мазкур курснинг 1- 
кисм, 4-боб, 1-§ ида функция гаърифи келтирилган эди. Уни эслатиб 
утамиз. Агар X  тунламдаги (X cz R) хар бир л: сонга бирор крнда ёки 
конунга кура У тупламдан (Y cz R) битта у  сон мос и,уйилган булса, 
X  тупламда функция берилган деб агалар ва у

f :x -* -y  ёки у  =  f(x)
каби белгиланар эди. Бунда х га у  ни мос цуядигап цоида ёки конун 
турлича, жумладан аналитик, жадвал хамда график усулларда булиши- 
ни курдик. Масалан, функциянинг график усулда берилишида х  билан 
у орас,!дагн богланиш текисликдаги эгри чизик ёрдамида бажариларди. 

Энди икки х ва. у  аргументларнинг F (х, у) функцияси
М =  {(х, y)£ R 2 : a < x < b ,  с < y < d )

тупламда берилган булсин. Ушбу
F(x, у) =  О

тенгламани карайлик. Бирор хп сонни (хп£(а, b)) олиб, уни юкоридаги 
тенгламадаги х нинг урнига куямиз. Натижада у  ни топиш учун куйи­
даги

F (x0, y )  =  О (13.46)
тенгламага келамиз. Бу тенгламанинг ечими ^акида ушбу доллар бу­
лиши мумкин:

1°. (13.46) генглама ягона ^а^и^ий у0 ечимга эга,
2°. (13.46) тенглама битта хам хакикий ечимга эга эмас,
3°. (13.46) тенглама бир нечга, хатто чексиз куп хакикий ечимга

эга.
Масалан,

F . . _  \у — х2, агар х 0 булса,
У' ~  ' i f  - f  х, агар х <  0 булса

булсин. У холда
F ( x ,y )  =  0 (13.47)

тенглама х0 >  0 булганда, ягона у  == х~0 ечимга, х0 <  0 булганда ик­
кита

У — V — х 0, у  =  — V — х0
ечимларга эга булади.

Агар бирор F (х, у) =  0 тенглама учун Г-хол уринли булса, бун­
дай тенглама эътиборга лойик,. Унинг ёрдамида функция ани^ланиши 
мумкин. N

Энди х узгарувчининг киймагларидан иборат шундай X  тупламни 
карайликки, бу тупламдан олинган ^ар бир ^ийматда F (х, у) =  0 тенг­
лама ягона ечимга эга булсин.

X тупламдан ихтиёрий х сонни олиб, бу сонга F (х, у) =  0 ченгла. 
манинг ягона ечими булган у  сонни мос цуямиз. Натижада X туплам.
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дан олинган хар бир х га юкорида курсагилган коидага кура бигта у  
мос куйилиб, функция хосил булади. Бунда х ва у  узгарувчилар ора­
сидаги богланпш F (х, у) =  0 тенглама ёрдамида булади. Одатда бун­
дай берилган (аникланган) функция ошкормас куринишда берилган 
функция (ёки ошкормас функция) деб аталади ва

х:-+ y :F ( x ,  у) =  0
каби белгиланади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

F (t, у) = у / * * -  1 - 2  

функцияни ^арайлик. Равшанки,

F{x, у) =  у / х * -  1 - 2  =  0 (13.48)

тенглама л нинг /?\{ x £ R : — 1 ^  х <  1! дан олинган хар бир~_кийматнда ягона

2
У = ------ —

ух» — 1
ечимга эга, бундан

/ 2 \
F х , ----------- = 0 .

I V * 2 -  I )
Натижада (13.48) тенглама ёрдамида берилган ушбу

2 / 2 \ 
х -> ц — —  : F | х,— —  I =  0

у  X2 -  1 I , I X2 -  1 /
ошкормас куринишдаги функцияга эга бч'лямиз.

2. Ушбу

Fix, у) — х — г/4 - —  s i n y  =  0 ( 1 3 . 4 9 )

тенгламани карайлик. Уни куйидагича

1
х =  у — s in // =  iy) ( f/£(— оо))

курнишда ёзиб оламиз. Равшанки, ф iy) функция (— со, оо) да узлуксиз ва ф' (у)

] — —  cos у : 0 хосилага эга.

Унда тескари функция хакидаги теоремага кура. (1- кием, 5-боб, 7-§) у — 
=  ср—1 (лс) функция мавжуддир. Демак, (— оо. со) олинган х нинг хаР бир циймати- 
да (13.49) тенглама ягона г/=ф~1(х) ечимга эга, бундан

F (х, ф~1 (х)) =  0.

Х,ар бир х га ф~ (х) ни мос р̂ уйиб,

х ф-1 (х): F (х, ф-1 (х)) =  0

ошкормас куринишдаги функцияга эга буламиз.
3. Юкорида келтирилган (13.47) тенглама хам х '■> 0 Да

х  х2 : F (х, х2) == 0 

ошкормас куринишдаги функцияни аниклайди.

4. куйидаги

Fix,  у) =  х* +  у * - \ п у  =  0 {у >  0)
#
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*
тиламани царайлик. Бу тенглама .г нинг (— сс.со) ораликдан олинган хеч бир 
^инматида ечимга эга эмас. Чунки хар доим у2— In у '  0. Бу холда берилган 
н-пглама ёрдамида функция аникланмайди.

13.5- э с л а т м а. Фараз килайлнк, ушбу
F (х, у) =  0

юпглама ошкормас куринишдаги функцияни аннкламаснн. Баъзан, бу 
холда у  га маълум шарт куйиш нагижасида юкоридаги тенглама ош­
кормас куринишдаги функцияни аниклаши мумкин.

.Масалан, куйидаги
F (х, у ) = х 2 +  у 2 — 1 = 0  (13.50)

;енгламани карайлик. Бу тенглама .t нинг (— 1, 1) ораликдан олинган 
хар бир цийматида иккита

I/ =  — у г 1 —х2,
У =  V  Ь ~ л'2

очимларга эга. Агар у  га, унинг кийматлари [— 1,0]  сегментда бул- 
син, деб uiapi куйилса у .холда (13.50) тенглама ёрдамида аникланган

х - -----У  1 — х2, F (х,—]/  1—х~) =  0
ошкормас куринишдаги функция хосил булади.

2. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я н и н г  м а в ж у д л и г и .  Биз юкорида
F (х, у) =  0

тенглама ёрдамида хар доим ошкормас куринишдаги функция аниклана- 
вермаслигини курдик.

Энди тенглама, яъни F (х, у) функция кандай шартларни бажар- 
ганда ошкормас куринишдаги функциянинг аннкланиши, бошкача айт- 
ганда, ошкормас куринишдаги функниянинг мавжуд булиши масаласи 
билан шугулланамиз.

13.11-т е  Орема .  F (х, у) функция (л'0, y 0)£ R 2 нуктанинг бирор 
Uh.h ((х0, 1/0)) =  {(X, у) 6 R2 ■ х° — h <  х < x 0 +  h, г/0 — £ <

<  У < У о  +  Ь}

атрофида (h >  0, к >  0) берилган ва у  куйидаги шартларни бажар­
син:

1) Uh.h ((*„, у0)) да узлуксиз;
2 ) х узгарувчининг (х0 — h , x0 +  h) ораликдан олимган хар бир 

тайи н цийматида у  узгарувчининг функцияси сифатида усувчи;
3) F(x0, г/0) =  0.
У  %олда (х0, у0) нуктанинг шундай

/Уп)) =  {(*, У) € R1 :х 0 — 6 < х <  х0 - f  б, г/0 — е <  у  <  у0 +  е} 
атрофи (0 <  б <  h, 0 <  е <  k) топиладики,

1') Y  х е (х 0— 8 , х0 +  б) учун
F(x, у) =  0
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тенглама ягона у  ечимга (у  £ (у0 — е, у0 +  г)) зга, яъни F (х, у ) — О 
тенглама ёрдамида

x - + y :F  (х, у) =  О
ошкормас куринишдаги функция анщланади,

2 ') х =  х0 булганда унга мос келган у  =  у 0 булади,
3 )  ошкормас куринишда аникланган

х - + у :  F(x, у) =  О 
функция (х0 — 6, х0 +  б) ораликда узлуксиз булади.

И с б о т .  Uh k ((%„, уп)) атрофга тегишли булган (х0, г/„—е), (х0 х0 +  
+  е) нукталарни олайлик. Равшанки, [г/0 — е, у 0 +  е] ораликда F (x0, у) 
функция усувчи булади. Демак,

Уо .® <С Уо F (̂ и> Уо ^  F (х0, Уо),
Уо~\~в >  У о ^  F (*о> Уо +  е) > Р  (*о- Уо)- 

Теореманинг 3- шартига кура
F (*о. Уо — е) <  F (•'■'«. Уо +  е) >  О

булади.
Теореманинг 1-шартига кура F (х, у) функция Uh k ((*„, у0) да уз­

луксиз. Бинобарин F(x, у 0 — е) ва F (х, у 0 +  е) функциялар (х0 — h, 
x0 +  h) ораликда узлуксиз булади. Унда узлуксиз функциянинг хосса- 
сига кура (каралсин, 1-^исм, 5 -боб, 7 -§) х0 нуктанинг шундай атро­
фи х0 — б, х0 +  б) топиладики (0 <  б <  h), (л:0 — б, х0 +  б) учун 
F(x, у 0 — г ) <  О, F (х, г/0 +  е ) >  0 булади,

Равшанки, (х0, у0) нуктанинг ушбу

^ 8- ь ^о)) == У) £ б <С х <С х0 ”Ь б, Уо ' ^ У ^  У о ""Ь
атрофи учун теореманинг барча шартлари бажарилаверади, чунки

и ((хо- У о)) 'С  U н, k ((хо> Уо))-
Y  А'* £ (х0 — б, xlt +  б) ну^тани олиб, F (х*, у) функцияни ^арай- 

лик. Бу функция, юкорида айтилганига кура \у0 — г, г/ +  е] ораликда 
узлуксиз ва унинг четки ну^таларида турли ишорали ^ийматларга 
эга:

F ( x * , y 0 - e ) <  0, F (x * ,y 0 +  б ) > 0
У хрлда Больцано — Кошининг биринчи теоремасига кура (к,аралсин, 
1-к,исм, 5 -боб, 7-§) шундай у* топиладики (у* £ (уп — е, у0 -f  е)),

F (х*, у*) =  О
булади. Бу топилган у* ягона булади. Хакикатан хам,

УФ y*=^F (х*, у) ф  F (х*, у*), [у £ [у0 — в, Уо +  е])
чунки, F (л*, у) усувчи булганлиги сабабли у >  у* учун F (.**, у) >  
>  F (х*, у *) ва у  <  у* учун F (х*, у) <  F (х*, у*) булади.

Шундай килиб, х нинг (лс0 — б, х0 +  б) орали^дан олинган х,ар бир 
кийматида F (x ,y)  =  0 тенглама ягона у ечимга эга эканлиги курса- 
тилди. Бу эса F (х, у) =  0 тенглама ёрдамида

х-*~ у : F (х, у) =  0 "(13.51)
ошкормас куринишдаги функция аникланганлигини билдиради,
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х =  х0 булсин. Унда теореманинг 3-шарти F (х0, у0) = 0  дан, х0 га 
у0 ни мос цуйилгандагина:

ло“ ^ Уо • ^  (-'"O’ Уо) =  О- 
Демак, х — х0 да ошкормас функциянинг киймати у 0 га тенг булади.

Энди ошкормас функциянинг (х0 — б, х0 +  б) ораликда узлуксиз 
булишини курсатамиз.

Равшанки, х £ (х0 — б, х0 +  б) га мос ^уйиладиган у  £ (у0 — е > Уо+ 
-+- е) булади. Бу эса ошкормас функциянинг х =  х0 нуктада узлуксиз 
эканлигини билдиради.

Ошкормас функциянинг у  х* € (хо — б, хп 4- б) нуктада узлуксиз 
булишини курсатиш бу функциянинг х0 нуктада узлуксиз булишини 
курсатиш кабидир.

Хакикатан хам, F (х, у) =  0 тенглама (х0, у 0) нуктанинг атрофи 
f/g е ((хо> У о)) Да ошкормас функцияни ающлаганлигидан, шундай

'(;(;/« -е , м0 +  е) топиладики, F (x*, г/*) == 0 булади. Юкорида ги 
мулохазани (х*, у'*) нуктага нисбатан юритиб, F (х, у) =  0 тенглама 
(х*, у*) нуктанинг атрофида ошкормас куринишдаги функцияни ашщ- 
лашини (бу аникланган функция (13.51) нинг узи булади), уни х* ну^- 
тада узлуксиз булишини топамиз. Демак, ошкормас функция (х0— б, 
х0 -гб )  ораликда узлуксиз булади. Теорема исбот булди.

13 .6 -э с л а г м а. 13.11-теорема, F (х, у) функция х узгарувчининг 
(а'0 — /г, х0 +  1г) ораликдан олинган хар бир тайин кийматида у  узга­
рувчининг функцияси сифатида камаювчи булганда х̂ ам уринли бу­
лади.

Биз юкорида F (х, у) ---- 0 тенгламани (х0, г/0) нуктанинг атрофида х 
ни у  нинг функцияси сифатида аницлашини ифодалайдиган георемани 
келтирдик.

Худди шунга ухшаш, F (х, у) =  0 тенглама (х0, у0) нуктанинг ат­
рофида у  ни х нинг функцияси сифатида аниклашини ифодалайдиган 
теоремани келтириш мумкин.

1 3 .1 2 -тео р  ем  a. F (х, у) функция (х0, ;/„) С R2 нуктанинг бирор 
Uh k ((х0, у 0)) атрофида (h >  0, k >  0) берилган ва у  куйидаги ш арт­
ларни бажарсин-.

1) Uh k ((х0, у0)) да узлуксиз;
2) у  узгарувчининг (у0 — k, у 0 +  k) оралщдан олинган %ар бир 

тайин кийматида х узгарувчининг функцияси сифатида усувчи (ка­
маювчи),

3) F (х0, у 0) =  0.
У  хрлда (х0, у0) нуктанинг шундай
^ 5  е ((̂ о> Уо)) =  {(л’> У £ ■ хп б х х0 -f- б, у 0 е <  у  //„ -[- в} 

атрофи (0 <  б <  h, 0 <С s <  k) топиладики,
1 ' )  ¥  У£ -(У о —  е > Уо + е )  УЧУН

F (х, у) =  0
тенглама ягона х (v £ (х0 — б, х0 - f  б)) ечимга эга, яъни F (х, у) — 0 
тенглама ёрдамида у  -> х : F (х, у) =  0 ошкормас куринишдаги функ­
ция анщланади',

2') У =  У о булганда унга мос келган х =  х0 булади,
3 ') ошкормас куринишда аникланган функция
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(у0 — е, у 0 + г )  да узлуксиз булади.
Бу теореманинг исботи юкорида келтирилган 13.11-теореманинг 

исботи кабидир.
3. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я н и н г  ^ о с и л а с и .  Энди ошкормас 

функциянинг хосиласини топиш билан шугулланамиз.
1 3 . 1 3 - т е о р е ма .  F (х, у) функция (х0, у0) £ R2 нуктанинг бирор

u h. к ((хо- Уо)) =  {(*'. У) 6 R2 ■ х0 — h <  х <  хи +  h, у 0 — k <  у  <  у9 — А}
атрофида (h >  0, k >• 0) берилган ва у  куйидаги шартларни бажар- 
син:

1) UK к {(х0, у0)) да узлуксиз,
2) k ((х0, у0)) да узлуксиз F'x (х, у), F  (х, г/) хусусий хосила­

лар га эга ва F'y (х0, уп) ф  0;
3) F (а'о» Уо) =  0.

У  холда (х0, г/0) нуктанинг шундай
Ub_ Е ((х-0, г/о» =  {(а, У) € Я2 : х0 — б < х < х 0 +  6, у0 — в < у < у 0 + е }
атрофи (0 <  б <  /г, 0 <С е <  &) топиладики,

Г) V  * £ (*о — *о +  6) учун
F (х, у) =  0

тенглама ягона у ечимга (г/€(Уо‘—е, Уо +  е)) эга, яъни F (х, у) =  0 
тенглама ёрдамида

х - + у :  F (х, у) =  0
ошкормас куринишдаги функция анщланади',

2') х =  х0 булганда унга мос келадиган у — уп булади',
3') ошкормас куринишда аникланган

х - + у :  F (х, у) =  0
функция (х0 — б, хп +  б) ораликда узлуксиз булади ;

4') бу ошкормас куринишдаги функция (х0 — б, х0 +- 6) ораликда 
узлуксиз хосилага эга булади.

И с б о т .  Шартга кура F'y (х, у) функция Uh k {(x0, у0)) да у зл ук ­
сиз ва F  (х0, у0)ф О . Аниклик учун Fy (х0, г/„) >  0 дейлик. У хрлда 
узлуксиз функциянинг хоссасига кура (х0, у0) нуктанинг шундай 

е ((v0, Уо)) =  {(*> у) £ Я2 : *0 — б < х < х 0 +  б, у 0 — г < у < у 0 + е )  
атрофи (0 <  б < h ,  0 <  е <  к топиладики, V  (х, у) ((х0, г/ц))
учун F' (х, у) >  0 булади. Демак, F (х, у) функция х узгарувчинин г 
(х0 — б, х0 +  б) ораликдан олинган хар бир тайин кийматида, у  у з га ­
рувчининг функцияси сифатида усувчи. Юкорида исбот этилган 13.11- 
теоремага кура

F  (х, у) =  0
тенглама (х0 — б, х0 + 6) да

х -* - у :  F {х, у) = 0  
ошкормас куринишдаги функцияни аниклайди, х =  х0 булганда унга

г/ ->х :  F(x, у) =  О
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ш

мос келган у  =  у0 булади ва ошкормас функция (х0 — б, х0 4- б) да 
узлуксиз булади.

Энди ошкормас функциянинг хосиласини топамиз, х0 нуцтага шун­
дай Ах орттирма берайликки, xn- f  Ах £ (х0 — 6, Д'0 + б ) булсин. На­
тижада

х- у : F (х, у) =  О 
ошкормас функция хам орттирмага эга булиб,

F (х0 +  Ах, у 0 +  Ау) =  О
булади. Демак,

А F (*о. Уо) =  F  (х0 +  Ах, у 0 +  Ay) — F (х0, уа) =  0) (13.52)
Шартга кура F'x (х, у) ва F'y (х, у) хусусий хосилалар £ ((х0, у0))

да узлуксиз. Бинобарин F (х, у) функция (х0, у0) нуктада дифферен- 
циалланувчи:

А F fro. Уо) =  F ’x (*о> Уо) +  F ’y (х0, у о) Ау +  а А х  +  $ А у .  (13.52')
Бу муносабатдаги а  ва р лар Ах ва Ау ларга боглик, ва Дх-v  О 

да А у-+  0, а -* - 0, Р -> 0.
(13.52 ') ва (13.52) муносабатлардан

Ду _  __  р .  у0) + а

Ах F'y (х0, i/o) +  Р

эканлиги келиб чикади.
Ошкормас функциянинг х0 нуктада узлуксизлигини эътиборга олиб, 

кейинги тенгликда Ах-> 0 да лимитга утиб куйидагини топамиз:

Ay (  F (хп, у„) +  а \  F (х0, у0)
lim — = I ' m ------■--------------  ---------*-------•

Ах V Fy(-X0’ '/о)+ Р / Fy(x0,y 0)
Демак,

/ Fх (Xp, Уо)
Ух=х° ~  ~  ^  (-Со, Уо)'

Е ((х0, //«)) да ^  (*, г/), (х, г/) хусусий хосилалар узлуксиз 
ва F’y (*» У)Ф  0 булишидан ошкормас функциянинг хрсиласи

, _  Fx (х, у) 

y x ~ ~ ~ F y {x, у)

нинг (х0 — б, х0 - f  б) ораликда узлуксиз булиши келиб чикади. Теоре­
ма исбот булди.

М н с о л. Ушбу

F (х, у) =  хеу +  уе* — 2 = 0  (13.53)

тенгламани царайлик. Равшанки, F (х. у) — хеу +  ус* — 2 функция {(.г, у) £  —
— ос <  л: <  со , — от <  // <  х  } тупламда ioi%op идаги 13.11- теореманинг барча шарт-
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ларини каноаглаптиради. Демак, V (х0, у0) £  R- нуктанинг Ug е ((х0, у0)) атрофи­

да (13.53) тенглама ошкормас куринишдаги функцияни аниклайди ва бу ошкормас 
функциянинг хосиласи

Fх (х, [/) _  еу +  уех

Fy {x. У)
булади.

Ошкормас куринишдаги функциянинг хосиласини ^уйидагича хам 
^исобласа булади. у  нинг х га боглик эканини эътиборга олиб, F (х, 
у) =  О дан топамиз:

Fx (х, у) 4  F'y (х, у) ■ у' =  0.
Бундан эса

f 'x (*. У)Ц ---------- ;------ -
Fy [х, у)

булиши келиб чикади.
Юкорида келтирилган (13.53) тенглама ёрдамида аникланган ош­

кормас куринишдаги функциянинг хосиласини ^исоблайлик:
Fx (х, у) 4  Fy (х, у) у ’ = е « +  уех 4  (хеУ +  е* ) у' =  0, (*)

е? +  уе*
У _  ех + х ,«  '

4. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я н и н г  ю к о р и  т а р т и б л и  .х о с и л а ­
л а р и .  Фараз к,илайлик,

F(x, у) =  0
тенглама (х0, у0) £ R2 нуктанинг Е ((х0, у0)) атрофида ошкормас 
куринишдаги функцияни аник,ласин. Агар F (х, у) функция е ((х„, 
у9)) да узлуксиз F'x (х, у), F'y (х, у) хусусий хосилаларга {Fy {x, у)Ф  
Ф  0) эга булса, ошкормас куринишдаги функция узлуксиз х;осилага 
эга булиб,

=  ( 13-54) Fy (x, у)

булади.
Энди F (х, у) функция е ((х0, у0)) да узлуксиз иккинчи тартиб­

ли F" (х, у), F'xy (х, у), F"yl (х, у) хусусий хосилаларга эга булсин, у 
нинг х га богли^лигини эътиборга олиб, (13.54) тенгликни х буйича 
дифференциаллаб куйидагини топамиз:

„  (F' (х, у))х F (х, y )— (F (x , у))х Fx (x, у)
U — ---------------------------- ;------- -----------------------.

(Fy (х, у ))*

Агар
(Fx (х, у))’х =  Fx, (х, у) 4  Fxy (х, у) у ’ .

(х, у))'х =  F'yx (х, у) +  F" (х, у) у' (13.55)
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,, _  (FyJ.x> У) +  F'y’ (*• У)-У') • f ;c С*. — (f *« (*• у) +  ^  (*, (/)•(/') ■ F’y (х, У )_
(Ру(х, У)? ~

1 ух (*> У)- FX (*■ y)~Fx’ (*■ У) • FУ (*■ у)+ [f  У» (*■ у) • /;.t (*■ y)—Fxy(x> у) F'y (f - y)l£
(Fy {x, у))»

f  (x, iy)
булади. Бу ифодадаги у' нинг урнига унинг кий м ати -------?—-—  ни

Fy (х, у)
куйи б, ошкормас куринишдаги функциянинг иккинчи тартибли хрси- 
ласи учун куйидаги формулага келамиз:

„  _  2Fx (дг, у) ■ Fy (х, у) ■ F'xy (х, у)—F’y (х, у) / у  (х, у) F ‘ (х, у) / у  (х, у)

У  ~  (Р у (х , У ) ) 3

Худди шу йул билан ошкормас функциянинг учинчи ва .\оказо тар­
тибдаги хосилалари топилади.

13 .7 -э с  л а т  м а . Ушбу
F (х, у) =  О

тенглама билан аникланган ошкормас куринишдаги функциянинг гово­
ри тартибли хосилаларини куйидагича хам хисобласа булади.

F (х, у) — 0 ни дифференциаллаб,
F'x (*> У) +  Fy (х, у) ■ у' =  О 

булишини топган эдик. Буни яна бир марта дифференциаллаймиз:

(F'x (д'> У))'х +  (F'y (*- у) ■ у')'х =
=  (F’x (х, у))'х +  у' ■ (Fy (х, у))'х +  F'y (х, у) ■ у"  =  0. 

Юкоридаги (13.55) муносабатдан фойдалансак, у  хрлда ушбу 

Fg, (х, у) +  2Fxy (х, у) у' +  F ” (х, у) ■ у ' 2 +  F'y -(х, у) - у"  =  0 

тенгликка келамиз. Унда эса
„  _  _  Fхг (х, j/)+2fд’у (X, у) ■ у' -L-Fy, (х, у) ■ у'*

J  Fy{x, у)

булиши келиб чикади. Бу теигликдаги у' нинг урнига унинг ^иймати 
f'x {х , у)

------ 7--------  ни iv/исак, ундаFy(x, у)
„  _  2 F 'x (х, у) F'y (X, у) F 'xy (X, у) — F'y(x, у) FX! (х, у) — Fx (х , у) ■ F”, (х , у)

У  ~ ~  (F ' y ( x , y ))3

булади.
М и с о л .  Ушбу

аканлигини хисобга олсак, унда

F (*, у) =  хсу -\-уех — 2 =  0
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ни дифференциаллаб (каралсин (*) формула),

еу +  уе* +  (хьу +  ех ) ■ у' =  О 

булишини топган эдик. Буни яна бир марта дифференциаллаб топамиз:

еу ■ у' +  у' ех +  уе* +  еу ■ у xev у' ■ у' +  хеу у" + у"  е* +  у'ех =  О,

яъни

булиши келиб чикади. Б у теигликдаги у '  унинг урнига унинг киймати

еу +  уех

е х +  хе>

■ни ^уйиб, ошкормас функциянинг иккинчи тартибли хосиласини топамиз.

5. К у п  у з г а р у в ч и л и  о ш к о р м а с  ф у н к ц и я л а р .  Куп у зга ­
рувчили ошкормас куринишдаги функция тушунчаси юкорида урганил­
ган бир узгарувчили ошкормас куринишдаги функция тушунчаси каби 
киритилади.

F (х, у) =  F (ху, х2, , хт у) функция (х =  (xlt х2, . . . ,  хт ) в R n) 
М {(х, у) £ /Г+ 1 : aL <  х1 <  bL, . . . , ат  <  хт  <  Ьт , с <  у <  d} туп  - 
ламда берилган булсин. Ушбу

тенгламани карайлик.
x £ R m иукталардан иборат шундай X  тупламни (X cz Rrn) карай- 

ликки, бу тупламдан олинган ?qap бир ну^тада (13.56) тенглама ягона 
^ациь^ий ечимга эга булсин. Энди X  тупламдан ихтиёрий х ну^тани 
олиб, бу нуктага (13.56) тенгламанинг ягона ечими булган у  ни мос: 
^уямиз. Натижада X  тупламдан олинган . а̂р бир х н уктага, юкорида 
курсатилган ^оидага кура, битта у  мос ^уйилиб, функция ^осил бу­
лади. Бундай ани^ланган функция куп узгарувчили ( т  та узгарувчи­
ли) ошкормас куринишда берилган функция деб аталади ва

F (х, у) =  F  (xj, х2\  . . , хт , у) =  0J (13.56)

(Xi, х. х т )  У : Р (х  1, х2.............хт , у) — О

х~-*-у: F (х , у) =  О
каби белгиланади. 

М и с о л .  Ушбу

F (.V!, *2, у) =  X] Ху — ХГ2У +  XxtJ

функцияни карайлик. Равшанки,

F (xlt х,, у) =  х\ X2 — х\ у +  Xjjy =  О
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гснглама £ 2\{(*i> х2) 6 R2 • * i =  хт,} тупламдан олинган ^ар бир (xlt х 2) нуктада

я гона

х\ л*2

у =  —-----х2 — Xi
очимга эга, яъни

(  *! х2 \
j  =  0-

Демак, берилган тенглама ёрдамида xv  х, узгарувчиларнинг ошкормас куринишда­
ги функцияси ашщланади:

2 / о \*1 *2 / *1 *2 \
(Х±, Х%) — 2 ■ F  I -̂ 1» Л*2’ I ‘ ^ 

Х2 — Хг I Х~2 — Хг  j

Энди куп узгарувчили ошкормас куринишдаги функциянинг мав- 
жудлиги, узлуксизлиги ^амда хрсилаларга эга булиши хакидаги тео- 
ремаларни келтирамиз.

1 3 . 14 - т е оре ма .  F (х, у) =  F (x 1. х2, . . . , х,„, у) функция (х°, у0) =  
=  (X1;, х°, . . . , x°m, у0) £ Rт+ 1 нуктанинг бирор UhJlt. . .  „т  fc ((х°, г/0)) =
=  { (* i, Ч ..................хт , у) £ ^ т + 1 : х? —  /г, <  х , <  х? +  hv х "  —  /г2 < х 2<

< х» +  К , . . . , х,°„ — /гт < хт  <  x?n +  hm, yo — k < y < y n +  k} ampo- 
фида {hi >  0, г =  1 , 2 , . . . ,  rn, k >  0) берилган ва у куйидаги ш арт- 
ларни бажарсин:

!) Uii,h, . . . ,  km k ((*°. Уо)) да узлуксиз;
2) х =  (Xj, х2 . . . , хт ) узгарувчининг

{(х,, х2, . . . , хт ) £ Rm : х® — /ij <  х, <  х\ +  /г,, х» — К  <  х, <  х« +  /г3,

тупламдан олинган хар бир тайин кийматида у  узгарувчининг функ­
ц и ям  сифатида усувчи (камаювчи);

3) F (х°, у0) =  0.
У  \олда (х°, у0) нуцпганинг шундай

и ь&  ■ ■ ■ Ьт е ((х° ’ ^ > ))= { (* i. х2, . . . , хт , у) £ RmJrl : x j  б1< Х 1< Х 1 + б 1 ,

х0 — б2 < х 2 <х°2 +  б2, . . , х0т — бт < х т < х ^  +  бт , г/0 _ е < г / <

<  г/0 +  е} атрюфи (0 <  6- <  /г-, г =  1, 2, . . . , т ,  0 <  е <  /г) шо/гы- 
ладики,

1') Y  -V 6 {(*„ х2, . . . , х т ) £ / Г : х\ -  6 ,< х , <  х« +  б,.............х ° -
— 6 „ «< х т < х ; ;  +  бт } учун

F (х, //) =  0 (13.56)
тенглама ягона у  (у£ {у1) — е, г/0 +  е)) ечимга эга, (13.56) шенг- 
лалга х->- у  :F  (х, у) =  0 ошкормас куринишдаги функцияни аниклай- 
ди:

2') х =  х° булганда, унга мос келган у  =  у 0 булади ;
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х —*~ у : F (х, у) =  О
функция .

{(jCj, х2, . . . , х т) £ Rm : Xj ■ 6j <С x l <С х® +  Sj, x2 62 <C x2 <  x2 +  S2,

• • ■ . X°m- 8 m < Xm < X°m+ 8J
тупламда узлуксиз булади.

13.15-т е  о р ем  a. F (х, у) функция (х°, у0) £ R m + 1  нуцтанинг би- 
Р°Р h k ((х°> У о)) атрофида берилган ва у куйидаги ш арт­
ларни бажарсин:

1) Uhtht h ((х°, х0)) да узлуксиз;

2 ) U hlh, нт  и (x°> У о)) да узлуксиз Fx. (хр х2, . . . ,  хт , у) (i =  
=  1, 2, . . . , т ) , F’y (xj, x2, . . . , xm, г/) хусусий хосилаларга эга еа 
F’y (xv  х2, . . . , xm, у)фЬ\

3) F  (х°, г/0) =  0.
У %олда (х°, г/0) нуцтанинг шундай . . .  §m £ ((■х°> хо)) атрофи 

(0 <  6j- <  ht, i =  1, 2, . . . , т ,  0 <  е <  /г) топиладики,

1 ' )  V  ■* €  { ( * 1 .  *2> • • • ’  Л 1 ~ ~  б 1 <  Х 1 <  х °1 +  S l> л 2 ~ ~  б 2 <

<  х2 <  х» +  62, . . . , х“, — 8 т  <  хт  <  х^ +  6 J  учун

F (х, у) =  0 (13.56)
тенглама ягона у  (у£ (у0 — г ,  г/0 +  е)) ечимга эга, яъни (13.56) тенгла- 
ма х —>• у : F (х, у) =  0 ошкормас куринишдаги функцияни аницлайди\ 

2') х =  х° булганда, унга мос келадиган у =  у0 булади-,
3') ошкормас куринишда аникланган функция

{(xv x2, . . . ,  xm) £ R ' » : x " - 8 l < x 1 < x 4  +  8 v . . . , х° -  8т  <  хт  <

< < + U
тупламда узлуксиз булади’,

4') бу ошкормас куринишдаги функция узлуксиз хусусий ,\осила- 
ларга эга булади.

Бу теоремаларнинг исботи юкорида келтирилган 13.12 ва 13.13- 
теоремаларнинг исботи кабидир. Уларни исботлашни у^увчига ха но л а 
этамиз.

Куп узгарувчили ошкормас функциянинг хосилалари хам юкорида- 
гига ухшаш хисобланади.

Фараз ^илайлик,
F  (хр х2, , хт , у) =  0 (13.56)

тенглама берилган булиб, F (хр х2, . . . , хт , у) функция 13.15-теоре­
манинг барча шартларини каноатлантирсин. Бу тенглама аниклаган 
ошкормас функциянинг хусусий х,осилаларини топамиз. у нинг хх, х2,

3') ошкормас куринишда аникланган
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. . . , хт  ларга боглик эканини эътиборга олиб, (13.56) дан куйндагн- 
ларни топамиз:

F X l  ( ;<T> Х 2>  • • • > Х т '  У )  F у  ( X j ,  Х 2 , .  . . ,  Х т ,  у )  ■ У Х [  —  О ,

F'x, Х2, , хт , у) +  F'y (хр х2.............х т , у) ■ yXt =  О ,

F x rn (X V Х2’ --------Хт,>У ) +  (* !•  * 2 > --------- Хт , У) ■ уХп =  0 .

Кейинги тенгликлардан эса

Fх (х 1 , х 2...................Х т ,  г/)

0 * .=

4 = -

F'y U i. *2, ■ ■ ■ > xm, y)

F'x, (*i> X,, . . • > xm> У)
Fy (хи х2, . . .■ > Xm , y)’

F’xm <А- -«2- • ■ ■ . Xm , y )

F'y (xv  x2, . . • ) xm, y)У х  = 'J хт

булиши келиб чикади.
F  (.у, г/) функция £/g g ^  в ((х°, г/0)) да узлуксиз юцори тартибли

хусусий хосилаларга эга булганда F (х, у) = 0  тенглама аникланган 
ошкормас куринишдаги функциянинг хам юкори тартибли хрсилалари 
мавжуд булади.

М и с о  л. Ушбу

F (xlt х2, у) =  у3 — 3*! х2 г/ — 1 =  0

тенгламанн ^арайлик. Равшанки, F (x L, х2. у) =  у3 — Зл^ х2 у — 1 функция 13.15- 
теореманинг барча шартларини ^аноатлантиради. Бу тенглама ёрдамида аникланган 
ошкормас куринилдаги функцняшшг хусусий .^осилаларини хисоблаймиз:

У х

FXi (*!■ х2 ’ у) — З.С2 у х2У
У х  1 ---  и ’  ,  * =  -----п О ~  2 ’ (У 2 ^  Х 1 Х  2Fy (xi, хъ у) 3(/2 _  3Xl хг уг — Xj. х2

F'x, (*i. х%. У) —  3Xl у Xiу
Fy (■«!• х2, у )  3z/2 — 3xt х2 у2 — хх уг

Бу ошкормас фуйкциянинг иккинчи тартибли ^осилалари куйидагича топилади: 

„ 2 (у2 — Xi х2) х2 y'Xi — х, у (2 yy'Xi — х,)

У. ( i f - -  * х * 2)*

UГ- — хх х2) х, у — х, у (2у-у — xj)
УХ j  =

У

(у- — *1 *2)2 

(у2 — *1 *з) (у + х2Ух.) — х 2 У (2у- Ухг — хх)

К Л ~  W - X lX t f
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Бу тенгликлардаги у'х , у'х ларнинг урнига уларнинг кийматларини куйиб куйидаги- 

ларни топамиз:

(У2 — х,'х,) х2- А'2

Ум =  -
у'“ — Xi Х-2 ■ Х2у {‘-У - х2у

У2 —  Х !  Х2
■ X») 2 х !  х\у

(у2 —  XjX,)2

(У2 — *1*2) *1- Xi У

Ух, = У2 — *1 *2 Xl -Vo ■Xj)

(у2 — Xj Х2) I/ +  x2

Уx , x .

(у2 —  Xj x 2)2 

* 1 У
* i  х г

■ x2y (2у - Х\У
У —  хгх2

(у2— х 1 х2)2

2-Х] *2 
(у2 — Х2)3

■ * l )

(у2 — *1 *2)3

г/ (г/4 — 2г/2 Xj х2 — Xj х̂ )
(г/2 — X! х2)2

б . Т е н г л а м а л а р  с и с т е м а с и  б и л а н  а н и к л а н а д и г а н 
о ш к о р м а с  ф у н к ц и я л а р .  Энди, келгусида биз учун керак була- 
диган янада умумийрок хол билан, тенгламалар системаси оркали аник- 
ланадиган бир неча функциялар системаси билан танишайлик.

т + п  та х,, х2, . . ., хт  ва у и у2, . . ., уп аргументларнинг ушбу 
п та

Ft (х, , х2, . . ., хт , у и у 2, . . ., уп) (£ =  1,2, . . ., п) 

функниялари R m+n фазодаги бирор

М  =  {(*!, хг, . . ., хт , г/i Уо, . . ., уп) e R m+“:

:a 1< ix 1< b l , a 2< x 2< 6 „ , . . ., a m< x m< b m, q <  г/х<  dx, . .

C n <  У п <  d n )  

тупламда берилган булсин. Куйидаги

■ ■ -, хт , у ъ у 2, . . ., уп) О 
F2 = F 2(x 1, х2, . . ., хт , г/i, г/2 . . ., */„)=0

^„=  ^„(*1, *2. г/i. г/г. • • •- «/„) =  О

(13.57)

тенгламалар системасини карайлик. х = (х 1, х2, . . ., хт ) узгарувчининг 
кийматларидан иборат шундай

Мх=  {х =  (хи х2, . . ., хт ) € Я"1 : « 1<  X i<  6, о2<  х2<  Ь2, . . .,

* т <  Ьт ^

тупламни карайликки, бу тупламдан олинган хар бир х' =  (х\, х'2, . . ., 
хот) ну^тада (13.57) система, яъни
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F\(Xy xg, . . х^, у i, г/2, . . ., уп) О 
F2(x[, х'2, . . ., хт , Ух, у 2 , . . ., у п) =  О

система ягона ечнмлар системаси г/ь  уг, . . ., у,) га эга булсин. Энди 
Мх тупламдан ихтиёрий (хи х,,, . . ., хт) нуктани олиб, бу нуктага 
(13.57) тенгламалар системасининг ягона ечимлари системаси булган 
yL, у2, . . уп ни мос к;уямиз. Натижада Мх тупламдан олинган хар 
бир (a'j, х 2, . . ., хт ) га юкорида курсатилган коидага кура у и у2, . . ,,уп 
лар мос куйилиб, п та  функция хосил булади. Бундай аникланган 
функциялар (13.57) тенгламалар системаси ёрдамида аникланган ош­
кормас куринишдаги функциялар деб аталади. Кандай шартлар бажа- 
рилганда шу (13.57) тенгламалар системаси у х, у 2, . . у п ларнинг^ар 
бирини хъ х2, . . ., хт  узгарувчиларнинг функцияси сифатидааниклаши 
мумкинлиги хакидаги масала мухим. Бундай умумий масалани х,ал 
килишни битта соддаро^ холни урганишдан бошлаймиз'

Икки Fr =  Fj (хх, х2, г/х, г/2) ва F\, =  Ft (х, , х2, у ,, у г) функция

<  г/“ +  ku у\ — k2<  у2<  у° +  /г2) атрофида (hx> 0, h2>  0, fei>0, k2 >  О, 
берилган булсин. Ушбу

тенгламалар системасини карайлик.
Энди F1 (x1, х2, у и у2) ва F2 (xly х2, уъ у2) функциялар цандай шарт­

ларни бажарганда (13.58) тенгламалар системаси ошкормас функция­
ларни аниклаши масаласи билан шугулланамиз.

Фараз ци лай лик, Fx (хи х2, уи уг) ва F2(Xl, хг,]у и у2) функциялар 
учун

булсин. Бундан таш^ари каралаётган функциялар UhlhJtlkt ((*“, х°, y°v y°2)) 
да узлуксиз барча хусусий хосилаларга эга ва, айтайлик,

булсин. У  холда 13.14-теоремага кура (х°, л°, у°, у?2) нуктанинг шун-

F i  —  {х 1г %2, У11 Уг) —  О 

F2 — F2 (л' j , Xj, у  1 , у  о) =  О
(13.58)



тенглама
(хи х2, у 2) -> у  у : Fj (хг, х2, у и у2) =  О 

ошкормас куринишдаги функцияни аниклайди. Шу функцияни

0 i= iM * i>  -т2. У г)
деб белгилайлик. Буни (13.58) системанинг иккинчи тенгламасидаги у % 
нинг урнига куйиб куйидагини топамиз:

F 2 (Xj х2, /] (Xj х2), у2) =  0.
Знди

дУг
булсин дейлик. У хрлда яна 13.14-теоремага кура (х®, л°, //̂ , ;/") нук- 
танинг шундай [Ut атрофи (t/2c  Uhihiklkl (С*р л2> Ур Уг}} топиладики, бу 
атрофда

F2 (xit Л о» / (•*!> -̂ 2)> У2) =  Q
тенглама

(д>1, Ху)->-у 2 1 F2(.\], х2, / (xlt Х2) , 1/2) =  0
ошкормас куринишдаги функцияни аниклайди. Бу функцияни у 2 =  
=/2 (хг х2) деб белгилайлик.

Шундай килиб, (13.58) тенгламалар системаси (х°, х°, y°v гф ну^- 
танинг бирор атрофида у г ва у 2 ларни х ,, х2 узгарувчиларнинг функ­
цияси сифатида аниклайди:

У\=  /1 (хи xst /2 (л’и хг))- 
У2 == /2 ( A i  » л' г )  •

Равшанки, Д (х°, л'“). /2 К »  * “)) =  У°, /2 (*?. 4 )  =  У°2- Юкоридаги 
(13.59) шартни куйидагича ёзиш мумкин.

dF2 | дГ2 дуг q 

5i/2 а»/! ду2
Бунда барча хусусий хрсилалар (х,, х°, у\, г/®) нуктада хисобланган. 
Агар

dFi
дуг________ дуг
ду2

ду\
эканини эътиборга олсак, унда

dFi dF2 _ j j f j  _  dFj. _

аГз I j ^ 2  дух _  d f2 1 jF j  /___ _  Ф/а a//! dyi jjfe Q

dy2 d’J i dt/2 ду2 дух { -|£V

булади. Модомики,
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жан, унда

яъни

dF,
ду*

Ei
dyi

E l _
дух

ф О

дРг dFj
дуi  ду.

ф О

Ei Ei
dyi ду2

Ei JL
dyi ду.

Ф  о (13.60)

E i E l
dyi ду2
dF2 dF,
dyi дуг

булади. Шундай кили б (13 .59 ) муносабатни (13.60) куринишда ёзиш 
мумкин экан.

Натижада ушбу теоремага келамиз.
1 3 . 1 6 - т е оре ма .  Fx (хх, х2, у и г/2) ва F2 (xu х2, у и у,) функция­

лар (x°r  х°, у°г  у°) 6 7?4 нуцтанинг бирор U hth kik атрофида (hl >  0, 
/i2> 0 .  йх> 0 ,  k2 >  0) берилган ва улар куйидаги шартларни бажар­
син:

! )  Uh,h2klks ((х ° ’ 4 ’ y°v #“)) да  У злуксиз;
2) Uhihikik! ((х°, х°, у\, у?2)) да барча хусусий хосилаларга эга ва 

улар узлуксиз;
3) хусусий хрсилаларнинг (x°v х?2, y°v у°) ну1\тадаги кийматлари- 

дан тузилган ушбу детерминант нолдан фаркли;

Ф  0;

4) (х°р х°, у\, у°) да

F1 (х°, х°, у\, i/°) =  0, F2 (х°, х°2, у\, t/°) =  0.

У хрлда (х°, х°, у\, у°) нуктанинг шундай ((х°, х°, у\, г/°))
атрофи ( 0 < 6 1< h 1, 0 <  62<  /г2, 0 <  е, <  /г,, 0 <  е2<  k„) топиладики, 
б у  атрофда

Г) (13.58) тенгламалар системаси ошкормас куринишдаги 

yi~fi(X y, х2, /2(Х], Л'2)), /̂2==/2 (- î> *2) 
функцияларни аницлайди;

2 ') (х, , x2)= (x01, х°) булганда: унга мос келадиган

y i = y 0i = f i ( x 0v х°2, /2(х°, х°)), у 2 =  У°2 =  fi (Л'р  х\)
булади.

3') ошкормас куринишда аникланган f\ ва /2 функциялар 
{(xu х2) £ R-: х° — б ,<  х ,<  х<{ +  х °2 — 62<  х2<  х° +  б2}

туп лам да узлуксиз ва барча узлуксиз хусусий \осилаларга эга бу­
лади.
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* 1*2 +  У1У2 — Ц / 1 О СП
*14*2 х-гУ\ — 3J

системани ^арайлик. Бунда

F ! (хь Х2) =  ХгХ2 +  У1У2 — 1 ,
F2 {x 1 , х2) =  хгу2 — г/л  — 3

булиб, бу функциялар (1, — 1, 1, 2) нуцтанинг атрофида 13.16-теореманинг барча 
шартларили бажаради. Х,а^1цатан .^ам, F1 (x1, х2, уъ у2), F2 (xlt х2, yv  у2) функция­
лар узлуксиз, узлуксиз барча хусусий «чосилаларга эга, (1, — 1, 1, 2) нуктада

М и с о л .  Ушбу

dF 1 E l 2 1
5г/х

<3F2 гУг
1 1

<fyi ду2
хамда

F j O ,  - 1 ,  1, 2) =  О, F2 ( 1, - 1 ,  1, 2) =  О

булади. Демак, (13.61) система ух ва у2 ларни хи х2 узгарувчиларнинг функцияси 
сифатида аниклайди. Равшанки, бу функциялар узлуксиз, хусусий хосиляларга эга. 
Берилган (13.61) тенгламалар системасини бевосита ух ва у2 ларга нисбатан ечиб 
цуйидагиларни топамиз:

— 3 +  У^9 -f 4 ххх2 — 4 х[ xi _  3 +  "\f 9 +  4 xtx2 — 4 xf х„

Энди (13.57) системанинг ошкормас функцияларнинг аншутшини 
таъминлайдиган (ошкормас функцияларнинг мавжудлигини ифодалайди- 
ган) теоремани исботсиз келтирамиз.

13 .17-т е о р е м  a. F}, F2, . . . , Fn функцияларнинг хар бири (х®, 
у0) =  {х\, х°2, , хйт , у'\, у% . . .  , О  нуктанинг бирор

^hk  ((Х° ’ У°)) =  ^h,h , . . . hm ktk2 . . ,k n A ................ Xm< У\' У2' • • ' ' Уп)) =

=  {(*°, y°) 6 Rm+n : x\ -  lh <  x, <  x° +  /(„ x" -  h2 <  x2 <  4  +

+  h2, , x°m — hm <  xm <  x°m +  hm, y\ — kL <  y x <  y\'+ > !, 

y l — k2 < y 2 < y l  +  k2, . . . , y°n — kn < y n < y°n +  kn} 

атрофида (hi >  0, i =  1, 2, . . . , m, kj >  0, j  — 1, 2, . . . , n) берил­
ган ва улар куйидаги шартларни бажарсин:

1) (/„((*•, У0)) 5а узлуксиз;
2) Uhk({x°, у 0)) барча хусусий хосилаларга эга ва улар узлуксиз;
3) хусусий %осилаларнинг (х°, у0) нуктадаги кийматларидан т у -  

зилган ушбу детерминант нолдан фарцли:
dFi 0L1

dF j

dyi 5</2 ' дУп
dF2 c>f2 dFi

dyi дуг ■ <̂Уп

<*п Q
j

a

dyi ду-i
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4) (хп, у 0) =  (х°, х°, . . . , х ° , г/«, г/», , г/«) нуктада  

F, (х\ у 0) =  О, F2 ( A  г/°) =  О, . . .  , f B(x®, г/°) =  О.

У .р л д а  (х°, г/°) нуцтанинг шундай ^ б е ((х°, г/0)) =  {/6Л Еп
((х°, г/0) ) ' ; атрсфи (О <  б1 <  Лг, О <  62 <  /г2, . . .  , О <  6m <  /im, О <  
< £ ,< / ? ! ,  . . . ' ,  О <  еп <  k j  топиладики бу атрофда

Г ) (13 .57) система ошкормас куринишдаги функциялар система- 
сини аниклайди. Уларни у г =  f l (хг, х2, . . . , хт ), у 2 =  /2 (хх, х2, . .

хт)> ■ ’ ■ ’ Уп =  fn(x к  х2, . . . , x j  дейлик;
2 ') (х1г х2, . . . , хт ) =  (*?, х», . . . , .г»г) да ^(х®, х°2, . . .  , х"т ) =  г/", 

/2 (х", х®, . . . , < )  =  ^ ............../„ (х°, х® ,---------х^) =  у°п
булади;

3 ') ошкормас куринишда аникланган Д , /2, . . . , f„ функциялар 
{(хх, хг> . . . , x j G / Л  < ^ < * 0  +  6^ хо _ б 2< х 2 < х »  +  б„
■ • ■ ’ Х̂ т — ^ т <̂ Хт <̂  Х°т +  ) ГПуПЛамдй уЗЛуКСЦЗ ва уЗЛуКСИЗ ХуСу- 
сий уосилаларга эга булади.

14-БОБ

ФУНКЦИОНАЛ КЕТМА-КЕТЛИК ВА КАТОРЛАР

1-§. Функционал кетма-кетлик ва цаторлар, уларнинг 
якинлашувчилиги

1. Ф у н к ц и о н а л  к е т м  a- к  е т  л и к  л ар . Ихтиёрий Е ва F  туп- 
ламлар берилганда, Е тупламни F тупламга / :£ -k F  акслантириш 
тушунчаси 1 -цисм, 1 -боб, 1-§ да урганилган эди.

Энди Е  =  N, F туплам сифатида эса X c z R  тупламда берилган 
функцияда туплами {/(х)} ни олиб, ушбу

<р: N -*■ {/(х)> (ф :п -^/„(х)) (14.1)

акслантиришни цараймиз. Бу акслантириш функционал кетма- кетлик 
тушунчасига олиб келади.

(14.1) акслантиришни цуйидагича тасвирлаш мумкин:
1, 2, . . . , п, . . .

/l(x), /2(х),

Натижада ф '.n-+-fn (x) акслантиришнинг аксларидан (образларидан) 
ташкил топган ушбу

Ш ,  ш ,  • • • , /„(X)____  (14.2)
туплам ^осил булади.

(14.2) туплам X  (X czR) да берилган функционал кетма-кепишк 
(функциялар кетма-кетлиги) деб аталади ва y{fn(x)} каби белги­
ланади.
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Шундай к,илиб, функционал кетма-кетликнинг хаР бир ^ади, биз 
аввал 1-цисм, З-бобда курган сонли кетма-кетликнинг хадларидан 
фари,ли улароц муайян функциялардан иборатдир.

Шуни хам таъкидлаш лозимки, h{x), /2(х), . . . , fn{x), . . . кетма- 
кетлик турли хадларининг аникланиш сохаси, умуман айтганда, тур- 
лича булиши мумкин. Биз бу ерда X  сифатида шу со^аларнинг ум у­
мий кисмини олиб караймиз.

(14.2) кетма-кетликда fn{x) функция шу кетма-кетликнинг умумий 
%ади (п- %ади) дейилади. Демак, (14.2) функционал кетма-кетликнинг 
умумий хади х ва п узгарувчиларга (х£ X, п £ М) боглик; булади.

1
М и с о л л а р .  1. ш— хар бир натурал п сонга -------  функцияни мос к,уюв-

л2 '
чи акслантириш булсин. У  з о̂лда ушбу X =  (— оо, -j- оо) тупламда берилган

_1__ __1__  _1__  I
1 4- X* ’ 4 +  *2 ’ 9 +  *2 ’ ■ ' ' ’ л2 +• *2 ’ ‘ ' ' 

функционал кетма- кетликка эга буламиз. Бу кетма- кетликнинг умумий з̂ ади /„ (х) ■■
1

= ------ булади.
л*+ж2 __

2. ф — зрр бир натурал п сонга sin I  х функцияни мос куювчи аксланти­

риш булсин. Бу з^олда куйидаги

s i n ^ L .  sin ± * L ,  s in 2 L L
2 3 n

функционал кетма- кетлик >;осил булади. У  X =  [0, +  оо) тупламда берилг ан булиб,
/---

умумий з̂ ади fn (х) =  sin -i--  булади.

3. Ушбу __

х, \,г~х , хг \ х , . . .
функционал кетма- кетликни ^арайлик. Бу кетма- кетликнинг ток номерли уринда 
турган ^адлари (— оо, +  оо) ораликда берилган функциялар булиб, жуфт номерли 
уринда турган з^адлари эса [0, +  оо) оралиеда берилган функциялардир. Бу кетма- 
кетликни Х  =  [0, +  оо) ораликда берилган деб цараймиз. Унинг умумий х;ади

п +  1

/n w  = 2
I х, агар п — ток, сон булса 

'■>/гх , агар п — жуфт сон булса
булади.

X  тупламда берилган бирор
А М , /*(*), . . . , fn{x), . . . (14.2;

кетма-кетликни ^арайлик. Бу X  тупламда х0(х0£Х) ну^тани олиб;
(14.2) кетма-кетлик хар бир /„(%) хадининг шу нуктадаги к,ийматини 
хисоблаймиз. Натижада куйидаги

f i ( 4  / i W ............./„(*<>). • • • О4-3
сонлар кетма-кетлиги хосил булади.

Сонлар кетма-кетлиги эса, ани^роги уларнинг якинлашувчилигн 
узоклашувчилиги, якинлашувчи кетма-кетликнинг хоссалари 1- н,исм 
нинг 3-бобида батафсил урганилган эди.
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14.1- т а ъ р иф. Arap {fn (х0)} сонлар кетма- кетлиги якинлашувчи 
(узоклашувчи) булса, {/„(л;)} функционал кетма-кетлик х0 нуцтада  
чкинлашувчи (узоклашувчи) деб аталади, х0 ну^та эса бу функционал 
кетма- кетликнинг якинлашши (узоклашиш) нуктаси  дейилади.

{fn (л) j функционал кетма- кетликнинг барча якинлашищ (узоклашиш) 
пукталаридан иборат туплам {/„(*)} кетма-кетликнинг якинлашши 
(i/зоцлашиш) сохаси (туплами) деб аталади.

Биз баъзан М туплам (M c i? ) { / n (i)} функционал кетма- кетлик- 
нинг я^инлашиш (узоклашиш) сохаси (туплами) булсин деган нбора 
урнига, унинг эквивалента — {/„(*)} функционал кетма-кетлик М  со- 
чада (тупламда) якинлашувчи (узоклашувчи) булсин деган иборани иш- 
.1 лгав ерам из.

Бирор |/п (х) | функционал кетма-кетлик берилган булиб, М (М сг R) 
эса шу кетма-кетликнинг якинлашиш сохаси булсин. Унда у  х0 £ М 
учун унга мос

/. (*о)> /2 (*о)> • • ■ . / „  К ) .  - - •

"кетма- кетлик lim  fn (х0) лимитга эга булади.
f t —>00

Агар М  (УИ с= R) тупламдан олинган хар бир х га, унга мос кела- 
днган fi Ох), /2 (х), . . .  , /„(*), . . . кетма-кетликнинг лимитини мос 
куйсак, яъни

f:x-*~  lim /n(x),
П—>оо

унда М тупламда берилган f(x) функция хосил булади. Бу f(x) функ- 
цияни {fn (>:)} кетма- кетликнинг ли м и т функцияси деб атаймиз. Д е­
мак,

lim fn (x) = f ( x)(x£ M ). (14.4)
П —*ос

Ми с о  л л ар . 1. Ушбу

' " М “ Ь г Ы  < - ' • * • • • • >
(функционал кетмэ- кетлик у  х £ R да якинлашувчи булиб, лимит функция айнан О 
га тенг: у  х 6 R учун

l i m / „ ( * ) =  lim  ]■ -  --- 0.
П —>оо Л —► оо } X

2. К,уйидаги
{/„(*)! = {»а*+ 1} ( « = 1 , 2 ------ )

(функционал фак,ат битта х =  0 ну^тадагина якинлашувчи, колган барча ну^таларда 
\зо^лашувчи булади:

f 1, агар  х =  0  б ул са , 
lim  fn (x)~  lim (n2x-\- 1) =  j +  00 , x >  0  б улса . 
л -> « л->ю (— 00j а г а р x < 0  б улса .

3. Ушбу

{f„(x)} = |n • sin -2^L j  (n= 1, 2, . . .)
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функционал кетма- кетлик V х £ R_  ̂ да якинлашувчи булиб, унинг лимит функцияси 

f(x) — Y х булади. Х.акикатан >;ам,

V  Xг— sin
lim  f  (х) =  lim  п ■ sin У  х =  lim  ______г — _ г~

П—>со Л— 0̂0 ^  л —>оо ^  V  X  У

п
4. К,уйидаги

{fn (x)) =  {xn} ( п = 1 , 2 ---- )

функционал кетма- кетликни царайлик. Бу функционал кетма- кетлик учун, V х £ 

6 (Ь Ч-  °°) Да
lim  fn {x) =  lim  хп =  о о ,
t l—> оо ft—*оо

х =  1 булганда

lim  f„ (I)  =  lim 1" =  1,
ft—►oo ft-*oo

v  * € ( — 1, 1) да

lim /„ (x) =  lim х" =  0,
ft—►oo Л—>oo

V * € ( — oo, — 1] булганда эса берилган функционал кетма-кетликнинг лимити мав­
жуд эмас.

Шундай ^илиб, берилган {fn (x)} =  {хп} функционал кетма-кетликнинг яцин- 

лашиш со^аси М =  (— 1, 1 ] булиб, лимит функция

t (х\ _  /0, агар — 1 <  х <  1 булса,
' ' ' \ 1, агар х — 1 булса

булади.

2. Ф у н к ц и о н а л  ^ а т о р л а р .  Бирор Х ( Х с zR ) тупламда ы1(х), 
и2 (х), . . . , ип(х), . . .  функционал кетма-кетлик берилган булсин.

14.2-т а ъ р и ф .  Куйидаги
иг (х) +  и2 (х) +  . . .  +  «„ (*) +  . . .

00
ифода функционал цатор деб аталади ва у  ^  ип{х) каби белгиланади:

П— 1

2  Вя (х) =  « ! (х) +  н2(х) +  . . .  +  и„(х) +  . . .  (14.5)
П= 1

(х), и2 (х), . . .  функциялар (14.5) функционал цаторнинг щдлари, 
ип (х) эса функционал каторнинг умумий %ади (п- %ади) деб аталади. 

Функционал цаторга мисоллар келтирамиз:

1. §  =  1 +  х +  х2 +  . . . (— оо <  х <  оо)
П== 1

2. V ------------- *------------- =  _ ^ _  + ---------- £---------+
Z A  I (n -1 ) * +  I K w + l )  1 • ( * +! )  ( * +1 ) ( 2 * +1 )Л = I

Н---------------------------h • • • (О ^  х оо).
( 2 * + 1 ) ( 3 * + 1 )  V ^

Шундай ^нлиб, функционал каторнинг ^ар бир х;ади, аввал (1-^исм-
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нинг 11-бобида) урганилган сонли каторнинг хадларидан фаркли ула- 
рок, муайян функциялардан иборатдир.

00
14 .1 -эс  л а  т м а .  2  функционал к.атор турли хадларининг

/1=1
берилиш сохалари (тупламлари), умуман айтганда, турлича булади. 
Биз бу ерда X  туплам сифатида шу сохаларнинг умумий кисмини 
тушунамиз.

X  тупламда х0 (х0 £Х) нуктани олиб, (14.5) функционал каторнинг 
х,ар бир ап (х)(п =  1, 2, . . .) ^адининг шу ну^тадаги кийматини топа­
миз. Натижада ушбу

2  ип W  =  «1 (*о) +  иг (*о) +  • • • +  ип W  +  . • . (14.6)
П=1

сонли катор ?;осил булади.
Маълумки, сонли каторлар, уларнинг якинлашувчилиги, узокла- 

шувчилиги, як,инлашиш аломатлари, якинлашувчи цаторларнинг хосса- 
лари 1-^исмнинг 11-бобида батафсил баён этилган эди.

со

14.3-т а ъ р и ф .  Агар 2  ип(хо) сонли к»атор якинлашувчи (узо^ла-
л=1

оо
шувчи) булса, 2  ип М  функционал к,атор х0 (х0 £ X) нуцтада яцинла-

п— 1
шувчи (узоклашувчи) деб аталади, х0 нуцта эса бу функционал катор­
нинг яцинлашиш (узоклашиш) нуктаси дейилади.

00
2  ип (х) функционал каторнинг барча я^инлашиш (узоклашиш)
Л= 1

пукталаридан иборат туплам, бу функционал каторнинг яцинлашиш 
(узоклашиш) сощси (туплами) дейилади.

оо
Кейинги баёнимизда биз V  ип(х) функционал каторнинг якинла-

П— 1
оо

шиш (узоклашиш) сохаси М  туплам/ булсин дейиш урнига V  ип (х)
л= 1

(функционал катор М  тупламда якинлашувчи (узоклашувчи) булсин 
деган иборани ^ам ишлатаверамиз.

оо

Бирор 2  ип М  Функционал цатор берилган булиб, М (М cz R) эса
П— 1

шу функционал каторнинг якинлашиш сохаси булсин. у  х0 £М  учун, 

унга мос J ]  “n W  =  « i W  +  « 2 W +  • • •  +  ип(хо) +  • • • катор
п=1

якинлашувчи, унинг йигиндисини эса S 0 дейлик.
Агар М  тупламдан олинган хар бир х га унга мос келадиган

00
и п  (Х) =  ы1 М  +  Щ (*) +  • • • +  ип(х) +  . . .  каторнинг йигиндисини

П - 1
мос цуйсак, унда М  тупламда берилган 5  (х) функция хосил булади.
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00 .

Бу S  (х) функцияни V  ип (х) =  и1 (х) +  и„ (х) +  . . .  +  ип (х) — . . .
Л=1

функционал каторнинг йигиндиси деб атаймиз. Демак, у  х£ М  учун 

У  ип (х) =  ых (х) +  и, (х) +  . . .  +  ип (х) +  . . .  =  5  (х).
Л = 1

Функционал к;аторларда хам, худди сонли каторлардаги каби, ка­
торнинг цисмнй йигиндилари тушунчаси киритилади.

(14.5) функционал цаторнинг дастлабки ^адларидан тузилган ушбу

5 i(x )  =  ы1(х),
5 ,  (х) =  иг (х) +  иг (х),

5„(х) =  ы, (х) +  (х) +  • • • +  М

йигиндилар (14.5) функционал цаторнинг цисмий йигиндилари дейила­
ди. Демак, (14.5) функционал катор берилган хрлда хар доим бу ка­
торнинг цисмий йнгиндиларидан иборат {5п(х)}:

•Sj (х), 5 8(х), . . . , 5„(х), . . . (14.7)

функционал кетма-кетликни хосил ^илиш мумкин.
Аксинча (14.5)) функционал цаторнинг ^исмий йнгиндиларидан ибо­

рат (14.7) функционал кетма-кетлик берилган хрлда, хар доим х^адла- 
ри (14.5) функционал цаторнинг мос ^адларига тенг булган куйидаги

(х) +  [5 3 (х) -  (x)J +  . . . +  \Sn (х) -  (х)1 +  . . .

функционал ^аторни ^осил ^илиш мумкин.
Сонли ^аторнинг якинлашувчилиги (узоклашувчилиги) таърифини 

эслаб (царалсин, 1-цисм, 11-боб, 1-§) (14.5) функционал каторнинг 
х , нуктада якинлашувчилиги (узоклашувчилиги) ни ^уйидагича з̂ ам 
таърифлаш мумкин.

14.4-т а ъ р и ф .  А гарл-> -оо да ( 5 л (х)} функционал кетма-кетлик
ос

х„ (х0 £ М) нуктада якинлашувчи (узо^лашуви) булса, V  ип (х) функ-
Л =  1

ционал ^атор х0 нуктада якинлашувчи (узоклашувчи) деб аталади.
Бу функционал кетма-кетликнинг я^инлашиш (узоклашиш) сох1аси 

(туплами) тегишли функционал каторнинг якинлашиш (узоклашиш)  
со.\аси (туплами) деб аталади.

(14.7) функционал кетма-кетликнинг лимит функцияси 5  (х):

lim S n(x) =  S  (х)
Л—► оо

(14.5) функционал цаторнинг йигиндиси деб аталади.
М и с о л л а р .  I. Ушбу

V  =  1 +  дс +  Х2+  . . .  +  +  . . . 
я== 1
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функционал ^аторни карайлик. Бу ^аторнинг ,\ар бир >;ади: ип (х) =  х" 1 (л =  1 ,2 ,  

. . . ) функция R =  (— оо, -J- оо) да берилган. К,аралаётган функционал каторнинг 
^исмий йигиндиси

sn(jr)= i +x + x2 + . . .  + хп-1 =  \ т ^~  • агаР Х* 1 б>лса-
In, агар х =  1 булса

булади. Унда

V дг €  (— 1 , 4 - 1) учун lim  Sn (х) =  lim (—i —  — _ J —  ,
Л->оо >oo V 1 X 1 X J  1 *“  X

V at € 11, +  oo) учун lim S„ (x) =  oo, у  x 6 (— o o ,  — 1] учун (Sn (x)} функционал
П—*оО

кетма- кетлик лимитга эга эмас.
Шундай ^илиб, берилган фукционал цаторнинг якинлашиш со^аси М =  (— 1 

+  1), уэо^лашиш со^аси эса R \M  =  (— оо, — 1] (J [1, +  оо) дан иборат.

(— 1, -f 1) ораликда функционал каторнинг йигиндиси S  (х) =  ----- булади.
1 — х

2. К,уйидаги

У ------- £-------
| (п— 1 ) х + 1 ] ( / 1 Х +  1)

П— 1
( 0 < X < - f o o )

функционал цаторни царайлик. Б у  каторнинг ^исмий йигиндиснни топамиз:

5Л(Х)= у  ______?______ =у  Г
^  [ ( * -  1 ) Х + ! ] ( * * + ! )  ZjL L'*=) *=1 

=  1 . 1

l(k  —  1) х  -j- 1 kx  +  1

ПХ +  1
Унда

lim  S n  (x) =  lim  [  1
Л—► oo L

=  1 ( 0 <  X <  +  oo)
>oo л—>oo L яд: 4~ 1 

булади . Д е м а к , берилган каторнинг йигиндиси 5  (х ) =  1 булади .

Биз юкорида функционал кетма- кетлик х,амда функционал ^а- 
торлар, уларнинг якинлашувчилигн (узоклашувчилиги) тушунчалари 
билан танишдик.

Аслида бундай тушунчалар билан биз, аввал, хусусий ^олда (узга- 
рувчи х нинг х,ар бир тайин кийматида) 1- ^исмнинг 3 ва 11-боблари- 
да сонлар кетма-кетлиги, сонли цаторлар деб танншиб, уларни батаф- 
сил урганган эдик.

Хоэирги хол, яъни функционал кетма-кетликнинг лимит функция­
си f\x), функционал катор йигиндиси S(x), лар х узгарувчининг функ­
ция лари булиши бу f  (x) ва 5 (х )  ларнинг функционал хоссаларини ур- 
ганишни та к озо этади.

Масала {/п (х)} функционал кетма- кетлик хар бир /п (х) (п =  1, 2, 
. . .) ^адининг функционал хоссаларига кура (узлуксизлиги, дифферен­
циалланувчилиги ва хоказо) / (х) лимит функциянинг мос хоссаларини, 
=0
2  и„(х) функционал катор х,ар бир ип (х)(п =  1 , 2 , . . . )  хади функ-
П= 1
ционал хоссаларига кура, цатор йигиндиси 5 (х ) нинг мос хоссаларини 
урганишдан иборат.
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Бу / (х) хамда 5  (х) функцияларнинг хоссаларини урганишда, {fn (х)} 
кетма-кетликнинг лимит функция /(х) га, к,атор кисмий йигиндиси 
S n (х) нинг к;атор йигиндиси 5  (х) га якинлашиш (интилиш) характери 
мухим роль уйнайди. Шунинг учун баёнимизни функционал кетма-кет­
лик ^амда функционал каторнинг текис якинлашиши тушунчасини ки- 
ритиш ва уни урганишдан бошлаймиз.

2- §. Функционал кетма-кетлик ва цаторларнинг текис 
якинлашувчилиги

1. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к н и н г  т е к и с  я ^ и н л а ш у в -  
чилиги. Бирор {/„(х)):

fi(x , /2 (х)............. fn(x), . . . , (14.2)i
функционал кетма- кетлик берилган булиб, М (М cz R) эса бу кетма- 
кетликнинг якинлашиш сохдси булсин. f(x) функция (14.2) функцио­
нал кетма-кетликнинг лимит функцияси булсин. Демак, {/„(х)} функ-' 
ционал кетма-кетлик М  тупламнинг хар бир х0 (х0£М) нук.тасида, 
п-»- оо  да мос f  (х0) га интилади:

lim /„(х0)= / (х0).
Л—>оо

Кетма-кетликнинг лимити таърифига кура бу куйидагини англатади:
Y  е >  0 сон олинганда х;ам, шундай n0£N  топиладики, барча п > п0 
учун

\fn(x0) — f(x 0)\<E

булади. Бунда п0 натурал сон е >  0 га ва олинган х0 нуктага богли^ 
булади: п0 =  п0 (е, х0) (чунки, х узгарувчининг М  тупламдан олинган 
турли ^ийматларида {fn (х)} кетма-кетлик, умуман айтганда, турлича 
булади).

М  тупламдаги барча нукталар учун умумий булган п0 натурал 
’сонни топиш мумкинми деган савол тугилади. Буни ^уйидагича тушу- 
ниш керак: Y e > 0  сон олинганда х,ам V  п >  п0 ва у  х £ М учун 
|fn (х) — / (х)| <  е буладиган n0 £N топиладими?

Куйида келтириладиган мисоллар курсатадики, баъзи функционал 
кетма-кетликлар учун бундай п0 натурал сон топилади; баъзи функ­
ционал кетма- кетликлар учун эса топилмайди, яъни бирор 69 >  0 сони 
учун исталган катта n£ N  сони олинганда х,ам шундай х£ М  нук,та 
топиладики,

\fnx) —  f(x )\ > e 0
тенгсизлик бажарилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

«/„(*>} =
sin пх 

п .

функционал кетма- кетликни ^арайлик. Бу кетма- кетликнинг якинлашиш со^аси 
М  =  (— оо, оо), лимит функцияси эса

sin пх
lim  fn {x) =  lim  ----- = 0
П -*со  Л—>00 п
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У е >  0 сон олинганда ^ам п0 =  £— J дейилса, барча п >  п0 да У х£ М  да

I- ,  > ,  / „  I s i n  ПХ „  I 1 1
1/л (*) — f (*)! =  ---- = 0  <  —  < --- —  <  е

I п | и п0 +  1

булади.
Бу >;олда п0 натурал сон фацат е гагина боглиц булиб, каралаётган х (х £ (— 00, 

f 00)) нуктага боглик эмас. Бошцача айтганда, топилган л* натурал сон барча 
-V (х 6 (— оо, +  оо)) нукталар учун умумийдир.

2. Ушбу

булади. Д емак, f  (х ) = 0. Б у я^инлашишнинг характери ^уйидагичадир:

< » < * * = »
(функционал кетма- кетликни ^арайлик.

Бу функционал кетма- кетликнинг лимит функцияси f (х) =  х булади:

/'(х) =  lim  / „ (х) =  lim  ■ ■■■ М  ■ =  х.
П~+ оо /1->оо I “Г  Я  - р  ДС

Бу якинлашишнинг характери >;ам аввалги мисолдагидек. Х,а^и^атдан ^ам, V е >  О 
(g <  1) сонни олайлик. п0 сифатида

« o = [ < l + x .> ( f - l ) ]

пи олсак, V п >  я0 ва х 6 [0,1] ну^та учун 

1/л (*о) — / (*о)1 =
пх0 I х0(1 +  х0) ^ х 0( 1 + х 0) _
----- — X0 = r - ---- ;---<  — -----;— <  е (14.8)

1 +  п +  х0 I 1 +  п +  х 0 ^  2 +  л0 +  х0 

булади. Бу ерда, равшанки, п„ сон е га ва х0 нуктага бомицдир. Бироц п’0 деб

п'п =  max п0 =  Г 2 ( —  — 1 ̂  
о< * < 1  L \ е /

олинса у  п >  п0 ва У х 6 [0,1] учун (14.8) бажарилаверади. Демак, п'0 натурал сон 

барча х (0 ^  х <  1) нукталар учун умумий булади.
3. К,уйидаги

( ' “ w l  =  { T T ^ i )  (о < « < Ч

(функционал кетма-кетликни ^арайлик. Унинг лимит функцияси

пх
f ( * )=  lim  fn {х) =  lim  — - : =  0

Л—>00 П—>-оо 1 ~Ь tl X2

булади. Бу эса таърифга кура, цуйидагини билдиради:
У 8 >  0 сон олинганда хам,

л0 =  л0(е, х )=  (хт£0) (14.9)

дейилса, барча п >  п0 учун

I /„ W  — f  M l =
nx I nx 1 1

— °  = T ^ — < — < , ---— <  e (14.10)l + n 2x* I 1 +  n2x2 nx (n0 + l ) x  

булади, x — 0 булса, равшанки, у  п учун [п (0) =  /(0) — 0.



1 1
Бироц, масалан, е0 = —  деб олсак, исталган п d N сони ва х — —  ну^та учун

4 п 
1

------- 1— -  = т > е °1 +--nS Z

булади.
Демак, барча х ( 0 ^ х ^  1) нукталар учун умумий булган ва (14.10) тенгсизлик 

бажариладиган л0 натурал сон топилмайди. (Бу хулосага юкоридаги п0 учун (14.9) 
формулани урганиб (куриниб турибдики, у ерда х->-0 да л0->- + оо) лам келиш 
мумкин эди.)

М (М cz R) тупламда бирор { (х)} функционал кетма-кетлик берил­
ган булиб, у  лимит функцияга эга булсин. Бу лимит функцияни /(х) 
(х б М) деб белгилайлик.

1 4 .5 -таъ р и ф . Агар у е > 0  олинганда ^ам шундай n0£N  топил­
саки, ихтиёрий п >  rtQ ва ихтиёрий х £ М нукталар учун бир йула

|/„W — f ( x )\ < t
тенгсизлик бажарилса, {/„(х)} функционал кетма-кетлик М  тупламда 
f(x) га текис я^инлаишди (функционал кетма-кетлик текис яцинла- 
шувчи) деб аталади. Акс хрлда, (яъни Y  n £N  олинганда хам, шун­
дай е0 >  0 ва х0£М  мавжуд булсаки,

| / „ W - / (* ° ) l> Eo 
тенгсизлик бажарилса) jfn(x)} функционал кетма-кетлик М  тупламда 
f(x) га текис щинлашмайди (функционал кетма-кетлик текис яцин- 
лашучи эмас) деб аталади. 1/„(х)) функционал кетма-кетликнинг /(х) 

га текис якинлашувчилиги куйидагича белгиланади:
fn(x)^ f(x)(x£M).

Юкорида келтирилган мисолларнинг биринчисида \jn (х)| = ( - —■-]
V п )

функционал кетма-кетлик лимит функция / (х) =  0 га  [0, 1] ораликда 
текис яцинлашади:

=£0 (0 <  х <  1)
П

Учинчисида эса, яъни {/„(х)) =  |  ̂  ̂j функционал кетма-кетлик 

f{x) — 0 лимит функцияга якинлашса- да

lim  — ——  =  0,
1 +

бу функционал кетма-кетлик учун текис якинлашиш шарти бажарил- 
майди.

14.1-т е о р е м  а. {/„(х)} функционал кетма-кетликнинг М туп­

ламда /(х) га текис якинлашиш учун

lim sup |/п (х) / (х)| = 0
/I—►со Х£М

булиши зарур ва етарли.
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И с б о т .  З а р у р л и г и .  М тупламда {/„ (.<•)} функционал кетма-кет­
лик /(х) лимит функцияга текис яцинлашсин. Таърифга кура, У  е >  О 
олинганда хам, шундай nn£N топиладики, л > л 0 булганда М  туп­
ламнинг барча х ну^талари учун

|/л (*) — / (*)[ <  е 
булади. Бундан эса у  п >  п0 учун

Мя =  s u p  |fn (x) — f(x)\ <  е 

булиши келиб чицади. Демак,

lim М„ =  lim su p  IM*)\ — fW l =  О

Е т а р л и л и г и .  М  тупламда {fn (д;)} функционал кетма-кетлик f(x) 
лимит функцияга эга булиб,

lim su p  |/ч(х) — f(x)| = 0
Д-»°о х£М

булсин. Демак, у е > 0  олинганда з^ам, шундай n0 £N топиладики, 
барча л > л 0 учун

sup|f„(x) — f(x)\ < е
x(ZM

булади. Агар ушбу
1/л W  — / M l <  s и р \fn (х) — f  (х)| (х 6 Af) 

муносабатни эътиборга олсак, у  ^олда \/х£ М  учун

|fn(x) — /(х )|< е
булишини топамиз. Бу эса М  тупламда {/„ (х)} функционал кетма-кет­
лик f(x) лимит функцияга текис я^инлашишини билдиради.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

функционал кетма-кетликни — с С  х < с (с > 0) интервалда ^арайлик. Бу функ­
ционал кетма-кетликнинг лимит функцияси

f (х) =  lim  fn (х) — lim е~ (*—n)‘ =  0
П—► Ti n—*zо

булади. Натижада

M ,;= s u p  |/ (ж) — / (*)| =  sup \ e ~  ( x - n ) 1 — 0| =  sup e ~  (* -" )•  =
—C<X<C —C<X<C —c<x<c

=  e ~  («—n)*
булиб, ундан

lim Afn =  lim  (e—л)’ =  Q
П—>оО Л—*00

булишини топамиз.
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Демак, берилган функционал кетма-кетлик (— с, с) ораликда /(*) =  0 лимит | 
функцияга текис яцинлашади:

е~ (■*—")* =  О (— с < х<.с\ с >  0).

2 . куйидаги

(/„(*)) = { * ( / х_+^—  К * ) (О < д: < со)

функционал кетма-кетликни ^арайлик. Бу функционал кетма- кетликнинг лимит функ-1 

циясини топамиз:

lim  fn {x) — lim  п (л / ~ х +  J- +  j / *  j
oo r t - * 00 \ "  n  I

=  lim n.

lim =  — 7 =  (0 <  x < +  со).
2 у'х

Демак, f  (x) — — 7 = -  Бу ^слда /И„ =  sup |/„ (х)— / (*)| =  sup
2 у  х 0<дс<=о 0< х< сс I \ " п

- у ~л ~ ^ г2 V х
= supо<*<»

/ * + 4 +1/7 2]Л

=  sup '
0 < д г < »

х { ^  х +  ~  +  V .
— sup

0<дг<м 2 п К х  [ у x +  ± + Y~.

=  00 булиб берилган, функционал кетма-кетлик учун 14.1-теореманинг шарти 
жарилмайди.

Маълумки, 1- ^исм, З-боб, 10-§ да сонлар кетма-кетлигининг л  ̂
митга эга булиши ^ацида Коши теоремаси келтирилган эди. Шунг 
ухшаш теоремани функционал кетма-кетликларда ^ам айтиш мумкин.

Биз к;уйида функционал кегма-кетлик ^андай шартда лимит фун|( 
цияга эга булиши ва унга текис яцинлашишини ифодалайдиган теор' 
мани келтирамиз. Аввал фундаментал кетма-кетлик тушунчаси била 
ганишамиз.

X (X с= R) тупламда {/„ (х)}:

f l(* ) ,  М * ) ................U(X), • • •  ( I ' M

функционал кетма-кеглик берилган булсин.
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14.6-т а ъ р и ф.  Arap V e > 0  сон олинганда З\ам шундай n0 £N 
сон мавжуд булсаки, « > п 0, m > n 0 булганда Y  х£ Х  ну^талар учун 
бир йула

\fn(x) — fm(x)\<e (14.11)
тенгсизлик бажарилса, {fn (х)} функционал кетма-кетлик X  тупламда 
фундаментал кетм а-кетлик  деб аталади.

Масалан, юкорида келтирилган
f t  , ( sin п *)
Л  М> =  }

функционал кегма-кетлик X  (— <», +  оо) тупламда фундаментал 
кетма-кетлик булади.

кегма-кетлик эса у  X =  [0, 1] тупламда фундаментал кетма-кетлик бул- 
майди.

1 4 . 2 - т е оре ма .  ( Ко ши  т е о р е м а с и . )  {/«(*)} функционал к е т ­
ма-кетлик X  туп лам да лим ит функцияга эга булиши ва унга т е ­
кис якинлашиши учун у Х  тупламда ф ундаментал булиши зарур ва 
етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  X  тупламда {/„(х)} кетма-кетлик лимит 
функцияга эга булиб, унга текис я^инлашсин:

fn (x )^ f{x )  (х е х ) .
Текис якинлашиш таърифига мувофик V e > 0  сон олинганда хам, -|-

га кура шундай n0 £N топиладики, п >  п0 булганда V  х 6 М нукталар
учун

I Ы * ) - / « 1 < | ’
щунингдек, т > п 0 булганда У х б Х  учун

I fm( x ) ~ f ( x ) < j

булади. У хдпда п~>п0, т > п 0 ва у  х £ Х  учун
|f n  (х) — f m (х)| <  \fn (х) — / (х)| -4- I/m (*) — f  (x)j <  6

булади. Бу эса {/п(х)} кегма-кеглик X тупламда фундаментал кетма- 
штлик эканини билдиради.

Е т а р л и л и г и .  {/„(х)} кетма-кетлик X  тупламда фундаментал кет- 
si ;i кетлик булсин. X  тупламдан олинган ^ар бир х0 (х0 £Х) да {fn {x)} 
Функционал кетма-кетлик {fn(x0)} сонлар кетма-кеглигига айланади. 
Р.шшанки, {/„(х0)} кетма-кетлик фундаментал кетма-кетлик булади. 
N холда Коши теоремасига асосан (1-цисм, З-боб, 10-§) {fn{x0)} якин- 
длшувчи. Демак, X  тупламнинг хар бир х0 (х0 6 X) нуцтасида {/л(х0)} 
ы -1 ма-кетлик якинлашувчи. Бу {fn (x)} кетма-кетликнинг лимит функ- 
нияснни /(х) дейлик:

lim  fn{x) =  f(x) (x tX ).



Энди (14.11) тенгсизликда m -> <» да (бунда п ва х ларни тайинлаб, 
лимигга утиб куйидагини топамиз:

|fn (x) —  f(x)\ <  е.
Бундан эса {fn (x)} функционал кегма-кетликнинг f  (х) лимит фунцияга 
текис я^инлашиши келиб чикади. Теорема исбот булди.

2. Ф у н к ц и о н а л  ^ а т о р л а р н и н г  т е к и с  я ^ и н л а ш у в ч и -  
л и г и. M ( M c i ? )  тупламда бирор

£  ип (х) =  иг (х) +  и2 (х) +  . . . +  ип (х) +  . . . (14.5)
п= 1

функционал цатор берилган булсин. Бу функционал ка гор М туплам-] 
д а  якинлашувчи булиб, унинг йигиндиси S (x ) булсин. Демак, М туп­
ламда

lim  S n (х) =  lim  [ux (х) +  ut (x) +  . . .4 -  ип (х)] =  S  (х)
П-^-Со 7J-+CO

булади, бунда {Sn (*)}—берилган функционал каторнинг ^исмий йигин- 
диларидан иборат функционал кетма-кетликдир.

14.7-т а ъ р и ф .  Агар М тупламда ^  ип (х) функционал ка горнинг
П= 1

цисмий йнгиндиларидан иборат {Sn (х)} функционал кетма-кетлик и,атор 
йигиндиси S (x )  га гекис яцинлашса, у  ^олда бу функционал катор М 
тупламда текис якинлашувчи деб аталади, акс холда, яъни {S„(x)} 
функционал кегма- кетлик М тупламда 5  (х) га текис яцинлашмаса,
(14.5) функционал цатор М  тупламда 5 (х ) га текис якинлашмайди 
дейилади.

Шундай цилиб, функционал цаторларнинг текис як.инлашувчилиги 
(як,инлашмовчилиги) тушунчаси хам уларнинг оддий якинлашувчилиги 
сингари, функционал кетма- кетликларнинг текис якинлашувчилиги* 
(яцинлашмовчилиги) оркали киритилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

v ---------!---------  (о < * < + « > )
Л=1 (д с + п Х * + я + 1)

функционал цаторни царайлик. Бу ^аторинг цисмий йигиндиси

1 1
S (х) =  , ow —  +  • • • +

(х+1)(*+2) (*+2)(х+3) (х+п) (ДГ-4-Я+1)

х +  1 д: 4-2 +  2 3 )  ^  ( х +  п Jt +  n-j-l
1 1

х -f-1 х +  п +  1

булиб, унинг йигиндиси

1 1 \ 1
5 (*) =  lim Sn (х) =:„(*) =  lim  /— !— _ ----!--- 'j

и-*00 \ * + 1  х 4- п 4- 1 / *4-1

Таърифга кура, V £ >  0 сон олинганда п0 — --- (1 -f- *)| дейилса, барча п > « |
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учун

I S n (x) — S  (x ) ! =
I 1

< 1

ДГ +  n 1 x+ n0 -f 2
< e  (14.12)<X -f- 1 X -j- n +  1 X +  1

булади. Бундаги nn натурал сон e > 0  га цамда х ( О ^ х ^ - ) -  оо) нукталарга бог­

лик. Бироц п0 деб

я0 =  шах
0<*<о< 7_(‘ +х)н н

ми олинса, унда п > п п булган п ларда юкоридаги (14.12) тенгсизллик бажарилаве- 

ради. Демак, берилган функционал цатор учун таърифдаги riQ натурал сон барча х 
(О <  .к <  оо) нукталари учун умумий булади, яъни х га боглик булмайди. Демак, 
берилган функционал к,атор текис якинлашувчи.

2. куйидаги

ОО

ил= 1
[(л-  1) JC+ 1] (лх+1)

( 0 <  * <  оо)

функционал каторнн ^арайлик. Бу функционал каторнинг кисмий нипшдиси 

х х
■(*+1) (JC+1) (2*+1) 

1
: ( |- x | l )  + t + l - 2 * + l )  +  " - + (,: +  1 2х +  1

булиб, унинг йигиндиси

S (*) — lim S n (х) =  lim J 1 —
Л—*00 Л—> оэ \

Таърифга кура, Ч  е > 0  сон олинганда п0 =  

п > п 0 учун

_1_
пх -j- 1

1
пх~\- 1 

1

[(л — 1)дг+ 1] (лдс+1) 

I 1
,(л — 1) X +  1 пх 1

1 (0 <  Х <  оо).

(хфО) дейилса, барча

I S n (дг) — 5 (х) | 1 -

п х +
1

пх -4- 1 (п0 +  1) х-\-\
булади. Агар х — 0 булса, равшанки, V п учун S n (0) =  S (0 )=  1 булиб,

Sn (0) — S (0) =  О

булади. Бундаги п0 натурал сон е > 0  ва х (0 <  х <  оо) нуцталарга боглик булиб, 
у барча х (0 <  л; <  +  оо) нуцталар учун умумий була олмайди (бу хрлда л0 =

1
(т - ) нинг (0, +  °°) да х буйича максимуми чекли сон эмас).

Бош^ача килиб айтганда, исталган п натурал сон олсак хам шундай е0 >  О

1 \ 1
масалан, е0 =  —- ва х =  — £ (О, -|— b °°) ну^та топиладики,

1

п —  + 1  
п

1
= 2 >£о

Оулади.
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14.3-т е о р е м  а. М (М cz R) тупламда  V  ип {х) функционал ка-
п— 1

то р  берилган булиб, унинг йигиндиси S  (х) булсин. Б у  функционал 
цаторнинг М да текис якинлашувчи булуши учун, унинг кисмий 
йигиндилари кетма-кетлиги  jS u (*)} нинг М да фундаментал кетм а- 
кетлик булиши зарур ва етарли.

Бу теорема функционал кетма-кетликнинг текис якинлашиш ^аци- 
даги 14.2-теоремани функционал цаторга нисбатан айтилиши булиб, 
унинг исботи 14.2-теореманинг исботи кабидир.

Функционал цатор
со

2  ип W  =  “1 М  +  "2 ( • * ) +• • •  +  «„ (х) +  • •
гг—1

нинг текис якинлашувчи булиши хакидаги 14.7-таъриф .^амда функ- j 
ционал кетма- кетликнинг текис якинлашувчи булишининг зарур ва 
етарли шартини ифодаловчи 14.1-теоремадан фойдаланиб куйидаги тео­
ремага келамиз.

00
14.4-т е о р е м а .  ^  ип (х) функционал цатор М тупламда S  (х) га

п= J
текис ящнлашшии учун

lim  sup | S n {x) — 5 ' (x) | =  0
n~*°° x̂ M

булиши зарур ва етарли.
М и с о л .  Ушбу

00
У  хп =  1 +  X +  *2 +  . . . +  хп +  , . .

Л = 1

функционал ^атор (— 1. +  1) да якинлашувчи булиб, унинг йигиндиси

эканини курган эдик. Бу функционал цатор учун

х'
I S„ (х) — S (х) | =

булиб,
\ — х (*е(— 1, +1))

sup I S n О) — 5 (*) I =  +  ОО
—1 <JC<1

С^лади. Демак, берилган к,атор (— 1, +  1) ораликда текис якинлашувчи эмас.

14.5-т е о р е м  а. ( В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и . )  Агар ушбу

2  ип (*) =  и1 (х) +  U2 (х) +  . . .  +  «„(.<) +  . . .  (14.5)
п= 1

функционал цаторнинг хар бир уади М (М  cz R) тупламда куйидаги
К  (* )1 < с„ (,l =  2, . . .) (*)

тенгсизликни цаноатлантирса ва

'% с п =  с1 + с 2 +  . . . + с п +  . . .  (14.13)
Л=1
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сонли цатор якинлашувчи булса, у холда (14 .5 ) функционал щ то р  
М тупламда текис якинлашувчи булади.

И с б о т .  Модомики, (14.13) цатор якинлашувчи экан, 1-цисм, l l - 
боб, 2- § да келтирилган теоремага асосан, V  е >  0 сон олинганда хам, 
шундай n0£N топиладики, барча п >  п0, т  >  п учун

Сп + 1 +  Сп + 2 +  • ■ ■ +  Ст  <  8
булади. (*) тенгсизликдан фойдаланиб, М  тупламнинг барча х (х £ М )  
ну^талари учун

I ип + 1  (х) +  ип + 2  (х )+  . . . +  ит  (х) I <  е 
булишини топамиз. Бундан эса 14.8-теоремага кура берилган функ­
ционал цаторнинг М тупламда текис якинлашувчи булиши келиб чи­
тали.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
со

1
( 0 <  х <  +  оо)

(х  +  л) ( * + л + 1 )
Л = 1

функционал цаторнинг текис якинлашувчилиги аникланган эди. Бу цаторнинг текис 
яцинлашувчилигини Вейерштрасс аломати ёрдамида осонгина курсатиш мумкин. [Л,а- 
кикатан хам,

j _________1__________ |______________ 1________  _J_

Un ^  |(де +  л) ( * + п + 1) i \х +  л| ■ |х +  л  +  1| ^  п2 
булиши ^амда

00

V -п 2
л=1

каторнинг якинлашувчилигидан берилган функционал цаторнинг (0, -f- оо) да текис 
якинлашувчилиги келиб чицади.

2. Ушбу

(О <  х  <  +  оо)
____  ____ 1 +  п5 х2
П =1  Л=1

функционал ^аторни царайлик. Бу функционал цаторнинг умумий хади

пх= г ;.г; (" =1 >2- • • •)1 +  п5х2
функциядан иборат. Бу функцияни [0 ,  +  оо) ораликда экстремумга текширамиз

__ 5_ ___5_

2 2 ип (х) функциянинг ^осиласи ягона х — п нуктада нолга айланади (х =  п — 
стационар ну^та). Бу стационар нуктада

_5_

и" (л 2 ) <  О

2
булади. Демак, и„ (х) функция х = п  6 [0 , +  оо) нуктада максимумга эришади.

3_
1 2

Унинг максимум циимати эса — л га тенг. Демак, 0 < ! ; г < + о о  да

I и „  (х ) | =
1 + П5Х2

2л
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булади. Агар >  — -— ^аторнинг якинлашувчилигини эътиборга олсак, унда Вейер- 
Jmd _/1=1 ■>

2 п
штрасс аломатига кура, берилган функционал цаторнинг [0, ~  оо) да текис яцинла- 
шувчи эканлигини топамиз.

3-§. Функционал цатор й и р и н д и си н и н г  х,амда функционал 
кетма-кетлик лимит фуккциясининг узлуксизлиги

1. Ф у н к ц и о н а л  к ; а т о р  й и р и н д и с и н и н г  у з л у к с и з л и г и .  
М (M czR ) тупламда бирор якинлашувчи

2  U,, М  =  «1 (х) +  и2 (х) + . . . +  ип (х )+  . . . ( 14.5)
П= 1

функционал ^атор берилган булиб, унинг йигиндиси 5  (х) булсин.
00

14.6- т е о р  ем  а. Агар ^  ы„ (х) функционал щторнинг хар бир
п= 1

\ади ип (х) {п — 1, 2, . . .) М тупламда узлуксиз булиб, бу функцио­
нал t\amop М да текис якинлашувчи булса, у  хрлда каторнинг йигин­
диси S  (х) %ам М тупламда узлуксиз булади.

И с б о т .  х0 — М  тупламдан олинган ихтиёрий ну^та. Функционал 
к;атор текис якинлашувчи. Таърифга кура, V  £ > 0  олинганда хам, 
шундай п0 £ N топиладики, М  тупламнинг барча х нукдалари учун бир 
йула

| 5 „ W - 5 ( v ) | < | ,  (14.14)

жумладан
| S „ W - 5 W I < |  (14.15)

тенгсизлик бажарилади.
Модомики, (14.5) функционал ^аторнинг хар бир хади М  тупламда 

узлуксиз экан, унда
S n (*) =  «1 (х) +  и, (х) +  . . . +  ип (х)

функция хам М  да, жумладан х0 нуктада узлуксиз булади. Демак, 
юкоридаги е >  О олинганда хам, ~  га кура шундай б >  О топиладики,

| х — х0 \ <  б булганда
\Sn ( x ) - S n (x0) \ < ^  (14.16)

булади.
Юкоридаги (14.14), (14.15) хамда (14.16) тенгсизликлардан фойда­

ланиб, цуйидагини топамиз:
15  (х) -  S  (х0) | <  | 5  (х) - S n (x) 1 +  1 (х) -  S n (х0) | +

+  [S „ (x 0) - 5 ( x 0) | | < | + | - + | -  =  e.
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Демак, V e > 0  олинганда хам, шундай 6 > 0  топиладики |х— х0|<6 
булганда

|S (х) — S  (х0) | <  е
булади. Бу эса S  (х) функциянинг хп ( у  х0 6 М) ну^тада узлуксиз экан­
лигини билдиради. Теорема исбот булди.

Бу теореманинг шартлари бажарилганда ушбу
5  (х0) =  lim [ l im S n (x)] =  lim [ l im S n (x)]

X - *X 0 П -*оо  П-+ОС /?->X Q

муносабат уринли булади.
00

14 .2 -эс  л а т м а  . 14.6-теоремадаги V  ип (х) функционал цаторнинг
п=\

М да текис якинлашувчилик шарти функционал цатор йигиндиси 
5  (х) нинг узлуксиз булиши учун ж уда мухимдир. Бу шарт бажарил- 
май колса, теоремадаги тасдик, умуман айтганда, тугри булмайди. 
Бунга куйидаги функционал к,атор мисол була олади:

^  хп~ 1 (1 — х) =  (1 — х) +  х (1 — х) +  х2 (1 — х) +  . , . - г
л =  1

+  хп_1 ( 1 — х) +  . . . ( 0 < х <  1)

Функционал каторнинг хар бир ип (х) =  xn~l ( \ — х) (п — 1, 2 . . .) хади 
[О, 1] ораликда узлуксиз. Катор йигиндиси

0, агар х =  1 булса,
1, агар 0 <  х <  1 булса

эса [0 ,1] ораликда (аницроги, х =  1 ну^тада) узлуксиз эмас.
Айни пайтда, ^аторнинг текис якинлашувчилиги етарли шарт булиб, 

зарурий ^ам эмас. Яъни баъзан текис як,инлашувчилик шартини ба- 
жармаган функционал каторнинг йигиндиси хам узлуксиз булиши мум­
кин. Масалан, ушбу бобнинг 2 -§  да келтирилган

S (x )

оо_

S i ( О  <  X  <  - f -  о с )
_____I ( п —  1 ) АС +  1 ]  (пХ-\- 1 )
/1 = 1

функционал катор (0, +  °°) ораликда текис якинлашувчилик шартини 
бажармаса-да, бу функционал каторнинг йигиндиси S  (х) =  1 (0, +  оо) 
ораликда узлуксиздир.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к  л и м и т  ф у н к ц и я с и  н и н г  
у з л у к с и з л и г и .  М (M<=R) тупламда |/„(х)}:

/i (х), /2 (х), . . . , / „  (х), . .  . (14.2)

функционал кетма- кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси / (х) 
булсин:

lim fn (x) = /  (х).
Л—>оо

1 4 . 7 - т е о р е м а .  Агар {/„(х)j функционал кетма-кетликнинг щ р  
бир /„ (х) (/г =  1 , 2 ,  . . .) хади УИ тупламда узлуксиз булиб, б у функ­
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ционал кетм а-кетлик М да текис якинлашувчи булса, у  хрлда f  (х) 
лимит функция хам М тупламда узлуксиз булади.

Бу теореманинг шартлари бажарилганда ушбу
f  (х) =  lim [lim / (01 =  lim [ l im fn (/)]

t-*X n-*aо
муносабат уринли булади.

4- §. Функционал цаторларда х,амда функционал 
кетма-кетликларда х,адлаб лимитга утиш

1. Ф у н к ц и о н а л  к ; а т о р л а р д а  ^ а д л а б  л и м и т г а  у т и ш .  
М (М a  R) тупламда якинлашувчи

2  «„ (х) =  «х (х) +  м2 (х) +  . . .  +  «„ (х) +  . . . (14.5)
п— 1

функционал к,атор берилган булиб, унинг йигиндиси S  (х) булсин. х0 
нукта эса М  тупламнинг лимит ну^таси.

со

14.8-т е о р е м а .  Агар х -+ х 0 да V  ип (х) функционал каторнинг
П= 1

%ар бир ип (х) {п — 1 , 2 ,  . . .) %ади чекли

l im ип (х) =  сп (п =  1, 2, . . .) (14.17)
Х->Х0

лимитга эга булиб, бу катор М да текис якинлашувчи булса, у  хрл­
да

00
2  °п =  С1 +  С2 +  ' ' • +  Сп +  • • •
П— 1

катор %ам якинлашувчи, унинг йигиндиси С эса S  (х) нинг х->  х0 даги 
лимити

lim  S  (х) =  С
Х->Х0

га тенг булади.
И с б о т .  Шартга кура (14.5) функционал ^атор текис якинлашувчи. 

У ^олда 14.3-теоремага асосан, V  е >  0 олинганда хам, шундай n0£N 
топиладики, барча п >  па, т  >  п лар ва М тупламнинг барча х ну^та- 
лари учун

I мп+1 (х) +  ип + 2  (х) +  . . . +  ит (х) | <  е (14.18)

тенгсизлик бажарилади. (14.17) шартни эътиборга олиб, (14.18) тенг- 
сизликда х -> х 0 да лимитга утаб  куйидагини топамиз:

I Сп+{ +  Сп+2 +  . . . + С т | < Б .

Демак, Y e > 0  олинганда з^ам, шундай n0£N топиладики, барча п >  
> п 0, /п>/г лар учун

1СП+1 + Сл+2+ • • • + Cm l < e
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тенгсизлик бажарилар экан. К,атор якинлашувчилигининг зарурий ва 
етарли шартини ифодаловчи теоремага мувофиц (каралсин, 1-кием, l l - 
боб, 3-§)

оо

2  С п  =  С1 +  С 2 +  ' ' ' +  •
Л = 1

катор якинлашувчи булади. Демак,
lim Сп =  С,
Л—>00

бунда
Сп — Cj +  с2 +  . . .  +  сп (п =  1, 2, . . .).

Энди х -> х 0 да (14.5) функционал катор йигиндиси 5  (х) нинг ли­
мити С га тенг, яъни

lim 5  (х) =  С
X->X0

булишини курсатамиз. Шу максадда ушбу
S {x ) — C

айирмани олиб, уни куйидагича ёзамиз:
S  (х) - С  =  [S  (х) -  S n (х)] +  lS n (х) -  Сп] +  [Сп -  С], (14.19)

бунда
S n (х) =  и, (х) +  и2 (х )+  . . .  +  ип (х).

Теореманинг шартига кура (14.5) функционал ^атор текис якинлашувчи.
Демак, Y  е >  0 олинганда хам, — га кура шундай n0 £N топиладики,

3
барча п >  п0 ва М тупламнинг барча х ну^талари учун

I S n (х) — S  (х ) \ < ~  (14.20)

тенгсизлик бажарилади.
(14.17) шартдан фойдаланиб куйидагини топамиз:

lim S n (х) =  lim  [их (х) +  иг (х) +  . . .  +  ип (х)] =  сг +  с2 +  . . .  +
х->х0 х-*х%

Л'С =  С .1 п  п

Демак, Y  е > 0  олинганда ^ам, — га кура шундай б > 0  топиладики
3

I х — х0 1 <  б булганда

тенгсизлик бажарилади.
Юкорида исбот этилганига кура

lim Сп =  С.
Л—>со

I Sn( x ) - C n\<±  (14.21)
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Демак, Y  е >  0 олинганда хам, — га кура, шундай £ /V топила-
3

дики, барча п >  п' учун

■ С | < |  (14.22)

булади. Шуни хам айтиш керакки, агар /г0 =  шах {п0, /г0} деб олинса, 
унда барча п >  п0 учун (14.22) ва (14.20) тенгсизликлар бир вак,т- 
да бажгрилади.

Натижада (14.19) муносабатдан, (14.20), (14.21) ва (14.22) тенгсиз­
ликларни эътиборга олган хрлда, куйидагини топамиз:

I S  М  — С [<  |S  (х) — S n (x)| +  | S „ (x ) -C „ |  +  | C „ - C | <

< -  +  - + -  =  6.
3 3 3

Демак, Y  е > 0  олинганда хам, шундай 6 > 0  топиладики, |х — х0|<б 
учун ( х£М)

| S  (х) — С | <  е
тенгсизлик бажарилади. Бу эса lim  5  (х) =  С эканини билдиради.
Теорема исбот булди. А_**°

Юкоридаги лимит муносабатни ^уйидагича хам ёзиш мумкин:
ои оо

, im  У , ип W  =  У  П ‘т  ип (*)]■X Г—VV.

Бу эса 14.8-теореманинг шартлари бажарилганда чексиз каторларда хам 
хадлаб лимитга утиш цоидаси уринли булишини курсатади.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а р д а  х а д л а б  л и м и т г а  
у т и ш .  М  (M a R ) тупламда (fn (х)\:

h  (*), h  (х), • • /„ (х), . . . (14.2)
функционал кетма-кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси 
f  {х) булсин. х0 нукта эса М  тупламнинг лимит нуктаси.

14.9-теорема. Агар х->-х0 да \fn (%)} функционал кетма-кетлик­
нинг хар бир fn (х) (п — 1, 2,  . . .) хади чекли

l im f  (х) — ап (п =  1, 2, . . .)
Х-+Х0

лимитга эга булиб , б у  кетм а-кетли к  М да текис якинлашувчи бул­
са, у  хрлда (ал}:

av, а2, . . . ,  ап, . . .  

кетм а-кетлик хам якинлашувчи, унинг а =  1 im ап лимити э с а/ (к) нинг
П  ->эо

х0 даги лимитига тенг
lim  f  (х) = а
Х - * Х 0

булади.
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5-§. Функционал каторларни х,амда функционал 
кетма-кетликларни х,адлаб интеграллаш

1. Ф у н к ц и о н а л  ^ а т о р л а р н и  ^ а д л а б  и н т е г р а л л а ш .  
[а, Ь] сегментда якинлашувчи

«1 (х) + и г (х )+  . . .  +  ип (х) +  . . .  (14.5)
функционал катор берилган булиб, унинг йигиндиси 5  (х) булсин:

s  (х) =  2  ип м -
п— 1

00
1 4 . 1 0 - т е о р е м а .  Агар V  ип (х) каторнинг ,\ар бир ип {х) уади

П— 1
(/г =  1 , 2 ,  . . [а, 6] сегментда узлуксиз булиб, б у  цатор шу сег­
ментда текис якинлашувчи булса, у  .\олда цатор хадларининг ин-
тегралларидан тузилган

ь ь ъ
j  Uj (х) dx +  lj' Uo (x) dx +  . . . +  j Un (x) dx 4- . . .
a  a  a b

<amop .\ам якинлашувчи булади, унинг йигиндиси эса  ̂ S  (х) dx га

тенг булади:
се

j  ип (х) dx =  | S  (х) d x .
л=1 а  а

И с б о т .  Берилган функционал каторнинг х.ар бир ип (х) хади (и =
— 1, 2,  . . .) [а, Ъ] да узлуксиз, демак, ип (х) (п =  1, 2, . . .) функция­
лар [a, b] сегментда интегралланувчи. (14.5) функционал цатор [а, Ь\ 
сегментда текис якинлашувчи. Унда 14.6-теоремага кура, функционал 
каторнинг йигиндиси S  (х) функция [а, Ь] да узлуксиз, демак, ннтег- 
ралланувчи булади.

Аввало (14.5) функционал катор хадларининг интегралларидан т у ­
зилган

х ь ь ь ъ
2  j  ип (х) dx=  j1 (х) dx +  j  ы2 (х) dx +  . . .  +  j  ип (х) dx +  . . .
п = 1 а  а  а  а

каторнинг якинлашувчи булишини курсатамиз.
Шартга кура (14.5) функционал катор [а, Ь] да текис якинлашувчи.

У холда 14.3-теоремага асосан, у е > 0  олинганда хам, ——  га кура,
Ь — а

шундай п0£С топиладики, /г>/г0, m > n  булганда

! "л + 1  (X ) +  Un+ 2  (X ) +  . ■ - + U m  (X ) | <

булади. Бу тенгсизликдан фойдаланиб куйидагини топамиз: 
ь ь ь ь
j  ип + 1  (х) dx 4- j  ил+2 (х) dx 4- . . .  4- j  ит  (х) dx <  j Un+ 1 <*) +
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+  “„+2 (*) +  • • • +  vm \dx <  7----- (b — a) =  e.b — a
(14.23)

Демак, V e > 0  олинганда хам, шундай n0£N топиладики, n > n 0 ва j 
m > n  булганда (14.23) тенгсизлик уринли булади. 14.3-теоремага 
асосан

2  ,f и п  W  
л=1 а

к;атор якинлашувчи булади. Одатдагидек берилган функционал цатор- 
нинг ь^исмий йигиндисини S n (х) деймиз. Функционал ^аторнинг текис

якинлашувчилигн таърифидан, V  е >  О олинганда х;ам,
Ь —  а

га  кура I

шундай пс £ N топиладики, барча п >  п0 ва [а, Ь] сегментнинг барча х 
ну^талари учун

|Sn W _ S W | < _ l _
о  —  а

булади
Ани^ интеграл хоссасидан фойдаланиб куйидагини топамиз: 

ь ь ь ь
J  S  (х) dx =  J S n (х) dx +  J  [5  (х) — S n (х)] dx =  J  (x) dx- f
a  a  a a

b b b 
+  j  ы2 (x) dx +  . . .  +  j' Un  (x) d x +  j  [S  (x) — Sn (x)] dx.

a  a  a
Агар

ь b
| [  [S  (x) — S n (x)] dx | <  J  j 5  (x) - -  S n (x) | dx <  (b — a) =  e

a  a
булишини эътиборга олсак, унда

b
lim  ( [S  (x) — S n (x)] dx =  0

J

булиб, натижада
ь b ft 6
j* S  (x) d x— | (x) d x +  j  u2 (x) dx +  . . . +  J  un (x) dx +  . . .

a  a  a  a

эканлиги келиб чикади. Теорема исбот булди. Юкоридаги муносабатни 
куйидагича ^ам ёзиш мумкин:

f [2 ип w ] =  2  [ j ип (*) dx\ ■j  w 
а  л= 1 n=  1 a

Бу эса 14.10-теореманинг шартлари бажарилганда чексиз цаторларда 
^ам ^адлаб интеграллаш кридаси уринли булишини курсатвди.

14.3-э с л а т м а .  Келтирилган теоремада функционал каторнинг те­
кис яцинлашувчилиги шарти етарли булиб, у  зарурий шарт эмас, яъни 
баъзан текис я^инлашувчилик шартини бажармаган функциал ^атор- 
ларни хам ^адлаб интеграллаш мумкин булади.

152



s„w=2̂
=1

М и с о л .  Ушбу

(0 * 1)

П=1
|у1торни царайлик. Бу ^аторнинг ^исмий йигиндиси

булиб, йигиндиси эса
_1_
2п+1, О, агар х =  0 булса,

5 (а:) =  lim  S (х) — lim ( — х +  х ) =  Si п ' i л~
' ' п 4 ' 4 1 11 — х, агар О <  х <=. 1 булса

n—fCC . П-+СС V

булади. Бу функционал ^атор [0,1] ораликда текис яцинлашувчилик шартини бажар- 
майди. Аммо

f 5 (х). d x = - L ,
о 2

_00 1 -—. . _ i —_ со х> ^

2 [ f ( . 2n+1- , 2n- , ) ^ ] =  У — • — 5— = —  2 ( - —
n=l<J п= 1 2 я ( «  +  1) .2 ы \ я  Л 

___}_ lim XT' 1 I \ 1 I- / I \ 1
2 "~>0° * _  *+ I) = 2 V ~ n+ l)~  2

+ 1

fc=i
булишини эътиборга олсак, унда

1 1 оо _L_ _L_ ^  1 _L_ _ ! _
-- " ' ’ - ■ ^  2n+l 2/1 — 1 ,dxJ  S (x )d x =  f [ V ( *  — X ) ]d x = jL  f (* — x 

0 6 n== 10 
булиши топилади.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а -  к е т л и к  л а р н и  \ а д л а б .  и н т е г ­
р а л л а ш .  [а, Ь] сегментда {(/„(%)}.

Д М - к{х), . . . .  /„(*), • • • (14.2)
функционал кетма-кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси 
f  (х) булсин.

14.11-т е о р е м  а. Агар {fn(x)} функционал кетма-кетликнинг уар 
бир /п(х) (п =  1,2, . . .) уади [а, b] сегментда узлуксиз булиб, бу 
функционал кетма- кетлик [а, Ь] да текис якинлашувчи булса, у 
,\олда

ь ь ъ
j  fi (x)dx,<\j f2 (x)dx, . . ., j  fn(x)dx, . . .
a a  a b

кетма-кетлик якинлашувчи булади, унинг лимити эса j  / (х) dx га
а

тенг бЦлади, яъни

i S J / nW ^ =  \f(x)dx. (14.24)
а а
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Бу теоремадаги (14.24) лимит муносабатни куйидагича 
ь , 6

lim
Я—► ос

Г /n(x)dx = r  lim / (х) dx

хам езиш мумкин.

6- §. Функционал цаторларни хамда функционал 
кетма-кетликларни хадлаб дифференциаллаш

1. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р л а р н и  ^ а д л а б  д и ф ф е р е н ц и а л '  
л а ш.  [а , 6] сегментда якинлашувчи

Ui (х) 4- « 2 М  +  • • • +  ы„ (х)+  • • • (14.5)

функционал катор берилган булиб, унинг йигиндиси 5  (х) булсин:

5  (*) =  2  ип W
П—\

00 (
1 4 . 1 2 - т е оре ма .  Агар ^  п„ (х) цаторнинг У-ар бир %ади ип(х)

tl~  1
(л = 1 , 2, . . . )  [a , ft] сегментда узлуксиз и'п (а) (л = 1 , 2, • . . )  хоси­
лага эга булиб, бу уосилалардан тузилган

ОО
2  и'п (х) =  и\ (х) +  и '2 (х) +  . . . 4- < (х )  +  . . .
п= 1

функционал цатор [а, Ь] да текис якинлашувчи булса, у  %слда бе­
рилган функционал цаторнинг S  (х) йигиндиси шу [а, Ь] да S ' (х) 
хосилага эга ва

00

$ '( * )  =  2 " »  <14-25)
Л—  1

булади.
И с б о т .  Шартга к^ра

U\ (*) +  « j  W -+  • ' • + 'ыл W  +  • • •
функционал цатор [а , Ь] да текис якинлашувчи. Унинг йигиндисини 00
5 (х ) дейлик: S ( x ) = 2  и,г(х)- Бу 5 (х) 14.6-теоремага асосан [а, Ъ]

Л— 1

да узлуксиз булади.
Функционал каторни хадлаб интеграллаш хасидаги 14.10-теорема­

дан фойдаланиб, ушбу
ио

S  (х) =2 l i ’n м
П— 1

каторни [а, х ] оралик (а <  х <  Ь) буйича хадлаб интеграллаб куйида­
гини топамиз:
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г

15  (х) dx = 2  [ f u'n M  dx] =  2  [ un W  — “n (°) I =  2  un w  
/2 =  1 I " -1 rt=l L J (1=1

х 00 X 00 00

oo

“ 2  " „ И  =  5 (x ) — 5 (a ) .
n = l

( 14.26)

Модомики, 5 (x ) функция [a , ft] ораликда узлуксиз экан, I-^исм, 
(i-боб, 4 -§  да келтирилган теоремага биноан

X ___
j  5  (0  dt
а

функция дифференциалланувчн булиб, унинг з^осиласи

d
dx

J  5  (t) dt S ix )

булади.
Иккинчи томондан (14.26) тенгликка кура

■5(a) =  5  (х),

мъни
5 ' (х) — S  (х)

булишини топамиз. Бу эса (14.5) функционал ^атор йигиндиси ^оси- 
лага эга ва унинг учун (14.25) тенглик уринли булишини билдиради. 
Теорема исбот булди.

(14.25) тенгликни к;уйидагича х,ам гзиш мумкин.
00 00 

,х  L „= i J , , ^ i

_d
dx

d
dx Un M

Бу эса 14.12-теореманинг шартлари бажарилганда чексиз ^атор- 
ларда хам хадлаб дифференциаллаш цоидаси уринли булишини кур са­
тади.

14.4-э с л а т  м а. 14.12- теоремадаги функционал ^аторнинг текис 
икинлашувчилик шарги хам етарли булиб, у  зарурий шарт эмас.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а р н и  ^ а д л а б  д и ф ф е ­
р е н ц и а л л а ш .  [а, Ь] сегментда якинлашувчи {([.,(*)|:

Ш ,  Г2 (х)............/„W , . . . (14.2)
функционал кетма- кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси 
/(а) булсин.

1 4 . 1 3 - т е оре ма .  Агар {/„(*)} функционал кетма-кетликнинг хар 
бир \ади. fn(x) (га —1,2, .  . .) [а, Ь\ сегментда узлуксиз f'n (х) (га =  1,2, . . . )  
\осилага эга булиб, бу хосилалардан тузилган

f[(x), f'2 {x), . . . .  f'a (x), . . .
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функционал кетма-кетлик [а, Ь] да текис якинлашувчи булса у хол­
да f(x) лимит функция шу [а, Ь] да f ' (х) хрсилага эга булиб, {f'n (х)} 
кетма- кетликнинг лимити  /' (х) га тенг булади.

7-§. Даражали каторлар

1. Д а р а ж а л и  к а т о р л а р .  А б е л ь  т е о р е м а с и .  Биз аввалги 
параграфларда функционал каторларни ургандик. Функционал катор­
лар орасида, уларнинг хусусий холи булган ушбу

ОО

2  апх п=  о0+  а гх +  а2х2+  . . . +  апхп+  . . .  (14.27)
п=о

ёки, умумийроц,
00
2  ап{ х ~ х 0)п=  а 0+ а 1 (х — х0) +  • . . + а п{х — х0)п+  . . . (14.28)
п=О

каторлар (бунда а0, а1г аг, . . . ап, . . . х0 — узгармас задикий сон­
лар) математикада ва унинг татбикларида мухим роль уйнайди. Бу ер­
да, ушбу бобнинг 1-§идаги (14.5) ифодада катнашган ип(х) сифатида

“в W  =  а п х " (ёки и п М  =  а п  (х  —  х о ) п)>

яъни х (ёки х — х0) узгарувчининг даражалари цараляпти. Шу сабабли 
(14.27) ва (14.28) каторлар даражали цаторлар деб аталади.

Агар (14.28) каторда х — x0 =  t деб олинса, у  ^олда бу ^атор t 
узгарувчига нисбатан (14.27) цатор куринишига келади. Демак, (14.27) 
каторларни урганиш кифоядир.

(14.27) ифодадаги а0, ах а2, . . . ап . . . ха^икий сонлар (14.27) 
даражали каторнинг коэффициентлари деб аталади.

Даражали каторнинг тузилишидан, даражали каторлар бир-биридан 
факат коэффициентлари билангина фар^ к,илишини курамиз. Демак, 
даражали катор берилган деганда унинг коэффициентлари берилган де- 
ганини тушунамиз.

М и с о л л а р .  Ушбу

оо
V ' хп х х -  хп

= 1 +17 + 1Г + • • +-т+-..(0! = ЦtSa »! И ’ 2! ' „\
00

2. хп =  1 -f“ х-\-х̂ -\~ . . . -\~хп -j- . . .
п— 0

^аторлар даражали цаторлардир.

Ш ундай к^илиб, даражали ^аторларнинг я;ар бир ^ади (--- °0 , -|” 00) i
да берилган функциядир. Бинобарин, даражали к,аторни, формал нуц- 
таи назардан, ( — о о ,+  о о ) да цараш мумкин. Аммо, табиийки, уларни 
ихтиёрий нуктада якинлашувчи булади деб олмаймиз.
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Албатта, ихтиёрий даражали цатор х =  0 нуктада якинлашувчи бу­
лади. Бу равшан. Демак, даражали ^аторнинг я^инлашиш сохаси ал­
батта х =  0 ну^тани уз ичига олади.

Даражали к;аторнинг яцинлашиш сохаси (туплами) структурасини 
ани^лашда куйидаги Абель теоремасига асосланилади.

1 4 . 1 4 - т е о р е м а  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар

V  а„х" =  й0 +  й1х +  а2х2 +  . . . +  апхп +  . . .
п=О

(14.27)

даражали щ то р  х нинг х =  х0 (х0 ф  0) щ йматида якинлашувчи бул­
са, х нинг

\х\<\х0 \ (14.29)
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида (14.27) дара­
жали щ тор  абсолют якинлашувчи булади.

И с б о т .  Шартга кура

V  ал ^  =  а 0 +  а 1*о +  а 2хо +  . . .  + а пх " +  . . .
п= О

цатор (сонли ^атор) якинлашувчи. У  хрлда катор я^инлашувчилиги- 
нинг зарурий шартига асосан

l im a n%" =  0
П-+ оо

булади. Демак, {ап кетма-кетлик чегараланган булади, яъни ш ун­
дай узгармас М  сони мавжудки, n£N  учун

К * о К м
тенгсизлик бажарилади. Бу тенгсизликни эътиборга олиб куйидагини 
топамиз:

K * n | = K * S l

Энди ушбу

£ | a „ x B| =  |fl0 [ .+ |fl,*l +  l a 2x*|+  -  • + | a „ * " | +  •• • (14.30)
n= 0

1 х п
< м X

1 *0 *о

катор билан бирга куйидаги
ОО

/1 = 0

X
Хо

=  м  +  м
Хо

+  м X
Хо

(14.31)
каторни царайлик. Бунда, биринчидан (14.31) цатор якинлашувчи 
(чунки бу ^атор геометрик ^атор булиб, унинг ма^ражи (14.29) га кура

<  1), иккинчидан (14.30) каторнинг ^ар бир хадидан кичик: X
Хо

(14.31) каторнинг мос ^адидан катта эмас. У  ^олда 1-цисм 11-боб, 
3-§ да келтирилган теоремага кура (14.30) ^атор якинлашувчи була-
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ди. Демак, берилган (14.27) даражали 
Теорема исбот булди.

1 4 . 1 - н а т и ж а .  Агар

катор абсолют якинлашувчи.

п—0
х -= а,. а ,х а^х2 +  . . . +  а„хп

даражали катор х нинг х = х 0 кийматида узоклашувчи булса, х нинг! 
| х  | >  | х0 j тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида узокла­
шувчи булади.

И с б о т .  Берилган (14.27) даражали катор х0 нуктада узоклашув- j 
чи булсин. Унда бу катор х нинг |х|> |х0| тенгсизликни каноатлан­
тирувчи кийматларида хам узоклашувчи булади, чунки (14.27) катор 
х нинг | х | >  | х0 1 тенгсизликни каноатлантирувчи бирор % =  хг кийма- j 
тида якинлашувчи буладиган булса, унда Абель теоремасига кура бу| 
катор х =  х0 ( I х0 1 <  хх |) нуктада хам якинлашувчи булиб колади. Бу] 
эса (14.27) каторнинг х =  х0 да узоклашувчи дейилишига зиддир. На-1 
тижа исбот булди.

2. Д а р а ж а л и  к , а т о р н и н г  я к и н л а ш и ш  р а д и у с и в а  я ^ин- 1  
л а ш и ш  и н т е р в а л  и. Энди даражали каторнинг якинлашиш сохаси] 
структурасини аниклайлик.

1 4 . 1 5 - т е о р е м а .  Агар
ОО

S  апХП п= О
, +  а 1 х1+  а2 х2 4- апхп + (14.27)

даражали щ то р  х нинг баъзи (х Ф  0) кийматларида якинлашувчи, \ 
баъзи кийматларида узоклашувчи булса, у  хсолда шундай ягона г ^ > 0  
%ацщий сон пюпиладики (14.27) даражали щ то р  х нинг | х | < г  
тенгсизликни каноатлантирувчи кийматларида абсолют якинлашув­
чи, | х | >  г тенгсизликни каноатлантирувчи кийматларида эса узиц- 
лашувчи булади.

И с б о т .  Берилган (14.27) даражали к,атор х ~  х0 ф  0 да якинла­
шувчи, х =  хх да эса узоклашувчи булсин. Равшанки, | х01 <  | хг | була-1 
ди. Унда 14.14-теорема х,амда 14.1-натижага мувофик (14.27) даража- 1 
ли катор х нинг |х|< |х0 | тенгсизликни каноатлантирувчи кийматла-1 
рида абсолют якинлашувчи, х нинг | х | >  | хх | тенгсизликни каноат­
лантирувчи кийматларида эса узоклашувчи булади. Жумладан (14.27) 
даражали ^атор а (а <  | х01) нуктада якинлашувчи, b (b >  | Xj |) нуцтада j 

эса узоклашувчи булади (15-чизма). Демак, (14.27) катор [а, Ь\ сегмент-] 
нинг чап чеккасида якинлашувчи, унг чеккасида эса узоклашувчи.

[я, Ь) сегментнинг уртаси —у — нуктани олиб, бу нуктада (14.27)

цаторн и цараилик.
а-\- Ь

Агар (14.27)

, сегментни,

^атор 
а +  Ь

а +  b
2

нуктада

нуктада якинлашувчи 

узоклашувчи буЛ-булса, унда

са, Jo, сегментни олиб, уни [аи  fej ор^али белгилайлик. Д е ­

мак, (14.27) катор а± нуктада якинлашувчи, нуктада эса узоклашувчи
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14.8-т а ъриф.  Юкоридаги 14.15-теоремада топилган г сони (14.27) 
даражали к а т о р н и н г  якинлашиши радиуса, ( — г, г) интервал эса (14.27) 
даражали каторнинг якинлашиш интервали деб аталади.

14-5-э с л а т м а .  14.15-теорема х нинг х =  ± г  цийматларида (14.27) 
даражали каторнинг якинлашувчи ёки узоклашувчи булиши тугрисида 
хулоса чи^ариб бермайди. Бу х — ± г  нук>таларда (14.27) даражали 
^атор якинлашувчи хам булиши мумкин, узоклашувчи хам булиши 
мумкин.

Энди мисоллар караймиз.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

1 +  х +  х2 +  . . .  +  * " + . . .

даражали катор (геометрик катор) нинг якинлашиш радиуси /• =  1, якинлашиш ин­
тервали (— 1, -(-О булади. Бу катор интервалнинг чекка нукталари г — ±  1 да 
узоклашувчи.

2. К,уйидаги

X X2 ■*3 хп
1+ ']Т  +  _22 + 32 +  • • • +  ~̂ Г+ • • •

каторнинг якинлашиш радиуси г’=  1, якинлашиш интервали ( — 1, 1) булади. Бе- 
рнлган катор г =  1 да якинлашувчи, г =- — 1 да эса узоклашувчидир, Демак, да­
ражали каторнинг якинлашиш сохаси (туплами) [ — 1, 1 ] сегментдан иборат.

3. Ушбу

X X2 , Xs „  1 хп
I “  2 + Т “  • ■ • + < - 1> — +  ■ ■ ■

даражали каторнинг якинлашиш радиуси г — 1, якинлашиш интервали эса ( — 1, 1) 
булади. Берилган катор г — 1 да якинлашувчи, г =  —- 1 да эса узоклашувчидир. 
Демак, каторнинг якинлашиш сохаси ( — 1, 1 ] ярим интервалдаи иборат.

14.6-э с л а т м а .  Юкоридаги теорема баъзи х0ФО нукталарда яцин- 
лашувчи, баъзи ххФ  0 ну^таларда узоклашувчи булган даражали ка- 
торлар ^акидадир. Аммо шундай даражали каторлар ^ам борки, улар

оо

фа^ат х — 0  нуктадагина якинлашувчи булади. Масалан, 2  п\ хп
п=  I

^атор исталган х„Ф 0 нуктада узоклашувчидир. ^ак,икатан ^ам, Да- 
ламбер аломатига кура

lim
П-> 00

(л+ 1)! хпп+1
=  l i m ( / i +  1)х0 =  оо

п-»оо

булади. Демак, ^  п\ хп катор исталган х ф 0 да узоклашувчи. Бун­

дай даражали цаторларнинг якинлашиш радиусини г — 0 деб оламиз.
Айни ва^тда шундай даражали каторлар хам борки, улар ихтиёрий

00

х£ ( — оо, оо) да якинлашувчи булади. Масалан, ни олайлик
Л =1
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1>у цатор исталган х0 нуцтада яцинлашувчидир. ^ацицатан х,ам, яна 
Даламбер аломатига кура

»"+1 «•' I *п |
=  lim  - L i -  =  Оlim

П-> ОО
х,О

(п +  1)! *о п ->00 П + 1

булади. Демак, бу катор исталган х £ ( — оо -)- оо) да якинлашувчи. 
Ьундай даражали цаторларнинг якинлашиш радиуси г == +  оо деб 
олинади.

3. К о ш и  — А д а м а р  т е о р е м а с и .  Юкрридя курдикки, даражали 
каторларнинг якинлашиш со^аси содда ст руктурага эга булар экан: 
ёки интервал, ёки ярим интервал, ёки сегмент. Х,амма лолларда \гм 
Су сох,а якинлашиш радиуси г орцали ифодаланади.

Маълумки, х,ар кандай даражали к,атор
°° 2

2  апх" = a Q + aix + a2x +  . . .  + а пхп+ . . .  (14 2у)
л=0

узининг коэффициентлари кетма-кетлиги ( ап } билан аницланади. Би- 
нобарин, унинг якинлашиш радиуси х,ам шу коэффициентлар кетма- 
кетлиги ор^али кандайдир топнлиши керак. Берилган (14.27) даража­
ли цатор коэффициентлари ёрдамида j  ^  | ап 11:

| ° i  |> |/ | а 2 1 » • • • ’ | а п  I ’ • • • (14.32)
сонлар кетма-ке!лигини тузамиз. Маълумки, хар ^андай сонлар кетма- 
кстлигининг юцори лимити мавжуд (^аралсин, 1-цисм, З-боб, 11-§). 
Демак, (14.32) кетма-кетлик х>ам юьрри лимитга эга. Уни b билан 
(нлгилайлик:

b=limp^|a„| (0 < fe <  +  oo)
П—>оо

14.16-т е о р е м  а ( К о ш и  — А д а м а р  т е о р е м а с и ) .  Берилган
ОС' _

v  а х даражали цаторнинг якинлашиш радиуси

_  J _ ____________ 1________
r  _  b — Пш у К Т  (14.33)

П—>оо
Сн'/лади.

1 4 . 6 - э с л а т м а .  Юкрридаги (14.33) формулада Ь =  0 булганда г — 
+  оо , b — +  00 булганда эса г — 0 деб олинади.
И с б о т .  (14.33) формуланинг тугрилигини курсатишда куйидаги
1) Ь =  +  оо (г =  0),
2) b =  0 (г =  +  оо),
3) 0 <  b <  оо

чплларни алохида-алохида караймиз.
1) Ь =  оо булсин. Бу х.олда -у/\ап\ кетма-кетлик чегараланмаган- 

;шр. Ихтиёрий х0 (х0 =/=0) нуцтани олиб, бу ну^тада (14.27) даражали
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каторнинг узоклашувчи эканини курсатамиз. Тескарисини фараз ци-j 
лайлик, уъни шу х0 нук,тада (14.27) даражали ^атор якинлашувчиОО i
булсин. Демак, ^  катор (сонли цатор) якинлашувчи. Унда

п —О
^атор яцинлашувчилигининг зарурий шартига асосан

\ [тапх* = 0
/I—► оо

булади. Демак, {апх[J} кетма-кетлик чегараланган, яъни шундай уз-i 
гармас М  сон мавжудки (уни 1 дан катта ^илиб олиш мумкин)| 
Y n £ N  учун

\апхпй\< М ( М > 1 )  

тенгсизлик бажарилади. Бу тенгсизликдан

яъни

булиши келиб чицади. Шундай килиб у г \ап\ кетма-кетлик чегара-]
ланган булиб 1̂ олди. Натижада зиддиятлик юзага келди. Зиддиятлик- 
нинг келиб чицишига сабаб (х0 ф  0) нуктада (14.27) каторнинг я^ин- j 
лашувчи булсин деб олинишидир. Демак, (14.27) даражали катор их*; 
тиёрий х0(хпФО) нуктада узоклашувчи.

2) b =  0 булсин. Бу хрлда ихтиёрий хй{цФ 0), нуктада (14.27) да­
ражали ^аторнинг якинлашувчи булишини курсатамиз. Модомики,,! 
{ У Ы  ] кетма-кетликнинг юкори лимити нолга тенг экан, бундан 
унинг лимити х,ам мавжуд ва нолга тенглиги келиб чикади. Таъриф-1 
га асосан V e > 0  сон олинганда хам, жумладан е =  

шундай топиладики, барча я > я 0 учун

1
У \ * п \ <

булади. Кейинги тенгсизликдан'эса
2 I

2| *ol
га кура j

булиши келиб чикади. 
Равшанки

\ап Х0 < 2я

S
л = 0

_1_
2"
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цатор якинлашувчи. Т а^ослаш  теоремасига кура (каралсин, 1- кием,
II-боб, 3-§)

2 k *si
л = 0

^атор з а̂м якинлашувчи булади. Демак,

п =О

цагор абсолют якинлашувчи.
3) 0 < 6 <  +  оо булсин. Бу ^олда (14.27) даражали катор ихтиё­

рий х0 11 х0 1 <  - j - J  нуцтада якинлашувчи, ихтиёрий Xl  ̂| х̂  \ >  

нук,тада узоклашувчи булишини курсатамиз.
|х0 |<  —  булсин. У  хрлда шундай 6 > 0  сонни топиш мумкинки, 

ь
|х„|= ----- - булади. Энди б1( 0 < 6 1 < 6 )  сонни олайлик. Бу б, >  О

Ь +  о
сонга кура шундай п0 £ N топиладики, барча п >  п0 учун (юцори ли- 
митнинг хоссасига кура, 1-цисм, З-боб, 11-§) ^/|я„ j <  Ь +  б,, яъни 
\fln I <С (b +  bj)n булади. Демак, барча п >  п0 учун

I =  к  I К |  <  ( * + 6i) V r r  =  ( т ^ 1)" (14.34)

булиши келиб чикади, бунда
Ь+ S i  _  (6 +  6) -  (б -  6j) _  6 -
* + 6  6 + 6  й + 6

Энди ушбу
< 1 .

2  K * S |  =  K I  +  |a i *o|  +  |a 2 * o l +  • • • + K * S |  +  ■ • • (14 .30)
п—о

!^атор билан куйидаги

b -{- 6 j _* . b -f- 61 , . lb -j- 6i \n
L̂U+6n=0

каторни солиштирайлик. Бунда, биринчидан, (14.35) цатор якинлашувчи
(чунки бу 1̂ атор геометрик цатор булиб, унинг махражи 0 < ^ i^ -  <  1),

6+ 6
иккинчидан, п нинг бирор кийматидан бошлаб (п >  п0) (14.34) муноса- 
батга кура (14.30) каторнинг х,ар бир в д и  (14.35) каторнинг мос ^а- 
дидан катта эмас. Унда ^аторлар назариясида келтирилган та^кослаш 
теоремасига (1-^исм, 11-боб, 3-§) кура (14.30) цатор якинлашувчи 
булади.

|х1| > —  булсин. Унда шундай 6 ' > 0  сонни топиш мумкинки,ь
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булади. Энди 6j (0 <  6( <  б') сонни олайлик. Ю^ори лимитнинг хосса| 
сига асосан (1-^исм, З-боб, 2-§) |-£/|ап11 кетма-кетликнинг ушбу

У \ ап\ > b ~  6i> яъни К | > ( & — ЭД"

тенгсизликни ^аноатлантирадиган хадларининг сони чексиз куп булади.1 
Демак, бу холда

к * л = 1 « „ м * ? |  > ( * - « ; ) ” • (*-*-зб|

булиб, бунда
а _ 6; (б - б ' ) +  — _  б ' - е ;  
ь -  6' 6 - 6 '  ь-  6'

булади.
Юкоридаги (14.36) муносабатдан п->- оо да { ап хпх } кетма-кетлик* 

нинг лимити нолга тенг эмаслигини топамиз. Демак,
ОО

2  ап К  
п=О

^атор узоклашувчи (катор якинлашувчилигининг зарурий шарти бажа- 
рилмайди).

Шундай к^илиб, хар бир х0^ 1 * о ! <  —  I нуктада (14.27) даражали!

катор якинлашувчи, хар бир | xt | >  - j-  j  нуктада эса шу даражали!

катор узоклашувчи булар экан.
Даражали ^аторнинг якинлашиш радиуси таърифини эътиборга !

олиб, —  берилган даражали к;аторнинг якинлашиш радиуси эканини]

топамиз. Теорема исбот булди.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

■̂ 1 Хп _ X , х2 _|_ хп

^  2>'Г 2 2F2" 2Уп

даражали ^аторни ^арайлик. Бу даражали каторнинг якинлашиш радиусини (14.33)j  
формулага кура топамиз:

V п

л— п = -------- , =  lim 2 n =  1.
lim  i/ l ап ] =  -  / 1 л-*0'=  " /  1 

1*т  1 /  „Уп„_ 00  V 2
Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш радиуси г =  1, якинлашиш инч 
тервали эса ( — 1, + 1 ) дан иборат. Бу даражали ^атор якинлашиш интервалининг| 
чеккаларида мос равишда куйидаги

V* (-  О" . ^  1
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сонли к.аторларга айланиб, уларни Лейбниц теоремаси хамда Раабе аломатидан фой- 
длланиб якинлашувчи эканлигини исботлаш ^ийин эмас.

Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш со.^аси [— 1, +1] сегмент- 
дан иборат.

Купинча практикада даражали каторларнинг якинлашиш сохаларини толишда 
сонли к,аторлар назариясида келтирилган аломатлардан фойдаланилади. Бунда узга­
рувчи х ни параметр сифатида каралади.

2. Ушбу

х х1+ —  + ------
2-5 3-52

+ (п +  1)5”

даражали цаторни карайлик. Бу ^аторга Даламбер аломати (1-цисм 11-боб, 4-§) 
ни куллаб куйидагини топамиз:

d= lim
Я—>оо

*"+' хп
=  lim

(п +  1)5" *л+1

(п +  2)5n+1 ’ {п +  1)5” (п +  2)5n+I хп
I x j я+ 1  =  1 im
5 л~>°° п -

I х I
Демак, —  <  1, яъни I х I <  5 булганда катор якинлашувчи, —— >  1, яъни (л |>

5 5
>  5 булганда катор узоклашувчи.

Шундай ^илиб, берилган даражали ^аторнинг якинлашиш радиуси г — 5, якин­
лашиш иитервали эса ( — 5, 5) булади.

Якинлашиш интервали ( — 5, 5) нинг чеккаларида даражали цатор мос равишда

2 +  3 . . .  + ( - i y л —1 1 1

сонли к,аторларга айланиб, бу цаторларнинг биринчиси якинлашувчи, иккинчиси эса 
у ю^лашувчидир. Демак, берилган даражали ^аторнинг якинлашиш сохаси [— 5, 5) 
ярим интервалдан иборат экан.

Бирор
8- §. Даражали каторларнинг хоссалари

ап хп — а0 +  а хх +  . . . +  апхп +  . . .
л = 0

(14.27)

даражали цатор берилган булсин.
°о

1 4 . 1 7 - т е о р е ма .  Агар апх даражали каторнинг якинлашиш
п—О

радиуси г (г >  0) булса, у %олда бу щ то р  [ — с, г) {0  <  с <  т) сег­
ментда текис якинлашувчи булади.

И с б о т .  Шартга кура г — (14.27) даражали каторнинг яинлашиш 
радиуси. Демак, берилган к^атор ( — г, г) интервалда якинлашувчи. 
Жумладан, с < г  булганлигидан, (14.27) даражали цатор с нуцтада 
хам якинлашувчи (абсолют якинлашувчи) булади. Демэк,

2  \а п \ ° П =  |ао| +  |a i Iе +  K I  ° 2 +  ■ • • + 1 ап|с" +  ■ • ■ (14.37)
л = 0

катор якинлашувчи.
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Y  x £ \ — c, с] учун хар доим | апхп [ <  | ап | сп булади. Н атижада, 
ушбу

2  K * " l  =  K l  +  l ai * l  +  ta2*2 l +  • • • + к * " | +
п=0

^аторнинг хар бир х;ади (14.37) ^аторнинг мос ^адидаи катта эмасли-
со

гини топамиз. У  ^олда Вейерштрасс аломатига кура 2  апх даража-
п—О

ли к;атор [ — с, с] сегментда текис якинлашувчи булади. Теорема ис­
бот булди.

1 4 . 7 - э с л а т м а .  Бу хоссадаги с (с >  0) сонни (14.27) даражали 
каторнинг якинлашиш радиуси г га хар ^анча як,ин килиб олищ мум­
кин. Аммо, умуман айтганда, (14.27) даражали ^атор ( — г, г) да те­
кис якинлашувчи булавермайди.

Масалан, ушбу

2  ^ =  1 +  я +  х2 +  . . .  +  хп +  • • •
п=0

даражали ^атор ( — 1, + 1 )  ораликда якинлашувчи (г — 1), аммо у  
( — 1, +  1) да текис якинлашувчи эмас (134-бетга ^аралсин).

00 П14.18-т е о р е м а .  Агар ^  апх даражали цаторнинг якинлашиш.
п=О

ОО
радиуси г >  0 булса, у  холда бу щ торнинг S  (х) =  ^  апх йигин*

п—0
диси ( — г, г) ораликда узлуксиз функция булади.

И с б о т .  (14.27) даражали каторнинг якинлашиш интервали (—г, г) 
дан ихтиёрий х0(х0 £ ( — г, г)) нуь^тани оламиз. Равшанки, \х0 | < г  бу­
лади. Ушбу | х0 1 <  с <  г тенгсизликларни каноатлантирувчи с сонини 
олайлик. (14.27) даражали цатор юкорида келтирилган 14.17-теорема­
га кура [ — с, с] да текис якинлашувчи булади. Унда ушбу бобнинг
3-§ идаги 14.6-теоремага асосан, берилган (14.27) даражали к;агор- 
нинг йигиндиси 5  (х) функция [ — с, с] да, ва демак, х0 нуктада у з ­
луксиз булади. Демак, (14.27) цаторнинг йигиндиси 5  (х) функция 
( —г, г) интервалда узлуксиздир. Теорема исбот булди.

Оо
1 4 . 1 9 - т е о р е м а  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар апх даражали

п= 0
каторнинг якинлашиш радиуси г >  0 булиб, бу катор х  =  г (х = 
=  — г) нуктада якинлашувчи булса, у хрлда (14.27) каторнинг йи

00гиндиси S  (х) =  ^  апх функция, илу х =  г (х =  — г) нуктада чап\ 
/1=0

дан (унгдан) узлуксиз булади.
И с б о т .  Берилган (14.27) даражали катор

2  ап х п =  а 0 +  а\х  +  а 2 я? +  • • • +  ап х" +  • • •
л=0
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х — г нуктада якинлашувчи булсин. Демак, ушбу
оо

2  о / п =  а0 +  а1 г +  а2 г2 +  . . .  +  апгп +  . . . (14.38)
л= О

сонли катор якинлашувчи. Унинг йигиндисини 5  (г) билан белгилайлик:
оо

S '(г) =  "V а„гп . Биз lim S  (х) = S (г), яъни lim [ 5 (х) — 5 (г)] =  О
х-*г—0 х->г—0п=О

булишини исботлашимиз керак.
Агар x = tr  ( 0 < / < 1 )  деб олинса, унда t^- 1 — 0 булиб,

оо

lim ]5 (x ) — -S (r) ]=  lim  [5 (/г) — 5 ( г ) ] =  l im V  (апrn tn — ап гп )
х-*г—О <->1—0 /->1-0 -*■п=0
булади.

Шартга кура (14.38) ^атор якинлашувчи. У хрлда 1-кисм, И -боб,
4- § да келтирилган теоремага асосан, Y  е >  0 олинганда хам, — га 

кура шундай п0£ N  топиладики, барча я > я 0 ва р =  1, 2, 3, . . .  да

I ап+, гп+1 +  ап+2 гп+2 +  . . . +  ап+р г"+р | <  ~  (14.39) 

булади. Бу тенгсизликда /?->• оо да лимитга утиб куйидагини топамиз:

Iвл+,г п+ , +  ал+2г"+2 +  . . . | < | .

Энди куйидаги
оо

V  an r*t* — а0 +  atr t +  a2 r2t2 +  . . . + a nrn tn +  . . . ( 0 < / <  1)
n=0

(14.40)
к,аторни цараймиз. Бу цатор Y  t£  (ОД) Да якинлашувчи булади. Да- 
кплатан зуш,

a n + l r ” +1 t n+ 1 +  ап+2 ГП+2 *П+2 +  • ■ • +  ап+р ГП+Р *П+Р =

= \% +1 гп+ ' +  ап+2 гп+2 +  . . . +  ап+р г”+р ] *»+*» —

-  2  IK + i rn+i +  ап+2гп+2 +  ■■■+ “ n+i rn+i) (tn+l+i - * n+0l 
/=1

булишини ва юцоридаги (14.39) тенгсизликни эътиборга олиб куйида- 
| пни топамиз:

К +1 rn+4n+l +  ап+2гп+Чп+ 2 +  . . . +  an+prn+p tn+p I <  
р—1

<  ±  fn+ P  - f  -!L[ V  ( /n + t  _ _  /п+ i + l  )] =  ±  in + \ <  ±
3 3 3 3

1=1
Ьу эса (14.40) ^аторнинг якинлашувчилигини, яъни Y  е >  0 олинган- 
д.| х1ам, шундай п '0 £ N  топиладики, барча п > п '0 ва р =  1, 2, . . . 
лар учун

I ап+1гп+Чп+' +  ап+2гп+Чп+ 2 +  . . . +  ап+р гп+» tn+? | <  -  (14.41)
3

167



булишини курсатади. Бу тенгсизликда оо да лимитга утиб, к,уйи- 
дагини топамиз:

I an+l гп+ 1 /»+> +  ап+2 r"+2 tn+2 +  . . .  | <  ±  (14.42;
3

Агар п0 — max {п0, «ц} деб олинса, унда я >  п 0 булганда (14.41) 
(14.42) тенгсизликлар бир йула бажарилади.

Барча п >  nQ учун

15 (tr) — S (r )l = | 2  (anrn tn — aJ n) 1 < I 2  (^ ~ ' 1) I +

+ I fln+irn+l tn+1 + an+2 r"+2(n+2 + ■ • • 1 + I a kn+2rn+1 + an+1 r"+2 +

+ .. . | < | 2  afcr*(̂ -l)| + i- + -i 
kTi 6 6

булади.
Равшанки, t -+ -1 — 0 да tk — 1 -*■ 0 (ft =  1, 2, . . . , n).

Шу сабабли

1 2  ! * ( / * -  1 ) | < |  
fe=l

деб олиш мумкин.
Натижада

|S ( /r )  — 5(г)  | < е
булади. Бу эса

lim 5  (tr) — S  (г), яъни lim S  (*) =  S  (г)
<-►1—0 х-+г—0

булишини билдиради. Демак, (14.27) даражали ^аторнинг йигиндиси 
5  (х) функция х — г да чапдан узлуксиз.

Худди шунга ухшаш (14.27) даражали ^атор х =  — г да яцинла 
шувчи булса, каторнинг йириндиси— г нуктада унгдан узлуксиз бу­
лиши курсатилади. Теорема исбот булди.

оо

14.20-т е о р е м  а. Агар V  апхп даражали щторнинг якинлашиш.
п= 0

радиуси г (г>  0) булса, бу каторни [а, Ь] ([а, Ь] а  (— г, г)) оралик, 
да хадлаб интеграллаш мумкин.

И с б о т .  Шундай с ( 0 < с < г )  топа оламизки, [a. b] cz [— с, с] сг 
cz (— г, г) булади. Берилган даражали к;атор I— с, с] да текис я^ин- 
лашувчи булади. Демак, [а, Ь] да (14.27) даражали ^атор текис я^ин- 
лашувчи. Унда (14.27) ^аторнииг йигиндиси

оо

5  (х) =  2  а п Х" =  а 0 +  а 1 Х  +  а 2 Х* +  • • • +  а п ХП +  • • •
п=0

узлуксиз булиб, ушбу бобнинг 5-§ да келтирилган теоремага кура бу 
каторни ^адлаб интеграллаш мумкин.

Ь  Ь  оо со Ь сс h n + \ _ _  _ Я + 1

j  5 (х) dx = \ 2  апхп dx = 2  ап J dx = 2  ап „ +7—
а а п—0 п—О а п—О

Теорема исбот булди.
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Хусусан, а =  О, Ъ = х ( | х | <  г) булганда

Г 5  (х) dx == У  *»+■• =  а 0х +  ? ! х2 +  . . . +  * « + . . .
J  ~ 0n + 1  2

булади. Бу ^аторнинг якинлашиш радиуси ^ам г га тенг. )^а^и^атан 
хам, Коши — Адамар теоремасидан фойдаланиб куйидагини топамиз:

1/а п
V п +  1 '-*■00 у/ /j—j— J Я-* оо П—юо у/ п _|_ \

=  ШТ У \ а п\ = г.
П • -*<х>

оо

1 4 . 2 1 - т е о р е м а  ^ а пхп даражали цаторнинг якинлашиш ра-
п—0

диуси г булса, (— г, г) да бу цаторни %адлаб диффгргнциаллаш. 
мумкин.

И с б о т .  Аввало берилган (14.27) даражали ^атор хадларининг хр- 
силаларидан тузилган ушбу

оо

2  папхп~ 1 =  ах +  2а2х +  За3х2 +  . . . +  папхп~ х +  . . . (14.43)
п= 1

каторнинг \х0\<С.г тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёрий нуктада 
якинлашувчи булишини курсатамиз. Куйидаги | х0 | < с < г  тенгсиз-
ликларни каноатлантирувчи с сонни олайлик. Унда — |%э | = ^ < 1  бу-

с
либ,

Iпапхо~{ I ~\апсП I
ОО

булади. Равшанки, ' ^ n q n~x ( ? < 1 )
П=1

катор якинлашувчи (уни Даламбер аломатига кура курсатиш кийин 
эмас). Унда

lim  nqn~x =  О
П —*оо

булади. Демак, п нинг бирор п0 кийматидан бошлаб, (п >  п0 учун) 
nqn~x <  с булиб, натижада Y  л >  п0 учун ушбу

\папхоп~ 11 ^ ’1 ап с" I (14.44)
тенгсизликка келамиз.

оо

с £ (— г, г) булганлиги сабабли ^  ап ° п цатор абсолют якинлашувчи.
п=0

Унда (14.44) муносабатни хисобга олиб, Вейерштрасс аломатидан фой-
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даланиб, 2  пап Х"~ Х каторнинг (— т, г) да якинлашувчи булишини
п=0

топамиз. Демак, бу ^атор [— с, с] да текис якинлашувчи булади.
Ш ундай к,илиб, берилган (14.27) даражали цатор хадларининг хо- 

силаларидан тузилган (14.43) к,атор текис якинлашувчи. У хрлда уш­
бу бобнинг 6-§ да келтирилган 14.12-теоремага кура

•s' м  -  ( 2  о . *n г  =  2  (v "  у ' =  2 п апх”- 1
/1 = 0  л=0  /1 = 0

булади.
Шуни ^ам айтиш керакки, (14.27) ва (14.43) ^аторларнинг якин­

лашиш радиуслари бир хил булади. ^ацицатан хам, Коши — Адамар 
теоремасидан фойдаланиб куйидагини топамиз: |

П т  У п  \ ап\ =  lim  ( У п У \ а п ) =  lim  У п  ■ lim У \ а п\.
Демак, _____  ___

П т  "У п\а \ =  П т  У |а |.
п-*°° п-*ю

Бу хоссадан куйидаги натижа келиб чикади.
14.2-н а т  и ж  а. Агар (14.27) даражали каторнинг якинлашиш ра­

диуси г булса, бу каторни (— г, г) да исталган марта дифференциал-
оо

лаш мумкин. Шундай ^илиб, якинлашиш радиуси л >  0 булган 2  апх"
п=0

даражали цаторни ^адлаб интеграллаш ва хадлаб (исталган марта) 
дифференциаллаш мумкин ва хосил булган даражали каторларнинг 
якинлашиш радиуси ^ам г га тенг булади.

14.9-т а ъ р и ф .  Агар f(x) функция (— г, г) да якинлашувчи дара­
жали к,аторнинг йигиндиси булса, f  (х) функция (—• г, г) д а  аналитик 
деб аталади.

1 4 . 2 2 - т е о р е м а .  Иккита

2  а0 хп =  а0 +  а 1 х +  а2 х2 +  . . .  +  апхп +  . . . (14.27)
л =  О

ва

2  Ьпхп = Ь 0 +  Ьхх +  Ь2х2+  . . . + Ь пхп +  . . . (14.45)
л=0

даражали каторлар берилган булиб, (14.27) даражали цаторнинг 
якинлашиш радиуси гх>  0, йигиндиси эса S 1 (x), (14.45) даражали 
цаторнинг якинлашиш радиуси г2 >  0, йигиндиси S 2 (х) булсин.

Агар Y  х £ (— г, г) (г =  min (rlt г2)) да
S x (х) =  S 2 (х) (14.46)

булса, у хрлди у  п £ N учун

яъни (14.27) ва (14.45) даражали каторлар бир хил булади. 
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И с б о т .  Равшанки, (14.27) ва (14.45) даражали цаторлар (— г, г) 
да якинлашувчи ва уларнинг йигиндилари (х) ва S 2 (х) функциялар 
шу интервалда узлуксиз булади. Демак,

lim  (х) =  (0), lim  S 2 (х) =  S ,  (0).
*-►0 х-+0

Юкорида ги (14.46) шартга кура 5 , (0) =  S 2 (0) булади. Бундан эса 
а0 =  Ь0 эканлиги келиб чикади. Бинобарин, у  х € (— г) УЧУН

оо оо
^  апхп ~  2  ЬпхП • ^ гаР х ¥=0  десак, бу тенгликдан барча х £ —

— г, 0) U (0, г) учун

2  апхп~х =  2  ьпхП~ 1
П= 1 П— 1

га эга буламиз. Бу даражали каторларнинг 5̂ ар бири хам ( — г, г) да 
якинлашувчи булади, ва демак, уларнинг йигиндилари шу интервалда 
узлуксиз функция булади. Шу хусусиятдан фойдалансак, х - + 0  да

lim 2  ап хп- 1 =  av 1 im У  К  хП~ 1 =  b>
*-+0 лг->-0 .п—\ П=1

булишини, ва демак, aL =  bl эканлигини топамиз. Бу жараённи давом 
эттира бориб, барча ti £ N  учун ап =  Ьп булиши топилади. Демак, 
(14.27) ва (14.45) даражали каторлар бир хил. Теорема исбот булди.

(— г, г) (г >  0) ораликда f (х) функция берилган ва узлуксиз бул­
син. Юкорида ги теорема, /  (х) ни даражали катор йигиндиси сифатида 
ифодалай оладиган булсак, бундай ифодалаш ягона булишини билди- 
радн.

9 - § .  Тейлор катори

Биз юкорида, хар кандай даражали
00

2 а „ ^ = а 0 +  й1х + й 2х2 +  . . . + а пхп . . .
п—О

к^атор узининг якинлашиш интервали (— г, г) да узлуксиз S  (х) функ­
цияни (даражали катор йигиндисини) ифодалаб, бу функция шу ора- 
лиеда исталган тартибдаги хосилага эга булишини курдик.

Энди бирор ораликда исталган тартибдаги ^осилага эга булган 
функцияни даражали ^аторга ёйиш масаласини караймиз.

1. Ф у н к ц и я л а р н и  Т е й л о р  ^ а т о р и г а  ё й и ш .  /  (х) функция 
х =  х0 ну^танинг бирор

*/«(*„) = { x £ R : x 0 —  б < х < х 0 + б} 
атрофида берилган булиб, шу атрофда функция исталган тартибдаги 
хосилага эга булсин. Равшанки, бу хрлда функциянинг 1- ^исм, 6 - боб, 
7-§ да батафсил урганилган Тейлор формуласи

/ W = / W  +  f- ^ ( x - x 0) +  ^ ( x - - x 0)2 +  . . .  +

+  1 1 ±*°){Х^ Х0) П+ Г  {х)
п\

ни ёзиш мумкин, бунда гп (х) — крлдик хдд.
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Берилган /  (х) функциянинг х0 нуктада исталган тартибдаги ^оси- 
лага эга булиши Тейлор формуласидаги ^адларнинг сонини хар к,анча 
катта сонда олиш имконини беради. Бинобарин, табиий равишда ушбу

f (x 0) +  f̂ ( x - x 0) +  ^ ( x ~ x 0Y +  . . . +

+  ^П\ {Хо)- (X -  Хо)'1 +  . . . (14.47)П1
Катор юзага келади. Бу махсус даражали цатор булиб, унинг коэф­
фициентлари /  (х) функция ва унинг ^осилаларининг х0 нуктадаги кий­
матлари орк,али ифодаланган.

Одатда (14.47) даражали катор /  (х) функциянинг Тейлор катори 
деб аталади.

Хусусан, х0 =  0 да катор куйидагича булади:

/(0 ) +  х +  f- ^ x *  +  . . . +  xn +  • • • (14.48)
1! 2! п!

ОО
Даражали каторлар деб номланган 8- § нинг бошланишида V  ап хп

п = 0
куринишдаги даражали кагорларни урганишНи келишиб олинган эди. 
Шуни эътиборга олиб, f  (х) функциянинг (14.48) куринишдаги Тейлор 
Каторини урганамиз.

Яна бир бор таъкидлаймизки, (14.47) катоР /  (х) функция билан 
узининг коэффициентлари оркали богланган булиб, бу (14.47) катор 
якинлашувчи буладими, якинлашувчи булган хрлда унинг йигиндиси 
f(x) га тенг буладими, бундан катъи назар, уни /  (х) функциянинг 
Тейлор катори деб атадик.

Табиий равишда куйидаги савол тугилади: качон бирор (0) ора­
ликда берилган, исталган тартибдаги хосилага эга булган f (х) функ­
циянинг Тейлор катори

у  J ^ xn = f (0) + m x + r _ p x, +  , .  . + _ № * ,  +  . . .

л = 0
шу ораликда худди шу f  (л:) га якинлашади?

1 4 . 2 3 - т е о р е м а ,  f (х) функция бирор (— г, г) (г >  0) ораликда 
исталган тартибдаги хрсилага эга булиб, унинг х — 0 нуцтадаги 
Тейлор цатори

т + Ш , +  а , Р + 1 1 . + Й ! , +  . . .  (14.48)

булсин.
Бу цатор (— г, г) ораликда /  (х) га ящнлашиши учун f (х) функ­

ция Тейлор формуласи

/(* ) =  / (  0) +  ^ -  х +  М  х* +  ■ ■ . +  хп +  гп(х) (14.49)

нинг цолдиц \ади барча х £ (— г, г) да нолга интилиши (lim гп(х) =
л - * 50

=  0) зарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  Аввало (14.48) к ат0Рнинг козффициентла-
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ри билан (14.49) Тейлор формуласидаги коэффициентларнинг бир хил 
эканлигини таъкидлаймиз.

(14.48) цатор якинлашувчи булиб, унинг йигиндиси f(x) га тенг 
булсин. У хрлда бу ^аторнинг кисмий йигиндиси

s > w = / ( o) + m , + c a , a + . . .  +  i ! ^ ) , .

учун
lim  Sn (х) =  /  (х) ( Y  x £ (— r, r))
П-+ oo

булади. Ундан эса у  х £ (— г, г) учун
lim  If (х) — S n (х)] =  lim rn (х) =  О

Л —>оо Л —► оо

булиши келиб чицади.
Е т а р л и л и г и .  у  х € (— г, г) да lim  гп (х) =  0 булсин. У  ^олда

Л—>оо

lim [ / (х) — 5  (х)\ =  0 булиб, ундан эса
л-*-00

lim  S n (х) =  /  (х)
Л ->  оо

булиши келиб чикади. Бу эса (14.48) ^атор (— г, г) да якинлашувчи 
булиб, унинг йигиндиси /  (х) га тенг булишини, яъни

+  2 ^ + . . .
1! ■£! П!

эканлигини билдиради. Теорема исбот булди.
Одатда (*) муносабат уринли булса, f (х) функция Тейлор ^атори- 

га ёйилган деб аталади.
1 4 . 2 4 - т е о р е м а .  Агар f (х) функция (— г, г) (г >  0) ораликда За­

ражали. каторга ёйилган булса:
f  (х) =  а0 +  ахх +  а2х2 +  . . . +  апхп+  . . . , (14.50)

бу цатор /(х ) функциянинг Тейлор катори булади.
И с б о т .  14.21-теорема ва унинг натижасига кура (14.50) даража­

ли ь^атор (— г, г) ораликда исталган марта (хадлаб) дифференциалла­
нувчи булиб,

/ ' (х) =  1 ■а1 +  2а2х +  За3х2 +  . . . +  папхп~ х +  . . . 
f "  (х) =  1 • 2 -а2 +  2 • За3х +  . . .  +  п ■ (п — 1 )ап хп~ 2 +  . . . 
f " '(x ) =  l-2-3-a3+  . . . + п (п — 1)(п — 2)а пхп~3+  . . .

/<">(х) =  1-2-3 . . . (п - 1 )п а я +  . . . ,

булади. Кейинги тенгликларда х =  0 деб ^уйидагиларни топамиз: 
Г  (0) „ /” (0) /" '(0 )  /<л>(0)



/ (* )  =  / ( 0) +  ^ х  +  М х « +  . . .  +  . . .
1! 21 я!

Бу эса теоремани исботлайди.

М и с о л. Ушбу

( - т/  (х) =  |  е х , агар х ф  0 булса,
[ 0, агар х =  0 булса

функцияни к,арайлик. Бу функция (— оо, +  оо) да барча тартибдаги хосилаларга 
эга:

а) х ф  0 булганда
_ _ L

/' М = 4 е х‘ -

Натижада (14.50) каторнинг куриниши куйидагича булади:

х°

_4_ 

4хв ]+  т т ) «

__ 1_
|('1> W = p ( - ) e **,

бунда Р (и) — и нинг рационал функцияси. Бу
1

муносабатнннг тутрилиги математик индукция методи ёрдамида курсатилади.
б) х =  0 булсин. Берилган функция х =  0 нукгаца барча тартибдаги зрсилалар- 

га эга булиб, улар нолга тенг булади:

/<п> (0) =  0 (n =  1, 2, . . . ).
Х^и^атан з̂ ам,

/ '  (0) =  lim (0)' =  lim — • е ** =  0, / '  (0) =  0,
*-> 0 х *->о х

1
г;/ f  W  f' Ф) ,. 1 г, , ч 1 2 с" ms г,f "  (0) =  l im -------------------=  l i m ------f (x) =  lim — • —  e л = 0 ,  f (0) =  0,

*-+0 *  *->0 X j:~>0 X X2

Умумий з^олда, / (п) (0) =  0 (n =  1, 2, . . . )  булишини математик индукция методн 
ёрдамида курсатиш мумкин.
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Демак, берилган функциянинг х — 0 нуцтадаги барча тартибдаги з^осилалари 
нолга тенг экан.

Бу функциянинг х =  0 иуктадаги Тейлор ^атори
0 0 О

0 +  —  Х + — - * * + . .  . + — *" +  . . .
И 2! /г!

булиб, унинг йигиндиси 0 га тенг.

Келтирилган мисолдан куринадики, бирор ораликда исталган тар­
тибдаги хосилага эга булган баъзи функцияларнинг Тейлор цатори шу 
оралицда каралаётган функцияга я^инлашмаслиги мумкин экан.

Куйида функциянинг Тейлор ^аторига ёйилишининг етарли шарти­
ни ифодаловчи теоремани келтирамиз.

14.25-т е о р е м  a. f(x) функция бирор (— г, г) оралщда исталган 
тартибдаги %осилага эга булсин. Агар шундай узгармас М >  0 сони 
мавжуд булсаки, барча х £ (— г, г) %амда барча п =  0, 1, 2, . . .  учун

|/<">(% )|</И
тенгсизлик бажарилса, у %олда (— г, г) оралщда f(x) функция Тей­
лор щторига ёйилади, яъни

ОО .
f(x) =  ^ - ? ^ x n ^ f ( 0) +  ^ x  +  - ^ x * +  . . .  (14.50)

«=о
И с б о т .  f(x) функция учун Тейлор формуласи

/ ( * ) = / ( 0) +  - ф - х  +  - ^ р - х 2 +  . . . + f M x "  +  rn(x) 

ни ёзиб, уиинг Лагранж куринишидаги к,олдиц ^ади

Г (х) =  .,./ W(9x'> хп+1 (0 <  0 <  1)
(п+  1)! V '

ни олайлик. У холда

I'
булади. Агар

г (х) 1 =  fin) (9х) xn+l <  М -  гП+1 ■-  (х£ (— г, г)) 
" 1 (/1+1)! («+!)!

1 ■ гп+ 1lira =  о
п ■* оо ( п + 1 ) |

булишини эътиборга олсак, у хрлда
l i m r n (x) =  0 х £ {— г, г)

П-+  ОО

эканлигини атщ лаймиз. Бу эса (14.50) муносабатнинг уринли булиши­
ни билдиради. Теорема исбот булди.

2. Э л е м е н т а р  ф у н  к ц и я  л а р н и н  г Т е й  л о р  ^ а т о р л а р и .  1°, 
f (x )~ e x ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  ц а т о р и .  Маълумки, f(x) =  е* 
функциянинг (ихтиёрий чекли [— а,а] ( а > 0 )  оралицдаги) Тейлор фор­
муласи
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булиб, унинг колдик щ и  эса Лагранж курин ишида куйидагича була­
ди:

г- м  =  - ^ Т Т 7 7 « е'  ( 0 < е < | )
(каранг, 1-цисм, б-боб, 7-§). Х>ар бир х£[ — а. а ](а> 0 ) да еЬх < е° 
булишини эътиборга олсак, унда

дЛ+1
| г _ ( х ) | <  — -------са1 " 1 (л+1)!

эканлиги келиб чикади ва л -> оо да у нолга интилади. Демак, ихти­
ёрий чекли х да

оо

ех =  - i-  =  1 -f —— f f  *2 _u л . _ l6 n ! II  j 2 ! ^  ‘ ;i ] +  • • •
n=0

булади.
2°. f{x) — s'mx ф ун кц и ян и н г  T ей л op катори. Маълумки, 

/(x) = sinx функциянинг (ихтиёрий чекли [— а, а] ( а > 0) ораликдаги) 
Тейлор формуласи

уЗ —1
sinx = x — -=- +  —  — . . . +  (— I)»-1 — ------ь г„ (х)

3! 5! (2л — 1)! 2nW

булади. Бу формула колдик хадининг Лагранж куринишидан фойдала­
ниб (каралсин, 1-к,исм, б-боб, 7-§)V*£] — а, а] (а >  0) учун

„ 2 л + 1

К ( * ) | <  — --------1 2п 1 (2л + 1)! 
булишини топамиз. Ундан

lim г2п(х) = 0
л —►оо

булиши келиб чикади. Демак, Y  * учун
ОО

sin х (— l)n_1 ~ — —  =  х — -9т +
Л=1

х 2 п - \

1 х*п~ 1 X3 X5 |Л-1_2_____  __ х __ ±__ ! ±_
(2п— 1)! 3! 5!

+  (—  I) " -1 — ------------
V ' ( 2 л - 1)!

булади.
3°. f(x) = cosx ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  к а т о р и .  Бу функция­

нинг Тейлор формуласи

cosх — 1 ---------- Ь*-------■-------Ь . . .  +  (— 1)п ----------f-г9 (х)
2! 4! 61 V (2л)! 2пК ’

колдик кадининг Лагранж куринишидан фойдаланиб (каралсин, 1- кием, 
б-боб, 7-§) у * £ [  — а, а] ( а > 0 )  учун

| r ’» w l < S T 5 r
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lim г7п (х) =  О
Л—>со

булиши келиб чикади. Демак, у  * учун

cosx =  ^  (— 1)" =  1 — —  +  —  1)" +  . . .
;  ( 2  и ) !  2 !  ' 4 !  V ( 2 п у .

л—О

4°. /(*) = In (1 +  х) ф ун кц и ян и н г  Тейлор к,атори. Маълум­
ки, бу функциянинг Тейлор формуласи цуйидагича булади:]

In (1 +*) = х — Ц- +̂ - — -7-+ • • • +(—iy-1—+'■„(*)•
2  3  4 п

Бу форму лада х £ [0, 1] да гп(х) цолдиц дадни Лагранж куринишида 
^уйидагича ёзиб

,  .  ( -  1)л *n+1 

Тп% <л +  1)(1 + 0Х)П+1 ’
унинг учун

м * ) 1 < —П  (14-51>п -+■ 1
булишини, х£ [— а, 01 (0<  а <  1) булганда эса гп(х) крлдик, хадни 
Коши куринишида цуйидагича ёзиб

гп (*) =  ( -  1)" *"+1 (0 <  0Х <  1),(1 +е1л)п+1
унинг учун

М * ) 1 < г г з  <14-52>
булишини курган эдик (1-цисм, 6 -боб, 7-§).

(14.51) ва (14.52) муносабатлардан l i m r n ( x ) = 0  булишини топа-
Л—>00

миз. Демак, Y x £ ( — 1, 1] да

1п(1 + х) = ^ ( - 1 Г ' £ « * - *  + *  +  . . . +
Л =  1

+  ( - 1 ) п- 1^  +  . . . (14.53)
булади.

Шуни таъкидлаш лозимки, 1п(1 +  х) функция (— 1, +  оо) оралик,- 
да берилган булса дам бу функциянинг Тейлор катори — (14.53) му- 
носабат (— 1, + 1 ]  ярим интервалда уринлидир. *

5°. /  (х) =  (1 +  х)“ ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  ^ а т о р и. Бу функ­
циянинг Тейлор формуласи

( 1 + х ) “ =  l + ^ - x + ^ = i l x 2 +  . . .  +

+  а ( « - 1 )  . .  Л и - я + 1 )  хп + г^ х)

булишини топамиз. Ундан

1 2 -5 0 1  177'



булиб (каралсин, 1- кием, б-боб, 7-§), унинг колдик ^ади Коши кури- 
нишида куйидагича булади:

Гп до =  (1 +  е *)“-" -*  ( 1 - 0 ) "  xn+1 (0 <  0 <  1).
п\

Уни ушбу
Гп (х ) =  ,(7' — !)(«  — 2) • .^ [(з  — 1) — (п — О хп а х { 1  +  Q x r - ^ A j z l y

куринишида ёзиб оламиз.
Агар — 1 < x < 1 булганда: биринчидан, lim —  ( а — 1)(а — 2) ...

П-->0о п\
. [(а — 1] — (« — 1)] х" =  О, 

чунки бу якинлашувчи
со

1 + 2
а (а — 1) . . .  (а — n-j- 1)

и!
п = 1

Каторнинг умумий хади (бу каторнинг якинлашувчилигн Даламбер
а —1

п
< а х (

1 - 0
+  0х <

аломатига кура курсатилади), иккинчидан, \ах\ (1 — |х|)'
+  0x)a_1 <  \ах\ (1 +  |xl)“_1 ва нихрят, учинчидан 1 ~  -

1 +  Qx
<  1 булганлигидан lim гп(х) = 0  булиши келиб чикади.

Л —>оо

Демак, |дс| <  1 да
( 1 + х ) *  =  1 +  ^ - х  +  а ( и ~ -1̂  *2 +  . . . +

«(«  — 1) . . . ( «  — « +  1) хп 
п\

булади.
10- §. ф ун кц иян и  куп ^ад  билан яцинлаш тириш

Маълумки, функция математик анализ курсида урганиладиган асо- 
сий объект. Купгина масалалар эса, функцияни ^исоблаш (берилган 
нуктада кийматини топиш) билан борлик. Функциянинг мураккаб бу­
лиши бундай хисоблашларда катта кийинчиликлар турдиради. Натижа­
да функцияни унга каРаганДа содда ва хисоблашга кУлай булган 
функция билан якинлаштириш — такрибий ифодалаш масаласи юзага 
келади.

Функциянинг даражали каторга ёйилишидан, уни такрибий хисоб- 
лашда кенг фойдаланилади. Бунда функцияни даражали катор кисмий 
йигиндиси билан алмаштирилиб, функциянинг берилган нуктадаги кий­
матини топиш купхаднинг шу нуктадаги кийматини хисоблашга кел- 
тирилади. Даражали катор тузилишига кура содда булиши, унинг кис­
мий йигиндиси эса оддий куп^ад эканлиги функциянинг берилган нук­
тадаги кийматини эффектив хисоблай олиниши мумкинлигига олиб 
келади.

Шуни кам таъкидлаш лозимки, бундай имконият факат «яхши» 
функциялар учун, яъни исталган тартибдаги хрсилаларга эга булган 
ва маълум шартни каноатлантирган (каранг 14.23-теорема) функция­
лар учун мавжуд булади. Ихтиёрий узлуксиз функция берилган булса,
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уни бирор купхад ёрдамида такрибий хисоблаш мумкин булармикан 
деган савол тугилади. Яъни функцияни купхад билан тацрибан алмаш­
тириш имкониятини аналитик функциялар синфидан узлуксиз функция­
лар синфига умумлаштириш масаласи пайдо булади.

1885 йилда мацдур немис математиги К. Вейерштрасс томонидан 
узлуксиз функцияни купхад билан яцинлаштириш мумкинлиги курса- 
тилди. Бу факт ^уйида келтириладиган теорема оркали ифодаланади.

1 4 . 2 6 - т е о р е м а  ( В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и ) .  Агар f (x ) функ­
ция [0,1] сегментда берилган ва узлуксиз булса, у хрлда шундай

Р п(х) =  а0 +  ахх +  а2х2 + . . . . +  апхп
купхадлар топиладики

lim sup \f(x) — P n{x)\ =  0
fl—>оо 0<дг<1

булади*.
Бу теореманинг турлича исботлари мавжуд булиб, биз унинг Берн­

штейн куп^адлари ёрдамидаги исботини келтирамиз.
14 . 1 0 - т аър и ф.  }{х ) функция [0, 1] сегментда берилган булсин. 

Ушбу
П

а д  * ) = ^  ( т ) с ^ (1 ~ х)П~к (14-54)
к=О

купхад f(x) нинг Бернштейн купуади деб аталади.
Бернштейн купхади п- даражали купхад булиб, унинг коэффициент- 

k
лари f(x) функциянинг —  (k =  0, 1, 2, . . . . ,  п)  нуцталардаги ^ий-

п
матлари оркали ифодаланади. Масалан, п — \, п =  2, я =  3 булганда 

By (/, х) =  /(0 ) +  [ / ( 1 ) - / ( 0 ) ] х ,

В.2 (/, х) =  /  (0) +  [2 /  ( - | ) - 2  /  (0)] х +  [/ (0) -  2 /  ^  +  /  (1)] х2,

B 3(f, х) =  / ( 0) +  [ з / [ | - ) - 3 / ( 0 ) ] х  +  [ з / ( 0) - 6 / ( | )  +

+  3 /  (-§-)] х2 +  [ /  (1) -  3 /  ( ! )  -  /  (0)] х*

булади.
1 4 . 2 7 - т е о р е м а  ( Б е р н ш т е й н  т е о р е м а с и ) .  A eap f(x ) функ­

ция [0, 1] сегментда берилган ва узлуксиз булса, у хрлда
lim sup |f(x) — B n(f, x)| =  0

булади.
Аввало битта лемма исботлаймиз.

‘ Функция берилган ва узлуксиз булган оралиц ихтиёрий сегментдан иборат бул­
ган ^олда теореманинг исботи 183-бетда келтирилади.
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14.1. Лемма. Ушбу

i  скахк(\-х)п-к = \,
*=0

*=0
айниятлар дринлидир.

И с б о т .  Маълумки, у  a, b£ R  учун

(а+Ь)л =  2 ^ »  Ьп~к.
*=о

Бу айниятда а = х, 6 = 1  — х(0 <  х <; 1) деб олинса, ундан

2  C‘ xfc( l - x ) n- fc =  U +  ( l - x ) ] n =  1 
*=0

булиши келиб чикади.
(14.56) айниятни исботлаш учун ушбу

2  ± С к хк (1 - х ) п~\ ^  ^  Скп xk( l - x ) n-k
<е-0 fc=0

йириндиларни хисоблаймиз.
Агар

nk _  п(п— 1) . . . ( « — fe-f-1)

эканлигини эътиборга олсак, у хрлда

к _ к п(п— 1) . . .  (п — k -)- 1) _ (п — 1 )(п — 2) .. .  (п — k +
k\ (к— 1)!

n k - \
=  4 - 1 ’

п
k

2  ~ Сп *  (1 — *)"■* =  2  ^  -  ХУ ~ к =  2 С" - ‘ Х'
Л=0 /г=1 *=1

- * ) - *  -  * ^ с * „ ; (1 - = х [х  +  (1 — * ) ! - '
ft«= 1

булишини топамиз. Энди

к=1

йигиндини хисоблаймиз. 
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V  £  С* хк (1 -  х)п~к = У  L  С * :1, хк (1 -  х)п-к -  
*=о ”  к=о

“ S  " Г '  д - 1  < - 1 ^ < 1 - д Г * +
=0 *=1

1-=± х * ^  с кп: 1 хк-2 ( \ - х г 2- {к-2)^ ~ х  2 ^ ! ^ '

ft=0 te=l 

П — 1
Х“

Т=2 ~А==Г

— х)"_1~ (*-1) =  X2 [X +  (1 — х)]"-2  +  —  X [X +  (1 — х)]"-1 =
П П

— X2 _L * 0  - * )  
п

Бу дамда юдоридаги (14.56) ва (14.57) муносабатлардан фойдаланиб, 
куйидагини топамиз:

2  (-^ - х ) аС* хк (1 - х )п-к = х* + -  2х2 + х2 = .
к=0
Лемма исбот булди.

Бу леммадан дуйидаги натижа келиб чикади.
1 4 . 3 - н а т и ж а .  Ихтиёрий х € L0, 1] ва n £ N  учун

У  ( ± - х\2Скпхк (1 - х )п-к ^-±- (14.58)
\ п )  4 л

*—о
булади.

Дадидатан дам, ихтиёрий х £  [0, 1] учун х ( 1 — х) < —  булиб,
4

(14.56) муносабатдан (14.58) тенгсизликнинг уринли булиши келиб чи­
кади.

Б е р н ш т е й н  т е о р е м а с и н и н г  и с б о т и .  Юкоридаги (14.54) ва 
(14.55) муносабатларга кура

П
B n(f, X) - / (х) =  ^  [ /  ( А )  _  / (х)] (1 -  х Г *  (14.59) 

fc=0
булади.

f(x) функция [0, 1] сегментда узлуксиз. Демак, Кантор теоремаси­
га асосан у шу сегментда текис узлуксиз булади, яъни у е  >  0 олин­
ганда дам, шундай б >  0 топиладики, у х ' ,  х"£10, 1] учун |х' —
— х"| <  б булганда |/(х " )— f{x ')\<  —  тенгсизлик бажарилади.

Юдоридаги (14.59) йигинди k нинг k =  0, 1, 2, . . . , п дийматла- 
ри буйича йигилган. Бу йигиндининг дадларини k нинг

k ' < б  (х G [0, 1])х
п
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тенгсизликни каноатлантирувчи кийматлари буйича Хамда k нинг

> 8 (* 6 t0 , I])

™ ™ “ Г ‘5а" ° атлантиРУ ™  кийматлари б5йиЧа ажраш б, улардан!

к :----- *|<б
I п |

f ( —

~?(х)]скпхк(1~ х Г
■ларни косил киламиз. Равшанки,

Б Л  х} ~ f(x) “  ^  [ / ( 7 ) - / w j c j  х‘ (1 =

■ s ['
—  *1 > б | /г

к .А /1 .лЛ-4
(14.60);

булади.

pn„?r„sr™0— Гй Г  товм,идаг“ w б„.|
С * / ( 1  — х)a—k

№)jc„/(l _*)» l< I_s cj *”(1—x)"-'s;
A------* <S

1 Л

*=0

0<д;<1

[ ' Ш - ' М ] С £ * * ( 1 — x ) 1- *
h k 1> 6

< 2 M  c *

. .  I /г 1
a. | - - * |  > 6

l / W I .

(14.61)|
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булади, бунда

*=0
(14.63) вэ (14.64) муносабатлардан

lim sup f ( x)
п-*-ю a<x <b  \ о —  a J

булиши келиб чикади, бунда

k—0 
п

х — a ln~k 
b — а

k=Q
(x — a) (b — x)' 

(b - a f

n—k

Шундай килиб, каралаётган орали^ \а, b) сегментдан иборат булган 
холдэ куйидаги теорема (Вейерштрасс теоремаси) га келамиз.

14.28-т е о р е м  а ( В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и ) .  Агар f(x) функ­
ция [а, Ь] сегментда берилган ва узлуксиз булса, у хрлда

*'rn sup 'В (f, ------
п-*х а-сх „ ь  I \  Ь — а •/(*) =  0

65' лад и.
Гарчи Вейерштрасс теоремаси f(x) функцияни B n(f, х) купхад би- I  

лан якинлаштириш мумкинлигини ифодаласа-да, якинлашиш хатолиги

гп(А * )= f (x )— B n(f, х)
ни бахрлаш имконини аник;лаб бермайди. Кейинги урганишлар rn(f, х) 
нинг нолга интилиш тартиби, я^инлаштириладиган f(x) функциянинг J  
узлуксиз модулига (1-^исм, 5 -боб, 9-§ га к;аранг) борлик; эканлигини 
курсатади.

1 4 . 2 9 - т е о р е м а .  Агар f (х) функция [0, 1] сегментда аникланган 1 
ва узлуксиз булиб, B n(f, х) эса унинг Бернштейн купцади булса, 1 
у хрлда

sup |B n{f, х) f  (х)| <  — со 
0<*<1 2. у п (14.65)

булади, бунда со(6) — f(x) функциянинг узлуксизлик модули. 
И с б о т .  (14.59) формуладан фойдаланиб, куйидагини топамиз.

I в,
п

п (/, X) -  /  (х)| <  |/ ( А ) -  /  (*)| С„хк (1 — х)п-\
k=0

Функция узлуксизлик модулининг ушбу
со (Я б) <  (1 +  X) со (б)

184



хоссасига кура

j =  (0 [у П | —----X
■ А ) *

k< ------х
\ п ^  +  , ] “ ( к г )

булиб, натижада
П

\вп (/, х) -  / (х )| <  | У л  2 1 ^ -  х \ С * x* (1 -  х)П~к +  1] ю  ( у г
о

булади.
П

Энди J—  — X СпХк (1 — х)п~к йигиндини
к=0

k
-------X
п V c knxk(l - x ) n-k V c knxk( l - x ) n-k

куринишда ёзиб, унга Коши — Буняковский тенгсизлигини (^аралсин, 
12-боб, 1-§) цуллаймиз:

-------- х
пк=О

V c knxk(\ — х)п~к У с кхк(1— х)п~к <

Демак,

2 (*=0
- - х Г С * х \ (  1 - х ) п~к
п y f  |  dis

'  fe=0
(1 х)п~к ~

-X )
^ 2  Vn

IВ Л  +  i ) » ( - ^ ) - | » ( T U ) .

Теорема исбот булди.
Хусусан, /(х ) функция Ю, 1] оралик,да / '(х )  хосилага эга булиб,

Y  х £  Ю, 1] учун [/' (х)| <  М (М — const) булсин. У холда, Лагранж 
теоремасидан фойдаланиб куйидагини топамиз:



sup \ B n ( f , x ) - f ( x ) \ < — -  
0<*< 2 Y n

булади.

15-БО Б  

М Е ТР И К Ф А З О Л А Р

Юцоридаги баёнимиздан маълумки, математик анализнинг биз урганган барча 
асосий тушунчалари (лимит, узлуксизлик, .хосила, интеграл, я^инлашувчилик ва 
з^оказо) турли тупламлар (R, Rm, С \а, *] ва хоказо) элементлари кетма-кетлигида 
лимитга утиш амали орцали таърифланади. Бу амал >;ар бир тупламда узига хос ки- 
ритилган эди. Масалан,

1) R  да {*„} : xlt х2............хп, . . . (хп £R, п — 1, 2, . . .) кетма-кетлик берил­
ган булсин. Унинг лимити ^уйидагича таърифланар эди:

V е >  0 сон олинганда хам, шундай n0£N  топилсаки, барча п > п 0 учун

I хп — а | <  е (а £ R)
тенгсизлик бажарилса, у холда а сон {хп} кетма- кетликнинг лимити дейилади.

2) Rm да берилган {*”}:
(1) у(2) г(л) ,Лп)

Демак, бу хрлда

х ' х
кетма- кетлик лимити к,уйидагича таърифланар эди:

V е >  0 сон олинганда .\ам, шундай п0£ N топилсаки, барча п>  п0 учун

V(х\п) -  ̂  +  (4П) -  °2)2 + .  . . + ( * £ ’ -  ат у  <  8
(а — («!. а2.........am )£ R m)

тенгсизлик бажарилса, у ^олда а нуцта {х(п)} кетма-кетликнинг лимити деб ата­
лади.

3) С [а; Ь) да {/„ (*)} : f1 (х), /2 (де)............fn (х)................. (f„ (х) 6
6 С [а, й], я =  1, 2, . . .)

функционал кетма-кетлик берилган булсин. Бу функционал кетма- кетликнинг лимити 
^уйидагича таърифланар эди:

V е >  0 сон олинганда >;ам, шундай па 6 N топилсаки, барча п >  п0 учун
sup I f„ (х) — f{x )  | <  е 

a<x<b
тенгсизлик бажарилса, у з о̂лда f (х) функция {/„ (л:)} функционал кетма- кетлик­
нинг лимити ({/„ (*)} функционал кетма- кетлик f (х) га текис якинлашади), деб ата­
лади.

Агар \хп — а | мивдор R  даги хп ва а (хп £ R, а 6 R, ti — 1, 2, . . .) нуцталар 
орасидаги масофа — р (хп, а) (1- ^исм, 1-боб. 10-§),

V  +  (4 n)- a 2)»+ . . .  + (хпт -  ат У [xw  6 Rm, п=  1 , 2 , . . . )

ми^дор Rm даги хп ва а ну^талар орасидаги масофа р (хп, а) (12-боб 1-§), хамда

sup I / „ ( * )  —  /  (х) |
а<х<Ь

м тдор эса С [а, Ь] нинг fn (х) (п— 1, 2, . . .) ва f (х) элементлари |орасидаги 
масофа— р (fn (х), f (х)) (1- кием. 5 -боб, 11-§) эканлигини эътиборга олсак, R, Rm,
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С [а, Ь] тупламларда, уларнинг элементларидан тузилган кетма- кетликнинг лимити 
м а с о ф а  т у ш у н ч а с и г а  асосланганлигини курамиз.

Бир томондан R, Rm, С [а, 6] тупламларнинг турли табиатдаги элементлардан 
ташкил топганлиги, иккинчи томондан эса уларда лимитга утиш амалининг фа^ат ма- 
софага асосланишдек умумийликка эга булиши, табиий равишда бу тупламларни уму­
мий ^олда кррашга, яъни ихтиёрий туплам элементлари орасида масофа тушунчасини 
киритиб, урганишга олиб келади.

1- §. М е т р и к  ф азо

Е  — ихтиёрий туплам булсин. Бу тупламнинг узини узига тугри (Декарт) купайт-
маси

Е Х  Е =  {(х, у):х £ Е , у £ Е }
(^аралсин, 1-^исм, 1-боб, 1-§) ни олайлик.

Маълумки. дастлабки тушунчалар цаторида ихтиёрий А тупламни В  тупламга 
акслантириш

f .A ^ B
тушунчаси келтирилган эди (1-цисм, 1 - боб, 3-§).

Энди А = Е  X Е, В  i s  — барча манфий булмаган х;а^и^ий сонлар туп-
лами) деб ушбу

р :Е  X £ - » R + (p =  p (х, у)) (15.1)

акслантиришни ^арайлик.
15.1 - т а ъ р и ф. Агар р : £  X £-*- R^  акслантириш учун
1°. V х, у£ Е  учун р (х, у) ^  0 (р (х, у) =  0 муносабат х= у булгандагина ба- 

жарилади.
2°. V х. у б £  учун р (х, у) =  р (у, х) (симметриклик),
3°. V х, у, г £ Е  учун р (х, у) ^  р (х, г) +  р (г, у) (учбурчак тенгсизлиги) шарт- 

лар бажарилса, у ^олда бу р акслантириш масофа (метрика), Е  туплам эса метрик 
фазо деб аталади. Метрик фазо (Е , р) каби белгиланади. 1° — 3°-шартлар метрик 
фазо аксаомалари дейилади. Метрик фазо элементларини шу фазо ну^талари хам деб 
аталади.

М и с о л л а р .  I. R тупламни олайлик. р акслантириш ^уйидагича ани^ланса,

Р С*. У) — \х — У\ ( V  х, y 6 R ),
1-^исм, 2 -боб, 10-§ да исботланганга кура бу р (х, у) учун 1° — 3°- шартлар бажа- 
рилади. Демак, р (х, у) — масофа ва (R, р) — метрик фазо.

2. Rm тупламни олайлик, р {х, у) акслантириш к;уйидагича аницлансин:

р [х, у )= / (у у  — xj)2 +  (у2 — х2у  +  . . . +  (Ут — хп)г —

Y k=l

Юкорида, 12-боб, 1-§ да бу р (х, у) учун Г  — З3-шартларнинг бажарилиши кур- 
сатилган эди. Демак, р — масофа, (R m, р) — метрик фазо.

3. С [а, Ь] тупламни курайлик. р акслантириш ^уйидагича булсин;
р (х, у) =  шах | x(t) — y (*)| (V  * (0. г / ( 0 € С [а, Ь]),

бу р (х, у) юкоридаги 1° — 3°- шартларни ^аноатлантиради (^аралсин. 1-^исм, 5- 
боб, 11-§). Демак, к,аралаётган р — масофа, (С [а, 6], р) эса метрик фазо.

4. с — барча якинлашувчи кетма- кетликлар (сонлар кетма- кетликлари) туплами 
булсин. р акслантириш ушбу
р (х, у) =  sup \хп — уп \,х= (*!, х2............ хп, . . .) 6 с, у =  (yv уг...............уп, • • •) 6 с

п
187



куринишда берилсин. 1-^исм, З-боб, 4-§ да исботланганга кура бу р (х, у) учун 
1 °  — 3°- шартлар бажарилади. Демак, р — масофа, (с, р) — метрик фазо.

5. т  — барча чегараланган кетма- кетликлар (сонлар кетма- кетликлари) туплами 
булсин. р акслантириш 4- мисолдагидек цуйидагича берилсин:

р (*, у) =  sup | хп — уп | (* =  (*!, х2, . . . .  хп , . . . ) € " ! .
Л

У =  (У1> Уг............Уп> ■ • •) 6 т).
Бу акслантириш учун 1° — 3°- шартларнинг бажарилишини курсатиш цийин эмас. 
Аввало р (дг, у) >  0 булиши равшандир. Агар р (х, г/) =  sup \хп — уп | =  0 булса,

Л
ундан учун хп — уп , яъни х =  у булиши келиб чикади. Аксинча, агар
х = у, яъни V п 6 N учун хп =  уп булса, ундан р (х, y) = sup \хп — уп \ =  О экани

Л
келиб чицади.

Иккинчидан р (х,у) =  р (у, х), чунки р (х, у) =  sup | хп — уп | =  sup \ уп — х п\=
п п

=  р {у, х). Энди х =  (*!, х2, . . ., хп, . . .)€ т ,  у = (г /1 , г/2, 6 т  ва г =
=  (г1 - гг> • • • > гл • ■ ■) 6 т  булсин. Абсолют киймат хоссасига кура

I хп ~  гп К I  хп ~  Уп I +  I Уп ~  гп I (л  € Л')

булади. Бундан эса
I -  zn К  SUP 1хп -  Уп I +  SUP I Уп —  гп I л п

эканлиги келиб чикади. Ани^ ю^ори чегара хоссасига кура

sup I Х п  — гп  К  sup \хп -  У п I +  sup I уп -  \ 
п п п

булади. Бундан,
Р (х, Z )<  р (х, у) +  р (у, г).

Демак, р — масофа, (/и, р) — метрик фазо.
(£, р) метрик фазо берилган. туплам £  нинг кием туплами, яъни Е 1 cz Е  

булсин. У зфлда хам Е  да киритилган метрика буйича метрик фазо булади: 
(Е\, р). Бу метрик фазо таърифицан келиб чикади. Мисол келтирамиз. Равшанки, 
барча рационал сонлар туплами Q барча з а̂циций сонлар туплами R нинг кием туп­
лами: QczR. (R, р) метрик фазо эди. (Q, р) хам R  да киритилган метрика буйича 
метрик фазо булади.

У^увчининг эътиборини яна битта фактга жалб этамиз. Агар F туплам берилган 
булиб, p :F  X F-*-R^_ акслантиришлар турлича киритилиб, уларнинг з̂ ар бири 1°—3°- 
шартларни бажарса, натижада турли метрик фазолар хосил булади. Мисол ^арайлик. 
Биз ю^орида С [а, b] туплам берилганда ушбу

р (х, у) =  max I х (() — у (t) ! (х (/), у (/) 6 С [а, Ь]) 
a<t*cb

акслантиришни аницлаб, унинг 1° — 3°-шартларни бажаришини курсатдик ва нати- 
жада (С [а. Ь], р) метрик фазога эга булдик.

Энди худди шу С [а, Ь\ туплам берилганда р1 акслантиришни куйидагича аник- 
лаймиз:

Pi (х, у) = у  J  [х (О —У (01* dt■ (15.2)
а

Бу Рх (х, у) нинг 1° — 3°- шартларни бажаришини курсатамиз.
(15.2) муносабатдан ,\ар доим рх (х, </)3* О экани куринади. Агар у  t 6 [а, Ь\ да 

* (0 =  У (0 булса, ундан

ъ
J [X (о -  у (012 dt =  О
а

булиши келиб чикади. Аксинча, агар 
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булса, ундан V t £ [а, Ь] учун х (t) ~ у (t) булиши келиб чикади. Шуни исботлай- 
миз.

Тескариснни фараз цилайлик. Бирор tn (to 6 (а, Ь)) ну^тада х (to)¥=y(to), 
яъни, масалан, х (t0) — у (t0) >  0 булсин. У ^олда узлуксиз функциянинг локал хос- 
сасига кура (каралсин, 1-^исм, 5 -боб, 7-§) (0 нуктанинг етарлича кичик U6 (t0) 
атрофи (U6 (t0) с  [а, 6]) топиладики, У t £U 6 (t0) учун х (t) — у (1)> 0 булади. 
У ,^олда ь

J [х (,t )- y  (/)]* dt>  О
а

булиб, бу рх (х, у) — 0 деб олинишига зид булиб колади. Демак, V t £ [а; Ь\ учун 
х (0  =  у U) булади.

Иккинчидан, pL (*, у) =  (у, х) булади, чунки

[  Ь Г  ь
Pi (*. у ) = у  f [х (0 -  у (012 dt =  1 /  (' [у (t) -  х (<)]* dt =  рх (у, х).

'  а ' а

Коши — Буняковский тенгсизлиги
ь ь ь

[J f (0  8 (О f2 (О dt I  g* (0 dt
a J a a

дан (царалсин, 1-^исм. 9 -боб, 7-§) фойдаланиб куйидагини топамиз: 
b b b ъ
f \f (0 + S (ОI2 dt = [ /2 (/) d/ + 2 j  / (0 g (t) dt + J g* (/)

/"  b b b 
/2 ( 0 Л  +  2 ] /  j ' /2 (0 dt J  g2 (t) <# +  J  g4t)dt =

Демак,

=  (  j /  J / 2 (0 dt +  j / J g* (/) dt 

У \ [ / (0 +  g (OP dt ^  j / /  f  (/) dt +  у  J  (0 dt
’ n ' n ' n

булади. Бу тенгсизликда
f(t) = x (t) -  z (/), g  (/) =  г (0  -  г/ (0 (г (0 € С [а; 6]) 

дс-б олинса, у ^олда

у  J  [ *  ( о - у  (012 .Г I *  ( о - г  (01*at +
'  п '  а

+  У  J [г ( t )- y  (/)]■ dt, 
• fl

Pi (*. у) < Р1 , (дг, г) +  рх (г. у)
булиши келиб читали.



Демак, рх акслантириш масофа. (С [а, Ь]. pj) эса метрик фазо булади. Шундай 
килиб С [а; Ь\ туплам берилганда куйидаги

р (х, у) =  шах \х (t) — y (t) I a<.t<b
ва

Pi (*. у) =  1 /  J [х (0  — у (t)\2 dt
’ а

акслантиришларнинг ^ар бири масофа эканлигини курсатиб, натижада иккита турлн 
(С [а, 6], р) ва (С [а, Ь], рх) метрик фазоларга эга булдик.

Энди метрик фазодаги баъзи бир тупламларни таърифлаймиз. (Е, р) метрик фазо 
берилган булсин. Бу фазода бирор а (а£Е) элемент олайлик.

15.2-т а ъ р и ф .  Ушбу
{* 6 Е  : р {х, а) <  } ({* е Е  : р (х, а) <  г}) (г >  0)

туплам (£ , р) метрик фазодаги очиц шар (шар) деб аталади. а нуцта шар маркази, 
г >  0 эса шар радиуси дейилади.

15.3-т а ъ р и ф .  Маркази а ну^тада, радиуси е ( е > 0 )  булган очи^ шар

Uг (“) =   ̂Е  '■ Р (*• “) <  е )
а нуцтанинг атрофи (е- атрофи) дейилади.

Хусусан, (R, р) метрик фазода а (а g R) нуь;танинг атрофи (каралсин, 1- кием, 
З-боб, 2- §)

Ue (а) = {х £ R : р (лг, а) =  | х — а | <  е} =  (а — 8, а +  е)

интервални, (Rm. р) фазода а (а =  (а1, а2, . . . ат ) 6 Rm) нуктанинг атрофи

Ue (a) = {x eR m: р (х, а) =  у' (хх — +  (х, — a2f  +  . . . +  (хт  — ат р <  е}

эса 12-боб, 1-§ да киритилган сферик атрофии билдиради.
G — (Е , р) метрик фазодаги бирор туплам булсин. Бу тупламда бирор х„ ну^- 

тани олайлик. Агар х0 (x0(:G) нуктанинг шундай U £ (х0) (г >  0) атрофи мавжуд 
булсаки,

i 'e (*о) с: G
булса, у хрлда х0 ну^та G тупламнинг ички нуьупаси дейилади.

15 . 4 - т аъриф.  G тупламнинг >;ар бир нуктаси унинг ички нуктаси булса, бун­
дай туплам очи% туплам деб аталади.

Масалан, (£. р) метрик фазодаги >;ар кандай очи^ шар
А — {д: 6 Е  : р (дс, а)< г} (а£Е, г >  0)

очиц туплам булади (солиштиринг: 12-боб, 1-§).
F  — (£. р) метрик фазодаги бирор туплам булсин; F  с: £ ,  х0 эса Е  га тегишли 

бирор ну^та: х0 6 Е. Агар х0 (х0 6 Е) нуктанинг исталган Ue (х0) атрофида F  туп­
ламнинг х0 дан фар^ли камида бигта нуктаси топилса, х0 ну^та F  тупламнинг ли­
мит нуктаси деб аталади. Бунда х0 лимит ну^та F  тупламга тегишли булиши хам, 
тегишли булмаслиги з̂ ам мумкин.

F  тупламнинг барча лимит ну^таларидан ташкил топган туплам F  тупламнинг 
%осилавий туплами дейилади ва F  каби белгиланади.

Ушбу F  U F ' туплам F тупламнинг ёпилмаси деб аталади ва у F  каби белги­
ланади: F  =  F  U F ' .

15.5-т а ъ р и ф .  Агар F (F с  Е) тупламнинг барча лимит нуцталари шу тупламга 
тегишли булса, яъни F ' с  F  булса, F ёпиц туплам деб аталади.

Равшанки, F  ёпиц туплам булса, F {J F ' = F = F  булади.
Масалан, (Е, р) метрик фазодаги шар

В  =  [х 6 Е : р (х, а ) <  г) (а б £ , г >  0)
ёпи^ туплам булади.
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М  — (£ , р) метрик фазодаги бирор туплам булсин.
1 5 . 6 - т а ъ р и ф.  Агар (£, р) метрик фазода шундай шар

В — {х 6 £  ; р (х, а)^.г} (а£Е, г>  0)
топилсаки, ЛЛ cz В  булса, у >;олда М чегараланган тдплам деб аталади. Акс з^олда, 
яъни хар кандай В  шар олинганда хам, шундай х£М  мавжуд булсаки, х£ В  булса, 
М тупламни чегараланмаган туплам дейилади.

Масалан, (Rm, р) метрик фазода шар, параллелепипед, симплекслар (^аралсин,
12-боб, 1-§) чегараланган тупламлар булади.

Шу метрик фазода ушбу
М  >  {х =  (хи х2, . . .  , хт ) £ Rm : xt >  0, х2 >  0 ............ хт  >  0}

туплам чегараланмаган туплам булади.

2 - §. М е т р и к  ф азо д а  ке тм а -кетл и к  ва унинг лимити

Бирор (£, р) метрик фазо берилган булсин. f \ар  бир натурал п (п£ М) сонга. 
Е  нинг бирор муайян хп (хп £ Е) нуцтасини мос ^уювчи акслантириш булсин:

/  : N Е  ёки п-+ хп (n£N, хп£Е).
Бу f : К  -*■ Е  акслантиришнинг тасвирлари (образлари) дан тузилган

xlt хъ . . . , хп, . . .  (хп£Е, п — 1, 2, . . .) (15.3)
туплам (£, р) метрик фазода кетма-кетлик деб аталади ва у {хп} каби белгиланади.

(15.3) кетма- кетликнинг бирор номерли xni з а̂дини, сунгра номери дан 
катта булган п2 номерли хп! ^адини ва хоказо, шу .усул билан (15.3) кетма-кетлик­
нинг ^адларини олиб, улардан ушбу

хп,’ *„2> ■ ■ ■■ xnk' • • («1 < л 2 <  - • • < « * < • •  • (15.4)

кетма- кетликни хосил *;иламиз.
Одатда (15.4) кетма-кетлик (15.3) кетма-кетликнинг цисмий кетма-кетлиги деб 

аталади ва каби белгиланади.
Энди (£ , р) метрик фазода

хъ х2........... хп, . . . (хп £ £ ,  п = 1, 2, . . .) (15.3)
кетма- кетликнинг лимити тушунчасини киритамиз.

(Е, р) метрик фазода (15.3) кетма-кетлик берилган булсин, а нукта Е  га те- 
гишли ну^та булсин: а £ Е.

15.7-т а ъ  риф.  Агар у в >  0 сон олинганда з̂ ам, шундай n0£N  топилсаки. 
барча п > п 0 учун р (хп, а )< е  тенгсизлик бажарилса, яъни lim р (х„, а) =  0 бул-

ft-* 00
са, а ну^та {хп} кетма- кетликнинг лимити деб аталади ва lim хп = а ёки а-

П—>СО
каби белгиланади.

Юкорида келтирилган таърифга эквивалент булган куйидаги таърифни з̂ ам бе- 
риш мумкин.

15 . 8 - т аъриф.  Агар а ну^танинг ихтиёрий UB (а) (У  е > 0 )  атрофи олинганда 
^ам, (15.3) кетма-кетликнинг бирор з а̂дидан бошлаб, кейинги барча >;адлари шу ат- 
рофга тегишли булса, а нуцта (15.3) кетма-кетликнинг лимити деб аталади.

Агар (15.3) кетма-кетлик лимитга эга булса, у яч^нлашувчи кетма-кетлчк 
дейилади. Одатда бундай я^инлашиш масофа бдйича яцинлашиш деб аталади.

М и с о л л а р .  1. (£, р) метрик фазо берилган булсин. Y х0£Е  ну^тани олиб, 
ушбу

х0, %0> • • •» ^0» • • •
кетма-кетликни з̂ осил ^иламиз. Равшанки, бу якинлашувчи кетма-кетлик булади.
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2. (£ , р) метрик фазо берилган булиб, бу фазо ^еч булмрганда иккита турли 
нуцталарга эга булсин. Бу нукталарни х0 ва билан белгилаб (дг0 ф хъ х0£Е 
*\ 6 Е).

Х„, Xi, Х„. .............Х0, JCj. . . .

кетма-кетликни тузамиз. Бу кетма-кетлик якинлашувчи эмас.
3. (Q, р) метрик фазода куйидаги

1 , 1 , 1 ,

кетма-кетликларни ^арайлик. Бу кетма- кетликларнинг биринчиси | —|  нинг лимита

О га тенг (0 6 Q). Демак, (Q, р) метрик фазодаги / — ]  кетма- кетлик якинлашувчи
*■п)булади.

Иккинчи кетма-кетлик j ( l + — j j  нинг лимити е га тенг:

( l + l )  =  е

(царалсин, 1-цисм, З-боб, 8-§). Бироь; e£Q. Демак, (Q, р) метрик фазода {(1 ~'г • \ П1-f- —  > кетма- кетлик якинлашувчи эмас.

lim
П-Ю О

Энди, хусусий ^олларда, (Е, р) метрик фазо сифатида (R, р), (Rm, р) ва 
(С [а, Ь], р) фазоларни олиб, бу фазоларда кетма-кетликнинг масофа буйича якин- 
лашувчилиги тушунчасини изохлаб утамиз.

(.R , р) метрик фазодаги {хп}:

xv х2, . . хп, . . . (xn £R, п=  I, 2, . . .)

кетма-кетлик ха^икий сонлар кетма- кетлиги булиб, уиинг масофа буйича якинлл- 
шиши, 1-кисм, 3 -бобда урганилган сонлар кетма-кетлигининг яцинлашишидан ибо­
рат.

(Rm, р) метрик фазодаги {х<г|)):

*( |) , х<2>______ х(п), . . . (х(п)е я т , /1 =  1 ,2 _____)

кетма-кетлик Rm тупламнинг =  (х^К х("\  . . ., х^) (п =  1, 2........... ) нуцтала-
ридан иборат кетма- кетлик булиб, унинг масофа буйича я^инлашиши координаталар 
буйича яцинлашишни билдиради (каралсин 12-боб, 2- §).

(С [а, Ь], р) метрик фазодаги fi (*)• /2 (*)> - • • • fn М . • • • . fn (*) 6 С [a,b]; 
п — 1, 2, . . . кетма-кетлик функционал кетма-кетлик булиб, унинг масофа буйича 
я^инлашиши 14-бобда батафсил урганилган текис якинлашишни ифодалайди.

Энди метрик фазода якинлашувчи кетма- кетликларнинг хоссаларини келтира-
миз.

1°. Агар (Е , р) метрик фазода {*„} кетма-кетлик якинлашувчи булса, бу кет- 
ма- кетликнинг лимити битта булади.

И с б о т .  {хп} (хп 6£ ’, л = 1 , 2 .  . . .) кетма-кетлик якинлашувчи булиб,' унинг 
лимити иккита: а ва Ь (а£Е, Ь£Е) булсин:

lim р (хп< а) =  О, lim р (х„ , Ь) =  О,
П—>(Х> Л~>сО

яъни V 8 > 0  сон олинганда хам шундай п0 6 N топиладики, V п >  п0 да р (хп, а)< 
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fc> /
. щунингдек шу е > 0  учун шундай п0 £ N топиладики, V п >  п0 да

е _  _
р (х„, Ь) < — булади. Агар п0 =  шах (п,п0) дейилса, унда у  п > п 0 дабир вацтда

8 6
р (дгл, а ) <  — , р (х„, Ь )< — булади. Масофа таърифидаги 3 - шартдан, яъни уч-

бурчак тенгсизлигидан фойдаланиб топамиз:
р (а, Ь) s g p  (а, дг„) +  р (хп, Ь).

Демак, V е > 0  ва V п> п0 учун р (а, 6 ) < е  булиб, ундан р (a, ft) =  0 булиши 
келиб читали. Масофа таърифидаги 1°-шартга кура а ft булади.

2°. Агар (£, р) метрик фазода {хп\ кетма- кетлик якинлашувчи булиб,
lim * л =  а (а 6 £ ) 
гг—

булса, у холда бу кетма-кетликнинг .̂ ар ^андай кисмий кетма-кетлиги {xn̂  j (п1<
<  я4<  . . . < « * < .  . .) >;ам якинлашувчи булади ва Нгп •* ■ а.

Л—*00
И с б  о т . {.*„) кетма-кетлик якинлашувчи булиб, унинг лимити а га тенг бул­

син; lim xn = ti. Бу {х„\ кетма-кетликнинг {xnftJ: хП[, хПп, . . . . . цисмий

кетма-кетлигини олайлик.
Модомики хп -*■ а экан, унда V е >  0 сон олинганда хам шундай ti0£N  топила­

дики, V п > п 0 учун р (хп, о ) < е  булади. к-*- оо да л*->- оо булишидан т  £ N то­
пиладики, пт > п0 булади. Демак, k>m=> пк > п0=> р (*п ,̂ а ) <  е. Бу эса

lim хп =  а эканлигини билдиради. 
k—>00

3- §. К ош и теор ем аси . Тупик м е тр и к  ф азо

Биз юкорида R даги (1-цисм, 3 -боб, 10-§), Rm даги (12-боб, 2- §), С [a, ft] 
даги (14-боб, 2-§) кетма-кетликларнинг якинлашувчи булишлари учун уларнинг 
фундаментал булишлари зарур ва етарли эканлигини (Коши теоремасини) куриб ут- 
дик. Математик анализнинг бу му.\им теоремаси и х т и ё р и й  метрик фазо учун хам 
уринли буладими деган савол тугилади. Аввало, (фундаментал кетма- кетлик тушун- 
часини киритайлик.

(Е, р) — ихтиёрий метрик фазо, {•*„].'

xlt х-2, , х„, . . . (xn £Е, n =  1, 2, . . .)
— ундаги бирор кетма-кетлик булсин.

1 5 . 9 - т а ъ р и ф .  Агар V е >  0 сон олинганда ^ам шундай n0£N  топилсаки, 
У п > л 0 ш  7 т  >  п0 лар учун р (хп, хт ) <  е булса, [хп] фундаментал кетма- 
кетлик дейилади.

R, Rm, С [а, 6] фазолардаги фундаментал ва фундаментал булмаган кетма- кет- 
ликларга мисолларни биз юцорида курган эдик. Яна битта мисол сифатида (Q, р) 
метрик фазодаги

(1+l) ’ (1+l ) ’ • (15-5)
кетма-кетликни келтирайлик. Q cz R булгани сабабли (15.5) ни R даги кетма-кетлик 
деб ^араш >̂ ам мумкин. R да бу кетма- кетлик яцинлашувчи, яъни

lim ( l + - ) " . =  е.
П-+оо \  п /
1 \П'|

— I |  кетма-кетлик фундаменталдир. Q да киритилган
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масофа R  даги р (дг, у) = \х — у\ масофанинг айнан узи булгани учун |(  1 ^
п j

кетма- кетлик (Q. р) да ^ам фундаменталдир.
Ихтиёрий (£ , р) метрик фазо берилган булсин. Ундаги барча якинлашувчи кет 

ма- кетликлар тупламини I. (£), барча фундаментал кетма- кетликлар тупламиш 
Ф (£) деб белгилайлик.

Юкорида биз келтирган Коши теоремаси R, Rm, С [а, Ь\ лар учун £ ( £ ) = Ф ( £  
эканини билдиради.

15.1-т е  о р е м а. Ихтиёрий (£,  р,  метрик фазо учун L (£) <= ф  (Е), яъни ха,' 
цандай якинлашувчи кетма- кетликлар фундаментал булади.

И с б о т .  Х,акикатан хам, {хп} (хп 6 Е. п =- 1,2,  . . .) якинлашувчи булиб,

lim хп =  а (а£Е)
Я ~♦’сО

булсин. Яъни V е >  0 сон олинганда >;ам, шундай n0£N  топиладики, у  п >  п0 
учун

р (*«- « ) < | -
тенгсизлик бажарилсни. Масофа таърифидаги 3"- шартдан фойдаланиб, у  п >  п0 ва
V т  >  п0 лар учун

£ £
Р (*Л. хт) <  Р (*«. а) +  р (а, хт ) <  — +  — =  в

булишини топамиз. Бу эса, {хп} нинг фундаментал кетма-кетлик эканини билдиради. 
Теорема исбот булди.

Аммо Ф (£) с: L (£) муносабат, яъни >;ар кандай фундаментал кетма-кетлик­
нинг якинлашувчи булиши ихтиёрий метрик фазо учун турри булавермайди. Бош- 
кача айтганда, шундай метрик фазо ва унда шундай фундаментал кетма- кетлик то­
пиладики, у якинлашувчи булмайди.

Мисол сифатида (Q, р) фазони ва ундаги (15.5) кетма- кетликни царашимиз мум­
кин. Бу кетма- кетлик, курсатганнмиздек, фундаментал булса- да, якинлашувчи эмас. 
Яна бир мисол келтирайлик.

(С [0; 1], р) метрик фазода куйидаги {хп}:
1, X, X2, . . ., хп, . . .  

кетма- кетликни олайлик. Бу фундаментал кетма- кетлик булади. Х,акнцатан ^ам, 

в >  0 сонга кура п0 = е2 деб олинса, унда у п >  п0, V т  >  п0 учун
I

(х", хт ) — J  (хп — хт )2 dx =  [  [х*п + х*т  — 2хп+т ] dx =
о о

1 1 1 1 1 1 2

f М =  lim хп — (  
п—* оо L >

2п +  1 2m + 1 п -f- т  +  1 2п 2т 2 п0 
ва демак,

р (хп, хт )<  е
булади.

Бироц бу {хп} кетма-кетлик (С [0, 1], р) метрик фазода якинлашувчи эмас 
(чунки

агар 0 ssj х <  1 булса,
_  v агар х =  1 булса

булиб, f (х)£ С [а, 6]).
Шундай цилиб, баъзи бир метрик фазоларда хар кандай фундаментал кетма-. 

кетлик якинлашувчи булар экан, баъзи бир метрик фазоларда >;ар ^андай фундамен­
тал кетма-кетлик ^ам якинлашувчи булавермас экан.

15.10- т а ъ р  иф. (£, р) метрик фазо берилган булсин. Агар бу фазода Ф (£ )'— 
cz L (£) булса, яъни з̂ ар ^андай {хп} фундаментал кетма- кетлик якинлашувчи бул­
са, (£ , р) ту  лиц метрик фазо деб аталади.
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М и с о л л а р .  Юкорида, 1-§ да келтирилган (/?, р), (Rm, р), (С [а, Ь], р), (т, р>, 
(с, р) метрик фазолар тулик метрик фазолар булади.

(R, р) фазонинг туликлиги 1-кисм, 3 -боб, 10- § да келтирилган теоремадан,
(Rm, р) фозонинг туликлиги 12-боб, 2 -§  да келтирилган теоремадан (С [а, Ь], р| 
метрик фазонинг туликлиги эса 14-боб, 2 -§  да келтирилган теоремадан келиб чи­
тали.

Энди (т , р) метрик фазонинг туликлигини курсатамиз. Бу метрик фазода 
\хп) {хп — . .  ., I*”*, . . . ) € " 0  кетма-кетлик фундаментал кетма-кетлик
булсин. Фундаменталлик таърифидан: У к >  0 сон олинганда хам, шундай п0£1V то­
пиладики, у п>  п0, V р > п 0 учун

р (хп, хр) <  е,
ЯЪНИ

Р (*„. Х р ) = sup | p(*n)-  ^ р) | <  6 

булади. Демак, у  k £ N хамда V n>  n0, V p >  n0 учун
u ' ^ - i  (? i < e

булади. Бундан {б(2)) =  {^<{>, s'l*............I*"*. • • •) сонлар кетма-кетлигининг фунда­
ментал кетма-кетлик экани келиб чикади. Унда Коши теоремасига мувофик (1-^исм,
З-боб, 10- §) бу кетма-кетлик якинлашувчи булади:

lim =  i k (V к £ N). (15.6)
ь Л—>оО

Энди x = ( s i ,  s2.......... £*> • • •) нинг т  тупламга тегншли булишини курсата­
миз.

Аввало, хп £ т  эканлигидан шундай Мп сон мавжудки, у  к 6 .V учун
I <  М п ( n = 1 . 2 ,  . . . )  

булади. Иккинчи томондан {хп} нинг фундаменталлигидан топамиз:
V е > 0  олинганда хам шундай n0£N топиладики, у  п >  п0 ва V Р> п 0 учун

V к 6 ;V да
IE(? - S (? l < e  (15.7}

булади. Юкоридаги тенгсизликлардан у  п >  я0 учун

^ 0+, - Е< ^ )< ^ 0+. + е  <15-7) 
муносабатларга эга буламиз. Бу тенгсизликлардан, п-*- оо да V к € -V учун 

^ 0+1- е < К ^ 0+1+ е
келиб чикади. Демак, л == (glf g2> ■ • •> S*> • • •) кетма-кетлик чегараланган экан, 
яъни х 6 т.

Юкоридаги (15.7) муносабатдан п > п 0 булганда sup 1 I  ^  е эканлигиk
келиб чикади. Бу эса s(xn, х)< е булишини ифодалайди. Демак, lim р (хп> х) =  О,

П--+ оо
яъни {jc„} кетма-кетлик якинлашувчи.

Шундай цилиб, (т, р) метрик фазодаги ихтиёрий [,vn} фундаментал кетма-кет­
ликнинг якинлашувчи булишини курсатдик. Демак, (т , р) — тули^ метрик фазо. 

Худди шунга ухшаш (с, р) метрик фазонинг туликлиги курсатилади.
Юцорида келтирилган мисоллар (Q, р) ва (С [0, 1], Pl) метрик фазоларнинг 

тулш  ̂ эмаслигини курсатади. 15.1-теорема ^амда тулиц метрик фазо таърифидан 
куйидаги теоремага келамиз.

15.2-т е о р е м а (К о ш и т е о р е м а с и ) .  (Е, р) тулиц метрик фазо булсин. 
Бу фазода Ф (Е) =  L  (Е ), яъни {хп} (хп£Е, п — 1, 2, . . .) кетма-кетликнинг 
якинлашувчи булиши учун унинг фундаментал булиши зарур ва етарли.

Тулш^ метрик фазоларда R даги ичма-ич жойлашган сегментлар принципи (1- 
кисм, З-боб, 8-§), Rm даги ичма-ич жойлашган шарлар принципи (12-боб, 2-§) каби 
принцип уринли булади.
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(£ , р) метрик фазо берилган булсин. Марказлари хп (xtl £ £ ,  п — 1,2, . . .) нуц- 
таларда. радиуслари rn (гп £R_̂ _, л = 1,2, . . .) булган ушбу

51 =  Sj (ху. гг)=  {х£Е: р (дс, д ^ Х / ч } ,
52 = St (дг2, r2) =  (*££: р (л-, х2) <  г2},

СХП, Г,1 ) =  i* € £: P (А ', х „  ) < / • „ } ,

шарлар кетма-кетлиги {S„ ) берилган булсин. Агар бу кетма-кетлик учун к,уйидаги
Si —> Зг-3 . . .  —1 Sn ^  . . . 

муносабат уринли булса, у ^олда (Sn ) — ичма-ич жойлашган шарлар кетма-кетли­
ги деб аталади.

15.3-т е о р е м а. (£, р) — тймщ метрик фазо булсин. Бу фазода (S^ } ичма- 
ич жойлашган. шарлар кетма-кетлиги бдлсин. Агар п — оо да шар радиусларидан 
иборат {гп } кетма- кетликнинг лимити ноль булса, яъни

l im гп = 0 ,
П~* 00

у холда барча шарларга тегишли булган х0 (х0£Е) нукта мавжуд ва ягонадир.
Бу теоремнинг исботи 12- боб. 2- § да келтирилган Rm даги ичма- ич жойлашган 

шарлар ^а!\идаги теореманинг исботига ухшашдир.

4 - §. Больцано —  Вейерш трасс тео р ем аси . К о м п акт  м етр и к ф азо л ар
Биз юкорида R даги (1 -цисм, З-боб,  9-§),  R m даги (12-боб, 2-§) >;ар цандай 

чегараланган кетма- кетликдан якинлашувчи цисмий кетма- кетлик ажратиш мумкин- 
лигини (Больцано—Вейерштрасс теоремасини) куриб утдик. Математик анализнинг бу 
му^им теоремаси и х т и ё р и й  метрик фазо учун ^ам уринли буладими деган савол 
тугилади.

Аввало. ушбу бобнинг 1-§ ида ихтиёрий метрик фазода берилган тупламнинг 
чегараланганлиги тушунчаси билан танишганимизни эслатиб утамиз.

Биз, шунингдек, ихтиёрий якинлашувчи кетма- кетлик чегараланган туплам таш- 
кил ^илишини >;ам курган эдик. Юкорида айтилганига кура, (/?, р), R р) метрик 
фазоларда з̂ ар кандай чегараланган кетма-кетликдан якинлашувчи цисмий кетма-кет­
лик ажратиш мумкин, яъни бу метрик фазоларда Больцано — Вейерштрасс теоремаси 
уринли булади.

Бироц бу хол >;амма метрик фазоларда .ум уринли булавермайди. Масалан, 
( т ,  р) метрик фазони олайлик. Бу фазода ушбу

(1, 0, 0, 0, . . .  ), (0, 1, 0, 0, . . . ), (0, 0, 1, 0, . . . ) , . .  . (15.8) 
кетма- кетликни карайлик. Бу кетма- кетликнинг барча хадлари куйидаги 

{xtm-.s (х, 0 ) <  1} (0 =  (0, 0, 0, . . . ))' 
шарда жойлашгандир. Демак, (15.8) кетма- кетлик чегараланган. Айни пайтда бу
(15.8) кетма-кетликдан яцинлашувчи цисмиц кетма-кетлик ажратиб булмайди. Чунки
(15.8) кетма-кетликнинг ихтиёрий икки х/г ва хп (!гфп) элементлири орасидаги масо­
фа ĵ ap доим

Р(хк, хп ) =  1 № п)
булади.

Демак, баъзи бир метрик фазоларда, ундаги ихтиёрий чегараланган кетма-кет­
ликдан якинлашувчи цисмий кетма-кетлик ажратиш мумкин (масалан, (R , р), Rm, р) 
фазолар), баъзи бир метрик фазоларда эса, ундаги >;ар цандай чегараланган кетма- 
кетликдан ^ам якинлашувчи ^исмий кетма- кетлик ажратиб булавермас экан (маса­
лан, (т , р) метрик фазо).

15.11-т а ъ р и ф. (Е , р) — ихтиёрий метрик фазо. Агар бу фазодаги >;ар кандай 
чегараланган {хп } (хп £Е, п=  1, 2, . . .  ) кетма-кетликдан якинлашувчи {xnk)
{xn̂ E . k =  1, 2, . . . ; п1 <  п-2 <  . . ,  ■< nk <  . . .) цисмий кетма-кетлик ажратиш
мумкин булса, (£ , р) компакт метрик фазо деб аталади. Акс .%олда, яъни (£ , р) 
да шундай чегараланган кетма- кетлик топилсаки, ундан якинлашувчи кисмий кетма- 
кетлик ажритиб олиш мумкин булмаса, (£ . р) компакт булмаган фазо дейилади.

Шундай цилиб, юцоридаги R, R m фазолар компакт фазолардир. (т, р) фазо 
компакт булмаган фазодир.
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16- БО Б

Х О С М А С  И Н ТЕГРА ЛЛАР

Биз 1- кисмнинг 9 - бобида [а, Ь] ораликда берилган /  (х) функция­
нинг Риман интеграли тушунчасини киритдик ва батафсил ургандик. 
Интегралнинг баёнида ораликнинг чеклилиги ва функциянинг чегара- 
ланганлиги бевосита иштирок этди. Биз курдикки, ушбу таъриф маъ- 
носида интегралланувчи функциялар синфи анча кенг экан.

Хуш, [ а ,+  оо) (ёки (— оо, а], ёки (— оо, +оо) )  ораликда берилган 
f(x) функциянинг интеграли ёки [о, Ь] да берилган, аммо чегаралан­
маган f(x) функциянинг интеграли тушунчаларини ^ам киритиб булар- 
микан? Яъни аввалги интеграл тушунчасини маълум маъноларда умум- 
лаштириш имконияти бормикан деган савол тугилади. Албатта, умум- 
лаштириш шундай булиши керакки, натижада Риман интегралининг 
асосий хоссалари уз кучини саклаб цолсин.

Биз ушбу бобда ана шундай умумлашган (ёки хосмас) интеграл- 
ларини киритамиз ва урганамиз.

1- §. Ч егаралари чексиз хосм ас интеграллар

1. Ч е г а р а л а р и  ч е к с и з  х о с м а с  и н т е г р а л  т у ш у н ч а е и .  
Бирор f(x) функция |а ,+  оо) ораликда берилган булиб, бу оралик- 
нинг исталган [a, i ] ( а < 7 < + о о )  кисмида интегралланувчи (каралсин,
1-^исм, 9-боб), яъни ихтиёрий t ( /> а )  учун ушбу

t
\f{x)dx
а

интеграл мавжуд булсин. Бу интеграл, каралаётган функция х,амда 
олинган t га боглик булиб, тайин /  (х) учун у фа кат t узгарувчининг 
функцияси булади:

§f(x)dx=*F(t). (16.!)
V

Натижада (16.1) муносабат билан аникланган F  (t) ( / € ( я , +  °°)) функ­
цияга эга буламиз.

16.1-т а ъ р и ф .  Агар t +  °° да F (i)  функциянинг лимити мавжуд 
булса, бу лимит f(x) функциянинг [ а ,+  °°) ораликдаги хосмас интег­
рали деб аталади ва у

+  СО

j  /  (*) dx
а

каби белгиланади. Демак,
-{-СО t

f f(x)dx  =  l i m F ^ )  =  lim ff(x)dx, (16.2)
a '-»+°° <-»+“ > a

16.2-т а ъ р и ф .  Агар tf-»- +  oo да F  (t) функциянинг лимити мав­
ж уд  булиб, у чекли булса, (16.2) хосмас интеграл якинлашувчи дейи-
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лади, f(x) эса чексиз [а, +<х>) ораликда интегралланувчи функция 
деб аталади.

Агар +  °° да F  (t) функциянинг лимити чексиз булса, (16.2) 
интеграл узоцлашувчи деб аталади.

Функциянинг (— оо, а] ва (— оо, +  оо) ораликлар буйича хосмас 
интеграллари хам юкорида ги каби таърифланади.

f(x) функция (— оо, а] ораликда берилган булиб, бу оралик;нинг 
исталган [т, а] (— о о < т < а )  цисмида интегралланувчи, яъни

а

\f{x )dx= Ф (т)
X

интеграл мавжуд булсин.
16.3-т а ъ р и ф .  т - >  — оо да Ф (т) функциянинг лимити lim Ф (т )

Т—►— оо

мавжуд булса, бу лимит f  (л) функциянинг (— оо, а] ораликдаги хос­
мас интеграли деб аталади ва у

а

J f{x)dx

каби белгиланади. Демак,
а а

§f(x) dx — Н т Ф (т ) =  lim jf(x)dx  (16.3)
-CO T->—JO Т-*—

1 6 . 4 - т а ъ р и ф .  Агар т —>-— оо да Ф (т) функциянинг лимити мав­
жуд булиб, у чекли булса, (16.3) интеграл якинлашувчи дейилади, 
f(x) эса чексиз ( — оо, а] ораликда интегралланувчи функция деб 
аталади.

Агар т-*— оо да Ф (т) функциянинг лимити чексиз булса, (16.3) 
интеграл узоцлашувчи деб аталади.

f(x) функция (— оо, -j- оо) ораликда берилган булиб, бу оралик;нинг 
исталган [т, /] (— оо <  т <  t <  +  оо) кисмида интегралланувчи, яъни

t
<\f{x)dx =  у\> (т, t)

X
интеграл мавжуд булсин.

1 6 . 5 - т а ъ р и ф .  т - > — оо, ^->-+оо да т|з(т, t) функциянинг лимити
limij)(T, t)

X—j-—ОО 
t—►-j-'»

мавжуд булса, бу лимит f(x) функциянинг чексиз (— оо, + о о )  ора- 
ливдаги хосмас интеграли деб аталади ва у

-{-оо

j  f{x)dx
— JO

каби белгиланади. Демак,
4-00 /
j  f(x)dx — П т \|)(т , t) =  lim j f(x)dx  (16.1)

_30 X —►—oo i—►—OO ^
t-r*-\-oo t-
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1 6 . 6 - т а ъ р и ф .  Агар т-»-----оо, / - у  +  оо да г|э(т, £) функциянинг
лимити мавжуд булиб, у чекли булса, (16.4) интеграл якинлашувчи 
дейилади, f(x ) эса чексиз (— оо, +  °°) ораликда интегралланувчи 
функция деб аталади.

Агар т->— оо, /->  +  оо да \|j(t, t) функциянинг лимити чексиз 
булса, (16.4) интеграл узоцлашувчи деб аталади.

Аник; интеграл хоссасига кура Y а 6 R  учун
t a t

17 (х) dx =  [ /  (х) dx +  j /  М  dx
x x a

—j— CO /»
булишини эътиборга олсак, у хрлда j f(x)dx  нинг мавжуд булиши

— оо
а  -f-oo

|  f(x)dx  ва f f(x)dx иитегралларнинг хар бирининг алохида-алохида
—оо а
мавжуд булишидан келиб чикади. Бинобарин, уни куйидагича хам 
ани^лаш мумкин булади:

4~оо о. -|-оо
j  f(x)dx — j" f(x )dx+  j f(x)dx  ( Y a £ R )

— CO *“ 00 Cl

1 6 . 1 - э с л а т м а .  Юкррида [a, +  oo) ((— oo, a]i (— oo, - f  оо)) да 
берилган f(x) функциянинг хосмас интеграли тушунчаси F  (I) (Ф(т), 
■ф(т, t) нинг t->Jr  00, (т-> — оо, / —>- - f  оо) да лимити мавжуд булган 
хрллар учун киритилди ва унинг якинлашувчи ёки узо^лашувчилиги 
чаърифланди. Маълумки, F  (t) (Ф(т), -ф(т, /)) нинг /-»- +  °° — 00 *

оо) даги лимити мавжуд булмаган хрл хам булиши мумкин. Бу 
хрлда биз шартли равишда f(x) нинг хосмас интеграли

-fsp / а
j  f(x)dx  ( j  f(x)dx, j  f(x)dx
a  \ — oo — oo

узо^лашувчи деб кабул киламиз
Шундай килиб, хосмас интеграл тушунчаси аввал урганилган Ри­

ман интеграли тушунчасидан яна бир марта лимитг?, утиш амаали орка- 
ли юзага келар экан. Кулайлик учун куйида биз купинча «хосмас ин­
теграл» дейиш урнига «интеграл» деб кетаверамиз.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
+*>

I e ~ Sd xО
интегрални карайлик. Таърифига кура

+.«а ^
f  e~xdx =  lim I е~х^х 
o’ ' - + “ 6’

б\/ЛИб,
t

F (t) =  J  e~x,ix =  -  e ~ l +  1
0
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t
lim f e=*dx =  1

t —►-I-OOQ

булади. Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи ва
4-оо

J e~xdx =  1.
о

2. Куйидаги
о ,

Г
J  Т + 7 *

— оо

интегрални царанлик. Хосмас интеграл таърифига кура

г dx dx ч я
—  =  lim ----- = lim (— arctg т) =  —

__дд 1 -*2 Т- *-—00̂  1 ~f~ X2 X—►—оо 2
булади. Демак, интеграл якинлашувчи

булганлигидан эса

ва
ор dx п

__оо 1 +  ^2 =  Т ’
3. Ушбу

+ 0 0

/ =  J  (а >  0, а  >  0)
а

(16.5)
а

интегрални як;инлашуачиликка тскширинг. Равшанки, [а, / ] ( а > 0 )  ораликда / ( х) =
1 Г* dX

= -----  функция узлуксиз були б, 1------ мавжуд булади. Куйидаги ^олларни ца-
ха J  хаа

райлик:
а) а  >  1 булсин. Бу ^олда 

tt
lim f _ * L = H m  _ L _  (<■-■-a»~a) =  . 1 . a1" 06 

xa ^ Ч -00 1 — a  a  — 1
a

булади. Демак, a  >  1 булганда берилган интеграл якинлашувчи булиб,

+ 00 Hr 1 Г -££- = --- —-  “
а Ха 1

булади.
б) a <  1 ва а  =  1 булганда эса, мос равишда

lim = lim __ !___(<1-“  — а 1-“ ) =  +  ° ° .
х <* i-+—° °  1 —  а

а
t

lim Г  — lim (In/ —  ln a )=  +  oo
^-►-j-ooj X  t—► -f-oo 

a
булади. Демак, a  ^  1 булганда берилган интеграл узо^лашузчи булади.
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Шундай килиб
+<ю

Г J l .  (а >  0, а  >  О)

хосмас интеграл а  >  1 булганда якинлашувчи, О <  а  ^  1 булганда эса узо^лашув- 
чи булади.

4. Ушбу
+оо
J cos xdx
о

хосмас интеграл, юкоридаги келишувимизга кура узоцлашувчидир, чунки да

t
F (/) =  J cos xdx =  sin t

o
функция лимитга эга эмас.

+00 (
Юкорида )’ f(x)dx хосмас интеграл F  (t) =  ( f(x)dx интегралнинг

а а
/-► +<» даги лимити сифатида таърифланди. Сунгра бу хосмас интег­
рал мавжуд (мавжуд эмас) дейилиши урнига хосмас интеграл як,инла- 
шувчи (узоклашувчи) дейилди. Бундай дейилишининг боиси, бир то­
мондан, хосмас интегралнинг лимитга утиш амали билан таърифланиши 
булса, иккинчи томондан унинг, каторлар билан ухшашлигидир. Маъ-

ОО П

лумки, V  катор F(n) = У, ak кисмий йигиндининг п-у- +  оо даги 
k=\ k=l 

лимити сифатида таърифланиб, бу

2  ak =  lim  F (n )  =  lim 2  ak
k = \  ft—v+ oo я- »+ о о  k — \

лимит чекли булганда катор якинлашувчи, чексиз булганда ёки мав­
ж уд булмаганда эса ^атор узо^лашувчи деб аталар эди.

Биз куйида хосмас иитегралларнинг турли хоссаларини урганар 
эканмиз, уларни, асосан, f (х) функциянинг [а, + о о ] оралик, буйича

+ оо а
олинган [ f{x)dx интеграли учун келтирамиз. Бу хоссаларни J f{x)dx

а —оо
+*>

ёки С f{x)dx каби хосмас интеграллар учун ^ам тегишлича баён этиш
—  оо

мумкин. Бу ишни китобхоннинг узига хавола киламиз.
2. Я к и н л а ш у в ч и  х о с м а с  и и т е г р а л л а р н и н г  х о с с а л а ­

ри.  Риман интегралини умумлаштиришдан х.осил к,илинган як,инлашув- 
чи хосмас интеграллар хам шу Риман интеграли хоссалари сингари 
хоссаларга эга.

f(x) функция [а, + о о ) ораликда берилган булсин.
+ 0 0

Г . Агар f(x) функциянинг [а, + о о ) орали^ буйича J' f{x)dx ин-
а
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теграли якинлашувчи булса, бу функциянинг [Ь, +  оо ) (а <  Ь) орали^
"foo

буйича j  f(x)dx интеграли хам якинлашувчи булади ва аксинча. 
ь

Бунда
+  оо Ь -f оо

j /  (х) dx =  j /  (х) dx +  f /  (х) dx (16.6)
а а Ь

булади.
И с б о т .  Аниц интеграл хоссасига кура

J f(x)dx — J / ( x ) dx +  J f(x)dx ( a < ^ < o o )  (16.7)
a a b

булади.
+  oo

j  f(x)dx интеграл якинлашувчи, яъни
a

+00 t
j  /  (x) dx =  lim  J /  (x) dx
a t-+ -j- 00 a

лимит мавжуд ва чекли булсин. Юкоридаги (16.7) муносабатни ушбу 
t t ь

|  f(x)dx = j ' f(x) d x ~   ̂f(x)dx
b a a

куринишда ёзиб, / -»- +  oo да лимитга утиб куйидагини топамиз:
t t b + 0 0  b

lim Г f (x) dx =  lim f  f (x) dx — f  /  (x) dx =  Г f{x)dx — f  /  (x) dx. 
f c » + o o , J  *->+ooJ J  „ I  J

b a a a a
+  00

Бундан эса J f(x)dx интегралнинг якинлашувчи ва 
b

4“oo + 0 0  b

j  f (x) dx =  f  f (x) dx — j* f (x) dx,
b a

ЯЪН И
+  00 b -boo

j  /  (x) dx =  f /  (x) dx +  j /  (x) dx
a о ft

экаилиги келиб чикади.
+oo

Худди шунга ухшаш J f(x)dx интегралнинг якинлашувчи булиши-

+  С

дан f f(x)dx интегралнинг хам якинлашувчи хамда (16.6) формула-о
а

нинг уринли булиши курсатилади.
“Ь о о  "ТОО

2° Агар |  f ( x)dx интеграл якинлашувчи булса, у холда j  cf(x)dx
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j  с/ (X) dx — с j" /  (х) dx
а а

булади, бунда с =  const.
3°. Агар у-х£[а, +  оо) да / ( х) > 0  булса, бу функциянинг хос­

мас интеграли
+оо

J  f (х)dx > 0
а

булади.
Энди f (х) функция билан бир каторда g (х) функция хам [а, + о о ) 

Ораликда берилган булсин.
-boo - f o e

4°. Агар j  f(x)dx  ва j g(x)dx интеграллар якинлашувчи булса,
а а

- Т О О

у хрлда |  [ f (x )± g (x )]d x  интеграл хам якинлашувчи булиб,
а

4 " 0 0  -{ -О О  “Ь  оо

( [ /  (х) ±  g (х) j =  j  f (х) dx ± j  g (x)dx
a a a

булади.
16.1-натижа. Arap fi(x), / 2 (%), . . .  , fn (x) функцияларнинг хар

- f  OO

бири [a, +  оо) ораликда берилган булиб, j  fk(x)dx (k=  1, 2, . . .  , п)
а

интеграллар якинлашувчи булса, у холда 
+  0 0

j  [£ifi(x) +  C2f2 (x,+ . . . + C nfn(x)]dx (ck =  const, k =  1, 2, . . . n)
a

интеграл хам якинлашувчи булиб,
+ оо +оо

j  [Cifi(x) +  C2f2(x )+  . ■ • + c nfn(x)\ dx = с! J  f1(x)dx +
a a
+  oo "Ь oo

+  C2 j  f2(x)dx+  . . . + Cn j  fn(x) dx булади.
a  a

5°. Arap *sfx£[a, -f- ° ° )  учун f (x )K g (x )  тенгсизлик уринли
+  00 “TOO

булиб, |  f(x)ax  ва f g(x)dx интеграллар якинлашувчи, булса, у
а а

ярлда
т о о  +  оо

интеграл хам якинлашувчи булиб,
+  00 +  00

булади.
Юкорида келтирилган 2° — 5°- хоссалар хосмас интеграл ва унинг 

якинлашувчилиги таърифларидан бевосита келиб чикади.
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У р т а  ^ и й м а т  ^ак;  и д а г и  т е о р е м а .  / (х)  ва g(x) функциялар 
[а, +  оо) ораликда берилган булсин. Шунингдек /(х) функция шу ора­
ликда чегараланган, яъни шундай т  ва М  узгармас сонлар мавжудки, 
У х £  [а, +  оо ) учун

т  <  /  (х) <  М
булиб, g (х) функция эса [а, - f  оо ) да уз ишорасини узгартирмасин 
яъни V x £ [ a ,  + 00) учун хар доим g ( x ) > 0  ёки g(x) ^  0 булсин.

-}-СС' -j-co
6° Агар [ /  (х) g (х) dx ва |’ g(x) dx интеграллар якинлашувчи

а а
булса, у хрлда шундай узгармас (.1 { т  <  ц, <  М) сон топиладики,

+СО -f*cс
j  /(х) g (х) dx =  |Л j’ g {х) dx (16.8)
а а

тенглик уринли булади.
И с б о т .  Юкорида келтирилган g(x) функция [а , +  оо ) ораликда 

манфий булмасин: g ( x ) > 0 (  V  х£[а, 4- °° )). У хрлда
mg (х) < / ( x ) g ( x )  <  Mg (х)

булиб, унда эса (Риман интегралининг тегишли хоссасига кура) 
/ t 1

т  [ g (х) dx <  [ /  (х) g (х) dx <  М  [ g (х) dx булишини топамиз. Кейинги,
а а а

тенгсизликларда / ->  +  оо да лимитга утсак,

т  f g (х) dx <  f / ( x ) g ( x ) d x  <  Af \ g (x) dx (16.9)
a  a  a

эканлиги келиб чицади.
Икки холни карайлик:

+°°
а) | g (х) dx =  0 булсин. У хрлда

а

+]  f(x)g(x ) dx =  О
а

булиб, бунда ц деб т  <  ц <  М  тенгсизликларни каноатлантирувчи 
ихтиёрий сонни олиш мумкин.

+°°
б) [ g ( x ) d x >  0 булсин. Бу хрлда (16.9) тенгсизликлардан

а 4-00 
j  f (х) g (х) dx

—-----------------<  М4-tx.
j  g(x)dx
a

булиши келиб чикади. Агар
-fee

J f (x) g (x) dx
M = ^£-------------------

-fcx,
j  8 (x) dx
a
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+оо +ло
f f(x) g (х) dx = \i f g (x) dx
a a

булади.
[a, +  oo ) ораликда g(x) <  О булганда (16.8) формула худди шунга 

ухшаш исботланади. Бу 6° - хосса урта киймат хщидаги теорема деб 
хам юритилади.

2 - §. Чегаралари чексиз хосм ас иитегралларнинг яцинлаш увчилиги

Энди [а, +  оо ) ораликда берилган f (х) функция f f  (x')dx хосмас
а

интегралининг я^инлашувчилиги шартини топиш билан шугулланамиз.
+•»

Маълумки, j  f(x)dx  интегралнинг якинлашувчилиги t-*-+  оо да
а

F  (0 =  J /  (х) dx (t >  а)
а

функциянинг чекли лимитга эга булиши билан таърифланар эди. Бино-
4-00

барин, (' f(x)dx  интегралнинг якинлашувчилиги шарти, +  оо да
а

F  (t) функцияниг чекли лимитга эга булиши шартидан иборат. Биз 
функциянинг чекли лимитга эга булиши ^акидаги теоремани дастлаб 
монотон функция, сунг ихтиёрий функция учун келтирган эдик 
(1-KjHCM, 4 - боб. 5-§, 6-§).

Аввало [а, +  оо ) ораликда берилган хамда Y x £  [о , +  оо ) да f(x)> 
>  0 булган функция хосмас интегралининг я^инлашувчилигини ифо- 
далайдиган теоремани келтиргмиз.

1. М а н ф и й  б у л м а г а н ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и ­
н и н г  я к и н л а ш у в ч и л и г и .  / (х) функция [а, +  оо) ораликда берил­
ган булиб, ¥ х £ [ а ,  + ° о )  да f (x )>  0 булсин. Бу f(x) функцияни [а, 
+  оо) ораликнинг исталган [а, /] (а <  t <  +  оо )  кисмида интегралла­
нувчи деб карайлик. Унда а <  tx <  t2 <  +  00 лар учун

F  (k) = \ fix) ах = \ f (х) dx - f  /  /  (х) dx =  F  (tL) +
a a tx

+ (  f(x)dx >  F(/j) 
и

булади. Демак, /  (х) >  0 булганда F  (t) функция усувчи булар экан.  
Бинобарин, ?-*■ +  00 да F(t) хамма вакт лимитга (чекли ёки чексиз) 
эга булади.

Монотон функциянинг лимити ^а^идаги 4 .4 -теоремадан (1-цисм,
4-00

4 -боб, 5-§) фойдаланиб, \ f(x)dx  интегралнинг якинлашувчилиги
а

шартини ифодалайдиган куйидаги теоремага келамиз.
+°°

16.1-т е о р е м а. /  (х) (/ (х) >  0) функция хосмас интеграли j' /(х) dx
а

деб олсак, унда
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нинг якинлашувчи булиши учун, \F  (()} нинг юкоридан чегараланган, 
яъни Y  t£ (a, +  00 ) учун

F  (/) =  [ /  (х) dx <  С (С =  const)
а

булиши зарур ва етарли.
Одатда бу теорема /  (х) (f (x )>  0) функция хосмас интеграли

-fee.
(' f(x)dx  нинг якинлашувчилик кршперийси деб аталади.
а

Яна уша теоремага асосан куйидаги натижани айта оламиз.
tn

1 6 . 2 - н а т и ж а .  Агар { F ( t ) }  — { \ f(x)dx j туплам юкоридан чега-
а

раланмаган булса, у хрлда j f(x)dx  хосмас интеграл узоклашувчи
а

булади.
2. М а н  ф и й б у л м а г а н  ф у н к ц и я л а р  х о с м а с  и н т е г р а л -  

л а р и н и  т а ц к о с л а ш  з ^ а ^ и д а  т е о р е м а л а р .
16.2-т е о р е м а .  f(x) ва g(x) функциялар \а, +  оо ) ораликда бе­

рилган булиб, Y  х £ [а, +  оо ) да

0 < / ( * ) < g ( * )  (16.10)
4~°о 00

булсин. У  холда j* g(x) dx якинлашувчи булса, f f(x)dx %ам якин-
а а

+  СО +оо
лашувчи булади, f f(x)dx узоклашувчи булса, |' g (x)dx \ам узоц-

а а
лашувчи булади.

4 -0 0

И с б о т .  f g(x)dx  интеграл якинлашувчи булсин. Унда 16 .1-тео-
а

t
ремага кура {G(/)j  =  { [ g (х) dx j туплам юкоридан чегараланган, яъни

а

G(t) =  j' g(x) dx ^  С (С =  const)
а

булади. (16.10) муносабатга асосан Y  t учун (t£ (a , - f  оо ))

F  (0 =  l f(x) dx <  }g (x ) dx = G (0 < С
а а

4* оо

булиб, ундан яна 16.1-теоремага кура f f(x)dx  интегралнинг якин-
а

лашувчилиги келиб чикади.
4“ СО

Энди f (х) dx интеграл узоклашувчи булсин. У хрлда {F  (0} =
аt

=  { J  t (х) dx} юкрридан чегараланмаган булиб,
а

j  / ( x )d * <  J g  (x) dx
а а
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тенгсизликдан эса { G (t) =  { f g (x) dx } нинг хам юкоридан чегараланма-
а -|-оо

ганлигини топамиз. Демак, юкорида келтирилган натижага кура, |  g(x) dx
а

интеграл — узоклашувчи. Теорема исбот булди.
16.3-т е о р  ем  а. [а, +  ° ° ) да g(x) манфий булмаган функциялар

f (X)берилган бйлсин. х-*- +  оо да —  нисбатнинг лимити k булсин:
ё(х)

lim  ^  =  6.

-f м -t-00
Агар k <  +  оо ва f g(x) dx интеграл якинлашувчи булса, J- f(x) dx

а а+ 00

интеграл \ам якинлашувчи булади. Агар £ > 0  ва j  g (x)dx интег-
а

00
рал узоклашувчи булса, [ f(x)dx интеграл узоклашувчи булади.

а
4" оо

И с б о т .  |' g (х) dx интеграл якинлашувчи булиб, k <  +  оо бул-
а

син. Лимит таърифига кура, Y e >  0 олинганда хам, шундай t0 (t0 >  а) 
топиладики, барча x^>t0 учун

I f (X) I ^U i<e’
яъни

(k -  е) g (х) < f (x )< (k  +  e)g (х) (16.11)

булади.
+  » +<» 

Шартга кура |' g (х) dx интеграл якинлашувчи. У ^олда J (k +
а а

4 -e )g  (x)dx интеграл хам якинлашувчи булади. (16.11] тенгсизликни
+ 00

эътиборга олиб, сунг 16.2-теоремадан фойдаланиб, f f(x) dx интеграл-
а

нинг я^инлашувчилигини топамиз.
-J-0O

Энди \ g (х) dx интеграл узоклашувчи булиб, k >  О булсин. Агар
а

k  >  kL >  0 тенгсизликни каноатлантирувчи kL сон олинса хам, шундай 
t '0 (t’o >  а) топиладики, барча х >  t'0 учун

булади. Демак, х >  да
g{x)



+оо
булиб, ундан 16.2-теоремага асосан [ f(x)dx интегралнинг узоцла-

а
шувчилиги келиб чикади. Теорема тулиц исбот булди.

1 6 . 3 - н а т и ж а .  16.3-теорема шартларида агар 0 < £ <  +  оо булса,
- |-о о  -{-сс

у хрлда j  /  (х) dx ва f g (х) dx интеграллар бир вактда ёки якинла-
а а

шувчи, ёки узоклашувчи булади.
Одатда, бирор (мураккабро^) хосмас интегралнинг якинлашувчилиги 

ха к и да аввалдан якинлашувчилиги ёки узо^лашувчилиги маълум бул­
ган хосмас интеграл билан солиштириб хулоса чикарилади. Хусусан,

4* оо —{”СТ' j
текширилаётган Г f{x)dx (/ (х) >  0)) интегрални Г ~  ( а > 0 ,  а > 0 ,

а а х
каралсин, (16.5)) интеграл билан солиштириб куйидаги аломатларни 
^осил киламиз.

1°. Агар х нинг етарли катта кийматларида (х >  х0 >  а)

X
булса, у хрлда Y  х > х 0 учун ср (х) <  с <  +  оо ва а  >  1 булганда 

С f(x) dx интеграл якинлашувчи, ф (х) >  с >  0 ва а  <  1 булганда
а

-{-оо

Г f(x)dx интеграл узоклашувчи булади.
а

И с б о т .  Аргумент х нинг етарли катта кийматларида 

/(* )=  (х > х 0)X
булиб, ф ( х ) < с < + о о  ва а  >  1 булсин. У хрлда

X X
-t"°°

булиб, а > 1  да [ —  интегралнинг якинлашувчилигига хамда 16.2-
а х-foo

теоремага асосланиб, f f{x)dx  интегралнинг якинлашувчи булишини
а

топамиз.
+ 0°

Агар ф ( х ) > с > 0  ва а < 1  булса, унда [ J L  интегралнинг
а ха

-{-со
узок,лашувчилигини эътиборга олиб, яна 16.2-теоремага кура I' f(x)dx

а
интегралнинг узоклашувчилигини топамиз. Г -алом ат исбот булди.

23. Агар оо да f(x) функция —  га нисбатан а ( а >  0) тар-
*

тибли чексиз кичик булса, у хрлда Г f(x) dx интеграл а  >  1 булган-
а

да якинлашувчи, а  <  1 булганда эса узоклашувчи булади.
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Бу аломатнинг туррилиги юкорида келтирилган 16.2-теорема дан 
ундаги g(x) функцияни деб олинишидан келиб чикади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

+°°
| е~х' dx J
О

интегрални царайлик. Равшанки, ихтиёрий х >  1

—х 1 <.......е ^  —~ 
л2

—|“ СО 1 -}"00 j
булада. Агар Г е"** dx =  Г ё~^ dx +  f ё~х' dx *амда f JE  интегралининг 

o o i  l хг
я^инлашувчилигини эътиборга олсак, унда 1°-аломатга кура берилган интегралнинг 
якинлашувчи эканини топамиз.

2. К,уйидаги
+ ’° ,С dx

J хУ& + ~х

интегрални ^арайлик. Бу интеграл остидаги функция учун 

• 1 1К/3 > *хУ*Т~х ~  Х5'3̂ / ^ Т  ^  X5' 3

булиб, юкорида келтирилган аломатга кура берилган интеграл якинлашувчи булади.

3. И х т и ё р и й  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л н и н г  я к и н л а -  
ш у в ч и л и г и .  Биз [а, +  °°) ораликда берилган f(x) функциянинг

-|-СО
шу орали^ буйича олинган [ f(x)dx  хосмас интегралини

а

F  (/) =  J' /  (х) dx
а

функция / - v  +  оо да чекли лимитга эга булган х.олда якинлашувчи 

деб атадик. Демак, j  f(x)dx  хосмас интегралнинг яцинлашувчилиги
а

тушунчаси, биз аввал урганган туш унча— функциянинг чекли лимити 
оркали ифодаланди. Бинобарин, бу интегралнинг якинлашувчилик шар- 
ти F  (/) функциянинг l —r  - f  оо даги чекли лимити мавжуд булиши 
шартидан иборат булади.

Мазкур курснинг 1- ^исм, 4 -боб, 6-§ ида келтирилган теоремадан 
(Коши теоремасидан) фойдаланиб, куйидаги теоремага келамиз.

16.4-т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  Куйидаги хосмас интеграл

+J' f(x)dx
а
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нинг якинлашувчи булиши учун, ¥ е >  О сон олинганда щм, шундай 
(п (/„ >  а) сони топилиб, t' >  t0, t" >  t0 булган ихтиёрий t', t" лар 
учун

| F  (И  — F (f )\  =  \ \ t  (x) й х\< г 
t'

гпенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
Бу теорема назарий ахамиятга эга булган мухим теорема булиб, 

ундан хосмас иитегралларнинг якинлашувчилигини аниклашда фойда- 
ланиш кийин булади (аввалги Коши критерийлари сингари).

16.5-т е  о р е м  а. Агар j  \f(x)\dx интеграл якинлашувчи булса,
а

-{-оо
у хрлда j  f(x)dx интеграл хам якинлашувчи булади.

а
-{-оо

И с б о т .  Шартга кура \\f(x)\dx интеграл якинлашувчи. 16.4-
а

теоремага асосан, V  е >  0 олинганда хам, шундай t0{t0 >  а) топилади­

ки, t’ > t 0, t" >  t') булганда f | / (л:) [dx <  е тенгсизлик бажарилади.
v

Аммо

| \f(x )dx  | <  \\f(x)\dx 
f  v

тенгсизликни эътиборга олсак, у хрлда

| j- f{x) dx | <  в 
t'

булишини топамиз.
Шундай килиб, Y  е >  0 сон олинганда хам, шундай t0 (/„ >  а) то­

пиладики, f  >  t' >  t0 булганда

I f f(x )d x\< e 
r

+ “
булади. Бундан 16.4-теоремага асосан f f (х) dx интегралнинг я^инла-

а
шувчилигини топамиз. Теорема исбот булди.

Т  00

16.2-э с л а т м а .  | \f(x)dx интегралнинг узоклашувчи булишидан
а

+  »
J f(x)dx интегралнинг узоклашувчи булиши хар доим келиб чикавер-
а

+°° + “ 
майди, яъни баъзи функциялар учун [ | f{x) | dx узоклашувчи, [ f(x) dx

а а
эса якинлашувчи булади.

Масалан, ушбу

Т т г *
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( _ 1 ) М

интеграл якинлашувчи, аммо

и
j  Г dx
dx — ГГ.1 I-v]

эса узоклашувчидир.
+°°

16.7- т а  ъ р и ф. Агар j1 | /  (х) | dx интеграл якинлашувчи булса,
а

4 -00
у х.олда \ f (x)dx абсолют якиилашувчи интеграл деб аталади, /(х )

а
функция яса [а , +  00) ораликда абсолют интегралланувчи функция 
дейилади.

+®
16.8-т а ъ р и ф .  Агар j  f(x)dx интеграл якинлашувчи булиб,

а
+00 +СО

j ] /  (х) | dx интеграл узоклашувчи булса, у хрлда | /  (х) dx шартли
а а

якинлашувчи интеграл дейилади.
+ 0 0

Шундай килиб, | ' / ( x ) d x  хосмас интегрални якинлашувчиликка
а

текшириш куйидаги тартибда олиб борилиши мумкин:
+ 00

V  х £ [ а, +  оо ) да /  (х) >  0 булсин. Бу хрлда j  /  (х) dx интеграл-
а

нинг якинлашувчи (узоклашувчи) лигини 2-§ да келтирилган аломат- 
лардан фойдаланиб топиш мумкин. Бошка холларда /(х ) функциянинг

+ 00

I /  (х) | абсолют кийматининг [а, +  оо ) оралик буйича j' \f(x)dx интег-
d

ралини караймиз. Равшанки, кейинги интегралга нисбатан яна 2-§ даги+ 00

аломатларни 1̂ уллаш мумкин. Агар бирор аломатга кура J | f(x)dx ин-
а

тегралнинг якинлашувчилиги топилса, унда 16-5-теорема га кура бе-
+  00

рилган j f(x)dx интегралнинг хам якинлашувчилиги (х,атто абсолют
а

якинлашувчилиги) топилган булади.
+ «J

Агар бирор аломатга кура j' | / (х) dx интегралнинг узоклашувчи-
а

+ с о

лигини аникласак, айтиш мумкинки, f(x)dx  ёки узоклашувчи бу-
а

лади, ёки шартли якинлашувчи булади ва буни аницлаш кушимча 
тахлил цилишни талаб этади.

Пировардида, хосмас интегралларнинг я^инлашувчилигини аниклэш- 
да куп кулланадиган аломатлардан бирини келтирамиз.

1 6 . 6 - т е о р е м а  ( Д и р и х л е  а л о м а т и ) .  /(х ) ва g{x) функциялар 
[ а, +  оо ) ораликда берилган булиб, улар куйидаги шартларни ба- 
жарсин;
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1) f (x) функция [a, - f  oo) ораликда узлуксиз ва унинг шу оралщ- 
даги бошлангичи F  (х) (F'  (х) =  f  (х)) функцияси чегараланган,

2 )  g  (х) функция [а, +  о о ) ораликда g  (х) хосилага эга ва у уз­
луксиз функция,

3) g  (х) функция [а, +  оо) да камаювчи,
4) lim  g  (х) =  0.

У  хрлда

f / (X) g (X) dx
а

интеграл якинлашувчи булади.
И с б о т .  Узлуксиз /  (х) ва g (х) функцияларнинг купайтмаси 

f М  ё  (х) Функция хам [а, +  °°) ораликда узлуксиз булгани учун, бу 
fix ) g (х) функция исталган \а, t\ (t >  а) ораликда интегралланувчи 
булади, яъни

<р (0 =  [ f{x) g  (х) dx (16.12)
а

интеграл мавжуд.
< -> + о о  да ф (/) функциянинг чекли лимитга эга булишини курсата- 

миз. Теореманинг 1-ва 2 -шартларидан фойдаланиб, (16.12) интеграл­
ни булаклаб хисоблаймиз. 
t  t t  t 

j  /  (x) g  (x) dx=  (■ g  (x) d F  (x) = g ( * ) F ( * ) |  — j  F  (x) g  (x) dx. (16.13)
a a a a

Унг томондаги биринчи кушилувчи учун ушбу
1 g (t )F  (t) \ <  M g  (t) (М =  sup I F  (0 I <  +  oo)

тенгсизликка эга буламиз. Ундан, / оо да g  (t) -> 0 булишини 
эътиборга олсак,

lim g { t ) F ( t )  =  0 
00

булиши келиб чикади.
i

Энди унг томондаги иккинчи { F  (х) g  (х) dx хадни цараймиз. Мо-J
а

домики, g (х) функция [а, +  оо) ораликда узлуксиз дифференциалла- 
нувчи хамда шу ораликда камаювчи экан, унда V  х £ [а, +  оо) да 
g' (*) <  0 булиб,

t I t
J  F  (x) ■ g' (x) | dx <  M  | | g’ {x) | dx =  — M  j  g' (x) dx =
a a a

=  M  [g (a) — g  (/)] <  M g  (a) (g (t) >  0) 
булади. Шундай килиб, t узгарувчининг барча t >  а кийматларида

j  I F  (*) • g' W I  dx
a
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интеграл (t узгарувчининг функцияси) юкоридан чегараланган. У ^ол-
00

да ушбу бобнинг 2-§ ида келтирилган теоремага кура | F  (х) g' (х) dx
а

интеграл якинлашувчи (хатто абсолют якинлашувчи) булади. Д екак ,
t

lim Г F  (х) g ' (х) dx<_>+0О J а
лимит мавжуд ва чекли.

Ю^оридаги (16.13) тенгликда +  да лимитга утиб, ушбу
t

lim f f(x )g (x )d x
<->+”  •> a

_i_°o

лимитнинг мавжуд ^амда чекли булишини топамиз. Бу эса J  f(x)g(x)dx
а

интегралнинг якиилашувчилигини билдиради. Теорема исбот булди. 
М и с о л .  Ушбу

СО
С sin хJ — dx (к >  0)
1

1
иитегрални ^арайлик. Бу интегралдаги /  (х) =  sin х, g(x) — —— ( а > 0 )  функция­

лар юкорида келтирилган теореманинг барча шартларини цаноатлантиради:
1) f (х) — s'n х функция [1, +  оо) ораликда узлуксиз ва бошлангич функцияси 

F (х) =  — cos х чегараланган,
1 а

2) g(x) — —а~ ФУнкчия [*> + ° ° )  оралицда g (х) =  — — ^осилага эга ва

у узлуксиз,

3) g  (х) =  (а  >  0) функция [ 1, +  оо) ораликда камаювчи,

1
4) lim g (*) =  lim —  =  О 

*->+“> х
булади. Демак, Дирихле аломатига кура берилган интеграл якинлашувчи.

3 - § .  Чегараси чексиз хосм ас интегралларнинг и^соблаш
ь

Чекли [а, Ь\ орал и к, буйича олинган j  /  (х) dx Риман интеграли
а

Ньютон — Лейбниц формуласи ёрдамида, ёки булаклаб, ёки узгарувчи­
ларни алмаштириб, ёки бошка усуллар билан хиеобланар эди.

Энди якинлашувчи ушбу

/  =  j  /(х ) dx
а

хосмас интегрални ^исоблаш талаб этилсин.
1. Н ь ю т о н  — Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  Фараз цилайлик, f (х) 

функция [а, +  оо) ораликда узлуксиз булсин. Маълумки, бу хрлда

213



f (x) функция шу ораликда Ф (х) (ф ' (х) =  /  (*), Х £ [а, +  оо)) бошлан­
рич функцияга эга булади. х~-*- -j- оо да Ф(дг) функциянинг лимити 
мавжуд ва чекли булса, бу лимитни Ф (х) бошлангич функциянинг 
+  оо даги к[иймати деб кабул киламиз, яъни

lim Ф (х) =  Ф ( +  оо).
*-*■+«

Хосмас интеграл таърифи хамда Нью тон—-Лейбниц формуласидан 
фойдаланиб куйидагини топамиз:

+  О0 t
f f (х) dx =  lim  Г / (x) dx =  lim  [Ф (t) — Ф (a)] =

=  Ф ( +  оо)— ф ( а) =  ф (х ) |+ “ . (16.14)

Бу эса кжоридаги келишувга кура бошлангич функцияга эга булган 
/  (х) Функция хосмас интеграли учун Ньютон — Лейбниц формуласи 
уринли булишини курсатади.

М и с о л .  Ушбу

1 1
—  sin — dxX2 X

2

хосмас интегрални царайлик. Равшанки, /  (х) =  —  sin — функция Г—, + о о ]  ора-
х 2 х  [л  J

ликда узлуксиз булиб, унинг бошланрич функцияси ф (л:) =  cos —  булади. Демак,

(16.14) формулага кура
+ с

1
2_
Я

—  sin — dx = cos —Х2 Х X
+ X

=  1.
■2

.. Баъзан, берилган I  хосмас интеграл узгарувчиларни алмаштириб 
еки булаклаб интеграллаш натижасида хисобланади.

2. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у  л и. и(х) ва у (х) функция­
ларнинг хар бири fa, +  оо) ораликда берилган хамда узлуксиз и' (х) 
ва v (х) хрсилаларга эга булсин.

Н -  00

Агар j* v (х) du (х) интеграл якинлашувчи хамда ушбу
а

lim и (t) =  и ( +  оо), lim  v (t) =  v (4- оо)
/ - ♦ - f 20 /_>-}_ оо

+ oo
лимитлар мавжуд ва чекли булса, у хрлда Г и (х) dv (х) интеграл

а
якинлашувчи булиб,

I’00 j .  i -
j  и(х) dv{x) =  u (x)v{x) l ^ 00 — J v(x )du (x )  (16.15)

булади.
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1) / (х) функция [а, +  оо) ораликда узлуксиз ва унинг шу оралщ:- 
даги бошлантчи F  (х) (F ' (х) =  /  (х)) функцияси чегараланган,

2) g (х) функция [а, +  сю) ораликда g (х) хосилага эга ва у уз­
луксиз функция,

3) g (х) функция [а, +  °°) да камаювчи,
4) lim  g (х) =  0.х ) ] 00
У  холда

j  f (х) g (х) dx
а

интеграл якинлашувчи булади.
И с б о т .  Узлуксиз /  (х) ва g (х) функцияларнинг купайтмаси 

f (х) g (х) функция хам {а, +  00) ораликда узлуксиз булгани учун, бу 
f (x )g (x )  функция исталган \а, t\ (/ >  а) ораликда интегралланувчи 
булади, яъни

Ф (0 =  f fix ) g (х) dx (16.12)
а

интеграл мавжуд.
^-► +  оо да ф (/) функциянинг чекли лимитга эга булишини курсата- 

миз. Теореманинг 1-ва 2 -шартларидан фойдаланиб, (16.12) интеграл­
ни булаклаб хисоблаймиз. 
t t t t 

§ f (x )g ix )d x =  ^ ( x )  d F  ix) = g ix) F(x) |  — j  F  (x) g'ix) dx. (16.13)
a a a a

Унг томондаги биринчи ^ушилувчи учун ушбу
I g (О F  (О I <  M g it) (М  =  sup IF  it) | <  +  oo)

тенгсизликка эга буламиз. Ундан, / - >  + °о да g (/) -> 0 булишини 
эътиборга олсак,

lim g (t) F  (t) =  0 
00

булиши келиб чикади.

Энди унг томондаги иккинчи [ F  (х) g (х) dx хадни караймиз. Мо-
J
а

домики, g (х) функция [о, +  оо) ораликда узлуксиз дифференциалла- 
нувчи х1амда шу ораликда камаювчи экан, унда У  х £ [а, +  оо) да 
g' (х) <  О булиб,

t < t 
j  F (x ) ■ g ' (x) | dx <  M  | g' ix)\dx =  — M  j  g' ix)dx =
a a a

=  M  lg(a) — g (t)]<  M g ia ) ig (t) >  0) 
булади. Шундай ^илиб, t узгарувчининг барча t^> а кийматларида

j ’ \F(x ) ■ g’ (х) | dx
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интеграл (t узгарувчининг функцияси) юкоридан чегараланган. У з^ол-
+ »

да ушбу бобнинг 2-§ ида келтирилган теоремага кура Г F  (х) g' (х) dx
а

интеграл якинлашувчи (х,атто абсолют якинлашувчи) булади. Д екак,
t

lim Г F (x )g ’ {x)dx 
i

лимит мавжуд ва чекли.
Юк,оридаги (16.13) тенгликда /-► +  оо да лимитга утиб, ушбу

t
lim  f / (х) g (х) dx/_►+<» Ja

_i_co

лимитнинг мавжуд хамда чекли булишини топамиз. Бу эса J f(x)g(x)dx
а

интегралнинг якинлашувчи лигини билдиради. Теорема исбот булди. 
М и с о л .  Ушбу

f sin X
— — dx (а >  0)

интегрални карайлик. Бу интегралдаги /  (*) =  sin х, g(x)  =  —~  ( а > 0 )  функция­

лар юкорида келтирилган теореманинг барча шартларини ^аноатлантиради:
1) f (х) — s>n х функция [1, +  оо) ораликда узлуксиз ва бошланрич функцияси 

F (х) =  — cos х чегараланган,
1 а

2) 8 (х) — — Функция [1, -J- оо) ораликда g ( х ) хосилага эга ва

у узлуксиз,

3) g М  =  ~~а (а  > 0 )  Функция [1, +  оо) ораликда камаювчи,

1
4) lim g (х) =  lim —  =  0

х-*+°° *
булади. Демак, Дирихле аломатига кура берилган интеграл якинлашувчи.

3 - § .  Ч егараси чексиз хосм ас интегралларнинг и^соблаш
ъ

Чекли [а, Ь] орал и к буйича олинган J  /  (х) dx Риман интеграли
а

Ньютон — Лейбниц формуласи ёрдамида, ёки булаклаб, ёки узгарувчи­
ларни алмаштириб, ёки бонща усуллар билан хисобланар эди.

Энди якинлашувчи ушбу

I  =  j f(x)dx
а

хосмас интегрални хисоблаш талаб этилсин.
1. Н ь ю т о н  — Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  Фараз цилайлик, f (х) 

функция [а, +  оо) ораликда узлуксиз булсин. Маълумки, бу холда
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fix )  функция шу ораликда Ф (х) (ф ' (x )= f(x ), х в [а, +  со)) бошлан-

мавжип1 ^ Г3я■ пУЛаДл +  °° 5? Ф (*) Функциянинг лимити уд ва чекли булса, бу лимитни Ф (х) бошлангич функциянинг 
+  оо даги циймати деб кабул киламиз, яъни ункциянинг

lim  Ф  (х) =  Ф  (4- оо).X-t+V'
Хосмас интеграл таърифи хамда Ньютон -  Лейбниц формуласидан 
фоидаланиб куйидагини топамиз: У А

+  СО (

Г /  ix)dx =  Jim Г / (х) dx =  lim  1Ф(/) — Ф (а)1 =
а *-+«

=  Ф (+  оо) — ф  (а) =  ф (х) |+°°. (16.14)

Бу эса юкоридаги келишувга кура бошлангич функцияга эга булган
in X, J u ' f Um Х0СМаС интегРали УЧУН Ньютон -Л е й б н и ц  формуласи уринли булишини курсатади.

М и с о л. Ушбу
-(-ОО

Г 1 1| —  sin — dx
J *2 х
2_
л

хосмас интегрални ^арайлик. Равшанки, f (х) =  —  sin j  функция , - f o o j  0ра-

ли^да узлуксиз булиб, унннг бошланрич функцияси ф  (х) =  cos —  булади. Демак,
(16.14) формулага кура х

+ оо
+  сI2_

зх

1 • 1 V 1~г sin — dx =  cos — X2 х х

*
берилган /  хосмас интеграл узгарувчиларни алмаштириб 

еки оулаклаб интеграллаш натижасида хисобланади.
2. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у л и .  и ix) ва v (х) функция­

ларнинг хар бири [а, +  оо) ораликда берилган хамда узлуксиз и' (х) 
ва v ix) хосилаларга эга булсин.

"t00
Агар J  v{x)du ix) интеграл якинлашувчи хамда ушбу

а

Д ™ ,и (0 =  U (4- оо), lim  V it ) = V ( - f  оо)

лимитлар мавжуд ва чекли булса, у хрлда f °° и ix) dv (х) интеграл

якинлашувчи булиб,
+  00 _f_ ^
J  и ix)dvix) = u(x)v(x)\+ ™ — C v (x )d u  (х) (16 .15)
а 1 Y

булади.
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интегрални царайлик. Бу интегралда х =  ф (г) дейлик, бунда <р (г) 
функция куйидаги шартларни бажарсин:

1) ф (г) функция [а, +  оо) ораликда берилган, ф' (г) хосилага эга 
ва бу ^осила узлуксиз,

2) ф (г) функция [а, +  оо) ораликда цатъий усувчи,
3) ф (а) =  а, ф ( +  оо) =  lim ф(г( =  4- °° булсин.

z-H-“
+с°

У  х;олда f /(ф  (г)) ф '(г) dz интеграл якинлашувчи булса, унда

I*00
f f (х) dx ^ам якинлашувчи ва

j  f (х) dx =  j  f  (ф (z)) • ф' (г) dz (16.17)
а а

булади.
Ихтиёрий z ( a < z  <  4- оо) нуцтани олиб, унга мос ф (z) — t ну^та- 

ни топамиз. [a, t) оралиада 1-цисм, 9 -боб, 2-§ да келтирилган фор­
мулага кура

j  f (х) dx =  J / ( ф (z)) • ф' (z) dz

булади. Бу муносабатда /-*- +  оо да (бунда z — ф-1 (/)->- 4- °°) ли­
митга утиб куйидагини топамиз:

t + 00
1 im [  /  (х) dx =  f  /  (ф (z)) ф' (г) dz.

t-+  +  00 J  J
a a+ 00

Бу эса i f(x )dx  интегралнинг я^инлашувчилигини ^амда (16.17)

формуланинг уринли булишини курсатади.
+ 00

16.4-э с  л а т м а .  J f  (х) dx якинлашувчи булсин. Бу интегралда

х =  Ф (z) (16.18)
булиб, (16.18) функция юцоридаги шартларни бажарсин. У хрлда

j  f (Ф (г)) ф' (z) dz
а

интеграл х,ам якинлашувчи булиб,

. /  (х) dx =  1 /  (ф (г)) ф' (г) dz

булади.
М и с о л .  Ушбу

216
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интегрални ^арайлик. Равшанки, бу интеграл якинлашувчи. Уни ^исоблайлик. Ав-

вало бу интегралда х— — алмаштириш киламиз. Натижада

О +о

-LOO 1 +т  z-
булиб, (16.19) ва (16.20) тенгликлардан

+
/  =  — f 7 - 7— - dx 

О
булиши келиб чикади. Кейинги интегралда

у +  +  4 
* 2 

алмаштиришни бажариб, куйидагини топамиз:

г3 cfz

1 + г 4
(16.20)

__1_ Г* 1 + ^
“  2 J 1 +  **

+  ot
“Ьооj =  J_ Г ______ L_ jl

Демак,

1 2 j  2 +  j,* 2 1^2" 3rCtg / 2

— CK 

1
dx я

1 +  xl 2 / 2  '

4. Ч е г а р а с и  ч е к с и з  б у л г а н  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и  
^ам баъзан (ани^ интеграл сингари) и н т е г р а л  й и г и н д и н и н г  л и ­
м и т и  с и ф а т и д а  ^ и с о б л а ш  мумкин булади.

f (х) функция [а, +  оо) ораликда (а >  0) берилган булиб, цуйида- 
ги шартларни бажарсин:

1) [а, +  оо) да f(x ) функция интегралланувчи,
2) [а, +  оо) да f(x) функция камаювчи ва ^  х £ {а , +  ° ° )  учун 

/ ( * ) >  0.
У ^олда

Г f(x)dx =  lim  ft У  f (a  +  kh) (16.21)
J  А-» 0a k=0

булади.
Исботлайлик, [a, +  <x>) орали^ни [a, a +  h], [a +  h, a +  2h], . . .  , 

(a +  kh, a +  kh +  h], . . .  (/i >  0) орали^ларга ажратайлик. Л > а  
булсин. Функциянинг мусбатлигидан

Г - - Ч  Г-1[ л  J a+kh+h А [ h J a+kh.+h

2  j  f (x )d x ^  j  f(x )d x <  2  j f ^ ) dx (16.22)
fe=0 a-\-kh a fe=0 a-\-kh

тенгсизликларни ёза оламиз. Функциянинг камаювчи эканлигидан
V  х £ [а +  kh, а +  kh +  h] учун

f (а +  kk -}- h) <  /  (х) <  /  (а +  kh)
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[г]-1 „ [т]
V  hf (а +  kh +  К) <  Г /  (х) dx <  V  hf (а +  /г/г). (16.23)

булади. Шундан фойдэлансак, (16.22) ни куйидагича ёзиш мумкин:

А—0 a k—0
00

Шартга кура, | /  (х) dx якинлашувчи. Функциянинг мусбатлигидан
а

Y  А >  а учун
А +оо
j* /  (х) dx <  j- /  (x) dx.
a a

Бу тенгсизликдан ва (16.23) дан V  Л >  а, V  Л >  0 учун

f - 1  - 1 "h оо 1 Л J
j  /  (х) dx >  ^  hf (а +  kh) — hf(a).
a k~0

Бундэн эса

( /  w  dx >  2  ,lf (a - r  */0 — M  (a)
a k=Q

y>
Сулади. Шундай килиб, V  f (a +  kh) катор якинлашувчи булар экан.

*=о
Буни эътиборга олсак, /  (х) нинг мусбатлигидан ва (16.22) муносабат- 
нинг унг томонидаги тенгсизликдан

f  /  (х) dx <  V  hf (a +  kh)
a fc=0

ни хосил к.нламиз. Бу тенгсизликнинг ихтиёрий А >  а учун тугри 
эканлигидан

Г f(x)dx <  ft У  f(a  +  kh).
а i= 0

Демак,

h 2  f (а +  kh) — h f (a) <  [ /  (x) dx <  h J ?  /  (a +  /г/г)
/г=0 a k=0

экан. Бу ерда /г-> 0 да лимитга утсак (16.21) формулани хосил кила- 
миз.

М и с о л. Ушбу
+ 00

| хе~х dx
I

интегрални карайлик. Равшанки, бу интеграл якинлашувчи. [1, +  оо) ораликда эса 
f (х) =  хе~х функция камаювчи хамда у  х £ [1, +  оо) учун /  (*) =  хе~х >  0 дир. 
Юкорида келтирилган (16.21) формуладан фойдаланиб цуйидагини топамиз:
+  С
I х; х dx= lim h V ( l + W i )  e (1+ Wi> =  1 lim  
■| л=о л-> о

„  V e - А л + л *  y\k e~ kh
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=е- 1
1 e~h

lim h ------~h +  l ' m Л2/ . в - 1
1 + h V  '  ( т ^ Ь - Л =л->о l — e  h - *  о ( 1 — e ) 2J

=  e—1 (1 +  1) =  2e~1.
Демак,

i
( xe~x dx = 2e ■
1

1 6 . 5 - э с л а т м а .  Юкорида келтирилган (16.21) формула f  {х) функ­
ция х узгарувчининг бирор хи (х0 >  а) ^ийматидан бошлаб камаювчи 
булганда хам уринли булишини курсатиш мумкин.

5. Ч е г а р а с и  ч е к с и з  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и н г  б о ш  
к и й м а т л а р и .  f (х) функция (— «>, +  °°) оралиеда берилган булиб,
бу ораликнинг исталган [/', /] (— < » < / ' < / <  -г  °°) ^исмида интег-

t
ралланувчи булсин: F (t\  t) — j" f{x)dx.

г
Маълумки, f (х) функциянинг (— оо , +  °°) оратак, буйича хосмас 

интеграли ушбу

( f (х) dx — lim F  (t\ t) =  lim   ̂ f(x) dx
J f  ._00 /'_*_00 ’>

— t->+x t-+-\-x t ’ 
лимит билан аникланар эди. f ,  t узгарувчилар бир-бирига борлик, бул­
маган хрлда / '-> —  о о , t-+ +  оо да F  (/', t) функция чекли лимитга

4-оо
эга булса, [ /  (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи деб аталар эди.

_1 Ос

Равшанки, Г /  (х) dx интеграл якинлашувчи булса, яъни ихтиёрий
_̂ 00

равишда t’ ->  — оо, t ->  +  оо да F  (/', f) функция чекли лимитга эга
булса, у хрлда бу функция t' =  — t булиб, t -*■ +  °° булганда хам,
чекли лимитга эга (интеграл якинлашувчи) булаверади. Бирок; F  (/', /) — 

t
=  1* f{x ) dx функция, t' =  — t булиб, /->- +  оо да чекли лимитга эга 

v
оо

булишидан j  f(x) dx хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши ке-
_ 00

либ чикавермайди.
М и с о л .  Ушбу

[ sin х dx 
t

t
интеграл учун t' =  — t булса, равшанки, V ( > 0  учун j sin xdx =  0 ва демак,

—t
t

lim f sin xdx — 0
t-++x _!/

+ O0 1
булади. Бироц f sin xdx интеграл якинлашувчи эмас.

_ос
16.9-т а ъ р и ф .  Агар t' =  — t булиб, /->■ -f  оо да F (t ’, t) =
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J  f(x) dx функциянинг лимити мавжуд ва чекли булса, у хрлда

+ а
^ /  (х) dx хосмас интеграл бит кий мат маъносида якинлашувчи

Оо
дейилиб,

t
lim  ( /  (х) dx

<4 + 00 J t
+00

ЛИМИТ

+'

эса' j* f (х) dx хосмас интегралнинг бош киймати деб аталади.
__со

+ о о

Одатда ( /  (х) dx хосмас интегралнинг бош киймати
— ос

+ 00

V. p . J  /  (х) dx

каби белгиланади. Демак,
+аэ £

v. p. I /  (х) dx =  lim I /  (х) dx.
<-*+c_v

Бунда v. p. белги французча «valeur principiale» «бош киймат» сузла- 
рининг дастлзбки харфларини ифодалайди.

+ 00

Шундай ^илиб, f /  (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи булса, уv _00
+ 00

бош киймат маъносида хам якинлашувчи булади. Бирок j" f(x)dx  хос-
__оо

мае интегралнинг бош киймат маъносида якинлашувчи булишидан 
унинг якинлашувчи булиши хар доим х^м келиб чикавермайди.

6. Ч е г а р а с и  ч е к с и з  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и  т а к р и б и й  
х и с о б л а ш. f (х) функция [а, +  °°) ораликда берилган ва узлуксиз 
булиб,

+ С0
/  =  j* f  (х) dx (1 6 .2 4 )

а
интеграл як.инлашувчи булсин.

Куп хрлларда бундай интегрални ани^ хисоблаш ^ийин булиб, уни 
такрибий ^исоблашга тугри келади.

(16.24) хосмас интегрални такрибий ^исоблаш хос интегрални — 
ани^ интегрални такрибий хисоблаш га келтирилади. Ани^ интегрални 
хисоблашда, бизга маълум формулалар (тугри туртбурчаклар, трапеция, 
Симпсон формулалари (царалсин 1-кием, 9 -боб, 11-§)) дан фойдалани- 
лади.

Таърифга кура

♦+
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лимит мавжуд ва чекли, яъни V  е > 0  олинганда хам, шундай t0 (a<̂
<  t0 <  оо) топиладики, t >  t0 да

+ 0О t
I f / (.г) dx — [ / (х) dx <  е (16.25)
а а

булади. Агар
j  /(х) dx =  j  f(x )d x — \ f  (х) dx
t a a

эканлигини эътиборга олсак, унда ю^оридаги (16.25) тенгсизлик ушбу

| f f(x )d x \ < г 
't

куринишни олади.
Натижада берилган / интегрални такрибий ифодаловчи куйидаги 

формулага келамиз:
[ f(x)dx  «  |/(x)dx. (16.26)
а а

Бу такрибий формуланинг хатолиги
-[-00
If / (х) ах | <  е 

t
булади.

М и с о л .  Ушбу
4_ оо
j  dx
о

интегрални ^арайлик. Бу интеграл якинлашувчидир. Упи [0, а[ (а >  0) оралиц
буйича Г е~~х2 интеграл билан алмштириб ушбу

о +оо а
( e~x2d x »  \ e~x* dx (а > 0) (16.27)
о о

такрибий формулага келамиз. (16.27) формуланинг хатолиги 
+30 ■> а _ . + 00 _  ■> 

f е х dx — $ е dx =  j  е * dx
0 0 а

учун куйидаги батога эга буламиз:
_|_се " I I - f c o  ]

г e ~x 2 d x < —  г I в **d(x«) =  —
а “ а 2а а 2а

Энди а = 1 ,  а  =  2, а  =  3 булган ^олларни ^арайлик. а =  1 булсин. Бу цолда

j ё~х’ dx я» f е~ d* 
о о

булиб, бу такрибий формуланинг хатолиги

ё~'х* dx — j e  X'd x — ] е  ^  0,1839 
о о 0

булади.
а =  2 булсин. Бу з^олда

оо 2
j  e~x td x&  [ е х dx
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булиб, бу такрибий формуланинг хатолиги учун ушбу 
+ °° _ 2 2 -f1»

J е * dx — J  е dx =  j' е х* dx < 0,00458
0 0 2 

батога эга буламиз.
а = 3  булсин. Бу холда

00 _ 3 _
j  е х dx «  J е * dx
о о

булиб, унинг хатолиги
+°° —  3 +°° _  

f е  х  d x  —  \ е  х  d x ^   ̂ е  х* d x  - о ,00002

о о з
булади.

4 - § . Ч егарал анм аган  ф ункциянинг хосмас интеграллари

1. М а х с у с  н у ^ т а .  f(x) функция X  (X cz R) тупламда берилган 
булсин. Бирор х0 (х0 d R) нуктани олиб, унинг ушбу

^6 (*0) =  {х : х 6 R', х0 — б <  .v <  х0 + 6 ; х ф  х0} (б >  0) 
атрофини (1- кием, 118, 122-бетлар) карайлик.

16.10-таъ р и ф . Агар х0 нуктанинг .̂ ар ^андай U§ (х0) атрофи олин­
ганда ^ам U§ (х0) П X ф  0  тупламда f(x) функция чегараланмаган 
булса, х0 нукта /(%) функциянинг махсус нуцтаси деб аталади.

М и с о л л а р .  1. [а, Ь] ярим интервалда ушбу / ( .* ) = — -—  функиияни ца*
b — х

райлик. Ь нукта бу функциянинг махсус нуктаси булади, чунки [а, Ь) П Vg (L) туп­
ламда берилган функция чегараланмагандир.

2. (а,  Ь\ ярнм интегралда / (х) = --------- функция берилган булсин. Равшанк i
х  — а

бу функция (а, 6)] П ^ g (a )  тупламда чегараланмаган. Демак, а махсус нукта.

3. (а, Ь) интервалда ушбу / (х) = ------------------------ о - (а  >  0, Р >  0) функция-
(х — (Ь — х)р

ни карайлик, а ва b нуь;талар бу функциянинг махсус нукталари булади, чунки бз- 
рилган функция (a, b) Г) U  ̂(а) ва (и, Ь) Л Ug (b) тупламларда чегараланмагандир.

4. Ушбу / ( * ) = ------------— функция /?\{—1 ,0 , 1} тупламда берилган. Рав:пан-х — 1)
ки, бу функция — 1, 0, 1 нуцталар атрофида чегараланмаган. Демак, — 1 , 0 ,  1 
махсус нуи,талар булади.

2. Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я н и н г  х о с м а с  и н т е г р а л и  
т у ш у н ч а с и .  Мазкур курснинг 1 - ^исм, 9 -бобида математик анализ- 
нинг асосий тушунчаларидан бири—функциянинг [а, b] оралик; буйича 
аник интеграли (Риман интеграли) тушунчаси киритилди ва уни батаф- 
сил урганилди. Унда функциянинг интегралланувчи булиши функция­
нинг чегараланган булишини такозо этади.

Энди чекли [а, Ь] ораликда чегараланмаган функциялар учун интег­
рал тушунчасини киритамиз ва уни урганамиз.
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f(x) функция [a, b) ярим интервалда берилган булиб, b нукта шу 
функциянинг махсус нуцтаси булсин. Бу функция [а, Ь) ярим интер- 
валнинг исталган [a, t\ (а<С1 К  Ь) кисмида интегралланувчи (1-кисм, 
9- боб, 2- §), яъни ихтиёрий t учун ушбу

J  f(x)dx
а

интеграл мавжуд булсин. Бу интеграл, равшанки, каралаётган функ­
цияга ва олинган t га боглик булади. Агар f(x) ни тайинлаб олсак, 
каралаётган интеграл факат i узгарувчининг функцияси булади:

f / (х) dx — F (t) ( a < i  < .b ).
a

Натижада (a, b) интервалда берилган F (t) функцияга эга буламиз.
16 .11-таъриф . Агар t -y -b — 0 да F(t) функциянинг лимити

lim F{t)
t->0-b

мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) / (х) функциянинг [а, Ь) бййи- 
ча хосмас интеграли деб аталади ва у

(7 (x)dx
а

каби белгиланади. Демак

\f(x)dx =  lim F (t) — lim \f(x)dx. (16.28)
■a t->b- 0 *-> 6-0 a

16.12-таъриф . Агар t-+ b  — 0 да F(t) функциянинг лимити мав­
ж уд булиб, у чекли булса, (16.28) хосмас интеграл якинлашувчи дейи­
лади, }{х) эса [а, Ь) да интегралланувчи функция дейилади

Агар /—>-b — 0 да F(t) функциянинг лимити чексиз булса, (16.28) 
интеграл узоклашувчи деб аталади.

Худди гокоридагидек, а нукта f(x) функциянинг махсус нук;таси 
булганда (а, Ь] оралик буйича хосмас интеграл, а ва b ну^талар функ­
циянинг махсус нукталари булганда (а, Ь) оралик буйича хосмас интег­
рал таърифланади.

f{x) функция (а, Ь\ ярим интервалда берилган булиб, а нукта шу 
функциянинг махсус ну^таси булсин. Бу f(x) функция (а, b] ярим ин- 
тервалнинг исталган \t, b\ (а< Ц < Ь ) ^исмида интегралланувчи, яъни 
ихтиёрий t (а <  t <  b) учун ушбу

]f(x )d x  =  (b(t) (16.29)
t

интеграл мавжуд булсин.
16 .13-таъриф . Агар /->-а +  0 да Ф (0  функциянинг

lim Ф (0
/-+O-J-0
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лимити мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) f(x) функциянинг 
(й, Ь] буйича хосмас интеграли деб аталади ва

j7  {x)dx
а

каби белгиланади. Демак,
ь ь
Г f{x)dx — lim \f(x)dx — lim Ф(Л. (16.30)

i  t ->a+0-j  t->a+ 0

16.14-таъ р и ф . Агар ^->а +  0 да Ф(/) функциянинг лимити мав-ь
ж уд булиб, у чекли булса, §f(x)dx  интеграл якинлашувчи деб атала-

а
ди, f(x) эса (а, Ь] да интегралланувчи функция дейилади.

Агар f - v a  +  0 да Ф(/) функциянинг лимити чексиз булса (16.30) 
интеграл узоклашувчи деб аталади.

f(x) функция (а, Ь) интервалда берилган булиб, а ва b ну^талар 
шу функциянинг махсус ну^талари булсин. Шунингдек, f  (х) функция 
(а, Ь) интервалнинг исталган !т, tj (a <  rj <  / <  b) кисмида интеграл­
ланувчи, яъни

t
§f(x)dx  =  ф (т , /) (16.31)
T

интеграл мавжуд булсин.
16.15-таъ р и ф . т->-а +  0, t-+ b  — 0 да ср(т, t) функциянинг

lim <р(т, t)
т->а+0
t~>b—Q

лимити мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) f(x) функциянинг 
(а, Ь) буйича хосмас интеграли деб аталади ва у

f f(x)dx
а

каби белгиланади. Демак,
ь t
\f{x)dx =  Y\m f f(x) dx — lim cp (r, t). (16.32)
•’a x ^ a + 0  i  x -> a+ 0

t -*b- 0 t-+b—0

16.16-таъри ф . Агар т -> а  +  0, t-+ b  — 0 да <р(т, t) функциянинг 
лимити мавжуд булиб, у чекли булса, (16.32) интеграл якинлашувчи 
дейилади, f(x) эса (а, Ь) да интегралланувчи функция деб аталади.

Агар т -Hva +  O, t-+ b  — 0 да tp(x, t) функциянинг лимити чексиз 
булса, (16.32) интеграл узоклашувчи деб аталади.

с1У с2, , cn(ci £(a, b), i’ =  l, 2 , . . .  , п) нукталар f (х) функ­
циянинг махсус ну^талари булган ^олда ^ам f(x) нинг (а, Ь) буйича 
хосмас интеграли юкоридагидек таърифланади. Соддалик учун a, b 
^амда с (а <  с <  Ь) махсус нукталар булган хрлда, хосмас интеграл 
таърифини келтирамиз. / (х) функция (а, Ь)\{с) тупламнинг исталган
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[т, t] (а <  т <  t <  с) хамда [ы, и] (с <  и <  v <  b) кисмларида интеграл­
ланувчи, яъни

j / (х) dx =  ф (т, /), | / (л:) dx — \\> (и , у) (16.32)

интеграллар мавжуд булсин.
16.17-таъ р и ф . Агар т - к а  +  О, t-*- с — О хамда ы->с +О, и->- 

-*■ b — О да ср (т, /) +  гр (и, у) функциянинг

lim [ф(т, /) +  ^(«, w)l =  lim [|'/ (x)dx  +  \f(x)dx]
T -WJ+O t-vfl-f 0 T и
t —*c— О 1- > с — О
«-►с+О и~>с-\-Р
7>~*Ь—  О и -* Ь —  О

лимити мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) / {х) функциянинг 
(а, Ь) буйича хосмас интеграли деб аталади ва у

J f(x)dx
а

каби белгиланади. Демак,

\f(x)dx =  lim [ Г /(х) dx +  \ / (х) dx] . (16.34)
в т-»в+0 т i

и-»с-|-0
V - t b — O

16.18-таъриф . Агар т->-а +  0, с — О х.амда м -> с +  0, у->- 
-> b — О да ф ( т ,  /) -)- г|) (и, у) функциянинг лимити мавжуд булиб, 
у чекли булса, (16.34) интеграл якинлашувчи дейилади, / (х) эса (а, Ь) 
да интегралланувчи функция дейилади.

Агар т-^ -а +  О, t-*-c — 0 х.амда и-*- с +  О, у ->•£>-— О да <р(т, /) +  
-И|л(«, у) функциянинг лимити чексиз булса, (16.34) интеграл узоц- 
лаиувчи деб аталади.

16.6-э с л а т м а .  Юкорида махсус ну^таси а (ёки Ь, ёки а ва Ь) 
булган f(x) функциянинг (а, Ь] (ёки [а, Ь)), ёки оралиц буйича хосмас ин- 
тёграли тушунчаси F (t) нинг (ёки Ф (0 нинг t-* -b — О, ёки
Ф(т, I) нинг т —>а +  0, t-*-b  — 0) да лимити мавжуд булган холлар 
учун киритилди ва унинг якинлашувчи ёки узоклашувчилиги таъриф- 
ланди. Маълумки, F(t) нинг +  0 (ёки Ф (0 нинг t-+ b  — О, ёки
Ф ( т ,  t) нинг Т“> а +  0, t-* -b '-— 0) даги лимити мавжуд булмаган хол 
булиши мумкин. Бу хрлда биз шартли равишда /(х) нинг хосмас ин- 
тегрэли

J' / (X) dx
а

узоклашувчи деб к,абул киламиз.
Шундай килиб, чегараланмаган функция хосмас интеграли тушун­

часи аввал урганилган Риман интеграли тушунчасидан яна бир мар­
та лимитга утиш амали оркали юзага келар экан. Кулайлик учун 
куй ид а куиинча «хосмас интеграл» дейиш урнига интеграл деб кетаве- 
рамиз.
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М и с о л л а р .  I. (О, I] ярим интервалда / (х) = —=■ функцияни царайлик.
V х

Равшанки, х =  0 нуцта бу функциянинг махсус ну^тасидир. Берилган функция их­
тиёрий [t, 1] ( 0 < / <  1) орали^ буйича интегралланувчи

I

У ^олда

т г - ч ' - У ‘ У

lim  Ф(^) =  lim  2(1 — У  t ) =  2 
*-►+0 /-»+о

I
С dx

булади. Демак, J  -у . — интеграл якинлашувчи ва у  2 га тенг.

о
[

(' dx
2. Ушбу I —  хосмас интеграл узоклашувчи булади, чунки

J  х «
1Л  ̂у

ПшФ( / )  =  Нгп I —  =  lim  [1 п х ]! =  +  оо.
<-*+о /->+о J  х <-..+о

Г dx3. Ушбу I —  -  интегрални карайлик. Равшанки, х =  0 ва к — 1 нуц-
J  V x ( l  — х)О

талар махсус нукталардир. Хосмас интеграл таърифига кура
1 1
Г dx С dx

=  lim  I ----  ■ =  lim  [arsin (2 х — l ) l l  =
т -ч - o j  y x (1 — x) ?-+<>J г ч l - x i  , 5 + » J

я я
- lim  [arsin (2 t — 1) — arsin (2 т  — 1)] =  —  4- ~  =  я  
т-»+0 2 2
/--►1-0

булади. Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи ва
I

Г dx
\ ----  ~ =  л.

J  /х(1 — х)
4. Ушбу

ь ь
Г dx С dxh  — | (а> 0), /2 -
J  (х — a) J  (6 —х)аа а

интегралларни карайлик. Хосмас интеграл таърифидан фойдаланиб куйидагини топа-

(а >  0)

миз:

Г-*Цг_11ш Г --~~аГ —limJ  (х — а) /-»а+о J  (х — а) <-+а+ 0  L 1 — а
a t

=  lim  — -— [6 — а)1 - а —-(*-—х )1—а ], (а = М ). 
/-̂ а+О 1 — а
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Б у л и м и т а < ; 1  булганда чекли, демак /, хосмас интеграл якинлашувчи, а > 1  
булганда эса чексиз булиб, унда /х хосмас интеграл узоклашувчи булади. а  =  1 бул­
ганда

ь ъ
С d x Г dx
I --------  =  lim  \ -------- =  lim  [In [ * — a)] ?

J x —  a t ->a+o J x —  a /->a+a
a t

булиб, /, интеграл узо^лашувчидир.
Демак,

ъ
Г dx  

'■=j ,a>0) 
a

хосмас интеграл a  <  1 булганда якинлашувчи, a  >  1 булганда узоклашувчи булади. 
Худди шунга ухшаш курсатиш мумкинки,

ь
f dx

Я
хосмас интеграл a <  1 булганда якинлашувчи, a  >  1 булганда узоклашувчи булади.

Биз цуйида хосмас интегралларнинг турли хоссаларини урганар
эканмиз, уларни, асосан махсус нуктаси b булган / (х) функциянинг

ь
[а, Ь) оралик буйича олинган |' f(x)dx  интеграли учун келтирамиз. Бу

а
хоссаларни махсус нуктаси а (ёки а ва Ь) булган функциянинг мос 
равишда (а, Ь) ёки (а, Ь)) оралик буйича олинган хосмас интеграллари 
учун х>ам тегишлича баён этиш мумкин.

3. Я к и н л а ш у в ч и  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и н г  х о с с а л а ­
ри.  f(x) функция [а, Ъ) да берилган булиб, b шу / (х) функциянинг 
махсус нуктаси булсин. Бу функция исталган [a, t\ (a<^t<^b)  да ин­
тегралланувчи булсин.

1°. Агар f(x ) функциянинг [а, Ь) оралик буйича |' / (х) dx интеграли
а

якинлашувчи булса, бу функциянинг [с, Ь] (а<^с<1 Ь) оралик, буйича
ь
\ / (х) dx интеграли хам якинлашувчи булади ва аксинча. Бунда

С

f f{x)dx =  [ f(x )d x +  [ f(x)dx  (16.35)
а  а с

булади.
Ис б о т .  Ани^ интеграл хоссасига кура

|/ (х) dx =  J f  {х)dx +  § f ( x ) dx  ( a < t <  b) (*)
a a * с

булгди.
ь
(' f(x)dx  интеграл якинлашувчи, яъни
a

Г f(x) dx =  lim j' / (x) dx
a  t->b- 0 a
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лимит мавжуд ва чекли булсин. Юкоридаги (*) тенгликни куйидагича 
• ёзамиз:

t I с
[f(x)dx=^  j /(х)dx — \f(x)dx. 
с а а

Кейинги тенгликда t~*b — 0 да лимитга утиб куйидагини топамиз:

lim [ f(x)dx — lim \f(x)dx — f f(x)dx  =  f f(x)dx  — \ f(x)dx. 
t-+b—0 с  / - > 6 - 0  Ja a a 'a

b
Бундан f f  (x) dx интегралнинг якинлашувчи ва

С

j' / (х) dx =  (7 (х) dx +  \f(x)dx
а а  с

эканлиги келиб чикади.
ь

Худди шунга ухшаш |’ f  (х) dx интегралнинг якинлашувчи булиши-
СЬ

дан [ f(x)dx  интегралнинг хам якинлашувчи х,амда (16.35) формуланинг
а

уринли булиши курсатилади.
Куйида келтириладиган 2° — 5°-хоссалар хосмас интеграл ва унинг 

я^инлашувчилиги таърифларидан бевосита келиб чикади.
а Ь

2°. Агар f / (х) dx интеграл якинлашувчи булса, у  хрлда j  cf (х) dx
а а

интеграл хам якинлашувчи булиб,
ь ь
\cf{x)dx =  c §(x)dx
а а

булади, бунда с =  const.
а

3°. Агар \f(x)dx интеграл якинлашувчи булиб, у х  £ [а, Ь) да
а

f  (х) >  0 булса, у  хрлда

f / (х) dx >  О
а

булади.
Энди f(x) функция билан бир к^аторда g(x) функция х,ам [а, Ь) да

берилган булиб, b эса бу функцияларнинг махсус нуктаси булсин;
b ь

4° Агар f f  (х) dx ва g (х) dx интеграллар якинлашувчи булса, у
а аЬ

холда Г [/ (х) ± g  (х)] dx интеграл хам якинлашувчи булиб,
а

f [/ (х) ± g (х)] dx =  j' f(x) dx ± j  g(x) dx
a a  a

булади.
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16 . 4 - на т ижа .  f1 (x), /2(х), . . .  , fn(x) функцияларнинг хар бири
\а, Ь) да берилган булиб, b эса бу функцияларнинг махсус нуктаси 

ъ
булсин. Агар j  fk(x)dx(k =  1, 2, . . .  , п) интеграллар якинлашувчи

а
булса, у холда

J  \Cifi (х) +  c2f2 (х) +  . . .  - f  сп fn (х)1 dx
а

интеграл х.ам якинлашувчи булиб,

(" (C]/i (х) ~Ь C2f2 (х) 4- . . .  +  Сп f n (х)] dx — Су | /i (х) dx +  с2 j /2 (х) dx +
а  в а

+  . . .  +  сп (' fn(x)dxci =  const, i =  1, п.
а

булади.
ь о „

5° Агар |' / (х) dx ва Jfg  (x)dx интеграллар якинлашувчи булиб,
а  а

Y Ь) да }(x)< g(x) тенгсизлик уринли булса, у хрлда
ъ ь
J /(х)d x <  \g (х)dx
а а

булади.
Юцоридаги f(x) ва g(x) функциялар куйидаги шартларни хам ба­

жарсин:
1) /(*) функция [я, Ь) да чегараланган, яъни шундай т  ва М  уз­

гармас сонлар мавжудки, у х  £ [а, Ь) да гп <  /(х) <  М;
2) g(x) функция [а, Ь) да уз ишорасини узгартирмасин, яъни барча

х(х£ [а, Ь) ларда g (х) > 0 ёки g (x )< 0 . 
ъ ь

6°. Агар j7 (x )g (x )d x  ва f g  (х) dx интеграллар якинлашувчи булса,
а а

у  хрлда шундай узгармас |х ( т  <  Л4) сон топиладики,
Ь ь
<\f(x)g(x)dx =  i-i jg (x )d x

а о

тенглик уринли булади.
Бу хосса ушбу бобнинг 1- § да келтирилган 6°- хосса исботи каби 

исботланади. Одатда бу хосса у р т а  к и й м а т  ^ а ^ и д а г и  т е о р е м а  
деб юритилади.

5 - §. Ч егарал анм аган  ф ун кц ия  хосм ас интегралининг 
якинлаш увчилиги

f(x) функция \а, Ъ) ярим интервалда берилган булиб, b шу функ­
циянинг махсус нуктаси булсин. Бу функция хосмас интегралининг 
якинлашувчилиги шартини топиш билан шурулланамиз.

229



Биз юкорида [ f(x)dx  хосмас интегралнинг якинлашувчилигн t -*■
а

-*■ Ь — 0 да

F(t) =  J 7 (x)dx ( a < t < b )
а

функциянинг чекли лимитга эга булиши билан таърифланишини кур-
ь

дик. Бинобарин, [ f (х)ах интегралнинг якинлашувчилигн шарти, t-*-
а

—*-Ь — 0 да F (t) функциянинг чекли лимитга эга булиши шартидан 
иборат.

1 -кием, 4 -боб, 5-§, 6-§ даги функциянинг чекли лимитга эга бу-
ь

лиши хакидаги георемалардан фойдаланиб, \ f(x)dx  хосмас интеграл-
а

нинг якинлашувчилигн шартини ифодаловчи теоремаларни келтирамнз.
1. Ма н фи й  б у л м а г а н ф у н к ц и я  х о с м а с и н т е г р а л и н и н г  

я к и н л а ш у в ч и л и г н .  f(x ) функция [а, Ь) ярим интервалда берилган 
булиб, b эса шу функциянинг махсус ну^гаси булсин.

Бу функция [о, Ь) ораликда манфий булмасин (V  \а, Ь) учун 
/(*) >  0) ва орали^нинг исталган [а, кисмида (а <  / <  Ь) интеграл­
ланувчи булсин. У эуэлда а <  ^ <  /2 <  b лар учун

F (Q =  / f  (х) dx =  F(t1) +  f f  (x) dx >  F (tL)
a it,

булади. Демак, / (a ) >  0 булганда F (/) функция усувчи булар экан. 
Бинобарин, t —>~b — 0 да F (t) хамма вакт лимитга (чекли ёки чексиз) 
эга булади. Монотон функция лимити хакидаги теоремадан фойдала-

ь
ниб (царалсин, 1- кием, 4 -боб, 5-§) \j(x)dx интегралнинг якиилашув-

а
чилиги шартини ифодалайдиган куйидаги теоремага келамиз. ь

16.7- т еор ем а. [а, Ь) да манфий булмаган f (х) функция I f(x)dx
а

хосмас интегралининг якинлашувчи булиши учун, {F (t)\ нинг ю^ори- 
даги чегара.шнган, яъни y t£ (a , b) учун

F (/) =  (' f(x) dx <  с (с =  const)
а

булиши зарур ва етарли.
ь

Одатда бу теорема fix) (/ (х )>  0) функция \f{x)dx хосмас инте-
а

гралининг яцинлашувчилиги критерийси деб аталади.
Яна уша теоремага асосан куйидаги натижани айта оламиз.

t
16.5-н а т и ж а .  Агар [F (t)) =  {§f(x)dx} туплам юкоридан чегара-



ланмаган булса, у хрлда \ / (х) dx хосмас интеграл узоклашувчи бу-
а

лади.
М а н ф и й  б у л м а г а н ф у н к ц и я л а р  х о с м а с  и н т е г р а л л а -  

рини т а ц к о с л а ш  ^ а к и д а  т е о р е м а л а р .
1 6 .8 -тео р ем а , f (х) ва g (х) функциялар [а, Ь) да берилган булиб, 

Ъ эса бу функцияларнинг махсус нуктаси ва V  х£[а, Ь) да
О < f(x )< g (x )  (16.36)

булсин. У  холда:
jg(x)dx якинлашувчи булса, j' f(x)dx хам якинлашувчи булади,
а а
Ь Ъ
J  f(x)dx узоклашувчи булса, (' g(x)dx х1ам узоклашувчи булади.
а  аЬ

Ис б о т .  j g(x)dx якинлашувчи булсин. Унда 16.7-теоремага кура
а

t
{G (/)} =  { j g (х) dx} (а <  / <  b) туплам юкоридан чегараланган:

а ^

G (t) =  |' g ( a )  dx < С  (С =  const)
а

булади. (16.36) муносабатга асосан

F (I) =  j’ / (.r) dx <  [ g (х) dx =  G(t) <  С
а а Ь

булиб, ундан яна 16.7-теоремага кура §f(x)dz  интегралнинг якинла-
а

шувчилигн келиб чикади.
Ь

Энди (/ (jc) dx интеграл узоклашувчи булсин. У холда {F (/)} =
а

t
=  | | f(x)dx) юкоридан чегараланмаган булиб,

а
jf (x )  dx \ g (х) dx
а а

тенгсизликдан эса

{G (t)} =  g(x)dx}
а

нинг хам юкрридан чегараланмаганлигини топамиз. Демак, юкррида
ь

келтирилган натижага кура \g(x)dx интеграл узоклашувчи. Теорема
а

исбот булди.
16.9-т е  о р е м  а. [ а ,  Ь) да / (х) ва g(x) манфий булмаган функция-

/ (*)лар берилган. х —*~Ь— 0 да —— нисбатнинг лимити к булсин:
ё (*)

lim - £ & = * .
*-»(>—О g  (х)
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Агар <  + оо ea\g(x)dx интеграл якинлашувчи булса, [ f(x)dx
а а

интеграл хам якинлашувчи булади.
ь ь

Агар & > 0  ва \g(x)dx интеграл узоклашувчи булса, \f(x)dx ин-
а 'а

теграл хам узоклашувчи булади.
Бу теореманинг исботи ушбу бобнинг 2-§ ида келтирилган 16.3- 

теореманинг исботи кабидир. Уни исботлашни укувчига хавола этамиз.
Юкорида келтирилган теоремалардан куйидаги натижд келиб чита­

ли.
16 .6 -н ати ж а . 16.9-теорема шартларида агар 0 <  /г <  +  оо булса, 

ь ь
у хрлда j’ / (х) dx ва f g (.г) dx интеграллар бир ва^тда ёки якиилашув-

а  а
чи, ёки узоклашувчи булади. 

ь‘
Бирор С/(х) dx (f (х) >  0, V x£  \а, Ь)) хосмас интеграл берилган

а
булсин. Бу интегрални f ---------— интеграл билан солиштириб, куйи-

а (Ь х) 
даги аломагларни топамиз.

1°. Агар х нинг b га етарлича я кин кийматларида

(«> о>
b

булса, у хрлда ф (х )< с < + о о  ва а  <  1 булганда j' f(x)dx  интеграл
аЬ

якинлашувчи, ф (х) >  с >  О ва а > 1  булганда j’ f  (х) dx интеграл узок;-
п.

лашувчи булади.
2°. Агар х b — 0 да f{x) функция ——  га нисбатан а ( а > 0 )

Ь — хь
тартибли чексиз катта булса, у хрлда j  f  (х) dx интеграл а. <  1 бул-

а
ганда якинлашувчи, а  >  1 булганда эса узоклашувчи булади.

Бу аломатларнинг исботи дам ушбу бобнинг 2- § ида келтирилган 
аломатларнинг исботи кабидир.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
1

f

cos X
у — -.о '

интегралнн карайлик. Бунда интеграл остидаги функция

-dx



булади. Равшанки, У * 6  [О, 1) учун ф (х) =  cos2 х <  1 ва а  = — <  1. Демак,
4

юкоридаги 1°-аломатга кура берилган интеграл якинлашувчи булади.
2. Куйидаги.

1
С xdx

интегрални караилик.

Vх̂ -о  1 V 1—х г ' 2
> 1 — х

з^амда

dx

1 —х

интегралнинг якинлашувчилигнни эътиборга олиб, 16 .6-натижага асосланиб берилган 
интегралнинг якинлашувчилигини топамиз.

2. И х т и ё р и й  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и н г  я^ин-  
л а ш у в ч и л и г и .  f(x) функция \а, Ь) ярим интервалда берилган булиб, 
b нуцта f (х) функциянинг махсус нуктаси булсин.

Маълумки, t-*- b — 0 да

F {t)= \ f{x )d x
а

Ь
функция чекли лимитга зга булса, у  хрлда | / (х) dx хосмас интеграл

аb
якинлашувчи деб аталар эди. Демак Г f(x)dx  хосмас интегралнинг

а
якинлашувчилиги тушунчаси хам функциянинг чекли лимитга эга бу­
лиши оркали ифодаланади. Функциянинг чекли лимитга эга булиши 
хакидаги теоремадан (1-'кисм, 4 -боб, 6-§) фойдаланиб цуйидаги теоре­
мага келамиз.

16.10-т ео р ем а. ( Коши т е о р е м а с и ) .  Цуйидаги

j  / (х) dx
а

хосмас интегралнинг (Ь — махсус nyigna) якинлашувчи булиши учун, 
у  е > 0 сон олинганда хам , шундай б > 0  топилиб, b — б < t ' <Ь, 
Ь — 5 < t" <  b тенгсизликларни каноатлантирувчи t' ва t" лар учун

\F{t")- F(t')\ =  j| f(x)dx|< в 
v

твнгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
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Бу теорема мухим назарий ахамиятга эга булган теорема. Бирок 
ундан амалда—хосмас иитегралларнинг якинлашувчилигини аниклашда 
фойдаланиш к>ийин булади.

ь
16.11-т е о р е м а .  Агар J [/ (х) | dx интеграл якинлашувчи булса, у

хрлда j  / (x)dx интеграл %ам якинлашувчи булади.
а

Бу теореманинг исботи ушбу бобнинг 2-§ идаги 16.5-теореманинг 
исботи кабидир.

ъ
1 6 . 7 - э с л а т м а .  \\f(x)\dx интегралнинг узоклашувчи булишидан 

ь 0
j'f(x)dx интегралнинг узоклашувчи булиши хар доим келиб чикавермайди.

1 т НМ и с о л. Ушбу j ( — I)'- Xj 1
1—X

dx = .1
1

dx интеграл якинлашувчи, аммо 

dx интеграл эса узо^лашувчидир.
1—.v

16.9-т а ъ р иф.  Агар §\f(x)\dx интеграл якинлашувчи булса, у
ь а

хрлда j f(x)dx абсолют якинлашувчи интеграл деб аталади. f{x)
а

функция эса [а, 6] да абсолют интегралланувчи функция деб аталади. 
ъ ь

Агар §f(x)dx  интеграл якинлашувчи булиб, \\f(x)\dx  интеграл
а аЪ

узоклашувчи булса, у хрлда j f(x)dx шартли якинлашувчи интеграл
а

деб аталади.
Бирор /(.*) функция [а, Ь) да берилган булиб, Ъ эса шу функция­

нинг махсус нуктаси булсин. Бу /(%) функция |/(х)| абсолют к,ийма- 
ь

тининг [а, Ь) буйича [\f(x)\dx интегралини карайлик. Кейинги интег-
а

ралга нисбатан 6-§ даги аломатларни куллаш мумкин. Агар бирор ало- 
ft

матга кура f | f(x) I dx интегралнинг я^илашувчилиги топилса, унда
а Ъ

16.11-теоремага асосан берилган j' f(x)dx интегралнинг хам яцинла-
а

шучилиги (хатто абсолют якинлашувчилигн) топилган булади.
ъ

Агар бирор аломатга кура \\f(x)\dx интегралнинг узоклашувчили
а Ь

гини ани^ласак, айтиш мумкинки, j(x)dx ёки узоклашувчи булади,
а

ёки шартли якинлашувчи булади ва буни аниклаш кушимча текшириш- 
ни талаб этади.
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6- §. Ч егараланм аган  ф ункция хосм ас интегралини х,исоблаш

Биз аввалги параграфларда функция хосмас интегралининг якинла­
шувчилигини ургандик. Энди якинлашувчи хосмас интегралларни хи­
соблаш билан шугулланамиз.

Бирор /(а) функция [а, Ь) да берилган булиб, b эса шу функция­
нинг махсус нуктаси булсин. Бу функциянинг хосмас интеграли

I =  J f{x)dx
а

якинлашувчи, уни хисоблаш талаб этилсин.
1. Н ь ю т о н  —Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  Фараз килайлик, f (x)  

функция [а, Ь) да узлуксиз булсин. Маълумки, бу холда /(а) функция 
шу ораликда Ф(а) (Ф '(а) = /(а), х:£[а, b)) бошлангич функцияга эга бу­
лади. х-+Ь—0 да Ф(а) функциянинг лимити мавжуд ва чекли булса, 
бу лимитни Ф(а) бошлангич функциянинг b нуктадаги киймати деб 
ка бул киламиз:

П тФ (х) = Ф(Ь).
*->6—0

Хосмас интеграл таърифи хамда Ньютон — Лейбниц формуласидан 
фойдаланиб куйидагини топамиз:

\f{x)dx =  lim Гf(x)dx — lim [Ф(/)—Ф(a) ] = Ф(b)—Ф(а) =  Ф(а') |".
'a t->b-Oa г->ь-о

Бу эса, юкоридаги келишув асосида, бошлангич функцияга эга булган 
f(x) Функция хосмас интеграли учун Ньютон — Лейбниц формуласи 
уринли булишини курсатади.

Берилган хосмас интеграл узгарувчиларни алмаштириб ёки булаклаб 
интеграллаш натижасида хисобланиши мумкин.

Биз ушбу бобнинг 3- § ида чегаралари чексиз хосмас ингегралларда 
узгарувчиларни алмаштириш ва булаклаб интеграллаш усулларини кел- 
тирган эдик. Худди шу усуллар чегараланмаган функция хосмас интег- 
ралларида хам мавжуддир. Уларни исботсиз келтирамиз.

2. Б у л а к л а б  и н те г ра л л а ш у с у л и. и(х) ва v ( x ) функциялар­
нинг хар бири [а, Ь) да берилган булиб, шу ораликда узлуксиз и'(х) 
ва v'(x) хосилаларга эга булсин. Ь нукта эса v(x)u' (x)  хамда u{x)v(x)
функцияларнинг махсус нукталари. 

ь
Агар j' v  (x)du (а) интеграл якинлашувчи ^амда ушбу

а
lim u(t)v(t) 

t->b- о
b

лимит мавжуд ва чекли булса, у >,олда \ и (x)dv(x)  интеграл я^инла-
а

шувчи булиб,
ь ь
J' и (a) dv(x) =  и(х) v(x) |* — [  и (х) du  ( а )  (16 .37)
а а
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и (Ь) • и (Ь) =  1 im u(t)v(t). 
t ->b-0

М и с о  л. У ш б у
1

(х +  \)dx

J У ( Х -  1)2
о

интегрални царайлик. Агар и (х) ~  х +  1, d v (х) =  —y= = L = = - dx деб олсак, унда
V  ( х  1

_1_

u (x)-v  (X) ]q — (х --f- 1) 3 (х — ] ) 3 |о =  3,

1 1 LL

J  v(x)du(x) =  j  3 (х I ) 3 d x = ^ -(х — ])V 3 |o =  — Т
0 9 4 1 4

булиб, (16.37) формулага кура
1 1 (х +  1) dx
j ^ W * < 4 - J  = з - ( - | )
о о '

булади. Демак,
1 ( х +  1 )dx  21

о
16 . 8 - э сла тма .  Юкоридаги (16.37) формулани келтриб чикаришдаь

J v(x)du(x) интегралнинг якинлашувчилигн хамда lim [u(t)- v (/)] лимит-
а ' j -*Ь—О
нинг мавжуд ва чекли булиши талаб эшлди. 

ь ъ '
Агар j и (х) dv (х), J  v(x)du(x) иитегралларнинг якинлашувчилигн хам-

а а
Аг \\т \u(t)v{t)] лимитнинг мавжуд ва чекли булиши каби учта факт-

дан исталган иккитаси уринли булса, унда уларнинг учинчиси хамда 
(16.37) формула уринли булади.

3. У з г а р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш  у с у  л и. f(x) функция 
[а,Ь) да берилган булиб, b эса шу функциянинг махсус нуцтаси булсин. 
Куйидаги

lf(x )d x
а

хосмас интегрални карайлик. Бу интегралда x = (p(z) дейлик, бунда
Ф (z) функция [а,Р) ораликда ф' (г) >  0 хосилага эга ва у узлуксиз хам-

15
да ф (а) =  а, фф) = b. Агар J / (ф (г)) • ф' (z) аг ишеграл якинлашув-

а

булади, бунда
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чи булса, у холда j /(х) dx интеграл х;ам якинлашувчи булиб,
а

ь Э
| f(x) dx =  J f  (ф (г )) ф' (г) dz
а а

булади.
ь

16.9-эслатма. j f(x)dx  интеграл якинлашувчи булсин. Бу интег-
а

ралда А' =  ф(г) булиб, у юкоридаги шартларни бажарсин. У >рлда 
р.
.1 /г(ф(2))ф , (г)^ г интеграл хам якинлашувчи булиб,
ОС

ь ft
) /' (x)dx = j' f  (ф (2) ф' (г) dz
а ос

булади.

М и с о л. Ушбу

ь

I

О

dx

(1 + х )  у  х

интегралда х =  <р (г) =  г2 алмаштириш бажарамиз. Равшанки, бу л' — г2 функция 
(О, 1] ораликда х' =  2г >  0 .^осилага эга ва у узлуксиз хамда <р(0) =  0, ф(1) =  1. 
Интегрални хисоблаймиз:

р 2d z  :1 я  я
1 =  | Г Т ^  =  2arcts ъ !о = 2 Т  =  ~2'

о

4. Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я л а р  х о с м а с  и н т е г р а л л а ­
ри н и хам баъзан (аник интеграл сингари) и н т е г р а л  й и f  и  н  д  и- 
нинг  л и м и т и  с и ф а т и д а  ^ и с о б л а ш  мумкин булади.

f(x) функция [а, Ь) да берилган булиб, b нукта шу функциянинг 
махсус нуктаси булсин. Бу функция куйидаги шаргларни бажарсин:

1) [а, Ь) да f(x) функция интегралланувчи,
2) [а, Ь) да f(x) функция усувчи ва у  х£[а,Ь) учун / (* )> 0 .
У хрлда

ь г п ~ 1 ь
f f(x)dx =  \ i m ^ - y j [ a +  ~{b — a)] (6.38)

п jJTo п
булади.

Бу (16.38) муносабатнинг исботи ушбу бобнинг 4-§ ида исботлан- 
ган (16.21) муносабатнинг исботи кабидир.

Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и н г  
бош ^ и й м а т и .  f(x) функция [а,Ь) интервалда берилган булиб, 
с(а <  с <; Ь) эса шу функциянинг махсус нуктаси булсин.
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Маълумки, т —> с — 0, /-^-t-j-О д а , яъни г) =  с — т О, г]'= /—
— с -у  О да ушбу

1 Ь с—г) Ъ
F (т ,0  = \ / (х) dx 4- \f (х) ах =  ] /(*) dx +  \ / (х) dx=F0 (tj.ti')

a t  а  C-fTY

функциянинг лимити мавжуд булса, бу лимит чегараланмаган функ­
циянинг хосмас интеграли деб аталар эди:

Ъ с—г] Ь

\f(x)dx =  lim r]') =  l im[  ( f(x)dx+  Г f(x)dx],
a  1! ->n a  c-}-T]'t) -*0 T)'-*0b

Агар бу лимит чекли булса, j  / (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи
а

дейилар эди.
ъ

Равшанки, j* / (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи булса, яъни их-
а

тиёрий равишда т]-»-0, т)'-»- 0 да F0(t], т|') функция чекли лимитга 
эга булса, у  х.олда г) =  rj' ва т|-»-0 да хам бу функция чекли лимитга 
эга — интеграл якинлашувчи булаверади.

Бирок; F0(t], г]') функциянинг г] =  г)' булиб, т]-»-0 да чекли лимит-
ь

га эга булишидан \f(x)dx хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши

хар доим келиб чикавермайди. 
М и с о л. Ушбу ь

dx
--------- (а <  с С  Ь)
X — с

хосмас интегрални карайлик. Равшанки,
с—Т1 Ъ

(“ dx С dx b — с Ti
М Л. V) = -------+ -------- = ln---------+ In—7 (]3-39)J  x — с J  x — с с — а iy

О С+Г)'
булади.

d — с
т) =  г)' ва г] • 0 да Г0 (г), r ) ')->  I n ---------  булади.

е — а
Бирон; ихтиёрий равишда г) -->■ О, г|' - О да (16.39) муносабатдан куринадики, 

^о(л> ’/) Функция анин; лимитга эга булмайди.

16.20-таъриф . Агар tj =  tj' ва tj-> 0 да /г0(г], т|') функциянинг
ь

лимити мавжуд ва чекли булса, у  ^олда \f(x)dx хосмас интеграл бош

циймат маъносида якинлашувчи дейилиб,
lim F e (r), ri) 
и—оь

лимит эса §f(x)dx  хосмас интегралнинг бош циймати деб аталадн ва
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ь
V . ■у.\ f  (л:) dx

a

ь
v. p. \f(x)dx =  lim F0 (r|, i]).

каби белгиланади. Демак,

Шундай ^илиб, j  / (л:) dx хосмас интеграл якинлашувчи булса, У

бош к,иймат маъносида хам якинлашувчи булади. Бирок J V ( a ) dx хос-
а

мае интегралнинг бош киймат маъносида якинлашувчи булишидан 
унинг якинлашувчи булиши х,ар доим келиб чикавермайди.

5. Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л  ин и 
т а ц р и б и й  ^ и с о б л а ш .  f(x) функция [а, Ь) да берилган ва Ь шу 
функциянинг махсус нуктаси, бу функция [а, Ь) да узлуксиз булиб,

ь
I =  \f(*)dx

а

интеграл якинлашувчи булсин. Куп холларда бундай интегрални аник 
хисоблаш кийин булиб, уни такрибий хисоблаш га тугри келади. 

Хосмас интегралнинг якинлашувчилиги таърифига асосан 
ь t
\ f{x)dx =  lim  \f (л;) dx
a t-b -0 'a

лимит мавжуд ва чекли, яъни ^  е^> 0 олинганда хам шундай 6 > 0  
топиладики, b—б </ <& тенгсизликни к;аноатлантирувчи барча t ларда 

ь t ь
j \f(x)dx — f / (х) dx | =  |  ̂ / (x) dx | <  e
a a t

булади.
Натижада берилган / интегрални такрибий ифодэловчи куйидаги 

b t

^ f(x )d x m [f(x )d x  (b—б </<&)
а а

формулага келамиз. Бу такрибий формуланинг хатолиги
ь

I]* /М  dx j< e

булади.
Шундай килиб, хосмас интегрални такрибий ^исоблаш — ани^ ин­

тегрални такрибий хисоблашга келтирилади. Аник; интегрални такри­
бий хисоблашда эса, бизга маълум формулалар (тугри туртбурчаклар, 
трапеция, Симпсон формулалари, каралсин, I- кием, 9 -боб, 11-§)дан 
фойдаланилади.
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Ушбу параграфда чегараланмаган f(x) функциянинг чексиз оралик 
буйича хосмас интеграли тушунчаси келтирилади.

Соддалик учун, (а. +  оо) ораликда берилган f(x) функция шу ора­
ликда битта а махсус нуктага эга булсин. Бу функция исталган чек­
ли [/, т] (а< / < т<  +  оо) ораликда интегралланувчи, яъни ушбу

Т

f f(x)dx  (16.40)
t

интеграл мавжуд булсин.
т узгарувчининг хар бир тайин кийматида (t <  т <  +  оо) (16.40) 

интеграл t га боглик булади:

7- §. Умумий дол

\f(x) dx =  F%(t).

Маълумки, arap /-va+O да

lim F (t)
;->а+о

лимити мавжуд булса, бу лимит f(x) функциянинг (а, т] оралик бу­
йича хосмас интеграли деб агалиб, у

1
f/М  dx

а
каби белгиланар эди. Демак,

Т Т

\f(x)dx =  lim F (t) — lim i f(x)dx. (16.41)
a о /->«+o*}

Каралаётган f(x) функциянинг (a, x] (a <  x < +  оо) оралик буйича
T

хосмас интеграли J f(x)dx  мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграя х га
а

боглиц булади.
Т
\f(x)dx =  ф (х).
а

Агар т —*- -{- оо да ср_(х) функциянинг лимити
lim ф(т)

ОО

мавжуд булса, бу лимит /(.v) функциянинг (а, +  °о) оралик буйича 
хосмас интерали деб аталиб, у

+ 00 
J / (x)dx
а

каби белгиланади. Демак,

|' f(x)dx =  Нтф(х) =  lim I' f(x)dx. (16.42)
о т->4-оо т-->+оо -]а
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Юкоридаги (16.41) ва (16.42) муносабатларга кура 
+00 1 % 

f f(x)dx =  lim \f(x)dx =  lim lim f f(x)dx (16.43)
a T-»+ 00 <-»+» i

булади.
4 - oo

Агар (16.43) лимит мавжуд булиб, у чекли булса, (' f(x)dx  хос-
а

мае интеграл якинлашувчи дейилиб, / (х) эса (а, +  оо) ораликда ин­
тегралланувчи деб аталади.

*+•
Агар (16.43) лимит мавжуд булиб, у чексиз булса, j’ /(x)dx хос-

а
мае интеграл узоклашувчи деб аталади.

16.10-э с л а т м а .  Агар (16.43) лимит мавжуд булмаса, бу хрлда
+ ОО

шартли равишда / (х) функциянинг j' f(x)dx хосмас интеграли узок-
а

лашувчи деб кабул килинэди.
Умуман, юкоридагидек, / (х) функция (а, +  оо)/{с,, с2, . . . , ся] 

(о < с (-<  +  оо, 1 =  1, 2 . . , п) тупламда берилган, с,, с,, . . . , еп 
эса шу функциянинг махсус ну^талари булган хрлда хам /(х) функ­
циянинг (а, +  оо) оралик буйича хосмас интегралини таърифлаш ва 
уни урганиш мумкин.

Биз ушбу бобнинг 1 — 8- параграфларида функциянинг чексиз ора- 
лиц буйича хосмас интегралининг хамда чегараланмаган функциянинг 
хосмас интегралининг якинлашувчилигн шарти, якинлашувчи интеграл- 
ларнинг хоссалари, уларни хисоблаш билан шугулланган эдик. Худди 
шунга ухшаш масалаларни 9-§ да келтирилган интегралларга нисбатан 
айтиб, уларни урганиш мумкин.

М и с о л л а р .  1. Ушбу + 00
j xa- ] e~x dx (16.44)
о

хосмас интегрални ^арайлик. а <  1 цийматларда, х =  0 нуцта интеграл остидаги 
функциянинг махсус нуктаси булади (чунки, дг 0 да интеграл остидаги функция 
чексизга интилади). Демак, бу хрлда (16.44) интеграл хам чексиз оралик, буйича 
олинган хосмас интеграл, х;ам чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли экан. 
Бу интегрални икки киемга:

+ 00 1 +00
f х“- '  е~х d x -  С ха- ] е~х dx-r f ха~ ] е~х dx 
it 'о i

ажратиб, уларнинг хар бирини алохида-адо^ида якинлашувчиликка "текширамиз. 
Биринчи ^

[х 0- 1 e-*dx
о

интегралда, интеграл остидаги функция учун 

тенгсизликлар уринли булади.



f - i -  „Л-

Ушбу

интеграл 1 — а с  1, яъни а > 0  да якинлашувчи, 1 — в > 1 ,  яъни a^ZO да узок­
лашувчи (^аралсин, 5-§).

5-§ да келтирилган таэдослаш хакидаги 16.8-теоремага кура

1
j х а~ :1 е* dx
о

интеграл а >  0 да якинлашувчи, а ^  0 да эса узоклашувчи.
- f  ОО

Энди j х а~ 1 е~х dx интегрални я^инлашувчиликка текширамиз. 
i

Равшанки,
ха 1 ё~х * " + i

lim  --------------- =  lim  --------  =  0.
X— I/*2 *->•+« е*

+ «  ^
Ушбу j  —  dx интеграл якинлашувчи булганлигидан, 2-§ да келтирилган 16.3- 

!
+ 00

натижага кура | х',~ х е~х dx интеграл эрм яцинлашувчидир. Шундай килиб, 
1+ 00

| ха~ I е~х dx интеграл а нинг ихтиёрий [кийматида якинлашувчи. Натижада бе- 
I

+«
рилган j' x"~l е~х dx интегралнинг а >  0 да якинлашувчи булишини топамиз.

о
1. Ушбу

I
( V - 1 (1 — dx (16.45)
о

интегрални ь^арайлик. Интеграл остидаги функция учун
1) а <  1, 6 1 булганда х =  0 махсус ну^та,
2) 1, Ь с  1 булганда х =  1 махсус ну^та,
3) а с  1, b e  1 булганда х =  0 ва х =  1 ну^талар махсус ну^талари булади, 

бннобарин (16.45) интеграл чегараланмаган функциянинг хосмас интегралидир.
Берилган интегрални я^инлашувчиликка текшириш учун уни цуйидагича ёзиб 

оламиз:

1 2 I
f  л:3” 1 (1 — x)b~ l dx= х 1- 1 ( l — x)b~1 d x +  f  xa~ 1 (1 — x)b~ i dx.
о o J_

2
Бу тенгликнинг унг томонидаги з̂ ар бир интегралда, интеграл остидаги функциянинг 
купи билан битта махсус нуцтаси булади.

Равшанки,

lim  (1 — jc)* 1 =  I , lim  xa~ 1 =  1.
*-►0 *->1
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У холда
* <г~ Ч 1  — -*)6 - 1  , х“- '  (1 — x)b~i

l i m -----------------------------• 1, lim  , , — .
л-^0 * " - 1  х->1 (1 — х)ь 1

булиб, хосма' интегралларда тацкослаш хакидаги 16.9-теоремага кура

2 2 

| х ‘~ 1 (1 — л:)6'” 1 dx билан j" х'1~-1 dx 
0 О

хамда 1 1 
 ̂ ха~ х (1 — х)ь~ 1 dx билан j  (1 — х)*1 1 dx 

j_ l_
2 2

интеграллар бир ва^тда ёки яюшлашади, ёки узоклашади.
Маълумки, а >  0 булганда

1/2
j' л :" -1 dx

интеграл якинлашувчи, b >  О булганда
1

(1 — х)  ̂ 1 dx
i/2

интеграл якинлашувчи. Демак, а >  0 булганда
1/2

| х'->  (I — я)6- *  dx
о

интеграл якинлашувчи булади, b >  О булганда
1

| дг !—1 (1 — х)ь dx 
1/2

интеграл якинлашувчи булади.
Шундай цилиб, ^аралаётган

1
j х"—1 (1 — х)ь~ 1 dx 
О

интеграл а  >  О ва ft >  О булганда, яъни
М  =  {(а , 6) 6 Л 2 : а  6 (О, +  оо), Ь 6 (О, оо )} 

тупламда якинлашувчи булади.

17- Б О  Б

П А Р А М Е ТР ГА  Б О Г Л И К  И Н ТЕГРА ЛЛ АР

Мазку р курении г 12-ва 13-бобларида куп узгарувчили функция­
лар ва уларнинг дифференциал хисоби батафеил урганилди. Энди бун­
дай функцияларнинг интеграл ^исоби билан шугулланамиз. Шуни ай- 
тиш керакки, куп узгарувчили функцияларга нисбатан интеграл тушун­
часи турлича булади.

Ушбу бобда куп узгарувчили функциянинг битта узгарувчиси буйи­
ча интеграли билан танишамиз ва уни урганамиз.
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/ (х ,, х2, . . хт ) функция бирор М (М cz Rm) тупламда берилган 
булсин. Бу функциянинг битта xk (k =  1, 2, . . ., т )  узгарувчисидан 
бошка барча узгарувчиларини узгармас деб хисобласак, у \олда f  (лг,, 
х2, . . . , хт ) функция битта хк узгарувчига боглик булган функцияга 
айланади. Унинг шу узгарувчи буйича интеграли (агар у мавжуд бул­
са), равшанки xL, х2, . . . ,  xk_ {, хА+1, . . . ,  хт  ларга боглик булади. 
Бундай интеграллар параметрга боглик интеграллар тушунчасига олиб 
келади.

Соддалик учун икки узгарувчили f  (х, у) функциянинг битта узга­
рувчи буйича интегралини урганамиз.

f (х, у) функция R- фазодаги бирор
М =  {{х, у) £ R2: а <  л: <  Ь, у £ Е cz R}

тупламда берилган булсин. у узгарувчининг Е (Е cz R) тупламдан олин­
ган хар бир тайинланган ^ийматида / (х, у) функция х узгарувчиси бу­
йича [а, Ь] ораликда интегралланувчи, яъни

ь
j  / (х, у) dx
а

интеграл мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграл у узгарувчининг Е 
тупламдан олинган кийматига боглик булади:

ь
Ф (У) =  § f  (х, У) dx. (17.1)

а
Одатда (17.1; интеграл параметрга бсглик интеграл деб аталади, 

у узгарувчи эса параметр дейилади.
Параметрга боглик, интегралларда, / (х, у) функциянинг функционал 

хоссаларига (лимити, узлуксизлиги, дифференциалланувчилиги, интег- 
ралланувчилиги ви хоказо) кура Ф (у) функциянинг тегишли функцио­
нал хоссалари урганилади. Бундай хоссаларни урганишда / (х, у) функ­
циянинг у узгарувчиси буйича лимити ва унга интилиши характери 
мухим роль уйнайди.

1 -'§ . Л им ит ф ункция. Текис яцинлашиии. Л и м ит ф ункциянинг
узлуксизлиги

f (х, у) функция М =  {(х, у) £ R2: а <  х <  b, у£ Е  czR} тупламда 
берилган, уд эса Е (Е cz R) тупламнинг лимит нуктаси булсин.

х узгарувчининг [а, Ь] ораликдан олинган хар бир тайин ^иймати- 
да f (х, у) фа кат у  нинггина функциясига айланади. Агар */-*-г/0 Да бу 
функциянинг лимити мавжуд булса, равшанки, у лимит х узгарувчи­
нинг [а, Ь] ораликдан олинган кийматига боглик; булади:

lim f  (х, у) =  ф (х, у„) =  ф (х).
У->У«

17.1-т а ъриф.  Агар у е > 0  олинганда х,ам, у  х£[а, Ь\ учун 
шундай б =  6 (е, х) >  0 топилсаки, | у — г/01 <  б тенгсизликни к,а- 
ноатлантирувчи Y  У £ Е учун

I f  (х, у) — Ф  (х) | <  е
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булса, у долда ф (х) функция / (х, у) функциянинг у  — у0 даги лимит 
функцияси дейилади.

/ (лг, у) функция М =  {(х, y)£R2\ х£[ау Ь], у£Е} тупламда берил­
ган булиб, оо эса £ тупламнинг лимит нуктаси булсин.

17. 2- таъриф.  Агар V e > 0  олинганда х,ам у  х£[а, Ь) учун 
шундай Д =  А (е, х) >  О топилсаки, |у|> Д  тенгсизлнкни каноатлан- 
тирувчи у  у£ Е  учун

I / (х, У) — ф М  I <  е 
булса, у х.олда ф (х) функция / (х, у) функциянинг у->- оо даги ли­
м и т функцияси дейилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
I (х, у) =  XI/

функцияни м — \(х, у) £ R-: 0 sg х < 1 , 0 <  у <  1) тупламда карайлик. у0 =  1 
булсин.

Агар V £ >  0  кура, 6  =  е  деб олинса, унда | у —  у0 | =  I у —  1 ] <  6  тенгсиз­
ликни ^аноатлантирувчи V у € |0, 11] ва V € [0 , 1] учун

| / (х, у) — ф (х) | =  | ху — х I =  | л: | • | у — 1 | <  | у — Н <  е
булади. Демак, у - *  1 да { (х, у) — ху функциянинг лимит функцияси

<р (.г) =  lim  / (дг, у) =  lim  ху =  х 
!/~>1 ~ У-+1

булади.
2. Куйидаги

I  (х, у )=  ху
функцияни М — {(х, у) 6 R2 : 0 х <: 1, 0 ^  у ^  1) тупламда ^арайлик. у 0 = 0  
булсин.

Агар х — 0 булса, у холда у  У 6 [0, 1 ] учун
/ (0, у) = О

булади.
Агар х узгарувчи тайинланган ва х у- 0 булса, у  холда у —* 0 да 

/ (дг, у) =  ху -*■ х° — 1
булади.

Ха^н^атан хам, V е >  О сонга кура fi =  1ос;х ( 1 — е) U > 0 )  деб олчнадигяи 
булса, унда | у — у0 | =  | у — 0 | =  | у | <  6 тангсизлнкни бажарадиган V у  6 [0, 11 
учун

I/ (X, у ) - ф  (X)| =  U > -  1 1 =  ! - * » <  1 - * ’°g * (1~ E) =  I — (1 — в) == в 
булади.

Демак, у-*- 0 да берилган } (х , у) — ху функциянинг лимит функцияси
( 1, агар * 6 ( 0 ,  1] булса, 

ф (дг) =  ■!
• ( 0, агар х =  О булса

га тенг булади.

Юкорида келтирилган мисолларнинг биринчисида, лимит функция 
таърифидаги б = е булиб, у факат е гагина боглик, иккинчисида эса 
6 =  1о£л (1 — е) булиб, у берилган г >  0 билан бирга каралаётган х 
нуктага хам боглик эканини курамиз.

Лимит функция таърифидаги б > 0  нинг каралаётган х нук,таларга 
боглик, булмай факаг е >  О гагина боглик килиб танлаб олиниши мум­
кин булган хол мухимдир.



17. 3-таъриф.  М тупламда берилган f  (х, у) функциянинг у-*- уп 
даги лимит функцияси ф (х) булсин. У е > 0  олинганда хам шундай 
6 =  S (е) >  0 топилсаки, | у  — у0 [ <  б тенгсизликни каноат лантирувчи
Y  у  € Е ва Y  х £ [а, b] учун

1 f  (х, у) — ф (х) | <  е
булса, f (х, у) функция уз лимит функцияси ф (х) га [а, Ь\ да текис 
щинлашади дейилади.

Акс холда якинлашиш нотекис дейилади. Нотекис яцинлашишнинг 
кагъий таърифнни келтирайлик.

17.4-т а ъриф.  М тупламда берилган / (х, у) функциянинг у -+ у 0 
даги лимит функцияси ф (х) булсин. у б > 0  олинганда хам шундай 
So >  0- x0G [а, Ь] ва \уг — у0| <С б тенгсизликни каноатлантнрувчи у£Е  
топилсаки, ушбу

I / (х0, У\) — Ф (х0) I > ео
тенгсизлик уринли булса, у хрлда / (х, у) функция ф (х) га нотекис 
ящнлашади дейилади.

М и с о л  л ар.  I. Ушбу
/ (х, у) =  a-sin у

функцияни М =  {(х, у)£№; 0 ^  х ^  1, 0 < ; / ^ г с )  тупламда карайлик. у0 =  —

тс
булсин. Равшанки, у -*  у0 =  — булганда / (х, у) =  х • sin у функциянинг лимити

У з „ Уз
—- — х га тенг булади. Демак, ф (х) =  —-— х.

V е >  0 сонни олайлик. Агар 6 =  е десак, у холда 

ни ^аноатлантирган V у учун ва у  х €[ 0,  1] учун

I f (*. у) — ф (х) I =

<  5 тенгсизлик-

Уз Уз 1 I . . я|X Sin и — X 
' 2

=  \х\- sm У -  — =  J х flsin у—ЯП —

< у — "Г <  s

х га тскис якинлашади.

тенгсизлик бажарилади. 17.3- таърифга кура, у -* -— да берилган / (х, у) =  х ■ <in у
3

у г
функция уз лимит функцияси ф (дг) =  —- —

3. Юкорида келтирилган
f  (.х , у) =  х-У 

функция у -*• 0 да уз лимит функцияси
1, агар х 6 (0 , 1] булса,
О, агар х — О булса

га нотекис якинлашади.

Х,а^икатан хам, V 6 > 0  сонни олайлик. Агар 80 = — у1 сифатида 0 < г/ х< б
4  ’
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тенгсизликларни каноатлантирувчи ихтиёрий ;/1 ни ва х0 == 2 l/Sl деб олсак, у
холда

I / (*о- Уг) — Ф (*о) 1 =  1 - ^ , =  1 -  у =  “ > е ° = - ^ .

Бу эса, 17.4-таърифга кура, у 0 да f (х, у) — ху функция уз лимит функцияси 
с/ (х) га нотекис я^инлашишини билдиради.

Энди / (х, у) функциянинг лимит функцияга эга булиши ва унга 
текис якинлашиши хакидаги теоремани келтирамиз.

/ (х, у) функция М =  {(х, у) £ R1 : а <  х <  Ь, у£Е) тупламда берил­
ган булиб, у0 эса Е (E czR ) тупламнинг лимит нуктаси булсин.

17.1-т е о р е м а .  / (х, у) функция у ->- у0 да лимит функция ср (х) 
га эга булиши ва унга текис якинлашиши учун у  е >  О олинганда 
хам, х (xG[a, b]) га 6 ofau$ булмаган шундай 6 = 6 (е) >  0 топилиб,
IV — У о I 6, I у' — У о I <  6 тенгсизликларни каноатлантирувчи у  у, 
у1 £ Е ,\амда у  х£ [а. Ь] учун

\f(x, y ) - f ( x ,  у ’) \ < г  (17.2)
тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  / (х, у) функция у~+у0 да ср (х) лимит 
функцияга эга булиб, унга [а, Ь] да текис якинлашсин. Таърифга ку­
ра, у  е >  О олинганда хам, ~  га кура шундай 6 = 6 (е) >  0 топила­

дики, | у — у0 1 <  6 тенгсизликни каноатлантирувчи у  у £ Е ^амда
V х£ [а, Ь] учун I / (х, у) — ср (х) | <  ~  булади. Жумладан \у’—г/01<

<  6=Н/ (х, у ’) — Ф (х) | <  |- булади. Натижада

I f(x , у) — / (х, у ’) | <  | / (х, у) — ф (х) | +  | / (х, у') — ф (х) | <  8

булиб, (17.2) шартнинг бажарилишини топамиз.
Е т а р л и  лиг и .  Теоремадагн (17.2) шарт бажарилсин. У холда х- 

узгарувчининг [а, Ь\ ораликда олинган хар бир тайин кийматида f  (х, у) 
функция у узгарувчининггина функцияси булиб, У  е >  0 олинганда 
хам, шундай 6 = 6  (е) >  0 топиладики, | у — у0 1 <  6, | у' — у0 | <  6 
тенгсизликларни каноатлантирувчи у  у, у'£Е  учун

I / (х, у) — f  (х, у')} <  г (17.2
булади. Функция лимитининг мавжудлиги ^а^идаги Коши теоремаси- 
га асосан (царалсин, 1-^исм, 4 -боб, 6-§) у~+у0 да / (х, у) функция 
лимитга эга булади. Равшанки, бу лимит тайинланган х (х £ [а, Ь]) га 
боглик^ Демак.

lim / (х, у) =  ф (х).
У->Уо

Шу билан у -+ у 0 да /(х, у) функция ф (х) лимит функцияга эга бу­
лиши курсатилди.
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Энди у узгарувчини | у  — у0 \ <  6 тенгсизликни каноатлантирадиган 
кийматида тайинлаб, (17.2) тенгсизликда у '-+ у 0 да лимитга утсак, у 
хрлда

1 / (х, у) — Ф (х) | < е
^осил булади. Бу эса у - * у 0 да f (х, у) фунциянингф (>) лимит функ­
цияга |а, Ь\ да текис я^инлашишини билдиради. Теорема исбот булди.

Энди лимит функциянинг узлуксизлиги хакидаги теоремани келти- 
райлик. Бу теоремадан келгусида биз фойдаланамиз.

17.2-т ео р ем а. Агар f  (х, у) функция у узгарувчининг Е туп- 
ламдан олинган хар бир кийматида, х узгарувчининг функцияси си- 
фатида, |я, Ь\ ораликда узлуксиз булса ва у -*• у0 да / (х , у) функ­
ция ф (а)  лимит функцияга [ а ,  b] да текис якинлсииса, у  \олда ф (х) 
функция [а, Ь] да узлуксиз булади.

И с б о т .  у„ га интиладиган (уп} кетма-кетликни олайлик (уп£Е, 
п — 1 , 2 ,  . . .). Шартга кура хар бир уп (п — 1, 2, . . .) да f  (х, уп) 
функция х узгарувчининг 1а, Ь] ораликдаги узлуксиз функцияси була­
ди. Демак, {/ (х, уп)} функционал кегма- кетликнинг ^ар бир \ади [а, Ь\ 
ораликда узлуксиз.

Теореманинг иккинчи шартига кура у  е >  О олинганда хам, шун­
дай 6 =  6 (е) > 0  топиладики, у  х£ [а, Ь\ учун

I У ~  Уо I <  6 =>-1 / (х, У) — ф (х) | <  е (у £ Е) (17.3)
булэди.

Уп-*- У о Дан юкорида олинган б =  б (е) >  0 га кура шундай n0£N 
топиладики, у  п > п„ учун \уп — уйК  б булади. У хрлда, (17.3) га 
aco<|pi, у  е > 0  олинганда хам шундай /z0£ N топиладики, ^ я > л ,  
ва у  х £ [о, Ь\ учун

! / (х, у п) — ф (х) ! <  е 
булади. Бу эса {f (х, уп), функционал кетма-кетлик ф (х) га [а, Ь\ да 
текис якинлашувчилпгиин билдиради. 14-боб, 3-§ да келтирилган
14.6-теорема га асосан ф ( х )  функция I а, Ь\ ораликда узлуксиздир. Те­
орема исбот булди.

2 - §. П ар ам етр га  боглиц интеграллар

f (х, у) функция
М = j(x, у) € R- : х£\а, Ь), y£EczR\

тупламда берилган булиб, у узгарувчининг Е тупламдан олинган хар 
бир тайнн кийматида / (х, у) — х узгарувчининг функцияси сифатида 
[а, Ь\ ораликда интегралланувчи булсин. Яъни у ни узгармас деб хи- 
соблан ганда

ь
j  / (х, у)  dx
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интеграл мавжуд булсин. Равшанки, бу интегралнинг киймати олинган 
у  га (параметрга) бог лик булади:

ь
ф (у) =  f / (X, У) dx. (17.1)

а
М и с о л . Ушбу f  (дг, у) =  sin.n/ функциянинг х  узгарувчиси буйича [а . Ь] даги 

интеграли (бу ерда у=/=0)ь ь ь
( ' , С . , I f .  , cos ay—cos bi/
I I (x, i/) dx — I sin xydx — — I sin xt/ d (xti) = ----------------- -
J  J У J '/
<2 a a

булиб, £  =  /?\{0} тупламда берилган

Ф ((/) =  — (cos ay — cos bit)
У

функциядан иборатдир.

Ушбу параграфда параметрга боглнк (17.1) интегралнинг (Ф (у) — 
функциянинг) функционал хоссаларини урганамиз.

1. И н т е г р а л  б е л г и с и  о с т и д а  л и м и т г а  y i n u i .  /(х, у) 
функция М =  {(х, y)£R2: х£[а, b], y£E<zzR} тупламда берилган бу­
либ, у„ нукта Е тупламнинг лимит нуктаси булсин.

13 .3 -тео р ем а , f  (х, у) функция у нинг Е тупламдан олинган 
%ар бир тайин цийматида х нинг функцияси сифатида |а, Ь\ ора- 
лик;да узлуксиз булсин. Агар / (х, у) функция у -* -уп да ф (х) лимит 
функцияга эга булса ва унга текис якинла'.иса, у хрлда

ь ь
lim Г f  (х, у) dx =  | ф (х) dx (17.4)

булади.
Исбот .  Шартга кура / (х, у) функция у -> //„ да ф (х) лимит функ­

цияга эга ва унга текис якинлашади. Демак. Y  е >  О олинганда хам, 
шундай б =  б (е) >  О топиладики, | у — у0 1 <  6 ни ^аноатлантирувчи
Y  у € Е ва Y  х £ [а, b] учун

I / Сх, у) — Ф (х) j <  —
6 — а

булади.
Иккинчи томондан, 17.2-теоремага асосан, ф  (х) функция [а, 6]

О
ораликда узлуксиз булади. Демак, бу функциянинг интегралиJ  ф (x)dx

а
мавжуд.

Натижада
ь ь ь ь
J  / (х, у) dx — J ф (х) dx I / (х, у) ф (х) | dx <  j* dx =  е
а а а а

булиб, ундан
ь ь

lim f f (х, у) dx =  f ф (х) dx
У -+ У *  J  Ja a

эканлиги келиб чикади. Теорема исбот булди.
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(17.4) муносабатни куйидагича
ъ ь

lim f / (х, у) dx — ( [lim / (х, у}] dx
У->Уо £  ̂ У~>Уо

хам ёзиш мумкин. Бу эса интеграл белгиси остида лимитга утиш мум- 
кинлигини курсатади.

М и с о л .  Биз М = \(х, у) £ R2 : х £ [0, 1], г/6[0, 1]} тупламда берилган
/ (х , у) == х sin у

функциянинг у -*  0 да ср (л:) =  0 лимит функцияга текис якинлашишини курганэдик:
lim  д: sin г/ =  0.
у-*-о

Берилган функция у узгарувчининг .чар бир таиин ^инматида х узгарувчининг 
(О, 1] оралицдаги узлуксиз функцияси эканлиги равшан. Демак. 17.3-теоремага 
кура 1 1 1

l im  \ / (х , у) d x  =  l im  \ х sin у d x  —  I [ l im  х sin у) d x  =  О 
i/~> 0 w и—> О Jу о у о о

булади.
2. И н т е г р а л н и н г  п а р а м е т р  б у й и ч а  у з л у к с и з л и г и .
17 . 4- теорема .  Агар / (х, у) функиия

М =  \(х, y)£R2: х£\а, Ъ], у£[с, d]\
тупламда узлуксиз булса, у хрлда

ь
Ф (У) =  f / (х, У) dx

а

функция [с, d] ораликда узлуксиз булади.
И с б о т .  Ихтиёрий y0(z[c, d] нуктани олайлик. Шартга кура / (х, у] 

функция М тупламда (тугри туртбурчакда) узлуксиз. Кантор теорема- 
сига кура бу функция М тупламда текис узлуксиз булади. Унда
Y  е >  0 олинганда хам, шундай б = б (е) >  0 топиладики,

Р ((х, у), (х, уо)) =  |у — Уо 1 <  б 

тенгсизликни каноатлантирувчи у  (х, у) £ М, Y  (х, у 0) € М учун
I/ (х, у) / (х, У о)Ю  

булади. Бу эса / (х, у) функциянинг у->  у0 да / (х, у0) лимит функция­
га текис якинлашишини билдиради. У хрлда 17.3-теоремага асосан 

b b b 

lim Ф (у) =  lim \ / (х, у) dx =f С [lim/ (х, у)\ dx =  [ f  (x ;y0)dx= O (y0) 
у^уо w . „ J  -а У-У‘ £

(V  Уо € [С, d})
булади. Демак, Ф (у) функция у0 нуктада узлуксиз. Теорема исбот
булди.

V

М и с о л. Ушбу / (л:, у)=
*2+*/2+ 1

функция М =  {(JC. г/) £ Я2 : х 6 [О, I], //€[0. 1]} тупламда царалаётган булсин. Рав- 
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шанки, / (х. у) функция М да узлуксиздир. Ю^оридаги теоремага кура Ф (у) функ­
ция ^ам [0, 1] да узлуксиз булади. Берилган интегрални хисоблаб топамиз:

1 ,
(* xdx 1 I 1 2 +  г/2ф (ц) =  I -------------------= — 1п (1-4- л-2 + г/2) = — 1п ——  .
.) *2 + г/2 + 1 2 ' п 2 1 +  ЧгО

3. И н т е г р а л н и  п а р а м е т р  б у й и ч а  д и ф ф е р е н ц и а л л а ш .  
Энди параметрга боглик интегрални параметр буйича дифференциаллаш- 
ни караймиз.

17.5- т ео р ем a. f  (х, у) функция
М =  {(х, y)£ R 2 :x£ [a , ft], у £ [с, d\\

тупламда берилган ва у узгарувчининг [с, d\ оралщдан олинган хар 
бир тайин цийматида х узгарувчининг функцияси сифатида [a, ft] 
ораликда узлуксиз булсин. Агар f  (х, у) функция М пиупламда f  (х, у) 
хусусий хосилага эга булиб, у узлуксиз булса, у \олда Ф (у) функ­
ция хам [с, d\ ораликда Ф' (у) хосилага эга ва ушбу

ь

Ф' (У) =  j  f'y (х, У) dx (17.5)
а

муносабат уринлидир.
Ис б о т .  Шартга кура f  (х, у) функция х узгарувчиси буйича [а, Ь\ 

ораликда узлуксиз. Бинобарин
ь

ф (у) = ) f  (х, у) dx
а

интеграл мавжуд.
Энди У у 0£[с, d] ну^тани олиб, унга шундай Д у (Ау  3= 0) орттир- 

ма берайликки, у 0 -f  *Д у £ [с, d\ булсин. Ф (у) функциянинг у 0 ну^та- 
даги орттирмасини топиб, ушбу

ь
ф (Уо +  А у)—'Ф (Уо) _  (* Щх, у о +  А у) — f (х. ;/,)) ^

А у J  А у
я

тенгликни хосил 1\иламиз. Лагранж теоремаси (1-^исм, 6 - боб, 6- §) га 
кура (уни куллай олишимиз теорема шартлари билан таъминланган)

I  +  А у ) - f i x ,  уо) =  f  Уо +  0 д I,)
А у у

булади, бунда 0 <  0 <  1.
Натижада

=  j  (Xj уо +  0-Ду)  dx =  j  f ’y (x, y0) dx +
a a

b

+ J \fy (x, y0 +  Q-Ay) — fy (X, y0)| dx
О
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булиб, ундан эса

Ф (i/o + А у) — Ф (Ув)
А//

и

— j  Гу (X, Уо) dx

<  f I Гу (х, Уо +  е-А у) — Гу (X, Уо) I dx

j  ш (/*. А У) dx =  © (f’y, А у) (Ь — а) (17.6)

булишини топамиз, бунда со (/̂ , Д у) — (х, у) функциянинг узлуксиз- 
лик модули.

Модомики, f  (х, у) функция М тупламда узлуксиз экан, унда Кан­
тор теоремасига кура бу функция шу тупламда текис узлуксиз була­
ди. У холда мазкур курснинг 12-боб, 4-§ ида келтирилган теоремага 
асосан

lim со (/', А у) — О
А у-т О

булади.
(17.6) муносабатдан

] jm  Ф (//о +  А у) — Ф (i/р) 
А А у

U

С Гу (х ,  Уо) dx

булиши келиб чикади. Демак,
ь

Ф' (У о) =  j  Гу (х, У о) dx.
а

Каралаётган у0 нукта [с, d] ораликнинг ихтиёрий нуктаси булганлигини 
эътиборга олсак, унда кейннги тенглик теореманинг исботланганлиглни 
курсатади.

(17.5) муносабатни куйидагича хам ёзиш мумкин: 
ъ ь

~  j / (х, у) dx =  j  —  f (x, y) dx.

Бу эса дифференциаллаш амалини интеграл белгиси остига утказиш 
мумкинлигини курсатади.

Исбог этилган бу 17.5- теорема Л е й б н и ц  к о и д а с и деб аталади. 
М и с о л .  Ушбу

I (*> у) = In (у2 sin2 х) 
j z  3  J t

функция М =  {(дг, у) 6 R -: д-6 , 0 < (/ о^ г / ^ ( / ,  < о о }  тупламда узлук­

сиз хамда / (.V, у) =  — хосилага эга ва у  хам узлуксиз. Ундан олинган Ф (у) ■■
У  у
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=  | In (z/2 • sin2 x) dx интегрални карайлик. 17 .5-теоремага кура ф (у) функция 
я/4

хосилага эга булиб,
ЗЯ/4 2 л

Ф ' (у) =  f  (In (у2 sin2 х)) dx=  — =  —
я/4 * у  2  у

булади.

4. И н т е г р а л н и  п а р а м е т р  б у й и ч а  и н т е г р а л л а ш .  f  (х, у) 
функция /И =  j(лг, y)£R2: х£[а, b], у£[с, d\) тупламда берилган ва шу 
тупламда узлуксиз булсин. У хрлда 17.4-теоремага кура

Ф (У) =  I  f  {х, у) dx (17.1)
а

функция Ic, d\ ораликда узлуксиз булади. Бинобарин, бу функциянинг 
[с, d\ орали^ буйича интеграли мавжуд.

Демак, / (х, у) функция М тупламда узлуксиз булса, у  холда па­
раметрга борли^ интегрални параметр буйича [с, d\ ораликда интеграл­
лаш мумкин:

d. d  ь

3 Л/4

j  Ф (у) dy=  j  [ j ‘ / (x, y) dx\ dy.

Бу тенгликнинг унг томонида / (х, у) функцияни аввал х узгарувчи 
буйича \а, Ь] ораликда интеграллаб (бунда у  ни узгармас хисоблаб), 
сунг натижани [с, d] ораликда интегралланади.

Баъзан / (х, у) функция М ту'пламда узлуксиз булган ^олда бу функ­
цияни аввал у  узгарувчиси буйича [с, d\ ораликда интеграллаб (бунда 
х ни узгармас ^исоблаб), сунг ^осил булган х узгарувчининг функция- 
сини [а, Ь] ораликда интеграллаш ^улай булади. Натижада ушбу 

d ь ь d
[  [ [  f  (х, у) dx J dy, j  f j  f (x, y) dy j  dx

с a a с
интеграллар хосил булади. Бу интеграллар бир-бирига тенг буладими 
деган савол турилади. Бу саволга цуйидаги теорема жавоб беради.

17.6-тео р ем а . Агар f  {х, у) функция М =  \(х, y)£R2: х£[а, Ь], 
У £ [с, d] ) тупламда узлуксиз булса, у холда 

d ь b d
j  [ j  f (x, У) dx\ dy =  j' [ f f  (x, y) dyJ dx
с a a с

булади.
Исбот .  V/£[ c ,  d\ нуктани олиб, ^уйидаги 

t ь ь t
Ф (0 = i [J / (x,y) dx ] dy, 1|> (0 = J [ j  f  (x, y) dyj dx

с a a с
интегралларни карайлик. Бу ф (/), (t) функцияларнинг хрсилаларини 
хисоблаймиз.

253



Ф (у) =  j  f  (-v- У) dx функция [с, d] ораликда узлуксиз булганнса-
О

бабли 1- кием; 9 -боб, 9-§  да келтирилган 9 .9 -теоремага аеосан
t ь

ф' (0 =  ( [  ф (у) d y j=  Ф (0 =  [  / (X, о dx (17.7)
с  а

булади.
/ (х, у) функция М тупламда узлуксиз. Яна уша 1- кием, 9- боб, 

9-§ даги теоремага кура 
t

( f / (х, у) dy) =  / (х, 0 (х — узгармас)
С

t
булади. Демак, | / (х, у) dy функциянинг И =  |(х, [/) £ Р2: х £ [я, £],

С
/ £ [с, d] J тупламдаги t буйича хусусий хоси лас и / (х, t) га тенг ва де- 
мак, узлуксиз. У хрлда 17.5-теоремага мувофик

ъ t ь t ъ
Ф' (0 =  ( j  [ J  / (х, у) dy] dx)' =  j  [ [  / (*. У) dyjt dx -  [f (x, t) dx (17.8)

а с а с  a
булади.

(17.7) ва (17.8) муносабатлардан
ь

ф' (0 =  Ф' (0 = 1 /  (х, t) dx
а

булиши келиб чикади. Демак,
Ф (0 =  Ф (0 +  С (С —- const).

Бирок t =  с булганда ф (с) =  ф (с) =  0 булиб, ундан С = 0 булишини 
топамиз. Демак, ф (/) =ф  (0 булади. Хусусан, / = d булганда ф (d)= 
=  г|■> (d) булиб, у теоремэни исботлэйди.

М и с о л .  Параметрга боглиь; интегрални параметр [буйича {интеграллашдан фой- 
даланнб, ушбу

1Г*
А =  1-----------  dx (0 <  а <  Ь)

J In ж
о

интегрални ^исоблаймиз.
Равшанки, (х >  0)

булади. Демак

0 0 а
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Интеграл остидаги f  (х, у) — ху функция М =  { (х, у) £/?2: [О, 1], у £ [а , Ь] } туп­
ламда узлуксиздир. У холда 17.6-теоремага кура

ь 1 
А =  f dy f xydx

булади. A mmo

//+ 1

Г 1 b +  1 rr \ x b - x *  b + l
булганлигидан A =  J  rfr/=ln д булади. Демак. J  j n x— dx—ln a

a о

3 - §. П а р а м е тр га  б о гл и к  интеграллар (у м ум и й  х,ол)

f(x, у) функция М =  {(х, y)£R2: x£[a ,  Ь\, у£[с, d\) тупламда бе­
рилган. у  узгарувчининг [с, d\ ораликд?н олинган ^ар бир тайин к;ий- 
матида f(x ,y )  функция х узгарувчининг функцияси сифатида [а, Ь\ 
ораликда интегралланувчи булсин.

х =  а  (у), х =  ${у) функцияларнинг хар бири [с, d] да берилган ва
Y y£ [c ,d ]  учун

а < а (у )  <  Р(£/) < b (17.9)
булсин.

Равшанки, ушбу
М

| f(x, у) dx
d(y)

интеграл мавжуд, у  узгарувчи (параметр) гэ боглиедир:
М у )

F (у) =  J  f ( x< у) dx. (17.10)
а'(У>

Бу интеграл ушбу бобнинг 2-§ ида урганилган интегралга Караганда 
умумийрок;. Х,ак;ицатан .\ам, (17.9) да а  (у )— a, fi (у) =  b, (y£ [c ,d \) 
булганда (17.10) интеграл (17.1) куринишдаги интегралга айланади.

Ушбу параграфда f(x, у) ^амда а  (у), р (у) функцияларнинг функ­
ционал хоссаларига кура параметрга боили^

№
F(y) =  .1 f  (х, у) dx

а(у)
интегралнинг хоссаларини урганамиз.

17 .7 -тео р ем а . f(x, у) функция М =  {(х, у) £ R2: х£[а, b], yd  
£[с, d\} тупламда узлуксиз, а  (у) ва р (у) фунщиялрнинг %ар бири 
Ic, d\ да узлуксиз ва улар (17.9) uiapnmu каноатлашпирсин. У %олда

т
F(y) =  J  f(x, у) dx

“(У)
функция xflM [с, d] ораликда узлуксиз булади.
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Ис б о т .  Y y 0 £[c,d) нуктани олиб, унга шундай Ay(Ay^O ) орт- 
тирма берайликкн, у0 +  Ау£ [с, d\ булсин. У хрлда

Э(</о+Дй Р(г/о)
F (Уо +  А У) — F (У о) =  J f(x, Уо +  А у) dx — J / (х, у0) dx =

а(!/о+Ду( a(t/0)

=  J I fix, Уо +  A y) — f  (х, yg)]dx +
a(</o(

Р^о+Ау) а (У о + А у )

+  J' f  ( X ,  у0 +  Ay) dx — J' f ( x ,y 0 + A y)d x  (17.11)
P(»o) а ( У о )

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги кушилувчиларни бахолаймиэ.
/ (х, у) функция М тупламда узлуксиз, демак, Кантор теоремаси - 

га асосан, текис узлуксиз булади. У хрлда Дг/->0 да f(x, у0 -\- Ау) 
функция уз лимит функцияси f  (x ,y0) га текис якинлашади (каралсин, 
250-бет) ва 17.3-теоремага кура

fЧу )

lim | \f(x, у0 +  Ау) — / (х, y0))dx =
а ( у ,)

Р (У,)
= |‘ lim |/(х, у0 +  Ay) — f(x, y0)][dx =  0 (17.12)

а (у )  А̂ ->0

булади.
(17.11) муносабатдаги ’

Ш у о + Ь у )  a(j/c+Aj/)

J' / (X, у о +  А у) dx, [ / (х, г/0 +  а  у) dx 
ы'уо) а (у°)

интеграллар учун куйидаги бахргэ эгамиз:

<М|р(г/0 + А у )-р (г / 0)|,

<  М а  I (г/0 +  Ау)—а(у0) |, (17.13)

р (у „ + А у )

f f(x , y0 +  Ay)dx
Р(У о) 

а (у  о + А у )
J  /U, г/о +  А у) dx 

а(Ув)
бунда М =  sup ( | / (х, у) I ((х, у) £ М).

Шартга кура а  (у), р (у) функцияларнинг >;ар бири [с, d] да узлук­
сиз. Демак,

lim \а(у0 +  А у) — а  (г/0)1 =  0,
Ду->0

lim [р(у0 +  Ау) — р(г/0)1 = 0. т  \л\
А у ^ й

Юкоридаги (17.12), (17.13) ва (17.14) муносабатларни эътиборга олиб,
(17.11) тенгликда А у 0 да лимитга утсак, унда

lim [F(y0 +  Ay) — F(y0)\ =  0
Ay~*Q

булиши келиб чикади. Демак, F (у) функция V  у06 [с, d] да узлуксиз. 
Теорема исбот булди.
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17 . 8- теорема .  f(x, у) функция М — {(х, y)£R2'- х£[a, b], y£[c,d]] 
тупламда узлуксиз, f  (х, у) хусусий хосилага эга еа у узлуксиз, а(у) 
Р (у) функциялар эса а.'(у), |У (у) хосилаларга эга хамда улар (17.9) 
шартни аноатлантирсин. У холда

ш
F(y) =  i f(x,y)dx

и(У)

функция \с, d] ораликда F' (у) .ухилага эга ва 
№

F' (у) =  f Гу (х , y)dx +  ■ f  ( р (у), у) — а  '(у) ■ f(a(y), у)
а(у)

булади.
И с б о т .  V*/0 (E[c, d] нуктани олиб, унга шундай Ay(Ay^Q ) орт- 

тирма берайликки, у0 +  Ау£ [с, d\ булсин.
(17.11)муносабатдан фойдаланиб куйидагини топамиз:

F (у0+  Ay) — F (y0) _  Г / (х, уо +  А у) /(.v, tj0) ^   ̂ 1 Г ^
Ay J  А г/ Ay J ’ °

aWo) Р'.Уо)
uWo-rAy)

+А y)dx— - ^  ( f( x ,y 0 +  Ay)dx. (17.15)
а(у0)

f(x, г/0-f- Ay) — fix , г/,,)
А у ^ О д а  -

функция уз лимит функцияси Гу{х, У0) га [о, Ь] ораликда текис якин. 
лашади (царалсин, 250-бет). Унда

U m  J  /  г/» +  Ау) — /  (х , г/о) dx==  j  f y { x t y j dx  ( 1 7 Л 6 )

<МУо) a(iio)

булади.
Энди

РО/о+Ау) a(y0-t-At/)
f / (х, У0 +  А У) dx, J  / (х, у,, +  А у) dx

Р(г/о) а (г/о)
интегралларга урта киймат хакидаги теоремани куллаб (каралсин,
1- кием, 9- боб, 8- §), ушбу

P ( i /o+ A 4 I )

J  / (х, У а +  А у) dx — f  (х', у0 +  Ау) [р (у0 + А у )  — $ (у0)},
('(уо)

а.(Уй+Ьу)
J  /(*» Уч +  А у) dx =  f(x", у о +  А у) [а(у0 +  Ау) — а  (у0)]

СЦу»)
тенгликларни хосил к.иламиз, бунда х' ну^та ?>(у„), р (у0 +  А у) нукта- 
лар орасида, х" эса а  (у0), а(у0 +  Ау) нук,талар орасида жойлашган. 

/ (х, у) функциянинг М тупламда узлуксизлигини, а  (у) ва §{у)
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функцияларнинг эса [с, d] ораликда хосилага эга булишини эътиборга 
олсак, у хрлда

lim —  I f ( x ,y 0 +  Ay)dx =  \im [f(x',y0 +  A y)xЬу~>o Ay J  д—>о
P(i/o)

Р(Уп +  Ay) — ft (y0) 
Ay

ft (Уо +  Ay) — ft (y„)= lim f(x’, y0 +  A y) Urn
by -*o Ду—о Ay
=  /(Р (Уо)>  г/«) Р '(Уо).

а{уа+\у)

lim Г f(x, y0 +  Ay) dx =  lim [ f(x", +  Ay) X
Ay->0 Ay J  Ay-̂ Q La(y o)

l j m  F  ~ i ~  M  ~  F

Ay-tQ Ay

у  я  (y0 +  Ay) — a (y 0) I =  И т / ( Л  ^  +  A y ) .| i m « j g 6 ±  =
Ay J Д</~>0 Д;/—0 An

=  f(oc(y0) , y 0)a '(y <)) ' (17.17)
эканлиги келиб чикади.

Юкоридаги (17.15) муносабатда, А у -^ 0  да лимитга утиб, (17.16) 
ва (17.17) тенгликларни эътиборга олиб ушбуни топамиз:

Р(г/о)

; j  / ^ ,^ + / ( Р ( У о ) - Р '( У о ) -
aiy»)

— / (« (Уо), Уп)'а> (Уо)-
Демак,

Р;г/о)
ПУо) =  I' Гу (х, У о) dx +  f (fJ. (у0), У0) ■ f»'0/o) — f  (а (у0), у0) ■ а ’(у0). 

сад.)
Модомики, yt, нукта [с, d| ораликдаги ихтиёрий нукта экан, у хрлда
V  У € \с, d\ учун

&У)
F\y) =  J' Гу(х, у) dx +  / (р (у), у) • \Y(y) — f  (а (у), у) ■ а' (у)

а(у)
булиши равшандир. Бу эса теоремани исботлайди.

Хусусан, а  (у) =  а, р (у) = b булса, бу формуладаи 2-§ да келти­
рилган (17.5) формула келиб чицади.

17 . 9 - г еорема .  fix, у) функция М =  {(%, у) £ R2: х £ [a, b] y£[c.d[} 
тупламда узлуксиз, а  (у) ва р (у) функцияларнинг хар бири [c,d\ да 
узлуксиз ва улар (17.9) шартни цаноатлантирсин. У хрлда F(y) функ­
ция {с, d\ да интегралланувчи булади.
\ Бу теоремани исботлашни укувчига ^авола ^иламиз.

4 - §. П арам етр га  боглиц хосм ас интеграллар. И нтегралнинг  
текис яцинлаш иш и

Биз мэзкур курснинг 16-бобида хосмас интеграл (чегараси чексиз 
хосмас интеграл, чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли) ту- 
шунчаси билан танишиб, уни ургандик. Ушбу бобнинг 2-§ ва 3-§ ла- 
рида параметрга боглик интеграллар баён этилди.
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Энди умумий хол — парам етрга боглик хосмас интеграллар бнлан 
шугулланамиз.

1. П а ' р а м е т р г а  б о г л и к  х о с м а с  и н т е г р а л  т у ш у н ч а с и .  
1°. /(*, у) функция М =  {(х. у) е R* : х £ }а, +  °о), у £ Е cz R} туп­

ламда берилган. Сунг у  узгарувчининг Е тупламдан олинган .хар бир 
тайин кийматида /(х, у) х узгарувчининг функцияси сифатида [а, +  оо) 
оралик буйича интегралланувчи, яъни

+|' / (х, y)dx (y£Ecz R)
а

хосмас интегргл мавжуд ва чекли булсин. Бу интеграл у нинг к.ий- 
матига богликдир: +*>

I(у) =  j  f(x ,y )d x . (17.18)
а

(17.18) интеграл параметрга боглик чегараси чексиз хосмас интеграл 
деб аталади.

f(x, у) фу нкция М' — {(х, у) £ R2: х £ (•— ос , о] у £Е a  R } (М" =  
=  {(*, у) G i?2 : х £ ( - •  оо, -f- оо), у £ Е <= R }) тупламда берилган ва у 
узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин кийматида f(x ,y )—х нинг 
функцияси сифатида (— а\ ((— оо, + оо)) да интегралланувчи булсин. 
Бунда

а _ 4-ас
j  /(х, у )dx ( J f(x , у )dx)
*00 —’ОО

интеграл х,ам параметрга боглик, чегараси чексиз 'хосмас интеграл деб 
аталади.

2°. f(x, у) функция Мг — {(х, y)£R2 :х£\а, b), y^ E czR ]  тупламда 
берилган. Сунг у узгарувчининг Е тупламдан олинган хар бир тайин 
кийматида / (х, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида каралганда 
унинг учун х — Ь махсус нукта булсин ва бу функция [а, Ь) ораликда 
интегралланувчи яъни,

j / (х, у) dx (y£E czR )
а

хосмас интеграл мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграл у нинг кий- 
матига боглик:

А(У) =  \f(x, y)dx, (17.19)
а

(17.19) интеграл параметрга боглиц, чегараланмаган \ функциянинг 
хосмас интеграли деб аталади.

f(x, у) функция М[ { х, у) £R2 :х£(а, 6], у £ Е a  R } тупламда берил­
ган ва у узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин кийматида f(x,y)—x 
нинг функцияси сифатида каралганда, унинг учун х — а махсус нукта 
булсин. Бу функция (а, Ь] да интегралланувчи булсин. У хрлда

ъ
hiy) = ]7(*> У)̂ х
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интеграл хам параметрга боглик чегараланмаган функциянинг хос­
мас интеграли деб аталади.

3° Умумий хрлда, параметрга боглик, чегараланмаган функциянинг 
чегараси чексиз хосмас интеграли тушунчаси хам юкрридагидек кири­
тилади.

f  (х, у) функция УИ2 =  { (х, у) £ Я 2 : х £ (с, +  о о ) , у £  Е с г  R  j туплам­
да берилган. у узгарувчининг Е тупламдан олинган хар бир тайин 
кийматида f(x, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида каралганда 
унинг учун х — с махсус нукта булсин ва бу функция (с, +  о о ) ора- 
лиеда интегралланувчи (каралсин: 16-боб, 9-§), яъни

+ 00 
j  /(*> у) dx
С

чегараланмаган функциянинг чегараси чексиз хосмас интеграли -мавжуд 
булсин. Бу интеграл у нинг кийматига богликдир:

h(y) =  +\ f(x ,y )d x  (17.20)
С

(17.20) интеграл параметрга боглик чегараланмаган функциянинг 
чегараси чексиз хосмас интеграли деб аталади.

Биз юкорида келтирилган (17.18), (17.19), (17.20) интегралларни 
параметрга боглик хосмас интеграллар деб кетаверамиз.

Масалан, 16-бобнинг 1-§ ида каралган
+ 00

/(a ) = J - ^  ( а > 0 ,  а > 0 )
а

интеграл, шу бобнинг 5- § да каралган

а а

интеграллар, 16-бобнинг 9- § да ^аралган
+ 0°

Г (а) =  | ха е v dx
о

интеграллар параметрга борлик; хосмас интеграллардир.
Бу ерда хам асосий масалалардан бири — f(x, у) функциянинг функ­

ционал хоссаларига кура, (17.18), (17.19) ва (17.20) параметрга борли^ 
хосмас иитегралларнинг функционал хоссаларини урганишдир.

Биз куйида уларнинг турли хоссаларини, асосан,

Ну) = +f  f(x ,y )d x  (17.18)
а

интеграл учун келтирамиз. Бу хоссаларни
ь +00
]' / (х, у) dx, f f{x ,y)dx
С  С

каби хосмас интеграллар учун хам тегишлича баён этиш мумкин.

260



Параметрга безлик, хосмас интегралларни урганишда интегралнинг 
текис якинлашиши тушунчаси му^им роль уйнайди.

2. И н т е г р а л н и г т е к и с  я к и н л а ш и ш и .  /(х, у) функция М — 
=  {(х, tj)£ R-:x£ [a, +  оо), y£EczR\ тупламда берилган. у узгарув­
чининг Е тупламдан олинган хар бир тайин кийматида fix , у) х узга­
рувчининг функцияси сифатида \а, -f оо) да интегралланувчи булсин. 

Чегараси чексиз хосмас интеграл таърифига Kvpa ихтиёрий [a, t\ да
( а < / < + о о )

F (t, У) — \ fix , y)dx (17.21)
а

интеграл мавжуд ва

I (у) =  I /(X, у) dx =  lim F(t, у). (17.22)
а <-»+«

Шундай цилиб, (17.21) ва (17.22) интеграллар билан аншушнган 
F (t, у) ва / (у) функцияларга эга буламиз ва 1 (у) функция F(i, у) 
функциянинг i~*- +  оо даги лимит (функцияси булади.

17 . 5- таъриф.  Агар t-+  +  °° да F (t, у) функция уз лимит функ- 
цияси /((/) га Е тупламда текис яцинлашса, у хрлда

“Г00
I(y) =  J' f(x ,y )d x

а

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи деб аталади.
17.6-таъриф. Агар t —>~ +  00 да F (t,y ) функция уз лимит функ- 

цняси 1{у) га Е да нотекис якинлашса, у холда
+'00

Ну) = J' fix, у) dx
а

интеграл Е тупламда нотекис якинлашувчи деб аталади.
+ °°

Равшанки, |' /(х, y)dx интеграл Е тупламда текис якинлашувчи
а

булса, у шу тупламда якинлашувчи булади.
Шундай 1\илиб, + 00 

j  fix , у )dx
а

интегралнинг Е тупламда текис якинлашувчи булиши куйидагини 
англатади:

+ 001) \ fix , y)dx хосмас интеграл у узгарувчининг Е тупламдан
а

олинган ^ар бир тайин кийматида якинлашувчи,
2) V e > 0  олинганда хам, шундай б =  6 ( e )  >  0 топиладики, V t >

>  б ва Y у£ Е  учун
-j-oo

| j  / (х, у) dx | <  б 
t

булади.
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[ f(x, y)dx интеграл E тупламда якинлашувчи, аммо у шу туп-
а

ламда нотекис якинлашувчи дегани куйидагини англатади- 
+ 0 0

1) I f(x ,y )d x  хосмас интеграл у узгарувчининг Е тупламдан
а

олинган хар бир тайин кийматида якинлашувчи.
2) V-6 >  0 олинганда хам, шундай е0 >  0, у0 £ Е ва t l >  6 тенгспз- 

ликни каноатлантирувчи f, 6 fa, -j- 00 ) топиладики,
-f  эо

! j fix , f/0) dx | > e 0 
V.

булади.
M и с о л. Ушбу

4 -  СО

Пу) =  f уе~~ху dx 0/6 Е — {0, +  оо))
О

интегрални карайлик. Бу холда
t

F (t , у) =  j уе~ху dx =  1 — e~ly (0 ^  t <  -j- оо)
'о

булиб, у узгарувчининг Е =  (0, + о о )  тупламдан олинган хар бир тайин цийматида

lim F (t. у) — lim  (1 — e~ty) =  1 
г->ос ‘ t-+ + о с

булади. Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи ва
| QQ

1{у) )* уе—ху dx =  1
о

булади.
Энди берилган интегрални текис якинлашувчиликка текширамиз. 
у 6 Е =  (0, -+ оо) булсин Ихтиёрий катта мусбат 6 сонни олайлик. Агар е0 =
1 1

— — , to >  о тенгсизликни каноатлантирадиган ихтиёрий t0 ва у0 — -—- деб олсак, 3 t0
У *олда

+00

+ 00  ___t

у0е~ху° dx | =  е ~ ' =  е ’>  ■ ..
и

булади. Бу эса
4 -  ОС

% )  == j  у е ~ хи dx
О

интеграл Е — (0, +- оо) да нотекис якинлашувчи эканини билдиради.
Энди у Е Е '=  [с, +  оо) сг £ булсин, бунда с — ихтиёрий мусбат сон. Унда

V 6 >  0 олинганда хам ( 0 < 8 <  1) 6 =  —  In —  дейилса, У ^ > 6  ва V и 6 [с ,
с в

-j- оо ) учун

Ь°° | _е-1п-
„ - х у  I ~ - 1 у . - е 15j ye dx =  е у <  е =  s

/ I
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hll) = | уе~ху dx 
ft

интеграл E' =  [с, +  оо ) да (с >  0) текис якинлашувчи.

Биз курдикки, параметрга боглик хосмас интеграл
-j- 00

1(у)=  !' f(x ,y )d x  (17.18)
а

нинг Е тупламда текис якинлашувчи булиши, t-*- +  оо да F ( t , y ) 
функцияни лимит функция Ну) га (у££) текис якинлашишидан иборат.

Ушбу бобнинг 1-§ ида у -* -у 0 да f(x ,y )  функциянинг лимит функ­
ция ф(х) га текис я^инлашишининг зарурий ва етарли шартини ифода- 
ловчи 17.1-теоремани келтирднк. Бу теоремадан фойдаланиб, (17.18) 
интегралнинг текис якинлашувчи булишининг зарурий ва етарли uiapTH 
келтирилади.

f(x, у) функция М = { (х, у) £ R2 : х £ [а , + оо ) у £ Е cz  R } тупламда 
берилган. у узгарувчининг Е тупламдан олинган хар бир тайин кийма­
тида f(x , у) — х узгарувчининг функцияси сифатида [a, -j-оо) да интег­
ралланувчи, яъни

1{У )=  f f{x ,y)d x  (17.18)
а

хосмас интеграл мавжуд булсин.
17. 7- таъриф.  Агар Y e > 0  олинганда хам, у га боглиц булма- 

ган шундай б = б (е) >  0 топилсаки, f  >  б, f  >  б ни каноатлантирув- 
чи Y  ?, t" ва Y г/ £ £ учун

t"
| j' f ix , y)dx  | <  e 
i’

тенгсизлик бажарилса, у хрлда (17.18) хосмас интеграл Е тупламда 
фундаментал интеграл деб аталади.

00

17.10-т е о р е м  а ( Коши т е о р  ема  с и). Ушбу I iy) — Г f(x ,y )d x
а

интегралнинг Е тупламда текис якинлашувчи булиши учун унинг 
Е туплам да фундаментал булиши зарур ва етарли.

Бу теорема назарий а^амиятга эга. Ундан амалиётда фойдаланиш 
кийин.

Куйида биз интегралнинг текис як,инлашувчилигини таъминлайди- 
ган, купинча кулланиладиган аломатларни келтпрамиз.

В е й е р ш т р а с с  а л ом а т и. fix , у) функция M =  \(x,y)£R 2 : 
х£[а, + оо), y ^ E c z R ]  тупламда берилган, у узгарувчининг Е туп ­
ламдан олинган хар бир тайин цийматнда fix , у) функция х узгарувчи­
нинг функцияси сифатида [а, +  оо) да ингегралланувчи булсин. Агар 
шундай ф {х) функция (х £ [а , +  °°)) топилсаки,

1) Yx £[ a ,  +  оо) ва Y  у£ Е  учун | fix , у) | <  ф (х) булса,

булади. Демак,
4-00
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2) j" rp (x) dx хосмас интеграл якинлашувчи булса, у >̂ олда
а

Н у) =  \ f (х, у) dx
а

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи булади.
+ со

Ис б о т .  Шартга кура Г ф (х) dx якинлашувчи. Унда 16-бобнинг
а

2-§нда келтирилган 16.4-теоремага асосан, у  е >  0 олинганда хам,
t"

шундай 6= б (е)> 0 топиладики, V  / '> 6, у  /">6 булганда} [ <p(x)dx\<
'г

<  е булади. Иккинчи томондан, 1) шартдан фойдаланиб куйидагини 
топамиз:

t" t" t"
I \ f (x, y) dx\ f I/ (x, у) I dx <  С Ф (x) dx (/' <  /").

V  ' f  v

Демак,
t’<

| i / (x, y) dx I <  6. 
r

Oo
Бу эса 1 f (x, y) dx хосмас интегралнинг E тупламда фундаментал эка-

+  03

нини билдиради. Юкоридаги 17.10-теоремага асосан f(x,y)dx  интег-
а

рал Е тупламда текис якинлашувчи булади.
М и с о л. Ушбу

( '  COS X V
j j “ 7_ ~  № )  (у  6 Е =  (— оо, оо))

о
интегрални карайлик.

Агар ф (х) функция сифатида ф (х) = -------  олинса, у  ^олда1+Л’2
1) V х 6 [0, +• оо) ва у  у 6 (— оо, -j- оо) учун

! f (*• У) I
COS хц I 1

— “ <  ГГГ? Ф W .И- Л-2 ! 1 +л-2
+ 00 + ю х

2) ( ф !х) dx =  I --------  интеграл якинлашувчи (^аралсин, 1 6 -боб, 1-§) була-
0 6 1 + А'2 

ди. Демак, Вейерштрасс аломатига кура берилган интеграл Е =  (— оо, +  оо) да 
текис якинлашувчи булади.

Интегралнинг текис я^инлашувчилигини аншулашда ^ул келадиган 
аломатлардан — Абель ва Дирихле аломагларини исбогсиз келтирамиз.

А б е л ь  а л о м а т и .  / (х, у) ва g (х, у) функциялар М =  {(х, у) £ R2: 
х £ [a, -j- оо), у £ Е cz R} тупламда берилган. у узгарувчининг Е туп-
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ламдан олинган хар бир тайин кийматида g (х , у) функция х нинг 
функцияси сифатида [а, +  оо) да монотон функция булсин.

Агар
“ Т О О

I' f  (X, у) dx
а

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи ва у  (х, У) 6 М учун
| g (х, у) | <  с (с =  const)

булса,

С f (X, У) ■ g (X, У) dx
а

интеграл Е да текис якинлашувчи булади.
М и с о л. Ушбу

+ 0С

f sin х
—  е~хи dx ( ! /€£== [О, +  оо))

О
интегрални карайлик. Агар

sin х
f {х, у) =  --------, g (х, у) =  е хуX

+ оо
деб олинса, Абель аломати шартлари бажарилади. ^акикатан хам, | / (л;, у) dx те-

o'
кис якинлашувчи:

+г<* „ , ~̂с°° sin х . л
f / (х, у) dx =  I ------- d x ~  —

о 6 х z
(16-боб, 2 -§  ва 17-боб, 8-§), g (х, у) =  е~ху эса у нинг £ =  [0 , +  оо) дан олин­
ган хар бир тайин ^ийматида х нинг камаювчи функцияси ва V х £ [0, +  оо),
V у  6 Е =  [0, -4- оо) учун | g (*-, у) | =  ё~ху ^  1 булади. Демак, берилган интеграл 
Абель аломатига кура Е =  [0, +  оо) да текис якинлашувчи. j

Д и р и х л е  а л о м а т и .  f (х, у) ва g(x, у) функциялар М тупламда 
берилган. Агар у  t > а  хамда у  у £ Е учун 

t
| j" / (х, у) dx | <  с (с =  const)
а

булса ва у узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин кийматида, 
х-+  +  оо да g(x, у) функция уз лимит функцияси ф {у) — 0 га текис 
я^инлашса, у хрлда

00
\ / (х, У) g (X, у) dx

а

интеграл Е да текис якинлашувчи булади.
М и со  л. Ушбу

sin X V .
--------J dx (у (z Е -  [1, 2])

и *
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f (х, у) =  s in  х у, g (.v, у) =  —х
дейилса, унда ^>0, У у 6 [1. 2] учун

t t
] j / (х, у) d x  | =  J | s in  x  у d  x
о о

булади. x -*■ -j- ло да g (x ,  у) =  — функция £ тупламда нолга текис яцинлашади:

1
S  (х,  У) =--- — 0.X

Демак, берилган интеграл Дирихле аломатига кура £=[ 1 ,  2] да текис якинлашув- 
чидир.

Чегараланмаган функция хосмас интегралининг текис (нотекис) 
якинлашувчилиги тушунчаси хам юкоридагидек киритилади.

f (х, у) функция М 1 =  {(х, у) £ R2: х £ \а, Ь), у t  Е с= R} тупламда 
берилган. у  узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин кийматида 
/ (х, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида каралганда унинг учун 
х =  b махсус нукта булсин ва бу функция [а, b) да интегралланувчи 
булсин. Чегараланмаган функция хосмас интеграли таърифига кура 
ихтиёрий la, t\ да (а <  t <  Ь)

t
Fi V, У) =  }7 (х, y)dx

а

интеграл мавжуд ва
ь

h  (У) =  1 / (х, У) dx =  lim  F, (t, у) (17.23)
/->0-0а

булади. Демак, 1Х (у) функция /■’, (/, у) функциянинг / ->• Ь — 0 даги 
лимит функцияси.

17.8-т а ъриф.  Агар t^ -b  — 0 да (t, у) функция уз лимит функ­
цияси /х (у) га Е тупламда текис якинлгшса, у хрлда

ъ
f f  (х, у) dx

а

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи деб аталади.
17. 9- таъриф.  Агар t-> b  — 0 да Fl (t, у) функция уз лимит функ­

цияси /: (у) га Е тупламда нотекис якинлашса, у хрлда

{ / (х, у) dx
а

интеграл Е тупламда нотекис якинлашувчи деб аталади.
Бу таърифларни «е — б» оркали баён этишни у^увчига хавола эта- 

миз.

интегрални ^арайлик. Агар
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17.10- т а ъ р и ф. Агар Y  е >  0 олинганда хам, шундай б =  6 (е) >  0 
топилсаки, Ь — 6 <  f  <  b, b — 6 <  f ' <  fr булган Y  t" лар ва
Y  У £ £ учун

I f f (А-, //) dx I <  е 
г

тенгсизлик бажарилса, у хрлда (17.23) интеграл Е тупламда фунда­
мент интеграл деб аталади.

ь
17 . 11- теорема ,  j 'f (х, у) dx интегралнинг Е тупламда текис

а
якинлашувчи булиши учун унинг Е тупламда фундаментал булиши 
зарур ва етарли.

5- §. П ар ам етр га  б о г  лиц хосм ас интегралларда интеграл белгиси  
остида лимитга утиш

1. f  (х, у) функция М = {(х, у) £ /? 2 : х £ [а, +  оо), у  £ с : R} туп­
ламда берилган. у0 нукта Е тупламнинг лимит нуктаси булсин.

17 . 12 - теорема .  / (х) функция
1) у узгарувчининг Е дан олинган %ар бир тайин кийматида х 

узгарувчининг функцияси сифатида [а, +  оо) да узлуксиз,
2) у->~Уо да ихтиёрий [a, t] [а < 7  <! ос) ораликда ф (х) лимит 

функцияга текис якинлашувчи булсин.
Агарда

“Ь се

1 {у) =  [ f  (х, у) dx
а

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи булса, у холда у -+ у 0 да
I (у) функция лимитга эга ва

l im I (у) =  l im f /(х, у) dx =  Г ф (х) dx (17.24)
Ц-*Уо У^>Уа •’ Jа а

булади.
И с б о т .  Теореманинг 1) ва 2) шартлари хамда ушбу бобнинг 1-§ 

идаги 17.2-теоремадан ф(х) лимит функциянинг \а, +  оо) да узлук­
сиз булиши келиб чикади. Демак, ф (х) функция хар бир чекли [a, t\ 
(а < i <  +  оо) ораликда интегралланувчи.

Ф(х) ни \а, +  оо) да интегралланувчи эканлигини курсатайлик. 
Теореманинг шартига кура

+х
1 (у) =  ( / (х, У) dx

а
интеграл Е да текис якинлашувчи. Унда 17.10-теоремага асосан,
Y  е > 0  олинганда хам, шундай б = 6 (е )> 0  топиладики, f  >  б, /"> б 
булган Y  t', t" лар ва Y  У £ Е учун

f
| f  / (х, у)  d x \ < e  (17.25)
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1

булади. f (х, у) функцияга куйилган шартлар 2-§ да келтирилган 17.3- 
теорема шартларининг бажарилишини таъминлайди. (17.25) тенгликда 
у-> -у0 да лимитга утиб куйидагини топамиз:

t"
J j  ф (х) dx | < е. 
г

Бундан эса ф (х) нинг [а, +  о о ) да интегралланувчи булиши келиб чи­
кади (16-боб, 2-§).

Энди
“Ь Оо Ос

| £ / (х, у) dx — | ф (х) dx |
а а

айирмани куйидагича ёзиб,
+ 00 +00 * + СО

I j  / (х, у) dx —- j ф (х) dx | =  | j  [/ (х, у) — ф (х)] dx +  j / (х, у) dx —
а а о t

=0 f . t-OO
— ф (х) dx I <  И / (х, у) — ф (х) j dx+  J f(x , у) dx | +

/ a i

+  1 [°\p(x)dx| ( a < t +  оо) (17.26)
i

тенгсизликнинг унг томонидаги хар бир кушилувчини бахолаймиз.
•4-00
j  f (х, у) dx интеграл Е да текис якинлашувчи. Демак, у  е >  О
а

олинганда хам шундай 6Х =  6, (г) >  0 топиладики, барча t >  ох ва 
У  у € Е учун

| j' f( x ,y ) d x  |< -|  (17.27)
t

булади.
4" со
j  Ф  (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи. Демак, юкоридаги у  е >
а

>  0 олинганда хам шундай 62 =  62 (е) >  0 топиладики, барча t >  б2 
учун

I Г ф (х) dx | <  — (17.28)
't 3 .

булади.
Агар 60 =  шах {6j, 62} деб олинса, барча i >  Ь0 учун (17.27) ва 

(17.28) тенгсизликлар бир йула бажарилади. у -+ у 0 да / (х, у) функ­
ция ф (х) лимит функцияга хар бир [а, /] (жумладан t >  60) да текис 
якинлашувчи. Демак, у  е >  0 олинганда хам, шундай 6' >  0 топи­
ладики, |у—Уо| < б ' тенгсизликни ^аноатлантирувчи у£Е  ва у  х£ [я, t] 
( a < t <  +  оо) учун

| /  (х, у) —  ф (х) | <  (17.29)
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булади. Натижада (17.26), (17.27) (17.28) ва (17.29) тенгсизликларга 
кура

4*00 + оо

| j  f (х, у) dx j* ф (х) dx | <  е
а а

булади. Бу эса
+  05 +00

lim Г f(x ,y )d x  — Г ф (х) dx (17.30)
и-у. J J

булишини билдиради. Теорема исбот булди.
(17.30) лимит муносабатни ^уйидагича хам ёзиш мумкин:

+  оо + 00

lim Г / (х, у) dx — f Г lim  / (х , у)] dx.
У-*У<, J  J L У-*Уо J

Бу эса 17.12-теореманинг шартлари бажарилганда параметрга бояли^ 
хосмас интегралларда хам интеграл белгиси остида лимитга утиш мум- 
кинлигини курсатади.

2. f (х, у) функция = {(х, у) £ R2 : х £ [а, Ь), у £ Е cr R} туп ­
ламда берилган, у 0 нукта Е тупламнинг лимит нуктаси булсин. Шу- 
нингдек, у узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин кийматида 
f  (х, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида каралганда унинг учун 
х — b махсус ну^та булсин.

17 . 13 - т еорема ,  f  (х, у) функция
1) у узгарувчининг Е дан олинган хр,р бир тайин цийматида х 

узгарувчининг функцияси сифатида [а, Ь) да узлуксиз,
2) у~ ^у0 да ихтиёрий [a, t) ( а < 7 < 6 )  оралщда ф(х) лимит 

функцияга текис якинлашувчи булсин.
Агар

ь
А ( У ) =  J  /(*, y)dx

а

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи булса, у хрлда у->- у0 да 
Л iy) функция лимитга эга ва

ь ь ь
lim /t (у) =  lim f f (x, у) dy =  ( [1 im f (x, yj\ dx— f ф (x) dx
y->y» ' У~>Уо " -a I У-'Уо 1 "

булади.

6 - §. П ар ам етрга  б о гл и к  хосм ас интегралларнинг парам етр  
буйича узлуксизлиги

1. f  (х, у) функция М =  {(х, у) £ R2 : х £ [а, +  оо), у £ [с, d)} туп­
ламда берилган.

17. 14-теорема ,  f  (х, у) функция М тупламда узлуксиз ва
+ 00

1 iy) =  I f <Х у) dx
а
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интеграл \с, d\ да текис якинлашувчи булсин. У хрлда 1 (у) функ­
ция [с, d] ораликда узлуксиз булади.

Ис б о т .  f (х, у) функциянинг М тупламда узлуксиз лигидан, аввало 
бу функция у узгарувчининг х>ар бир тайин кийматида х нинг узлук­
сиз функцияси булиши келиб чикади. Шу билан бирга f  (х, у) функ­
ция Mt =  {(х, у) £ R2 : х £ [a, t\, у £ [с, d]} (а <  t <  +  °о) тупламда 
хгм узлуксиз, демак, шу тупламда текис узлуксиз булади.

V  Уо £ d] нуктани олайлик. у-*- ув да f (х, у) функция / (х, у0) 
лимит функцияга [a, t] да текис якинлашади (каралеин, 250- бет). Агар 
теореманинг иккинчи шартини эътиборга олсак, у хрлда / (х, у) функ­
ция 17.12-теореманинг барча шартларини бажаришини курамиз. У .\ол- 
да 17.12-теоремага асосан

оо “Ьсо
iim 1 (у) — lim f f(x, у) dx =  f [ l im / (x, y )ld x  —
y - * y ,  у  >ус £ J  L У *Уо J

= j' / (x, y 0) dx -----1 (//„)
a

булади. Бу эса / (у) функциянинг [с, d\ ораликда узлуксиз эканини 
билдиради. Теорема исбот булди.

2. / (х, у) функция М2 =  {(х, у) G R2 : х  £ [а, /;), у £ [с, dj} туп­
ламда берилган. у узгарувчининг [г, d| орэликдан олинган хар бир 
тайин кийматида / (х, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида ка­
рал ганда унинг учун х — b махсус нукта булсин.

17.15-т е о ре м а. / (х, у) функция туаламда узлуксиз ва
ь

Л (у) = |7 (■«. у) dx
а

интеграл [с, d] Эй текис якинлашувчи булсин. У хрлда /г (у) функ­
ция [с, d] ораликда узлуксиз булади.

7 - §. П ар ам етр га  боглиц хосм ас интегралларни парам етр  буйича
диф ф еренциаллаш

1. /(х, у) функция /И = {(х, у) £ Я3: х £ [а, +  00)> У € [с, d]} туп ­
ламда берилган.

17.16-т е о р е м  а. f (х, у) функция М тупламда узлуксиз, f  (х, у) 
хусусий хосилага эга ва у хам узлуксиз хамда у узгарувчининг [с, d ] 
дам олинган ,\ар бир тайин кийматида

1 (У) = j  / (*, У) dx
а

интеграл якинлашувчи булсин.
+С О

Агар Г Г (х, у;  dx интеграл [с, d] За текис якинлашувчи булса,
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= f'y (x, у0 +  в-Ау) (17.33)

у jfолда I (у) функция хам [с, d\ ораликда Г  (у) хвсилага эга була­
ди ва

I' (у) =  j  fy [х, у) dx (17.31)
а

муносабат уринлидир.
Ис бот .  у  у0 £\с, d] нуктани олиб, унга шундай Ау (Ау^О ) 

орттирма берайликки, у0 +  Ау£ \с, d\ булсин.
I (у) функциянинг у0 нуктадаги орттирмасини олиб, ушбу

!_ (Уо +  & У) !_ {у о) V f ix  ,у0 +  Ау) — f(x, у) dx
Ау ,) А у \ • )

а

тенгликни х.осил килам из. Энди (17.32) тенгликдаги интегралда At/-»-О 
да интеграл белгиси остида лимитга утиш мумкинлигини курсатамиз. 

Лагранж теоремасига кура
f (х, у0+  А у) — / {х, Уо)

Ау
булади, бунда 0  <  0 < 1.

Шартга кура f'y (х, у) функция Mt =  {(х, у) £ R2: х£ [a, t ]  у £ \с, d}} 
(а < / <  +  оо) тупламда узлуксиз, демак, текис узлуксиз. У холда
У  е >  О олинганда хам, шундай б = б (е) >  0 топиладики, | х" — х' } <
< б, |у" — г/' [<б тенгсизликларни каноатлантирувчи ихтиёрий (х\ 
у')£ М(, (х", у") £ Mt ну^талар учун

I f'y (x", У " )-Г у (х\ у') |< 8
булади. Агар х =  х =  х, у — у0 у " = у 0 -{-Ау-в дейилса, унда 
| < ы ]б булганда

I f'y (х, у0 +  6 • А у) — f'y (х, уо) | < е ( у  х £ [а, /])

булади. Юкоридаги (17.33) тенгликдан фойдаланиб куйидагини топа­
миз:

/ (X, Уо +  А у) — f ix ,  у0) у ,
ду 'У v ’ У | ^  6-

Бу эса А у -^ 0  да V  функция [у (х, у0) лимиг функ­
цияга текис якинлашишини билдиради.

Теореманинг шартига кура
“Г  со

[ f ’y (.V, у) d х
а

текис якинлашувчи. Демак, У  е >  0 олинганда хам, шундай 6 = 
=  б (е ) >  0  топиладики, >  Г  6 , t "  >  6 булган С, ( "  ва у  У £ [с, d\ 
учун

I (. f'u (х, y)dx I < е
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булади. Жумладан
t"

I j  f'y (x, i/o +  A y-0 )dx|< e

булади. (17.33) тенгликка асосан 
t"
С f (-v. Уо +  Ay) — / (.v, y 0)

A у
dx <  e

булади. Бу эса
“ГсI f (.v, у о + А г/) — / (х. у0) 

Ау
dx

интегралнинг текис я кинлашувчилигини билдиради. 
Натижада 17.12-теоремага кура

lim
Ьу

Г f (х, Уо + А у) — f (.у, Уо)
А У

dx = l im  / (х, Уп +  А у) — / (х, //о) 
Ду—о Ау

dx

тенглик уринли булади.
Юкоридаги (17.32) тенгликда \ у -*■ 0 да лимитга утамиз:

И т  (у о - г  А у) / (j/о) __ ] jm  

Ду—*0 Ау Д>/-*0

+
‘ f  ( у .  Уп + Ау) — / (*. Уп)

Ду
dx =

4" а
=  Г

J
а

lim
Д у-> 0

/ (.у. Уо -Г А у) — / (-V. у„)

Ау

+  С

dx - ] /у С*. Уо) dx.

Демак,
ТСО

/' (i/o) =  j  /у (X, Уо№х.

Т еорема исбот булди.
(17.31) муносабатии куйидагича хам ёзиш мумкин:

“Ьэс Тас

j  j  / (х, у) dx = J д[ (х, у) 
ду

dx.

Бу эса теорема шартларида дифференциаллаш амалини интеграл белги- 
си остига утказиш мумкинлигини курсатгди.

2. /(х, у) функция Мх =  {(х, у) £ R2: х£ [а, Ь), у £ [с, d]} туп ­
ламда берилган. у узгарувчининг \с, d] дан олинган хар бир тайин 
кийматида f ix , у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида каралганда 
унинг учун х =  Ъ махсус нукта булсин.
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17.17-т ё о р е м а .  f(x ,y ) функция Мг тупламда узлуксиз, fy(x, у} 
хусусий хрсилага эга ва у хам узлуксиз хамда у узгарувчининг■ [с, d[ 
дан олинган ,\ар бир тайин кийматида

ъ
h(y) = )7(*. у) dx

а
интеграл якинлашувчи булсин.

Агар
ъ
J  f'y (х, y)dx
а

интеграл ]с, d\ да текис якинлашувчи булса, у хрлда 1Х (у) функция 
хам [с, cl\ ораликда 1\{у) хосилага эга булади ва

1\{У)= \ fy(x,ij)dx
а

муносабат уринлидир..

8 - §. П а р ам етр га  б о гл и к  хосм ас интегралларни парам етр  буйича  
интеграллиш

1. f(x, у) функция М =  \(х, y)£R2: х£\а, +  оо), у£ [с, d]\ туп­
ламда берилган.

17.18-т е о р е м а .  Агар f(x ,y ) функция М тупламда узлуксиз ва
+ 0 0

1{у)=  j' / (х, у) dx
а

интгграл [с. d] ораликда текис якинлашувчи булса, у х(слда 1 (у) 
функция [с, d\ да интегралланувчи ва

d  d  - f  с о  ~f* ^  d

J I (у) dy =  I [ j  / (x, y) dx] dy =  j  [ j  f  (x, y) dy] dx
с с а а с

булади.
Ис б о т .  Теореманинг шартларидан 1 (у) функциянинг [c,d] ора­

ликда узлуксиз булиши келиб чикади (каралсин, 17.4-теорема) Демак^ 
/(у) функция [с, d] да ингегралланувчи.

Энди

j' [ +1 / (х, у) dx | dy = j' [ j  f{x, у) dy ]dx
a a a с

тенгликнинг уринли булишини курсатамиз.
Шартга кура

°°
J f{x, y)dx
а

1 8 -5 0 1  2 7 »



интеграл [с, d] да текис якинлашувчи. Демак, V e >  0 олинган хам 
шундай б =  б (е) >  0 топиладики, V/ >  б ва у  у £ [с, d\ учун

+ °°
| f f(x ,y )d x| < е  (17.34)

булади. Мана шундай t буйича
d +  оо i t  d +оо
j '[  J  f  (x, у) dx] dy =  j' [ j  fix, y) dx] dy +  f I J f  (x, y) dx]dy.
с  а "с a с  t

17.6-теоремага асосан
d t t d 
\ [ j  f  (x, у dx dy =  |' [ (' f  (x, y) dy] dx
с  a a  с

булади. Натижада

j‘ I(y)dy =  J  | J" / (x, y) dy] dx +  f [ J  / (x, y) dx] dy
с  а с  с  t

булади. Юкоридаги (17.34) муносабатни эътиборга олиб куйидагини 
топамиз:

| J  1{у) dy — J  [ j / (х, y)dy] dx | <  J  j +j f  (x, y)dx \dy < e ( d  — c).
с  a c  c  t

Бу эса
d I d  +oo d
J I (У) dy =  lim {' [ \ fix , y) dy]dx =  [ [ f f{x, y)dy]dx
c  а с  ' а с

эканини билдиради. Демак,

f [ + f /.(*> у) dx|dy =  +f [ J /(x, y)dy] dx.
с  a  a  с

Теорема исбот булди.
Энди f{x, у) функция М2.=  {(х, y)£R 2 :x£[a, +  оо), у£[с, +  оо)) 

тупламда берилган булсин.
17.19-те о р ем  a. fix , у) функция М2 тупламда узлуксиз ва

-|-оо -{-ос
) f(x, у) dx, J fix , y)dy
а с

интеграллар мос равишда [с, +  00] ва [а, +  оо ] да текис якинла­
шувчи булсин.

Агар
_|_00 -L-00 -j-OC -fOC

(' [ f \f{x, у) | dx] dy (ёки f [ f | f(x, y) | dy] dx,
с  a a с

интеграл якинлашувчи булса, у холда
_1_0С 0 0  -|-0С -4-00

J’ [ f fix, y)dy]dx, J [ ‘ j f{x, y)dx[ dy
а с  с  a
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J  [ f / (х, у) dx ] dy =  f [ J  f(x ,y )d y ]d x
c  a  a ** с

булади.
Бу теореманинг исботини укувчига х,авола киламиз.
2. Дх, у) функция /Vfx = ! (х, y)£R 2 :x£ [a, b\, у£[с, d]J тупламда 

берилган. у  нинг ]с, d] дан олинган х;ар бир тайин кийматида f(x, у) 
ни х узгарувчининг функцияси сифатида каралганда унинг учун х=Ь  
махсус нуцта булсин.

1 7 .2 0 -тео р ем а . f(x, у) функция Мх тупламда 'узлуксиз ва
Щ г"^Ч Ь
h(y) =  ] fix , y)dx

а

интеграл [с, d| ораликда текис якинлашувчи булса, // холда 1х(у) 
функция [с, d\ да интегралланувчи ва

d d b о d

j 11 (у)dy =  j  [ \ fix , y)dx]dy= j [ j ‘ /(x, y)dy \ dx
с  с  а  а с

булади.

M и с о л л а p. 1. Ушбу
+QO

ха- 1 .------- dx
1 -j-x

О
интегрални карайлик. У чегараланмаган функциянинг (а <  } да х — 0 махсус н ук­
та) чегараси чексиз хосмас интеграли булиб, а параметрга боглик;дир:

4-ОС'
vci—1

интеграллар якинлашувчи ва
4 - о о  -f-0 0  - j - o o  -J-QO

ха~ 1
Дй) =  Т—г -  dx.,) 1 + X+ Xо

Бу интегрални куйидаги икки кнсмга ажратиб,

+  30 1 4 - ОС’
1“ (‘ уЯ— I Г г°-]

1 (о) =  \ J - J — dx =  — —  dx +  — —  dx =  l^a) +  /2 (a)
1 +  x J  1 -j- X  J  1 +  X

0 0 I
уларнинг хар бирнни алохида-алохида яцинлашувчиликка текширамиз.

О <  .vICj 1 да куйидаги

- f-£ 1 + х
1

тенгсизликлар уринли ва j хй~̂  dx интеграл а >  0 да якинлашувчи, а ^  0 да узок-
b

лашувчи (^аралсин, 16-боб, 5-§). 16-бобнинг 6-§ ида келтирилган 16.8-теоремага кура
1

4 ( a )  =  J f . . ...... dx
о l +- v
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4 -  ха~- <  f z L < x a-°-
2 \ + х

интеграл а >  0 да якинлашувчи а О да узоклашувчи булади. к ^  1 да куйидаги

■+•00
тенгсизликлар уринли ва j  *а~2 dx интеграл а <  1 да якинлашувчи, а >  1 да

узоцлашувчи (каралсин, 16-боб, 1-§). 16-бобнинг 2-§ ида келтирилган 16.2-теорема- 

га кура

/«(«)= fJ 1 + *1

интеграл а <  1 да якинлашувчи, а  ;>  1 да узоклашувчи булади. Шундай ^илиб, бе­

рилган

т  -  Т  ̂.) 1 + *

интегралнинг 0 < а <  1 да якинлашувчи булишини топамиз.

Энди / (а) интегрални хисоблаймиз.

Равшанки, 0 <  х <  1 да

_  <*>
ft= 0

булиб, бу катор [а„, Ь0] (0 <  а0 <  <  1) да текис якинлашувчи булади.
(*) даражали цаторнинг ^исмий йигиндиси

W = ^ ] (- 1),г [(‘1+(х7 х)Ч-
fc=o

булади. Агар V п 6 N ва V *€ (0 . 1) учун

[ 1 —  ( —  ж)" 1 <  ха-1
1 +  х

тенгсизликнинг уринли булишини хамда

1
f xa~ l dx  (0 <  а <  1)
0

интегралнинг якинлашувчилигини эътиборга олсак, унда Вейерштрасс аломатига кура

1
интеграл \ S n (х) dx (п ~  1, 2, 3 . . . )  текис якинлашувчи булади. 17.13-теорема-

0
га кура

1 1
ilm  j  S n {x)dx  =  j  [lim  S n (x)\dx,

о 0 n->°°
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яъни

1 п—1

dxlim Г [ 'Vi(-l)V+/i- 1
л-»к ,) jmA О ft=()

булади. Бу тенгликдан куйидагини топамиз;

f  lim  ' У ( — I f ж1
J  л->со ЛтшО *=0

1 п -1
Ik Ya+k-\

dx f ^ l
J  1 + x

dx

n—1 1

h (° )~  j* i ^ J dx= n Um j ( —  \)k xa+k ’ rfAc| =
fe=0 0

00 l

A=0 0 k=0
Демак,

Arap

/1 (a)=

*=o

( -  1)ft 
a -}- A '

+=o

/2 (a)=
„0 - 1

.J 1 +ЛГ 
1

интегралда x =  —  алмаштиришни бажарсак, у холда

1 (-а

/2 (a)— J 1 -)- t dt — J*

О
булади. Юкоридаги йул билан

1 (̂1— а)— 1
1 + t dt

т -  У \ Щ -а —  k
к= 1

булишини топамиз. Демак,

I  (а) — /1  (а) +  /2 ( а ) :

булади.
Агар

V ^ + V J z l ^ i + V ,
J m d a - r k  a  — k ak=u 1 k=ti k=l

- (—Dft
— d  1 \a +  k к= 1

■ - Ц
a  — k )

■7 + S (-1)"f~ T k + ~ k ia jimJ  \a +  £ a — k sin a  я
/г=1

) =  —'г) sin a
( 0 <  a <  1)
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1(a) =  - А -  
sm а  я

эканлиги келиб чикади. Демак,

+®
Г I-12 — 1 тт~ — dx=  ^ 1—  (0<  а <  !).

J  I -f * sin а ло
2. Ушбу

+ 00
/= J JiLiLd*

О
интегрални ^аранлик. Бу хосмас интегралининг якинлашувчи булиши 16-бобнинг 
2-§ ида куррсатилган эди. Энди берилган интегрални .^исоблаймиз. Бунинг учун 
куйидаги

-foo
/(а)=  Г е -** *HJLdx

J  х
о

параметрга боглик хосмас интегрални караймиз.
Равшанки,

sin X
f (х, а) =  е ---- (f ГО, а) =  1)

х
функция

{(А-, а )  е  /?2 ; А- е  [0, + о о ) ,  а  6  [0 , с]} (с  >  0)

тупламда узлуксиз,

f a (х, а) =  — е~ах sin х

хусусий хосилага эга ва у хам узлуксиз функция. Куйидаги 

+00 +ао
J  fa (x, a)dx =  — j" e~ax sin xdx
О о

интеграл эса a Js a 0 (a0 >  0) да текис якинлашувчи. 17.16-теоремага кура

+0С , +00

''("»= I  (‘““ ^ 1  л —  I  —  r h
О о

булади (каралсин, 1-кнсм, 8- боб, 2- §). Демак,

/(а) =  — arctg а +  С.
—  Л  JX

а  =  +  ос булганда, /  ( -f ос ) =  булиб, ——  +  С  =  О яъни С  =  —  булади. Де- 

мак,

я
7 (а ) — — arctg а .

Б у тенгликда а-*- 0 да лимитга утиб куйидагини топамиз:

lim  1(a)—
Н -*  оо -4

булишини (каралсин, 2 1 -боб, 4 -§ )  эътиборга олсак, унда
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Шундай килиб, /(0) =  — , яъни

j  Г sin х

булади.

9- §. Бета функция (I тур Эйлер интеграли] ва унинг хоссалари

Биз 16-бобнинг 9 -§  ида ушбу

хосмас интегрални карадик.
Интеграл остидаги функция учун
1) а <  1, b ■■ 1 булганда х =  0 махсус нуцта,
2) а >  1, b <  1 булганда ,r =  1 махсус нукта,
3) а <  1. Ъ <  1 булганда х =  0 ва % =  1 нукта лар махсус лук/га­

ла р булади.
Бинобарин, (17.35) чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли- 

дир. Демак, (17.35) интеграл— параметрга богли^ хосмас интеграл- 
дир. Уша ерда (17.35) хосмас интегралнинг а > 0, Ь > 0  да, яъни

тупламда якинлашувчи булиши курсагилди.
17 .1 1 -таъ р и ф . (17.35) интеграл бета функция ёки I т у р  Эйлер 

интеграли деб аталади на В (а, Ь) каби белгиланади, демак

Щундай ^илиб В (а, Ь ) функция R2 фазодаги 'М — {(я, b)£ R2 :а£ (0 , 
+  °о), Ь£(0 , +  оо)} тупламда берилгандир.

Энди В (а, Ь) функциянинг хоссаларини урганайлнк.
1°. (17.35) интеграл

ихтиёрий М 0 =  {(х, b)£R2 :a£  [а0, +  оо), b£[b0, +  оо)} а 0 >  0 , £0> 0) 
тупламда текис якинлашувчи булади.

И с б о т .  Берилган интегрални текис я^инлашувчилккка текшнриш 
учун уни цуйидагича

\ ха 1 ( 1 — x f  1 dx (17.35)
о

М =  {(a, b)£R2 :a£ {0, +  оо), Ь£(0, +  оо)}

В (a, b) =  J' xn_I (1 — x f - 1 dx (а >  0, b >  0).
о

В\(а, b) — I х 1 (1 — х)ь 1 dx
'о

о
ёзиб оламиз.
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Равшанки, a >  0  булганда j' х dx интеграл я к и н л а ш у в ч и ,  Ь >  О
о

булганда Г (1 — х)ь~х dx интеграл якинлашувчи.
Г/2

Параметр а нинг а >  а0(а0 >  0) кийматлари ва Y b >  О, Y *  6

1/2 -1

€ °. Т учун

1 —  х)ь~ \ <  х°’ - 1 (1 —  -v f <  2/ ° - ‘ 
булади. Вейерштрасс аломатидан фойдаланиб

‘ f  Xя- 1 1 - х )6- 1 dx
о

интегралнинг текис якинлашувчилигини топамиз.
Шунингдек, параметр b нинг b >  (60 >  0) кийматлари ва

Y *6  4 -- l )  учун

х0-1 (1 — х)ь_1 <  ха (1 — х Г ~ ‘ <  2(1 — х Г -1

1 j  6 _ ,

булади ва яна Вейерштрасс аломатига кура f х“ ( 1 — х) dx интег-
1/2

ралнинг текис якинлашувчилиги келиб чикади. 
i ,  1

Демак, j' xa_1 (1 — х) dx интеграл а >  а 0 >  0, ва b >  >  0 бул-
о

ганда, яъни
М 0 =  {(а, 6) 6 Я2 :а £ [а 0, +  с » ) ,  b£[b0, +  оо)}

тупламда текис якинлашувчи булади.
1 7 .1 - э с л а т м а . В(а,Ь) нинг М  =  {(a, b)£R2 :а £ (0 , +  оо), Ь£ 

£(0 , +  °о)} тупламда нотекис якинлашувчилигини куриш ^ийин эмас.
2°. В(а,Ь ) функция М  =  ((а, Ь) £ R2 :а  £ (0, +  оо), Ь£( 0, +  оо)} 

тупламда узлуксиз функциядир.
^аки^атан ^ам,

В (а, Ь)= | х“-1  (1 — х)6-1 dx
о

интегралнинг М 0 тупламда текис якинлашувчи булишидан ва интеграл 
остидаги функциянинг у (а ,Ь )£ М  да узлуксизлигидан 17.15-теорема- 
га асосан В (а, Ь) функция

М =  {(а, b)£R2 :a£ (0, +  оо), Ь£(0, +  оо)}
тупламда узлуксиз булади.

3°. Y  (а,Ь)£М  учун В (а, Ь) =  Вф , а) булади. Дархакикат

В (a, b) =  j .'ca_1 (1 — x f~ l dx интегралда x =  1 — t алмаштириш бажа-
o
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В(а, Ь) =  Г ха~{ (1 -  х)ь- { dx =  Г tb~l (1 — t)a~x dt =  B(b, a)
'о о

булишини топамиз.
4°. В (а, b) функция куйидагича ^ам ифодаланади:

ta- 1

рилса, унда

В (a, b) — j +  t ~—b- dt. (17.36)

Хдои^атан хам, (17.35) интегралда х== — — алмаштириш бажарил-
1 t

са, у  хрлда
+00

О
1-00

t \ь-1  dt 
(I + /)*

ta—1
dt(l -\-t)a+b

булади.
Хусусан, b =  1 — а (0 <  а  <  1) булганда

+ ?
В =  { а , \ - а ) =  1 - f — d t ^ - A —  (17.37)

v ’  .1 1 +  / sin а л

булади. (17.37) муносабатдан куйидагини топамиз:

В *  ±)
5°. Y .(a - b)£M'(M’ =  {(a, b)£R2 :a £ ( 0 , + 00), b£( 1, + 00))) учун

ь — 1
a  +  6 — 1

% .  &) =  1 B (a, & — 1) (17.38)

булади.
(17.35) интегрални булаклаб интеграллаймиз:

В(а, b) =  j  xa“ ‘ (1 — х)ь~ 1 dx =  j  (1 -  х)ь~1 d J =  4 "  a-°(1 -

*i 1

- j  (1 — x)b~ 2d x  =  j  x a (1 —  x ) &_2^-*-) 10 a

(a >  0, & >  1).
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л» (1 — x f - 2 =  xa~l [1 — (1 — х)\ (1 — х)ь~ 2 =  Xе- 1 (1 — x)fc~2 -
— xa~l (\ — x)b~l

эканлигини эътиборга олсак, у хрлда
1 1 j 
Г х° (1 — x)b~2 dx =  |’ Xя- 1 (1 — x)b~2 dx— j  xa~l (1 — x)b- ] dx =  

e о о

=  В (a, b — 1) — (a, b)
булиб, натижада

В (a, b) =  —  [B(a, b — 1) — В (a, b)\
a

булади. Бу тенгликдан эса

В (a, b) — b~-— B(a, b — 1) ( а > 0 ,  Ь > \ )
а + Ь — 1

булишини топамиз.
Худди шунга ухшаш Y  (а > Ь) £ М " учун

(АТ =  {{а, Ь) (1, +  <*,), Ъ G (0, +  « )} )

В (a, b) =  - ^ ~ : B ( a -  1, Ь)
a + 6 — 1

булади.
Хусусан, b =  п (п £ N) булганда

В {а, Ь) =  В (а, п) =  п~ '  В (а, п — 1)
а +  я — 1

булиб, (17.38) формулани такрор куллаб куйидагини топамиз.

5  (a, n) =  - J ^ L _  . .  . - 4 - г  В (а, 1).
а +  п —  1 а  +  п — 1 л +  1

J j

Равшанки, В (a, 1) =  ( xa~l dx =  —. Демак,
J a

В (а, л) = -----------1-2  . . .  ( а - 1)--------- _ { { 7  щ
а (а + 1) (а +  2) . . . ( а +  п — 1)

Агар (17.39) да а — т  ( т  £ N) булса, у  хрлда

в  ( „ .  „) =  — !_ 2___£ lz lL > ------- =  ( " - '< !  ( " - i i i ,
/л (т  +  1) . . . (т  +  п — 1) ( т  +  л  — 1) !

10- §. Гамма функция (II тур Эйлер интеграли) ва унинг хоссалари

Биз 16-бобнинг 9 -§  ида куйидаги
+ 00

X" - 1 егх dx (17.40)
о

хосмас интегрални карадик. Бу чегараланмаган функциянинг (а <  1 
дг. х — 0 махсус нукта) чексиз оралик буйича олинган хосмас интегра-

Агар
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ли булиши билан бирга а га (параметрга) хам богли^дир. Уша ерда
(17.40) хосмас интегралнинг а >  0 да, (0, +  о о ) да якинлашувчи, 
а <  0 да, яъни (— о о , 0] да узоклашувчи булиши курсатилди.

17.12-т а ъ р и ф . (17.40) интеграл гамма функция ёки II т у р  Эй­
лер интеграли деб аталади ва Г  (а) каби белгиланади. Демак,

+ 09
Г (а) — j x°_1 е~х dx.

о
Шундай килиб, Г (а) функция (0, +  оо) да берилгандир. Энди Г (а) 
функциянинг хоссалариии урганайлик.

1° (17.40) интеграл

Г (а) — | x“_1 е~х dx

ихтиёрий [а0, Ь()\ (0 <  а0 <  Ь0 <  +  о о ) ораликда текис якинлашувчи бу­
лади.

И с б о т . (17.40) интегрални куйидаги икки кисмга ажратиб,
+00 ] +ОС
 ̂ ха~' е~х dx — | х" ” 1 е~х dx +  | ха~х е~х dx 

6 о i
уларнинг хар бирини алохида-алохида текис якинлашувчиликка текши- 
рамиз.

Агар а0 (а0 >  0) сонни олиб, параметр а нинг а >  а0 кийматлари 
каралса, унда барча *  £  (0 , 1] учун х °~1 е~х <  .j—  б\’либ, ушбу

X й

бобнинг 4-§ ида келтирилган Вейерштрасс аломатига асосан
1
f ха~ 1 е~х dx
0

интеграл текис якинлашувчи булади.
Агар Ь0 (Ь0 >  0) сонни олиб, параметр а нинг а <  bQ кийматлари 

караладиган булса, унда барча х >  1 учун

Xй- !  е~* <  Xй»-1 е~х <  ^ ± + lJ ° + . 1

булиб,
+ 03
Г 1 л
.! а-2
1

интегралнинг якинлашувчилигидан, яна Вейерштрасс аломатига кура
+ Х

\ xa~l е~х dx
1

интегралнинг текис якинлашувчи булишини топамиз. Шундай ^илиб,
+ сх

Г (а) =  | xa_1 е~х dx
с
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интеграл [а0, b„] (0 <  а 0 <  Ь„ <  +  °°) да текис якинлашувчи булади.
1 7 .2 - э с л а т м а . Г (а) нинг (О, +  оо) да нотекис якинлашувчили- 

гини куриш кийин эмас.
2°. Г (а) функция (О, +  °°) Да узлуксиз хгмда барча тартибдаги 

узлуксиз хосилаларга эга ва 
+ 00

Л п> (а) =   ̂ xa~l е~х (In х)п dx (п =  1, 2 . . . ) .
ь

И с б о т . Y  а £ (0, +  оо) нукдани олайлик. Унда шундай [а0, Ь0] 
(0 < а 0 < ^ о < +  °°) оралик топиладики, а£  [а„, Ь0] булади.

Равшанки,
- f со

Г (а) =  I xa~l е~х dx 
о

интеграл остидаги / (х, а) =  ха~1 е~х функция М =  {(х, а) £ R2\ х £ 
£ (0, +  оо), а  £ (0, +  оо)} тупламда узлуксиз функциядир. (17.40) 
интеграл эса (юкорида исбот этилганга кура) [а0, Ь0] да текис якин- 
лэшувчи. У хрлда 17.4-теоремага асосан Г (а) функция !я0, Ьи\ да, 
бинобарин, а нукдада узлуксиз булади.

(17.40) интеграл остидаги / (х, а) =  ха~] е~х функция 
Ц (х, а) =  Xй- 1 е~х In л: 

хосиласининг М тупламда узлуксиз функция эканлигини пайкаш ки­
йин эмас.

Энди
+ 00 +00 
[  /J (х, a) dx =  J  xa~l е~х In д: dx

о  о
интегрални [аи, Ьп\ да текис якинлашувчи булишини курсатамиз.

Ушбу [  xa~ l е~х In x d x  интеграл остидаги х0- 1 е~х In х функция 
о

учун 0 <  1 да |xa_I е~х In х| <  jc0»-1 | In х\ тенгсизлик уринли- 

дир. 4'j  (х) =  х -  1 In х\ функция 0 < х <  1 да чегараланганлигидан ва
1 Оо _ j  1

Г х 2 dx интегралнинг якинлашувчилигидан f ха,~ 1 |1па'| dx нинг
о 0э̂ ам якинлашувчи булишини ва Вейерштрасс аломатига кура ца-

ралаётган j  ха~] е~х In a dx интегралнинг текис я^инлашувчилигини 
о

топамиз.
Шунга ухшаш куйидаги

4 "  оо

j  х°~’ е~х In х dx
1

интегралда, интеграл остидаги ха~ 1 е~х In х функция учун барча х >  
>  1 да ь 2

ха- i е-х  in х <  хь°~1‘ е~х In х <  хь« е~х <   ̂— — 2 j  0'1' • —
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-bo
dxбулиб, j  ~  интегралнинг якинлашувчилигидан, яна Вейерштрасс

+оо

аломатига кура [  xa~l е~х In х dx нинг текис якинлашувчилиги ке-
1

+ос
либ чикади. Демак, \а0, Ь0] да x°~l e~h In л: dx интеграл текис

якинлашувчи. Унда 17.16-теоремага асосан

/ ' (а) =  ( j* xa~l е~х dx j 1 =  ( (xa~l е~*)' dx =  f xa~l e~x In x dx
0  b  0  

булади ва Г' (a) [a0, b0] да бинобарин, а нуцтада узлуксиздир.
Худди шу йул билан Г  (а) функциянинг иккинчи, учинчи ва ,уж а- 

зо тартибдаги хосила лари нинг мавжудлиги, узлуксизлиги ^амда 
+ 0 0

г п) (а) =  j  х0- 1 е~х (In х)п dx (ti =  1, 2, . . . )
о

булиши курсатилади.
3°. Г (а) функция учун ушбу

Г (a - f - 1) =  а ■ Г (а) (а >  0)
формула уринли.

Х ^и^атан ^ам,

Г (а) — J  xa~I е~х dx — | е~х 

интегрални булаклаб интегралласак,

а + "  ”̂ с" а
Г (а) =  е~х ■ 1— +  Г —  er* dx =  -  Г (а +  1)

a  I J o .  а
о о

булиб, ундан
Г (а +  I) — а -Г (а) (17.41)

булиши келиб чикади.
Бу формула ёрдамида Г (a 4- п) ни топиш мумкин. Дарха^икат,

(17.41) формулани такрор куллаб,
Г (а +  2) =  Г {а +  1) -{а +  1),
Г (а +  3) =  Г {а +  2) • (а +  2),

Г (а +  п) =  Г (а +  п — 1) (а +  п — 1) 
булишиии, улардан эса

Г (а +  п) — (а +  п — 1) [а +  п — 2) . . .  (а +  2) (a -f- 1) ■ а Г (а) 
эканлигини топамиз. Хусусан, а  =  1 булганда

Г ( п + 1 ) = п ( п — 1) . . .  2-1 - Г ( 1)
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булади. Агар Г ( 1) =  \ е~х dx =  1 булишини эътиборга олсак, унда
о

Г (п +  1) =  ti\ эканлиги келиб чикади.
Яна (17.41) формуладан фойдаланиб Г (2) =  /'(1) =  1 булишини то­

памиз.
4° Г (а) функциянинг узгариш характери.
Г (а) функция (0, +  °°) ораликда берилган булиб, шу оралиеда 

исталган тартибли хосилага эга. Бу функциянинг а — 1 ва а — 2 ну^- 
талардаги кийматлари бир - бирига тенг:

Л ( 1) Н П 2)]=  1.
Г (а) функцияга Ролль теоремасини (каралсин, 1- к,исм, 6- боб, 6- §) 

татбик; кила оламиз, чунки юкорида келтирилган фактлар Ролль теоре- 
маси шартларининг бажарилишини таъминлайди. Демак, Ролль теоре­
масига кура, шундай а* (1 <  а* <  2) топиладики, Г' (а*) =  0 булади.
Y  а £ (0, +  оо) да

Г" (а) =  j xa~l е~х In2 х dx >  О
6

булиши сабабли, Г  (а) функция (0, +  оо) ораликда катъий усувчи 
булади. Демак, Г' (а) функция (0, +  оо) да а* нуктадан бошка нук- 
таларда нолга айланмайди, яъни

00

Г' (а) =  [ ха~} е~х In х dx =  О
о

тенглама (0, +  °°) ораликда а* дан бошка ечимга эга эмас. У хрлда 
О <  а <  а* да Г’ (а). <  О, 
а* <  а <  +  оо да Г1 (а) >  О 

булади. Демак, Г (а) функция а* нуктада минимумга эга. Унннг ми­
нимум ^иймати Г (а*) га тенг.

Такрибий хисоблаш усули билан
а* =  1,4616 . . .
Г (а*) =  m in Г (а) =  0,8856 . . . 
булиши топилган.

Г (а) функция а >  а* да усувчи булган- 
лиги сабабли a > n +  1 (п £ N) булганда 
Г (а) >  Г (п-\- 1) — п\ булиб, ундан

lim Г (а) =  -Ь °°
а-»—»00

булишини топамиз.
Иккинчи томондан, а-*- +  0 да Г (а +

+  1) Г (1) =  1 хамда Г (а) =  ^ экан- 

—»- лигидан lim  Г (а) =  +  °° келиб чицади.
X о-*+00

Г (а) функциянинг графиги 16-чизмада 
тасвирланган.

л 00

286



11 - §. Бета ва гамма функциялар орасидаги богланиш

?Биз цуйида В (а, Ь) ва Г (а) функциялар орасидаги богланишни 
ифодалайдиган формулани келтирамиз.

Маълумки, Г (а) функция (0, +  оо) да, В (а, Ь) функция эса R2 
фазодаги М =  {(a, b) £ R -: а £ (0, +  °°), b £ (0, 4- оо)} тупламда бе­
рилган.

17.21-т е о р е м  а. V  (a, b) £ М учун

В (а, Ь) =  Г (а ) ' Г(6)
Г ( а +  Ь)

формула уринлидир.
+ оо

И с б о т . Ушбу Г  (а +  b) =  xa+b~x е~х dx ( а > 0 ,  £ > 0 )  гам-
о

ма функцияда узгарувчини ^уйидагича алмаштирамиз:
x =  (l + t ) y  (t >  0).

Натижада куйидагига эга буламиз:
+оО

Г (а +  b)=  ̂ (1 +  /)а+ &~ 1 • уа+ ь- 1 £-(Ж ) у . (1 -)- /) dy
о + 09

= (1 + t)a+b j" y a+b~l е~{1+1)У d y .
о

Кейинги тенгликдан куйидагини топамиз:

Г (а +-̂ ь  =  j  Уа+Ь_‘ e-U + to d y .
О +/у

Бу тенгликнинг хар икки томонини <a-1 га купайтириб, натижани (О, 
+  оо) оралик буйича интеграллаймиз:

Г  ( в  +  f  TJ Л ч а + а "  л  =  j  [  j ’ Уа+&_1 0+ 0 У °:У ]  (°~1 d l  •

Агар (17.36) формулага кура
+  оо (а- 1

dt =  В (а, Ь)
,! (1 +  0й+6
о

эканини эътиборга олсак, унда

Г (а +  Ь) ■ В (a, b) =  j*  ̂ j  уа+ь- '  е-о -И ? j/ a -i dt (17.42)
о о

булади. Эндн (17.42) тенгликнинг унг томонидаги интеграл Г (а) ■ Г(Ь) 
га тенг булишицн исботлаймиз. Унинг учун, гввало бу интегралларда 
интеграллаш тартибини алмаштириш мумкинлигини курсатамиз. Бунинг 
учун 17.19-теорема шартлари бажарилншини курсатишимиз керак. 

Дастлаб а >  1, b >  1 булган холим курайлик.
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Й >  1, b >  1 да, яъни {(а, Ъ) £ R2: а  £ (1, +  о о ) , Ь £ (1, +  оо)}
тупламда интеграл остидаги

/ У) — y a+b=l ta~~l e - (t+t>y
функция Y  {t, У) £ {(*> У) £ Я2 : / £ [0, +  оо), у  £ [0, +  оо)} да узлук­
сиз булиб, /(/, у) =  уа+ь~] ta~l е~(1+ ^  >  0 булади.

Н"оо +оо
Ушбу j  / (t, у) dy —  ̂ ta~l y a+b~l е - ( '+ ^  dy интеграл t узга-

о о
рувчининг [0, +  о о ) ораликда узлуксиз функцияси булади, чунки

j V i  «/“+ * -1 e - W «  dy =  Г ( а +  b). ГТ1+5-  • 
о

Ушбу ^

('"/ (f, г/)Л =  j V - 1 у а+ь- х е-О+О» Л  
о о

интеграл у  узгарувчининг 10, +  °°) ораликдаги узлуксиз функцияси 
булади, чунки

+  GC

j ’ ta~~l уа+ь- ] е~{Х+1)у dt — Г (а) ■ уь~ 1 е~у
с

ва нихрят, юкоридаги (17.42) муносабатга кура
+ео +=©

| t0-1 уа+ь~ 1 e~{l+tw dy^dt
о о

интеграл якинлашувчи.
У хрлда 17.19-теоремага асосан

j’ | j ta~l уа+ь- х е~<1+,№ d/j dy
о о

интеграл хам якинлашувчи булиб,

j  [ j  ta~l ya+b~] e~(l+t)y d y jd t =  j  | j  ta~x ya+b~' e~,1+/ly dt^dy
0 0 0 0 
булади. Унг томондаги интегрални хисоблайлик:

Г  Г 1 уа+Ь~1 е~{'+1)У dy\ dt =  f [  f " fa_1 Уа+Ь~[ e~ (l+<)a dlJ  =
0 0 0 0

+ 00 _ +«
— f y a 'rb~l e~y j* ta~x e~ty d/J dy =

+ ° ”
=  f  ya+b~] e~y ~  j  j* (ty)a~] er*« d (/</)] dy =

0  ̂ 0

=  j "  y b- 1 e -»  • Г (a) dy =  Г (a) ■ Г (b). (17.43)
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Г (а +  Ъ) ■ В (а, Ь) =  Г (а) ■ Г (b),
яъни

В (а, Ь) .„ ;-/> Ь Г,6)- ( 17.44)
Г  (а +  Ь) '  '

булиши келиб чикади. Биз бу формулами а >  1, & > 1 булган хол 
учун исботладик. Энди умумий хол ни курайлик.

Айтайлик, а >  О, Ь ^ > 6  булсин. У холла исбот этилган (17.44) 
формулага кура

В ( а +  1, Ь +  х) =  L ^ ± J h £ J L ± l ) ( 17 .45)
Г  (а +  Ь +  2) v ’

булади.
В (<з, Ь) ва Г (о) функцияларнинг хоссаларидан фойдаланиб куйида- 

гини топамиз:

В (а +  1, b +  1) =  — В (a, b +  1) = ------—— ■ ——  В (а, Ь),
а. -}- b -j- 1 а-\- b -\- \ a -j- b

Г ( а + \ )  =  а Г ( а ) ,Г { Ь + \ )  =  ЪГ(Ъ\ Г (а +  Ъ +  2) = (а  +  Ь +
+  1) Г (а +  Ь +  1) =  (а +  Ь +  1) (а +  Ъ) • Г (а +  Ь).

Натижада (17.45) формула куйидаги

______ а'Ь_____ В (а Ь) = ______а ^ ^  ^ ____
( а +  b ) ( a +  Ь +  1) ” (a +  « ( a  +  * - f  1 ) Г ( а + 6 )

куринншга келади. Бу эса (17.44) формула а >  О, Ь >  0 да хам урин­
ли эканини билдиради.

1 7 .1 -н а т и ж а . V  я (Е (0,1) учун

Г (а) Г (I — а) =  — - —  (17.46)
sin а л '

булади.
^а^ик.аган хам, (17.44) формулада b — 1 — a ( 0 < а <  1) дейилса, 

унда

В (а, 1 -  а) =  — а-) ' ГП ~ а>
Г ( 1)

булиб, (17.37) ва Г  (1) =  1 муносабатларга мувофик 

Г  (о) ■ Г  (1 — а) =  — —  (0 <  а <  1).
sin а Л

Одатда (17.46) формула келтириш формуласи деб аталади.
Хусусан, (17.46) да а — ~  деб олсак, унда

г (~ )  =  У л  (*)
булишини топамиз.

Натижада (17.42) ва (17.43) муносабатлардан
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V я

1 7 . 2 - н а т и ж а .  Ушбу

г { а ) г ( а  +  \ ^ ^ г { 2а) (а >  0)

формула уринлидир. Шуни исботлаймиз. 
(17.44) муносабатда а =  b деб

В (а, а ) =  Г (а )--/' (̂Г(а)
бу'лишини топамиз. Сунгра

1 1
1 '  1 - ^  а- ‘ d XВ (а, а ) =  f [ x ( l - * ) l e- 1 d x =  j  7 - ( у - *  Г)

о о L
1/2 г  1

- 2 П тл L

\2 1“ - 1  Ах I I ах

интегралда -1 — х =  — V t  алмаштиришни бажариб.

В {а, а) =  2 j
о

1

1 (1  - о  Т t ~2 dt =
4 4

га эга буламиз. Натижада
г* (а) _  I в
Г  (2а) ' 22а~ 1 И

булади.
Яна (17.44) формулага кура

'4“+ 2j п « + |

булиб, (**) муносабатдан

л •
Г (2а) 220_1 г ( а + _

эканлиги келиб чикади. Демак,

Г ( а ) - Г ( а Л - ~ )  =  ^ Ь П ^ ) .  

Одатда (17.47) формула Лежандр формуласи деб аталади.
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18-БОБ 

КАРРАЛИ И НТЕГРАЛЛАР

«Математик анализ» курсининг 1- кием, 9 — 10-бобларида функция­
нинг аник интеграли батафеил урганилди.

Математика ва фаннинг бошка тармокларид? куп узгарувчили функ­
цияларнинг интеграллари билан боглик масалаларга дуч келамиз (куйи- 
да, 1-§  келтириладиган масала шулар жумласидандир). Бинобарин, 
уларни — каррали интегралларни урганиш вазифаси юзага келади.

Каррали интеграллар назариясида хам, аник интеграллар назарияси- 
дагидек, интегралнинг мавжудлиги, унинг хосеалари, каррали интеграл­
ни хисоблаш, интегралнинг татбиклари урганилади. Бунда аник интег­
рал хакидаги маълумотлардан муттасил фойдалана борилади.

Шуни таъкидлащ лозимки, ани^ интегралда интеграллаш оралиги 
турри чизи^ (R — фазо) даги кесмадэн иборат булса, каррали интеграл- 
ларда мос фазодаги сохалар булади. Бундай сохаларнинг турлича бу­
лиши каррали интегралларни урганишни бирмунча мураккаблаштиради. 
Ва хат го, кейиирок курамизки, интеграл тушунчасини хам турлича ки- 
ритишни та к озо килади (кейинги бобларга каранг).

Куйида биз, соддалик учун, икки узгарувчили функцияларнинг ин­
теграллари билан танишамиз.

карайлик (17-чнзма). (V) жисмнинг

I -  §. Икки каррали интеграл таърифи

Аник интегралнинг баёнини шу интеграл тушунчасига олиб кела- 
диган масаладан бошлаган эдик. Икки каррали интеграл тушунчасини 
урганишни хам унга олиб келадиган масалани келтиришдан бошлай- 
миз.

1. М а с а л а .  f(x , у ) функция чегараланган (D) сохада* ((D) cz R2) 
берилган, узлуксиз хамда У  (х, у) £(D) учун f  (х, у) >  0 булсин. R3 
фазода Oxyz — Декарт координата системасини олайлик. Юкоридан 
z -- f  (х, у) сирт билан, ён томонидан, ясовчилари Ог укига паралел 
булган цилиндрик сирт хамда пастдан Оху текислигидаги (D) соха 
билан чегараланган (К) жиемни 
хажмини топиш талаб этилсин.

Агар / (х, у) функция (D) да узгар­
мас булса, / (х, у) =  С (С — const), у 
хрлда (V) жисмнинг (цилиндрнинг) хажми

V =  C D
га тенг булади, бунда D — (£>) соханинг 
юзи.

Агар (D) сохада / (х, у) х ва у узга- 
рувчиларнинг ихтиёрий узлуксиз функ­
цияси булса, у  хрлда (К) жисмнинг хаж ­
мини топиш учун, аввало (D) сохани эгри 
___________  17-чизма

* Бу ерда ва келгусида ^амма ваь;т функциянинг аниклапиш со.^аси (D) ни юзга 
эга булган соха деб хисоблаймиз.
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чизиклар билан п та булакка буламиз: (О) =  U (Dk). Булувчи чизиц-
к— 1

ларни йуналтирувчи сифатида олиб Oz у^ига параллел цилиндрик
сиртлар утказамиз. Натижада (V) жисм п та (V'j.) ( 6 = 1 , 2 ............. п)
булакларга ажралади. Сунг хар бир (Dk) ( 6 = 1 , 2 ..............п) да их­
тиёрий (1к, %) нукта оламиз. Бу (D/;) да f  (х, у) функцияни узгармас 
за / ( lk, r\k) га тенг десак, у  хрлда (Vk) булакнинг ха ж  ми тахминан

\ )  Dk
булиб, (V') жисмнинг ха жми эса тахминан

%) Dk
k=\

булади, бунда Dk — (Dk) нинг юзи.
(V) жисмнинг хажмини ифодаловчи бу формула такрибийдир. Чун- 

ки, / (х, у) ни ^ар бир (Dk) да узгармас / (|ft, г|,г) деб хисобладик: 
/ (* . У) =  f  (б*, %)> агар (х, у) £ (Dk) булса.

Энди (D) сохани булакларга булиниш сонини шундай орттира бо-
райликки, бунда хар бир (D/;) (6 =  1 , 2 ..............п) булакнинг диаметри
нолга интила борсин. У хрлда

>] / (Sк. V  ' Dk
к--= I

^иймат изланаётган (V) жисмнинг хажмини тобора аник рок ифодалай 
боради деб хисоблаш табиийдир. Демак, масала юкоридаги йигинди­
нинг лимитини топиш билан хал килинади. Бундай йигиндининг лими­
ти икки каррали интеграл тушунчасига олиб келади.

2. И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  Икки каррали интег­
рални таърифлашдан аввал баъзи бир тушунчалар, жумладан (D) со­
ханинг булиниши, функциянинг интеграл йигиндиси тушунчалари билан 
танишамиз.

Бирор чегараланган (D) a  R2 соха берилган булсин. (П) соханинг 
чегарасидаги ихтиёрий икки нуктани бирлаштирувчи ва бутунлай шу 
сохада ётувчи чизикни (эгри чизикни) I чизи^ деб атаймиз. Равшанки, 
бундай чизиклар (D) сохани булакларга ажратади.

Шунингдек, (D) сохада бутунлай ётувчи ёпик чизикни хам I чизиц 
деб караймиз. Бундай чизиклар хам (D) сохани булакларга ажратади. 
Бу сохани булакларга ажратувчи чекли сондаги I чизиклар системаси 
{ l:lc r .(D )}  (D) соханинг булиниши деб аталади ва P  =  { l : lc i ( D )  ка­
би белгиланади. (D) сохани булакларга ажратувчи хар бир I чизиц Р 
булинишнинг булувчи чизиги, (D) соханинг булаги эса Р  булинишнинг 
булаги дейилади. Р булиниш булэклари диаметрининг энг каттаси Р 
булинишнинг диаметри деб аталади ва у  Хр каби белгиланади.

М и с о л :  (D) =  {(x , у)} 6 R-- O s £ x <  1, 0 <  у  <  1} булсин.
К,уйидаги

*  =  х; =  —  (i =  о, 1, 2, 3, 4).1 4
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чизиклар системаси (D) соханинг Р1 булиниши,

х =  дг, =  —  (t =  о, 1. 2, . . . .  п), 
п

У =  Ук =  ~  (Ь — О, 1 . 2 ,  . . . , п) п
чизиклар системаси эса шу соханинг бошка Р , булиниши булади. Уларнинг диаметра

5 1 ^2
/ ? ,=  , Pj = ---- га тенг.

12 п

Демак, (D) соха берилган хрлда, бу сохани турли усуллар билан 
булинишларини тузиш мумкин. Натижада (D) соханинг булинишлари 
туплами хрсил булади. Уни ^  — \Р\ каби белгилайлик.

f (х, у) функция (D) cz R2 сохада берилган булсин. Бу сох,анинг 
Р££Р булинишини ва бу булинишнинг хар бир (Dk) (k =  1, 2, . . , ri) 
булагида ихтиёрий ( lk, r)fc) (k =  1, 2, . . . ,  n) нуктани олайлик. Берил­
ган функциянинг (1к, i]t) нуктадаги киймати / (|А, ни Dk (Dk—(Dk) 
соханинг юзи) га купайтириб, куйидаги

Л

°  =  2 ^
i

йигиндини тузамиз.
1 8 .1 -таъ р и ф . Ушбу^

^ D* <1 8 л >
к— 1

йигинди, / (х, у) функциянинг интеграл йигиндиси ёки Риман йигин­
диси деб аталади.

М и с о л .  1. / (дг, у) — х у  функциянинг (D) сохадаги интеграл йигиндиси 
п п

0 =  ^  / (5* > П* ) D k l k -y\k - Dk
k = \  А = 1

булади, бунда

(Б*. 4 * ) € ( D * ) ( * = 1 ,  2............п).
2. Ушбу

1, агар (х, у) <z(D) да х —  рационал сон, у — рационал сон булса, 

ф  (х, у) =  0, агар (х, у) 6 (D) да, х  ва у  ларнинг камида биттаси иррационал сон 

булса.

функциянинг интеграл йигиндиси куйидагнча булади:

п I D , агар барча ва i]* лар рационал сон булса,

о  =  ^  if (§*, >i*) D/. =  | 0, агар барча £* ёки барча лар иррационал сон 

fc=l I булса

Юкррида келтирилган таърифдан куринадики, / (х, у) функциянинг 
интеграл йигиндиси о каралаётган / (х, у) функцияга, (D) соханинг бу- 
линнш усулига хамда хар бир (Dh) дан олинган 1к, % ну^таларга бог- 
лик булади, яъни

аР =  ° р (/- Ък< V -
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f  (x, у) функция чегараланган (D) cz /?- сохада берилган булсин. 
Бу (D) соханинг шундай

Л . Р* ■■■ ,Рт........  (18.2)

булииишларини караймизки, уларнинг диаметрларидан ташкил топ гаи
\ ' у 1
л р , ’  Л Р , ’ • • • > п р т ' ■ • •

кетма-кетлик нолга интилсин: Хр 0. Бундай Рт  ( т  = 1 , 2 ,  . .  .)
булинишларга нисбатан f (х, у) функциянинг интеграл йипшднсшш т у -  
замиз.

° т  =- 2 f  (^ '  v  ° к -
к = 1

Натижада (D) соханинг (18.2) булинишлэрига мос f  (х, у) функция 
интеграл йигиндилари кийматларидап иборат куйидаги

а 1> ° 2> ■ ■ ■ , ° т  ■ ■ ■
кетма-кетлик хоснл булади. Бу кетма-кетликнинг хар бир х;ади(|д, г],) 
нукталарга боглик.

18.2-т а ъ р и ф . Агар (D) соханинг хар кандай (18.2) булинишлар 
кетмэ-кет лиги {Рт } олинганда хам, унга мос интеграл йигинди ^ий- 
матларидан иборат \ат ) кетма-кетлик, (|А, г],,) нукталарни танлаб оли- 
нишига богли^ булмаган хрлда хамма вак>т битта / сонга интилса, бу 
/ га а  йигиндининг лимити  деб аталади ва у

tl
lim  о lim  У  f (s*, ч\к) Dk =  /

к р ^ °  к — 1

каби белгиланади.
Интеграл йигиндининг лимитини куйидагича хам таърифлаш мум­

кин.
18.3-т а ъ риф. Агар V  е >  0 сон олинганда з а̂м, шундай б > 0  

топилсаки, (D) соханинг диаметри Хр <  б булган хар кандай Р  були­
ниши хамда хар бир (Dk) булакдаги ихтиёрий (gk, %) лар учун

| а  — / 1 <  е
тенгсизлик бажарилса, у  хрлда / га а йигиндининг лимити  деб ата­
лади ва у

lim  (т=/

каби белгиланади.
Энди / (х, у) функциянинг (D) соха буйича икки каррали интегра­

лининг таърифини келтирамиз.
1 8 .4 -гаъ р и ф . Агар А,р ->-0 да / (х, у) функциянинг интеграл йи­

гиндиси о чекли лимитга эга булса, / (х, у) функция (D) сохада ин­
тегралланувчи (Риман маъносида интегралланувчи) функция дейилади.
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Бу о йигандининг чекли лимити / эса / (х, у) функциянинг (D) соха 
буйича икки каррали интеграли (Риман интеграли) дейилади ва у

С f / (х, у) dD
Ф)

каби белгиланади. Демак,
П

f \ f (х, у) dD =  l i m o  =  l im Y  ( l k, Tjft)  D*.
<D) k— \

Биринчи пунктда келтирилган (У) жисмнинг хажми / (х, у) функция­
нинг (D) соха буйича икки каррали интегралидан иборат экан.

М и с о л. 1. / (х, у) =  С — const функциянинг (D) соха буйича икки каррали 
интегралиии топамиз. Бу функциянинг интеграл йигиндиси

П

о = 2 c - z>* = c - D 
k = i

булиб, Хр =>- 0 да lim  а  — С ■ D булади. Демак,
Хр -'О

f (' С • dD =  С ■ D.

Ф)
Хусусан, / (х, у) =  1 булганда

f f d D  =  D  (18.3)

(О)
булади.

2. Ушбу пунктда (х, г/) функциянинг (D) cr № сохада интеграл йигиидисини 
топган эдик. Унинг ифодаси хамда интеграл таърифидан бу функциянинг (D) сохада 
интегралланувчн эмаслиги келиб чикади.

1 8 . 1 - э с л а т м а .  Агар / (х, у ) функция (D) сохада чегараланмаган 
булса, у шу сохада интегралланмайди.

2- §. Дарбу йигиндилари. Икки каррали интегралнинг бош^ача
таърифи

1. Д а р  б у  й и г и н д и л а р и .  f  (х, у) функция (D )czR 2 сохада бе­
рилган булиб, у  шу сохада чегараланган булсин. Демак, шундай у з ­
гармас т  ва М сонлар мавжудки, у  (*, у) € (D) да

т  <  / (х, у) <  М
булади.

(D) соханинг бирор Р булинишини олайлик. Бу булинишнинг хар 
бир (Dk) (k =  1, 2, . . ., п) булагида / (х, у) функция чегараланган 
булиб, унинг аник чегаралари

mk =  inf j / (х, у ) : (х, у) £ (Dk)\, Mk =  sup {/ (х, у ) : (х, у) 6 (D*)} 

мавжуд булади. Равшанки, у  (х, у) £ (Dk) учун

mk < f  (х, y ) < M k. (18.4)
1 8 . 5 - т а ъриф.  Ушбу

s= =  y > n k D k> s  =  ^ M kD k 
i=l *=1

$ № ? .....'■.: .. 295



йирнндилар мос равишда Дарбунинг куйи хамда юкори йигиндилари 
деб аталади.

Бу таърифдан, Дарбу йигиндиларининг / (л\ у) функцияга ^эмда (D) 
соханинг булинишига богли^ эканлиги куринади:

5  =  S p (/), S  =  S p (/).

Шунингдек, хар доим
s <  5

булади.
Юкоридаги (18.4) тенгсизликдан фойдаланиб куйидагини топамиз:

4 = 1  * = 1  f t = l

Демак,
(/ )< а р (f; V  <  S p (/).

Шундай к;илиб, f  (х, у) функциянинг интеграл йигиндиси хар доим унинг 
Дарбу йигиндилари орэсида булар экан.

Аниц чегаранинг хоссасига кура
mk, Mk <  М (k =  1, 2, . . . ,  п)

булади. Натижада ушбу
П П

s = ' 2 t m k D k > m ' 2 l D k =  m D ,  
k—i *=i

S ^ ^ M kDk < M ^ D k =  M -D  
f c = l  f c = l 

генгсизликларга келамиз. Демак, Y  | учун
m - D < s < S < M D  (18.5)

булади. Бу эса Дарбу йигиндиларининг чегараланганлигини билдиради.
2 . И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  б о ш к а ч а  т а ъ р и ф и .  

f  (х, у) функция (D ) c R 2 сохада берилган булиб, у  шу сохада чега­
раланган булсин. (D) соханинг булинишлари туплами еР =  (Р| нинг 
^ар бир P £jP булинишига нисбатан f  (х, у) функциянинг Дарбу йигин­
дилари Sp (/), Sp  (/) ни тузиб

jsp (01, [Sp (/)!
туплэмларни караймиз. Бу тупламлар (18.5) га кура чегараланган бу­
лади.

1 8 .6 -таъ р и ф . {sp (/)) тупламнинг ани^ ю^ори чегараси f(x ,y )  
ф ун кц и ян и н г (D) сохадаги куйи икки каррали интеграла (>\уйи Ри­
ман интеграли) деб аталади ва у

/ =  f j  f(x , у) dD
Uj )

каби белгиланади.



{Sp (/)! тупламнинг аник; к;уйи чегараси f  (х, у) функциянинг (D)
сохада юкори икки каррали интеграли (юкори Риман интеграли) деб 
аталади ва у

/ =  { J  / {x,y)dD
(D)

каби белгиланади. Демак,

L = J J  f ( x ' У> d D  =  SUP («I, T =  J §  f  (x, у) dD =  i nf  {5).
To» (°)

18.7-т а ъ р и ф .  Arap / (x, (/) функциянинг (D) сохада цуйи хамда
юкори икки каррали интеграллари бир-бирига тенг булса, у  хрлда
/ (х, у) функциянинг (D) сохада интегралланувчи деб аталади, улар- 
нинг умумий киймати

1 =  I I  ^ ('Х’ ^  d D  =  j  f  f  (Х ’ d D
(О) (О)

/ (г, г/) функциянинг (D) со^адаги и/е/еы каррали интеграли (Риман 
интеграли) дейилади ва у

f f f i x ,  у) dD 
(D)

каби белгиланади. Демак,
f j  f (х, у) dD =  [ j  / (х, у) dD =  j  f / (x, у) dD.

<o) (Ж (D>
Arap

j  f f  (x ,y) dD ¥= ^  f  (x, y) dD
("dT <D>

булса, / (x, у) функция (D) сохада интегралланмайди деб аталади.
Шундай ь>илиб, f  (х, у) функциянинг икки каррали интегралига ик­

ки хил таъриф берилди. Бу таърифлар узаро эквивалент таърифлар. У 
1- ь^исм, 9- бобдаги ани^ интеграл таърифларининг эквивалентлигини ис- 
ботланганидек курсатилади.

3- §. Икки каррали интегралнинг мавжудлиги

/ (х, у) функциянинг (D) cz R- со.\а буйича икки каррали интеграли 
мавжудлиги масаласини ^араймиз. Бунинг учун аввало (D) соханинг 
хамда Дарби йигиндиларининг хоссаларини келтирамиз.

(D) соханинг булинишлари хоссалари 1- кием, 9- бобда урганилган 
la, b] ораликнинг булинишлари хоссалари кабидир. Уларни исботлаш 
деярли бир хил муло.\аза асосида олиб борилишини эътиборга олиб, 
куйида у  хоссаларни исботсиз келтиришни лозим топдик.

/ (х, у) функциянинг Дарбу йигиндилари хоссалари хакидаги вазият 
хам худди шундайдир.

1. (D) с о а б у л и н и ш л а р и н и н г  х о с с а л а р и .  Фараз ^илай- 
лик, ----- \Р\ — (D) соха булинишларидан иборат туплам булиб, P l £ i 1 
Р г £ ^  булсин.
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Агар Ру булинишнинг хар бир булувчи чизиги Р2 булинишнинг хам 
булувчи чизиги булса, Р2 булиниш Рх ни эргаштиради деб аталади ва 
Pj Р2 каби белгиланади.

1°. Агар Px£>f, P2d ^ , Р-л £еР булинишлар учун Р ,- г  Рг, P2 ~i Р3 
булса, у  хрлда Рл -з Рл булади.

2°. Y  Pi € ^  булинишлар учун, шундай Р  Е топила­
дики, Pr ~i Р, P2- i Р  булади.

2. Д а р б у  й и г и н д и л а р и н и н г  х о с с а л а р и .  f  (х, у) функция 
(D) сохада берилган ва чегараланган булсин. (D) соханинг Р  булини­
шини олиб, бу булинишга нисбатан / (х , у) функциянинг интеграл ва 
Дарбу йигиндиларини тузамиз:

ст =  о р  (/; t k, л*) =  2  f  X\,)-D k> 

k=\
П

S =  Sp (/) =  2  
k = ]

S =  Sp tf) =  2  M *D *- 
*=1

1°. Y e > 0  олинганда хам (gA, r|fe) £ (D J иу^таларни (/г == 1, 2, . . ., 
n) шундай танлаб олиш мумкинки,

О (/) — ор (/) <  е,

шунингдек, '(£*, гц) С (Dfc) (А =  1, 2, . . . , п) нукталарни яна шундай 
танлаб олиш мумкинки,

О <  ор (/) — sp (/) <  е
булади.

Бу хосса Дарбу йигиндилари sp if), S p (/) лар интеграл йигинди 
Ор (/) муайян булиниш учун мос равишда аник куйи хамда аник ю^ори 
чегара булишини билдиради.

2°. Агар Р ] ва Р2 лар (D) сох,анинг икки булинишлари булиб, 
Л  Р 2 булса, у хрлда

S p J J X S p '  (/), 5 Я1 ( f ) < S P i(f)
булади.

Бу хосса (D) соханинг булинишдаги булаклар сони орта борганда 
уларга мос Дарбунинг куйи йигиндисининг камаймаслиги, юкори йигин- 
дисининг эса ошмэслигини билдиради.

3°. Агар PL ва Р2 лар (D) соханинг ихтиёрий икки булинишлари 
булиб, sPt if), S Pi (f) ва spш ф , S Pi if) лар / (x, у) функциянинг шу 
булинишларга нисбатан Дарбу йигиндилари булса, у хрлда 

«я, (/) <  S Pt if), sPi if) <  S Pi if)
булади.

Бу хосса, (D) соханинг булинишларига нисбатан тузилган цуйи йи- 
гиндилар туплами \5р (/)) нинг хар бир элемента (юкори йдаиндилар
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туплами [S p (/)} нинг хар бир элементи) юкори йигиндилар туплами 
[S p (/)} нинг исталган элементидан (куйи йигиндилар туплами jsp (/)( 
нинг исталган элементидан) катта (кичик) эмаслигини билдиради.

4°. Агар f  (х, у) функция (D) сохада берилган ва чегараланган булса, 
у  -\олдэ

sup {sp (/)} <  inf {Sp (/)}
булади.

Бу хосса / (х , у) функциянинг куйи икки каррали интеграли, унинг 
юк;ори икки каррали интегралидан катта эмаслигини билдиради:

5°. Агар / (х, у) функция (£>) сохада берилган ва чегараланган 
булса, у хрлда у е > 0  олинганда хам, шундай 6 > 0  топиладики, 
(D) соханинг диаметри 7,р <  6 булган барча булинишлари учун

S P  ( f ) < 7  +  e ( 0 < S p ( / ) - 7 <  в ) ,

Sp (/) 8 (0 Sp (/) <  е (18.6)

булади.
Бу хосса / (х, у) функциянинг юкори хамда ^уйи интеграллари 

Я,р—*- 0 да мос равишда Дарбунинг юкрри хамда куйи йдаиндиларининг 
лимити эканлигини билдиради:

/ =  lim  Sp (/), / =  lim sp (/).
Xp ->0 . Xp ->-0

3. И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  м а в ж у д л и г и .  Энди 
икки каррали интегралнинг мавжуд булишининг зарур ва етарли шар- 
тини (критерийсини) келтирамиз.

1 8 . 1 - т е о р е м а ,  f  (х, у) функция (D) сохада интегралланувчи бу­
лиши учун, у  е >  0 олинганда хам, шундай б >  0 топилиб, (D) со­
ланине диаметри Хр <  б булган хар кандай Р булинишига нисбатан 
Дарбу йигиндилари

S P (/) Sp (/) <  е (18.7)

тенгсизликни канаатлантириши зарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  f  (х, у) функция (D) сохада интегралла­

нувчи булсин. Таърифга кура

/ =  / =  Т
булади, бунда __

/_= sup {Sp (/)), / =  inf \SP (/)).

Y  e >  0 олинганда хам, ~  га кура шундай 6 >  0 топиладики, (D)

соханинг диаметри Хр <  б булган хар кандай Р булинишига нисбатан 
Дарбу йигиндилари учун (18.6) муносабачларга кура



S P (f) — sp (/) <  e

булиши келиб чикади.
Е т а р л и л и г и .  V  е >  0 олинганда ^ам, шундай 6 > 0  топилиб, 

(D) соханинг диаметри Хр <  б булган хар кандай Р  булинишига нис­
батан Дарбу йигиндилари учун

S P ( f ) - s P ( f ) < e

булсин. Каралаётган / (х, у) функция (D) сохада чегараланганлиги 
учун, унинг куйи хамда юкори интеграллари

!_== sup {sp (/)}, 7  =  inf \Sp (/)} 
м авжуд __

]_ <  /
булади. Равшанки, _

sp (/) < 2  <  1 <  (/)•
Бу муносабатдан _

0 < I - l _ < S p ( f ) - s p (f)

булишини топамиз. Демак, V  е >  О учун

0 < J  — J_< г

булиб, ундан _/ =  1 булиши келиб чикади. Бу эса / (х, у) функция­
нинг (D) сохада интегралланувчи эканлигини билдиради. Теорема исбот 
булди.

Агар / (х, у) функциянинг (D^ (k =  1, 2, . . . ,  п) сохадаги тебра- 
нишини ык билан белгиласак, у х.олда

(/) -  (/) =  2  e  2  
*=] t=1

булиб, теоремадаги (18.7) шарт ушбу

2  % О к < г ,
*=1

яъни
п

lim 2  =  0
ьр j£ i

куринишларни олади.

4- §. Интегралланувчи функциялар синфи

Ушбу параграфда икки каррали интегралнинг мавжудлиги хакидаги 
теоремадан фойдаланиб, маълум синф функцияларнинг интегралланувчи 
булишини курсатамиз.

булиб, ундан
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18. 2-т е о р е м а .  Агар f  (х, у) функция чегараланган ёпик (D) a  Р г 
справа берилган еа узлуксиз булса, у шу сохада интегралланувчи 
булади.

И с б о т .  / (х, у) функция (D) сохада текис узлуксиз булади. У  >рл- 
да Кантор теоремасининг натижасига асосан (1 2 -боб, 6 -§ ), Y e > 0  
олинганда хам, шундай б >  0 топиладики, (D) соханинг диаметри 
kp <  б булган Р  булиниши олинганда, бу булинишнинг ^ар бир була­
гида'функциянинг тебраниши <  е булади. Д ем ак , (D) соханинг 'ди­
аметри Хр <  6 булган хар кандай Р  булинишида

W - S p  (/) =  у  сор к <  г V  D. =  г -D
*=i k=i

булиб, ундан
П

lim  V ff ln  =  о

булиши келиб чикади. Д ем ак, / (х, у) функция (D) сохада интегралла­
нувчи. Теорема исбот булди.

Баъзи бир узиладиган функцияларнинг хам  интегралланувчи були­
шини курсатишдан аввал ноль юзли чизик тушунчасини эслатиб, битта 
лемма исботлаймиз. R‘z текисликда бирор Г  чизик берилган булсин. 
М аълумки, Y  8 >  0 берилганда хам, Г  чизик ни шундай купбурчак (Q) 
билан ураш мумкин булсаки, бу купбурчакнинг юзи Q < e  булса, у  
хрлда Г  — ноль юзли чизик деб аталар эди. Масалан, \а, Ь\ ораликда 
аникланган ва узлуксиз у =  f  (х) функция тасвирлаган чизик. ноль юзли 
чизик булади. Шуни хам айтиш керакки, гарчанд юзаки Караганда хар 
кандай чизик ноль юзли булиб куринса хам, аслида ундай эмас.

(D) сохада ноль юзли Г  чизик берилган булсин.
18.1-л е м м  a. Y  к >  0 олинганда хсам, шундай б >  0 топиладики, 

(D) соханинг диаметри Хр <  б булган Р булиниши олинганда бу були­
нишнинг Г чизиц билан умумий нуктага эга булган булаклари юз- 
ларининг йигиндиси е дан кичик булади.

И с б о т .  Ш аргга кура Г  — ноль юзли чизик. Д ем ак, уни шундай 
(Q) куибурчак билан ураш мумкинки, бу купбурчакнинг юзи Q<£ б у­
лади.

Г чизик билан (Q) купбурчак чегараси умумий н уктага  эга  эмас 
деб, Г  чизик нукталари билан (Q) купбурчак чегараси нукта лар и ора- 
сидаги масофани карайлик. Бу ну^талар орасидаги масофа узининг энг 
кичик кийматига эришади. Биз уни б ]> 0 оркали белгилаймиз. Агар 
(D) соханинг диаметри кр <  б булган Р  булиниши олинса, равшанки, 
бу булинишининг Г чизиц билан умумий нуктага эга булган булак- 
лари бутунлай (Q) купбурчакда жойлашади. Д емак, бундай булаклар 
юзларининг йигиндиси е дан кичик булади. Лемма исбот булди.

18.3-т е о р е м а .  Агар / (х, у) функция (D) сохада чегараланган ва 
бу соханинг чекли сондаги ноль юзли чизикларида узилишга эга бу­
либ, колган барча нукталарида узлуксиз булса, функция (D) сохада 
интегралланувчи булади.

И с б о т .  / (х, ?/) функция (D) сохада чегараланган булиб, у  шу со-
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хан инг фа кат битта ноль юзли Г  чизигида (Г cz (D)) узилишга эга бу­
либ колган барча нукталарда узлуксиз булсин.

Y  е >  0 сонни олиб, Г чизикни юзи е дан кичик булган (Q) куп- 
бурчак билан урэймиз. Натижада (D) coxa (Q) ва (D)\(Q) сохаларга 
ажралади.

Шартга кура, / (к, у) функция (D)\(Q) да узлуксиз. Демак, V e > 0  
олинганда хам шундай 6, >  0 топиладики, диаметри \р <  6j булган 
Р х булинишнинг хар бир булагидаги / (х, у) функциянинг тебраниши 
а>к <  е булади.

Юкоридаги лемманинг исбот жараёни курсатадики, шу е > 0  га 
кура, шундай 62 > 0  топиладики, (D) соханинг диаметри кр <  62 бул­
ган булиниши олинса, бу булинишнинг (Q) купбурчак билан умумий 
нуктага эга булган булаклар юзларининг йигиндиси е дан кичик бу­
лади.

Энди min (61; б2) =  6 деб, (D) соханинг диаметри %р <  6 булган Р 
булинишини оламиз. Бу булинишга нисбатан / (х, у) функциянинг Дар­
бу йигиндиларини тузиб, куйидаги

S P (/) -  sp (/) =  2  ® А  (18.8)
,<;=i

айирмани караймиз.
Бу (18.8) йигиндининг (Q) купбурчакдан ташкарида жойлашган (D^ 

булакларга мос хадларидан иборат йигинди

24°*k
булсин.

(18.8) йигиндининг колган барча хадларидан ташкил топган йигинди

2 /(°аk
булсин. Натижада (18.8) йигинди икки ^исмга ажралади:

2 ® a  =  2 4 d * +  2 ' 4 d *- (13.9)
/г=1 к k

(D)\(Q) сохадаги булакларда a>k<  г булганлигидан

2  “ /А  <  е 2  Dk < e D  (18.10)
k k

булади.
Агар / (х , у) функциянинг (D) сохадаги тебранишини Q билан бел- 

гиласак, у холда

k k
булади. (Q) купбурчакда бутунлай жойлашган Р  булинишнинг булак- 
лари юзларининг йигиндиси е дан кичик хамда (Q) купбурчак чегараси 
билан умумий нук,тага эга булган булаклар юзларининг йигиндиси хам 
е дан кичик булишини эътиборга олсак, унда
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2 Г ® А <  2 Йе. (18.11)
к

Натижада (18.9), (18.10) ва (18.11) муносабатлардан
П

y< okDk<  eD  +  2Q e =  e (D +  2fi)
*=i

эканлиги келиб чикади. Демак,
П

Hm V co .D , =  0 .
^%=i

Бу эса / (х, у) функциянинг (D) сохада интегралланувчи булишини бил­
диради.

f  (х, у) функция (D) соханинг чекли сондаги ноль юзли чпзикла- 
рида узилишга эга булиб, кол ган барча нукталарида узлуксиз булса, 
унинг (D) да интегралланувчи булиши юкоридагидек исбот этилади. 
Теорема исбот булди.

5- §. Икки каррали интегралнинг хоссалари

Куйида / (х, у) функция икки каррали интегралининг хоссаларини 
урганамиз.

Икки каррали интеграл хам аник интегралнинг хоссалари сингари 
хоссаларга эга. Уларни асосан исботсиз келтирамиз.

1°. [ (х, у) функция (D) соха га ((D) cz R'1) интегралланувчи булсин. 
Бу функциянинг (D) сохага тегишли булган ноль юзли L чизикдаги 
(L с :  (D)) ^ийматларинигина (чегараланганлигини саклаган хрлда) узгар- 
тиришдан хосил булган F (х, у) функция хам (О) сохада интегралла­
нувчи булиб,

Г f / (х, у) dD =  f f F (x, у) dD
( » )  (D)

булади.
И с б о т .  Равшанки, у  (х, у) £ (D)\L учун

/ (х, у) =  F (х, у).
Шартга кура L — ноль юзли чизик. Унда 18.1-леммага асосан, V  ь> 0  
олинганда хам, шундай б > 0  топиладики, (D) соханинг диаметри Хр<Ь  
булган хар кандай Р булиниши олинганда хам, бу булинишнинг L чи- 
зи!\ билан умумий нуктага эга булган булаклари юзларшшнг йпгин- 
диси е дан кичик булади. Шу Р  булинишга нисбатан / (х, у) ва F (х, у) 
функцияларнинг ушбу интеграл йигиндиларини тузамиз:

(f) =  У  f  (I*. \ )  Dk,

булишини топамиз. Демак,



(/) = 2  / % № +  / (S*.
/? fc

бунда У 1’ йигинди L чизик билан умумий нукта га эга булган (Dk) бу-
к

лаклар буйича олинган, V  эса крлган барча хадлардан ташкил топ-
ft

ган йигинди.
Худди шунга ухшаш

(П = 2 ' F ^  +  2 " f  ^  1*> D*-
fe А

Агар Y  (*> У) € (D) / L учун / (х, у) ^  F  (х, у) эканини эътиборга олсак, 
у  х.олда
I (/) -  а р (F) \ <  V '  i / (1к, щ) _  f  (£л. ,ъ ) | • D* <  М Dk<c М г 

к к 
булиши келиб чикади, бунда М =  sup | / (х, у) — F (х , у) |, ((х, tj) £ (D)\L ). 
Демак,

I р (/) — (F) <  М  е.
Кейинги тенгсизликда Яр —>- 0 да лимитга утиб куйидагини топамиз:

j  \ / (*> У) d D =  f j  F (x, у) dD.
Id) (D)

2°. / (x, у) функция (D) сохада берилган булиб, (D) coxa ноль юзли 
L чизик билан (D,) ва (D,) сохаларга ажралган булсин. Агар / (х, у) 
функция (D) сохада интегралланувчи булса, функция (D,) ва (Ъ2) со- 
х,зларда хам интегралланувчи булади, ва аксинча, яъни / (х, у) функция 
(Д )  ва (D2) сохаларнинг хар бирида интегралланувчи булса, функция 
(D) сохада хам интегралланувчи булади. Бунда

j j  / (*> У) dD =  j  ( 7  (х, у) dD +  [ f / (x, y) dD.
<D) (Oi) (bj)

3°. Агар / (x, i/) функция (D) сохада интегралланувчи булса, у  хрл­
да с / (х, у) (с =  const) хам шу сохада интегралланувчи ва ушбу

\ \ c f  {х, у) dD =  с |‘ j  / (х, у) dD 
Ф) (Ъ)

формула уринли булади.
4°. Агар / (х, у) ва g  (х, у) функциялар (D) сохада интегралланувчи 

булса, у  хрлда / (х, у) ± g  (х, у) функция хам шу сохада интегралла­
нувчи ва ушбу

| j  I/ (х, у) ± g  (х, у)] dD =  f [  / (х, у) d D ±  j  f g  (х, у) dD
(£) (О) <Ь)

формула уринли булади.
18.1-н а т и ж а .  Агар /, (х, у), / 2 (х, у), (х, у) функциялар­

нинг х,ар бири (D) сохада интегралланувчи булса, у хрлда ушбу 
c J i  (х, У) +  с2 / 2 (х, у) +  . . . +  с„/„ (х, у) (с,- =  const, i =  1, 2, . . . , « )

Qp (/) йигиндини куйидагича икки ^исмга ажратамиз:
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f  j  [с( /1 (х, у) +  c2f-2 (х, (/) +  ■•• +  c j n (х, у)} dD =
(D)

=  с, j  f r (x, у) dD - f  c3 j  j  /, (x, г/) dD +  . . . - f  cn j  J  fn (x, y) dD
<D) (D) Ф )

булади.
5°. Arap / (x, г/) функция (D) сохада интегралланувчи булиб,

Y  (х, у) £ (D) учун / (х, у) >  0 булса, у  холда
f I / (х, у) d D >  О 
'(D)

булади.
1 8 . 2 - н а т и ж а .  Агар / (х, у) ва g  (х, у) функциялар (£>) сохада ин­

тегралланувчи булиб, Y  (х, у) € (£0 учун

/ (х. У) <  £ (х, у)
булса, у  хрлда

[ J  / (х, у) dD <  I J  g  (х, у) dD
\D) \D)

булади.
6°. Агар / (х, у) функция (D) сохада иитегралланувчи булса, у хрл­

да |/(х, у)| функция хам шу сохада интегралланувчи ва
I f |7 (х, у) dD | <  )■ f I / (х, у) I dD
(D) (£>)

булади.u
7°. У  р т а  к и й м а т х а к и д а г и  т е о р е м а л а р .  / (х, у) функция 

(D) сохада берилган ва у  шу сохада чегараланган булсин. Демак, 
шундай т  ва /И узгармас сонлар ( т  =  inf {/ (х, у); (х, у) £(£>)', М  =  
=  sup I/ (х, у); (х, у) £(£>)}) мавжудки, Y  (х, у) 6 (D) учун

m <  / (х, у) <  М
булади.

18.4-т е  о р е м  а. Лгар / (х, у) функция (D) сохада интегра.гланувчи 
булса, у  уолда шундай узгармас ц ( т  <  ц <  М) сон мавжудки,

[ / (х, у) dD =  [i -D 
(D)

булади, бунда D — (D) соханинг юзи.
1 8 . 3 - на т и жа .  Агар / (х, у) функция ёпи^ (D) сохада узлуксиз 

булса, у хрлда бу сохада шундай (a, b)£(D) нук,та топиладики,
)’ / (х, у) dD = /  (a, b)-D

(О)
булади.

18.5-т е о р е м а .  Лга/? g (х, у) функция (D) сохада интегралланувчи 
булиб, у  шу сохада уз ишорасини узгартирмаса ва / (х, у) функция 
(D) свхада узлуксиз булса, у хрлда шундай (a, b) £ (D) нукта топила­
дики,

f [ / (*. У) S  (х, У) d D = f  (a, b )\ $ g  (х, у) dD
(О) (О)

булади.

функция хам шу сохада интегралланувчи ва
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8°. И н т е г р а л л а ш  с о ^ а с и  у з г а р у в ч и  б у л г а н  и к к и  
к а р р а л и  и н т е г р а л л а р .  f(x, у) функция (D) сохада берилган бу­
либ, у шу сохада интегралланувчи булсин. Бу функция, (D) соханинг 
юзга эга булган хар кандай (d) кисмида ((d) cz (D)) ,\ам интегралланув- 
чи булади. Равшанки, ушбу

С [ f ix ,  у) dD 
'(d)

интеграл (d) га боглик булади.
(D) соханинг юзга эга булган хар бир (а) кис ми га юкоридаги ин­

тегрални мос к,уямиз:

Ф : ( d ) >  f f /(*. y)dD.
(d)

Натижада функция хосил булади. Одатда бу

Ф((d)) =  [[f{x, y)dD  
'(d)

функция соханинг функцияси деб аталади.
(D) сохада бирор (х0, уи) нуцтани олайлик. (d) эса шу нуктани уз 

ичига олган ва (d) a  (D) булган соха булсин. Бу соханинг юзи d, диа­
метри эса К булсин.

Агар К-*- 0 да -   ̂нисбатнинг лимити lim ф^— мавжуд ва чекли
d Х-.0  d

булса, бу лимит Ф ((d)) функциянинг (.v0, у0) нуктадаги со.\а буйича 
.\осиласи деб аталади.

Агар fix , у) функция (D) сохада узлуксиз булса, у  хрлда Ф((^)) 
функциянинг (х0, у0) нуктадаги соха буйича хосиласи }(х„, у„) га тенг 
булади.

6- §. Икки каррали интегралларни хисоблаш

f(x, у) функциянинг (D) сохадаги ((D) с  R-) икки каррали интег­
рали тегишли ннтеграл йигиндининг маълум маънодаги лимити сифа- 
тида таърифланди. Бу лимит тушунчаси мураккаб характерга эга бу­
либ, уни шу таъриф буйича хисоблаш хатто содда холларда хам анча 
кийин булади.

Агар f(x, у) функциянинг (D) сохада интегралланувчилиги маълум 
булса, унда биламизки, интеграл йдаинда (D) соханинг булиниш усу- 
лига хам, хар бир булакда олинган г|;,) пуктуларга ^ам боглиц 
булмай, Хр-*- 0 да ягона |'|' (x ,y)dD  сонга интилади. Натижада функ-

(D)

циянинг икки каррали интегралини топиш учун бирорта булинишга 
нисбатан интеграл йигиндининг лимитини хисоблаш етарли булади. Бу 
хол (D) соханинг булинишини хамда ( i s ,  r\k) нукталарни, интеграл 
йигиндини ва унинг лимитини х1исоблашга ^улай килиб олиш имконини 
беради.
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(( ху dD 
(D)

(D)= [(.*, у)£Я2: 1, 0 <( / < 1—л-].
Р.шшанки, f{x, у) =  х у  функция (D) да узлуксиз. Демак, бу функция (D) сохада 
шпегралланувчи.

(D) сохани

I i i 4 -  1 k к -р 1 i k
(о,ч)= (■*. ^ е я 2: — ------ . —  < //< ------ , —  +  —  <  1

[ п п п п п п
(j = 0, 1. 2, . . . , п — 1, k = 0. 1, 2, . . . , п — 1)

( i k \
булакларга ажратиб, хар бир (D.-fc) да (Ъ , ти ) =  [ — , — - деб караймиз,

\ п п I

М и с о л .  Ушбу

нитогрални ^исоблайлик. Бунда

У холда
п—1 л—1 л—1

о  -  2 2  f G « .  ’ 1 * ) * > « *  =  2  
1=0 k=0 1=0

л-*—1 * , .I k 1 n — 1 1 
fc=o / i n n 2 n 2n2

1 V  i (n -  ■,)2= W  ^  л(п ~ Ь12/; 1,
2n4 i=o 2п*\ 2 б

/i2( « — 1)2
4

булади. Бундан эса

lim  о  ~  ——
л-*оо 2 4

булиши келиб читали. Демак,

j $xydD --=  —  ■
(D) ^

Умуман, куп ^олларда функцияларнинг каррали интегралларини 
тнърифга кура хисоблаш кийин булади. Шунинг учун каррали интег- 
ралларни хисоблашнинг амалий жих,атдан кулай булган йулларини 
топиш зарурияти тугилади.

Юкори да айтиб утганимиздек. fix , у) функциянинг каррали интег­
рали ва уни хисоблаш (D) со ха га боглик.

Аввал, содда хрлда, (D) со^а тугри туртбурчак сохадан иборат 
булган хрлда функциянинг каррали интегралини хисоблаймиз.

18.6- т ео р  ем  a. f  {х, у) функция (D) =  \(х, у) g R2 :а  <  л: <  Ь, с<  
<  у <  d ) сохада берилган ва интегралланувчи булсин.

Агар х(х £ \а, Ь}) узгарувчининг yap бир тайин кийматида
d

I(x)= \ f  (х, y)dy
С

иитеграл мавжуд булса, у  хрлда ушбу
Ь d

J  [ I / (х, y)dy\ dx
а с

интеграл ^ам мавжуд булади ва

f f f{x, y)dD =  f[  [ f ix , y)dy]dx
(D) a с

булади.
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И с б о т .  (D) сохани

(Dn) =  ((*> y)£ R 2 '- x i <  * <  xi+v Ук < У <  Ук+11 (': =  0 , 1.............. n— 1,
k =  0 , 1, . . . , m — 1)

(a =  xn <  x,- <  . . .  < x n =  b, с =  y 0 <  г/j <  . . .  < ;/ m =  d) булаклар­
га ажратамиз. Бу булинишни Ялт деб белгилаймиз. Унинг диаметри

Ьрпт =  т а х  Vх А X? +  А у| ( Дх,- =  *(-+1 -  X,.; Д ^  =  %+1 -  ук\

Модомики, f  (х, у) функция (D) сохада интегралланувчи экан, у  шу
сохада чегараланган булади. Бинобарин, / (х, у) функция ^ар бир (Dik)
да чегараланган ва демак, у  шу сохада аник юцори хамда ани^ куйи 
чегараларига эга булади:

mik =  inf { f{x, у) :(х, y)£(Dik)},

Mik =  sup { / (x, у) : (x, у) £ (Dik)\,
(i — 0 , 1, . . .  , n — 1, k — 0 , 1, . . .  , in — 1).

Равшанки, Y  (x, y)£(Dik) учун mik <  f{x, y) <  M ik, хусусан, 
€[x ,-xJ+1] учун хам у) >  Mik булади. Tеореманинг. шарти-
дан фойдаланиб куйидагини топамиз:

Ук+ 1 Ук+ 1 Ук+1

.f mikdy <  J f  il l y)dy <  ] Mik dy,
Ук Ук Ук

ЯЪНИ

Ук+1

miiAlJk<  I /(£,-. y ) d y < M ik, Ayk, бунда Аук =  у  — ук.
Ук

Агар кейинги тенгсизликларни k нинг k — 0, 1, 2, . . .  , т — 1 кий- 
матларида ёзиб, уларни ^адлаб 1\ушсак, у  хрлда

т — 1 т  — 1 г/£_|_ j т — I

2  rnikAyk <  2  J’ f< & i,y)dy<  2  MikAУк,
к= 0 fc=0 У); fe=0

ЯЪНИ

/ гг— 1 d  т — 1

V  mikAyk ^ \  /(£. ,  y)dy =  Щ  <  V  
/г=0 с /г=0

(г =  0, 1, . . .  , п — 1) булади.
Энди кейинги тенгсизликларни Axi(Axi =  х - ч — х-) га купайтириб, 

сунг хадлаб кушамиз. Натижада
п.—1 m— 1 п— 1 п—1 т—1

2  ( 2  2  <  S 1 2  м  А )  - Ч
1 = 0 fc=0 t=0 1=0 fc=0

булади.
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Равшанки,
п—1 т —1 п— 1 т — 1 п— 1 гп—1
2  ( 2  т А )  Ч  =  2  2  " V A- V 4  = 2 2  =  -ci 
1 =  0 fc= 0 1 = 0  * = 0  1 =  0 ft= 0

/ (x, у) функция учун Дарбунинг цуйи йигиндиси,
Л̂—1 ГП— 1 72—1 т —1

2  ( 2 ^ А ) А ^ =  2  2  M ikDik =  5  
;= о fe=n г=о /(=о

эса Дарбунинг юкори йигиндисиднр. Демак,

s <  ^  Щ )Ах( <  S . (18.12)
( = 0

Шартга кура /'(х, у ) функция (D) да интегралланувчи. У холда 
-> 0 да

s->  f f /(лг, y)d£>, S - *  j Г/(x, y)dD
' (D) \D)

булади.
(18.12) муносабатдан эса,

2 1 (ti)AXi 
i—0

йигиндини! i г лимитга эга булиши ва бу лимит
f \f(x, y)dD  
Id)

га тенг булиши келиб чикади:

lim  V  / ( li)Axi =  f (7  (*> y)dD.
Х/3Лш->0 ‘=0 №)

Агар
п—1 Ь

lim  2  =  [I(x)dx
к р п п Г °  i = o  °

ва

j' / (х) dx =  j  [ j' / (х, у) dy j dx
а а с

эканлигини эътиборга олсак, унда

j  J /(х, у) dD =  J  [ J  / (x, у) dy ] dx
(D) a с

булишини топамиз. Бу эса теоремани исботлайди.
1 8 .7 -т е о р е м а , f  (х, у) функция (D) =  {(x, y)£ R 2 -а <  xs^b, с ^ у <  

sg d J сохада берилган ва интегралланувчи булсин. Агар у(у£ [с , d] 
узгарувчининг щ р бир тайин кийматида

ь
1 (У) = ]7 (*> */)̂ х

а
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1

j  | ]' / (х, у) dx] dy
с а

интеграл хам мавжид булади ва

j’ Г / (х, y)dD  =  f I 1 f  (x, у) dx) dy
\D) с a

булади.
Бу теореманинг исботи юкоридаги теореманинг исботи кабидир.
18.6-теорема ва 18.7-теоремалардан куйидаги натижалар келиб 

чикади. ‘
1 8 . 4 - н а т и ж а .  /(х, у) функция (D) сохада берилган ва интеграл­

ланувчи булсин. Агар х(х£ [а, Ь\) узгарувчининг хар бир тайин кий-
d

матида \f(x, y)dy интеграл мавжуд булса, y(y£ [c,d\) узгарувчининг
С

&
х,ар бир тайин кийматида \ f(x , y)dx интеграл мавжуд булса, у хрлда

а

ушбу

J  [ I / (х, у) dy]dx, j' [ \ fix , у) dx] dy .(18.13)
а с  с а

интеграллар хам мавжуд булади ва
b d d b 

f | / (x, y)dD =  J  [ [' f  (x, y) dy] dx =  J  [ j' f  (x, y) dx] dy
(D) a ' с с a

булади.
1 8 . 5 - н а т и жа .  Arap fix , у) функция (D) сохада берилган ва уз­

луксиз булса, у  холда

Г f / (>'- у) dD, .Г [ !’ / (*. у) dy1 dx, j' [ j' f ix ,  у) dx j dy
(D) а с с a

интегралларнинг хар бири мавжуд ва улар бир-бирига тенг булади.
(18.13) интеграллар, тузилишига кура, икки аргументли функция- 

дан аввал бир аргумента буйича (иккинчи аргументини узгармас хи- 
соблаб туриб), сунг иккинчи аргумента буйича олинган интеграллар- 
дир. Бундай интегралларни такрорий интеграллар деб аташ (такрорий 
лимитлар сингари) табиийдир.

Шундай к,илиб, каралаётган хрлда каррали интегралларни ^исоб- 
лаш такрорий интегралларни хисоблаш га келтирилар экан. Такрорий 
интегрални хисоблаш эса иккита оддий (бир аргументли функциянинг 
интегралини) Риман интегралнни кетма-кет ^исоблаш демакдир.

18.2-э с  л а т м а .  Юкорида келтирилган 18.6-теоремэни исботлаш 
жараёнида курдикки, тугри туртбурчак (D) соха, томонлари мос ра- 
вишда Ах,-, Аук булган тугри туртбурчак сохалар (Di0) ларга ажратпл- 
ди. Равшанки, бу элементар соханинг юзи Dik =  AxtAy0 булади.

интеграл мавжуд булса, у  холда ушбу
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Авв?л аитганимиздек, Ах ни dx га, Ау ни dy га алмаштириш мум- 
кинлигини ^амда а ^ х ^ Ь ,  с <  у <  d эканини эътиборга олиб, бундай 
буён интегрални ушбу

,Ц /  (х у), dD

куринншда езшн урнига 
ь а / d Ь

" Г / (х, y)dy dx ёки Г [ / (х, у) dx dy

каби хам ёзиб кетаверамиз. 
М и с о л .  Ушбу

Я
(D)

-------------------п~ dx dy
(1 +  х2 +  if )

интеграл ^исоблансин, бунда (D) =  \х, у) £ R 2:0  ^  х ^  1, 0 ^  у ^  1)

Интеграл остидаги

f (дг, у) =
(1 + *2-г у2) 2

функция (D) сохада узлуксиз. Унда каралаётган икки каррали интеграл хам,

1

О (1 +  х 2 +  «/*)*/•

dx

интеграл хам мавжуд. 18.7-теоремага кура

) 1
хшо о

интеграл мавжуд булади ва

булади. 
Агар

И
ID)

dx dy

—  dxdy  = Я !О о (1 + * 2 +  У2)'
- dx dy

.f
xdx

(1 +  ** +  у 2)
=  J_  f  (1 +  X* - I -  , f )  2 d( 1 +  JC* +  If)  

/« 2  .J

1 !*=1 1
Y 1 +  x2 +  y2 L'= 0  Y  y2  ̂ Y  Уг +  2

булишини хисобга олсак, унда

Я-
(D)

xdx dy Г 1
(1 + *2 + у2)‘/г ■> L Yy2 + 1  Vу2 + 2

dy

=  ] In (у +  У у г +  1) — In { y + Y y 2-г 2 )] J=  In ~ | y j -

311



% i x ;

эканини топамиз. Демак. 

x d x d y

Я
(О)

(1 г/2)’/.

In 2 + V 2

1+ V  3
Энди (D) соха ушбу

__„  (D) =  {(.х, у) £ Я2 : а  <
/ Фх(-*с) <  У <  фа(*)}

куринишда булсин. Бунда ф](х) 
ва ф2(х) [а, Ъ] да берилган ва уз- 

18-чизма луксиз функциялар (18 -чизма).
18. 8- т е о р е м а .  f{x ,y )  функция (D) сохада берилган ва интег­

ралланувчи булсин. Агар х (.v£[a,ft]) узгарувчининг \ар бир тайин  
щ йматида

ф,(*)
I (х) =  J  f(x, у) dy

»М*)
интеграл мавжуд булса, у холда ушбу

Ь <Р,(х)
Д  .Г f(x,y)dy]dx
а  q>i(*)

интеграл хам мавжуд булади ва
Ь <Рг(Х)

Я  f(x ,y )d D  =  \' [ f f{x,y)dy\ dx
(D) a <p,(x)

булади.
И с б о т .  ср̂ л;) ва ф2(х) функциялар [a,b\ да узлуксиз. Вейерштрасс 

теоремасига кура бу функциялар [а. Ь] да узининг энг катта ва энг 
кичик кийматларига эришади. Уларни

min ф^х) =  с, шах ф2(х) =  d
а<х<Ь

деб белгилайлик.
Энди

(DJ =  { (x ,y )£ R 2 : a ^ x < : b ,  с <  у  <  d.}
сохада ушбу

f{x, у), агар (х, у) £ (D) булса,
О, агар (х, у) £ (D1)\(D ) булса

функцияни карайлик.
Равшанки, теорема шартларида бу функция (Dj) сохада интеграл­

ланувчи ва интеграл хоссасига кура
Г I Г  (х, y)dD =  I f f* (х, y)dD +  I' f /* (x,y)dD =
(Oi) (D ) (D,)\(D)

=  I \ f(x ,y)d D  (18.14)
(O ')

f { x , y )  =
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булади. Шунингдек, х(х£[а, Ь\) узгарувчининг хар бир тайин кийма- 
тида

Л М  =  J7  (x,y)dy
с

интеграл мавжуд ва
d <PiW q>2(*)

Л М  =  J' /* (х, y)dy =  \ Г(х, y)dy +  f f*(x, у) dy +
С С <ti(X  )

d 4>,(д:)
+  J' Г  (х, y)dy =  С f(x, у) dy (18.15)

фг(*) 4>i(*)
булади. Унда 18.6- теоремага кура

J  [ |У* (х, y)dy] dx
а  с

интеграл хам мавжуд булади ва

J  \ Г(х, У) dD =  J  [ j f*(x, y)dy]dx
ID, )  a  'с

булади.
(18.14) р,а (18.15) муносабатдан

Ь ф2(*)
J J  f(x,y) dD =  j'[ f f{x,y) dy \dx
(D)  a

булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.
Энди (D) соха ушбу

(D) =  {(х,у) : il̂ O/) <  х <  ^(у), c ^ y ^ d )

куринишда булсин. Бунда 1|з,(//) ва ty2(y) [с, d\ да берилган узлуксиз 
функциялар (19- чизма).

18.9-т е о р е м а .  f(x, у) функция (D) сохада берилган ва интег­
ралланувчи булсин. Агар y(y£[c,d]) узгарувчининг цар бир тайин  
кийматида

'Му)
! (у) =  f f{x,y)dx 

Ыу)
интеграл мавжуд булса, у \олда ушбу

d Т\'2(У)
j’[ j  f(x, y)dx\ dy 
с q\(y)

интеграл хам мавжуд булади ва
d у,( у )

\jf(x,y)dD  =  j '[  \ f(x,y)dx]dy
(О) с i|H(y)

булади .
Бу теореманинг исботи 18 .8-тсореманинг исботи кабидир.
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о л

1 9 -чизма 20- чизма

Фараз цилайлик, (D) coxa ((D) с : R2) юкорпда каралган сохаларнинг 
хар бирининг хусусиятига эга булсин (20- чизма).

1 8 . 6 - н а т и ж а .  f  (х, у) функция (D) сохада берилган ва интеграл- 
ланувчи булсин. Агар х (х£ \а, /?] узгарувчининг хар бир тийин ций- 
матида

ф><*) 
j  f ix ,  y)dy

4>i(x)
интеграл мавжуд булса, y(t/(E[e, d\) у згарувчининг хар бир тайин 
кийматида

J  fix , y)dx
't'i(y)

интеграл мавжуд булса, у  холда

]' I I' fix , у) dy ] dx, j  I I' f ix , y)dx\dy
a 4>i'(x) с iti(j/)

интеграллар хам мавжуд ва
Ь ф,(х)

J  J  / (*, У) dD =  | [ j f  ix, y)dy \dx=
( D) 'а ф,(дг)

d t,(y)
=  J [  j f{x ,y)d x\ d y

с
булади.

Бу натижанинг исботи 18.8- 
теорема ва 18.9-теоремадан ке­
либ чикади.

Агар (D) соха 21-чизмада тас- 
X вирланган соха булса, у холда 

бу соха юкорида урганнлган со- 
21 - чизма халар куринишига келадиган к,и-
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либ булакларга ажратилади. Натижада (D) соха буйича икки каррали 
интеграл ажратилган сохалар буйича икки каррали интеграллар йигин- 
дисига тенг булади. Шундай килиб, биз интеграллаш сохаси (D) нинг 
етарли кенг синфи учун каррали иинтегралларни такрорий иитеграл- 
ларга келгириб хисоблаш мумкинлигини курамиз.

Мисоллар. 1. Ушбу

j [ e~ yl d x d y  
ID)

интеграли» царайлик, бунда (D) ~  j (л-, у) £ R 2:0  ^  х ^  у, 0  у  ^  1). Бу >^олда 
)8.7 теореманинг барча шартлари бажарилади. Уша теоремага кура

1 у
j j1 е—Уг dx d y =  ( [ ) е~ yZ dx] dy 
(D) 0 0

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегралларни хисоблаб ^уйидагиларни то­

памиз:

j' е- У г dx =  уе' -У■

уе

I
е~уг <%*)=- —  е~и'

2 .) 2о Ю -
Демак,

I I
(О)

е yt dx dy= - т У
2. ^шбу

f \ ху dx dy 
(D)

интеграл ни карайлик, бунда (D) — {(х, у) 6 R'2 '0  ^  х ^  1, 0 у  ^  I — х ) . Б у ,\ол - 
да 18.6-теореманинг барча шартлари бажарилади. Унда

1 - х

J х у  dx dy =  J л; £ | у  dy

(D) о о

dx = х{ 1 — х)г dx = - _1_
24

булади.
3. Ушбу

J I  У х  +  у  dx dy
(D)

ннтегрални царайлик, бунда (О) =  [{х, у) 6 /?2:0 ^  х, ^  I, 0 ^  у  ^  1 — х ) . Бу хол- 
да 18.6-теореманинг барча шартлари бажарилади. Уша теоремага кура

__________  1 1 - Л -  ______________

П ' У  х - r  у  d x d y  =  ([  j  У  x + y d y \  dx
о о(D)

булади. Интегралларни ^исоблаб топамиз: 

1 1-л 1

У х  +  у  dyГГ.Го
dx —

о о
И  —  / ( *  +  у)3 )

-9=1-*
dx

у=о
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Б у келтирилган мисолларда содда функцияларнинг содда соха 
буйича икки каррали интеграллари каралди. Куп холларда содда функ­
цияларни мураккаб соха буйича, мураккаб функцияларни содда соха 
буйича ва айникса, мураккаб функцияларни мураккаб соха буйича ик­
ки каррали интегралларини хисоблашга тутри келади. Бундай интеграл­
ларни хисоблаш эса анча кийин булади.

7- §. Икки каррали интегралларда узгарувчиларни алмаштириш

/ (х, у) функция (D) сохада ((D) с . R2) берилган булсин. Бу функ­
циянинг икки каррали

интеграли мавжудлиги маълум булиб, уни хисоблаш талаб этилсин. 
Равшанки, / (х, у) функция хамда (D) соха мураккаб булса, (18.16) 
интегрални хисоблаш кийин булади. Купинча, х ва у  узгарувчиларни, 
маълум к,оидага кура бошка узгарувчиларга алмаштириш натижасида 
интеграл остидаги функция хам, интеграллаш сохаси хам соддалашиб, 
икки каррали интегрални хисоблаш осонлашади.

Ушбу параграфда икки каррали интегралларда узгарувчиларни ал­
маштириш билан шугулланамиз. Аввало текисликда сохани соха га акс- 
лантириш, эгри чизикли координаталар хамда соханинг юзини эгри чи­
зикли координаталардг ифодаланишини келтирамиз.

Иккита текислик берилган булсин (22-чизма). Биринчи текисликда 
тугри бурчакли Оху координата системасини ва чегзраланган (D) соха­
ни карайлик. Бу соханинг чегараси d(D) содда, булакли- силлик чи- 
зикдан и борат булсин. Иккинчи текисликда эса тугри бурчакли Ouv

(18.16)



координата системасини ва чегараланган (А) со хан и карайлик. Бу сох,а- 
иинг чегараси д(А) хам содда, булакли-силли^ чизикдан ибэраг бул- 
сим.

Ф (и, v) ва ф (и, v) лар (Л) сохада берилган шундай функциялар 
булсинки, улардан тузилган {ф (и, и), ф (и, и)} система (А) сохада г и 
(и, v) нуктани (D) сохадаги (х, у) нуктага акслантирсин:

15а бу акслантиришнииг аксларндан иборат {{х, у)} туплам (D) га те- 
гишли булсин.

Демак, ушбу

система (А) сохани (D) сохага акслантиради.
Бу акслантириш ^уйидаги шартларни бажарсин:
1°. (18.17) акслантириш узаро бир кийматли акслангириш, яъни (А) 

соханинг турли нукталарини (D) соханинг турли нукталарига акслан- 
тнриб, (D) сохадаги хар бир нукта учун (А) сохада унга мос келади- 
ган нукта биттагина булсин.

Равшанки, бу холда (18.17) система и ва v ларга нисбатан бир 
кийматли ечилади: и =  ф, (х, у), v =  ф, (* , у) ва ушбу

система билан акслантириш юкоридаги акслантиришга тескари булиб 
(/>) сохани (А) сохага акслантиради. Д емак,

2’ . ф {и, v), ф(м, v) функциялар (А) сохада, ф, (х, у) ва ф, (х, у) 
функциялар (D) сохада узлуксиз ва барча хусусий хосилаларга эга б у ­
либ, бу хусусий хосилалар хам узлуксиз булсин.

Зэ. (18.17) системадаги функцияларнинг хусусий хосилаларидан ту- 
шлган ушбу

ду  д_у_ 

да dv

функиионал детерминант (А) сохада нолдан фарк;ли (яъни (А) соханинг 
\л|> бир нуцтасида нолдан фаркли) булсин. Одатда (18.20) детерми-

Бу 2° ва 3°-шартлардан, (А) богламли соха булганда, (18.20) я к о - 
бнаининг шу сохада уз ишорасини сацлаши келиб чикади.

.\ацнкатан хам, I (и, v) функция (А) соханинг иккита турли н у к т а - 
ларпда турли ишорали ^ийматларга эга булса, у  ^олда 12- бэбнинг

ф: (и, г ) -> х , | 
ф: (и, v )~ + y .j

(18.17)

(18.18)

(18.19)

дх дх  

ди dv
(18.20)

мантии системанинг якобиана дей и лади  ва I (и. и) ёки  °  каби б ел -
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5 -§  идаги 12.13-теоремага кура, (Д) да шундай (и0, уп) ну1\та топила­
дики, 1 (и0, v0) =  0 булади. Бу эса / (и , v) Ф  О булишига зиддир. 

3°-шартдан (18.18) системанинг якобиани, яъни ушбу
du du

ди _j_ дх  

dx dv

дх ду  

dv dv 

дх ду

функционал детерминантаинг хам (D) сохада 
келиб чикади.

Х^кикатан хам, (18.19) муносабатдан
д х __дх

дх дп

д у  _ _^ У
ду ди
д х __дх
ду  ди 

д_У_^ду 
дх ди

булишини эътиборга олсак, у  х,олда
£>(х, у) _ Р (и , у) 
D ( u ,v )  D (x , у)

булиб,

( 18.21)

нолдан фаркли булиши

ди

ду
4 -

dv

dv

дх
dv

ду

ио _ .
“  *»

=  1,

ди . дх  

dy dv
ди ду

дх dv

^ =  0 ,
ду

^  =  0  
dx

=  1

А (X, у) = D (u, v )
Ф о

D (х, у) 
булишини топамиз.

Демак, (D) богламли соха булганда (18.21) якобиан хам (D) со^а- 
да уз ишорасини саклайди.

Юкоридаги шартлардан яна куйидагилар келиб чикади.
(18.17) акслантириш (А) соханинг ички нуктасини (D) соханинг 

ички нуктасига акслантиради. Дакицатан хам, ошкормас функциянинг 
мавжудлиги хакидаги теоремага кура (18.17) система (х0, у0) ну^та- 
нинг бирор атрофнда и ва v ларни х ва у  узгарувчиларнинг функция- 
си сифатида аниклайди: и =  ф3 (х, у), v =  ф, (х, у). Бунда фх (х0, у 0)=  
=  и0, ф, (х0, у0) — и0 булади. Демак, (х0, у0) (D) соханинг ички нук,- 
таси. Бундан (18.17) акслантириш (А) соханинг чегараси д (Д) ни (D) 
соханинг чегараси д (D) га акслантириши келиб чикади.

Шунингдек, (18.17) акслантириш (А) со^адаги силлик (булакли- 
силлик) эгри чизик

и =  и О)'
V =  V ( ( )

'}  (а  < г < р )  

ни (D) со^адаги силлиц (булакли- силлик,) эгри чизи^

га акслантиради.

X =  ф (и (О, V (/)) 
у  =  (и (/), v(t)) }
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(.Л) сохада и =  и0 т\три чизикни олайлик. (18.17) акслантириш бу 
тугри чизикни (D) сохадаги

эгри чизикда акслантиради. Худди шундай (А) сохадаги v =  v0 тугри 
чизикни (18.17) акслантириш (D) сохадаги

эгри чизикда акслантиради. Одатда, (18.22) ва (18.23) эгри чизи^ларни 
координат чизиклари ((18.22) ни v координат чизиги, (18.23) ни эса и 
координат чизиги) деб аталади.

Модомики, (18.17) акслантириш узаро бир кийматли акслантириш 
экан, унда (D) соханинг хар бир (х, у) ну^тасидан ягона v — коорди­
нат чизиги (и нинг тайин узгармас циймачига мос булган чизи^), яго­
на и — координат чизиги (v нинг тайин узгармас кийматига мос бул­
ган чизик) утади. Демак, (D) соханинг шу (х, у ) ну^таси ю^орида 
айтилган и ва v лар билан, яъни (А) соханинг (и, v) нуцгаси билан 
тула аницланади. Шунинг учун и ва v ларни (D) со\а нукталаринииг 
координаталари деб караш мумкин. (D) соха нукталаринииг бундай 
координаталари эгри чизикли координаталар деб аталади.

Шундай килиб, и ва v лар бир томондан (А) со^а нуктасининг Д е ­
карт координаталари, иккинчи томондан худди шу и ва v лар (D) 
соха нуктасининг эгри чизикли координаталари булади.

М и с ол. Ушбу

гастемани карайлик.
Бу система (А) =  { (и, v) 6 R 2 : 0 <  р <  -f- оо , 0 <  ф <  2 л} сохани Оху текис- 

ликка акслантиради. Бу системанинг якобиани

р ва ф  лар (£>) со^а нукталаринииг эгри чизикли координаталари булиб, шу со- 
хпнинг координат чизиклари эса, маркази (0, 0) ну^тада, радиуси р га тенг ушбу

X2 +  У2 =  р2

айланалардан ( и  — координат чизиклари) з^амда ( 0 ,  0 )  ну^тадан чивдан ф  =  р 0 (0  ^  
р0 <  2л) нурлардан (г — координат, чизш^лар) иборатдир.

Фараз килайлик, ушбу

система (А) сохани (D) сохага акслантирсин. Бу акслантириш юкори- 
даги Г  — 3°- шартларни бажарсин. У холда, (D) соханинг юзи

(18.22)

(18.23)

I (и, V) =
COS ф  —  р  S1I1 ф  

s i n  ф  р  COS ф

булади.

(18.17)
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D — j* j* I (u, v) | du dv =  j j* D (x, y) 

D (u, v)
du dv (18.24)

(D) (Д)
булади.

Бу формуланинг исботи кейинги бобда келтирилади (каранг, 19- 
боб, 3-§).

/ (х, у) функция (О) сохада ((D) cz R-) берилган ва шу сохада у з ­
луксиз булсин. (D) эса содда, булакли-силлик чизик билан чегаралан- 
ган соха булсин. Равшанки, / (х, у) функция (D) сохада интегралла- 
нувчи булади.

Айтайлик, ушбу
*  =  Ф(ы,  и) | (18.17)
у  =  if (и, v) j

система (А) сохани (D) сохага акслантирсин ва бу акслантириш юкорм- 
даги 1° — 3°-шартларнн бажарснн.

Хар бир булувчи чизига булакли-силлик булган (А) соханинг Р л 
булинишини олайлик. (18.17) акслантириш натижасида (D) соханинг 
PD булиниши хрсил булади. Бу булинишга нисбатан / (х, у) функция­
нинг интеграл йигиндиси

а = 2  f ^
i=l

ни тузамиз. Равшанки,
Л

lim  а =  lim  У  / ( lk, r\k)D k =  f [ f ( x ,  у) dx dy. (18.25)
bpD-*о i Pd-> о £  К

10 к ори да келтирилган (18.24) формулага кура

Dk — j" J  \ I (и, v)\du dv 
i°k )

булади. Урта киймат хакидаги теоремадан фойдаланиб куйидагшш то­
памиз:

Dk =  \I(u\, vk) \ . \  ((« ;, vl) £ ( д д  

бунда Ак — (At) нинг юзи. Натижада (18.26) йигинди ушбу

°  =  2 / & .
куринишга келади.

(1к, г)̂ ) ну^танинг (Dk) сохадаги ихтиёрий нукта эканлигидан фой­
даланиб, уни

ф (ик, vk) —
V ("ft. vl ) =  %

деб олиш мумкин. У холда

о =  2  / (Ф К .  у '*)> 'l; (“J. ь») ! 1 (“ /*- I ’ А*
*=i

булади.
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/ (Ф (“ , v)> ^  (« . v)) ■ И (и, -о) |
функция (А) сохада узлуксиз. Демак, у  шу сохада интегралланувчи.
V холда

lim  о =  lim  / (ф («*, vk), ф (uk, vk) 11 (ик, vk) A k —

=  [ j  / (ф (« , и), 1|з(и, t>))|/(«, dv (18.26)
(А)

булади. ,
ЯЯд—> 0 да ► 0 булишини эътиборга олиб, (18.25) ва (18.26) 

муносабатлардан

f f f  (х, у) dx dy =  (* Г / (ф (« , и), ф («, и)) 17 (ы, y ) )d «  dv (18.27)
№) (Д)

булишини топамиз.
Бу икки каррали интегралда узгарувчиларни алмаштириш формула- 

сидир.
У берилган (D) соха буйича интегрални хисоблашни (А) соха буйи­

ча интегрални хисоблашга келтиради. Агарда (18.27) да унг томондаги 
интегрални хисоблаш енгил булса, бажарилган узгарувчиларни алмаш- 
тприш узини оклайди.

М и с о л. Ушбу

Равшан ки,

(D) *

i —-- £  d x d y\ + х 2 +  у 2
интегрални карайлик, бунда

(D) =  {(х, y ) £ R * :x i J r y * < \> у > 0 }

млркази (0, 0) ну^тада, радиуси 1 га тенг булган юкрри текисликдаги ярим дойра. 
Берилган интегралда узгарувчиларни ь;уйидагича алмаштирамиз:

X —  р COS ф,

у  =  р  sin ф.
Ьу алмаштириш ушбу

(А) =  {(Р. ф) € R 2 : 0 <  ф <  я , 0 <  р <  1}

тугри туртбурчакни (D) сохага акслантиради ва у 1° — 3°-шартларни ^аноатлантира- 
ди. Унда (18.27) формулага кура

I f  Y  !+*+»■ * Лу - Я  i / S 1; <pi 1 ***
(О) (Д)

булади. Бунда якобиан /  (р, ф) =  р булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интег­
рал нн хисоблаб топамиз:

1 я

Я  У т T J . 1 " р’ 4 )1dpd,f “  J  ( $ * > )  j / т т ? р *  “
(А) 0 0

=  я  J  j ^ / " Р rfP =  —  (я —  2).
+  Р2
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Демак,

Я У
(D)

* — А'2 — Уг 1 , я  /_ 
  d* dt/ =  —  (л — 2)
1 + * *  +  »« ' 4

8- §. Икки каррали интегрални такрибий х,исоблаш

/ (х. </) функция (D) сохада ((D) cz Л12) берилган ва шу сохада ин­
тегралланувчи, яъни

f j  /(.v,t/) dx dy (18.28)
(D)

интеграл мавжуд булсин. Маълум куринишга эга булган (D) сохалар 
учун бундай интегрални хисоблаш 6-§  да келтирилди. Равшанки, f  (x,y) 
функция мураккаб булса, шунингдек, интеграллаш сохаси мураккаб 
куринишга эга булса, унда (18.28) интегрални хисоблаш анча кийин 
булади ва куп хрлларда бундай интегрални такрибий хисоблаш га туг-ри 
келади.

Ушбу параграфда (18.28) интегрални такрибий хисоблашни амалга 
оширадиган содда формулалардан бирини келтирамиз.

Айтайлик, / (х , у) функция (D) =  {(х, у) £ Я2 : а  <  х <  Ь, с <  у <  d} 
турри туртбурчакда берилган ва узлуксиз булсин. Унда 6-§  да келти­
рилган формулага кура

b d
\§ f { x ,  у) dx dy =  [ [  j / ( x ,  у) dy^dx (18.29)

(D) а с

булади.
Энди

d
j  / (x, у) dy (x £ [a, 6])

С

интегралга 1-^исм, 9 -боб, 11-§ даги (9.52) формулани — тугри турт- 
бурчаклар (.{юрмуласини татби^ этиб, ушбу

d  . п — I
d  —  С

Г / (х, у) dy ж ------с У  f  (х, у  ! )  (х £ [а, Ь\) (18.30)
с] п к+ 2~

такрибий формулани ^осил киламиз. Сунг
ь
[ f i x ,  у I ) dx
J k-\---
а  2

интегралга яна уша (9.53) формулани куллаб, куйидаги
ь т - 1

f f ( x , y  , ) d x w ----- 1 'У .  l )  (18.31)
J  m A  t+ 2-  ^+2-

та^рибий формулага келамиз.
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Натижада (18.29), (18.30) ва (18.31) муносабатлардан 

f Г / (х. у) dx dy «  ! Ь ?>-М-  с ) У  у  / (* . , , ! /  , )  (18.32)
(И я  S  ■ + , - * + [

булиши келиб чикади.
Бу икки каррали интегрални такрибий хисоблаш формуласи, «тугри 

туртбурчаклар» формуласи деб аталади.
Шундай килиб, «тугри туртбурчаклар» формуласида, икки каррали 

интеграл махсус тузилган йигинди билан алмаштирилади. Бу йипшди 
эса куйидагича тузилади:

(D) =  {(х, у) £ Я2 :а  <  х < 6, с <  у  <  d} — тугри туртбурчак л/n та 
тенг lDik) =  {(х, у) € R2 :х , <  х <  х,-+1, yk < y <  ук+1) (г =  0, 1, 2, . . .  ,
т — 1; & =  0, 1, 2, . . . , /г — 1) тугри туртбурчакларга ажратилади. 
Бунда

■ . & — а , , d — сX; =  а +  I ------ , yk — с +  к ------ .
т  п

Хар бир (Dik) нинг маркази булган (х , , у  , ) ( »== 0, 1, 2, . . .  ,
i -f—  k -j—

2 2

m — 1; k — 0, 1, 2, . . . , м — 1) нуктада / (x, у) функциянинг кийма-
ти / (x | , у  j ) хисобланиб, уни шу (Dik) нинг юзига купайтири- 

—  k —
2 2

лади. Сунгра улар барча i ва к лар (г =  0, 1 , 2 ,  . . . , т  — 1; k — 0, 
1, 2, . . . , п — 1) буйича йишлади.

Одатда, хар бир такрибий формуланинг хатолиги топилади ёки ба- 
хрланади. Келтирилган (18.32) такрибий формуланинг хатолигини хам 
урганиш мумкин.

М и с о л. Ушбу

я -j j  (Х + 1 /+ 1 )2
Ф)

dx dy

интегрални царайлик, бунда (D) =  {(дг, у) 6 Я 2 : 0 <  х <  1, 0 < ! / < 1 } .  Уни такри­
бий хисоблаймиз. (D) ни ушбу туртта тенг булакка буламиз:

(D00) = j(x , y ) £ R *:

(D01) =  | (x, у) € R* ; 0 X  <  -у,

(£>io) =  | (X, y) e R 2 : Y  <  X <  1, 0 <  у  <  ~  j ,

(Оц) =|(x, ij) 6 R- ■■ — <x< 1, 1 J.
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(т- т)- (т- {)■ (!• тУ (Ь {)
нук;таларда

f  (*. у) =  , 1
(I +  x + y ) i

функциянинг кнйматларини хисоблаб, (18.32) формулага кура

I
dx dy «  0,2761

Б у булакларнинг марказлари

я -.  (1 +  Х +  У)*
(D)

булишини топамиз. Бу интегралнинг аниц ^иймати эса

1 1
dx

f f - ----- !--------
J J (1 +дс+ у  f  J  . J  (1 + x
(D) 0 n

булади.

У?
d y =  In i _  =  0,287682 . . .

9- §. Икки каррали интегралнинг баъзи бир татбицлари

Ушбу параграфда икки каррали интегралнинг баъзи бир татбикла- 
рини келтирамиз.

1. Ж и с м н и н г  х а ж м и  ва  у н и н г  и к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л  
о р ^ а л и  и ф о д а л а н и ш и .  Rs фазода бирор чегараланган (К) жисмни 
карайлик. Бу (V) жисмнинг ичига (Л) купёклар жойлашган, уз навба- 
тида (V) жисм эса (В) купёклар ичида жойлашган булсин. (Л) купёк­
лар хажмларини VА билан, (В) купёклар хажмлирини Vв билан белги- 
лайлик. Биз купёкларнинг хажмлари тушунчасини ва уни хисоблашни 
(худди текисликдаги купбурчакнинг юзи тушунчаси ва уни хисоблаш 
каби) биламиз деб оламиз. Натижада (I7) жисмнинг ичида жойлашган 
купёклар хамжларидан иборат {VA} туплам, ичига (V) жисм жойлаш­
ган купёклар хажмларидан иборат {V в} тупламлар хосил булади. {VА) 
туплам юкоридан, {17в } туплам цуйидан чегараланганлиги сабабли 
{Уа) т Уп л а м  аник. юкори чегарага, {VB} туплам эсг аник куйи чега- 
рага эга булади:

sup {VA} = V ,  inf {VB) = V .
Равшанки,

V < V .

18.8-т а ъ р и ф .  Агар V =  V, яъни sup {VA} =  inf {Ks } тенглик 
уринли булса, у  холда (У) жисм хажмга эга деб аталади ва V = V  =  V 
микдор (У) жисмнинг \ажми дейилади.

Демак,
V =  sup {VA} =  inf {V B}.

Энди (У) жисм сифатида юкоридан z =  f  (х, у) сирт билан, ён то- 
монларидан ясовчилари Ог у^ига параллел булган цилиндрик сирт
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хамда ластдан Оху текислигидаги (D) со^а билан чегараланган жисмни 
карайлик.

(D) ёпнк соханинг Р  булинишини оламиз. / (дг, у) функция (D) да 
узлуксиз булганлиги сабабли, бу функция Р  булинишнинг хар бир 
(Dk) булагида хам узлуксиз булиб, унда

inf {/ (х, у) : (х, у) е (Dk)} =  mk, sup {/ (х, у) : (х, у) £ (Dp)}  =  Aft

(ft =  1, 2 , . . . , п) ларга эга булади.
Куйидаги

Ул  =  2  т ь
*=i

^  =  2  о ,
*=i

йигиндиларни тузамиз. Бу йигиндиларнинг биринчиси (У) жисм ичига 
жойлашган купёкнинг хажмини, иккинчиси эса (I/) жисмни уз ичига 
олган купёкнинг хажмини ифодалайди.

Равшанки, бу купёклар, демак, уларнинг хажмлари х;ам / (х, у) 
функцияга хамда (D) соханинг булинишига боглик булади:

у  л  =  К  (/). (/).
(D) соханинг турли булинишлари олинса, уларга нисбатан (К) жисм- 

нинг ичига жойлашган хамда (V) жисмни уз ичига олган турли куп­
ёклар ясалади. Натижада бу купёклар хажмларидан иборат куйидаги

К  (/)}. К  (/)}
тупламлар х.осил булади. Бунда {V PA (/)} туплам юкоридан, {VPB (/)} 
туплам эса куйидан чегараланган булади. Демак, бу тупламларнинг 
ани^ чегаралари

sup {VPA (/)}, inf {Vp (/)}

мавжуд. Шартга кура / (х, у) функция (D) ёпик сохада узлуксиз. У 
хрлда Кантор теоремасининг натижасмга асосан, V  е >  О сон олинганда

£
хам, — сонга кура шундай б >  0 сон топиладики, (D) соханинг диамет-

ри Яр <  б булган хар кандай булиниши Р  учун хар бир (DK)  да функ­
циянинг тебраниши

M k ~ mk < §■
булади. Унда

mf w'u m i  -  sup w '  а д  <  I-;; ( о — v pA { f)~

= D* <
*=1 /2 = 1 *=1
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Демак, (D) соханинг диаметри Хр<  8 булган хар ^андай булиниши 
олинганда ^ам бу булинишга мос (К) жисмнинг ичига жойлашган хам- 
да бу (К) ни уз ичига олган ку пёк; ^ажмлари учун хар доим

О <  inf }Vp ( f)\ -s u p  [ V * ® \ < e  

тенгсизлик уринли булади. Бундан эса

W =  SUP i V a W )  ( 18. 33)
тенглик келиб чикади. Бу тенглик (У) жисм ^ажмга эга булишини 
билдиради.

Энди юк,орида урганилган VPA (/), VPB if) йигиндиларни Дарбу h h f iih -  
дилари билан тавдослаб, (/) хам VpB{f) йигиндилар f ( x , y )  функ­
циянинг (D) сохада мос равишда Дарбунинг ^уйи ^амда юцори йниш- 
дилари эканини топамиз. Шунинг учун ушбу

sup (/)(, inf {1/2 (/)}
микдорлар f  (х, у) функциянинг ^уйи хамда юцори икки каррали интег- 
раллари булади, яъни

sup {Vp (f)\ =  Я  f i x ,  у) dD, inf [Vp if)} =  JJ f ( x , y)dD.
(D)

Юкоридаги (18.33) муносабатга кура

JJ f(x, у) dD —JJ f  {x, у) dD
(D) <D>‘

тенглик уринли экани куринади. Д ем ак .

fj fix  y)dD =  (J fix, y) dD =  ff / ix, y) dD.
(0) (5) <°>

Шундай килиб, бир томондан, ^аралаётган (У) жисм ^ажмга э г а  экани 
иккинчи томондан, унинг ^ажми f  (х, у) функциянинг (D) со^а буйича 
икки каррали интегралига тенг экани исбот этилди. Демак, (И) жисм­
нинг хажми учун ушбу

К = И ' f ( x , y ) d D  (18.34)
'(О)

формула уринли.

М и с о л. Ушбу
а-2 г/2
а* № с*

эллипсоиднинг >;ажми топилсин. Бу эллипсоид г = 0 текисликка [нисбатан снммет- 
рикдир. Юкори кисмини ( г > 0) у раб турган сирт

_ 1  f  х2 у-
- с У !— - “Г - - р г

булади.



Юцоридаги (18.34) формулага кура эллипсоиднинг хажми V:

_  i'L
Г a2 W-

Сулади, бунда

V =  2с J  J  \/ 1 - —  — ~  dx dy 

<D>

(18.35)

Интегралда

x  — a p cos ф 

у  =  b p cos

алмаштиришни бажарамиз. Бу системанинг якобиани

. , ч a  cos ш ь sin ф
1 (Р. ф )=  . . = a b  р

— а р sin ф b р sin ф

булади. (18.35) система (Д) =  {(р, ф) 6 ^2 : 0 <  р  ^  1, 0 < ф ^ 2 л )  сомни (D) со- 
хага акслантиради. (18.27) формулага кура

Я / '
/"*

1 _  ^  d * A / = j j  V 1—P2 a b p d p d y

(£>) <д)
булади. Демак,

____  1 2 л
V =  2  abc ^  l / ^ i  —  р 2 р  d р d <р ~  2  abc j (j  dtp) Y  1 — P 2 p dp =

(A) 0 0

!
f  r ---------------  4 я

=  4 n ab c  j  у  1 — p2 p d p =  ~  a b c .
0

Шундай килиб, эллипсоиднинг хажми

'А
V =  —  я обе

3
булади.

2. Я с с и  ш а к л н и н г  юз  и. Ушбу бобнинг 1-§  ида (D) соханинг 
юзн куйидаги

D =  j [ dD —- f j' dxdy
<D) ф )

интегралга тенг булишини курдик. Демак, икки каррали интеграл ёр- 
дамида ясси шаклнинг юзини хисоблаш мумкин экан.

Хусусан, соха
(D) {(х, у) £ R1 : а <  х <  Ь, 0 <  г/ <  / (х))

эгри чизикли трапециядан иборат булса (/ (х) функция [о, 6] да узлук­
сиз, у хрлда

& /<*) ъD =  J  J  dxdy =  j | j  dyj c/x= J  / (x) dx
(D) a 0 a

булиб, 1-K.ncM, 10-боб, 2 -§ да топилггн формулага келамиз.
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М и с о л .  Ушбу

х = ■У2 +  а2
2 а

У*+Ь*
Х= 2Ь {0<а<Ь)

чизицлар билан чегараланган шаклнинг юзи топилсин. Бу чизицлар параболадан ибо­
рат (23-чизма). К,уйидаги

У2 +  а* „

Уг + 1
2 Ь

=  0

снстемани ечиб, параболаларнинг кесишган ну^талари

: +  Ь
V a b  )  ва ( - ■ V ab  j

эканини топамиз. К,аралаётган шакл Ох уцига нисбатан симметрии булишини эъти- 
борга олсак, у ^олда (D) нинг юзи

булади, бунда

D =  2 [ [ dx dy 
(Dt)

2a ^  ^  2b 

Интегрални хисоблаб, ^уйидагини топамиз:

_  уг+ь* 

Vab 2b

\ I  dx dy  =  I  ( . f  d x ) d y  =
(D,) У'+аг

2 a

Vab

' J ( J
г/2 +  6г f/2 +  (

26 2a

' \ 1
" I dy =  ~  (6—a) V ab ■

D ’Я** ̂
(D)

(b—a) 1' a& .

3. С и р т н и н г  юз и  в а  у н и н г  
и к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л  о р ^ э -  
ли и ф о д а л а н и ш и .  Икки каррали 
интеграл ёрдамида сирт юзини хисоб­
лаш мумкин. Аввало сиртнинг юзн 
тушунчасини келтнрамиз.

Фараз килайлик, z =  f (х,у) функ­
ция (О) сохада берилган ва узлуксиз 
булсин. Бу функциянинг графиги 17- 
чизмада тасвирланган (S) сиртдан ибо­
рат булсин.

(D) соханинг Р  булинишини олай- 
лик. Унинг булакларц (Ох), (D^, . .
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(Dn) булсин. Бу булинишнинг булувчи чизщларини йуналтирувчилар 
сифатида к;араб, улар оркалн ясовчилари Oz у  к ига параллел булган ци­
линдрик сиртлар утказамиз. Равшанки, бу цилиндрик сиртлар (S ) сиртни 
(*SX), (S2), . . . ,  (Sn) булг кларга ажратади. )^ар бир (Dk) (k =  1, 2, . . 
п) да ихтиёрий (£fc, %) нуцта олиб, (S) сиртда унга мос нукта (£fe, 
zk) (zk =  f(*k, 1]*) ни топамиз. Сунг (S) сиртгэ шу ( lk, ч\к, гк) нуктада 
уринма текислик утказамиз. Б у уринма текислик билан юкррида ай- 
тилган цилиндрик сиртнинг кесишишидан хосил булган уринма текис­
лик цисмини (Тк) билан, унинг юзини эса Тк билан белгилайлик.

Геометриядан маълумки, (Dk) соха (Тк) нинг ортогонал проекцияси 
булиб,

Dk =  Tk l cos V j (18.36)
булади, бунда yk — (S) снртга ( lk, y\k, zk) (zk, = f ( b , t]k)) нуктада утка- 
зилган уринма текислик нормалининг Oz у^и билан ташкил этган бурчак.

Равшанки, Хр - + 0  да XSk) ( k = l ,  2, . . . , п) нинг диаметри хам 
нолга интилади.

Агар 0 да
П

V  т,^  l k
ft=I

йипшди чекли лимитга эга булса, бу лимит (5) сиртнинг юзи деб ата­
лади. Демак, (S) сиртнинг юзи

5==i i m • ^i8 -27^% р  - > 0  "

булади.
Юкррида каралаётган z =  / (х, у) функция (D) сохада f'x (х, у), 

f  (х, у) хусусий хосилаларга эга булиб, бу хусусий хрсилалар (D) со­
хада узлуксиз булсин. У хрлда

cosyk^ -y -
v  I +  ( гх a k. r\k)+fy ( i fe- л*>

булэди.
(18.36) муносабатдан

булишини топамиз. Демак,
п п п

^  Тк = 2  ^  1+ /;! ( h ’ Т,а)+/" (lk’ V  Dk' (18-38)
* = 1 fc=l 

Тенгликнинг унг томонидаги йигинди

1  1 +  f'x (х, У) +  [у {х, у)
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функциянинг интеграл йигиндисидир (^аранг, 1-§). Бу функция (D) со­
хада узлуксиз, демак, интегралланувчи. Шунинг учун

П ____________

,lim 2  У 1 +f'x2 (6*. \)+fy (i*. Dk =
*-P^°k= 1

=  f \ V  1 +  /'! (*, y )+  fy {x, y) dD
'(D)

булади.
Шундай килиб, (18.37) ва (18.38) муносабатлардан

5  =  Я / 1 +  (х’ У) + fy V . У) dD (18.39)
(D)

булиши келиб чикади.

М и с о л. Асосининг радиуси г, баландлиги h булган доиравий конусшшг ён 
сирти топилсин.

Бундай комус сиртининг тенгламаси

h г ------
г =  —  У х 2 -f- у 2 

г
булади. Юкоридаги (18.39) формулага кура

булади, бунда 

Энди

S =  J [ У  1 -\-гх +  гу dx dy
( D )

(D) =  ((л:, у) 6 R 2: x2 +  у 2 <  г2}.

i ___ h

Г V X2Jr y 2 У Г Y X2+ y 2

1/— *— t t = -»/, , A2 . H Z Z I  = i f — »
V  1 + z x + zy V  r2 x 2+ y 2 г2 Х - + У 2 V  r 2

эканини эътиборга олиб, куйидагини топамиз:

гь Г*

И  У

Н2
d x d y  =г2

(D) ’ ф)

,  Г  h2 _______
=  W  1 +  —  я  г2 =  л г  У  r 2+ h 2 .

10- §. Уч каррали интеграл

Юкорида Риман интеграли тушунчасининг икки узгарувчили функ­
ция учун кандай киритилишини курдик ва уни батафсил ургандик. 
Худди шунга ухшаш бу тушунча уч узгарувчили функция учун хам 
киритилади. Уни урганишда Риман интеграли хамда икки каррали ин-
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тегралда юритилган барча мулохазалар (интеграллаш со^асининг були- 

нишини олиш, булакларда ихтиёрий ну^та танлаб олиб, интеграл йи- 
гинди тузиш, тегишлича лимитга утиш ва хоказо) кайтарилади. Шуни 
эътиборга олиб, к,уйида уч каррали интеграл хакидаги фактларни кел- 
тириш билан чегараланамиз.

1. У ч  к а р р а л и  и н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  / (х, у, г) функция R3 
фазодаги чегараланган (V) сохада берилган булсин. (Бу ерда ва кел- 

гусида хамма вак,т функциянинг берилиш сохаси (V) ни ^ажмга эга 

булган деб караймиз.) (К) соханинг Р  булинишини ва бу булиниш­
нинг хэд бир (Vk) (k =  1, 2..........п) булагида ихтиёрий (\k, rjfc, gft) ну^-

тани олайлик. Сунгра куйидаги

£/&. 
k= I

йипшдини тузамиз, бунда Vk —  (l;fe) нинг хажми.

Бу йигинди / (.г, у, z) функциянинг интеграл йигиндиси ёки Ри- 
ман йигиндиси деб аталади.

Энди (I/) соханинг шундай

Р» Рг...........РП' ■ • • (18.40)

булинишларини караймизки, уларнинг диаметрларидан ташкил топган

V , ’ ^ р ,  ■ • • ’ ^ р т ’ ■ ■ •

кетма- кетлик нолга интилсин: Хр —>- 0. Бундай Рт (т  =  1 , 2 , . . . )  бу-

линишларга нисбатан / (х, у , z) функциянинг интеграл йигиндисини ту­
замиз:

°,п =  У  f il&- $k)-Vk.
k=i

Натижада куйидаги

CTi, <т2, . . . ,  стт , . . .

кетма-кетлик хосил булади. Бу кетма-кетликнинг хар бир хади (§/г, r\k, 

Q  нукталарга боглик.

18.9-т аъ ри ф . Агар (V) нинг хар ^андай (18.40) булинишлар кет­
ма- кетлиги {Рт j олинганда хам, унга мос интеграл йигинди кийматла- 

ридан иборат |стт} кетма-кетлик (Н/;, gfc) нукталарни танлаб олини- 

шига боглик; булмаган хрлда хамма вакт битта /  сонга интилса, бу /  

сон а  йщиндининг ли м и т а  деб аталади ва у

•И т п° =  Ип\ 2  f =  1'•Р - о

каби белгиланади.

18.10-т аъ ри ф . Агар Яр -*-0 да f (х, у, z) функциянинг интеграл 

йигиндиси а  чекли лимитга эга булса, / (х, у, z) функция (К) да ин­
тегралланувчи (Риман маъносида интегралланувчи) функция дейила- 

ди. Бу а йигиндининг чекли лимити /  эса / (х, г/, z) функциянинг (У)
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tf\ f(x ,y ,z )dV
(V)

каби белгиланади. Демак,

Г Г f / (х, У, г) dV =  lim cr =  lim У /  (gfc, Q-Vk.
J . U  i . p - o

f (x, y, z) функция (У) да ((У) cr Rs) берилган булиб, у шу сохада 

чегараланган булсин:

т  <  /  (х, у, z ) <  М  (Y  (х, у, г) £ (У)).

(У) соханинг булинишлар туплами \Р) нинг хар бир булинишига 

нисбатан / (х, у, г) функциясининг Дарбу йдаиндилари

^(п = 2 т^ ’ о = 2 *̂у*
* = i k=]

ни тузиб, ушбу

{sP (/)}; {Sp (/)!

тупламларни карайлик. Равшанки, бу тупламлар чегараланган булади.
18.11-таъриф. \sp (/)} тупламнинг аник юкори чегараси / (х, у, г) 

функциянинг цуйи уч каррали интеграли деб аталади ва у

1_ =  ш  / (*• у * 2)

IF)
каби белгиланади.

{ ( / ) )  тупламнинг аник; куйи чегараси / (х, у, г) функциянинг 

юкори уч каррали интеграли деб аталади ва у

7-TTf/(*. у. 2) ау
' (V)

каби белгиланади.
18.12-т аъ р и ф . Агар f (х, у, г) фуркциянинг куйи хамда ю^ори 

уч каррали интеграллари бир-бирига тенг булса, у холда f (х, у, г) 
функция (V) да интегралланувчи деб аталади ва уларнинг умумий 

^иймати

/ =  / (х, у, z) dV =  JJ'J / (х, у, z) dV 

IF) <v>

/ (х, у, г) функциянинг уч каррали интеграли (Риман интеграли) 
дейилади.

I П f (х, У, г) dV =  J f f  / (*, У, г) dV =  j j f  /  (х, у, г) ^У.
' (И) ( t f  (Ю

2. У ч  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  м а в ж у д л и г и .  f (х, у, г) 
функция (У) ((Й) с= /?3) сохада берилган булсин.

буйича уч каррали интеграли (Риман интеграли) дейилади ва у
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18.10-т е о р е м а , f (х, у, г) функция (И) сохада интегралланувчи 
булиши учун у  е >  0 олинганда %ам шундай б >  0 топилиб, (V) со­
ланине диаметри Хр <  6 булган хар циндай Р булинишига нисбатан 
Дарбу йигиндилари

SP (f)-sp (f)< г

тенгсизликни щноатлантириши зарур ва етарли.
3. И н т е г р а л л а н у в ч и  ф у н к ц и я л а р  с и н ф и .  Уч каррали 

интегралнинг мавжудлиги хакидаги теоремадан фойдаланиб, маълум 
синф функцияларининг интегралланувчи булиши курсатилади.

18 .11-теорема. Агар /  (х, у, z) функция чегараланган ёпщ (У) 
( (V) cz R3) сохада берилган ва узлуксиз булса, у шу сохада интеграл­
ланувчи б$лади.

18.12-т е о р е м  а. Агар / (х, у, г) функция (у) сохада чегаралан­
ган ва бу соханинг чекли сондаг ноль уажмли сиртларида узилиш- 
га эга булиб, колган барча нукталарда узлуксиз булса, функция (V) 
да интегралланувчи булади.

4. У ч  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р и .  Уч каррали ин­
теграллар ,\ам ушбу бобнинг 5- § ида келтирилган икки каррали ин­
тегралнинг хоссалари каби хоссаларга эга.

Г . / (х, у, z) функция (К) сохада берилган булиб, (F) со^а ноль 

зфжмли (S) сирт билан (V,) ва (У2) сохаларга ажратилган булсин. Агар 
/  (х, у, z) функция (V) да интегралланувчи булса, функция (l/j) ва (У2) 

сохаларда хам интегралланувчи булади, ва аксинча яъни / (х, у, z) 
функция (V,) ва (V2) сохаларнинг хар бирида интегралланувчи булса, 
функция (К) да хам интегралланувчи булади. Бунда

f  ГГ f (* •  у- 2) dv =  ГГГ f (х> у> 2)  dv +  f i r  f ■(*. г / . 2) dV
'(V) (V,j (V',)

булади.

2°. Агар / (х, у, z) функция (V) да интегралланувчи булса, у хрлда 
c-f (х, у, г) (с =  const) функция хам шу сохада интегралланувчи ва 
ушбу

ГГГ с / (х, У. z) dV =  с (ТГ / (х, у, z) dV
(V) (iv>

формула уринли булади.

3°. Агар / (х, у, z) ва g (х, у, z) функциялар (К) да интегралла­
нувчи булса, у хрлда / (х, у, z) ± g (х, у, z) функция хам шу сохада 
интегралланувчи ва ушбу

ГГГ [/ (*. У> z) ± §  (х, У. 2)1 dV =  ГГГ / (х, у, z) dV ± ГГГ g (х, у, z) dV
' (V) '(V) (V) г'

формула уринли булади.

4°. Агар f (х, у, z) функция (У) да интегралланувчи булиб, 

¥  (х. у, z) £ (V0 учун /  (х, у, z )> 0  булса, у ^олда

Я Г  f  (х, У, Z) d V >  0
(V)!

булади.
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5°. Arap fix, у, г) функция (V") да ингегралланувчи булса, у \ол- 
да |f(x, у, г)| функция хам шу сохада интегралланувчи ва

|]Ч|7(*> у, z) dv\sz Щ ) / ( * .  У, 8)\dV
\v) (V)

булади.

6°. Агар f(x, у, г) функция (V') да ингегралланувчи булса, у хол­
да шундай узгармас р ( т < р < М )  сон мавжудки,

Ш' (х, у, z) dV — р

(V)
булади, бунда V — (К) соханинг кисми.

7°. Агар /(х, у, г) функция ёпик (К) сохада узлуксиз булсг, у 

холдэ бу сохада шундай (а, Ь, с) 6 (К) нукта топиладики,

х, у, z)dV =  f (a, b, c) V

(V) 
булади.

5. У ч к а р р а л и  инт е г р а л  ла рн  и ^ и с о б л а ш .  /(х , у, z) 
функция (Ю ={ (х, у, z) 6 (R3'- cl <  х <  Ь, с <  у s£ d, е <  z <  /} сохада 
(параллелепипедда) берилган ва узлуксиз булсин. У  хрлда

J J f / (х, У, z )dV =  / (х, у, z) dz) dy j  dx
(V) асе

булади.

Энди (У)((1/)сг R3) соха— пастдан (х, у), юкоридан г =  ф2(х, у
сиртлар билан, ён томондан эса Oz укига параллел цилиндрик сирг) 

билан чегараланган соха булсин. Бу соханинг Оху текисликдаги проек- 

цияси эса (D) булсин.
Агар fix, у, z) функция шундай (V') сохада узлуксиз булиб, z — 

= ф , (х, у), z=\|)2(x, у) функциялар (D) да узлуксиз булса, у холдэ

у)

Щ / ( х ,  У, z)dV =  j j (  J f{x, у, z)dz dx dy
"(V) (D ) ф,(дт, 11)

булади. Агар юкрридаги хрлда (D) =  {(x, y) 6 R2 ■ a <  x <  b, cp^x) <  
< у < Ф 2(х)} булиб, ф] (x) ва ф2(х) функциялар [а, b] да узлуксиз бул­

са, у хрлда
Ь <р, (х) Ч'г U, у)

j j j / ( x ,  у, г) (J /(* . У, z)dz)dyyx.
(V ) а ф, (х) Ч’, (*. У)

6. У ч  к а р р а л и  и н т е г р а л  л а р д а  у з г а р у в ч и л а р н и  а л ­

м а ш т и р и ш .  Уч каррали интегралларда узгарувчиларни алмаштириш 

ушбу бобнинг 7-§ да келтирилган икки каррали интегралларда узга­

рувчиларни алмаштириш кабидир. Шуни хисобга олиб, куйида уч кар­
рали интегралларда узгарувчиларни алмаштириш формуласини келтириш 

билан кифояланамиз.
fix, у, г) функция (I7) i{V)czR3) сохада берилган ва узлуксиз бул­

син, (I/) соха эса силли^ ёки булакли-силлик сиртлар билан чегара- 

лаиган булсин.
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х=гр (и , V, И)Ъ 
У=\ р(и , V, су) ,  I 

2 =х(ы , V, W),\

система (A) ((A)cri?3) сохани (У) сохага акслантирсин ва бу аксланти­
риш 7-§ да келтирилган 1°— 3°- шартларни бажарсин. У  хрлда

i ' j ' j  f ( x> У. z) d V =  v, w), \J>(u,v,w), % (u, v, w)) |/| dudvdw
(V) (Д)

булади, бунда

Ушбу

дх дх дх

ди dv dw

ду ду _ду_
ди dv dw

дг дг dz

du dv dw

7. У ч  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  б а ъ з и  б и р  т а т б и ^ л а р и .  
Уч каррали интеграл ёрдамида R3 фазодаги жисмнинг хажмини, жисм- 
нинг массасини, инерция моментларини топиш мумкин.

19- Б О Б

ЭГРИ ЧИЗИКЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

Юкоридаги бобда Риман интеграли тушунчасини икки узгарувчили 
функция учун кандай киритилишини курдик ва уни ургандик. Шуни 

хам айтиш керакки, куп узгарувчили функциялар учун интеграл ту- 

шунчаси гурлича киритилишн мумкин. Биз куйида келтирадиган згри 
чизикли интеграллар хам конкрет амалий масалалардан пайдо булган- 
дир.

1- §. Биринчи тур эгри чизикли интеграллар

1. Б и р и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л  т а ъ р и ф и .

Текисликда бирор содда А В* {А =  (а}, a2) £ R 2, В =  (bL, b2) 6 R2) эгри 

чизикни (ёйни) олайлик. Бу эгри чизицда икки йуналишдан бирини 

мусбат йуналиш, иккинчисини манфий йуналиш деб к,абул килайлик 
(24-чизма).

* Айтайлик, х=ц> (/), у = ф  (7) функцияларнинг хар бири (а , Р)да берилган бул­
син. Бу функциялар (а, (5) да ф'(0 . Ф'(0  досилаларга эга ва улар узлуксиз булиб, 
Ф '2 (t) +  ф '2 (/)>0  булсин.

Rz текисликдаги ушбу

£■={(*. у) ER2- *=ф(0> */ =  Ч* (0. *6(а, Р)}
туплам содда эгри чизщ деб аталади. Содда эгри чизиц узунликка эга булади.
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24- чизма

АВ эгри чизи^ни А дан 

В га караб А0 =  A, Alt 
А2, ■ . ■ , Ап=  В (Ак =  (хк , 

ук) 6 AB, k=0, 1, . . . , п, 

А)=(*0. Уо)=(а 1. «з).

=  (*„• У„) =  (*i. &*)) нуцта- 
лар ёрдамида п та булакка 

буламиз. Бу Ас, Ах, ,

Ап нукталар системаси АВ 

ёйининг булиниши деб ата­

лади ва у

Р  =  {Л0, Аи . . . , Ап}

*  каби белгиланади Ак Ак+Х 

ёй (булиниш ёйлари) узун- 

ликлари Ask (k =  0, 1,

. . . , п) нинг энг каттаси Р  булишнинг днаметри дейилади ва у ^  

билан белгиланади:

=  шах {AsJ.
k

Равшанки, АВ эгри чиэикни турли усуллар билан исталган сонда бу- 
линишларини тузиш мумкин.

АВ эгри чизикда /(х , у) функция берилган булсин. Бу эгри чн- 

зи^нинг

Р  — {А0, А\, • • . , Ап} 

булинишини ва унинг ^ар бир Ак Ак+Х ёйида ихтиёрий Qk =  (Sfe, *1*) 

(<?*=(£*, \)£AiAk+v * = 0 ’ 1. • • • > « )  нукта оламиз. Берилган функ­

циянинг Qk=  (|fc, r i j  нуктадаги / (§fe, %) кийматини AkAk+l нинг A sk 

узунлигига купайтириб куйидаги йигиндини тузамиз:

п— 1

2  fh> Tlfc)-ASA (19Л)
fc=0

Энди АВ эгри чизикнинг шундай

Pi, Р2, Рт. . . .  , (19.2)

булинишлари кетма-кетлигини караймизки, уларнинг мос диаметрлари- 

дан ташкил топ га н

'•Рт'

кетма-кетлик нолга интилсин: %р -> 0. Бундай булинишларга нисбатан

(19.1) каби йигиндиларни тузиб, ушбу

°1г ®2> ■ • • > ‘ >
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кетма-кетликни хоеил киламиз. Равшанки, бу кетма-кетликнинг хар 

бир хади Qk= ( ik, Tifc) нукталарга боглик.

19.1-таъриф. Агар АВ эгри чизикнннг хар кандай (19.2) куриниш- 
даги булинишлари кетма-кетлиги {Рт} олинганда хам, унга мос йигин- 

дилардан иборат {crm} кетма-кетлик (с,к, т|А) нукталарнинг танлаб оли- 

нишига бор лиц булмаган хрлда х,амма вакт битта I  сонга интилса, бу 
сон а йитндининг лимити деб аталади ва

lim  о  =  lim  У  /(£*, =  /  (19.3)
V -о

каби белгиланади.

(19.1) йигиндининг лимитини куйидагича хам таърифлаш мумкин.

19.2-таъриф. Агар -у е >  0 сони олинганда х,ам шундай 6 > 0  то- 
пилсаки, АВ эгри чизикнинг диаметр» Яр< 6  булган хар кандай Р  бу-

линишн учун тузилган о йигинди ихтиёрий (gA, тц) £ АкАк. х нукталарда

|о — /| <  е

тенгсизликни бажарса, I  сон а йигиндининг лр— 0 даги лимити деб 

аталади ва (19.3) каби белгиланади.

(19.1) йигинди лимитининг бу таърифлари эквивалент таърифлардир.

19.3-таъриф. Агар А,я-*0 да о йигинди четли лимитга эга булса,

у хрлда f(x, у) функция АВ эгри чизик буйича интегралланувчи де- 
йилади. Бу лимит f(x, у) функциянинг эгри чизик буйича биринчи 
тур эгри чизикли интеграли деб аталади ва у

j'f(x, y)dS

А В

каби белгиланади.

Шундай килиб, киритилган эгри чизикли интеграл тушунчасининг 
узига хослиги каралаётган икки аргументли функциянинг берилиш со-

хаси текксликдаги бирор АВ эгри чизик эканлигидир. Крлган бошка 
мулохазалар (булинишларининг олиниши, булаклардан ихтиёрий нук­

та танлаб интеграл йигинди тузиш, тегишлича лимитга утиш) юкррида 
киритилган интеграл тушунчалари сингаридир.

2. У :  л у к с и з  ф у н к ц и я  б и р и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  
и н т е г р а л и .  Энди биринчи тур эгри чизицли иитегралнинг мавжуд 

булишини таъминлайдиган шартни топиш билан шугулланамиз. Ю кр­

рида кептирилган 19.3-таърифдан куринадики, биринчи тур эгри чи­

зикли интеграл АВ эгри чизикка хамда унда берилган f(x, у) функ­

цияга боглик булади. Демак, интегралнинг мавжуд булиши шартини

АВ эгри чизик хамда f (х, у) функцияга куйиладиган шартлар оркэли 
топиш керэк булади.
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Фараз килайлик, АВ эгри чюик ушбу

1 = 1 ^  <05;ss:S> <19-4> 
система билан берилган булсин. Бунда s —  AQ ёйининг узунлиги (Q =

=  (х, у)£АВ), S эса АВ нинг узунлиги. f(x, у) функция шу АВ эгри 
чизикда берилган булсин, Модомики, х =  x(s), у =  y(s) (0 <  s «2 S) 

экан, унда (х, у) =  /  (х (s), у (s)) булиб, натижада ушбу

f (x(s), y(s)) =  F (s) (0 <  s <  S) 

мураккаб функцияга эга буламиз.

АВ эгри чизикнинг Р  =  {А0, Аь . . .  , Лп} булинишини ва .\ар бир 

AkAk+l да иXIиёрий Qk =  (ck, r)fe) ну^тани олайлик. )^ар бир Ак ну^та- 

га мос келэдиган AAk нинг узунлиги sk, ^ар бир Qk ну^тага мос кела-

диган AQk нинг узунлиги s* дейлик. Равшанки, AkAk+l нинг узунлиги 

sk+l— sk =  Ask булади.

Натижада Р  булинишга нисбатан тузилган

o =  s ' / ( k
/г=0

йипшди ушбу

% > 'Н  =  y!f(x(sd> у Ю )-±^ =  2  F(si)-ЛSk
k=0 k~0 k~0

куринишга келади. Демак,

o  =  2  F (si)  ‘ A s k. ( 19-5)
ft=0

Бу йириндини [0, оралиедаги F (s) функциянинг интеграл йигиндиси 

(Риман йигиндиси) эканлигини пайкаш кийин эмас (^аралсин, 1- цисм, 
9-боб, 1-§). ^

Агар / (х, у) функция АВ эгри чизикда узлуксиз булса, у хрлда 

F (х) функция [о , 5 ]  да узлуксиз булади. Демак, бу хрлда F (s) функ­
ция 10, S] да интегралланувчи:

lim v V ( s ; ) A s fe =  | /r (s)ds. (19.6)
Хр-+ О k~o О

Шундай 1̂ илиб, (19.5), (19.6) муносабатлардан А,р -»-0 да ст йигин- 

дининг лимити мавжуд булиши ва

s

lim  а =  f F (s) ds
Хр —*0 о

эканлигини топамиз. Натижада ^уйидаги теоремага келамиз.
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19.1-т е о р е м а .  Агар f (х, у) функция АВ эгри чизикда узлуксиз

булса, у холда бу функциянинг АВ эгри чизик буйича биринчи тур 
эгри чизщли интеграли мавжуд булади ва

s
| / (х, у) ds =  f / (х (s), у (s)) ds

А В  0

булади.
Бу теорема, бир томондан узлуксиз функция биринчи тур эгри чи- 

зицли интегралининг мавжудлигини аниклаб берса, иккинчи томондан 
бу интегралнинг аящ  интегралга (Риман интегралига) келишини кур- 

сатади.
19.1-э с л а тма.  Эгри чизикли интеграл тушунчаси билан Риман 

интеграли тушунчасини солиштириб, уларнинг хар иккаласи йигинди- 

нинг лимити сифатида таърифланишини курдик. Айни пайтда бу тушун- 

чаларнинг фаркли томони хам бор. Ушбу

°  =  4k)-&sk (19.5)
fc= о

йигиндидаги Ask хар доим мусбат булиб, АВ эгри чизикнинг йунали- 

шига боглик эмас. Демак,

X  / (х, y)ds =  X  / (х, у) ds.
АВ ВА

3. Б и р и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  и и т е г р а л л а р н и н г  х о с ­
с а л а р и .  Юкорида курдикки, узлуксиз функцияларнинг биринчи тур 

эгри чизикли интеграллари Риман интегралларига келади. Бинобарин, 

эгри чизикли интеграллар хам Риман интеграллари хоссалари каби хос- 
саларга эга булади. Шуни эътиборга олиб, эгри чизикли интеграллар- 

нинг асосий хоссаларини санаб утиш билан кифояланамиз.

(19.4) система билан аникланган АВ эгри чизикда / (х, у) функция 
берилган ва узлуксиз.

1°. Агар АВ =  АС +  СВ булса, у х.олда

J  / (х, у) ds =  J / (х, y)ds + | / {х, у) ds

А В  АС 'СВ

булади.

2°. Ушбу

J  с / (х, y)ds =  с j  /  (х, у) ds (с =  const)

АВ 'а в

тенглик уринли.

АВ эгри чизикда / (х, у) функция билан g (х, у) функция хам берил­
ган ва у узлуксиз булсин.

3°. Куйидаги

1 [/ (*, у) ± g (х, у) 1 ds =  j  / (X, у) ds± j  g (х, у) ds

А В АВ АВ

формула уринли булади.
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4?. Агар Y  (х, у)£АВ  да f(x, у) > 0  булса, у хрлда

J  / (* . y )ds>0

АВ АВ

АВ

булади, бунда 5  —  Л В нинг узунлиги.

6°. хосса урта киймат хакидаги теорема деб аталади.

4. Б и р и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л л а р н и  ^ и с об -  
лаш.  Биринчи тур эгри чизикли интеграллар, асосзн Риман интеграл- 

ларига келтирилиб хисобланади. Юкорида келтирилган 19.1-теоремага

кура АВ эгри чизик ушбу

система билан берилганда (бунда s —  ёй узунлиги) га f (х, у) функция

шу АВ да узлуксиз булганда эгри чизикли интеграл Риман интегралига 

келди. Демак, бу Риман интегралини хисоблаш натижасида эгри чизик­
ли интеграл топилади.

Энди АВ эгри чизик ушбу

система билан (параметрик форма да) берилган ’ булсин. Бунда ф (t), т|)(0 
функциялар [а, (5] да <p' (t), г|/ (/) хосилаларга эга ва бу хосилалар шу 

оралиеда узлуксиз хамда (<р (а), а|з(а))=Л ва (фф ), гр (В)) — В булсин.

(19.7)

булади (царалсин, 1-к;исм, 10-боб, 1-§). 
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19.2-теорема.  Агар fix, у) функция АВ да берилган ва узлуксиз 
булса, у •%олда

| f(x, y)ds =  j  / (ф it), iKO) У  ф '2(/) +  ^ '2(/) dt О 9-8)

булади.
И с б о т .  |а, Р] оралицнинг

Р  {/„, tu . . .  , tn} ia  =  t0< t l <  . . .  < * „  =  Р)

булинишини олайлик. Бу булинишнинг булувчи нукталари tk (k — 0, 1 >

. . . , п) нинг АВ даги мос аксларини Ak{k =  0, 1, . . . , п) дейлик.

Равшанки, бу Ak (k — 0, 1 , . . . , « )  нукталар АВ эгри чизикнинг

{А0, Аlf . . . , Ап}

булинишини хрсил килади. Бунда Ak =  (ф (tk), tj; (tk)) (k =  0, 1, . . . , «) 

ва AkAk+] нинг узунлиги

‘к+1 _____________

As* =  l  У  ф '2(0 +  ф'2( 0 ^
к

булади. У рта к,иймаг хадидаги теоремадан фойдаланиб куйидагини то­

памиз:

As, =  ] / ф'2(т,) +  ф '2(т,) • (tk+l —  у  = У  ф' (тА) -Ь (т*)-Д/*,

бунда /* <  тк<  tk+1. Энди ф (т,) =  1к, у (xk) =  r)k деб оламиз. Равшанки,

i lk, т]А) £ АкАк̂  (k — 0, 1, 2, . . .  п —  1) булади. АВ эгри чизикнинг 

юкорида айтилган

{Аг, А1г . . • , Ап} 

булинишини ва хар бир AkAk+x да (lk, i],,) нуктани олиб,

*=о

йириндини тузамиз. Уни куйидагича хам ёзиш мумкин:

0 =  2  /(?* . Л*) A h  =
* = 1

Л—1

2  fi\\ Ч>(**)) | /ф '2(т^ +  ф '2(т,) А /,. (19.8)
*=о

Бу тенгликнинг унг томонидаги йигинди / ( ф (/)> 'Ф(О)- V ^ V 2^) +  ф/2(0 

фушшияичнг let, Pi ораликдаги Риман йигиндисидир.
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Шартга кура f(x, у) ва ф '(0 . Ф '(0 функциялар узлуксиз. Демак, 

мураккаб функциянинг узлуксизлиги хакидаги теоремага кура /(ф  ((), 

г}>(/)) ва демак, / (ф (/), ф (/)) • J ф '“ (0 + ф'2 (0 функция [а, 0] ораликда 

узлуксиз. Демак, бу функция |а, [5] да интегралланувчи булади. Яъни

J;™” ,f<T*)) v T w + T w н  -
р г _________________

=  j  /  (Ф (О, (*)) V  ф'2 (0 +  ф '2 (О dt.
а

Модомики, х =  ф (0, у =  ф (/) функциялар [а, (5) да узлуксиз экан, 

унда шах {A/ J  -►0 да Axfe-*-0, Аук->-0 ва демак, Asfc-*-0. Бундан

эса ля ->0 булиши келиб чикади. (19.8) муносабатдан фойдаланиб

Р ,_________________

l i m < j =  \ / (ф(О, Ф (0) К ф ' ! ( 0 + ф ' 2(0 dt
Ап -►0 •

г  а

булишини топамиз. Бу эса

J  /  ( * .  У) ds =  f  /  (ф (О , Ф (0 ) К ф ' 2 (/) +  <p'2(t)dt.

АВ а

эканини билдиради. Теорема исбот булди.

Бу теоремадан цуйидаги натижалар келиб чикади.

19.1-натижа.  АВ эгри чизиц ушбу

У =  У(х) (а < х ^ Ь ,  у (а) =  А, у (Ь )=В )

тенглама бнлан аникланган булиб, у (х) функция [а, Ь\ да хрсилага эга

ва у узлуксиз булсин. Агар f (х, у) функция шу АВ да берилган ва 
узлуксиз булса, у хрлда

J / (X, у) ds =  J f (х, у (х)) v  1 +  у ' 2(х) dx (19.9 )

АВ а

булади.

19.2-натижа.  АВ эгри чизик, ушбу

Р =  Р(У) ( в о ^ в ^ , )  

тенглама билан (кутб координата системасида) берилган булиб, р(0) 
функция [0О, 0,1 да хосилага эга ва у узлуксиз булсин. Агар / (х, у)

функция шу АВ да берилган ва узлуксиз булса, у хрлда

в. --------

J f{x, у) ds =  j /(pcosO, p s i n 9 ) K p a +  P'2 dQ (19.10) 

a b

булади.

Ь.. Бу натижаларни исботлашни уцувчига хавола этамиз.
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эгри чизикли иитеграл хисоблансин, бунда А В — маркази координата бошида, радиу- 
си г >  0 га тенг булган айланаиинг юкори ярим текисликдаги кисми.

Равшанки, бу АВ эгри чизи^куйидаги

у =  г sin Ц ' '  >

система билан аницланади. АВ да f ( х, y) =  V x 2 -\-y2 =  У  (г cos t)2 -j- (г sin /)'- функ­
ция узлуксиз. Демак,

я _______________
) Y  х2 +  у- ds =  j У  (г cos t)2 -)- (г sin t)2 • У (г cos t)'2 +  (г sin t)'2 dt =

A S  u

булади.

5. Б и р и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л л а р н и н г  б аъ ­
зи б и р  т а т б и ^ л а р и .  Биринчи тур эгри чизикли интеграллар ёрда- 

мида ёй узунлигини, жисмнинг массасини, огирлик марказларини топиш 
мумкин. Куйида биз биринчи тур эгри чизикли интеграллар ёрдамида 

ёй узунлиги кандай хисобланишини курсатамиз.

Текисликда содда АВ эгри чизик берилган булсин. Бу чизикда

/(* , у) — 1 функцияни карайлик. Равшанки, бу функция АВ да узлук­
сиз. f (x, у) функциянинг биринчи тур эгри чизикли интеграли таъри- 

фидан куйидагини топамиз:

J ‘ f(x, y)ds =  \im̂ y\ f ( lk, т)А)-ДsA =  Hrn^ v A s *  == S.  

'ab
bp ->0 “ o ->0 k=0

Демак,

S — { ds. (*)

A B

М и с о л .  Ушбу

x =  x (t) =  a cos31 
у =  у ( t )=  a sin31

система билан берилган AB чизикнинг узунлити топилсин. Бу чизиц астроидани ифо- 

далайди.
(*) формулага кура астроиданинг узунлиги



булади. Астроида координата уцларига нисбатан симметрии: булишини эътиборга 
олиб, юцорида келтирилган (19.8) формуладан фойдаланиб куйидагини топамиз:

я
г п/2 ________________  г _____________________________________

ds =  4 j У x'z (t) -{-y'2(t) dt =  4 f V (—3a cos2 /-sin /(2 -f-(3asin2 t cost)* dt =
АВ i) 0

=  4

m  ---------  Я/2 Я/2' /  9 a2 С f  cos 2  ̂\ 
J /  - j— sin22 / ^ = 6 a j  s in2 /c tf =  6 a ( — — --- 1 =  6 a.

0
о о

2- §. Иккинчи тур эгри чизикли интеграллар

1. И к к и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и ц л и  и н т е г р а л л а р  т а ъ р и ф и .  

Текисликда бирор содда АВ эгри чизикни карайлик. Бу эгри чизикда 

f(x, у) функция берилган булсин. АВ эгри чизикнинг

Р  =  {А0, Alt , Ап}

булинишини ва унинг хар бир AkAk4_{(k — 0,1, . . . , п —  1) ёйида их­

тиёрий Qk =  (?fe, тц) нуктани (Qk =  (lk, \)£A^Ak+l, k = 0 ,1 , . . .  n — 1) 

олайлик. Берилган функциянинг Qk =  (lk, t|fe) нуцтадаги f (ck, r|fe) кий-

матини AkAk ,, нинг Ox (Oy) уцдаги A xk (A yk) проекциясига купайти- 

риб куйидаги йигиндиии тузамиз:

TJ*)-AjffcK  =  2 / ( ^ ,  Л*)-АУ*). 09.11) 
fc=о ft=0

Энди ЛВ эгри чизикнинг шундай

л ,  Ро----- Рт, ■ • • (19.12)

булинишлари кегма-кетлигини караймизки, уларнинг диаметрларидан 
ташкил топган мос

V , ’ ^ р , ’ • • • » ^ р т ’ • • •

кетма- кетлик нолга интилсин:

+  0.
г >п

Бундай булинишларга нисбатан (19.11) каби йигиндиларни тузиб ушбу 

сг,, (т2, . . . , а т , . . . (0[, о , ,  . . . , о т , . . .)

кетма- кетликни хосил киламиз. Равшанки, бу кетма- кетликнинг хар 

бир хади, хусусан, (tk, %) нукталарга хам боглиц.

19.4-т а ъ р и ф .  Агар АВ эгри чизикнинг ^ар цандай (19.12) кури- 

нишдаги булинишлари кетма- кетлиги {Ят} олинганда хам, унга мос 

йириндилардан иборат (о'п} ( 'сг",}) кетма-кетлик (с/:, гц) ну^таларнинг

((?*. 1lfe) € танлаб олинишкга боглик булмаган равишда хамма
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ва^т бигга / '  сонга (/" сонга) интилса, бу сон а'(а") йитндининг ли­
мита деб аталади ва

п—1

lim ст' =  lim 2  (lfk, т ^ А  xk =  Г
Я,р—► 0 Я р —>0 k —l

(lim о" =  lim 2 /(1» . Л*)-Ду* =  Л  09.13)
Я.р-*0 ^p-^Ofe-O

каби белгиланади.
а ' (ст") йигиндининг бу лимитини куйидагича хам таърифлаш мумкин.

19.5-таъриф. Агар V е > 0  олинганда з а̂м, шундай 6 > 0  топил-

саки, АВ эгри чизикнинг диаметри Хр <  8 булган >̂ ар цандай Р  були- 

ниши учун тузил гаи а ' (ст") йигинди учун ихтиёрий (cfe, r]te) нук,таларда

((£fc* Л*) £ =  0 ,1 , • • • . п ■ 1)

|ст' —  /'| <  е (|ст" —  Г\ <  е)

тенгсизлик бажарилса, / '  сон (/" сон) ст' йигиндининг (ст" йигиндининг) 

А,р-^-0 даги лимити деб аталади ва (19.13) каби белгиланади. 

Йигинди лимитининг бу таърифлари эквивалент таърифлардир.
19.6-т аъ р и ф . Агар А,р -*-0 да ст' йигинди (ст" йигинди) чекли ли­

митга эга булса, у хрлда f(x, у) функция АВ эгри чизик буйича ин­

тегралланувчи дейилади. Бу лимит f{x, у) функциянинг АВ эгри чи­

зик буйича иккинчи тур эгри чизикли интеграли деб аталади ва у

j  f(x, y)dx ( jj(x , y)dy)

.AB AB

каби белгиланади. Демак,

г "~ 1
J f(x, y)dx =  lim  ст' = l i m  V  /(5&» Л * ) А ^ ,

f f(x, у) dy =  lim  ст" =  l im 2  Л*)*А Уп­
а в k=0

Шундай килиб, AB эгри чизикда берилган f(x, у) функциядан иккита 
Ох у^идаги проекциялар воситасида ва Оу у^идаги проекциялар восита- 

сида олинган иккинчи тур эгри чизикли интеграл тушунчалари кири- 

тилди.

Фараз цилайлик, АВ эгри чизикда иккита Р  (х , у) ва Q (.V, у) функ­

циялар берилган булиб, f Р(х, у) dx, j  Q(x, y)dy лар эса уларнинг

АВ А В

кккинчи тур эгри чизикли интеграллари булсин. Ушбу



йигинди иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг умумий куриниши 
деб аталади ва

у) dx + Q (х, у) dy

AlB

каби ёзилади. Демак,

j Р (х, у) dx +  Q (х, у) dy =  j  Р (х, у) dx +  j Q (х, у) dy

'a b  a b  "a b

Иккинчи тур эгри чизикли интеграл таърифидан куйидаги натижалар 
келиб чикади.

19.3-натижа.  Иккинчи тур эгри чизикли интеграл эгри чизикнинг 
йуналишига боглик булади.

Шуни исботлайлик.

Маълумки, А В эгри чизикда иккита йуналиш (А нуктадан В нук-

тага ва В нуктадан А нуктага) олиш мумкин (АВ, ВА\ А фВ).

АВ эгри чизикнинг юкоридаги Р  булинишини олиб, бу булинишга 
нисбатан (19.11) йигиндини тузамиз:

=  2  /  ̂  л,) • А ** [(А хк =  хк+] —  хк).
к -О

Айтайлик, да бу йигинди чекли лимитга эга булсин. Демак,

lim  V  f(Zk, г]к)-Ахк=  Г / (х, у) dx. (19.14)
к- 0 ■

А В

Энди АВ нинг уша Р  булинишини хамда хар бир АкАк+, даги уша

(£л„ r)fc) нуцталарнн олиб, АВ эгри чизикнинг йуналишини эса В дан 

А га караб деб ушбу йигиндини тузамиз:

2  / & •  %)-(хк~ х к_г1).
к *0

Ар—>■ 0 да бу йигинди чекли лимитга эга булса, у таърифга биноан 

ушбу

J / ( x ,  y)dx

ВА

интеграл булади:

_ п— 1
lim  о ' =  lim  У  / ( 1к, цк)-(хк — xk+l) =  Г / (х, y)dx.

л р  ~ *Q  К р  —> 0

Агар

/& *  \УАхк =  “ 2  /Qk’ \)-{хк — хк+х) =  — о' 
к и *.=о
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лимитга эга булишидан о ' йигиндининг хам чекли лимитга эга булиши 
Ба _

lim  o' — —  lim  а ’
Я р —* О Хр -#о

тенгликнинг бажарилишини топамиз. Демак,

J f(x, y)dx =  —  j  f(x, y)dx.

~BA X b

Худди шунга ухшаш

J J (x , y)dy =  —J \j(x, y)dy 

a  в

булади.

19.4-натижа.  АВ эгри чизик; Ох укига (Оу уцига) перпендику­

ляр булган тугри чизик; кесмасидан иборат булсин. / (х, у) функция шу 
чизикда берилган булсин.

У  хрлда

J 7 ( x ,  y)dx (^f(x , y)dy)

/Гв АВ

мавжуд булади ва

f f{x, y)dx =  0 (| / (х, y)dy = 0 ) .

Хв Хв

Бу тенглик беюсита иккинчи тур эгри чизикли интеграл таърифидан 

келиб чикади.

Энди АВ — содда ёпик эгри чизик булсин, яъни А ва В нуцталар 

устма-уст тушсин. Бу ёпик чизикни К деб белгилайлик. Бу содда 

ёпик чизикда хам икки йуналиш булади. Уларнинг бирини мусбат йу­
налиш, иккинчисини манфий йуналиш деб кабул килайлик. Шундай 

йуналишни мусбат деб к,абул циламизки, кузатувчи ёпик; чизик; буйлаб 

харакат килганда, ёпиц чизиц 

билан чегараланган соха унга 
нисбатан .^ар доим чап томон- 

да ётсин.

Фараз цилайлик, К содда 

ёпиц чизицда f(x, у) функция 

берилган булсин. Бу К чизик­

да ихтиёрий иккита турли нук- 
таларнн олиб, уларни А ва В 
билан белгилайлик. Натижада

К ёпик чизик; иккита АаВ ва

ВЬА чизикларга ажралади (25- 0 
чизма).

эканлигини эътиборга олсак, у хрлда лр ->-0 да а' йигиндининг чекли

25- чизма
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Ушбу

f f(x, y)dx + f / (x, y) dx

AaB BbA

интеграл (агар у мавжуд булса) / (х, у) функциянинг К ёпик чизик; 

буйича иккинчи тур эгри чизикли интеграли деб аталади ва

f /  (х, у) dx ёки [ / (х, у) dx 
к к

каби белгиланади. Бунда К ёпик чизикнинг мусбат йуналиши олинган. 

(Бундан буён ёпик чизик буйича олинган интегралларда, ёпик чизик 
мусбат йуналишда деб караймиз.) Демак,

Г / (*> У) d x =  | / (х, у) dx+  j* /  (х, у) dx.

К АаВ ВЬА

Худди шунга ухшаш

f / (X, у) dy
к

хамда, умумий хрлда

[ Р (х, у) dx +  Q (х, у) dy
к

интеграллар таърифланади.

АВ фазовий эгри чизик булиб, бу чизикда / (.г, у, г) функция бе-
•--- • (Я

рилган булсин. Юкоридагидек, /  (х, у, г) функциянинг АВ эгри чизик 

буйича иккинчи тур эгри чизикли интеграллари таърифланади ва улар

f /  (*, У, z) dx, [ / (х, у, z) dy, f / (х, у, г) dz 

а в  а в  ~ав

каби белгиланади. Умумий хрлда АВ да Р (х, у, г), Q (.г, у, г) R](x, у, г) 
функциялар берилган булиб, ушбу

j  Р {х, у, z) dx, j  Q (х, у, z) dy, [ R (х, у, 2) dz

А В  'лВ АВ

интеграллар мавжуд булса, у хрлда

j  Р (х, у, г) dx +  j Q (х, у, z) dy +  \ R (х, у, z) dz

А В  'лв 'ав

йигинди иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг умумий куриниши 
деб аталади ва у

\ Р (х, у, г) dx +  Q (х, у, 2) dy + R (х, у, 2) dz 

'ав
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f Р (х, у, z) dx + Q (х, у, z) dy + R (х, у, z) dz =  \ Р (х, у, г) dx+ 

лв лв

+  j  Q(x, у, z) dy +  J R (x, y, z) dz.

Л В  Л В

2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я  и к к и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  

и н т е г р а л и .  Энди иккинчи тур эгри чизшущ интегралнинг мавжуд 
булишини таъминлайдиган шартни топиш билан шугулланамиз.

Фараз килайлик, А В эгри чизик ушбу

х=!!л1(а<*<р) (19Л5)у =  ф (О J
система билан (параметрик формада) берилган булсин. Бунда ф (() функ­

ция [а, Р1 да ф ' (t) хосилага эга ва бу хосила шу ораликда узлуксиз, 
я)- (/) функция хам [а, 0] да узлуксиз хамда (ф(а), (а)) =  Л ва (ф(р), 

ij; (р)) =  В булсин.
t параметр а  дан р га караб узгарганда (х, у) =  (ф (/), ^  (/)) нукта

А дан В га караб АВ ни чиза борсин.

19.3-теорема.  Агар / (.г, у) функция АВ да берилган ва узлук­

сиз булса, у хрлда б у функциянинг АВ эгри чизик буйича иккинчи 
тур эгри чизикли интеграли

J  /  (х, у) dx 

'Хв

мавжуд ва

Р

j  /  (х, у) dx =  j  f (Ф (О , ’Ф (0 )  • ф ' (0  dt

А В  а

булади.
И с б о т .  [ос, Р1 оралицнинг

P = {t0> t v -ч О  (« =  * „ < '> <  • • • < * „ “ Р>
булинишини олайлик. Бу булинишнинг булувчи нукталари tk (k —  0, 1,

. . . , п) нинг АВ даги мос аксларини Ak дейлик (k  =  0, 1, . . . , п). 

Равшанки, бу Ak ну^талар АВ эгри чизикнинг

{Л0, Аи . . . , Лп}

булинишини хрсил цилади. Бундан Ak =  (ф (/fe). г(з (tk)) (k =  0, 1, . . .  /г) 

булади. Бу булинишга нисбатан (19.11) йигиндини

=  2  f ( %k’ \ ) 'Axk 
k=0

каби бэлгиланади. Демак,
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тузамиз. Кейинги тенгликда Дхк — АкАк+л нинг Ох укдаги проекнияси

-  х ,  =  ф (/fe+1) -  ф (Q
га тенгдир.

Лагранж теоремаскдан фойдаланнб топамиз:

Ф ( 4 +!) - 7 ( д  =  ф ' ( е * т + , - д  =  ф' (0,)-Аtk «)к с !4 ,  /*+1]).

Маълумки, (Ък, Л ,Д +1 (k =  0, 1, . . . я — 1). Агар бу Цк, 

нук,тага аксланувчи нунтани тк (тк £ \tk, tk+])) дейилса, унда

Ik =  ф (т*). п* = Ф Ю

булади. Натижада о' йнгинди куйидаги куринишга келади:

Л— 1

ст' =  2  ^ (ф (Т̂ ’ *  (Т̂  ' ф '
fe=0

Энди К'р =  max {A tk) -> 0 да (бу холда лр хам нолга интилади) о '
k

йигиндининг лимитини топиш максадида унинг ифодасини узгартириб 
куйидагича ёзамиз:

о ' =  2 f (ф ф (т*)} ■ф1 (т*}А '*+  2  f (ф (Г̂ ’ * (т^ 1ф' ((v  —  
*=0 *=0

— ц>' (Tk)]-Atk. (19.16)

Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи кушилувчинп бахолаймиз:

Л— 1

12  w *  ч5 [ф' (т*)1 л (к | <
к= 0

л—1

< 2  ^ (ф (т^ ’ * (т^ 11 ф' (0^  ~ ф' (т^  I Aik <
А=1

л—1

2 1ф '(в*)-ф '(т*)|А/*,
*=о

бунда

Af =  шах |/  (ф  (/), ф(/)|.
а< /< р

ф'(0 функция [d, р] да узлуксиз. У  хрлда Кантор теоремасининг на- 
тижасига кура, V  е > 0  олинганда хам шундай б >  0 топиладики, 
[а, р] орали к нин г диаметри кр << 6 булган хар кандай Р  булнннш учун

| ф' (е*) -  ф' (т*) J <  ^  (0,. т, е \tk, thj )
булади. Унда



П т  2  f  (rp W )  [fP' (°fe) — Ф 1 (T/J) A  ^  =  0
Xp—>0 A’—0

булади. Бу муносабатни эътиборга олиб, (19.16) тенгликда кр —>~0 да 

лимитга утиб куйидагини топамиз:

П— 1

lim  о ' =  lim  V  /(cp(tfe), гр(т/г)) ср'(тк) Atk =
кР->° Яр->О Ь=0

Демак, ' |

=  | 7 ( ф (0 . ф « ) ф ' «  л .

Демак,

С /  (х, :/) d x=  J / (ф (0, ф (0) ф ' (0 Л .

лв
Теорема исбот булди.

Энди (19.15) системада ф (/) функция [а, (?] да узлуксиз, (i (() функ­

ция эса fa, р| да ф' (/) хосилага эга ва бу хосила шу ораликда узлук­

сиз булсин.

19.4-т ео р ема .  Агар fix, у) функция АВ да берилган в а узлук­

сиз булса, у уолда бу функциянинг АВ эгри чизик буйича олинган 
иккинчи тур эгри чизикли интеграли

f f{x, у) dy

~Тв
мавжуд ва

j  f (х, у) dy =  f /  (ф  it), ф it)) ф' (С) dt 

'лв “
булади.

Бу теорема юкоридаги 19.3-теорема каби исботланади.

Бу теоремалар, бир томондан, узлуксиз функция иккинчи тур эгри 
чизикли интегралининг мавжудлигини аниклаб берса, иккинчи томон­

дан, бу интеграл аник интеграл (Риман интеграли) орк^али ифодалани- 

шини курсатади.

АВ эгри чизик (19.15) система билан берилган булиб, ф (/), ф (/) 

функциялар [а, р] да ф' (/), ф' (0 хосилаларга эга ва бу хосилалар уз­

луксиз булсин.

Агар АВ эгри чизикда иккита Р(х, у) ва Q (х, у) функциялар бе­

рилган булиб, улар шу чизикда узлуксиз булса, у хрлда

[ Р {х, у) dx +  Q (х, у) dy =  j  Р  [(ф {t), ф (0) ф' (t) +

лв “
+  Q (ф (t), Ф(0) Ф' (0) dt

булади.
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3. И к к и н ч и  т у р э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л н и н г  х о с с а л а ­

ри.  Юцорида келтирилган теоремалар узлуксиз функцияларнинг иккин­
чи тур эгри чизикли интегра л Ларины, бизга маълум булган аниц интег- 
грал —  Риман интегралларига келишини курсатади. Бинобарин, бу эгри 

чизицли интеграллар хам Риман интеграллари хоссалари каби хоссалар- 

га эга булади. Утган параграфда эса худди шундай мулохаза биринчи 
тур эгри чизикли интегралларга нисбатан булган эди. Шуларни эъти­

борга олиб, иккинчи тур эгри чизикли иитегралларнинг хоссаларини 
келтиришни ва тегишли хулосалар чикаришни укувчига хавола этамиз.

4 . И к к и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л л а р н и  ^  и с о б- 
лаш.  Юкорида келтирилган теоремалар функциянинг иккинчи тур эгри 
чизикли интегралларининг мавжудлигини тасдиклабгина колмасдан улар­

ни хисоблаш йулини курсатади. Демак, иккинчи тур эгри чизикли ин­

теграллар х,ам, асосан Риман интегралларига келтирилиб хисобланади:

Р
j  / (дг, у) d x =  j  f (ф (/), ф (0) Ф' (0 dt, (19.17)

а й  “

Р

j  /  (х, у) dy =  f / (ф (0, ф (0) Ф' (0 dt, ( 19 . 18)

A S  “

В

[ р (X, у) dx +  Q (у, у) dy =  j  ]Р (ф (/), ф (/)) ф ' (0  +

АВ

+  <3(Ф(0, Ф(0) Ф'(01 dt. (19.19)

Хусусан, АВ эгри чизик

у =у(х ) (а <  дг <  Ь)

тенглама билан аникланган булиб, у(х) функция [а, Ъ) да хосилага эга 
ва у узлуксиз булса, (19.17), (19.19) формулалар куйидаги

ь

f / (* . y)dx — f f(x, y(x))dx,

A В °

(19.20)
b

j  P (x, u)dx + Q (x, y) dy =  |Я (X, у (x)) -f- Q (x, у (x)) y' (x)] dx

A S  °

куринишга келади.

Шунингдек, АВ эгри чизиц

х =  х(у) ( c ^ y ^ d )  
тенглама билан аникланган булиб, х(у) функция \с, d] ораликда хоси­
лага эга ва узлуксиз булса, (19.18) ва (19.19) формулалар куйидаги



j  P(x, y)dx + Q(x, y) dy =  f \P(x(y), y) x (y) +  Q (x (y), y))dy
С

(19.22)

A B

куринишга келади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

| у- dx -j- х2 dy 

~АВ

-—  x2 и
интегрални карайлик. Бунда АВ — —  -f — = 1  эллипснинг юкори ярим текисликда-

а2 Ь2
ги цисмидан иборат.

Эллипснинг параметрик тенгламаси цуйидагича булади:

х =  a cos t, 1 
у =  b sin t. }

А =  (а, 0) ну^тага параметр / нинг t =  0 ^иймати, В  =  (—  а, 0) ну^тага эса t =  л 
^иймати мос келиб, t параметр 0 дан я  гача узгаРганДа (х> У) нуь^та А дан В га 
караб эллипснинг юкори ярим текисликдаги кисмини чизиб чикади. Р  (х , у) =  у2,

Q (х, у) =  .V2 функциялар эса АВ да узлуксиз. (19.9) формуладан фойдаланиб куйи- 
дагики топамиз:

л

[ у2 dx -J- х2 dy — j [i>2 sin2 / (— a sin t) +  a2 cos2 tb cos t ] dt =

о
А в

ab j (a cos3 1 —  b sin3 t) dt =  —  — ab2.
3

2. Ушбу

[ 3 x2 у dx~h (*3 +  1) dy

AB

интегрални карайлик. Бунда А В эгри чизик:
а) (0,0) нуктадан чищан (0,0) ва (1,1) нукталарни би рлаштирувчи турри чизш^ 

кесмаси,

б) (0,0) дан чшдан (0,0) ва (1,1) нукталарни бирлаштирувчи у — х2 парабола- 
нинг ёйи,

в) (0,0) нуктадан чивдан (0,0), (1,0), (1,1) нукталарни бирлаштирувчи сини^ чи- 
зи^дан иборат.

Юкоридаги (19.20), (19.21) ва (19.22) формулалардан фойдаланиб ^уйидагиларни 
топамиз:

а) холда
1 1

j  Зх2 ydx +  (х3 +  1 ) d y =  \ [З.Ле +  (-v3+  1 ) ] d x =  f (4 л3 +  1) dx =  2,

A S  11 0

б) холда
1 1

[ Зд:2 ydx +  (at3 -f 1) dy =  [ \3x2 л2 +  {x3 -f 1) 2x] dx =  j" (5л4 +  2x) dx — 2,

~aZ  “ 0
в) ^олда

j  3x2 ydx -j- (x3 -|- 1 )dy — J  3 .v2 ydx-f- (л3 +  \)dy-\- j  3x2y d x ( x 3-\- \) dy,

A B  ~AC OB

бунда AC — (0, 0) ва (1, 0) нукталарни, СВ  — (1, 0) ва (1, 1) нукталарни бирлашти­
рувчи турри чизи^ кесмаларидан иборат.
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Равшанки,

AC

f 3x*ydx +  (x? +\)dy = 0 ,  [ 3**ydx+ (x3 +  1 )d y =  f 2 d y = 2 .

o
CB

Демак,

J  3*2ydx +  (x3 +  \)dy =  2.

А в

3- §. Грин формуласи ва унинг татбицлари

Маълумки, Ньютон —  Лейбниц формуласи f (х) функциянинг \а, Ь\ 
оралик буйича олинган аник интегралини шу функция бошлангич функ- 

циясининг оралик чеккалари (чегаралари) даги кийматлари орцали ифо- 

далар эди.
Бирор (D) сохада ((D) с: R2) берилган f(x, у) узлуксиз функциянинг 

икки каррали

[ [ / (* ,  у) dxdy
Ы

интегралини тегишли функциянинг шу соха чегарасидаги цийматлари 
оркали (ани^роги, со^а чегараси буйича олинган эгри чизикли интеграл 

орцали) ифодалайдиган формула хам мавжуд. К.уйида бу формулани 

келтирамиз.
1. Г р и н  ф о р м у л а с и .  Юкрридан у =  ф2(х) (а  < х <  Ь) функция 

графиги, ён томонлардан х =  а , х =  b вертикал чизшугар ^амда паст- 

дан г/х =  ф, (.v) (а <  х <  Ь) функция графиги билан чегараланган со^а- 
эгри чизикли трапециями царайлик. Бу со.^ани (D) билан, унинг чега­

раси—  ёпиц чизикни d(D) билан белгилайлик (26-чизма).

Равшанки, АВ —  ф, (х) функция графиги, ЕС —  фх (х) функция гра­

фиги хамда

дф ) =  ЕС + СВ + В А + А Е .

дР (х и)
Р(х, у) функция шу (D) сохдца берилган ва узлуксиз булиб, — —LJU-

ду
хусусий хрсилага эга ва 
у х,ам (D) да узлуксиз 

булсин. У  хрлда ушбу

j j  д_р±А dxdy

(о»
ду

интеграл мавжуд оулади 

ва 18-бобнинг 6-§ идаги 

формулага кура

(D )
Ь ф2 (к)

dPJ * l l l dy ) d x

ду * }
а Ф| (х)
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булади. Энди 

ф2 <*)
С д Р (х, п) , г/=ч>2 (■*)

J =  ' у) , Г Р (х’ Фг (х)) ~  р  (х’ ^  <*»
фГ („ -У г'=<Р1 w

булишини эътиборга олиб куйидагини топамиз:

^  jp /  ̂\ Ь

f f - -■*' У dx dy =  f P (x, ф2 (X)) d x - \ P  (x, <p, (*)) dx.
(D) У a a

Ушбу бобнинг 2- § идаги (19.20) формулага биноан 

ь ъ

j  Р(х, ф2(x))dx =  j  Р(х, у) dx, \ P(xl4 )l((x))dx =  Г Р(х, y)dx
Л '—- _ j

АВ ЕС

булади. Демак,

Я  —  У) dxdy =  f  Р(х' y">dx ~  j  р (х’ y )dx =
(О)

ду __
л в  ч ЕС

Р(х, y)dx— | Р(х, y)dx.

ВА Е(Г

Равшанки,

J  Р (х, у) dx — 0, [ Р (х, у) dx — 0. 

св 1Га

Бу тенгликларни хисобга олиб куйидагини топамиз:

Я dxdy =  -  [ Р(х. у) dx —  J Р(х, у) dy -  j Р(х, y)dx -

D) е с '  С В  1га

— [ Р(х, у)dx =  — ( j Р  (-*> y)dx+  J Р(х, y)dx +  j  Р (х, у) dx +

А Е  Е с '  О В  ~ВА

+ J Р (х, у) dx) =  —  j Р  (х, у) dx.

d(D)
АЕ

Демзк,

Я ~ f y ' y )  d X d y  = “  J Р(Х’ y ) d X ‘ (19'23)
(D) д (О)

Энди, юцоридан у =  с, пастдан у =  d чизиклар, ён томондан эса 

х =  Ф) (у), У =  (у) функциялар графиклари билан чегараланган со ­
ха — эгри чизикли трапецияни ^арайлик. Бу со^ани (D) билан, унинг
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чегараси — ёпщ  чизикни д ф ) 
if билан белгилайлик (27-чизма).

d Q (х, у) функция шу (D) 

сохада берилган. узлуксиз бу­

либ, dQfo у) хусусий цосила-

Щ  I  (с) ^ и/(у) га эга ва бу хосила (D) да
' • 1 узлуксиз булсин. У  з\олда

ЯdQ{x’ y) dxdy

С ----

дх
(D)

=  Г Q (х, у) dy (19.24) 

дф )

булади.

Бу формуланинг тутрилиги 
27-чизма юкоридагидек муло^аза юри-

тиш билан исботланади.

Энди R2 фазода цараладиган (D) соха юкоридаги икки хрлда царал- 
ган соханинг хар бирининг характерига эга булган соха булсин, 0(D) 
эса унинг чегараси булсин. Бу (D) сохада иккита Р  (х, у) ва Q (х, у)

дР (х , у) д Q (х, у) 
функциялар берилган, узлуксиз булиб, улар ——— — —— - хусу­

сий хосилаларга эга ^амда бу хосилалар хам (D) да узлуксиз булсин. 
Равшанки, бу ^олда (19.23) ва (19.24) формулалар уринли булади. 
Уларни хадлаб кушиб ушбуни топамиз:

J Р  (х, y )dx+Q (х, у) dx = J j* Qg*’ У) — dPfyJ ~ ) dx dlJ ■ (19-25)
d (D) (D)

Бу Грин формуласи деб аталади.
Демак, Грин формуласи соха буйича олинган икки каррали интег­

рални шу сохд чегараси буйича олинган эгри чизикли интеграл билан 
боглайдиган формула экан.

Биз юкорида Грин формуласини махсус куринишдаги (D) со^алар 

(эгри чизикли трапециялар) учун келтирдик. Аслида бу формула анча 
кенг синфдгги сохалар учун хам турри булиб, бу факт у сохаларни 
чекли сондаги эгри чизикли трапециялар йигиндиси сифатида тасвирлаш 

билан исбот килинади.
2. Г р и н  ф о р м у л а с и н и н г  б а ъ з и  б ир  т а т б и ц л а р и .  1°. 

Ш а к л н и н г  ю з  ин и т о п и ш .  Г рин формуласидан фойдаланиб, ясси 
шаклнинг юзини содда функцияларнинг эгри чизикли интеграллари 
ёрдамида хисобланишини курсатиш кийин эмас. ^акикатаи х1ам, (19.25) 

формулада Р (х, у )—-у, Q (х, у) — 0 дейилса, у хрлда

j' (—  у) dx =  J  f  dx dy =  D
3 (D ) (D)

булади. Демак,

D =  —  j  ydx.
o(D)
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Агар (19.25) формулада Р (х, у) — О, Q (х, у) =  х дейилса, у ^олда

D  =  j’ xdy (19.26)

0(D)

булади.

(19.25) ({юрмулада Р (х, у) =  — у, Q (х, у) =  1. х деб олинеа, (D) 

соханинг юзи

D  =  ~ j xdy — ydx (19.27)

0(D)

булади.

М и с о л .  Ушбу
X —  Cl COS /  )

у =  Ъ sin / | ( 0 < / < 2 я )  

эллипс билан чегараланган шаклнинг юзи топилсин. (19.26) формулага кура

2Л

1 Г 1 г
D =  -- | xdy — ydx — — I (a cos tb cos t -f b sin ta sin t) dt =

0(D) “ 0
2л

=■ — ab Г (cos2 t +  sin2 f) dt =  я  ab

o
булади.

2°. И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л л а р н и  у з г а р у в ч и л а р н и  

а л м а ш т и р и б  х и с о б л а ш .  Мазкур курснинг 18-боб, 7-§ ида (А) 
со^ани (D) со^ага акслантирувчи

х =  ф (и, v) ] (19.28)
у =  \|>(ы, у) j

система уша параграфда келтирилган 1° —  3°- шартларни бажарганда 
(D) соханинг юзи

ГГ  I D (*■ У)D
I D  («, v)

dudv (19.29)

(A) (A)
булиши айтилган эди. Грин формуласидан фойдаланиб шу формуланинг 
тугрилигини исботлаймиз.

Аввало (19.26) формуладан фойдаланиб, (D) соханинг юзи

D  =

d(D)

булишини топамиз. Фараз ки лай лик, д (А) параметрик формада ушбу

j" xdy (19.30)

система билан ифодалансин. У  холда куйидаги

х =  ф (и, г») =  ф (и (t), v (/)) 

у =  г|> (и, и) =  ф (ы (0, у (0)
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т

система (D) соханинг d(D) чегарасини ифодалайди. Бунда параметр- 

нинг узгариш чегарасини шундай танлаб оламизки, / параметр а  дан 
Р> га караб узгарганда d(D) эгри чизик; мусбат йуналишда булсин. У  

хрлда (19.30) тенглик ушбу

D =  J  xdy =  j* ф (и, v) d (и, v) —
d(D)d(D)

f Ф И О ,  o (0 ) О- и' (t) +  ^  v' ( 0 1 dt
du dv

(19.31)

куринишга келади. 

Агар

d(D)
dv

=  Г ф (и (t) ,v(t)) u' (t) + ”  o' (/)
J  Ldu dv

dt

' булишини эътиборга олсак, у ^олда

D I x — dn + x — dv 
du dv

(19.32)

(19.33)

d(D)

булишини топамиз. Бу тенгликдаги интеграл белгиси олдига куйилган 

ишорани тушунтирамиз. Юкррида, t параметр а  дан р га караб узгар­
ганда d(D) эгри чизицнн мусбат йуналишда булишини айтдик. Бу хрл­

да д(А) эгри чизикнинг йуналиши мусбат хам булиши мумкчн, ман- 

фий ^ам булиши мумкин. Шунинг учун (19.31) ва (19.32) муносабат- 
лар бир-биридан ишора билан фарк килади. Агар d(D) эгри чизикнинг 

мусбат йуналишига д(А) эгри чизикнинг хам мусбат йуналиши мос 

келса, унда «+» ишора олинади, акс хрлда эса «—» ишора олинади.

Энди ушбу

С Р(и, v)du +  Q(u, c)dv =  f j "> др<“'
du dv

dui dv (19.34)

3(Д)

Грин формуласида

(A)

X Q (u, v) =  x df
du dv

P{u, v)

деб олсак, у хрлда бу формула ^уйидаги куринишга келади:

Г x — du + x — dv
J  du

Агар
д(Д)

■dJ t
dv = [-И )J J  du\ dv) 

(A)

d ( дч 
—  I X  —  
dv V du

du dv. (19.35)

дЛ  + х *У-
dv dvdu

ва

i .

du \ dv) du

А (х * у ) ^ ± ( я эу)
du \ dv) du \ dv)

_d 

dv

dx dy 

du dv

dy

du

dx dy 

dv du

dx dy

dv du dudv

D(x, I/) 

D (u, v)
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D (х, у)

эканини эътиборга олсак, унда (19.33), (19.34) ва (19.35) муносабатлар
дан

С С 0(дс,

D = ±
(Д)

, du dv
V)

булиши келиб чикади.
Маълумки,

i t  \ D (х, и) 
1 (и, v) =

D  =-я du dv

D (и, v)

якобиан аниц ишорали, D эса маъносига кура мусбат булиши керак. 

Демак, ннтеграл белгиси олдидаги ишора якобианнинг ишораси билан 
бир хил булиши керак. Шунинг учун

<?Q (х, у)

D (и, v)
(Д)

булади. Шуни исботлаш лозим эди.

3°. Э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л  цийм' атининг  и нт ег рал-  

лаш йулига  б о г л и к  б у л м а с л и г и .  Чегараланган ёпиц богламли 

(D) ((D) с=Р2) сохдца иккита Р (х, у) ва Q (х, у) функциялар берилган

булсин. Бу функциялар (D) сохада узлуксиз ва -д-Р̂ х' ̂ ■ > 9.SX'P) Ху_
ду дх

сусий ^осилаларга эга ва бу хосилалар хам шу сохада узлуксиз бул­
син.

1) Агар (D) сохада

дР (х, у) __ <jQ (х , у) (19  3 S)

ду дх

булса, у холда (D) сохага тегишли булган хар кандай К ёпик чизиц 
буйича олинган ушбу

[ P(x,y)dx + Q(x,y)dy 
к

ннтеграл нолга тенг булади:

$P(x,y)dx + Q(x, y)dy =  0.
К

И с б о т .  К ёпиц чизик, чегараланган со^ани (G) дейлик. Равшанки, 
(6) с  (D). Грин формуласига кура

j p  (х, y)dx + Q (х, y)dy =  j j  -  ~PĴ ) dxdlJ
к  (G)

булади. Шартга кура (D) да, демак (G) да

д Р  (х, у) д Q (*, у) 

ду дх

У  холда (19.36) муносабатдан

Я
(С)

^ A _ J P ( b A ) d x d y  =  о

дх ду j
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f Р (х, y)dx + Q (х, у) dy =  0. 
к

2) Агар (D) сохага тегишли булган .хар кандай /у ёпик; чкзиц 

буйича олинган ушбу интеграл

j Р  (*. У) dx + Q (х, у) dy =  0 
к

булса, у хрлда куйидаги

J Р(х, y)dx + Q (х, у) dy (АВ с : (D)) (19.37)

AS

интеграл Л ва В нукталарни бирлаштирувчи эгри чизик ка бог лик, бул- 

майди, яъни (19.37) интеграл киймати интеграллаш йулига богли^ 

булмайди.
И е б о т .  (D) соханинг Л ва В нукталарини бирлаштирувчи ва шу

соха га тегишли булган ихтиёрий иккита Ла В хамда АЬ В эгри чизиц-

ни олайлик. Бу хрлда Аа В ва АЬВ эгри чизиклар биргаликда (D) со- 

^ага тегишли булган ёпи^ чизикни ташкил этади. Уни д билан бел- 

гилайлик:
— ЛаВЬ А.

Шартга кура

f Р (х, y)dx + Q (к, у) dy =  f Р(х( у) dx +  Q (х, у) dy =  0
К  АаВЬЛ

булади. Интегралнинг хоссасидан ^фойдаланиб ушбуни топамиз: 

f Р  (х, y)dx + Qjx, у) dx =  Л  Р(х, y)dx + Q(x, y)dy.+
АаВЬА д ав

+  [Р  (х, y)dx + Q (х, y)dy =  \ Р (х, у) dx +  Q(x, у) dy —
В Ъ А А Н  3

—  J Р(х, у) dx +  Q(х, у) dy. 
а!> в

Демак,

Р(х, у) dx + Q (х, у) ay —j f ( x ,  у) dx + Q (х, у) dy =  0.
АаВ АаВ

Бундан эса

f Р (х, у) dx +  Q(x, у) dy =  Г Р (х, у) dx + Q(x, у) dy
А'аВ АЬВ

эканлиги келиб чицади.
19.2-эслатма.  Юкоридаги тасдик, исбот жараёнидан куринадики,

АВ эгри чизик содда эгри чизиклар тупламидан ихтиёрий олинганда 

уринлидир.

3) Агар ушбу

булади. Демак,



интеграл А ва В нукталариии бирлаштирувчи эгри чизикда o o f  л и к; 

булмаеа, яъни интеграл интеграллаш йулига боглик булмаса, у хрлда

Р (х, y)dx + Q (х, у) dy

ифода (D) сохада берилган бирор функциянинг тулик дифференциалы 
булади.

И с б о т .  Модомики, (19.37) интеграллаш йулига боглиц эмас экан, 

у хрлда интеграл А =  (х„, уд) ва В — (х,, ух) нуцталар билан бир ций- 

матли аникланади. Шунинг учун бу хрлда (19.27) интеграл куйида- 
гича хам ёзилади:

(лч ’?/i)

J Р(х, y)dx + Q(x, у) du.
(Хо-Уо)

Энди А нуктани тайинлаб, В нукта сифатида (D) соханинг ихтиёрий 
(х, у) нуктасини олиб, ушбу

(х.у)

t Р (х, y)dx + Q (х, у) dy
(х: .Уо)

интегрални караймиз. Равиюнки, бу интеграл (х, у) га боглик булади:

F  (*. У) =  j Р (х, у) dx +  Q (х, у) dy.
(*0.!/»)

Бу функциянинг хусусий хосилаларини хисоблаймиз. (х, у) нуктанинг 
х координатасига шундай Ах орггирма берайликки, (х -f Ах, у) нукта 
га (х, у), (х +  Ах, у) нукталарни бирлаштирувчи тугри чизик кесмаси 

хам (D) сохага тегишли булсин. Натижада F(x, у) функция хам ху- 
сусай орттирмага эга булади:

(А+Д Х.У)
F (х + Ах, у) — F{x, у) =  J  Р (х, y)dx +  Q (х, tj) dy—

(Х0] у„)

(!'. У) U+Ддг. у)

~  1 Р (х, tj) dx + Q(x, у) dy =  j Р (х, у) dx + Q(x, y)dy =
( Vo. y)o (X, у)

(х+Ах, у)
=  f P{x, y) dx.

(*; и)

Урта киймат хакидаги теоремадан фойдаланиб ’цуйидагини топамиз:

(х+Д*, у)

j Р  (х, y)dx =  Р  (х +  0 • Лх, у) Ах (0 <  0 <  1).
(X, У)

Натижада

У) ^ P(X+().AXJ )

Лх

булади. Бундан

l i m HSLzAEl У)— =  i j m  р ( х~-+- 0-Ах ,  у) =  Р(х, у) 
д.г->о Ах дх->о
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dF(x, г/) n /  ,
— Р(х,  у).

дх

Худди шунга ухшаш

^ ~  =  Q  (■«.!/)
ду

булиши курсатилади.

Шундай ^илиб,

Р  (х, y)dx+Q (х, у) dy — -F-x~^ ] dx +  dF {*' y) dy =  dF (x, y)
dx ay

булади.

4) Arap

P(x, y)dx+Q(x, y)dy (19.38)

ифода (D) сохада берилган бирор функциянинг тулик дифференциал и 

булса, у хрлда

дР (х , у■)_  dQ (х, у) 

ду дх

булади.
И с б о т .  Айтайлик, (19.38) ифода (D) сохада берилган ^ (х , у) 

функциянинг тулик, дифференциали булсин:

Р (х, у) dx +  Q (х, у) dy =  d F (х, у).

Равшанки,

P ( x , y ) = * L f Ж ,  Q (x , y ) = ^ J L .
дх ду

Кейинги тенгликлардан ушбуни топамиз:

дР (х, у) __ d2f  (лс, у) dQ (х, у) _  д2 F(x. у) 

ду dx dy ’ дх ду дх

Шартга кура дР(х'-у-, dQ(х' у), лар (D) сохада узлуксиз. Аралаш 
ду дх

>рсилаларнинг тенглиги хакидаги теоремага биноан (к,аралсин, 13-боб,

(6-S)
дР (х, у) __ dQ(x, у) 

ду дх

булади.
Шундай ^илиб, Грин формуласидан фойдаланган ^олда, юкоридаги 

1) — 4) тасдиклар орасида

1)=>2)=>3)=^4)=*- 1)

муносабат борлиги курсатилди.

булади. Демак,

362



4- §. Биринчи ва иккинчи тур эгри чизикли интеграллар орасидаги
богланиш

Ушбу параграфда биринчи ва иккинчи тур эгри чизицли интеграл­
лар орасидаги богланишни ифодаловчи формулаларни келтирамиз.

Текисликда содда силлиц АВ эгри чизиц ушбу

; : $ }  « > < , < *

система билан аникланган булсин, бунда s —  ёй узунлиги (царалсин, 
ушбу бобнинг 1-§), х (s) ва y(s) функциялар x'(s), y'(s) хосилаларга 
эга хамда бу хрсилалар узлуксиз.

Равшанки, бу эгри чизиц хар бир ну^тада уринмага эга булади. 

Агар Ох ва Оу yiyiap билан уринмэнинг ёй усиши томонига \араб 
йуналиш орасидаги бурчак мос равишда а  ва р дейилса, унда

х’ (s) =  cos а, у' (s) =  cos р
булади.

Айтайлик, бу АВ эгри чизикда f(x, у) функция берилган ва узлук­
сиз булсин. У  хрлда

X  /  (*. У) dx
АВ

интеграл мавжуд булади ва (19,17) формулага Kjrpa 

С f(x, у) dx =  [/ {х (s), у (s)) ■ x’(s) ds

А В  0

тенглик уринли. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални цуйида- 
гича

S S
(' / (*(s), у (s)) • x'(s) ds=\f(x (s), у (s)) cos a ds
о 0

ёзиш мумкин. Ушбу бобнинг 1-§ да келтирилган 19.1-теоремадан
фойдаланиб куйидагини топамиз:

s

\f(x(s), у (s) cos ads =  j  f(x, у) cos ads.
0 AB

Натижада юкоридаги тенгликлардан

£  f(x, y)dx =  X  f(x, y)cosads.
AB A B

булиши келиб чикади.

Худди шунга ухшаш, тегишли шартларда

J\ fx ,y )dy=$  f(x, y)cospds
АВ АВ

ва умумий хрлда

Р (х, y)dx + Q (х, у) dy =  J  [Р (х, у) cos а  +  Q (х, у) cos |3] ds
АВ АВ

булади.
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20- Б О Б

СИРТ ИНТЕГРАЛЛАРИ

Мазкур курсиинг 18-бобнда г =  г(х, у) тенглама ани^лаган сил ли 
(S) сирт билан танишган эдик. Бунда z(x, у) функция (D) сохада 

((D) a  R1) берилган, узлуксиз ва z'x(x, у), z'y(x, у) хусусий хосилаларга 

эга хамд ! бу хосилалар хам (D) да узлуксиз функция эди. (5) сирт юз- 

га эга булиб, унинг юзи

5  =  1 с> У 1 +  Z* {Х’ ^  +  2« ^  dx dy  (20 .1 )

га тенг эканлиги курсатилди.

Уша бобнинг пировардида R 3 фазодаги (I7) сохада ((V) a  R3) берил­

ган функциянинг уч каррали интеграли билан танишиб, уни ургандик.
Энди R3 фазодаги (5) сиртда берилган функциянинг интеграли ту- 

шунчаси билан танишамиз. Сирт интеграли тушунчасини киритишдан 
аввал, бу ерда хам функция берилиш сохасининг булиниши, булиниш 

булаклари, булинишнинг диаметри тушунчалари киритилиши керак.
Бу тушунчалар |a, b] орали^нинг булиниши (каралсин, 1- ^исм, 

9-боб, 1-§) ва текисликдаги (D) соханинг булиниши (каралсин, 18-боб,

1-§) даги каби киритнлади ва ухшаш хоссаларга эга булади. Шунинг 
учун бу ерда биз бу тушунчаларни киритилган хисоблаб бевосита баё- 

нимизни сирт интегралининг таърифидан бошлаб кетаверамиз.

1- §. Биринчи тур сирт интеграллари

1. Б и р и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л и н и н г  т а ъ р и ф и .  / (х, у, г) 
функция (S) сиргда ((S)czR3) берилган булсин. Бу сиртнинг/3 були­

нишини ва бу булинишнинг >̂ ар бир (Sk) булагида (£ =  1 , 2 , . . .  п) 

ихтиёрий (Ък, % , £к) нуктани олайлик. Берилган функциянинг ( lfc, r)s, 

L,k) нуктадаги /(|ft, кийматини (Sk) нинг Sk юзига купайтириб,

куйидаги йигиндини тузамиз.:

П

£h)'*Sfc-
* = i

20.1-та ъриф .  Ушбу

о =  2 / Й * «  %  Q ' S k (2 0 -2)
к= 1

йигинди f (х, у , г) функциянинг интеграл йигиндиси ёки Риман йигин­
диси деб аталади.

(S) сиртнинг шундай

Pv Р2 , Рт, . ■ . (20.3)

булинишларини караймизки, уларнинг мос диаметрларидан ташкил топ­

тан

^ р ,»  • • ■ ’ ^ я от>
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кетма-кетлик нолга интилсин: Хр — 0 Бун дай Рт (т =  1, 2, . , бу-

линишларга нисбатан f(x, у, z) функциянинг интеграл йигиндиларини 

ту^амиз. Натижада (S) сиртнинг (20.3) булинишларига мос интеграл 
йириндилар кийматларидан иборат куйидаги кетма-кетлик хоспл була- 

ди:

Op сг2, . . . , от, . . .

20.2-таъриф.  Агар (S) сиртнинг хар кандай (20.3) булинишлари 

кетма-кетлиги { Рт j олинганда хам, унга мос интеграл йигинди кий­

матларидан иборат { ат } кетма- кетлик, (lk, r\k, gfc) нукталарни танлаб 

олинишига боглик; булмаган холда, хамма вакт битта / сонга интилса, 
бу / сг йигиндининг лимити деб аталади ва у

П

lim ст =  lim 2  / (£*> У  • $к =  1 (20'4)
Я,р-> 0 Хр-> 0 0 1

каби белгиланади.

Интеграл йигиндининг лимитини куйидагича хам таърифлаш мум­
кин.

20.3-т аъ ри ф .  Агар у е > 0  олинганда хам, шундай 8 > 0  топнл. 
саки, (S) сиртнинг диаметри \р <  б булган хар кандай булиниши хам­

да хар бир (Sk) булакдан олинган ихтиёрий (£fc, т^, £J;) лар учун

| а — 1 1 <  е

тенгсизлик бажарилса, у холда /  сони а йигиндининг лимити деб 
аталади ва у (20.4) каби белгиланади.

20^4-т аъ ри ф .  Агар Хя ->0 да f(x,y, г) функциянинг интеграл 

йигиндиси о чекли лимитга эга булса, f(x, у, г) функция (6) сирт 

буйича интегралланувчи (Риман маъносида интегралланувчи) функ­
ция деб аталади. Бу йигиндининг чекли лимити I  эса, / (х, у. г) функ­
циянинг биринчи тур сирт интеграли дейилади ва у

I f / (лг, у, г) ds
(S)

каби белгиланади. Демак,

П

f f f (.х, у, z) ds =  lim  a =  Iim  V  / (gk, ilft, tk) ■ Sk.
(S) V +0t i

2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я  б и р и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л и .  

Энди биринчи тур сирт интегралининг мавжуд булишини таъминлайди- 
ган шартни топиш билан шугулланамиз.

Фараз килайлик R3 фазодаги (S) сирт

2 =  2 (х, у)

тенглама билан берилган булсин. Бунда z =  г(х, у) функция чегара­

ланган ёпик (D) сохада ((D)) czR2) узлуксиз ва г'х(х, у), z (x, у) хоси- 

лаларга эга хамда бу хосилалар хам (D) да узлуксиз. •
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20.1-т е о р е м а .  Агар f (х, у, г) функция (S) сиртда берилган ва 
узлуксиз булса, у %олда бу функциянинг (S) сирт буйича биринчи 
тур сирт интеграли

J .('/(*, у, z)ds
(S )

мавжуд ва

1 1 / (•«, У. г) ds =  j J7 (х, у, z, (х, у)) V 1 +  г'х\х, у) +  г \х, у) dx dy
(S) ID) y

булади.
И с б о т .  (S) сиртнинг Ps булинишини олайлик. Унинг булаклари 

(S,), (52), . . . , (Sn) булсин. Бу сирт ва унинг булакларининг Оху 

текисликдаги проекцияси (D) соханинг Р D булинишини ва унинг (Dj), 

(D2, . . . , (Dn) булакларини ^осил ^илади. Ps булинишга нисбатан

(20.2) йигиндини тузамиз:

°  =  S k-

k=\

Маълумки, (|ft, r)fc, Q  £ (Sk). Бу нуктага аксланувчи нукта (Eft, r\k) 

булади. Демак, l k =  z d k, r)fe). (20.1) формулага биноан

Sk =  j  [ \ +  z'x\x, y) +  z ‘ (x, y) dx dy 

(Dk )

булади.
Урта ^иймат ^а^идаги теорема (каралсин, 18-боб, 5-§) дан фойда­

ланиб топамиз:

sft= V\ + z;(ii л*) + г-;(g;7"nJ) Dk «?;, Otft)).
Натижада а  йигинди куйидаги

о = 2  %  z ( lk> лк) )5 , =
£=>)

=  2  /(£*• %> г (?*’ ^ ) )  /  ! +  ( W >  +  z'y ( I I  tip Dk 
s= i

куринишга келади.
Энди Яр6,-*-0 да (бу хрлда },Р[) ->• 0 ^ам нолга интилади) о  йигин-

дининг лимитини топиш макрадида унинг ифодасини узгартириб ёза- 

миз:

о =  2  / а * ,  л,- + z';ak, \ + z ;a k, v  d „+
k=i
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+  2  / (6 * . л*, * (£ * . % ))  [ К  1 + * л &  r ip  +  *;•(& ;, % * ) -  
* = 1  1

V 1 +  гх (|л, T]fc) +  гу(|4, r)fc) j  Dfc. (20.5)

Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи цушилувчини ба^олаймиз:

У, f (ё*> Л*. 2(Sfc. л*)) 
*=1

V I  +  zx\ i ; ,  K) +  z'%;, V)

- J ' l  + < ‘ (6*. % ) +  < ’( ^ .  л,)

*= i
< M V ]  J / i  +  z ^ . ^  +  z ^ n ; ) -

D k.

бунда

Равшанки,

У  1 +  *Л&*. л*) +  г’% ,  % )

М  =  max | / (х, г/, z) |.

К 1 +  z'x!(x, у) +  гу\х, у)

функция (D) да узлуксиз, демак, текис узлуксиз. У  холда Кантор 

теоремасининг натижасига кура У 8 >  0 олинганда хам шундай 6 > 0 .  
топиладики, (D) соханинг диаметри лРд <  6 булган хар цандай PD бу-

линиши учун

— V  i,+  z;*(gA, rjft) +  2^ ,  i]Aj
<

M-D

булади. Унда

2 Л*- 2(5*. 11,)
*= i

Т ^  +  Ж . л Р + ^ & . л * )  -

-  к г + т ^  л,)

ва демак,

;lim 02  /(£*. л,- г(|„ тц)) 
Ьро ->0к= 1

D j < M  JL_ У
I MD “ i

K i + 2 ; u , * ,  л1) +  2;! ( ^ ,  t q

V\  +  zx\ik, 4k) +  z l‘ a k, v )

булади.

D k =  0
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(20.5) тенгликнинг унг томонидаги биринчи кушилувчи

2  7 (£* , П*. 2 (Ък, \)) V 1 +  z';ak, \)+г '(1к, Г)А) Dk 
к= 1

эса

/ (х, у, z (х, у)) V 1 +  z * [х, у) +  2у (хТу)

функциянинг интеграл йнгиндисидир. Бу функция (D) сохада узлук­
сиз. Демак, ).ро — 0 да интеграл йигинди чекли лимитга эга ва

П

=  J f f(x, у, z (х, у)) v  1 +  z ’(x, у) +  z“ (х, у) dx dy 
Ф) J

булади. Бу муносабатни эътиборга олиб, (20.5) тенгликда -*■ 0 да 

лимитга утиб топамиз:

=  .П /(*> у, z(x, у ))V 1 +  z'x\x, у) + г'г(х, у) dxdy.
1П\ 9

Демак,

Я  /(х, у, z)ds =  f | f(x, у, z(x, у)) V 1 +  z'x’(x, у) +  z'\x, у) dxdy.
(S) (D) x y

Теорема исбот булди.

Бу теорема, бир томондан, узлуксиз функция биринчи тур сирт 

интегралининг мавжудлигини аниклаб берса, иккинчи томондан, бу 
интеграл икки каррали Риман интеграли оркали ифодаланишнни курса- 
тади.

20.1-эс латма .  (5) сирт х =  х(у, z) (у =  у (г, х)) тенглама билан 
аникланган булиб, х =  х (у, .г) функция (у (г, х) функция) (D) сохада 

((D) cr R2) узлуксиз ва х (у, г), х'г(у, г) хусусий ^осилаларга (у'г{г, х), 

y'x(z, х) хусусий ^осилаларга) эга хамда бу хосилалар (D)) да узлуксиз 

булсин.

Агар f(x, у, z) функция шу (5) сиртда берилган ва узлуксиз булса, 

у холда бу функциянинг биринчи тур сирт интеграли

j j / (х, у, z)ds
(S)

мавжуд ва

■Ц f<x’ И / <х (у>2>- у• V i+ x ;(y :  z)-\-x?(y,z) d<Jdz'

( И /  (x, У, z) ds =  J  J  f (x, у (z, x), z )V  1 +  у'г(г, x) +  y'\z, x) dz dx)
(S) (D)

булади.
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20.2-э с л а т м а .  Биз f(x, у, z) функция биринчи тур сирт интег- 

ралининг мавжудлигини махсус куринишдаги (S) сиртлар (z =  z(x, у), 
х  =  х  (у, г), у =  у (z, х) тенгламалар билан аникланган сиртлар) учун 
келтирдик. Аслида функция интегралининг мавжудлиги кенг синфдаги 

сиртлар учун тугри булади. Жумладан, агар (S) сирт чекли сондаги 

юкорида айтилган сиртлар йигиндиси сифатида тасвирланган булса, 
унда берилган ва узлуксиз булган f(x, у, z) функциянинг сирт интег­

рали мавжуд булади ва у мос икки каррали интеграллар йигиндисига 

тенг булади.
3. Б и р и н ч и  т у р  с и р т  и и тег р а  л л а р нн и н г х о с с а л а р и .  

Юкорида келтирилган теорема узлуксиз функциялар биринчи тур сирт 
интегралларининг икки каррали Риман интегралларига келишини кур­

сатади. Бинобарин, бу сирт интеграллар хам икки каррали Риман ин­
теграллари хоссалари каби хоссаларга эга булади. Икки каррали Ри­

ман интегралларининг хоссалари 18-бобнинг 5-§ нда урганилган.

4. Б и р и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л л а р н и  х и с о б л а ш .  Ю ко­

рида келтирилган теорема функция биринчи тур сирт интегралининг 
мавжудлигини тасдиклабгина колмасдаи, уни ^исоблаш йулини хам кур­
сатади. Демак, биринчи тур сирт интеграллар икки каррали Риман 

интегралларига келтирилиб хисобланади:

f j  f(x, у, z)ds =  I I f(x, у, z(x, у)) v  1 +z[2(x, у) +  г'Чх, у) dxcy,
(S) (D ) - v

J J f (x, y, z)ds= | \ f (X (y, z), y, z) v  1 +  х'Чу, z) + x (y, z) dy dz,
(S) (D) y

I 1 / (x, 11, z) ds =  j J /  (x, у {z, x),z)V ( 1 +  уЛ г>•*) +  Ух(г> x) dz dx- (20-6)
(S) (D)

М и с о л л а р .  1. Ушбу

1 =  J J (x - f  у +  z) ds 
(S)

интегрални к,арайлик. Бунда (S) — x2 +  у2 +  г2 =  г2 сферанинг г — 0 текисликнинг 
юкорида жойлашган ^иеми.

Равшанки. (S) сирт

г =  У г2 — х2 — у2 

тенглама билан аникланган булиб, бу сиртда берилган

f (х, у, г) =  х +  у +  г 

функция узлуксиздир. 20.1 теоре.мага кура

I  =  И  (х +  у +  V  г2 — х2 — у2 ) У  1 +  г2'х\х, у) +  г'* (х, у) dx dy

булади, бунда (D) =  ](.*, у) £ R2:x2 +  у2 ^  г2}.
Энди бу тенгликнинг унг томонидаги икки каррали интегрални ^исоблаймиз;

t = ? ’

У 1 +  г '  {х, у) +  г’и’ (х, у) =  ■ ■ г— = - .
х У J’ Y  г2—х*—у2

24—501 369



I  =  f | (* +  У +  V  r% — *2 — Уг ) V\ +  г ' (x, у) +  г '  (л:, у) dx dy =

Демак,

(D)

r ^ j { y ^ = p + '  ) * « » •
(D)

Кейинги интегралда узгарувчиларни алмаштирамиз:

х =  р cos ij), у =  р sin t|).
Натижада

2я г 2п

I  =  г IV ГГ P.<cos -ф -4- sin Ч>)_._ , 1 prfp\^ = r Г / Г pJcost + ŝ Mj,) ' 

О '  о 1 ,а- Р 2 J 7 J0 V  Vr2~ p*

2я г 2л г

-fr f ̂  J pd р  j  d\f> =  г J (cos i|) +  sin г|з) dtj) j* _ P2 dP—  _(_ г 2л —  =  я Н

o o  о

Демак, берилган интеграл

j  I  (* +  У +  г) ds =  ял3 

(S)булади.

3. Ушбу

J J x (у +  г )fi(s 
(-S) _______

интегрални царайлик, бунда (S) — х — У  Ь2 — у2 цилиндрик сиртнинг г =  0, г =  с 
(с >  0) текисликлар орасидаги кисми.

Модомики, бу (S) сирт х~~\/ Ь2—у2 куринишда берилган экан, унда интегрални 
^исоблаш учун (20.6) формуладан фойдаланиш лозимдир.

И f (*• У’ г>ds = Я / (х (г/. г)> У< г)У 1 + х'у (У> г).’+  (У- г)
(S) (£>)

Бунда (D ) со.\а (5) сиртнинг Оуг текисликдаги проекциясидан иборат:

(D) =  ((.V, z )e№ :x  =  V b 2-  у2, г =  0, г =  с} =

=  {((/, z )6 R 2: — b ^ y s ^ b ,  0 < г < с } ,

х  =  }А&2—г/2 функциянинг хусусий ^осилалари 

булади. Демак,

/ у  ,
(*/> -?) =  —  ,---- (*/, 2) =  О
 ̂ |/ 62_у2

2

dydz=j* j* *  (^ +  z)ds= J  j" [у +  г) 1 /  1 +  ^ iz :

<S) (D)

=  b J J (y +  z)du dz 
(D)

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги икки каррали интегрални ^исоблаб топамиз:

ь с ь

b J  J (У +  г) dydz =  b J  (  J  {у +  г) dz )  dy =  b J  (  yz -f )^=o dy —

(D) —b 0 — fr

b

cy +  ~ \ dy  =  y2
2 J 2

" JU*C2 f r2_2

_ ь + - т г/Ц = = 6 с -
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' I l ' M i l K ,

| j x (y +  z) ds =  b2c2.
(S)

2- §. Иккинчи тур сирт интеграллари

1\л ()»зода z =  z (х, у) тенглама билан аникланган (5) сиртни ка- 
рлйлик. Бунда z (х, у) функция чегараси булакли- силлик чизикдан ибо- 

рлт булган (D) сохада ((D) с :  R2) берилган, узлуксиз, z'x (х, у), z'y (х, у) 

хусусий .хосилаларга эга хамда бу хосилалар хам узлуксиз. Одатда 
бупдай сиртни силлик сирт дейилади. Силлик сирт хар бир (,*0, у0, z j 
пуктасида уринма текисликка эга булади.

Энди (S) сирт да унинг чегараси билан кесишмайдиган К с пик чи- 
шкии олайлик. (х0, уп, zn) нукта сиртнинг К ёпик чизик билан чега­

раланган кисмига тегишли булсин. Бу чизикни Оху текислигига проек- 

циялаймиз. Натижада Оху текисликда хам Кп ёпик чизик хосил була­

ди. Мазкур курснинг 19-боб, 2-§ ида текисликдаги ёпик чизикнинг 
мусбат ва манфий йуналишлари киритилган эди. (5) сиртдаги ёпик чи- 

шцнинг мусбат ва манфий йуналишлари х,ам шу сингари киритилади. 
Шуии хам айтиш керакки, йуналишнинг мусбат ёки манфийлигини 

лниклаш ^аракатланаётган нукта га кай томондан карашга хам боглик.
Сиртнинг (х„, i/0, гп) нуктасидаги уринма текисликка шу нуктада 

перпендикуляр утказайлик. Бу перпендукулярнинг мусбат йуналиши 

деб шундай йуналиш оламизки, унинг томонидан каралганда иккала 
(К хамда Кп) ёпик чизикларнинг йуналишлари мусбат булади. Унинг 

ман(|)ий йуналиши эса шундай йуналишки, у томондан каралганда Кп 

нинг мусбат йуналишига К нинг манфий йуналиши мос келади. Пер- 
пепдукулярнинг мусбат йуналиши буйича олинган бирлик кесма сирт- 
иинг (х0, у0, Zq) нуктадаги нормали дейилади.

Нормалнинг Ох, Оу ва Oz укларининг мусбат йуналишлари билан 
тлшкил к.илган бурчакларини мос равишда К, р, у оркали белгиласак,

cos а  = ---- х — , cos р = -------- у —

У'+с'+г-; к,
cosy =  —  1 (20.7)

булади ва улар нормалнинг йуналтирувчи косинуслари дейилади (pa­
pain', Г. М. Фихтенгольц, «Математик анализ асослари», II кием).

1 к'ботлаш мумкинки, силлик (S) сиртнинг барча нук галаридаги пер- 
пендукулярларнинг мусбат йуналишлари (нормалларн) бир хил булади. 

На, демак, манфий йуналишлари хам. Шунга кура, сиртнинг икки то- 
мопи хакпда тушунча киритилади.

Сиртнинг устки томони деб, унинг шундай томони олинадики, бу 
юмондан каралганда иккала {К ва Кп) ёшщ чизикларнинг йуналиш- 

лари мусбат булади.
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Сиртнинг устки томони царалганда Кп билан чегараланган текис 

шаклнинг юзи мусбат ишора билан, пастки томони (иккинчи томони) 
каралганда манфий ишора билан олинади.

1. И к к и н ч и  гур  с и р т  и н т е г р а л и н и н г т а ъ р и ф и. /  (х, у, г) 
функция (S) сиртда берилган булсин. Бу сиртнинг маълум бир томо- 
нини олайлик. Сиртнинг Р  булинишини ва бу булинишнинг хар бир 

(Sk) булагида (k =  1, 2, . . . ,  п) ихтиёрий (£*, цк, Q  нукта [k =

— 1, 2, . . . ,  п) олайлик. Берилган функциянинг (%k, % , gfc) нуктада- 

ги f (ck, rjfe, и,) кийматини (Sk) нинг Оху текисликдаги проекцияси (Dk) 

нинг юз lira купайтириб ^уйидаги йигиндини тузамиз:

° = S*)afc. (2а8)
k=i

(S) сиртнинг шундай

Р „  Р 2...........Р т, (20.9)

булинишларини караймизки, уларнинг мос диаметрларидан ташкил топ­

тан

^ р , ’ ^ р 2’ • • • * ^ рт * • • • 

кетма-кетлик нолга интилсин: Хр — 0. Бундай Рт (т — 1, 2, . . .)

булинишларга нисбатан / (х, у, z) функциянинг интеграл йигиндилари- 

ни тузамиз. Натижада (5) сиртнинг (20.9) булинишларига мос интег­
рал йипшдилар кийматларидан иборат куйидаги

а х, ст2, . . . ,стт , . . . 

кетма-кетлик хосил булади.

20.5-т а ъ р и ф .  Агар (S) сиртнинг хар кандай (20.9) булинишлари 
кетма-кетлиги \Рт \ олинганда хам, унга мос интеграл йигинди кий­

матларидан иборат (стт | кетма-кетлик, (ё/;, %, £k) нукталарни танлаб 

олинишига безлик булмаган хрлда хамма вакт битта /  сонга интилса, 
бу / о йигиндининг лимити деб аталади ва у

lim  о  =  lim  У  /  (£fe, Q  Dk =  I  (20.10)
>.Р -*о }.Р -о * *

каби белгиланади.

Интеграл йигиндининг лимитини ^уйидагича хам таърифлаш мум­

кин.

20.6-таъриф.  Агар Y e  > 0  олинганда х>ам, шундай б > 0  топил- 
саки, (S) сиртнинг диаметри Кр <  6 булган хар кандай Р  булиниши 

хамда хар бир (Sk) булакдан олинган ихтиёрий (£ft, £к) лар учун

|а —  /| <  е

тенгсизлик бажарилса, у хрлда /  сони а  йигиндининг лимити деб 

аталади ва у (20.10) каби белгиланади.

20.7-таъриф.  Агар Яр ->0 да f  (х, у, г) функциянинг интеграл 

йигиндиси о чекли лимитга эга булса, / (х, у, z) функция (S) сирт­
нинг танланган томони буйича интегралланувчи функция деб атала-
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ди. Бу йигиндининг чекли лимити 1 эеа, / (х, у, г) функциянинг (5) 
сиртнинг танланган томони буйича иккинчи тур сирт интеграли деб 

аталади ва у

ff /  (х, у, г) dxdy
(S)

каби белгиланади. Демак,

П

Г |‘ I (х, у, z) dxdy =  lim а =  lim  \ f (lk, щ*, Q  Dk.

Функция иккинчи тур сирт интегралининг цуйидагича

[|' /  (х, у, z) dxdy (20.11)
(S)

белгилацишидан, интеграл (S) сиртнинг кайси томони буйича олинган- 

лиги куринмайди. Бинобарин, (20.11) интеграл тугрисида ran борганда, 

хар гал интеграл сиртнинг кайси томони буйича олннаётганлигн айтиб 

борилади..
Равшанки, / (х, у, z) функциям.ihr (S) сиртнинг бир томони буйича 

олинган иккинчи тур сирт интеграли, функциянинг шу сиртнинг ик- 

кьнчи томони буйича олинган иккинчи тур сирт ннтегралндан факат 

шиораси■билангина фарк килади.
Юкоридагидек,

ff /  (х, у, z) dydz, ff f (х, у, z) dzdx
\S) \S)

иккинчи тур сирт интеграллари таърифланади.

Шундай 1\илиб, сиртда берилган / (х, у, г) функция дан учта — Оху 
текислйкдаги проекциялар, Oyz текисликдаги проекциялар хамда Ozx 
текисликдаги проекциялар воситасида олинган иккинчи тур сирт интег­
рали тушунчалари киритилади.

Умумий холда, (5) сиртда Р (х, у, z), Q (х, у, г), R (х, у, г) функ­

циялар берилган булиб, ушбу

ff Р (х, у, z) dxdy, ff Q (x, у, z) dydz, ff R (x, y, z) dzdx
(S) \S) IS)

интеграллар мавжуд булса, у хрлда

ff Р (х, у, z) dxdy +  ff  Q (x, у, z) dydz +  ff R (x, y, z) dzdx
<S) (S) (S)

Й№ииди иккинчи тур сирт интегралининг умумий куриниши деб атала­

ди ва у,

j’f Р (х, у, z) dxdy +  Q (х, у, z) dydz -f R (х, у, z) dzdx
(S) .

каби белгиланади. Демак,

ff Р (х, у, z) dxdy +  Q (х, у, z) dydz -г R {х, у, z) dzdx =
(S)

=' f j  P (x, y, z) dxdy +  ff Q (x, y, z) dydz +  j f  R (x, y, z) dzdx.
<S) <S) <s> ~
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Энди R3 фазода бирор (V) жнем берилган булсин. Бу жисмни ураб 
турган ёпик сирт силлик сирт булиб, уни (S) дейлик. f(x, у, г) функ­

ция (V') да берилган. Оху текисликка параллел булган текислик билан 
(У) ни икки киемга ажратамиз: (У) =  (К,) +  (V)2. Натижада уни ураб 
турган (S) сирт хам (S,) ва (52) сиртларга ажралади. Ушбу

f (' f(x, У, z) dx dy +  f (' f(x, y, z) dx dy (20.12)
(Si) (S,)

интеграл (агар у мавжуд булса) f(x,y,z ) функциянинг ёпик; сирт бу­

йича иккинчи тур сирт интеграли деб аталади ва]

ф ф  f(x,y,z)dxdy
(S)

каби белгиланади. Бунда (20.12) муносабатдаги биринчи интеграл (5,) 

сиртнинг устки томони, иккинчи интеграл эса (5,) сиртнинг пастки то­
мони буйича олинган. Худди шунга ухшаш

j ) f  /  (*. У- z) dy dz, (|);() /  (х, у, z) dz dx
'(S) ' (5)

^амда, умумий ьрлда

Р (х, у, z,) dxdy +  Q(x, у , z) dy dz +  R(x, у, z) dzdx
(S)

интеграллар таърифланади.

2. У зл у к с  из ф у н к ц и я и к к и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л и .  

Фараз ^илайлик, R3 фазода (S) сирт z — z(x, у) тенглама билан берил­
ган булсин. Бунда z — z(x,y) функция чегараланган ёпик; (D) сохада 
((D) cz R-) узлуксиз ва z'x(x, у), г'у (х, у) хусусий хосилаларга эга хамда 

бу ^осилалар хам (D) да узлуксиз.

20.2-т е о р е м а .  Агар f (х, у, z) функция (S) сиртда берилган ва 
узлуксиз булса, у хрлда бу функциянинг (5) сирт буйича олинган 
иккинчи тур сирт интеграли

J J f(x, у, z) dx dy
IS)

мавжуд ва

ff f(x, у, z) dxdy =  j j  f(x, IJ, z (x, y))dxdy
(S) (D)

булади.
И с б о т .  (S) сиртнинг Ps булинишини олайлик. Унинг булаклари 

(5,), (52), . . . .  (Sn) булсин. Бу сирт ва унинг булакларининг Оху 

текисликдаги проекцияси (D) нинг Р0 булинишини ва унинг (D,), (D2) 

. . . (Dn) булакларини хосил килади. Ps булинишга нисбатан ушбу 

йириндини тузамнз:

0  =  2  N 6 * . (20 .8 )
/г=1

Агар (S) сиртнинг устки томони каралаётган булса, у хрлда барча Dk 

лар мусбат булади.
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Модомики, f(x, у, z) функция г =  г (х , у) сиртда берилган экан, у 

х ва у узгарувчиларнинг цуйидаги функциясига айланади:
/(х , у, Z) =  f(x, у, Z (х , у)).

Г>ундан эса

= z ( £ fc, л*) (k =  1,2, • • ■ , п) 

булиши келиб чикади. Натижада (20.8) йигинди ушбу

о  =  л*. 2 (6*. л*)) А* 
к=1

куринишга келади. Бу йигинди f(x,y,z(x, у)) функциянинг интеграл 
йигиндиси (икки каррали интеграл учун интеграл йигинди) эканини 

иайкаш кийин эмас. Агар /(х , у, z(x,tj)) функциянинг (D) да узлук­

сиз эканлигини эътиборга олсак, унда Хр -*■ 0 да
П D

У  /(&*, Л*. 2(б*> л*))Dk
k=\

йигинди чекли лимитга эга булади ва

lim  V  / (£*, z(lk, r\k))Dk =  J \f(x, у, г (х, у)) dx dy
1р  ->П, ^  jD)

D  S=1

булади. Демак,
П

lim  о =  lim  v » / ( l A, Л*
Ч ->°

П

2 ‘
*=1

=  lim У  f №*• Лц. 2 (6*. Л*,)) jD* =  f f  / (*, */, 2 (x, г/)) dxdy.V  *=> <6,
Бундан эса

ff / (x, у, z) dxdy =  ('j / (x, y, z (x, y)) dxdy
(S) (S)

булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.

Агар (5) сиртнинг пастки томони ^аралса, унда барча £>fc лар ман- 

())ий булиб,

j  J  / (х, у, г) dxdy =  —  J  J f (х, у, z (х, у)) dxdy
(S) (D)

булади.

Худди юкоридагидек, тегишли шартларда

( [ / (х, у, г) dydz, J  (’ / (х, у, г) dzdx

‘(S) (О)

интеграллар мавжуд булади ва
f j  / (X, у, z)dydz =  J f  f (x (у, z), у, z) dydz,
<S) (S)

f f /  (x, y, z) dzdx =  ( (’ /  (x, у (z, x), z) dzdx
\S) (D)

булади.
20.1-натижа.  Ясовчилари Oz уцига параллел булган (S) цилин­

дрик сиртни карайлик. /  (х, у, г) функция шу сиртда берилган булсин. 

У холда

ff / (х, У, z) dxdy
(S)
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) | /  (х, у, z) dxdy =  0.

(S)
Худди шунга ухшаш, тегишли шартларда

I* | / (*. У, г) dydz =  0, (' f  / (х, у, г) dzdx =  0

(S) (S)

булади.

Бу тенгликлар бевосита иккинчи тур сирт интеграллари таърифи- 
дан келиб чи^ади.

Юкорида келтирилган теоремадан фойдаланиб, иккинчи тур сирт 
интеграллари хам икки каррали Риман интеграллари хоссалари каби 

хоссаларга эга булишини курсатиш ва уларни келтириб чи^аришни 
у^увчига хагюла этамиз.

3. И к к и н ч и  т у р  с и р т  н н т е г р а л л а р и н и х и с о б л а ш. Юко- 
рида келтирилган теоремадан фойдаланиб иккинчи тур сирт интеграл- 
ларини хисоблаш мумкин. Унда иккинчи тур сирт интеграллари икки 
каррали Риман интеграллзрига келтириб хисобланади:

I ] /  (*. У, г) dxdy =  f j  f (х, у, z {х, у)) dxdy,
'(S)  '(D )

мавжуд булади ва у нолга тенг:

f  ) / У, z) dydz =  f  j /  (x (j, z), y, z) dydz,
'(S) '(D)

f  f  f (X, у, z) dzdx =  f  f  / (x, у (г, x), z), dzdx.
(S) (D)

М н с о л .  Ушбу

(S)

+  kz dxdy

хй </- гг •
интегралнн ^арайлик. Бунда (S) — —  +  4-- — =  1 эллипсонднинг г =  0 те-

кисликдан пастда жойлашган кисми булиб, интеграл шу сиртнинг пастки томони бу- 
йича олинган.

Равшанки, бу (S) сиртнинг тенгламаси куйидагича булиб,

г

унинг Оху текнслигидаги проекцняси

- с  Л[ ,
\ аг *2

эппипсдан иборатднр.
(S) сирт хам, бу сиртда берилган

л2 (/-
_____  f ___f (.Г, t j .  Z) =  --  -f- -—  -4- kz

J  а- Ьг

функция хам 20.2-теореманинг шартларини каноатлантиради. У  >̂ олда

Г Г / X2 (/2 \ . С С ( X *  /;2 _ [



булади. Интеграл (S) сиртнинг пастки томони буйича олинганлиги сабабли тенглик- 
нинг унг томонидаги икки каррали интеграл олдига минус ншораси ^уйилди.

Энди бу

-  Ш §  + £ — kс  л /  1 1

*
1

1

62 V С!2 62 /

/
/  J _ А'2 у-! А'2 И*

-
о

1
я

2 ~~ а2 _  62

dxdy =
а2

"(D)

1 (te 
(О)

икки каррали интегрални хисоблаймиз. Икки каррали интегралда узгарувчиларни

х =  а р  cos ф, у =  Ь р sin ф 

кабн алмаштириб кунидагини топамиз:

/----------------2л 1
■ Л'2 у- А2 1 /2

кс 1 /  1 — —  — — — —  — —  | dxdy =  J j | (кс 1^1—()2—р2) абрф] dф =  

^   ̂ “2 Ь~ Ь~ ' б о

г1 I г /--- I г (1 — ра'3/2 р
=  ah j I | (kc р ) 1— р2 — рз) d p j d ф =  2 л nb — — -----— --— - — -

о б

я
Демак,

х- ц- \ I кс
—  +  -—  +  kz dxdt/ =  2 я ab —  — 
а2 Ы  ) ' V 3 4

(S)

4. Б н р и н ч и в а и к к и н ч и т у р  с н р т и н т е г р а л л а р и о р а с и- 

д а г и б о р л а н и ш .  Биз 19-бобнинг 4-§ да биринчи ва иккинчи тур 

эгри чизщли шпеграллар орасидаги борланишни нфодалайдиган фор- 

мулаларни келтирган эдик.
Шунга ухшаш, биринчи ва иккинчи тур сирт интеграллари ораси­

даги борланишни ифодаловчи формулалар ха и мавжуд.

(S) сирт ва унда берилган / (х, у, г) ва Р  (х, у, z), Q (х, у, г), 
R (х, у, г) функциялар тегишли шартларни каноатлантирганда (i^apa л- 

син, 2-§ нинг 1-пункта) ушбу

(' ) / (х, у, z) dydz =  j j /  (х, у, г) cos a  ds,

(S) ■ ’ (S)

( j f (х, у, г) dzdx =  f  j / (х, у, г) cos f> ds, (20.13)

(S’) ‘ <S)

Г f  f (x, у, z) dxdy =  j | / (x, y, z) cos yds,
(S) (S)

умумий холда

( ( P (x, y, z) dydz +  Q (x, у, г) dzdx 4- R (x, y, z) dxdy —

* < S )

=  ( j ’ [Я (x, u, z) cos a  -f Q (x, y, z) CBsfS +  R (x, y, z) cosy! ds

(S)

(рормулалар уринли булади.
Бу формулаларнинг туррилигини исботлашни укувчига завода этамиз.
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R3 фазода г =  г (х, у) тенглама билан аникланган силлик (5) сирт 

берилган булсин. Бу сиртнинг чегараси д (S) булакли-силлик эгри чи- 
зик булсин. (5) сиртнинг Оху текисликдаги проекциясини (D) дейлик. 
Унда д (S) нинг проекцияси д (D) дан иборат булади.

Фараз килайлик, (S) сиртда Р (х, у, ?) функция берилган булиб, у 

узлуксиз булсин. Ундан ташкари бу функция (S) да

дР (х, у, г) дР (х , у, г) дР (х, у, г)

3- §. Стокс формуласи

дх ду дг

хусусий хосилаларга эга ва улар узлуксиз булсин.
Ушбу

f  ̂(х, У, z) dx
d '(S )

эгри чизик л и интегралнн карайлик (унинг мавжудлиги равшан). Агар 

д (S) чизикнинг (5) сиртда ётишини эътиборга олсак, у холда

| Р  (дг, у, г) dx =  |' Р (х, у, z (х, у)) dx 
k s > b(S)

булади.

Энди Грин формуласи дан фойдаланиб ушбуни топамиз:

j* Р (х, у, z (х, у)) dx =  —  | j* —  {х' Уд* —  у)) dxdy. 

d{D) ' (Ь) у

Равшанки, Р (х, у, z (х, у)) функциянинг у узгарувчи буйича хусу- 
сий хосиласи

дР (х, у, г (х, у)) . дР (х, у, г (х, у))

ду +  дг » К ' У)

булади.

Ушбу бобиинг 2-§ идаги (20.7) муносабатлардан

■ / \ cos Р 
(х, У) =  -----

J cos у

булишини эътиборга олсак,

I f  Й. +  (.*, у)] dxdy =

Ш дР (у, //, £  (.V, у)) дР (X, у, г (х, у)) _ cos ft 1 ^  .

ду дг cos у J
Ф) 

булади.

Натижада каралаётган интеграл учуй цуйидаги тенгликка эга бу- 

ламиз:
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) Р (х, у, z) dx

-я
(D)

d(S)

дР (х, у, г (х, //_))_ _  дР (х, £ , г (х, у)) cos ^  1 4 )

дг cos y j

2-§ даги 20.2-теоремадан фойдаланиб (20.14) тенгликнинг унг то­

монидаги икки каррали интегрални иккинчи тур сирт интеграли ор^а- 

лн ифодалаймиз:

Я[
(D )

дР (х, у, г (х, у)) дР (дг, у, г (х, у)) cos (5

т
(S)

ду дг cos у.

дР (х, у , z) дР {х, у, г) cos ft

dxdy

ду dz cos у
dxdy.

Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи тур сирг интегралини, (20.13) 

||юрмулага асосланиб, биринчи тур сирт интегралига келтирамиз:

ш
(S)

■Я[

дР (х, у. г)

ду

дР (х, у , г)

дР (д:, у, г) cos Р

ду

Oz cos у

дР (х, у, г) cos Р 

dz cos у

dxdy =

•cosy ds =  (20.15)

- я
(S)

дР (х, у, г)

ду
cos yds —

V  дР (х, у, г-)
cos fids.

(S)

Ва ни^оят, яна (20.13) формулалардан фойдаланиб цуйидагинн топамиз:

Я
(S)

дР (х, у, z) 

ду
cos yds — Jj

(S)

'■ дР (x, у, г)

я ^ ^ - я
(S) (S)

(20.14), (20.15) ва (20.16) муносабатлардан

дР (х, у, z)

3(S) "(S)

ду

дР (х, у, г) 

дг

dxdy,

dzdx. (20.16)

j* Р (х, у, z) dx =  j j
dz

dzdx
дР (x, у, г)

ду
dxdy 20.17)

булиши келиб чи^ади.
Худди шундай мулохаза асосида (5) сирт ва унда берилган Q (х, у, г), 

R (х, у, г) функциялар тегишли шартларни бажарганда ушбу
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dQ (x, у, г) 

dx
J  Q (х, у, z) dy =  | J

d(S) (S)

j* R (x, у, z) dz =  j j  -dR (x' y-~-

d(S) '(S)
dy

dxdy ■ 

dydz ■—

_  dQ (x, y, z)

dz

dR (x, y. z)

dydz,

dx
dzdx (20.18)

формулаларнинг уринли булиши курсатилади. (20.17) ва (20.18) фор- 
мулаларни х.адлаб кушиб куйидагини топамиз:

J  Р  (х , у, z) dx -f- Q (x, у, z) dy +  R (x, y, z) dz =  ,

d(S)

dQ (x, y, ?) dP (x, y. z)

dx
(S)

dQ {x. y. z)

dy
dxdy +

dR (x, y, z)

dy

dz

" дР (.х, у, г) dR (.v, у, г) '
tiy Ct ̂  [

dz dx
dzdx. (20.19)

Бу Стеке формуласи деб аталади.

20 . 2-натижа .  Мазкур курснинг 19-боб, 3-§ идаги Грин формула­
си Стокс формуласининг хусусий холидир. Хакик/лан хам, (20.19) 

Стокс формуласида (S) сирт сифатида Оху текисликдаги (D) соха олин- 
са, унда 2 =  0 булиб, (20.19) формуладан

J  Р (х, у) dx +  Q (х, у) dy
dQ (x ,y ) dP (х, у)

dx dy
dxdy

6(D) (£>)

булиши келиб чикади. Бу Грин формуласидир.

Шундай килиб, Стокс формуласи (.S') сирт буйича олинган II тур 
сирт интегради билан шу сиртнииг чегараси буйича олинган эгри чи- 

зикли интегрални богловчи формуладир.

4-§. Остроградский формуласи

R3 фазода, иастдан г =  (х, у) теглама билан аникланган сил- 
лик (5j) сирт билан, юкоридан г — ср2 (х, у) тенглама ёрдамида аник­

ланган силли!^ (S2) сирт билан, ён то- 

У/1 мондан эса ясовчилари Oz укига па- 
раллел булган цилиндрик (53) сирт би­

лан чегараланган (V) сохани (жиемни) 
карайлик. Унинг Оху текисликдаги 

проекцияси (D) булиб, бу (D) нинг 

чегараси юкорида айтилган цилиндрик 

j  сиртнинг йуналтирувчиси сифатида оли- 

' Z=f,n,y) нади (28- чизма)

(ф! (х, у) <  ф2 (а ,  у), (х, у) с (£>)).

Фараз килайлик, (У) да R (х, у, г) 

функция берилган ва узлукеиз бул-

о г__________ - И

(И

. У^4- -
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dR (х, у , г)

дг

хусусий хосилага эга ва бу хосила хам узлуксиз. 

Равшанки, бу холда

син. Бундан таш^ари бу функция шу сохада

ш
(V)

OR (х, у , г)

дг

мавжуд булади ва 18-бобнинг 10-§ ида келтирилган формулага кура

4>,(х.у)

J  J  J  dR {Xdzy'Z) dxdydz =  j  j" J j  -oR | dxdy (20.20)

(V) (D) ф  t (x,y)

булади.

Агар

V,(x, У)

j  _d_ R _ d z = : R  (x, у, ф2 (x, y)) — R (x, y, q>! (x, y))

<Pi(*, У)

булишини эътиборга олсак, у холда

Ф« (Х,У)

J J ( J ~ ° R  "&Г~ dz) d x d y  = 1 j R  У ' ф2 d x d y  ~ ~

(D) ф t(x,y) \D)

— j~ j! R (x, у, ф, (x, y)) dxdy (20.21)

\D)

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги икки каррали интегралларни ,

2- § даги формулалардан фойдаланиб, сирт интеграллари оркали ёзамиз:

[  f  R (х, у, ф2 (х, у)) dxdy =  (' J  R (х, у, z) dxdy,
‘(D) (S .)

| Г R (x, у, ф2 (х, у)) dxdy= Г f  R (х, у, z) dxdy. (20.22)

(D) \sl)

Келтирилган тенгликлардаги сирт интеграллари сиртнинг усгки томони 

буйича олинган. (20.20), (20.21) ва (20.22) муносабатлардан куйидаги- 

ни топамиз:

J J J У’ dxdydz =  J J R (х, у, z) dxd у +

(Ю (S .)

+  | ^ R (х, у, z) dxdy. (20.23)

(Sl)

Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи интеграл (Sj) сиртнинг паст- 

ки томони буйича олинган.
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(S3) сирт ясовчилари Oz укига параллел булган цилиндрик сирт 
булганлигидан

| | R (х, у, z) dxdy =  0 (20.24)

\S\)

булади. (20.23) ва (20.24) муносабатлардан

J J J dxdydz =  J J R (х, у, z) dxdy+ J J R (x, y, z) dxdy +

(V) (S,) (S„)

+  ( lR  (x, y, z) dxdy =  j' j.’ R (x, y, z) dxdy

(S'.) <S)

булиши келиб чикади. Бунда (S )— (V) жисмни ураб турувчи сирт. 
Демак,

J  j  J  dxdydz =  j ) j ) R  (x, у , z) dxdy. (20.25)

(V) (S)

Худди шу йул билан, (К) хамда Р (х, у, z), Q (х, у, z) лар тегишли 
шартларни каноатлантирганда цуйидаги

J IT — Х£ —  dxdydz (X, у, z) dydz, (20.26)

(V) (S)

Ш --- 'I’/ —  dxdydz (X, y, z) dzdx (20.27)

(V) (S)

формулаларнннг гуррилиги исботланади.

Юкоридаги (20.25), (20.26) ва (20.27) тенгликларни хадлаб к уши б
Г Г Г / дР(х. у, z) . dQ (х, ц, г) .

хуиидагини топамиз: 111 ----— :Ll—1- Ч— — — -—- +
J  J , I \ дх ду
(V)

+  d #  (*■ У . г) j  р  у  > 2 )  d y f c  _]_ q  y t dzdx +

(S)

4- R (x, y, z) dxdy.

Бу формула Остроградский формуласи деб аталади.

2 1 - Б О Б

ФУРЬЕ КАТОРЛАРИ

Биз ю^орида, курсимиз давомида, мураккаб функдияларни улардан 
соддароц булган функциялар орцали ифодалаш масалаларига бир неча 

марта дуч келдик ва уларни ургандик. Бу сохадаги классик масалалар - 
дан бири —  функцияларни даражали каторларга ёйишдан иборат булиб, 

у мазкур курснинг 13-бобида батафсил урганилди.

Агар каралаётган функциялар даврий функциялар булса, табиийки, 

уларни соддароц даврий функциялар билан ифодалаш лозим булади. )^ар 
бир ^ади содда даврий функциялар булган функционал цаторларнн ур- 

ганиш мураккаб даврий функцияларни соддарок даврий функциялар 
билан ифодалаш масаласини хал этишда мухим роль уйнайди.
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Ушбу бобда, ^ар бир хади махсус даврий функцнялар булган функ­

ционал каторлар —  Фурье ^аторларини урганамиз.
Фурье к;агорлари назарияси математик анамизнинг чу^ур ва кенг 

урганилган булими булиб, унинг амалий масалаларни хал цилишдаги 

роли каттадир. Бу сохада жуда куп илмий изланишлар олиб борилган 

ва мухим натижаларга эришилган.
Биз ^уйида Фурье ^аторлари назариясининг асосий тушунчалари, 

методлари ва юту^лари билан дастлабки тарзда таиишамиз.

1- §. Баъзи мух,им тушунчалар

Ушбу параграфда келгусида керак буладиган баъзи мухим тушунча- 

ларни —  функцияларни даврий давом эттириш, гармоникалар ^амда бу- 
лакли- узлуксизлик, булакли- дифференциалланувчилик тушунчаларини 

келтирамиз.
1. Ф у н к ц и я л а р н и  даврий д а в о м  э т г и р и ш .  f (х) функция 

а, Ь\ ярим интервалда берилган булсин. Бу функция ёрдамида куйи- 

даги
/* (х) =  / (х —  (b — a)m), х£(а  -f- tn(b —  а), b +  т(Ь  —  а]

( т  =  0 , ± 1 , ±  2 , . . .) (21 .1 )

функцияни тузамиз. Равшанки, энди f* (х) функция (— оо, -f-oo) ора- 

лиеда берилган ва даврий функция булади. Унинг даври Т0=Ь  —  а га 
тенг. Бу бажарилган жараённи функцияни даврий давом эттирши 
дейилади.

Агарда берилган f(x) функция (а, Ь] да узлуксиз функция булса ва 

f(a +  0) =  lim  f(x) =  f(b)
x^a+0

булса, у холда давом эттнрилган f*(x) функция (— оо, -роо) да узлук­

сиз булади.

Масалан, /(х) =  2\/~х(\— х) функцияни даврий давом эттиришдан 

хоснл булган функциянинг графиги 29- чизмада тасвирланган.

Агарда берилган f(x) функция (а, Ь] да узлуксиз функция булса ва 

/(а  +  0) =  lim  f(x)^f (b)
x-+a-{-0

булса, равшанки f'(x) функция ,v =  а 4- т(Ь — а) (т  — ± 1, ± 2 , . . ) 

ну^таларда узилишга эга булади.

Масалан, ( —  1, 2] орали^да берилган f (х) =  х'1 функциянн даврий 

давом эттиришдан хосил булган функциянинг графиги 30-чизмада тас­
вирланган.

29- чилма.

383



0 1 2  3 S X

30- чизма.

f(x) функция [a, b) ярим интервалда берилган булса, уни даврий 
давом эттириш хам юкоридаги сингари бажарилади:

/* (х) — f(x — {b —  о) т), х £ [а +  т  (b —  а), b +  т  (Ь —  а)

( / / 2 = 0 ,  d b l ,  ±  2, . . .).

Агарда f(x) функция (а, Ь) да берилган булса, уни (— с», + оо)/ 

/{а + т(Ь — а); т  — 0, ± 1 , ± 2, . . .} =  X *  тупламга даврий давом 

эттириш мумкин:

Г (х)]~ /  (х —  Ф —  а) т )> х£ {а + т (b — а), b + т(Ь —  а))
(ш =  0,  ±  1, ±  2,  . . .).

И з о  х. f(x) функция [а, /;] да берилган булса, уни (— оо, + оо) 

га, умуман айтганда, икки хил даврий давом эттириш мумкин:

/* (х) =  !{х — ф^— а) т), х£ (а +  т  ф —  а), Ь +  т(Ь — а)]

(т =  0, ± 1, ± 2, . . .). 

f** (х) — / (х —  ф  —  а) т), х £ [а +  тф  —  а), b +  т(Ь —  а))

(т =  0, ±1, ± 2, . . .) .

21.1-лемм a. f(x) функция (а, Ь] оралщда берилган ва у шу 
оралиъда интегралланувчи булсин. У холда f(x) ни ( — оо, +  оо) га 
даврий давом эттиришдан хосил булган f*(x) функция ихтиёрий 
(а, а + ф — а)] да интегралланувчи булади eat

а+(Ь—о) Ь

j  f*{x)'dx =  ^f(x)dx (*)

а  a  j

формула уринли булади.
И с бот.  Шартга кура /(х) функция (а, Ь] да интегралланувчи, 

f* (х) функциянинг тузилишига биноан (каралсин, (21.1) унинг а, а +  

+(&— а)] (у- а £  R) да интегралланувчи булишини топамиз.

Ани^ интегралнинг хоссасига кура

а + ф —а) е Ь а+ ф —а)

j" f*(x)dx== [ f* (х) dx -|-  ̂f* (х) dx +  [ f*l(x)dx (21.2)

a a  a b
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булади. Равшанки, Y х£(а,  Ь] учун /* (* )= /(* )• Демак,

ь ь
[f*(x)dx=  ( } (х) dx.
с а

Энди

a -f  (Ь—а)

/* (х) dx
'ъ

интегралда X — у -f (й — а) алмаштиришни бажарамиз:

a+(b—а) а  а  а

j’ /* (х) dx =  j  f* (у + (b — a)) dy=  j'f* (у) dy =  —  \ f* (y) dy.
b a a a

Натижада (21.2) тенглик ушбу

я-'г(Ь-а) Ь

| /* (х) dx =  j / (х) dx
et a

куринишга келади. Бу эса 21.1-леммани исботлайди. Бу леммадаги 

(*) формула содда геометрик маънога эга: 3̂1- чизмадаги штрихланган 
юзалар бир- бирига тенг.

2. Г а р м  о н и к а  л а р. Ушбу

f(x) =  А • sin(aA: +  Р) (21.3

функцияни карайлик, бунда А, а , Р — узгармас сонлар. Бу даврий

функция булиб, унинг даври Т —-=—  га тенгдир. Ха^икатан хам,

/  =  A -sin а  (х -f +  pj =  А • sin [(ах +  Р) +  2л] =

=  А ■ sin (a х +  Р) =  /  (х).

Бу / (х) =  А ■ sin (a х -f Р) функция гармоника деб аталади.
Гармоникалар математика ва унинг татбикларида, физика ва техни- 

када куп учрайди. Масалан, массаси m га тенг булган М  нуктанинг 
турри чизик; буйлаб ОМ (ОМ =  s) масофага пропорционал булган F =  
=  —  ks куч таъсири остидаги ^аракати (тсбранма харакати) s =  s (t) ни 
топиш ушбу

X

31- чизма.
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дифференциал тенгламаии ечишга келаци. Бу тенгламанилг ечими гар- 

моникадан иборат булади.

^Берилган

/(x) =  y4-sin(ax +  p)

гармониканинг графиги, у =  sin х функция графигини Ох ва О у уцлар 

буйича си^иш (чузиш) х;амда Ох у^и буйича суриш натижэсида х.осил 

булади. Масалан,

/  (х) =  2 • sin (2jc Н- 1)

гармониканинг графигини ясаш жараёни ва унинг графиги 3 2-чизмада 

тасвирланган.
Тригонометриядан маълум булган 'формуладан фойдаланиб, гармо- 

иикани ^уйидагича ёзиш мумкин:

f(x) =  A -sin(ax +  Р) =  Л -(cosa x s in  р +  s in a x c o s p ) .

Агар

y4-sinp =  a, y4-cosp={6 

деб белгиласак, унда гармоника ушбу

/ (х) — a cos a  х -f- b sin'a'x (21.4)

куринишга келади.
Демак, з^ар цандай (21.3) гармоника (21.4) куринишда ифодаланади. 

Аксинча, хар к,андай (21.4) куринишдаги функция гармоникани 
ифодалайди. Шуни исботлаймиз. /(х) =  a cos а х  +  Ь sin а х  булиб, а  ва 

b лар узгармас булсин. Уни цуйидагича ёзиб оламиз:

/ (х) — a cos a  х +  b sin a  х =  а3 +  Ьг at _[Г^ cos а  х +

V а2 + Ы sin

Агар

in а х  |.

V а 2 +  Ь2 =  А, =  sin р,
V  а* +  б*

—  COS Р
У  а- +  о2 

дейилса, у ^олда

f(x) — /l-[sinpcosax +  cospsinax] =  Л э т ( а х  -1- р)

булишини топамиз. '
Биз юк;орида гармоника лар содда даврий функциялар булиб, улар- 

нинг графиклари у — sin х функция графиги характерига эга булишини 

курдик.
Аммо бир нечта (турлн) гармоникалар йигиндисини олсак, у здам 

даврий функция булсада, аммо анча мураккаб функция булади, графи-
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y=2sin(2x*1)

32- чизма
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ги эса у =  sin х функция графиги 

характеридан бир мунча фарк 1\И- 

лади. Масалан, учта турли гар- 

моникалар:

4 .
_  — — sm
Л Л

—  sin 5х

йириндисидан иборат ушбу

f  (х) =  —  —( sin х Н— —sin 3.v +
я \ 3

33- чизма

-f- —  sin5x
5

функция графигини царайдиган булсак, у 33- чизмада тасвирланган бу­
либ, у =  sin х функция графиги характерига ухшамайди.

3. Б у л а к  ли-у з л у к с и з л  ик в а б у л ак л и - д иф ф ере  нциал- 
л а н у в ч и л и к .  f (x) функция [а, Ь\ ораликда берилган булсин. Маъ- 

лумки, бу функция Y  х £(а ,Ь ) нуктада узлуксиз булса, ^амда а нук- 

тада унгдан, b нуктада чапдан узлуксиз булса, у холда [ (х) функция 

[а, Ь] сегментда узлуксиз дейилар эди.
Энди /  (х) функциянинг [а, Ь\ да бу лакл и-узл у кс изл и ги тушунчаси 

билан танишамиз.
Агар [а, b] орали^ни шундай

Ĵ ap бир (ak, ak+l)k =  0, 1, 2, . . п —  1) да f(x) функция узлуксиз 

булса, хамда х =  ак нукталарда чекли унг f(ak +  0) (к — 0, 1, 2, . . . , 

п — 1) ва чап f(ak —  0) (k =  1, 2, . . . ,  п) лимитларга эга булса, у \ол- 

да f{x) функция [а Ь] да булакли-узлуксиз деб аталадн.

Бонщача айтганда, агар /  (х) функция [а, b] ораликнинг чекли сон- 

даги ну^таларидан бошка барча ну^таларида узлуксиз булса ва шу 
чекли сондаги нуцталардаги узилиши эса биринчи тур узилиш булса, 

функция [а, Ь\ да булакли-узлуксиз деб аталади. f(x) функция [а, Ь\ 
да берилган ва узлуксиз булсин. Равшанки, бу функция [а, Ь\ да бу­

лакли-узлуксиз булади.

М и с о л. Ушбу

функцияни карайлик. Агар [0, 2] орали^ни [0, 1] ва [1,2] булакларга ажратсак 
[0, 2] =  [0, 1] U [1,2]), у ^олда [0, 1) ва (1,2] булакларда берилган функция уз-

[aoaj, [аха2], . . . , [a„_v ап\ (а0 =  а, ап =  Ь) 

булакларга ажратиш мумкин булсаки,

{[a, b] =  [a„, a j  U К ,  а*]| U . . .  U [ап_,, a j )

' х5, агар 0 ^ д с <  1 булса,

I (*) — 0, агар х =  1 булса,

— х, агар 1 <  х ^  2 булса
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луксиз, х =  1 ну^тада эеа чекли унг ва чап 
/ ( 1 4 - 0) =  lim /(* )=  — 1, Д1—0) =  lim /(* )= !

*-►1 + 0 ле—*1—0
лимитларга эга булиши топилади. Демак, берил­
ган функция [0,2] орали^да булакли-узлуксиз- 
дир (34- чизма).

Агар f (х) функция (— < » , + оо) да 

берилган булиб, унинг исталган чекли 
lot,Р] ^исмида (1 а ,р ] с (—  оо, +  оо)), бу- 

лакли-узлуксиз булса, у ^олда / (х) функ­
ция ( —  оо, +  оо) да булакли-узлуксиз 

деб аталади
Айтайлик. f  (х) функция (а, Ь\ да бе­

рилган ва булакли-узлуксиз булсин. Бу 
функцияни (— оо, +  оо) га даврий давом 
эттиришдан х;осил булган / * (х) функция 34- чизма

(— оо, + оо) да булакли-узлуксиз булади.

Масалан, f(x) =  х ( х £ (— л, я] булсин. Бу функцияни (— оо, +  оо)гз 

даврий давом эттиришдан х;осил булган функциянинг графиги 35-чизма- 

да тасвирланган.
Энди булакли-дифференциалланувчилик тушунчаси билан танишамиз. 

f  (х) функция \а, Ь\ да берилган булсин. Маълумки, бу функция

Y  х£(а ,Ь ) нуклада дифференциалланувчи булса, хамда унинг а  ну^та- 

да унг хосиласи

/ ' ( а  +  0) =  lim  Ж У * '  
х->а 4 0 х — а

Ь нуктада чап ^осиласи

/' ф  —  0) =  lim ■ M z l i i  
х->ь—о х — b

мавжуд ва чекли булса, у хрлда / (х) функция [а, Ь\ сегментда диф­

ференциалланувчи дейилар эди.

Агар [а, Ь\ оралицни [а, b] =  [а0, а^] U \ах, а2] U • . • U [а„=|, ап] 

буладиган шундай [а0, а,], [а,, а2\, . . . .  [an_ v ап] (а0= а ,  ап=  Ь) булак- 

ларга ажратиш мумкин булсаки, хар бир (ak, ak+l) да (k — 0, 1, 2 . . .  ,

ч t

7 *  т
/

А

35-чизма
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36- чизма 37- чизма

п —  1) функция дифференциалланувчи булса хамда х =  ак нукталарда 

чекли унг / ' (ак +  0) (k =  0, 1 , 2 , . . . ,  п — 1) ва чап /' (ак —  0) (k =  

=  1, 2, . . . , п) хосилаларга эга булса, у холда f(x) функция [а, Ь\ 

да булакли- дифференциалланувчи деб аталади.
Бошкача айтганда, агар / (х) функция [а, Ь] оралицнинг чекли сон- 

даги нукталаридан бошка барча нукталарида дифференциалланувчи бул­
са ва шу чекли сондаги нукталарда чекли бир томонли хосилаларга 

эга булса, функция [а, Ь] да булакли-дифференциалланувчи деб ата­
лади.

/ {х) функция [а, Ь] да берилган ва дифференциалланувчи булсин. 

Равшанки, бу функция [а, Ь\ да булакли-дифференциалланувчи бу­
лади.

М и с о л. 1. Ушбу

функцияни царайлик (36-чизма). Агар [0, 3] ораликни [0, 1], [1, 2], [2. 3] булак­
ларга ажратсак, унда [0, 1) (1, 2,) ва (2, 3] ларда / (.*) функция дифференцналла- 
нувчи булиб, х ~  1, х =  2 нукталарда эса чекли унг ва чап хогилалар

функцияни карайлик (37-чизма). Агар [0, 3] оралицни [0, I], [1, 2], [2, 3] булак­
ларга ажратсак, унда [0, 1], [1, 2], [2, 3] ларда <р (х) функция дифференциалланув- 
чн булиб, х =  1, х — 2 нукталарда эса чекли унг ва чап ^осилалар

га эга булишини топамиз. Демак, <р (х) функция [0, 3] да булакли-"ифференциал- 
ланувчи.

2, агар 1 sg: х <  2 булса,
Ф (*) —

3
— (х—З)2, агар 2 ^  дг ^  3 булса

г (1 -  0) = 2 , /' (1 +  0) = 0, /' (2 -  0) = 0, /' (2 + 0) = -  3



Юкорида келтирилган таъриф еэ мисоллардан, j а, Ь] ораликда бу- 
лакли-дифференииалланувчи функция шу ораликда булакли-узлуксиз 
функция булишини куриш мумкин.

Агар f (х) функция (—  оо, -f оо) да берилган булиб, унинг истал- 
ган чекли [ос, р] ([а, р) с :  (— оо, -j- оо)) кисмида булакли- дифферен- 

циалланувчи булса, у холда / (х) функция (—  оо, +  оо) да булакли- 
дифференциалланувчи деб аталади.

/ (х) функция (а, Ь\ да берилган ва булакли-дифференциалланувчн 
булса, уни (—  о о , +  о о )  га даврий давом эттиришдан хосил булган 
/* (х) (—  о о , ■+ о о )  да булакли-дифференциалланувчн булади.

/ (х) функция \а, Ь] да берилган булсин. Агар [я, Ь] ораликни [я, Ь] =  

=  [а0> «il U 1й|, о2] U • • • U К _] , ап 1 буладиган шундай [я0, а,], 

[а,, а21, . . . , ап] (а0 =  а, ап — Ь) булакларга ажратиш мумкин

булсаки, хар бир [ak, ак+х) да (А =  0, 1, 2, . . . , ti —  1) функция f  (д) 

хосилага эга ва бу хосила узлуксиз булса хамда х — пк нукталарда 

чекли унг /' (хк +  0) (k =  0, 1, 2, . . . , п — 1) ва чап /' (пк — 0) (к =  

=  1, 2, . . . , п) хоснлаларга эга булса, у холда f (х) функция [о, Ь] 
да булакли-силлик деб аталади.

Бошк,ача айтганда, агар f  (х) функция [а, Ь] ораликнинг чекли сон- 

даги ну^таларидан бошка барча нукталарида /' (х) хосилага эга ва бу 

хосила узлуксиз булса хамда шу чекли сондаги нукталарда чекли бир 

томонли хосилаларга эга булса, функция [а, Ь] да булакли-силлик деб 
аталади.

2- §. Фурье каторининг таърифи
Биз мазкур курснинг 14-бобида

v  ип (х) =  и j (х) -h (х) +  . . .  + и п(х)+  . . .

Л = 1

функционал каторни батафсил ургандик. Энди хар бир хади 

и„(х) =  ап cos пх +  bn sin пх (га =  0, 1, 2, . . .  ) 

гармоникадан иборат ушбу
оо

а 0 +  V  (ап cos пх +  bn sin пх) (21.5)

71=1

хусусий функционал каторни карайлик.
Одатда (21.5) ^атор тригонометрик катор деб аталади.
о0, а ,, Ьи а2, Ь2, . . . сонлар зса тригснометрик цаторнинг козф- 

фициентлари дейилади.
Шундай килиб, тригонометрик катор гарчанд функционал катор 

булса хам (унинг хар бир хади муайян функциялар булганлиги учун) 
уз коэффициентлари а0, а1У Ьх, а2, Ь2, . . . , ап, Ьп, . . . лар билан тула 

аникланади.
(21.5) трнгонометрик каторнинг кисмий йигиндиси

П

Тп (х) =  а 0 +  У  (ak cos kx -f-b^ sin kx)

k =  1

тригонометрик купхад деб аталади.
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1. Ф у р ь е  ^ а т о р и н и н г  т а ъ р и ф и .  f  (х) функция [—  л, л) да 
берилган ва шу ораливда интегралланувчи булсин. У  холда

/  (х) cos пх, f  (х) sin пх (п == 1 , 2 , . . . )

функциялар з̂ ам, иккита интегралланувчи функциялар купайтмаси си­

фатида (^аралсин, 1-цисм, 9-боб, 7-§) ] —  л, л] да интегралланувчи 

булади. Бу функцияларнинг интегралларини хисоблаб, уларни цуйида- 
гича белгилайлик:

Я

а° = я” j dx'
—я

Я

“  J / M  cos /u d x  ( / i = l , 2 ,  . . . ) ,  (21.6)

— Я

Я

bn =  — j /  (x) sin nxdx (n =  1, 2, . . .) .
Я J

—  Я

Бу сонлардан фойдаланиб ушбу

оо

Т Ф  х) =  ~  +  2  (а„ cos пх +  Ьп sin пх) (21.7)

П = 1

тригонометрик ^аторни тузамиз.

21.1-гаъриф. ад, a lt b{, а.,, 62, . . . коэффициентлари (21.6) фор- 

мулалар билан ани^ланган (21.7) тригонометрик к;атор / (х) функция- 

нинг Фурье катора деб аталади. а 0, а,, bv b.„ . . . , ап, Ьп, . . . сон- 

лар эса f (х) функциянинг Фурье коэфрициенплари дейилади.

Демак, берилган функциянинг Фурье к,атори шундай тригонометрик 
цаторки, унинг коэффициентлари шу функцняга богли^ булиб, (21.6) 

формулалар билан ани^ланади. Ш у сабабли (21.7) каторни (унинг 
я^инлашувчи ёки узо^лашувчи булишидан ^атъи назар) ушбу «~ » бел- 

ги билан ^уйидагича ёзилади:

оо

/  (х) ~  Т (/; X) =  J  У . (ап cos пх +  bn sin пх),

л= 1

М и с о л. Ушбу

f  (х) =  еах  (—  л ^  х  ^  я ,  а ф О )

функциянинг Фурье цатори тузилсин.
(21.6) формуладан фэйдаланиб, бу функциянинг Фурьз коэффнцнентларини то- 

памиз:



л

- i  I gax cos nx
1 a  cos nx +  n sin nx 

я  a 2 +  n-

1 2 a
(— 1)” ------- sh ал , (n =  1, 2, 3, . . .
v 7 я  a 2+ n 2

1 Г

Ь--л j eax sin nx dx =

(— 1)J
71-1 2n

л a 2-j-n2

1 a  sin nx — n cos па- 

л a 2 +  n2

sh cxji (n =  1, 2, 3, . . . )

я

—я

(^аранг, 1-iyicM, 8-боб, 2-§).
Демак, берилган функциянииг Фурье цаторм

■ - J  +  ^  -г ("л cos пх + bn sin пх) =
П—  1

2 sh а я  { 1 ( - 1) "  
a2 -}-п2

(ос cos пх — п sin пх)\

булади.

Фараз к.илайлик, бирор

«о +  У  (ап cos пх +  bn sin пх) (21.7)

Л = 1

тригонометрик (функционал) к,атор [— л, л] да якннлашувчн булсин. 

Унинг йнгиндисини f  (х) деб белгилайлик:

j  +  К  cos лх +  sin пх) =  f(x). 

/1=1

(21 .8)

Бундан ташкари, (21.7) ни хамда уни cos kx ва sin kx (k =  1, 2, . . .) 

ларга купайтиришдан хосил булган

—  cos kx +  У  (ап cos nx cos kx +  bn sin nx■ cos £.*) =

/2 = 1

=  / (x) cos kx, (21.9)

«о
sin kx +  ^  (an cos nx ' s'n ^  + b n sin nx ■ sin kx) — f(x) sin kx

n=  I

(k =  1, 2, 3, . . .) каторларни [— л, л'| да .%адлаб интеграллаш ыум- 
кин булсин.
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dx =

(21.8) ва (21.9) ларии [— я, л] да интеграллаймиз:

Я  Я  оо

J f(x)dx =  ^ j ( an cos nx + bn sin пх)
—я —я п= I

Я я  я

=  | — dx + cos nxdx + bn j  sin nxdx^= n an,
n=  1 —Я 

я

^ f  (x) cos kxdx — | ^  cos kx+ (an cos nx ■ cos kx +

n= 1

+

Я

+ bn sin nx ■ cos &x) J dx — j  cos kx dx +

—Я
Оо Я  ЗТ

a„ j  cos nx cos kx dx -f bn j  sin nx • cos kxdx^,

0 = 1  — Я  — Я

я  я  я

| f(x) sin kxdx — J  у  sin k x + ^ ^ (a n cos nx • sin kx +

—Я  —Я  n=[
я

+ bn sin nx • sin kx) dx =  ~  J  sin kx dx +

—Я
оо Я  1C

+  ̂an | cos nx ■ sin kx dx + bn j  sin nx ■ sin kx dx̂ j.

n—l — n

Агар n Ф  k да

51 31

J  sin nx sin kx dx =  — J  [cos (n — k) x — cos (n + k) x]dx

sin (n — ft) x sin (n -f- ft) x 

n — ft n +  ft —я 2
-  =  o

ва

шунингдек,

я

Jl JL

J  sin2 nxdx — — J  (1 — cos 2 nx) dx =  я,

J  cos nx-cos kxdx — 0 (n Ф  k), j  cos2 nx dx — я ,

—  Я  —Я
Я

J  cos nx sin kx dx =  0 (n, k =  0, 1, 2, 3, . . . )
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булишини эътиборга олсак, унда
Jt

j’ f (х) dx — я -a0,
— Я

Я

j  f  (x) cos kx dx =  я  •ak (k =  1, 2, 3, . . .),

— Я
Я

J  f  (x) sin kx dx — n-bk (k — 1, 2, 3, . . .)

эканини топамиз. Бу тенгликлардан эса

: -j- j*  / (х) si

^  | / (х) dx,

f (х) cos kx dx,

sin &a dx (k =  1, 2, 3, . . .)

(21 .6)

келиб чикади.

Демак, f (x) функция тригонометрик каторга ёйилган булса ва бу 
катор учун ю^орида айтилган шартлар бажарилган булса, у холда бу 
тригонометрик каторнинг коэффициентлари f (х) функция оркали (21.6) 

формулалар билан ифодаланади, яъни f (х) нинг Фурье коэффициент^ 
лари булади. Бинобарин, каторнинг узи f (х) нинг Фурье катори булади.

2. Ж у ф т  ва т о ^  ф у н к ц и я л а р н и н г  Ф у р ь е  к ; а т о р л а ри .  
Жуфт ва ток функцияларнинг Фурье каторлари бирмунча содда кури- 

иишга эга булади. Биз куйида уларни келтирамиз.
/ (х) функция [— я, я] да берилган жуфт функция булсин. У  шу 

{— я, я] ораликда интегралланувчи булсин. Равшанки, бу холда / (х) 
cos пх жуфт функция, / (х) sin пх (п = 1 ,  2, . . .) эса ток функция 
булади ва улар [— я, я1 да интегралланувчи булади.

(21.6) формулалардан фойдаланиб, f (х) функциянинг Фурье коэф- 
фициентларини топамиз:

я О

ап =  — | / (х) cos пх — — | / (х) cos пх dx +

— Я  — Я
Я Я

+ | / (х) cos пх dx =  — J  / (х) cos пх dx (п =  0, 1, 2,

о о
Я  О Я

\bn =  — J  f(x) sin пх dx =  — J  f (x) sin nx dx + J  / (x) si

—я —я О
Я  Я

=  — £— J  f(x) sin пх dx -f- J  / (x) si

),

sin nx dx

sin nx dx 0 ( n =  1, 2, 3, . . .).
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Демак, жуфт f  (х) функциянинг Фурье коэффициентлари 

2 г
ап =  —  \f (х) cos пх dx (п — 0, 1, 2, . . . ),

л о

=  0 (/г =  1 , 2 , 3 _____) (21.10)

булиб, Фурье катори эса

f{x )~ T  (/; х) =  ^  -f 2  cos

Л=1

булади.

Эндн / (х) функция [—  л, л] да берилган тоц функция булсин ва 

у шу [— л, л] оралицда интегралланувчи булсин. Бу холда f(x) cos пх 
ток, функция, / (х) sin пх (п — 1, 2, 3, . . .)  эса жуфт функция була­

ди. (21.6) формулалардан фойдаланиб, f (х) функциянинг Фурье коэф- 
фициентларини топамиз:

л 0 л

ап — —  ̂ /(х) cos пх dx — — | J  /(х) cos пх dx + J  /(х) cos nxdxj  =

—  Я  “ — Я  0

я  а

= "я [~ j °0S ПХ<*Х j  ̂̂  C0S ПХ ̂ х
о о
л О л

bn =  J  /(х) sin пх dx =  ^ /(х) sin лх dx +  j  f(x) sin nxdx

—  Я  -—Я  0

Я

=  — j  / (х) sin nxdx (п =  1,2,  3, . . .),

о

Демак, тоц f(x) функциянинг Фурье коэффициентлари 

ап =  0 (/1 =  0, 1, 2, . . . ) ,

Я

bn — -jj-j /(х) sin пх dx (п =  1, 2, 3, . . „) (21.11)

о

булиб, Фурье ^атори эса

/ (х )«  Г  (/; х) =  V  sin rax

Л=1

булади.

М и с о л л а р .  1. [ (х) =  х2 (■— л ^  х ^  п) функциянинг Фурье катори ёзилсин.
(21.10) формулалардан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье коэффициентларини 
топамиз:

я

2 Г 2
а0 =  —  I хг dx =  — я2,

3
о
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2 L" 2
=  - 1 х2 cos nx dx = —  л:

Jt J
0

Л

я

4 Г/' cos nx '\л , г
— — x- 1 -ь \ cos
ля [\ л ,>0 J

sin nx 
2 ------

71
я 4

I  « S Isin nx dx =о П Л

0

= ( _ 1)П±(П=1;2---).
n2

0

Демак, f (*) =  x2 функциянинг Фурье ^атори ушбу

я 8 _ 4 я* cos 2х cos Зх \
---^  >  (— 1)" — cos пх =  — — 4 (cos *  — — ——  -f------— . . .  I
3 'л *  3 22 32 /

Л=1

вуринишида булади.

2. Ушбу
1(х) =  х (— л <  х <  л) 

то^ функцияиинг Фурье ^атори ёзилсин.
(21.11) формулалардан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье коэффициент- 

д я
л С 2 я 2 (‘

ларини топамиз: Ъ„ =  — \ * sin /гх ал: =  — —  х cos пх 4- —  \ cos пх dx =  — 
"  2 j  пл о ля .3

о о
2 . 2

----cos лл =  (— I)"-1"1 — (п =  1, 2, 3, . . . ). Демак, f {х) =  х функциянинг Фурье
л л

катори ^уйидагича булади:

ОО
V I , , „ . I  2 . sin 2х , sin 3*

х ~  (— 1)п+ • — sin пх =  2 (sin х — — —  +  •— —  — . . . ) .

Л=1
3. [— I, /] о р а л и ц д а  б е р и л г а н  ф у н к ц и я н и н г  Ф у р ь е  ца- 

т о р и .  Биз юцорида [— я, я] ораликда берилган функция учун унинг 

Фурье цатори тушунчасини киритдик. Бундай тушунчани ихтиёрий 

I—  I, /) (/ >  0) ораликда берилган функция учун ^ам киритиш мум­
кин.

f(x) функция [— I, /] (/ >  0) да берилган ва шу ораликда интег­

ралланувчи булсин.
Равшанки, ушбу

t =  j x  (21.12)

алмаштириш [— I, I] ораликни [— я, л] ораликка утказади. Агар

/ W  =  / ( ^  ) =  Ф (О

дейилса, ф ( 0  функцияни [— я, я] да берилган ва шу ораликда интег­

ралланувчи булишини куриш кийин эмас. Бу ф (/) функциянинг Фурье 
катори куйидагича булади:

_ УЛ»

ф (0 ~  Т (ф; i ) = af  +  (ап cos nt +  bn sin nt),

n= 1
Зунда

Я Я

an =  j  ф(/) cos nt dt (n =  0, 1, 2, . . .) , bn — j  ф (t) sin n t dt
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( л =  1, 2, 3, . . .). 

Ю^оридаги (21.12) тенгликни эътиборга олсак, унда

7  * ) ~  °2 + S i(а" °os n~i х + Ъ" sin ” Тх )
п=1

булиб, унинг коэффициентлари эса 
i

ап =  у  J  ф ^ у  х ^ cos п xdx (я =  0, 1, 2, . . .)»

Ьп =  у  | ф ^-у я j sin n — xd* (/г — 1, 2, 3, . . . )

булади.

Натижада

f W  ~  - f -+  ^ j (  “«cos Т 5- +  sin (21.13)

n=l

га эга буламиз, бунда 

i

ап =  у  | / (х) cos ^у- dx (п =  0, 1 , 2 , . . . ) ,

/

1 i /  (x) sin dx (п =  1, 2, 3, . . .).

(21,14)

/

(21.13) нинг унг томонидаги тригонометрик каторни [— /, /] да берил­

ган f  (х) нинг Фурье ^атори дейилади, (21.14) Фурье коэффициентлари 

дейилади.

Мне  о л. Ушбу

f{x) =  ex (— 1 1)

функциянинг Фурье ^атори ёзилсин.
(21.14) формулалардан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье коэффициентла- 

рини топамиз (бунда 1 =  1); ^

а0 =  J  ех dx =  е — е~\
-I

1
1 гая sin га я  х +  cos га я  х ,  +1 
er cos пп xdx = ------- ;—;— -—~------ е =

1 +  га2 я 2 —1ап =  \
h

1 + «2 Л2 

ч ,

в —  в ^

(е cos п я  — е—1 cos га я) =  (— 1)" — — -— - (га =  1, 2, . . .) ,
1 + га2 Я1*

sin га я  д: —  г ая  cos г а я х  ,  
е sin га я  xdx =  -------- :—;— -— -------- е

1 +  га2 я 2

+1

-1
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ft П COS п я
{e-n я cos n я -j- e 1 n я cos n я) =  —--------- (e~1 — e) =

1 + rfl Я2 1 „2 яа 

в я (- 1 )л ............................ „j_i e — e
(e—i -  e) =  (-  l)n+' --------nя (n =  1, 2, 3, . . .).

1 -J- Л2 Я2 1 4- n2 Jl2

Демак, / (x) =  ex функциянинг (— 1 ^  x ^  1) Фурье катори ушбу

,  e - e - i , , Г (-1)" . ( - l ) n+1 . 1
с ------ 4- (e — e !) >  . -------- cos n я  x 4--------- яя 'В ш  n я  x \

2 L 1 4- n2 л2 [ 4_ „2 яг J
n = l

куринишда булади.

И з о х. (21.7) формула билан аникланган

оО

Т (f; х) — — +  "V I (art cos пх +  bn sin пх)

п=  1

тригонометрик каторнинг (— оо, +  °°) да берилган 2л даврли функ­
ция эканлигини куриш кийин эмас:

Т (/; х +  2л) =  Т (/; х).

Агар [— я, л] да берилган /(х) функцияни (— оо, -f- оо) га даврий 

давом эттирсак (каранг ушбу бобнинг 1-§).

/*(х) =  / ( х — 2л пг), х £ ( — л +  2л/п, л + 2 я /п )(т = 0 , ±1, ± 2, . . ,) , 

у холда, равшанки, (—  оо, +  °°) да
о°

f* (х) ~  Т (/*; х) =  -f V ]  (ап cos пх +  sin пх)
^ Jam

П—1
булади.

3- §. Леммалар. Дирихле интеграли

Функцияларни Фурье каторига ёйиш шартларини ани^лаш, юкорида 
айтиб утганимиздек, Фурье каторлари назариясининг мухим масалала- 

ридан бири. Уни хал этувчи теоремани келтиришдан аввал баъзи бир 
фактларни урганамиз.

1. Л е м м а л а р .  К,уйида келтириладиган леммалар Фурье каторла­
ри назариясида мухим роль уйнайди.

21.2-лемма ,  [а, Ь] оралщда берилган ва интегралланувчи ихтиё- 

рий ф (х) функция учун
ь

l im Г ф (х) sin рх dx =  0, (21.15)

а
b

lim  ( ф (х) cos рх  dx — 0 (21.16)
п—»со J  

а

булади.

Исбот. 1а, Ь\ ораликнинг бирор 

Р  =  {х0, X j, х2, . . . , хп} (а =  х0 <  Х[ <  Х2 <  . . .  <  хп =  Ь)
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Ь л-1

j ф (х) s inр х dx =  2  j Ф (х) s inpx  dx (21.17)

a k=0 Xfc

булади. ф (х) функция \а, Ь\ да чегараланган. Демак,

inf |ф (х); х £  \хк, хА+11} (k =  0, 1, 2, . . .  п —  1) 

мавжуд. У  ни т к билан белгилаймиз:

т к =  inf {ф (х)\ х £  [хА, хл+,]} (k =  0, 1, 2, . . . ,  п —  1).

Энди (21.20) интегрални

Ь л—1

I* ф (х) sin рх  dx =  V  J  Ф (*) sin pxdx =  (21.18)

a k—Q хь

Л-1 ,?*+• 0-1 
“ 2 1  (Ф (■*)—  tnk) sin pxdx +  V  mk Г sin pxdx ~  S x +  S2

A=0 Xfc feO xk

куринишда ёзиб, сунгра хар бир

л-1 дт*+1

S j =  >  I (ф (х) —  т к) sin рх dx,

*=° *к

п—1

булинишини олайлик. Интегралнинг хоссасига кура

S2 =  2  mk f s'mpxdx
k=0

кушилувчини бах.олаймиз.

Агар <ок ф (х) функциянинг [лгл, хА+1] (k =  0, 1, . . . « — 1) даги 

тебраниши булса, учун ушбу

Л— 1 '  •*£_!_] л — 1

l 5 i l < 2 j '  a k dx =  y , % ^ x k (Axk =  xk+l~ x k) (21.19)
k = 0  xk * = 0

тенгсизликка эга буламиз. Шартга кура ф (х) функция [я, fc] да ин­

тегралланувчи. Унда 1- ^исм, 9- боб, 5- § да келтирилган теоремага асо- 

сан, V  £ > 0  олинганда ^ам, шундай б > 0  топиладики, [а, Ь] орали^- 
нинг диаметри Хр <  б булган хар кандай Р  булиниши учун

2  “>*•***<  f  (21-2°) 
л=о

булади. (21.19) ва (21.20) муносабатлардан

булиши келиб чикади.

|S1 | < |  (21.21)
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n-1 **+1
Энди S i = ' S m k г sin px dx йириндини бахрлаймиз. Равшанки,

fc=о xk

I cos pxk —  cos pxk+lII sin px dx

*k 

2 " - ’
Демак, | S 21 <  — "V I т. I булади. р  ш  етарли катта килиб олиш ^исобига

П
P k= о

■21 « * ! < - !  (21-22)
■ fc=0

булади. Натижада (21.18), (21.21) ва (21.22) муносабатлардан етарли 
ь

катта р  лар учун I j  <p (х) s inpxdx\< г булиши келиб чи^ади. Демак,

а
Ь

lim  Г ф (л:) sin pxdx =  0.
P-со J

(21.16) муносабатнинг уринли булиши худди шунга ухшаш курса- 
тилади. Лемма исбот булди.

Хусусан, ф (jc) функция 1а, Ь\ оралиеда булакли- узлуксиз булса, 

унинг учун лемманинг тасддаи уринли булади.

21.1-эслатма. Леммадаги
ь ь

I  ip) — [' Ф ix) sin pxdx, / х (р) =  j  ф (л:) со5р х d х

а а

интегралар, равшанки, параметрга (р —  параметр) боглиц интеграллар- 

дир. Мазкур курснинг 17- боб, 5-§ ида биз бундай интегралларнинг 
лимитини интеграл белгиси остида лимитга утиб ^исоблаш ха^идаги 

теоремада исбот ^илган эдик. Бу теорема шартлари юцоридаги интег- 
раллар учун бажарилмайди (р-+- °° да интеграл остидаги функциянинг 

лимита мавжуд эмас) ва, демак, ундан фойдалана олмаймиз. Шунинг 
учун хам лемма юк;орида ало^ида исботланди. Иккинчи томондан, 

лемма параметрга бог лик интегралларнинг лимитини бевосита, интег­

рал белгиси остида лимитга утмасдан ^ам, хисоблаш мумкин эканли- 

гига мисол булади.
Юкоридаги лемма чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли 

учун хам умумлаштирилиши мумкин.
Ф  [х) функция [а, Ь) ярим интервалда берилган, b ну^та шу функ­

циянинг махсус ну^таси булсин.
21.3-лемма,  [а, Ь) да абсолют интегралланувчи ихтиёрий ф (х) 

функция учун
ь

lim ( ф (х) sin рх dx =  0,

р * —  -а
ь

lim  (" ф (х) cos pxdx — 0 (21.23)
Р-* оо ,J 

а

булади.
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И с бо т. Ихтиёрий г) (0 <  т] <  b — а) олиб,

ь

J  Ф (х) sin рх dx

а

интегрални куйидагича ёзиб

b Ь—т) Ь

f ф (х) sin p x d x — | ф (х) sin pxdx +  j  ф (x) sin pxdx, (21.24)

a a b—T)

бу тенгликнинг унг томонидаги хар бир кушилувчини бахолаймиз.
Каралаётган ф (х) функция \а, b —  т)) да интегралланувчи булганли- 

ги сабабли юкорида келтирилган 21.2-леммага кура

Ь- Л

iim  i ф (х) sin pxdx — О 
P-а

булади. Демак, Y e > 0  олинганда хам, шундай р0 >  0 топиладики, 

барча р  >  ри учун
Ь- л

|  ̂ ф (х) sin рх dx j <  J  (21.25)

а
булади.

Шартга кура ф (х) функция [а, Ь) да абсолют интегралланувчи. 

Таърифга биноан, f e  > 0  олинганда хам, шундай 6 >  0 топиладики, 

ъ

0 <  т]< б булганда j  ]ф(х)| d x <  у  булади. Демак,

Ь—Г|
ь ь

J j  ф (х ) sin рх dx | ф (х )  ] dx <  . (21.26)

Ь—Т) Ь—П

Юкоридаги (21.24), (21.25) ва (21.26) муносабатлардан етарли катта
ь

р лар учун j \ ф (х) sin рх dx | <  г булиши келиб чикади. Демак,

а
Ъ

lim  ( ф (х) sin рх dx =  0. (21.23) муносабатнннг уринли булиши худди
со I

шунга ухшаш курсатилади. Лемма исбот булди.

Исбот этилган леммалардан мухим натижа келиб чикади.
21 .1-натижа. 1— л, л) ораликда булакли-узлуксиз ёки шу оралик­

да абсолют интегралланувчи f (х) функциянинг Фурье коэффициентла- 
ри п->-оо да нолга интилади:



2. Д и р и х л е  и н т е г р а л  и. Фруье каторининг я^инлашувчилиги- 

ни урганиш, бу катор кисмий йириндилари кетма-кетлигининг лимити- 
ни аниклаш демакдир. Шу мак,садда катор кисмий йириндисини цулай 

куринишда ёзиб оламиз.
f  (х) функция [—  я, я) ораликда берилган ва абсолют интегралла­

нувчи (хос ёки хосмас маънода) булсин. Бу функциянинг Фурье коэф- 

фициентларини топиб,
Я

ак =  - - J  / (I) cos kt dt (k — 0, 1 ,2,  . . .),

—71
71

bk =  -  f  /  (/) sin kt dt (6 =  1 , 2 , . .  .),

— 71

сунгра топилган коэффициентлар буйича f (х) функциянинг Фурье к;а- 
торини тузамиз:

00

/ (х) ~  Т (/; х) =  ~  +  V  (ak cos kx +  bk sin kx).

k=\
Энди бу каторнинг ушбу

П

Fn (/; *) =  ~  +  ^  К  cos kx +  bk sin kx)

&=i
цисмий йигиндисини оламиз. Бу йигиндидаги ak (k =  О, 1, 2, . . .) ва 

(6 =  1, 2, . . .) ларнинг урпига уларнинг ифодаларини куйсак, у холда

Fn (/; л) =  j-  ^ / (/) d/ + ~ J  / (О [cos М 'cos kx + sin W ■ stn&x] d/.

Маълумки,

Демак,

*=1 —я

cos kt • cos kx +  sin kt-smkx =  cos k (t —  x).

Fn (/; x) =  “  j  f  (0 V  COS k(t — x) dt.

—71 k=\

Интеграл остидаги ифода учун куйидаги муносабат уринли: 

"  sin (2л +  1)

^  cos k (t — .х)

Хакикатан хам,
П

2 sin у  [ j  +  cos ku — sin ~ 2 sin — cos ku =  sin +

A=1 Л—1

+ S  fsin ik + ы ~ sin (k ~  ? )  u] =  sin (ra+i ) u

(u — t — x).
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Бу тенглик ёрдамида Fn (/; х) йигинди куйидагича ифодаланади:

t — x
sin (2л +  1) ■

sin
t — x

dt. (21.27)

(21.27) тенгликнинг унг томонидаги интеграл f  (х) функциянинг 
Дирихле интеграли деб аталади.

Шундай цилиб, f (х) функция Фурье 1<;аторининг ^исмий йигиндиси 
Fn (/; х) параметрга безлик (21.27) куринишдаги интеграл (Дирихле 

интеграли) дан иборат экан.

/* (а )  функция / (х) функциянинг (— сю, +  °о) га даврий давоми 

булсин. Бинобарин, /* (а ) функция (— оо, +  оо) да берилган, 2лдавр- 

ли, [— л, л) да абсолют интегралланувчи функциядир. К,улайлик 
учун биз и,уйида / (х) функциянинг узини (—  оо, +  оо) да берилган,

2 л даврли, [ — л, л) да абсолют интегралланувчи функция деб ^исоб- 

лаймиз ва [* (х) урнига / (х) ни ёзиб кетаверамиз.

t — X
sin (2n -f- 1) — -—

Энди Fn (/; х) =  ^  J  / (О
t — x

dt интегралда t = x  +  и

алмаштириш циламиз. Интеграл остидаги функция 2 л даврли функ­

ция булганлиги сабабли, бу алмаштириш натижасида интеграллаш 

чегараси узгаРмасДан коладн (ушбу бобнинг 1-§ ига ^аралсин). 
Натижада

Р .  V- / ( ' + “>
— Я

булади. Бу интегрални ушбу

sin (2/i +  1) —

и
sin —

2

du

Fn (/; х) =
2 л

0 sin (2п+  1) — 

f  f  (я +  U) ----------- —  du +

sin (2/г +  1)

+  j f ( x + u )  

'o

и
sin

~2

и

О
du

sin

икки киемга ажратиб, унг томондаги биринчи интегралда и узгарув- 
чини — и га алмаштирамиз. У  ,\олда

л

Fn d ' X) =  ~  [  I/ (Х +  “ ) +  /  (Х —  «)1

sin I п-'г—  I и

2 sin

du (21.28)

404



булади. Дирихле интеграли Fп (/; х) нинг бу куринишидан келгусида 

фойдаланилади.

Хусусан, /  ( х ) = 1  булса, (21.28) муносабатдан

"  sin (« + 7) и
1 =  ^ | ---Л -  du (п — 1. 2, . . .) (21.29)

л J О • “о 2 sin —

булиши келиб чикади. Хакикатан хам. бу хрлда

а0 = 2 ,  afc =  &,; =  0 (А =  1,2, 3, . . .)

булиб,

F . ( l ; * ) « l

булади.

4- §. Фурье цаторинмиг яцинлашувчилиги

Энди берилган / (v) функция кандай шартларни бажарганда, унинг 
Фурье катори якинлашувчи булишини топищ билан шугулланамиз.

1. Л о к а л л а ш т и р и ш  п р и н ц  и пи. Ю^орида келтирилган Дирих­

ле интеграли

1 г г  sin ̂ +i) “
F n (/; Х) =  ~п \ [ / ( *  +  «) +  / (х —  и)

„  . и
2 sin —

9

du (21.29)

к,уйидаги мухим хоссага эга. Ихтиёрнй 6 ( 0 < 6 < л )  сонни олиб,

(21.29) интегрални икки цисмга ажратамиз:

6 sin I п+ ~  \и

F„ (/; х) =  — i 1/ (х +  и) +  f (х — ’и )]------ —  du +
я . «

2sin?

sin Я-f- -
1 <■

+  — \ [f (х +  и) +  f  (х —  и)1 -- --------du.
Я .1 м

2 sin — 
2

Унг томондагн иккинчи

1(n+f) “
du

“
2 sin —

2

интегралнинг я -v оо да лимита мавжуд ва нолга тенг. Х^и^атан х;ам 
берилган / (х) функция I— л, л) да, ва демак, [б, л) да абсолют ин­

тегралланувчи булганлигидан
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Ч> (и) = ------  [/ (x +  u) +  f (х —  и)]
и

2 sin —  
2

функция хам шу оралщда абсолют интегралланувчи булади ([б, л) да 

sin ^  функция чегараланган| ва 21.3-леммага асосан

Я  ! '

Нш У2 (п, 6) =  Нщ 1 Ф (и) sin i n -j- — ) udu =  0.
п  СО ОО t} V 2 /

б

Натижада куйидаги теоремага келамиз.

21.1-теорема.  Ушбу

1 г Sin ( « + - ) «  

h  (п, б) =  — I [/ (х +  и) +  f (х — и )]--------- du . ....
о ■ м• 2 sin —

интегралнинг оо йоги лимити] мавясуд [булгандагина Дирихле 

интегралининг п-*~ оо <3аги лимити мавжуд булади ва

lim /■„ (/; х) =  lim  / j («, б).
Я ->оо Л—> фо

Равшанки, 1Х (п, Ь) интегралда /  функциянинг [х — б, х +  б] ора- 

ликдаги цийматларигина катнашади.

Шундай цилиб, берилган / (х) функция Фурье каторининг х ну^- 
тада яцинлашувчи ёки узоклашувчи булиши бу функциянинг шу нукта 

(х —  б, х —  б) атрофидаги ^ийматларигагина боглии; булар экан. Шу- 

нинг учун келтирилган теорема локаллаштириш принцшги деб юри- 
тилади. Унинг мох.иятини цуйидагича ^ам тушунтириш мумкин.

Иккита турли 2 я  даврли / (х) ва ср (х) функцияларнинг х,ар бири 
[— л, л) да абсолют интегралланувчи булсин. Равшанки, бу функция­

ларнинг Фурье каторлари хам, умуман айтганда, турлича булади. 

Бирор х0£ ( — л, л) ва б (0 <  б <  л) учун

/ (х) =  ф (х), агар х £ [х. —  6, х9 -f б],

/ (х)фц> (х), агар х £ [—  я , л)\[х„ —  б, х0 +  б]

булса, у холда п-+- оо да бу функциялер Фурье каторлари ^исмий 

йигиндиларининг х0 нуктадаги лимитлари ёки бир ва^гда мавжуд (бу 

холда улар бир- бирига тенг) булади, ёки улар бир вактда мавжуд бул- 
майди.

Пировардида, уцувчиларимиз эътиборини локаллаштириш принципн- 
нинг яна бир му^им томонига жалб килайлик.

Келтирилган теоремадан 1г (п, б) интегралнинг п —уоо  даги лимити 

барча б (0 <  б <  л) лар учун бир вактда ёки мавжуд булиши, ёки 
мавжуд булмаслиги келиб чикади.

2. Ф у р ь е  ^ а т о р и н и н г  я р н л а ш у в ч и л и г и .
21.2-теорема.  2л даврли f(x) функция [— л, л] оралицда булак­

ли- дифференциалланувчи функция булса, у хрлда бу функциянинг 

Фурье цатори
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— +  (ak cos kx +  bk sin kx)
2 jmd

fc=i

[— л, л) да якинлашувчи булади. Унинг йигиндиси

Т (/; х) =  у  +  V  (afe cos kx +  bk sin kx) =   ̂<* + °> +  f (*Z ?>

булади (x£[— л, л)).
И с б о т .  (21.29) тенгликнинг x^p икки томонини

\ 1/(х +  0) +  / ( х - 0 ) ]

га купайтириб ^уйидагини топамиз:

1 2 С I s in (n + y )a
l [ f ( X  +  0 ) ] + / ( x - 0 ) ] = ^  ±  [f(x  +  0) +  f(x- 0 )\  V du.

Я oJ 2 sia |

(21.30)

(21.28)^ва (21.30) муносабатлардан фойдаланиб ушбу 

айирмани нуйидагича ёзкш мумкин:

'  щ 1
(/'- * ) ~  Y  I/ (* +  °) + /  (-« —  0)] =  -  j  [/ (x +  u) +  f  (х —  и) —

0 I
sin («+ — ]«

—  / (х +  0) —  /  (х — 0)] — ----- —  rf«.

2 s i n -
2

Агар

я sinln-p—•)«

-i Г [/ (X +  и) — / (х +  0)1 — ---du =  / 1я (/; х),
^  J о  .  «

о 2 sin ■—
Z

_in (я- рТ  ) и

L f [/ (X —  a) - f (X -0)1 — ^— 1L- du =  /te a; х)

2sin ■
2

деб белгиласак, унда

< ? ;* )- -£  [/ (* +  0) +  / (х -0)1 =  / 1п (/; X) +  /2я (/; л)

б\'лади.
Энди 7lrt (/; х) ва /211 (/; х) ларни ба^олаймиз. Ихтиёрий б (0 <  б <  

<  я) сонни олиб, / 1п (/; х) ни икки ^исмга ажратиб ёзайлик:
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i ln (/; х) = -  f if (x + и) -  / (x + o)i — -— du+
Л J о • “

sin (п+~-'| и6
1

2sin ■
9

Я s in ^+ ^- 'ju

H—  | If ( x +  u) —-/ (дс +  0)) —— ------- du. (21.31)
n  J  n ■ u

6 2sin —

Локаллаштириш принципига асосан

я s in (n + y ] «  

lim  -  \ [ / (*  +  « ) — / ( *  +  0)] — --- ——  =  0
П-* cr> Я  J  W

i  2sm —
2

булади. Демак, у  e >  0 олинганда х^м. шундай л0 =  /?0 (е, 6) £ N то- 
пиладики, у  п > п 0 учун

я sin I л+ ~  J и

I -  Г I/(дс +  ы) — /(ж  +  0)] — i < 4  (21.32) 
I л j  u ^  2

« 2sin -

булади.

Энди (21.31) тенгликнинг унг томонидаги биринчи интегрални ба- 

холайлик. Уни б ни тенлаб олиш хисобига етарлича кичик кила оли- 
шимиз мумкинлигини курсатайлик.

Шартга кура, / (х) функция [—  л, л) да булакли- дифференциалла­
нувчи. Бинобарин, у- х [х £ [— л, л)) нуцтада унинг бир томонли чек­
ли хосилалари, хусусан, унг хосиласи

lim ?) = Г  {х +  0)
и-*-f  о и

мавжуд. Демак, шундай бх >  0 топиладики 0 <  и <  6Х булганда 

М * +  » ) - / ( * _ 4-_0) ^  ^  =  cons{) 

и
булади.

Шунингдек, шундай б2 >  0 топиладики, 0 <  и <  62 булганда

U

2
----- <  М 2 (М 3 =  const)

булади.

Агар б =  m in |б,, 62, —— —  1 дейилса, унда ихтиёрий n £ N  учун 
[ 2Af1Ai2J

sin -
2
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булади. Натижада (21.31). (21.32) ва (21.33) муиосабатлардан, у е >  

>  0 олинганда хам, шундай n0 £ N  топиладики, барча п >  п0 учун 

[/,„(/: * )| <  в булиши келиб чикади.

Иккинчи интеграл

1 -  sin  f  п +  —— ) и

lji\  х) =  —  [/ (х —  и) — / (*— 0]]---- ----- — —  du
Л J о . и

о

хам худди шунга ухшаш бахоланада ва 112п (/; х) ] <  б булиши толила- 

ди. Де.мак, Y  е >  0 олинганда хам, шундай п0 £ N  топиладики, барча 
п > п 0 учун

I F n ( f >  у  [ / ( *  +  0 ) + / ( * - ° ) ] 1 <  2е

булади. Бу эса

П ш ^ ; х ) = | [ ( л -  +  °) +  / (х - 0 )]
п->оо ^

экаиини билдиради.

Шундай килиб, / (х) функциянинг Фурье катори [— л, л] да я^ин-

лашуЕчи, унинг йигиндиси Т (/; х) эса [ / ( х -f 0) /  (х —  0 ) ] га 

тенг:
ос

Т (/; х) =  К  cos k х bk sin A>x) =  \f(x +  0) +  f(x —  0)].

~  k = \

Теорема исбот булди.
Равшанки, теорема шартларини каноатлантирувчи /(х) функциянинг 

узлуксизлик ну^таларида

И .+  0 )+ / (х-0 )  в / ( х )

булади.

х =  ± л булганда ушбу бобнинг 1- § ида айтилган ушбу 

/ (л +  0) =  / (—  я+ 0) =  / (л —  0) 

тенг лик лар эътиборга олинса, унда

/(— я  +  0)+ / (—я — 0) / (— л +  0)+  я  (я— 0)

Л

Y\mFa(f; — я ) = '
П—>оо

lim F (f ; л)
л->“>

булади. Демак,

2 2 
f ( я +  0 )+  / ( я —  0) /(—JT+ 0) + ( (я  —  0)

lim F' (/; —  я) =  lim  F  (/; я) =  [/(— л 4-0) +  / (я— 0)],
Я-t* Л->«! 2



яъни

T(f; —  л) =  Т (/; л )=  -~\/ ( - я  +  0) +  / (л - 0 )]

булади.

21.2- н а т и ж а .  Агар 2л даврли f  (х) функция [ —  л, л] да узлук­
сиз, булакли-дифференциалланувчи ва / (  —  л) =  /(я ) булса, бу функ­

циянинг Фурье катори [— л, я] да якинлашувчи, йигиндиси 

Т //; х) =  /  (х) (х £ [—- л, я])
булади.

М и с о л л ар . 1. Ушбу
f(x) =  x* ( х € [ - л ,  я]) 

функциянинг Фурье катори куйидагича

я'2 . 4  я2 cos 2 л:
л-2 _ - - + —  cos kx — —  -4(cosx — —^ — +

Л=1
cos Зх 

+ —  ~

булишини курган эдик. Равшанки, х2 функция [—л, л] да оралицда 21.5-натижанинг 
шартларини "^аноатлантиради. Шу натижага кура, [—я, я] да унинг Фурье цатори 
якинлашувчи, йигиндиси эса х2 га тенг булади. Демак,

тг2 »  k 4 я2 cos 2х cns Зх

' S - T  +  2 ( _ , )  F T - 4 ( c o s ,

Aj= 1 g

(*.€ f—я, я]).
2. Ушбу

f (x) =  cos ax (0 <  a <C 1) 
функцияни царайлик. Унинг Фурье коэффициентлари

Л

а0 =  — k cos axdx — 2 s‘n QJt j 
я .1 ал ’

о

Я 1 ^ 
а =  —— \ cos ах cos nxdx =  —  Г (cos (а -{- л) х +  cos (а—п) x)]dx=

"  я  j  л Л
О о

п 2а sin а л , л
=  -1) ---Г ----  (л =  1, 2, . . . ) ,

а2—л2 л
*„ =  0 (л = 1 , 2 . . . ) ,

булади. Демак, берилган функциянинг Фурье цатори

sin ал , 2а sin ал (— 1)*
cos ах — -----i ---------- у  , -----—  cos kx

ал л а2—кг
fc= 1

булади. Агар 6v /(х) =  cos ах функция 21.5-натижанинг шартларини бажаришини 

эътиборга олсаК, унда
ОО .

sin ал 2 а sin ал (— 0
cos ах = -----+  -------- у  .--- — cos kx

ал л а2—А2
fe=i

булишини топамиз.
Кейинги тенгликдан х  — 0 дейилса.

sin ал Г 1



яъни

келиб чщади.
3. К,уйидагн

я =  _L  -f- V  ( — 1)* ( _!_+__L_\
sin а я  а  jfrgJi \а-|-£ ’ o — k)

( — х, arap — я  ^  х ^  0 булса,
1 (х) =  {

( О, агар 0 < х <  я  б^лса

функцияни царанлик. Бу функция юцоридаги 21.2-теорема шартини каноатлантири- 
шини куриш к,ийин эмас.

Берилган функциянинг Фурье коэффициентларини топнб, Фурье ^аторини ёзамиз:

о
яа о : f (X) d x = - ± J 1 

л 2 2 ’

х cos kxdx — —  —  х sin kx 
kn

- И
—я

я о

Ot =  _ L  I / (x) cos kxdx =  —  —  i 
Я  J я J

— я —я

о

4- -1- \ sin kx dx =  —  (cos kn— cos 0) =  —  [ (—  1)* —  1 [. 
kn J  kbi k*nv 1

—я
Демак,

f 2
=  J — arap k — тоц сон булса,

I 0, arap k —  жуфт сон булса.

Энди bk коэффициентларни ^исоблаймиз:

я О

+

sin kx dx =  —  х

и

1 Г COS kx J  __  COS k я _  ( —  l) ft

я  J  k k k

Шундай цилиб, x 6 ( — я, я) учун

k=\ k=\

x =  ±  я  да эса

T(f; —  я) =  T(J; я) =

k= l

0 - f o  я

2 2
булади.

4. Ушбу
1, агар — я  ^  х <  0 булса,

агар 0 х <  я  булса

функцияни царайлик. Бу функция юкоридагн теореманинг шартларини ^аноатланти- 
ради. Берилган функциянинг Фурье коэффициентларини хисоблаб, унинг Фурье ца- 
торини топамиз:
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ап = J  f (дг) dx = _L J  dx - _L J  d* = 0,

—я —Л П 0
7 0 я

an — -j—  J  f (x) cos nxd.x— J* cos nx dx— J* cos nx dx — 0 (n =  1, 2, . . .),

—n —я 0

bn ~  J  f M  sin n xdx =  — J  sin n x d x — —  J sin nx dx

Демак,

—я —я о
! 1 2 * 

[cos 0 — cos «х ]+ —  [cos пл: — cos 0] =  -—  (cos пл — cos 0)=  
пл пл пл

=  — к —  1) "  —  1].
пл

0, агар п — жуфт сон булса,

агар п — то^ сон булса.
b — > 
п I -  — ,

I пл

Шундай щлпб, берилган / (х) функциянинг Фурье цатори
оо

Т (/; х) =  — i  V 1 sin (2 n -  l)x =  _  ^
"  2n — 1 я

n=l
булади ва унинг йигиндиси

f (х), агар * £ (  — л, я)\{0} булса,

Д - 0 )  + Д + 0 )  ! + ( - ! )

sin Зх sin 5л:
+

2 2 

Т (/; *) =  / ( — л — 0 ) + / (  — я +  0 ) _

О, агар л: =  О булса,

О, агар х =  — я  булса,

/ ( я - 0 )  +  Ля +  0)
=  0, агар х =  л булса

J

булади. 38-чизмада f(x) функциянинг ва унинг Фурье ^аторининг Fl (f; х), F2(f; я) 
ва F3(f\ х) цисмий йигандилари тасвирланган.

5- §. Кисмий йигиндиларнинг бир экстремал хоссаси.
Бессель тенгсизлиги

f(x ) функция [а, Ь] ораликда берилган. Бу функция ва унинг 

квадрати /2(х) хам шу ораликда интегралланувчи булсин. Одатда бун- 
дай функциялар квадрати билан интегралланувчи деб аталади.

*1—
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Агар / (х) функция j а, Ь\ да квадрати билан интегралланувчи бул­
са, у шу ораликда абсолют интегралланувчи булади. у\акикатан х;ам, 
ушбу

,/ (* )| < - 1  ( !+ /* (* ) )  

тенгсизликдан фойдаланиб
ь

j \{x) \dx
а

нинг мавжуд булишини топамиз. Бу эса f  (х) функциянинг [а, Ь] да 
абсолют интегралланувчи эканини билдиради.

A m m o  f(x) функциянинг абсолют интегралланувчи булишидан, унинг 

квадрати.билан интегралланувчи булиши хар доим келиб чи^авермай- 
ди. Масалан, ушбу

/ М  =  77—
У х

функция (0, 1] да интегралланувчи, лекин

т  = —
х

функция эса (0, 1] да интеграланувчи эмас (каралсин, 16-боб, 5- §).

Демак, квадрати билан интегралланувчи функциялар туплами, аб­

солют интегралланувчи функциялар тупламининг кисми булади.

/'(х)*функция [ —  л, л] да квадрати билан интегралланувчи функ­

ция, T jx ) — даражаси п дан катта булмаган тригонометрик купхад 

булсин:
П

Тп(х) =  y  +  V j  К cos kx +  к sin ь*)-
fc=l

Равшанки, бундай купхадлар хам [ —  я, л] да квадрати билан ннтег- 
ралланувчи буладилар. Кош и— Буняковский тенгсизлигидан

/  \f(x) —  Tn(x)\2dx (21.34)

— Я

интегралнинг хам мавжудлиги келиб чикади. Бу интеграл муайян f(x) 

да а 0, а ,, а 2, $2, , а п, |3„ ларга боглик:
Я

1 =  1{а0, a v Bj, а 2, Р2, . . .  , а п, (3„) =  |* [ / (х) —  Тп(х)\г ах.

-—Я

Энди куйидаги масалани карайлик. Ш у коэффициентлар кандай 

танлаб олинганда I  энг кичик кийматга эга булади? Бу масалани хал 

этиш учун юкоридаги (21.34) ннтегрални хисоблайлик:

J [ / W — Tn(x)]*dx= j / 2(x) dx —  2 j ’/  (x) Tn(x) dx 4- j  'T2n(x)dx (21.35)

— я  — n  — Я  — я

f(x) функция Фурье коэффициенлари учун
Я

1



Jt

—Я
формулалардан фойдалансак,

Я Я Я
| f (x) Tn(x) d x =  J  f(x) ~  +  У  (a. cos kx +  |\ sin Ax)i dx =

ak— —  I f(x)coskxdx, {k =  1, 2, . . .)

булади.

Arap

к= I 
n

=  ^ а 0л+  +  P* ■&*'«)
*=i

^  +  ^ (< V ° fc  +  l\ A  ) 
/1 = 1

(21.36)

=  Л

I cos =  1 sin kxdx — 0. f cos kx ■ sin kx dx =  0,

—Я —Я —Я
я  я

( sin2 kx dx =  f cos2kxdx =  л
—Я —Я

(к;аранг, ушбу бобнинг 2- § ига) эканинн эъгиборга олсак, у ^олда

п
| Т2п (л-) dx =  | ^  +  Y ]  (a;.cos kx +  f\sin kx)

-я к=  1

а,

dx =

— я 2 +  +  Pfe 
*=1

(21.37)

булади. Юкоридаги (21.36), (21.35.), (21.37) тенгликлардан фойдаланиб
куиидагини топамиз:

Я

J [ /М  — T’n W  dx =  j* /2(х) dx —  2 л ^  a A afc +

-Я —Л fe=l—Я 
п

+ 2  |3ft&ft]+ixP +̂ aI+]S^ ]== 5Г(х)*
ft= l /г=1 /г=1 —Я/г=1 /г=1

п п

+ Л [ + V  («й -  а/ + V((V- Ь/с)2
/;=1 *=1 

Бу тенгликдан куринадики,

f [ /W - T ’ nW]2. ^

ft л

+  S ] a l  +  У  W
*шшА '
k=i k=\
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интеграл

а0 =  а0,

а к =  ак, (k =  1, 2............ л),

Р* =  6*. (А = 1 , 2 ............ п)

булгандагина узининг энг кичик кийматига эришади ва у киймат

булади, яъни:
-я fc= l i = l

min
a 0 . a ,  , p , . . . a „  , p„

Я

j /2 (x) dx —  л

f/(*> — 7’„W12^ =

k =  1 /f=l

Шундай килиб, куймдаги теоремани исботладик.
21.3-т е о р е м а .  [ (х) функция I —  л, л] да берилган, квадрати 

билан интегралланувчи булсин. Даражаси п дан к ат т а  булмаган 

барча тригонометрик купхадлар j T Jx) } ичида ушбу

l l f ( x ) - T n(x)]4x
—Я

интегралга энг кичик циймат берувчи купцад f (х) функция Фурье 
каторининг п-кисмий йигиндиси булади:

min Г \f(x) — Т(х)I2 dx =  f \f(x) — F (/; x)]2dx =
Tlx) J

j №) (21.38)

r<*)

л - я [ 4 + 2 <«+2 ‘5'
*=i [*=i

21.3-натижа.  Агар / (х) функция [ — л, л] да квадрати билан 

интегралланувчи булса, у холда бу функциянинг Фурье коэффициент- 
лари квадратларидан тузилган

эо оо

2  а% ва V  Ь2 
fe=i * *=i *

каторлар якинлашувчи булади ва куйидаги тенгсизлик уринлидир:

+ \л
“i + У  л к (х) dx. (21.39)

k=i k=i 

И с б о т .  (21.38) муносабатдан т/ п учун



яъни

булади. Бу ерда п ни чексизликка интилтириб, келтирилган натижани 
ва тенгсизликни хосил кнламиз.

(21.39) тенгсизлик Бессель тенгсизлиги деб аталади.

6- §. Якинлашувчи Фурье цатори йигиндисининг функционал
хоссалари

Биз мазкур курснинг 14- бобида якинлашувчи функционал катор- 
лар йириндисининг функционал хосссаларини батафсил ургандик. Рав- 

шанки, берилган функциянинг Фурье ка тори функционал каторларнинг 

хусусий холидир. Бинобарин, тегишли шартларда Фурье кагор лари 

йириндилари хам 14- бобда келтирилган хоссаларга эга булади. Куйи- 
да уларни исботсиз келтирамиз.

/ (х) функция Г — л, л| да берилган ва унинг Фурье цаторн

ОО

Т (/; х) =  ^  т  У  (а сos пх +  Ь sin пх) (21.40)
2 jimd

п=\

[— л, л] да якинлашувчи булсин.

Г . Ф у р ь е  к а т о р и  й и р и н д и с и н и н г  у з л у к с из л и г и. 
Агар (21.40) катор [ —  л, л| да текис якинлашувчи булса, у холда бу 
каторнинг Т (/; х) йиринднси [ —  л, л] ораликда узлуксиз функция 
булади.

2°. Ф у р ь е  к а т о р н и  ^ а д л а б  и н т е г р а л л а ш .  Агар (21.40) 

к;атор [— л, л] да текис якинлашувчи булса, у холда (21.40) катор 
хадларини интегралларидан тузилган

Ь 30 b Ь

 ̂ -‘L dx +  ( ап \ cos nxdx +  bn j  sin nxdx j  =

a «=1 a a
OO

Пп ,, . , \ 1 /  sin nb— sin nci , , cos n a — cos nb \

“ f  ( » - « )  +  2 i ( ° « ----- ; -----+ " » ----- ; ----- )
П— I

^атер ( —  л < а < Ь < л )  хам якинлашувчи булади ва унинг й№пндиси

| Г ( / ;  x)dx

а

га тенг булади, яъни
ь" Ь 00

 ̂ Т (/; х) dx =  \ ~  (ап cos пх +  bn sin пх) j dx =

а а п~ I
b оо ь

=  j  -у dx +  |  ̂ («„cos пх +  bn sin пх) dx ].

а П—I а

k=l k~i —л
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3°. Ф у р ь е  ^ а т о р и н и  хадлаб д и ф ф е р е н ц и а л л а ш .  Агар 

(21.43) цаторнинг хар бир хадининг хрсилаларидан тузилган

ОО
v  ( —  папsin пх +  nbn cos пх)
л—1

^атор [j— л, л] да текис якинлашувчи булса, у холда берилган Фурье 

каторининг йигиндиси Т (J; х)) шу I — л, л] да T'(J; х) хосилага эга ва
ОО

T'(J; х )=  ^  ( —  пап sin пх +  nbncos пх)

п =1

булади.
Шундай килиб, умумий холдагидек \{х) функция Фурье катори йи- 

гиндисининг функционал хоссаларини урганишда Фурье каторининг 
текис якинлашувчи булиши мухим роль уйнаяпти. Бинобарин, Фурье 

каторининг текис якинлашувчи булишини таъминлайдиган шартларни 

аниклаш лозим булади.
Энди шу хасида теорема келтирамиз.
Ф у р ь е  к а т о р и н и н г  т е к и с  я р н л а ш и ш и .  21.4-т е о р е м  а. 

/ (х) функция I —  я, л] ораликда берилган, узлуксиз хамда / С— л,) =  
=  / (л) булсин. Агар бу функция [— л, л] ораликда булакли-силлщ 

булса, у холда f(x) функциянинг Фурье катори

ОО

Т (/; х) =  -у +  (ап cos пх +  bn sin пх) (21.40)

л=1

[ —  л, л] ораликда текис якинлашувчи булади.
И с б о т .  Берилган / (х) функция Фурье катори (21.40) нинг хар

бир

ип (х) =  ап cos пх +  bn s\nnx [п — 2, . . .)

хадч учун
I ип(х) 1=1 ап cos nx+ bn sin пх | <  | ап | +  | Ьп |

(п =  1, 2, . . .) булади.
Энди

ОО

Т + ^ (|й" 1 +  |&« |)
/i=i

каторнинг якинлашувчи булишини курсагамиз.

Фурье коэффициентлари
Я Я

I 1 * I t *
а =  —  / (х) cos nxdx, b, = —  \ f(x) sin nxdx (n =  1, 2 , . . .) 

я  J  n n  J
—.1 _л

ни карайлик.

Булаклаб интеграллаш коидасига кура

Л Я

ап=  —  \ f (x )d l ----  = — /(*)• —  sinnx
п J  \ п / я п

—я —я
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•—  \ /'(*) sin пх dx =  —  —  • —  \ f'{x)sm nxdx, (21.41) 
лл ,1 я л ,т

—л

Я

+f ! Ш  ('~ ) -  -  -1- /М  ■ -  cos »дл  J  \ п  1  л  гг
—л —л

л

+  —  \ f'(x)cosnxdx = --- - ( —  1)п [/(л) —  /( — л)] +
ПЛ J  ПЛ

л
1

4--- 1 /(x)cosn.v
пя .1

dx.
ПЛ ,1 

—л

Агар / ( —  л) =  / (л) шартни эътиборга олсак, у холда

Л

=  —  • — Г /  (x) cos nxdx (21.42)
л я J

—D

булади.

/'(*) н и н г  Фурье коэффициентларини а'г ва // десак:

Л Л
J Г» / 1 Р

а ’„ — —  j f(x ) cos nxdx, b’n =  —  /'(.x) sin nxdx (n =  1, 2, . . .),

у холда (21.41) ва (21.42) муносабатларга кура

ап-

булади. Натижада

булади.

Агар

7  ( К |  +  К | )  =  1 ^ 1 ^

<  —  ( а« +  —  ) +  “  f e ’ +  ~ 1 =  —  ( а ’п +  Ьп ) +  —П2) 2 \ п п* ) 2  ̂ п > п~

булишини хисобга олсак, унда ушбу

w + i M « i ( “;,‘ + v ) + ^  (21.43)

тенгсизликка эга буламиз.
Шартга кура /' (л;) функция булакли-узлуксиздир. Бинобарин, у 

квадрати билан ингегралланувчидир. Шунинг учун бу функциянинг 
а п, Ь'п Фурье квэффициентлари Бессель тенгсизлигини каноатлантира- 

ди, яъни
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булади. Демак,

катор якинлашувчи. Унда якинлашувчи каторларнинг хоссаларига ку­
ра ушбу

П— 1

катор х;ам якинлашувчи булади.

Ю^орида келтирилган (21.46) тенгсизликка мувофи^

2 ( l flJ  +  l &nD (21-45)
п~ 1

каторнинг хар бир хади (21.44) каторнинг мос хадидан катта эмас. 

Таккослаш теоремасига кура (каралсин, 1-том, 11-боб, 8-§) (21.45) 

катор якинлашувчи, демак,

^ +S*'0"1+16»1*
п=\

катор якинлашувчи булади.

Вейерштрасс аломатидан (14-боб, 2-§) фойдаланиб, (21.40) Фурье 

каторининг [— л, л] да текис якинлашувчи булишини топамиз. Теоре­

ма исбот булди.

7- §. Функцияларни тригонометрик купх;ад билан яцинлаштириш

Юкррида, 6- § да курдикки, агар / (х) функция [—  и, я] да узлук­

сиз, булакли-узлуксиз дифференциалланувчи булса, унинг Фурье нато­
ри Т(х) шу ораликда текис якинлашувчи булади, яъни цисмий йигин- 

дилар кетма-кетлиги {Fn (f; *)} шу f(x) функцияга текис я^инлашади. 

Текис якинлашувчиликнинг таърифига биноан, V  е > 0  олинганда ^ам 
шундай я0£ N топиладики, у  я > я 0 учун

sup | F„(/; х) —  f(x) | <  е (21.46)
— я<х<я

булади. Бу эса ю^орида айтилган шартларни ^аноатлантирувчи функ­
цияларни исталган аникликда F n(x) тригонометрик купхад билан та^- 

рибан алмаштириш мумкннлигини ифодалайди.
Аммо 14- бобда келтирилган Вейерштрасс теоремасига кура ихтиё- 

рий [а, Ь] да узлуксиз функцкяни исталган аншушкда алгебраик куп- 

^ад билан такрибан алмаштириш мумкин эди.
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Табиийки, (21.46) уринли булиши учун f(x) нинг [— я, я] да уз­

луксиз булишининг узи етарли булмасмикин, деган савол тугилади. 
Бу саволга жавоб салбийдир. Х^ттоки, узлуксиз функциянинг Фурье 
катори, умуман айтганда, якинлашувчи 65'лмай колиши х̂ ам мумкин 

экан (каранг, И . П. Натансон, Конструктивная теория функций, Мос­

ква, 1947, 7-боб, 3-§). Демак, Фурье ^аторлари кисмий йигиндила- 

ридан, функцияларнинг бу, кенгро^ синфи учун такрибий дисоблаш 

аппаратлари сифатида фойдалаиа олмас эканмиз. 1\уйида биз [— я, я] 
да узлуксиз ихтиёрий / (х) функция учун шундай тригонометрик куп- 
хдцлар {сгя (/; х)} кетма-кетлигини тузамизки,

1 im sup | о  (/; х) — / (я)] =  О
П - со -—

булади. Шуни хам таъкидлаймизки, бу тригонометрик купхадлар Фурье 
т^аторлари ^исмий йигиндилари ёрдамида осоигина тузилади.

Фей е р  йигиндиси .  /(а) функция [— я, я] ораликда берилган 

ва узлуксиз булсин. Бу функция Фурье каторининг кисмий йигиндиси

П

Fn (/; х) =  —  +  " У  (ak cos kx +  bk sin kx)
2 я̂вшя

k = l

дан фойдаланиб, ушбу

Ъ  (/; х) +  X) +  (/; х) +  . . .+  .г)],

F* (/; *) =  ^ -  (21.47)

йигиндини тузамиз. Одатда (21.47) йигинди / (х) функциянинг Фейер 

йигиндиси деб аталади.
f(x) функциянинг Фейер йигиндиси оп (/; х) тригонометрик купх.ад 

булади. Х^кикатан хам, Фурье катори кисмий йигиндиларшшнг ифо- 

далари

Fo (/;*> =

F i (/; х) — у- +  at cos х +  Ьг sin х,

F*(f>х) — -у +  ах cos х -j- b1 sin x +  a2 cos 2x +  b.2 sin 2x,

F„_ i (/; x) =  —— |- cos x -f- by sin x +  • ■ • +  a „_1 cos (n—  1) x +

+  bn_ j  sin (n —  l)x

га кура

M / ;  x) =  ,

<̂2 (f>x) =  у  +  y- a i cos* +  - J by sin x,
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o3 (f, x) =  —  +  — a1cosx+  —  bxs inд: +  —  a2cos 2 x +  -^-62sin2x,
2 3 3 3 3

an (f ; x) =  +  -— - Qi cos a: +  -— - bt sin x +  . . .  +  — an_ x cos (n
П 

П— I

k =  \

П — k

n

n — k
—  1)X + — bn_ { sin (n —  I ) *  akcoskx +  -— —bysin

П
in kx'j

булади.
Агар 3-§ да келтирилган (21.32) тенглик

Fn( 1, *) =  1 (n =  0, 1, 2, . . .)

ни эътиборга олсак, унда (21.50) дан

an (l; х) =  1 (21.48)

булиши келиб чикади.
(21.47) муносабатдаги Fk(f\ х) (к =  0, 1, 2, . . .  /г —  1) нинг урнига 

унинг ифодаси (каралсин, (21.28)

л

Fk if ’ *) ^  ~  j  [/ (х +  ы) +  / (х — и) 1

26 +  1

du

2 sin

ни куйяб куйидагини топамиз:

п—1 л

2

2£+  1
1 ^ ( г* о л

а«№ = + «) + /(*-«)]----
о 2 sin 4 -

Я

=— с2 ля J

f (х + и) + f(x— и)

о

Я 

1 2

а
sin —  

2

п—1

)^ Si n ( 2 ^ +  1 ) |  

fc=0

da =

n-t

П Я
Г r f (x+ ,̂  + y(£ r .20 V s in (2* +  l)t[d t

J L Sin/ ?"o

Интеграл остидаги йигинди учун
П.— 1

sin (2 k +  1) =  “
sin 2 t

sin t
k о

муносабат уринли. ^акикатан хам,
п—1 ‘ п—1

sin  ̂ sin (2 k +  1) t =  sin t ■ sin (2 k +1)/
*=0 fe=0

П— I

— у  — cos 2 kt—cos(2A+2)/ — (1 — cos2«0 =  sin2 tit.

Натижада f(x) функциянинг Фейер йигиндиси ушбу

421



л
т

*) =  —  f  \f(x  +  2t) +  f ( x - 2 t ) ] ( ^ - ] Zdt (21.49) 
пл J  L J V sin * /

о

куринишни олади. Бу ва юкоридаги (21.48) тенгликдан

я

j * % p L ^ j 2d/ (21.50)1 =  ■
пл

булиши келиб чицади.

21.5-т е о р е м а  (Фейер т е о р е м а  с и). / (х) функция [— л, я] 
оралщда берилган, узлуксиз ва / (—  я) =  /  (л) булсин. У  ,\олда

1 im sup \оп (/; х) —  / (х)| =  О
П--*ос —ЖХ<Я

булади.

И с б о т .  (21.50) тенгликнинг хар икки томонини / (х) га купайтир- 
сак, у холда

/ (х) == ■j d/

булади. Бу ва (21.49) муносабатдан (}юйдаланиб, ушбуни топамиз:

л/2

/  (х +  2 0 +  /  (* —  20  —
1

о „ ( / ;  * )  —  / ( * >  =  —

пл 0
0

- 2  f(x)
sin nt \а 

sin t
)2dt. (21.51)

Модомики, шартга кура f (х) функция [— л, л] да узлуксиз экан, 
у Кантор теоремасига биноан текис узлуксиз булади. Демак, у е  >  0 
олинганда хам, шундай 6 =  8(e) > 0  топиладики, \х' —  л"|< 26 тенг- 

сизликни цаноатлантирувчи у х ' ,  х" 6 I— я, я] учун

(21.52)

булади. Шу топилгэн б сонии олиб (уни б <  —  деб хисоблаш мум­

кин), (21.51) интегрални икки кисмга ажратамиз:

о„ (/; х) —  (х) =  1Х (п, 6) +  / 2 (п, б),

бунда

и

А (я, б) -  —  Г f (Х+ 2 /)+/ (х -  20-2/ (х)
71 Л J  _ '

sin я? \2

sin /
d l.
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/ 2(я, о) =  —  С \f{x +  2 t) +  1 { x - 2 t ) - 2 f { x ) ] ( ^ - X d t .  
п я J J \ stn t /

s

Энди 1к(п, 6) ва /2(я, а) интегралларни бахолаймиз. Юкоридаги (21.52) 

муносабатни эътиборга олиб куйидагини топамиз:

1/г (я, 6)1 Д [/ (х  +  2 / ) -/ (х )1  +  | / ( * - 2 0 -

■ / (,)l] &innt^ d t <  —  ( 7 J L  +  - V —

л _ п * а л * .) а(и =  ± .
п л .) V sin < j  2

Демак,' У  е >  О олинганда ^ам, шундай 6 >  0 топиладики, барча 

я £ ЛГ лар учун |/х (я, 6)1 <  у  булади.

Энди / 2(я, 6) интегрални бахолаймиз.

П/2

|/2 (я, б)| < —  f  \f(x +  2 t ) + f ( x - 2 t ) ~
п л J 

б
я/2

{ W dl'
бунда М  =  max |/(х)!. Равшанки,

—л<*<я
' sin nt \2 ^  1

( б > 0 ) д а ( ^ ) : ,
\ sin / / sin2 О 

булади. Натижада /2(я, 6) учун ушбу |/2(я, 6)| <

л Я 

’ ■?

п л sin* 6 2

2 ЛГ бахрга эга буламиз. Агар натура л я сонини п > п 0
гс sin* 6

4Л* •] ^илиб олинса, унда —2 — <  —  ва, демак, |/*(п, 6)|<
J п sin2 6 2

булади.

Шундай килиб, у  е > 0  олинганда хам шундай б =  6 (е) >  0 топи­

ладики, Y n d N  учун |/1(я, S)j <  -у булди. Ва шу е > 0  ва 6 =  6(e)

ларга кура шундай я0 топиладики, у  я >  я0 учун |/2(я, б)| <  бул­

ди. Бу тасдикларни бирлаштирсак, у  е >  0 учун шундай п0 £ N топи­

ладики. у  я > я 0, у х £ [ — я, я] учун |оп(/; х) —  f(x)| < е  булади. 

Демак, lim  sup \оп (/; .г) —  / (х) == 0. Теорема исбот булди.
П -»со — Ж Х < П

Натижада, функцияни тригонометрик купхад билан я^инлаштириш 

з^ацидаги куйидаги теоремага келамиз.
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21 .6-теорема  ( В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и ) .  Агар f  (х) функ­
ция [—  л, л]да берилган, узлуксиз ва /  (—  я) =  / (л) булса, у х(олда 
шундай <̂ „(х) тригонометрик куп^ад топиладики,

1 im  sup (х) — / (х)| =  О
П - +  со — Я < .Х < Я

булади.

8- §. Уртача яцинлашиш. Фурье ^аторининг уртача я^инлашиши

Функционал кетма-кетлик ва цаторларда текис якиилашнш тушун- 

часи билан бир цаторда, ундан умумийро^ —  уртача якинлашиш тушун- 
часи хам киритилади.

1. У р т а ч а  я к и н л  а ш и ш. 1а, Ь\ ораликда бирор {[п (х)}:

Ш ,  Ш ,  • ■ • - /„(*). • • • (21.53)

функционал кетма- кетлик ва / (х) функция берилган булиб, f (х) (п =  

=  1, 2, . . .) хамда /(х) лар шу ораликда квадрати билан интеграл­
ланувчи булсин.

21.2-таъриф. Агар

lim  j  [fn (х) —  / (х)]2dx — О
п~*х а

булса у холда (21.53) функционал кетма-кетлик /(х) функцияга [а, Ь\ 
да уртача якинлашади деб аталади*.

Ми сол  лар .  1. Ушбу {/„(•*)) =  { хп }:

X, х\ хп . . . .  (х 6 [0, 1])

функционал кетма-кетлик

г / % ._\0. агар х6[0.  1) булса.
' ' ' \ 1, агар х =  1 булса

функцияга [0. I] да уртача якинлашади. Ха^ицатан хам,

1 1 1 

j* | fn W ~  f (JC)j2 dx =  j (*" ~  0,2 dx =  J Х~П dx ~  ~

0 0 0

1
ва, демак, iim j ixn — 0]2rfx =  0.

Л-+00 0

*Аникрок айтганда, киритнлган якинлашишни, одатда урта квадратик якинлашиш 
деб аталади.



—, - д-2 -- 2х* ____ —— пх*
~\[2хе 2 ’ 4 х е 2 > • ■ • • / 2  пд: е , . . . (х£(0, ]])

функционал кетма-кетлик /(х) =  0 функцияга [0. 1] да уртача яцинлашмайди, чунки

21 .7-теорема.  Агар (21.53) функционал кетма-кетлик / (х) га 
\а, Ъ] да текис якинлашса, шу (21.53) кетма-кетлик / (х) га \а, Ь] 
da уртача я^инлашади.

И с б о т .  (21.53) кетма-кетлик / (х) га текис якинлашсин.

Таърифга биноан, у е  > 0  олинганда хам шундай n0£ N  топиладики, 
Y п > п 0 ва у х £  [а, Ь] учун бир йула

эканинн билдиради. Демак, {/„(*)| кетма-кетлик / ( х) функцияга \а, Ь] 

да уртача якинлашади. Теорема исбот булди.

21 .2-эслатма.  Функционал кетма-кетликнинг [а, Ь) да уртача 
якинлашишидан, унинг шу ораликда текис якинлашиши ^ар доим ке­

либ чи^авермайди. Масалан, юкорида курдикки I /„ (х) | =  {хп } кетма- 

кетлик

J lfn (х) -  f (х)]*dx =  | [V 'Jnxe -  0]2 dx =
о 0

=  [ 2 nx e~nx’dx =  f e nx' d (nx2) =  (1 — t n).
'о о

I — nx*

lim \[У2пхе — 0)2 dx =  1 ^  0.
n~*oc 0

булади. Демак, у n > n 0 учун

ь b
j j  \fn W  -  / (*)12 dx | <  f | /„ (x)\ -  / (x)r- dx <
a a

b

a

булади. Бу эса

ь
Hm J l /„  (x) —  / (x)]2 dx =  0

t(x) =  {'
0, arap x £ [0, 1) булса,

1, arap x =  0 булса
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функцияга [О, 1] да уртача яцинлашадн. Бирок бу функционал кетма- 

кетлик шу f (х) функцияга [0,1! Да текис я^инлашмайди (царалсин, 
14-боб, 2 -§).

Юкорида келтирилган теорема ва эслатма функционал кетма- к ет- 

ликларда уртача я^инлашиш текис я^инлашиш тушунчасига Караганда 
кенгроьу тушунча эканини курсатади.

21.3-э с л а т м а .  Функционал кетма-кетлик [а, Ь\ да якинлашишидан 
[(а, Ь) нинг хар бир ну^тасида якинлашишидан) унинг шу ораликда 

уртача якинлашиши келиб чикавермайди. Шунингдек, функционал кет- 

ма-кетликнинг [а, Ь] да уртача якинлашишидан, унинг шу ораликда 
якинлашиши ([а, Ь\ нинг хар бир нуктасида якинлашиши хам келиб 
чикавермайди.

____Y nx2
М н с о л .  {fn (x)} =  {V  2 пхе  функционал кетма-кетлик f (х) =  0 функ.

цияга [0, 1] да я^инлашади ([0, 1] орали^нинг >;ар бир нуктасида я^инлашади):

— -n.t2

(х) =  lim  уг 2пхе  2 =  0 =  f (х).

Бу кетма-кетликнинг f (х) =  0 функцияга [0, 1] да уртача я^иилашмаслиги курса - 
тилган эди.

Энди бирор ораликда уртача яцинлашадиган, бироь; шу ораликда яциилашмац- 
днган функционал кетма-кетликка мисол кьлтирамиз.

[9, 1] орали^ни п та тенг булакка ажратамиз:

[о, 1] =  " у 1 (*), 
k=0

бунда

К,уйидаги

д„ т  =
k_ k + 1 1 

П П \

сfn {k, х )=  1, агар х £ Ап (k),

Ф„ (k, х) =  0, агар хЕ [0,1]\А„ (к)

(k =  0, 1. 2, . . . , п— 1) функциялар ёрдамида ушбу функционал кетма-кетликни 
тузамиз:

f i  М  =  <Pi (0. X),

f2 (л) =  ф2 (0, х), /3 [х) =  ф2 (1, дг),

[f4 (х) =  ф3 (0, х), /5 (1, дг), /6 (х) =  ф3 (2, дг),

{/,„(*)' функционал кетма-кетлик / (дг) =  0 функцияга [0, 1] ораликда уртача' 

я^инлашади. Хаки^атан ^ам,

1 1 
lim j' [fm (х) — { (х)]2 dx =  lim  j' f2m {x) dx =  

m—*•00' о fn-*оо о

! ". l 
=  lim I [ф„ (k, х)]2 dx =  lim  I \ dx — lim —  = 0 .

m~>“ -0 m-*°° m-»50 П

n
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( { im О*)) функционал кетма-кетлик хадларининг тузилиши коидасига кура fm (х) =

— фп (k х) булиб, т-*-оо да п->оо булади.)

Бу {/ш (•*)} функционал кетма-кетлик /(*)== 0 функцияга [0, 1] орали^нинг 
хар бир ну^тасида яцинлашмайди. Хаки^атан хам. \х£ [0, 1] нук,та учун т  нинг 
чексиз куп цийматлари топиладики, fin (х) =  1 булади, т  нинг чексиз куп циймат- 
лари топиладики, fm (х) =  0 булади.

Функционал каторларда хам уртача якинлашиш тушунчаси шунга 

ухшаш киритилади.

[а, Ь] ораливда

2  uk W  =  Ы1 (х) +  и 2 («) +  • • •  +  ик(х) +  . . . (21.54)

функционал катор берилган булсин. Бу катор ^нсмий йигиндилари

П

S n (x) =  V  uk(x) =  (х) +  и3 (х) +  . . • +  ип(х)

к= 1

дан иборат (х)} функционал кетма-кетликни карайлик.

21.3- та ъ риф .  Агар
ь

lim j (х) —  S (х)]2 dx— О

(l
булса, у холда (21.54) функционал катор S(x) функцияга [я, Ь) да ур­

тача ящнлашади деб аталади.
2. Ф у р ь е  к а т о р и н и н г  у р т а ч а  я к и н л а ш и ш и .  f (х) функ­

ция [— л, л] да берилган, Т (/; х) эса унинг Фурье катори

Т (/; х) =  is . +  V  (ак cos kx +  bk sin kx)

k=i
булсин.

21.8-т е о р е м а .  Агар f (x) функция [— л, л] оралщда узлуксиз ва 

/ (— л) =  / (л) булса, унинг Фурье катори [— л, л] да / (х) га уртача 

якинлашади.
И с б о т .  Шартга кура /(х) функция [— л, л1 да узлуксиз ва / (—

—  л) — / (л). У холда' ушбу бобнинг 7- § ида келтирилган Вейерштрасс 

теоремасига асосан, V  6 >  0 олинганда хам, шундай тригонометрик 

купхад (х) топиладики, у  х £  I— л, л] учун

\ f(x )- f„(x )\ < л [
Г 2л

булади. Бу тенгсизликдан фойдаланиб
я я

j  lf(x) —  ̂ n (x)}2 dx< j  dx =  e (21.55)

—-JT —71
булишини топамиз.

Маълумки, / (л) функция Фурье каторининг к,исмий йигиндиси 

^„(/; х) учун

(’ I/ (*) —  Гп V’ х) I2 dx =  m in \ \f (х)—  Тп (х)]2 dx (21.56)

Л  т« {х) -я
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булади (^аралсин, 5-§). Демак, (21.58) ва (21.59) муносабатларга кура 

j  If О) —  Fn (/'> *)l2 dx <  f  [/ (ж) — (х)]2 dx <  е
— Я  — Я

( у  * £ [— я, я])
булади. Бу эса

Я

lim  f‘ [/ (г) —  Fn (/; х)]2 dx =  О,

л_*э0 — Я

яъни / (х) функция Фурье катори [— я, я] да уртача якинлашишини 

билдиради. Теорема исбот булди.

Биз утган иараграфда [— я, я] ораликда квадрати билан интеграл­
ланувчи /(х) функция учун ушбу

л л п

J  [ /W - F n(/;x)2dx= J f*(x)dx-n af + ^  [al +b\)

—л —я *=1

тенгликни келтириб чикарган эдик. Бу тенгликдан куринадики, агар

л п
.. I Г  ГГ „2 >
lim

П-
{ { [ ^ ? + V « + 6 ? ) =  0 ,

k = \  
яъни

я

_L Г Р  (х) dx =  +  ^  ( а\ +Ь\) (21.57)

Я —я *=1
булса, у'^олда

Я

lim  j / (х) — F (/; x)j2 dx =  0
—Я

булади ва, демак, /(х) функциянинг Фурье ^атори [— я, я] да уртача 
я^инлашади.

Шундай к и ли б, /(х) функция Фурье ^аторинииг [— я, я] да уртача 
якинлашишини курсатиш учун (21.60) тенгликнинг уринли булишини 
курсатиш зарур ва етарли булади. Одатда (21.57) Парсеваль тенглиги 
деб аталади.

9- §. Функцияларнинг ортогонал системаси. 
Умумлашган Фурье цатояи

1. Ф у н к ц и я л а р н и н г  о р т о г о н а л  с и с т е м а с и .  ф(х) ва 4(х) 
функциялар [а, Ь] да берилган ва улар шу ораликда интегралланувчи 
булсин.

21.4-таъриф. Агар
ь
I' ф (х) ■ i): (х) dx=0
а

булса, у холда ф (х) ва г); (х) функциялар [а, Ъ] да ортогонал деб ата­
лади.
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М и с о л .  ф  (х) =  sin ж, I).' (х) =  cos х функциялар [— я , я] да ортогонал була­
ди, чунки

Ь я

j  <Р (х) 4' (х) dx =  j sin х ■ cos x dx ~  0 

a — я
булади,

3
<p (jc) — x, ip (x) — —  .v2— 1 функциялар [— 1, 1] да ортогонал булади. X aV>- 

катан хам,
ь 1

J  Ф ( * Н  (х) dx =  J  х Х2 _  j j  dx =  0_

Энди

ФоМ. Ф1М- • • • . Ч'п(х), ■ ■ • (21.58)

функцияларнинг хар бири [а. Ь] да берилган ва шу ораликда интеграл­

ланувчи булсин. Бу (21.58) функциялар системасини {ф„(х)} каби бел- 

гилаймиз.
21.5-таъриф. Агар <рп(х)} функциялар системасининг нсталган 

иккита ф/; (х) ва (рт (х) (к ф  т ) функциялари учун

ь
j’ Ф/е М ' Фт (Х) dx =  0 (k=£m)
а

булса, у х.олда {ц>п(х)\ функциялар системаси [а, Ь] да ортогонал деб 

аталади.
Одатда, k = m ( k  =  0, 1, 2, . . .  ) булганда

|’ q>l (х) dx >  0 (k =  0, 1, 2, . . .  )
а

деб каралади. Бу интегрални Кк каби белгилайлик:

К  — J 4>-k{x)dx(k =  0, 1 , 2 , . . . ) .
а

Агар (21.61) система учун

X* =  1 (£ =  0, 1 , 2 _____)

булса, {ф„(х)} функциялар системаси нор мал деб аталади.

Агар (21.58) система учун

(ф*м-фm(x)dx =  {0’ araP б?лса-
J и  m W  {1, агар k =  т  булса
а

булса, {ф„(х)} функциялар системаси ортонормал деб аталади.

Ми с о л  л ар . 1. Ушбу

1, cos a:, sin*, cos 2 х, sin 2 х, . .  . , cos пх, s in /и, . . .

система (тригонометрик система) [— я, я] да ортогонал булади, чунки k ф  т  бул­

ганда
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cos ftx-cos mx dx =  0, j sin ftxsin mx dx — 0

булиб, ихтиёрий ft, m =  0 , 1,2,  . . .  булганда j cos /«-sin mx dr — 0 булади (ца-
—л

ралснн, ушбу бобнинг 1-§).
2. К,уйидаги

1 cos х sin х cos пх sm пх

У  2я У  п ’ У  я у  я у  я
функциялар системаси [— я, я] да ортонормал булади. Бу системанинг [— я, я] да 
ортогонал булиши равшандир. Унинг шу [— я, я] да нормал булиши эса

я я

( | ~т=- cos kx I dx =  I | -7=  sin kx | dx =  1 (ft — 0 , 1 , 2,
J \V я / J  \Кя /
—я —я

булишидан келиб чикади.

3. Ушбу {/>„(*)}:

Р0 (х), Р{ (дг), ■ ■ ■ , Рп (х), . . . 

функциялар системасини ^арайлик, бунда

dn (х2— 1 )п

■ ■)

(21.59)

/г! 2 ” dxn
(п — 0 , 1 , 2 , . . .  )

Бу система [— 1, 1] да ортогонал булади. Шуни исботлайлик. Булаклаб интеграл - 
лаш усулидан фойдаланиб цуйидагини топамиз: \

I

I, Рк (х) Рт  (х) dx =  — — 1 2к+т j  

1

• dk (x2- l ) fe 

dxk

iT-\It*- !)1»

dxm—I

ft! m! 2ft+"1 

1

/ ( x 2_ i ) *  dm—1 (x2— I)"1 n

dx dx1m-1
1

-1

г dfe+1(x2— 1)* dm—1 (x2— 1 )m 1

“  J  dA-*+l ' ^
- I

dx
■

Агар x =  ±  1 да

yn—I (x2- l f

dxjn- 1

булишини эътиборга олсак, у холда 

1
d^+^x2—l)fe

-1
ft! ml 2k+m dx' 1

d"1- 2 (xf— 1)"

dx

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални яна булаклаб интеграллаб, сунг 
х =  ±  1 да

dm- 2 (,V2_1)'«
dx'.in—2 =  0
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булишини хисобга олиб цуйидагини топамиз:

I 1
г 1 с а 1 (Х‘— I

3 Рк {х) Рт {Х) йХ =  Ы ml 2k+m J  dxk+2

dk+2(x2—\ )k Г ri'n~3 (x2—\)n

dxm-6
_ l -1 

Шу жараённи давом эттира бсриб, т  кадамдан кейин ^уйидаги тенгликка келамиз:

1 ( _  1)^-1 Г dk+m-l {х2_1)к 1

j Pk (*) Рт (х) dx £ J 2 k+m dxk+m~l
(X 2 - 1 )

-1

dk+m(x 2— i f
----dx-  \ (X * -  1) ■

-1
dxk+m

dk+m+1 (x2—J',
x =  ±  1 да .v2 — 1 =  0 ва m >  k учун --- — ---  = 0  булишини хисобга олиб

1
\ pk (x) Рт (х) dx^-0 (21.60)

—  1

эканлигини топпмиз. Демак, m > k  булганда (21.60) муносабат уринлидир.
Худди ю^оридагидек, т <  k булганда хам (21.60) муносабатнинг уринли були­

ши курсатилади.

Шундай 1\илиб k ф т  учун ( Pk {х) Рт (х) dx =  0 булади. Бу sea (21.62) сис-
-1

теманинг [— 1; 1) да ортогонал эканлигини билдиради.
Одатда Рп (х) — Лежандр куп.\ади деб аталади. Бу купхад, хусусан п =  0, 1,

2, 3 булганда

Р0 ( 4 = Ь  Pi (*) =  -v. р 2 (х) =  ~  х2 — 1, Р3 (х)= Y  х3 — ^ х

булади.

(21.61) система берилган булсин. Унинг ёрдамида тузилган ушбу

2  W  =  с0 фо W + сь  Ф 1  W  +  + cn <p„(.v)+ • • • (21.61)
п=0

функционал катор {срп (х)} система буйича катор дейилади, сп, cv , 

сп, . . . , узгармас сонлар зса каторнинг коэффициентлари дейилади.

Хусусан, фп (х) =  ап cos nx-\-bn sin п х  булганда (21.61) катор 

тригонометрик каторга айланади.
f (х) функция [а, Ь\ ораликда берилган ва шу ораликда интеграл­

ланувчи булсин. Равшанки, f  (х) ■ <рп (х) (п — 0, 1, 2, . . .) функция 

хам [я, Ь] да интегралланувчи булади. Бу функцияларнинг интеграл- 
ларини хисоблаб, уни куйидагича белгилаймиз:



2  ’У-а ф„ (х) =  «оФо (х) +  «ifpL (х) +  • . . +  а„ф„ (х) +  . . ■ (21 -63)
tt—Q

каторни тузамиз.

21.6-£таъриф. а 0, a lt а 2, . . . , а п, . . . коэффициентлари (21.62) 

формула билан аникланган (21.63) ^атор / (х) функциянинг \<рп (х)} сис­

тема буйича умумлашган Фурье катори деб аталади. а 0, а и . . .  , а п, 

. . . сонлар эса умумлашган Фурье коэффициентлари дейилади.
Одатда, f(x) функция билан уига мос умумлашган Фурье ^атори 

белги оркали куйидагича ёзилади:

f (х) ~  £  а„фп(х) =  ос0ф0 (х) + а 1ср1 (х) + . . .  + сс„% (х) + . . .
п О

Бу сонлардан фойдаланиб ушбу
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