Wilg 1 NMUn C I |

-1y SH.A. AYUPOV
M.M. IBRAGIMOV
K.K. KUDAYBERGENOV

FUNKSIONAL ANALIZDAN
MISOL VA MASALALAR



0'ZBEKISTON RESPUBLIKASI OLIY VA
0'RTA MAXSUS TA'LIM VAZIRLIGI
BERDAQ NOMIDAGI QORAQALPOQ DAVLAT
UNIVERSITETI

AYUPOV Sh.A., IBRAGIMOV M.M.,
KUDAYBERGENOV K.K

FUNKSIONAL ANALIZDAN
MISOL VA MASALALAR

o ‘quv gqo‘llanma

NUKUS
«BILIM»
2009



85.32 22.1b
P-78 ) A\

Tagrizchilar:

V.l. Chilin M. Ulug'bek noinidagi 0 ‘zMU professori,
fizika-matematika fanlari doktori

R.M. Turgunbayev Nizomiy nomidagi TDPU dotsenti,
fizika-matematika fanlari nomzodi

Ayupov Sh.A. va boshqg. Funksional analizdan misol va
masalalar: o‘quv go'llanma. Ayupov Sh.A., lbragimov M.M., Kuday-
bergenov K.K.; 0 ‘zbekiston Respublikasi oliy va o‘rta maxsus ta’'lim
vazirligi, Berdag nomidagi Qoraqalpoq davlat universiteti. - Nukus:
Bilim, 2009. - 304 b.

Qoragalpoq davlat universiteti ilmiy-metodik kengashining 2009 - yil
30 - avgustdagi 1-sonli bayonnomasi bilan tavsiya etilgan.

BBK 85.32P78

Ushbu o'quv go‘llanma oliy ta’'lim muassasalarida tahsil olayotgan
bakalavriat. talabalarini funksional analizning asosiy tushunchalari
(to'plamlar nazariyasi, o‘lchovlar va Lebeg integrali, metrik fazo, chi-
ziqli, normalangan, Hilbert fazolari, ularda aniglangan operator va
funksionallarning xossalari va ularning integral tenglamalarga tat-
biglari) bilan tanishtirishga mo'ljallangan.

Ayupov Sh. A., Ibragimov M.M.
Kudaybergeiiov K.K., 2009
ISBN 978-9943-327-83-2 © Nukus «Bilim» 2009



MUNDARIJA

QT 1] o TP 5
I. To'plamlar nazariyasi elementlari  ......ccccocviiiiiiiiee e, 7
§81.1. 'lI'o'plam tushunchasi. To‘plamlar ustida amallar ......... 7
§1.2. Akslantirishlar. 0 ‘zaro bir giymatli mosliklar .............. 16
§1.3. To‘plamning quvvati tushunchasi  ........ccccccoiiiiiiiniiens 22
Il. 0 ‘Ichovlar nazariyasi elementlari  ......ccccccceeiviiiiiiiicinnnn, 33
§2.1. 0 '‘Ichov tushunchasi ... 33
§2.2. 0 ‘Ichovli funksiyalar ........cccoeviviiiieiiiiie e 44
82.3. Lebeg integrali  .....ccoociiiiiiiiee e 59
L. Metrik fazolar .. 74
83.1. Metrik fazolar ... 74
§3.2. Metrik fazolarda kompakt to‘plamlar ...........cccccceeveeenns 89
§3.3. Qisgartirib akslantirish prinsipi va uning tatbiglari ...... 96
IV. Normalangan fazolar ... 106
84.1. Chizigli fazolar va chizigli funksionallar ........................ 106
84.2. Normalangan fazolar ... 122
84.3. Evklid va Hilbert fazolari  .......cccccooiiiiiiii 144
V.. Topologik fazolar.... e, 162
85.1. Topologik fazolar ........cccccviiiiiiiciiiiiee e 162
85.2. Topologik fazolarda kompaktlik ... 177
85.3. Chizigli topologik fazolar ..o 184
V1. Chizigli operatorlar..... e e 196
86.1. Chizigli operatorlar ... 196
86.2. Uzluksiz chizigli funksionallar ..., 214
§6.3. Qo'shma fazolar .....cccccoeviieiiiiiiiies e 229
86.4. Kuchsiz topologiya va kuchsiz yaginlashish ................... 239
VII. Chiziqli operatorlar fazosi ......... et a e e 250
87.1. Chizigli operatorlar fazosi  .....cccooviiiiviiiiii e, 250



87.2. Chizigli operatorlar spektri ........ccccoiiiiiiiiniiieeee, 262
§7.3. Kompakt operatorlar ...........cccoooiiiiiiiiiiii e, 271
§7.4. Integral operatorlar va tenglamalar ...........c..cccoooiee. 283

Adabiyotlar 296



KI1TR1SH

Funksional analiz fani XX asrning boshlarida matematik analiz, al-
gebra, geometriya fanlaridagi tushuncha va metodlarni umumlashtirish
natijasida paydo bo'lib, hozirgi zamon matematikasining eng ahamiyatli
bo'limlarining biri hisoblanadi. Bu fanning paydo bo‘lishi va rivojla-
nishi dunyoga tanigli olimlar bo'lgan D. Hilbert, F. Riss, S. Banax, M.
Freshe, A.N. Kolmogorov, S.L. Sobolev, A.N. Tixonov, S.M. Nikolskiy
kabilarning nomlari bilan bog'liq.

Funksional analiz nazariyasi metodlaridan matematikaning xohla-
gan yo'nalishini o‘rganishda foydalanish mumkin. Shu sababli, tak-
lif etilayotgan o‘quv qo‘llanmaning zamonaviy matematikani chuqur
o‘rganmoqgchi bo'lgan universitetlar, pedagogika institutlari talabala-
riga hamda matematika faniga giziquvchi boshga o'quvchilarga ham
foydasi katta deb o‘'ylaymiz.

Funksional analiz fani bo‘yicha rus, ingliz va boshqga tillarda juda
yaxshi yozilgan adabiyotlar ko‘p. o ‘quvchilarga o‘zbek tilida tagdim
etilayotgan bu o‘quv qo‘llanma oliy o'quv yurtlari "Matematika” va
"Amaliy matematika va informatika” ta’'lim yo'nalishlari uchun funk-
sional analiz fani bo'yicha o‘quv dasturiga mos yozildi.

Qo‘llanma 7 bobdan iborat bo'lib, funksional analiz fani bo'yicha
misol va masalalar berilgan. Birinchi bob to‘plamlar nazariyasi ele-
mentlariga bag‘ishlangan bo‘lib, to‘plam tushunchasi, to'plamlar ustida
amallar, akslantirishlar, o‘zaro bir giymatli mosliklar, ekvivalent va
sanoqli to‘plamlarga misollar berilgan.

Ikkinchi bob o'lchovlar nazariyasi elementlariga bag'ishlangan bo‘lib,
unda o‘lchov tushunchasi, o'lchovli funksiyalar va Lebeg integrallariga
misollar berilgan.

Uchinchi bobda metrik fazolarga bag‘ishlangan bo‘lib, metrik fa-
zolar, metrik fazolarda kompakt to'plamlar va qisqgartirib akslantirish
prinsipi va uning tatbiglariga misollar berilgan.

To'rtinchi bobda chizigli fazolar va chizigli funksionallar, normalan-
gan fazolar, Evklid va Hilbert fazolariga misollar berilgan.

Beshinchi bobda topologik fazolar, topologik fazolarda kompaktlik
va chizigli topologik fazolarga misollar berilgan.

Oltinchi bobda chizigli operatorlar, uzluksiz chizigli funksionallar,
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go‘slima fazolar, kuchsiz topologiya va kuchsiz yaqginlashishlarga misol-
lar berilgan.

Yettinchi bobcla chizigli operatorlar fazosi, chizigli operatorlar spek-
tri, kompakt operatorlar, integral operatorlar va tenglamalarga misollar
berilgan.

0 ‘quv gollanmani tayyorlashda katta hissa go‘shgan Qoragalpoq
davlat universiteti funksional analiz kafedrasi o‘gituvchilari f.-m.f.n.
S.J. Tleumuratov, A.J. Arziyev, J. Seypullayev va T.S. Kalandarovlarga
mualliflar o‘zlarining chuqur minnatdorchiligini bilcliradi.

0 ‘quv gollanmaning tagrizchilari prof. V.l. Chilinga, dotsent R.
Turgunbayevlarga gimmatli maslahatlari uchun mualliflar o'zlarining
chuqur minnatdorchiligini bildiradi.
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To'plamlar nazariyasi elementlari

1.1. To'plam tushunchasi. To‘plamlar ustida amallar

Matematikada har xil to‘plamlar uchraydi. Masalan, tekislikdagi
barcha nugtalar to‘plami, barcha ratsional sonlar to'plami, barcha juft
sonlar to‘plami va hokazo. To'plam tushunchasi juda keng ma’nodagi
tushuncha bo'lgani uchun uning ta'rifini berish juda qiyin. Shuning
uchun bu tushuncha odatda ta’rifsiz gabul gilinadi.

To'plamlar lotin alifbosining bosh A,B,C,... harflari bilan,
to'plamning elementlari esa kichik a,b,c,... harflari bilan belgilanadi.
Biror a buyumning A to‘plamining elementi ekanligi a £ A ko‘rinishda,
a buyumning A to‘plamiga tegishli emasligini a A Kkabi yoziladi.
Masalan, A to'plam sifatida barcha natural sonlar to‘plamini olsak, u
holda 2 € A va —2 ~ A. Birorta ham elementi bo‘lImagan to‘plam
bo'sh to‘plam deyiladi va u 0 ko‘rinishda belgilanadi. Bo‘sh to‘plamga
x1+ 1 = o tenglamaning haqiqiy yechimlari to‘plami misol bo‘ladi.

Agar A to‘plamning har bir elementi B to'plamning ham elementi
bo‘lsa, u holda A to‘plami B to‘plamning gism to‘plami deyiladi va A C
B ko'rinishda belgilanadi. A va 0 to‘plamlar A to‘plamining xosmas
gism to‘plamlari deyilib, A to'plamining boshqga gism to‘plamlari uning
x0s gism to‘plamlari deb ataladi.

1. A={2,3,45}vaB = {—-1,0,2,3,4,5,6,7} bo'lsa, u holda A
to‘plami B to‘plamining xos gism to‘plami bo'ladi.

2. A={1,36,9Y vaB ={3,4,5,6,7,8,9,10} to‘plamlarning hech
biri ikkinchisining gism to‘plami emas.

3. Barcha butun sonlar to‘plami barcha ratsional sonlar to‘plamining
X0s gism to‘plami bo‘ladi.

Agar A C B vaB C A bo‘lsa, u holda A va B to‘plamlari o‘zaro
teng deyiladi va A = B ko‘rinishda belgilanadi. A va B to‘plamlarining
o‘zaro teng emasligini A ¢ B ko'rinishda belgilaymiz.

A va B to‘plamlarning kamida bittasiga tegishli bo‘lgan barcha ele-
mentlardan iborat to‘plam AvaB to‘plamlarining birlashmasi deb ata-
ladi va A U B ko‘rinishda belgilanadi.
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4. A = {2,4,6,8,10,12,14} va B = {10,11,12,13,14,15,16}
bo‘lsin. U holda AUB = {2,4,6,8,10,11,12,13,14,15,16} bo'ladi.

5. Agar A barcha juft sonlar to‘plami, B barcha toq sonlar to'plami
bo'lsa, u holda A U B barcha butun sonlar to'plamidan iborat bo'ladi.

Biror X to‘plami berilgan bo‘lib, uning har bir x elementiga ba’zi Ax
to‘plami mos qo'yilgan bo'lsin. Elementlari Axto‘plamlardan iborat jY
to'plamni to ‘plarnlar sistemasi deb ataymiz vauni jY = {Ax: x GX}
ko'rinishda yozamiz.

jY to'plamlar sistemasining birlashmasi deb Ax to‘plamlarning
kamida bittasiga tegishli bo‘lgan barcha elementlardan iborat to‘plamga
aytiladi va bu to‘plam JJAXx ko‘rinishda belgilanadi.

X
A va B to‘plamlarning ikkalasiga ham tegishli barcha elementlardan
iborat to'plamga bu to‘plamlarning kesishmasi deyiladi va bu to‘plam
ATl B ko‘rinishda belgilanadi.

2-rasm
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s. A = {G, 8,10,12,14} va B = {11,12,13,14,15,1(5.17} bo‘lsa, u
holda AN B = {12,14}.

7. A to'plami 3 ga karrali sonlardan, B to'plaini esa 4 ga karrali
sonlarda.ii iborat bo‘lsa, u holda AINB to‘plami 3 va 4 sonlariga uinumiy
karrali sonlardan iborat bo‘ladi.

X —{A,}, x £ X to‘plamlar sistemasining kesishmasi deb har bir
Ax to‘plamga tegishli bo‘lgan barcha elementlardan iborat to'plamga
aytiladi va bu to'plam I;I(Ax ko‘rinishda belgilanadi.

Agar Al'] B = 0 bo'lsa, u holda A va B to‘plamlari o‘zaro kesish-
maydigan to‘plamlar deb ataladi. Misol uchun, barcha ratsional sonlar
to'plami bilan barcha irratsional sonlar to‘plami o‘zaro kesishmaydigan
to‘plamlar bo'ladi.

A to‘plamning B to‘plamga tegishli bo‘lmagan barcha elementlari-
dan iborat to‘plam A va B to‘plamlarning ayirmasi deb ataladi va A\B
ko‘rinishda belgilanadi.

s. A={1,2,3,4,5,6,7,58,9,10} vaB = {2,4,6,8,10,12,14} bo'lsa,
u holda A\B = {1,3,5,7,9}.

9. Barcha haqiqgiy sonlar va barcha ratsional sonlar to‘plamlarining
ayirmasi barcha irratsional sonlar to‘plamidan iborat bo'ladi.

A\B va B\A to‘plamlarning birlashmasiga A va B to‘plamlarining
simmetrik ayirmasi deyiladi va bu ayirma AAB ko‘rinishda belgilanadi:

AAB = (A\B)U(B\A).

10. A={1,2,3,4,5,6,7,5,9}vaB = {5,6,7,8,9,10,11,12} bo‘lsa,
u holda

AAB = {1,2,3,4,10,11,12}.

11. Barcha haqiqgiy sonlar to'plami bilan barcha ratsional sonlar
to'plamining simmetrik ayirmasi barcha irratsional sonlar to‘plamidan
iborat bo'ladi.

Birinchi elementi A to‘plamga, ikkinchi elementi esa B to‘plamga
tegishli bo‘lgan barcha (a, b) juftliklar to‘plami A va B to‘plamlarning
dekart (to'g‘ri) kopaytmasi deb ataladi va bu ko‘paytma A x B
ko‘rinishda belgilanadi.

12. M barcha haqiqgiy sonlar to‘plami bo‘lsa, u holda | x K tekis-
likdagi barcha nugtalardan iborat bo'ladi.

13. Q orqali to‘g‘ri chizigdagi barcha ratsional sonlar to‘plamini bel-
gilaylik. U holda Q x Q tekislikdagi koordinatalari ratsional sonlardan
iborat barcha nugtalar to‘plamidan iborat bo'ladi.
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Ba zicla garalayotgan barcha to’plamlar biror X to'‘plamnmg gisin
to'plamlari bo‘lsa, u holda X fazo deb ataladi.

X \E ayirma (bu yerda E C X) E to‘plamning X to’plamiga nis-
batan to ‘Idimvchisi deb ataladi va C E ko‘rinishda belgilanadi.

14. X = [-1,2] va£ = (0,1) bo‘lsa, u holda CE = [-1,0] U[1, 2].

15. K barcha hagiqiy sonlar to‘pla.mi, Q barcha ratsional sonlar
to‘plami bo‘lsa, u holda CQ barcha irratsional sonlar to‘plami bo'‘ladi.

Masalalar

1.1.1. Isbotlang:

a) (AMC) U(BMD) C (AUB) IN(C UD);

b) (B\C) \(B\A) CA\C]

c) A\NC Cc (A\B)U(B\C).

Yechimi. a) Vx G (ANC)UBTI D) = x GATIC yoki x G
BIMND = (x GAvax GC) yoki (x GB vax G D) = (x G A yoki
XGB)va(XXxGCyokii GD) &>i £ AUi! vai GCUD i G
(AUB) M(CUD) = (AMC) U(BMND) C (AUB) MN(C UD).

b) Vx G (B\C)\(B\A) ==x GB\C vax ™ B\A % (x G B hamda
x $ C)va(x GB hamdax GA) =» x GA\C (B\C)\(B\A) C /N\C.

c)VXxGv4\C =>iG/lvax”~C #>x GA\ B yokix GB\C =%
X G(A\B) U(BN\C)=A\Cc (A\B)U(BN\O).

1.1.2. A \B = C tengligidan A = B U C tengligi kelib
chigadimi?

Yechimi. Kelib chigmaydi. Misol uchun A = [0,2], B = [1,4]
bo‘lganda A \B = [0,1) bo‘lib, B UC = [0,4] bo‘ladi.

1.1.3. A = Bu C tengligining o‘rinli bo‘lishidan, A\B = C
tengligi kelib chigadimi?

Yechimi. Umuman aytganda kelib chigmaydi. Misol uchun B =
C 0 bo'lganda (BUC)\B =0 C.

1.1.4. AN(BUC) = (A\B) \C tengligini isbotlang.

Yechimi. Vx GA\(BuC') = x G A vax ™ BuC. Natijadax G A\B
vax £ C bo'lganligidan, iG (A\B)\C,ya'ni AA\(BUC) C (A\B)\C
munosabati o'rinli. AksinchaVx G (A\B)\C bo‘lsin. U holda x G A\B
vax ¢pC. Natijada xG A x B UC bo‘lgani uchun x£i\ (BuC),
ya'ni A\(B UC) D (A\B)\C. Natijada berilgan tenglikning o‘rinli
ekanligi kelib chigadi.

1.1.5. AUMB\C) = {AUB) \C tengligi o‘rinlimi?

Yechimi. Umumiy holda bu tenglikning o’rinli emas ekanligini
quyidagi rasmlarda ko'rishga bo'ladi.
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Ak {B\C)

3-rasm

(NMnB)1C
4-rasm
1.1.6. Tenglikni isbotlang:
AAB = (AuB)\(AnB).

Yechimi. vx € AAB #>x G A\ B yoki xX€EB\A=%$-(x€Ava
X £ B) yoki (X GB vax pA) = (X G A yoki Xx GB) va (X £ A va
X £B) =*x £ AUBV& x $ Al B =x e {AU B)\ (Al B) =*

AAB C (AUB)\ (A NB).
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VX G (AUB)\(J1NB) mx GAUB vax Al B (x £ A yoki
XGB)va(XE£ Aykix~"B) == (XG,4var$ B) yoki (x GB va
X £ A =xGN4aB

(MwuB)\(JZ1n £) C N4B.

Demak, AAB = (AnB)\(J1nB) tengligi o‘rinli.

1.1.7. C to‘plami bo‘sh bo‘lishi uchun ixtiyoriy A to‘plami
berilganda AAC = A tengligining o‘rinli bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Yetarliligii. AAC = A tengligi o'rinli bo‘lsin. U holda
(A\C) U (C\A) = A Bundan C \ A to‘plamning bo‘sh ekanligi kelib
chigadi. Shu bilan birga, A\C = A bo'‘lgani uchun J1INMC = 0 tengligi
o‘rinli. Demak, C —O0.

Zarurligi. C = 0 bo'lsa, u holda

AAC = (ANC)U(C\A) = (ANO)U((ONA) = AUO= A

1.1.8. To‘plamlar nazariyasidagi eng bir ahamiyatli tu-
shunchalardan biri boYgan ikkilanganlik prinsipi quyidagi
ikki tenglikka asoslangan. Shu tengliklami isbotlang:

a) C((JA0O =nCAQ

a a

b) c(nn«) = ncA a.

a

Yechimi. a) Dastlab C((J An ¢ p] CAa ekanligini isbotlaymiz:
o X

Vx GC(U Aa) 1 M4~ 16 CAa=»
- x GMNCi4dQ=>C((™"Aa) ¢ P)CAa.
a a a
Endi f']CAa C C(U A0) munosabatining o‘rinli ekanligini ko'rsata-
a a
miz:
VX GMCAa=XGCAa=x £ Aa=X£ UAa =
% x GC(U Aa) = f]CAacC C(UAQ).
a a a
Natijada berilgan tenglikning o'rinli ekanligi kelib chigadi.
b) Dastlab C(P] Aa C [jCAa ekanligini ko'rsatamiz:
Vx G C(f] Aa) =>X £ fl Aa=>
Yy a
Ne3a', X pAa =>xG CAg<=>>x GU CAa
= C(Pi/1a) ¢ {JCAa.
@ a
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Endi C(M A,) D U c A> munosabatning o‘rinli ekauligini garaylik:

[\ I\

Vx £ UCAn=>3a, x GCA,, ==
a

=x£A =xo6n0 1"

=> X GC(I‘INA») = [&CAQIC C(rcl)n»)-

Natijada berilgan tenglikning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
1.1.9. Ikkilanganlik prinsipidan foydalanib

c(cxmy)n(cancy))

ifodani soddalashtiring.
Yechimi.

C{C{X UY)n(CX UCY)) =
= C(C(XuUY))uC(CXucCy)=
= (XUY)u(@ccxrrnccecy) =
=(InyY)m(lny)=1ny.

1.1.10. Quyidagi tengliklami isbotlang:

a) C(CA\B) = C(CB\A);

b) CAACB = A/lB;

¢) C(CAACB) = CAAB;

d) C(CAAB) = {B\A) U(CB\CA).

Yechimi. a) Dastlab C(CA \B) C C(CB \ A) munosabatni
ko'rsatamiz.

Vx G C(CA\B) => x CA\NB = x G CA, x G B yoki
X N CA = XE£A X"CBykixGA = x¢dCB\NA =
X GC(CB \A)]

Endi esa C(CB \A) C C(CA \B) munosabatni ko'‘rsatamiz.

Vx GC(CB\A) = x ECB\A ~ x G A, x G CB yoki
X pCB =6 x "~ CA XE£ByokixGB == x G C(CA\B).
Natijada berilgan tenglik kelib chigadi.

b) Vx GCAACB <3 XxXGCA, x~"CByokix™~CA xGCB
x pA, xGB yokix £ A X£EB X G AAB.

¢) Vx GC(CAACB) <> x"CAACB & x GCA,x GCB yoki
X "CAX""CB ™» xGCAXx""Bykix*"CAXxXGB 3 xG

CALB.
d vwx G C(CAAB) ~ x pCAAB ~ X G CA, x G B yoki
X"NCA, XxXEB X @A xe Byokix *"CA, xGCB X G B\A

yoki x GCB \CA 4 x G(B\A)U(CB\CA).



n 1. To'plamlar nazariyasi (.-lemcntlan
1.1.11. Har bir n GN soni uchun A, orqaii sonidan katta
boYTnagan barcha musbat ratsional sonlar to‘plamini belgi-
ocC
laymiz. U holda () Au kesishmaning bo‘sh to‘plam ekanligini
f=i
KO ‘rsating.

Yechimi. Ixtiyoriy a musbat sonini olamiz. U holda shunday m G N
natural soni topiladiki, w, < a tengsizligi o‘rinli bo‘ladi, ya'ni a $

o @/} . Bundan 29 P} (8,4;) ekanligi kelib chigadi. Demak, f] A~

1 b=i v k1
to‘plam bo‘sh to‘plam bo'‘ladi.
1.1.12. Absolyut giymati n (n £ N) sonidan katta

boUTagan barcha haqigiy sonlar to‘plamini An orgali belgi-

laymiz. P] Ak kesishmasining [—, 1] segmentiga teng ekan-
K-1
ligini kolrsating.

Yechimi. Va G [1, 1 sonini olamiz, u holda

n+1 n+a1
<.1 <a<i:1<
n n
- . nN+1:1 N+ 1 . . .
tengsizliklaridan a £ An n > n ekanligi ko‘rinadi.

Endi Jg > 1 tengsizligini ganoatlantiruvchi ixtiyoriy asonini olamiz.
U holda shunday m soni topiladiki, m ~ = 1+ w, < [ tengsizligi
o‘rinli bo'ladi, ya'nia Am Demak, a £ f) Ak Natijada f) Ak =

fc=l fc=i
[, 1] tengligiga ega bo‘lamiz.

1.1.13. A,B,C va D to‘plamlari uchun
(Ax B)n (Cx D)= (AlC) x (B ND)

tengligi o ‘rinli boHishini ko'‘rsating.

Yechimi. Vz = (x,y) G {A x B) N (C x D) element olamiz. U
holda zEAXBvVv & z£C xD bo'ladi. Bundan x £ A, x £ C hamda
y £ B, y€ D. Demak, x GANC, y £ B ND. Bu munosabatlardan

r=(xy) G (Afl C) x (B nD)
ekanligi ko‘rinadi. Demak,
(AxB)yn(CxbD)C((ANC)x (Bnb).

Endi (ATIC) x (BIN D) to‘plamdan ixtiyoriy » = (X, y) element
olamiz. U holda x £ AT C, y £ Bn D. Bundan x GA, X £ C, y £
B, y £ D munosabatlari kelib chigadi. Bu munosabatlardan esa z £
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A x Bva: £ C x D ekanligi kelib chigadi. U holda z £ {Ax B) I
(C x D). Demak,

{ANC) x (BnD) c (AxB)n(CxD).
1.1.14. A, B va C to‘plamlari uchun
{A\B) x C = (Ax C)\(B x Q)

tengligini isbotlang.

Yechimi. (A\B) x C to'plamdan ixtiyoriy = = (X,y) element
olamiz. U holda x £ A\B, y £ C. Bundan x £ A, x ¢ B, y £ C.
Buesaz £ Ax C, z ™ (B x C) ekanligini ko'rsatadi, ya'ni z £
(AXxC)\(BxC).

Endi 2 = (X,y) £ (AxC) \(BxC) bo'lsin. U holda r £
(AxC), z£ B xC. Bundan esa, x £ A, X £ B, y £ C. Demak,
X £ A\B, yEC,yaniz£ (A\B) xC).

Natijada [A\B) x C C {AxC)\[BxC) va (A\B) x C D
(A x C)\(B x C) munosabatlaridan berilgan tenglik kelib chigadi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Isbotlang:

a) (X\NC)\(X\NA)cA\C;;

b) AA(AAB) = B.

2. Tengliklarni isbotlang:

a)(AUB)\C = (A\C)U(B\ O\

b) (ANB)\C = (A\C)IN(B\ C).

3. A\B C C vaA C B UC munosabatlarining teng kuchli ekanligi
isbotlang.

4. A D C bo‘lganda A\ (B\C) = (A\B) U C tengligining o‘rinli
bo'lishini ko‘rsating.

5. Quyidagi munosabatlarning teng kuchli ekanligini isbotlang:

a) A C B]

b) CB ¢ CA;

c) AUB = B.

6 . Tengliklarni isbotlang:

a) C(A\B) = CAUB;

b) C(C(CAUB)un (Jiu CB)) = B\A;

c) (AMB) U(AI1 CB) U(CATI B) = AU B;

7. Ixtiyoriy E,F,G to‘plamlar uchun quyidagi tengliklarning o‘rinli
ekanligini isbotlang:
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a) Ex (FUG) = {Ex F) U(E x G);
b) (FUG) x E = (F x E) U (G x E):
c) Ex (FNG) = (Ex F) MN{Ex G);
d (FNG) xE = (Fx E) M{G x £).

1.2. Akslantirishlar. 0 ‘zaro bir giymatli moslik

X va Y ixtiyoriy to'plamlar bo‘lsin. Agar ma’lum bir / qoida
bo'yicha X to‘plamning har bir elementiga Y to‘plamning faqat bir ele-
menti mos go'yilgan bo‘lsa, u holda bu moslikka X to'plamda aniglanib,
giymatlari Y to'plamiga tegishli bo'lgan akslantirish deyiladi va u
/ : X —Y ko'‘rinishda yoziladi.

Misollar. 1. Har bir haqgiqiy songa o'zining kvadratini mos
go'ysak, bu moslik akslantirish bo'ladi. Sababi, ixtiyoriy haqigiy son-
ning kvadrati fagat bitta bo'ladi.

2. (o, +00) to‘plamga tegishli har bir hagiqiy songa uning loga-
rifmini mos qo'ysak, bu moslik akslantirish bo'ladi.

3. C[a, b orgali [a, B\ segmentdagi barcha uzluksiz funksiyalar
to'plamini belgilasak, u holda

b
f(x) ->J fX)dx

a

moslik C[a,b\ ni R ga o'tkazuvchi akslantirish bo'ladi.

/ : X —Y akslantirishda x elementga mos keluvchi y elementi f{x)
ko'rinishda belgilanadi va y elementi x elementning obrazi deb ataladi.
Obrazi y bo'ladigan X to'plamning barcha elementlari to'plamiga y
elementning proobrazi deyiladi va u / - 1(y) ko'rinishda belgilanadi, ya:ni

f~\y) = {xGX :f{x) = y}.

A to'plami X to'plamning biror gism to'plami bo'lsin. f(a)
ko'rinishdagi (bu yerda a E A) barcha elementlardan iborat {/(a)

a G A} to'plami A to'plamning obrazi deb ataladi va f(A) ko'rinishda
belgilanadi:
f(A) = {/(«) : aGA}.

B to'plami Y to'plamning ba’zi gism to'plami bo'lsin. X to'plamning
obrazi B to'plamga tegishli bo'lgan baxcha elementlari {a G X : f(a) G
B} to'plamiga B to'plamning proobrazi deyiladi va f~1(B) ko'rinishda
belgilanadi.
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Agar f : X —Y akslantirishda f(X) = Y bo'lsa, u holda X to'plami
Y to'plamning ustiga akslanadi deyiladi. Shu bilan birga, bu akslan-
tirishni syureksiya deb ham ataymiz. Umumiy holda, ya'ni f{X) C Y
bo'lganda, / funksiyasi X ni Y ning ichiga akslantiradi deyiladi.

Misollar. 4. y = x2 funksiyasi R ni R+ to'plamning ustiga akslan-
tiradi.

5. y —2x funksiya [0,1] segmentni [0, 2] segmentning ustiga akslan-
tiradi.

6 . Tekislikdagi barcha vektorlar to'plamini G bilan belgilab, har bir
vektorga o'zining modulini mos qo'yaylik. Bu moslik G to'plamni R
to'plamning ichiga akslantiradi.

| : X —Y akslantirishda o'zaro teng bo'lmagan ixtiyoriy X\, x2 £ X
elementlar uchun f(xi) /(" 2) bo'lsa, u holda / ineksiya deb ataladi.

Misollar. 7. y —x3funksiya M ni M ga o'tkazuvchi ineksiya bo'ladi.

8. y = X2 funksiyasi ineksiya bo'la olmaydi. Chunki —2 ¢ 2, lekir
ularning obrazlari teng, ya'ni / (-2) = /(2) tengligi o'rinli bo'ladi.

Bir vaqtning o'zida syureksiya va ineksiya bo'lgan f : X —Y aks-
lantirish bieksiya, yoki X va Y to'plamlar orasida o‘zaro bir giymatli
moslik deb ataladi.

Misollar. 9. Har bir natural n soniga 2n —1 sonini mos go'ysak, u
holda u barcha natural sonlar va barcha toq natural sonlar to'plamlari
orasidagi o'zaro bir giymatli moslik bo'ladi.

10. y = ctgwxx funksiya (0,1) interval va R orasida o'zaro bir qiy
matli moslik o'rnatadi.

Masalalar

1.2.1. Ikki to‘plam birlashmasining proobrazi shu to‘plam-
lar proobrazlarining birlashmasiga teng ekanligini isbotlang:

rHAuB) =r\A)ur\B).

Yechimi. Aytaylik, x element/ 4 (AUB) to'plamiga tegishli bo'lsin.
U holda f{x) £ /in B. Bundan f(x) £ A yoki f(x) £ B munosabat-
larning kamida bittasi o'rinlidir, ya'ni x £ f~x(A) yoki x £ f~1(B). U
holda x £ f~1(A)U f~\B). Natijada, / _1(J1nB) ¢ /-1(A) U/ -1(B)
munosabatning o'rinli bo'lishi ko'rinadi.

Aksincha, x £ f~x{A) U /_1(B) ixtiyoriy element bo'lsin. U holda
X £/ _1(A) yoki x £ / _1(B) munosabatlarning kamida bittasi o'rinlidir,
ya'ni f(x) £ A yoki f(x) £ B. Natijada f(x) AiiR ]l hrH~—
X £/ -1(AUB). Shuning uchun/~r(AUB) D
berilgan tenglikning o'rinli ekanligi kelib chigadi.! UNIVERSIICII

| Ahborot-rs»tg | t)gW/:I
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1.2.2. Ikki to‘plam kesishmasining proobrazi shu
to‘plamlar proobrazlarining kesishmasiga teng ekanligini is-
botlang.

r 1(AMB) =T 1(A)MNIr\B).

Yechimi. x element /“1(J1 N B) to‘plamning ixtiyoriy elementi
bo‘lsin. U holda f(x) ¢ AN B. Bundan f(x) G A va f(x) G B muno-
sabatlarning o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Bu munosabatlardan esa
X G f~1(A) va x G f~1(B) munosabatlarning o‘rinli bo‘lishi ko‘rinadi.
Natijada x G/ _:1(J1) N f~1(B). U holda

F\ATMB)CI\A)Mr\B).

Aksincha, x G f~ 1(A) N f~1(B) ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda
/(X) G A va f(xX) G B. Bundan f(x) G A n B ekanligi ko‘rinadi.
Natijada x G/ _1(A MNB). Demak,

r(ATB)AT 1(A)MIM\B).

1.2.3. Ikki to‘plam birlashmasining obrazi shu to‘plamlar
obrazlarining birlashmasiga tengligini isbotlang:

f(AuB) = f(A)U(B).

Yechimi. y G f(A U B) ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda A U B
to‘plamda y = f(x) tenglikni ganoatlantiruvchi x element mavjud. Bu
X element A yoki B to‘plamning birortasiga tegishli bo‘lgani uchun
y G f(A) U f(B). Shuning uchun

/I(AUB)C/(A)U/(B).

Aksincha, f(A) U f(B) to'plamga tegishh ixtiyoriy y element olaylik.
U holda TnB to'plamda y = f(x) tenglikni ganoatlantiradigan x
element mavjud bo‘ladi. Bundan y G f(A U B) ekanligi kelib chigadi.
Shuning uchun
f(AuB) a3 f{A) U/(B).

1.2.4. Agar f : M—M funksiya
f(x) = 3sinx + 4cos X

formula bilan aniqglansa, n holda /([0, 27t]) ni toping.
Yechimi. Bu funksiyaning [ , 2] dagi eng kichik va eng katta qiy-
matlari:

min f(x) = —5, max fix) = 5.
o<x<ir 0<x<X
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/ uzluksiz bo‘lganligi uchun, oralig giymat hagidagi Boltsano - Veyer-
shtrass teoremasidan, bu funksiya [5, 5] oraligdagi barcha giymatlarni
gabul etadi. Demak, /([0,2Tr]) = [5, 5].

1.2.5. Agar f :)K—)>K funksiya

f(x) = x3+ 3x

formula bilan aniglansa, n holda / “1([0,4]) ni toping.
Yechimi. Funksiyaning hosilasi f'(x) = sm + 3 > 0 bo'lganligidan,
bu funksiya monoton o‘suvchidir. Demak,

/(0) =0, /(1) = 4

tengliklardan, / uzluksizligi va oralig giymat hagidagi Boltsano - Ve-
yershtrass teoremasidan, bu funksiya [0, 1] oraligni [0, 4] oraligga o‘zaro
bir giymatli akslantiradi. Bundan / funksiya [0, 4] dagi barcha giymat-
larni gabul etadi. Demak, / _1([0, 4]) = [0, 1].

1.2.6. Natural sonlar va barcha musbat juft sonlar to‘plam-
lari orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘mating.

Yechimi. Har bir n natural songa 2n juft sonini mos gqo‘yamiz. Bu
moslik berilgan to'plamlar orasida o'zaro bir giymatli bo'ladi.

1.2.7. Natural sonlar va barcha nomanfiy ratsional sonlar
to‘plamlari orasida o ‘zaro bir giymatli moslik o‘mating.

Yechimi. Nomanfiy ratsional sonlar to'plamini Q+ orqali belgi-
lab, har bir r G Q + sonni gisgarmas kasr ko'rinishda yozib olamiz va
bu kasrning surati bilan maxrajining yig'indisini r ning balandligi deb
ataymiz. Balandligi berilgan songa teng bo'lgan nomanfiy ratsional son-
lar cheklidir. Endi barcha nomanfiy ratsional sonlarni balandliklarining
o'sish tartibi bilan yozamiz:

5,1, §, I,.. (1.1)

Har bir r g Q+ soniga (1.1) ketma-ketlikda turgan nomerini mos
go'yamiz. Bu moslik Q+ va barcha natural sonlar to'plamlari orasida
o'zaro bir giymatli bo'ladi.

1.2.8. b,1] segmentni [a s] segmentiga akslantiruvchi
o ‘zaro bir giymatli moslikni toping.

Yechimi. y = (b—a)t+ afunksiya [0,1] segmentni [a, b] segmentga
o'zaro bir giymatli akslantiradi.

1.2.9. Berilgan to‘plamlar orasida o‘zaro bir qiymatli f
moslikni toping:

a)f :(0,1) - X
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b) f I[o ,1] —>(0 , 1);

c) f:p,1] L1

Yechimi. a) y = ctgTrx funksiya (0,1) intervalni XX ga o‘zaro bir
giymatli akslantiradi;

b) Barcha hadlari (0,1) intervalda joylashgan {xn : xn= n”~j}
ketma-ketlikni olib, segmentning 0 nuqgtasiga intervalning x\ nugtasini;
1 nuqtaga x2 G (0,1) nugtani; xx G [0,1] nuqgtaga =3 ¢ (0,1) nugtani;
x2 G [0,1] nuqgtaga xs G (0,1) nugtani; umuman xn G [0,1] nuqgtaga
xn+2 G (0,1) nugtani mos qo'yib, boshga x G [0,1] nugtalarga shu
nuqtaning o‘zini mos qo‘yamiz. Bu moslik bieksiya bo‘ladi.

¢) Biz yuqorida o‘zaro bir giymatli / : [0,1] — (0, 1) vag: (0,1) —
M mosliklarning mavjudligini ko‘rsatdik. U holda go/ : [0,1] —R
o'zaro bir giymatli moslik bo'ladi.

1.2.10. Tekislikda koordinatalari x2+ (y — L2 = 1 vay <
1 shartlami qanoatlantiruvchi barcha nuqtalar to‘plamini A
orgali belgilaymiz. Barcha haqiqiy sonlar to‘plami R hamda
A orasida o ‘zaro bir giymatli moslik o ‘mating.

Yechimi. Bu ikki to'plam orasida o'zaro bir giymatli moslikni geo-
metrik yo‘l bilan o‘rnatamiz. Ravshanki A to‘plami markazi (0,1) nug-
tada radiusi r —1 bo‘lgan aylananing y = : chizigdan pastda joylash-
gan gismi. R to‘plami sifatida absissa o‘gini olamiz. Aylana markazi-
dan absissa ogidagi b nugtaga kesma o'tkazsak yarim aylanani biror
¢ nuqtada kesib o'tadi. Bu c¢ nuqgtani b nugtaga mos qo'yamiz. Ay-
lana markazini absissa oqining har bir nuqtasi bilan tutashtirib, kesma-
ning absissadagi uchiga aylananing kesma kesib o‘tgan nugtasini mos
go'yamiz. Natijada bu moslik o‘zaro bir giymatli moslik bo‘ladi.

1.2.11. [0,3] va [0,1) U [2,3] to‘plamlari orasida o‘zaro bir
qiymatli moslik o‘mating.

Yechimi. [p,3] to‘plamning [o,1) gism to‘plamining har bir elemen-
tini o'ziga mos qo‘yamiz. [1,3] to‘plamdan olingan har bir x elementini
~ + 1,5 elementga mos qo'yamiz. Natijada

a; agar >x G [0,1),
y\X) - | + 1,5 agar x G [1,3]

ko‘rinishdagi funksiya orgali [0,3] va [p,1) U [ ,3] to‘plamlar orasida
o'‘zaro bir giymatli moslikka ega bo‘lamiz.

1.2.12 [0,5] va [0,1) U [2,3] U4, 5] to‘plamlari orasida o‘zaro
bir giymatli moslik o‘mating.
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Yechimi. Quyidagi funksiyani garaylik:

Bu funksiya orgali [0,1) ni [0,2) ga, [2, 3] ni o‘ziga, (4,5] ni esa (3,5]
ga o‘zaro bir giymatli akslantiradi. Demak, [0, 5] va [0,:)U[2, 3] U (4,5
to'plamlar orasida o'zaro bir giymatli moslikka ega bo'lamiz.

1.2.13. Tekislikda

A={(z,y) :0 < X2+ y2< 1}

va
B = {(i,y) : x2+ y2> 1}
to‘plamlari orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘mating.
Yechimi. Quyidagi akslantirishni garaylik:

Bu akslantirish A va B to'plamlar orasida o'zaro bir giymatli moslik
o'rnatadi. Bu akslantirish inversiya deb ataladi.
1.2.14. Tekislikda

M= {(x,y) :0<x<1l0<y< 1}

ochiq to‘rtburchak va M tekislik orasida o‘zaro bir giymatli
akslantirish o‘mating.

Yechimi. 1.2.9 a)-misolga ko'ra y — ctg-nx funksiya (o,1) va R
orasida o'zaro bir giymatli akslantirishdir. Bundan

{x,y)ell n (ctgTTX Ctg:Ty) € R2

akslantirish N ochiq to'rtburchak va R: tekislik orasida o'zaro bir giy-
matli akslantirishdir.

Mustagqil ish uchun masalalar

b) f-\f]Aa) = f]f-x(Aa).

C)/(:Lalfl») = g/(}'l»)_
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2. Ikki to‘plam kesishmasining obrazi shu to‘plamlar obrazlariiiing
kesishmasiga hamuia vaqt teng bo'ladimi?

3. /(CA) = Cf(A) tengligi hamma vaqt o‘rinli bo'ladimi?

4. Guruhdagi talabalar to‘plamini A bilan, ular ta’lim olayotgan au-
ditoriyadagi stullar to‘plamini B bilan belgilaylik. Har talabaga o'zining
o‘tirgan stulini mos go‘yaylig. Bu moslik ganday hollarda:

a) akslantirish; b) syureksiya; c) ineksiya; d) bieksiya bo‘ladi?

5. Chekli A va B to'plamlar orasida ganday hollarda o‘zaro bir
giymatli moslik o'rnatish mumkin?

6 . Barcha natural sonlar to‘plami N va barcha juft sonlar to'plami
S orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnating.

7. Barcha natural sonlar to'plami N va barcha ratsional sonlar
to‘plami orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnating.

s . Aylana va to‘g‘'ri chiziq orasida o‘zaro bir giymatli moslik
o‘rnating.

9. Rs fazosidagi bir nuqgtasi olib tashlangan sfera bilan tekislik
orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnating.

10. Tekislikdagi ikki koordinatasi ham ratsional sonlar bo‘lgan bar-
cha nuqgtalar to'plami bilan Q orasidagi bieksiyani toping.

11. [a, s] segmentni R ga o‘zaro bir giymatli akslantiruvchi funksiya
mavjudmi?

12. (—o00, OJU[L, +00) va (0,1) to‘plamlar orasida o'zaro bir giymatli
moslik o‘mating.

13. Tekislikda

ochiq to‘rtburchak va > tekislik orasida o‘zaro bir giymatli akslantirish
o‘rnating.

1.3. To‘plamning quvvati tushunchasi

Ta'rif. Agar ikki to‘plam orasida o ‘zaro bir giymatli moslik o ‘rnatish
mumkin bo‘lsa, n holda bu toplamlar ekvivalent deb ataladi. A va B
to‘plamlarining ekvivalentligi A ~ B kabi belgilanadi.

Agar ikkita chekli to‘plam ekvivalent bo‘lsa, u holda ularning ele-
mentlari soni teng bo‘ladi. Cheksiz to‘plamlar hagida bunday deb ayta
olmaymiz. Sababi cheksiz to‘plamning elementlari soni hagida tushun-
cha berish mumkin emas. Ixtiyoriy tabiatli ikki to‘plam ekvivalent
bo'lsa, u holda bu to‘plamlarning quwvati teng deyiladi. Shunday qilib,
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qguvvat - chekli to'plamlarning elementlari soni tushunchasiniiig cheksiz
to'plamlar ucliun umumlashtirilishi ekan.

A to'plamning quvvatini m(A) ko'rinishda belgilaymiz. Demak, A
va B to'plamlar ekvivalent bo'lsa, u holda m(A) = m(B) bo'ladi. Agar
bu to'plamlar ekvivalent bo'Imasa, u holda m(A) ¢ m(B).

Agar B to'plami A to'plamining biror gism to'plamiga ekvivalent
bo'lsa, u holda B to'plamining quwati A to'plamining quvvatidan katta
emas deyiladi va bu m(B) < m(A) yoki m(A) > m(B) ko'rinishlarda
belgilanadi.

Agar A va B to'plamlari ekvivalent bo'Imasdan, A to'plam B
to'plamning gandaydir bir gism to'plamiga ekvivalent bo'lsa, u holda B
to'plam A to'plamga nisbatan quvvatliroq deyiladi va u m(B) > m(A)
yoki m{A) < m(B) ko'rinishlarda belgilanadi.

Misollar. 1. N ~ Q bo'lgani uchun m(N) = m(Q). m(N) odatda
Ho ko'rinishda belgilanadi.

2. Qc K. Shuning uchun m(Q) < m(R).

Ta’'rif. Barcha natural sonlar to‘plamiga ekvivalent bo‘lgan to‘plam
sanogli toplam deb ataladi.

Misol uchun barcha butun sonlar to'plami, barcha toq sonlar to'plami
sanogli bo'ladi.

Sanoqli bo'Imagan cheksiz to'plam sanogsiz to'plam deyiladi.

[0, 1] segmentiga ekvivalent bo'lgan to'plam kontinuum quvvatga ega
deyiladi. Kontinuum quvvatni ¢ ko'rinishda belgilaymiz. Quwati kon-
tinuum quwatdan ham katta to'plamning mavjudligini quyidagi teo-
rema yordamida ko'rsatish mumkin.

Teorema. Biror M to‘plamning barcha gism to‘plamlari sistemasini
2M ko'rinishda belgilasak, n holda m(2 M) > m[M) munosabati o‘rinli
bo‘ladi.

Agar M to'plam chekli bo'lib, uning quwati n ga teng bo'lsa, u
holda 2M ning quwati 2n ga teng bo'lishini ko'rish giyin emas. Shuni
hisobga olib m quvvatli ixtiyoriy M to'plam uchun 2M ning quvvatini
2mko'rinishda belgilaymiz.

Quwati 2Cbo'lgan to'plam giperkontinuum quvvatga ega to'plam
deb ataladi. Misol uchun [0,1] segmentning barcha gism to'plamlari
to'plami giperkontinuum quvvatga ega.
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Masalalar

1.3.1. X to‘plami va (0,1) intervali bilan ekvivalent ekan-
ligini ko‘rsating.

Yechimi. y = arctgx funksiyasi monoton o‘suvchi, aniglanish so-
hasi XX va giymatlar sohasi (—y, -f) bo'lganligidan, y — ~arctgx + ~
funksiyasi >Xto‘plami va (0,1) intervali orasida o‘zaro bir giymatli aks-
lantirish bo‘ladi. Bundan >Xto'plami (0,1) intervaliga ekvivalent ekan-
ligi kelib chigadi.

1.3.2. Sanoqgli to‘plamlarning sanoqli sondagi birlashmasi
sanogli to‘plam bo‘lishini isbotlang.

Ye(():ohimi. A\, A2, ..., An,... sanogli to‘plamlar berilgan bo'lsin.
A — U Ak to'plamning sanogli ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Sodda-
k1
lik uchun AiDAj = 0, i dj deb olaylik. Chunki, bu shart bajarilmagan
holda Ai, A2,..., A,,.... to'plamlar o‘rniga

nJ
Bi = Ai, B2—A2\Ai,..., Bn= An\ (U Ak), mms
1

00 00
todlamlarni garaymiz. Bi MBj = 0, i ®j va_U An= _U Bn ekanligi
b gqaray ) J 721 1 g
ravshan.

Ak to'plamlar sanogli bo‘lgani uchun ularning elementlarini nomer-
lab chigamiz:

A\ : au, al2 ... ,ai,,...
A2: a2, a,...,a2n,...

an elementlari bilan tekislikning koordinatalari (k, n) bo‘lgan nug-
talari orasidagi o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnatamiz: atn (k,n).
akn elementlarni tekislikda sxematik ravishda chizmadagidek qilib
ko'rsatish mumkin (5-rasm). Ak ning elementlariga | chorakning ab-
sissasi K (K= 1,2,...) ga, ordinatalari 1,2,... bo‘lgan nuqtalar mos
keladi.
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5-rasm

Jadvaldagi elementlarni: au ni birinchi element, ai2 ni ikkinchi element,
azi ni uchinchi element va h.k. chizmada ko'rsatilgandek gilib nomerlab
chigish mumkin. Shunday qilib, A ning har bir elementi ma’'lum bir
nomerga ega bo‘ladi.

1.3.3. Butun sonlar to‘plami Z, ratsional sonlar to‘plami
Q sanoqgli to‘plamlar ekanligini ko‘sating.

Yechimi. Z = Z+ UZ_ deylik, bunda Z+ = {ITm: m € Z, m > 0} va
Z_={m:ms Z, m< 0}. Z+ va Z_ to'plamlar har biri natural sonlar
to'plamiga ekvivalentligidan, ular sanogli bo'ladi. 1.3.2-misoldan ikkita
sanogli to'plamning birlashmasi bo'lgan Z to'plami ham sanoqglidir.

Har bir n G N uchun

Qn = -m e z]|

bo'lsin. Har bir Qn to’plam sanogli bo'lgan Z to'plamiga ekvivalent.
1.3.2-misoldan sanoqgli to'plamlar birlashmasi bo'lgan Q to'plami ham
sanoglidir.

1.3.4. Barcha irratsional sonlar to‘plami | bilan barcha
haqiqiy sonlar to‘plami M ekvivalent ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Bu to'plamlar orasida o'zaro bir giymatli moslikni
quyidagicha qurishga bo'ladi. ny/2, n < N ko'rinishdagi son-
lar to'plamini L orqgali, | ning nn/2 ko'rinishda ifodalash mumkin
bo'lImagan barcha elementlari to'plamini C orqali belgilaylik. U holda

I=CuL, 1 = CU(LUQ).

1.3.3-misolga asosan, Q sanoqgli to'plam. L sanoqli ekanligidan, 1.3.2-
misoldan L UQ ham sanoglidir. Demak, L va L UQ to'plamlar orasida
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o‘zaro bir giymatli akslantirish mavjud. C to‘plamniug har bir ele-
mentiga esa shu elementning o‘zini mos go‘yamiz. Natijada 1 va R
orasida o‘zaro bir giymatli moslik o'matiladi.
1.3.5. Chekli sondagi sanoqgli to‘plamlarning Dekart
ko‘paytmasi sanoqlidir.
Yechimi. Ko'paytuvchilar soni ikkita bo‘lgan holni qarash yetar-
lidir.
A RN € o |
va
B = {b\,...,bn,...}

sanogli to'plamar bo‘lsin.
AxB = {a; b):aGA, h GB}
ning sanogli ekanini ko'rsatamiz. Har bir n G N uchun
Dn= {{(an,bj) : bj G B}
to'plamlarni qaraylik.GD D, ~ B bo‘lganligidan, har bir Dn sanoqli
to:plain. A x B = |J D,, ekanligi va 1.3.2-misoldan A x B to'plam

n—i1
ham sanoqgli bo‘ladi.

1.3.6. Koeffitsientlari ratsional sonlar bo‘lgan barcha
ko‘phadlar to‘plami P[X] ning sanoqgli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Koeffitsientlari ratsional sonlar bo‘lib, darajasi n ga

teng barcha ko'phadlar to‘plamini Pn[X] orgali belgilaylik, bunda n G
N U {0}. P[X) = U PnDX\ bo'lganligidan, har bir Pn[X] to'plamning
>o

sanogli ekanini ko‘rsatish yetarli. Buning uchun Pn[X] ~ Qn+1 ni
asoslash yetarlidir. Bu esa

p(t) = aa+ ait + a2t2+ ...anth—>(a0,ah a2, ..., an) G Qn+l

moslikdan kelib chigadi.

1.3.7. Ixtiyoriy cheksiz A to‘plamning sanoqli to‘plamga
ekvivalent boYpan gism to‘plami mavjudligini isbotlang.

Yechimi. A dan olingan biror nuqgtani a{ deb belgilaylik. A cheksiz
to'plam bo‘lganligi uchun A \{ai} bo‘sh emas. A \{ai} dan biror
element olib, uni o2 orqali belgilaymiz. (A \{aj}) \{a2} to‘plam bo‘sh
emas, undan olingan elementni as orgali belgilaymiz va h.k. A cheksiz
to‘plam bo‘lgani uchun bu jarayonni cheksiz davom ettirish mumkin.
Natijada, turli elementlardan iborat sanoqli {ai, a2, ..., a,,,...} to‘plam
hosil bo'‘ladi.
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1.3.8. [0,1] kesmaning sanogsiz ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Faraz qgilaylik [0,2] kesma sanogli ho‘lsin. U holda bu
to'plam elementlarini nomerlab chigish mumkin:

315 leestEnles*

Bu sonlar o bilan 1 orasida joylashgani uchun ularni quyidagicha yozish
mumkin:

Xi = o,04(212013 . .. Oi, . . .

X2 = 0,021022003 ...02n nm

Xs = 0,031032033 .. .03, ...

XN  o,oMolkoB...0mM...

5

bu yerda a” - X, sonining k-o‘nlik ragami. Endi
6 =o0,bibds... n...
sonini quyidagicha tuzaylik:

b = (2 agaram= 1,
\ 1, agaramd 1.

Natijada bndpann, n s N. U holda b G [0,1] soni

*Alj *ND 5 .“) o> o
sonlarning birortasiga ham teng emas. Bu esa
[0,1] = {xi, X2,...,Xn,.. .}

ga ziddir. Hosil bo'lgan ziddiyatdan [0, 1] kesmaning sanogsiz ekanligi
kelib chigadi.

1.3.9. [ab] segmentda aniglangan monoton funksiyanir
uzulish nuqgtalari to‘plami chekli yoki sanoqgli bo‘lishini isbot-
lang.

Yechimi. [a b segmentda monoton o'suvchi f(x) funksiya berilgan
bo'lib, xg uning berilgan segmentga tegishli ixtiyoriy uzulish nuqgtasi
bo'lsin. f(x) funksiya [a,x0) va (%,s] yarim intervallarda monoton va
chegaralangan bo'lgani uchun
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limitlar mavjud. Shuning uchun uzulish nuqgtasi f (x) funksiyaning
1-tur uzulish nuqgtasi bo‘ladi. /(x0+ 0) - f(xo—0) ayirmaga f(x)
funksiyaning X0 nugtadagi sakrashi deyiladi. Berilgan funksiya mono-
ton o‘suvchi bo'lgani uchun har bir uzulish nuqtadagi sakrashi mus-
bat sondan iborat. Berilgan funksiyaning sakrashi biror a sonidan

katta bo‘lgan uzulish nugtalari soni chekli /(Q powNag katta

emas. Hagqgigatan, agar berilgan funksiya sonidan katta
n sondagi uzulish nuqgtalarda a dan katta sakrashlarga ega bo'lsa, u
holda bu sakrashlarning barchasining yig'indisi f(b) —f(a) ayirmadan
katta bo'lardi. Bunday bo‘lishi mumkin emas. Funksiyaning sakrashi *
sonidan katta bo‘lgan uzulish nugtalari to'plamini Ek orqali belgilaylik.
Barcha uzulish nugtalari to‘plami E quyidagidan iborat bo‘ladi:

E=Ei UE2U... UEKU...

Ek to'plamlarning har biri chekli bo‘lganligidan, E to'plami ko‘pi bilan
sanogli bo'‘ladi.

1.3.10. Agar ixtiyoriy A C X sanoqli to‘plami uchun \X\
A\ = X\ munosabati o ‘rinli bo‘lsa, n holda X sanoqgsiz to‘plam
ekanligini isbotlang.

Yechimi. Aksinchasini faraz- gilaylik, Aytaylik, X sanoqgli to‘plam
bo‘lsin, ya'ni

X = {zb x2,...,Xn,....}.
Uning A = {x$, xe, xn,...} sanogli gism to'plamini olsak, u holda
X \A = {xi, x2, x3, x4} va \X\A\ = 4. Natijada \X\A\d [|X] kelib
chigadi.

1.3.11. Uchlarining koordinatalari ratsional bo‘lgan tekis-
likdagi barcha uchburchaklar to‘plamining quvvati nimaga
teng?

Yechimi. Tekislikdagi har bir uchburchak uchlarining koordinata-
lari orqgali bir giymatli aniglanadi. U holda berilgan to'plamning har bir
uchburchakiga M = Q2 x Q2 x Q2 to‘plamning elementlari mos keladi va
aksincha. Sanoqli to‘plamlarning chekli sondagi Dekart ko‘paytmasida
sanogli to‘plam bo'lganligidan, M sanogli to‘plam bo‘ladi. Demak,
bunday uchburchaklar to‘plami sanogli bo‘ladi.

1.3.12. Agar |A\J5] = |BVI1] boHsa, n holda A = |B].

Yechimi. Teng quvvatli to‘plamlar ekvivalent to'plamlar bo‘lganligi
uchun, agar AAB ~ B\A bo‘lsa, uholda A ~ B munosabatini o‘rinligini
isbotlash yetarli. A — (A\B) U[ATIB) vaB = (B\A) U(AflB)
tengliklarini qaraylik. Bundan A\B, AIB va B\A, AlB to‘plamlari
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umumiy nuqtalarga ega emas. Shart bo'yicha AAB ~ B\A va JInE> ~
ATl B bo'lsa, u holda A ~ B.

1.3.13. Agar AC B va Al = MAUCQ\ bo‘lsa, n holda \B\ =
\B UC\

Yechimi. 1.3.12-misolga o'xshash, agar A C B va A ~ AUC bo'lsa,
u holda B ~ B U C munosabatini isbotlaymiz.

Quyidagi munosabatlai o‘rinli:

B = AU(B\A) (1.2)

BuC = {AU(C\B))U(B\A) (1.3)

(2.2) va (1.3) tengliklarning o‘ng tomonlaridagi birlashmadagi
to'plamlar umumiy nuqgtalarga ega emas. Bundan A va A U (C\B)
to'plamlari ekvivalent, chunki A C AU(C\ B) C AU C shart bo'yicha
A ~ A\JC. Demak, A ~ AlI(C \B)va (1.2), (1.3) tengliklarini hisobga
olsak, B ~ S u C kelib chigadi.

1.3.14. Chekli sondagi barcha haqiqiy sonlar ketma-
ketliklari to‘plamining quwati nimaga teng?

Yechirgoi. Chekli sondagi barcha haqgiqgiy sonlar ketma-ketliklari

to'plami (J Anbo'lib, bu yerda Anuzunligi n-ga teng bo'lgan ketma-
e

1
ketliklar to'plami, ya'ni An — 1 x i x |, bunda K haqigiy sonlar
I
to'plami. R ~ (0,1] dan An ~ (0,1] x ... x (0,1]. %irgi to'plam

(0,1] ga ekvivalent. Natijada An~ (n —1,n]. U holda (J Anto'plami
(0,1]U(1, 2]U... = (0, +00) ga ekvivalent. Demak, kontinnu&m guvvatiga
ega ekan.

1.3.15. To‘g‘ri chizigda o‘zaro kesishmaydigan barcha in-
tervallar to‘plamining quwati nimaga teng?

Yechimi. To'g'ri chizigda & —{Ua: UQMUp = 0, a P f3} o'zaro
kesishmaydigan intervallar to'plamini garaymiz. Har bir Ua intervalga
tegishli xa ratsional sonini bu intervalga mos go'yamiz. UylMun = 0
bo'lganligidan, a ¢ (3 da xa d xp o'rinlidir. Ratsional sonlar to'plami
sanogliligidan, & ham sanoqgli to'plam.

1.3.16. Agar M sanogsiz to‘plam va A uning chekli yoki
sanoqli gism to‘plami bo‘lsa, n holda M va M\ A to‘plamlar
o‘zaro ekvivalent ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. M\A to'plam sanogsiz bo'ladi, aks holda M = AU(M\A)
tengligidan M to'plami chekli yoki sanogli bo'lib qoladi. M \ A
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to‘plamidan sanoqgli A\ to'plamini olib. qolgaix gismini N orgali bel-
gilaymiz. U holda

M\A=AiUN, M —(1n Ai) UN

munosabatlariga egamiz. Sanogli A\ va J1 U A\ to'plamlari orasida bir
giymatli moslik o‘rnatamiz, N to'plamining har bir elementini o‘ziga
mos qo‘yamiz. Natijada M \ A va M to'plamlari orasida bir giymatli
moslik o‘rnatamiz.

1.3/17. Ixtiyoriy cheksiz A to‘plami bilan chekli yoKki
sanoqgli B to‘plamining birlashmasi A to‘plamiga ekvivalent
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Agar J1 sanogli bo'lsa, u holda /71 U B to‘plam sanoqli
bo'lib, A to'plamiga ekvivalent ekanligi kelib chigadi.

Agar A sanogsiz bo‘lsa, u holda AD B to‘plami ham sanogsiz bo‘ladi.
Sanogsiz to‘plam undan chekli yoki sanoqgli to‘plamni olib tashlashdan
paydo bo'lgan gism to'plamiga ekvivalent bollishidan /1 U B to‘plami
A = (AU B) \ (B \ A) to'plamiga ekvivalent ekanligi kelib chigadi.

1.3.18. Natural sonlaming barcha juftliklari to‘plami P
sanoqli bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. (p, ) natural sonlar juftligining balandligi deb p+q sonini
aytamiz. Ravshanki balandligi n ga teng bo‘lgan natural sonlar juftlik-
lari n—1ta bo‘ladi. Pnorqgali balandligi n ga teng juftliklar to‘plamini
belgilaymiz.

Pn= {(1, n- 1), 2,n- 2), ..., (n- 1, 1)}

(e0)
hamda P = [J Pn bo‘lishidan P to‘plamning sanoqli ekanligi kelib
71=2

chigadi.

1.3.19. Agar D sanoqgli to‘plam bo‘lsa, n holda uning ele-
mentlaridan tuzilgan barcha chekli ketma-ketliklar to‘plami
S sanogli to‘plam bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. n ta natural sondan iborat bo‘lgan barcha to‘plamlar
birlasmasini Pn orqali belgilaymiz. Chekli to'plamlarning sanoqgli bir-
lasmasi sanogli to'plam bo'lishidan Pn to'plamining sanoqgli ekanligi

(o 0]

ravshan. Bundan esa S = (J Pnto‘plamining ham sanoqgli ekanligi
M

kelib chigadi.

1.3.20. Rnfazoning ratsional koordinatali barcha nuqtalari
to‘plami Q" sanoqli bo‘lishini ko‘rsating.
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Yechimi. Q sanogli to'plam bo'lganligidan, n sondagi sanoqli
to‘plamlarning Dekart ko'paytmasi bo'lgan Q" to'plami, 1.3.5-misolga
asosan sanogli to'plam bo‘ladi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Isbotlang:

a) agar A C B v&A ~ AU C bo'lsa, u holda B ~ B UC;

b) agar AdC,BdDv& CuB~C bo'lsa, uholda AuD ~ A

2. Chekli A va B to'plamlarning elementlari sonini mos ravishda
n{A) va n(B) ko'rinishlarda belgilaylik. Quyidagi tenglikni isbotlang:

n(A UB) = n(A) + n(B) —n(A N B).

3. Tekislikda uchlarining koordinatalari ratsional sonlardan iborat
bo'lgan barcha to'rtburchaklar to'plamining quvvatini toping.

4. Sanogli to'plamning ixtiyoriy gism to'plami chekli yoki sanoqli
bo'lishini ko'rsating.

5. Fazodagi ratsional koordinatali barcha nugtalar to'plamining
sanogli ekanligini isbotlang.

6 . Tekislikda markazining koordinatalari ratsional sonlar bo'lib, ra-
diusi ham ratsional son bo'lgan barcha aylanalar to'plamining sanoqli
ekanligini isbotlang.

7. Ixtiyoriy cheksiz to'plamning sanoqli gism to'plami mavjudmi?

s . Musbat sonlar to'plamining ba’zi sanogsiz to'plamini E bilan
belgilaylik. E I (£, +00) to'plami sanogsiz bo'ladigan £ > 0 sonining
mavjudligini isbotlang.

9. Sonlar o'gida berilgan E to'plamning ixtiyoriy ikki elementi
orasidagi oraliq birdan katta bo'lsa, u holda bu to'plamning chekli yoki
sanogli bo'lishini ko'rsating.

10. Sanoqli to'plamning barcha chekli gism to'plamlarining to'plami
sanoqli ekanligini isbotlang.

11. Natural sonlarning gat’iy o'suvchi barcha ketma-ketliklari
to'plamining quvvatini toping.

12. Natural sonlarning 10 sonini o'z ichiga olmaydigan barcha
ketma-ketliklari to'plamining quvvatini toping.

13. Ratsional sonlarning mumkin bo'lgan barcha ketma ketliklari
to'plamining quvvatini toping.

14. Tekislikda o'zaro kesishmaygan doiralar to'plami berilgan. Shu
to'plam sanogsiz bo'lishi mumkinmi?

15. [a b] segmentda aniglangan barcha sonli funksiyalar to'plami
giperkontinuum quvvatga ega ekanligini isbotlang.
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16. [o, b segmentda uzluksiz bo‘lgan barclia funksiyalar to‘pla,mi
kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

17. [ab] segmentda monoton bo‘lgan barcha funksiyalar to'plami-
ning quvvati ganday?
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2.1.0 ‘Ichov tushunchasi

Bo'sh bo‘lImagan X to‘plam uchun P(X) orqgali X to‘plamning bar-
cha gism to‘plamlari sistemasini belgilaymiz.

Bo‘sh bo'lmagan SI C P{X) sistema birlashnia va ayirma amallariga
nisbatan yopiq bo'lsa, ya'ni A B £ J iekanligidan, AUB G A\
B £ & kelib chigsa, u holda 3& halga deyiladi.

Agar ffl halga bo‘lsa, u holda ATTB = A \ (A\ B) tengligidan
ATl B G & kelib chigadi. Bundan tashgari AAB = (AnB)\(ATIB)
tengligidan AAB G Si kelib chigadi. Demak, S%kesishma va simmetrik
ayirma amallariga nisbatan yopiqdir.

Bo‘sh bo‘lmagan ¥ C P(X) sistemaning har bir A, B G Y ele-
mentlari uchun ?Llwnday o'zaro kesishmaydigan C\,..., CnG Y mavjud
bo'lib, ANB = (J Ci tengligi bajarilsa u holda ¥ yarim halga deyiladi.

I=1
Misollar. 1. X ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan to‘plam bo'lsa, u holda

5 = P(X) yarim halga bo‘ladi.

2. S = {0, {a}, {b,c} {a, b c}} yarim halga bo‘ladi.

3. S = {[a, 6) : a, b G M} yarim intervallar sistemasi yarim halga
bo‘ladi.

4, S={a, bx [cd :a,b,c,dE X} to'rtburchaklar sistemasi yarim
halga bo‘ladi.

Agar S& C P(X) halga uchun X G S&bo'‘lsa, u holda S& algebra
deyiladi.

Agar ixtiyoriy Ai, A2,...,A,,.. G S6uchun Z.?J An G 3 bo'lsa, u

71=1

holda 3 - a-halga deyiladi.

Agar bbir vaqtda algebra va a-halga bo'lsa, u holda £6- a-algebra
deyiladi.

Yugoridagi misollardan, :, 2 misollardagi yarim halgalar a-algebra
bo‘lib, 3, 4 misollardagi yarim halgalar a-algebra bo‘Imaydi.

Y C P(X) biror yarim halga bo‘lsin. /A : Y — K nomanfiy
funksiyasi ixtiyoriy o'zaro kesishmaydigan AItA2, A n G Y, bunda
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J Aj G , to'plamlar uchun

/' n \
rF(U Aij - Iy(a-

tengligini ganoatlantirsa, u holda fi o'lchov deyiladi.
Agar ixtiyoriy o'zaro kesishmaydigan At,Ao,...,A,,,.. E 5?, bunda

(J Ai £ -Y1, to'plamlar uchun

0 00

/ n=1
tengligi bajarilsa, u holda [I sanogli-additiv (yoki eradditiv) deyiladi.

Misollar. 1. S = {[ab) : a,b £ L} yarim intervallar yarim
halqasida

Ix([a, b)) = b—a

sanoqli-additiv o'lchov bo'ladi.

2. S={[a,s) x \c,d) :a b,c,d E>} yarim halgada

u([a:b) x [c,d)) = (b—a)(d —c)

sanoqli-additiv o'lchov bo'ladi.
3. X ixtiyoriy bo'sh bo'lImagan to'plam, x G X va S = P{X) da

a\- / 1> a8arx GA>
\ 0, agar x pA

sanoqli-additiv o'lchov bo'ladi.

4. Agar /xi, o'lchovlar, ti, ...,tn musbat sonlar bo'lsa, u holda
n
Ll=  tipi ham o'lchov bo'ladi. Hususan, x\,..., xn G X uchun
i=1
WN=E 1
XiEA

o'lchov bo'ladi.
Aytaylik, X biror to'plam, 5? C P(X) yarim halga, /i esa o'lchov
bo'lsin. Har bir A 6 ¥ to'plam uchun u*(A) tashgi o'lchovni

ix*(A) = inf{£uy(AQ :Ac\jAk A ke"}
K K
kabi aniglaymiz. Agar A GP(X) to'plami va VE > 0 uchun shunday
B G S? to'plami topilib, fi*(A 4 r>) < b bajarilsa, u holda A to'plami
Lebeg ma’nosida o'lchovli deyiladi.
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Masalalar

2.1.1. X to‘plamning ixtiyoriy bo‘sh boYTagan gism to‘p-
lamlari oilasi S uchun, S ni o‘z ichiga oluvchi shunday ya-
gona R(S) halga mavjudki, n S ni o‘z ichiga oluvchi ixtiyoriy
halgada yotadi.

Yechimi. Rqg= p) Rn kesishmani garaymiz, bunda R,, - S ni o'z

ichiga oluvchi X ning gism to'plamlaridan iborat halga. S ni o'z ichiga
oluvchi P(X) halga bo'ladi, shu sababdan Rq® 0.

Endi A, B € RObo‘lganligidan, Va uchun A,B€ Ra. Ta'rifga ko'ra
A UB GRava A\B € Rn munosabati o'rinli. a ixtiyoriy ekanligidan,
AJ B € Ro V& A\B £ Rg Demak, Rqghalga bo‘ladi.

Har bir a uchun S C Ra bo‘lganligidan, S C Rq kelib chigadi. S
ni o'ziga oluvchi X to‘plamning gism to'plamlarining ixtiyoriy halqgasi
biror Ra ga tengdir, bundan u Ro halgani o‘z ichiga oladi.

2.1.2. Agar Sc P(X) yarim halga boYsa, n holda R(S) mi-
nimal halga shunday A to‘plamlardan iborat bod4adiki, bunda

n
A = \jAi, Aie S AtTMNAj =0,
i=l
ixj, 1,j=12,...,n,n € N.

Yechimi. L orgali X ning shunday qgism to‘plamlarini belgilaymizki,
bu gism to‘plamlar S ga tegishli to'plamlarning chekli yoyilmasiga ega
bo'lsin. L ni o'z ichiga oluvchi har bir halga chekli birlashmalarga nis-
batan yopiqdir. Tasdigni isbotlash uchun L halga ekanligini ko'rsatish
yetarlidir.

A,BEL lar uchun AUB s L va A\B € L ekanligini ko'rsatish
kerak.

Aytaylik,

A = \jAt, B = \jBu
i— i~1
bunda A, MA] = 0va 4:MNMB3=0, idj. Dastlab AUBi € L ni
isbotlaymiz.
Quyidagi tenglik o'rinlidir:

AUBX = (A\B1)UB1= (iai \Br UB1= (0 (AA Bj) jLIBI.
1=1 \i=1

Endi S yarim halga bo‘lganligidan, har bir At\B\ to‘plam S ga tegishli
to‘plamlarning chekli yoyilmasiga egaligidan barcha A U B\ yig‘indilar
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slmnday yoyilmaga ega bo'ladi. A U B\ ga ketma-kct B2,Bii, ..., B,
to'plamlarni birlashtirsak, biz har bir gadamda L ning to'plamiga ega
bo'lamiz, bundan A UB £ L o'rinli.

Quyidagini yozainiz:

A\B1= ~NJ(AABI)N

Bundan A \B\ £ L. Endi
A\N(BjuB:2U..UBm) = (((A\BO\B2\..\B,,)

dan A\B € L.
2.1.3. Agar B C A o‘lchovli to‘plamlar bo‘lsa, n holda

IXA\B) = m(A)-MS)

tengligini isbotlang.
Yechimi. B C A bo'lganligidan, A = (A\B) UB bo'lib, A\B va
B to'plamlar o'zaro kesishmaydi. U holda

x(A) = M(A\B) UB) = MA\B)+ //(B).
Bundan
MA\B)=MA)-MB)
tenglikka ega bo'lamiz.

2.1.4. A,B o‘lchovli to‘plamlar. Agar E,F o‘lchovli
to‘plamlar uchun

AAE—BAF, nE)=nF) =0

bo‘lsa, n holda /i(A) = /j(B) ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. ATE = (A\£) U(F\A) vaB\F = (B\F) U(F \B)
ekanligidan,

(A\E) U(E \A) = (B \F) U(F \B)

ya’'ni

IX((ANF)U(F\A)) = x((B\F)U(F\B))

Bundan

li (ANE) + vi(ENA) = n (B \NF )+ iji(F\B).

U holda u (E) = X(F) = o ekanligidan, /j,(E\A) = n(F\B) = o.
Demak, fi(A\E) = u(B \F).
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Encli
ti(A) = i ((A\E) UE) = fi (A\E) + fi(E) = fj,(A\E) =
= (B\F) =f(B\F) +/i(F) = m((E\F)Uf) =1 (B),
ya'ni X(A) = m(B).
2.1.5. Tenglikni isbotlang:
u@A) £/ (B)=fi(AUB) £ xX(ATMB).

Yechimi. A, B to‘plamlar o‘lchovli bo'lsa A UB, AMNB, A\
(AnB), B\ (J1NB) to'plamlari ham o'Ichovli ekanligi ma’'lum va

AMNB, A\N(AMNB), B\(AnB) to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi. U
holda

fi(AUB) = u((A\(AMB)) U(B\(An B)) U(AMB)) =

= fi{fA\[AB)) + u{B\ (ATB)) + /X(AMNB) -
= /n(A) —u(A DB) + fj,(B) —/x(ATIB) + /Ix(ATB) =
= fi(A) + u(B) - u(ANB).
Bundan i (A) + i, (B) =a (AUuB) + A(ATIB).
2.1.6. Tenglikni isbotlang:
NAUB U () = /i(A) + Mm(B) + y(C)—

-//(A MB) - IX(BMC)- /n(CM A) + /*(ATB ICc).

Yechimi. 2,1.5-misoldan foydalansak,
u{AUBUC) = u((AUB)UC) =

= 4(A UB) + /X(C) - u((AUB) MC) =
= pl(A) + M(B) - u(ATB) + /n(C) - y((ATC) U (BTIC)) =
= fi(A) + M(B) + //(C) - u(AMB) - /X((ATIC) U (B INC)) =
= M(A) + i-i(B) + /n(C) —/N(ATIB)—
[/X((ATIC) + 4(B MC) - u{ATMC)M(BM C)))] =
—™MA) + ~(B) + u(C)—
-[/(A MB) - y(B MC)- u(CMA) + u(ANB MC).

2.1.7. Agar
Ai C Ar C e==AC o=
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o‘chovli to‘plamlar va A = (J A, bo‘lsa, u holda fi{A) =
21
tli_r%’:fJ-(An) ekanligini ko‘rsating.
Yechimi.

fi{A) = fil (3 An
\11~1
= /I(A U(A \A) UeeeU (AN\A -i) Ueee) =
= [/x —sanogli-additiv] =

—MA) + MA \A) + oot A(A \Ai-1) + eee=

ocC

= MA) + Y'(MA') - MAfe)) = lim/xATH

2.1.8. Agar
A 2A 2 ee2 An2 o=

00
o‘chovli to‘plamlar va A = P] An bo‘lsa, n holda u(A) =
M-

lim fi(An) ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. 2.1.7-misoldan

\  An = M (\JAI\AN)) = limM A )~ m(A))-
L \Vg=|

Bundan
M(A) - MP,AQ = fim(MA) - MA)),

ya'ni /x(A) = ﬂIifn p.(A,.).

219. 0 ‘nl?o kasr yozuvida 7 ragami gatnashmagan [0, 1]
kesmadagi barcha sonlar to‘plamining Lebeg oHchovini to-
ping.

Yechimi. E o'nli kasr yozuvida 7 ragami gatnashmagan f, 1]
kesmadagi barcha sonlar to‘plami bo‘lsin.

Bu to‘plamni quyidagicha qurish mumkin. Birinchi gadamda [0,:1]
kesma teng 10 kesmaga bo‘linadi va [0.7,0.8) yarim intervali chigarib
tashlanadi, chunki bu oraliqga tegishli sonlarning o‘nli kasr yozuvida
verguldan keyingi birinchi ragami 7 ga tengdir.

Ikkinchi gadamda qgolgan

[0,0.1], [0.1,0.2], [0.2,0.3], [0.3,0.4], [0.4,0.5],
[0.5,0.6], [0.6,0.7), [0.8,0.9], [0.9,1]
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kesmalar ham teng 10 kesmaga bo'linib, har bir yettinchi kesma chigarib
tashlanadi, y.i'ni [0,0.1] dan [0.07,0.08]. [0.1,0.2] dan [0.17.0.28] va
hokazo.

Keyin golgan barcha kesmalar liam shn tarzda bo'liiiib, har bir 7-chi
kesma chiqarib tashlanadi. Bu jarayon cheksiz davom ettirilsa, golgan
nuqtalar to'plami E to'plamini beradi.

Endi [0,1] \ E ning o'Ichovini hisoblaymiz. Bu to'plam uzunligi
bo'lgan bitta [0.7,0.8] kesma, uzunligi ~ bo'lgan 9-ta kesma, umu-
inan, uzunligi -j~-j bo'lgan 9*-ta kesma va hokazo kesmalardan iborat.
Bundan

» (o, i\ =~ n S |

Demak, y(E) = 0.

2.1.10. 0 ‘nli kasr yozuvida 1 va2 ragamlari gatnashmagan
[0,1] kesmadagi barcha sonlar to‘plamining Lebeg o ‘lchovini
toping.

Yechimi. Bu to'plamni E orgali belgilaymiz hamda quyidagicha
guramiz.

Birinchi gadamda [0,1] kesmadan [0.1,0.3) yarim intervalni chigarib
tashlab, golgan [0.3,1] kesmani qoldiramiz. Chunki [0.1,0.3) oraliqdagi
ixtiyoriy sonning o'nli kasr yozuvi o .1 ... yokio.2 ... ko'rinishda bo'ladi:

Ikkinchi gadamda har bir [0.3,0.4], [0.4,0.5],..., [0.9,1] kesmalar
uchun ham dastlabki | gismidan iborat yarim intervallarni olib tash-
laymiz.

Shu jarayonni cheksiz davom ettirsak o'lchovlari

2 2-3 2-9 2 *3€
5’ ~25~ 125'"" 5-5fc,'"
sonlar ketma-ketligiga mos oraliglar olib tashlanadi. Bu oraliglar [0,1] \
E dan iborat bo'ladi. U holda

M M\ £)=1]4"!"4 ¢ 2+...=1

Demak, W(E) = o.

2.1.11. R da ixtiyoriy musbat o‘lchovga ega to‘plam kon-
tinuum quvvatga egaligini isbotlang.

Yechimi. A C XX to'plami uchun y{A) = £ > 0 bo'lsin. X da
Lebeg o'lchovi xossasidan shunday G C A oshiq to’plam mavjud bo'lib,
{A\G) < Bundan

fi(G) = fi(A) -i i {A\G)>e-S=¢,



40 M. Olehovlar nazariyasi elementlari

yani G musbat o'lchovga. ega. Demak, G bo‘sh bo'Imagan ochiq
toplam. U holda shunday a & b sonlari topilib, (& b) C G, ya'ni
(a,b) C A. Endi (a b) to‘plam kontinuum quvvatga ega ekanligidan, A
ham kontinuum quvvatga egaligi kelib chigadi.
2.1.12. Agar [0,4] kesmaning A va B qism to‘plamlari
uchun /i(A) +ji(B) > 4 bo‘lsa fj,(APiB) > o ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. 4 < u(A) + /n(B) = /In(Au B) + /i(A N B), u holda

fi(An6) >4 - U(AUB) >4 -4 = 0,

bundan esa /n(ATB) > 0.
2.1.13. Hagqiqiy sonlar to‘plamidagi A o‘lchovli to‘plam
orgali aniglangan

f(t) = /i([a,t]rA), te[a,b}

funksiyasining uzluksiz ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Ixtiyoriy t0 G [a, ¢] soni berilgan bo‘lsin. Dastlab [a s]
kesmadan ixtiyoriy t,, [ to bo‘lgan ketma-ketlik olamiz. U holda An =
[a tA A ichma-ich joylashgan kamayuvchi to‘plamlar ketma-ketligini
tuzadi, hamda 2.1.s-misoldan foydalansak,

lim f(t,) = lim ju(fatr NA) =

= N oMN)) =~ a*n A) = f(t0)
munosabatiga ega bo‘lamiz.
Endi [a b} kesmadan ixtiyoriy tn | tObo'lgan ketma-ketlik olamiz. U
holda
An-~ o, fnn A

ichma-ich joylashgan o'suvchi to'plamlar ketma-ketligi bo'lib
o'lchovning uzluksizligidan,

I1Imgof(tn) = I_I'i_r&pi([a,tn}rm) =

= A~ =N Y=/

n

munosabatga ega bo'lamiz. Demak, f(t) funksiya uzluksiz.

2.1.14. Hagqiqgiy sonlar to‘plamida chegaralangan, o‘lchovi
4 ga teng A to‘plamining o‘lchovi 2 ga teng B qgism to‘plami
mavjud ekanligini ko‘rsating.
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Yechimi. Aytaylik, Act, uy(A) = 4 to‘plami berilgan bo‘lsin. A
to‘planii chegaralangan bo'lganligidan, A to'plamini o‘z ichiga oluvchi
shunday [a,d oraliq mavjud bo‘lib, fi([ab] MA) — 4 tengligi o‘rinli
bo‘ladi. Ushbu

f{t) = fi([a,t]r\A), te[a,b]

funksiyasini garaymiz. Bu funksiya uchun
f(a) —0; /(b) =4

ekanligi ravshan. Yugqoridagi misolda esa bu funksiyaning uzluksizligi
ko'rsatilgan edi. Bundan oraliq giymat hagidagi Boltsano - Koshi teo-
remasiga ko‘ra shunday tO € [a, s] topilib,

/(to) = »

tengligi o‘rinli bo‘ladi. U holda B = [a, to] MA deb belgilasak, B C A va
u(B) = 2 munosabatlarini ganoatlantiruvchi to'plamga ega bo'lamiz.
2.1.15. R da Lebeg o‘lchovi orgali aniglangan

f(t) = ~([o,*]MNJ1), O<t <4

funksiyani aniglang va uning grafigini cMzing, bu yerda A =
[1,2] U [3,4].
Yechimi. Agar t € [0,1) bo‘lsa, u holda [0, f] MTA = 0. Bundan

f(t) = /X(0, ] MA) = 1($) = 0.
Agar te [1,2) bo'lsa, u holda [, t]JC\A = [1, f], Bundan
f(t) = fi(0,t] N A) = §i([I,t]) = t- 1.
Agar t £ [2,3) bo'lsa, u holda [0, MA = [1,2]. Bundan
f(t) = (0, ] MA) = A*([1,2]) = 1
Agar t G [3,4] bo'lsa, u holda [0, £]1M/1 = [1, 2] U [3 1], Bundan
f(t) = fi([0, t]1NA)= Ay, U t]) = t- 2

Demak,
0, agar t € [0,1),
t—1, agar t 6 [1, 2),
=)= 1 agar t € [2,3),
t —2, agar t G [34].
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6-rasm

2.1.16. R da kontinuum quvvatga ega va o‘lchovi nol
boUgan to‘plamga misol keltiring.

Yechimi. Fo = [,1] bo'lsin. Bu to‘plamdan (§,8) oraligni
chigarib tashlaymiz va qolgan to‘plamni R\ bilan belgilaymiz. Endi
R\ to‘plamdan (s,s) va (2J,8) oraliglami chigarib tashlaymiz va qol-
gan to'plamni F2 bilan belgilaymiz. F2to‘plami 4 ta kesmadan iborat
bo‘lib, keyingi gadamda har bir kesmadan uzunligi (1)s ga teng o‘rta
oraligni chigarib tashlaymiz va golgan to'plamni Fs bilan belgilaymiz
va hokazo. Bu jarayonni davom ettirib ichma-i(%\ joylashgan Fn yopiq

to'plamlar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz. D = f) Fndeb belgilaymiz.

n=|
D to'plamning tuzilishini garaylik. Bu to:plamga
12 12 7 s
''3'3:9'919'9"™

nugtalari tegishlidir. Lekin D to‘plamda bu nuqgtalardan boshga nuci-
talar ham mavjud. [o,:] kesmadagi sonlarni uchlik sanoq sistemasida
yozamiz;

* - ¥ +|+f+-+F+-- 21>
bunda o0, = o0,1,2. 0 ‘nli kasrdagidek, bunda ham ba’zi sonlar (z.1)
shaklda ikkita usulda yozish mumkin. Masalan,

1 1 0 0
t------b . H-——h, _OJ212|_

3 3 3 3 3 3 o3
x G [0,1] soni D to'plamga tegishli bo‘lishi uchun uning (2.1)
ko‘rinishdagi biror yozuvida 1 ragami qatnashmasligi zarur va yetar-
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lidir. Demak. har bir x € D soniga
«1,le, (2 2)

bunda a, = 0, 2, ketma-ketligi mos keladi. Bunday ketma-ketliklar
to'plami quwati kontinuumdir. Bulling uchun, (2.2) ko'rinishdagi hat
bir ketma-ketlikka

(2.3)

ni mos qo‘yamiz, bunda bn= o agar an= o da, bn= 1 agar an= -.
Endi (2.3) korinishdagi ketma-ketlikni [0,1] kesmadagi sonning ikki-
lik yozuvi deb garasak, u holda (2.3) ko'rinishdagi sonlar to'liq [0,1] ni
beradi. Bundan D kontinuum quwatli to'plam.
D to‘plam o‘Ichovini topaylik. D to‘plain to'ldiruvchisining o'lchovi
2 4 201

1
- X t h..4 o = 1.
3 9 27 3"

Bundan n(D) = 0.
D to‘plami Kantor to‘plami deyiladi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. 0 !nli kasr yozuvida kamida bitta 3 ragami gatnashgan [0,1]
kesmadagi barcha sonlar to’plamining Lebeg o'lchovini toping.

2. Biror to‘g‘ri chizigda yotuvchi tekislikdagi ixtiyoriy A to'plamning
yassi o'lchovi nol ekanligini ko'rsating.

3. Hagqigiy sonlar to'plamida chegaralangan, o'lchovi 5 ga teng A
to'plamining o'lchovi 3.ga teng B qism to'plami mavjud ekanligini
ko'rsating.

4. Kamida bitta ichki nuqtasi bo'lgan to'plamning o'lchovi nol
bo'lishi mumkinmi?

5. O'nli kasr yozuvida birorta ham 1 ragami gatnasinnagan [0,1]
kesmadagi barcha sonlar to’plamining Lebeg o'lchovini toping.

6. O'nli kasr yozuvida kamida bitta 1 ragami gatnashgan [0,:]
kesmadagi barcha sonlar to'plamining Lebeg o'lchovini toping.

7. E C [0,1] o'lchovsiz to'plam va A shunday to'plamki, /u([0,1] \
E) = 0. E M A to'plami ham o'lchovsiz ekanligini ko'rsating.

s. O'suvchi chekli o'lchovli An to'plamlarning birlashmasining
o'lchovi har doim chekli bo'ladimi?

9. Hagqiqgiy sonlar to'plamida chegaralangan, o'lchovi 3 ga teng A
to'plamining o'lchovi 1 ga teng B qism to'plami mavjud ekanligini
ko'rsating.
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10. Ixtiyoriy bo‘sli bo‘lxnagaii ochiq A to‘plami uchun fj.(A) > o
ekanligini ko'‘rsating.

11. Agar A C [a 6] niusbat o‘lchovli to‘planx bo‘lsa, u holda bu
to‘plamda shunday x va y nuqtalar mavjud bo'lib, ular orasidagi masofa
ratsional son bo‘lishini ko‘rsating.

2.2.0 ‘Ichovli funksiyalar

fi ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan to‘plam, E bu to‘plamning qism
to‘plamlaridan tuzilgan biror u-algcbra, /i esa E da aniglangan chekli
sanogli-additiv o‘lchov bo‘lsin. (fi, E, /i) uchligiga o‘lchovli fazo deyi-
ladi.

Biror / :fi — R funksiya berilgan bo‘lsin. Agar V¢ € R uchun

/-1((-00,c)) ={iefi: f(xX) < c}

to‘plami o‘lchovli bo‘lsa, u holda / funksiya o ‘Ichovli funksiya deyiladi.
fi o:lchovli to‘plamda / va g o‘lIchovli funksiyalar uchun

{x € fi :f(x) ps (2:)}

to‘plami o‘lchovi nolga teng bo‘lsa, u holda / va g funksiyalar ekvivalent
deyiladi va f ~ g kabi belgilanadi.

Agar fi to‘plamda aniglangan {fn(x)} funksiyalar ketma-ketligi
uchun nIi_r)rgcln(m) = f(x) tengligi bajarilmaydigan nugtalar to'plami
o‘lchovi nolga teng bo‘lsa, {fn(x)} funksional ketma-ketlik f(x)
funksiyaga deyarli yaginlashadi deyiladi.

Agar ixtiyoriy e > 0 soni uchun

Ai_r:go u({x € fi : [/,(x) - TGO\ >r1}) = o

bo‘lsa, u holda {fn(x)} funksional ketma-ketlik f(x) funksiyaga o‘lchov
bo‘yicha yaginlashuvchi deyiladi.

Deyarli yaqginlashish /,, — >f kabi, oichov bo'yicha yaginlashish esa
fn f kabi belgilanadi.

Masalalar

2.2.1. (fi,2 ,/xX) o‘lchovli fazo va f : fi — )X funksiya beril-
gan bo‘lsin. U holda quyidagilar o‘zaro teng kuchli ekanligini
Ko ‘rsating:

a) / :fi =X o‘Ichovli funksiya,;
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b) Vc€ K uchun {r gn: f(x) > cj o‘lchovli to‘plam;
¢©)VcGIl uchun {rGo : f(x) > c} o'lchovli to‘plam;

d Vce€l uchun {r Gfi: f(x) < c} o‘lchovli to‘plam;
Yechimi. a) =>=b). Aytaylik. / : Q —=M o'‘Ichovli funksiya bo’lsin.
U holda har bir ¢ G M uchun

{xeQ: f(x) <c}
to'plami o'lchovli bo'ladi.
{icgu: f(x) >c}=Ffi\{if£fi: f(x) <¢c}

tengligidan Pk G A : /(x) > c} to'plamining o'lchovli ekanligi kelib
chigadi.
b) =>c). Aytaylik, har bir c GR uchun

{iGU: f(x) > ¢}

to'plami o'Ichovli bo'lsin. U holda

®
{iGIl: /(x) >¢c} = (I G f(x) >c+

»=]

tengligidan va o'lchovli to'plamlarning sanoqli birlashmasi yana
o'Ichovli bo'lishidan {x G fi : f(x) > c} to'plamning o'lchovli ekan-
ligiga ega bo'lamiz.

c) =»d). Aytaylik, har bir ¢ GR uchun

{iG fi: f(x) > c}
to'plami o'lchovli bo'lsin.
{xGfl : f(x) <c} =Q\{x G :f(x)>c}

tengligidan {x G 0 : f(Xx) < c} to'plamining o'Ichovli ekanligi kelib
chiqgadi.
d) =p a). Aytaylik, har bir c GR uchun

{x GM: /(x) < ¢}

to'plami o'lchovli bo'lsin. U holda
@

{x GM: f(x) <c} = P|

n=l
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tengligidan va o'Icliovli to'plamlaniing sanoqli kesishmasi yana o'lchovli
bo‘lishidan {x G fi : f(x) < c} to'plainning o‘lchovli ekanligiga ega
bo'lamiz. Demak, / o;lchovii funksiya bo‘ladi.

2.2.2. [(x) va g(xX) o‘lchovli funksiyalar bo‘lsa, n holda

bo‘lishini ko‘rsating.
Yechimi. /(x) va g(x) o‘lchovli funksiyalar va kK, a G K bo'lsin.

{iE£fi: (/+a)(x) <c}={xGfi:f(x) <c—a}
tengligidan f + a funksiyaning o‘Ichovli ekanligi,

{x Gfi : /(x) < kc}, agar k> 0

eefic (kD) <=1 0 G- /(x) > &ac}, agar k< 0

tengligidan esa kf funksiyasining o‘lchovli ekanligi kelib chigadi.
a) Avvalo
{x Gfi: f{x) > g(x)}

to‘plamning o;lchovli ekanligini ko‘rsatamiz. Hagigatan,

{(x Gfi:f(x) >g(X)} =@ EXGFi:f(x)>r) N{xGfi:gx)<r}

rsQ

tengligidan {x G fi : fix) > g(x)} to‘plamning o‘lchovli ekanligi kelib
chigadi. Bundan

{iGfi: /(x) £ g(xX) >c} ={x Gfi:f(x) > gix) + c}

to‘plami o'‘Icliovli ekanligiga ega bo‘lamiz. Demak, o‘lchovli
funksiyalarning yig‘indisi va ayirmasi o’lchovli bo‘ladi.
b) Oldin ; 2 funksiyaning o‘Ichovli ekanligini ko‘rsatamiz. Bu

tengligidan kelib chiqgadi.
o ‘lIchovli funksiyalarning ko'paytmasi o‘lchovli bo‘lishini ko‘rsatish
uchun quyidagi ayniyatdan foydalanamiz:
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Tenglikiiing 0‘ng tomoni o'lchovli funksiya bo'ladi, eliunki ikki o'Ichovli
funksiyaniug yig'indisi, ayirmasi va kvadrati liarn o'lchovli funksiya. De-
mak, fg funksiyasi ham o'lchovli.

¢) Agar f{x) funksiyasi o'lchovli va f(x) ® 0.x G Q bo'lsa. u holda

f(A ham o'lchovli bo'lishini ko'rsataylik.
X.
Agar ¢ > o bo'lsa, u holda

{x GQ: 1/fix) < c} = {x Gfi: f(x) > U/c} U{Xx G :/(x) < O},
agar c < o bo'lsa
{iGfl: I/f(x) <c}={i GO:0> f(x) > 1/c},
agar ¢ = o bo'lsa
{iG fl: 1/fix) <c) ={x G :f(x) <c}L

Yugoridagi tengliklarning o‘ng tomoni har doim o'lchovli to'plam
bo'ladi. Demak, }6*6 ham o'lchovli bo'ladi. Endi

o " ™ ok

tengligi hamda f(x) va o'lchovliligidan funksiyasining

o'lchovli ekanligi kelib chigadi.
2.2.3. Agar f funksiya A to‘plamda o ‘Ichovli bo‘lsa, n holda
quyidagi funksiyalaming o‘lchovli ekanligini ko‘rsating:

a) /(™)L
b) f+ = max{/(x), o};
c) /_ = —min{/(x), O}.

Yechimi. a) \f{x)\ funksiyasi o'lchovli ekanligini ko'rsatamiz. Bu-
ning uchun
{Xx GA: |/X] < c}

to'plami o'Ishovli ekanligini ko'rsatish zarur.
X GA: \ff)O\ < c} = {xXGA:fix) <c}MN{x GA: f{x) > -c}

tengligini ko'rib o'taylik. f(x) funksiyasi o'Ichovli ekanligidan, {x G
A : f{x) < c}va{x GA : fix) > —c} to'plamlari o'Ilchovli ekanligi
kelib chigadi. Tenglikning o'ng tomonidagi to'plamlarning kesishmasi
o'lchovliligidan {x G A : J/(X)] < c} to'‘plamning o'lchovliligiga ega
bo'lamiz. Demak, |/(x)] funksiyasi o'Ichovli.
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b, ¢) /+, f~ funksiyalarning o‘Icliovli ekanligi a) banddan va quyidagi
tengliklardan kelib chigadi:

f+ = max{/(.r), 0} ”(*)!; i{x)
\FO\ - f
/_ = - min{/(z), 0} = ¥ 5 &)

2.24. | : R — > uzluksiz funksiyasi berilgan bo‘lsin.
Ixtiyoriy haqiqiy ¢ soni uchun / r((—oo;c)) to‘plami ochiqg
bo ‘lishini isbotlang.

Yechimi. Ixtiyoriy haqigiy c sonini olaylik. xq G / ”~(-00; c))
bo‘lsin, ya'ni f(x0) < c. / funksiyasi xo nugtada uzluksizligidan musbat
e < ¢ —f(xo0) soni uchun shinday € > 0 soni topilib, \x —to] < 5
bo'lganida F(x) —f(x0] < £ tengsizligi bajariladi. Demak, xq nuqgta-
ning d-atrofidagi har bir x uchun

f(x) < f(xo0) + £< f(x0) + c- f(x0) = c.

Shuning uchun >0 nugtaning 5-atrofidagi barcha x nuqtalar
/-1((—o0;c)) to‘plamiga tegishli bo‘ladi. Demak, / “1((—o0;c)) ochiq
tosplain bo‘ladi.

2.2.5. Agar / : X —X funksiya uzluksiz bo‘lsa, u holda /
o‘lchovli ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Har bir ¢ G >Xuchun

{x GA : f(x) < c}

to‘plami o‘Ichovli ekanligini ko‘rsatamiz. 2.2.4-misoldan bu to‘plamning
ochig ekanligi kelib chigadi. Bundan bu to‘plam o‘Ichovli va/ funksiyasi
o‘lchovli bo'ladi.

2.2.6. | :fi —+>XK o‘lchovli funksiya va z = <(y) funksiya X
da uzluksiz bo‘lsa, n holda z = ip(f(x)) funksiya fi da o‘lchovli
ekanligini isbotlang.

Yechimi. 2.2.4-misolga binoan 2 = ip(y) uzluksizligidan, ixti-
yoriy hagigiy ¢ soni uchun (p~1((—o0, ¢)) to‘plami >X da ochiq to‘plam
bo‘ladi- K da ochiq to‘plam esa sanoqlicha intervallarning birlashmasi
ko‘rinishda bo‘ladi, ya'ni

PI((-°°5¢)) = 1T @Qk.izk).
K

U holda ip(f) murakkab funksiyasi uchun

{x Gfi :y(fix)) <c} = (37 _1((@afc,A;y)) =
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— En: k< j{N <A} =

= U ~ -n I(r) <14} \f]{r G 1(*) > «J1:})
o'rinli. Bundan
{rGQ:/(.r) <38, {x<MN:/I(x) > ak}

to‘plainlarining o‘lchovliligini va T2 to'plamida /(>) funksiyasining
o‘Ichovliligini hisobga olsak, har bir ¢ € XXuchun {x s s tp(f(x)) < c}

to'plamining o‘Ichovli ekanligiga ega bo'lamiz. Demak, 2 = Lp(f(x))
funksiyasi 2 da o'lchovli.
2.2.7. (2, S,/i) o‘lchovli fazo va /, g : Q — X funksiyalari
o‘lchovli bo‘sin. U holda
f(x)
In(l + 19

funksiyasining o ‘Ichovli ekanligini isbotlang.
Yechimi. 2.2.2 va 2.2.3-misollardan 1 + |.gp®| o'lchovli funksiya,

u holda 2 . .s-misoldan In(l + ]ap¥]) o'lchovli bo'ladi.

funksiyasi esa 2 .2 .2-misolga binoan o'lchovli.
2.2.8. Quyidagicha aniglangan Dirixle funksiyasining
o‘Ichovli ekanligini ko‘rsating.

=/ aSar
JV> \o, agariGl.

Yechimi. Ixtiyoriy ¢ € >Xuchun

agar c < o,
K agar 0 < c < 1,

agar ¢ > 1

munosabatdan / funksiyasining o'chovli ekanligiga ega bo'lamiz.

2.2.9. Agar {/,(x)} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi
o‘lchovli to‘plamda /(>k) funksiyasiga deyarli yaqinlashsa, n
holda /(>k) funksiyasi ham o‘lchovli ekanligini isbotlang.

Yechimi. fn(xX) — f(x) ni qanoatlantirmaydigan nugtalar o'lchovi
nol ekanligidan, bu to'plamni bo'sh deb garashimiz mumkin. Dastlab

P:f(x) <c}=130 J jar:/,,(x) <c- H . (24)
K nnmen A "J
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tengligi o‘riali ekanligini koTsatamiz.

Aytaylik, x nugtasi (2.4) tenglikning cliap tomoniga tegishli Ixvlsin,
ya'ni f(x) < ¢ U holda shunday te N mavjud bo'lib, f(x) < c- 2/k.
Endi fr{x) —* f{x) dan shunday n G N mavjud bo‘lib, barcha m > n
uchun

fn{x) <C-y

Bu esa x ning (2.4) tenglikning o‘ng tomoniga tegishli ekanligini ang-
latadi.

Aksincha, x nuqgta (2.4) tenglikning o‘ng tomoniga tegishli bo‘lsin.
U holda shunday k G N mavjud bo'lib, yetarlicha katta m larda

X) <cC- i

bajariladi. Bundan f(x) < c, ya’'ni x nugtasi (2.4) ning chap tomoniga
tegishli.

Endi (2.4) ning chap tomonidagi to‘plamning o'lchovli ekanligidan,
/ funksiyaning c'‘Ichovli ekanligi kelib chigadi.

2.2.10. (Yegorov teoremasi). E chekli o‘lchovli to‘p-
lam, {fn(%)} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi E da f(x)
funksiyaga deyarli yaqginlashadi. U holda ixtiyoriy 8> o soni
uchun Es C E o‘lchovli to‘plam mavjud bo‘lib,

1) u(E \Es) < 6;

2) Es to‘plamda {fn(x)} ketma-ketlik f(x) funksiyaga tekis
yaqginlashadi.

Yechimi. 2.2.9-misolga ko‘ra f{x) o‘lchovli funksiyadir. Har bir
n,m G N uchun

E™ = fl{x:\ft(x)-f(x)\< £}
i>n
va

Em= (JK
n>1

bo‘lsin. Ravshanki,
EMCE?cC ... cC EMC eee,

2.1.7-misolga asosan, har bir m va har bir d > @ uchun no(m) nomeri
topilib,
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Endi
o
E>= I_I EZi,,
N1
to'plami uchun 1), 2) shartlar bajarilishini ko'rsatamiz.
Avval fi(E\E"") = 0 ekanligini tekshiraylik. GE\Embo'lsin. U
holda yetarlicha katta i lar uchun

Iibl -/ (x,)]>",

ya'ni bu nuqtada fn(x) ketma-ketlik f(x) ga yaqginlashmaydi. {/,(x)}
ketma-ketlik E da f(x) fiuiksiyaga deyarli yaginlashganligidan, u(E \
E'n —o. Bundan

ME \£ ,;,)= MEm\ < ~
Demak,
M.E\E, = M(E\TI (OE\ <
\ m—1 / \m=lI /
<Y,ME\EZM )< £ ~ =§
m4 n=l

ya'ni 4(E \Es) < 6.

Endi Esto'plamda {/,(a:)} ketma-ketlik /(>k) funksiyaga tekis yaqin-
lashishini ko'rsatamiz. x £ Es bo'lsin. U holda har bir m uchun
i > no(m) bo'lganda,

17=(x)-0*)1< 1,
m

bu tekis yaqinlashishni anglatadi.

2.2.11. (Lebeg teoremasi). E chekli o‘lchovli to‘plam.
Agar {f,(x)} od(chovli funksiyalar ketma-ketligi E da /(X)
funksiyaga deyarli yaginlashsa, n holda bu ketma-ketlik f(x)
ga o‘lchov bo‘yicha ham yaqginlashadi.

Yechimi. Aytaylik,

A—{xXEE : :fr{x) -> f(x)}
va E = A\B bolsin. U holda {/&x)} ketma-ketlik E da f(x)

funksiyaga deyarli yaginlashgani uchun )i(B) = 0. Har bir e > 0 soni
uchun

Rn(e) = (03 EQ\h- /I > £, M= (05 Rn(e)

k=n n~|
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devlik.

M C B ekanligini ko‘rsatamiz. x ¢ B bo'lsin. U holda x £ A, ya’'ni
f,,(x) —/(a;). Bundan yetarlicha katta k lar uchun |4(x) —f()\ < s,
ya'ni x ™~ Rn(s), va bundan x ™~ M.

Demalk,
ocC

M = f) Rn(s) C B.
n=1
Bundan fi{M) = o. Endi
Ri{e) D R2(e) D ==
dan
lim fi(Rn(e)) = KL, = 0
Demak,
!ige V(E{\fn- /1 > 0) = o,
ya'ni f,{x) ketma-ketlik f(x) ga o‘lchov bo‘yicha yaqginlashadi.
2.2.12. Har bir n £ N uchun
/,0r) = X €M

bo‘lsin. {fn(x}} funksional ketma-ketligi nol funksiyasiga de-
yarli yaqginlashuvchi bo‘lib, o‘lchov bo‘yicha yaginlashuvchi
emasligini ko ‘rsating.

Yechimi. Har bir x £ E uchun

lim fn{x) = lim e~"x~r*= o

71—>00 n —>00

bo‘lganligidan, /,,, — o.
Endi 0 < £ < 1 bo'lsin. U holda

{x £X:F,(X) - 0] > e} = {x £M:\e™XM\> s} =
= {XxX £M: < e’} = PpkE M: pk—n\ < Ine-1} =
={XxE£E:n+Ine<x<n-Ins} = (n+Ins;n- Ine),
ya'ni
(ITEIl: F,{X) - o]> £} = (n + Ine;n - Ine).

Bundan

filx ER :Xn{X)\ > e} = [n- Ine] - [n+ Ins] = -2 Ine.
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Demalk,

lim fi{x £ R : > £} = —21ns ® 0.
ti—ec

Bundan /,, -4 0 o‘rinli emas.
2.2.13. /, :R —»R funksiya

fn{x) = cos" 11X, X £ XK

kabi aniglangan bo‘lsa, n holda {f,{x)} funksional ketma-
ketlikning nol funksiyasiga deyarli yaqinlashishini ko ‘rsating.
Yechimi. Hagiqiy a G R soni uchun

agar a= 1,
agar o] < 1,

mavjud emas, agar a= —
ekanligidan,

agar X = 2Kk, Ks Z,
, agar xe R\ {k:ke 2\

avjud emas, agar x = 2k+ 1, K€ Z

kelib chigadi. Demak,
{ie l: lim cos™irx 0} = Z.

Z sanogli to'plam ekanligidan, uning Lebeg o'Ichovi nolga teng. Bun-
dan {fn{x)} funksional ketma-ketlikning nol funksiyasiga deyarli yagin-
lashishadi.

2.2.14. fn:R —R, n £ N funksiyasi

fnix)  XONYn+)(®)

formula bilan aniglangan bo‘lsa, {/,} ketma-ketligi nol
funksiyaga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashishini ko‘rsating.
Yechimi. Ta'rif bo'yicha Ve > 0 uchun

lim | j({3:£1:]/,(i)]|>E}) = 0 (2.5)

ekanligini ko'rsatish yetarli.
o < £< 1 bo'lsin.

r(e) = (x GK i\ x(*~un){x)\ > £}

to'plamni aniglaymiz. Bu to'plam An(e) = (y/n, yfn -f 1) ga teng. Bun-
dan
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Endi n —oc da

VI + 1- \/n
Vn + 1+ y/n

ekaniigidan, y(Aa(e)) —0.
2.2.15. Quyidagi f : M—M funksiyasining o‘lchovli ekan-
ligini ko‘rsating.

/(a) ,,

Yechimi. Dastlab cosnx va “Yn4+ P4 funksiyalari M da uzluk-
siz ekanligini aytib o'taylik. Bu funksiyalarning uzluksizligidan 2.2.5-
misolga ko'ra ularning o‘lchovli ekanligi kelib chiqadi. 2.2.2-misoldan
o'lchovli funksiyalarning nisbati o'lchovli ekaniigidan,

cos NX
\JnA+ P4
funksional ketma -ketlikning har bir hadi o'Ichovli. Quyidagi baholash-
larni ko‘rib o'taylik:
Jcosnx| < 1, s/na+ [x[d< vr? = n#R

Endi @

n—1
sonli gatori yaginlashuvchi ekaniigidan,

cos nX

h <mna+w

gatorining tekis yaqginlashuvchi ekanligi kelib chigadi. 2.2.9-misoldan
o‘Ichovli funksiyalar ketma-ketligining limit funksiyasi ham o‘Ichovli
bo‘lishidan fix) funksiyasi o‘lchovli bo'ladi.

2.2.16.

f(x,y) = sighcos#(x2+y2), (Xx,y) € K2

funksiyasi M2 da o‘lchovli ekanligini isbotlang.
Yechimi. signx funksiyasi ta’rifiga ko‘ra

1, agar X > 0,
signx = { 0, agar x = 0,
-1, agar X < 0.



2.2. Oichovli l'uiiksiviilrtr
Demak, sign cos Tr(.r2-+ y2) odcliy funksiya bo'lib, u 1,0, -1 giymatlarni
mos ravislula. quyidagi to'plamlarda qabul giladi:

cos;r(.r2+ y2) > 0. cosTr(7"+ y2) = 0, cosit(x2+ y2) < 0.

Demak, funksiya 1 giymatni
A

0 giymatni

-1 giymatni esa

T 1 4
A=\ |(x,y) GM2: 2k + - < x2+ y2< 2k + - j

to‘plamla,rida gabul gilar ekan.

Ai, A— to'plamlari sanogli sondagi ochiq xalgalarning birlashmasi
ko'rinishdagi ochiq to'plam boiganligidan, o'lchovli bo'ladi. Har bir
A= 0,1,... uchun

yopiq va u sanogli sondagi o'lchovli to'plamlarning birlashmasi sifatida
o'lchovli bo'ladi. Uzluksiz funksiyaning ta’rifidan giymatlarini o'lchovli
Ai, Ao va A_i to'plamlarida gabul giluvchi f(x,y) o'lchovli bo'ladi.

2.2.17. {fn(x)} va {gn(x)} ketma-ketliklari Q to‘plamda
o‘lchov bo'yic.ha f(x) va g(x) funksiyalariga yaginlashsin. U
holda .F%)(fn(x) + gn(x)) = /(r) + g(x) bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. O'lchovli funksiyalarning o'lchov bo'yicha yaqinlashishi-
ning ta’rifiga muvofiq ixtiyoriy e > 0 uchun

JImjAx Sm: Fnx) + gn(x) - f(x) - gx)\ > e} =0

ekanligini ko'rsatish zarur.
Quyidagi belgilashlarni kiritavlik:

An[f,z) = {x e Q: Ifn(x) - f(x)\> e},
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A,,(g,S) = {)K £ fi :W{X) - vcb:)l > S}-

A {f +g,£) = {x € fi : \In(x) + gn(x) - ,f(X) - i?(n] > e}.
An(f + 9tE) ~ An(®n, UAnN(gn,-j
ekanligini ko‘rsatamiz. x € An(f + g,s) bo'lsin. U holda
ifn(x) + gn(x) ~ f(x) - gX)\ > e

Endi
fn(x) + gn{x) - f(x) - g{>3)I < Fn(x) - FCOI+ \n(x) - g\
tengsizligidan
\fn{x) ~ f{x)| + Pp..(x) ~ s0)] > £=

Bundan

., - /1 > 19n « fll > |

tengsizliklardan kamida bittasi o‘rinlidir, ya’ni

XE  ~n2) A ™ 2)

Endi /,,0K) /(z) vagn{x) -£-+ g(x) bo‘lgani uchun u, (An (/,,, 8))
0 va fi (An(gn,8)) -> 0. Bundan fi(An(f + g, e)) -> 0 ya'ni

fn(x) + gn{x) f(x) + g(x).
2.2.18. Yegorov teoremasini

fn(x) = xn, x £ [0, 1]

funksional ketma-ketligiga qo‘llang. {fn{x)} ketma-ketligi
f(x) = 0 funksiyasiga tekis yaginlashadigan [0,1] segmentning
to‘ldiruvchisi nol o‘lchovli to‘plami mavjud emasligini isbot-
lang.
Yechimi. Ixtiyoriy 0 < 5 < 1 soni uchun As = [0,1 —f] ni olamiz.

U holda

fi{As)=1- 6 > fi{A) -5 = 1-5
va

: =i f1 51

im sup |J1=1Iim 1 I =0
n“i00*6 [0,i-§] n—° v 2/
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Encli {/,,(r)} ketina-ketligi CA da f(x) = 0 funksiyaga tekis yaqin-
lashadigan A C [0,1] nol o'Ichovli to'plamning mavjud emasligini isbot-
laymiz.

Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni shunday A to'plami mavjud bo'lsin. U
holda yetarlicha kichik 8 > 0 ucliun CNM[1—5,1] kesishmasi bo'sh emas,
aks holda fj,(CA) @® 1. Shuning uchun CA to'plamining nugqtalaridan
tuzilgan va ly_n;goxq = 1 bo'ladigan {x*& ketma-ketligi mavjud. {x*;}
ketma-ketligi CA to'plamda f(x) = 0 ga tekis yaginlashishidan har
bir e > 0 uchun shunday nf topiladiki, barcha n > nfva x G CA
uchun x" < e. Bundan {xk} ketma-ketligi uchun e < 1 deb olsak, u
holda ixtiyoriy K G N va n > n£ sonlari uchun x\ < e tengsizligi o'rinli
bo'ladi. Oxirgi tengsizlikda A—>00 deb olsak, u holda 1 < e bo'ladi. Bu
esa e < 1 ga zid. Hosil bo'lgan ziddiyatdan {/ti(x)} ketma-ketligi CA
da f(x) = 0 funksiyaga tekis yaginlashadigan A C [0,1] nol o'Ichovli
to'plam mavjud emas.

2.2.19. Agar f funksiya [a,b} oraligda uzluksiz bo‘lsa, u
holda

A={xe [alb:f(x) =0}

to‘plamning yopiqg ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. [a b \A to'plamning ochiq ekanligini ko'rsatamiz. x0 ~ A
bo'lsin. Aniglik uchun e = \f{xo0) > 0 deylik. / ning uzluksizligidan
shunday 5 > 0 topilib, x G (x0—5,x0+ S) M[a, bl da F(x) —f(xO\< e
o'rinlidir. Bundan f(x) > f(xo0) —e = 2s —£ > 0. Demalk,

(x0- Gxo+ 5) M[a, NC [a, A\A.

Bundan [a b]\ A to'plam ochiq ekanligi ko'rinadi.
2.2.20. Agar f va g uzluksiz funksiyalar [a, D\ oraligda ek-
vivalent bo‘lsa, u holda bu oraligda f = g ni isbotlang.
Yechimi. / va g uzluksiz funksiyalar bo'lganligidan, 2.2.9-misolga
ko'ra
B={xGlab: (- 9)x) 0}

to'plami ochig bo'ladi. /7 ~ g ekanligidan, B to'plam o'lchovi nolga
tengdir. Demak, B o'lchovi nolga teng bo'lgan ochiqg to'plam. Bundan
B =0,yani /=g.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Quyidagi / : K —» K funksiyalar M da o'lchovli bo'lishini

ko'rsating.
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Ju - EAfE eR

b) f{*) = E xeR
) 1) a-1 1uvn

2 -8 misollarda /, : M — R funksional ketina-ketlikui deyarli
yaqinlasliishga tekshiring.

2. fn(x) = sin" TX
g t(n— pa2isinTx[
' 1+ n? |sill 720
4’ mEx»(*) = rflprA’'(0.ij("™)-
5. 7,,0K) = (xn- x2)x[o,i](x)-
6- /»(*) =
7. 7,0k = e”('-2)XI0,2)(x).
8- fn{x) = (K- —am2x[og](-")-

9-13 misollarda /,, : M — R funksional ketma-ketlikni o‘lchov
bo‘yicha yaqginlasliishga tekshiring.

9- fnix) = X, MI+T)(X)-
0. /,,(x) 2  Xinn, In(nH)] (<Y m
fn(x) sin "XXprmmn 2m(rHD] (M)
12. /,,(k) = cosx + [x]x[N. $”+5(a;).
13. f,,{x) = 53 X[jfc,+N(")-
AA

14. R da aniglangan har bir monoton funksiya o‘Ichovli bo‘lishini
isbotlang.

15. (fi, S, //) o‘lchovli fazo bo‘lib, {/,,(x)} ketma-ketligi fi to'plamda
o'lcliov boVicha f(x) funksiyasiga yaqginlaslisin. U holda lim /2(x) =0

n-»0C

ekanligini isbotlang.
16. Agar /ry funksiyalar [a, B\ oraligda uzluksiz bo'lsa, u holda

{x G[a b :f(x) = g(x)}

to‘plamning yopiq ekanligini ko‘rsating.
17. Agar / funksiya [a, b oraligda uzluksiz bo;lsa, u holda ixtiyoriy
¢ soni uchun
{x G[a b :/(x) = c}

to'plamning yopiq ekanligini ko'rsating.
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18. Agar / fmiksiya [n, b] oraligda uzluksiz bo'lsa. u holda ixtiyoriy
¢ soni uchun

{/e [a b}:f(x) > c}

to'plamning yopiq ekanligini ko'rsating.

2.3. Lebeg integral!
(f2,E,/x) o‘Icliovli fazo bo'lsin. E C 12 chekli o'lchovli to'plam, bu
to'plamda aniglangan f(x) o'lchovli funksiya uchun
A< f(x) <B

bo'lsin. [A B]oraligni A = yo< W<yl < <Yvy,= B bilan bo'lamiz
va har bir yarim segmentga

Ek={xe E Iyk< f(x) <ykti}, k=0,n- 1

to'plamlarni mos go'yamiz. Lebegning quyi va yuqori yig'indilari deb
ataluvchi

n |
k=0
n-1
S = Y1 VK+IKEK)
k=0
yig'indilarni garaymiz. Agar /1= tax(ya;+1—yb) deb olsak,u holda
0< S - s < Xfi(E). (2.6)

(2.6) tengsizlikda J1—0 bo'lganda {S} va {s} yig'indilar biror songa
intiladi va bu son f(x) funksiyaning E to'plam bo'yicha Lebeg integrali
deyiladi. Lebeg integrali (L) J f(x) dfi(x) kabi belgilanadi.

E

Chekli o'Ichovli E to'plamida chegaralanmagan f(x) o'lchovli
funksiya uchun Lebeg integrali quyidagicha Kkiritilacli. Dastlab f(x)
funksiya E to'plamida nomanfiy bo'lsin. Har bir n € N uchun f,,(x)
funksiyani quyidagicha aniglaylik:

ffx\= / Ax)> a8ar /(*) < n>
\ n, «agar f(x) > n.

U holda har bir /,,(x) funksiya E da chegaralangan bo'ladi. Demak,
har bir f(x) funksiya E to'plamida integrallanuvchi. Bu ketma-ketlik
kamayuvchi emas, ya’ni har bir n € N uchun

fn(x) < jn+i(x), x € A.
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Bu ketma-ketlik uchun

lim / £,09dii(x)

limit chekli bo‘lsa u holda nomanfiy f{x) funksiya integrallanuvchi de-
yiladi.

Endi chekli o‘lchovli E to‘plamda ixtiyoriy chegaralanmagan
o‘lchovli f(x) funksiyani olaylik. Bu funksiyani misbat va manfiy
/ = /++ /- gismlarga ajratamiz. f(x) funksiyaning Lebeg integralini
guyidagicha aniglaymiz:

J f{x)dii(x) = j f+(x)dfi(x) + J f_(x)dfi(x).
E E E

f funksiyaning (a, b) oraligdagi tebranishi deb

u)(a,b) = sup f(x) — inf f(x)
b

a<x< a<x<bh

soniga aytiladi. / funksiyaning x nuqtadagi tebranishi deb,
w(x) = sup{w(a, b) :a < x < b}

soniga aytiladi. Ta'rifdan bevosita ko‘rinadiki, / funksiyaning x nug-
tada uzluksizligi ui(x) = 0 ga teng kuchlidir.

M asalalar

2.3.1. f(x) chegaralangan o‘lchovli funksiya E o‘lchovli
to‘plamda a < f(x) < b tengsizlikni ganoatlantirsa, n holda

ru(E) < J f{x)dpi < bfi(E)

o‘rinlidir.

Yechimi. Ixtiyoriy £ > 0 sonini olib A = a—s, B = b—s deylik.
U holda A < f(x) < B. Bundan Lebeg yig‘indilarini [A, B] oraligni
bo‘laklab yozishimiz mumkin:

/1-1 71—1 n—i1

=0 k=0 =0
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hm
Bunda fj(E) ~ J2 /'Nem) u* bisobga olsak, u holda
AO
r!
Afi(E) < '“"TykLL) < Bp{E).
k=0

Bu tengsizlik ixtiyoriy bo'laklashda o‘rinli ekanligidan,

(a- e)piE) < j f{x) dp < (b+ z)p{E).
E

S soni ixtiyoriyligidan

au(E) < J f (x) dp < bji{E).
E

2.3.2. E o‘lchovli to‘plamda f(x) = c¢ bo‘lsa, n holda

J f(x) dp = cfi(E) o‘rinlidir.
E
Yechimi. E to'plamda c < f(x) < c bo'lganligidan, 2.3.1-misolga

ko'ra
cp(E) < \] fix) dp < cpiE),
E
jra’ni f fix) dx = cpiE).
2.3E.3. fix) o‘lchovli funksiya E o‘lchovli to‘plamda fix) > 0
tengsizlikni ganoatlantirsa, n holda f fix) dp > 0 o‘rinlidir.

E
Yechimi. E to'plamda f{x) > 0 bo'lganligidan, 2.3.1-misolga ko'ra

\] fix) dp > OpiE),

ya'ni f fix) dp > 0.
2.3E.4. Agar . GS, EANEj ® 0, i bj, E = \JE-t bo'lsa, nu
holda |
f fix)dp= "2 f fix) dp. (2.7)
E k Ek

Yechimi. Awvalo ikkita go'shiluvchi bo'lgan holni garaylik, ya’ni

E —E'UE". 200 211-m/! bo'laklash nugtalari bo'lsin. Har bir kK —
0,n —1 uchun

Ek= {x GE :yk< fix) < ijk+i},
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E',={r€eE" : k< f(x) <
€ E":y, < f(x) <
deylik. Ravshanki, Ek = E[. UE", E[, ME" = 0. Bundan

W-i Ji-i =
YVtAEK = £ > / «) +
i-=0 jt=0 *=)

Bunda A—0 desak, u holda

7o) dli = 3 f(x)dfi + 3 f(x) dp.

Induksiya bo'yicha (2.7) tenglik chekli go'shiluvchi uchun ham o'rinli
ekanligi kelib chigadi.

Endi E — U EK holni garaylik. Har bir n G N uchun Rn= (J Ek
k—+ k=n+l

deylik. u(E) = J2 n{EK) dan
fc=i

M*) = . 0 (2-8)

munosabatiga ega bo‘lamiz. (2.7) tenglik chekli go‘shiluvchi uchun ham
o‘rinli ekaniigidan,

J f(x) dn = ~2 j f(x) dfi + J f(x) dfi.
E k~1Ek R,,
2.3.1-misoldan
Afi{Rn) < J f (x) dji < Bfi{R,,

R,
(2.8) ni hisobga olsak, u holda n —00 da

Bundan (2.7) tenglik kelib chigadi.

2.3.5. Agar li{E) = 0 bo‘lsa, n holda J f(x)dfi = 0 ekanligini

E
ko‘rsating.
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Yechimi. Har bir boiaklash to'plami £* = {rt E : (A< f(x) <
Y41} uchun E/. C E bo'lganligidan, //(£*) = 0 bo'ladi. Bundan

7/-1
f{x) djj = lim V " i-i(Ei) = 0.
[rooai= v
2.3.6. Agar f ~ g bo‘lsa, n holda f f{x)d/i(x) = f g(x)dfj,(x)

E E
ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. E\ = {x € E : f(x) ™ g(x)} bo‘lsin. U holda f ~ g
bo'lganligidan,
M~i) = 0
va
fix) = g(x), x € E \Ei

o'rinlidir. 2.3.5-misoldan J f(x) dfi{x) = f g(x) dfi(x) = 0. Bundan
£l Ei

J f(x) dfi(x) = J f(x) dp(x) +j f(x)dfi(x) =

E EN\Ei Ei

= \] g(x)dn(x) + \] g(x) dfi(x) = \] g(x)dp(x).
E\EX Ei E
2.3.7. Agar f funksiya [a 6 oraligda Riman ma’nosida
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda uning uzulish nuqtalari
to‘plami D nol o‘lchoviga ega.
Yechimi. / funksiya [a, b] oraligda Riman ma’nosida integrallanuv-
chi bo'lganligidan, u chegaralangandir. Har bir kK G N uchun

Dk= {x € [a € : ui(x) >

deylik. U holda
Di C D2 C «=C DkC mmm.
D = U DKk bu / ning uzulish nuqgtalari to'plamidir. Ixtiyoriy ¢ > 0

K1
sonini olamiz. Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi

a=x0< x1< eee< xn—D
nuqtalarni olaylik:

Tw= inf fix), Mi= sup fix),

Xi-l< X <Xi Xi-icX<Xi
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Darbu yig'indilari

1 t~1
&= "2 nii(xj+i - Xi), s = "2 ~ */)>
=0 )
va
S—s<e

F —{i £ 0,n—1:Mj—vii > 1/k} bo‘lsin. U holda

Ik c U-n
jeF
bundan
/'(/N) < X1(-0 " xi-0-
jeF
Endi
n-1
S'- s= - mi)xitl - x;) >
i-0
> A2 (Mi - TOX{H - x) > N2 %X+l ~ - A (A)-
jeF jsF

S - s < e dan fi(Dk) < ek. e ning ixtiyoriyligidan, /x(p) = 0 kelib
chigadi. U holda pi(D) < fl; MATfc) = 0, ya'ni fi{D) = 0.

2.3.8. Agar f funksiya [a 6 oraligda Riman ma’nosida in
tegrallanuvchi bo‘lsa, u holda f funksiya [a,b] oraliqda Lebeg
ma’nosida ham integrallanuvchi bo‘ladi va

b b
(L)\] f(x) dA(x) = (R)\] f{x)dx.
a a

Yechimi. / funksiya [a, b] oraligda Riman ma’nosida integrallanuv-
chi bo‘lganligidan, u chegaralangandir va uzulish nuqtalari to‘plami D
uchun. 2.3.7-misolga ko‘ra A(D) = 0. Nol o‘Ilchovli to‘plamda ixtiyoriy
funksiya o‘lchovli ekaniigidan, / ning E = [a, ] \D to;plamda o‘Ichovli
ekanligini ko'rsatamiz.

¢ £ M sonini olamiz. x £ E(f > ¢), j"ani f(x) > c bo'lsin. sx =
¢ —f{x) deylik. E to'plamda / uzluksizligidan shunday 8X> 0 topilib,
X' £ E, X—xX\ < 8Xuchun \f(x) —f(x)\ < £x o'rinlidir. Bundan
f{x') < fix) + £- = ¢, ya'ni f(x") <c

G=U~"Mx~" x+7-):xgEif >¢)}
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ocliig to'plamdir, Demak. o'lchovli va bundan E M G o'lchovlidir.

E(f > c) = E NG ekanligini ko'rsatamiz. Hagigatan, x G E(f > ¢)
bo‘lsa, u holda x G E va f(x) > c. Bundan x G (@ - Sj.,x + Sr) C G,
ya’ni x G E N G. Aksincha, x G E N G bo'lsin. U holda x G E va biror
xq G E(f > ¢) uchun x G (x0- 5x,x0+ 6T). Bundan f(x) > c, ya'ni
X G E(f > c¢). Demak, E (f > c¢) o'Ichovli to'plam. / chegaralangan va
o'lchovli ekanligidan, u Lebeg ma’nosida integrallanuvchidir.

Endi integrallarning tengligini ko'rsatamiz. [a, b oraligni I,
oraliglarga bo'lamiz va har bir oraligda 2.3.1-misolga asosan, Lebeg
integralini baholaymiz:

rrijAl. < LLL \] f{x)dji{x) < MiAi.
Xi-l
Barcha i lar bo'yicha yig'indi olsak, u holda
b

S<{L) \] f(x) dfi(x) < S.
a

A= max Ai —0 da s va S Darbu yig'indilari Riman integraliga intiladi.
Demak,

b b
(L) \] f(x) dfi(x) = (R)j fix) dx.
a a
2.3.9. A to‘g‘ri chiziqdagi Lebeg o‘lchovi bo‘lsin. Q ra

tsional sonlar to‘plami bo‘lsa, n holda

JX a(x)dp(x)
R

integralni hisoblang.
Yechimi. Lebeg integrali additivligidan,

| xQudpix) = ] xa)<ipx) F] xospote ) =
K Q RQ

= j 1mdfi(x) + Y 0e=duyf{x) = 1</i(Q) = 1-0 = 0,
Q MQ
ya’ni / xq(x)d/i(x) = 0.
R
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2.3.10. Agar f(x) = (—1) " va A= 1-3.2) bo‘lsa, n holda

j fLnd/i{n). 11/l 7/7(n). j F,0)dii(x), 1 I\-(X)dfi(x)
A A A n
integrallarni hisoblang.
Yechimi. [3,2) oraligni
|
[-3,2) = [-3,-2) U[-2,-1) U[-1,00 U[0,1) U[L,2) = J ikk+!)

K— -3
ko'rinishda yozsak, u holda liar bir x € [k, K+ 1), K€ —3,1 uchun
m = (~i\
ya’'ni

/(%) = 1 N oel(
A=3

ko'rinishdagi oddiy funksiya ekanligi ko‘rinadi. Lebeg integrali
ta’rifidan,

r 1 1
/(X)) d[i(x) = ~ (-1)>(* k+1))= (-Dt[(fe+ 1) - k\=
n fc=-3 k= -3
1
= U = “1+1- 1+ 1- 1= “1,
fc=-3
yani f f(x)d(i{x) = —1
n
/ 1/@)]d(*) = I(-)<H [fc.fc+ i) =
A fe=-3 fe= -:
ya'ni J \f(x)\dfi(x) = 5. Endi
A

Mx) = I/WI+/W Ta w IWI-/W

tengliklaridan

J\= Yo-iy =93
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va

[ O)r/1Gcr) =\ (j IF=nNdii{x) - ] f{x)dI(x)j = i(5+ 1) = 3.
A 4n

2.3.11. /(x) funksiya

/ _ 2', agar x €
() = 1smx, agar X £
kabi aniqglangan. Bu funksiya [0,1] segmentida Riman

ma’nosida integrallanuvchimi? Lebeg ma’nosidachi? Agar
integrallanuvchi bo‘lsa uning integralini hisoblang.
Yechimi. Bu funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. Ay-

taylik, {4x#, K= 1,n} - [0, 1] segmentning biror bo'linmasi bo‘lsin.
Agar £ Ax/~ sonlar ratsional bo‘lsa, u holda Darbu yig'indisi
il n
YAM(EK)& xk= "~ sin (ER)AXjv
k=1 fe=I
1
Bu holda Daxbu yig'indilari f sin(x) dx — —cos 1 — 1 soniga yagqin-
lashadi. °
Endi £k € sonlar irratsional bo‘lsa, u holda Darbu yig'indisi
n M
N/ (a)A xfe= N 20Axfe
A k=1

1 !
Bu holda Darbu yig'indilari f 2Xdx = j™y soniga yaginlashadi.

— cosl —1 ¢ j~2 bo'lganligidan, f(x) funksiya Riman ma’nosid:
integrallanuvchi emas.

Endi A\ orqgali [0, 1] to'plamida joylashgan barcha irratsional son-
lar to'plamini, A2 orqgali esa shu segmentdagi barcha ratsional sonlar
to'plamini belgilaymiz, ya’ni A = [0,1] va A A\ U A2. Ratsional
sonlar to'plami sanoqli bo'lganligidan, uning o'lchovi O ga teng, ya’ni
(A2 = 0. U holda funksiyaning Lebeg integrali

L
\] f(x)dfi = \] Tdfi +J sinxdfi = \] Tdx = /In2.
A AX A 0

Demak, funksiya Lebeg ma’nosida integrallanuvchi.
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2.3.12. Agar f(x) funksiya

1 agar x eM\Q,
f(x) =) ‘7§

T agarx G

ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, J f(x)dp ni hisoblang, bu yerda
0.1
fi hagigiy sonlar to‘plamidagi Lebeg o‘lchovi.
Yechimi. f(x) funksiyasi R da deyarli barcha joyda g(x) — -4=
V X

funksiyasiga ekvivalent. U holda Lebeg integralining hossasiga ko‘ra
|
\] f{x)dji = J g(x)dfj, = J =[dx = 2.
[oa] [01
2.3.13. Tengsizlikni isbotlang.

2
'_I'— < \] ex2Hxu\Q(x)dfi < 2e2,
e

[-1A]

bu yerda u hagqiqiy sonlar to‘plamidagi Lebeg o ‘Ichovi.
Yechimi. Dastlab R ning deyarli hamma joyida xr\q(ic) = 1 ekan-

ligini aytib o‘taylik. Shuning uchun

=< \] ex2+xd/i < 2e2

[-14]
tengsizligini isbotlash kifoya.

[1,1] oralig‘ida e~ < ex+x < e2ekanligi ravshan. A = [—1,1]
'to'plamining ollchovi fx{A) = 1 —(—1) = 2 ekaniigidan, va 2.3.1-
misoldan

2 < f etMxd < 2e2
<fe~ J !l -
[-1A1
munosabatiga ega bo‘lamiz.
2.3.14. A (0,11 toplamida f funksiya berilgan bo‘lib, un

/ 1. 11
Ak = j-”~ yarim intervalida C giymatini gabul

gilsin. a ning ganday qiymatlarida bu funksiya (0; 1] kesmada
Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘ladi?

Yechimi. / funksiya oddiy funksiya bollib, u sanoqli “_”t, KGN
giymatlarini gabul cpladi. Ak to;plamlari o‘lchovli bo‘lgani uchun f(x)
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funksiyasi ham o'lchovli bo'ladi. Demak

£

y ke
gatori yaginlashuvchi bo‘lsa, f(x) funksiyasi A da integrallanuvchi
bo'ladi. Endi

@ /K v sy
Ezltl(ﬁ W o-E ka Yk k+1

y. (=ht 1 (-p»
2~ R R(R«+ T 2—*katl(k + 1)

ekanligidan, gator a > —1 bo'lgandagina yaqinlashuvchi bo'ladi.
2.3.15. Hisoblang:

lim /nsin — (1 + xA fi.
n~*oo J n
XK

Yechimi. Har bir n 6 N uchun fn(x) = nsin”~(l + a4) 1funksiyani

garaylik. Ixtiyoriy X € R uchun

lim fn(x) = lim - S "e= -J~AL = f(Xx).

M-*oo 2-*o0 1 + ord 1+ £

Bundan tashqgari ixtiyoriy i G | uchun
\fn(X)\ < = g(x).

Nomanfiy g(x) funksiya R da integrallanuvchi. Bundan /,, ham R
da Lebeg ma’nosida integrallanuvchi va

nI_|’[na)\]f nsin - 1+ x) dfi —Jf o )Izl,A-d/k: arctgx J, 2
M M
2.3.16. Aytaylik, {fn(x)} funksiya A = [0,1] da o‘lchovl

nomanfiy, chegaralangan funksiyalar ketma-ketligi uchun
lim J fn(X)djji —0 bo‘lsin. U holda A to‘plamida lim fr(x) —0
ekanligi kelib chigadimi?

Yechimi. Umuman aytganda, kelib chigmaydi. Buni quyidagi mi-
soldan ko'rsa bo'ladi.
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Ixtiyoriy natural n soni yagona ravishda
i = 2k+i. A= 0,1,2....;0< i< 2*1

shaklda yozilishini eslatib o'taylik. Endi shunday {f,,(x)} ketma-
ketligini olaylik, ixtiyoriy n = 2k+ r uchun

U holda f fn(x)dx = ~r- n —=00 da K ham cheksizlikka intilganidan,
0

0]

Lekin {7/,,(x)} ketma-ketligi A = [0,1] to‘plamining hecli bir nuqgtasida
nolga intilmaydi.
2.3.17. 7/ f(x)d/i Lebeg integralini hisoblang, bunda

wJ)
TG agar x G (0,1) \Q,
6x+ 7, agar x G (0,1) NQ.
Yechimi. g(x) = funksiyasini garaymiz. Funksiya aniglanisliiga

ko‘ra f(x) ~ g{x). U holda

(0.1) (0.1)

bo‘ladi. Endi g(x) funksiyasining integralini hisoblaymiz. g(x) funksiya
(0, 1) da musbat va chegaralanmagan. g(x) funksiyasi orgali c[uyidagi
funksiyalarni tuzamiz:



[</(r)],, funksiyaning integralini hisoblavniiz. [<y('r)],, funksiyasi (0.1)
da uzluksiz. u holda Riman ma’nosida intei>rallanuvc!u:

(L) f [ry®)l.fiff = (R)j ndx+ (R)j 1 dx=2VTi-i
() 3

Ta’rif bo’yicha

/ g(x) dfi(x) = lim (2n/n —1) = oo.
©on

Demak, g(x) funksiya Lebeg ma’noda integrallanuvchi emas, bundan
esa unga ekvivalent funksiya f(x) ham Lebeg ma’noda integrallanuvchi
emasligi kelib chigadi.

2.3.18. (0, oo) oraligda f(t) = funksiyaning Lebeg integ-
ralini hisoblang.

Yechimi. n < t<n+ 1da [f] = n bo'lganligidan, bu oraligda
f(t) = e~n. Bundan

/ w R ~ ol
f{t)dt = Y~  fit)dt=J2  e~ndt=
(0, 0c) n=0 ~ n=0 N
=g &M= 31
71=0

2.3.19. (0, oo) oraligda

fit) = [t+ I]J['t+ 2]
funksiyaning Lebeg integralini hisoblang.

Yechimi. n<t<n+ 1da

Ne 4 e 2)

Bundan
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1
n+N(n + 2)

2.3.20. (0, oc) oraliqda

m

funksiyaning Lebeg integralini hisoblang.
Yechimi. n<t<n+ 1da

ft]'

1
/() i
Bundan
71+1 -1
dt
(Yoo}
e.
n!
u=0

Mustaqil ish uchun masalalar

1-9 misollarda f f(x) dx Lebeg integralini hisoblang.

E
1.
agar x GIn [~,1],
/(%) = ;( agar x GIn [1, ],
sin2(x), agar x G
bunda E = [i, f]
2.
/(*)=/ (JTTF'
7X, agar iG 4,
bunda E = [0,1].
3.
1-A/7V agar X € 1n t0’4b
f{x) ~N-3x +8 “6ane LI [45],
sin(3+ x2), agar xGQ, m
bunda E = [0,5].
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, Xcotrx, agar x € 11 [0,
' rsin2x, agar z € Q,

bunda E =[0,71].
5.
nx)={dp " in (1.
[ sinx, agar x £ Q,

bunda E =10, 1].

6.
fr+p agarx £ In [0,M],
/Oe) agar x £ 1M1 [~n/3],
7, agar x £ Q,

bunda E [0,V3].
7.
agar x € In [0, 43],

] mF'~2: agar x G [/3 2],
€0S2X, agar x £ d),

bunda E 0, 2].

8.
/W.rl co”va + tg* “e "~ In|o0

[ 8x2+ 4, agar X £ Q,

bunda E =of.

9.
xsin2x, agar x £ 1 N[0, 7],

' X cos2x, agar x £ Q,

bunda E =[0,71].
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3.1. Metrik fazolar

Hagqgiqiy sonlar orasiclagi masofa tushuuchasini umumlashtirilish
natijasida, zamonaviy matematikaning eug muhim tushimchalaridan
biri bo'lgan metrik fazo tushunchasi fransuz rliatematigi M. Freshe
tomonidan 1906 yilda kiritilgan. Quyida biz metrik fazolardagi asosiv
tushunchalar bilan tanishamiz.

Ta’'rif. X toplamning har bir x vay elementlari juftligiga nomanfiy
p(x,y) haqgigiy soni mos qoyilgan bo‘ib, quyidagi shartlarni ganoat-
lantirsa, Il holda p funksiyaga metrika deyiladi:

1. p(x,y) = 0 <>x = y (ayniylik aksiomasi);

2. p(x,y) = p(y,x) (simmetriklik aksiomasi);

3. p(xy) < p{x,z) + p(z,y) (uchburchak aksiomasi).

(X, p) juftligiga metrik fazo deyiladi.

1. Hagiqiy sonlar o‘gida x va y sonlar orasidagi masofani p(x,y) —
[x —y | ko‘rinishda aniglasak, u holda p metrika bo‘ladi.

2. n sondagi haqiqgiy sonlarning x = (xi, x2,..., X,,) tartiblangan

guruhlari to‘plamida metrikani p(X, y) " LMK —)4<)2 kabi kiritish
o|

mumkin. Bu to‘plam n-o‘Ichovli arifmetik Evklid fazosi deyiladi va R"
orgali belgilanadi.

3. £2 fazosi. Elementlari haqigiy sonlarning x = {x,}
ketma-ketliklaridan iborat bo‘lib, bu ketma-ketliklarning hadlari

ocC
x| < oo shartini ganoatlantiruvchi to‘plamda metrikani p(x,y) =
A=

(xn—yn)2 ko'rinishda kiritish mumkin. Bu metrik fazo 12 orqali

belgilanadi.
4. [a, B\ segmentda aniglangan barcha haqiqiy uzluksiz funksiyalar
to'plamida metrikani

p(f,9) = a<t<b|.9(0- /(01
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ko'rinishda Kiritish Imimkin. Bu metrik fazo Cui.h] orgali belgilanadi.
5. m fazosi. Hadlari chegaralangan haqiqiy sonlarning cheksiz
r= ketnia-ketliklari to'plamida masofani

p{x, y) = SLin NG, = Vi, |

ko'rinishda kiritsak, u holda bu to'plam metrik fazo bo'ladi. Bu metrik
fazo m orgali belgilanadi.

(X, p) metrik fazoda biror {a*,} ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar
ixtiyoriy € > 0 soni uchun shunday n(s) nomer topilib, n > n(e) teng-
sizligini qanoatlantiruvchi barcha n lar uchun p(xn,x) < £ tengsizligi
o'rinli bo'lsa, u holda {a:,,} ketma-ketligi x € X elementiga yaginlashuv-
chi deyiladi va ﬁi_r&xn = x yoki xn —>x kabi belgilanadi. x nuqta {x,,}
ketma-ketligining limiti deb ataladi.

Agar {:r,,} ketma-ketlik limit nuqtaga ega bo'lsa, u holda u yagona
bo'ladi. Hagigatan, agar 1!i_r;rgoxn —X va nli_g?cxn = X' bo'lsa, u holda

p(x,x") < p(x,xn + p(xv,x").

Bu tengsizlikning o'ng tomoni n — oo da nolga intiladi. Bundan
p(x, x') = 0, ya’ni x —x".

Ta’rif. X metrik fazoda {al,} ketma-ketligi berilgan bo'lsin. Agar
Ve > 0 son uchun ni/) nomer topilib, n, m > n(e) tengsizliklarini
ganoatlantiruvchi barcha n, m natural sonlari uchun p(xn,xm) < £
tengsizligi ofrinli bo'lsa, n holda {xn} ketma-ketlik fundamental deb
ataladi.

Ta’'rif. Agar metrik fazoniug ixtiyoriy fundamental ketma-ketligi
sliu fazoga tegishli limitga ega bo'lsa, un holda u to‘la metrik fazo deb
ataladi.

Yugorida Kkeltirilgan haqigiy sonlar to'plami, Evklid fazosi to'la
metrik fazoga misol bo'ladi. Ratsional sonlar to'plami esa, to'la emas
metrik fazoga, misol bo'ladi. Hagiqatan, r,, = (1 + *)" bo'lganda, {:r,,}
ketma-ketlik fundamental, ammo uning limiti irratsional e soniga teng.

(X. pi) va (Y, p}) metrik fazolar bo'lsin. X vaY fazolax orasida o'zaro
bir giymatli /7 : X —Y moslik o'niatilgan bo'lib, ixtiyoriy x\,xo € X
elementlari uchun p\(i'i. .r2) = p-i{f{x\),/(x")) tengligi o'rinli bo'lsa, u
holda bu metrik fazolar o'zaro izometrik deb ataladi.

(X, pi) va (Y.p-i) metrik fazolar berilganda, X va Y fazolar orasida
yaqinlashuvchilikni saglaydigan o'zaro bir giymatli f : X —Y moslik
o'rnatilgan bo'lsa (ya’ni p\(r,,a) — 0 dan P2(f{x,,),f(a)) —0 kelib
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chigsa va, aksincha), u holda bu metrik fazolar o'zaro gomeornorf deyi-
ladi.

X fazoda p\ va p2 metrikalar berilgan bo’lsiu. Agar X fazoda ketma-
ketlikning p\ metrika bo‘yicha yaginlashishidau p% metrika bo‘yicha
yaginlashishi va aksincha p2 metrika bo‘yicha yaqginlashishidau p\
metrika bo‘yicha yaqginlashishi kelib chigsa, u holda bu metrikalar o‘zaro
ekvivalent deb ataladi.

X metrik fazoda markazi a nuqgtacla, radiusi r > 0 bo‘lgan B(a,r)
ochiq shar deb, p(a,x) < r shartni ganoatlantiruvchi barcha x G X
elementlar to‘plamiga aytiladi. B[a,r] yopiqg shar p(a,x) < r tengsizligi
yordamida aniglanadi. a nuqtaning £-atrofi deb B(a,e) ochiqg sharga
aytamiz.

X metrik fazoning biror E qgism to‘plami berilgan bo‘lsin. Agar
Xq G X nugqtaning ixtiyoriy atrofida E to‘plamning kamida bir elementi
mavjud bo‘lsa, u holda xq nuqta E to'plamning urinish nuqtasi deb ata-
ladi. E to‘plamning barcha urinish nuqtalari to‘plami E ning yopilmasi
deb ataladi va [E] ko‘rinishda belgilanadi.

6. Sonlar o‘gida (a, b) intervalning yopilmasi [a, b] segmentdan ibo-
rat.

7. Ratsional sonlar to‘plami Q uchun [Q] = R bo‘ladi.

Agar x0 € X nuqgta o‘zining biror atrofi bilan butunlay E to‘plamga
tegishli bo‘lsa, u holda bu nuqta E ning ichki nuqtasi deb ata-
ladi. E to‘plamning barcha ichki nuqtalari to‘plamning ichi deb ata-
ladi va mt(E) ko‘rinishda belgilanadi. Quyidagi munosabat o'rinlidir:
int(E) C E C [E].

Agar xg G X nuqtaning ixtiyoriy atrofida o‘zidan boshga E
to‘plamning kamida bitta elementi mavjud bo‘lsa, u holda bu nuqta
E ning limit nuqtasi deb ataladi. E to‘plamning barcha limit nuqtalari
uning hosila to‘plami deyiladi va E' orqali belgilanadi. E' ning hosila
to‘plamini E™ orgali belgilaymiz. Shunday qilib, E to‘plamning yuqori
tartibli hosila to‘plamlari aniglanadi. (n-tartibli hosila to‘plami E ¥»
ko‘rinishda belgilanadi).

xo G E nuqtaning o‘zidan tashgari E to'plamning birorta ham
elementi bo‘Imagan atrofi mavjud bo‘lsa, u holda bu nuqta E ning
yakkalangan nugqtasi deb ataladi.

Agar xo G X nugqgtaning ixtiyoriy atrofida E to‘plamga tegishli
bo‘lgan ham, tegishli bo‘lmagan ham nugqtalar mavjud bo'lsa, u holda
bu nugta E to‘plamning chegaraviy nuqtasi deb ataladi. E to‘plamning
barcha chegaraviy nugqtalari to‘plami uning chegarasi deb ataladi va dE
ko‘rinishda belgilanadi.
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Ta’'rif. Agar E —\\ tengligi oriuli bo'lsa, u holda E yopiq toplain
deyiladi.

Agar to‘plam yopiq boisa va yakkalaugan nuqtaga ega. bo'lmasa, u
holda u mukam.mal deb ataladi.

Ta’'rif. Agar E = int(E) boba, nholda E ochiq to"plain deyiladi.

Ochiqg to!piamlarning quyidagi ayrim asosiy xossalarini keltiramiz:

1) chekli sondagi ochiq to‘plamlarning kesishmasi ochig to‘plam
bo!ladi;

2) ixtiyoriy sondagi ochiqg to‘plamlarning birlashmasi ochiq to‘plam
bo‘ladi.

Yopiq va ochiqg to‘plamlar orasida quyidagi bog‘lanishlar mavjud:

1) ixtiyoriy ochiq to‘plamning to‘ligtiruvchisi yopiq to‘plam bo‘ladi;

2) ixtiyoriy yopiq to‘plamning to‘ligtiruvchisi ochiq to‘plam bo‘ladi.

Agar E C X to‘plamning har ganday nuqtasining ixtiyoriy atrofida
A to‘plamga tegishli nuqgta topilsa, u holda E to'plami A to‘plamda
zich deb ataladi, ya'ni E to‘plam A to‘plamda zich bo‘lishi uchun A C
[5] bo‘lishi kerak. Agar [E] = X bo‘lsa, u holda E hamma yerda
zich deyiladi. Agar fazoning hamma yerda zich sanoqli gism to'plami
mavjud bo‘lsa, u holda bu fazo separabel deb ataladi.

Agar X fazodagi ixtiyoriy ochig shar E C X to‘plamga tegishli
birorta ham elementi bo‘Imagan boshqga bir ochiq sharni o‘z ichiga
oladigan bo‘lsa, u holda E to‘plam hech bir yerda zich emas deb ata-
ladi. E to‘plamning hech bir yerda zich emasligi int[E] = 0 tengli-
gini anglatadi. Agar E to‘plami sanoglicha hech bir yerda zich emas
to‘plamlarning birlashmasida yotsa, u holda bu to‘plam birinchi ka-
tegoriyali to'plam deyiladi, ya'ni E C wu-E®! int{Efl = 0. Birinchi
kategoriyali bo‘lmagan to‘plamga ikkinch? kategoriyali to‘plam deyi-
ladi. Ixtiyoriy bo‘sh bo‘Imagan ochiqg to'plamostisi ikkinchi kategoriyali
to'plam bo'lgan metrik fazoga Ber fazosi deyiladi.

M asalalar

3.1.1. Elementlari E Ix»I < 00 shartni ganoatlantiruv-
|
chi haqgigiy sonlarning x = {x,} ketma-ketliklaridan iborat

to ‘plamda masofani

oc



ko‘rinishda  kiritsak, metrika aksiomalarining o‘rinli
bo ‘lishini tekshiring.

Yechimi. 1) p(x,y) = )(20] H» - Y\ = O ,- vV, = 0(n =
12,) & X =y,
ap(x,y) = E kn- Un|: E I»~ = p{¥Y,x)\

ocC

3) p(z,27) Ir Ir.- vl = E |m- - th|< E Wi- +
121

- /A n=1
+ B - d1=px,2)+ p(zy)

Demak, metrikaning uch aksiomasi ham o'rinli. Bu metrik fazo I\
orqali belgilanadi.

3.1.2. Elementlari x — {xn} ixtiyoriy cheksiz ketma-
ketliklardan iborat boYpan to‘plamda metrikani

ko‘rinishda kiritish mumkinligini isbotlang.

Yechimi. T] jh 1 \— -"Imr qator yaginlashuvchi, chunki n ning
=17 T+ Xn~ Yni

ixtiyoriy.giymatida
1 yn| 1
27°1 + Ixn-j/nl 2"
tengsizligi o'rinli.
Uchburchak aksiomasini tekshirishdan avval, bir yordamchi tengsiz-
likni isbotlaymiz. Nomanfiy sonlar to'plamida aniglangan

/<) = TT? (/'(t, = (TTtj5>0'vt>0)
funksiya monoton o'suvchi funksiya bo'lgani uchun, a < b bo'lganda
a b
1+a 1+
tengsizligi o'rinli bo'ladi. Bundan ixtiyoriy x = {X,,}, y = {y.,} va
r = {zn} elementlari uchun \xn-y n\< Wwn-zn%™ \n-yn\ (n= 1,2,.. )
bo'lganligidan,



0.).I. Nftrik fazolar 7

n ion ~l]) ~ )—1/ J

i ST il YA

t.eugsizligiga ega bo’lamiz. Bu tengsizliklarni ga ko'paytirib. barcha
n lar bo'yiclia qo‘slisak, xichbnrchak t-eugsizligiga ega bo’lamiz:

p{x,y) < p{xyz) + p(z.y).

Bu metrik fazo s orqali belgilanadi.

3.1.3. Agar x vay haqiqiy sonlar orasida masofani p{x,y) =
sin2(x—y) ko‘rinishda aniqlasak, n holda barcha haqiqiy sonlar
to‘plami metrik fazo boHadimi?

Yechimi. Aniglangan masofa metrikaning birinchi shartini ganoat-
lantirmaydi. Hagigatan, x ¢ Yy bo‘lganda sin2(x —y) — 0 bo‘lishi
mumkin.

3.1.4. Agar haqgiqiy sonlar orasida masofani p(x,y) = \X—A
ko‘rinishda aniqlasak, u holda bu oraliq metrika bo‘ladirni?

Yechimi. Metrika bo‘ladi. Hagiqgatan,

Dpxy) = W—A>0; p(ry) = \x-y\ =0 x-y =0 x=y

2) p(xy) = \x-y\ = \-(y-x)\ = \- Il ly-x] = \y-x\= p(y,x);

3) p{x,y) = XY\ = \x-z+z-y\ < \x-z2\+ \z-y\ = p(x,z)+p(z,y).

3.1.5. Agar haqiqiy sonlar orasidagi masofani p(x,y) =
Vj\x —y | ko‘rinishda aniqlasak, n holda bu masofa metrika
bo‘ladimi?

Yechimi. Metrika bo'ladi.

1) p(xy) = yf\x-y\ > 0

P{X,y) = Y\x- yI=0 \W- y|=0</"x-y = 0®>X =y,

Jp(x, y) = VAX-y\ = Vy - x\= p(y D

3) Ixtiyoriy musbat a va b hagiqgiy sonlar uchun y/a + b < -Jo, + \fb
tengsizligi o‘rinli bo‘lgani uchun

Px,) = vV ~ Y= V\x -z + z- y]< Wx-z\ + \z-y\ <

< YA\x- A+ yN\z - yl= p(X, z) + p(z,y).

3.1.6. [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lgan barcha funksiyalar
to‘plamida masofani

®)
o) = J i -

ko‘rinishda aniglasak, n holda bu masofa metrika bo‘ladimi?
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Yechimi. Metrikaning 1) va 2) aksiomalari o'rinli. 3) aksiomaning

o'rinli ekanligini ko'rsatislida Ivoshi...Bmiyakovskiy tengsizligining in-
tegral sliakli deb ataluvclii

b b

(<p{t)2dt [ (${t))2dt

tengsizlikdan foydalanamiz. Berilgan to'plamda ixtiyoriy ip, ¢
funksiyalar uchun

b b

p2((p.d) = f (ip(t) - 7p(r))2dt=[(ip(t) - /(0 + f{t) - ip(t))2dt =

) o D

dt+23(<p(t)-f(t)(F(t)-ij>{t))dt+I[F{t)-~{t)]2dt <

b b

b
< [V0 - fitpadt+ 2 9 W0 - £(1))2at Y'(IW. (1) 2dt+

\
2
b F

t% \
+ m -m fdt- y(<10(t)- f{t))2dt+ 3 (fit) - i>{t)2dt -
a \

)

-ip&J) +P{f:i")f-
Demak,

p(<p.®) < p(<p.f) + p{f,")-
3.1.7. [a, b segmentda uzluksiz boUgan funksiyalarning bar-

cha juftliklaridan iborat F[a,b} to‘plamida (/i,<?) va (/252
juftliklari orasida masofani

p((/b <hi)(/2>3)) = SP i\n(t) - /2001 + |.9i(0.~ 2MI)
te[a,b]

ko‘rinishda aniglasak, n holda F[a,b] metrik fazo bo4adimi?

Yechimi. Metrikaning birinchi va ikkinchi aksiomalari o'rinli. Uch
inchi aksiomaning o'rinli ekanligini ko'rsatamiz:

P((fi,9i),(h>92)) = sup (JZi00 - Z2(<)l + \9i(t) ~ 92(t)\) <
te\a.b]
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< P (JZ(0 - h(t)\ + \h(t) - F20O\+ \gi{t)-g3{O)\ + bl*) - 02(01) <

tE[u.ba

< sup (]17i(0-/3(0] + | 5i(0-53(01)+ SUP (1/3(0 —/2(0 1+ 1i/30 —52(0 1)

= p((Z/1) 51); (/3,53)) + p((/3,53), (/2,52))-

3.1.8. metrik fazo to‘la bo‘lishi uchun, bu fazoda ixti-
yoriy ichma-ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi
yopiq sharlar ketma-ketligi bo‘sh bo‘Imagan kesishmaga ega
bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. X to‘la metrik fazo va

BiD ...D BnD ...

ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi bo‘lsin. Bn shaming radiusi
va markazi mos ravishda rn va an bo'lsin. n -> 00 da rn —»0 bo‘lib,
m > n bo‘lganda p(an,am) < rn bo‘lgani uchun {an} ketma-ketlik
fundamental, u holda X ning to‘laligidan, uning yaginlashuvchi ekanligi
kelib chigadi. nILmOOan = a bo’lsin, u holda a € [BJ. Shunday qilib, a
har bir Bn shaming urinish nugtasi bo‘ladi. Bundan Bn yopiq shar
bo‘lganligi uchun a £ Bn (n = 1,2,...).

Yetarliligi. X da ixtiyoriy {xn} fundamental ketma-ketlik berilgan
bo‘lsin. U holda shunday , nomer topilib, n > w tengsizligini ganoat-
lantiruvchi barcha n lar uchun p(xn.x.,~} < ~ tengsizligi O‘rinli bo‘ladi.
Markazi xni nuqtada bo‘lib, radiusi 1 ga teng yopiq sharni olib, bu
sharni Bi orqali belgilaylik. Endi shunday n2nomerni n > n2teng-
sizlikni ganoatlantiruvchi barcha n lar uchun p(xn,x,2) < ~ teng-

sizlik o‘rinlanadigan qilib tanlab olamiz. :r,2 nuqtani radiusi 1/2 ga
teng shaming markazi gilib olamiz va bu sharni B2 orgali belgilaymiz.
Shu jarayonni davom ettirsak ichma-ich joylashgan Bk yopiq sharlar
ketma-ketligiga ega bo'lamiz. Bunda 2/ shaming radiusi 1/2k~l ga
teng bo‘ladi. Bu sharlar ketma-ketligi shartga muvofiq umumiy nugtaga
ega. Uni x orqali belgilaylik. Ushbu X nuqta {xn } ketma-ketlikning
limit nuqtasi bo‘ladi. Agar fundamental ketma-ketlik X nuqgtaga yaqin-
lashuvchi gismiy ketma-ketlikka ega bo'lsa, u holda uning o‘zi ham X
ga yaginlashadi.
3.1.9. X to‘plamda metrikani

A A agar x goy,
Pix.y) <[ 0, agarx =y

ko ‘rinishda aniqlasak, wu holda (X,p) to4a metrik fazo
bo‘ladimi?
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Yechimi. X fazoda ixtiyoriy {x,,} fundamental ketma-ketlik beril-
gan bo'lsin. U holda ixtiyoriy 0 < £ < 1 soni uchun, shunday nf
natural soni topilib, n,m > ne tengsizligini ganoatlantiruvchi barcha
natural sonlar uchun p(xn,xn) < s tengsizligi o'rinli. Bundan berilgan
ketma-ketlikning n£ hadidan keyingi barcha hadlari o'zaro teng bo'ladi.
Shuning uchun {xn} yaginlashuvchi. Demak, (X.p) to'la metrik fazo.

3.1.10. t\ metrik fazoning to‘la ekanligini isbotlang.

Yechimi. I\ fazoda {xn} fundamental ketma-ketlik berilgan bo'lsin,
bunda xn = (xjn\ XE\ ..., X\ ...). Fundamental ketma-ketlikning
ta’rifidan, Ve > 0 uchun n£ natural soni topilib, n,m > n£ tengsiz-
liklarni ganoatlantiruvchi n,m natural sonlari

00

(3.0)
i=1
tengsizlikni ganoatlantiradi. Ixtiyoriy j uchun
\xf - 4m)|< M) - x[MN\< e
I—
bo'lgani uchun, har bir j da sonli ketma-ketlik fundamental,
ya’ni yaginlashuvchi. lim x?fl = a?bo'lsin. a = (ab a2,..., a,,, mm G
n—*00

ti va lim xn = a ekanligini ko'rsatamiz.
7—00

(3.1) tengsizlikdan ixtiyoriy K soni van,m > nfnatural sonlari uchun

tengsizligining o'rinli eka ib chigadi. Bu tengsizlikda dastlab
m —>00 da, keyin K —>00 da limitga o'tib n > n £ bo'lganda
00

X >1ln)-*] <e (3.2)
t=I
tengsizligiga ega bo'lamiz. Ja|] < —a;] + W™\ bo'lgani uchun
00 .V 00

(3.2) tengsizlikdan va Yh XT | gatorning yaginlashuvchiligidan E | as
gatorning yaqinlashuvclhi}igi kelib chigadi, ya’ni a G I\. (3.2) tenglsiilik-
dan nIi_r*'goxn = a ekanligi kelib chigadi.

3.1.11. (Ber teoremasi). X to‘la metrik fazoni hech ga-
yerda zich uu‘lmagan to(plamlarning sanoqli sondagi birlash-
masi ko‘rinishda ifodalash mumkin emas. Isbotlang.
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Yechimi. Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni X = M,, bo'lsin, bunda

e
har bir Mn hech gayerda zich emas.

So orqali radiusi 1ga teng biror yopiq sharni belgilaylik. Mi to‘plami
hech gayerda zich bolmaganligidan, u So to‘plamida ham zich emas.
Shuning uchun radiusi | dan kichik Si yopiqg shar topilib, Si C So va
Si MMi = 0 munosabatlar o‘rinli boladi. M2 to'plami Si to‘plamida
zich bolmaganligidan Si to‘plamning ichida yotuvchi radiusi | dan
kichik S2 to‘plami topilib, S2ZMM2 = 0 tengligi o‘rinli boladi va hokazo.
Ushbu jarayonni davom ettirsak ichma-ich joylashgan va radiuslari n —
00 bo‘lganda nolga intiluvchi {S,,} yopiq sharlar ketma-ketligiga ega
bo'lamiz. Bund%OSn M Mn = 0 munosabati o'rinlidir. 3.1.8-misolda
ko‘rganimizdek p) Sn kesishmaga gandaydir x nuqta tegishli bo'ladi.

71=1
Bu nuqgta Mn to‘plamlarning birortasiga tegishli emas. Demak, x ~

1 Mn, ya’ni X ® (J Mn ko'rinishdagi ziddiyatga kelamiz.

n n
3.1.12. Metrik fazoda ixtiyoriy sondagi yopig to‘plam-
larning kesishmasi yopiq to‘plam bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. Fa, a &I (I indekslar to'plami) yopiq to‘plam bo‘lsin.

a

to'plamning yopiq ekanligini ko‘rsatamiz.

Aytaylik, X nugta F to'plamning urinish nuqtasi bo‘lsin. U holda
bu nugtaning ixtiyoriy B(x,e) atrofida F to‘plamning kamida bitta
elementi mavjuddir. F = P) Fabo'lganligidan, B(x, s) sharda har bir Fa

to'plamning ham kamida E)itta elementi mavjuddir. Bundan x har bir
Fa to'plamning urinish nuqtasi bo‘ladi va Fa to'plamlar yopiq bo'lgani
uchun x £ Fa. Demak, x € F, ya’ni F yopiq to‘plam.

3.1.13. Metrik fazoda

C(int(E)) - [CE]

tengligi o‘rinli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Har bir x £ C(int(£')) nuqta uchun x ~ int(E") o'rinlidir.
Bundan x elementning ixtiyoriy atrofi E to‘plamida to‘lig yotmasligi
kelib chigadi. U holda bu atroflarning har birida C (E) to‘plamning
kamida bitta elementi mavjud. Shuning uchun x £ [C(£?)], ya'ni
C(int(£)) c [CE], int(E) C E bo‘lganligidan, [CE] C C(int(£))
munosabatning o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Demak, C(int(E)) =
[CE\.
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3.1.14. i2 metrik fazoning to‘laligini isbotlang.

Yechimi. f4 fazodan olingan {.r,,} fundamental ketma-ketlik beril-
gan bo‘lsin, bunda xn= (X[\ XK m &'\ ...).

Fundamental ketma-ketlikning ta’rifidan, ixtiyoriy e > 0 ucliun shun-
day nf natural soni topilib, n, m > nc tengsizliklarni ganoatlantiruvchi
n, m natural sonlari uchun

ocC

p2{X,,, xm = ~ ximp< £ (3-3)
k=1

tengsizlik o'rinli. Bundan har bir i soni uchun

a

i4’)-4",i2<£j4ri-4rﬁ2<e>

bo'lganligidan, har bir i uchun sonli ketma-ketlik funda-
mental. Bundan u yaginlashuvchi bo'ladi. Bu ketma-ketlikning limi-
tini |.|.|, bilan belgilab, a = (ab a2,..., a*,...) elementni hosil gilamiz.

Agar Ellat|2 < 00 va I}(gop(xn ,a) = 0 munosabatlarning o'rinliligi
i

ko'rsatilsa, £2 fazoning to’ laligi isbot etilgan bo'ladi.
(3.3) tengsizlikni quyidagi ko'rinishda yozamiz:

a p a
£147-47R=Ei14”7-4mk+ £ 4"-47'k<
k=1 k-1 k=p-\l

bu yerda p ixtiyoriy natural son. Bundan ixtiyoriy p uchun

E é"-4 " 2<E.
=

yoki p bilan m ni tayinlab, n bo'yicha limitga o'tilsa, ushbu

£ k -4 mi2<t£
k~1

tengsizlik kelib chigadi. Bu tengsizlik ixtiyoriy p uchun o'rinli; shuning
uchun bunda p bo'yicha limitga o'tish mumkin, u holda
©

N K -4 mP<e. (3.4)
it=1
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/\
Bundan va Xk 2 < 00 munosabatdan quyidagi tengsizlik kelib

chiqadi:
2 ki2< °°-
A

Demak, a = (ai, a2,..., a,,,...) € So‘ngra e > 0 ixtiyoriy bo‘lganligi
uchun (3.4) dan lim p(xn,a) = 0.

3.1.15. m mgtwﬁijk fazoning to‘laligini isbotlang.

Yechimi. m fazodan olingan {x,,} ketma-ketlik fundamental bo'lsin,
bunda xn = (a’\, XN, xX™MN ) xn€m bo'lganligi tufayli shunday
c,, ketma-ketligi mavjudki, uning uchun W™\ < cn (k = 1,2,3,...)
o‘rinli. Fundamental ketma-ketlikning ta’rifidan, ixtiyoriy e > 0 uchun
n£ natural soni topilib, n,m > n e tengsizliklarni ganoatlantiruvchi n, m
natural sonlari uchun

p(X,,, Xp) = sup \x~ - x™\ <£
K
tengsizlik o'rinli. Bundan

bk ) - xk)\<£ (3-5)

munosabatning K ga nisbatan tekis bajarilishi kelib chigadi. De-
mak, ixtiyoriy kK uchun {xj~} sonli ketma-ketlik fundamental va
yaginlashuvchi. Bu ketma-ketlikning limitini ak bilan belgilab, a =
(aj, 02,... ,B/t,...) elementni hosil gilamiz. Endi ushbu a €m va
lim p(xn,a) = 0 munosabatlarni isbotlaymiz.

71—»00

(3.5) da p ga nisbatan limitga o‘tilsa, barcha K lar uchun n > nf
bo'lganda olrinli bo‘lgan

| - ak\< e (3.6)
tengsizlik kelib chigadi. Bundan
wd < %) - N+ 4 H)i<etcosa

tengsizlikni barcha k lar uchun hosil qilish mumkin, yani a =
(ab a2, ..., ak,...) € m munosabat kelib chigadi. (3.5) dan n > ne
uchun
p(xn,x) = sup Ixnk - xk\<'s.
K

e ixtiyoriy bo'lgani uchun, (3.6) dan lim p(xn,a) = 0 munosabat kelib
chigadi.
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3.1.16. Metrik fazoda ixtiyoriy yaginlashuvchi ketma-ketlik
fundamentalligini isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, {x,,} ketma-ketlik x nugtaga yaqinlashsin. U
holda ixtiyoriy £ > 0 son uchun shunday ne natural soni topilib, barcha
n > n e uchun p(xn,x) < e/2 tengsizlik o‘rinli bo'ladi. Demak, n,m >
ne tengsizliklarni ganoatlantiruvchi n,m natural sonlari uchun

p{xn,xm) < p(xn,x) + p(x,xm) < s/2 +ef/2 = s

munosabat o'rinli. Bu esa {z,,} ketma-ketlikning fundamentalligini
ko'rsatadi.
3.1.17. X metrik fazoda ixtiyoriy M va N to‘plamlar uchun

int(M MJV) = int(M) Mint(N)

munosabatning o‘rinli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Ixtiyoriy x £ int(M M N) nugtani olaylik. U holda x
nugtaning M fIN to'plamda butunlay joylashgan B (x,s) atrofi mavjud,
ya'ni B(x, £) C MC\N. Ravshanki B(x, e) atrof M va N to'plamlarning
har birida butunlay joylashgan. Bundan x £ int(M) va x £ int(JV),
ya'ni X £ int(M) M int(AT). Demak, int(M M TV) C int(M) N int(iV).

Agar X £ int(M) nint(iV) bo'lsa, u holda x £ int(M) va x £ int(N),
ya'ni X nuqtaning M to'plamda butunlay joylashgan B(x,E\) va N
to'plamda butunlay joylashgan B(x, e2) atroflari mavjud. Endi e sonini
£ = min(ei,£2) kabi olsak, u holda x nuqgtaning B(x,£) atrofi M NN
to'plamda butunlay joylashgan bo'ladi, ya'ni x £ int(M M N). Demak,
int(M) Mint(N) ¢ int(M MN).

3.1.18. i\ metrik fazodan olingan xn = XA\ XN\ L)
ketma-ketlik va a = (a\ a2,...,a*,...) element uchun ak =
lim x”~ bo‘lsa, har doim lim p(xn,x) = 0 munosabat o‘rinlimi?
M0 r=0

Yechimi. Har doim o'rinli emas. Misol uchun,

a= (0,0,0,...)
Va 11 1
xn= (0,0,7..,0,2 " 22" == it’
n
bo'lsa, u holda n > K soni uchun —ak\= 0. Bundan ixtiyoriy K

uchun ak = lim_Xx” munosabat kelib chigadi. Ammo ixtiyoriy n uchun

a oo 4

p(xn,a) = J2 |4N- °1=J2 2~ =
k=1

fe=1
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ya’ni lim p(xn,a) = 0 munosabat o‘rinli emas.

n--> 0C

3.1.19. Quyidagi tasdiglar teng kuchlidir:

(1) X Ber fazosi;

(2) X ning sanoqli birinchi kategoriyali to‘plamlari bir-
lashmasi ichki nugtaga ega emas;

(3) X ning ochiqg zich to‘plamlari sanoqgli kesishmasi zich;

U) X da birinchi kategoriyali to‘plamning toHdiruvchisi
zichdir.

Yechimi. (1)=> (2) Aytaylik, E = (JnEn, bunda En = [En,
intEn = 0 bo‘lsin. U holda E birinchi kategoriyali to‘plamdir. Bundan
intE C E, intE ochiq va birinchi kategoriyali to‘plamdir. X Ber fazosi
bo‘lganligidan, intE bo‘sh to'plamdir.

(2)=> (3) Aytaylik, E = M~n> bunda Gn ochiqg to‘plam va [G,,] = X

n
bo'lsin. U holda

X\E = X\f)G n=]J(X\Gn).
n n

Shu bilan birga, X\ Gnyopiq to‘plam va int(X\Gn) = 0, chunki [Gn) —
X. Bundan int(X \E) = 0. Oxirgi tenglik E to'plam to‘ldiruvchisi ichi
bo‘sh to‘plam, ya'ni E zich to'plam ekanligini ko‘rsatadi.

(3)=» (4) Aytaylik, E birinchi kategoriyali to'plam bo‘lsin, ya’ni E =
(J En. bunda int[En] = 0. En = [En] deb hisoblashimiz mumkin. U

.
holda Gn = X \E,, ochiq va zich to‘plamdir. Shartga ko‘ra
plGn~U (X\E,)
n n
zich to‘plamdir. Endi
X \E = X \\jEn=f]X \En=f]G,,
n n n

ekaniigidan, X \E ham zich to‘plamdir.

@=d> (1) Agar E to‘plami ochig va X da zich bo'lsa, u holda X \
E zich to'plam emas. Bundan shartga ko‘ra E ikkinchi kategoriyali
to'plam bo'la olmaydi, Demak, E birinchi kategoriyali to'plam.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Hagigiy sonlar to‘plamida metrikani p(x,y) ~ arctg \X—\
ko'rinishda aniglash mumkinligini ko‘rsating.
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2. Ixtiyoriy to'plamda metrikani

/£ 0, agar x =,

P(x.y) = [ 1, agari f y

ko‘rinishda aniglash miunkin ekanligini isbotlang.
3. Faraz qilaylik (X,p) metrik fazo bo‘lsin. Agar Vx,y € X uchun

Pi(x,y) = p(x.y)/[I +p(x.y)],

p2(x,y) = In[l + p(xy)\
bo‘lsa, u holda (X,pi) va (X,p2) metrik fazolar ekanligini ko'rsating.
4. n sondagi haqiqiy sonlarning x = (xb x2,... ,xn) tartiblangan
guruhlari to‘plan_}ida metrikani

a) p(x,y) = E Xk- ;
) p(x.y) = E xk- yd
b) p(x,y) = max k- xk\
1<k<TI
ko'rinishlarda kiritishga bo‘lishini ko‘rsating.

5. Hagqiqgiy sonlarning x = (xX\, X2, ... ,xn...) chegaralangan ketma-
ketliklari to'plamida masofani p(x.y) = sup lyk—xk\ko'rinishda kirit-
sak, bu to‘plamning metrik fazo bo‘lishini ko‘rsating.

6. Agar xn -* x, yn -> Y bo'lsa, p{xn,yn) -+ p(x,y) ekanligini
isbotlang.

7. Natural sonlar to'plamida metrikani quyidagicha aniglaylik:

(N, p) to‘la bo‘Imagan metrik fazo ekanligini isbotlang.

8. Agar haqigiy sonlar to'plami >Xda X, y sonlari orasidagi masofani
p(x,y) = x3—y3lformulasi orgali kiritsak, u holda u to‘la metrik fazo
tashkil qilishini isbotlang.

9. X to‘plamda o‘zaro ekvivalent bo‘lgan pi va p2 metrikalar beril-
gan. (X,pi) fazoning to‘la bo'lishidan (X,p2) fazoning to‘la bo‘lishi
kelib chigadimi?

10. [a, 6] segmentda uzluksiz hosilaga ega bo'lgan barcha funksiyalar
to‘plamida metrikani

P(f,d) = sup \f(t) -g'(t)\

te[a.b\

ko‘rinishda kiritish mumkinmi?
11. Tengliklarni isbotlang:



§3.2. Metrik fazolarda, kompakt to:plainlar 89

a) OE = [E] \int (is);

by W] = &\

c) [NUEZ = [E\] U [£2.

12. Tekislikda chegaraviy nuqtalarga ega bo'Imagan to ‘plamga misol
keltiring.

13. Ixtiyoriy to'plamning hosila to'plami yopiq to'plam bo'lishini
isbotlang.

14, Ixtiyoriy to'plamning chegarasi yopig to'plam bo'lishini
ko'rsating.

15. Ixtiyoriy to'plamning ichi ochig to'plam bo'lishini ko'rsating.

16. Barcha nuqtalari yakkalangan sanogsiz to'plamga misol kelti-
ring.

17. R, R", CJa, b], £2fazolarning separabel fazo bo'lishini ko'rsating.

18. m fazosining separabel fazo emasligini isbotlang.

19. R, Rn, C[a b] fazolarning to'laligini isbotlang.

20. To'la X fazoda zich bo'lgan ochiq to'plamlarning sanoqgli sondagi
kesishmasi X to'plamda zich to'plam bo'lishini isbotlang.

21. Hech qgayerda zich emas to'plamning yopilmasi ham hech qga-
yerda zich emas to'plam bo'lishini isbotlang.

22. Barcha ko'phadlar to'plamining C[0,1] da zich ekanligini
ko'rsating.

3.2. Metrik fazolarda kompakt to'plamlar

X metrik fazodagi K to'plamning elementlaridan tuzilgan ixtiyoriy
ketma-ketlikdan biror x € X elementga yaqinlashuvchi gism ketma-
ketlik ajratib olish mumkin bo'lsa, K to'plam X da nisbiy kompakt
deyiladi.

X metrik fazodagi yopiq nisbiy kompakt bo'lgan K to'plam kompakt
deyiladi. X metrik fazodagi K to'plamning diametri

diamK — sup p(x,y)
X, Y€K
chekli son bo'lsa,u holda K chegaralangan deb ataladi.

K va M to'plamlar (X,p) metrik fazodan olingan va e > 0 biror
son bo'lsin. Agar K to'plamdan olingan ixtiyoriy »x element uchun M
to'plamda p(x, y) < e tengsizligini ganoatlantiruvchi y elementi mavjud
bo'lsa, u holda M to'plam K to'plamiga nisbatan e-to‘r deb ataladi.
Agar ixtiyoriy e > 0 uchun K to'plam chekli e-to'rga ega bo'lsa, u holda
K to‘lig chegaralangan deyiladi.
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M asalalar

3.2.1. Har bir K kompakt metrik fazo to‘liq chegaralangan
bo(lishini isbotlang.

Yechimi. Faraz gilaylik K to'lig chegaralangan bo'lmasin. Bundan
K da biror e > 0 uchun chekli e-to'r topilmasligi kelib chigadi. K dan
ixtiyoriy ai nuqgta olamiz. U holda shunday a2 G K nugqta topiladiki,
p(al, 02) > £ bo'ladi, aks holda {04} to'plam e-to'r bo‘lardi. K da
shunday a3 nuqta topiladiki,

p@@\, a3) > £, p(a2 a3) > e

bo‘ladi, aks holda {ai, a2} to'plam e-to‘r bo'lardi.

Shunga o'xshash a\, az,....a* nuqtalar uchun ak+l G K topilib,
p(at, ak+1) > e, i = 1,K bo'ladi.

Bu tanlab olingan nugqtalar limit nuqgtaga ega bo'lmagan {an} chek-
siz ketma-ketlikni beradi, chunki p(ar, af) > £ i /7 j. Bu esa K ning
kompakt ekanligiga zid.

3.2.2. Ixtiyoriy kompakt to‘plamning to‘la fazo bo‘lishini
isbotlang.

Yechimi. Bizga E kompakt to'plamda {x\} fundamental ketma-
ketlik berilgan bo'lsin. E kompakt bo'lgani uchun {xn} ketma-ketlik
E da yaginlashuvchi {xr¢ qgismiy ketma-ketlikka ega. {xI'¥ ketma-
ketlikning limitini a bilan belgilaylik. {xn} fundamental va {x,K} yaqin-
lashuvchi bo'lgani uchun ixtiyoriy e > 0 soni uchun 3n£ soni topilib,
n,k > ne (Demak, W, > nf) bo'lganda p{xn,xnk) < | va p(xnra) < |
tengsizliklari bajariladi. Natijada

£ £
p(xn, 0 < p{Xn,Xnk) + p(xnk,a) C - + - = E£.

Bundan \xn} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chigib, E
to'plamning to'la ekanligini ko'rsatadi.

3.2.3. (Hausdorf teoremasi). R metrik fazo kompakt
bo‘lishi uchun uning to‘la va to‘liq chegaralangan bo‘lishi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, R kompakt bo'lsin. U holda to'liq chegaralan-
ganlikning zaruriyligi 3.2.1-misoldan kelib chigadi. To'la bo'lishi esa
3.2.2-misoldan ko'rinadi.

Endi R to'la va to'lig chegaralangan bo'lsin. Kompaktligini
ko'rsatish uchun har bir {x,,} C R ketma-ketlik hech bo'Imaganda bitta
limit nuqtaga ega bo'lishini ko'rsatish yetarli.
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R da 1-to‘r hosil etuvchi nuqtalarning har biri atrofida radiusi 1
bo'lgan yopiq shar quramiz. Bu sharlar R ni to‘liq goplaydi hamda,
ularning soni chekli boladi, u holda ularning hech bo'Imaganda bittasi
{xn} ning biror x~\.... xi!\ == gismiy ketma-ketligini o‘z ichiga oladi.
Bu sharni B\ orgali belgilaymiz.

Bi sharda ham A-to‘r hosil etuvchi nugtalar atrofida radiusi \ bo'lgan
yopiq sharlarni qursak, ularning hech bo'lmaganda bittasi {x[,~} ketma-
ketlikning {3k} gismiy ketma-ketligini o‘z ichiga oladi. Bu sharni B>
orgali belgilaymiz. Shu kabi markazi B2 da radiusi | bo‘lib, {xI3%} C
{x "} ketma-ketlikni o‘z ichiga oluvchi B¥sharini olamiz va hokazo.

Endi markazi Bn shaming markazida, radiusi esa ikki marta katta
bo'lgan An yopiqg sharlarni qaraymizGDRavshanki A,, sharlar ichma-

ich joylashgan. R ning to‘laligidan P] An kesishma bo‘sh emas va u

yagona %0 nuqtadan iborat. Bu nugta {xn} ketma-ketlik uchun limit
nuqta bo'ladi, hamda uning atrofi biror Bk sharni o0‘z ichiga oladi, ya’'ni
{xn} ketma-ketlikning cheksiz {xL"} gismiy ketma-ketligini o‘z ichiga
oladi. Bundan R kompaktdir.

3.2.4. Ixtiyoriy nisbiy kompakt to‘plam chegaralangan bo'-
lishini isbotlang.

Yechimi. Agar diam.K’ = +00 bo'lsa, u holdaVx0 G K nuqta uchun

3npp(ko,x) = +00

xeK

bo‘ladi. Hagigatan, agar Vx G K uchun p(xq.x) < M bo‘lsa, u holda
YX,y G K nuqgtalari uchun

P(x,y) < p(x,x0) + p(x0,y) < 2M

tengsizlik o‘rinli bo'lardi. Demak, nli_)rn)OC p(xo Xx,,) = +oo bo‘ladigan {x,}
ketma-ketligini topish mumkin. Natijada {xn} ketma-ketlikning ix-
tiyoriy {xn qismiy ketma-ketligi uchun ham rI]i_nga:p(xo,»(,,,.) = 400
bo‘ladi. U holda {xnk} fundamental bo‘lImaydi, Demak, yaginlashuv-
chi emas. Bundan K ning nisbiy kompakt emas ekanligi kelib chigadi.
Hosil bo‘lgan ziddiyatdan K ning chegaralangan ekanligi kelib chigadi.
3.2.5. To‘plamning chegaralanganligidan, uning nisbi

kompakt bo‘lishi kelib chigadimi?

Yechimi. Umuman aytganda kelib chigmaydi. Masalan 12 fazoda
quyidagi

ei = (1,0,0,...), e2= (0,1,0,...) e3= (0,0,1,...),



elenientlardan iborat chegaralangan to!planmi olaylik. Bu to'plamning
ixtiyoriy e,, va emelementlari orasidagi masofa p(e,,,. €,) = V2 (m ®n).
Demak, bu ketma-ketlikning ixtiyoriy gismiy ketma-ketligi yaqginlashuv-
chi emas. Shuning uchun garalayotgan to'plam nisbiy kompakt emas.
3.2.6 X metrik fazoda bo‘sh emas AA\D A4D ... DA,.D ..
kompakt to‘plamlari berilgan bo‘lsin. U holda f] An kesish-

n>1
masi bo‘sh emasligini, Shu bilan birga, agar lim diamA, =0

bo‘lsa, n holda P) An kesishmaning yagona nugtadan iborat

n>1
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Har bir An to'plamdan an nuqgtasini olaylik. Bu nuqta-
larning barchasi A\ ga tegishli bo'ladi. A\ kompakt to'plam bo'lgani
uchun {a,,} ketma-ketlikdan biror a £ Ai nuqgtaga yaqginlashuvchi {a,,(}
gismiy ketma-ketligini ajratib olish mumkin. {o,n.} ketma-ketlikning
dastlabki kK — 1 ta hadini olib tashlasak, alkalk#,al2 ... ketma-
ketligiga ega bo'lamiz. Bu ketma-ketlikning har bir hadi Ark to'plamga
tegishli. Shu bilan birga, bu ketma-ketlik ham a nuqtaga yaginlashuvchi
bo'ladi. Ark yopiq bo'lgani uchun ixtiyoriy K uchun a € Ark, Demak,
a{&AI’k= M An- Natijada f) Anzx 0.

=1 ri>X
Agar diam>In —a0 bo'lsa, u holda har ganday boshga b € I_IglAn

nuqtani olsak p(a, b) < diam/l,, tengsizligi barcha n lar uchun o'rinli.
Shuning uchun ham p(a,b) = 0, yania = h.

3.2.7. C [0,1] fazoga tegishli, /0] < A (bu yerda
tayinlangan musbat son) tengsizlikni ganoatlantiruvchi bar-
cha funksiyalar to‘plamini E bilan belgilaylik. C [0,1] fazoda
chegaralangan va yopiq boYgan E to‘plami kompakt emasli-
gini isbotlang.

Yechimi. CJ[0,1] to'plamga tegishli

fn{x) = Asin2nwx (n = 1,2,3,...)

funksiyalar ketma-ketligini olaylik. Bu ketma-ketlikning har bir hadi E
to'plamga tegishli. Haqgigatan,

NN\ = JAsin2n7x] = ] sin 2n7?] < A.

Bu ketma-ketlikning ixtiyoriy /,, va fm (bu yerda n < m) hadlari
orasidagi oraligni baholaymiz:
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ya'ni p(fi,.fni) > A. Bu tengsizlikclan ko‘rinadiki. qaralayotgan ketma-
ketlikning ixtiyoriy qismiy ketma-ketligi yaginlashuvchi bo‘la olmavdi.
Shuning uchun E to‘plam C[0,1] fazoda kompakt emas.

3.2.8. £2 fazosida yopiq va chegaralangan, ammo kompakt
bo‘lmagan to‘plamga misol keltiring.

Yechimi. £2 fazosiga tegishli

ei = (1,0,0,0,...,0,...)
e2=(0,1,0,0,...,0,...)
e3= (0,0,1,0,.. .,0,...)

nugtalardan iborat sanoqgli E to‘plamni olaylik. Bu to;plain chegara-
langan va yopig. Shu bilan birga, bu to‘plamning ixtiyoriy har xil
nuqtalari orasidagi masofa y/2 ga teng. Shuning uchun {e,} ketma-
ketlikning birorta ham gismiy ketma-ketligi fundamental bo'la olmavdi.
Fundamental bo‘Imagan ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘Imaydi. Shu-
ning uchun E to‘plam kompakt emas.

3.2.9. Kompakt to‘plamlaming chekli sondagi birlashmasi
kompakt to‘plam boHishini isbotlang.

Yechimi. Bizga Ai, A2 ..., Akkompakt to‘plamlar berilgan bo‘lsin.

K

Hadlari A = (J Ai to‘plamidan olingan ixtiyoriy {x,,} ketma-ketligini
garaymiz. Il3u1 ketma-ketlik hadlari soni cheksiz bo‘lgani uchun
A\, A? ... ,AK to‘plamlarning kamida bittasi uning cheksiz sondagi hacl-
laridan iborat {x,,,} gismiy ketma-ketligini o‘z ichiga oladi. U holda
{xn} ketma-ketlik A to‘plamda yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlikka
ega. Bu qgism ketma-ketlik {ir,,} ketma-ketligi uchun ham qismiy

K
bo‘ladi. Bundan (J 4; to'plamning kompaktligi kelib chiqadi.
/-1

3.2.10. (Boltsano — Veyershtrass teoremasi). R” evk-
lid fazosida ixtiyoriy chegaralangan to‘plam nisbiy kompakt
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. E chegaralangan to'plam bo‘lsa, u holda bu tolplain biror

[01, &] x [02,62] x ... x [a,, bn]

parallelepipedning ichida yotadi. Ixtiyoriy £ > 0 sonini olib har bir
[a; hi] segmentni ai = X\ < xfA< .. < X < xf~ = Db; nugtalar
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yordamida shunday bo'laklarga bo’laylikki, natijada ikki go'shni nug-
talar orasidagi masofa 'g'/ﬁ sonidan kichik bo'lsin. ffi" fazoda quyidagi

to‘plamni olamiz:
M —{x = (x[SI),x"2),... ,4s") :5] = 1,2,... ,pi;... ,s,, = 1,2, ...,p.,}

bu yerda sk (k = 1,2,...,n) lar bir-biriga bog'liq emas. Shu
to'plamning E to'plam uchun chekli e-to'r bo'lishini ko'rsatamiz. E
to'plamdan ixtiyoriy x' = (x\,x2, mmm xn) nuqta olaylik. E to'plam

[ai,bi] x [a2,62] x ... x [an,bn]

parallelepipedda joylashganligi uchun x' nuqgta

r(fcl) fel + 1)1 y fr (fc2) Ne2+ 1)1
1+1 n ix2 J

y I (fe,) (fe,,+ 1)1
x 2 i n ,An j

( | x
, X1 ] no...
parallelepipedlarning biriga tegishli bo'ladi, bu yerda kj €{1,2,... ,pj—
1}, j = 1,n. Bu parallelepipedlarning uchlari M to'plamning element-
laridan iborat bo'ladi. Shuning uchun sk (k = 1,n) nomerlar ichidan

si {k = I,n) nomerlar topilib,

gl s2 e2
px,x") = _ Y;(ixf - xK2<  —— b —£
k=1 \ nn e

tengsizligi o'rinli bo'ladi. Demak, M to'plam E uchun e-to'r bo'ladi.U
holda E to'liq chegaralangan. Natijada Mn fazoning to'laligi va Xaus-
dorf teoremasi bo'yicha E to'plam nisbiy kompakt bo'ladi.

3.2.11. Uh evklid fazosida ixtiyoriy yopig chegaralangan
to‘plam kompakt bo'lishini isbotlang.

Yechimi. Yuqorida isbotlangan Boltsano — Veyershtrass teore-
masi bo'yicha Mn evklid fazosida chegaralangan to'plam nisbiy kom-
pakt bo'ladi. Nisbiy kompakt va yopiq bo'lgan to'plam ta’rif bo'yicha
kompakt bo'ladi.

3.2.12. K kompakt to‘plamni o‘ziga o‘tkazuvchi f : K —*K
akslantirish ixtiyoriy o‘zaro teng bo‘lmagan x,y GK element-
lar uchun p(f(x),f(y)) < p(x,y) tengsizlikni ganoatlantirsin. U
holda f(x) = x tenglikni ganoatlantiruvchi x € K elementning
mavijudligini isbotlang.

Yechimi. F(x) = p(x,f(x)) ko'rinishda aniglanuvchi F : K —» M
funksiyani olaylik. x € K element f(x) = x tengligini ganotlantirishi
uchun F(x) = 0 tengligining bajarilishi zarur va yetarli. Aksincha faraz
gilaylik, ya'ni F(x) > 0 bo'lsin. K to'plam kompakt bo'lgani uchun
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F(x) funksiyaning aniq quyi chegarasi musbat son bo‘lib, unga biror
To € K nugtada erisliadi. Masalaning sharti bo'yicha quyidagi muno-
sabat o'rinli: F(f(x0)) = p(f(x0)J(f(x«))) < p(x0,f(x0) = F{x0).
Bu ziddiyat bizning farazimizning noto‘g‘ri ekanligini anglatadi. U
holda f(x) = x tenglikni ganoatlantiruvchi x € K nugta mavjud.

3.2.13. Kompakt metrik fazoni metrik fazoga uzluksiz ak
lantirish tekis uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. K metrik kompakt, M metrik fazo bo‘lib, F : K —M
akslantirishi uzluksiz, lekin tekis uzluksiz emas deb faraz gilaylik. U
holda biror £ > 0 soni va har bir m € N soni uchun K da xn va xn
nugtalari topilib, p\{xn, xn) < ~ va p2(F{xn), F(x'n)) > £ tengsizligi
o‘rinlidir, bunda p\ - K da oraliq, - M da oralig. K ning kom-
paktligidan {xn} ketma-ketligidan biror x € K nuqtaga yaqinlashuvchi
{xM gismiy ketma-ketligini olamiz. U holda {x'n } ketma-ketligi ham
X ga yaqinlashadi, lekin har bir kK uchun quyidagi tengsizliklarning biri
bajariladi

PAF{x), F(x,J) > e, PUF{x), F(x'nk) > e,

bu esa F akslantirishning x nuqgtada uzluksizligiga ziddir.
Mustaqil ish uchun masalalar

1. Agar E to‘plam to‘liq chegaralangan bo‘lsa, u holda [E] to‘plami
ham to‘lig chegaralangan bo'lishini isbotlang.

2. Tekislikda koordinatalari butun sonlardan iborat nugqtalar
to'plami ganday to‘r hosil giladi.

3. Mnfazoda har qanday chegaralangan to:plain to‘liq chegaralangan
bo'lishini isbotlang.

4. 12fazosidan olingan, quyida keltirilgan to‘plamning to‘lig chegara-
langanligini isbotlang.

A={x = (ab 02,...) : W <1 jaz2l<i ... Jal]< T

5. Agar X metrik fazo sanoqgli-kompakt bo‘lsa,u holda u to‘lig chegara-
langan bo‘lishini isbotlang.

6. [0,1] segmentda joylashgan barcha ratsional sonlar to‘plami to‘liq
chegaralangan bo‘lib, kompakt emasligini isbotlang.

7. Kompakt to‘plamning ixtiyoriy yopig gism to‘plami kompakt
ekanligini isbotlang.
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8. X metrik fazoda nisbiy kompakt A va B to'plamlar berilgan
bo‘lsin. p(x,y) sonlar (bunda x G A, y € B ) chegaralangan sonli
to‘plam bo'lishini isbotlang.

9. Sanoqli sondagi kompaktlarning birlashmasi kompakt bo'ladimi?

10. Chekli sondagi nisbiy kompaktlarning birlashmasi nisbiy kom-
pakt bo'lishini isbotlang.

11. Ixtiyoriy sondagi kompaktlarning kesishmasi kompakt bo'lishini
isbotlang.

12. Ixtiyoriy sondagi nisbiy kompaktlarning kesishmasi nisbiy kom-
pakt bo'lishini isbotlang.

13. Ixtiyoriy kompakt to'liq fazo bo'lishini isbotlang.

14. M" evklid fazosida ixtiyoriy yopig chegaralangan to'plam kom-
pakt bo'lishini isbotlang.

16. £2 fazodagi ixtiyoriy nisbiy kompakt to'plam shu fazoning hech
gayerida zich emasligini isbotlang.

17. Sanoqli kompakt

£=00, 1
to'plami berilgan. Bu to'plamni

"-s I+s\ (I —£ 1+e\ l+e
(1—e, 1+e),

va (—£, e) intervallar sistemasi qoplaydi (bu yerda 0 < e < 1). Bu
sistemadan E ni qoplaydigan chekli sistema ajrating.

3.3. Qisqartirib akslantirish prinsipi va uning tatbiglari

A akslantirish X metrik fazoni o'ziga o'tkazsin: Agar
Ax{) = xqg tengligi o'rinli bo'lsa, u holda x{ nugta A akslantirishning
go‘zg‘almas nuqtasi deb ataladi.

Ta’'rif. (X, p) metrik fazo va A : X — X biror akslantirish bo'lsin.
Agar shunday a, 0 < a < 1 soni mavjud bo'‘lib, ixtiyoriy x, y E X
nugtalar uchun

P(AX,Ay) < ap(x,y) @7

tengsizligini bajarilsa, n holda A akslantirishni gisgartirib akslantirish
deyiladi.
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M asalalar

3.3.1. (Qisqartirib akslantirish prinsipi). X to‘la met-
rik fazoning har bir A qisqartirib akslantirishi yagona
go‘zg‘almas nuqtaga ega.

Yechimi. X metrik fazodan ixtiyoriy w0 nuqgtani olib, quyidagi

u = Aug,
u2= Aw = Alu,
w = Aw = Adu,

K= Al _! = Ay,

ketma-ketlikni tuzamiz. U holda
p(uk,uk+l) = p(Any, Ak+lu0) < ap(Axk-1w ,Akn0) < ...< akp(uno,w)
bo'lgani uchun

p[nn,un+p) < p(n,, lin+l) + p(MnsL, nn™2) + eee+ p{un+p-h nn+p) —

an
< aapmo,mnl) + +an+tlp(w,nl) + ... + antp~1p(no,nl) < ppa— p(no,w).

Endi Ijj_r&oan = 0 ekaniigidan, ixtiyoriy r > 0 soni uchun w, natural son
topilib, n > nO0 tengsizligini ganoatlantiradigan barcha n lar uchun

_gn_ pml,w) < £

tengsizligi o'rinli bo‘ladi. Demak, {«,,} fundamental ketma-ketlik. X
to‘la bo‘lgani uchun shunday u e X nuqta mavjud bo‘lib n — 00
da u,, — u, yani p(un,u) —= 0 bo‘ladi. Bu wn nuqta akslantirish-
ning qo‘zg‘almas nugqtasi ekanligini ko‘rsatamiz. Hagigatan, n —* 00
bo‘lganda

p(Au,un) = p(Au, Auni) < ap(n,un™) -> 0,

ya’ni Au element {*7} ketma-ketlikning limiti. Ketma-ketlikning limiti
yagona bo‘lgani uchun n = Au.

Endi n go‘zg‘almas nuqgtaning yagonaligini isbotlaymiz. Hagiqgatan,
n va v lar go‘zg‘almas nuqtalar bo‘lsa, u holda

p(u, v) = p{Au, Av) < ap(u, v)
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ya'ni
p(u,v)(I —a) < 0.

Bu tengsizlikdan p(u,v) = 0 ekanligi kelib chigadi, ya’ni n = v.

3.3.2. f(x) sonlar o‘gida aniglangan funksiya bo'lib, har
bir x € M nugtada hosilaga ega va Y(x)\ < Kk tengsizligi o'rinli
bo'lsin (bunda k birdan kichik tayinlangan son). U holda
x = /(x) tenglama yagona yechimga ega ekanligini ko'rsating.

Yechimi. Matematik analiz kursidagi Lagranj teoremasiga asosan
har bir xi, X2€ M nugqtalar uchun

f(xj) - /7(x2) = f{c){xi - x2)

tenglikni ganoatlantirivchi ¢ € [xi,X2) soni mavjud bo‘ladi. U holda
\f(xi) —f(xn)] < K\xi —x2\tengsizligi o‘rinli, 0 < K < 1 bo‘lgani
uchun / gisqartirib akslantirish bo‘ladi. U holda gisgartirib akslantirish
prinsipiga asosan x = f{x) tenglama yagona yechimga ega.

3.3.3.

y(x0) = Yo (3.8)
boshlang‘ich shart bilan

% = (3-9)
differensial tenglama berilgan. Tenglamaning o°‘ng

tomonidagi f(x,y) funksiya tekislikdagi (xo,yo) nuqtani
o‘z ichiga olgan ba’zi G sohada aniglangan, uzluksiz va

\f(x,2/4) - f(x,¥Yn! < K\yi - y2\

Lipshits shartini qanoatlantirsin, (k = const). (3.9) tenglama
ba’zi [xo—c,xg+ ¢ segmentda (3.8) boshlang‘ich shartni gqanoat-
lantiruvchi yagona y = d(x) yechimga ega ekanligini isbot-
lang.

Yechimi. (3.9) tenglamani (3.8) sharti bajarilganda quyidagi inte-
gral tenglama ko'rinishda yozish mumkin :

D) = Yo+ J f{t,ip(t))dt. (3.10)

Xq

f(x,y) funksiya G da uzluksiz bo‘lgani uchun (xqg, y0) nuqgtani o‘z ichiga
olgan biror G* ¢ G sohada chegaralangan bo'ladi, ya'ni \f(x,y)\ < d.
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Endi c sonini quyidagi shartlarni ganoatlantiradigan etib saylab
olamiz:

a) agar JrO0—yr] < c, Y— < c.-d bo‘lsa, u holda (x,y) € G".

b) ke < 1L

[xo —c, xq + c] segmentda aniglangan va \d{x) —YyO\< cd tengsiz-
ligini ganoatlantiruvchi {d} uzluksiz funksiyalar sistemasini F bilan
belgilaymiz va bu sistemada metrikani

P{®P\ d2) = max  \ipi{X) - $2{x)\
x0—C<X<Xo+C
ko‘rinishda kiritamiz. F metrik fazo C[xq —c, xo + c] to'la fazoning
yopiq gism fazosi bo‘lgani uchun u ham to‘la bo‘ladi.

h(x) = yo+ J f(t, (fi(t))dt (3.11)
x0

tengligi bilan aniglangan ip — ¢ akslantirishida x £ [a0 —c, x0 + (]
bo'lsin. U holda bu akslantirish F ni o'ziga qisqgartirib akslantiradi.
Haqgigatan, ip GF va x € [xq—c, X0+ c] bo‘lsin. U holda

Id(x) - /o = |J f{t,ip(t))dt\ < cd
30

munosabati o'rinli bo'ladi. Demak, (3.11) akslantirish F fazoni o‘ziga
akslantiradi. Shu bilan birga,

\IX(x) - P2\ < f\f(t, - f(t, ip2(t)\dt >

X0
> kaD Crptgfow \<pi(t) - ip2{t)] = kcp(<pu ip2)

Bu yerda 0 < kc < 1 bo‘lgani uchun (3.10) akslantirishning gisgar-
tirib akslantirish ekanligi kelib chiqadi. Demak, qisqartirib akslantirish
prinsipiga asosan (3.9) tenglama F fazoda (3.8) boshlang'ich shartini
ganoatlantiruvchi yagona yechimga ega.

3.34 f{x) = 4x —4x2 funksiya [0; 1] kesmani o‘ziga akslan-
tirishini tekshiring. Bu akslantirish gisgartiruvchi boladimi?

Yechimi. f(x) = 4x(\—x) bolganligidan x element [0; 1] segmentga
tegishli bo‘lganda f(x) > 0 tengsizligi, f(x) - 1 = ~{2x - )2 < 0
bo‘lganligidan, esa f(x) < 1 tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Demak, /
funksiyasi [0; 1] segmentni o‘ziga akslantiradi.
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Xi = 0 va x2 = | nuqtalarda f(xj) = 0, f(xo) = 1 teugliklari
o‘rinlidir. Bundan

p{f(xi), f(x2) = 1> \ = Pixb N)-

Bu esa / akslantirish gisqartiruvchi emasligini bildiradi.

3.3.5 f(x) ~ x + \ akslantirish [1; 00[ nurda gisqartiruvchi
boladimi ?

Yechimi.

p(f{xD, /7 bl) = |/(xi) - f(x2)] =
=001 12) + (i _ 1)1 = Ri- 12] .(i-_L).

tengligi va xxx2 > 1 tengsizligidan

p(F(xD). /(") < A®1 x2)

tengsizligiga ega bo'lamiz. Bu tengsizlik berilgan akslantirish gisqar-
tiruvchi ekanligini anglatmaydi. Qisqgartiruvchi akslantirish bo'lishi
uchun p(f(x1), f(x2) < ap(xi, x2) tengsizligi o'rinli bolishi kerak,
bunda 0 < a < 1. Bizning holda a sonini saylab olish mumkin emas,
chunki 1—x\x2 xiX?2 ko'paytmaning yetarlicha katta giymatlari-
da birga xohlagancha yaqin bo'ladi.

3.3.6 X to‘la metrik fazosida A va B qisqartiruvchi akslan-
tirishlar berilgan bo‘lsin:

P(AX, Ay) < aAp(x, y), Pp(Bx, By) < aBp{x,y).

Agar barcha x € X elementlar uchun p(Ax, Bx) < e (bun-
day A va B akslantirishlar e-yaqin deyiladi) tengsizligi
o'rinli bo'lsa, n holda bu akslantirishlar go'zg'almas nuqta-
lari orasidagi masofa ~_f sonidan katta emasligini isbot-
lang, bunda a = max(a®, odq < 1L

Yechimi. x' nuqta A ning go'zg'almas nugqtasi bo'lsin. B gisgar-
tiruvchi akslantirishning y' qo'zg'almas nugqtasini yk =& Bkx', (k =
0, 1, ...) ketma-ketlikning limiti sifatida garaymiz. U holda

p(X', Y < p{x', yi) + p(yu y2) + mmm+ p(YK-uYK) <
< p(x', Bx")(1+ + eme+ atl < 100

bundan kK —00 bo'lganda

p{x\ y') < Bx'>= p(Ax>' Bx'> <
1—ap 1—adQ 1—ov
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3.3.7. 2, 2+ 7, 2nh----kabi aniglangan {r,} ketma-

ketligining yaqinlashuvzcﬁizekanlagini isbotlang va uning lim-
itini toping.

Yechimi. {x,} ketma-ketlikni xi = 2, xn = 2 + U QT > 2)
ko‘rinishda rekurent aniglash mumkin bo'lgauligidan,

XN —2 -f-—m—-- Yy— (i~ 3
Oi i ( )
X2

tengligi va xi < |, ~2 < | tengsizliklaridan 1 < | (Vn > 1) muno-
sabatining o'rinli ekanligi kelib chiqgadi. Shu bilan birga, xn >2 (T >
1). [2; §] segmentni o‘ziga o‘tkazadigan f(t) = 2 + j akslantirishini
garaymiz.

pfO), fy) = M~ foon L= 1< MNxey\ = ip(x, y)

ifodadan / akslantirish qgisqartiruvchi ekanligi ko‘rinadi. U holda uning
yagona X' qo‘zg‘almas niqtasi mavjud bolib, x' = lim xnbo‘ladi, bunda

xn = f(xn-i) = 25t j}Hi (n>2,x\—2.x"=2+ {& tenglamani

yechib, ' = 1+ v2 sonini topamiz. Bu berilgan ketma-ketlikning limiti
bo'ladi.

3.3.8. Xi — (kmxm + (i=1,2,...) cheksiz chiziqli algeb-
=1

m.=
raik tenglamalar sistemasini garaylik. Quyidalami tekshir-
ing:
a) a = sup ™ wim\ < | va lat < +°° shartlari bajaril-
I m=1 r=1
ganda, u yagona x' = (X'b x2, s yechimga ega bo‘ladi, bunda

00

t=1
00

b) agar /3= sup \aim\< 1 va sup Jg|< +00 bo‘lsa, n holda
i m—1 i
berilgan sistemaning x' = (x[, X2, ...) yagona yechimi bo‘lib,
sup |Z] < +00 bajariladi.

r
00

Yechimi. a) p(x,y) = J2 Ixi~ U\ bunda x = (X, y = (y*) metrika
r=1

bilan berilgan £1 fazosida Jhx = y — (yr) operatorini garaymiz, bunda

Vi ~ 1,2,...).

m—1
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U liolcla har bir s = (z/) G fi uchun

P(AX,AZ) = J2 "2, a™x">+ a>~ £ )
A w-1
£ &5 o Co- W ia™I IXw ~ n
i=1 M=1 in— i=l

ya’ni A operatori i\ fazosini o'ziga gisqartirib akslantiradi. Endi gisgar-
tirib akslantirish prinsipini go‘llansak, go'yilgan savolga javob bo‘ladi.
b) p(x,y) = sup|x) —¥\ metrika bilan berilgan barcha chegaralan-

i

gan ketma-ketliklarning m fazosida Ax —y = (j/]) operatorini qarayniiz,

00

bunda yi — 1ainf’/cm+ o; (i—L 2,...). U holda
m=

p{Ax, Az) —sup | ~diiuxm ~onu-mj A 3p(yi,y).
nm=1

ya’ni A operatori m fazosini o‘ziga qisqartirib akslantiradi. Endi gisgar-

tirib akslantirish prinsipini go‘llansak, qo‘yilgan savolga javob bo'ladi.
i

3.3.9. A  f(x) — |IJxtf(t)dt + |x akslantirishning
0

C[0,1] fazosida qgisqartiruvchi ekanligini ko'rsating va uning
go'zg'almas f* nuqtasini toping.

Yechimi. Berilgan akslantirish gisqartiruvchi ekanligi quyidagi ba-
holashdan kelib chigadi:

1
\Ah-Ah\ = - J xt[/i(i) - h{t)}dt < I2t€m[gﬁ \fi{t)-f2()\ = , /2).
/0(x) = 0 deb olamiz. U holda

/i(x) = Afo{x) = -bx;
/2(x) = Ah(x) = i f xt- ~tdt+ ~x = + NX;

/3(x) - Af2(X) - (g3+ ga + Q)X;
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fn{x) - Afv..i(x) - (—+ — r+ .. + gz+ G—g/x;

Shuning uchun f*(x) = Ilim /,.(x) = X, ya’ni bu funksiya C[0,1] fa-
n—*00
1
zosida f(x) = ~f xtf(t)dt + |x integral tenglamaning yagona yechimi
0
bo‘ladi.
3.3.10. Agar f(x) funksiya haqiqiy sonlar o‘gida uzluksiz
dijferensiallanuvchi bo‘lib, ushbu

0<c<f(x) <d< oo

sharti o‘rinli bo‘lsa, u holda f(x) = 0 tenglama yagona
yechimga egaligini isbotlang.

Yechimi. Ax = x —~/(x) akslantirishning sonlar o'gini o‘ziga
gisqartirib o'tkazishini ko‘rsataylik: Vx, y e K, X < y uchun

IAC- A= X-y - /() - fy)
- . 1. M _
d x—y X - A<
< \x-yl,
bu yerda £ € (x, y). Demak,

IAX —AN < - Y|
0< < 1 bo‘lganligidan, y = Ax gisqartirib akslantirish bo‘ladi.
U holda
x0- ~/(x0) = X0
tenglikni, ya’ni /(x0) = 0 tenglikni ganoatlantiruvchi yagona x0
mavjuddir.

3.3.11. Aytaylik, f(x,y) funksiya G = {(xy) : a < x <
6,—00 < y < +00} sohada x bo‘yicha uzluksiz va y bo‘yicha
musbat, chegaralangan hosilaga ega bo‘lsin: 0 <m < f < M.
U holda f(x,y) = 0 tenglama [a, 6] kesmada yagona uzluksiz
yechimga ega.

Yechimi. CJ[a, ] fazoni o0‘z-o‘ziga aks ettiruvchi Ay = y - jjf(x,y)
akslantirishni garaymiz. Bu akslantirishning qgisqartirib akslantirish
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ekanligini ko'rsatamiz. Agar W va y2 funksiyalar C\a, b fazoning ele-
mentlari bo'lsa, n holda

MWyi ~ Ay2\= (M - *(x,yi1)) - (y2- ~f{x,y?2)

v2- ) - jAfy(x,Vi + Bbl - Y2KY1~ m) <

< - 22= aVyi- 22,

yam
P(Ayi,Ay2) < ap(yi,y2),
bunda0< a < 1
Demak, qisqartirib akslantirish prinsipidan, ixyiyoriy y0 € C[ab\
uchun
2= Ayo, 2= A1, -
ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'ladi va rmamyn = vy funksiya f(x.y) —0
tenglamaning yagona uzluksiz yechimi bo'ladi.
3.3.12. R da .
/(x) = —+ x —arctgx

gisqartirib akslantirish bo‘ladimi?
Yechimi. Faraz qgilaylik, X, y G M uchun

/0K —/@2/) <a\x-y\
bo'lsin. U holda
if(x) - f{y)l = \{x- y) - (arctgx - arctgy)\ < a\x- vy}
Bu tengsizlikda y = x + 1 deb olsak, u holda
|1+ arctg(x + 1) —arctgx]< a.

Endi x —+00 da arctg(x + 1) — arctgx — " ekanligidan, 1 < a.
Demak, bu akslantirish gisqartirib akslantirish emas.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. X to'la metrik fazo bo'lib, T : X —X uzluksiz akslantirishnir
biror Tmdarajasi gisqartirib akslantirish bo'lsin, ya’ni:

p(Tmx, Tmy)<ap(x,y), 0<ac< 1l
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U holda T yagona go'zg'almas nugtaga ega W lishini ko‘rsating.

2. / — [0,1] segment,ni [0,1] segmeutiga o'zaro bir giymatli uzluksiz
akslantirish bo'lsin. U holda f ning kamida bitta qo'zg'almas nuqtasi
mavjudligini isbotlang.

3. Cheksiz tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin:

ocl

Vi = ~2 cjkxk T bi (I = 1,2....),
k=i

bu yerda ~ 4: < 1, |\/| < +00. Bu sistemaning £2 fazosida yagona
rK 1

yechimga ega ekanligini isbotlang.
4. [l,00) yarim intervalda f(x) = ” Inx funksiyani qaraylik. Ixti-
yoriy Xi £ [1; +00), X2 £ [1; +00) nugtalari uchun

1/fe) - /(xi)] = If'(c)(x2- xn)] < ™\x2 - 311
tengsizligi o‘rinlidir (bu yerda ¢ € (Xxi,x2)). Ammo bu funksiya
go‘zg‘almas nuqtaga ega emas. Bundan gisqartirib akslantirish prin-
sipiga ziddiyat kelib chigmaydimi?
5. Aytaylik, f(x) £ C\a,b\ bo'lsin. U holda

y + ~sinx + f(x) =0

tenglama yagona y —y{x) £ C[a, b] yechimga egaligini isbotlang.
6. Aytaylik, f(x) £ C[a,b\ bo'lsin. U holda

y + ~cosx + f(x) =0

tenglama yagona y = y(x) € C[a, ] yechimga egaligini isbotlang.



IV BOB
Normalangan fazolar

4.1. Chiziqgli fazolar va chizigli funksionallar

Biror M to'plami berilgan bo'lsin. Agar M x M to'plamining ixti-
yoriy RV gism to'plamini olsak, u holda M to'plamida  binar muno-
sabat berilgan deb ataladi. Boshgacha aytganda, agar (a, b) juftlik Rv
to'plamiga tegishli bo'lsa, u holda a element b elementga binar muno-
sabatda deb ataladi va aipb ko'rinishda belgilanadi.

1. Ayniylik munosabati e binar munosabatga misol bo'ladi. Ha-
gigatan, agar aeb a = b deb olsak, u holda

Re= {(a,a) :aGM} CM x M.

REto'plamini odatda M x M to'plamining diagonali deyiladi hamda [
ko'rinishda belgilanadi.

2. M to'plamida berilgan har bir ip ekvivalentlik munosabati binar
munosabat bo'ladi. Boshqgacha aytganda, ekvivalentlik munosabati ref-
leksivlik, simmetriya va tranzitivlik shartlarini ganoatlantiruvchi binar
munosabat.

Biror E to'plamida E x E to'plamning har bir (x,y) elementiga
E to'plamda x va y elementlarning yig'indisi deb ataluvchi va x + y
ko'rinishda belgilanuvchi E to'plamning elementini mos qo'yuvchi binar
munosabat berilgan bo'lib, bu munosabat quyidagi shartlarni ganoat-
lantirsin:

VX, Yy, ZGE uchun

1 x +y=y+x (yig'indining kommutativligi);

2. (x+y)+z=x+ (y+ z) (yig'indining assotsiativligi);

3. E to'plamida shunday 9 element mavjud bo'lib, Vx G E uchun
x + B = x tengligi o'rinli ( 8 nol deb ataladi);

4. ixtiyoriy x G E uchun shunday —x G E element mavjud bo'lib
x + (—x) = B tengligi o'rinli (—x element x ga garam,a-garshi element
deb ataladi).

Shu bilan birga, K maydondan olingan ixtiyoriy a son va ixtiyoriy
x G E element uchun ax G E (x elementning a songa ko'paytmasi)
element aniglangan bo'lib, quyidagi shartlar bajarilsin:
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Vn, 3GK vaVx, y GE uclmn:

5. o(AT1) = (afix):

C. a(x +y) = ax + ay;

7. (a + fi)ix = ax + fix;

8 1-x = X

Ushbu shartlarning barchasini qanoatlantruvchi E to'plami IK may-
don ustida chizigli yoki uektor fazo deb ataladi. Chizigli fazo element-
larini vektorlar yoki nuqtalar deb ataymiz. Agar K = M (R barcha
haqigiy sonlar maydoni) yoki K = C (C barcha kompleks sonlar may-
doni) bo'lsa, u holda E, mos ravishda, haqigiy yoki kompleks chizigli
fazo deb ataladi.

3. R to‘plami sonlarni go'shish va ko‘paytirish amallariga nisbatan
chiziqli fazo bo'ladi.

4. Mn fazoda go‘shish va songa ko‘paytirish amallarini

(X1,X2, Xn) + (Y1,¥2,..., yn) = (xi + L X2+y2,..., Xn+ yn),
a(xi,x2,...,xn) = (axi,ax2, =, axn)

ko‘rinishda aniglasak, bu to‘plam chizigli fazo bo‘ladi. Bu fazo n-
o‘Ichamli arifmetik fazo deyiladi.

Ta'rif. X va Y lar K ustida chizigli fazolar bo‘sin. 0 zaro bir
giymatli @ : X —Y akslantirish

Dx+y) = D)+ DY), x,y e X;

d(ax) = ad(x), x,y € X, a € K

shartlarni ganoatlantirsa, n holda X vaY fazolar o‘zaro izomorffazolar
deyiladi.

Misol uchun, n o‘lchamli WI haqiqiy arifmetik fazosi bilan darajalari
n—1 dan katta bo‘lmagan barcha haqigiy koefRtsientli ko‘phadlar fazosi
izomorf fazolar bo‘ladi, bunda izomorfizm

(aj, 02, , on) ~oi + a2t+ ... + (intn 1

goida orgali o‘rnatilishi mumkin.
L chizigli fazoning x\,x2, mmm xn elementlari berilganda, kamida bit-
tasi noldan fargli bo'lgan az,..., ansonlari mavjud bo'lib,

a\xi + a2+ ... + anxn= 0

tengligi o'rinli bo'lsa, u holda xi,x2, ..., x,, lar chizigli bog‘liq elementlar
deyiladi. Agar aixi + a2x2+ m.+ anxn = 0 tengligidan ay = a2= ... —
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o/,, = 0 tengligi kelib chigsa, u holda. i, ,x 2, mme x,, elemeiitlar chiziqli
erkli elementlar deb ataladi.

L chizigli fazo elementlarining x, y,... cheksiz sisteniasining ixtiyoriy
chekli gism sistemasi chizigli erkli bo‘lsa, n holda berilgan sistema chiz-
igli erkli deb ataladi.

Agar L fazosida n sondagi chiziqli erkli elementlar topilib, n + 1
sondagi ‘ixtiyoriy elementlari chiziqgli bog‘lig bo‘lsa, u holda L fazosi
n-o‘lchamli deyiladi. Agar L da ixtiyoriy sondagi chizigli erkli element-
larni topish mumkin bo‘lsa, u holda L cheksiz o ‘lcham.li fazo deb ataladi.
n-o‘lchamli L fazoning n sondagi ixtiyoriy chizigli erkli eleinentlarining
sistemasini, bu fazoning bazisi deb ataladi.

L' to‘plam L chizigli fazoning qism to'plami bo'lsin. Agar ixtiyoriy
x,y E L' va ixtiyoriy a,(3 E K sonlar uchun ax + (3y E L' bo'lsa, u
holda L' to'plam L ning gism fazosi deb ataladi.

L chizigli fazo bo'lib, B uning nol elementi bo'lsin. Faqat nol ele-
mentdan iborat {9} to'plam L ning eng kichik qism fazosi bo'ladi. Bu
fazoni nol gism fazo deb ataymiz. Shu bilan birga, L ni ham o'zining
qism fazosi sifatida garash mumkin. Bu ikki gqism fazolar L ning xosmas
qgism fazolari deyiladi, boshga gism fazolar xos deb ataladi.

Qism fazolarning xohlagan sistemasining kesishmasi qism fazo
bo'ladi. Hagiqgatan, {Al1 : 7 G 1} (I ixtiyoriy to'plam) sistema L
chizigli fazosining gism fazolari sistemasi bo'lsin. Ixtyoriy x,y E (\Al

7
elementlar va ixtiyoriy a, (3 sonlar uchun ax+(3y GA1, V7 G 1 muno-
sabati o'rinli. U holda ax + /3y E f]A y munosabati ham o'rinli, ya’'ni

7

M a7 to'plam gism fazo bo'ladi.
7
L chizigli fazoda biror bo'sh bo‘'Imagan S to'plam berilgan bo'lsin.

S to'plamni o'z ichiga olgan eng kichik gism fazo, S to'plamning chi-
zigli gobig‘i deyiladi va u odatda (5) ko'rinishda belgilanadi.

fazosi S ni o'z ichiga oluvchi barcha qgism fazolarning kesishmasidan
iborat bo'ladi. Boshqgacha aytganda, (5) fazosi quyidagi ko'rinishdagi

elementlardan iborat:
n

X = ~2 Ndai’
i=1
bunda aj EK, aiES, 1<i<n,nEN.

5. L chizigli fazo bo'lib, x uning noldan fargli elementi bo'lsin.
{Ax : A G K} elementlar to'plami bir o'lchamli gism fazo bo'ladi.
Agar L ning o'lchami birdan katta bo'lsa, U holda {Ax : AGK} ® L.

6. [a, 6] segmentda aniqlangan barcha ko'phadlar to'plamini P[a, b
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ko'rinishda belgilasak. u holda bu to'plam C'[a,b] ning qgism fazosi
bo'ladi.

7. -2, cy, ¢, m, to'plamlarning barchasi chizigli fazo bo'lib, har

L chizigli fazo bo'lib, L' uning biror gism fazosi bo'lsin. Agar
X, y £ L elmentlarning ayirmasi L' fazosiga tegishli bo'lsa, u holda
bu elementlarni ekvivalent deb ataymiz. Ekvivalentlik munosabat ref-
leksiv, simmetrik va tranzitiv bo'lgani uchun, u L ni o'zaro kesishmay-
digan sinflarga ajratadi. Bunday sinflar to'plami L ning L' bo'yicha
faktor fazosi deb ataladi va L/L' ko'rinishda belgilanadi. £ va r] sinflar
L/L" faktor fazoning elementlari, hainda x £ £ v& y £ 1/ bo'lsin. £ va
T sinflarning yig'indisi deb, x + y elementini o'z ichiga oluvchi v sinf-
ga aytiladi; £ sinf va a son ko'paytmasi deb, ax elementini o'z ichiga
oluvchi sinfga aytamiz. Bu amallar natijasi x va y lar o'rniga xohlagan
boshqga x' £ £ va y' £ 1] elementlarni olganda ham o'zgarmaydi. Shun-
day qilib, L/L "' faktor fazosida qo'shish va skalyar songa ko'paytirish
amallari aniglanadi. Bu amallar chizigli fazo tarifidagi barcha shart-
larni ganoatlantiradi. Shu sababli, har bir L/L" faktor fazo chiziqli fazo
bo'ladi.

Agar L chizigli fazo n-o'lchamli bo'lib, uning L' qgism fazosi k-
o'lchamli bo'lsa, u holda L/L"' faktor fazosining o'lchami n —k ga teng.

L chiziqgli fazo bo'lib, L' uning biror gism fazosi bo'lsin. L/L"' faktor
fazoning o'lchami L' fazoning L fazodagi koo‘lchami deb ataladi.

Agar L' C L fazo chekli koo'lchamga ega bo'lsa, u holda L da shun-
day x\, X2, mmm xn elementlarni saylab olish mumkin bo'lib, ixtiyoriy
x £ L elementni yagona usulda

X = aixi + «222 + mee+ dnxn+ y

ko'rinishda yozish mumkin, bunda «i, a2,...,an, £ K, y £ L"
Haqgigatan, Aytaylik, L/L"' faktor fazoning o'lchami n ga teng bo'lsin.
Bu faktor fazodan £1,£2 me e, bazis olib, har bir sinfdan Xk element
olamiz. x nuqgta L ning ixtiyoriy elementi bo'lib, bu elementni o'z ichiga
oluvchi sinfni £ orqali belgilaylik. U holda

£ = c*lEl + 22+ ... + anEn.

x £ £ bo'lganligi sababli x — («1,~1 + 0:2z2+ ... + anxn) £ L'. Unda L'
ning shunday y elementi mavjud bo'lib,

X — (aixi + «272 + -me+ QiNX,) = y
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tengligi o'rinli bo‘ladi. Natijada
X = + 002+ ... + nnXi, +y

tengligi kelib chigadi. Bl yozuvning yagonaligi L' gism fazoning L/1/
faktor fazosi uchun nol element bo‘lishidan kelib chigadi.

L chizigli fazoda aniglangan g sonli funksiya funksional deb ataladi.
Agar barcha x, y £ L elementlar uchun g(x + y) = g(x) + g(y) tengligi
o‘rinli bo‘lsa, u holda g additiv deyiladi. Xohlagan a son va barcha
x £ L uchun g(ax) = ag(x) tengligi o'rinli bo'lsa, u holda g ni bir jinsli
deb ataymiz.

Kompleks chizigli fazoda aniqlangan g funksonal xohlagan a son
uchun g(ax) = ag(x) tenglikni ganoatlantirsa, u holda go‘shma bir
jinsli deb ataladi.

Additiv va bir jinsli funksionalni chizigli deb ataladi. Boshgacha
aytganda, L chiziqli fazoda aniglangan g(x) funksional xohlagan X. y €
L elementlar va a, j3sonlar uchun g(ax+f3y) — ag(x)+13g(y) tengligini
ganoatlantirsa, u holda chiziqli deb ataladi.

8. a = (ai, 02,..., an) € M' tayinlangan vektor bo'lsa, u holda
r
f(x) = QX
i=1

ko'rinishda aniglangan akslantirish R" da chizigli funksional bo'ladi.
Hagigatan, xohlagan

x = (xi, x2,..., xn) y= (21,12, amesyn) & |

elementlar va xohlagan a, /3 sonlar uchun
T n n
f(ax+/3y) = Y™ai(axi + Oyi) = a”™ a;, Xi+(3™ auyx= af{x)+0f(y).
i=1 i=1 i=1
9. Ca, b\ fazosida chizigli funksional sifatida
b
f(x) = J x(t) dt
a
integralini garash mumkin. Bu funksionalning chizigli ekanligi integral-
ning xossalaridan kelib chigadi.
10. K tayinlangan natural son bo'lsin. £2 har bir x =
(xi, x2,..., xn,...) elementi uchun fk{x) = xk deb olsak, bu funksional
chizigli bo'ladi. Haqgigatan, xohlagan

x = (xi, x2,..., Xn,...), Y= {YL,Y2, mmm,yn, -me) G £2
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elementlar va xohlagan a, B sonlar uchun

fk{ax + fry) = axk+ fryk= af{x) + frf(y)

tengligi o'rinli.
L chizigli fazoning H xos gism fazosi uchun shunday xo € L element
topilib, L = _£2(#, x0) tengligi o'rinli bo'lsa, bunda Jzf(H, x0) - H

to'plam va xq elementning chizigli gobig'i, u holda H gipergism fazo
deb ataladi. L chizigli fazodagi

x+H (x£L, H —qgism fazo)

ko'rinishdagi to'plamga gipertekislik deb ataymiz.

H = a~r(0) gipergism fazo g funksionalning yadrosi deb ataladi va
kerg ko'rinishda belgilanadi.

L haqiqiy chizigli fazoning biror LO gism fazosida /o chizigli funk-
sionali berilgan bo'lsin. Agar L fazosida aniglangan / funksionali uchun
x £ Lqgbo'lganda /(x) = /0(x) tengligi o'rinli bo'lsa, u holda / funk-
sionali /o funksionalning davomi deb ataladi.

L chizigli fazosida aniglangan p funksional berilgan bo'lib, barcha
x,y £ L elementlar va barcha a £ [0,1] sonlari uchun

plax + (1 —a)y) < ap(x) + (L —a)p(y)

tengsizligi o'rinli bo'lsa p funksionali gavariq deb ataladi. Agar xohla-
gan x £ L elementlar va baxcha a > 0 sonlari uchun p(ax) = ap(x)
tengligi o'rinli bo'lsa, p funksional musbat bir jinsli deyiladi. Musbat
bir jinsli gavarig funksionalni bir jinsli gavariq deb ataymiz.

L chizigli fazo, A C E gavarig to'plam va x £ A bo'lsin. Agar

= y(y + 2), y,z £ A tengligidan, x = y = z kelib chigsa, u holda x
nugta A to'plamning ekstremal nugqtasi deyiladi. A to'plamning barcha
ekstremal nuqtalari to'plami extA kabi belgilanadi va u to'plamning
ekstremal chegarasi deyiladi. Masalan, [0,1] kesma uchun ext[0,l] =
{0, 1}.

Masalalar

4.1.1. Ixtiyoriy L chiziqli fazoning nol elementi yagona
ekanligini isbotlang.

Yechimi. L chizigli fazoning ikkita  va 02 nol elementlari mavjud
bo'lsin. U holda nol element ta’rifi va qo'shish amalining kommuta-
tivligidan,

$i= +R=RR+ = 3$2-
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Demak, O\ = 02, ya'ni uol elementi yagona bo‘latli.
4.1.2. Ixtiyoriy L chiziqli fazoda har bir elementga
garama-qarshi element yagona ekanligini isbotlang.
Yechimi. Aytaylik, x' va x" elementlar x elementga qarama-qgarslii
elementlar bo‘lsin. U holda

Xl=xI+0=x"+ (XxX+x") = X"+x)+x"=0+x" = x",

ya’ni x' = x".

4.1.3. Agar L chizigli fazoning noldan fargli x elementi
uchun \x = fix tengligi o‘rinli bo‘lsa, u holda A va fi sonlari-
ning o‘zaro teng ekanligini isbotlang.

Yechimi. Xx = fix tengligining ikki tomoniga —fix elementini
go'shsak (J1 —u)x = 0 tengligi kelib chigadi. Agar A @ / bo‘lsa, u
holda chizigli fazo ta'rifida 5-aksioma,dan x = (A—/i)-1[(A —fi)x] = 0
tengligiga ega bo'lamiz. Bu ziddiyatdan A= /tengligi kelib chigadi.

4.1.4. Agar L chiziqli fazoning x,y elementlari va noldan
fargli A soni uchun Xx = Xy tengligi o‘rinli bo‘lsa, n holda x
va y elementlarning o‘zaro teng bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Xx = Xy tengligining ikki tomoniga —Ay elementini
go‘shsak A(x —y) = 0 tengligiga ega bo‘lamiz. A ® 0 bo‘lgani uchun
X-y=AI1AX- Y\=0,yani x =vy.

4.1.5. Barcha hagigiy koeffisientli ko‘phadlar fazosi P[X]
da

1% o0 fn,

sistema chiziqli erkli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, ao, a\,..., an € R sonlari uchun har bir t € R da

dax d\t ..-rantn—o0

bo‘lsin. Oxirgi tenglikdan n marta hosila olsak, u holda n\an = 0, ya’'ni
an = 0 kelib chigadi. Bundan

tlot+ a\t+ ... + an-it"* = 0.

Xuddi shunday bu tenglikdan n —1 marta hosila olsak, u holda (n —

N'armi = 0, ya'ni a,,_i = 0 kelib chigadi. Bu jarayonni davom ettirsak,
an= a,-\ = .. = ai = a0= 0 ga ega bo‘lamiz. Bundan
1ft2 fn

sistema chiziqli erkli ekanligini ko‘rinadi.
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4.1.6. Agar E = C[0. I] va F —{/ € C[0. 1] : /(()) = 0} bo‘lsa,
n holda E/F faktor fazoni toping.

Yechimi. 1(f) = 1, t £ [0, 1] birlik funksiyani olaylik. U holda
/ £ G0, 1] uchung = f —cl £ F bo'ladi, bunda c = /(0). Bundan har
bir / £ C[0, 1] yagona ravishda

/=g+cl,gfF cER

ko'rinishda yoziladi. Bundan E/F faktor fazo {cl : ¢ £ XX} = )X fazoga
izomorfdir.

4.1.7. Hagiqiy sonlar maydonida aniglangan va t o‘zga-
ruvchiga bog‘liqg barcha ko‘phadlar chizigli fazosida t2+ 1, t2+
t, 1 vektorlar sistemasining chizigli gobig‘i ganday bo'ladi?

Yechimi. Xohlagan a, /2,7 haqigiy sonlari uchun

oc(t2 + 1) + fr(t2+ i) + 7 = (ct+ (3)t2+ j3t+ o+ 7

tenligi o'rinli bo'lgani uchun berilgan sistemaning chizigli qobig'i
hagigiy koefRtsientli barcha kvadrat uchhadlarning chizigli fazosidan
iborat bo'ladi.

4.1.8. H toplam K maydon ustidagi L chizigli fazoning
giperqgism fazosi bo‘lib, X\ £ L/H bo‘lsin. U holda L ning
xohlagan x elementi

x=Xxi+h (AE£K, hEH)

ko'rinishda yagona usulda yozilishini isbotlang.

Yechimi. H gipergism fazo bo'lgani uchun Sf(H,xo) = L tenglikni
ganoatlantiruvchi xq £ L elementi mavjud. Shu sababli X\ £ L/H
elementni

x\ = Ao™o + Aift-i + A2/12 + m.. + Anhn, (hy, h2l..., hn £ H)

ko'rinishda yozish mumkin. XJii + A2*2 + mee+ Anhn = hO belgilasimi
kiritamiz. U holda xj = AgXg + ho0. Bu tenglikdan xg ni topamiz:

X\ $ H bo'lgani uchun xq ® 0.

Xohlagan x £ L element uchun shunday a £ K soni va hi £ H
elementi topilib, x = axg + hi tengligi o'rinli bo'ladi. Bu tenglikni
almashtiramiz:

i —hO a a
x:axo+n—aﬁ --------- hn:—xi+(hi-—h%
Ao A0
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io_: Ava hi = ,'A\Shi) = h belgilashlarini kiritamiz. U liolda
X = Ari+ h (4.1)

Endi x elementni (4.1) ko;rinishda yagona ravishda yozish mumkin
ekanligini ko'rsatamiz. Aytaylik, X = ax\ + h = j3\ +g (h,g G H)
bo‘lsin. U holda (a —/3)xy = g —h, g —h G H bo‘lgani uchun
(a~P)xi G H. Bu munosabat fagat a = (3bo'lgandagina o'rinli, chunki
x\ ~ H. Natijada g —h tengligiga ham ega bo'lamiz.

4.1.9. L chizigli fazoda g chizigli funksional berilgan bo‘lib,
g ¢ 0 bo‘lsin. U holda quyidagilarni isbotlang:

1) H —/ _1(0) to‘plami giper gism fazo bo‘ladi;

2) xohlagan AgK soni uchun f~I1(A) = x\+H tengligi o‘rinli,
bunda /(xg) = A

Yechimi. 1) / ® 0 bo'lgani uchun f(xo0) @ 0 bo'ladigan xo G L
elementi mavjud. /(xo) = Ao bo'lsin. L dan xohlagan x element olib,

uni ushbu ]
9 or G ko
An \% An

ko'rinishda yozib olaylik.

Aoxo7 ~NJ n o A

tengligi o'rinli bo'lgani uchun x —fXXE]XOG H bo'ladi. Bu elementni h
orqali belgilaymiz:

U holda

Ao
Bu tenglikdan H ning giper gism fazo ekanligi kelib chigadi.
2) Agar x\ = -j*xo0 bo'lsa, u holda

9*n) - /(£*,) = =1l

ya’ni f{x\) = A tengligini ganoatlantiruvchi xg elementlari mavjud
ekan. Aytaylik, X\ element f(x\) = Atengligini ganoatlantiruvchi ixti-
yoriy element bo'lsin. Agary G /_1(A) bo'lsa, u holda f(y) = Abo'ladi.
y elemenini y = xa + yy —Xn) ko'iinishua yozib olsak, f(y —xa) = 0
bo'lishidan, y —x\ G H ekanligi kelib chigadi. Shu sababli y Gxg + H.
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Aksincha, agar 2 £ X\ + H bo‘lsa, u holda z = xX\+ h (h £ H).
Bundan f(z) = Ava z £ /_1(A) «kanligi kelib chigadi. Demak,
/_1A) =xx+ H.

4.1.10. (Xan — Banax teoremasi). L chizigli fazoside
aniglangan bir jinsli gavarig p funksionali va L ning Lggism
fazosi berilgan bo‘lsin. Agar Lgfazosida aniglangan o funk-
sionali uchun

fo(x) < p{x) (Va GLO) (4.2)

tengsizligi o'rinli bo'lsa, n holda o funksionalni barcha L da
f{x) < p(x) tengsizligini qanoatlantiruvchi f funksionaligacha
davom ettirish mumkinligini isbotlang.

Yechimi. Lgd L bo‘lsin. L \Lqgto'plamidan biror r nuqtasini olib,

L —\tz4-x \t£ M, x £ Lg

gism fazosini garaylik. L ning bu chizigli gism fazosi L gfazosining ele-
mentar kengaymasi deb ataladi. /0 funksionalni (4.2) shartni buzmagan
holda Lgfazosidan L' fazosiga davom ettirish mumkinligini ko'rsatamiz.

Agar izlanayotgan / 0 funksionalning L' dagi davomi /' bo'lsa, u holda

f'{tz + x)= tf'(z) + fO(x)
tengligi o'rinli bo'ladi. f'(z) = c belgilashni kiritamiz. U holda
f(tz + x) = tc + fo(x).

Endi c sonini (4.2) shart o'rinli bo'ladigan gilib saylab olamiz, ya’'ni
x £ Lgelementi va barcha t haqiqiy sonlar uchun fo(x) + tc< p(x + tz)
tengsizligi o'rinli. Bu tengsizlik t > 0 bo'lganda

/. © +cSP(f-)

yoki
C<P(f+2z)-/o(f)

tengsizligiga, t < 0 bo'lganda esa

yoki
c>_,L,(_E£_1r)_n (D
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tengsizligiga teng kuchli. Bu tcngsizliklarni ganoatlaiitiradigan ¢ soni
mavjud ekanligini ko'rsatamiz. La fazosidan ixtiyoriy y\y" elementlar
olamiz. y" —if £ L( bo'lgani uchun

Hv") ~/0(¥) = H y"- y) " py"~vy) =
=p((y"+r)~bl + z))< p(y"+ 2) *p{-y' - ),
ya’'ni
p(y"+2)- Hy") > —p(—'-1)~,Hy)

tengsizligiga ega bo'lamiz. y1y" nugtalar Lgfazosidan olingan ixtiyoriy
elementlar bo'lganligidan,

c" = inf(Hy") + ply” + 2)) > SLyJ)p(Hy') - p(ry'--)) =c-

¢ > ¢ > c¢' go'sh tengsizlikni ganoatlantiradigan c¢ sonini tanlab, L’
fazosida f'(tz + x) —tc + fo(x) ko'rinishda /' funksionalni aniglaymiz.
Bu funksional chizigli va /0 ning L' dagi davomi. Endi L' da (4.2)
munosabatining o'rinli ekanligini ko'rsatamiz. t > 0 bo'lganda

f(tz+x) =tc+ H x)Atc"+H x)/\

<t(-/0")+p(z + 7))+ Hx)=
= ~H X) +p(tz + x) + H x) =p{tz + x).
t < 0 bo'lganda

f(tz+ x) =tc + fO(x) < tc +H x)

<t(-/0g)-p(-2-i)) + /oW =

= -fo(x) +p(tz +x) +Hx) = p(tz +

Demak, agar /M funksional LO ¢ L qgism fazoda aniglangan va (4.2)
shartni ganoatlantirsa, u holda shu shartni ganoatlantirgan holda LO
fazoning L' elementar kengaymasiga davom ettirish mumkin ekanligini
ko'rsatclik.

Agar L fazosida chizigli gobig'i shu fazoning o'ziga teng sanocili
{xi, X2,.m,xn,...} to'plamini tanlab olish mumkin bo'lsa, u holda
yugoridagi usul bilan /o0 funksionalni (4.2) shartni saglagan holda
guyidagi fazolarga ketma-ket davom ettiramiz:

LA = {LOXI}, L~ ={L~x2,...,
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bu yerda L A 1T to'plami L ning L (K fazo va xj.+i elementni o'z ichiga
oluvchi eng kichik gism fazosidan iborat. Natijada. L ning liar bir
elementi biror fazosiga tegishli bo'lishiclan, berilgan /o funksional
Lo dan L ga (4.2) shartni buzmagan holda davom ettiriladi.

Endi yuqorida aytilgan sanogli to'plamni tanlab olish mumkin
bo'lmagan, ya’ni umumiy holda garaymiz. Berilgan /o funksionalning
(4.2) shartni ganoatlantiruvchi barcha davomlari to'plamini & orqali
belgilaylik.

Agar fi va /2 funksionallar ~ to'plamiga tegishli bo'lib, A aniglan-
gan gism fazo /2 aniglangan gism fazoda yotsa va /2 funksional /1
funksionalning (4.2) shartni ganoatlantiruvchi davomi bo'lsa, u holda
/1 < /2 munosabatini yozamiz. Bu munosabat & to'plamida gisman
tartibni aniglaydi. orgali & to'plamining ixtiyoriy chizigli tartiblan-
gan gism fazosini belgilaymiz. to'plamiga tegishli barcha funksional-
lar aniglanish sohalarining birlashmasida aniglangan va bu funksional-
larning har biri bilan shu funksionallarning aniglanish sohasida ustma-
ust tushadigan funksional to'plamining yuqori chegarasi bo'ladi.
Demak, & to'plamining ixtiyoriy chizigli tartiblangan gism to'plami
yuqori chegaraga ega. U holda Sorn lemmasi bo'yicha & to'plamida
maksimal / element mavjud bo'ladi. Shu / funksional biz izlayotgan
funksional bo'ladi. Hagiqgatan, bu funksional /0 funksionalning (4.2)
shartni ganoatlantiradigan davomi va uning aniglanish sohasi L fazosi-
dan iborat. Sababi, agar / funksionalning aniglanish sohasi L fazosining
biror L\ xos gism fazosidan iborat bo'lsa, u holda uni yuqgorida aytil-
gan usul bilan Li C L fazosiga davom ettirish mumkin bo'ladi. Bu /
funksionalning maksimal ekanligiga ziddir.

4.1.11. a ning ganday giymatida x = (1,2,3), y = (1,1,0) v
z = (a, 1,1) vektorlar chiziqli bog‘lig bo'ladi?

Yechimi. a, b, ¢ sonlari uchun ax + by + cz = 0 bo'lsin. U holda

=P a(3e*—2) = 0.
Chizigli bog'lig bo'lganligi uchun a ¢ 0 deylik. U holda

38 —2=0=na =

o| N
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4.1.12. C[0. m fazoda 1, cost, cos2l funksiyalar chiziqgli
erkli, 1, cos2l, cos2l funksiyalari esa chizigli bog‘lig ekanligini
KO ‘rsating.

Yechimi. 1) 1, cost, cos2# funksiyalar chizigli erkli bo'ladi.
Hagigatan,

a+Bcostf 7cos2l=0
bo'lsin. Agar t = tj bo'lsa, u holda a = 0 kelib chigadi, va [3c,ost +
7 cos2l, = 0 bo'lib, 3+ 7 cost = 0 tengligiga ega bo'lamiz. Yana t =
giymatida /= 0 kelib chiqib, 7 cost = 0, bundan 7 —0 kelib chigadi.
Natijada

a+ (3cost+ 7cos2t=0 = a=RB=7=0.

2) 1, cos2t, cos2i funksiyalari chizigli bog'lig, chunki bu

COS2#= ’£‘(1 + cos2l)

munosabatidan kelib chigadi.
4.1.13. E chizigli fazo va f : E — M chizqli funksional
bo'lsin. U holda bu funksionalning yadrosi

kerf —{x € E : f(x) = 0}

to'plami E ning gism fazosi ekanligini ko'rsating.
Yechimi. Aytaylik, x,y G ker / bo'lsin. U holda

fix +y)=f{x) +f{y) =0+0=0,

ya’ni ker / qo'shish amaliga nisbatan yopig.
Endi x G ker /, AG IKbo'lsin. U holda

/(AX) = Af(x) = AD= 0,

ya’ni ker / songa ko'paytirish amaliga nisbatan ham yopiq. Demak,
ker / gism fazo ekan.

4.1.14. c0 fazoning birlik sharining ekstremal nuqtalari
mavjud emasligini ko'rsating.

Yechimi. Aytaylik, A = {x = (x,,) GcO0: M| < 1} bu fazoning
birlik shari va x G A bo'lsin. U holda nlin*gox,, = 0, bundan shunday m

soni topilib, xmj < 1/3.

_ (X, agar ndp T,
Wi~ \xn—|], agar n = m



84.1. Chiziqli fazolar va chiziqli funksionallar 119

va
= f x,, agar n & m,

\ X, + agar n = m
nugtalar uchun

X = g@+ "), Y-
bo'lganligidan, x ekstremal nuqgta emas.

4.1.15. ¢ fazoning birlik sharining ekstremal nuqtalarini
toping.

Yechimi. Aytaylik, A = {x = (xn) Gc : |Ml < 1} bu fazoning
birlik shari va x G A bo'‘lsin. Faraz gilaylik, shunday rn soni topilib,
X< 1 bo'lsin. U holda shunday s > 0 soni mavjudki, —1+£ < xm<
1—£

( xn, agar n &m,
M \Xxn—e, agarn=m
va
I xn, agar n o m,
n \xn+e agarn=m
nuqtalar uchun
=-(y+2),ydr
bo‘lganligidan, x ekstremal nuqta emas. Demak, agar x G A ekstremal

nuqgta bo'lsa, u holda barcha n sonlari uchun jx,] = 1, ya’ni x,, = + 1.
lim xn mavjud bo'lganligidan, biror k nomyerdan boshlab,

xn=1 yoki xn= — (5.3)

Endi bu shartni ganoatlantiruvchi har bir nuqgta ekstremal nugta ekan-
ligini ko'rsatamiz.

Aytaylik, x G A nugqtasi (5.3) shartni ganoatlantiradi va biror y,z G
A uchun

X=jy+z>
U holda so'ngi tenglikdan yn+ zn = +2 kelib chigadi. Endi |y,],\an\< 1
ekanligini e’tiborga olsak, u holda yn = zn= £ 1. Bundan x = y = z
Demak, c fazoning birlik sharining ekstremal nugqtalari quyidagi
ko'rinishdagi nugtalardir: x = (x,,) G A,

F+1, agar n < k,
n \ 1, agarn > K

va
_J x1, agar n < k

\ —i1, agar n > Kk,
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bunda Kk G N.
Mustaqil ish uchun masalalar

1. L chizigli fazoning biror x va y elementlaridan iborat gism
to'plamning chizigli gobig'i ganday bo'ladi?

2. Qanday chizigli fazoda har ganday chizigli qobiq fazoning o'zi
bilan ustma-ust tushacli?

3. Agar chizigli fazoning biror elementini shu fazoning ex, e2,... ,en
elementlarining chizigli kombinatsiyasi orgali yagona usulda ifodalash
mumkin bo'lsa, u holda eb e2, m.. ,en vektorlar chizigli erkli bo'lishini

isbotlang.
4. Agar ex, e2,... ,en vektorlar chizigli erkli bo'lsa, u holda bu siste-
maning chizigli gobig'iga tegishli ixtiyoriy elementni el; e2, ..., en vek-

torlarning chizigli kombinatsiyasi orgali yagona usulda yozish mumkin
ekanligini isbotlang.

5. Har ganday chekli o'lchamli chizigli fazo o'zining chekli sondagi
vektorlarining chizigli qobig'idan iborat ekanligini isbotlang.

6. Agar ex, e2,..., e, vektorlar sistemasi K maydon ustidagi L chi-
zigli fazoning bazisi bo'lsa, u holda L ning xohlagan x elementini

n

X= "N2akek @k€ K, k—I,n
=1

ko'rinishda yozish yagona bo'lishini isbotlang.

7. Hagigiy sonlar maydoni ustidagi haqigiy koeffitsientli barcha
ko'phadlar fazosi cheksiz o'lchamli chizigli fazo ekanligini isbotlang.

8. Ratsional sonlar maydoni ustida ratsional sonlar chizigli fazo-
sining o'lchami ganday?

9. Ratsional sonlar maydoni ustida kompleks sonlar chizigli fazosida
chizigli erkli vektorlar sistemasini tuzing.

10. n-o'lchamli kompleks chizigli fazoni hagiqiy chiziqgli fazo sifatida
garasak, uning o'lchami ganday bo'ladi?

11. R" chizigli fazoda ushbu

S —{(ai>a2,m=mon) : " = «2}

to'plamning gism fazo ekanligini isbotlang. Bu fazoning o'lchamini to-
ping.

12. Rn fazoda birinchi koordinatasi nolga teng bo'lgan nuqtalardan
iborat gism fazoni Sqorqali belgilasak, Rn/So faktor fazosini toping.
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13. C{—1,1] fazoda berilgan quyidagi fmiksionallaming chizigli
ekanligini isbotlang. Bu fiuiksionallarning yadrosi hagida ganday fikr-
dasiz?

a) f(x)

b) f(x)

I (r(-1) +x(1));
2(x(1) - z(0));

c) f(x) —f]CZZiakx{h), bunda ak GR, Kk = 1,n va t\ t2,..., tn G

[-i.i];
d) fe(x) = ~x(e) + x(-e) - 2x(0)], e G[-1,1];

e) f(x) = -II x(t)dt]

|
f) f(x) = II x(t)dt-x(0);

0 1
f x(t) dt- J x(t) dt
-1 o

9) f(x)

h) f(x) = f x(t) dt - £ s(£).
-1
14. Quyidlagi funksionallarning chizigli ekanligini isbotlang:

a) f(x)

f tx(x)dt, x GC[—,1];
-l

|

|I dt, x GC2{-1,1];
|
J t=$x(t) dt, x G C2[0,1];
0

b) f(x)

c) f{x)
d)f(x):x|_1|+x2 X = (xi,x2,...) Gt2,
e) f(x) = 1]cC::| its x = (","2, -mm) e 72
f) on) = Eo(l- X= (xbx2,...) GtA

s) /(x) = f%:i2~fc+1;r/lc rm= (xb x2,...) € Co;

h) /70k) = %xn x = {x\\x2,...) Gc¢

15. L chizigli fazoning il giperqgism fazosi berilgan bo‘lsin. xO£ H
element va A~ 0 son uchun quyidagi ikki shartni ganoatlantiruvchi
yagona g funksionali mavjud ekanligini ko'rsating:

1) kerg = H;

2) g(xo0) = A

16. L chizigli fazoda h va g chizigli funksionallar berilgan bo‘lib,
kerh = kerg bo'lsa, u holda g = ah tenglikni ganoatlantiruvchi a G K
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soni mavjud ekanligini ko'rsatiug.

17. L chizigli fazoda aniglangan g chizigli funksional berilgan
bo'lsin. L/ker g faktor fazoning o'lchamini toping.

18. L chizigli fazoda /,f\. 72...., /,, chizigli funksionallar berilgan
bo'lsin. Agar Zi(x) = f2{x) = ... = fa(x) = 0 bo'lishidan /(x) = 0
ekanligi kelib ct]iﬂsa, u holda 01,02,..., fl,, sonlari topilib, barcha x G L
uchun /(x) = fc:iakfk(x) tengligi o'rinli bo'lishini isbotlang.

4.2. Normalangan fazolar

K maydon ustidagi X chizigli fazoning har bir x elementiga nomanfiy
IMI haqigiy soni mos qo'yilgan bo'lib, bu moslik quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin:

1L MI=0~1 =0;

2. jlA®) = IMI VAGK, x G X;

3ix+ Vil < [IX|l + HAIL, x, y G X.

U holda X fazoni normalangan fazo deb ataymiz. |M] soni esa x
elementning normasi deb ataladi.

Agar p(x,y) bilan Jlx—M| sonini belgilasak, u holda p{x,y) metrika
boladi. Hagiqatan,

1D p(x,y) = \\x-y\\=0"x =y,

2) p(xy) = LIx-Al= HHCHY>) = 1- 1y Al = 1ye®ll =
ply> X);

3y pkxy) = Ik- yI= k- z+z- W< k- N+ |R- Al =
p{x.z) + p(z.y).

Demak, ixtiyoriy normalangan fazo metrik fazo bo'ladi. Shuning
uchun metrik fazolarda kiritilgan tushunchalarga normalangan fazo-
larda ham ta’rif berishga bo'ladi.

Aytaylik, X normalangan fazo va x0 G X bo'lsin. Metrik fazolardagi
kabi markazi ® nuqtada va radiusi r > 0 ga teng ochiq (yopiq) shar
deb

B(xo,r) = {x e X \|[x=x0j| <r} (B[x0r] ={xGX : |x—x0| <r})

to'plamga, markazi x0 nucjtada va radiusi r > 0 ga teng sfera deb
Sxo,r)={iG1: |JKk—x0]= r} to'plamga aytiladi.

X0 nuqtaning £ > 0 atrofi deb B(x0,£) ochiq sharga aytamiz va uni
O£(x0) kabi belgilaymiz. Atrof tushunchasi kiritilgandan keyin urinish,
limit, yakkalangan nuqtalar; ketma-ketlikning yaginlashuvchiligi, fun-
damental ketma-ketlik, to'plamning yopilmasi, to'plamning ichi, ochiq
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to'plam, yopiq to’plam tuslmnchalariga metrik fazolardagi kabi ta’rif
beriladi.

To‘la normalangan fazo Banax fazosi deb ataladi.

Ta'rif. X Barmx fazosi va Y C X bo‘lsin. Agar [Y] = X bolsa, u
holda X fazo Y fazoning to‘ldiruvchisi deb ataladi.

L normalangan fazoning L gchizigli gism fazosi yopiq bo‘lsa, u holda
Lqgto'plamni L fazoning gism fazosi deb ataymiz.

{x,,} sistemani o'z ichiga oluvchi eng kichik yopiq gism fazo, shu
sistemaning chizigli qobig‘i deb ataladi va ¥ ({xn}) ko‘rinishda belgi-
lanadi. Agar Jz?({x0}) = L bo'lsa, u holda {x,,.} sistema to‘la deyiladi.

Masalalar

4.2.1. M haqiqiy sonlar fazosida normani |MI = KW
ko‘rinishda kiritish mumkinligini ko(rsating.

Yechimi. Norma aksiomalarini tekshiramiz.

D IMI= M=0 x=0;

2) Il = I = IAIM = KNI

3) IXK+ yll= x+ W< M+ W= 14|+ |MI

4.2.2. Mnfazoda normani

W= vyAxi® x = (xbx2,...,X,,)

*-:i

ko‘rinishda kiritish mumkinligini isbotlang.

Yechimi.

1) INl =\ 22Xl =0«-ii =i2= ...=i» = 0«>x = O;
Vk=1

) Il =1E W 2=WEXxl=JMARE xt= N1MI;
Y b=t y k=1 y k=t

3Ixtiyoriy x = (Xi, X2,..., X,,), Y= (Yby2,..., yn) elementlar uchun

4 it,yi- \ - YK
£k21 / k=1 fc:iy k=1 i=1 4

tengligi o‘rinli. Bu tenglikdan Koshi — Bunyakovskiy tengsizligi kelib
chigadi:

\k=1 / k=1 bd
Bu tengsizlikdan foydalansak,
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Ik + /2= §G>+b|1-ﬁ|q +2E  +E U<

<t4 +2 }4xf+r¥|+x_¥|=

+ = (U 1+ bl1)2

munosabatiga ega bo‘lamiz. Natijada,
Tk + 2/U < x| + |12/]].

4.2.3. CJa, 6] fazosida normani

ko‘rinishda kiritib, norma aksiomalarining bajarilshini tek-
shiring.

Yechimi.

NI 1 [1{i)] = 0 [ =0

2) 1Pl = max IMEQT = ma{IAII/O1} = NIV
3) Ixtlyorly f , g € Clab\ funk5|yalar uchun

\(f+ 9)(t)\=\m+g(t)\<\m\ + \g(t)\<
< max A + max [pO] = I+ N\
a<t,<b a<t<b

Natijada, LY + pll < Ml + N\ tengsizlikka ega bo'lamiz.
4.2.4. X normalangan fazo bo‘lib, M uning bo‘sh boYTa-
gan qism fazosi bo‘lsin. P = X/M faktor fazoda normani

I =L, IN

ko‘rinishda kiritish mumkinligini isbotlang.

Yechimi. 1) Agar £0= M (ya’ni £o ~ P ning nol elementi) bo'lsa,
u holda 0 £ (o (bu yerda 0 - X ning nol elementi). Shuning uchun
lI6ll = 0. Aksincha, agar |H| = inf || = 0 bo'lsa, u holda £ sinfda 0
soniga yaginlashuvchi ketma-ketlik mavjud bo'ladi. M yopiq bo'lgani
uchun £ sinf yopig. Shuning uchun 0 € £, ya'ni £ = M.

2) Ixtiyoriy a £ K, i 6 1 uchun
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tengligi o'rinli. Bu tenglikning ikki tomonidan ham x G £ bo'yicha quyi
chegara olib, quyidagi tenglikka ega bo'lamiz:

IKIl = N Ll

3) £, ] GP bo‘lib, x GE vay G bo‘lsin. U holda

lIE+Hyll < Y+ W< Kl + IMI

tengsizligi bajariladi. Bu tengsizlikning o‘ng tomonidan X G£, Yy G fj
bo‘yicha quyi chegara olib,

M+ W\ < EI+ N

munosabatiga ega bo‘lamiz.

4.2.5. B(xo,r) ochiq shaming ochig to‘plam ekanligini is-
botlang.

Yechimi. B(xo,r) ochig shardan ixtiyoriy X' nuqta olib, B (x',e) C
B(x0,r) munosabatni ganoatlantiruvchi € > 0 sonning mavjudligini
ko‘rsatamiz. e =  — \W —»o]] bo'lsin. X' G B(x0,r) bo'lgani uchun
X —xq]] < r. Shuning uchun e = r —\X —®|| > 0. B (x',e) atrofdan
ixtiyoriy X" nuqta olaylik. U holda

IX—A] < £ > \W—xX'\< 1 —\X—X0[ > \X—X0ll + \W'—X\N\ < r.
Bundan
X" —X] = W'—x" + x' —=XAI < \WW'—X]] + [X—Xo]<r,
ya’'ni
x" GB(xo,r) = B{x',£) C B(xo,r).

4.2.6. B[xo,r] yopig shaming yopig to‘plam ekanligini is-
botlang.

Yechimi. Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni B[xO0, r] yopig shar yopiq
to'plam bo'Imasin. U holda

[B[xO,r]] ®B[xq,r] = [B[xON\ \B[xn,r] @ 0.

N

B[x0O,r]] \ B[xo,r] to'plamning ixtiyoriy X' nuqtasini olamiz. X
B[xo,r] bo'lgani uchun ||IX—o]] > r tengsizligi o'rinli. £ = ||IX—xO0|}—r
bo'lgan X' nuqgtaning B(x',e) atrofidan ixtiyoriy X" nuqta olamiz. U
holda

HIXX]] < £=mIX—X]] < LX—X0]-r = JXx—Xoll —|[X—x|| > r ==
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Bu ziddiyat farazimizning noto‘g‘riligini anglatadi. Demak, B[xQ,r]
yopiq shar yopiq to'plam bo’ladi.

4.2.7. Agar B[a,r] C B[b,R] C X, X & {0}, bo‘lsa, n holda
lb—601< R —r tengsizligini isbotlang.

Yechimi. 1-hol. a = b bo'lsin. X & {0} ekanligidan, shunday
xq E X mavjudki, Jko—a]] = r bo'ladi. U holda B[a,r] C B[a,R]
bo'lgani uchun |ko —g]] < R tengsizligi o'rinli. Bundan

r=lio- dl= Jko- dl <R,
yani R—r > 0= |la—6]}
2-hol. a @b bo'lsin. X fazoda
lia-b] | +r r
\N\a-b\\ a _ |
ko'rinishdagi elementini olsak, |lr—a]] = r tengligi o'rinli bo'ladi.
Hagigatan,

Bundan x € B[b,R], Demak, |k —6[I< R, ya'ni

Demak, R —r > |la—6]i
4.2.8. X normalangan fazoning ixtiyoriy x vay elementlari
uchun kI < max{]k + ylI, Ik—VII} tengsizligini isbotlang.
Yechimi.

2
AL+ 1lk- 2A]- Tk+ 20
2

W+ y + x-y\\ + ||k- yJ- |k+ 211 <
2

< Ik +yl+ 1k- VI + Ik - - Ik + i1
2

= mad[l1z+ W\ |k-Y |3
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4.2.9. X normalangan fazo bo'lib, x,, X, y G X, nGN,
bo‘lsa, quyidagilarni isbotlang:

a) agar xn—x, Xn —=A (AMAG K) bo‘lsa, n holda Ax, —=AX;

b) agar x,, —x bo‘lsa, u holda |kll — INMI

c) agar xn—»x va |Ix,—yn\—=0 bo‘lsa, n holda vy, —Xx;

d) agar xn—>x bo‘lsa, un holda |Ix,—l —= Ilx—YVII;

e) agar x,, —x, yn—>y bo‘lsa, u holda [|x,—Vll —= IK—VlI

Yechimi. a)

IAX, AXj —]1IAX, Axn \xn Ax]

< HAX.- Al + 11An- Aq] =
= Po- Allpel+ JATX, —N\ —>0.
Demak, [x,, —Aq] —»0, shuning uchun \nxn — Ax.
b) Normaning xossalaridan foydalanib quyidagi tengsizliklarni yoza
olamiz:
Ikl - 1Ml < [ix.- Al
va
IME- I < 1= %01 = 1ix.- X1
Bu tengsizliklardan esa
v - X< [bol- 1ML < [bo- Al
go‘sh tengsizliklariga ega bo‘lamiz. Natijada
NI - IMIE < \ha - A

11X, —q4] —0 bo'lgani uehun |IkJl — IMIl =0, ya'ni Kkl — Il

c)
br- Xl = Ibn- X, +xn- {] <

< \W- x\\+ |Ix,- ¥| -> 0.

Shuning uchun \yn —x]] —0, ya’ni yn —x.
d) Normaning xossalaridan quyidagi tengsizliklar kelib chigadi:

Ibn - Y- X - YW< IXg-y -Xx + yl= [pn- XI|
va
1 x- - |- yI< |Kk- y- xn+ 2= k- xnl= |po- x|
Natijada

Ix.- I < Ibn- 20- Ijx- < IIx,- A|
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go'sh teugsizlikka ega. bo'lamiz. ya'ni

vl Tk o-ovllE < Tk -l

ki ~ a;] 0 bo'lgani uchun ||Jt, —Y\— Jp—#%ll = 0. Bundan esa
Ik»- ~ YI Ik —YI ekanligi kelib chigadi.
e) Normaning xossalaridan quyidagilarga ega bo'lamiz:

lk». - y»ll- Ik - yll< Ik» - ¥Yn- x + Y| < |k,- X\\+ 1y,, - v

va

Ik - yI- lk« - yxjl < Ik~ y- xn+ yn\< Ik» - MlHy» - ylI
Natijada

Tk, -zt Yyn- 24) < ke oynl- Tk o-oyl] < Tke - kLt bn - W

go'sh tengsizligiga ega bo'lamiz, ya’ni

lk» - yoll - 1k - yll < Ikn- i+ bn - yl*

Ikn - ] -> 0 va llyn—311 —0 bo'lgani uchun, \»a- vy, J| -> Uk- y]}

4.2.10. X normalangan fazoning A gism to'plami chegara-
langan bo'lishi uchun diamA < oo bo‘lishi zarur va yetarlili-
gini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. A to'plam chegaralangan bo'lsa, A C B(a,r)
munosabati o'rinli bo'ladigan B(a,r) shar mavjud bo'ladi. U holda

diamA = sup |[K—Ml< sup |xk—Ml = 2r,
mv.yeA X,yeB(a:r)
ya’ni diamA < oo.

Yetarliligi. diamA = R < oo bo'lsin. U holda ixtiyoriy x e A g
tayinlangan a £ A elementlari uchun |Kk—al < R- Shuning uchun
A C B[a,R] munosabati o'rinli bo'ladi.

4.2.11. A ¢ X to'plamning barcha Ilimit nuqtalari
to'plamini A' orgali belgilaymiz. A! to'plamning yopiq ekan-
ligini isbotlang.

Yechimi. A' C [A] ekanligi limit nuqta ta’rifidan bevosita kelib
chigadi. JA] C A' ekanligini ko'rsatamiz. x 6 [A] b o'lsin. U holda
X nugtaning ixtiyoriy B(x,e) atrofida Al to'plamning kamida bitta y
nuqtasi mavjud bo'ladi. Endi £r — £ — Lk - Y] bo'lsin. y nugtaning
B(y,£i) atrofi B(x,e) atrofning ichida yotadi. Haqgiqatan, 2 £ B(y,E\)
bo'lsin. U holda YW—\ < £—]ly—{] tengsizligi o'rinli bo'ladi. Natijada

Ik- A\ = \\z-y+y- xl < lIZ- W+ Jly- A\ < £
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ya'ni z G B(x, S).
B{y,ei) C B(x,r), yGA!

bo'lgani uchun, bu nugtaning B(y,£i) atrofida A to'plamning cheksiz
ko'p elementlari topiladi. U holda B(x,e) atrofda A to'plamning chek-
siz ko'p elementlari mavjud, ya’ni x G A'. Shuning uchun [A] C AL
Natijada A' = [A\ tengligi o'rinli.

4.2.12. Quyidagi hollarda norma aksiomalari bajarilishini
tekshiring:

a) x = xXK'I'=i (xk £ gatorlar fazosi Rm da

= ax lrctl.
IMI 1r2<<m

Bu fazo R™ ko‘rinishda belgilanadi.
b) x = (xfcy~=1 gatorlar fazosida

ra,

mwn =
k=1

Bu fazo R™ ko‘rinishda belgilanadi;
c) x = (xf)™1 (xjc GR) ustunlar fazosida

X = , (P> Ne
Lfc=i

Bu fazo R™ ko ‘rinishda belgilanadi.
d) E XK < °° shartni qganoatlantiruvchi x = (xi,x2,...)

ketma-EetIikIar fazosida

T =
k=1

Bu fazo(Dt\ ko‘rinishda belgilanadi;
e,) E||xfcp < oo shartni qganoatlantiruvchi x =

(xi, x2,.._.,) (xfc G R) ketma-ketliklar fazosida

k=A\

Bu fazo £ ko‘rinishda belgilanadi;
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Cto
f) E XRp < °°5 W > 1) shartni ganoatlantiruvchi x
k~1
(xb X2, m (X GR) ketma-ketliklar fazosida

00

INI
U=i

Bu fazo ip ko'rinishda belgilanadi;
9) x — (xi,Xx2,...), (xk G R) chegaralangan ketma-ketlikl:
fazosida
IMI = sup|xfc]
Bu fazo m ko'rinishda belgilanadi;

Yechimi.
a) 1) IMl-= 1rr?(ax Ixfcl > 0,
’ <k<m

IMI= max Pk|= 04» ] = Ve\= ... = \m\= 0 4
1<k<m
AbX\ = X2 = ...= Xm =0 X = 0.
2)
M = max JAc]= max {JAIDE] = W max W\= JAlIHI
1<k<m 1<k<m 1<k<m

3) Ixtiyoriy Kk G {1,2,.. .m} uchun W2+ yk\< [xc]+ Wk\tengsizli
o'rinli bo'lganligidan, quyidagiga ega bo'lamiz:

XX+ A= max kk+ YA < max (|xfc]+ M) <
1<k<m X<k<m

< max W\ max W\= |MI+ IMI

m
b) ) X\= E YR>0;

INI = =0 kIl = XA = mm= \\an\= 0 ¢~

2)
M= Ixel= 4 bl = IAIM-
. .

f
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3)
K+yi=E n +y4d- Ed Xci+
fcH

k=i
m m

=E ni +E yk\= iN+ink
] k1
9D I ENlp >o
k=1
U= E i Mo
fe=l

AE RN = 0M NI NIPE wez [Epz 0

k=1
¥F11=NO\= ...= pm]=0 Xi= @ =0 a=0
2)
A=l =EfW W )' =
U=i *=1
=iw Ew ii =iaiE n p! =wimi-
k=l k=1
3) Uchinchi shartni tekshirishda Helder tengsizligidan foydalanamiz:
p/ m
=4 i €9 -
a™ 7 N R R 43

bu yerdap > 1va €> 1 sonlari quyidagi shartni ganoatlantiradi:

(4.4)

Endi ushbu tengsizlikning isbotini keltiramiz.

Agar (4.3) tengsizligi a = (oba2,..., am) va b = (fth 62, ==m V) ele-

mentlari uchun bajarilsa, u holda u aa va (3b elementlari uchun ham
o'rinli bo'ladi (bu yerda a va j3 lar ixtiyoriy sonlar), ya’ni bu tengsizlik
bir jinsli. Shuning uchun ham uni

(4.5)
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bo‘lgan holda isbotlash yetarli. Natija.da
KR < 1 (4.6)
k=l
tengsizlikni isbotlash lozim bo‘ladi.
(£,7) tekisligida j = £p 1 (£ > 0), yoki bu tenglamaning o'zgacha
shakli bo'lgan £ = rjg-'l tenglama bilan berilgan egri chizigni olamiz:
(7-rasm).

7-rasm

Rasmdan ko'rinib turganidek, a va 6 larning ixtiyoriy musbat giymatla-
rida Si +S2 > abtengsizligi o'rinli bo'ladi. Aniq integraldan foydalanib,
Si va S22 yuzalarni hisoblaylik:

Si — le~Ilk
b P

Q
Natijada ab < + LU tengsizligiga ega bo'lamiz. Bu tengsizlikdagi a
ning o'rniga Ja] ni, b ning o'rniga Jdc]ni go'yamiz:

§2= i ?-'dn
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So'nggi tengsizliklarni hadma-ha.d go'shib, ya’ni k bo‘yicha yig‘sak,
guyidagiga ega bo'lamiz:

k1" , ™ bl»
k=1 =1 vy k=1 4
Natijada, (4.4) va (4.5) munosabatlardan

m

E KM ~1
(=]

tengsizlikning o'rinli ekanligi kelib chigadi. Shu bilan (4.3) tengsizligi
isbotlandi.

Endi normaning uchinchi shartini tekshiramiz.  Buning uchun
quyidagi tenglikni garaymiz:

(N + H)p=(H + HP_IM + (M + H)P_1H-

Bu tenglikda a ni ak bilan, b ni bk bilan almashtirib, k soni 1 dan m
gacha o'zgarganda hadma-had go'shib,

m m
E(N + war= + N rxKI +N)) =
k~1 A
m m
=E (n +n iIh +E(H +w™M r 'bl 4-7
1( ) p_ sz (4-7)

tengligiga ega bo'lamiz. Helder tengsizligidan foydalanib,

m / m \i /m \ p
E(N +iw -'ki < E (H + E
it=i VAc=i VAR (= /

va

m / m \ a8 / T \ p
E(bl +MT'bl < EG(°I+BY0'L  E iv
ﬁ;‘ \fc=|( Bq)o / \Mfc= /

tengsizliklarni yozamiz. Natijada, (p —1)g = p tengligi va (4.7) dan

ZIN+W)1< £(kI+IM  E D + EM

fc=i \ \*=j / Vic=i y
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tengsizlik kelib chigadi. Bu tengsizlikning ikki tomonini ham

(E(Ki+N>")

ifodaga bo4sak:

/ m \ p /' m /W N\
Z‘N +N)P < EW" + Ew
\k= / \fcl AV

tengsizligiga ega bo'lamiz, ya’ni

I+ bli<llal] +

@
d) i) INI = E 11 >
) kel

00

= \Xf, 0
k=1
Xi = X2= emxn=0... = 0<>x = 0;

2)

WHI=£11n~] = [1]£x.|
jt=i k=i

3) vk + yk]< Ixc]+ bl tengsizligi, N1 va E bitl gatorlarnin
) ykl< Ixe] gsizligi, £ bitia g

00
yaginlashishidan kE- X K+ YA gatorning yaginlashuvchiligi kelib chigadi.
=1

Natijada,
iiz+»n = E Kk+ M\ < + M)
n—i n—i
00 00
= E bl + = ini + bll-
71=1 n=l

. k: 1 fc=l
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<Ti= X2 ..= 0 x—0;

2) | E(M.)2 1Al E_l*l

3) (xk-f 2 < 2(xR+ yl) tengsizligi hamda E *2va E ator-
) ( o ( yl) tengsizlig £l 1rc:|y\0|

laming yagqinlashishidan E ixk + ¥K)2 qatorning ham yaginlashuvchi

ekanligi kelib chigadi. Shu bilan birga, ixtiyoriy n uchun

N2 (XK+ yK)2< E N +
k=1 k=1 k=1

tengsizligi o‘rinli. Bu tengsizlikning ikki tomonidan ham n — o0 da
limitga o‘tib quyidagilarga ega bo‘lamiz:

N+ N\ = \ + y*)2.

E*2 + = 0%+ imi-
k=1 k=1 \

Ny E= EKip >o

K—1 fca
O-Xi = £2 . =X, = ... = 04dbx —O0;
2)

lHAzll= £1A*RF = W = Am
k=1 U=i
3) Ixtiyoriy n uchun

KK, =1

g A K\
X]|** + :bP) (\5'(:! mip) + (]fg:'\/

Minkovskiy tengsizligi o‘rinli. kE— I*fclp va kE— WY gatorlarning yagin-
1 =1

lashuvchiligidan hamda yugoridagi Minkovskiy tengsizligining ikki
tomonidan n —>00 da limit olib topamiz:
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09 1) N =sup\Wq > 0,
k

Ell=0 kxl = VW\= ... x]=..=0c«

<X\ =x2=...=xn—... —0 x —O0.
2) 1Pl = sup A 1= HSLIJ(D bel= IAIMI
3)

Ibx+ 7D = sup N+ YR\ < sup(]xfe]+ e <

K K
< sup la*1+ sup picl= Ml + 1Ml
K K

4.2.13. cJ0,]] fazosida xn{t) = ketma-ketligining

yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.
Yechimi. xn(t) funksiya [0,1] segmentda eng katta giymatiga t=1
da erishadi:

max x n(t) = S S

a<t<b (n+ 1)(n + 2)
ya’ni
I max WAl gy o
Natijada,

A, Nl = im v 1dne g = ©
Demak, berilgan ketma-ketlik yaginlashuvchi.

4.2.14. m va t\ fazolarga tegishli bo'lib, m da yaqginlashuv-
chi va I\ da uzoglashuvchi bo'lgan

X{")—_(J") In) )I

ketma-ketlikka misol keltiring.

Yechimi.
xM= 10,0 .., 0 — —-— . — = 0,0,...
J\." No—s 2n+ 1 2n+ 2 2n + 2"
o
ketma-ketlikni garaylik. sup|x™] — < 1 < oo. Demak, x(n) 6 m.
m

Shuningdek,



§4.2 Normalangan fazolar 137

Demak, G fi-

i 1K= lm suplx | = limg - 11 °

ya’ni, qaralayotgan ketma-ketlik m da 0 ga yaginlashuvchi. Lekin bu
ketma-ketlikning ~ da yaqinlashuvchi emas, chunki

___________ __J'_: __2_:’
\hzaht b
el

4.2.15. A vaB A < B tengsizligini ganoatlantiruvchi sonlar
bo‘lsin. U holda

E={/(*): f{x) GC[0,1], 1< /or) < B}

to‘plamning C[0, 1] fazosida ochiq ekanligini isbotlang.

Yechimi. E to‘plamdan ixtiyoriy tp element olaylik. Segmentda
uzluksiz funksiyaning xossasi bo‘yicha ip funksiya [0,1] segmentda
o‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga erishadi:

sup <p(x) = 3= (p(x), inf <p(x) = a = <p(x"),
xe[0,1] xel°m
bunda x1,x" € [0, 1].

Shartga ko‘ra ixtiyoriy x € [0,1] uchun A < ip(x) < B bo‘ladivaa >
A va (3 < B tengsizliklari o'rinli. a —A va (3—B sonlarning kichigini e
orgali belgilaymiz. U holda barcha x G [0,1] sonlar uchun kp()—X)| <
e tengsizlikni ganoatlantiruvchi d(x) funksiyalar E to'plamga tegishli
bo‘ladi. Shuningdek sp—tp funksiyaning uzluksizligidan \\ip—ip(X)]l <
£ tengsizligiga ega bo'lamiz. Bu esa ¢(x) funksiyalar <p(x) funksiyaning
£ atrofini tashkil etishini ko‘rsatadi. Natijada, @ funksiya E dan olingan
ixtiyoriy element bo‘lgani uchun, E ning ochig to‘plam ekanligi kelib
chigadi.

4.2.16. Normalangan fazoda gavariqg to‘plamning yopil-
masi ham gavariq bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X normalangan fazoda gavarig M to‘plam berilsin. [M]
to‘plamidan ixtiyoriy x, y nugtalarni olganda, barcha a £ [0, 1] sonlar
uchun ax + (1 - a)y G [M] ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. x,y G M
bo'lganligidan, ixtiyoriy e > 0 son uchun |x—u]] < eva |y—ul] < e
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi u, v G M elementlar mavjud bo'ladi.
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M gavariq to'plam bo'lganligidan. har bir a G [0,1] uchun aa + (1 —
a)v G M. Natijada,

\x + (1 —a)y —(nti + (1 —aw]] <
< allx—ul+ (1 —a)lly —rll < as + (1 —at)s = s.

Demak, ax + (1 —a)y nugtaning ixtiyoriy r atroficla M to'plamning
kamida bir elementi mavjud ekan. Shuning uchun ax + (1 —a)y G [M],
ya’'ni [M] gavariq to'plam.

4.2.17. Normalangan fazoda B(x0r) shaming qavariq
ekanligini isbotlang.

Yechimi. B(xo,r) shardan ixtiyoriy x, y elementlarni olaylik. U

holda |p—td] < r va |ly—9l| < r tengsizliklari o'rinli bo'ladi. Natijada
har bir a £ [0, 1] uchun

\\ax+ (1- a)y - x0]= tax + (1 - a)y- ax0- (1 - a)x0]<

< a]lx- x0J+ @ —a)lly- xal<ar+ (1- a)r =r.
Demak, ax + (1 —a)y G b(x0,r), ya’ni B(xo,r) gavariq to'plam.
4.2.18. Normalangan fazoda B[xo,ry] shaming qavariq
ekanligini isbotlang.
Yechimi. B[xo,r] shardan ixtiyoriy x, y elementlarni olaylik. U
holda |x—ol] < r va |ly—0]| < r tengsizliklari o'rinli. Natijada har
bir a G [0,1] uchun

llax+ (1 - a)y - x0f= Jlax+ (1- a)y - ax0- (1- a)x0]<

< allx- xOI+ (1- a\\y- xOj<ar+ (1- a)r=r.

Demak, ax + (1 —a)y G B[xo,r], ya’'ni B[xo,r] gavariq to'plam.
4.2.19. Normalangan fazoda S(xo,r) sfera gavariq to'plam
bo‘ladimi?
Yechimi. 5(xo,r) sferadan ixtiyoriy x element olamiz. U holda
y = 2x0 —x nuqta ham shu sferaga tegishli bo'ladi. Haqgiqatan,

IPO- (2x0- a)]= ko - x1=r.

Endi x va y elementlarni tutashtiruvchi segmentdan ~(x + y) nugtani
olamiz. Natijada

1 1 1 1/0
2X +2Y =2X+2 0~ Xx)=x°
va
ko - xol|l=0<T
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bo'lgani uchun quyidagiga ega bo'lamiz:

\x +\y " s (xo,r)-

Demak, S(xo,r) sfera gqavarig to'plam emas.
4.2.20. CJ[0,]] fazoda darajasi Kk ga teng barcha ko‘phad-
larning Pj.[0,I] to‘plami gavariq bo‘ladimi?
Yechimi.
Pk(x) = akxk+ ak-ixk-1 + ... + 00

va
QK(x) = -akxk+ bk-ixk=1+ ... + b0

ko'phadlarni olaylik.
\pk{x) + \Qk{x) =

1 1 1
= -j{ak-1 + bk-I)xk 1+ -jiflk-2 + bk-2)xk 2+ ...+ -(ao + bo)
ko'phadning darajasi k —1 ga te?g, ya’ni P[0,1] gavariq to'’plam emas.
4.2.21. CJ[0,1] fazosida J \x(t)\dt < 1 tengsizlikni ganoat-

o

lantiruvchi C uzluksiz funksiyalar to‘plami gavariq boladimi?
Yechimi. C to'plamdan ixtiyoriy x(t) va y(t) funksiyalarni olaylik.

U holda barcha a € [0,1] sonlari uchun quyidagi munosabat o'rinli:

| |
I hx(t) +@- ayendt <3 (JABO] + @ - avrvymvdt =
(0} (0}
| |
= a\] \x(H\dt + (1 —a)\] \y\dt<a+1 —a = 1
(0] 0]

Demak, C qavariq to'plam.
4.2.22. 12 fazosida

A={xei2mx = (xi,x2,m.), |x] < 2~n+l, n GN}

parallelepipedning gavarig to‘plam ekanligini isbotlang.
Yechimi. A to'plamdan ixtiyoriy x, y elementlar olaylik. U holda
har bir a G [0,1] uchun

\axn+ (I —a)yn\< a\xn\ (1 —a)\yn\< a2~n+l + (I - a)2~n+l =2~"+1

bo'ladi va shuning uchun ax + \—a)y G A. Demak, A gavariq to'plam.
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4.2.23. C{ab\ fazosining separabel fazo ekanligini isbot:
lang.
Yechimi. C[a, b fazosida zich bo‘lgan sanogli gism to'plam

mavjudligini ko'rsatamiz.
Har bir n natural soni uchun [a, B\ kesmani

Xg*=a, x = aH--—-—--- , XN —a+ 2-———- e, XN =D

nugtalar yordamida n bo'laklarga bo'lamiz. Ixtiyoriy

16) 541" wme>B)

ratsional sonlar uchun

Bx) = at\ + frj IXivn) (@ain) ~ ai-N)> x G [*-I> Xi}’ *= 4-8)
Xi ~ Xi-1

bo'lakli-chizigli funksiyani quramiz. Har bir n uchun (4.8) ko'rinishdagi
barcha funksiyalar to'plamini An orgali belgilaymiz. Har bir An sanoqli
ekanligidan, A = \J An birlashmasi ham sanoqlidir.

71=1

Bu A to'plamining C[a,b] da zich ekanligini ko'rsatamiz. C[a,b] ga
tegishli har bir / funksiya [a, \\da tekis uzluksiz bo'lganligi uchun Vs >
0 uchun 35 > 0 soni topilib, \X —"\ < 5 tengsizligini ganoatlantiruvchi
barcha x',x" G [a b nugtalarda

tengsizligi o'rinli bo'ladi. Har bir r6 {0, 1, ... ,n} uchun
FoaA -a\"f< £

tengsizligini ganoatlantiruvchi

a0 8N i mmmman

ratsional sonlar olib, (4.8) ko'rinishdagi  funksiyasini garaylik. Ixti-
yoriy x G [a, bl uchun shunday i ¢ {0, 1, ..., n} topilib, x G X" ]
bo'ladi. U holda quyidagilar o'rinli:

NP - ¥>(1EDL< N *1"7) - *>(aid)] <

< V(XF) - Z(*1")Y+ 7(*1"") - /K-i)+f(xt\) - V(*T\)\ <
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by (et (N )L LT IH )

= i - /<) + 1dI™) - HAN)i+ I(xih) - «N 1<
£t £ £ 35
<5+ 5+5=T"
Natijada,
Kp{x) - f(x)I < \ip{¥) - v?2(4"™i)] +

+i<p(xt\) - 7 (4-i)i + \f(d~i) - Z(*)I<y +1 + | =e-

Shunday qilib, JK6—N\\ < £, ya’ni / funksiyaning ixtiyoriy £ > 0 atrofida
A to'plamning kamida bitta ip elementi mavjud. / funksiya C[a, 6] ga
tegishli bo'lgan ixtiyoriy element bo'lgani uchun [A] = C[a,b] bo'ladi.
Yuqorida aytganimizdek A sanogli to'plam. Shuning uchun Cfa, 6] fa-
zosi separabel bo'ladi.

4.2.24. X normalangan fazoda {xr} fundamental ketma-
ketligining biror {xw} qgismiy ketma-ketligi yaqinlashuv-
chi bo‘lsa, n holda {icn} ketma-ketligining yaginlashuvchi
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. {xn} fundamental ketma-ketlik bo'lgani sababli, ixtiyoriy
e > 0 soni uchun shunday nt£ soni topilib, n, i\ > n£ tengsizligini
ganoatlantiruvchi natural sonlari uchun |Ix—£,,J] < | tengsizligi o'rinli
bo'ladi. Shartga muvofiq {x,H} qismiy ketma-ketlik yaginlashuvchi va
lim xk= a bo'lsin. U holda £ > 0 soni uchun shunday n" natural soni

77—»0Q0

mavjud bo'lib, nk > n" tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha natural
sonlar uchun \N(k—a]] < e/2 tengsizligi o'rinli bo'ladi. max(n', n") =
nf£ bo'lsin. U holda n,nk > n£ tengsizlikni ganoatlantiruvchi natural
sonlar uchun quyidagi munosabat o'rinli

Ibo- al = Ibs,- xTk+ xTk- g <

£ £
S L R O I 1S N [ R Y AR

Demak, |xn} ketma-ketlik yaginlashuvchi va lim xn = a.

n—+00

4.2.25. X normalangan fazoda {x,} ketma-ketligi uchun

lelII*n+i~*»II gatori yaginlashuvchi bo‘lsa, un holda {xn}
ketma-ketlikning fundamental ketma-ketlik ekanligini isbot-
lang.
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Yechimi. £\1||j?,,+i —xn\gator yaginlashuvchi bo‘lganligi sababli,
ixtiyoriy e > 0 soni uchun shunday n€ natural soni mavjud bo'lib, n >

nz tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha natural sonlari va ixtiyoriy p G
N soni uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli

Lt~n-fl Xt “b HAn+2 XN+l + eeet || n+p < S.

Bundan esa,
13 mxp Xnl —
~ Pn+p  Xn+p— Xn$p\  Xn~p—=2 "b %n+p—2 -mm XnJ fC
— U~nn+i *»II + ]|*n+2 z n+i]| Ibn)p ~ —11 ~ £
ekanligi kelib chigadi. Demak, berilgan ketma-ketlik fundamental.
4.2.26. {xn} va {yn} X normalangan fazoda fundamental
ketma-ketliklar bo'lsin. U holda Xn —\sa1 —yn]J} n = 1, 2,...
ketma-ketlikning yaqginlashuvchi ekanligini isbotlang.
Yechimi. {xn} va {yn} fundamental ketma-ketliklar bo‘lganligi
sababli, ixtiyoriy e > 0soni uchun shunday ne soni mavjud bo'libn > n £
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha n natural sonlar va ixtiyoriy p € N
soni uchun Jpatp —xn\< ~ va [yntp —yn\< ~ tengsizliklari o‘rinli.
Natijada quyidagi tengsizlikka ega bo'lamiz:
JAn+p  Anl 7 |lI*™n+p  2/n+pll Ikn YM\\\ —
— HM+p  Yn+p  Xn+ YN\~ |I'ndp  *n|| + I?/n+p  Y\\ &
£ £
<2+ 2=S-
Demak, {An} fundamental ketma-ketlik. R hagiqgiy sonlar to‘plami
to'laligidan {A,,} ketma-ketlikning yaqginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.
4.2.27. R da norma aksiomalarini tekshiring |M] = [rctgx\.
Yechimi. Normaning ikkinchi aksiomasi o‘rinli emas. Hagiqgatan,
agar x = V3, A= g bo'lsa, u holda

Px )= arctg”

lekin
nr mr

IINMI = -arctgvn =
ya'ni [l o WINI
/ n \ VP
4.2.28. R", n > 2, fazosida |Mb (E XRpJ >0<P<1

bo'lsa, normaning shartini bajarilmasligini ko'rsating.



§4.2 Normalangan l'azolar 143

Yechimi. Normaning uchinchi sharti o'rinli emas. Hagigatan. x =
N 0,....00 £ M vay = 1,J,0,... ,00 £ E" vektorlarni olaylik.
X ¢ y bo'lgani bilan, lekin ixtiyoriy 0 < p < 1va |[Mlp+ IMI = 1
uchun ML, = IMIp= -j. Lekin

\X+y\\v 5 2 Q,_._O 2—p+ ﬁ:’).’- 21

Natijada [ik+ ZWp > M+ IMP.
4.2.29. C[a bl fazoda norma aksiomalarini tekshiring,
bunda

= max_ [x()].
IMI amax X0
Yechimi. Normaning birinchi sharti bajarilmaydi. Hagigatan,

-m -J0 agar te[a,n},
ij 1 agar t£ [sf,b\

elementi uchun || = 0, lekin x ~ 0.
4.2.30. Normalangan Li[0,]] fazoda

- f e~n, agar t£ I M[0,1],
nf) \O, agar t£ Qnjo,1j

ketma-ketligining yaqinlashuvchi ekanligini ko'rsating.
Yechimi.

IX.- 10= 7 kn(t) - 1]dt= f(1- e~n)dt =
(0] (0]

I
=1—%e-ndt =1—€ | L —0.
(0]

Mustaqil ish uchun masalalar

1. X normalangan fazoda {x,,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar
shunday c¢ soni mavjud bo'lib, barcha n £ N uchun |kJ| < c tengsiz-
ligi bajarilsa, u holda |kJ]] ketma-ketlik chegaralangan deb ataladi. X
fazoda ixtiyoriy yaginlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligini is-
botlang.

2. Vx,y £ X elementleri uchun quyidagilarni isbotlang:

a) jix + W> JMI — IME

b) IMI < maqlIx+ VIl 11x-yl1}.
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3. Norma aksiomalarini tekshiring: [a, 6] segmentda barcha chegara-
langan funksiyalar fazosi M[a,b] da

IHl = sup X1

te[a.b]

4. C [0, 1] fazosida quyidagi ketma-ketliklarni yaginlashuvchilikka
tekshiring:

a) xn(t) = tn —tn+1]

b) yn{t) = tn- f".

5. M biror L normalangan fazoning gism fazosi bo'lsin. Agar L to‘la
bo‘lsa, P = L/M faktor fazoning ham to‘la bo‘lishini isbotlang.

6. X chizigli fazosida J=|§ va I=IR normalar berilgan bo‘lsin. Agar
shunday a, b > 0 sonlar mavjud bo'lib, ixtiyoriy i g | uchun

alMli< IEIR < 61Fli
tengsizligi o‘rinli bo‘lsa, u holda J=|§ va =R normalar ekvivalent deb
ataladi. Chekli o‘lchamli X fazodagi ixtiyoriy ikki norma ekvivalent
boiishini isbotlang.

7. X normalangan fazoda x ¢ 0, y ® 0 elementlar uchun |+ | =
IMI+ IMI tenglik fagatginay = Xx (A > 0) bo‘lgan holda o‘rinli bo'lsa,
u holda X qat’iy normalangan fazo deb ataladi. £i, CfQ, 1 fazo-
larning qaysi biri ga’tiy normalangan fazo bo‘ladi.

8. Agar A va B to‘plamlar X fazosining gavariq gism to‘plamlari
bo‘lsa Al') B va

A+B={x:x=y+z y£EA zEB}

to‘plamlari ham qavariq to‘plam bo'lishini isbotlang.

9. Normalangan fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlikning
chegaralanganligini isbotlang.

10. Mm, R™, R”, R™, £1, £2, fp, m, cq c fazolarning orasida
Banax fazosi bormi?

12. Ixtiyoriy chekli o‘lchamli normalangan fazoning Banax fazosi
bo‘lishini isbotlang.

13. Banax fazosining gism fazosi Banax fazosi bo'lishini isbotlang.

14. Ixtiyoriy normalangan fazo yagona to‘ldiruvchiga ega ekanligini
isbotlang.

4.3. Evklid va Hilbert fazolari

Haqiqgiy L chizigli fazosining {x,y} juft elementlarida aniglangan,
(x,y) ko'rinishda belgilanuvchi va quyidagi to‘rt shartlarni (aksioma-
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larni) ganoatlantiruvchi funksiya skalyar ko‘paytma deb ataladi:
1) xY) = (Y]
2) (x! + x2,y) = (xiy) + (X2,y);
3) (Ax,y) = A(x,y), AeE;
4) (x,x) >0; (x,x) =04%x = 0.
Skalyar ko'paytma kiritilgan chizigli fazoda normani
IMI = \J(x,x)

ko‘rinishda kiritish mumkin. Bu normalangan fazo Evklid fazosi deyi-
ladi. Norma aksiomalarini tekshiramiz:
D IKl= yitx,x) =0  (x,x) =0 i=0¢0
2)
KX = /(A AX) = \IX(X, XX) = \JAAX X) =

= NA(x, x) = JAIV(x.x) = HWIKME
3) Xohlagan Ason uchun

(Ax+y, Xx+y) >0,

Bundan
A2(x,x) + 2X(xy) + (yy) > 0.

Demak, kvadrat uchhadning determinanti manfiydir:
D = 4(X, y)z' 4(X1 X)y, y) < 07
yani (x,y)2 < (X, X){y, y), yoki

\M\<M\\vI

Oxirgi tengsizlik Koshi — Bunyakovskiy tengsizligi deb ataladi. Bu
tengsizlikdan foydalanib, ushbu

Ikt yIR= (x+yx+y)= (X,x) +2(xy) + (y)y) <
< IXE+ 21MIIFL+ IMR= (KM + IMD2
tengsizligiga ega bo'lamiz. Natijada
X+ W< [MI+ M.

Evklid fazosida skalyar ko‘paytma yordamida x va y vektorlar orasida
burchak tushunchasi quyidagicha aniglanadi:
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nolga teng bo'lmagan x va y vektorlar orasidagi ip (0 < ip < ir) bur-
chakni aniglaydi.

Agar (x,y) = 0bo'lsa, uholda x vay vektorlar ortogonal deb ataladi
va x 1 y ko'rinishda yoziladi. Bu holda (4.9) dan ip = | ekanligi kelib
chigadi.

L evklid fazosida noldan fargli vektorlarning {.r,,} sistemasi berilgan
bo'lib, a ¢ (3 bo'lganda {xn,xp) = 0 bo'lsa, u holda {xa} ortogonal
sistema deb ataladi.

Agar {X,,} ortogonal sistema to'la bo'lsa, u holda u ortogonal bazis
deyiladi.

Agar {xa} sistema uchun

sharti o'rinli bo'lsa, u holda u ortonormal sistema deb ataladi.

Ta'rif. To7a evklid fazosi Hilbert fazosi deb ataladi va n odatda H
bilan belgilanadi.
H Hilbert fazosida {x@ ortonormal sistema berilgan bo'lsin. x e H
elementi uchun
Ca — \X,xa

sonlar, berilgan ortonormal sistema bo'yicha Fure koeffitsientlari deb

ataladi. Ushbu ~ caxQqator bo'lsa, x elementning Fure gatori deyiladi.
a

Masalalar

4.3.1. £2 fazosida skalyar ko‘paytmani
()]

ko'rinishda kaigitish mumkin ekanligini ko'rsating.

Yechimi. ~ x*yb gatorning yaginlashishi

2xkyk < xR+ yR

tengsizligidan kelib chigadi.
Skalyar ko'paytma aksiomalarini tekshiramiz.

1) iX,y) = EleKYK: E Ykxk= (¥ ,x)\
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2)
oc oc
x'+x",y) = + xX'yk=Y XKyk+ =
*=1 A
00 (D
=YX'KYK+ YXRYK= Xy + (X -
fod fod e+ (Xy }
m [o]o)
3) Xx,y) = E AN =acE = A> 25
) (X% ) & (

4 (*%) = £ X\ >0,
fd

{Xx) — xii=0<mX\=X2=-..= Xn...—0 <@mX=0.
fcd

4.3.2. £ Evklid fazosida

ei = (1,0,. .,0,.
e2= (0,1,. -,0,.

en= (0,0,. .,1,

ortonormal bazisning to‘la ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. x = (Xi, ¥2,"... X,,,... ) E  xohlagan element va

x) = (xbx2,..., 2,,0,0,...)

bo'lsin. U holda element ei,e2,...,e,, vektorlarning chizigli go-
big'iga tegishli va n —»00 da |- xn\—0, ya’ni x E [Jz?({e,.})].
Demak, [Jz?({e,.})]] = "2-

4.3.3. [a, b segmentda barcha uzluksiz funksiyalar fazosida
skalyar ko‘paytmani

b
(f,9)=1 f(t)g(t)dt (4.10)
a
ko‘rinishda kiritish mumkin ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Skalyar ko'paytma aksiomalarini tekshiramiz.

1) if>9) = f f ()9(t) dt = f g(t)f{t)dt = (9,7);
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(N +12,55=  (fi(t)+f2(t)g(t)dt

0 0
J fi{t),g{t)dt + J f2{t)g{t)dt = (h,g) + {/2,3);

3) (A/,g) = f Xf{t)g(t) dt = A/ /(t)c/(0 dt = A{/, 5);
a a

4) (fj)y=~ff2(t)dt> 0, (/,/7)=/72(t)dt = 0«./ = 0.
a a

Bu fazo C2[a, i ko'rinishda belgilanadi.

4.3.4. Cr[a, 6] Evklid fazosida

1 2im . 27rni
COS---—-—- , sm%— ----- n=1,2,...
a'

funksiyalardan iborat sistema ortogonal sistema ekanligini
tekshiring.
Yechimi. Mumkin bo'lgan barcha hollarni tekshirib ko'ramiz:

1)

lcos 2-rmt)\_ /f 1COS 2nntd,t Ib A 2imt
27" b—a " 2 b—a 4 im b—a

Ib —a 2im(a + b{
*€0S — SM7rn = 0
2 T b—a

2)

b
/1 . 27rnE /"l 27rni 1b—a 27Tmit
& sm ------- = ~-sm dt = —---- COS -

2 b—a J 2 b—a 4 irn b—a

Ib —a 1Tn(a+ b)

--------- smirn = 1),
4 1M b—a )
3)
b
2-mt . 27Tm#\ A 2Tmi 27mi } 4nnt
c0os 7---- Sm --- ------ ) = /oS ----—---- SM —------ dt —- /sm7-—-- =

0o—a b—a / 6-0 6-a
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b —a Aimt Ib —a . 2Tm@+ b).
cos m Bin — —-e- sm 27m = 0;
™ b — 4 mn b—a
4)
0
2irnt 2|rt(n + K%l 2ttnt 2irt(n + K)
COS--—--- -g ) = I COS-;------ COS—- r———---'-dt =
— b—a b—a
b b
1 f 2irt(n + k) 2imt
- | €OS— ---m-mmme- tH—/cos ------- dt =10
21 b—a 2] b—a
5)
0
cos 2_Z>_<_n_'5 s 27xt£[1__4:__lf) o 2imt 0 2irt(n + k) dt
b—a’ S AT ba
2Tct(n + k I f,. 2irkt
( )dt+- / sm ---——--- dt = 0;
21 b—a
6)
2imt . 27r(n + k)t .2t .. 2i k)t
sm , sm— (-------)—) = /B$m---sin— (0¥ Kty
b—a b—a / I b—a b—a
Ib —a (1 2irkt 2|rt(lzn + k)
4 \ ’b—a 2n + k b—a
7)
. 2imt 2 (n + K)
SM------- ,COS— f-------- )y =o0.
b—a —a
Demak, garalayotgan sistema ortogonal bo‘lar ekan.
4.3.5. L evklid fazosida
fl JY2) eemrfn) - -m (4.11)

chiziqli erkli sistema berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi shart-
larni ganoatlantiruvchi

(412)

sistema mavjudligini isbotlang:
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1) (4-12) sistema ortonormal;
2) har bir tn element /i, /2, . elementlarning chi-
zigli kombinatsiyasidan iborat, ya'ni

&n= Onl/l + 0,,2/2 + -mm+ annfn!

3) har bir fn element <pi,42,.. m ipn, mm elementlarning chi-
zigli kombinatsiyasidan iborat, ya’ni

fn = bnlifl + bn2<2 + mme+ bnuipn

va b ¢ 0. (4-12) sistemaning har bir elementi 1) - 3) shart-
lar bilan bir giymatli aniglanadi (1 koeffitsientlarini hisobga
olmaganda).

Yechimi. w elementni 9\ = ay /[ ko‘rinishda izlaymiz. Bunda ay,
quyidagi shart bilan aniglanadi:

= IM p= On(/i/i) = 1.

Bundan .
1 1 /i

an="=7KO [ M=70Ll "
Shunday qilib, (pi elementning ishorasi hisobga olinmasa, u bir giymatli
aniglanadi. Endi 1) —3) shartlarni ganoatlantiruvchi ,¢on- 1
elementlar topiladi deb faraz gilamiz. U holda fn elementni ushbu

fn = H1A\A+ b n + ..+ bnn-\(Pn-l + hn
ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerda kK < n bo‘lganda

(hn, ipk) —O0.

Hagiqatan, brk koeffitsientlar. Demak, hn element ham quyidagi shart-
lar bilan bir giymatli aniglanadi:

{hn, Ay = {fn  bnipi ... bn—i<Pn, (1K)

= (fn, () ~ brk((pkidx) O
(hn,hn) > 0 ekanligi ravshan ((hn,h,,) — 0 tengligi (4.1) sistema-
ning chiziqli erkliligiga zid bo‘lar edi). Endi 'pn elementni quyidagicha

olamiz:
hn
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Natijada hn va ipn elementlar induksiya yordamida J\,/2,..., /,, ele-
mentlar orqali ifodalanadi:

&n = anifi + 07,22 + e==+ annfn,

bu yerda ann = —r ~ .. - =mShu bilan birga,

V ymi "hi/
<) —1) &nitpk) = 0,
fn bni<pi -b bn2”2 - ... + bnnipn, bnn = \J(hn, ¢ 0.

(4.11) sistemadan (4.12) sistemaga o‘tish ortogonallashtirish jarayoni
deb ataladi.

4.3.6. L Evklid fazosida {xv} va {yn} ketma-ketliklari beril-
gan bo‘lib, xn —»x va yn —y bo‘lsa, n holda (xn,yn) — (x,y)
ekanligini isbotlang.

Yechimi. Koshi — Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra
I(x.y) - (xnyml = I(x,y) - (x,yn) + (x,yn) - (xn,yn)l <

< I{xy) - (x,yn)I+ I(x,yn) - (xn,yn)l=
= \(X,Y~YM\ + \{x-Xn,yn)l <
< NWNW- XN+ | Exxn]livEl

Yaginlashuvchi {yn} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lgani uchun, teng-
sizlikning o‘ng tomoni n —00 da nolga intiladi. Shu sababli, (xn,y,,) —
(x,¥). Bundan skalyar ko‘paytmaning uzluksizligi kelib chigadi.

4.3.7. L Evklid fazosining xohlagan x va y elementlari
uchun parallelogramm tengligi deb ataluvchi

W+ y f+ \\x-yf = 20\\xf + \\yf)

tengligining o‘rinli ekanligini isbotlang.
Yechimi. Norma ta’rifiga ko‘ra

Ik+YI2+ K- yf = (Xx+yx+y)+{x-yx-y=

= (Xv X) + (X, y) + (yl X) + (yv y) + (X, X) - {le) - (va) + (yv y) =
=2(x,x) + 2(y.y) = 2(IxIR+ IMR.
4.3.8. Skalyar ko‘paytmaning to‘rtinchi aksiomasini

quyidagi aksioma bilan almashtirish mumkin ekanligini is-
botlang:

(x,x) >0, (a,i)=04i =0.
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Yechimi. x = 0 bo'lsin. U holda xohlagan A soni uchun
(0,0) = (A3 0) = A0, 0)

tengligini yoza olamiz. Natijada (0,0) = 0 ekanligi kelib chigadi.
4.3.9. Skalyar ko‘paytma Kkiritilgan fazoning xohlagar
X,y,z elementlari uchun Apolloniy ayniyati deb ataluvchi

\z-x\Y + & =-]1Ix-yIR+ 2 Xy

tengligini isbotlang.
Yechimi. Berilgan tenglikning ikki tomonini ham almashtiramiz:

N- @+ - yIp= z- X,z- X))+ (2- y,z-Yy) =
= (z,2) - (X,2) - {z,X) + (X, X)+
t{z,2) - (v.2) - (zy)+ (Yy,y) =
= - (> @)+t ey

Ty + 2\ =" D = A (x - yox ~ y)+
X+ X+
+2(z - l,z ------- Y
=2 _ + (y>2/))+

+2(z,2) - (x+yz)- (Zx+y)+ Mx+yx+y)=

=2((z,z(-(x,z- (Z,y}) + (x.x) + (y.y).

Demak, berilgan tenglik o'rinli.
4.3.10. Evklid fazosida x va y elementlarning ortogonal
bo‘lishi uchun

M2+ IM T2 W+ yf

tengligining zarur va yetarli ekanligini isbotlang.
Yechimi.. Zarurligi. x Ly bo'lsin. U holda

X+ yW=(x+yx+y)=

= (xx)+2{x,y) +{y.y) = IMKR+ [bI2
Yetarliligi. |p4R+ \W\2 = ||®+ y R tenligi o'rinli bo'lsa, (x,y) = 0
tengligi kelib chigadi, ya’ni x £ vy.
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4.3.11. £2 fazoda x = (X*x2,me9 va y = {y\y%, m element-
larning skalyar ko‘paytmasi

XY =Y x"y"

ko‘rinishda, norma |HI = vj(x,x) ko‘rinishda Kkiritiladi. 12
ning to‘la ekanligini isbotlang.
Yechimi. £2 fazoda metrika

p{x,y) = llaryll \
n=1

formula bilan aniglanadi. Demak, 3.1.14-misolga ko‘ra £2 ning to‘la
ekanligi kelib chigadi.

4.3.12. K to‘plam H ning gism fazosi bo‘lsa, n holda xohla
gan f GH elementni

f=g+h gGK, he Kx, (4.13)

Ko ‘rinishda yagona usulda yozish mumkin ekanligini va g ele-
mentning
\\f-g\\=p(f,K) (4.14)

tenglikni ganoatlantirishini isbotlang. Bunda p(f, K) miqgdor
f nuqtadan K fazogacha masofa:

p{f,K) = inf ||/-x]].
xeK
Yechimi. p(f, K) = d belgilashini kiritib, K dan
\W- fn2<d2+\ (n=1,2,..) (4.15)

tengsizlikni ganoatlantiruvchi {/,,} ketma-ketligini olamiz. Parallelo-
gramm tengligiga ko‘ra

Ifn - /mil2+ /- fn) + (/- f)) 2= |1/~ 4112+ I/ - /m[p] (4.16)

tengligiga ega bo‘lamiz. Shu bilan birga, jm Al G K bo‘lganligidan,
ushbu

fn ~ fn
I(/ — fn) + (/ — fm) f~ > 4d2 (4.17)
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tengsizligi o‘rinli. Natijada (4.15). (4.16) va (4.17) lardan

9 9
Un-fn,I2<2 (p+ -0+d2+ —2 -m 2=- + —2
n~ mz mz
Bu tengsizlikdan {/,,} ketma-ketlikning fundamental ekanligi ko'rinadi.
Shu sababli, H to‘la bo‘lgani uchun, u yaginlashuvchi. lim fn = g

bo‘lsin. K yopiq bo‘lgani uchun g £ K.

Endi (4.15) dan —o00 da limitga o'tsak |/—4| < d tengsizligiga ega
bo‘lamiz. d ning ta’rifidan |V—dll > d tengsizligi ham o'rinli. Natijada,
Il —pl| = d tengligi kelib chigadi.

Endi / —g = h elementning Hx fazosiga tegishli ekanligini isbot-
laymiz.

K to‘plamda noldan fargli xohlagan pelement olaylik. Har bir Ason
uchun g + \p £ K, u holda

- Xipf = 11/- (g+ A2 > d2.

Bu tengsizlikni skalyar ko'paytmaning xossasidan va L —g]|] —d teng-
ligidan foydalanib

- A - Aftp,h) + \(ip™) > 0
ko‘rinishda yozish mumkin. Natijada A= bo‘lgan xususiy holda

\(hw)I2 \{hM? , \(h,v)\\Q
ISt R
tengsizligi, ya'ni \(h,ip)\2 < 0 tengsizligi kelib chigadi. Bu tengsizlik
fagat h L pbo‘lgan holda 0‘rinli. Demak, tp element K ning xohlagan
elementi bo'lganligidan, h LK, ya'nih £ K I.
Shunday qilib / ning (4.13) ko'rinishda ifodalanishi va uning (4.14)
tenglikni ganoatlantirilishi isbotlandi.
Endi / ni (4.13) ko'rinishda ifodalash yagonaligini ko'rsatamiz. Agar

f=g+h=g +ti g0 £K, htif KL

bo'lsa, u holda g —g' — bl—h tengligiga ega bo'lamiz. Bu tenglikning
chap tomonidagi element K ga, o'ng tomonidagi element K 1- fazosiga
tegishli. Shu sababli g —g' L bl—h. Bundan g —g¢' = h' —h = 0

munosabatiga ega bo'lamiz. n

4.3.13. x element Fure gatorining sn= E akxk qismi, x ele-
1

mentning Hn = Jz?({xi,x2,... ,xn}) qism fazodagi proektsiyasi-
dan iborat ekanligini isbotlang.
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Yechimi. x —s,, + (x —sn) bo‘lib. s, £ Hn bo'lganligi uchun
X —s,, J_Hn ekanligini ko‘rsatish vetarli.
(x - sn,xk) = (x,xk) - {srnxk = ak- ak= 0,
ya’ni
x-snxtxk {k=12,..,n)

bo'lgani uchun x —sn _L Hn ekanligi skalyar ko'paytmaning xossalaridan
kelib chigadi.

4.3.14. Hilbert fazosida Bessel tengsizligi deb ataluvchi

E ki2< 111
k=1

tengsizligini isbotlang.
Yechimi.

IsnIB+ - sn\2 = (sn,sn) + <X - sn, X - sn) =

() b $n) ~
In n \ j n \
Y c°fc*e>Y akxk ) + (*>*) _ &*>Y akxk) =
/= £ / AH /
n n

Y al+ (>*) - E a2=<>*) = bIR2
fc=i fc=i

tengligidan ||ij/>\ I“%nliztengsizligi, ya’ni qu ak < 111 tengsizlgi kelib

chigadi. Bu tengsizligida n —»00 da limitga o‘tsak

- N
fe

tengsizligiga ega bo‘lamiz.
4.3.15. (Riss — Fisher teoremasi) HmHiIbert fazosida
xohlagan {<pn} ortonormal sistema va lE_cit<°° shartni
=1
ganoatlantiruvchi {cn} sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.
U holda ushbu

G = (/, Y%
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tengliklarni ganoatlantiruvchi f £ H element mavjudligini is-

botlang. m

Yechimi. /, = kE ckfk deb olaylik, u holda
=1

nfn+p —fn f = Jlc,#1™+1l + eeet+ Cn+l(pn+p R =

n+'p
{"n+I”"n+| + *ee+ C3pPr/Ip’) C-n+I"Pn+l + eme+ C-n+p/n+p) = A A
&nf1
@
Natijada K cl < 00 bo'lgani uchun {/,,} ketma-ketlik fundamental, De-
=1
mak, yaqinlashuvchi ekanligi kelib chigadi. lim fn = / bo'lsin. Endi
n —»00
(/, %) ni quyidagicha almashtiramiz:
(/,</7%) = </«,<#} + {7/ - fn, Vi) = + (f-fn,<Pi)-
n > i bo'lganda, ( c~rk”™i ) = cibo'lgani uchun,
\k=1 /
(/,<n) = Q+ (/ ~ fn4>i)- (4.18)

Endi
(f~fn,<Pi) < 11/-7™|| wibl1
tengsizligi o'rinli bo'lganligi uchun n —00 da (/ —fn,<pi) —»0. (4.18)
ning chap tomoni n ga bog'liq emas. Shu sababli, bu tenglikda n —»00
da limitga o'tsak (/, ipi) = a tengligiga ega bo'lamiz.
/ n n \ n

(7 - f-u )y = </ ,/7)- X
\ (e ] &1 / =]
tengligini tekshirish qiyin emas. n —» 00 da |V—/n] — O
bo'lganligidan, bu tenglikdan
@

= (>7)

tengligi kelib chigadi.

4.3.16. H separabel Hilbert fazosida har ganday ortonor-
mal sistema ko‘pi bilan sanoqli bo'lishini isbotlang.

Yechimi. H separabel Hilbert fazosida {ipa} ortonormal sistema
berilgan bo'lsin. U holda ixtiyoriy tpa va ipp har xil elementlari uchun
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IMV~ BN\ — V2 tengligi o‘rinli bo'ladi. Shuning uchun B(ipn, fj) shar-
lari o'zaro kcsishmaydi. Agar sanogli {®,,} to'plami H da zich bo'lsa,
u holda shaming har birida bu to'plamning kamida bir ele-

menti mavjud bo'ladi. Shu sababli B(ipa, sharlar sistemasi ko'pi
bilan sanoqgli. Natijada {</*¢ ortonormal sistemaning sanoqli ekanligi
kelib chigadi.

4.3.17. H Hilbert fazosiHa xi,x2,... ,xn ortogonal sri]stema

berilgan bo‘lsin. Agar x = xk bo‘lsa, n holda |pdRp = E Iix*l2
fcd fc=i

tengligini isbotlang.
Yechimi.

imi2= (x,x) \lk2:I xk |k£,x4/
n
= (xx, Xi) + (x2,x2) + ... + (xn, xn) =Y 1™2-
k%

4.3.18. H Hilbert fazosining x elementi L ¢ H qism fazoga
ortogonal bo‘lishi uchun xohlagan y ¢ L uchun 11 < II* -
y | tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini
isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. x LL bo'lsin. U holda xohlagan y ¢ L uchun
(x, y) = 0 tengligi o'rinli. Shuning uchun

\\x-yf = (x-y, x-y) =

S ek, )+ (y ) (I IS T
Yetarliligi. Ml < lIr—Al tengsizligidan 2(x,y) < (y,y) tengsizligi
kelib chigadi. x elementni x = h + h' ko'rinishda yozib olamiz, bunda
hclL, blcZA Natijada

x.y) = (h+tiy) = (hy) + (h.y) = (hy).

Shu sababli 2(h,y) < (y,y) tengsizligini yoza olamiz. Bu tengsizlik
barchay ¢ L uchun o'rinli bo'lganligi uchun y = h bo'lganda ham o'rinli
bo'ladi. Shunday qgilib 2(h, h) < (h, h) tengsizligiga ega bo'lamiz. Bu
tengsizlik (h, h) = 0 bo'lgandagina o'rinli. U holda x = hl, ya’'ni x G
ZA. Demak, x JL L.

4.3.19. H Hilbert fazosida xohlagan M qism to‘plami
uchun M cCc (M-1)1 munosabatining o‘rinli ekanligini isbot-
lang.
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Yechimi. Al to'plamidan ixtiyoriy x nugtani olamiz. U holda x L
ya'’ni x £ (A/Dx. Demak, M C (J1/1) 1.

4.3.20. H Hilbert fazosida M, N to'plamlari uchun M C N
bo'lsa, ML D NL munosabatining o'rinli ekanligini isbotlang.

Yechimi. N1 to‘plamidan ixtiyoriy x nuqtani olamiz. U holda x J_
N. M C N bo'lganligidan, x LM, ya’ni x G Mx. Demak, N1 C Mx.

4.3.21. Hilbert fazoda polyarlashtirish tengligining o'rinli
ekanligi isbotlang:

N W+ NN - W= W2 | Ix N2 - X - iy\\2
[X,Y) - 4 +r 4

Yechimi. 1)
N+ N2 = (X +y, X+ y) =
= (x4 X+ y)+ (Y, X+ y) = Xy, x)+ (x+ Yy, Y)
xx)+ (v, x) + (xy) + (y.y) =
= (xx)+ (xy)+ Yy + V.Y

Ik- yl2= (x- yx-y)=
X x-y) - (yx-y)=X-yx- (X-VY)
xx) - (y.x) - (xy) + (yy) =
= (%) - (xy) - (xy) + (V)
1) va 2) tengliklardan quyidagiga ega bo'lamiz:

IK+ IR-1 1 x-y IR 2(xy) + 2(xy)

2[(*,»)+ (*»)] =Re(1]!/)

? Ik+ rylR= (x + iy, x + iy) =
= (X, x+ry) +r(y,x+iy) =
= (x+ 1y, x) +r(x+ry,y) =
(X, x) - rly, x(+r(x,y) + (y,y) =
=(Xx) - rx,y) +r{xy) + .y
4)

Ik-ryl|2= (X —ry,X —Try) =
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= (x,x-dy) - iy, x - iy)(x - ny,x) - i(x - iy,y)
= (X, x) + iy, x) - i(x,y) + {hy) =
= (x.x) +i{x.y) - i{x,y) + (v.y)
3) va 4) tengliklardan quyidagiga ega bo‘lamiz:

ANXF Y- - iy R = i[-2i{x,y) + 2i(x,y)}

Natijada
Re(x,y) + ilm(x,y) = (x,y)

munosabati o‘rinli.

4.3.22. Quyidagi normalangan fazolaming Evklid fazosi
bo‘lmasligini isbotlang:

a) Ip, (p> 1,p ¢ 2) fazosi;

b) C[0, 1] fazosi.

Yechimi. a) Ip(p > 1,p ¢ 2) fazosida x — (1,1,0,...), vy —
(1,—1,0,...) vektorlarni garaymiz. U holda

x+Y=(20,..), x-y = (0,2,0,...)

va
w1 = IMl = 2p, k- W= |x+ y\\=2
bo‘lganligi sababli

W+ y f o+ \\x-y\2 = 2(\\xf + \\yf)

parallelogramm tengligi o'rinli bo'Imaydi.
b) C{0,1] fazosida x(t) = |, y(t) = elementlarni garaymiz
Ushbu

1= W=\ Tyl A ey =

munasobatlardan parallelogramm tengligi o'rinli bo‘Imaydi.
4.3.23. Hilbert fazosida |M| = [MI bo‘lsa, n holda x -y .L
x+y (romb diagonallari perpendikulyar) bo‘lishini ko‘rsating.
Yechimi.

x+y,x-y) = (x,x) + (y,x) - (xy) - (yy) =
- AI2- IMI2= 11%112- 11*112= o.
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Mustaqgil ish uchun masalalar

1. C2[a,bh] fazosida
1 2nnt . 2irnt

ortogonal sistemaning to‘la ekanligini isbotlang.

2. Separabel bo‘lmagan Evklid fazosiga misol keltiring.

3. Har ganday cheksiz o‘lc.hamli separabel Evklid fazosida sanoqli
ortonormal bazisning mavjud ekanligini isbotlang.

4. Birorta ham ortogonal bazisga ega emas separabel bo'lmagan
evklid fazosiga misol keltiring.

5. To'la Evklid fazosida ortonormal bazisning mavjud ekanligini
isbotlang.

6. Evklid fazosida xohlagan x, y, z, t elementlar uchun ushbu

K- A\miy - 8\< W- YW=~ dl + Jly- A\ =NK- dl

tengsizligining o'rinli ekanligini isbotlang.
7. Hagigiy L normalangan fazosining xohlagan x,y elementlari
uchun ushbu

N+ yf + - yf = 2(\\xf + \\yf)

parallelogramm tengligi o'rinli bo'lsin. Unda

(*Y) =\ + y\? - X )

formula (x,x) = |IKIR tenglikni ganoatlantiruvchi skalyar ko'paytmani
aniglashini isbotlang.

8. CY0,1] da (x,x) = ]I tenglikni ganoatlantiradigan skalyar
ko'paytmani aniglash mumkin emas ekanligini isbotlang.

9. L Evklid fazosi bo'lib x. Y\ y2 G L elementlar uchun x* A\ va
x_L 22 munosabatlar o'rinli bo'lsa, u holda xohlagan a va B sonlar uchun
xI- (ayi + By2) munosabatning o'rinli ekanligini isbotlang.

10. L Evklid fazosining x elementi A C L to'plamning har bir ele-
mentiga ortogonal bo'lsa, u holda x element A to'plamiga ortogonal
deyiladi va x JL A ko'rinishda belgilanadi. Agar x+ A bo'lsa, u holda
x -L [Jzf(A)\ ekanligini isbotlang.

11. L Evklid fazosidagi A gism to'plamining har bir elementiga
ortogonal bo'lgan barcha elementlar to'plamini A ning ortogonal
to'ldiruvchisi deb ataymiz va A ~orqali belgilaymiz. Al to'plam L ning
gism fazosi bo'lishini isbotlang.
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12. Evklicl fazosining tcfldiruveliisi ham Evklid fazosi bo'lisliini is-
botlang.

13. Hilbert fazosining ga'tiy normalangan fazo ekanligini isbotlang.

14. M va N lar H Hilbert fazosining gism fazolari bo‘lib, A1xN
bovisa, u holda M + N to‘plamining ham qism fazo bo'lishini isbotlang.

15. £ fazoda shunday M to'plamiga misol keltiringki, M + M1-
to:plami  bilan teng bo‘lmasin.

16. 12 da berilgan ushbu

ketma-ketlikning chizigli gqobig‘i h ning hamma yerida zich ekanligini
isbotlang.

17. H Hilbert fazosida yopiq qavarig M to‘plami berilgan bo'lsin. M
to‘plamda eng kichik normaga ega elementning bor ekanligini isbotlang.

18. £2 fazoda normasi eng kichik normaga teng elementi bo‘lmagan
yopiq to‘plam tuzing.

19. [a, 6] segmentda barcha uzluksiz difFerensiallanuvchi funksiyalar
H\[a,b] fazosida skalyar ko'paytmani

b

a

ko‘rinishda aniglaymiz. Hi[a,b\ Hilbert fazosi bo‘ladimi?
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Topologik fazolar

5.1. Topologik fazolar

Metrik fazolarda metrika yordamida ochiq shar, atrof tushunchalari-
ga ta’riflar berilib, ular yordamida ochiq to'plam aniglanadi. Boshqga
fundamental tushunchalar asosida ham ochig to'plam tushunchasi
yotadi. Ochiq to'plamni metrika yordamida emas, aksiomalar orqali
aniglash g'oyasi natijasida topologik fazolar nazariyasi paydo bo'lgan.

Ta’rif. Aytaylik, X toplamning gism toplamlaridan iborat T sis-
tema quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1)o0cT, XGr;

2) T sistemasiga tegishli Ga,a £ | (I indekslar toplami)

toplamlarning birlasbmasi (JG,, va chekli sondagi kfjlcy kesishmasi
a =

yana Tsistemasiga tegishli.

U holda Tsistemasi X toplamda berilgan topologiya deyiladi.

(X, 1) juftlikga topologik fazo deyiladi.

r sistemaning elementlarini  ochig to'plamlar deb, ochiq
to'plamlarning to'ldiruvchilarini yopiq to'plamlar deb ataymiz.
Topologik fazoning elementlari uning nugtalari deb ham ataladi.

Topologik fazolardagi boshlang'ich fundamental tushunchalar
ro'yxatini keltiramiz:

- x G X nuqtaning atrofi — shu nugtani o'z ichiga oluvchi ixtiyoriy
ochiq to'plam;

X D M to'plamning urinish nugtasi — ixtiyoriy atrofida M
to'plamning kamida bitta elementi mavjud bo'lgan nuqta;

- X 3 M to'plamning yopilmasi [M] — M ning barcha urinish
nuqtalari to'plami;

- X D M to'plamning limit nuqtasi — ixtiyoriy atrofida o'zidan
boshga M to'plamning kamida bitta nuqtasi mavjud bo'lgan nuqta;

- X D M to'plamning hosila toplami M' — M ning barcha limit
nuqtalari to'plami;

- M to'plamning ichi int(M) — M to'plamdagi barcha ochiq gism
to'plamlar birlashmasi;
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- X fazoning hamma yerida zich to‘plam — yopilmasi X fazoga teng
bo‘lgan to‘plam;

- Separabel fazo — hamma yerida zich sanogli gism to’plamga ega
fazo.

Berilgan X to'plamning qism to'plamlaridan iborat turli sis-
temalar topologiya shartlarini ganoatlantirishi, ya’'ni X to‘plamda turli
topologiyalar kiritilishi mumkin. Bunda turli topologik fazolar hosil
bo'ladi.

X to‘plamda ti,t2 topologiyalar berilgan bo'lib, rj C t2 munosabat
o‘rinli bo‘lsa, u holda r2 topologiya T\ topologiyaga nisbatan kuch-
liroq topologiya deyiladi va Ti < r2 ko‘rinishda yoziladi. Bu holda t\
topologiya'ni r2 topologiyaga nisbatan kuchsizrog (sustroq) ham deyi-
ladi.

X topologik fazoda ochiq to'plamlardan iborat 38 sistema berilgan
bo‘lsin. Agar X fazodagi har bir ochig to'plamni 38 sistemaga te-
gishli to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishda ifodalash mumkin bo'lsa,
u holda 38 sistemani X fazodagi topologiyaning bazasi deb ataladi.
Sanoqli bazaga ega bo'lgan topologik fazoga sanoqli bazaga egafazo yoki
sanogqlilikning ikkinchi aksiomasini ganoatlantiruvchi fazo deyiladi.

X e X nuqtaning biror atroflaridan iborat sistemasini 38x orgali
belgilaylik. Agar x nuqtani o‘z ichiga oluvchi ixtiyoriy U ochiq to'plam
uchun, shunday V € 38 to'plam topilib, V C U bo'lsa, u holda 38x
sistema X nugqta atroflarining aniqlovchi sistemasi deb ataladi. Agar
sanogli 38x sistema mavjud bo‘lsa, u holda x nuqtada sanoqlilikning bi-
rinchi aksiomasi bajarilgan deyiladi. Agar X fazoning har bir nugtasida
sanogqlilikning birinchi aksiomasi bajarilsa, u holda X ni sanoglilikning
birinchi aksiomasiga ega fazo deb ataymiz.

{Ma} to'plamlar sistemasi va A to‘plam uchun A C |JMa bo‘lsa, u
a
holda {Ma} sistema A to‘plamning goplamasi deb ataladi. Agar {Ma}

goplamaning biror {Mai} gismi ham A uchun goplama bo'lsa, u holda
{Mai} sistema {Ma} qoplamaning gism qoplamasi deyiladi. Agar {Ma}
goplamaga tegishli har bir to‘plam ochiq (yopiq) bo‘lsa, u holda {Ma}
sistemani ochiq (yopiq) goplama deb ataymiz.

X topologik fazoda {xn} ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar x nug-
taning ixtiyoriy U atrofi uchun, shunday w soni topilib, n > w, tengsiz-
likni ganoatlantiruvchi barcha n natural sonlar uchun xn G U o'‘rinli
bo‘lsa, u holda x nuqta {xn} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

X va Y topologik fazolar, / : X —»Y akslantirish bo‘lib, x £ X
nuqta berilgan akslantirishning aniqglanish sohasiga tegishli bo'lsin.
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Agar y = f(x) nuqgtaning ixtiyoriy (7Watrofi uchun, x nugtaning sliun-
day Vx atrofi mavjud bo'lib, f(Vx) C Uy bo'lsa, u holda / akslantirish
x nuqtada uzluksiz deb ataladi. X fazoning barcha nuqtasida uzluksiz
bo‘lgan akslantirishga X fazoda uzluksiz akslantirish deyiladi.

Quyida ajratish aksiomalari deb ataluvchi shartlarni keltiramiz.

To - aksiomasi: X topologik fazoning ixtiyoriy ikkita har xil x va
y nugqtalari uchun bu nuqgtalarning kamida bittasining ikkinchicini o0z
ichiga olmaydigan atrofi mavjud.

T\ - aksiomasi (ajratishning birinchi aksiomasi): X topologik fazo-
ning ixtiyoriy ikkita har xil x va y nuqtalari uchun, x ning y nuqtani
0‘z ichiga olmaydigan Ox atrofi, y ning x nuqtani o'z ichiga olm,aydigan
Oy atrofi mavjud.

T2 - aksiomasi (ajratishning ikkinchi yoki xausdorf aksiomasi): X
topologik fazoning ixtiyoriy ikkita har xil x va y nuqtalaii o‘zaro kesish-
maydigan Ox va Oy atroflarga ega.

Topologik fazoda berilgan toplamning atrofi deb, shu to‘plamni o'z
ichiga oluvchi ixtiyoriy ochiq to‘plamga aytiladi.

73 - aksiomasi (ajratishning uchinchi aksiomasi): X topologik fazoda
ixtiyoriy nugta va bu nugta tegishli bo'Imagan ixtiyoriy yopiq toplam
0‘zaro kesishmaydigan atroflarga ega.

To (i G {0,1,2,3}) aksiomasini ganoatlantiruvchi topologik fazoni
Ti — fazo deb ataymiz.

T\ va Ts aksiomalarni ganoatlantiruvchi topologik fazo regulyar de-
yiladi.

T+ aksiomasi (normallik aksiomasi). T\-fazoda ixtiyoriy ikkita o‘zaro
kesishmaydigan yopiqg to’plamlar o‘zaro kesishmaydigan atroflarga ega.

T. aksiomasini ganoatlantiruvchi fazo normal deb ataladi.

Masalalar

5.1.1. Ikki elementdan iborat X = {a, b} to‘plamda 1 =
{0, {6},X} sistemaning topologiya bo‘lishini ko‘rsating.

Yechimi. Topologiya aksiomalarining bajarilishini tekshiramiz:

1) r sistemaning berilishiga ko‘ra o0, X £r;

2)
0U {6} = {b} £t

oUX ={b}UX =X Grr,
on{6}=0MX =0Gr,
{P}nl ={b} £T
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5.1.2. X metrik fazoda barcha ochiq to‘plamlardan iborat
T sistemaning topologiya bo‘lishini ko‘rsating.
Yechimi. r sistemaga. tegishli thIamIarning ixtiyoriy birlashmasi
G — (J Ga va chekli sondagi S = kI‘I &k kesishmasining ochiq to‘plam
nei =|
bo‘lishini ko‘rsatamiz.
G to‘plamga tegishli ixtiyoriy x nuqgta olaylik. U holda bu nuqta

UIGa birlashmadagi to‘plamlarning kamida bittasiga, aytaylik, GQ
ae
to'plamga tegishli bo‘ladi. G,,0 tolplain ochiq bo‘lganligidan, x nuqta-

ning bu to‘plamda yotadigan VX atrofi mavjud. Natijada Wx C Gaa C
G munosabatni yoza olamiz. Bu munosabatdan G to'plamning ochiq
ekanligi kelib cr|1_i|qadi.

Endi S = I Gk to‘plamdan ixtiyoriy x nuqta olaylik. Bu nuqgta
fc=i

Gk, K = I,n to‘plamlarning har biriga tegishli bo‘ladi. X nuqtaning
Gk to‘plamda yotadigan V&= B(x, £ atrofini olamiz. Bundan X nug-
taning r = minjej, £2, ...,en} atrofi uchun Ve ¢ Wh, k = 1

munosabatni yoza olamiz. U holda VEC S, ya'ni S ochiqg to‘plam.
5.1.3. X to‘plamda berilgan topologiyalarning ixtiyoriy
sondagi kesishmasi shu to‘plamda topologiya bo‘lishini isbot-
lang.
Yechimi. X to'plamda berilgan har bir rQ, a £ | topologiya uchun
X, 0 G Ta bo‘lganligidan, X, 0 G p] rQ.
a

P) rQkesishmadan olingan ixtiyoriy G1 to‘plam har bir ra sistemaga

a
tegishli bo‘ladi. Bundan r0 sistema topologiya bo’lganligi sababli
n

1JG1 € rava kp_l Gk G ra munosabatlar o'rinli. U holda
7 =i

UGE N
7 a
va
n
Al Gk G "] ™,
=1 a
ya’'ni p) Ta kesishma topologiya bo‘ladi.

5.1?4. X to‘plamning biror gism to‘plamlaridan iborat
38 sistemani 0‘z ichiga oluvchi minimal topologiya mavjud
bo‘ladi (uni 38 sistema paydo etgan topologiya deb ataymiz
va t {3) ko‘rinishda belgilaymiz). Isbotlang.
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Yechimi. 38 sistemaui 0'z ichiga ohivchi topologiyalar mavjud
(misol uchun 38 sistema X ning barcha gism to'plamlaridan iborat
topologiyaning icliida yotadi). Bu topologiyalarning kesishmasi (5.1.3-
misolga garang) 38 sistemani o'z ichiga oluvchi minimal topologiya
bo'ladi.

5.1.5. (X,t) topologik fazoning ixtiyoriy -38 bazasi quyidagi
shartlarni ganoatlantirishini isbotlang:

1) Ixtiyoriy x £ X nuqta kamida bitta G G 38 to ‘plamga
tegishli bo‘ladi;

2) Agar x G X nuqta 38 bazaga tegishli G\ va G2
to‘plamlarning kesishmasiga tegishli bo‘lsa, n holda shunday
G3 G 38 to‘plam mavjud bo‘lib, 1 G Gs C Gif| G2 munosabati
o'‘rinli bo‘ladi.

Yechimi. 1) X ochiq to'plam bo‘lganligidan, uni 38 bazaga te-
gishli to'plamlarning birlashmasi ko'rinishda ifodalash mumkin. Shu-
ning uchun X ning har bir nuqtasi 38 bazaga tegishli to‘plamlarning
biriga tegishli bo'ladi.

2) G1P] G2 kesishma ochiq to‘plam bo'lganligidan, uni 38 bazag
tegishli to'plamlarning birlashmasi ko'rinishda ifodalash mumkin. Bir-
lashmadagi to‘plamlarning kamida bittasiga x nuqta tegishli bo‘ladi.
Ushbu to'plamni G3 orgali belgilasak,

xGGaCGifjGa

munosabat 0‘rinli bo‘ladi.

5.1.6. X to‘plamning gism to‘plamlaridan iborat 38 sistema
guyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1) Ixtiyoriy x £ X element kamida bitta G £ 38 to ‘plamga
tegishli;

2) Agar x £ X nugta 38 sistemaga tegishli Gi va G2
to‘plamlarning kesishmasiga tegishli bo‘lsa, n holda shunday
G$ £ 38 to‘plam mavjud bo‘lib, x £ G3 C GC\QG22 munosabati
o'‘rinli bo‘ladi.

U holda 38 sistemaga tegishli to‘plamlarning birlashmasi
ko‘rinishda ifodalanadigan barcha to‘plamlardan iborat (38)
sistema X to‘plamda topologiya hosil etishini isbotlang.

Yechimi. 1) shart bo'yicha ixtiyoriy x £ X element 38 sistema-
ning kamida bitta to‘plamiga tegishli. Bu to‘plamlarning birlashmasi
X to'plamni beradi, ya'ni X £t {3).

38 sistemaga tegishli har bir to‘plamga bo'sh to‘plam gism to‘plam
bo'ladi. Bu bo'sh to'plam t {3s) sistemaga ham tegishli bo'ladi.
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T(38) sistemaga tegishli to'plamlarning ixtiyoriy sondagi (J G,, bir-

lashmasiiii qaraylik. Bu birlashinadagi har bir to'plam o‘rniaa, lining
33 sistema to'plamlarining birlashmasi ko'rinishdagi ifodasini qo'ysak,
natijada 38 sistemaga tegishli to‘plamlarning birlashmasi hosil bo'ladi.
Bundan [g G,, birlashmaning €(38) sistemaga tegishli ekanligi kelib

chigadi.

Endi t(3S) sistemaga tegishli to'plamlarning chekli sondagi kesish-
masi ham shu sistemaga tegishli bo‘lishini ko'rsatamiz. A, B £ t{38)
bo'lib, A =[] G,, va B = (J Gp bo'lsin, bunda Gn, Gp G 38. U holda

n @i

Af]B = (j(Gaf]G0)

a,B

tengligini yoza olamiz. 2) shart bo'yicha Ga (Gp kesishinaga tegishli
har bir X nugta uchun x G G' ¢ GaP)Gp munosabatni ganoatlanti-
radigan Gl G 38 to'plam topiladi. Ularning barchasining birlashmasi
GaPGp to‘plamni beradi, ya'ni GaP]Gp kesishma T(3&) sistemaga
tegishli. Ularning 38 sistemaga tegishli to‘plamlarning birlashmasi
ko'rinishdagi ifodalarini 1) (Gap) Gp) ifodaga qo‘ysak 38 sistemaga te-
a,(3

gishli to‘plamlarning birla(shmasi hosil bo‘ladi. Bundan Af]B kesish-
maning t{38) sistemaga tegishli ekanligi kelib chigadi.

Demak, r{38) sistema topologiyaning barcha shartlarini ganoatlanti-
rar ekan.

51.7. (X,t) topologik fazoda 38 C r sistemasi r topologiya
ning bazasi bo‘lishi uchun quyidagi shartlarning bajarilishi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang:

1) Ixtiyoriy X £ X element kamida bitta G G 38 to‘plamga
tegishli;

2) Agar X G X nugta 38 sistemaga tegishli G\ va
to‘plamlarning kesishmasiga tegrishli bo‘lsa, n holda shunday
@6 G 38 toplam mavjud bo‘lib, X £ G(\ Z Gif)G2 munosabati
o‘rinli bo‘ladi;

3) Ixtiyoriy G £7T to‘plam va har bir X £ G nuqta uchun
X £ Gx ¢ G munosabatni ganoatlantiruvchi Gx £ 38 to‘plam
mavjud.

Yechimi. 1) va 2) shartlar bajarilganda 38 sistema X topologik
fazoning bazasi bo'lishi 5.1.6-misolda ko‘rsatilgan.

3) shartning bajarilishidan ixtiyoriy G £ r to‘plamni G = JJGx
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ko'rinishda ifodalash mumkin ekanligi kelib chigadi. Dernak, 38 sistema
r topologiyaning bazasi bo'ladi.

Aksincha, 38 sistema r topologiyaning bazasi bo'lsa 1) va 2) shart-
larning bajarilishi 5.1.5-misolda ko'rsatilgan.

3) shartning bajarilishini isbotlaymiz. Ixtiyoriy G G r to'plamni

38 sistemaga tegishli to'plamlarning birlashmasi ko'rinishda yozish
mumkin. Har bir x G G element birlashmadagi to'plamlarning kamida
bittasiga tegishli bo'ladi. Shu to'plamni Gx ko'rinishda belgilaymiz.
x G Gx C G munosabat o'rinli bo'lganligidan, 3) shartning bajarilishi
kelib chigadi.

5.1.8. X topologik fazoda yopiq to‘plamning to‘ldiruvchisi
ochig bo‘lishini ko‘rsating.

Yechimi. X fazoda berilgan ixtiyoriy F yopiq to'plam biror G E X
ochig to'plamning to'ldiruvchisi bo'ladi, ya'ni F = X \ G. Bundan
X\F =X \(X\G) =G, ya'ni X \F ochiq to'plam.

5.1.9. X topologik fazoda A ochiq, B yopiqg to‘plamlar
bo‘lsa, n holda A\B ayirmaning ochiq to‘plam bo‘lishini
Ko ‘rsating.

Yechimi. 5.1.8-misolga ko'ra X \ B ochiq to'plam. Bundan

A\B = AT (X\B)

tengligi va topologiyaning ikkinchi aksiomasiga ko'ra A \ B to'plam
ochiqg bo'ladi.
5.1.10. X topologik fazoda yopiq to‘plamlaming chekli
sondagi birlashmasi yopiq to‘plam bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. X fazoda yopiq F1,F2,.--,Fnto'plamlar berilgan bo'lib,
=X\Gi (i=12,...,n) bo'lsin, bunda Gt ochiq to'plam. U holda
n
y(X\G )= X\f]G1
i=1

i=1

Cs

n
tengligi va p) GLkesishmaning ochiq ekanligidan, (J F, to'plamning
i=1

yopiq ekanllgl kellb chigadi.
5.1.11. X topologik fazoning ixtiyoriy M qgism to‘plami
uchun
X\ [M] = int(X \ M)
tenglikning o‘rinli ekanligini isbotlang.
Yechimi. X \ [M] to'plamdan ixtiyoriy x element olaylik. x £ [M]
bo'lganligidan, uning M to'plam bilan kesishmaydigan, ya'’ni X \ M
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to'plam ichida yotadigan Vx atrofi mavjud. Bundan x G int(X \ A/),
ya'ni X\[M] C mt(X\M) nmnosabatning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

Endi x Gint(X \ M) bo'lsin. int(X \ M) ochig bo'lganligidan, uni x
nuqtaning atrofi sifatida olish mumkin. int(X\A/) ¢ X\M munosabat
o'rinli bo'lganligidan, int(X \ M)f]M = 0. Bundan x ~ [M] ekanligi
kelib chigadi, ya’'ni x € X\[M]. Demak, X\[M] D int(X\M). Shunday
qilib berilgan tenglikning to'g'ri ekanligi isbotlandi.

5.1.12. X topologik fazoda M to‘plamning yopiq bo‘lishi
uchun [M] = M tengligining bajarilishi zarur va yetarli ekan-
ligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. M yopiq to'plam bo'lsin. Teskarisini faraz
gilaylik, ya'ni [M] ~ M. U holda [M] \ M ayirma bo'sh emas. Bu
ayirmadan biror x nuqtani olaylik. x £ M bo'lganligidan, x E X \
M. M yopiq bo'lganligidan, X \' M to'plam ochiq bo'ladi. U holda
X \'M to'plam x nugtaning atrofi bo'lib, bu atrof M to'plam bilan
kesishmaydi. U holda x £ [M\. Bunday bo'lishi mumkin emas. Demak,
farazimiz noto'g'ri, ya'ni [M] = M.

Yetarliligi. 5.1.11-misolda isbotlangan X \ [M] = int.(A \ M) teng-
ligidan [M] to'plamning yopiq ekanligi ko'rinadi. [M] —M tengligidan
esa M ning yopiq ekanligi kelib chigadi.

5.1.13. Ixtiyoriy xos qism to‘plami yopig boYTtagan
topologik fazoga misol keltiring.

Yechimi. Elementlari soni bittadan ko'p ixtiyoriy X to'plamda tri-
vial r = (0.X} topologiyani aniglasak, paydo bo'lgan topologik fazo-
ning ixtiyoriy bo'sh bo'Imagan gism to'plami yopilmasi X to'plamdan
iborat bo'ladi. Demak, bu fazoda fagat bo'sh to'plam va X to'plami
yopiq bo'lib, boshga gism to'plamlar yopiq bo'Imaydi.

5.1.14. Ixtiyoriy bir nuqtali gism to‘plami yopiq boYTtaaan
To-fazoga misol keltiring.

Yechimi. X = bbarcha butun sonlar to'plamini olaylik. Har bir
k £Z uchun

Nk={m GZ: m>k}

to'plamni olamiz.
t = {0,Z Nk « ¢ Z}

to'plamlar sistemasi topologiya hosil giladi.

Har bir m,n G Z, m < n uchun, U G r to'plami m nuqtaning
atrofi bo'lishidan n G Nm ¢ U munosabatlar o'rinli ekanligi kelib
chigadi. Demak, m nuqtaning xohlagan atrofiga n nuqtasi tegishli,
ya'ni m G [n], Bundan {n} to'plamning, Demak, bir nuqtali xohlagan
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gism to'plamning yopiq emasligi kelib chigadi. Shu bilan birga, rm ~ Nn
bo'lganligidan, garalayotgan topologik fazosi Ty-fazo bo'ladi.

5.1.15. X topologik fazoda to‘plam yopilmasi quyidagi xos-
salarga ega ekanligini isbotlang:

a) M C [A/]

b) agar M\ C M2 bo‘lsa, n holda [Mi] C [M2};

) [Mi UM2) = [Mi] U [M2};

d) M} = [M].

Yechimi. a) M to‘plamning xohlagan nugtasi shu to'plamning
o‘ziga urinish nugta bo‘lganligidan, M C [M];

b) [Mi] to‘plamga tegishli xohlagan x nuqtaning har bir atrofida
Mi to®lamning, demak, M2 to‘planming kamida bir elementi mavjud
bo‘lgani uchun x £ [M2], ya'ni [Mi] C [MZ];

c) Mi C Mi UM2, M2 C Mi UM:2 munosabatlar va b) xossadan
[MiuMZ2 D [Mi] U [MZ] munosabat kelib chigadi.

Endi [Mi UM?Z to‘plamdan xohlagan x nuqta olib x £ [Mi] U [MZ2]
deb faraz gilamiz. U holda x nugtaning Mi va M2 to‘plamlar bilan
kesishmaydigan UT atrofi mavjud bo‘ladi. Bundan

Ux M (Mi UM2) =0,

ya'ni X £ [Mi UMZ2. Bu ziddiyatdan [Mi UMZ C [Mi] U [M2] muno-
sabatining o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

d) a) xossadan [M] C [[M]] munosabati 0‘rinli.

[[M]] to‘plamdan olingan ixtiyoriy x nugtaning har bir Ux atrofiga
[M] to'plamning kamida bitta x' nuqtasi yotadi. Ux to‘plam X' nuqta
uchun ham atrof bo'ladi. Demak, bu atrofda M to'plamning kamida
bir nuqgtasi bor, ya'ni x G [M]. Demak, [M] D [[M]].

5.1.16. Sanoqli bazaga ega X topologik fazoning separabel-
ligini isbotlang.

Yechimi. {Gn} sistema X fazoning biror sanoqli bazasi bo‘lsin. Bu
bazaning har bir Gn elementidan ixtiyoriy xn nuqta olaylik. T = {i,,}
sanogli to‘plam X fazoning hamma yerida zich ekanligini ko‘rsatamiz.
Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni X ¢ [[] bo'lsin. U holda G —X \[T]
bo'sh bo‘Imagan ochiq to'plam bo‘lganligidan, uni {Gn} bazaga tegishli
biror Gk to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishda ifodalash mumkin.
Xk € Gk bo‘lganligidan, Xk £ G munosabat o‘rinli bo‘lishi kerak. Bun-
day bo‘lishi mumkin emas, chunki G(1 T = 0. Demak, X = [T].

5.1.17. Agar X sanoqli bazaga ega topologik fazo bo'lsa,
n holda uning ixtiyoriy ochiq qoplamasidan sanoqlicha gism
goplama ajratib olish mumkin ekanligini isbotlang.
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Yechimi. {00} sistema A' topologik fazoning ixtiyoriy ochiq qop-
lamasi bo'lsin. U liolda X fazoning har bir x uuqtasi kamida bitta 0,,
to'plamga tegishli bo'ladi. Agar {G,} sistema X tapologik fazoning
sanoqli bazasi bo‘lsa, bu sistemadan x € G,,(x) ¢ 0, munosabatui
ganoatlantiradigan Gn(x) to'plam topiladi. Shunday usul bilan tan-
langan Gn(x) to'plamlar sistemasi sanoglicha bo‘lib, X fazoning qop-
lamasi bo‘ladi. Har bir Gn{x) to‘plam uchun, uni o'z ichiga oluvchi
On to'plamlarning bittasini tanlaymiz. Bunday usul bilan tanlangan
to'plamlar sistemasi ham sanoglicha bo'lib, {0,} goplamaning gism
goplamasi bo'ladi.

5.1.18. (X,t) topologik fazoda M C X to‘plam berilgan
bo‘lsin. x nuqgtaning M to‘plamga urinish nuqta bo‘lishidan,
M to‘plamda x pga yaqinlashuvchi ketma-ketlikning mavjud
bo‘lishi kelib chigadimi?

Yechimi. Umuman olganda, kelib chigmasligi quyidagi misoldan
ko'rinadi. X = [0,1] bo'lib, r topologiya X va bo'sh to'plam bilan birga
[0, 1] segmentdan chekli yoki sanoqgli sondagi nuqtalarni olib tashlashdan
hosil bo'lgan to'plamlardan iborat bo'lsin.

Bu fazoda fagat statsionar ketma-ketliklar, ya’ni biror hadidan bosh-
lab barcha hadlari o'zaro teng bo'lgan ketma-ketliklar yaginlashuvchi
bo'ladi.

Hagigatan, {xn} statsionar ketma-ketlik bo'lib, biror n natural son
uchun xn = xn+ = xn+2 = ... bo'lganda x = xn nuqgta {xn} ketma-
ketlikning limiti bo'ladi. Sababi uning ixtiyoriy atrofida berilgan ketma-
ketlikning n hadidan boshlab barcha hadi joylashgan.

Endi {xn} ketma-ketlik statsionar bo'Imagan holni ko'ramiz.
Teskarisini faraz gilaylik, ya’'ni berilgan ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo'lib, x nugta uning limiti bo'lsin. [0,1] segmentdan {xn} ketma-
ketlikning bafcha hadlarini (agar x berilgan ketma-ketlikning biror
hadiga teng bo'lgan holda, bu hadidan boshqga barcha hadlarini) olib
tashlashdan hosil bo'lgan to'plam ochiq bo'lib, x ning atrofi bo'ladi.
Ravshanki, x nuqtaning bu atrofida {x,} ketma-ketlikning ko'pi bi-
lan chekli hadlari joylashgan bo'ladi. Demak, x nuqta berilgan ketma-
ketlikning limit uugtasi bo'lolmaydi.

Shuning uchun, agar M sifatida (0,1] yarim intervalni olsak, u holda
M to'plamda 0 6 X nuqtaga yaginlashuvchi ketma-ketlik mavjud emas.
Shu bilan birga, r topologiyaning bo'sh to'plamdan boshqga barcha eleT
mentlari cheksiz to'plamlardan iborat bo'lganligidan, 0 nuqtaning ix-
tiyoriy atrofida M ning kamida bitta elementi mavjud bo'ladi, ya'ni
0 € [MJ.
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5.1.19. X sano‘glilikning birinchi aksiomasini ganoat-
lantiruvchi topologik fazo bo‘lib, M ¢ X bo‘lsin. Agar x £ [M]
bo‘lsa, n holda M to‘plamda x nuqgtaga yaginlashuvchi ketma-
ketlikning mavjud bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Sanoqgli {O,,} sistema x £ [M] nuqta atroflarining
aniglovchi sistemasi bo‘lsin. On+|_|\c On munosabat o'rinli deb olish

mumkin (aks holda On o‘rniga kP|IQJr kesishmani olar edik). x £ [M]

bo‘lganligidan, Ok ga tegishli Xk £ M nuqta mavjud bo'‘ladi. Natijada,
X nuqtaning ixtiyoriy atrofining ichida yotadigan {On} sistema elementi
mavjud bo‘lganligidan, x nugta {xn} ketma-ketlikning limiti bo’ladi.

5.1.20. X va Y topologik fazolar bo‘lsin. f : X —Y aks-
lantirish uzluksiz bo'lishi uchun Y fazodagi har bir A ochiq
to‘plamning X fazodagi f~I(A) asli ochig bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. f : X —Y uzluksiz akslantirish va A C Y
biror ochiq to‘plam bo'lsin. B = f~1(A) to‘plamning X da ochiq ekan-
ligini ko‘rsatamiz. B to'plamga tegishli ixtiyoriy x nuqtani olaylik. U
holda A to'plam f(x) =y nuqtaga atrof bo‘ladi. Bundan / akslantirish
uzluksiz bo‘lganligidan, x nugtaning biror Vx atrofi f(Vx) C A muno-
sabatni ganoatlantiradi. Demak, VW C B munosabat o'rinli ekanligi
kelib chigadi, ya'ni B ochiq bo‘ladi.

Yetarliligi. Y fazoning har bir A ochig to‘plamining f~1(A) asli
ochig to‘plam bo‘lsin. X fazoning ixtiyoriy x nugqtasini va y —f(x)
nuqgtaning ixtiyoriy Uy atrofini garaylik. Uy ochiq to‘plam bo‘lgani
uchun f-\'Uy) ochiq bo'lib, bu to‘plam x nuqtaning atrofi bo‘ladi.
f(f~1{Uy)) C Uy munosabatdan / akslantirishnig x nuqtada uzluksiz
ekanligi kelib chigadi. x nugta X fazodan ixtiyoriy tanlab olinganligi
uchun / akslantirish X fazoda uzluksiz bo‘ladi.

5.1.21. {X,+) va (v.r2 topologik fazolar bo'lib, f : X —Y
akslantirish X ni Y ning ichiga o‘tkazsin.

F\r2)={r\G) :G £ &}

sistemaning X to‘plamda topologiya bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. /_1(r2) sistemaning topologiya aksiomalarini ganoat-
lantirishini tekshiramiz:

1) f(X) C Y munosabat o'rinli bo'lib, Y £ r2 bo'lganligidan, X =
f~I1{Y) £f~fa). Shu bilan birga, 0 = /-1(0) € /_1(r).

2) /-1(12) sistemaga tegishli ixtiyoriy Oa to'plamlarni olaylik. U
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holda,
O» =1 Gn GT.
Bundan

)00=]1JriG,)=r 1(y4

Endi U G,, Gr2 bo'lganligidan,

130acTl 1(r2).
a

Shu bilan birga,

n K= f] 7 1Gfc) =run cf) Gr 17r).

fc=i fe=i fe=i

Demak, /_1(12) sistema topologiya’ning barcha aksiomalarini ganoat-
lantirar ekan.

5.1.22. T\-fazo bo‘Imaydigan topologik fazoga misol kelti-
ring.

Yechimi. 5.1.1-misolda garalgan X — {a, b} topologik fazoda a
nuqtaning b nugtani o'z ichiga olmaydigan atrofi yo'q. Shuning uchun
bu fazo Ti-fazo bo'Imaydi.

5.1.23. Ti-fazoda bitta nuqtali to‘plamning yopiq bo‘lishini
ko‘rsating.

Yechimi. Ti-fazodan ixtiyoriy x nugta olaylik. Agar x ¢y bo'lsa.
u holda y nugtaning x nuqtani o'z ichiga olmaydigan Oy atrofi mavjud,
ya'niy ~ [x]. Demak, x = [x].

5.1.24. Ti-fazoda chekli to‘plamning yopig bo‘lishini
ko‘rsating.

Yechimi. Ti-fazoda chekli A — {ai,02, m , to'plam berilgan
bo'lsin. U holda I

A= {an}
fe=i

tengligini yoza olamiz. 5.1.23-misolda Ti-fazoda bitta nuqtadan iborat
to'plamning yopiq to'plam bo'lislii, 5.1.10-misolda esa topologik fazoda
yopiqg to'plamlarining chekli sondagi birlashmasi yopiq to'plam bo'lishi
ko'rsatilgan. Demak, A yopiqg to'plam.

5.1.25. T\-aksiomasini ganoatlantirmaydigan topologik fa-
zoda chekli to‘plam ham limit nuqtaga ega bo‘lishi mumkin
ekanligini ko‘rsating.
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Yechimi. X = {a, b} to:plamda r = {0. \b}, {a.b}} topologiyaui
garasak, a nuqgta {b} to‘plain uchun limit nuqta bo‘ladi.

5.1.26. X nugtaning Ti-fazodagi M to‘plamga limit
nuqta bo‘lishi uchun, bu nuqtaning ixtiyoriy U atrofiga M
to‘plamning cheksiz ko‘p elementi tegishli bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. X nugta M to‘plamning limit nugtasi bo'lsin.
Teskarisidan faraz gilaylik, ya'ni x nuqtaning shunday U atrofi mavjud
bo‘lib, bu atrofcla M to‘plamning (agar x G M bo'lsa, u holda
X dan boshga) fagat chekli xi, X2,..., Xn nugtalarigina joylashgan
bo‘lsin. 5.1.24-misoldan {xy, x2, mm X1} to‘plamning yopiq ekanligi,
5.1.9-misoldan esa V. — U \ {#i, x2, mm xn} to'plamning ochiq ekan-
ligi kelib chigadi. X € V bo'lganligidan, V to‘plam X nuqtaning atrofi
bo'lib, V MM \ {x} = 0 tenglik o‘rinli. Bu ziddiyatdan bizning farazi-
mizning noto‘g‘ri ekanligi kelib chigadi.

Yetarliligi.  To'plamning limit nuqtasi ta'rifidan bevosita kelib
chigadi.

5.1.27. Ti-fazo bo'lib, T2-fazo boYTagan topologik fazoga
misol keltiring.

Yechimi. X = [0,1] bo'lib, r topologiya bo‘sh to‘plam bilan birga
[0, 1] segmentdan chekli yoki sanoqli sondagi nuqtalarni olib tashlashdan
hosil bo‘lgan to‘plamlardan iborat bo'lsin. Bu topologik fazo Ti-fazo
bo‘ladi. Hagigatan, o‘zaro teng bo'Imagan ixtiyoriy x,y G X nugta-
lar uchun atroflarni, mos ravishda, Ox = X \ {y} va Oy = X \ {x}
ko'rinishlarda aniglasak, u holda x ~ Oy va y * Ox.

Endi x,y G X nuqtalarning o‘zaro kesishmaydigan atroflari yo'q
ekanligini ko‘rsatamiz. Gx va Gy to‘plamlar, mos ravishda, x va y
nuqtalarning ixtiyoriy atroflari bo‘lsin. U holda Gx = X \ A va
Gy = X \ B, bunda A va, B lar [0,1] segmentning ko‘pi bilan sanoqli
gism to‘plamlaridir. Natijada

GInGs=(I\NA)n(I\B)=1\(iU B).

A UB to‘plam ko‘pi bilan sanogli bo'lganligidan, X \{AUB) & 0.

5.1.28. (X,t) Hausdorf topologik fazoning xohlagan (M ,tm)
gism fazosi Hausdorffazo bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X Hausdorf fazo bo‘lganligidan, M to'plamga te-
gishli xohlagan x, y nugtalarning o‘zaro kesishmaydigan Ox, Oy atroflari
mavjud bo‘ladi. OxINM va OylM to‘plamlar x va y nuqtalarning M fa-
zodagi o‘zaro kesishmaydigan atroflari bo'ladi, ya'ni (M, tm) Hausdorf
fazosi bo‘ladi.
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5.1.29. Quyidagi tasdiglarning o‘zaro ekvivalent ekanligini
isbotlang:

1) T3-aksiomasi;

2) X topologik fazodagi har bir x nuqtaning ixtiyoriy atrofi
uchun, shu atrofda yopilmasi bilan birga yotadigan x nuqta-
ning biror atrofi mavjud.

Yechimi. X topologik fazoda T3-aksiomasi o‘rinli bo'lsin. x G X
nuqtaning ixtiyoriy Ox atrofini olaylik. Tj-aksiomasiga ko'ra X \ Ox
yopig to'plamning va x nugtaning o'zaro kesishmaydigan, mos ravishda,
U va Gx atroflari mavjud. Natijada

GXxCX\NUCX\(X\OY = Ox.

Shu bilan birga, X \'U to'plam yopiq bo'lganligidan, [Ga] C X \ U,
ya'ni [Gx] C Ox.

Endi 2) tasdiq o'rinli bo'lsin. X fazodan ixtiyoriy x nuqta va bu
nuqta tegishli bo'Imagan ixtiyoriy M yopiq to'plamni garaylik. 2) tas-
digga ko'ra X \' M to'plamda yopilmasi bilan birga to'liq yotadigan
X nuqtaning G atrofi mavjud. X \ [G] to'plam M to'plamning atrofi
bo'lib,

GN(X\[G]) CGMN(X\G) =0,
ya'ni T3 aksiomasi bajariladi.

5.1.30. Ixtiyoriy regulyar X topologik fazoning T2~fazo
bo‘lishini ko‘rsating.

Yechimi. x,y G X bo'lib, x ™ y bo'lsin. Ti-aksiomasiga ko'ra
X nugtaning y nuqgtani o'z ichiga olmaydigan Ox atrofi mavjud. Ts-
aksiomasiga ko'ra x nuqgta va X \Ox yopiq to'plamning o'zaro kesish-
maydigan atroflari mavjud. X \Ox to'plamning atrofi y nuqgta uchun
ham atrof bo'ladi. Demak, T2 aksioma bajariladi.

5.1.31. Ixtiyoriy X metrik fazoning normal topologik fazo
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X metrik fazoda o'zaro kesishmaydigan yopiq A va
B to'plamlar berilgan bo'lsin. X \ B ochiq to'plam bo'lib, A C
X \ B bo'lganligidan, A to'plamga tegishli ixtiyoriy x nuqtaning B
to'plam bilan kesishmaydigan Ox atrofi mavjud. Natijada, x nuqta B
to'plamdan musbat px masofada joylashgan bo'ladi. Xuddi shunday,
B to'plamning ixtiyoriy y nuqtasi A to'plamdan musbat py masofada

joylashadi. A va B to'plamlarning, mos ravishda, U = U S (X, &)
XeA

vaVv —_/IJBS (y. ¥) atroflarini aniglab, ularning o'zaro kesishmasligini
i/

ko'rsatamiz. Teskarisini faraz gilamiz, ya’'ni shunday z element mavjud
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bo‘lib, 3 € UC\V bo'lsin. U holda A va B to'plamlardan, mos ravishda,
shunday :r0 va i@ nuqtalar topilib, p(xf. z) < ~ va p(n,z) < ~
tengsizliklari o'rinli bo‘ladi. Aniglik uchun pr < pubo‘lsin. U holda

P(-co,™) < P(x0 ~) + P(s>Yo) <~ + N2 = Py’

ya'ni x0 € <5(yo, pN9. Bu esa Y| ning aniglanishiga zid. Demak, UtlV —
0, ya'ni X fazo normaldir.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. X topologik fazoning M gism to'plami uchun quyidagi tenglikni
isbotlang:

M=Q{P:MCP =[P] CX}.

2. X topologik fazosida o‘zaro kesishmaydigan ochig A va, B
to‘plamlar uchun [A] ) B —0, int[.A] Mint[5] = 0 tengliklari o‘rinli
ekanligini isbotlang.

3. X topologik fazosida  va 2 topologiyalar aniglangan bo‘lib,
Ti < r2 munosabati o'rinli bo'lsa, u holda har bir A C X to‘plam uchun
[A2 C [A]n munosabatining o‘rinli bo'lishini isbotlang.

4. X fazosida ochig P to'plarn va xohlagan Q gism to‘plami uchun

int([P M Q) = int[P] Mint[Q]

tengligining o'rinli ekanligini isbotlang.

5. X fazosidagi xohlagan ochiq G to'plam uchun F = [G]\G to'plam
X fazosining hech gayerida zich emasligini isbotlang.

6. X fazosining hech gayerida zich bo'Imagan A C X to'plamning
yopilmasi ham X ning hech gayerida zich bo'Imasligini isbotlang.

7. X fazoning hech gayerida zich bo‘Imagan ochiq to‘plam bo‘sh
bo‘lishini isbotlang.

8. X fazoning hamma yerida zich A gism to‘plam va X da ochiq
xohlagan U to‘plam uchun [N —[A U] tengligining o‘rinli bo‘lishini
isbotlang.

9. Normal fazoning yopiqg gism to'plami normal bo‘lishini isbotlang.

10. Yakkalangan nuqtalarga ega bo‘lmagan - fazoning hamma
yerida zich bo‘lgan gism fazosi ham yakkalangan nuqtalarga ega
bo'lmasligini isbotlang.

11. Regulyar bo‘lImagan sanoqli Hausdorf fazoga misol keltiring.
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5.2. Topologik fazolarda kompaktlik

X topologik fazo bo'lib, Y uning biror gism fazosi bo'lsin. Ochiq
to'plamlarning {Ga : a E A} sistemasi uchun Y ¢ 1J G,, bo'lsa, u

holda bu sistema Y to'plamning ochiq goplamasi deb g'fzﬁadi.

Agar ochig qoplama chekli elementlardan iborat bo'lsa, u holda u
chekli ochiq goplama deyiladi.

Agar topologik fazoning ixtiyoriy ochiq qoplamasidan chekli gism
goplama ajratib olish mumkin bo'lsa, u holda bu topologik fazo kom-
paktli deyiladi.

aksiomasini ganoatlantiruvchi kompaktli topologik fazoni kompakt
deb ataymiz.

M to'plamning gism to'plamlaridan iborat {1} sistemadan xohla-
gancha olingan chekli sondagi to'plamlarning kesishmasi bo'sh
bo'Imasa, u holda {A} sistema markazlashgan deb ataladi.

Agar X topologik fazoning har bir cheksiz gism to'plami kamida bir
limit nuqtaga ega bo'lsa, u holda bu fazo sanoqgli-kompaktli deyiladi.

Masalalar

5.2.1. Ixtiyoriy [a, &\ kesma kompakt to‘plamdir.
Yechimi. [a, 6] kesmaning intervallar bilan qoplamasidan chekli qop-
lama ajratib olish mumkinligini ko'rsatish yetarlidir.

Aytaylik, & = {/,} intervallar sistemasi uchun [a, b] C (J la bo'lsin.
a
C orqali [a, 6] kesmaning shunday x nuqtalarini belgilaymizki, bunda

[a, X] kesma & sistemaning chekli intervallari bilan goplangan bo'lsin.
C bo'sh bo'Imagan to'plamdir. Hagigatan, a soni biror la intervalga
tegishliligidan, [a, a] ¢ /Q ya'ni a EC.

xq =supC bo'lsin. Shunday la = (x', x'") E & mavjudki, X' <xq <
x"'. Aniq quyi chegara ta’rifidan shunday x EC mavjudki x" < x < x0.
[a, X] kesma & sistemaning chekli intervallari bilan qoplangani uchun
[a, xa1 ham bu sistemaning chekli intervallari bilan goplanadi. Bundan
xq EC.

Agar x0 < b desak, u holda (x{), x"") oraligda C to'plamning nug-
tasi topiladi, bu esa xo ning anigq quyi chegara ekenligiga ziddir. Hosil
bo'lgan ziddiyatdan x0 = b kelib chigadi, ya'ni [a, X] kesmani & siste-
maning chekli intervallari bilan qoplash mumkin.

5.2.2. X topologik fazo kompaktli bo‘lishi uchun
uning yopiq to‘plamlardan iborat har bir markazlashgan sis-
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temasining kesishmasi bo‘sh bo‘lmasligi zarur va yetarli
ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi., X kompakt topologik fazoning biror yopiq
to'plamlaridan iborat markazlashgan {F,} sistemasi berilgan bo'lsin.
Ga — X \ Fa to'plamlardan iborat {Ga} sistemaga tegishli chekli
sondagi G\, G2,... ,Gnto'plamlar uchun

n n n
\jGi={jiX\G.D)=X\f]Fi
i—% i— i=X
n
tengligidan va {Fa} sistemaning markazlashgan ekanligidan, (J G, &
i—+

X ekanligi kelib chigadi, ya’'ni {Gr3} sistemaning hech bir chekli gismi
X fazo uchun goplama bo'la olmaydi. U holda X kompaktli bo'lgani
uchun, {G,} sistemaning o'zi ham X fazoning qoplamasi emas, ya’'ni
léJl Ga ¢ X. Bundan

\J(X\Fa)= X\ f]F~AX.

a a
Demak, P] Fa @ 0 ekanligi kelib chigadi.

a
Yetarliligi. X topologik fazoning biror {CQ} ochiq qoplamasi beril-
gan bo'lsin. Fa = X \Ga yopiq to'plamlarning {FG} sistemasi uchun

nFe=f|(A-\Ga)=X\UGa=0.

(17 a a
Masala sharti bo'yicha, X fazodagi yopiq to'plamlarning xohlagan
markazlashgan sistemasi bo'sh bo'Imagan kesishmaga ega. Shu sababli
{Fa} sistema markazlashgan bo'la olmaydi. U holda bu sistemada ke-
sishmasi bo'sh bo'lgan chekli sondagi Fi, F2,..., Fmto'plamlar mavjud.
Bundan

/ m \ m m
X =X\Vif)Fk\=\J(X\FK=\jGk
\ftd / k= k=1

Demak, xohlagan {GQ} ochig goplamadan chekli goplama ajratib olish
mumkin ekan, ya’'ni X kompaktli.

5.2.3. Kompaktli X topologik fazoning xohlagan cheksi:
gism to‘plami kamida bir limit nuqtaga ega bo‘lishini isbot-
lang.

Yechimi. Aksinchasini faraz gilamiz, ya'ni bironta ham limit nug-
taga ega bo'Imagan cheksiz M C X to'plam mavjud bo'lsin. U
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holda M to'plamidan bitta ham limit nuqtaga ega bo‘lmagan sanoqli
Mi = {x\,x2,...} to'plam ajratib olish mumkin. Natijada yopiq
Mn = {xn,3-nHieee} Wplamlar kesishmasi bo‘sh bo‘lgan markazlash-
gan sistema hosil etadi. Bu X fazoning kompaktli bo'lishiga zid, ya'ni
farazimiz noto‘g‘ri.

5.2.4. Kompaktli X toplogik fazoning xohlagan yopiq F
gism to‘plami kompaktli bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. F gism fazoning yopiq gism to‘plamlaridan iborat xohla-
gan {F(t} markazlashgan sistemani olamiz. Bu sistemaga tegishli har
bir Fa to‘plam X fazosida yopiq bo'ladi. X kompaktli bo‘lganligidan,
l(_liF” ¢ 0. Demak, 5.2.2-misol bo'yicha, F kompaktli bo‘ladi.

5.2.5. Kompaktning yopiq gism to‘plami kompakt bo‘lishini
isbotlang.

Yechimi. 5.1.28-inisolda Hausdorf fazoning xohlagan gism fazozi
Hausdorfbo'lishi, 5.2.4-misolda esa, kompaktli topologik fazoning yopiq
gism to‘plamining kompaktli bo'lishi ko‘rsatilgan. Natijada kompakt-
ning yopiq gism to'plami kompakt bo‘lishi kelib chigadi.

5.2.6. X Hausdorf fazoning xohlagan kompakt K qgism
to‘plami yopig bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X Hausdorf fazo bo‘lgani uchun, xohlagan x £ K
va xohlagan y £ K nugqtalarning o‘zaro kesishmaydigan Ux va V*
atroflari topiladi. {Ux ; x £ K} sistema K uchun ochig qoplama
bo'ladi. K kompakt bo‘lgani uchun {Ux : x £ K} goplamaning chekli
UXLUX, ..., UX gism qoplamasi mavjud. Bu gism qgoplamadagi hech
bir to‘plam bilan y nugtaning

vy =vp n Vy2N... NVyn
atrofi kesishmaydi, ya’ni

Vyn (uXnuXn ... nuxn - 0.

K C UM UUXU ... Ul munosabati o‘rinli bo‘lgani uchun y £ [K\.
Bundan K to'plamning yopiq ekanligi kelib chigadi.

5.2.7. Har bir kompakt normal fazo bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. A va B to‘plamlar K kompaktning o‘zaro kesishmaydi-
gan yopiq gism to‘plamlari bo‘lsin. 5.2.5-misoldan A va. B to'plamlar
kompakt ekanligi kelib chigadi. 5.2.6-misoldan A tolplain va har bir
y £ B nuqgtaning o‘zaro kesishmaydigan Uy va W atroflarining mavjud
ekanligi kelib chiqadi. Demak, K kompakt regulyar fazo bo‘lar ekan. B
to'plamning {Vy :y £ B} ochiq qoplamasidan chekli {Vyi, W2,..., W}
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gism goplama ajratib olamiz. U holda
ACUA=WinuUun...nUwn

B CVB=W UWU..UVM

va
UATIVB=0

munosabatlar o‘rinli. Demak, K kompakt normal fazo bo‘ladi.

5.2.8. Kompaktli fazoning uzluksiz akslantirishdagi obrazi
kompaktli fazo bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X kompaktli topologik fazo, / esa X ni biror Y topologik
fazoga uzluksiz akslantirish bo'lsin. f(X) fazoning xohlagan {\a}
ochig goplamasini garaymiz. / akslantirish uzluksiz bo'lganligi sababli
/- 1(Kr) to'plamlar ochiq bo'lib, {/_1(V")} sistema X fazoning ochiq
goplamasi bo'ladi. X fazo kompaktli bo'lgani uchun chekli

{/“MUr\ v, ..., T1(BA,

gism goplama mavjud bo'ladi, ya'ni X C kliJl/ (14). Bundan

/me/uri) =t =t

Demak, / (X) fazo kompaktli.

52.9. X kompaktni Y Hausdorf fazosiga o‘zaro bir qiy-
matli uzluksiz (p akslantirish gomeomorfizm bo‘lishini isbot-
lang.

Yechimi. X fazosidan xohlagan yopig F to'plamini olamiz. F
kompakt (5.2.5-misolga garang) bo'lgani uchun, G = 'r(F) to'plam
(5.2.8-misolga garang) kompakt bo'ladi. Natijada 5.2.6-misol bo'yicha
G to'plam yopig. Demak, akslantirishda xohlagan yopiq F C X
to'plamning proobrazi yopiq. Bundan akslantirishning uzluksiz
ekanligi, demak, y? ning gomeomorfizm ekanligi kelib chigadi.

5.2.10. Quyidagi shartlaming o‘zaro ekvivalent ekanligini
isbotlang:

i) X fazosining har bir sanoqli ochiq goplamasi chekli gism
goplamaga ega;

ii) X fazosining yopiq gism to‘plamlaridan iborat har bir
sanoqli markazlashgan sistemasi bo‘sh boYTagan kesishmaga
ega.
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Yechimi. i) shart o‘rinli bo'lib, yopiq to'plamlarning sanoqgli {Fr}
00

markazlashgan sistemasi berilgan bo'‘lsin. Agar f'| Fn = 0 deb faraz
o—1

gilsak, u holda
{Gn: Gn= X \Fn}
ochiq to‘plamlar sistemasi X fazosi uchun ochig goplama bo‘ladi.
Hagigatan,
UGn={J(X\Fn)=X\p\Fn=X.
i) shart bo'yicha {Gn} goplamaning chekli G,HGr2 ..., GT gism qop-
lamasi mavjud. U holda
K K K
PiFn = f)(X \Gnt) = X \{jGnt = 0.
Bu {Fn} sistemaning.markazlashgan ekanligiga zid.
Endi ii) shart o'rinli bo'lib, X topologik fazoning sanoqli {Gn} ochiq
goplamasi berilgan bo'lsin. Fn = X \ Gn yopiq to‘plamlarning {Fn}

sistemasi uchun
(o/e] (o/e] (o]

pl Fn=p] (X \Gn)=X \(J Gn=0.
Masala sharti bo'yicha, X fazosidagi yopig to‘plamlarning xohla-
gan sanogli markazlashgan sistemasi bo‘sh bo'Imagan kesishmaga ega.
Shu sababli {Fn} sistema markazlashgan bo‘la olmaydi. U holda
bu sistemada kesishmasi bo‘sh bo‘lgan chekli sondagi F\, F%,..., Fm
to‘plamlar mavjud. Bundan

(Pif* =ij(x\") =ijG t.
Demak, {Gn} ochiq goplamadan chekli goplama ajratib olish mumkin
ekan, ya’'ni i) shart o'rinli.

5.2.11. X topologik fazo sanogli-kompakt bo‘lishi uchu
yopiq gism, to‘plamlardan iborat har bir sanoqli markazlash-
gan sistemasi bo‘sh boUTtagan kesishmaga ega bo‘lishi zarur
va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. Sanoqli-kompakt X fazoning yopiq
to‘plamlaridan iborat sanoqli {Fn} markazlashgan sistema beril-

g



182 V. Topologik fazolar

bo'lganligidan va yopiq to'plamlarning kesishmasi yopiq bo'lganligidan,
har bir &, to'plam bo'sh bo'Imagan yopiq to'plam bo'ladi. Sim bilan
birga,

¢p1DP2D... DD, D...

munosabat, demak, l}ljg = FI%K' tengligi o'rinli. Natijada quyidagi
ikki hoi bo'lishi mumkin:
1- hoi. Biror n0 natural sonidan boshlab

P ~ ro+l = eee

tengliklari o'rinli. U holda

N o = 0 dO-
n>l

2 - hoi. @, to'plamlar orasida cheksiz sondagi o'zaro har il
to'plamlar mavjud. Bu holda barcha @, lar o'zaro har xil bo'lgan
holni garash yetarli. xn € &, \ ®m+l nuqtalardan iborat {x,,} ketma-
ketlik X fazoning cheksiz gism to'plami bo'ladi. X sanoqli-kompakt
bo'lganligidan, {xn} ketma-ketlik kamida bitta xqg limit nuqtaga ega.
Xn,XnH, ... nugtalar ®nto'plamiga tegishli bo'lganligidan, xgnuqta &,
uchun ham limit nuqgta bo'ladi, ®,, to'plamning yopigligidan x0 € @,
Bundan xo € f|]1¢,,, ya'ni f[lldb,, d 0.

Y etarliligi esa 5.2.2 va 5.2.10-misollardan kelib chigadi.

5.2.12. Metrik fazodan olingan E to‘plamning kom-
pakt bo‘lishi uchun uning sanoqgli-kompakt bo‘lishi zarur va
yetarli.

Yechimi. Zarurligi. E to'plam kompakt bo'lsin. E to'plamdan
ixtiyoriy {xn} ketma-ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlikning birorta ham
gismiy ketma-ketligi E da yaginlashuvchi emas deb faraz gilaylik. U
holda E to'plamning har bir r elementi berilgan ketma-ketlikning fagat
chekli hadlarinigina o'z ichiga oluvchi V(z) atrofga ega bo'ladi. Bu
atroflar E uchun ochiq goplama hosil giladi. E kompakt bo'lgani uchun
chekli sondagi  z%,..., zk€ E elementlar mavjud bo'lib,

EC V(Z)UV{z2 U ... U V{zk)

munosabat o'rinli bo'ladi. Ammo bu munosabatning o'rinli bo'lishi
mumkin emas, sababi V(zi) U V{z2) U ... U V(zk) to'plamlarga {xn}
ketma-ketligining faqgat chekli sondagi hadlari tegishli, E to'plamga esa
barcha hadlari tegishli. Bu ziddiyatdan farazimizning noto'g'ri ekanligi
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kelib chigadi. U holda E dan olingan ixtiyoriy ketma-ketlik E da yagin-
lashuvchi gismiy ketma-ketlikka ega ekan. Bundan esa E to'plamning
sanoqli-kompakt ekanligi kelib chigadi.

Yetarliligi. E sanogli-kompakt to'plam bo'lsin. Faraz gilaylik E
kompakt bo'Imasin. U holda E to'plamdan chekli gism goplama ajratib
olish mumkin bo'Imagan {Ga} ochig goplamasi mavjud bo'ladi. Nolga
intiluvchi kamayuvchi {£,,} sonli ketma-ketlik olamiz. E uchun chekli
e-to'r tuzib (Hausdorf teoremasi bo'yicha chekli £-to‘r tuzish mumkin),
bu to'rning har bir element! atrofida radiusi B bo'lgan shar hosil
gilamiz. Sanogli-kompakt to'plamning yopiq gism to'plami sanogli-
kompakt bo'lgani uchun hosil gilingan har bir shar yopilmasining E
to'plam bilan kesishmasi sanoqgli-kompakt bo'ladi. Bu kesishmalar-
dan hosil bo'lgan to'plamlarning diametrlari 2s\ sonidan katta emas.
Natijada E to'plam diametrlari 2\ sonidan katta bo'lmagan chekli
sondagi sanoqgli-kompakt to'plamlarning birlashmasi ko'rinishda ifoda-
lanadi. Farazimiz bo'yicha {Gn} sistemaning chekli gism qoplamasi
mavjud emas. U holda birlashmadagi sanoqgli-kompaktlarning hech biri
ham chekli ochig goplamaga ega emas. Bu sanogli-kompaktni Ei orgali
belgilaymiz.

Endi Ei to'plam uchun chekli £2-to'r tuzamiz va bu to'rning har
bir elementi atrofida radiusi  ga teng shar hosil qgilib, E\ to'plamni,
yuqoridagiday qilib, diametlari 2s2 sonidan katta bo'Imagan chekli
sondagi sanogli-kompaktlarning birlashmasi ko'rinishda ifodalaymiz.
Bu birlashmadagi {G0} sistemaning chekli sondagi to'plamlari bilan
goplanmaydigan kompakt to'plamni E2 orgali belgilaymiz.

Bu jarayonni cheksiz davom ettirsak sanogli-kompaktlarning ka-
mayuvchi

EDEIiDE2D ...

ketma-ketligiga ega bo'lamiz. Bu ketma-ketlikdagi hech bir sanoqli-
kompakt {Ga} sistemaning chekli sondagi to'plamlari bilan goplan-
maydi va diamEn — 0. £ element bu kompaktlarga tegishli umumiy
nugta bo'lsin (5.2.10-misolga garang). £6 E bo'lgani uchun {G,} sis-
temaga tegishli Gauto'plam topilib, £ £ Gaobo'ladi va 2e,,0 < 6 bo'lsin.
U holda Em C GQ Bu farazimizga zid. Demak, E to'plam kompakt.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Sanoqli bazaga ega topologik fazoning xohlagan ochig qoplama
sanoqli gism qoplamaga ega ekanligini isbotlang .
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2. Kompaktli topologik fazoda aniglangan ixtiyoriy uzluksiz sonli
funksiya shu fazoda chegaralangan bo‘lib, o‘zming aniq quyi va aniq
yugori chegarasiga ega bo'lishini isbotlang.

3. Ti-fazo sanoqli kompakt bo‘lishi uchun uning nuqtalaridan iborat
xohlagan ketma-ketlik kamida bir limit nuqgtaga ega bo'lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

4. Sanoqli bazaga ega topologik fazoda kompakt va sanoqgli kompakt-
likning o‘zaro teng kuchli ekanligini isbotlang.

5. Sanoqgli-kompaktli topologik fazoning xohlagan yopig gism
to‘plamining sanoqli-kompaktli fazo bo'lishini isbotlang.

6. [0,1) yarim intervalning kompakt emasligini ko‘rsating.

7. s barcha haqiqgiy sonlar ketma-ketliklar fazosida

(*n) * N7 1}

to‘plamning kompaktligini ko‘rsating.
8. Agar topologik fazoda aniglangan har bir uzluksiz funksiya
chegaralangan bo‘lsa, u holda bu topologik fazo kompakt bo'ladimi?
9. Kantor to‘plaminig kompakt ekanligini ko‘rsating.

5.3. Chizigli topologik fazolar

E to‘plam quyidagi shartlarni ganoatlantirsa, u holda E chizigli
topologik fazo deyiladi:

a) E chizigli fazo;

b) E topologik fazo;

c) E da qgo‘shish va songa ko'paytirish amallari uzluksiz.

Qo'shish va songa ko‘paytirish amallarinig uzluksizligi quyidagini
anglatadi:

1) agar zo = xo + yo bo'lsa, u holda zq nuqtaning ixtiyoriy U atrofi
uchun x0 va yo nuqtalarning mos ravishda V va W atroflari topilib,
ixtiyoriy x G V,y G W nugtalar uchun x + y G U sharti bajariladi;

2) agar yo = A0Z0 bo‘lsa, u holda y0 nuqgtaning ixtiyoriy U atrofi
uchun X, nuqtaning V atrofi va e > 0 soni topilib, ixtiyoriy x G V va
JA—A0] < £1ar uchun Ax G U sharti bajariladi.

E chizigli topologik fazo va A C E bo'lsin .

Agar Vx G A, Va, &\ < 1 uchun ax G A bo'‘lsa, u holda A mu-
vozanatlashgan to‘plam deyiladi.

Agar Vx G E uchun shunday a > 0 topilib, a_1x G A bo'lsa, u holda
A yutuvchi to‘plam deyiladi.
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Agar ¥YX,y € A, Va, 3 Ja] + YA < luchun ax + & £ A bo'lsa, u
holda A absolyut gavarig to'plam deyiladi.

Agar nolning har bir U atrofi uchun shunday A0 > 0 soni topilib,
barcha A> Aouchun A C AU munosabati bajarilsa, u holda A chegara-
langan to'plam deyiladi.

Chizigli topologik fazoning ixtiyoriy bo'sh bo'Imagan ochiq to'plami
bo'sh bo'Imagan qavariq ochiq gism to'plamga ega bo'lsa, u holda bu
fazo lokal qavariq deyiladi.

Chizigli fazolarda topologiya Kiritishning asosiy usullaridan biri bu
yarim normalar sistemasi orgali aniglangan topologiyadir.

E chizigli fazo va & = {papa : E —M, a £ A} yarim normalar
sistemasi bo'lsin.

Ushbu

U(pi, Ngeee Pn, «0 = {x £E :Pi(x) <e, i =17n},

bunda pi, p2, === ,Pn G £ > 0, to'plamlar sistemasi E fazo nolining
atroflarini tashkil etadi.

Agar har bir x G E, x ®0, uchun shunday pa G A topilib, pa(x) ®0
bo'lsa, u holda  yarim normalar sistemasi ajratuvchi deyiladi.

E chiziqli fazo, & yarim normalar sistemasi va M C E bo'lsin. Agar
p G & uchun shunday cp soni topilib, barcha x GM uchun p(x) < cp
tengsizligi bajarilsa, M to'plam p yarim norma bo'yicha chegaralangan
deyiladi.

Masalalar

5.3.1. Chiziqli topologik fazoning U ochiq to‘plami gavariq
bo‘lishi uchun U+ U = 2U tengligi bajarilishi zarur va yetar-
lidir.

Yechimi. U ochiq gavariq to'plam bo'lsin. U+ U = 2U ekanligini
ko'rsatamiz.

z £ U+ U bo'lsa, u holda x,y £ U nuqtalar topilib, z = x +y tenligi
o'rinli. U qgavariq bo'lganligidan, ~(x +y) £ U. Bundan

2=2(7? +ly) e2U

ya'’ni U+ U C 2U.
Endir £ 2Ubo'lsa, u holdaz = 2x, x £ U. Bundan z = x+x G U+U,
ya'ni 2U C U + U. Demak, U + U = 2U.
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Endi U+ U = 2U bo‘lsin. X,y G U nugqtalarni olamiz. U holda
x+y GU+ U U+U = 2U ekanligidan, x+y G 2U. Bundan ~(k+ry) £ U.
Bundan

bu yerda 0 < Tp < 1. Endi U ochiq to‘plam ekanligidan, ixtiyoriy
0 < t< 1luchun tx+ (1 —t)y G U, ya'ni U qavariq to'plam.

5.3.2. A absolyut qavariqg to‘plam bo‘lishi uchun uning mu-
vozanatlashgan va qavariqligi zarur va yetarlidir.
Yechimi. Absolyut gavariq to‘plamning muvozanatlashgan va

gavariqgligi bevosita ta’rifdan kelib chiqadi.

Aksincha A muvozanatlashgan va gavariq, X, Y GAva Jaj + V1< 1
bo‘lsin. Agar a = 0 yoki (5= 0 bo‘lsa, u holda ax + f3y G A ekanligi
ravshan.

a @0, 3d 0 deylik. U holda A muvozanatlashgan ekanligidan,

Endi A ning qavarigligi va

H S B
AN SN T I o)
tengligidan
Yy €A
5.3.3. Chizigli topologik fazoda T”™-aksioma bajarilishini
Ko ‘rsating.

Yechimi. Aniglik uchun X = 0 nugtani va bu nugtani o‘z ichiga ol-
magan F yopiq to‘plamning o‘zaro kesishmaydigan atroflari mavjudligi-
ni ko'rsatamiz.

U = E\F bo'lsin. Ayirish amalinig uzluksizligidan nolning W atrofi
to'pilib, W —W G U munosabati bajariladi.

[TY] C U ekanligini ko‘rsatamiz. y G [W] bo‘lsin. U holda y nugta-
ning ixtiyoriy atrofi, jumladan y+ W atrofi W to'plam bilan keshishadi,
yani 2 G (y + W) MW nugta mavjud. U holda z—y £W. Bundan

y=z-(z-y)EW -W CU,

ya'ni [W] C U.
Endi W va E \ [W] ochiq to'plamlar 0 nugta va F to‘plamlarning
o'zaro keshishmaydigan atroflari bo'ladi.
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5.3.4. s barcha haqgiqgiy sonlar ketma-ketligi fazosida

Pn{{xk)) = Ix.|, {xR G, (5.1)

n G N, yarim normalar sistemsi ajratuvchi ekanligini
ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, x = (x*) £5s, i / 0 bo‘lsin. U holda shunday
n G N topilib, x,, @ 0. Demak, pn(x) = W\ ® 0, ya'ni, {p,.} yarim
normalar sistemasi ajratuvchi bo'ladi.

5.3.5. s fazoda (5.1) formula orgali aniglangan topologiya

P(bl,bl) = bl . bl G5 . (52

metrika orgali aniglangan topologiya bilan ustma-ust
tushishini ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik,

U(pi, P2i ,Pn,e) = {x G5:pi(x) <e,i = 1,n}

yarim normalar hosil etgan nolning atrofi bo‘lsin. U holda har bir 1 <
i < nuchun p{] <e. Bundan (5.2) ga asosan, p(0,x) < £ ya’'ni x nuqta
p metrika bo'yicha nolning e-atrofiga tegishlidir.

Aytaylik, x nugta p metrika bo'yicha nolning e-atrofiga tegishli, ya'ni
p(0,x) < e bo'lsin. £> Ttbo'lgan n sonini olamiz. U holda

x G U(pi, p2,’** Pn, e)-

Demak, bu topologiyalar ustma-ust tushadi.

53.6. E chizigli fazo va 2? yarim normalar sistemasi
bo‘lsin. M C E to‘plam chegaralangan bo‘lishi uchun bu
to‘plam har birp £ yarim norma bo‘yicha chegaralangan
bo‘lishi zarur va yetarli.

Yechimi. Zarurligi. M C E to'plam chegaralangan bo'lsin. Har bir
p G & uchun

Up, 1) ={XxGE :p(x) <1}
ochig to'plamni garaylik.

M to'plami chegaralangan ekanligidan, shunday A0 > 0 soni topilib,
barcha A > A) uchun M C AU(p, 1) munosabati bajariladi. Demak,
barcha x G M uchun p(x) < AD tengsizligi bajariladi.

Yetarliligi. Endi A/ to'plam har bir p G S? yarim norma bo'yicha
chegaralangan bo'l.sin, yn’ni har bir p G uchun shunday cv soni topi-
lib, bardm X G M ucliiin p(r) <§; timg.sizligi bajariladi.
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U nolning biror atrofi bo‘lsin. U holda Sunday px, p2, mm P, G

£>0, topilib,
U(pi,p2,--- ,Pn, e)dU

bajariladi. A0 = £~rmax{cPl, ee=, cPn} bo'lsin. U holda har bir x G M
uchun pi(x) < cH ekanligidan, p,{x) < AQe kelib chigadi. Demak, x G
\OU (pi,p2,--- ,Pn, £), ya’ni M C AQU.

5.3.7. C(0,1) - (0,1) intervalda aniglangan barcha haqiqiy
uzluksiz funksiyalar fazosi bo‘lsin. C€(0,1) fazoda f funksiya
atroflari sistemasi

V(f£) ={gcc(,1) :1f(t) - g\ <£ Vi (0,1)}

ko‘rinishdagi to‘plamlardan iborat bo‘lsin. Bu topologiyada
go ‘shish amali uzluksiz bo‘lib, songa ko ‘paytirish amali uzluk-
siz emasligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, g, h ¢ C(0,1), / = g+ h bo'lsin.

V(g.e) + V(h,E)cV (f, 2e)

ekanligini ko‘rsatamiz.
9i GY(9,£), hi g V(h,e), f\=g\+ h\ bo'lsin. U holda Vi ¢ (0,1)
uchun p(t) —<?i@)] < £ va h(t) —hi(Y)\ < £ tensizliklar o'rinli. Bundan

F{t) ~ fi(O\ = \gft) - gi{t) + h{t) - hi(D)] <
< W) - SO\ + h(t) - J¥)] < 2,

ya'ni f\ ¢ V(/,2e). Demak, (7(0,1) fazoda qo‘shish amali uzluksiz
bo‘ladi.

Faraz gilaylik songa ko‘paytirish amali ham uzluksiz bo‘lsin. f(t) =
j funksiyasini olaylik. U holda shunday 5 > 0 soni topilib, |y <6
tensizligini qanoatlantiruvchi barcha A ¢ R sonlari uchun

XV(f, 6) ¢ V(0,1)

munosabati bajariladi. Bundan A= " uchun

ya'ni Vi G (0,1) uchun
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tensizligi bajariladi. Bundan 5 < 0. Bu esa 6 > 0 ekanligiga zid. Hosil
bo'lgan ziddiyatdan C (0,1) fazoda songa ko‘paytirish amali uzluksiz
emasligi kelib chiqgadi.

5.3,8. L°(Q,E,Zi) - (fi,E,/Zi) o‘Ichovli fazoda aniglangan bar-
cha haqiqiy o‘lcovli funksiyalar fazosida

U(e,5) = {f€ L°(fi,E, N :3A GE, u(lNM\A)< 6 \fXA\< e}

to‘plamlami garaylik, bunda e > 0, 5> 0. Quyidagilarni isbot-
lang:

1) XU(e, S) = U(JAle 5), bunda X ®0;

2) U(e,S) + U(e,S)cU(2e,29)-

AYN{~M) :e>0, $> 0} = {0}.

Yechimi. 1) Faraz gilaylik / G XU(s,6), A @ 0. U holda shunday
g G U(e,8) topilib, 7 = Ag. Endi g G U(e,8) bo‘lganligidan,

BAGE, =/i(n\A) <8 \px\ < fu

Bundan
Vxa\ = V9Xa\ < |Ale

Demak, /7 G C/(JAle 5.
Endi / G t/(JA]J£<5) bo‘lsin. U holda

DA e S, /x(M\J) <6, \IXA\ < JAle

Bundan ~xa < fmDemak, “xa G U(s,5), ya’ni / G AU(s,S).
2) 1,9 G U(e, 5) bo:lsin. U holda shunday A B G E mavjud bo‘lib,

n{ft\A) < 8, \/xa\< £

va
n(M\B) <5 \me\ < f=
C = An B bo‘lsin. U holda
\C) = /n(M\(ANB)) = \A) U (Q\B)) <

< nQ,\A) + /XI\B) < 8+ 8= 25
ya’'ni
/Xfi\C) < 2%

I/ + slxc £ I/xcl + BXc\ < |/Xa] + \mxB\ < e + e = 2s,



190 V. Topologik fazolar

ya 1
\f + 9O\xc < 2e.
Demak, f + g G U(2e, 25), ya'ni U(e,5) + U(s, 5) C U(2s, 25).
3) Aytaylik, barcha e > 0, 5> 0 uchun /7 G U(e,S) bo‘lsin. Fara
gilaylik, / ¢ 0. U holda shunday A > 0 soni topilib,

to'plami musbat o‘lchovga ega bo'ladi, hamda xeX\ > AXe -
Endi 5 < u(E) shartni ganoatlantiruvchi 5 > 0 sonini olaylik. Faraz

gilaylik, f GU (,5%) . U holda

3Aez,=*n(n\A)<6, Uxa\<

Quyidagi

tengsizliklardan EF\A = $ kelib chigadi. Demak, E C R”2\A va fi(E) <
fi,(Q\A) < 5 yani 4(E) <5 Bu esa 5 < 1(E) tengsizligiga zid. Hosil
bo'lgan ziddiyatdan / = 0 ekanligi kelib chigadi. Demak, f]l{U (e, 5) :
e>0,5> 0} = {0}

5.3.9. Agar AnGS w xa,, 0 bo‘lsa, n holda u(An) —0
ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, An G £ va xa,, 0 bo'lsin. Ixtiyoriy 5> 0,
0 < £ < 1 sonlarini olaylik. xa,, 0 bo'lganligidan, shunday n0

nomeri topilib, barcha n > nOnomerlari uchun xa,, G U(e, 5) bajariladi.
Bundan Vn > w, uchun shunday Bn G £ topilib,

X(Q\S,,) <5 ka,Xb,|] < £< I
Bundan Xa, Xsn = 0, ya’ni AnfBn = 0. Demak, AnC \Bnva
M(A,,) < \Bn) < 5

ya’ni 4(An) —0.
5.3.10. Agar ™NQ) < +oo bo‘lsa, L°(fi,£,/x) fazoda o‘lcho
bo‘yicha yaginlashish topologiyasi
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metrika hosil etgan topologiya bilan ustma-ust tushishini
ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, e > 0 va / G U(e,e) bo‘lsin. U holda shunday
A g E to'plam topilib,

h(ELI\A)<e, \/xa\< £

Bundan
=J T rm Mt) =
a
= [ -ifwiggMt) i f 4i/wi IM <
J |'pw m 1 14?119\ m -
M A
< / udp,(t) + | sdfj,(t) = \A) + ey(A) < e+ eu(A),
MA A

ya’ni

p(f,0) < e(l + /x(fi)).

Demak, U(e,e) C B(0,r), bu yerda r = e(1 + /n(0)).
Endi ixtiyoriy e, 5> 0 sonlar uchun shunday r > 0 topilib,

B(0,r)cU (e,S)

ekanligini ko‘rsatamiz.

r = bo'lsin.
A={t GN:\fik\ < £}

to‘plamni olamiz. U holda /7 G B(0, r) uchun

sl Q\A

>) ) =W £

Bundan
MRNAT < (Lnbe & 1rE g
VAR £ 1+ £ £
ya’'ni \ A) <6. Hamda \/xa\< fmDemak, /7 ¢ U(£,S). Bundan

5(0,r) ¢ U(£,S) munosabatga ega bo‘lamiz.
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5.3.11. E chiziqgli topologik fazo. A Cc E chegaralangan
bo‘lishi uchun ixtiyoriy {xi} C A va A, —-» O {A,} C X uchun
Xnx,, 0 bajarilishi zarur va yetarli.

Yechimi. 2Zzarurligi. {xn} C A, {A,} C M, A, — 0 bo'lsin. V
nolning muvozonatlashtirilgan atrofi bo'lsa, u holda shunday A > 0
topilib, A C XV. Jumladan, XxnG AV, h ¢ N. Endi JA] < j bo‘lgan n
lar uchun Xnxn G XnXV C V, ya’ni Xnxn —0.

Yetarliligi. Faraz gilaylik, A chegaralanmagan to‘plam. U holda
nolning shunday V atrofi topilib, barcha Auchun AAAY ®0. A= 1,2,...
giymatlarida

XnGA\nV,n=1,2,..

nuqtalarini olamiz. {x,} C A, £ —0 dan ~xn —0. Lekin bu barcha n
lar uchun ™x,, @V ekanligiga ziddir.

5.3.12. Agar A va B to‘plamlar chegaralangan bo‘lsa, u
holda

A+B={x:x=y+2z yGA, zc B}
to‘plam ham chegaralanganligini ko‘rsating.

Yechimi. {xn} C A + B, {A,} C K, Xn —0 bo‘lsin. U holda har
bir n ¢ N uchun ynG A, znc B topilib, xn= yn+ zn. A va B chegara-
langanligidan, 5.3.11-misolga ko‘ra \nyn — 0 va Anzn — 0. Bundan
Xnxn= Xnyn+Xnzn —*0. Yana 5.3.11-misoldan A + B chegaralangandir.

5.3.13. E chizigli topologik fazo, A C E qavariq, mu-
vozanatlashgan, yutuvchi to‘plam bo‘lsin. E fazoda

Pa{x) = inf{£ > 0 : t~Ix ¢ A}

funksionalni garaylik. Bu funksionalga Minkovskiy funksio-
nali deyiladi va n quyidagi xossalarga ega:

a) pA(ax) = \a\oA(x);

b) pA(x +y) < pA{x) + Pa(y)-

Yechimi. a) Avval a > 0 holni garaymiz.

Pafolx) = inf{t > 0 : t~lax ¢ A} = inf{at > 0 : t~Ix ¢ N1} =

= ainf{t > 0: Ix G A} = \a\pA(x).

Endi pA(—x) = pA(X) tengligini ko‘rsatamiz. A muvozanatlashgan
to‘plam ekanligidan, A ——A. Bundan

Pn{-x) =inf>0:r\-x) cA}=inf{t>0:t IXxc -A} =

= inf{t > 0: T xx G A} = pA{x).
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Endi O < 0 holni garaymiz.
pA(ax) = pA((-a)(-x)) = —apA(—x) = -apA(x) = \a\pA(x).

b) Avytaylik, pA(x) < s, pA(y) < tvamnm = s+ tbo‘lsin. U holda
s-1:r G A, trix G A va A ning qavarigligidan,

S i
rrifx +y) ~ i/I(,s"1x+) + y G A

Bundan pA[x + y) <u, ya'ni pA(x +y) < pA(x) + pA{y)-
5.3.14. M" fazoda

V={x GM: | < ai:i = 1,n},

bunda w > 0, i = 1,n, to‘plamning Minkovskiy funksionalini
toping.
Yechimi. x = (x,) ¢ X" bo‘lsin. U holda

t~Ix ¢ V <Me1x] < aj, 1< i<n, <p

£$t> | 1<r<n ot> max<——:1<i<n
di I di
Demak,
tIXGV 4$t> max”~ :1l<i<n
ai
Bundan
Pv(x) = £>0:tIxGV}= —
0 = st e
Demak,
Pv(x) = max-----
i<;<n. a-
5.3.15. X Hausdorf chizigli topologik fazosi bo‘lsin. X

normalangan bo‘lishi uchun bu fazoda nolning chegaralangan
gavariq V atrofining mavjudligi zarur va yetarlidir.

Yechimi. Zarurligii. X normalangan fazo bo‘lsa, u holda uning
birlik shari V. = {xGX:]]o;|]|<I} nolning chegaralangan qavariq
atrofi bo'ladi.

Yetarliligi. Aytaylik, V nolning chegaralangan gavariq atrofi bo'lsin.
V ning o'rniga [V] M (—[V]) ni olib, biz V ni absolyut qavarig deb
olishimiz mumkin. Har bir x G X uchun
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deylik, bunda py - I'rning Minkovskiy funksionali.

X € X uchun ]l = 0 ekanligidan, x = 0 kelib chigiskini ko'rsatamiz.
X Hausdorf fazosi ekanligidan, nolning shunday U atrofi topilib, x 0
U o'rinli bo'ladi. V chegaralangan ekanligidan, shunday A > 0 soni
mavijudki, V ¢ AZ U holda Ax ¢pV. Bundan

ya'ni ||| ®0. Demak, J| =]l funksiya X fazoda norma bo‘ladi.

Endi bu norma hosil etgan topologiya X ning asl topologiyasi bi-
lan ustma-ust tushishini ko'rsatamiz. Aytaylik, U nolning biror atrofi
bo'lsin. V ning chegaralanganligidan, A > 0 topilib, XV C U. Bundan

topologiyaning ayniyligini anglatadi.
Mustaqil ish uchun masalalar

1. Agar A va B qgavariq to‘plamlar bo‘lsa, u holda ixtiyoriy a, 3
sonlari uchun aA + (3B gavariq to'plam ekanligini ko‘rsating.

2. XA+ fj,A= (A + fj,)A tengligi har doim o‘rinlimi?

3. Agar A /4> 0 va A qavariq to‘plam bo'lsa, u holda AA + UA =
(A + WA ekanligini isbotlang.

4. Agar AvaB muvozanatlashgan to‘plamlar bo‘lsa, u holda A+ B
muvozanatlashgan to‘plam ekanligini ko‘rsating.

5. Agar A va B yopiq to'plamlar bo'lsa, u holda A + B ham yopiq
to‘plam bo'ladimi?

6. Agar A yopiq to'plam va B kompakt to‘plam bo‘lsa, u holda
A + B ham yopiq to'plam ekanligini isbotlang.

7. M2 da markazi koordinatalar boshida bo‘lgan doira uchun
Minkovskiy funksionalini toping.

8. K2 da markazi koordinatalar boshida va tomonlari koordinata-
lar o'qlariga parallel bo‘lgan kvadrat uchun Minkovskiy funksionalini
toping.

9. M2 da markazi koordinatalar boshida va diagonallari koordinata-
lar o‘glarida yotgan kvadrat uchun Minkovskiy funksionalini toping.

10. Chizigli topologik fazoda chekli sondagi chegaralangan
to‘plamlarning birlashamsi ham chegaralangan ekanligini ko‘rsating.

11. Chizigli topologik fazoda gavariq to'plamning ichi ham qavariq
ekanligini ko‘rsating.
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12. Diskret topologiyali chizigli fazo chizigli topologik fazo tashkil
etmasligini ko‘rsating.

13. Agar A va B kompakt to'plamlar bo‘lsa, u holda A+ B kompakt
to‘plam ekanligini ko‘rsating.

14. Chiziqli topologik fazoda quyidagi to;plamlarning chegaralangan
ekanligini ko‘rsating:

a) bir nuqgtali to'plam;

b) chekli to‘plam;

¢) yaginlashuvchi ketma-ketlik;

d) kompakt to‘plam.



VI BOB
Chiziqli operatorlar

6.1. Chiziqli operatorlar

Agar X va Y chizigli fazolar bo'lsa, u holda A : X — Y akslan-
tirishga operator deyiladi. Agar bu operatorning aniqglanish sohasiga
tegishli ixtiyoriy X,y elementlar va ixtiyoriy a, Zsonlari uchun

Af{ax + (3y) = aA{x) + BA(Y)

tengligi o'rinli bo'lsa, u holda A chizigli operator deb ataladi. A opera-
torning aniglanish va giymatlar sohalarini mos ravishda D(A) va R(A)
ko‘rinishlarda belgilaymiz.

X va Y normalangan fazolar, A : X —Y chizigli operator boisin.
Agar ixtiyoriy s > 0 soni uchun shunday 5 > 0 soni topilib, \\—x2\< 5
tengsizligini ganoatlantiruvchi barcha x\,x2 G D(A) elementlar uchun
N\ —Ar2 | < £ tengsizligi o'rinli bo‘lsa, u holda A operatori uzluksiz
deyiladi.

Agar A : X —Y chiziqgli operatori X fazosining har bir chegara-
langan to‘plamini Y fazosining chegaralangan to'plamiga akslantirsa, u
holda A chegaralangan operator deb ataladi.

X va Y normalangan fazolar va A : X —=Y chizigli operator bo'lsin.
Agar shunday C > 0 soni topilib, barcha x £ D(A) elementlar uchun
HATL < ClIXIl tengsizligi bajarilsa, u holda A operatori chegaralan-
gan bo'ladi. Bu tengsizlikni ganoatlantiruvchi sonlar to'plamining quyi
chegarasi A operatorning normasi deb ataladi, ya’ni

Al = inf{C > 0:Vx £ D(A), Ilfell < CIDXII}

M asalalar

6.1.1. X va Y chizigli fazolar va A : X —Y chizigli ope-

rator bo‘lsin. Agar A operatorning aniglanish sohasiga te-
gishli xi,x2,... ,xn elementlar chizigli bog‘lig bo‘lsa, n holda
AXxi, Ax2,..., Axn elementlar ham chizigli bog‘liq ekanligini is-
botlang.
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Yechimi. xj.x2,...,x, elementlar chizigli bog‘liq bo'lganligidan,
kamida bittasi noldan fargli a\,a2, ,an sonlari topilib,

a\Xi + «2"2 + mee+ arxn = 0

tengligi o‘rinli bo‘ladi. Chizigli operatorning noldagi giymati nol
bo‘lganligidan, A@\X\ + ... + anxn) = 0 tengligini yoza olamiz.
Demak, a\Axi + ... + a2Ax2 = 0 tengligi, aj_,...,an sonlarning
hech bo‘lmaganda bittasi noldan fargli bo‘lganda o‘rinli. Bundan
AXxXx,AX2,..., AX,, elementlarning chizigli bog‘lig ekanligi kelib chigadi.

6.1.2. X vayY chizigli fazolar bo‘lib, A \X —Y chizigli ope-
ratorning aniglanish sohasiga tegishli x\,x2,... ,xn elementlar
chiziqli erkli bo‘lsa, n holda Ax\,Ax2, mm Axn elementlar ham
chiziqli erkli bo‘ladimi?

Yechimi. Umuman aytganda, Xi, X2, ..., Xxn elementlar chiziqli erkli
bo‘lsada, AX\,AX2, ..., Axnelementlar chizigli bog‘lig bo‘lishi mumkin.
Masalan, A operatorning yadrosi ker A noldan fargli bo‘lib, uning
noldan fargli X elementi uchun x = aiX\ + a2+ ... + anxn teng-
ligi o‘rinli bo‘lsin. x ¢ 0 bo‘lganligidan, ab ... ,an sonlarning kamida
bittasi noldan farqgli. Shu bilan birga,

a\AN\ + a2Ax2+ ... + anAxn= A(@\Xi + a2+ ... + anxn) = AX = 0.

Bundan Axi,Ax2,..., Axnelementlarning chizigli bog'liq ekanligi kelib
chigadi.

6.1.3. X va Y chiziqgli fazolar va A : X —Y chizigli ope-
ratorining aniglanish sohasi D(A) bo‘lsin. Har bir G C D(A)
gavariq toplam uchun A(G) to‘plam gavariq bo‘lishini isbot-
lang.

Yechimi. A(G) to‘plamiga tegishli ixtiyoriy Y va y2 nugqtalarini
olamiz. U holda G to‘plamida shunday X\ va X2 nugqtalari mavjud
bo‘lib, Y\ = AXi va y2 = Ax2tengliklari o‘rinli bo‘ladi. Bundan [0,1]
segmentiga tegishli xohlagan a soni uchun

ayi + (1 - a)y2= aAxi + (1 - a)Ax2= A(axi + (1 - a)x2).
G to'plami gavariq bo'lganligidan, ax\ + (1 —a)x2 G G. Shu sababli
ayi + (1 - a)y2 GA(G),

ya’ni A(G) to‘plami gavarig.

6.1.4. X va Y chiziqli fazolar va A : X — Y chiziqgli ope-
rator bo‘lsin. Agar B C R(A) to‘plami gavariq bo‘lsa, G =
{x GD(A) : Ax GB} to‘plami gavariq bo‘ladimi?
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Yechimi. G to'plamidan xohlagan jt va x? miqtakini olamiz. B
to‘plami qavariq bolganligidan, barcha a G [0,1] sonlari uchun

A(axi + (1 —a)x2) = a.Axi + (1 - a)Ax2 GB,

ya'ni axi + (1 —a)x2 G G. Bundan G to'plamining gavariq ekanligi
kelib chigadi.

6.1.5. X chizigli fazosida ikki Q-] va j| - ekviva-
lent normalar berilgan bo‘lib, A : X — X chiziqgli operator
bo‘lsin. Agar A operator berilgan normalarning biri bo‘yicha
chegaralangan bo‘lsa, n holda un ikkinchi norma bo‘yicha ham
chegaralangan ekanligini isbotlang.

Yechimi. Berilgan operator = |l norma bo‘yicha chegaralangan
bo‘lsin. B=|li va =L normalar ekvivalent bo‘lganligi sababli shunday
a > 0, (3> 0 sonlar topilib, xohlagan x G X uchun

aj]M i< IMI2 < P\Xxh
munosabati o‘rinli. Shu bilan birga, A operator Je|Ji norma bo‘yicha
chegaralangan bo‘lgani uchun shunday o‘zgarmas C soni topilib,

Al < ClImli

tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Natijada,

HACIR < Z21AdNE < /73CLy < — - IME-

Demak, A operator || =]R norma bo‘yicha ham chegaralangan.
6.1.6. X vaY normalangan fazolar, A: X —*Y chegaralan-
gan chizigli operator bo‘lib, D(A) —X bo‘lsin. U holda

Klﬂl_ =]
= sup -lFy -
xeX, X0 iF 1l

tengligini isbotlang.

Yechimi. a = sup |JA] ko‘rinishda belgilash kiritamiz. A opera-
INI<i
tor chizigli bo‘lganligidan,

a= sup Jikf=sup WMN
H xpO 11’1

tengligi oTinli bo‘ladi. Shu sababli xohlagan X uchun



J1 operatorning normasi [JA]]l < <|It] tengsizligini ganoatlantinivchi
C sonlarning eng kicliigi bo'lishiclan L4l < a- tengsizligini yoza olamiz.

Sim bilan birga, aniq yuqori diegara t-arifi bo'yiclia xohlagan s > 0
soni uchun shunday xr ¢ 0 elementi topilib,

yoki
(@ —9llxel< [AEL< (1]l

munosabatlari o‘rinli. Oxirgi qo‘sh tengsizlikdan a —£ < C tengsiz-
ligini yoza olamiz va £ > 0 sonining ixtiyoriyligidan, a < || teng-
sizligiga ega bo‘lamiz. Natijada, [JA]j = a tengligining o‘rinli ekanligi
kelib chigadi.

6.1.7. Quyida berilgan operatorlarning chizigli, chegara-
langan ekanligini ko‘rsating va normalarini toping:

a) A :(7(0,11 —(7(0,1], bunda Ax(t) = Jx(s)ds\
b) A : (7[—1,1] —(7(0,1], bunda Ax(t) :O x(t);

c) A :(7(0,1] —(7(0,1], bunda, Ax(t) = t2x(0);
d) A :(7(0,1] —(7[0,1], bunda Ax(t) = x(t2);

e) A :Cla B —(7[a, 6], bunda Ax(t) = x(t)]
f)A :C 1[a,b] —=C[a,b\, bunda Ax(t) =
Yechimi. a)

—a 0/><(s)ds +0 0/y(s)ds = aAx + (3Ay.

Demak, A chizigli operator. Endi bu operatorning chegaralangan ekan-
ligini ko‘rsatamiz.
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| T

< wax / max |x(s)k/s = max [/ lixllds bl max / ds = bl .
te[o,i] J n6[on] te[o.i]./ te\o. 11J
7 0 o]
Demak, [IAIl < lEll Bu tengsizlikdan A operatorning chegaralangan
ekanligi ko‘rinadi.

Shu bilan birga, Wl = sup 1HAM@Il < 1vax(s) = Luchun AXx[l) =
t€[0,1]

1 bo‘lganligidan, || = 1 tengligining o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
b)
A(ax + (3y) = ax(t) + j3y(t) = aAx + f3Ay.

Bundan A operatorning chizigli ekanligi kelib chigadi.
Chegaralangan ekanligini quyidagicha ko‘rsatamiz:

I1Ae IERi] = 11*(Micfo.i] = max X1 < nax 1zO1 = HzZONC-ii].

Shu bilan birga, [0,1] segmentda X(t) = 1 funksiya uchun [JAr)|] = 1
bo‘lganligidan,

IWI = sup 1ALl = 1
IME

tengligiga ega bo‘lamiz.
c) Berilgan operatorning chizigli ekanligini ko‘rsatamiz:

A(ax(t) +(3y(t)) = t2(ax(0) + (3y(0)) =
= at2x(0) -f (3t2y(0) = aAx(t) + (3Ay(t).
Endi chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz:
HAe (O = [IxO1 T = IXO11121=
l.

= b(0)] maxi2= Q] < max h@i)] = |10
1 v o te[o,i] te[o,i] \%

X (0) = 1 bo‘lgan funksiya uchun [JAXOll = 1 bo‘lganligidan, Al = 1
tengligiga ega bo‘lamiz.

d) A(ax(t) + (3y(t)) = ax(t2) + (3y(t2) = aAx(t) + f3Ay(t). Demak,
A operator chizigli. [0,1] segmentda

max]:c(i)] = max]a;(i2)]
tengligi o‘rinli bo'lganligidan,

HAOI = WX\ = max Jz(i2)] = max X\ = [I®Q]].
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Demak, [IA] = IKI Bu tenglikdan A operatorning chegaralangan va
normasining birga teng ekanligi kelib chigadi.
e) Berilgan operatorning chizigli ekanligini ko‘rsatamiz:

Af{ax(t) + j3y(t)) = ax(t) 4- 3y{t) —aAx(t) 4 fiAy(t) .
Endi chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz:

= \\XON\iab] = gax WO\ <

< maxflar(o)l : K= 0,1} = [Ix()lICi 0

Demak, berilgan operator chegaralangan, Shu bilan birga, [a b seg-
mentda x(t) = 1 funksiya uchun [|&]] = 1 bo'lganligidan, | = 1
tengligiga ega bo'lamiz.
f)
Afax(t) 4- Py{t)) = t{ax(f) + Py{t)) =

= = aAx(t) 4- (3Ay(t).
\\AXO\\C[a} = 11011c[ay = max X\ < max [IX®)1ICiM .
te[afi\ t€[a,0j,0<K <

Demak, berilgan operator chizigli va chegaralangan. Shu bilan birga,
x(t) = funksiya uchun

\WAXONCES = 1K(OL]cliib] = 1

bo‘lganligidan, I = 1 tengligiga ega bo‘lamiz.
6.1.8. Shunday X normalangan fazoga va shunday A, B
chegaralangan chiziqli operatorlarga misol keltiringki,

AB ¢ BA
munosabat o‘rinli bo‘lsin.
Yechimi. X = R2bo'lib,
1 2\ B = (2 1
i oj ' v 0 1
bo‘lsa, AB = ~ 2 1/ va = (1 0) bo'ladi, yani AB ¢

BA. X chekli oichamli bo'lganligidan, A va B operatorlar uzluksiz, shu
sababli chegaralangan.
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6.1.9. Noldan farqgli A, B chegaralangan chiziqli operator-
lari uchun R(A) MR(B) = 0 munosabati o‘rinli bo‘lsa, A va B
operatorlarining chizigli erkli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Faraz qgilaylik, A va B operatorlar chizicili bog'lig bcrlsin.
U holda shunday a ~ 0 soni mavjucl bo‘lib, A = aB tengligi o‘rinli
bo'ladi. B ¢ 0 bo‘lganligiclan, Bx ¢ 0 bo'ladigan X G X nugqta topiladi.
y —BX bo'lsin. U holda

A(a~1x) = a"1Ax = a~laBx = y.

Natijada, Y G R(A) N R(B). Bu masala shartiga zid. Demak, A va B
operatorlar chizigli erkli.

6.1.10. X normalangan fazoni Y normalangan fazoga
akslantiruvchi A chizigli operatorning uzluksiz bo‘lishi uchun
uning chegaralanganligi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. A uzluksiz chizigli operator bo‘Isin.

Co = sup |MCKIl < oo
IH <
ekanligini ko'rsatishimiz kerak. Agar Co = 00 bo‘lsa, u holda shunday
{x,,} C X, 1KIl = 1 ketma-ketligi topilib,

A= [ex,) ] -» oo

bo‘ladi. yn = X~Ixn ketma-ketligini garaylik. yn—* 0 ekanligi ravshan.
U holda A uzluksiz bo'lganligidan, A(yn) -> 0 kelib chiciadi. Biroq

Pbl11 = [JA@I7Y)]] = -

Bu ziddiyatdan A operatorning chegaralangan ekanligi kelib chigadi.
Yetarliligi. A operator chegaralangan bo‘lsin. U holda shunday C
soni mavjud bo‘lib, xohlagan x G X uchun

PMIT < CIKI

tengsizligi bajariladi. Bundan xohlagan € > 0 soni uchun $= "~ deb
olsak, u holda || < 8 bo'lganda [U(X)]| < e tengsizligi o‘rinli bo‘ladi.
Bundan A operatorning 0 nuqtada, Demak, X da uzluksiz ekanligi k”lib
chigadi.

6.1.11. X normalangan fazo, A chegaralangan chiziqli ope-
rator va = kerAk, k= 0,1,..., bo‘lsa, n holda

Noc N ¢ ¢ Nkc
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munosabatini isbotlang.
Yechimi. Agar X\ £ ker A bo‘lsa, u holcla, Ari = 0. Shu sababli

A24, = AAxi = AO = 0,
ya'ni Xxi £ N2. Agar X2 £ N2 bo‘lsa, u holda A2a2 = 0. Shu sababli
A2 = AA“X2 —0.
Shunday davom ettirsak,

NOC NiC ... C Nnc ...

munosabatga ega bo'lamiz.
6.1.12. C[ab\ fazosida

b
f(x) = J <p(tx(t)dt

funksionali berilgan, bunda <p(t) uzluksiz funksiya. Bu funk-
sionalning normasi

b
/1= [ Mt)\dt

soniga tengligini Ko‘rsating.
Yechimi. x £ C[a,b] uchun

0
1/0%01 = < J <

< J \)\max O\dt = I \<fO\L,

ya, ni

Endi ixtiyoriy £ > 0 sonini olib, [a, b) segmentni

a=-t0o<tN\<..<tn=b
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nuqtalar orgali shunday n bo‘laklarga bo‘lamizki, natijada har bir

segmentda ip fnnksiyaning tebranishi £ > 0 sonidan kichik
bo‘lsin. Barcha bo'laklarni ikki guruhga ajratamiz. Birinchi guruhga
fnnksiyaning giymatlari ishoralari har bir bo‘lakda o'zgarmaydigan bar-
cha <jj, a2, ..., <t segmentlarni (ip funksiya giymatlari ishorasi bu seg-
mentlarning biridan ikkinchisiga o‘tganda o‘zgarishi mumkin), ikkinchi
guruhga golgan barcha of,c a" segmentlarni kiritamiz. Nati-
jada ip uzluksiz va uning giymatlari €'1 (k = 1,p) segmentda har xil
ishorali bo‘lganligidan, dy segmentda ipfunksiyaning giymati nolga teng
bo‘ladigan nuqta topiladi. Shunga ko‘ra

\ip(t)\<e (t€ al, k= 1,p)

tengsizligiga ega bo‘lamiz.
Endi C[a, b] fazosidan x(t) funksiyani quyidagicha aniglaymiz:

x(t) = signip(t) (t€cr,j=1,r).

[a, 6] segmentning boshga nuqtalarida x(t) funksiyani chizigli deb
olamiz. Bunda, agar a (yoki b) ikkinchi guruhga tegishli segmentning
uchi bo'lsa, u holda x(a) —0 (mos ravishda x(b) = 0) tengligi o'rinli
deb hisoblaymiz. f(x) migdorni quyidagicha yozamiz:

Natijada n', r=1,r segmentlarda ip(t)x(t) = \ip)\ bo‘lganligidan, va

tengsizligidan (bunda [a, 6] segmentda |£()] < 1 ekanligidan, foyda-
landik)
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Endi |lill < 1 bo'lganligidan,

b

>f(2)>\]|v|w*~%«a)-

U holda e —0 bo'lganda M| > f \ip(t)\dt tengsizligiga ega bo‘lamiz.
a

Natijada
7 =J \®)Ne

tengligining o'rinli ekanligi kelib chigadi.
6.1.13. C[a,b] fazosida

b
AX(s) —\] k(s,t)x(t)dt
a

operatori berilgan, bunda k(s,t) uzluksiz funksiya. Bu ope-
ratorning uzluksiz chizigli ekanligini ko‘rsating va normasini

toping.
Yechimi. Dastlab chizigli ekanligini ko‘rsatamiz.
b
A(ax(s) + f3y(s)) =J k(s, t)(ax(t) + By(t)dt =
b
= aJ k(s, t)x(t)dt + (3J k(s, t)y(t)dt = aAx(s) + f3Ay(S).
a

Endi uzluksizligini ko‘rsatamiz:
b b
NN\ = max | 7 k(s,t)x(t)d.t\ < max 7/ |fe(s,)\\x(t)\dt <
a<s<b J a<s<bl

o]
< max  Ik(s,t)l max XX\t < JH| max | \K(s,t)\dt = M\
a<s<b a<s<b a<s<bhl
bunda M = f Ifc(s, )\dt. Demak, berilgan operator chegaralangan,

Demak, uzluksiz. Shu bilan birga, JWNI < M tengsizligiga ega bo‘lamiz.
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h

j \k(s,t)\dt integral [a.b] segmentda ,s argument bo'yicha uzluksiz
a

funksiya bo'lganligidan, shunday s{ € [« b] nugta mavjud bo’lib,
b
M = vJ \k(s0,t)\dt
tengligi o'rinli bo‘ladi. C[a,b\ fazosida aniglangan
b
f(x) = \] k(sO,t) x(t)dt
a
funksionalni qaraylik. 6.1.12-misoldan
b
it/ = I\k{so,t)\dt

tengligi o‘rinlidir.
Uzluksiz chiziqgli funksional normasining tarifi bo‘yicha
I/l = sup \f(Xx)\
IWi<1

bo‘lganligidan, xohlagan e > 0 soni uchun shunday XE€ C[a, b\ |pell<
1 funksiya topilib,

b
f(x£) >11/11 - S= J\K(sOt)\dt- e= M - e
a

Natijada

b
W1 > \\AxEN > \] k(so,t)xE(t)dt = f(xE) > M -£.
a
Endi e > 0 ixtiyoriy son bo‘lganligidan, [Vl > M tengsizligiga ega
bo'lamiz.
Yuqgorida JJAl < M tengsizligining o'rinli ekanligini ko'rgan edik.
Demak, [Vl = M, ya’ni
b
M]| = anggi(bjl \k(s,t)\dt.



§6.1.Chizigli opcrntoiliir 207

6.1.14. X va Y normalangan fazolar bolib, A : X —=*Y va
B : X ~ Y operatorlari chegaralangan bo‘lsa, n holda A + B
operatori ham chegaralangan ekanligini va ||J+B]] < m \ +m
tengsizligi o‘rinli ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Xohlagan x element uchun

IHHA+ B)x= |IA&x+ Bxl< &I+ \NBA\ <

<|IAIL WN\+ N\ 1] = (1] + |IBI V.
Bu tengsizliklardan A + B operatorning chegaralangan ekanligi va
WA+ B\ < I + UBL, tengsizligi kelib chigadi.

6.1.15. X, Y va Z normalangan fazolar bo‘lib, A : X —=*Y
va B : Y —Z operatorlari chegaralangan bo‘lsa, n holda AB
operatori ham chegaralangan ekanligini va LJBL, < \\A\{T\
tengsizligi o‘rinli ekanligini kKo‘rsating.

Yechimi. Xohlagan x ¢ X elementi uchun

\\AB) N\ = \\BAXI < 1B HATL < 1Bl WA [[X]].

Bu tengsizlikdan AB operatorning chegaralangan ekanligi va |JAS]] <
VMBI tengsizligi kelib chigadi.

6.1.16. A chiziqli operatoriga teskari A~l operatori chizigli
bo ‘ladi.

Yechimi. Birinchi navbatda A operator obrazi R(A) to‘plamining,
ya’'ni D(A~1) to‘plamining chizigli fazo ekanini ko'rsatamiz.

Ul, y2 c R(A) bo'lsin. A~1(aiyl+ a2y2) = axA~lyi + a2A”~y?2 teng-
ligining o'rinli ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Aytaylik, AX\ = W\ va
Ax2 = y2 bo‘lsin. A operatorining chizigli ekanligidan,

A(aixi + a2x2) = cuyx + azy2 (6.1)

tengligini yoza olamiz. Teskari operator ta’rifidan: A~xA\ =
X\, A~xy2 = x2. Bu tengliklarning ikki tomonini mos ravishda va a2
sonlariga ko‘paytirib o'zaro go'shsak,

aiAMNyi + a2A~1y2 = aini + a2

tengligiga ega bo‘lamiz.
Ikkinchi tomondan, (6.1) ifoda va teskari operator tarifidan

aixi + ax2= A'l{a\y\ + azy?)
tengligini yoza olamiz. Demalk,

A Hol\yx+ a2y?2) = aiA~xyi + a2A~1ly2.
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6.1.17. E Banax fazosida zich boYpgan M to‘plami berilgan
bo‘Isin. U holda noldan fargli ixtiyoriy y 6 E elementni

Y= N+ Y2+ + Yn +

bunda yk G M, il < 371/, ko'‘rinishda gatorga yoyish
mumkin ekanligini isbotlang.
Yechimi. ykelementlarni ketma-ket tuzamiz: Y\ elementni

Ib - 211< Ibll /2 (6.2)

tengsizlikni ganoatlantiradigan etib saylab olish mumkin, chunki M
to'plami E to‘plamida zich bo'lganligidan, (6.2) tengsizlik bilan aniglan-
gan radiusi |MI /2 va markazi y nuqtada bo‘lgan sharda M to‘plamning
elementi topiladi. y2€ M elementni

Wy-yi-mW < [bll/4
tengsizlik o'rinli bo‘ladigan, jA elementni
Y —2A—22 —y3] < H/UR
tengsizligi o‘rinli boladigan, umuman yn elementni

A\ AR/ | ) v/ — YN\ < [DI1/2"

tengsizlikni ganoatlantiradan etib saylab olamiz. Natijada n 00 da
.

\\Y-~2, ¥kl e,
*=1

n

ya'ni Y2 YK gator y elementga yaginlashuvchidir. Endi yk elementlari-
k=1
ning norinalarini baholaymiz:

WVLI = Tim -y + y\N\< 2L~ 200+ 120 < 3 1bll /2,

220 = PR+ 21- Y+ Y- 211 < lb - 21- 229+ Ib ~ 210 < 3 Ibll /4-

Ushbu jarayonni davom ettirsak,

Ib«ll = Ibn + YN-1+ -- -+Y1-Y 4+ Y -Y 1 mmmee yn-ill <

S I N/ F— N\ T L Y 4 P—— 2/n-ill < Sibil/2"-
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6.1.18. (Teskari operator hagida Banax teoremasi). X va
Y Banax fazolari bo‘lib, A : X —Y chegaralangan chiziqgli
operatori berilgan fazolarni o‘zaro bir giymatli akslantirsa,
n holda teskari A 1 operatori chegaralangan ekanligini isbot-
lang.

Yechimi. Y fazosida < fjli/Il tengsizligini ganoatlantiruvchi
barcha y elementlardan iborat M\-to'plamiii garaylik. Y fazosining har
bir elementi biror M. to‘plamiga tegishli bo'ladi, ya’ui

0o

Y= (J Mk

k=1
3.1.11-misolda ko‘rilgan Ber teoremasi bo'yicha Mk to'plamlarning
kamida bittasi, Aytaylik, Mn to'plami biror B sharda zich bo'ladi. B
sharidan markazi Mn to'plamida bo‘lgan P shar gatlamini olamiz: P
gatlam (3 < \\e—/0|[ < a tengsizlikni ganoatlantiruvchi z elementlardan
iborat, bunda 0 < 3< a, YyO£ Mn.

P gatlamni markazi koordinatalar boshida bo‘lacligan etib
ko‘chirsak,

PO={z :0< @< Ml < a}

shar gqatlamiga ega bo'lamiz.
Biror Mar to‘plamining Pgda zich ekanligini ko‘rsatamiz. z £ PnMn
bo‘lsin, u holda z —yo £ R3va

N\ {z - yOIl < WAHAN+ \\AdyO\<
< «U-11 + MfjolD < n(\\z - yoN\+ 2][j0]) =

= n\\z- 7/00 ~1 + <N\~ W@+ 2101//73).

M _1(r - YO\ < n X ~ 301 (1 + 2 LyolL/P)- (6.3)
n(l + 2 |BAl /7?7 soni z ga bog‘lig emas. N = 1+ n[l + 2 WOV
bo‘lsin, u holda (6.3) dan z —yo £ Mar bo‘ladi, Mn to‘plamining P da
zich ekanligidan, esa Mar to‘plamining Pqgda zich ekanligi kelib chigadi.
Y  to‘plamidan noldan fargli biror y elementini olaylik. [3< \WN\< a
tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan Asonni saylab olishimiz mumkin, ya'ni Ay £
Po- Mar to‘plami Po shar gatlamda zich bo‘lganligidan, Ay elementga
yaginlashuvchi y™ £ Mfj ketma-ketlikni tuza olamiz. U holda {A_1j/c}
ketma-ketligi y elmentga yaqginlashadi. Agar £ Mar o‘rinli bo‘lsa, u
holda har bir A ¢ 0 uchun A~xyk £ Mn munosabati 0‘rinli; natijada
Mpf to‘plami Y \ {0} to‘plamda zich. Demak, Y da zich bo'ladi.
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Noldan fargli y £ Y elementni qaraylik: 6.1.17-misolda uni M\
to‘plamining elementlaridan iborat gatorga yoyish mumkin ekanligi
ko‘rsatilgan:

Y=+ Y2+ mmm+ YK+ HEe
bunda \\k\< Ml 72fe

X fazoda ykelementlarining proobrazlaridan tuzilgan gatorni garay-
lik, ya'ni xk= A”yk.

Ibcl= 1HA-VII<iV]lyfl|<3iV]]y |I/Z&

tengsizligidan gatorning biror X elementga yaqinlashuvchi ekanligi
kelib chigadi. Shu bilan birga,
@ ac 1
fc=1 fc=l
fo0)
A2 xn gatorning yaginlashuvchi va A operatorining uzluksizligidan,
n—
Ax = AXi+ AX2 4= Yi+tV2 X — Y

tengligiga ega bo'lamiz, bundan x = A~ly. Shu bilan birga,

\\A-IY\ = bIN<LL\y\\
tengsizligi va bu ifodaning har bir j/~0 uchun o‘rinli ekanligini hisobga
olsak, u holda A-1 operatori chegaralangan bo'ladi.

6.1.19. X Banax fazosini Y normalangan fazoga akslan-
tiruvchi uzluksiz chiziqli operatorlarning {A,} ketma-ketligi
ushbu

supl 1A )11 < +00 (x € X) (6.4)
n

tengsizlikni ganoatlantirsa (ya’'ni har bir x € X nuqtada
chegaralangan bo‘lsa), n holda shunday chekli M soni mavjud
bo‘lib, Vrc uchun

V<M
tengsizligi o‘rinli ekanligini isbotlang.
Yechimi. A chizigli operatorning B[xo, d] shardagi giymatlarining
chegarasi ma’lum bo‘lsin:

\\AX)\\<B (x£B [x0,6}).
U holda

iwi <V -
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Hagigatan, normasi birdan kichik ixtiyoriy x' nuqta olsak, quyidagiga
ega bo'lamiz:

X = xq + 5x' G B[xq,<q

Natijada,
VAN = \\AX0) + 6A(X")\\<B.
U holda

HAIT = MIAG)TT = Tp(xo) + A(fa’) - AXOIl <

1 1 94
< <(11Ax0) + *AX)|| + UAXO)L) < §(B+B) =T ,

an
bundan esa Al < tengsizligi kelib chigadi.

Endi JJAJIl < M (Vn G N) tengsizligini isbotlash uchun teskarisini
faraz qilaylik, ya'ni { jA,1} ketma-ketlik chegaralanmagan bo'lsin.
Ushbu

p(x) = sup [1A.XI

funksionalni garaylik. Bu funksional har bir B[Xxo, € sharda chegaralan-
magan, chunki p(x) < B bo'lganda, ixtiyoriy n ¢ N uchun [JJAJ]l < *
tengsizligi o‘rinli bo‘lar edi.

Natijada, har bir B[xii, g sharda ixtiyoriy K ¢ N uchun p(x) > K
tengsizligi o‘rinli bo'ladigan x G X nugqta topiladi. U holda

Ek = {x ¢ X :p(X) > /1}

to'plami X fazoda zich bo'ladi. Shu bilan birga, bu to'plam ochiqdir.
Haqiqatan, E k to‘plamdan ixtiyoriy xo nuqta olsak, ya’ni p(xo) > K
bo‘lsa, u holda biror n0€ N uchun JJAQJl > K tengsizligi o'rinli bo‘ladi.
H AJxo)!l akslantirishning uzluksizligidan esa x0 nuqtaga yetarlicha
yagin x nugqtalar uchun JJAoX)|] > K tengsizligi bajariladi. Natijada
Ek to'plamning ochiq ekanligi kelib chigadi.

3.1.18-miso|daCID ko'rganimizdek, X fazoda ochiq v&) zich EKk

to‘plamlarning M EKk kesishmasi zich bo'ladi. Demak, f) Ek ® 0-

0 | i
lo € M Ekbo‘lsin, u holda
bll

Slﬁl |A,,(x0)]] = oo.

Bu farazimizga ziddir.
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6.1.20. X Banax fazosida berilgan uzluksiz chizigli ope-
ratorlarning {A,,} ketma-ketligi X fazoning har bir nuqtasida
A operatoriga yaqginlashuvchi bo‘lsa, n holda A operator ham
uzluksiz bo‘lib, ushbu

WA < lim, NA L (6-5)
tengsizligi bajarilishini isbotlang.

Yechimi. A operatorining chizigli ekanligi quyicla yaqqol ko‘rinadi:

Alax -f fty) = lim A(ax -f (3y) =

=a nIigrnODAn(x) + j3,—|,i_'330 An(y) = aA(x) + (BA(Y).

Endi uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz.
lim AL = 1AL < oo
n—00

bo‘lganligidan,
sup A.(0n] I< oo
n

tengsizligi, natijada, 6.1.19-misoldan, {l|A,l1} ketma-ketlikning chega-
ralangan ekanligi kelib chigadi. U holda

HARIT = Tim 1A < im o 00fiAn [T

Natijada, A operatorning uzluksiz va (6.5) tengsizlikning o‘rinli ekanligi
kelib chigadi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. H Hilbert fazosi va A : H —H chegaralangan chizigli operator
uchun D(A) = H bo‘lsa, u holda

_ \A X\
WA\ = SUP TMWbI :t/l

tengligini isbotlang.
2. Quyidagi operatorlarning chegaralangan chizigli ekanligini

ko‘rsating va normasini toping. |
a) A :1/20,1] -> L2[0,1], Ax(t) = tf x(s) ds;
0

t
b) A :L20,1 -> L2[0,1],  Ax{t) = / z(s) ds;
0
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c) A:HIP,1] L2[o,1], Ax(t) = x{t)\

d) A:HIp,1] -» HID,1], AXx(t) = tx(t).

3. X va Y normalangan fazolar bo'lib, X chekli o'lchamli bo'lsin.
Aniglanish sohasi X fazosidan iborat bo‘lgan har bir A : X —Y chiziqli
operatorning chegaralangan ekanligini va [IAxlj = HAIIIXI tenglikni
ganoatlantiruvchi x € X, X ¢ 0 nugtaning mavjud ekanligini isbotlang.

4. A : X —Y chegaralangan chizigli operatorning yadrosi X fazo-
ning gism fazosi bo‘lishini isbotlang.

5. X va Y normalangan fazolar bo‘lib, A : X — Y yadrosi X
fazoning yopiq qism fazosi bo'lgan chizigli operator bo'lsin. Bundan A
operatorning chegaralangan ekanligi kelib chigadimi?

6. {en, n e L sistema H Hilbert fazosining ortonormal bazisi bo'lib,
Ane M (n GN) bo'lsin. Agar {A,,} ketma-ketligi chegaralangan bo‘lsa,
u holda

A&n = A,e, (n GM)

tengligi chegaralangan chizigli A : H —H operatorini aniglab, D (A) =
H va I = SLHJ |/ Jtengliklarining o'rinli bo‘lishini isbotlang.

7. Qanday ip(t) funksiyalar uchun
AX(t) = ip(t)x(t)
operatori (7[0,1] fazoda chegaralangan bo'ladi?
8. Qanday tp(t) funksiyalar uchun
AXx(t) = ip(t)x(t)

operatori [0,1] fazoda chegaralangan bo‘ladi?
9. Qanday a sonlari uchun

AXx(t) = x(ta)

operatori C[0,1] fazoda chegaralangan bo'ladi?
10. C[0,1] fazoda
AXx(t) = t2(t)
operatorining normasini toping.
11. L[0,1] fazoda
Ax(t) = t3x(t)
operatorining normasini toping.
12. C[0,1] fazoda
AXx(t) = x(Vt)

operatorining normasini toping.
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6.2. Uzluksiz chizigli funksionallar

Bizga E chizigli topologik fazosi berilgan bo'lsin. Agar har bir x £ E
elementga biror f(x) (hagigiy yoki kompleks) son mos go‘yilgan bo‘lsa.
u holda E fazosida funksional aniglangan deyiladi. Bu funksional
uchun

f(x +y) = f{x) + f(y), x,y € E (additivlik)

va
f(ax) = af(x), (XX €E; af£l yoki a € C) (birjinslilik)

tengliklari o‘rinli bo‘lsa, u holda u chizigli funksional deb ataladi.

E fazosiga tegishli Xq nuqgta olinganda, xohlagan £ > 0 soni uchun x0
nuqgtaning shunday U atrofi mavjud bo‘lib, bu atrofdan olingan barcha
X nugqtalar uchun

1/00 ~ /(x0] < £ (6.6)
tengsizligi o‘rinli bo'lsa, u holda / funksional xq nuqtada uzluksiz deyi-
ladi.

Agar / funksional E fazosining har bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, u
holda u E fazosida uzluksiz deyiladi.

Agar shunday o‘zgarmas soni mavjud bo‘lib, barcha x £ E element-
lar uchun

AF(X)\<C\\x\\ (6.7)

tengsizligi o'rinli bo‘lsa, u holda / funksional E fazosida chegaralangan
deyiladi.

Normalangan fazoda funksionalning normasi uchun quyidagi teng-
liklar o'rinli:

Il = S%A FF[Ir - ﬁ\%fd Y
Masalalar

6.2.1. Agar f funksional E chiziqli topologik fazoning biror
x nhuqgtasida uzluksiz bo‘lsa, u holda n E fazosida uzluksiz
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. E fazosidan xohlagan y element va xohlagan e > 0 sonini
olib, x nuqtaning (6.6) shartni ganoatlantiruvchi U atrofini olaylik. U —
x to‘plami 0 ning atrofi bo'lganligidan, V = U + (y - x) to‘plami y
nuqgtaning atrofi bo'ladi. Bu atrofdan xohlagan 2 nuqgtani olamiz. U
holda

f(z)- IMI = If(z -y +x-x)I1=1I(z -y +x)- fix)I
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tengligidan va z—y + x elementning U to'plamiga tegishli ekanligidan,

\f(z) -/ M1 < £

tengsizligining o'rinli ekanligi kelib chigadi. Demak, V to'plami y uchun
(6.6) shartni ganoatlantiradi.

6.2.2. f funksionalning E fazosida uzluksiz bo‘lishi uchun
f funksional nol nugtaning biror atrofida chegaralanganligi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. / funksional 0 nugtada uzluksiz bo'lsa, u holda
xohlagan s > 0 son uchun 0 nuqtaning \f(X)\ < s tengsizlik o‘rinli
bo‘ladigan atrofi topiladi.

Yetarliligi. 0 nuqtaning U atrofida / funksional chegaralangan
bo'lsin. U holda shunday C soni mavjud bo'lib, U atrofdan olingan
xohlagan X element uchun \f(x)\ < C tengsizligi o'rinli bo'ladi. Nati-
jada xohlagan e > 0 soni uchun 0 nugtaning f-U atrofida \f(X)\ < e
tengsizligi o'rinli bo'ladi.

6.2.3. M2 fazosida aniqlangan z = ax + by funksionali R
maydonida chiziqli bo‘ladimi?

Yechimi. z = f(t) bo'lsin, bunda t = (X,y). Xohlagan ti = (xi,y\)
va t2 = (x2,y2) nugtalar uchun

f(ati + (3t2) = a(axx+ (3x2) + b(ayr + (3y2) =

= a(axi + byi) + P(ax2+ by2) = af(ti) + f3f(t2).
Demak, berilgan funksional haqigiy sonlar maydonida chizigli bo'lar
ekan.

6.2.4. G'[0,1] fazosida berilgan quyidagi funksionallarni ad-
ditivlikka tekshiring:

a) F(f) = 170,

b) F (f) = mfx /(<)

c) F(f) = f(I) + (1) + f(\).

Yechimi. a) CJ[0, 1] fazodan /(~) = 1 va gOj) = —1 bo'lgan

funksiyalarni olamiz. U holda

FCEe )= (0o 9)o | - Ui+ s() = [1- 1= 0,

AN+ Na) = /o] + s = 1+ 1= 2-
Bundan
F(f) + F(g)?£F(f + g).



216 V1. Chizicili operatorlar

Demak, bu funksional additiv emas.
b) C[0, 1] fazodan f{t) = t2va g(t) = 1 —12 funksiyalarni olamiz.
holda

F(f +g)= max (f{t) + g(t)) = max (t2+ 1- t2) = 1,

F{f) + F(g) = max f(t) + max g{t) =

= max 2+ max (1 —t2) = 1+ 1= 2.

Bundan
F(f)+F(g)"F(f+g).

Demak, bu funksional additiv emas.

c)

F(f+g=(f+9) Q) +(/+9) Q) +(f+9) Q) =

=/G )+/ (i)+/ G )'l'S(i) +9 (1) +9 6 )
Demak, bu funksional additiv.
6.2.5. Xohlagan additiv funksional uchun

F(0) =0, F(-x) = -F(x)

tengliklarining o‘rinli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi.

F(9) = F(9 + 0) = F(9) + F{9) = 2F{9),
ya'ni F(9) = 0.
0=F(9) = F(x -x) = F(x) + F(-x).

Natijada F(—x) = —F(x).

6.2.6. Xohlagan additiv funksional uchun f(Xx) = Af(x)
tengligining o‘rinli ekanligini ko‘rsating, bunda A ratsional
son.

Yechimi. n natural soni uchun

f(nx) = f(x+x+ .. +x) = f(x) + f(x) + ... + f(x\ = nf(x).
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Natijada, A= ~ (m,n £ N) bo'lganda

= —nf {-x» = —/ (n-x" = —/ = A/(X).
n \nx J n 4 nX J n () )
A < 0 bo'lganda 6.2.5-misolda garalgan /(—x) = —/(x) tengligidan
foydalanamiz, ya’'ni /(Ax) = /(—(—AXx)) = —/(—Ax) = —(—A)/(x) =
Af(X).
6.2.7. / funksional X normalangan fazoda uzluksiz bo‘lsa,

n holda har bir x £ X element uchun |I/X] < VI =IM| tengsiz-
ligining o‘rinli bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X ¢ 0bo'lganda u™y- element birlik sharga tegishli bo'ladi.
Shu sababli

ya’'ni

1/(*)!< 1I/1INI-
x = 0 bo'lganda |/(X)] < IVIIM4I tengsizlikning ikki tomoni ham nol
bo‘ladi.

6.2.8. X normalangan fazoda berilgan f funksionalning
uzluksiz bo‘lishi uchun, uning chegaralangan bo‘lishi zarur
va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. /7 funksional uzluksiz bo‘lsin. Co = sup [|/(X]

migdorning chekli ekanligini ko'rsatamiz. Aksincha faraz gilamiz, ya’'ni
Co = oo bo‘lsin. U holda shunday {xn} ¢ X, |kll = 1 ketma-ketligi
topilib, A, = \f(xA\ —>o00 bo'ladi. {X'n} (Xn = A"Nx,,) ketma-ketligini
garaymiz. |pnll = 1 bo'lganligidan, {x'n} ketma-ketligi nolga yaqin-
lashuvchi bo‘ladi. / funksional uzluksiz bo'lganligidan, f(x'n) — 0
bo‘lishi kerak. Biroq

1/(01 = 7/

Bu ziddiyatdan farazimiz noto‘g‘ri ekanligi ko'rinadi. Demak, CO =
sup \f(X)\ < oo.
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X fazosidan noldan fargli xohlagan X element olamiz. X' — u™y-

elementining normasi birga teng bo‘lganligidan, |/(x)] < C{ tengsizligi
o'rinli, shu sababli

orl/W I = bl - 170%01 < CO

Natijada \f(X)\ < Col|z]]. Demak, / funksional chegaralangan.
Yetarliligi. /7 chegaralangan funksional o'rinli bo'lsin. Xohlagan £ >
0 soni uchun 5 = ~ sonini olsak, |M] < 6 bo'lganda

\f)ON<CA\\X\\<C8 = C/N = e.

Natijada / funksional nol nugtada, Demak, X fazosida uzluksiz bo'ladi.
6.2.9. X normalangan fazosida uzluksiz chiziqli f funk-
sionali berilgan bo‘lsin. CO= |/l soni /x| < ClIXl| tengsiz-
likni ganoatlantiradigan sonlarning eng kichigi ekanligini is-
botlang.
Yechimi. |M| = 1 bo'lganda \f(X)\ < C tengsizligi o'rinli. Cq=
sup J/(X)] bo'lganligidan, CO< C.

MA\=i

Ikkinchi tomondan Cqgsoni |/(X)] < Co]Ixl] tengsizlikni ganoatlanti-
radi.

6.2.10. C[a,b] fazosida aniglangan

f(X) =
k=1
funksionalning chizigli, uzluksiz ekanligini isbotlang va nor-
masini toping, bunda ti,t2,... tn£ [a,6]; c~eR (k= I,n).
Yechimi. Dastlab chizigli ekanligini ko'rsatamiz:

n
f(axi + (3x2) = ~ckicxociitk) + f3x2{tk\ =
k=1
n n
= a”CkXiitk) + /37 cix2(fc) = af(xi) + f3f{x2).
k=l fc=1

Uzluksiz ekanligini ko'rsatish uchun uning chegaralangan ekanligini
ko'rsatamiz:

1/0*01 = <M 2\ ckK\\W(tK\ <
k=1 k=1
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< max \X(t)\ A = Kk x
WL T A

ya'ni I/l < I‘%—lbl-

Endi [a 6] segmentida quyidagicha X(t) bo'lakli-chizigli funksiyani
aniglaymiz: x(t) funksiya t\ t2, m m tn nuqtalarda x(i*:) = sign c* qiy-
matlarni gabul giladi, segmentlarda chizigli, [a,ti] va [thb\
segmentlarda o‘zgarmas. Bu funksiyaning giymatlari to‘plami [—1,1]
kesmasida joylashgan. Shu sababli

Il = L
Al = max IXO1 <

Natijada
Al = sup /(1 > /)] =
M<1L
n M M
= P2 C(tkN=E \ksi9ncR = E ICd'
e k~1

n
Demak, |Vl = £ |t}
fe=i

6.2.11. £2 fazosida aniglangan

funksionalning chiziqgli, uzluksiz ekanligini isbotlang va nor-
masini toping.

Yechimi. Xohlagan x = (£1,7°2,...), Y = (UM W2, == elementlari va
a,/? € R sonlari uchun

/(ax + (By) = N s =
fc=i
00 r * 00
— 22— N e 2*— = “9*) + PHy)-
k=1 k=1 ) 2

Demak, / chiziqli.
Endi birlik sharda chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz.
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bo'lganda ™ = 1—Ci tengligini yoza olamiz. |& < 1 bo‘lganligidau,
k=2
Ifi] = sinwo belgilashini kirita olamiz. Natijada

V" fic + 6'+1
[/M] = 4 <
2t
fc

< -y + XAMN+ilNfe+il A

<M +3
k=1

1bl,o0 1

2 +3'2V3N\ 45

1. Vs .7 7T\
= -smwO+ -y cos = sm +-J < 1

Endi
13
x0 2792 23>m"

nuqtasini garaylik. Bu nuqta £2 fazoga tegishli. Hagiqgatan,

\ 2) 'k_2V2k
Shu bilan birga,
- 0 . s X2
/Bl =34l2 yong T
fc=i

Demak, |MI = sup \f(X\ = 1.
6.2.12

1

Fiy) = J b0 dx - J yoods

funksionalning C[0,1] fazosida chizigli ekanligini ko‘rsating
va uning normasini toping.
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Yechimi. Funksionalning chizicili ekanligini ko'rsatamiz:

= aF(y) + f3F(2).
Endi uzluksiz ekanligini aniglaylik. Ixtiyoriy y(x) £ C[0,1] uchun:

Bu munosabat funksionalning chegaralangan, demak, uzluksiz ekanligj-
ni ko‘rsatadi. >

Biz ||Hl < 1 ekanligini anigladik. Endi |JJF] = 1 tenglikni isbop-
laymiz. Buning uchun {yn} funksiyalar ketma-ketligini |[[A = 1 Ya
lim F{y,,) — 1 tengliklarni ganoatlantiradigan etib tuzaylik. y,,jx)

stfatida grafigi 8-rasmda ko‘rsatilgan funksiyani olamiz. /
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8-rasm

Bu rasmdan ko'rinib turganidek, F(yn) = 1 —~ (shtrixlangan figu-
raning yuzasi), shu bilan birga, |pnj= 1 H—%)F(yn) = 1bo‘lganligidan,
lIFl = 1 tengligi kelib chiqadi.

6.2.13 C[a,b] fazosida har bir funksionalni

b

Fy) = J pooy (6.6)
a
ko‘rinishida ifodalash mumkin emas ekanligini ko‘rsating,
bunda p(x) - [a 6] segmentda uzluksiz funksiya.
I Yechimi. Oddiylik uchuna= —1, 6= 1bo‘lsin. C[—1,1] fazosida
)(Y) = y(0) funksionalni garaylik. Uni (6.8) ko”inishda yozish mumkin
[leb olaylik, ya’'ni [—1,1] da uzluksiz / funksiyani topish mumkin bo‘lib,
liar bir y{X) G C [—1,1] uchun 5 funksionalning giymati
j |

i % ) = vJ f(x)y(x)dx (6.9)

\ 1
formula bilan hisoblash mumkin bo‘lsin.
IGrafigi 9-rasmda ko‘rsatilgan yn(x) funksiyani qaraymiz.
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9-rasm

! b

p

/yn{x)f(x) dx = 7/ Vn{xX)f{x)dx <
J J
-1 i

n n
< \] A\yn{x)\\f{x)\dx < \] \f(x)\dx< Ay
n

munosabatidan va n 00 da 211n/11 0 ekanligidan, biror
n = N uchun n < 2 tengsizligini yoza olamiz.  Natijada,

|
f VN{x)f{x)dx < T

Shu bilan birga, 6(yM) = YbI(0) = 1, bundan y = yar bo'lganda
(6.9) formuladan / yN(x)f(x)dx = 1 tengligiga kelamiz. Bu ziddiyat
-1

farazimiz no‘tog‘ri ekanligini ko'rsatadi. o
6.2.14. Absolyut yaqinlashuvchi A+ qator va [ab\ seg-

k=i
mentidan olingan xohlagan {xk} ketma-ketligi berilgan bo‘lsa,
Cla, 6] fazosida

F(y) = Y1 ~ky(xk)
k~1



224 VI. dnziqli operatorlar

funksionalining chizigli, uzluksiz ekanligini isbotlang va nor-
masini toping.
Yechimi. Dastlab chizigli ekanligini ko‘rsatamiz:
@

F(ay\ + py2) = Y ™ xk[ayi{zk) + 13y2{xR} =

o
= a1 K\{XK) + / » E IKMxK) = aF(yi) + [3F(y2).
ki k=l

Uzluksiz ekanligini ko‘rsatish uchun uning chegaralangan ekanligini
ko‘rsatamiz:

\My\ =
k=i k=i

< max |y(s)L’\1Afe: IIyII(I:)§’\I—

Xk gator absolyut yaginlashuvchi bo‘lganligidan, F(y) funksional

00
chegaralangan. Shu bilan birga, ||FHl < ~ XY
k=l
00
Endi JIFl = J2 |AY tengligining o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz.
k=l o
Xohlagan £ > 0 uchun shunday m soni topilib, ~ )A] < £ tengsizligi
k=

o‘rinli bo'ladi. CJ[a,6] fazosida |y(X)] < 1 tengsizlikni va 1 < K< m

bo‘lganda y{xKR = sign Xk tengliklarni ganoatlantiruvchi funksiyani
ym(x) orgali belgilaymiz. Natijada,

Fiym) = Y1 ARYT{XK) =
KA\

m 00

= E XKY(XK-
fC:l fc=m +1

lyx)] < 1bo‘lganligidan,

E  Afy®™ < £ 1< £-

fe=m +1 k=m+1
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U holda, )
n
k=1 A-1
Demak,
ocC ‘oC
£]Afe]-2e <F(j/m) < X > fc]
=1 *=]
()]

Endi £ > 0 soni ixtiyoriyligidan [JF] = ~ A tengligini yoza olamiz.
k=1
6.2.15. Hilbert fazosida uzluksiz chizigli funktsonalning
umumiy ko‘rinishini toping.
Yechimi. Hilbert fazosidan xohlagan X0 nuqtasini tayinlab,

f(x) = (x,x0) (6.10)
funksionalini garaymiz. Ixtiyoriy a,(3 sonlari va X, y elementlar uchun

f(ax + (3y) = {ax + (3y, x0) =
= a(x,x0) + f3{y,x0) = af(x) + f3f(y),
ya’'ni / chizigli funksional. Koshi - Bunyakovskiy tengsizligi bo'yicha:

M = J<anan)] < 1ATTUAGlI- (6-11)

Demak, /7 uzluksiz.

Endi Hilbert fazosida aniglangan har bir uzluksiz chizigli funksional
(6.10) ko‘rinishga ega bo'lishini ko'rsatamiz. Boshgacha aytganda,
Hilbert fazosida aniglangan xohlagan uzluksiz chiziqli / funksionali
uchun (6.11) tenglikni ganoatlantiruvchi yagona X0 nuqtasining mavjud
ekanligini isbotlaymiz.

HQorgali {x £ H : f(x) = 0} to'plamini belgilaymiz. / chiziqli va
uzluksiz bo‘lganligidan, bu to‘plam yopiq gism fazo bo'ladi. Hagiqgatan,
X = nli_r;rgoxn, xnf£ Ho, n=1,2,... bo'lganda

f(x) = /(im xn) = lim f(xn) = 0,
ya'ni X £ Ho-
Agar Ho = H bo'lsa, x0sifatida nol elementini olish mumkin. Ho ¢
H bo'lgan holni garaylik. H\HOto'plamidan biror yo element olib, uni
YYo=y +y' (y'£ Ho, y"tH0) =

ko'rinishda yozamiz (4.3.12-misolga garang). y" ~ 0 va f(y") ¢ 0
bo'lganligidan, f(y") = 1 tengligi o'rinli deb olish mumkin. Xohlagan
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X G H elementni olib /(:r) = a belgilash kiritamiz. x' = x —ay"
elementi uchun

f{x') =/(x) - af(y") =a- a=0
bo‘lganligidan, x' G Ho munosabatga ega bo‘lamiz. U holda

Xy>= (Cral, y) = (XY) +alyy) = ay"y")
Natijada

F S_ . — / y

(f = a= (x v y™

Demak, xn sifatida , f m_ elementini olish mumkin.

Endi yagona ekanPi/d%l ko'rsatamiz. Agar barcha x G H elementlar
uchun {X,x0) = (x,x'0) tengligi o‘rinli bo‘lsa, u holda {Xx,x0 —x0) = 0
bo'ladi. Natijada xq—x0 X H. Bu fagat xg= X0 bo‘lganda o‘rinli.

6.2.16. E normalangan fazoda noldan farqli uzluksiz chi-
ziqli f funksionali va M = {x GE : /(x) —1} to‘plami berilgan
bo‘lsin. U holda

17110« M
tengligini isbotlang.

Yechimi. Xohlagan x G E element uchun J/(X)] < [V IMI teng-
sizligi o'rinli bo‘lganligidan, X G M elementi uchun 1 < [IIIIKI ya’'ni
—- < |MI tengsizligini yoza olamiz. Shu sababli -AtT < |en'\; Xl

X
iI/11= sup 1/(x)] bo'lganligidan, xohlagan e > 0 soni uchun shunday

IWI<i
VE elementi topilib,

1/bl1> (/11 -E)\LLI\ /M >e)

tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. nuqtani X£ orqali belgilaymiz. U holda
Xx£EGM va |pel< ln — Demak, taf JM| & p#iL_ g tengsizligi ham
o‘rinli. Bu tengsizlikda e ixtiyoriy bo‘lganligidan, inf*Jjxjj < teng-

sizligini yoza olamiz. Yugorida 1At < in|\1;I IMI tengsizligining o‘rinli
re

ekanligi ko'rsatilgan edi. Natijada, uyuy- = inf_ ||

6.2.17. F”, n GN fazoda har bir chizigli funksional f uchun
shunday a = (a;) GFn topilib,
n
/(x) = Y2xiai, X = (xi) GFn
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bo‘lishini ko‘rsating, bunda F = R yokr C.

Yechimi. Aytaylik, {ej,...,e,} sistema F" fazoning bazisi va 7/ :
F" —F chizigli funksional bo'lsin. Agar X = (x,;) € R" bo'lsa, u holda

Xfii
i=l
va / ning chizigli ekanligidan,
f
f{x) =1rx:7/( ne-
bIX
Demak, / funksional {ei,...,en} bazisdagi qiymatlari orqgali to‘la
aniglanadi. f(et) = (4 deb belgilaylik. U holda
M

f(x) =

6.2.18. L2[0,7 fazoda

J x(t) sintdt, x € ~a[0)
o

funsionalning normasini toping.
Yechimi. X G 1/r[0, 7] uchun

\ 2 rr

x(t)smtdtj < N\x(t)\2dtJ sin2tdt=>

n
* WJsirftdt * M2],
(0}

ya'ni [I/ll < Endi £(') = y~sini da/(x) * Wilganligidan,

6.2.19.. c[o, 7] fctzoda.
r

/7 (x) = J x(t)costdt, X € ig[0, ff]
0]

funsionalning normasini toping.
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Yechimi. x e C[0, 7] uchun

\f)\ = | fx{t) sintdt] < INI J sintdt = AN\

[0} [0}

ya’ni W1l < 2. Endi x(t) = 1 da f{x) = 2 bo'lganligidan, |V]| = 2.
Mustaqil ish uchun masalalar

1 - 10 - misollarda C[0,1] fazodagi funksionallarni chiziqli, uzluksiz-

likka tekshiring va normasini toping:
|

1. /(x) = f x(t) sin tdt]
0

2. /(¢r) = x(%);
1

3. f(x) = f x(t)sign(t - \)dt]
0
1

4. /(x) = j \/tx(t2)dt;
0
1

5. f(x) =/ dt;
0
1

6. /(x) = /x(i2)dt;
o}

7. /(x) = x'(to);

8. /(x) = JIx(t)]dt;
(0}

9. /(x) = (r)]l%l<xix(t);

10. f{x) = Jx 2(t)dt.

0 C o
11. c¢0 fazoda quyidagi funksionallarning normasini topmg, X
(xi,.. =-,xn,...) GcO:
a) f(x) = xb
(x) b

b) fix) = ; Xk;
e
c) /(z) = f£e=|

d) f(x) — Y, Wik~
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6.3. Qo‘shma fazolar

E fazosida aniglangan f\ va f2 chizigli funksionallarning yig‘indisi
deb
f(x) = fi(x) + f2{x), xekE
ko‘rinishda aniglangan / funksionalga aytiladi va fi + f2 ko'rinishda
belgilanadi.
/ chizigli funksionalning a songa kobaytmasi deb

g(x)=af(x), x£E

ko'rinishda aniglangan g funksionalga aytamiz va af ko‘rinishda belgi-
laymiz.

Chizigli funksionallarning yig'indisi va songa ko'paytmasi chizigli
funksional bo‘lishi ravshan. Shu bilan birga, E chizigli topologik
fazosida aniglangan barcha uzluksiz chizigli funksionallar to'plami
go‘shish va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chizigli fazo bo‘lishini
tekshirish giyin emas. Bu chizigli fazo E fazoga qo‘shma fazo deyiladi
va E* ko‘rinishda belgilanadi.

Masalalar
6.3.1. E normalangan fazoning (E* Jm]) go‘shma fazosi
to‘la ekanligini isbotlang.
Yechimi. E* fazosida {/,;} fundamental ketma-ketligi berilgan

bo‘lsin. U holda har bir e > 0 soni uchun shunday ns soni topilib,
n,m >n£bo'lganda J,,—Ffm\< s tengsizligi o‘rinli. Demak, ixtiyoriy
X G E uchun

fn{x) - fimX) 1= 1(/,, - TM{X)\< I.,- /mI=IMl < elIxll.

ya'ni {fn(x)} ketma-ketligi yaginlashuvchi. Bu ketma-ketlikning limi-
tini f(x) orqgali belgilaymiz. f(x) funksional chiziglidir:

f(ax + j3y) = I,%i_r;gmfn(ax + @y) =
= .H_%afn(x) + (3fn{y)) = af(x) + f3f{y).
Endi f(x) funksionalning uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz.
| fn{x) - fm(X)l < e]|2ll

tengsizligida m —o00 bo'lganda limitga o4amiz:
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Bundan / —fn funksionalning chegaralangan ekanligi kelib chigadi. U
holda /7 = /»+ (/ —n) funksional ham chegaralangan, demak, uzluksiz.
Shu bilan birga, barcha n > nc sonlari uchun ||/ —f,\\ < £ tengsizligi
o‘rinli, ya’ni AL%/ = /. .

6.3.2. Agar m” fazosida norma

IMIl = max [xc|
1<K<n

formula bilan aniglansa, n holda uning qo‘shma fazosida
normaning

N/l = EN1/*1 (6.12)

kabi aniglanishini ko‘rsating.
Yechimi. X = (Xu...,xn) e Mn, /7 = (/1,.../,,)) € K" = (Mn)*
bo'lsin. U holda

M gl
UL = \~2xifin ~ $3 irsiN -
r=1 i=1
n n
<YLIVL k*1= imi53 17>
ya'ni
I/MI <I M I£ Ul- (6.13)
Koordinatalari X —sign(/j), r = |,n bo‘lgan x nugqtani olaylik. U
holda
n n n
Y \fi\= Y ]/isi§n(/) = 53/ <= i/ ")V’
ji=1 (=1 t=1
ya’ni

Ei/i>i/ii- (6.14)
' i=1

Endi (6.13) va (6.14) tengsizliklardan, (6.12) tenglik kelib chigadi.

6.3.3. Agar Rnfazosida norma

\X\\="2\Xi
- . . 1=1
formula bilan aniqlansa, n holda uning go‘shma fazosida
normaning
max I/fc (6.15)

I<fc<n
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kabi aniglanishini ko‘rsating.
Yechimi. x = (xb...x,) GR\ 7/ = (/],....7,) € M ~— /M
bo‘lsin. U holda

i=1 /=1
<V, 25 max M = x ax /%,
= I<k<n I<k<n
=1
yam
/X)) < max_ \fk\ 6.16
17691 <INl max. (6.16)

Aytaylik, max |41 = I/l bo'lsin. Koordinatalari x,; = (sign/;) <y,
I<fc<n
i = I,n bo‘lgan x nuqgtani olaylik. U holda

7 n

%\fk\= fj = 72 £ r(sign/*) % = s = /X1,
_________ i=1 i=1
ya’ni
max |Ac]> 1V/]|. (6.17)

I<fc<n

Endi (6.16) va (6.17) tengsizliklardan, (6.15) tenglik kelib chigadi.
6.3.4. Agar R3fazosida norma

MI = bl + \J@%+ x\
formula bilan aniglansa, n holda uning qo‘shma fazosida
normaning

I/ = max{}7il, yjfl + 7|} (6.18)

kabi aniglanishini ko‘rsating.
Yechimi. x = (xbx2,x3) e R3,/ = (/i,/2,/3) G M3 =
bo‘lsin. U holda

1/0)1 = \yY~xif\ < W] + i72x2 + /3X31 <
1=1
< W bl @+ fiNjx2+ xI < max{]Zi], \oft + FiH{\xi\+ yjxI + x\),
ya ni

1701 < IMImax{]Zi], fl + f%}- (6-19)
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Agar / = 0 bo'lsa, u holda (6.18) tenglik ravshan. Aks holda,
quyidagi hollarni qaraymiz.
a) sjff + /3 > |/i]. Koordinatalari

Xi=OQ M= —====, XS= h
mJJTW t -M TU
bo‘lgan X nugta olaylik.
U holda
Ul =h7 sm +h7#fT 1=Vif+fl
ya ni
> max{]/il, yjf\ + 7]} (6.20)
b) \//i + /3 ~ I/il-Koordinatalari
Xi =1, a2=0,m3=0
bo‘lgan x nuqta olaylik.
U holda
ML= 1l
ya’'ni
Wi > max{|/i], >Jfl + fl}. (6.21)

Endi (6.19) (6.20) va (6.21) tengsizliklardan, (6.18) tenglik kelib
chigadi.

6.3.5. c fazoning qo‘shma fazosi t\ fazosiga izomorf ekan-
ligini ko‘rsating.

Yechimi. c fazosida quyidagi vektorlarni aniglaymiz:

0= (1, 1,..., 1, .. m,

e* = (0,0,...,0,1,0,...), k€N .
4 Vv N
k1

Natijada har bir X = (£,,) £ ¢ elementni

K
X = Coeo + {]_%D%ﬂ (fn- 6) en

ko‘rinishda yozish mumkin, bunda £0 = lim £,,.
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Aytaylik, f £ ¢* bo‘lsin. U holda

k
/ (» = Co/(co) + k“‘%:)r:q (£, - Co) Z(e,
K
0770 + %%’:\fn - £0) Th,

bunda T0 = /(e0 vaun= /(e,), n G N.

Endi f(x) sonini boshga ko‘rinishda ham yozish mumkin ekanligi-
ni ko‘rsatamiz. Buning uchun en sonlarni en = signr7, ko‘rinishda
aniglaymiz. Har bir m £ N sonini tayinlab, x™ = (£n) G ¢ nug-
tani quyidagicha saylab olamiz: n < m bo‘lganda £, = e,,, N > M
bo'lganda £n = 0. U holda Lx”L, < 1. Natijada

1/(x{m)] = = J2\rin\ <
=1 n=1

m £ N ning ixtiyoriyligidan, YZ In] < +°o0 kelib chigadi, ya'ni (fjn) £
7=

00
I\. Demak, har bir x = (£,,) G c elementi uchun » I£,,r/n gator absolyut
n=
yaqginlashuvchi va
00

f(x) =6% + Y 2 (6-22)
71=1
Demak, agar / G c* bo‘lsa, u holda ixtiyoriy X = (£,,) £ c uchun (6.22)
o‘rinli, bunda £0 = |J‘l_rr;!)D W = const va (nn) £ (0. Yuqgoridagidek,
m £ N sonini tayinlab xm = (£,,) G ¢ nugtani saylab olamiz: n < m
bo‘lganda £n = e,, N > m bo'ganda = e0 = sign770 (sn sonlari
yuqorida aniglandi). U holda |pm]< 1, fo = 7'1@(1)5" = fo va

m 00
f(xmj=bl +YIl bl +£0 Y2 4nm
7= n=m+1

Bundan
i = sup 1791 > \f(xm\
INI<i

va m —>00 da
00

M + E bl < ii/ii-

n=1
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Har bir y = (t/,) £ ly element (6.22) formula yordamida c fazosida
biror uzluksiz chizigli /7 funksionalni aniglaydi, Shu bilan birga,
oc
ii/n = bl + £ bl
n=1
Demak, ¢* = i\
6.3.6. £i fazoning go‘shma fazosi m fazosiga izomorf ekan-
ligini ko‘rsating.
Yechimi. £ = (£b £I> eee --m) £ M bo'lsa, u holda

oc
f(x) =J2~u x= Xi)Eii (6.23)
i=1
formula i\ fazoda chizigli funksionalni aniglaydi.
/ ning uzluksizligi
00
NGO\ < sup MM Ix 1 = e IM NN
k (=1
ya’ni
L < 118U (6-24)
tensizligidan kelib chigadi.
Endi 11 fazoda har bir uzluksiz chizigli funksional (6.23) ko‘rinishda
ekanligini isbotlaymiz.
t\ fazosida quyidagi vektorlarni garaylik:
en= (0,0, ...,0,1,0, ...), nf£N

L] 4r
71—1

U holda x = (xn) £ I\ elementni

X =~ Xfii
=1
n
ko'rinishda yozish mumkin va = J2 xiei uchun
z=1
00
1NxN —x|) = Wi\ —¥0.
j=n+1

/ £ I\ bo'lsin. U holda
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=]™ f zZ r" = -
bunda
G = f(ei)j *£E N.
161 H / bl 1< I/
dan (&) ¢ m. Demak,

HEIL = supl6,1<l1/11. (6.25)
K

(6.24) va (6.25) dan |4l = |Ell kelib chigadi, ya’ni m.
6.3.7. m* fazoning i\ fazoga izomorf emasligini ko‘rsating.
Yechimi. Ravshanki, ¢ yaginlashuvchi ketma-ketliklar fazosi m ning
gism fazosidir. ¢ gqism fazoda

f(x) = lim xn,x = (xn) c ¢ (6.26)

ifoda chegaralangan chizigli funksionalni aniglaydi.

X0 = (1,1,..,1,...) ¢ cnuqtada f(xo0) = 1dan V]l = 1 kelib chigadi.
Xan-Banax teoremasidan bu funksionalni normasini saglagan holda m
fazosiga davom ettirish mumkin.

Faraz qgilaylik, bu funksional I\ fazo elementi orgali aniglansin, ya’ni
shunday £ = (£En) ¢ i\ topilib,

@
f(x) = (xn) G m. (6-27)
71=1

= (0,...,0,1,0,...), n ¢ N elementlarni garaylik. (6.27) dan f(en) =
0, n ¢ N kelib chigadi.

Ikkinchi tomondan, (6.27) ga ko‘ra

/(en) = n GN.
Bundan £,, = 0, n ¢ N. (6.27) dan esa
/(i)=0, ViGm.
Demak, 7 = 0. Bu esa |V/Il = 1 ekanligiga zid. Hosil bo‘lgan ziddiyat-
dan, m* fazoning fazoga izomorf emasligini kelib chigadi.
6.3.8. C[a, 6] fazoning refleksiv emasligini isbotlang.
Yechimi. Teskarisini faraz qilaylik. U holda chekli variatsiyali
funksiyalar fazosi V da aniglangan har bir uzluksiz chizigli F (f) funk-
sional C[a, M\ fazosidagi biror X(t) funksiya orgali aniglanishi kerak,
ya'ni
F(f) = Fx(f) = f (x).
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Demalk,
h
F.(f) = J x(t)df(t),
a
bunda f(t) - C[a;b}* da f(x) funksionalga mos keluvchi chekli varia-
tsiyali funksiya.
Quyidagi funksionalni garaylik:

BA) = /(to+ 0)- /(to- 0) (t0 € [a b)).

Bu funksionalning chizigli ekanligi ravshan, uzluksizligi quyidagi baho-
lashdan kelib chiqadi:

IW)] < Ne +0)- /(to- 0)1 < vaxf) = I/l
Bundan tashqari Fo(/) ¢ 0, shuning uchun [a, b da uzluksiz x0(t) ¢

0 funksiya mavjud bo‘lib, FO(f) = f x0(t) df(t) tenglik o‘rinli bo‘ladi.

a
Endi f(t) = J xo(s) ds funksiyani qaraylik. Bu funksiya [a, b] da

a
uzluksiz bo‘lganligidan, Fo(fo) = 0. Biroq ikkinchi tomondan,

b b
Fo{f) = J x0(t)df{t) = J xp(t)dt> 0.

Bu ziddiyatdan C[a,b\ fazoning refleksiv emasligi ko'rinadi.

6.3.9. L°(0, 1)* = {0} ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Faraz qgilaylik, / € L°(0, 1)*, / @ 0 mavjud bo'lsin.
Yarim intervallarning xarakteristik funksiyalari chizigli kombinasiyalari
Z°(0, 1) fazoda zich bo‘lganligidan, shunday 4,1 C [0, 1] yarim interval
topilib, fixgx = <9 ¢ 0 o‘rinlidir. A1 ni teng ikkita dizyunkt A'1, 4"
yarim intervallarga ajrataylik. xg, = Xn[ + Xa" bo‘lganligidan,

fixA[) + fiXAl) = 1{XJIr) ®0

kelib chigadi. Bundan f(XA[) @® 0 yoki f{xA'{) & 0- Bu sonlarning
noldan farglisiga mos keluvchi yarim intervalni [,2 deb belgilaylik, ya’ni
fixa2 = h @0, bunda /x(d2) < 1/2.

Bu jarayonni davom ettirib,

a) /xan) < 1/27;

b) fixn,) = Sncpo

shartlarni ganoatlantiruvchi {An} yarim intervallarga ega bo'lamiz.
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Endi x,, = S”™xa, deylik. U liolda Zi(A,) < 1/2” dan {:r,} ketma-
ketlik o‘lchov bo‘yicha nolga intiladi, ya'ni X,, A 0. / ning uzluksizligi-
dan, f(xn) -> 0.

Lekin

f(xn) = fiS-'xb,,) = S-'Sn = 1.

Hosil bo‘lgan ziddiyatdan / = 0, ya’ni L°(0, 1)* = {0} ekanligini kelib
chigadi.

6.3.10. E normalangan fazo va xq G E bo‘lsin. U holda
shunday f G E* mavjudki,

lHs1 = 1

va

/ bl = ]poll
tengliklari o‘rinlidir.
Yechimi. xo elementning chizigli qobig‘i Jf(x0) da

f(axo) = a]|x0l
formula bilan aniglangan funksionalni garaylik.
I/(@x0)] = HIx0lll = [laoll

dan va normaning bir-jinsli gavarig funksionalligidan, Xan - Banax
teoremasiga asosan, bu funksionalni E fazosigacha davom ettiramiz.
U holda

=1
va
[(x0) = INI
tengliklari o'rinlidir.

6.3.11. E normalangan fazo va xq G E bo‘lsin. U holda

®O(1 = /700), / € E*

orgali aniglangan funksional E* da chegaralangan ekanligini
ko‘rsating,

Yechimi. f\,f2G E*, a\,a2 G M uchun

x0@l/l + «2/2) = (alfl + “2/2)(~o0) =

= <1/1(zo) + a2f2(x0) = + a2Tpu(f2).
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Bundan chizigli funksional. Endi

Ww A\ = 1/bll < H/H1bl

ekanligidan, ¢»0 chegaralangan funksional va |[VU]| < |ko]l-
6.3.12. E normalangan fazo boHsin. U holda

X €E :i>dxe E**

orgali  aniglangan akslantirish  izometriya ekanligini
KO ‘rsating.

Yechimi. 6.3.10-misoldan har bir X € E uchun [|"3o]] < [Foll teng-
sizligi o‘rinli.

6.3.10-misolga asosan, har bir x € E uchun shunday /7 € E* topi-
ladiki, |/(x)] = W/IIIN |- Bundan

= N
\LLN\ f%lE.E LH'?I_I” INI.
va'ni [I’™*¥ll > 11Xl Demak,

IhM = INI-

6.3.13. X Banax fazosi, 7,6 X*, n e N va ixtiyoriy x 6 X
uchun
lim (x,fn) = (x, /)
n—00

tengligi o‘rinli bo‘lsin. U holda f £ X* bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. 6.1.20-misolda An operatorini /,, funksional bilan al-
mashtirsak, misolning yechimi kelib chigadi.

M ustaqil ish uchun masalalar

1. @ fazoning refleksiv emasligini ko‘rsating.
2. I\ fazoning refleksiv emasligini ko'rsating.
3. tpfazoning tqfazoga izomorf ekanligini ko'rsating, bunda 1 < p <

0o N _

4. Agar / chizigli funksional co C m fazoda chegaralangan bo'lsa,
u holda bu funksionalni normasini saqlab, m fazosiga yagona usulda
davom ettirish mumkinligini isborlang.

5. Agar X cheksiz o'lchamli normalangan fazo bo‘lsa, u holda X*
fazo ham cheksiz o'lchamli ekanligini isbotlang.

6. X Banax fazosi bo‘lsin. Har bir M C X to‘plam uchun

M* = {/ € X*: I/¥] < 1,Vx € M}
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to'plamning yopiq va qavariq ekanligini ko'rsating.

7. X vay normalangan fazolar, Z = X@Y ularning to‘g‘ri yig‘indisi
bo‘lsin. U holda Z fazodagi har bir uzluksiz chizigli funksional / yagona
usulda

{{x.y)) = h{x)+a{y)
ko‘rinishda tasvirlanishini isbotlang, bunda h £ X*, g € Y*.

8. X Banax fazosi bo‘lsin. Agar X* separabel bo‘lsa, u holda X
ham separabel ekanligini ko'rsating.

9. X separabel bo'lib, X* separabel bo'Imagan X Banax fazosiga
misol keltiring.

10. Qo‘shma fazosi c fazosiga izomorf bo‘lgan Banax fazosi mavjud
emasligini ko‘rsating.

11. X Banax fazosi bo'lsin. Ixtiyoriy chizigli erkli {.r,,} ¢ X ketma-
ketligi uchun shunday {/,,,} C X* ketma-ketligi mavjud bo'lib,

W\ = 1 va fi(xj) = Sij

o'rinlidir.

6.4. Kuchsiz topologiya va kuchsiz yaginlashish

E chiziqgli topologik fazosida aniglangan barcha uzluksiz funksio-
nallar to'plamidan chekli sondagi A, /2, ..., /,, funksionallarni olamiz.
Agar € musbat son bo'lsa, u holda

{x : \fix)\<e, i=1,2,..,n} (6.27)

to'plami E fazosida ochiq bo'ladi. Shu bilan birga, bunday to'plamlar
nol nuqtasini o'z ichiga oladi. Shuning uchun u nol nuqgtaning biror
atrofi. Bunday atrofiar sistemasi nol nuqta atroflarining aniglovchi sis-
temasi bo'ladi. E fazoda (6.27) ko'rinishdagi to'plamlar sistemasi hosil
etgan topologiya kuchsiz topologiya deyiladi.

Kuchsiz topologiya bo'yicha yaginlashishga kuchsiz yaginlashish
deyiladi. (6.27) ko'rinishdagi to'plamlar aniglanishidan, {xn} C E
ketma-ketligi X € E elementiga yaginlashishi quyidagiga teng kuchlidir:

/bl > fix), f € E*.

Kuchsiz yaqinlashish xn X kabi belgilanadi.

E* fazodagi normaga mos keluvchi topologiyaga shu fazodagi kuchli
topologiya deyiladi.
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E chizigli topologik fazosida X\x-2,... ,X,, nuqtalarni olamiz. s > 0
bo‘lsin.

{f€E*: \f(zi)\<f, i=1, 2, (6 .2 8)

to‘plami E* fazosida ochiq bo'ladi. Bu atrofiar sistemasi nol nuqta
atroflarining aniglovchi sistemasi bo'ladi. E* fazoda (6.28) ko'rinishdagi
to‘plamlar sistemasi hosil etgan topologiya *-kuchsiz topologiya deyi-
ladi.

*-Kuchsiz topologiya bo'yicha yaginlashishga *-kuchsiz yaginlashish
deyiladi. (6.28) ko‘rinishdagi to‘plamlar aniglanishidan, {/,} C E*
ketma-ketligi / G E* funksionaliga yaqinlashishi quyidagiga teng kuch-
lidir:

/«0) /0), x £ E.

*-Kuchsiz yaqginlashish fn f kabi belgilanadi.
M asalalar

6.4.1. E Banax fazosida {xr} ketma-ketlik kuchli yaqin-
lashuvchi bo‘lsa, n holda bu ketma-ketlikning kuchsiz yaqin-
lashuvchi ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, {.r,,} ketma-ketlik X elementga kuchli yaqin-
lashsin, ya'ni ||x, —x]| —»0. Ixtiyoriy / £ E* uchun

1/0n) - /0)1 = 1/70n - ®] < [VIIIK*- A\ 0

ekanligidan, f(xn) —»f(x). Bundan xn X.

6.4.2. E* fazosida {fn} ketma-ketlik kuchli yaginlashuvchi
bo‘lsa, n holda bu ketma-ketlikning *-kuchsiz yaqginlashuvchi
ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, {/,} ketma-ketlik / funksionalga kuchli yaqin-
lashsin, ya'ni |I/,- /]| -> 0. Ixtiyoriy x £ E uchun

\{X) - FOOl = K- YOI < NN —7]] 0

ekanligidan, fn{x) —/0). Bundan fn — >/.

6.4.3. E chizigli topologik fazoda kuchsiz yaqinlashishga
gquyidagicha ta’rif berish mumkin ekanligini isbotlang: xy
nuqgtasi va {xn} ketma-ketligi berilganda har bir ip£ E* funk-
sional uchun (v’Om)} ketma-ketligi ip(x0) soniga yaqinlashuv-
chi bo‘lsa, n holda {xn} ketma-ketligi x0 nuqtaga kuchsiz
yaginlashuvchi deyiladi.
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Yechimi. Oddiylik uchun .tqg = 0Ova liar bir (p £ E* uclum ip(xn) 0
bo‘lsin. Nol nuqgtauing ixtiyoriy

U= {x: < £ r=1,

kushsiz atrofini olaylik. U holda har bir £ > 0 soni uclnui shunday
n, (r =1 , 2 soni topilib, n > n; bo‘lganda |™;@&)] < £ o‘rinli
bo‘ladi. nf = maxn, deb olsak, n > ne bo'lganda xu £ U ni yoza
olamiz.

Teskarisi, agar nol nuqgtaning har bir kuchsiz U atrofi uchun shunday
no soni topilib, n > no bo‘lganda xn £ U o‘rinli bo'lsa, u holda n —=00
da har bir ip£ E* uchun tp{xn) 0 ekanligi ko‘rinadi.

6.4.4. Normalangan fazoda berilgan har bir {.r,,} kuchsiz
yaginlashuvchi ketma-ketlikning chegaralangan ekanligini is-
botlang.

Yechimi. E* fazosida

Akn= {1 ¥{x,)\ < Kk}, k,n = 1,2,... (6.29)

to'plamlarini qaraylik.
Tayinlangan xnda / o‘zgaruvchidan olingan (/, xn) funksiya uzluksiz
bo‘lganligidan, (6.29) to'plamlari yopig bo'ladi. Yopiq to'plamlarning
00

kesishmasi yopiq bo‘lganligidan, Ai- = Ffl)—lAtn to'plami ham yopiq

bo'ladi. {x,} ketma-ketligi kuchsiz yaqinlashuvchi bo‘lganligidan, har
bir / £ E* uchun f(xn) sonli ketma-ketligi yaginlashuvchi, demak,
chegaralangan. Boshgacha aytganda, E* fazosidan olingan ixtiyoriy
/ element AK to'plamlarining bittasiga tegishli bo‘ladi. Shuning uchun

oc

E* = (J Ak

k=i
tengligini yoza olamiz. E* fazosi to‘lig bo‘lganligidan, Ber teoremasi
(3.1.11-misolga garang) bo‘yicha Ak to‘plamlarning bittasi, Aytaylik,
Amto'plami biror B[fo, €] sharda zich bo‘ladi. Amyopiq bo‘lganligidan,
B\fo, s\ C Am o‘rinli. Natijada {x,} ketma-ketlik B[fo, €] sharida,
demak, E* fazosida har bir sharda chegaralangan bo‘ladi. Jumladan,
birlik sharda ham chegaralangan. Boshgacha aytganda, {Xn} ketma-
ketlik hadlari E** fazo elementlari sifatida chegaralangan. E ¢ E**
munosabatidan {x,,} ketma-ketlikning E fazosida ham chegaralangan
ekanligi kelib chiqadi.

6.4.5. E normalangan fazoda {xn} ketma-ketligi va x £ E

element berilgan bo‘lib, quyidagi ikki shart o‘rinli bo‘lsin:
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1) {lixnll} ketma-ketligi biror M soni bilan chegaralangan;

2) E* fazosida zich boYpgan biror A to‘plamdan olingan har
bir f uchun f{x,,) —f(x).

U holda {x,} ketma-ketligining x nuqtaga yagqinlashuvchi
ekanini isbotlang.

Yechimi. ip= aifi + «2/2 + + akfk, 71,72, mmk G A bo‘lsa, u
holda ikkinchi shartdan:

&Hn) = (QUI + «2/2 + + akfk)(xn) =

~ aifi{xn) + <2/22™ + + akfk{xn) ->
> QU/T (X) + «2/2 {x) + + Qkfk 0) = >p(x).

Endi E* fazodan ixtiyoriy ip element olaylik. {<f>¢ orqali element-
lari A to‘plam elementlarining chizigli kombinasiyalaridan iborat va ip
elementga yaqinlashuvchi ketma-ketlikni belgilaymiz. tp(xn) — ip(x)
o'rinli ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. M sonini k]l < M, n =
1,2 , |Ml < M o'rinli bo'ladigan etib saylab olaylik.

ipK — “pbo’lganligidan, har bir e > 0 soni uchun shunday kE soni
topilib, K > kfbo‘lganda \Ni—ipk\.< £ tengsizligi o‘rinli boladi. Bundan

lip(xn) - ip{X) 1= I<ppn) - gk(x,,) + PN - Vk(X) + VK(X) - v(X)\ <
< lip{xn) - ipk{xn)l + I<Pk{xn) - ipk{X)I + 1iPk(X) - <X\ <
<M + eM + IKPkON) - ipk(X)}
Shart bo'yicha w {xn) —»<Pk(X) bo‘lganligidan, har bir tp G E* uchun
<p(xn) —™N{x) ~>0 ekanligi kelib chigadi.

6.4.6. Chekli o‘lchamli Mn evklid fazosida har bir kuch-
siz yaginlashuvchi ketma-ketlikning kuchli yaqginlashuvchi
ekanini isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, {eb e%,..., e,,} sistema Mrdaga biror ortonormal
bazis bo‘lib, {xk} ketma-ketlik Rn da X elementga kuchsiz yaginlashuv-
chi bo‘lsin.

xK=x\el }--—-+x\"&n,
X = X™ei + o=+ x™en

bo‘lsin. U holda

= (zfeei) -» (X, ei) = xw,

x[n) = (xk,en) -> (x,en) = x{n\
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yn'ni {xk} ketma-ketlik X elementga koordinata- bo‘yicha yaginlasliuv-
cl)i. Natijada,

ya'ni {a™} ketma-ketlik X ga kuchli yaginlashuvchi bo‘ladi.

6.4.7. C[o, 2m] fazosida kuchli va kuchsiz yagqinlashishlar
o‘zaro teng kuchlimi?

Yechimi. CJ[0,27r] fazosida

2K

n GN
o

formula orgali aniglangan uzluksiz chizigli funksionallar ketma-ketligini
garaylik.

Matematik analiz kursidan ma’lumki, [0,2mr] kesmada uzluksiz
bo‘lgan har bir x(t) funksiya uchun uning Fure gatoriga yoyilmasi
koeffitsientlaridan tuzilgan {an(x)} ketma-ketlik nolga yaqinlashuvchi
bo'ladi (rl.i_;&]an(x) = 0), ya'ni (an(:r)} funksionallar ketma-ketligi nol
funksionalga kuchsiz yaginlashuvchi bo‘ladi.

Shu bilan birga, an(x) funksionallarni

ko‘rinishda yozish mumkin, bundan tashqari
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Demak, CJ[0,27r] fazosida garalayotgan uzluksiz chizigli funksio-
nallarniug {a,,(x)} ketma-ketligi kuchsiz yaqginlashuvchi bo‘lib, kuchli
yaginlashuvchi emas.

6.4.8. Clab] fazoda sin(nt) ketma-ketligi kuchsiz yagqin-
lashuvchi bo‘ladimi?

Yechimi. xn(t) —sinnt ketma-ketlik hadlarida

flxnf = xn TN = s Dix
ko‘rinishda aniglangan / funksionalni qaraylik.

{f(xn)} —{1)0, -1,0,1,...}

bo‘lganligidan, bu ketma-ketlik yaqinlashuvchi emas. Demak, {x,,}
ketma-ketligi kuchsiz yaqginlashuvchi emas.

6.4.9. (Shur teoremasi) i\ fazoda berilgan ketma-ketlikning
kuchsiz yaqginlashuvchiligidan, uning norma bo‘yicha yaqin-
lashuvchi bo‘lishi kelib chiqgishini isbotlang.

Yechimi. I\ fazosida {yn} ketma-ketligi yo nuqtaga kuchsiz yaqin-
lashuvchi bo‘lsin. U holda {xn : xn = yn—yo} ketma-ketligi 0 nuqtaga
kuchsiz yaginlashuvchi bo‘ladi. Biz |bg]] —0 bo‘lishini ko‘rsat,ishimiz
kerak. Teskarisini faraz qilaylik. Ushbu

lim N = 1> 0
munosabatni ganoatlantiruvchi |xn] qism ketma-ketligi mavjud
bo‘lsin. Zarur bo‘lsa x,, elementlarni ko‘rinishdagi elementlar

bilan almashtirib, nolga kuchsiz yaqinlas';nrj\fc!hi va har bir hadi normasi
1 ga teng ketma-ketlikga ega bo‘lamiz.
Demak, berilgan {xn} ketma-ketlik quyidagi shartlarni ganoatlanti-
radi deyishimiz mumkin:
Xxn—0 (6.30)

va
IKH=1 (n=12,..) (6.31)

bo‘lsin. Endi O funksionalni quyidagicha aniglaymiz:
fk{x)=Db fk=1,2,..).

(6.30) munosabatdan {fk(x,) : n = 1,2,...} ketma-ketlikning nolga
yaginlashuvchi ekanligi, ya’'ni

Ch)= g (o= 12, (6.92)
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bo'lishi kulib chigadi. w, = 1 bo‘lsin. U holda

k~
Natijada
Pi
i_ivl ﬂy[ >
tengsizlikni ganoatlantiruvchi pi > 0 soni mavjud bo‘ladi.
Aytaylik, quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi

l=UW<W<.. <Ti
va

0 =Po <Pi < <Pj
butun sonlari tanlangan bo‘lsin:

pr»-i
E Iffd < =12 (6:33)
k=1
va
P,
(6.34)
k- i+l

U holda (6.33) munosabatga ko‘ra shunday rij+\ > rij soni topiladjki,
natijada ushbu

A
k ) L
ol <4
tengsizligi o'rinli bo‘ladi. Bu tengsizlik va (6.33) munosabatdan:
[ele) oo pj 3
>
k-Pj+1 k=1 fe=1

U holda quyidagi tengsizlikni ganoatlantiruvchi pj+ > pj nomerini tan-
lash mumkin:

Pl 3
k=|%+1 ALERS 4

Shu taxlitda fikrlashni davom ettirsak, (6.33) va (6.34) tengsizliklar har
bir s = 1,2,... uchun o'rinli bo'ladigan ikkita 1 < W < w, < mmva
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0 =po<Pi < <Pj< mbutun sonlar kctma-ketliklarning mavjud
ekanligini ko‘rsatadi. Ushbu

rik = signal”~ [ps~l < k< ps] k,S=1,2,..)

ko'rinishda belgilash kiritamiz. {%} £ dm bo'lganligidan, I\ fazosida
quyidagicha /o funksionalni garaymiz:

(0e]

fo(x) (* = {&})r
k=1

fo{x,,a) kattalikni quyidan baholaymiz. N\ < 1 ekanligini e'tiborga
olsak,

()]
V/ons)| = ) >
k=1
P« . P.-1
> )-E_rfll- X) i -
fe=ps_ 1+ 1 * Kops—
Pa Ps-1 @
> E E i« i=
k=pa-i+1 k=1 fc=ps+ 1
2 E
fc=p,-1+1

Demak, (6.31) va (6.34) bo'yicha

Mxn.) > \
tengsizligini yoza olamiz. Bu esa ||xJ] = 1 shartiga zid. Demak,
Ibll > 0.
6.4.10. H Hilbert fazosi, {xn} ¢ H. Agar {xn} ketma-

ketlik xqg € H nuqgtaga kuchsiz yaqinlashib, [p]] — [pdl
bo‘lsa, u holda {Z,} ketma-ketlik xq ga kuchli yaginlashishini
ko‘rsating.

Yechimi. {xn} ketma-ketlik x( € H nuqtaga kuchsiz yaginlashishi-
dan, har bir y € 4 uchun

(xny) -> (X0,y)
o'rinlidir. |Ix.]l = IM0|l bo‘lganligidan,

{xn,x,,) (xa, xq).
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Bundan
I"n 01~ @En )X A}
{xn,x,,) + {rOxn) - (@,,Xo) - £0)
= - (To.Zo)] - [(x,,,x0) - (.To,r0} -> 0,
ya’ni \sn—t 0] —=0.

6.4.11. 14 fazo birlik sferasining kuchsiz yaqinlashish
ma’nosida yopig'‘ini toping.
Yechimi. fazo birlik sharidan ixtiyoriy x0 = (ax,a2,a,,.,..)

nuqta olib, ushbu

vi- «1,0,0,.

X2 —(ax, a2,

k- 34

ketma-ketlikni garaymiz. Bu ketma-ketlikning barcha hadlari birlik
sferaga tegishli va x0 nuqtaga kuchsiz yaginlashadi. Demak, i2 fazo
birlik sferasining kuchsiz yaginlashish ma’nosida yopig‘i birlik shardan
iborat.

6.4.12. H Hilbert fazosi, x,, X. y,,,y £ H bo‘lsin. Agar

Xn X va yn—i y bo‘lsa, n holda

(xnym) -> {x,y)

ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Quyidagini yozaylik:

(xn, Y) = (xn~Xyn—y)+

+{xn-x,y) + (x,yn-y).
xn — x ekanligidan, \S1\<M\\x\\< M, bunda M > 0. Bundan

\xn- x,yn-y) I< |pn- X\W\yn - Y\ < 2M\\yn — 241, —>0,

\(x,Vn-y)\<M\\yn-y\\"0,
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va
Kx. - .ry)l -»o0.
Demak,

s oy
6.4.13. v da chegaralangan ketma-ketlik koordinatalar
bogricha yaqinlashuvchi bo‘lsa, n holda bu ketma-ketlik kuch-
siz yaqginlashuvchi bo‘ladi.
Yechimi. £2 fazoda chegaralangan {x*} ketma-ketlik x elementiga
kuchsiz yaginlashuvchi bo'lishi uchun

Xk, e;) = xf -»xw = (x, &), T=1,2,...,

bu yerda e\ = (1, 0,...), ei = (0, 1, 0,....),... bajarilishi yetarlidir.

Hagigatan, ei elementlarning chizigli kombinatsiyasi £2 fazoda zich.

Demak, £2 da {x*} chegaralangan ketma-ketlik kuchsiz yaginlashuv-
chiligi, ushbu vektorning xj* koordinatalar bo'yicha sonli ketma-
ketliklarning har bir i = 1,2,... uchun yaginlashuvchi ekanligiga teng
kuchli.

6.4.14. £2 fazoda kuchsiz yaqinlashish kuchli yaginlashish
bilan ustma-ust tushadimi?

Yechimi. £2 fazoda el; B2, ..., en,.. ketma-ketliklar nolga kuchsiz
yaginlashishini ko'rsatamiz.

£2 da ixtiyoriy chizigli / funksionalni skalyar ko‘paytma ko‘rinishda
yozamiz: f(x) = (x, a), x G£2 tayinlangan vektor. Bundan f(en) = an
va a,, -> 0, n—>00, u holda

lim f(en) = 0.

71—>00

lle.]l = 1 dan {en} ketma-ketligi nolga kuchli yaginlachuvchi emas.
Mustaqil ish uchun masalalar

1. CJo0,1] fazosida kuchsiz yaginlashuvchi bo'lib, norma bo‘yicha
uzoglashuvchi ketma-ketlikka misol keltiring.

2. Ixtiyoriy Hilbert fazosi kuchsiz topologiyada to‘la bo‘ladimi?

3. fn(t) = sinE, t G [—=r, 7 funksional ketma-ketlik Z2,7r] kuch-
siz yaqginlashuvchi bo‘lib, norma bo'yicha uzoglashuvchi ekanligini is-
botlang.

4. X Banax fazosi, {x,} ¢ A, |IxJl < 1 Agar xn 4 x bo'lsa, u
holda I 1< 1 ekanligini ko‘rsating.
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5. H Hilbert fazosi, x,,, X, ¥,,, ¥ € H bo'lsin. Agar x,, X Va
yn—>y bo‘lsa. u holda

xn,Y«)  (x,y)
o‘rmlimi?

6. {*.} c C7[0] ketma-ketligi [0,1] ning har bir nugtasida
yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlik kuchsiz yaginlashuvchi
bo‘ladimi?

7. Cl[a, b} fazoda cos(nt) ketma-ketligi kuchsiz yaginlashuvchi
bo‘ladimi?

8. CJ[0,1] fazosi kuchsiz to‘la bo‘ladimi?

9. Avytaylik, {xn} H Hilbert fazosida ortogonal sistema bo'lsin.
Quyidggi tasdiglarning o‘zaro teng kuchli ekanligini ko‘rsating:

a) X/ xn gator yaginlashuvchi;
n=

b) - xn gator kuchsiz yaginlashuvchi;

Nn=|
¢e)

C) Xn\? gator yaginlashuvchi.
71=1
10. Banax fazosidagi kuchsiz yaginlashuvchi ketma-ketlik kuchsiz

fundamentalligini ko‘rsating.
11. £ fazoning birlik shari kuchsiz topologiyada kompakt ekanligini
isbotlang.
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Chiziqli operatorlar fazosi

7.1. Chizigli operatorlar fazosi

X normalangan fazoni Y normalangan fazoga akslantiruvchi barcha
chegaralangan chizigli operatorlar to‘plamini B(X, Y) kabi belgilaymiz.
Agar X =Y bo'lsa, u holda B(X) kabi belgilanadi.

T, 86 B(X,Y) operatorlar uchun ularning yig‘indisi T + S deb

(T+S)(x) = T(x) +S{x),x eX

formula orgali aniglangan operatorga aytiladi.
T GB(X,Y) operatori va AG C soni ko‘paytmasi AT deb

(AT)(X) = AT(X), xe X

formula orgali aniglangan operatorga aytiladi. Ravshanki, T + 5, XT
operatorlar ham chizigli operatorlar bo‘ladi.

Uzluksiz chizigli operatorlarning yig‘indisi va uzluksiz chizigli ope-
ratorning songa ko‘paytmasi, uzluksiz operator bo‘lishi normalangan
fazolarda amallarning uzluksizligidan kelib chigadi. Demak, B(X.Y)
chizigli fazo bo'ladi.

Eslatib o'tamiz, T GB(X, Y) operator normasi

HL = sup{GITO)I] : x€X, W\ < 1}

formula orgali aniglanadi.

Qo'shish, songa ko‘paytirish va normaga nisbatan B(X, Y) nor-
malangan fazo bo'ladi.

H Hilbert fazosi bo‘lsin. B(H) fazoda har bir x,y G X uchun

AGB (H)A\(A(x),y)\ (7.1)

formula yarim normani aniqlaydi. (7.1) korinishdagi yarim normalar
B(H) fazoda hosil etgan lokal gavarig topologiyaga kuchsiz topologiya
(w-topologiya) deyiladi. Bu topologiyada yaginlashishga kuchsiz yaqin-
lashish deyiladi va u An — A kabi belgilanadi. Kuchsiz topologiya
ta'rifidan,

An-~A <€ lim (An(x),y) = (A(X),y), Vx,yeH
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ekauligi bevosita ko'rinacli.
B(H) fazocla liar bir x GX uchun

AZB{H)-*\\A()\\ (7.2)

formula yarim normani aniqlaydi. (7.2) ko‘rinishdagi yarim normalar
B(H) fazocla hosil etgan lokal qavarig topologiyaga kuchli topologiya
(s-topologijra) deyiladi.

Bu topologiyada yaginlashishga kuchli yaginlashish deyiladi va u
An —>A kabi belgilanadi. Kuchli topologiya tarifidan,

An—=2 A lim An(x) = A(X), ¥x,GH
n—0C

ekanligi bevosita ko‘rinadi.
B(H) fazoda
Ne6B(A)->P|| (7.3)

formula normani aniglaydi. (7.3) korinishdagi norma B(H) fazoda hosil
etgan lokal gavarig topologiyaga tekis topologiya (r-topologiya) deyiladi.

Bu topologiyada yaginlashishga tekis yaginlashish deyiladi va u
An=>A kabi belgilanadi. Tekis topologiya ta’rifidan,

An=A @H%%n—A\\ﬁ 0

ekanligi bevosita ko‘rinadi.

Avytaylik, L biror H Hilbert fazosinig gism fazosi bo‘lsin. H =
tengligidan har bir x GH vektori yagona ravishda x =y + z ko'rinishda
yoziladi, bunday GL, z GLx P : H —H operatori har bir x GH
vektoriga uning L gism fazosiga proeksiyasi bo‘lgan y vektorini mos
go'ysin. Bu chizigli operator L gism fazoga proektor deyiladi.

Pi,P2 proektorlar uchun M\P2 = 0 bo'lsa, Pi va P2 proektorlar or-
togonal deyiladi va Pi _L P2 kabi yoziladi.

M asalalar

7.1.1. Agar X normalangan fazo, Y esa Banax fazosi
bo‘lsa, n holda B(X. Y] Banax fazosi ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, {T,},.eN- B(X.Y) fazosining xohlagan fun-
damental ketma-ketligi bo'lsin. U holda ixtiyoriy e > 0 soni uchun
shunday n£soni topilib, barcha n, m > nEsonlar uchun

IMm- Tnll< £
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tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Natijada, X fazosining xohlagan x nuqtasi
uchuu
[ lap-ag] | < 11T ACTIall<ENI
ya'ni
llapg-agy<d | (7.4)
tengsizligiga ega bo‘lamiz. Bundan (T,,(k)} ketma-ketlikning Y fazoda

fundamental ekanligi kelib chigadi. Y to'la bo'lganligidan, {T,,(x)} bu
fazoda yaginlashuvchi bo'ladi. Aytaylik,

lim Tn(x) = T(x)
bo‘lsin. Har bir X\\X2 € X, Ai, A2 £ C uchun
T(Aioji + ADK) = !i_@ T,,(Ajxx + Ax2) =
.= 7!|_n;1 (AIT,,(xi) + A2T (x2)) = \iT(xi) + AZT (x2).
Demak, T chizigli operator bo‘ladi.
Endi (7.4) tengsizligida m —00 bo'‘yicha limitga o'tsak,
\\TX)-Tn®\N\ < | |

tengsizligiga ega bo‘lamiz. Natijada, T —Tn operatorning B(X,Y) fa-
zosiga tegishli ekanligi kelib chigadi. U holda T = (T—In)+Tnoperatori
ham B(X,Y) fazosiga tegishli. Shu bilan birga,

A\ T (X)-TREN\<ENAN

ekanligidan, || T-Tn] < e tengsizligiga ega bo‘lamiz. Shu sababli Tn=
T. Demak, B(X,Y) Banax fazosi bo'ladi.
7.1.2.  Fnfazoni Fmfazoga akslantiruvchi chizigli operator-
laming umumiy ko‘rinishini toping, bunda F = LUyoki C.
Yechimi. Avytaylik, {el,....,en} sistema F" fazoning bazisi,
{/1,..., fm} esa F™ fazoning bazisi va A : F” —»Fm chiziqli operator
bo'lsin. Agar x = (Xj) £M” bo'lsa, u holda
1
x=_ X
1=1
va A operatorning chizigli ekanligidan,
n
AX) = "ZjAiej).

3=1
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Demak, A operatori {ej, bazisdagi giymatlari orgali to‘lig
aniqglaiiadi. Har bir J1(e;) vektorning {fi,--.,f,n} bazisi bo'yiclia

yoyilmasini olamiz. Bundan

yam

i=1 y=I
Demak, J1 operatori (aji) matrisa orgali t.0'lig aniglanadi.
Bunda x ~ {x\, ...,xn) vektor giymati quyidagicha topiladi:

/ A \
/ oy Q2 we aln /xi i3t
02 a2 mm ONn o X2 %a’\xi
y &n momd  \Xn)
Y. Quixi
\ =1

7.1.3. M’ fazosida || = [max Ky normasi garalib, A :Rn
<fc<n
operatori {oij}i<»j<n matrisa bilan aniglansa, v holda

1A= pyax by (75)
j=i

ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. x = (g, *,%,) € M\'y =JI(X), y = [/ -, th) bo'lsin.
U holda har bir r€ [,n uchun

j=i
Demak,

M =]]£apl - LW layllx?-

= j=
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ya ni

M <AL E M - (76)

T
Faraz qilaylik, max N |a/j| ifoda maksimumga r = r0 da erishsin.

Koordinatalari Xj = 3|gn(a|u.1),] = 1,n bo‘lgan x nugtani olaylik. U
holda y = J1(x) uchun

max V |a] = V Rioj\=V aiojx; = yio = Vio\< |,
1<r<Trj:I’I1 J | J |
yam
max E M < |¢ll (7.7)
Iarg/l 3:1

Endi (7.6) va (7.7) tengsizliklardan, (7.5) tenglik kelib chigadi.
7.1.4. E Banax fazosi va T GS(-E') bo'lsin. Agar ||T)) <1
bo‘lsa, u holda (I —T)-1 € B(E) va

@
(/-T)’1=E T"

71=0
ekanligini ko‘rsating. :
Yechimi. x e E bo'lsin. [[Tj] < 1 bo'lganligidan, Sn = I'</=\0/Tk
uchun m > n da

HSm(z) - S, () =11Irr"*) - ~ r x|l =
0 0

—ie AMii<E @ iim E imniNi*

k=n\1 fe=n+I \fc=n+l
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Demak, ketma-ketligi E fazocla fundamental, y = A(X) =
lim S,.{) deylik. U holda

-5 (<R e
ekanligidan, A - Sn £ B(E). Endi WA- 5] < A" ! ekanligidan,

n —00 bo'lganda, éng = A kelib chigadi.
e Endi A = (I —7] '1ekanligini ko‘rsatamiz. Har bir x € E uchun
(/- DHAX) =U-T) nIi_rllOSn(x) =
=1lim (/- D{I+T+T2+ . +Tn)(x) =
= rI]i_rfrgn(l - TH)(x) = Ai_%(x - Tn+(x)).

Endi []7"+10011 < NTII™1lI] —0 ekanligidan, H&%Tnﬂ(x) —0,
Bundan ((1—T)A)(x) = x. Xuddi shunday, (A(l —T))(x) = » Demak,
=(—TyL
7.1.5. £ Banax fazosida aniglangan A, B chegaralangan
chizigli operatorlar uchun
(A+BY = A*+ B*
tenglik o‘rinli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. x € E,g € E* bo'lsin. U holda
{{A+B)0).x) = (@ A{x) + B(x)) = (@, A(X)) + (9,B(X)) =
= (A*(9).x) + (B*(9).x) = (A*(9) + B*(9).x),
ya'ni
<(A+ £)*($), +
Bu tenglik barcha x € E uchun o'rinli ekanligidan,
(A+BY(n)=A*(n) + B*(n),
ya'ni
(A+ B)* = A* + B*.
7.1.6. E Banax fazosida aniglangan A chegaralangan chi-
zigli operator va A£ C soni uchun

(A" = AT
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tenglik o‘rinli ekanligini ko‘sating.

Yechimi. x ¢ E,g G E* bo'-kin. U holda

{(NAMA).x) = (ANAKX) = \@A(KX) =

= \{A*(9).x) = (XA*9).x),
ya’'ni

(NAY(m).x) = (\A*(p).x).
Bu tenglik barcha x GE uchun o'rinli ekanligidan,

(AAY(n) = \AX(g),
ya’'ni
(AA)* = AA*,

7.1.7. E,F Banax fazolari va A : E —=F chegaralangan
chizigli operator bo‘lsa, n holda |I&]l = [||A| tenglik o‘rinli
ekanligini ko‘sating.

Yechimi. x GE,g GF* bo‘lsin. U holda

\A*@). )\ = \@A\ < [BIIP®)!I < IMIPIINI,
ya'ni
MA*{9). )\ < IbIlIATTa] -
Demak, JJA*M]] < 1bLUAL, ya'ni WX\ < |]A]l

Endi x G E va A(X) ¢ 0 bo'lsin. y0 = - deylik. U holda
o1 —1- 6.3.10-misoldan shunday ¢ £ F* mavjud bo'lib, || = 1va
9(y0) = 1 ya'ni (9,A(x)) = IIA)I]. Bundan

POAMI = 9,A(X)} = (A*(9).x) <

<IrB T <WIBHIXIT = THEbx]E

ya'ni [JAKI < 1IX111lall Demak, [IA] < IIX1] va JIA] = W\
7.1.8. Har bir n GN uchun An:i2 i2 operatori

Aw = i’ w0 =(M)6T*

formula bilan aniglansa, n holda {A,} ketma-ketlikning nol
operatoriga tekis yaqinlashishini ko‘rsating.
Yechimi. x G£2 uchun
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ekanligidan,
AN < - >0,
n

Bundan {An} ketma-ketlik nol operatoriga tekis yaqinlasliadi.
7.1.9. Har birneN uchun An: C[0,1] —CJ[0,1] operatori

(An(x))(t) =
formula bilan aniglansa, n holda {A,} ketma-ketlikning nol
operatoriga tekis yaqginlashishini ko‘rsating.
Yechimi. x £ C[0,1] uchun

[IAQI = max [ET1 - Dx(0)] <

< max \n(l - Bl|pq| = - ot )

«efo1] v (c+ )" +1
Bundan

AL - (n+D)"+f = (n +1)
Bundan {An} ketma-ketlik nol operatoriga tekis yaginlashadi.
7.1.10. Har birngN uchun A,, :li —£2 operatori

AN(X) = (£i,6 ,-,€n,0,0,...), X = (k) e £2

formula bilan aniqglansa, n holda {An} ketma-ketlikning birlik
operatoriga kuchli yaginlashib, tekis yaginlashuvchi emasligi-
ni ko‘rsating.

Yechimi. x = (E*) e £ uchun

[1AM-r]]2= £ |&2—=0
k—\:X
ekanligidan,
An-U 1.
Endi har bir n € N uchun enti = (0,...,0,1,0...) £ i2vektorini olsak,
M

u holda |lesH]l = 1. Bundan
HANenNi) —en+\lL = [I0 —enA\\|= 1.
Demak,

[IA.- 71 = sup [lAa(i) - X1 > lIA(en+]) - en+l]|= 1
W<l
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Wi ganligidan. {A,} ketma-ketligi birlik operatoriga tekis yaginlashuv-
chi emas.

7.1.11. Har birneN uchun A, : £ —=£ operatori

Ai(x) = (0,0, bEn+-2, «es) , X = (£fc) € £2

formula bilan aniglansa, wu holda A, 0 ekanligini
KO ‘rsating.
Yechimi. x = (E& G£2 uchun

00

iiA,,(x)n2=i(0,0,....e,,,H,e«+2 ,-)li= E ini2-

k~n+1

¢ 00

0
x = (ek) € 4 ekanligidan, £ |2 < oo, bundan ~ &R —» 0.

k=1 fe—n,+ |
Demak,
Pn(™)ii2z= E n 2 %
k=n-\-I
ya’ni An 0.

7.1.12. Har bir n ¢ N uchun An:£2 —”2 operatori
An(x) = (0,0,..., & £,...), " = (&) e £2

formula bilan aniglansa, wn holda An —> 0 ekanligini
Ko ‘rsating.
Yechimi. x = (E%), y = (t*) ¢ £ uchun

(AN(X),y) = ~ Mikatk < A Ao A 1%
k~1 &=1 k=1

00 00
X = (EB ¢ £ ekanligidan, fY)I bl 2 < 0o, bundan Iir)rgog ~ JEcnf2 = 0.
c= n— i
Demak,
(An(x).y) >0,
ya'ni A, 0.
7.1.13. Aar birne N uchun An:C[0,1] -> C[0,1] operatori

(A00)(0) = n J x() ds, t o [01]

t
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formula bilan aniglansa, n holda {A,} ketma-ketlikning birlik
operatoriga kuchli yaginlashib, tekis yaginlashuvchi emasligi-
ni ko‘rsating.
Yechimi. x £ C[0,1] uchun ® boshlang‘ich funksiya bo’‘lsa, u holda
t+i
n [x(s) =@)+"="-£ 4- "~ >d(") =X,

Jt -

ya'ni
An(x) -> x.

Bundan {A,.} ketma-ketlikning birlik operatoriga kuchli yaginlashadi.
Endi xn(t) = t"_1, n > 2 bo'lsin. U holda

Y\ = Orré% [nJl= 6T<1[a<>l<i" 1=1,

ya'ni |lgJl = L
Endi
t+
IIAn(xn) - xnjl= Bngéiln J/ sn 1ds - sn—|= gl%ils"ig-" —sn |\4=

=max t+-) -tn- fkl
o<i<lI n

62% tn+r-1+-{12wnr0\ ”-2+...+£Iz- tn- >

>1% "N max = >

l.
2n2 o<it<il 2n2 4

Demak,
1 —/l= sup lIA@)-xI1 > [1ALX,)-xnl|> 1.
N I<i 4

Bundan {An} ketma-ketligi birlik operatoriga tekis yaginlashuvchi
emas.

7.1.14. € C[o,1] bo‘lsin. Tv :12[0,1] -> £2[0,1] operatori
TMLU = V()f(t), /€ L201]

formula bilan aniqglanadi. T* = Tp tengligini isbotlang.
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Yechimi. Har bir f,g E L20D,1] uclnm
[

(1 Ti(@) = (TM),9) = J "ADT(HW)dt
0

1

=] f(H)(p{Ha(t)dt
0

(f.ya) = (f.Tjp(@)),

ya’ni
</ 7Tb>=</,3[0).

Bundan T*(@@) = W,Aa), ya'ni T =T?.
7.1.15. H Hilbert fazosi va T £ B(H) bo‘lsin. U holda

ker T* = LLLT)I-

tengligini isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, x £ ker T* bo'lsin, ya'ni T*(x) = 0. Ixtiyoriy
r £ A(T)Xnugtani olaylik. U holda shunday y £ A topiladiki, T(y) =
z. Bundan

<) = (T(y)x) = (y,T*(*)) = <0>=0,

ya'ni ixtiyoriy z £ R(T) uchun (z,x) —0. Demak, x £ /JT)-1, ya'ni
kerT* C R(T)*

Endi z £ LLLT)1- bo'lsin, ya'ni ixtiyoriy y £ H uchun (z,T(y)) = 0.

Bundan

(T'@y) = @Ty) =0
ya'ni T*(z) Ly. Bundan T*(z) =0, ya'ni 2 £ kerT*. Demak, kerT* =
RIiT.

7.1.16. P : 9 —»H proektor chegaralangan operator bo‘lib,
P 0 boHganda ||P]] = 1 ekanligini isbotlang.

Yechimi. P : H —H biror L gism fazoga proektor va x £ A
bolsm. U holdax ~y+z bunday £ L, z £ ZA Pifagor teoremasidan,
INI2= IMP + INI12, ya'ni W\ < 111. Bundan [|P®)]] = W\ < ||*]],
ya'ni ||Pl] <1

Agar P ®0bo’lsa, u holda0 dpx £ L uchun [|PX)]] = |IXlI] Bundan
1M1-1-

7.1.17. P € B(H) proektor bo‘lishi uchun P2 = P* —P
bajarilishi zarur va yetarli.
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Yechimi. P : H —H biror L gism fazoga proektor va x ¢ H
boisin. U holdax =y +z buildaye L zGLL.

P\X) = P(P(x)) = P(y) =y = P(x),

ya'ni P2=P. Bundan [|PX)]] = W< || ya'ni |IPl] <1
Endi \ =yi +zlyyi ¢ L, A ¢ L1 bo'lsin. U holda

(P*(xx) = (P(x),xi) = (y,yi +zi) = (y,yi) + (y,2i) =

= (y,yi) = (y.yi) + {z.Xi) = (y + z,xi) = (x,P(xi),
ya'ni (x,P*(xi)) = {x,P(xj)). Bundan P* —P.
Aksincha, P2 = P* = P bo'lsin. L = {P{x) : x G 77} yopiq gism
fazodir. Hagigatan, xn GL, xn—>x bo‘lsa, u holda
x = lim xn = lim P(xn) = -P(x),

MN—HYO n—+oC

ya’ni x G L. P operatorining L gism fazoga proektor ekanligini
ko'rsatamiz. x = P(x) + (7 - P)(x), P(x) G | bo‘lganligidan,
(7—P){x) G  ekanligini ko'rsatish yetarli. y E L vektori uchun

((1-PXx),y) = {(1-P)(x),P(y)) =

= {P*((1- P){x))y) = (P((I - P)(x)).y) = (0.2) =0,
ya'ni (7 - P)(x) GL-4
7.1.18. ®:B(X,Y) =M, ®(U1) = |IN| akslantirishning uzluk-
siz ekanligini isbotlang.
Yechimi. Xohlagan e > 0 son olaylik. Agar B{X,Y) fazosiga te-
gishli A", A" operatorlar uchun \NX —A"|] < £bo'lsa, u holda

[OUT) - SUI] - HP'I - M ill < A= AN<s,

Bundan berilgan akslantirishning B(X,Y) da uzluksiz ekanligi kelib
chigadi.

Mustaqil ish uchun masalalar
1. Har bir x = (xi,x2, x n,..) G £2 uchun
T(X) = (0, 2xi,x2,2x3,x4,...)

deylik. U holda
a) har bir uchun T(x) G£2 ekanligini ko'rsating;
b) T : £2 % chegaralangan operator ekanligini ko‘rsating;
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¢) [Tl normasini toping;

d) har bir x ¢ £ uchun T(x)2 ni toping;

e) I|T2 ni |[T]J2 bilan taggoslang.

2. X chizigli fazo va A : X —X chizigli operator uchun shunday
Ai, A2, eee A G C sonlari topilib, 1 +AJA + A2A|------ FAMAN = 0 bo‘lsa,
u holda A mavjud ekanligini ko'rsating.

3. P va Q proektorlar bo‘lsin. P —Q proektor bo‘lishi uchun PQ =
QP = Q tengligi bajarilishi zarur va yetarliligini isbotlang.

4. P va Q proektorlar bo‘lsin. P + Q proektor bo‘lishi uchun PQ =
QP = 0 tengligi bajarilishi zarur va yetarliligini isbotlang.

5. P va Q proektorlar bo‘lsin. Agar PQ = QP bo‘lsa, u holda
P + Q —PQ proektor ekanligini isbotlang.

6. X Banax fazosi bo'lsin. TS—ST = 1 tengligini ganoatlantiruvchi
T,S 6 B(X) mavjud emasligini ko'rsating.

7. X Banax fazosi bo'lsin. Agar T ¢ B(X) izometriya bo-lsa, u
holda T* izometriya ekanligini korsating.

8. X Banax fazosi bo'lsin. [1ABIl < lIAIIIBII tengsizlikni ganoat-
lantiruvchi A, B ¢ B(X) operatorlarga misol keltiring.

9. Agar P va Q Hilbert fazosidagi proektorlar bo'lsa, |[[P—Q\ < 1
ekanligini isbotlang.

10. X Banax fazosi, A, B esa Y Banax fazosi gism fazolari bo'lib,
Y = A@B. U holda B(X, Y) = B(X, A)@B(X, B) ekanligini isbotlang.

7.2. Chiziqli operatorlar spektri

E Banax fazosi, T ¢ B(E) va A C bo'lsin. U holda XI —T
operatorning yadrosi uchun quyidagi hollar o'rinli:

a) agar Al —T operatorning yadrosi noldan fargli bo'lsa, yani T(x) =
Xx tenglama noldan fargli xq yechimga ega bo'lsa, u holda Asoni T
operatorining xos soni, xo vektori esa xos vektori deyiladi.

A7 —T operatorning yadrosi nol bo‘lsa, u holda (XI —T) 1mavjud
va bu hoi ikkitaga ajraladi:

b) (XI —T y1 operatori aniglangan, lekin chegaralanmagan;

c) (Al —T)~I operatorining aniglanish sohasi butun E fazosiga teng.
Bu holda teskari operator hagida Banax teoremasidan, (XI —T) ope-
ratori chegaralangandir.

Agar Ac C uchun a) yoki b) shartlar bajarilsa, ya'ni XI -T teskari
chegaralangan operator mavjud bo‘lmasa, u holda Ac C soni T opera-
torining spektriga tegishli deyiladi. Spektr sp(T) kabi belgilanadi.
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Agar A€ C uchun c) shatri bajarilsa, ya'ni XI —T teskari cliegara-
langan operator mavjud bo‘lsa, u holda A £ C soni T operatorining
n'solvcntasuja tegishli deyiladi. Resolventa res(T) kabi belgilanadi.

M asalalar

tensizliklardan va 7.1.4-misoldan (XI —T) 1 6 B(E) ekanligi kelib
chigadi. Bundan Ac res(T). Demak,

sp(T) C{A€ C: A < [IT11}

7.2.2, E Banax fazosi va T : E —=E chegaralangan chi-
zigli operator bo‘lsa, n holda sp(T) yopiq to‘plam ekanligini
isbotlang.

Yechimi. res(T) = C \'sp(T) to‘plamning ochiq to'plam ekanligini
isbotlash yetarli. Aytaylik, A £ res(T) va E—A < \\({ —T)-11
bo'lsin.

IK- AA/- TW =|f- a]lle/- T)-UI'<1
tensizlikdan va
a-T=X-D[+((E-AAlI-TYyI}

munosabatdan ¢ c res(T) kelib chigadi. Demak, resiT) to‘plamning
har bir A nuqgtasi o‘zining ||(A&¥ —TI )'1! atrofi bilan birga res(T)
to'plamga tegishli bo‘ladi. Bundan res(T) ochiq to‘plamdir.

7.2.3. E Banax fazosi va T : E —»E chegaralangan chi-
zigli operator bo‘lsa, n holda sp(T) bo‘sh boUTagan kompakt
to‘plant ekanligini ko‘rsating.
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Yechimi.  7.2.1-misoldan sp(T) chegaralangan to‘plam, 7.2.2-
misolga kolra C da yopiq to'plam. Demak, sp(T) kompakt toplam
bo'ladi.

Endi sp(T) to'plamning bo'sli emasligini ko'rsatamiz.

Faraz qilaylik, sp(T) = 0, ya'ni res(T) = C bo‘lsin. U holda N >
XM\ uchun

oo . -1
1 ™ 1 ri

bo‘lganligidan,
lim wAI-T ) -l
A—00

kelib chigadi. U holda har bir / £ E* uchun /((A/ —T)-1) = 0 o'rinli.
Xan - Banax teoremasidan (Al —T)"1= 0. Hosil bo‘lgan ziddiyatdan
sp(T) d 0 ekanligi kelib chigadi.

7.2.4. Agar A :C2—=C2 operatori

A(Xy) = (x+2y,2x - y)

formula orgali aniglansa, v holda bu operatorning xos son-
larini toping.

Yechimi. A operatori ikki o‘lchovli fazoda aniglangan va uning
matritsasi 6 A 2] )\ " Operator xos sonlar unga mos matritsa xos son-

lariga teng bo‘lib, u
det =0

tenglama ildizlaridan iborat. Bundan A2—5 =0, ya'ni A= £\/5.
7.2.5. T :t2—=(2 chegaralangan chizigli operatori

T{X) = (0,xi,x2,x3,...), x=(Xi,x2,x3,..) £i2

formula bilan aniglanadi.
a) T operator normasini toping;
b) T operatorining xos soni mavjud emasligini isbotlang.
Yechimi. a) Har bir x = {\x2,x3,...) £ 12 uchun T(x) =
(0, xi, x2,x3, ...) ekanligidan,

WMl = R4 U2 P gl
ya'ni [Tl = Ipq| Bundan [[T] = 1.
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b)  Faraz qilaylik,’ A € C soni T operatorning xos soni bo'lsin. U
holda noldan fargli x = (xi,:r2,,r3,..) 6 (2 vektori topilib. T(x) = Xx
tengligi, ya'ni

(0, x1,x2,x3, ...) = (AXL Ax2, Xxj, XXi,...)

tengligi bajariladi. Bundan XX\ = 0 va i > 1 bo‘lganda X, —

Agar A = 0 bo'lsa, Xx, = x,_i tengligidan X\ = x2 == .. =0
kelib chigadi. Agar A~ 0 bo‘lsa, Xxx= 0 va Xxr = x\ tengliklardan
X\ = x2 = xz = ... = 0 kelib chigadi, ya’ni x = 0. Bu esa x ® 0

ekanligiga zid. Demak, farazimiz noto‘g‘ri va T operatorining xos soni
mavjud emas.
7.2.6. A:CJ0.1] —C]|[0,]] chiziqli operatori

t
(AX)(t) = I x(s) ds, x GC[0,1]
(0]

formula bilan aniglanadi. Uning spektrini toping.
Yechimi. An operator darajasini bo‘laklab integrallash orgali

topamiz: ¢

(Anx)(t) = J(t- sj~xis) ds.
0
Bundan |PTl< ~ ~ . Demak,

n—-00 \ (n —1)
bo‘lganligidan, A operatori spektral radiusi

r(A) = lim |JAt]p =0.

Demak, sp(A) = {0}.
7.2.7. Agar A,B £B(E) bo'lsa,

sp(AB) U {0} = sp(BA) U {0}

tengligini isbotlang.
Yechimi. Aytaylik, A~ sp(AB) U {0} bo'lsin. U holda shunday
O £ B(E) mavind bo'lib,

C(XI- AB) = (XI - BA)C = I.
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Bundan
(I + BCA)(XI - BA) = (XI - BA) (I + BCA) = XI.

Demak,
}(I + CBAYI = Xl - BA.
Bundan /1 ¢psp(BA) U {0}.
7.2.8. C[0, 1] fazoda erkli o‘zgaruvchiga ko‘paytirish opera-
tori berilgan: Ax(t) = tx(t), x 6 C[0, 1]. A ning spektrini toping.
Yechimi.
(Al —A)X(t) = (A—)x(t)
bo'lganligidan, |4 > 1 uchun

X1 - A)~Ix(t) =

ya'ni (XI —A)~xchegaralangan operator bo‘ladi.
A < 1da (XI —A y 1 chegaralanmagan operator. Bundan sp(A) =
°, 1.
7.2.9. A chegaralangan chiziqgli operator. a,(3 £ res(A)
uchun
Ra—Rp = (a- /3)RpRa

tengligini isbotlang.
Yechimi.
A—al = A —pi+ B—a)l

tengligidan
4,1=R™+ ((3—a)l.

Bu tenglikni chapdan Rp ga ko'paytirsak. u holda
RpRnl =1 + (ft —O)Rp.
Oxirgi tenglikni o'ngdan Ra ga ko‘paytirsak, u holda
Rfi = Ra + (P —a)R(JRa-
7.2.10. Agar A :C[0,1]] —CfO, 1] operatori
I
Ax(t) = J s2tx(t) dt
0
kabi aniglansa, uning noldan fargli xos sonlarini toping.
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Yechimi. /1™ 0 operatorning xos soni bo‘lsin. U liolcla biror r ¢p 0
uchun Ax(t) = Ax(t). Bundan

I
j s2tx(s) ds = Xx(t).
b
I

Agar ¢ = f s2x(s) ds deb belgilasak, u holda
0
x(t) = jt.

Bundan

o o

ya'ni A=~ kelib chigadi.
7.2.11. A :CJ[0,]] -r* C[0,1] operatori

Ax(t) —x(0) + te(l)

formula bilan aniglansa, n holda uning spektrini toping.
Yechimi. Avval operatorning xos sonlarini topamiz:

X(@Q +tx (1) = Ax(t). (7.8)
Bundan
x(t) = a + 3t
ko'rinishga ega. Bu ifodani (7.8) ga go'ysak, u holda
d (0 @ =Ax\\j3t tG[0,1].
Endi 1va t funksiyalarning chizigli erkli ekanligidan,

r1—-\)a- 0,
\a+(1—ARB=0.

x(t) noldan fargli xos vektor. Demak, a va (3 lar bir vaqtda nol bo‘la
olmaydi. Bundan A= 1xos son ekanligi kelib chigadi.

A= 0 ham xos son ekanini ko‘rsatamiz. Bu esa noldan fargli x(0) =
x(I) = 0 bo‘lgan har bir funksiya

Ax(t) —0
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tenglamani ganoatlantiracli, ya'’ni A= 0 soni xos souclir.

Endi har bir A ¢ 0,1 soni A operatorning resolventasiga tegishli
ekanligini ko'rsatamiz.

y(t) € C\0,1] uchun

(Ax){t) - Xx{t) = y(1) (7.9)
tenglamani garaymiz. t = 0 va t = 1 giymatlarda
O AR T PO q A
Bu giymatlarni (7.9) ga go'‘ysak,
) =-11 . ty” ty”
x® A +A(I-A) >A(]);/—A) (1y—A)2’

Bundan A®0,1 sonlari A —XI operatoriga teskari operator

A/y m>- ~ +W )

kabi aniglanadi va chegaralangandir.
Demak, A operator spektri A= 0,1 sonlardan iborat.
7.2.12. A :C[0,1] —C][0,]] operatori

AX(t) = x(—¥)

formula bilan aniglansa, n holda uning xos sonlarini toping.
Yechimi. A operatorining xos sonlari

Ax = X%, X(—t) = AX(t) (7-10)

tenglama noldan fargli x(t) yechimga ega barcha Asonlardan iboratdir.

Ravshanki, A = 1 bo‘lsa, u holda har bir juft funksiya, A = —
bo‘lsa, u holda har bir toq funksiya (7.10) tenglama yechimi bo'ladi,
ya'’ni A= *1 operatorning xos sonlaridir.

A operatorining £1 dan boshga xos sonlari mavjud emasligini
ko'rsatamiz.

Faraz qilaylik, A0 ¢ £1 uchun x0(t) funksiya (7.10) ning yechimi
bo'lsin, ya'ni

x0(-t) = XoXoft), t € [0,1]. (7.11)

Bu tenglikda t ni — ga almashtirsak, u holda

x0(t) = AxQ-t), t 6 [0,1]. (7.12)
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Endi (7.11) va (7.12) tengliklardan.
XQ@t) = AoX,)(f), t 6 [0,1].

Ag ¢ 1 bo‘lganligidan, X0 = 0, ya’'ni A ¢ +£1 bo'lgan sonlar operatorning
x0s sonlari bo‘la olmaydi. Demak, xos sonlar A = +1 dan iborat.

7.2.13. A : C{—r,n] —s C[—r,7r] operatori
i
(AX)(t) = \J sin(t + s)2-(s) ds

formula bilan aniglansa, n holda uning noldan fargli xos son-
larini toping.
Yechimi. A & 0 soni operatorning xos soni bolishi uchun

J sin(i + s)x(s) ds = A(t)

—T

tenglama noldan fargli x(t) yechimga ega bo‘lishi kerak. Bundan

sini\] cossx(s) ds —cost\] sinsx(s) ds = Xx(t), (7.13)
—F —F
ya'ni
x(t) = asint + Acost.
Bu tenglikni (7.13) ga qo‘ysak, u holda

Actsint + A@3cost = notsint + n(3cost.

sint va cost funksiyalarning chizigli erkli ekanligidan,

MaA —3m =0,
\ air —[3A=0.

x(t) ¢ 0 dan a @ 0 yoki (3 ¢ 0. Bundan
Ai =T, Ao — —TF

operatorning noldan fargli xos sonlaridir.
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Mustaqil ish uchun masalalar

1-  {crneN komplcks sonlar ketma-ketligi bo'Lsiu. Agar T : t2 —pf2
operator

T(x) = {cixl,c2x2,c3x3,...), X = {xi,x2,x3,..) 6 £

formula bilan aniglansa, u holda

a) T chegaralangan chizigli operator ekanligini ko‘rsating va uning
normasini toping;

b) operator spektri sp{T) = {c, :n ¢ N} ga tengligini isbotlang.

2. E Banax fazosi va T £ B(E) bo‘lsin.

XI—T)XI +T) = X2 - T 2

ayniyat yordamida sp(T2) = {A2: A€ sp(T)j ekanligini isbotlang.
3. T :£2 —»£2 chegaralangan operator

T(X) = (0,x10,x3,0,...), x = (xXux2,x3,..) G

formula bilan aniglanadi.
a) 0 soni T operatorning xos soni ekanligini ko‘rsating;
b) T2ni toping va bu orgali sp(T) = {0} ekanligini ko‘rsating.
4. T :£2 —£2 chegaralangan chiziqli operatori

T(X) = (0,0,k23, m), X = (Xi,X2,X3,...) Ge2

formula bilan aniglanadi.

a) T operator normasini toping;

b) T operatorining xos soni mavjud emasligini isbotlang.

5. T GB{X) operatori uchun T2 = 0 bo'lsa, bu operatorning noldan
fargli xos sonlari mavjudmi?

6. A : C[—r, ] —=C[—r,71] operatori

m

T

formula bilan aniglansa, u holda uning noldan farqli xos sonlarini to-

ping.
7. A : C[0.7r] —=C][0,7r] operatori

T
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formula bilan aniglansa, u holda lining noldan fargli xos sonlarini to-

ping.
8. Agar A : C[0,] —CJ[0,1] operatori

I
Axif) =JsVr(s)ds
0

kabi aniglansa, uning noldan fargli xos sonlarini toping.

9. T GB(X) bo'lsin. Agar A€ sp(T) bo‘lsa, u holda A" € sp(Tn)
ekanligini ko‘rsating.

10. T e B(X) bo'lsin. Agar T~ ¢ B(X) va Ac sp(T) bo'lsa, u
holda A"1 G sp(T_1) ekanligini ko‘rsating.

7.3. Kompakt operatorlar

Oldingi bo'limlarda ko‘rganimizdek, chekli o‘lchamli fazolarda chi-
zigli operatorlar matritsalar orqgali to‘lig aniglanadi. Lekin chek-
H# o'lchamli fazolarda chegaralangan chizigli operatorlarni har doim
ham bunday tavsiflash mumkin emas. Chekli o‘lchamli fazolardagi
operatorlar sinfiga yaqgin bo‘lgan operatorlar bu kompakt operator-
lardir. Kompakt operatorlar funksional analizning juda ko'p tatbiglari-
da qo'llaniladi, jumladan, integral tenglamalar nazariyasida keng
go'llaniladi.

Ta'rif. Agar X Banax fazosidagi chizigli operator har bir chegara-
langan toplamni nisbiy kompakt to‘plamga akslantirsa, u holda A kom-
pakt operator deyiladi.

Chekli o‘lchamli fazolarda har bir chizigli operator kompakt opera-
tordir. Chunki bu fazolarda chizigli operator chegaralangan to‘plamni
chegaralangan to‘plamga akslantiradi va har bir chegaralangan to‘plam
nisbiy kompaktdir.

Agar X Banax fazosidagi A chizigli operatorning giymatlari to‘plami
R(A) chekli o'lchamli bo‘lsa, u holda A chekli o‘lchamli operator deyi-
ladi.

M asalalar

7.3.1. Agar A kompakt operator, B chegaralangan operator
bo‘lsa, n holda AB va BA ham kompakt operator bo‘ladi.

Yechimi. Aytaylik, S ¢ X chegaralangan to‘plam bo‘lsin. A kom-
pakt ekanligidan, J1(6") nisbiy kompakt to'plamdir. Nisbiy kompakt
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to‘plamning uzluksiz akslantirishdagi obrazi nisbiy kompaktligi va B
operatorining uzluksizligidan. (AB)(S) = B(A(S)) to'plam ham nisbiv
kompaktdir. Demak. AB kompakt operator bo'ladi. Xuddi shunday
BA kompakt ekanligi kelib chigadi.

7.3.2. Agar {A,} Banax fazosidagi kompakt operatorlar
ketma-ketligi A operatoriga norma bo‘yicha yaqinlashsa, wu
holda A kompakt operator bo‘ladi.

Yechimi. A operatorining kompaktligini isbotlash uchun X fa-
zosidagi ixtiyoriy {#«} chegaralangan ketma-ketlik olinganda, {Ax,,}
ning yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketligi mavjudligini ko‘rsatamiz.

A\ kompakt operator bo‘lganligidan, { Aiin} ning yaginlashuvchi qgis-
miy ketma-ketligi mavjud. Aytaylik,

rd) T() rd)
shunday gismiy ketma-ketlikki, {AiXn"} yaginlashuvchi. Endi {A2a:"}

ketma-ketlikni garaylik. Bu ketma-ketlikdan ham yaqginlashuvchi gis-
miy ketma-ketlik ajratish mumkin. Aytaylik,

MELCIETRY JUL

shunday qismiy ketma-ketlikki, {Ank®} yaginlashuvchi. Shu tarzda

mulohaza yuritib,
AP g0 TR pwx,

gismiy ketma-ketlikka ega bo‘lamizki, {Ay/XP} yaginlashuvchi. Bu
jarayonni davom ettiramiz va diagonal ketma-ketlikni garaylik:

T(Q) D)+ = r'W 5+ *g

Har bir Ai,..., A,,,... operatorlar bu ketma-ketlikni yaginlashuvchi
ketma-Kketliklarga o‘tka,zadi.

Endi {Ax”} ham yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz. X to'la
bo‘lganligidan, bu ketma-ketlikning fundamentalligini ko‘rsatish yetarli.
Quyidagi o'rinli:

NNAXA-AXMNN<NNA XN -AK\N\+

+1]A%0) - AKKCV]] + [JAbXM - AXTM\,
Aytaylik, |pojl < C bo'lsin. Oldin shunday K sonini olamizki,

[TA-AR] | <7
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bo'lsin. Encii shunday w, sonini olamizki, n,m > n0 sonlari uchun

bo'lsin ({Ak-Xr\} yaginlashuvchi ekanligidan, bunday son mavjud).
Bundan

IIM” - M r'll< 1 =£

Demak, {Jix!,r?} fundamental, bnndan esa A kompakt operator bo‘ladi.

7.3.3.  Cheksiz o‘lchamli X Banax fazosida birlik operator
kompakt operator emasligini Ko‘rsating.

Yechimi. Faraz gilaylik, cheksiz o‘lchamli X Banax fazosida birlik
operator kompakt operator bo‘lsin. U holda X fazoning birlik shari
kompakt to‘plam bo‘ladi. Lekin cheksiz o'lchamli fazoda uning birlik
shari kompakt to‘plam emas. Demak, cheksiz o‘lchamli Banax fazosida
birlik operator kompakt operator emas ekan.

7.3.4. Cheksiz o‘lchamli X Banax fazosida kompakt ope-
ratorning chegaralangan teskari operatori mavjud emas.

Yechimi. Faraz gilaylik, cheksiz o'lchamli X Banax fazosida T kom-
pakt operatorning chegaralangan teskari operatori T 1mavjud bo‘lsin.
U holda 7.3.1-misoldan I = TT~l kompakt operator bo‘ladi. Lekin
7.3.3-misolga ko‘ra 1 kompakt operator emas. Hosil bo‘lgan ziddiyat-
dan, cheksiz o'lchamli Banax fazosida kompakt operatorning chegara-
langan teskari operatori mavjud emasligi kelib chigadi.

7.3.5. X Banax fazosida chegaralangan chekli o‘lchamli
operatorning kompakt operator bo4ishini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, A : X —X chegaralangan chekli o‘lchamli
operator bo‘lsin. U holda

(AO) - Il < 1}

chekli o'lchamli R(A) fazoda chegaralangan to‘plam. 3.2.10-misoldagi
Boltsano - Veyershtrass teoremasidan, bu to'plam nisbiy kompaktdir.
Demak, A kompakt operator.

7.3.6. H Hilbert fazosi va A : H —=H kompakt operator
bo‘lsa, n holda T = I —A operatori qgiymatlari sohasi R(T)
yopiqg ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Avytaylik, y,, e R(T) vayn y e H bo'lsin. U holda
shunday xn G H vektori topilib,

Jn TXxn —xn T(xn (7.14)
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tengligi bajariladi. Har bir x,, vektoridan uning ker T gism fazoga prock-
siyasini ayirib, x,, vektorini ker T ga ortogonal etib olish mumkin. Endi
{x,,} ketma-ketlikning chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz. Faraz qi-
laylik, {i,} ketma-ketlik chegaralanmagan bo'lsin. U holda gismiv
ketma-ketlikka o'tib, |Jm[j—>co deb olish mumkin. Endi (7.14) teng-
likdan

(7.15)

A operatori kompakt ekanligidan, yana qismiy ketma-ketlikka o'tib,
LA yaginlashuvchi deb olishimiz mumkin. U holda

tma-ketlik ham birlik normali biror z £ H vektoriga yaginlashadi.
(7.15) formuladan, T(z) = 0, ya'ni z £ kerT. Endi xn _L kerT ekan-
ligidan, 2 L kerT. Demak, z £ kerT1-va z € kerT. Bundan z = 0.
Bu esa WA\ = 1 tengligiga zid. Hosil bo‘lgan ziddiyatdan, {xn} ketma-
ketlikning chegaralangan ekanligi kelib chigadi.

Yana qismiy ketma-ketlikka o'tib, {A(xri)} yaginlashuvchi deb oli-
shimiz mumkin. U holda (7.14) dan {xn} yaginlashuvchi bo‘ladi. Ay-
taylik, x = rI‘i_%ﬁ(n bo'lsin. Yana (7.14) tenglikdan y = T{x) kelib
chigadi. Bundan y £R(T), ya'ni R(T) yopiq gism fazo.

7.3.7. Hilbert fazosidagi o0‘z-o‘ziga go‘shma operatorning
barcha xos giymatlari haqiqiydir.

Yechimi. A = A* va A(x) = Xx, x ¢p 0 bo'lsin. U holda

X{x,x) = (Xx,x}.= {A(x),x}=
= (}XA*(X)) = (XA(X)) = (XXX) = X(x,x),
ya'ni X(x,x) = X(x,x), yoki Al|Mi2 = Alpq|2. Endi |pq] db 0 ekanligidan,
A= A ya’ni Ahagiqgiy son.

7.3.8. 0 ‘z-o‘ziga go‘shma operatorning har xil xos giymat-
lariga mos xos vektorlari ortogonaldir.

Yechimi. A o0‘z-0‘ziga qo'shma operator, A¢ bu operatorning xos
giymatlari bo‘lsin. x,y mos ravishda A/i sonlarga mos xos vektorlar,
ya’'ni A(rr) = Xx, A(y) = uy bo‘lsin. U holda

X%, y) = (AKY) = (A(X)y) = (X,A*(Y))
=[x A(Y)) = (x,1uy) = WLxy) = u{x,y),

ya'ni (A- fi)(x,y) = 0. Bundan (x,y) = 0, ya'ni x _Ly.
7.3.9. £2 fazosida T operatori quyidagi
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formula orgali aniglanadi. U holda
a) T operatorning kompakt ekanligini ko‘rsating;
b) T operatorining birorta xos soni yo‘qligini ko‘rsating.
Yechimi. a) X £t2vay = T(X),y = ((/by+ Y3 s bo:lsin. Har

bir x = (xi,x2,x3,..) £ £ ucliim T(x) = (o, :rb - ,**°)
ekanligidan. yn — n"Z\ml > 1- Agar || < 1 bo‘lsa, u holda
X < Ln £ N. Bundan |y, = > 1- Demak, y

nuqgta asosiy parallelepipedda joylashgan va asosiy parallelepipedning
kompaktligidan birlik shar obrazi nisbiy kompakt bo'ladi. Bundan T
kompakt operator.

b)  Faraz qgilaylik, A £ C soni T operatorning xos soni bo'lsin.
holda noldan fargli x = (xi,x2,x3,...) € £ vektori topilib, T(x) = Ax
tengligi, ya'ni

= (AXi, AX2,AxX3, AX4,...)

tengligi bajariladi. Bundan Axr —Ova i > 1 bo'lganda AXi = AX_L
Agar A= 0 bo'lsa, Ax: = tengligidan a% = x2=X3= .. =0
kelib chigadi. Agar A 0 bo'lsa, XX\ = 0 va Ax; = m}_j Xt-i tenglik-
lardan X\ = x2 = x3 = ... = 0 kelib chigadi, ya'ni x = 0. Bu esa x ®0

ekanligiga zid. Demak, farazimiz noto‘g‘ri va T operatorining xos soni
mavjud emas.
7.3.10. A:Zp,1] —L2[0,1] operatori

(AX)(1) —J st(l - st)x(3) ds

formula orgali aniqglansa, n holda A kompakt operatori ekan-
ligini isbotlang.
Yechimi. A operatorini quyidagi shaklda ifodalaymiz:

i 1
(AX)(t) =t\] sx(s) ds -~t%] s2x(s) ds «ici —t4%
0

1 1

bunda ci = J sx(s)ds, c2 = / s2(s) ds. Bundan A chekli o'lchamli
0

operator va demak, kompakt operator bo‘ladi.
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7.3.11. Hilbert fazosidagi har bir kompakt operator chekli
o‘lchamli operatorlar ketma-ketligining tekis limiti ekanligini
isbotlang.

Yechimi. Faraz gilaylik, {A,} ketma-ketlik A kompakt operatori-
ning modullari bo'yidia kamayish tartibida yozilgan xos sonlari, {e,.}
x0s vektorlardan iborat ortonormal bazis bo‘lsin. U holda har birx 6 H
uchun

A(X) = X n(x,enen
n~1
tengligi o'rinlidir. Har bir m G N uchun
=" "Xn(x. Q6
operatorini aniqlaymiz. Bunda Amchekli o'lchamli operatorlardir. Endi
x G H uchun

HAK) - AmX)II2 = (A(X) - Am(x),A(X) - Am(x)) =

/ @ @ \
\n=m + | 71=711+1 /
00 (e0)
L N N N y éﬂ{y&dﬁ

n—m -fl fc=m+1
00} @®
N AN (An{™, en)en, An(x, en)en) = A~ A Ml A Pm) AL

n=sm+l n=m+l

Bundan
\\A-AmMW < JAm|—o0.

7.3.12. H Hilbert fazosi, {en} bu fazoda ortonormal bazis,
{An} nolga monoton kamayuvchi sonlar ketma-ketligi bo#sin.
Har bir x £ H uchun

AX)=VY1 en)en.
71=1
A chegaralangan operator va har bir A, uning xos sonlari
ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. x GH uchun
/ ® 00) \
HAM)I 2= (v4(x),A(X)) —( ~ ~Xnlx,e,)en,  Xn(x,en)enj

\n=1 —1 /
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N 2Kxe, =2 <A2£kX,e,,) | 2= TP||12]R
d=i =i
ya L
P(z)Il <A |HlI

Endi x = e\ vektori uchun

\\AEX))\\M(A(eX\NA(eX)
= (E n«(ebe«)e- E n™ebeme») = (Alei.Alei) = Alieiii2
\n=1 =1
ya'ni
Bundan
Endi

»=i
ekanligidan, har bir A, operatorning xos sonidir.
7.3.13. A:C[0,]] —C][0,]] operatori

(AX) (t) = / K(s,t)x(t)dt

formula orqali aniqlansa, n holda A kompakt operatori ekan-
ligini isbotlang.
Yechimi. M = sup \K(s,t)\ bo'lsin. U holda {(s,t) :0 <s,t <

0<s,t<l|

1} to'plamning kompaktligidan, K(s,t) funksiya bu kvadratda tekis
uzluksiz bo'ladi, ya’ni Ve > 0 uchun 35 > 0 topilib,

5i —S21+ i —t2\< 8

bo'lganda
\K(si,h) - K(s2,t2l <e

tengsizligi bajariladi. Bundan

1
W) - 7bl1 J (KGiY - KS20)X() dt <
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1m 1
< / ) —K(s-2. 0)1k(or dt < I-INIdt: 1.

yani
12/(S) - y("™\ < s|M|- (7.16)

(7.16) tengsizlikdan y(.s) funksiyaning uzluksizligi kelib chigadi, ya’ni
yeCJ[o,i).

Endi F = {x : x E C[0,1]} chegaralangan to'plam bo‘lsa, ti holda
(7.16) tengsizlikdan {A(x) : x € F} tolplamning tekis darajali uzluksiz-
ligi kelib chigadi.

Agar |MI| < cbo'lsa, u holda

i
mom= sup. WO\ < [ \K{,)\\X(O\dE<MAWAN,
0L b

ya'ni
1bll < Me.
Demak, A operatori har bir chegaralangan to‘plamini tekis chegaralan-
gan va tekis darajali uzluksiz to‘plamga, ya’ni nisbiy kompakt to‘plamga
o‘tkazadi. Bundan A operatori kompakt bo‘ladi.
7.3.14. A : br[0, w] —CI[0,7r] operatori

(AX)(t) = J sin(t + s)x(s)d,s

[ : 0
formula orgali aniglansa, n holda A kompakt operatori ekan-
ligini isbotlang.

Yechimi. x GL2[0,7r] va || < 1 bo‘lsin. U holda
a)'

T x
LA = /sinE +s)x(s)ds < . /sin2t +s)ds Ix(s)|2ds
¥
/'
< J/ Ids n <3
v\ O y

myani. [ACX)(E)] <-spx.
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b)
T
AX)(fL) - nEHYM)L = /[SIN(E] +s) - sin(E2+ s)Ix(,S) ds =
(0]

T

/ X(s)|2ds <

< |ii - MV,
ya'ni NAX)(t) - AU\ < i - t2\\in.

Bundan A operatori 22[0,7] fazo birlik sharini tekis chegaralangan
va tekis darajali uzluksiz to‘plamga o‘tkazadi. Demak, A kompakt ope-
rator bo‘ladi.

7.3.15. Agar T : H — H ermit kompakt operatori bo‘lsa,
n holda ||| sonlardan kamida bittasi T operatorining xos
sonlari ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. T = 0 operatori uchun ravshan bo'lganligidan, T ¢ 0
holni garaymiz. T ermit operatori bo‘lganligidan,

[l = sup [(F(x).x}

tengligi o‘rinli. Bundan H fazoda shunday {?,} ketma-ketlik mavjud
bo‘lib, |IxJ] = 1van —o00 da (T(xn),xnN\ — 1T} Yana T ermit
operatori bo‘lganligidan,

ya'ni (T(xn),xn) hagigiy son. Qismiy ketma-ketlikka almashtirib,
(T(xn),xn) -> A
bunda A= |[T]] yoki A= —][Tj] deb olamiz. U holda
\\TPN) - A 12 = (T(x.n) - Axn, T(xn) - Xxn)
= HT2- 2X(T(x,,).xn) + A2]Ix,]12 <
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= 2A2 —2A(T(,,).Xii),
ya’'ni
0 < IIT(xn) - Ax,lI2] < 2A2 - 2\(T(xn),x,) -> 0.

Bundan
T{xn) - Axn->0.

Endi T operatorining kompaktligidan, {x,,} ketma-ketlikning shun-
day {xI'B gismiy ketma-ketmaligi mavjud bo‘lib, {T(xI'D} ketma-ketlik
yaginlashuvchi bo‘ladi. T(xn) —y bo‘lsin. U holda Axn —vy va
\T{XI® — T(y). Bundan T{y) = Ay. Nihoyat

IMI = tm 11~ 1= A = 1T~ 0

ekanligidan, Asoni T operatorining xos soni bo'ladi.
7.3.16. Agar A :C[0,1] —C[0,1] operatori

AX(t) = tx(t)

kabi aniglansa, n holda A kompakt operator bo‘ladimi?
Yechimi. C[0,1] fazoda quyidagi funksiyalarni garaylik:

0, agar i G[0,i + 2Mr),
xnt) =i 2n+Ht- 27- 1, agart G\+ \+ "),
.1 agar t G[] + r, 1]

U holda |pnfl = Iv&tn = "+ Y uchun xn(tn) = 1, xm(tn) = 0, n > m.
Bundan

[JAm >z > {t6iSn]  tnXm(m)\ ~ A
ya'ni
\\n -Amj| > —
Bundan {Axn} ketma-ketlikning birorta ham qismiy ketma-ketligi

yaginlashuvchi emas. Demak, A kompakt operator emas.
7.3.17. Agar A :C[0,1] —»"[0,1] operatori

AX(t) = x(t2)

kabi aniglansa, n holda A kompakt operator bo‘ladimi?
Yechimi. xn va tn lar oldingi masaladagi funksiya va nugqtalar
bo'lsin. Har bir n uchun y,, —xn{'Ji) deylik. U holda

H-1ys, A \Xnip7l)  Xm(tn) |~ 1,
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va 11l
\\A, - Ar,|| > 1

Demak, A kompakt operator emas.
7.3.18. Agar A :C[0,1] —CJ0,1] operatori

Ax(t) =J e x(s) ds
0

kabi aniglansa, n holda A kompakt operator bo‘ladimi?
Yechimi. xne C[0,1], |ps]] = 1 bo'lsin. U holda

1 1
AX,,(t) = \] etsxn(s) ds = el\] esxn(s) ds.
0] 0

Agar
1

an= }] esxn(s) tis
0
deb belgilasak, u holda

i
\n\= 1jf esxn(s)dky < e
0

ya'ni {an} chegaralangan sonli ketma-ketlik. Demak, uning yaginla-
shuvchi gismiy ketma-ketligi mavjud. U holda

AXnE) = ane

ham yaginlashuvchi gismiy ketma-ketligiga ega. Demak, A kompakt
operator ekan.
7.3.19. Agar A :C[0,1] —=C*[0,1] operatori

Ax(t) = x(0) + tx(1)

kabi aniglansa, n holda A kompakt operator bo‘ladimi?
Yechimi. xne ~[0,1], |p[ = 1 bo'lsin. Agar

= bn = £n.(1)
deb belgilasak, u holda

@ < 1) I <1
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ya'ni  {«,}, {I),} chegaralangan sonli ketma-ketliklar. Demak.
{0,,A, {bm} yaginlasimvehi gismiy kotma-ketliklar Inayjud. U holda

Ar,() =  +thd

ham C[0,1] da norma bo'yicha yagiulasimvchi bo'ladi. Bundan A kom-
pakt operator ekan.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. A:CJ[0,]] —C[0,]] operatori

]
(AN)(*) = 7 K(t,5)f(s)ds+ YA<PK{){tK)
0

=
formula orqgali aniglansa, bunda K(t, s) - 0 <t, s < 1kvadratda uzluk-
siz, € C[0,1], tkk £ [0,1], k = I,n. A kompakt operatori ekanligini
isbotlang.

2. Hilbert fazosidagi har bir chegaralangan chizigli operator kom-
pakt operatorlar ketma-ketligining kuchli limiti ekanligini isbotlang.
3. H Hilbert fazosi, {e, }?eN ortonormal bazisi va A : H H

chegaralangan operator. Agar I/<\:| | 1AEen)]12 gator yaginlashuvchi bo‘lsa,

u holda A kompakt operator ekanligini isbotlang.

4. Kompakt operator qiymatlar sohasi separabelligini isbotlang.

5. H Hilbert fazosi, {<,}.r4 ortonormal bazisi va A : H —H
kompakt operatori bo‘lsa, u holda ||Ag.)|l —0 ekanligini isbotlang.

6. Har bir A : £2 —A\ chegaralangan chizigli operatori kompakt
ekanligini isbotlang.

7. A :CJ[0,] —C[0,1] operatori

(AN = J K(Ls)f(s)ds
0

formula orgali aniglansa, bunda K(t, s) m0 <t, s < 1 kvadratda uzluk-
siz, u holda A chegaralangan teskari operatorga ega bo'lisihi mumkinmi?
8-12 misollarda A : C[0,1] —C|[0,1] kompakt operator bo‘ladimi?

8. AX(t) = g X(s) ds;

1
9. Ax(t) = B X(s)\t —s|_1ds;
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1

10. Ax(t) = 6.r(.s)(f - s) 1lds:
1

11. Ax(t) = %x(s)(f —.9)“nrfs,
1

12. Ar(£) = f x(s) tan(]/: —aI-172) ds.
[
13. H Hilbert fazosi va A : H —H kompakt operator bo‘lsin. Agar
'r,, — >X bo'lsa, u holda |]A%, —A€N\—=0 ekanligini isbotlang.
14. H Hilbert fazosi va A : H H kompakt operator bo'lsin.

Agar {e,.} C H ortonormal sistema bo‘lsa, u holda Aen —»0 ekanligini
isbotlang.

7.4. Integral operatorlar va tenglamalar

Agar funksional tenglamada noma’lum funksiya integral ishorasi os-
tida gatnashsa, u holda bu tenglaina integral tenglama deb ataladi. In-
tegral tenglamadag’i ifoda noma’lum funksiyaga nisbatan chizigli bo‘lsa,
u holda tenglama chizigli integral tenglama deb ataladi. Endi chizigli
integral tenglamalarning ahamiyatli sinflaridan birini garaymiz:

b
y() = AJ K(t,9)f(s)ds + f(t) (7.17)
a

ko‘rinishdagi tenglama Il-tur Fredholm integral tenglamasi deyiladi.
Bunda <pf) noma’lum funksiya, f(t) va K(t,s) berilgan funksiyalar,
Asonli parametr. K(t,s) funksiyasi 0 < t,s < 1 kvadratda aniglangan
va u integral tenglamaning yadrosi deb ataladi. Agar K(t, s) funksiyasi

ft b
\]J I'(t\s) dsdt < oo
a a

shartini ganoatlantirsa, u Hilbert - Shmidt yadrosi deb ataladi.

b
J K(ts)f(s)ds = (1) (7.18)
a

tenglamasi I-tur Fredholm tenglamasi deyiladi. Agar K(t,s) funksiyasi
s >t giymatlarda K(t,s) = 0 tengligini ganoatlantirsa, u holda (7.17)



va (7.18) tenglamalar mos

ip(t) = Aj K(t, s)f(s) ds + f(t), (7.19)
a
J Kit.)(s)ds = (1) (7.20)
a

ko'rinishlarga keladi. Bunday tenglamalar 1 va Il Volterra tenglarnalari
deb ataladi.

Agar yugoridagi tenglamalarda K(t, s) = K(s, t) bo‘lsa, u holda ular
simmetrik integral tenglamalar deyiladi.

Integral tenglama yadrosi

1
K(t,s) =

1=1

ko‘rinishda bo'lsa, u holda u aynigan yadro deyiladi. Faraz qilaylik,
(7.17) tenglama aynigan yadroga ega bo'lsin. U holda

b
(7.21)

tenglamasiga ega bo‘lamiz. Bu tenglama yechimi tp —<p(f) funksiyasi

bo'lsin. Agar
b

a

deb belgilasak, u holda (7.21) tenglamaning yechimi quyidagi
ko'rinishga keladi:

(7.22)

Bu tenglikni bi(t),i = 1,n funksiyasiga ko‘paytirib, [a,b] segmentda t
o‘zgaruvchisi bo‘yicha integrallaymiz:
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Tenglikuiug o'ng tomonidagi integrallar o‘zgarmas sonlar bo'lib, ularni
quyidagidia belgilavmiz:

h
J ajbi{t) at = kij, i.j = Tn.
a
b
J f{t)bi{t) = fi, r=T—n
a
U holda (7.23) tenglama
-
- AE KkjCj=fi, i=1n (7.24)

j=l
ko'rinishga keladi. Bu tenglamalar sistemasining C\, c2, mmm cn yechim-
larini (7.22) ga qoyib, (7.21) integral tenglama yechimiga ega bo'lamiz.
Agar (7.24) tenglamalar sistemasi yechimga ega bo‘lmasa, u holda
(7.21) integral tenglama ham yechimga ega bo'Imaydi.
Integral tenglamalarni yechimini ketma-ket yaginlashtirish usuli bi-
lan topish mumkin. Faraz gilaylik, M —aglfgb |K(t,s)] bo‘lsin. Agar

A < a”™bo'lsa, u holda (7.21) tenglama yechimi uchun

i) = lim ()
tengligi bajariladi, bunda
b
<PrrH(t) = \J K(t,s)ifn(s)ds + f(t), n = 0,1,2, eee. (7.25)

<o) funksiyasi sifatida [a, It segmentda uzluksiz ixtiyoriy funksiyani
olish mumkin.

Agar (7.17), (7.18), (7.19) va (7.20) tenglamalarda f(t) —O bo'lsa,
u holda bir jinsli integral tenglama, aksincha, f(t) ~ 0 bo‘lsa, bir jinsli
bo‘Imagan integral tenglamalar deyiladi. Xususiy holda,

t
fV =JjT ~y;ds (0<a<l,/7(0) =0)
0

tenglama Abel tenglamasi deyiladi.
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M asalalar
7.4.1. Agar A Hilbert - Shmidt operatorining yadrosi
K{s,t.) bo‘lsa, n holda A* go‘shma operatori I\(t,s) yadroli

Hilbert - Shmidt operatori ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. f,g e br[a, i bo‘lsin. U holda

< Ars>= (Af,g)=] [J K Df()*} d) ds=

b b b (b ]
= \] \] K(s,t)f(t)g(s)dtds - \] \] K{s,t)g{s) ds 1 f(t) dt =
aa a Va
b (b b

yam

If,AS) ./ / W J K(ts)g(t)dt 1ds.

Bundan

_0
A ‘g(s) =J Kt s)g(t) dt.

Demak, A* go'shma operatori K(t, s) yadroli Hilbert - Shmidt operatori
bo‘ladi.
7.4.2. Cl[a, b fazosida

|
Af(t) = \J K(t,s)f(s)ds + <p()

operatorning biror darajasi gisqgartirib akslantirish ekanligini
ko‘rsating.
Yechimi. f,g£ C[a,b] bo'lsin. U holda
I

\ANe-Ag(t) |= W J K(t,9)[f(s)~g{s)] ds <

< X\Mt —a) max |/(s) - g{s)l,

a<s<b
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bunda M = max, I/NE 9)|. Bundan

Vom - A 29(O\N\X\2M 27 -~ -ni,

bunda m = max /¢s) —o(5) } Umuman.
u<s<b

| ATg) i< M

Demak,

tengsizlikni ganoatlantiradigan n soni uchun An qgisqartirib akslantirish
bo‘ladi.
7.4.3.

() =2 + t)<EX9) ds + t2
0
aynigan yadroli tenglamani yeching.
Yechimi. Berilgan tenglamani
1 1
i) =27 ~(5)ds b21J"stp(s) ds t2

0 0

ko'rinishda yozib,

1
a =J ips) ds
0
va

1
o Jsipe) ds
0
deb belgilasak, u holda <p(t) = 2cr + 2¢c2t + t2.
Endi G va c2 noma’lumlarni topamiz:
1 1
ci=J pi)dt=J (i + 202+ t2)dt = 2i + 2+ ;

0 0

ya'ni ci +c2= -j. Xuddi shunday
1 1

2= J tpy dt = J(2cit + 26242+ 3 dit = i + Ac2+ -,
0] 0
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ya’'ni ci —&CZ =1 Demak, biz quyidagi chizigli tenglamalar sis-
temasiga ega bo'ldik:

J Q+Q=-A

1d- Jc2=
Bu tenglama yechimlari: ci = e c2 = ! U holda integral

tenglama yechimi

_ 13
) =12

funksiyasi bo‘ladi.
7.4.4.

<f(t) =J sint cos stp(s) ds + sint
0
aynigan yadroli tenglamani yeching.
Yechimi. Berilgan tenglamani

¥

) = sintJ cossip(s) ds + sint
0
ko‘rinishda yozib,

c= \] cos sip(s) ds
0
deb belgilasak, u holda <p(t) = (1 + c) sint.
Endi ¢ noma’lumni topamiz:

2 L
c= J PO dt =) (1+c)costsinty(t)dt=- "
0 0

ya'nic=1 c.Bundan c= 1 U holda integral tenglama yechimi
<) = 2sint

funksiyasi bo‘ladi.
7.4.5.



aynigan yadroli tenglamani yech/ing.
Yechimi. Berilgan tenglamani

t) =sintJ cos ds +sinl
b

ko'rinishda yozib,

c= \] cossip(s)ds
0

deb belgilasak, u holda ip(t) = (1 + c) sint.
Endi ¢ noma’lumni topamiz:

T T
c= J ip(t) dt = J (1 + ¢) costsintip(t) dt =0,
0 0

ya’'ni ¢ = 0. U holda integral tenglama yechimi
ip(t) = sint

funksiyasi bo'ladi.
7.4.6.

I
,[(qN:éL; ’\’+j
0

integral tenglamani ketma-ket vyaqinlashtirish usuli yor-
damida yeching.

Yechimi. <A)(0 —O0 deb olib, (7.25) formula bo‘yicha quyidagilarga
ega bo'lamiz:
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IO, = 4V + 1o v @+ =omr -0 = 1OV - 6T
U holda

Pl = IO = gz - o)

ya'ni v(t) = %om
74.7. {

V{t) = j"{s - t)ip(s)ds +t
b
Il1-tur Volterra tenglamasini yeching.
Yechimi. Berilgan tenglama yechimini quyidagi

<) = @O + >pi{ty™------b {t) H-—-

funksional gator ko‘rinishda izlaymiz. No‘malum
Voit), <pi{i), mm, n{t), mm funksiyalarni aniglaylik:
Soft) + AN(D) + ooo+ (L) + o0 = (7.26)

=t+J(s Ripo(s) ds+J (s (s) &\ bJ (s-t)ipn(s)ds-\-—.
0 0 0
Bundan

in© =t

f
= /(s - =-31,
0

t

M*) =3 (s- *)(![)ds = \v
0

f 56 f
bl*) = / = 7[1

Bu tengliklarni (7.26) qgatorga qoyib, berilgan integral tenglamaning
yechimiga ega bo'lamiz:

t3 t5 t7
D) =t-y +N\~T\+""-
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Bundan ipt) = silit.
7.4.8. C[0. 1] fazoda

f(s) = Aj cos (s- t)f(t) dt

integral tenglama A parametming ganday giymatlarida
noldan farqli yechimga ega bo‘ladi?
Yechimi. cos(a —p) = cosa cos 3 + sina sin B dan

f(s) = XcossJ costf(t) dt + Asin5j sintf(t)dt. (7.27)
0 0
Demak, bu tenglama yechimlari

f(t) = X(acost + bsint)
shaklga ega. Bu ifodani (7.27) ga qo‘ysak,

2

a —x j cost(acost + 6sint) dt,

2

b= XJ sint(a cost + frsin t)dt

0
tengliklarga ega bo'lamiz. Bundan
. (ak b\
Q. 4 2,
« fa tm
b- X{2+T

sistemaga ega bo‘lamiz. Bu sistema va bundan integral tenglama ham,

\
TT+2

giymatda noldan fargli yechimga ega bo‘ladi.
7.4.9. C[0,tt] fazosidagi

Ax(t) = J cos(t + s)x(s) ds
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operatorining xos sonlarini toping.
Yechimi. Aoperatommg xos soni bo'lsiu. U holda

j cost + s)x(s) ds —AX(t).
b
bunda x(t) funksiyasi Aga mos xos vektor. Bundan
T T
costJ coss ds —sintJ siusx(s) ds = \x(t), (7.28)
0 0
ya'ni
X(t) = Qcost + c2sint, (7.29)

bunda - T

ci —J cossx(s)ds, @=1J sinsx(s)ds.
0 (o]
(7.29) formuladagi x(t) ni (7.28) ga go'ysak, u holda

T

A(cicost + @sint) —j [costcoss —sintsins](cicost + c2sint) ds.
o

Endi

j cos2sds = —J cosssinsds =0,J sin2sds = —
0 (o] 0

tengliklaridan,
M*i cos ¢+ czsm£)LI —ciIcost - czIsuit.
cos t va sin t funksiyalarning chizigli erkli ekanligidan,
Xi=4y 2 Co
(7.28) dagi x(t) xos vektor bo‘lsa, u holda u noldan fargli, ya'ni &\ ¢p0
yoki c2 0. Bundan

operatorning xos sonlaridir.
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7.4.10. G[J. fazosidagi
Ax(t) = j cos(t + s)x(s") ds

operatorining xos sonlarini toping.
Yechimi. A operatorning xos soni bo'lsin. 7.4.9-misoldagidek, x(t)
x0s vektor uchun
X(t) =cicost+ @sint,

bunda

a T

a _\] cos sx(s) ds, @ __I sin sx(s) ds

va
A(cj cost + cosint) = \] [costcoss —sintsin s](ci cost + c2sin t) ds.

Endi
T 2 '2 A
J cos2sds = \] sin2sds = \] cosssinsds =
0 0 0
tengliklaridan,

A(cj cost-rQ@smt) = ci%:ost —Czism t+ %cost —czzlLsin t
cos £va sin £funksiyalarning chizigli erkli ekanligidan,

fe-fic2 = Aei
oJc! - fc2= A2

Bu sistemadan,

A“VIE~\' 2= VI6~i
operatorning xos sonlaridir.
7.4.11. Integral tenglamani yeching:
I
x{t) - J (st- s2t2)x(s) ds = t2.
0
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Yechimi. Bu tenglama yeehimini
W= Q+Ct+r 2
kcrriiiishda izlaymiz. Bu ilbdani teuglaniaga go'ysak, u liokla
I [
O+ AN+t —tj JQ)+CiS+CN)ds—t~j s-((\) +Cl9+ @S) ds + 1~

0 0
Bundan
Demak,
c0=0,
A, c2
Cl“J + 4
1Ld 1@
Q- 1+T +T"
Bundan
. 1
CO' O,Cl__O,Q _601

ya’'ni, tenglama yechimi:
60 160 ,

Mustaqil ish uchun masalalar

1 -4 misollarda Il-tur Fredholm aynigan vyadroli integral
tenglamalarni yleching:

1. ip(t) =2 J (1 + 3ts)ip(s) ds + t2.
0

2. ) —2f cosscost-p(s)ds + L
0

3. Y(E) = 3%(1 + sin tsin s)tp(s) ds + t.
1
4. < = Af(l +t+ s)ip(s) ds 4-t.
5 8 matalalarda tenglamalarni ketma-ket yaginlashish usuli bilan

yeching: |
5. <€) = Af ip(s) ds + el —1 - -
0
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6. if(f) = ~f tsn(s) s L1y P
7. —7

8. I(t) = ™/ tsip{s)ds + sint 3
(0]
9-12 masala
9. NN —J P(5)ds + L.
0

t
10. "p(t) = J'(s - t)ep(s) ds -f 1.
o

11. ip(t) =4 J[ (s —b)ip(s) ds + t.
0]

t
12. <p(t) = f(6t —6s + 5)(fi(s) ds + 6t + 29.
0
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