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SO‘ZBOSHI

Igtisodiyot odamlarning mahsulotlami ishlab chigarish, tagsimlash-
ayirboshlash va iste’mol gilish usullari bilan bog‘langan faoliyati
doirasidan iborat. Iqtisodiyotga bunday ta’rifni Rossiya FAning
akademigi V.L.Makarov bergan. Ta’rif mazmuniga ko'ra iqtisodiyot —
kishilarning faoliyati. Ammo faoliyat turli-tuman bo‘ladi. Bu yerda
faoliyatning uch muhim girrasi ustida gap boradi: mahsulotlami ishlab
chigarish usullari; tagsimlash-ayirboshlash usullari, nihoyat, iste’mol
gilish usullari. Shu uch turli faoliyatda yaratilgan (yaratiladigan)
matematik modellarni o‘rganish usullari ko‘zda tutiladi.

Hozirgi zamonda xalq xofaligining turli sohalarida uchraydigan
igtisodiy jarayonlarning modellari yaratilgan, ulami tadgigot gilishning
gator yangi usullari ham kashfgilingan. “Iqgtisodiy-matematik modellar
va usullar” kursi eng zamonaviy fan bo‘lib, mazmuni jihatidan uning
anig chegarasini bilib bo‘lmaydi. Uning hajmi va mazmuni Davlat
standartidagi talablarga garab aniglanadi. Shunday ekan, mazkur kurs
nimani o ‘rganadi?

“Igtisodiy-matematik modellar va usullar” fani iqtisodiy
jarayonlarning matematik modellarini va ulami tadqiq gilish usullarini
0 ‘rganadi.

Mazkur darslik muallifning ko‘p yillar davomida 0 ZzMU igtisodiyot
fakultetida matematik igtisodiyotga oid fanlardan dars berishjarayonida
to'plagan tajribasi va olib borgan ilmiy-tadgiqot natijalarini o‘quv
jarayoniga joriy etish oqgibatida yaratilgan.

Darslik igtisodiyot yo‘nalishida tahsil olayotgan barcha talabalarga
moMjallangan. Undan magistrantlar, aspirantlar va yosh o‘gituvchilar
ham foydalanishlari mumkin.

Muallif darslik qo‘lyozmasiga oid gimmatli maslahatlari uchun
igtisod fanlari doktori, professor Q.Safoyevaga, fizika-matematika fanlari
doktori, professor Sh.Nazirovga, iqtisod fanlari doktori, professor
F.Egamberdiyevga, shuningdek, darslik yozish g‘oyasini goilab-
guwatlagan va sidgidildan yordamlarini ayamagan iqtisod fanlari
doktori, professor T.Sh. Shodiyevga, fizika-matematika fanlari doktori,
professor M.To‘xtasinovga 0‘z minnatdorchiligini bildiradi.

Muallif.



K1R1SH

Hayotda turli mazmundagi muammolar tez-tez uchrab turadi.
Shunda magbul (optimal) qarorlar gabul gilishga to‘g‘ri keladi.
Jumladan, iqgtisodiyotda uchraydigan muammolarning ba’zilari
geometrik usul bilan, ba’zilari algebrik usul bilan yechiladi. Ammo
ba’zi masalalarni yechish uchun differensial va integral hisobdan
foydalanmasa bo'Imaydi. Aytilgan muammolar ekstremal masalalarni
yechishga keltiriladi. Bunday masalalarni yechish uchun matematikadan
foydalanish gadimda —taxminan 25 asr awal boshlangan. Ko‘p
ekstremal masalalar geometrik usul bilan yechilgan. Geron, Shvars,
Shteyner masalalari va boshgalar shular jumlasidandir. Ammo uzoq
vaqt davomida ekstremal masalalarni yechishning umumiy usullari
topilmadi. Shunga garamasdan eramizning X asrlariga kelib Abu Rayhon
Beruniy va uning shogirdlari 0‘z tadgiqgotlarida kelajakda (XVI—XVII
asrlarda) hosila tushunchasiga olib kelgan mulohazalardan foydalanishdi.
Ma’lumki, XVI—XVII asrlarda differensial va integral hisob keng
ko‘lamda rivojlandi. Endi ekstremal masalalarni yechish uchun umumiy
usullami yaratishga imkoniyat tug‘ildi va bunday usullar yaratildi ham.
Har bir oila, korxona, mamlakat uchun igtisodiyot muhim ahamiyat
kasb etadi. Shu sababli igtisodiy jarayonlar chuqur o‘rganilib, ulaming
matematik modellarini yaratish bo‘yicha gator ilmiy tadgigotlar olib
bora boshlandi. Bu sohada katta ishlar gilindi. XX asming birinchi
yarmida L.V.Kantorovich (Rossiya) va Kupmanslar (AQSH) chizigli
dasturlash nomli matematikaning muhim bo‘limini yaratishdi. Ular
1975-yilda “Tabiiy resurslardan optimal foydalanish” bo‘yicha gator
ilmiy ishlari uchun Nobel mukofotini olishdi.

Hoziigi vaqtda iqtisodiy jarayonlarning matematik modellari ko'plab
yaratilgan va ishlab chigarishgajoriy gilingan. Shu bilan biiga modellarni
tadgiqot qilishning gator usullari ham yaratilgan. Mazkur darslikning
magsadi “lqtisodiy-matematik modellar va usullar” hagida zarur
maiumotlami bayon etishdan iborat. Bu sohada yaratilgan adabiyotlar
ichida V.S.Nemchinovning “3KOHOMWKO-MaTeMaTUyeCcKne MeToAbl U
mogenn” (M.. Mebicn, 1965), L.L.Terexovning “3KOHOMWKO-
maTemaTunyeckmne metogbl” (M.: CtatucTuka, 1972) va S.A.Ashmanov-
ning “MarteMatnyeckne mMoaenn U metofbl B 3KOHOMUKe” (M.: N3-
Bo. MI'Y, 1980) nomli kitoblami alohida ko‘rsatib o ‘tamiz. Oxirgi yillar
davomida matematikada yangi yo‘nalishlar paydo bo‘ldi, ko‘plab yangi-
yangi igtisodiy-matematik modellar, igtisodiy jarayonlami o ‘iganishning
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gator ratsional usullari yaratildi. Mazkur darslikda shu o‘zgarishlami
e’tiboiga olishga harakat gilindi.

Darslik 13 bobdan iborat. Birinchi va ikkinchi boblarda igtisodiy
jarayonlarni modellashtirish, igtisodiy modellar, matematik modellar
hagida ma’lumotlar berilgan. Shu bilan birga sodda hollarda talab va
taklif jarayonlari modellari ko‘riladi. 3-bobda mikroigtisodiyotga xos
naflik funksiyasi va iste’molchining optimal tanlovi masalasi o ‘rganiladi.
4-bobda yana mikroigtisodiyotga xos umumlashgan iste’mol funksiyasi
va uning maksimumi hagida masala chuqur o‘rgatiladi. 5-bob elastiklik
tushunchasiga va uning iqgtisodiy jarayonlarni o°‘rganishga tatbig‘iga
bag‘ishlangan. 6-bob eng katta boblardan bo‘lib, unda chiziqgli
dasturlashga oid ma’lumotlar bayon etilgan. Sodda hollarda kanonik
va normal masalalarni elementar usul bilan yechish mumkinligi
ko‘rsatiladi. Dansigning simpleks-usuli to‘liq keltiriladi. Boshlang‘ich
bazis rejani topish usullari bayon etiladi. Chizigli dasturlashning
govushma masalalari, 3 ta tatbigiy masala keltiriladi. 7-bob chizigsiz
dasturlash masalalariga bag‘ishlangan. Chizigsiz dasturlashning sodda
masalalari geometrik dasturlash usullari yordamida yechilishi
ko‘rsatilgan. Shu bobda Lagranj ko'paytuvchilari usuli bilan birga
ma’lum shartlar bajarilganda chizigsiz dasturlash masalalarini ratsional-
burchak koeffitsientlami tenglashtirish usuli bilan yechish mumkinligi
bayon gilingan. Awvvalgi boblardagi funksiyalarga silliglik sharti qo'yilgan.
8-bob silligmas masalalarga bag‘ishlangan. Bunda berilgan nugtada
ma’lum yo‘nalish bo‘yicha olingan hosila tushunchasidan unumli
foydalanilgan va gator igtisodiy masalalar yechilgan. 9-bobda igtisodiy
jarayonlarning ekonometrik modellari bayon etilgan. Unda
korrelyatsiya, regressiya va ularning modellari, juftlik chizigli regressiya
va uning tenglamasi keltiriladi. Juftlik chiziqli regressiya tenglamasini
tanlash sifatini aniglab beradigan Fisheming F— belgisi, tenglama
parametrlarining ma’nodorligini tekshirish uchun Styudentning t~
belgisi bayon etiladi va muayyan masalaga qo‘llaniladi. 10-bob
makroiqtisodiy jarayonlarning neoklassik ishlab chigarish funksiyalariga
bag'ishlangan. Bu ham eng katta boblardan bo‘lib, unda gator muhim
mavzular oz aksini topgan. 11-bobda iqtisodiy dinamikaning turli
matematik modellari ko‘rilgan, unda jamg‘arish normasi o°‘zgarmas
bo‘lgan hoi qgaraladi. 12-bobda ikki sektorli modellaming turli hollari
o‘rganilgan. Nihoyat, 13-bob iqtisodiy dinamikaning 0°‘zgaruvchi
jamg‘arish normali modeUariga va magistral teQremalarga bag‘ishlangan.

Har bir bobga oid masalalar va nazorat savollari keltirilgan.
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1-BOB. I1QTISODIY JARAYONLARNI
MODELLASHTIRISH

Matematik usullar va modellar zamonaviy igtisodiy nazariyaning
tabiiy, zaruriy elementlaridan iborat. Matematikadan foydalanish
iqtisodiy o‘zgaruvchilar va o‘rganilayotgan obyektlar orasidagi muhim
bog‘lanishlami tavsiflash imkoniyatini beradi. Obyekt deyilganda olib
borilayotgan tadgigot predmeti tushuniladi. Albatta, obyekt moddiy
yoki xayoliy boiishi mumkin. Agar Oy o‘rganilayotgan boisa, u moddiy
obyekt bo‘ladi. Shuningdek, igtisodiyotda maksimal daromad olish
masalasi go‘yilgan bo‘lsa, maksimal daromad xayoliy obyekt vazifasini
bajaradi.

Matematika va statistika usullari obyekt hagida yangi maiumotlami
olishga imkon tug‘diradi. Bu esa o‘rganilayotgan obyektni yanada
yaxshirog tavsiflashga olib keladi.

I.1-§. Model, modellashtirish va uning bosqgichlari

Fanning rivojlanishi, iqtisodiy o‘sish, shu bilan birga, Kiyimlami
bichish, detallarni yasash va boshga jarayonlar ulaming modellarini
qurish va undan foydalanish bilan bog'langan. Hoziigacha olimlar model
tushunchasi bo‘yicha yagona fikrga kelishmagan. Biz mazkur kursda
model deyilganda quyidagi fikmi tushunamiz:

Model —shunday moddiy yoki xayoliy (ideal) obyektdan iboratki,
u (original) asl obyektni almashtiradi, uni o‘rganish natijasida asl obyekt
hagida bizni gizigtirayotgan yangi ma’lumotlar olinadi.

Modelni qurish, uni o‘rganish va tatbiq etish jarayoni modellashtirish
deyiladi. Modellashtirish jarayoni uch elementni o0°‘z ichiga oladi:

1 Tadgiqotchi - subyekt.

2. Tadqgiqot obyekti.

3. Ko‘rilgan model —tadgiqgotchi va asl obyekt orasidagi munosabat.

Agar tadgigotlar shunday modellar yordamida olib borilsaki, ulaming
asl obyekt bilan bogManishi moddiy xarakterga ega bo‘lsa,
modellashtirish moddiy deyiladi. ldeal modellashtirish moddiy
modellashtirishdan keskin farq giladi. U model bilan asl obyekt orasidagi
ideal bog‘lanishga asoslangan. Agar model fagat belgilar sistemasidan
foydalanib tavsifetilgan bo‘lsa, bunday modellashtirish belgili deyiladi.
Belgili modellashtirishning eng muhim turi matematik modellashtirishdir.
Unda modellar formulalar, munosabatlar, matematik belgilar bilan
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tavsiflanadi, ifodalarni almashtirish esa mantigiy va matematik
goidalarga asoslangan bo ‘ladi.

Keyingi mulohazalarda igtisodiyot (igtisod), igtisodiy jarayonlarning
matematik modellari tushunchalari tez-tez uchrab turadi. Shuning
uchun Rossiya FA ning akademigi Valeriy Leonidovich Makarovning
igtisodga bergan aniq ta’riflni keltiramiz2):

Igtisod (igtisodiyot) kishilarning mahsulot ishlab chigarish,
tagsimlash-ayirboshlash va iste’mol qilish usullari bilan bog‘langan
faoliyati doirasidan iborat. Uning 4 ta elementi bor:

1. Kishilar.

2. Mahsulotlar (moddiy va nomoddiy-turli xizmatlar).

3. Kishilarning turli faoliyatlari.

4. Tashkiliy struktura.

Mazkur elementlami alohida-alohida tushuntirib o ‘tirishning hojati
yo‘g. Ular shundog ham ravshan. Iqtisod ta’rifiga ko‘ra, iqtisod
kishilarning faoliyatidan iborat. Kishilar bo‘lmasa igtisod ham yo‘qg.
Ular turli faoliyati natijasida mahsulotlar ishlab chigaradi. Bunda albatta
tashkiliy struktura kerak. Kimdir rahbar, kimdir yordamchi, kimdir
ishlab chigaruvchi bo‘Imog‘i lozim va boshqgalar.

1.2-8. Iqtisodiy modellar va ularni qurish

Matematik modellardan F.Kene (“Iqgtisodiy jadval” 1758-y.), A.Smit
(Makroigtisodiyotning klassik modeli), D.Rikardo (Xalgaro savdo
modeli) kabi olimlar foydalanishgan. XI1X asrda bozor igtisodiyotini
modellashtirish sohasida gator olimlar (L.Valras, O.Kurno, V.Pareta
va boshqalar) va ularning matematik maktabi katta hissa qo‘shdilar.
XX asrda modellashtirishmng matematik usullari keng ko‘lamda
goUlanila boshlandi (D.Xiks, R.Solou, V.Leontyev, P.Samuelson va
b. Ular Nobel mukofotiga sazovor bo‘lishgan). Rossiyada XX asr
boshlarida R.K.Dmitriyev va Ye.Ye.Slutskiy, 1960—1980-yillarda
V.S.Nemchinov, V.V.Novojilov, L.V.Kantorovich (u 1975-yilda AQSH
olimi Kupmans bilan birga “Tabiiy resurslardan optimal foydalanish”
mavzusiga oid ilmiy ishlari uchun Nobel mukofoti olgan) matematik
modellashtirish va igtisodiy-matematik usullami rivojlantirish ishiga ulkan

1B.JI.Makapos. Mogenu cornacoBaHusi 3KOHOMUYECKUX WHTEPECOB. YuebHoe
nocobue. Hoeocmbupckmin Y. HoBocmbupck, 1981
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hissa go‘shdilar. Masalan, matematikadagi yangi, chizigli dasturlash
nomli yo‘nalish shu L.V.Kantorovich nomi bilan bogiangan. Chizigli
dasturlashning kanonik va normal formadagi masalalari bor bo‘lib,
normal masala go‘shimcha o‘zgaruvchilar kiritish yordamida kanonik
masalaga keltirilishi mumkin. Kanonik masalani yechishning ajoyib
usuli AQSH olimi Dj.Dansig tomonidan tavsiya etilgan bo‘lib, bu usul
“simpleks-usul” deb ataladi. Hozir bu usulning turli masalalarni
yechishga moslashgan har xil ko‘rinishlari mavjud.

Igtisodiy modellar —turli igtisodiy jarayonlarning soddalashtirilgan
tavsifidir. Masalan, firmalar modeli, igtisodiy o‘sish, bozor muvozanati
modellari va boshgalar shular jumlasidandir. Modellashtirish jarayonida
igtisodchilar o‘rganilayotgan obyektga tegishli muhim parametrlarni
ajratib olishadi va ikkinchi darajali parametrlarni tashlab yuborishadi.
Turli obyektlarda muhim va ikkinchi darajali parametrlar turlicha
bo‘lishi mumkin.

Igtisodiy modellar quyidagicha quriladi:

1 Obyekt (predmet) hagidagi bor ma’lumotlar bayon etiladi va
tadgigot maqgsadi aytiladi.

2. Strukturasiga (tuzilishiga) oid va o‘zaro bog‘langan elementlar
ajratiladi, eng muhim sifatlarini tavsiflaydigan parametrlar (faktorlar)
ham aniglanadi.

3. Modelning elementlari orasidagi bogianish so‘z bilan, sifat
nuqtayi nazaridan tavsiflanadi.

4. Faktorlar (parametrlar) uchun simvolik belgilashlar kiritiladi,
ular orasida bog‘lanish taxminan (empirik) tavsiflanadi. Shundan
keyingina matematik model bayon etiladi.

5. Hosil bo‘lgan matematik modelni, ya’ni mos matematik masalani
yechish uchun matematik yoki statistik usullar ishlatiladi va parametr-
larning muayyan giymatlarida hisob-kitob olib boriladi.

6. Keyin hisob-kitob natijalarini asl jarayonga tegishli ma’lumotlar
bilan tagqgoslanadi. Agar natija bizni ganoatlantirmasa, ya’ni qurilgan
matematik model ganoatlanarli boimasa, unda muhim va ikkinchi
darajali faktorlarni gayta ko‘rib chiqgish, faktorlar orasidagi
bog‘lanishlarni chuqurroq o‘rganib chigish lozim boiadi.

Shu 6 gadam modellashtirish deb yuritiladi.

Misollar ko ‘raylik:

1-misol. Bir yildan keyin 12000 so‘m olish uchun bankka vyillik
foiz stavkasi 20 ga teng boiganda gancha so‘m qo‘yish lozim?



Yechish. Dastlabki summani MO, oxirgi summani Mp stavka foizini

R deb belgilaymiz. Unda Af, 1+ —— 1 formula o‘rinli. Bizning
1 n o 100J

holda A= 12000 so‘m, 77=20%. Shuning uchun
12000 =M (1 +20/100) yoki M,,=10000 so‘m.

r
Bu masalada M =M 1+'|1'(r)|8'| —matematik model.

2-misol. Zavodda o ‘rtacha mehnat unumdorligi 20% ga ortgan va
yil oxirida 12000 birlik mahsulot ishlab chigilgan. Yil boshida ishlab
chigarilgan mahsulot hajmi topilsin.

Yechish. Dastlabki mahsulot migdori QO oxirgisi Q{ va o‘sish foizi

R bo‘lsin. Unda ushbu Qx~ 00OM + formula o‘rinli. Bu masalaning
matematik modelidan iborat. Ko‘rilayotgan holda
= = 10000 birlik.
j Ra— jR—
100 100

1.3-8. Igtisodiy obyektning matematik modeli va uning turlari

Igtisodiy obyektning matematik modeli — shu obyektning
tenglamalar, tengsizliklar, mantiqiy munosabatlar, grafiklar yordamida
tavsiflanishidan iborat. Boshgacha aytganda, obyektning matematik
modeli uning shu obyektni o‘rganishni soddalashtirish magsadida
ko‘rilgan shartli aksidan iborat. Albatta, qurilgan model obyekt hagida
yangi ma’lumotlar berishi yoki mavjud holatda eng yaxshi yechimini
aniglashga yordami tegishi kerak.

Igtisodiy modelning asosiy elementlari quyidagilar:

1) ishlab chigarishda asbob-uskunalar, banklar, ishchi kuchi va
xomashyo;

2) mahsulotlarning turli xillari ishlab chiqariladi, ular uchun
ishlatiladigan resurslar (xomashyolar) xarajati narxi beriladi.

Masalan, agar x{,x2, ..., xn—ishlab chigariladigan mahsulotlar hajmi,
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cl,c2,....,cn — ularning bir birligining narxi bo‘lsa, masalani ishlab
chigarilgan mahsulotlarning umumiy narxini maksimum gilish kabi
go‘yish mumkin:

/ =0XN +cX2+... + crnxn ->mmax

Matematik modelda ishtirok etadigan o‘zgaruvchilar 2 turli bo‘ladi:
ekzogen va endogen o°‘zgaruvchilar.

Ekzogen o'zgaruvchilar modeldan tashgarida beriladi. Masalan,
stanoklar soni K, ishchi kuchi L, xomashyo R, narxlar, xarajatlar va
boshgalar misol bo 1a oladi.

Endogen o‘zgaruvchilar modelga oid hisob-kitoblar natijasida
aniglangan, ular avvaldan berilmaydi, yil oxirida aniq bo *adigan yalpi
milliy daromad; milliy daromadning kapital xarajat va istemolga
ajratiladigan optimal bo iaklari va boshgalar.

Asosiy iqtisodiy-matematik modellar quyidagilardan iborat:

1. Makroiqgtisodiy modellar.

. Mikroigtisodiy modellar.

. Nazariy modellar.

. Tatbigiy modellar.

. Optimallashtirish modellari.
. Muvozanat modellari.

. Statistik modellar.

. Dinamik modellar.

Makroigtisodiy modellar yiriklashtirilgan igtisodiy ko‘rsatkichlami
(YaMM, iste’mol, investitsiya, kapital xarajat, milliy daromad va
boshqgalar) va ular orasidagi bog‘lanishni tavsiflaydi.

Mikroigtisodiy modellar igtisodiyotning tuzilishi va funksional tashkil
etuvchilar orasidagi o‘zaro munosabatlami tavsiflaydi.

Nazariy modellar iqgtisodiyotning umumiy va uning muhim
elementlarining umumiy xossalarini bor ma’lumotlami e’tiborga olgan
holda o‘iganadi.

Tatbigiy modellar muayyan igtisodiy obyektning parametrlarini
baholash va amaliy qarorlar gabul gilish imkonini beradi. Bunday
modellarga awalo ekonometrik modellar misol bo‘la oladi. Ekonometrik
modellar igtisodiy ko‘rsatkichlarning son giymatlariga tayanadi va bu
ko‘rsatkichlarning ganchalik ishonchliligini tekshiradi.

Optimallashtirish modellari kam xarajat qgilib ma’lum hajmda
mabhsulot ishlab chiqgarish, bor xomashyodan maksimal hajmda mahsulot
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ishlab chigarish va h.k. uchun igtisodiy ko‘rsatkichlar orasidagi optimal
munosabatlami topish bilan shug'ullanadi.

Muvozanat modellari bozor igtisodiyotida alohida o‘rin tutadi. Ular
igtisodiyotning shunday holatlarini tavsiflaydiki, igtisodiyotni berilgan
holatdan boshga holatga o'tkazishga intiluvchi kuchlar yig'indisi nolga
teng boiadi (Djon fon Neyman).

Qisgacha matematik ekonomika va ekonometrika hagida ma’lumot
beramiz.

Matematik ekonomika — iqtisodiy nazariyaning iqtisodiy
jarayonlarning matematik modellari xossalari va yechimlarini tahlil
(analiz) giladigan bolimidir. Matematik ekonomika modellari ichida
uning ikkita yirik sinfini ajratishadi.

1 Iqgtisodiy sistemalarda muvozanat modellari.

2. Igtisodiy o\sish modellari.

Agar igtisodiy ko‘rsatkichlar vagtga bogliq boisa, igtisodiy dinamika
modellariga ega bolamiz. Unda balanslangan o‘sish traektoriyalarini
topish va tahlil (analiz) gilish bilan shug‘ullaniladi (fon Neyman, Solou,
Shell, Geyl, Morishima va b.).

Ekonometrika — matematik statistika usullari yordamida iqtisodiy
ko‘rsatkichlar orasidagi migdoriy gonuniyatlar va munosabatlami
o°‘iganadi. Korreksion va regression analiz shu usullar asosida yotadi.

Hozirgi vaqtda rivojlangan va bozor iqtisodiyotiga o‘tayotgan
mamlakatlarda ekonometrik modellar va usullar igtisodiyotda fagat
yangi ma’lumotlar olish uchun emas, balki bashorat gilish, bank ishi,
biznes va boshgalarda keng qollaniladigan qurol bolib xizmat giladi.

Mazkur fan yuqorida aytib olilgan igtisodiy-matematik usullar va
modellarni tolig gamrab olishi mumkin emas, albatta. Biz mazkur
fan chegarasidagi muhim deb topilgan mavzularni bayon etamiz.

Awalo talab va taklif jarayoni modelini ko‘rib chigamiz. Har bir
holda chizigli va chizigsiz modellarni ko‘rish mumkin. Ular yordamida
bozor muvozanati, muvozanat narxi, egar nuqta tushunchalarini
misollarda ko‘rib chigish mumkin.



2-BOB. TALAB VA TAKLIF JARAYONINING
MATEMATIK MODELLARI

Awalo biz talab va taklif tushunchalarini eslatib o‘tamizl.

Talab (tovarlar va xizmatlarga talab) —to‘lovga qobil ehtiyoj,
bozorga chiggan va kerakli migdordagi pul bilan ta’minlangan ehtiyojni
ifoda etadi. Talab ehtiyojdan kelib chigadi, xaridoiga ajratilgan pul
shaklida ifoda etiladi. Narx bilan talab bevosita bog‘langan. Tabiiyki,
narx ortsa, talab kamayadi, aksincha, narx kamaysa, talab ortadi.
Albatta, narx ortaversa ham minimal talab saglanadi. Ammo narx
kamaysa ham minimal narx mavjud bo‘ladi va shu sababli talab
istalgancha katta bo‘lib keta olmaydi.

Taklif — ishlab chigaruvchilar bozorda sotishga tayyorlangan
(bozorga chigargan), muayyan narxlaiga ega tovarlar va xizmatlar
miqgdori. Tovar taklifi —bozorga chigarilgan yoki keltirilishi mumkin
bo‘lgan jami tovarlar miqdori strukturasidir, taklif ishlab chigarish
migyosi va uning tarkibiga bog‘lig, lekin yaratilgan mahsulot miqdori
unga teng emas. Ishlab chigarilgan mahsulotning fagat bir gismi bozorga
chiqgariladi va u tovar deyiladi, uning golgan qismi ishlab
chigaruvchining o‘zida qgoladi. Taklifning hajmi va tarkibi bor. Uning
hajmi sotishga chigarilgan tovarlar summasi bilan belgilanadi. Bu esa,
0°‘z navbatida tovarlar migdoriga va ularning narxiga bog‘lig. Ravshanki,
narx ortsa taklif hajmi ortadi; aksincha, narx kamaysa, taklif hajmi
ham kamayadi. Taklif istalgancha oitib bora olmaydi, chunki ishlab
chigarish resurslari chegaralangan.

Talab va taklifning narxga bog‘ligligini quyidagicha ifodalash
mumkin: talab migdori va narx teskari proporsional; taklif migdori va
narx to‘g‘ri proporsional.

2.1-8.Sodda hollarda talab modellarini qurish

Agar narx miqdorini x, talab migdorini y deb belgilasak, talab va
narx orasidagi bog‘lanishni y-fx) deb belgilash mumkin. Bunda [x)
differensiallanuvchi, shu bilan birga x>0 da kamayuvchi funksiya, ya’ni

/'(x)<0, Vx>0. Masalan, y =kx +b, k<0,b>0 — chiziqgli

1IN. To‘liyev, A 0 ‘Imasov. Ishbilarmonlar lug‘ati. —T.: Qomuslar bosh
muharririyati, 1993
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funksiya, j =— 8>0, Vx>0 —chizigsiz funksiyalar yuqoridagi

shartlami ganoatlantiradi.
Agar kuzatuvlar natijasida narx va talab miqdorlari uchun ushbu

(*1 <x2, yx>y2; Xi>0, x2>0, >>>0, y2>0)

X % Xi
Y Y% Y2

jadval topilgan bo‘lsa, narx va talab orasidagi munosabatni awal chi-
zigli, keyin chizigsiz funksiya ko‘rinishida qurish mumkin. So‘ngra
gaysi hoi magsadga muvofiq ekanini tekshirish kerak bo‘ladi.

le. y =kx+b bo‘lsin. Bunda kK va b parametrlarni topish uchun

va ("2"2 nuqtalardan O‘tadigan to‘g‘ri chiziq tenglamasini
topish kifoya. To‘g‘ri chiziq shu nuqtalardan o‘tishi shartidan
foydalanish ham mumkin. Biz shu yo‘Ini tanlaylik. Unda k va b lar
uchun quyidagi tenglamalar sistemasiga ega boMamiz.

My x=kxx+b,
\ y2=kx2+b.

L_ *2~1 “ X\y2

Bundan kelib chigadi. Ravshanki,

X2-XX"'

K <0, b>0. Shunday qilib,

y y2~yl1 XTxlyi-nyS
(2,)
Topilgan (2.1) funksiya berilgan jadvalga mos talab jarayonining
chizigli modelidan iborat.
Misol ko‘raylik.
Faraz etaylik, jadval quyidagi ko'rinishda bodsin:

X 10 15 20
y 2 18 911
Talab funksiyasi y-kx +b dagi k va b lar ushbu



j 25=10*+",
{ 18=I5£ +6
sistemadan osongina topiladi: A—+/5, b~39. Shunday qilib, model
7
y =- —x +39 ko‘rinishda yoziladi. Agar x=20 bo‘lsa, talab migdorini

bashorat gilish mumkin: y(20)—1.

2R Endi y :;+ by a >0, b> 0 bo‘lsin. Bu holda ham parametrlar

ushbu
M .
vy 3 % <> N > Y2
jadvalga ko‘ra topiladi:
a
W =— + b,
y2=-§-+b.

Bundan sodda hisoblashlar yordamida topamiz:

a=X\X2'(¥Y2~Y\)
m n2. *2(Y2 )
Shunday qilib, berilgan jadvalga mos talab jarayonining chizigsiz
modeli quyidagicha yoziladi:
X, X2-(y2-"1) . M(x1- Xi)
*H*, - *2) 2E32-N)"
Misol sifatida yana avvalgi jadvalni olaylik.

(22)

x 10 15 20
y 25 18 2 (145)

Modelni y =—+b chizigsiz kamayuvchi funksiya ko‘rinishida
X

izlaymiz. Bunda avab parametrlar uchun ushbu
U



25=— +bh,
10

18=—+6.
15
sistemaga egamiz. Undan sodda hisoblashlar yordamida topamiz:
79=210, b=4. Shunday qilib, jadvalga mos talab jarayonining chizig-
siz modeli quyidagi ko'rinishda yoziladi:
y - 20, 2
X

Agar x =20 boisa, y (20)=14,5 boiadi.

Endi talab funksiyasi uchun qurilgan chizigli va chizigsiz hollami
taqgoslaylik. Chizigli holda narx 15 dan 20 ga ko‘tarilsa, talab 18 dan
W ga, ya’ni 7 birlikka kamayadi. Chizigsiz holda esa, narx 15 dan 20
ga ko‘tarilsa, talab 18 dan 14,5 ga, ya’ni, 3,5 birlikka kamayadi. Aslida
talab biror egri chizig bo‘yicha kamayadi. Yugoridagi natijalardan kelib
chigadiki, chizigsiz hoi asl jarayonni aks ettiradi.

2.2-8.Sodda hollarda taklif modellarini qurish

Awalgidek x — yana narxni, y esa taklifni anglatsin. Unda narx
bilan taklif migdori orasidagi munosabat y=f{x) ko‘rinishda yoziladi,

bunda f'(x)>0, Vx>0, ya’ni mos model o‘suvchi, grafigi | chorak-
da joylashgan funksiya yordamida tavsiflanadi. Ushbu y =kx +b, k>0

chizigli, y =a-yfx +b, a>0 —chizigsiz funksiyalar taklif jarayoni

modellarini ifodalaydi.
Sodda holda kuzatuvlar natijasida quyidagi statistik ma’lumotlar
olindi deylik:

X X. X0 %3
2
Y w oy ® y{<y

1 Awal chizigli taklifjarayonining modelini ko‘ramiz.
Modelni y =kx +b, k>0 ko‘rinishda yozamiz. Unda k va b para-
metrlar ushbu



[y{=kxx+Db,

\'y 2=Kkx2 +b.
sistemadan topiladi. 2.1.-8dagi (2.1)ga ko‘ra chizigli taklif jarayoni-
. . . : I Y2-Y1
ning modeli xuddi (2.1) kabi yoziladi, ammo bu holda K~ >0
n2 ni

boiadi, b esa musbat boiishi ham, manfiy boiishi ham mumkin.
Misol ko‘ramiz. Faraz gilaylik, statistik ma’lumotlar jadvali qu-
yidagicha boisin:
X 4 9 16
y 20 40 ?(68)
Chizigli hoi uchun y-kx +b funksiya parametrlari ushbu
j 20=4k +b7
[ 40=9k +b
sistemadan topiladi: K -4, b =4. Shunday qilib, chizigli taklif funksi-
yasi y =4x +4 ko‘rinishga ega. Bundan x =16 da y(16)=68 kelib

chigadi.
2. Endi chizigsiz taklifjarayonining modelini quramiz.

Modelni y =ay[x+b, a>0 ko'rinishda yozamiz. Unda a va b
parametrlar quyidagi sistemadan topiladi:

j yrayfx' +b,
1n2=ad*2 +be
Sodda hisoblashlar yordamida a va b lar uchun quyidagi formula-
lami topamiz:
Yr~Y\ .n | mSx~r-Y\-'[*\-¥r
VE- Vi VEB-VE

Shunday qilib, chizigsiz taklifjarayoni modeli ushbu funksiya bi-
lan tavsiflanadi:
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Endi misol ko‘raylik. Jadval awalgidek bo‘lsin:

X 4 9 16
Yy 20 40 ?(60)
Chizigsiz vy - +b funksiya uchun a va b larni ushbu

f 20 =2a +b,

| 40=3a+b
sistemadan osongina topiladi; a =20, b =—20. Shunday qilib, chiziqg-
siz taklif modeli y =20n/x -20 ko'rinishga ega. Bundan y(16)=60

kelib chigadi.

Endi taklif funksiyasi uchun qurilgan chizigli va chizigsiz hollardagi
natijalami tagqoslaylik.Chizigli holda narx 9 dan 16 birlikka ortsa,
taklif migdori 40 dan 68 ga, ya’ni 28 birlikka ortar ekan.Chizigsiz
holda esa, narx 9 dan 16 ga ortganda taklif migdori 40 dan 60 ga, ya’ni
20 birlikka ortishi ma’lum bo‘ldi. Ko‘rinadiki, bozorga chigariladigan
tovarlar hajmi chizigsiz holda 8 birlik kam. Agar chizigli model bilan
ish ko‘rilsa, bozorga ortigcha tovarlar chigarilgan bo‘ladi. Demak,
bozordagi asl holatni chizigsiz talab, chizigsiz taklif funksiyalar
tavsiflaydi.

Qayd qilib o‘tamizki, chizigsiz talab va taklif funksiyalarini
boshqgacha ko‘rinishda ham izlash mumkin edi. Jumfadan, chizigsiz

taklif funksiyasini y =alnx +b, x >1 ko‘rinishda olaylik. Unda a va
b parametrlar quyidagi sistemadan topiladi.

J 20-a-\n4 +hb,

{40-a-In9 +b.

Bundan 20=4a(1In9- In4) yoki 20=a-0,8, a—25;
b=20-25-1,386 —14,65. Shunday qilib, ko'rilayotgan holda

chizigsiz taklif funksiyasi y ~25lax - 14,65 ko”imshga ega.. Endl

y(I6)ni hisoblaymiz: INAfcM:*. o
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y(16) = 25+In16-14,65 = 100 mn2-14,65 = 100+0,693 -14,65 =

=69,3-15,65 =54,65. Demak, y(I6)=54,65.
Yugoridagi misollarda chizigli holda, y(16)=68, chizigsiz

y =20Vx - 20 holda y(16)=60 natijalarga ega edik. Taklif uchun

logarifmik holni olganda y(16)=54,65 kelib chiqdi. Bu natijalardan
ko‘rinadiki, barcha hollarda narx bilan talab yoki narx bilan taklif
orasidagi munosabat empirik (taqribiy) ko‘rinishga ega.

2.3-8.Bozor muvozanati va muvozanat narxi

1 Mazkur mavzuni bayon etishdan awal bozor, bozor muvoza-
nati, narx, muvozanat narxi va boshga tushunchalami keltiramizl

Tovar — bozorda oldi-sotdi orgali ayirboshlanadigan mehnat
mahsuli. Tovar shunday mahsulotki, u o‘zini ishlab chigaruvchilar-
ning emas, balki boshgalaming talab-ehtiyojini gondirish uchun
yaratiladi. Shu sababli u ayirboshlanadi.

Tovar giymati —tovar ishlab chigaruvchilaming tovarda gavdalangan
va unda moddiylashgan ijtimoiy-zaruriy mehnati migdoridan iborat.

Narx - tovar giymatining pul shakli. Bozor iqtisodiyotida ikki xil
narx amal giladi: 1) erkin bozor narxlari; 2) davlat boshqarib turadigan
narxlar. Ammo birinchi turdagi narxlar asosiy boiadi. Ikkinchi turdagi
narxlar 0z navbatida ikkiga bolinadi: a) davlat belgilagan gat’iy naixlar;
b) davlat yuqori chegarasini belgilagan va undan oshib ketmaydigan
narxlar - limit narxlari.

Bozor —sotuvchi bilan xaridor o‘rtasida tovami pulga ayirboshlash
munosabati. Tovarlar bilan oldi-sotdi munosabatlari tovar ishlab chiqga-
rish, tovar ayirboshlash va pul muomalasi gonunlariga binoan amalga
oshiriladi.

Bozor muvozanati —bozordagi talab va takliflaming migdor va
tarkibiy jihatidan bir-biriga muvofiq kelishi.

Muvozanat narxi —bozor muvozanati sharoitida talab va taklifga
tegishli narxlarning ustma-ust tushishi.

Biz yuqorida ayrim igtisodiy tushunchalami keltirdik.

2. Endi bozor muvozanati va muvozanat narxini hisob-kitob gilish

1 N.To*xliyev, A.O‘lmasov. Ishbilarmonlar lug‘ati. Toshkent Qomuslar bosh
muharririyati, 1993.
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uchun 2.2-§ da ko'rilgan chizigli va chizigsiz talab funksiyalari, chi-
ziqli va chizigsiz taklif funksiyalari graflklarini chizamiz:

y=kx +b
k<O

Bozor muvozanati nuqtasini, muvozanat narxini topish uchun
N-3), N-4) va 2)-3), 2)-4) hollami birgalikda ko‘rish lozim. Bu
hollarga mos chizmalarni keltiramiz.



Yuqoridagi chizmalarda ~(xQy0) —bozor muvozanati nutgasi (egar
nugtasi), muvozanat narxi deyiladi. Har bir holda xOni topish uchun

tt)alalbd(;hizig‘i va taklif chizig‘i tenglamalari sistemasini yechish kerak
o‘ladi.

Misollar ko‘ramiz.
1-misol. Awal talab funksiyasini quramiz. Statistik ma’lumotlar
quyidagicha bo‘lsin.

X 4 9
30 20
a) y-bc +b bo‘lsa, ava b lar
[ 30=4a+h,
\ 20=9a+b
sistemadan topiladi: kK — 2; 6=38. Demak,
y =-2n:+38. (2.4)

iy
y "~ +h bo‘lsa, § va bxlar ushbu

30=n +%*,
20=r

sistemadan topiladi: a{—12 va /*=12. Demak,

72
y~~ +12. (2.5)

2-misol. Endi taklif funksiyasini quramiz.
Jadval quyidagicha bo‘lsin.

X 4 9
Y 15 30

a) y-kx +b. Sodda hisoblashlar yordamida k~3; 6=3 ni topamiz.
Demak,

j =3jt+3. (2.6)



b) y =ajx +b. Parametrlar quyidagi sistemadan topiladi:

F15=2a+/5
{30=3a+b
Bundan a =15 va b =—15. Demak,
y =15-V*-15. (2.7)
3-misol.. a) (I)-(3) sistemani yozamiz:
Ny - -2x +38,
\ 'y =3m+3.

Ravshanki, x<=7 va y@24. Shunday qilib, ko‘rilayotgan holda
muvozanat narxi 7 birlikdan, bozor muvozanati (egar) nuqtasi /4(7,24)
dan iborat.

b) (2)-(3) ni olaylik:

yzlx2 +12,
y - 3x+3.
Buni 3x+3=72/;c+12 yoki x2-3x-24 =0 ko‘rinishda

yozamiz. Kvadrat tenglama *0« 6,6 yechimga ega. Shu sababli

yQ=22,8 bo‘ladi. Demak, muvozanat narxi x0«6,6 dan iborat, bozor

muvozanati nuqtasi esa A(6,6;22,8) boiadi.
d) Endi (1)-(4)ni ko‘ramiz.

>i=-2jct+ 38,
<

y - 15-V*-15.

Bu sistema 2x +\51/x -53 =0 tenglamaga keladi. -Jx=z desak,
2x +\Syfx -53 =0ga nisbatan kvadrat tenglamani hosil gilamiz. U
z0«2,6 yechimga ega. Bundan x0«6,76 Kkelib chigadi. Demak,

x0« 6,76, A(6,76;24,48) .
e) Nihoyat, (2)-(4) holni olaylik.
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y =\5-V *-15.

Bu sistema ushbu x-iS"Jx -9* -12 =0 ko‘rinishga keladi. Agar
yfx - z desak, uni 5-z3-9-22-12 =0 ko‘rinishda yozish mumkin. Bu
kubik tenglamani taqribiy wusul bilan yechamiz. Awal
[(z) =5-23- 9*z-12 deb belgilaymiz. Keyin quyidagi hisoblashlami
bajaramiz:

/(0) =-12, [/(I)-=-16; /(2)=-8; /(3)=-42>0.

Demak, ildiz z0 uchun 2<z0<3 intervalga ega bo‘lamiz. Yana
hisoblashnidavomettiramiz: /(5/2) =11,87>0. Demak, 2<1z0<2,5
So‘ngra, /(2,25)=-0,54. Demak, 2,25<z0<2,5. Shu sababli, z0
uchun taxminan 2,3ni olish mumkin. Endi x0=Zq- 2,32=5,29 ni
topamiz, yOesa, y= 15-2,3-15=19,5.

Shunday qilib, *0=5,29, y0=19,5.

Yugoridagi mulohazalar nuqgtalar 2 ta bo'lgan holda olib borildi.
Nugtalar soni 3 ta va undan ko‘p boisa, talab va taklif funksiyalari
ganday ko‘riladi? - degan savol tug‘iladi.

Ravshanki, 3 ta nuqtadan parabola o‘tkazish mumkin. Agar
y =ax2+bx+c bo'lsa, y.- axf +bxi+cn i- 1,23 sistemadan

fl,6,clami topib olamiz. Nugqtalar soni ortgan sari koeffitsientlami —
parametrlarni topish ishi giyinlashib boradi. Bu ham yetmagandek x

ning navbatdagi giymatida / (*,,#1) ni hisoblashga to‘g‘ri keladi. Agar
nuqtalar soni n ta bo‘lsa, talab yoki taklif funksiyasi (n —1) —tartibli
ko‘phad bo‘ladi. / (ng+)) ni hisoblash uchun *";[, n"2,...,x24 qiy-

matlarni hisoblash kerak bo‘ladi. Bunday holda bashorat gilish masa-
lasiga ganday yondashish kerakligi 8-bobda bayon etilgan.

2-bobga oid masalalar
1 Quyidagi statistik ma’lumotlar bo‘yicha talab jarayonining chi-
zigli va chizigsiz modellari qurilsin hamda narxning berilgan giymatida
bashorat gilinsin. Natijalami taggoslang.
2
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3 1- va 2-bo‘limlarda qurilgan chizigli, chizigsiz talab va chizigli
chizigsiz taklif funksiyalaridan foydalanib, quyidagi 4 ta holda muvo-
zanat narxi va bozor muvozanati (egar) nuqtasi topilsin.

A(x0, yQ nugta egar nugta, xO— muvozanat narxi.

2-bobga oid nazorat savollari

h Tovar, tovar giymati, narx, tushunchalari ta tifini aytib bering.

2. Bozor, bozor muvozanati, muvozanat narxi tushunchalarining ta \rifini
keltiring.

3. Talab, taklif ta Yiflarini so Zzlang.

4. Chizigli talab, chizigli takliffunksiyalari ganday quriladi?

5. Chizigsiz talab, chizigsiz takliffunksiyalari ganday quriladi?

6. Muvozanat narxi va bozor muvozanati nugtasi ganday topiladi?

7. Chizigli va chizigsiz talab hamda takliffimksiyalariga misol keltiring.
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3-BOB. NAFLIK FUNKSIYASI VA ISTE’MOLCHI
TANLOVI MODELI

Mazkur bobda mikroiqtisodiyotga oid ba’zi tushunchalar va ma-
salalar bayon etiladi. Masalan, iste’mol va iste’molchi tushunchalari
mikroigtisodiyotga oid.

Jste mol deyilganda iste’mol buyumlari tushuniladi. Yashash joylari,
ozig-ovgatlar, kiyim-kechak, gilam, avtomobil va h.k. iste’mol
buyumlariga kiradi. Turli tovarlardan va xizmatlardan foydalanish ham
iste’molga kiradi. Istemolchi esa iste’mol buyumlaridan foydalanadi-
gan ayrim shaxs yoki ijtimoiy shaxs, oila, firma va boshgalardan ibo-
rat. Iste’molchi uchun bozorga borib zarur tovarlarni kerakli migdor-
da xarid gilish, tovarlarni tanlashda did-farosat bilan ish yuritishi muhim
ahamiyat kasb etadi. Bunda iste’molchi o‘zi uchun eng qulay bolgan,
eng foydali bo‘lgan garor gabul gilishi lozim. Magsadga erishish uchun
iste’molchi naflik funksiyasi deb ataluvchi funksiyani qurishi va uning
maksimumini topishi kerak boiadi. Agar iste’molchi ma’lum vaqt
oraligida sarf-xarajat gilishi lozim bo‘lsa, u oraligni chekli sondagi
bolaklarga bo‘ladi. Har bir bo‘lak uchun naflik funksiyasini quradi.
So‘ngra ulardan umumlashgan naflik funksiyasini hosil giladi. Naflik
yoki umumlashgan naflik funksiyasining maksimumini topish masalasi
iste’molchi tanlovi modeli deb ataladi.

Mazkur bobda iste’molchi tanlovi modeli budjet chegarasi chizigli
va chizigsiz bo‘lgan hollarda o‘rganiladi. Bunda chigarish usuli, burchak
koeffitsientlami tenglashtirish usuli va boshqga usullar bayon etiladi
hamda masalalar yechishga tatbiq etiladi.

3.1-8. Iste’molchi tanlovi, naflik funksiyasi va uning xossalari

Aytaylik, iste’molchi oddiy shaxs bolib, uning budjeti M so‘m
bo‘lsin. U bozorga borib o‘z budjetidan biror gismini (/ ni) xarajat
gilmogchi. Iste’molchi bozorda n turli tovarlarni ehtiyojiga yarasha,
did-farosat bilan xarid gilishni rejalashtirgan. Agar birinchi tur tovar
bir birligining narxi pl so‘m, ikkinchisiniki p2so‘m, va h.k. w-siniki pn
so‘m bo‘lsa, shu bilan birga xarid gilinadigan tovarlar hajmi mos ra-

vishda ..., X%, bolsa, unda iste’molchi hammasi bo‘lib

Pix\ + P2xi + ...+ pnxn so‘m xarajat giladi. Shu xarajat migdori xarid
uchun ajratilgan 1 so‘mdan ortiq bo‘Imasligi kerak, ya’ni
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pIxi+p2x2+ ... +pmx,,<1 3.9

tengsizlik bajarilishi lozim. Shu (3.1) tengsizlikda doim tenglikka erishish
mumkin. Uning uchun biror tovardan biroz ortiqroq xarid gilish kifoya.
Demak, doim ushbu

+pX2+ ... +pnx, =J (3.2)
tenglik o‘rinli bo‘lishini ta’minlash mumkin. (3.2) tenglik n o‘lchovli

fazoda tekislikni anglatadi. Uning kesmalar bo‘yicha tenglamasini yozish
mumkin:

=1
Up\ i/p2 HPn (33)

bunda 1/pi,1/p2, ... I/pn sonlar tekislikning koordinata o‘qlari-
dan kesgan kesmalari uzunligini anglatadi. Agar n=2 bo‘lsa,
Pixi + Pix2 =1 tenglikka egamiz. U to‘gri chizigdan iborat. Ravshanki,
igtisodiy ma’nosiga ko‘ra //p] >0, 11p2 >0 (3.1-chizma). Yugorida

keltirilgan (3.1) tengsizlikni chizigli budjet chegarasi deyiladi. n—3
boUganda ham (3.3) tekislikni chizish mumkin (3.2-chizma).

Bozorda xarid gilinadigan tovarlar uchun py,p2, ..., p,, lar be-
rilgan va o‘zgarmas deylik. Xarid gilinadigan tovarlar migdorlaridan
tuzilgan sonlar majmuasi (x],x2, ..., X,,) iste *molchi tanlovi deyiladi.

Uni istemolchi rejasi deb ham atashadi. Endi iste’molchi tanlovi mode-
lini ko‘raylik. Soddalik uchun n=2 bo‘lgan holni ko‘ramiz. Unda
iste’molchi tanlovi (rejasi) (x1%2 jufitlikdan iborat bo‘ladi. Gap
iste’molchini ganday tanlov ganoatlantiradi, ya’ni iste’molchi o‘z re-
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jasini ganday tuzishi kerak? - degan savol hagida boradi. Agar (ar bt)
tanlov (a2b2 tanlovga nisbatan ma’qulroq bodsa, (a,,bx)> (a2,b2)

kabi yozish gabul gilingan. Albatta, ptxx+ p2x2=1 tenglikni ganoat-
lantiradigan tanlovlar cheksiz ko‘p. Ular ichidan “eng ma’qulini” tan-
lab olish kerak. Bu masalani hal gilish uchun naflik funksiyasi degan
tushuncha kiritamiz va uni «(*j,;c2 deb belgilaymiz. Agar

(ax,b{)¥(a2,b2) boisa, n(al6d>m (ar br) tengsizlik o ‘rinli deb gara-
ladi. Bu aslida naflik funksiyasiga qo‘yilgan birinchi talab (shart).
Qolaversa, w(xpx2 funksiya yana quyidagi xossalarga ega boisin, dey-

lik. Igtisodiy ma’nosiga ko‘ra u(xvx? funksiya R* da (ya’ni tekislik-

dagi koordinata sistemasining birinchi choragida) aniglangan. Shu bi-
lan biiga quyidagi munosabatlar o ‘rinli:

1 * < 7> >0iV(j(i>jO6RI

v

20 W] *)

2. duxxixi) .Q du(x*x2)~ du(Xi,x2)"0
ax2 ’ ax\ T dxdx2
(limit foydalilikning kamayish gonuni)

3°. Agar birinchi mahsulot miqdori orsa, ikkinchi mahsulotning
limit foydaliligi ortadi. U defitsit mahsulotga aylanadi. Bu shart doim
bajarilavermaydi, ammo u befarglik chizig'in\n% qavariqgligini
ta’minlaydi.

Endi befarglik chizig 7 nima degan savolga javob beramiz.

Agar naflik funksiyasining giymati x, va x2ar o ‘zgarishi bilan
0‘zgarmay golaversa, unda u(xvx2= C, C=const > 0 deb yozish
mumkin. Shu munosabat grafiklari | chorakda joylashgan bir parametrli
sillig chiziglar (1° va 2°larga garang) oilasini tavsiflaydi va befarglik
chiziglari deb ataladi. Bu chiziglar 1° va 2°shartlar bajarilganda muhim
xossalarga ega boiadi.

1-xossa. Befarglik chizigd bo‘ylab x2=x2xj) funksiya monoton

dx2
kamayadi, ya’ni <0 tengsizlik bajariladi.
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Isbot. Awalo u(xvx2 ~ C tenglama 1°shaitga ko‘ra x2ga nisbatan
0°‘zaro bir giymatli yechiladi, ya’ni x2=x2xy). Endi befarglik chizig‘i
tenglamasining har ikki tomonini differensialaymiz:

du dxx+ du dx2 =0
dx2

dx{
Bundan
dx2 du du
dxx  dxt dx} (3.4)
du du ) )
1° shartga ko‘ra >0 bo‘lgani uchun <0 tengsiz-
lik kelib chigadi.

Aytib o'taylik, (3.4) tenglama befarglik chiziglarining differensial
tenglamasidan iborat. Agar m(xrx2 funksiya ma’lum boisa, uni
integrallash mumkin.

dix2
2-xossa. Befarglik chiziglari gavarig, ya’ni aTd >0 tengsizlik
o ‘rinli.
Isbot. (3.4) dan foydalanib, un (xXx2x,)) ekanini e’tiborga olib,

d2?2
A x 2 ni hisoblaymiz;

d X, i d(du du TAuS  du
dx2  fg,\2 d jdx2 \dxi dx \dx2J
ydx2j
du fdau  d2u dx2N1 du 82  d2udxA
v dur2 Ox2Kdxx  dxfdx2dxjd dxj <dx2ox-l dx2 dx,
\ dx2J

] d2u d2u . . .
Ma lumki, agar ® ~ -va o« ™ aralash hosilalar mavjud boisa,

ular o‘zaro teng va 2°shartga ko‘ra nomanfiy boiadi. Shuning uchun
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1@va 2° shartlarga ko‘ra yugoridagi ifodada kvadrat gavs ichidagi limk-

siya manfiy. Bundan " Xi ekani kelib chigadi. 2-xossa isbot edtdi.

Shunday qilib, befarglik chiziglari bo'ylab

tengsizliklar o‘rinli, ya’ni g2- g2(.r,) funksiya kamayuvchi va gavariq
(3.3-chizma).
2 A

3.3-chizma 3.4-chizma

Agar cl<c2<cb<... tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, ulaiga mos befarqlik

chizxglarini Bx B2,..., Bn,... deb belgilaymiz. Har bir BIH chizigning
grafigi B}chizigning grafigidan yuqoriroq joylashgan bo‘ladi. Agar be-
farglik chizigining biridan ikkinchisiga shimoliy-sharqg yo‘nalishi
bo‘yicha o‘ta boshlasak, naflik funksiyasining giymati ortib boradi.
Agar budjet chegarasi chegaralanmagan bo‘lsa, bu giymat istalgancha
kattalashib boradi. Ammo, ravshanki, har bir shaxs (yoki ijtimoiy shaxs)

uchun budjet chegarasi chegaralangan boiadi va p{{+ p2¢« =1 tenglik
o‘rinli bo“Ushi lozim. Demak, naflik funksiyasi giymatining ortib borishi
budjet chegarasiga bogiig. Bu masala iste’molchining optimal tanlovi
(iste’'molchining bozordagi ratsional harakati) hagidagi masalani

yechishdan iborat.
Quyida naflik funksiyasining xossalaridan foydalanib, ikki

o‘zgaruvchili naflik funksiyasi grafigini keltiramiz (3.5-chizma).
2



/v

«= u(xi, x2)

3.5-chizma.
Ikki o 'zgaruvchili najlik
funksiyasining grafigi.

3.2-8. Chizigli budjet chegarali optimal tanlov modeli
Chizigli budjet chegarali optimal tanlov modeli quyidagi ko‘rinishda
yoziladi:
j u(xx,x2) =max,

1 P\x\+P2*2 =1L

3N-tarif. Agar x° =(x,° Xj) nugta uchun p\xx+p22-1 sonli
tenglik o Tinli bo 1ib, U(*i5*2):m'}2r<%g§'\4><i»*2) munosabat bajarilsa,

X° =(x®,x®) tanlov (reja) istemolchi uchun optimal deyiladi yoki

X° = (n®,*2) tanlov bozoming mahalliv muvozanati deyiladi.

Mazkur (3.5) masala chizigsiz dasturlashning shartlari tengliklar
bilan berilgan shartli maksimum masalasidan ([2;3]) iborat. Uni sodda
hollarda chigarish wusuli bilan, umumiy holda Lagranjning
ko‘paytuvchilari usuli bilan yechiladi. Bu usullar analitik usullardir.
Albatta, (3.5) masalani yechishning sonli (tagribiy) usullari ham mavjud.

(3.5)masalani ,X2)=aQ*xj-0, 10>0, O0<a<I bo‘lgan holda
chigarish usuli bilan yechishni ko‘rsatamiz. Shunday qilib,



masalaga egamiz. Undan x2=1/p2'(1-P\XX ni topib, wf(jc,,;c2)

ifodasiga qo‘yamiz: u'(x\}~?o~p:(I ~P\x)) 'x\

Ravshanki, x2>0. Shuning uchun 0<X <///;, . Masala quyidagi
ko'rinishga keladi:

u*(x)=~"(I~pm)aex\~a->max, 0<” _ (3,6)
Pi Pi
Biz intervalda aniglangan funksiyaning eng katta giymatini topish

masalasini hosil gildik. bl (x,) funksiya intervalda aniglangan, uzluksiz

va uzluksiz differensiallanuvchi. (3.6) masalaning yechimi mavjud,
chunki

J.di_rg@vv"(n:,)z lim V\i‘(jcj)=09 w,(g:)>0, Vx e (o; ilp,)
Endi mA”) funksiyaning statsionar nuqtalarini m(*i)=0
tenglamadan topamiz. Awal W (xj) ni hisoblaymiz:

»*(*t) = P H«<7" Pixi)n1*-Pi)x\~a+(/ ~PM)“(1- a)xp*]=
i

=-~r-(/-Pi*i)a"l-x"a-[-0.-pIxI+(\-a)(!-pIx])] =
Pi

=27 A 'V [(1-2) A -
|

Hosila nolga teng boiishi uchun - p{&{=0 tenglik bajari-
lishi yetarli. Bundan x, =(1-a)"'I/px kelib chigadi. Statsionar nuqta

(i > funksiya uchun yagona ekan. Yechim mavjudligi ma’lum
bolgani uchun shu yagona statsionar nuqta (3.6) masalaning yechimi

~Ll-9)-7 g /"

Pi Pi ,

boiadi. xI=VL-1/px bolgani uchun dastlabki masa-

la yechimidir.



ff11 -
ﬁr?l'??rbu%sfqu a>/°n eta iz Bu usu mG Nasrlf%mov n azr E)o Igé<n
mavjud A ethan’- Uning ff=3 boMganda ham umumlashmasi

aisaacha”bavo°e” tSeil*arr” teng”shtirish usulining n=2 da mohiyatini
Y n etamiz. Koordinata sistemasining birinchi choragida

u(x],x2)-C bef-gj* chiziglarini chizamiz. Ularning qavariqgligi
ma lum”So ngra p ® +p 22~ f~ chizigli budjet chizigining birinchi

ora agi bo lagini (kesmasini) chizamiz. Uning uchlari
(1/P>0), (0, I/p2y nuqgtalardajoylashgan. Befarglik chiziglari ba’zi
Cj,c2,c3 Nar ugjjet kesib o‘tadi. Ammo bitta

koorSnatahrfn 1budlet chizig‘iga urinadi. Shu urinish nugqtasi
rhiTies u " masalaning yechimi bo‘ladi. Urinish nuqtasida

masalaning yechimini tOpish uchun

du
fo) = Pi

j yoki du_ p2t P\Xi+P2xi =I
dx2

M b IS "~ emas™ yechish kifoya.
a awal kofrilgan masalani olamiz:

max, a0>0, 0<a<l,
p2x2=1.

BundankoMriii; @) =~~-pjp2 : kantopisH uchun %Y va gx
hosilalami hisobl*ymjz.

1. .HacpuTguHoB. »K
peLLeHnA ONTUMKN3a TOJ, NMPUpPaBHMBAHWA YINOBbIX KO3IPHULMEHTOB A1

12 Bbin 4 2007 r” VOHHbIX33au. BecTHNK TamM60OBCKOro yHu1BepcuTeTa. TOM
*4amb0B.
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Shunday qilib, masalani yechish uchun quyidagi tenglamalar sis-
temasini yechish kerak:

p{_ 1-a x2
Pi a x |/
PIXI+P2x2=1"
. l-a ~~1l-a T R
Bundan Pixl ~ a Pixi> 2 Pixi +Pixi ~  Xxi - ~5'2~
Pi Pi Pi Pi Pi
Shund b 0,0 f(I-?)/ a/4 lani
unda ilib, x . . masalanin
y V Pi Pi J g

yechimidir.

3.3-8. Chizigsiz budjet chegarali optimal tanlov modeli

Endi chizigsiz budjet chegarali optimal tanlov masalasini ko‘ramiz.
Bu quyidagicha tavsiflanadi:

(*,,x2)~* max,
(3.7)

(*(x2)=1.
Bunda u(xr,x2) * naflik funksiyasi awal keltirilgan (1-8) 1°va 2°

shartlarni ganoatlantiradi. v(xx,x2)—chizigsiz funksiya uchun quyi-
dagi munosabatlar o‘rinli:



Ravshanki, (3.7) masala ham chizigsiz dasturlashning shartlari teng-
liklar bilan berilgan shartli maksimum masalasi, uni ham sodda hol-
larda chigarish usuli bilan yechish mumkin.

Misol ko‘ramiz.

r/(x1x2) =X{10-x2 ->max, pix[+p2I=1, O<a<l| =

Bunda m(x,,x2) funksiya uchun 1° va 2° shartlar bajariladi. Ha-
gigatan,

- (1-a) =x“a =x2 >0, - aex}~a=x2| >0, Vx,,x2>0.
CIXj ox2
Nre=—_a(l-a)-x,"" 1X2 <O, -a(a-1)-x,l"axf’2 <0, Vx,,x2>=0.
ox2
d2u

=(1-a)-a-xlax2 1>0, Vxj >0, Vx2=>0.
dx{dx

Endi v(x,,v2) =/2x1+p2j funksiyani olamiz. U uchun (3.8))
(3.82 shartlar bajariladi. Hagigatan,

WVoopiso 9% -0 Y o jpx2s0, —y 20,
Lt dxf ox2 ox2
dv

=0, Vx, >0, Vx2>0.
dx{dx2

Hisob-kitoblami a = 1/2, bi(X,, X2) =~X\X2 uchun olib boramiz.

Chizigsiz budjet tenglamasidan x{=(1 - p2x;)ip{ va

M *2)=-7A=V*2U ~PIX2) m3X’ 0< X<yjlip2

|
Bu masala yechimga ega, chunki
A



lim «e(*,) = lim_ w*(*)=0 y” n A (n. \
,12->+o« *) Jfi~+jlip2-0 () W(x2) > 0, vXZSKO, y/ I2].

Endi ul(x2) ni hisoblaymiz.

n ~ xi) +X2(-2p2X2 | -bp2x\
u"‘\x2"~(I c )j (-2p )~ : 1~p

4 2>jPl - P2xl) HP\ "AX2(1 ~p2X2)

Ravshanki, u*(g2) =0 tenglama / - 3p2xj =0 tenglamaga ekviva-
lent. Shu sababli *2=+"J1/(3p2) kelib chigadi. Ammo iqtisodiy

ma’nosi bo‘yicha j>0. Demak, x2=7"7/(3p2)e(o;"Jl/p2),

0 I f, /1 2
2 =—\J~P2 3P2j ~3p ‘ ShundaV masalaning yechimi

x°=(x?Y¥Y2)= 321

pi * V3/?2

Shu yechimni burchak koefifitsientlami tenglashtirish usuli bilan
ham topish mumkin:

—_ K = Pi

2J7 X 2°T2 X, T _-2P2x2'

X2 p X
Yechim ushbu 7~ =~2p x Pux\+2pIx \ -1 sistemadan

topiladi. Undan 2p2\=p XX, pxx+2p2]=1 ga ko‘ra

2pX\ +pX\ - 1 va bpX] =/. Yechim uzil-kesil
0 2 o 11
1 3A° 2 ~"3p2

ko‘rinishda yoziladi. Tavsiya etilgan usul ratsional ekani ravshan.

Endi (3.7) masalani umumiy ko‘rinishda tekshiramiz. Undagi
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v(X,,x2) =1 chizigning grafigi koordinata tekisligining birinchi chora-
gida joylashgan, botig. Bu (3.8) shartlardan kelib chigadi. Hagigatan
ham, awalo tenglama (3.8)ga ko‘ra x2ga nisbatan bir giymatli yechi-
ladi. Ravshanki,

dv j dv , n dv ldv
a1+ 2 _o0 Bundan » --~/[* 7 -

Bu chizigsiz budjet chizig‘ining (X, ,x )e R+ nuqtadagi urinmasi
burchak koeffitsientidan iborat. Uni k2deb belgilaymiz, &,T esa bila-
miz. (3.8) munosabatlarga ko‘ra /7={(xvx2): v(xI5x2)=7} chiziq
botig. Hagigatan,

dx7 d_ dv dv

dx2 ok gx2y

1 d jdv tdviq v Y,
A

fagyd dX  )dx2

Kdx2

(d2v d +d2\/dx, <0.
dv ydx2 dx"dx2 akj
Kdx2J

Shunday qilib, /, chizig bo-
tig, u(xl,x2)=C befarglik
chiziglari Ic gavarig. Ravshan-
ki, befarglik chiziglaridan bittasi
lj chizigga urinadi (3.6-chizma).
Har ikki h va Ic chiziglar



umumiy urinmaga ega. Shu sababli masalaning yechimi ushbu

du /du _ dv j dv

dTJ V(-*1xi) =i (3-9)
tenglamalar sistemasining yechimidan iborat.

3.6-chizmada A va B nugtalaming koordinatalari anig hisoblanishi

mumkin. A nuqta uchun x2=0 va v(x,,0)=/ tenglamadan x*
topiladi, ya’ni 0). Shunga o‘xshash B nuqgtaning koordinatlari

ham topiladi: 5(0,”) bunda ** son v(o.j2)=/ tenglamaning
yechimi.

Misol sifatida ushbu

«(X],x2)=gF*e ->max, pxv+px\ =1.

masalani ko‘ramiz. Yuqorida shu masalani biz a - /2 bo‘lganda
ham chigarish, ham burchak koeffitsienlarini tenglashtirish usuli bilan
yechgan edik. Endi ixtiyoriy a, 0<a<I uchun masalani yechamiz.
Sodda hisob-kitoblami bajaramiz:

dun _ . dun _ i

M_(l_ a) *jc, x9>0, M—a,qr, XE‘ >0,
K jdu__ 1-a Max2 _ l-a =2
1 dxj dx2 a x{~ax24 < xx'

1-a x2
Demak,

Ravshanki, ko‘rilayotgan holda v(x,,x2) =pxx+p2x\. Shuning
uchun
dv dv P,
OXx = A dxk2 = P2 2= Ppx2
Masalaning yechimi quyidagi tenglamalar sistemasidan topiladi:

1-q9  *2 _ P 2
a XX 2p2x2° Pixi+P2x2 - J-
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Bundan pwx=i=" +3px3 va BT dpxd+prd =,

P19 B =7 2285 ®fr Y1 a”

I a ’ a z " \(2~aYP2'
Endi Xjni ham topish mumkin:
0 = \ T asel 2(1-a)e/

“px P o2-a)-p2 p\ *(2-a)
Shunday qilib, masalaning yechimi uzil-kesil ushbu

o_/2(1-a)/ a-7
© hi'(2-a) V(2-a)-p2
ko‘rinishda yoziladi.

Yugoridagi misollardan burchak koeffitsientlarni tenglashtirish
usulining qulayligi ko‘rinib turibdi. Ammo bu usulni ixtiyoriy masala
uchun go‘Uanib bolmaydi. Mazkur masalada ishtirok etayotgan funk-
siyalar ma’lum differensial xossalarga (w(x,,x2) va v(x,,x2) funksi-
yalardan talab etilayotgan shartlarga e tibor giling) ega bo‘lishi lozim.

3.4-8.Uch o‘zgaruvchili naflik funksiyasi uchun chizigli budjet
chegarali optimal tanlov modeli

Iste’molchi 3 turli tovar xarid gilmogchi deylik. U 0z budjeti M
dan / birlikni xarid uchun ajratgan bo‘lsin. Agar xarid gilinadigan

tovarlar hajmi mos ravishda x,, x2, x3 bo‘lib, ulaming bir birligi natxlari
mos ravishda P2, bolsa, iste’molchining hamma xarajatlar®
px{+p2x2+pX3 so‘m boiadi. Ammo bu xaridga ajratilgan | bir-
likdan (so‘mdan) ortiq bolmasligi kerak, ya’ni

Pixl +P2R+P X3 (3.10)
tengsizlik o‘rinli boiishi kerak. Shu (3.10) tengsizlikda doim biror
tovami ortiqroq xarid gilish hisobiga tenglikka erishish mumkin. De-
mak, ushbu
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plxi+p2x2+pX3=I (3.11)
tenglikning bajarilishini ta’minlash mumkin. Ushbu (3.11) tenglik
uch o‘lchovli fazoda tekislikni anglatadi. Uning kesmalar bo‘yicha

tenglamasini yozamiz:

i/ p .1/ P 2 ilp (3.12)

bunda miqdorlar tekislikning koordinata o'glaridan kesgan kesma-
lari uzunligini anglatadi (3.7-chizma).

A X2 X2 *3 *3

a) 6) B)
3.8-chizma

3.7-chizma

Ko‘rilayotgan holda naflik funksiyasi uch argumentli bo‘ladi:
w=u(xx, x2,x3). Bu funksiya ham ikki argumentli naflik funksiyasiga

o°‘xshash xossalarga ega bo‘lsin, deylik. U uch o‘lchovli fazo R3ning

musbat ortantida (ya’ni R#)6a aniqlangan va quyidagi munosabatlami

ganoatlantiradi:

“ ~>0, [=1»23;, V(" x2,")e",
0X, dx!
d2u
>0,
dxdx2  axpx3  dx2dx3 (3.13)
2 / \/ \2
( d2u Own +( HZM *Q,
|U|X2u|x3y



Ko‘rinadiki, n=u(xx,x2,xb) funksiya har bir argumenti bo‘yicha
0 ‘suvchi va gavariq.

Chizigli budjet chegarali optimal tanlov masalasi (modeli) quyidagi
k°‘rinishda yoziladi:

Mu(xl,x2,x3)-+max.i

[D(X,,X2, ) =pR§y +pX2+pH3=/. <3’14>

Umumiy holda (3.14) masala shartlari tengliklar bilan berilgan
shartli maksimum masalasidan iborat. Uni yechish uchun Lagranj
ko‘paytiruvchilari usulidan yoki biror tagribiy yechish usullaridan
foydalanish kerak. Ammo naflik funksiyasining (3.13) munosabatlar
yordamida yozilgan xossalari (3.14) masalani nisbatan osonroq usul
bilan yechish imkoniyatini beradi. Quyida qgo‘llaniladigan usul awal
bayon etilgan burchak koeffitsientlarni tenglashtirish usulining
umumlashtirilishidan iborat.

Naflik funksiyasining sath sirtlari ushbu

u(x],x2ixzy=C, C>0, (3,15)

tenglama bilan beriladi. Bu sirtlar Rl —musbat ortantda joylash-

gan shunday sirtlardan iboratki, u “parabolik antenna”ga o‘xshaydi.
®‘gi koordinata boshidan chigadi. Har bir koordinata tekisligiga
proeksiyasi ikki argumentlik naflik funksiyasi uchun befarglik
chiziglaridan iborat. Bu tasdiq (3.13) shartlardan kelib chigadi.
Ravshanki, (3.8-chizmaga garang),

X, 0x2 tekislikda x3=0 va u(xxx2,00=C;
x20x3 tekislikda x, =0 va bl(0,x2,x3)=C;

x30*, tekislikda x2=0 va w(x,,0,x3)=C.
Shu bilan birga quyidagi munosabatlar o‘rinli:



Endi (3.15) sath sirtida biror A(xt,x2,x3) nugtani olamiz, yn'ni

A(x,,x2,x3) e {x:u(x) =Cc}, x =(X,,x23x3). Bunugta musbat ortanl-
da joylashgan, hech gaysi koordinata tekisligida joylashmagan. Shu
nuqtada sath sirtiga o4kazilgan normal

Faraz etaylik, nugtada (3.11) tekislik sath sirtiga
urinsin (biror C=CO0 uchun). U holda shu tekislik normali
gmd(p={prp2pj urinish nugtasida sirt normaliga kollinear bo‘ladi.
Shuning uchun quyidagi tengliklar o‘rinli:

du du du

Bund 1du_1du_1dutI'kaI'bh'd'
undan . P2dx2 mPi 4 engliklar kelib chigadi.

Urinish nuqgtasining koordinatlari quyidagi 3ta tenglamalar siste-
masidan aniqlanadi:

ldu_ 1 du \du_\ du 1 du_1du

Pi&Xd Pi&2’ P\ Podxi’ Prox2 P38 ° anm

Urinish nugtasi A koordinatlari ptx{+p22+p3x3=I1 tenglamani

ganoatlantiradi. (3.17) sistemadan topiladigan yagona nugta (i“da

yotadigan) naflik fimksiyasiga maksimal giymat beradi. Hagiqgatan,
O CO0boisa, tekislik sath sirtini kesib o‘tmaydi. Agar C<C0O bo‘lsa,
tekislik sirtni yopiq chizig bo‘ylab kesadi va naflik funksiyasining qiy-
mati COga mos giymatdan kichik boiadi.

Misol ko famiz- Ushbu

n=5ex\5x2*D{ ->mna*,

«

P=2%, +3X2+4*3=24

masalani ko‘raylik.
Kerakli hosilalami hisoblab chigamiz:



Ao M xcasxan M - o, B 330
Ax. o ac,

Endi tenglamalar sistemasini tuzamiz (px=2; p2=3; pb=4):

1,-4/5 ,3/5 ,2/5

271 T2 w3 =< 5-n25"AK3/S,
1,-4/5 V35 v2/5 . .
2%1 *9 %3 - 21V%5-r§5-x‘|';3/5,

o205 25 1,15 305
o

X2 o 2 *r33/s,

2X, +3x2+ 4x3 = 24.

Birinchi 3 ta tenglamadan x2=2x,, x3=x,, x2=2x3 ekani kelib

chigadi. Oxirgi tenglamadan x,°=2, xj=4, x\-2 ni topamiz.
Ko‘rilayotgan misolda berilgan naflik funksiyasi (3*13) shartlami
qanoatlantiradi. Haqiqatan, yuqgoridagi hisoblashlarga ko‘ra

A
dx} dx- >B Endi ikkinchi tartibli hosilalarni
hisoblaymiz:
%— %x\gl5 X§/5 x,2/5 <0 d2u: ~2x;/5‘x;7/5'xll5<0
dxl 5
d2u 3

axl = -J*1/S-*2/5-*38/5<0 .

Aralash hosilalar musbat ekanligi bevosita hisoblashlardan kelib
chigadi.

3-bobga oid masalalar

I Quyidagi funksiyalar uchun (*) shartlarning (28-betga garang)
bajarilishi tekshirilsin:
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Lu(x,x2)=Ax\'i -x34; 4. u(x,,*r)= x *+**

2.u(xi,x2)=S-xf*-ga/5; 5. u(xt,x2)=j-{j" + ;

3.n(xLx2)=6-xI-x\115; 6. u(x" x*)=-m.

V2 'X{-x2

+xf

. Quyidagi chizigli budjet chegarali optimal tanlov masalasi chiga-

rish usuli bilan yechilsin (1 =w(*r,*2)):

N =4 e*fl4 «*24 -» max,
11

2jg +5*2=30.
w= 5xj2/s -Xx"5-> max,

8Xj +3*2=42.

u=6x\/2 *J2 ->max,

3.1
5*. +6*, =60.

3*, +2*2=0.

w=-W=*i +\*2/ max
* +3*2=4.

N2 &, «*2
w=

2 +%2
2%, +*2=3,

-»Mmax,

1. Quyidagi chizigsiz budjet chegarali optimal tanlov masalasi
chigarish usuli bilan yechilsin (n=w(*j,*2)):

N =4*f/4**2/4 >mmax,

11 2*2+*2=3.
wW—j sz/s *3/5 V nay A
2.
* +3*%2 =4,

u=-\"jx]+4*2) ->max,

*2+x2=4.

n~ 3*;/3**5/3-> max,

3x, +4%2 =17,



I bo‘limdagi masalalar burchak koeffitsientlarni teng-
lashtirish usuli

V O ida™ 3 argumentli naflik funksiyasi uchun chizigli budjet
chegaralUanlov masalasi

FCa(*,** *)c3*f3'J«>"* " J->[IMX’
l.i 2jti +3x2+ X =6.

V\_ 2783 vl 13 .
\n(x19%r’ 3 1 2 3 ~*max>

2. ] 2jc, +3x2 +x3~6.
\u(x, =2 J1 “3x‘B’ N mex’
3. 2Xj +3x2+x3=6.

In(x,N>X3)*3x"Kx"Kx1" Tax’
4. 2X, +3x2 + x3=6.

3-bobga oid nazorat savollari
, T , nl istemolchi deyilganda nima tushuniladi?
"™ 9

J, 1. d t che$arasi nima?
' "« . a frudjet chegarali optimal tanlov modeli nima?

*L fr fritdjet chegarali optimal tanlov modeli nima?
j Qur ak jicffltsientlami tenglashtirish usulining g byasini so zlab

bering. funksiyasi uchun chizigli budjet chegarali optimal



4-BOB. UMUMLASHGAN ISTE’'MOL FUNKSIYASI

Mazkur bobda mikroigtisodiyotga oid yana bitta muhim modelni
ko‘rib chigamiz. U iste’mol va umumlashgan iste’mol funksiyalari bilan
bog‘langan. Avvalgi bobda shaxs, oila yoki ijtimoiy shaxsning naflik
funksiyasi hamda iste’molchining berilgan budjet chegarali optimal
tanlov modeli to'liq o'rganildi. Bunda xaridga ajratilgan pul bir marta
bozorga borganda sarf gilinadi. Agar ma’lum vaqt oralig‘ida, masalan,
[0,7] oraligda (deylik bir oy davomida) yashashga ajratilgan pulni
ma’lum ma’noda “optimal” xarajat gilish kerak bo‘lsa, [0,7] davmi
bo‘laklarga bo‘lib, har bir bo‘lakda va umuman, butun [0,7] davrda
iste’molchi ganday ish tutishini aniglash lozim. Aytilgan jarayonning
modelini quramiz.

4.1-8.Ba’zi belgilashlar va tushunchalar

Iste’molchining faoliyatini 7la davrda o‘rganmoqchimiz, deylik.
Har bir davrda u ma’lum hajmda iste’mol qilishi kerak. Shu munosabat
bilan ushbu belgilashlarni kiritamiz:

ct — t davrdagi iste’'mol hajmi, t=1,2,... T\

T
X]ct ~ ci +¢c2 +—+cr —barcha davrlardagi iste’mol hajmlari yig'indisi;

ut(c) — t —davrdagi iste’mol funksiyasi;
T

Iste’'molchi har bir davrda ma’lum iste’mol funksiyasi bo‘yicha
faoliyat ko‘rsatadi (ya’ni, iste’mol giladi). Faraz etaylik, iste’mol funk-
siyasi ut(c) quyidagi munosabatlami ganoatlantirsin:

ut(cj u/cj u(c)
A AN ul(e,) =a(c, A

4,J-chizma 4.2- chizma 4.3- chizma
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M (@) =0, ut(c,)>0, n(c,)>0 u(cH)<0 W, >0 4D
Shu (4.1) munosabatlardan ko‘rinadiki, ut(c) funksiya o ‘suvchi,
botiq va grafigi koordinata boshidan chigadi (4.1-chizma).

Bunda tga =u\(+0). Agar u\(+0) =+co bo‘lsa, a=90° va grafik
koordinata boshidan ordinata o ‘giga urinib chigadi. Agar u, (ct) =alc °,
a0>0, O<a<l boisa, un,(0) =0, ut(c)>Q, u't(ct)=alac?~l>0,
uJ(cl)y=ala ( a <0 munosabatlar kelib chigadi. Undan

my(+0) = + 00 tenglik o‘rinli. Bu holda a« —90° va grafik koordinata
boshidan ordinata o‘giga urinib chigadi (4.3-chizma). Agar
ut(ct) =alct, a@0 boisa, u\{ct)=aQ>0 va tga-~a0, a =arctgaQ

bo‘ladi (4.2-chizma).
Belgilashlami davom ettiramiz.
Yt= const > 0 — t —davrdagi daromad miqgdori.

.
%:i/\ “ barcha davrlardagi daromadlar yig'indisi.
A0 — meros qilib goldirilgan yoki shaxsning o°‘zi to‘plagan boylik
miqdori.
Qisqalik uchun shaxs budjetini quyidagicha belgilaymiz:
T

n=A +>t§|" “ budjet chegarasi, A>O0.

T

Iste’mollar hajmi X e' bilan budjet chegarasi orasida ikki xil
munosabat bo‘lishi mumkin:

1 N1=£c,; 2°.fc,<A.

Keyingi mulohazalarimiz ¢, c2 cTmigdorlar (o‘zgaruvchilar) 1°yoki

2° munosabatlami ganoatlantirganda umumlashgan iste’mol funksiyasini
maksimum gilishga bag‘ishlanadi.



Qo‘yiladigan masalalarni yechishda, umumiy holda, Lagranj
ko‘paytuvchilari usulidan foydalaniladi. Shu sababli unga gisqacha
to‘xtalamiz.

4.2-8.Lagranj ko'paytuvchilari usuli hagida
Chizigsiz dasturlashning shartlari tenglamalar bilan berilgan shart-
li maksimum masalasi quyidagicha yoziladi:

2=1/(jcj ,x2,...,Xx3) =/(x) -> max,
gj(x,,x2,...,x3) =0,
4.2)

yoki
il max, g (x)=0, unda k<n.
Lagranjning normal funksiyasini tuzamiz:

F(x1,x2,...,xHX14 :,... A A =/(x) +"(x), XI=(\I,X2,..*Xk). (4.3)
Bunda Xv X2..., Xdar Langranj ko‘paytuvchilari deyiladi. (4.2) ma-

salada ishtirok etgan Ax), g (x) funksiyalar 7\={x:g(x)=0} to‘plamda
aniglangan, uzluksiz va ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi deb

faraz  etiladi. (4.3) funksiyaning statsionar nugqtalari
SF_n & SF_
dx ” dx ~ ’ dx~~ va tenglamalar sistemasidan

topiladi. Aytaylik, (x°, nQ vektorlar juftligi yechim bo‘lsin. Unda x°
nugta shartli-statsionar deyiladi, Endi

d2F(x°) . d2F(x°)
7 1~12,*> dxdx. »&i hosilalarni hisoblab, ushbu
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(d"Fix*) d2F{x°) d2F{x°)

dx* dxxdx2 dxldxn
d2F(x°) d2F(x°) d2F(x°)
n= dx2dxl dx\ dx2dxn
d2F(x°) d2F{x°) d2F(x°)
A dxndxj dxndx2 K
matritsani tuzamiz. Agar / = (y~y2, yn) e E” bo‘lsa, ushbu

Q(y) =y'Ay kvadratik formani tuzamiz. Bunda shtrix ()
transponirlashni anglatadi. Endi quyidagi

T=gy y =0

to‘plamni tuzamiz. Nihoyat Q{y)\v ning ishorasini tekshiramiz. Agar

y"O bo‘lganda (?(>")r <0 bo‘lsa, *0 nugta (4.2) masalaning yechimi
boiadi va berilgan funksiya *0 da mahalliy maksimumga erishadi.
Agar f (x) funksiya gavariq boisa, (?(>9)[r <0 shartning bajarilishi
funksiya *0 da global maksimumga erishishini anglatadi.

Misol ko‘raylik.

[(*1,%2) =*12 m& >£(*1'*2) =xi+*2_P ~ 0 masala standart
masalalardan bolib, u uchastka hagidagi 2 ta masaladan biridir. Uni
yechish uchun Lagranjning normal funksiyasini tuzamiz:

F(xx*20) =**2+k(x, + *2- p)

Xususiy hosilalami hisoblaymiz:

dF dF

L —X2+ A, e = + A
3% dx-

48



Endi ushbu x2+X=0, x{+X=0, x{+x2-p=0
tenglamalar sistemasini yechamiz:
X2=x2=- X, -X-X-p =0, X0=-p/2.
Shunga ko‘ra

(.?,»! K -f-

Shartli-statsionar nuqta topildi. Endi A matritsani tuzishga
kirishamiz. Uning uchun F(jc19c2,31) ning ikkinchi tartibli hosilalarini
topamiz:

TO..*, w ) =1, n="00°
dq dxzJ dx,dx; vl Oy
Kvadratik forma tuzamiz:
60'knHO'~n) =0'i. Yr) 2YKYr m
<Yl

Endi I ni topamiz:

o/ 1
‘=1 (Ll " =0, yt+y2=o.
.

[ )
Bundan j;2= -y, kelib chigadi. Nihoyat, 0(y{,y2) ~2yly 2 ni

I" da hisoblaymiz: 6|r =2_y,(-.y,) =-2" <0.
Ko‘rinadiki, I da kvadratik forma manfiy ishora saglaydi. Demak,

berilgan funksiya x FZ)—"PZ— nugtada maksimumga erishadi, u global
maksimum.

4.3-8.Umumlashgan iste’mol funksiyasining maksimumi

I. Endi 4.1-8 dagi belgilashlardan foydalanib, umumlashgan iste’mol
funksiyasi maksimumiga oid modelni o‘rganamiz. U quyidagi masala
bilan tavsiflanadi:
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(4.4) ni cNegli budjet chegarali optimal tagsimot masalasi deb

yuritamiz.
Shu (4.4) uchun Lagranjning normal funksiyasini tuzamiz:
7 ( 7 \
F(cXc2’-"’cT”) =Y ,u‘(ct) +7 : /454
= \/ ) v'7

Xususiy h~s*a’ami hisoblaymiz:
AL =ukte)-\; — =u2(c2) -\] =
dex a2 \CT
Endi quyi®a® tenglamalar sistemasini tuzamiz:

rufet) =49, /=12..T,

LA~%’=O'

(4.6) si*temada noma’lumlar (T+I)ta: c,c2,.,cr va X

Tenglamalar ham (T+Dta. Shu sistemaning yechimlari bormi?
Javob: ytchitfl bor va yagona. Hagigatan ham (4.6) sistemaning bi-

rinchi tenglal®idan w(c,) = Xct +kt kelib chigadi, unda k, = const.

(4-6)

w,(0) =0ga K°ra ((4.1)ga garang) *,=() bo‘ladi. Shuning uchun
u{c,) =Xc, f egamiz. Ikkita funksiyani ko‘ramiz: ut(c() va Xc,.
Ulaming grafM”m koordinata boshidan chigadi (4.4-chizma).
M(C/) =/ Sa ko‘ra u((ct) funksiyaning botigligidan biror
c,’(X)<c* d3 y =ut(ct) chiziqga o‘tkazilgan urinma Xc,ga parallel
boiadi (4.5-”izma)- Ravshanki,
iimc!(.X) =+co, time?(i.) =0 4.7



tengliklar o‘rinli. Shuning uchun biror X=XQa u](c, (X0)) = X0Obo‘ladi.

Demak, w'(X)=Xtenglama yagona yechimga ega. Shu X0son
T

A~ & W =®englamani ham ganoatlantiradi. Bu (4.7) tengliklardan

kelib chigadi. Shunday qilib (4.6) sistemaning yechimi yagona va
A=X0>0, c,(A0), /=1,2,...,T kabi yoziladi.

Endi ikkinchi tartibli hosilalami shu X0, ¢,(X0), /=1,2,...,T lar
uchun hisoblab, mos matritsa tuzamiz:

d2F .
d2F d2F2 -W7—(Or§', T =0, 1*j\
8c,2 AcT dc,dcJ
A=
y 0 0 tiT(cT)j

Oxirida Q(y\,y2 yT) kvadratik formani tuzamiz:



) 0 e 0 N
QUW\ ,Y2>"¥N =012 YN)m 0 wn2c2) = 0 v
L0 0 *KEem, on
1V
:(Y-LVl’(Cl),yZVI'F(CZ)' - YJUJ(CTy)‘ Y2 _

\¥Tj
~M(COA + Ui(c2)yl + ...+ nm(cmy] .

Enda F to«pl|amm topamiz. dG = dG . Aa = 1 bo‘lgani
o 0c2 0Cy

uchun (-IXy, +(-1)j2+-..+(-),vr -0 yoki y{+y2+...+yT=0
bo‘ladi. Ammo <(c,)<0, /=12,...,T [w"M]2+ ...+

+[u”(cT)]2 5*0 munosabatlarga ko‘ra Q(yuy2",yr)<* tengsizlik

o rinli ekani kelib chigadi. Demak, topilgan c{(X0),c2(X0),...,cT(X0)

nugtada umumlashgan iste’mol funksiyasi maksimumga erishadi.
Shunday qilib, (4.4) masala to‘liq yechildi.
Eslatma (4.4) masalani, umuman aytganda, burchak koeffitsient-
larni tenglashtirish usuli bilan ham yechsa bo‘ladi. Unda
T

A ® tenglama koordinata o‘glaridan /A>0 uzunlikdagi

-
kesmalami kesuvchi tekislikni anglatadi. ] u,(ct) =const munosabat
H

birinchi oktantda joylashgan sath gavariq sirtlami anglatadi. Shu sirt-
T
lardan fagat bittasi -~ c, =0 tekislikka urinadi. Urinish nuqtasi
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yechimni beradi. Hisob-kitoblarni o‘quvchiga qoldiramiz.

Misollar ko‘ramiz.

1-misol.
f «Oc,)=unlcQ0, a0>0, O<ac<l,
|l A-Zc-0.
I =i
Yechish:
d((ct) =X; ala =X. Bundan
¢,(X) = =(a0a)la X l'a.
T
Endi ¢,(X) ni d ga qo‘yamiz:
T
A~"(aoa)ta X “a =0.
YUAI N-(a0ay aX la T=0-

Bundan Xni topamiz:

A-(alay-° T — =0,

A]:a_(aQa T . ,KO_aOaT|~a

Shuning uchun



Shunday qilib, ¢, (X0) = —.
2-misol. w(C]) - 2cjn; u2(c2)=3x2B A-c,-c2=0
Yec/WwA: nl(c,) =1el23, U2(c2)=c?1L

Endi ~c[*2/3-X, c¢“2/3=X tenglamalami yechamiz.

2 i
c?B=—, c2/ . Shu formulalami /1-c, -¢c2-0 ga qo'yib,
3K A
3/2
Xni topamiz: ciW - , c2(X)=1-

f(mfa+inrR2 . L .
Bundan X uchun "o - formula kelib chigadi. Endi
c,(X) va c2{X) lami topamiz:

372/
A

n . c2xQ) —
cNK)— (2/3)30 + 1] @2/3)w +1
Tekshirish.

K{(Ab) - c2Aqg) = A tenglik bajariladi. Hagigatan,

/2 32
3) (@3)R+1 (2/3)R+1



M. Endi 2°-holni ko‘raylik. Masala quyidagicha yoziladi:

T
U(cxc2 c¢T)=" ut(c,)-> max,

(4.8)

G(c,c2,..,.cr)=i-J c /<O0.

Bu (4.8) masala chizigsiz dasturlashning shartlari tengsizliklar bilan
berilgan shartli maksimum masalasi. Uni yordamchi o‘zgaruvchilar
kiritib, shartlari tengliklar bilan berilgan shartli maksimum masalasiga
keltirish mumkin:

r
f/(c1,c2,...,cr,c7H) =~ « /c,) +0-C7+ -> max,

=
7

(4.9)
G(C],c2,....Cr..a+J) — +C741 A- O

Bu masalani ham Lagranj ko‘paytuvchilari usuli bilan yechish
mumkin. Ammo bu masalani yo‘nalish bo'yicha hosila yordamida
yechish qulayrog. Anigrog'i, (4.8) masalani yechishga yo‘nalish bo‘yicha
hosila olish yordamida yondashamiz.

Ma’'lumki, 1° holni tekshirganimizda yagona statsionar nugta

T
G=~ct-A =0 shart uchun chigarilgan va u (cf,”~,...,~) deb

belgilangan edi. Endi shu nugtada joiz yo‘nalishlami topamiz. Joiz

yo'‘nalishlar

aniglanadi. Shu hosilani hisoblashda differensiallanuvchi funksiyalarning
berilgan nugtada ixtiyoriy yo'nalish bo‘yicha hosilasini hisoblash
formulasidan foydalanamiz (bunda c°® = (cf\cj,...,cj)") :

dG(c°) =dG(c®°) | 1dG(c°) | + +5G(E!)./
dl dc{ 1 pc2 2 deT T
—leA]+ 1 +... + 1elp —N+ 2+ o+ If .
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Demak, joiz yo‘nalishlar 7/, +12+... +IT < 0 tengsizlik bilan anig-
lanadi. Ulami J deb belgilaymiz. Endi shujoiz yo‘nalishlar bo'yicha
c° nugtada U(c\,c2,...,cr) funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:

AN = (€ D-7HUZACY) I 2+... 4. (€ Tr .
Ol

Eslatib o‘tamizki, wut(ct) funksiyalar ((4.1)ga garang) o‘suvchi,
(ya'ni u, (c,)>0) va botig (ya'ni uj(c,)< 0). Koordinata boshida
u, (0)=0va u, (+0) - chekliyoki +» . Ammo c, > Olar uchun u\(c,)

funksiya kamayuvchi. Demak, u\(c,) chegaralangan. Shu sababili,

max { u\(c®), nz2 (c2),..., UT(c€ )}= M >0 deb belgilasak,

at/(c°) .
<M (/j +12+...+/r)<0
dl
tengsizlik kelib chigadi. Bu berilgan funksiya U (Ix ) ¢° nug-

tada maksimumga erishishini ko‘rsatadi. Shunday qilib, (4.8) masala
to‘liq hal bo‘ldi.

4-bobga oid masalalar
I. Barcha davrlarda iste’mol funksiyasi bir xil bo‘lgan hollar uchun

(4.1) masala yechilsin (quyida u, {c,) funksiyalar berilgan) :

1w, (c, )=aQf ,al0, 0<a<l; 4. ut(ct) =—{\+"~c")
u,(c”/) =3\j~cf ; 5. u,(c,)=5+2*[Tt\
3. */(<?,) ?L+ct’* 6. u,(c,)= 1+3ct

Il.Har bir davrda alohida-alohida iste’mol funksiyasi berilgan hol-
da (4.1) masala yechilsin:
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1. w(Cj) = c\'b; n2(c2) = 3cZ/3.
2. i/,(c,) =4cl/4; wz(c2) =2c/2
3- w,(cl) =3c,2/3 ne(c2)=3c2/3

4. w,(ci) =Vci+1; u2(c2)="c2+3.

5> 5+ocj’ “r(c2) =E1g6c -

6. «j(Cj)=2 ; M2(c2) =2vyjc2.

4-bobga oid nazorat savollari

7. /tour t davrdagi iste molfunksiyasi qanday belgilanadi?

2. Iste'mol xarajatlari yig'indisi ganday yoziladi?

3. Umumlashgan iste \rmol funksiyasini yozib bering.

4' Har bir davrdagi iste \nmolfunksiyasi xossalarini keltiring.

5. Budjet chegarasi nima?

6. Chizigli budjet chegarasi ganday yoziladi?

7. Istetnol funksiyasiga misollar keltiring.

8 Lagranj ko paytuvchilari usulining mohiyatini so ‘zlab bering.

9. Shartli-statsionar nugta nimani anglatadi?

10. Chizigli budjet chegarali optimal tagsimot masalasi ganday
tavsiflanadi?

11. Shu masalani yechishga yo nalish bo Yicha hosilaning tatbigi gan-
day amalga oshiriladi?
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5-BOB. ELASTIKLIK TUSHUNCHASI VA UNING
IQTISODIY JARAYONLAR MODELLARINI
0 ‘RGANISHDAGI AHAMIYATI

Elastiklik tushunchasi u yoki bu jarayonning kechishi bizning
magsadga muvofig yoki muvofig emasligini anglatadigan muhim
ko'rsatkich. Bu tushuncha differensial hisobning asosiy tatbiglaridan
biridir.

5.1-8. Funksiya elastikligi va uning geometrik ma’nosi

1 Igtisodiyotda elastiklik tushunchasi muhim ahamiyatga ega. Tala
va taklifning narx hamda aholi daromadiga garab o‘zgarishi (qanday
darajada o ‘zgarishi) elastiklik tushunchasiga bogliq. Bu tushuncha hosila
yordamida Kiritiladi. U biror ishlab chiqgarish faktoriga garab igtisodiy
ko‘rsatkichning o‘zgarish darajasini angiatadi. Elastiklik miqgdori
elastiklik koeffitsienti bilan aniglanadi. Elastiklik koeffitsienti tekshirila-
yotgan iqtisodiy ko'rsatkichning unga ta’sir etuvchi iqtisodiy faktorlardan
birining golganlari o‘zgarmas bo‘lganda birlik nisbiy o ‘zgarishi ta’siridagi
0‘zgarishni ko'rsatadi.

Biror X sohada aniglangan, uzluksiz va uzluksiz differensiallanuvchi
funksiya berilgan bo‘lsin. Odatda argumentning o'zgarishiga garab
funksiyaning o‘zgarib borishini uning hosilasi yordamida aniglanadi.
Bu sof matematik yondashish. Ammo bu usul iqgtisodiyotda o‘zini
oglamaydL Sababi quyidagicha. Masalan, agar shakaming narxi .Pbo‘lsa,

unga bolgan talab funksiyasini ko‘raylik Q, Q=Q(P), Qp

Hosila migdori narx P o‘zgarmas (so‘mlarda) bo‘lganda shakarga
talabning kilogrammlarda oichanishiga yoki sentnerlarda o‘lchanishiga
garab turlicha boiadi. Masalan, shakaming 1 kg 400 so‘m deylik.

k
Oilaga 50kg= 0,5 s shakar olinmoqchi. Talabning o‘zgarishi — g

SO m
s
yoki — *— larda olchanadi. Tegishli sonlar turlicha boiadi. Agar
so m
talab funksiyasi Q~—2P+1 bolsa, Q'(P)=-2 — f— =—~ — — — |
som 50 som
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Shuning uchun funksiyaning argument o‘zgarishiga garab hosila yor-
damida o‘zgarishini tekshirish magsadga muvofiq emas. Agar funksi-
yaning o‘zgarishi miqgdorlaming nisbiy o‘zgarishi yordamida tekshi-
rilsa, natija o‘lchov birliklariga bog'liq bo'Imaydi.

Funksiyaning nisbiy o‘zgarishi , argumentning nisbiy o‘zgarishi
AX
esa — miqdorlar bilan hisoblanadi. Ular o‘lchov birliklariga bog'lig
emas.

Elastiklik ta’rifi. Berilgan differensiallanuvchi funksiya elastikligi
deb, ushbu

Ex(y) = lim 7AY A

4*->0 1 Yy X
limitga aytiladi.

Ravshanki, Ex(y) = lim Ay x-y> X__X'f'(x)

A0y AXS Y Yy  f(x)
Shunday qilib,
EAy)=~ I M
X fix)

Bu formulani yana boshgacha ham yozish mumkin:

L.y’ 8x
diny _ vy _X-y
d”x-~ ~ Yy
X
Shunday qilib,
ENy)=n =AY . (5.1)
y flinx
Agar talab funksiyasi Q =—2P+1 ko'‘rinishda boisa, ta'rif bo'yicha
AQ _[-2(P-fAP)+1]- (2P +1)_ -2AP _ 2AP
Q -~ -2P+\ ~ -2P+\~\-2P'

5



Q P 2P1 P (2P-\)AP 2P-X

AO AP_-2AP AP __ -2PAP _ 2P o n_1
2!

2P
Boshgacha aytganda EP(Q) = op\ " Bu natija (5.1) formuladan

P'Qp P-2
q -~

tezgina Kkelib chiqadi: &p(Q)- 2P-\ Q miqdor

sentnerlarda berilganda bo‘lsa, Q=—200/4-100 (kg) natija bir xil bo‘ladi.
Elastiklik talab funksiyasi uchun manfiy, taklif funksiyasi uchun
esa musbat boiadi.
Elastiklikning absolut giymati elastiklik koeffitsienti deyiladi. Agar
biror igtisodiy ko‘rsatkichning elastiklik koeffitsienti 1 dan katta bo'Isa,

shu ko‘rsatkichning o‘zgarishi elastik deyiladi. Ushbu \EX&)|>1
tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatlar (x ning giymatlari) elastiklik

intervalini tashkil etadi.
Elastiklik intervalini topishga awal ko‘rilgan misolni olaylik:

Q=-2P+1 O0<P <1/2. Sodda hisoblashlar olib boramiz:

Pe(-2) 2P
2'= -2, EP(Q) =
2P +1 2P-X

2P 51 2P

2P-\ o 2P-1
Bundan ko'rinadiki, elastiklik intervali \/4<P<\/2 intervaldan
iborat.
Chizigsiz talab funksiyasi uchun ham misol ko'raylik.

r, 1
>, 4/>>b p>4

1-misol. y=-x2+1; Bundan 0<Xx<1 Vy' ~-2x.
X-(-2X) 2x' 2x" 1
_ >1 X >
EX(Y)—_X +2 1-X2» 1—xJ 3x2 >1 S 1

Elastiklik intervali 1/°3 <x<| boiadi.

2-misol. y =-2VX + 3; y =



_ X'(-1/n/x) _ n/x
4-00 = N,oo0|>1- >1
- 2yx+3 Brawx’ 3- 25/
-n/x o1
3-2 n/x n/x>3-2n/x ? 3n/x>3> x>1-

Elastiklik intervali 1<x <9/4 boiadi.
Endi taklifga oid misollar ko‘raylik.
i
2n/x~-T

X

2n/x-1 e/x —1 2 (x-1)" 2(x-1)

>1; x<2

Elastiklik intervali |1 <* <2,
2-misol.y =x2+1; x>0; / =2x.
X -2X 2x'

Ex(y) = >L x >1 x>1
X2+1 X2 +1

Shu x > 1 tengsizlik elastiklik intervali boiadi.

Alohida ta'kidlab o‘tamizki, elastiklik intervali, jumladan, sotiladigan
tovarlaming bozorlarga ganday hajmini yuborish kerakligini aniglashda
yordam beradi.

Faraz etaylik, n ta bozorda u yoki bu tovar turi sotiladi. Bozorlarda
narxlar mos ravishda (bir-birligi) pv pv pn bo‘lsin. Umumiy tovarlar
hajmi  boisin. Unda P =xI+x2*+...+xn desak, jc, hajmda 1-bozorga,
x2hajmda 2-bozorga, va h.k. n-bozorga xnhajmda tovarlarni yuborish

kerak boiadi. Bunda pxx+ p2x2+ ...+ pnx,, -> max masalani yechish

lozim bo‘ladi. Ammo Xj,x2,..., X, hajmlarda ishlab chigarish uchun
xomashyolar sarf boiadi va bu holat ushbu

axxx+alx2+ ... + alnx,, = bx

211

akxx+ akx2+... + abxn=bk
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sistema bilan tavsiflanadi. Demak, elastiklik intervali yordamida bo-
zorlarga chiqgariladigan hajm aniglanadi, uning uchun vektor-
matritsali ko'rinishda yozilgan

p' X -> max, Ax —b
masalani yechish kerak bo‘ladi. Bu kanonik formadagi chizigli dasturlash
masalasi. Bunday masala 6-bobda o'rganiladi.

2. Endi elastiklikning geometrik mahosiga to‘xtalamiz. Iqtisodi
ma’nosi bo'yicha y—f (x) funksiyada x va y lar igtisodiy ko‘rsatkichlar
migdorini angiatadi va ular musbat miqgdorlardir. Shuning uchun y=f{x)
funksiyaning grafigi birinchi koordinata burchagida joylashgan bo'ladi.
Shu funksiya differensiallanuvchi deb faraz etiladi va uning ixtiyoriy
nugtasida grafigiga urinma o4kazish mumkin bo‘ladi. Urinmalaming
joylanishiga qarab turli hollami ko' raylik:

Shu 6 holning har biri uchun elastiklikning geometrik ma’nosini
anglatuvchi formulalarni yozamiz:



CB
1) hoi uchun Ex(y) =- a formulani isbotlaymiz. A ADC dan

f'(x) =tg(180° - a) =-tg a mlkkinchi tomondan, tga = CA Demak,

-/'(*):-AD yoki AD:~J_’\T\. Ushbu ACBE va AACD
CB CE
uchburchaklar o‘xshash. Shuning wuchun 777¢ "77)T Yo*1
Cn AL
CB fix) x - f(x) r oy A/4y CB
CA '*/ fix) £40>0. Bundan xN~~~ca
kelib chigadi.
CB _x-f\x)
Endi 3) hoi uchun formulani isbot etamiz.

Ravshanki, tga~ =_JL Bundan AD = ’\‘]} ? . AACD va ABCE
AD AD yX)

CB CE
uchburchaklaming o‘xshashligidan A =7Ar|3\ kelib chigadi. Ammo

CE =0OD =x bo'‘lgani uchun

CE=JL =iL/4%*)
CA AD / (X) xKY
tenglikka ega bolamiz. Demak, formula isbot etildi.
Faraz etaylik, y =f(x) grafigi | chorakda joylashgan, gavariq yoki

botiqg funksiya bo‘lsin. (x0,>0) esa shu funksiyaning elastiklik intervaliga
mos nugta bo‘lsin, bunda yQ=f(x0) bo‘ladi. Berilgan funksiya

graflgiga C (x0,y0) nuqgtada urinma o ‘tkazamiz. Agar A urinmaning

abssissa 0‘qi bilan, B esa —ordinata o‘qi bilan kesishgan nuqtasi bo'lsa,
ushbu
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f | ‘rinli bo‘ladi. Haqigap® 4
ormuia o rini boadl aql(;{alban, C(x0,y0) nuqgtada o tkazilgan

urirnna tenglamasi y-y,v (* H,-*) yoki 'y-yt-

* f (x0)+x f M y’zijadi. Bundan A va B nugqtalar koor-
dinatalanm topib olamiz:

A (x0‘/’(x0)-Yo.N

v f(x o) ,0J; B (0; yO-*0o/'(*0)).

Endi CB va CA kesmalar udu .. ... . . .
~Unligmi topish qiyin emas.

CB =x,,J\ +f'2(Xb). Yol + f'2(xa)
1
|7 (%)l
Bund cB h 5.2) fi
undan =, uchun (5-2) i, 4o kelib chigadi.

5.2) f ladan ko'rinadiVi * *
(5.2) formuladan ko'rinadivi ggar y=f(x) - takliffuni><siyasini
‘/4*0) _CB

anglatsa, f(xO0) CA bo agar y =f (x )~ talab funksiyasini

x0'f'M = CB
anglatsa, f(xQ CA ~"nulaga ega bo‘lamiz.

Endi misollar ko'‘raylik.
1-misol. Ushbu chizigsiz tabu ~ ,  .m <
! Y chizigsiz taod funksiyasini ko‘rayhk:
A 2 -
+b
N N

Ravshanki, y = ~x2+ 1>0 o . . ,
y Esizlik o rinli bo ladi, yam -1 <x<1.

Ammo x>0 bo‘lganiuchun . . *
~*<1 tengsizlikka egamiz. Awal elas-

tiklik intervalini topamiz. SodH, | . t A L. , !
it valini topamiz wa hisoblashlar ko rsatadiki, y - ~2x,
X W-2%)

>'- ° Xirgi tengsdkni 2x2>-x2+1 yoki 3*2>1



ko”rlnishda yozish mumkin. Undan g>1/>/3 kelib chigadi. Shunday
gilib, berilgan talab funksiyasi uchun elastiklik intervali I/V? <x <1
ktbl yoziladi. Shu intervaldan *0=1/V2 nugtani olamiz. Unda

yQ»\/2 bo‘ladi. Demak, C(I/V2; 1/2). Shu nuqgtada elastiklik

\

ty)

- ~=2 [ = ° e Urinma tenglamasi: y L= -nZp

yoki y=-0/2 x+~. Bundan A va B nuqtalarni topib olamiz:

B 0; f)- Shuning uchun CB=J", = .

CB
Demak, (.v)=—~ ~ =—2, bu formula bo‘yicha hisoblangan elas-
KsA.

tiklikka teng.
2-misol. Ushbu y =Vx- 2 chizigsiz taklif funksiyasini olaylik.

1
1 X-—j==
Bunda *>2; y = 2yx-2 >\ shu tengsizlikni
2% ~2 4x ~2
X
yechamiz: 2 (x-2) T x>2'(x-2') yoki 4>x- Shunday qilib,

berilgan taklif funksiyasi uchun elastiklik intervali 2 <x <4 boiadi.

Undan mo =3 ni olsak, y0-1 boiadi. Demak, C(3;l), Y(3)=—n

Urinma tenglamasi: ¥ ~ 1= —x(* - 3); Elastiklik E3(y) = 3/2. Bundan

n rr 3
/11, 0),s(0;-172), CB-——, CA= Js. Demak, ~ =J-
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5.2-8. Elastiklik xossalari va elementar funksiyalarning elastikligi

Endi elastiklik xossalariga to‘xtalamiz.
1°. Elastiklik o‘lchovsiz migdor, uning giymati va migdorlaming
o‘lchov birliklariga bog‘liq emas, ya’'ni

Eaq{b-y) = Ex(y), a>0, *>0.
Isbot.

" d\nax (1!(ax))-adx ydx
2°. 0 ‘zaro teskari funksiyalarning elastikligi ham o‘zaro teskari

1

X'y x dy [y del 1
Isbot. E.J1Y)=—

y Ty @I Tdy) !
3. Ikki funksiya ko'‘paytmasining elastikligi ko‘paytuvchilar elas-
tikliklari yig‘indisiga teng, ya'ni
Ex(U'v) = Ex(u) + Ex(v)
Isbot.

-(h-v)'"  X(t/v+wv' X-ur X-v' gy I.
Ex(y)xzx—s‘ VI)_ ( WVL= + = £viw)+ Er(v).
uv M-V U \%
4°, Ikki funksiya nisbatining elastikligi surati elastikligidan maxraji

elastikligining ayirmasiga teng:

= Ex(u)-Ex(v), v*O0.

\v/
Isbot.
wm - X(asvy wox(wv-wv) Ex(u)-E r(v)'
usv \Y \ U v

5°. Yigfindining elastikligi uchun ushbu formula o‘rinli:

4 UuEx(u)+VvE (v)



6°. Ayirmaning elastikligi:
E. {c-y ).~ (- WM
z/—v

Endi elementar funksiyalarning elastikligini hisoblaymiz:

c 'X
2. r=*; £,(>)=— =1 EN*)=1m
3. y=x°; EX(Yy)=Xx
4. y =a'T; £T(y)= xlna - EJ'IeX)=X
5. Y = sin x; (sin x) = Xectg x .
6. y = cosx; £”7(co8x)=-x -tg x .
7. y =2 xV ; (>>)= 2("r(x3)+ £v(eT))=2-(3+x) =6+ 2x.

8. *=*— . En(y)=£T7(3)-£,(4r2)=gIn3-2.
X

sinx_ ~, .\ "
9 y= - = Ex(sinxj- Ex(tosx) =xctgx + X tgx =
cosx
cosx sinx cos X + sin'x 2Xx
=X =X
sinx cosx J sinxcosx sin2x *

Chizigli funksiya uchun elastiklikni alohida ocanamiz.

X 'a axXx —

v
Ravshanki, tLx\ax + b) - - ~r . Talab funksi}jasiuchun
axt+t+bax+b

a<0, taklif funksiyasi uchun esa a>0 bo‘ladi.

Uch hoi bo‘lishi mumkin (<0 bo‘lganda):



2a
=-1.
a - U b +b
2a) 2
r u\
3 6*0; x=— . Ex{y)= —0
al— -1+b

Shunday qilib, ko‘rilgan hollami birlashtirsak, quyidagi formulalarga
kelamiz (a<0) (5.1-chizma):

o, X =0,
-\ <E x(y)<\, O<x<--~~ (a< 0),

E.NY)=\ ~<*><Ex{y)<-\, -~b-< x<—b (a<0),
a

2a

Ex(y)=~\, x=
2a

Yuqoridagi mulohazalardan (r)=o0

ko‘rinadiki, a<0 bo‘lganda elastik-

lik chizigli funksiya grafigining

burchak koeffitsientigagina bog‘lig bji

bo‘lmasdan, uning giymati gaysi

nuqgtada hisoblanayotganiga ham

bog‘lig bo'ladi. -b!{2a)
5.1-chizma

5.3-8. Ko‘p argumentli funksiyalarning elastikligi va jarayonlar-
ning elastik boMish sfaarti

Ishlab chiqgarilgan (ishlab chiqariladigan) mahsulot migdori n ta

Y, x2,..., faktorlarga bog‘lig bo‘lsin. Masalan, gishlog xo‘jaligida

yetishtiriladigan mahsulot migdori ob-havoga, sug'oriladigan suv mig-
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doriga, ekinning urug'i sifatiga va boshgalarga boglig. Mahsulot miqg-

dori bilan faktorlar orasidagi bog‘lanishni y =/(x,,x2,...,X,,) deb

belgilaymiz. Bunda f(x1,x2,...,xn) funksiya har bir argumenti

bo‘yicha R” ={(xI1,x2,...,x,,):x1 >0, > >0} sohada
differensiallanuvchi deb garaladi.

Endi elastiklik ta’rifmi har bir argument bo‘yicha alohida-alohida
kiritish mumkin. Biror x{argument bo'yicha elastiklik quyidagi formula
yordamida hisoblanadi:

8f(x) X,
i- Lw
dx, f(x)’
bunda * =(*!,*2,..., ). Har bir x{ uchun dx bo‘lsa,

o‘sha argument bo'‘yicha jarayon elastik deyiladi.

fix) >1 bo‘lsa, jarayon elastik deyiladi.

Agar 2=i

Misollar ko'raylik.
1-misol. y =a0x* mx{ ay a0>0, o<a<l, x=(x,,x2)e
Har bir argument bo'yicha elastiklikni hisoblaymiz:

X, -ada x ™ -x2a

EX(y)= L — 1. _2-=a
a0x?-xI
E. *2-=1]-a
ap ¥f-yha
Ammo Epmex>0 = ft+1 - a =1, shuning uchun tegishli jarayon
elastik emas.
2-misol. v = aoxi 2&, aQ>0, O<ac<l,

0<5-a <1 x=(X],jc2) e

@



Yana elastikliklarni hisoblaymiz:

£ (y)=X'a’ax' ~"*2—=a

" ao x2 *x s
x2-a0(\-a) x?-x&al
E" {Y)= 8 x KT AN )Y MO * a+8-a=5-

Ko‘rinadiki, 6> 1 bo‘lganda (1 <5<1+a) jarayon elastik bo‘lar
ekan. Qayd qilib o‘tamizki 1-misoldagi funksiya Kobb-Duglas
funksiyasi, 2-misoldagi funksiya esa umumlashgan Kobb-Duglas
funksiyasi deb ataladi. Ular ikki faktorli igtisodiy jarayon uchun ishlab
chiqarilgan mahsulot migdorini angiatadi. Kobb-Duglas funksiyasi
1928-yilda matematik Kobb va iqtisodchi Duglas tomonidan kashf
gilingan.

3-misol. Yana bitta muhim funksiyani olaylik:

y = aOfax~p+ (1 - a)x2plp, a0>o0,

0<a<i1 p>-1, X >0,Xx2>0-°

Bu funksiya 1961-yilda E.Errou, X.Cheneri, B.Minal va R.Solou
tomonidan kashfqgilingan. Qisgacha uni Solou funksiyasi deb yuritishadi,
u ajoyib xossalarga ega. Xozir biz x, va x2lar bo'yicha elastiklikni
hisoblaymiz:

~~ =a0(-1/p)lax“p+(l-a)x2p] p 1*a-(-p)-x,p1l=
Ch

=ata[axp+@-  FpTHRL
[ =001 /paxIp+ (1=0)X2pkp " <(1-th)(-p)-x 2P =
X

=40(1-9)[axIp+(I~cr)x2p}p 1*Xjp 1;
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E <y) r-x‘ara’'l[ay-P+ ™ ~ a)xr Yy ot o -*[*

r aofaxrp+ fL- a)xPlp Py A7 apsP
£ /50~ Rao(i~ OABAP + (1~ 0)Y23'P4,YIM = 0 ~g)~ig
f2 aofaxp+(t-a)k ¥ B*{Q7 0 " nyx3p *

Shu formulalardan EX (y) + EX (y) =1 kelib chigadi.
4-misol. Endi umumlashgan Solou funksiyasini olamiz:

j =ao{§‘p+(l-a)x2pd'p, A0>0, 0<a<l p>—, 5>0-

Shu funksiya elastikligini hisoblash uchun lami topamiz:
&
dX{_a ‘~jlarlP+(1_a)mP]"” "'« (-P)-V "' =

=00a-S-Jow, p+(1 -a)x2pp Xi'pl;

ny -l
=anl— -lax'p+{\-a)x~2"\ p (1-9)(~p)-*T~1=

dx2 v P

=a0(\-a)-b\ax”p+(\-a)x2p] p*'x7 _15

Endi X, va x2lar bo'yicha elastiklikni hisoblaymiz:

ooz <lesebulaxtpt (- a)*pp *ext91 a8 X}
aO[ax}E)+(|t_a)XX2E)\*p ax® +(\-a)Xxip
£ q.)_*2q0(t~/A) 5+fa* p+ (- a)x2php ' *Xlp1=
aofavip+ (1 - a)x2p}p
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(1-)q *§ «x2

ax\p+@-a)*2P

Endi EXt2(y) ni hisoblaymiz:

P
ae6*x,pil

X Cax{9+(1 -a)x P ax.m+ (l-a)x P

Shunday qilib, umumlashgan Solou funksiyasi uchun EX rj (y) =5
bo‘ladi. Undan 1<6<a+1, O<a<lga Ko‘ra 1<S<1+« tengsizlik

bajarilganda jarayon elastik bo‘lishi kelib chiqadi.

5-bobga oid masalalar

1 Quyidagi talab va taklif funksiyalarining elastikligi, elastiklik
koeffitsienti va elastiklik intervali topilsin.

y—N ‘x+5.
2.y = —Ex +N
3

3y=-(N +\)mx +N.

4y=-N -x2+N + 1

5y-~41x +N . 10.y=" .y

Bunda N =1,2,3,....

1. Quyidagi talab va taklif funksiyalarining berilgan nugtadagi
elastikligi formula bo'yicha va geometrik usul bilan hisoblansin.

\.W=-N-x +5,

2.y=-N"'X2+1,
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/2,25. P
3y=-N-wx+2,

T™nvVZ2 Y 2
4.y =-yjN'X-2 , C(3/N; 1).
5.y=N x2+4, ;13

3V
6.y=N~"~2x-N , 4 N

I11. Elastiklikning geometrik ma’nosiga oid 2), 4), 5), 6) hollar
isbotlansin.
IV. Quyidagi ikki faktorli (argumentli) funksiyalarning xar bir

argumenti bo‘yichaelastikligihisoblansin. Tegishlijarayon x =(x1,x2)
bo‘yicha elastikmi yoki elastik emasmi?

|
\.y=3 - S y=3 ¥
2y=dger xI". 6. y=4 x4
3.y=5 7. x 5{%1/5
"1 2 TW A 2 9 T2
4.Y=2 “eX oy o n 8. Y—2 -x,°+2x
3 _2+3 %2 . 3 3 J

5-bobga oid nazorat savollari
1 Elastiklik ta \rifini keltiring.
2. Nima uchun elastiklik ta¥ifini f\ x) > 0 yoki f'{x) < O tengsizliklar

yordamida berib bo1maydi?

3. Elastiklik intervali ganday topiladi?

4. Elastiklik intervali igtisodiyotda nima uchun kerak?

5. Chizigli va chizigsiz talabfunksiyalariga misol keltiring va elastikligini
hisoblang.

6. Chizigli va chizigsiz takliffunksiyalariga misol keltiring va elastikligini
hisoblang.

7. Berilgan nugtada elastiklik giymatini geometrik usul bilan hisoblang.
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6-BOB.CHIZIQLI DASTURLASH - CHIZIQLI
MODELLARNI O ‘RGANISHDA MUHIM
MATEMATIK USUL

6.1-8. Chizigli dasturlash (ChD).
Asosiy masalalar va tushunchalar

Chizigli dasturlash matematikada XX asming birinchi yarmida kashf
etilgan muhim yangi yo‘nalish bo'lib, u igtisodiy masalalarni yechishga
matematik usullaming jiddiy qoilanilishi natijasidir. ChD yordamida
nostandart masalalarga olib keladigan igtisodiy masalalar muvaffagi-
yat bilan yechiladi.

Chiziqli dasturlash matematik dasturlashning gismidan iborat.
Matematik dasturlash chizigli va chizigsiz tengliklar hamda tengsizliklar
bilan berilgan to‘plamlarda aniglangan funksiyalarning ekstremum-
larini (mahalliy minimum va mabhalliy maksimumlarini), ekstremal
giymatlarini (eng kichik va eng katta giymatlarini) topish nazariyasi
va usullarini o‘iganadi.

Matematik dasturlashning asosiy bo‘limlari quyidagilardan iborat:

1 Chiziqli dasturlash (ChD).

2. Chizigsiz dasturlash (ChzD).

3. Qavariq dasturlash (QD).

4. Sonli usullar (masalalarni yechishning taqgribiy usullari).

Ko‘pgina igtisodiy masalalar chizigli dasturlash masalalarini
yechishga olib keladi. Biz ChD masalalari bilan gisgacha tanishamiz.
Shu bilan birga Dansig tomonidan tavsiya etilgan simpleks-usul va
ba’'zi boshga usullar bilan shug'ullanamiz.

Chizigli dasturlash chizigli munosabatlar (chizigli tenglik va chizigli
tengsizliklar) bilan berilgan toplamda aniglangan chizigli funksiyaning
(magsadfunksiyasining) ekstremal (eng kichik va eng katta) giymatlarini
topish nazariyasi va usullarini o *rganadi, bunda erkli o ‘zgaruvchilarfagat
nomanfiy giymatlar gabul giladi.

XX asming 30-yillaridayoqg rus matematigi L.V.Kantorovich tabiiy
resurslardan optimal foydalanish kabi iqtisodiy masala bilan jiddiy
shug‘ullana boshladi va ChD masalalarining qo‘llanishini anigladi. 1975-
yilda unga va AQSH olimi Kupmansga “Tabiiy resurslardan optimal
foydalanish”ga oid gator ilmiy ishlari uchun xalgaro Nobel mukofoti
berilgan. XX asrning 40-yillarida AQSH olimi Dj. Dansig ChDning
kanonik masalasi deb yuritiladigan masalasini yechishning ajoyib usuli
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—simpieks-usulini yaratdi. Shu usul va uning turli masalalarni yechishga
moslashtirilgan ko‘rinishlari butun dunyoga keng tarqgaldi.
ChDning ikki masalasi bor.
1 ChDning kanonik ko'rinishdagi masalasi (kanonik masala).
2. ChDning normal ko'rinishdagi masalasi (normal masala).
Kanonik masala quyidagicha go'yiladi:

) max (min),
auxx+axXx2+... + ainx,=b»o

anxi + a2 X2+ -+ anx,, = b2,

X)
a*l*l + ak2 X2 + -+ akn Xn —bk’
jg>o0, x2>0,... ,Xxn>0, K<n.
Shu masala vektor-matritsali ko‘rinishda quyidagicha yoziladi:
¢'X -> max (min),
AX = h, (V

x>0.

Normal masalani ham vektor-matritsali ko'rinishda yozamiz:
c’X -> max (min),
Ax<b,

x>0.

Yugorida quyidagi belgilashlardan foydalanildi:

ft. \
Q\\ =\2 ein
*21 *2
c- X = A= 122
\ hkJ \uki *k2

Har bir (K) va (N) masala k<n boigandagina ma’'noga ega.
6/ -tarif Agar (A) masahda vektor Ax° ~b, x°>0 munosabatlar-
ni ganoatlantirsa, x° vektor ioiz reia deyiladi.
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6.2-ta’rif. Ushbu Pk={x:Ax =b,x> 0} toplam ioiz reialar to plami
deyiladi.

6.3-ta’rif. Agar biror x° e Pk reja uchun c¢'x° >c¢'x > V¥ e Pk(max)
yoki ¢'x0<c'x’ Vxe Pk(min) tengsizliklar o rinli bo‘lsa, optimal
reia deyiladi.

Aytib o‘tamizki, har bir normal masala yordamchi o‘zgaruvchilar

kiritish yordamida kanonik masalaga keltirilishi mumkin. Bunda faqat
o‘lchamlar ortadi xolos. Masalan, ushbu

f(X X X2) = 2xx+ x2 max (min),
2xx+3 j2 < 12,
xl+x2<2,

£2,

XX>0, x2>0

ko‘rinishda normal masala (N) berilgan bo‘lsin. Unda n~2, k—3. Uni
(K) masalaga keltirish uchun birinchi tengsizlikning chap tomoniga
nomanfiy x >0 ni, ikkinchisining chap tomoniga nomanfiy *ma0.Va
nihoyat, uchinchisining chap tomoniga nomanfiy x50 ni go‘shish lozim.

Natijada quyidagi (A) masala hosil bo'ladi (f=f(x]?x2,x3,x4,x5)):

f = 2xX+ X2+ 0 *x3+ 0 *x4 + 0 -x5-> max (min),
2XX+3X2+  Xy+ 0eX4+ 0ex5= 12,
XX+ X2+ 0*Xr+ X4+ 0*x5= 2,
Xt- X2+0eX + 04+ *5= 2,

XX>0, *2>0, X3>0, XA>0, *5>0.

Sodda hollarda, jumladan, normal masalada n=2 bo‘lganda (ba’zida
n=3 bo‘lganda ham) uni geometrik usul bilan ham yechish mumkin.
Kanonik masalada ishlab chigaruvchilar va iste'mol qiluvchilar soni
uncha katta bo‘Imaganda (masalan, ular ikkitadan iborat bo‘lganda)
elementar usullar g o'llanilishi mumkin.

Eslatib o'tamizki, kanonik masalalaming qo'yilishi transport ma-
salalarini yechish mobaynida kelib chiggan.
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Shunga o‘xshash normal masala (/V) uchun ham joiz reja to‘plami

PN tushunchalarini kiritamiz.
6A-ta’rif. Agar (K) masalada x° vektor JIx° <b, x°>0 tengsizlikni
ganoatlantirsa, x° vektor (A) uchun ioiz reia deyiladi.

6.5-ta’rif. Ushbu PN ={Xx:Ax<b, x>0} toplam (N) uchun ioiz
reialar to\plami deyiladi.

6.6-ta’rif. Agar biror x° e PN reja uchun cf&° >c¢ , Vxg Pn yoki

c'x0 < c'x >Vx e PN tengsizliklar o "rinli bo ‘Isa, x° —optimal reja deyiladi.
6.1-teorema. PK va PN toplamlar gavarig.

Isbot. Faraz etaylik xlePK, x2&PK. Agar O</I*l bo‘lsa,

X(X) = Xex1+ (1- X) ex2 nugqtalar xl x2 kesmada joylashgan boiadi.

Shu x(A.) uchun A-x(X) =b vektor-matritsali tenglik o‘rinli bo‘lsa,

bundan PKto‘plamning gavarigligi chigadi. Haqgigatan, sodda hisob-
lashlar olib boramiz:

AX(X) - ASX-X]+([-X)-x2) = A-(X'XI) + A-((1-X)-x2) =
= X-A'Xi+(L-X)- A-x2=X‘b+(i-X)'b =b.

Demak, PKtoglam qavariq. PNto‘plamning gavarigligi ham xuddi
shunday isbotlanadi.

Xulosa. PKwa Pvto‘plamlar uchun quyidagicha uch hoi yuz berishi
mumkin:

i. pKk=0, pN=0.

2. PkYa iy o ‘plamlar fagat bitta elementdan tashkil topgan boiishi
mumkin.

3. PKva PN to‘plamlar cheksiz ko‘p elementlardan tashkil topgan
boiishi mumkin.

Igtisodiy jarayonlami o‘rganishda qoilaniladigan masalalar fagat
uchinchi holda ma’noga ega boiadi.

6.2-8. Sodda hollarda ChD masalalarini elementar usullar
yordamida yechish

1 Codda holda kanonik masalani yechish
Kanonik masalalar asosan transport masalalarini ifodalaydi. Ular-
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da yo yo'l xarajatlarini eng kam qilish, yo foydani eng ko‘p qilish
masalasi ko'riladi. Bir nechta iqtisodiy masala ko‘ramiz.

1-masala. lova Iloomborlardan mos ravishda 79 va 85 tonna un 13
va |13 non zavodlariga tashilishi kerak. 10 dan 13 ga 1 tonna unni
tashish 5 so'm, lodan Il3ga 4 so'm, Ilo dan I3ga —4,5 so'm,
Ildan 1l13ga - 4,8 so'm xarajatni talab etadi. Agar 13zavod 70 tonna,
113 zavod 94 tonna undan mahsulotlar ishlab chigarsa, 13zavod lova
I1o omborlaridan ganchadan, 113zavod ham |0 va Iloomborlardan
ganchadan un tashib olganda yo‘l xarajatlari eng kam boiadi?

Yechish. Masalaning qo‘yilishi shartlari sxematik ko'rinishda
quyidagicha yozilishi mumkin:

lo(79) -T7Tr: — b (70)
45
llo(85)~1~ — LI (94)

Qayd qilib o‘tamizki, 1-masala turidagi barcha masalalar bir hil
usul bilan yechiladi. Endi yuqorida keltirilgan masalani yechamiz.
Uning uchun belgilashlar Kiritamiz:

X, — 10 dan I3tashilgan un miqgdori,
x2— |0 dan Il3tashilgan un miqdori,
x3— 110 dan I3 tashilgan un miqdori,

x4 - 110 dan 113 tashilgan un miqdori.
Belgilashlarga ko‘ra quyidagi tengliklar kelib chigadi:

X, +X2=79, X3+x4=85, X, +X3=70, X2+ x4 =94,
Xl >0, X2>0, X3>0, X4>0.
Sarf-xarajatlar quyidagicha ifodalanadi:

/(X,,X2,x3,x4) = 5%, +4x2+ 4,5x3+4 Bx4.
Shunday qilib, biz kanonik masalani hosil qildik:

ff(x 1L,x2,xy,x4) =5%j +4x2+4,5x3+4,8x4 -> min,
[ X]+%x2=79, x3+x4=85, Xj +x3=70, x2+x4=94, x, >0, /= 14.
Bunda 4 ta noma’lum va 4 ta tenglama ishtirok etayapti. Ammo

tenglamalardan ixtiyoriy bittasi golgan uchtasi natijasidan iborat.
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Shuning uchun, masalan, oxirgi x2+ x4 =94 tenglamani o‘chirib yub-
oramiz. Qolgan uchta tenglamada 4 ta noma’lum. Ulardan ixtiyoriy 3
tasini golgan to‘rtinchisi orgali ifodalab, magsad funksiyasi ifodasiga

go‘yamiz. Aniqrog‘i x2,x3,x4 larni X, orqali ifodalaylik:

O0<x2=79-x,, 0<x, <79,1
2 1 1 4=>0<r*,<70
X3=70-" >0, 0<xl<70 J

g4 =85- x3=85- (70- Xj) =15+ X >0.
fnfx,) = 5%, + 4(79 - x,) + 4,5(70 - x,) + 4,815 + Xj) = 1,3, + 703.
Shunday qilib soddagina

/.(*i) = + 703->min, 0< X, < 70.
ko‘rinishdagi masalaga keldik. Ravshanki,

minf*(x{) =/,(0) =703, x{=0, x2=79, x3=70, x4=15.

2. Sodda holda normal masalani yechish

Bu masalani ham elementar usul bilan yechish mumkin. Bunda
osongina yechiladigan masalani ikki o *zgaruvchili (N) masala deyiladi.
Uni yechish usulini geometrik usul deb aytiladi. Uning mohiyati
quyidagidan iborat: magsad funksiyasiga mos sath to‘g‘ri chizig‘ini
(ya’'ni cf-x=d, d=const) shu to‘g‘ri chizig normali yo'nalishi
bo‘yicha parallel siljitib boriladi. Natijada bu to‘g‘ri chiziglar tengslz-
liklar bilan berilgan sohani (qavariq ko‘'pburchakni) kesib boraveradi-
lar. Sath to‘g‘ri chizig‘i bilan sohaning oxirgi umumiy nugtasida (yoki
gavarigq ko‘'pburchak tomonida) magsad funksiyasi 0‘zining eng katta
giymatiga erishadi. Soha bilan birinchi umumiy nugtada (yoki
ko‘pburchak tomonida) magsad funksiyasi o‘zining eng kichik qiy-
matiga erishadi.

Misollar ko'ramiz.

I-misol. f(x %) =x+y—>max, x+2yii\, x"0, y>0.

Yechish: 1) Awal sohani chizib olamiz. 2) Sath to‘g‘ri chiziglari
x+y—d ichidan d=0da x+y= 0 chizigni yasaymiz. 3)Shu to‘g‘ri chiziq
normali n=(1, 1) ekanini e’tiborga olib, uni chizamiz. Bizga uning
yo'nalishi muhim. 4) Endi x+y= 0 ga parallel sath to‘g‘ri chiziglarini
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n normal yo‘nalishi bo'yicha yasayveramiz, ya’'ni x+y= 0 ni n
yo'nalishi bo'yicha parallel siljitamiz. Ravshanki, oxirgi umumiy nug-
ta (1;0) dan iborat.

Demalk, max/ (*,>>) = Tax(a-+y)=1+0=1,

min/(x,y) =min(x+y)=0+0=0.

2-misol. -x +y~* max, \<x< 3, 2<y~5, x>0, y>0.
Yechish: 1) sohani chizamiz;
2) -x+y=0 sath to‘g‘ri chizigdni chizamiz;
3) uning normali n=(-1, 1); 4)- x+y =0 ni n=(-1,1) bo'yicha
parallel siljitamiz.
Oxiigi umumiy nugta (1;5). Demak,
maxf (*,/) =max(-x+y)=-1+5=4,
min/ (X,y) =min(-x+y)=-3+2=-1
bo'ladi.
Yugorida yechib berilgan ikki
o'zgaruvchili normal masala 4 bosgichda
yechilgan. Sohani chizib olish ular ichida
eng muhimi. Har bir chizigli tengsizlik te-
kislikda yarim tekislikni anglatadi. Chiz-
igli tengsizliklar sistemasi esa o‘sha yarim tekisliklaming kesishmasini
(umumiy qgismini) ifodalaydi. Natijada albatta gavariq ko‘'pburchak
hosil boiadi. U chegaralanmagan boiishi ham mumkin (6.1-, 6.2-
chizmalar).



3-misol. Endi ikki o‘zgaruvchili normal masalaga olib keladigan
igtisodiy masala ko‘ramiz.

A va B temir yoi stansiyalaridan I, Il va IIl omborlarga yuk ta-
shish lozim. A stansiyada barcha yukni 80 ta mashinaga, B stansiyada
esa — 100 ta mashinaga ortish mumkin. | ombor 50 ta, Il ombor 70
ta, 111 ombor 60 ta mashinani gabul gila oladi. Bitta mashina stansi-
yadan omborgacha masofani bosib o'tishi uchun sarf etadigan benzin
miqgdori (litrlarda) quyidagi jadvalda berilgan:

Stansiyalar Omborlar
I 1 i
A 2 4 5
B 4 5 3

Yuk tashishni shunday rejalashtirish kerakki, umumiy sarf etilgan
benzin miqdori eng kam boisin.

Yechish. A stansiyadan | omborga it ta mashina, Il omborga esa y
ta mashina yuborilgan boisin. Unda yuk tashish rejasi quyidagicha
boiadi: B dan | ga (50” *) ta, A dan 111 ga (80—x—y) ta, B dan llga
(70—y) ta, B dan 11l ga (x+u~20) ta mashina yuborilgan. Bu
maiumotlarni ham jadvalga joylnshtirainiz:

Stansiyalar Omborlar
| I 11
A y 80—x—y
B O O X+y—20
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Bu jadvalni sxemati”® ko‘'ri**s® a M02* ham foydadan xoli emas.

Endi qo'‘yilgan r~asalai*ng maternal modelini quramiz.
Masalaning shartiga ko‘ra quyidagi ten8sizHklami yozish mumkin:

O0<x<50, O ™ -70" 20Sx+y<80.
Sarf etilgan benzin migdo”ni hisoblayn*jz;
/(X,y) =2x+4y +S(go- X“ ¥Y)+4(50" X) +
+5(70-yK 3(x+y-20)=89(K4*_ 3>;.

Shunday qilib, masalaning matematik Modeli ushbu
f(x,y) =989"-4x-3y-> min,
0<xs 5Q 20Sx + >><80

ikki o‘zgaruvchili normal T 3~ actan iborat ekan. Masala geometrik
usul bilan yechiladi. [Ayyal tengsizliklar bnan berilgan sohani —
ko‘pburchakni chizami”™ (6 3_chizma). U (6.3_chizma) shtrixlangan 6

burchaklj gaVariq ko‘pburchakdan
iborat.

Magsad funksiyasi

/(*>Y) N 890-4x-3y ning mini-
mumini topish masalasi

) f*(x>y) N 4x+3_v-890 funksiya-

ning topish masala-
X  siga ekvivalent. Ushbu

~ 4x +3y~goo ifoda maksimumga

6.3-chizma erishishi tichun 4x + 3y ifoda mak-
&



simumga erishishi yetarli. Biz 4x + 3jy—»max masalani yccliamiz.
Unda, ravshanki, 417+3>=C, C =const sath to‘g'ri chiziglarini
ifodalaydi, normali n (4,3) birinchi chorakka yo‘nalgan. Koordinata
boshidan chigadigan sath to‘g‘ri chizig'ini chizamiz (6.3-chizma). Uni
Ji (4,3) normal yo‘nalishi bo‘yicha parallel siljitib bursak 4x + 3y - C
chiziq bilan sathning oxirgi umumiy nugtasi P bo‘ladi. Demak,
/'¢(X,y) = 4x + 3>'-890 funksiya P nugtada maksimumga, dastlabki

masala uchun f(x,y) =890- 4x - 3y funksiya shu nugtada minimumga

erishadi. Shu P nugta koordinatalarini hisoblaymiz. Uning uchun
Xx+y=S0, x=50 sistemani yechish yetarli: x=50, y=30. Shunday qilib,
A stansiyadan | omborga 50 ta, 11 omborga 30 ta mashina yuborilishi
kerak. Shuningdek, V stansiyadan | omborga mashina yuborilmaydi,
Il omborga esa, 40 ta mashina yuboriladi. Yana A stansiyadan 111
omborga mashina yuborilmaydi, B stansiyadan esa IIl omborga 60 ta
yuboriladi.

6.3-8. Bazis rcjaning optimallik sharti

Eslatamizki, kanonik masala vektor-matritsali ko‘rinishda quyi-
dagicha yozilar edi:

c'X —max,

Bunda A matritsa kxn, k<noichovli boiib, uning ustunlari n
ta, satrlari K ta:

(g, (ap> (a \
aA 20 - & al = «2
<ak\J ~ek2 ) yukn Y
Shu 1), vektorlar shart vektorlari deyiladi. Matrit-
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sani shartli ravishda A =(a{'\ a[n)) deb yozish mumkin.
Biror noe Pk reja optimal bo‘lishi uchun yetarli shartni keltirib
chigarish jarayonida kerak bo‘ladigan asosiy tushunchalami keltiramiz.

6.7-ta’rif. Agar biror x° ePk joiz rejaning n—k ta koordinatasi nol-
ga teng bofib, gqolgan k ta xh,xi2,...,xX koordinatalariga mos
aU\Ma( J 2 ) ailk} shartvektorlari chizigli erkli bo 4sa, tekshirilayot-
gan x° ePk reja bazis (asosiv) reia deyiladi.

6.8-ta’rif. Bazis rejaning ,xf2,..., xXk koordinatalari bazis
koordinatalari deyiladi va xb deb belgilanadi.

b.9-ta’rif Agar bazis rejaning barcha bazis koordinatalari musbat
boHsa, n buzilmazan bazis reia (HeBbIpOXXAeHHbIN NnaH) deyiladi.

Keyingi mulohazalarimizda fagat buzilmagan bazis rejalar bilan
ish ko‘ramiz. Bazis reja deyilganda buzilmagan bazis reja nazarda
tutiladi.

Bazis reja simpleks-usulning asosiy tushunchalaridan biridir. Uning
n—k ta koordinatasi nol, qolganlari (asosan) musbat bo'ladi. Bazis

rejaning K ta musbat koordinatalaridan tuzilgan vektomi gb, nolga
teng n—k ta koordinatalaridan tuzilgan vektorni (nol vektorni) xH
deb belgilanadi. Chizigli erkli shart vektorlaridan tuzilgan matritsani
AB deb olamiz, u Kk xK o‘lchovli kvadrat matritsa. Maqgsad funksiya-
si yozuvida ishtirok etgan c¢' =(c,,c2,..., cn) uchun jy, J->** Jk

merli koordinatalardan tuzilgan vektorni cB deb, qolgan n~k ta no-

merlaridan tuzilgan vektorni cH deb belgilanadi. Shu belgilashlar
yordamida quyidagilarga egamiz:

X = (XBXxH), A = (115 AH), c=(cb,cH).

Eslatib o‘tamizki, aUl), aL i | ) a{JK vektorlar chizigli erkli
bo‘lishi uchun ulardan tuzilgan determinat noldan fargli boMishi yetarli.
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Yugorida kiritilgan tushunchalami muayyan misollarda ko'rib
chiqaylik.
1-misol. Ushbu
/(or,, x2,x3) = -3 xx+ 2x2+ 5*3—max,
jg - X 2+3x3=7,
J]+x2-x3=- 1, (A)

Xr>0, X2>0, X3>0

kanonik masala va 2 ta reja
. 1] f 0>
< = O s 2
\ R J | 3 y
berilgan boisin. Bu rejalar sistemani ganoatlantiradi.
Demak, ularjoiz reja boiadi. Endi shart vektorlarini yozamiz:

"n - f 3\
a() = . a{2)={ , = 1
\ \ 1> y~*J

Awal x{l)ePk joiz rejani tekshiramiz. (A) masalaga ko‘ra «=3,
k=2. Shuning uchun n~k=1 Y<»ning ikkinchi koordinatasi nolga
teng, qolgan 2 ta: birinchi va uchinchi koordinatalari musbat. Demalk,

Xg=(l,2), xH ={0}. Endi bunga mos a va a<3>shart vektorlarining
chizigli erkliligini tekshiramiz. Hagigatan,

1 3
aiX\a™\ = =-4*0
1 -1
Shunday qilib, reja bazis reja ekan. Endi 65 ¢, As, AH lar
uchun ifodalami yozamiz:
@ 3N 7
cB=(-3,5), Ch={2}, N6= 1 1 -
( ) {2} i v,

Endi x(2) ePkjoiz rejani olamiz. U bazis reja. Hagiqatan, Y<?)ning
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bitta birinchi koordinatasi nolga teng, qolgan ikkita koordinatasi mus-
bat. Demak, v(2>bazis reja boiishi uchun n<>va shart vektor-
lari chizigli erkli boiishi kerak. Hagigatan,

1
a(@\ a0)\» =~2*0.

Shunday qilib, v<3>joiz reja bazis reja ekani isbotlandi.
2-misol. Ushbu

2jg +5x2 +jc3 -> max,

2xt +3x2+x, =5, 0 4/3
*, —
X, + 2X2+2X3 =6, 1 3 <= o0
X >0, x, >0, X, >0, , 2, L7/33
kanonik masala va 2 ta reja berilgan boisin. x(" 7<) rejalar

f 2x{+3x2+a3- 5,
\x}+2x2+203=6

sistemani ganoatlantiradi. Demak, ular joiz reja boiadi. Ular bazis
rejami yoki bazis reja emasligini tekshirish uchun awal shart vektor-
larini yozib chigamiz:

Dastlab rejani olaylik. Uning bazis koordinatalari ¥Yb=(1,2).
Ular *>joiz rejaning 2—va 3-koordinatalari. Shuning uchun a<>va

a<3> shart vektorlaridan tuzilgan determinantni hisoblaymiz:
3 1
aS;)La(s)_L: s 9 =4*0

Bundan *(*) joiz reja bazis reja ekani kelib chigadi.

Endi bazis reja optimal boiishi uchun zaruriy, yetarli shart bilan
shug'ullanamiz.
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Shu munosabat bilan quyidagi belgilashlardan foydalanamiz:
A —(v46 AH), X = (XB,XxH), c = (cb,cH).
Masala quyidagicha yozilishi mumkin:
c'X =c'e™o+ Gi*h = c'5b-> max.
Endi magsadfunksiyasining orttirmasi bilan shug‘ullanamiz.
Faraz etaylik, xeP k — biror bazis reja bo'lsin. Unga shunday

orttirma beramizki, x = (x + Av) e Pk bo‘lsin, bunda Ax — argument

orttirmasi deyiladi, x ~ reja bazis reja bo'lishi shart emas, faqat joiz
reja bo'lsa yetarli. Endi magsad funksiyasi orttirmasini topamiz:

cfmx =c'e(X + Ay) - c X =C' *AX. (6.1)
Ravshanki, agar ixtiyoriy xePk uchun c'-Ay<0, ya'ni

cfmx <c'm tengsizlik o‘rinli boMsa, olingan bazis reja x optimal bo‘ladi.
Ammo bazis rejaning optimalligini shu ko'rinishda tekshirish noqulay.
Shu sababli optimallikni tekshirish qulay bo‘lgan yetarli va zaruriy
shart keltiramiz.

6.2-teorema Bazis reja x optimal boMishi uchun ushbu

cb'Ab  AH-cf, >0- (6.2)
vektor tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. Biz (6.2) vektor tengsizlikning Kkeltirib chigarilishiga
to'xtalamiz. Bazis reja x optimal bo'lishi uchun shu tengsizlikning
bajarilishi zarur va yetarli ekanini isbotlaymiz.

Yetarliligi. Bazis reja x (6.2) tengsizlikni ganoatlantirsin. Unda

nobazis koordinatalar ta'rif bo'yicha nolga teng: xH=0. Endi Ax—b
dan AxH =XH-XH =xK >0 tengsizlik kelib chigadi. Bunda xH ixti-
yoriy x =(wb, xH) reja. Topilgan ifodalarni (6.2)ga qo'ysak,
c¢' X -c¢' x<0 kelib chigadi. Bu esa x joiz rejaning optimalligini
isbot etadi.

Zarurligi. Faraz etaylik, optimal bazis x reja uchun (6.2) tengsizlik
bajarilmasin. Hech bo‘lmaganda bitta nobazis jc nomer uchun
ziddiyatlikka kelinsa, (6.2) bajarilishi kelib chigadi.

Faraz etaylik, optimal bazis reja x uchun (6.2) vektor-tengsizlik
bajarilmasin, ya’'ni biror nobazis nomer 0 uchun
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tejigsizlik o‘rinli boisin. * = (x+ Ag), x e Pk vektorni quyidagicha
aniglaymiz:
Nxh=0>0, Ax,=0, j*jO, j~ nobazis nomerlar. (6.4)
Bazis koordinatalarini topamiz:
AXL = ~AB *AH<*AXH = -0 ®A1eaJ>. (6.5)
x vektor tenglamalar sistemasini (Ax=bni) ganoatlantiradi:
AjC= Ax+ AAx = Ax = b. Shu bilan birga quyidagiga egamiz: ixtiyoriy
970 uchun
xH= 1+ AxH= AxH> 0. (6.6)
Endi xB uchun topamiz:

&XB=XxBb+ AXb=x+-3 J1 "1>aK . (6.7)

Ravshanki, yetarli kichik 0> 0 topiladiki, x>0 boiadi. Bundan

topilgan 0 uchun * vektor c'-*->max, Ax=b masalaning joiz
rej™si boiadi. Agar (6.3) va (6.4)ni (6.2) ga qo'ysak
(6.8)

tengsizlik kelib chigadi. Bu esa, bazis reja n ning optimalligiga zid.
6.2-teorema to'liq isbotlandi.

Agar bazis rejalar berilgan boisa, (6.2) shartning bajarilishini vektor-
matritsali ko‘rinishda tekshirish mumkin.

Yugorida ko‘rilgan 1-misol uchun (6.2)ni tekshiraylik. Unda

-1 3™ /v -1
1 1 . m],0'3,=Ui

xH- {0}, A6-
1

(6.2) tengsizlikda Abl ishtirok etayapti. Sodda hisoblar yordamida

ni topamiz:



Topilgan migdomi (6.2)ga qo‘yamiz:

fl 3~T-P N ]_
4

- 7.2, -14) = “W-2-14)=-4 <0
J -b ,1; 4

-n-r, 5
4 )

Ko‘rinadiki, *(') joiz reja optimal emas.
Endi r(2) ni tekshiramiz. Unda
-1-371 f AN\

A6 - "6l = =270, A — *B= (2; 3), xH ={0}.
1 I vV iy

Topilgan giymatlami (6.2) ga qo‘yamiz:

1 r\3" I (1
. (0 _y@, 1) =-(7 +1)=9>0.

°)"3 b «(.J 1)
Demak, bazis reja optimal ekan. Ikkinchi tomondan,

/(jc(1)) =-3*1+2-0+5-2=7, f(x{2)=-3-0+2-2+5-3=19,
f(xm)>f(xM).

Shu 1-misolda x<n va xw bazis rejalardan boshga bazis rejalar
yo‘gligini isbot etish giyin emas. Uning uchun x= 0 da sistemani
yechib ko‘rish kifoya. Hagigatan, x= 0 bolganda,

Joow =

[ xx+x2=-1

sistema (3;—4) yechimga ega. Reja x'=(3;—4;0) bo'ladi.

Ammo x2<0, demak, x'joiz reja emas.

2-misol uchun xuddi shunday hisob-kitoblarni olib borish mumkin
edi. Bu ishni talabaning o‘ziga topshiramiz.

Eslatma. Ta’'kidlab o‘tamizki, chizigli dasturlashning kanonik ma-
salasi berilganda bironta ham bazis reja ma’lum bo‘lmaydi. Bunday
hollar o‘rganilgan va dastlabki bazis rejani topish usullari mavjud. Bunga
masalan sun’iy bazis usuli (ikki fazali usul) misol bo‘la oladi. Agar



jarayon modeli normal masala ko'rinishida tavsiflangan bo‘lsa, uni
quyidagicha o‘zgaruvchilar kiritib kanonik masalaga olib kelinadi va
dastlabki bazis reja osongina topiladi. Hagiqatan, (TV) sistemani koor-
dinatalarda yozamiz:

2 V2
mii*i+<c*12 X2+... +alnxn<bx,

« 21*¥1 4«22 *2 +-—-+«2n*q "2

(6.9)
aKxx+ ak2x2+... + alknx, <bk,

X, >0, X2>0,...,xB>0.

Shu sistemaning chap tomoniga mos ravishda xni<xIt+2,...,xnk
lami go’shib, tengliklar hosil gilsak, quyidagi kanonik masalaga kelamiz:

n+k
Xn*, + £ xj ->max
A j=n+1
«11*1 + «12 *2 + mem+ a\N*, + * +1 = bx,

«21%1 +¢22 *2 +--- +«2U X +*«+2 =2>

(6.10)
«/o1*1 + «*2 *2 + +«b *, +*+* =K
XX>0, X2>0,..., XIHK > 0.

Ushbu ' =(oA...40N1,,/7>2,....£A) (n+k)—o'lchovli vektor (6.10)
im '

dagi sistemani ganoatlantiradi. Demak, ujoiz reja. Shu bilan birga u
bazis reja ham, chunki aO,+1), ail,+2\ ..., a{,,#K shart vektorlari chizigli

erkli. Ulardan tuzilgan determinant 1ga teng, demak, j bazis reja.

6.4-8. Simpleks jadval va uning tuzilishi

Agar biror usul bilan dastlabki bazis reja topilgan boisa, oichovlar
katta bo‘lmaganda (6.2) tengsizlikning bajarilishini tekshirish mum-
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kin. Agar (6.2) bajarilsa, o‘sha bazis reja (K) masalaning yechimi boMadi.
Dastlabki bazis reja uchun (6.2) tengsizlik bajarilmasachi? Unda opti-
mal bazis rejani izlash usullari mavjud. Dj. Dansigning “simpleks-
usul” deb atalgan usuli ana shu usullardan eng muhimi hisoblanadi.
Bu usulning bayoni 1951-yilda bosilib chiggan T.K.Kupmansning (“Ac-
tivity Analysis of Production and Allocation", Wiley, 1951, Cocules
monograph 13) monograflyasida “ Maximization of a Linear Function
of Variables Subject to Linear Inequalites” nomi bilan bosilib chiggan.

Zaruriy va yetarli shartni ifodalaydigan (6.2) vektor tengsizlikning

0,0,..., 0
chap va o‘ng tomonlari satr vektorlardan iborat. 0 ‘ng tomoni 4- ~ — '

— nol satr vektor.

Dj. Dansig (6.2) ni tekshirish uchun qulay boMgan simpleks-jadvalni
tavsiya etgan. Awal jadvalning tuzilishini yozamiz, so‘ngra uni
tushuntiramiz (6.1-jadvalga garang).

Jadvalda a(l), a{k ~ bazis shart vektorlar. Bazis matrit-
sa J1b shu vektorlardan tuziladi va /1"1 mavjud. Jadvalning AB,cB, xb
tuigan ustunlari AB uchun bazis shart vektorlari bilan, cb, xb lar esa

bazis koordinatalari bilan toMdirilgan. Keyingi af{l), a{k

ustun elementlari esa, har bir Ne ning shu bazis shart vektorlari bo‘yicha
yoyilmasi koeffitsientlaridan iborat. Masalan,

a@ =l-a(,,+to-fl<2, + ... + 0-fl<),
aj>=0 a(] +1-a2 + ... + 0-a(k),

aikf =o0-a(1+0-a>+ +

Ko‘rinadiki, ning yoyilmasi koeffitsientlari (1,0,...,0), </2>niki

—(0,1,0,...,0) va h.k. niki - (o, o, ..., 0, 1).
Endi jadvalning k+\,...,n - wustunlarini to‘ldirishni tushuntiramiz.

Har bir nobazis a [k+l), a ikir2) ,a (n) vektoming bazis shart vektorlari
bo‘yicha yoyilmasi koeffitsientlarini topib, mos ustunga joylashtiramiz.

a
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Agar xIk*1, x 2k*1 ,XkkH lar bilan a{kH) vektoming bazis shart vek-
torlari orgali yoyilmasi koeffitsientlarini belgilasak, ular ushbu

xk+l=Ab'-a{M) (6.112)
formula yordamida hisoblanadi, unda

~kk+l
V* J

Qolgan nobazis shart vektorlarining bazis shart vektorlari orqali
yoyilmasi koeffitsientlari ham (6.11) ga o'xshash formula bilan topiladi.

Shunday qilib, jadvalning birinchi Ata satri ganday to‘ldirilishi bilan
tanishdik. Endi navbatdagi (AH-I)-satrini tushuntiramiz.

Jadvalda /16 joylashgan ustundan boshga yana (w+2)ta ustun bor.
(£ +1)—satr elementlari cE turgan ustun elementlarini qolgan (w+l)ta

ustun elementlariga ko'paytirib chigishdan (ya’'ni cbustun vektor bilan
golgan ustun vektorlar skalyar ko‘paytmasidan) iborat. Unda

a\ a(),..., alk vektorlar tagida (fc+I) satrda cx c2,...,ck turgan

boiadi. Qolgan au+2), aik+\ ... ,a{,) vektorlar tagida, o‘sha (k+ 1)-
satrda mos ravishda

N i
= X . . CX
A y

sonlar turgan boiadi.
Endi oxirgi (k+2)— satrni tushuntiramiz. Unda

~ <<
5

cb-A6 A - c'h- z- c satr vektor joylashgan boiadi. Unda bazis shart

vektorlari g(]), a2, ..., al tagida albatta noliar turgan boiadi. Qolgan
afkt), aflA\ ..., a(n nobazis shart vektorlari tagida turli sonlar turishi
mumkin. Agar ular nomanfiy boisa, (6.2) tengsizlik tekshirilayotgan
bazis reja uchun bajariladi va u optimal boiadi. Agar ular ichida bir
necha manfiylari boisa, bundan tekshirilayotgan bazis reja optimal
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emasligi kelib chigadi. Mulohazalarni davom ettirish uchun manfiylari
ichida moduli bo'yicha eng kichigini olib, shu son turgan ustunni
o‘rganamiz. Agar tegishli ustun elemeniari fagat manfiy sonlardan tashkil
topgan boMsa, kanonik masala umuman yechimga ega emasligi kelib
chigadi. Buning isbotini talabaga qoldiramiz. Agar o‘sha ustun
elementlari ichida musbatlari ham bo'‘lsa, unda Dj.Dansig yangi
simpleks-jadvalga o‘tishni tavsiya qgiladi. U yangi simpleks-jadvalga
o‘tishning o‘ziga xos ajoyib qoidasini beradi.

Endi simpleks-jadvalni to‘ldirishga oid misol ko‘ramiz. 6.3-§ da
ko‘rilgan misollardan birinchisini olamiz:

/ =-3X, +2x2 +5x3-» max r 1 f
XU=" 4 !

jc -X 2+ 3x3=7, 9 *(2>= 2
1 +“*3=_Db .2 \] ' 3
Keltirilgan Y<2> rejalar joiz va bazis reja ekani ko'rsatilgan

edi. Shu bilan birga

fr -
= . *(2,= = , «=3, k=2.
J n J yl>
1 3
Awal ni tekshiramiz. Shu bazis reja uchun =, 4 \a
1 f\ 3n
Al[=-- . ., - Endisimpleks-jadvaini to‘Idiramiz:
-3 2 5
a@
-3 1 1 m 0
A3 5 2 0 - 1/2 I
-3 —4 5
0 -6 0

Ko‘rinadiki, jadvalning oxirgi satrida bitta manfiy son —6 turibdi.

Demak, bazis reja masalaning yechimi emas. O ‘rab qo‘yilgan 7
son magsad funksiyasining giymatini angiatadi: 4 Y(,))~7.
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Endi T<2 bazis rejaga mos simpleks-jadvalni toidiranuz:

103 . &

X'=1B'0<"> bunda Ab _ 2'[l Ij> * “2~r1 1041

-3 2 5 _

o3} a a9 af)
an 5 2 2 1 0
a0 s 3 1 0 1
9 2 5
yy 12 0 0

Jadvalning oxirgi satrida nomanfiy sonlar turibdi. Demak,
bazis reja optimal bo‘ladi. Magsad funksiyasining giymati o‘rab
go'yilgan, [Op-<2>)=19.

Endi 6.3-8dagi misollardan 2-ni olamiz (89-betga garang)

2Xxt+5x2+x, -» max,
2Xl +3x2+xy=5, \4 413y
. | = =
Xj +2x2+2x3=6, x(I, | X <21 0
Xj >0, x2>0, Xx3>0, ,2, KI/I3)
Bunda n~3, &=2, n~k=1. Awal uchun jadvalni to‘ldiramiz.

Shu jpO) — bazis reja, buni bevosita tekshiriladi. Unda

W 2 -l
xi=(l,2), xk={o0}, ¢ :(5,1),A$—j2 ) 5 3
Vv

rz -I1w 24 374 ~
-2 3 4 -1/74

Simpleks-jadval quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:



& 5 a™ ﬂ(a aQ
fid 5 1 3/4 1 0
3> 1 2 -1/4 0 1
7/2 5 1
3/2 0 0

Jadvalning oxirgi satrida fagat nomanfiy sonlar turibdi. Demak,
x*1) Dbazis reja yechim boiadi f[xil))~7-

Shunga o‘xshash x (2> bazis rejani ham tekshirish mumkin. Shu

(2 O
reja uchun xb=(1/3,7/3), x* ={0}, c¢b=(2,1), A*=
2 -l if 2., f4/3”
-1 2 3-1 2 \»Aj J/h
Endi jadvalni yozamiz:
2 5 1
- xB ad K> fiQ3)
a2 1 1/3 1 4/3 0
avM 1 2/3 0 1/3 1
2 3 1
CD 0 2 0
Oxirgi satrda bitta manfiy son bor. Demalk, bazis reja yechim

emas.

6.5-8. Bir simpleks-jadvaldan ikkinchisiga o ‘tish

Biz simpleks-jadvalning tuzilishi va ganday toidirilishi bilan ta-
nishdik. Muayyan misollarda jadvalni toidirdik. Hisob-kitoblar sod-
daroq boisin deb, «=3, k=2 boigan hollarni ko'rdik. Aslida mulo-
hazalar ixtiyoriy nva K, n> K lar uchun ham to‘g#iligi maium. Agar
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jadvalning oxirgi satrida bitta yoki bir necha manfiy sonlar bor bo‘lsa,
unda tekshirilayotgan bazis reja optimal boMmaydi. Ammo bu masa-
laning optimal yechimi mavjud emasligini tasdiglamaydi. Bu holda
optimal yechim mavjud boMishi ham, mavjud boimasligi ham mumkin.
Demak, mulohazalami davom ettirish lozim boMadi. Djon Dansig
bunday hollarda yangi simpleks-jadvalga o'tish, shu bilan birga yangi
bazis reja topish qoidasini tavsiya etgan. Shu qoidani (uni togTi
to ftburchaklar qoidasi deb yuritiladi) gisgacha, ayrim tasdiglami is-
botsiz bayon etamiz va gator misollar ko‘ramiz. Bunda hisob-kitoblar
fagat birinchi simpleks-jadvaldagi ma’lumotlardan foydalanib olib
boriladi. Bu ham simpleks-usulning afzalliklaridan hisoblanadi.
Birinchi simpleks-jadvalning oxirgi satrida bitta yoki bir nechta
manfiy sonlar bor boMsin. Manfiy sonlar fagat bitta boMsa, o‘sha son
tuigan ustunni jOdeb belgilaymiz va uni hal giluvchi ustun deb ataymiz.
Agar oxirgi satrda bir necha manfiy sonlar turgan bo‘lsa, ularning
ichida moduli eng kichigini olamiz va shu son turgan ustunni yana ja
deb belgilaymiz, u ham hal qiluvchi ustun boMadi. Agar 0 ustun
elementlari manfiy bo‘lsa, masala yechimga ega boMmaydi. Shu ustun
elementlari ichida kamida bittasi musbat boMsin, ba’zilari nolga teng
bo'lishi ham mumkin. Simpleks-jadvalga 0 deb belgilagan ustun

go'shamiz. Shu ustun elementlari ushbu

0,=-"-, i=,2,..., Kk
X<
formula bilan topiladi, unda xI,x2 lar bazis koordinatalar, x1Jo,

M,2,...,1 - /,- ustun elementlari. Ravshanki, >0, /=\Jc- Agar
XiJo boMsa, $ik — mavjud emas. Bu holda 0 ustunning ikelementi
o‘rniga tire (— go'yamiz. Faraz bo‘yicha x, Alar ichida musbatlari

bor. Shuning uchun 0j lar ichida musbatlarini olib, eng kichigini 00
deb belgilaymiz. Shu son LOsatrda turgan boMsa, /-satr va O-ustunlarning

kesishgan nugtasida x,0/0 son turgan boMadi. xIQ6 ni hal giluvchi ele-

ment, LOsatmi hal giluvchi satr deyiladi. Uni <~ ,0/0>kabi o‘rab qo'yiladi.
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xlJo ga noo> xlgl ga pg('o) shart vektorlari to‘g‘n keladi. at>0>ning
tagiga ft, *,o7ga mos O(,0)ning yoniga => belgi qo‘yamiz. Demak,

bazis vektorlardan aOo) o‘miga a<oc> keladi.
Yangi simpleks-jadval ustunlari quyidagicha topiladi:

Bunda quyidagi “to‘g‘ri to‘rtburchaklar qoidasi” bo'yicha

hisoblanadi:

Yangi bazis reja koordinatalarini hisoblash uchun ham shu qoidadan
foydalanish mumkin. Shu qoida yordamida bir bazis rejadan
ikkinchisiga, bir simpleks-jadvaldan ikkinchisiga o‘tish simpleks-
iteratsiya deyiladi. Bazis rejalar soni chekli bo‘lgani uchun simpleks-
iteratsiyalar soni chegaralangan bo‘ladi. Bazis rejalar soni quyidagi
tengsizlikni ganoatlantiradi:

it

bunda ca

Mazkur tengsizlik bazis rejaning musbat koordinatalari soni s<k ga

mos shart vektorlari a(l), a(2),..., a(v) ning chizigli erkliligi va bu-
zilmagan joiz vektor aniq k ta musbat koordinatalarga ega ekanligidan
kelib chigadi.

Endi misollar ko‘ramiz. 6.3-8da ko‘rilgan misollarda oxirgi satrda
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bittadan manfiy son bor bo‘lgan hollarni ko‘rib chigamiz va shu mi-
sollarda yangi jadvalga o‘tish qoidalarini namoyish etamiz.

Awal 1-misoldagi bazis reja uchun tuzilgan simpleks-jadvalni
eslaylik.
-3 2 5
XB efil a@ a0 o
am .3 1 1 <w > 0 2
a0 s 2 0 - 1/2 1 -4
-3 -4 5
0 -6 0
f
Jadvaldagi - 6 turgan ustun hal giluvchi ustun boiadi, unga ft

belgini go‘yami£. Shu ustun elementlari 1/2 va -1/2. Bittasi musbat.
Demak, mulohazalami davom ettirish kerak. Ustunlar yoniga yana
bitta 9 bilan belgilangan ustunni qo‘yamiz. Uning elementlari xza

turgan ustun elementlarini mos ravishda a<?) ustun elementlariga

boiishdan hosil boiadi, ya'ni i =2, 2:» J: -4. Demak, 0 ustunda

musbat son (ya’'ni 2) bor. Shu son garshisiga => belgini go‘yamiz, u
birinchi satrdajoylashgan. Shu satr hal giluvchi satr boiadi. Hal giluvchi
satr va ustunlar kesishgan nuqtasida <U T> son turibdi, uni 172 kabi
o‘rab go‘yamiz. Shu son hal giluvchi element boiadi. Ana endi yangi
simpleks-jadvalga o‘tish mumkin. Ushbu ft, => belgilar ko'rsatadiki,

aw shart vektori jadvaldan chiqgib ketadi, uning o‘rniga a”™ shart
vektori kiradi. Eski /15 cb, xBlar o'miga yangi nB cB xB lar ke-

ladi: cb=(2, 3), Nb=(am,

-3 2 5
- 5 an) a<) a™

a2 2 2 2 1 0
i 5 3 0 1
9 2 5

(19) 12 0 0



Jadvalda yangi kirgan satr elementlari chiqgib ketgan satr element-
larini hal giluvchi elementga boMishdan hosil boMadi. Bizning holda

dastlabki jadvalning aw turgan satr elementlarini 1/2ga boiib chigamiz
va yangi jadvalga joylashtiramiz. Yangi jadvaldan qolgan satr element-

lari to'g'ri to‘rtburchaklar usuli bilan topiladi. Jumladan xBning ik-

kinchi koordinatasi, ya’'ni x3 eski jadvaldagi ushbu sonlardan hosil

aO) satr va aw ustunlar kesishgan nugtasida joylashgan son

to‘rtburchakdan topiladi: =  Shuni jadvalga yozamiz.

Natijada kerakli satrlar toMdiriladi. Endi = (2, 5) ustunni golgan

ustunlarga skalyar ko'paytirib keyin satrga joylashtiramiz. Shu satr
elementlaridan mos ravishda —3, 2, 5 larni ayirsak, oxirgi satrda 12,0,0

sonlar hosil boMadi. Ular nomanfiy. Demak, yangi x'b=(0,2,3) bazis

reja masalaning yechimi boMadi va / (x) = 19.
Endi 6.3-8dagi misollardan ikkinchisiga taallugli simpleks-jadvalni

eslaylik. Unda x(2)ga ko'ra tuzilgan simpleks-jadval quyidagicha edi:

2 5 1
A B B aD a@d aQ o
am 2 v3 1 <W > 0 /4
a0 1 1/3 0 1/3 1 1
2 3 1
0 -2 0
fl
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Sodda hisoblar ko‘rsatadiki, a{? — hal qiluvchi ustun, a" — hnl
giluvchi satr, 4/3 — hal qgiluvchi element boMadi. Jadvaldan ,,(I>
turgan satr chigib ketadi, o‘miga a(2 kiradi. Demak, Ab=(ai2i,

- (5, 1), boMadi. x5 —yangi bazis rejaning koordinatalari awalgi
misoldagi kabi topiladi. Quyida toMdirilgan jadvalni keltiramiz:

2 5 1

5 a* 2> fly

R 5 1 3/4 1 0
o, 1 2 -1/74 0 1
7/2 5 1

372 0 0

3 333 2’ ° 1"3'3 4"
Ko‘rinadiki, oxirgi satr elementlari nomanfiy: 3/2, 0, 0. Demak,

X' - (0,1,2) — bazis reja optimal va f(x) =7.

6.6-8. Dastlabki bazis rcjani topishning ba’zi usullari

1. Normal masalani kanonik masalaga keltirishdan foydalanish usuli
Agar masala normal ko‘rinishda berilgan boMsa, 6.3-8da uni yangi
o‘zgaruvchilar kiritish yordamida kanonik ko'rinishga keltirish va shu
bilan birga dastlabki bazis rejani topib olish mumkinligini gayd qilib
oMgan edik. Endi muayyan masalalar uchun dastlabki bazis rejani topib,
so' ngra simpleks-jadval yordamida yechimni topishni namoyish gilamiz.
1-misol. Jarayonning matematik modeli ushbu

/ - 2\ + x2-> max,
-Xj +x2<1,

X, + X2<2,

X, >0, x2>0.

munosabatlar bilan berilgan boMsin. Bu ikki o‘zgaruvchili normal
masala. Uni awal geometrik usul bilan yechamiz. Uning uchun teng-
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sizliklar bilan berilgan sohani chizib olamiz, so‘ngra koordinata boshidan
o‘tadigan sath to‘g‘ri chizig‘ini chizib, normalini aniglaymiz. Shu
normal bo'yicha sath to‘g‘ri chizigini parallel siljitib, u bilan oxirgi
umumiy nugtani topamiz. Shu nugta masalaning yechimi bo‘ladi (6.11-
chizma).

Sodda mulohaza-hisoblashlar ko‘rsatadiki, masalaning yechimi (2; 0).
Endi berilgan normal masaladan kanonik masalaga o'tamiz:

/, (%, ,x2 XA =jc, -2X2+0-X3+0 Kc4 -> max,
-X, +X2+X3+0-xX4 =1,
Xj +2x2+0-13+0m4 =2, (6.13)

XX>0, X2>0, X3>0, Xx4>0.

(6.13) masala uchun

/ -n fo1i\ , (1N n\
a@ = . a'z = . e,3>= , ady =
Ravshanki, *<*>'=(0, 0, 1, 2) reja (6.13)dagi sistemani ganoatlan-
tiradi, n=4, k=2, n~k=2. ning 2 ta koordinatasi nolga teng, a’g

10

va gH) shart vektorlari esa bazis vektorlar, chunki j s1(3),a (4)]- 01

Demak, n<0) bazis reja boiadi. Hisob-kitoblarni shu reja uchun

bajaramiz. Simpleks-jadval tuzamiz:
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C6B XB 0<2> i o
am 0 1 -1 1 1 0 -1
aky 0 2 < I > 1 0 1 2
0 0 0 0
-1 2 0 0
ft
104
01 AT A:la'"=aw, Aixa™M=g™
1 -2 0 0
A & A )
a@d 0 3 0 2 1 |
i3> 1 2 1 1 0 1
i 1 0 1
0 3 0 1

Ko‘rinadiki, oxirgi satrda nomanfiy sonlar turibdi. Shuning uchun
(6.13) masalaning yechimi (2;0;3;0)' vektordan iborat bo'ladi. Undan
dastlabki normal masalaning yechimi (2;0)' ekani kelib chigadi. Bu
natija geometrik usul bilan olingan natija bilan ustma-ust tushadi.

2-misol. Quyidagi normal masalani ko'raylik:

/ (x,,x2) = x| +2x2 — max,
- 2XX+ 2x2 < 3,
X, +X2< 3,
X, >0, X2>0.
Berilgan tengsizliklar bilan tavsiflanadigan sohani chizamiz (6.12-

chizma). Ravshanki, n= 2.
Sodda mulohaza va hisob-kitoblar ko‘rsatadiki, magsad funksiyasi

Nn@374,9/4) nuqtada maksimumga erishadi va /nmx=/(3/4,

9/4) = 21/4 bo'ladi.
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12-chizma

Endi shu normal masalaga ™os kanonik masalani yozamiz:

f(X lyx2>xyix4) = xx+2X2+°-*3 + 0-*4 -> max>'
- 2xl +2x2+ Xj+0-14"3,

XX+ X2+ 03 + *4N 3, (6.14)
xI >0, x2>0, j3>0, Xa—
Shu (6.14) masala uchun £A=4, A=2, n—k=2,
on _fOA
a(@) = a'® *(@>= s'=(1,2,0,0).
1 1 0 vi/

Ushbu x<°>'=(0,0,3,3) rejani ko‘ramiz. U joiz reja, hatto bazis
reja ham, chunki o3 afg start vektorlari chizigli erkli va 2 ta

/
10
koordinatasi nolga teng. D”ma’™ S Shuning uchun
v :
-2 . : .
= AU 2- . Simpleks-jadval tuzish
n
uchun kerakli maiumotlar tayyor/an™i'
Jadvalni yozamiz:
1 -2 0 0
a B xB Qv a2 ch) a o
a3 0 3 -2 2 1 0 -7/2
b 0 3 < 1> 1 0 1 3
0 0 0 0
-1 -2 0 0



0" o
01, °5 A fiM, Ai‘a12
1 -2 0 0
Ne Cb a® <t3 afy 0
a3 o 9 0 @ 1 2 o/
a'l) 1 3 1 1 0 1 3
O) 1 1 0 1
0 -1 0 |
ft
1 -2 0 0
Mb b xb ad afy
<pP' 2 94 0 1 va 172
1 34 1 0 /4 172
1 2 va 3P
0 0 V4 372

Oxirgi jadvalning oxirgi satri nomanfiy sonlardan tashkil topgan.
Demak, m<>=(3/4,9/4,0,0) bazis reja (6.14) kanonik. masalaning

yechimi. Unday boMsa, (*,, xO =(3/4, 9/4) reja dastlabki normal

masalaning yechimi boMadi. Bu natija geometrik usul yordamida
topilgan natija bilan ustma-ust tushadi.

2. Sun’iy bazis usuli

Agar bizga berilgan masala kanonik ko‘rinishda boMsa, dastlabki
rejani topishning usullari mavjud. Ular ichida sun’iy bazis usuli muhim
ahamiyat kasb etadi. U tushunish uchun juda oson.

Asosiy g‘oyasi dastlabki masalani yechish jarayonini 2 fazada amalga
oshirishdan iborat. Birinchi fazada yordamchi masala qo‘yiladi. Uni yechish
uchun simpleks-usul goMlanadi va dastlabki bazis reja topiladi. So‘ngra
ikkinchi fazada berilgan kanonik masalani yechish shu topilgan bazis
rejadan foydalanib amalga oshiriladi. Shu usulni gisgacha bayon etaylik.
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1-fazada ushbu

n+k
- —max s (6.15)

0jjX| + A2 22 + ...+ AN Xn + X/l —
N21¥1 + 722 *2 + *m+ a2 xn+ *wWA2 = bj»

_ (6.16)
AL+ ak2 X2 + '+ 4tw WA + iv/t bi>

X.>0,7=1/i+A

masalani ko‘ramiz. Unda xntl, x,+2,..., xrHk o‘zgaruvchilar yordamchi
(sun’iy) o‘zgaruvchilardir. Quyidagi tasdiq o‘rinli.
6.3-teorema. Dastlabki c*ex -» max, Ax=b, x>0 masala joiz re-

jalari to‘plami Pk bo‘sh bodmasligi uchun (6.15), (6.16) masalaning
yechimida ushbu

(6.17)

tenglik o‘rinli boiishi zarur va yetarli.
Zarurligi. Agar x° joiz reja (A) masalaning yechimi boisa,

(6.16) masalaning yechimi boiadi. Shu vektor (6.17) tenglikni ganoat-

lantiradi. (6.15), (6.16) ning ixtiyoriy yechimida ~ ~0 boiadi.

Yetarliligi. Ravshanki, agar Y vektor (6.15), (6.16) masalaning yechi-

mi, u holda (*°+=o,...,, *°4aA = 0) vektor ham o‘z navbatida (A)

masalaning yechimi boiadi. Teorema isbot bo4di.

(6.15), (6.16) masalani simpleks-usul bilan yechish jarayoni bi-
rinchi faza deyiladi, masalaning o‘zi esa birinchi faza masalasi deb
yuritiladi.

Birinchi faza masalasini yechishda 3 hoi yuz berishi mumkin:

1°. Yechimda sun’iy o‘zgaruvchilar orasida noldan farqlilari bor.
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2°. Barcha sun’iy o‘zgaruvchilar nolga teng va mos bazis vcktorlar
ichida sun’iy o‘zgaruvchilarga mos shart vektorlari yo‘q.

3°. Barcha sun’iy o‘zgaruvchilar nolga teng, ammo mos bazis vck-
torlar ichida sun’iy o‘zgaruvchilarga mos shart vektorlari bor.

I°-holda 6.2-teoremaga ko'ra dastlabki masalaning yechimi mavjud
emas. 2°-holda dastlabki masalaning yechimi mavjud. 3°-holda esa
sun’iy bazis usuldan foydalanib bo‘Imaydi, ammo bu dastlabki masala
yechimga ega emasligini anglatmaydi. Shu holda quyidagicha ish
ko‘ramiz. Bazis vektorlar ichida sun’iy o‘zgaruvchilarga mos keluvchi
vektorlar bor. Ulardan qutilish magsadida hal giluvchi satr sifatida
Xk 0‘zgaruvchiga mos satrni, hal giluvchi ustun sifatida bazisga Kir-

magan xH#k, /*0 koordinataga mos keluvchi a{i\ j<n vektorni

olamiz. Simpleks-usul toMig go‘llanilgandan keyin jadvalning oxirgi
satri o‘zgarmaydi, shuningdek b ustun ham o'zgarishsiz qoladi. Faqgat

endi xnk o'rniga =0, j<n o‘zgaruvchi paydo boMadi. Bu jarayon
bazis vektorlar orasidan barcha sun’'iy o‘zgaruvchilarga mos vektor-

larni yo‘qotish bilan yoki golgan barcha x,tk,k =kx k2,..., ks

o‘zgaruvchilar uchun xmky =0, j =Wn, k- kt,k2,..., ks natijani

olish bilan yakunlanadi. Birinchi holda masalani yechish uchun ik-
kinchi fazaga o‘tamiz. lIkkinchi holda esa masalaga mos chizigli teng-
lamalar sistemasining tenglamalari orasida bog‘lanish borligi ma’lum
boMadi. Bunda s ta chizigli bogMiqg satrlami o'chirib, ikkinchi fazani
golgan fc—s ta bazis vektorlar uchun davom ettiramiz.

3. M-metod hagida

Sun’iy bazis usuli, ko‘rdikki, 2 fazali usul. Nihoyasida dastlabki
kanonik masalani simpleks-usul bilan yechish uchun boshlang‘ich bazis
reja topiladi. Umuman, bu ikki fazani birlashtirish iloji yo'gmi? —
degan savolga AQSH ofimi Chames 1966-yilda javob bergan. U kashf
etgan usul M-usul deb ataladi. Mazkur usul g‘oyasi dastlabki kanonik
masala o'miga quyidagi masalani garashdan iborat:



auXt +al2 X2 + ...+£21n x/7T +x,, +# =Db]t

a2\*, +a2 x2+ .. t+taxnv +x,2 =1,

M+K ,
x > — O- L: J—yl*'l"-' L3

son.™aco? ~ T vyetar,i darajada katta qilib olsa bo‘ladigan musbat
4atnashadialll Simple~s~usud biian yechganda M son parametr sifatida

Biz mazkur® ? 0 masaianingyechimi bevosif® bogliq bolmaydi.
Omvi of mustaqil o ‘rganish uchun talabaga qoldiramiz.
a azali usulga doir 2 ta masala k*ramiz:

J* +--v. +5r, >maX j yoki _ 3.r(+ 2, +5/90->mmax

* ~ +3vi=7, [ -jr, +3nr3 =1,
M+*2-%=-1 j _r-H+* =1
X, >0,1=1j J X, 20, /=13

M)
4 v ru ~{ U U j

mumkin”If milJohaza,arni nazarda tutib, doirfl ~>0 tengsizlik” erishish
yetarli. FnrTT f<0 J°ylashgari satrini (tenglamani) -1 ga ko'paytirish

chamiz- 1 A masalasini tuzamiz va simpleks-usul bilan ye-
f x4 x$ -> Wax,
Xi"‘X2+3X3+X4+0.X/5\711i /’\ / /

- xl-x2+x3+ 0 -xoiwxe=ili[ «(,)=1 3I» *f2,=1 _j
N0, /=0)5
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c'=(0, O O —1, —1). Tekshirish giyinmaski, x'=(0, O O 7, 1)
reja joiz reja, hatto bazis reja ham. Shu reja yordamchi masala uchun
boshlang‘ich reja boiadi. Simpleks-usulni goMlaymiz.

| 0 0 -1 -1
Cb afp a™ Aa@ aw a@G 0
afy -1 7 1 -1 3 1 0 713

ai -1 1 o 1 <Z> 0 | 1
0 2 -4 1

m
l 1o o0 1-i 1-i 1
AB AR | %6 odl | .2 «@ a@ \cls'l 0
-1 14 4 <d> O 1 -3 4 $
¢ch 011 111 1 0 11 1
. 0 -1 3
© o 0 o T4
ft
1 0 0 1 -1
Av o af) a a@® ¥ a@E
ctg 0 2 2 1 0 12 -3/5
i3 0 3 1 0 1 12 -12
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1

Oxiigi jadvaldan yordamchi masala yechimi %*=(0,2>3,0) ga ko‘ra
dastlabki masala uchun boshlang‘ich ba’zis reja ~(°)’=(0,2,3) ekani
kelib chigadi.



Endi 2-fazaga o‘tamiz.
Dastlabki masalani boshlang‘ich x(0,'=(0,2,3) bazis vektor-reja

uchun yechamiz: ravshanki, ¢'=(—3,2,5), c*—~2,5), ¢H={-3},

M 3 a -3
1 ,1_1,>ﬂ|;3'ﬂ("=
Simpleks-jadvalni tuzamiz.
-3 2 5
Cb Xb atn d2 *Q
R 2 2 1 0
5 1 0 1
9 2 5
12 0 0
Bundan =(0,2,3) reja dastlabki masala yechimi ekani kelib

chigadi.

2. f ~2xK+5jc2 +jc3-> max
2X, +3x2+ *3 =5,
Xj +2x2+ 2*3 =6, (A)
X, >0, x2>0, >0.
Bu masalada n=3, k-2, n—k=1,
. ‘3 .
a() = <@ - S55'11,6="51
.2, V2 j V6 Y
[, =-jo4- x5->max
2X, +3x2+X3+x4+0-x5=5,
O, +2x2+2xy+0ex4+x5- 6.
>0, /=I5

1-faza.
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Tekshirish giyinmaski ¢'=(0, 0, 0, —1, —1) va x1=(0,0,0, 5, 6) -
bazis rejadir. Endi 1-fazaga tegishli simpleks-jadvalni tuzamiz:

0 0 0 -1 -1

As O d) a® d3 aw d9 o
dA -1 5 2 3 2 1 0 5

dj -1 6 1 2 .35 0 1 3
-3 3 -1 -1
© -3 3 0 0
ft
0 o 0 -1 A

dg -1 2 <> 2 0 ] 112 43
d3 0 3 12 1 1 0 12 6
-3/2 0 -1 -7/2
© -3/2 -2 0 0 -3/2
ft
0 0 0 -1 -
A6 @& = d¥ a@ d3 dA a@®
dy 0 473 1 4/3 0 213 713
d3 0 73 0 13 1 -1/3  -7/3
M 0 0 0 0 0
G Y 0 0 0 1 1

Jadvalning oxirgi satrida nomanfiy sonlar turibdi. Demak, ™ =(4/
3, 0, 7/3, 0, 0) reja 1-fazada ko‘rilayotgan yordamchi masalaning
yechimi boiadi. Unday boisa, x<oy“ (4/3,0,7/3) bazis reja, dastlabki
masala uchun boshlangich reja boiadi.



Endi asosiy masalani yechishga o tamiz.

2-faza. f =2xi+ 5xi +*3 max
2xn + 3X2+ xb=5,

X{+2x2+2x1>:6,

X >0, 1=1,23.
Bunda c'=(2, 5, 1), *«»’=(4/3,0,7/3), =(4/3, 7/3), xn={0},
r2 f2 -1
Ab=(a{{\a{2))-0 o/ »N6[*“3>Ap} 3 1 2 1r
Simpleks-jadvalni tuzamiz:
2 5 1
A6 Cs Xb a°} al2 afy) e
af 2 4/3 1 <4/3> 0 1
aPp 1 713 0 13 1 7
2 3 1
0 -2 -3
ft
2 5 1
Ar  cb xB nwe a2 u®
af) 5 1 3/4 1 0
a0) 1 2 -1/4 0 1
7 72 5 1
3/2 0 0

Ko‘rinib turibdiki, jadvalning oxirgi satrida fagat nomanfiy sonlar
hosil boidi. Demak, yetarlilik sharti bajarildi. Shuning uchun

x(°)' =(0, 1,2) bazis reja dastlabki masalaning yechimi boiadi.
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6.7-8. Chizigli dasturlashning govushma masalalari 1

Biz chizigli dasturlashning kanonik (K) va normal (N) masalalarini
o‘rgandik. (N) masala uchun govushma masala tushunchasini kiritamiz.
Agar (JI0 masala an’anaviy

C'X-* max,

Ax<b,
)

x>0
ko‘rinishda yozilgan bo‘lsa, unga mos ushbu
b’-y —=min,
EA'y>c,
(Q)
y>0

masala (A) masalaga qovushma masala (Q) deyiladi.

Agar masala kanonik (A) ko‘rinishda bo‘lsa, uni awal normal (N)
ko'rinishga keltirib olish kerak, so‘ngra unga mos govushma masala
yoziladi. Faraz etaylik, kanonik masala berilgan boMsin:

C X —>Max ,
AXx =D, .
x>0. ()

Shu masalaga mos normal masala quyidagi ko‘rinishga ega:

C X —>Mmax ,

Ax<b. c & max,
- Ax<~b, yoki Ax<b,
x> 0 x>0
bunda b=
-b

Endi shu (N) masalaga mos govushma masalani yozish mumkin:

1lgovushma masalalar —aBoliCTBEHHbIe 3agaun.
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b''y —»min,

Aly >c, )
<
y> 0. Q
Bunda y'= — & olchovli vektor, har bir yr y2lar A

olchovli. (Q ) masalani yoyib yozsak,

B'Y\ ~b’-y2-» min,
A'yx-A’y2>c, >
yx>0, y2>0.

Agar Y-~Y2=Y deb belgilasak, oxirgi masalani ushbu

ko‘rinishda yozish mumkin. Unda >>0deb yozilmagan, chunki y —y x—
y2 ifoda musbat ham, manfiy ham bo‘lishi mumkin.

Yugorida bayon etilgan (N) va (Q) masalalar shartli ravishda teng
kuchli deyish mumkin.

Chizigli dasturlashning govushma masalalari hagida quyidagi
tasdiglarni keltiramiz:

6.1-lemma. Agar x va y vektorlar mos ravishda asosiy (N) va
govushma (0 masalalaming joiz rejalari boisa, ular uchun cx <b'y

tengsizlik o‘rinli boiadi.

Isbot. Asosiy x>0, Ax<b munosabat ikki tomonini y>0 ustun
vektorga skalyar ko‘paytiramiz: Ax va b lar ustun bolgani uchun
ulami transponirlab, quyidagi

yoki b'-y>x'-A'‘y yoki b’>y>x'-c=c¢'‘x
munosabatlarni hosil gilamiz. Bu esa lemmani isbot etadi.

6.2-lemma. Agar x° va y° vektorlar mos ravishda asosiy (TV) va
govushma (Q) masalalaming joiz rejalari bo‘lib, ¢'.*0=b'-y° tenglik
o‘rinli boisa, x°va/ lar mos ravishda (N) va (Q) masalalaming yechimi
boiadi.
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Isbot. 1-lemmaga Ko‘ra ixtiyoriy x va y rejalar uchun c'-x £1*y
tengsizlik o‘rinli. Jumladan, y=y° da ham bu tengsizlik o‘rinlit ya'ni

c'-x<b’y°® =¢'-x°, ya’'ni Bundanx® reja (N) masalaning
optimal yechimi ekani kelib chigadi. Shunga o‘xshash c'-x° <b' mv,

ya’ni b’-y0 <b'-y.

Bundan / reja (Q) masalaning yechimi ekani ma’lum boiadi.

6.4-teorema. Chizigli dasturlash masalasining yechimi mavjud
bo‘lishi uchun asosiy va qovushma masalalar rejalari to‘plamlari bo‘sh
bo‘Imasligi zarur va yetarli.

Isbot. Zarurliei. Faraz etaylik (N) masala  yechimga ega boMsin.

Demak, PN * 0 . Endi qovushma masala (Oning ham hech boMma-
ganda bitta rejasi borligini isbot etamiz, ya’ni P() * 0 ni ko‘rsatamiz.
(N) masala optimal rejasiga mos bazis matritsani Aa deb belgilaymiz

va y = ¢B-Ab Vvektorni topib olamiz. Bundan A~-y =cuv kelib chigadi.

Bu y vektor govushma masala (Q) uchun reja ekanini bildiradi.
Zaruriylik isbot etildi.

Yetarliliei. Faraz etaylik, /\, *0 , Pq *® boMsin. U holda,

ixtiyoriy x g PN, y~P { rejalar uchun 6.1-lemmaga ko‘ra ¢ -x <b'ey

tengsizlik o‘rinli. Bundan asosiy masalaning maqgsad funksiyasi c'.*
yugoridan chegaralanganligi kelib chigadi. Demak, optimal reja mavjud.
Teorema ishot bo Hdi.
Yana bitta muhim teorema keltiramiz.

6.5-teorema. Qovushma masala (Q) da y* =(y{, y2,..., yk) joiz

reja optimal bo‘lishi uchun b vektorning a(l), a{2 a(k shart

bazis vektorlari bo‘yicha yoyilmasi koordinatalari nomanfiy boMishi
zarur va yetarli.
(Isboti mustagil ishlash uchun talabaga topshiriladi.)



6.8-8. Chizigli dasturlashning tatbigiy masalalari

Amaliy faoliyatda, aynigsa, iqtisodiy jarayonlarni o‘rganishda,
koplab masalalar modellari chizigli dasturlash masalalari ko‘rinishida
tavsiflnadi. Biz ular ichidan bir nechtasini tanlab, ularning bayonini
keltiramiz.

1 Diyeta masalasi. Masalaning qo Yyilishi\ Shunday ozuga (ovqat
tayyorlash lozimki, unda n ta to‘yimli moddalar (ogsil, vitaminlar,
mineral tuzlar va boshgalar) bor boiishi kerak. Ular « ta turli mah-
sulotlar tarkibida har xil proporsiyada mavjud. Ularni xarid qilish re-
jalashtirilgan. Har bir mahsulotdan ganchadan olinsa, ozuga narxi
eng arzon (kam) boiadi?

Masalaning matematik modelini quramiz. Sotib olish moljallangan

/ —mahsulot hajmini y y>0, j =\,k deb, tayyorlanadigan ozuga

albatta boiishi kerak bolgan i —ozuga moddasi hajmini c. deb, [/ —
mahsulotning bir birligida boiishi kerak bolgan i —ozuga moddasi
hajmini ajt deb belgilaymiz. / —mahsulot bir birligi narxi b. boisin.
Xarid gilingan / —mahsulotning y birligidagi i —ozuga moddasi
miqdori yaliga teng boiadi. Hamma xarid gilingan mahsulotlarda i

—o0zuga moddasi migdori ~ Y taa ga teng boiadi. Shart bo‘yicha bu
7=1

migdor ozugadagi / —ozuga moddasining quyi chegarasi ci dan kam
bolmasligi kerak:
- /=10, (6.18)
i-i
bunda
y{>0, y2>0, ..., yk>0. (6.19)

Albatta, yx y2,.-., yk lami shunday topish kerakki, ushbu

-Mnin (6>20)
=1
munosabat bajarilsin.
Yuqorida keltirilgan (6.18)—6.20) munosabatlar diyeta masala-
sining matematik modelini tavsiflaydi. Quyilma, gorishmalar hagidagi
va boshga masalalar ana shunday masalalaiga keltiriladi.
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2. Ishlab chigarish masalasi

Korxonada turli nomli buyumlar ishlab chigariladi. Bunda h:ir bir
buyum turli texnologiyalar bo'yicha tayyorlanishi mumkin. Har bir
buyumni tayyorlash turli resurslar (mehnatga xarajat, turli xomashyolar
va b.) xarajatlari bilan bogiangan. Resurslar esa ma’lumki,
chegaralangan. Ishlab chigarilgan mahsulotlar ulaming nomlariga va
ularning usuliga bog‘langan narxga ega bo‘ladi.

Zavod ishlab chigargan umumiy mahsulotlari hajmi (narxi)
maksimal boMishi uchun ishlab chigarishni ganday tashkil gilish kerak?

Masalaning matematik modelini qurish uchun ba’zi belgilashlar
Kiritamiz.

Xy —i —texnologiya bilan ishlab chigarish rejalashtirilgan i —bu-

yum migdori; /=1«, y=14" Shu miqdorda ishlab chigarilgan
hajmini ajs deymiz (s=\J). « — tur resurslar bk son bilan
chegaralangan. / — texnologiya bilan tayyorlangan / —buyum bir-
birligining bahosi cy boMsin. Fizik ma’nosi bo‘yicha
N >0, /=19, y=14. (6.21)
Resurslaming chegaralangan!igi ushbu

n K

Z s = |>* (6.22)
i =i

tengsizlikka olib keladi. Ishlab chigarilgan mahsulotlar hajmi bahosi
uchun ushbu

il /E;— + N w « (6.23)

munosabat bajarilishi talab gilinadi.
Yugorida chigarilgan (6.21)—6.23) munosabatlar ishlab chigarish
masalasining matematik modelini tavsiflaydi.

3. Transport masalasi. Bittagina nomli mahsulot Ata Ax,/12...., Ak

korxonalarda ishlab chigariladi va s ta korxonalarda

iste’mol gilinadi. A. korxonada ai birlik mahsulot ishlab chigariladi. B.
korxonada b. birlik mahsulot iste’'mol gilinadi. Bunda balans sharti
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deb ataladigan
k n

1>, =Yjb> (6.24)
-1 ;

tenglik bajariladi, deb faraz etiladi. Ma’nosi shuki mahsulotlami tashish
jarayonida yo‘qgotishlar ro‘y bermaydi. Afdan B. ga bir birlik mahsulot-
ni tashish bahosi ¢ deylik. Atdan 5.ga tashiladigan yuk migdori a'.>0
bo‘lib, barcha yukfar Ajlardan tashib ketilgan bo‘lsa,

K

i=Ut- (6.25)

Barcha B; korxonalarga kerakli hajmda mahsulotlar keltirilgan bo‘lsa,

Q(/=*y, j=U- (6-26)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Agar ushbu
IE{'?i”'ll!4 " 6.27)

munosabat bajarilsa, transport xarajatlari minimal bo‘radi.
Yugoridagi (6.25)-(6.27) munosabatlar transport masalasining
matematik modelidan iborat.
Agar balans sharti (6.24) bajarilsa model yopiq deyiladi. Agar (6.24)
bajariJmasa, ya’ni

2>, >2>, yoki o 1> <>
i=i y=i 1=1 y=i
tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, model ochiq deyiladi.
6.6-teorema. Yopiq turdagi transport masalasi yechimga ega bo‘lishi
uchun balans shartining bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. Zarurliei. {x.. }, i=\,n, j =\,k — optimal tashish rejasi
bo‘lsin. (6.25) va (6.26) munosabatlarda i—bo‘yicha (yoki /—bo‘yicha)
yig‘indi olamiz:

K K n n f k \

=E t.xu=2 2X, =Z%*,.

/=1 /=1yl 1 v>=l J =
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Demak, (6.24) bajarildi.
Yetarliliei. Endi (6.24) bajarilsin deylik. Unda ushbu

Xa.=1> =“>0
AT T
belgi kiritamiz. Endi joiz rejalar to‘plami bo‘sh emasligini ko‘rsatamiz.

atb
Yuk tashish rejasini, masalan, x., == kabi tanlaylik. Ravshanki,
" ab n n & *ab b *
Z=i*”: -’;-:/\Z*y %1*”:1:% iar:\éza‘:i'.

a J=i ~™

iN 5

Bundan joiz rejalar to‘plami bo‘sh emasligi kelib chigadi. Undan
je 0va (6.24), (6.25)larga ko‘ra joiz rejalar to‘plami yopiq ekani ham
kelib chigadi. 0 ‘sha to‘plam chegaralangan. Hagigatan,

n K
Xu =b,<'Lh,=a>0

Chegaralangan yopiq to‘plamda aniglangan va uzluksiz

K %
?(_ ~ “xil funksiya o‘zining eng kichik giymatiga erishadi. Bundan
=i j—+
(6.25)—6.27) masala yechimga ega ekani kelib chigadi. Teorema isbot
boll

Yugoridagi mulohazalardan quyidagi natija kelib chigadi:

Har ganday yopiq turdagi transport masalasi yechimga ega.

6-bobga oid masalalar
I Quyidagi kanonik usulda berilgan masalalar elementar usul bilal
yechilsin (unda N-~1,2,3,...):

(110-A9 (90-10  2- (110) (95+11)
l« - lo -2 '




3. (liowy) ~85) 4. (JO5)

(8HTV)
io _ LL b
0 09 0.9 by 08
llo b
(gol;o : "5H'|) (96-7V) (120
N0) 6. (iso) (2158\)
5. (220-TV) o
lo I3 o - b
2, 08 28 by 3
’ llo b
(1713)0 (Y***) @00) (165-/10

. 6uyidagi ki o«zgaruw'bm normal masalalar geometrik usul
bilan yechilsin {N=1,2,3

TV+5 _“_+_yqnax(]l.!»>, *+fS y ) 27\/
_ X y N 3V
2. X-

3 y-> max(min?” N+I1+N~ * 4 ~Y~~["x~°"*

3 TK (m*Om2jr+f ~ * N<y<,4N, *>0.
A+ _ ¥ YL Nopg SV
4, 3*--—--- —y —max (min) 723V 2(r~V+1) 6 8 8’
j>0.
f \ y N N 2N
5. (—+3)**+>>max(m* ,X+2"37 9 ~X~~<I" ¥"O0.
N +\ J— <l W+2<v<N+2 y>Tl
6,Xx-~-y->max(mm), N+2 3 N 2 "X ~0"
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I11. Quyidagi normal masalalarni yordamchi o‘zgaruvchilar kirltib
kanonik masalaga keltiring:

1.X +2x2-» maX, x, - x2<1 x2+x3<2,x{>0, x2>0,x3:=0.
2.3xj +5x2+4x3->max, 3x, +4x2+2x3<9, 2xt+5x2+x3 8,
X, +2Xx2+4x3>7, X >0, X2>0, x3>0 .
3.2x, +5x2-+max, 2xx+3x2<6, X, +4x2<4, x, >0, x2>0.
4. % -10x2—min, 2xj —x2 >0, X, -5x2>-5, X >0, x2>0.
5.3xj +8x2+5x3 max, X +3x2<4, X +2x3<7,
X +3x2+2x3<12, x, >0, x2>0, x3>0.
6.3X, +x2->max, - X, +X2<2, X, +X2<4, X, >0, x2>0.

IV. Quyidagi normal masalalai®a olib keladigan igtisodiy masala-
larning matematik modeli qurilsin va geometrik usul bilan yechilsin.

1 Ava B zavodlardan 1, Il va 11l omborlarga un tashish lozim. A
zavodida barcha yukni 80 ta, B zavodida esa 120 ta mashinaga ortish
mumkin. | ombor 55 ta, Il ombor 75 ta, Ill ombor 70 ta mashinani

gabul gila oladi. Bitta mashina zavoddan omborgacha masofani bosib
o‘tishi uchun sarfetadigan benzin miqgdori (litrlarda) quyidagijadvalda
berilgan.

Zavodlar Omborlar
| 1 Il
A 3 2 4
B 4 2 3

Yuk tashishni ganday tashkil etilganda umumiy sarfetiladigan benzin
migdori minimal bo‘ladi?

2. Ava V zavodlardan I, Il va Il omborlarga un tashish lozim. A
zavodida barcha yukni 80 ta, V zavodida esa 120 ta mashinaga ortish
mumkin. | ombor 55 ta, Il ombor 75 ta, 11l ombor 70 ta mashinani
gabul gila oladi. Bitta mashina unni zavoddan omborgacha tashishdan
keladigan foyda (so‘mlarda) jadvalda berilgan:



Omborlar

Zavodlar | I i
A 3 2 4
B 4 3 5

Yuk tashishni ganday tashkil etilganda umumiy sarfetiladigan ben-
zin miqdori minimal bo‘ladi?
3. 1-masalani ushbu jadval uchun yeching:

Omborlar
Zavodlar 1 I "
A 3 2 4
B 4 3 6

4. 2-masalani ushbu jadval uchun yeching.

Omborlar
Zavodlar | " ]
A 3 2 4
B 4 3 6

5. Non mahsulotlari firmasi zaxirasida 250 kg 1-nav, 210 kg 2-nav
un bor. Firma 2 turli non mahsuloti ishlab chigaradi. Har bir mahsulot
turi uchun har ikki nav undan foydalaniladi. Bir birlik mahsulot uchun
sarfgilinadigan 1—va 2-nav un miqdori va olinadigan daromad miqgdori
jadvalda berilgan:

I nav 1 nav Daromad n?ainscut:zt
1 2 2 5s0'm Vv
2 3 2 10s0‘m y
Zaxira 250 210 m ax

.Har bir mahsulotdan ganchadan ishlab chiqgarilsa daromad

maksimum boMadi?

6. 5-masalada non mabhsulotlari totli boMishi uchun xamirga
go‘shiladigan 70 so‘mlik maxsus zaxira borki, undan bir birlik | tur
mahsulotdan 7 so‘m, Il tur mahsulotdan 17 so‘m daromad olinadi.
Eng ko‘p (maksimal) daromad olish uchun I va Il tur mahsulotlardan
ganchadan ishlab chigarish lozim?
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Ma’lumotlar quyidagi jadvalda berilgan:

Mahsulot 1 nav 1l nav rT’:/zlii);lSJLIJSt Daromad Qat:l:ki/di
| 1T 2 3 0 7 X
un 3 2 1 14 Y
Zaxira 250 210 70 max

IV bo‘lim inasaJalarining javoblari.

1L - 725litr 2./ *- 715s0'm
3.x+>'=10, /, =715litr 4.x+j =80, / *=785s0'm
5x =0, jy-83, /*= 833,(3) so'm 6.x =20, y=0, /'= 1120s0'm

Eslatma: Javoblarda/—minimumni,/* —maksimumni anglatadi.

V. Chizigli dasturlashning kanonik masalasida bazis reja optimal
bo‘lishi uchun zaruriy va yetarli shart quyidagi vektor-matritsali
ko‘rinishga ega edi:

c6 4\ y >0

Quyida gator kanonik masala va har biri uchun 1 yoki 2 tadan reja
berilgan. Ularning joiz rejami yoki yo‘qligi, bazis rejami yoki yo‘gligi
tekshirilsin. So‘ngra, (6.2)-shart vektor-matritsali ko‘rinishda (ularda
olchovlar katta emas!) tekshirilsin:

L (N+D)Xj+5x2 ~(N+ )x3-»-max,

] ' 0 > f 3N 1
NXj+4x2-x 3 ~N, Nt
X(>= N 0
Xl ~x2+x3=2N, N(2N-\)
X >0, x2S0, x3>0, (AYE SN
2. (N +I)x, -x 2+ N x} ->max, "JL A "
“N XY-3x2+2x3=N, 4+t < ro
x()= 0 Y- N
2X, - x2+x} - N, N(N +2)
33 >0, x2>0, x3>0, | *+N )



4n'(- 5V-, + 3X3 — «nax, ( O/\ 'N+22
-x, +NX2+2x3=15n~r 1 X(Z):

- X, - X2+ A3 = 2tV - K 2N) AN + 1,
X, >0, x2>0, X320,
/ >
"= 3X, + 2x2+ 5X3-> T ax> 0 "0}
v+9
Nx, -X2+3x3=7N, M _ ) X t2) 1
-X, -X2+*3 =27Y-b 5:V+ 1
X, >0, X2>0, Xx3>0, ST ~ 3
'] ==X, +2X%2~x3->niax,
fln

X -x2+2"3 =0, x<) = 1
Xt +Xx2+5%3 =2, 0
X, >0, X2>0, x2 ~

B. '/ =-Xj+2x2+4x3  max
- ll* -
X, -3x2"*3 =b x(,)- !
X, +X2+X3 -3,
X, >0, x2>0, v3>0,

J

7. f =X +2x2~5x3->max, fan
-Xj +3x2+113 ~9> X (1)- i
3X, -X2+9*3 ~ 5’
X, >0, x2>0, X370,

"f —, +4X2- 7X3  max, (2N
-X2+7X3 =
X 3=b x() = 1
X, - 2x2+108 =0, 4

X, >0, x270, *3-0
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VI. V bo‘limdagi masalalar uchun berilgan bazis rejalar bo'yicha
simpleks-jadval tuzilsin. Agar masala bitta jadvalda yechilmasn, yangi
simpleks-jadvalga o*tib, simpleks-iteratsiya bajarilsin. Masalani yechish
jarayoni oxiriga yetkazilsin.

VII. Quyidagi ikki o°‘zgaruvchili normal masalalar awal geometrik
usul bilan yechilsin. So‘ngra yordamchi o ‘zgaruvchilar kiritilib, kanonik
masalaga keltirilsin. Shunda aniglab olingan boshlang‘ich bazis reja
bo‘yicha simpleks-usul go‘llanib, masala yechilsin:

Lf = +x2—-max, 2<Xj<b, 1<ar2<3.
2./ =xx+x2—max, 0,- 02<1 x}+x2"2, X >0, x2>0.

3./ =3, +x2->max, - o, - x2<2, - X, +2x2<2, x>0, x2>0.
4./ = +y*2-»max, I<jc + <3, jc >0, x2>0,

5/ =jg+1x2 max,V, +2y2<4, - m+2x2<2, x, >0, x2>0.

6./ =m, +3n2—max, ~xt+x2"1I, O, +x2<2, &,>0, 02>0.

VIII. V bo‘limdagi 14-masalalar (1-4 lar uchun JT-ixtiyoriy
natural son bo'lganda) sun’iy bazis usul bilan yechilsin.

IX. Quyidagi normal masalalarga mos govushma masalalar tuzilsin
va simpleks-usul bilan yechilsin.

6-bobga oid nazorat savollari

Chizigli dasturlash masalalarini bayon eting.

. PK PNto plamlaming gavariq to plam ekanini isbot giling.

. Sodda hollarda (K) masala ganday yechiladi?

. Bazis rejaning optimallik shartini yozing.

. Berilgan reja uchun optimallik shartini vektor-matritsali ko Trinishda
ganday tekshiriladi?

Simpleks-jadval ganday tuziladi?

Simpleks-iteratsiya nima?

Keyingi simpleks-jadvalga o tish qoidalarini ayting.

. Dastlabki bazis rejani topishning ganday usullari bor?

10 Sun'iy bazis usulining mazmuni nimadan iborat?

11. Chizigli dasturlashning govushma masalalari ta rifini yozib bering.

12. Qovushma va (N) masalalar orasidagi bog lanishlami ayting.

13. Chizigli dasturlashning ganday tatbigiy masalalarini bilasiz?

o~ wN N

© oo
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7-BOB.CHIZIQSIZ DASTURLASH - CHIZIQSIZ
MODELLARNI 0 ‘RGANISHDA MUHIM MATEMATIK
USUL

Igtisodiy jarayonlarning modellari chizigli yoki chizigsiz bo‘lishi
mumkin. Talab va taklifning chizigli hamda chizigsiz modellarini
ko‘rdik. Chizigli modellarga chizigli dasturlash masalalari misol bo‘la
oladi. Ammo chizigsiz dasturlash masalalari ham mavjud. Sodda holda
talab va taklifning chizigsiz modellarini eslatib o‘tish mumkin. Shu
munosabat bilan chizigsiz dasturlash masalalarining go‘yilishiga
to‘xtalamiz.

7.1~8. Chizigsiz dasturlash masalalarining qo‘yilishi

Chizigsiz dasturlash matematikaning muhim boiimlaridan biri
boMib, unda chekli o‘lchovli fazo to‘plamlarida aniglangan
funksiyalarning ekstremumlari va ekstremal giymatlarini topish
nazariyasi va usullari o‘rganiladi. Aslida chizigsiz dasturlash
masalalarining go'yilishi g‘oyatda sodda, ammo ulami yechishning
umumiy usullari hozirgacha ishlab chigilgan emas. Ularni ba’zi
shartlarning bajarilishini talab etgan holda yechish usullari ma\jud.
Biz masalalarni «-o0'lchovli Yevklid fazosi va uning haqgigiy to‘plamlarida
0 ‘rganamiz.

1,1-ta’rif Agar nta haqiqiy xlI,x2 koordinatali

xf=(x]9x2,...txn) nugqtalar (vektorlar) majmuasi E nquyidagi shartlarni
ganoatlantirsa, Enni n-o'lchovli Yevklid fazosi deyiladi:

\) xeE",yeE", X~ haqigiy son bo 1sin, X~O-
x+y = (xt+y{,x2+y2,....xn+yfl) (qo\shish);
he = (hc{ hc2,..., hen) (songa ko‘paytirish);

(*y) =x'y=*yxx2y2>...,X,Y, (skalyar kopaytma).
2) Yevklidfazosida Yevklid normasi tushunchasi Kiritilgan:



Endi chizigsiz dasturlash masalalarining qo'yilishign lo'xfnliimi/,
Asosan masalalar ikki turli qo‘yiladi;

1) shartsiz minimum (ekstremum) masalasi;

2) shartli minimum (ekstremum) masalasi.

Shartli minimum masalasi 0°z navbatida 2 turli bo‘ladi:

1) shartlari tengliklar bilan berilgan shartli minimum masalasi;

2) shartlari tengsizliklar bilan berilgan shartli minimum masalasi.

Chizigsiz dasturlash masalalari va ulami yechish usullari shajarasi
7.1-chizmada berilgan.

7.J-chizma

Awal shartsiz minimum (ekstremum) masalasining qo'yilishiga
to‘xtalamiz. Masala quyidagicha tavsiflanadi:
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[(x) =1(xpX2,....xjmin(«w/r), xeE"- (v.m)
7.2-ta>rif. Agar biror x° e En nugta uchun /(*°) = ! (*), yani

f(x°)< f{x), VxeE1® munosabatlar bajarilsa, X° nuqta (7.1) masa-
laning yechimi deyiladi.

(7.1) masala doim yechimga ega bo‘lavermaydi. Quyida bir argu-
mentli funksiyalar uchun (7.1) masala yechimga ega bo‘lImaydigan va
yechimga ega bo'ladigan hollar chizmalar orqali berilgan (7.2-chizma).

7.2-chizma
Shartlari tengliklar bilan berilgan shartli ekstremum masalasi
quyidagicha qo‘yiladi (igtisodiy masalalarda x>0 bo‘ladi):
f(x) -» min, g,(x)s=0, g2(x) =0,...,g*(x) =0. (7.2)
Shartlari tengliklar bilan berilgan shartli ekstremum masalasi (7.2)

sodda hollarda chigarish usuli bilan, umumiy holda esa, Lagranj
ko‘paytuvchilari usuli bilan, turli sonli (tagribiy) usullar bilan ham

yechiladi.
Ushbu PK ={x: ¢,(*) =0, g2(x)=0,..., gk(x) = 0} to‘plam joiz

rejalar deyiladi. Shuning uchun (7.2)ni f(x) -» min deb yozish

mumkin. Igtisodiy masalalar uchun x>0 bo'ladi.
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Shartlari tengsizliklar bilan berilgan shartli minimum (ekstremum)
masalasi quyidagicha go‘yiladi:
/(x)->min, g,(x)< 0, £2(x)"0,..., £*(x)<0 (7.3)
yoki
/ (X) = min
re/'\V/ > PN ={-x: ¢,(*)"0, £2(x)<0,...,0*(x)<0}.
7.3-ta’rif Agar  hiror xQe PK<En nugqgta uchun

f(x°)<f(x), \/xePK munosabat bajarilsa, X° nuqta (7.2) masala-
ning yechimi bo ‘ladi.
7.4-ta’rif Agar biror X° e TNC En nugta uchun

/(x°) </(x), VxePN munosabat bajarilsa, X° nugta (7.3) masala-

ning yechimi bo4adi.
1. Bir argumentli funksiyalarning ckstrcmal giymatlari.

Agar y~f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan va uzluksiz
boMsa, u shu kesmada o‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga
erishadi (K.Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra). Shu giymat-
larni topish uchun quyidagi usul gollaniladi:

1% /(<¥)> fib) lar hisoblanadi.
2° y =f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi kritik nugtalari topiladi,
ularni x{,x2,...,xk deb belgilaymiz.

3.1 (x,),1(x2),..., f(xk) lar hisoblanadi.
4°. Nihoyat javob yoziladi:

Misol ko‘raylik. y - —x2-| x |, xe [-2; 4].

°. y{-2)=0, y(4)=4.
2°. X, =0, x2=-1 x3=1.



3. A0)=0, y(-\) =y(\) =-\12.

40 Ner?%?(ﬂ(llz-p,rz-lm I/): max {0,4 ,-1/2} =4 =y(4) 5

PN L/2x1-1 5 )= min 0,4, -1/2 = -1/2 = (1) =y (D),

- 12

7.3-chizma
Endi j =f(x) funksiya {a\ b) intervalda (bu interval chekli yoki

cheksiz bo‘lishi mumkin), aniglangan va uzluksiz bo‘lsin. Bu holda
funksiya (a; b) intervalda eng Kichik, eng katta giymatlarga erishishi
ham, erishmasligi ham mumkin. Shu munosabat bilan funksiya
intervalda ekstremal giymatlarga erishishi uchun yetarli shartlarni
(mavjudlik teoremalarini) keltiramiz.

7.1-teorema. Agar y =f(x), xe(a;b) funksiya uchun

i *) = |j =

Ilm:/( ) x-'lﬂ?of(x) 0 g 4)
tengliklar 0 rinli bo 1ib, biror *° e (a; b) nugta uchun f(x°)>0

</(*°)<0) tengsizlik 0 rinli boba, unda y =f(x) funksiya (a\ b) inter-
valda 0 zining eng katta (eng kichik) giymatiga erishadi.
7.2-teorema Agar y~ /(*), xe (a;b) funksiya uchun

(7.5)

tengliklar o rinli bo ‘Isa, unda y =/(*) funksiya (a\b) intervalda o zining
eng kichik (eng katta) qiymatiga erishadi.

130



Mazkurteoremalarning isboti geometrik nuqtayi nazardan ravshan.
Bu quyidagi chizmalardan kelib chigadi (7.4-chizma):

Har ikki teoremaga bittadan misol ko‘raylik.
1-misol. 7 ="x2(3-*), 0<x<3 funksiyaning ekstremal
giymatlarini tekshiramiz. Ravshanki,

ST F () = iT-0/(x) =0 va /(V) >0, \A<(03)-

7.1-teoremaning shartlari bajarildi. Demak, berilgan funksiya
0°‘zining eng katta giymatiga erishadi. Uni topish uchun funksiyaning
kritik nuqgtalarini topamiz. Qo‘yilayotgan holda kritik nuqtalar fagat
statsionar nuqtalardan iborat. Ularni funksiya hosilasini nolga
tenglashtirib topamiz:

FAX)=j[2x"(3-%x) +x2(-\)]= $[6Xx-2x2-x2]="x (2-X).

~x (2-x)—0. Bundan *,=0, x=2 ammo 0g(0;3); Demak, (0;3)da

statsionar nuqgta bitta x2~2 ekan. 7.1-teoremaga ko‘ra shu nuqtada
funksiya o‘zining eng katta giymatiga erishadi, ya’ni
max /(*) =/(2)=2.
-VEQ©, 2)
Qayd qilib o‘tamizki, agar garalayotgan intervalda bir necha
statsionar nuqtalar mavjud bo‘lsa, shu nugtalardagi funksiya qiymatlari
ichida eng kattasi (yoki eng kichigi) olinadi.

2-misol. y=1f(x)=2x+j, 0<*<+o00 funksiyani olaylik.
Ravshanki, lim /(*)= Ilim /(n-) =+°0 ya’ni 7.2-teoremaning sharti
t>+0 TH-R>

bajarilayapti. Demak, funksiyaning eng kichik giymati mavjud. Uni
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topish uchun hosilani nolga tenglashtiramiz: 2— - - 0. Bundan
X

o 2=+ 2 ,ammo x>0 boMgani uchun x2=J\ yagona statsionar

nugta bo‘ladi. Shuning uchun berilgan funksiya shu *2=V3/2
nugtada o°‘zining eng kichik qiymatiga erishadi, ya’ni

2. Ko‘p argumentli funksiyalarning ekstremum va ekstrema

giymatlari
Albatta, funksiya ko‘p argumentli bo‘lsa, uning ekstremal

giymatlarini topish murakkablashadi. Agar y - f(xxx2,...,xn) funksiya

biror yopiq sohada aniglangan va barcha argumentlari bo'yicha uzluksiz
bo‘lsa, unda awalo funksiya giymatini soha chegarasida hisoblab olinadi.
Keyin sohada yotgan statsionar nugtalami topib, shu nugtalarda funksiya
giymatlari hisoblanadi. Hosil bo‘lgan sonlar ichida eng kattasi va eng
kichigi funksiyaning ekstremal giymatlari bo‘ladi. Soha ochiq bo‘lsa,
bu usulni ishlatib bo‘lmaydi. Jumladan, chizigsiz dasturlashning shartsiz
minimum (maksimum) masalasida funksiya Yevklid fazosi E” da
aniglangan bo‘ladi, bu fazo ochiq sohadan iborat. Shu munosabat
bilan ko‘p argumentli funksiyaning ekstremal giymatlarini emas,
ularning ekstremumlarini topish masalasini qo‘yish magsadga muvoflg.
Ba’zi hollarda ekstremal giymatlarni ham topish mumkin bo‘ladi.

7.2-8. Kvadratik formalar hagida

Faraz etaylik y =f(x) =f (*,,,t2, .. x,,) funksiya E” — w-0‘lchovli
Yevklid fazosida aniglangan va ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi,
ya’ni /e C 2(I'). Shu funksiyaning ikkinchi tartibli hosilalaridan
quyidagi Gesse matritsasini tuzamiz:



P30y pic%  dfix)

OX; dx~dxj dxldxn
a2/ (x) 321nr) 82 (x)
AX)-  gx2pxx oxn OXNOX..

y Ao (7.6)

A28 x) A24x) A2AX)
AXax{  Axngx2 Ny

Gesse matritsasi jt=(*j,x2,...,xn) ga bog‘lig. Agar x° GE« nuqta
berilgan bo‘lsa, A*0) ni hisoblab olish mumkin. Bunda
(o3 .
A(x )= R 0°‘zgarmas matritsa.
X

i n
7.5—ta’rif. ~("Yi>2sm-"xn) ~ A:i ’7\1aijxixji>aij “aj1 (7.7) ifoda
P .

n argumentli kvadratik forma deyiladi. Unda atJ sonlardan tuzilgan

an al2 ... ait
L N2 ~2n

(7.8)
an an2 ... a,

matritsa kvadratik forma matritsasi deyiladi. (7.1)ga kofra bu matritsa
simmetrik, chunki bosh diagonaldan teng uzoglashgan elementlar 0 zaro
teng.

(7.7) ko‘rinishda yozilgan kvadratik formani (7.8) matritsa
yordamida kelajakda foydalanish uchun qulay bo‘lgan vektor-matritsali
ko‘rinishda yozib olamiz:

Q(x) =xf*A“X. (7.9)

Ravshanki, Q(0)=0.

7.6-tarif Agar Q{x)>0, 0* x <Enb° 1sa, Q(x)~musbat aniglangan,
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Q{x) >0, O~xeE" boba, Q(x)—nomanfiy aniglangan deyiladi; ak-

sincha, agar Q(x)<0, O”Xxe En bo'lsa, Q{x)~ manfiy aniglangan,

Q(x) <0, 0*XgE" bo'lsa, Q(x)~nomusbat aniglangan deyiladi.
Masalan, Q(xlyx2)-xj +x2-musbat aniglangan, Q(xI?x2) =

~(x-x22=xx-2x]x2+x\ nomanfiy aniglangan. Shuningdek,

Q.y,) =342 ham musbat aniglangan, ammo Q(xx x2)=-2x] - 3x" ~
manfiy aniglangan.

Kvadratik forma tuzishga oid 2 ta misol ko‘ramiz.

1-misol. Ushbu /(x,,x2)=M2-xmxx2+x2+2x|+x2 funksiya

berilgan bo‘Isin.

Chizigsiz dasturlash masalalarini yechishda kvadratik formaning
ixtiyoriy > nuqtadagi ko‘rinishi emas, uning berilgan funksiya statsionar
nuqtalaridagi ko‘rinishi kerak bo‘ladi. Demak, funksiyaning har bir
statsionar nuqtasiga (agar u mavjud bo‘lsa) bitta kvadratik forma tuziladi.
Shu munosabat bilan koailayotgan misoldagi funksiyaning statsionar

nugtalarini topamiz. Uning uchun =® = ®sistemani yechish

lozim bo‘ladi. Sodda hisob-kitoblar olib boramiz:

(0),8

5 4
Demak, yagona X’ s 3 statsionar nuqtaga egamiz. Endi

shu nuqtada ikkinchi tartibli hosilalarni hisoblab, Gesse matritsasini
tuzamiz:

dx, *  dx\ * dxxdx2
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Hosilalar bevosita x19 x2larga bogMig boMmay chigdi. Agar bogMiq

bo‘lsa, hosilalarni nuqtada hisoblab olish kerak boMadi. Gcssc
matritsasi ushbu

r2 -TI

4-1 2 .
ko‘rinlshga ega. Endi kvadratik formani tuzish mumkin:

Yi
A(Yy*Y2) = (Yny2> 1 2 No = 2NV —Y2' -YX+"YT) vo

=2 "PK ~Y\Y2+>2)

Ravshanki, Qx(y,,y2)>0, 0* O,,y2) g E2. Demak, mos kvadratik
forma musbat aniglangan.

2-misol. Ushbu f(xI,x2)=x*+ —3r,m2 funksiya berilgan
boMsin. Uning statsionar nugtalarini topamiz:

Ef—- 3, - 3y/

ax, 3mr2- n2)=0 | J 1

Lo , *-(0,0), *Q = -
= Ot; -3x, 3(3*2-x,) =01 V3’V9.

-,

Awal » “*(O; 0) nugta uchun kvadratik formani tuzamiz. Uning
uchun ikkinchi tartibli hosilalarni (0;0) nugtada hisoblaymiz.

37(0.0) ¢, i a2 (0,0) _ o0 0 dﬂ(o,o):_j
dx2 0.0) ! ©0) ! dx, dx1

Gesse matritsasini yozamiz:

A(xtU) (o -3
X =
- 0
Endi mos kvadratik formani tuzsak boMadi:
. \
0 -3

rv
AAY\>Yr) = (N\>Yr1)’ 'V o =(-3y2; -3y,)- = .62,

-3 05 vy V1AV]
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Demak, kvadratik forma Qx(y,.y 2) =-6y » 2 ko‘rinishga ega. Uning

ishorasi o‘zgarib turadi. Agar yl va y2 lar bir xil ishorali giymatlar
bo‘lsa, Q(yl y2<0; turli ishorali bo‘lsa, Q(yi 2>0. Bu kvadratik forma

aniq ishorali emasligini anglatadi.

Endi ikkinchi *@~ VT W, statsionar nugta uchun mos

kvadratik formani chigaramiz. Shu nuqgtada ikkinchi tartibli hosilalami
hisoblaymiz:

sV (M)=2.W, 52/(~)=6.&, W =3
dx ax2 oxndx2

2- -3 1
A{x{0)) = (2-1
-3 6-V3

Endi kvadratik formani tuzamiz:

. m.A9 .3 N
Qi =(yi>y2) 5 gy VY=

=2\y, -3722,-37 +6V3y2).f /M =2vayf -6yr+61y y2.
KY2

Topilgan kvadratik forma musbat aniglangan. Hagigatan,
02 (°;¥2)=6"3y\ >0» Qt(y*°)=2V9yf >0 . Shu bilan uning

diskriminanti D=9-36=—27<0.
Eslatib o‘tamizki, kvadratik forma a-y2+2b-yw2+c-x%

ko‘rinishda bo‘lsa, uning diskriminanti deb D =b2-a-c¢ ni tushuni-
ladi. Bu kvadrat uchhadning diskriminantidan iborat. Agar yx®0
/

. f_.\rn
bo‘lsa, 6 QY»y2)“ Y1 a+2b‘zl'+c' Z1 yoki y2 90 bo‘lsa,
\V/ Yi KY\)
I N1
*1
Q(y\,y2)=yl ':/‘ +e. J bo‘ladi. Q(y{ y2 ning ishorasi
r
/
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gavslar ichidagi birinchi holda u—y2y{ga nisbatan, ikkinchi holdn
v—Y/{/ y 2ga nisbatan kvadrat uchhadning ishorasi bilan bir xil bo'Indi.

Demak, umumiy holda kvadratik forma ayx +2byx 2 +ex] uchun

I
J D -b~ - a-c diskriminant deb hisoblanadi. Yugorida ko‘rilgan misol

juchun D~-—27<0. Demak, topilgan kvadratik forma musbat aniglan-

| gan.
I

|  7.3-8. Chizigsiz dasturlashning shartsiz va shartli minimum

masalalari
1 Awal chizigsiz dasturlashning shartsiz minimum masalasi
ko‘ramiz ((7.1)ga garang):
I(x) =1(xxX2,...,%,)->min , xeE™". (7.10)

Bunda E s—n o‘lchovli Yevklid fazosi.
Endi shartsiz minimum masalasida birinchi, ikkinchi tartibli zaru-
riy shartlar hamda yetarli shartlaiga taallugli teoremalami keltiramiz.

7.3-teorema. Agar (7.10) masalada f(x)e C [(En) bo‘lib, xPeE"
nugta y=f{x) funksiyaning mahalliy minimum nugqtasi bo‘lsa, quyi-
dagi vektor tenglama

al(*°)_o0
dx
yoki koordinatalarda
df(xQ _n al/(x°)_ al(x°)_
dxx *  dx2 * 7 dx,,

tenglamalar sistemasi o‘rinli boiadi.
Isbot. f{x) funksiyaning (/i-l1)ta koordinatasini tayinlab go‘yib,

xk = xR, /o k, X" o'zgaruvchi deb garaymiz. Unda bir argumentli
ushbu
DN =/(*2.%2 X2 19Xj, xFH,...,x°,)

funksiyani hosil gilamiz. Bu funksiya xf nugtada mahalliy minimum-
ga erishadi va bir argumentli funksiyalar uchun birinchi tartibli zaruriy
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X/\

d
shartga ko‘ra jl%(;(_ ~0 bo‘ladi. Agar /ga 1dan n gacha giymatlar

df (x0) . . .

bersak, ——— =0 kelib chigadi.
Teorema isbot bo ‘Idi. j
rf 0\ \
Ravshanki, — =grad/(x°). Bu vektor y=f(x) sirtning Xx°|

nugtasiga o ‘tkazilgan urinmaning normalidan iborat.

grad/(x°)
Y=/(-v)
7.5-chizma
Shunday qilib, (7.10) masalaning yechimini — r----- —O0 vektor-
ax

tenglama yechimlari ichidan, ya’ni statsionar nuqtalar ichidan izlash
kerak ekan.

7.4-teorema. Agar (7.10) masalada /(*) e C 2(En) bo‘lib, **nug-

ta y=[x) funksiyaning mahalliy minimum nuqgtasi bo‘lsa, quyidagi
munosabatlar o‘rinli boladi (ikkinchi tartibli zaruriy shart):

= g()=/--4(T -20, Vye£\
OX~
Isbot. 7.3-teoremaga ko‘ra d_f(_x_) =0 tenglik bajariladi. Endi

y=f(x) funksiya uchun * = nugtada Teylor formuiasini yozamiz:



Agar lly =1 sferada Veyershtrass teoremasiga ko‘ra / = v) *p
a.

kvadratik forma minimumaga erishishini hisobga olsak, birory, |y | =1
da

A2(X) w2y, IZOC)

a=mm y'e y

bH aX AX2
munosabatlar o‘rinli.
Faraz etaylik 7.4-teorema noto‘g‘ri. Unda a<0 bo‘ladi. Ushbu

4P) = X°+P-(A--*°) =1 |P|<1

nugtani quramiz, unda x =x°+y~ Yetarli kichik p lar uchun x(p)

nuqta x0nugtaning yetarli kichik atrofiga tushadi. Ikkinchi tomondan,
yetarli kichik @lar uchun

[(*(P))- N*0)= -X(P)2* °=8If N \ xW)- X°)+o(|x- f)=
axn

o(B2)

Ta
=\ w2 *V+o(P2)= 4 Pic+°(P2)=P2 T+ <0.

1 dx

Bu esa, xQnugtaning mahalliy minimum nuqgtasi ekaniga zid. Te-
orema isbot bo ‘Idi.

7.5-teorema. Agar (7.10) masalada / (*) e C2(En) boMsa, statsionar
nugta x mahalliy minimum nugtasi boMishi uchun shu nuqtada

, d2f(x
g

y ,(2 ) Y kvadratik forma musbat aniglangan boMishi yetarli.

Isbot. Faraz etaylik,

a=miny,4hP"y" H WU -
Shartga ko‘ra a>0. Ushbu

x(y) =x +Y(x-x), y>0, x=x+yyye{y:\\y =5
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nugtalarni ko‘raylik. Ular uchun

- 100 = = W) FUF)- IR =

=r . 7.£ ") ?+0(Y2arl.a+n }=y, 24000
2 0X 2

Shunday 6>0 son topiladiki, ly|<e bo‘lganda ushbu

o(y2)
<5% a>0 (7.11)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bunda x(y) nuqtalar 0<y<e tengsizlik

bajarilganda & nugtaning e atrofini toldiradi. Ular uchun (7.11)ga
ko‘ra

f(x(y))-f(x)>0
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu 3 nugta mahalliy minimum nugtasi ekanini

anglatadi.
Misollar sifatida 7.2-8 da ko‘rilgan masalalarni olamiz.

1-misolda /(*},*2)=*2-x {x2+x\ +2* +xr funksiya uchun
yagona statsionar nugta *° =(-5/3, -4/3 ) topilgan va unga mos
kvadratik forma Qxy{,y2)=2+2- yx2+y\) ko‘rinishda ekani kel-
tirib chigarilgan edi. Ravshanki Qx(>,y2)>0, 0* (yxy2)e E2. Bun-

dan ko‘rinadiki, x° =(-5/3,-4/3) nugtada berilgan funksiya mahal-
liy minimumga ega.

2-misolda / (xI,x1) =xf +3x; - 3xx2 funksiya ikkita®'~(O; 0) va
x{2) ~ (I/V3, I/V") statsionar nugtaga ega edi. Birinchisiga mos kelgan

kvadratik forma Qx{yx,y2) = -6y Wy~ bo‘lib, u 0‘z ishorasinisaglamaydi.
Demak x1I* nugtada ekstremum yo‘g. Ammo ikkinchi x2 nuqgtada
mos kvadratik forma
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Yi +6 Vly;
ko‘rinishga ega bo‘lib, Q2(y}y2)>0, ya’ni o'zining mushat ishora-

sini saglaydi. Bundan berilgan funksiya O”*O” ,” )~ 2 nugtada ma-
halliy minimumga ega ekani kelib chiqgadi.

2. Endi chizigsiz dasturlashning shartli minimum masalalariga
to‘xtalamiz. Awal chizigsiz dasturlashning shartlari tengliklar bilan
berilgan shartli minimum masalasini ko‘ramiz.

Bunday holda masalaning qo‘yilishi quyidagicha edi ((7.2)ga

garang):
/(x)-Mnin, gi(®)=0, g,(x)=0,...,g*%(x) =0. (7.12)

PK ={x: Si (*) = %>Si (x)=0,..gk(A) =0} - joiz rejalar to‘plami.
Eslatib o‘tamizki, PK to‘plainning qavarigligi yoki qavariq emasligi
hagida hech nima deyish mumkin emas. Har bir g/(jc) =0 tenglama

£« fazoda sirtni anglatadi. Shuning uchun g(x) =0 vektor tenglama
&ta sirtlaming kesishmasidan iborat. Kesishma bo‘sh to‘plam bo‘lishi
mumkin. Masalan,

g.(X)=x*+x\+ __ +xl +a=0. a>0 boMganda, PKe 0 bo‘ladi.

Agar g(x)e.CI(PK) bo‘lsa PK to'plam n~r o‘lchovli sillig qurama

(rnagkoe mHoroo6pasue) deyiladi.

(7.12) masala uchun yechim mavjud boMishining zaruriy, yetarli
shartlari mavjud. Ammo sodda hollarda (7.12) masalani yechishning
sodda usullari mavjud. 0 ‘Ichov n—2, n—3 bo‘lganda chigarish usuli,
burchak koeffitsientlarni tenglashtirish usullari shular jumlasidandir.

Quyida misollar ko‘ramiz. Dastlab chigarish usulini goMlanishiga
oid ikkita masala ko‘riladi.

1-misol (1-uchastka masalasi). Yuzasi S ga teng bo‘lgan to‘g‘ri
to'rtburchak shaklida yer uchastkasi ajratilgan. Uning eni bilan bo‘yi
ganday boMganda perimetri minimum bo‘ladi?

Yechish. Masalaning matematik modelini quramiz. Agar xt va x2
deb to‘g‘ri to‘rtburchakning mos ravishda eni va bo‘yini belgilasak,
uning perimetri 2(x®*2ga teng bo‘ladi. Masalaning modeli:
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j X +x2 —»min,
[ X-x2=5
ko‘rinishida yoziladi. Bunda f(x\>x2) =xl+x2,
g(*,,x2)=x,x2-S =0. Ikkinchi munosabatdan x2=S/xxni topib
/(*,,*,) ga go‘yamiz. Natijada ushbu
/, (X,) =X, +-q--->min, 0<jfj <+Q
X1

masalani hosil gilamiz. Bu masalaning yechimi mavjud, chunki
7.2-teoremaning shartlari bajarilayapti, ya’ni

A'k_rplol,(*!)= \},_i%/,(x,) = +00
Demak, masala yechimga, anigrog‘ f(x~x2)-x x+x2 funksiya
g(x,,x2)=X*2-s=0 boMganda minimumga erishadi. Uni topish

uchun /,(jcj) dan hosila olib, 0 ga tenglashtiramiz va yechamiz:
10(*)) = 1+X—2. *°=VS; a*=VS, v =(Vs,Vs).

Shu yagona statsionar nuqtada berilgan funksiya o ‘zining minimu-
miga erishadi. min/(x,,x2) =/(x°) =2Vs< Ko‘rinadiki, masalaning
yechimini beradigan to‘g‘ri to‘rtburchak kvadrat boMar ekan.

2-misol (2-uchastka masalasi). Yarim perimetri p = X, +x2 boMgan

to‘g‘ri to‘rtburchak shaklidagi yer maydoni yuzi maksimum boMishi
uchun uning eni va bo‘yi ganday boMishi kerak?
Yechish. Masalaning modeli quyidagicha yoziladi:

S(X%X2) = Xtx2-> max, X, +xX2=p.

Yana chigarish usulini goMlaymiz: x2-p-xr O<xxp boMsa, ushbu
S,(x{)=x~p-x~-* max, 0<x, <p masalani yechish lozim boMadi.
Bu masala uchun (7.1) teoremaning shartlari bajariladi. Hagigatan,

i ' = i iS' = 2
V|,I_Q;IO.S,(X1) Lﬂgols,(xl) 0, S,(x,)>0, Vx ¢(0,/?)

Yechimni topish uchun ,<(x)=0 tenglamani yechsak, yagona
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statsionar nuqta A-j°=y topiladi. £,,(*,) funksiya shu nuqtada,

S{xI19x2) funksiya esa, x° =(p/2, p/2) nuqtada maksimumga

erishadi: Smax-S(x°) =y*-£=" -+ Ravshanki, bu holda ham

to‘rtburchak kvadratdan iborat bo‘lib chiqdi.

Eslatma. Juda ko‘p masalalarning yechimi kvadrat bo‘lgani sababli
uni sehrli figura deb atashgan.

Chizigsiz dasturlashning (7.2) masalasini yechishning Lagranj
ko‘paytuvchilari usuliga to‘xtalamiz. Mazkur usul hagida 4-bobning
4.2-8da gisgacha ma’lumot bergan edik. Endi shu usul hagida to‘laroq
ma’lumot beramiz. Igtisodiyotda uchraydigan chizigsiz dasturlashning

PK masalasi uchun mos Lagranj funksiyasi aksariyat holda normal,
ya’ni X0 ¢ 0 bo‘ladi. Shuning uchun umumiyatlikka zid kelmagan holda
doim x0=1 deb olsa bo‘ladi. Bunda Lagranj funksiyasi

F{x,X) = f(x) +X{gx(x) + X2g 2(x) + \ kgk(x) = f(x) +X'g(x). (7.13)

ko‘rinishda yoziiadi. Lagranjning normal funksiyasiga mos shartli mi-
nimum masalasi normal masala deyiladi.

7.6-teorema. Agar x0e PN nuqta (7.12) masala uchun shartli
mahalliy minimum nuqtasi bo‘lsa, shunday X°A°,...A0° Lagranj

ko‘paytuvchilari topiladiki, (x°f4°) Lagranjning normal funksiyasi
uchun shartli-statsionar nuqta bo‘ladi, unda
(b°Y =(X?02,...0®).

Isboti. Agar (x° /[ 0) shartli statsionar nugta bo‘lsa,

dx
vektor tenglik bajariladi. x° va X° ni topish uchun (n+k)ta tenglama
mavjud:
3/(x°X)



Demak, shartli statsionar nuqtalarni (7.14) tenglamalar sistemasi
ichidan izlash kerak.
7.6-teoremadan normal masala uchun Lagranj ko‘paytuvchilari
mavjudligi va yagonaligi kelib chigadi.
7.7-teorema. (7.11) masala uchun x° ePw nugta normal nugta
bo‘lishi uchun shu nugtada
1(*° 2 o k )
39i(*°) dg2(x°) dgk(x°®) (7.15)
dx dx ~ 7 dx
vektorlar chizigli erkli boMishi zarur va yetarli (isboti talabaga top-
shiriladi).
Yugorida ko‘ri'lgan 2ta uchastka masalasining normalligini
tekshiraylik.
1-masalada f(x},x2)=xI+x2, g{xxx2)=xx2- S =0.
dg(xux-,) (x2n
Masalaning normalligi ~
chigadi.
2-masalada f{x{>x2)~ x,x2, "(X,,x2)=x{+x2~p. Masalaning
normalligi ushbu
dg(xlyx2) J 1]
dx 111
munosabatdan kelib chigadi. Bu hollar Lagranj funksiyasining nor-
malligini angiatadi.
7.8-teorema. Agar (7.12) masala normal boMib, f(x)eC 2(Pk),

g(x)eC2(Pk) va x0—shu masalaning mahalliy minimum nugtasi va
vektor x° ga mos Lagranj ko‘paytuvchisi bo‘lsa, ushbu

tengsizlikning bajarilishi zarur.
7.9-teorema. Agar jt° nuqta (7.2) masalaning shartli-statsionar
nuqtasi bo‘lsa, shu nuqgta (7.2) masalaning mos Lagranj ko ‘paytuvchisi
boMgan shartli minimum masalasining yechimi boMishi uchun ushbu
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S/(Y5 =y v L)-(;-zy >0, 0 Ve r= Ry rdg{x0

=0
A iV (7.17)

tengsizlikning bajarilishi yetarli.
Yuqorida yechilgan 2 ta uchastka masalasini endi Lagranj
ko ‘paytuvchilari usuli bilan yechamiz.

1-misolda ( f (x{,x2) = xx+x2 -> min,
1E*L*2)=*1*2~5s
masala uchun uning normal masala ekanini bilganimiz holda
Lagranjning normal funksiyasini tuzamiz:

F(x, X) =X, + +Ae(*x2-.9.

dF_ . OF _ ) )
Ravshanki, ~ 1+ A%2, - 1+ n'M. Endi tenglamalar siste-
masini tuzamiz:
1+ XeX2 =0, 1+ Xmy =0, Aex, -S.
Bundan x, -,v2- -MX va A=+I/Vs- Ma’nosi bo‘yicha x,>0,
x2>0 bo‘lgani uchun \ =-|/Vs boladi. Demak, nJ =x2 =Vs - Shart-
li-statsionar nugta x°=(Vs, Vs), unga mos Lagranj ko‘payluvchisi

AD=—V s-
Endi ikkinchi tartibli hosilalami hisoblab, A mntritsani va mos
kvadratik formani yozamiz:

dx dax; " dx,dx2 In" 1 0

/
I’O ‘L ' \V/ t\
. Js I R 2\Yr
\{y~y2) = -{y\"yi — =
Q\{y~y2) =-{y\*yi) . 0 Ty 3 "

2\Y2

Shunday gilib, & &i w2} = . @, (*,,y ") ni Tda tekshiramiz:
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ya'ni YxY20 yoki y2=~ ¥ ”~- Ravshanki,

=~7s 'yi'y]*=7sy' >0, ~ *°*
Bundan [Ox1x2=xj+x2 funksiya xx =S boMganda mahalliy mini-
mumga erishishi kelib chigadi va /mn=/(7s\V s) =2~S . Bu awal

chigarish usuli bilan topilgan yechim bilan ustma-ust tushadi.
2-misol uchun ham Lagranj ko‘paytuvchilari usulini qoilaymiz.
Mulohazalarni gisgacha olib boramiz,

F(x,X)=X,X2+ X-(X, +x2- p)>
OF dF
arf"*2 dx -xXi+N X +X-0, x2+X=0, X, +x2-p - 0.

Bu munosabatlardan x° =x® =p/2, X° =-p/2 kelib chigadi.

d2F Lo 01
dx 2 ° dx{dx2 T dioo0
i
A\(Y\,¥Y2) = M\>Y2)\ 2Y\Y2,
( )= 2) 0 \yr) \Y2.
dg f
dx,

Qr=2yxm(-yl)=-2yf <0, Wy, *0.
Yugoridagi munosabatlardan [x1x2=x,x2 funksiya x,+x2‘p=0

boMganda x° = (p/2, p/2) nuqtada mahalliy maksimumga erishadi va
n

./(XJIX 2) = ?l2—=—4 boMadi.

Ko‘rinib turibdiki, n=2 boMganda Lagranj ko‘paytuvchilari usuli



bo‘yicha hisob-kitoblar anchagina. Agar n=3,4,... boMsa, hisohlnsh-
laming hajmi yanada ko‘payadi.

Ushbu /(*)-» min (max), g(*) =0 masalada ishtirok etayotgan
Ox) va g(x) funksiyalar ba’zi xossalarga ega bo‘lsa, masalani yechishning
ratsional usuli G “.Nasritdinov tomonidan tavsiya etilgan va burchak
koeffitsientiarni tenglashtirish usuli deyiladi. Bu usulning mohiyati 3-
bobda bayon etilgan (n=2, «=3 uchun). Biz mulohazalar toMig boMishi
uchun shu bobda ham 2 ta misol ko'ramiz.

1-misol. /(x,,X2)=2(xj"1+x"1) '1-> max , g(X, x9=3x,+x2 15=0.
Bunda [Ox,x2 funksiya naflik funksiyasining barcha xossalariga ega.
Hagigatan (x,>0,x2>0)

Jp=12-(-i)-(V +ar;)2(-1) x;2-2-(in,i;")2>0>

[~ =2-(CD-Cr ) 2(-D-J2=2 (5, 1)2>0,

Endi masalani yechishga burchak kocfTilsicntlarni tenglashtirish
usuli goMlansa boMadi.

R B 17T
Ravshanki, - k1 g "1 - "800~ [~

Masalaning yechimi quyidagi sistemadan topiladi:



Bundan 3a2~5xl, x2=J"'vi va ~JT, —15

Xl =n * &'
3+’ "2 3+VI5

Demak, / =2(x~ +xj')4 funksiya 3xj +5x2-15=0 berilganda

( 15 an/15

X° =
J +y[\5” 3+-05

nugtada maksimal giymatga erishadi. Sodda

hisoblar yordamida / uax ni topamiz:
/ =/(**“)=
¢ ) 2(3 + VI-5) ’

Taqgqoslash uchun shu masalani Lagranj ko‘paytuvchilari usuli bilan
ham yechib ko‘raylik. Masala normalligi ravshan. Endi Lagranjning
normal funksiyasini yozamiz:

F(XA)=2-(x11+x2V +X-{3x[+5%x2-15).
Bundan
jrr=\- (x\l+ Y2+3X 1+ 2+ 5X
I xf (x ' Todx2  Xj @ )
hosilalami nolga tenglashtirib, quyidagi sistemani hosil gilamiz:

T-(x~[+x;ly 2+3X =0, X=--"T-(A"1+A2])'2,
3xr
N (XM S X N0, X=- —YM AL 1+A D\
A2 5*2
3X, +5x-y -15 =0. 3X, +5as-15 = 0.

Dastlabki tengliklarning chap va o‘ng tomonlarini mos ravishda
bolsak, soddagina 5a; =3xj2 tenglik chigadi. Bu holda hisob-kitoblar

o ) ) (is iSTs) )
bajarilgan va shartli statsionar nugta | +77 *3+ ekani ma’lum.
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Endi shu nugtada ikkinchi tartibli hosilalarni hisoblab, A mnlrilMi

dF dF
ni tuzamiz: hisoblash anigroq boiishi uchun larni quyidn

gicha yozib olamiz

dF dF
=2-{x;Ix2+\)~2 + 5X.
>
Bundan
d2F d~F .
———4 o1+ AjIT) 20 ] A=-4(vrx2+irVv .
| X

Statsionar nuqtada shu hosilalarni hisoblaymiz:

d2F 2-Vis 4 IL 2-Vi5
dxf 5-(4 + VTY) dx2 3+(4+VTs)
r h y n
drF A= 5
M<EW2 B
5
Elz._sz By aovia. 1502 -
25 VIS | 5 v Vi 3 , [ :3yx+5y2~0-e

Agar V2 - = Y] ekanini hisobga olsak,

. 2 30-8 15 & 2 30-30,984 n
QIr=-—o y: = . - <0
r 471 15 25 4+ [15 25

. . 15 3y[\5 \ .
Demak, shartli-statsionar xa- nuqgtada berilgan
3+nair5 3+ T[\5
funksiya maksimal giymatga erishadi.
Yuqoridagi hisoblashlar koVsatadiki, F(xi,x2) funksiya naflik
funksiyasining xossalarini anglatuvchi shartlami ganoatlantirsa, burcb”
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koeffitsientlarni tenglashtirish usuli masalani yechishning ratsional
usuli boMib xizmat giladi.

7.4-8. Chizigsiz dasturlashning shartlari tengsizliklar bilan
berilgan shartli minimum masalasi
Awvalgi bo‘limda chizigsiz dasturlashning shartlari tengliklar bilan
berilgan shartli minimum masalasiga va uni yechishning turli usullariga,
birinchi galda, Lagranj ko'paytuvchilari usuliga to‘xtaldik. Ammo turli
igtisodiy jarayonlarning matematik modellarida tegishli shartlar
tengliklar va tengsizliklar sistemasi ko‘rinishida bo‘lishi mumkin.

Faraz etaylik, /(*), g,(X), g2{x), ... ,gk(x) funksiyalar n
o‘Ichovli Yevklid fazosida berilgan bo‘lsin. Shartlari tengsizliklar bilan
berilgan shartli minimum masalasi quyidagicha qo‘yiladi:

/(*)-» min, g,(x)<0, g2(x)<0, ... ,g*(x)<0. (7.18)

TNn-ta’rif. Ushbu PK={x-.gl(x)<0, g2(x)<0, ... ,gt(x)<0}

to \plam ioiz reia/ar to plami deyiladi.
Bunda k<n tengsizlik bajarilishi shart emas. Iqtisodiy masalalar

uchun x>0. Agar g'(*) =(gi (*)> e >£*(*)) belgilash kirit-
sak, PN ={x:g(x) <0} deb yozish qulay.

7.8-tarif. Agar biror x> eP N nugta uchun f(x°)<f(x) tengsizlik
o'rinli boba, nugta (7.18) masalaning yechimi deyiladi

Agar masala ixtiyoriy joiz rejalar uchun yechilsa, yechim absolut
minimum masalasiga oid bo‘ladi, aksincha, agar masala x° nugtaning

yetarli kichik atrofida, ya’ni | x - x° |<e, e>o0 sharda qaralsa, biz

mahalliy minimum masalasini yechgan bo‘lamiz. Absolut minimum
masalasini yechishning umumiy usullari ishlab chigilmagan. Ayrim
soddaroq hollarda absolut minimum masalalari yechilishi mumkin.
Biz mahalliy minimum masalalarini o‘rganamiz.

Shartlari tengsizliklar bilan berilgan shartli minimum masalasi (7.18)
yordamchi o‘zgaruvchilar kiritish orgali shartlari tengliklar bilan berilgan
shartli minimum masalasiga keltirilishi mumkin. Shuni asoslash uchun
guyidagi masalani ko‘ramiz:
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[(*)-» min, £-(*)+x;>=0, /=1[> (7.19
bunda v+, xm+2, xmk lar yordamchi o‘zgaruvchilar.

7.1-lemma. Har bir (7.18) masala (7.19) masalaga ekvivalcnt.
Isbot. Biror x0 nugta (7.17) masalaning yechimi boMishi uchun

(*(. =[-ft(*0)]1/2) (7 20>
nugta (7.18) masalaning yechimi boMishi zarur va yetarli ekanini
ko'rsatish kifoya.

Faraz etaylik, j©- (7.18) masalaning yechimi, ammo (7.19) nuqta

(7.18) masalaning yechimi bo‘lmasin, ya’ni {5, 3, xit2,
..., Xxn+k} nugta uchun / (x)=/(ar°), g, (x)+%2 =0 munosabat-
lari bajariladi. Shunday qilib, f(x)</(x°), g,(x)=-xat <0. Bu
esa nugta (7.18) masalaning yechimi ekanligiga zid.
Endi, teskarisi, {x°,*°+,... , xI+k} nugta (7.19) masalaning yechi-
mi, ammo X° nuqgta (7.18) masalaning yechimi emas deylik. Bu holda
shunday x* nugta mavjud boMadiki, shu nugta uchun

f(x*)<f(X°), g (x*)<0, /=104, (7.21)
munosabatlar o ‘rinli boMadi. Endi v* n* ushbu
X =[-g\(x )]\ ..., =[-gk(x')f2

koordinatalar bilan toMdiramiz. Unda (n~k)— vektor

wsw X5 Uchun ushbu
f(x*)<f(x°), g,(Xe)+x*+)2=0, i=\k
munosabatlar o‘rinli. Bu esa, \ x\ x*H, , x*+k) nuqta (7.19) masala-
ning yechimi deyilgan farazga zid.
(7.18) masalani yechish uchun olib boriladigan mulohazala

quyidagicha. Awal shartlari tcngliklar bilan berilgan (7.19) masalani
yechishga zaruriy, yetarli shartlarni goMlaymiz. So‘ngra natijani (7.18)
masala uchun yozib olamiz.

I$ -ta rif. Agar birorjoiz nuqta x° ePN da gt(.v®)=0 bo ‘sa,

g, (Y) <0, j</<k, tengsizlik shu X° nuqtada faol deyiladi, agar,
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g,(x°)<0 boisa, ¢,(A\)<0, ]</<k tengsizlik "dnuqtada sust deyila-

di.
7.2-lemma. Agar X° joiz nugtada faol bo‘lgan /, 2 ..., / S<k
indekslarga ega bo‘lgan tengsizliklar uchun ushbu

sg,,(x°) dg,2(x0) 5g,s (x°)
dx 'x dx 1
vektorlar chizigli erkli bo‘lsa, (7.18) masala uchun
{Nn t-g.vuo)r2...... [-g*(Ar°)]1/2}
nugta normal nugta bo‘ladi.

Shu lemmaga ko‘ra (7.22) vektorlar chizigli erkli deb faraz qilib,
Lagranj normal funksiyasini yozish mumkin:

- K
F(X,Xnﬁ, LY X n+k ,X) _}’C*) A"('O : (723)

Agar {x~x1.... x°n+k} nugta (bunda x°+. =[-g, (*°)]1/2, /=
(7.19) masalaning mahalliy minimum nugqtasi bo'lsa, quyidagi teng-

lamalar sistemasini yozish mumkin (bunda = {jc°, e X2 L)

dF(x°) _ df(x°) ™ dg.jx0) | +x dgk(x°) _Q

ic dx 1 dx k dx
PO _ax x1, =0,
<§<«-|-]
(7-24)
dF(x°
) ov 1 =0
AXspf

(7.24)dagi tengliklarning o‘rinli bolishi zaruriy shartdir. Agar (7.18)
masala uchun ham Lagranj funksiyasini kiritsak
F(x,X) =f{x) + X'g(x),
mahalliy minimumning zaruriy sharti, ya’ni (7.23) munosabatlar
dF (x\X) _,

o (7.25)
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Ajjire+ /=0 yoki (x°)=0, /=1LIr (7.26)
ko‘rinishni oladi. Bunda (7.25) —sustlikni to 1diruvchi short deyiladi.
Buning ma’nosi shuki, nugtada sust bo‘lgan tengsizlikka mos Lag-
ranj ko‘paytuvchisi 0 ga teng, va, aksincha. Lagranjning biror
ko'paytuvchisi noldan fargli bo‘lsa, unga mos tengsizlik nugtada
faol bo‘ladi.

(7.18) masala normal boMgani uchun  nugtada ikkinchi tartibli
shartli minimumning zaruriy sharti bajariladi.

F(x,xn+,....xmk []) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilalaridan
tuzilgan matritsa quyidagi ko‘rinishga ega:

CdzF (x\x)
d2x
0
0
0 o 2X

Shuning uchun mos kvadratik forma quyidagicha yoziladi:
YH*emaem- i 7 Y+ 20MYs+l + o+ 2Xky TKK. (7.27)

Endi y vektor yotadigan gipertekslik va v/ f H .eeey* + sonlar
quyidagi tenglamalar sistemasidan aniglanadi:

fdgt(*QV .
. dx y + 2xLiy,,#
N
( dg2(x0) >+2a'Lv.2=0, (7.28)
dx
\"
r
dgk( x)

dx Y + 2a* -0.
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dgk (x>

* = 3
dx Y + 2*1+KYn+K = 0

7.10-tarif Agar (7.18) masala uchun xP —joiz nugta bo'lib, shunday
X=0,42,..0%)>0 — Lagranj ko'paytuvchisi topilsaki,
F(x,k) =f(x) + Xg(x) Lagranjfunksiyasi uchun ushbu

dF (x\X)
dx
tengliklar bajarilsa, x°-(7.18) masala uchun shartli-statsionar nugta

deyiladi.
7.10-teorema. (7.18) masalada shartli-statsionar xP nugqta mahalliy
minimum nugqtasi boMishi uchun Xx° nuqtada faol bo‘lgan

/,,i2,...,is, s <k indeksli tenglamalarga nisbatan tuzilgan

_— dglp(x ) s
IR "dx.... W=
yoki toMarog yozuvda
dgh(*Y dgik
y =0, on { y=0, gik 0« ) =0.
ag dx dx 3

gipertekislikda

4 y , ya’ni Q(y)\r kvadratik forma musbat
X
aniglangan boMishi yetarli.

Misollar ko‘ramiz.

[(X,,x2) - 1X2+ 3x2+4x, - 18x2 +s5,
1-misol. 2 2
g(xI,x2)=x1+x2-1 <0.
Lagranj funksiyasini tuzamiz:
FOY, , X2, X) - ~Y,2+-3Y2+4X, - 180\ +5 + xm(X, + x2- 1).
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Zaruriy shartlarni yozamiz. f-, X2 va % uchun sistemani yo/ntni/:

dF(x) _
dxx — +4+X, X, +4I8X_OY0
3x, - + X-
dF(x ’ ’
( ):3x2-18+X, X(x, +x2- 1)=0.

Awalo x=0ni tekshiraylik. Agar x=0 bo‘lsa, x,=—4, x2=6 bo‘ladi.
Ammo (*i+x2- 1) 0=-4+6- 1=1>0. Demak, (—%;6) nuqgta joiz
emas. Bundan X 0 ekani kelib chigadi, demak, x, +x2-1 = 0 bo‘lishi
zarur. Endi ushbu

X +4+ X0,
3x2-18 + X-0,
XX +x2-1)=0

. . . . . ..o 13 23~ 0
sistemani yechish kerak bo‘ladi. Uning ycchimi v i Nz

Ikkinchi tartibli hosilalardan tuzilgan matritsa va mos kvadratik formani
yozamiz:

Az 10 Tl 04,
=03 KYuyr) = (YmY2) 0 3, Kyr>:y\ +3Y2
- - _il Il—i n Vl
Endi Nw topamiz: 0x1] * gxrz va * \yr23 ~ N Yir
~Y\* XXymYr) n‘ /da hisoblaymiz: £>|,. ~4y,2 >0, *0.
. ) 13 23
Bundan berilgan /(x,,x2) funksiya v -, , nuqtada ma-

halliy minimumga erishishi kelib chigadi.

(X, ,X2)- X, +X2—>min , X, >0, x2>0.

2-misol. g(x,,x2) = 5-x,jr2<0, v>O0.
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Lagranj funksiyasini tuzamiz. Bu mumkin, chunki masala normal.

F(xlyx->A) - + X(s-x (a2).
\-1-x2=0,
XXt =0,
- - =X %,
dx,
dF _ dF ) ] ]
Agar A=0 bo‘lsa, ~x~~ bo'ladi, ya’ni statsionar nugta
mavjud emas. Demak, Unday bo‘lsa s-x~ =0 va x{=x2=1/X

bo‘lgani uchun X-\/-js elkkinchi tartibli hosilalar osongina hisobla-

nadi. Mos kvadratik forma Q=-2yly2 va T:yl+y2=0. Demalk,

Q k- 2yf >0, W, *0 va f(xlyx2) funksiya da minimum-

ga erishadi.

7.5-8. Sodda iqtisodiy modellarni geometrik dasturlash usullari
yordamida o ‘rganish

XX asrning ikkinchi yarmida ekstremal masalalar yechishning yangi
yo‘nalishi paydo bo‘ldi. Uni geometrik dasturlash deb ataladi. U ko‘p
hollarda chizigsiz dasturlash masalalarini ratsionai usul bilan yechish
imkoniyatini beradi. Bunda ba’zi hollarda masalalami yechish uchun
hatto hosilalardan foydalanilmaydi. Sodda hollarda geometrik
dasturlashning tengsizliklar usuli, pazinomlar usuli muvaffaqiyat bilan
go'llaniladi. Biz quyida shu usullar yordamida o ‘rganiladigan modellarga
to‘xtalamiz.

1. Igtisodiy masalalarni yechishning tengsizliklar usuli

' Ba’'zi iqtisodiy masalalarni tengsizliklar usuli bilan yechish
maqgsadga muvofig. Unda ba’zi klassik tengsizliklardan foydalaniladi.
Aynigsa, o‘rta miqdorlar va ular orasidagi munosabatlar asqotadi.

Bizga n ta musbat v, >0, u >0, ...,X,, >0 miqdorlar yoki biror

o‘zgaruvchining musbat funksiyalari xI(t\x 2(t), e==-~(7) te(aji)
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berilgan bo'‘lsin. Ulardan tuzilgan o‘rta miqdorlarni yozami/:

f\ \ i
+ —+...+ — o'‘rta garmonik miqdor,
NV *2 xh)
I, ="4X\X2 °‘rta geometrik miqdor,
Y by +  dvy . . o
A. = - 11 —o‘rta arifmetik miqgdor,
2 2 2

D, =J X +JI2+' bX* —o‘rta kvadratik miqdor.

Mazkur miqdorlar orasida quyidagi tengsizliklar o‘rinit:
Unda tenglik ishorasi a, = as =... = xn bo‘lgandagina o‘rinli bo'ladi.

Shu tengsizliklarning isboti murakkab cmas. Ular turli usullar bilan
isbotlanadi.
Biz iqtisodiy masalalarni yechishda

r,iA,, *

tengsizlikdan foydalanish usulidan foydalanamiz. Bunda ikki hoi bo‘lishi
mumkin.

I°-hol. x}+x2+... 4x,=a, a- constmBunda I, <A, tengsizlik
ushbu «/a,as =aln ko'rinishga keladi. Undan a, -as eeeme*, =
=(aln)"kelib chigadi. Ko'‘rinadiki, tnax{a,as * xn}=(aln)n va
a(=as = ...=xn-ain

Shunday qilib, biz quyidagi masalaga egamiz:

a, -X2-... &Xn->max,
At+x2+ ...+ xtf=a, a=const, (7.29)
A >0, AS >0, ... , Xxn>0.

Bu masala matematik dasturlash fanida shartlari tengliklar bilan
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berilgan shartli ekstremal masala deyiladi. Uni yechish anchagina
murakkab. Jumladan, u Lagranj ko‘paytuvchilar usuli bilan yechiladi.
Ammo biz ko‘rayotgan maxsus holda (7.29) masalaning yechimi
osongina yoziladi:

1-masala. Yarim perimetri xx+x2=p bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak

shaklidagi maydonning yuzi uning tomonlari ganday bo‘lganda eng
katta bo‘ladi?
Yechish. Ushbu masalaga egamiz:

f Xj + X2 —yfflQX}
1 x\+x2 =p-
(7.29) masalaga ko‘ra n=2, a- p bo‘lib, yechim max(xj,x2)=
-(p/2)2 xl=x2=p/2 ko‘rinishda yoziladi.
2-masala. Ushbu f(x) =ax(b- x) >mmax, O<x<b, a> 0 masala
yechilsin. Agar X, -x 9x2-b-x desak x{+x2=h =const bo'ladi.
Shuning uchun max{ax(b - x)} =a-(b/2)2. Endi X, =x2 tenglikka
ko‘ra x=b-x, 2x=hb, X0=b/2. Shunday qilib javobni

max /(X) =f(b 12) =ab214 Kko‘rinishda yozish mumkin.

3-masala. Tomoni p ga teng bo‘lgan kvadrat shaklidagi materialdan
uning burchagidan ganday kvadratlar qirgib usti ochiq yashik yasasak,
shu yashikning hajmi eng katta bo‘ladi?

Yechish. Kvadratningtomoninix desak, 0<x<p/2 bo‘ladi. Unda
yashik hajmi K(x) = (/~x)2 formula bilan aniglanadi. Agar
V(X) =\/4-4x{p~2x)-(p-2x) deb yozib, x,=4x, X2=x3=p - 2x

desak, x,+xT7+x3=2p bo‘ladi. Shuning uchun (7.29)ga ko‘ra

1f2p) p . . .
maxJ (X)=—— 1 ~x-p_2x dan x =— Kkelib chigadi.

2®-hol. X, x2e.mXx,=b, b-const. Bunda (*) tengsizlik
Yfy ¥ Ty
1

b= ko‘rinishda yoziladi. Undan




min(.-T| +x2+... + xn)=n-"Ifb — Kkelib chigadi. n, v, ., - v,

bo'lganda Xi=rfb, i=\,n bo‘ladi.
Shunday qilib, biz quyidagi masala va uning yechimiga egami/.
Masala:

Y +x2+... +X, —=min,

* x1-x2-...-xn=b, b=const, (7 30)
X >0,x2>0, ..., X,>0.

Yechish:  min (X, +X2+... +xn)=neib ,

M=xX2=mm=%*_, =\VVA ¢
1-masala. Yuzasi S bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak shaklidagi
maydonning tomonlari ganday bolganda uning perimetri eng kam
bo‘ladi?
Yechish: Ushbu x, + Xx2—min, X, ex2=S masalaga egamiz. Unda
yechimni darhoi yozish mumkin:

min(X[ +x2)~M"'4b , X, =X2- 7 .
2-masala (eng yaxshi konserva idishi hagida). Hajmi V bo'lgan

silindr shaklidagi konserva idishining asos doirasi radiusi r va balandligi
h ganday bo‘lganda uni yasash eng arzon tushadi?

Yechish. ldishning hajmi v = K-r2h- U en2 arzon tushishi uchun
to‘lig sirti eng kam bo‘lishi ravshan. Shu holdagina unga eng kam

material ketadi. Demak, S=2n-r2+2n-r-h, V=n-r2h. Agar
Y . .
=T S ifodaga qo‘ysak,

S(r) ~2T1're n-?-'r-\-’--- >min , r>0
masala hosil bo‘ladi. Agar bu funksiyani ushbu

?
S(r)-2n-r LYY
ror



ko‘rinishda yozilsa, vj =2tz~r2, x=x=V/r boMganda

VOV T.
XX- XN =27i r T -2n-V~ =p

boMadi. Demak, yechimni yozish mumkin: mins{r) - 3eL2nmv2 ,

o, =*2=x3gako‘ra 2n-r2=F/rdan r° =*/'y/(2n) , h=2>0 kelib
chigadi. Demak, hajmi Vv boMgan silindr shaklidagi konserva idishi
eng arzon tushishi uchun uning o‘q kesimi kvadrat boMishi lozim.
2. Igtisodiy masalalarni yechishning pozinomlar nsuli
Pozinomlar funksiyalarning ma’lum turidan iborat boMib, pozinom
so‘zi musbat aniglangan ma’noni angiatadi. Pozinomlar muhim
xossalarga ega, ular igtisodiy masalalarni yechishda asgotadi.

7.11-tarif. Ushbu f(x) -c-xa, €0, aeR, x>0 ko Tinishdagi

funksiya bir o zgaruvchili bir hadli pozinom deyiladi.
IAl-taYif. Ushbu

fix) ~CJXai +C2xa2 + ... +Cfix0cyC/ >0, a;eif, i-\,n- (7.31)

Ko rinishdagifunksiya bir o zgaruvchili n hadli pozinom deyiladi.
1Nb-tarif Agar (7.31) pozinom uchun ushbu

Chl+C2a2+ .. +C,a,=0

son/i tenglik oYmli boisa, (7.31) pozinom regulvar deyiladi.

7.11-teorema. Agar (7.31) pozinom noregulyar boMib, biror at va
ar [*/juftlik uchun a.aj <0 tengsizlik o‘rinli boMsa, (7.31) pozinomni
X~\Y almashtirish yordamida yangi o‘zgaruvchi y bo‘yicha regulyar
pozinomga keltirish mumkin, unda x0 ushbu

Cxa]Xa'+C,a2xa-+ .. +CJ1 ,ra"=0 (7.32)

tenglamaning musbat yechimidan iborat.

Ko‘pgina iqtisodiy masalalarni yechish jarayonida pozinom
Ko rinishidagi funksiyalarning eng kichik giymatini topishga kelib
golir&adi. Shunda quyidagi teoremalardan foydalanish tezgina natija
eradi.

7.12-teorema, Agar (7.31) pozinom regulyar boMsa, u 0 °‘zining
eng kichik giymatiga n—1 boMganda erishadi, ya’ni, agar *

* Ne~ pozinomlarning eng kichik giymatini anglatuvchi maxsus belgi.
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boiadi.

Misollar.

1/(*) =x+—. Bu regulyar pozinom, demak, min/ (X)=u/ =
=1+ 1=2.

2. [(x) =x+x~siljia +x~a® a- Bu ham regulyar pozinom. Shuning

uchun M=/(1)=3.
- +— +*o-+X— , x>0. Bu regulyar pozinom,

X X~
chunki

A - L]
Demak, U./+= Y e MWD

7.13-teorema. Agar (7.31) pozinom noregulyar bo‘lib, x,,son (7.32)
tenglamaning musbat yechimi boMsa, u 0'zining eng kichik giymatiga
x=x0bo‘lganda erishadi, ya’ni,

\yf=f(x0), ((Xay)=?/y)> u/Ny)=J1(1). =f(*o>

Misollar.

I.x*_ y=iS, x+y—min.

fix) =x+S/x-* min ; bu pozinom, chunki biz bu masala bilan
tanishmiz. Agar 5=1 bo‘lsa, u /=1+1=2 bo‘ladi. Endi S*1 bo‘lsin.
Unda x0ni topamiz:

M -X +5-(~|)--)-(—-->x0 =<J1T, yo~4s .

Shuning uchun

u/=/(1s)= v+ * = v- s' s 28§

Shu pozinomni regulyar ko‘rinishga keltiraylik:
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/00 =/ (C00=/ (VM) =yfSy + S /(Vsv) = J-Sy + yfs /.
Shunday qilib, f(x) =x+S/x =/, (y) =Vs -(y +1/y).
Ko‘rinadiki, wm/=/(#) =u/, =/*(J).

2. Eng yaxshi konserva idishi hagidagi masalani ko‘raylik. Unda,
ma’lumki S(r) =2n-r2+2V/r -» min, r>0 masalani yechish lozim
edi. Ko‘rinadiki, S(r) funksiya pozinom. Regulyarlikka tekshiramiz:
27t-2+2F-(-1) =2-(27t-F). Agar V=2n bo‘lsa, pozinom regulyar
bo‘ladi. Ammo iqtisodiy ma’nosi bo‘yicha hech mahal hajmi (V)
irratsional gilib tanlanmaydi. Shuning uchun V *2n deylik. Unda r0
ni topamiz:

2n-2r2+2V-(-\/r)~>r0=JV/J 2", ho=210.

Demak, u5 =£(r0). Endi S(r) ni regulyar ko‘rinishga keltiray-

lik. Shunday qilib, f.(y)-{Vy2+2V!y)/r0 pozinomga egamiz, u

regulyar,
/

S(r) =S(rty)~2nmy2+— = - 2K L_L Ty, 2, 2V"
‘oY \ YJ roy' Yij
Shunday qilib, /% ("ﬂ) L 2+2—)'/: pozinomga egamiz, u

regulyar, chunki r*2 + 2- F—(—I) =0. Demak,

U/=/(To)=/.(» =y T?2"-(V+2V)=3-ifIKV2.
7-bobga oid masalalar

l. Quyidagi funksiyalarning kritik nuqgtalari topilsin va ekstremumg
tekshirilsin (N—l 2,3,...):

~-2N—x, 2.y =N*x3+3N-X
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3.y ~\jN «x - N2 4y =N-x-{x-N)}
5.y =x2-(7V + )-|x| + AT 6.Vv=x2+(AV+1)-|*| +N

I. Quyidagi ekstremal masalalar yechilsin (#=1,2,3,...):

* 4
1. y=—mJ(4- N- X) >max, o<x< —.
2- y=5exey/N-x2—->max, 0<x<y[N-

3. y=3-x-(4-Ny[x) -*max, 0<pr<16//r2.

N 2 5 .
4 AR L i o >min, X>o, (0 <X<+OO)
4 N x

3
5. y =N X+ -mmmmm -» min, > 0.
N x*

2
5 y=N'"4x+——pmax, x>0
Yx

I11. Quyidagi funksiyalarning statsionar nugtalari topilsin va har
bir statsionar nugta uchun mos kvadratik forma tuzilsin (N=1,2,3,...)
va shartsiz ekstremum masalasi yechilsin:

Im /(jtj,x2)=X2- x,Xx2- 2X, + N mK2e

2. 1(X,,X2)=TV-X2 +x2 ~4Xj +2X2-

3 f(xi4x,,).:N-xIxh+X—'+X_2*

4. [(x] ,x2)=xf - 2x,x2~(N~ 1)x2 + 16xj + 12x2-

5 f(x{,x2)=x2- 3xjx2+x2- 2Xt- N - x2.

| 1
6. /(*,,X2)=N *x,x2- - x?x2+—ny§;>.

IV. Quyidagi shartli ekstremum masalalari Lagranj ko‘paytuvchilari
usuli bilan yechilsin (7v=1,2,3,...):
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1L /(x,,x2)=2a"1- N x2—mextr, g(x,,x2)=/JIrx2+x2+ 1=0-
2. 1 (X, ,X2)=XP-2X,X2+iVx2 —extr, g(x, ,X2)=2X, +Nx2-1=0
3. /(x, ,x2)=2x2- x2 + Nx}-»extr, g(xl,x2)=x}+Nx2~N =0-

4. [(x, ,x2)=edx,xi ->extr, g(xl,x2)=Nxl+x2-4 =0-

V. 1V bo'limdagi masalalar chigarish usuli bilan yechilsin.

VI. 3-bobga oid masalalar ichida Il, 111, IV bo‘limlardagi masala-
lar Lagranj ko‘paytuvchilari usuli bilan yechilsin.
VII. Il bo‘limdagi 1—6 masalalar tengsizliklar usuli bilan, 7—12

masalalar esa pozinomlar usuli bilan yechilsin.

7-bobga oid nazorat savollari

/. Bir va ko p argumentlifunksiyalarning kritik nugtalari ta rifmi keltiring.

2. Bir va ko 'p argumentli funksiyalarning ekstremumlari va ekstremal
giymatlari ta Yifini ayting.

3. Chizigsiz dasturlash masalalari goYilishini aytib bering.

4. Chizigsiz dasturlash masalalari uchun PK va PN to plamlar nimani
angiatadi?

5. Chizigsiz dasturlashning shartsiz minimum masalasi yechimi mavjud
bo Hishining zaruriy, yetarli sharti ganday ifodalanadi?

6. Shartsiz minimum masalasiga oid misollar keltiring.

7. Shartli minimum masalasi yechimi mavjud bofishi uchun zaruriy,
yetarli shartlar ganday ifodalanadi?

8. Shartli minimum masalasini chigarish usuli bilan yechish ganday
bajariladi?

9. Lagranj ko paytuvchilari usuli mohiyatini sozlab bering.

10. Masaladagi funksiyalar ganday shartlami ganoatlantirganda uni
yechish uchun burchak koejfitsientlami tenglashtirish usulini go ‘Hash mumkin ?

1L Geometrik dasturlashning mohiyati nima ?

12. Tengsizliklar usuli ganday masalani yechib beradi?

13. Pozinomlar ta Yifini bering.

14. Pozinomlar usuli yordamida ganday masalalar yechiladi?

15. Tengsizliklar va pozinomlar usuli bilan yechiladigan iqtisodiy
masalalarga misol keltiring.
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8-BOB. IQTISODIY JARAYONLARNING SILLIQMAS
MASALALAR KO‘RINISHIDA TAVSIFLANADIGAN
MATEMATIK MODELLARI

Silliginas masalalarga to'xtalishdan awal silliq masalalar, silliq
funksiyalar tushunchasini eslatib o‘tamiz.

$.1-tarif Agar f{x), xe Pa. E" funksiya biror € P nugtada k-
tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsa, uni k-tartibli silliqg funksiya
deyiladi. Agar Ax) funksiya silliq deyilgan bo‘lsa, unda uning 1-tartibli
silligligi nazarda tutiladi.

Masalaning go‘yilishida ishtirok etgan funksiyalar silliq bo‘lsa,
o°‘sha masalalarni sillig masalalar deyiladi.

Awvalgi bobda ko‘rilgan chizigsiz dasturlash masalalari sillig edi.
Unda funksiyalarning 2 marta uzluksiz hosilalarga ega bo'lishi talab
etilgan. Ammo doim sillig masalalarga duch kelavermaymiz. Masalada
ishtirok etayotgan funksiyalar u yoki bu nuqtalarda hosilaga ega
bo‘lmasligi mumkin. Agar funksiya uzluksiz bolib, chekli sondagi
nugtalarda birinchi yoki ikkinchi tur uzilishga ega bo'lsa, turli shartlar
bajarilganda funksiyaning ekstremumlarini yoki ekstremal giymatlarini
topish masalasi silligmas masala deyiladi. Bunday masalalar ham
o°‘rganilgan, ba’zi hollarda masala yechimga ega bo‘lishi uchun zaruriy,
yetarli shartlar ishlab chigilgan.

8.1-8. Yo‘nalish bo*yicha hosila

Silligmas masalalarni ycchishning turli usullari, shu jumladan,
tagribiy usullari ham mavjud. Yo‘natish bo‘yicha hosila tushunchasidan
foydalanish usuli shular jumlasidandir. Yo‘nalish bo‘yicha hosila
tushunchasi oddiy hosila tushunchasining bevosita umumlashtirilishidan
iborat. Shu sababli awal funksiyaning nuqtada va sohada hosilasi
tushunchasini eslatib o‘tamiz.

S.I-tarif Biror P ¢ En sohada aniglangan va uzluksiz funksiya
y=Ax{ 32......v,,) berilgan bo‘lsin. Agar x?ePning (n~\)ta koordinatasi

tayinlangan, yahi Y =(V' . N;,xH,...,x°)  bo ‘lsa,

IL

funksiyadan x. boYicha hosila quyidagi limitga teng bo ‘ladi:
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df = Hm /.(*- +Ar,)-/.(x;)
dxt ag0 JIve ’

bunda /, (X,)=/(X,°,X°,...,x0],%, ,Xx%,...,x%,) ¢ Aar 6/r argument

bo yicha olingan hosila xususiv hosila deyiladi.
Bir argumentli funksiya uchun hosila
d_m=f(x)= [|im./(v+tAV)-/(.v)
dx Jx
munosabat bilan aniglanadi. Albatta bu ta’riflarda tegishli limitlar
mavjud bo‘lganda hosila nugtada yoki sohada mavjud bo‘ladi. Agar
biror nugtada hosila mavjud bo‘Imasa, demak, biz silligmas masalaga
kelib golamiz. Misol sifatida y =\x | funksiya uzluksiz, ammo x0=O
nugtada hosilasi mavjud emasligini ko‘rsataylik. Uning uchun x0=0
nuqtada funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbatining x>0
da limitini hisoblashga harakat gilaylik:
|Ax1 1 [Ox>0,
hm -------mem hm J-----1=<
x*Q AX Ox [, Ax<O0.
Yagona limit mavjud emas. Demak, x =0 da hosila mavjud emas.
Oddiy hosilada argument orttirmasi gorizontal o‘q bo‘yicha
berilayapti. Agar orttirmani biror / yo'nalish bo'yicha beriisa nima
bo‘ladi? —degan savol qo‘yamiz. Bu hoi bizni yo‘nalish bo‘yicha hosila
tushunchasiga olib keladi.

1. Deylik, z-f[x), x e g it funksiya berilgan va / berilgan n o‘Ichovli

1

vektor-yomalish. Ravshanki, 1= »ya’ni li] ?= 1. Berilgan yo*nalish

! birlik vektor bo‘lsin: |/ 1=1
8.3.-tarif. Agar ushbu

lim 0); (x>+kl)eEN U j=1I x°eE" 8.1
Jim c )i (x +kl) =1 x (8.1)

limit mavjud bo 1sa, shu limit r=[1x) funksiyadan x°eE n nugtada |

166



/i*0
yo halish bo {icha olingan hosila deyiladi va AN ) kabi befgilanadi.

Tushunarli bo‘lishi uchun n- 2 boMgan z-f{xpx2 holni ko‘raylik.
Unda i yo‘nalish bilan (L, va 0x2 o‘qlar orasidagi burchaklar mos
ravishda a va p (p=90°a) bo‘lsin. Argument orttirmalari x,+A/cosa,
x2+A/-cosp boMadi. Funksiya orttirmasi quyidagicha yoziladi:

nz- f(Xj+m/ecosa, x2+ A /°C0S@)- / (ar,,X,), I/1=1.

Agar oAl mavjud bo‘lsa, u z=Rxitx2 funksiyadan *=(*,,x2

nuqtada / yo‘nalish bo‘yicha olingan hosila boMadi. Ravshanki,

Nicosa=blp &Icosfi~kl2 va cosa, cosp yo‘naltiruvchi kosinuslar
deyiladi.
Misollar.

bun

3.f(¥9=4 x°=i, i=i, ji|=1,

5L =WTLE tHH _
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4. f(x) =\x\, x> =1 /=-1. ||/]| =1, <r_1 0

dl, om0 K
2. Agar z~ f(xI,x2,”~.,xn)=f(x), xe , funksiya berilgan
Y’ e £» nuqgtada barcha argumentlari bo‘yicha differensiallanuvchi

boMsa, shu funksiyadan joO nugtada berilgan /, |/ 1 yo‘nalish bo'yicha

hosila osongina hisoblanadi. Quyida shu hisoblash formulasini
keltiramiz:

g/(.v ):ﬁ[(x°) c df

3((x°)

) 0sa, +———{X—2cosa, +...+- -cosa,, =
dl Sjt, ' 5x2 2 dx,,
_8/u°), ,au0) ,al(.v®),
] 8-2)
Misollar ko‘ramiz:
1L /(.t,3(,) =xe +3j(2,/ =f x°=0.
df(x°) al(.T°)
Awal 7 va migdorlarni hisoblaymiz:
a*, ’ av2
. x°) :
Endi ni hisoblaymiz:
2A(?°)=b.1+3.i? =3-j3 +1
5/ *2 2 2"
2 . —-Xj-t-jx2- 2 ;i +342+5,/=(3; 4), 20;=(1,—2).
i _ 1 _f3 4n
Ravshanki, |/ 1]=5"1, =|7]j 4 ? ’5J Endi ni hisoblay-

miz:
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=(X, +3) =-2+3-=1

dx. odx,
dl. 5 5 5'
3. /(xp x2) =2sinx, +5cosx2, / = thﬂ
VTo’ VTo 3’6,
ar(x*) =2C0S /I,
dx.
3% - 5sin*. =-5sint=-5 Jo®
Sx7 2’
djp?) 3 1= 1
dl " 10~2.10 «

8.2-8. Yo‘nalish bo‘yicha hosila yordamida chizigsiz
dasturlashning shartsiz va shartli minimum masalalarini yechish

1.Shartsiz minimum masalasini yechish. Shartsiz minimum
masalasining qo‘yilishini eslatamiz ((7.1)ga garang):

[(*) =/(*px2,...X,,)-Mwn , xeEn-

Faraz etaylik, z = [x) funksiya E”fazoda aniglangan va uning har
bir nuqtasida ixtiyoriy yo‘nalish bo‘yicha hosila mavjud bo‘lsin. Bu
funksiyaning differensiallanuvchi bo‘lishi talab etilmaydi. Shuning uchun

berilgan funksiyaning kritik nuqtalarida mahalliy minimum (maksi-
mum) mavjudligi shartlari tekshiriladi.

8.1-teorema (zarurlik sharti). Agar x0eE" nugta (7.1) masala

uchun kritik nuqgta boMsa, z-f{x) funksiya x0 nuqtada o‘zining
minimumiga (maksimumiga) erishishi uchun uning x0nugtada ixtiyoriy
yo‘nalish bo‘yicha hosilasi ushbu

df(x° al(x0)
d(|X)*O' a0 (8.3)

tengsizlikni ganoatsizlantirishi zarur.
169



Eslatma. Qavarig funksiyalar uchun (8.3) shart hatto yetarli shart
vazifasini bajaradi.

8.1  -teoremaning isboti. Faraz etaylik, shunday yo‘nalish J, ||J |j=
topiladiki,

M ™2 =a<0
dl
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U holda ta’rif bo‘yicha shunday g >0 son
topiladiki, 0 <s<£ bolganda
[(x° +E-T)-f(x°) "q

e 2
tengsizlik bajariladi. Unday bolsa, x° nugtaning ixtiyoriy kichik atrofida

shunday x +e-J nugtani topish mumkinki, shu x nuqta uchun ushbu
[(*)</(*°) +Ny-</(x°)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu Xa nugtaning minimum nuqgtasi ekaniga
zid.

8.2-teorema. Faraz etaylik, z=f{x) funksiyaning x* nugtada barcha
yo‘nalishiar bo‘yicha hosilasi mavjud bo‘lsin. Agar x* nugtada barcha

df(x*)" n
11=1 yo‘nalishlar bo‘yicha >0 tengsizlik bajarilsa, u holda

x* nugta z=f{x) funksiyaning minimum nugtasi boiadi.
df(x)
Isbot. ~!  hosila|11=1 sferada ekstremal giymatlarga erishadi.

df(x*)
Eng kichik giymatni a deymiz: aj

Shart bo‘yicha 7 >u bo‘lgani uchun a>0 bo‘ladi. Yo‘nalish

bo‘yicha hosila ta'rifiga ko‘ra shunday g>0 son mavjudki, 0<(Ks dan
olingan ixtiyoriy p lar uchun va har bir /|| /[|[=1 uchun ushbu
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------ (H4)
P 2 N

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. ~ =pg++p/ nugtalar ixtiyoriy p, /, 0<fKi:,
II11=1 uchun x* nuqtaning e —atrofni to‘ldiradi va shu y lar uchun
(8.4) dan Ay)>AOx*) tengsizlik kelib chigadi. Bu x* —minimum nugtasi
ekanini angiatadi.

Misollar ko'ramiz.

1 Awal ko‘rilgan y=[x) = |x| funksiyani ekstremumga tekshiramiz.
Bu funksiya uchun yo‘nalishlar fagat 2 ta: /,=1, | =—21 Shu yo‘nalishlar
bo‘yicha hosilalarni yagona kritik x=0 nuqtada hisoblaganmiz:

3/(0) _0/(0) : -
Ql  ~ gi —1>0. Bundan y~\x\ funksiya x=0 nugtada minimumga

erishishi kelib chigadi.
2.1 (o, x2) =xf +x; ~1->extr, (x~x2)e E2 masalani ko‘ramiz.

Bu holda statsionar nuqgta yagona: (0;0), chunki df ;%*i,

df
-2 x2 jarga “0‘ra x°=(0;0) boiadi. /=(/.,/,) - ixtiyoriy birlik

2
yo‘nalish bolsin. Endi hisoblaymiz:

al(°.°) =0 ; +Q./ =0
dl 1 2 .
Zarurlik sharti bajarilayapti. Ammo berilgan funksiya gavarigligidan
bu yetarli shart ham boiadi. Shuning uchun f(x[4x2)=xf +*? -1
funksiya x=(0;0)da minimumga erishadi va 4in=" ~’ Bu hoi
geometrik nugtayi nazardan ham ravshan. z-x\ +x; - 1 ning grafigi
vertikal o‘qgli paraboloiddan iborat. Uning uchi (0;0; -1) nugtada.

3. /(jcp @) =| %, |+ N-x2->extr, 1=(/,,/2) - ixtiyoriy, |[/||=1,

x°=(0,x2).
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=Jim | {[|O+*, [+ AfM(.T +*/)]- [0+ Tex]}=

= AL AN XA KNUEN -7 3= 14 N

Oxirgi |/] \+ N 12 ifoda ixtiyoriy /, va 12 lar uchun oz ishorasini
saglamaydi, Demak, berilgan funksiya ekstremumga ega emas.

4. 1(x,,*2)=| %, +1 J+iV-| x2-2 |-*extr, 1=(/,,/,) x°={~ 1,2),
/1K

Berilgan funksiya yagona kritik nugtaga ega: x°=(—,2).

J—12) = i LHA M 247,22 []0 }=
At S A g M2 -2 1100 3

Mndy'TH'S N -KI>°

Demak, berilgan funksiya x°=(—1,2) kritik nugtada minimumga
erishadi va f ., =f{—1,2)=0.

2. Shartli minimum masalasini yechish. Ma’lumki, shartli minimum
masalasi 2 turli: shartlari tengliklar bilan berilgan va shartlari tengsizliklar
bilan berilgan masalalar.

Yo‘nalish bo‘yicha hosila shartlari tengsizliklar bilan berilgan (7.3)
masalani yechishga tatbiq etilgan. (7.3) masalani eslatamiz:

/(*)->min, g,(.Y)<0, ¢g2(.Y)<0,...,0A(X)<0.

Bunda f{x), #'(*) = (#i U)>S2 (*)) funksiyalarning dif-
ferensiallanuvchi bo‘lishi talab etilmaydi.

8.3-ta’rif. Agarbiror x e Ps nugtadafaoi bo Igan tengsizliklar uchun

~ A <0, /= s<k

tengsizliklar o rinli bo‘lsa, | —joiz yo halish deyiladi.
8.3-teorema. Agar n° e Pv nugta (7.3) masalaning yechimi boisa,
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u holda barcha joiz yo‘nalishlar / bo'yicha ushbu

dl -0, [/ —joiz yo‘nalishlar,

tengsizlik o‘rinli boMadi.
Isbot. Teoremani noto‘g‘ri deb faraz etaylik. Unda shunday joiz

yo‘nalish 7 topiladiki, shu T uchun ushbu

ag'(v0)<o, ">=«<0
dl dl

tengsizliklar o‘rinli boMadi. Endi x(p) =x°+p-/\ P>0 vektorni

ko‘raylik. Shunday s>0 son topiladiki, O<p<e tengsizlikni
ganoatlantiradigan barcha p lar uchun x(p) nugta joiz boMadi, ya’ni
Np:(p)<0, i= 1 , 2 Hagigatdan, x° nugtada faol boMgan tengsiz-
liklardagi g.(x), i=iviv ... ik, funksiyalar uchun shunday e, >0 topiladiki,
quyidagi munosabatlar o‘rinli boMadi:

g;(x°+P-7)-g,(-v°), 1 dx,(’>’<;) <
p 2 dl

0, o
u

Shuning uchun barcha p, 0O<p<minc, (i=i{J2......)ar uchun
gt(x)+pJ) <gt(*)<>o0, /=
Zarurat tugMlganda c.ni kamaytirsak, g,(jc)ning uzluksizligi va

gi(x°)<o0, /* ,i,, dan sust gt(x) funksiyalar uchun

g,(*°+P'O£0, i*irii...i,
tengsizlik kelib chigadi. Shunday qilib, x(p) 0<p<e nugtalar joiz.

Endi 8.1-teoremaga asosan §<vi>>n kelib chigadi. Teorema isbot
bo di.
8.4-teorema. (7.3) masalaning kritik nuqtasi x°ePv shu

masalaning yechimi boMishi uchun barcha joiz yo‘nalishlar J bo‘yicha
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tengsizlik o‘rinli bo‘lishi yetarli.
Misol. f(XxX,X2)~X"x" +3—»max, & +5x7 =6 .

Bu masalada g(xI,x2)=x}+5x2-6-0 . Joiz yo‘nalishlarni
topamiz:

=5 J =1 "5 A="+5 "<0
dx2 dl - 21 2
Cdf(x) .
Endi ni hisoblaymiz:
+
dl
bu yerda )=x°* shartli statsionar nugta. Uni topamiz:

F(xy,x2,X) —rg2 +3+X(C +5m2- 6) ,
dE =y +d -AE.= 1 +57
dx{ d x2
Quyidagi sistemani yechamiz:
x2+X =0, & +5°A=0, x{+5x7=6.

Bundan =—>5J1, x, =-X, -5*/1-5-X =6 =X
5
XO 17, XO— _3
177 25

Shuning uchun

df(x°) 7 ~ 17 7\
A A+ »z_;‘iLA+"*Az)<o.
d/(xu) ) ] 0 3n
Demak, <0 dan berilgan funksiya ¥ -1 3, - | nuqgtada

maksimumga erishishi kelib chigadi.



8.3-8. Shartli minimum (maksimum) ga oid iqtisodiy musiihilar

Shartlari tengliklar bilan berilgan shartli minimum (maksimum)
masalasini yechishda joiz yo'nalish tushunchasi kiritilmagan. Bu holdn
shu masala shartlari tengsizliklar bilan berilgan ganday shartli minimum
(maksimum) masalasiga teng kuchli ekani aniglab olinadi, soMigrn
tegishli joiz yo‘nalishni topish mumkin boMadi. Mazkur paragrafda
xuddi shunday holga oid masalalar ko'riladi.

1-masala. Yuzi Sga teng boMgan to‘g‘ri to'rtburchakning tomonlari
ganday boMganda uning perimetri eng kichik boMadi?

Yechish. Masalaning modeli / (X, ,x2) =x{+ x2->min, x{-x2=S
kabi yoziladi. MaMumki, bu masala uchun shartli-statsionar nuqta bitta
x0=(Vs,Vs).

Qo‘yilgan masala ushbu

[ (g m2)=gm +x2—min, g(X,,*2)=S-x1x2<0

masalaga ekvivalent, ya’ni yuzi jc” berilgan S dan kichik boMmagan
to‘g‘ri to‘rtburchaklar ichida perimetri eng kichigi topilishi kerak. Endi
joiz yo‘nalishlarni topamiz:

dgd(* N=-y[s-7-3sJ =-V~-(A +£)<0
1

. . a’s(*°) .
Demak, 7: /,+/2>0. Shu yo‘nalishlar bo‘yicha ni

hisoblaymiz:

Shunday qilib, /(*, ,x2)= +j2 funksiya x0=(Vs,Vs) nugta-

da minimumga erishadi.
2-masala. Perimetri 2p boMgan to‘g‘ri to ‘rtburchakning yuzi uning
tomonlari ganday boMganda eng katta boMadi?

Yechish: Bu masala quyidagicha yoziladi: /(*, ,x2) = x{x2 -> max ,
J% +x2 - p . Shartli-statsionar nuqta

masalaga ekvivalent:
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f{xltx2) = xt-x2 -» max , g(x,,x2)=x, +x2-p <o,

buni quyidagicha izohlash mumkin: yarim parametri x,+x2berilgan p
sondan katta bo‘lmagan to‘g‘ri to‘rtburchaklar ichida yuzi eng kattasi

topilsin.
Joiz yo‘nalishlarni topamiz:
G007 g r1ma—f+ <0, ./ +/2<0
dT ' '

o

CAfOe)
Endi 4T ni hisoblaymiz:

Mp=,*.2;+,|,-1”2=|(/1+r2)<o.
Al z

Demak, /(x,,x2)=xj-x, funksiya *° fR, P nuqtada

maksimumga erishadi.

3-masala (eng yaxshi konserva
idishi hagida). Hajmi V boigan sX
silindr shaklidagi konserva idishining
balandligi va asos radiusi ganday A> By
bo‘lganda uni yasash uchun eng kam
material ketadi?

o D B/ B
yoziladi: 8.1- chirma
S{r,h) =2n-r2+2rc-r*A->min, V=n-r2h

Ma’lumki, bu holda shartli-statsionar nugta

3-masala ushbu
/(X, ,x2)=29-x2+In-r-x2->min, g(x, ,X2)=F - t-x2x2 <0.
masalaga ekvivalent. Joiz yo‘nalishlarni topamiz:
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Bundan / : 4-/, +/2>0 ekani kelib chigadi.

f( 0\ JTAVARA
Endi ni hisoblaymiz:  ~~  *\/2it-V =41l +/2) >q

Demak, AOxp x2 funksiya nugtada minimumga erishadi.

4-masala. Asosi a ga, balandligi h ga teng bo‘lgan uchburchak
shaklidagi (o'tkir burchakli uchburchak) materialdan maksimal yuzali
to‘g‘ri to‘rtburchak kesib olinsin.

Yechish. Bunday to'rtburchakning asosi uchburchak asosida, ikkita
uchi uning yon tomonlarida yotishi lozimligi ravshan (8.1-chizmaga

garang).
Masalaning matematik modelini quramiz. Belgilashlar kiritamiz:

AXB~xv BIB2~x2, CD=h, AB= a

h a
Chizmaga ko‘ra AABC ~ AA2CB2 bundan I ~-y'|j yoki

hx~ax”ah. Demak, biz quyidagi shartli maksimum masalasiga egamiz:
[10],*.,)=* ex2 —>max, g(xI,x2)=h'xl+a-x2-a-h=0Q

Bu quyidagi masalaga ekvivalent:

I(*, )=x{*x2 max, g(xj ,x2)=h-xl+a-x2-a-h <0.

Shartli-statsionar nuqtani topish uchun Lagranj funksiyasini
tuzamiz: F{x{,x2,A)=xx2 + X(hxy+ ax2 - ah). Bundan

dF
+Xh'  f « +U =o, x2 —Xh,
dF j xt +aX =0, Xy =-aX,
=% +aX. [/M)+ax~ = - axh - axh- ah =0,

Oxirgi sistemadan kw=y, M°=f" xi =~- Shunday qilib,



yagona shartli-statsionar nuqta -|) ga egamiz. Endi joiz
yo‘nalishlarni topamiz:

d = | +a-U <0. Demak, /: h-L+al-,<0. Endi
dl

3'?‘7?0) m h‘isomaymi'z:

Nl=4 T I+xIT2=~ATI+~r2=~(hTl+aT2)<0,
dl Z

Bu f{xxx2)=xr x2 funksiya (| ) da maksimumga erishishini
anglatadi.

8-bobga oid masalalar

I Quyidagi differensiallanuvchi funksiyalarning berilgan nugtad

berilgan yo‘nalish bo‘yicha hosilasi hisoblansin (Ne=1,2,3,...):

L f(x1,x2)=xf +N-x'2, n-°=(1;2), /=

2. f(Xi,x2) = N-Xi +x\, x°=(2;l), / ) -

3 f(x1,x2)=N-x1+4x"2i *°=H;3), /=

4, [(*p*2)=**_2* +Nxi’ [=(~7rT1|)*

5./ (YjJT2) = 3x, 72 - =(2:3), /1=(2;3), |/]*1.

6./0,,n-2)=x,X2-%x,2x2 +JVX, , -Y° = (1;—1),/ = (-1; 2),|]| / || 1.

7. /(-xi4x2) = x{e*z + yjxIx2, *==(4;9), *=

8. /(-Tp.v,)= +,€0S8.y2 + x2sins+,, x== ( f)/=Ci--y-13-
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Il. Quyidagi differensiallanuvchi funksiyalarning statsionar nugliilnri
topiisin va yo‘nalish bo‘yicha hosila yordamida ekstremumga tekshirilsin
(N=1,2,3,-)

L /(X,,X2) =32 - X,X2- 2X, + Nx2.

flep*2) = *12 +%+§—g

(X, X2) = X2+ - 4X +Nx2.
/(x, ,x2) - Nx2- 2jcjc2- 16x, + Lox2.
[(X, ,X2) = JVX,X2- X2X, +X,X2.

[(xt,x2) - 3x2- 4X,Xx2+x2- Nxj- 12x,.

1. Quyidagi shartli-ekstremum masalasi yo‘nalish bo‘yicha hosila
yordamida yechilsin:

L /(xt,X2) = Nxt+3x2->extr, X2+Nx2<1

2. /(X, ,X2) =X2+ Nx2 -» extr, 3X, +Nx2<2.

3 /(X] X2) =eAN2 -> <X, X +Nx21ii3.

4, /(x, ,x2)=Nx2- 2x,x2+ x -> extr, Aft, +x2 < 1.

5. 7(x,,x2)= Nx{~2xj.y2+x2 extr, x, +Aft2<2.

6. [(X],x2)=x2+x2 +JUX -» exfrt% Nx, +x2 <3.

7. 1(x, ,V2) = XX + Nx(- x, -» exfr, X, +x2<1.

8. / (x,,x2)=2tly,2+2x,x2->extr, P - nax2<0,

X >0,x2>0.

Ko *satma. Il bo fimdagi masalalarni yechish uchun avval shartli

statsionar nuqtalarni, joiz yo'nalishlarni topish kerak.
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V. Quyidagi 2 ta masala shartlari tengliklar bilan berilgan shartli
ekstremum masalasiga keladi. Ulami shartlari tengsizliklar bilan berilgan
shartli ekstremum masalasiga keltirib, yo‘nalish bo‘yicha hosila
yordamida yechilsin.

l-masala. Hajmi V boMgan to‘g‘ri parallelepipedning oMchovlari
ganday boMganda uning toMiq sirti minimum boMadi?

2-masala. ToMig sirti S boMgan to‘g‘ri parallelepipedning oMchov-
lari ganday boMganda uning hajmi maksimum boMadi?.

8-bobga oid nazorat savollari

/. Bir argumentlifunksiya uchun nugtadagi hosila ta 'riftni bering.

2. Bir argumentli funksiya uchun mabhalliy maksimum, mahalliy mini-
mum ta \rifini bering.

3. Birva ko ‘pargumentlifunksiyalarning ekstremumlari deganda nimani
tushunasiz?

4. Bir argumentliJunksiyalaming ekstremal giymatlari mavjud bo Ttshining
yetarli shartlarini aytib bering.

5. Funksiyaning nuqtada berilgan yo'nalish boyicha hosilasi ta'rifmi
bering va uning Ta \nosini tushuntiring.

6. Zaruriy, yetarli shartlaming yo'nalish boyicha hosila yordamida
ta Yiflanishini aytib bering.

7. Yo'nalish boyicha hosilaning shartsiz minimum masalasini yechishga
tatbig'i ganday amalga oshiriladi?

8. Yo'nalish boyicha hosilaning shartlari tengsizliklar bilan berilgan
shartli minimum masalasini yechishga tatbig'i ganday amalga oshiriladi?

9. Yo'nalish boyicha hosilaning igtisodiy masalalarniyechishga tatbig'ini
so'zlab, bir-ikkita masala keltiring.
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9-BOB.IQTISODIY JARAYONLARNING
EKONOMETRIK MODELLARI YA ULARN1
TEKSHIRISHNING MATEMATIK USULLARI

Ekonometrik modellarni o'rganishdan awal ekonometrika hagida
gisgacha ma’lumot beraylik.

Ekonometrika — matematik statistika usullari yordamida
igtisodiyotda miqgdoriy gonuniyatlar va o‘zaro bog‘lanishlarni tadgiqot
giladigan fandir. U ko‘p yillar davomida kuzatuvlar natijasida olingan
statistik ma’lumotlarga asoslanib igtisodiy ko‘rsatkichlaming o ‘zgarishini
tavsiflaydigan taqgribiy (empirik) munosabatlar chigaradi va igtisodiy
ko4satkichlarning keyingi holatini bashorat giladi. Ekonometrikaning
asoslarini norvegiyalik olim Robert Frish (1895-1973) ishlab chiggan.
Uning ta’biricha “Ekonometrika — igtisodiy nazariya, matematika va
statistikaning sintezidir”.

1931 -yilda Jahon ekonometrik jamiyati tuzildi. Shu yil ekonometrika
fanining tug'ilgan yiJi hisoblanadi. Ekonometrika bilan shug‘ullanuvchi
mutaxassislar “ekonometrist” deb nomlanadi. Ular statistik ma’lumotlarga
asoslanib, igtisodiy-matematik modellar yaratadi, shu modellarda ishtirok
etgan parametrlaming giymatlarini tagriban topadi va baholaydi. Topilgan
empirik munosabatlarning ma’nodorligini mavjud igtisodiy-matematik
usullar yordamida tekshiradi.

Statistik maiumotlarga asoslanib igtisodiy jarayonlaming birinchi
matematik modelini fransuz olimi, podshoh Lyudovik 1Vning leyb-
medigi, doktor Fransua Kene (1694—1774) yaratgan. XX asrning
birinchi yarmida AQSH olimlari K..Kobb (matematik) va P. Duglas
(igtisodchi) 1899—1922-yillarga oid makroiqgtisodiy ko‘rsatkichlami
o°‘rganib, AQSHda ishlab chigarilgan mahsulotlar hajmining o‘zgarishi
uchun empirik gonun topishgan. Bu gonun keyinchalik Kobb-Duglas
ishlab chigarish funksiyasi (1928) deb ataladigan bo‘ldi. Bunga o *xshash
misollarni kofplab keltirish mumkin. Ammo yaratilgan munosabatlar
(gonunlar) ganchalik ishonchli ekanini tekshirish muhim ahamiyat
kasb etadi. Ba’zida bitta jarayon uchun turlicha yondashish yordamida
turli munosabatlami topish mumkin. Ular ichida eng ishonchlisini
tanlab olish magsadga muvofig boiadi. Yaratilgan modellarning
ishonchliligini tekshirishning turli belgilari (kriteriylari) mavjud.
Fisherning / *belgisi, Styudentning /-belgisi ular ichida keng tarqal-
ganlaridandir.
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9.1-8. Korrelyatsiya, regressiya va ularning modellari hagida
Erkli parametrlar (o‘rganiluvchi faktorlar —omillar) x, ,x2,...,X,,,

erksiz parametr (faktor) Y bo‘lsin. Alohida hollarda Kni x,,X2,...,xn
faktorlarning funksiyasi deb garash mumkin, ya’ni
Y =f(x{ix2,...,X,,) (9.2)
Shu (9.1) munosabat (a+1) o‘lchovli A"+ fazoda biror sirtni,
Ox,,x2,...,xn) funksiya chizigli, ya’ni
Y =tf)X+ax2+... +a,xn+b (9.2)

bo'lganda (9.2) munosabat RnH fazoda tekislikni ifodalaydi.

Agar Y hosil hajmi bo‘lsa, u sug‘orishlar soniga, ishlatilgan ozuga
hajmiga, havoning haroratiga va boshqga faktorlarga bog‘lig bo‘ladi.
Bundan ko‘rinadiki, hosildorlik tasodifiy jarayondir.

Shuning uchun (9.1) munosabat umumiy holda tasodifiy
0°‘zgaruvchini o‘z ichiga olishi kerak. Bunday o‘zgaruvchini Y desak,
(9.1) o‘miga ushbu

Y =f(x19x2,...,%,,,U) (9.3)
munosabatni yozish mumkin. (9.3) munosabat korrelyatsion deyiladi.
Uni korrelyatsiya tenglamasi ham deb yuritiladi. (9.1) yoki (9.2.)
munosabatlar regressiya tenglamasi deyiladi.

Umumiy holda (9.1) yoki (9.3) tenglamalar hagida tekshirishlar
olib borish g‘oyatda murakkab. Odatda n—1 bo‘lgan hoi ko‘riladi va
bu hoi, ma’lum ma’noda, toliq o‘rganilgan desa bo‘ladi. Shunday
gilib, biz (9.1)da n=1 deymiz. Bu determinatsiyalanganjarayon uchun.
Tasodifiy o zgaruvchini o0‘z ichiga olgan (9.3) munosabatni
0‘rganmayrniz.

Ushbu

Y=Ff(x) yoki yx=f(x) (9.4)
munosabat juftlik regressiya tenglamasi deyiladi, unda y — erksiz
0 ‘zgaruvchi (natijaviy belgi), x —erkli (tushuntiruvchi) o‘zgaruvchi
(belgi — faktor). (9.4) da y x deb belgi kiritilishining sababi,
korrelyatsion munosabatni bu holda y=y x+e (E—tasodifiy miqdor) kabi
yoziladi. Juftlik regressiyada 'y v- /(x) funksiyaning ko‘rinishini tanlash
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kuzatuvlar natijasida olingan va koordinata tekisligining birinchi cho-
ragida joylashgan

(m W i "2 »(*«’-M)>  Yt<If2< —<*,, v, >0 (9.1S)
nugtalarning joylashishiga bog‘lig. Shunga garab yr=/(*) funksiya
ko‘rinishi tanlanadi. Tanlash uch usul bilan amalga oshiriladi:

1) grafik usul;

2) analitik usul;
3) tajriba o‘tkazish usuli.

Regressiya tenglamasining ko‘rinishi, ya’ni y T=/(*) funksiya
ko‘rinishini tanlashda grafik usul eng ko'rgazmali hisoblanadi. Quyida

yT-/ () funksiyani tanlash natijalarini miqgdoriy jihatdan baholash
uchun foydalaniladigan chiziglarning asosiy turlarini keltiramiz:

a) yr=a+bx (chizigli bog‘lanish) - to”ri chiziq;

b) y x~axh, a> 0 (chizigsiz bog‘lanish) —darajali funksiya.

chizig‘i (ko‘rsatkichli funksiya)
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e)}lln:a+7 a>0, b>0 (chizigsizbog‘lanish) —giperbolashox-

chasi.

Yugoridagi b), d), e) hollarda bogManishlar chizigsiz. Ular yangi
yordamchi o‘zgaruvchilar Kiritish orgali yangi o‘zgaruvchilarga nisbatan

chizigli bogManishga keltirilishi mumkin. Agar b) hoi uchun Yyv- Iny ,

Jf,=Inx desak, Iny=Ina+6Inx ga ko‘ra Y{=Ina+bXx - chizigli
bogManishga ega bo‘lamiz. Shunga o°‘xshash, d) holda
In>= Intf-KYIn6ga ko'ra F,-Iny, Xx-x desak, Y{=\na+ (In/j)*

ko‘rinishdagi chizigli bogJanish hosil boMadi. Nihoyat, €) holda Yx~vy,
X x=x_| desak, Y{=a +bXx hosil boMadi.

Aytib o tamizki, kuzatuvlar soni yx =a + bx dagi x oldidagi bittagina
parametrni e’tiborga olsak, undan 7—8 marta ko‘p boMishi kerak.

yv~c/ +6,X, +6,x2 uchun kuzatuvlar soni 14—15 tadan ko‘p boMishi
mumKkin.
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9.2-8. Juftlik regressiya va korrelyatsiyaning chizigli modell

1. Juftlik regressiyaning eng sodda modeli

Eng sodda model —chizigli regressiya bo‘lib, u igtisodiyotda keng
go'llaniladi. Buning sababi chizigli regressiya parametrlarining aniq
igtisodiy izohlanishidir.

Chizigli regressiya va korrelyatsiya tenglamalari

yxXx~a+bx,y =a+bx+e (9.6)

ko’rinishga ega. Ushbu yY=a +bx ko'rinishdagi tenglama berilgan
nuqtalar abstsissalar bo'yicha natijaviy belgining nazariy giymatlarini
topishga imkoniyat beradi. yX=a +bx tenglama tekislikda to‘g‘ri
chizigni tavsiflaydi (to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi).
Shuning uchun a + bxf=jr, /=1,2,...,n deb belgilaymiz. Agar koordinata
tekisligining birinchi choragida joylashgan n ta nuqgta
Al(xKyxX\A 1{x2iy2\...,An(xn,yn), Ocx, <g2<...<mg, vy,>0,
i=Iberilgan bo‘lsa, shu nuqgtalar y v=a +bx to'g'ri chizigda yotishi

ham mumkin. Bu holda v, - y,, /=]|,n bo‘ladi. Ammo iqgtisodiyotda

bunday hoi yuz berishi fagat nazariy jihatdan mumkin. Ko‘rinadiki,
Av Av ..., Annugtalar bir to'g'ri chizigda yotmaydi, deb faraz etish
o'rinli (9.1-chizma)

9.1-chizma 9.2-chizma 9.3-chizma

Ammo n=2 bo‘lganda A, va A2nugtalar y v=a +bx to‘g‘ri chiziqda

yotadi, chunki ikki nuqgtadan fagat bitta to‘g‘ri chiziq o‘tadi (9.2-
chizma). Agar n=3 bo‘lsa, A, A2 va A3 nuqtalar bir to‘g‘ri chiziqda
yotmagan holda ulardan yagona parabola chizig‘i o‘tadi. Buni misolda
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ko‘rsataylik. Faraz etaylik, tekislikda At(l; 2), A22; 4) va AX3; 3)
nuqgtalar berilgan bo‘lsin. Shu nugtalardan o‘tadigan parabolani

y v- ax2+ bx +c ko‘rinishda izlaymiz:

2=at+b+c,
<4=4a+2b+c,
3=9a +3b+c.

Biz 3 ta noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasiga egamiz. Agar
mos ravishda 2-tenglamadan ham, 3-tenglamadan ham 1-tenglamani
ayirsak,

f2=3a+h,

{\~%a +2b
sistemani hosil gilamiz. Undan 3=—2a, ya’ni a-—3/2 ni topamiz.
Endi b= 13/2; 3 ni topish giyin emas. Shunday qilib, izlangan
parabola ushbu yv=-| -x2+ -j -jc—3 ko‘rinishda yoziladi. Umuman,

nugtalar soni ortgan sari mos ko‘phadlarning koeffitsientlarini topish
uchun hisob-kitoblar soni ortib boraveradi. “Hisoblash usullari” fanida
n ta nugtadan o‘tadigan egri chizigni interpolyatsion formula yordami-
da tavsiflanadi va y (/f—1) —tartibli algebraik ko‘phaddan iborat.
Undan foydalanish va x , da ymni hisoblash katta noqulayliklarga
olib keladi. Shuning uchun ham chizigli va chizigsiz regressiya
tushunchalari kiritilgan.

2. Chiziqli regressiya koeffitsientlarini topisbning eng kichik
kvadratlar usuli

Mazkurbanddajuftlik chizigli regressiya y=a+bx koeffitsientlarini
baholash (topish) bilan shug‘ullanamiz. Tekislikning birinchi choragida
bir to‘g‘ri chizigda yotmaydigan n ta

Al(x],yi),A2(x29y2X-..>An(xI),y)I) i (0<x, <x2
nugtalar berilgan bolsin. Bu nuqgtalar u yoki bu jarayonni kuzatish

natijalarida topilgan. Ularning ordinatalari y{,y2,...,yn. Juftlik chizigli

regressiya to‘g‘ri chizig‘idagi nuqtalar ordinatalari yt-a + bxt,
/=1.2,..,7? kabi yoziladi. Faraz bo‘yicha, hech bo‘lmasa bitta / uchun
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y~y, bo'ladi (9.4-chizma). Shuning uchun 21:1(11 ~V,)° yoki,

n
baribir, 21-A"n!* ~ munosabat o‘rinli.

n t
Ularni ®i(a,b) :?(yt-a—bx,)Zf P2(a,b)=£ | ¥, ~a-bx\
=] M

ko‘rinishda yozish mumkin. ®,(a,b) —og‘ishishlar kvadratlari yig‘indisi,
®2a,b) esa og‘ishishlar modullari yig‘indisi deyiladi. Ularda a va b
koeffitsientlar bir vagtda manfiy boMmagan ixtiyoriy hagiqgiy sonlar
(9.5-chizma). Ko‘pincha ®,(8,J/1) ning eng Kichik giymatini topish
masalasi ko‘riladi:

n

¢ Yath) = \((L(yi -a-bx,)2->mm, (a,b)eR2f 9.7

=]
bunda igtisodiy ma’nosi bo‘yicha y x=a + hx juftlik chizigli regressiya
to~ri chizigi W, I, Iv; I, 11, I, 1, 1V, | choraklardan o‘tishi
mumkin, ammo u Il, 111, IV choraklardan o‘tishi mumkin emas.

Qurilgan joiz hollarda y x-a +hx to‘g‘ri chizigning | chorakda
joylashgan gismi (kesmasi) bizni gizigtiradi: (9.6-chizma. a), b), d)).



(9.7) masalani yechish bilan juftlik chizigli regressiya koeffitsient-
larini baholash usuli keng targalgan eng kichik kvadratlar usuli deb
yuritiladi. Shu masalani to‘liq yechamiz. Ravshanki, (9.7) masala chi-
zigsiz dasturlashning shartsiz minimum masalasidir. Awal ®,(1,6) funk-

siyaning statsionar nuqtalarini topamiz. Uning A va hosila-
larini hisoblaymiz:
”¢L(:'b) = 2U(Y -a-bx()-{-),
adx(a,b)
db = ZL(Y, -a-for,)m(**)

Endi ushbu

2/[5:1()’, ~a-bx,)’(-)=0,

. — (- )
2[3(/\(- - 1)(_ ,) ’
E a-b X X 0

tenglamalar sistemasini yechamiz. (9.8) ni quyidagicha yozib olamiz:

na+ b="y,
vm J bl
fn ~ (n n
9.9
2>, f+ Y.K b=Z.xy,i (99)
ve ) vE |/ =1

Bundan (9.9) ning birinchi tenglamasini n ga, ikkinchi tenglamasini

A ga ko‘paytirib, birinchidan ikkinchisini ayirsak, b uchun ushbu
formulani topamiz:

(9.10)
«o(l1-,2)-(1-,)2
Endi a. ni topish giyin emas:

a,=y-b0, x=tf£x1 y=jZy, (9.109
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Keyingi hisob-kitoblarda qulaylik tug‘dirish uchun quyidagi hclgi-
lashlarni kiritamiz:

X=nl1]Xn y=,bY, ¥Y¥'x=galag*

A
Fedpsit A2 (9.11)
bunda
T - X,x2,...%,, X>0, /=1,n sonlarning o‘rta arifmetigi,
Y - YI*Y2x*eerxyn» A>0, i=Ti sonlarning o'rta arifmetigi,
- xlyl,x2y2,...,xny Hsonlarning o‘rta arifmetigi,
AT - sonlarning o‘rta kvadratik migdori,
y2 ~ YwY2’ Y, sonlarning o‘rta kvadratik miqdori.
Yana quyidagi belgilarni kiritamiz:
a2=Xx2-x2= xf"p - ( Z  xi>xi’ee<xh) 0°zgaruvchi-

ning dispersiyasi;

=Yr-Y2=~1.y; J37CEY)Y ~¥Y=(Y1>Y2, - "Y«) 0'zgaruv-
chining dispersiyasi
cov(x,y)=y &-y-x ="£ xiyi- (x£ yJ- (|£ x,) ~ Xvay 0‘zga-

ruvchilaming koveriatsiyasi.
Kiritilgan belgilashlar yordamida, avvalo, (9.10) formulani ushbu

(9.12)

ko‘rinishda yozish mumkin.

Bu belgilar, golaversa, juftlik regressiya tenglamasining
ma’nodorligini tekshirish uchun olib boriladigan hisob-kitoblarni
yengillashtiradi.

Shunday qilib, biz (9.7) masala uchun ®xa,b) funksiyasining yagona
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statsionar nugtasini topdik. Endi uni ekstremumga tekshiramiz. Uning
uchun ®,(9,&) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilalarini (aQ bQ nuqgtada
hisoblab, ulardan matritsa tuzamiz:

1,29 (a0,b0)
da" db2

dadb

J 27>t 21N
= In
Shu A matritsaga mos kvadratik forma tuzamiz:

* I*' [V
0Y,>yY2)=2(y,,y3) =
5>, K2

=2[(Z*2)y>+2(Z<W j+nw\l

Hosil bolgan kvadratik forma v2+y**o0 bo‘lgani uchun fagat

musbat giymatlar gabul gilishini isbotlaymiz. Uning diskriminantini
topamiz:

°=CEn)2-"-(2>;1H-
Elementar o‘zgarishlar bajaramiz:

A=pblY-(1N]=»&";),

bunda /1,=42>,> =-Jt (*?+X;+ - +*M)=-1 X x? m
Ma’lumki x, ¢xj bo‘lganda AtL< Dn. Shu sababli D<0. Demak,
Q(yv "2 02 ishorasini saglaydi. Masalan >>=0, 2 *0 bo‘lsa,
Q(0,y2)=2ny; >0; yi*0, y, =0 bo‘lsa, Q(Vv,,0)=2nfe xf)j2>0.
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Demak, Q(yly2>0, V(*,,y2)e R2, yf+yi*0. Bundan ®,(q,/>)

funksiya (a0, B) nuqtada mahalliy minimumga erishishi kelib chigadi.
Ammo ®I(a,b) funksiya gavarig boigani uchun shu nugtada @,(a,/1)
funksiya o°‘zining eng kichik giymatiga erishadi. Biz (9.7) masalani
to‘lig yechdik.

9.3-8. Juftlik chizigli regressiya tenglamasining ma’nodorligini
tekshirish usullari

1. Korrelyatsiya va determinatsiya koeffitsientlari

Statistik kuzatishlar natijasida olingan ma’lumotlar asosida eng
kichik kvadratlar usuli (EKKU) bilan juftlik chizigli regressiya
tenglamasi y=a0+b& topilgan deylik. Bunda, biz yuqgorida aytib
o‘tganimizdek, kuzatuvlar soni 7 tadan kam bo‘lmasligi kerak. Ammo
kuzatuvlar soni ortib boraversa, regressiya tenglamasining sifati
(ma’nodorligi) yaxshilanib boraveradi. Regressiya tenglamasining

ma’nodorligini aniglash barcha A{ A2,...,An nugtalardan o‘tadigan
egri chizigni juftlik chizigli regressiya to‘g‘ri chizig‘i ganchalik aniglikda
almashtirishini (approksimatsiya gilinishini) baholashni amalga oshirish-
dan iborat.
Bunda muhim ko‘rsatkichlardan biri chizigli korrelyatsiya koeffit-
sientidir. U quyidagicha hisoblanadi:
_iav cov(r,v) _ y-X-y 'X_

vty Ay \Jixz_ 2 ',5_)72 _y2 (9*13)
Chizigli korrelyatsiya koeffitsienti rxy bog‘lanish zichligi

ko‘rsatkichidir. Anigrog‘i, rxw migdor berilgan nuqtalar EKKU
yordamida topilgan empirik to‘g‘ri chiziqqa ganchalik yagin
joylashganligini anglatadi. rxv uchun —1 < 1tengsizlik o'rinli. Shu

rx, ning absolut giymati 1ga ganchalik yaginlashib borsa, Aiy
nuqgtalar empirik to‘g‘ri chizigga shuncha yaginlashib joylashgan bo‘ladi.
Agar K vi=l bo‘lsa, barcha nugtalar empirik to‘g‘ri chi-
ziqda yotadi.
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Regressiya chizig‘ining ma’nodorligini aniglash uchun chizigli
2 .
korrelyatsiya koeffitsientining kvadratini hisoblashadi. Shu rsy migdor

determinatsiya koeffitsienti deyiladi.
Qurilgan modelning sifati approksimatsiyaning o ‘rtach& xatoligi
bilan aniglanadi:

1 n y-~yx

100% 9.14
v o (9.14)

Agar yv=40+"ox bo‘lsa, bo'ladi, bunda

| ~ a0~
A=x z TTTATA 1009
n 4 y

Approksimatsiyaning o ‘rtacha xatoligi 8—10%dan oshmaslig* kerak.

2. Chizigli regressiya tenglamasining ma’nodorligini aniglash

Buning uchun Fisherning F— belgisi, chizigli regfessiya
parametrlarining ma’nodorligini aniglash uchun Styudentning 1~ bel-
gisini bayon etamiz.

Regressiya chizig‘i tenglamasining ma’nodorligini baholash
Fisherning F~ belgisi, Styudentning t—belgisi yordamida amalga oshi-

riladi. Fisherning F—belgisi miqdori determinatsiya koeffitsienti r*y
bilan bog‘langan. U quyidagi formula bilan hisoblanadi:

FanKT = , Xyg (n' 2) n>3. (915)
1 YW

Aslida n>7 bo‘lishi lozim.

Agar a = 0,05 (besh foizlik ma’nodorlik darajasi) va erklilik dara-
jalari k=1, k2~ n~2 boMsa, tasodifiy miqdorlaming Fisher taQsitfioti
keltirilgan jadvallardan Fisherning F~ belgisi jadval giymatini toPa”iiz.
Agar ushbu Pk>F~ tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, regressiya tenglamasini
statistik ma’nodor deb hisoblanadi. (/jav giymatini Ya.R.MaSnus>
P.K.Katishev, A.A. Peresetskiy “3koHomeTpuka. HauanHbiin Kypc dagi
2- va 4-jadvaldan olinadi.)
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Shunday qilib, Fisherning F—Dbelgisi regressiya chizig'i tenglama-
sining ma’nodorligini baholashga xizmat giladi. Juftlik chizigli
regressiya tenglamasining koeffitsientlari a0 va 6ing ma’nodorligini
baholashga ham xizmat giladigan belgi bor, bu Styudentning t-
belgisidir. Unda har bir ko'rsatkich uchun ishonchlilik intervali
hisoblanadi.

Tasodifly xatolar ma mb mPBv quyidagi formulalar yordamida
hisoblanadi («>3):

. _ B 4 a rTr ~ g,‘a
ma kold tt’Gx-Jyn-QE(y/ . YK . x
™  Md 1 11 V/ o~ \2
b a \}_ﬁ a fl/rfl V H *4) (916)
K =- 170y
n-2
l=a 1—n~ [/ - ™ o _[lyl /~\q2*
m h %y wom knd ~\ )

Agarushbu >/jav* >W"' 1 the >Jadv tengsizliklar bajarilsa aQ
va bQ parametrlar statistik ma \hoc/or hisoblanadi.

Endi aQ va bQparametrlar uchun ishonchlilik intervalini topish
mumkin:

ya=a0+Aa, yh=ho+/[n, (9.17)
bunda

~ “ Nadv “A0’
..~ a0~ "«ti» 7fiv~no+ " 40’
t*=*0-V yAw=" +1A.
Chizigli regressiya tenglamasi va uning koeffitsientlari (parametr-
lari) uchun olingan baholar undan bashorat gilishda foydalanish im-

konini beradi.
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Agar o‘zgaruvchi /1 ning bashorat giymati xp =x 1,07 bo‘lsa, y

0°‘zgaruvchining bashorat giymati yp bo‘ladi. Bashorat xatoligi ushbu

I (x,~x)2
ol nu*-x)2
formula yordamida hisoblanadi.
Limit xatolik gy ushbu ” fiv ~ mvP formula bilan topiladi.

Bashoratning ishonchlilik intervali quyidagi formulalar yordamida
hisoblanadi:

- = + - - = - - = - -
Yy‘p VP ﬂ'}’p' Yypmax VP+p'yp’ Ypm‘ll VP ﬂ')’p)

p=1a =1 0,05=095.

9.4-8. Juftlik chizigli regressiya tenglamasining va
parametrlarining ma’nodorligini tekshirishga oid masala
1. Zarur miqgdorlar jadvali va masalaning qo‘yilishi
9-bobning 9.3-8da kiritilgan miqgdorlarni jadval shaklida yozib olish
hisob-kitoblarni yengillashtiradi.

9.1-jadval
! 2 3 4 75 6 7 8 9
! ! »
X Y yy LA Y, Y-¥x A, %
L2 ) . _
1 |V, W\ Y\X] - m " a0-b(pC) \.y ra0-boX\ A\
|2 ) L
2 X2 yr y2*2 | A v2 a0-b(yx2 'y 2-ao-box2 A
I
I
!
NN XN vy Xn yn  @o0-box, |y,rao-bOxn
|
1
Jami 2>’ 5 >N I!y K 2>|’ ) : ] S4
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O'rtacha 2>, 2>, 'BEy,*, S.v; b y: -+,

giymat n ft n n n n
I et
» 7 7
cr

Jadvaldan ko‘rinib turibdiki, uning 2—6-ustunlarini statistik
ma’lumotlarga garab to‘ldirish mumkin. 7-ustunni to‘ldirish uchun
awal eng kichik kvadratlar usuli bilan a0, b0 larni topib olamiz va
juftlik chizigli regressiya tenglamasini (>>=f0+/>{t) yozamiz. So‘ngra
7-,8-ustunlarni to‘ldiramiz. Keyin x va y o‘zgaruvchilarning dispersi-

yalarini [(<rT,av), (o”,a;)] hisoblab olamiz.

9.1-jadval to‘ldirilgandan keyin quyidagi savollarga javob berish
lozim bo‘ladi:

1 Juftlik chizigli regressiya tenglamasi qurilsin.

2. Chizigli korrelyatsiya koeffitsienti rw va approksimatsiyaning

o‘rtacha xatoligi A hisoblansin.

3. Fisheming /'-belgisi, Styudentning /-belgisi yordamida regressiya
va korrelyatsiyaning statistik ma’nodorligi baholansin.

4. 0 ‘rtacha darajasiga nisbatan 107% ni tashkil etadigan g ning jon
boshiga zarur giymati bashoratiga qarab, maosh y ni bashorat gilinsin.

5. Bashorat xatoligini va uning ishonchlilik intervalini hisoblab
chiqgib, bashorat anigligini baholang.

6. Bitta chizmada berilgan ma’lumotlarni va chizigli regressiya
to‘g‘ri chizig‘ini quring.

Agar eng kichik kvadratlar usuli qo‘llanilgan bo‘lsa, aQva bQlar
topilgan hamda chizigli regressiya tenglamasi y=a0+ 6 topilgan bo‘ladi.
Demak, 1-savolga javob berilgan deyish mumkin.

Endi masalaning go‘yilishiga to‘xtalamiz. Biror region hududi
bo‘yicha muayyan yil uchun quyidagi ma’lumotlar berilgan bo‘lsin
(9.2-jadval):
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G 1 2

X 78 82

y 133 148
Jadvalda G

J
87
134

4 5
79 89

6

7 8

106 67 88
154 162 J95 139 158 152 162

9
73

10
87

9.2-jadval

n 12
76 115
159 173

regiondagi oila guruhlari nomeri (12 ta oila so‘ralgan),
y —bir kunlik o‘rtacha maosh, x —ish bilan band bo‘lganlar uchun bir
kunlik minimum xarajat.

9.2-jadvalda berilgan ma’lumotlarga garab yuqgorida keltirilgan 6
ta savolga javob beramiz.

2. Masalaning yechilishi
Juftlik chizigli regressiya koeffitsientlarmi baholash uchun awal
I-jadvalning 2- 6-ustunlarini hisoblab olamiz va chizigli regressiya
tenglamasini yozamiz, so‘ngra 7-,8-,9-ustunlarni toldiramiz (9.3-

jadval).

1 2

X

1 78

2 82
3 87
4 79
5 89
6 67
7 106
8 88
9 73
10 87
n 76
12 115
Jami 1027

133
148
134
154
162
139
195
158
152
162
159
173
1869

4

yX
10374
12136
11658
12166
14418
9313
20670
139904
11096
~ 14094
12084
19895
161808

5
X2

6084
6724
7569
6241
7921
4489
11236
7744
5329
7569
5776
13225
89907
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6

y
17689
21904
17956
23716
26244
19321
38025
24964
23104
26244
25281
29929
294377

7

M
149
152
157
150
159
139
174
158
144
157
147
183

1869

9.3-jadval

8 9
>m-Y, A%
-16 12,0
-4 27
= 17,2
2,6

1.9

0,0

21 10,8
0,0

53

3,1

12 7,5
-10 58
0 68,9



O'rtacha
giymat

a 12,84 16,05 - - - - - -
<|j> 164,9 257,8

85,6 155,8 13484 7492,3 245314 - - 57

Regressiya koeffitsientlari aJ vn bnlar quyidagicha hisoblangan:

, 'YAX-V-X 13484-155,8-85,6 _ 147,52
= I XN oo = —0.0Y
L2-*2 7492.3 - 85,6° 164,99

aQ=y - bOx = 155.8 - 0,89 85,6 = 79,62 .
Shunday qilib, juftlik chizigli regressiya tcnglamasi ushbu
y x=79,62 +0,89.v (9.18)
ko‘rinishga ega. Endi 7-, 8-, 9—ustunlarni lo‘ldirish giyin emas. (9.18)
tenglamadan ko‘rinadiki, jon boshiga zarur minimalxarajat 1som orsa,
o rtacha kundalik maosh o'rta hisobda 0,89 so*mga ortar ekan. Shu
bilan biz 1-savolga to‘lig javob bcrdik.
2-savolga oid hisob-kitoblarni bnjnramiz.
BogManish zichligini anglatuvchi korrcliynlsiya kocfTitsientini
hisoblaymiz:

?
ro=*, & —089- 28 0712 17 Z057

0a,, 16,05 ny
Bu migdor maoshning (y ning) vnriatsiyasi jon boshiga zarur mini-
mal xarajat faktori x bilan tushuntirilishini anglatadi. Approk-
simatsiyaning o ‘rtacha xafoligi model sifatini aniglaydi:

— £ /L=~ "N1 =574%
A1 12

Ushbu 5,74%<8% tengsizlik o'rinli boMgani uchun ko‘riigan model
sifati yaxshi deb baholanadi.

Navbat 3-savolga javob berishga keldi. Fisheming F — belgisini
goilaymiz:

Flk = W -(12-2)= -....10=10,41
ke 1-/;2 1-0,51
F ~ belgining ma’nodorlik darajasi 5% va erklilik darajasi £,= 1 va

197



k =\2—2=10 bolgandagi jadval giymati F . ~ 4,96. Shunday qilib,
Naki= 10>41>/~.dy=4,96 tengsizlik bajariladi. Shu sababli regressiya teng-
lamasini statistik mahodor deb hisobga olinadi.

Nihoyat, regressiya parametrlarining statistik ma’nodorligini Styu-
dentning t —belgisi yordamida tekshiramiz.

Styudentning t —Dbelgisi uchun ma’nodorlik darajasi 5% ((=0,05)
va erklilik darajasi «—2=12—2=10 boMgandagi giymati t~ = 2,23 bo‘ladi.

Endi ma mh mmwv —tasodifiy xatoliklarni topamiz:

Styudentning t —belgisi giymatini hisoblaymiz:

a 79,616 n _ b 089 .,
lu

Ko‘rinadiki, t—belgining giymatlari bilan uning jadval giymatlari
orasida quyidagi tengsizliklar o ‘rinli:

Bundan a, b va rw parametrlar statistik ma’nodor ekani kelib

chigadi.

Regressiya parametrlari g0va bQuchun ishonchlilik intervallarini
topamiz. Uning uchun har bir ko‘rsatkichga tegishli limit xatolikni
hisoblaymiz:

A, ='pdv =2,23-24,5=5464; [, =fj<dv-m, =2,23-0,281 = 0,62
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Ishonchlilik intervallarini yozamiz:
Yo =0%[ =79,62 + 54,64, Y =24,98, qu( =134,26

yF:Giﬂ'g:O,SgiO,GZ; Vo - =0,27, A =1,51.

Bu hisoblardan ko‘rinadiki, a va b parametrlar p—1—a = 0,95 ga
teng ehtimotlik bilan ko‘rsatilgan chegaralarda nolga teng giymatlarni
gabul gilmaydi, ya’ni statistik ma’nodor va noldan anchagina farq
giladi.

Nihoyat, 5-savolga javob beramiz.

Regressiya tenglamasi uchun olingan baholar undan bashorat
gilishda foydalanish mumkinligini bildiradi. Agar zarur minimum
xarajatning bashorat giymati

X -X'107=85,6-1,07=91,6 ming so‘m bo‘lsa, maoshning
bashorat giymati

yp =79,62 +0,89-91,6 = 161,4 ming so‘m bo‘ladi.

Bashorat xatoligini ham hisoblash mumkin:

yp lkd ~ n v,(x-x)2 V1w 12 012,84
Bashoratning limit xatoligi
Av =/nyv ¢/;/, =2,2343,22 =29,48
P P

Bashoratning ishonchlilik intervali:

b-r 161,14 + 29,48;
y&)nun — 161,14-29,48 =131,66 ming so‘m;

Yr = 161,14+29,48

1 niax

Bashoratning limit xatoligi 95% holatlarda 29,48dan ortmaydi.

0 ‘rtacha oylik maoshning topilgan bashorati ishonchli deb hisoblana-

di (p=1-a=1-0,05=0,95) va 131,66 ming so‘m bilan 190,62 ming
so‘m orasida bo'ladi.

Oxirgi 6-savolga javob berish uchun berilgan (kuzatuvlar natija-

190,62 ming so‘m.
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sida topilgan) 12ta A0, Av Av ..., Au nuqtani va juftlik chizigli regres-
siya tenglamasi bilan tavsiflanadigan to‘g‘ri chizigni koordinata tekis-
ligida quramiz. Qulaylik uchun masshtabni kichiklashtirib olamiz va
koordinata boshini (6;13) nugtaga go‘yamiz. 0 ‘rab go‘yilgan A0 (6,7;
13,9) va A9 (8,8; 15,8) nugtalar empirik to‘g‘ri chiziqda yotadi (9.7-
chizma).

19 A<)
18
17
16
15

14

CAn o>
(6;13) 9 10 1 12 13 14

9.7 -chizma

9.5-8. Juftlik chizigli regressiya empirik va asl to‘g‘ri chiziglari
9N -tarif. Chizigli regressiyaning (9.7) belgi (kriteriy) boYyicha
koeffitsientlari a0 va b0 hisoblangan boba,
y =a0+b0x (9.19)
tenglama juftlik chizigli regressiyaning empirik tenglamasi deyiladi.
Endi belgi o‘rnida

> - = 9.20
1;) y,)=0 (9.20)

tenglikni olaylik. Bu holda mos chizigli regressiya chizig‘ini asl
chizig, tenglamasini esa, asl tenglama deb ataylik. Asl tenglamani

y=a+hb'X (9.21)

ko‘rinishda yozamiz. Ta’kidlab aytamizki, a va o0, b va bOlar o‘zaro
teng boMishi ham, teng bo‘lmasligi ham mumkin.
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9.1-teorema. Chizigli regressiyaning empirik to‘g‘ri chi/ig'i (9.19)
(X, y) nugtadan o‘tadi, bunda x =~ {x x+x2+... +xh) (o'rla aril'me-
tik miqdor).

Isbot. (9.19) ga ko‘ra aOva 60lar ®/a,™) funksiyaning minimumgn
erishishi zaruriy sharti bo‘yicha

n n
_ 17 % - V :O
Izl)h o] aoé i
tenglamani ganoatlantiradi. Shu tenglamaning ikkala tomonini n ga

bo‘lib yuborsak, y ~aQ+b0 x kelib chigadi.

Teorema isbot bo‘ldi.
Misol. 3ta (w=3) AX2; 6) A24;9) N137;4) nuqtalar berilgan bo‘lsin.

Sodda hisoblash yordamida topamiz: <nO:"1-7, I'D=—| . Demak,

17 1
y=T~2X'
9.2-teorcrna. Chizigli regressiyaning asl to‘g‘ri chizig‘i (x,y)
nugtadan o‘tadi.
Ishot. (9.21) tenglama uchun (9.20) tenglik bajariladi. (9.21) ga
n n

ko‘ra y. - a+b *x,. Bundan %I‘I ~’*+X*?:(|n kelib chigadi. Agar
<

shu tenglikning ikkala tomonini nga bo‘lsak, y =a +b -x hosil bo‘ladi.

Teorema isbot bo ‘Idi.

Natijalar.

1 Chizigli regressiyaning empirik va asl to‘g‘ri chiziglari (x, y)
nugtadan o ‘tadi.

2. Agar empirik va asl to‘g‘ri chiziglaming burchak koeffitsientlari

bOva b o°‘zaro teng boMsa, ular ustma-ust tushadi.

Chizigli regressiyaning empirik to‘g‘ri chizig‘i parametrlarini
ixtiyoriy n uchun topish mumkin, ammo uning asl to‘g‘ri chizig‘ini
umumiy holda yasay olmaymiz.

Agar n =3 bo‘lsa, ya’ni koordinata tekisligining birinchi choragi-
da 3 tagina A{(xyiy), A2(x2yd, NPDapg), 0<xl<x2<x3 y>0, /=1, 2,3,
nugta berilgan bo‘lsa, asl to‘g‘ri chizigni geometrik usul bilan yasash
mumkin. Shu geometrik usulning mohiyatiga to ‘xtalamiz.
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Ravshanki, A2 nugta y*dan o‘ngroqda, A3 esa A2dan o‘ngrogda
joylashgan. Shu bilan birga A, nugta Af A3to‘g‘ri chizigdan yuqgorida
yoki pastda joylashgan bo‘lishi mumkin. Geometrik usulni A2nugta Ax
A} dan yuqgorida joylashgan holda bayon etamiz (A2 nugta AxA3dan
pastda joylashgan holda mulohazalar o‘xshash). A2nuqtadan Ox o‘giga

perpendikular tushiramiz. U AxA3 chizigni C(x2y7) nugtada kesib
o‘tadi. SA2 kesmani teng uchga bo‘lamiz. B2 nuqgta CA2 kesmani
CB2B2A2= 1:2 nisbatda bo‘ladigan qilib tanlanadi, unda BZx2 y?2).
Demak, CB=CA2b. Endi shu B2 nugtadan AIA3 ga parallel chiziq
o‘tkazamiz. U x=xt vertikal chizigni B{xv y{)) nugtada, x=x3ver-

tikal chizigni esa B3x3 y3) nuqtada kelib o'tadi.

Tasdiglaymizki, BX3chiziq chizigli regressiyaning asl chizig‘idan
iborat. Shu chizig uchun (9.20) tenglik n=3 bo‘lganda bajariladi.
Hagigatan 9.8-chizmaga ko‘ra,

M~V =Yb~Yb =P <% Y2-~Yr =-2/;>0.
Demak,

N ~Yb) + (Y2-Y2)+ (¥>~Y)) =P-2P +P = 0

Yuqgoridagi mulohazalarda A(A2A3uchburchak uchun asos deb AX3
olinadi. Agar asos sifatida AtA2 yoki A2A3 olinsa, (9.20) tenglik
bajarilmaydi. Bunga bevosita chizmalar yordamida ishonch hosil gilish
mumkin. Demak, BX3i chizishda A{A2A3 uchburchakning asosi sifa-
tida doim AtA3olinishi kerak. Geometrik usulning mohiyati shu BX3
chizigni chizib, uning chizigli regressiyaning anig chizigi ekanini
ko‘rsatish edi. Endi BX83chizigning tenglamasini chigarish giyin emas.
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Buning uchun By va Z3 nuqtalarning koordinatalarini topish kernk.
Ularning absissalari ma’lum, fagat ordinatalarini topish lo/im. Awwnl
B2 nugta BX8bni ganday nisbatda bo‘lishini topamiz:

Endi y2 ni topish goldi:
_Y\-b'ys _ (*3 +(*2~x\)Ys3
1+ X X, - X

Endi j, va y3 larni topish uchun y{ ga CB2ni, J*ga ham CB2ni
go‘shamiz (A2 nugta AXAbdan pastda joylashganda CB2 ni ayiramiz).
So‘ngra BXB3 ning tenglamasini yozish mumkin.

Misol. | bandda ishlangan misoini ko‘raylik. Unda /4,(2; 6), AZ4;
9), NIA7; 4) edi. Ravshanki, (A2 nugta AyX* dan yuqorida joylashgan)
(9.10-chizma).

YA

0;2) 2 4 7 X

9.10-chizma

Sodda hisoblashlar bajaramiz:

Nihoyat, B{ va B} laming ordinatalarini topamiz:
19 109 19 79



Demak, £,(2, A2(7, jl).
Endi BiB3 chizigning tenglamasini yozamiz:

109

*.2 Y s 2 1z
7-2 11 M yoki > 7-v+TIl o
15 15 5 15

Aytib o'taylikki, CB2 topilgandan keyin AtA3tenglamasini yozib,
0‘ng tomonga CB2 ni go‘shib qo‘yilsa ham  B3tenglamasi chigadi.
Ko‘rilayotgan holda A,A3tenglamasini yozamiz:

X-2 y-6 2 34
7-T=T-6 YOod ~=-s*+T-
Endi tenglamaning o‘ng tomoniga 31/51’ ni go‘shsak, ya’ni ofsha

y 2 +"' tenglama chigadi. Ravshanki, * ®+™ =" -

Taqgqoslash uchun eng kichik kvadratlar usuli bilan topilgan tenglama

y=~ §y++7 va georrietr™ usu”*bilan topilgan tenglama y = - 32/x +-3§4/
bir xil emasligini ta’kidlab o'taylik. Ammo har ikki to‘g‘ri chiziq ham

(X, »=(y ?~) nugtadan o‘tadi. Ba’zi hollarda, yuqorida aytib

o‘tganimizdek, empirik va aniq to‘g‘ri chiziglar ustma-ust tushishi
mumkin. Quyidagi teorema bu chiziglar ustma-ust tushishi uchun n=3
bo‘lganda yetarli shartni ifodalaydi.

9.3-teorema. Tekislikning birinchi choragida bir to‘g‘ri chiziqda
yotmaydigan uchta J1,(x,,>), /12x2yd, N3x3y3, 0<x,< < x2<x3
nugta berilgan boMsin. (1) va (3) tenglamalar ustma-ust tushishi uchun
*j, i, x} sonlar arifmetik progressiya tashkil etishi yetarli.

Isbot. Teoremani ikki usul bilan isbotlash mumkin. Ulardan
birinchisini geometrik, ikkinchisini algebraik usul deb atadik.

e Geometrik usul. 0 <X,, x2= X,+ d, x} = X,+ 2d, d >0 boMsin. AtA2A3
nugtalar shunday joylashganki, A2 nugta Aj dan o'ngroqda, A3esa A2
dan o‘ngrogda bo‘ladi. A2 nugta A{fA3to‘gri chizigdan yo yugorida,
yoki pastda joylashgan bo‘ladi. Biz A2 nugta AtA3 nugtadan yugorida
joylashgan holni ko'ramiz (A{A3 dan pastda boMganda mulohazalar
0‘xshash) (9.11-chizma).
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0 X xi+d Xi+2d

9.11-chizma

Chizigli regressiyaning asl to'g'ri chizig‘i grafigini n=3 bo‘lganda
G “.Nasritdinov tavsiya etgan geometrik usul bilan chizib olamizl. Bu-
ning uchun Av A2 A3 nugtalami tutashtirib A, A2 A3 burchakni hosil
gilamiz va A2 nugtadan perpendikular tushiramiz.

U AtA3sni Cnugtada kesib o‘tadi. Endi A2C ni uchta teng bo‘laklai™a
bo‘lamiz. C nugtaga yagin uchdan bir bo‘lakni BZ deb belgilaymiz.
Endi B2nugtadan At A} ga parallel o‘tkazamiz va uni BtB3deb belgi-
laymiz. B»Br chiziq chizigli regressiyaning asl grafigi bo‘ladi (9.11-
chizmaga garang). Hagiqatan, 9.11-chizmadan yasashga ko‘ra
AIBI—A3Bv  A2B2—2AIBr Ordinatalar bo'yicha yozsak,

(YL~N\)+ (¥r ~Y2)+(¥ _WN) =0 tenglik o‘rinli. Chizmaga garab
quyidagilarni yozish mumkin:

cn2=yYr~{ +YyK cBr=3CA2- ~(2y2-yx~y2).

Endi Bxva By nugtalarning ordinatlari topish uchun A{va A3nug-
talarning ordinatlariga CB2 ni qo'shish kerak (A2nuqta A{A} dan past-
da joylashganda CB2ni ayirish kerak). Shunday qilib, Bxva B} nuqgta-
lar uchun »)] {2 =], +2d, 5y» }1j \Aa shu ikki

nugtadan o‘tadigan to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozish mumkin:

X +2d-~ x, 5v3+2>'2~>% 55 +2>2-Y3 o
6 6

1 G*. Nasriddinov. Chizigli regressiya chizig‘ini qurishning geometrik usuli.
FMI, limiy-uslubiyjumal, Toshkent, 2005. Ne 6(7—13).
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Tenglamani soddaiasf~tirib yozamiz:
Y- 2d' X*Bé(Sd "YA+1(1'Y2-d -Y3-38 4 + 3850 .

Bundan asl to g ri chizigning burchak koeffitsienti a = -jjiy?, - y1>
ekani kelib chigadi.

Endi eng kichik kvadratlar usuli yordamida empirik tenglamani
topish va burchak koeffjtsientini aniglash mumkin.

a0=3[apg + (M +d)y2j . +2d)yb\-(xx+x, +d + Xt+ 2d)(y, + Y1 +.¥?) _
3[X + (X, -+2 +2M)2]- (X +x, +d +x{+2d)2

~id (Yy~ W)

Ko‘rinadiki, a=a tenglik kelib chigadi. 1-teoremaga ko'ra aniq
va empirik tenglamalat ustma-ust tushadi, ularga mos to‘g‘ri chiziglar

ham ustma-ust tushadj Teorema isbot bo ‘Idi.
Algebraik usul} EMYj 9,3 _teoremani ikkinchi usul bilan isbotlaymiz.

. 9.12-chiyna
Awalo, ravshanki.

*_ 3* +a2+8) =1 .(f+N+d+x +2d)=X+d , ya’ni

*9.3- teorema isbotining %jgebraik usulini 0 ‘zMU iqtisodiyot fakultetining so-
big talabasi A. Murtazayev taklif etgan.
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Xx=xx+d, y=y(yx+ty2+j\), Y=j-(yl+y2) (9.12-chizmaga

garang). B2 nugtaning absissasi x = df +d . Endi shu nugtaning ordi-
natasini topamiz.

= = CB2=2Y1~1'~Ys,
} +CB2=y2-L {yl+y,)+2Y11y+-n . ZIIAI1Z1.,.

Demak, B2 nugtaning ordinatasi y. Shunday qgilib, BXx, 7).
Mulohazalami davom ettirish uchun quyidagi belgilami kiritamiz:
ADX=mx, A2B2=w2=2/, JI,A, =wi, ABX~CB2=JI3£3=t.
Belgilardan ko'rinadiki, —<hizigli dasturlashning aniq chizig‘,
D A esa, uning empirik chizig'i. Bu chiziglnr 1-teoremaga asosan
(X, y) nugtada kesishadi. Chizmada bu nugtalar B} dan iborat. Biz
va D03 chiziglar ustma-ust lushishini ko'rsatamiz. Uning yana
ushbu
IA= AX] +A2B\ + AyB;, La=/1/),2+A}I)\ +A3D;
belgilarini kiritamiz. Ular

IA=Z (v, L&tz'Ziy, -vy,)2
4 )

migdorlami anglatadi. Chizmaga ko‘ra /g0 =6/2, £a=mx+4/2+m3
tengliklar o‘rinli. Endi -1 A ayirmani baholaymiz. Awalo AXDXD3A3
tofitburchak trapetsiya va CB1 ning o‘rta chizig‘idan iborat. Shunga
ko‘ra CB2=~(mx+ m3) =t boMadi. Shunday qilib,

la~la=mi +T3~2"'\e<wi+nh)2=T (Gi“/3)2"0

Eng kichik kvadratlar usuliga ko‘ra [2] TT £ A mavjud, chunki
LA~IA”NO0 MK* LA*IA

Demak, TTX g =I1A. Bundan mx=m3 ekani kelib chikadi. Bu esa

Bxva Dxnugqtalar, B3 va D3 nuktalar ustma-ust tushishini ko‘rsatadi.
Shunday qilib, BX33va D>03 chiziglar ustma-ust tushadi.
Teorema isbot bo 1di.
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9-bobga oid masalalar

I.Quyida n=3 bo Uganda narx va talab hamda takliflaming statistik
giymatlari jadval ko Ymishida berilgan. Shu Ta lumotlar bo yicha quyidagi
savollarga javob berilsin (9.4-jadval).

1 EKKU yordamida juftlik chizigli regressiya koejfitsientlari a0 va b0
topilsin, juftlik chizigli regressiyaning empirik tenglamasi yozilsin.

2. Geometrik usul bilan juftlik chizigli regressiyaning asl to § Ti chizig 7
yasalsin va tenglamasi chiqarilsin.

1 x 3
y 4
2 x 1
y 8
3 x 2
y 6
4 x 3
y 5
5 X 3
y 8
6 x 3
y 4
7 x 2
Y 4
8 x 1
y 6

5 8
2 9
3 6
5 10
5 7
8 3
6 8
3 8
5 7
6IMn
5 8
8 7
4 6
7 5
3 5
2 4

flo =~
a0=6
* =%

a0=8
«0=T
0 »
a=a0
&
a=§&

a=aQ
Bo Y
a=al

—_— =
=ic

*0=4
b=b,,

9.4-jadval

)‘/:_Jllgj-ll_g'{(
Y=6+yX
mET +f*
N=8-Jx

173
y-ir~ix
y-1+1*
y=$% +Ix
y =t +1Xx
y=J2+ I X
It = -—
y 19 90
Y=Tr+Ix
y=f+\x
y=T+iX
y=T-JX
y=T~2X

Il. Faraz etaylik, biror region hududi bo‘yicha bir kunda mehnat-
ga layoqatli kishilar uchun jon boshiga o‘rtacha zarur minimum xara-
jat (x so‘m) va kunlik o‘rtacha maoshga (y so‘m) oid bir yillik shartli
ma’lumotlar berilgan (9.5-jadval). 9.4-8ning 1-bandida keltirilgan 6 ta

savolga javob berilsin.
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Bitta inehnataa layogatli kislu

uchun Hir kunlikjon HosHiga

1
1 81
2 77
3 85
4 79
5 93
6 100
7 72
8 89
9 71
10 89
11 82
12 111

xaraja{(x so'm

2
74
81
90
79
89
87
7
93
60
93
87
121

3
77
85
79
93
89
81
79
97
73
95
84
108

?

4 1 1
83 124
88 131
75 1 146
89 1 139
85 143
79 159
81 135
81 152
79 157
90 154
84 | 127
112 1 118

9.5fadval

4
137
142
128
140
133
153
142
154
132
150
132

"
Bir kunlik o ‘rtacha maosU
(y- SO'm)
2 3
122 123
134 152
136 140
125 142
120 157
127 181
125 133
148 163
122 134
158 [ 155
144 132
165 165

166

9.5-jadval yordamida 16 ta variant tuziladi. Agar variant (3; 4) deb
belgilanadigan bo‘lsa, | dan 3-ustunni va Il dan 4-ustun olinadi.

9-bobga oid nazorat savollari

1 Ushbu x, Vv, y-X, x2, X2, y 2, y 2 belgilar nimani anglatadi?

2.x vay o*garuvchi/ar dispersiyasiformulasini yozing.
3. Ikki o zgaruvchi kovariatsiyasi cov(x,y) uchunformu/ani yozing.
4. Chiziqgli regressiya koeffitsientlarini hisoblash formulasini yozing.
5. Chizigli korrelyatsiya koeffitsienti r* uchun formulani yozing.
6. Determinatsiya koeffitsienti nima?
I. Approksimatsiyaning o frtacha xatoligi ganday hisoblanadi?
8. Fisheming F-belgisi giymati ganday hisoblanadi?
9. Qachon regressiya tenglamasi statistik Ta \nodor deyiladi?
10. Chizigli regressiya tenglamasi koeffitsientlarining T a hodorligi Styu-
dentning t —belgisi yordamida ganday aniglanadi?
1. Tasodifiy xatoliklar

ring.

TH> mxn ni hisoblash formulalarini kelti-

12. Qanday hollarda a, b va r™ parametrlar statistik Ta \no anglatadi?
13. a va b parametrlaming ishonchlilik intervallari ganday topiladi?
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FO-BOB.MAKROIQTISODIY JARAYONLARNING
NEOKLASSIK ISHLAB CHIQARISH FUNKSIYALARI
(ICHF)

Har bir mamlakatda, har bir yiriklashtirilgan korxonalarda iqti-
sodiy o‘sish ro‘y berishi uchun ishlab chigarishni tashkil gilish muhim
ahamiyatga ega. Makroigtisodiy jarayonlarda awalo ishlab chigarish
omili (faktori) sifatida asosiy fondlar (K) va mehnat resurslari (L)
ishtirok etadi. Ishlab chigarilgan mahsulot sifatida milliy daromad Y
olinadi. Shu K, L va Y miqdorlar orasidagi bog‘lanish ishlab chigarish
funksiyasi deb ataladi va Y=F(L,K) kabi yoziladi. Bunday ko‘rinishda
yozilgan ishlab chigarish funksiyasi (IChF) ikki faktorli (ikki 0‘zgaruv-
chili) deb yuritiladi. Umuman, IChF lar bir va ko‘p o‘zgaruvchili
bo'lishi mumkin.

XX asming birinchi yarmida AQSH olimlari iqgtisodchi P.Duglas
va matematik K.Kobb tomonidan birinchi IChF kashf etildi. Ular
AQSH igtisodiyotini 1899—1922-yillardagi statistik ma’lumotlar
bo‘yicha ekonometrik analiz gilishdi. IImiy taraqqgiyotlar natijasini 1928-
yilda “Ishlab chigarish nazariyasi” nomli jumalda chop etishdi. Shun-
dan keyin ishlab chigarishni IChF lar yordamida o‘rganish keng tar-
galdi. Awallari igtisodiy o‘sishni turli usullar bilan tadgigot gilingan
boMsa, endi IChF lar yordamida chuqurroqg natijalar olish imkoniyati
tug‘ildi

10.1-8. Neoklassik IChF lar
Awal biz ft o ‘zgaruvchili IChF lar ta’rifini keltiramiz. Ma’lumki,
matematikada n o°‘zgaruvchili funksiyalar
y =f(xI1,x2,...,xn) (10.2)
ko‘rinishda yoziladi.
iO.l-ta’rif Agar (10.1) munosabatda xxx2,....xn— erkli

o zgaruvchilar sarfgilinayotgan (yokifoydalanilayotgan) resurs (xomashyo)
hajmlarini, y —erksiz o zgaruvchi ishlab chigarilgan mahsulot hajmini
anglatsa, (10.1) funksiva n o 7mruvchili IChF deviladi.

(10.1) funksiyani yana /i-omilli (/i-faktorli) deb ham atashadi
Igtisodiy ma’nosi bo‘yicha xp x2 ...,xno‘zgaruvchilar nomanfiy. Shuning

uchun (10.1) funksiyaning aniglanish sohasi R' dan iborat:
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K ={(*,*2 X >0, x2>0, .., 54,>0}.

Agar koordinatalari xp x2 ...,xnbo‘lgan vektorni x desak,

R"={x:x>0}

10.2-ta’rif Agar (10.1) funksiya ushbu:

1°. Funksiya (10.1) R da uzluksiz va birinchi hamda ikkinchi
tartibli uzluksiz xususiy hosilalari mavjud’,

2°./(x,,x2  xM,0,x4,...xn)=0, /=12,..,n; /(0,0,..,0)=0;

X,,X2,.. axn) VxeR

. . EI(Y) df(x): .
40 0 0 >01 VxeR
dx, > dx2 7Y dxn 28 l/ Xe
<0 ----<0; .. 940 (o ABX) S0 0] Ve,
0 dx2 dx,dxf

shartlarni ganoatlantirsa, (10.1) funksiyani n o zgaruvchili neoklassik
IChF deyiladi.

Ta’rifdagi 1°—5° shartlar neoklassik shartlar deyiladi.

Ular ichida 3° 4° va 5° shartlar alohida ajralib turadi. Awal 3°
shartga to‘xtalamiz. Shu 3°shartni ganoatlantiradigan funksiyalar chi-
zigli birjinsli deb ataladi.

Ularga misollar keltiramiz:

Lf{x) =/Mx, + mx2+..+mmxn, nit>0, i=12,..n

Ravshanki, A >0 bo‘lganda

[(XX) =mXxj +m2Ax2 + ...+ m3Xxll = X(mIxl +m2x, +... + mnxn) = X W (x)
2.f (x) =ailx*xRa; a0 >0;0<a <1.
OXX1,Xx2) = o0(XxW™  (Xr2Y~a = aOXax?X'~«x[ = tf(xt,x2).

X? +a-yxn
3. /(* )—6"|>0 a2>0; bx>0, ~ >0
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X002) —-yOf (Xjfj) + £2(M2)  \ (IR BAQX2) —N (N A2
Chizigli-bir jinsli funksiyalarda chiziglik ma’nosi shuki, agar
resurslami X marta ko‘paytirilsa, ishlab chigarilgan mahsulot migdori
ham X marta ortadi. Chiziqgii-birjinsli funksiyalar uchun quyidagi Ey-
ler teoremasi o‘rinli.
KO N-teorema. Agar (10.1) funksiya chizigli —bir jinsli funksiya
bo‘lib, birinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, ushbu

gr(x), df(x) df (xK - f(x\
~d A XIEA 1 X4 42 X'=f(X) VxeK (10.2)
ayniyat o‘rinli.

L.Eyler yanada umumiyroq, 8>0 tartibli birjinsli funksiya tushun-
chasini kiritgan.
10.3-ta’rif. Agar (10.1) funksiya uchun ushbu

f(hci,hc2,...Xxn) =)if{xl,X2,-:,x,,)>X>0; 6>0 (10.3)
ayniyat oYinli bo‘sa, (10.1) funksiya 5-tartibli bir iinsli funksiva
deyiladi.

10.2-teorema. Agar (10.1) funksiya (10.3) shartni ganoatlantirsa,
quyidagi

df{x) df{x) df{x)
dx, *I+ dx2 x-+"+ dx, x" vxe/r; (HO.3)
ayniyat o‘rinli.

Agar 5>1 bo‘lib, ishlab chigarish masshtabi ~>1 marta ko ‘paytirilsa,
ishlab chigarilgan mahsulot migdori Xs marta ko‘payadi. Bunda ishlab
chigarish masshtabining orttirilishi samaradorlikka olib keladi. Agar
5<1 bo‘lsa, samaradorlik kamayadi.

Endi 4° va 5°-shartlarga to ‘xtalaylik.

. . df(x) -
4°-shartdagi har bir gx ~ >u, r=1,2,....a tengsizlik f{x~x2s...>xn)



funksiyaning x, argumenti bo‘yicha o‘suvchi ekanini angiatadi, 5°-shart
esa, funksiyaning o'sishi sekinlashib borishini bildiradi (10.1-chizma).

Shu bilan birga f{x) funksiya x(bo‘yicha botiq ekani °X3%) <{l,

i =1,n tengsizliklardan kelib chigadi.
Endi ikki faktorli (ikki o‘zgaruvchili) neoklassik IChF largaalohida

to'xtalamiz.
Yuqorida ikki faktorli IChF ni

Y = F(L,K) (10.5)
ko‘rinishda yozilishini gayd gilib o‘tdik.
Shu (10.5) IChF uchun 1° —5° shartlar quyidagicha yoziladi:
1°. F(L,K) funksiya R 2 sohada aniglangan, uzluksiz va birinchi
hamda ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega.
2°. F(0,K) =F(LE)=Q F(0,0)=0;
3. F(XL,XK) = XF(L,K) V(L,K)eR~;

4, *E*X>> . y(Z,K)E«;;
5. ?0 W <0.#F(LdQi0 wv(L™ RI
dL2 dK2 dLdK v '+

10.2-8. Kobb-Duglas va Solou IChFlari
Asosiy ikki faktorli neoklassik IChF larga misol sifatida Kobb-
Duglas va Solou funksiyalarini keltirish mumkin. Ulami alohida-alohida
0 ‘rganamiz.
1. Kobb-Duglas funksiyasi. Bu funksiya quyidagi ko‘rmishga ega:
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Y=F(L,K)=a0Kal}~a, a0>0, O<a<b (10.6)

Bu funksiyaning kashf etilishi tarixi yuqgorida aytib o‘tildi. Endi
(10.6) funksiya uchun 1°—5°-shartlari bajarilishini tekshiramiz. 1° va
2°-shartlarning bajarilishi ravshan. 3°-shartni tekshiramiz:

Y = F{XL,XK) = a0(XKf -(XL)'~a = XaOK a sLI-a = XF{L K)

4°-shart xususiy hosilalami bevosita hisoblash yordamida tekshiri-
ladi:

=zal-aKa-1Ll-a>0
Endi 5° ni tekshirish goldi. Uning uchun ikkinchi tartibli xususiy

hosilalami hisoblaymiz:

Nz Tp

= =a0(l- a)(-a) =-a0«a (1-a) KAL"N1<0,

=alea (a-1) Ka2L}a =-a0°a (1- a) Ka2Ll-a <0,

Keyingi mulohazalarda gisqalik uchun Kobb-Duglas funksiyasi
hagida gap ketsa, (K-D) deb yozamiz.
2. Solou funksiyasi. Bu funksiya quyidagi ko‘rinishga ega:

Mazkur funksiya 1961-yilda 4 ta olim: K.Errou, X. Cheneri, B.
Minal va R.Solou tomonidan kashfetilgan. Uni gisgalik uchun odatda
Solou funksiyasi —SES funksiyasi (Constant Elasticity of Substitution
— o0‘zgarmas elastiklik koeffitsienti) deb yuritiladi. Solou funksiyasi
uchun 1°- 5°-shartlarni tekshirishga kirishamiz. 1°-shartning bajarili-
shi ravshan. 2°-shartni tekshirish uchun (10.7) funksiyani ushbu

an-K-L

ko‘rinishda yozib olamiz. Bundan ko‘rinadiki, p>0 bo‘lganda
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F(0,K) = F(L,0) =0 tenglik o‘rinli bo‘ladi. Ammo —I<p<() hoMgiuuln

F(0,K) =a@K &0, F(Z,0)=a0(l-fIf)i*0. Bundan ko‘rinadiki, -
I<p<0 tengsizlik o‘rinli bo‘lganda Solou funksiyasi neoklassik bo*la
olmaydi. Bu Solou funksiyasi IChF emas ma’nosini anglatmaydi, fagat

u neoklassik bo‘Imaydi xolos.
Endi 3° shartni tekshirayiik (A >0):

Demak, Solou funksiyasi uchun 3°-shart bajariladi.
Endi 4° va 5°-shartlarni tekshirishga o ‘tamiz. Buni bevosita hosila-

lami hisoblash yordamida amalga oshiramiz:

BF(H K) =«»e(-l/p)e[aeK-1+(1- a) i~m wm1l-a)mM-p)~4 =

=al0-(\-a)-Fpl\aK'p+-a) L-p\ p >0

K (-'"/p)'k +1-a)-L-*\I" ' ma (-p)"-'}1=
c
i+p

zal-a-K~pNaK-p+(1- nr)-ZpJ"p >0-
Ikkinchi tartibli hosilalar ancha “qo‘pol” bo‘lgani uchun

[.]= ["K~pm(1-a) wZTPJ belgilashdan foydalanish qulay bo‘ladi.

Endi hisoblashga o‘tamiz:
—a0ml- aX-P- 1 +(I/p-De(-p)d-a)rZ'2[...y2

=ale(l-a)-(-p-1) ... 2{Lp2(aK~p+ (1- a)Tp)- 1- a)l 'p--}
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=a0@l- a)(-p-1) m {aL-"-K-P + (1- a)l 2p-- -(1 - a)L~2" 2}=

n->
= p <0;
- i -pepd
d2FIH':_=o,o— ooty neez 2= ( i+n\ _ LR ArPLi_
1+p
=ateK-2>-2[...] »" {(-p-DAP(-(1 +p)/p)-[.I+o(p+D}=
ap

=ala-K-2-\.] > {(-p- DmXp(omK~p+(1- A)E*p)+ amp + 1)}=

-— -l
=ala<n:'-p2l..] p {-(p+\)a- (p+1(- a)KpUp+ampm+l)}=

—Ge(1—0) o(p +1) *K~pE~pK~~p—~-[.] p =

L
=-00-0-(p +D-(1-a)-N:~p21“p.[...] P <O

d2F
Nihoyat, n* 4°ldi:

[?Léi:K =00 (-0 +p)pP)-[...1"T'1L cr-(-p)-AT-P1t =

=al0-(l-a)-a-{\+pyrpl>K-p-li..]-F - I >(
Shunday qilib, Solou funksiyasi uchun 1° 3°—5°-shartlar va p>0
bo‘lganda, 2° shart ham bajariladi.
Yuqorida p=0 bo‘lgan hoi ko‘rilmadi. Umuman, Solou funksiya-
sining turli ko‘rinishlari bor, u g‘oyatda “boy” funksiyadir. Jumladan,

p-»0, p-»-1 va p-»+a> hollarni alohida-alohida ko‘rish lozim

boMadi.
Awal p > 0 holni ko‘raylik. Buning uchun Solou funksiyasini
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logarifmlaymiz:

1n7 = InoL - —1nj@M_p + (L—ar)-Z pl
p

Endi Ilcigbln)/ni hisoblaymiz va Lopital qoidasidan foydalanamiz:

B—Tomy - InCIL— FIDI')IBE]-“E'X p+(l ~a)-L~p]]=

. I- 1- alp+(l-ayKp
p"Op Kp-Lp

— Ina0- liml/p ¢[In(tfiZp +

Ing0-H K.L)-VtJ n? +(I- a)-KPh
P>0 p

iair Ini +(1-<»)-K" InK

= Ina,+ In(KL)-Im
0 p-*> alf+ (\-a)-Kp

\n(aOKL)~\aLnL +{\ -a)\n K\ =

n(@o£l) - M “I' =\n(aX aL'-a).
Shunday qilib,

liminK=1n(a.M£")
p->0 vV u

Bundan

{™MY "avK<L'\ 0Q>0, O<ac<l

tenglik kelib chigadi. Demak, p-»0da Solou funksiyasi (K-D)ga
aylanadi. Bu funksiya uchun esa 1°—5°-shartlar bajariladi.

Endi p—+co bo‘lsin. lim Y ni hisoblaymiz:
p—>+0
|I%E Y = anIll_er})\aKp+ @- thzTp] Ip =
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Shunday qilib, biz quyidagi IChF ni hosil gildik:
Y - abmin {Z; K}.
Mazkur funksiya ham Solou funksiyasining xususiy holi bo‘lib, u

tayinlangan proporsiyali IChF yoki Leontevfunksiyasi deb yuritiladi.
Nihoyat, p>—1+0 holni ko‘raylik. Bu hoi osongina hal gilinadi:

limyY-aA aK+(\-a)L\=anaK +a((1- a)L - aK +bL
p—rei >
bunda a=a@, b =a0(l~a). Ko‘rinib turibdiki, bu holda chizigli

IChF hosil boMdi.

Oxirgi ikki holda hosil gilingan IChF lar neoklassik shartlarni
ganoatlantirmaydi. Ammo ular o‘ziga xos IChF lardan iborat.

Shuni eslatib o‘tamizki, 1960—1990-yillar uchun 0 ‘zbekistonga
taallugli makroigtisodiy IChF hisoblangan. U quyidagi ko'rinishga ega:

Y=F{L,K)=eom -17'63%6,

bunda a = 0,3616; 1—a 0,6386; a0= e00l). Ko'rinadiki, bu funksiya
(K-D) funksiyasidan iborat.

10.3-8. Asosiy igtisodiy-matematik tushunchalar

Igtisodiy jarayonlarni o‘rganishda quyidagi asosiy iqtisodiy-
matematik tushunchalar muhim ahamiyat kasb etadi:

K ] L 1 ) o )
1° ~ qurollanganlik, ~ ishlab-chigarish quwati.
Y F(L,K) .
2°. Y- IJ[ S o ‘rtacha mehnat unumdorligi.
Y F(KX) .
3. --7/Z =— e o'rtacha fond unumdorligi.
A dF{L,K) ) B o .
V—~— dZ-----—--- mehnat bo‘yicha marjinal (limit) unumdorlik.

dF (LK) : . - ,
5”. r~— — -———-fondlar bo‘yicha marjinal (limit) unumdorlik.



dF(L.K) K

60 a - ~  —fondlar bo‘yicha elastiklik koeffitsien-
ti.
n_dF(L,K) L
dz F(L K) ~ me”~nat bo‘yicha elastiklik koeffitsi-
enti.
m c dK dF{L,K) "dF (LK r{f |n .
8°. :—{—) -—(—--) ------ F{L,&) - 0 zgarmas L)ojgancja
aL uL K
L resursni K resurs bilan almashtirishning marjinal (limit) normasi.
(ds k \1

~°‘zgarmas bo‘lganda Z resursni K

resurs bilan almashtirish elastikligi (aslida o'sha elastiklikka teskari
miqgdor).

» dF
10°. - kapitaldan olingan daromad.
r dr .
11°. L—dL— mehnatdan olingan daromad.
dF dF . -
12°. L-— +K-———=F - yig‘indi daromad (milliy daromad).
oL oK

Endi IChFning chiziqgli-bir jinsliligidan foydalanib, quyidagilami
yozish mumkin:

F(LLK)=IALI,LKLF\, *j=£-f(1,k)=Lf{k),

bunda f(k)-F (\,k) - o‘rtacha mehnat unumdorligi.
Keyingi mulohazalarda ushbu
F(L,K)=Lf(k) (10.8)
formuladan keng foydalanamiz.

Awal 1°—5°-shartlami shu k va f/c)lar nuqtayi nazaridan garab
chiqaylik:
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AK dK dk L
Bundan f'(k) >0 ekani kelib chigadi.

=f(k) - Lf\k) { - =/(*)- kef'(k)
ket (K
Demak, f(k)-k-f\K)>0 yoki 0<
Shunday qilib, muhim formulaga egamiz:

o< Kok

No

_d2F d2F . . )
Endi va ~ 2 hosilalarni o‘rganamiz:

(10.9)

0> =AfA =A ([(*)=/"(*).]
73 1}

a* 2 an:lan:l 1

Bundan f(k) <0 tengsizlik kelib chigadi.

0>dL =A =A. [fK) - kFK}=
dL2 dL”dLj dKU JVi
= iTik) - (k) - ks (*)7. =~Kesv ) w- g ruow
az v ozrj 1

Bundan yana /"(£) <0 kelib chigadi.

Shunday qilib, o‘rtacha mehnat unumdorligi y=f{k) funksiya
quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:

/(0)=0,/(*)>0,/W >0, /*(*)<0, >0. (10.10)

Shu bilan birga o‘rtacha mehnat unumdorligi uchun quyidagi
munosabatlar ham o‘rinli:
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JimJ (1) = +00,, Jipfik) =+00  Jim /*(E) =0 (o.11}

Endi (10.10) va (10.11) larga ko‘ra y=f[k) funksiya grafigini chi-
zish mumkin (10.2-chizma). Grafik koordinata boshidan ordinata o‘giga
urinib chiqadi va | chorakda joylashgan bo'ladi.

Misol uchun (K-D) funksiyani olaylik: F(L,K) =aOKaLl a.
r
Bu holda o‘rtacha mehnat unumdorligi f(k)= j =a@aL “ =
= 00(-])a =a0Oka bo‘ladi.

Endi y=atka, 90>0, O<a<l| funksiya uchun [0O)—0,

fik) = aCka>0, ekani ravshan. f'(k) =aOaku'x ekanidan foydalanib
topamiz:

limf\k)~ lim-"p” =+o4 lim f (k)= lim ~°a -0

I"(A) =tf0a (a-1)-*a"2<0.
Asosiy iqtisodiy-matematik tushunchalaming k, A&), [/'(£) va

[*(£) lar orgali ifodalanishiga to‘xtalamiz:

2 y=j =f(k).
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K k
AmU=g- |- )y=fW -¥' (k).
dF(L,K)
LA )
6»" =gj" J =[/(*)- kfXk Lf(k)_l_ I*) m
v 8F K . K *['(*)
7-pcaic> _ [ (*)EIN(F) [(*)
p, S*8F.8L " m -knk)_m
80- dl'dK T fi) "7Tw " m
i [/'(M]2-/(*),TW . /(*)/'(*)
<* [/(*)? [I'c®)]2
. 1-1
a= 1) (<] kf* (k) =/ M W M >l
[1'(*)]2 "f(k)-kfXk) Kf(k)F*" (k)

1°» .Jc~ =Ke/(*).
m»., i N =i-[IW -ilW ].
omr 3r
125 L ~ +K -~AL-(f(k)-kflk)) +K-fxk) =

SLf(k)-L~ /'(*)+*/(*m) = L-f(k) - F(L,K).

cfS
(10.10) munosabatlarga ko‘ra 9K >0 va a>0, 8°gako‘ra S >0.
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10.4-8. Asosiy igtisodiy-matematik tushunchalarni hisoblash
1. Endi (K-D) funksiyasi uchun asosiy iqtisodiy-matematik tusluin-

chalarni hisoblaymiz: F(L,K) =a0OK*Ll-a,aQ>0, 0O<a <!.

2°.>=/(*) = h<ILK) =ja,K"&" =a,Kal« = « J|- |

3« - / W _ go*° _

dF
4°, V=I= alka - kaka~l =a0&a - a0af“ =r0(l - a)ka;

dF

5% r - =anaku 1l
AK~ny
dF L , kanakal
6° dL ‘F
dF K kalaka~ _
S(k)y)=—?k --k=--k =— -k -
o Sk alak a a ]
G?S(&)_I-a _alka(kalaka 1- aCka)
gk a kaQkaaOa (a - 1)/:%!
al<x(aka - ka)kad (a - OIMvI"1
~Na(a-l)/ral (a-1)£ "
" | o ush (ds k.
Demak, o=I. Bu natijani ushbu a~ydk Sj
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formula yorda-



( \%
1-a K
mida olish mumkin: a _
a >3 Lk j

2. Navbatda Solou funksiyasi uchun asosiy iqtisodiy-matematik
tushunchalarni hisoblab chigamiz. Solou funksiyasi quyidagi ko‘rinishga
ega edi:

F =a0[aK~p+ (\-a)L~p] p> ao>°> O<a<l, p>-I.

Endi hisob-kitobga o‘tamiz:

2»y =/(*) =-FU zalj[aK &+ (@1-a)L->]-p=

aO[L p(aK'p+(I-t/)I1~p]'p =aQaLpK-p + (l-a)]~p *

al\ak~-p+(I-a)] p-

Shunday qilib, /(*)="* \akt+(@0_ 7 .
0 2= a0k~ \ak~p + (1 - 0)] b= a™kp{a~pk~p+ (1~Wr))] » =

= a0+ (1-a)Ep] P-

. v=[(*)-*/m(*)-

- A0[af_p+(1- f)]"p - 0 oAp +(1 -<a)A_plp a(-p)E~pld =

=<Dlak-p+(1- a)]"p e[aE"p+ (1- a)k~p\=
=—al0m(! -a)'\ak~p+(1-a)]~p
5°. *=['(*) =a0"-“)[n*~P+ (1~")] p 1'Q{-P)k~px=
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ala(-p)k plak p+(1-a)]”p ' =a0akplak p+ (I - a)] p|

—alak~p' \ak~p + (1 - l=alae[a+ (1- a)kptp 'm
, 4F L (1-n)A:p
ST F  a+(l-a)*p *
. dF K _ a
. dK F a+(l-a)Ep
~dF L dF K (d-a)kp n
Ravshanki, o ¢ gk r () Y ar(a)Wh
r)F r\F o0(l-a)[a*(C+ (]-«)]'l*
8 S(k)=%--.-+= ~ - "TTT- —
dL dK o0(l-a)/r p1[*p+ (- ci)Ip a
dS k . e
oA "
9- "=[dk’s p+1*
Shunday qilib, o = p>-1

Neoklassik (1e—5°) shartlardan y=f(k) uchun chigadigan xulosa-
lar va (K-D) hamda Solou IChF lari uchun asosiy iqtisodiy-matema-
tik tushunchalarning ifodalari 10.1—va 10.2-jadvallarda keltirilgan.

10.1-jadval
Kobb-Duglas IChF uchun turli munosabatlar

FoFaw e o B&EE)

£ S=/w = fw>°
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d2F  n  d'F

azz =°” Taz-

UL <0, aiF=i n =j_rm >0

oLK2 8K L J 8L8K L
10.2-jadval

Solou IChF ning turli ko‘rinishlari

F{L,K)=a<\aK'p+Q-a)L~*Xao>°"0<ax<l, P>-1

lim A, *)-*n ° (Kobb-Duglas)

a0min{z,"} (tayinlangan koeffitsientli IChF)

Jim F(Z,/T)- a0aK +a0(l a)L (chizigli IChF)

10.5-8. Neoklassik IChF laming izokvantalari, izoklinallari va

izokostalari
Aytaylik, Y—F(L,K) —ikki faktorli neoklassik IChF bo‘Isin. Ushbu
F(L,K)=Cy C—econst > 0 (10.12)

tenglama bilan berilgan bir parametrli chiziglar oilasini ko‘raylik. F(L,K)
funksiya differensiallanuvchi bo‘lgani uchun (10.12) chiziglar sillig.
Shu (10.12) chiziglar oilasining har bir chizig‘i izokvanta deyiladi.
Ko‘rinadiki, har bir IChF uchun izokvantalar cheksiz ko‘p bo‘ladi.
Ravshanki, izokvantalar grafigi tekislikdagi koordinatalar sistemasining
I choragidajoylashgan bo‘ladi. Ular gator xossalarga ega. Bu xossalarga
alohida to‘xtalamiz.

10.4-ta*rif Grafigi koordinata boshidan chigadigan va barcha
izokvantalarni o zgarmas burchak ostida kesib o tadigan, shu bilan birga,
kesishish nuqgtasida izokvantalarga o tkazilgan urinmalar o zaro parallel
bo 4gan har bir chizig hoklinal deyiladi. Tegishli urinmalar izokostalar
deyiladi (10.3-, 10.4-chizmalar).



10.3-jadval

—dd
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Ta’rifga ko‘ra izoklinallar ham, izokostalar ham cheksiz ko‘p;
izokvantalar (10.12) oilasining sath chiziglaridan iborat.

Endi izokvantalarning differensial tenglamasini chigaramiz. Uning
uchun (10.12) ning ikki tomonini differensiallaymiz:

dr (LK) =3 gL+ 9F gk =0
dL dK

bunda
dK dF(L,K) JdF(L,K) 10.13
dL ./ dK ' (10.13)
(10.13) - birinchi tartibli hosilaga nisbatan yechilgan oddiy diffe-

rensial tenglama.
Misol sifatida Kobb-Duglas va Solou IChF laming differensial
tenglamasini chigaraylik.

1 F(L,K)=aal}~a, a0>0, O<a<l. Bundan

—e=a0(l - a)KaL — =3a,<xKa~LIa
8L dK

Enki izokvantalarning differensial tenglamasini yozamiz:
dK l1-a K
~dL = a~'T <l 4>

2. F{L,K)=aQaK "p+(l-a)Z~p] p, 00>0, O<a<l, p>-I.
Xususiy hosilalami hisoblaymiz:

~m=a,(\-a)L-p-'\akK”" )

' 8R =W =K [aK *+(1-a)L J?2'L

Soddalashtirilgandan keyin differensial tenglama quyidagi ko‘rinishni

dK  l-a KpH
dL ~ a Zpa (10.15)

Har ikki (10.14) va (10.15) tenglamalar birinchi tartibli bir jinsli
differensial tenglamadir. Ular osongina integrallanadi.
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10.3-chizma 10.4*Chizma

M a’lumki, izokvantalaming differensial tenglamasi osongina topiladi
(10.13 ga garang). Endi iqgtisodiyot uchun muhim bo‘lgan izoklinal
differensial tenglamasi, shu bilan birga izoklinal tenglamasini topish
masalasi bilan shug'ullanaylik. Ta’rifbo ‘yicha izoklinal grafigi koordinata
boshidan chigadi va | chorakda joylashgan. lzoklinal chizig‘idagi
o‘zgaruvchilarni Lxva Kxdeylik. {LxKX nuqgtadagi burchak koeffitsienti
dKxdLx boMadi. lzokvantalar differensial tenglamasiga ko‘ra kesishish

nugtasida ularning burchak koeffitsienti quyidagicha aniqlanadi:
dF{Lx KX MF(Lv KX
dL ' dKt

Izoklinalga (LxK) da o‘tkazilgan urinma L o‘qi bilan y burchakni,
izokvantaga shu nuqtada o‘tkazilgan urinma L o‘qi bilan < burchak
tashkil gilsin deylik (10.4-chizma). Unda a=180°—d+vj/ va tga=tg(\\i
— @) boladi. tga =p deb belgilaymiz, bu holda, a*90° boMganda

-tg<P + tgy
1+ tgy mgy (10.16)

(10.16) ni yana ushbu
dF{Lx,Kx) + dF{Lx,Kx) dKx

dLx dKx "dLx
dF(LxKx) dKx dF(LxKI) (10.17)
dLx dLx dKx
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ko‘rinishda yozish mumkin. Ma’lumki, (L"K{ nugta F(L,K)=C
izokvantada yotadi. tga”p ekanini e’tiborga olsak, (10.17)
soddalashtirilgandan keyin quyidagi ko‘rinishni oladi:

dF{LyyKx) dF{Lx KX)

dK, P QK-me- 3L
dL, dF{Lt,K,) dF(L,K,) m (10.18)

P dL + ~5K ~

Topilgan tenglama izoklinallarning differensial tenglamasi. U
birinchi tartibli bo‘lgani bilan osongina integrallanmaydi. Masalan,

IChF Y=F(L, K)=JkT1 bo*lsin, hosilalami (hv K,) dahisoblab,
(10.18) ga qo‘yamiz:

dF_1_ [T dKl ~ P~ ~KI
dL~2\~L* Wl =2\~K"’ d., pK,+L, yokl

K, ->K, da M =7?-kzIL

dL pK +L

Oxirgi tenglama birinchi tartibli bir jinsli. Uni integrallash uchun

~1=Y almashtirish bajarish kerak. Hisob-kitoblami talabaga goldiramiz.

Agar a=90° bo‘lsa, —I. =-1 bo‘ladi. Shuning uchun

NGy
dbx \dL)ilM
bu holda izoklinal tenglamasi

dK, JF{LUKY{) j dF(LI,KI)

dLx dK i dL
ko‘rinishda bo‘ladi. Yuqorida ko‘rilgan misolda differensial tenglama

dKx Lv

quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: ~— .

Bundan Kx*dK{- 1, «dLX, bu o'zgaruvchilari ajraladigan
differensial tenglama. Uni integrallaymiz:



Ammo izoklinal (0; 0) dan o‘tadigani uchun C=0 bo'ladi. Shunday

qilib, ko‘rilayotgan holda izoklinal tenglamasi K? - L\ =0 bo’'ladi.
Izoklinal ta’rifiga ko‘ra K = L | (bissektrisa) to‘g‘ri keladi (10.5-chizmn).

Oxirida KY> K, Ly> L desak, K=L —bissektrisa bo‘ladi.
Izoklinal tenglamasi IChF chizigli bolganda osongina topiladi.
Hagigatan, Y=F(L,K)= aK +bL, a >0, b>0 boMsin.
dF(L..K))

, dF(Lt,K.)
Unda — =b, — ™"
dL oK

Izoklinal tenglamasini yozamiz:

=a va a*90° .

dKx_p-a-b
W peadd:
Undan (Kx> K, L{> L)

&‘a+b* 0.

N p-a-b T
p-a+hb ’ + kelib chigadi.
Agar a~900 boMsa,
dK{_ (dKV'
<n," ut b0‘ladi-

a
Demak, izoklinal tenglamasi bu holda ushbu K :b— L ko'rinishda

boMadi (10.6-chizma).
Chizigsiz IChF uchun izoklinal tenglamasini topishning ratsional

usuli mavjud. Buni chiziglilashtirish usuli deyiladi. Uning g‘oyasi
quyidagicha: awalo bu g‘oya chiziglilashtirish mumkin bo‘lgan IChF
uchun aytiladi.
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Chizigsiz 1ChF avvalo chiziglilashtiriladi. Yangi K, L larga nis-

batan chizigli IChF uchun izoklinal topiladi, so‘ngra K va | o°‘rniga
ularning Kva L orgali ifodasi qocgyiladi. Misol sifatida yuqorida ko‘rilgan

Y=F(L,K)~Jk -L IChF ni olaylik. Uning izokvantalari tenglamasi

MK L —S. Uning ikki tomonini logarifmlaymiz:
j\nK +”\nL =\nC

Endi InNK~Kf Inl=L deb, yangi K, L larni kiritamiz. Unda
jl =InC ga ega bo‘lamiz. Bu F(L.K)=~K +~L — chiziqli

IChFning izokvantalari tenglamasi. Endi izoklinal tenglamasini
yozamiz:
i
"Foo1l— i/ i?7 P~N 7
\P+ \'L yola p+i

So‘ngra Kva L ga o‘tamiz.

,n*>=n"rfl, Z yoki K=L%

Shu usul Kobb-Duglas hamda Solou IChF ga go‘llanishi mumkin.

Izoklinallar ishlab chigarishni uzoq vaqt davomida kengaytirib borish
yo‘lini ko‘rsatadi. Agar (L. K) nuqta izokvantada yotsa, unga o ‘tkazilgan
urinma (izokosta) tenglamasi

K-Kt=— <I-Lf)
TodL

ko‘rinishda bo‘ladi. Izokostalar parallel bo‘lgani uchun ixtiyoriy

izokvanta uchun ; -y =const bo‘ladi. Shu sababli izokosta
L

V-i£i)
tenglamasi L=Kt~yLi ko‘rinishni oladi. Uni umumiyroq,
co, AT+ co2£ -co 1 ko'rinishda yozsak, <aK +<o2L miqgdor ishlab chiga-
rish resurslari sarflni anglatadi. Bu esa izokostalar ishlab chiqgarish
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xarajatlari o‘zgarmas boMgan nuqtalar geometrik o'rni ekanini angia-
tadi.

10.6-8. IChFning magistrallari. Chiziglilashtirish usuli

Faraz etaylik, Y~F(L,K} chizigli va neoklassik statik IChF boMsin.
Eslatib o‘tamizki, IChFning izokvantalari F(L,K)=C tenglama bilan
tavsiflanadigan chiziglardan iborat. Izoklinal esa koordinata boshidan
chigadigan va barcha izokvantalami o‘zgarmas burchak ostida kesib
o ‘tadigan chiziqdir. Izoklinallar soni cheksiz ko‘p. Ular ichida magistral
deb ataladigan va iqtisodiyotda muhim ahamiyatli chiziq bor.

Minimal sarflar bilan uzoq muddatga ishlab chigarishni kengaytirish
sharoitida ishlab chiqariladigan mahsulot (milliy daromad) hajmini
maksimallashtirish masalasi yechimini ifodalaydigan izoklinal chizig‘i
magistral deyiladi. Shunday qilib, cheksiz ko‘p izoklinallar orasidan
uzoq davrga iqtisodiy o‘sishni ta’minlaydiganini ajratib olish lozim
(10.7-chizma). Quyida bu masalani yechish uchun optimallik belgisi
bayon etiladi. Chizigsiz IChF uchun esa chiziglilashtirish usuli
keltiriladi.

1. Chizigli IChF uchun magistrallarni qurish usulini bayon etamiz

Faraz etaylik, ushbu F(L,K)=aK+bL, a>0, b>0 chiziqli IChF berilgan
boMsin. Unda mos izokvantalar aK+bL=c tenglama bilan beriladi.
Tenglamada c—ixtiyoriy musbat o'zgarmas son. Shuning uchun
aK+bL~c tenglama bilan parallel to‘g‘ri chiziqlar oilasi berilgan,
anigrog‘i, shu to‘g‘ri chiziglaming | chorakda joylashgan kesmalari
ifodalangan. Masalan, c=c0da aK+bL =c0to‘g‘ri chiziq absissa o‘gidan
cjb, ordinata o‘gidan cja kesmani kesadigan, (cjb; 0) va (cQa; 0)
nuqtalami tutashtiradigan kesmani tasviflaydi (10.8-chizma). Shu kesma
izokvanta ekani ravshan.

K

10.7-chizma 10.8-chizma J0.9-chizma
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Koordinata boshidan chigib, | chorakda joyiashgan nur|ar cheksjz
ko‘p. Ular to‘g‘ri chiziq kesmalaridan ibOrat bo‘lgan izokvantalami
albatta kesib o‘tadi. (10.9-chizma).

Ushbu K-pL, 0<p<+00 KO berilgan ixtiyoriy nur

koordinata boshidan chigadi, | choral” joylashgan hamda barcha
kesma—izokvantalami o'zgarmas bUrchak ostida kesib o4adj.

t _ap+tb n n
Ravshanki’ 0 <a<2-Ma*a K =pL ko'rinishdagichek-

siz ko‘p izoklinallar (nurlar) ichidan optical izokiina)ni topishdan iborat.
Quyida optimallik belgisi keltiriladi va t*asaia yechiladi
Quyidagi sistemani ko‘ramiz:

Bu ikki noma’lumli ikkita chizigli tenglamalar sistemasi.
Elementar hisoblashlar yordamida Vechimni topamiz*

A, » P'co
aP+b”’ ap+b*
Ushbu

to‘g‘ri to'rtburchakni olamiz. Uning yuzi qUyjdagj formula bilan
hisoblanadi (10.16-chizma):

Shu S”p) funksiya uchun ushbu

S(p)>0, 0<p<+00, M5)5(p)= lim S(p)=0

munosabatlar o‘rinli. Bu 5(p) funksiya (0;+oo0) intervalda biror
c0e (0,+i») nuqtada o zining eng katta giymatiga erishishini anglatadi.
Shunday qilib, izoklinalning optimallik belgisi sifatida Q to‘g‘ri
to'rtburchak yuzini maksimallashtirish ni;iialasini olish mumkin, ya’ni
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5(P)=(ap”")2 ->max, 0<p<+»3.

Shu masalaning yechimi pOoptimal izoklinalni, ya’ni K=cOL nurni
aniglaydi. Yugoridagi mulohazalarga ko‘ra bu masala yechimi mavjud.
Endi shu yechimni (ya’ni p0 ni) topishga kirishamiz.

5(p) funksiyaning hosilasini topib, nolga tenglashtiramiz:

2 \jap+b)2-p ‘2jap+b)-a m b-ap
nvhJ co , 44 co 43
\ap+b) {ap+b)

S'(p)=0; b-ap-0; pO=b/a.

Shunday qilib, masalaning yechimi mavjud va S(p) funksiya yagona
statsionar nuqtaga ega. Demak, shu pQ-b/a nugtada S(p) funksiya
0°‘zining eng katta giymatiga erishadi. Shunday qilib, K=(b/a) ¢ L
magistral tenglamasidir (10.10-chizma).

Chizigli IChF izokvantalarining magistrali qiziq xossaga ega. OAB
uchburchak tengyonli, ya’ni OD —AD (BDIOA). Hagigatan, B nuqta
koordinatalarini topamiz. Uning uchun aK+bL—Q K=(b/a)-L
tenglamalar sistemasini yechamiz. Ravshanki, L=cJ(2b), K=cJ(2a).
A nuqtaning absissasi esa cjb edi. Bundan OD=0OA va, demak, JOAB
tengyonli ekani kelib chigadi. Shuning uchun ZBOD=ZBAD. Endi
magistralni geometrik usul bilan topish mumkin boMadi. Uning uchun
PPA burchakni o‘lchaymiz va koordinata boshida shu burchakka teng
burchak yasaymiz. Shu burchakning og‘ma tomonini davom ettiramiz,
u AE izokvantani B nuqtada kesib o‘tadi. OB chiziq magistral bo‘ladi
(10.11-chizma).

Biz chizigli IChF uchun uning izokvantalariga mos magistralni
qurish usulini bayon etdik. Ammo bu usulni chizigsiz IChFlar uchun
bevosita qo‘llanib bo‘lmaydi. Ba’zi hollarda chiziglilashtirish usuli
yordamida masalani yechish mumkin.

2. Endi Y=a0OKaLla Kobb-Duglas funksiyasi uchun magistralni

topamiz va grafigini chizamiz. Bu funksiya chizigsiz, uni
chiziglilashtirish mumkin. Chiziglilashtirish usulining mohiyati

quyidagidan iborat: Kobb-Duglas funksiyasi izokvantasi aOK aLl~a =c0
tenglamasining ikki tomonini logarifmlaymiz:
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10.10-chizma 10.il -chizma

IncO=Ina0+a InK +(1- a)InL yoki a InK+(@-a)InL- In— .
O

Ushbu K=\nK, £,=1nf belgilashlarni kiritamiz. Natijada
a Kx+(I-a)Z,{= 1n(c0/a0) munosabat hosil bo‘ladi. U a +(l-a)it

ko‘rinishdagi chizigli IChFning izokvantalari tenglamasi. Shu L, K\
o‘zgaruvchilar bo‘yicha magistral tenglamasini yozish mumKkin:

K x= mb—eLx. Eski o‘zgaruvchilarga gaytamiz: InK =~ -InL. Bundan

N N(ba)la magistral tenglamasi kelib chigadi. Bunda a —parametr.

Shu parametrning O<a<ldagi turli giymatlariga garab magistral turli
chiziglardan iborat bo‘ladi:

1) O<a<l/2; 2) a=1l/2; 3) l/2<ac<l.

Agara=1/2 bo‘lsa, K=L. Magistral | chorak bissektrisasidan iborat
(10.12-chizma). Agar, masalan, a=1/3 bo‘lsa, K=LIbo‘ladi. Bu holda
magistral K=U parabolaning L >0 bo‘lgandagi yarim shohchasi (10.13-

chizma). Nihoyat, a=2/3 boMganda magistral tenglamasi

boMadi. Bu K=L2ga teskari bo‘lgan k =/1 chizigning | chorakdagi
gismi (10.14-chizma).

Misollardan chigadigan natija shuki, ko‘rilayotgan holda magis-
trallar grafiklari asosan uch turli bo'ladi (10.12-, 10.13-,

10.14-chizmalar).
3. Chiziglilashtirish usuli bilan Solou IChF uchun magistralni topish

mumkin. Ma’lumki,
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0 "L 0 "L 0] 'L
10.12-chizma iq /3-chizma 10.14-chizma

F(1,X)=a0[</A;-p+(l-a)Z,-p] p> 50>°> 0<a<1, p>-I.
Izokvantalar tenglamasini yozamiz:

«0[aA:“p+(1-0)Z p]“p =cfl>co > 0-
Bu tenglikning ikki tomonini (— )—darajaga ko‘taramiz:
[, \'-p

aK~p+(\-a)L~p= tn
\u0J

Quyidagi belgilashlami kiritamiz:
K p=K{, rp=Lr
Natijada yangi LxK{o°‘zgaruvchilaiTga nisbatan chizigli ifodaga
kelamiz:
0P
aK{+(1 -a)Lx=
vuoy

Bu tenglama aKy+ (I—a)Lychizigli IChF izokvantalari tenglama-
sidir. Endi magistral tenglamasini yozish mumkin:

K,=~Y .
a
Eski o‘zgaruvchilarga qaytamiz: K~p={\~a)/a-L~p yoKki
K=[a/{[-a)]”p‘L . Oxirgi munosabat koordinata boshidan chiqgadi-

gan, burchak koeffitsienti “p>0 ga teng bo‘lgan nurni
angiatadi. Agar a—1/2 bo'lsa, K=L —1 chorak bissektrisasi, p=I| bo‘lsa,
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K =[al([-a)\-L ~ burchak koeffitsienti /(I-c/)ga teng bo‘lgan nur
boMadi. Ixtiyoriy a, 0<f<1 uchun p=>+ao da magistral K=L holatga
intiladi, c=>-1da magistral K=[(\-a)/a]'L holatga intiladi.

Yugorida Kobb-Duglas va Solou IChFga chiziglilashtirish usulini
goMlab, mos magistral tenglamalarini topdik. Bu usulni ixtiyoriy
chiziglilashtirish mumkin bo‘lgan 1IChFga qo‘llash mumkin.

4. Ma’lumki, izoklinal differensial tenglamasi bor. Shu bilan birga
ko'rdikki, magistral chizig‘i — izoklinal. (10.18) differensial
tenglamaning integral egri chiziglari ichida magistral boMishi kerak.
Ammo magistralni topishning maxsus usuli bilan tanishdik. Endi
quyidagi muhim teoremani keltiramiz.

10.3-teorema. (10.18) differensial tenglama integral egri chiziglari
(izoklinallari) ichida izlangan magistral mavjud.

Jsbotni (10.18) ni bevosita integrallash va integral egri chiziglar
ichida magistralni izlash usuli bilan olib bormaymiz. Awal IChFni
chiziglilashtiramiz, keyin yangi o°‘zgaruvchilarga nisbatan qurilgan
chizigli IChF uchun izoklinallaming differensial tenglamasini yozamiz
va integrallaymiz. Nihoyasida parametrlarning ganday qiymatlarda
awaldan topilgan magistral topilgan integral egri chiziglardan biri bilan
ustma-ust tushishini aniglaymiz. Shu bilan teorema isbot boHadi.

Misollar ko‘ramiz.

1) IChF chizigli bo‘lsin. F(L,K)=aK+bL a>0, b>0, izokvantala
tenglamasi aK+bL~C. Magistral tenglamasini oldindan bilamiz:

K=y L . Agar a=b bo‘lsa, izokvantlar tenglamasi soddalashadi:
K +L =" va magistral K=L (bissiktrisa) boMadi (10.15-chizma).
Bu bir tomondan. Ikkinchi tomondan, izoklinallaming differensial

. dK\
tenglamasi -

Izokvantalarga (L,,/) nuqtada o ‘tkazilgan
urinmaning burchak koeffitsienti

Shuning uchun p(—l)=—1 t0. 15-chizma

yoki p=I.
238



10.16-chizma

Demak, Kl~LI=>K=L — bu | chorak bissiktrisi.

Endi a* b, —* | bo'lsin. Bu holda
a

r4Kn b dK.
\dL ) K() a dLx

Izoklinallaming differensial tenglamasi quyidagi ko‘rinishga ega:

b dK,,
a=—— — — . b+a-p a-q-b
b dKs yokKi 7 - 7 . Bundan -—
1ommmomemooeee - <7-np a+b-q
a dLy

Shu izoklinallar ichida K =2-L magistral mavjud, buning uchun

2ab o lab .
4 -~ —ry bo‘lishi kerak. Demak, ot=arctg~ — — Misol uchun
a~ -b aL-b~

b=J%'a bo‘lsa, q=~4b bo‘ladi. Bundan a =120° kelib chigadi.

2) Endi Kobb-Duglas IChF ni ko‘ramiz: Y - aOK aL[-a (bunda a
o‘miga 5 deb olish sababi, tga—¢ dagi a bilan chalkashtirmaslik uchun).
Izokvantalar tenglamasi a@X aL”~li ~C . Biror C=CO0 uchun ikki to-
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monini logarifmlash natijasida yangi K , L larga nisbatan (K = InK ,
L =\nL) izokvantalar tenglamasini yozamiz:

a-K+ L=C, C=ln(co/p). Magistral tenglamasi:
1
K =—3 Z.. Eski o'zgaruvchilar Vyicha K —L- . Agar i =1/2
bo‘lsa, a~ 90° va p=1 bo‘ladi.

Endi a *1/2 bo‘lsin. Unda izoklinallar differensial tenglamasini

(Z va K o'zgaruvchilar bo‘yicha)yozishmumkin:

1-a dKx
+ ==
a dLx
4 - ~ 7= I-a) +a-
, 1-a_ dKx yoki q~jz—r =0 Bundan
a dL{
P_29-(-a)
a+t(-a)g’
Endi izoklinallar tenglamasini yozamiz’
-=|g-_a-s)..z
a+(l-a)g
Eski o zgaruvchilarga gaytsak, izoklinallar tenglamasi ushbu
2g -(l-a)
a+(i~a)q ' (10.19)
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Shu izoklinallar ichida K =~ - L yoki
l-a
K =I1~* magistral bor. Agar j<;@4) bo<| (10 ,9) izokiinai
. 1-2a
i-a

K =L a magistral bilan ustma-ust tushadi. Misol uchun a =4 <1

V
bo Isa, g—1 yoki tg a=1 bo‘ladi. Bundan <= 45° kelib chiqadi.
3) Shunga o‘xshash mulohazalarnj Solou IChF uchun ham olib
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borish mumkin:

F(L,K)=a0[aK-p+([-a)L PY<'* ~0>0, 0O<a<l,

Bu holda magistral tenglamasi ushbu

K= 'L oki K=
a y

p>-1-

(10 20)

ko‘rinishda bo‘ladi. Agar a~1/2 bo‘lsa, a=90° va K=L bo‘ladi. Endi

0*1/2 bo'lsin. Unda K , L o‘zgaruvchilar bo‘yicha (K = K~P, L = L~P)

izoklinallar tenglamasini yozaylik:

1-a dKx

L
@ dby (1-2)+am

4 \-lra dKL y°kig~a~(\-a)-p '

A& aqg-(\ -a)
a+(!-a)qg

Izoklinallar tenglamasi:

2a(a- 1
Agar 4 ~~ —1—
1- 2a

a—45° kelib chigadi.

Bundan

(10.21)

bo‘lsa, (10.20) magistral (10.21) izoklinal bilan

10.7-8. Statistik ma’lumotlar bo‘yicha IChF ning ko‘rinishini

aniglash

Agar biror mamlakat iqtisodiyoti uchun ma’lum davrda yig‘ilgan
makroiqtisodiy ko‘rsatkichlarning giymatlari bo‘yicha IChF qurilgan
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bo‘lsa, iqtisodiy o ‘sishga oid juda ko‘p savollargajavob berish mumkin.
Jumladan, kelasi yi! uchun iqtisodiy ko‘rsatkichlar darajasini bashorat
gilish mumkin.
Ko'pincha IChF ni u yoki bu ko‘rinishda izlashgan. Masalan,
K.Kobb va P. Duglaslar IChF ni (1928 y.)
Y =aOKalL'-a, a0>0, O<ac<l|
ko‘rinishda, R.Solou va boshgalar IChF ni (1961)

F(LyK) =a<\aK~p+{\-a)L~9X%p > >0> 0O<a<l1l, P>-1

ko‘rinishda izlashgan. Bu funksiyalar neoklassik shartlarni ganoat-
lantiradi.

Aagar statistik ma’lumotlardan foydalanib, awaldan shu ma’lumotlarga
mos IChF ko‘rinishini aniglash mumkin bo‘lganda, shu IChF yordamida
olib boriladigan mulohazalar gat’iyligi ortgan bo‘lar edi.

Ba’zi hollarda asosiy iqtisodiy-matematik tushunchalar IChF
ko‘rinishini aniglash imkoniyatini beradi. Biz quyida shunday hollarga
to‘xtalamiz.

1. Iqtisodiy ko‘rsatkichlar o‘zgarmas bo‘lgan hollar

1-hol. Fondlar bo‘yicha limit unumdorlik o'zgarmas bo‘lsin, ya’ni
dF(L K} .
— c—jr}z.— =f'(k)=a, a=const>0. Bundan f(k)-ak+c kelib

chigadi. Ikki  tomonini Zga  ko‘paytiramiz: L-f(k) =

£
=L a-— +c-L=aK +cLyya’ni F(Z,K) =aK +cL —chizigli IChF.

2-hol. Endi mehnat bo‘yicha limit unumdorlik o‘zgarmas bo‘lsin,
ya'ni dI_K~-/(*)~Kf(k):a, a=const>0. Bu holda S{k) ni
topish uchun f(k)-k f(k) =a birinchi tartibli chiziqli differensial
tenglamani yechishga to‘g‘ri keladi. Uni ushbu /W =p /W *“

standart ko‘rinishda yozamiz va integrallaymiz:
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Vv K J V  K)
Demak, f{k)=ck+a. Ikki tomonini L ga ko‘paytiramiz:
F(L,K)~cK+aL . Yana chizigli IChF hosil bo'ldi.
3-hol. L resursni K resursga almashtirish limit normasi S o‘zgarmas

bo'lsin, ya’ni _Af(/k\) =S, S=const>0. Bu holda ham f(k) ni

topish uchun birinchi tartibli differensial tenglamani integrallash lozim
bo‘ladi. Uni

1

f(k) S+k
o‘zgaruvchilari almashadigan birinchi tartibli difTerensial tenglama
ko‘rinishida yozish mumkin. Integrallash natijasida

In/(&) =In(S+£)+Inc yoki f(k) =c-(S+k) funksiya hosil boMadi.
Uning ikki tomonini L ga ko‘paytirish natijasida yana
F(L,K)=cS L+c K chizigli IChF ga kelamiz.

4-hol. Endi L resursni K resurs bilan almashtirish elastikligi a
0‘zgarmas bo‘lgan holni ko‘raylik, ya’ni

G:Fd—s *h\ﬂ , Hun&a a=const>0m
K 1 A . -
Bundan ushbu ak S g o0 ‘zgaruvchilari ajraladigan (S ga nisba-
. : : . . ds I dk .
tan) differensial tenglama hosil bo‘ladi. Uni T Ko rmishda

yozib integrallaymiz: S{k)=clk 1/0, ¢,>0. S(k) o‘rniga o‘z ifodasini
go‘yamiz:



f(k)-kf'(k)_"k.g
/[ w
Bundan ushbu

I'(*) 1

I(*) i+c,*1”
ko‘rinishdagi o ‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama hosil bo‘ladi. Uni
integrallash uchun awal

(10.22)

Ik+c,k'"*

noaniq integralni hisoblab olaylik. Quyidagi ,~ _  almashtirish
s _J
bajaramiz. Unda, ravshanki, -~-k'~dk-di,

j- f A - f k~rudk _ a |
"V Ja(*@)<T +C)'~ Ik{~XP +¢, ” "

(Inx+1Inc2)= af In +Inc, In c2
] ¢l v /]

( crl \
Shunday gilib, Y " /1 -In kT +c,
a-1
Endi (10.22) tenglamani integrallasa bo‘ladi:

In/(*)=-~1In
cr-l /3

Wi
Bundan /(fc)=cfli £ +c,

Shu tenglikning ikki tomonini L ga ko‘paytiramiz. Sodda almash-
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tirish natijasida F(L,K) uchun quyidagi

F(L,K) =a0[aK~p+ (1- a)L~p]~>
ko‘rinishdagi funksiya hosil boMadi, unda

aO:[(’I+ci§'-c2jo—i, a:-——}——, 1—a:——c', -p:—Q:—l—
1+c, 1+ g a

Demak, a*O, o”1l boMganda biz Solou IChFga ega bo‘ldik.

A =1 bo Isa, tengl 45 K ki c%SrdlKt h
gar a = o Isa, tenglama u’Co_[yOI A K Ko nmshga

keladi. Undan 1n5=1nAu-1nc yoki S=c-k kelib chigadi. Endi A") ga
nisbatan differensial tenglama

f(k) . 1
f(k) (@+c,)K

ko‘rinishda boMadi. Uni integrallaymiz: In/ (/r) =—Y—Infc+ Inc2 yoki
1+c,

/(k)-c2kl(+4> c,>0, c2>0. Ikki tomonini L ga ko‘paytiramiz:
i 9

f{LK)=c2K"'*" -L¥"

Bunda ¢,>0, c>0 bo‘I@ani uchun a =L d <n ~a =TIl <n

+/\ = 1 ape .
1+q  1+G Shunday qilib, bu holda Kobb-Duglas IChF hosil
boiadi.

Agar cT-»+0 boMsa, p-»+00. Hagigatan, 1—ay/a—

- c}_i)r)po(llcr—l): +co. Ma’lumki, p-»+co da biz tayinlangan proporsi-

yali IChF ga egamiz.
5-hol. Fondlar bo‘yicha elastiklik koeffitsienti o‘zgarmas boMsin,
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dF K N . k'fW
=Nty > a=const>0¢ Bu holda ham

ya'’ni a

ko‘rinishdagi o'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga
f'(k) _a

kelamiz. Uni ~ ~ deb yozamiz va integrallaymiz:

Inf(k) =a Ink + Inc yoki f(k) =c ka. Ikki tomonini L ga ko‘pay-

tiramiz: F(L,K)~c-L-(K/L)a-c-KalLla- Biz yana Kobb-Duglas

IChFga keldik.
6-hol. Endi mehnat bo'yicha elastiklik koeffitsienti 0 ‘zgarmas deylik,

ya’ni — —=Q=const>0. Bu holda /W ~~/W _q ko‘rinishdagi
dL F f(k) P
differensial tenglama hosil boMadi. Uni
/W =i-P
W *

kabi yozamiz. Uni integrallab topamiz:
In/(A") = (I-p)InA: +Inc, c>0 yoki f (K) =c mI*e
Ikki tomonini L ga ko‘paytirish natijasida yana F{L,K) =c &k[-N? ,

c>0, 0<{3<l ko'rinishdagi Kobb-Duglas IChFni hosil gilamiz.
Ko‘rilgan hollardan quyidagi xulosalar kelib chigadi:
1. Fondlar va mehnat bo‘yicha limit unumdorlik o‘zgarmas
boMganda mos IChF chizigli boMadi.
2. L resursni K resursga almashtirishning limit normasi o‘zgarmas
boMganda mos IChF chizigli boMadi.
3. L resursni K resursga almashtirishning elastikligi o'zgarmas
*boMganda mos IChF Solou funksiyasi ko‘rinishida boMadi.
4. Fondlar va mehnat elastikligi o‘zgarmas boMganda mos IChF
Kobb-Duglas funksiyasi boMadi.

2. Funksional igtisodiy ko‘rsatkichlar holi
I-hoi. Fondlar bo‘yicha elastiklik ushbu
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dK F f(k) ak+b’uu’u”
ko'rinishdagi kasr-chizigli funksiya bo'lsin. Ravshanki,

0<-n -<1, VA:>0-Agar dp(k)=—" — belgilashni kiritsak, ¢ (£)
ak+b ak+b

funksiya quyidagi munosabatlarni ganoatlantiradi:

ot = (" r >0>p'ga=“" 7 <0’v*>o0.

Bundan & (£) funksiya monoton o‘suvchi va yuqoridan 1 bilan
chegaralangan botig ekani kelib chigadi (10.17-chizma). Shu bilan
birga d(£) = 1 gorizontal to‘g‘ri chiziqg asimptota bo‘ladi, chunki

lim (€)= lim ----- =lim @ lim =0
>t ak +b a+hjk > k->*»ak +b

Shu funksiyaning grafigi koordinata boshidan ¢'(0)-a/b ga teng
bo‘lgan burchak koeffiisienti bilan chigadi (10.17-chizma).

B(£) y (%)

IChF ko‘rinishini aniglash uchun quyidagi
*m/(*)_  ak (k)
f(k)y  ak+b YK /(&)  ak+b
o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamani integrallaymiz:



Inf\k) - \n(ak + b) + Inc yoki f{k) =c{ak +b), s>0.
Ikki tomonini L ga ko‘paytiramiz, natijada F(L,K)=caK+cbL
ko‘rinishidagi chizigli IChF hosil bo‘ladi.

2-hol. Endi mehnat bo‘yicha elastiklik kasr-chizigli funksiya bo‘lsin,
ya’ni
dF L k-f'(k)_ ak
dL F f(k) 'ak +b’a>0'b>0"
Bundan
*I'(*)_ b ~ f\k)
yoki
f{k) ak +b f(k) «k(ak+h)
ko‘rinishdagi yana o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama hosil
bo'ladi. y(£) ° deylik. Ravshanki, 0 R 1 idagi
o'ladi. = —— - deylik. Ravshanki, 0 <—— - <1 va quyidagi
y ak +b Y ak+b quyidag
munosabatlar o‘rinli:

v(0)=1, vW =-7r 77 <0- = >0. v*>0.

Demak, y(£) funksiya monoton kamayuvchi va gavariq. Uning

grafigi v|/(0) = - ajb burchak koeffitsient bilan (1; 0) nuqtadan chiqadi
(10.22-chizma). Abssissa o‘gi shu funksiya uchun asimptota bo'ladi,
chunki

limy(E)=0_ lim —" = lim
40 T k*Mm fo k~>+«>k(ak + b)

tengliklar o‘rinli.
Endi yuqorida hosil boMgan differensial tenglamani integrallaymiz.
Uni ushbu

/W 1 a
f(k) k ak+b

ko‘rinishda yozib olamiz. Undan
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ch
In/ (A)=\n(k) - In(ak +b) + Inc, e>0 yoki f{k) =
ak +b

kelib chigadi. Ikki tomonini L ga ko‘paytiramiz:
F(L,K)=— KiL. =J "KL
a>KjL+b aK+bL®

Topilgan funksiya Solou IChFdan iborat. Hagigatdan, sodda
0 ‘zgartirishlar bajaramiz:

c-KL
=c[K-"L-"(aK +bL)\I = b r
aK +bL a+ba+b a+b
bunda
aQ= S5, g S R 8 by
a+b a+b a+b a+b a+b

Ravshanki, p = 1 Shunday qilib, mehnat bo‘yicha elastiklik kasr-
chizigli funksiya bo‘lsa, mos IChF Solou funksiyasidan iborat bo‘lar
ekan.

Demak, statistik ma’lumotlar jadvalida yuqorida ko'rsatilgan
hollardan birortasi kuzatilsa, IChF ko‘rinishini awaldan aniglab olish
mumKkin.

10-bobga oid masalalar

l. Quyidagi Kobb-Duglas IChF uchun 1°—5° neoklassik shartlamin
bajarilishi tekshirilsin:

I F(L,K) = k1 4 F(LK)= 2. F(L,K)=\[tf

5 F(L,K)=i[x£ 3. F[L,K)=\Ix?i 6. F{L,K)=\j

Il. Quyidagi Solou IChF uchun 1°—5° neoklassik shartlar tekshirilsin:

2KL 41K L
" 4- L L

4KL
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V4KL 2\[2KL

1. 1va Il bo‘limlardagi IChF uchun asosiy iqtisodiy-matematik
tushunchalar hisoblansin.

IV. I 'va Il bo‘limlardagi IChF ning magistrallari topilsin va grafigi
chizilsin.

V. | va Il bo‘limlardagi IChF larni chiziglilashtirib, awal yangi
o0 ‘zgaruvchilarga nisbatan izoklinallar, so‘ngra eski o‘zgaruvchilarga
nisbatan ularning tenglamalari topilsin. Topilgan izoklinallar grafigi
chizilsin.

10-bobga oid nazorat savollari

1 Bir va kop o zgaruvchili IChF tatiflarini bering.

2. Neoklassik shartlarni keltiring.

3. Kobb-Duglas va Solou IChF ni yozib bering.

4. Kobb-Duglas va Solou IChF uchun 1°—5° neoklassik shartlarni
tekshiring.

5. Solou IChF uchun ganday xususiy hollar mavjud?

6. Ikki faktorli neoklassik IChF uchun asosiy iqtisodiy-matematik
tushunchalami yozib bering.

7. Asosiy iqtisodiy-matematik tushunchalaming k, f(k), f'(k) va f"(k)
orgali ifodalarini keltiring.

8. Kobb-Duglas va Solou IChF uchun asosiy tushunchalami hisoblang.

9. Ba zi asosiy tushunchalar 0 zgarmas yokifunksional ko ‘rinishda bo 4sa,
IChF hagida nima deyish mumkin?

10. lzokvantalarning ganday xossalari bor?

11. Chizigli IChF magistralini topish usulini so‘zlab bering.

12. Chiziglilashtirish usuli va Kobb-Duglas, Solou IChFning magistralini
topish ganday amalga oshiriladi?

13. lzoklinallar nima? Ularning differensial tenglamasini yozing.

14. Muayyan misollarda izoklinallar differensial tenglamasi integral egri
chiziglari orasida berilgan IChF magistrali borligi ko ¥satilsin.
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11-BOB. IQTISODIY DINAMIKANING MATEMATIK
MODELLARI

Avvalgi boblarda ko'rilgan modellarda iqtisodiy ko‘rsatkichlar
vaqt bo‘yicha o‘zgarmas edi. Ularni statik modellar deb yuritiladi.
Jumladan, L, Kva Y=F(L,K) kabi makroiqgtisodiy ko‘rsatkichlar vaqt
o‘tishi bilan o'zgarmaydi va biror [0,7] vaqt davrida o‘zgarmas bo'lib
goladi. Aslida barcha makroiqtisodiy ko‘nsatkichlar vaqt tga bog‘liq
boiadi. Agar modellarda bunday ko‘rsatkichlar vaqt tga bog‘lig
deb qgaralsa, iqtisodiy jarayon hagida tolaroq tasavvurga ega bo‘linadi.

Igtisodiy ko‘rsatkichlaming (vaqtdagi qiymati igtisodiy sistemaning
(igtisodiyotning) holatini aniglaydi. Hozirgi vaqtda iqtisodiy
dinamikaning mavjud matematik modellari iqgtisodiy sistema
rivojlanishining ba’zi talablarini qondiradigan variantlari majmuasini
tavsiflaydi. Keyingi mulohazalarda traektoriya deyilganda shunday
akslantirishni tushunamizki, unda o°‘zgaruvchi tning har bir giymatiga
igtisodiy sistemaning xuddi shu vaqt t dagi holatini mos go‘yadi.
Agar o‘zgaruvchi tbiror intervaldan olingan ixtiyoriy giymatlar gabul
gilsa, unda mos model uzluksiz model deyiladi. Agar o‘zgaruvchi t
fagat butun giymatlar gabul gilsa, model diskret model deyiladi. Odatda
igtisodiy jarayonni o ‘rganishga boshlangan vaqt sifatida odatda 0 son
olinadi. Shu f0=O vaqtdagi iqtisodiy sistemaning holati boshlang‘ich
holat deyiladi. Odatda boshlang‘ich holat berilgan bo‘ladi. Agarjarayon
[0,7] vaqt oralig‘ida o‘rganilayotgan bolsa, T—rejalashtirish ufgi deyiladi.
Kofpincha jarayonning gqanday qonuniyat bilan kechishi o‘rganiladi
va (C+1) vaqtda iqtisodiy sistemaning holati bashorat gilinadi. Bu
igtisodiyotni optimal boshgaruvda muhim ahamiyat kasb etadi.

I1.1-8. Iqgtisodiy jarayonning sodda dinamik modeli

Awal ba’zi zarur tushunchalami keltiraylik.
IIA-ta*rif. Faraz etaylik, ishlab chiqgarish faktorlari n ta bofib,

ular vaqt t ning funksiyalari: xI(t),x2(t),...,x)I(t), Y esa ishlab
chigarilgan mahsulot migdori bo Isin. Unda ushbu
Y(t) = F(x{(t),x2{t),...,xn{t); 1) (11-1)
munosabat dinamik ishlab chigarish funksiyasi (DIChF) deyiladi.
(11.1) dagi F funksiya >* (Olar bo‘yicha neoklassik
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shartlarni ganoatlantiradi deb garaladi. Agar (11.1) ning t ga oshkor
bog‘ligligi sodir boMsa, unda iqtisodiy jarayonning kechishini
o‘rganilayotganda ilmiy-texnik progress (ITP) natijalari e’tiborga
olinadi. Turgan gap, ITP dan foydalanish o‘sishga olib kelishi kerak,
bu esa Y(t) funksiyaning monoton o‘sishini angiatadi. Agar (11.1)

funksiya R'I x[0; '] sohada uzluksiz differensiallanuvchi boMsa, uning

o ‘suvchi boMishi uchun t bo‘yicha to ‘lig hosilasi nomanfiy: dit N0

(igtisodiy jarayonlar uchun musbat: . >0 v ya’ni
a

dy{t) dy{t) A37(0

boMishi zaruriy shartdir.
MM J1-teorema. Iqtisodiy o‘sish bo‘lishi uchun
dYti) n
NS>0, viz[0; TN (11.2)
tengsizlikning bajarilishi zarur.
11.2-teorema. Iqtisodiy o ‘sish boMishi uchun

TO n 4O. nt-) , /[
dt 10 Lit-1) -1 (11'3)
tengsizliklarning bajarilishi zarur va yetarli.

Agar n=2boMsa, x=L(t), x2~K(f). Deylik, L(t) aholi soni bo‘lsin,
unda Y(t)/L(t) —jon boshiga ishlab chigarilgan mahsulot miqdorini
angiatadi. Qayd qilib o(tamizki, (11.2) tengsizlik bajarilsa ham, aholi
soni shunday ko‘payishi mumkinki, (11.3) ning ikkinchi tengsizligi
bajarilmasligi mumkin. Aksincha, (11.3) ning ikkinchi tengsizligi
bajarilsa ham, (11.2) bajarilmasligi mumkin. Bu iqtisodiy o ‘sish sodir
boMmaganda, ya’ni ishlab chigarilgan mahsulot migdori kamayganda
aholi soni yanada tezroq kamayganda sodir boMadi.

11.2-ta’rif. Agar Ffunksiya t ga oshkor bogTiq bo‘lmasa, unda
ushbu

Y(t) = F(xt(t\x 2(),.... *.,(/)) (11.4)
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koYinishdagi DIChF avtonom DIChF deyiladi.

(11.4) da ITP natijalari e’tiborga olinmaydi, ammo har bir ishlab
chigarish faktorining t ga bogUiqda o'zgarishi hisobga olinadi. Barcha
masalalar *,(/),x,(f),...,*,,(/) lar orasidagi optimal munosabatlarni
topish bilan bog‘langan bo‘ladi. IChF ikki faktorli bo‘lganda IChF
ushbu

Y(t)=F (L (tim) (11.5)
ko'rinishda yoziladi.

Keyingi mulohazalarimizda soddalik uchun (11.5) ko‘rinishdagi
avtonom DIChF lardan foydalanamiz. Quyida avtonom DIChF ga
misollar keltiramiz:

1. Y(t) =aOK a(t)Ll~a(t), aQ>0, O<a<lI, te[0,T] “ (K-D).

2-Y(t) =a0[aK~p{t) + (\-a)L~pO)]~v' a°>0"' O<af<l» P>“1»
/e[0;7] —(Solou).

3. Y{t) =aK(t) +bL(t), a> 0, b>0.

Igtisodiy dinamika modellarida mablag‘ni optimal sarflash
(optimal kapital qo‘yish) masalalarini o‘i*ganish muhim ahamiyatga
ega. Bunday ishlami R.Solou (1956) boshlab bergari*. Solou milliy
daromad Y ni (ishlab chigarilgan mahsulotni) kapital qo‘yisliga
(investitsiyaga) va iste’molga optimal ajratish masalasi bilan
shug‘ullangan. Aniqrog‘i,

y=/+C=5-y +(l-j)-r (11.6)
tenglikda s ni topish masalasini qo‘ygan. Bunda /—kapital hajmi, C—
iste’mol hajmi. Optimallik jon boshiga iste’molni, ya’ni

c{t):IC_:xt;‘ s=const, 0<S<1, (11.7)
funksiyani, yoki iste’molning integral fondini ($=$(/), te[0;T\)
T T
A= 1dt= /- *()ew  w (11.8)
0 0

*R. Solou 1987-yilda Nobel mukofotini olgan.
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maksimum qilish ma’nosida tushuniladi.

Endi
I=s-Y, C=(I-j)-I"
S . 1(0 ) ) ) o
ekanini e’tiborga olsak, s\0 ~ —jamg‘arish normasi deyiladi va
o<"NOo< 1.

Jag‘arish normasi uchun ikki holni alohida-alohida o'rganishgan.
1-hol. s(t)ss, .s=const, 0<5<1 —jamg‘arish normasi o0‘zgarmas.
Bu holni 1956-yilda R.Solou ko‘rgan. Unga 1987-yilda Nobel

mukofoti berilgan.

2-hol. 0<j(/)<1 -jamg'arish normasi o ‘zgaruvchi. Bunda j(/)g[0;1],
«»/el10;7]. Bu holni, ya’ni anigrogM, j(Ofunksiya boMakli-uzluksiz
bo‘lganda K. Shell o‘rgangan (1967). U ma’lum ma’noda, 2-holni 1-

holga keltirgan.
Har ikki R.Solou va K. Shell olim ham dinamik IChF dan

foydalangan. Mehnat resurslari hajmi L(t) eksponensial funksiya
L(t) = L0Oe'v , 1 0>0, r|>0 ko‘rinishda deb faraz etishgan.
Igtisodiy dinamikaning sodda dinamik modeli ushbu

Y{t) = F{L{t)X {t)\
I(t) =s-Y(t), 0<s<lI,

C() = (1-1)T (0,

L{t) = LOe'v, LO>0, 1j>0,
K(0) =K0>0

munosabatlar bilan tavsiflanadi. Bunda 4>0 aholi sonining o°sish
sur’ati deyiladi va
L(t)
4=£(0 - ("-9)
Agar aholi soni eksponensial gonun bo‘yicha ko‘paysa, aholini
stab'll (barqgaror), aholi o‘sishi boMmasa, aholini statsionar aholi deb
yuritiladi. (11.8)da rj*O boMsa, L(t)=L0, /e[0;7] boMadi. Keyingi
muiohazalar r| 20 uchun olib boriladi.
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Yugqorida keltirilgan (11.8) munosabatlar tavsiflanadigan iqtisodiy
sistemani ko‘raylik. Mamlakat iqtisodiyoti [0,7] kesmada (davrda) 5
ta funksiya bilan aniglanadi:

m, m , 4O, m , nt). (ii.io)

Agar shu funksiyalar topilgan bo‘lsa, iqtisodiy sistemaning
traektoriyasi aniglangan bo'ladi. Bundan keyin (11.10) ni traektoriya

oo K(Y)
deb yuritamiz. Ravshanki, qurollanganlik k(i) ushbu k\u -

formula yordamida aniglanadi.
Endi jon boshiga iste’mol funksiyasi (11.7)ning ko‘rinishini
o0 ‘zgartiramiz (qisgalik uchun argument t ni yozmaymiz):

bunda f(k) =F{\,k).
Shunday qilib,
C=(\-s)-f(k). (11.11)

Bunda JA)—e ‘rtacha mehnat unumdorligi, k =~ —qurollanganlik.

Sodda dinamik modelda k(t) =J(t) bo‘Ub, unda asosiy fondlaming
yarogsizlanishi e’tiborga olinsa, K{t)-I1(t)-\xK(t) deb yozish

mumkin, bunda u=const, (0,02 <y <0,04). Shu holda modelni
o‘rganilsa, sodda modeldagi mulohazalardan katta farq gilmaydi.

Shuning uchun quyidagi modelni to‘liq o'rganamiz:
Y{t) = F (L{t\K (t)\
1(t) = s(t)-Y (1), 0<s<lI,
C(t) = (\-s)-Y(1),
n:(0=/(0-ya:(o, k(0)=k0O, (1U2)
[O =100 (L{t)=L0e""), LO>0, rj>0.
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Mazkur modelni o‘rganish uchun kerakli munosabatlarda
k{t\ w), f{k) belgilashlarga o‘tamiz:
_ KL-KL _ (I-\IK)L-KL _
dt dt ~ [} Lr
:iL:{[sF(L,K)—V K JL-K L }=5/(*)-(»!+1)*.
S

Shunday qilib, (11.12) o'miga ushbu

(11.13)
differensial tenglamaga ega bo‘ldik. Shu (11.10) tenglama uchun
k(0)=k®0 (n.14)

k°shlang‘ich shart bajariladi.

(11.13) tenglama iqtisodiy dinamika modelining asosiy differensial
tenglamasi deyiladi. U hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli
chizigsiz tenglama, o‘ng tomoni erkli o‘zgaruvchi t ga oshkor
b°g‘lanmagan. Shu sababli (11.13) avtonom differensial tenglamadan
iborat, uning (11.14) boshlang‘ich shartni ganoatlantiradigan yagona
yechimi  mavjud. (11.13) tenglamaning o‘ng tomoni

O (N)-~(N)-(u + M)A differensiallanuvchi (k bo'yicha). Koshi

teoremasining shartlari bajariladi: (p'(E)=sf'(k) - (u+n) e

(11.12) munosabatlar bilan tavsiflanadigan model o ‘zgaruv~
chiiarining vaqt bo‘yicha o'zgarishini tekshirish uchun qurollanganlik
K ning vaqt bo‘yicha o‘zgarishini (11.13) munosabatlar bo‘yicha

tekshirish yetarli.
(11.13) tenglama avtonom bo‘lgani uchun uning statsionar

yechimlari (muvozanat holatlari) quyidagi tenglamadan topiladi:
sf(k)-(n+r\)k =0 (11.15)

Statsionar yechimlarning mavjudligi haqgidagi teoremani bayon etish

uchun quyidagi
limf (k)-f'(+0)

miqdor haqgida gapiraylik. /"' (+0) miqdor chekli boiishi ham (p>0da
Solou funksiyasi uchun), cheksiz bo‘lishi ham mumkin (Kobb-Duglas
~nksiyasi uchun).
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11 N1-teorema. Agar (11.13) asosiy differensial tenglama uchun (11.14)
boshtang ch shart berilgan bo1ib, ushbu

my/4+0) (11.16)

tengsizlik o rinli bo ‘Isa, unda (11.13) tenglama yagona (sodda yechim-
dan tashqgari) musbat va asimptotik turg@un (Lyapunov boyicha) [0;T\vaqt

oraligida aniglangan statsionar yechim k (/) =k*>0ga ega.

Isbot. Statsionar yechimlar (11.15) tenglamadan topiladi. Bu
tenglama yagona mushat yechimga ega. Haqigatan, ikkita y~sflk) va
AMu+TOA; funksiyani ko'ramiz. Ularning grafiklari kesishgan nugta-
lar statsionar yechimni aniglaydi. Ma’lumki, A0)=0, shuning uchun
£(/)=0 sodda yechimga egamiz. Ammo bizni k>0 bo‘lgan hoi qiziqgti-
radi. Musbat statsionar yechimni izlaymiz. Har ikki funksiyaning grafigi
koordinata boshidan chigadi va | chorakda joylashgan. Ammo (11.13)ga
ko‘ra y=sflk) funksiya grafigi urinmasining burchak koeffitsienti koor-
dinata boshida >"=(u+1)/1numing burchak koeffitsientidan katta. Undan
tashqgari, OA) funksiya neoklassik shartlarni ganoatlantiradi (ya’ni
f(k)>0, f'(k)<0, VvE>O0), shuning uchun y=s/[k) funksiya botiq. Bu
y=sj{k) va }r=(ii+ri)k funksiyalar grafiklari absissasi kt>0 boMgan nuqtada
kesishishini tasdiglaydi. Shu k. son izlangan statsionar yechim k(i)=kt
bo‘ladi. Demak, musbat statsionar yechim yagona ekan. Endi uning
asimptotik turg‘un ekanligini isbotlash qoldi (11.1-chizma).

Agar (11.13) tenglamaning o‘ng tomoni y—sj(k)— (n+r|)fc uchun
(o'(kt)<0 tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, bundan skalyar differensial tenglama
uchun Lyapunov-Puankare teoremasiga ko‘ra (M.S.Salohitdinov,
G “.Nasritdinov. “Oddiy differensial tenglamalar”. Darslik. 0 ‘zbekiston
nashriyoti, Toshkent, 1994-y., Il-bob, 11.3-8, 314-bet) k(t)=k*.
statsionar yechim asimptotik turg‘un bo'ladi. Hagigatan, oy(kt)-sf(kt)
— (Ix+r)<0. Shuni isbot etish talab etilgan edi. 11A-teorema toTiq
isbotlandi.

\\.2-ta*rif. Iqtisodiy o Sishning qurollanganlikning o zgarmas k.
giymatiga mos rejimi balanslangan o Sish deyiladi.

Makroigtisodiy sistemaning parametrlari s, u, ti berilgan bo‘lsa,
k*. miqgdor bir giymatli aniglanadi. Amalda mehnat resurslari hajrnining
o‘sish sur’ati § (0,005<ri<0,01) va yarogsizlanish koeffitsienti p
(0,02<(i<0,04) awaldan ma’lum bo‘ladi. Shuning uchun kt nijamg‘arish
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k*(s) K ki(s)
NN-cblT/na 11.2-chizma

normasining funksiyasi deb garash mumkin: k, = k,(s) .

11 N -lemma. Balanslangan o‘sish rejimi kt(s) funksiya (0;1
intervalda aniglangan, differensiallanuvchi va monoton o ‘suvchi.

dk.(s)
Isbot. Ushbu — — >0, v *g(0;1) tengsizlikni isbotlaymiz. Uning
as

uchun s/4 £,(s))-(+ri)fc.(s)=0 sonli tenglikni ko‘ramiz. Ikki tomonini
s bo'yicha differensiallaymiz:

f{k,(s))+s =0.
as as

Bundan
dk,(s)
ds (li+ri)-$/"(*.(.%))
formula kelib chigadi, unda kasrning maxraji va surati musbat. Shuning

dk,{s) - -
uchun q >0,vse(0;l) tengsizlik o‘rinli.
S

Shunday qilib, balanslangan o‘sish k,(s), 0<s<l funksiya bilan
aniglanadi. Har bir s (0<$<1) uchun balanslangan o ‘sishning bitta
rcjimini hosil gilamiz. Bunday rejimlar cheksiz ko4p. Ularning ichidan
(11.11) funksiyaga eng katta qiymat beradiganini topish lozim.
Boshgacha aytganda, jamg‘arish normasining ushbu

c(\) @ -s)sf{h\{s))—=max, 0<5<1 (11.17)



masalaning yechimi bo‘ladigan giymatini topish kerak. c(n) funksiya
(0;1) intervalda aniqlangan va ikki marta uzluksiz diflferensiallanuvchi
hamda c(s)>0, Vse(0;l).

Ravshanki, quyidagi munosabatlar bajariladi:

Jnnc(i)= NToc(®)=°) lim<r.(v)=0J c(j)>0 pg,e(0;1).
Bundan ¢ )>0 funksiyaning eng katta giymati mavjud ekani kelib
chigadi. Endi shu funksiyaga eng katta giymat beruvchi s e (0,1) ni

topamiz. Buning uchun awal (11.17)dagi c(j) funksiyani o‘zgartirib
yozamiz ($y(A;,())—n+Ti)£.($)=() tenglikka ko*ra):

® ) =/("(5))-(L +1)*Nn) =0. (11.18)
Endi c'(a ni hisoblab, nolga tenglashtiramiz:

as as

yoki [/(M-~bly+A) b—_ - =0.

kt (5)

d
Bundan —-— >0 ga ko‘ra
as

I'(*.(*))-(M+n)=0 (nno)
tenglama kelib chigadi. Bundan statsionar nuqtani topib bo‘Imaydi,
chunki unda s oshkormas gatnashgan. Aslida k ga nisbatan (11.19)
tenglamani

/W =H+n (1.20)
ko‘rinishda yozamiz. (11.13) ga ko‘ra s=1 da u+r|</'(+0) tengsiz-
lik ofinli. Ma’lumki, k>0 uchun y=f{k) botig. Shuning uchun biror
Kk da f(k) =\x+r\ tenglik o‘rinli. Shunday qilib, tenglama yagona
musbat k yechimga ega.

Endi (11.12) tenglamaga k—k ni qo‘yamiz:
c/(?)-(LL+1)*=0-
Bundan yagona statsionar nuqta 7 ni topamiz:
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~ _(u+ThHE
.ah

Endi /'(A-) =(u-(-r]) tenglikdan foydalanib, J ni uzil-kesil aniqg-
laymiz:

N0 a121)

1(*)
. . n>-/W ,
Awaldan ma’lum ediki, neoklassik IChFlar uchun u< /7(1r)r~< ,

V ~>0 tengsizlik o‘rinli. Bundan o<s <1 ekani kelib chigadi. Statsionar
nuqgta yagona va ¢ ) funksiyaning (0; l)da eng katta giymati mavjud
bo‘lgani uchun shu s=s nuqtada c(s) funksiya o‘zining eng Kkatta
giymatiga erishadi. Shu bilan quyidagi teorema isbotlandi, desak bo'ladi.

11.2-teorenia. Agar £ chekli (11.20) tenglamaning yechimi bo‘lsa,
optimal jamg-‘arish normasi s (11.21) formula yordamida topiladi.

Shunday qilib, igtisodiy sistema traektoriyasini s va £ lar orqgali
hisoblash mumkin:

K{t)=L{t)-k=Lyk, L(t) =L0e"", Y(t) =L{t) W (k)=Z0ENn'/(£),

/(1) =s Y(fy=L0J f(k)-e'v, c{t)=(@1-S") 7(0 =(-S") LOf(k)-e* -
Oxirgi munosabatlar ko‘rsatadiki, qurollanganlikning statsionar

traektoriyasi k(t) =k bo‘ylab modelning barcha asosiy o ‘zgaruvchilari
vaqt bo‘yicha o‘zgarmas bo‘lgan holda mehnat resurslarining o ‘sish
sur’atiga teng bo‘lgan sur’at bilan o ‘sadi.

Endi statsionar yechimdan farq giladigan yechimlar ganday
bolishini tekshiramiz. 11.1-teoremaga ko‘ra statsionar yechim asimp-
totik turg‘un. Buning ma’nosi shuki, (11.13) difTerensial tenglamaning
ixtiyoriy boshlang‘ich shartni ganoatlantiradigan k(t) yechimi

(k(0)=kir kO ®k+) t ning yetarli katta qiymatlarida k(t) =k, - stat-
sionar yechimga intiladi.
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Awal kO>k* bolsin. Bu holda 5/(~0)-(y +r|) k) <0 tengsizlik

o‘rinli bo‘ladi. Bundan k(t), />0 tengsizlik kelib chigadi. Endi L, ni
tekshiramiz:

FEAME)*-(u ) ==1) (u+) Tk

kO>k, ga ko‘ra n/'(£)-(y +n)<0 tengsizlik o‘rinli boMgani
uchun £>0.Demak, £0>£, bo‘lganda k(t) traektoriya gavariq (11.3-
chizma).

Endi kO<k, holni ko‘ramiz. Uch hoi yuz berishi mumkin:
1) kO=kK <K@ 2) 0<kO<k ; 3) k <kO<Kk, -

1) kK0-k<kgbo‘lsin. Bunda k{t) =k chizig (nur) k{t) funksiya-
ning burilish nuqtalaridan tashkil topgan bo‘ladi. 2) va 3) hollami

ko‘rganda bunga ishonchimiz komil bo'ladi. Agar2) 0<kO0 <k bo‘lsa,

unda, ravshanki, k=s /(k)~(~+u)k >0, k=[s 4 ?)-(y +}'I)] *>0
bo'ladi. Bu 0<jW<k da k(t) funksiyaning gavarigligini anglatadi.
Agar 3) k<kO<k,, bolsa, yana £>0> ammo £<o0 boMadi. Bundan
k(t) funksiyaning botigligi kelib chigadi. Demak, k -k dan o‘tishda

gavariglik botiglikka o‘tadi, ya’ni kO=k da k(r) =k chizig k(i) funk-

siyaning burilish nuqtalaridan tashki! topgan bo‘ladi.
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Lva Ko‘zgaruvchilar tekisligida K{t)-k, L{t) nur Solou—Neyman
magistrali deyiladi (11.4-chizma).

1966-yilda E.Felps “oltin qoida”ni taklif gildi (ba’zida “oltin goida”
deganda optimal jamg‘arish normasi ” ni topish usulini tushunishadi).
Ko‘rilayotgan holda quyidagicha aytiladi: asosiy fondlarga qo yilgan
kapita\-mablag* kapitaldan olingan daromadga teng.

Bu quyidagi munosabatlardan ko‘rinadi:

SZF{k) =LkF\K), SF(L,K)=K "~ -,
(o]

bunda I =s F(L,K)—asosiy fondlargaqgo‘yilgan mablag4 dK

— kapitaldan olingan daromad.
Misollar.

1-misol. F(L,K)=a0Kalla, aQ>0, O<ce<l.
Ravshanki, bu holda f(k) =a0ka, f\k) =a aOka~; £ ni

. NI/(1-a>
a a0k + tenglamadan topamiz: R s-a

2-misol. F(L.K) =a0[ak'p+([-a)L~p ]~p>
a0>0, O<a<l p>-1.
Bunda f{k) =aQ[ak~p+ (- a)L~p] p>

f{k) - aaQ\a + (\-a)kp] » -

Endi k ushbu

aaofa+(l-a)kp] o =u-+r

tenglamadan topiladi:
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ilp
/-k:(l—oj p —a 10__l/c'+r»
U+n; U+

Oxirida optimal jamg'arish normasi ? ni topamiz:

f \P/U+P)
Y +n

/(*) ala
Ma’lumki, 0<? <1 tengsizlik o‘rinli. Oxirgi formuladan iqgtisodiy

sistemaning parametrlari g,crO,u,r|,p orasidagi bog‘lanish kelib chigadi:

fi+n<aq P

11.2-8. Mehnat resurslari (aholi soni) o°‘sishining botiq gonuni
haqgida
Igtisodiyotda, asosan, mehnat resurslarining o‘ishi haqgida gap
boradi. Ish bilan bandlar soni aholi soniga bog‘lig. Ish bilan bandlar
sonining ko‘payishi (o'sishi) esa fagat aholi soniga bog'lig emas.
Ko‘pgina ilmiy risolalarda mehnat resurslari (aholi soni) eksponensial
gonun bo‘yicha o‘sadi deb garaladi. Bu L(t) funksiyaning hosilasi

L(t) shu L(t) ga chizigli bog'liq deb garaladi degan so‘z, ya’ni

L(t) =r\-L(t), bunda a " o‘sish sur’ati. Bundan Z(/) = Z0e-e']<, L0> 0
kelib chigadi (11.5-chizma).
Shuning uchun L(t)=x2Z(/)>0, ya'ni L~L{t) funksiya gavariq

W) m LLI)
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(11.5-chizma). Demak, t ning biror giymatidan boshlab 1(/)ning qiymati
yetarli katta bo‘lib ketishi mumkin. Tug‘ilishlar soni hagida L.Eyler
quyidagi gipotezani aytgan: “tug‘ilishlar soni yildan yilga geometrik
progressiya bo‘yicha ortib boradi”. Ingliz ruhoniysi Maltus igtisodiyot
bilan, aniqgrog‘i, demografiya bilan shug‘ullangan. U Eyler gipotezasiga
go‘shimcha qilib, “ozig-ovgat mahsulotlari arifmetik progressiya
bo‘yicha ortib boradi” degan. Eslatib o ‘tamizki, aholi sonining (umumiy
holda mehnat resurslari hajmining) eksponensial o‘sish gonuni vaqti-
vaqti bilan va qisqa vaqt oralig'ida rivojlangan mamlakatlarda sodir
boMadi hamda o ‘sish tezligi vaqt o ‘tishi bilan bargarorlashadi. Bunda
ma’lum vaqt oralig'ida egri chizigning gavariq gismi botiqg, aksincha,
botig gismi gavarig gismga o‘tadi (11.6-chizma). Umuman, o°‘sish
biror botiq egri chizig yaginida S-simon egri chiziq bo‘ylab sodir
bo‘ladi. Tegishli botiq egri chizig o‘sish tezligining bargarorlashishini
anglatadi (qarang: P.®ocTep. O6HOB/IEHWE NPON3BOACTBA: aTakyloLiue
BblurpboiBatoT. M., Mporpecc, 1978, r 14, c.78—94) (11.5— 11.7-
chizmalar).

Mehnat resurslari hajmining (aholi sonining) o ‘sish tezligiga ganday
parametrlar ta’sir giladi? — degan savol tug‘iladi. Umuman, o‘sish

tezligi ko‘pgina parametrlarga bog‘lig. Eyler gipotezasi bo‘yicha L{t)
(o‘sish tezligi) shu L(/)ning hajmiga bogMig: L=r\L- Ba’zi
mamlakatlarda aholining yashash sharoitining yaxshilanib borishi,
igtisodiy rivojlanish sodir boMayotganiga sabab ishlab chigarishga

go‘yilayotgan mablag‘larning (kapitalning) ortib borishidir, bunday
sharoitda ishlab chigariladigan mahsulot (milliy daromad) hajmi ortib

boradi. Demak, L(t) migdorfagat £(f)gagina bog‘Hg bo‘lib golmasdan,
yana K(t)ga —kapital sarfga ham bog‘liq. Agar bu bog‘lanish L(t) va
K(t)ga nisbatan chizigli boisa, L(t) uchun quyidagi munosabatni yozish
mumkin:

L(f)= A L(t)+v K(t), r|>0, v>0. (11.23)

Ravshanki, £{t) = fL(t) +v K(t), />0. Qanday shartlar bajarilganda
/,,(N<(), yn’ni L(t) funksiyaning grafigi botiq bo‘ladi?

Ushbu
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L(t)<0 (11.23)
tengsizlikni ganoatlantiradigan botiq MOfunksiyani chizigli-botiq deb
ataymiz. Chiziglilik L(t) ning L(t) va K(t) ga chizigli bog‘ligligini,
botiglik esa L(t) funksiyaning botigligini anglatadi.

Izokvantalar F(L7K)~CS, C> 0 tenglama bilan beriladi. Undan,
ma’lumki,
dKk _ dF j OF
dL dL! <K<

tengsizlik kelib chigadi. Harbir izokvanta IChFning sath chiziglaridan
iborat bo‘lib, gavarig egri chizigdir (11.8-chizma).

Endi (11.19) ning ikki tomonini differensiallaymiz:

L{t) =\ L(t)+VK(t) = L(t) r*+Vyj :ZA(PH/" . (11.24)
11.3-teorema. L(t) funksiya botig bo‘ishi uchun har bir izokvanta
bo'ylab ushbu

dK r
<-—<0 (11.25)
dL \Y;

tengsizlik bajarilishi yetarli.

Isboti i >0 ya (11.25) tengsizliklardan kelib chigadi. Hagigatan,
(11.21)ga ko‘ra
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[O=Z4 1V S < #\'v))=0

Misollar.
1-misol. i(0 =In(/+e), t>0 (11.9-chizma) deylik. Unda
ANN=1+7>0, ~ =~(t+ej2<0’ t>0' Quyidabi L=T)L+VvK,

L=r\L+vK munosabatlarni ko‘raylik. L{t) va L(t) laming

ifodalaridan foydalansak,

(t+e) t+e
kelib chigadi. Biz birinchi tartibli difierensial tenglamaga keldik. Uni
integrallaymiz:

b +-i-In(7+e)
v(t+e) v

Endi dK/dL ni hisoblaymiz:

dK _K
- | — In(f+e) 1 Q.<_H
oL v(/+e) v t+e  Vv(/+8) v v

Shunday qilib, IChF izokvantalarida (11.25) tengsizlik bajariladi.
Kobb-Duglas IChF uchun (11.25) tengsizlik ushbu
K r a
L v 1l-a

tengsizlik uchun bajariladi.
2-misol. Ikkinchi misol o'rnida 1991—2004-yillar davomida
0 ‘zbekiston Respublikasi aholisining o‘sish dinamikasini ko‘raylik. Awal

shu vyillardagi aholi soni jadvalini keltiramiz:
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Yillar Aholi soni (mIn) N, no= "

|

1 1991 20,862

2 1992 21,360 0,498
3 1993 21,852 0,498
4 1994 22,828 0,430
5 1995 23,002 0,720
6 1996 23,444 0,442
7 1997 23,867 0,423
8 1998 24,231 0,364
9 1999 24,583 0,352
10 2000 24,908 0,325
1 2001 25211 0,303
1 2002 25,523 0,312
13 2003 25,803 0,280
14 2004 26,116 0,313

(Ma’lumotlar “0 ‘zbekiston Respublikasi Davlat statistika
go‘mitasi, 2005”dan olingan).

Jadvaldan ko‘rinadiki, N(t) funksiya o‘suvchi, ammo o ‘sish tezligi
(O(miqgdorlar) asosan kamayib borayapti. Fagat 1995 va 1996-yillarda
o'sish tezroq bo‘lgan. N(t) funksiya 1991—1994-yillarda botig, 1994—
1996-yillarda gavariq va 1996—2004-yillarda yana botiq. Demak, N(t)
chiziq -5-simon ko‘rinishda (11.9 a-chizma).

11.9 a-chizma
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11.3-8. Iqtisodiy dinamikaning o ‘zgarmas jamg‘arish normali
modeli:
ishlab chiqgarish resurslari chizigsiz yarogsizlangan modeli

Awalgi 11.2-8da iqtisodiy dinamikaning fagat asosiy fondlar chizigli
yarogsizlangan modellari ko‘rildi. Amalda asosiy fondlar ham, mehnat
resurslari ham vyaroqgsizlanishi kuzatiladi. Asosiy fondlar (masalan,
stanoklar) eskirishi mumkin, mehnat resurslari esa (ish bilan band
boMganlar) ishga yaroqsiz holga kelishi (pensiyaga chiqgishi, vaqtincha
kasal bo‘lishi, vafot etishi) tabiiy. Bunday hollarda mehnat resurslari
va asosiy fondlarning majmuasi yaroqgsizlanishini e’tiborga olish zarur.
Ishlab chigarish resurslarining yaroqgsizlanishini hisobga olganda
igtisodiy sistemani va uning traektoriyasini chuqurrog o‘rganish
imkoniyati tug‘iladi. Mazkur bobda iqtisodiy dinamikaning ishlab
chiqarish resurslari chizigsiz yarogsizlangan modellarini ko'ramiz*

Faraz etamiz, vaqtning t momentida ishlab chigarish resurslarining
ushbu

4-hox
10

formula bilan berilgan qismini almashtirish kerak bo‘lsin, unda

X funksiya quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:

X (0)-0, x(*)>0, x'(+0)>0, %'(k)>0, xN¢k)>Oy Vk> 0. (11.360
Shu (11.360ga ko‘ra %(k) funksiya monoton o'suvchi va gavariqdir.
X(k) =k bo‘lgan hoi chiqarib tashlanmaydi. Bunda x(0)=0>
X (+0) =1, x'(*)=Ux"(k) =0 bo‘ladi. Shunda ham x(k) funksiyani,
odatda, gavariq deb hisoblashadi. (11.360ga ko‘ra X (k) - kK *x' (k) <0,

k" XXK)™
VA >0 tengsizlik oVinli. Bundan N > 1 tengsizlik kelib chigadi.

Igtisodiy sistema quyidagi munosabatlar bilan tavsiflansin, deylik:
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K
K=1-iiL"'X O<uyc< 1,

L=Ler|, >0,
r=jy +(l-s)-y =/ +C, 0O<s<l1l 5=const>0, (11.26)

Cc
c- r:(l- 5)/(k) = max, 0<s<lI.

K
Ravshanki, agar bo'lsa, 11/1-8da ko'rilgan iqtisodiy

dinamika modelini hosil gilamiz.
(11.26) modelni o‘rganish uchun awalgi bobdagi kabi aso:

differensial tenglamani chigaramiz:
d(K\_KL-Kt _ 1
"rf/U " L2 ~L2'

/-viLx\j \\-L-KL

=fmm[(SLf(k)-u L%(k)) L-KZ]=n4K)-1 K—H %(K).

Shunday qilib, (11.26) model uchun asosiy differensial tenglama
k=sf(k)-r\k -u%(k), k{d)=kQ>0 (11.27)
ko‘rinishga ega. Uning o‘ng tomoni <>E=s/(/:)-r|A--"x(£)
differensiallanuvchi (k bo‘yicha). Shu sababli, Koshi teoremasiga ko*ra,
(11.27) tenglama ixtiyoriy boshlang‘ich shartni ganoatlantiradigan
yagona yechimga ega.

Optimal jamg‘arish normasini topish masalasi bilan shug‘ullanamiz,
bunda optimallik jon boshiga iste’molning maksimumi ma’nosida
tushuniladi. Bu masalani yechishda, awalgi bobdagiga o‘xshash, (11.27)
avtonom differensial tenglamaning statsionar yechimi muhim
ahamiyatga ega.

11.4.-teorema. Agar (11.27) asosiy differensial tenglama uchun
ushbu

NX'(+0)+n<* N-K» (11.28)
tengsizlik bajarilsa, unda (11.27) tenglama yagona musbat (sodda
yechimdan tashgari) va (Lyapunov bo‘yicha) asimptotik turg‘un
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statsionar yechimga ega, ya'ni k(t) =k. te [0, T\
Isbot.(11.37) tenglama avtonom, uning statsionar yechimlari ushbu
sf(k)-J\k-[ix(k)=0 (11.29)
chekli tenglamadan topiladi. k(t)=0 —(11.37) tenglamaning sodda

yechimi. y=sf{k) va y2—\k-h\x(k) funksiyalaming grafiklari koordinata
boshidan mos ravishda n/4 +O) va r]+Tix'(+0) burchak koeffitsientlar
bilan chigadi. (11.28)ga ko‘ra n+11X'(+0)<"/(+0)- Demak, K ning
nolga yaqin giymatlarida y2&)ning grafigi y”k) ning grafigidan pastroqda
bo‘ladi. Shu grafiklar k>Oda kesishishini ko‘rsatish mumkin. Bu
yj—fl£)ning botigligi va y2=r\k+r\%(k)mng qavariqgligidan kelib chigadi.
y2Kk) ning gavarigligi ushbu
y2(0)=0, y2(k)=r+u% (*) > yAk)=UX*(*)>0, VE>0

munosabatlardan ko ‘rinadi.

Grafiklar kesishish nuqtasini {k,, y.) deb belgilaymiz, bunda K ~
(11.29) tenglamaning musbat yechimi. Shunday qilib, (11.37)

differensial tenglama yagona musbat statsionar yechim k(t) = kMga
ega. Shu yechimning asimptotik turg‘unligi ham osongina isbotlanadi.
(11.37)ning o‘ng tomoni ¢A) uchun ¢'(T1*) <0 tengsizlik bajarilishini
ko‘rsatish kerak. Ravshanki,

DUT->=-4: —IA—#X(¥)] P+ =
:SIIC,(**)_H -l X '(**)<0.

(11.30)

Lyapunov-Puankare teoremasiga ko‘ra, (11.30) tengsizlik k(t) s k,
yechimning asimptotik turg‘unligini anglatadi.

MA-teorema isbot etildi.

(11.26) igtisodiy sistema uchun qurollanganlik kn qgiymati
balanslangan o ‘sish deyiladi. Ravshanki, awalgi bobdagi kabi
balanslangan o ‘sish rejimi k, jamg‘arish normasi s ning funksiyasi bo‘ladi:
k= kt(s), O<£<l

11.3-lemma.( 11.26) iqtisodiy sistema uchun topilgan balanslangan
o Bish rejimi  kt(s), (0; 1) intervalda aniglangan, differensiallanuvchi
va monoton o'suvchifunksiyadir.

Isbot. A:(s)ning (0; 1) da aniglangan, differensiallanuvchi ekani
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dfc
ravshan. Monoton o ‘suvchiligini isbotlash uchun —d* >0, Vve (0: )
s

tengsizlikning o'rinli ekanini ko‘rsatish kerak. Uning uchun ushbu
&/(N*(9))-Tinr*(y) _MX(™.(5))=0 sonli tenglikning ikki tomonini
differensiallab topamiz ((11.6) ga garang):

dk.js)™ /1(*.(s)):Q
ds ' (k.(s))

Bundan kt(s) ning monoton o‘suvchiligi kelib chigadi.

Endi optimal jamg‘arish normasi va balanslangan o‘sish rejimini
topish bilan shug‘ullanamiz. Jon boshiga iste’mol funksiyasini quyidagi
ko‘rinishda yozib olamiz:

®)=1-s)A*.(*))=/(**(8))-n*.(*)-LUX (*.(*)), 0<I<l. (11.31)

Shu funksiyaning eng katta giymati mavjud, chunki ¢ ) uchun

ushbu 4™ "®)=Aun"~p)=0"d)>0, V.ve(0;l) munosabatlar o ‘rinli.

Demak, biror ? e (0;1) uchun =~'S™ tenglik bajariladi. Shu
s ni topish uchun c'(.v) ni topib, cd) = 0 tenglamani yechish lozim.
Ravshanki

c'(*namn<))-n-ux' (N1

11.3-lemmagako‘ra <¢) = 0 tenglama /'(*,CO)-N-LUX'(*.C?))=0
tenglamaga teng kuchli. Ammo undan bevosita s ni topib bo‘lmaydi,
chunki stenglamada oshkormas qatnashayapti. Aslida biz A;ga nisbatan
['(*)-N-UX'(*) =0 (11.32)

tenglamaga egamiz. (11.32)ning chap tomoni hosilasi (Ega nisbatan)
noldan farqli, ya’ni [/ "(n—ix"(")"~0<0 WVlc>0. Shu sababli
oshkormas tenglamaning bir giymatli yechilishi hagidagi teoremaga

ko‘ra (11.32)ning yagona k yechimi mavjud. Ikkinchi tomondan, bu

tasdiq y=sf(k) va n~+J1IXM funksiya grafiklari biror £>0 da
kesishishidan kelib chigadi. (11.28) tengsizlik 5=1 da ham bajariladi:
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NX4Y+0)+ N</ (+0). Ammo £ da unga teskari yuxX"™+J1 /Y *)
tengsizliko'rinli. Shusabablibiror k , 0 <k <k giymatda y\(k) =y 2{k)

tenglik bajariladi. Topilgan k ni d(A:(") =0 ga qo‘yamiz. Undan 7 ni
topamiz:

7=uX(K)+uk>0
1(*)

Endi (11.8)ga ko‘ra S uchun formulani uzil-kesil ushbu

1(x) f(k)
~ kf\k)
ko‘rinishda yozamiz. Ravshanki, s < /~(Z7rC, chunki
*

K X"(k)~x(k) >0 \/k> 0. Demak, 0<s<I tengsizlik o'rinli.
Ko‘rinib turibdiki, ishlab chiqarish resurslarining chizigsiz
yarogsizlanishi hisobga olinsa, optimal jamg‘arish normasi uchun
k%' (k) + x(k)

M (1L34)
miqgdorga teng “yutugga” egamiz.
Yugoridagi hisob-kitoblar quyidagi teoremani isbot etadi, desa

boMadi:
11.5-teorema. (11.26) munosabatlar bilan tavsiflanadigan igtisodiy

sistema (iqtisodiy jarayon) uchun optimal jamg‘arish normasi 7 (11.34)
formulaga teng yutuq bilan (11.33) formula yordamida topiladi,

balanslangan o‘sishning optimal rejimi £ (11.32) chekli tenglamaning

yechimi sifatida aniglanadi.
Endi “oltin goida” ni chigarish qiyin emas. (11.33) formuladan

uning ikki tomonini L ga ko‘paytirib, ushbu

7F(L,K)=Km JK-L) SN (PXI<F)+F(*)) (11.35)
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tengiikni hosil gilamiz. Bunda, bilamizki, SF(L.K) —asosiy foiullarga

. . . .. ~dF(K,L .
ajrahlgan kapital migdori, A -----(--k----)-esa kapitaldan olingan daromad.
0
(1 1.35)dan quyidagi “oltin goida” kelib chigadi:
asosiy fondlarga qo yifgati kapital migdori kapitaldan olingan daromad

hajmidan u L (k% (k) + w(k)) migdorga kam.

Shu miqdor ishlab chigarish resurslarining chizigsiz yarogsizla-
nishi hisobga olingan samaradorlikni anglatadi. Bu holda ishlab
chigarilgan mahsulot miqgdorining (milliy daromadning) iste’molga
ajratilgan gismi Solouning sodda dinamik modelidagiga garaganda
(11.34) migdorga ko‘p boMadi. Xulosa shnki, go'shimcha parametrlarni
hisobga olish natijasida iste’molga ajratiladigan ulushni orttirish va
buning uchun ishlab chigarish hajmini gisqartirmaslik mumkin ekan.

11-bobga oid masalalar

1 Quyidagi berilgan IChFga mos iqtisodiy dinamika modellari
uchun optimal jamg‘arish normasi v va balanslangan o ‘sishning

optimal rejimi £ topilsin:

7K 1
1L.F(LK)=Jk Z. 5. F(LK)=-=—
n+L
2. F(L,K)=\[k 1Fm 6. F(L,K) =+(sfK+-/Z)2.
— C1l ANE
3-F(1,k)=4k 4 - 7. (. )-(™ +a7)2.
------ T 92K L

4.F(L,K):i[i-KII . 8. (°

M. Solou IChFning turli xususiy hollarida asosiy differensial
tenglama yozilsin va o ‘rganilsin.

1. (M .37) tenglamada L =r\-L, = boMganda uning

koTinishini yozing.
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IV. Ushbu k =saOka-(fii+r))E, O0<n<l1l, c0>0, O<ax<l
Bernulli differensial tenglamasi integrallansin.

V. (11.27) tenglama uchun k va 7 larni topishga oid tenglama

yozilsin hamda kK aniglansin; so‘ngra J topilsin.

11-bobga oid nazorat savollari

1 Dinamik IChF ta Yifini bering.

2. Avtonom dinamik IChF nima?

3. Igtisodiy dinamikaning modellari nima?

4. Solouning sodda dinamik modeli uchun asosiy differensial tenglamani
yozing.

5. Asosiy differensial tenglamaning statsionaryechimi hagidagi teoremani
ayting.

6. Statsionaryechim yaginida integral egri chiziglar gandayjoylashgan?

7. Mehnat resurslari hajmining chizigli-botiq bo Uishi shartini keltiring.

8. Shu holda asosiy differensial tenglama yozilsin.

9. Ishlab chigarish resurslarichizigsizyarogsizlanishi ganday ifodalanadi?

10. Shu holda asosiy differensial tenglama yozilsin va Kk, s lar
hisoblansin.
11 HaTTa Ko rilgan igtisodiy dinamika modellarini chizigli IChF uchun

to T, o rganib chiging.
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12-BOB. IQTISODIY DINAMIKANING
IKKI SEKTORLI MODELLARI

Awalgi ikki bobda ko‘rilgan iqtisodiy sistema bitta sektordan ibo-
rat bo‘lib, unga mos IChF ham berilgan bo‘lar va bittagina tur mah-
sulot (milliy daromad) ishlab chigarilar edi. Aslida makroiqtisodiy sis-
temada ishlab chiqarish ikki va undan ortiq o‘zaro hamkorlik giladi-
gan sektorlarda amalga oshirilishi mumkin. Xususan, hatto K.Marks
ikki sektorli modellarni ko'rgan. Unda | sektor ishlab chigarish qurol-
larini (asosiy fondlarni), Il sektor esa, iste’mol buyumlarini ishlab
chigargan. Bu sodda va kengaytirilgan takror ishlab chigarish bilan
bog‘langan edi. Quyida biz hozirgi zamonda keng go'llaniladigan ikki
sektorli modellarni ko‘ramiz.

12.1-8. Mehnat resurslari hajmlari yigMndisi o ‘zgarmas boMgan
ikki sektorli model

Makroiqgtisodiy sistema ikki sektordan iborat bo‘lib, ular mos

ravishda ushbu
Y{= FI(LI,Ki), V2=F1(L2yK?2).

neoklassik dinamik IChFlar bilan xarakterlansin, deylik. Bunda L{
L2 —mehnat resurslari hajmi, Kv Kr ~ asosiy fondlar hajmi, Yv Y2—
ishlab chigarilgan mahsulotlar hajmi. Faraz etaylik, birinchi sektor
ishlab chigarish vositalarini, ikkinchi sektor esa iste’mol buyumlarini
ishlab chigarsin. | va Il sektordagi asosiy fondlarga mablag‘lar birinchi
sektorda ishlab chigarilgan mahsulot migdori YI hisobiga amalga
oshiriladi, iste’mol C esa ikkinchi sektorda ishlab chigarilgan mahsulot
miqgdori Y2bilan ustma-ust tushadi. Undan tashqari, mehnat resurslari
yigindisi L=L{(t)+ L2t) o'zgarmas deb faraz etiladi, ya’ni
Z=Z,(N+22(/)=0 va Lyt)=q{t)L, L2At)={\~q(t))L, bunda L=const,
0<q(t)<\. Biz q(t)=const, /€[0;7] holni ko‘ramiz. Ravshanki, bu holda
0<?<1.

Yuqorida qilingan farazlar bajarilgan deb qarab, iqtisodiy
dinamikaning quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadigan ikki sektorli
modelini ko‘ramiz:
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KAs-FALAKA-AKA 0<u,<1, 0<6<I, (12.1)

kK2=(\-s)FI(LI,KI)-n2K2, 0<y2<1, (12.2)
LN-gqLy L2=(\-d)L, Q<g<\, g =const, (12.3)
C=F-,(L2,K2), Lx+L2=L, L =const, (12.4)

(12.1)—12.4) modelni o‘rganish uchun belgilashlar Kiritamiz:

K K
K'=~Lr *2=i7° -P,(A*1)=£,/,(*,). F2(L2,K2)=L22(k2).

Shu belgilashlar yordamida (12.1) va (12.2) tenglamalar ushbu

ME)—
(12.5)
I-q
ko‘rinishda yoziladi, (12.4) esa
C-L2A2k2)={\-q)Lf2(k2)y 0<*<1 (12.6)

ko‘rinishga keladi.
12.1-teorema. Agar iqtisodiy dinamikaning ikki sektorli (12.5) modeli
uchun ushbu

u, <*//(+0) (12.7)
tengsizlik oYmli bo‘lsa, unda normal avtonom sistema (12.5) yagona
musbat (sodda yechimdan tashgari) va asimptotik turgun

k{(t)s k* =k{(s), k2(/)= =k2{s,q)
statsionar yechimga ega.

Isbot. (12.5) sistemaning birinchi tenglamasiga ko‘ra ixtiyoriy kxt)
yechim fagat s parametrga, shu sistemaning ikkinchi tenglamasiga
ko‘ra k2t) yechim ikkita s va q parametrlarga bog‘lig bo‘ladi. (12.5)
sistemaning o ‘ng tomonidagi funksiyalar k{ va k2 lar bo‘yicha uzluksiz
difTerensiallanuvchi. Shuning uchun bu sistema ixtiyoriy boshlang‘ich

shartlarni ganoatlantiradigan yagona yechimga ega.
(12.5) sistemaning statsionar yechimlari ushbu
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\(l-s)/,(£,)-\x2k2:0 (12.8)
-q

chekli tenglamalar sistemasining yechimi bo‘ladi. (12.8) sistemaning
birinchi tenglamasi faqat bitta kx noma’lumni o‘z ichiga oladi. U

yagona musbat (sodda ~(1)"0 yechimdan tashqari) k[ (5) >0 yechimga
ega. Endi k = k x(s) bo‘lganda (12.8)ning ikkinchi tenglamasi quyidagi
ko‘rinishni oladi:
N7 —N- L (*F (%) - =0.
1~4

Undan da k2(s,q) ni topamiz:

*20'a)= 4 S\ /1(*TCO)>0. (12.9)
M i-?)
Shunday qilib, (12.5) sistemaning yagona musbat statsionar yechimi

(£,(/); k2(0) = (*f(s): k\(s,q)) mavjudligi isbotlandi.

Endi bu yechimning (Lyapunov bo‘yicha) asimptotik tuig‘un eka-
nini isbotlaymiz. Buning uchun statsionar yechimning asimptotik
turg‘unligi hagida Lyapunov-Puankare teoremasini qo‘llaymiz. Quyidagi

P{KI%K2) = s / XK1)-\nx, <2("2) =" * —Ffi(kX)-\x2k2

belgilashlami kiritamiz. Barcha birinchi tartibli xususiy hosilalami
hisoblaymiz:

éﬁl;sfi(ki) M, élzz 0,
8Q q{\-s)f, 8Q _
a{  1.q "AW. o~

Endi ushbu
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matritsani tuzamiz.

Agar shu matritsaning  =£°($), k2=K2(s,q) bo‘lganda xos sonlari
manfiy hagiqiy gismlarga ega bo‘lsa, unda statsionar yechimning
asimptotik turg‘un ekani isbot etilgan bo‘ladi. Hagigatan, mos xarak-
teristik tenglamani tuzamiz:

\~q

Uning yechimlari: =s/0*,*) <0, A2=-142<0,

O<|liz<1.
Shunday qilib, 14.1-teorema isbotlandi.

Topilgan (/tj*;£2) statsionar yechim mos ravishda birinchi va

ikkinchi sektorlar balanslangan o ‘sish rejimlarini anglatadi, ular cheksiz
ko‘p, chunki se(0;l), <7€(0;1), Harbir (s;q) juftlikka bittabalanslangan

o‘sish rejimi (&*£2) mos keladi. Har bir sektor uchun optimal
balanslangan o‘sish rejimini topish masalasini go‘yamiz. Optimallik
jon boshiga iste’molni maksimallashtirish ma’nosida tushuniladi.
Shunday qilib, quyidagi masalani ko‘ramiz:

C
c(s,q) :J—: (\-q)f2(k2(.%q))~ max , 0<5<I, O<tf<l. (12.10)

Awal (12.10) masala yechimininig mavjudligini ko'rsatamiz. P2

deb ochiq kvadratni belgilaymiz, ya’ni
P2={(s;?): 0<5<1, O<tf<l }
P, kvadratning tomonlarini Gp G2 G3va G4 deb belgilaymiz:
G,={(5;(7): 0<5<1, <0}, G2Z={(5;0): 5=1, O0<<j<I }



G:~{{s'.q): 0<6<1, qg=\} G4{(s5<7): 5=0, 0<qg<\ }

Kvadratning chegarasini dP2- G, + G2+ G3+ G4 deb belgilasak,
[ =P2kj dP2 bo‘ladi, bunda P2 —yopiq kvadrat. Ravshanki, (12.9)
ga ko‘ra ushbu

lim kl(s,q)= lim kl(s,q) =0
tengliklar o‘rin!i. Shuning uchun quyidagi tengliklarni yozamiz:

lime (s,q)= él;nfoc (s,q) = <}_igl100(s,q) = <I_ilrlu)c(s,#) =0
&f& A O<d b«/<|

yani { Undan tashgari ¢,?)>0, V{s,q). Demak,

(12.10) masalaning yechimi mavjud, ya’ni c{s,q) funksiya {s,q)”~P2

nuqtada o‘zining eng katta gqiymatiga erishadi. Endi shu (s, q) nuqtani
topamiz.

. . . . dc
Awal statsionar nugtalarni aniglaymiz. Uning uchun ushbu ,

d
’ hosilalarni £>=£*(*m), k2=k2(syq) da hisoblab, nolga

tenglashtiramiz:
dc

Ts
dki/ds uchun ifoda topamiz:

0 ‘z navbatida dk2/ds uchun ifoda chigaramiz:



OK.
A\ O~%[@ Lw ’bILLE#XK)

c
Bundan keyin A tenglamaga ko*ra k{ ga nisbatan tenglama

hos.il boiadi (unga s oshkormas kiradi):
0. (12.11)

Bundan yagona musbat k{ yechimni topamiz. Shu kx giymatni
(12.8) sistemaning birinchi tenglamasiga qo‘yib, optimal jamg‘arish
normasi ” ni topamiz:

UK)  fow (12.12)

F(Lr Kj) IChFning neoklassikligidan f{{k{) uchun ushbu

g Kil{kY 4

tengsizlikni yozish mumkin.

dc
Endi ~ ni k{- k[{s\ k2=7(5,4) nuqgtada hisoblaymiz:

dc dk*

12.13
dq dq ( )
dk\

Bundagi é’ ni hisoblash uchun (12.8) sistemaning ikkinchi
q

tenglamasini q bo‘yicha differensiallaymiz:

. dk,
. a- e =
1-q9) 1-q dq dg
Bundan dkx!dgq=0 bo‘lgani uchun
dk' 1-i
dg /i2(l-q) (12.14)
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formula kelib chigadi. Endi (12.14)ni (12.13)ga qo’yamiz:

dc —s
o =- fa;)+(i-u\1 )KA)_{iZzI_-q~YT fM\)
(12.8) sistemaning ikkinchi leiiglamasiga ko‘ra
b-n_/n K]
1-'1 4 7i(M
tenglik o‘rinli. Shuni e’tiborga olgan holda Ocjdg ni uzil-kesil topish
mumkin:

5¢c /KW K)  /iX K]/X)
— =~fi(k2)+ ... — R 12 (2).
0q M2 4.1i(™M 4
Shunday qilib,
dc  kjJi ("2) (12.15)
dq q

dc
Bundan ~""O0 tenglamaiii g ga nisbatan yechib topamiz:
k*f'(kl)

1=K M

(12.16) va (12.8)ning ikkinchi tenglamasiga ko‘ra 5=%, k{=k{

(12.16)

(bunda ky —(12.11) tenglamaning yechimi) bo‘lganda kZja nisbatan
quyidagi tenglamaga ega bolamiz:

1_ *
d-atl =) 1 [K) (12.17)
e *2/2'(*2)
Bu tenglamaning o‘ng tomoni ixtiyoriy k2>0 uchun musbat, chunki
neoklassik shartga asosan
_No L >i
kil(k2)
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Tenglamaning chap tomoni esa musbat son. Endi (12.17) tenglama
yagona musbat yechimga ega ekanini isbotlash giyin emas. Awalo
(12.17)ni k2ga nisbatan bir giymatli yechish mumkin, chunki (12.17)
0°‘ng tomonining k2bo‘yicha hosilasi noldan fargli, aniqrog‘i

d i+ 1202 [ 2(k2) N(K2) -0
dk2 12(~2) U<*$
Shu bilan birga
- Noo1) _
lim =0 -
‘0 12(%2) (f2(+0) =0, /2(+0)>0).

Yugoridagi munosabatlardan (12.17)ning o0‘ng tomoni monoton

0 ‘suvchi va uning giymati Odan boshlab o‘sib borib, biror fc, da chap
tomonga teng bo‘ladi.
Endi topilgan £ ni (12.16)ga qo‘yamiz:

n212 ("2)
fi (k2)
Shunday qilib, (12.10) masala uchun c{s,q) funksiyaning yagona
statsionar nuqtasi (s, q) e P2 topildi. Shu nugtada (12.10) masalaning

yechimi mavjudligi sababli c(s,<7) funksiya o ‘zining eng katta giymatiga
erishadi.
Topilgan natijalarni teorema shaklida bayon gilamiz:
12.2-teorema. Iqgtisodiy dinamikaning (12.1)—12.4), (12.10) modeli

uchun optimaljamg'arish normasi J va mehnatresurslari optimal tagsimoti

0<q <1. (12.18)

koeffitsienti g mos ravishda (12.12) va (12.18) formulalar yordamida

hisoblanadi, jt —(12.11) tenglamaning, k, esa (12.17) tenglamaning
musbat yechimlari.
Endi “oltin goida”ni chigaramiz, (12.11)ga ko‘ra:

s-Fi(L],K]}= 1 F;\KK v i (12.19)
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FALAK”  IChFning chizigli-bir jinsligiga ko‘ra

Bundan

3K dL
Bu ifodani (12.19)ga qo‘yamiz:

i (12.20)

Endi (12.18)dan foydalanib, ushbu
(12.21)

tengliknihosil gilamiz. Nihoyat, F2(L2fK2) IChFning neoklassikligidan
foydalanib, yana bir muhim

dF2(L2,K2) T
a7
dL,

tenglikni chigaramiz.

Endi “oltin gqoida”ni bayon gilish mumkin:

a) (12.19)ga ko‘ra birinchi sektorga ajratiladigan mablag* shu
sektorning kapitaldan oladigan daromadiga teng; ikkinchi sektorga
ajratiladigan mablag4 (12.20)ga ko‘ra birinchi sektorning mehnatdan
olgan daromadiga teng;

b) mehnat resurslari birinchi va ikkinchi sektorlar orasida ikkinchi
sektorning kapitaldan hamda mehnatdan olgan daromadlariga
proporsional qilib tagsimlanadi. Bu tasdig (12.21) va (12.22)
munosabatlardan kelib chiqgadi.

Misol. IChFlar o‘rnida ushbu =alkKxtl/./'l, F2=a2K2zL"z,

F2{L2,K?2) (12.22)

a,+p,=1, a, >0, P,>0, /=12, <*>0, >0 Kobb-Duglas funksiya-
larini olaylik. Quyidagilarga egamiz:
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f,(k,) =a, ['(*)) =4a a,

f,(k2)=a2kf-, [/,’(*)=a2a,

(12.11) tenglamani yozamiz: a, a, =u,. Bundan X ni
topamiz:
fllal !-at
. H

(12.12) formula bo'yicha s- a,. (12.17) tenglamani yozamiz:

e L

2 Hi k2a 2k22 1

Bundan ni topamiz:

a2(l-q,) 7.4 a, A
u2(1-a2) 4 H2,
Endi (12.18) formula bo‘yicha g ni hisoblaymiz

n =

— k2F2{k2) _k2‘O;'a2*2~ _
No i)
Shunday qilib, s-a~ qg=a2. Kobb—Duglas funksiyasi uchun
ko‘rilgan misol quyidagi ancha aniglashtirilgan “oltin qoida”ni

chigarishga imkon beradi:
a) birinchi sektorga ajratilgan mablag‘lar birinchi sektorda ishlab

chigarilgan mahsulotning a, -gismini, ikkinchi sektorga ajratilgan
.mablag‘lar birinchi sektorda ishlab chigarilgan mahsulotning (3 -gismini

tashkil etadi;
b) birinchi sektorning mehnat resurslari hamma mehnat resursla-

rining cu -gismini, ikkinchi sektorlar mehnat resurslari hamma mehnat

resurslarining p2-gismini tashkil etadi.
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12.2-8. Mehnat resurslari hajmlari yigindisi eksponcnsial
funksiya bo‘lgan ikki sektorli model

Igtisodiy dinamikaning ikki sektorli modellarini mehnat resurslari
hajmlari yig‘indisi o zgarmas bo'lImagan holda o‘rganish shu yig‘indi
0 zgartnas bo‘lgan holidagiga garaganda anchagina muhim hisoblanadi.
Mazkur paragrafda mehnat resurslari hajmlari yig‘indisi eksponensial,
ya’ni gavarigq funksiya bo‘lgan holni ko‘ramiz. Faraz etaylik,

LXt)+L2(t) = L(t) va L(t)=r\L(t), r[>0 (ya’ni L{t)=L0e").

Bu mehnat resurslari hajmlari yig‘indisining o ‘sish sur’ati o ‘zgarmas
ekanini anglatadi. Shunday qilib, iqtisodiy dinamikaning quyidagi
munosabatlar bilan tavsiflanadigan ikki sektorli modelini ko‘ramiz:

Kx=s-Fx(Ly, K{)~\xxK{, 0<j<I, 0<(,<I, (12.23)

K2=(1- s)Fx(L,,Kx) - v2K2, 0<y2<1, (12.24)

LI Lx~gL, L2=([-g)L, O0<qg<\y g=const, (12.25)

C=F2(L2,K2), (12.26)
C

c:-l:---»max, O<m<l 0O<gc<l. (12.27)

Mehnat resurslarining sektorlarga tagsimot koeffitsienti g o ‘zgarmas
va 0<”<1 boMgani uchun ushbu L{=qL, L2-(\-q) L tengliklar
o‘rinli. Endi differensial tenglamalaming asosiy sistemasini chigaramiz.

Uning uchun kyva k2 lami hisoblaymiz:

K.L,-K,L, (SLIFI(K)-~KI)L,-KILI
dt L 1,



1-s)L,Mk,)L
L\

[ AM>-(U2+T 12,

Shunday qilib, differensial tenglamalaming asosiy sistemasi quyidagi
ko‘rinishda yoziladi:

(12.28)
1-q

Biz ikkita differensial tenglamaning normal avtonom sistemasini

hosil qildik. Bu sistema ixtiyoriy (0)=kf>0, k7(0)=A >0

boshlang‘ich shartlami ganoatlantiradigan yagona yechimga ega, chunki
(12.28) sistemaning o‘ng tomoni Koshi teoremasining shartlarini
ganoatlantiradi. Anigroq aytganda, (12.28) sistemaning o‘ng tomoni
k{ va k2 lar bo‘yicha uzluksiz differensiallanuvchi va bu Koshi
teoremasining asosiy sharti edi.

12.3-teorema. Agar igtisodiy dinamikaning ikki sektorli modeli (12.28)
uchun ushbu

Hi+/1 <m*/I'(+0) (12.29)
tengsizlik o rinli bo ‘Isa, (12.28) sistema yagona musbat (sodda yechimdan
boshga) va asimptotik turg'un (muvozanat holatiga) statsionar yechimga
ega bo4adi (12.1 -teoremaga taqqoslang), ya hi (/) =k{ - kx(5) ,
k2{t)=k2 =k2(s,q), 0<?<1, O<s<l.

Isbot. Mazkur teoremaning isboti 14.1-teoremaning isbotiga

0‘xshash. Shuning uchun mulohazalarni gisqacha olib boramiz. (12.28)
sistemaning statsionar yechimlari ushbu

(12.30)
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chekli sistemaning yechimi sifatida topiladi. Shu yechimni quyidagi

* (NsA“(s), k2(t)~k2(s,q) ko‘rinishda yozamiz. Statsionar yechim
0<j<1, 0<g<\ intervallarda har ikki sektorning balanslangan o‘sish
rejimlaridan iborat. Bunday rejimlar cheksiz ko‘p. Ularning ichidan
(12.27) belgi bo‘yicha optimal rejimni ajratib olish lozim. Boshgacha
aytganda, quyidagi masalani yechish kerak:

. q) = S=(-q)f2kefs,q)  max
1 (12.31)
Ocscl, 0<d<1

Avvalgi paragrafdan ma’lumki, c(s,q) funksiya Pr ={(s,<7):
0<5<1,0<"<1} ochiqg kvadratda aniglangan, uzluksiz differensiallanuvchi

va (s, q) g 4 nuqgtada o‘zining eng katta giymatiga erishadi.
12.4-teorema. Iqtisodiy dinamikaning ((12.23)— (12.27)) modeli
uchun optimal jamg'arish normasi J va mehnat resurslarining optimal

tagsimoti koeffitsienti q quyidagiformulalar yordamida topiladi:
~ kj'[(kx¥ ~=k2fj(k2)
mk) ’ q /4) °
bunda k1 ushbu
[i'(*)-(m+TI) =0
tenglamaning, k2 esa ushbu ((12.17) bilan taggoslang)

0-s)Mk,) LT t| f2k2) "
\i2 2 k2f 2(k2)

tenglamaning yechimi.
“Oltin qoida” avvalgi paragrafdagi mazmunga ega.

12.3-8. Mehnat resurslari hajmlari yig‘indisi chizigli-botiq
bo‘lgan ikki sektorli model

Mehnat resurslari hajmlari yig‘indisi vaqt t /e[0;7] ning chiziqli-
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botiq funksiyasi bo‘lsin. Chiziglilik L(f)ning L{t) va K(t) ga chizigli
bogliglini, ya'ni L(/)=uyL(t)+v K(t)>0, 1L>0, v>0ni angiatadi.

Botiglik esa, L(j) funksiyaning botigligini, ya'ni L(t)<Q, re|0;T] ni

angiatadi. Ravshanki

L{t)-\ L(t)+vk{()~ Lft) i1+v ‘j:_—
12.1-lemma. Agar F{{LVK) va FAL”K,) IChFlar izokvantalarida

dK-

L <-—<0
do v dL2 v (12.32)
tengsizliklar bajarilsa, unda L{t) funksiya botiq bo Uadi.
Ishot. Ma’lumki, L{t) = £,(/) +L2(t), K(t) =£,(/) +K2(t),

L(t) - Z (0 +L2(/), K(t) = K{(0 + K2{t) mShuning uchun

K{

d dK2
L(t) = L,{t v L2(t) r+v
() =L{t) d+ a4’ ® T "

Bundan (12.32)ga ko‘ra, L(t)< 0 tengsizlik kelib chigadi.

Agar (12.32) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, !,(/) va L2(t) funksiyalar
ham botig bo‘lishi ravshan.

Endi iqtisodiy dinamikaning quyidagi munosabatlar bilan
tavsiflanadigan ikki sektorli modelini ko‘ramiz:

=sF A"LA"ANK~™)-0<s<l, 0</, <] (12.33)

(12.34)
K2=(\-s)FI[LIKi)-M 2~ °</[[2<U

L} =ijL}+vKp y=12, L~gL L=(\-q)L,
(12.35)
L{~qL, z2=(1-#)/,, 0<q<1 (¢=const,

=——max, 0<wv<l 0<g<l (12.36)
L
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Awvalgi paragrafdagiga o ‘xshash va k2 larni hisoblab, quyidagi
dififerensial tenglamalarning asosiy sistemasini hosil gilamiz:

K =sfx*)- (u +rj) kx- \k{ ,
k2 E2.yj(N)_ (N +r\)k2~vKki . (12.37)
I-q
Bu sistema ixtiyoriy boshlang'ich shartlarni: £((0))= >0,

£2(0) = k2 >0 ganoat]antiradigan yagona yechimga ega, chunki (12.37)-
ning o‘ng tomoni kv k2 larga nisbatan uzluksiz differensiallanuvchi
bo‘lgani uchun yagonalik hagidagi Koshi teoremasining shartlari

bajariladi.
Keyingi mulohazalarda qulaylik bolishi uchun ushbu

Xi(M) =N +—~ Xi(k2)=k2+~"— k; 12 38
) H[+r| ’ (k2) W2+r1 \(/ )
belgilashlami kiritamiz. Natijada (12.37) quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

K=s/(£,)-(Hi +n)Xi(*ib
+n)x (* ). (12.39)
I~q
Har ikki x,i(™)> fa(k2) funksiya ham quyidagi shartlarni ganoat-
lantiradi (y-1,2, «»k>0):

XHO}=0 X (0)= 1 1 KD =\4pa k>0 WK )=, >0

Bundan ko‘rinadiki, y =(u, +71))%{ky, vy =(Uu2+r|) %®(xk2)
funksiyalar monoton o‘suvchi va qavarig. Grafiklari koordinata boshidan
jX,+ri va u2+n burchak koeffitsientlar bilan chigadi va | chorakda

joylashgan.
Endi (12.39) asosiy sistemaning statsionar yechimlarini o‘i“anamiz.
12.5-teorema. Agar (12.39) sistema uchun ushbu ((12.29)ga garang)

W, +n<-y/i4+0) (12.40)
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tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, unda shu sistema yagona musbat va asimp-
totik turg‘un statsionar yechimga ega bo‘ladi, ya’ni

k{() =kx{s), k2(t)=k2(s,q), te[O;T\ .
Isbot. Quyidagi chekli sistemani ko'ramiz;

*/1(*])-(ILI+THXI(*]) = 0>

I~q
Bu sistemaning birinchi tenglamasi (12.40)ga ko‘ra, sfxk\) ning
neoklassikligi va (u, +r|)Xi(*i) funksiyaning gavarigligi uchun yagona
musbat k~k”s) yechimga ega. (12.41)ning ikkinchi tenglamasi
boMganda ushbu
“ 1q—A (s)) = (fi2+rj) x2(k2)
ko‘rinishga keladi. Bu tenglamaning chap tomoni o‘zgarmas va musbat,
0°‘ng tomoni esa monoton o‘suvchi va (4?+r|)X2(0) =0. Shu sababli

oxirgi tenglama k2ga nisbatan yagona musbat k - k->(s,q) yechimga

ega. Shunday qilib, (12.41) chekli tenglamalar sistemasi yagona musbat
(sodda &=0, k2=0 yechimdan boshqga) yechimga ega. Bu esa, (12.39)

asosiy sistema yagona musbat kAt) =£,(.$), k2(t) =k2(s,q), te[0; T\
statsionar yechimga ega ekanini angiatadi.

Endi shu yechim asimptotik turg‘un ekanini ishotlaylik. Qulaylik
uchun ushbu

P(ktk2)=s/, (% (U, +u) Xi(*),
QUK\Ki) = =7 = /(") (L 2+ M)X2("),

belgilashlami kiritamiz. P(k{k2 va Q(k{k2 funksiyalarning birinchi
tartibli xususiy hosilalarini hisoblaymiz:

A HXICD . L

o L]
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Endi I, =£,(?), k2-k2(s,q) boMganda birinchi tartibli hosilalar-
dan matritsa tuzamiz:

99__93) /.(%) “(M3+N WM

A matritsaning xos sonlari manfiy va mos ravishda ushbu
1,"(*1(5))-(L1 +1) xi (*iCO) <0,

X2=- (L2+n) X(*2 <0
sonlarga teng. Bu esa, Lyapunov-Puankare teoremasiga ko‘ra
k2(t) =k2(s,q), *€[0;[] statsionar yechimning
asimptotik turg‘unligini anglatadi. 14.5-teorema isbot boMdi.
Ta’kidlab o‘tamizki, statsionar yechim Pr={(s;<?): 0<i<l, 0<"<1}
ochiq kvadratda aniglangan. Har bir (s;*)gP2juftlikka bitta balanslangan
o ‘sish rejimi mos keladi. Har bir sektor uchun bunday rejimlar cheksiz
ko‘p. Masala optimal rejimni topishdan iborat. Shu munosabat bilan
ushbu

®,q) =] =(1-q)f2(ke& q))->max, (Sfq)e 22 (12.42)

masalani ko‘ramiz. Bu masalaning yechimi mavjudligi avvalgi parag-
rafdagi shunga o°‘xshash masalaning yechimi mavjudligi isboti kabi
olib boriladi. Biz P2 ochiqg kvadratning c(s,q) funksiya o‘zining eng
katta giymatiga erishadigan nugtasini topish bilan shug'ullanamiz. c(s,q)
funksiyaning statsionar nuqtalarini topish uchun yana barcha birinchi
tartibli xususiy hosilalarini topamiz va nolga tenglashtiramiz, ya’ni

dc/ds =0, bcjdqg-b sistemani yechamiz. dc/ds hosila osongina
topiladi:

oS oS
Endi (12.41) sistemaning ikkinchi tenglamasining ikkala tomonini
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s bo‘yicha differensiallaymiz:

4 Pk R oK
1q as -(L-»+1)X2( 2)-or81 =
Bu tenglamada dkjds va dk2/ds hosilalar ishtirok etgan. Ularning

ifodasini topish kerak. Avvalo dkjds ni topish uchun (12.41)

sistemaning birinchi tenglamasining ikkala tomonini s bo‘yicha
differensiallaymiz:

ds ds
Bundan dkjds uchun quyidagi ifodani chigaramiz:

£ = fi(*i> 0
5s TR o=*(*) k2-k2(s,q).

Endi dk2/ds ni topsa bo‘ladi:
dk2 _ NN _(M+XY*) dkx dkl _dkx
ds (1—2Xu-2+ M Xr(~2) A ds

dk2/ds uchun shu ifodani e’tiborga olgan holda dc/ds- 0 tengta-
maga ko‘ra k{ga nisbatan (5 ga nisbatan emas) tenglama hosil gilamiz:

[it(*i)-(m + 1) Xi(*i) = °* (12.43)
Bu tenglama fX k) va x”]) funksiyalarning xossalariga ko‘ra yagona

musbat £,>0 yechimga ega. Endi kx=kx ni (12.41) sistemaning

birinchi tenglamasiga qo‘yib, f ni topamiz:

g = (Mi +/1)X|("D)
a>
Endi (12.43) tenglikdan foydalanib, kx=kx bo‘lganda f 0Oamg‘a-
rish normasi) uchun chiroyli formula chigaramiz:
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Shu f miqgdor 0<~<1 tengsizlikni ganoatlantiradi. Hagiqatan,

[iNe )>*i/i'("i), )< AixK*!) tengsizliklarga ko‘ra
O<bl W <I 0<-1INe L<i
’ *PXI(*i)

tengsizliklar o‘rinli. Agar f ni
Xi(*i)
(ki) KOXi(*i)
ko‘rinishda yozsak, 0< ~<1 tengsizlik kelib chigadi.
Mulohazalarni davom ettiramiz. dc/dg hosilani hisoblaymiz:
/<\jq: -1, (*2)+0-p)N(k2) aq’
bunda
dk2 _ | fa(k2)
dg q(i-q) x2"2)"
Shunday qilib,

dq A x2(™)
Endi dcdq =0 tenglama g ni aniglash uchun formulaga olib keladi:
_fI(k2)  x2(™)
12(72)  X2("2)
Butbrmulada hozircha k2noma’lum. (12.41) sistemaning ikkinchi
tenglamasiga s - Sj, k = klbo‘lganda q ning ifodasini go‘yamiz. Natijada
k2 ga nisbatan tenglama hosil bo‘ladi:



I-s 12(72) X2(~3
NiNe) =X2(r2> -1+ (*2) xa3)

12.45
u2+1 12(72) ~2("2). (1249)

(12.45) tenglama yagona musbat yechimga ega. Hagigatan
shu tenglama chap tomonida musbat son turibdi. 0 ‘ng tomoni esa,

k2-* +0 da nolga intiladi va monoton o‘suvchi funksiya. Monoton
o‘suvchiligi quyidagi tengsizlikdan kelib chigadi:

_1 +12002) 1272
dk. mi) x w

Shuning uchun (12.45)ning o‘ng tomoni 0 dan boshlab monoton

o‘sib borib, biror k >0 da chap tomoniga tenglashadi. Endi k= k2
boMganda g uchun uzil-kesil formulaga ega bo‘lamiz:

fi(k2) X2V 2)
Ravshanki, 0< g <1. Bunga ishonch hosil qgilish uchun (12.46)ni

k2/2(”2) X2("2)
12 (*2) *2X2(*2)
ko‘rinishda yozish kerak. Shunday gilib, qo‘yilgan masala uchun yagona

(f,f)>0<f <1, 0<q < 1statsionar nugta topildi. Shu sabablijon boshi-

ga iste’mol funksiyasi c(s,q) xuddi shu (?,])eP 2 nuqgtada o'zining

eng katta giymatiga erishadi. Shunday qilib, yuqoridagi mulohazalar
quyidagi teoremani ishot etadi.
12.6-teorema. Iqgtisodiy dinamikaning {12.33)—(12.36) ikki sektorli

modeli uchun optimaljamg‘rish normasi f va mehnat resurslari optimal
tagsimot koeffitsienti L mos ravishda (12.44), (12.46) formulalar
yordamida topiladi, bunda k{ son (12.43) tenglamaning, k2 son esa

(12.45) tenglamaning musbat yechimidan iborat.
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Ko‘rilayotgan model uchun avvalgi paragraflardagi kabi “oltin
goida”ni chigarish mumkin edi. Bu ishni mustaqil ish sifatida
goldiramiz.

12-bobga oid masalalar

I. 0 ‘rtacha mehnat unumdorligi quyidagi ko'rinishlarda bo'lganda

(12.5), (12.28) modellar uchun mos ravishda s, q, kv k2, va
k2 parametrlar hisoblansin:

1./,(*1)=V*T. [2(*2)=2V *7.

2. = f2(k2) = 3-\Jkf

3 /,(*)=V*T. [2(*2)=2-"7

4- [i(*D)=V*T> 5 (*2)=4m

5 = Y2<*2) = 2-\*T

6/ m (*m) + = +
I1. (12.5) modelni Kobb-Duglas funksiyasi uchun yozilsin va  ni
topiladigan tenglama yechilsin. j orgali ~ni topilsin.

1. (12.28) modelni Solou funksiyasi uchun yozilsin va , liar
topilsin.
IV. (12.5) modelni Solou funksiyasi uchun yozilsin hamda * ,

slar topilsin.

12-bobga oid nazorat savoliari

/. Igtisodiy dinamikaning ikki sektorli modelida sektorlar orasida ganday
bog 1anish bor?
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2. Mehnat resurslari hajmlari yig indisi o'zgarmas boHgan ikki s ™ or 1
model tavsifini bering.

3. Differensial tenglamalaming asosiy sistemasini yozib bering.

4. Statsionar yechimni topish uchun chekli tenglamalar sistemasif?1
ber'ggJon boshiga iste molni maksimallashtirish masalasi ganday qo 7>

6. Optimaljamg‘arish normasi va mehnat resurslarining sektorlar °rasi a
optimal tagsimot koeffitsienti uchun formulani yozib bering.

7. Balanslangan o Sishning optimal rejimlarini topish uchun tengla?*1 171
yozib bering.

8. Mehnat resurslari hajmlari yigindisi eksponensial funksiya &n
ikki sektorli model tavsifmi bering.

9. Shu model uchun 3~7 savollarga javob bering.



13-BOB. IQTISODIY DINAMIKANING 0 “ZGARUVCHI
JAMG‘ARISH NORMAL! MODELLARI VA
MAGISTRAL TEOREMALAR

Awalgi 10-,11—va 12-boblarda iqtisodiy dinamikaning o‘zgarmas
jamg‘arish normali bir va ikki sektorli modellarini o‘rgandik. Ma’lum
bo‘ldiki, balanslangan o‘sishning optimal rejimlari qurollanganlik k
ning [0;7] vaqt oralig‘ida o‘zgarmas boMgan holatini aks ettiradi. Shu
asosda igtisodiyotning barcha o'zgaruvchilari (iqtisodiyot traektoriyasi)
kechishini kuzatish imkoni yaratiidi. Agarjamg‘arish normasi o'zgarmas
emas, balki o‘zgaruvchi bo‘lsa, [0;[| vaqt oralig‘ining har bir
momentida 0z giymatini o ‘zgartirib tursa, amalda bunday igtisodiyotni
(igtisodiy jarayonni) boshqgarib bo‘Imaydi. Shuning uchun o‘zgaruvchi
jamg‘arish normali modellarni o‘zgarmas jamg‘arish normali model-
larga “yaqginlashtiradigan” yangi modellarni yaratish zaruriyati tug'iladi.
Bunday yangi modellar “magistral teoremalar” yordamida tavsiflanadi.

Igtisodiy dinamikaning o'zgaruvchi jamg‘arish normali modellari
birinchi bo‘lib 1967-yilda R.Shell tomonidan o‘rganilgan. U akademik
L.S.Pontryagin va uning shogirdlari tomonidan yaratilgan optimal
boshgaruv nazariyasidan keng foydalandi. Mazkur bobda biz igtisodiy
dinamikaning o°‘zgaruvchi jamg‘arish normali bir sektorli modelini
o'rganish natijalarini bayon etamiz.

Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi cksponensial
funksiya bo‘lgan modelini ko‘ramiz.

13.1-8. Masalalaming qo‘yilishi

Igtisodiy dinamikaning o ‘zgaruvchi jamg‘arish normali bir sektorli
modelini ko'raylik. Unda mehnat resurslari hajmi eksponensial funksiya
va asosiy fondlarning yarogsizianishi chizigli boMsin. Bunday model
guyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadi:

K(t) = 0<*i<l, K(0)=K0>0,

L{t) =y\L(t), L(0)=L0>0, n>0,

Y (/) = F(L(t),K(t))=1(1)+ C(1)=s()Y(t)+ (- m m o, (13-1)
m =sY(), C(t)=(\-s(t))Y(t), O0<i(/)El, 0</S7\
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(13.2) modelga ko‘ra ishlab chigarilgan mahsulot (milliy dal
mad) miqdori ikki gismdan iborat; /(/) —asosiy fondlarga qo‘yilgan
(qo‘yiladigan) mablag‘ (kapital) va S(t) —iste’mol, jamg‘arish normasi
s(t) funksiya bo‘lakli-uzluksiz, [0;7] vaqt oralig‘ida aniglangan va
O<y()<1 tengsizlikni ganoatlantiradi. Masala bo‘lakli-uzluksiz va 0<j(j)<1
tengsizlikni ganoatlantiradigan s(f) funksiyalar ichidan ishlab chigarilgan
(chigariladigan) mahsulot (milliy daromad) migdorini Ta YT Ta hoda
optimal ikki gismga (/ va C ga) ajratadiganini topishdan iborat.

Qurollanganlik k{t)~ K{t)JL{t) vajamg-‘arish normasi $(r), 0<s(f)<\,
?9[0;7] bo‘lsin. Asosiy differensial tenglama (13.1) model uchun
quyidagi ko'rinishga ega (12-bobga garang):

[:(0=5(/)/(E)-(jn+rE, Kk(0)=kO0, (13.2)
bunda f(k) —neoklassik shartlarni ganoatlantiradigan o‘rtacha mehnat
unumdorligi funksiyasi (40)=0, f(k)>0, f'{k)>0, f"(k)<0, vk>0). T
— rejalashtirish ufqi va kT>0 tengsizlikni ganoatlantiradigan,
qurollanganlikning biror holatini anglatuvchi son. Ushbu

kG KT (13.3)
tengsizlik muhim ahamiyatga ega. Yana
k(T)>kT (13.4)

tengsizlikni ganoatlantiradigan nugtalar to‘plami M va ushbu

=)~dt=|(-s(t))f(mdt (13.5)
o O 0

jamlama iste’mol funksionali berilgan bo‘Isin.

(13.4) tengsizlik bilan aniglanadigan J1/ to'plam (T,kr) nugtadan
chigadigan va yugoriga yo‘nalgan (vertikal) nurdan iborat (13.1-
chizma). O'zgaruvchi jamg‘arish normasi 5(0, 0<s(/)<I boshqaruv
funksiyasi vazifasini bajaradi. Agar shu funksiya ixtiyoriy giymatlar
gabul qgilsa, bitta boshlang‘ich A3>0 nuqtadan chigadigan barcha holatlar
traektoriyalari oxirlari M to‘plamni tashkil etadi. Uni oxirgi holatlar
to‘plami deyiladi.

Masalaning go‘yilishini bayon gilishdan awal optimal boshgarishga
oid ba’zi tushunchalarni keltirib o‘tamiz.

Awalo (13.2) da s(() funksiyani boshqaruv deb ataladi. Agar s(t)
boMakli-uzluksiz boiib, [0;7] da 0<s(/)<I tengsizlikni ganoatlantirsa,
uni joiz boshqaruv deyiladi. Agar s(t) joiz boshgaruv uchun (13.2)ning
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y y=TK+nN
T>0

°3

0 T 0 t

13.1-chizjna 13.2-chiznta

traektoriyasi k(0)=kQva k(t)eM shartni ganoatlantirsa, uni obyektni
(igtisodiy sistemani) kO boshlang‘ich nuqtadan k(T)eM nuqtaga
o'tkazuvchi joiz boshqaruv deyiladi.

Endi masalaning qo‘yUishini bayon gilish mumkin.

Masalaning go'yHishi: (13.2)—(13.5) obyektni (igtisodiy sistemani)
qurollanganlikning boshlang‘ich holati k0>0 dan M to‘plamning
(nurning) biror k(T) nugtasiga o'tkazuvchi bo‘lakli-uzluksiz
boshgaruvlar5(0, 0<j(/)<1 ichidan (13.5) jamlama iste’mol funksionaliga
maksimal qiymat beradigani topilsin.

13.2-§. Masala yechimining mavjudligi

Qo‘yilgan masala optimal boshqgaruvning o*ng uchi gqoZzg ‘aluvchi
va tayin vaqtli masalasidan iborat. Shu masala uchun optimallikning
zaruriy shartini ifodalaydigan Pontryaginning maksimum prinsipi
ifodasini keltiramiz (garang: Pontryagin L.S. va boshqgalar.
“MaTtemaTnyeckaa Teopusa OonTMMabHbIX npoueccoB”, M.: Hayka,
1983, c1p.79).

13.1-teorema (zaruriy shart). Faraz etaylik, n ofichovli Yevklid
fazosi £* da harakat tenglamasi

k=A{kj) +B{kjys(t) (=/), (13.6)
va optimallik belgisi

berilgan bodsin. Bunda A, B, A B0 matritsalar E?+l dagi C 1 sinfga
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tegishli va s(t)e U, U —aqavarig kompakt.
Gamiltonianni

H(\\~kj,s) = W@ (k,t,s) + (\yJ{k,t,s)), \i/=(\|/O,v) (13.8)
va Qovushsan sistemani

n OH al0 a_ al'
¥0=0. Yy =--lez=-4'0 - - nigt
, at, tidk/

tuzamiz.
Agar holat nugtasini (qurollanganlik holatini) boshtang ich k0>0

holatdan, M={(t\k): t>T, k(T)>kT kT>0, kO<kT to‘plamning biror
nugtasiga o tkazuvchijoiz boshgaruv (13.7) funksionalning maksimumi
mahosida optimal boba, unda (13.9) govushma sistemaning shunday

notmas yechimi \j7(/) mavjud bo 1adiki, quyidagi shartlar bajariladi:

1°. H funksiya ixtiyoriy t>0 uchun s bo yicha s~s(t)eU nuqtada
maksimumga erishadi:

LLL (0N (/),/,5(0) = max H (MA/) k{t),t,s) w (13.10)
2°. t¥T da o ng uchda transversallik sharti bajariladi, ya hi

if/()y >0,  (\M(7), k(T)-kT=Q. (13.11)
3% \y0= Cos5/ >0 . (13.12)

Optimallikning yetarli sharti sifatida biz Li-Markus teoremasidan
foydalandik (garang: J/lu E.B., Mapkyc JI. OCHOBbl Teopumu
onTumanbHOro ynpasneHusa. M.. Hayka, 1972, ctp. 288 — 4-teo-
remaning 2-natijasi). Ko‘rilayotgan iqtisodiy masalani e’tiborga olgan
holda bu teorema quyidagicha ifodalanishi mumkin.

13.2-teorema (Li-Markus teoremasi). Harakat tenglamasi (13.6)
va optimallik belgisi (13.7) berilgan bo‘lsin. Yana ushbu

| k(t) I<b, xte[0;7]
tekis baho mavjud va tayinlangan k hamda t lar uchun
V(k,t) ={(f°(k,t,s\f(kj,s)): seU]
to‘plam s bo‘yicha gavariq bo‘lsin, bunda P=A0+B05 f=A+Bs.
Agar (13.6) obyektni berilgan boshlang'ich kOholatdan M to‘plam-
ning biror nugtasiga o‘tkazuvchi hech bo‘lmasa bitta joiz boshgaruv

mavjud boisa, unda (13.7) funksionalning maksimumi ma’nosida
optimal boshgaruv s(t) ham mavjud bo’ladi.
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(13.2)— (13.5) obyekt uchun Li-Markus teoremasining shartlari
bajariladi. Bunga bevosita teorema shartlarini tekshirish bilan ishonch
hosil gilish mumkin. Shuning uchun qo‘yilgan masalaning yechimi
mavjud bo‘ladi.

13.3-8. Masala yechimini qurish

Endi go‘yilgan masala yechimini qurishga kirishamiz. Buning uchun
boshlang‘ich & nugtadan chigadigan va M nurning biror nugtasiga
olib keladigan shunday traektoriya qurish kerak bo'ladiki, shu traektoriya
bo'ylab jamlama iste’mol funksionali (13.5) o ‘zining eng katta giymatiga
erishadi. Demak, boMakli-uzluksiz s(t), 0<(r)<1 boshqaruvlar ichidan
optimal boshgaruvni topish kerak bo‘ladi. Masalani yechishga
quyidagicha yondashamiz: awal Pontryaginning maksimum prinsipini
ganoatlantiradigan boshgaruvni va unga mos traektoriyani topamiz.
So‘ngra topilgan boshqaruv va traektoriyalarning (13.5) funksional
maksimumi ma’nosida optimalligini isbot etamiz.

Maksimum prinsipini ganoatlantiradigan holatlar traektoriyasini
quramiz. Gamilton funksiyasini tuzamiz:

A= Wo(L-*)/(*)+ 4 /-[«/(*)-(L +M)~*]- (13-13)
Yordamchi funksiyalar uchun govushma sistema quyidagicha
yoziladi:

=const>0,

v:—’\d:k—Vo(i—*)/W +v-[*/Ne -(H +n)]- (13.14)

0 ‘ng uchdagi transversallik sharti y(T)(k(T)-k¥=0 tenglik bilan
ifodalanadi. Undan (13.4)ga ko‘ra
V(7)=0 (13.15)
tenglik kelib chigadi.
H funksiyaning s bo‘yicha maksimumga erishishi shartidan quyidagi
natija kelib chigadi:
0, agar if/- ifl0<0,
s(t) =\ 1, agar u/-y/{)>0, (13.16)
0<s<1, agar y/-1/)=0.
Ta’kidlab o‘tamizki, maksimum prinsipiga ko‘ra \iGconst>0. \j0
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=0 bo‘lsin. Unda \|/-i|/,,s0 bo‘ladigan [T,;.,7c[0;/1 kesma mavjud
emas. Agar y-vj/"0, Vte[T,; t7 bo‘lsa, ii/sy0=0 bobdi. Ammo \|/Ova
i|//(/) lar maksimum prinsipiga ko‘ra bir vagtda nolga teng bo‘la olmaydi.
Shuning uchun \i0>0 ga asosan y0deb W0=1 ni olish mumkin. Shunday
gilib, (13.6) ni quyidagicha yozish mumkin:
0, agar u/<1,
*(0=<b agar y/> 1, (13.17)
0<s<1, agar u/sl.
Agar [t,; tc[0;7] kesmada y(/)=1 ayniyat o‘rinli bo‘lsa, (13.14)
dan ushbu
f{k) =\X+ti (13.18)

ayniyat kelib chigadi. Bu ayniyat t ga oshkor bog‘liQ emas, shuning
uchun k ga nisbatan tenglama deb garash mum”in- Ravshanki,

f\k)=u+r tenglama yagona mushat k~k yechimga ega. Shunday
gilib, (13.2) tenglama [x,, X2] kesmada yagona musbat statsionar yechim
k(t) =k>0 ga ega. Unga mos jamg‘arish normasining (boshgaruv-
ning) o‘zgarmas s giymati ushbu

- +T))A f'{k
UrTDA - K fk), (13 19)
f(k) m
formula bilan topiladi. f[k) funksiyaning neoklassikligidan (ya’ni /(A)-
kf(k)>0, cA>0) o0<5 <1 tengsizlik kelib chigadi.

Demak, y(/)=I boUadigan [x,, T2 kesmada jartfg‘arish normasi
giymati o zgarmas va (13.19) formula yordamida bir giymatli topiladi.
Shunday qilib, s(t) uchun (13.17) munosabatlarni uzil-kesil quyidagi
ko‘rinishda yozish mumkin:

0> agar iff <1,
*KO=j U agar ~>1, (13.20)
s=kf\k)/f(k)9 agar y/ =1.
Endi y0= 1 bo‘lganda (13.14) quyidagi ko‘rinishni oladi:
V=~(1-m*)/'(*)-[*/W -(4+n)] v|/. (13.21)
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Transversallik sharti (13.15)ga ko‘ra \i/(7)=0<I kelib chigadi. Shuning
uchun (13.20)dan s(T)=0 boladi. y(/) funksiyaning uzluksizligi bo‘yicha
shunday [t,;7] kesma mavjudki, unda u/(7)<1 tengsizlik o ‘rinli boMadi.
Ikki hoi yuz berishi mumkin;

ANj/(N<I va [T,;0=[0;N ;

B) V)/(0<1, 1le(tL17]=[0;1 ; wv(Ti)=I> [1,;1c[0;/1-

A) holida (13.20)ga ko‘ra s(/)=0, V fe[0; JZ1, ya’ni barcha resurslar
iste’molga yo'llangan va kapital xarajatlarga resurslar ajratilmagan.
Resursiarni bunday tagsimlash fagat matematik ma’noga ega, ammo
iqtisodiy ma’noga ega emas. Shuning uchun bu holni ko'rmaymiz.

B) holida (13.20)ga asosan s(0=0, Unda (13.21)
quyidagicha yoziladi:
V=-/Ne +(WVHTH4'- (13.22)

Bundan (13.15) transversallik shartini e’tiborga olib, (13.21)
differensial tenglamani integrallaymiz:

y =)f\k(t)) EMmK“D<TA (13.23)
t
bunda k(t) ushbu

K— (L +r])/r (13.24)
differensial tenglamaning yechimi, k(T)=kr Bu yechim quyidagi
ko‘rinishga ega:

k(t) = kKT mel™*1*7-'1. (13.25)

Endi yy(t,)=I bo'lgani uchun s(t,)=v va k(xt)=k = Shuning
uchun (13.25)dan da
kT-eU+"*r-X) =k.
kelib chigadi. Bundan

Feox, —lin®

kelib chigadi. Shunday qilib, t,<7Tga ko‘ra

k, <k <13-26>
tengsizlikka erishamiz. Bu tengsizlik qurollanganlikning reja-
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lashtirilayotgan potensiali qurollanganlikning statsionar rejimdagi
(balanslangan o‘sish rejimidagi) iqtisodiy potensialidan kam bo‘lishi
kerakligini angiatadi. Bundan tashqari ushbu

h=T---—--—"In"->0 (13.27)
U+T kT
tengsizlik o‘rinli boMishi uchun rejalashtirish ufqi 7>0 yetarli katta

bo“lishi kerak.
(13.22)ga ko‘ra Oil migdor iy(x) funksiyaning statsionar nuqtasi

bo‘ladi. Hagigatan,

V(m) = 1)) + W+ 1) )=-11()+ U+ )’
Shunday qilib, y(r) funksiya t=zxI nuqtada ekstremumga ega boMishi
mumkin. Haqgigatda ham shu funksiya / = da o'zining mahalliy

maksimumiga erishadi. Buni ko‘rsatish uchun \}) ni hisoblaymiz:

vV=-/WA"+(H+n)v-
Bundan f\k)<0, k(r,)=-(y+r})k<0, w(h)=° munosabatlar-

ga ko‘ra y(t,)<0 kelib chigadi. Shuni isbot etish talab gilingan edi.
Yugoridagi mulohazalar natijasida u/(/)"1, tengsizlikka ega
bo‘ldik.

Endi rejalashtirish davrining boshida resurslarning tagsimoti bilan
shug‘ullanamiz. Boshlang‘ich vaqgt t ~ 0 da uch hoi yuz berishi mumkin:

a) V(0)=I; b) V(0)<1; d) y(0)>1.

Ulami alohida-alohida o ‘rganamiz:

a) hoi. 7(0)=1bo‘lganda 0‘z navbatida uchta kichik hoi yuz berishi
mumkin.

1) y(f)sl, te[0; xj. Unda (13/18>ga ko‘ra k(t)-k ayniyat o ‘rinli.
Bundan kQ=k kelib chigadi. Ammo (13.3) va (13.26) shartlarga ko‘ra

ko<k tengsizlik o‘rinli. Bu kQ=k ga ziddiyat. Demak, bu hoi yuz
bermaydi.

2) il/(0)-1, v(/)<l (\#(/)>1), V/e(0; iQ. Bu hoi b) va d) hollarda
keltiriladi.

b) hoi. \jf(0)<I. Bunda yoki y(/)<1, V~e[0;7], yoki shunday son
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™8>0 mavjud bo‘ladiki, y(t0)=1, 0<T10<T boladi. Agar y(t)<0, V te[0; 7]
bo‘lsa, (13.20)ga asosan 5(0=0 bo‘ladi, ya’ni barcha resurslar iste’molga
ajratiladi. Yugorida aytganimizdek, bu holning igtisodiy ma’nosi yo‘q.
Agar shunday x0>0 son mavjud bo‘lsaki, y(1,)=1 boMsa, [0; t0] kesmada
5(0=0 ga ega bo‘lamiz. Unda \|[/(r) uchun mos tenglama (13.22) bilan,
qgurollanganlik k(t) uchun esa — (13.24) tenglama bilan ustma-ust
tushadi. Endi (13.24) tenglamaning &(0)=&0 boshlang‘ich shartni
ganoatlantiradigan yechimini topish uchun uni integrallab topamiz:

k{t) = kQe~ (»+n)t. (13.28)
Bundan /=10 da \j/(t0) =1, k(xQ=k tengliklar o‘rinli bolgani

uchun k-kQ.e“um)r° tenglikka egamiz. Uning ikki tomonini
logarifmlab, t0O uchun quyidagi formulani chigaramiz:

1 , %
To=---——-- n-r . (13.29)

Bundan t0>0 bo'lgani uchun k(0)>k tengsizlik chigadi. Ammo

bu kO<k tengsizlikka zid. Shunday qilib, b) hoi ham sodir bo‘la
olmaydi.

d) hoi. y(0)>I. Bu holda yoki y(/)>1, V/e[0;7], yoki shunday
t0>0 son mavjud bo‘ladiki, y(10=1 boMadi. Agar y(/)>1, /e[0; 7] bo‘lsa,
(13.20)ga ko‘ra 5(0=1, te [0; 7], ya’ni barcha resurslar butun rejalashtirish
davrida kapital xarajatga ajratiladi. Bu esa igtisodiy ma’noga ega emas.
Agar shunday xo>0 son mavjud bo‘lsaki, u/(t=1 bo‘lsa, 5(0=1, V /e[0;
i( bo‘ladi. Bu holda (13.2) tenglama quyidagi ko‘rinishni oiadi:

K=f(k)-(\x +r\)k m (13.30)

Biz o“zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga egamiz. Uni

A(0)=" boshlang‘ich shart uchun integrallaymiz:

Ushbu u/(T=1, A-(t0)=£ tengliklarni e’tiborga olib, i0 uchun
formula chigaramiz:
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Ma’lumki, k<k da f(k)-{\i+r\) k<0 tengsizlik o‘rinli. Shuning

uchun (13.31)dan x>0 kelib chigadi.
Endi k(t) funksiya x0 nugtada mahalliy maksimumga erishishini
ko‘rsatamiz. Hagigatan,

"0) =I(M)- (UMM =/ (M) 1N -1 > 0
(bunda k_(t0) - k(t) funksiyaning x0 nuqtadagi chap hosilasi). Agar
/>tt0 da k(t) =k =const ayniyatni e’tiborga olsak, £+(x0)=0 bo‘ladi
(k+(x0) ~fc(t) funksiyaning x0 nuqtadagi o‘ng hosilasi). Ushbu

munosabatlar k_(T0) >0, *+(x0) =0, k(t) =k=const, t>T0 k(t) funksiya

uchun mahalliy maksimum nuqtasi ekanini ko‘rsatadi.
y(0 funksiya uchun 5=1 bo‘lganda (13.21) dan

differensial tenglama hosil boMadi. Bundan /'(A-(x0)) = f'(k), 4;(x0=1
munosabatlarni e’tiborga olib, ushbu

V(*o)=[fo+n)“/W ] ‘1=0
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu esa, \j/(r) funksiya * .10 da ekstremumga
ega bo‘lishi mumkinligini ko‘rsatadi. y{t) funksiyaning ikkinchi tartibli
hosilasini hisoblaymiz:

V=Ff\k) K\y+[u+n)-/4")]Mm
Bundan f=i0 da quyidagiga ega bo‘lamiz:

V(*0) =-/" (*) [f(k)~ M+ TK)] H/I(T0) - FAk ) db(x0) =
=-¥'(*) [Y(*)- (Mm+n)*)*
Ushbu f(k)-(y.+T))k="f(k)-f'(k)k >0 >f (k)< 0 munosabat-

larga ko‘ra \|[/(T0)>0 tengsizlik kelib chigadi. Shuning uchun y(f)
funksiya n=t,, nugtada mahalliy minimumga ega va /e [0; x( da y(0"1-



Shunday qilib, biz xi ((13.31)ga qgarang) va i, ((I13.27)ga garang)
migdorlarni hisoblash uchun formulalar chigardik. Agar rejalashtirish
ufgi 7>0 shunday tanlangan bo‘lsaki, 0 <T0<X, < T tengsizliklar oYinli
bo‘lsa, unda (13.18) tenglama bilan topiladigan balanlangan o°‘sish

rejimi k(t) =k ko‘rilayotgan iqgtisodiy dinamika modeli uchun magistral
deyiladi. U (t; k) tekislikda [x0; x,] vaqt orafig‘iga mos gorizontal
kesmadan iborat. Unda xO~-magistralga go'nish, x, esa magistraldan
tushish momentlari deyiladi.

Endi 7>0 ni ganday tanlanganda x —0musbat bo‘lishi mumkinligini
tekshiramiz. Shu 1,—0ayirmani hisoblab, T—TQ tengsizlik bajarilishi
Tj-x~O ni ta’minlashga amin bo‘lamiz, bunda

T 1 In* i% n
° MHrt ki- *0/<E)-(H+n)E ’

X"X(=F-Fo 70=x0+(7:x) = T - (x-xQ. Boshgacha aytganda,
TO[O; xj va [x,.7] kesmalar uzunliklari yig‘indisidan iborat. Shunday
gilib, x(0>0 tengsizlik T~T0>0 tengsizlikka ekvivalentdir.

Agar T=TOtenglik o‘rin(i boMsa, x0=XjVa magistral mavjud emas,
kO nugtadan M to‘plamga harakat bitta o‘tish (boshgaruvni bir marta
0‘zgartirish) bilan amalga oshiriladi. Agar T> TOtengsizlik o ‘rinli bo‘lsa,

unda k(t) =k magistral mavjud bo‘ladi. Shu bilan birga x0 va xr

momentlar ham mavjud va (13.31), (13.27) formulalar bilan hisoblanishi
mumkin. Shu momentlar boshqarishni o°‘zgartirish (almashtirish)
momentlaridir. Agar T yetarli katta gilib olingan boMsa, t,-t0- magistral
bo‘yicha harakat dao\//ri 7>0 ga yetarli “yaqin” bo‘ladi.

0

13.4-8. Masala yechimining optimalligi
Ta’kidlab o‘tamizki, quyidagi

1, agar 0O<t<tq,
s(t) 7, agar r0<?<r,, (,332
0, agar rx<t <T

munosabatlar bilan tavsiflanadigan s(t) boshqaruv zaruriy shartni, ya’ni
maksimum prinsipini va o‘ng uchda transversallik shartini
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ganoatlantiradi. Biz M nurning shunday nuqtasini topishimiz kerakki,
shu nuqtaga obyekt o‘tkazilishi kerak va (13.5) jamlama iste’mol
funksionali eng katta giymatga erishsin.

Shu magsadda maksimum prinsipini ganoatlantiradigan boshqga
boshqarishlarni ko‘ramiz. Anigrog‘i, quyidagicha aniglangan s(t)
boshgaruvni olamiz:

1, agar 0<t<+t0,
s(ty = J, agar r,<t<e, ()3 33)
0, agar 9<t<T,

bunda 0 quyidagicha aniglangan: k(7)=kqq kT<k&<k , deylik. Unda
k(t) uchun k{t) = kQee{us+1>, y (0 funksiya uchun

J(0= /J/("("))"‘u H Wt formulaga egamiz.

Endi 0 ni k(&) =k shartdan, ya’ni

kQ e » TQ=k

tenglamadan topamiz. Bundan O uchun ushbu

e=r- N Int <13-34>

formula kelib chigadi.

Shunday qilib, biz (13.2) obyektni berilgan boshlang‘ich k(0)=kOo,
KO<k KUy holatdan M nurning biror nuqgtasiga o‘tkazuvchi va
maksimum prinsipini ganoatlantiruvchi ikkita (13.32) va (13.33)
boshgaruvlarga egamiz. Bunda (13.32) boshgaruv obyektni (T, kTjeM
nuqtaga, (13.33) boshqgaruv esa, (T, kqg~eM, kq>k Tnugtaga o ‘tkazadi.
Endi shu boshgaruvlar uchun (13.5) funksionalning giymatini (13.33)
boshqgaruv uchun hisoblaymiz. Unda (13.5) funksional 0 ning funksiyasi
bo‘lib goladi. Uni ®(0), ya’ni ~[5]=®(0) deb belgilaymiz. Sodda
hisoblashlar yordamida topamiz:

®(6)=JH = J(I-s(1))f(k(t))dt =jo-clt+ J1-s)f(k)dt +
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+J/WO)dt=(\-s )f{k)(0- TO)+ I/WO) dt (13.35)
0

P (x,)=(1-s)F(K)(IL- Ty) I/(*(/)) dt

Endi ®(0), GeJx TI- funksiyasni o‘rganamiz. ®(x,) funksionalning
(13.32) boshqgaruvdagi giymati. (13.35) funksiyaning hosilasini qq
bo'yicha hisoblaymiz:

®'(6) =(t- s)f{k)-f {k) =-s f (k)-const<O- (13.36)

Bu ®(9) funksiyaning chizigli ekanini angiatadi. Boshgacha ayt-
ganda, ®(0) funksiya [xt; 7] kesmada monoton kamayuvchi. Shuning
uchun ®(8 ning eng katta giymatiga kesmaning chap uchida erishi-
ladi, ya’ni ®(x,)>®(0), »0e(x,;7]- Shunday qilib, (13.5) funksionalning
(13.32) boshgaruvga mos giymati eng katta bo‘ladi, ya’ni (13.32)
boshgaruv (13.5) funksionalning maksimumi ma’nosida optimal bo‘ladi.
Buning ma’nosi shuki, optimal holatlar traektoriyasi obyektni (T; kT]
nuqtaga o‘tkazadi.

Optimal traektoriyani qurish uchun k{t) funksiyani gavariglikka

tekshiramiz. [0, t0] kesmada s=1 bo‘lganda A=/(a)-(u+r]|) K

differensial tenglamaga egamiz. k{t) ni hisoblaymiz:

ict)=/w o) Ho- (H+n)ko=[/wo) - (u+n)J*[/(HO) - (u+n)m | m
Ammo [0; 10] kesmada / 0)) > (u+n) *(0» / W [)) >y +1r] teng-

sizliklar o‘rinli (13.3-chizmaga qarang), bunda k(x0)=k ,

k(t) =f(k(t))-([i +x])k(t)>0. Shuning uchun k(0>0, ya’ni k(t)
funksiya [0; x0] da gavariq (13.4-chizma).
Endi ma’lumki, [x,; 7] kesmada s=0 va ushbu A =-(y +n)*(0
differensial tenglamaga egamiz. Bundan foydalanib k(t) n*hisoblaymiz:
IT(O=HH+nXKO="(u+nd-(n +n)*(0O]=(y+n)2*(0O>0-

Bundan k(t) funksiya [x,;7] kesmada ham qavariq ekani kelib
chigadi (13.4-chizma). Nihoyat, (13.32) optimal boshgaruvga mos
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optimal traektoriyani uzil-kesil qurish mumkin. 13.4-chizmadan optimal

traektoriya quyidagicha qurilgani ko‘rinadi: obyekt ki holatdan «
holatga (kTdan ham yuqoriroq holatga) tezkorlik bilan o‘tkaziladi,

keyin shu k holatda iloji boricha uzogroqg vaqt ushlab turiladi. Nihoyat,

~ holatdan ([i)5#] nuqtadan) kTholatga {[Tk~ nuqtaga) tezkorlik
bilan o‘tkaziladi (tushiriladi). Yugorida aytib o‘tilganidek, T->+00 da
Tj—0"+00. Shuning uchun yetarli katta T lar uchun obyektni (igtisodiy
sistemani) boshgaruv usuli igtisodiy dinamikaning o ‘zgarmas jamg‘arish
normali modelini boshgaruvdagi usuli bilan “yaqin”. Shu yaginlik
magistral teorema yordamida ifodalanadi.

16.3-teorema (magistral teorema). Rejalashtirish davri T>0 yetarli
katta bo‘lsin. Unda (13.1)—13.5) masala (13.5) jamlama iste’mol
funksionali maksimumi ma’nosida optimal boshqgaruv s(t) mavjud. U
quyidagicha qurilgan: rejalashtirish davrining boshida (ya’ni 0 <t<t0
da, bunda x0son (13.31) formula yordamida hisoblanadi) boshgaruv
(Jjamg‘arish normasi) s(t)=I rejalashtirish davrining oxirida (ya’ni
<t<Tda, bundat, son (13.27) formula yordamida hisoblanadi) boshgaruv
s-0 boMadi. Qolgan vaqt davomida (ya’ni i, <t<T vaqt oralig‘ida)

harakat k(t) =k magistral bo‘yicha s{t) =s boshgaruv yordamida amal-
ga oshiriladi, bunda k son —(13.18) tenglamaning yechimi, ,7 son

esa (13.19) formula yordamida hisoblanadi (13.4-chizma).
Misol ko‘ramiz. Hisob-kitoblarni Kobb-Duglas IChF uchun olib

boramiz: F(L,K) = alX JaLa, tf>>0,0<a<l. Ma’lumki, o ‘rtacha mehnat
unumdorligi f(k) = aOka. Hisoblashlar jarayonida ~ va r| parametrlar
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kichik sonlar ekanini e’tiborga olish kerak. Shuning uchun ushbu

— w'<a <| tengsizlik o'rinli bo‘ladi.

Hisoblashlar natijasini keltiramiz:
i

aa \
k- AN, KO<KT <K',
\ Ul-a)
cl
k(t) = “+ Ko - . 1e[0;x0), s{t)=1;
M+ 1 H+n:
1 -In AO-(U' + fI)C n [ -nan'(l-l. +n)/\"a >0

0 (l-a)(jLi+ri) <0-(a+r))*"n (L-aXM+J1) a0(\-a)

T,=74 Inkj min*Uo.
y+rl (1-aXy +n) W+N

1 lmafa0-(y +r)Ca]

DT @agemert o 0T 0sast

13-bobga oid masalalar
I. Quyidagi IChFlar uchun igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari
hajmi eksponensial funksiya boMadigan modeli uchun £, J, t0, =,
miqdorlar hisoblansin:

5. F{L K)= 2Kt
K+L
2. F(L,K) =yKI? . 6. F(ZAO="A (V" +VZ)2-
3.F(L,K) =yK4. . 7. F(L,K)=8kiJ .
4KL 41K L
4. F(L,K) = 8. F(LK)=
(VZ+VZ)2m Jk2+12"
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1. I bo‘limdagi IChFlar uchun igtisodiy dinamikaning mehnat
resurslari hajmi chizigli-botiq funksiya bo‘lgan modeli uchun £, J,

X0, T, migdorlar hisoblansin.

13-bobga oid nazorat savollari

/. 0 zgaruvchijamgarish normali model uchun masalaning qo "yilishini
aytib bering.

2. Iqgtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi eksponensialfunksiya
bo ‘lgan modeli uchun asosiy differensial tenglamani yozing.

3. Jamlama iste mol funksionalini yozing.

4. Statsionar yechimning mavjudligi hagidagi teoremani aytib bering.

5. 0 zgaruvchijamg‘arish normali model uchun mos Gamiltonfunksiyasini
va yordamchi o zgaruvchilar uchun govushma sistemani yozing.

6. Balanslangan o Sishning optimal rejimini topish uchun tenglamani
yozing.

7. Magistralga qo fish va undan tushish momentlari uchunformulalarni
yozing.

8. Maksimum prinsipini ganoatlantiradigan boshgaruvning optimalligini
ishotlang.

9. Optimal traektoriyalar tasvirini chizing.

10. Magistral teoremasini aytib bering.

11. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chizigli-botiq bo *1gan
modeli uchun 2~10 savollarga javob bering.

312



ADABIYOTLAR

1 Makapos B.JI Mogenu cornacosaHua 3KOHOMUYECKUX WHTEPECOB.
YuebHoe nocobue. HoBocmbupckuii Y., HoBocmbupck. 1981

2. Tuxliyev N, 0 ‘Imasov A. Ishbilarmonlarlug”ati. Toshkent, Qomuslar
Bosh tahririyati, 1993.

3. HacputamHos I". PeweHune 3agayun noTpebmuTenscKoro Belbopa npu
3a[JaHHOM HefIMHEiHOM GHIKETHOM OrpaHUYeHnn. MaTtepuanbl HayuH.
KOH(."CUPOXANHOBCKME 4YTEHMS" MOCBSLWEHHOW NamaTh akagemmka
C.X. CupoxpuHosa. r. TawkeHT, 8 maa 2006 r, 114 118.

4. OMmasov A. Sharifxojayev M. Iqgtisodiyot nazariyasi. Toshkent,
"Mehnat", 1995.

5. abacos P. Kupunnosa ®.M. MeTtogbl ontumMusauuun. MUHCK,
M3a-so BIry, 1981 (u3g. 2).

6. Gabasov R. Kirillova F.M. Optimallashtirish usullari. "0 ‘zbekiston",
Toshkent, 1995 (taijimonlar X. Jumayev, |. Isroilov).

7. 3amkoB O.0., TonctonateHko A.B., UepemHbix FKO.H. Marema-
TUYECKMe MeToAbl B 3KOHOMUKe. YuebHUK MI'Y, Mocksa, "ANC", 2000.

8. Cobb C.W., Douglas P.H. A theory of production. -"American
Economy Review", v.18, Nol, 1928

9. KaHTopoBuy JI.B. MaTtemarnyeckme MeTOAbl OpraHusauum u
nnaHnpoBaHuUa npoussogctea. WM3g-so M. —J1., 1930.

10. HemunHoB B.C.OKOHOMMKA-MaTeEMaTUYECKNE METOLbI U MOAE/N.
Mocksa, "Mbicnb", 1965.

11. Arroco.K.J., Chenery H.B., Minhas B.C. , Solow R. Capital -
labor substitution and economic efficieny. —Review of Economics and
Statistics, v.45, No 2, 1961.

12. KaHToposuy J1.B., Topctko A.BE. OnTumanbHble pelleHns B
3KOHOMMKe. MockBa, 1972.

13. AaHuur [. JInHeilHOe nporpaMMuUpoBaHuMe, ero 0606LieHne 1
npumeHeHne. Mockea, "lporpecc”, 1966 (nepesog C aHrn).

14. AaHuur . Maximization of Linar Function of Variables Subject
to Linar Inequalites” in KynmaHc T.K. "Actioity Analisis of Production
and Allocotion, 1951, Cocoles monograph B".

15. KaHTopoBu4y J1.B. OKOHOMWYECKMI pacyeT HaWIy4llIero
ncnosb3oBaHna pecypcos. Mocksa, usg-so AH CCCP, 1959,

16. AzlarovT.A., Mansurov H. Matematik analiz, 1-gism. Toshkent,
"0 ‘gituvchi", 1994.

17. WanabaHoB A.K., PoraHoB/[].A. DKOHOMeTpUKa. Y4ebHO-MeTO-
Anyeckoe nocobue. Akagemus Ynpasnenua "TUCBWN", KaszaHb-2004.

313



18. Bekuwes IMA., KpaTko M./N. dnemeHTapHoe BBejeHME B reo-
MeTpuyeckoe nporpammuposaHue. Mocksa, "Hayka", 1980.

19. bapkanos H.b. Mpon3BoACTBEHHbIE (DYHKL MW B MOAENSAX 3KOHO-
Muyeckoro pocta. MN3g-s0 MI'Y, Mocksa, 1981

20. HacputguHos I. ikkn P3rapyBunnn Hopmanb macana. MW,
2006, Ne3.

21. HacputaunHos I. MeTtof npupaBHUBaAHUSA YrNOBbIX KO3IPHOULM-
EHTOB N5 pelleHnsa ONTUMU3ALNOHHbLIX 3afad. BecTHMK TamB0OBCKOro
yHuBepcuTeTa. Tom 12, Bbin.4, 2007 (503-504).

22. HacputgmHos I'. M30knnHanbl Npou3BOACTBEHHbLIX DYHKLMWIA ©
JINHWA LONTOCPOYHOr0 3KOHOMUYECKOro pocTa. BTopas mexayHapofHas
KOH(bepeHumns: "NHdopmaunoHHble maTemaTU-YeCKMe TeXHOM0run B
3KOHOMMWYECKOIN TEXHMKE M 06pa3oBaHMmM (3-a cekumsa) 22—24.11.2007,
r. ExkatepeHbypr (171-172).

23. HacputguHos I. OnpegeneHve suga MN® no cTtaTUCTUYECKUM
3HAYeHNAM MAKPO3KOHOMMUYECKUX MEPEMEHHBIX. Y36. >XypHan
"Mpo6nembl MHhOpMaTUKK U sHepreTukn". AH PY3, 2008, No 2—3 (98—
102).

24. HacputguHos I. Heo6xo4MMOCTb [ONONHUTENbHBLIX Habntoge-
HWIA 4ns onpefeneHns Buaa NPovn3BOACTBEHHbIX PYHKUMWA. MaTepuansl
pecn. KoH(epeHUnn, nocesweHHon 90-netmnto HKK3 n 70-netuto akag,
Asnaposa T.A..8-maf, 2008 (205 24), r.TallKeHT.

25. HacputguHos ., Agawes M. MeTogabl OLeHKM KavecTBa nogbopa
YPaBHEHMA NapHO NIMHEWHON perpeccuyn W ero napameTpoB. Y30.
XypHan: "Tpobnembl UHOPMaTUKM W 3HepreTukn”. "daH" AH PYs3,
2008, Nel.

26. HacputauHos I'. Mcnonb3oBaHue Teopumn guddepeHumnanbHbiX
YPaBHEHWIT B NCCNef0BaHUN [BYXCEKTOPHbIX MOAENEN 3KOHO-MNYECKOW
OUHamUKK. MaTepuanbl MeXAyHapogHOW KOH®. "[AunhdepeHymanscHble
ypaBHeHUsA U KX NpunoxeHua" B "Tpygax WMHCTUTYTa MaTtemMaTUKU U
KOMMbIOTEPHbIX TEXHOMOrMA". Awra6at, blabim, 1995.

27. HacputgnHos . OfHOCEKTOpPHAA MOAE/lb 3KOHOMUYECKOro pocTa
C NMHENHO-BOTHYTbIM 00BEMOM TPYAOBbLIX PECYPCOB. Y36. XypHan
"Mpo6nembl MHDOPMATUKK K 3HepreTukn™, nsg o "®AH" AH PY3, Ne
3, 1997.

28. HacputgmHos . OfHOCEKTOpHasA MOLeNb 3KOHOMMYECKOT0 pocTa
C HeNMHeNRHOW YHKUWe BbliObITUS MPON3BOACTBEHHbIX PECYpPCOB. Y36.
XypHan "po6nembl MHGHOPMATUKN 1 3Hepre-TUKN”, n3g-so "®AH" AH
PY3, Ne 6, 1997.

29. HacputgmHos I. OfHOCEKTOPHAA MOJE/Ib IKOHOMUYECKOTO pocTa

314



C MepemMeHHOW HOPMON HakonneHus. Y36. ypHan "lpobnemsbl
MHOPMATUKKN U aHepreTukn"”, nsg-so "®AH" AH PY3, No 4, 1998.

30. HacputanHoB I. lMocTpoeHne marucTpanei gns CTaTUYECKUX
NPOU3BOACTBEHHbLIX (YHKUMIA. Te3ncbl [OKA. Ha Pecny6/MKaH-CKOM
Hay4HOM KOH{)., DKOHOMUYECKUI hakynbTeT HYY3, manas Tunorpadums.
T., 2002.

31. HacputguHos I., Nwmyxamenos A. TpumeHeHUe MeToga
NMHeapus3auMu Ans  nocTpoeHWs Maructpaneil 0606l EHHbIX
NPON3BOACTBEHHbIX (YHKLMIA. ¥Y36. XypHan "Mpobnemsbl MHHOPMATUKK
N 3Hepretukmn™, mnsg-so "®AH" AH PY3, Ne 6, 2002.

32. docTep P. O6HOBNEHNE NPON3BOACTBA: aTaKyloLMe BbIUrpbIBatoT.
Mocksa, lMporpecc, 1987.

33. Kpuctoep Layreptu. BbefeHne B 3KOHOMETPUKY. MOCKBa,
WHppa, 1977.

34. Wopaves T.L1l. n gpyrve. SKoHomeTpuKa, [naBHaa pefakuumsa
KoHLUepHa "Lapk", 1999.

35. MarHyc A.P., Katbiwes M.K, MNepeceuknin A/A. IKOHOMETpPUKA.
HauanbHblil Kypc. AKafeMunsi HapoAHOro xo3sincTea npu MpaBuUTeNbLCTBE
P®. Mocksa, "Oeno"”, 1998.

36. Nasritdinov G. Ekonometrika.l. Tashkent, "lIgtisod-moliya"
nashriyoti, 2008.

37. TepexoB J1J1. DKOHOMMKO-Mmarematnyeckme metofbl. M34-BO
"Cratuctuka". —M.: 1972.

38. Tepexos JI.JL IMpon3BoACTBEHHbIE (DYHKLMN. —M.: CTaTUCTUKA,
1974.

39. AwimaHoB C.A. Martematuyeckne MOLeIM N MeTOAbl B 3KOHOMMKE.
- M.: N3p-80 MI'Y, 1980.

40. bendesa 3.C., MoHaxoB B.M. 3kcTpemanbHble 3afayn. M.:
"lMNpocselleHune™. 1977.

41. Tuxomupo B.M. Pacckasbl 0 MakCMMymMax KU MUHUMYMaXx.
bnbnmoteuka "KeaHT", Bbin. 59. - M.: Hayka, 1986.

42. TMoHTparnH J1.C. O6bIKHOBEHHble AuUGhepeHLnanbHble
ypaBHeHua. —M.: "Hayka". 1982.

43. Kotos W.B., LWanabuH I'.B., BopoHuosckuii A.B., JiucuubiH
B.FO., [lloxomoBa H.B. Martemarnyeckoe MOLennpoBaHue
MaKpO3KOHOMMYECKMX npoueccoB. — J1.: n34-BO JIEHUHTPALCKOro
yHuBepcuTeTa, 1980.

44, Nasritdinov G., Sherg‘oziyev B. "Igtisodiy-matematik modellar
va usullar" bo‘yicha mashg va masalalar to‘plami. O'zMU. Toshkent,
20009.

315



MUNDARIJA

SO ZDOSNT it 3
KITISN bbb 4
1-BOB. IQTISODIY JARAYONLARNI MODELLASHTIRISH
1.1-8. Model, modellashtirish va lining bosgichlari........c...cc.cccovviinnnnne 6
1.2-8. Iqtisodiy modellar va ularni qurish......c...ccooooiiiniinciicicce, 7
1.3-8. Iqgtisodiy obyektning matematik modeli va uning turlari............. 9

2-BOB. TALAB VA TAKLIF JARAYONINING
MATEMATIK MODELLARI

2.1-8. Sodda hollarda talab modellarini qurish........ccccooviveiiencinicnnnns 12
2.2-8. Sodda hollarda taklif modellarini qurish........cccccoevvniiinnceinn. 15
2.3-8. Bozor muvozanati va muvozanat NarXi...........e... 18
2-bobga 0id masalalar........c.ccocoeieieiiie i 22
2-bobga oid nazorat SaVOllari........ccccoovenieriieiic e 24

3-BOB. NAFLIK FUNKSIYASI VA ISTEMOLCHI
TANLOVI MODELI

3.1-8. Iste’molchi tanlovi, naflik funksiyasi va uning xossalari............ 25
3.2-8. Chizigli budjet chegarali optimal tanlov modeli..........c.cccouene..e. 30
3.3-8. Chizigsiz budjet chegarali optimal tanlov modeli....................... 3
3.4-8. Uch o‘zgaruvchili naflik funksiyasi uchun chizigli

budjet chegarali optimal tanlov modeli.........ccccoconniniiiniiiinnnn 38
3-bobga 0id Masalalar.........ccccocriieiencce e 42
3-bobga oid nazorat SAVOIAri......ccccoeeiviiiiii e 44

4-BOB. UMUMLASHGAN ISTE'MOL FUNKSIYASI

4.1-8. BaZzi belgilashlar va tushunchalar...........cccccoooooniniiniiniiniiins 45
4.2-§. Lagranj ko‘paytuvchilari usuli hagida........cccoviininiiinincens 47
4.3-8. Umumlashgan iste'mol funksiyasining maksimumi.................... 49
4-bobga 0id Masalalar........cccoeviiiiiii 56
4-bobga 0id nazorat SAVOIHAri......ccccccveiviiiiii e 57

5-BOB. ELASTIKLIK TUSHUNCHASI VA UNING I1QTISODIY
JARAYONLAR MODELLARINI 0 ‘RGANISHDAGI AHAMIYATI

51  Funksiya elastikligi va uning geometrik ma’nosi...........cccceeevuee. 58
5.2-8. Elastiklik xossalari va elementar funksiyalarning elastikligi....... 66
5.3-8. Ko‘p argumentli funksiyalarning elastikligi va

jarayonlarning elastik bo‘lish sharti......c.ccccoevviiiiiiniiecc 68

316



5-bobga 0id masalalar............ccccccoviiiiiiiiccc 72
5-bobga 0id nazorat SaVOIIAri........ccccccveeveiiiieiiie e 73

6-BOB. CHIZIQLI DASTURLASH - CHIZIQLI MODELLARNI
0 ‘RGANISHDA MUHIM MATEMATIK USUL
6.1-8. Chizigli dasturlash(ChD). Asosiy masalalar va tushunchalar ....74
6.2-8. Sodda hollarda ChD masalalarini elementar usullar

yordamida YeChiSh.....ccoiiiieei e 77
1 Sodda holda kanonik masalani yechish ..........c.cccccooviiiieiniicniennnnn, 77
2. Sodda holda normal masalani yechish..........c.cccoveiiiiiiiiiiiiiencn, 79
6.3-8. Bazis rejaning optimallik sharti .........ccccooviieniicicin e, 83
6.4-8. Simpleks-jadval va uning tuziiishi ..o 90
6.5-8. Bir simpleks-jadvaldan ikkinchisiga 0“tiSh.......ccccooviviniinnnnns 96
6.6-8. Dastlabki bazis rejani topishning ba'zi usullari.......c.c..ccoc........ 101
1 Normal masalani kanonik masalaga keltirishdan

foydalanish USUTT......cococviiiniii e 101
2. SUN'TY DAZIS USUNI...c.eeveceveeicie et 105
3. M-metod hagida. ..o 107
6.7-8. Chizigli dasturlashning govushma masalalari.........c.cc.cccoeenee. 113
6.8-8. Chizigli dasturlashning tatbiqiy masalalari.........cc.cccoeerrennnns 116
6-bobga 0id mMasalalar......ccccocvereieiencc e 119
6-bobga oid nazorat savollari.........cccoiiiiiiiiii 125

7-BOB. CHIZIQSIZ DASTURLASH - CHIZIQSIZ MODELLARNI
0 ‘RGANISHDA MUHIM MATEMATIK USUL

7.1-8- Chizigsiz dasturlash masalalarining qo‘yilishi.......cc.ccccoevenne. 126
1 Bir argumentli funksiyalarning ekstremal giymatlari........................ 129
2. Ko‘p argumentli funksiyalarning ekstremum va

ekstremal qiymatlari.........ccccooveiiiiieni e 129
7.2-8. Kvadratik formalar haqida.........ccccoeorvriinneccccee 132
7.3-8. Chizigsiz dasturlashning shartsiz va

shartli minimum masalalari.........cccooeoiiiniiici e 137
7.4-8. Chizigsiz dasturlashning shartlari tengsizliklar bilan

berilgan shartli minimum masalasi.......cc.cccoveiiiiiiiiniieae 150
7.5-8. Sodda igtisodiy modellami geometrik dasturlash usullari

yordamida 0 rganiSh.....cccceeciice e 156
1 Iqtisodiy masalalarni yechishning tengsizliklar usuli........................ 156
2. Igtisodiy masalalarni yechishning pozinomlar usuli............c............ 160
7-bobga 0id masalalar..........ccccooivirecii 162
7-bobga 0id nazorat SaAVOIAri.......cccviviiiiieiee e 164



8-BOB. IQTISODIY JARAYONLARNING SILLIQMAS
MASALALAR KO‘RINISHIDA TAVSIFLANADIGAN MATEMATIK

MODELLARI
8.1-8. Yo‘nalish bo‘yicha hosSila......cccccovrieiniciinicece e 165
8.2-8. Y4*nalish bo‘yicha hosila yordamida chizigsiz dasturlashning
shartsiz va shartli minimum masalalarini yechish ... 169
8.3-§. Shartli minimum (maksimum) ga oid igtisodiy masalalar....... 175
8-bobga 0id Masalalar.........iiiicc 178
8-bobga 0id nazorat SaVOari......cccccooiiioiiiiiicccecceeeeee e 180

9-BOB. IQTISODIY JARAYONLARNING EKONOMETRIK
MODELLARI VA ULARNI TEKSHIRISHNING MATEMATIK

USULLARI

9.1-8. Korrelyatsiya, regressiya va ularning modellari hagida............. 182
9.2-§. Juftlik regressiya va korrelyatsiyaning chizigli modeli.............. 185
1 Juftlik regressiyaning eng sodda modeli......ccoveriiiniiiniiniiinesnennns 185
2. Chizigli regressiya koeffitsiyentlarini topishning

eng Kichik kvadratlar USUli.........ccccceeveveieiiiiiniiicicsese s 186
9.3-8. Juftlik chizigli regressiya tenglamasining ma’nodorligini

tekShirish USUTIATT ... 191
1 Korrelyatsiya va determinatsiya koeffitsiyentlari...........cccoovniinnne 191
2. Chizigli regressiya tenglamasining ma’nodorligini aniglash............. 192
9.4-8. Juftlik chizigli regressiya tenglamasining va

parametrlarining ma’nodorligini tekshirishga oid masala................. 194
1. Zarur miqdorlar jadvali va masalaning qo‘yilishi........ccccccoverinnnan, 194
2. Masalaning YechiliShi.....ccuoviiiiiiiice e 196
9.5-8. Juftlik chizigli regressiya empirik va asl to‘g’ri chiziglari........ 200
9-bobga 0id masalalar........ccccceiiiiiciicc 208
9-bobga 0id nazorat SaVOari.......iii 209

FO-BOB. MAKROIQTISODIY JARAYONLARNING NEOKLASSIK
ISHLAB CHIQARISH FUNKSIYALARI (ICHF)

10.1-8. NeoKlassik TCHhF Tar ... 210
10.2-§. Kobb-Duglas va Solou IChF lari......ce, 213
1 Kobb-Duglas fuNKSIYASI.....cccccuviiiieiireiniiiie i 213
2. SOIOU TUNKSIYASI...ciiiieiiiieiiiiiiiiie it 214
10.3-8. Asosiy iqtisodiy-matematik tushunchalar..........cccoccoeonnicennn. 218
10.4*8. Asosiy iqtisodiy-matematik tushunchalami hisoblash............. 223
10.5-8. Neoklassik IChF larning izokvantalari, izoklinallari va
1ZOKOSTAIATN T ..veviiiiieee e 226



10.6-§. IChF ning magistrallari. Chiziglilashtirish usuli.......ccccc..... 233
10.7-8. Statistik ma'lumotlar bo‘yicha 1ChFning

Ko“rinishini anigqlash ... 241
1 Iqtisodiy ko‘rsatkichlar o ‘zgarmas bolgan hollar........c..cccevinnines 242
2. Funksional iqgtisodiy ko'rsatkichlar holi........cccoiiiiiiiiis 246
10-bobga 0id Masalatar.........cccoiieriieiieeieee e 249
10-bobga oid nazorat savollari........ e 250

11-BOB. IQTISODIY DINAMIKANING MATEMATIK

MODELLARI
11.1-8. Iqtisodiy jarayonning sodda dinamik modeli.........cccconn 251
11.2-8. Mehnat resurslari (aholi soni) o'sishining botiq
JONUNT NAQIAA...ciiiiiiiiee s 263

11.3-8. Iqtisodiy dinamikaning o‘zgarmas jamg’arish normali
modeli: ishlab chigarish resurslari chizigsiz yaroqgsizlangan

MOTE Tt 268
11-bobga 0id mMasalalar.......iiiice s 273
11-bobga oid nazorat savollari........e e 274

12-BOB. IQTISODIY DINAMIKANING IKKI SEKTORLI

MODELLARI

12.1-8. Mehnat resurslari hajmlari yig'indisi o ‘zgarmas bolgan ikki

SEKEOFTT MO 275
12.2-§. Mehnat resurslari hajmlari yig’indisi eksponensial funksiya

bo‘lgan ikKi SeKtorli MoOdel. ..o 285
12.3-§. Mehnat resurslari hajmlari yig'indisi chizigli-botiq

bo‘lgan ikki seKtorli Model. ... 287
12-bobga 0id masalalar.......i 295
12-bobga oid nazorat savollari........ e 295

13-BOB. IQTISODIY DINAMIKANING 0 ‘ZGARUVCHI
JAMG ARISH NORMALI MODELLARI VA
MAGISTRAL TEOREMALAR

13.1-8. Masalalaming qo‘yilishi.....coiiiiiiice 297
13.2-8. Masala yechimining mavjudligi........ccccoovernnnniinnncens 299
13.3-§. Masala yechimini quUIrish.........cooiiiii e, 301
13.4-8. Masala yechimining optimalligi.........ccccccoeeinnniinnincne 307
13-bobga 0id Masalalar.......... e 311
13-bobga 0id nazorat SAVOHari......ccoiniiiiniceee e 312
AdaDIYOTIAT ...t 313



G‘. NASRITDINOY

IQTISODIY-MATEMATIK
MODELLAR VA USULLAR

01 iy va o'rta maxsus ta’lim vazirligi tomonidan
talabalar uchun darstik sifatida tavsiya eiilgan

0 ‘zbekiston jaylasunari milliy jamiyali nashriyoti.
100029, Toshkent shahri, Matbuotchilar ko‘chasi, 32-uy.
Tel: 236-55-79; faks: 239-88-61.

Muharrir M. Tursunova
Musahhih H. Zokirova
Sahifalovchi N. Mamanov

Nashriyot litsenziyasi: Al Ne110, 15.07.2008.
Bosishga ruxsat etildi: 10. 07. 2010. «Tayms» garniturasi. Ofset usulida chop etildi.
Qog‘oz bichimi 60x84 '/ 16 Shartli bosma tabog‘i 21,0. Nashr bosma tabog*i 20,0.
Adadi 500 nusxa. Buyurtma Ne 19. Bahosi shartnoma asosida.

START-TRACK PRINT» MCHJ bosmaxonasida chop etildi.
Manzil: Toshkent shahri, 8-mart ko‘chasi, 57-uy.



O'ZBEKISTON FAYLASUFLARI MILLIY JAMIYATI NASHRIYOTI



