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So‘z boshi

So‘nggi yillarda mamlakatimizda oliy ta’lim sifatini oshirishga qaratilgan bir
gancha chora-tadbirlar amalga oshirilmogda. Chunki, jahon talablari darajasidagi
raqobatbardosh kadrlar tayyorlash magsadida talabalarga dunyo standartlariga
javob beradigan bilim va ko‘nikmalar berish bugungi kunning eng dolzarb
masalalaridan biri bo‘lib qolmoqda.

Mazkur o‘quv-uslubiy majmua “Matematik analiz” fani bo‘yicha
tayyorlangan bo‘lib, u “5130100-Matematika” yo‘nalishi talabalari uchun
mo‘ljallangan va Namangan davlat universiteti “Matematika” kafedrasi
o‘qituvchilari tomonidan tayyorlangan. Ushbu majmua mamlakatimizda
“Matematik analiz” fanini o‘qitish bo‘yicha uzoq yillardan beri to‘plangan boy
tajriba, O zbekiston milliy universiteti professor-o gituvchilarining ma’ruzalari va
0 quv qo lanmalari hamda rivojlangan xorijiy davlatlarning yetakchi Oliy ta’lim
muassasalarining tajribalaridan foydalangan holda, shuningdek, ularning o‘quv
dasturlaridagi asosiy adabiyotlardan foydalangan holda yaratildi.

Matematik analiz fani matematikaning fundamental bo‘limlaridan biri
bo‘lib, u matematikaning poydevori hisoblanadi. Matematik analiz kursi davomida
ko‘pgina tushuncha va tasdiqlar, shuningdek, ularning tatbiqlari keltiriladi.

Matematik analiz fanining asosiy vazifasi shu fanning tushuncha, tasdiglar
va boshga matematik ma’lumotlar majmuasi bilan tanishtirishgina bo‘lmasdan,
balki talabalarda mantigiy fikrlash, matematik usullarni amaliy masalalarni
yechishga qo‘llash ko‘nikmalarini shakllantirishdan iborat.

Ushbu o°‘quv-uslubiy majmuada har bir mavzu bo‘yicha materiallar batartib
berilgan. Bunda har bir mavzu bo‘yicha ma’ruza matnlari, mavzuga doir misollar,
nazorat savollari, mashqlar, glossariy, amaliy mashg ulot materiallari, test savollari

va keyslar banki keltirilgan.
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1-Mavzu. Sonli gatorlar va ularning yaginlashuvchiligi.

1-Ma’ruza.
REJA:

1°. Sonli gator tushunchasi.

2°. Yaginlashuvchi gatorlarning xossalari.
3°. Yaginlashuvchi gatorlarning xossalari.
4°, Koshi teoremasi

Tayanch so'z va iboralar: Sonli gator, yaginlashuvchi (uzoglashuvchi)
sonli gator, gatorning yig indisi, gatorning goldig’i, yaginlashuvchi gatorlarning
xossalari. gator yaginlashuvchiligining zaruriy sharti, yaqginlashuvchi gatorlarning
xossalari, Koshi teoremasi.

1°. Sonli qator tushunchasi. Faraz gilaylik,

{a,}:a, .8, , &, ,...,a, ,..
haqigiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo’lsin. Ular yordamida ushbu
a+a,+a; +..+a, +.. (1)

ifodani hosil gilamiz. (1) ifoda sonli gator, gisgacha gator deyiladi va u ian kabi
n=0

belgilanadi [3, Definition 16, p.95]:

ian =a,+a,+a;+..+a, +...
n=1
Bunda a,a,,a;,...,a,,... sonlar gatorning hadlari, a, esa gatorning
umumiy hadi (yoki n-hadi) deyiladi.
Quyidagi
S,=a +a, +..+a, (n=123,..)
yig'indi (1) gatorning n-qgismiy yig indisi deyiladi.
Demak, (1) gator berilganda har doim bu gatorning gismiy yig indilaridan
iborat ushbu {S, }:

S, .S, 1S5 ,uS, .

ketma-ketlikni hosil gilish mumkin.
Masalan,
1 1 1
..+ -
1.2 2-3 n(n+1)
gatorning n—qismiy yig indisi

.
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1 1 1 1
S, = + + +..+ =
1.2 2-3 34 n(n+1)

1 1 1 1 1 1 1
SO G P )T

1 n

n+1:n+1

bo’lib, ulardan tuzilgan {S, } ketma-ketlik

tr 2 3 n
3

4" " 'n+l
boladi.
1-ta’rif. [3, Definition 20, p.95] Agar n—o da {S,} ketma-ketlik S ga
(SeR) vyaginlashsa, (1) gator yaginlashuvchi deyiladi, S uning yig indisi
deyiladi:
lims, =S, S=Ya,.
=1

Agar {S,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo’Imasa (limit mavjud bo’Imasa
yoki cheksiz bo’lsa), (1) gator uzoglashuvchi deyiladi.

2°. Yaginlashuvchi gatorlarning xossalari. Aytaylik, biror

ian =a, +a,+..+a, +.. 1)
n=1
gator berilgan bo’lsin.
Ushbu
ian = am+1 + a'm+2 T (2)
n=m+1
gator (bunda m—tayinlangan natural son) (1) gatorning qoldig’i deyiladi.
1-xossa. Agar (1) gqator vyaginlashuvchi bo’lsa, (2) qator ham

yaginlashuvchi bo'ladi va aksincha; (2) gatorning yaginlashuvchi bo’lishidan (1)
gatorning yaqinlashuvchiligi kelib chigadi.
<« (1) gatorning gismiy yig indisi
S,=a,+a, +...+a,
(2) gatorning gismiy yigindisi
M Igm) =8py T Ap Tt A
lar uchun

S :Sm+M|£m)l (3)

m+n

bo ladi.
8
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MATEMATIK ANALIZ I1-KURS

Aytaylik, (1) gator yaginlashuvchi bo’lsin. Unda k —> o da S, chekli

limitga ega bo'lib, (3) munosabatga ko'ra k — o da M ™ ham chekli limitga ega
bo ladi. Demak, (2) gator yaginlashuvchi.

Aytaylik, (2) gator yaginlashuvchi bo'lsin. Unda k — o da M ™ chekli
limitga ega bo'ladi. Yana (3) munosabatga ko'ra k —o da S, ., ham chekli

limitga ega bo ladi. Demak, (1) gator yaginlashuvchi. »
2-x0ssa. Agar

o0
dYa,=a;+a, +..+a, +..
n=1

gator yaginlashuvchi bo’lib, uning yig'indisi S ga teng bo’lsa, u holda

dc-a,=C-a;,+C-a +...+C-a, +...
n=1
gator ham yaginlashuvchi va uning yig'indisi ¢-S ga teng bo'ladi, bunda ¢ =0
bo'lgan 0°'zgarmas son.
3-x0ssa. Agar

Ya,=a, +a +..+a, +..,
n=1
ibn =b, +b, +..+Db, +...
n=1
gatorlar yaginlashuvchi bo'lib, ularning yig indisi mos ravishda S, va S, ga teng

bo’lsa, u holda
> (a, +b,) = (@, +by) + (@, +5,) + ot (@, +by)+ ..
n=1
gator ham yaginlashuvchi va uning yig'indisi S, +S, ga teng boladi.
2) va 3)- xossalarning isboti sonli gatorlar va ularning yaginlashuvchiligi
ta'rifidan bevosita kelib chigadi.

3°.  Yaginlashuvchi qatorlarning xossalari. Avvalgi mavzudagi
yaginlashuvchi gatorlarning xossalarini o°rganishni davom ettiramiz.

Aytaylik, biror
dYa,=a +a,+..+a, +.. (1)
n=1
qgator berilgan bo’lsin.
Ushbu
Zan = am+1 + am+2 .. (2)
n=m+1

gator (bunda m—tayinlangan natural son) (1) gatorning goldig’i deyiladi.
4-xossa (zaruriy shart). [3, Corollary 7, p.95] Agar

9
NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI XAKIMOV R,




da,=a +a, +..+a, +..
n=1
gator yaginlashuvchi bo’lsa, n — oo da a, nolga intiladi:
lima, =0 .
N—o0
<« Aytaylik, > a, qator yaginlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi S ga teng
n=1
bo’lsin: Ta rifga binoan
limS, =lim(a, +a, +...+a,) =S.
N—o0

Ravshanki,

a, =S
bo ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
lima, = rI]im(Sn -5,,)=5S-S=0.»

N—o0

Eslatma. Qatorning umumiy hadi a, ning n—oco da nolga intilishidan

uning yaginlashuvchi bo’lishi har doim kelib chigavermaydi. Masalan, ushbu
> 1 1 1 1

£E=1+E+ﬁ+"'+ﬁ

gatorning umumiy hadi a, 1 bo'lib, u Nn— o da nolga intiladi. Ammo bu

Jn

n _Sn—l

n

+..

gator uzoglashuvchi , chunki

1 1 1 1
S, =l+—=+-—=+..+—=2=2n—==4/n
NFINE] vn o Jn

ketma-ketlik n — oo da + o ga intiladi:
limS, =x.

n—0

Yugorida keltirilgan 4)- xossa qator yaginlashuvchi bolishining zaruriy
shartini ifodalaydi.
5-xossa. Aytaylik,

ian =a, +a,+..+a, +.. (1)
n=1
gator berilgan bolsin. Bu gatorning hadlarini guruxlab quyidagi
(g +ap +..+ay ) +(@ng +ag o+ ta, )+ 4)
gatorni hosil gilamiz, bunda
n <n, <..
bo'lib, {n,} ketma-ketlik natural sonlar ketma-ketligi {n} ning gismiy ketma-

ketligi.
Agar (1) gator yaginlashuvchi bo’lib, uning yig'indisi S ga teng bo'lsa, u
holda (4) gator ham yaginlashuvchi va yig'indisi S bo’ladi.
<« (1) gator yaqinlashuvchi bo'lib, yigindisi S ga teng bo’lsin. U holda
10
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MATEMATIK ANALIZ I1-KURS

n—-o da S,=a+a,+..+a,—>S
boladi.

Aytaylik, (4) gatoring gismiy yig'indilaridan iborat ketma-ketlik {S, f
bo'Isin (x =1,2,3,...). Ravshanki, bu ketma-ketlik {S,} ketma-ketlikning gismiy
ketma-ketligi bo"ladi. Ma lum teoremaga ko ra

k—>o das, —S

bo’ladi. Demak, (4) gator yaginlashuvchi va uning yig'indisi S ga teng. »

4°. Qatorning yaginlashuvchiligi. Koshi teoremasi.
Faraz gilaylik,

da,=a +a, +..+a, +..
n=1
gator berilgan bo"lsin. Ma'lumki, bu gatorning yaginlashuvchiligi ushbu

S, =a+a+..+a (n=123..)

ketma-ketlikning n — oo da chekli limitga ega bo lishidan iborat.
9-ma'ruzada sonlar ketma-ketligining chekli limitga ega bo’lishi hagida
Koshi teoremasi, ya'ni {S,} ketma-ketlikning n—o da chekli limitga ega

bo lishi uchun
Ve>0 ,3ngeN ,vn>n,, VmeN da |S..,
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi.

-S,|<e

Bu tushuncha va tasdigdan ian gator yaginlashuvchiligini ifodalaydigan
n=1

quyidagi teorema kelib chigadi.
Teorema (Koshi teoremasi). [3, Theorem 6, p.95] ian gator

n=1
yaginlashuvchi bo"lishi uchun V& >0 son olinganda ham shunday n, € N topilib,
vn>n, va m=123,... bo'lganda
[Snim = Sn| =[ansy + 8np T F B[ < (5)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Eslatma. Agar ) a, gator uchun (5) shart bajarilmasa, ya'ni
n=1

dg, >0, VkeN, 3 nx=k, dmeN

[ WY N DA (6)

bo’lsa, u holda ian gator uzoglashuvchi bo’ladi.
n=1

11
NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI XAKIMOV R,




1-Amaliy mashg ulot.

1-misol. Ushbu
i 1 =1+1+...+ L +...
—nn-1 1.2 2.3 n(n+1)
gator uchun S, :1—i bo’lib,
1+n
: : 1
ims, =liml--——) =1
bo’ladi. Demak, berilgan gator yaginlashuvchi va uning yig in-disi 1 ga teng:
1
=1.
nZ=:1n(n—1)

2-misol. Quyidagi

dn=1+2+3+..+n+...
n=1
gator uzoglashuvchi bo’ladi, chunki

S, =1+2+3+..+n= n(n +1)

uchun
limS, =+ .

n—o0

3-misol. Ushbu

SED™ =141+ (D)
m=1

gator uchun
0, agar n-—juft son

S, :1—1+1—1+...+(—1)”+1:{
1, agar n-tog son
bo'lib u n — oo da limitga ega emas.

Demak, berilgan gator uzoglashuvchi.

4-misol. Ushbu
iaq"‘l:a+aq+aq2+...+aq“‘1+... (aecR ,qeR)
=1

gator yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.
<« Odatda, bu geometrik gator deb yuritiladi.

Berilgan gator uchun
n

S, —a+aq+aq?+..+aq"t =2
1-q

(CESY
bo'lib, |g| <1 bo'lganda

12
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. a
lims, = ——

n—oo q —

bo’ladi. Demak, bu holda geometrik gator yaginlashuvchi va uning yig indisi

2 ga teng
. :

Agar q>1 bo’lsa,
limS, =00 ,

N—o0
q=1bo’lsa,
l[imS, =limna=o

bo'lib, bu hollarda berilgan gator uzoglashuvchi bo"ladi.
q<-1 bo’lganda esa {S,} ketma-ketlik limitga ega emas. Demak, bu holda ham

gator uzoqglashuvchi bo’ladi.
Shunday gilib, geometrik gator |q/<1 bo'lganda yaqinla-shuvchi, |g|>1

bo'lganda uzoglashuvchi bo'ladi.
5-misol. Ushbu

4 4 4 4
+ + + ...+ + ..
1.3 3.5 5.7 (2n-1)(2n+1)

gatorning yaginlashuvchiligi aniglansin, yig indisi topilsin.
<«Bu gatorning umumiy hadini quyidagicha
4 2 2
(2n-1)(2n+1) 2n-1 2n+1

yozib, uning gismiy yig indisini topamiz:

4 4 4 4
S, =—+ + + .t =
1-3 3.5 5.7 (2n—1)(2n+1)
2 2 2 2 2 2 2
=2——4+———4—-—— ... — + =2—
3 3 5 5 2n-1 2n+1 2n+1

Ravshanki,

limS, = Iim(Z— 2 j:z.
N> N> 2n+1
Demak, berilgan gator yaginlashuvchi, uning yig indisi 2 ga teng. »
6-misol. Ushbu
1
2n—1 +

TR +(-1)"
2 4 8

gator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<Ravshanki, bu gatorning gismiy yig indisi
13
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Sn=1—l+£—1+ et (1) 1
2 4 8

bo ladi. Uni quyidagicha yozib olamiz:

Natijada

bo’lib, undan berilgan gatorning yaginlashuvchi, yig'indisi S =§ bolishi kelib

chigadi.»
1-misol. Ushbu
isinn:sin1+sin2+ +sinn
2 5 2 Tt
gator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<« Bu qator uchun Koshi teoremasidagi (5) shartning bajarilishini

tekshiramiz :
smz([:l) smé::zr 2) +m+sm§rr::;m) <
1
< + 1 +..+ L £2n+1:—
2n+1 2n+2 2n+m 1_; 2n

Agar Ve >0 songa ko'ra n, =[-log, €] +1 deb olinsa, u holda  Vvn>n,
va m=123,... lar uchun

sin(n+1) N sin(n + 2) - sin(n +m)
2n+1 2n+2 2n+m

bo ladi. Demak, berilgan gator yaginlashuvchi. »

2-misol. Ushbu
zl:1+1+1+...+1+... (7)
n=L N 2 3 n
14
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gator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.

4 g, :% va ixtiyoriy k e N uchun n=k, m=Kk bo’lganda

1 1 |
—t——+...+
n+l n+2 n+m\ +1 k+2
1 1 1
+—>—" :__80
2k 2k 2

boladi.

(6) shartga kora (7) gator uzoglashuvchi bo'ladi. »

Odatda, (7) gator garmonik qator deyiladi. Demak, garmonik qator
uzoqlashuvchi gator.

3-misol. Ushbu

= 1
2
=2 /Inn
gator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<4Bu gatorning umumiy hadi

1
a =
" YInn

bo'ladi. n— oo da a_ ning limitini topamiz:

lima =Ilim =lim—— 1 =lim—— L =1

n—o n— n/ln n—w 1Inlnn n—o0 Ininn
en e’

Qator yagqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi. Binobarin, gator

uzoqlashuvchi bo'ladi. »
4-misol. Ushbu

iaqn =a+ag+ag’+ ..+aq"+ ..
n=0
gator yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.
<4 Odatda bu qatorni geometrik qator deyiladi. Qatorning qismiy yig indisini
topamiz:
aqg"—-a a aqg"

S =a+ag+ag’+ .. +aq"'= = — #1
" q+ag v 01 1.q 1-q (@=1)

Ravshanki,

15
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MATEMATIK ANALIZ I1-KURS

2 agar |q)<1 bo’lsa,

IimSn:Iilei—laq j: +oo , agar g>1 bo’lsa,
f f mavjud emas, agar g<-1 bo’lsa,

va q=1da lim§ =co boladi.

Demak, geometrik gator |q|<1 bo’lganda yaginlashuvchi, |g|>1 bo’lganda
uzoglashuvchi bo'ladi. >
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Nazorat savollari
1. Sonli gator nima?
2. Sonli gator yig'indisining ta’rifini ayting
3. Yaginlashuvchi sonli gatorlarning ganday xossalarini bilasiz?
4. Sonli gator yaginlashuvchiligining zaruriy sharti yetarli bo ladimi?
5. Sonli gator yaginlashuvchiligining zaruriy sharti nima uchun yetarli

bo Imaydi?
Yaginlashuvchi sonli gatorlarning ganday xossalarini bilasiz?
7. Koshi teoremasini ayting.

o

Glossariy
Sonli gator -{a,}: a ,a, , &, ,...a, ,..
haqiqgiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Ular yordamida ushbu
a,+a,+ag;+...+a, +... (1)

ifodani hosil gilamiz. (1) ifoda sonli gator, gisqacha gator deyiladi va u ian kabi
n=0

belgilanadi:
16
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dYa,=a,+a,+ag+..+a, +..
n=1

Sonli qator yig‘indisi - Agar n —»>o da {Sn} ketma-ketlik S ga (SeR)
yaginlashsa, (1) gator yaginlashuvchi deyiladi, S uning yig indisi deyiladi:

limS,=S,S=>a,.

N—c n=1
Yagqginlashuvchi sonli qator - Agar n—>o da {Sn} ketma-ketlik S ga
(SeR) vyaginlashsa, (1) qator yaginlashuvchi deyiladi, S wuning yig indisi
deyiladi:

limS,=S,S=>a,.

N—o0 n=1

Koshi teoremasi - Y a, qator yaginlashuvchi bo'lishi uchun V& >0 son
n=1

olinganda ham shunday n, € N topilib, ¥n>n, va m=1,23,... bo'lganda
ISnim = Sn| =[@n1 + @nyo + o F Bpym| <€

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Keys banki

1-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu
= 1
Sy—
= (n=-1)(n+2)
qator yig’indisini toping.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha
va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).

2-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Agar
> a, (@, >0, n=123,...)
=1

gator yaqginlashuvchi bo'lsa, u holda

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI XAKIMOV R



gatorning ham yaginlashuvchi bolishi isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha
va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
Test
s To’g'ri L -
Test topshirig’i javob Mugobil javob | Mugobil javob
1 | Sonli gatorning yig ndisini 1 2 1
= 2
toping Zln
n=1 3
2 | Sonli gatorning yig ndisini 2 1 -1
s 2
topin :
Ping nz‘ n(n+1)
3 | Agar sonli gator 0 1 2
yaginlashuvchi bo’lsa, uning
umumiy hadi gaysi songa
intiladi?
4 > 1 e 1 0 -1
Z qator yig’indisini
= n(n+1)
toping.
5 > _
> ! gator n ta hadi _n 2n 2-n
mn(n+1) n+1 n+1 n+1
yig’indisini toping.
6 ©
Z; gatorni 1 1£ 1
= (n+1)(n+2) 2 2 2
yaginlashishga tekshiring.
7 1.1 1 n 1 1 1
—t—+t——+.. d, —¢ a, = a, = a, =——=
1.3 2.5 3.7 n(2n+1) n(2n-1) 2n(2n+1)
8 - . : lima, =0 a, <o lima, =
> a, qator yaginlashuvchi n->ce n n>co
n=1
bolishi uchun quyidagi
shartning gaysi biri
bajarilishi zarur:
9 2 . limS, = limS, =0 limS_=-1
Zan gator uzoglashuvchi, n—>e n—>e N N
n=1
n
agar[Sn = Zak)
k=1
18
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10 | & : : limS, =S <o S, <w limS, mavjud
Z a, qator yaginlashuvchi N> n N
n-1 emas
bo'lishi uchun
L To’g'ri - -
Test topshirig'i javob Mugobil javob | Mugobil javob
1l & _ T V3 3r
> — Koshi — — —
1 l+ N 4 2 4
kriteriyasidan foydalanib
yaginlashishga tekshiring.
2 i n X uzoglashuvchi yaginlashuvchi Aniglab
Koshi bo'Imaydi
/14 n? Y
kriteriyasidan foydalanib
yaginlashishga tekshiring.
3| =1 S uzoglashuvchi yaginlashuvchi Aniglab
D= Koshi kriteriyasidan bo'Imaydi
n=1 N
foydalanib yaginlashishga
tekshiring.
4 | Sonli gator yaqinlashishi Ve>0 3n,: Ve>0 3n,: Je>0 Vn,:
Zﬁ?qlﬂnzosm shartini vn>n, vm>n, vn>n, In>n,
' m dm>n= am>n, =
= D al<e n .
ke Z.;ak <& kzak > e
5 ES) . . .
zak sonli qator Koshi de>0 Vvn,: Ve>0 3ny: de>0 Vvn,:
k=1 dn>n, dm>n,: vn>n, dn>n,
kriteriyasiga ko'ra m vm>n= dm>n,
uzoglashishi uchun quyidagi Zak 2¢€ m N
shartlardan gaysi biri k=n Zak <& z a|<e
bajarilishi kerak? k=n k=n
6| = 1 _ uzoglashuvchi yaginlashuvchi ham
> —— qatorni yaginlashuvchi,
n=1 1+ n ham
yaginlashishga tekshiring. uzoglashuvchi

19
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MATEMATIK ANALIZ I1-KURS

2-Mavzu. Musbat hadli gatorlar.
2-Ma’ruza.
REJA:

1°. Musbat hadli gatorlar va ularning yaginlashuvchiligi.
2°. Musbat hadli gatorlarda taqqoslash teoremalari.

3°. Koshi alomati.

4°. Dalamber alomati.

5°. Integral alomati.

6°. Raabe alomati.

Tayanch so'z va iboralar: Musbat hadli sonli gator, yaginlashuvchining
zarur va yetarli sharti, tagqoslash teoremalari. Musbat hadli gatorlarning Koshi
alomati, Dalamber alomati. Koshining integral alomati, boshlang ich funksiya,
chegaralangan ketma-ketlik, Raabe alomati, Gauss alomati. Koshining integral
alomati, boshlang’ich funksiya, chegaralangan ketma-ketlik, Raabe alomati,
Gauss alomati.

1°. Musbat hadli gatorlar va ularning yaginlashuvchiligi.
Faraz gilaylik,

[e e}
da,=a;+a, +..+a, +.. (1)

n=1
gator berilgan bo’lsin.
Agar bu gatorda a, >0 (Vne N) bo’lsa, (1) musbat hadli gator deyiladi.
Musbat hadli gatorlarda, ularning gismiy yig'indi-laridan iborat {S,} ketma-
ketlik o"suvchi ketma-ketlik bo’ladi. Hagigatan ham,

S,,=a +a,+..+a,+a,,=S,+a,,,=S,.

1-teorema. [3, Theorem 7, p.98] Musbat hadli

o0
da,=a;+a, +..+a, +..
n=1

gatorning yaginlashuvchi bo'lishi uchun
{S,}={a+a,+..+a,} (n=123..)

ketma-ketlikning yuqoridan chegaralangan bo lishi zarur va yetarli.
<« Zarurligi. (1) qator yaginlashuvchi bo’lsin. Unda n — o da {S, } ketma-

ketlik chekli limitga ega bo’ladi. Yaginlashuvchi ketma-ketlikning xossasiga ko 'ra
{S, } chegaralangan, jumladan yugoridan chegaralangan bo'ladi.

20
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MATEMATIK ANALIZ I1-KURS

Yetarliligi. {Sn} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo’lsin. Unda
monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko'ra {S,} ketma-ketlik

n — oo da chekli limitga ega bo'ladi. Demak, (1) gator yaginlashuvchi. »
Eslatma. Agar
da,=a +a, +..+a, +..
n=1

musbat hadli gatorda, uning gismiy yig'indilaridan iborat {S,} ketma-ketlik

yugoridan chegaralanmagan bolsa, u holda gator uzoglashuvchi bo’ladi.
2° Musbat hadli qatorlarda taggoslash teoremalari.
IKkita

Ya,=a, +a +..+a,+.., 2.b,=b +b, +..+b, +...
n=1 n=1
musbat hadli gatorlar berilgan bo’lsin.

2-teorema. [3, Theorem 8, p.98] Faraz gilaylik Y a, va > b, qatorlar

n=1 n=1
uchun Yne N da

a <b

n < By 2)

tengsizlik bajarilsin.
U holda:

1) ibn gator yaginlashuvchi bo’lsa, ian gator ham yaginlashuvchi
n=1 n=1

bo ladi,

2) > a, qator uzoglashuvchi bo’lsa, > b, gator ham uzoglashuvchi bo’ladi.
n=1 n=1

| ian va ibn gatorlarning gismiy yig indilari mos ravishda
n=1 n=1

S,=a,+a,+..+a,, S',=b +b, +...+b,
bo’Isin. U holda (2) munosabatga ko ra
S, <S, 3)
boladi.
Aytaylik, ibn gator yaginlashuvchi bo'lsin. Unda 1-teoremaga binoan {S',}

n=1
ketma-ketlik yugoridan chegaralangan bo’ladi. Ayni paytda, (3) munosabatni
e tiborga olib, {Sn} ketma-ketlikning ham yuqoridan chegaralangan bo'lishini

topamiz. Yana 1-teoremaga ko'ra > a, qator yaginlashuvchi bo'ladi.
n=1

21
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Aytaylik, ian gator uzoglashuvchi bo’lsin. Unda (3) munosabat va
n=1

eslatmadan foydalanib, ) b, qgatorning uzoglashuvchi bo’lishini topamiz. »
n=1

1-misol. Ushbu

isini—sin£+sin£+ +sin2 +
) n 2 22 2n
gator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.

<« Ravshanki, bu gator hadlari uchun

0<sin2£n<2£n (n=123,..)

tengsizlik orinli boladi.
Natijada berilgan gatorning har bir hadi yaginla-shuvchi Zzin gatorning
n=1
(geometrik gatorning) mos hadidan kichik. 2-teoremaga muvofiq berilgan qator
yaqinlashuvchi bo'ladi. »

3-teorema. Faraz gilaylik, musbat hadli ian va Y b, gatorlarning umumiy

n=1 n=1
hadlari uchun

lim2n — K (b, >0, n=12..)
n—oo n

bo'lsin. U holda:
1) K<+ bo’lib, ibn gator yaginlashuvchi bo’lsa, ian gator ham

n=1 n=1

yaginlashuvchi boladi.

2) K>0 bolib, ibn gator uzoglashuvchi bo’lsa, ian gator ham

n=1 n=1
uzoglashuvchi boladi.

« Aytaylik, K < +o0 bo’lib, ibn gator yaginlashuvchi bo’lsin.

n=1
Ravshanki,

-
lim—=K= Ve>0 3n,eN, Vn>n,:

nN—o0
n

&k

. <¢ = (K-¢g)b,<a, <(K+e)b,.

22
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Bundan esa, i(K +¢&)b, qgator yaginlashuvchi bo’lgani uchun 2-teoremaga ko'ra

n=1

ian gatorning yaqginlashuvchiligi kelib chigishini topmaiz.

n=1

Aytaylik, K >0 bo’lib, ibn gator uzoglashuvchi bo’lIsin.

n=1

- N
Ravshanki, lim—=K va 0<K;<K bo'lishidan ¥n>n,eN uchun

n—o0
n

Z—” >K; yani b, < ian bo’lishi kelib chigadi. 2-teoremadan foydalanib ian
n 1 n=1

gatorning uzoglashuvchi bo'lishini topamiz. »

Natija. Musbat hadli > a, va > b, gatorlar uchun

n=1 n=1

im& K, (0<K <+w)

N—o0
n

bo'lsa, u holda ian va ibn gatorlar bir vaqtda yoki yaginlashuvchi bo’ladi yoki

n=1 n=1
uzoqlashuvchi bo’ladi.
2-misol. Ushbu
* 1
21
n=1 1+
n n

gator yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.

<« Berilgan qgator bilan birga uzoglashuvchiligi ma’lum bo’lgan il

n=1

garmonik gatorni garaymiz. Bu gatorlarnig umumiy hadlari uchun

1
l+% 1
lim2— = lim = lim— =1
n—oo 1 Nn—oo 1+1 n-mQ/ﬁ

n nr"

bo ladi. Demak, berilgan gator uzoglashuvchi. »

4-teorema. Aytaylik, musbat hadli > a, va > b, qgatorlar uchun
n=1 n=1
a b

n+1 < n+l

a b

n

bo'lsin (a, >0, b,>0, n=123..)
23
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MATEMATIK ANALIZ I1-KURS

U holda:
1) ibn gator yaginlashuvchi bo’lsa, ian gator ham yaginlashuvchi

n=1 n=

bo ladi,

2) ian gator uzoglashuvchi bo’lsa, ibn gator ham uzogqlashuvchi boladi.

n=1 n=1
<« Faraz qilaylik, ian, ibn gatorlar (a, >0,b, >0, n=12,3,...) uchun
n=1 n=1
a b

—nil el (n=123,....)
a b

tengsizliklar bajarilsin. Bu shartdan quyidagi munosabat kelib chigadi:

n n

& 3 &, b by b
a a a,, b b b1

Keyingi tengsizlikdan topamiz:

Ap . (N=123,.)

Aytaylik, ibn gator yaginlashuvchi bo’lsin. Ravshanki, i%bm gator ham

n=1 n=1M1

yaginlashuvchi bo'ladi. 2-teoremadan foydalanib, ian gatorning yaginlashuvchi
n=1

bo'lishini topamiz. Xuddi shunga o xshash ian gatorning uzoglashuvchi
n=1

bo’lishidan ibn gatorning uzoglashuvchi bo'lishi kelib chigishi ko rsatiladi. »

n=1

Yugorida keltirilgan teorema va misollardan ko'rinadiki, musbat hadli
gatorning yaginlashuvchiligi yoki uzoglashuvchiligini bilgan holda, hadlari bu
gator hadlari bilan ma’lum munosabatda bo'lgan (taggoslangan) ikkinchi musbat
hadli gatorning yaginlashuvchiligi yoki uzoglashuvchiligini aniglash mumkin
bolar ekan.

Izoh. Yugorida keltirilgan teoremalar n ning biror n, giymatidan boshlab
bajarilganda ham o’rinli bo’ladi.

Musbat hadli gatorlar mavzusida bayon etilgan tagqoslash teoremalaridan
foydalanib, yaginlashish alomatlarini keltiramiz.

3°. Koshi alomati. [3, Corollary 9, p.99] Agar musbat hadli

24
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MATEMATIK ANALIZ I1-KURS

0

da,=a;+a, +..+a, +... (1)
n=1
gatorda barcha n>1 uchun
nfa, <q<1 (2)

bo’lsa, (1) gator yaginlashuvchi bo ladi;

Va, 21 (3)
bo’lsa, (1) gator uzoglashuvchi boladi.
<« Aytaylik, (1) gator hadlari uchun

r{/a>n£q<1

n

bo’Isin. Ravshanki, bu tengsizlikdan

a, =<(q
bolishi kelib chigadi.

Demak, berilgan gatorning har bir hadi yaginlashuvchi geometrik gatorning
mos hadidan katta emas. Unda 50-ma‘ruzadagi 2-teoremaga ko'ra (1) gator
yaginlashuvchi boladi.

Aytaylik, (1) gator hadlari uchun

tfa, >1,ya'ni a, >1
bo’Isin. Bu munosabat berilgan gatorning har bir hadini uzoglashuvchi

i1:1+1+...+1+...

n=1
gatorning mos hadidan kichik emasligini ko'rsatadi. Bu holda yana o'sha 2-
teoremaga ko'ra (1) gator uzoglashuvchi bo'ladi. »
Ko pincha Koshi alomatining quyida keltirilgan limit ko rinishidagi
tasdig idan foydalaniladi.
Faraz gilaylik, musbat hadli (1) gatorda

lim n/a, =k

N—o0

mavjud bo’lsin. U holda :
1) k <1 bo’lganda (1) gator yaginlashuvchi bo’ladi,
2) k>1 bo’'lganda (1) gator uzoglashuvchi bo ladi.

1-eslatma. Koshi alomatidagi (2) va (3) tengsizliklar n ning biror n,

giymatidan boshlab bajarilganda ham tasdiq o rinli bo’ladi.
2-eslatma. Koshi alomatining limit ko rinishidagi ifodasida k =1 bo'lsa, u
holda (1) gator yaginlashuvchi ham, uzoglashuvchi ham bo’lishi mumkin.

4°. Dalamber alomati. [3, Corollary 10, p.100] Agar musbat hadli

dYa,=a +a, +..+a, +..
n=1
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MATEMATIK ANALIZ I1-KURS

gatorda barcha n>1 uchun

g1l (a,>0,n=12.) 4)

bo’lsa, (1) gator yaginlashuvchi bo ladi;
his1 (a,>0,n=12.) 5)

a

n
bo’lsa, (1) gator uzoglashuvchi boladi.
<« Aytaylik, (1) gator hadlari uchun

a‘n +1
<g<l
an
bo’lIsin. Bu tengsizlikni quyidagicha
n+1
P Al (g<)
a, ¢

yozish mumkin.
Ravshanki,

>q" (0<q<1)
n=1

gator (geometrik qator) yaginlashuvchi. 50-ma‘ruzada kelti-rilgan 3-teoremadan
foydalanib, berilgan gatorning yaginlashuvchi bo’lishini topamiz.
(1) gator hadlari uchun
a

il >1
an
bo'lganda (1) qatorning uzoglashuvchi bo'lishini aniglash qiyin emas. P
Dalamber alomatining quyidagi limit  ko'rinishidagi  tasdigidan
foydalaniladi.
Faraz gilaylik, musbat hadli (1) gatorda
lim 24 _ g
n—w g

n
limit mavjud bo’lIsin. U holda :
1) d <1 bo'lganda (1) gator yaginlashuvchi bo"ladi,
2) d >1 bo’lganda (1) gator uzoglashuvchi bo"ladi.
3-eslatma. Dalamber alomatidagi (4) va (5) tengsizliklar n ning biror n,

giymatidan boshlab bajarilganda ham tasdiq o rinli bo’ladi.

4-eslatma. Dalamber alomatining limit ko'rinishidagi ifodasida d =1
bo’lsa, u holda (1) gator yaginlashuvchi ham, uzoglashuvchi ham bo’lishi mumkin.

Musbat hadli gatorlar mavzusida bayon etilgan tagqoslash teoremalaridan
foydalanib, yaginlashish alomatlarini keltiramiz.

5°. Koshining integral alomati. [3, Proposition 2., p.101] Faraz gilaylik,
musbat hadli
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ian =a, +a,+..+a, +.. 1)
n=1
gator berilgan bo’lsin. Ayni paytda, [1,+o0) oraligda berilgan f(x) funksiya
quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1) f(x) funksiya [1,+o0) da uzluksiz,
2) f(x) funksiya [1+0) da kamayuvchi,
3) Vxe[lL+) da f(x)>0,
4) f(n)=a, ((=123.).
Bunda berilgan gator ushbu

o0 o0

Zan = f(n)

n=1 n
ko rinishga keladi.
Yuqoridagi shartlardan foydalanib, n<x<n+1 (neN) bo’lganda
f(nN>f(x)>f(n+1),yania,>f(x)>a,,
bo'lishini topamiz. Keyingi tengsizlikni [n, n+1] oraliq bo’yicha integrallash

natijasida
n+l
A,y < j' f(x)dx <a, @)
bolishi kelib chigadi.
Endi berilgan
> a, =3 f(n)
n=1 n=1
gator bilan birga ushbu
o N+l
> [ f0dx 3)
n=l n
gatorni garaymiz. Bu gatorning qismiy yig indisi
n k+l n+1
> [ f(dx= [ f(x)dx
k=l k 1

boladi.

Aytaylik, F(x) funksiya [1,+oc] oraligda f(x) funksiyaning boshlang ich
funksiyasi bo’Isin: F'(x) = f (x).

Uni quyidagicha

F(x)=J'f(t)dt : FO=0
1
ifodalash mumkin. Natijada
n k+1
> [ f(¥)dx=F(n+1)
k=1 k
27
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MATEMATIK ANALIZ

bo ladi.

11-KURS

Agar n—»>o da F(n+1) chekli songa intilsa, (bu holda (3) gatorning
gismiy yig indisi chekli limitga ega bo’ladi) unda (3) gator yaginlashuvchi.

Binobarin, jf(x)dx (n=1,2,3,...) ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan
1

bo’ladi. (2) munosabatga ko'ra berilgan gatorning gismiy yig indilaridan iborat

ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo'lib, musbat hadli

gatorlarning

yaginlashuvchiligi  hagidagi teoremaga muvofig berilgan ian gator
=1

yaginlashuvchi bo’ladi.

Agar n —» o da F(n+1) — o0 bolsa, berilgan gator uzogla-shuvchi bo’ladi.

Shunday qilib, quyidagi integral alomatga kelamiz.
Koshining integral alomati. Agar
lim F(x)=b

X—>+00

bo’lib, b chekli son bolsa, ian gator yaginlashuvchi bo'ladi, b=

n=1

ian gator uzoglashuvchi bo’ladi.
n=1

6°. Raabe alomati. Agar musbat hadli

o0
da,=a;+a, +..+a, +...
n=1

gatorda n e N ning biror n,(n, >1) giymatidan boshlab, n>n, uchun

a
nl—-—"%)>r>1
an

bo’lsa, (1) gator yaginlashuvchi bo’ladi,
n(l— 2y <q

bo’lsa, (1) gator uzoglashuvchi bo ladi.
<4 Aytaylik, (1) gator hadlari uchun

n(l—M) >r>1
n
bo'lsin. Bu tengsizlikdan

an+1 <1_£

a n

n
bolishi kelib chigadi.
Endi r > & >1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi « sonini olib, uni
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-1y 1
a = lim—"

n—o 1

n
kabi ifodalaymiz. Limit xossasiga ko'ra, shunday ny; e N  topiladiki, barcha

n>ng lar uchun

a-1y -1
—fl <r,
n
ya ni
1., r
(1—5) Zl—ﬁ (5)

tengsizlik orinli boladi.
(4) va (5) munosabatlardan barcha n >, (i, = max{n,,ny}) lar uchun

1

Ay < (1_1)04 _ n*

a, n 1
(n-1)~

bo'lishi kelib chigadi.

Bu tengsizlikni va « >1 bo’lganda Zia gatorning yaginlashuvchiligini

n=1

e tiborga olib, so'ng berilgan ian gatorning yaginlashuvchi bo lishini topamiz.
n=1
Endi (1) gatorning hadlari uchun n > n, bo'lganda
n(l— 2y <q

bo’lsin. Bu tengsizlikni quyidagicha:

yozish mumekin.

Bu tengsizlikni va il gatroning uzoglashuvchiligi e'tiborga olib, berilgan

n=1

> a, gatorning uzoglashuvchi bo’lishini topamiz. »
n=1

Ko p hollarda Raabe alomatining quyidagi limit ko rinishidan foydalaniladi:
29
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Faraz gilaylik, musbat hadli (1) gator hadlari uchun

. a
limn(l-—"1)=p
n—oo an

mavjud bo’lsin. U holda:
1) p>1 bo'lganida (1) gator yaginlashuvchi bo’ladi,
2) p <1 bo’lganida (1) gator uzoglashuvchi bo’ladi.
Gauss alomati. Agar (1) gator uchun

L (

0
a n nl+s

n

<c, £>0)
n+1

bo'lsa, u holda

1) A2>1 bo’lganda (1) gator yaginlashuvchi,

2) A <1 bo’lganda (1) gator uzoglashuvchi,

3) A=1, u>1Dbo’lganda (1) gator yaginlashuvchi,
4) A=1, u<1bo’lganda (1) gator uzoglashuvchi
boladi.

2-Amaliy mashg ulot.
1-misol. Ushbu

isini=sin£+sin12+...+sin1+...
2" 2 2 2"
gator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.

<« Ravshanki, bu qator hadlari uchun

0<sin2£n<2£n (n=123,...)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Natijada berilgan qgatorning har bir hadi yaginla-shuvchi Zzin gatorning

n=1
(geometrik gatorning) mos hadidan kichik. 2-teoremaga muvofiq berilgan qator
yaginlashuvchi bo‘ladi. »
2-misol. Ushbu

gator yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.
<« Berilgan qator bilan birga uzoqlashuvchiligi ma’lum bo‘lgan Zl

n=1n
garmonik gatorni garaymiz. Bu gatorlarnig umumiy hadlari uchun

30
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1
1+% 1
lim™— = lim = lim—=1
Nn—oo 1 nN—oo 1+£ nN—oo Q/ﬁ
n n"

bo‘ladi. Demak, berilgan gator uzoglashuvchi. »

3-misol. Ushbu
= 5+3(-1)"
; 2n(+3 )

gator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<4Bu gatorning umumiy hadi

5 _ n
. +3(-1)

n 2n+3
bo'lib, uning uchun

bo ladi. Ravshanki,

gator (maxraji q =% ga teng bo’lgan geometrik gator) yaginlashuvchi. Unda 2-

Teoremaga ko 'ra berilgan qator yaqinlashuvchi bo'ladi. »

4-misol. Ushbu
=1 1 1 1
= + +ot
nZ;‘B"—n 3-1 3F-2 3"—n
gator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<4Ma'lumki, quyidagi
=1 1 1
— =+t +—+
=3 3 3 3"

gator yaginlashuvchi. (maxraji q =% bo lgan geometrik gator bo lganligi uchun).

Bu gator bilan berilgan gatorga 2-Teoremani qo'llaymiz:

(anz L ,bnzi)
3"—n 3"
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.a . 1 1 .3 . 1
lim— =lim . — [=1im =lim——=1.
n—w bn n—w 3" -n 3” n—w 3” —-n n—w 1_ ﬂ

3n
Demak, alomatga ko'ra berilgan qator yaqinlashuvchi bo'ladi. »
5-misol. Ushbu

1

Z +
N J’ f n
qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
<4Bu qatorning qismiy yig indisi

S, =1+i+i+ +i

V2 3 n

uchun quyidagi tengsizlik o’rinli boladi:

O S SR S S ~
Jnodno 7 dn AN
Unda
limS, =+o0

n—w

bo’lganligi sababli, berilgan qator uzoqlashuvchi bo'ladi. »

Mashq. Garmonik gator Z— ning gismiy yiqindisi S, uchun ushbu

n=1N
0<S,-In(n+1)<1 (n>2)

tengsizlar o’rinli ekani ko rsatilsin.

1-misol. Ushbu

o (41"
nzzl(n + 2)
gator yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.
<« Bu gatorning umumiy hadi

bo'lib, uning uchun

bo ladi. Ravshanki,
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1

_ (1+ﬁ) 1
lim 5 ==,
n—oo (1+7)n e
n

Demak, k = 1 <1, berilgan gator yaginlashuvchi. »
e

2-misol. Ushbu

gator yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.
<« Berilgan gator uchun

! (n+1)!
a, = o N+l = n+l
n (n+1)
bo'lib,
a, _ (m+Hn" 1

a, (M+D".nl (1+})n
n

bo ladi. Ravshanki,

. 1 1
lim = 1=
n—oo (1+7)n e
n

Demak, d = % <1, berilgan gator yaginlashuvchi. »

3-misol. Ushbu
- r.lnz N
2
" (n+1)
gator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<«Berilgan qatorning umumiy hadi

nn2 . 2n
(n+1)"
bo ladi. Bu gatorga Koshi alomatini go’llab topamiz:
1

. (a2 ) L 2 n ) 2
n = = = [ i
iz, "m{ J im 5 =lim2 3

(1+n)’ " (1+n) 1+n

Ravshanki,g<1. Demak, berilgan qator Koshi alomatiga ko'ra
e

yaqinlashuvchi bo ladi.»>
4-misol. Ushbu
33
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5

= n
nz:;Z"+3”

gator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<«Berilgan gator uchun
n’° n+1)°
= & T (1—)1
2" +3 2" +3
bo'lib,

" 2Y
1) 2743 153(“(3” 1. 1Y
a'n+1: (n+ ) . + :(1_’__) - :_(14__) N7
an 2n+1+3n+l nS n X 2 n+ 3 n
3" 1+ 3

j—

5
Ilmh:hm1 1+1 : =
n—oo an n—>003 n (2) 3
1+] =
3

Demak, berilgan gator Dalamber alomatiga ko ra yaqinlashuvchi bo'ladi.»
1-misol. Ushbu
1 1 1 1
—=l+ —+—+. . a>0
Z:i n 2 3 n* ( )
gator yaqinlashuvchlllkka tekshirilsin.

4 Agar f(X)=— (a>0) deyilsa, unda bu funksiya [1,+o0) oraligda

integral alomatda keltlrllgan barcha shartlarni ganoatlantiradi. Bu funksiyaning
boshlangich funksiyasi

F(x) = jf(t)dt a1

(=1

bo ladi.
Ravshanki,

limF(x)=

X—>+00 X—>00 1

~1 =
——, agar a>1 bo'lsa,
=Ja-1
o, agar a<1l Dbo'lsa,
bo’lib, @ =1 bo’lganda

lim F(x) = Ilmj—
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boladi.
Demak, integral alomatga ko ra
> 1
nz=1 n“
gator « >1 bo’lganda yaginlashuvchi, « <1 bo’lganda uzoglashuvchi bo'ladi. »

Odatda, iia gator umumlashgan garmonik gator deyiladi.

n=1N

2-misol. Ushbu

0 —(1+1+...+i)

>a 2 nt (a>0)

n=2
gator yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.
<« Bu gator uchun

a a_(1+§+m+ﬁ 1
+1y _ _
n-"r) = 1= —n[l—a n}

bo’lib,

. a _a
limn(l- ") = lim
N—>0 an N—>c0

=|na

n
bo’ladi. Agar Ina>1, ya'ni a>e bolsa, berilgan gator yaginlashuvchi bo"ladi.
Agar Ina<1, ya'ni a<e bo’lsa, berilgan gator uzoglashuvchi bo"ladi
Agar a =e bo'lsa, Raabe alomati berilgan gatorning yaginlashuvchiligi yoki
uzoqlashuvchiligi haqida xulosa gilolmaydi.»

Mashqlar.
Raabe va Gauss alomatlaridan foydalanib quyidagi gatorlar yaginlashishga
tekshirilsin:
p
Ly 135 .. (2n-1) | 1 2.3 In2-In3..In(n+1) Cas0
| 2-4-6 ..(2n) | n® FIn(2+a)-In(3+a)..In(n+1+a)

32-0: p(p+1)..(p+n-1) 1

~ n! ne’
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»

Nazorat savollari

Qanday gatorni musbat hadli gator deyiladi?

Qator yaginlashuvchi bo'lishining zaruriy va yetarli sharti ganday?
Musbat hadli gatorlarda ganday tagqoslash teoremalarini bilasiz?
Koshi alomatini ayting.

Dalamber alomatini ayting.

Integral alomatini ayting.

Raabe alomatini ayting.

Gauss alomatini ayting.

O N O WNRE

Glossariy

Musbat hadli gator - > a, =a, +a, +...+a, +... (1)
n-1
gator berilgan bo‘lsin. Agar bu qatorda a, >0 (Vne N) bo‘lsa, (1) musbat hadli
gator deyiladi.

Qator yaqginlashuvchi bo'lishining zaruriy va yetarli sharti - Musbat
hadli

dYa,=a,+a, +..+a, +...
n=1
gatorning yaginlashuvchi bo'lishi uchun
36
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{S,}={a+a,+..+a,} (n=123..)

ketma-ketlikning yugoridan chegaralangan bo’lishi zarur va yetarli.
Koshi alomati. Agar musbat hadli

o0
da,=a +a, +..+a, +... (1)
n=1

f{/aT] <qg<l1
bo’lsa, (1) gator yaginlashuvchi bo'ladi;
Va, 21

bo’lsa, (1) gator uzoglashuvchi boladi.
Dalamber alomati. Agar musbat hadli

gatorda barcha n>1 uchun

da,=a +a, +..+a, +... (1)

n=1
gatorda barcha n>1 uchun

M£q<1 (@a,>0,n=12..)

n

bo’lsa, (1) gator yaginlashuvchi bo ladi;

A 59 (a,>0,n=12.)

a,

bo’lsa, (1) gator uzoglashuvchi boladi.
Keys banki

1-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu

= In®n
>

2
n=2 n

gatorning yaginlashuvchi bo'lishi isbotlansin.
2-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu

x 1

nZZS(In)In Inn

gatorning yaginlashuvchi ekani isbotlansin.
3-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu
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S2) w0
n=1 an

gator yaginlashuvchilikka tekshirilsin, bunda {a,} ketma-ketlikning har bir hadi
musbat bo'lib, lima, =a (aeR).

N—o0

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha
va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
Test
L To’g'ri - -
Test topshirig’i javob Mugobil javob | Mugobil javob
(I | _ uzoglashuvchi yaginlashuvchi Aniglab
2.~ datorni bo'Imaydi
n=l 1+
n n
yaginlashuvchilikka
tekshirilsin.
2| & . o« . yaginlashuvchi uzoglashuvchi Aniglab
> sin— gatorni bo’Imaydi
n=1
yaginlashuvchilikka
tekshirilsin.
3 g <1 qator g >1 qator g =1 qator

Zan - musbat hadli gator

- yaginlashuvchi yaginlashuvchi | yaginlashuvchi
n=.

berilgan bo'lib, !L'E% =q
bo’lsa, u holda

4| o 1 _ yaginlashuvchi uzoglashuvchi Aniglab
Z(I)m datomni bo'Imaydi
n=3(1N

yaginlashuvchilikka
tekshirilsin.

5/ = nn _ yaginlashuvchi uzoglashuvchi A\niqlab'
> >— { qatorni bo’Imaydi
n=2 N
yaginlashuvchilikka
tekshirilsin.

g <1 gator g >1 gator g =1 gator

Z &, - musbat hadli gator yaginlashuvchi | yaginlashuvchi | yaginlashuvchi

n=1
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berilgan bo'lib, limy/a, = q
bo’lsa, u holda

yaginlashishga tekshiring.

7| & _ yaginlashuvchi uzoglashuvchi Aniglab
qatorni bo Imaydi
-1 NN +1
yaginlashishga tekshiring.
8| = 1 _ uzoglashuvchi yaginlashuvchi ham
> —— qatorni yaginlashuvchi,
n=1 1+ n ham

uzoglashuvchi

> —— a=e, a>0
=1 N

uzoglashuvchi

yaginlashuvchi

L To’g'ri - -
Test topshirig’i javob Mugobil javob | Mugobil javob
1 | Qatorni yaqginlashishga yaginlashuvchi uzoglashuvchi Aniglab
e n2 bo’Imaydi
tekshiring: > ——
n=1 1 "

n+—

n

2 | Qatorni yaginlashishga O<a<lda O<a<lda a>0da

tekshiring: yaginlashuvchi, | uzoglashuvchi | yaqinlashuvchi
o an " a>1da a>1da
nZ=1: ) a>0 uzoglashuvchi | yaginlashuvchi
3 | Qatorni yaginlashishga yaginlashuvchi uzoglashuvchi Aniglab
= 1 bo Imaydi
tekshiring: > -
"= (Inn)

4 | Qatorni yaginlashishga uzoglashuvchi yaginlashuvchi Aniglab
tekshiring: bo’Imaydi
isml n+2 '
n=1 n+ 3

5 | Qatorni yaginlashishga a<e da a<e da Ixtiyoriy a da
tekshiring: yaginlashuvchi, | uzoglashuvchi, | yaginlashuvchi

= nla" a>eda a>eda
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3-Mavzu. Absolyut va shartli yaginlashuvchi gatorlar

3-Ma’ruza.
REJA:

1°. Absolyut va shartli yaginlashuvchi gatorlar tushunchasi.
2°. Absolyut yaginlashuvchi gatorlarning xossalari.

Tayanch so'z va iboralar: Absolyut yaginlashuvchi sonli qator, shartli
yaqginlashuvchi sonli gator, Koshi teoremasi, Dalamber alomati, Koshi alomati,
absolyut yaqginlashuvchi gatorlarning xossalari.

1°. Absolyut va shartli yaginlashuvchi gatorlar tushunchasi.
Faraz gilaylik,

ian:a1+a2+...+an+... 1)
n=1
gator berilgan bo'lsin. Bu gatorning har bir hadi ixtiyoriy ishorali haqigiy
sonlardan iborat. (Odatda, bunday gator ixtiyoriy hadli gator deyiladi.)
(1) gator hadlarining absolyut giymatlaridan ushbu

>lan | =lag|+|an] + . +|ag |+ 2)

n=1

gatorni tuzamiz.

1-teoema. Agar (2) gator yaginlashuvchi bo’lsa, u holda (1) gator ham
yaginlashuvchi bo’ladi.

<« Aytaylik, (2) gator yaginlashuvchi bo'lsin. Unda qator yaqinlashuvchiligi
hagidagi Koshi teoremasiga ko'ra

Ve>0, InpeN, vn>n, m=123.. da
‘an+1‘ + ‘an+2‘ +..t ‘an+m‘ <&
bo ladi. Ravshanki,

T T - T o - T B - T e

n+m‘ n+m‘ .
Keyingi ikki munosabatdan
Ve>0, 3dnyeN,Vvn>n,, m=123,.. da
a

n+1 +an+2 +"'+an+m‘ <&

bo'lishi kelib chigadi. Koshi teoremasiga muvofig (1) gator yaginlashuvchi
bo'ladi. »
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1-ta’'rif. [3, Definition 21, p.97] Agar i\an\ gator yaginlashuvchi bo’lsa,
n=1

> a, gqator absolyut yaginlashuvchi gator deyiladi.

n=1

Masalan, ushbu
$legnog 1,1 1, ("
n=1na 20! 30! 40! na

gator « >1 bo lganda absolyut yaginlashuvchi gator bo’ladi, chunki
N B 1 1 1 1
Y=

n=t/N

=l+—+——-—+.+—+..
umumlashgan garmonik gator & >1 bo lganda yaginlashuvchi.

+..

2 3 4° n“

2-ta’rif. Agar > a, qator yaginlashuvchi bo'lib, >’ |a,| qator uzoglashuvchi

n=1 n=1

bolsa, ian gator shartli yaqinlashuvchi gator deyiladi.
n=1

Misol. Ushbu

©1, 1 1 1 -t
it () R R SR
nzzln( ) 2 3 4 n
gator shartli yaginlashuvchi gator bo ladi.
<« Ravshanki, berilgan gatorning gismiy yig indisi

+ ...

_n—l
1,11 (D

S, =1-—+-——+... (3)
2 3 4 n
bo"ladi.
Ma’lumki, In(L+ x) funksiyaning Makloren formulasiga ko'ra yoyilmasi
X2 X3 X4 (_1)n—1xn
InQl+x)=x——+—-"—+...+——+R_,;(X),
( + ) 2 + 3 4 +ot + n+1( )

bo’lib, 0 < x <1 bo’lganda
1
R._..(X)<——
‘ n+1( )‘ < n +1
bo’lar edi. (qaralsin [1], 6-bob, 7-§)
Xususan, x =1 bo’lganda

n-1
n2=1-1,1 1, D
2 3

+ Rn+1 (1)
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1
R <—— 4
Rea®] < (4)
bo’ladi.
(3) va (4) munosabatlardan

In2=S, +R,,; ()
va undan

S, —In2/<
n+1

bolishi kelib chigadi.

Demak, n—> da S, — In2. Bu esa garalayotgan gatorning yaginlashuvchi
ekanini bildiradi.
Ayni paytda, berilgan gator hadlarining absolyut giymat-laridan tuzilgan gator
(_1)[’1—1 1

1 1
=14+ -4+ 4. +—+..
n n

0

2.

n=1

garmonik gator bo’lib, uning uzoglashuvchiligi ma'lum. Demak, berilgan gator
shartli yaginlashuvchi gator.»

2—-teorema (Koshi teoremasi). [3, Theorem 6, p.95] Ixtiyoriy hadli (1)
gatorning yaginlashuvchi bo'lishi uchun

V ¢>0, 3 neN, V n>n, m=1 2, 3,..:
S,..—S,

a,+a ,+..+a

<&

n+m n+1 n+m

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Endi

> lan] =lag|+|as]+ .. +|ag |+ ..

n=1

gatorning musbat hadli gator ekanini e'tiborga olib, ) a, gatorning absolyut
n=1

yaginlashuvchiligini ifodalovchi alomatlarni keltiramiz. Ularning isboti 51-
ma’ruzada bayon etilgan alomatlardan kelib chigadi.
Dalamber alomati. Faraz gilaylik ,

dYa,=a;+a, +..+a, +.. (a,#0, n=12,.)

n=1

gator hadlari uchun

lim 2l _

n—oo ‘an‘

d

limit mavjud bo’lsin. U holda:
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1) d <1 bo’lganda, ian gator absolyut yaginlashuvchi bo’ladi,

n=1

2) d >1bo’lganda, ian gator uzoglashuvchi boladi.

n=1
Koshi alomati. Faraz gilaylik,

da,=a +a, +..+a, +..
n=1

gator hadlari uchun

limy/a,| = K

n—o0

limit mavjud bo’lsin. U holda:

1) K <1 bo'lganda, ian gator absolyut yaginlashuvchi boladi.

n=1

2) K >1 bo'lganda, ian gator uzoglashuvchi bo’ladi.

n=1

2°. Absolyut yaginlashuvchi gatorlarning xossalari.

Absolyut yaginlashuvchi gatorlarning xossalarini keltiramiz.

1-Xossa. [3, p.95] Agar gator absolyut yaginlashuvchi bo'lsa, u holda bu
gator yaginlashuvchi bo’ladi.

<« Bu xossaning isboti 1-teoremadan kelib chigadi.»

2-Xossa. Agar

dYa,=a, +a, +..+a, +.. (1)
n=1

gator absolyut yaginlashuvchi bo'lib, {b,} sonlar ketma-ketligi chegaralangan
bo’lsa, u holda

Sab, = ab +ab, +..4ab, +.. )
n=1

gator absolyut yaginlashuvchi boladi.
<« Shartga ko'ra {bn} sonlar ketma-ketligi chegaralangan. Demak,

IM >0, VneN da b [<M (6)

boladi.
(1) gator absolyut yaginlashuvchi. Unda Koshi teoremasiga ko'ra Ve >0

son olinganda ham ﬁ ga ko'ra shunday n,eN topiladiki, ¥Yn>n, va

m=1,2,3,...bo lganda
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&
‘an+1‘+‘an+2‘+'"+‘an+m‘ <M (7)
bo’ladi.
(6) va (7) munosabatlardan foydalanib topamiz:

an-+-1bn+l an-¢—2bn-+-2 an+mbn-¢—m <

+ hS
S M ( a‘n+1 an+2 an+m

+..+

+ +..+

)<e.

Yana Koshi teoremasidan foydalanib, > a,b, qatorning absolyut
=1

yaginlashuvchi ekanini topamiz. »
3-Xossa. Faraz gilaylik,
da,=a,+a, +..+a, +... (1)

n=1

gator hadlarining o’rinlarini almashtirish natijasida ushbu

ia'jza'l+a'2+...+a'j+... (8)
j=1
qgator hosil gilingan bo’lsin.

Ravshanki, (8) gatorning har bir a'; hadi (j=12,..) (1) gatorning tayin bir
a, hadining aynan o°zidir, ya'ni Vj € N, Elkj € N,akj =a’; bo’ladi.

Agar (1) gator absolyut yaginlashuvchi bo’lib,uning yigindisi S ga teng
bo’lsa, u holda bu gator hadlarining o rinlarini ixtiyoriy ravishda almashtirishdan
hosil bo'lgan (8) gator absolyut yaginlashuvchi va uning yig indisi ham S ga teng
boladi.

<« Aytaylik, (1) gator absolyut yaginlashuvchi bo’lib, uning yigindisi S ga
teng bo’lsin.

(8) gator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan i‘a' j‘ gatorning
j=1

gismiy yig indisini o', bilan belgilaylik:

n

G'n=Za'j\- @;=a)
j=1
Agar n'=maxKk; deyilsa, unda n'>n va vVne N bo’lganda
1I<j<n J
o
Oy < Z‘ak‘
k=1

bo ladi.
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MATEMATIK ANALIZ I1-KURS

(1) gator absolyut yaginlashuvchi bo lgani sababli uning gismiy yig indilari
ketma-ketligi yugoridan chegaralan-gandir. Binobarin, o', yig indi ham yugoridan
chegaralangan bo'ladi. Unda musbat hadli gatorning yaginlashuvchiligi hagidagi

teoremaga ko'ra Z‘a’ j‘ gator va ayni paytda ) a' ; gator ham yaginlashuvchi
j=1 j=1

bo’ladi. Demak, Za'j gator absolyut yaginlashuvchi. Uning yig indisini S'

j=1

deylik.

Endi berilgan ian gator hadlarining o'rinlarini ixtiyoriy ravishda

n=

almashtirishdan hosil bo'Igan

o0
> a' =a+a, .. +a +..
n=1

gator yig'indisini S ga teng ekanini isbotlaymiz. Buning uchun Ve >0 ga ko'ra
shunday ne N topilib, ¥Yn>n da

<& 9)

bolishini ko rsatish yetarli bo’ladi.

Ixtiyoriy musbat ¢ sonni tayinlab olamiz. Modomiki, > a, gator absolyut
k=1

yaginlashuvchi ekan, unda Koshi teoremasiga binoan olingan £ >0 songa ko'ra
shunday n, nomer topiladiki,

No+M

S olal<E (m=123..) (10)
k—ng+1 2
shuningdek, gatorning yaginlashish ta'rifiga ko'ra
n
Sa, -5|<% (11)
k=L 2
boladi.
Yuqoridagi natural son n ni shunday Katta gilib olamizki, ia'k gatorning n

a=1
dan katta bo’lgan n nomerli ixtiyoriy gismiy yig indisi

n [e]
S\ =28 da > 2
k=1 k=1

gatorning barcha dastlabki n, ta hadi gatnashsin.
Ravshanki,

n n Ny No
k=1 k=1 k=1 k=1
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Keyingi munosabatdan va (11) tengsizlikni e tiborga olib topamiz.

n n Ny Ny n Ny &
2ay-S|<Ra D>+ —Si< a2+ (12)
= =i =i = =i = 2

Malumki, n>n bo'lganda > a', qatorda > a, gatorning barcha dastlabki
k=1 k=1

N, ta hadi gatnashadi. Binobarin,

n Ny
dal =2 g
k=1 k=1

ayirma ) a, qatorning, har bir hadining nomeri n, dan katta bo’lgan n-n, ta
k=1

hadining yig indisidan iborat.
Endi natural m sonni shunday katta gilib olamizki, bunda n,+m son
yuqgorida aytilgan barcha n—n, ta hadlarning nomerlaridan katta bo"lIsin.

Unda
n Ny Ng+m
YA -2l < Xl (13)
k=1 k=1 k=ng+1
bo"ladi.
(12), (13) va (10) munosabatlardan foydalanib, (9) tengsizlikning, yani
n
>a'\-S|<e¢
k=1

tengsizlikning bajarilishini topamiz. »

3-Amaliy mashg ulot
1-misol. Koshi teoremasidan foydalanib, ushbu
2, SinX
zn(n+1)
gatorning yaginlashuvchi bo’lishi ko rsatilsin.
<«qRavshanki, bu gator uchun

5n+m—3n=n§ sinkx snim 1 _ 1 B 1 - 1
k:m+1k(k+l) k:n+1k(k+1) n+l n+m n+1
bo ladi. Demak,
a. +a ,+..+a,. <L
n+1
va
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Bundan esa berilgan qatorning yaqinlashuvchi bo lishi kelib chiqadi. »

Mashglar
Aytaylik,
2.2, (*)
n=1
ixtiyoriy hadli gator bo'lib,
a,,a, =0, -a,, a, <0,
n= Vn =
0, a, <0 0, a,=0

bolsin.
1. Agar (*) qator absolyut yaginlashuvchi bo’lsa, u holda iun, ivn

n=1 n=1
gatorlar yaginlashuvchi va

Zan :zun_ Vi Z‘an‘:ZUanan
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
bo lishi isbotlansin.
2. Agar (*) qator shartli yaginlashuvchi bo’lsa, u holda > u,, >v,
=1 =1

gatorlarning uzoglashuvchi bo’lishi isbotlansin.

Quyidagi gatorlar absolyut va shartli yaginlashishga tekshirilsin.

- (-1)" - ~1)’ - n12"sin*" X
3. zlu 4. gln[u(nf_)]. 5. 2(-1) 1 .

n P"’E n

Foydalanish uchun adabiyotlar

=

Tao T. Analysis 1, 2. Hindustan Book Agency, India, 2014.

2. Aksoy A. G., Khamsi M. A. A problem book in real analysis. Springer,

2010.

Zorich V.A. Mathematical Analysis I. Springer, 2004, Germany.

Zorich V.A. Mathematical Analysis Il. Springer, 2004, Germany.

5. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T.,
Shoimqulov B. A. Matematik analizdan ma’ruzalar, I, Il gq. T. “Voris-
nashriyot”, 2010.

6. Shoimqulov B. A., Tuychiyev T. T., Djumaboyev D. X. Matematik

analizdan mustaqil ishlar. T. “O’zbekiston faylasuflari milliy jamiyati”,

2008.

B~ w
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Nazorat savollari

1. Absolyut yaqinlashuvchi gatorning ta’rifini ayting.

2. Shartli yaginlashuvchi gator deb ganday gatorga aytiladi?

3. Koshi teoremasini ayting.

4. Absolyut yaginlashuvchi gatorlarning ganday xossalarini bilasiz?

Glossariy
Absolyut yaqginlashuvchi gator-qgator hadlarining absolyut giymatlaridan

tuzilgan ushbu i‘an‘ =lay|+[a,|+...+|a,|+... gator  yaginlashuvchi  bo‘lsa,
n=1

ian gator absolyut yaginlashuvchi gator deyiladi.
n=1

Shartli yaginlashuvchi gator -ian qator yaqinlashuvchi bo‘lib, i‘an‘

n=1 n=1

qgator uzoqlashuvchi bo‘lsa, > a, qator shartli yaginlashuvchi gator deyiladi.
n=1

Dalamber alomati-> a, =a, +a, +...+a, +... (a, #0, n=12,..)

n=1

gator hadlari uchun

jim 2ol _

n—oo ‘an‘

d

limit mavjud bo‘lsin. U holda:

1) d <1 bo‘lganda, > a, qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi,

n=1

2) d >1bo‘lganda, > a, qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

n=1
Koshi alomati-Faraz gilaylik,
da,=a, +a, +..+a, +..
n=1
gator hadlari uchun

lim1/a,| = K

N—o0
limit mavjud bo‘lsin. U holda:

1) K <1 bo‘lganda, ) a, qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi.

n=1

2) K >1 bo‘lganda, ian qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

n=1
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Keys banki

1-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu

1 11

0 1 . (_1)n—l
it () i e S
én( ) 2 3 4

n

+...

gator shartli yaginlashuvchi gator bo‘ladi.

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha
va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
Test
L To’g'ri - -
Test topshirig’i javob Mugobil javob | Mugobil javob
1 | Quyidagilardan gaysi biri . a . a a
Dalamber alomatini | = LLVQ— | = L'j[} | =lim [
ifodalaydi: a, A =\ a,
2 | Ko’rsatilgan qatorlardan | i( 1y © n+d
gaysi biri yaginlashuvchi? Lo L T )
3 | Ko’rsatilgan qatorlardan 2 1] i 5 21
qgaysi biri uzoglashuvchi? L3 Loy L7
4 | Tasdigni davom ettiring: ham yaginlashadi uzoglashadi uzoglashishi
: e ham
Agar sonli gator ) [3| yaginlashishi
e ham bo'lishi
yaginlashsa, u holda »'a, ... mumkin
n=1
5 | « ning ganday giymatlarida o >1 o =1 a <1
Z(—l)”‘lia sonli gator
o n
absolyut yaginlashuvchi
bo’ladi?
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4-Mavzu. Ixtiyoriy hadli gatorlarda yaginlashish alomatlari.

4-Ma’ruza.
REJA:

1°. Leybnits alomati.
2° Dirixle va Abel’ alomatlari.
3°. Mavzuga doir misollar.

Tayanch so'z va iboralar: Ishorasi almashinuvchi gatorlar, Leybnits
alomati, Dirixle va Abel’ alomatlari.

1°. Leybnits alomati. [3, p.100] Ushbu
Z( ~D"c,=¢,—Cy+Cy—Cy +...+ (=)', +... (1)

gatorni garaymiz, bunda c, >0 (n=12_3,...).

Odatda, bunday gqator hadlarining ishoralari navbat bilan o°zgarib
keladigan qator deyiladi.

Ravshanki, (1) gator ixtiyoriy hadli gatorning bitta holidir.

Masalan, ushbu

Z( 1"

gator hadlarining ishoralari navbat bilan 0" zgarib keladigan gator boladi.
1-teorema (Leybnits alomati). Agar hadlarining ishoralari navbat bilan
0 zgarib keladigan (1) gatorda:
1) c,, <C,, (n=123,...)
2) limc, =0

nN—o0

bo’lsa, u holda (1) gator yaginlashuvchi boladi.
<« (1) qatorning dastlabki 2m ta (m e N) hadidan iborat gismiy yig indisi

S

n-1 E_l_i l_l ___+(_1 n_11+
2 3 4 n

ni olaylik. Unda S,,.,, uchun

Somin) = Sam + (Camis — Comy2)
bo'lib, c,.., <C,n,, b0 lganligi sababli (bunda c,,,;, —C,., >0 boladi)
Sa(men) > Sam (m=123,..)

bo'ladi. Demak, {S,,, } ketma-ketlik o suvchi.
Endi S, yig indini quyidagicha yozamiz:
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MATEMATIK ANALIZ I1-KURS

Som =€, —(C; =C3) = (C4 —C5) —-. = (Com_2 —Com1) — Com-
Bu tenglikning o'ng tomonidagi ifodada qatnashgan qavs ichidagi
ayirmalarning, shuningdek c,,, ning musbat bo"lishini e"tiborga olib,
Som <€y
bolishini topamiz. Demak, {SZm} ketma-ketlik yugoridan chegaralangan.
Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko 'ra

limS,, =S (S —chekli son) (2)

mavjud.
Endi (1) gatorning dastlabki 2m—-1 ta (me N) sondagi hadidan iborat

ushbu
S 1=C—C,+C3—Cy+...4+Cyr 4
gismiy yig indisini olaylik. Ravshanki,
Soma = Som + Con-
Teoremaning n— o da ¢, — 0 bo’lishi sharti hamda (2) munosabatdan
foydalanib topamiz:

limS,, =1im(S,, +¢,,)=S.
m-—o0 m—o0
Shunday qilib, berilgan (1) gatorning gismiy yig indilaridan iborat ketma-
ketlik chekli limitga ega ekani ko rsatildi. Demak, (1) gator yaginlashuvchi. »
Masalan,

- (3)

gator hadlari keltirilgan teoremaning barcha shartlarini ganoatlantiradi. Teoremaga
ko'ra (3) gator yaginlashuvchi bo’ladi ((3) gatorning yaginlashuvi va yig indisi
In2 gateng bo lishi ko'rsatilgan edi).
2°. Dirixle va Abel’ alomatlari. Faraz qilaylik,
a , 8 ,85,..8, ,.ry
b, ,b, , by,...,b,,..
ixtiyoriy hagiqiy sonlar ketma-ketliklari bo'lib,
S,=a,+a, +...+4a,

bo'lsin. U holda Yne N , ¥Yme N uchun

n+m n+m-1
Z akbk = Z Sk (bk - bk—l) + Sn+m ) bn+m - Sn—lbn (4)
k=n k=n
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munosabat o rinli boladi.
Odatda, (4) munosabat Abel” ayniyati deyiladi.
<« Ravshanki, a, =S, —S,_; bo'ladi. Unda

l;akbk
yig indi ushbu ko rinishga

n+m n+m n+m

kZ_lakbk = kZSkbk - kz_:sk—lbk (5)

keladi. Bu tenglikning 0'ng tomonidagi birinchi qo shiluvchini quyidagicha:

n+m n+m-1

Zskbk = zskbk + Sn+mbn+m’

k=n k=n

ikkinchi go’shiluvchini esa quyidagicha

n+m n+m-1 n+m-1
2. Skabk = 2 Skby =S, 4by + > S¢byy
k=n k=n-1 k=n
yozib olamiz.
Natijada (5) tenglik quyidagicha:
n+m n+m-1 n+m-1
Zskbk = Zskbk +Sn+mbn+m - Zskbkﬂ_sn—lbn =
k=n k=n k=n
n+m-1
= Z Sk (bk —b k+1) - Sn+mbn+m - Sn—lbn
k=n
bo'ladi. »

Dirixle alomati quyidagi teorema orgali ifodalanadi.
2-teorema (Dirixle alomati). Aytaylik,

iakbk =a,b +a,b, +..+a,b, +... (6)
k=1
gator berilgan bo’lIsin. Agar:
1) {b, } ketma-ketlik kamayuvchi va u cheksiz kichik migdor,

2) iak gatorning gismiy yig indilari ketma-ketligi  chegaralangan bo’lsa,
k=1

(6) gator yaginlashuvchi bo’ladi.
<« Agar iak gatorning gismiy yig indisini

k=1

S,=a,+a, +...+a,
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desak, unda teoremaning shartiga ko'ra, shunday M >0 son topiladiki, barcha
ne N uchun

S,[<M (7)
bo"ladi.
Shartga ko'ra {b, } ketma-ketlik kamayuvchi va u cheksiz kichik migdor.
Unda Ve >0 ga ko'rashunday n, € N topiladiki, ¥n>n, da

&
0<b, <— 8
" <o ®)
boladi.
Endi
kZakbk
yig'indiga Abel’ ayniyatini go’llaymiz:
n-+m n+m-1
Zakbk = Zsk (bk _bk+1) + Sn+mbn+m - Sn—lbn'
k=n k=n

Natijada
riﬂakbk S nJer_ |Sk (bk _bk+l) + Sn+mbn+m + Sn—lbn =
k=n k=n
= nJer_ |Sk| (bk - bk+1) + Sn+m bn+m + Sn—l ) bn
k=n
bo’ladi.

(7) tengsizlikdan foydalanib topamiz:

n+m-1

S M |: Z (bk _bk+1)+bn+m:|+|\/| 'bn'

k=n

n+m

Z a‘kbk
k=n

Agar

n+m-1

Z(bk _bk+1)+bn+m =(bn _bn+1)+(bn+1 _bn+2 )'I' +(bn+m—1 _bn+m )+bn+m =bn

k=n

bolishini e tiborga olsak, unda
n+m

k=n

bo'lib, (8) munosabatga ko'ra

dab<e
k=n
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n+m

bo'ladi. Bundan Koshi teoremasiga ko'ra > a,b, gatorning yaginlashuvchiligi
k=n

kelib chigadi. »
Quyida Abel’ alomatini isbotsiz keltiramiz.
3—-teorema (Abel‘). Agar (6) gatorda:

1. iaﬂ gator yaginlashuvchi,
2. {b, } —chegaralangan, monoton ketma-ketlik bo'lsa,

u holda f:anbn gator yaginlashuvchi bo’ladi.

4-Amaliy mashg ulot.

1-Misol. Ushbu
* coskx €OSX C0S2X coskx
> = + ot
=k 1 2 k

gator yaginlashuvchilikka tekshirilsin, bunda x —tayinlangan hagiqiy son.
< Agar X =27 bo’lsa, berilgan gator
ZCOEKX :Zcosin k =Z%
k=1 k=1 k=1
garmonik gator bo’lib, u uzoglashuvchi bo"ladi.
Aytaylik, x = 2z bo’lsin. Berilgan gatorda

a, =coskx , b, =%

belgilashlarni bajaramiz.

Ravshanki, {b, }= {%} ketma-ketlik kamayuvchi va cheksiz kichik miqdor
bo'ladi (k —» oo da %—>0).

Endi iak = icoskx gatorning gismiy yigindisi S, ni topamiz:
k=1 k=1
n

n
= z coskx = LZZsm coskx =
2sin

1 . X
sin(n+=)x—sin—
2 2

= LZ[sm(k +>)x —sin(k —E)X}

2sin X Zsin5
2 2

Keyingi munosabatdan, 2z ga karrali bo’Imagan x lar uchun
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‘Sn‘gL

sin—
2
bolishi kelib chigadi. Demak, {S.} ketma-ketlik chegaralangan. Unda berilgan

gator 2-teoremaga ko ra yaginlashuvchi bo’ladi.»

2—Misol. Ushbu
= Sin nx

gatorning ixtiyoriy x € R da yaqginlashuvchi bo'lishi ko rsatilsin.
dAgar x=kz, keZ bo’lsa, unda gatorning yaginlashuvchi bolishi

ravshan.
Aytaylik, x#kz, k eZ bo’lsin. Berilgan gatorda

%=an, sinnx=b, (n>1)

deyilsa, unda berilgan gator

Z an bn
n=1

ko rinishdagi gatorga keladi. Bu gator uchun Dirixle teoremasining shartlarining
bajarilishini ko rsatamiz. Hagigatdan ham,
.
n
bolganligidan, uning monotonligi hamda n — o da a,, — 0 bo’lishini topamiz.

Endi uchinchi shartning bajarilishini ko rsatamiz:

1 X ( 1)
—_ COS——COoS| N+ = |X

Zsin5
2

n

2.b,

k=1

<=
. X
SIn—
2

n n
: X
=Y sinkx|= > 2sin=-sinkx|=
k=1 k=1

2

X
sin—
2

Demak, Dirixle alomatiga ko'ra berilgan qator yaginlashuvchi bo'ladi.»

Mashglar
1.Ushbu
In2=1—1+£—1+...= 1+£+£+1+... -2 1+1+... =
2 3 4 2 3 4 2 4
= 1+1+1+1+... - 1+l+1+l+... =0
2 3 4 2 3 4
munosabatda 2n xatolik topilsin.
2.Ushbu
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Nz

COS—— -
s 5 (4.1
nzzlJﬁln(n +1)(1+ n)

gator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.

=

B~ w

Foydalanish uchun adabiyotlar
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Zorich V.A. Mathematical Analysis Il. Springer, 2004, Germany.
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Nazorat savollari

1. Qanday gatorni ishorasi almashinuvchi gator deyiladi?
2. Leybnits alomatini ayting.

3. Dirixe alomatini ayting.

4. Abel’ alomatini ayting.

Glossariy

Ishorasi almashinuvchi gator —bu ushbu

S (D", =, —Cy +C3—Cp +.+ ()", + o (1)
=1

korinishdagi gatordir, bunda c, >0 (n=123,...).

Leybnits alomati — Agar (1) gatorda:
1) ¢,y <C,, (n=123,..) 2)limc, =0

n—o0

bo’lsa, u holda (1) gator yaginlashuvchi boladi.

Dirixle va Abel’ alomatlari — ushbu

[ee)
Zakbk - albl +a2b2 +...+ akbk +...
k=1

ko rinishdagi gatorlar uchun tadbiq gilinadi.
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1-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu

= sinn

2,

2
=1 N

gatorni yaginlashuvchiligini isbotlang.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha
va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

Keys banki

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
Test
L To’g'ri - -
Test topshirig’i javob Mugobil javob Mugobil javob
Ko’rsatilgan gatorlardan i 1 L ) ©
qaysi biri absolyut 2.(-1) o) 2D 2_sinn
yaginlashuvchi? i i i
= (-t bsol p >1 da absolyut p>1 da absolyut p>0 da
nzzll ot Gator absolyutva |, O<p<lda vaO<p<lda absolyut va
H ? " lashish shartli yaginlashadi. shartli l<p<0Oda
S I?r:fl )1""9'” ashishga yaginlashadi. shartli
tekshirilsin. yaqinIaShadi
. (_1)"—2 _ p >1 da absolyut O<p<lda p>0 da
ZT gatorni absolyut yaginlashuvchi, absolyut absolyut

n=1
va shartli yaginlashishga
tekshirilsin.

0< p<1 dashartli
yaginlashuvchi

yaginlashuvchi,
p >1 da shartli

yaginlashuvchi

yaginlashuvchi

. (_1)“ uzoglashishi
Y ~=— qatorni absolyut va ham
n=1 \/ﬁ ) ] uzoglashuvchi yaginlashuvchi yaqginlashishi
shartl_l yaqlnlashlshga ham bo'lishi
tekshirilsin. mumkin
i1 (G
3'9 271 7 3™ 3 1 )
+.... gatorning yig indisi 4 2 36
topilsin.
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5-Mavzu. Cheksiz ko paytmalar va ularning xossalari.
5-Ma’ruza.

REJA:

1°. Cheksiz ko paytma tushunchasi.

2°. Yaginlashuvchi cheksiz ko paytmaning xossalari.

3°. Cheksiz ko paytmalar bilan gatorlar orasidagi boglanish.

Tayanch so'z va iboralar: Cheksiz ko paytma, yaginlashuvchi cheksiz
ko'paytma, vyaginlashuvchi  cheksiz ko paytmaning  xossalari:  cheksiz

ko paytmaning goldig’i va uning limiti, zaruruy shart, cheksiz ko paytmaning
yaginlashuvchi bo’lishining zaruriy va yetarli shartlari.

1°. Cheksiz ko'paytma tushunchasi. Faraz gilaylik, biror
{c,}:c;,C5,Cq5.s Cpp s
haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo’lIsin. Ular yordamida ushbu
C,-Cp-Cg-...-Cp... (1)
ifodani tuzamiz.

(1) ifoda cheksiz ko paytma deyiladi va u ﬁcn kabi belgilanadi:

n=1
0
HCn :Cl 'Cz 'C3 '...‘Cn...
n=1

Bunda ¢,,c,,...,C,... sonlar cheksiz ko paytmaning hadlari, c, esa ko paytmaning
umumiy yoki n-hadi deyiladi.
Quyidagi
P,=¢-C,..c, (n=123..)

ko paytma, (1) cheksiz ko paytmaning n-gismiy ko paytmasi deyiladi.
Demak, (1) cheksiz ko'paytma berilganda har doim uning gismiy
ko paytmalaridan iborat ushbu {P,}:

P,P, P Py

ketma-ketlikni hosil gilish mumkin.

Masalan,
1 1 1
- L)L) =28

cheksiz ko paytmaning n-gismiy ko paytmasi
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2233 n n n
bo’lib, ulardan tuzilgan {P,} ketma-ketlik
A WL
4'3'85 72 n’

boladi.

1-ta'rif. [3, Ex.8, p.148] Agar n > da {P,} ketma-ketlik noldan fargli
chekli P songa intilsa (yaginlashsa), (1) cheksiz ko'paytma yaqinlashuvchi
deyiladi, P esa uning giymati deyiladi:

limp, =P,  P=[[P,
nN—o0 n=1
Agar {P,} ketma-ketlik limitga ega bo'Imasa (yoki uning limiti O bo’lsa),
(1) cheksiz ko paytma uzoqglashuvchi deyiladi.
Masalan, yuqorida keltirilgan
i 1
[1a--2)
cheksiz ko paytma uchun

limp —limt.""1_1

n—w n—w 2 n 2

bo ladi. Demak, ﬁ(l—iz) cheksiz ko paytma yaginlashuvchi va uning giymati
n=2 n

1
> ga teng.
2°. Yaginlashuvchi cheksiz ko'paytmaning xossalari. Aytaylik, biror
ﬁcnzcl'cz'cs'---'cn‘--- (1)
n=1
cheksiz ko paytma berilgan bo"lsin.
Ushbu
ch =Chi1 " Crmy2 o (2)
n=m+1

cheksiz ko paytma (bunda m-tayinlangan natural son) (1) cheksiz ko paytmaning
goldig’i deyiladi.

1-Xossa. Agar (1) cheksiz ko paytma yaginlashuvchi bo'lsa, (2) cheksiz
ko paytma ham yaginlashuvchi bo"ladi va aksincha.
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<« (1) cheksiz ko paytmaning qismiy ko' paytmasi
Pn == Cl . C2 ...C

Cp
(2) cheksiz ko paytmaning gismiy ko paytmasi

(m) _
kK =Cmit " Cmi2 "+ Crux

lar uchun
P =Pn .lem) 1
(bunda, n=m+k) bo’ladi. Bu munosabatdan, n— oo da P, ning chekli limitga
ega bo’lishidan k — oo da Q™ ning ham chekli limitga ega bo lishi, shuningdek,
k = oo da Q{™ ning chekli limitga ega bo'lishidan, n — oo da P, ning ham chekli
limitga ega bo lishi kelib chigadi. »
2-Xossa. Agar (1) cheksiz ko paytma yaginlashuvchi bo’lsa, u holda

lim(Cp1 *Crz * - " Crpakc o) =1

m-—o0
boladi.
<« Aytaylik, (1) cheksiz ko paytma yaginlashuvchi bo’lib, uning giymati P
bo'Isin. Unda

I::‘m “Ciit "Cp2 o Crpyeee = P
bo'lib, undan m — oo da

P
Cm+1 'Cm+2 ""'Cm+k"':§ —)—:1
bolishi kelib chigadi. »

3-Xossa (zaruruy shart). Agar (1) cheksiz ko 'paytma yaginlashuvchi

bo’Isa, u holda

limc, =1
N—o0
boladi.
<« Aytaylik, (1) cheksiz ko paytma yaginlashuvchi bo’lib, uning giymati P
bolsin:
limP, =lim(c, -c,-...-.c,) =P.
nN—oo n—oo
: P o
Unda P, =P ,-c,,yani c, =—"— bo’lib,
I:>n—1
. . P
limc, = lim—_ =E=1
n—>o0 n—>o Pn—l P
bo'ladi. »
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Yugqorida keltirilgan xossalardan quyidagi xulosalarni chigarish mumkin:

Cheksiz ko paytmalarning yaqginlashishida, ularning dastlabki chekli sondagi
hadlarining ta'siri bo Imaydi.

Agar cheksiz ko paytma yaginlashuvchi bo’lsa, unda n—»>o da c, —>1
bo’lganligi sababli, uning biror hadidan boshlab keyingi hadlarini musbat deb olish
mumkin bo’ladi.

Bu xossalar yaginlashuvchi cheksiz ko paytmalarda ularning hadlarini
musbat deb olish imkonini beradi.

3°. Cheksiz ko'paytmalar bilan qatorlar orasidagi bog'lanish. Faraz
gilaylik,

]ﬂ[cn =f-A,-....c... (c.>0, n=12,..)
n=1

cheksiz ko'paytma berilgan bo’lsin. Bu cheksiz ko'paytma hadlarining
logarifmlaridan ushbu

o0

Y Inc, =Inc, +Inc, +...+Inc, +... (3)

n=1
gatorni hosil gilamiz.
1-teorema. [3, Exercise 7, p.148] (1) cheksiz ko paytmaning
yaginlashuvchi bo’lishi uchun (3) gatorning yaginlashuvchi bolishi zarur va
yetarli.
« Zarurligi. Aytaylik, (1) cheksiz ko paytma yaginlashuvchi bo’lsin:
limP, =lim(c,-c,-...-c,)=P. (P —chekli son)

N—o0 N—o0

Unda (3) gatorning gismiy yig indisi uchun

S, =>.Inc,=Inc; +Inc, +...+Inc, =In(c, - ¢, -...-C,)
k=1

bo'lib,
limS, =limIn(c, -c, -...-c,)=InP
N—o0

N—o0

bo ladi. Demak, (3) gator yaginlashuvchi.
Yetarliligi. Aytaylik, (3) gator yaginlashuvchi bo’lsin:

limS, =1im> Inc =limin(c,-c,-...-¢,)=S.

N—o0 n—o0 k=1 K nN—o0

Unda (1) cheksiz ko paytmaning gismiy ko paytmasi uchun

I:)n =C -Cy-...-C, = eln(q'CZ'---Cn)
bo’lib,
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limP, = lime"(@c-&) — gs

N—o0 N—o0

bo ladi. Demak, (1) cheksiz ko paytma yaginlashuvchi. »
Ko pincha, ﬁcn cheksiz ko paytmani o’rganishda, uning umumiy hadi c,

n=1

ni quyidagicha
c,=1+a,

ifodalash qulay bo'ladi. U holda (1) cheksiz ko paytma
ﬁ(l+ a,) ,
n=1

cheksiz gator esa

SiIn(+a,)

ko rinishlarga ega bo'ladi.
Faraz gilaylik, n ning (n e N) etarlicha katta qiymatlarida

a, >0 (yoki a, <0)
bo’lsin.

2-teorema. Ushbu
[Ta+a,)
n=1

cheksiz ko paytmaning yaginlashuvchi bo’lishi uchun

gatorning yaginlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli.

<« Ravshanki, ﬁ(1+an) cheksiz ko'paytma va > a, qatorni
=1

yaginlashuvchi bo’lishi uchun avvalo

lima, =0
N—o0
bolishi kerak. Shu munosabat bajarilsin.
Keltirilgan teoremaning isboti
lim In(L+a,) 1
nN—oo a

n

munosabat hamda 1-teoremaning go'llanishidan kelib chigadi. »
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Masalan, bu teoremadan foydalanib, ushbu
i 1 1 1 1
1+—)=@1+) -@+—)-@+—)...0+—)...
1:[1( n“) 1+1)-( 2a) ( 30,) ( n“)

cheksiz ko'paytmaning « >1 bo'lganda yaginlashuvchi bo’lishini  (chunki,

iia (a >1) yaginlashuvchi),
2N

- 1 1 1 1
g(1+ H) =1+ -1+ E)-(1+ §)"'(1+H)"'

0

cheksiz ko paytmaning esa uzoglashuvchi bo’lishini (chunki, Zl uzoqlashuvchi)

n=1
topamiz.
Mashglar
1. Quyidagi
1
0 n
[ =¢
n=11+1
n

tenglik isbotlansin, bunda

. (&1
C= Ilm(Z—— Inn)
n—oo k=lk

(Eyler o"zgarmasi).

Foydalanish uchun adabiyotlar

=

Tao T. Analysis 1, 2. Hindustan Book Agency, India, 2014.

2. Aksoy A. G., Khamsi M. A. A problem book in real analysis. Springer,
2010.

Zorich V.A. Mathematical Analysis I. Springer, 2004, Germany.

Zorich V.A. Mathematical Analysis Il. Springer, 2004, Germany.
Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T.,
Shoimqulov B. A. Matematik analizdan ma’ruzalar, I, Il gq. T. “Voris-
nashriyot”, 2010.

6. Shoimqulov B. A., Tuychiyev T. T., Djumaboyev D. X. Matematik
analizdan mustaqil ishlar. T. “O’zbekiston faylasuflari milliy jamiyati”,
2008.

ok w
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Nazorat savollari

1. Cheksiz ko paytma deb nimaga aytiladi?

2. Yaginlashuvchi cheksiz ko paytma deb nimaga aytiladi?

3. Yaginlashuvchi cheksiz ko paytmaning ganday xossalarini bilasiz?

4. Cheksiz ko paytmalar bilan gatorlar orasida ganday bog lanishlar bor?

Glossariy
Cheksiz ko' paytma — bu ushbu

ﬁcn =C,CyCq e Cpu. (1)
n=1
ko'rinishdagi ifodadir, bunda c, >0 (n=123,...).
Cheksiz ko paytmaning n-qgismiy ko paytmasi — bu

P

n

Yaginlashuvchi cheksiz ko'paytma — Agar n— o da {P,} ketma-ketlik
noldan fargli chekli P songa intilsa (yaqginlashsa), (1) cheksiz ko paytma
yaginlashuvchi deyiladi.

Cheksiz ko paytma yaginlashuvchiligining zaruriy sharti — limc, =1.

N—00

=¢ -C,..c, (n=123,..)

Cheksiz ko paytmalar bilan gatorlar orasidagi bog lanish —

o0
Y Inc, =Inc, +Inc, +...+1Inc, +... (2)
=1

(1) cheksiz ko'paytmaning yaginlashuvchi bo'lishi uchun (2) qatorning
yaginlashuvchi bo’lishi zarur va yetarli.

Keys banki
1-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu

0

H(1+ x2”) (¥ <2)

n=1

cheksiz ko paytmaning yaginlashuvchiligi ko rsatilsin va giymati topilsin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha
va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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yaginlashuvchiligining
zaruriy sharti bu

n—o0

n—o

Test
L To’g'ri - -
Test topshirig’i javob Mugobil javob Mugobil javob
[T e, cheksiz ko'paytma limc, =1 limc, =0 limc, =

nN—o0

0

[J@+a,) cheksiz

n=1

ko paytmaning
yaginlashuvchi bo'lishi
uchun

o0

> a, gatorning
n=1
yaginlashuvchi
bolishi zarur va
yetarli.

> Ina, gatorning
n=1

yaginlashuvchi
bo'lishi zarur va
yetarli.

> a, " qator
n=1

yaginlashuvchi
bolishi zarur va
yetarli.

[Tc. (c,>0,n=12.)
=1

yaginlashuvchi bo'lishi
uchun

i Inc,
n=1

yaginlashuvchi
bo’lishi zarur va

2.C

n=1
yaginlashuvchi
bo’lishi zarur va

3 (¢, +1)

yaginlashuvchi
bo’lishi zarur va

yetarli. yetarli. yetarli.
L I N aniglab
11 71 cheksiz ko'paytma uzoglashuvchi yaginlashuvchi bo’Imaydi
yaginlashuvchi bo ladimi?
5| = n?- .
1:!: n2 — cheksiz 1 i 0
ko paytmaning giymatini 4 2
toping.
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MATEMATIK ANALIZ I1-KURS

6-Mavzu. Funksional ketma-ketliklar va ularning tekis yaginlashuvchiligi
6-Ma’ruza.

REJA:

1°. Funksional ketma-ketlik va limit funksiya tushunchalari.

2°. Funksional ketma-ketlikning tekis yaginlashuvchiligi.

3°. Koshi teoremasi.

4°. Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketlikning xossalari.

Tayanch so'z va iboralar: Funksional ketma-ketlik, yaginlashuvchi
funksional ketma-ketlik, limit funksiya, funksional ketma-ketlikning yaginlashish
to'plami, tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketlik, funksional ketma-ketlik
tekis yaqilashishining zaruriy va vyetarli sharti. Koshi teoremasi, notekis
yaqinlashuvchi funksional ketma-ketliklar, limit funksiyaning uzluksizligi, integral
ostida limitga o'tish.

1°. Funksional ketma-ketlik va limit funksiya tushunchalari. Aytaylik, har
bir natural n songa E R to'plamda aniglangan bitta f,(x) funksiyani mos

go yuvchi qoida berilgan bolsin. Bu goidaga ko ra

f.(x), £,(x) , o, £ (X),-.. (1)

to'plam hosil bo'ladi. Uni funksional ketma-ketlik deyiladi. E to'plam (1)
funksional ketma-ketlikning aniqglanish to plami deyiladi.
Odatda, (1) funksional ketma-ketlik, uning n-hadi yordamida {f,(x)} yoki

f(x) kabi belgilanadi. Masalan,

n+1 2 3 n+1
f.(x)= ;

N+ex? 14x2 24+x2 "n+x?’

in ,sin
n 1 2

f (x)=sin 'S e, Sin— ...

n

lar funksional ketma-ketliklar boladi va ularning aniglanish to plami mos ravishda
E=R , E=[0,+)

bo'ladi. Ravshanki, x o°zgaruvchining biror tayinlangan x=x, € E giymatida

ushbu
106 £10%0), T2 (%o Doves (X0 e

sonlar ketma-ketligiga ega bo " lamiz.
1-ta'rif. [4, Definition 1, p.363] Agar {f.(x,)} sonli ketma-ketlik
yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo'lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik x =X,
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nugtada yaqginlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi. x, nuqta esa bu funksional

ketma-ketlikning yaqinlashish (uzoglashish) nuqtasi deyiladi.

2-ta'rif.  {f (x)} funksional ketma-ketlikning barcha yaginlashish
nugtalarida iborat E,cE to'plam, {f,(x)} funksional ketma-ketlikning
yaginlashish to plami deyiladi.

Masalan, ushbu

f(x)=x"xx%x3,...,x",...

funksional ketma-ketlik aniglashish to'plami E =R bo'lib, u vXe(—l,l] nuqgtada
yaqginlashuvchi, x e R\(—Ll] da uzoglashuvchi bo'ladi. Demak, ketma-ketlikning
yaginlashish to"plami E, :(—1,1] bo’ladi.

Faraz gilaylik, {f,(x)} funksional ketma-ketlikning yaginlashish to'plami
E,(E, = R) bo’lsin. Ravshanki, bu holda har bir x € E, da

f,(x), f5(x),..., f,(X),...

ketma-ketlik yaginlashuvchi, yani
lim f_(x)

N—o0

mavjud bo'ladi. Endi har bir xe E ga lim f,(x) ni mos go’ysak, ushbu

nN—o0
f:x—limf,(x)
N—c0
funksiya hosil bo'ladi. Bu f (x) funksiya {f,(x)} funksional ketma-ketlikning
limit funksiyasi deyiladi:
lim f_(x)= f(x) (xeEy).
n—0

Bu munosabat quyidagini anglatadi: ixtiyoriy & >0 son va har bir x e E;, uchun
shunday natural n, =ny(&, x) son topiladiki, ixtiyoriy n>n, da

‘fn(x)_ f (XX <&,
ya ni
Ve>0 , 3n =ny(e,x)eN , vn>n, @ [f (x)- f(x)<e
boladi.
2°. Funksional ketma-ketlikning tekis yaginlashuvchiligi. Faraz gilaylik,

{f, ()
f.(x), f(X), £ (X),..

funksional ketma-ketlik E, to plamda yaginlashuvchi (ya'ni yaginlashish to plami
E,) bo’lib, uning limit funksiyasi f (x) bo'lsin:
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lim f_(x)= f (x).

nN—o0

Ma’lumki, bu munosabat
Ve>0, 3ng=ny(e,x)eN, vn>ny: [ (x)- f(x)<e

bo’lishini anglatadi. Shuni ta'kidlash lozimki, yugoridagi natural n, son ixtiyoriy
olingan ¢ >0 son bilan birga garalayotgan x e E, nugtaga ham bog’lig bo’ladi
(chunki, xeE, ning turli giymatlarida ularga mos ketma-ketlik, umuman
aytganda turlicha bo’ladi).

3-ta’rif. [4, Definition 9, p.367] Agar V& >0 son olinganda ham shu ¢ >0
gagina bog’liq bo’Igan natural n, =n, () son topilsaki, ¥n > n, va ixtiyoriy x € E,
da

f,(x)— f(x) <&
tengsizlik bajarilsa, ya ni
Ve>0, 3Ing=ny(e)eN, Vn>n,, VxeEq: [f(x)-f(x)<e

bo'lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik E, to'plamda f (x) ga tekis yaginlashadi
(funksional ketma-ketlik E, to plamda tekis yaginlashuvchi) deyiladi.

Shunday qilib, {f,(x)} funksional ketma-ketlik E, to’plamda f (x) limit

funksiyaga ega bo’lsa, uning shu limit funksiyasiga yaginalishish ikki xil bo’lar
ekan:

1) Ve>0, 3ng=ny(e,x)eN ,vn>n,: |f,(x)- f(x)<e

bo'lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik E, da f(x) ga yaginlashadi (oddiy
yaginlashadi). Bu holda

f.(x)— f(x) (xeE,)
kabi belgilanadi.

2) Ve>0, 3Ing=ny(e)eN, vn>n,, vxeE,: [f,(x)-f(x)<e
bo'lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik E, da f(x) ga tekis yaginlashadi. Bu
holda
f(x)5 7 (x) (xeEy)
kabi belgilanadi.

Ravshanki, {f,(x)} funksional ketma-ketlik E, to'plamda f (x) funksiyaga
tekis yaginlashsa u shu to’plamda f (x) ga yaginlashadi:

f.0)7f(x) = f,(x)> f(x) (xeEy).

—

Aytaylik,
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f ()3 F (%) (xeE)
bo'lsin. Bu holda vn>n, va VxeE, da
f,(x)— f(x) <&, yami f(x)-e<f,(x)<f(x)+e

bo'ladi. Bu esa {f,(x)} funksional ketama-ketlikning biror hadidan boshlab,
keyingi barcha hadlari f(x) funksiyaning "¢ -oralig'i" da butunlay joylashishini
bildiradi (1-chizma).

f(x)+yg I ?f
o L

1-chizma

Faraz gilaylik, {f,(x)} funksional ketma-ketlik E, to'plamda f(x) limit
funksiyaga ega bo’lsin.
1-teorema. {f,(x)} funksional ketma-ketlik E, to'plamda f (x) funksiyaga
tekis yaqilashishi uchun
limsup|f,(x)— f(x)=0

N—0 ye
bolishi zarur va yetarli. -
<« Zarurligi. Aytaylik,
f (})5 (%) (xeE)
bo’lsin. Ta'rifga binoan
Ve>0, Ing =ny(e)e N, Vn>ny, VxeE, @ [, (x)- f(x)<e

bo ladi. Bu tengsizlikdan
sup|f,(x)— f(x)<e

xeEq
bo'lib, undan
limsup|f,(x)— f(x)=0

N—=% xeE,
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bolishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik
limsup|f,(x)— f(x)=0

n—0 Xe EO

bo’lsin. Limit ta'rifga ko 'ra
Ve>0,3n,eN vn>ny,:Sup|f,(x)- f(x)<e

Xe EO

bo’ladi. Ravshanki

£, (x)— f (x)<sup|f,(x)— f(x).

Xe EO

U holda ¥xeE, uchun

f.(x)- f(x)<e

)3 ) (xeE)

bo’ladi. Bundan

bolishi kelib chigadi.»

3°. Koshi teoremasi. Funksional ketma-ketlikning limit funksiyaga ega
bolishi va unga tekis yag inlashishini ifodalovchi teoremani keltiramiz:
1-teorema (Koshi teoremasi). [4, Theorem, p.370] {f,(x)} funksional

ketma-ketlik E to plamda limit funksiyaga ega bo’lishi va unga tekis yaqinlashishi
uchun  Ve>0 son olinganda ham shunday n,=ny,eN topilib,

vn>n,, VpeN va VxeE da

‘ fn+p(x)_ 1:n(xj<‘9’
ya ni
Ve>0,3n,=n,(¢)eN, Yn>n,, VpeN va VxeE da
‘fn+p(x)_ fn(XX<8 1)

bolishi zarur va yetarli.
<« Zarurligi. Aytaylik, E to'plamda {f,(x)} funksional ketma-ketlik limit

funksiya f (x) ga ega bo'lib, unga tekis yaginlashsin:
()2 f(x).  (xeE)
Tekis yaginlashish ta'rifiga ko'ra

Ve>0, In, =ny(e)e N, Vk>n,, VXeE:\fk(x)—f(x]<§

bo'ladi. Xususan, k=n, n>n,vak=n+p, peN da
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& &
£, (x)- f(x)(<5, frp ()= F(x) <=
tengsizliklar bajarilib, ulardan

2
‘fn+p(x)_ fn(XX :‘ fn+p(X)_ f (X)_(fn(x)_ f (X)X &

<[ oo ()= £ 00) | £, ()= (x) <§+§ =&

bolishi kelib chigadi. Demak, (1) shart o’rinli.
Yetarliligi. {f,(x)} funksional ketma-ketlik uchun (1) shart bajarilsin. Uni

quyidagicha yozamiz:
Ve>0, In,=ny(¢)eN, vn>n,, VpeN, VxeE da

fn+p (X) - fn (XX < g (2)

bo’ladi.
Ravshanki, tayin x,cE da {f (x,)} sonlar ketma-ketligi uchun (2)

shartning bajarilishidan uning fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib chigadi.
Koshi teoremasiga ko'ra {f,(x, )} yaginlashuvchi boladi. Binobarin, chekli

lim f,(x,) 3

nN—o

limit mavjud.
Modomiki, har bir xe E da (3) limit mavjud bo’lar ekan, unda avval
ayganimizdek, E to plamda aniglangan

x— lim f_(x) (xeE)

n—o0

funksiya hosil bo'ladi Uni f (x) bilan belgilaymiz. Bu funksiya {f,(x)} funksional
ketma-ketlikning limit funksiyasi bo"ladi:

f.x)>f(x) (xeE).

Endi (2) tengsizlikda, n va x larni tayinlab (n>ny,, xeE) p—>ooda limitga
0 tamiz. Natijada

f(X)-f,(f<Z<e

2
hosil bo'ladi. Bu
fo (%) f (%) (xeE,)
bolishini bildiradi. »
1-misol. Ushbu
Innx
f,(X)=——
(="
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funksional ketma-ketlik E = (0,1) to plamda tekis yaginlashuvchilikka tekshirilsin.

<4 Agar ixtiyoriy k € N uchun

deyilsa,

frop(X)— (x)(z

1 1
fol=-f|=]=
2“(n) (n)
bo ladi. Demak,

Je, =InT22 vkeN,3an>k,IpeN, I =%e (0): fn+p(x*)— fn(x*}zfso.

Bu esa yuqoridagi teoremaning shartini bajarilmasligini ko'rsatadi. Demak,
berilgan funksional ketma-ketlik E = (0,1) da tekis yaginlashuvchi emas. »
Aytaylik, {f (x)} funksional ketma-ketlik E to'plamda yaginlashuvchi

bo'lib, f(x) funksiya uning limit funksiyasi bo'lsin:
f,(x)— f(x) (xeE).
Agar

Jey >0, VkeN , In>k , Ix" €E : fn(x*)— f(x*lza‘o

bo'lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik E to'plamda f(x) funksiyaga notekis
yaqinlashadi deyiladi.
2-misol. Ushbu

.1
f (x)=nsin—
(x)=nsin -~

funksional ketma-ketlik E =(0,1) da tekis yaginlashishiga tekshirilsin.
<« Ravshanki,

sin— 1
lim f, (x)=limnsin— = lim—"% ==
n—o0 n—o0 nx n—o l X

nx

Demak, berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi f (x)= 1 bo’ladi.
X

Aytaylik, x* :% bo’lsin. Unda

fn(x*)— f (x] =[nsinl—n[>1-sinl=¢,

munosabat ixtiyoriy ne N da o rinli boladi.
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Demak, f,(x)= nsin—— funksional ketma-ketlik limit funksiya f (x)=E ga
nx X

E =(0,1) da tekis yaqinlashmaydi. »

4°. Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketlikning xossalari. Tekis
yaqginlashuvchi funksiyaonal ketma-ketliklar gator xossalarga ega. Bu xossalarni
keltiramiz.

Aytaylik. {f,(x)} :

f.(x), (X, £, (X),...

funksional ketma-ketlik E — R to’plamda yaginlashuvchi bo'lib, f (x) uning limit
funksiyasi bo’lIsin:
f,(x)—> f(x) (xeE).
1-xossa. Agar  {f,(x)}  funksional ketma-ketlikning har  bir
f(x) (n=123,...)hadi E to'plamda uzluksiz bo’lib,

()3 fx)  (xeE)
bo’lsa, limit funksiya f (x) shu E to plamda uzluksiz bo’ladi.
Demak, bu holda
lim{ lim £, (t))=lim(lim f,,(t)]

t—>X ‘n—o n—oo ‘\t—X

munosabat o'rinli bo"ladi.
2-xossa.  Agar  {f,(x)} funksional  ketma-ketlikning har  bir
=|

f.(x) (n=123,..) hadi E =[a,b] da uzluksiz bo'lib,

R)ZfF)  (xelab])

bo’lsa,
b

lim ] 1, ()i = | (o

bo ladi.
Demak, bu holda
b

Iimi o< [1im 1, G

N—o0

munosabat o rinli bo"ladi.
3-xossa.  Agar  {f,(x)}  funksional  ketma-ketlikning har bir

f.(x) (n=123,..) hadi E=[a,b] da uzluksiz f,(x) (n=123,...) hosilalarga

ega bo’lib,
f(x)Se(kx)  (xelab)
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bolsa,
p(x)=f (x)
bo ladi.

Shu kabi xossalarga keyinroq o rganiladigan tekis yaginlashuvchi funksional
gatorlar ham ega bo’ladi. Ayni paytda, ular bir mulohaza asosida isbotlanadi
Mazkur xossalarning isbotini funksional gatorlarga nisbatan keltiramiz.

6-Amaliy mashg ulot.
1-misol. Ushbu

f.(x)= nsinﬂ
n
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.
<« Berilgan funksional ketma-ketlik E=[O,+oo) da aniglangan. Uning limit

funksiyasi

Jx Sin—x
f(x)=lim f_(x)=limnsin*= = lim—" . \/x =/x
n—o0 n—o0 n n—o0 \/;

n
boladi. Demak, funksional ketma-ketlik E =[0,+0) da yaginlashuvchi va
lim nsinﬂ =Jx.»

n—o0 n

2-misol. Ushbu
o (x)=x"
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.
<« Bu funksional ketma-ketlik E =R da aniglangan. Ravshanki
vx e (L,+o0) da lim f,(x)=limx" = +o

n—o0 n—o

vxe(-11) da lim f,(x)=limx" =0,
N—o0

N—00

x=1da lim f,(x)=lim1=1,
nN—o0

N—o0
Vx e(—o0,—1) da lim f_(x) mavjud emas.
N—00
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik E, :(—1,1] yaginla-shuvchi bo’lib, uning
limit funksiyasi

f (x)=limx"=

n—oo

0, agar -1<x<1 bo'lsa,
1, agar x=1 bo’lsa

bo ladi.»
3-misol. Ushbu
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f,(x)=n2x-"¥x)  (x>0)

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.
«Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi quyidagicha
topiladi:

)= 50) 5 )i 0 -

1

1011 n2 il Xn2+n -1
— limn2x™| xn n 1| = |lim XN+ . 1 —Inx. »

nN—oo n—oo n2 + n
n?+n
4-misol. Ushbu
sinnx
f, ()=
funksional ketma-ketlikning R da tekis yaginlashuvchiligi ko rsatilsin.
<«4Ravshanki,
lim £, (x)=lim>2 2 ~ 0.
n—co n—co n

Demak, limit funksiya f(x)=0 .

: 1 :
Agar Ve&>0 son olinganda noz[—} deyilsa, unda ¥n>n, va VxeR
g

uchun
“n(x)_ f(x){: smnx_O _[sinnx sls 1 ce
n n n ny,+1
bolishini topamiz. Demak ta'rifga binoan
sin nxj0
n
bo'ladi.»
5-misol. Ushbu

f (x)=./x +i2
n

funksional ketama-ketlikning E, = R da tekis yaginlashuvchiligi ko rsatilsin.
<Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi

f()=limf,(x)=lim [x2+ = =} (xeR)
n—> n—> n
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sup| fo(x)— f (%)]

ni topamiz:
1
Sup /x2+ni2—\x\ = Sup ”i :Supniz- 11 :%.
xeR xeR ( X2+2+‘X‘J xeR ( X2+2+‘X‘J
\ n \ n
Demak,
lim Sup /x2+i2—\x\ _limE=0
N—w© yoR n n—o N
bo’lib,
/x2+i2;’\x\ (xeR)
n
bo'ladi. >

Eslatma. Agar {f,(x)} funksional ketma-ketligi uchun E — R to’plamda
limsup| f,(x)— f (x)=0
E

N—o0 xXe

bo'lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik E da tekis yaniglashishi shart emas.

Mashqglar. Berilgan to‘plamlarda funksional ketma-ketliklarni tekis
yaginlashishga tekshiring

1. f,(x)=2In%0 1. 2. f (x)=x"0< L
((x) ~In—0 <x < L(x)=x 0<x<,
3. f (x)=e " 1< x <1, 4. f (x)=x"-x"10<x<1
5. f,(x)=e"*:0<x<1. 6. f,(x)=x"0<x<1
7. f,(x)= xarctgnx0 < x < o, 8. f.(x)=x"—x"0<x<1
9. f,(x)= arctgnx0 < X < +o. 10. £ (x)= 1 ey < o0
X+n
11. £, (x)=sin ;o0 < X < +o0, 12, f (x)= — X 0<x<1
n 1+n+x
13 £, () =% o0 < X < 4o, 14. f (x)= X 0<x<l-g,6>0.
n 1+x"
15. fn(x)zn{ /x+1—\/;}0<x<+oo. 16. f,(x)= X —l-e<x<l+ee>0.
n 1+x
17. £ (x)= Xz+ni2;_oo<x<+oo. 18. fn(x)zlj:Xn 12 < X < 400,
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MATEMATIK ANALIZ I1-KURS

19. fn(x):ﬂ;l<x<+oo. 20. fn(X):ﬂ'OSXSL

1+n?x? 1+n2x?’

21. f,(x)=— "X a)0<x<+o0,b)0< x<1.

N+ x+Jnx
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7. Tao T. Analysis 1, 2. Hindustan Book Agency, India, 2014.

8. Aksoy A. G., Khamsi M. A. A problem book in real analysis. Springer,
2010.

9. Zorich V.A. Mathematical Analysis I. Springer, 2004, Germany.

10.Zorich V.A. Mathematical Analysis Il. Springer, 2004, Germany.

11.Xudayberganov G., Vorisov A. K, Mansurov X. T.,
Shoimqulov B. A. Matematik analizdan ma’ruzalar, I, Il g. T. “Voris-
nashriyot”, 2010.

12.Shoimqulov B. A., Tuychiyev T. T., Djumaboyev D. X. Matematik
analizdan mustaqil ishlar. T. “O’zbekiston faylasuflari milliy jamiyati”,
2008.

NAZORAT SAVOLLARI

Yaginlashuvchi funksional ketma-ketlik deb nimaga aytiladi?

Limit funksiya nima?

Funksional ketma-ketlikning yaqginlashish to plamini tushuntiring.

Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketlikning ta’rifini ayting.
Funksional ketma-ketlik tekis yaqilashishining zarur va yetarli shartini
ayting.

Koshi teoremasini ayting.

Notekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketlik deb nimaga aytiladi?

8. Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketlikning qanday xossalarini
bilasiz?

ok wWNhE

~N o

GLOSSARIY

{f,(x)} funksional ketma-ketlik x=x, nuqtada yaginlashuvchi
(uzoglashuvchi) - Agar {f,(x,)} sonli ketma-ketlik yaginlashuvchi

(uzoqlashuvchi) bo‘lsa
{f,(x)} funksional ketma-ketlikning yaqinlashish to‘plami - {f (x)}

funksional ketma-ketlikning barcha yaginlashish nuqgtalarida iborat E, c E
to‘plam
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MATEMATIK ANALIZ I1-KURS

funksional ketma-ketlik E, to‘plamda f(x) ga tekis yaginlashadi
(funksional ketma-ketlik E, to‘plamda tekis yaqinlashuvchi) - Agar Ve >0
son olinganda ham shu &>0 gagina bog‘liq bo‘lgan natural n,=n,(s) son
topilsaki, vn>n, va ixtiyoriy x e E, da

f.(x)-f(x)<e
tengsizlik bajarilsa, ya'ni
Ve>0, Ing=ny(e)eN, Vn>ny, VxeEy: |f,(x)-f(x)<e
bo‘lsa, {f,(x)} deyiladi.

{f,(x)} funksional ketma-ketlik E, da f(x) ga yaginlashadi (oddiy
yaginlashadi) - Ve>0, 3ny=ny(e,x)eN ,vn>ny: |f,(x)- f(x)<e bolsa.
Belgilanishi: f (x)— f(x) (xeEy)

{f.(x)} funksional ketma-ketlik E, da f(x) ga tekis yaginlashadi -
Ve>0, Ing=ny(e)eN, Vn>ny, VxeE, : |f,(x)— f(x)]<ebolsa.

Belgilanishi: f,(x)2 f (x) (xeE,)

Koshi teoremasi - {f (x)} funksional ketma-ketlik E to’plamda limit

funksiyaga ega bo'lishi va unga tekis yaginlashishi uchun V& >0 son olinganda
ham shunday n, =ny,) € N topilib, vn>n,, VpeN va VxeE da

frup () fo(x) <&,

ya ni
Ve>0,3n,=ny(¢)eN, Vn>n,, vpeN va VxeE da

‘fmp(x)— fn(x)| <&

bolishi zarur va yetarli.

Notekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketlik - Agar

gy >0, vkeN , In>k , Ix €E : fn(x*)— f(x*]zgo

bo'lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik E to'plamda f(x) funksiyaga notekis
yaqinlashadi deyiladi.

Limit funksiyaning uzluksizligi - Agar {f (x)} funksional ketma-
ketlikning har bir f,(x)  (n=1,2,3,...) hadi E to’plamda uzluksiz bo'lib,

f.x)3 f(x)  (xeE)
bo’lsa, limit funksiya f (x) shu E to plamda uzluksiz bo"ladi.
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KEYS BANKI

1-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu

f (x)= n(ﬂ—&j

funksional ketma-ketlikni E = (0,+oo) da tekis yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
2-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Aytaylik, f(x) funksiya (a,b)da uzluksiz

f'(x) hosilaga ega bo’lib,
f.(x)= n[f(x+%)— f(x)j

bo'lsin. Bu funksional ketma-ketlikning [a;,b;]c(a,b) da f'(x) ga tekis
yaginlashishi isbotlansin
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
e Kkeysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha
va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
TEST
L To’g'ri - Mugobil
Test topshirig’i javob Mugobil javob javob
1 f.(x) = St X funksional ketma-
n
= 3 =
ketlik uchun N = da limit f0=0 X f)=2
funksiyani toping.
2 o ning ganday giymatlarida
Z_ll(—l)”*1 ni“ sonli gator absolyut a>1 a=1 a<1
yaqinlashuvchi bo’ladi?
3 «a ning ganday giymatlarida
=g 1 .
;(—1) 1W sonli gator absolyut o1 a=2 a<l
yaginlashuvchi bo’ladi?
4 =1 .
Qanday « da Z_;n_“ sonli gator <l 0> <l
uzoglashuvchi?
5 1 .
Qanday « da ;W sonli gator <l >4 <l
uzoglashuvchi?
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11-KURS

Ko’rsatilgan gatorlardan qaysi biri
absolyut yaginlashuvchi?

Ko’rsatilgan qatorlardan qaysi biri
absolyut yaginlashuvchi?

fn (X) _ SIn nX
n

ketlik uchun n— oo da limit
funksiyani toping.

funksional ketma-

sin 2nx
f (X)=
2 (X) o
ketlik uchun n — oo da limit
funksiyani toping.

funksional ketma-

f(X)EO

f(x)=2

10

f.(0)=x" neN ¢ ksional

ketma-ketlik X =1 nuqtada gqanday
songa intiladi?

Test topshirig’i

To’g'ri
javob

Mugobil javob

Mugqobil
javob

f.()=x" neN g ksional

ketma-ketlik x =1/2 nuqtada
ganday songa intiladi?

Ko’rsatilgan funksional ketma-
ketliklardan gaysilari tekis
yaginlashadi?

sinnx

,heN
n2

f.(x) =

f,(x)=sinnx,ne N

f(x)=—"—, neN
Sin NX

Ko’rsatilgan funksional ketma-
ketliklardan gaysilari tekis
yaginlashadi?

f(x)= 25:2”", neN

f,(x)=sin3nx,ne N

f(x)=——, neN
Sin nx

1
fn (X) =

X" +nNn
lim f_(x) = f (x) bo’lsa

f(X)EO

limit funksya
yo'q

f(x)=1

f(X)—?
1
f =
n(X) x? +n?
lim f_(x) = f(x) bo’lsa
f(x)—?

f(x)=0

limit funksya
cheksiz ko’p

f(x) =1

f.(xX)=x", ne N funksional

ketma-ketlikning yaginlashish
sohasini toping.

(_l! 1]

(_2’ 3]

(—o00, +0)

{fn(x) } funktsional ketma-ketlik
n—oo da X to plamda f (x)
funksiyaga tekis yaginlashadi,
agar

lim Sup| f,(x)— f (X)

N—0 y-x

=0 lim |, (x) - (

xeX

Ve>0 3n, (g)
[ f.0)-f (Nl<e
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7-Mavzu. Funksional gatorlar va ularning tekis yaginlashuvchanligi

7-Ma’ruza.
REJA:

1°. Funksional qator va uning yig‘indisi.

2°. Funksional gatorning tekis yaginlashuvchiligi.
3°. Veyershtrass alomati.

4°. Dirixle alomati.

5°. Abel’ alomati.

Tayanch so'z va iboralar: Funksional gator, nugtada yaginlashuvchi
(uzoglashuvchi) funksional qator, absolyut yaginlashuvchi funksional gator,
funksional gator yig indisi, tekis yaginlashuvchi funksional gator, zaruriy va
yetarli shart, Koshi teoremasi. Veyershtrass, Dirixle, Abel’ alomatlari.

1°. Funksional gator va uning yig'indisi. Faraz gilaylik, E =R to’plamda

aniglangan
U, (x),u,(x),...,u, (x),...

funksional ketma-ketlik berilgan bo’lsin. Bu ketma-ketlik hadlari yordamida
tuzilgan quyidagi

Uy (X)+u, (X)+ ... +u, (x)+...

ifoda funksional gator deyiladi va iun(x) kabi belgilanadi:

n=1
iun(x): Uy (X)+ Uy (X)+ ... +u, (X)+... . (1)
n=1
Bunda E funksional gatorning aniglanish to plami deyiladi. Masalan,

0]
D) X" =1 x4+ X2 et X" e,
n=1

o0
2) Y ne™ =e*+2e™ +3e¥ +---+ne™ +-..
n=1

funksional gatorlar bo’lib, ularning aniglanish to’plami E = (=0, + ) bo'ladi. (1)
funksional gator hadlaridan ushbu
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yig'indilarni tuzamiz. Ular (1) funksional gatorning gismiy yig indilari deyiladi.
Demak, (1) funksional gator berilgan holda har doim bu gatorning (2) gismiy
yigindilaridan iborat {S, (x)}:

S,(x),S,(x),...,S,(x),...

funksional ketma-ketlik hosil bo’ladi. Ravshanki, x=Xx, € E nuqtada{S,(x,)}

sonlar ketma-ketligi bo ladi.
1-ta'rif. [4, Definition 1, p.372] Agar {S,(x,)} yaginlashuvchi

(uzoglashuvchi) bo’lsa, iun(x) funksional gator x = X, nuqtada yaginlashuvchi

n=1
(uzoglashuvchi) deyiladi, X, nuqta funksional qatorning Yyaginlashish
(uzoglashish) nugtasi deyiladi.

2-ta'rif. iun(x) funksional gatorning barcha yaginlashish nugtalaridan

n=1

iborat E, c E to plam, Zun(x) funksional gatorning yaginlashish to plami

n=1
deyiladi. Bu holda iun(x) funksional qator E, to plamda yaginlashuvchi ham
deb yuritiladi.
Agar E, to plamda ushbu

g‘un(x} = ‘ul(x)‘ "“Uz(xx +"'+‘Un(XX T

gator yaginlashuvchi bo’lsa, iun(x) funksional gator E, da absolyut
yaginlashuvchi deyiladi. N
3-ta'rif. [4, Definition 3, p.372] iun(x) funksional gatorning gismiy
yig'indilaridan iborat {S, (x)} ketma—ketlikn?glg limit funksiyasi S(x):
S, (x)— S(x) (xeEy)
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iun(x) funksional gator yig'indisi deyiladi.

n=1
Su,(x)=5(x)  (xeE,) kabi yoziladi.
=1
1-misol. Ushbu

S =1 X+ XX
n=1
funksional gatorning yaginlashish to plami va yig indisi topilsin.
« Berilgan funksional qatorning aniglanish to'plami E =R boladi.
Qatorning gismiy yig indisini topamiz:
1-X agar 61
S,(X)=1+X+X+ -+ +X"'=91-x" g
n , agar 0=1.

Ravshanki, n — oo da S, (x) ning limiti x ga bog'lig boladi:
a) xe(-1,1) da

n
lims, (x)= lim -+~ *_|-_1_.
N—o0 nooll—-x 1-X) 1-X

6) xe[l,+w)da
limS, (x)=oo;

N—o0

B) Xe(—00,—1] da limS,(x) mavjud emas.
N—o0

Demak, berilgan funksional qatorning yaginlashish to'plami E, =(-1,1)
bo’lib, yig indisi

1
S(X)=—
(X)=17
bo'ladi. »
2-misol. Ushbu
© Xn
n:11+ in

funksional gatorning yaginlashish to plami topilsin.
<« Sonli qatorlar nazariyasidagi Dalamber alomatidan foydalanib topamiz:
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. |u
lim 222

n—o

a) xe(-1,1) da

Bu holda berilgan funksional gator (—1,1) da yaginlashuvchi bo’ladi.
b) xe(—o00,—1)U(l,+x) da

2n 1 +1
X[1+X ) w2n+1 x| |1
lim —— 2= lim ==
noool+x2" 2] n oo 1 L1 X
X2n+2

bo’lib, funksional gator x e (—o0,—1)U(1,+ o) da yaginlashuvchi boladi.
v) x =+1 da berilgan funksional gator mos ravishda ushbu
1 s
nzzlz ’ Zl 2

sonli gatorga aylanadi va ular uzoglashuvchi bo’ladi.
Shunday qilib, garalayotan funksional gatorning yaqinlashish to plami

E, =R\ {-1,1} = (~o0,-1)U(-1,1)U(1,+ )

bo’ladi. »

2°. Funksional gatorning tekis yaginlashuvchiligi. Aytaylik,
ilun(x)z Uy () +u, (X)+ ... +u, (x)+...
funksional gator E, toplamda yaginlashuvchi (ya'ni gatorning yaginlashish
to'plami E,) bo'lib, yig'indisi S(x) bo’lsin:
S, (x)— S(x) (xeE,) (3)
bunda, S, (x)=u,(x)+u,(x)+---+u,(x). (3) munosabat
Ve>0,VxeEy,3n, =ng(e,x)e N, vn>n,:[S,(x)-S(x) <&

bolishini anglatadi.

4-ta'rif. Agar E, to'plamda

S,(x) S(x),  (x<E,)
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ya ni
Ve>0,3ny=ny(e)eN,Vn>n,, VxeEy:|S,(x)-S(x)<e

bo’lsa, > u,(x) funksional gator E, to plamda tekis yaginlashuvchi deyiladi.

n=1
Agar
() =5(x)- 8, (x) .
deyilsa, funksional gatorning E, to plamda tekis yaginlashuvchiligini quyidagicha
n(x)30  (xeE),
ya ni
Ve>0,3n,=ny(e)eN,Vn>n, VxeE, :|r,(x)<e
ko rinishda ta'riflash mumkin bo"ladi.
Shunday qilib

Ir]i;lun(x)= Uy (%) +u, (X)+ ... +u, (x)+...

funksional gator, uning gismiy yig indisi
S (%) = Uy (x)+ Uy (x)++--+u, (x)
va yig'indisi S(x) uchun

S, (x)—>S(x) (xeEy)
bo'lsa, funksional gator E, da yaginlashuvchi,
8,(x) 3 8(x) (xeE)

bo’lsa, funksional gator E, da tekis yaginlashuvchi bo’ladi.

1-teorema. iun(x) funksional gator E, da qator yig'indisi S(x)
n=1

funksiyaga tekis yaginlashishi uchun
limsup|S, (x)—S(x) =0,
N=%0 ek,
ya ni
limsup|r,(x)=0
N—=% xeE,
bolishi zarur va yetarli.
<« Bu teoremaning isboti ravshan, (garalsin 65-ma‘ruza,1-teorema.) »
3-misol. Ushbu
X 1

2.

S (x+n)x+n+1)

funksional gatorning [0,+ o) da tekis yaginlashuvchi bo'lishi isbotlansin.
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<« Berilgan funksional gatorning qismiy yig'indisini hisoblab, so'ng
yig indisini topamiz:
1 1 1

Ll Y ) M Py U R Py )

1 1 1 1 1 1
(x+1 x+2j (x+2 x+3j (x+n x+n+1j

11
X+1 X+n+1'

I|mS(x)—I|m(1 L j L

N0 oo\ X+1 X+n+1) x+1
Demak,
1
S(x)=——
(X) X+1
Unda
S, (0)-8(x)= -
Xx+1 Xx+n+1 x+1 X+n+1
bolib,
s [5,()-S(x)=-"
Xe[0+oo) n+1
bo ladi. Keyingi tenglikdan
lim sup [S,(x)-S(x)}=0

N—0o0 XG[O +oo)

bo'lishi kelib chigadi. 1-teoremaga ko'ra berilgan funksional gator [0,+oo) da
tekis yaginlashuvchi. »
Eslatma. Agar
limsup|S, (x)—S(x) =0

N—o0 XGEO

bo’lsa, iun(x) funksional gator E, da tekis yaginlashuvchi bo’lisht shart emas:

n=1
Masalan,
S =14 x4+ xE X"
n=1
funksional gatorning (~1,1) da yaginlashuvchi, yig indisi
1
S(X)=—
(X)=1
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bolishini ko rgan edik. Bu funksional gator uchun

n
lim sup |S,(x)— S(x) = lim sup

N—% _1ex<1 N—0 _1 x|

= 400

1-x

bo ladi. Demak, funksional gator (—1,1) da tekis yaginlashuvchi emas.
Faraz gilaylik,

Zu (x)=uy (x)+uy (X)+ ... +u, (X)+...

funksional gator E = R to plamda berilgan bolsin.

2-teorema (Koshi). [4, Theorem 1, p.373] iun(x) funksional gator E

n=1
to plamda tekis yaginlashuvchi bo'lishi uchun

Ve>0,3n,=ny(s)eN, ¥Yn>n,,VpeN,VxeE da

‘Sn+p S j ‘un+1 )+un+2(x)+'”+un+p(XX<8

bolishi zarur va yetarli.
Bu teoremaning isboti [3] dagi 65-ma ruzadagi 2-teoremadan kelib chigadi.
3°. Veyershtrass alomati.
Teorema (Veyershtrass alomati). [4, Corollary 2, p.375] Aytaylik, E
to plamda

o0

> u, (%)= ug(X)+uy (X)+ .o+ u, () +. (1)
n=1
funksional gator berilgan bo'lib,
1) YneN, VxeE dalu,(x)<C,,

2) Y C,=C,+C,+...+C, +... sonli gator yaginlashuvchi bo’lsin. U

n=1
holda (1) funksional gator E to plamda tekis yaginlashuvchi bo’ladi.
<« 1)-shartgakora Vn>n, ,VpeN va VxeE uchun

‘Un+1(X)+Un+2(X)+°"+Un+p(X)(S‘Un+1(XX+‘Un+2 Xx+ +‘un+p jscn+1+

+Chpp ot Cn+p

bo'lib, 2) - shartda, ya'ni icn gatorning yaginlashuvchiligidan Koshi
n=1
teoremasiga binoan

Ve>0,3In,=n,(¢)eN,vn>n,, VpeN da
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Crig +Chup +eo+4+Copy <&

n+1 n+p

bo ladi. Demak,

‘un+1 )+Un+2(X)+“°+Un+p(Xj <é&.

Awvalgi mavzudagi 2-teoremaga ko'ra > u,(x) funksional gator E

n=1
to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. >
1-misol. Ushbu
© Xsinx
2

n=1+1+ n2(1+ nxz)

funksional gator tekis yaqinlashishga tekshirilsin.
<« Berilgan gatorning aniglanish to'plami E =(—o0,+00) bo’lib, uning
umumiy hadi

u,(x)= XSinx (n=1,2,3,...)

" Vi1+ n2(1+ nxz)

bo’ladi. Ravshanki,
X

Vi+ n2(1+ nxz)'

‘ (X _‘ Xsinx

\/H(1+nx )

Endi VX e (—o0,+00) uchun

}g

X 1
<
1+nx2 ~ 24n
bolishini e'tiborga olib topamiz:
X 1 1

V1+ n2(1+ nxz)_ 2. /nlt+n2) 2n¥?

Demak, berilgan funksional gatorning hadlari uchun

un (x) <

2n3/2

o0

boladi. Ma lumki, % gator yaginlashuvchi. Binobarin, Veyershtrass

n=1N
alomatiga ko'ra berilgan funksional gator (—oo,+oo) da tekis yaginlashuvchi
bo'ladi. »

4°. Dirixle alomati.
Funksional qatorlarning tekis yaginlashishini ifodalovchi keyingi
alomatlarini isbotsiz keltiramiz.
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Teorema (Dirixle alomati). [4, Proposition 3, p.377] Aytaylik, EcR
to'plamda aniglangan u,(x) va v,(x) (n=12,3,...) funksiyalar quyidagi
shartlarni bajarsin:

1) VxeE da {u,(x)} ketma-ketlik monoton;

2) {u, (x)} funksional ketma-ketlik E da 0 ga tekis yaginlashuvchi:
u,(x) 3 0 (xeE);
3) shunday C € R mavjudki, Vne N, VxeE da

Zn:vk(x)(sc.

k=1

vy (%) + vy (X) 4+ v, (x) =

U holda

funksional gator E to plamda tekis yaqginlashuvchi boladi.

2-misol. Ushbu
2, SinX - sinnx
" An+x
funksional gator E =[0,+ o) da tekis yaginlashuvchiligi isbotlansin.
<« Aytaylik,

=sinX-sinnx

()= ()

bo'Isin. Bu funksiyalar uchun Dirixle alomatidagi uchta shart bajariladi.
Hagigatdan ham,

1
1) VxeE dau,(x)= uchun
) =
1 1 Jn+l+x—n+x
Jn+x  Jn+1+x  Jn+x-Jn+1+x
1

= >0
Jh+x)n+1+x)-(Vn+1+x+/n+x)
bo lganligidan uning kamayuvchiligi kelib chigadi;

2) Ravshanki,

1 1 1
u.(x)= < ,h— o0 da —=—>0.
() Jn+x  +/n Jn
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Demak,
u,(x)30 (x<E);
3) bu holda
S'v (X} =| 3 sinxsinkx| = 2/cos > sin™ . sin 1y <2
k=1 k=1 2 2 2
bo’ladi.

Dirixle alomatiga ko'ra berilgan funksional gator E =[0,+ ) da tekis

yaginlashuvchi.»
5°, Abel’ alomati.
Teorema (Abel’ alomati). Aytaylik, E — R to plamda aniglangan un(x) va

v,(x) (n=12,3,...) funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin:
1) VxeE da {u,(x)} ketma-ketlik monoton;
2) shunday C € R topiladiki, VneE , VxeE da

u,(x}=<C;

3) ivn (x) funksional gator E toplamda tekis yaginlashuvchi. U holda
=1

funksional gator E to plamda tekis yaginlashuvchi bo ladi.
3-misol. Ushbu

o (_1)n+1 )
X
funksional gatorning E = [0,1] da tekis yaginlashuvchi ekanligi isbotlansin.
<« Aytaylik,
_ )n+1

u,(x)=x", v,(x)= ln (xe[0,1])

bo'lsin. Bu funksiyalar uchun Abel’ alomatidagi uchta shart bajariladi (bu
ravshan). Unda Abel’ alomatiga ko'ra berilgan funksional gator [0,1] da tekis

yaqinlashuvchi bo’ladi.»

7-Amaliy mashg ulot
Mashqg. 1. Agar

2u,(x)  (xeE)
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funksional gator E to'plamda tekis yaginlashuvchi bo'lsa, {u,(x)} funksional
ketma-ketlikni E to plamda 0 ga tekis yaginlashishi isbotlansin.

n+1
2. Ushbu Z( D) ~arctgnx  (xeR) funksional gator R da tekis
1n+x

yaginlashuvchi ekanligi isbotlansin.
Mashqglar. Berilgan to‘plamlarda qatorning tekis yaqinlashishini
Veyershtrass alomatiga ko‘ra ko‘rsating.

1 Zarctg N =[] < oo 2 ixze‘”x;0£x<+oo
n=1
4 © sinnx; .
3 Zln(1+ j|x|<3 ; oJn [X| < +o0
5 cosnx o < o0, 6 . sinnx x| < 400,
n; < nZ~13\/n4+x4 4
© n © 2
7 Y =—ix<2 8 zn—(x +x‘") <x<2.
n=1 ! n=1 n
= nx &2 X
9 ;_1+HSX2 x| < +o0 10 g{l+n4x2 0< X < 4o
2, (-1) S .
11 nz_ll)(H_;" —2 < X < 40. 12 §X2+n2 1—00 < X < +00,
% _1)n—l © (_1)n—1xn
13 ( 0 < X < +o0, 14 0<x<1
nz_:‘x+ n’ n%“ Jn®
d —1)n_1X2n_ 16 = 1 .
15 nzzl: n l<x<l Z:;‘(x+2n 1)- (x+2n+1)’0£x<+oo'
> . 1 2X 2
17 —arctg ————;— .
;sm\/ﬁarch2+nz o<x<+0. 18 Zl (l+2+n J_oo<x<+oo.
= (x—1) = nin(l+ nx)
19 &;_13 3. 20 —n2 < X < +o0,
;(3n+1)-3” a %

21 Zln{1+n (o 1Josxsz.
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NAZORAT SAVOLLARI
Yagqinlashuvchi funksional gatorning ta’rifini ayting.
Absolyut yaginlashuvchi funksional gatorning ta’rifini ayting.
Funksional gator yig indisi nima?
Tekis yaqginlashuvchi funksional gatorning ta’rifini ayting.
Funksional gator tekis yagilashishining zarur va yetarli sharti ganday?
Koshi teoremasini ayting.
Veyershtrass alomatini ayting.
Dirixle alomatini ayting.
Abel’ alomatini ayting.

©oOoNOO O WNRE

GLOSSARIY
> u,(x) funksional gator x = x, nuqgtada yaginlashuvchi
=}
(uzoglashuvchi) deyiladi - Agar {S, (x, )} yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘Isa.
> u,(x) funksional qatorning yaqinlashish to‘plami - > u, (x) funksional
=}

n=1
gatorning barcha yaginlashish nugtalaridan iborat E, — E to‘plam.

iun (x) funksional gator E, da absolyut yaginlashuvchi deyiladi - Agar
E, to‘pzlilmda ushbu
ni;l\un(x] = Jug (%) 4+ ug ()] 4+ [u, (x)] +-+-
gator yaginlashuvchi bo‘lsa.
ilun(x) funksional gatorning gismiy yig‘indilaridan iborat {S,(x)} ketma-

ketlikning limit funksiyasi S(x):
S, (x)— S(x) (xeEy)
iun(x) funksional qator yig‘indisi deyiladi.
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Veyershtrass alomati - Aytaylik, E to plamda
iun(x):ul(x)+u2(x)+...+un(x)+... (1)
n=1

funksional gator berilgan bo'lib,
1) VvneN, VxeE dalu,(x|<C, ,

2) >C,=C,+C,+...+C, +... sonli qgator yaginlashuvchi bo’lsin. U
n=1
holda (1) funksional gator E to plamda tekis yaginlashuvchi bo’ladi.
Dirixle alomati - Aytaylik, EcR to'plamda aniglangan u,(x) va

v,(x) (n=12,3,...) funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin:
1) VxeE da {u,(x)} ketma-ketlik monoton;
2) {u, (x)} funksional ketma-ketlik E da 0 ga tekis yaginlashuvchi:

u,(x) 3 0 (xeE);
3) shunday C € R mavjudki, Vne N ,VxecE da

vy (X)+ v, (X) -+ v, (x) =

U holda

funksional gator E to plamda tekis yaginlashuvchi bo"ladi.
Abel’ alomati - Aytaylik, EcR toplamda aniglangan u,(x) va

v,(x) (n=12,3,...) funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin:
1) VxeE da {u,(x)} ketma-ketlik monoton;
2) shunday C € R topiladiki, Vne E , VxeE da

u,(x}=<C;

3) ivn (x) funksional gator E to plamda tekis yaginlashuvchi. U holda
=1

funksional gator E to plamda tekis yaginlashuvchi boladi.
KEYS BANKI

1-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu
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0 (_1)n+1 i
X
funksional gatorning E = [0,1] da tekis yaginlashuvchi ekanligi isbotlansin.
o (_1\nHl
2-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu Z%arctgnx (xeR)
n=1n+x

funksional gator R da tekis yaginlashuvchi ekanligi isbotlansin.

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha
va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani Yyeching

(individual).
TEST
L To’g'ri - Mugobil
Test topshirig’i javob Mugobil javob javob
1 01 ; ;
Z;x funksional gatorning (—1,1) (—2,3] (—o0, +0)
yaginlashish sohasini toping.
2 2N . . x| >1 da absolyut | |x| <1 da absolyut
Z—n funksional gatorning ] _ ] | uzoglashuvc
1 X yaginlashuvchi yaginlashuvchi hi
yaginlashish sohasini toping. :
3 = . . x|>0 da x| >1 da absolyut | |x|>1/2 da
D ne™ funksional gatorning ] )
n-1 absolyut yaginlashuvchi absolyut
yaginlashish sohasini toping. yaginlashuvchi yaginlashuv
chi
41t == limf () =f(x) f(x) =0 limit funksya foo -1
X“+n o yo’q
bo’lsa ¢ ¢xy -
5 | £(x)=x", neN funksional (-11] (-2,3] (o0, +00)
ketma-ketlikning yaginlashish
sohasini toping.
6 | Qaysi tasdiglar to'g'ri?
X 2 1 Ikkalasi
1. x e (—o0;+00) da Slnﬁ ~0. noto'g'ri
2. X e (—o0;+o0) da SITnx:O
7 Qanday shartlar bajarilganda
kz‘ u,(x) gqator X to'plamda tekis 13 1,2 23
yaginlashadi?
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1.Ve>0 3n,:

In>n, VxeX =D u(x)
k=n

2.VXxe X Ve>0 3n,:

iuk(x) <e.

k=n
3.Ve>0 3n,: Vn>n,

iuk (X)

k=n

vn>n,=

vm>n,Vxe X =

<¢&.

<&

L To’g'ri - Muqobil
Test topshirig'i javob Mugobil javob javob
1l&x : .
ZF funksional qatorni tekis notekis uzoglashuvchi

n=1
—1<x <1 da yaqinlashishga
tekshiring..

yaginlashuvchi

yaginlashuvchi

2| & X .

> funksional
~ (n-Dx+D(nx+1)

gatorni 0< X <+oo da

yaginlashishga tekshiring.

notekis
yaginlashuvchi

uzoglashuvchi

tekis
yaginlashuvch
i

3| &si
Zsm ™ funksional gatorni
n=1

£<x<2r—¢ datekis
yaginlashishga tekshiring.

tekis
yaginlashuvchi

notekis
yaginlashuvchi

uzoglashuvchi

4 o (_1)n ) )
Zm funksional qatorni tekis notekis uzoglashuvchi
n=1 - . . .
0< x < 100 da tekis yaginlashuvchi yaginlashuvchi
yaginlashishga tekshiring.
S| & 1 . ,
;2 S funksional gatorni notekis tekis uzoglashuvchi
0 < x < 400 da tekis yaginlashuvchi yaginlashuvchi
yaginlashishga tekshiring.
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8-Mavzu. Tekis yaginlashuvchi funksional gatorlarning xossalari

8-Ma’ruza.
REJA:

1°. Funksional qator yig‘indisining uzluksizligi.
2°. Funksional gatorlarni hadlab integrallash.
3°. Funksional gatorlarni hadlab differensiallash.

Tayanch so'z va iboralar: Funksional qator yig‘indisining uzluksizligi,
funksional qatorlarni hadlab integrallash, funksional qatorlarni hadlab
differensiallash.

1°. Funksional gator yig'indisining uzluksizligi. Faraz gilaylik, E <R
to plamda

r]i;lun(x):ul(x)+u2(x)+...+un(x)+... (1)

funksional gator berilgan bo’lib, uning yig indisi S(x) bo’lsin.
1-teorema. Aytaylik, (1) gator ushbu shartlarni bajarsin:
1) qatorning har bir u,(x)  (n=1,2,3,...) hadi E to’plamda uzluksiz,

2) iun(x) gator E da tekis yaginlashuvchi. U holda funksional gatorning
=1

yig'indisi S(x) funksiya E to’plamda uzluksiz bo’ladi.
< Aytaylik, x, € E,
S (%) = Uy (x) + U (x)+ -+ +uy (%)
bo'lsin. Teoremaning 2) — shartiga ko 'ra
S,(x)2S(x) (xeE)

—

bo'ladi. Ta'rifga binoan
Ve>0, 3n,=ny(s)eN, Yn>n,vaVxeE da

a(x)-8(x) < @
jumladan

‘Sn(xo)_S(XoX<§ 3)

tengsizliklar bajariladi.
Ravshanki, (2) va (3) tengsizliklar n ning n, dan katta biror tayin n,

giymatida ham o rinli bo ladi:

S5, ()-s(x) <=, (2")

£
3
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‘Snl(xo)_s(xoj<§- (3)

Teoremaning 1) shartidan va chekli sondagi uzluksiz funksiyalar yig indisi yana
uzluksiz bo’lishidan

S, ()=, (x)+u,(x)+ -+ +uy, (x)
funksiyaning E to'plamda uzluksiz ekanligi kelib chigadi. Demak, S, (x)
funksiya x = x, da uzluksiz. Unda, ta'rifga binoan
Ve>0, 35=6(£)>0, [x—x,| < tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x e E
da

S, (x) =y, (o) < 5 @

bo"ladi.
Yuqoridagi (2"), (3') va (4) tengsizliklardan foydalanib topamiz:

S(0)=5(x ) = [(S0x)= S5, (0)+ (S5, (x)= S5, (30))+ 84, (x0) ~ S(xo)) <[ (x)—'S,, () +

(S5, (%)= S5, (%0 ) +[S1, (%5) =S (%, < §+§+§ =¢.

Bu esa S(x) funksiyaning x, nugtada uzluksiz bolishini bildiradi.
Modomiyki, x, nugta E toplamning ixtiyoriy nugtasi ekan, S(x) funksiya E
to plamda uzluksiz bo"ladi.»

Yugorida keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning tasdig ini
quyidagicha
Iimiun(x)zi(limun(x)j
X=X0 =1 n=1 \X—Xo

ifodalash mumkin.

2°. Funksional gatorlarni hadlab integrallash. Faraz gilaylik, [a,b]
segmentda

o0

> u, (%)= ug(X)+uy (X)+ ..+ u, () +. (5)

n=1
funksional gator berilgan bolsin.
2-teorema. [4, Corollary 4, p.387] Aytaylik, (5) gator quyidagi shartlarni
bajarsin:
1) qatorning har bir u,(x)  (n=1,2,3,...) hadi [a,b] segmentda uzluksiz,

2) iun(x) qator [a,b] segmentda tekis yaginlashuvchi,
n=1

3) U (x)=5(x).
n=1
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NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI XAKIMOV R




U holda
Zju dt—ju1 dt+ju (t)dt + --

n=la

qator [a,b] da yaginlashuvchi va

Zju dt—jS (xela,b])

_1a
boladi.
<« Berilgan funksional gatorning gismiy yig indisi
S, (x)=uy (x)+u,(x)+ ... +u,(x)
ni olamiz. Unda teoremaning 2) — va 3) — shartlariga ko'ra
S,(x)3s(x)  (xela,b])
bo ladi. Tekis yaginlashish ta'rifiga binoan
Ve>0, 3n,=ny(s)eN, Vn>n, va Vte|a,b] da

‘Sn(t)—S(tX < bfa

tengsizlik bajariladi.
Teoremaning 1) — shartidan hamda yuqorida isbot etilgan 1-teoremadan
foydalanib

Judt  (1=1.2.3,..),  ]s(t)et

a a
integrallarning mavjudligini topamiz.
Ushbu

Zju (t)dt = jul dt+ju (t)dt + -- +ju (t)dt + --

n=l3a

funksional gatorni garaymiz. Bu qatornlng gismiy yig |nd|S|

Zju (xela,b])

k=1a
bo’lsin. Ravshanki,

k=13 k=1
Demak,
On (X) = j Sy (t)dt
a
Endi
> Ju,(t)dt
n=lg

funksional gatorning [a,b] da tekis yaginlashuvchiligini ko rsatamiz. Quyidagi
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X

o, (x)— [ S(t)dt

a

ayirma uchun

)—£S(t)dt = !Sn(t)dt —is(t)dt s{\sn(t) a-(x—a)<g
bo’ladi. Demak,
oSt (xefab]).
Bu esa )
ifun(t)dt
funksional gatorni [a,b] da tekis ya(;i:rll?ashuvchiligi va
Z j u,(t)dt = j S(t)dt

n=la
bo'lishini bildiradi.»
Keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda teoremaning tasdig ini

quyidagicha
5 Jus 0= [ S0
ifodalash mumekin.

3%, Funksional gatorlarni hadlab differensiallash. Faraz gilaylik, [a,b]
segmentda

o]

nZ“zlun(x):ul(x)+u2(x)+ U (X)+. (6)

funksional gator berilgan bo’lsin.

3-teorema. [4, Corollary 5, p.389] Aytaylik, (6) funksional gator quyidagi
shartlarni bajarsin:

1) gatorning har bir u (x) (n=1,2,3,...) hadi [a,b] segmentda uzluksiz

!

u, (x) (n=1,2,3,...) hosilaga ega,
2) Ushbu

!

Z‘iun (x)=u, (x)+u, (X)+ ... +u, (x)+...
n=
funksional gator [a,b] da tekis yaginlashuvchi,

3) x, [a,b] nugta mavjudki,
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r;i:iun(x):ul(xo)+ Uy(Xo )+ ...+ U, (%) +...
gator yaginlashuvchi. U holda
a) iun(x) funksional gator [a,b] da tekis yaginlashuvchi,
b) bnljlqatorning yig'indisi
(= uy ()

n=1

[a,b] da uzluksiz S'(x) hosilaga ega,

v) 8'(x)= X u, (x)
n=1
bo ladi.
<« Ushbu iun,(x)

n=1

gatorning yig indisini o-(x) bilan belgilaylik:
olx)=Zu, (x) )

Bu gator tekis yaqginlashuvchi va har bir hadi [a,b] da uzluksiz. Yugorida
keltirilgan 2 — teoremaga kora (7) ni hadlab integrallash mumkin:

ja X)dx = Zju (x)x,

n=1 Xo

bunda xO ela,b], xe[a,b]. Ayn| paytda,

z ju x) funksional gator [a,b] da tekis yaginlashuvchi.

n=lx,
Ravshanki,

I

fug (x)dx =u, (x)—u,(x,).
X

Demak, i(un( )—u,(x,)) qator [a,b] tekis yaginlashuvchi.

n=1

Shartga ko'ra

ALY
gator yaginlashuvchi (uni [a,b] da tekis yaginlashuvchi deb garash mumkin).
Shunday qilib
(00 (6) 0, 00) . 204 0)
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qatorlar [a,b] da tekis yaginlashuvchi bo'ladi. Bundan esa bu gatorlarning
yig indisi bolgan

>u,(x)

funksional qatorning [a,b] da tekis yaqginlashuvchiligi kelib chigadi. Shuni
e tiborga olib topamiz:

Jorekc= 3y (0= (10))= S ) S0, 1) = () S ).

Xg n= n= n=.

o(x) funksiya, har bir hadi uzluksiz, 0°zi tekis yaginlashuvchi
>, ()
gatorning yig indisi bo"lgani uchun 1-teoremaga ko ra, [a,b] da uzluksiz bo’ladi.
Unda keyingi tenglikdan
a(x)=(8(x)-S(x,)) =S'(x)

bo'lishi kelib chigadi.
Demak,

S0

gator yig'indisi uzluksiz S’(x) hosilaga ega va
S100= 30100

bo’ladi. »
Bu Kkeltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning tasdigini
quyidagicha yozish mumkin:
d(& > ( d
— | > u (x)[=>|—u,(x)]|.
o 00030
1-misol. Ushbu
iln(n+l)(n+x)
= n(n+1+x)
funksional gatorning yig indisi topilsin.
< Ma’lumki,

(0<x<+m)

2 1
Ei(n +x)n+1+x)
funksional gator [0,+ oo) da tekis yaginlashuvchi bo'lib, uning yig indisi

1
SM=1x

ga teng (qgaralsin, 66-ma‘ruza):
101

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI XAKIMOV R




i 1
1+x Z(n+x)(n+1+x)
Ravshanki, bu gatorning har bir hadi [0,+ ) da uzluksiz. Demak, uni 2 —
teoremaga ko ra hadlab integrallash mumkin:
fdt &t dt
1t g (n+t)n+1+t)
Aniq integrallarni hisoblaymlz
Pt

1+t

=In(L+t); =In(1+x),

T 1 o1 1

dt = — dt =
-([(n+t)(n+1+t) !(n+t n+1+tj
n+1)(n+x)
n(n+1+x)

=In(n +t)|; ~In(n +1+t)|: - In(

Demak, iln (n +1)(n - X)
= n(n+1+x)

=In(1+x).»

8-Amaliy mashg ulot
Mashqlar.
1. Ushbu

inxn (-1<x<1)

funksional gatorning yig indisi topilsin.
2. Ushbu

S(x)=3 7 (xeR)

n=L N
funksiya funksional gatorni hadlab dlfferen3|allash bilan topilsin.

Berilgan to‘plamlarda qatorni tekis yaqginlashishga tekshiring.

= nx = nx
0<x<1. 1< .
L o a0y 05 2 o 20 )
o 1 o X
;0 . ;0 .
S 3 e ey S 4 e
0 n n+l ©
5y XX lg<x<t 6 > (@-x)x"0<x<l.
n=1 n n+1 n=0
0 n = Xn .
7 g%;0<x<+oo. 8 ;F’_]-SXS]--
= Sl 3 = sinnx
9 Y IMMX.ZT <27 10 0<x< 27,
nZ:;‘ n 2 2 nZ:;‘ n Xsex
102

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI XAKIMOV R



© .1
11 2" .sin—:0 .

; S'anX <X <400 12 Z_l“x+n 0 < X < oo,
13 in(_sl_)n 0<x<2z . coszg’”

n=2 N+3SINX 14 —00 < X < 400,

Z—1:\/n2+x2

15 3 g-mox Z 1 .
5 ;e 0<x< 6 Zln (1+1+nx)0$x<+oo
17 i(—l)" X 1< X < +o0 18 i nVx ;0 < X <+,

~ n-(x" +1) “1+n’x®
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NAZORAT SAVOLLARI

1. Funksional gator yig‘indisining uzluksizligi hagidagi teoremani ayting.
2. Funksional gatorlarni hadlab integrallash hagidagi teoremani ayting.
3. Funksional gatorlarni hadlab differensiallash hagidagi teoremani ayting.

GLOSSARIY

Funksional gator yig‘indisining uzluksizligi.
Faraz gilaylik, E — R to‘plamda

Zu (x)=uy (x)+ Uy (X)+ ... +u, (x)+... (1)

funksional gator berilgan bo 11b, uning yig‘indisi S(x) bo‘lsin.
Aytaylik, (1) gator ushbu shartlarni bajarsin:

1) gatorning har bir u,(x)

(n=1,2,3,...) hadi E to‘plamda uzluksiz,
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2) iun(x) gator E da tekis yaginlashuvchi.

U holda funksional gqatorning yig‘indisi S(x) funksiya E to‘plamda
uzluksiz bo‘ladi.

Funksional gatorlarni hadlab integrallash.
Faraz gilaylik, [a,b] segmentda

ri:lun(x)zul(x)+u2(x)+...+un(x)+... )

funksional gator berilgan bo‘lsin.
Aytaylik, (2) gator quyidagi shartlarni bajarsin:
1) qatorning har bir u,(x) (n=1,2,3,...) hadi [a,b] segmentda uzluksiz,

2) > u,(x) qator [a,b] segmentda tekis yaginlashuvchi,
n=1

3 20, (x) = S(x).
U holda
Zju (t)dt = jul dt+ju (t)dt + --

n=13a

qator [a,b] da yaginlashuvchi va

Zju dt—jS (xela,b])

n=la

bo‘ladi.

Funksional gatorlarni hadlab differensiallash.
Faraz gilaylik, [a,b] segmentda

ni;lun(x):ul(x)+u2(x)+...+un(x)+... (3)

funksional gator berilgan bo‘Isin.
Aytaylik, (3) funksional gator quyidagi shartlarni bajarsin:
1) gatorning har bir u,(x) (n=1,2,3,...) hadi [a,b] segmentda uzluksiz

!

u, (x) (n=1,2,3,...) hosilaga ega,
2) Ushbu

!

zu X)=u, (X)+u, ()4 +u, (X)+..

funksional qator [a,b] da tekls yagjinlashuvchi,
3) x, <[a,b] nugta mavjudki,
104

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI XAKIMOV R




Z_’iun(x)=u1(x0)+ Uy(Xg )+ .on U, (X)) +...
gator yaginlashuvchi. U holda
a) iun(x) funksional gator [a,b] da tekis yaginlashuvchi,
=1

b) bu gatorning yig‘indisi

n=1
[a,b] da uzluksiz S'(x) hosilaga ega,
) 5= 30, )
bo‘ladi.
KEYS BANKI

1-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu
2 (n+1)n+x)

>In

0<x<
= n(n+1+x) (0<x5+20)

funksional qatorning yig‘indisi topilsin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha

va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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TEST
Test topshirig'i To’g'ri javob Mugobil javob Muqobil
javob

1 £

D" u,(x) gatorni (a,b) da hadlab

n=1

differensiallash hagidagi teoremaga

gaysi shartlar kiradi? 1vad 5 va3 3vad

1.iun(x) -yaqginlashuvchi
n=1

2. u
=1

n

(x) - yaginlashuvchi

3. iun(x) -tekis yaqginlashuvchi
n=1

4. iun (x) -tekis yaginlashuvchi

n=1

2 | Qaysi shartlarning bajarilishi

lim i u,(x) = i u,(a) tenglikning
X—a n=1 n=1

bajarilishini ta minlaydi? lva3 lvaz2 fagat 1
1. u, (x) lar a nuqtada uzluksiz.

2.3 u,(x) gator |x-a<g, da
n=1

yaqginlashadi. 3. Y u (x) gator |x-

n=1

al< g, da tekis yaginlashadi.

3 Qaysi shartlarning bajarilishi

T[i u, (x)}dx = iﬁ u, (x)dx}

tenglikning bajarilishini ta’minlaydi? lva3 lva?2 3 yetarli

b
1.Iun(x)dx lar barcha n lar uchun

a

mavjud; 2. Y u,(x) dator [ab] da
n=1

yaginlashadi; 3. "u, (x) gator [a,b] da

n=1
tekis yaginlashadi.
4 © nlx"
—— yaginlashish sohasi topilsin X <e X|<e X <1
n=0
5 sin nx :
f.(x)= . funksional  ketma- f(x)=0 X3 f(x)=2

ketlik uchun N—o0 da limit
funksiyani toping.
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9-Mavzu. Darajali gatorlar, ularning yaqginlashish radiusi va
yaqinlashish intervallari

9-Ma’ruza.
REJA:

1°. Darajali gator tushunchasi. Abel’ teoremasi.
2°. Darajali qatorning yaginlashish radiusi va yaginlashish intervali.
3°. Darajali gatorning yaginlashish radiusini topish.

Tayanch so'z va iboralar: Darajali qator, Abel’ teoremasi, darajali
gatorning yaginlashish radiusi va yaginlashish intervali, Koshi-Adamar formulasi.

1°. Darajali gator tushunchasi. Abel’ teoremasi. Har bir hadi
u,(t)=a,(t-t,)" (t, eR; n=012...)

funksiyadan iborat bo’lgan ushbu
ian(t_to)n =ag+ay(t—ty)+a,(t—t,) +.. 1)
n=0

funksional gator darajali qator deyiladi, bunda
Ay 8,y By yene
haqiqiy sonlar darajali gatorning koeffitsientlari deyiladi.
(1) dat—t, =x deyilsa, u quyidagi

o0
>a,x" =a, +ax+ax’ +..+a,x"+.. (xeR) (2)
n=0

ko rinishga keladi va biz shu korinishdagi darajali gatorlarni o rganamiz.
Ravshanki, (2) gatorning gismiy yig indisi

S, (x)=a, +ax+a,x* +..+a,x"

ko phaddan iborat. Ayni paytda, x=0 da Sn(O): a, bo'ladi. Demak, har ganday
(2) ko'rinishdagi darajali gator x =0 nuqtada yaqginlashuvchi boladi.
1-teorema (Abel’). [4, Proposition 2, p.375] Agar

o0
Sa,x" =ag +aX+a,x’ +..+ax" +...
n=0

darajali gator x = X, # 0 nugtada yaginlashuvchi bo"lsa, ushbu

X <[
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tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda darajali gator yaginlashuvchi
(absolyut yaginlashuvchi) boladi.
<qAytaylik, x=x, =0 da

> a,%
n=0
gator yaginlashuvchi bo’lIsin. Qator yaginlashishining zaruriy shartiga ko ra

: n
lima,x; =0

N—o0

bo'ladi. Demak, {anx(’,‘} ketma-ketlik chegaralangan:

AM >0, VneN da |a,x;| <M.
Ravshanki,
n n
a,x"|=la, Xy Xam |2 (3)
Xy Xo

n
0

—q<1 bo'ladi. Demak 3|

—| =>.q" geometrik gator
n=0 Xo

n=0

va [X/<|x,| da |

0
yaginlashuvchi. Unda ushbu

o0 X n

M I|—

gator ham vyaginlashuvchi bo’ladi. (3) munosabatni e‘tiborga olib, so'ng
solishtirish teoremasidan foydalanib

o0
D ax"
n=0

darajali gatorning yaginlashishini (absolyut yaqginlashi-shini) topamiz.»
Natija. Agar

o0
Sax" =a, +aX+ayx’ + .. +a X" + ...
n=0
darajali gator x = X, nuqtada uzoglashuvchi (ushbu
< 2
dagX] =ag+aX; 3% +...+aX +...
n=0

sonli gator uzoglashuvchi) bo’lsa, quyidagi
x> %
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tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda ) a,x" qator uzoglashuvchi
n=0

bo ladi.

«Teskarisini  faraz qgilaylik, > a,x" cgator |x>[x| tengsizlikni
n=0

ganoatlantiruvchi biror x = x* nugtada QX‘ >\x1\) yaginlashuvchi bo’lsin. U holda

Abel’ teoremasiga ko'ra |x| <‘x*‘ tengsizlikning ganotalantiruvchi barcha x larda

yaginla-shuvchi, jumladan X, nuqtada ham yaqinlashuvchi bo'lib goladi. Bu esa

shartga ziddir.»
Abel’ teoremasi va uning natijasi darajali qgator-larning yaginlashish
(uzoglashish) to"plamining struktura-sini (tuzilishini) aniglab beradi.

2°. Darajali gatorning yaginlashish radiusi va yaginlashish intervali. Faraz
qgilaylik,

Sax" =a, +aX+a,x’ + .. +ax" + ...
n=0
darajali qgator berilgan bo’lsin. Bu gatorning yaginlashish yoki uzoglashish
nugtalari hagida quyidagi uch hol bo"lishi mumkin:
1) barcha musbat sonlar gatorning yaginlashish nugtalari bo’ladi;
2) barcha musbat sonlar gatorning uzoglashish nugtalari boladi;
3) shunday musbat sonlar borki, ular gatorning yaqginlashish nugtalari
bo ladi, shunday musbat sonlar borki, ular gatorning uzoglashish nugtalari bo"ladi.
Birinchi holda, Abel’ teoremasiga ko'ra darajali gator barcha xeR da
yaginlashuvchi bo'lib, darajali gatorning yaginlashish to'plami E :(—oo,+oo)
bo’ladi. Bunday gatorga ushbu
Zix” TN S S
n—o N! 2! n!
darajali gator misol bo ladi.
Ikkinchi holda, Abel’ teoremasining natijasiga ko'ra darajali gator barcha
x € R\{0} da uzoglashuvchi bo'lib, uning yaginlashish to'plami E = {0} bo'ladi.
Bunday gatorga ushbu

o0
Snx" = x+21x% + 33 + L+ nx"
n=1

darajali gator misol bo laoladi.
Endi uchinchi holni garaymiz. Bu holga ushbu
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ix” =14+ X+ X2+ + X"+
n=0
darajali gator misol bo"ladi. Bu darajali gator barcha x e (0,1) da yaginlashuvchi va
demak, Abel’ teoremasiga ko'ra qator (—1,1) da yaqinlashadi, barcha x e[1,+ o)
da qator uzoglashuvchi va demak, Abel’ teoremasining natijasiga ko'ra gator
(—oo,—l]u[l,+oo) da uzoglashadi. Demak, darajali qatorning yaginlashish
to’plami E =(-1,1) bo’ladi.
Aytaylik,
ianxn =a, +aX+a,x> +..+a,x" +..
n=0
darajali gator r, nugtada (r, > 0) yaginlashuvchi, R, nugtada (R, >0) nugtada esa
uzoglashuvchi bolsin. Ravshanki,

<R,
boladi.
Agar > a,x" darajali gator
n=0
rn+R
2
nuqtada yaginlashuvchi bo’lsa,
= %’ R, =R,
deb, uzoglashuvchi bolsa,
r+R
r,=r, R,=- 5 L

deb r, va R, nugtalarni olamiz. Ravshanki,

R -1

bo"ladi. Bu munosabatdagi r, va R, sonlarga ko'ra r, va R, sonlarni yugoridagiga
0 xshash aniglaymiz:

Agar Y a,x" darajali gator
n=0

nuqgtada yaginlashuvchi bo’lsa,
L +R,

f=">5 Ry =R,
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deb, uzoglashuvchi bo’lsa,

r, +R
r,=r,, Ry=-2—2
2
deb r; va R; nugtalarni olamiz. Bunda
R, —r

boladi.
Bu jarayonni davom ettiraborish natijasida ianx“ darajali gatorning
n=0
yaginlashish nugtalaridan iborat {r, }, uzoglashish nugtalaridan iborat {R,} ketma-
ketliklar hosil bo’ladi. Bunda

n<r,<..<r, <., R>2R,>2..2R, >..,
va n— oo da
R, -1, = R;n__lrl —0
bo'ladi. Unda [3], 3-bob, 8-§ da keltirilgan teoremaga ko'ra limr, va limR,
limitlar mavjud va Hw n%
limr, =limR_
nso " no

bo'ladi. Uni r bilan belgilaymiz:
limr, =limR_ =r.

N—o0 N—o0
Endi x o0°zgaruvchining \x\<r tengsizlikni ganoatlan-tiruvchi ixtiyoriy
giymatini olaylik. Unda
limr, =r

N—00

bo'lishidan, shunday n, € N topiladiki,
X <r, <r
0

bo'ladi. Binobarin, berilgan darajali gator r, nuqtada, demak garalayotgan x
nugtada yaginlashuvchi bo’ladi.
X 0 zgaruvchining \x\>r tenglikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy giymatini

olaylik. Unda
limR, =r

N—o0

bo"lishidan, shunday n, € N topiladiki,
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X >R, >r

bo’ladi. Binobarin, berilgan darajali gator R, nuqtada, demak qaralayotgan x

nuqtada uzoglashuvchi bo’ladi.
Demak, 3)-holda ) a,x" darajali gator uchun shunday musbat r soni
n=0
mavjud bo'ladiki, [x| <r, ya'ni Vx e (-r,r) da qator yaginlashuvchi, [ > r, ya'ni
Vx e (—o0,—r)u(r,+o) da gator uzoglashuvchi bo'ladi. x=#r nugtalarda

ianxn darajali gator yaginlashuvchi ham bolishi mumkin, uzoglashuvchi ham
n=0

bo lishi mumkin.
1-ta’rif.Yuqorida keltirilgan r son > a,x" darajali gatorning yaginlashish
n=0
radiusi, (— r, r) interval esa darajali gatorning yaqginlashish intervali deyiladi.

Eslatma. 1)-holda darajali gatorning yaginlashish radiusi r =+oo deb, 2)-
holda darajali gatorning yaqginlashish radiusi r =0 deb olinadi.

3°. Darajali gatorning yaginlashish radiusini topish. Biror
- n 2 n
Ya X" =ag FaX+aX .. +a X" +...
n=0

darajali gatorni garaylik. Bu qator koeffitsientlaridan tuzilgan {an} (n = 0,1,2,....)

ketma-ketlik uchun
1) vn>0da a, #0,

2) lim % mavjud bo’lsin. U holda > a,x" darajali qatorning
n—o0 an+1 n=0
yaginlashish radiusi
r = lim|-2n
= an+l
boladi.
<4 Aytaylik, darajali gator uchun
lim-2n | = L (a, #0,n=0123...)
= an+1

bo’Isin. garalayotgan > a,x" darajali gatorda x ni parametr hisoblab, Dalamber
n=0

alomatiga ko ra uni yaginlashishga tekshiramiz:
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X+1
an+1X

a x"

an+1

a,

=lim

N—o0

lim
n—o n—wl d

X =[x tim|——| =[x
L

Demak,

X

f<1’ ya'ni |x <L

bo lganda gator yaginlashuvchi bo’ladi,
Xy e
—>1,yani [x|>L
L

bo lganda darajali gator uzoglashuvchi boladi.

Bundan ianxn darajali gatorning yaqinlashish radiusi

n=0
r=L=lim-2o 4)
n—o an+1
bo"lishi kelib chigadi.»
1-misol. Ushbu
> ox (=)
n—oe n!

darajali gatorning yaqinlashish radiusi topilsin.
< Bu gator uchun

o\ = I,]n B (n+1)n+1
" et " e (n+1)!
bo’ladi. Ravshanki,
I L A O S
noold | e e".nl (n +1)”+1 ‘ n—>oo(1+1j” '
n

Demak, berilgan darajali gatorning yaginlashish radiusi r =1 bo'ladi. »
Ixtiyoriy darajali gatorning yaginlashish radiusini aniglab beradigan
teoremani isbotsiz keltiramiz.

2-teorema (Koshi-Adamar). [4, Theorem 2, p.376] Ushbu

o0
Sax" =a, +a X+ ayx’ + .. +a,x" + ...
n=0

113
NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI XAKIMOV R




darajali gatorning yaqinlashish radiusi
1

N—o0

r

bo ladi.[1]
Eslatma. Agar

limy/|a

N—o0

o =400

bo’lsa, ianxn darajali gatorning yaginlashish radiusi r =0 deb,
n=0

limy/la,| =0

nN—oo

bolsa, ianxn darajali gatorning yaginlashish radiusi r =+co deb olinadi.
n=0

2-misol. Ushbu

izn X5n

n=0

darajali gatorning yaqinlashish radiusi topilsin.
<« Avvalo

2x° =t
deb olamiz. Natijada berilgan gator quyidagi
it” =1+t+t2 + L+t
n=0
ko rinishga keladi. Bu gatorning yaginlashish radiusi (5) formulaga ko'ra

S
limyfa,| lim¥1

n—oo nN—o0

bo’ladi. Demak, [t/ <1 da qator yaginlashuvchi, |t| >1 da uzoglashuvchi. Unda

‘sz‘ <1,
yani [x| < % da berilgan gator yaginlashuvchi,
2x°|> 1,
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ya ni \x\ le da uzoglashuvchi bo’ladi. Berilgan darajali gatorning yaginlashish
radiusi r = bo'ladi. »
ﬁ
3-misol. Ushbu
$ O
03"/

darajali gatorning yaginlashish to plami topilsin.
<« Ravshanki,

g = _
" T T el

Berilgan darajali gatorning yaqinlashish radiusini (4) formulaga kora topamiz:

n h+1
r:r!i—[?o aa _rlll—[Da 3(n 11\)/_ ( :Sni_l }_ n—>3 Tl:3
n+1 -

Darajali gator x =-3 nuqtada ushbu Zi sonli gatorga aylanadi va bu sonli
n=1

o )0
gator uzoglashuvchi bo'ladi. x=3 nugtada esa quyidagi ZB( 1) sonli qgator

n=1 \/ﬁ
hosil bo'ladi va bu qator Leybnits teoremasiga ko'ra yaginlashuvchi boladi.
Demak, berilgan darajali gatorning yaginlashish to"plami E =(-3,3] dan iborat. »

9-Amaliy mashg ulot.

1. Agar
> a,x"
n=0

darajali gatorning yaqinlashish radiusi r >0 bo’lsa, ushbu

i(n2 +1)anx” , Z—anx
n=0

darajali gatorning yaginlashish radiuslari ham r ga teng bo"lishi isbotlansin.
2. Ushbu

= () ,
2oy
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darajali gatorning yaginlashish intervali topilsin.
3. Funksional gatorlarning yaginlashish radiusini toping.

' Z(x(;?)% | 2 S (5

3 gnil.(3x2+ix+2)”. 4 nZi;r]:;l‘(><2—4x+6)n.
o n ® 1

> Z’lxx ° ng‘::i(27x2+12x+2)"'
& X cn-2" 1

! él:x ° nzz;rr]l+1'(3x2+8x+6)"'
. 2

o Eonln) o SR

Y 2 5

s zi(/% 14 Z X5“_5nXJ;151)

15 HZ(”;”X)“, 16 3t

17y (>E_+1r)1n)2' 18 zliz
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NAZORAT SAVOLLARI

Darajali gatorning ko rinishi ganday?

Abel’ teoremasini ayting.

Darajali gatorning yaginlashish radiusi nima?

Darajali gatorning yaginlashish intervali nima?

Darajali gatorning yaginlashish radiusi ganday hisoblanadi?

ok wWwhE

GLOSSARIY

Darajali gator - Har bir hadi
u,(t)=a,(t-t,) (t,eR; n=012...)
funksiyadan iborat bo‘lgan ushbu

ian(t_to)n:ao+a1(t_t0)+a2(t_to)2+--- 1)
n=0
funksional gator darajali gator deyiladi, bunda
- P PR

haqiqiy sonlar darajali gatorning koeffitsientlari deyiladi.
(1) dat-—t, =x deyilsa, u quyidagi

ianx” —a, +ax+a,x’ +..+a,x"+.. (xeR) (2)
n=0
ko‘rinishga keladi va biz shu ko‘rinishdagi darajali qatorlarni o‘rganamiz.
Ravshanki, (2) qatorning qismiy yihindisi
S, (x)=a, +a,x+a,x* +...+a,x"
ko‘phaddan iborat. Ayni paytda, x=0 da S, (0)=a, bo‘ladi. Demak, har ganday
(2) ko‘rinishdagi darajali gator x =0 nuqtada yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Darajali gatorning yaginlashish radiusi va yaginlashish intervali -
ianxn darajali qgatorning yaginlashish nugtalaridan iborat {r,},
n=0

uzoglashish nugtalaridan iborat {R,} ketma-ketliklar bo‘lsin. Bunda

n<r,<.<r, <., RR=R,>..2R, > ..,
va h — oo da
R, —r
R,-r,=—-=21-50
2I’l—1
bo‘ladi.
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Darajali gatorning yaginlashish intervali - Yuqorida keltirilgan r son
ianxn darajali gatorning yaginlashish radiusi, (-r,r) interval esa darajali
n=0
gatorning yaginlashish intervali deyiladi.

KEYS BANKI

1-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu

S (_1)n n
X
régn—l\/ﬁ
darajali gatorning yaginlashish to‘plami topilsin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha
va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
TEST
L To’g'ri - Mugqobil
Test topshirig'i javob Mugobil javob javob
f,(x)=x", ne N funksional 11 (—2.3] (—o0, +0)
ketma-ketlikning yaginlashish
sohasini toping.
> x"* funksional gatorning P = e
n=1
yaginlashish sohasini toping.
g . . R=1 R=2 R=4
Zx darajali gatorning
n=1
yaginlashish radiusini toping.
o y" Lo . . . [—1,1] (—2,3] (—o0, +0)
Z_;‘_Z darajali gatorning yaqginlashish
sohasini toping.
» nly" < <
Z n.): gatorning yaginlashish |X| <€ |X| =1 |X| =€
n=0 n
sohasi topilsin.
X : : . -1<x<1 -1<x<1 x|<1
ZF gatorning yaginlashish
n=1
to plami topilsin?
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10-Mavzu. Darajali gatorning tekis yaqginlashishi.
10-Ma’ruza.
REJA:

1° .Darajali gatorning tekis yaginlashishi.

N
o

. Darajali gatorning xossalari.

w
o

. Funksiyaning Teylor gatori.

B
o

. Funksiyani Teylor gatoriga yoyish.

Tayanch so'z va iboralar: Darajali gatorning tekis yaginlashishi, darajali
gator yig indisining uzluksizligi, darajali qatorni hadlab integrallash va
differensiallash. Teylor qatori, Teylor teoremasi, ko rsatkichli va giperbolik
funksiyalarning Teylor qgatorlari, trigonometrik funksiyalarning Teylor gatorlari,
logarifmik funksiyaning Teylor gatori, darajali funksiyaning Teylor gatori.

1°. Darajali gatorning tekis yaginlashishi. Aytaylik, ushbu
ianxn =a, + X+ a,xX° +..+a X" +... (1)
n=0
darajali gatorning yaqinlashish radiusi r > 0bo’lsin.
1-teorema. [4, Theorem 2, p.376] (1) darajali qator [a, f]<(~r,r) da
tekis yaqginlashuvchi bo'ladi, bunda ¢ e R, feR.
<« Ravshanki, (1) darajali gator (— r, r) da absolyut yaginlashuvchi bo’ladi.
Aytaylik, o € (0,r) bo’lsin. Unda ¥n >0 va Vx €[-a,a] da

<

a,x"

a,a"
bo’lganligi uchun, Veyershtrass alomatiga ko'ra (1) qator [-«,«] da tekis
yaginlashuvchi bo'ladi. »

Demak, > a,x" darajali gatorning yaginlashish radiusi r >0 bo’lsa,
n=0

yugorida keltirilgan teoremaga ko'ra bu gator [—c,c]c(— r,r) da (c>0) tekis
yaginlashuvchi bo'ladi. Bunda ¢ sonni r songa har gancha yaqin qgilib olish
mumkin bo'lsada, gator (-r,r) da tekis yaginlashmasdan qolishi mumkin.
Masalan, ushbu

o0
X" =14 X+ X2 X"
n=0

darajali gatorning vyaginlashish radiusi r=1, birog gator (-11) da tekis
yaginlashuvchi emas.
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2°. Darajali gatorning xossalari. Ma'lumki, darajali qgatorlar funksional
gatorlarning xususiy holi. Binobarin, ular tekis yaginlashuvchi funksional gatorlar-
ning xossalari kabi xossalarga ega.

2-teorema. Agar

Sax" =a, +aX+a,x’ + .. +a X" + ...
n=0
darajali gatorning yaqinlashish radiusi r >0 bo’lib, yig indisi

S(x)= ianxn
n=0
bolsa, S(x) funksiya (~r,r) da uzluksiz bo'ladi.
<« Ravshanki, garalayotgan darajali gator (— r, r) da yaginlashuvchi bo’ladi.
Aytaylik, x, € (=r,r) bo'lsin. Ushbu
Xo|<c<r
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ¢ sonini olaylik. Unda darajali gator [—c,c] da tekis
yaginlashuvchi bo'ladi. Tekis yaginlashuvchi funksional gatorning xossasiga ko 'ra

ianxn darajali gatorning yig indisi S(x) funksiya [—c,c] da uzluksiz, jJumladan
n=0

X, hugtada uzluksiz. »

3-teorema. Aytaylik, darajali gatorning yaginlashish radiusi r >0 bo’lib,
yig'indisi S(x) bo’lsin:

S(x)= Zax

Bu gatorni (—r,r) ga tegishli bo'lgan |xt|yor|y [a,b] bo'yicha ([a,b]<(-r,r))
hadlab integrallash mumkin:

ES(X)O'X = %ﬁ anx”dxj_

a

Xususan, Vx e (- r,r) uchun
oo a n+1

0n+1

fs dt = )

boladi.

< Ravshanki, darajali gator [a,b] da ([a,b] =(-r,r)) tekis yaginlashuvchi
bo'ladi. Tekis yaginlashuvchi funksional gatorning xossasiga ko'ra uni hadlab
integrallash mumkin. Ayni paytda, (2) gatorning yaginlashish radiusi r ga teng
bo ladi. Hagigatan ham Koshi-Adamar teoremasiga ko ra

=lim F _Ilmq/m r

n—>o0 ” n 4+1 now

limn
N—o0

n+1

bo’ladi. »
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Natija. Aytaylik, ianxn darajali gator berilgan bolib, uning yaginlashish
n=0
radiusi r >0 bo’lsin. Bu gatorni [0,x] bo'yicha (¥xe(-r,r)) ixtiyoriy marta
hadlab integrallash mumkin. Integrallash natijasida hosil bo'lgan darajali gatorning
yaginlashish radiusi ham r ga teng bo’ladi.

3-teorema. [4, Proposition 3, p.390] Faraz qgilaylik,
Sax" =a, +aX+a,x’ + .. +a X" + ...

n=0
darajali gatorning yaqinlashish radiusi r > 0, yig indisi S(x) bo’lsin:

ianxn = S(x).
n=0
U holda S(x) funksiya (—r,r) da uzluksiz S*(x) hosilaga ega va

S'(x)= i na,x"* 3)

bo ladi, bunda (3) gatorning yaginlashish radiusi ham r ga teng.

<« Berilgan darajali gator [-c,c] da (O <Cc< r) tekis yaginlashuvchi boladi.
Tekis yaginlashuvchi funksional gatorning xossasiga ko'ra darajali gatorni hadlab
differensiallash mumkin. Demak, Vx (- r,r) da

5'(x)= > (a,x"} = > na,x"*.
n=0 n=1

Bu darajali gatorning yaginlashish radiusi ham r ga teng bo’lishi quyidagi
munosabatdan kelib chigadi:

Tima/jna,| = im(¥n -3/fa,| )= Tima/a,| >

Natija. Aytaylik, ianxn darajali gator berilgan bo’lib, uning yaginlashish
n=0

radiusi r >0 boIsin. Bu qatorni (—r,r) da ixtiyoriy marta hadlab differentsiallash

mumkin. Differentsiallash natijasida hosil bo'lgan darajali gatorning yaginlashish
radiusi ham r ga teng bo ladi.
4-teorema. Aytaylik,

o0
Sax" =a, +aX+a,x’ + .. +ax" + ...

n=0
darajali gatorning yaqinlashish radiusi r > 0, yig indisi S(x) bo’lsin:
ianxn =S(x) . (4)
n=0

U holda vn >0 da
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bo ladi.

<« (4) munosabatda x =0 deb topamiz:
a, = S(0).
(4) gatorni hadlab differentsiallaymiz:
S'(x)= > (a,x")" = > na,x"*.
n=0 n=0
Bu tenglikda x =0 deyilsa
a, =5'(0)

bo'lishi kelib chigadi. Shu jarayonni davom ettiraborib
a, :S(L(O) (n=23,..)
n!

bolishini topamiz. »

3%, Funksiyaning Teylor qatori. [3, Definition 6, p.225] Aytaylik, f(x)
funksiya x, € R nugtaning biror

Us(x)={xeR:x, =8 < x< X, + ;5 >0}

atrofida istalgan tartibdagi hosilaga ega bo’lsin. Bu hol f(x) funksiyaning Teylor
formulasini yozish imkonini beradi:

F= 1)+ 00t D e D ),

bunda r, (x)-qoldig had.
Modomiki, f(x) funksiya U 4(x,) da istalgan tartibdagi hosilaga ega ekan,
unda

f(x0)+%xo)(x_x0)+—f"2(!xo)(x_x0)2+...+—f(”;(!xo)(x_xo)”+... o)

darajali gatorni garash mumkin bo"ladi.
(1) darajali gatorning koeffitsientlari sonlar bolib, ular f(x) funksiya va

uning hosilalarining x, nuqtadagi giymatlari orgali ifodalangan.
(1) darajali gator f(x) funksiyaning Teylor gatori deyiladi.
Xususan, x, =0 bo’lganda (1) darajali gator ushbu
' " (n) 0 (n)
f(0)+ f (O)x+ f (O)x2 +...+f—(0)xn +...:Zf—(o)x”
il 2! n! )

ko rinishga keladi.
Faraz gilaylik, f(x) funksiya biror (-r,r) da (r>0) istalgan tartibdagi
hosilaga ega bo'lib, uning x, =0 nuqgtadagi Teylor gatori
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] " (n
f(0)+ f (O)x+ f (O)x2+...+L(O)x” +o 2)
il 2! n!

bo’lsin. Bu gatorning goldiq hadini r, (x) deyiik:
] " (n)
f(0)+ f (O)x+ f (O)x2 b0 ©)yn

" ” kX +1,(x).

1-teorema. [3, p.226] (2) darajali gator (- r-,r) da f(x) ga yaginlashishi
uchun ushbu

£y +1.(x)

f(x)= £(0)+ fﬁo)ﬂ f;(!o)xz ‘.

Teylor formulasida, vx e (~r,r) uchun
limr,(x)=0

N—o0

bolishi zarur va yetarli.
<« Zarurligi. Aytaylik, (2) darajali qator (- r,r) da yaginlashuvchi, yi\indisi
f(x) bo'lsin. Ta'rifga binoan
lim$S, (x)= f(x), (xe(=r,r))

N—o0

bo ladi, bunda

' " (n)(n\"
S, (x)=f(0)+ f (O)x+ f (O)xz +f_(0) .
il 2! n!
Ravshanki, Vx e (—r,r) da limS,_(x)= f(x) bo lishidan

N—c0
lim[ f (x)— S, (x)] = limr,(x)=0
N—00 N—o0
bo"lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, Vx e (—r,r) da limr,(x)=0 bo’lsin. U holda

lim[ f(x)-S,(x)] = limr.(x)=0
bolib, undan
limS, (x)= f(x)
bo lishi kelib chigadi. Demak,

f(x)=f(0)+ fI]EO)x+ f;fo)xz +... f(:!(o)n +..

bo’ladi. »
Odatda, bu munosabat o'rinli bo'lsa, f(x) funksiya Teylor gatoriga

yoyilgan deyiladi.

4°. Funksiyani Teylor gatoriga yoyish. Faraz gilaylik, f(x) funksiya biror
(- r,r) da istalgan tartibdagi hosilalarga ega bo’lsin.
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2-teorema (Teylor). Agar 3M >0, Vxe(-r, r), vn>0 da
‘f (”)(x)( <M
bo'lsa, f(x) funksiya (—r,r) da Teylor qatoriga yoyiladi:
)

d
f(x)=§f(n 0 _t(0)s 1Oy, 'Oz, fol o, (g
f(

n! il 2! n!
< Ma’lumki, x) funksiyaning Lagranj ko rinishidagi goldiq hadli Teylor

formulasi quyidagicha bo’ladi:

n (n)
_ 0),, f'0)... fo
f(x)=f(0)+ p X X e X +1,(x),

bunda,

Teoremaning shartidan foydalanib topamiz:

f(6X) e rm
I, (x) = (D) ) 1£M-m. (xe(=r,r)).
Ravshanki,
n+1
UYP Tl
Demak, Vx e (~r,r) da
limr,(x)=0

N—o0
bo’lib, undan garalayotgan f(x) funksiyaning Teylor gatoriga yoyilishi kelib
chigadi. »

10-Amaliy mashg ulot.

1-misol. Ushbu
inxn =X+ 2X2 +3 .+ nx" + .
n=1
darajali gator yig indisi topilsin.
<4 Ma lumki,
2 X
n=1
darajali qator (~1,1) da yaginlashuvchi va uning yig'indisi —— ga teng
G X
X" =—
nZ::l 1-x
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Bu gatorni hadlab differentsiallab topamiz:

w2 )-ales)

Keyingi tenglikning har ikki tomonini x ga ko paytirsak, unda

i nx" =
n=1

1)
bo'lishi kelib chigadi. »
2-misol. Ushbu
S (_ 1)n n+1
~——Xx"""=In(l+x
nz‘, n+1 ( )
tenglikning to g riligi isbotlansin.

<4Ravshanki,
n=0
darajali qator (~1,1) da yaginlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi % ga teng:
—X
& 1

nz_é 1 X
Bu tenglikda x ni —x ga almashtirsak, natijada
S =

n=0 1+ X
tenglik hosil bo'ladi. Uni [0,x] bo'yicha (0 < x <1) integrallab topamiz:

[ (C1)rendt = (9
jz(—l)tdt_£1+t

i(—l)”ft”dt:ln(ut)(g
S n"fl InL+ %)

3-misol. Ushbu
i (—1)n w2+
—2n+1
darajali gator yig indisi topilsin va undan foydalanib
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S
2}, 2n+1 4
bolishi ko rsatilsin.
<4Ma'lumki,
ioxnzi (-1<x<1).
n=
Bu tenglikda x ni —x? ga almashtiramiz. Natijada i(—l)“x2n = hosil
n=0 + X
bo ladi. Uni [0,x] bo'yicha (O< x<1) integrallab topamiz:
= t o dt
~1)"t*" |dt = ,
(BT
i(— 1)" [t*"dt = arctgt| ,
n=0 0
© X2n+1
-1)" = arctgx.
nZ:(:)( ) 2n+1 9
Keyingi tenglikda x =1 deylik. Unda tenglikning chap tomoni
$ U
n=0 2n+1
sonli gatorga aylanib, u Leybnits teoremasiga ko'ra, yagin-lashuvchi bo’ladi.
Demak,
& (1) 7
=arctgl=—. »
nzz(:,Zn +1 J 4
Mashqlar
1. Hadlab differensiallash bilan ushbu
2 4
X X
1+ —+—+...
21 4

darajali gatorning yig indisi topilsin.
2. Hadlab integrallash bilan ushbu
X —4x% +9x3 —16x"* +...

darajali gatorning yig indisi topilsin.
Elementar funksiyalarni Teylor gatoriga yoyish.[3, p.229]
a) Ko'rsatkichli va giperbolik funksiyalarni Teylor gatorlarini topamiz.

Aytaylik,
f(x)=e*
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bo'lsin. Ravshanki, f(0)=1, f"(0)=1 (neN) bo'lib, Vxe(-a,a) da
(a>0)
0< f(x)<e?, 0< fV(x)<e”
bo’ladi. Binobarin, 2-teoremaga ko'ra f(x)=e* funksiya (—a,a) da Teylor
gatoriga yoyiladi va (3) formulada foydalanib topamiz:
2 X" X X X"
e =) —=1+—+"—+..+—+.. (0=1). 4
,é) n! n 2 n! ( ) )
o >0 ixtiyoriy musbat son. Demak, (4) darajali gatorning yaginlashish radiusi
r = +oo bo’ladi.
(4) munosabatda x ni —x ga almashtirib topamiz:

& & (=x)" x X p X"
g = =l-—+——...+(-1) - —+..
% n! n 2 ( ) n!
Ma’lumki giperbolik sinus hamda giperbolik kosinus funksiyalari

quyidagicha

e¥ —e7¥ e
. chx =

X —X

+e
shx =

ta'riflanar edi.
Yugoridagi

formulalardan foydalanib topamiz:
3 2n+l

X X =
hX=" 4 "t =
MERETRAE I +(2n+1)!+ r;,(2n+1)!

2 4 2n © 2n
X© X X
chx=1+—+—+

et =) .
21 4 (2n)! ,é,(zn)!
Bu shx, chx funksiyalarining Teylor qatorlari bo'lib, ular ifodalangan

darajali gatorlarning yaginlashish radiuslari r = +oo0 boladi.
b) Trigonometrik funksiyalarning Teylor gatorlarini topamiz. Aytaylik,
f (x)=sinx bo’lsin. Ravshanki, VxR, ¥ne N da

f(x) <1, ‘f(”)(x)(sl
bo'lib, £(0), f'(0)=1, f?”(0)=0, f®V(0)=(~1)" (neN) bo'ladi. Demak, 2-
teoremaga ko'ra f(x)=sinx funksiya Teylor gatoriga yoyiladi va (3) formulaga
binoan
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sinx = (-1) i _y Ly Lys (5)
(2n+1) 3 5l
boladi.
Aytaylik,
f(x)=cosx

bo'lsin. Bu funksiya uchun ¥x e R, Yne N da
f(x) <1, ‘f(“)(x)( <1
bo'lib,
f(0)=1, f'(0)=0, f®V(0)=(-1)", f®Y(0)=0 (heN)
bo'ladi. Unda 2-teoremaga ko'ra f (x): cosx funksiya Teylor gatoriga yoyiladi va
(3) formulaga binoan

w (1"
cosx:z( 1)'x2“:1—1x2+—x4—... (6)
n=0 .

= (2n)!
bo"ladi.
(5) va (6) darajali gatorlarning yaqinlashish radiusi r = +oo boladi.
V) Logarifmik funksiyaning Teylor gatorini topamiz. Aytaylik,
f(x)=Inl+ x)
boIsin. Ma’lumki,

£0)(x) = (=) (n-2) (heN)

L+ x)"
bo'lib,
f70)_ (-1
N n
bo"ladi. Bu funksiyaning Teylor formulasi
nex)=x-% X X e @
2 3 4 n "

ko rinishga ega.
f(x)=Inl+x) funksiyani Teylor qatoriga yoyishda 1-teoremadan
foydalanmiz. Buning uchun (7) formulada r, (x) ning 0 ga intilishini korsatish

etarli bo"ladi.
Aytaylik, x €[0,1] bo’Isin. Bu holda Lagranj ko rinishida yozilgan
r.(x)= 1« (0<6<1)
T (n+1)1+ )™
goldiq had uchun
1
I (x) < ——
n+1
bo'ladi va
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limr,(x)=0

N—o0
tenglik bajariladi.
Aytaylik, x € [-«,0] bo’lsin, bunda 0 < & <1.
Bu holda Koshi ko rinishida yozilgan

(Va-a)

r(X)= 0<6, <1
n( ) (1+01X)n+1 ( 1 )
goldiq had uchun
0(”+1
\rn(x)(sl_a
bo’lib,
limr,(x)=0
N—o0
boladi.
Demak, vx e (-1,1]
limr,(x)=0
N—o0
Unda 1-teoremaga ko'ra
I e VN S S AP
In(1+x)_nzz1 X=X (=1 R (8)

boladi.
(8) darajali gatorning yaqginlashish radiusi r =1 ga teng.
Agar yugoridagi In(1+ x) ning yoyilmasida x ni —x ga almashtirilsa, unda

x?2 X3 X"

0 Xn
In(l_X):_ETZ_X_7_§_'"_T_'"
formula kelib chigadi.
g) Darajali funksiyaning Teylor gatorini topamiz.
Aytaylik,
f()=1+x)" (aeR)
boIsin. Ma’lumki,
f (")(X): a(a - a —-2). (a—n+1)1+x)*™" (neN)
bo'lib,
f(0)=ala-1)a-2)..(a —n+1)
bo ladi. Bu funksiyaning Teylor formulasi ushbu
a.  ala-1)_, +a(a—1)...(a—n+1) n

(1+x)* =Lt X=X - X" +1,(x)

ko rinishga ega.
Endi n — oo da r,(x) — 0 bo'lishini ko rsatamiz.
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Ma’lumki, Teylor formulasidagi qoldiq hadning Koshi ko rinishi
quyidagicha

rn(X) (a 1)(0( 2) (05 1) (n —1)] Wy - X(l+9x)a_l£ 1-6 j”

n! 1+60x

(0< 0 <1) bo'lar edi.
Aytaylik, x € (~1,1) bo’Isin. Bu holda:
1) Iim%(a—l)(a—Z)...[(a—1)—(n—1)]x” _0 bo'ladi,

chunki, limit ishorasi ostidagi ifoda yaginlashuvchi ushbu

14 ia(a ~1)..{@—n +1)Xn

n!

gatorning umumiy hadi;
2) |- X - X)) <@ x@+ &) <|er- XL+ |x)

3| 1-9 C1-e]_,
1+6 x‘ ‘1+ ex\
boladi. Bu munosabatlardan foydalanib, ¥x € (-1,1) da
limr, (x)=0
N—00
bo lishini topamiz. 1-teoremaga ko ra
L+x)" =1+ Zx+ sz +ot ala-1).{a-n +1)x" +.o (9)
1 2! n!
bo’ladi.

Bu darajali gatorning yaqinlashish radiusi « =0, o ¢ N bo’lganda 1 ga teng:
r=1.
9 munosabatda o = -1 deb olinsa, unda ushbu
== X" =1-x+x2 =X+ x — (-1 X"+
el 1
formula hosil bo'ladi. Bu formulada x ni —x ga almashtirib topamiz:

1L_ Z( )"X" =1+ x+x2+ .. +x" +...
1-misol. Ushbu
1+ X
f(x)=In—
(x)=InT—
funksiya Teylor gatoriga yoyilsin.
<4Ma'lumki,
1+x
IN——=In(1+ x)—In(1—x
=i+ x)-In@-x)
boladi.
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Biz yuqorida
2 3 n
Ind+x)= x—%+%—...+(—1)”‘1%+
2 3 n
In(l—X):—X—X——X___“X__
2 3 n

bolishini ko rgan edik. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz:

2 3 n
In(1+x)—In(l—x):x—%+%—...+(—1)“_l%+

x> X3 X" 2x® 2x° 2x2"
|- X—-—=——- em [ E2X+ —+— 4.+ +...
2 3 n 3 5 2n—1
Demak,
3 5 2n-1
Inl+—X=2 x+ Xy X +... . (10)
1-x 3 5 2n—-1

(10) darajali gatorning yaginlashish radiusi r=1 bolib, yaginlashish to plamsi
(-1,1) bo'ladi.»>

2-misol. Ushbu
sint
f(x)=|——dt
(9=

funksiya Teylor gatoriga yoyilsin.

<4Ma'lumki,

. 3 t5 n-1 t2n—1

sint=t——+——...+(-1) +on
3 5l (2n-1)!

Unda

. 2 4 2n-2

ﬁ: _t—+t——_,_+(— )n—l t +...

t 3 5 (2n-1)

bo ladi. Bu darajali gatorni hadlab integrallab topamiz:
XSint X t2 t4 N1 t2n—2
[—dt=]|1-—+——..+(-1) +.. |dt=
0

t o 0 3 s (2n—1)
3 5 2n-1
—x— 2y X () X +...
33 55 (2n-1)4(2n-1)
Keyingi darajali gatorning yaginlashish radiusi r = +o bo'ladi.»
3-misol. Ushbu
2x -1
f(Xx)=————
) X +X—6

funksiya Teylor gatoriga yoyilsin va bu gatorning yaginlashish radiusi topilsin.

131
NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI XAKIMOV R




<« Awalo f(x) funksiyani quyidagicha yozib olamiz:
2x -1 1 1 1 1
f(x)=

= = + — —
2 _
x24+X-6 Xx+2 x-3 2(“;)(] 3(1_;)()

Malumki,
1 * noon
I -1) -Xx ,
1+ X nzzz‘)( )
1 LR
—— =) X
1-x nz:%)

Bu formulalardan foydalanib topamiz:

e S (5%

2(1+ 1 xj n=02
2

| =
N—
5
Il
M8
N[
>
H
h—
s
>
—
-
Il
N
N—

Demak,
2x-1 &))", &1 ., &) 1 ).,
— = X'=» —xX" = — X
XZ +X—6 I'g) 2I’l+1 §3n+1 I';) 2n+1 3n+1
bo ladi.
Bu darajali gatorning yaqginlashish radiusi r =2 boladi. »
Mashqglar
1. Ushbu
. 3 ) 1
f(x)=sin’x, f(x)=|n(1—x ) f(x)=—"——
1+ X+ X
funksiyalar Teylor gatoriga yoyilsin.
2. Ushbu
0 X3n
XxeR
nZ:;‘)(Bn)! (x<R)

gatorning yig indisi topilsin.

3. Berilgan nuqgta atrofida funksiyani Teylor gatoriga yoying va ushbu
gatorlarning yaginlashish sohalarini toping.

1 f(x)=/x;x, = 4. 2 f(x)=e*;x, =—2.
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11

13

15

17

19

21

f(x)=cosx;x, = 4 f(x):i;xoz—Z
1 1
f(x)= =2 6 f(x)= X, =
’ X2 —4x+8 o ) X" —5x+6 "
f(x)=cos* x; x, :—%. 8 f(x)=sin*xx, :%.
fx):L;XO:S. 10 f(x)=e";x, =-1.
x-1
F(x)=sinx; X, = 12 f(x)=/%;%, =3.
f(x)=sin? x; X, =—g. 14 (x)=cos® x; X, :%.
f(x)= 1 X = 1. 16 f(x)=%/x;x, =8.
X* —5X+6
f(x)=sin®x; x, =%. 18 f(x)=cos®x; X, =%.
f(x)=i;x =-1. 20 f(x)=;;x =2
1-x'"° 1-2x—x2"""°
f(x)=cos* x;x, =

=

B W

No ok whRE

Foydalanish uchun adabiyotlar

Tao T. Analysis 1, 2. Hindustan Book Agency, India, 2014.

Aksoy A. G., Khamsi M. A. A problem book in real analysis. Springer,
2010.

Zorich V.A. Mathematical Analysis I. Springer, 2004, Germany.

Zorich V.A. Mathematical Analysis Il. Springer, 2004, Germany.
Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma’ruzalar, 1, 11 . T. “Voris-nashriyot”, 2010.
Shoimqulov B. A.,;,  Tuychiyev T.T., Djumaboyev D.X. Matematik
analizdan mustaqil ishlar. T. “O’zbekiston faylasuflari milliy jamiyati”,
2008.

NAZORAT SAVOLLARI
Darajali gatorning tekis yaginlashishi nima?
Darajali gator yig indisining uzluksizligi hagidagi teoremani ayting.
Qanday shartlarda darajali gatorni hadlab integrallash mumkin?
Qanday shartlarda darajali gatorni hadlab differensiallash mumkin?
Qanday gatorni Teylor gatori deyiladi?
Teylor teoremasini ayting.
Elementar funksiyalarni Teylor gatiriga yoyilmasi ganday?
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GLOSSARIY

Darajali gatorning tekis yaqinlashishi - darajali gator [a,ﬁ]c(—r,r) da
tekis yaginlashuvchi bo’ladi, bunda « € R, € R, r >0-yaginlashish radiusi.
Darajali gator yig indisining uzluksizligi -

S(x)= ianx”
n=0
S(x) funksiya (- r,r) da uzluksiz bo'ladi, r > 0-yaginlashish radiusi.

Darajali gatorni hadlab integrallash - S(x)= ianx” qatorni (-r,r) ga

n=0
tegishli bo'lgan ixtiyoriy [a,b] bo'yicha ([a,b]<(-r,r)) hadlab integrallash
mumeKin:
b o [ b
[S(x)dx = ZUanx"de.
a n=0\_a

Darajali gatorni hadlab differensiallash - Faraz qgilaylik,

Sax" =a, +aX+ayxt + ..+ a,x" + ...
n=0
darajali gatorning yaginlashish radiusi r > 0, yig'indisi S(x) bo’lsin:

ianxn = S(x).
n=0
U holda S(x) funksiya (—r,r) da uzluksiz S*(x) hosilaga ega va

S'(x)= inanx”‘1
n=0

bo’ladi, bunda (3) gatorning yaginlashish radiusi ham r ga teng.

Funksiyaning Teylor gatori - Aytaylik, f(x) funksiya x, € R nugtaning
biror
Us(x)={xeR:x, =8 <x<x,+5,;6 >0}
atrofida istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘Isin. Bu hol f(x) funksiyaning Teylor
formulasini yozish imkonini beradi:

£(= 1)+ 00 )+ TN f(n:](!XO)(x—xo)" (%),

bunda r, (x)-goldig had.
Modomiki, f(x) funksiya U ;(x,) da istalgan tartibdagi hosilaga ega ekan,
unda

o)+ 0o B f(")n(!xo)(x_xo)n Q@
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darajali qatorni garash mumkin bo‘ladi.
(1) darajali qatorning koeffitsientlari sonlar bo‘lib, ular f(x) funksiya va

uning hosilalarining x, nuqtadagi giymatlari orgali ifodalangan.
(1) darajali qator f(x) funksiyaning Teylor gatori deyiladi.
Xususan, x, =0 bo‘lganda (1) darajali qator ushbu
1 " (n) 0 (n)
f(0)+ fjgo)x+ f 2(|O)X2 +...+f—|(0)xn +...:Zf—(0)xn
! n! =

ko‘rinishga keladi.
Faraz gilaylik, f(x) funksiya biror (—r,r) da (r>0) istalgan tartibdagi

hosilaga ega bo‘lib, uning x, =0 nuqtadagi Teylor gatori

1 1] (n)
f(0)+ f (O)x+ f (O)x2 +...+f—(0)xn +...
u 2! n!

bo‘lsin. Bu gatorning qoldiq hadini r, (x) deymiz:
' " (n)
f(0)+ f (O)x+ f (O)x2 +...+f—(0)x” +1.(x).

il 2! n!
KEYS BANKI
1-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Hadlab differensiallash bilan ushbu
2 X4
1+ —+—+...
21 4

darajali gatorning yig indisi topilsin.

2-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Hadlab integrallash bilan ushbu

X —4x% +9x3 —16x"* +...

darajali gatorning yig indisi topilsin.

3-keys. Masala o°rtaga tashlanadi: . Ushbu

tsint
F(x)= j At

funksiya Teylor gatoriga yoyilsin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha
va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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TEST
Test topshirig'i 1};\’/%;1 Mugobil javob I\/J!ggggll
i (n})’*
<2 ) |x|< 4 |x|< 4 |x|> 4
yaginlashish oralig’ini toping.
00 nl N
; a" R =+00 R=0 R=1
yaginlashish radiusini toping.
$(13e(2n-Y "(x—l)” - - -
=\ 2-4-..-(2n) 2
darajali gatorning yaqinlashish
radiusini toping.
2 X" - .
nZ:;‘aJH (a>0) darajali gatorning |x|<1 |x|>1 |x|>2
yaqginlashish oralig ini toping.
- funksiyani darajali gatorga inx”‘1 i(n -x" 2
=X n=1 n=1 "
. (x|<D
yoying. (X <2) (X <) i
Test topshirig’i 1}2\;%‘; Mugobil javob I\/J!:\q/ggll
Z X" . A
ZF qator qaysi funksiyaning X COSX In(1+x)
n=0 '
yoyilmasi bo‘ladi?
-D"—— gator gaysi i X
HZ(; (2 Y COSX sinx e
funksiyaning yoyilmasi bo"ladi?
2n+1
Z( ) qator qaysi sinx COSX e
n=0 1)'
funkS|yan|ng yoyilmasi bo’ladi?
Z( )™~ qator gaysi In(1+x) e sinx
funk3|yan|ng yoyilmasi bo’ladi?
f(x)=arctgx funksiya gaysi s 1" x 21 oy 20+l
yoyilmaga ega? g on+l o1
0 2n+1 0 2n+1 © 2n+1
f(x):lnlJr—X funksiya gaysi ZZ X Z(_l)" X X
1-x ~on+1 e~ 2n+1 | & 2n+1
yoyilmaga ega?
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11-Mavzu. Uzluksiz funksiyani ko phad bilan yaginlashtirish.
Veyershtrass teoremasi.
11-Ma’ruza
REJA:

1°. Bernshteyn ko phadi.

2°. Muhim lemma.

3°. Uzluksiz funksiyani ko phad bilan yaginlashtirish.

Tayanch so'z va iboralar: Bernshteyn ko phadi, muhim lemma, N ’yuton-

binomi formulasi, uzluksiz funksiyani ko'phad bilan yaginlashtirish: Bernshteyn
teoremasi, Veyershtrass teoremasi.

1°. Bernshteyn ko phadi. Aytaylik, f(x) funksiya [0,1] segmentda berilgan
bo’lsin.
Ushbu

éf(%)qﬁxk(l— ) = £0)- (L x)" + f(%jc;x(l_ O FO

ko'phad f(x) funksiyaning Bernshteyn ko'phadi deyiladi va B, (f;x) kabi
belgilanadi:

B,(f;x)= éf(%)cr'ka(l— x)"

Bunda

ch = n(n-1 n-2)---(n—k +1) |
k!

Demak, Bernshteyn ko'phadi n-darajali ko'phad bo’lib, uning
koeffitsientlari f(x) funksiyaning

k
— k=0212,..,
S )

nuqtalardagi giymatlari orqali ifodalanadi.
Masalan,

B,(f;x)=f(0)+[f(1)- f(0)Ix,
B, (F:x)= f(O){Zf(%)—2f(0)}x+{f(0)+2f(%)+ f(1)}x2

bo ladi.
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2°. Muhim lemma. Ushbu

I(Z:,)Cr',‘x"(l—x)"_k =1, (1)
Zn:(——xj Cixk(a—x)" = X(ln_ x) (0<x<1) )

ayniyatlar o’rinli.
<«4N’yuton-binomi formulasi

> Cla*b"™* =(a+b)"
k=0
da a =X, b =1—x deyilsa, u holda

SCEX (- x)" =1
k=0

bolishi kelib chigadi.
(2) ayniyatni isbotlash uchun quyidagi
n n 2
ZKCr',‘xk (1—x)", k—ZCr'ka(l— X )"
k=0 N k=0N
yig indilarni hisoblaymiz.
Bu yig indini hisoblashda yugoridagi keltirilgan C* ning ifodasi va N’yuton
binomi formulasidan foyda-lanamiz:

S ) = 3 el ) = ek ) =
k=0 N k=1 N =
n n-1
=x- YKL x) Y S yx+ (1-x)]  =x
k=1
Demak,
zn:EC,'ka(l—x)”_k = X. (3)
k=01
Endi
2
> i -
k=0
yig indini hisoblaymiz:
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n — —
S e - = T e - = K kg
k=0N k=11 ke N n-1
n _ n
+ Zlcr'f_‘llxk L—x)* =72 L DI CIES G (B L L
k=L N n k=2

+ %xzn:C,'f__llxk‘l(l— X)) = nT—l X2 [x+ (@1 x)["? + % X[x +(@1-x)"" =

k=1
2 X(1—x)
n
Demak,
n k2 - x(1— x
Y= Crx“(1-x) Kox?24 ( ) (4)
k=0N n
Yugoridagi (1), (3) va (4) munosabatlardan foydalanib topamiz:
0k 2Ckk n—k_nk2 k Kk n-k 2nk k n-k
S| =—x| Cix*(1—x) => = Cix (L—x)" —2x> = ClL—x)"" +
k=0\ N k=01 k=0
+x23Chx - x)" = x? +X(1—_X)—2x-x+x2 =X(1—_X). >
k=0 n n
Natija. Vx €[0,1], ¥Yne N uchun
n 2 1
Z(——xj Clx*(a—x)"™ <o (5)
k=0 n

tengsizlik orinli boladi.
<«4Ravshanki, ¥x €[0,1] uchun

1
1-x)<=
)<

bo’ladi. Bu tengsizlik va (2) munosabatdan (5) tengsizlikning o rinli bolishi kelib
chigadi.»

3°. Uzluksiz funksiyani ko phad bilan yaginlashtirish.
1-teorema. (Bernshteyn). Agar f(x) funksiya [0,1] segmentda uzluksiz

bo’lsa, u holda
limmax|f (x)-B,(f,x)=0

n—oo 0<x<1

bo ladi, bunda

139
NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI XAKIMOV R




n
B (1= 2 f & Jebxs -0 ©)
k=0 \N
<(1) va (6) munosabatlardan foydalanib topamiz:

B, (f;x)-f(x)= Zn:{f(%]— f(x)}cr‘fx"(l—x)”'k .

k=0

Kantor teoremasiga ko ra garalayotgan f(x) funksiya [0,1] da tekis uzluksiz
bo’ladi. Unda ta'rifga binoan

Ve>0,36>0, vx',x"'e[0,1] uchun |x'—x"| <&
bo’lganda

£ (x)= F(x') <g
tengsizlik bajariladi.
Ma’lumki,
B, (f;x)—f(x)
ayirmani ifodalovchi yig'indida n+1 ta had bo’lib, ular k ning 01.2,...,n
giymatlarida yuzaga keladi. Bu k ning ushbu

k
——X

X< ) (x €[0,1])

tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatlari to plamini En(k) bilan,

k
——X

X2 ) (x €[0,1])

tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatlari to plamini F, (k) bilan belgilaylik.
Ravshanki,
E.(k)UF,(k)={012,..,n}
bo ladi. Shuni e'tiborga olib, yuqoridagi yig indini ikki gismga ajratamiz:

ZHEJ f<X>}Cﬁxk<1—x>“‘k - z)[f[Kj— f(xﬂcxxk(l_x)n—k ;

k=0 E, (k n
.y Hﬁj_ f(x)}cr'fx"(l—x)”_k |
Fa(k) n

Endi bu yig indilarni baholaymiz. f(x) funksiyaning [0,1] da tekis uzluksizligidan
hamda lemmadan foydalanib topamiz:
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E%;){ f (E) ) f(x)}c'l‘(xk(l_ JINED? f(Ej - f(X){Q’fx"(l— X)"* =

n E, ()l \N

= 2

k:

f(%)— f(x)‘C,’fx"(l— x)" <§ S Chx1-x)"* <

s £ (k)

k
==X
n

E X koK nk &
<=—YC x"11-x =—.
2% X' =x) 2

Ravshanki, f(x) funksiya [0,1] da chegaralangan. Unda max|f(x}=M eR

0<x1
bo ladi. Shuni etiborga olib topamiz:

Z){ i (Ej — f (x)}chk 1y

F. (k n

< 2
k:K—
n

<2M S Ckxf@-x)"*.

k
——X
n

f(%) - f(x){Cr'ka(l— )" <

X|=6

k: >0

Agar

K
——X

2
" >0 :(E—xj -i21

n

bolishini hisobga olsak, unda lemmaga ko'ra

2

ZCr',‘x"(l—x)”_ksi2 > (E—x] Cxk(L—x)"" <
I 0% Ik n
ki ——x|=6 k:l—x|=6
n n

12 k ? Kk n-k 1

<— ——X| C x"(1-x <

§2|§,(n ) X =) ans?

bo ladi.
Shunday qilib,

Kk K.k n—k & M
+ fl— |- f(x)|Cx"(1- <=+
a(k){ (nj ()} X< 2ns?
N M .
bo’ladi. Agar n>———deyilsa, u holda
20°¢
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M
26°n

1
<=¢€
2

bo’lib,
B,(f;x)-f(x)<e
bo"ladi. Bu munosabatdan esa
limmax|B,(f;x)— f(x)=0

n—oo 0<x<1

bo'lishi kelib chiqadi.»
Bu teoremadan n — oo da

B, (f;x)7f(x) (0<x<1)

bo’lishini topamiz. Demak, [0,1] da uzluksiz bo’lgan f(x) funksiya B,(f;x)
ko phad bilan yaqginlashtirildi:

f(x)zéf(%)c,ka(l—x)"‘k. (0<x<1)

Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo'Isin. Ma'lumki, ushbu
1 a
= X —
b-a b-a
chizigli almashtirish [a,b] segmentni [0,1] segmentga almashtiradi. Bu
almashtirishdan foydalanib ushbu

pt)=fla+(b-ak)  (0<t<1) (7)
funksiyani hosil gilamiz. Ravshanki, ¢(t) funksiya [0,1] da uzluksiz boladi.
Yugoridagi teoremadan foydalanib topamiz:

limmax|B, (¢;t)— o(t) =0, (8)

n—oo 0<t<1

t

bunda

B, (p;t) = é(p(%jcnkt"(l—t)”‘k .

(7) va (8) munosabatlardan
lim max Bn(f;ﬂj— f(x)<:0
b-a

n—o a<x<b

bolishi kelib chigadi, bunda
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=Y fla+——k c,f( —
kzz(:) ( n j (b—a)"
Shunday qilib quyidagi teoremaga kelamiz.
2-teorema (Veyershtrass). Agar f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz

bo’lsa,
X—a
B.| f:—— |- f(x)=0
”( b—aj ()1

Mashqlar

lim max

n—o a<x<b

bo ladi.

1. Agar f(x) funksiya [0;1] segmentda uzluksiz bo'lsa, ¥ x €[0;1] da

lim i(—l)k f(%jcr'ka(l— x)'™ =0

n—oo k=0

bo’lishi isbotlansin.
2. Agar f(x) funksiya [0;1] segmentda uzluksiz bo’lsa,

sup|B,(f;x) - f(x)‘sgw[%)

0=<x<1
bo’lishi isbotlansin, bunda @(5) — f(x) funksiyaning uzluk-siz moduli.
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NAZORAT SAVOLLARI

1. Bernshteyn ko phadi nima?

2. Muhim lemmani yozing. U qaysi teoremada ishlatiladi?
3. Bernshteyn teoremasini ayting.

4. Veyershtrass teoremasini ayting. Ma’nosini tushuntiring.

GLOSSARIY

f(x) funksiyaning Bernshteyn ko phadi — bu ushbu

éf(%)Cﬁxk(l— ) = £(0)- (L x)" + f(%jc;x(l_ O FO

korinishdagi ko phad. B, (f;x) kabi belgilanadi:
B (fix)=3 f[EJC,'ka(l—x)"‘k |
k=0 \N

Bunda
ok _ n(n-1{n-2)---(n—k +1)
" k! '

Uzluksiz funksiyani ko'phad bilan yaginlashtirish - Agar f(x) funksiya
[0,1] segmentda uzluksiz bo’lsa, u holda

limmax|f (x)—B,(f,x)=0

n—oo 0<x<1

bo ladi, bunda
B (fix)=3 f[chgxk(l_ S
k=0 \ N

Veyershtrass teoremasi - Agar f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz

bo'lsa,
lim max Bn(f;ﬂj— f(x)<:0
b—a

n—o a<x<b

bo ladi.
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Keys banki

1-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Agar f(x) funksiya [0;1] segmentda
uzluksiz bo'lsa, v x €[0;1] da
limY(-1)* f(%jcr'ka(l— x)'™ =0
n—» [

bo"lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
e Kkeysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha

va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

ko phadini tuzing.

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
TEST
L To’g'ri - Mugobil
Test topshirig'i javob Mugobil javob javob
f(X) =X funksiya uchun
[0,1] segmentda Bershteyn X X2 1-x
ko phadini tuzing.
f(X)=%* funksiya uchun
[0,1] segmentda Bershteyn X2 + xA-x) X2 4 X@+x) |2 XA+X)
n n n

Bernshteyn teoremasi.
Agar f(X) funksiya [0,1]
segmentda uzluksiz bo'lsa,
u holda ...

lim max|f(x)—Bn(f,x)|=O

n—o0 0<x<1

=0

lim sup |f (x)-B, (,x)
M=% 0<x<1

Iimgzlig‘f(x)—Bn(f,x |=0

<<<<<<

Quyidagilardan gaysi biri
to'gri?

n

dCkx 1-x)" =1

k=0

n

Seixa-xyt =2

k=0

145

NamDU

MATEMATIKA KAFEDRASI

XAKIMOV R.



12-Mavzu: Ikki o zgaruvchili funksiyaning bir
0 zgaruvchisi boyicha yaginlashishi
12-Ma'ruza
REJA:

1°. Limit funksiya.
2°. Limit funksiyaga tekis yaginlashish.
3°. Mavzuga doir misollar.

Tayanch so'z va iboralar: Limit funksiya, tekis yaginlashish, tekis
yaginlashishning zaruriy va yetarli sharti, limit funksiyaning uzluksizligi.

1°. Limit funksiya. [4, Definition 5,6,7, p.366-367] Faraz qilaylik, f(x,y)
funksiya R? fazodagi
M :{(x,y)eR2 ra<x<bh, yeEcR}

to plamda berilgan va y, € R nugta E to plamning limit nugtasi bo"Isin.
Ravshanki, har bir tayin xe[a,b]da f(x,y) funksiya y o'zgaruvchining
funksiyasiga aylanadi. Aytaylik, bu funksiya Vx <[a,b]da

lim f(x,y)

Y—=Yo

limitga ega bo’lIsin.

Har bir x<[a,b] ga f(x,y) funksiyaning y — y, dagi limitini mos go’yish
natijasida

@: x—>lim f(x,y)

funksiya hosil boladi.

Odatda, bu funksiya f(x,y) funksiyaning y —y, dagi limit funksiyasi
deyiladi:

lim f(x,y)=p(x). (xe[a,b]) (1)

Y—Yo

(1) munosabat quyidagicha tushuniladi:
Ve >0 son olinganda ham, shunday & =3(e,x)>0 son topiladiki, 0<|y — y,| <5

tengsizlikni ganoatlantiruvchi vy € E uchun
1f(x,y)-o(x)<e, (xelab])
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boladi.
Ta’rif. [4, Definition 9, p.367] Endi f(x,y) funksiya

M = {(x, y)e R2: Xe[a,b], yeEc R}
to plamda berilgan va « «nuqta» E to plamning limit nugtasi bo’lsin.

Agar Ve >0 son olinganda ham, shunday &=4(g,x)>0 son topilsaki,
ly| > & tengsizlikni qanoatlantiruvchi Wy € E uchun

(X, y)-p(x)<e
tengsizlik bajarilsa, ¢(x) funksiya f(x,y) ning y-—oo dagi limit funksiyasi
deyiladi.
1-misol. Ushbu
f(xy)=xy
funksiyani
M :{(x,y)e R?: 0<x<1, ye[O,l]}

to'plamda garaylik. Bu funksiyaning y — y, =1 dagi limit funksiyasi ¢(x)= x
bolishi ko rsatilsin.

«Ixtiyoriy ¢ >0 songa ko'ra, har bir x [0,1] uchun § =& deb olinsa, unda
ly = yo|=|y =1 < & tengsizlikni ganoatlan-tiruvchi y €[0,1] uchun

0y - ol0) =y - =y 3 <ly - <=

bo"ladi. Demak,
limxy=x. »
y—1
2-misol. Ushbu
f(x,y)=x", (00 :0)
funksiyani

M ={(x,y)eR?: 0<x<1, ye[oi]}
to plamda garaymiz. Bu funksiyaning y — y, =0 dagi limit funksiyasi topilsin.
<4 Aytaylik, x =0 bolsin. Bu holda Vy <[0,1] uchun
f(0,y)=0
bo'lib, y—0 da f(0,y)— 0 bo'ladi.

Aytaylik, x =0 bo’lsin. Bu holda y —0 da
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MATEMATIK ANALIZ I1-KURS

f(x,y)=x' ->x°=1
bo'ladi. Hagigatan ham, ixtiyoriy &£>0 songa ko'ra &=log (1-&) deyilsa
(x>0), unda |y—vy,|=|]y—0=|y]<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ye[0,1]
uchun

(X, y)—¢(x){=‘xy —qzl— XY <1-x"9) =1 _(1-¢g)=¢

bo'ladi. Demak, y —0 da f(x,y)=x" funksiyaning limit funksiyasi
(x):{l’ agar x <(0,1] bolsa,
0, agar x=0 bolsa
bo ladi. »

2°. Limit funksiyaga tekis yaginlashish.
Faraz gilaylik, f (x,y) funksiya
M ={x,y)eR?*:a<x<b, yeEcR}
to plamda berilgan bo’lib, y, € R nuqgta esa E to plamning limit nuqtasi bo’lsin.
Bu funksiya har bir tayinlangan x [a,b] da y o°zgaruvchining funksiyasi sifatida
y — Y, da ¢(x) limit funksiyaga ega boIsin:

lim f(x,y)=g(x).

Y—Yo

f(x,y) funksiyaning ¢(x) ga intilishi xarakteri olingan x ga bog'lig, chunki x
ning turli giymatlarida f(x,y) funksiya, umuman aytganda y o’zgaruvchining tur-
licha funksiyalari bo’ladi. Bu vaziyat

lim f(x,y)=¢(x), (xe[a,b])

Y—=Yo
tushunchasidagi ixtiyoriy ¢>0 songa ko'ra, topiladigan &6>0 sonning
garalayotgan x ga boglig yoki bog’lig emasligida namoyon bo"ladi.

Yugorida keltirilgan misollarning birinchisida 6 =¢ bo'lib, u fagat £ >0
gagina bog'lig, ikkinchisida esa & =log, (1— &) bo’lib, u olingan & >0 bilan birga
garalayotgan x ga ham boglig ekanini ko ramiz.

1-ta'rif. Agar Ve>0 son olinganda ham, shunday &=3(s)>0 son
topilsaki, |y — y,| <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi y e E, ¥x e[a,b] uchun

(X, y)-p(x)<e
tengsizlik bajarilsa, ya ni
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Ve>0,35=5(£)>0, [y—yo|<5, yeE, ¥xelab]:

[ y)-plx) <z
bo'lsa, f(x,y) funksiya ¢(x) ga [a,b] da tekis yaginlashadi deyiladi.
3-misol. Ushbu
f(x,y)=xsiny
funksiyani
M = {(x y)eR?*: 0<x<1, ye [O;z]}

to plamda qgaraylik. Bu funksiyaning y — v, =% da limit funksiyasi topilib, unga

[0,1] da tekis yaginlashishi ko rsatilsin.
<« Ravshanki,

o3
limxsiny =—x.
-7 2

Demak,

go(x):?x.

Agar Ve>0 ga kora o=¢ deyilsa, u holda y—z <o tengsizlikni

ganoatlantiruvchi y [0, 7] va vx [0,1] uchun

smy—%ﬂzh| < <0=¢

43
xmny—iyx

=[x

|£(x,y)-o(x) =

siny—sinZ y—£
3 3

bo’ladi. Ta'rifga binoan, y—>% da f(x,y)=xsiny funksiya (D(X):?X limit

funksiyaga [0, 1] da tekis yaginlashadi. »
Eslatma. Aytaylik,
lim f(x,y)=o(x)

Y—>Yo
bo’lsin.
Agar V5>0 son olinganda shunday &, >0, X, €a,b] va |y—y,|<&

tengsizlikni ganoatlantiruvchi y, € E topilsaki,

‘f(xo'Y1)_¢(Xo)280
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bo'lsa, f(x,y) funksiyaning y—vy, da limit funksiya ¢(x) ga tekis yaqin-
lashmaydi deyiladi.
Masalan,

f(x,y)=x’, (0°=0)
funksiyaning y — 0 dagi limit funksiya

¢)(X)={
ga tekis yaginlashmaydi bo'ladi. Hagigatan ham, ¥&6>0 son olinganda,

1
£0 =%, 0<y, < tengsizlikni ganoatlantiruvchi y, va x, =2 % deb olinsa, u holda

1, agar xe(01] bo'lsa,
0, agar x=0 bo’lsa

1 1
‘f(XOlyl)_(D(XOX:]‘_ Xoyl :1_§:E>80
bo’ladi.

Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya R? fazodagi
M :{(x,y)e R*:a<x<bh, yeEc R}

to plamda berilgan va y, € R nugta E to plamning limit nuqtasi bo"Isin.
Agar E to'plam vy, ga intiluvchi {y,} ketma-ketlikdan iborat bo'lsa,
f(x,y) funksiyani [a,b] da aniglangan

fo ()= f(xy,)

funktsional ketma-ketlik sifatida garash mumkin. Masalan,

2Xy
f(x,y)=
(xy)= Y.
. 5 11 <
funksiyani M, ={(x, y)eR?: xe01] yeE ={1,§,§,...}} to'plamda garasak, u
quyidagi
2Xn
f (X)=———
%) 1+ n?x?

funktsional ketma-ketlikka aylanadi.
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MATEMATIK ANALIZ I1-KURS

1-teorema. Agar y —y, da f(x,y) funksiya ¢(x) ga [a,b] da tekis yaqgin-
lashsa, u holda E to'plamdagi y, ga intiluvchi har bir {y,} ketma-ketlikda
(y.cE)

f, (X)=f(xY,)

funktsional ketma-ketlik ham [a,b] da ¢(x) ga tekis yaginlashadi.

<Aytaylik, f(x,y) funksiya y —y, da ¢(x) funksiyaga [a,b] da tekis
yaginlashsin. Unda ta'rifga binoan

Ve>0,35=05(¢)>0, 0<|y—y,|<&5
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
yeE, vxela,b]: ‘f(x,y)—go(x)<g

boladi.

Modomiki, {y,} ketma-ketlik y, ga intilar ekan, unda

V6>0,3ngeN, Vn>ng: |y, — Yo| <8

tengsizlik bajariladi. Demak,

Ve>0,35>0, |y, - Yo| <3, ¥, €E, Vxela,b]: [f(xy,)-p(x)<e
ya ni,

‘fn(x)—go(xx <&

bo’ladi. Bu esa f,(x) funktsional ketma-ketlikning [a,b] da ¢(x) funksiyaga tekis
yaginlashishini bildiradi.»

Endi f(x,y) funksiyaning limit funksiyaga ega bo'lish va unga tekis yagin-
lashishi hagidagi teoremani keltiramiz.

2-teorema. f(x,y) funksiya y — vy, da limit funksiya ¢(x) ga ega bo’lishi
va unga tekis yaginlashishi uchun Y& >0 olinganda ham x ga bog lig bo'Imagan
shunday 35=05(¢)>0 topilib, |y—yo|<S, |y —ye|<S tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy y, y' € E hamda Vvx €[a,b] da

f(x,y)-f(xy)<e 2)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
<« Zarurligi. Aytaylik, f(x,y) funksiya y —y, da limit funksiya ¢(x) ga
[a,b] da tekis yaginlashsin. Unda ta'rifga binoan
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Ve>0,38>0,|y-y <5, VyeE, vxelab]: \f(x,y)—¢(x){<g (3)

jumladan, |y’ —y,| <&, y' € E uchun ham

F(xy)-(x) < (4)
2
boladi.
(3) va (4) munosabatlardan
f(x,y)-f(xy)<e

bo lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, (2) shart bajarilsin. Modomiki, har bir tayinlangan
xela,b]valy—y,|<d, |y —VYo|<5, yeE, y cE da

f(x,y)-f(xy)<e
tengsizlik bajarilar ekan, unda Koshi teoremasiga ko'ra y—vy, da f(x,y)
funksiya limitga ega boladi. Uni ¢(x) bilan belgilaylik:

lr )= p(x)

Endi y o zgaruvchining \y—y0\<5 tengsizlikni ganoat-lantiradigan qiy-
matida tayinlab, (2) tengsizlikda y" — vy, da limitga otib, topamiz:

1f(x,y)-p(x)<e.

Buesa y—Y, da f(x,y) funksiya (x) ga [a,b] da tekis yaginlashishini
bildiradi. »
3-teorema. f(x,y) funksiya uchun quyidagi shartlar bajarilsin:

1) har bir tayin yeE da f(x,y) funksiya [a,b] da x o’zgaruvchining
funksiyasi sifatida uzluksiz;

2) y =Y, da f(x,y) funksiya [a,b] da ¢(x) ga tekis yaginlashsin.

U holda ¢(x) funksiya [a,b] da uzluksiz bo'ladi.

<4 E toplamda y, ga intiluvchi ixtiyoriy {y,} ketma-ketlik olib
(y, €E,n=12,.,y, > Y,) [a.b] segmentda aniglangan ushbu

fa (0= F(x¥,)

funktsional ketma-ketlikni hosil gilamiz. Teoremaning shartlariga ko ra:

1) f,(x) funktsional ketma-ketlikning har bir hadi [a,b] da uzluksiz bo'ladi;
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2) mazkur ma'ruzadagi 2-teoremaga binoan y —y, da f,(x) funktsional
ketma-ketlik o(x) funksiyaga [a,b] da tekis yaginlashadi.
Unda ¢@(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo'ladi (garalsin, 65-

ma’ruza). »
12-amaliy mashg’ulot
1-misol. Ushbu
f(xy)=xy
funksiyani

M ={(x,y)e R?: 0<x<1, ye[O,l]}
to'plamda garaylik. Bu funksiyaning y — y, =1 dagi limit funksiyasi ¢(x)= x
bo'lishi ko rsatilsin.
«lxtiyoriy £ >0 songa ko'ra, har bir x €[0,1] uchun & =& deb olinsa, unda
ly — yo| =|y =1 < & tengsizlikni ganoatlan-tiruvchi y €[0,1] uchun
() -o(x) =[xy —x/=|x|y-1<[y-L<5=¢
bo'ladi. Demak,

limxy =x. »
y—1
2-misol. Ushbu
f(x,y)=x", (00 :0)
funksiyani

M ={(x,y)eR?: 0<x<1, ye[oi]}

to plamda garaymiz. Bu funksiyaning y — y, =0 dagi limit funksiyasi topilsin.

< Aytaylik, x=0 bo’Isin. Bu holda vy <[0,1] uchun

f(0,y)=0

bo'lib, y—0 da f(0,y)— 0 bo'ladi.

Aytaylik, x =0 bo’lsin. Bu holda y —0 da

f(x,y)=x" >x°=1
bo'ladi. Hagigatan ham, ixtiyoriy >0 songa ko'ra &=Ilog, (1-¢) deyilsa
(x>0), unda |y—y,|=|]y—0=]y]<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ye[0,1]
uchun
(%, y)— p(x) =‘xy —]4 —1-x) <1-x"%0) _1_(1-¢)=¢
bo'ladi. Demak, y —0 da f(x,y)=x" funksiyaning limit funksiyasi
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olx _{1, arap X €(0,1] 6ynca,
0, arap X=0 6ynca
bo'ladi. »
3-misol. Ushbu f(x,y)=xsiny funksiyani

M = {(x y)eR?: 0<x<1, ye [O,;z]}
to plamda qgaraylik. Bu funksiyaning y — v, :% da limit funksiyasi topilib, unga

[0,1] da tekis yaginlashishi ko rsatilsin.
<4Ravshanki,

o3
limxsiny =—x.
v 2

Demak, ¢(x)= ? X.

Agar Ve>0 ga kora d=¢ deyilsa, u holda y—%<5 tengsizlikni

ganoatlantiruvchi y €[0,7] va vx [0,1] uchun

\f(x,y)—qy(x){:xsiny—gx siny—?‘z\x\ < <5=¢

=[x

siny—sinz
3

y_ 7
3

bo'ladi. Ta'rifga binoan, y—>% da f(x,y)=xsiny funksiya (p(x)zgx limit

funksiyaga [0, 1] da tekis yaginlashadi. »
Eslatma. Aytaylik,
lim f(x,y)=o(x)

Y—Yo
bo'lsin. Agar V& >0 son olinganda shunday &, >0, x, €[a,b] va \y—y0\<5
tengsizlikni ganoatlantiruvchi y, € E topilsaki,

‘f(XO’Y1)_¢(XoX250
bo'lsa, f(x,y) funksiyaning y—vy, da limit funksiya ¢(x) ga tekis yaqin-
lashmaydi deyiladi.

4-misol. f(x, y)=xy, (O° :O)funksiyaning y — 0 dagi limit funksiya
1, agar xe(0,1| bo’lsa,
o(x)= o4 I
0, agar x=0 bo'lsa
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ga tekis yaginlashmaydi bo'ladi. Hagigatan ham, ¥&>0 son olinganda,
1

0 :%, 0<y, <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi y, va x, =2 * deb olinsa, u holda

00, 3:)— 000 =L =17 =2 >,

boladi.

Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya R? fazodagi

M ={(x,y)e R%:a<x<bh, yeEc R}

to plamda berilgan va y, € R nugta E to plamning limit nugtasi bo’lsin.

Agar E to'plam vy, ga intiluvchi {y,} ketma-ketlikdan iborat bo’lsa,
f(x,y) funksiyani [a,b] da aniglangan

f, (X) = f (X' yn)

funktsional ketma-ketlik sifatida garash mumkin. Masalan,

2xy
f(x,y)=
(xy)=—7 v
funksiyani M, :{(x, y)eR?: xe[01] yeE :{1%%}} to'plamda garasak, u
quyidagi
2Xn
f.(X)=——7F+—
) 1+n%x?

funktsional ketma-ketlikka aylanadi.

f(x, y)=n(ﬂ—ﬁJ

funksiyani M ={(x,n)eR?: x&(0,0), ne N} to'plamda garaylik. Bu
funksiyaning n — oo da limit funksiyasi topilsin.

2. Ushbu
1 1)1
f(x, y)=—[1— xy]xy

1. Ushbu

y
funksiyani M = {(x y)eR?*: xe E ,1}, ye (0,1]} to plamda garaylik. Bu funksiya

uchun
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lim f(x,y)=0

y—>+0
bo lishi isbotlansin.
3. Aytaylik, f(x,y) funksiya

M :{(x, y)eR*:xela,b] yeEc R}

to'plamda berilgan va y, R esa E ning limit nugtasi. y—vy, da f(x,y)
funksiyaning ¢(x) ga [a,b] da tekis yaginlashishi uchun E to'plamdagi y, ga
intiluvchan ixtiyoriy {y,} ketma-ketlikda

fn(x) = f(X, yn)

funktsional ketma-ketlikning [a,b] da ¢(x) ga tekis yaginlashishi zarur va etarli
ekani isbotlansin.

Foydalanish uchun adabiyotlar

1. Tao T. Analysis 1, 2. Hindustan Book Agency, India, 2014.

2. Aksoy A. G., Khamsi M. A. A problem book in real analysis. Springer,
2010.

3. Zorich V.A. Mathematical Analysis I. Springer, 2004, Germany.

4. Zorich V.A. Mathematical Analysis Il. Springer, 2004, Germany.

5. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma’ruzalar, I, Il q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

6. Shoimqulov B. A., Tuychiyev T. T., Djumaboyev D. X. Matematik
analizdan mustaqil ishlar. T. “O’zbekiston faylasuflari milliy jamiyati”, 2008.

Nazorat savollari

1. Limit funksiya.

2. Tekis yaginlashish.

3. Tekis yaqginlashishning zaruriy va yetarli sharti.
4. Limit funksiyaning uzluksizligi hagida teorema.

GLOSSARY
Limit funksiya - Har bir xe[a,b] ga f(x,y) funksiyaning y -y, dagi
limitini mos go'yish natijasida
p: x—limf(x,y)
Y—>Yo
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hosil bo’luvchi ¢(x) funksiya.
Tekis yaqginlash - Agar Ve >0 son olinganda ham, shunday 5:§(g)>0

son topilsaki, \y — yo\ < o tengsizlikni ganoatlantiruvchi y e E, Vx e [a,b] uchun
1f(x,y)-p(x)<e

tengsizlik bajarilsa, ya ni

Ve>0,35=5(£)>0, [y—yo|<5, yeE, ¥xelab]:

(X, y)-p(x)<e

bo'lsa, f(x,y) funksiya ¢(x) ga [a,b] da tekis yaginlashadi deyiladi.

KEYS BANKI

1-keys. Masala 0'rtaga tashlanadi: Aytaylik, f(x,y) funksiya
M = {(x y)eR?:xela,b] yeEc R}
to‘plamda berilgan va y,eR esa E ning limit nugtasi. y—>vy, da f(x,y)
funksiyaning (D(X) ga [a,b] da tekis yaginlashishi uchun E to‘plamdagi y, €R ga
intiluvchan ixtiyoriy {y.} ketma-ketlikda
f, () =f(xy,)
funksional ketma-ketlikning [a,b] da ¢(x) ga tekis yaginlashishi zarur va yetarli
ekani isbotlansin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha
va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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b
1°. Parametrga bog’liq integral tushunchasi: J(y)= [ f (x,y)dx.
a

13-Mavzu: Parametrga bog liq integrallar

13-Ma’ruza
REJA:

2°. J(y) funksiyaning limiti.

3°. J(y) funksiyaning uzluksizligi.
4°, J(y) funksiyani differensiallash.
5°. J(y) funksiyani integrallash.

Tayanch so’z va iboralar: parametrga bog lig integral, J('y) funksiyaning
limiti, J(y) funksiyaning uzluksizligi, J(y) funksiyaning differensiali, J(y)

funksiyaning integrali.

1°. Parametrga bog'liq integral tushunchasi. Aytaylik, f(x,y) funksiya

M ={(x,y)eR2:a£xsb, yeEcR}

to plamda berilgan bo’Isin. Bu funksiya har bir tayinlangan ye £ da x o zgaruv-
chining funksiyasi sifatida [a,b]da integrallanuvchi, ya'ni

T f(x,y)dx

mavjud deylik. Qaralayotgan integralning giymati tayin-langan y ga bogliq bo'la-

di:
b
I(y)=f(xy)x. 1)
Masalan, y =0 bo'lganda
1 yX 1 y _
jeyxdx:e | _e’ -1
2 AR
y =0 bo’lganda
1
[e%dx=1
0
bo ladi. Demak,
L el — .
J(y)z_[eyxdx= ———, agar y=0bo’lsa,
0 1, agar y=0 bolsa.
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Odatda (1) integral parametrga bog'lig integral, y esa parametr deyiladi.

Ravshanki, J(y) funksiya (parametrga bog’liq integral) berilgan f(x,y)
funksiya orgali aniglanib, unga bog’liq bo’ladi.

Parametrga bog'lig integral mavzusida f(x, y) funksiya-ning funktsional
xossalariga ko'ra J(y) funksiyaning funktsional xossalari (limiti, uzluksizligi,
differentsiallanuvchiligi, integrallanishi) o rganiladi.

2°. J('y) funksiyaning limiti. Aytaylik, f(x,y) funksiya
M :{(x,y)e R?:a<x<b, yeEcR}

to plamda berilgan bo’lib, y, €R esa E to plamning limit nuqtasi bo’lsin. Bu
funksiya uchun har bir tayin y € E da

b
J(y)=]f(xy)dx

mavjud bo’lsin.

1-teorema. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:

1) har bir tayin yeE da f(x, y) funksiya x o°zgaruvchi-ning funksiyasi
sifatida [a,b] da uzluksiz;

2) y—y, da f(x,y) funksiya limit funksiya ¢(x) ga [a,b] da tekis
yaqginlashsin.

U holda y — y, da J(y) funksiya limitga ega bo'lib,

b
1im J(y) = [ p(x)dx @

bo ladi.
<« Keltirilgan teoremaning shartlarini bajarilishi-dan, 74-ma‘ruzadagi 3-
teoremaga ko'ra, limit funksiya ¢(x) ning [a,b] da uzluksiz bolishi kelib chigadi.
Demak,
[ o(x)dx

a
integral mavjud.

Ayni paytda, y— vy, da f(xy) funksiyaning [a,b] da ¢(x) funksiyaga
tekis yaqginlashuvchi bolishidan, ta'rifga binoan,
&
b-a

Ve>0,36>0,|y-y,|<d, VyeE, vxelab]:[f(x,y)-o(x) <
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bolishini topamiz. Ushbu

b
‘J(y)—fco(x)dx

ayirmani garaylik.
Ravshanki, \y - yo\ < o tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy y € E uchun

3(y)~ Jox)e =] £ (x,y)dx - [ p(x)dx

boladi.
Keyingi munosabatdan

<Hf(xy x){dx<—jdx £

lim 3(y) = f o)

bo'lishi kelib chigadi. »
(2) munosabatni quyidagicha

Ilmjf X, y)dx = j[lim f(x,y)}dx

Yy—Yo a Y—>Yo

ham yozish mumkin. Bu integral belgisi ostida limitga otish qoidasini ifodalaydi.

3°. J(y) funksiyaning uzluksizligi. J(y) funksiyaning uzluksizligini

quyidagi teorema ifodalaydi.
2-teorema. [4, Proposition 1, p.408] Agar f(x,y) funksiya
M, :{(x,y)e R?:a<x<b, cgysd}
to'plamda uzluksiz bo'Isa, J(y) funksiya [c,d] da uzluksiz bo'ladi.
<« Ixtiyoriy y, €[c,d] va y, + 4y €[c,d] nugtalarni olib, J(y) funksiya-
ning orttirmasini topamiz:

b
AJ(¥o)=3(yo +4y) = I(¥o) = [ (x5 + 4y) = £ (x, o )Jox.
f(x,y) funksiya M, to’plamda tekis uzluksiz. Unda V& >0 uchun shunday & >0
topiladiki, |4y| <5 bo’lganda, ¥x e|a,b] uchun

1F(X,Y +4y)— T(Xyo) <&
boladi. Demak, |dy| < & bo’lganda

AJ(y,) = I[f X, Yo +Ay) = f(x, ¥, )ldx < £(b - a)

bo ladi. Keyingi munosabatdan
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limAJ(y,)=0

Ay—0
bo’lishi kelib chigadi. Bu esa J(y) funksiyani ixtiyoriy Yy, nugtada, binobarin
[c,d] da uzluksiz bo'lishini bildiradi.»

4°. J(y) funksiyani differentsiallash. Aytaylik, f(x,y) funksiya M, to’p-
lamda berilgan bolsin.

3-teorema. [4, Proposition 2, p.409] Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya
quyidagi shartlarni bajarsin:

1) har bir tayin ye|c,d] da f(x,y) funksiya [a,b] da x o'zgaruvchining
funksiyasi sifatida uzluksiz;

2) f(x,y) funksiya M, to'plamda f,(x,y) xususiy hosilaga ega va f/(x,y)
funksiya M, da uzluksiz.

U holda J(y) funksiya [c,d] da hosilaga ega va

b
3'(y)=] f;(x,y)dx ©)
a
boladi.
« yelc,d], y+ 4y e[c,d] nugtalarni olib, topamiz:
Wy+ay)=3(y) 7 0oy )= f(xy)y,
Ay 2 Ay |
Lagranj teoremasiga ko 'ra

f(x,y+4y)- f(X’y): f;(x,y+9Ay) (0<6<1)

Ay
bo’lib,
_ b
J(y+43/y) J(y):jf'(x,y+9Ay)dx (0<6<1) (4)
bo"ladi.

f,(x,y) funksiya M, to’plamda tekis uzluksiz boIganligi sababli

Ve>0,35>0,|4y|<5, Vxelab]:

fi(x,y+64y)- fy’(x,y)1 <
tengsizlik bajariladi. (4) munosobatdan foydalanib

I(y +A2‘/3— f(Y)_i fy'(x,y)dx Si

bo lishini topamiz. Demak,

&
b-a

fy(xy+04y)— f,(xy)dx<e
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Bu esa

ekanini bildiradi. »
(3) munosabatni quyidagicha

9t (xy)e=] 9 f(xy)
— [ f(x,y)dx =|{— f(x,y)dx
dya ady

ham yozish mumkin. Bu differentsiallash amalini integral belgisi ostiga o tkazish
qoidasini ifodalaydi.

5°. J(y) funksiyani integrallash. Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya M,

to plamda berilgan va uzluksiz bo’lIsin. U holda 2-teoremaga ko 'ra
b
J(y)=]f(xy)dx
a
funksiya [c,d] da uzluksiz bo'ladi. Binobarin, bu funksiya [c,d] da
integrallanuvchi, ya'ni

[3(y)dy

c
mavjud bo ladi.

4-teorema. [4, Proposition 3, p.4013] Agar f(x,y) funksiya M, to’plamda
uzluksiz bo’lsa, u holda

d d|l b b{ d
[I(yhdy =] {I f (X,y)dX}dy = [I f (X,y)dy}dx
bo ladi.
<« vt €[c,d] nugtani olib, ushbu

F(t _[Uf X,y dx}dy Ot Tﬁf X,y dy}

funksiyalarni garaymiz.
Ravshanki,
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!

F'(t)= j ?f(x,y)dx dy =Tf(x,t)dx,
?'(t)= :T_j f (x,y)dy_dx = Tﬁ f (x,y)dy} dx = T f(x,t)dx .
Demak ) _
F(t)=a'(t)=] f (xt)ix
bo’lib, undan a

F(t)=®(t)+C (C =const)
bo"lishi kelib chigadi.
Agar t =c deyilsa,
F(c)=a2(c)=0
bo ladi va keyingi tenglikdan C =0 bo’lishini topamiz.

Demak,
F(t)=a(t).
Xususan, t =d bo'lganda F(d)=a(d) bo'lib,
d| b bf d
j[j f(x,y)dx}dy = j{j X,y dy}dx
bo'ladi. P>
13-Amaliy mashg’ulotlar

Parametirga bog’lig xosmas integrallar

Parametirga bog’liq xosmas integrallarni hisoblang:

3713.
1+2 dx 1 dx
a)lim — = = arctgx|_. =
)a—>0 f 1+x24+a? fD 1+x2 9 l[}
s
—— 0 =—
4 4
) 1 1 . 1+x2—1—x2—?
lim — = =
a—0 \1+x2+a? 1+x?2 a—0 (1+x2)(1+xZ+a?)
] —(:::2 0
lim = =0
a—0(1+ 221+ x2+a?) (14 x2)
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3713.
b)
I%1_)1'1;)110 1+ ) (\/xz + a? — \/xz) =f_11 VxZdx =

= f_1|x|dx = —fﬂ xdx+f1xdx =

— 1%+ %=—(0——)( 0)-

==+ L 1
_E 5=
dx dx 1 dx
g)lim fﬂ T lim fﬂ =
n—co +(1 +—] n—co 1+I:1+::]-1"r e

J

0 14e*
—In(fe+1)+n2=1—1In

LT Gy — i In|1 + e[} =

e+1

1
lim( — —
n—}m1+{1+%jﬂ 1+ e*
- T

1+€:_1_(1+;_L

= lim
nee 1+ (1 +—}(1 + e*

ax A —.:I:'
e (1+n}r

(1+e)(1+(1+ %)gn

E.'I.' _ E-:l'
1+enz Y
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J-E;r+-:r sina(b+a)

—xcos2xdx =
at+a x b+a

sina(a+a) 1 h+a Sina(b+a)
— + SIH{TI =
at+a |a+a b+a

- sinﬂ(a+ﬂ)+sinaf(b+cx) _ sina(a+a)_

a+a o o
. 1 1 .
sina (b + H){m + 5)— sina(a +

a)(——+ )

a+a

Mashglar

1 1)1
f(x,y):y[l—nyxy

funksiyani {(x,y)e R®: XEE ,1}, ye(O,l]} to'plamda garaylik. Bu funksiya

1. Ushbu

uchun

Ilmjf X, ydx;tj(llmf X, y)jd

y—>+07 y—>+0
2 2
bo’lishi isbotlansin.

2. Agar f(x) funksiya [0 1] segmentda uzluksiz hosilaga ega bo'lsa,
j f(x)signsin(xy)dx  (y>0)

funksiyaning hosilasi topilsin.
3. Agar

Jo(y)= %Icos(ycos X )dx (yeR)

bo'lsa, u quyidagi yJJ(y)+Ji(y)+yJ,(y)=0 tenglamani ganoatlantirishi
ko rsatilsin.
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2. Aksoy A. G., Khamsi M. A. A problem book in real analysis. Springer,
2010.

3. Zorich V.A. Mathematical Analysis I. Springer, 2004, Germany.

4. Zorich V.A. Mathematical Analysis Il. Springer, 2004, Germany.

5. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma ruzalar, I, Il q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

6. Shoimqulov B. A., Tuychiyev T. T., Djumaboyev D. X. Matematik
analizdan mustaqil ishlar. T. “O’zbekiston faylasuflari milliy jamiyati”, 2008.

Nazorat savollari
. Parametrga bog’liq integral deb nimaga aytiladi?
J(y) funksiyaning limiti va uzluksizligini tariflang.

J(y) funksiyaning differensiallash deganda nimani tushunasiz?
J(y) funksiyani integrallash.

o N o O

GLOSSARY
Parametrga bog'liq integral - Aytaylik, f(x,y) funksiya
M :{(x,y)e R?:a<x<b, yeEcR}
to'plamda berilgan bo’lsin. Bu funksiya har bir tayinlangan y € £ da x o'zgaruv-
chining funksiyasi sifatida [a,b]da integrallanuvchi, ya'ni

T f(x, y)dx

mavjud deylik. Qaralayotgan integralning giymati tayin-langan y ga bog lig bo'la-
di:

b
J(y)=]f(xy)dx. (1)

Odatda (1) ko’rinishidagi integral parametrga bog‘liq integral deyiladi.

J('y) funksiyaning limiti - Faraz qgilaylik, f(x,y) funksiya quyidagi shart-
larni bajarsin:

1) har bir tayin yeE da f(x,y) funksiya x o’zgaruvchi-ning funksiyasi
sifatida [a,b] da uzluksiz;

2) y—y, da f(x,y) funksiya limit funksiya ¢(x) ga [a,b] da tekis
yaginlashsin.

U holda y — y, da J(y) funksiya limitga esa bo'lib,
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lim J(y) = j(p 2)

Y—=Yo
boladi.
J(y) funksiyaning uzluksizligi - Agar f(x,y) funksiya

M, :{(x,y)e R?:a<x<b, CSySd}
to'plamda uzluksiz bo'lsa, J(y) funksiya [c,d] da uzluksiz bo'ladi.

KEYS BANKI

1 1
f(x,y)=§[1—xijy

{(x y)eR?: xe[ } ye(O;L]}

to‘plamda qaraylik. Bu funksiya uchun

lim jf X de;tI(hm f(x y)jd

1-keys. Ushbu

funksiyani

y—>+0 y—+0

2 2
bo‘lishi isbotlansin.
2-keys. Agar f(x ) funksiya [0,1] segmentda uzluksiz hosilaga ega bo’lsa,

jf Jsignsin(xy)dx  (y>0)

funksiyaning hosilasi topilsin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha
va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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14-Mavzu: Chegaralari o zgaruvchi parametrga bog liq integrallar

14-ma’ruza
REJA:

% J,(y) funksiyaning uzluksizligi.
0 J,('y) funksiyani differensiallash.

Tayanch so’z va iboralar: parametrga bog'liq integral, J,(y)
funksiyaning uzluksizligi, J,(y) funkisyani differensiallash.

Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya
Moz{(x,y)eRziaSXSb, csysd}
to'plamda berilgan va har bir tayin yelc,d] da f(x,y) funksiya x
0 zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b] da integrallanuvchi bo’lsin. a(y) va
B(y) funksiyalarning har biri [c,d ] da berilgan va Vy [c,d] uchun

a<a(y)<py)<b (1)
tengsizliklar bajarilsin.
Ushbu
Bly
(f %‘(x,y)dx
a(y)
integral, ravshanki, y o zgaruvchiga bog lig boladi:
Aly)
Ji(y)="[T{xy)x. 2)

a(y)
(2) integral chegaralari ham parametrga bog lig integral deyiladi.
J,(y) funksiyaning uzluksizligi. J,(y) funksiyaning uzluksizligini
quyidagi teorema ifodalaydi:
1-teorema. Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya M, to'plamda uzluksiz bo’lib,
a(y) va B(y) funksiyalar esa [c,d ] segmentda uzluksiz bo'lsin. U holda

Bly)
3i(y)= (I f (x,y )dx
aly
funksiya [c,d] da uzluksiz boladi.

«|xtiyoriy yoe[c,d] nugtani olaylik. Integralning ma’'lum xossalaridan
foydalanib topamiz:

Bly) a(yo B(Yo) y
J,(y)= [ f(x (x, y)dx+ I X, y Jdx + jf(x, y)dx =
a(y) a(y) a(¥o) B(Yo)
B(Yo) aly) (3)
= | f(x,y)dx+ If(x,y)dx— If(x,y)dx.
a(Yo) (%) a(Yo)
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Ravshanki,
B(Yo)
[ £(x,y)dx
a(yo)
integral chegarasi 0"zgarmas bo’lgan parametrga bog'lig integral. Bu funksiya 75-

ma’ruzada keltirilgan 2-teoremaga muvofiq y o zgaruvchining uzluksiz funksiyasi
bo ladi. Demak,
B(Yo) B(Yo)
y =Y, da Jf(xydx_) _[f X,Yo)dx=1J:(yo)  (4)
a(yo) a(Yo)
boladi.
f(x,y) funksiya M, to'plamda uzluksiz bo'lganligi sababli y shu
to plamda chegaralangan bo"ladi:
[f(x,y)<C (C =const).
SHartga ko'ra a(y) va g(y) funksiyalar [c,d ] segmentda uzluksiz.

Demak,
y—Y, da 0‘(3’)*“()’0)’
y =Y, da Bly)— B(y,)
Endi
Bly)
j f) X < C‘IB( ) (YO)‘
B(Yo

a(y)

I ‘; x| < Cla(y)-a(y,),

0
munosabatlardan

Bly)
y—Yoda [f(x,y)dx—0, (5)
B(Yo)

Aly)
y—Yoda [f(x,y)dx—0
a(yo)
bolishini topamiz.
(3) tenglikda, y — y, da limitga o'tish va unda (4) va (5) munosabatlarni
hisobga olish natijasida

y—Y, da Jl(y)_) Jl(yo)
bo’lishi kelib chigadi. Demak, J,(y) funksiya [c,d] da uzluksiz.»

° J,(y) funksiyani differensiallash. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya
M, :{(x,y)e R?:a<x<b, cgysd}
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to'plamda, a(y) va B(y) funksiyalar esa [c,d] segmentda berilgan bo'lib, a(y),
A(y) funksiyalar (1) shartni bajarsin, ya'ni vy [c,d] uchun
a<a(y)<ply)<b
bo’lsin.
2-teorema. [4, Proposition 2°, p.411] Aytaylik, f(x,y), a(y) va g(y)
funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiya M, to’plamda uzluksiz;

(
2) f(x,y) funksiya M, to’plamda uzluksiz f/(x,y) xususiy hosilaga ega;
3) a(y) va B(y) funksiyalar [c,d] da «'(y) va B'(y) hosilalarga ega.
U holda
Aly)
J,(y)= If(X’Y)dX

a(y)
funksiya [c,d] segmentda J;(y) hosilaga ega bo'lib,

31)="T 5 ey B (B - a(y) ey y)

a(y)

bo"ladi.
<« y, €[c,d], y, + 4y €[c,d] nugtalarni olib, topamiz:
Ayo+ &) AYo)
J(Yo +4y)=di(ys) _ 1 TF(xyo + Ay)d— | F(xy,)d
Ay &Y | gy ) dvo)
Agar
Ao+ Ay) AYo)
[ f0aye +Ay)dx = [ f(xy, +Ay)dx +
dYo+ &) &yo)
Ao+ 4) &yo+ &)
+  [f(xy, +Ay)dx— [ f(xy, +Ay)dx
AYo) dyo)

bolishini e tiborga olsak, unda
3, (Yo +Ay) = Ji(¥o) _ Aj‘m)[f (%Yo +Ay)— f(xyo)]

dx +
Ay dYo) Ay 6
/fYOJ:F@() ) 1 f(’yojjfly() ) ( )
+— f(XY, + Ay )dx — — f(X,y, + Ay )dx
Ay AYo) Ay dYo)

bolishi kelib chigadi.
Avvalgi ma'ruzadagi 1- teoremaga ko'ra
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lim

420 4v) Ay -
AYo) _ AYo)

— J' I [f (X'yo + Ay) f (X’YO )] dX _ J' f;(X,yo )dX
dyp) 470 Ay )

bo’ladi.
O'rta giymat hagidagi teoremadan foydalanib, topamiz:

KYO“‘ 4’)
[ f(xyo +Ay)dx = (X, + Ay By + Ay) - By, )]

AYo)

dyo+ 4)
[ f(xyo +Ay)dx =

dYo)
Bunda x' nugta A(y,), B(y, +4y) nugtalar orasida, x" esa a(y,)

(y, + Ay) nugtalar orasida joylashgan. y — y, da limitga otishi bilan quyidagi
)[ﬂ(yo +Ay)-Byo)] _

f(x"yo + Ay ey, + Ay) - a(y,)]

tengliklarga kelamiz:

i 1 Af)’o+4/ | f
_— Yy A _ ' A
A;TOAy Avo) (X + y) X= 'm ( XY + Ay Ay
( (yo)yo)ﬂ( ) ®
4YO+4’) ] o L AV)— o
L'VTOA_y @O'; (o +Ay)dx = lim (x"y, )l Ayy) (o)l

= f(a(yo )’yo )a(yo)-
YUqoridagi (6) munosabatda Ay — 0 da limitga o'tib, (7) va (8) tengliklarni

/\"YO)

e tiborga olib, ushbu
f (XY )dx +
)

lim ‘Jl(yo + Ay)_
4—0 Ay

+ £(B(Y0)Y0)B'(Yo)— falyo).¥o)er(yo)

A

Yo

tenglikka kelamiz.
Demak,

B(Yo)

Ji(yo)= (I f)y’(x,yo)dX+ F(B(Yo ) Yo )B'(Yo)— Fa(¥o).¥o ) (¥o ). »
alYo

Misol. Ushbu

1
Ji(y)= ey — x[dx
0
funksiyaning hosilasi topilsin.
<« Aytaylik, y € (- ,0] bo’lsin. Bu holda
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1 1
Ji(y)=-y[e*dx+ [xe*dx=y(l-e)+[e—(e-1)]=(1-e)y +1
0 0
bolib,
Ji(y)=1-e
bo ladi.
Aytaylik, y (0.1) bo’lsin. Bu holda
y 1 y
3,(9) = [y~ e~y ~ = yeran—
0 y 0
y 1 1
— [xe*dx — [ ye*dx + [ xe*dx = 2e” — (e +1)y -1
0 y y
bolib,
Ji(y)=2e¥ —e-1
bo’ladi.

Aytaylik, y e[1+0) bo'lsin. Bu holda

1 1
Ji(y)=yJe'dx—[xe*dx=y(e~1)-[e-(e-1)]=(e 1)y -1
0 0
bo’lib, J;(y)=e—1 bo’ladi.

Demak,
1-e, arap —oo<y<0,
J/(y)=12e¥ —e—1, arap O<y<1
e—1 arap 1<y<+wo
bo'ladi.
14-amaliy mashg’ulot
Misol. Ushbu

Ji(y)= }ex\y — X|dx
funksiyaning hosilasi topilsin. 0
<« Aytaylik, Y €(=00] boisin. Bu holda
J,(y)= —y}exdx + }xexdx =y(l-e)+[e-(e-1)]=(1-e)y+1
0 0

bo‘lib,
Ji(y)=1-e
bo‘ladi.

Aytaylik, ¥ €(O1) bocsin. Bu holda
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y

)=[(y—x)e*dx - jy X)e*dx = fyexdx—

0 y
—jxexdx—jyexdx+jxexdx =2¢’ —(e+1)y-1
0 y y

bo‘lib,
J/(y)=2e¥ —e-1
bo‘ladi.
Aytaylik, ¥ € [1'+°O) bo‘lsin. Bu holda

J,(y)= yiexdx —(jl)xexdx =yle-1)-[e-(e-1)]=(e-1)y-1

bo‘lib,
Jiy)=e-
bo‘ladi.
Demak,
l1-e, arap —oo<y<0,
J/(y)=42e¥ —e-1, arap O<y<l1
e—1 arap 1<y<+4ow
bo‘ladi. »
Mashqlar
y X
1. Agar J,(y)=] eydxz (0<x<1) bo'lsa, u holda 0<y <1 uchun
oy —
1 ¥ e¥dx
Ily)=——+]
. J? ovYy—Z
bolishini isbotlansin.
1+y
2. Agar J,(y)= | # bo'lsa, limJ, (y) topilsin.
y 1+ X°+y y—

173
NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI XAKIMOV R




MATEMATIK ANALIZ I1-KURS

Foydalanish uchun adabiyotlar

1. Tao T. Analysis 1, 2. Hindustan Book Agency, India, 2014.

2. Aksoy A. G., Khamsi M. A. A problem book in real analysis. Springer,
2010.

3. Zorich V.A. Mathematical Analysis I. Springer, 2004, Germany.

4. Zorich V.A. Mathematical Analysis Il. Springer, 2004, Germany.

5. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma ruzalar, I, II q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

6. Shoimqulov B. A., Tuychiyev T. T., Djumaboyev D. X. Matematik
analizdan mustaqil ishlar. T. “O’zbekiston faylasuflari milliy jamiyati”, 2008.

Nazorat savollari

1. J,(y) funksiyaning uzluksizligi.
2. J,(y) funksiyani differensiallash.

GLOSSARY

J,(y) funksiyaning uzluksizligi- Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya M,
to'plamda uzluksiz bo'lib, a(y) va S(y) funksiyalar esa [c,d] segmentda uzluksiz

bo’lsin. U holda
Bly)
Ji(y)=J(x.y)dx
a(y)
funksiya [c,d] da uzluksiz bo’ladi.

J,(y) funksiyani differentsiallash- Aytaylik, f(x,y), a(y) va p(y)

funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiya M, to’plamda uzluksiz;

(
2) f(x,y) funksiya M, to'plamda uzluksiz f,(x,y) xususiy hosilaga ega;
3) a(y) va p(y) funksiyalar [c,d] da «a'(y) va B'(y) hosilalarga ega.
U holda
Aly)
J,(y)= jf(x,y)dx

a(y)
funksiya [c,d] segmentda J;(y) hosilaga ega bo’lib,

31)="TH ey SO (BY).Y) - (1) (aly).y)

aly)
bo ladi.
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KEYS BANKI

y
1-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Agar Jl(y)zj
0

bo'lsa, u holda 0 <y <1 uchun
Y e*dx

3(y)=—=+ ]
JV ovY—Z
bo lishini isbotlansin.

Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:
e Kkeysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha

va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).

175
NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI XAKIMOV R




15-Mavzu: Parametrga bog liq xosmas integrallar
15-Ma’ruza
REJA:

1°. Parametrga bogliq xosmas integral tushunchasi.

2°. Integralning tekis yaqinlashishi.

3°. Parametrga bog'liq xosmas integrallarning parametr bo'yicha tekis
yaginlashish alomatlari.

Tayanch so’z va iboralar: Parametrga bog’lig xosmas integral,
integralning tekis yaqginlashishi, Veyershtrass, Abel, Dirixle alomatlari.

1°. Parametrga bog'liq xosmas integral tushunchasi. [4, Definition, p.415]
Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya
M = {(x y)eR?:xela+xo), yeEc R}
to plamda berilgan bo’Isin. Bu funksiya har bir tayin y € E da x 0°zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a,+o0) da integrallanuvchi, ya'ni

[ £(x, y)dx
a
xosmas integral yaginlashuvchi. Ravshanki, integralning giymati y o zgaruvchiga

bog lig bo ladi:

+00

F(y)= [ f(xy)dx. (1)
a
Masalan, y >1 bo'lganda
+00 t
LY T B () I
1 xY t—>°°1Xy tool—y y—-1
bo ladi. Demak, bu holda
1
F(y)=—
(v) 1

boladi.
(1) integral parametrga bog'liq chegarasi cheksiz xosmas integral, y esa

parametr deyiladi.
Xuddi shunga o xshash
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a ~+00
= [f(xy)dx, Fy)= [ f(x y)dx
parametrga bog lig xosmas integrallar tushunchalari Kiritiladi.
Aytaylik, f(x,y) funksiya
M ={(x,y)e R?:xela,b), yeEc R}
to'plamda berilgan bo’lsin. Bu funksiya har bir tayin y e E da x 0 zgaruvchining

funksiyasi sifatida garalganda uning uchun b maxsus nugta bo’lib, u [a,b) da
integrallanuvchi, ya'ni

b
[ £(x, y)dx

xosmas integral yaginlashuvchi bo'lsin. Ravshanki, bu holda ham integralning
giymati y o zgaruvchiga bog liq bo’ladi:

b
= [ f(x,y)dx . (2)
Masalan, 0 <y <1 bo'lganda

S odx iy = 1 iy ] 1
Iy tﬂg‘ofz X tﬂ£"oy—_1[(2 vy~ ﬂ‘ﬂ

bo’ladi. Demak, bu holda

1
@(y)_ﬂ
boladi.
(2) integral parametrga bog'lig, chegaralanmagan funksiyaning xosmas
integrali, y esa parametr deyiladi.

Umumiy holda, parametrga bog'liq, chegaralanmagan funksiyaning
chegarasi cheksiz integrali tushunchasi ham yugoridagidek Kiritiladi.

Parametrga bog'lig xosmas integrallarning funktsional xossalari (limiti,
uzluksizligi, differentsiallanishi integrallanishi)ni

:Tf (x, y)dx

integral uchun keltirish bilan kifoyalanamiz.

2°. Integralning tekis yaginlashishi. Aytaylik, f(x,y) funksiya
M ={(x, y)eR?:xela+x), yeEc R}
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to plamda berilgan bo'lib, har bir tayin y € E da
Fy)= [ 1 x y)x
xosmas integral yaginlashuvchi bo’lsin. iJll'a‘rifga binoan
F(y)= Tf (x,y)dx = tllrﬂoj f(x,y)dx (a<t<ow)
a a

bo"ladi.
Natijada berilgan f(x, y) funksiya yordamida

G(y,t):j f(x,y)dx, (a<t<ow)

F(y)= [ Fxy)ox

funksiyalar yuzaga keladi va
limG(y,t)=F(y) (yeE)

t—+o0

munosabat bajariladi.
Demak, G(y,t) funksiya t — +oo da limit funksiya F(y)ga ega bo'ladi.
1-ta’rif. [4, (17.13-17.14), p.416] Agar t —+0o da G(y,t) funksiya limit
funksiya F(y) ga E to’plamda tekis yaginlashsa,

F(y)= [ (x y)dx

integral E to plamda tekis yaginlashuvchi deyiladi.
Integralning E to'plamda tekis yaginlashuvchiligini quyidagicha anglash
lozim:

+00

1) har bir tayin y < E da [ f(x,y)dx xosmas integral yaqginlashuvchi;
a

2) Ve>0 olinganda ham, shunday 6=45(g)>0 topiladiki, Vt>5 va
vy € E uchun

~+00

[ £(x,y)dx

t

<&

tengsizligi bajariladi.
1-misol. Ushbu

+00
[e™ cosxydx
0
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xosmas integralning (— oo,+oo) da tekis yaginlashuvchi ekani ko rsatilsin.
<« Har bir tayin y e (—oo,+o0) da garalayotgan xosmas integralning yaginla-
shuvchi ekanligi ravshan.
Ve>0gakora o= Ing deyilsa, unda Vt > & va Yy e (- oo,+00) uchun
&
to 2

_ _ _ &
sje Xdx=et<e?=e ¢=Z<g
t 2

+00
[e™ cosxydx
t

boladi. Demak, berilgan integral (—oo,+o0) da tekis yaginlashuvchi.»
2-ta'rif. Agar t—+o da G(y,t) funksiya limit funksiya F(y) ga E
to plamda tekis yaginlashmasa,

F(y)= Iw f (%, y)dx

integral E to plamda tekis yaginlashmaydi deyiladi.

Integralning E to plamda yaginlashuvchi, ammo uning shu toplamda tekis
yaginlashmaydi degani quyidagini anglatadi:

1) har bir tayin y e E da [ f(x,y)dx xosmas integral yaqinlashuvchi;

a

2)Vo>0 olinganda ham, shunday &,>0,y,€E va t >J bo'lgan
t, € [a,+o0) topiladiki,

Tf (X, y; Jdx

o]

2 &

bo ladi.
2-misol. Ushbu

+00
[ye™dx
0
xosmas integralning (0,+o0) da tekis yaginlashmasligi ko rsatilsin.
<4Ravshanki,
lim (1— e‘ty):l.

t—>-+o0

+jooye‘xydx = lim jye‘xydx =
0 0

t—>+o0

Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi. Aytay-lik, y e E =(0,4)

bolsin. Ixtiyoriy musbat 6 sonni olaylik. Agar &, =%, t, >0 va y, :ti deb
0

olsak, u holda
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T Yo€ dx

to

_ 41
=g —p¢ 1>§=80

bo'ladi. Bu esa jye‘xydx integral E:(O,+oo) da tekis yaqginlashmasligini
0

bildiradi. »
Yuqoridagi

F(y)= [ (x y)dx

parametrga bog lig xosmas integralning parametr y bo'yicha E to plamda tekis
yaginlashishini quyidagicha ham ta'rif-lasa bo"ladi.
3-ta’'rif. Agar

=0

f(x,y)dx = limsup

limsup|F(y)- limsur
ye

t—>+0 yeE

Tf (x, y)dx

t

QD C— —+

(a<t<+w)bo'lsa,
Fy)= [ 1(x ydx

xosmas integral E to plamda tekis yaginlashuvchi deyiladi.
3-misol. Ushbu
+00 dX
F(y)= -
1 X
xosmas integralninig E = [2,+oo) to plamda tekis yaginlashuvchi ekani ko rsatilsin.

<« Ravshanki, 1<t <+o0 uchun
+00

0< sup
ye[2,+oo)

T X
bolib,
dx

y
t X

lim sup =0

t—>+ y€[21+w)

bo’ladi. Demak, berilgan xosmas integral E = [2,+oo) to plamda tekis yaginlashuv-

chi.p»
Endi integralning tekis yaqginlashishini ifodalovchi teoremani keltiramiz.
1-teorema. [4, Proposition 1, Cauchy criterion, p.418] Ushbu

F(y)= IOO f(x,y)dx
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integralning E to'plamda tekis yaginlashuvchi bo’lishi uchun V& >0 olinganda
ham y ga bog'lig bolmagan shunday &=5(g)>0 topilib, t'>5,t">45
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi vt', t" va Vy e E da

-
[ £(x,y)dx
!

tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli.
Bu teoremaning isboti ravshan.

<&

3°. Parametrga bog'liq xosmas integrallarning parametr bo'yicha tekis
yaginlashish alomatlari.
2-teorema (Veyershtrass alomati). [4, Proposition 2, p.420] Aytaylik,
f(x,y) funksiya
M ={(x, y)eR?:xela+xw), yeEc R}
to'plamda berilgan va har bir tayin y < E da f(x,y) funksiya [a,+o0) da integral-

lanuvchi bo’lsin.
Agar [a,+o0) da aniglangan shunday ¢(x) funksiya topilsaki,

1) Vxe[a+o), Wy eE uchun |f(x,y)<e(x) bo'lsa,

2) ushbu [@(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo'lsa, u holda
a

F(y)=[f(xy)dx
a
integral E to plamda tekis yaginlashuvchi bo ladi.

<«Modomiki, [¢(x)dx yaginlashuvchi ekan, unda V& >0 olinganda ham,
a

shunday & = 5(g)> 0 topiladiki, t'> &, t" > & bo’lganda

tfgo(x)dx <g
tengsizlik bajariladi. |
Ayni paytda,
tj”f(x, y )dx stf\f(x, y){dxstj”go(x)dx (t' <t")
bo’lganligi sab;bli | |
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v
[ £(x,y)dx
e
bo ladi. YUqorida keltirilgan 1-teoremaga muvofiq
F(y)= | f(x y)dx
a

integral E to'plamda tekis yaqginlashuvchi bo'ladi.»>
4-misol. Ushbu

<&

+00

J

o 1+ X

integralning tekis yaginlashuvchi ekani ko rsatilsin.
<Ravshanki, Vx €[0,4+00) va Vy & (—o0,+00) uchun

cosxy| 1
f(x,y)= <
fxy) 1+ x2| 1+ x2

COS Xy
2

dx (yeE=(~o0,+))

bo’ladi. Ayni paytda,
dx

o1
g 1+ x?
xosmas integral yaginlashuvchi bo'lganligi sababli Veyersh-trass alomatiga ko 'ra
berilgan integral E =(—oo,400) da tekis yaginlashuvchi boladi. »
Integrallarning tekis yaqinlashishini aniglashda ko'p foydalaniladigan Abel’
hamda Dirixle alomatlarini isbot-siz keltiramiz.
3-teorema (Abel’ alomati). [4, Proposition 3, Abel-Dirichlet test, p.421]
f(x,y) va g(x,y) funksiyalar
M ={(x,y)e R?:xela,+x), yeEc R}
to plamda berilgan bo’lib, quyidagi shartlar bajarilsin:
1) har bir tayin y € E da g(x,y) funksiya [a,+c0) da monoton bo’lsin;
2) ¥(x,y)eM uchun |g(x,y) <c, (c=const) bolsin;
3) ushbu

Tf (x, y)dx

integral E to plamda tekis yaginlashuvchi bo’lsin.
U holda

~+00

[ £(xy)g(x, y)dx

a
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integral E to plamda tekis yaqginlashuvchi boladi.

4-teorema (Dirixle alomati). f(x,y) va g(x,y) funksiyalar M to'plamda
berilgan bo’lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

1) Vt>a hamda Vte E da

t
[f(x,y)dx<c (c=const)

tengsizlik bajarilsin;

2) har bir tayin yeE da g(x,y) funksiya limit funksiya ¢(x)=0 ga tekis
yaginlashsin.

U holda

Iw f(x,y)a(x, y)dx

integral E to plamda tekis yaginlashuvchi bo ladi.
5-misol. Ushbu

+00

J

0
integral tekis yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<« Berilgan integralda

SINXY gy (yeE=[L2])

) 1
f(x,y)=sinxy, g(x, y)=;

deyilsa, unda
1) vt >0, Vy €[1,2] uchun

t
[ (%, y)dx <2,
0

t
[sinxydx
0

B ‘1— costy
y

2) X — +oo da g(x, y):i funksiya E =[1,2] da nolga tekis yaginlashuvchi.

Dirixle alomatiga ko'ra berilgan integral E =[1,2] da tekis yaginlashuvchi
bo'ladi.»
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15-Amaliy mashg’ulot

1-misol. Ushbu

+00
[e™ cosxydx
0

xosmas integralning (— oo,+oo) da tekis yaginlashuvchi ekani ko rsatilsin.
<« Har bir tayin y e (- oo,+oo) da garalayotgan xosmas integralning yaginla-
shuvchi ekanligi ravshan.
Ve>0gakora o= Ing deyilsa, unda Vt > & va Yy e (— oo,+00) uchun
&
+00

[e™ cosxydx
t

+00 _|ng g
gje‘xdx:e‘tSe‘5=e c=%<¢
t 2

bo’ladi. Demak, berilgan integral (— oo,+oo) da tekis yaginlashuvchi. »
2-misol. Ushbu

+foye‘xydx
0

xosmas integralning (0,+o0) da tekis yaginlashmasligi ko rsatilsin.
<4Ravshanki,

Iim(l—e‘ty):l.

t—+o0 t—>+0

+00 t
[ye™dx= lim [ye™dx =
0 0

Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi. Aytay-lik, ye E :(O,+oo)

bolsin. Ixtiyoriy musbat 6 sonni olaylik. Agar &, :%, t, >0 va vy, :tl deb
0

olsak, u holda

T Yo€ odx

to

_ 41
=g el
3 0

bo'ladi. Bu esa [ye™dx integral E=(0+4o) da tekis yaginlashmasligini
0

bildiradi.»
3-misol. Ushbu

F)- [

y
1 X
xosmas integralninig E = [2,+oo) to plamda tekis yaqginlashuvchi ekani ko rsatilsin.
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<« Ravshanki, 1<t < +o0 uchun
+00

0< sup
ye[2,+oo)

T X
bolib,

XI_g

lim sup || —
p x)

1+ ye[2 1o0)
bo ladi. Demak, berilgan xosmas integral E = [2,+oo) to plamda tekis yaginlashuv-

chi.p»
4-misol. Ushbu

+00

J

o 1+ X

integralning tekis yaginlashuvchi ekani ko rsatilsin.
<Ravshanki, Vx €[0,4+00) va Vy & (—o0,+00) uchun

cosxy| 1
f(x,y)= <
() 1+ x2| 1+ x2

cos xg/ dx (yeE=(-o,+x))

bo’ladi. Ayni paytda,
dx

o1
g 1+ x?
xosmas integral yaginlashuvchi bo'lganligi sababli Veyersh-trass alomatiga ko ra
berilgan integral E =(—oo,+o0) da tekis yaginlashuvchi boladi.»
5-misol. Ushbu

+00

J

0
integral tekis yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<« Berilgan integralda

SINXY 4 (yeE=[12))

. 1
flxy)=sinxy, g(xy)==
deyilsa, unda
1) Vt >0, vy [1,2] uchun
t t
[ £(x, y)dx = [sinxydx :‘1—c;sty <2,
0 0

2) x — +0 da g(x, y)=§ funksiya E =[1,2] da nolga tekis yaginlashuvchi.

185
NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI XAKIMOV R




MATEMATIK ANALIZ I1-KURS

Dirixle alomatiga ko'ra berilgan integral E=[1,2] da tekis yaginlashuvchi
bo’ladi.

Mashglar
1. Ushbu
2y cos xy2dx
5 y+x’
integralning E =[2,10] to plamda tekis yaginlashishi isbotlansin.
2. Ushbu
2 6o

integral tekis yaginlashishga tekshirilsin.
3. Aytaylik, f(x) funksiya R da uzluksiz bo'lib, ¥xeR da f(x)>0
bo’lIsin. Ushbu

+00

[ £y —x)dx, ? f(y — x)dx

0
integrallarning y parametr bo'yicha ixtiyoriy chekli [a,b]cR segmentda tekis

yaginlashuvchi bo'lishi isbotlansin.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1. Tao T. Analysis 1, 2. Hindustan Book Agency, India, 2014.
2. Aksoy A. G., Khamsi M. A. A problem book in real analysis. Springer,
2010.
3. Zorich V.A. Mathematical Analysis I. Springer, 2004, Germany.
4. Zorich V.A. Mathematical Analysis Il. Springer, 2004, Germany.
5. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma ruzalar, I, Il g. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
6. Shoimqulov B. A., Tuychiyev T. T., Djumaboyev D. X. Matematik
analizdan mustaqil ishlar. T. “O’zbekiston faylasuflari milliy jamiyati”, 2008.

Nazorat savollari
Parametrga bog’liq xosmas integral tushunchasi.
Integralning tekis yaginlashishi.
Veyershtrass alomati.
Abel alomati.
Dirixle alomati.

Ok wWwhE
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GLOSSARY
Parametrga bog'lig xosmas integral - Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya
M ={(x, y)eR?:xela+x), yeEc R}
to plamda berilgan bo’Isin. Bu funksiya har bir tayin y € E da x 0'zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a,+oo) da integrallanuvchi, ya ni

Tf (x, y)dx

xosmas integral yaginlashuvchi. Ravshanki, integralning giymati y o zgaruvchiga
bog'liq bo’ladi:

F(y)= [ f(x y)dx.

a

)
Integralning tekis yaginlashishi - Agar t — +o0 da G(y,t) funksiya limit

funksiya F(y) ga E to plamda tekis yaginlashsa,

F(y)= f f(x, y)dx

integral E to plamda tekis yaginlashuvchi deyiladi.
Integralning to plamda tekis yaqinlashishi - Agar

t +00
limsup F(y)— ] f(x,y)dx [f(xy)dx=0
—>+0 yEE a t

= limsup
t—>+o0 yeE

(a<t<+o0) bo'lsa,
Fy)= [ 1(x y)dx

xosmas integral E to plamda tekis yaginlashuvchi deyiladi.
Tekis yaginlashishning zarur va yetarli sharti - Ushbu

F(y)= Iw f(x,y)dx

integralning E to'plamda tekis yaginlashuvchi bo’lishi uchun Ve >0 olinganda
ham y ga bog'lig bolmagan shunday &=0(¢)>0 topilib, t'>5,t">45
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi vt',t” va Vy e E da

-
[ £(x, y)dx
!

tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli.
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Veyershtrass alomati. Aytaylik, f(x,y) funksiya
M ={(x, y)eR%:xela+x), yeEc R}
to'plamda berilgan va har bir tayin y < E da f(x,y) funksiya [a,+o0) da integral-

lanuvchi bo’lsin.
Agar [a,+o0) da aniglangan shunday ¢(x) funksiya topilsaki,

1) Vxe[a+o), Wy eE uchun |f(x,y)<e(x) bo'lsa,

2) ushbu [@(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo'lsa, u holda
a

F(y)= Iw f(x,y)dx

integral E to plamda tekis yaginlashuvchi bo ladi.
Abel’ alomati. f(x,y) va g(x,y) funksiyalar

M :{(x,y)e R?:x e [a,+x) yeEcR}

to plamda berilgan bo'lib, quyidagi shartlar bajarilsin:
1) har bir tayin y € E da g(x,y) funksiya [a,+0) da monoton bo'Isin;

2) ¥(x,y)eM uchun |g(x,y) <c, (c=const) bolsin;
3) ushbu

Tf (x, y)dx

integral E to plamda tekis yaginlashuvchi bo’lsin.
U holda

Ioo f(x,y)a(x, y)dx

integral E to plamda tekis yaqginlashuvchi boladi.

Dirixle alomati. f(x,y) va g(x,y) funksiyalar M to’plamda berilgan
bo’lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

1) Vt>a hamda VteE da

t
[f(x,y)dx<c (c=const)

tengsizlik bajarilsin;

2) har bir tayin yeE da g(x,y) funksiya limit funksiya ¢(x)=0 ga tekis
yaginlashsin.

U holda
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fo f(x,y)g(x, y)dx

integral E to plamda tekis yaginlashuvchi bo’ladi.

KEYS BANKI

1-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Aytaylik, f(x) funksiya R da uzluksiz
bo’lib, Vx e R da f(x)>0 bo’lsin. Ushbu

+£°°f (y = x)dx, j f(y - x)dx

integrallarning y parametr bo'yicha ixtiyoriy chekli [a,b]cR segmentda tekis
yaginlashuvchi bo’lishi isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha
va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo’yilgan masalani yeching
(individual).
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16-Mavzu: Parametrga bog liq xosmas integrallarning funksional xossalari
16-Ma’ruza
REJA:

1°. F(y) funksiyaning limiti.

2°. F(y) funksiyaning uzluksizligi.
3°. F(y) funksiyani differentsiallash.
4°. F(y) funksiyani integrallash.

Tayanch so'z va iboralar: limit nugta, parametrga bog'lig xosmas
integralning limiti, uzluksizligi, differensiallanishi hamda integrallanishi.

1°. F(y) funksiyaning limiti. Aytaylik, f(x,y) funksiya
M ={(x,y)eR?:xe[a+x), yeE cR|

to plamda berilgan, y, € R esa E to plamning limit nugtasi bo"lIsin.

1-teorema. [4, Proposition 4, p.423] f(X,y) funksiya go’yidagi shartlarni
bajarsin:

1) har bir tayin yeE da f(X,y) funksiya x o’zgaruvchining funksiyasi
sifatida [a,+o0) da uzluksiz;

2) y—y,da f(x,y) funksiya ixtiyoriy [a,t] da (a<t <o) limit funksiya
o(x) ga tekis yaginlashsin;

3) ushbu F(y)= [f(xy)dx integral E to'plamda tekis yaqinlashuvchi
a

bo’lsin. U holda y — Yy da F(y) funksiya limitga ega va
lim F(y) = [p(x)dx
Y—=>Yo a

boladi.

«Teoremaning 1- va 2- shartlarining bajarilishidan ¢(x) funksiyaning
[a,00) da uzluksiz bo'lishini topamiz. Binobarin, ¢(x) ixtiyoriy [a,t] da (a<t <)
integrallanuvchi bo’ladi.

Modomiki,
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integral E to plamda tekis yaginlashuvchi ekan, unda 77-ma‘ruzadagi 1-teoremaga
ko'ra
Ve>0,35=6(¢)>0,t'>06,t">5, vt t", veE:

<¢&

t”
j f (x, y)dx
t!

boladi.
Keyingi tengsizlikda, y — vy, da limitga o tsak, u holda

v
[o(x)dx <&
v
tengsizlik hosil bo"ladi. Bundan §D(X) funksiyaning [a,o0) da integrallanuvchiligi
kelib chigadi.
Ushbu

j f(x, y)dx — joo o(X)dX

ayirmani garaymiz. Uning uchun quyidagi tengsizlik bajariladi:

+00 +00 t +o0 +o0
j f(x, y)dx— J'(p(x)dx < ﬂ f(x,y) - (o(X)‘dX + I f(x,y)dx|+ Igp(x)dX . (a<t<o) 1)
a a a t t
Bu tengsizlikning 0°'ng tomonidagi qo shiluvchilarni baholaymiz.
I f(x, y)dx
a
integral E to plamda tekis yaginlashuv-chi bo lganligi sababli,
Ve > 0,351 = 51(8) > 0, Yt > 51, vy cE
[Ty < 2)
" 3
boladi.
j o(X)dx
a
integral yaginlashuvchi bo"lganligi sababli Ve > 0,36, =5,(¢) >0, Vt>6,:
[o(ad <= ©)
" 3
bo"ladi.
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Ravshanki, vt > s, : (5, = max(5,5,)) da (2) va (3) tensizliklar bir yo'la baja-
riladi. Funksiya y—y,da f(x,y) [at]da (t>d,) limit funksiya o(x) ga tekis
yaginlashuvchi bolganligi sababli

Ve>0,36'=68"(6) >0, |y-y,| <8’ VyeE, Vxe[at] (a<t<oo)

[f(xy) —o(x)|<

3(t ) (4)

boladi.
(1), (2), (3) va (4) munosabatlardan

00

j f(x, y)dx— j o(X)dx

a

<&

bo"lishi kelib chigadi. Demak
limF(y)= lim ff(x, y)dx:f(p(x)dx. >

Y—=Yo

Keyingi tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin

lim jf X, y)dx = ;[l:jl_g: f(x, y)}dx.

Y—=Yo

1- misol. Ushbu

. sinx
lim je Xy
y—+0 X

—=dx=] SINX x
S X
tenglik isbotlansin.
<« Agar qy(x):% funksiyaning x =0 nugtadagi giymati-ni ¢(0)=1 deb
olinsa, unda
f(xy)=e" —S')':X

funksiya {(x, y)e R?: x &[0, + ), y [0, + o)} toplamda uzluksiz bo'ladi.
Ravshanki, har bir tayin ye[0,+0) da f(x,y) funksiya x
0 zgaruvchining funksiyasi sifatida [0,+oo) da uzluksiz bo’lib, y— -+ da bu

funksiya ixtiyoriy [0, t] da (0 <t <+w0) @(x)= % funksiyaga tekis yaginlashadi.

Endi,
s sinx
[e Mgy
5 X
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xosmas integralni parametr y bo'yicha [O, +oo) da tekis yaginlashuvchi bo'lishini

ko rsatamiz.
Agar avvalgi ma‘ruzada keltirilgan Abel’ alomatida f(x, y) funksiya

sifatida 2% | g(x, y) funksiya sifatida e™ funksiyalar olinsa, ular uchun Abel’
X

alomatining barcha shartlarining o’rinli bo’lishini ko rsatish giyin emas. Demak,
alomatga ko'ra

400 H
_w SINX
je v 22 dx

5 X
integral tekis yaginlashuvchi.
Yugqorida keltirilgan 1-teoremaga binoan

v SINX s v SinX
Ilmjexy dx—j(lmexy jdx

y—>+0 X 0 y—>+0 X

bo’lib, undan

v SinX sin X
IlmjeXy dx:j—dx
y—+0 X 0 X

bolishi kelib chigadi. »
2°. F(y) funksiyaning uzluksizligi. Aytaylik, f(x,y) funksiya
M, = {(x y)eR?:x ela+x0), y e[c,d]}
to plamda berilgan bolsin.
2-teorema. [4, Proposition 5, p.425] Agar f(x,y) funksiya M, to plamda
uzluksiz bo’lib,

+00

F(y)= ] f(x, y)dx

integral [c, d] da tekis yaginlashuvchi bo'lsa, u holda F(y) funksiya [c,d] da
uzluksiz bo’ladi.

«Ixtiyoriy vy, €[c,d], y,+Ay e[c,d] nugtalarni olib, F(y) funksiyaning
orttirmasini topamiz:

AF(Yo) = F (Yo +Ay) — F(¥o) = [[f(x, Yo +Ay) = f (x, yp)ldx.

SHartga ko'ra jf(x, y)dx integral [c,d] da tekis yaginla-shuvchi. Unda

Ve>0,30=0(g) >0, Vt, >0,V yec,d]:
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T f(x,y)dx

to

£
< 3 (5)

bo’ladi. Ravshanki, f(x,y) funksiya
M, = {(x y)eR%:xelat,], ye[c,d]} (a<t, < +)

to plamda tekis uzluksiz bo ladi. Unda
Ve>0,30,=0,(g) >0, Ay < 5, (¢)

[F06 Y +AY) - (X, Y,)| < 3(t0‘9_ 3 (6)

bo'ladi. Agar &, =max{5, &,} deyilsa uning uchun (5) va (6) tengsizliklar bir yo'la
bajariladi. (5) va (6) munosabatlarni e tiborga olib topamiz:

AF(yo) =l = | TLF (6 Yo + Ay) — F (. yo)ldx

<

TF(xyo)

to

[ (X, Yo +Ay)dx

to

+ <é&.

ty
sﬂf(x, Yo +Ay) — (X, y,)|dx +
a

Demak,
limAF(y,)=0.

Ay—0
Bu esa F(y) funksiyaning [c,d] oraliqda uzluksizligini bildiradi. »
2-misol. Ushbu

F(y)= T e 0 dx
0

integral parametr y ning uzluksiz funksiyasi bo'lishi ko rsatilsin.

<« Berilgan integralda
X—y=t

almashtirish bajaramiz. Unda
+00 ) 0 ) +00 ) y ) +00 )
F(y)=[e"dt=[e"dt+ [e"dt=[e"dt+ [e™ dt
-y -y 0 0 0
bo'lib, bu yig'indining har bir go'shiluvchisi y ning uzluksiz funksiyasi bo lgani
uchun berilgan integral parametr y ning uzluksiz funksiyasi bo’ladi. »
3°. F(y) funksiyani differentsiallash. Faraz gilaylik f(x,y) funksiya M,

to plamda berilgan bo’lsin.
3-teorema. [4, Proposition 6, p.426] f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni

ganoatlantirsin:
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1) f(x,y) funksiya M ,to plamda uzluksiz;
2) f/(x,y)xususiy hosila mavjud va u Myto plamda uzluksiz;

3) Har bir tayin y €[c,d] da

F(y) = [ f(x y)dx

integral yaqginlashuvchi;

4) Ushbu
+00
j f,(x, y)dx
a

integral [c,d]da tekis yaginlashuvchi.
U holda F(y)funksiya [c,d] da F'(y) hosilaga ega va

F'(y)= [ fy(x y)dx

boladi.
dy, €[c,d], y, +Ay €[c,d] nugtalarni olib, topamiz:
F(y &) =F(Yo) 7100 Yo+ M) = F 030 g,
Ay a Ay
Lagranj teoremasiga ko ra
F (X, ¥o +Ay) - £(X, ¥o)

= f,(xy, +0Ay), (0<0<1),

Ay
F(y, +AYy)-F e,
o Ay; o) _ !fy(x, Yo + 6AY)dX
bo ladi. Demak,
 F(Yo+AY)—F (o) _ i e
lim . = lim [ £, (%Yo +6Ay)dx. (7)
y a

SHartga ko'ra f/(x,y) funksiya M, toplamda uzluksiz. Kantor
teoremasiga binoan u
M, = {(x y)eR?:xe[at] y e[c,d]}(a<t <)
to plamda tekis uzluksiz bo ladi. Unda
Ve >0,36=6(¢) >0, |Ay| < 5(¢) vx e[at]

f,(X Yo +0AY)— F/ (X, Y,)| <&
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bo'ladi. Demak Ay —0 da fi(x,y,+0Ay)funksiya f(x,y,) ga tekis
yaginlashadi. SHartga ko ra

[ £70% yo)dx

integral tekis yaginlashuvchi. Unda
Ve>0,36=06(¢) >0, t' >o;t"> 6, vt',t", Vyelc,d]:

-
[ £, y)dx <&
:

jumladan,

<&

-
[ £, (%, ¥ + O Ay)dx
d

bo ladi. Keyingi tengsizlikning bajarilishidan esa
[ £, (X, Yo + 6 Ay)dx
a

integralning tekis yaginlashuviligi kelib chigadi. Ushbu ma’'ruzada keltirilgan 1-
teoremani (7) tenglikning o'ng tomoniga qo llab, topamiz.

+

lim [ f,(x, Yy, +6Ay)dx = I[AIJEE) £ (X, Y, +6AY)dx = [ f/(X,y,)dx. (8)

Ay—0
=0 a a

(7) va (8) munosabatlardan
F'(yo)Z J. fy’(X’ YO)dX )

bo'lishi kelib chigadi.
(9) munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:

d 7 2of (X, Y)
— | f(x,y)dx = dx.
dy£ (.9) I oy

Bu differentsiallash amalini integral ostiga o tkazish goidasini ifodalaydi. »
4°. F(y) funksiyani integrallash. Aytaylik, f(x,y) funksiya

M, ={(x,y)e R? :x e[a,+o0), ye[c,d]}
to plamda berilgan bo’lsin.
4-teorema. [4, Proposition 7, p.429] Agar f(x,y) funksiya M, to plamda

uzluksiz va F(y) = jf(x, y)dx integral [c,d] da tekis yaqginlshuvchi bo'lsa, u
holda F(y) funksiya [c,d] da integrallanuvchi va
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d +oo +o0 d

j F(y)dy = j[ j f(x, y)dx]dy = j [jf(x y)dyldx

bo’ladi.
<4Ravshanki, F(y) funksiya [c,d] da uzluksiz bo'ladi. Binobarin, u [c,d]

da integrallanuvchi.
SHartga ko'ra

F(y) = [ f(x y)x

integral [c,d]da tekis yaginlashuvchi. Unda
Ve>0,36=6(¢) >0, Vt >, Vye[c,d]:

[ £(x, y)dx
t
bo ladi SHu munosabatdagi t ni olib topamiz:

T y)dx =] £(x y)des [ Fx,y)dx.

<¢&

Natijada
T[T f (x, y)ixIdy j [j f(x, y)dx]dyﬁ[Tf (x, y)dx]dy =
= 1 0c, )yl L[ £ x, )y
bo’ladi. o o
Adar
JF(y) mf(x y)yldx <ﬁ°f(x y)iXdy <(d - )

bolishini e‘tlborga olsak, unda
d t d o d
JF(y)=lim ] £ (x y)dyldx = [[[ f (x, y)dyldx
bo'lib,
d +oo +oo d

JUJ 0 y)dxldy = [ [J f(x,y)dyJdx

ekanligi kelib chigadi. »
3-misol. [4, Example 13, p.427] Ushbu
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J :T Siﬂdx
o X
integral hisoblansin.
<4 Bu xosmas integralning yaqinlashuchi bo’lishi 15-bobning 2-§ ida ko’rsatil-
gan edi. Endi berilgan integralni hisoblaymiz. Buning uchun quyidagi

T sinx

J@a)=J=|e d
@)==J e o
parametrga bog’lig xosmas integralni gqaraymiz.
Ravshanki,
f(x,a):e—ax$ (f(0,a)=1)
funksiya

{(x,a)e R?: xe[0,+w), a0, c], ¢ >O}
to’plamda uzluksiz,
f/(x,a)=-e *sinx
xususiy hosilaga ega va u ham uzluksiz funksiya. Quyidagi

T f/(x,a)dx = —Te‘ax sin xdx
0 0

integral esa a > a,. (a, > 0) da tekis yaginlashuvchi. 16-teoremaga ko’ra

+0 i +oo
J(@)=| (e‘ax wj dx=— [ e sinxdx =-
0 X Ja 0 1+a

2

bo’ladi. Demak,
J(a)=-arctga+c.

a =+ bo’lganda, J(+o0)=0 bo’lib, —%+c=0 ya’ni c=% bo’ladi.
Demak,
J@)= % —arctga.
Bu tenglikda a — 0 da limitga o’tib quyidagini topamiz:
" T
limJ(@)=—.
@)=

a—0

T

Shunday gilib, J(0)= 5 ya’'ni
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J=] MMXx =7
o X 2
bo’ladi. »
16- Amaliy mashg’ulot
1- misol. Ushbu

lim [ e 0% dx = [ 2% gy
y—>+0 2 X 2 X
tenglik isbotlansin.
sin X
(="1%
<« Agar X funksiyaning X=0 nugtadagi giymati-ni 2(0)=1 gep
olinsa, unda

sin X
f(x,y)=e7—=
(x,y)=e ,

funksiya {(x y)eR* 1 xe[0, + ), y [0, + ) to‘plamda uzluksiz bo*ladi.
Ravshanki, har bir tayin yel0.+o) gq fxy) funksiya X

o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida [0, +) 4 uzluksiz bo‘lib, Y % da bu
()=
funksiya ixtiyoriy [0.t] da (0<t<+wx) T funksiyaga tekis yaginlashadi.
Endi,
+fe‘xys’iﬂdx
d X

xosmas integralni parametr Y bo‘yicha [0, +0)

ko‘rsatamiz.

da tekis yaginlashuvchi bo‘lishini

Agar 77-ma'ruzada keltirilgan Abel alomatida f(xy) funksiya sifatida
sin x
x  9(xy) funksiya sifatida €  funksiyalar olinsa, ular uchun Abel alomati-
ning barcha shartlarining o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatish giyin emas. Demak, alomatga

ko‘ra

o :
fen sin x
5 X

dx

integral tekis yaginlashuvchi.

Yugorida keltirilgan 1-teoremaga binoan
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“+o0 H +c0 H
. . sinx . sinx
lim je V2 2 = j(llm e Xy—)dx
y—>+0 0 X 0 y—>+0 X

bo‘lib, undan
lim j e SINX gy j SINX 4x
y—+0 0 X 0 X
bo‘lishi kelib chigadi. »
2-misol. Ushbu

F(y)= Te‘(x‘y)z dx
0

integral parametr ¥ ning uzluksiz funksiyasi bo‘lishi ko‘rsatilsin.
<« Berilgan integralda
X—y=t

almashtirish bajaramiz. Unda

+00 ) 0 9 +00 ) y ) +00 )

F(y)=Je"dt=[e"dt+ [e"dt=[e"dt+ [e"dt

-y -y 0 0 0
bo‘lib, bu yigindining har bir go‘shiluvchisi Y ning uzluksiz funksiyasi bo‘lgani
uchun berilgan integral parametr y ning uzluksiz funksiyasi bo‘ladi. »

3-misol.  Ushbu

+00 o
- I sinx .
o X
integral hisoblansin.
<4 Bu xosmas integralning yaqinlashuchi bo’lishi 15-bobning 2-§ ida ko’rsatil-

gan edi. Endi berilgan integralni hisoblaymiz. Buning uchun quyidagi

2 sinx
J@a)=J=| e —dx
@)=9= e
parametrga bog’lig xosmas integralni gqaraymiz.

Ravshanki,
f(x,a):e‘ax% (f(0,a)=1)
funksiya
{x.a)eR?: xef0,+x), aclo, c], c>0
to’plamda uzluksiz,

f/(x,a)=-e *sinx
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xususiy hosilaga ega va u ham uzluksiz funksiya. Quyidagi
[ fa(x,a)dx =— [e™* sinxdx
0 0

integral esa a > a,. (a, > 0) da tekis yaginlashuvchi. 16-teoremaga ko’ra

+0 i +o
J(@)=| (e‘ax wj dx=— [ e sinxdx =-
0 X Ja 0 1+a

2

bo’ladi. Demak,
J(a)=-arctga+c.

a =+ bo’lganda, J(+o0)=0 bo’lib, —%+ c=0yanic= % bo’ladi.
Demak,
J(a)= % —arctga.
Bu tenglikda a — 0 da limitga o’tib quyidagini topamiz:

IimJ(a)zg.

a—0

Shunday gilib, J(0)= % ya’ni

J=] MMX gy =7
o X 2

bo’ladi. »
Mashqlar

1. Agar f(x) funksiya (0,00) da integrallanuvchi bo'lib,

F(y) = [e f (x)dx

bo’lsa,

y—+0

lim F(y) = JLTOTe‘yX f (x)dx = T f (x)dx
0 0

bo lishi isbotlansin.
2. Ushbu

F(y) = je‘yzxydx (—o0 < Y < 40)
0
funksiyani uzluksizlikka tekshirilsin.
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Nazorat savollari

1. F(y) funksiyaning limiti hagida ayting.

2. F(y) funksiyaning uzluksizligi hagida gapiring.
3. F(y) funksiyani differentsiallash nima?

4. F(y) funksiyani integrallash hagida ayting.

GLOSSARY

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uzluksizligi - Agar

lim  (x)=f(x°)

X—>Xg
bo‘lsa, f(x) funksiya x° nugtada uzluksiz deyiladi.

Tekis uzluksiz - Agar V¢ >0 son olinganda ham shunday 6=05(£)>0 son

topilsaki,
p(X',x")<o

tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy X € E:X"€E ychun
() — (X)) <&

tengsizlik bajarilsa, t(x) funksiya E to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.

KEYS BANKI
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1-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu

—+00 H —+00 H
. .sinx sin X
lim je W2 R dx = [ 22 dx
a X a X

y—+0

tenglik isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha

va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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17-Mavzu: Eyler integrallari
17-ma’ruza
REJA:

1°. Beta funksiya va uning tekis yaginlashuvchiligi.
2°. B(a,b) funksiyaning xossalari.

3°. Gamma funksiya va uning yaginlashuvchiligi.
4°. T'(a) funksiyaning xossalari.

5°. Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog’lanish.

Tayanch so'z va iboralar: Beta funksiya, tekis yaginlashuvchilik, xossalari,
Gamma funksiya, xossalari, Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog lanish.

1°. Beta funksiya va uning tekis yaginlashuvchiligi. [4, (17.27), p.437]
Ushbu

1
[x*H@—x)"*dx
0

parametrga bogliq xosmas integral beta funksiya (I-tur eyler integrali) deyiladi va
B(a,b) kabi belgilanadi:

1
B(a,b) = [x**(1-x)""dx (a>0,b>0).
0
Demak, beta funksiya
{(a,b) e R? :a € (0,4),b € (0,4+0)}

to plamda aniglangan funksiya.
1-teorema. Ushbu

B(a,b) = jxa‘l (1—x)"dx

integral M, ={(a,b) e R? :a [a,,+),b e[b,,+x),a, > 0,b, >0} to'plamda tekis
yaginlashuvchi bo’ladi.
<« B(a,b) funksiyani ifodalovchi integralni ikki gismga

1
1 2 1
[x* =) dx = [ x*(1—x)" dx+ [ x* (1 —x) " dx
0 0 1

2
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ajratib, har bir integralning tekis yaginlashishga tekshiramiz. Parametr a> a,
(a, >0), vb>0, vXe(o,ﬂ da

XA L= x)" < xP P (L-x)"T < 2%

va a >0 bo’lganda

a-1 dX

O N |
>

integralning yaginlashuvchi bo’lishidan Veyershtrass alomatiga ko'ra
1

2

[x*H@—x)°*dx

0
integralning a>a,, (a, >0) da tekis yaqginlashuvchiligini topamiz. SHuningdek,
parametr b>b, (b, >0), Va>0, Vxe El) da

X TA-x)" <X A-x)P T <20 -x)*
va b >0 bo’lganda
1
[@—x)""dx
1

2
integralning yaginlashuvchi bo’lishidan VVeyershtrass alomati-ga ko'ra

1
[x*H@—x)°*dx
1

2
integralning b > b, (b, > 0) da tekis yaginlashuvchi bo’lishini topamiz. Demak,

B(a,b) = ixa‘l (1—x)"*dx

integral
M, ={(a,b) e R? :a e[a,,+xo),b e [b,,+x),a, > 0,b, >0}
to plamda tekis yaginlashuvchi bo’ladi. »
Natija. B(a,b) funksiya
M ={(a,b) e R* :a € (0,+0),b € (0,+0)}
to’plamda uzluksiz bo’ladi.
<4Bu tasdiq
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1
[x*H@—x)" dx
0

integralning tekis yaginlashuvchiligi hamda integral ostidagi funksiyaning M
to 'plamda uzluksiz bo'lishidan kelib chigadi. »
2°. B(a,b) funksiyaning xossalari. [4, (17.29), p.438] endi

B(a,b) = ixa‘l (1—x)"dx

funksiyaning xossalarini keltiramiz.
1) [4, (17.29), p.438] B(a,b) funksiya a va b argumentlariga nisbatan
simmetrik funksiya, ya ni,
B(a,b) =B(b,a) (a>0,b>0)
boladi.
< B(a,b) ni ifodalovchi integralda x =1—t almashtirish bajarib topamiz:

1 0 1
B(a,b) = [x* " (1-x)*"dx =—[(1-1)**t"*dt = [t"*(1—t)*"dt = B(b,a). >
0 1 0

2) B(a,b) funksiya quyidagicha ham ifoda gilinadi:
+o0 ta—l

B(a,b) = .([W)dt.

1)

<« B(a,b) ni ifodalovchi integralda x = 1t_t almashtirish bajarib topamiz:
+

1 +00 t a-1 t b-1 dt +o0 ta—l
B(a,b) = [x**(1—x)*"dx = j(—) (1— j ;= [ ——pdt. >
5 1+t 1+t @+t) o @+

0
Agar (1) dab=1-a (0<a<1) deyilsa, unda
+00ta—1

B(al-a)= dt = —
( ) £1+t sinza

B(l,lj=ﬂ'
2 2
bo’ladi.

3) [4, (17.30"), p.438] B(a,b) funksiya uchun ushbu

T

bo ladi. Xususan,

B(a+1b) =a;ibs(a,b) (a>0,b>0)

formula o’rinli bo"ladi.
<4Ravshanki,
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1
B(a+1b) = [x*(1—x)""dx.
0

Bu integralni bo"laklab integrallaymiz:
! a
+—

_1a_b—1 __lla _b:_la_b
B(a+1,b)—£x (1-x)°tdx = ng d((L-x)") o X (1-X) Y

1
[x*@-x)°dx =
0

al alt 1 a a
=—[x**(1-x)" =—{|'xal(1—x)b1dx—.|'xa(1—x)bldx} = ~B(a,b)—-=B(a+1,b).

bg bl 0 b b

Natijada
B(a+1b) = % B(a,b) —% B(a+1b) 2)
bo’lib, undan
B(a+1b) =—>B(a,b)
a+b

bo'lishi kelib chigadi. »
B(a,b) funksiya simmetrik bo lganligidan ushbu

B(ab+1)=—" B(a,b) 3)
a+b
bo"ladi.
Natija. [4, (17.32), p.438] B(m,n) funksiyaga (me N,ne N) (2) va (3)

formulalarni takror gollash natijasida

B(m,n) = (m-1)!(n-1)!
(m+n-1)!

bolishi kelib chigadi.
3°. Gamma funksiya va uning yaginlashuvchiligi. [4, (17.28), p.437]
Ushbu

+00
jxa‘le‘xdx
0

parametrga bog lig xosmas integral gamma funksiya (11-tur eyler integrali) deyila-
di va I'(a) kabi belgilanadi:

I'(a) = +fox""‘le‘xdx.
Demak, gamma funksiya (0,+o0) (Oja aniglangan funksiya.
2-teorema. Ushbu
I'(a) = +fox""‘le‘xdx
;07
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integral [a,,b,] da (0 <a, <b, <+w) tekis yaginlashuvchi bo"ladi.
«TI'(a) funksiyani ifodalovchi integralni ikki integral yig indisi sifatida
yozib olamiz:

1 +0
[(a) = [x* e ™ dx+ [x*'e™dx.
0 1

So'ng ikkala integralning ixtiyoriy [a,,b,] segmentda (0<a, <b, <+o0)
tekis yaginlashuvchi bo’lishini ko'rsatamiz. Parametr a>a, (a, >0), Vx e (0,1]
da

a-1.—Xx

X e X < x
va a, >0 da

1
[ x®dx
0
integralning yaginlashuvchi bo’lishidan Veyershtrass alomati-ga ko'ra
1
[x*te dx
0

integralning a>a, da tekis yaginlashuvchi bo’lishi kelib chigadi. SHuningdek,
parametr a<b,, VX €[L+o0) da

—X

x3 e < x® e
va

[x* e ™dx
1
integralning yaginlashuvchi bo’lishidan yana Veyershtrass alomatiga ko ra
[x**e™dx
1
integralning a < b, da tekis yaginlashuvchi bo’lishini topamiz. Demak,
[(a) = [x*"e™dx
0

xosmas integral [a,,b,] da tekis yaginlashuvchi bo ladi. »
Natija. I'(a) funksiya (0,+o0) da uzluksiz bo"ladi.

<4Bu tasdiq j' x*“e~dx integralning tekis yaginlashuvchiligi hamda integral
0

ostida-gi funksiyaning M ={(x,a) € R* : x e (0,4x),a € (0,4+x)}da uzluksiz boli-
shidan kelib chigadi. »
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4°. T'(a) funksiyaning xossalari. 1) [4, (17.34), p.439] Gamma funksiya
(0,+00) da barcha tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega va

r'™(a)= +fxa‘le‘x(ln x)"dx (n=123....)
0

boladi.
<4Ravshanki,

[(a) = [x*"e™dx
0
integral ostidagi f(x,a)=x*"e™* funksiya
M ={(x,a) € R*: x € (0,+),a € (0,4+0)}

toplamda uzluksiz bo'lib, uzluksiz f a(x,a) = x*"e *Inx hosilaga ega bo'ladi.
YUqorida aytganimizdek

1 +00
r(a)=[x*"e™dx+ [x**e dx
0 1
tenglikning o'ng tomonidagi integrallar ixtiyoriy [a,,b,] da (0<a, <b, <+o)
tekis yaginlashuvchi.
1 +00
Ushbu [x**Inx-e™dx, [x**Inx-e™dx integrallami qaray-lik. Bu
0 1

integrallardan birinchisi, a>a, >0 da

x*tInx-e™*

<x*7|Inx|
va
1
[ x**Inx|dx
0
integral yaginlashuvchi bo’lganligidan Veyershtrass alomatiga ko ra tekis yaginla-
shuvchi boladi. SHuningdek ikkinchi integral ham, a<b, <+ da

¥ Inx-e X< x®tnx.e ™ =xM g™

va

[x**Inx-e™dx

1
integral yaginlashuvchi bo’lganligidan yana Veyershtrass alomatiga ko'ra tekis
yaginlashuvchi bo"ladi. Parametrga bog lig xosmas integralning parametr bo'yicha

differentsiallash hagidagi teoremadan foydalanib topamiz:
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i _i p a-1,-X i a-1,-X _11 a-1,-X
dal“(a)—da{fx e ¥dx+ [x*e dx}_gda(x e )dx+

0 1
+00 d +00
+ j —(xa‘le‘x)dx: jxa‘l-lnx-e‘xdx.
, da 1

Demak,

I'(a)= [x**-Inx-e™dx.
0
I"(a) funksiyaning [a,,b,] da uzluksiz bo"lishi ravshan.

Xuddi shu yo'l bilan T"(a) funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo tartib-
dagi hosilalarining mavjudligi, uzluksiz-ligi hamda

r™(a)= [x*'e™(Inx)"dx
0
bolishi ko rsatiladi. »
2) [4, (17.35), p.440] I'(a) funksiya uchun ushbu
INa+l)=al'(a) 4)

formula o’rinli bo ladi.
<4Ravshanki,

[(a)= [x*"e™dx.
0

Bu integralni bo"laklab integrallaymiz. Natijada

F(a+1)= [x%e ™ dx=—[x*d(e™) =—x"e™ ;w +a [x*'e™dx=al'(a)
0 0 0

bo’ladi. »

Ma'lumki, a<(0,]] bo'lsa, a+1e(12] bo'ladi. I'(a) funksiyaning bu
xossasini ifodalovchi (4) munosabat I'(a) funksiyaning (0,1] dagi giymatlariga
ko'ra uning (1,2] oraliqdagi giymatlarini, umuman ixtiyoriy (n,n+1] dagi giymatla-
rini topish imkonini beradi.

Natija. [4, (17.36), p.440] T'(n)funksiyaga (neN) (4) formulani takror
qollash natijasida (T"(2) =1)

r'(n)=(n-1!
bolishi kelib chigadi.
3) I'(a) funksiyaning o zgarish xarakteri. Ravshanki,
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r@)=[e*dx=1.
0

YUqoridagi (4) formulaga ko'ra
re=1r@=1
boladi. Roll’ teoremasiga muvofiq, shunday a, (1< a, < 2) nugta topiladiki,
r (ao) =0
bo'ladi. Ayni paytda, Va e (0,+) da

(@)= [x*"e™In*xdx >0
0

bo'lganligi uchun T"(a) funksiya (0,+oc)da gat’iy osuvchi bo'ladi. Binobarin,
I" (a) funksiya a, nugtadan boshga nugtalarda nolga aylanmaydi. Demak,

['(a)= [x*'e™Inxdx=0
0

tenglama (0,+00) oraliqda yagona echimga ega. Unda,
O<a<a,daTI"(a)<0, ay<a<+wodal (a)>0
bo'lib, I'(a)funksiya a, nugtada minimumga ega bo'ladi. (a,=14616...,
I'(a,) =minT'(a)=0,8856...bo lishi topilgan).
I'(a) funksiya a>a, da o'suvchi bo’lganligi sababli a>n+1 bo’lganda
I'(a) >I'(n+1) =n! bo'lib, undan
lim I'(a) =+

a—>+w
bo'lishi kelib chigadi.
Agar a—+0 da I'(a+1) —>I'(1) =1 hamda

I'(a) = I'a+1)

bolishini e tiborga olsak, unda
limI'(a) =+

a—+0
ekanligini topamiz.
5°. Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog'lanish. Beta va gamma
funksiyalar orasidagi bog lanishni quyidagi teorema ifodalaydi.
3-teorema. V(a,b) e{(a,b) € R* :a e (0,+x),b € (0,+0)} uchun
B(a,b) — F(a) 1_‘(b)

I'(a+b) ©)
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formula o’rinli bo"ladi.
<4 Ushbu

I(s)= [x*"e™dx
0

integralda x=(1+u)t, (t>0) almashtirish bajarib, s ni a+b ga almashtiramiz.

Natijada
I'(a+b)= j(1+ u)""*'“‘lte”'”‘le‘(““)t (1+u)dt
0
bo’lib,
I'(a+Db) _ Tt atb-1o-(Lu)t 4t
(1+ u)a+b 0
boladi.

Endi bu tenglikning har ikki tomonini u®** ga ko paytirib, so'ng (0,+<0)
oraliq bo'yicha integrallab topamiz:

+00 ua—l +oo [ +o0
I'(a+b du = t"‘*b‘le‘(l*“)tdt}u *“Idu
@) g o= ]

ya ni,

F(a-l— b) . B(a’b) — j |:J'ta+b—1e—(1+u)tdt:|u aldy
0

0
[1], 17-bob, 8-§da keltirilgan teoremadan foydalanib, keyingi tenglikning o'ng
tomonidagi integrallarning o rinlarini almashtiramiz. Natijada

F(a-i- b) . B(a, b) = J. |: _[ua_le_(1+U)tdu:|[a+b_1dt
oLoO
bo’ladi. Integralda ut =y almashtirish bajarib topamiz:

['(a+b)-B(a,b) = | { | y“t“eteydy}dh [ e tdt- [y*e™dy =T(b)-I'(a).
0 0 0

0

Demak,
B(ab) = L&) T®)
I'(a+b)
Natija. [4, The Complement Formula (17.40), p.441] Vae(0,1) uchun
r(@ri-a)=—" (6)
sinar
boladi.
<« (5) tenglikda b=1-a (0<a<1) deb olinsa, unda
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I'(a)-I'(l-a)

B(a,l-a)= rQ

bo ladi. Ma lumki,
B(a,l-a) = _” ,
sinar

Demak,

r(@)r(l-a)= _n”a

Agar (6) formulada a_— deyilsa, F(Zj V7 bo'lishi kelib chigadi.

+00

1-misol. 1. Ushbu je " dx integral hisoblansin.
0

«Bu integralda x* =t almashtirish bajaramiz. Unda

1 _=
dx :—dt——t 2dt
20t 2

bo’lib,

+00 +00 _1 +00 1_1

[e™dx=7 [t 2ot =1 [t e‘tdtzlr(lj:ﬁ

0 2 0 2 0 2 2 2
bo’ladi. »

+00

2-misol. Ushbu j
o 1+x

5 integral hisoblansin.

<«Bu integralda 1+ x® = 1 almashtirish bajaramiz. Unda
y

1 2
(1_yj dl(l_yj (d_vJ
y 3L Y y

17 1[1— )3 dy _1¢
y= y 3(1- y)3dy—
31730y y? I

1g2 L O S S
3 33 3 I 38”,]”3@ "33
3 2
bo’ladi. »
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17-Amaliy mashg’ulotlar

1-misol. Ushbu
~+00 2
[ e™dx
0
integral hisoblansin.

<4Bu integralda x* =t almashtirish bajaramiz. Unda

1 _=
dx ——dt——t 2dt
2t 2
bo‘lib,
+00 +0
[ dx =2 jt 2e“dt_ jt? eldt == r(l) Jz
0 2 \2 2
bo‘ladi. »
2-misol. Ushbu
*j" dx
o 1+x3
integral hisoblansin.
<4Bu integralda
11 x=1t
y

almashtirish bajaramiz. Unda

1 2
5 a5 ()
y Uy y')
2
2

= 19 1(1-yY)3 dy 1%t -
I Xs:“fy‘(Ty]B yy jy3(1 y) 3dy=

1+ X 3773
1 2
I —|-I =
—13(31)_1, (3) (j_l T o 2z
3033 3 rd) 3 sinlﬂ 3.@ 33
3 2
bo‘ladi. P>
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Mashglar

1. vaeR\{0,-1,...,—n,...} da

r(a) = lim— 1"
n>»a(a+1)..(a+n)

bo’lishi isbotlansin.

2. Ushbu
| _xrax (a>0,b>0,n>0)
o (a+bx")P
integral beta funksiya orqali ifodalansin.
3. Quyidagi

(C' @Y <r@)-r'(@)

tengsizlik isbotlansin.
Foydalanish uchun adabiyotlar
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6. Shoimqulov B. A., Tuychiyev T. T., Djumaboyev D. X. Matematik
analizdan mustaqil ishlar. T. “O’zbekiston faylasuflari milliy jamiyati”, 2008.

Nazorat savollar
1.Beta funksiya va uning tekis yaginlashuvchiligi.
2.B(a,b) funksiyaning xossalari.

3. Gamma funksiya va uning yaginlashuvchiligi.
4. I'(a) funksiyaning xossalari.

5. Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog lanish.
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GLOSSARY

I-tur Eyler integrali- Ushbu
1
[x**(1—x)"*dx
0
parametrga bog‘lig xosmas integral beta funksiya (I-tur Eyler integrali) deyiladi va
B(@.D) kabi belgilanadi:

B(a,b) = !XH (1=x)""dx (@>0,b>0)

I1-tur Eyler integrali - Ushbu
+rx""‘le‘xdx
parametrga bog‘liq xosmas integral gamma funksiya (II -tur Eyler integrali) deyila-
di va I (@ kabi belgilanadi:
I'(a) = +fx"“le‘xdx
0 .

KEYS BANKI
1-keys. Masala o‘rtaga tashlanadi: Ushbu
T’ dx
. x’+a 2va

(a>0) tenglikdan foydalanib,

!(x +a)”+1’ (hen)

integral hisoblansin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha
va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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Ba'zi xosmas integrallarni hisoblash

REJA:

1°. J’%dx integralni hisoblash.
0

2°, jsmTyde integralni hisoblash.
0

+o0 ,a-1

3% X__dx integralni hisoblash.
o 1+ X

2. | (ax); f(bx)dx integralni hisoblash.
0

5°. Ba'zi xosmas integrallarning giymatlari.

Tayanch so'z va iboralar: Parametrga bog liqg integrallar, funksional
xossalai, ba'zi xosmas integrallar.

1°. J’%dx integralni hisoblash. [4, Example 13, p.427] Bu integralning
0

yaginlashuvchiligi avvalgi ma'ruzada keltirilgan.
Ma’lumki,

!e‘xy sin xdx=1+1y2 . (1)

Bu tenglikdagi
F(y)= [e™ sinxdx
0
parametrga bog’liq integral parametr y bo’yicha ixtiyoriy [t, A] da (t >0) tekis
yaginlashuvchi bo"ladi. Bu tasdiq
e sinx<e™, je‘tydx:}
0 t

bo'lishi hamda Veyershtrass alomatini qo llashdan kelib chigadi. (1) tenglikni
integrallab topamiz:

Al +oo A
[| [ sinxdx|dy = | ! - dy = arctgA—arctgt.
t 0 t1+ y

Bu tenglikni chap tomonidagi integral uchun

Al 2 +oo| A +ooe—tx _e—Ax
j'{ [e™sin xdx}dy = j’{je‘xy sin xdy}dx = [=———sinxdx
tlo oL > X
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va Vx>0 da [sinx < x bo'lib,

+00 4 —AX +00
[=—sinxdx < [e*dx ==
o X 0 A
bo’ladi. Natijada A — +w da
7 _arctgt = fe™ SN X i 2)
2 0 X

bolishi kelib chigadi. [4, p.428]
Endi
J.e_ty smxCI B jsmx

t—>+0
tenglikni o’rinli ekanini (qaralsm, awalgl ma ruza) e'tiborga olib (2) da t —» +0 da
limitga o'tib topamiz:
J‘S|n X

ZO.IS'ande integralni  hisoblash. Bu integralning (—oo,+o0) da
0

yaginlashuvchi bo’lishi ravshan. Aytaylik, y>0 bo'lsin. Bu holda integralda
yx =t almashtirish bajarib topamiz:
IsmyxoI —jﬂdt—z
o X 2
Aytaylik, y<O0 bo’lsin. Bu holda garalayotgan integralda yx=-t
almashtirish bajarib topamiz:

Tsmyx —jmdt———.

0

Aytaylik, y=0 bo’lsin. Bu holda

sin0x
| dx =0
5 X
bo ladi. Demak,
_ E, agary>0
jsmyxdx= 0,agar y=0
0 X T
——,agary<0
2
ya ni,
Tsinyx .
[ X ax = Z signy
0 2
bo’ladi.
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+0 ,a-1

P [ 2

o 1+ X

integralni yaginlashuvchilikka tekshiramiz. Uning uchun berilgan integralni
quyidagicha yozib olamiz:

dx integralni hisoblash. Avvalo bu parametrga bog lig xosmas

Fa)= X de= [ X axe X ax. 3)
o 1+ X o1+ X 11+ X

Aytaylik, 0 < x <1 bo’lsin. Bu holda

a-1
a-1

<X
1+x

bo'lib, a >0 da ushbu
1
[ x*dx
0
integralning yaginlashuvchi bo’lganligidan, a >0 da

1 yal

| X dx

o 1+ X
integralning ham yaginlashuvchi bo'lishi kelib chigadi.

Aytaylik, x>1 bo’Isin. Bu holda

a-1

< X2

1+Xx

bo’lib, a <1 da ushbu
jx“dx
1

integralning yaginlashuvchi bo’lganligidan, a <1da
+o0 Xa—l
dx

!1+x
integralning ham yaginlashuvchi bo'lishi kelib chigadi.

Demak, garalayotgan

+oo \,a-1

F(a)=[=

o1+ X
integral 0 <a <1 da yaginlashuvchi boladi.
Endi F(a) integralni hisoblaymiz. Ma’lumki, 0< x <1 da

dx

1 X k k
——=)> (-1) x
1+x é( )
Bu tenglikdan
Xa_l .- k . a+k-1
=) (-1) x
1+x é( )
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bo'lishini  topamiz. Tenglikning o'ng tomonidagi qator [ao, bo] da
(0<a, < x <D, <1) tekis yaginlashuvchi bolib, uning gismiy yigindisi

S, (x)= nf,(—l)k X = Xa_l(l_ (- X)n)

k=0 1+X

bo’ladi.
Agar Vne N, ¥x e (0, 1) uchun
xa‘l(l— (- x)”)

1+x

< Xa—l

1
tengsizlikni hamda [x**dx (0<a <1) integralning yaginlashuvchanligini e'tibor-
0

ga olsak, unda Veyershtrass alomatiga ko 'ra
1
[S,(x)dx
0

tekis yaginlashuvchi boladi.

Demak,
1
lim js o= [ (1ims, (x)Jox
—>00 0 —®

ya ni,
n 1 a-1
Ilmj(z a+k‘1jdx j(llmZ( 1)x a+"‘1jdx:j X dx
n— 2 \ 2o N— | 7 01+X
bo ladi.
Demak,
Lyt (n 1 k ) 1) n-11l k - n-1 (_1)"
dx =1lim X ldx = X . (4
‘([1+X “—"”J‘ k=0 k_O'([( )j oa+k )
Endi
+00 Xa—l
{1+x

integralda x =% almashtirish bajarsak, unda

+o0 Xa—l 1 4-a 1 t(l—a)—l
[F—dx= = dt
11+ X o1+t o 1+1
bo'lib, yugoridagi (4) munosabatga ko'ra
+00 Xa—l o (_ 1)k
[~—dx= (5)
11+ X kaa—Kk
bo’ladi. (3), (4) va (5) munosabatlardan
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X 1 &, | 1 1
{1+de_a+k§( 1)[ + }
bo lishi kelib chigadi.
Ma’ lumki,
1 & i 1 1 T
a+é( Y [a+k +a—k}_sina7z (0<a<1)
(garalsin, 76-ma‘ruza).
Demak,

a-1

TX_ dx=—"— (0<a<1)
o1+ X sinar

bo ladi.

L0 T f (ax); f (bx)

dx integralni hisoblash. Bunda f(x) funksiya [0, + o)

T

da uzluksiz, istalgan A>0 da j—dx integral yaginlashuvchiva a>0, b>0.
A X

Berilgan integralni quyidagi ikkita integralning limiti deb gqaraymiz.
I f(ax)— f(bx)dleim{j f(ax)dx_ i f(bx)dx}.
0 X 60 5 X 5 X
Bu tenglikning 0'ng tomonidagi birinchi integralda ax =t ikkinchi integral-
da bx =t almashtirishlarni bajarib topamiz:
+00 _ +o0 b
Hex)— f(bx) HO gt pim [ Wt = im T V.

+00
x=lim [ ALY, LY,
0 X 60 a5 t 60 s t 5—>Oa§ t

Ravshanki, f(t) uzluksiz funksiya, % funksiya esa ishora saglaydi (chunki

a>0,b>0, xe(0,+x)). Demak,

bs
J'lt) dt
ao
integralda o rta giymat haqgidagi teoremani go llash mumkin:
bo f (t) b6dt

ao ao

Natijada, 1) .
: f(t . 1 : b
||maLTdt=L|Lgf(g)izdtZI;LEIf(é:)lng (7)

50
bo ladi. Modomiki, & nugta ao bilan b& orasida ekan, 6 >0 da & — 0 va
lim (&)= f(0) 8)

&0
boladi.
(6), (7) va (8) munosabatlardan
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= f(ax)- f(bx) , b
! . dx = f(o)lna

bolishi kelib chigadi.
5°. Ba'zi xosmas integrallarning giymatlari. [4, Example 17, p.433]
Quyida ba'zi xosmas integrallarning giymatlarini keltiramiz:

z \/;
ﬁ, ' 3. jcosxzdx= 2
2 0

1. +(me‘xzdx: 2. |[sin xzdx=—2, e
I I 2
Cos Xy 1y xsinxy .7 Tyl
4. dx="e , 5. dx=-—=signye ",
I1+x 2 I 1+ x? 2 any
aint
6. jsmx dx:z, 7 Jsm ax—sin bxd :—I a
o X 4 0 X 8 b
+0a—aX _ A—bX
8. jusinnxdx=arctgg—arctgE (a>0,b>0,n=0),
5 X n n
+oq—8X _ A—bX 2 2
9. jicosnxdx:llnb;nz.
0 X 2 a“+n
Mashqglar
1. Ushbu

2

Tlcﬂ = In(1+y—j(y>0 k>0)
0 X k?

tenglik isbotlansin.

2. Ushbu
+00 2,2
j"‘(lj—azx)dx, (a>0,b>0)
s b +X
integral hisoblansin.
3. Ushbu

+j3° dx =z
. x*+a 2va
(a > 0) tenglikdan foydalanib,

neN)

n+1?

. +a)

L vap™

integral hisoblansin.
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