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S O ‘ZBOSHI

O'zbekiston Respublikasining «Ta’lim to 'g ‘risida»gi qonuni va 
«Kadrlar tayyorlash milliy dasturi» uzluksiz ta ’lim tizimini isloh 
qilishning yangi davrini ochganligi tabiiydir.

U zluksiz t a ’lim tizimi har  bir bosq ich in ing  o ‘ziga xos 
xususiyatlarini hisobga olgan holda ular uchun o ‘quv adabiyotlarini 
yaratish zaruriyati kelib chiqdi. Ana shu maqsadda Respublikamizda 
«Uzluksiz ta’lim tizimi uchun o'quv adabiyotlarining yangi avlodini 
yaratish konsepsiyasi» ishlab chiqildi va hozirgi vaqtda u amalga 
oshirilmoqda. Konsepsiyada foydalanishga qulay boigan, muayyan 
fanni o 'zlashtirish uchun zarur bo 'lgan  m a ’lum otlar, ilmiy 
ko'rsatkichlar va o'lchamlar, turli belgilar, qisqa m a’lumotlardan 
tashkil topgan davlat nashri — m a’lumotlar to'plami (ma’lumot- 
nomalar) muhim ekanligi ko'rsatilgan.

Mualliflar «Funksiyalar va grafiklar» mavzusini tanlab, shu 
mavzuda m a’lumotlar to'plami tuzishni maqsad qilib qo'yar ekanlar, 
quyidagilarga alohida e'tibor qaratishdi: ma'lumki, funksiyaning 
berilish usullari har xil bo'ladi. Ular analitik usul, jadval usuli, 
so'z bilan ifodalash usuli hamda grafik usullardir. Ba’zan grafik usul 
funksiya berilishining yagona usuli bo'lishi ham mumkin. U fizika, 
texnika, tibbiyotda qo'llanilib, ko'pgina o'zi yozadigan asboblarning 
ishiga asos bo'ladi ham. Lekin funksiya berilishining grafik usuli keng 
tarqalganligiga qaramasdan, funksiyalarni tekshirishda matematik 
analiz tushunchalarini qo'llashga bag‘ishlangan m a ’lum otlar 
to'plamini o'z ichiga olgan adabiyotlarning yetarli darajada emasligi 
ko'zga yaqqol tashlanadi. Masalan, I.P Gurskiyning «Функции и 
построени графиков», I.X. Sivashinskiyning «Элементарные 
функции и графики» N.N. Shundaning «Функции и графики» 
(ukrain tilida) kitoblarida, asosan, funksiyalarning grafiklarini 
elementar matematika tushunchalari yordamida yasash usullari bayon 
qilingan bo'lsa, N.A. Virchenko, 1.1. Lyashko, K.I. Shvesovlarning 
« Г р а ф и к и  ф у н к ц и й .  С п р а в о ч н и к .» ,  R.B. R ayxm istn ing  
«Графики функций. Задачи и упражнения.», V.V. Vavilov va 
boshqalarning «Задачи по математике. Н ачала анализа» 
kitoblarida funksiyalarning grafiklari ham elementar matematika

3



tushunchalari hamda matematik analiz tushunchalari yordamida 
chizilishi ko‘rsatilgan. Ammo o ‘zbek tilida yuqorida keltirilgan 
adabiyotlarga o ‘xshash adabiyotlar qariybyo‘q bolganligi mualliflami 
ushbu m a’lumotlar to'plami — o ‘quv qo'llanmani tayyorlashga 
undadi.

M a’lumotlar to'plami to'rt bobdan iborat bo'lib, uning birinchi 
bobi funksiyalar to 'g 'risidagi asosiy tu shuncha la r ,  funksiya 
grafigining asimptotalari, funksiya grafigining xarakterli nuqtalari 
hamda elementar funksiyalar va ularning xossalariga bag'ishlangan.

Ikkinchi bobda elementar matematika tushunchalari yordamida 
funksiyalarning grafiklarini chizish usullari yoritilgan.

Kitobning uchinchi bobida hosila yordamida funksiyalarning 
grafiklarini chizish batafsil bayon qilingan bo'lib, tenglamasi 
oshkor va oshkormas, parametrik, qutb koordinatalar sistemasida 
berilgan funksiyalarni to ‘liq tekshirish va ularning grafiklarini 
chizish usullari berilgan.

Mazkur qoilanm aning so'nggi to ‘rtinchi bobida elementar 
bo'lmagan sodda funksiyalarning asosiy xossalari va grafiklari, 
texnika, mexanika, matematika, fizika, amaliy matematikada ko‘p 
uchraydigan va qoMlaniladigan muhim chiziqlarning grafiklari 
keltirilgan.

Qo'llanmaning har bir paragrafida, awalo, mavzuga tegishli 
ta'riflar, tushunchalar va tasdiqlar berilgan bo'lib. ularning har 
biriga misollar yechib ko'rsatilgan va mustaqil ishlash uchun yetarli 
darajada misol va masalalar javoblari bilan berilgan, bu esa undan 
o'quv qo'llanma sifatida ham foydalanish mumkinligini anglatadi.

Mualliflar ushbu qo'llanmaning kompyuter variantini tayyor- 
lashda o'z hissasini qo'shgan magistrlar A. Otaboyeva va F. To'rayevaga 
o'z minnatdorchiliklarini bildiradilar.

Mualliflar, o'zlarining kitobni yozishdagi mehnatlari keng 
kitobxonlar ommasi uchun foydali bo'ladi deb umid bildiradilar 
va ularning kitob sifatini yaxshilashga qaratilgan fikr-mulohazalarini 
mamnuniyat bilan qabul qiladilar.

Mualliflar
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I  b o b .  FUNKSIYALAR H A Q ID A  A SO SIY  
T U SH U N C H A L A R

1- §. TOTLAM TUSHUNCHASI.
TO'PLAMLAR USTIDA AMALLAR

1. To‘plam tushunchasi. «To'plam» tushunchasi malematikaning 
ta‘rifsiz qabul qilingan asosiy tushunchalaridan biri bo'lib, ba'zi 
bclgilariga asosan birgalikda qaraladigan obyektlar yoki narsalar 
(predmetlar) majmuasidir. To'plamni tashkil qiluvchi har bir 
obyekt yoki narsa uning «elementi» deyiladi. To'plam tushunchasi 
misollar yordamida tushuntiriladi. Masalan, Samarqand shahridagi 
umum ta ’lim maktablari, Quyosh sistemasidagi planetalar, barcha 
natural sonlar, barcha to'g'ri kasrlar va hokazolar to 'plamni tashkil 
etadi.

To 'plamlar lotin yoki grek alfavitining bosh harflari bilan, 
uning elementlari esa kichik harflari bilan belgilanadi. Masalan,
А, В, С, D .......X, Y, Z  lar bilan to'plamni, a, b, c, d, .... x, y, z
lar bilan esa to'plamning elementlari belgilanadi.

Agar A to'plamning elementi a bo'lsa, a e A kabi yoziladi va 
«a element A to'plamga tegishli» deb o'qiladi. Aks holda, ya'ni a 
element A to'plamga tegishli bo'lmasa, unda ci£ A kabi yoziladi va 
«a element A to 'plamga tegishli emas» deb o'qiladi. Masalan,

A = {1, 3, 5, 7, 9} bo'lsa, u holda 3 e A, 2 g A.
Chekli sondagi elementlardan tashkil topgan to 'plam chekli 

to'plam, cheksiz sondagi elementlardan tashkil topgan to'plam 
esa cheksiz to'plam deb ataladi. Masalan, Samarqand shahridagi 
umumiy o'rta ta ’lim maktablari to‘plami chekli to'plamni, to'g'ri 
kasrlar to'plami esa cheksiz to'plamni tashkil etadi.

Bitta ham elementga ega bo'lmagan to'plam bo'sh to'plam deyiladi 
va 0  kabi belgilanadi. Bo'sh to'plamlarga quyidagilar misol bo'la 
oladi: a) x 2 + 1 = 0 tenglamaning haqiqiy ildizlari to 'plami; b) 
o 'zaro parallel ikkita turli to'g'ri chiziqning umumiy nuqtalari 
to'plami; d) x 2 + 1 < 0 tengsizlikning yechimlari to'plami va h.k.

Ko'pincha, to'plamlar, ularning elementlari chekli yoki cheksiz 
bo 'lishidan qat'iy  nazar, simvolik ravishda doirachalar bilan
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tasvirlanadi. Bu tasvirlash to'plamlar ustida bajariladigan amallarni 
tasawur qilishda va ular orasidagi munosabatlami o'rganishda ancha 
qulayiiklar tug‘diradi.

1- ta‘rif. Agar A to'plamning har bir elementi В to ‘plamning 
ham elementi boisa, A to'plam to'plamning qismi yoki qismiy 
to'plami (to'plamosti) deb ataladi va A а  В kabi belgilanadi (1.1- 
chizma). Bu quyidagicha o'qiladi: «^to 'plam  A to'plamni o'z ichiga 
oladi».

Esiatma. Bo'sh to 'p lam  har qanday A to 'p lam ning  qism 
to'plami hisoblanadi: 0  с  A. Har qanday A to'plam o'z-o'zining 
qism to'plami hisoblanadi: A с  A.

M i s o l l a r :  1) A = {1, 3, 5, 7}, B = {1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8} 
bo'lsa, ta'rifga ko'ra А с  В bo'ladi;

с  A -  0

Л  J X t i

1 - c h iz m a .  1 -2 --  c h iz m a .

2) a, b. с uch elementdan iborat bo'lgan to 'plam berilgan 
bo'lsin. Bu to'plamning hamma qism to'plamlari quyidagicha bo'ladi:
0  bo 'sh to 'p lam ; bir elementli {a}, {£}, {c} to 'plam lar; ikki 
elementli {a, b}, {b, c}, {a, c} to'plamlar va berilgan {a, b. c} 
to'plamning o'zi.

2- ta‘rif. Agar A to'plam В to'plamning qismi, В to'plam A 
to 'plamning qismi bo'lsa, ya'ni А с  В, В ci A bo'lsa, u holda A va 
В to'plamlar bir-biriga teng deyiladi va A = В kabi yoziladi. Masalan: 
A = {1, -1}, В to 'plam esa ushbu ( x -  1)2(*+ 1)3 = 0 tenglamaning 
barcha haqiqiy ildizlaridan tashkil topgan bo'lsa, ravshanki, A 
to'plam В to'plamga teng bo'ladi.

2. To‘plamlar ustida amallar.
3- ta‘rif. В ixtiyoriy to'plam bo'lib, A to 'plam uning biror 

qismi bo'lsin. В to'plamning A ga kirmagan barcha elementlaridan 
tashkil topgan to'plam A ning В ga qadar to'ldiruvchisi deyiladi va 
u CB(A ) kabi belgilanadi ( 1 .2 - chizma). Masalan, A = {2, 4}, 
B={ 1, 2, 3, 4, 5, 6} bo'lsa, u holda CB{ A ) - {  1, 3, 5, 6}.

6



4- ta‘rif. A va В ixtiyoriy to'plamlar bo'lsin. Agar C t o ‘plam A 
va В to'plamlarning barcha elementlaridan iborat bo‘lib, boshqa 
elementlari bo'lmasa, u holda С to'plam A va В to'plamlarning 
vig'indisi (birlashmasi) deyiladi va A \j  B= С kabi belgilanadi (1.3- 
chizma).

Eslatma. Shuni qayd qilib o'tish kerakki, agar biror element 
ham A to'plamga, ham В to'plamga qarashli bo'lsa, bu element С 
to'plamda bir marta hisoblanadi.

Yuqoridagi 4- ta'rifdan to'plamlarning quyidagi xossalari kelib 
chiqadi:

\°. A u A = A .  2°. A u  B = B u A .  3°. A v 0  = A.
4°. Agar A с  В bo'lsa, A u  В -  В bo'ladi.
M i s o l l a r :  1) A = {0, 2, 4, 6 , 8, 10}, B =  {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

bo'lsa, С — A u  В — {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 8, 10} bo'ladi.
2) A — {1, 3, 5, 7, 9, ..., 2 /7 -1 , ...}, B={2, 4, 6, ..., 2л, 

...} bo'lsa, С =  A vj В — {1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., л, ...} bo'ladi.
5- ta‘rif. A va В to'plamlarning umumiy elementlaridan tashkil 

lopgan to 'p lam  A va В to 'p lam la rn ing  um um iy qismi yoki 
ko'paytmasi (kesishmasi) deyiladi va С = A n  В kabi belgilanadi 
( 1.4- chizma).

To'plamlarning quyidagi xossalari 5- ta'rifdan bevosita kelib 
i liiqadi:

5°. A n  A =  A. 6°. A n  В = В n  A. 7°. A n  0  =  0 .
8°. Agar A а  В bo'lsa, u holda A n  В -  A bo'ladi.
M i s o l l a r :  I) A — {±2, ±4, ±6, ±8, ±10, ...}, В = {±3, ±6,

• ±12, ...} bo'lsa, С = А гл В {±6, ±12, ...} bo'ladi;
2) A = {1, 3, 5, 7, 9}, В = {2, 4, 6, 8} bo'lsa, A n B  = 0

Eslatma. Biz to 'plamlarning yig'indisi hamda ko'paytmasi 
liuillarini ikkita to 'plam uchun keltirdik. Agar A v Av  An 
lo'plamlar berilgan bo'lsa, ularning yig'indisi A t и  A2 u  ... и  An

1.З.- chizma.

bo'ladi.
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1 .5 -chizma. 1 .6 -chizma.

hamda ko‘paytmasi A t п Л ,  n  ... n  Anham  yiiqoridagiga o ‘xshash 
ta'riflanadi.

6- ta‘rif. A to'plamning В to'plamga tegishli bo‘lmagan barcha 
elementlaridan tuzilgan С to'plam A va В to'plamlarning ayirmasi 
deyiladi va C = A \B  kabi belgilanadi (1.5- chizma).

To'plamlarning quyidagi xossalari 6- ta'rifdan bevosita kelib 
chiqadi:

9 ° . A \ 0  = A. 10°. 0 \ A  = 0 .  1 1 ° . A \ A = 0 .
M i s o l l a r :  I) A ={1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7}, В = {0, 2, 4, 6 , 8} 

bo'lsa, С = A \  В = {1, 3, 5, 7} bo'ladi;
2) A = {±2, ±4, ±6 , ±8, ...}, В =  {±3, ±6 , ±9, ±12, ...} 

bo'lsa, С =  A \ B  =  {±2, ±4, ±8, ±10, ...} bo'ladi.
7 - ta ‘rif. A to 'p lam n ing  В to 'p lam ga tegishli bo 'lm agan  

elementlaridan va В to 'plamning A to 'plamga tegishli bo 'lm agan 
e lem entla ridan  tuzilgan С to 'p lam  A va В to 'p lam la rn in g  
simmetrik ayirmasi deb ataladi va С -  A A В kabi belgilanadi, 
ya'ni A A B  =  (A \B) u  (£ \Л ) (1.6- chizma).
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M i s o l l a r :  1) A = {1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7}, B = {6, 7, 8, 9, 10} 
bo'lsa, A A B  = {1, 2, 3, 4, 5} u  {8, 9, 10} =  {1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 
10} bo'ladi;

2) A =  {2, 4, 6 , 8, 10, 12, ...}, В = {3, 5, 7, 9, 11, ...} 
bo'lsa, A A B  = {2, 4, 8, ...} u  {3, 5, 7, 9, ...} =  {2, 3, 4, 5, 6 ,
7, ...} bo'ladi.

8- ta‘rif. Birinchi element X  to 'plamga va ikkinchi element Y 
to'plamga kirgan barcha (x, v) juftlardan iborat bo'lgan nuqtalar 
to'plami Xva  Yto'plamlaming Dekart (to'g'ri) к о ‘paytm asideyiladi 
va u [X  , У] yoki X  x Y kabi belgidanadi, ya 'n i С =  X  x Y  = 
=  {(x, y):xe X, y e  У}.

Esiatma. A to 'p lam n in g  o 'z -o 'z ig a  D ekart ko 'pay tm asi 
quyidagicha belgilanadi:

A x A =  A2 = {(x, y ):xe  A, у  e A}.
M i s o l l a r :  1) A =  {a , b, с}, В = {a, [3} bo'lsa, u holda 

A x B  = {(a,a), (a,(3), (b,a), (A,p), (c,a), (c,p)} bo'ladi;
2) A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 , 9} bo'lsa, A to 'plamning 

A = A = A 2 Dekart ko'paytmasi 100 ta elementdan iborat bo'ladi. 
A x A  = A 2 {(0,0), (0,1), (0,2), (0,3), ..., (9,7), (9,8), (9,9)}.
3. Sonli to‘plamlar. Sanoq uchun ishlatiladigan sonlar natural 

sonlar deb ataladi. Barcha natural sonlar 0, 1 ,2 ,  3, 4, 5, 6 , 7,
8, 9 raqamlari yordamida hosil qilinadi. Natural sonlar to'plami

N  = {1, 2, 3, ..., n, ...}
kabi belgilanadi.

Ishorasi natural sonlarning ishorasiga qarama-qarshi bo'lgan 
sonlar manfiy natural sonlar deyiladi. Barcha manfiy natural sonlar, 
nol soni va barcha natural sonlardan iborat to'plam butun sonlar 
to'plami deyiladi va u, odatda,

Z — {..., -n ,  ..., -3 , -2 ,  -1 ,  0, 1, 2, 3, ..., n, ...}

kabi belgilanadi.
Ravshanki, natural sonlar to 'plami butun sonlar to'plamining 

qism to'plamidir: N  a  Z.
Qisqarmaydigan kasr ko'rinishda tasvirlanadigan har bir son 

ratsional son deyiladi. Barcha ratsional sonlar to'plami

■£, p e  Z , q e  Tvj 

kabi belgilanadi.

Q = ^x : x
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Ravshanki, Z c  demak, N  с  Q chunki, N  с  Z  Jumladan, 
agar <7=1 boisa, N  c: Q boiadi.

Matematikada faqat ratsional sonlar bilan emas, balki boshqacha 
tabiatli sonlar bilan ham ish ko'rishga to'g'ri keladi. Masalan: a) 
tomoni bir birlikka teng boigan kvadrat diagonalining uzunligini 
topish talab qilingan bolsin. Pifagor teoremasiga asosan, rL=V-+V-=2. 
r son butun son bo lish i mumkin emas, chunki 12=1, 22=4, 
32=9 va h.k. r soni kasr son ham bolishi mumkin emas: agar

— P 2 _ P~r — qisqarmas kasr bo isa  (bu yerda (р \ ) ,  и holda r ~  2
2p

ham  qisqarm aydigan  kasr b o ia d i .  D em ak, 2 bu tun  son 

bolmaydi, shuning uchun u 2 ga teng bolishi mumkin emas. 
Shunday qilib, kvadrat diagonalinig uzunligi J 2 ga teng;

b) aylana uzunligining diametrga nisbatini ifodalovchi л  sonini 

p
oddiy kasr, ya'ni ko'rimshida tasvirlash mumkin emas.

d) ushbu 0, 1010010001... kasrda birinchi 1 raqamidan keyin 
bitta nol, ikkinchi 1 raqamidan keyin ikkita nol, uchinchi 1 
raqamidan keyin uchta nol turibdi va h.k.

Yuqoridagi a), b) va d) hollardagi keltirilgan sonlar, ya'ni 
cheksiz o ‘nli nodavriy kasrlar, irratsional sonlar deyiladi va 
irratsional sonlar to'plami 1 bilan belgilanadi.

Ratsional va irratsional sonlar to ‘plamining birlashmasi haqiqiy 
sonlar deyiladi va Rl bilan belgilanadi, ya‘ni R] = Q k j \.

O so n l ik  b ilan  k o 'r i s h  m u m k in k i ,  R ' \ Q = I ,  R ' \ I = Q ,  
R'nQ = Q , Q n ]= 0 , Ус/?1. Q aR 1 bo'ladi.

4. Son o‘qi. Biror / to'g'ri chiziqda ixtiyoriy Onuqtani belgilab 
( О nuqta sanoq boshi), so'ngra 10; 1 ] birlik kesmani tanlaymiz va 
yo'nalishni belgilaymiz. Bunday holda koordinata to'g'ri chizig'i, 
ya'ni son o'qi berilgan deyiladi (1.7- chizma). Har bir natural 
yoki kasr songa to'g'ri chiziqda bitta nuqta mos keladi. Masalan, 5 
soni berilgan bo'lsin. О nuqtadan (sanoq boshidan) berilgan 

A' B ‘ О В Л I

-5 -4 -3 -2 - 1 0  1 2  3 4 5

1.7- chizma.
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yo'nalishda birlik kesmani 5 marta qo'yamiz. Natijada, A nuqtani

hosil qilamiz, bu nuqta 5 soniga mos keladi. 3y  sonini olaylik, 0  
nuqtadan berilgan yo'nalishda birlik kesmani 3 marta, so'ngra

birlik kesmaning ~ qismini qo'yamiz. Natijada В nuqtani hosil

qilamiz. Bu nuqta 3 y  soniga mos keladi.

Agar / to'g'ri chiziqning M  nuqtasi biror r songa mos kelsa, 
bu son Mnuqtaning koordinatasi deyiladi va u M(r)  kabi belgilanadi.

Masalan, A va В nuqtalarning koordinatalari mos ravishda 5 va 3 ^

sonlaridan iborat bo'ladi, ya'ni /1(5), B( 3 * ). Sanoq boshi 0

nuqtaning koordinatasi nol sonidan iborat bo'ladi: 0 (0).
Endi birlik kesmani О nuqtadan boshlab berilgan yo'nalishga 

qarama-qarshi yo'nalishda 5 marta qo'yamiz. Sanoq boshi О ga 
nisbatan A nuqtaga simmetrik A'  nuqtani hosil qilamiz. A'  
nuqtaning koordinatasi —5 soni bo'ladi, ya'ni A ' (—5). Shunga

o'xshash, В nuqtaga simmetrik B' nuqtaning koordinatasi — 3 1,

soni topiladi. 5 va —5, 3  ̂ va — 3 * sonlari, mos ravishda, qarama-

qarshi sonlar deb ataladi. Koordinata to'g'ri chizig'ida berilgan 
yo'nalishda joylashgan nuqtalarga mos keluvchi sonlar musbat sonlar 
deyiladi. Koordinata to'g'ri chizig'ida berilgan yo'nalishga qarama- 
qarshi yo'nalishda joylashgan nuqtalarga mos keluvchi sonlar manfiy 
sonlar deyiladi.

Esiatma. Koordinata boshi 0  nuqtaga mos kelgan „0“ (nol) 
soni musbat ham, manfiv ham hisoblanmaydi, u koordinata to'g'ri 
chizig'idagi musbat koordinatali nuqtalarni manfiy koordinatali 
nuqtalardan ajratib turadi.

Koordinata to'g'ri chizig'idagi berilgan yo'nalishni (odatda u 
o'ng tomonga yo'nalgandir) musbat, berilgan yo'nalishga qarama- 
qarshi yo'nalishni esa manfiy yo'nalish deyiladi.

5. Sonli oraliqlar. a<b shartni qanoatlantiradigan a va b sonlami 
olamiz va ularni koordinata to 'g 'r i  chizig'ida nuqtalar bilan 
belgilaymiz.
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Amalda „interval41, ,,kesma“, „yarim interval“ , ,,nur“ atama- 
larini ko‘pincha bir nom bilan „sonli oraliqu deb ishlatiladi.

Oraliqlar turi Geometrik tasviri Belgilanishi Tengsizliklar 

yordamida yozilishi

Interval (a,A) a  < x <  b

Kesma
(7 Л

[«,/>] а  < л < b

Yarim interval ii h
(e,A] а  <  x  <  h

Yarim interval
_ „ /, 

-- > [</,/>) и  < .v < h

Nur

.......а

[a,+oc) x  >  а

Nur — Mi.......ш — >
--- ----- />- -

(- oo;/)] v < h

Ochiq nur
а

(<7,+oc) X  > (J

Ochiq nur m  b  ' (- * ;/> ) x  < b

Son o ’qi (—oo‘ +00) ( — o o < x <  +  o o )
1

Mustaqil yechish uchun misollar. Berilgan A va В to'plamlarga 
ko'ra AvjB , A n B ,  A \ B , B \ A  to ‘plamlarni toping:

1. A = { 2, 4, 6, 8, 10}, B={4, 8, 12, 16}.
2.A={1,  3, 5, 7, 9, . . .  , 2/1—1 ,. . . }, B = { 3, 6, 9, . . ., 3n, . . .}.
3. A ={x :(x—2)(x—3)=0}, i?={x:(x—2)(x+4)=0}.
4. A ={x : x2—4=0}, £ = {x :x —2=0}.
Berilgan Л va £  to'plamlarga ko‘ra A u  B,
A n B , Л \  Д  i ? \ А  Л Ai? to'plamlarni toping.
5. A ={x :0<x<2}=(0; 2), 5={x :1< x <3}=[1; 3].
6. A ={x:x(x— 3)<0}, B={x:(x— 3)(x—1)>0}.
7. A = {x:xeR ,x2—8x+15<0}, B = { x : x e N , x2—6x<0}.
8. /4 ={x \ x e Z — 2 < x <  4}, 5={x:xe/V, 1 < x < 7}.
Berilgan А ,В \а  С to'plamlarga ko'ra A uB , A n  C, Avj ( B n  O ,

( A n B ) n  С to'plamlarni toping:
9. A  ={x:—3 < x<2}=[—3; 2], 5 = [0 ;4 ], C=[3;5],

10. A = Q , £ = Z ,  C —N.
Berilgan Л va i? to ‘plamlarga ko'ra ,4xi? Dekart ko'paytmani 

toping:
11. A={ 1,3}, £={2,4}. 13. Л =[1;2], B=[\;2\ .
12. y4=/?‘, £=/?'. 14. A =[  1;3] £=[2;4J.
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Mustaqil yechish uchun berilgan masalalarning javoblari
1. A j Z? {2,4,6,8,10,12,16}.
A \ B  {2,6,10}, B\A={ 12,16},
A n  В {4;8}.
2. A ^ B  {1,3,5,6,7,9, ...},
A n  В {3,9,27, . . .}.

/4 \Z?={1,5,7____}, B \ A  = { 6 M ,  . .}.
3. A u B  = {-4 ,2 ,3} , А п  В  ={2}, A \ B  = { -4} .
4. A u B = { - 2,2}, A n B = { 2}, Л \ 5  =  {2}, B \A = 0.
5. A j 5 = { x  : 0< x<3}, /1 n  B —{x : l < x <  2},
Л \2? = { x : 0< х<1}, B \ A  ={x :2< x<  1}.
A A B = { x  : 0< x<1, 2 < x <  3}.
6. AkjB={x  : —oo< x <+■>=}, A n  B={x  :0<x<  1},
A \B  ={x : 1< x<3}, B \A  ={x :—°°< x <  0, 3< x< + °°} .
AAB ={x:-o°< x<0 , l<x<+°°}.
7. AvjB ={ 1,2,3,4,5}, A n  £  =  {3,4,5}, Л \ £ = ( 3 , 4 ) и  (4,5), 

B \ A  ={1,2}, AAB  ={1,2} u  (3,4) u  (4,5).
8. AvjB ={ — 1,0,1,2,3,4,5,6,7}, A n  £  = {1,2,3}, 
у4\£={—1;0}, В V4 ={4,5,6,7}, AAB  ={-1,0,4,5,6,7}.
9. A j B = \ —3;4], A n C  = 0 ,
A и  ( B n  C )= [ -3 ,2 ]u [3 ;4 ] ,  (ЛиЯ) n  C = [0 ;2 ]n  [3 ;5]=0.
10. A n B ) = Q , A n C = N ,  ( A ^ j B ) n C = Z n N = N .
11. >1x5 ={(1;2),(1;4),(3;2),(3;4)}.
12. AxB =R ]x R [ = R2 ={(x,j-’):—оо<х<+°о,+оо<д;<+оо}.
13. AxB ={(x,y) : xe [ l;2],>’e [ 1 ;2J}.
14. Ax B ={{(x,y) :xe[l;3],ye[2;4]}.

2- §. FUNKSIYA TUSHUNCHASI

1. Funksiyaning ta‘rifi. Xva  /haq iq iy  sonlar to'plami berilgan 
bo'lib, ular R ] ning bo'sh bo'lmagan qism to'plamlari (XczR\ 
YczR’), x va у  lar esa, mos ravishda, ularning elementlari (xeJf, 

ye Y) bo'lsin.
1- t a ‘rif. Agar X  to'plamdagi har bir x songa biror qoida yoki 

qonunga ko'ra У to'plamdan bitta у  son mos qo'yilsa, X to'plamda v 
funksiya berilgan (aniqlangan) deb ataladi va u simvolik ravishda 
/ :  x->v yoki y - f ( x )  kabi belgilanadi.

Bunda x — argument yoki erkli o ‘zgaruvchi, у  — funksiya  yoki 
crksiz о ‘zgaruvchi,/ —xarakteristika (qonun yoki qoida); X  to'plam



funksiyaning aniqlanish sohasi, Y = {y:y= f{x), x  e X] to ‘plam esa 
uning qiymatlari to'plami (o ‘zgarish sohasi) deyiladi.

Bundan keyin biz funksiyaning aniqlanish sohasini D(f), 
q iym atlar  t o ‘p lam in i  ( o ‘zgarish  sohas in i)  esa E(J) bilan 
belgilaymiz.

2. Funksiyaning berilish usullari. Funksiya umumiy holda 
analitik, jadval, grafik va so‘z usullari bilan berilishi mumkin.

Analitik usul. Ko‘pincha x va у  o'zganivchilar orasidagi bog‘lanish 
formulalar yordamida ifodalanadi. Bunda argument x  ning har bir 
qiymatiga mos keladigan funksiyaning у  qiymati x ustida analitik 
am allar — q o ‘shish, ayirish, ko ‘paytirish, bo 'lish, darajaga 
ko'tarish, ildizdan chiqarish, logarifmlash va h.k. amallarni bajarish 
natijasida topiladi. Odatda, bunday usul funksiyaning analitik usulda 
berilishi deyiladi.

Funksiya analitik usulda quyidagi ko'rinishlarda berilishi mumkin.
1) v=g(x) yoki x=g(y) ko‘rinishdagi formulalar bilan berilgan 

funksiyalar oshkor ko'rinishda berilgan fu nksiya lar  deyiladi. 
Masalan, y =  6x—2, y=x2+ lnx  funksiyalar oshkor ko'rinishda 
berilgan. Analitik usulda berilgan funksiya bir nechta formulalar 
vositasida yozilishi ham mumkin, masalan:

f i x )  =

cosx,  -n<x<0  bo'lganda, 
1, 0<x<l bo'lganda,

—, l<x<2 bo'lganda.

Bu funksiyaning aniqlanish sohasi [-n;2] bo'lib, u uchta 
formula yordamida berilgan.

2) Agar x va у  o'zgaruvchilar qandaydir F(x,y)=0 tenglama 
bilan bog'langan, ya'ni tenglama у ga nisbatan yechilmagan bo'lsa, 
u holda funksiya oshkormas ko'rinishda berilgan deyiladi. Masalan, 
x2+y2—R2=0 tenglama oshkormas shaklda berilgan funksiyani 
ifodalaydi, uni у ga nisbatan yechish natijasida ikkita funksiyani 
hosil qilamiz:

у = ± ^ R 2 - x 2.

Ba'zi bir oshkormas ko 'r in ishdag i funksiyalarni у =/(x) 
(oshkor) ko'rinishda ifodalash ham mumkin. Har qanday oshkor 
ko'rinishdagi y= /(x )  funksiyani oshkormas ko'rinishda yozish 
ham mumkin: у —f  (x)=0.



3) parametrik ko'rinishda, yaiii  j v _ a  -  / -  P shaklda
X  =  ф(/)

berilishi. y —f  (x ) funksiyada x  ning у  ga mos qo‘yilishi parametr 
deb ataladigan uchunchi bir t o‘zgaruvchining yordamida ifodala- 
nishi mumkin:

bu yerda ф(0  va \y(t) lar ham analitik usulda berilgan funksiyalar 
bo iib ,  D(ф) n  D(\\f)*0 deb hisoblanadi.

Funksiyalar berilishining eng ko‘p uchraydigan usuli analitik 
usuldir. Bu usul matematik analizda juda ko'p ishlatiladi.

Jadval usuli. Ba'zi hollardaxeA'vaye Y o'zgaruvchilar orasidagi 
boglanish formulalar yordamida berilmasdan, balki jadval orqali 
berilgan bo'lishi ham mumkin. Masalan, t — yanvar oyining 
birinchi dekadasi (10 kunligi) kunlari nomcri bo isa ,  Г — shu 
nomerli kuni soat 1600 da Samarqand shahrida kuzatilgan havo 
haroratini bildirsin, natijada quyidagi jadvalga kelamiz:

/ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

S ’ - 3 ° — 5° +2° +5° + Г 0° — 2° — 5° - 3 ° - 1 °

bunda / — argument, T  — funksiya bo'ladi. Bog'lanishning bunday 
berilishi funksiyaning jadval usulda berilishi deb ataladi. Bu usuldan 
ko 'p incha  m iqdorlar orasida tajribalar o 'tkaz ish  jarayonida 
foydalaniladi.

Jadval usulining qulayligi shundan iboratki, argumentning u 
yoki bu aniq qiymatlarida, funksiyani hisoblamasdan, uning 
qiymatlarini aniqlash mumkin. Jadval usulining qulay bo'lmagan 
to m o n i sh u n d an  ibo ra tk i,  a rg u m e n tn in g  o 'zg a r ish i  bilan 
funksiyaning o'zgarish xarakterini to'liq aniqlab bo'lmaydi.

Grafik usuli. xO y  koordinata tekisligida x ning X  to 'plam 
{X=D(f ) )  dan olingan har bir qiymati uchun M(x,y)  nuqta 
yasaladi, bunda nuqtaning abssissasi x, ordinatasi у  esa funksiyaning 
x ga mos kelgan qiymatiga teng. Yasalgan nuqtalarni tutashtirsak, 
natijada biror chiziq hosil bo'ladi, hosil bo'lgan bu chiziqni berilgan 
funksiyaning grafigi deb qaraladi (2.1- chizma).
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О л

2.1- chizma.

2- ta‘rif. Tekislikning (x, Дх)) kabi aniqlangan nuqtalaridan 
iborat ushbu

{(x, / ( i ) ) } = | ( x / ( x ) ) : x e l ,  y=f (x)  e Y]

to'plam, funksiyaning grafigi deb ataladi.
xO y  tekisligida shunday L chiziq berilgan bo'lsin, Ox o 'qda 

joylashgan nuqtalardan shu o'qqa o'tkazilgan perpendikular L 
chiziqni faqat bitta nuqtada kesib o'tsin.

Ox o'qdagi bunday nuqtalardan iborat to 'p lam ni X  orqali 
belgilaymiz. X to'plamdan ixtiyoriy x ni olib, bu nuqtadan Ox o'qiga 
perpendikular o'tkazamiz. Bu perpendikularning L chiziq bilan 
kesishgan nuqtasini у  bilan belgilaymiz. Natijada X  to 'plamdan 
olingan har bir x ga yuqorida ko'rsatilgan qoidaga ko'ra bitta у  mos 
qo'yilib, funksiya hosil bo'ladi. Bunda xva у  o'zgaruvchilar orasidagi 
bog'lanish L chiziq yordamida berilgan bo'ladi (2.2-chizma). Odatda 
funksiyaning bunday berilishi uning grafik usulda berilishi deb 
ataladi.

Funksiyaning grafik usulda berilishi ilmiy tadqiqotlarda va hozirgi 
zamon ishlab chiqarishi jarayonlarida keng qo'llaniladi. Masalan, 
tibbiyotda uchraydigan e lektrokardiogram m a grafigi—yurak 
muskullaridagi tok impulslarining vaqt bo 'y icha o'zgarishini 
ko'rsatadi. Bu grafik analitik tarzda yozilishi shart bo'lmagan biror 
у  =f (x ) funksiyaning grafigidir, bu funksiyaning formulasi 
shifokor uchun unchalik qiziqarli emas (2.3- chizma).

Funksiyaning grafik usulda berilishining kamchiligi shundan 
iboratki, argumentning sonli qiymatida berilgan funksiyaning aniq 
ko'rinishini har doim topib bo'lavermaydi, lekin bu usulning boshqa 
usullardan afzalligi uning ta'siri yaqqol ko'zga ko'rinib turishidadir.
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2.2- chizma. 2.3- chizma.

S o‘zlar orqali ifodalanadigan usul. Bu usulda (x e X  ye Y) 
o ‘zgaruvchilar orasidagi funksional bog'lanish faqat so'zlar orqali 
ifodalanadi.

1- misol. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa
0 ni mos qo'vish natijasida ham funksiya hosil bo'ladi. Bu funksiya, 
odatda, Dirixle funksiyasi deyiladi va D(x) kabi belgilanadi:

2- misol. /  — har bir x  haqiqiy songa uning butun qismi [x] ni 
mos q o ‘yuvchi qoida bo'lsin. D em ak, / :x -> [x ]  yoki у  = \x] 
funksiyaga ega bo'lamiz.

3- misol. /  — har bir haqiqiy x songa uning kasr qismi {x} ni 
mos qo‘yadigan qoida bo'lsin, ya'ni / :  x—>{x}. Bu holda biz y={x} 
funksiyaga ega bo‘lamiz.

3. Funksiyaning aniqlanish sohasi.
3- ta‘rif. Argumentning funksiya ma'nosini yo'qotmavdigan 

(ya'ni cheksiz yoki mavhumlikka aylantirmaydigan) ham m a 
qiymatlari to'plami shu funksiyaning aniqlanish sohasi deyiladi.

Agar funksiya jadval shaklida berilsa, uning aniqlanish sohasi x 
ning jadvalda ko'rsatilgan qiymatlaridan iborat bo'ladi.

Agar funksiya grafik shaklda berilsa, uning aniqlanish sohasi 
grafikdan ko'rinib turadi.

Funksiya analitik shaklda berilganda esa x ning funksiyani 
aniqlaydigan formula ma'noga ega bo'ladigan qiymatlari to'plami 
shu funksiyaning aniqlanish sohasi bo'ladi.

Funksiyaning aniqlanish sohasini topish vaqtida formulani 
boshqa ko'rinishga keltirish tavsiva etilmavdi.

l ,a g a rx  ratsional son bo'lsa, 
0 ,a g a rx  irratsional son bo'lsa.

1- misol. f { x )



Yechilishi. , 4 funksiyaning maxraji nolga aylanadigan
nuqtalarda funksiya m a‘noga ega emas. Demak, bu funksiyaning 
aniqlanish sohasini topishda quyidagi x2—4^0 yoki x^±2 shartlar 
bajarilishini talab qilish kerak.

Shunday qilib, funksiyaning aniqlanish sohasi uchta oraliq- 
ning birlashmasidan iborat, ya'ni

D ( f )  = (—°°;—2) ^  (—2; 2) w (2;+°°).

Xulosa. Funksiya kasr ko'rinishida berilgan bo'lsa, uning 
aniqlanish sohasi argum entn ing  kasr maxrajini noldan faqli 
qiladigan qiymatlari to'plamidan iborat bo'ladi.

2- misol. f ( x )  = V1 — x 2 funksiyaning aniqlanish sohasini 
toping.

Yechilishi. Ildiz ostidagi ifodaning qiymati manfiy bo'lsa, 
funksiya mavjud emas (haqiqiy sonlar to'plamida hech qanday 
funksiyani aniqlamaydi). Demak, ildiz ostidagi ifoda ma'noga ega 
bo'lishi uchun 1—x->0 shart bajarilishi kerak, u holda bu teng- 
sizlikning yechimlari to'plami [—1; 1J] kesma bo'ladi.

Shunday qilib, funksiyaning aniqlanish sohasi D(f)=[— 1; 1 ] 
kesmadan iborat.

3- misol. f ( x ) = дJ w _*_5x funksiyaning aniqlanish sohasini 

toping.
Y ech ilish i. B ir in c h id a n ,  10—5x^0 yoki x?2  b o ' l i sh i ;  

ikkinchidan 4  - > 0 bo'lishi kerak. Bu tengsizlik 10—5x>0 yoki
10 —5.x

x<2 bo'lganda o'rinli bo'ladi. Demak, x*2 va x<2 shartlar o'rinli 
bo'lganda berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi Д / )= ( - ° ° ,  2) 
bo'ladi.

4- misol. /(•*) = funksiyaning aniqlanish sohasini toping.

Yechilishi. Ildiz ostidagi ifodaning qiymati manfiy bo'lsa ham, 
funksiya ma'noga ega, chunki ildiz ko'rsatkichi toq sondir. Bu 
funksiya ma'noga ega bo'lishi uchun x*5 shart bajarilishi yetarli.

D em ak, berilgan funksiyaning  an iqlanish  sohasi D(J) — 
= (— °o;5)u(5;+°°) bo'ladi.

5- misol. / ( x )  = yflsinx—I funksiyaning aniqlanish sohasini 
toping.

X
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Yechilishi. 2 sin x—1 ifodajuft darajali ildiz ostida qatnashgani 
uclnin 2 sin x— 1>0 tcngsizlikni yechamiz:

sin x > 1 , + 2nn < x  < >K + I n n , n g Z.
2 6 6

Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi

/> (/)  =
71 -4 571 -4. + 2nn; - - + 2nn 
6 6

n  G Z.

Xulosa. Keltirilgan misollarning yechilishidan ko‘rinadiki, juft 
ko 'rsa tkichli ildiz ostidagi ifoda manfiy bo 'lm aslig i,  ya 'n i
/ ( x )  = 2фр(х)  (bunda n — natural son) funksiya uchun <p(x)>0
bolishi kerak.

6- misol. f ( x )  = loga(9 — x 2)(a > 0,a Ф 1) funksiyaning aniq­
lanish sohasini toping.

Yechilishi. Logarifmik funksiya argumentning musbat qiymat­
larida m a‘noga ega. Shuning uchun 9 — x2 > 0, x2 < 9 yoki |x|<3 
bo'lishi kerak.

Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi D(f)={—3; 3) 
oraliqdan iborat.

7- misol. f ( x )  = jg(x_ 3) funksiyaning aniqlanish sohasini 

toping.
Yechilishi. Birinchidan, 9—x>0 yoki x<9; ikkinchidan, x— 3>0 

yoki x>3; uchinchidan, lg(x— 3)^0 yoki хфА bo'lishi kerak x<9, 
x>3 va x M  shartlarni hisobga olsak, berilgan funksiyaning 
aniqlanish sohasi D(f )=(3; 4)u(4; 9) dan iborat bo'ladi.

8- misol./(x )= logAj(x2—5x+6) funksiyaning aniqlanish sohasini 
toping.

Yechilishi. Birinchidan, x2—5x+6>0 va (x— 2)(x— 3)>0 yoki 
-oo<x<2,3<x<+°° bo'lishi; ikkinchidan, x3 > 0, x-V 1 yoki x>0, 
x ф 1 bo'lislii kerak. x  ning bu shartlarni bir vaqtda qanoatlantiradigan 
barcha qiymatlari to'plami (0; l ) u ( l ;  2)u(3;+°°) dan iborat.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi D(x)= 
=(0; l ) u  (1; 2)u(3; +=<=) bo'ladi.

9- misol. / (x )= lo g x4(8—x) funksiyaning aniqlanish sohasini 
toping.

Yechilishi. Bu logarifmik funksiya ma'noga ega bo'lishi uchun
8—x > 0, x Ф 0, x V I yoki x < 8, x *  0, х ф ± 1 bo'lishi kerak.

D emak, berilgan funksiyaning an iq lan ish  sohasi D(J') =
( - o o ; - l ) u  (—1;0) u  (0 ;1) u  ( 1;8) bo'ladi.
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Xulosa. log,P(Aif i x )  ifoda ma'noga ega bo'lish uchun f (x)>0,  
ф(х)>0 va ф(х) *1 boiishi talab qilinadi.

10-misol. /(•*) = r—7 — -  funksiyaning aniqlanish soha-
•Jx + l —  ^J2 x — 2

sini toping.
Yechilishi. Birinchidan, x > 0  bo'lishi; ikkinchidan, x + 1 > 0 

yoki x >  — 1 bo'lishi; uchinchidan, 2x—2 > 0 yoki x >  1 bo'lishi; 
to ‘rtinchidan esa Jx~+ 1 — J 2 x  — 2 * 0 yoki x ^  3 bo'lishi kerak. 
Demak, л ning yuqoridagi shartlarni qanoatlantiradigan qiymatlari 
л' > 1 va x --/ 3 dan iborat.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi D{f')= 
—{ I ;3 )u  (3;+°°) bo'ladi.

11- misol. f i x )  = 1,1 LC° ^ x ~ ^ +f \  x funksiyaning aniqlanish
l ° g 3 (5 — L x )

sohasini toping.
Yechilishi. Birinchidan, arkkosinus ma'noga ega bo'lishi uchun 

uning belgisi ostidagi ifodaning absolut qiymati 1 dan katta 
bo'lmasligi, ya'ni \x— 2| < 1 yoki 1 < л < 3 bo'lishi ikkinchidan,
9—x 1 > 0 yoki —3 < x < 3 bo'lishi; uchinchidan esa 5—2x > 0 va 
log,(5x—2x) 0 yoki x<2,5 va х ф 2 bo'lishi kerak. x ning bu 
uchta shartni bir vaqtda qanoatlantiradigan barcha qiymatlari 
to 'plami D(f )={  l ;2 )u  (2;2,5) bo'ladi.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniq lan ish  sohasi 
V{. f)= { 1 ;2 )u  (2;2,5) bo'ladi.

Xulosa. /(х)=ф(х)±\|/(х) funksiyaning aniqlanish sohasi ф(х) 
va ф(х) funksiyalar aniqlanish sohalarining umumiy qismidan 
iborat:

2)(ф)п D{x\i)=Dif).

12- misol. f i x )  = (x — 3 ) /л 2 funksiyaning aniqlanish sohasini 
toping.

Yechilishi. Biriinchidan, x > 2 ;  ikkinchidan, x—3 > 0 bo'lishi 
kerak. x ning bu shartlarni qanoatlantiruvchi qiymatlari to'plami 
x > 3  dan iborat. Demak, Z>(/)=[3;+^) bo'ladi.

Xulosa. w(x)’1' 1 («(x) > 0) shakldagi ifodalarda asos va daraja 
ko'rsatkichi argumentning bir xil qiymatlarida bir vaqtda nolga 
aylanmasligi kerak (0° ko'rinishdagi aniqmaslik).

13-misol. | / | =  4—x2 funksiyaning aniqlanish sohasini toping.



Yechilishi. Shartga ko’ra \ f  \ — manfiy bo'lmagan son, u hoiaa 
4 - x 2 > 0 yoki bu y e rd a n  | x  \ < 2 b o ’lishi s h a r t .  D e m a k ,  
! K f ) = [— 2;2] bo'ladi.

14 -misol. | / |= lg  (4—x) funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasini topish 

uchun quyidagi
J l g ( 4 - x ) > 0 ,
14 -  л > 0

sistemaga ega bo'lamiz. Sistemaning birinchi tengsizligidan 4—x  > 1; 
—л > — 3; x < 3  bo'lishi. ikkinchisidan esa, 4—x > 0 ,— x  > — 4, 
x <  4 bo'lishi kelib chiqadi.

Demak, x<3. Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi 3]
bo'ladi.

4. Funksiyaning o ‘zgarish sohasi. y = f (x) funksiya x<eX 
to'plamda berilgan bo'lsin.

4 -  t a krif. Funksiyaning argum enti X  — D( f )  dagi ham m a 
qiymatlarini qabul qilganda funksiyaning unga mos kelgan qiymatlari 
to 'p lam i / : ' ( / ) shu funksiyaning o'zgarish  sohasi (q iym atlari 
to'plami) deyiladi.

Funksiyaning o'zgarish sohasi diskret niiqtalardan, nuqtadan, 
oraliq, segment, bir necha oraliqlardan va h.k. iborat bo'lishi mumkin. 
Jadval yoki garfik usulda berilgan funksiyalarning o'zgarish sohalari 
o 'z -o 'z id a n  ma lum. Analitik usulda, ya 'n i y —f ( x )  shaklda 
berilganda funksiyaning o'zgarish sohasini topish uchun у  ning 
/ (v) v tenglama haqiqiy yechimga ega bo'ladigan barcha qiymatlarini 
topish talab qilinadi.

Quyidagi tasdiqlar o'rinli.
1". Agar berilgan funksiya (bu ycrda uzluksiz funksiya nazarda 

tutiladi) eng kichik va eng katta qiymatga ega bo 'lsa,/(x) funksiyaning 
o'zgarish sohasi uning shu eng kichik va eng katta qiymatlari hamda 
ular orasidagi barcha sonlar to'plamidan iborat bo'ladi.

1- misol. |0; 4] k e s m a d a / (x )= x 2+4 funksiyaning o'zgarish 
sohasini toping.

Yechilishi. [0; 4] kesmada berilgan funksiyaning eng kichik 
q iym ati /(0 )= 4 , eng katta qiymati / (4 )= 2 0  bo'lgani uchun, uning 
o'zgarish sohasi E(f )=[4; 20] dan iborat.

2". Agar funksiya eng kichik (katta) qiymatga ega bo'lsa-yu, 
ammo eng katta (kichik) qiymatga ega bo'lmasa (ya'ni u cheksiz 
orta (kamaya) borsa), u h o ld a /(x )  funksiyaning o'zgarish sohasi
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funksiyaning eng kichik (katta) qiymati va shu qiymatdan katta 
(kichik) barcha sonlar to ‘plamidan iborat bo'ladi.

2- misol. f ( x ) —uxljtbx+c funksiyaning o'zgarish sohasini toping. 
Yechilishi. Berilgan funksiyani

у = a

ko'rinishda ifodalaymiz.
2 a

4 я г —b 
4я

Agar a>0 (a<0) bo'lsa, berilgan funksiya x  = ~ t ^  nuqtada
eng kichik (eng katta) qiymatiga erishadi, ammo eng katta (kichik) 
qiymatiga ega bo'lmaydi.

Demak, a > 0 (a < 0) bo'lganda berilgan funksiyaning o'zgarish

sohasi E ( f )
\a c -b ~  

4 a
* -{-OO E ( f )  =

4ac-b~  
4 a dan iborat

bo'ladi.
3- misol. / ( x )  = yjx2 — 2x + 5 funksiyaning o'zgarish sohasini 

toping.
Yechilishi. a = 1 > 0  va / (*) = \l* 2 — 2x + 5 = yj(x — 1)- + 4

funksiya x= \ nuqtada eng kichik qiymatga ega bo'ladi: y(l) = л/4 = 2.
Demak, berilgan funksiyaning o'zgarish sohasi E (f)= [2;+°=>) 

dan iborat bo'ladi.
3°. Agar y = f ( x ) funksiya berilgan bo'lib, uni x  ga nisbatan 

yechish mumkin bo'lsa, ya'ni л‘=(р(у) ko'rinishda yozish mumkin 
bo'lsa, y = f { x ) funksiyaning o'zgarish sohasini topish uchun 
jc=(p(y) funksiyaning aniqlanish sohasini topish yetarli. Demak, 
x=q>(y) funksiyaning aniqlanish sohasi y = f ( x )  funksiyaning 
o'zgarish sohasidan iborat bo'ladi: D(q>)=E(f).

4-m iso l./(x )= x2—6x+5 funksiyaning o'zgarish sohasini toping.
Yechilishi. x2—6x+5—y  =0 tenglamani x  ga nisbatan yechamiz:

X,,2 = 3 ± л/у + 4.
Berilgan funksiyaning an iq lan ish  sohasi haqiqiy sonlar 

to'plamida bo'lishi uchun tenglamaning diskriminanti y+4>0, ya’ni 
у > —4 bo'lishi kerak. Demak, berilgan funksiyaning o'zgarish 
sohasi £ ’(/’)= [—4;+oo) bo'ladi.

4°. Umumiy holda, y = / (x )  funksiyaning o 'zgarish sohasi 
a < y < b  (b>0), у=ф(х) funksiyaning o'zgarish sohasi esa c < y < d  
(d>0) bo 'lganda  / (х )+ ф (х )  funksiyaning o 'zgarish  sohasini



a \ c < y <  b+d  kabi a n iq la s h , /(х)-ф(х) funksiyaning o ‘zgarish 
sohasini esa a c < y < b d  kabi aniqlash mumkin emas.

I laqiqatan ham, sin x va cos x laming o'zgarish sohalari — 1 <y<  1 
bo'lgani holda sinx+cosx ning o'zgarish sohasini —1 — 1 <y<  1 + 1 
yoki —2 < y < 2  kabi aniqlab bo'lmaydi.

5- misol./(x)=sinx+cosx funksiyaning o'zgarish sohasini toping.
Yechilishi. Berilgan funksiyani quyidagi ko'rinishda yozish 

mumkin:

/(A)=sinx+cosx=sm x+sin| 2 ~ x 1 ■ %= 2 sin -  cos4
( n
x ~~4 -  л/2 cos

\  ) V 4 J

Ma'lumki,

-л/2 < sj2

< cos I x — -

cos X

h bu yerdan,

< ^2  yoki — лД < f  < yj2

bo'lgani uchun, funksiyaning o'zgarish sohasi E ( f )  = — >Д;^2 

bo'ladi.
6- misol. / (x )= 0 ,5  sinx cosx funksiyaning o'zgarish sohasini 

loping.
Yechffishi./(x)=0,5sinxcosx=0,25sin 2x. Ma'lumki, —1 < sin 2v< I. 

Mundan — 0,25 < 0,25sin 2x<0,25 yoki —0,25 < / <  0,25, demak, 
berilgan funksiyaning o'zgarish sohasi E(f )=[—0,25; 0,25 J bo'ladi.

5°. Agar y~f ix)  funksiyaning o'zgarish sohasi a < y < b  bo'lsa, 
i;( \ ) —m f ( x )  funksiyaning  o 'zgarish  sohasi, m > 0 b o 'lg an d a  
mu <g<mb;  m<0 bo'lganda esa ma>g> mb bo'ladi.

Agar y —f( x ) funksiyaning o'zgarish sohasi a < y < b  bo'lsa, 
,i;( \ )—n+f(x)  funksiyaning o'zgarish sohasi n+a<g(x)  <n+b  dan 
iborat bo'ladi.

7- misol. / (x )= 2 (c o sx — I ) funksiyaning o'zgarish sohasini 
loping.

Yechilishi. Berilgan funksiyani quyidagi ko'rinishda yozish 
mumkin:

['(x)=2cosx— 2, bunda nr= 2>0, n = —2<0. Ma'lumki, —1 < cosx< 1 
bo'lgani uchun —2 < 2cosx< 2 va —2—2 < 2cosx—2 < 2—2 bo'ladi. 
<)\ngi tengsizlikni quyidagi —4 < 2cosx—2 < 0 k o 'r in ish d a  
vo/isli mumkin. Demak, berilgan funksiyaning o'zgarish sohasi 
/.(/ ) | —4; 0J bo'ladi.
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8- misol. f i x ) —3—4 cosx funksiyaning o'zgarish sohasini 
toping.

Yechilishi. Yuqoridagi tasdiqqa ko'ra, /(x)=cosx , m=—4, /7=3 
bo'ladi. Ma'lumki, —1 < cosx< 1 bo'lgani uchun —4 < —4cosx< 4 
va 3—4 < 3 —4 co sx < 4 + 3  bo'ladi. U holda —1 < 3 —4cosx<7. 
Demak, berilgan funksiyaning o'zgarish sohasi E{ f ) —[— 1; 7] 
bo'ladi.

6°. Agar y —f i x )  funksiyaning o'zgarish sohasi — a < y < a  
( _ oo < у < + ° o )  bo'lsa, u holda y= |/ (x ) |  yoki y = f \ x )  funksiyaning 
o'zgarish sohasi 0 < y, < a yoki 0 < у  < +°° bo'ladi. Masalan, y=cosx 
ning o'zgarish sohasi —1 < y <  1 bo'lgani holda, y,=|cosx| yoki 
y 2—cos2x funksiyaning o'zgarish sohasi bir xil, ya'ni 0 < у , <  1 
bo'ladi. y=tgx ning o'zgarish sohasi -oo у  "C +oo bo'lgani holda, 

= |tgx| yoki y2(x)=tg2x funksiyaning o'zgarish sohasi bir xil, ya'ni
0 < у  < +oo bo'ladi.

5. Funksiya grafigining koordinatalar tekisligida joylashishi. 
Funksiyaning aniqlanish sohasi bilan o'zgarish sohasi topilgandan 
so'ng, uning grafigi Dekart koordinatalar tekisligining qaysi qismida 
joylashishini aniqlash mumkin.

1- misol. у  = a rcs inx  funksiyaning grafigi koo rd ina ta la r  
tekisligining qaysi qismida joylashishini aniqlang.

Yechilishi. M a'lumki, funksiyaning aniqlanish va o'zgarish

sohalari mos ravishda — 1 < x <  1 va — ^ < у < ^ dan iborat bo'ladi. 
Dekart koordinatalar tekisligida funksiyaning grafigi D={(x.y):

— 1 < x <  I, -  j  < y  < "} sohada joylashadi (2.4- chizma).

/

-2 0 2
--1

Tt/2

<y

- 2 

1

4
! «> 1

-1

л/2 • -2

2.4- chizma. 2.5- chizma.

4
2- misol. У = x 2 4 funksiya grafigining koordinatalar tekisli­

gining qaysi qismida joylashishini aniqlang.



Yechilishi. a) funksiyaning aniqlanish sohasi tai'ifiga ko‘ra: 
\ ' 4 * 0  yoki x * ± 2 bo’ladi. Funksiyaning aniqlanish sohasi uchta 
uilervallar yig’indisidan iborat D(f )—(— ■»;-2 )u (—2;2)u(2;+°o).

4
b) funksiyaning o'zgarish sohasini topish uchun У = ,

Icnglikni x ga nisbatan yechamiz: x  = +2 v + 1
У

x  — 4

ifoda

v+l
ma’noga ega boiishi uchun, birinchidan, j#0, ikkinchidan ^ 0

voki (y + 1 )v > 0 bo‘ladi. Bu tengsizlikning yechimlari to ’plami у  < —

I va v> 0 bo‘ladi. Ushbu shartlardan funksiyaning o'zgarish sohasi 
/■'(/')=(—°o;—l]u(0;+°°) bo ’lishi kelib chiqadi.

Demak, berilgan funksiyaning grafigi Dekart koordinatalar 
Ickisligining (7={(x,.y);—°°<x<—2, —2<x<2, 2<x<+°°; —°°<v<—1, 
() у  "C+oo } qismida joylashadi (2.5- chizma).

Mustaqil yechish uchun misollar

Funksiyalarning aniqlanish sohalarini toping:

I . f ( x )  = 4 x  

x~ —9
2. f i x )  =

s[ x 2 - 4 x .

3 . f { x )  = lg(l — lg(x2 — 5x + 16)). 4. / ( a ) = arcsin(5x — 6).

5. /  = lg x  . 6. f i x )  — x  — 8. 7. f { x )  = x '

8. f ( x )  = sjcosx . 9. f ( x )  = 7 s in x  + cosx .

10. / ( x )  = (Зх)! 11. / ( x )  = log2 log,, 2 л/4х — x 2 — 2.

12. / ( x )  = log2 log, л/4х —-4 x 2. 13. / ( x )  =
arccos л*

lYIn x + -

14. / ( x )  = logY_ x 15. / ( x )  = Ы - 3  +
4 10

16. / ( x )  =
J x —5—yj9—x
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17. / ( х )  = ,^/tgx+T. , 8 - / W  = logv2( 4 - x ) .

19. f i x )  = ^1 — log0.5 cosx, x e  [0;2л|.

aniqlanish sohasi (— 2)̂ j (2 '+oo ) bo ‘ladi?

21. [—10; 10] oraliqdagi nechta butun son

funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli?

Funksiyalarning o'zgarish sohalarini toping.

25. f ( x )  = 3 sin x + 4 cos x. 26. / (x) = x 2 + x — 2. 

21 . f i x )  = 2H 28. / ( x )  = arcsin — x 2.

32. f i x )  = 2 x . 33. f i x )  = lg(arcsin x).

34. f i x )  = x  -  1 + x -  3 . 35. f { x )  = sin 2x .
COS X

36. f i x )  = arcsin X  + * . 3 7 . / ( x ) = sin4 x + cos4 x.

38. f i x )  = 22+cosv. 39. / ( x )  = Vx2 -  6x  + 11.

40. / ( x )  = x 2 — 8x + 10.

Mustaqil ycchish uchun berilgan misollarning javoblari

1. ( — 3 )u (—3;3)u(3;+°°). 2. (—°°;0)^j(4;+°°).

3. (2;3). 4. [1; 5] . 5 . |1 ;+ H -  6. ( - - ;- 8J u |8;+ H  

7. (0;+co). 8. \ 2 п - * - , *  + 2лп], n e  Z.

x  4"3 x20. к ning qanday qiymatlarida . f i x)  = 2 funksiyaning

29. f ( x )  = arctg 30. / ( x )  = lg
X

31. f i x )  = 10*+2.
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9. [2 л — * ; 2пп + ^  2лл], п е Z. 10. [ 3 ’ 3 ’ Ь

11. ( 2 - л / 2 ; 1 ) и ( 3 ; 2  + Т2). 12. 0 . 13.

4

3 ’’
I .

’  2 ’  2
U

0 ;71 u 5л
„ ;2л3 3

14. ( 1; 2) и ( 2;+оо). 15. ( - ~ , - 3 ] и [ 3 ;  10). 16. [5; 7)и(7; 9].

17. I— п + л/?; пл + 2л/?], х е Z.
4 4

18. (—°°; 1 ) u ( — 1 ;0)u(0; 1 )u( 1 ;4). 19.

2 0 . - 4 .  21 .1 4 . 22. [~1,5;1,5]. 23.(-oo;0,5)u(0,5;+oe).

24. {1}. 25. [—5;5]. 26. [ -2 ;+ ~ ) .  2 7 .1 1 ;+ -) .  28. [0;*].

29. (0;л). 30. (lg2;+oo). 31. (0; l ) u ( l ; + - ) .

32. (0; 0,25]u[4;+oo). 33. =; lg 34. [2;+-).

35. ( - 2 ;  2). 36. |0; л]. 37. [0,5; 1]. 38. [2; 8]. 39. [^2;+°°]-
40. [—6; +■»).

3- §. FUNKSIYALAR SINFLARI

Odatda, funksiyalar quyidagi sinflarga ajratiladi: juft va toq, 
davriy, bir qiymatli va ko’p qiymatli, chegaralangan va chega- 
ralanmagan, m onoton, teskari, murakkab va elem entar funk­
siyalar.

1. Juft va toq funksiyalar.
1- ta‘rif. Agar istalgan x e X  uchun — xeA 'b o 'lsa ,  u holda X  

to'plam О (koordinatalar boshi) nuqtaga nisbatan simmetrik to'plam 
deyiladi.

Butun sonlar to'plami Z, [—a; o|, (—a\ a ), ( - « ;  +™) kabi 
lo'plamlar koordinata boshiga nisbatan simmetrik to'plamlardir.

y = f  (x) funksiya О nuqtaga nisbatan sim m etrik  b o ‘lgan 
to'plamda aniqlangan bo'lsin.

2- ta ‘rif. Agar istalgan x e  X  uchun f ( —x)=f (x )  bo'lsa, u 
ho lda /(x )  funksiya X  to'plamda ju ft funksiya  deyiladi.

y=x2, v =  cosx, y=|x|, y= f  (|x|), funksiyalar koordinatalar boshiga 
nisbatan simmetrik bo'lgan to'plamlarda aniqlangan bo'lsa, ular



1 .V

М  (-л;, v„)
У Пх> 'М(х. у)

Л/ (л\ V) ->
х

-.V, Ю

/
3.1- chizma. 3.2- chizma.

juft funksiyalar bo'ladi. T a ‘rifda X  to 'plam ning koordinatalar 
boshiga nisbatan simmetrikligi muhimdir. Masalan, y~-x- funksiya 
x e  [—1; 2] da berilgan bo‘lsa, bu funksiya juft funksiya bo'lmaydi, 
chunki [—1; 2| to'plam koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik 
emas.

Juft funksiyalarning grafigi ordinatalar o'qiga nisbatan simmetrik 
bo'ladi (3.1- chizma).

3 - ta'rif. Agar istalgan ,ve X  u c h u n / (  ,v) / (л ) bo'lsa, u 
holda f { x )  funksiya X  to'plamda toq funksiya  deyiladi.

v —x \  v=tgx, v = funksiyalar o'zlarining aniqlanish soha- 
2x

larida toq funksiyalar bo'ladi.
Toq funksiyaning grafigi koord ina ta la r  boshiga nisbatan 

simmetrik bo'ladi (3.2- chizma).
Agar istalgan x e  X, —- x e  X  lar u chun  / ( — x) * ± /(x )  

shartlar o'rinli bo'lsa, u holda v= fix)  funksiya X  to'plamda juft 
ham emas, toq ham emas deyiladi.

Ushbu f  (x)—x2—x, 9 (.v)=sin.v— cosx funksiyalar o'zlarining 
aniqlanish sohasida juft ham, toq ham emas.

Juft funksiyaning grafigini chizishda argumentning musbat 
qiymatlari uchun grafikning o'ng shoxini chizib, keyin uni chap 
tom ongay o'qiga nisbatan simmetrik ravishda ko'chirish yetarli.

Toq funksiyaning grafigini chizishda esa argumentning musbat 
qiymatlari uchun grafikning o 'ng  shoxini chizib, keyin uni 
koordinata boshiga nisbatan simmetrik ko'chirish yetarli.

Juft va toq funksiyalar quyidagi xossalarga ega:
1°. lkkita juft funksiyaning yig'indisi ayirmasi, ko'paytmasi va 

bo'linmasi (maxraj noldan farqli bo'lganda) yana juft funksiya 
bo'ladi.

x
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2". Ikkita toq funksiyaning vig'indisi va ayirmasi yana toq 
funksiya bo'ladi.

3". Ikkita toq funksiyaning ko'paytmasi va bo’linmasi (inaxraj 
noldan farqli bo'lganda) juft funksiya bo'ladi.

4". Agar y ~ f { x ) , д-=ф(/) toq funksiyalar bo 'lsa ,  u holda 
V‘̂ /  (ф(/)) murakkab funksiya (3-§, 7-band ga q.) ham toq funksiya 
bo'ladi.

5". Agar >’= / ( -v) juft funksiya, л = ф ( / )  esa toq (juft) funksiya 
bo'lsa. u holda у=/(ф(/)) murakkab funksiya ham juft funksiya 
bo'ladi.

Simmetrik bo'lmagan to 'plamda aniqlangan funksiyalarning juft 
va toqligi to'g'risida so '/  yuritish ma'noga ega emas.

Aniqlanish sohasining koordinata boshiga nisbatan simmetrikligi 
funksiyaning juft va toqligi uchun zaruriy shart b o ’lib, yetarli 
shart bo 'la  olmaydi. Masalan, v=.y I 3 va y = 3 v funks iya la r  
D ( f ) = ( - - + ; ) simmetrik to 'plamda aniqlangan, lekin ular juft 
ham emas, toq ham emas.

Teorema, Koordinatalar boshiga nisbatan sl.nmetrik bo'lgan X  
to 'p lam da aniqlangan har qanday / ( . y) funksiya juft va toq 
funksiyalar yig'indisi ko'rinishda ifodalanadi:

f ( x )  / ( л ' )+/ ( Y) + / ( * ) - / ( - * ) .

bunda birinchi had — juft funksiya, ikkinchi had esa toq funk- 
siyadir.

Bu yerda <?' funksiya (,-«>;-<») da aniqlangan bo’lib, u juft ham 
emas, toq ham emas. (I) tenglikning o ’ng tomonidagi yig'indi- 
larning birinchisi juft funksiya, ikkinchi esa toq funksiya.

Misol. Quyidagi funksiyalar ichida juft, toq va juft ham emas, 
toq ham emas funksiyalarni toping:

I) v = .v: - | . y | + 4 .  2) v = 10 -  1 0 \

3) у -  lg 1 л . 4) v = x ~ 4 .l+.v - л —9

Yechilishi. 1) v=x2—\x\+4 bo’lganligidan, y(— x)=(—x)2—
|— \j 1-4--.V-—|a-)+4—y(x), ya 'n i ba rcha  л' e ( -« ;т< » )  lar uchun 
/(- ,v) f (  \ ) b o ’ladi.
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Demak, 2- ta'rifga ko'ra, funksiya juft ekan.
2) / (x)=  10~A— 1 O', f ( —x)  =  10- < — 10 '= -  (10--*— 10 )̂ =  

= —f i x ) .  Barcha x  e (—°°,+°°)lar uchun f { —x)——f { x )  tenglik 
o'rinli. Demak, 3- ta'rifga asosan, berilgan funksiya toq ekan.

) !-. v .. 1—(—x )  . l+Jf . (1 — X
3) f i x )  = lg— , f i —x) = lg — ----- = Ig -—  = Ig1I+ X  l — X  1— X

.-I
= - l g ^ = - / ( * ) .  \+x

Demak, barcha x e  (—1;1) lar u chun / ( —x)=—/( x )  o'rinli, ya'ni 
f i x )  toq funksiyadan iborat.

г ,  ч x —4 г,  4 — x —4 — x —4
4 )  / ( x )  = —---- , / ( — X) = ----------- = -----.

x  —9 ( x ) 9 x  - 9
Demak, barcha  xe (— 3 ) u ( —3 ;3 )u (3 ;  +°<>) lar uchun 

f { —x)*f{x)  va / ( —x)*—f { x )  bo'lgani sababli funksiya juft ham 
emas, toq ham emas.

2. Davriy funksiyalar. / ( x )  funksiya X  (Л 'с Л’1) to 'plamda 
aniqlangan bo'lsin.

4-  ta‘rif. Agar shunday o'zgarmas T  { 7>0)son mavjud bo'lsaki, 
istalgan x, x + T e X  lar uchun

/ ( x +  T)=f ix)
tenglik o'rinli bo'lsa, / ( x )  davriy funksiya  deyiladi, bunda T — 
funksiyaning davri deb ataladi.

(1) shartni qanoatlantiruvchi musbat Г laming eng kichigi 
(agar u mavjud bo'lsa) funksiyaning asosiy davri deb ataladi.

Agar y= f{x) funksiya T  davrga ega bo'lsa, u holda n T ine Z) 
ham funksiyaning davri bo'ladi.

Agar davriy funksiya T{) — asosiy davrga ega bo'lsa, u holda 
qolgan davrlarning hammasi T0 ga karrali bo'ladi.

Funksiya eng kichik musbat davrga ega boMmasligi ham mumkin. 
M asalan,/(x)=5 funksiya uchun ixtiyoriy haqiqiy son davr bo'ladi, 
lekin u asosiy davrga ega emas. Haqiqatan ham, / (x )= co n s t ,  
ixtiyoriy a*0 haqiqiy son bo 'ls in . /(x + a )= /(x )= co n s t .  Bu yerdan 
kelib chiqadiki, a  davr eng kichik musbat davr emas.

5- ta‘rif. Agar

/(x + co )= —/( x ) ,  (o^O)

bajarilsa, u holda / ( x )  antidavriy funksiya  deyiladi.
Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega.
1°. Г davrga ega bo'lgan ikkita funksiyaning yig'indisi, ko'paytmasi 

yana davriy funksiya bo'ladi va uning davri 7’ga teng bo'ladi.
2°. Agar T { 7/0) son f i x )  va g(x)  funksiyalarning eng kichik 

musbat davri bo'lsa, u/(x)+g(x),/(x)-g(x) uchun eng kichik musbat
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davr bo'lmasligi ham mumkin. Masalan, 1)/(x)=3sin  x+2, g(x)=2— 
3sin x funksiyalar eng kichik musbat T= 2n davrga ega, lekin ularning 

vig'indisi/(x)+g(x)=4 esa eng kichik asosiy davrga ega emas.
2)/ (x)=sinx+1, g(x)= 1 —sin x funksiyalarning eng kichik mus­

bat davri T=2it, lekin f  (x)-g(x)=cos2x= 2 ( l+cos2x) ko‘paytmasi-
ning eng kichik musbat davri T - к  bo'ladi.

3°. Agar/ (x) funksiya T davrga ega bo'lsa, u holda f (ax ) , f (ax)+b  
Tfunksiyalar x = ■ davrga ega (bunda аф0 ixtiyoriy haqiqiy son,

v, a x e  A'bo'ladi.
4°. Agar/ (x) funksiya T  davrga ega bo'lsa, u holda Af (ax+b)

T
(,4=const, a > 0) ham davriy funksiya bo'ladi va uning davri x = -  
ga teng bo'ladi.

Misol. / (x )= s in  4x  funksiyaning davriy funksiya ekanligini 
ko'rsating va eng kichik musbat davrini toping.

Yechilishi. Ma'lumki, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi sonlar 
o'qidan iboratdir. Faraz qilaylik, biror Ж )  uch^n sin4 (x + 7)=sin4x 
tenglik o'rinli bo'lsin. Bu yerdan

2cos (4x+2 T) s i n 2 r = 0

tenglamaga ega bo'lamiz. Oxirgi tenglik sin2 7̂—0 uchun ham o'rinli 
bo'ladi, u holda 2T=nn , n e  Z. Demak, shunday T o'zgarmas son

mavjudki, berilgan funksiya uchun eng kichik musbat davr T0 =  ̂
bo'ladi.

Agar istalgan x e  X  va ba‘zi bir T  lar uchun f ( x  + T) =

(Г * 0 )  bo'lsa, u holda / ( x )  funksiya 2 T  davrga ega bo'ladi.

5H. w=9 (.v) davriy funksiya bo'lsin. Agar / ( x )  funksiya qat'iy 
monoton bo'lsa, u holda v=/[<p(x)] murakkab funksiya ham davriy 
boiadi va ularning davrlari bir-biriga teng bo'ladi.

6°. Agar y ~ f  {u) funksiya qat'iy monoton bo'lmasa, u holda 
y=/[cp(x)] funksiyaning davri и=ф(х) funksiyaning davridan kichik 
bo'lishi ham mumkin.

Misol. Quyidagi funksiyalarni davriylikka tekshiring:

1) / (x )= x 2+ x + 1; 2) / ( x ) = x — [x];
3) /(x )=sinx2; 4) / (x )= s in 4x+cos4x.



Yechilishi. 1) Faraz qilaylik, / ( x ) = x 2+ x + l davriy funksiya 
bo'lsin, u holda ta'rifga ko‘ra shunday o'zgarmas T  son mavjud 
bo'lib, (x+ 7)2+(x+ T)+ 1=x2+x2+1 tenglik o'rinlidir. Oxirgi tenglikni 
T  ga nisbatan yechib, T  ni topamiz:
x2+2xT+ T 2+x+ Г+1=x2+ x + 1, T 2+(2x+ 1) 74), T=() T = —l x — l.

Shartga ko 'ra  o lingan  va T2 ning qiymatlari davriy 
funksiyaning ta 'rifini qanoatlantirmaydi ( T  noldan farqli va 
o'zgarmas bo'lishi, ya'ni xga bog'liq bo'lmasligi kerak edi). Demak, 
berilgan funksiya davriy funksiya emas.

2) Ma'lumki, / (x )= [x ] butun funksiya barcha 7 e Z  lar uchun 
|x+ 71=[x]+ T  tenglikni qanoatlantiradi. Ta'rif bo'yicha tekshiramiz: 

J'(x+ 7)=x+ T— \x+ T\—x+ T— \x]— T=x— \x)—f( x ) .
Demak, berilgan funksiya davriy funksiya bo'lib, uning kichik 

musbat davri T= I ekan (3.3- chizma).

3.3- chizma.

3) Faraz qilaylik ,/(x)=sinx2 davriy funksiya bo'lsin, u holda 
shunday o'zgarmas 7’(7>0) son mavjud bo'lib, sinx2=sin(x+ 7)2 
tenglik o'rinli bo'ladi. x=0 bo'lsa, u holda 0 = s in T 2 tenglikka ega

bo'lamiz. Bu yerdan T 2 = n n ( n e Z ) ,  yoki T ~ 4 n n  . T  ning

qiymatini sin л " = sin(x + T ) 2 tenglikka qo'yamiz:

sin x 2 = sin(x + sfnrn)2 =sin(x2 + 2x jn n  + nn) ■

2kn-nn __
X * 2-Jnn ’ ^ * Z  bo'lsin, u holda I x f i m  + nn Ф 2kn. Demak,

sin x 2 Ф s in(x2 + 2xsjnn  + nn ) . 
Qarama-qarshilikka keldik. Bu esa /(x )= sinx2 funksiyaning davriy 
emasligini isbotlaydi.

Bundan tashqari, bu funksiyaning davriy emasligini quyidagi 
mulohazadan ham ko'rish mumkin (3.4- chizma).



3.4- chizma.

Grafik bilan abssissalar o ‘qining kesishishidan hosil bo'lgan 
o'zaro qo'shni nuqtalar orasidagi masofalar ketma-kctligining limiti 
(chekli) nolga teng bo'ladi:

lim J(n  + 1)л -  sJtw = l i m _________ = 0.
n->~Lv J n->~ J(n+])n+yjnn

4) Berilgan funksiyani quyidagicha shakl almashtiramiz:

у  = (sin 2 a  + cos2л-)2 -  2 sin2x • cos2a = ' (3 + co s4 a ).

vi==c o s 4 a  funksiyaning davri 4 ° -  xossaga asosan T0 = bo'ladi.

Demak. berilgan funksiyaning asosiy davri ham T0 = n ga tengdir.

3. Bir qiymatli va ko‘p qiymatli funksiyalar. Agar X  to'plamdagi 
har bir a  songa biror qoida yoki qonunga ko'ra Y to'plamdan bitta у  
son mos qo'yilsa, u holda у funksiya bir qiymatli deyiladi, ya'ni 
V A|,A2 e 1 , a ,  Ф a2 => / ( a ,  ) * / ( a 2).

Agar X  to'plamdagi har bir a  songa biror qoida yoki qonunga 
ko'ra Y to'plamdan bittadan ortiq yoki cheksiz ko'p у  son mos 
qo'yilsa, u holda funksiya ko'p qiymatli deyiladi. Masalan:

1) v = ± y f x  — ikki qiymatli funksiya;
2) у  =ArcsinA — ko'p qiymatli funksiya;
3) у =З а+ 2 — bir qiymatli funksiya.
4. Chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar. y = f ( a) 

funksiya X to'plamda aniqlangan bo'lsin.
6- ta‘rif. Agar shunday o'zgarmas ^/(o'zgarmas m ) son topi lib, 

istalgan x e X  uchun f { x ) < M  (f { x ) > m ) tengsizlik o'rinli bo'lsa. 
/ ( a )  funksiya X  to'plam da yuqoridan (quyidan) chegaralangan 
deyiladi, aks holda esa funksiya yuqoridan (quyidan) chegara­
lanmagan deyiladi (3.5- chizma).

7- ta‘rif. Agar / ( a )  funksiya X  to'plamda ham yuqoridan, 
ham quyidan chegaralangan bo'lsa, ya'ni shunday o'zgarmas M
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a) yuqoridan chegaralangan funksiya. b) quyidan chegaralangan funksiya.

3.5- chizma.

va m sonlar mavjud bo'lib, istalgan x e X  uchun

m < f (x)  < M  (1)

tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda f ( x )  funksiya X  to'plamda chego- 
ralangan deyiladi (3.6- chizma).

A gar/(x ) funksiya chegaralangan bo'lib, m va M  sonlar uning 
aniq quyi va aniq yuqori chegaralari bo'lsa, u holda

[/■(*)!< c (2)
tengsizlik o'rinli bo‘ladi, bunda С = тах { |Л / | ,  \m\). (1) bilan

(2) tengsizliklar o'zaro teng kuchlidir (3.7- chizma). Demak, (2) 
tengsizlik funksiyaning chegaralanganlik shartini ifodalaydi.

Chegaralangan funksiyalarning grafigi Ox o'qiga parallel bo'lgan 
y = C  va y=— C to'g'ri chiziqlar orasida bo'ladi (3.7-chizma).

Quyidan chegaralangan (f(x) > m) funksiyaning grafigi Ox o'qiga 
parallel bo'lgan y = m  to'g'ri chiziqdan yuqorida joylashgan bo'ladi 
(3.5 b- chizma).

Yuqoridan chegaralangan funksiyaning grafigi (f(x) < Af) Ox o'qiga 
parallel bo'lgan у  = M to'g'ri chiziqdan pastda joylashadi (3.5 a- chizma).

8- ta ‘rif. Agar istalgan musbat C> 0 son uchun shunday xt e X  
topilib, l/'(x )|> С tengsizlik o'rinli bo'lsa,/(.x) funksiya X  to'plamda 
chegaralanmagan deyiladi.

Quyidagi funksiyalarni o 'z  aniqlanish sohalarida chegara-
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10-
3.8- chizma.

langanlikka tekshiring:

1) f i x ) x 2—6x+9; 2) f i x )  = ,X' +1
3) A x )  =

4) /(x)= tgx+ctgx  (tgx>0); 5) / ( x ) = 2x; 6) / ( * )  = cos x ■

Yechilishi. 1) Kvadrat uchhadni to ‘liq kvadratga keltiramiz: 
f { x ) —x 2—6x+9=(x— 3)2. Kvadrat funksiya x=3 nuqtada eng kichik 
qiymatiga erishadi va u 0 ga teng bo'ladi. Berilgan funksiyaning 
qiym atlari sohasi is ( / )= |0 ;+ °° ) .  D em ak, funksiya quyidan  
chegaralangan, ya'ni 0 </(х)<+«> (3.8-chizma).

2) O'rta arifinetik va o'rta geometrik qiymatlar orasidagi munosa-
x2+lbatlardan quyidagi x < .  tengsizlik kelib chiqadi. Bu yerdan

barcha  x e  R lar u c h u n
1+X- c2 + l

< (bunda  С = )

tengsizlikni olamiz. D em ak, berilgan funksiya ( — oo * -f oo ̂  da

chegaralangan va uning grafigi y =  С -  * va у  =C  = — * to'g'ri
chiziqlar orasida joylashadi (3.9- chizma).

3) Berilgan funksiya son o 'qining x =  0 nuqtadan tashqari 
barcha nuqtalarida aniqlangan. ya'ni Di f )={—°°;0)u(0;+°°). С

1
istalgan musbat son bo'lsin va shunday x c ~ topiladiki, u

holda f { x c)= \  = 2C > С . Demak, f { x c) > С tengsizlik bajari­

ladi (3.10- chizma).
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4) /(x)= tgx+ctgx  ifodaning shaklini almashtiramiz: tgx+ctgx= 
1 2

= . .  . Shartga ko'ra tgx >0, u holda nk < x  < „ + n k ,
sin x cos x  sin 2x  c  ^  2 ’

A с if. Demak, bu yerdan quyidagi 1 > sin2x > 0 tengsizlik kelib 
chiqadi. Shunday qilib, berilgan funksiya quyidan chegaralangan, 
lekin 11 yuqoridan chegaralanmagandir (3.11- chizma).

5) Berilgan funksiya butun son o'qida aniqlangan Д / ) = ( — 
+oo). ]Vla‘lumki, Vx g  (—oo;+oo) lar uchun 2X > 0. Demak, funksiya 
quyidi111 0 bilan chegaralangan, uning grafigi Ox o'qidan yuqorida 
joylashgan bo'ladi (3 .12-chizma).

6) Berilgan funksiya son o'qining x = K + nn, n e  Z  niiqtalardan 
tashqari barcha nuqtalarida aniqlangan. Ma'lumki, |cosx| < 1, u holda

3.9- chizma. 3.10- chizma.
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berilgan funksiyaning o'zgarish 
sohasi E( f ) —(—°°;—1] u  [1; 
ioo) bo'ladi. Demak, funksiya 
quyidan ham, yuqoridan ham 
chegaralanmagan (3.13- chiz­
ma).

5. Monoton funksiyalar.
y = f ( x )  funksiya X = \a ,b \
{Xc:R) to 'p lam d a  berilgan 
bo'lsin.

9- ta ‘rif. Agar istalgan a,, 3 12.  chizma.
x 2e X  iar uchun ai<X2 bo 'l­
ganda

/ ( a, ) < / ( a2) ( / ( a,) < / ( a2))

tengsizlik o'rinli bo'lsa, /  (a) funksiya X  to 'plamda o'suvchi yoki 
kamaymovchi {qat'iy o'suvchi) deb ataladi (3.14- a chizma), (3.14- 
b chizma).

10-ta‘rif. Agar istalgan xi, x i e X  lar uchun Ai<A2 bo'lganda 
/ (  a , ) >  f ( x 2) { f ( x l)> f {  a 2)) tengsizlik o'rinli bo'lsa. Да) funk­
siya X  to'plamda kamayuvchi yoki o'smovchi {qat'iy kamayuvchi) 
deb ataladi (3.15-a) chizma, (3. \5-b)  chizma).

O'suvchi va kamayuvchi funksiyalar monoton funksiyalar deb 
ataladi.

-9
-1 0

3.13- chizma.
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Cl) Ь)
3.14- chizma.

3.15- chizma.

Monoton funksiyalar quyidagi xossalarga ega:
1. Ikkita o'suvchi (kamayuvchi) funksiyaning yig‘indisi yana 

o'suvchi (kamayuvchi) funksiya bo‘ladi.
2. Ikkita musbat o ‘suvchi (kamayuvchi) funksiyalarning ko'- 

paytmasi yana o'suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.
3. A gar/(x )  funksiya o'suvchi bo'lsa, —f ( x )  funksiya kama­

yuvchi bo'ladi va aksincha.
4. Agar / ( x )  funksiya o'suvchi bo'lib, istalgan x e X  uchun

/(x )* 0  bo'lsa, funksiya kamayuvchi bo'ladi.
5. Agar f { x )  funksiya qat'iy o'suvchi bo'lsa, x=f~x(y) teskari 

funksiya (3-§ ning 6- bandiga q.) ham bir qiymatli va qat'iy 
o'suvchi bo'ladi.

6. Agar jc = /( /) ,  fe[a;p] da o'suvchi, у  —F\x) funksiya esa |/ (a ) ;  
/((3)] da o'suvchi bo'lsa, y = F ( f ( x ) )  funksiya ham [a;p] da o'suvchi 
bo'ladi.

7. Agar x —f ( t ) ,  /e[a;(3| da kamayuvchi, y=F(x)  funksiya esa 
[ /(a ) ;  /  ((3)] da kamayuvchi bo'lsa, y —F( f (x ) )  funksiya ham 
[a;P] da o'suvchi bo'ladi.
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8. Agar x  = / ( / ) , /е [a;P] da o'suvchi, y = f ( x ) funksiya esa [/(«); 
/ ([3)| da kamayuvchi bo'lsa, y —F(f (x) )  funksiya ham [a;[3| da 
kamayuvchi bo'ladi.

9. Agar (p (x), у/ (x) va / ( x )  funksiyalar o 'suvchi bo 'lib , 
<p (x) < / ( x )  < ц> (x) tengsizlik o'rinli bo'lsa, (p (<p (x)) <f ( f ( x ) )  < 
<i//(i//(x)) tengsizlik o'rinli bo'ladi.

10. Agar y —f { x )  tenglama har bir beigilangan y e ( —°o;+oo) 
uchun yagona yechimga ega bo'lsa, (—oo; +сю) da у  = /(x )  monoton 
bo'lmagan funksiya ham teskari funksiyaga ega bo'ladi.

Funksiyani tekshirishda uning monotonlik oraliqlarini topish 
muhim rol o'ynaydi. Funksiyaning monotonlik oraliqlarini topish 
uchun quyidagi tasdiqlardan foydalanamiz:

1. Agar funksiya [a;p] da qat'iy monoton bo'lsa, x ning har 
bir beigilangan qiymatiga funksiyaning bitta qiymati mos keladi.

2. Agar у  = /  (x) funksiya [a;(3] kesmada musbat va o'suvchi 
bo'lsa, x ning o'sishi bilan y = f ( x )  funksiyaning grafigi Ox o'qidan 
uzoqlashadi.

3. A g a ry = /(x )  funksiya [oc;[31 kesmada musbat va kamayuvchi 
bo'lsa, x ning o'sishi bilan у  = / (x) funksiyaning grafigi Ox o'qiga 
yaqinlashadi.

4. Agar y = / (x) funksiya [a;(31 kesmada manfiy va kamayuvchi 
bo'lsa, x ning o'sishi bilan у  = /(x )  funksiyaning grafigi Ox o'qidan 
uzoqlashadi.

5. Agar y —f { x )  funksiya [oc;P| kesmada manfiy va o'suvchi 
bo'lsa, x ning o'sishi bilan [a;[3| funksiyaning grafigi Ox o'qiga 
yaqinlashadi.

Misollar. Quyidagi funksiyalarni monotonlikka tekshiring:

Yechilishi. 1)/ (x) =x3+x funksiya R da aniqlangan. Son o'qidan 
ixtiyoriy ikkita x, va x2 nuqta olamiz. Aniqlik uchun x, < x2 bo'lsin. 
/ ( x 2)—/( x , )  ayirmani qaraymiz:

f ( x 2) -  / ( x , ) = (x2 -  x,) • (x22 + x2x, + Xi2 + 1), 
ikkinchi ko'paytuvchi x, va x2 ning har qanday haqiqiy qiymatida 
musbat. Haqiqatan ham,

1) / ( x ) = x 3+x; 2 ) /(x )= s in x ,  x e

3) / ( x ) = ( x 2+4x+6)-ln(x2+4x+6); 4)

x22 + x2x, + x2 + 1 = (x, + "y )2 +  ̂x2 + 1 .
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Shartga ko'ra x2 — x,>0, u holda/(x2)—/(x,)>0, ya‘n i / (x 2)>/(x,). 
Bu oxirgi tengsizlik/(x) funksiyaning /?da qat'iy o'suvchi ekanligini 
bildiradi.

2) Aniqlik uchun x, < x2 bo 'ls in . /(x 2)—/( x , )  ayirmani tuzamiz:

/ ( x 2) -  / (x ,) = sin x, -  sin x, = 2 sin A22 ' '  ■ cos X2^ X]

71 71

2'2 kesmadan olingan 0 <  Xl^  ^ lar uchun sin *2~Xl > 0 

va — * < х' +̂ 2 < lar uchun cos x' +Xj > 0 . Shunday qilib,

da qat'iy o'suv-

2

n n 
2 2

sinx2 > sinx,. Demak, / (x)=sin x funksiya 

chidir.

3) z = -v2 + 4x + 6 = (x + 2)" + 2 bo'lsin. U holda x <—2 uchun
z funksiya kamayuvchi, x > —2 uchun г funksiya o'suvchi bo'ladi. 
Bu qiymatlar uchun г > 1 bo’ladi. Endi y —z\nz funksiyani qarasak, 
u x > — 2 da o'suvchi, x < —2 da esa kamayuvchi bo'ladi, chunki 
agar x, < x2 < —2 bo'lsa, Zx> Z2> I va, demak, y x = г, In г, > 

> In z2 = У2 ' ya‘ni berilgan y= z\n z  funksiya kamayuvchidir.
4 _у 2 r  4

4) / ( x )  = funksiyani f i x ) -  — x ko'rinishda tasvir-
X  X

laymiz. Bu funksiya nolni o'z ichiga olmagan har qanday intervalda
4

kamayuvchi bo'lgan y, = va y2——x  funksiyalar yig'indisidan
iborat. l u-\ossaga ko'ra, berilgan funksiya kamayuvchidir.

6. Teskari funksiyalar./ ( x )  funksiya X  to 'plamda aniqlangan 
bo'lib, funksiyaning o'zgarish (qiymatlari) sohasi Y bo'lsin.

1 1 -ta ‘rif. y = / ( x )  funksiyaning har bir ye Y qiymatiga f  
munosabatga ko'ra X dan faqat bitta x qiymat mos kelsa, Уto'plamda 
qandaydir funksiya aniqlangan bo'ladi va u y = f ( x )  ga nisbatan 
teskari funksiya  deyiladi hamda x = / - , (v) ko'rinishda belgilanadi.

Odatdagidek, funksiyani у  bilan, argumentni esa x bilan belgi- 
lashlarga muvofiq, у  = /  1 (x) ko'rinishda yozishadi. /  1(x)=^(x) 
desak, y = g ( x )  bo'ladi.

1- teorem a./(x )  funksiya D(f)  to'plamda teskari g(x) funksiyaga 
ega bo'lishi uchun o'z aniqlanish sohasidagi argumentning har xil 
qiymatiga funksiyaning ham har xil qiymati mos kelishi zarur va 
yetarli, ya'ni V x ,,x 2 e I){ f )  lar uchun x, * x2 <=> / ( x , )  * / ( x 2) .



2- teorema. Agar y = / ( x ) 
lunksiya .A'da aniqlangan qatiy 
m onoton  o ‘suvchi (kam a­
yuvchi) boisa, Y & d y = f  (x) ga 
teskari funksiya mavjud, bu 
lunksiya ham qat'iy monoton 
o'suvchi (kamayuvchi) boiadi.

1- esiatma. Agar funksiya 
monoton bo iib ,  lekin qat'iy 
monoton bolm asa, bu funk­
siyaning teskarisi mavjud bolmaydi. Buni, masalan, 3.16-chizmada 
ko'rsatilgan

x <
f i x )  = <U,

1,

7

V У
() 1 *

------ ^  -1 ■

3 .16- chizma.

agar 
agar — 1 < x < 
agar x > 1

funksiya misolida ko'rish mumkn.
2- esiatma. Juft funksiyaning teskarisi mavjud emas. Xususiy 

holda, aniqlanish sohasining funksiya q a t iy  m onoton bo'lgan 
qismlarida teskari funksiya mavjud bo'ladi. Masalan, y=x2 funksiya 
uchun [0;+°o) da у = sfx teskari funksiya bo'ladi.

3- esiatma. Davriy funksiyaning teskarisi mavjud emas. Xususiy 
holda, aniqlanish sohasining funksiya qat'iy o'suvchi (kam a­
yuvchi) bo'lgan qismlarda teskari funksiyalar mavjud bo'ladi.

M asa lan ,  / ( x ) = s i n  x (x e

f ( x ) = tg x  ( x e 71 _ 71 

2’2

Л.71
l'~> ); / ?( x ) = c o s x  (хе[0;тс]);

); / (x )= c tg x (x e  (0;7i)) lar uchun ko 'rsa­
tilgan oraliqlarda teskari funksiyalar mavjud, chunki bu oraliqlarda 
ular qat'iy monotondir: ^(y)=arcsin  у  (ye [— 1:1]), g,(y)=arccos y 
(ye [— 1; 1 ]); g3(y)=arctgy (ye (-oo;+oo)); g4 (y) =arcctg у (ye(-°o;
+ 0 0 )).

4- esiatma. y = / (x )  funksiya va bu funksiyaga teskari bo'lgan 
x= /~ '(y )  funksiyaning aniqlanish sohasi va o'zgarish sohasi o 'z 
rollarini almashtiradi, ya'ni у = / (x) funksiyaning aniqlanish sohasi 
teskari funksiyaning o'zgarish sohasi bo'ladi, y = / (x )  funksiyaning 
o'zgarish sohasi esa teskari funksiyaning aniqlanish sohasi bo'ladi.

y —f { x )  funksiya biror X  to'plamda aniqlangan bo'lib, uning 
qiymatlari to'plami ybo'lsin. g{y) funksiya Y to'plamda aniqlangan 
bo'lib, X to 'plam esa uning qiymatlari to'plami bo'lsin.



3- teorema. g(y) funksiya y = f ( x )  ga teskari funksiya bo'lishi 
uchun

g ( f ( x ) ) = x  (xe X) (J'(g(y))=y (ye Y))  (1)

- shartning bajarilishi zarur va yetarlidir (3.17- chizma).

M isollar:  1) / ( x )  = 1 , g(x) = 1 (x * ()) funksiyalar (1)
X  X

shartni qanoatlan tirad i.  H aq iqa tan  ham , f { g ( x ) ) =  = x .  
Demak, ular bir-biriga teskari funksiyalar bo'ladi.

2) f ( x ) = —x, g(x)=—x, xe  ( —сю; +oo) funksiyalar (I) shartni 
qanoatlantiradi, ya‘ni f (g(x) )=— (—x)=x. Demak, ular bir-biriga 
teskari funksiyalar bo'ladi.

y  = f ( x )  to'g'ri funksiyadan x = f  '(y) teskari funksiyaga o'tish 
va uning grafigini chizish uchun quyidagi amallarni bajarish 
maqsadga muvofiq:

1. y = f ( x )  tenglama xo'zgaruvchiga nisbatan (agartenglamani 
x ga nisbatan yechish mumkin bo'lsa) yechiladi:

-v = / '  '(У) =  g(y)-
2. x  ni у  bilan va у  ni x bilan almashtiriladi:

у  = /  *(x) =  g (x).

3. y  = f ( x )  to'g'ri funksiyaning grafigi chiziladi.
4. Hosil qilingan y = f ( x )  funksiyaning grafigini 1 va 111 chorak- 

lar koordinata burchaklaridan o 'tuvchi bissektrisaga nisbatan 
simmetrik almashtirish natijasida teskari funksiya grafigi hosil qilinadi.

/ ( x )  funksiyaning grafigi {(x,y):xe X, ve Y} nuqtalar to'pla- 
midan, g (x) funksiyaning grafigi esa {(y,g(y))} =  (/'(x),x)} nuqtalar 
to'plamidan tuziladi (3.18-chizma).

3.19- chizmadagi у = / (x )  funksiya uchun teskari funksiya mavjud 
emas, chunki x, < x2 < x, < x4 da У0—/ ( х 1)= /(х2) = / (x ,)= /(x4) bo'ladi, 
bu esa teskari funksiya shartiga ziddir.
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Л' У

3.18- chizma. 3.19- chizma.

1- m isol. y = 3 x —-1
funksiyaga teskari funk­
siyani toping va uning gra­
figini chizing.

Yechilishi. Awalo yu­
qoridagi qoidaga muvofiq: 
1) y = 3 x — 1 tenglamani x 
ga n isbatan  yechamiz: 

y + 1 
x  “  3 '

2) x  ni у  ga va у  ni x ga
a lm ash tiram iz ,  natijada 
izlanayotgan teskari funk­
siyaga ega bo'lamiz:

3.20- chizma.

У = 3 (x + l).

3) y =  Зх—1 funksiyaning grafigini chizamiz (3.20-chizma).

4) У = ^ ( х  + 1) funksiyaning grafigi (3.20-chizma) у =3x—1
funksiyaning grafigini y = x  to'g'ri chiziqqa nisbatan simmetrik 
almashtirish natijasida hosil qilinadi (3.20-chizma).

2- misol. Ushbu

У
fl, agarx  ratsional son boLlsa,
lO, agarx  irratsional son bo'lsa,

funksiyaga teskari funksiya mavjudmi?
Yechilishi. Berilgan funksiya Dirixle funksiyasi deyiladi. Bu



funksiyaning teskarisi mavjud emas, chunki у monoton funksiya 
emas, ya’ni har bir x ratsional son bu funksiya orqali 1 ga akslantiriladi. 
Demak, y= 1 ga mos keladigan ratsional sonlar cheksiz ko'pdir.

3- misol. y= x2 (x e  ( —oo;+oo)) funksiyaga teskari funksiya 
mavjudmi?

Yechilishi. Berilgan funksiya juft funksiya bo'lib, x  ning barcha 
haqiqiy qiymatlarida qaralsa, u teskari funksiyaga ega bo'lmaydi, 
chunki у  ning har bir y0 qiymatiga .v ning ikkita x0 va x, qiymatlari 
mos keladi. Demak, 1-teoremaga asosan, beriUian funksiya ( — 00̂ +00̂  
da teskari funksiyaga ega emas.

4-misol. y=3A funksiyaga teskari funksiya mavjudmi?
Yechilishi. Berilgan y=  3' lunksiyaning aniqlanish sohasi R= (—°®;

+°°), o'zgarish sohasi esa (0;+°°) bo'lib, u ( -°o;+oo) da qat'iy 
o'suvchi, ya'ni V x , , x2 e R uchun V| < x2 => 3Л| < Зл’2 (3- §,
5-bandga. q).

Demak, 2-teoremaga ko'ra berilgan funksiyaga teskari funksiya 
mavjud: /  l(/‘W )= log33-v= x lo g 33=x.

7. Murakkab funksiyalar. / va g funksiyalar mos ravishda X  va 
Y\ to'plamlarda berilgan bo 'lib ,/funksiyaning qiymatlar to'plami 
E( f )=Y , g funksiyaning qiymatlar to'plami E ( g ) = Z \ а УсУ, ( f  
funksiyaning qiymatlar to'plami g funksiyaning aniqlanish sohasida 
yotsin) shart bajarilganda X  to 'plamda F=g (J (x))=/;(x) (E=g(y), 
y=/(x)) murakkab funksiya  yoki g va /  funksiyalar kompozitsiyasi 
aniqlangan deyiladi va u z=g f  kabi belgilanadi (3.21, 3.22- 
chizmalar). Demak, Vx e X  uchun /  funksiya yordamida bitta 
ye У mos qo'yiladi, so'ngra Vy e Y uchun g funksiya yordamida 
bitta <’e Z  mos qo'yiladi. Shunday qilib, z=g(f(x)) funksiyaning 
aniqlanish sohasi /(x )n ing  aniqlanish sohasiga ustma-ust tushadi

h h

3.21- chizma. 3.22- chizma.
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yoki uning qismi bo'ladi. Bunda/funksiyaning qiymatlar sohasi g 
limksiyaning aniqlanish sohasida yotishi muhim, aks holda £ va /  
funksiyalarning kompozitsiyasi aniqlanmaydi.

1- misol. z =cos у  va >’=  v' funksiyalardan murakkab funksiya 
tuzish mumkinmi?

Yechilishi. г =cos у  va v=x3 funksiyalarning mos ravishda D(z), 
/■'(y) sohalarini topamiz: /Дг)=К. E{y)—R\ E(y)=D(z) bo'lgani 
uchun yuqoridagi murakkab funksiya hosil bo'lishlik shartiga ko'ra 
bu funksiyalardan murakkab funksiya tuzish mumkin: z=cosx3. 
Bu murakkab funksiyaning aniqlanish sohasi ham R dan iborat.

2-misol. у  —и2 va и =sin x funksiyalardan murakkab funksiya 
tuzish mumkinmi?

Yechilishi. Funksiya ta'rifiga ko'ra

F: u->y=u2, cp:x—>u=sin x  ni yozsak, u holda

D((p)=R, Д ф )= | — 1;11, D(F)=R, E(F)=|0 ;+ ~ )

bo'ladi. Shunday qilib, E((p)c:D{F). Demak, berilgan funksiyalardan 
y=sin2x murakkab funksiyani tuzish mumkin (3.23- chizma).

3-misol. у  = \[u va u—cosx—2 funksiyalardan murakkab funk­
siya tuzish mumkinmi?

Yechilishi. Berilgan funksiyalarning aniqlanish va qiymatlar 
sohalarini topamiz:

D(u)==R1 E (u)= \—3; — 11,

Л(у)= [0;+с«), E(y)=\0: ~~«).

v
'A............

1

z'

fy///////// , / / / / / / / p/////////

^ .... ..

'  X

/

0 и 0 Л

tt=siru: ' 11 ^=sin2x

3.23- chizma.
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E(u)aD(y) bo'lgani uchun у  = yfu va w=cos x—2 funksiyalardan 
murakkab funksiya tuzish mumkin emas, ya'ni у  = ^cos x  — 2 
formula biror funksiyani aniqlamaydi.

4- misol. z=yjy+1 va v = 2X funksiyalardan murakkab funksiya 
tuzish mumkinmi?

Yechilishi. Berilgan funksiyalarning aniqlanish va qiymatlar 
sohalarini topamiz:

D(y)—R , E{y)= (0;+«),

D(z)=1 - 1 ; + - ) ,  EU )= |0;+oo).

Murakkab funksiya shartiga ko'ra E(y)c.D(z). Demak, berilgan 

funksiyalardan z = \ 2 X + I murakkab funksiyani tuzish mumkin.
5- misol. / ( x ) = x ‘ va g(x)=5* funksiyalar berilgan. f ( f ( x ) ) ,  

f ( g ( x )), g C/(-v)), g(g(x)) funksiyalarni toping.
Yechilishi. Funksiyalarning berilishiga ko'ra:

f ( f ( x ) ) = f  (x4)=(Xi)A= x'b\ 

f ( g ( x ))—f  (5х)=54л; 

g ( f  (x))=g(x4)=5/ ; 

g(g(x) )=g(5*)=5sA

bo'ladi va ular o'z navbatida murakkab funksiyalar bo'ladi, chunki 

E (f)aD (f), E igK lX f), E(f)czD(g\ EigKlXg).

6- misol. f(x )= 2 x va / 1(A')=log2A‘ funksiyalarning / ( /  '(*))> 

/  ' ( / ( * ) )  kompozitsiyalarini toping.

Yechilishi. Teskari funksiyaning ta'rifiga ko'ra: 

f [ r \ x ) )  = 2f(x) = 2 l°v*  = x;

/ -1 ( /(x ))  = log2 f ( x )  = log2 2X = X log2 2 = X.
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Mustaqil yechish uchun misollar.

Funksiyalarning qaysi biri juft, qaysi biri toq va qaysilari juft 
ham, yoki toq ham emasligini aniqlang:

1. у  =2x2- 3 x  . 2. y = 3 x 2+4. 3. v = ~  .x+4

4. у  -  tg(x — ). 5. y  = \Jx 6. y = x 2—x4.

7. у  =x |x|. 8. У
_ Ix, x > 0. _ ax - 1

-x , -v < 0.

10. v tgx
COS A‘

x 3 . 11. у  = sin x  + \ +l 12. у = x 3 + cosx.

cosx.13. у  = sin x • tg x. 14. v = (l -  x 4 j

15. у  -  sin 7x + cos 5 x. 16. y=arccos |xj.
. n l+sinx17. у =  a rc s tn x +  arccos x. 18. у  - Sin Л'

Funksiyalarni davriylikka tekshiring. Agar davriy boisa, u holda 
uning eng kichik musbat davrini toping:

19. f ( x )  = x 2 -  3x + 4. 20. f ( x )  = sin 2x -  2tg * .

21 . /  (x) = sin x . 22 . /  (x) = cos2x  • cos6x.

1, agar x ratsional son bo'lsa,

0, agar x irratsional son bo’lsa.
23. f i x )  =

24. /  (x) = 6 sin (0 ,25лх). 25. /  (x ) = cos P  x -  18 |.

26. / ( x )  = 7 sin x2 - 2  cos x +
5 2

** r  (  \ • TLX . 7ZX
■27./(*) = s,n 6 + Ig 30-

28. / ( x )  = cos jvc +  sin 2x. 29. /  (x) =  tg2x +  ctg3x + cos 5x.

30. /  (x) = s in ( '  + ") + 5tg 3x -

3 1 . / ( x )  = tg * + sin 2nx.

32. / (x ) = 13sin 2 3x. 33. / ( x )  = c o sx  -c o s 73х.
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Funksiyalarni o 'z aniqlanish sohalarida chegaralanganlikka 
tekshiring:

34. у  -  ' к  |0;5|. 35. v = x 2 -1 0 x  + 25.
jc 10

36. у = . ‘ . 37. У -  lg (x2 -  4x + з). 38. y =  f  . 
sin 5x V / x  +1

39. у = \  . 40. у = s inx . 41. У = S14nj| 42. У = ■
l+ .V - A- x 4 + l \ j l - X

43. j  = jc ■ cos2 x. 44. У = +X2 . 45. У = 2 •
\+x x - x

46. у  = J 47. У = arcsin 4' \  . 48. у = </2- x - x 2 . 
e -1 4+x-

49. _y = 7 ^ 4 ^ 7 5  50. у = 2л'2_2л+2.

Funksiyalarni o'zlarining aniqlanish sohalarida monotonlikka 
tekshiring:

51. У = 3̂ - , x  * 1. 52. у = lg (x2 - 6 x  + К)). 

53. у = 2a' "3 . 54. у = 2a'2+i. 55. у = log

56. у = x -  x. 57. У = ' 58. У = e.
e -1

0.5 x + \ 
I

59. у  =  5/(1 -  Л ) 2 .

60. v =
2x, x < - 2  bo'lganda,
4, - 2  < x < 2 bo'lganda, 
2x, x > 2  bo'lganda.

61. у = sin4 x + cos4 x, x e  [0;ic],

62. v = л/х -  2 + Vx + 2 . 63. у = r____  64. у = 2 3bA' -  9"v.
Jx 2-Sx -2

65. у  = 5 м .

Funksiyalar uchun o 'z  aniqlanish sohasida (agar teskari 
funksiya mavjud bo'lsa) teskari funksiyalarni toping:

66. у = (x  + 1)", x  e f-l;+oo). 67. у = In L v + i , x e ( 0 ; + ° ° ) .
e

68. у = 5x -  2. 69. у = x 3 + 5, x e  R .
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70 у = \l  1 - х 3, х  е  [—1; 0]. 71. у  = \ Д -- х 2, хе*!);!; .

72. у = х  -  х,  х е  (-°°:+оо). 73. у = arctg3x.

74. v =
1, х < 0 bo'lganda,

О, х  > 0 bo'lg anda, 

76. у  = arccos х \

75. у = 2х -  1.

77. у =
1, х < — 1 bo'lganda,
—х, — 1 < х < 1 bo'lganda, 
— 1, х > 1 bo'lganda,

78. у ~ , x e1 +х

79. у = lg А •

80. у =
x, x < 1 bo'lganda, 
x 2, l < x < 4  bo'lganda, 
2Л, x > 4  bo'lganda,

81. / ( x ) = x 2 va g(x)=2v funksiyalar berilgan bo'lsa, u holda 
/ ( Д х ) ) ,  f ( g { x )), g ( f ( x ) ) ,  g(g(x))  murakkab funksiyalarni 
toping.

82. Agar /  (x) = 

toping.
Vl+x2

bo 'Isa, /3 (*) = / ( /  ( / ) )  funksiyani

83. / (x) = ^  funksiya uchun.i / ( 3 x ) ,  / ( x 3). (У (л )')" 

funksiyani toping.
84. Agar / (x + l) = x 3 -  3x + 2 bo'lsa. / (x) funksiyani to ­

ping.
Funksiyalarning kompozitsiyalarini yozing:
85. g  (y) —y 2 va у = / (x)=lg x.

86. g(y) = sin у va y = / ( x )  = l - x 2.

87. g (y )  = y 2 va y = sinx.
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88. g ( y )
О, у  > 0 bo'lganda. 

v = .v.

2y. у  < 0 bo'lganda,
va у  = x~

89 g (у ) = 9V va

90. g ( v )  = J y  (y  > 0), у = 1 + x 2.

91. / ( x ) - 5 A va У"1 (x) log, x fu n k s iy a la r  ber ilgan .

/  (./ '( ' ') )■  -/ (У ('x)) birni toping.
92. г =  arccos у va у — 3 t x* fimksiyalnr uchun murakkab 

funksiya mavjudmi?

93. г = yjv va у = 9 —x" funksiyalar uchun murakkab funksiya 
mavjudmi?

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

I. Toq. 2. Juft. 3.Toq ham emas, juft ham emas.
4. Toq ham emas, juft ham emas. 5. Toq. 6. Juft.
7. Toq. 8. Juft. 9. Juft. 19. Toq.
I I .  Toq ham emas, juft ham emas. 12. Toq ham emas, juft 

ham emas.
13. Juft 14. Juft. 15. Toq ham emas, juft ham emas.
16. Juft. 17. Juft. 18. Toq ham emas, juft ham emas.
19. Davriy emas. 20. Davriy, T = 2л, 21. Davriy emas.

22. Davriy, T0 = * 23. Davriy, eng kichik musbat davri yo'q.

24. Davriy, 7J=8. 25. Davriy, T0 = ^ к. 26. Davriy, T(=20n.
27. Davriy, T = 60. 28. Davriy emas. 29. Davriy, T =  2n.

30. Davriy, T =  4n. 31. Davriy emas. 32. Davriy, Tlt = ^ .
33. Davriy emas. 34. Chegaralangan. 35. Quyidan chegaralangan, 

yuqoridan chegaralanmagan. 36. Chegaralanmagan. 37. Chegaralan­
magan. 38. Chegaralangan. 39. Chegaralangan. 40. Chegaralangan.
41. Chegaralangan. 42. Quyidan chegaralangan, yuqoridan chegara­
lanmagan. 43. Chegaralanmagan. 44. Chegaralangan. 45. Chega­
ralanmagan 46. Chegaralanmagan. 47. Chegaralangan. 48. Yuqo­
ridan chegaralangan, quyidan chegaralanmagan. 49. Quyidan 
chegara langan ,  yuqoridan  chegara lanm agan . 50. Quyidan 
chegaralangan, yuqoridan chegaralanmagan.



51. х  > 1 da qat'iy kamayuvchi, x  < 1 da qat'iy o'suvchi.

52. (—— ;3] da qat'iy kamayuvchi, [3;+°°)da qat'iy o'suvchi.

53. (-<*>; 1) u (l;+ °° )d a  qat'iy o'suvchi. 54. (-°°;+°o) da qat'iy 

o'suvchi. 55. u  (0 ;+ o ° )da qat'iy kamayuvchi. 56. ( - m;+ « )  

da kamayuvchi. 57. (-°°;0) u  (0;+°o)da qat'iy kamayuvc’ij. 58. 

(-°°;0) u  (0;+—) da qat'iy kamayuvchi. 59. (—oo; 1] da kamayuvchi,

|l;+°o) da o'suvchi. 60. ( - K,;+°°) da o'suvchi. 61. [0;*] va

da kamayuvchi, I ^ ^ I va ;тг] da o'suvchi. 62. [2;+—) da o'suvchi.

63. (-oo;-3) va (—3;^/5] da o'suvchi, [^/5;3) va (3;+°°) da 
kamayuvchi. 64. ( -oo ;- l |  da o'suvchi, [1;+°°) da kamayuvchi.

65. (-oo;0]da qat'iy kamayuvchi, [0;+°°) da qat'iy o'suvchi.

66. g ( y )  = s[y + 1. 67. g ( j )  = In ey ^  . 68. g ( > ) =  Vj 2 •

69. g ( y )  = ^ y -  5. 70. g ( y )  = ~ J \ ~ y \  j e [ 0 ; l ] .

71. g(.y) = yj\ -  y 2, v e [ 0 ; l ] .  72. Teskari funksiya mavjud

emas. 73. g ( v) = * tgv, у  e ( -  “ ; *).

74. g(y)  =
v, у < 0 bo'lganda,

yjy, v > 0 bo'lganda.

75. £(>>) = log, (jy + l) ,  y e  (-1;+°°). 76. g ( y )  = lJcosy .

77. Teskari funksiya mavjud emas. 78. g ( y )  = 1+У » у  * - I .  

79. g  (y) = 2 - 1 0 1, ;+<»).

у, v < 1 bo’lganda,
80. g(>0 = \ < у  <4  bo’ lganda,

log2 У, У > 4 bo’ lganda.

81. / ( / )  = x 4, f ( g )  = 4 \  g ( / )  = 2A\  g (g )  = 22'.
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*2. 83. / ( * г ) = ^ +1. /W -fj
( f ( x ) f  = 25x4 + 1 ° ^ +1 . 84 д-’ y v ' '  S> lg2jf %  SCU1 - f

87. sin2x  88. g i f )  -
2 ■ (x2 — 1). v e | — 1; 11 bo'iganda.

0, x  e ( , - l j u  |); t-со bo 'iganc^

39. 9 \  °1. / ( Г ' ( х ) )  л , Г ' ( /( .v ) ',  - x

92. Murakkab iunksiva mavjud emas. 93. Murakkab funksiya 
mavjud emas.

4- §. FUNKSIYANING LIMITI

1. Nuqtaning atrofi. Bizga ae R l hamda ixtiyoriy musbat yetarli 
kichik e>0 va с sonlar berilgan bo'lsin.

1- ta‘rif. Quyidagi

Uc(a)=\x : x e R '\ a—£<x<a\ i )

to'plam a- nuqtaning tr- atrofi deyiladi, e son csa atrofning radiusi 
deyiladi (4.1- chizma).

Ushbu

Uf+(<7)={x: xe R \  a<x<a'< f } 

to'plam a nuqtaning o'ng atrofi.

I f  (я)={х: xe R ' ,  a e<x<a)

to'plam esa a nuqtaning chap atrofi deyiladi H 2 - '.-hizm?)
Ushbu 0 <  \x— я|<е tengsizlik a—e<x<n+?, x ta  tengsizliklarga 

teng kuchli bo'lib, ularning har ikkalasini a nuqtaning b \\o \ atrofi 
shaklida ifodalash mumkin:

Ur{a)={x: x e R \  а—г<х<а+ e, xta).

Щ a )

/ "  ..... \--------- 1------------ 1------------ (.-------- — >
X___a— _____/ a r,У Clг u e

4.1- chizma. 4.2- chizma.



Ba‘zi hollarda IJ (я) atrof a nuqtaning 'eshik atrofi deb l am 
yuritiladi.

Haqiqiy sonlar 10‘plami Rl tarkibiga --»> va +<« simvollarni 
V.-; e R] uchun x  >—«  va *<+«> xususiyat bilan qo'shib, R 
to'plarnni hosil qilamiz:

R { ~ R l

R] da +•■» va — «nuqta- laming atrofi tuslninchalari quyidagicha 
kiiitiladi (4.3- chizma):

Lie (+°°)= { x : x  6 R [, с с R 1, с < x < -t °},
He ( со )-{x : x e R ', с e R . < x <  c},
Ц H = { x : x e  R ', c e R ‘, |x| >c).

2. Natural argumentli funksiya va uning limiti. N v a R' to‘plamlar 
berilgan bolib . / — har bir natural n(neN)  songa biror haqiqiy 
хДх е /?1) sonni mos qo‘yuvchi qoida yoki usul bo’lsin: f : n  —» x„. 
Bu holda Д' to'plamda natural argumentli funksiya aniqlangan deyiladi 
va x„=f{n)  kabi belgilanadi.

Agar x „ = f ( n ) funksiya berilgan bo'lsa, u holda uning argu­
m e n t  yoki n indeksini x„ o ‘zgaruvchi mos qiymatining nomeri 
deb qarash mumkin. Shunday qilib, x , = / ( l )  — funksiyaning 
birinchi qiymati, x2—/ ( 2 )  — ikkinchi qiymati, x ,= /(3 )  — uchin­
chi qiymati va h.k. Biz har doim qiymatlar to'plami E (x„)={x„} 
ni natural 1, 2, 3, .., n, ... ketma-ketlikka o'xshash nomerlarning 
ortishi bo'yicha tartiblangan, ya’ni

X ,,  X ; , X , .......  x,;, ... (1)

sonlar ketma-ketligi shaklida tasavvur qilamiz.

( , (-•>1 < < I

- с 0 c -v

4 3- chizma.
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Biz bundan keyin, qulaylik uchun, natural argumentli x„—f ( n ) 
funksiyani ketma-ketlik deb qaraymiz. Masalan, agar x„—f { n ) 
funksiya

*„=!> = i> x = i - ] r \  x„ = 1+(~ °

formulalardan birortasi bilan berilgan bo'lsa, ularga mos ketma- 
ketliklar quyidagi shaklda bo'ladi:

1, 1, 1, ..., 1, I, - I ,  1, ( -1 )" ,

i 1 1 1 • o i o  |+(1~ )Л
' 2 ’ 3 / j ’ ' " ’ ’ ’ U’ •••' 2 ..........

Endi {Xn}, /7=1, 2,... ke tm a-ketlikning chegaralanganligi 
tushunchalari bilan tanishamiz.

2- ta‘rif. Agar shunday o'zgarmas M son mavjud bo'lsaki, 
{x,,} ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan katta bo'lmasa, 
ya'ni V/ге N  uchun x„<M tengsizlik o'rinli bo'lsa, {x,,} ketma- 
ketlik yuqoridan chegaralangan deb ataladi.

Masalan, x„=sin n ,  x„=— n\
sinl°, sin2°, sin3°, .... sin n \  ...; — 1, —2, —3, ..., —a?, ... 

sonlar ketma-ketliklari yuqoridan chegaralangan, chunki birinchi 
ketma-ketlikning har bir hadi 1 dan, ikkinchi ketma-ketlikning 
har bir hadi esa —1 dan katta emas.

3- ta‘rif. Agar shunday o'zgarmas m son mavjud bo'lsaki, {x,,} 
ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan kichik bo'lmasa, ya'ni 
V/;e /V uchun x„> ni tengsizlikni qanoatlantirsa, {x„} ketma- 
ketlik quyidan chegaralangan deyiladi. Aks holda, {x,,} ketma-ketlik

quyidan chegaralanmagan deyiladi. Masalan, x n =  ̂ , x„=2n:

. i l l  1
’ 2 ’ 4 ’ 8 ’ 2 ”- ’

2, 4, 6, 8, . . . ,  2/7, . ..

sonlar ketma-ketliklari quyidan chegaralangan, chunki x n -  ^
o'zgaruvchining har bir hadi 0 dan, x„=2n o'zgaruvchining har 
bir hadi esa 2 dan kichik bo'lmaydi.

4-ta‘rif. Agar {xn} ketma-ketlik ham quyidan, ham yuqoridan 
chegaralangan bo'lsa, ya'ni shunday M , m o'zgarmas sonlar 
mavjud bo'lib, barcha n s N  lar uchun m<x„<M tengsizlik o'rinli 
bo'lsa, {x,,} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

Masalan, x„=sin n ,  x n -  [ ketma-ketliklar chegaralangandir.



5 - ta ‘rif. Agar Ve > 0 olinganda ham, shunday natural nn~ nQ(v) 
son topilsaki, barcha n>n0 natural sonlar uchun

\x„— (?|<e
tengsizlik bajarilsa, {x„} ketma-ketlik vaqinlashuvchi deyiladi, a 
son esa {xn} ketma-ketlikning limiti deb ataladi va

lim x n = a yoki n —» «> da x„ —> a

kabi belgiianadi.
Bu ta ‘rifni qisqacha

( lim x n = a) <=> (Ve > 0, d/70 = и0(е) e N  : V/г > n0 ->| x n — a |< e)
/I—)oo

kabi ifodalash ham mumkin.

A_

<i-C (I I с

4 4- chi/.ina.

6 - ta ‘rif. Chekli limitga ega bo'lgan ketma-ketlik yaqinlashuvchi 
ketma-ketlik deb ataladi. Agar ketma-ketlikning limiti cheksiz yoki 
mavjud bo‘lmasa, u uzoqlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

Ketma-ketlikning limiti quyidagi geometrik ma'noga ega: agar 
\x„} ketma-ketlik a limitga ega bo'lsa, a nuqtaning e - atrofida n= n0 (e) 
nom erdan  boshlab, ketm a-ketlikning ham m a hadlari yotadi 
(4.4- chizma).

1-misol. Ushbu
r 1 I 3/1 t 3 2 9 3n
ы = 11+1 I 4 /7+1

ketma-ketlikning limiti a= 3 bo‘lishini ko'rsating.
Yechilishi. lxtiyoriy musbat e sonni olamiz. Bu e>0 songr ko'ra 

’3
deyilsa, u holda V/г > n0 uchunПп =
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3-с ЛЧ, 3 х^< -v„

4.5- chizma.

З+с

х„ -  а = 1 3
—3

l«+l n+ 1

3 3 3< е , —  < е ,  /7 + 1 > - ,  п > —  1 
/7+1 с е

3
i'0 'ladi. Demak, l im — - = 3 (4.5- chizma).

п->~ П+1 4 7

7-ta‘rif. Agar Н т х „ = 0  bo isa ,  u holda {x,,} ketma-ketlik 
cheksiz kichik miqdor deb ataladi.

Masalan, ushbu ketma-ketliklar cheksiz kichik miqdorlar boiadi.

2-misol. I Jshbu ketma-ketlikning limiti nol bo'lishini ta’rifga 
asosan isbot qiling:

w =
( - 1)"

Jn ’ 7 2 ' л/3 ” yfn

Yechilishi. Ixtiyoriy musbat e sonni olaylik. Unda bu e>0 
songa ko'ra shunday natural n0(nQ=n0( e)e N) son topilishini 
ko‘rsatish kerakki, n >n0 bo igan  barcha natural n sonlar uchun

I X „— 0 | =  | X „ |< E

tengsizlik bajarilsin. Yuqorida aytilgan /7(l sonni topish, bu holda

- Н ) "
- I In  

Ravshanki,

< e tengsizlikni yechish orqali amalga oshiriladi.

( 0  
■ n

1 I г 1
<  £ <=> — <  £ <=> — <  Л/А7 <=> П > .

Jn F Г
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D em ak , n{) naiura) son sifatida I 2 + i -  >h o linsa , unda

V/; > n0 uchun

( - 1)"
Гyjn

1
T  < £sin

( - 1)
bo'ladi. U hoida ketma-ketlik limitining ta'rifiga ko'ra hm  _ -  0

" .....  V"

bo'ladi.
8 - t a ‘rif. Agar V £  > 0 son olinganda ham  shunday n{j(e)e N  

topilsaki, Va; > n0 uchun | x J > E  b o ‘lsa, u holda {x„\ ketma-ketlik

cheksiz katta miqdor deb ataladi va lim xn = kabi belgilanadi.
n->oо

M asalan,

1) {x„}={2'’}; 2) {x„}={—/;}; 3) {jf„}={log3/j}

ketma-ketliklar cheksiz katta miqdorlar bo'ladi.
3-misol. {x,,}={3"}, 3; З2, 3-\ . . ., 3", . . . ke tm a-ketlikning 

limiti +~= ekanligini ko'rsating.
Yechilishi. Ixtiyoriy E>0 sonni olaylik. U nda  bu songa ko'ra 

shunday n,te TV (n0=n0(E)) son topilishini ko'rsatish kerakki, barcha 
n>fiQ uchun

x  —3n > En

tengsizlik bajarilsin.
R avshanki,

3">£■<=> log3 3" > log, E  <?=> /; > log3£ \

0<£<1 bo'lganda, n = n 0(E)=  1 deyilsa, unda V/г > /;0 uchun

har doim 3">E tengsizlik bajariladi. Bu esa lim x„ = lim 3” = +00
ekanligini bildiradi.

Chekli limitga ega bo'lgan ketma-ketliklar quyidagi xossalarga 
ega;

1°. {x,,} va {y„} ketma-ketliklar berilgan bo'lib, ular mos ravishda 
chekli a va h limitlarga ega bo'lsin. U holda

lim (x„ ± y n) = a ± b; lim (x„ y n) -  a b: lim x,; = a (b t- 0)
n— '  n — О

m unosabatlar o'rinli bo'ladi.



2°. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega bo'ladi.
3°. Agar {x„} ketma-ketlik chekli limitga ega bo'lsa, ketma- 

ketlik chegaralangan bo'ladi, aks holda, {x„} ketma-ketlik cheksiz 
limitga ega bo'lganda esa ketma-ketlik chegaralanmagan b o ‘ladi.

4°. {x,,} va {>’„} ketma -ketliklar yaqinlashuvchi bo'lib, A‘„ = a,

!,‘™ Уп =  ̂ bo'lsin. Agar V/г e N  uchun x„<y„ (x„>y„) bo'lsa, 
u holda u < b  ( a > b )  bo'ladi

5°. {a,,} va {>’„} k e tm a -k e t l ik la r  y a q in la sh u v c h i  b o ' l ib ,

J(jni xn = ^™ >n = a bo'lsin. Agar V/;e N uchun x„ < z»< y n bo'lsa,

u holda {г,,} ke tm a-ketlik  ham  yaqinlashuvchi va lim z„ = о 
bo'ladi.

k e tm a -k e t l ik n in g4 -m iso l .  | x nJ = | yfn2 + n + 1 — \Jtr — 11 

limitini toping.
Yechilishi. Berilgan {x,,} ketma-ketlikning limiti l°xossaga asosan 

quyidagicha topiladi:

M m -(\f tr  + /7 + 1 — \jtr  — 1) = lim
V/r+w+l-x/w2- !

= lim

*)
1 +

/7

Г i i Г, i 2

5-misol. { /« } - 1 —  + —  + •••+ r -— 1 ketma-ketlikning
[ \ ln+1 \jn +2 yjn +n |

limitini toping.
Yechilishi. Ravshanki, barcha ne N  lar uchun

/ i l l  I n
X n =  _______  <  ,___ __ +  ,______ +  . . .  +  ,_______ <  ,_______ =  7

\Jn2+n \jn~ + 1 \fn~+2 \[n2+n \ln2 + 1

tengsizlik bajariladi va {x j,  {гп} ketma-ketliklar bir xil limitga ega.

lim n _ = lim * -  1, lim "— = lim J__= 1.
I+1 n̂ J n 2+1 L  \itr
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U holda 5°- xossaga asosan, {v j  ketma-ketlik ham limitga ega 
b o i ib ,

lim y„ = 1
/7—>°° ^

bo‘ladi.
6-misol. {хч}={(— 1)”} ketma-ketlikni yaqinlashishga tekshiring. 
Yechilishi. Faraz qilaylik, a  son, {xn}={(— 1)"} ketma-ketlikning 

limiti b o ls in ,  ya‘ni Ve > 0 son olinganda ham  3 w0(e) (n0 e N ) ,  
V « > « 0(e) la r  uchun

| x„ — д |< е  (1)

bajarilsin. Agar e= 1 deb olsak, (1) tengsizlik n ning juft q iym at­

larida

l - a < 2  ( 2 )

ko lin ishga , n ning toq qiymatlarida esa

1 a < \  <3)
ko lin ishga  keladi. a ning hech bir qiymatida (2) bilan (3) teng- 
sizliklar bir vaqtda bajarilmaydi. D em ak, farazimiz no to ‘g‘ri, ya‘ni 
yaqinlashuvchi ketma-ketlikning ta l i f m i  qanoatlantiruvchi a son 
va «0(e) nom er mavjud emas. Shunday qilib, berilgan ketm a- 
ketlik yaqinlashuvchi emas ekan.

9 -ta ‘rif. Agar V n e  iV uchun

X„<X„+1 (x„< X„+i)

tengsizlik o ‘rinli b o isa ,  {x„} o'suvchi (qat'iy o'suvchi) ketma-ketlik 
deyiladi.

1 0 - ta ‘rif. Agar V /;e  N  uchun

Xn^Xn+1 (Xn X,i i)

tengsizlik o ‘rinli bo isa ,  {x j kamayuvchi (qat'iy kamayuvchi) ketma- 

ketlik deyiladi.
11- ta‘rif. 0 ‘suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar monoton 

ketma-ketliklar deyiladi.

Masalan, 1, 2, 2, 3, 3, 3, . . /?, o ‘suvchi,

2, 22, 2 \  . . . , 2”, . . . q a t i y  o'suvchi.



- qat'iy kamayuvchi.
l l

kaniayui.":hi.2 2 ii ' и
I-teorem a. Agar {л,,} ketina-kcilik  o'suvchi (kam ayuvchi)  

[„j’lib, yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo'lsa, u holda u chekli 
limitga ega; agar {x,,} ketma-ketlik yuqoridan (quyidan) chega- 
|;inmagan b o ’lsa, u holda {л„} k-rtma ketlikning limiti (—<*>)

7-m isol. Ushbu ketm a-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini 
^(itlang va limitini toping:

^  yozish mumkin, u holda V» > «p. //„ -  |</| lar uchui: v. , . :c 
(ei,tjsizlik bajariladi. 9- ta'rifga ko'ra, {л,.} ketma ketlik n0 -  [«j 

(fierdan boshlab kamayuvchi.
Bundan tashqari,  barcha  ne N  lar uchun .v„>0, ya 'n i  {.v„j 

yidan chegaralangan. 1- teoremaga asosan {л„} ketma-ketlik

Jnlashuvchi. Uning limiti b bo'lsin: lim x „ - b .  U holda (1)
te|1̂ likda limitga o ‘tamiz:

lim A«+i = Hm " ■ x„П — n—foo ri~t 1

^yidagiga ega bo'lamiz: b—O-b yoki b= 0.

Shunday qilib, lim “ = 0 .
oo П

Z'teorema. (Koshi kriteriysi). {л:,,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi 
.iiQbi iifinin v/f >> n cr îi nimnonrio Kom shuпс!зу И £ N  SOU

Isboti. Shartga ko'ra,

X”+l («+!)! H+l I) ( i )

f,,;isizli kning bajarilishi zarur va vetarli.
|CK

»

(1|inlushuvchi ekanligini isK dang

8-misol. {л'п} = + n e  A’ ketma-ketlikning



Isboti. Berilgan ke tm a-ke t l ik  u c h u n  л'„+л -  ay irm ani 
baholaymiz:

• i '.'Of ‘n ,

I
1 ’ ‘ i I

i i < yi+1 | I

.Agar Ve > 0 songa ko 'ra  /70= l l o g , 1 ] deb oiinsa, Vrc > n(l

a Vr e V lar uchun

Xn)/, .*„ < <E

tengsizlik bajariladi. D em ak, Koshi kriteriysiga ko 'ra, berilgan 
ketma-ketlik chekli limitga ega ekan

3. Ixtiyoriy argumentli funksiyaning limiti. X — biror haqiqiy 
sonlar to ‘plami (A c/?1), a — biror nuqta bo'lsin. Shu to 'p lam da 
f i x )  funksiya aniqlangan

12- t a frif Agrr U t(«) (e>0) da V to 'p lam ning  a dan farqli 
kamida bitta nuqtasi bo'lsa, a nuqta A to 'p lam ning limit nuqtasi 
(quyuqlanish nuqtasi) deb ataladi.

M isollar: 1) Ushbu |0 ;2 |= { .v  : xe R \  0<v<2} to 'p lam n ing  
har bir nuqtasi shu to 'p lam ning  limit nuqtasi bo'ladi.

2) yv={l, 2, 3, . . .  n. . . .  } to 'p lam  limit nuqtaga ega emas.
3) (0, l )= { . \ ->  c- 0 < x < l}  to 'p lam n in g  hai bir nuqtasi 

shu to 'p lam ning  limit nuqtasi bo 'ladi va yana v=“0, I nuqtalar 
bam (0; 1) to 'p lam  nehun limit nuqtalardir

Limit nuqta .juyidagi xossalarga ega
A t.-. p ..*• л ,o ; Tbit nuqtasi shu to 'plam da tcgishli bo'lishi 

ham, tegishli b- hr >:;liui ham  m umkin.
2°. Agar n t 'uqta .V <o'plamning limit nuqtasi bo'lsa, a nuqtaning 

har bir atrofida X  to 'p lam ning  cheksiz ko 'p  nuqtalari bo'ladi.
3°. Agar a nuqta A to 'p lam ning  limit nuqtasi bo'lsa, X  to 'plam  

nuqtalaridan a ga intiluvchi {x„}, (x„eX , x ^ o ,  n =  1 , 2 , . . . )  
ketma-ketlik tuzish mumkin.

13- t a ‘r if  (Gevne ta'rifi). Agar A to 'p lam ning nuqtalaridan 
tuzilgan va a ga intiluvchi har qanday {x„\ {х„Фа, n— 1, 2, . . .) 
ketma-ketlik olganda ham  unga mos {/(x,,)} ketma-ketlik ham m a 
vaqt yagona b (chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, shu b ga f ( x )



funksiyaning a nuqtadagi (yoki x->o dagi) limiti deb ataladi va uni 
yoki x ^ a  da f i x ) - * b  kabi belgilanadi.

14-ta‘rif. (Koshi ta ‘rifi). Agar Ve > 0 son uchun shunday 5(e)>0 
son  to p j i s a k ^  a r g u m e n t  x  n in g  0 < |x —o |< 5  t e n g s i z l i k n i  
qanoatlantiruvchi barcha  qiym atlarida \ f ( x ) —b\ <e  tengsizlik 
bajarilsa, b son f i x )  funksiyaning a nuqtadagi (x~>a dagi) limiti deb 
ataladi.

Esiatma. 13 va 14- ta'riflar o 'zaro teng kuchlidir.
X  {XciR') to 'p lam  berilgan bo'lib, a nuqta uning o 'ng  (chap) 

limit nuqtasi bo'lsin. Shu to 'plam da f ( x )  funksiya aniqlangan.
15- ta‘rif. (Geyne ta'rifi). Agar X  to ‘plamning nuqtalaridan 

tuzilgan va har bir hadi a dan katta (kichik) bo'lib, о ga intiluvchi 
har qanday \x„) ketma-ketlik olinganda ham, unga mos { f (xn)} 
ketma-ketlik ham m a vaqt yagona b ga intilsa, shu b ni f ( x )  
funksiyaning a nuqtadagi o'ng {chap) limiti deb ataladi.

16-ta‘rif. (Koshi ta'rifi). Agar istalgan e>0 son uchun shunday
o—5(e)>() son to p i lsak i ,  a rg u m e n t  x  n ing  U E+(o) ( U r"(o))  
atrofdagi barcha qiymatlarida \ f ( x ) —b | <e tengsizlik bajarilsa, b 
son J (x) lunksiyaning a nuqtadagi o'ng (chap) limiti deb ataladi 
va u, mos ravishda, quyidagicha belgilanadi:

/ ( * )  = b yoki f { a + 0 ) = b ,  ( lim f {x )  = b yoki
f { a - 0 ) = b ) .  x" a~° '

 ̂ yoki cheksiz (a\b) oraliqda f ( x )  funksiya berilgan bo'lib, 
uning grafiklari 4.6-4.18- chizmalardagi kabi tasvirlangan bo'lsa, 
f i x )  funksiyaning x->a  va x-^b dagi limitlarini analitik ko'rinishda 
quyidagicha yozish mumkin:

4 .6-chizma uchun lim f i x )  = +°°, l i m / ( x )  = —
X —*Q Х —ъЬ

2- 4.7-chizma uchun lim f i x )  = +°°, lim f i x )  = -н».
x -^a  x-*b

3. 4 .8-chizm a uchun >im f i x )  = — Hm f { x )  = —«в.
x-*u x —>b

4. Mos ravishda, 4.9-, 4.10- chizmalar uchun

lim f ( x )  = +oo lim f ( x )  = с ( е е / ? 1);
x —>a x->h

l i m / ( x )  = c ( c e / ? 1), lim f i x )  = +°°
лг_>0 x->b

5. Mos ravishda, 4 .11-, 4.12- chizmalar uchun Пт  f i x )  -  00 >’ Л—>0
' i m / ( л’) = с ( c e R ]), l i m / ( x )  = c ( c e T ? 1), l i m / ( х )  =

*->a' JC—
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6. 4.13-, 4.14- chizm alar uchun l im /( .* )  = с,
x ->a

lim f ( x )  = с (с e R ] ).
x —*b

7. 4.15-, 4 .16-, 4 .17-, 4.18 chizm alar uchun  

l im /U ) = c ,  lim f ( x ) = d  ( c , d  c- Rl ).
Y - 4 J  X

4 .1 0 - chizma. 4 .11- chizma.
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4.12 - chizma. 4.13 - chizma.
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4 .18- chizma.



1-misol. f ( x ) — x4 funksiyaning x—>3 dagi limiti 81 ga teng 
ekanligini ko'rsating.

Yechilishi. 3 ga intiluvchi ixtiyoriy {x„} (x„*3, n=  1, 2, . . .) 
ke tm a-ketlik  olamiz. Unga mos [ f (x„)} ke tm a-ketlik  quyidagi 
[f(Xn)}={xnA) ko 'rinishda bo'ladi. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar 
ustidagi arifmetik amallarga binoan (3-§, 2 -band, 1°- ga qarang):

lim f ( x t, ) = lim x 4 = lim (x„ • x  -x  x )  = 81.
V "  n x n ->3 ”  n ” n

D em ak, 13-ta‘rifga ko'ra, l i m / ( x )  = 81-
x->3

12-misol. / (x) = sin (x  Ф 0) funksiyaning x ^ O  da limitga

ega emasligini ko'rsating.
Yechilishi. Nol nuqtaning atrofida nolga intiluvchi ikkita har  xil

ketma-ketliklarni olaylik. U holda

/ (x'n) = sin ~  = sin n 7i = 0,
xn

r t  » \  • 1 • (4 /1  +  1)71 • / т  7 t4 ,
/ ( X „ )  =  S i l l  =  S i l l  = S i n  ( 2 /7 7 1  +  )  =  1

bo'lib,

lim f { x ' )  = 0, lim f i x " )  = 1
П—>oo n—>°°

bo'ladi.

Bu e sa  3 - § ,  2 - b a n d ,  2 ° -  xossaga  k o ' r a ,  f ( x )  = sin ^

funksiyaning x= 0  nuqtada limiti mavjud emasligini ko'rsatadi.
3-misol. f ( x ) = 2 x + 3  funksiyaning x = l  nuqtadagi limiti 5 ga 

teng bo'lishini ko'rsating va e=0,01 uchun  8 ni toping.

Yechilishi. Ve > 0 songa ko 'ra  5 ni 6 = |  deb olsak, u holda 

|x— 1|<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x lar uchun

|(2x+3)—5|=|2x—2|=2|x— 1|<£

x  — 1 <  ̂ = 5
2

m unosabat bajariladi.

D em ak , 14- ta 'rifga ko 'ra ,  lim (2x + 3) = 5 ekanligi kelibX-->1



bo'lganda |(2x+3)—5|<0,01 bo 'lar ekan.
i

14- misol. |jm a x  ̂ > j) _ о tenglikni isbotlang.
,v->l— 0 |

Isboti. Ve > 0 va x < 0  uchun a x < e tengsizlikni yechamiz.

Agar e > l  bo'lsa, u holda Vx < 0 lar uchun  a y,x< e tengsizlik 
bajariladi.

Shuning uchun Ve > 1 bo'lganda 8 o 'rn ida  ixtiyoriy musbat 
sonni olish m um kin, masalan, 5=1. Agar e<l bo 'lsa, u holda 
tengsizlikning ikkala tomonini logarifmlab,

1 , , In aIn a < In e <=> x  >
-v In e

tenglikka ega bo'lamiz.
Shunday qilib, VO < e < I bo'lganda ham  — 5<x<0 tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi 5 mavjud bo'ladi. Masalan, 5 = — |n a > 0  deb
In t'

olish vetarli.
l

Dem ak, a x (<7 > 1) funksiyaning x= 0  nuqtadagi chap limiti

nolga teng ekan.
X(Xcz  R1) to 'p lam  berilgan bo'lib, a uning limit nuqtasi hamda 

bu to 'p lam da f { x )  va g (x)  funksiyalar aniqlangan bo'lsin. 
Quyidagi xossalar o'rinli.
1". Agar x— da / ( x )  va g(x) funksiyalar limitga ega bo'lsa, 

f i x )  ± g(x) funksiya ham x ^ a  da limitga ega bo'ladi va

lim [ / ( x )  ± g ( x )] = h m  f i x )  ± lim g(x)
x —>a x  —>a x  —>a

tenglik o'rinli.
2(). Agar x~^a da / ( x )  va g(x) funksiyalar limitga ega bo'lsa, 

/ ( x )  g(x) funksiya ham x-^ci da limitga ega bo 'ladi va

lim | f i x )  • g(x)] = lim f ( x )  lim g(x)
x-*a x-$ a  x-*a

tenglik o'rinli.
3°. Agar x -*a  da f ( x )  funksiya limitga ega bo 'lsa , k - f ( x )  

(£=const) funksiya ham x-^a da limitga ega bo'ladi va

lim[/c- / ( x ) ]  = к • lim f i x )
x-+a х-+а

tenglik o'rinli.

chiqadi. Endie=0,01 desak, 5 = 0,01 = 0,005 bo'ladi. 0<|x— 1|<0,005



4°. Agar x—>a da f ( x )  va g(x) funksiyalar limitga ega bo lib , 
f  (•'O

bo isa ,  ^  funksiya ham  x->a  da limitga ega bo'ladi va

f<x\ lim f ix)  
lim = lim * *"
x - > a  g ( x )  x->o lim  g (x )  

x —>a

tenglik o'rinli.
E slatm a. Г ,  2° va 4° x ossa la rda  x —><7 da / ( x )  va g(x) 

funksiyalarning y ig indisi, ko 'paytm asi va b o l in m as id a n  iborat 
b o ig a n  funksiyalarning limitga ega bo lish idan , bu funksiyalarning 
har birining limitga ega bolish i  har doim ham  kelib chiqavermaydi.

M a s a l a n ,  /  (* )  = 1 -  sin ^ , g ( x )  = s i n -  f u n k s i y a l a r

yig lndisi  / ( x )  + g ( x )  = l b o l ib ,  x->0 da / (x )+ g (x ) -> l .  A m m o 
x->0 da f ( x )  va g(x) funksiyalarning har biri limitga ega emas.

5-m isol. jim .(15cos" nx + 3sin ’ та: + х+0’5) funksiyaning li:  

mitini toping.
X + 2,5

Yechilishi. 15cos:nx, 3 s in 37LX va x+05 funksiyalarning x—>0,5 

dagi limitlarini hisoblaymiz:

lim 15 cos2 тих = 15 lim cos тех lim cos roc = 0.
*-> 0,5  *->0,5 *->0,5

lim 3 s in 3 тех = 3 lim sinTt x  • lim sin тех • lim sin n x  = 3,
,v->0,5 *->0,5 x->0,5 x->0,5

.  lim  x+ 2 ,5
lim = = 3.

x ^ o , 5  .x+0,5 lim  x+ 0 ,5
x->0,5

D em ak, Г —4°- xossalarga asosan, quyidagiga ega bo lam iz :  

lim (15cos2 тех + 3 s in 3 тех + л+^ )  =
л—>0,5 x+ 0 ,5

= lim  15cos2 тех + lim 3 s in 3 n x  + lim x+^'l = 0 + 3 + 3 = 6.
x^0,5 *^0.5 x->0,5 X+0,5

17- ta‘rif. Agarx->a (a — chekli yoki ±=°) da /(x )  fiinksiyaning limiti 

nolga teng, ya‘ni lim /  (x)=0 bo‘lsa,/(x) chebiz kichik funksiya deyiladi.
x  —> 0

Masalan, lim sinx=0, lim  In (l+x)=0, lim lnx=0, lim cosx=0,
x - >0 x - >- 0  x->l *->-
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lim —  = О,
*->+«■ yjx

lim  ——  = 0 bo'lganligidan, ta'rifga ko 'ra , s in x ,
ln|x|

2
funksiyalar cheksiz kichik funksi-ln ( l+ x ) ,  Inx, cosx , ln|x 

yalardir.
18- t a ‘rif. Agar x-^a  (a — chekli yoki ±°°) d a / ( x )  funksiyaning 

limiti cheksiz ( ± o o )  bo'lsa, / ( x )  cheksiz katta funksiya deyiladi.

4 a-hm
x->2 ( x - 2 ) ‘

lim ( x 2 + x  + 1) = +<*>,Masalan: lim tg2 x= + °71
X —> —2

(^3+ 2 )= -o o  bo 'lgan lig idan , tg2x, 4v , ,  x2+ x + 1, x 3+2
(x—2 )-

funksiyalar cheksiz katta funksiyalarga misol bo'ladi.
X  to 'p lam da  aniqlangan / (x) funksiya x- >a da (bu yerda a 

shu X  to 'p lam ning  limit nuqtasi) chekli h limitga ega bo'lsa (ya'ni

" ^ / ( • * ) = £ ) ,  u holda a (x)=f (x)  —b funksiya x —>a da cheksiz

kichik funksiya bo'ladi. Agar/ (x )  funksiya f (x ) = b + a (x )  (bu yerda 
et(x), ifoda x->a da cheksiz kichik funksiya) ko'rinishda tasvirlansa, b—

funksiyaning x—>a dagi limiti bo'ladi.
E s i a t m a .  F u n k s i y a n i n g  

b i r o r  n u q t a d a  b i r  t o m o n l i  
l im it la r i  m av jud  b o ' l i s h id a n  
uning shu nuqtada limitga ega 
bo 'l ish i  har  do im  ham  kelib 
chiqavermaydi.

3- teorema. f ( x )  funksiya a 
nuqtada b limitga ega bo'lishi 
uchun uning shu nuqtada o 'ng  
va chap limitlari mavjud bo'lib,

/  (cr+O) = f ( a —0) =b

tengliklar o 'rinli bo'lishi zarur va yetarli.
6- misol. / ( x )  funksiya x=0 nuqtada limitga ega emasligini 

ko'rsating (4 .19-chizma):

x 2, agar x  < 0 bo'lsa,
f ( x )  = •

x +1, agar x  > 0 bo'lsa.

Yechilishi. Berilgan funksiya son o 'qida aniqlangan. x < 0  uchun
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funksiya/ (x) =  x2 formula bilan beriladi. x  =  0 nuqtada x2 funksiyaning 
limiti nolga teng bo'ladi, u holda 3-teoremaga asosan x = 0  nuqtada 
berilgan funksiyaning chap limiti ham  nolga teng bo'ladi:

lim  f i x )  -  lim x 2 = l i m x 2 = 0.
*_>()— x->0-~ x->0

x= 0  nuqtada berilgan funksiyaning o 'ng  limiti 1 ga teng bo'ladi: 

lim / ( x ) =  l im (x  + 1) = lim (x  + 1) = 1.
jc->0+ л->0+ *->0

Demak, berilgan funksiya x = 0  nuqtada chap va o ‘ng limitlarga 

ega bo'lib, lekin ular teng emas: lim / ( x )  ф lim / ( x ) .  Shunday
x  —>0-r , v - » 0 —

qilib, 3-teoremaga asosan, berilgan funksiya x= 0  nuqtada limitga 

ega emas.
7-misol. Ushbu funksiyaning x= 0  nuqtada limitga egaligini 

ko ‘rsating:

f i x )  =
x.  agar x  < 0 bo'lsa,

sin x , agar x  > 0 bo'lsa,

Yechilishi. Berilgan funksiya son o ‘q in ingx= 0  nuqtadan boshqa 
barcha nuqtalarida an iq langan ./(x )  funksiyaning x= 0  nuqtada chap 
va o 'ng  limitlarini hisoblaymiz:

lim f i x ) =  lim x = 0 ,  chunki l im x  = 0,
a - » 0 —  x - > 0

lim f i x )  = lim sin x = 0 ,  chunki lim sin x = 0.
л - > 0 +  л - > 0 +  л" —>0

Demak, berilgan funksiya x = 0  nuqtada chap va o 'ng  limitlarga 

ega bo'lib, ular o 'zaro  tengdir: lim / ( x )  = lim f i x )  = 0. 3 -teore-x—>0— x—>0+
maga asosan, berilgan funksiya x = 0  nuqtada chekli limitga ega. 

Funksiya limitining mavjudligi haqidagi teoremalarni qaraymiz.
4- teorem a. Agar nuqtaning U s(a) atrofidan olingan x  ning 

barcha qiymatlarida

g(x)< f(x)<h(x)

tengsizlik o 'rinli ham da x—>a da g(x) va h(x) funksiyalar limitga ega 
bo'lib,

lim g(x)  = lim h (x) = b
x->a x->a

bo'lsa, u holda f i x )  funksiya ham  limitga ega va



lim / ( x )  = b
x-*a

bo'ladi.
5 - teorem a . A g ar  / ( x )  fu n k s iy a  X  t o 'p l a m d a  o 's u v c h i  

(kamayuvchi) bo'lib, yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo'lsa, 
/ ( x )  funksiya a nuqtada chekli limitga ega bo'ladi va, agar f { x )  
funksiya yuqoridan (quyidan) chegaralanmagan bo'lsa, uning limiti 
+Do ( -00) bo'ladi.

6- teorema (Koshi kriteriysi). / ( x )  funksiya a nuqtada chekli 
limitga ega bo'lishi uchun , Ve > 0 son uchun shunday 5=8(e)>0 
son topilib, argum ent x  ning 0<|xi—a|<8, 0<|x2—o|<8 tengsiz- 
liklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x\ va x2 (xi, x i e X )  qiymatlarida

1/Xxi)—/ ( x 2)|<e 

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

8- misol. / ( * )  ~ ^  + x2 funksiyaning x—>°° da limitini toping. 

Yechilishi. Barcha x /0  lar uchun  quyidagi

1 < . /1 + 7 < 1 + -■J 
X~ X

tengsizlik bajariladi. lim(l + \ ) = 1 chunki lim \  = 0 . Demak,
X “ X ^oo  x

4- teoremaga asosan,

bo'ladi.

lim 1 +
x->°° V X

9-misol. x-*0 d a / ( x ) = x Jsin -  funksiyaning limiti chekli ekan­

ligini ko'rsating.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning x=0 nuqtada chekli limitga ega 

ekanligini isbotlashda Koshi kriteriysidan foydalanamiz. Ve > 0

son olib, 8 ni 8 = ^J- deb qarasak, x  ning 0 < | x, |< , 0 < | x 2 I <  ̂2

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x,, x2 qiymatlari uchun  
quyidagiga ega bo'lamiz:

f ( x , ) ~  f ( x 2) = x,2 sin 1 - x 2 sin 1 <
X, x 2
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. 2 • 1 2 - 1 ^ 1  I 2 I I 2< X, Sin + A, Sin < A, + A, < e 
*1 ‘  x 2

Bu esa qaralayotgan funksiya a= 0 nuqtada Koshi kriteriysini 
qanoatlantirishini k o ‘rsatadi. D em ak, berilgan funksiya a-> 0 da 
:hekli limitga ega ekan.

Funksiyaning limitini topishda quyidagi ajoyib limitlar m uhim  
rol o'ynaydi:

, .  ,■ sinx ,• x ,1) lim  = lim  . = 1;
.T̂ O X  x-^0  Sin X

1
2) lim (1 + 1 )x = l im(l + y ) y = e (e ~ 2 ,71828...) ;

X —>+co X  v-> 0

. .  .. (l+x)“ - l3) lim  = a;
X —>0 X

4) lim log°(1+x) = log e(a > 0 ,  а ф 1);
л —>0 X

5) lim 0 —1 = In a (a > 0).
x —*0 X

lk k ita /(A ) va £(a) funksiya XczR' to'plam da aniqlangan bo'lib, 
a nuqta X  to'p lam ning limit nuqtasi bo'lsin . Bu holda yuqorida 
keltirilgan ajoyib limitlardan quyidagi tasdiqlar o'rinli bo'lishi kelib 
:hiqadi:

6) Agar lim /(a )= v 4 > 0 , lim  y ( x ) = B  (A, В — chckli sonlar)
x— x—

d o 'Isa, u  holda
lim <р(я) In f ( x )

lim  /  (a)*** = = e BlnA = A B
x —>a

bo'ladi.

7) Agar l im /(A )= l,  lim ф(х)=оо bo'lsa, u holda lim [/'(а)]ф<л)=
x->a x->a x->a

lim  ф ( х ) [ / ( л ) —1)

= ex~*a tenglik o'rinli bo'ladi.

10-m isol. lim l—c° s2* hisoblang.
x  —>0 X

Yechilishi. 1) formulaga asosan quyidagiga ega bo'lamiz:

=  2.

'j
1—cos2x 2sin x -)>•lim 7 = lim , = 2 lim

x—>0 X *->0 x
si n X 

X

11-misol. lim = 1 +
X

ni hisoblang.
Л9х
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Yechilishi. 2) formulaga asosan,

lim(l + 1 )9v = lim[(l + 1 )л ]9 = [lim (l + 1 )xf  = e9
X -> oo X X  — Г V . Л V '  J Cx->°° X

natijani olamiz.

12-misol. lim
'o 2 ,  Л 2x  +3

.8.X +3

2x +5 

2 x 2 + 3

ni hisoblang.

Yechilishi. f ( x )  = " ; <p(x) = 8x2 + 3
2x +5

belgilarni kiritib, har bir funksiya uchun  limitni hisoblaymiz:

2 +
lim f ( x )  = lim * = 1; lim cp(x) = lim (8x2 + 3) = + -
C -> + o o  X — > + o °  2 _ J_  V  — >4-oo \  /  . .  . V '  1

So'ngra 7) formuladan foydalanamiz:

/ ( x )  - 1  =

lim
X—>+°°

2 x 2 +3

2 x2 +5

2 x 2+3

2 x 2 +5

\8 X 2 +3

= eJ

2 x 2+5 ’

lim (p(x) l / (x) - l |

lim cp(x)[/(x) — 1] -  — lim 2(8a‘2+3> = _ 8
X  X - > + o o  2л +5

Shundan keyin, quyidagiga ega bo'lamiz:

lim
X—>+zo

2x 2+3
2 x+5

\8 .\"+ 3

= e-8

13-misol. lim x (5* — 1) ni hisoblang.
X - > + o o  °

Yechilishi.  ̂ = у  deb belgilaymiz. U holda da y-»0.
Demak, 5) formulaga asosan

lim x
X — >+oo

5* -

i

= lim j - lim y  = in 5 bo'ladi
X —>+o° 1 X —>+oo у  ’

,  . . ,  i- x / l + s i n x — 1 . . .  , ,
14-misol. lim ni hisoblang.

x->0 Sin X 6
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Yechilishi. sin x = t  deb belgilaymiz. U holda x-»0 da /—>(). 
D em ak, 3) formulaga asosan,

lim  ЩШх- l  _ lim  (|« ,,/3- i  =  I 
x—>0 S i n x  0 t 3

bo'ladi.

15-misol. lim ni hisoblang.
x - » 0  3 — 1

Yechilishi. 4)—5) formulalarga asosan quyidagiga ega bo iam iz :  

j im  log3(*+Q  = j im  log3(x + l)  x _  log3 e _ 1
X ->o 3'v—1 .y —>0 X З х —1 In 3 In2 3

n(1- /̂x> /(l—x)
16-misol. lim ni liisoblang.1+X

*1 1 2+x
Yechilishi. 6) formulaga asosan quyidagiga ega bo iam iz :

X -

1 - J x

2

-»i l 2+х I x —>i I 2+x 3 /

4. Funksiyalarni taqqoslash. Д Л с / ? 1) to 'p lam da  f i x )  va g(x) 
funksiyalar aniqlangan bo'lsin.

1 9 -ta ‘rif. Agar f { x )  va g(x)  fu n k s iy a la r  u c h u n  sh u n d ay  
o 'zgarmas 8>0 va С sonlar topilsaki, barcha xe Ща)  lar uchun

l/(x)| < С  • |g(x)|

tengsizlik bajarilsa, u holda / ( x )  funksiya g{x) funksiyaga nisbatan 
chegaralangan deyiladi / (x )= 0(g(x))  kabi belgilanadi.

Agar / ( x )  funksiya a nuqtan ing  biror atrofida chegaralangan 
b o 'l s a ,  un i  x ^ a  da va / ( x ) = 0 ( l )  kabi yoz ilad i.  M asa lan ,

/ ( * )  = funksiya  x = 0  n u q ta  a tro f id a  ch eg ara lan g an

(ch u n k i  lim(l + x )x = e . S h u n in g  u c h u n  | 1 +  = 0 ( 1 )  deb
x->0 X У

yozish mumkin.
2 0 -ta ‘rif. Agar x-^a d a / ( x )  va g(x) funksiyalar (x^a da f (x )*0 , 

g(x)^O) u c h u n
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bo'lsa, u holda f i x )  va g(x) lar ekvivalenl funksiyalar deb ataladi 
va f i x )  ~g(x) kabi belgilanadi.

Masalan: 1) x->0 da f ( x ) —x  , # (x )= s in x  funksiyalar ekvivalent 
funksiyalardir: л—sin x; 2) x->() da ex— I ~x; 3) x->0 da 1 n( 1 +x)~x;
4) x->°° da x4+ x i+5~x4 ga ekvivalentdir.

21-ta‘rif. Agar f i x )  va g(.v) funksiyalar uchun f(x)=o.(x)  ^(x) 
tenglik o 'rinli bo'lib, bunda lim <x(x) = 0 bo'lsa, u holda x->a  da 
f i x )  funksiya g(x) ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya 
deb ataladi v a /(x )= o (# (x ))  kabi belgilanadi.

Masalan, ushbu m unosabatlar  o'rinlidir:

1) x—>0 da sin2x =  x2+ o(x2)= x 2+o(x);
2) x—>0 da arcsin3 л—3x+o(3x)=3x+o(x);
3) x—>0 da ln (l+ 5x )= 5x+ o(x ) .

Agar f i x )  funksiya a nuqtaning biror atrofida cheksiz kichik 
funksiya (ya'ni x-^a  d a / ( x ) - > 0) bo'lsa, u n i / (x )= o(l)  kabi yoziladi.

Agar x->a  da f i x )  va g(x) funksiyalar uchun f (x )= o (g (x ) )  
tenglik o'rinli bo'lsa, u holda bu funksiyalar u c h u n /( x ) = 0 ( g ( x ) )  
tenglik ham o'rinli b o ‘ladi. (Bu tasdiqning teskarisi o 'rinli emas.)

Teorema. x—>a da f ( x )  va g(x) funksiyalar (x /o  da / (x )* 0 ;  
g(x)*0) ekvivalent ( f ix)~g(x))  bo'lishi uchun

g(x)—f { x ) = o i g i x ) )

yoki
g(x) f (x)= o ( /(x ) )  

tenglik o'rinli bo'lishi zarur va yetarli.

Mustaqil yechish uchun misollar

Ketma-ketlik limiti ta 'r ifidan foydalanib, quyidagi tengliklarni 
isbotlang:



4. lim = 4 5 . 6. lim
5/7+1 5 ' л »->- 2/1+5

Sonlar ketma-ketliklarining limitini toping:

7 . 1 i m J ^ .  8. l i m ("+1)14t +2)H-
(« + 3 )14+i

" l i  l
1 2  +  2-3 +  +  «(/?+!)

9. lim
Л — >oo

11. l i m 1+2+;"+/\  12. Hm
/I—>°° л2

} 10. lim ^ 2 ” +5",
Л-)!»

1+*+.. 1
, .+

2 2я .

i+ ‘+.. 1
..+3 3”

. nn ,sin
2
n

+1
13. lim  ' 14. lim

П—»oo ( / 7  +  1) ! —  n \  n —

Koshi kriteriysidan foydalanib, quyidagi ketma-ketliklarning 
chekli limitga ega bo iish in i  ko'rsating:

sin  1 sin  2  sin  и ,  ,  , , 1 , , 115.x„ = 2 + 2 2 + .. .+  2„ . 16. xn = \ + 2 l +...+ "2 .

. 1  1 17. x„ -  1+ 2! + ...+  n,.

Funksiya limiti ta ‘riflaridan foydalanib, quyidagi munosabatlarni 
isbotlang:

21. l im(3x — 5) = 4. 22. l im (6x  — 2) = 4. 23. l im c o s x  = l.
x->3 x->l ^->0

24. lim x,2-16 = 2. 25. lim x s in  1 = 0. 26. lim x2~ l = ! .
.X ^ 4 x 2 - 4 x  x —>0 X  x->2 X  + 2  2

Funksiyalar nuqtada limitga ega emasligini isbotlang:

2 7 . / ( х )  = й ,  a = 0. 28. / ( x )  = x —[я], a = 3.

29. / ( x )  = arctg ^ , o = 0.

Limitlarni toping:

30. lim *2~ 27 . 31. lim . 32. lim .
x->3 X — 3 X  x->0 4 x
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„„ Vi+A — 2
33. lim >— -  .

-v^ 0 \j\b+x —4

35. lim (7 x  — 1 — yfx).
x — »+ o o

34. lim (7x  + 4 — s/x).x—>0

36. limJC-->1

38. lim

л- И Jt"'—1

4 jc4 +3 jc3 + 1

(m, n e  N) .  37. l i m ; 6 ! —1
x->5 3 — s/4+Х

jt->~ 5x 4 —2.y2 + 1

40. lim (7 x 2 + 1 + л).

, -  x  
л +4

39. lim
X—»«>

x+x*+...+xn—n41. lim . , n e  N.
X  — I

L im itlarn i h iso b la sh d a  l im sinA = l Va lim 1 1
x —)°° X x —>°°

tcngliklardan foydalaning.

42. lim -'"5j£. 43. l im s,n“  44. lim «I8* . 45 Hm 
. r —>0 4 x  x - > 0  Sin [3x x _ * 0  4 x  Я

COS X 

n

46. limлX—>

К
- X

x  > — X  
2 2

r ~  s>nx l- 1—s in x — cosxtg x. 47. lim , 48. lim , .
х->я к — x  *->0 1 +sin X — COS X

t 2 X

49. lim (sin x) . 50. lim
VеX

n 4
X —>

2 1

X — >oo j + x ,

52. lim
Д' > too

( . . ■  гX
53. lim r i + 3 l

.X—>°o 2 x

51. lim
X —>«>

' 2 х - Ъ
2 x + 4

55. limJC—>°°

Лх x+l

56. lim 1+1
X

54. lim (l + tgx)c,8X.
x->0

]
. 57. lim (sin x  + c o s x ) 2a .

.vh>0

58. lim e ‘ 59. lim x(e * — 1).
x  —> 1 X — I v-x —»«>

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

7. 2. 12. ,J

8. 2. 13. 0.

32. 37. 3. 42. s
4

3 3 . 2. 3 8 . * 4 3 . J
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9. 1. 14. 0. 34. 0. 39. 0. 44. 2.

10.5. 30.27. 35.0 . 40.0. 45 .-1

11. i  3 1 . 1 .  3 6 . " .  41. " ("+1). 46. 1.
2 2 m  2

47. ' . 50. ' 53. e - '/2 . 56. 1. 59. 1.
2k e

4 8 .- 1 .  51. e -3 5. 54. e. 5 7 . ^ .

49. r -  52 . 00. 55. ekn’. 58. e.'Je

5 -§ .  FU N K SIY A N IN G  U Z L U K S IZ L IG I

1. Uzluksiz funksiyaning t a ‘riflari./(x) funksiya X a  R' to 'plam da 
aniqlangan bo'lib, a shu X to 'p lam ning  limit nuqtasi bo'lsin, ae. X.

1- t a ‘rif. Agar x->a  da f i x )  funksiyaning limiti mavjud va u 
f ( a )  ga teng, ya 'n i

lim f ( x )  = f ( a )  ( 1)
x —>a v 7

bo'lsa, f ( x )  funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi.
2- t a ‘rif ( G e y n e ) .  Agar X  to 'plamning elementlaridan tuzilgan 

va a ga intiluvchi har qanday {x,,} ketma-ketlik olinganda ham  
funksiyaning unga mos qiymatlaridan tuzilgan \ f {xn)} ketm a-ketlik  
ham m a v a q t / (a) ga in tilsa ,/(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi.

3- t a ‘rif  ( K o s h i ) .  Agar istalgan e>0 son uchun  shunday  
5= 5(е ,я )> 0  son topilsaki, funksiya argum enti x  ning |x— o |<5 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida

\f (x)—f  (а)\<г

tengsizlik b a ja r i lsa , / (x )  funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi.
4 -  t a ‘rif. Agar istalgan e>0 son uch u n  shunday  5>0 son 

topilsaki, funksiya argumenti x  ning barcha xe U&(a) qiymatlarida 
f i x )  funksiyan ing  m os q iym atlari  / (x)e Ut-(f {a))  bo 'lsa ,  f i x )  
funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi (5.1- chizma).

M atem atik belgilardan foydalanib, 2-, 3-, 4- ta'riflarni, mos 
ravishda, quyidagi ko 'r inishda yozish mumkin:
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5 .1 - chizma. 5 .2 - chizma.

V{x„} : lim x„ = a -> lim f ( x n) -  Д а ) ,1 И—>oo n->oo
Ve > 03 5 > 0 : Vx :| x  — a |< 5 -»| f ( x )  — / (я) |< e,
Ve > 03 5 > 0 : V x : U b( a ) - >  f ( x )  e  Ve( f ( a ) ) .

Bunda x—о ayirma argument orttirmasi, f ( x ) —f  (a) ayirma esa 
funksiyaning a nuqtadagi orttirmasi deyiladi. Ular, mos ravishda Ax 
va Ay yoki Af ( a )  kabi belgilanadi:

Ax= x —a, Ay=Af ( a ) = f  (x)—f (a ) .

Argument va funksiya orttirmasini quyidagi ko 'rinishda ham  yozish 
m umkin:

x=a+Ax, A f (a )= f (a + A x )—f ( a ) .  (2)

Agar f { x )  funksiya a n uq tada  uzluksiz bo 'lsa ,  (1) va (2) 
m unosabatlardan

lim Af  = 0
Лх—>0

kelib chiqadi. Bu esa funksiya uzluksizligini quyidagicha ta'riflash 
ham  mumkinligini ko'rsatadi.

5- t a ‘rif. Agar argumentning a nuqtadagi orttirmasi Ax nolga 
intilganda f i x )  funksiyaning unga mos orttirmasi Af  ham  nolga 
intilsa, ya'ni

lim Af  = 0
Дх-»0

bo'lsa, f { x )  funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi (5.2- chizma). 
Eslatma. X  to 'p lam da f i x )  funksiya aniqlangan bo'lib, a shu X

to 'p lam ning  limit nuqtasi bo'lmasa, ya'ni l i m / ( x )  m a 'noga  ega
x —>a

b o ' lm a s a ,  f ( x )  funksiyan ing  a n u q ta d a  uz luksiz lig i h a q id a  
gapirishning ma'nosi yo'q.
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X с  Rl to ‘p lam da f i x )  funksiya aniqlangan bo'lib, a e X  csa X 
to ‘plam ning o ‘ng (chap) limit nuqtasi bo'lsin.

6- t a ‘rif. Agar x—>a+0 (x-*a—0) da f ( x )  funksiyaning o 'ng  
(chap) limiti mavjud va u / ( a )  ga teng, ya'ni

lim / ( x )  = / ( a  + 0), / ( a  + 0) = / ( a )
л:-»я+0

( lim f ( x )  = f ( a  — 0), / ( a  — 0) = / ( a ) )

b o ' l s a , / (x )  funksiya a nuqtada o ‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.
7- t a ‘rif. A g a r / (x )  funksiya X ^R 1 to 'plam ning har bir nuqtasida 

uzluksiz bo'lsa, f i x )  funksiya X  to ‘p  lam da uzluksiz deyiladi.
8- t a ‘rif. Agar f ( x )  funksiya (a; b) oraliqda uzluksiz bo'lib, 

x  =  a nuqtada o 'ngdan , x=b  nuqtada esa chapdan  uzluksiz bo 'lsa, 
f i x )  funksiya [a; b] kesmada uzluksiz deyiladi.

1- teorem a. f i x )  funksiyaning a nuqtada uzluksiz bo'lishi 
u c h u n  f { a + 0 )=  / ( a —0) —f i a )  tenglikning  bajarilishi z a ru r  va 
yetarlidir.

1-misol. / ( x ) = ( x 2—6)3 funksiyaning a = 3 n u q tad a  uzluksiz 
ekanligini ko'rsating.

Yechilishi. B irinchidan, x-^3 da f i x )  = (x 2—6)3 funksiyaning 
limiti mavjud:

lim f ( x )  = l im (x2 — 6)3 = 27,
X —>3 Д->3

ikkinchidan, bu limit berilgan funksiyaning <7=3 nuqtadagi qiymatiga 
teng: 2 7 = /(3 ) .  D e m a k , / ( x ) = ( x 2—6)3 funksiya 1-ta‘rifga asosan

a = 3 nuqtada uzluksizdir, lim f i x )  = / ( 3 )  = 27.

2- misol. / ( x ) = x 2- Dix) funksiyaning x = 0  nuqtada uzluksiz 
ekanligini ko'rsating, bu yerda Д х )  — Dirixle funksiyasi.

Yechilishi. lxtiyoriy nolga intiluvchi {x,,} ketma-ketlik olamiz. U 
holda unga mos {/(x,,)} ketma-ketlik f (x„ )= xn2 D(x„) ko 'rinishga 
ega bo'ladi.

M a 'lum ki, Dirixle funksiyasi chegaralangan. {x„} ketma-ketlik 
esa cheksiz kichik bo'lgani uchun { f  (x,)} ketma-ketlik ham  cheksiz 
kichik bo'ladi. Dem ak, n^>°° d a / ( x n)= xn2 D (x„)->0 bo'ladi. Bu esa 
qa ra layo tgan  funksiyaning , 2- ta 'r ifga  asosan , a =  0 n u q tad a  
uzluksiz ekanligini bildiradi.
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3- misol. /  (х )= х/ х Т б  funksiyaning a = 3  nuqtada uzluksiz 
ekanligini ko'rsating.

Yechilishi. Berilgan funksiya о =3  nuqtada aniqlangan. Ve > 0 
son olib, bu e songa ko'ra  5>0 sonni 5=3e bo'lsin deb qaralsa, u 
holda |jc—3|<5 bo'lganda

I / ( * )  — / ( 3 )  |=| yfx+~6 — 3 |= |* Z 31 < |x7 3 |< * = e
s ] x + 6+3 з з

bo'ladi. Bu esa, 3 - ta ‘rifga asosan, qaralayotgan funksiyaning a=3  
nuqtada uzluksiz ekanligini bildiradi.

4- m iso l./ ( x ) = s in x  funksiyaning \ / o e  R] nuqtada uzluksiz 
bo'lishini ko'rsating.

Yechilishi. V a e  Rl nuqtani olib, unga Ax=x—a orttirma beramiz. 
N a t i ja d a  / ( x ) = s i n x  funksiya h a m  Ay =  s in (o+ A x) — sin a 
orttirmaga ega bo'ladi. |cos/ |< l, s i n / < / v a  0<Ax< ji tengsizliklarni 
e 'tiborga olgan holda,

I A>’ |=| f ( a  + Ax) — f ( a )  = . Ax a+ Ax+ a  
2 sin  cos

2 2

^  Ax .< 2  —  = Ax

munosabatga ega bo'lamiz. Bundan esa Ar-^0 da Ay-^0 bo'lishi 
kelib chiqadi. D em ak, / ( x ) = s i n x  funksiya, 4 - ta 'r ifga  asosan, 
Vo e Rl nuqtada uzluksizdir.

5- misol. Ushbu funksiyani ixtiyoriy x  —a  nuqtada uzluksizlikka 
tekshiring:

x, x  — ratsional son bo 'lganda,
/ ( * )  =

-x, x  — irratsional son bo 'lganda.

Yechilishi. M a'lumki, / ( x )  funksiya a nuqtaning atrofida ham 
musbat, ham  manfiy qiymatlar qabul qiladi. Agar xe Ut(0) bo'lsa, 
/ ’(x)e U (0) bo'ladi, ya 'ni hm  / ( x )  = / ( 0 )  = 0 . Dem ak, 4- ta'rifga 
asosan / ( x )  funksiya x= 0  nuqtada uzluksiz bo'ladi.

A g ar  <7^0 b o ' l s a ,  f  { о )ф0. x —r a t s io n a l  son  b o ' lg a n d a :  
lim / ( x )  = a, x  — irriatsional son bo 'lganda esa lim / ( x )  = —a
x -^ a  x->a
bo'ladi. Bu yerdan/ (x) funksiyaning x = a  nuqtada uzluksiz bo'lmas- 
ligi kelib chiqadi (5.3- chizma).

6-m isol. Ushbu funksiyaning x= 0  nuqtada o 'ngdan  va chapdan 
uzluksizlikka tekshiring:
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5 .3 - chizma.

/ ( * )  =

l
1+8л'

, x  ф 0 b o ig a n d a ;

О, х  = 0 b o ig a n d a .

Yechilishi. Berilgan funksiyaning x->0 da o 'ng  va chap limitlarini 
topamiz:

lim / ( x ) =  lim = 0 = / ( 0  + 0) = / ( 0 ) ,
,y  > 0 + 0  л г - ^ 0 + 0

1+8A'

lim /  (x) = lim ' = 1 = / ( 0  — 0) Ф / ( 0 ) .
x-»0—0 x-*0-0 1

1+ 8*

Dem ak, 6- ta ‘rifga k o la ,  berilgan funksiya x= 0  nuqtada o ‘ngdan 
uzluksiz b o i ib ,  chapdan uzluksiz emas.

1. Funksiya uzilish nuqtalarining turlari./ ( x )  funksiya X<̂ R' 
to ‘plam da aniqlangan b o i ib ,  a nuqta X  t o ‘p lam ning limit nuqtasi 
b o l s in ,  ciczX.

9- ta ‘rif. Agar x-^a da / ( x )  funksiyaning:

1) limiti mavjud va chekli b o i ib ,  l i m / ( x )  = b Ф . /(a ) ;x-̂ a
2) lim / ( x )  = °°(lim / ( x )  = ±°°);

' x —>a x->a
3) limiti mavjud bo lm asa ,  / ( x )  funksiya a nuq tada  uzjlishga 

ega deyiladi.
Funksiyaning berilgan nuqtada uzilishga ega b o l ish  hollarini 

alohida qarab o lam iz :

1-hol. Agar/(x) funksiyaning a  nuqtadagi o 'ng /(a+ 0  )= Дгп^ f(x )  

va chap f { a —0)= lim limitlari mavjud bo'lib, f  (a+ 0)= f (а—0)Ф f ( a )л— 0



5.4-a, b chizmalar.

5.5- я, />, d, e chizmalar.

munosabat o 'rinli b o ’lsa, f { x )  funksiya a nuq tada  yo 'q o lilish i 
m um kin  bo'lgan uzilishga ega deyiladi (5.4-a, b chizmalar).

2-hol. Agar x -> a da / ( x )  funksiyaning o 'ng  va chap limitlari 
mavjud va chekli bo'lib, ular bir-biriga teng bo 'lm asa ( f ( a — 0) * 
t-f ( o + 0 ) ) , / ( x )  funksiya a nuqtada birinchi fur uzilishga ega deyiladi 
(5.5- a, b , d . e- chizmalar).

Ushbu |/(<7+0)—f ( a — 0)|=/z a y i rm a / (x )  funksiyaning a nuqta­
dagi sakrashi deyiladi.
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k .V

0 о > .\

е)
5.6-a, b, d, е, /  chizmalar.

3-hol. Agar x—>a da f ( x )  funksiyaning:
1) o 'ng  va chap limitlaridan hech bo 'lm aganda bittasi mavjud 

bo 'lm asa;
2) o 'ng  va chap limitlaridan biri cheksiz yoki o 'ng  va chap 

limitlari turli ishorali cheksizdan iborat bo'lsa;
3) limiti cheksiz (funksiyaning o 'ng  va chap limitlari cheksiz) 

b o ' l s a , / ( x )  funksiya a nuqtada ikkinchi iur uzilishga ega deyiladi 
(5.6-a, b, cl, e, /  chizmalar).

Agar chap f ( a —0) yoki o 'n g / ( o + 0 )  limitlardan hech b o 'l ­
maganda biri oo ga teng bo'lsa, x = o  nuqta cheksiz uzilish nuqtasi 
deyiladi (5.6-o, b, cl, e, j )  chizmalar).

1-misol. Ushbu funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

/ ( * )
x 4, x  ф 0 bo 'lganda.

2, x  = 0 bo 'lganda .

Yechilishi. Ravshanki, berilgan funksiyaning x= 0  nuqtadagi chap 

limiti lim  x 4 = 0 = / ( 0  — 0) va o'ng limiti lim  f ( x )  = lim x 4x^O-O x->0+0 x—>0+0
= 0 = / ( 0  + 0) mavjud bo'lib, lekin

/ ( 0 - 0 ) = / ( 0 + 0 ) * 2 = / ( 0 )
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teng emas. Demak, bu funksiya x= 0  nuqtada yo‘qotilishi m um kin 
bo'lgan uzilishga ega (5.7- chizma).

2-m isol. / (x )= [x ]  funksiyani uzluksizlikka tekshiring. 
Yechilishi. x = n  [ neZ)  nuq tada  berilgan funksiyaning  xos

qiymatini va o 'ng  ham da chap limitlarini topamiz:

f ( n ) = [ n ] = n ,  ^ 0f ( x ) = n = f ( n + 0 ) ,

,H f o  f { x ) = n - l = f { n - Q ) .

Demak, berilgan funksiya x=n  nuqtada birinchi tur uzilishga 
ega bo'ladi (5.8- chizma).

3-misol. Ushbu funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

f i x )  =

_! (2 x 2 + 5), — oo < x  < 1 b o 'lganda ;

5 — 4x, 1 < x  < 3 bo'lg anda; 
x  — 5, 3 < x  + °o b o 'lg a n d a .

Yechilishi. Berilgan funksiya (-»>;+») da aniqlangan va (-<*>; 1), 
(1;3), (3;+°o) larda uzluksiz bo'lib, u faqat x = l  va x=3 nuqtalarda 
uzilishga ega bo'lishi mumkin. Berilgan funksiyaningx = \  nuqtadagi 
bir tomonli limitlarini hisoblaymiz:

/ d - ° )  h m ' ( 2 x 2 + 5) = l,

Л 1+0)= ,1™o( 5 _ 4 x )  = 1- 
M a'lum ki, x = l  nuqtada berilgan funksiyaning qiymati birinchi 

analitik ifoda bilan aniqlanadi:

5 .7 - chizma.
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Dem ak, / ( 1 —0 ) = / ( 1 + 0 ) = / ( 1 ) = 1  bo'lgani uchun, 1- teorem aga 
asosan. berilgan f ( x ) funksiya x =  1 nuqtada uzluksiz bo'ladi.

Endi f (x)  funksiyaning x= 3  nuqtada chap va o 'ng  limitlarini 
hisoblaymiz:

/ ( 3 - 0 ) =  lim (5—4 x )= —7,
x  —>3—()

/ ( 3 + 0 ) =  lim (x— 5 )= —2.
x->3+0

Bu yerdan
/ ( 3 —0 ) ^ / ( 3 + 0 ) = / ( 3 ) .

Dem ak, / ( x )  funksiya x= 3  nuqtada 1-tur uzilishga ega b o ‘lib, 
uning x= 3  nuqtadagi sakrash kattaligi

со = / ( 3  + 0) -  / ( 3  -  0) = - 2  + 7 = 5

bo'ladi.

4-misol. Funksiyani x  = * nuqtada uzluksizlikka tekshiring:

/ (x)=arctg  ( tgx )  ( x e ( — " + k7t; |  +nk),  keZ) .

Y ech ilish i./(x )  funksiyani x  = |  nuqtada chap va o 'ng  limit- 

larini hisoblaymiz:

lim / ( x )  = lim a rc tg ( tg x )  = arctg(+°°) = * ,
л ’ -O n " - 0

2 2

lim / (x) = lim arctg(tg x) = arctg(— «>) = -  ^ ,
Д —»̂ +0 A-->"+0

bu yerdan |im f i x )  *  lim / ( x ) ,  demak, lim / ( x )  mavjud
71 TZл—> —0 +0

emas. 2 2

Shunday qilib, x  = * nuqta berilgan funksiya uchun  birinchi 

tur uzilish nuqtasi b o 'la r  ekan.
i

5-misoI. f ( x )  = 4 X~ 3 + 2 funksiyani x ,= 3  va x2= 4  nuqtalarda 

uzluksizlikka tekshiring.

/ ( 1 )  = * (2 х 2 + 5 ) = 1.



Yechilishi./ ( x )  funksiyani x = 3  nuqtada chap va o ‘ng limitlarini 
hisoblaymiz:

 ̂ i
lim f { x ) = lim (4X~3 + 2) = 2,

x - > 3 - 0  * - > 3 - 0
1

lim f i x )  = lim (4-ir- 3 + 2) = +°°.
л'—>3+0 ' x-*3+ 0

Demak, funksiyaning nuqtada uzilishga ega bo'lishning 3-holiga 
asosan, berilgan funksiya x = 3  nuqtada 2-tur uzilishga ega bo'ladi. 
Endi f i x )  funksiyaning x = 4  nuqtada chap va o 'ng  limitlarini 
hisoblaymiz:

i
lim f i x )  = lim (4*-3 + 2) = 6,

л -> 4 —0 jc—>4—0

l im  f ( x )  = lim (4*~3 + 2) = 6,
.x-^4+0 x->4+0

I
/ ( 4 )  = 4 4 3 + 2 -  4 + 2 = 6.

D em ak, 1-teorem aga asosan, / ( 4 —0 ) = / ( 4 + 0 ) = / ( 4 ) ,  ya 'n i  
berilgan f i x )  funksiya x = 4  nuqtada uzluksiz bo'ladi.

6-misol. f ( x )  = cos2 |  funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan f i x )  funksiya x= 0  nuqtada aniqlanmagan, 
shuning uchun x= 0  nuqtaning atrofidan ikkita nolga intiluvchi 
ixtiyoriy ketma-ketlik olamiz:

x ’„ =  1 ( n e  N ) ,  x ' =  2 (n e  TV).
nn " 71(1+2 n)

Bu ketm a-ketliklarning har biri /7->°o da x'n -> 0, x" -> 0. 
Bu ketma-ketliklarga mos kelgan funksiya qiymatlari ketma-ketliklari 
/;—>=» da har xil limitlarga intiladi, ya'ni

lim cos2 , =1, lim cos2 \ = 0 .
w-v» V n—>or> у

n n

Dem ak, 2-ta'rifga asosan, f i x )  = cos2 1 funksiyaning я—

da limiti mavjud emas. Shuning uchun berilgan funksiya x= 0  
nuqtada 2- tur uzilishga ega bo'ladi.



c o s x ,  x < 0  bo 'lg an d a ,  

a (x — l)2, л-> 0 b o 'lg a n d a

7-misol. a ning qanday qiym atlarida

f i x )  =

funksiya x0= 0  nuqtada uzluksiz bo ‘ladi?
Yechilishi. Berilgan funksiya x0= 0  nuqtada uzluksiz bo'lishi

uchun, quyidagi lim / ( x )  = J i m ^ / ( x )  = / ( 0 )  tenglik bajarilishi
kerak. U holda chap va o 'ng  limitlarni hisoblaymiz:

lim f ( x ) ~  l im  c o s x  = l,
x - > 0 - 0  x - > 0 - 0

lim f ( x ) =  lim a(x — \)2 = a , / ( 0 )  = 1.
x->0+0 x—>0+0

Demak, a=  1 bo 'lganda berilgan funksiya x( =  l nuqtada uzluksiz 
bo‘lar ekan. аф 1 qiymatlarda funksiya uzilishga ega. 

x2 — l
8-raisol. f { x )  -  t funksiyaning x0=  1 nuqtadagi qiymatini

shunday tanlangki, natijada berilgan funksiya uzluksiz bo'lsin.
Y ech ilish i. B erilgan  fu n k s iy a n in g  x -> l± 0  da l im it la r in i  

hisoblaymiz:

lim  f i x )  = lim A ~” 1 = lim (x + 1) = 2.
X—>1±0 X->1±0 X — 1 A* 1 A ()

A g a r / ( 1 ) = 2  deb olsak, x = l  da funksiya u/.luksiz bo'ladi. ya 'ni

.-2 i

f i x )  =

x ‘ , х ф  1 b o 'lg an d a ,
X— 1

2, x  = 1 bo 'lg an d a .

2. Uzluksiz funksiyalarning xossalari. 1) Nuqtada uzluksiz 
bo‘lgan funksiyaning lokal xossalari. / (x) funksiya X  to 'p lam da 
an iq langan  bo 'ls in . X  t o 'p la m d a n  b iro r  a e X  nuq ta  olib, bu 
nuqtaning shu to 'p lam g a  tegishli bo 'lgan  yetarli kichik Ub{a) 
atrofmi qaraylik.

1°. Agar f ( x )  funksiya a  nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda a 
nuqtaning yetarlicha kichik atrofida funksiya chegaralangan b o iad i ,  
ya 'n i

35 > 0 3 С > 0 : Vx e Vъ{а) -» / ( x )  < C.



2°. Agar f ( x )  funksiya a nuqtada uzluksiz va f ( a ) * 0 bo isa ,  
f { a )  son bilan a  n u q ta n in g  ye ta r licha  kichik  a tro f ida  f i x )  
funksiyaning ishorasi bir xil b o iad i ,  ya'ni

38>0 : V *e Ща)  -» sign / (x )= s ig n  f {a ) .

Matija. Agar f i x )  funksiya a nuq tada  uzluksiz bo 'l ib , bu 
nuqtaning yetarlicha kichik atrofidan olingan x  nuqtalarda ham  
m usba t ,  h a m  m anf iy  isho ra li  q iy m a tla rn i  qabul q ilaversa , 
funksiyaning a nuqtadagi qiymati nolga teng bo'ladi.

3°. Agar f i x )  funksiya a nuqtada uzluksiz bo'lsa, a nuqtaning 
yetarlicha kichik a trofidan olingan x va x" nuqtalar uch u n

f i x ' )  — f i x")  < e  tengsizlik o 'rinli bo'ladi, bunda v e > 0  son.
Funksiyaning n u q ta  atrofidagi xususivatlariga un ing  lokal 

xususiyatlari deyiladi.
2) Uzluksiz funksiyalar ustida amallar. Uzluksiz funksiyalar 

uchun quyidagi tasdiqlar o'rinli.
2- icorema. Agar f ( x )  va g(x) funksiyalar X a R 1 to 'p lam da 

aniqlangan bo'lib, ularning har biri a&X nuqtada uzluksiz, ya'ni

lim f i x )  = / ( a ) ,  l im g U )  = £(a)
x-> a  x-> a

f (x  \
bo 'lsa , (p(x)=/(x)±g(x), y ( x ) = / ( x )  • g(x), hix ) = g(x) i V x e X  

lar uchun £(л)^0) funksiyalar ham  shu nuqtada uzluksiz va 
lim [ / ( * )  ± g(x)]  = f ( a )  ± g(a),
x -* a

lim f i x )  ■ g(x)  = f i a )  ■ g(o),
x-^a

lim П * \  -  f f \  <*<«) * "I
x->a g(x)  gia)

tenglik o'rinli bo'ladi.
Esiatma. lkkita funksiya yig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi va 

bo'linmasi uzluksiz bo 'l ish idan, bu funksiyalardan har birining 
uzluksiz bo'lishi har doim ham kelib chiqavermaydi.

Masalan: 1) f i x )  = x  cos 1 funksiya x= 0  nuqtada uzluksiz, 
lekin bu funksiyani hosil qiluvchi
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/ 2(х )=  cos *

funksiyalardan birinchisi x= 0  nuqtada uzluksiz, ikkinchisi esa bu 
nuqtada uzilishga ega.

2) f { x ) ~ [x]+{x}=x. Berilgan funksiya /?' da uzluksiz, lekin bu 
funksiyani hosil qiluvchi / , ( х ) = [ х ] , / 2(x)={x} ([x] berilgan x  ning 
butun qismi, {x} esa x  ning kasr qismi) funksiyalarning har biri 
x=n  (neZ)  nuqtada uzilishga ega.

1-m is o l. / ( x )  = 5x2—sin3x + 3 x funksiyaning V x 0e i? ' nuqtada 
uzluksizligini ko'rsating.

Yechilishi. ф(х)=х, g (x )= sinx , h {x)—3x funksiyalar R' da 
uzluksiz. / ( x )  funksiyani

/ (x) = 5 x  • x—sinx ■ sinx • s inx+ 3x 
ko'rinishda yozamiz. U  holda, uzluksiz funksiyalar ustidagi arifmetik 
amallarga k o ' r a , / ( x )  funksiyaning Rl da uzluksizligi kelib chiqadi, 
ya 'n i

lim (5x2 — sin3 x  + 3X) = 5xq — s in 3 x0 + 3X° _
X —

X
2-misol. / (x) = , funksiyaning V x .e / J 1 da uzluksizligini

4+x  u
ko'rsating.

Yechilishi. \ /x e R '  lar uchun  4 + x  VO. 2- teoremaga asosan 

berilgan funksiya V xe R' da uzluksizd ir ,  chunk i  J'™ x  = x0'

lim (4 + x 2) = 4 + Xq , ya 'ni bo 'l inm a hosil qiluvchi funksiyalarning
x - > x 0

har biri ham  uzluksizdir.

Demak, ! i m  / ( * )  = l i m  ,  * г = / ° 2  =  f (x« ) •’ x—>xq х—>хц 4+.X 4+Xq

3) Murakkab funksiyaning uzluksizligi. y = / ( x )  funksiya X  
to 'p lam da, г=ф(у) funksiya esa У to 'p lam da  aniqlangan va E{ <p)cX 
bo 'lsin , u  holda ular yordam ida z=q>(f(x)) m urakkab funksiya 
tuzish mumkin bo'ladi.

3-teorem a. y —f ( x )  funksiya a e X  nuq tada , z=v?{y) funksiya 
esa a nuqtaga m os kelgan y = f { u )  n u q tad a  uzluksiz bo 'lsa . 
г = ф ( / (x)) murakkab funksiya a nuqtada uzluksiz bo'ladi.

1-misol. ^ = c o sx 2 funksiyani uzluksizlikka tekshiring. 
Yechilishi. Berilgan funksiya R' da m urakkab funksiya sifatida 

uzluksiz. Bunda y = x2, ^ c o s y  deb belgilaymiz. Bu funksiyalarning 
har biri R] da uzluksiz.



E siatm a. M u ra k k a b  fu n k s iy a  z=q>(f(x))  n ing  u z lu k s iz  
bo'lishidan bu funksiyalarning har biri: z=tp(y) va v=f(x)  ning 
uzluksiz bo'lishi har doim  ham  kelib chiqavermaydi. M asalan, 
Dirixle funksiyasi vositasida hosil qilingan D(i ){x))=  l= c o n s t  
murakkab funksiya R[ da uzluksiz, lekin IXx) funksiyaning o'zi 
R] ning har bir nuqtasida uzilishga ega.

2- misol. / (x)=sin(log,4jc) (0<л;<+°°) funksiyani uzluksizlikka 
tekshiring.

Yechilishi. y= log34 x d e b  belgilaymiz. Bizga ina'iumki, y = logA \‘ 
funksiya (0,+°°) da uzluksiz, sin у  funksiya ham R' da uzluksiz. U 
holda, murakkab funksiyalarning uzluksizligi haqidagi 3-teoremaga 
k o 'r a , / (x )= s in ( lo g 34x) funksiya ham  (0,+°°) oraliqda uzluksizdir.

4) Monoton funksiyalarning uzluksizligi.
4- teorema. Agar f ( x )  funksiya X oraliqda o'suvchi (kam a­

yuvchi) bo'lib, uzilishga ega bo'lsa, uning uzilishi faqat birinchi 
tur uzilish bo'ladi.

Agar f { x )  funksiya X  oraliqda o'suvchi (kamayuvchi) bo'lib, 
uning qiymatlari Y oraliqni tutash to'ldirsa (ya'ni funksiya har 
bir ye Y qiymatni hech bo 'lm aganda bir marta qabul qilsa) bu 
funksiya X da uzluksiz bo'ladi.

5) Teskari funksiyaning uzluksizligi.
5- teorema. Uzluksiz y = f ( x )  funksiya (a:b) da teskari x=g(y)  

funksiyaga ega bo'lishi uchun uning qat'iy m onoton  bo'lishi zarur 
va yetarlidir.

Misol. Ushbu r=sin .v funksiya uchun | — * ; kesmada teskari 

funksiya mavjudmi?

5.9 - chizma.
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q a t ' i y  o 's u v c h i .  y —sin x fu n k s iy a n in g  q iy m a t la r i  t o 'p l a m i  
A’(s in x )= [— 1;1] kesmadan iborat. 5-teoremaga asosan, [— 1; 11 
kesmada uzluksiz va o 'suvchi teskari funksiya mavjud. U ning

qiymatlari to 'p lam i | — * ; *l  kesmadan iborat. Berilgan funksiyaga

teskari funksiya x= arcsinv  ko 'rinishda belgilanadi. \ — ^;^\  va

| — 1; 1J kesmalarda mos ravishda to 'g 'ri  va teskari funksiyalarning 
grafiklarini chizamiz (5.9-chizma).

6) Kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari (global 
\ossalar). \a\b\ kesmada aniqlangan va uzluksiz bo'lgan funksiyalarni 
qaraymiz, bunda a va b nuqtalardagi uzluksizliklar, mos ravishda, 
o 'ngdan  va chapdan  uzluksizlik deb qaraladi.

1°. Veyershtrassning birinchi teoremasi. Agar f i x )  funksiya [a\b\ 
kesmada aniqlangan va uzluksiz b o ' l s a , / (x )  funksiya shu kesmada 
chegaralangan bo 'ladi, ya 'ni 3 0 0  : V x e [o ; i ]  —> J/'(x)|<C (5.10- 
chizma).

2°. Veyershtrassning ikkinchi teoremasi. Agar / ( x )  funksiya 
| a;b] kesmada aniqlangan va uzluksiz b o ' l s a , / ( x )  funksiya shu 
kesmada o'zining aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralariga erishadi, 
ya'ni [a\ b\ kesmada shunday x, va x, nuqtalar topiladiki,

/ ( x , ) =  sup { / (x ) } ,  / ( x 2) =  in f  { / (* )}
xe\a:b  ] xe[a,n\

tenglik o 'rinli bo 'ladi (5 .11-chizma).
3°. Bolsano-Koshining birinchi teoremasi. Agar f ( x )  funksiya 

\a\b\ kesmada aniqlangan va uzluksiz bo'lib, kesmaning chetki 
nuqtalarida har xil ishorali qiymatlarga ega bo'lsa, shunday x0 {a<x0<

Y ech ilish i. Berilgan funksiya [— - ; ” ] kesm ada uzluksiz va
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<b)  n u q ta  to p i la d ik i ,  u n d a  / ( x )  funksiya  no lga  a y la n a d i:  
/ ( x 0)=0(5 .12-chizm a).

4°. Bolsano-Koshi ning ikkinchi teoremasi. Agar f i x )  funksiya 
[a\b] kesmada aniqlangan va uzluksiz bo ‘!ib. kesmanmg chetki 
nuqtalarida f ( a ) = A , f ( b ) = B  qiymatlar qabul qilsa hamda /1^5 bo ‘Isa, 
A va В sonlar orasida har qanday С son olinganda ham  a bilan b 
orasida shunday с nuqta topiladiki, f ( c ) =  С  bo'ladi (5.13-chizma).

4- misol. Ushbu /(х )= со 8 х + 2 л—x4 funksiyani 11:5| kesmada 
chegaralanganlikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksiya [1;5] kesmada u c h ta / , (x )= c o s x ,  
/ 2( x ) = 2 \  / 3(x )= —x4 funksiyaning yig'indisi shaklida berilgan. 
Ravshanki, ularning har biri [1;5] kesmada uzluksizdir. 2-teoremaga 
asosan, berilgan funksiya ham  [1;5] kesmada uzluksiz. U holda, 
Veyershtrassning birinchi teoremasiga ko‘ra, berilgan funksiya [1;5] 
kesmada chegaralangan.

Eslatm a. V eyershtrassning birinchi teorem asi (a\b)  oraliq

uchun har doim ham  o'rinli emas. Masalan, f ( x )  = | funksiya 

xe (0;1) da uzluksiz, lekin bu oraliqda chegaralanmagan. Bu funksiya

(1

, у

s

J \  /(b) 0 
/(v) !

; о /  Xn hо
f(a)<0 \

5 .12-chizma.

---•f 
- f

. /  (X  )

1(h)

5.13-chizma.

5.14-chizm a. 5.15-chizm a.
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(0 .1 )  o ra l iq n in g  h a r  b ir  ichki n u q ta s in in g  k ich ik  a tro f id a  
chegaralangan, lekin oraliqqa tegishli bo 'lm agan nol nuqtaning 
atrofida chegaralanmagan.

Esiatma. U/ilishga ega bo'lgan funksiya [a\b] kesmaning har 
bir nuqtasida aniqlangan, lekin bu kesmada chegaralanm agan. 
M asalan,

f i x )  =
X

0 < x < l  bo 'lganda ,

0, x  = 0 bo'lg anda.

Shunday qilib, teoremadagi f { x )  funksiyaga qo'yilgan shart- 
larning har  ikkalasi ham  muhimdir.

5 -m iso L /(x )= x 3—3x funksiyaning [—^3; V3] kesmada eng katta 
va eng kichik qiymatlari mavjudmi? (5 .14-chizma).

Y echilish i. R avshank i,  x3 va 3x fu n k s iy a la rn in g  h a r  biri 
| — 7з] kesmada uzluksiz. 2-teoremaga asosan berilgan / ( x )  
funksiya h am  [— kesmada uzluksiz. U holda Veyershtrassning 
ikkinchi teoremasiga ko'ra berilgan funksiya [— f3] kesmada aniq 
yuqori va aniq quyi chegaralariga erishadi:

sup { /(x )}  = / (  1) = 2, inf  { /(x)}  = / ( l )  = —2.
,ve[ -v5;v''3] леЫЗл/З)

Esiatma. [a\b\ kesmada uzluksiz bo 'lm agan funksiya uchun 
Veyershtrassning ikkinchi teoremasi o'rinli emas. M asalan,

f i x )  =
x  + 2 , 2 < x  < 0 bo 'lganda ,
0, x  = 0 b o 'lganda ,
x  — 2, 0 < x  < 2 b o 'lg an d a  (5.15 -  ch izm a),

ko 'rinishda berilib. uzilishga ega b o ' lg a n / (x )  funksiyaning [—2;2] 
kesmada eng katta qiymati 2 bo'ladi, lekin x ning hech  qanday 
qiymatida f i x ) —2 boMmaydi. Shunga o 'x s h a s h , / (x )  funksiyaning 
[—2;2] kesmadagi eng kichik qiymati —2 bo'ladi, lekin / ( x ) ^ —2.

Esiatma. ia;b) oraliqda uzluksiz bo'lgan f i x )  funksiya uchun 
Veyershtrassning ikkinchi teoremasi o'rinli bo'lmasligi ham  mumkin. 
M a sa la n , /(x )= x  funksiya (0; 1) da eng katta va eng kichik qiymatiga 
erishmaydi. (0; 1) oraliqda / ( x ) = x  funksiyaning eng kichik va eng 
katta qiymati mos ravishda 0 va 1 bo'ladi, lekin x e (0 ; l )  ning har 
qanday qiym atida/ ( х Ы )  v a / ( x ) ^ l  bo'lmaydi (5.16-chizma).
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E sia tm a .  Xususiy h o l la rd a ,  f ( x )  funksiya o ra liqda
uzluksiz (uzilishga ega) bo'lsa, f ( x )  funksiya shu oraliqda eng 
kichik va eng katta qiymatiga erishishi mumkin. Mastuan n  m- 2k ) 
oraliqda b e ri lgan /(x )= s in  x funksiya uchun

sup { / (* )}  = / ( * )  = I, inf  { / (x )}  = /-(3*v ,
.v f ( 0 , 2  л  |  2  , х е ( 0 ; 2 л ]  J  7  V 2  _  “  1

bo'ladi.
2) | Г, IJ kesmada berilgan

/ v ..i _Jv 1, — l < x < 0  bo 'lganda .
J ' \ —x, 0 < x  < I b o 'lg an d a

■■„„ksiy.l л = 0  ll/ilishg;i cgil. Bu lunksiya л = 0  va x = |  niJ talarda m os  
avishda eng katta va kichik qiymatiga enshadi:

sup { / (* )}  = / ( 0) = 1, inf { / (* )}  = / ( к  _
(-1,1 ] дгб(—l;l| 1 > -  l

(5.17- chizma).

6-misol. f-3;2] kesmada / ( x ) = x 3- 3 x +  2 funksiyaning nol]arj 
mavjudmi?

Yechilishi. Berilgan funksiyaning x = —3 va x= 2  nuqtalardagi 
qiymatlarini hisoblaymiz:/ ( - 3 ) = - 16 < 0 , / ( 2 ) = 4 > 0 . f unksiya 
[—3;21 kesmada uzluksiz va kesmaning chetlarida har  xil qiymatlar 
qabul qiladi. U holda, Bolsano—Koshining birinchi teoremasiga 
ko'ra, [—3;2J da hech boMmaganda bitta nuqta topiladiki bu nuqtada 
funksiyaning qiymati nolga teng bo'ladi:

/ ( * „ ) = 0 , (x— l ) 2(x+ 2)=0 => x0= l ,  x = —2 e [—3 ;2 ],
Demak, b e r i lgan /(x )= x3—3x+2 funksiyaning | —3 . 2] <jax =  j 

x = —2 nollari mavjud (5.18- chizma). ’ 1
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7-misol. Ushbu / (x)=sin x  funksiya 

nuqtada * qiymatni qabul qiladimi?

л n 
2'2 kesm adagi biror

Yechilishi. Berilgan funksiya kesm ada  uzluksiz va

kesm aning  chetlar ida  har  xil ishorali q iym atla r  qabu l qiladi:

/
к
2

=  - l f
{ \  n

2 v . /
= ! va —1*1. Shartga ko‘ra, < ) <

U holda, Bolsano—Koshining ikkinchi teorem asin ing  shartlari 

bajarilayapti. D em ak, shunday x0 nuq ta  topiladiki, f ( x 0) =  '

(5.19-chizma).

5.18-chi/ma. 5,19 chizma.

Mustaqil yechish uchun misollar

Funksiyalarning uzluksizligini ta 'rifdan foydalanib ko'rsating.

1. f ( x ) = x 2. 2. f  (x)=- -Jx . 3. / Cx)H4

4. / ( x ) =  . S . f ( x ) —2x - 1. 6. f ( x )  = ’ , хфО.

7 . f ( x ) = x 2+  2sin x. 8. f ( x )  = ^  1 • 9 . / ( x ) = c o s x

1 0 . /  (x )= 4x!—3x+5.

Funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping va ularning turlarini 
aniqlang.
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И. /0 0  = М .  12. /(х) = 4 4 . 13./(х)=х-[*]-
х+3 х — х

2л л f ( r \  = \ x  + 2, х  < 0 b o ig a n d a ,14. J W  1 х  _  j- х  > о bo iganda .

15. Д х )  =
1 , х  < 0 b o ig a n d a .

5х — х  , х  > 0 bo iganda .

1
16 ./(x )= (sign x )2. 17. / 0 0  = 2* о ■ 18- Л л') =х —ч х-

19./(x)=sign(cosx). 20. f (x )
1+3*-

21. /00 =

22. f i x )  =

23. / ( x )

x", — °° < x  < 0 b o ig a n d a ,
(x — 1)2, 0 < x  < 2 b o ig a n d a ,  
5 — jc, 2 x  -f-oo b o ig an d a .

x + 4, x  < — 1 b o ig  anda,
+ 2. — 1 < x  < 1 b o ig a n d a ,  

2x, x  > 1 b o ig a n d a .

— 1, x  < 0 b o ig  anda, 
c o s x ,0  < x  < n b o ig a n d a ,

1 — x, x  > 7t b o ig  anda.

Funksiyani ko’rsatilgan nuqtalarda uzluksizlikka tekshiring:

24. / ( x )  = 2X~5 + l;x, = 5 ,x 2 = 6 .  
i

25- f ( x )  = 6 ^  — 3;xj
x + 4  -; X, = 3, x226. / 0 0

27. / ( x )
x—3 

2x

? - i

l , x 2 = 2. 

4.

; x, = — l ,x ,  = 2.

28. / 0 0  = ^ ; x,. —5 ,x2 = —4.

Funksiyalar a va b ning qanday qiymatlarida uzluksiz bo iad i?

(x — 2)3, x  < 0 b o ig  anda,
29. f { x )  = \ ax2 + b, 0 < x  < 1 b o i g  anda, 

л/х, x  > 1 b o i g  anda.
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i n  /7 Y\ _  l a x 2 + l , x  > 0 b o 'lg a n d a ,  j u .  j  kx) -  x  < Q b o ig a n d a

31. f ( * )  =

2
—Г̂ 1-- -, !jc! ф 1 bo‘lg anda,
X —  1 1 1

a,x  -  — 1 bo'lganda,

b,x = 1 bo'lganda.

/[ф(х>] va ф [/(х )| funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring:

3 2 . / (x)=sign x, ф(х)=4+х2. 3 3 . / (x)=sign (a— 1), ф(x)==sign (x+1).
3 4 . /(x )= s ig n  x, ф(х)=х3—x.. 35. / ( x ) = x (  1 —x2), ф(x)=sign x.

Funksiyalarning x0 dagi qiymatini shunday tanlash kerakki, 
funksiya shu nuqtada uzluksiz bo'lsin.

36. f i x ) = sin* , x0 = 0. 37 . f ( x )  = * +1 , x0 = - 1 .  
x x — 1

38. / ( x )  = , sin2 x , x0 = 0. 39. f { x )  = ^ x ~ ] , x0 = 0.
1— COSX X

40. f ( x )  = tg , Xq = 0. 41. f i x )  = 4x3~ x , X0 = 0.

42. f i x )  = arctg 1 ,  Xq = 0. 43. f i x )  = 1, xQ = 0.

Funksiyalarning berilgan kesmada chegaralanganligini ko'r­
sating:

44. /  (x) = sin x  cos2 x  — \Jx + 6, x e [0 ;1 0 ] .

45. f i x )  = arctg x2y  + 2sinx -  x 2, x  e  [1; 4].

46. f i x ) —x i x —2)1 ln(4—x), xe[0;3],

47. f i x )  = , x e  [—4;4].
x‘ +4

Funksiyalarning berilgan kesmada eng katta va eng kichik 
qiymatlari mavjud bo'ladimi?

48. / (x )= s in  x  +3X, xe[— 1;2], 49 . / ( x ) = x 2—2, x e [ — 1;2],

50. / (x)=3, xe [—4;4].



51. / ( * )  =
-х2 +1, — 1 < л: < 0 b o ig  anda,
О, х  = 0 b o iganda ,
х 2 — 1, 0 < х  < 1 b o ig  anda

funksiya berilgan

sohada eng katta va eng kichik qiymatlarni qabul qiladimi?
Tenglamalarning ko ‘rsatilgan kesmada yechimga ega ekanligini 

ko'rsating:
52. x3+ 2 x + l= 0 ,  xe [—1;0]. 53. x3- x 5- x + 2 = 0 ,  xe [0,5;2],

54. s in3 x  — 5sin  x  + 1 = 0, x e [ 0 ; * ] .

55. sinx—х+ 1= 0 , хе[0;л].

56. 2Л—1, xe [0,2;3J. 57. 2*=4x, xe[2;5],

Funksiyalarga teskari b o ig a n  funksiyalar mavjudmi?

58. y=5x+4, x e R 1. 59. y = 2 x, xe Rl. 60. >’= x \  xe (—°°;0].

61. У = cos2x , x  e

63. y= 4x2, xe [—2; 1 ].

■ 1 .0 62. У = tg x ,  x e

64. y =  lg2x, xe(0;+°°).

0;

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

11. x——3, 1- tu r  uzilish nuqtasi. 12. x= 0 , 2-tu r  uzilish 
nuqtasi, x = l ,  1- tur uzilish nuqtasi. 13. x= 0 , ±1, ±2, . . . , 1- tur 
uzilish nuqtalari. 14. x=0, 1- tur uzilish nuqtasi. 15. x=0, 2-tur 
uzilish nuqtasi. 16. x = 0 ,  yo 'qo t i l ish i  m u m k in  b o ig a n  nuqta . 
17. x=3, x——3, 2- tur uzilish nuqtalari. 18. x= 0 , 2- tur uzilish

nuqtasi. 19. x„ = % + nn, n e  Z ,  1-tur uzilish nuqtalari. 20. x = l ,

1- tu r  uzilish nuqtasi. 21. x= 0 ,  x = 2 ,  1- tu r  uzilish nuqtalari.
22 . x = l ,  1- tu r  uzilish nuqtasi. 23 . x = 0 ,  x=7r, 1- tu r  ifzilish 
nuqtasi. 24. x,=5, 2- tur uzilish nuqtasi, x2= 6  nuqtada uzluksiz.
25. x ,=  l, 2- tur uzilish nuqtasi, x2= 2  nuqtada uzluksiz. 26. Xj=3,
2- tu r  uzilish nuqtasi, x2=4 nuqtada uzluksiz. 27. x ,= — 1, 2- tur 
uzilish nuqtasi, x= 2  nuqtada uzluksiz. 28. x ,= —5, 2- tu r  uzilish 
nuqtasi, x2= —4 nuqtada uzluksiz. 29. o=12, b=  8. 30. Shunday 
a  so n  m av jud  em as . 3 1 . S h u n d a y  a va b s o n la r  m av jud  
em as . 32. /  (<p(x)) uzluksiz, ф ( / (х ) )  funksiya x= 0  nuq tada  
uzluksiz. 3 3 . / (ф(х)) funksiya x = — 1 nuq tada  uzluksiz, ф(f(x))
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funksiya x=T nuq tada  uzluksiz. 3 4 . / (ф(х)) funksiya x= 0 , x = ± l  
nuq talarda  uzluksiz, ф ( /(х ) )  uzluksiz. 3 5 . /  (ф(х)) uzluksiz, 
Ф(/'(х)) funksiya x= 0 , x = ± l  nuqtalarda uzluksiz. 36. Ha, / ( 0 ) = 1 .

37. Ha, / ( — 1) = — ? . 38. H a , / ( 0 ) = 2 .  39. H a, / ( 0 )  = * . 40.

M um kin emas. 41 . H a, / ( 0 )  = — . 42. M um kin  emas. 43. H a,

/ ( 0)=1. 48. M avjud. 49. Mavjud. 50. M avjud emas. 51. M avjud 
emas. 58. Mavjud. 59. Mavjud. 60. Mavjud. 61. Mavjud. 62. Mavjud.
63. Mavjud emas. 64. Mavjud emas.

6- § . FUNK SIYA GRAFIGINING ASIM PTOTALARI

F u n k s iy an i  te k sh ira y o tg an d a  u n ing  grafigi k o o rd in a ta la r  
boshidan cheksiz uzoqlashganda, yoki boshqacha aytganda, uning 
o 'zgaruvchan nuqtasi cheksizlikka intilganda grafikning ko'rinishini 
bilib olish m uhim .

1- ta‘rif. Agar o ‘zgaruvchi M(x\y) nuqta funksiya grafigi b o ‘yicha 
koordinatalar boshidan cheksiz uzoqlashganda y —f { x )  funksiya 
grafigidagi o 'zgaruvchi M(x\y) nuqtadan to ‘g‘ri chiziqdagi W(x,; j;,) 
nuqtagacha bo 'lgan d = M N  masofa nolga intilsa, bu to 'g 'ri  chiziq 
y =f ( x )  funksiya grafigining asimptotasi deyiladi (6.1- chizma).

Oy va Ox o'qlarga parallel ham da koordinata o 'qlariga parallel 
bo 'lm agan asim ptotalarni qaraymiz.

1. Vertikal asimptotalar. y =f { x )  funksiya a nuqtaning biror 
e>0 atrofida aniqlangan, ya‘ni x e  U e(o) bo'lsin.

2- ta ‘rif. Agar

lim / ( x ) ,  lim / ( x )
x —>a—0 x —>a+0

lardan biri yoki ularning ikkalasi ham 
cheksiz bo'lsa, x = o  to 'g 'ri  chiziq/ (x) 
funksiya grafigining vertikal yoki Oy 
o ‘qqa parallel asimptotasi deyiladi 
(6.2- a, b, d, e chizmalar).

D em ak, y = f ( x )  funksiya grafi­
gining vertikal asimptotalarini izlash 
u c h u n  f u n k s i y a n in g  q i y m a t i n i  
cheksizlikka aylantiradigan (cheksiz 
uzilishga ega bo 'lgan) x = a  nuqtani 
topish kerak ekan. Bunda x  = a  to 'g 'ri



6.2- chizma.

chiziq vertikal asimptota bo‘ladi.
Eslatma. Um um an aytganda, y=f(x)  funksiyaning grafigi bir 

nechta vertikal asimptotalarga ega bo‘lishi ham mumkin.

1- misol. / (x ) = J _ 2 , x  g [—2;3] funksiya grafigining vertikal

asimptotasini toping.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning maxraji x=2 nuqtada nolga 

aylanadi. x->2±0 da berilgan funksiyaning limitini hisoblaymiz:

lim  f ( x ) =  lim -1— = —< l i m / ( x ) = l i m  - -  = +«>.
дг-»2—О jr—>2—0 x ~ ~ l  x->2+0  *->2+0 x  1

Dem ak, 2- ta'rifga ko‘ra berilgan funksiyaning grafigi uchun x=2 
to ‘g ‘ri chiziq vertikal asimptota bo‘ladi (6.3- chizma).

2- m isol./(x) =ctg x  funksiya grafigining vertikal asimptotasini toping. 
Yechilishi. Berilgan funksiya x=nn (neZ)  nuqtalarda 2- tur

uzilishga ega. х—»7i/i±0 (ne Z) da berilgan funksiyaning lim iti ga 
aylanadi. Shuning uchun, 2- ta‘rifga asosan, funksiyaning grafigi 
cheksiz k o ‘p  vertikal asimptotalarga ega (6 .4- chizm a): x = 0 , 
x=±2n,... x= ±кп.
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2. Gorizontal asimptotalar.
3- ta ‘rif. Agar

lim f ( x )  = b ( b e  R l)
X —>+oo

b o ‘lsa, y = b  t o ‘g‘ri chiziq (x-> — °°) da y = f(x )  funksiya
grafigining gorizontal yoki Ox о ‘qqa parallel asimptotasi deyiladi. 
(6.5- a, b, d, e chizmalar).

x2
1-misol. f ( x ) =  j-— funksiya grafigining gorizontal as im p­

totasini toping.

6 .5 - chizma.
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Yechilishi. Berilgan funksiya Rl da aniqlangan. ,x->±°° da berilgan 
funksiyaning limitini hisoblaymiz:

lim f { x ) ~  lim ~ = lim * =1 .
X - > ± o o  * - > ± ° o  X  + 2  1 + _

2Л
Demak, 3- ta ‘rifga ko‘ra, berilgan funksiyaning grafigi uchun 

y = \  to ‘g‘ri chiziq gorizontal asimptota bo ‘ladi (6.6- chizma).

2- misol. f ( x )  =  ̂ funksiya grafigining vertikal va gorizontal 
asimptotalarini toping.

Yechilishi. Ravshanki, 1  funksiyaning grafigi uchun x= 0  va 

v=0 to ‘g ‘ri chiziqlar, mos ravishda, vertikal va gorizontal asimp-

totalar b o ‘ladi: lim f { x ) =  lim 1  = +«>.
x  —>0±0 x —»0±0 X

lim f ( x ) =  lim 1 = 0 (6 .7 -  chizma).
X —*±oo x —>±°° X

3. O g‘ma asimptotalar.
4- ta‘rif. Shunday к va b chekli sonlar mavjud bo'lib, (x ~^x>) 

da f ( x )  funksiya quyidagi

/  (x )= fo c + /> + c x (.x )

ko'rinishda ifodalansa (bunda lim a ( x )  = 0), Y=kx+b to 'g'ri chiziq 
y=f { x )  funksiya grafigining og'ma asimptotasi deyiladi. Xususiy 
holda, k= 0 bo'lsa, Y = b  to 'g 'r i  chiziq gorizontal asimptota bo'ladi.

1- teorema. y = f(x )  funksiya grafigi x—>±°° da Y=kx+b og 'm a 
asimptotaga ega bo'lishi uchun

6 .6 - chizma.
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\ \ m ^ x-- = k, lim [ / ( х )  — kx] -  b
X ->±°0 X  x —>±po

(1 )

munosabatlar o 'rinli bo'lishi zarur va yetarli.
(1) limitlarni hisoblashda quyidagi xususiy hollar bo'ladi:
1- hoi. Argumentning ishorasiga bog 'l iqbo 'lm agan  holda, ushbu

lim A x )  = lim / w  = к
X — »-K>° X  X — >— oo X

lim [ / ( x )  — kx] = lim [ f ( x )  — kx] = b
X — >+<» * * - > — oo

ikkala limit ham  mavjud va chekli. Bu holda У=кх+Ь to 'g 'r i  chiziq 
funksiya grafigining ikki tom on lam a  og 'm a asimptotasi b o i a d i  
(quyidagi 1- misolga qarang).

2- hoi. A rg u m en t  x  h a m  m u sb a t ,  h a m  m anfiy  isho ra li  
cheksizlikka intilganda, ushbu

lim  ^ x~  = kx, lim ^ x  ̂ = k2, 

lim [ / ( x )  — kx] = bx lim [ / (x) — kx] = b2
x —>+°° ’ x —>—°°

limitlar mavjud, lekin ular o ‘zaro har  xil (hech bo 'lm aganda k ^ k 2 
yoki ЬхфЬ2 teng emas). Bu holda Y{=k\X+bx va Y2= k 2x+ b2 to 'g ‘ri 
chiziqlar funksiya grafigining m os ravishda ikkita bir tomonli (o 'ng  
va chap) og 'm a asimptotalari bo 'ladi (2-misolga qarang).

3- hoi. Faqat x->+°° da

lim f(x)  = k,  l im  ff ( x ) — kx] = b

ikkala limit ham  mavjud. Bu holda Y=kx+b  to 'g 'r i  chiziq funksiya 
grafigining faqat o 'ng  og'ma asimptotasi bo'ladi (3- misolga qarang).

4- hoi. Faqat x-4-°° da

lim t {x} = k, l im  l / M  — kx] = b
X  ДС-»—~

ikkala limit ham  mavjud. Bu holda Y=kx+b  to 'g 'r i  chiziq funksiya 
grafigining faqat chap og 'm a asimptotasi bo'ladi.

Agar yuqoridagi hollarning barchasida £= 0  bo'lsa, Y=b to 'g 'ri  
chiziq gorizontal asimptota bo'ladi.
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1- mi s o l .  у  ■ ^/x3 + 1 f u n k s iy a  g r a f ig in in g  o g ‘m a  
asimptotalarini toping.

Yechilishi. Og‘m a asimptotalami topamiz:

6.8- chizma.

* =  l im  №  1,
X —>±oo X  X —»±<*> X

b=  l im  [ / (x) — kx]=  lim %/x?+1—j

= lim - x3+1“ x3 = 0 .  
x" +-~ ^(xK dK xUTVi +x2

D em ak, 1- teo rem aga  asosan, y - x  t o ‘g ‘ri chiziq berilgan 
funksiyaning ikki tom on lama og‘ma asimptotasi bo ‘ladi.

2-misol. у  = \Jx2 + 1 funksiya grafigining ogkma asimptotalarini 
toping.

Yechilishi. Og‘ma asimptotalami topamiz:

V*2+1k\ = lim -  = lim +1 = lim 11+ 1 = 1,
 ̂ .X —>+°o X  x — X X — ‘У

A;, = lim - = lim v*~+'1 = lim jl+ -1.- = — 1,
X —>— oo X  X —>— °o X  X - > - o o  у  X

6, = lim (y — A,x) = lim (%/x2+1 — x) = lim ,—i ----- = 0,
x—>+°° x— x— \lx (| |
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1>2= lim (у —k j X) -  lim (V*2+l + *) = lim
4 .

■ = lim
JC +1 —X W(,/1+̂ T fl>

D em ak, 1 - teoremaga asosan, y i= x v a  Yi——x  to ‘g ‘ri chiziqlar, 
mos ravishda, berilgan funksiyaning bir  tom onli  (o ‘ng va chap) 
og 'm a  asimptotalari bo 'ladi (6.8- chizm a). Berilgan funksiyani 
quyidagi ko 'rinishda yozish mumkin: y 2—x2= l .

3 - misol. у  =e~3x+2  funksiya grafigining og 'm a  asimptotalarini 
toping.

Yechilishi. Og'm a asimptotalami topamiz:

= lim — = lim ----- —  = 0, k2 = lim — = lim e + - = °°,
x  —>+<» X  x  —>+«> X  x —>—°° X  x - ^ —oo X

b\ = lim (y — kxx)  = lim  (e~3x + 2) = 2.
X --X —>+oo

D e m a k ,  1- teo rem aga  k o 'r a ,  y —2 to 'g ' r i  ch iz iq  berilgan  
funksiyaning faqat o 'ng  og 'm a asimptotasi bo 'ladi (6.9-chizma).

6.9- chizma.

/(* )Eslatma. Berilgan y = f  (x) funksiya uchun  faqat lim ^ = к 

mavjud bo'lib, l im [ / ( x )  — kx] mavjud bo 'lm asa  (yoki cheksiz)
X —>oo

bo'lsa, berilgan funksiya grafigi asimptotaga ega bo 'lm aydi, lekin 
asimptotik yo'nalishga ega bo'ladi. M asalan, у  = Jx parabola Ox 
o 'q iga parallel bo 'lgan asimptotik yo'nalishga ega, lekin gorizontal 
asimptotaga ega emas (6.10- chizma):

к = l im  -  = lim —  = 0 ,  b = lim  (y — kx) -  lim j x  = +<*>.
X X—)+«> X X—*+°° x—>+oo
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4- misol. f ( x ) =  ^ _ 3 funksiya grafigi uchun y=x+3 to‘g‘ri 

chiziq og‘ma asimptota bo ‘lishini ko'rsating.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning ko‘rinishini quyidagicha

o'zgartirib , / ( x )  = x + 3 — ^ _ 3 ni hosil qilamiz. Bunda x->±°° da

ot(x)= — x—3 ° k ° ‘lgani u c h u n , / ( x )  funksiyani /(x)=x+3+a(x)

ko'rinishda ifodalash m umkin. Demak, 4- ta'rifga ko'ra, y=x+3 
to 'g 'ri  chiziq funksiya grafigining og‘ma asimptotasi bo'ladi.

^ 2 __2x
5- misol. / ( * ) =  x__l funksiya grafigining asimptotalarini 

toping.
Yechilishi. (1) formuladan foydalanib, к va b lami topamiz:

f i x )  , .  x 2 —2 x l — 2
к = h m  y } = h m  = lim * = l, * = 1,

у —>ioo X  x —>±°° 1 / x ~»ioo 1
1 —

X

*2- 2 jc '
b=  l i m ( / ( x )  — fcv)= lim x_ t - x

X -->±
lim . = —1, b = ~  1.

X —->+oo 1-

Demak, 1- teoremaga ko 'ra ,  y= x— 1 to 'g 'ri  chiziq berilgan 
funksiya grafigining og'ma asimptotasi boiadi. к* 0 bolganligi uchun 
funksiya grafigi gorizontal asimptotaga ega emas.

Endi berilgan funksiyaning vertikal asimptotasini topamiz. 
Funksiya x = l  nuqtada 2 - tu r  uzilishga ega. x—>1±0 da berilgan 
funksiyaning limitini hisoblaymiz:

lim f { x )  = lim * 2x ~ +oc
х-Я+О x~>l±0 x—1

Demak, 2- ta'rifga k o l a ,  berilgan funksiyaning grafigi uchun 
x=  1 to 'g 'ri  chiziq vertikal asim ptota boiadi.

Esiatma. Y—kx+b  asim ptotalar bilan bir qatorda murakkab 
ko'rinishdagi asimptotalar ham  qaraladi. Agar f i x )  funksiyani 
u shbu

f i x )  =flnxn+fl„_, . . + a ,x+a0+a(x)

ko'rinishda yozish mumkin bo  lib, unda lim a (x )  = 0 bo'lsa, u
X  —>00

holda
• • + 0 , x+a0 (2)
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ko‘phad bilan aniqlangan n- tartibli parabola x->-w> da y =f ( x )  
funksiya grafigining asimptotasi deyiladi.

2 -  teorem a. y = f ( x ) f u n k s iy a n in g  g rafig i  x->+°° da (2) 
asimptotaga ega bo'lishi uchun  quyidagi n+ 1 ta limit qiymatlaming 
mavjud bo'lishi zarur va yetarli:

lim = an, lim f {x )~ ^ x = . . . ,
X - » + o o  y j l  X

lim  f W - ( anxn+an. Iх" l+ -+«2*2) _  a
X—►+«> X

lim [ / ( x )  — (anx n + a„_ ,x”_1 + ... + ^ x ) ]  = a0.
X->-foo

x^+2x_3 • •6- misol. / (x) = x _ 3 funksiya grafigining asimptotasini

toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyani

/ ( x )  = x 2 + 3x + 11 + 30
x — 3

30
ko'rinishda tasvirlaymiz, bunda  lim a ( x )  = lim = 0.

X—>°° X  —  J

Demak, F=x2+ 3 x + l l  chiziq, ta'rifga ko 'ra, berilgan funksiya 
grafigining asim ptotasi bo 'lad i .  Ravshanki, x = 3  to 'g 'r i  chiziq 
berilgan funksiya grafigining vertikal asimptotasi bo'ladi.

M ustaqil ishlash uchun misollar

Funksiya grafiklarining asimptotalarini toping:

1. у  = x + l . 2. у  = 10 + 3 . 3 . У = e x .
i x i X  

4. у  = yfx + J 5 — x. 5. У = 2(X+1)2 ’ 6. у  =| x  + 2\e x .

7. г - л  ■. 8. У = р £ ' ,  ■ 9. У = У = {7 i  ■

п  . У - * £ :  13 .> = tgx  и . у . 4 х  + ± у

.5

107



Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1. y = x  — og‘m a asimptota. 2. y=10 — gorizontal asimptota, 
x= 0  — vertikal asimptota. 3. y = l  — gorizontal asimptota, x = 0  — 
vertikal asimptota. 4. Asimptota yo‘q. 5. x = —1— vertikal asimptota.
6. y= —x  — 1 va j = x + l  — og‘ma asimptotalar. 7. Asim ptota  y o ‘q.
8. x=  1, x = — 1 — vertikal asimptota. 9. x=0, x=3 — vertikal asimptota.
10. x=2  — vertikal asimptota y = x + 4  — og‘ma asimptota 11. jc=1 — 
vertikal asimptota, y =  x— l — og‘ma asimptota 12. y =  2 — og 'm a

asimptota. 13. у  = ~ + nn, n e  Z  vertikal asimptotalar. 1 4 . y=4x —
og'ma asimptota, x = —3 — vertikal asimptota. 15. Y = x2+ x+ 1 chiziq 
asimptotasi, x= 3  — vertikal asimptota.

7- §. FUNKSIYA GRAFIGINING XARAKTERLI 
NUQTALARI VA SIMMETRIYA 0 ‘QLARI

Funksiya grafigining xarakterli nuqtalariga quyidagi nuqtalar 
kiradi: funksiya grafigining koord ina ta  o 'q lari bilan kesishish 
nuqtalari; funksiya aniqlanish sohasining chegaralaridagi limitik 
qiymati; funksiyaga ekstrem um  bemvchi nuqtalar; funksiyaning 
nollari; egilish (bukilish) nuqtalari.

1. Funksiya grafigining koordinata o ‘qlari bilan kesishish  
nuqtalari. Funksiya grafigining koordinata o 'qlari bilan kesishish 
nuqtalarini aniqlashda quyidagi hollar qaraladi;

1) f ( x )  funksiya grafigining Oy o 'qi bilan kesishish nuqtasini 
topish uchun x = 0  deb, y = f ( 0 )  ni topish kerak;

2) f ( x )  funksiya grafigining Ox o ‘qi bilan kesishish nuqtasini 
topish uchun y =  0 deb, / ( x ) = 0  tenglamadan x  ni topish kerak.

1- m is o l . / (x )  = x :— 1 funksiya grafigining koordinatalar o ‘qlari 
bilan kesishish nuqtalarini toping.

Yechilishi./ ( x ) = x 2— 1 funksiya grafigining Ovo'qi bilan kesishish 
nuqtasini topish uchun  x= 0  deb, / ( 0 ) = — 1 ga ega bo'lamiz. Ox 
o ‘qi bilan kesishish nuqtalarin i topish uchun  esa / ( x ) = 0  deb, 
x2— 1=0 tenglamaning yechimlarini topamiz: x = ± l.

S h u n d a y  qilib , (0 ;— 1), ( — 1;0), (1;0) n u q ta la r  funksiya  
grafigining koordinata o 'qlari bilan kesishish nuqtalari b o ‘ladi (7.1- 
chizma).

2- m iso l . / (x )= e A+ l  funksiya grafigining koordinata o ‘qlari bilan 
kesishish nuqtalarini toping.
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Yechilishi. Berilgan funksiyaning grafigi Oy  o 'qini kesib o 'tad i,  
ya'ni jc=0 d a / ( 0 ) = e ° + l = 2  bo 'ladi, lekin Q x o 'q n i  kesib o 'tm aydi, 
ya'ni / ( x ) * 0, chunki е хФ— 1 (7.2- chizma).

у У

-2 -1 -2 0 

-2

2 4 X

-2

7.1- chizma.

-4

7.2- chizma.

2. Funksiya aniqlanish sohasining chegaralaridagi lim itik  
qiymati. Funksiya aniqlanish sohasining chegaralari yaqinida uning 
limitini aniqlashda quyidagi hollar qaraladi:

1) agar funksiyaning aniqlanish sohasi [a,b\ kesmadan iborat 
bo 'lsa, x  ning x = a  va x = b  nuqtalardagi funksiyaning qiymatlari, 
ya 'ni y = f ( a ) ,  y = f { b ) ni hisoblash kerak;

2) agar funksiyaning aniqlanish sohasi (a;b) oraliqdan iborat 
bo 'lsa,

(limitlar mavjud bo 'lsa) larni hisoblash kerak.
1-m isol. U shbu  funksiya an iqlanish  sohasining chegaralari  

yaqinida uning limitini aniqlang:

Yechilishi. Ravshanki, berilgan funksiya [0 ; l )u ( l ;4 ]  oraliqda 
aniqlangan. Berilgan funksiyaning x = \  nuqtada  chap  va o 'n g  
limitlarini hisoblaymiz.

x->a+0
lim  f  (x )  va lim f  (x)

A x )  = •
x 2 + 1, 0 < x  < 1 b o ’ lg anda,

x  — 1, 1 < x  < 4 bo’ lganda.

/ ( 1 )= 1 2+ 1 = 2 ,  
lim / (x) = l i m ( x 2 + l) = 2,

x —>1—0 x-> l—0
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4+jc
2- misol. f i x )  = funksiya aniqlanish sohasining chegara- 

lari yaqinida uning limitini aniqlang.
Yechilishi. Berilgan funksiya (-°°;2) va (2;+°o) oraliq larda  

aniqlangan. Endi funksiya aniqlanish sohasining chegaralari yaqinida 
uning limitini aniqlaymiz:

1+4

lim f ( x )  = lim 4+* = lim * = 1,X—>±CK> x-*±°° X--2 X —>±oo J_ ̂
X

lim f ( x )  - lim 4+* = —«
x -> 2 — 0 x  ->2-0 X — 2

lim f i x )  = lim 4+* = +oo,
x—>2+0 jr->2+0 X—2

Dem ak, / ( ± ~ ) = 1 ,  / ( 2 - 0 ) = - ~ ,  / (2+ 0 )= + oo  b o ‘ladi.

3. Funksiyaga ekstremum beruvchi nuqtalar. f i x )  funksiya (a;b) 
oraliqda aniqlangan bo'lib, x0eia ;b )  bo'lsin.

1-ta‘rif. Agar x()e(a;A) nuqtaning shunday
i/5(x0)={x: xe R \  x0—5<x<x0+5; 5>0}с(я;/>) 

atrofi mavjud b o i ib ,  Vx e U^(x0) uchun

/ ( x ) < / ( x 0) i f i x ) > f ix 0))

tengsizlik o'rinli bo'lsa, f (x) funksiya x0 nuqtada lokal maksimumga 
ilokal minimumga) ega deyiladi, / ( x 0) qiymat esa f i x )  funksiya­
ning U&{x0) to 'plamdagi lokal maksimumi ilokal minimumi) deyiladi.

2-  ta ‘rif. Agar хце(о;/>) nuq tan ing  shunday  U&{x0)e  ( a;b) 
atrofi mavjud bo'lib, V x e  f/5(x0) uchun

f ( x ) < f ( x 0) ( f{x)>f{x0))

tengsizlik o 'r in li  bo 'lsa , f i x )  funksiya x0 nuq tada  qat'iy lokal 
maksimumga iqa t‘iy lokal minimum)ga ega deyiladi, f { x Q) qiymat 
esa f i x )  funksiyaning t/5 (x0) dagi qat'iy lokal maksimumi (qat'iy 
lokal minimumi) deyiladi.

Bu holda x0 son funksiyaga, mos ravishda, lokal m aksim um  
(lokal m in im um ), qa'tiy lokal maksimum {qat'iy lokal minimum) 
qiymat beradigan nuqta deb ataladi.

Funksiyaning Ub (x0) dagi lokal maksimum  (lokal m in im um ) 
qiymatlari

f ( xo ) =  max { /(x)}  ( / ( x 0) = min { / (x )} )
jcef/6 (jc„) xeU&(x0 )
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kabi belgilanadi. Bunda max (min) lotincha m axim um  (m inim um ) 
so 'z idan olingan bo ‘lib, eng katta (eng kichik) degan m a 'non i 
anglatadi.

Funksiyaning maksimum va m inim um  qiymatlari um um iy nom  
bilan ekstremum qiymatlar deyiladi (ekstrem um  - ex trem um  — 
lotincha chetki qiymat, demakdir).

Funksiyaning ekstremum nuqtalarini topishda quyidagi hollarga 
alohida e 'tibor  berish zarur.

1- hoi. Agar funksiya [a;b] kesmada berilgan bo'lsa, funksiyaning 
ekstremum  nuqtasi kesmaning chegara nuqtasi ham , ichki nuqtasi 
ham  bo'lishi mumkin.

2- hoi. Ekstremumga ega bo'lgan funksiya m onoton  bo'lmaydi. 
M o n o to n  o ‘zgaruvchi funksiya e ks trem um ga  ega bo 'lm ay d i .  
Masalan, y = k x + b  funksiya k>0 b o ‘lganda m ono ton  o 'suvchi, k< 0 
bo 'lganda esa m onoton  kamayuvchi bo 'lgani uchun ekstremumga 
ega emas.

3- hoi. Funksiyaning ekstremum nuqtasi (ekstremum qiymat­
lari) bir nech ta  va hatto  cheksiz k o 'p  ham  bo 'lish i m um kin . 
Funksiya  uzluksiz bo 'lganda , un ing  m aks im um  va m in im u m  
qiymatlari o 'zaro  almashinib keladi (7.3- chizma).

Eslatm a. Agar funksiya [a ,b ] kesm ada  an iq langan  bo 'lsa , 
funksiyaning x = a  yoki x= b  nuqtalardagi lokal maksimum i yoki 
lokal m in im u m i haq ida  so 'z  yuritib  b o 'lm a y d i ,  chunk i  x —a 
nuqtadan  chapda va x=b  nuqtadan o 'ngda  funksiya aniqlanmagan.

1- m iso l./ ( x )  = x 2— lCbr+6 funksiyaning ekstrem um  nuqtasi va 
ekstremum  qiymatini toping.

7 .3 - chizma.
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Yechilishi. Berilgan kvadrat uchhaddan to ‘la kvadrat ajratamiz: 
f ( x )  = (* — 5)2— 19. x0= 5  bo'lganda / (* „ ) = — 19, x0*5 bo 'lganda 

esa (x— 5)2>0 va / ( x ) = ( x —5)2— 19>—19=/(x0) bo'ladi.
Demak, ^ = 5  nuqta funksiyaning ekstremum nuqtasi,/ ( ^ = — 19 

esa uning ekstremum qiymati bo'ladi (7.4- chizma).
2- misol./ ( х ) = 2 л funksiyaning ekstremum nuqtasi va ekstremum 

qiymatini toping.
Yechilishi. / ( x)—2x qat'iy monoton o'suvchi funksiya va 2 v 0  

bo'lganligi uchun  ekstremumga ega bo'lmaydi (7.5- chizma).

Biz yuqorida funksiyaning ekstremumlari va funksiya biror 
oraliqda bir nech ta  m aksim um  va m inim um larga ega bo 'lishi 
mumkinligi to 'g 'risida aytib o'tdik. Endi funksiyaning eng katta va 
eng kichik qiymatlarini topish masalasini qaraymiz.

f ( x )  funksiya [o;Z>] kesmada aniqlangan va uzluksiz bo'lsin. 
Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko 'ra  funksiyaning [a,b\ 
kesmada eng katta va eng kichik qiymatlari mavjud bo'ladi va bu 
qiymatlarga funksiya [a,b\ kesmaning nuqtalarida erishadi.

f ( x )  funksiyaning \a\b\ kesmadagi eng katta va eng kichik 
qiymatlarini topish uchun (7.6- chizma):

7.4- chizma. 7.5- chizma.

Ay

7 .6 - chizma.
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1 ) / ( x )  funksiyaning (a;b) dagi barcha m aksim um  va mini- 
mumlari topiladi;

2) / ( x )  funksiyaning x = a , x = b  nuq ta la rdag i f  (a) va f ( b )  
qiymatlari topiladi;

3) m a k s i m u m la r n in g  eng  k a t ta s i  b i la n  / ( o ) ,  f ( b )  la r  
taqqoslanadi, ularning kattasi funksiyaning [a;b] dagi eng katta 
qiymati bo 'ladi;

4) m inim um larning eng kichigi bilan f { a ), /(/>) lar taqqos­
lanadi, ularning kichigi funksiyaning [a;b\ kesmadagi eng kichik 
qiymati bo'ladi.

Esiatma. Agar f ( x )  funksiya [a;b] kesmada birgina m aksim um  
(m inim um ) ga ega b o ‘lsa, bu m aksim um  (m in im um ) funksiyaning 
[a\b) dagi eng katta (kichik) qiymati bo iad i .

4-m isol. R radiusli doiraga eng katta yuzli ichki to 'g 'r i  to 'r tbu r-  
chak chizilsin.

Yechilishi. To'g 'r i  to 'r tburchak  tom onlaridan  birini x  orqali 

belgilaymiz: AB = x; BC = ^l4R2 — x 2. El holda to 'g 'r i  to 'r tbu r-  

chak yuzi у  -  Хл]4R~ — x 2 b o ia d i ,  bunda 0<x<2R  (7.7- chizma).

2 — x 2 ning eng katta qiymatini izlaymiz. Buning uchun 
у  o 'rn iga y 2 ning eng katta qiymatini topamiz:

y 2= x 2( 4 R 2- x 2).

O 'ng  tom ondagi ko 'paytm a ikki ko'paytuvchi x 2 va 4 R 2—x 2 dan 
iborat bo 'lib , ularning yig'indisi x 2+ ( 4 R 2—x 2) = 4 R 2 o 'zgarm as 
bo'ladi.

Eng katta ko 'paytm a haqidagi teoremaga asosan у 2 ko 'payt-  
m aning eng katta qiymatiga x 2= 4 R 2—x 2 bo 'lganda erishiladi. ЕГ 
holda 2 x 2= 4 R 2 yoki x ,>0 bo'lgani uchun x  = R f l  ■

Demak, R radiusli doiraga ichki chizilgan 
b a rc h a  t o 'g ' r i  t o ' r tb u rc h a k la r d a n  faqa t  
kvadrat eng katta yuzga ega bo'ladi.

5- misol. Berilgan sharga eng katta hajmli 
ichki konus chizing.

Yechilishi. Quyidagi belgilashlami kiritamiz:
OS=R, (УА=г, a s = h ( 7.8- chizma). U

1 2holda konusninghajmi У =  ̂ l ir^ ] bo'ladi. To'g'­

ri burchakli uchburchakdagi metrik m uno-
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sabatlardan foydalanib, SAB uchburchakdan (2R—h): h=r:h ga 
erishamiz, bundan rL—h(2R—h) (0<h<2R).

у -   ̂lr{2R  — h) ning eng katta qiymatini hisoblash uchun 
h 2(2R—h) ko'paytmaning eng katta qiymatini izlaymiz: 

h 2(2R—h) — (h)2 (2R—h).

Bu ko'paytmada h+(2R—h)=2R— o'zgarmas bo'lgani uchun
4 З2л/?3eng katta qiymatga h= R da erishiladi. _ymax = - bo'ladi.
э 81

Demak, berilgan sharga ichki chizilgan konuslardan balandligi
2

shar diametrining 3 qismini tashkil qiladigani eng katta hajmga 
ega bo'lar ekan.

4. Funksiyaning nollari. y=f(x) funksiya xe X (xcrR]) to'plamda 
berilgan bo'lsin.

1- ta ‘rif. Argument x  ning funksiyani nolga aylantiradigan 
qiymatlari, ya 'n i x e X n ing/(x)= 0 tenglamani qanoatlantiradigan 
qiymatlari funksiyaning nollari deyiladi.

Funksiyaning grafigi uning nollarida yoki Ox o'qini kesib o'tishi, 
yoki Ox o'qiga urinib o'tishi mumkin (7.9- chizma). 7.9- chizmadagi 
x ,, x2, x3 nuqtalar funksiya grafigining nollari bo'ladi.

1-m iso l./ (x )= x i—9x funksiyaning nollarini toping.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning nollarini topish uchun x 1—9x=0 

teng lam an i yecham iz: Xj=0, x2=—3, x 3=3 nuqta lar berilgan 
funksiyaning nollari bo'ladi (7.10- chizma).

Ba'zi funksiyalar o'zining aniqlanish sohasida nollarga ega 
bo'lmasligi ham mumkin, masalan, y= 3х, y=x2+ 1 va h.k.

7 .9 -  chizma.
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Funksiyaning nollaridan o'tishda uning ishorasi o 'zgaradi. 
Bundan tashqari, uzilish nuqtalaridan o'tishda ham ishora o'zgarishi 
mumkin.

Berilgan funksiyaning ishorasini tekshirish uchun f(x)>0 va 
/(x)<0 tengsizliklarni yechish natijasida x  ning bu tengsizliklarni 
qanoatlantiruvchi qiymatlari topiladi.

Agar funksiyaning grafigi Ox o'qiga urinsa, urinish nuqtasida 
funksiyaning ishorasi o'zgarmaydi.

x., x2, . . ., xn lar f(x)=0  tenglamaning yechim lari bo'lsin, u 
holda funksiyaning aniqlanish sohasi bir necha bo'laklarga bo'linadi. 
Bu ketm a-ket bo 'laklarn ing har biridan bittadan qiym at olib, 
funksiya ishorasining o'zgarishini tekshirish kerak.

2-m isol. v = * ' * funksiyaning ishorasini aniqlang.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi (^*>;4)u(4;-+<«) 

dan iborat. Funksiyani nolga aylantiradigan nuqtalarni topish uchun

kasrning suratini nolga tenglashtirib, x2—5x+6=0 tenglam aning 
yechim ini topamiz: x=2, x2=3. Funksiyaning ishorasini aniqlash 
uchun quyidagi oraliqlarga bo'lamiz: (-°°;2), (2 ;3 ), (3 ;4 ), (4;+°o)

va bu bo'laklardan ketma-ket 1, ^ , 5  nuqtalarni olib, funksi­

y an in g  ish o ra s in i tek sh iram iz : /(1) < 0, f ( 5) > 0, fC ) <  0, 

/ (5) > 0.
x = 2 , x ,= 3 nuqtalar berilgan funksiyaning nollari bo 'lad i 

(7 .11- chizma).
5. Funksiya grafigining egilish (bukilish) nuqtalari. Funksiya 

grafigining egilish (bukilish) nuqtalarini topishda qavariq to 'p lam  
va qavariq funksiya tushunchasi muhim aham iyatga ega. Shuning 
uchun biz aw alo  qavariq to'plam  va qavariq funksiya tushun- 
chalarini beramiz:

a) qavariq to ‘plam tushunchasi. Bo'sh bo'lmagan EczR2 to'plam 
berilgan bo'lsin.
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7.11-rasm.

1- ta ‘rif. Agar E to'plamning ixtiyoriy ikki nuqtasi bilan birga 
ularni tutashtiruvchi kesma ham shu to‘plamga qarashli bo'lsa, E 
qavariq to‘plam deyiladi.

Boshqacha aytganda, agar Ух, y e  E va barcha Ae [0; 1 ] uchun 
Ax+(1 — X) ye E bo'lsa, E qavariq to'plam deyiladi.

7.12- chizmadagi to‘g 'ri to ‘rtburchak, doira, uchburchaklar 
qavariq to ‘plam larga misol bo'la oladi, 7.13-chizmadagi shakllar 
esa, qavariq bo‘lmagan to'plamlardir. Yagona elementli to‘plamlarni 
va bo'sh to'plam larni ham qavariq to'plam deb qarash mumkin.

2- ta ‘rif. Agar ixtiyoriy x, ye E, x*y nuqtalar va barcha Xe (0; 1) 
sonlar uchun Ax+(1— X)y ham E to'plamning ichki nuqtasi bo'lsa, 
E qat'iy qavariq to'plam deyiladi. M asalan, doira qat‘ iy qavariq 
to'plam bo'ladi, parallepiped esa qat'iy qavariq to'plam  emas.

b) qavariq funksiya tushunchasi. f (x )  funksiya E qavariq 
to'plamda berilgan bo'lsin.



3- ta ‘rif. Agar Vx, у e E va VXe  [0; 1J uchun
/(Ъс+(1— X)y) < lf { x )+ ( l—X) f(y)

tengsizlik o 'rin li bo 'lsa, qavariq E to'plam da aniqlangan va chekli 
/ (x) funksiya qavariq deyiladi (7 .14-chizma).

4 - ta ‘rif. Agar Vx,у e  E , xty  nuqtalar va VXe [0; 1 ] uchun

f(Xx+(l-X)y) < X f{x)+ (l-X ) f(y)
qat'iy tengsizlik bajarilsa, f(x)  funksiya E to'plamda qat'iy qavariq 
deyiladi.

5 - ta ‘rif. Agar g(x)=—f(x) funksiya qavariq EczR' to 'p lam da 
qavariq bo‘lsa,/(x) funksiya ^to'p lam da botiq deyiladi (7.15-chizma).

M iso lla r . 1) / (_v)=|jc|, xeR ] funksiya qavariqd ir, chunk i

/■

Ax)

{z\f{z))

y jiy ))

7 .15 - chizma.

Vx,, x2 e R\ x^ x2 nuqtalar va VA.[0;1] uchun |Ъс,+(1—X)|xJ< 
< X |x,| +(1 — X) |x2| tengsizlik o 'rin li bo'ladi.

2) / (x)=e* funksiya R' da qat’ iy qavariq funksiyadir, chunki
\/x{,x2 e Rl, x^x2 nuqtalar va V X g(0 ;1 ) uchun

eix,+o-u*2 < x(,x' +(1 -X )e x'-
tengsizlik bajariladi.

3) f{x)——ex funksiya R} da botiq funksiya bo'ladi.
Amaliyotda, ko 'p incha, funksiya grafigi qavariqligi (botiqligi)ni 

tekshirishda yuqoridagi keltirilgan ta'riflarga ekvivaliyent bo'lgan 
quyidagi ta'riflardan foydalaniladi.

fix )  funksiya [a\b\ da berilgan bo'lsin.
6 -ta ‘rif. Agar f(x)  funksiya grafigi istalgan vatarining o'rtasi 

funksiya grafigining mos nuqtasidan pastda (yuqorida) yotsa, bu 
funksiyaning grafigi berilgan oraliqda botiq (qavariq) deyiladi (7.16-
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chizm a).

7- ta ‘rif. Agar istalgan xp x2e \a\b\ uchun /  A| +̂ 2 ^
/(x,)+/(x2)

2

/(*,)

(*; Л*))

Ц;/(х,))

0 -v, О х л:
-1----- >X, X

7 .16 -  chizma.

tengsizlik o'rinli bo 'lsa, f(x)  funksiyaning grafigi [a,b] kesmada 
botiq (qavariqligi yuqoriga yo 'nalgan) deyiladi.

8- ta ‘rif. Agar istalgan xp x2e \ct\b\ uchun

tengsizlik o 'rin li b o 'ls a ,/ (x )  funksiyaning grafigi [a;b] kesmada 
qavariq (qavariqligi pastga yo 'nalgan) deyiladi.

1- misol. / (x )= 3X funksiya grafigining R1 da qavariqligi yoki 
botiqligini aniqlang.

Yechilishi. Funksiya grafigining botiqligi yoki qavariqligini ta 'r if  
bo'yicha tekshiramiz:

Vx,, x2 e R] (x, < x2) uchun ¥' va 3*2 sonlar bir-biriga teng 
emas va musbat sonlar. O'rta arifmetik va o'rta geometrik miqdorlar 
orasidagi munosabatlardan

tengsizlikka ega bo'lam iz. Demak, 4- ta'rifga asosan, funksiyaning 
grafigi qat'iy  qavariqdir (7.17- chizma).
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2- misol./(x)=sin x funksiya grafigining |0;7i] kesmada botiqligini 
ko'rsating.

Yechilishi. Shartga ko'ra
xi+x2f

X ,+ X 2

2
= sin

va

X ,+ X 2 Л

/(.Xi)+f(x-)) s in x .+ s in x ?  . X1+X2 x .+ x 2
-  = 1---------- = s in  COS ,

2 2 2 2

larga ega bo'lamiz. Istalgan x ,, x2e (0;л), x,<x2 larda 0 <
bo'lgani uchun

r\ x1 +x-) , • x\ +x-> sin x. +sin x 20 < cos 1 -- < 1, sm 2 2

tengsizlik o 'rin li bo'ladi.
Demak, 6- ta'rifga asosan ,/(x)= sin x  funksiyaning grafigi [0;jtJ 

kesmada botiqdir (7.18- chizma).

3 - misol. Ushbu f(x)=x2 funksiya grafigining R' da qavariqligini 
ko'rsating.

7 .18 -  chizma.

Yechilishi. Istalgan V x ,, x2 e R' va x, *  x2 bo'lganda

, 2 l v 2 , i _________  . 2 , v 2 . , / v . 2 x v 2 ^  v - 2  ,  v ?

/ “ 2“
_  x , + x 2 + 2xj x2 < x , + x 2 + ( x f+ x 2 ) = x(+ xj = / ( x , ) + / ( x 2 ) 

4 “  4 2 " 2

tengsizlikka ega bo'lam iz, chunki x,2 + x\ >2x,x2.
Demak, 8- ta'rifga ko 'ra, berilgan funksiyaning grafigi R' da 

qavariqdir (7.19- chizma).
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g) qavariq funksiyalarn ing  
xossalari.

Г. Qavariq (botiq) funksi­
yaning o'zgarmas musbat songa 
ko'paytmasi yana qavariq (botiq) 
funksiya bo'ladi.

2°. Qavariq (botiq) funksi­
yaning o'zgarmas manfiy songa 
k o 'p ay tm as i botiq  (q av a r iq ) 
funksiya bo'ladi.

3°. Qavariq funksiyalarning
yig'indisi qavariq funksiya bo'ladi.

4°. Agar / (x ) — qavariq va o'suvchi bo'lib, х=ф(/) esa botiq 
funksiya bo'lsa, u holda murakkab /(<p(0) funksiya botiq bo'ladi.

5°. Agar / (x ) — botiq va o'suvchi bo'lib, х=ф(/) esa qavariq 
funksiya bo'lsa, u holda murakkab / (<p(/)) funksiya botiq bo'ladi.

6°. A gar/(x) — qavariq va o'suvchi funksiya bo'lib, х=ф(/) esa 
qavariq funksiya bo'lsa, u holda murakkab/(ф (0) funksiya qavariq 
bo'ladi.

7°. Agar / (л ) — qavariq va kamayuvchi funksiya bo'lib, х=ф( t) 
esa botiq funksiya bo'lsa, u holda murakkab/(ф(/)) funksiya qavariq 
bo'ladi.

8°. Agar y—f( x ) va y=g(x) o 'zaro teskari (mos oraliqlarda) 
funksiyalar bo'lsa, u holda:

a) agar f(x) — botiq va o'suvchi funksiya bo'lsa, g{x) funksiya 
qavariq va o'suvchi bo'ladi;

b) agar / (x ) — qavariq va kamayuvchi funksiya bo'lsa, g(x) 
funksiya botiq va kamayuvchi bo'ladi;

d) agar / (x ) — qavariq va kamayuvchi funksiya bo'lsa, g (x) 
funksiya qavariq va kamayuvchi bo'ladi.

9°. \a,b\ oraliqda botiq bo 'lgan/ (x ) (o'zgarmas sondan farqli) 
funksiya shu oraliqning ichida o'zining eng katta qiymatini qabul 
qilmaydi.

10°. Agar /(x) va g(x) funksiyalar musbat va qavariq bo'lsa, u

holda У = funksiya qavariq bo'lishi uchun bu funksiyalarning 

biri o'suvchi, ikkinchisi esa kamayuvchi bo'lishi yetarli.
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f  (-'О11°. Agar У -   ̂v) funksiya qavariq bo 'lib ,/ (x ) manfiy, qavariq

va o'suvchi bo'lsa, u holda ф(х) funksiya musbat, botiq va o'suvchi 
bo'ladi.

12°. Agar У = botiq b o 'l ib ,/ (x )  va ф(х)) funksiyalar

qavariq va manfiy bo'lsa, u holda qaralayotgan funksiyaning biri 
o'suvchi, ikkinchisi kamayuvchi bo'ladi.

13°. A gar/(x) funksiya qavariq bo'lsa, (/ (*)*0) funksiya 
botiq bo'ladi.

14°. Agar f(x) funksiya musbat va qavariq bo 'lsa, u holda 
v = "If{x) funksiya qavariq bo'ladi (n — natural son).

15°. Agar |/(x)]" funksiya qavariq bo'lsa (/) — natural son), u 
holda fix )  funksiya musbat va botiq bo'ladi.

16°. Agar f{x) va ф(х) funksiyalar musbat, o 'suvchi, botiq 
bo 'lsa, u holda v=f (x) ■ ф(х) funksiya musbat, o'suvchi, botiq 
bo'ladi.

17°. Agar f ix )  va ф(х) funksiyalar musbat, kamayuvchi, botiq 
bo'lsa, u holda y= f(x ) • ф(х) funksiya musbat, botiq bo'ladi.

18°. Agar f (x )  va ф(х) funksiyalar manfiy, o'suvchi, qavariq 
bo'lsa, u holda y= f (x) ■ ф(х) funksiya musbat, botiq bo'ladi.

19t!. Agar f ( x )  va ф(х) funksiya lar m an fiy , kam ayuvch i, 
qavariq bo'lsa, u holda y= f (x) • ф(х) funksiya musbat, botiq bo'ladi.

20°. Agar f ix )  funksiya musbat, kamayuvchi, qavariq bo'lsa, 
ф(х) funksiya esa musbat, o 'suvch i, qavariq  bo 'lsa , u holda 
y=f (x) ■ ф(х) funksiya musbat, qavariq bo'ladi.

21°. Agar f{x) funksiya manfiy, o 'suvchi, botiq bo'lsa, ф(х) 
fu n ksiya  esa m an fiy , k am ayu v ch i, bo tiq  b o 'ls a , u ho lda 
y—f  ix) ■ ф(х) funksiya musbat, qavariq bo'ladi.

22°. Agar f(x) musbat, o'suvchi. qavariq bo'lsa, ф(х) funksiya 
esa manfiy, o'suvchi, botiq bo'lsa, u holda y=f{x) ■ ф(х) funksiya 
manfiy, botiq bo'ladi.

23°. Agar f{x) funksiya musbat, kamayuvchi, qavariq bo'lsa, 
ф(х) funksiya esa m anfiy, kam ayuvchi, botiq bo 'lsa, u holda 
y=f ix) ■ ф(х) funksiya manfiy, botiq bo'ladi.
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24°. Agar f (x ) musbat, o'suvchi, botiq bo'lsa, ф(х) funksiya esa 
manfiy, o'suvchi, qavariq bo'lsa, u holda у=/(х)-ф (х) funksiya 
manfiy, qavariq bo'ladi.

25°. A gar f(x )  m usbat, kam ayuvch i, botiq b o 'lsa , ф(х) 
funksiya esa manfiy, o'suvchi, qavariq bo'lsa, u holda y=f(x) • ф(х) 
funksiya manfiy, qavariq bo'ladi.

fix )  funksiya E— qavariq to'plamda berilgan bo'lib, x0e iTbo'lsin.
6- ta ‘rif. Agar f{x) funksiya Uf(x{)) atrofda qavariq (botiq) 

bo 'lib , Ub+(x0) atrofda esa botiq (qavariq) b o 'lsa , x0 nuqta 
funksiyaning (funksiya grafigining) egilish nuqtasi deb ataladi.

Masalan, 1) y—x3 funksiya grafigi uchun a^O nuqta egilish 
nuqtasi bo 'ladi; 2) v=sin x funksiyaning grafigi uchun x=nn, neZ  
nuqtalar egilish nuqtalari bo'ladi (7.20- a, b- chizmalar).

7.20- chizma.

6. Funksiya grafigining sim m etriya o'q lari. Agar shunday 
o'zgarmas Xq son mavjud bo'lsaki, istalgan xeX  uchun x0—xeX, 
Xq+xeX bo'lganda

/  (x0—x )= f(x 0+x) (*)

tenglik bajarilsa, x=x{) to 'g 'ri chiziq y= f (x) funksiya uchun vertikal 
simmetriya o'qi deyiladi. Xususiy hollarda л'о=0 bo'lganda juft 
funksiya uchun Oy o'qi simmetriya o'qi bo'ladi.

1- misol. y=ax2+bx+e (a*0) funksiya grafigining qanday vertikal 
o'qqa nisbatan simmetrikligini aniqlang.

Yechilishi. Simmetriklik (*) shartiga ko'ra tekshiramiz:

a(x0—x)2+b(xll—x)+c=a (xn+x)2+b (х0+х)+с, 
—2 a x x 0—bx=2a xi] x+bx.
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7 .2 1 -  chizma.

Bu tenglikni jq, ga nisbatan yechamiz:

x0 = — , ya ‘ni x  = — * — simmetriya o'qi (7.21- chizma).

Agar istalgan xe D(f) uchun y0 = ' |/(x0 — x) + / (x 0 + x )] 
ayniyat o ‘rinli bo 'lsa, (x0;y0) nuqta f(x)  funksiya grafigi uchun 
simmetriya markazi bo'ladi.

Xususiy holda (?(0 ;0) nuqta toq funksiyaning sim m etriya 
markazidir.

2- misol. y=ax+b funksiya grafigining simmetriya markazini 
toping.

Yechilishi. Simmetriya markazini topish shartini yozamiz: 

2y0=a(x0—x)+b+a(x0+x)+b,
2y0—2ax0+2b.

Bu yerdan y0=ax0+b bo 'lad i. bunda x0 — ixtiyoriy nuqta. 
Demak, у=ах+Ъ funksiya grafigining simmetriya markazi M (л̂ ; сщ +b) 
nuqtada ekan.

Quyidagi tasdiqlar o 'rinli:
1. Agar y=f (x) (-oo<x<+°°) funksiyaning grafigi x=a va x=b 

(b>a) parallel vertikal o 'qlarga nisbatan simmetrik bo 'lsa, f(x) 
funksiya davriy funksiya bo'lib, uning davri 2b—2 a ga teng.

2. Agar y=f(x) (-°°<x<+o=) funksiyaning grafigi A(a;y0) va 
В (b', y x) (b>a) nuqtalarga nisbatan simmetrik bo 'lsa , y=f{x) 
funksiyani ikkita chiziqli funksiya va biror davriy funksiya ( T=2b—2a) 
ning yig 'indisi shaklida tasvirlash mumkin. Xususiy holda, у0-у\ 
bo'lsa, y=f(x) — davriy funksiya bo'ladi.
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3. Agar y= f (x) (—°o<x<+o°) funksiyaning grafigi A(a;y0) nuqta 
va x=b (bta) to 'g 'ri chiziqga nisbatan simmetrik b o 'lsa ,/ (x ) davriy 
funksiya bo'lib, uning davri 4b—4a ga teng bo'ladi.

Funksiya grafigining koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalari 
koordinatalarini toping:

Funksiya aniqlanish sohasining chegarasi yaqinida uning limitini 
toping:

Funksiyalarning ekstremum nuqtalari va ekstremum qiym at­
larini toping:

25. Berilgan konusga eng katta yon sirtli ichki silindr chizing.
26. Berilgan konusga eng katta hajmli ichki silindr chizing.
27. Berilgan sharga eng katta yon sirtli ichki konus chizing.
28. Tomoni 40 sm bo'lgan kvadrat shaklidagi tunukadan 

imkoniyati boricha katta hajm li usti ochiq quti yasang.

M ustaqil yechish uchun misollar

1. f(x )= 2 ,5 x -5 .

3. f(x ) =x2-4x+ 5.
5. f(x ) —cosx.
7. / (x)=log3(2—x).

2. / (x )= 5x+ l.

4. / (x ) =3-*—1.
6. / (x)= (x—2)(x+5).
8. / (x) =2.

10. f ix )  = \
x2 + 2, 0 < x < 1 bo’ lg anda, 

2 x2 + 1, 1 < x  < 2 bo’ lganda.

11. f ix )  = e* ’ .Л 12. f(x)=x2—Зх, x e [ l ;2 ] .

13./(x)=sign x. 14. f(x ) = Vx — 2.

17. f  (x)=x2—4.
19. /(х)=Зл—1.

18. / (x )= 4x—3.
20. / (x )= x2—5x+6. 
22. f ( x ) —5.
24. / (x)=x3—3x2.

2 1 ./ (x )= co sx , xe[0 ;27 i],
23. / (x)= x2—4x.
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29. / (x)= x2—3 . 30 ./ (x )= e3* - l .

Funksiyalarn ing nollarin i toping:

32. / (x)=x2+4.

3 5 ./ (x)=ln(x— 2).

37. / (x )  = .

39. / ( x ) = — 5 x + 6  

x—3

31. / (x)=2v"+1.

33. / (x)=x2—9. 34. / (x)=cos x. 

36. / (x ) = Vх — 4.

38. / ( x ) - ^ .

40. (х)=2л—4.

Funksiya grafigining berilgan kesmada (oraliqda) qavariq yoki 
botiqligini aniqlang:

41. / (x)= x3, xe R}.

43. / (x)=cos x, x  e

45. / (x)=x4, xe R.

nn 
~ 2'2

42. f(x)=6~x,

44. /(x)= lg x, xe (0;+®°).

46. / (x)= x |x|, xe [—4; 4|.

Ox o 'q ida shunday nuqtani topingki, undan parabolaning 
simmetriya o‘qi o‘tsin:

47. y=x2+3.
50. v=(x—2)2+2.

48. ,y=(x+2)2.
51. y=x2+x+l.

49. j= -3 (x + 2 )2+2.
52. >>=2x2- 3  +5.

M ustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1. (2; 0), (0; - 5 ) .

5. ( + nn;0), n e Z.

2. (0; 1), ( - 0 ,2 ;  0). 3. (0; 5). 4. (0; 0). 

6. (2 ;0 ) , (5; 0), (0; —10).

7. (1; 0), (0; log32). 8. (0; 2).

9. /(±oo)=l, / (  —3 —0) = +oo, / (  — 3+0)=+°°.

10. / ( l+ 0 )= / ( l-0 )= / ( l)= 3 .

12. / (1)=—2, / (2)=—2.

14. /  (2+0)=/ (2)=0.

1 6 ./ (3 -0 )= / (3 + 0 )= l.

18. Yokq. 1 9 .Y o ‘q.

11./ (0 -0 )=  (0+ 0)= l.

13./ ( 0 - 0 ) = - 1,/(0+ 0)=  1.

15./(2+0)=/(2)=T.

17. x=0, / min(0)=—4.

20. x= 2 ,5 ,/ min(2 ,5)= —1/4.
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21. х=0, х=п, х= 2л, / тах(0)=/тах(2тг)=15 /тш(я )= —1.

22. Yo‘q. 23. х=2, / тЬ)(2 )= -4 .

24. х=0. х=2, / тах(0)=0, /min(2)=—4. 25. "  . 26. " .
Л 20 2 3

27. ' 28. 3 (sm). 29. х=0, х=3. 30. *=о. 31.Y o‘q.

32. Yo'q. 33. х=±3. 34. х = " + л/;, а; <= 2 . 35. х=3

36. л=4. 37. Yo'q. 38. х=±2. 39. х=2. 40. ^=2.

41. (-оо;0) da botiq, (0;+~) da qavariq. 42. da qavariq.

43.
nn 
2'2 da botiq. 44. (0;+°°) da botiq. 45. da qavariq.

46. |—4; 0) da botiq, (0; 4] da qavariq. 47. x=0.
48. x=—2. 49 .x= —2. 50.x=2. 5 1 .x=— \/i 52.x=3/4.

8 - § .  E L E M E N T A R  F U N K S IY A L A R  V A  U LA RN IN G  
G R A F IK L A R I

M atematikaning ko'p masalalarida qo'lU niladigan quyidagi 
funksiyalar asosiy elementar funksiyalar d ey ilad i-

1. y=b — o'zgarmas funksiya (Z>=const), д i
2. y=xa darajali funksiya, a  — haqiqiy son.
3. y=ax ko'rsatkichli funksiya, bunda a > o, a * 1.
4. y=log„ x  logarifmik funksiya, bunda a > о, а ф 1.

5. y= s in  x , y = c o s x , y = tg x , y = c tg x ,  y -  1 = secx ,
CO S*

v = . = cosec x — trigonometrik funksiyalar.Sin Л'

6. y=arcsin  x ,y= orccosx , y= arc tgx , y= arcctgx  -  teskari 
trigonometrik funksiyalar.

Chekli sondagi asosiy elementar funksiyalar ustida qo‘shish, 
ay irish , ko‘paytirish , bo 'lish. natural d a ra jag a ko 'tarish , ildiz 
chiqarish am allarin i bajarish va murakkab funksiya hosil qilish 
natijasida yuzaga keladigan (analitik usulda berilgan ) funksiyalar 
ham elementar funksiyalar deyiladi. M asalan,

x+tg1 .

У = 3 * , у = arcsin x z, у = log3(x" — 4 X + 3 ) 

funksiyalar elem entar lunksiyalardir.
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Elementar bo'lmagan funksiyalarga misollar:
1. у  = sin X + 34x + arctg2x2 + ... .

2. у = x + 2 x2 + ' x 3 + ... .
4

3. Dirixle funksiyasi:

0, x  irratsional son bo’ lgan da,

1, x  ratsional son bo’ lganda.
D(x)

Bu 1 - 2 -  misollarda am allar chekli marta bajarilm agan, 3- 
misolda elementar funksiyalar qatnashayotgani yo ‘q.

Elementar funksiyalar quyidagi asosiy sinflarga bo‘linadi:
1) butun-ratsional funksiya (ko‘phad). Bunday funksiyaning 

umumiy ko'rinishi quyidagicha bo'ladi:
/ (x )  = a0x" + o,x"_1 + ... + й„__,х + o„,

bunda a0, a ,..., a„ — haqiqiy sonlar, а0Ф0 (ko'phadning koeffit- 
siyentlari), n - manfiy bo'lmagan butun son (ko'phadning darajasi). 
йг0, д ,..., a„ sonlar va x ustida chekli sondagi qo'shish, ko'paytirish 
va darajaga ko 'paytirish  am allari ba jarilgan . B utun -ratsional 
funksiyaning aniqlanish sohasi R' dan iborat. Xususiy holda, 
y=ax+b — chiziqli funksiya va y=ax2+bx+c — kvadrat uchhad 
butun-ratsional funksiyalardir.

2) Q asr-ratsional funksiya. Ikkita qisqarmas butun-ratsional 
funksiyaning (ko'phadning) nisbatidan tuzilgan

f ( x ) =  P̂ x) = a0x n + ц х " - '+...+a„
Qm(x) b0x m+blx m~1+...+bm

funksiya kasr - ratsional funksiya deb atalad i. K asr-ratsional 
funksiya

X = Rl \ |x : x  e R\ Qm(x) = b0xm + bxx m~1 + ... + bm Ф oj
to 'p lam da, ya 'n i maxrajni nolga aylantiruvchi nuqtalardan farqli 
bo 'lgan barcha haqiqiy sonlardan iborat to'plam da aniqlangan. 
Xususiy holda,

x 5+2 x
у = T T  va 4 , x  +3x x  —1

lar kasr-ratsional funksiyalar bo'ladi.
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Butun - ratsional va kasr - ratsional funksiyalar birgalikda ratsional 
funksiyalar sinfini tashkil qiladi.

3) irratsional funksiya. Harfiv o ‘zgaruvchilarni o ‘z ichiga olgan 
ifodalarda ildiz chiqarish amali qatnashgan algebraik ifodalar berilgan 
o‘zgaruvchilarga nisbatan irratsional ifodalar deyiladi.

Tarkibida irratsional ifodalar qatnashgan algebraik ifodalarning 
moslik qonunini ratsional ifodalar yordamida ko‘rsatish mumkin 
bo'lmasa. bunday ifodalar irratsional funksiyalar deyiladi. Masalan,

4x3 + ^ 4х3 -  4 ,,----- --
У= vT— , У -  \JX + 2, y = y/x 

Щ + 6x — 4

funksiyalar irratsional funksiyalardir.
4) algebraik funksiya. Ratsional va irratsional funksiyalar sinflari 

b irgalikda algebraik funksiyalar sinfin i tashkil q ilad i. Ushbu 
tenglam ani qanoatlantiradigan har qanday funksiya algebraik 
funksiya deyiladi;

A0(x)yn + A{(x)yn~' + ... + A„_\(x)y + A,:(x) = 0,

bunda A0(x), A^x)...., An(x) berilgan butun-ratsional funksiyalar. 
1 (l(x)*0 va n — butun musbat son.

M isollar. I. у = \Jx2 + 1 — algebraik funksiyadir, chunki u 
y 3— x 2—1=0 tenglamani qanoatlantiradi.

2. x y 2—2 (x 2— 1 )y—4x=0 tenglama bilan aniqlangan funksiya 
ikkita algebraik funksiyadan iborat b o iad i, y a ‘ni

x2- l + J ( x 2- \ ) 2+4x2 .
у = = 2x,

x 2 — 1 + J (x 2 ■— 1 )2 +4x2 2
X  X

3. x 4y 5+xy—x3+4=0 tenglama bilan aniqlangan funksiya ham 
algebraik funksiya b o iad i, lekin bu funksiyani oshkor ko'rinishda 
yozish m um kin emas, chunki uni rad ikalga nisbatan yechib 
bo'lmaydi. Bu holda biz oshkormas algebraik funksiyaga ega bolamiz.

5) transsendent funksiyalar. Barcha algebraik b o lm agan  
funksiyalar transsendent funksiyalar deb atalad i (ko 'rsatkichli, 
logarifm ik, trigonometrik funksiyalar va teskari trigonometrik 
funksiya lar transsendent fu n ksiya la rd ir ), m asalan : y= sin3x, 
y=2x+\ y=arctg5x funksiyalar transsendent funksiyalardir.
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Shunday q ilib , barcha e lem entar funksiya lar algebraik va 
transsendent funksiyalar sinflariga bo'linadi.

Endi asosiy elementlar funksiyalarning har biri haqida batafsil 
to‘xtalib o'tam iz.

1. 0 ‘zgarmas funksiya. y=b (bu yerda b — biror haqiqiy son) 
formula bilan berilgan funksiya o'zgarmas funksiya deyiladi.

y —b o'zgarmas funksiyaning grafigi abssissalar o 'qiga parallel 
va ordinatalar o 'qidagi (0;Z>) nuqta orqali o 'tuvchi to 'g 'ri chiziqdan 
iboratdir. 8.1- chizm ada bir necha o 'zgarm as funksiyalarning 
grafiklari tasvirlangan. Xususiy holda, y=0 funksiyaning grafigi 
abssissalar o'qidan iboratdir.

x= a  (bu yerda a — biror haqiqiy son) formula bilan berilgan 
funksiya ham o'zgarmas funksiya deyiladi.

x=a o'zgarmas funksiyaning grafigi ordinatalar o 'qiga parallel 
va abssissalar o'qidagi (я ;0) nuqta orqali o 'tuvchi to 'g 'ri chiziqdan 
iboratdir (8,2- chizma). Xususiy holda, ,x=0 funksiyaning grafigi 
ordinatalar o'qidan iboratdir.

8 .1 -  chizma.

x =  и  ( a  < 0)

>

x 
r

II о

x= a  (a>0) 

X

>

2 -

1 -

< V

X

0 *  - 2  

x = 2

r
- 1

0  I i *
U 1 2  3 4 >

x  — 4

8.2- chizma.
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2. Darajali funksiya. y=x? ko‘rinishdagi funksiya darajali funksiya 
deyiladi, bunda a  — ixtiyoriy haqiqiy son.

Bu funksiya uchun a  ning qanday qiymatlar qabul qilishiga 
qarab, quyidagi hollar bo'lishi mumkin:

a) a —n (n> 2 — butun musbat son). Bu holda funksiyaning 
grafigi (1; 1) nuqtadan o'tadi va koordinatalar boshida abssissalar 
o'qiga urinadi.

Agar n(n=2nt, me N) juft bo'lsa, u holda funksiya x=0 nuqtada 
minimumga ega bo'ladi va uning grafigi ordinatalar o'qiga simmetrik 
joylashadi (8.3-, 8.4- chi/malar).

Agar n(n—2m+\, me N) toq bo'lsa, funksiyaning grafigi x=0 
nuqtada buriladi va uning grafigi koordinatalar boshiga nisbatan 
simmetrik joylashadi (8 .5-, 8.6- chi/malar).

b) a=—n (ne N). Bu holda funksiya ekstremumga ega bo'lmaydi, 
uning grafigi (1; 1) nuqtadan o'tadi.
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A gar n{n=—2m, me N) ju ft b o 'lsa , fu n ksiyan in g  g rafig i 
ordinatalar o 'qiga nisbatan simmetrik bo'ladi (8 .7 - ,  8 .8-  chizm alar).

A gar n(n=2m+\, me N) toq b o 'lsa , fun ksiyan in g  grafig i 
koordinata boshiga nisbatan simmetrik joylashad i (8 .9 - ,  8 .10 -  
chiz.malar).

/ Pd) a  -  r (r = , p,q — natural va o'zaro tub sonlar). Bu holda

hamma funksiyalar koordinata boshida nolga aylanadi va ularning 
grafiklari (1; 1) nuqtadan o'tadi.

v = rfx? funksiyaning grafigi p va q larga bog'liq bo 'ladi. Bu 
funksiya uchun quyidagi hollarni qaraymiz:

1°- ho i. p — juft (p = 2», n e N ), q — toq (q =  2n +  1, n e N )
bo'lsin. U holda у = yfx'’ funksiya ( -00;+°°) oraliqda aniqlangan bo’ladi.

8 .7 -  chizma. У = jm ' m e  ^ ' 8.8- chizma. ( 1 )  У = 4 . (2) v = g .

8 .9 -  chizma. у  = m e N. 8 . 1 0 -  chizma. (О  У -  г > (2) У =



Bu funksiya juft bo'ladi: у = Щ— x ) = Цхр , uning grafigi Oy o'qiga 
nisbatan simmetrik joylashadi, u [0;+»=) da monoton o'suvchi va 
|0;+oo) oraliqdagi ixtiyoriy x lar uchun у  = л/х^ > 0  bo'ladi.

Demak, у = ‘([x  ̂ funksiyaning grafigi abssissalar o 'q in ing 
yuqorisida joylashib, 0 (0 ; 0) va (1; 1) nuqtalardan o'tadi.

v = yfx'’ funksiyaning grafigi 0 < p < 1 bo 'lganda 10;+°°)

oraliqda botiq, P > • bo'lganda esa qavariq bo'ladi. 0 < P < 1 shartda
funksiyaning grafigi (0;1) oraliqda y=x bissektrisadan yuqorida 
joylashadi, (1;+°°) oraliqda esa bissektrisadan pastda joylashadi 
(8 .11-, 8.12- chizmalar).

= p ~ 2 m .  q = 2 m  + \, m  e  TV, 0< < 1.Q (l)j> = Цх1, (2) y = '<Jx2 .

8 . 1 3 -  chizma. 8 . 1 4 -  chizma.



Agar p > 1 bo‘lsa (0 ;1 ) oraliqda funksiyaning grafigi y=*
bissektrisadan pastda; (1;+®°) oraliqda esa yuqorida joylashgan bo iad i 
(8.13-, 8.14 - chizmalar).

2- hoi. p va q — toq bo'lsin (p=2m+\, q=2n+\, m,neN). U
holda у  = funksiyan ing an iq lan ish  sohasi dan

iborat va toq funksiya bo'ladi. Haqiqatan ham, у = = —\jxp .
Bu holda funksiya simmetrik joylashgan bo 'lib , (0 ;0) va (1 ;1) 
n iiq talardan o 'tad i. Bu funksiya(-°°,+<») da monoton o 'sad i.

0 < P < 1 bo'lganda funksiyaning grafigi (0;+°o) oraliqda botiq,

P > 1 bo'lganda esa funksiya grafigi qavariq bo'ladi (8 .15-, 8.16 - 
chizm alar).

8 .15 -  chizma. (1) >• = }fx. (2) у = fx-.  8 .16 -  chizma. (D У = fx 5,(2 )y  =

3- hoi. p — toq, q — juft bo'lsin. у  = \[x? funksiya [0;+oo) 
oraliqda aniqlangan, monoton o'sadi, [0;+o°) oraliqdagi barcha x

p

larda у = x q > 0 bo'ladi. Shuning uchun uning grafigi abssissalar 
o'qining yuqorisida joylashadi. Funksiyaning grafigi (0;0) va (1; 1)

nuqtalardan o'tadi. 0 < p < 1 bo'lganda funksiyaning grafigi [0;+°°) 
oraliqda botiq (8.17 - chizm a),

P >1 bo'lganda esa funksiya grafigi qavariq bo'ladi (8.18- 
chizma).
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-I

8 .17 -  chizma. (1) v = (2) у  = i f ? .  8 , 8 .  chizma (1)y = (2) v = 4̂ ?

/> — juft, q  —  toq. 

P

-У
8 .20- chizma.

2

(!)>• = Л- 3, (2)y
i

X  5.

2 ) a  -  r -  — ‘ va q — o‘zaro tub va natural sonlar) bo'lsin.

Bu holda у = x q darajali у = funksiyani ko'rinishda

yozish mumkin. Ikki holni tahlil qilamiz.
1-hol. p — juft, q — toq bo‘lsin. Bu holda funksiya (-<~;0)u(0;+o°) 

oraliqlarda aniqlangan va juft funksiya bo‘ladi. Shuning uchun uning 
grafigi ordinatalar o'qiga nisbatan simmetrik joylashgan bo'ladi.

_ p

у = x 4 funksiya (0;+°°) oraliqda kamayuvchi, (-°°;0) oraliqda esa 
o 'suvchi, (-°° ;0 ) va (0;+°°) oraliq lardagi barcha л la r uchun

_p
v = x  q > 0 bo'ladi. Shu sababli uning grafigi abssissalar o'qining

yuqorisida joylashadi va (1; 1), (—1;1) nuqtalardan o'tadi. x=0 va 
>==0 to ‘g ‘ri chiziqlar funksiya grafigining mos ravishda vertikal va 
gorizontal asimptotalari bo'ladi (8.19-, 8.20 - chizm alar).
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2-hol. p va q — toq bo'lsin.Funksiya (-°°;0)u(0;+«>) sohada 
aniqlangan. Bu sohada funksiya toq bo‘ladi. Shuning uchun uning 
grafigi koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylashadi. Funksiya 
bu sohada kamayuvchi. x=0 va y=0 to 'g 'ri chiziqlar, mos ravishda, 
funksiyaning grafiklari uchun gorizontal va vertikal asimptotalar 
b o iad i (8.21- chizma).

8 .21- chizma.(l) у  -  x  3, (2) у  -  x 3 . 8 .22- chizma. ( i )v = * 4 , (2 ) y  = x  2 .

3-hol. p — toq, q — juft bo'lsin. у  = x 4 funksiya (0;+°°) oraliqda
aniqlangan va shu oraliqda kamayuvchi b o iad i. x=0 va _y=0 to 'g 'ri 
chiziqlar funksiyaning grafigi uchun mos ravishda gorizontal va 
vertikal asimptotalar b o iad i (8.22- chizma).

3. K o ‘rsatkichli funksiya.
Ta‘rif. Ко ‘rsatkichli yoki eksponensial (lotincha „eksponent" - 

„ko'rsatkich") funksiya deb, у  = aK ko'rinishdagi funksiyaga aytiladi, 
bunda o>0, шЛ, x — erkli o'zgaruvchi.

Ko'rsatkichli funksiya fan va texnikada muhim ahamiyatga ega. 
Tabiatdagi ko'p hodisalarni y=ax ko'rsatkichli funksiya yordamida 
ifoda etish mumkin.

M isollar.
1. Xalq turmush darajasining muhim ko'rsatkichlarini aholining 

daromadlari, real daromad fondlari belgilaydi. M a lum  m a'noda, 
bu xarakteristikalarni ko'rsatkichli funksiya yordamida ifodalash 
mumkin. Yilning oxirida aholi jon boshiga to 'g 'ri keladigan real 
daromad

formula yordamida ifoda etiladi, bunda D — hisobot yilida aholi jon

p

D=D,(\+qy
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boshiga to'g'ri keladigan real daromad, t — vaqt, D — har bir kishiga 
/yilda to‘g ‘ri keladigan real daromad, q — aholi jon boshiga to 'g 'ri 
keladigan yillik reja daromadining ko‘payishi.

2. Tirik jonzotning ko‘payish populatsiyalari dinamikasi jarayoni 
g(t)=g0ec' ko'rsatkichli funksiya yordamida ifodalanadi. (g0 — 
boshlang'ich kattalik, с — doimiy son).

3. Ehtimollik nazariyasida f(x )  = L e~x~ ko'rsatkichli funksiya
muhim ahamiyatga ega.

Ko'rsatkichli funksiya quyidagi xossalarga ega.
1°. Ko'rsatkichli funksiyaning aniqlanish sohasi barcha haqiqiy 

sonlar to'plam idan iborat: D(ax)=R\
2°. Ko'rsatkichli funksiyaning o'zgarish sohasi: E {f)=(0',+°°)=R} + 

dan iborat.
3°. a> 1 bo'lganda cf funksiya aniqlanish sohasida o'suvchi, 

0<o< 1 bo'lganda esa kamayuvchidir.
4°. a> 1 bo'lsin. U holda .x>0 bo'lganda cf> 1, x<0 bo'lganda 

ax< 1 bo'ladi.
5°. 0 < a< l bo'lsin. U holda x  >0 bo'lganda ox< 1, x<0 bo'lganda 

tf> 1 bo'ladi.
6°. a >1 bo'lsin. U holda x— da a v— x->-oo da esa 

bo'ladi.
7°. 0 < a < 1 bo'lsin. U holda da a'—>0, da esa 

bo'ladi.
8°. v=0 to 'g 'ri chiziq y=ax funksiya grafigining gorizontal 

asimptotasi bo'ladi.
9°. Ko'rsatkichli funksiyaning grafigi aniqlanish sohasida qavariq 

b o 'la d i. 8 .23 , 8 .2 4 -c h iz m a la rd a  y=ax, y=a~x (я> 0 , a* 1) 
funksiyalarning grafiklari keltirilgan.

(2) 0 < a< 1. (2) 0 < a< 1.
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4. Logarifmik funksiya.
1 - ta ‘rif. y=ax ko'rsatkichli funksiyaga teskari bo‘lgan funksiya a 

asosli logarifmik funksiya deyiladi va у =log„x kabi belgilanadi (a>0, at 1).
M a'lum ki, v = log„ x  <=> ay -  x bo 'lib , bunda aloeaX—x.
Nol va manfiy sonlarning logarifmlari mavjud emas.
Logarifmik funksiya quyidagi xossalarga ega.
1°. Uning aniqlanish sohasi barcha musbat sonlar to'plam idan 

iborat: D( lo g j  x  = R'+ = (0;+°°).
2°. Uning qiymatlar sohasi barcha haqiqiy sonlar to‘plamidan 

iborat: E(\oga)-R l.
3°. Funksiya a> 1 bo'lganda, o'suvchi, 0 < a<  1 bo'lganda esa 

kamayuvchidir.
4°. a>\ bo'lsin. U holda x  > 1 bo'lganda log„x>0 tengsizlik, 0<x<l 

bo 'lganda esa logox<0 tengsizlik o 'r in lid ir  (y a 'n i x> l bo 'lsa , 
funksiyan ing grafig i Ox o 'q id an  yuq o rid a , 0 < x <  1 b o 'lsa , 
aksincha, Ox o'qidan pastda joylashadi).

5°. 0 < a < 1 bo'lsin. U holda x> 1 bo'lganda, logox<0 tengsizlik, 
0 < x <  1 bo'lganda esa log„x>0 tengsizlik o 'rin lid ir (ya 'n i x>l 
bo'lsa, funksiyaning grafigi Ox o 'qidan yuqorida joylashadi).

6°. A gar a>  1 b o 'ls a , lim  loga x  = Hm log0 x  = -°°
X —»+=o A - - » 0 + 0

munosabatlar o 'rin li bo'ladi.
7°. Agar 0 < a < 1 bo'lsa, lim  log„ x  = -«>, lim loga x  = + ooA->0+0

munosabatlar o 'rin li bo 'ladi.
8°. Agar a> 1 bo 'lsa , funksiyan ing grafig i botiq, 0 < x <  1 

bo'lganda esa qavariq bo'ladi.
Logarifmik funksiyaning grafigi (1; 0) nuqtadan o'tib, ordinatalar 

o'qiga asimptotik ravishda yaqinlashadi. x=0 to 'g 'ri chiziq (Oy o'qi) 
funksiya grafigiga vertikal asimptota bo'ladi (8.25- chizma).

8 .2 5 -  chizma.
y=  logoX, ( 1) a> 1 , (2) 0< o< l.

8 .26- chizma. (1) y= Inx,
(2) y=log3 x, (3) v=lgx.
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y=logax logarifmik funksiya y=<f kc'rsatkichli fonksiyaga teskari 
bo'lganligidan uning grafigi ko'rsatkichli funksiyaning grafigiga (ular 
bir xil asosli bo iganda) birinchi va uchinchi chorak bissektrisasiga 
nisbatan simmetrik bo'ladi.

2- ta ‘rif. Asosi 10 bo'lgan logarifm o ‘nli logarifm deyiladi va u 
,,lg“ belgisi orqali yoziladi, ya 'n i y= logl() x=lgx (8.26- chizma).

3- ta ‘rif. Asosi ,,e=2,71“ bo'lgan logarifm natural logarifm 
deyiladi va u ,,ln“ belgisi orqali yoziladi, ya'n i v=logcx=ln x (8.26- 
chizma).

5. Trigonometrik funksiyalar
1. Sinus, kosinus, tangens va kotangenslarning ta ‘riflari.
1- ta ‘rif. To'g'ri burchakli uchburchakda o'tkir burchak qarshisida 

yotgan katetning gipotenuzaga nisbati shu o'tkir burchakning sinusi
С вdeyiladi va u sin a  = kabi belgilanadi (8.27 - chizma).An

Ixtiyoriy burchakning sinusi quyidagicha aniqianadi: markazi 
koordinatalar boshida bo'lgan ixtiyoriy radiusli aylana olamiz, bunda 
OA — boshlang'ich radius, О nuqta koordinatalar boshi, A nuqta 
esa aylananing Ox o'qining musbat yo'nalishida yotgan nuqtasi 
(8.28- chizma). Agar boshlang'ich radius OA ni О nuqta atrofida 
soat strelkasiga teskari yo 'nalishda aylantirsak, u holda musbat 
burchakka, soat strelkasi bo'yicha aylantirsak esa, manfiy burchakka 
ega bo'lam iz (8.29- chizm).

Bu aylantirish natijasida A nuqta koordinatalari x, у bo'lgan В 
nuqta holatiga keladi. a  burchakning sinusi deb, В nuqta ordinatasining

aylana radiusiga nisbatiga aytiladi va u sin a  = ■-v kabi belgilanadi.OB
2- ta ‘rif. To'g 'ri burchakli uchburchakda o 'tk ir burchakka yo- 

pishgan katetning gipotenuzaga nisbati, shu o 'tk ir burchakning

kosinusi deyiladi va a  = ^ u kabi belgilanadi (8.27- chizma). 
a  burchakning kosinusi deb, В nuqta abssissasining aylana radiusiga

nisbatiga aytiladi va u sin a  = kabi belgilanadi (8.28 - chizma).
3- ta ‘rif. To'g'ri burchakli uchburchakda o'tkir burchak qarshisida 

yotgan katetning burchakka yopishgan katetga nisbati shu o 'tk ir
В Сburchakning tangensi deyiladi va u tgo c= ^ c  kabi belgilanadi 

(8.27-chizm a).
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8 .27- chizma.

lxtiyoriy a  burchak tangensi deb, 
В nuqta o rd in a ta s in in g  un in g  
abssissasiga nisbatiga aytiladi va u

tg a = ^ ’ kabi belgilanadi (8.28-
chizma).

4 - t a ‘ r if . T o ‘g ‘ ri b u rc h ak li 
uchburchakda o 4 k ir  burchakka 
yo p ish g an  k a te tn in g  b u rch ak  
qarshisidagi katetga nisbati shu 
o ‘ tk ir  b u rch ak n in g  kotangensi

AC

1 у

c

V 0 B(x; - у)

d ey ilad i va u ctgoc вс kabi 8 .29- chizma.

belgilanadi (8.27- chizma).
lxtiyoriy a  burchak kotangensi deb. В nuqta abssissasining uning

ordinatasiga nisbatiga aytiladi va u ctg a = x kabi belgilanadi (8.28-y
chizma).

2) у = sin x  funksiya. Sinus funksiya quyidagi xossalarga ega.
1°. Uning aniqlanish sohasi sonlar o ‘qi, qiymatlari sohasi esa 

[—1;]] kesmadan iborat: Z) (sin)= /?, £ (s in )= [—1; 1 ].
2°. Sinus toq funksiya: barcha xe R lar uchun

у (—x) = sin (—x) = — sin x = — >’(x).

3°. Sinus davriy funksiya: barcha xe R lar uchun sin(x+27t)=sin x 
(2n— sinusning eng kichik musbat davri).

4°. x=7in nuqtalar, bunda neZ, sinusning nollari: sinx= 0 
5°. (27in\ к+2пп) da sinusn ing q iym ati musbat, (n+2nn; 

2п+2пп) da esa sinusning qiym atlari manfiy, bunda neZ.
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—  2 +  2л :п\ ^ + 2 л/г6°.

o‘sadi, bunda « e Z

7°.
7Г 3 Я
- + 2л:/7;  ̂ + 2пп

kamayadi, bunda neZ.

kesmada funksiya —1 dan 1 gacha 

kesmada funksiya 1 dan —1 gacha

8°. S inus funksiya  uchun _, + 2 л/? n u q ta la r  m aksim um

nuqtalari, bunda /;eZ, * + 2л/7 nuqtalar esa minimum nuqtalari 

bo 'ladi, bunda n eZ

9°. Sinus funksiya x = * + 2nn, ne Z nuqtalarda 1 ga teng eng

Злkatta, x  = ~ + 2лn, /ге Z nuqtalarda esa — 1 ga teng eng kichik

qiymat qabul qiladi.
10°. [0;л) da funksiya grafigi botiq, [л;2л| da esa qavariq bo iad i. 

x=nn, n&Z nuqtalar egilish nuqtalari.
>—sin x  egri chiziq sinusoida deyiladi (8.30- chizma).

8 .30- chizma. y=sin x.

3) _y=cos x  funksiya. Kosinus funksiya quyidagi xossalarga ega. 
1°. j= c o sx  funksiyaning uning aniqlanish sohasi sonlar o 'q i, 

q iym atla r sohasi esa [ — 1; 1 ] kesm adan iborat: D(cos)=7?', 
£ (cos)= [— 1; 1 ].

2°. Kosinus juft funksiya: barcha xtR  lar uchun

у (—x)= cos (—x)=cos x=y (x).
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3". Kosinus davri 2к ga teng bo'lgan davriy funksiya: barcha xe X 
lar uchun c o s ( a + 2 t i ) = c o s  x  ( 2 k  — kosinusning eng kichik musbat 
davri).

4°. x, = * + 2k/i nuqtalar kosinusning nollari, bunda neZ ;
cos X,—0.

5°. 2 к  n; „ + 2 k  n
2

musbat bo iad i,
К 37Г-~ + 2кп\ — + 2k n 
2 2

intervallarda kosinusning qiymatlari 

intervallarda esa kosinusning

qiymatlari manfiy bo 'ladi, bunda neZ.
6°. 12кп\ к+2кп] kesmalarda funksiya 1 dan —1 gacha kamayadi, 

bunda ne Z.
7°. [—к+2кп\2кп] kesmalarda funksiya—1 dan 1 gacha o'sadi, 

bunda ne Z.
8°. Kosinus uchun x=2кп, neZ  nuqtalar maksimum nuqtalari, 

х=к+2кп, neZ  nuqtalar esa m inimum nuqtalaridan iborat.
9°. Kosinus funksiya х=2кп, neZ  nuqtalarda 1 ga teng eng 

katta, х=к+2кп, neZ  nuqtalarda esa — 1 ga teng eng kichik 
qiymat qabul qiladi.

10°. 0 ;^  , ^ ; 2 к da funksiya grafigi botiq. da esa

funksiya grafigi qavariq boMadi. x = *(2n + l), n e Z  nuqtalar
uning egilish nuqtalaridir.

y^ co sx  egri chiziq kosinusoida deyiladi (8.31- chizm a).

8 .3 1-  chizma. y=cos x.

4) y= tg x  funksiya. Tangens funksiyaning asosiy xossalarini 
keltiram iz.

1°. Tangensning aniqlanish sohasi * + кп, n e Z  ko‘rinishdagi
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sonlardan boshqa barcha haqiqiy sonlar to 'p lam idan, qiymatlari 
sohasi esa son o'qidan iborat bo'ladi.

2°. Tangens toq funksiya: barcha xe D{tg) lar uchun tg (—x )-  
=—tg x  bo'ladi.

3°. Tangens davriy funksiya, uning davri n ga teng: barcha 
xe D(\g) lar uchun tg(x+7i)= tgx (тг — tangensning eng kichik 
musbat davri).

4°. Tangensning nollari xn—iin, ne Z nuqtalardan iborat: tgx„=0.

5°. ПП, + 71П
2 n e Z oraliqdagi barcha x  lar uchun tangens

musbat ( tg x > 0 ) ; + K t i ;  71/2 oraliqdagi barcha x lar uchun

tangens manfiy (tgx < 0) qiymat qabul qiladi, bunda ne Z.

6°. Tangens ne Z oraliqlarda o'sadi.

7°. y=tg x  funksiyaning ekstremum qiym atlari mavjud emas.

8". 0; oraliqda funksiya grafigi qavariq. oraliqda

esa botiq. xn = nn nuqtalar funksiya grafigining egilish nuqtalari 
bo'ladi, bunda neZ.

0°. A' = |тг, ne Z to 'g 'ri chiziqlar funksiya grafigining

vertikal asimptotalari bo'ladi.
v=tg x egri chiziq tangensoida deb ataladi (8.32- chizma).
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5) _v=ctgx funksiya. Kotangens funksiyaning asosiy xossalarini 
kcltiramiz.

1°. Kotangensning aniqlanish sohasi nn, neZ  nuqtalardan 
tashqari barcha haqiqiy sonlar to 'p lam i, qiym atlar sohasi esa son 
o'qidan iborat bo'ladi.

2°. Kotangens toq funksiya: barcha xeD(ctg) lar uchun ctg(—x)= 
—ctgx  bo’ladi.

3°. Kotangens funksiya davriy, uning davri n ga teng, barcha 
ve D (ctg) lar uchun ctg(x+7t)=ctg x  (u — kotangensning eng 
kichik musbat davridir).

4°. x = n + 7in, ne Z nuqtalar kotangensning nollari b o iad i: 
ctg x,=0.

5°.
< 7Г ЛTin, + Tin
V 7

, ne Z o raliq lardag i barcha x  lar uchun

 ̂ Л-  + 7in; nn
2 oraliq larda esakotangens musbat ( c tg x > 0 ) ,

kotangens (c tg x < 0 ) manfiy qiymat qabul qiladi.
6°. Kotangens (nn, к+пк), neZ oraliqlarda kamayadi.
7°. y= ctg x  funksiyaning ekstremum qiymatlari mavjud emas.

oraliqda funksiya grafigi qavariq, I ,  -я I oraliqda esa

botiq. x = j n + n, ne Z nuqtalar funksiya grafigining egilish

nuqtalari bo iad i.
9°. x=7U7, neZ  to 'g 'ri chiziqlar funksiya grafigining vertikal 

asimptotalari bo'ladi.
10°. Kotangens funksiya o 'z aniqlanish sohasida chegaralan- 

magan b o iad i.
8.33- chizmada y=ctg x funksiyaning grafigi tasvirlangan. y=ctg x 

egri chiziq kotangensoida deyiladi.

6) y=sec x funksiya. _y=secx= 1 ko 'rin ishdagi funksiya
sekansfunksiya deyiladi.

Sekans funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. Sekansning aniqlanish sohasi x  = 2 + nn, ne Z ko 'rin ish­

dagi sonlardan boshqa barcha haqiqiy sonlar to'plam idan, qiymatlar 
sohasi esa £,(secx )= (^ « ;—1]^[1;4<«) dan iborat b o iad i.
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8.33- chizma. y= ctg x.

2°. Sekans juft funksiya: barcha xe Д sec) lar uchun sec(—x)=sec x 
bo'ladi.

3°. Sekans davriy funksiya, uning davri 2k  ga teng: barcha 
xe D{sec) lar uchun sec(x+2n:)=sec x  (2k  — sekansning eng kichik 
musbat davri).

4°. Sekans funksiya argumentning birorta ham qiymatida nolga 
aylanmaydi: secx  / 0, V xe  D(sec).

5°- ( ~ 2  + 2 K,V' 2 + 2кП\ fle Z oraliq1ardagi barcha x lar uchun

sekans musbat: sec x  > 0; f  " + 2Kn’ 2" + 2кп ' fl e ^  oraliqlardagi 
barcha x  lar uchun sekans manfiy: sec x < 0 qiymatlar qabul qiladi

271/?; * -1- 27in
2 va

unksiya 0 ‘suvchi.

27t/?; к + 2л n , ne Z oraliqlarda

л + 2л/?; -J1 + 2кп va 3 7Г ■ 2кп\ 2к + 2кп
sekans funksiya kamayuvchidir.

, ne Z ora-

6°. 

sekans

7°. 

liqlarda

8°. x = u2 + nn, n e Z  to 'g 'r i ch iziqlar sekans funksiyaning 
vertikal asimptotalari bo'ladi.

8.34- chizmada v=sec x  funksiyaning grafigi tasvirlangan
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8.34- chizma. ^=sec x.

7) y=cosec x funksiya. у = cos ec л = g ko'rinishdagi funk­
siya kosekans funksiya deyiladi.

Kosekans funksiya quyidagi xossalarga ega.
1°. Kosekansning aniqlanish sohasi х=кп, ne Z ko'rinishdagi 

sonlardan boshqa barcha haqiqiy sonlar to‘plam idan, qiym atlar 
sohasi esa is ( c o s e c 1]и[1;+°°) dan iborat bo‘ladi.

2°. Kosekans toq funksiya: barcha xe D(cosec) lar uchun 
cosec(—x)= —cosec x bo‘ladi.

3°. Kosekans davriy funksiya, uning davri 2k  ga teng: barcha 
xe D(cosec) lar uchun cosec(x+2n)=cosec x (2k  — kosekansning 
eng kichik musbat davri).

4°. Kosekans funksiya argumentning birorta ham qiymatida nolga 
aylanm aydi: cosecx *  0, Vx e Z)(cosec).

5°. (2nn; к+2кп), neZ  o ra liq lardag i barcha x  la r uchun 
k o sek an s m usb at: co sec  x > 0 ; ( n+2nn ; 2n+2nn), neZ  
oraliq lardagi barcha x  lar uchun kosekans m anfiy: cosec < 0 
qiymatlar qabul qiladi.

6°. K + 2кп; к + 2кп ) va (к + 2кп; Зтс + 2тin
2 1 2

larda kosekans funksiya o ‘suvchidir.

, ne Z oraliq-
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7°. 2 nn; + 2nn va Зя 2nn; 2n + 2nn n s Z oraliqiar(j a
kosekans funksiya k^mayuvchidir.

8°. x=nn, « e Z  to 'g 'ri chiziqlar kosekans funksiyaning Vertikal 
asimptotalari bo'ladi.

8.35- chizmada ,y=cosec x  funksiyaning grafigi tasvirlangan

8 .35- chizma. >>=cosec a-.

6. Teskari trigonometrik funksiyalar. Barcha tr>gonorne trik
funksiyalar (y=sin x, y=cosx, y=tgx, y=ctgx) davriy funksiyaiar 
bo 'lgan lik lari uchun ixtiyoriy trigonom etrik funksiyaning ^ jtta 
qiymatiga argumentning cheksiz ko'p qiym atlari mos keladi Bu 
yerdan, o ‘z navbatida, bu funksiyalarga teskari bo'lgan funksiyalar 
ham -oo<x<+oo da ko'p qiymatli funksiyalar bo'lishligi ko 'rinad i

Trigonometrik funksiyalar da monoton emas. x  n'np
hamma haqiqiy qiym atlarida tekshirilayotgan jy=sin jc, y = Cosx 
y= tgx , ,y=ctgA fu n ksiya la r uchun  te sk a ri fu n ksiya  m av iud  
bo'lmaydi. Agar trigonometrik funksiyalarni monotonlik Oraliqlarjda 
tekshirilsa, u holda ularga teskari funksiya mavjud bo 'lad i.

K o 'p  q iy m a t li fu n k s iy a n in g  b ir  q iy m a t li  q i s m i  shu 
funksiyaning bosh qismi deyiladi.

Eng sodda teskari trigonometrik funksiyalar quy idag ila r [j j r  
j= arcs in x , y=arccosA, y= arctgx, y= arcctgx. Ushbu y= sin  Va 
_v=arcsin a , y=cos x  va y=arccos x, y=tg x  va y=arctg x, y= ctg  x va
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v arcctg л: funksiyalar o'zaro bir-biriga teskari funksiyalar deyiladi. 
leskari trigonometrik funksiyalarning grafigini chizishda teskari 
funksiyalarning xossalaridan foydalaniladi.

feskari trigonometrik funksiyalarning xossalari va grafiklari 
liaqida qisqacha ma'lumot keltiramiz.

1) Arksinus funksiya. y=Arcsin x  funksiya xe [— 1; 1 ] da aniqlangan, 
ko’p qiym atli funksiya. Odatda bu ko’p qiym atli funksiyaning

v e
n/K
2 2 ga mos kelgan bitta shoxobchasi qaraladi. Bu shoxobcha

Arcsin x  funksiyaning bosh qismi deyiladi va u arcsin x kabi belgilanadi. 
Qolgan qiymatlari bosh qismi orqali quyidagi formula bo'yicha topiladi: 

Arcsin x = arcsin x  + 2kn, ke Z.
sin x va arcsin x  funksiyalar o'zaro teskari bo'lgani uchun 

sin(arcsin x)=x, — 1 < x  < 1,

arcsin(sin  x)=x, —  ̂ < x  < *
tengliklar o 'rin li bo'ladi.

y=arcsin x  funksiya quyidagi xossalarga ega.
1°. y=arcsin x  funksiyaning aniqlanish sohasi [—1; 1 ], qiymatlari

to'plam i
Я _ Я 

2 ’  2 kesmadan iborat.

2°. y= arcsinx  funksiya [—1; 1 ] kesmada uzluksiz va —  ̂ dan

К-  gacha monoton o'sadi.

3°. у  =arcsin x toq funksiya: barcha xe [— 1; 1 ] lar uchun arcsin 
(—x) = —arcsin x  bo'ladi.

4°. y=arcsin x funksiyaning grafigi f—1; Oj da botiq, |0; 1] da 
esa qavariq, (0;0) nuqtada egilishga ega bo'ladi.

>,=arcsin x funksiyaning grafigi quyidagi ikki usuldan biri orqali 
hosil qilinadi.

1) y= arcsinx  dan x= siny  bo'lgani uchun Ov o 'q i bo 'ylab

sinusoida ch iz ilad i va У -  \ kesm aga mos kelgan yoy
ajratiladi (8.36- chizma).

2) y=arcsin x  funksiyaning —^ < x < ^  kesmaga mos kelgan
grafigi chizilib , bu grafik y=x bissektrisaga nisbatan simm etrik 
akslantiriladi.
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y=Arcsin x  va v=arcsin x  funksiyalarning grafiklari 8.36-, 8.37 - 
chizmalarda tasvirlangan.

-4 -2 -1

8 .36- chizma. v=Arcsin.v.

—■ 1,5- 
2 l-

0,5"
X

i

A
/ 1

/  1
] x► 1 ( 1 1 1 IJITTTTI'I 1 1 JJ-1,5 -ll -0,5/t) Ч-Ч" 1 П"! 1 I  1 1 1 1 t 1 i 1 1 ►0,5 I 1,5

1 Л г

/ n
1 -1,5 J

8 .37- chizma. у =arcsin x.

2) Arkkosinus funksiya. y= A rcco sx  funksiya x e [ — 1; 1 ] da 
aniqlangan, ko‘p qiymatli funksiya. Bu funksiyaning уе|0;я] ga 
mos kelgan shoxohchasi y — Arccos x  funksiyaning bosh qismi 
deyiladi va u arccos x kabi belgilanadi. у  =Arccos x  ning boshqa 
qiymatlari bosh qismi orqali quyidagi formula bo'yicha topiladi:

Arccos x =2kn—arccos x, ke Z

cosx va arcco sx  funksiyalar o'zaro teskari bo 'lgani uchun 
cos(arccos x)=x, |x|<l; arccos(cos x)=x, 0< x< 7i tengliklar o'rinli 
bo'ladi.

y=arccos x  funksiya quyidagi xossalarga ega:
1°. y= arcco sx  funksiya [—1; 1] kesmada aniqlangan bo'lib, 

uning qiymatlari to'plam i [0;7t] kesmadan iborat.
2°. y= arccosx funksiya [— 1; 1 ] kesmada uzluksiz va n dan 0 

gacha monoton kamayadi.
3°. y=arccos x  funksiya uchun arccos (—x)=n — arccos x tenglik 

o 'rinli bo'ladi.

0; - I nuqtadan o'tadi va4°. >’=arccos x  funksiyaning grafigi

bu nuqta funksiya grafigi uchun egilish nuqtasi hamda grafikning 
simmetriya markazi ham bo'ladi.

5°. [—1; 0J da funksiya grafigi botiq, [0; 1] da esa qavariq bo'ladi. 
y= arcco sx  funksiyaning grafigini quyidagi ikki usul orqali 

chizish mumkin:
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1) _y=arccosx dan x= cosy bo'lgani uchun Oy o 'q i bo'ylab 
kosinusoida chizilad i va 0< у< л : ga mos kelgan yoy ajratiladi 
(8.38 - chizma).

2) y=cos x funksiyaning 0 < у < к ga mos kelgan grafigi chizilib , 
bu grafik у = x bissektrisaga nisbatan simmetrik akslantiriladi.

y=Arccos x  va y=arccos x funksiyalarning grafiklari 8.38-, 8.39- 
chizmalarda tasvirlangan.

p  1 4 - п - п т т ' г  i - i - i  r i  i" i r r
-4 -3 - 2 -1 0

1 11 1 I ■ 1 1 1 M 1 1 H ►
1 2  3 4

8 .38- chizma. v=Arccos x. 8 .39- chizma. >>=arccosx

3) Arktangens funksiya. y= A rctgx funksiya xe(-°°;-+o°) da

aniqlangan, ko'p qiymatli. Bu funksiyaning y e  — * ; * j  ga mos

kelgan shoxobchasi y= A rctgx funksiyaning bosn qismi deyiladi 
va u arctg x kabi belgilanadi. y=Arctg x  funksiyaning boshqa qolgan 
qiymatlari bosh qismi orqali quyidagi formuladan topiladi:

A rctgx  = arctgx  +kn, k<=Z.
tg x  va arctgx  funksiyalar o'zaro teskari funksiyalar bo'lgani 

uchun
tg (arctg  x) = x , — oo < x  < +oo,

a rc tg (tgx ) = x, -  " < x < *

tengliklar o'rinli bo 'ladi.
y=arctg x  funksiya quyidagi xossalarga ega:
1°. y=arctg x  funksiya (-°°;+°°) oraliqda aniqlangan bo'lib, uning

qiymatlari to 'plam i
ПК 
2'2 intervaldan iborat.
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У ^ ^ f ^ i y a  (-оо;+оо) oraliqda uzluksiz va -  ̂  dan ^
gacha m o n o t o ^ ^  

3°. 7= arct%J( К
-к») lar u c h w  xtg f iya da l°4 funksiya: barcha хе (-=•=;

4°. v =aj-ct: ах,Црх)==—arctgx  bo£ladi. 
bu nuqta fi,n ? 'jVa 3 siyaning grafigi 0 (0 ; 0) nuqtadan o ’tadi va 
simmetriya щ {й âfigining egilish nuqtasi hamda grafikning

Уа grafigi (-°°;0) da botiq, (0;+°°) da qavariq
5»-

b o i a d i .  Jd
v=Arctg T n

to‘g ‘ri ch iz iq l lling grafigi uchun У = ±(2к + 1) - ,  ke  Z 
y=arctgoc ^/ Jksiw^tal asimptotalar bo'ladi. 

mumkin: ariing ham grafigini ikki xil usulda chizish
1) y =arQtu Jan v 

soida c h iz ila j l8>’ bo'lgani uchun Oy o 'qi bo‘ylab tangen-

2) y= tg лг </si
f ni 'Ш1ё 2 < -v < 2 ga nios kelgan grafigichizilib va b>L, л »  j. 

tirilib, у =а г ск  funk bissektrisaga nisbatan simmetrik akslan- 
y=Arctg4^ g 'v % 'Va grafigi hosil qilinadi. 

ch izm alard g^  vvdan,,Clg -v funksiyalarning grafiklari 8.40-, 8.41 -
4 )  А гкк ,0  f/ n s  j!*1- 

aniqlangan, к  , ^ О пк8>Уа - v=Arcctg x funksiya (-°° ;+<*>) da
shoxobchas,i V ct B u  funksiyaning -v e  ( ° ^ )  ga mos kelgan 
kabi belgila n  ’W " x nnlS bosh qismi deyiladi va u arcc tgx  

at)1" rCctgx ning boshqa qolgan qiymatlari bosh

У

T - l l  " i  I-V I-T -T -T "" !— Г ' Т Т Т  Ч----- ►
2L  2 4 6
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2f

8 .4 1 -  chizma. v=arctgx. 

qismi orqali quyidagi formuladan topiladi:

Arcctg x  = arcctg x+kn, ke Z.
c tgx  va arcctg x  funksiyalar o ‘zaro teskari funksiyalar bo'lgani 

uchun c tg (arcctg )= x , -oo<x<+°°, a rcc tg (c tg  x )= x , 0 < x  < n 
tenglik o 'rin li bo'ladi.

v= arcctgx funksiya quyidagi xossalarga ega:
1°. y= a rc c tg x  funksiya ( - « ;  + «) oraliqda aniqlangan bo'lib. 

uning qiymatlari to ’plami (0;л) dan iborat.
2°. у =arcctg x funksiya (-<*>; +°°) oraliqda uzluksiz va % dan 0 

gacha monoton kamayadi.
3°. у =arcctg x  funksiya uchun arcctg (—x)=7i—arcctg x  tenglik 

o ’rinli b ’ladi.

4°. у =arcctg x  funksiyaning grafigi О 0; nuqtadan o ’tadi va

bu nuqta funksiya grafigi uchun egilish nuqtasi hamda grafikning 
simmetriya markazi bo’ ladi.

5°. y= a rc c tg x  funksiyaning grafigi (-°°;0) da qavariq, (0;+°°) 
oraliqda esa botiq bo’ladi.

у =Arcctg x  funksiyaning grafiga uchun y=±kn, (keZ) to ’g ’ri 
chiziqlar gorizontal asim ptotalar bo’ladi.

у =arcctg x funksiyaning grafigini quyidagi ikki xil usulda chizish 
mumkin:

1) y = a rc c tg x  dan x=ctgу bo 'lgani uchun Oy o ’qi bo’ylab
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8.42- chizma. y=Arcctgx.

tangensioda chiziladi (8.42- chizma).
2) y= ctgx  ( 0 < x <  n) funksiyaning grafigi y = x bissektrisaga 

nisbatan simmetrik akslantirilib, у  = arcctgx funksiyaning grafigi 
hosil qilinadi.

у  =Arcctg x  va у =arcctg x funksiyalarning grafiklari 8.42-, 8.43- 
chizmalarda tasvirlangan.

5) teskari trigonometrik funksiyalar orasidagi munosabatlar:

arccos л/l — x 2 -  arctg _*__= arcctg ^ ~ x (0 < x  < 1).
л/l-.x2 *

I ~~ 11_ 2"arcsin v l — x 2 = arctg x -arcc tg  ' (0 < x < 1).
* Ф-Х2

X 1 1arcsm  =___ = arccos r ___ = arcctg 1 (0 < x < + °°).
V1—x2 v l—x2 x

1 X 1arcctgx = arcsin .___ = arccos = arctg 1 (0 < x <+=»).
\]l+x2 +x2 x

arcsin x  =

arccos x = 

arctgx =
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8 .43- chizma. у =arcctg x

71
arcsin x+ arccos x=  ̂ , — 1 < x  < 1.

arctgx + arcctgx = , — °° < x  < +».

arcsin x+arcsin у  =

arcsin
9

Cyjl -  y 2 + У V1 — X 2 xy < 0 yoki

x + у < 1 da;
7i — arcsin f Xyjl — y 2 + y\J\ — x2 
x > 0, у  > 0 va x2 + y 2 > 1 da;

■к — arcsinl x J  1 — y 2 + y-y/l — x2 1 x < 0,y  < 0

va x 2 + y 2 > 1 da;

arcsin x —arcsin у = <

arcsin^x^l -  у 2 + ул/l — x2

x2 + у  < 1 da;
7i — arcsin x

, xy > 0 yoki

1 - y 2 - y y j l —x2 
x > 0, у  < 0 va x2 + y 2 > 1 da;
—7i—arcsinl xJl  — у 2 + yyj\ —x2 I, x < 0 ,y  > 0

va x 2 + y 2 > 1 da;
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arccos x+arc cosy =

arccos x —arc cosy

arc tgx  + arctg у

arccos|xy—^(1 - x 2) ( l  — y 2) j ,  x+y > 0 da;

< 2 л — arccos^ry—-y/(l — x 2) (1 — y 2) j , 
x + у  < 0 da;

-arccos xy + yj( 1 - x 2)( l  —y 2) Y x > у  da;

arccos jxy + N/ ( l - x 2) ( l - y 2)' , x  < у  da;

arctg A + v , xv < 1 da
1—  XV

■ 7i + arctg x+y , x  > 0 va xy > 1 da;
1 —xy

—n + arctg у  ,A+-V , x  < 0 va xy > 1 da;
' 1— xy

1 5 4



11 bob. FU N KSIY ALAR N IN G  G R A F IK L A R IN I  
H O SIL A D A N  FO Y D A L A N M A SD A N  C H IZ IS H

9- §. FUNKSIYALARNING GRAFIKLARI USTIDA 
ARIFMET1K AMALLAR

1. Funksiyalar grafigini qo‘shish va ayirish. Ikki funksiyaning 
grafigini qo'shish va ayirish uchun, avvalo, har ikkala funksiyalar­
ning grafiklarini alohida-alohida shtrix chiziqlar bilan chizish, 
so'ngra ularning xarakterli nuqtalardagi a  ning bir xil qiymatlariga 
mos kelgan (funksiyalar grafiklari ning koordinata o 'qlari bilan 
kesishish nuqtalari, ekstremum nuqtalari, egilish nuqtalari va 
hokazolar) ordinatalarini qo‘shish va ayirish kerak. Hosil bo igan  
xarakterli nuqtalar yordamida yig 'indi yoki ayirma funksiyaning 
grafigi chiziladi.

Ba'zi hollarda yig‘indi va ayirma funksiyaning grafigini quyidagi 
usullar yordamida ham chizish mumkin:

1) agar ikkita funksiyaning yig‘indisi berilgan bo'lsa, awalo ularning 
eng soddasining (misol uchun chiziqli funksiya) grafigi shtrixlar 
yordamida chiziladi, so'ngra ikkinchisining xarakterli nuqtalardagi 
ordinatalarining birinchi grafikning ularga mos ordinatalaridan chetlanishi 
aniqlanib, yig'indi funksiyaning grafigi chiziladi;

2) agar ikkita funksiyaning ayirmasi berilgan bo'lsa, avvalo 
ulardan kam ayuvchi funksiyaning grafigi shtrixlar yordam ida 
chiziladi, so'ngra ayiriluvchi funksiyaning xarakterli nuqtalardagi 
teskari ishora bilan olingan ordinatalarining kamayuvchi funksiya 
grafigining ularga mos kelgan ordinatalaridan chetlanishi topilib. 
berilgan ayirma funksiyaning grafigi chiziladi;

3) agar ikkita funksiyaning yig 'indisi yoki ayirmasi berilgan 
bo'lib, ularni bitta funksiyaga kcltirish qulay bo'lsa, yig 'indi yoki 
ayirma funksiyaning grafigi bitta funksiyaning grafigi sifatida chiziladi;

4) agar funksiyaning ju ftlig i, toq ligi, davriyligi va hokazo 
xossalaridan foydalan ilsa , funksiya lar algebraik y ig 'ind isin ing  
grafigini chizish soddalashadi.

2. Funksiya grafigini k o ‘paytirish va bo‘Iish. Ikki funksiyaning 
grafigini ko'paytirish yoki bo'lish uchun, avvalo, har ikkala funk-
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s iyan ing  g rafik la r in i a lo h id a -a lo h id a  shtrix ch iz iq la r  b ilan  ch iz ib , 
so 'ngra xarakterli nuqta lardagi ord inatalarin i ko 'paytir ib  yoki bo'lib . 
topilgan nuqta la r  yo rdam ida  ko 'paytm a yoki bo ' l inm a funksiyaning 
grafigi ch iz ilad i.

Ba'zi ho llarda k o 'p a y tm a  va bo ' l inm a funksiyan ing grafig in i 
quyidag i usu llar  yo rdam ida  ham  chizish m um kin :

1) a w a l o  k o 'p a y tm a  yok i b o ' l in m a g a  k iruvch i yo rd am ch i  
funksiya la rn ing  g rafik la r in i chizish berilgan funksiyan ing gra f ig i­
ni ch iz ishni oson lash tir i lad i;

2) ikki funksiya ko 'pay tm as i yoki bo ' l inm as in i shakl a lm ash -  
t ir ish lar yo rdam ida  bitta sodda funksiyaga keltir ish qu lay  bo 'lsa , 
ko 'paytm a yoki bo ' l inm a funksiyalarning grafigi bitta funksiya grafigi 
kabi ch iz ilad i;

3) agar  funks iya la rn ing  juft l ig i ,  toqligi, davriylig i va hokazo 
xo ssa la r id an  fo yd an i ls a ,  funks iya la r  a lgeb ra ik  k o 'p a y tm a s in in g  
grafigini ch iz ish soddalashad i.

1- misol. j  ( a ) = a +  tg a  funksiyan ing grafigini ch iz ing . 

Yechilishi. Berilgan funksiya ( a ]  =a va / ,  ( * )= t g  a  funksiya­

lar y ig ' in d is id an  iborat. Dastlab /, ( a ) = x  funks iyan ing  grafigini

ch iz am iz ,  so 'n g ra  /2(A) = tgA fu n ks iy an in g  x a rak te r l i  n u q ta ­
la rdag i a  n ing  b ir  xil q iy m a t la r ig a  m os ke lg an  o rd in a ta la r in i  
qo 'sham iz .

tgA=0 te n g lam a n i  q an o a t lan t i r ad ig a n ,  y a 'n i  a  =k%, к e  Z 
nuqta la rda ber i lgan  funksiya f  {x)~x ko 'r in ishda  bo ' lad i.  Berilgan 
funksiya g ra fig in ing  x=kit. к <e Z nuqta la rga  mos kelgan nuqta lar i  
/ ( a ) —a  to 'g 'r i  ch iz iqda yotadi.

f 2 ( a )  = tgA funksiya  h aq iq iy  son lar  to 'p lam in ing  

x = ^  + k n  , к g Z  nuqta la rdan  boshqa barcha  nuqta la r ida

71 - .
aniqlangan. a =  ̂ + к л  , к e Z to'g'ri chiziqlar / 2(A)=tgx va

/ ( A )= A + t g ,v  funksiyalarning vertikal asimptotalari bo'ladi (9.1 - chizma).
2 - misol. f ( x )= x —sin a  funksiyan ing grafigini ch iz ing .
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9 .1 -  chizma. (1) /(x)=x+tgx, (2) / ,(х)= х,  (3) / 2 (х)=tgx.

Yechilishi. Berilgan funksiya J  (x)=x va /2(.x)=sin л funksiyalar 
ayirmasidan iborat. Dastlab/j (x)=x funksiyaning grafigini chizamiz, 
so 'ngra /2(x)=sinx funksiyaning xarakterli nuqtalaridagi teskari 
ishorasi b ilan olingan ordinatalari qiymatlarining f  (x)=x funksiya 
grafigining ularga mos kelgan ordinatalari qiymatlaridan chetlanishini 
topamiz. Grafik chizishni soddalashtirish uchun f  (x)= xga parallel, 
ikkita yordamchi f(x)-x+\ \&f(x)=x— 1 to'g'ri chiziqlarni chizamiz, 
chunki |sinx|<l.

sin x=0 tenglamani qanoatlantiradigan x=kn, k& Z  nuqtalarda 
berilgan funksiya f(x)= x  ko'rinishda bo'ladi. Demak, berilgan 
funksiya grafigining .y=А:л , AeZ nuqtalarga mos kelgan nuqtalari 
/ ,(л )= х to 'g 'r i chiziqda yotadi.

s in x = l tenglam an i qanoatlantirad igan x = ^  + 2 n k , k e Z  
nuqtalarda berilgan funksiya f(x)=x— 1 ko'rinishda bo'ladi. Demak, 
berilgan funksiya grafigining bu nuqtalarga mos nuqtalari f(x )= x—l 
to 'g 'ri chiziqda yotadi.

s inx= —1 tenglamani qanoatlantiradigan x = — + 2лк , к e Z 
nuqtalarda berilgan funksiya f(x)=x+1 ko'rinishda bo'ladi. Demak, 
berilgan funksiya grafigining bu nuqtalarga mos nuqtalari f(x)=x+1 
to 'g 'ri chiziqda yotadi.



9.2- chizma.

(1) / (x)= x—sinx, (2) f(x)=x, ( 3 ) /2(x)=sinx.

Shunday qilib, berilgan ayirma funksiyaning grafigi /(x)=x—1 
va/(x)=x+ l to 'g 'ri chiziqlar orasida yotadi (9.2- chizma).

3- misol. / (x ) = x + (k > 0) funksiyaning grafigini chizing.
к

Yechilishi. Ravshanki, /(x)= x+  toq funksiyadir. Shuning 
uchun uning grafigini Ox o'qning musbat (x>0) qismida chizish

ye ta r li. B erilgan  fu n k s iy a / ,(x )= x  va /2(x)=  * fu n ksiya la r
£

yig'indisidan iborat. Dastlaby,'(x)=x va /2(* )= funksiyalarning
grafiklarini chizamiz. Berilgan chizma uchun x=0 va >—x to 'g 'ri 
chiziqlar, mos ravishda, vertikal va og'ma asimptotalar bo'ladi. 
Berilgan funksiya x>0 da minimumga ega. Funksiyaga minimum 
qiymat beruvchi nuqtalarni quyidagicha topamiz. M a'lum ki, ikkita 
musbat miqdorning o'lta arifmetigi uning o'rta geometrigidan kichik

emas. Berilgan funksiva uchun x + k > 2̂ /k munosabatlar o'rinli.
■ X

к к I—x + x funksiya o'zining minimum qiymatiga x  + =2sjk shartda 

erishadi, bundan x2 + к = 2лДх yoki (x  — J k ) 2 = 0, x  = yfk va 

k = \jk bo'ladi.
X

158



*  — 4 | ko‘rinishga kel-

9 . 3 - chizma. (1) /(x)=X+^ , (2Щ х )= х , (3 )/ 2(x ) = ̂ .

Demak, k=2 bo'lgan xususiy holda berilgan funksiya x =

va 2 = s/2 nuqtalarda y min(sj2) = 2 72 qiymatga ega bo 'lad i( 9.3- 
chizm a).

4 -  misol. /(x)=sin x+cos x funksiyaning grafigini chizing. 

Yechilishi. Berilgan funksiyani ushbu

f (x)  = sj2 ^  sin x  + ^  cos x = >/2 co s  ̂ 71
I J V

tiram iz , so 'ngra / (x ) = V 2cos(x — ^) funksiyan ing  grafig in i 

chizamiz (9.4- chizma).
5- misol. /(x)= sin4x+cos4x  funksiyaning grafigini chizing.
Yechilish i. Berilgan funksiyan i tr igo nom etriyada mavjud

3 1munosabatlardan foydalanib, quyidagi / ( x ) = 4 + 4 cos x ko‘ri-
3 1nishda ifodalaymiz. / ,(x ) = va f 2(x) = 4 cos4x deb belgilavmiz, 

so‘ngra grafiklarni qo‘shish qoidasi bo 'yicha f(x)  funksiya grafigini 

tuzamiz (9.5- chizma).
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-6

9.4-  chizma.

( 1 )  / ( x )  =  y j l  c o s ( x  —

2

^ ) ,  ( 2 )  / |  ( a )  =  c o s  x .

________^

------ --

2 1 ' - l’.5 " S s .  ' 0 .L - ""  l's  2 \

-2

9.5-chizm a.

(1 )/(jc)  = sin4 x  + cos4 x, (2 )/ 2 (x)  = 1 cos 4 x.
4

6- misol. /(x)=cos4x—sin4x  funksiyaning grafigini chizing. 

Yechilishi. Berilgan funksiyani ushbu/(x)=(cos2x+sin2x)(cos2x—
—sin2x)=cos2x ko‘rinishga keltiram iz, so 'ngra/(x)= cos 2x funksi­
yaning grafigini chizamiz (9.6- chizma).

7- misol. /(x)= xsinx  funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Berilgan funksiya f(x)= x  va /2(x)=sinx funksiyalar

ko‘paytmasidan iborat. Ko'paytmaga kiruvchi yordamchi/j(x)=xva 
/2(x)=sin x funksiyalarning grafiklarini shtrix chiziqlar yordamida 
chizamiz.
160



9.6-  chizma.
(1) /(x)=cos4x—sin4x, (2) / 1(x)=cos2x.

Ravs hank i ,  /2(x )= s in x  davr i y  f unks i ya  b o ‘ l ib.  un i ng  

.x = лп,х = * + 2лп, x = — * + 2nn, ne Z x a rak te rli n u q ta la ­
ri da, mos ravishda, 0,1 va —1 qiymatlarni qabul qiladi. Birinchidan, 
/ (x )= xsin  x  funksiyaning grafigi 0.x o ‘qini х=лп, neZ  nuqtalarda

kesib o 'tad i, ik k in ch id an , uning grafig i х—лп, х = *  + 2лп,
ne Z nuqtalarda esa, mos ravishda, у —x va _v =—. x to 'g 'ri chiziq- 
larga urinadi.

/ (x )= xsin  x  juft funksiya bo 'lganligidan, uning grafigini Ox 
o'qning musbat (x>0) qismida chizish yetarli( 9.7- chizma).

In
8- misol. f (x)  = funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiya ./|0)=lnx, /2(x ) =  ̂ yordamchi 
funksiyalar ko'paytmasidan iborat.

Dastlab, m a'lum  bo'lgan (x)= lnx va /2(x ) = 1 funksiya-
X

In Xlarn ing grafig in i ch izam iz . R avshank i, berilgan  f (x)  = 
funksiyaning grafigi ( 1 ; 0 )  nuqtada abssissalar o 'qini kesib o'tadi.

x=2, x=eva x—3 qiymatlarda /, (.x) = lnxva /2(x) = 1 funksiyalarning
ordinatalarini ko 'paytiram iz. Berilgan funksiya (0;+°°) oraliqda 
aniqlangan. Funksiya aniqlanish sohasining chegaralarida funksiyaning 
limitik qiymatini hisoblaymiz:
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9.7- chizma. (1) у  = x  sin x ,  (2) у  = sin x, (3) jу = x, (4) y  = -x.

9.8-chizma. (1) f ( x ) = In x/x, (2 ) / ,(* )  = In x, (3 ) f 2 (x) = \/x .

Й о  ^ = jS S o  ^  = ~°°’ Hm = ИГП 1П Х = 0угГп , • *->o+o X x_>4~ x
(9.8- chizma).
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Mustaqil yechish uchun m isollar

Funksiyalarning grafiklarini chizing: 
1 ./  (x)—A +cos A.

2
X '

4. / ( a ) — x ■
7./(A)=arctg x+2\
9. / (x)= x2—A6.
1 1 . /  (a ) = a — arcsinx.
13. / (a ) —a  -cos A.

15. / (* )  = £■.
17./(а)= а1п a .

1 9 ./ (а)=1па—ln3. 

2 1 . / (х )  = агс®с .X
23./(A)=A+Sin A.

2 ./ (a)=a +Ctg A.

5 ./ (a)=a—COSA.
8./(A)=A+lgA.
10. f(x)=3x+ 3 rx
1 2 ./ (a)=|a— 2|+|a— 3|. 
14. / (А)=е“л -sin a .

16. / (a)=a ■ <? y.
18. /  (a)—s in 3A— cos2a .

20. f {x)  = Д  .
sin x

22 ./ (a)=  1 +x+ex.

3./(A)=l+t> Л 

6 . / ( a ) = a 2+ 2 a .

M ustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

I- chizma.
( l )^  = X + COSX, (2) у2 = x, (3) y3 = cosx.
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2 -  chizma.

(1) У\ = x  + CtgJC , (2) У2 = x ,  (3) З'з = c t g  X.

3- chizma.
( l ) j ,  = 1 + < T \ ( 2 )  y 2 = e ~ \ ( 3 )  y 3 = 1.
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4- chizma.

(1) У! = x — 2 / x, (2) y2 = 2 / x, (3) y} = x.

5- chizma.
(1).У| = x — c o s x ,  (2) y 2 = — c o s x ,  (3) y 3 = x .
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6- chizma.

(1) V, = x 2 + 2x, (2) y 2 = x 2 , (3) y 3 = 2 x.

7- chizma.

( l )yj  = arctgx + 2 X , (2) у 2 = arctgx, (2) y 3 = 2X.
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8- chizma.

(1) у ,  = x = lg x x , (2) у = Igx, (3) у  = x.

9- chizma.

(1)у, = л2 —х6,
(2) у 2 = —х6, (3) у3 = х2.

167



10- chizma. (1 ) У 1 =  3 * + 3 - ^  (2) ^  = 3 - ,  (3) ^  = ^

11.

11 chiznu. (l )y,  x  arcsin x, (2)y 2 = — arcsin x, (3) y 3 = x
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12-chizina.

(1) v, =| x  — 2 | + | x  — 3 |, ( 2 ) y 2 =| x  — 2 |, (3) y-, =| x  — 3 | .

13- chi/ma.
(1 ) v, = x c o s x ,  ( 2 ) y 2 = c o s x ,  ( 3 ) y 3 = x.
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14- chizma.

(D v ,  = e - x smx,  (2 ) y 2 = e ~ \ ( 3 ) y 3 = sin

15- chi/ma.

^У\ = *x , (2)y 2 = У Х, (3) y 3 = x .
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1 6 - chizma. (l)_vj = xe x sin x,  (2) y 2 = e A , ( 3 ) y 3 = x.

17- chizma. (l)_y, = x  In x, (2 )y 2 = In x . (3)уз = x.
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18.

IS- chizma.
( l ) y ,  = s i n 2* - c o s 2* ,  ( 2 )y 2 = s in 2x, (3 ) y 3 = - c o s 2x.
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19 -  chizma.
(1 )y, = In x -  In 3, (2)y2 = In X, (3) y 3 = In 3.



20- chizma.

(1) у, = (2 ) y 2 = sin 1 x, ( 1) y 3 = x.
1 С 1 П  V

21- chizma.

(1) У! = аГС1&Х, (2 ) y 2 =arctgx ,  (1) y 3 = x _ 1 .

17v3



22.

22- chizma. y= 1 +x+e%.
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23- chizma.

( l )y  = x + sin x ,  (2) у  = x  + 1, (3) у  = x — 1, ( 4 )y  = sin x.

1 0 -§ . F U N K SIY A  G R A F IK L A R IN I A L M A SH T IR ISH

1. G ra fik la rn i a b ss issa la r  o ‘ qi b o ‘y lab  p a ra lle l k o ‘ ch irish  
(s iljit ish ). y ~ f ( x ) funksiyaning grafigi berilgan bo'lsin. Agar 
a  > 0 (o<0) bo 'lsa , y = f ( x —a)  funks iyan ing  grafigi v = f ( x )  
funksiyaning grafigini Ox o ‘q bo'ylab o'ngga (chapga) | a  | birlikka 
ko'chirish natijasida hosil qilinadi (10.1- chizma). Masalan: I) 
у  =  yJx — 2 funksiyaning grafigini chizishdan oidin, у  = л /х
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funksiya grafigini chizib, so‘ngra grafik 2 birlikka o‘ngga ko'chiriladi 
(10.2 -chizma). 2) _y=log: (x+3) funksiyaning grafigini chizish 
uchun awalo  y=log,x funksiya grafigi chizilib, so'ngra grafik |—3| 
birlik chapga ko'chiriladi (10.3- chizma).

2. G ra fik la rn i o rd in a ta la r  o ‘qi b o ‘y!ab  p a ra lle l k o ‘ ch irish  
(siljitish). Agar £>0 (b<0) bo'lsa, y= f(x )+ b  funksiyaning grafigi 
y —f  (x) funksiyaning grafigini Oy  o'q bo'ylab \b\ birlik yuqoriga 
(pastga) parallel ko 'chirishdan hosil bo 'ladi (10.4- chizma). 
Masalan: 1) y (x )— =3X— 1 funksiya grafigini chizish uchun aw alo  
_y,=3x funksiya grafigi chizilib, so'ngra grafik bir birlik pastga parallel 
ko'chiriladi (10.5- chizma). 2) y=x2+2 funksiya grafigini chizish 
uchun aw alo  y t—x2 funksiya graligi chizilib, so'ngra bu grafikni 
ikki birlik yuqoriga ko'chiramiz (10.6- chizma).

X
-1

10.2- chizma. (1) у  = -Jx, (2 )y  = J x —2.

4 ;

-4

10 .3 -  chizma. ( 1 )  у  = log2 (2) у  = log2 (x  + 3).



10.4- chizma.
(1) у  = f ( x ) .  (2 ) у  = Д х )  + b , b <  0 , 

(3) У = f i x )  + b, b > 0.

3. G rafik larn i ab ssissa lar o ‘qi bo ‘yicha cho‘zish (siqish). Agar 
«>1 (0<я<1) bo ‘ lsa , y = f ( a x ) funksiyan ing grafigi y = f ( x )

funksiyaning grafigini Ox o 'qqa nisbatan a  marta (-*- marta)
cho‘zish (siqish) natijasida hosil bo‘ladi (10.7- chizma). Masalan:
1) y=log22x funksiyaning grafigini chizish uchun avvalo y ^ lo g .x  
funksiya grafigini chizib, so‘ngra grafikni Oy o‘qqa nisbatan 2 marta 
siqamiz, natijada talab qilingan grafik hosil bo'ladi (10.8- chizma);

2) у  = sin * funksiyaning grafigini chizish uchun avvalo >>,=sim: 
funksiya grafigi chizilib, so'ngra bu grafikni Ox o'qqa nisbatan 3
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10.7- chizma.

(I) у ,=/М ; (2) у=Дах), 0<a< 1, y = f  (ax), a> 1.

marta cho'zish natijasida talab qilingan grafik hosil bo'ladi (10.9- 
chizma).

4. (.ra fik larn i o rd in ata lar o ‘qi bo^ylab cho‘zish (siqish). Agar 
«>1 (0< a< l)  bo 'lsa ,  y = a f ( x )  funksiyan ing  grafigi y = f ( x )

funksiyaning grafigini Oy o 'qqa nisbatan a  marta marta)
cho'zish (siqish) natijasida hosil bo'ladi (10.10- chizma). Masalan:
1) _y=3x3 funksiya grafigini chizishdan oldin y,=x3 funksiya grafigini 
chizib, so'ngra grafikni 3 marta Oy  o'qqa nisbatan cho'zish kerak

(10.11- chizma). 2) у  -  ' 4 ' funksiyaning grafigini chizish uchun
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10.8- chizma. _Vi=log2x; (2) y2=log22A'.

10.9- chizma. (]) v _ sjn *  • (2) v = sin x.

avvalo V|=4* funksiya grafigi chizilib, so'ngra grafikni 2 marta Oy 
o'qqa nisbatan siqish kerak (10.12- chizma).

5. Grafiklarni abssissalar o'qiga nisbatan simmetrik ko'chirish.
y = —f{x )  funksiyaning grafigi y —f{x )  funksiya grafigini Ox o'qqa 
nisbatan simmetrik akslantirish natijasida hosil qilinadi (10.13-chizma). 
Masalan: 1) v=—x1 funksiyaning grafigini chizish uchun avvalo y,=x2 
funksiya grafigini chizib, so'ngra Ox o'qiga nisbatan simmetrik 
akslantirib, у  =—x2 funksiyaning grafigi hosil qilinadi (10.14- chizma).

179



10.

10 .10-  chizma. (1) j ,  =/(*); (2) y 2=2/(x); (3) = */ (x ) ;

10 .11-  chizma. (I) V|=x\ y=  3x'.

1X0



10 .13 -  chizma. (1) y,=/(x); (2) y=—f{x).

10 .14-  chizma. (I) V\—x2, (2) y= —x2.

6 . G rafiklarni ordinata o ‘qiga nisbatan simmetrik ko‘chirish.
>’=/(—л) funksiyaning grafigi y {= f  (л) funksiya grafigini Oy o‘qqa 
nisbatan simmetrik akslantirish natijasida hosil qilinadi (10.15- 
chizma). Masalan, 1) y=log2(—x) funksiyaning grafigini chizish 
uchun, avvalo y=log2x funksiya grafigi chizilib, so'ngra Oy o'qqa 
nisbatan simmetrik akslantirib, y=log2(—x) funksiya grafigi hosil 
qilinadi (10.16- chizma).



1 0 . 1 6 -  chizma. ( 1) y ,=log2x; (2 ) y=log2(—x).

Mustaqil yechish uchun misollar

Funksivalarnins grafiklarini chizing.

I. f ( x )  = yjx + 3.

3. f i x )  = cos(x — ?-).

5. f ( x )  = cos * .

7. / (x )  = l g * .
9. / (x)=cos3x.

I I .  / (x )= 3 x 4.

2. f ( x )  = sin(x + *).

4 . /(x)= log?(x— 6).

6. /(x)=sin3x .

8. f i x )  = tg(* + -*).
10. /(x)=2tg x.

12. / (x )  = J ( x - 2 ) 2.



13. / ( х ) = * х 2.

15. / (х )  =  ̂cos(2x + *).

17. f ( x ) = 32 e 2x.

19. f { x )  = —s in(3x + *).

21. / (x )  = x  — 3.

23.  /(x )= ln (x—2).

25.  / (x )= —4X—3.

14. / (x )  = 2 sin(x — 3 ).

16. /(x )= 22x~\

18. / (x )= 2 - 4

20. / (x)=x2—4.

22. /(a ) = ̂ /—x + 2.

24. / ( х )  = з 2 - v +2.

26.  / (x )= —2cos(x  + ” ).

M ustaqil yechish uchun berilgan m isollarning javoblari

2.
1- chizma. (1) vj = </x+3, (2) y 2 = \/x.
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6. 2-

A  1/ \ (А  / X
\\/2 Vi \ / 31

(2)
V/

6- chizma.

-2- >’,=sin3x (1). y,=sinx

7.

8 - chizma. У\ — tg
^ X  71 ^  

71 +  3 V /
a ) ,  y 2 = t g ; ( 2 )
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9.

9 -  chizma. y x=cos3x (1), y2=cosx (2).
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1 9 -  chizma. У\ = - s i n ( 3 x  + * )  (1), y 2 = - s i n  3x (2),  

= sin 3a- (3), y 4 = sin x (4).

2 0 - chizma. y = x 2—4  ( 1), у,=л '2 (2 )
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21. V А
•3

- 1
21 -  chizma. (1) = Ц— х —3 , (2 ) у 2 = Ц^х.

2 2 - chizma. (1 ) _у, = + 2, (2) у 2 = ^ х  (2).

23- chizma. у, = 1п(х — 2) (1), у 2 = In х (2).
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24.

у, = J 2 * + 2 (1), у 2 = ‘ 2 х (2), 

Уз = 2 ~ х  (3).
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l l - § .  GIPERBOLIK FUNKSIYALAR VA ULARNING 
GRAFIKLARI

1 . Giperbolik funksiyalar.
1) Giperbolik sinus funksiyasi.

ex—e~x
1- ta ‘rif. funksiya gip erbo lik  s inu s  deyiladi va it sh x

kabi belgilanadi:

Giperbolik sinus quyidagi xossalarga ega:
1°. y = s h x  funksiya intervalda aniqlangan bo'lib.

uning qiymatlar to'plami ( —oô -j-oo )
2°. у  =sh x funksiya o 'z  an iq lanish sohasida uzluksiz va 

monoton o'suvchi.
3°. y=sh x  toq funksiya: barcha xe (-<°,^) lar uchun sh (—x)= 
sh x bo'ladi.

4". 0 (0 ; 0) nuqta funksiya grafigi uchun egilish nuqtasi va 
simmetriya markazi bo'ladi.

y = s h x  funksiya grafigiga О (0; 0) dan o'tgan urinmaning

Ox o'qi bilan tashkil qilingan burchagi * ga teng. Funksiya grafigi
asimptotaga ega emas. sh x  funksiyaning o'z aniqlanish sohasining 
chegara nuqtalaridagi o'zgarishi quyidagicha bo'ladi:

■ • ex—e~x ex — e~xlim „ = +cxd va lim ,  = —
. v ^ + =o 2  2

Giperbolik sinusning grafigini chizishda grafiklar ustida arifmetik 
amallar mavzusidan foydalanish maqsadga muvofiq bo'ladi (9- § , 1 , 4  
-bandlaiga q.). Awalo e x va e  ' funksiyalarning grafiklari chiziladi. 
So'ngra bu grafiklami bir-biridan ayirib, hosil bo'lgan grafikni 2 marta 
siqish kerak. Natijada izlangan grafik hosil qilinadi (11.1- chizma).

2) Giperbolik kosinus.

2 - ta ‘ rif. 1 Y  funksiya g ip erb o lik  kosinus  deb ataladi va 
uch x kabi belgilanadi:

ex+e~x
ch x =
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1 1 .1 -  chizma. v =s1ia '.

Giperbolik kosinus quyidagi xossalarga ega.
1°. ,y= ch x  funksiya (-«,+<») da aniq langan b o l ib ,  uning 

qiymatlari to'plami 11;+"°).
2°. _y=chx funksiya o ‘z aniqlanish sohasida uzluksiz bo'lib, 

(0;+°o) oraliqda o'suvchi, 0) da esa kamayuvchidir.
3°. у  =ch x juft funksiya; ya'ni barcha xe(-o°,+~) lar uchun 

ch (—x)=ch x  bo'ladi.
4°. (0; 1) nuqta у  =chxfunksiyaning minimum nuqtasi bo'ladi.
y = c h x  funksiyaning grafigi asimptotaga ega emas. у  =ch x 

funksiyaning o ‘z an iq lan ish  sohasin ing  chegara nuqtalarida 
o'zgarishi quyidagicha bo'ladi:

у =ch x  funksiyaning grafigini chizishda ham funksiyaning 
grafiklari ustida arifmetik amallar mavzusidan foydalaniladi (11.2- 
chizma).

3) Giperbolik tangens.
ex —e~x3- ta ‘rif. --- funksiya g ip erbo lik  tan g en s  deb ataladi va u

t • e +e lim = r  - j - C X D #

e +e
th x kabi belgilanadi:

th x =
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_2 •

11 .2 -  chizma. y= ch x .

Giperbolik tangens quyidagi xossalarga ega:
1°. y  = th x  funksiya (-°°,+°o) da aniqlangan bo‘ lib, uning 

qiymatlari to'plami [— 1; 1 ].
2°. у  =th x  fiinksiya o'z aniqlanish sohasida uzluksiz bo'lib,

-Н») oraliqda o'suvchi funksiya bo'ladi.
3°. y = t h x  toq funksiya, ya 'n i barcha xe (-°°,+°°) lar uchun 

th (—x) =—th x  bo'ladi.
4". 0 (0 ; 0) nuqta funksiya grafigi uchun simmetriya markazi 

va egilish nuqtasi bo'ladi.
5°. y= ±  1 to'g'ri chiziqlar funksiya grafigi uchun gorizontal 

asimptotalar bo'ladi, ya 'n i lim thx = 1, lim thx = — 1.
X —>— oo X —>+o°

v = th x  funksiyaning grafigini chizishda uning yuqoridagi 
xossalaridan va grafiklarni bo'lish usulidan (9- §, 2- bandga q.) 
foydalaniladi (11.3- chizma).

4) Giperbolik kotangens.
ex +e~x4- t a ‘rif. x _ x funksiya g iperbo lik  ko tan gen s  deb ataladi va 

u cth x kabi belgilanadi.
ex +e~xc th x =  . _ .
ex — e x

Giperbolik kotangens quyidagi xossalarga ega:
1°. y  = c th x  funksiyaning aniqlanish sohasi £(cth)=(-°°,0) 

u(0,+°o), qiymatlar to'plami £’(cth)=(-oo,— l)u(l,+o°).
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1 1 .3 -  chizma. у  =th x.

1 1 . 4 -  chizma. y = c th x .

2°. у  = cth x  toq funksiya, ya 'n i barcha xe D(cth) lar uchun cth 
(—x)=—cth x  bo'ladi.

3°. y= ±  1 to ‘g ‘ri chiziqlar funksiya grafigi uchun gorizontal

asimptotalar bo'ladi, y a ‘ni lim
X —¥— oo С

e = - l  lim e =1.— Y " V —Ve x -> + o o  e — e
4°. у  = c th x  funksiya nolga aylanmaydi, x=0 to 'g 'r i chiziq

uning uchun vertikal asimptota bo'ladi, ya'ni lim,
— X

lim

e +e -  +°o,

у  — cth x  funksiyaning grafigi ham th x funksiyaning grafigi 
kabi chiziladi (11.4- chizma).



Giperbolik funksiyalar orasida quyidagi munosabatlar o'rinli:

2. T eskari giperbolik funksiyalar. I ) Teskari giperbolik sinus.
Teskari funksiyaning mavjudligi haqidagi teoreinaga asosan, x  =sh у  
funksiyaga ( - » ,  +00) da o 'suvchi va uzluksiz bo 'lgan teskari 
funksiyani aniqlash mumkin. Bu funksiya teskari giperbolik sinus 
deyiladi va u Arsh kabi belg ilanadi. Bu funksiyani ana lit ik  
ko'rinishda ifodalash uchun

ostida musbat ifoda hosil bo'lishi uchun «+» ishorani olish zarur). 
Shunday qilib.

Teskari giperbolik sinus quyidagi xossalarga ega:
I", у  =Arsh x  funks iyan ing  an iq lan ish  sohasi Z>(Arsh x)=  

=— ( - 00, +00), qiymatlar to'plami £(Arsh x)=(-°°,+«>).
2°. у —Arsh x o ‘z aniqlanish sohasida uzluksiz va o'suvchi funksiya. 
3°. у  =Arsh x toq funksiya, ya 'n i barcha xe ( - 00,+00) lar uchun

Arsh(—x) = In —x + л/х2 +1 = In I___: = — Arsh x.

4°. 0(O;O) nuqta funksiyaning grafigi uchun simmetriya markazi 
va egilish nuqtasi bo'ladi.

5°. у  =Arsh x funksiyaning grafigi 11.5- chizmadan iborat. 
у  =Arsh x  funksiyaning grafigi asimptotaga ega emas.
2) Teskari giperbolik kosinus. x  =ch у  funksiya 0<у<-н>° da o'suvchi 

bo'lib, qiymatlari to'plami 1 < x  <-h*> dan iboratdir. Teskari funksiyaning

ch 2x —sh2x = l , 
sh(x+y)=sh x  chy + chx sh y,

ch(x+ j’)=ch x  ch у  + sh x sh y.

sh2 x=2sh x  ch x, 
ch2x=ch2x+sh-x,

tenglamani yechib, у  = hi(x ± 7 x 2 + 1) ni topamiz (logarifm belgisi

Arsh x  = ln (x  + \j'x2 + 1).
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11 .5 -  chizma.

mavjudligi haqidagi teoremaga asosan, unga 1 < x< <+°° da o'suvchi 
va uzluksiz bo'lgan teskari funksiya mavjud bo'ladi. Bu funksiya teskari 
giperbo lik  kosinus  deyiladi va у  =Arch x  ko'rinishda yoziladi. Ushbu

у  — у  _______________

x = e  +e tenglamani yechib, v = ln(x + y jx2 — 1) (bunda 1 < x) 

ni hosil qilamiz (Bu yerda «+» ishora olinadi). Shunday qilib 
Arch x = ln (x + л/х2 — 1) (11 .6- chizm a). y = A r c b x  funksiya 
quyidagi xossalarga ega:

1°. у  =Arch x  funksiyaning aniqlanish sohasi I) (Arch)=f l,+<~),
qiymatlar to'plami £(Arch)=( -004-f-0°) .

2°. у  =Archx toq funksiya: V x e  /Л Arch) lar uchun Arch (—x)= 
=—Arch x.

3°. у  =Arch x funksiya grafigi uchun (9(0; 0) nuqta simmetriya 
markazi bo'lib, u o'z navbatida egilish nuqtasi ham bo'ladi.

4°. у  =Arch x  funksiya asimptotaga ega emas.
5°. у  =Arch x funksiyaning grafigi 11.6- chizmada tasvirlangan.
3) Teskari giperbolik tangens. у  =th x  ga teskari funksiya 

teskari giperbolik tangens deyiladi va u у  =Arth x kabi belgilanadi.

Yuqorida ko'rsatilganiga o'xshash amallar natijasida 

Arth x  = \ In (| x  |< 1)
ekanligi topiladi.
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11 .6-  chizma.

Teskari giperbolik tangens quyidagi xossalarga ega:
1°. у  =Arth x  funksiyaning aniqlanish sohasi Z)(Arth)=(— 1; 1), 

qiymatlar to'plami £( A rth)=(-<*>,-!-<«).
2". y = A r th x  toq funksiya: barcha xe £>(Arth) lar uchun 

Arth (—x)=—Arthx.
3". у  =Arth x funksiya ( — 1; 1) da o'suvchi va uzluksiz.
4". (0 :0 )  nuqta у  =Arth x  funksiya grafigi uchun simmetriya 

markazi bo’lib, u o ’z navbatida egilish nuqtasi ham bo'ladi.
5". y= A rth x  funksiya x=±l vertikal asimptotalarga ega.
6". y =  A rthx funksiyaning grafigi 11.7- chizmadan iborat.
4) Teskari giperbolik kotangens. y = c th x  ga teskari funksiya 

teskari g iperbo lik  k otan gen s  deyiladi va у  =Arcth x kabi belgilanadi. 
Lining analitik ifodasi

Arcth x = \ In (| x |> 1)

ko'rinishda topiladi.
Teskari giperbolik kotangens quyidagi xossalarga ega:
1°. у  =Arcth x funksiyaning aniqlanish sohasi /)(Arcth)=(-°°; 

— l)u ( l;+ o o ) , qiymatlar to'plami FAArcth)=(-<«,+o0) dan iborat.
2°. у  =Arcth x toq funksiya: barcha x, —x e D (Arcth) lar uchun 

Arcth (—x)=Arcth x.
3“. у  =Arcth x funksiya Vx e (—■°°, — 1) uchun 0 dan -oo gacha 

monoton kamayuvchi, V xe( l ;+ °o ) uchun +ĉ  dan 0 gacha 
monoton kamayuvchi.

4°. у  = Arcth x funksiya egilish nuqtalariga ega emas.
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1 1 .8 - chizma.

5°. у  =Arcth x funksiya uchun x=± 1 vertikal asimptotalar, у  =0 
esa gorizontal asimptota chiziqlari bo'ladi.

6°. у  =Arcth x funksiyaning grafigi 11.8- chizmada tasvirlangan.
Giperbolik va teskari giperbolik funksiyalarning grafiklarini 

tahlil qilish natijasida quyidagi xulosaga kelish mumkin: teskari 
g ip erb o l ik  fu nk s iy a la rn in g  g ra f ig in i  u la rga  m os  g ip erb o l ik  fu n k s iy a la r  
g r a f ik la r in i  Z x O y  bu r ch ak  b i s s ek t r i sa s i ga  n i s b a ta n  s im m etr ik  
akslantirish na ti ja s ida  h o s i l  qilish mumkin.
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Teskari giperbolik funksiyalarning y = A r c h x  (area-sinus), 
у  =Arch л- (area-kosinus), у  =Arlh x (area-tangens), у  = Arclh x 
(area-kotangens) belgilanishidagi «Аг» area (yuza) so'zidan kelib 
chiqqan, chunki a r ea — funksiyalar geometrik jihatdan giperbolik 
sektor yuzini ifoda etadi.

12-§. ALGEBRAIK FUNKSIYALARNING GRAFIKLARI

Bu paragrafda butun ratsional (ko ‘phad), kasr ratsional, 
irratsional funksiyalarning grafiklari qaraladi.

1. Butun ratsional funksiyalarning grafigi.
Umumiy holda butun ratsional funksiya у  =о(р£:"+Д|Х"“ |+... 

+ a^x+ an ko'rinishda bo'ladi, bunda n — butun musbat son, a0,
«1...... a„ — haqiqiy o ‘zgarmas sonlar. Eng sodda butun ratsional
funksiyalar: o'zgarmas (/7=0), to'g'ri proporsionallik («= 1, a\=0) 
va chiziqli funksiyalar (n= 1) hisoblanadi.

O'zgarmas funksiya haqida batafsil ma’lumot 8- § da keltirilgan

1) T o ‘g ‘ri proporsionallik. T o ‘g ‘ri p ropors iona ll ik  deb, y= k x  
formula bilan berilgan funksiyaga aytiladi, bu yerda Â O; к son 
propors iona ll ik  koef f i t s iy en t i  deyiladi.

у  =kx funksiya quyidagi xossalarga ega:
1°. Funksiyaning aniqlanish sohasi: D ( f ) = R l.
2°. Funksiyaning o'zgarish sohasi: E ( f ) —R'.
Зи. у  =kx — toq funksiya:/ (—x)—k (—x)=—kx =—f  (x).
4°. к >0 da o'sadi, k<0 da esa kamayadi.
у  —kx to'g'ri proporsionallikning grafigi koordinatalar boshidan 

o'tuvchi to'g'ri chiziqdan iborat (12.1- chizma).

(1) v=kx(k>0), (2) y=kx (k<0)
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2) Chiziqli funksiya. y —kx + b (bu yerda k\i\ b — haqiqiy sonlai > 
ko'rinishda berilgan funksiya chiziqli funk siya  deyiladi. Xususiy hold.i, 
Ar=0 bo’ lsa, y ~ b  o'zgarmas funksiya hosil bo'ladi.

Agar 6=0 bo'lsa, y=kx  to'g'ri proporsionallik hosil bo'ladi. 
y = k x + b  (кф0, Ьф0) chiziqli funksiya quyidagi xossalarga ega: 
1°. Funksiyaning aniqlanish sohasi: D ( f ) —R[.
2°. Funksiyaning o'zgarish sohasi: E{ f ) —Rl .
3°. Funksiya toq ham emas, juft ham emas.
4°. Funksiya £>0 bo'lganda o'sadi, k<0 bo'lganda esa kamayadi. 
v = k x + b  chiziqli funksiyaning grafigi to'g'ri chiziqdan iborat. 

Uning grafigi у  =kx  funksiyaning grafigini ordinatalar o'qi bo'ylab 
b birlik siljitish natijasida hosil qilinadi. у  =kx  va у  = k x + b  
funksiyalarning grafiklari o'zaro parallel to'g'ri chiziqlar bo'ladi.

Chiziqli funksiyaning grafigini yasash uchun fuksiya grafigining 
koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalarini topish yetarli. Bu

grafikning koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalari (— * ;0) va 
(0;/>) bo'ladi (12.2- a , b chizmalar).

1 2 .2 - chizma.

a) (1) y=kx+b, Л>0, k<0, b) (1) y=kx+b, b<0, A>0.
(2) y=kx+b, b>0, £>0. (2) y=kx+b, ZK0, A<0.

3) K vadrat funksiya (kvadrat uchhad) ning grafigi.
Ta’ rif. Parametrlari оф0 , b va с haqiqiy sonlar bo'lgan

y = a x 2+bx+c (1 )

ko'rinishdagi funksiya kvadrat uchhad yoki kvadrat funksiya 
deyiladi.
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Amaliyotda ( ] )  shaklda ifodalanadigan funksional bog'lanishlar 
juda ko'p uchraydi .

Masalan, v0 (m/s) boshlang'ich tezlikda tekis o'zgaruvchan 
harakat qilayotgan jismning o'tgan yo'li s  (m) vaqt t (s) ning 
funksiyasi sifatida

u'2
v0 l

. ats  = vn/ +

ko'rinishda ifodalanadi, bunda a — tekis o'zgaruvchan harakatning 
tezlanishi.

Kvadrat uch hadn ing  o 'n g  tom onin i ushbu ko 'r in ish d a  
ifodalaymiz:

v = a{x2 + b x) + с = a ( x 2 + 2x b + b y  — b ) + с  = 
a ' la  4a2 4a2

= a ( X + 2a)2- ? * ) 2 a 4a-
/ b 2 b2—4ac , b 42 D + c = a(x+ ) — = a(x+ Г -  .

2a 4 a 2a 4 a

Bunda D —b2—4 a c  kvadrat uchhadning disk rim inan ti deyiladi. 
Bu funksiyaning grafigi pa rab o la  deb ataluvchi egri chiziqdan iborat. 
Kvadrat funksiyaning grafigini chizishda quyidagi xossalardan 
foydalaniladi:

1°. Kvadrat funksiyaning aniqlanish sohasi: D( y ) =R\
2°. Kvadrat funksiyaning o'zgarish sohasi:

a > 0 bo'lganda E ( f )  = [«,+»=)

a  < 0 bo'lganda E{ f )  = (-<*>, n\, n = 4ac~b
4 a

3°. Kvadrat funksiya liar bir xe /?' da uzluksiz.

4°. Kvadrat funksiya faqat bitta xo = ~  2a nuqtaga ega.

Funksiyaning x=x0 dagi qiymati Уо = ~  ga ten8- M (x(l; y ()) 
nuqta parabolaning uchidir.

5°. Agar а>() bo'lsa, funksiya x0 = — ^  nuqtada minimumga
ega bo'lib, (-«>; x()) da kamayuvchi,(х0;-н») da o'suvchidir, ( 
da grafikni ifodalovchi egri chiziq qavariq bo'ladi.

6°. Agar a  <0 bo'lsa, funksiya x0 = — b nuqtada maksimumga
ega va (^ ° ;x 0) da o'suvchi, (x0;-h*>) da kamayuvchidir, ( —oo’-f-00) 
da grafikni ifodalovchi egri chiziq botiq bo'ladi.
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Т.  Ьф 0 bo'lganda kvadrat funksiya toq ham, juft ham emas, 
b=() bo'lganda esa u juft funksiyadan iborat.

8°. Kvadrat funksiyaning grafigi ordinatalar o‘qini doimo v  (0)=r 
nuqtada kesib o'tadi, abssissalar o‘qini esa hamma vaqt ham kesib 
o'tavermaydi.

Bunda quyidagi hollar bo'lishi mumkin:
1) Z> <0 bo'lganda grafik abssissalar o'qini kesib o'tmaydi;

2) D= 0 bo'lganda grafik x0 = —  ̂ nuqtada abssissalar o'qiga 
urinadi;

3 )Z »0  bo 'lganda grafik abssissalar o 'q in i x, 2 = 

nuqtalarda kesib o'tadi.

9°. Kvadrat funksiyani У = x 2 (a  + + c2) ko'rinishga keltira-
X X

b с
miz. Agar x ^ °°  da —> 0, 2 -> 0 ekanlig in i hisobga olsak,

X
funksiyaning qiymatlari a  ning ishorasi qanday bo'lsa, shu ishorali 
cheksizlikka intiladi. Demak, parabolaning tarmoqlari a  > 0 bo 'l­
ganda yuqoriga, a  < 0 bo'lganda esa pastga yo'nalgan bo'lar ekan.

Quyidagi kvadrat funksiyalar berilgan bo'lsin:

1) y=ax\  2) y= ax2+t/, 3) y= a(x—m )2,

4) y= a(x—m )2+n, 5) у  =ax2+bx+c.

Bularning barchasining grafigi bir xil ko'rinishdagi parabo- 
la lardan iborat, chunki y= a x 2 funksiyaning grafigi m a 'lum  
bo'lganda (12.3- chizma), uni Oy  o'qi bo'yicha n birlik (л>0 
bo'lganda yuqoriga, n <0 bo'lganda pastga) siljitish bilan )^=ax1+n 
funksiyaning grafigi hosil qilinadi (12.4-, 12.5- chizmalar).

v=a(x—m )2 funksiyaning grafigi ham paraboladan iborat. Uni 
y= a x 2 funksiyaning graflgidan m>0 bo'lganda bu grafikni x  o'qi 
bo'yicha m  birlik o'ngga parallel ko'chirish yordamida yoki m < 0 
bo'lganda esa, —m  birlik chapga parallel ko'chirish yordamida 
hosil qilish mumkin (12.6-, 12.7-chizmalar).

y = a (x —m )2+n funksiyaning grafigi ham parabola bo'lib, uni 
у  —ax1 funksiyaning graflgidan ikkita parallel ko'chirish yordamida: 
agar m >0 bo'lsa, grafikni x  o'qi bo'ylab m  birlik o'ngga siljitish, 
yoki m <0 bo'lsa, — m  birlik chapga siljitish va agar n >0 bo'lsa, у  
o'qi bo'ylab n  birlik yuqoriga siljitish yoki agar n  < 0 bo'lsa, —n 
birlik pastga siljitish yordamida hosil qilish mumkin (12.8-chizma).
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12 .7-  chi/.ma. 12.8- chizma. у =a(x—m)2+n, (1) a>0,
у  =a(x—m)2, (1) я<0, m>0, m>0, w>0, (2) a>0, m<0, л>0, (3) a<0,

(2) a<0, m<0. m>0, w<0, (4) я<0, nKO, и<0.

12.4- chizma.
y= ax2+n, (1) a>0, л>0. 

(2) a>0, n<0.

12.3- chizma.
y= ax2, (1) a>0, (2) «<().

12.5- chizma.
>’ =ax2+w. (1) a<0. /J>0. 

(2) «<0. я<0.

+У

12.6- chizma.
y —a(x—m)2, (1) «>(), m>0, 

(2) a>0, m<0.
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12 .9 -  chizma.
(1) y= lx \  (2) v = 2 ( x —1)2+1.

Agar y —ax2+bx+c  funksiya berilgan bo'lsa, u 4) shaklga 

(v = a (x  + -£-)2 — bunda (m  = — -*■, n  = — ? ) )  keltiriladi val a  4 a la  4 a
uning grafigi 4) ning grafigi kabi chiziladi.

l-m iso l. у  =2x2—4a+3 funksiya grafigini chizing.
Yechilishi. Berilgan funksiyani 4) shaklga keltiramiz:

у  = 2x2—4a+3=2 (a— 1 )2+ 1,

bunda a= 2, m=\, n— 1. Bu funksiyaning grafigini chizish uchun 
y =  2x2 parabolaning 0(0 ;0 ) uchini ni— 1 birlik o ‘ngga va n= 1 birlik 
yuqoriga siljitish kifoya (12.9- chizma).

4 )  Kub funksiya (uchinchi darajali k o ‘phad) ning grafigi. 
Uchinchi darajali ko'phadning umumiy ko‘rinishi

у  = ax3+bx1+ cx + d  (1)

shaklda bo'ladi, bunda а  Ф 0, b , c ,  d  — ixtiyoriy haqiqiy sonlar.
a) Agar a=  1, b= c= d— 0 bo'lsa, ko'phadning ko‘rinishi y=x3 

shaklida bo'ladi. Bu funksiyani 8-§ da o ‘ rgangan edik (12.10- 
chizma).

b) Agar o = l , c=k^0 , b=d=  0 bo'lsa, kub funksiya (1)

y=x*+kx  (2)

ko'rinishga keladi.
y = x 3+l<x funksiya quyidagi xossalarga ega:
1°. (2) funksiyaning aniqlanish sohasi ( -« ;-н » )  dan iborat.
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2°. Toq funksiya.
3°. Agar k>0 bo'lsa, (2) funksiyaning grafigi 0(O;O) dan o'tadi. 

k>0 da у  =лл va у  =kx funksiyalar o'suvchi bo'lgani uchun у  —x3+kx 
funksiya ham o'suvchi, ekstremumga ega emas.

4°. (2) funksiyaning grafigi xe(0;+^o) da qavariq ((-°°;0) da 
botiq). JHar qanday kub funksiyaga chiziqli funksiyani qo'shganda 
funksiya grafigining botiqligi (qavariqligi) o'zgarmaydi.

5°. 0(O;O) nuqta (2) funksiya grafigining egilish nuqtasi bo'ladi.
6°. k>0 b o 'lg an d a  y = x 3+kx funks iyan in g  grafig i y = x 3 

funksiyaning grafigiga qaraganda tikroq ko‘tariladi (12.11- chizma).

12 .10-  chi/ma. (1) y=x', (2)
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7°. k<0 b o ' lg a n d a .  (2 )  fu n k s iy a n in g  g ra f ig i  Г>)(();()), 
(s j—k ; 0 ) , ( —yj—k.',0) nuqtalardan o'tadi (12.12- chizma).

8°. k<0 bo'lganda, (2) funksiya (—1 u ( J  3* ;+°°)
[Z J  I_fc

da o'sadi, x e  ( - | 3 ; J  3 ) da esa kamayadi.

9°. Agar k<0 b o ‘ lsa , (2 ) funks iya  x — — nuq tada

2k f—k I_к
maksimumga (7max = ~  3 J  3 ). I  = J  3 nuqtada esa mini-

2k I—к
mumga (Fmin = j  J-  ~ ) ega (12.12- chizma).

a) у  =x}+kx+b funksiyaning у  =хг+кх grafigi funksiya grafigini 
ordinatalar o'qi bo‘ylab |Z>| masshtab birligiga parallel ko'chirishdan 
hosil bo'ladi, bunda uning ishorasi b ning ishorasi bilan bir xil 
bo iad i.

12 .12-  chizma. y= x’’+ kx. k<0.

b) у  =x3+ bx+ cx+ d  funksiyan ing  grafig in i chizish uchun 
koordinatalar boshini

1у = у'

almashtirish yordamida parallel ko‘chiramiz, unda berilgan funksiya

у  = х /3 + kxx + bx 

shaklga keladi. Shunday qilib, у  ~x?+bx2+cx+d  funksiyaning grafigi



lining simmetriya markazi abssissalar o'qi bo‘ylab — | masofaga 
siljigan bo‘ladi.

d) у  — ax3+bx2+cx +ct funksiyaning grafigini chizish y=x3+kx+b 
funksiyaning grafigini chizishga keltiriladi. Haqiqatan ham,

у  - a x 3+bx2+ cx + d  funksiyani v = a{x' + b x 2 + c x + d ) ko 'r i-a a a
nishga keJtiramiz, keyin y x = x '  +  ̂x 2 + c  x + d  funksiyaning
grafigini chizamiz, so‘ngra bu grafikni ordinata o'qi bo‘ylab a  
marta cho‘zish (siqisJi) natijasida berilgan funksiya grafigini hosil 
qilamiz. у  =ax3+bx2+cx+d  funksiyaning grafigi ham paraboladan 
iborat bo‘ladi.

у  =ax3+bx2+ cx+ d  funksiya a  va A=3a c —b1 miqdorlarning 
ishorasiga bog'liq bo'lgan quyidagi xossalarga ega:

1°. Д>0 bo'lib, o>0 da funksiya monoton o'sadi, a<0 da esa 
monoton kamayadi (12.13-, 12.14-chizmalar).

y=x3+kx+b  funksiyaning grafigi kabi b o ia r  ekan, bunda faqat

12.13-  chi/.ma.
v = ax'+ bx:+cx +d.

>
A'

12.14- chizma.
у =ax-+bx2+cx+ci.
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2". Л<() boisa, unda funksiya bitta maksimum va bitta minimumga 
ega bo iad i, y a l i i

^ , —b+yj—A . , 2 63 — 9abc+(bac—2b2)*J— A .
3a 27a-

jy , b—J —A m ^  + 2b~—9abc+(6ac—2b2)\l—Д .
3 a ’ + 2 7 a 3

nuqtalarda mos ravishda maksimum va minimumga ega bo iad i 
( 12.15-chizma).

Funksiya grafigining Ox o 'qi bilan kesishish nuqtalarining 
abssissalari ax3+bx2+cx+ cl= 0 tenglamaning haqiqiy ildizlaridan 
iborat bo iad i. Uning egilish nuqtasi bir vaqtning o‘zida funksiya 
grafigining simmetriya markazi ham bo iad i.

5) B ikvadrat funksiya va uning grafigi.
T a’ rif. Ushbu ko‘ rinishdagi funksiyaga bikvadrat funksiya 

deyiladi:

у  =ax*+bx2+ c,  д*0,

bunda a , b , c e R ].
Bikvadrat funksiyani tekshirish va uning grafigini chizish 

Dekart koordinatalar sistemasida kvadrat funksiyani tekshirish va 
uning grafigini chizish kabi bo iad i.

B a ‘zi hollarda bikvadrat funksiyaning grafigi y =x\ 
funksiyalarning grafigi yordamida chiziladi. Haqiqatan ham.

2 0 7



X

а
b + С

/ /

ko‘ rin ishga ke lt iram iz . D em ak, у  = ox4+bx2+ c  funksiyan ing 
grafigini y = x 4+x2 yoki v=x*—x: funksiyalarning grafiklarini har 
ikkala koordinata o'qlari bo'yicha cho'zish (siqish) va ordinatalar 
o'qi bo'ylab |c| masshtab birlikka parallel ko'chirish natijasida hosil 
qilinadi (12.16-, 12.17-chizmalar). у =x'+x2 funksiyaning grafigi 
у  va у  =x2 funksiyalar grafiklarning yig'indisidan iborat bo'ladi.

6) n - dara ja li funksiya va uning grafigi. Ushbu ko'rinishdagi 
ifoda n -  da ra ja l i  funk siya  (.k o 'phad ) deyiladi:

bunda a0=̂ 0, a b  a r ...,o„ — haqiqiy sonlar.

(1) ko'phadning grafigi parabolik tipdagi egri chiziqdan iborat 
bo'ladi.

(1) funksiya quyidagi xossalarga ega:
1°. (1) funks iya  ( - » ; + » )  o ra liqda an iq la n g a n  uz luksiz  

funksiyalar yig'indisidan iborat.

у  = a{)x" + a xx" 1 + .. .an_]X + a„ ( 1)

(1) A  V/ 2

-2

-I

12 .16 - chizma. (1) v=x4+.xJ, (2) у=л4, (3) у  =л’ .
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12 .17-  chizma. (1) у = —.v'. ( 2) v = a'i~ л !. ( 3) ..v =a4.

2". n=2k— 1, k eN  toq bo 'lsin , (1) funksiya a-0>0 bo'lganda 
~co dan gacha, a0 < 0 bo'lganda esa +°° dan gacha uzluksiz 
o'zgaradi. n=2k—l ( ke N)  -darajaliko'phadniifodalovchifunksiya 
abssissalar o ‘qini 1 dan n martagacha kesib o‘tishi (unga urinishi) 
mumkin. Bunda funksiya ekstremumga ega bo ‘lmasligi ham 
mumkin. Agar funksiya ekstremumga ega bo‘lsa, ularning soni 
juft bo'lib, 2 dan n— 1 gacha, maksimum va minimum nuqtalari 
almashib keladi. Bundan tashqari, uning egilish nuqtalari toq sonda 
(1 dan n—2 tagacha) bp‘ladi.

3°. n=2k, k eN  — jtift bo'lsin, a  •() bo'lganda (1) funksiya +°o 
dan -oo gacha, a(<0 bo'lganda esa dan +<« gacha uzluksiz o'zgaradi. 
(1) funksiyaning grafigi abssissalar o 'q in i kesmaslig i (unga 
urinmasligi) mumkin. Agar (1) funksiya abssissalar o‘qini kessa, 
1 dan n martagacha kesadi (urinadi). Funkiya toq sondagi ekstre­
mum nuqtalarga (1 dan n— 1 tagacha) ega bo'lib, maksimum va 
minimumlari almashib keladi. Funksiyaning grafigi asimptotalarga 
ega bo'lmaydi.

7) y = ( a x 2+ bx+ c)n ( «  — butun musbat son) ko‘rinishdagi 
funksiyaning grafigi. Agar ax2+ bx+c kvadrat uchhad ikkita o'zaro 
teng haq iq iy  ild iz larga ega bo 'lsa , у  = (ax-+bx+c)"  funksiya 
y —a"(x— a ) 2" (bunda a  — kvadrat uchhadning ildizi) ko'rinishga 
keltiriladi. Bu funksiyaning grafigi y = x 2n darajali (1- bob 8- § ga 
q.) funksiyaning grafigi yordamida chiziladi.

Agar ax2+bx+c kvadrat uchhad haqiqiy har xil a  va [3 ildizlarga 
ega bo'lsa, (ax2+bx+c)n funksiyani

y= a" (x —a)" (x— р)и
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ko'rinishda yozish mumkin. Bu funksiyaning grafigini chizish 
y= a" (x— a)" va y 2=(x—fi)" funksiyalarning grafiklarini chizishga 
va ularni ko'paytirishga keltiriladi (II bob 9-§ ga q).

Agar ax2+bx+c kvadrat uchhad kompleks ildizlarga ega bo'lsa, 
funksiyaning grafigini chizish, murakkab funksiyaning grafigini 
clii/.ishga keltiriladi ( II bob 17-§ ga q).

1- misol. у  =(x2—л'+l )2 funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. 1. Funksiyaning aniqlanish sohasi (-<*>,+°o) dan 

iborat. Aniqlanish sohasining chegaralarida
. \2

lim у  = lim -foo .

x 2— л'+l deb belgilaymiz. bunda у  = у 2. у , —x 2—x+  ]

xarakterli nuqtalari, ya'ni parabolaning uchi M , koordinata

funksiyaning grafigini chizamiz (12.18- chizma). U funksiyaning
' 1 . 3 '

2 ’ 4

o'qlari bilan kesishish nuqtasi M,(0; 1) topiladi va funksiya grafigida 
yordamchi M2(2; 3), M ,(—1; 3) nuqtalar olinadi.

3. M0, M v  Mv  М.. nuqtalarn ing ordinatalarini kvadratga

ko 'taram iz . Bu ho lda, mos ravishda (0; 1),
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N,{2; 9), N,(—1 :9) nuqtalarni olamiz. Bu nuqtalarni Dekail 
koordinatalar sistemasida joylashtirib, izlanayotgan funksiyaning 
p  iUgini chizamiz (12.18- chizma).

2- misol. у  =(x2—4x+3)2 funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. x2—4x+3 kvadrat uchhad ikkita haqiqiy har xil 1 va 

' ildizlarga ega. U holda berilgan funksiyani v  — (x— l ) 2 (x— 3)2 
ko'rinishda yozish mumkin. Endi

y l =(x— 1 ) 2, y 2 =(x— 3)2

b e lg i l a sh la rn i  k i r i t a m iz ,  bunda  у  — >>, ■ у-,, у , ,  vs va у  
funksiyalarning grafiklarni chizish uchun ularning xarakterli 
nuqtarini topamiz:

. r 0 1 2 3 4

.'i 1 0 1 4 9

9 4 1 0 1

r 9 0 1 0 9

Bu nuqtalarni 12.19- chizmada joylashtiramiz va izlanayotgan 
funksiyaning grafigini chizamiz.

12 .19-  chizma.

(!) >’ = (* - !) - ;  (2) y ,= (x -3 )-; (3) v (v' 4л • 3) .
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2 . K asr-ra tsio n a l funksiyaning grafigi.
1 )  T eskari p ro p o rs io n a llik . Ushbu formula bilan berilgan 

funksiya teskari proporsionallik deyiladi:

1°. Funksiyaning aniqlanish sohasi: D (/)=(-o°;0)u(0;+o°).
2°. Funksiyaning o'zgarish sohasi: £(/)=(-°°;0)u (0;-h~).

* 3°. у  = * — toq funksiya: f ( —x)  = = * = —/(* ) .

4°. A: > 0 bo'lganda, funksiya (-°°;0) va (0;+°°) oraliqlarda 
kamayadi. A < 0 bo'lganda, funksiya (-°o;0) va (0;+=°) oraliqlarda 
o'sadi.

5°. к > 0 bo'lganda, teskari proporsionallik grafigining tarmoqiari
1 va 11! choraklarda joylashadi, k< 0 bo'lganda esa II va IV

choraklarda joylashadi (12.20-. 12.21-, 12,22- chizmalar). y = k 
teskari proporsionallikning grafigi g ip e rb o la  deyiladi.

у  = k (bu yerda к Ф 0), 

bunda к son proporsionallik koeffitsiyenti deb ataladi. 

у  = * funksiya quyidagi xossalarga ega:

(1)

o. ►
X

1 2 .2 0 - chizma.

(D> = * > o. ii
>
x

1 2 .2 1 - chi/.ma.
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2) Sodda kasr-ra ts io n a l funksiyaning grafigi. Kasr-ratsional 
funksiyaning eng sodda ko'rinishi

v = ax+  ̂ {ad — be Ф 0) ( 2 )
cx+d

shaklda bo'ladi. (2) funksiya к asr-ch iz iq li fu n k s iy a  deyiladi, bunda 
kasrning surati ham, maxraji ham chiziqli funksiyadir.

Agar a=0  va d=  0 bo ‘ lsa, u holda (2) funksiya quyidagi 
b

у  = b = c ko‘rinishga ega bo'ladi.
CX X

Agar c =  0 bo'lsa, kasr-ratsional funksiya quyidagi ko'rinishni 
oladi:

a b у  = X + . 
d a

Agar * = b\ deb belgilasak, y= k x + b j chiziqli funksiyaga
ega bo'lamiz.

Agar ad = 
a = cp , b^' dp  va

1 2 .2 2 - chizma. d ) - v = *’ ^ - у = л •

Agar a = b yoki a d =  b e  bo'lsa, “ = d  = p  deb belgilasak.

ax+b p(cx+d) , i л\
v  = -  y  = p  { c x  +  d  Ф 0)

cx+d cx+d

bo'ladi.
сф0 va a d  ф b e  bo'lgan hollarda bu funksiyani qaraymiz. Bu 

funksiyaning aniqlanish sohasi D =  {x e  Я .х ф — }. Berilgan



funksiyani quyidagi ko'rinishda yozamiz:

be
CX +

a
cx+d

be 
a

cx+d

с x+d+“" —d  
a

be—ad
a +
C  cx+d

be -  - ad
c  = a  + c2

с *+d '

a
be—ad

с
dx+

а у, d v be—ad , ........................Agar y — = Y , x+  = X va , =  к deb belgilasak, °  с  с  с
kasr-ch iz iq li funksiyani teskari proporsionallik bog'lanishga 
keltirish mumkin, ya'ni

У -  cx+d funksiya quyidagi asosiy xossalarga ega:

1". (2) funksiya x *  — 1 uchun aniqlangan, ya'ni

(3 )

D ( f )  =

2°. (2) funksiyaning o ‘zgarish sohasi:

d ) f d Л--oo* —, -  u -  ; + »
с 1 с

V J \

E ( f ) =  -  oo; u * -j-oo

3°. (2) funksiya juft ham. toq ham emas. 
4°. к > 0 bo'lsin, u holda:

a)  >0 bo'lganda, funksiya va * +oo oraliq­

larda musbat.
b _ d  
a ' e oraliqda esa manfiy bo'ladi;

b ) o=0 bo 'lganda, funksiya

oraliqda esa musbat bo'ladi;

ora liqda manfiy.

(  d  \ f h \-o-y -  va — ; +oo

I “ ) I J



5°. к<0 bo'lsin. U holda:

а) > 0 bo'lganda, funksiya (  d 1 ( h \- o o ; - va — ; +°°
I CJ < J

o ra l iq d a

musbat, с aV /
oraliqda esa manfiy boMadi;

d
b ) a =0 bo 'lganda, funksiya oraliqda musbat.

• -)-oo oraliqda esa manfiy bo'ladi;

d)  <0 bo'lganda, funksiya va • -j-oo oraliqlar-

da manfiy. с aV У
oraliqda esa musbat bo'ladi.

6°. к > 0 bo'lganda funksiya kamayuvchi, k<  0 bo'lganda esa 
o'suvchidir.

7°. (2) funksiya o'zining eng katta va eng kichik qiymatlariga 
ega emas.

8°. k > 0  bo'lganda, funksiyaning grafigi

botiq. • -)-oo oraliqda qavariq bo'ladi;

9°. к < 0 bo'lganda, funksiyaning grafigi —oo —

oraliqda

da qavariq.

d— -  * -j-oo 
С ’

da esa botiq bo'ladi.

10°. (2) funksiyaning grafigi c/0 va c u h b c  uchun markazi

a nuqtada bo'lgan giperboladan iborat (12.23-, 12.24-

chizmalar).
11°. Funksiya grafigi asimptotalari koordinata o'qlariga, mos

ravishda, parallel x = -  d  , у  = a bo'lgan har tomonli giperboladan 
iborat.

3) Um umlashgan k asr-ra ts ion al funksiyaning grafigi. Ushbu 

P„{x) = a0x" + a, x n~x + ... + an
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А У

12.23- chizma. к > 0.

12 .2 4 -  chizma. к < 0.

Qm(x)  = bnx m + Ь{х т' л +... + bm

ko'phadlarning (bunda a(), a r ...a„, btv b l, . . . ,bm — o'zgarmas sonlar. 
m , n e N )  bo'linmasi

P„(x) = я0х ” +а,х"_ | +...+л„ 

b0xm+bi xm'~l +■••+£„, 
kasr -ra ts iona l funk siya  deyiladi. n<m bo’ lganda esa (1) to'g'ri kasr- 
ra ts iona l fu n k s iv a  deyiladi.

Bizga algebra kursidan m alum ki, har qanday qisqarmaydigan 
(1) ratsional kasrni, agar
Q Jx)= a0(x— а ^ Ч х — a 2)m:...(x — cxv)ms(^2 + *lx + ^ r . . . ( x 2+Zii x + 9t ) 

ko'rinishda ifodalansa (bunda a t, o h lar Qm(x) ko'phadning. 

216



mos ravishda, m u m 2,...ms karrali ildizlari, uchhadlar esa (_)„,( \) 
ning o‘zaro qo'shma kompleks /v,, /i2,.../v* karrali ildizlariga mos 
keladi), uni yagona ravishda chekli sondagi sodda kasrlar yig'indisi 
shaklida tasvirlash mumkin:

A> + * .... - 4  + "i +
<?„,(*) ( x —а 1)Ш| ( x - c ^ ) ' ”' -v -a . j  ( x - a ^ ) ^

B7 B, D\X+C\ D x+C»
+ 2 .+ . . .+  s + 1 1 „ + ... + - * 1 +... +

(x—a s)ms x —a s (лг2 +й]Лг+^|) 1 A‘ +^x+<?i

M\x+N\ Mkx+Nk
(x2+bkx+qkf k x 2+bkx+qk

A 1 Bx+C Bx+C
Quyidagi v , ,Vm> 1 ^ kasrlar elemen-x  J e  x —л (x—k) x +px+q (x +px+qr

tar to'g'ri ratsional kasrlar deyiladi. Bunda А, В, С, к - haqiqiy 
sonlar, m  va ц — natural sonlar bo'lib, ц , m>  1; haqiqiy koeffit- 
siyentli x2 + px + q kvadrat uchhad mavhum ildizlarga ega.

Shunday qilib, kasr-ratsional funksiyaning gr')figi elementar to'g'ri 
ratsional kasrlar grafiklarining yig'indisidan iborat bo'lar ekan.

y  = I e ^  fun ks iyan in g  graf ig i у  = 1 , m e  N(X К) " x^
funksiyaning grafigini abssissalar o'qi bo'ylab \k\ masshtab birligiga 
o'ngga parallel ko'chirish natijasida hosil qilinadi. 

i
У -  2 funksiyaning grafigini chizish uchun, avvalo,x ' + px+q - °  °  c

uning maxrajining to'liq kvadrati ajratiladi:

1

so'ngra grafik 2̂ funksiyaning grafigini chizish kabi chiziladi. 
Bx+C

У -  x2 +px+q funksiyaning grafigini chizish 

у  = , 1 va у = Bx + C
x +px+q

funksiyalar ko'paytmasining grafigini chizishga keltiriladi.
x 2 —4

1- misol. у  = j  2 з funksiyaning grafigini chizing.
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Yechilishi. Berilgan funksiyaning butun qismini ajratib yozamiz:
2 x —lу = 1 +

x —2.v—3 '
2 a  —  I

2 - , ifoda to'g'ri ratsional funksiya bolganligi uchun bitx —2x—3 c> о
ifodani oddiy kasrlar yig'indisi ko'rinishida tasvirlaymiz:

2 x —1 A  В+
x —2x —3 x —3 jc+I ’

bunda A, В — o'zgarmas sonlar. Aniqmas koeffitsiyentlar usuli 
bilan A va В larni topamiz: 2x—\—A(x+1)+ B(x— 3); л—— I bo'lsin.

—3——4В, В = ] ■ x=3 bo'lsin, 5=4/1, Л=5 . Demak. berilgan 
4 4

funksiyani quyidagi
, 5 1  3 1v = 1 + +

4 x —3 4 x+1

l 5 3
ko'rinishda yozarmz: .';i -  f  >’2 -  4(ч._ з ) - Уз -  4(v+d belgilashlar
kiritamiz. у  . y 2 va y- funksiyalarning grafiklarini chizib va hosil 
qilingan grafiklarini qo'shib, izlanayotgan funksiyaning grafigini 
chizamiz (12.25- chizma).

JT —4
И) y= , , •

x ~— 2 x —3
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у З + ^ .2 __2Х__1
2 -  misol. у  = , funksiyaning grafigini chizmg.

A " — 2

Yechilishi. Berilgan funksiyaning butun qismini ajratamiz:

Natijada ikkita funksiyaning vig'indisiga ega bo'lamiz:

у  = y+ y„  bunda y =x+\.  y2 = J _ 2 -
v, va y, funksiyalarning grafiklarini alohida chizami/, so'ngra 

i ! va v, funksiyalarning xarakterli nuqtalarining ordinatalarini 
qo'shib izlanayotgan funksiyaning grafigini hosil qilamiz (12.26- 
chizma).

3 - 2 _ t y _|
i 2 . 2 6 - chizma. (О >;=л +% ’ • (2)>,= a*+1,x —2

(3) y=
i

3 . I r ra ts io n a l funksiyaning grafigi. a) у  = ±yjax + b ko'ri- 
nishdagi funksiyaning grafigi у  = s fx funksiyaning grafigi ( 1 bob 
8- § ga q.) yordam ida chiziladi. у  = ± Jax  + b funksiyaning grafigi 
paraboladan iborat bo'lib, lining o'qi abssissalar o'qi, parametri

uchi esa -  ;0 a nuqtadan iborat (12.27- chizma).



V

12.27- chizma.

у  = ±sjux+b . ( I ) a > 0 , (2 ) <7<0.

b) у  = ±yjax2 + bx + с  ko'rinishdagi funksiyaning grafigini 
chizish (1 bob, 7-§) dagi sxcma bo'yicha chiziladi.

у  = ±\Jcix2 + bx + с

funksiya grafigining ko'rinishi a  va D=4ac—br laming ishorasiga bog'liq 
boiadi.

Agar a<0, D<0 bo'lsa, uning grafigi ellips; agar a>0, D>0 
yoki ZKO bo'lsa, funksiyaning grafigi giperboladan iborat bo'ladi

va uning o'qlari у  = 0, л: = -  to'g'ri chiziqlardan iborat, uchlari 
esa

A ' J + J - D  1, с , в ь . Id
, E

b \D '
2 aу у 2 aк 2a 4 2 a\ >

2a'\4a\ /

niiqtalardan iborat bo'ladi (12.28- chizmalar a), b), cl).
Eslatma. a  < 0 va D > 0 bo'lganda x  ning haqiqiy qiymatlarida 

egri chiziq mavjud bo'lmaydi.
1- misol. v = ±л]х2 —T funksiyaning grafigini chizing. 
Yechilishi. 1. Funksiyaning aniqlanish va o'zgarish sohalari:

D ( f )  = (-00,-1] KJ [1, +oo), £ ( f )  = (—o°, +oo).

2. Funksiya juft, ya'ni V x e  D ( f )  uchun

/ ( — x)= - y j ( - x ) 2 — 1 = л/х2 — 1 = / (x )  bo'ladi.
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3. x=±l nuqtalar funksiyaning nollari, ya ‘ni y(±l)=0.
4. a = l ,  D——4<0 bo lgan lig i uchun yuqoridagi b)  bandga 

asosan, berilgan funksiyanng grafigi giperbolani ifodalaydi, lining 
simmetriya o'qlari y=0, л—0 to'g‘ri chiziqlardan, uchlari esa C(—1;0), 
/4(1 0) nuqtalardan iborat boiadi.

5. у  =±x to 'g l  i chiziqlar funksiya grafigining og ln a  asimtotalari 
boiadi.

Yuqoridagi mulohazalarga asosan berligan funksiyaning grafigini 
chizamiz (12.29- chizma).

12 .2 8 -  chizma. y=±sjax2+bx+c. («) r/<0. D<0. 
(b) я>0 , Z » 0 . (d) a>0 . IX 0 .

12 .2 9 -  chizma. у  =  ± ^ x 2 —  1.
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M ustaqil yechish uchun misollar

Funksiyalarning grafiklarini chizing:

I. y=  1 -З .х  .
4. y = 5 —4x.

7. x = 54 y .

i  A 1 1io.

13. у

15. v =

-A2—5a+6.

2. у  = 2 —  ̂x.
5. л-=-5.

8. За-—6y—2=0.

1 1 .  V- = a 2— 4 a .

14. v =2a ’—8a+5.

3. у  =4. 
o. >’ =2a+3.

9. 2=4a- у.

12. у ,v -4a  I 2.

17. v -  - 2  +

19. у  =2a ’—5.

+ 1

22. у
x - 3

25. v = —3 +

. 16. v = (2a -  l )2 +
4

18. v =(3a.. 1) * 2.

20. у  л' • 4.
5

2 - л -  '
4

2 — 3 л  '

21. у  — 1

23. у  =

26. у  =

А- + 1 • ^  ^  =  ^ Г ^ -

31. у  =(а:+2а—З)2. 32. у—а''—а 2—х-

Зл-+4

24. v -  1 + 1 .

27. у  =
X

Зх+2

28. v = 2.V+3
3 -х

30. у  = у/—5х + 10. 

. 33. у  = Г  .
л -  —4

34. у л-2—2л-
+Л- +  1

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1 - chizma.
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3 -  chizma. 4 -  chizma.

5 - chizma. 6 - chizma.

7- chizma. 8 - chizma.
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11.
9 -  chizma. 1 0 - chizma.

12.

1 1 - chizma. 1 2 - chizma.

13- chizma.
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14- chizma.



15 -  chizma. 16 -  chizma.

I7 - chizma. 1 8 _ chiznia.

19- chizma. 20- chizma.



2 1 - chizma. 2 2 ‘  chizma.

2 5 -  chizma.

226
26 -  chizma.



27-  chizma.



30 .

30- chizma.

31.

3 1 -  chizma.
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32- chizma.

3 3 -  chizma.

34- chizma.
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13- §. ANALITIK IFODASIDA M O DUL QATNASHGAN  
FUNKSIYALARNING GRAFIKLARIN I C H IZ ISII

1. у  =/фф funksiyaning grafigini chizish. у  =/фф funksiyaning 
grafigini chizish uchun, avvalo, v=f(x) funksiyaning grafigini 
[0,+o°) oraliqda chizish keyin chizilgan funksiya grafigini ordinatalar 
o'qiga nisbatan simmetrik akslantirish kerak. Natijada hosil bo'lgan 
grafik berilgan y = f(|x|) funksiyaning grafigini ifodalaydi.

1- misol. y —2\>\—5 funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Yuqoridagi qoidaga ko'ra [(),•+<*■) oraliqda y=2v— 5 

funksiyaning grafigini chizamiz (13.1- chizmada AB nur). AB nurga 
Oy o'qiga nisbatan simmetrik qilib, AC nurni chizamiz. ВАС siniq 
chiziq berilgan funksiyaning grafigi bo'ladi (13.1-chizma).

Berilgan funksiyani ikkita formula yordamida , ya'ni

ko'rinishda ifoda qilib, grafikni chizilganda ham ВАС siniq chiziq 
hosil bo'lar edi.

2-misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

2x — 5, agar x > 0 bo'lsa, 

—2x — 5, agar x < 0 bo'lsa.

v — —з |_x|+2.

1  ̂ 1 1 Yechilishi. Dastlab у = x —3x + 2 = (x — ' У — 4 funksiyaning

+ У

>
.Y
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grafigini [0,+00) oraliqda chizamiz. Chizmada parabolaning bir qismi 
у1 СYi hosil boiadi. So'ngra chizilgan egri chiziqqa Oy o'qiga nisbatan 
simmetrik bo'lgan ACiB\ ni chizamiz. Natijada berilgan funksiyaning 
grafigi hosil bo'ladi (13.2-chizma).

3 - misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

v =sin |x|.

Yechilishi. Awal v=sin л funksiyaning grafigini [0,+°°) oraliqda 
chizamiz, so'ngra chizilgan egri chiziqni Oy o'qiga nisbatan 
simmetrik akslantiramiz. Natijada berilgan funksiyaning grafigi hosil

13 .3 -  chizma.
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13 .4 - chizma. 13 .5 - chizma.

bo'ladi (13.3- chizma).
4-m isol. U shbu funk 

s iyan ing  grafigini chi/ing.

Yechilishi. Avval v=3 
fu n k s iyan in g  grafig in  
|0.+co) oraliqda chizamiz 
S o 'n g ra  ch iz ilg an  egr 
chiziqni Oy o’qiga nisbatai 
simmetrik akslantiram iz 
Natijada berilgan funksi 
yaning grafigi hosil bo'lad

2. у |/'(-v) | funksiyaning grafig in i chizish. v = \f(x) \ 
funksiyaning grafigini chizish uchun v = fix )  funksiyaning grafigini 
chizib va grafikning abssissalar o'qidan yuqorida (v > 0) joylashgan 
qismini o'zgarishsiz qoldirib, grafikning abssissalar o'qidan pastda 
(v < 0) joylashgan qismini esa Ox o'qiga nisbatan simmetrik 
akslantirish kerak.

5-m isol. У = x2 —4 funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Avvalo у =x —4 funksiyaning grafigini (-«>;+«o) da 

chizam iz. y =  .v:—4<0 funksiyaning grafigi (—2;2) oraliqda 
abssissalar o'qidan pastda joylashadi. y=x2—4 funksiya grafigining 
abssissalar o'qidan yuqorida (v > 0) joylashgan qismini o'zgarishsiz 
qoldirib, pastda (—2; 2) oraliqda joylashgan qismini esa Ox o'qiga 
nisbatan simmetrik akslantiramiz. Natijada berilgan funksiyaning 
grafigi hosil bo'ladi (13.5-chizma).

6 к у

4

V ..... ^ 4 <^7.. s 1 1 -ft i : j m . j , - '

4

- 6

13.6- chizma.

3.4- chizma).



13 .7 -  chizma.

6 - misol. у -  sin X funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Avval ( oral iqda у =sin .y funksiyaning grafigini 

chizamiz. so'ngra abssissalar o'qidan yuqorida (y>0) joylashgan 
qismini o'zgarishsiz qoidirib, pastda (y<0) joylashgan qismini esa 
Ox o'qiga nisbatan simmetrik akslantiramiz (13.6- chizma).

3. |y |=/(л-) funksiyaning grafigini chizish. |y |-/(x) funksiyaning 
grafigini chizish uchun у  -f(x) funksiyaning grafigini chizib, 
uning /(x)>0 bo'lgan qismini o'zgarishsiz qoidirib, o'zgarishsiz 
qoldirilgan qismini Ox o'qiga nisbatan simmetrik akslantirish kerak.

Esiatma. |y|=/(x) formula bilan berilgan funksiya /(x)>0 bo'lsa. 
bir qiymatli funksiyani ifodalamaydi, ya'ni ikki qiymatli funksiyani 
ifodalaydi: у  =±/(x). Agar/(.v)<0 bo'lsa, funksiyaning grafigi chizilmay 
qoldiriladi, chunki bu holda |y|=̂ (x) tenglik ma'nosini yo'qotadi.

7-misoi. |y| .v' Лх+10 funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. x 3x • 10>() tengsizlikni qanoatlantiruvchi xe [—5;2 j

da у  =—-x2—3x+10 funksiyaning grafigini chizamiz. So'ngra chizilgan 
grafikni Ox o'qiga nisbatan simmetrik akslantiramiz. Natijada berilgan 
funksiyaning grafigi hosil bo'ladi (13.7- chizma).

8- misol. |y— lj=x2+4x— 5 funksiyaning grafigini chizing.
Y ech ilish i. x :+4x—5>0 tengsiz likn i q an o atlan tiru v ch i

xe {-«>:—5] va [1;+°*) larda v =x2+4x—5=(x+2)2—9 parabolaning 
grafigini chizamiz, ularni Ox o'qiga nisbatan simmetrik akslan­
tiramiz, so'ngra 1 birlik yuqoriga siljitamiz. Natijada berilgan 
funksiyaning grafigi hosil bo'ladi (13.8- chizma).

4. у  =l/(N)|- |y|=!A(A-)|, |y|=/(|x|), |уМЛМ)| funksiyalarning 
grafiklarini chizish. Bu funksiyalarning grafiklarini chizish uchun
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13 .8 - chizma.

13 .9 - chizma. 13 .1 0 -  chizma.

yuqorida keltirilgan 1°-, 2°-, 3°- bandlardagi grafik chizish usullarini 
ketma-kct qoilash kerak. Masalan, у =j/(M)l funksiyaning grafigini 
chizish uchun avvalo v=/'(W) funksiyaning grafigini chizib va 
uning abssissalar o'qidan yuqorida joylashgan qismini o'zgarishsiz 
qoldirib, pastda joylashgan qismini Ox o'qiga nisbatan simmetrik 
akslantirish kerak.

9- misol. y=\x2—'4|.\j+3| funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning grafigini chizish uchun, dast- 

lab v =x2—4|x|+3 funksiyaning grafigini l°-bandga asosan chizamiz 
(13.9- chizma), uning abssissalar o‘qidan yuqorida joylashgan
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1 3 . 1 1 -  chizma.

qismini o'zgarishsiz qoldirib, pastda {y <0) joylashgan qismini Ox 
o'qiga nisbatan simmetrik akslantiramiz (13.10- chizma).

10-misol. |yj—|x— 11 funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning grafigini chizish uchun, avvalo 

v =|x— 11 funksiyaning grafigini chizamiz (13.11- chizma), so'ngra 
uni Ox o'qiga nisbatan simmetrik akslantiramiz (13.12- chizma).

Mustaqil ishlash uchun misollar

Funksiyalarning grafigini chizing:

1. v =|x— 5|. 2. v =| 1 —x2! .

3. у  =|x2+2x|. 4. у  = |x2—4x+3|.

5. у  =|x—x2|+1. 6. у  =lx)—(x— 11.



7. v =|х+2|+|х—2|.

9. |у| 2 3.v.

11. у  =|!ogr\i.

13. у  — (sin xl+sin |а|.

15. v = W .А
17. у  НЫ—11.

8. [vj —а— 1.

Ю. 1>’1+М=1-
12. у  =|sin2x|.

14. |у2-2у|= 1-А 2.

16.у  10 ■ .

18. у  =|а2...4|+jx-+4|.

1- chizma. 2 -  chizma.

4.

3 - chizma.
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5 - chizma.

7- chizma. 8- chizma.

9- chizma. 10- chizma.
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14.

14- chizma.

15- chizma. 16- chizma.

18.

17- chizma. 18- chizma.
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14- §. TENGLAMASI PARAMETRIK SHAKLDA 
BERILGAN FUNKSIYALARNING GRAFIGI

1. Parametrik shaklda berilgan funksiyalarni tekshirish. Faraz 
q ilay l ik . funksiyan ing  param etr ik  tenglam asi

x = ф(/).

(1 — param etr , /; < / /.) ko 'r in ishda berilgan bo 'ls in . Bu holda 
funksiyani tekshir ish va l in ing  grafigini chizish y—f(x )  ko 'r in ishda 
berilgan funksiyan i tekshirish va lining grafigini chiz ish kabi olib 
boriladi.

A w a lo ,  mos ravishda, / Ox va t Ov koord inata lar  s is tem alar ida  
л-ф(/), v=\|/(/) funks iya la rn ing  grafiklari ch iz ilad i.  л-ф(/), v—\|/(0 
funks iya la rn ing  g ra f ik la r ig a  qarab , 6 - ,  7 -§dag i  sxem a b o 'y ich a  
У - у  (-V) funksiya  tekshi riladi va grafigi ch iz ilad i.  ( I )  funksiyan ing  
grafigini ch iz ishda un ing  quyidag i m uhim  tom on la r in i e 't iborga 
olish lozim.

A gar t ni — 1 ga a lm ash tir i lganda  o 'z  ishorasini o '/ga it irm asa ,  
.V esa — . rg a  a lm ashsa . unda funksiyaning grafigi o rd inata la r  o 'q iga  
nisbatan s im m etr ik  bo 'lad i.

Agar / ni — t ga a lm ash tir i lganda .v o 'z  ishorasini o 'zgart ir-  
m asd an ,  у  esa — у  ga  a lm a sh sa .  un da  fu n k s iy a n in g  g ra f ig i  
abssissalar o 'q iga  nisbatan s im m etrik  bo 'lad i.

F unks iyan ing  davri ,г=ф(/) va у =\\i(t) funksiya la rn ing  davrlari 
bo 'y icha an iq lanad i.

(1) funksiya grafig in ing ord inata la r  o 'q i b ilan  kesishish nuqtasi 
k o o rd in a ta la r in i  top ish  u c h u n ,  a w a lo ,  х=ф(/)=0 te n g la m a n i  
yech ib , v, = v}/(/) ning shu yech im larga  mos q iym atla r in i  h isoblash 
kerak. Shunga  o 'xshash , (1) funksiya grafig in ing abssissalar o 'q i  
b ilan  kes ish ish  nuqtasi k o o rd in a ta la r in i  topish u chun , a w a lo ,  
y=\\i(t)=0 teng lam an i yech ib , л —ф(/) ning shu yech im larga  mos 
q iy m at 1 a ri h isoblanadi.

B a 'z i  ho llarda , ( I ) funksiya grafig in ing y = x va y=—x bissek- 
t r i s a la r  b i lan  kes ish ish  n u q ta la r in i  top ish  ah a m iv a t l i  b o ' la d i ,  
bun ing  uchun  \|/(/)=ф(/) va \|/(/)=-ф(/) ten g lam a la r in i  yech ish  
kerak. Bu ye ch im la rg a  mos kelgan л'=ф(/), y=\\f(t) fun ks iya ­
larn ing q iym at la r i  (1) funksiya  grafigining у -x  va v =—x bissek- 
tr isa lar b ilan kesishish nuqta la r in ing  koord inata lar in i ifodalavdi.
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Ba‘zi sodda hollarda, tenglamasi parametrik shaklda berilgan 
funksiyaning grafigini nuqtalar yordamida ham chizish mumkin.

1- misol. Ushu bu funksiyaning grafigini chizing:

x = t~, 

y = t\ ( 2 )

Yechilishi. (2) ko'rinishda berilgan funksiyaning grafigini 
nuqtalar yordamida chizamiz. Buning uchun quyidagi jadvalni 
tuzamiz:

/ 0 1 2 3 - 1 - 2 —3 - 4

„Г 0 1 4 9 1 4 9 16

J ’ 0 1 8 27 - 1 - 8 - 2 7 - 6 4

Topilgan nuqtalar yordamida berilgan funksiyaning grafigini 
chizamiz (14.1- chizma)

14 .1 -  chizma.

2- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

x -  1 + t, 

у — \ + t~. (3) 
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Yechilishi. (3) ko‘rinishda berilgan funksiyaning grafigini yuqo­
rida ko'rsatilgan tartibda chizamiz: avvalo 1 Ox va 1 Oy koordinatalar 
sistemasida, x = l+/vay =1+/2 funksiyalarning grafiklarini chizamiz.

Endi у  =y(x) funksiyan i tekshiram iz. Bu funksiyan ing 
aniqlanish va o‘zgarish sohalari D (y)=(-°o;+o°) , £4y)=[l;+°°).

0  y ( —t)~y(1) bo'lgani uchun /=0, ya‘ni to'g'ri chiziq sim­
metriya o'qi bo‘ladi. Ravshanki, J'™ У(х) = +°°-

2) Koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalarini topamiz. 
Ordinatalar o'qi bilan kesishish nuqtalarini topish uchun a —0 
yoki l+f=0 tenglam ani yechib, /=—1 ni topamiz. y  = l+ /2 
funksiyaning / = 1 dagi qiymati y=  2 ga teng. Demak, y = y (a )  
funksiyaning grafigi ordinatalar o'qini 8(0:2) nuqtada kesadi.

3) Abssissalar o'qi bilan kesishish nuqtasini topish uchun у  =0 
yoki \+t2=0  tenglamani yechish kerak. t 2—— 1 tenglama haqiqiy 
yechimga ega emas. Shunday qilib, y=f(x) funksiyaning grafigi 
abssissa o'qini kesib o'tmaydi.

4) Berilgan funksiya grafigining у =x va y = —x bissektrisalar 
bilan kesishish nuqtalarini topamiz: a) y=  x bissektrisa bilan 
kesishish nuqtasini topish uchun 1 +/2=1+/tenglamani yechamiz. 
Bu tenglamaning yechimlari /,=0, t2= 1 lardan iborat. Shunday 
qilib, у =y (a ) funksiyaning grafigi у  = a  bissektrisa bilan /1 (1; 1) 
va C(2;2) nuqtalarda kesishadi; b) у ——x bissektrisa bilan kesishish 
nuqtasini topish uchun l+/2=—(1+/) tenglamani yechish kerak. 
Bu tenglama haqiqiy yechimlarga ega emas. Demak, berilgan 
funksiyaning grafigi у  = — a  bissektrisa bilan kesishmaydi.

Berilgan funksiyaning grafigi asimptotalarga ega emas.
Endi yuqorida topilgan natijalar bo'yicha у  =y (a ) funksiyaning 

grafigini chizamiz. Dastlab, у  = 1 to'g'ri chiziqni o'tkazamiz. Rav­
shanki, y= y  (a ) funksiyaning grafigi bu to'g'ri chiziqdan yuqorida 
joylashadi. у — у  (a ) funksiyaning ordinatalar o'qi bilan kesishish 
nuqtasi /?(0;2) hamda y=A bissektrisa bilan kesishish nuqtalari 
va C (2 ;2 ), Л (1 ;1 ) nuqtalarni belgilab, y = y ( A )  funksiyaning 
grafigi chiziladi. Shunday qilib, a  = 1—/, y = l— t 2 funksiyaning 
grafigi 14.2- chizmada tasvirlangan.

3- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:
a  = te ' ,

2 4 2



Yechilishi. хО/va yOt koordinatalar sistemalarida, mos ravishda, 
x =te1 va y=te~‘ funksiyalarning grafiklarini chizamiz (14.3- a), 
b) chizmalar). x =te ' va v —te ■' funksiyalarning grafiklari bo 'yicha 
y —y(x) funksiyani tekshiramiz. D(y)=(— E(y)~ (-оо\е~л) 
boMib, funksiyaning limit qiymati nolga teng, y a ii i  lim v = 0. 
Funksiyaning grafigi 0 (0 ;0 ) nuqtadan o‘tadi va x+>»=0 to'g'ri 
chiziqqa simmetrikdir (14.3- chizma, d)).

4- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

x = 2a cos t — a cos 2/, 

у = 2osin / — a sin 2/.

Yechilishi. x Ot va у Ol koordinatalar sistem alarida, mos 
ravishda, x =2a cos/— acos2/, >> =2a sin/—sin2/ funksiyalarning 
grafiklarini chizamiz. Bu grafiklar bo'yicha у =y (x) funksiyani
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А У

-4 -3  - 2  1

Ь)

14 .3- chizma. 14.4- chizma.

tekshiramiz. Ravshanki, D (_y)=[—Зо; a], E {y)=[—2a\2a\ boiib, 
funksiyaning grafigi abssissalar o'qiga nisbatan simmetrikdir. a- = 
=2a cost— a cos2/, у =2a sin—<7sin2/ funksiyalar 2л davrga ega 
bo‘lganligidan у —у (a ) funksiya ham davriy bo'lib, uning davri 
2л ga teng. [0;2л] oraliqning chetki nuqtalarda y=y(x) funksi­
yaning limit qiymati nolga teng. Bu funksiyaning grafigi 14.4- 
chizmada tasvirlangan. Bu chiziq kardioida deyiladi.

5- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

x = a  c o s 3 t. 

у  = a s i n 3 t.
(6 )

Yechilishi. xOt va yOt koordinatalar sistemalarida, mos ravish­
da, (6) funksiyalarning grafiklarini chizamiz. Bu grafiklarga ko‘ra 
у= > > (а) funksiyani tekshiram iz. Ravshanki, D ( v ) = [ — a\ a\, 
E(y)=[—a :a ] dan iborat. Funksiyaning grafigi koordinatalar 
o‘qlariga nisbatan simmetrik. Funksiya davriy bo‘lib, uning davri 
2k dan iborat. Funksiya grafigining koordinatalar o'qlari bilan
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kesishish nuqtalari, mos 
ravishda, (a\0), (—a;0);
(0;o), (0 ;—a) nuqtalar- 
dan iborat. Berilgan funk­
siya ning grafig i 14.5- 
chizm ada tasvirlangan 
bo'lib, bu chiziq astroida 
deyiladi.

6- misol. Ushbu funk­
siyaning grafigini chizing:

x = a(t — sin /),
(7)

у = a( 1 — cost).

Yechilishi. Dastlab, xOt va yOt koordinatalar sistemalarida 
x =<з(7—sin/), у =a (1— cost) funksiyalarning grafiklarini chizamiz, 
so'ngra bu grafiklarga ko'ra у  =>’ (x) funksiyani tekshiramiz. 
Ma'lumki. D (v)=(-eo;+e>o), E(y)=\Q',2a\. Funksiya davriy bo'lib, 
uning davri 2к ga teng. Funksiyaning grafigi ordinatalar o'qiga 
nisbatan simmetrik. Funksiya grafigining koordinatalar o'qlari bilan 
kesishish nuqtalari:

a) abssissalar o'qi bilan kesishish nuqtalari (0;0), (0;27t <v), 
(0;4jeo), ...;

b) ordinatalar o'qi bilan kesishish nuqtasi esa 0(O;O) dan iborat. 
Berilgan (7) funksiyaning grafigi 14.6- chizmada tasvirlangan. Bu 
chiziq sikloida deyiladi.

14.6- chizma.
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M ustaqil yechish uchun misollar

Tenglamasi parametrik shaklda berilgan quyidagi funksiyalarning 
grafiklarini chizing:

X II ♦*4. x -  t2 — 21, X ii

1'
 ^

y = t4. 2. ‘ у = t2 + 2/.
3.

y  =

7 .

x = t — Зк,

у = t1' — 6arctgt.
5.

8.

A' = 16 COS t, 

у = 5 sin 1. 

x = t+e~\ 

у = 2t + e~2t.

6 .
x = 1 — /, 

у = 1 — t2.

у = sm t.

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1- chizma. 

2.

2 - chizma.
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3 - chizma.

4- chizma.

5 -  chizma.
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6 - chizma.

15- §. QUTB KOORDINATALARI DA 
BERILGAN FUNKSIYALARNING GRAFIKLARI

1. Qutb koordinatalar sistemasi haqida tushuncha. Tekislikdagi 
nuqtalarning о‘mini qutb koordinatalar sistemasida aniqlash uchun 
biror О nuqta olib, bu nuqtadan О to‘g ‘ri chiziqni o‘tkazamiz va 
bu to‘g ‘ri chiziqda musbat yo'nalishni belgilaymiz (15.1- chizma). 
О nuqtani qutb, Ox o'qini esa qutb o'qi deb ataymiz.

Endi m a‘lum masshtab birligi olib, tekislikdagi ixtiyoriy M 
nuqtaning o‘rnini О qutbga va Ox qutb o'qiga nisbatan aniqlaymiz. 
Buning uchun M nuqta bilan О qutbni tutashtiramiz. Natijada 
qutbdan M nuqtagacha bo'lgan \OM\ masofa va qutb o'qi bilan 
OM yo'nalgan kesma orasida ZxOM = <p burchak hosil bo'ladi.

Bunda P = OM shu M nuqtaning qutb radiusi, ф burchak esa M
nuqtaning qutb burchagi deyiladi. ф burchakni trigonometriyadagi 
burchak deb tushinishga kelishib olamiz, ya 'n i bu burchakni
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15 .1 - chizma.

ishorasi bilan ±2nk - &eZqo'shi- 
luvchi aniqligida qaraymiz. p va 
Ф ni M  nuqtaning qutb koordi- 
natalari deb ataymiz va Л/(р;ф) 
shaklda yozamiz. M nuqta qutb 
burchagining — 7г<ф<я tengsiz- 
liklarni qanoatlantiradigan qiy­
mati uning qutb burchagining 
bosh qiymati deb ataladi.

Yuqorida aytilgan larga bi- 
noan, qutb koordinatalari uchun
p>0 va — 7r<(p<7t tengsizlik o'rinli bo'ladi. Qutb koordinatalariga 
bunday shartni qo'ymaslik ham mumkin. Bu holda p bilan (p ni 
umuman -<*> dan +°° gacha o'zgaradi deb qaraladi. ф burchak 
dan +00 gacha o 'zg a rg an d a  qutb ko o rd in a ta lar s istem asi 
umumlashgan qutb koordinatalari sistemasi deyiladi.

Agar M nuqtaning qutb koordinatalari ma'lum bo'lsa (15.1- 
chizma), 11 holda uning Dekart koordinatalari x =рсо5ф, у=р5Шф 
formulalar orqali ifodalanadi .

Agar M nuqtaning Dekart koordinatalari xva v berilgan bo'lsa, 
u holda uning qutb koordinatalari:

+ у  , COS ф

Ix2 + v2
sm ф =

i x2+y2
Ф = arctg

formulalar orqali topiladi.
Ba'zi bir masalalarrti yechishda qutbdan o'tuvchi bitta to'g'ri 

chiziqda О nuqtaning turli tomonida joylashgan ikkita M va N 
nuqtalarni qarashga to ‘g -ri keladi (15.1- chizma). Bu holda M va 
N nuqtalarning qutb burchagi sifatida OE kesmadan OM nurgacha

15.2- chizma.
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a) h>
15 .3- chizma.

bo‘lgan burchakni olish mumkin. Bunda p ni M nuqta uchun musbat, 
TV nuqta uchun esa manfiy deb hisoblanadi.

Qutb koordinatalar sistemasida berilgan funksiyaning umumiy 
ko 'rin ish i р=/(ф) yoki /<'(р;ф)=0 shaklida bo 'lad i. р=/(ф) 
funksiyani qutb koordinatalar sistemasida tekshirsak. Dekart 
koordinatalar sistemasida y = f(x ) ga taqqoslash yo'li bilan ham 
amalga oshirish mumkin, bunda p n iyga , ф ni esa a  ga almashtiriladi. 
р=/(ф) funksiyani tekshirish sxemasi y=f(x) funksiyani tekshi­
rish sxemasi kabi tekshiriladi. у —fix )  funksiyaning aniqlanish 
sohasi [a.b] endi р=/(ф) funksiyan ing an iq lan ish  sohasi 
a < ф < (3 ga mos bo'ladi. y —f(x) funksiyaning л,, x>, ... maxsus 
n u q ta lari р=/(ф) funksiyan ing  ф[=х1? ф2= х,, ... maxsus 
nuqtalariga mos keladi.

1) у  =/(x) juft funksiya bo'lsin . U holda/ (x)=/(—x) tenglikka 
asosan, y~f(x)) egri chiziqning A (x; v) va B(—x\y) nuqtalari 
р=/(ф) egri chiziqning /1,(ф;р) va /?,(я-ф;р) nuqtalariga mos 
keladi. y —f(x) egri chiziqning A (x;—y) va B(—x,—y) nuqtalari 
р=/(ф) egri chiziqning A,(р;2л-ф) va 5,(р;л+ф) nuqtalariga mos 
keladi (15.3- chizma).

2) },=f(x) toq funksiya bo'lsin. U holda Dekart koordinatalar 
sistemasining koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo'lgan 
A (x; y) va B{—x, —y) nuqtalari qutb koordinatlar sistemasining 
qutbiga nisbatan simmetrik bo'lgan Д(ф;р) va 5,(р;л+ф) nuqtalarga 
mos keladi (15.4- chizma), Dekart koordinatalar sistemasidagi 
A (—x; — >*) va В (x;— y) nuqtalar esa qutb koordinatalar sistema­

sidagi Д  |p;£ + Ф I va 5, 
(15.5-chizma).

З71 .
p; 2 +Ф nuqtalarga mos keladi.
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Л  (р; ф)

|/ А(х: у)

15 .4 - chizma

15 .5 -  chizma

3) agar v =/(х) egri chiziq x>0 bo'lganda abssissalar o'qiga 
nisbatan simmetrik bo'lsa, Dekart koordinatalar sistemasidagi 
A(x; у) va В (л-;—у) nuqtalarga qutb koordinatalar sistemasidagi 
Л,(р;ф) va /?,(р;2тг-ф) nuqtalar mos keladi. (15.6- chizma).

4) agar y~f(x) egri chiziq x <0 bo'lganda abssissalar o'qiga 
simmetrik bo'lsa. bu chiziqning Dekart koordinatalar sistemasidagi 
A ( —x; y ) va В (—x; — y ) n u q ta la r i qutb k o o rd in a ta la r

f  _  \  / л

sistemasining A p ; 0 + Ф va B, 3 n
— Ф nuqtalariga mos

keladi (15.7- chizma).
5) agar y - f ( x )  funksiya davriy bo 'lsa, p=/(cp) funksiya 

ham davriy bo'ladi va ularning davrlari o'zaro teng.
Agar y —/(x) chegaralangan (m < f  (x) <M) bo 'lsa, uning 

grafigi у  —m va y —M to'g'ri chiziqlar orasida bo'ladi. Unga mos 
p— Аф) funksiya uchun ham tengsizlik o'rinli bo'ladi,
p=f (ф) funksiyaning grafigi ichki radiusi m, tashqi radiusi M 
bo'lgan halqaning ichida joylashadi.
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15 .6- chizma

у / V,

Л(-л, >')

О

В(-х; -у)

а) Ь) я,(р; 2п-ф)
15 .7- chizma

Agar >'=/(x) funksiya а = а 0 nuqtada ekstremumga ega boisa, 
Р=/(ф) funksiya ф=ф0 da ekstremumga ega boiadi.

Agar /(x) funksiya biror oraliqda kamayuvchi bo'lsa, qutb 
koordinatalar sistemasida р=/(ф) funksiya uchun qutb radiusininc 
qiymati: soat strelkasi bo'yicha harakat qilganda kaniavatii soat 
strelkasiga teskari harakat qilganda esa uning qiymati ortadi.

V-/(x) funksiyaning Dekart koordinatalar sisten'iasjcjagj у — с 
gorizontal asimptotasi qutb koordinata sistemasiga p —c raciiLisli 
asimptotik aylana bolib ko'chadi. Xususiy holda с =0 h0 'lsa aylana 
nuqtaga aylanadi.

y=f(x) chiziqning Dekart koordinatalar sistem ^^jggj x = 
vertikal asimptotasi qutb koordinatalar sistemasiga ф=%£ nur bo'lib 
ko 'chad i. Xususiy holda b=0 bo 'lsa , a  —0 asirr»ptota qUtb

koordinatalar sistemasiga qutb o'qi bo'lib o'tadi. Agar b = K + 2nk
2

(к — biror butun son) bo'lsa, a  —b asimptota ф = * + vertikal 
nur bo'lib o'tadi.

A, (p: я/2+ф)
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15 .8 - chizma. 1 5 .9 -  chizma

Agar у =/(x) chiziq Dekart koordinatalar sistemasida у =ax + b 
asimptotaga ega boisa, bu og'ma asimptota qutb koordinatalar 
sistemasiga p =<7ф + b Arximed spirali bo iib  o'tadi. Xususiy holda 
y=f{x) egri chiziqning y —ax asimptotasi p =яф Arximed spirali 
boiib o'tadi.

1- misol. M [ 2; 71 nuqtam yasang.
Yechilishi. Tekislikda О qutbni belgilab undan Ox qutb o'qini

o'tkazamiz. Ox o'qini musbat yo'nalishda ^ burchakka buramiz va

unda musbat yo'nalishda 2 birlik kesma ajratamiz, natijada OM 
kesma hosil bo’ladi. Bu kesmaning M uchi izlanayotgan nuqta bo'ladi. 
(15.8-chizma).

2-misoI. nuqtani yasalng.

Yechilishi. Ox qutb o'qini o'tkazib, uni j  burchakka buramiz

va shu bilan OM musbat yo'nalishni aniqlaymiz. Endi p=—3 
bo'lgani uchun OM ning teskari yo'nalishdagi davomida |—3|=3 
birlik masshtabni olam iz, bu kesmaning uchi izlanayotgan

71 ^~ 3 ;-  nuqtani beradi (15.9- chizma).

2. Qutb koordinatalar sistemasida funksiyalarning grafiklarini 
chizish . р=/(ф) funksiyaning grafigini chizish quyidagicha 
bajariladi:
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a) Р=/(ф) funksiyaning grafigini chizish uchun unga mos kelgan 
y —f{x) funksiya quriladi;

b) Р =/ (ф )  funksiyani tekshirish qoidasi, xuddi y —f(x )  
funksiyani tekshirishdek boiadi (6-, 7-§ larga q.);

d) р=/(ф) funksiyaning grafigini chizish y —f(x ) funksiyaning 
grafigi bo'yicha bajariladi.

1 -misol. p=яф (o>0) funksiya grafigini chizing.
Yechilishi. Qutb koordinatalar sistemasida ba‘zan funksiyalarning 

grafiklari nuqtalar bo'yicha chiziladi.
Ф>0 q iym atla r  uchun jad v a l tuzam iz:

Ф 0 71 71 3 7t К 5tc Зтс In 2 k 9n 5я 1 In 3 71
4 2 4 4 2 4 4 2 4

p 0 0.8a 1,6a 2,5 a 3,1 a 3,9л 4.7a 5.5a 6,3a 7,1a 7.9c 8.7a 9,5a

Koordinatalar tekisligida yuqorida topilgan nuqtalarning 
o iin larin i topib, ularni chiziqlar bilan birlashtirish natijasida ф>0 
boiganda funksiyaning grafigi hosil bo'ladi (15.10- chizma).

2-misol. p=ae'"s' (a va к — o'zgarmas musbat sonlar) funksi- 
yaning grafigini chizing.

Yechilishi. Bu tenglama bilan berilgan chiziq logarifmik spiral 
deyiladi. Uni chizish uchun ф burchakka ixtiyoriy qiymatlar berib, 
bu qiymatlarni berilgan tenglamaga qo'yamiz va undan ф ning bu 
qiymatlariga mos bo'lgan p ning qiymatlarini aniqlaymiz:
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о р

15 .1 1 -  chizma.

А  ,
4 4 2

I  It Зп  , ..л, 2 ,2л ,... qiymatlarni qa-Agar ф = . . . ,—л, — 2 , 
bill qilib o‘sib borsa, tenglamadan aniqlangan p ning qiymatlari 
quyidagicha boiadi:

kn n^ nk nk Зпк

p = ...,oe~kn,ae 2 ,ae 4 , o, ae 4 ,ae 2 ,aekn,ae 2 ,ae2kn......

Ushbu

(,ав~кл, - к ),
kn

71ae , — ̂
(  kn

ae 4 , {a, 0), C,e < 7 ae 2 , -

nuqtalarni olamiz.
Qutb koordinatalar sistemasida yuqorida topilgan nuqtalarning 

o‘rnini topib, ularni ravon chiziq yordamida birlashtirish natijasida 
p=aek'<' funksiyaning grafigi hosil bo iad i (15.11-chizma).

3- misol. р=4$т2ф funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. р = 4 $ т 2 ф  funksiyani tekshirishda, uni j = 4 s i n 2 x  

funksiya bilan taqqoslanadi. v = 4 s i n 2 A '  funksiya V ie  Л1 da 
aniqlangan, demak, р = 4 к т 2 ф  funksiya ham Уф da aniqlangan.

y=4sin2x toq funksiya, demak, р=4$т2ф funksiya qutbga 
nisbatan simmetrik.

у  =4sin2x davriy funksiya, uning eng kichik musbat davri л, u 
holda р=4зт2ф ham davriy funksiya bo lib , T=n uning davri 
boiadi.

y — 4sin2x funksiya chegara langan  (|4sin2x|<4), dem ak, 
р=4$т2ф funksiya ham chegaralangan (|4 sin 2ф| <4).

_y=4sin2x funksiya [0;л] dagi x = j  nuqtada maksimumga
/ ( \ \
•Углах

71
4

= 4
V < ) /

x = Зл
a nuqtada esa minimumga У min

v4 /~ 4 J
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ega bo'ladi, p=4sin 2(p funksiya mos ravishda <p = * va ф = ^ 

nuqlalarda 4 va —4 ekstremum qiymatlariga ega bo'ladi.

oraliqlarda o'suvchi.f n 711 ( Зп Лx e
Ы U 4̂ Я

n . я  

4 ’ 2
u л Зл

9 ; 4 oraliqlarda esa kamayuvchi, demak, mos

o'suvchi, Фе
71 . 7C
4 ’ 2

u 1 71 З п

2 9 4

ravishda p=4sin 2ф funksiya ham Фе f 0; n |u[ 371 ;n 1 oraliqlarda

oraliqlarda esa kamayuvchi.

15 .12 -  chizma.
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у  =4sin 2х funksiya grafigi asimptotaga ega emas, u holda 
p=4sin 2ф ham asimptotaga ega boim aydi.

Demak, p=4sin 2ф egri chiziq markazi qutbda, radiusi 4 ga 
teng bo'lgan doirada joylashadi.

p=4sin 2ф egri chiziqning qutbga nisbatan simmetrikligi va
71

° ’ 2 kesmada p=4sin 2фuning davriylig in i hisobga olib.

funksiyaning grafigini quramiz.
Bu grafikni yasash uchun, dastlab xarakterli nuqtalarni topamiz:

A , A2(0; 0), A3 ^0; * j, Bx * j, B2 ^2^/2; 3* J, C,
’ 12V

Bu nuqtalarni ravon chiziq yordamida birlashtiramiz, natijada

0 < ф < ~ dagi p=4sin 2ф funksiyaning grafigi hosil bo'ladi (15.12- 
chizma, (a)). p=4sin 2ф egri chiziqning qutbga nisbatan simmet-

rikJigini hisobga olsak, — * ^ Ф ^ 0 uchun p=4sin 2ф egri chiziq
grafigini chizamiz (15.12- chizma, (/?)). Qutb atrofida burchakni 
л burish natijasida p =4sin 2ф funksiyaning grafigi hosil bo'ladi 
(15.12- chizma (d)).

3. Qutb koordinatalar sistemasida funksiya grafiklarini almash- 
tirish. Qutb koordinatalar sistemasida p =mf(q>+a)+b funksiyaning 
grafigi ham Dekart koordinatalar sistemasidagi y —mf{x+a)+b 
funksiyaning grafigi kabi chizilib, bunda quyidagi xossalarga 
asoslaniladi:

Г . p = —/(ф) va p = f(ф) funksiyalarning grafik lari qutb 
boshiga nisbatan simmetrik bo'ladi.

2°. p =/ (—Ф) va р=/(ф) funksiyalarning grafiklari qutb o'qiga 
nisbatan simmetrik bo'ladi.

3°. р=т/(ф ) (tn >0) funksiyaning grafigi р=/(ф) funksiya­
ning grafigini qutb o'qi bo'ylab m marta qisish (cho'zish) natijasida 
hosil qilinadi.

4°. р=/(ф+о) funksiyaning grafigi р=/(ф) funksiyaning 
grafigini a  burchakka burish natijasida hosil bo'ladi.
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15 .13 -  chizma. p — coscp. 15 .14 -  chizma. p =  cos(<p+l).

1 5 . 1 5 - chizma. p=3cos(ip+l). 1 5 . 1 6 - chizma. p  = 2+3cos(<|h-1j.

5°. p =f(<p)+b funksiyaning grafigi p =/(ф) funksiyaning grafigini 
qutb o‘qi bo‘ylab b masshtab birligiga parallel ko'chirish natijasida 
hosil qilinadi.

Misol. p =2+Зсо5(ф+1) funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. A w alo , р=со5ф funksiyaning grafigini chizamiz 

(15.13- chizmaga qarang), so‘ngra yuqoridagi 3°—5° - bandlarga 
asosan, p —cos(^>+\) (15.14- chizma), p=3cos(q>+\) (15.15- 
chizma), p = 2+ 3cos^+ l) funksiyalarning grafiklarini ketma-ket 
chizish natijasida berilgan funksiyaning grafigini hosil qilamiz 
(15.16- chizma).
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M ustaqil yechish uchun misollar

Funksiyalarning grafiklarini chizing:

1. p=asin3(p. 2. p =2+6 coscp. 3. p =3+4 coscp.

2 л _ л  sin (p  ̂ . ф
4 - P  = sin«p + 4 - 5 - p = 2  Ф • 6 * P = 6 s m 3 .

7. P = 8. P

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1.

1- chizma.

2 - chizma.
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3 -  chizma.

"о
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6 - chizma.

8.

8- chizma.
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16- §. O SH K O R M A S SH AKLDA BERILGAN  
FUNKSIYANING GRAFIGI

L Oshkormas shaklda berilgan funksiyaning grafigini tekshirish.
Tenglamasi F (x, j)= 0  shaklda berilgan funksiyani qaraymiz. Bu 
shaklda berilgan funksiyalar algebraik va transsendent funksiyalarga 
bo'linadi.

Agar F(x,y) funksiya Ф,(х,>’), ф2(х,у),..., ф„(х,у) funksiyalar 
ко paytrnasiga yoyilsa, F(x, y)=0 tenglama ф,(х, )’)=-(), ф2(х,у)=0,... 
ф„(л.>')=0 tenglamalar sistemasiga ekvivalent boiadi.

Agar egri chiziq tenglamasi F(x, y)=0 da x ni — л ga almashtiril­
ganda, u o'zgarmasa, chiziq ordinatalar o‘qiga nisbatan simmetrik 
boiadi.

Agar egri chiziq tenglam asi F (x ,v )= 0, da v ni — у ga 
almashtirilganda, u o‘zgarmasa, chiziq abssissalar o’qiga nisbatan 
simmetrik boiadi.

Agar egri chiziq tenglamasi Fix, j)= 0  da bir vaqtda x ni — x 
ga. v ni ~y ga almashtirilganda. u o'zgarmasa. chiziq koordinatalar 
boshiga nisbatan simmetrik bo'ladi.

Agar chiziq tenglamasi F(x. y)=0 da у ni x ga, x ni у ga almash- 
tirilganda, u o'zgarmasa, chiziq y = x bissektrisaga nisbatan sim­
metrik bo'ladi.

f(x+a, v)=0 tenglama bilan ifodalanadigan chiziq F(x, v)=0 
tenglama bilan ifodalangan chiziqni abssissalar o'qi bo'ylab \a\ 
masshtab birligiga parallel ko'chirish natijasida hosil bo'ladi, bunda 
yo nalish a ning ishorasiga teskari bo'ladi.

f  (x,y+b)~0 chiziq F(x, y)=0 chiziqni ordinatalar o'qi bo'ylab 
\b\ masshtab birligiga parallel ko'chirish natijasida hosil qilinadi, 
bunda yo'nalish b ning ishorasiga teskari boiadi.

F
(

X

chiziq F(x, v)=0 chiziqni abssissalar o'qi bo'ylab
p marta siqish (cho'zish) natijasida hosil qilinadi.

( \
F Уr  x- =0 chiziq F(x,y)=0 chiziqni ordinatalar o'qi bo'y- 

V
lab q marta siqish (cho'zish) natijasida hosil qilinadi.

F x У ^+ tenglama bilan ifodalangan chiziq yuqori­
dagi almashtirishlar yordamida F(x, у)=0 funksiyaning grafigi orqali 
hosil qilinadi.
2 6 2



F(x, y)=0 chiziqning abssissalar o'qi bilan kesishish nuqtalari

/’ (x,0)=0,
F(x, y )=0

sistemaning yechimlaridan iborat bo iad i. F{x, v) funksiyaning 
grafigini aniqroq chizish uchun bu chiziqning koordinatalar 
o‘qlarida yotmagan ba‘zi nuqtalarini topish maqsadga muvofiq 
boiadi.

Bu yordamchi nuqtalarni F{x. y)=0 chiziqning y=kx  to'g'ri 
chiziq bilan (к ning har xil qiymatlarida) kesishish nuqtalari sifatida 
axtarish kerak.

F{x, >’)=0 chiziqning gorizontal asimptotalarini topish uchun, 
x ning bu tenglam ada qatnashgan yuqori darajasi oldidagi 
koeffitsiyentini nolga tenglashtirish kerak, bunda koeffitsiyent 
o'zgarmas miqdor bo'lsa, u holda chiziqning gorizontal asimptotasi 
bo'lmaydi.

F(x, v)=0 chiziqning vertikal asimptotalarini topish uchun 
esa, у ning tenglamada qatnashgan yuqori darajasi oldidagi koeffit- 
siyentini nolga tenglashtirish kerak.

F{x,y)=0 chiziqning og'ma asimptotalarini topish uchun 
tenglamada v ni kx+b ga almashtirib, ikkita x ning eng yuqori 
darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni nolga tenglashtirish kerak.

1- misol. Ushbu egri chiziq ikkita gorizontal asimptotaga ega 
ekanligini ko'rsating:

x 2у г+у 4—25x 2=0.

Yechilishi. Haqiqatan ham, berilgan tenglam ani quyidagi 
ko'rinishda yozamiz:

( y 4- 25) a-2+ v4=0. 

x 2 oldidagi koeffitsiyent ni nolga tenglashtiramiz: 

у 4—25=0 yoki (y— 5)(y+5)=0.

y =  5, у  =—5 to'g'ri chiziqlar berilgan egri chiziqning gorizontal 
asimptotalari bo'ladi.

2-misol. 2y2—xy2—6x2 y= 0 egri chiziq bitta vertikal asimptotaga 
ega ekanligini ko'rsating.

Yechilishi. Haqiqatan ham, berilgan tenglam ani quyidagi 
ko'rinishda yozamiz:



(2 -х )у  2—6х2у=0.
у2 va a2 oldidagi koeffitsiyentlarni nolga tenglashtiramiz:

2—л—0, yoki a  =2.
—6y= 0, yoki v =0.

Demak, a=2 va y — 0 to'g‘ri chiziqlar, mos ravishda, berilgan 
egri chiziqning vertikal va gorizontal asimptotalari boiadi.

3- misol. A3+y*—4a2=0 egri chiziqning og'ma asimptotaga ega 
ekanligini ko'rsating.

Y e ch ilish i. Haqiqatan ham, egri chiziq tenglamasidagi v ni 
kx+b ga almashtiramiz:

a3+ (kx+ b)3—6a2= 0,

a 3+k3x?+3k2x 2b+3 kxb2+Z>3—6 a 2=0,

(1 +k,3)x}+(3k2b—6) x2+3kb2x+b'—0.

Endi a3 va a2 o‘zgaruvchilar oldidagi koeffitsiyentlarni nolga 
tenglashtiramiz:

1 + k3 = 0,

3k2b - 6  = 0

Demak, у =—x+2 to‘g ‘ri chiziq berilgan egri chiziqning og'ma 
asimptotasi boiadi.

4 -  m iso l. a4+ 2v 2—a2—у  4=0 egri chiziqning grafigini chizing. 
Y ech ilish i. Oshkormas shaklda berilgan funksiyaning aniqlanish

sohasini topish uchun berilgan tenglamani vga nisbatan yechamiz:
(v2— 1 )2=a4—a2+ I

yoki

y{ = ±yjl + \fx4 — a 2 + 1 va у 2 = ±yjl — Va 4 — a 2 + Г ,

Natijada, egri chiziqning ikkita shoxiga ega bolam iz. Birinchi 
shoxning aniqlanish sohasida ixtiyoriy a  uchun

a 4 — a 2 + 1 > 0 yoki (a 2 — l )2 + a 2 >0 
tengsizlik o'rinli boiadi.
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yoki

b = 2.



16.1- chizma.

x4 + 2у 2 — x 2 — у 4 = 0. [\)у = ± J l + J x 4 — x 2 +l.

(2 )y  = ±\Jl—yJx4—x 2+l.

Ikkinchi shoxi uchun esa

yjx4 -  x 2 +1 < 1 yoki x 2 -  1 < 0

tengsizlik |x|<l o'rinli bo'ladi
Demak, egri chiziq birinchi shoxining aniqlanish sohasi (-=«;+«), 

ikkinchi shoxining aniqlanish sohasi esa [—1; 1].
Egri chiziq koordinata o'qlariga nisbatan simmetrik bo'ladi, chunki 

x ni — x ga, >’ ni — у ga almashtirganda egri chiziq tenglamasi o'zgarmaydi.
Berilgan egri chiziq gorizontal va vertikal asimptotalarga ega emas, 

chunki x4 va y* o'zgaruvchilar oldidagi koeffisiyentlar o'zgarmas.
Endi og 'm a asim ptotan i topish uchun  у  ni kx+b ga 

almashtiramiz:
х*—(кх+ЬУ—х2+2(кх+Ь)2=0.

Bunda x4 va x3 o'zgaruvchilar oldidagi koeffitsiyentlami nolga 
tenglashtiramiz:

к4 -  1 = 0, 

4 къЬ = 0
yoki

b = 0 .

k= ±  1,
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Demak, у =x va y=—x to'g'ri chiziqlar berilgan egri chiziqning 
og‘ma asimptotalari bo'ladi.

Egri chiziqning bir nechta qo'shimcha nuqtalarini topamiz. 
Buning uchun ushbu sistemani yechamiz:

x 4 + 2 y 2 — x2 — y 4 = 0, 

j У = kx.
i 1—2 k2Bu yerdan x, 2=0 va x = 4 . Agar £=0 b o isa , x=±l

1 к
boiadi.

Berilgan funksiyaning grafigi 16.1- chizmada tasvirlangan.
5- misol. y1—x3—8=0 funksiyaning grafigini chizing. 
Yechilishi. Tenglamani у ga nisbatan yechamiz:

у  = ±Vx3 + 8.

Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi:

D ( F )=f—2;+oo)

boiadi. Funksiyaning grafigi Ox o‘qqa nisbatan simmetrik, chunki 
y ni — у ga almashtirganda egri chiziq o‘zgarmavdi.

Egri chiziq asimptotalarga ega emas, berilgan funksiyaning 
grafig in i ch izish  uchun , yuqori shoxin i ch izam iz , y a 'n i
у = \lx3 + 8. Bu chiziqning koordinata o'qlari bilan kesishish
nuqtalarini topamiz: A (0;2j2), B(—2;0). / = x3 + 8 deb belgila-
sak, bunda у = J t  bo'ladi.

Ravshanki, у = -Jt va /=х-'+8 funksiyalarning grafiklari 
m alum .

Yuqori shox uchun chizilgan funksiyaning grafigini abssissalar 
o'qiga nisbatan akslantirib, izlanayotgan funksiyaning grafigini hosil 
qilamiz (16.2- chizma).

6-misol. v3—9x2+x3=0 funksiyaning grafigini chizing. 
Yechilishi. Berilgan tenglamani у ga nisbatan yechamiz:

v = л/9х2 — x 3.

Bu funksiyaning aniqlanish sohasi: (-°°;+«>) dan iborat. 
Berilgan funksiya vertikal va gorizontal asimptotalarga ega emas.
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16.2- chizma. y 2~.x3— 8=0. (1) у  = л/х’ + 8. 

(2) у  = —\Jx*~+8.

Endi ogina asimptotasini topamiz:

(кх+ЬУ—9x2+x,=0.

Bundan
A:3 + 1=0, к = —1,

yoki ^
3k2b - 9  = 0 [* = 3.

x+y =3 to'g'ri chiziq funksiya grafigining og'ma asimptotasi 
bo'ladi.

t=9x2—x- deb belgilaymiz, bunda у = tft. Ushbu t=9x2—x3 va 
у = funksiyalarning grafiklari yordamida izlanayotgan funk­
siyaning grafigi chiziladi (16.3- chizma).

7-misol. x*+/—x2—У=0 funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Berilgan tenglamani quyidagi ko'rinishda yozamiz:

(  , \ 
2 1

•>

X ~ 2 + /  - 2
V У < /

Bu egri chiziq koordinata o 'q lari va y= x  hamda y = —x 
bissektrisalarga nisbatan simmetrik bo'ladi, chunki F(—x ,—>•)—F(x, y) 
va F{x, y)=F{y\ x). Endi 0 < x < y  qismdagi grafikni chizamiz. Bu
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16 .3 -  chizma. vJ +A'5—9aj=0.

shartlarda berilgan tenglamani v ga nisbatan yechamiz:

y = ±^ 2 + i 4 + x 2- x4-

Buning У -  ^ 2  + у  4 + x 2 ~~ shoxobchasini qaraymiz. 

R avshank i, x<l b o ‘ lsa , ch eg a ra lan g an , x> l bo£lsa ,
2 4 1 i I 7 4 14 + x  - x  < 2 , у < 1 .  г = 4 + X 2 - X 4 = - -

1 1 Afunksiya x -  da У -  J 2 + дЬ en§ katta qiymatga erishadi.

da |̂ x2 — 2 j  ifoda  ̂ dan 0 gacha kamayadi. г

funksiya * dan 4 gacha kamayadi, у funksiya esa 1 dan ^  

gacha o'sadi.
\2

x o‘zgaruvchi -j j  dan 1 gacha o‘sganda, ,2  1 ifodaning

qiymati 0 dan * gacha o‘sadi, shuning uchun z endi  ̂ dan  ̂
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gacha kamayadi, у esa J^ +  yf  ̂ dan * 8acha kamayadi.
Izlanayotgan funksiyaning grafigi 16.4- chizmada tasvirlangan.

M ustaqil yechish uchun misollar

Oshkormas shaklda berilgan funksiyalarni tekshiring va grafigini 
chizing.

1. y 4- x 3- l= 0 .

3. 3xy 2=x3—2.

5. y 2= x2(x— 1).

7. 9y 2- 4 x 3—jc 4.

9. у 2= (\ -х 2У.

2. x 2у 2—у 6—25jc 2=0.

4. (y—x 2)2=x5.

6. y 2=x(.x—l ) 2.

8. y 2= x 2—x 4.

10. y3= x 2{ x 2- 4 ) \
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Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1 .
1.5-

, V

/  0.5-

-J -0.5 0 0.5 1 1.5 2

\  -0,5-

-1.5-

1- chizma.

> : 
4

2 -

■ ' c
5,0 -4.0 -3.0 -2.0 0 20 40 60 «о Л

-4 ■

С

2 - chizma.

3 -  chizma.

2 7 0



4 -  chizma.

6 - chizma.
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7- chizma.

8 - chizma.

9 - chizma.
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10 - chizma.

17- §. MURAKKAB FUNKSIYALARNING 
GRAFIKLARINI CH1ZISH

1. M urakkab funksiyalarning grafiklarin i chi/ish. и=ф(х) 
funksiya A'to'plamda, у  =/(«) funksiya esa /s’ to'plamda aniqlangan 
bo‘lib, и=ф(х) funksiyaning qiymatlar to'plami FczE bo'lsin. U 
holda X  to'plamda у  =/(ф(х)) murakkab funksiya aniqlangan 
bo'ladi. Bu murakkab funksiyaning grafigini quyidagi tartibda 
chizish tavsiya etiladi:

1) y=f(u) va «=ф(х) funksiyalarning grafiklari alohida-alohida 
chiziladi (17.1-a, b- chizmalar);

2) y —f(u) va «=ф(х) funksiyaning xossalaridan foydalanib;
3) u=ф(х) funksiyaning х=хпе X xarakterli nuqtasini olib, 

unga mos kelgan м0=ф(х0) qiymatni topamiz. So'ngra 17.1-a 
chizmadagi Ou o 'qidan w0 qiymatni ajratib, unga mos kelgan 
v0 =/(x0) qiymatni topib, x Oy koordinatalar sistemasida /(ф(х)) 
funksiya grafigining M0(xQ; y0) nuqtasini aniqlaym iz. Shunga 
o'xshash holda yana bir nechta xarakterli nuqtalarni topib, ularni 
birlashtirish natijasida izlanuvchi v =/(ф(«)) funksiya grafigi hosil 
qilinadi (17.1-d chizma).
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17 .1 .-  chizma. a) .у=/(м), b) u= ф(х), rf) ,у=/(ф(и)).

1- misol. y=e x2 funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. и =x2 belgilash orqali berilgan funksiyani y=e~u 

ko'rinishga keltiramiz.
u —x2 funksiya A=(-=»;;+«>) aniqlangan bo‘lib, uning qiymatlari 

to'plami {«} {0;+°°) dan iborat. y = e u funksiyaning aniqlanish 
sohasi £ = (-« ;+ «) bo‘lib. {u}={0',+°°)czE boiadi.

Endi г e ’ murakkab funksiyaning grafig in i yuqorida 
ko‘rsatilgan tartibda chizamiz.

1) y=e" va u=x2 funksiyalarning grafiklarini, mos ravishda, 
uOy va xOy koordinatalar sistemasida chizamiz (17.2- a , b- 
chizmalar).

2) y = e “ funksiya (^~;+°o) da aniqlangan boiib, uning qiymatlar 
to'plami [0;+°o) dan iborat, funksiya kamayuvchi, (-«>;+«) da 
funksiyaning grafigi qavariq bo'lib, (0;1) nuqtadan o'tadi, x-**> 
da v —>0, x — esa и —> +«. u=0 to'g'ri chiziq funksiyaning 
grafigi uchun gorizontal asimptota boiadi.

u=x2 funksiya ( - » ; + o o )  da an iqlangan, uning q iym atlar 
to'plami (0;+°°) dan iborat, funksiya juft boigani uchun uning 
grafigini x>0 uchun chizish yetarli.
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17 .2 - chizma. а) и = хг, b) у~ е  ", d) у -с

3) у —е " funksiya (0; + - ) oraliqda kamayuvchi, и -х -  funksiya 
csa }();+'") da o'suvchi bo'lgani uchun, y=e  funksiya [0; + - ) 
oraliqda kamayuvchi bo'ladi. x(1=0 da //,=0. Ou o'qidan utl—0 
qiymatni ajratib, unga mos kelgan y —f(u 0)~ 1 qiymatni topib, 
x Ov koord inatalar sistem asida M 0(x0;y0)=M 0(0; 1) nuqtani 
aniqlaymiz. Ravshanki, M0(0; 1) nuqtada y=e~xl funksiya eng 
katta qiymatga ega bo'ladi. Shuningdek, x-*±°° va »->+<- da у—>0 
(17.2 d- chizma).

2-misol. y= 2sirn funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. и =sin x, у =2“ funksiyalarni qaraymiz. Ravshanki, 

bu funksiyalar murakkab funksiyani tashkil etadi. Bu murakkab 
funksiyaning aniqlanish sohasi (-oo;+oo), qiymatlari sohasi csa

I -V

; 2 dan iborat.

1) y — 2" va «= s in x  funksiyalarning grafiklarini uOy va xOu 
koordinatalar sistemalarida alohida chizamiz (17.3 a, b- chizmalar).

2) y — 2" funksiya (-»;-!«>) da o'suvchi, и —sin x funksiyaning eng
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kichik davri 2тс bo'lib. —71 + 2k%;71 + 2kn
2 2 (k e  Z) oraliqda o'suvchi.

(k e  Z) oraliqlarda esa kamayuvchi bo‘ladi.71 +2kn; 3n + 2kn
2 2

3) Quyidagi xn=0, x, = " ,  x2 = n, x3 - ' 71 xarakterli nuqta­
larni olib, ularga mos kelgan w,=0, w,= 1, w,= 1 qiymatlarni 
lopamiz. O;/ o'qidan w0=0, г/,—1, u2—0, «,=1 qiymatlarni ajratib,

ularga mos kelgan _уц=/(ц,)=1, v,=2, >4=1, y:, = 1 qiymatlarni

topib, x Oy koordinatalar sistemasida MA0; I), M,

nuqtalarni aniqlaymiz. Ravshanki, funksiya M

t \
71 •?
2 ’ v / 

/ л

7 ’
V "

Л/2 (тт; I) 

nuqtada

eng katta qiymati 2 ga,
Зл . 1
2  '  2 nuqtada esa eng kichik

qiymatga erishadi (17.3- d chizma).

3- misol. у = ^2 — 2 x j  funksiyaning grafigini chizing. 

Yechilishi. 1. Aniqlanish sohasi: /J)( v’)=(—" ; + >. Aniqlanish
з

rr  -}-oosohasining chegaralaridagi q iym atlari: lim
V — oo

I

lim
v

— —OO

2. v, = 2 — x deb belgilaymiz, bunda v = v,'- >'i = 2 — 2 x 
funksiyaning grafigini chizamiz (17.4- chizmaning yuqori qismi).

v, = 2 — 2 x funksiyaning xarakterli nuqtalarini, ya‘ni koordi­
nata o'qlari bilan kesishish nuqtalari M,(4;0), A/2(0;2) va yor- 
damchi 2;1), Л/4(6;— 1) nuqtalrini olamiz.

3. M|, Л/2, Л/3, Л/4 nuq ta larn ing  o rd in ata larin i kubga 
ko'taramiz. Natijada, mos ravishda, quyidagi nuqtalarni olamiz: 
jY,(4;0), 7V2(0;8), TV, (2;1), TV4(6 ;-1 ) .

4. Bu nuqtalarni chizmaning pastki qismida joylashtiramiz va 
ravon chiziq bilan ularni birlashtiramiz. Natijada izlanayotgan 
funksiyaning grafigi hosil bo'ladi (17.4- chizmaning pastki qismi).
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4- misol. у  =log3(x-+3) funksiyaning grafigini chizing. 
Yechilishi 1.Aniqlanish sohasi: A y > = ( -). Berilgan funk­

siyaning aniqlanish sohasining chegaralarida х.^П|1со f 3) = ~K*\

2. y,=.x2+3 deb be lg ilaym iz , bunda y= lo g 3y r Endi y, 
funksiyaning xarakterli nuqtalarini topamiz, ya'ni koordinata o'qlari 
bilan kesishish nuqtalari va yordam chi nuqtalar: Л/,(0;3).
M2(yj6;9), jW3(—V6;9). v, juft funksiya, uning grafigi para- 

boladir (17.5- chizmaning yuqori qismi).
3. Mb M2, My nuqtalar ord inatalarin ing logarifm larin i 

hisoblaymiz. Natijada mos ravishda quyidagi nuqtalarni topamiz.

A fj(0 ;3): у, = 3 => у = log3 y, => yv,(0;l);
M2(yJ6 ;9 ) : y, = 9 => у  = log, y, => 7V2(V6;2);
Л/?(—л/б;9): y, = 9 => у  = log3 у, => /V3(—Тб;2).
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-6 -4 -2 О
■........... ......... - у »
2 4 h х

-4-

-6-
17 .5 - chizma. (1) v,= x2+ 3. (2) v= log ,U : +3).

4. Bu TV,, M, iV, nuqtalarni 17.5- chizmaning pastki qismida 
joylashtiram iz va ularni birlashtirish natijasida izlanayotgan 
_v =iog;(x-+3) funksiyaning grafigi hosil bo'ladi.

Mustaqii yechish uchun misollar

Murakkab funksiyalarning grafiklarini chizing:
1 l—x2l.y= ln(arctgx). 2. v = arcsm ^ . 3. у = arccos , .

4. v=arcctg(ctgx). 5. j'= arctg(tgx). 6. у =sin(sin x).2x
7. y=sin(arcsinx). 8. у -  el~x2. 9. у =arccos 2x

10. у = sin(arccosx) = \Ji — x 2.
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Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

2 - chizma.
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4 -  ctiizma.

5 -  chizma.

/ Л  »•* 

/  \  -  

/ \ 0,4

/  \  11

b y

: ..................1 . . ......__ r
-6 -4 \ -2 ° j 2 \ 4 6 X

\ ~°T \
\ '°/4 \
\ A6 \ /

ЧУ-0.8 V /

6 -  chizma.
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7- chizma.

9.

-4 6  X

9- chizma.
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18- § FUNKSIYA GRAFIGINI CHIZISHNING UMUMIY 
TARTIBLARI

1. Funksiya grafigini chizishning umumiy tartiblari. Funksiyani 
tekshirish va uning grafigini chizishni quyidagi tartibda amalga 
oshirish tavsiya ctiladi:

1) funksiyaning aniqlanish sohasini topish;
2) funksiyaning juft va toqligini aniqlash;
3) funksiyani davriylikka tekshirish;
4) funksiya grafigining xarakterli nuqtalarini topish:
a) funksiyaning nollari;
b) funksiyaning ishorasi;
d) ekstremum nuqtalari, eng katta va eng kichik qiymatlari;
e) uzilish (maxsus) nuqtalari atrofida o'zgarishi hamda х  >• • bo'lgan- 

dagi o'zgarishi.
5) funksiyaning qiymatlar sohasini (to'plamini) topish;
6) funksiya grafigining monotonlik va qavariqlik (botiqlik) 

oraliqlarini aniqlash;
7) funksiya grafigining asimptotik chiziqlarini aniqlash;
8) funksiyaning grafigini chizish.
Eslatm a. Ba'zi h o llard a , y a ‘ni m aktab kursida yaxshi 

oiganilgan funksiyalarning grafigini chizishda, yuqorida keltirilgan 
bandlarning hammasini tekshirmasdan turib, funksiya grafigini 
chizish ham mumkin.

I- misol. Ushbu funksiyani tekshiring va grafigini chizing:

f(x)=x2—Л4. ( 1 )
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Yechilishi 1) ravshank i ,  (1) funks iyan in g  an iq lan ish  sohasi 
D(f)=Rl.

2) (1) juft funksiyadir, y a ‘ni V x e  ( —oo;+oo) lar uchun / ( —a)= 
=(—x)2—(—x)4=xl—x*—f(x )  b o ‘ ladi. Shun ing  uchun , uni (0;+<«) 
oraliqda tekshiramiz.

3) davriy emas.
4) a) x~—a"4—0; л —— 1, x= 0, a=1 — funksiyaning nollar i;
b)-----x2—a 4 > 0 yo k i  x  2( a +  I ) ( a — I )<(), yo k i  (-—I ; 0 ) u ( 0 ;  1) 

bo 'lganda , musbat; a 2 a 4<0 yoki a  2(a+ I ) ( a— 1)<0, yoki 
(“°°?--  1) u ( l ;+ °° )  bo ' lg an d a ,  m anfiyd ir :

d) (1) funksiyan i quy idag icha  shakl a lm ash tiram iz :

f i x )  = A- —

1 1
Bu funksiya parabola shaklida bo'lganligidan -Y] ~ — ^  ' Л: ”  Я

nuqtalarda eng katta qiymatiga erishadi, ya 'n i A (— '2 ; va В ( j_ ;

da v’max (± J2) = 4 , a  = 0 esa, у  = 0 bo‘ ladi. Demak, 0 (0 :0 )  m in im um  
nuqtasi, A, В nuq ta la r  funks iyan ing  ekstrem um  nuqtalari bo 'lad i.

e) (1) funksiya uzilish nuqtasiga  ega emas.

5) a, <A2 bo'lsin, u  holda / (X l ) — / (a , ) = x\ — a 4 — x] + a,4 =

(a2 — a , ) ( x2 + 1) I -  ( a ;  + A f ) kabi tasvirlash m um kin . A ear  a ,

' i '
—oo* \c\ 0 ; h

I v'2 J
oraliqlarda yotsa,

’ 72
va

va a, nuqtalar, mos ravishda,

/ ( a2)> /(a ,) b o ' la d i ,  y a ' n i  ( 1)  fu n k s iy a  

oraliqlarda o ‘sadi.

Agar Aj va a2 nuqta lar, mos ravishda,

o r a l iq la rd a  yo t s a ,  / ( a2)<  / ( a , )  b o ' l a d i ,  y a ‘ ni  ( 1)  f u n k s iy a  
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•J-
; 0 va

7 2 ’
-J-OO oraliqlarda kamayadi.

(I ) funksiyaning grafigi

'  l 1 л
J2 ' ,/2

( 1 "l ( \ ЛI—oo* va Г- I +°°
’ V2V v У У 2 ,

larda botiq.

da esa qavariqdir. x  =— va x = ^  nuqtalar funksiya

- “ •D em ak , (1 )

grafigining egilish nuqtalari b o iad i. 

f. ч lim (x 2 — x 4) = lim
' V — > + o o  V — » + o

funksiya asimptotik chiziqlarga ega emas.

7) funksiyaning o'zgarish sohasi: E (f) —  j —oo*

8) funksiyaning grafigi 18.1 -chizm ada tasvirlangan.

2- misol. Ushbu у = 1  ̂ funksiyani tekshiring va grafigini
9 —x

chizing.
Yechilishi. 1) aniqlanish sohasi:

D(J')=(-<=°;—3)u(—3;3)u (3;+°°).

2) juft funksiyadir, ya 'n i Vx e D (f ) uchun

/ ( - x )  =  ̂ ~ = f(x )  bo iad i.
9 —(-A-)2 9 — x

1 8 .1 -  chizma. /  (л) = x2 — x\
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3) davriy emas.
4) a) funksiya nollarga ega emas.
b) 9—x2>0, yoki x2<9, yoki |x|<3 bo'lganda funVcJya rr/usbat;

9—x2<0, yoki x2 > 9, yoki |.v|>3 bo'lganda esa funksiya manfiydir. 
cl) x=0 bo'lganda 9—x - ifoda 9 dan iborat maksimumga ega

bo'lgani sababli, berilgan funksiya  ̂ dan iborat m inimumga ega.
e) x= —3 va x=3 nuqta lar funksiyaning uzilish  (m axsus) 

nuqtalari. Bu nuqtalar atrofida funksiyani tekshiraylik, ya 'n i

lim ,  1 = -oo, lim 1 = +°°, 
л->3+0 (3—jc)(3+ jc) jc—>3—0 ( 3 —jc)(3+jc)

lim  , = + «, lim
x  -̂ 3+0 (3 — A')(3+.t) л' -->3-0 (3 — л')(3 + х)

— —oo

Agar x  —> ±°° bo 'lsa, v=Q.
5) funksiya juft bo'lganligidan, uning o'sish yoki kamayishini 

(0;3) va (3;+°o) oraliqlarda tekshirish kifoya.
x argument 0 dan 3 gacha yoki 3 dan -w  gacha ortganda —-x2 

kamayadi va bunda 9—x2 kamayganligi sababli, berilgan funksiya 
ortadi. Demak. berilgan funksiya (0;3) va (3;+°°) oraliqlarda o'sadi. 
Bu funksiya ju ft b o 'lg an lig id an , /)(/)=(-«>;—3) va (—3:0) 
oraliqlarda esa kamayadi.

6) gorizontal asimptotalarni topamiz:

lim 1 2 = 0.
Л ->±со 9 — X

у =0 to 'g 'ri chiziq (yoki Ox o 'q i) berilgan funksiya grafigining 
go rizo n ta l as im p to tasi b o 'lad i. x=±3 n u q ta la rd a  funksiya 
chegaralanmagan. Demak, x=—3 va x=3 to 'g 'ri chiziqlar funksiya 
grafigining vertikal asim ptotalari bo 'ladi. Funksiyaning grafigi 
og'ma asipmtotaga emas.

l
7) funksiyaning qiym atlar sohasini topish uchun У -  9_ хг

tenglikni x  ga nisbatan yechamiz: 9 — x  = ; x = ±

9 у _|
ning ±3 dan boshqa aniq qiymatga ega bo'lishi uchun - > 0у
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yok i у  у — > 0  b o ' l i s h i  h a m d a  уф0 bo'
Г  9 f

engsizlikn ing yech im lari to 'p lam i ( - ° ° ;0 )u

Demak, berilgan funksiyaning o'zgarish sohasi

1

ishi kerak . liu  

n ;+°° I bo 'lad i.

E (f) = (-o  ; 0 ) u

9) Funksiyaning grafigini chizamiz (18.2-chizma).

M ustaqil yechish uchun m isollar

Funksiyalarni tekshiring va grafiklarini chizing:
i l

l . y - e 3. у = e

4. y= lg (l+ x 2). 5. у  =lncosx+cosx. 6. y  = In 

7. у  =arccos(cosx). 8. у  =log,(x2+2x+3).
f \ --V2

9. y= lg(tgx). 10. У = 1 3 I-

M ustaqil yechish uchun berilgan misollarning javob lari

\+x
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1.

1- chizma 

2.

3 -  chizma.
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4- chizma.

5.

5- chizma.

6 - chizma.
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9- chizma.
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I l l  bob. F U N K SIY A N IN G  G R A F IG IN I H O SIL A D A N  
F O Y D A L A N IB  C H IZ IS H

19- §. FUNKSIYANING HOSILASI VA DIFFERENSIALI

1. Funksiya hosilasining ta ‘r if la r i./ (x ) funksiya (a;b) oraliqda 
aniqlangan bo'lsin. Bu oraliqdan x0 nuqta olib, unga x0+Axe (a\b) 
bo'lgan Ax {Ax<0 yoki A x> 0) orttirma beraylik, u holda / (x ) 
funksiya ham x0 nuqtada

Ay = А/ (x0) = /(x„ + Ax) — / (x 0)

orttirmaga ega bo'ladi. Ushbu

Ay_ _  f ( x 0+Ax)—f ( x 0)
Ax Ax

(Ax*0) nisbatni qaraym iz. Ravshanki, bu nisbat Ax ning funksiyasi 
bo 'lib , u Ax ning noldan farqli q iym atlarida , jum lad an , nol 
nuqtaning yetarli kichik U 6(0) atrofida aniqlangan. Bunda Ax^O 
nuqta U6(0) to ‘plamning limit nuqtasi.

1- ta ‘rif. Agar Ax->0 da /  nisbat
Ax

lim  д>' = lim
Лх^О A x Ax—>0 Ax

chekli limitga ega bo'lsa, bu lim it/ (x ) funksiyaning x,, nuqtadagi 
hosilasi deyiladi va

Г Ы  = lim *  = lim Л '"' ( 1 )
J  v u дх->0 Ax дх—>0 Ax v

kabi belgilanadi.
Agar x0+Ax=x deb olinsa, unda Ax=x—x0 va Ax—>0 da x->x0, 

natijada (1) ning ko'rinishi

Я л  l im ' 7 ' ; / " '  ( 2 )
X—>Xq X  Xq
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shaklda bo 'ladi. Hosila quyidagi y'(x0), y'x (Lagranj), ^ ^
(Leybnis), Dv, Zy(K oshi) belgilar yordamida ham yoziladi.

1- misol. f(x)= C  funksiyaning hosilasini ta'rifdan foydalanib 
toping, bunda С — biror o'zgarmas son (19.1- chizma).

Yechilishi. Erkli o'zgaruvchining ikkita turli x va x+Ax qiymatini 
olsak, bu qiymatlarda funksiyaning qiymatlari bir xil bo 'ladi, ya'n i

/ (x ) = C, f ( x  + Ax) = С ,
shuning uchun

Ay = f ( x  + Ax) — f{x)  = С — С = 0,
demak,

^  = 0 = 0.
A x Ax

Shunday qilib,

y\x) = lim Ay -  lim 0 = 0.
Дх-»0 A x Дх—>0

O'zgarmas sonning hosilasi nolga teng.
2- misol./ (x )= sin x  funksiyaning hosilasini ta'rifdan foydalanib 

toping.
Yechilishi. M a'lum k i, y = s in x  funksiya Rl da an iqlangan. 

Vx € R] nuqtani olib, unga x+Axe R] bo'ladigan Ax(Ax>0) orttirma 
beraylik. Bunda argumentning Ax orttirmasiga mos ravishda berilgan 
funksiya ham
2 9 2



orttirma oladi.
(3) ning ikkala tomonini Axga bo'lib,

.  . Лх 2х+Дх2 sin cos 
АУ _  2 2
Лх Лх

nisbatni hosil qilam iz va uning Ax-»0 dagi lim itini hisoblaymiz:

. Лх
r  Ay Sin 2 2х+Лхlim  = lim  —. z cos -- = co sx .
Дх->0 Ax Ax^O Ax 2

2

Demak, /  = (sin x ) '= cos x , V x e  Rl.
3- misol. Ushbu

/(x )= (x— l ) 2(x+3)

funksiyaning ^0= 1 nuqtadagi hosilasini ta'rifdan foydalanib toping. 
Yechilishi. (2) formulaga asosan: / (1)= 0 va

l i m  /<*>-£(!> _  ) im  ( * - l ) 2(x+3> _  0
*->1 X — 1 х->1 X — I

bo'ladi.
Demak, /'(1) = 0.

Ay
2- ta ‘rif. Agar Ax->+0 (Ax-»-—0) da ning chekli limiti 

lim  *  = lim
Ax—>+0 Ax Ax—>+0 AX

Ay = s in (x  + Ax) — sin x  = 2 sin ^  cos 2х^Лх (З)

f lim  *  = lim / < *o + "> -/ «
A x —»—0 Ax Ax->— 0 AxV

mavjud bo‘lsa, bu lim it/ (x ) funksiyaning x0 nuqtadagi o ‘ng(chap) 
hosilasi deb ataladi va / '(x 0 + 0) (/ '(x 0 — 0)) kabi belgilanadi.

Odatda, funksiyan ing o 'ng  va chap hosilalari bir tomonli 
hosilalar deb ham aytiladi.

4 - misol. Ushbu funksiyaning x=0 nuqtadagi o'ng va chap 
hosilalarini toping:

J H 4
2 9 3



lim  A-v = lim  /(0+Лх)—/(°) _ ]jm M  _ ]jm  ^
Ax—>+0 A x Дх—>+0 A x Дх-»+0 A x Дх—>+0 A x

lim V .  lim lim  M .  lim  2 * * — 1.
Дх->—0 A x Дх—>—0 Ax Дх—»—0 A x Дх—»—о Ax

Demak, /(x)=|x| funksiyaning x= 0  nuqtadagi o 'ng hosilasi 1 
ga, chap hosilasi esa — 1 ga teng ekan.

1-  esiatma. A gar/ (x) funksiya x  ̂ nuqtada hosilaga ega bo isa , 
funksiya shu nuqtada birtomonli f'(x 0 + 0), f ( x 0 — 0) hosilalarga 
ham ega bo‘lib,

f\ x 0 + 0) = f  (x0 — 0) = / ' (л'0) 
tengliklar o ‘ rinli.

2- esiatma. Agar/ (x) funksiya x„ nuqtaning biror U(x{)) atrofida
u z lu k siz , x0 nuq tada b ir to m o n li f'(x0 + 0) va f'(x0 — 0) 
hosilalarga ega b o lib , f'(x0 +0)= f ' ( x 0 — 0) b o is a ,/ (x )  funksiya 
shu nuqtada f\ x 0) hosilaga ega bo iad i va

/'(■*o) = / ' ( * o  + 0 )  = / '( * o  — 0 )  

tengliklar o ‘rinli.

3 - esiatma. Agar Лх-ч>0 da Ay nisbat aniq ishorali cheksiz
Ax

lim itga ega, ya ‘ni

lim  *  = lim /<*+“ >-/<*> =
Дх->0 Ax дх->0 Ax

b o isa , uni ham / (x ) funksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi deb 
yuritiladi. Bunday hosila cheksiz hosila deb ataladi.

5- misol. У = \[x funksiyaning x  =0 nuqtadagi hosilasini toping. 
Yechilishi. T a‘rifga k o la

lim - -  -  lim / (0+Ax)—/(°) _ j jm -  i im ' _ +oc
Дх->0 A x Ax—>+0 A x A x-^0  AX Ax—>+0 ^ jA x

b o iad i. Demak, / '(0 ) = +°°.

6 - misol. / (x ) = y](x — l ) 2 funksiyaning x= 1 nuqtadagi hosi­
lasini toping.

Yechilishi. 2- ta'rifga k o la ,
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Yechilishi. Berilgan funksiyaning x=\ nuqtadagi orttirmasini
lopamiz:

2

Д/ = з/( 1 + Д Х -1 ) 2 — /̂(1 — l)2 =(ДДС)3.

Endi ^  nisbatni topamiz:

Д/ _ (Дх)3 1 
Дх Дх 1

(Дх)3
2- ta iifg a  ko‘ra 

lim  Y  = + », lim  =-°° bo'ladi.
Дх—>0+0 Л х  Дх—>0—0 Ax

Demak, /+'(0) = + «, /_'(0) = -o o .

2. Hosilaning geometrik ma‘nosi. f(x)  funksiya (a;b) oraliqda 
aniqlangan va uzluksiz bo'lib. x0 e(a ;b ) nuqtada f'(x0) hosilaga 
ega bo 'lsin. U holda f(x )  funksiyaning grafigiga A/0(x0; f (x 0)) 
nuqtada o 'tkaz ilgan  urinm a mavjud bo 'lad i (19 .2 - ch izm a). 
M a 'lu m k i, fu n ksiyan in g  x„ nuqtadag i f\ x n) h o silas i shu 
urinmaning burchak koeffitsiyentini ifodalaydi. M074irinma chiziq 
tenglamasi

У — f(x 0) = f\ x 0)(x — x0) (1 )

bo'lib, bunda f\ x 0) - tga ; egri chiziqning Мц(х{): / (x0)) nuqtasiga 
o'tkazilgan normalning tenglamasi esa

У -  / O o )  =  -  ( x  _  x o ) ( 2 )

ko'rinishda bo'ladi.

.V|=/ i(x ) va уг=/2(х) funk­
s iy a la r  g ra f ik la r in in g  M{xp,yx) 
kesishish nuqtasida o 'tkazilgan  
urinm alar orasidagi ф burchak 
berilgan ikki egri chiziq orasidagi 
burchak bo'ladi va

tgф = tg(ф2 — ф,) =
= (3)

l+/l'(*l)/2'(*l)

formuladan topiladi (19.3- chizma). 19.2- chizma.



7 - misol. у  = xH 3x funk­
siya grafigiga MQ( 1 ;4) nuqtada 
o'tkazilgan urinma va normal 
tenglamalarini toping.

Yechilish. Urinma to‘g ‘ri 
chiziqning burchak koeffitsi- 
yentini topish uchun avvalo 
berilgan funksiyaning hosila­
si ni topamiz:

y' = 3x2 + 3.

Bu hosilaning x—\ nuq­
tadagi qiymati urinma to ‘g ‘ri 

chiziqning burchak koeffitsiyentini ifodalaydi, y a iii / '(1) = 3 1  + 3 = 6. 
Shunday qilib, (1) va (2) formulalarga asosan, urinma va normal 
chiziq tenglam alari, mos ravishda, quyidagi ko‘rinishlarda bo‘ladi 
(19.4- chizma):

_y—4=6(x— 1) yoki y=6x— 2,

У — 4 = —  ̂ — 1) yoki у = — ^x + A^.
8 - misol. f(x)=x2 va f(x)= л[х funksiyalar grafiklarining M (1; 1) 

kesishish nuqtasida o ‘tkazilgan urinm alar orasidagi burchakni 
toping.
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у А

19 .5 - chizma. ( I )  >>=х2, (2 )  У = ^

Yechilishi. Berilgan funksiyalarn ing х~ \  nuataH • 
topamiz: a^ 1 ho sila la rin i

f\ x ) = 2x, / '(1) = 2,

Л х ) - ^ .  / '( !> = ’ .

2 - 1 3
(3) formulaga ko'ra tgq> = 2 = ‘ b o 'lad i. Bu verrb^  *

1+2 * 4 - шап Ф = arctg ^
(19.5-chizma).

3. Hosilaning fizik m a‘nosi. M o dd iy  nuq tan ing  to ‘ 
harakati s=f(t) tenglama b ilan  ifo dalangan  b o 'ls in  h ^ Г* 
s shu vaqt ichida o 'tilgan y o ‘ l (m aso fa). s = f( t ) f  L'nc*a  ̂vaqt, 
nuqtadagi hosilasi s=f(t) qonun b ilan  h arakat q ib  yan in g 
nuqtaning t0 momentdagi on iy tez lig in i bilciiradi у а '^ * 1 П10С̂ У

v = f\ t0) = lim  / (,о+д?>'/(/0)
AI ->0 Д/

M oddiy nuqtaning berilgan t=t0 m om entdagi a 
v tezlikdan t vaqt bo 'yicha o lingan  hosilan ing Д /  z la r>ishi esa 
tengdir, y a 'n i 0 aS* qiym atiga

a = f ' ( t 0) = lim  / '(,o+A/)-/ '(?0)
Д/->0 Д  f

2 9 7



8 -misoI. Moddiy nuqta s(t)=2t:'+t2—4t qonun bo'yicha to'g'ri 
chiziq bo'ylab harakat qiJadi. Uning t=4 momentdagi tezligini toping.

Yechilishi. M oddiy nuqtaning istalgan / vaqtdagi harakat 
tezligini topamiz:

v (t)=s'{t)—6t 2+2t—4.
Moddiy nuqtaning t= 4 momentdagi harakat tezligini hisoblaymiz:

v(l)|l=4=6 ■ 42+2 ■ 4 - 4  = 98 (m/s).

4. Hosiiani hisoblashning sodda qoidaiari.
1. O'zgarmas sonning hosilasi nolga teng:
(O ' =0 (bunda С — o'zgarmas son).

2. O'zgarmas sonni hosila ishorasidan tashqariga chiqarish mumkin:
(Cf(x)Y=C ■ {fix))'.

3. Agar f{x) va g(x) funksiyalarning har biri xe(a:b) nuqtada 
f'{x) va g(x) hosilalarga ega bo'lsa, f(x)±g{x) funksiya ham x

nuqtada hosilaga ega va u [/ (x )± g (x ) ]  = f { x )  ± g\x) formula 
bo'vicha topiladi.

4. Agar f ix )  va g(x) funksiyalarning har biri xe{a;b) nuqtada 
f\x) va g'(x) hosilalarga ega bo'lsa,/(x)-g(x) funksiya ham x nuqtada 
hosilaga ega va u

[/ (x )  g (x ) ]  = f'(x) ■ g(x) + f (x )  ■ g'ix)

formula bo'vicha topiladi.
5. Agar f{x) va g(x) funksiyalarning har biri xe(a;b) nuqtada

f i x )
f i x )  va g'ix) hosilalarga ega bo'lib, g (x)*0 bo'lsa, ^  funksiya 
ham x  nuqtada hosilaga ega va u

f i x )  _  f ' ( x ) g ( x ) - f ( x ) g ' ( x )
g2(x)

formula bo'vicha topiladi.
6. Agar f(x) funksiya x0e (u:b) nuqtada / '(х 0)*0 hosilaga ega 

bo'lsa, bu funksiyaga teskari x=/ 1 (y) funksiya x0 nuqtaga mos 
bo'lgan y0(y0=/(x0)) nuqtada hosilaga ega va

[ r V )

tenglik o'rinli.
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7. Agar u=f(x) funksiya х()е(я;Л ) nuqtada f'(x0) hosilaga ega 
bo'lib, y=F(u) funksiya esa x0 nuqtaga mos u0(u0=f(x0)) nuqtada 
/■ (w0)hosilaga ega b o isa , ф(х) = F(f(x))  murakkab funksiya 
Ii.iiii x0 nuqtada hosilaga ega va

Ф\х) = [/\/(х))Г  = F\u0) f\ x 0)

formula o‘rinli.
X. Oshkormas F(x,y)=0 funksiya uchun

/ (x )  = — ц

l( irmula o‘rinli.
9. Parametrik tenglamasi bilan berilgan

x  = ф(/)
, (/0 < / < /,)

у = v ( 0  

funksiyaning hosilasi quyidagi

> _ v(t) yQ^j у' -  уЛ1)
Ух Ф'(/) y 

formula bo'yicha topiladi.
5. Asosiy elementar funksiyalarning hosiialari jadvali.

1. y — C. y'= 0.
2. V =X“ . у  ,= a-xc'^1, a e  R.

3. у = yfx.
l

У ~ 2 ^II£*4
Tl- у '—e\

y. II c; •к y'= (f In a.

O'. II g

, I
^ = x-

X60оT / logy e y = 1
x In a

8. y=  lgx . > 1 iу % lg *  =
1

x In 10

9. у =sinA\ у  'cosx.

10. y=  cosx. у '= —sinx.

4 II r-f V,

1
У = 2 =

COS X
sec2 x.
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12. y= c tg x  y' = — 7 = —cosec x.
sin x

l
13. y=arcsinx. У f i —x2 '

, _  _  l
14. v^arccosx. y ~

115. у  =arctgx. У = 2 -\+x

116. у —arcctgx. У = — ->•
1+x

, _ / sin x 217. у  =secx. у  = , = sin x  ■ secz x.
COS X

i n  ,  COSX 218. v=cosecx. у  = — = —co sx  cosec x.
sin x

19. y=shx. y ' —chx.

20. y=chx. y /=shx.

21. y=th x. y'= \ ■
c It x

22. y=cthx. y' = } ■
s h x

1
23. y^A rshx. У г ~ i' 'Vl+x

1
24. у  =Archx. У ~ •

25. v =Arthx. у' = , 2 •
l —x

26. v=Arcthx. y '  = , \ ■
l —x

27. у  = xл. у  /=x v( 1+In x ) .

6 . Funksiyaning diflerensiali. y= /(x) funksiya (o;6) oraliqda 
berilgan bo‘lsin. x^e(a\b) nuqtani olib, unga А\(Ат>0 yoki Дх<0) 
orttirma beramiz (x0+Ax^{a\b). Natijada berilgan funksiya ham shu 
nuqtada orttirma oladi va u

=f (x0+Ax)—f  (x0)
kabi ifodalanadi.
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1 - t a ‘rif. Agar y —f(x )  funksiyaning x0e(a;b) nuqtadagi A»' 
orttirmasi ushbu

Ay=Af (x0)=/lAx+or Ax (I )

(bunda A—shu Ax ga b o g liq  bo'lmagan o‘zgarmas son, <r=«(Ax) 
bo‘lib, Ax—>0 da cc(Ax)—>0) ko‘rinishda tasvirlansa, funksiya x0 
nuqtada differensial/anuvchi deyiladi.

(1) munosabatni quyidagicha yozish ham mumkin:

Ay=A-Ax+o(Ax). ( 2 )

2- t a ‘r if ./ (x ) funksiya Ay orttirmasining Ax ga nisbatan chiziqli 
bosh qismi AAx funksiyaning differensiali deyiladi va dy =df (x0) 
kabi belgilanadi. Demak, dy =df (x0)=AAx; Ax=dx ni e ‘tiborga olsak, 
dy=Adx bo‘ladi (erkli o ‘zgaruvchi x ning orttirmasi Ax ni uning 
differensiali dx bilan almashtirish mumkin).

9- m isol./(x ) =x3—2x2+3 funksiyaning x0(Vx0 e R] ) nuqtada 
differensiallanuvchi boMishini kobrsating.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning x() nuqtadagi orttirm asini 
topamiz:

А/(х0)=/(х0+Дх)—/ (x0)=(x0+Ax)3—2 ( x 0+ A x ) 2+ 3— (X q— 2 xq + 3 )  =

= Xq +3xqAx +3x (Ax)2+Ax ' —2xj —4x0Ax —2Ax2—Xo+2xq =

= (3xg — 4x0)Ax + (3x0Ax + Ax2 — 2Ax).

Agar A = 3xq — 4x0, a  = cx(Ax) = 3x0Ax — 2Ax+Ax2 deyilsa,

Д/ (x{)) = A Ax + a ( Ax) Ax

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa berilgan funksiyaning x0 nuqtada 
differensiallanuvchi ekanligini bildiradi.

1 0 -m iso l. / (x )= x s in  1 , / (0 ) = 0 funksiya x=0 n uq tad a
differensiallanuvchi bo lad im i?

Yechilishi. Berilgan funksiyaning x=0 nuqtadagi orttirmasini 
topamiz:

Af  (0) = / (0  + Ax) — / (0 ) = Ax sin 1 ,
Дх

bu tenglikdan ko‘rinadiki, berilgan funksiyaning x=0 nuqtadagi 
Af (0) orttirmasini (1) ko'rinishda ifodalab bo 'lm aydi. Demak, 
funksiya x=0 nuqtada differensiallanuvchi bo'lmaydi.
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I- teorem a./(x) funksiya xn nuqtada differensiallanuvchi bo'lishi 
uchun uning shu nuqtada chekli / '(л) hosilaga ega bo'lishi zarur 
va yetarli.

Agar y= f(x ) funksiya differensiallanuvchi bo'lsa,

dy=df(x0)=f'(x0)dx (3)

ekanlig in i ko'rish qivin emas. M a lu m k i, d ifferensiallanuvchi 
funksiyalar uchun dy bilan dx lar proporsional o'zgarib, f i x )  
proporsionallik koeffitsiyentini ifodalaydi.

I I -  misol. / ( х ) = е  л+ 1пх funksiyaning differensialini toping. 
Yechilishi. Bu funksiyaning differensialini (3) formuladan

foydalanib topamiz:

dy = d(e~x + In x ) = (e~x + In x)'dx = (—e~x + -)dx.

Funksiya differensialining (3) ifodasidan foydalanib, elementar 
funksiyalarning differensiallari jadvalini keltiramiz:

1. d(X‘)—\.ixv <dx (x>0).
2. d(ax)=a4nadx(a>0, аФI).

3. t/(lognx)= | logfl e (x>0, a>0, аф\ ).
4. c/(sinx)=cosx dx.
5. d(cosx)=—sin x  dx.

6. d(tgx) = * dx, x ф + ктс, к = 0, ± 1, ± 2 ,...
cos x  2

7. ^ (ctgx) = — *, dx, х ф  kn, к = 0, ± 1, ± 2,...
sin x

8. d(In x ) = 1 dx.
X

9. d(ex)—ex dx.

10 d(arcsin x ) = *__dx, — 1 < x < 1.
\Jl—X2

Л  rf(arccosx) = — dx , — 1 < x < 1 .
л/1-х2

12. d(arc tgx) = d x .\+x
13. d (a rcctgx ) = — dxT.

l+x
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Hosila ta ‘rifidan foydalanib, quyidagi funksiyalarning hosilalarini 
toping.

l./ (x )= x 3—2x. 2 ./ (x )= 2vcosx. 3 ./ (x)= (x—■4)3(x+3), / '(4).

4. / (x ) = х*П Y > fX 2)- 5. / (x)=arccos2x.

6./(x)=cos5x. 7./(x)=tgx+2x, 8 .f{x)=e~x+ex.

[x 2 sin 1 , x ^ O  bo 'lganda,
9. / (* )  =

[0, x  = 0 b o lgan d a .

10./(x)= lnx. l l . / ( x ) —|x+3|, / 4 -3 + 0 ) ,  / ' ( - 3 - 0 ) .

12. / (x )  = / '(0 ). 13. / (x )  = /̂x — 4, / '(4 ).

14 . / (x )  = 15. f ( x )  = .
1 ?

16. У = 2 X“ — ln x  funksiya grafigiga abssissasi x0=2 bo lgan
nuqtada o lkaz ilgan  urinmaning burchak koeffitsiyentini toping.

17. y=x2—3x+2 parabolaga abssissasi x(=2 bo'lgan nuqtada 
o ‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsiyentini toping.

18. у = sin x funksiya grafigining 4) nuqtasidan o lk a -  
zilgan urinm a tenglamasini yozing.

19. y=x2+ 1 egri chiziqqa o lkazilgan  urinma _y=2x+3 to 'g 'ri 
chiziqqa parallel. Urinish nuqtasining ordinatasini toping.

20. y=x2—2x+l egri chiziqdagi qanday nuqtada o ‘tkazilgan 
urinma >’=—4(x+ l) to 'g l i  chiziqqa parallel bo‘ladi?

21. a  ushbu у =  ̂ funksiya grafigiga abssissasi x0=3 bo'lgan
nuqtadan o'tkazilgan urinmaning Ox o 'qi bilan tashkil etgan bur- 
chagi bo 'lsa, tg2a ni toping.

x+222. Qanday nuqtalarda у = _  funksiya grafigiga o'tkazilgan

urinma, Qx o'qining musbat yo'nalishi bilan 135" li burchak tashkil 
etadi?

23. Qanday nuqtada у = tfx funksiyaning grafigi abssissalar 
o‘qiga 30° li burchak ostida joylashgan b o iad i?

Mustaqil yechish uchun misollar
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24. Qanday nuqtada y=x3+ 2x--l funksiya grafigiga o'tkazilgan 
urinma x+y=0 to 'g 'ri chiziqqa perpendikular bo'ladi?

25. y= x4 va y*=x funksiyalarning grafiklari qaysi nuqtalarda 
qanday burchak ostida kesishishlarini aniqlang.

26. 5=2 sin 3/qonun bo'vicha to 'g 'ri chiziqli harakat qilayotgan

nuqtaning / = * paytdagi tezligini toping.
27. v=sin2/ qonun bo'vicha to 'g 'ri chiziqli harakat qilayotgan

nuqtaning t = pavtdagi tezlanishini toping.D
2 8 . M oddiy nuqta 5 = e '+ co s/  + 5/ qonun iyat b o 'y ich a  

harakatlanyapti. Bu nuqtaning /=() dagi tezligini toping.
29. Ikki moddiy nuqta sx= 2,5/2—6t+  1 va s2 = 0,5/2+2/— 3 

qonuniyat bo'yicha harakatlanyapti. Qaysi vaqtda birinchi nuqtaning 
tezligi ikkinchisinikidan 3 marta ko'p bo'ladi?

30. Moddiy nuqta 5 = ln/ + |̂ -/ qonuniyat bo'yicha to 'g 'ri 
ch iziq li harakatlanyapti. H arakat boshlangandan qancha vaqt

o'tgach, nuqtaning tezligi !m / s  ga teng bo 'ladi?
О

Funksiyalarning hosilalarini toping:
1) D arajali funksiyalar.

3 1 . y=3x2+6x+3. 32. y = 2 j x -  3- + ДX
33. у  = -  . 34. y= (l+ 2x)3u.

1+x

35 . у  = ( l x 2 -  * + 6 )8. 36. У = (/3 -  /\+ 3)4-

37 . y  = V r ^ .  38. У = ^ -

40 . y  = - ^ T) , y'(2) -  ? 
x  — 1

2) Trigonometrik funksiyalar.

43 . y=sin3x+cos2x. 44. y=cos4x.
1 ”3

46 . у  = cos x — - cos x.
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47. у = 3sin2x—sin5x.
49. у =sin(sin x).
51. y= (l+ sin2 x)4.

53. у = y[l + tgx.

I
Л

50. у =cos34 x.
4 8 .  у  = sin

52. у -  ctg^/l + x 2

54. y=sin2(cosx3).

55. у  = sin X  
1+ co sx

56. у =
1—s in x

3). Teskari trigonometrik funksiyalar.

57. y=xarcsin x. 

59

61

63

65

у = Vxarctg x.
2

Л

У
x

a rc tg x

у  = arctg(x  + v l +

у -  x arc cos x — 1

л-2 ).

X  .

58. у  =(arccos x )2.
360. у = arcsin

62. у  = 

64. У =

arccos x

yfT-

4) Logarifmik funksiyalar.

66. у =x3log4x.

6 8 . у = J ln x .

70. у  =log,(x2— 4 x).

72. у  =ln(arccos2x).
«  In X
74 - ' = '
76. у  =ln3x.

4) K o'rsatkichli funksiyalar.

77 . y—3\
79. у =ex~ cosx.

o i ,+е'
*'■ i —
83 . у  — 1

86. y = rarcsin2v.
88. у  =5ссет.

67. у =x In x.

69. v— I n(1 — 2x2).

71. у =ln5(sin x).

73. у  = (l+ lnsin  x)".

75. у = in arctg^ l + x 2.

78' У = 4x '
80. y= x4- 5 2*.

82. у =(x2—5x+6)6x. 

85. y=e~*\
87. y = a xx“.
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5) ( j iperbol ik funksiyalar.
89. у =sh2x.
91. у =sh2x+ch2x.

93. у =x2shx.

90 . y = ln c h x .
92. у =th3x.
_ . l+thjc
94 . у = - , .

1—thx

96. у =cth4x.

9 7 . у -  yjx3 funksiya x = 0  nuqtada d ifferensia llanuvch i 
boMadimi?

98. у = x cos funksiya x  - 0 nuqtada differensiallanuvchi 
bo‘ladim i?

l\r  I , 1  X  1 , ,  1 X

9 S - = 3 t h  3 -  6 t h  3

99. V .  J l  

bo‘ladim i?
funksiya x  = nuqtada differensiallanuvchi

Funksiyalarning differensialini toping:
100. у =lnx+x2. 101. v = e3x +\[x. 102. у =cos2x+3.

103. у = tg4x + x . 104. у  =log3x+sin 5x.

105. у —arcsin2 x+arctg'x.

M ustaqil yechish uchun misollarning javoblari

1. 3x2—2x. 2. 2'(ln2cosx sinx). 3. 0.
2

4. 0. 5. ^  ■ 6. — 5sin5 x.

7. 4. 8. —e-x+e\
1
X9.

2xsin  +cos , x  Ф 0 bo 'lganda
X X

0, x  = 0 bo 'lganda.

10. 1 1 1 .  3.X

13 . oo.

16. к =3/2. 17 . k = \ .
19. y=  2. 20 . ( - 1 ;  4).

12.
15

__ 2 

.v3 '
18. у — 4 . 
21. -8 / 1 5 .

22. (4;3), (0 ;— 1). 23 .
f 1 . I 4

if27 ’ t/3 24. (— 1 ;0), ( 1 , - 2 ) .
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25. ф = arctg 8 . 26 . Зл/З (m/s). 27. ч/ .Ч |" Л  >
28. 6 (m/s). 29. 6 (s). 30. 16 (s).

1 з
6x+ 6 —6 (x+ l). 32 . r~ + 4 ■\/x x3 1 .

34. 60(1 + 2xp . 

36. 121/

 ̂_ 6.xr
33- ~ ( l+x3)2'

35. 16 7x — +61 X 1X +

1
<2+;

37.

3 - X

2(1 —.Y>3/2 ' 
0.

V 1 У

39 ' ° ~ П 39' (I-/)3 40

л]Т—Х~
1

л/3'
38.

4 1.

43. co sx (3 sin 2 x — 2 cosec3x ). 44. 4sinx • sec5x.

42 . 0.
2 ..... . !

4 5 .

47.
49 .

5 1 .

5 3 .

5 5 .

5 7 .

5 9 .

6 1 .

63.

6 5 .

x —0,5 sin 2x
i 2 

X  COS X

s in x  cos x(6—5sin ’x). 
cos(sin x)cos x.

4sin2x ( 1+sin - x)\

I 1

46. —sin'x.

48 . — \ cosx .X
50. —-6sin8 xco s4x . 

2 x

5 sin 2 \/l+x2 tj(\+x2)A

2 /̂1+tgx cos2 X  

cos x + c o s 2 x

(14-COSX)2 '

arcsin x -

arctgx + .
2 V * I+ x“

2 x  arctgx+ 2 x 3 a rc tgx—x' 

(l+ .r2 )arctg2x

54. —3sin3xsin(2cos3x). 

56.

58.

1—sin x+ x  c o sx  

(1—sin x )2 

2  arccos x

\f\—x2

60.

62.

3 x 3

x + V l—x 2 a rcco sx

x+

2 л/1—- x 2 ( 1— x\f\—x 2 )

arccos x.

64. x  arccos x - V i ^ 2
1 —X

6 6 .  3 x 2 log4 x
2 In 2
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67. inx+1.

4 x
69 .

1- 2*
2 '

71. 51n4(sin x)ctg x.

73. «(1+ lnsin x )n~'ctgx.

75. a ret,B\/]+*2 ( 2 + x 2 ) s f l + x 2

77. Зл1пЗ.
79. ef(cos x—sin x).

8 L  ( i ^ ) 2 ‘

83. 3 1 0 ' ' In 10.

85. -4e~ 4\
87. a*xeln a+a'1' x°~1.

89. * sh2x.

91. 2sh2x.

93. x (2 sh x+ xch x ).

95. 9c h
2X 1 - t h

68.

70 .

72.

74.

76.

78.

1 1
2-J\n x * 

2 ( x - 2 )  
(x 2 —4x ) In 2

2
arccos 2 x  ’ 
1+ x2 —2 x 2 In x  

x ( l+ x 2 )

3 In 2x

2 ( x —x  In 2)

80. 4x ’—2-52xln5.

82. 6' (x2—3x+ l)ln6 .

84. e Jx+1

2 arcsin 2x
86.
88. —5C0S-V ■ sin x -ln5.

90. thx .

92. 3 th  x
cfrx

94, ,7 .. , . ■ch x ( l  —thx)

96. -  ■ ,
sh 4 x

97. Bo'ladi.

100. +2 x dx.

103. ,  dx.
cos 4x

105.

98. BoMmaydi.

101. 3? 3.v
2ч/х

104.

99. Bo iadi. 

dx. J02. — sxxxlxdx.

x In 3
+ 5 cos 5x dx.

2 arcsin x  3arctg  x  

Vl—X2 \+x~
dx.
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20-§ . FUNKSIYANING YUQORI TARTIBLI 
H OSILASI VA DIFFKRKNS1AM

1. Funksiyaning yuqori tartib li hosilasi. у  / (\) lunksiya («;/>) 
oraliqda berilgan bo'lsin.

1 -ta ‘rif. Agar / (x) funksiya (a\b) oraliqning liar bir \< (a,/>) 
nuqtasida f\ x )  hosilaga ega bo‘lib, bu f'(x)  funksiya v(|i (</;/>) 
nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, uni fix )  funksiyaning x(l nuqtadagi

f 2 \

ikkinchi tartibli hosilasi deb ataladi va >’л =л0' /  (x()), , X||

kabi belgilarning biri orqali yoziladi.
f ix )  funksiya (a;b) ning har bir xe(a;b) nuqtasida (// I) 

tartibli / (x )(,,-l) hosilaga ega bo 'lsin . Bu f "  °(x) funksiyaning 
x 0e («;/>) n u q tad ag i h o s ila s i (a g a r  u m avjud  bo ‘ lsa ) / (x )

funksiyaning x0 nuqtadagi n-tartibli hosilasi deb ataladi va u у
/•(»)/ •, td%\

’ dx" belgilarning biri orqali yoziladi. Odatda, / (л-)
funksiyan ing f i x ) ,  f \ x ) ,... ho sila la ri uning yuqori tartibli 
hosila lari deyiladi.

E slatm a. f(x )  funksiyaning biror xe ia\b) nuktadagi f i x )  
hosilasi mavjudligidan uning shu nuqtadagi yuqori tartibli hosilalarga 
ega bo'lishi har doim ham kelib chiqavermaydi. M asalan, f(x)=  
= \x^ fu n k s iya  x>0 d a , ju m la d a n , x = 0  n u q tad a  ham ,

f ( x ) =  ~x 2, f i x )  = 15 x  2 hosilalarga ega, lekin bu funksiya
x = 0 nuqtada chekli uchinchi tartibli hosilaga ega emas.

fix )  va g(x) funksiyalar (a;b) oraliqda aniqlangan bo'lib, ular 
xe(a;b) nuqtada n- tartibli f n)(x), g") (x) hosilalarga ega bo'lsin. 
(Buni quyidagicha tushunish lozim : f ix )  va g(x) funksiyalar x 
nuqtani o 'z iehiga olgan (a,(3)a{a\b) oraliqda f \ f" , . . . , f (n~n 
hamda g\ g '\. . . ,  "-n  hosilalarga ega bo'lib, x  nuqtada esa f n) (x) 
^ nl(x) hosilalarga ega). U holda

1) f Cf{x)\{n)=Cf{”\x), O=const;

2) |/(x)±,?(x) ]<"»=/<n 1 (x) "> (x ) ;

3 ) [/(x)-l? (x )](" — {x)-g{x)+ C ‘/ (”- n (x ) • g '(x ) +

3(C)



-С ,;/ " ’ ! ’|л> g i x )  + ... + C„‘ / I”“ ‘ l(* )* “ ><*> + ... + /<x)gw W ,

bunda С,! = »<»-l)..; (»-*+l) 
к!

(*) formula Levbnis formulas*i deyiladi.
Asosiy elementar funksiyalarning n- tartibli hosilalarini topish 

formulalarini keltiramiz:

1. у =xP\ y'")=m(m— 1 )(m— 2)...(m—n+ 1 )x"'".
Agar m butun son va n>m bo 'lsa, y (n>=0 bo 'ladi. Xususiy 

ho lda, m—— 1 bo 'lsa , у = 1 funksiyan ing «-ta rtib li hosilasi

У boMad,

2. у —Inx, /"> = (— 1)(/!— 1)! = (— l)"-1

-i i  .An) / i  \ti—1 (n  1 ) !  13. у  =lognx, v = ( - 1 )  jno x„.
4. у =e~\ у  <">=/, V v.
5. у —ab\ у (n)—b"ax\n''a.

6. у —sinbx, у u,)~bns’m(bx+n  ̂)■

7. у  —cosbx, у ln'—bncos(bx+n * ).

2. Funksiyaning yuqori tartibli differensiali. f(x) funksiya (a\b) 
oraliqda berilgan bo'lsin. Agar/ (x) funksiya xe (a;b) nuqtada chekli 
f\ x )  hosilaga ega b o 'lsa , funksiyan in g  d ifferensiali ushbu 
dy= f\x)dx  formula bilan hisoblanishini 19-§ ning 6- bandida 
ko'rdik, bunda dx m iqdor/(x) funksiya argumenti Ax ning ixtiyoriy 
orttirmasi Ax ni ifodalaydi.

Faraz q ilay lik ,/ (x ) funksiya xe(a;b) nuqtada ikkinchi tartibli 
hosilaga ega bo'lsin.

2- ta ‘rif. f{x) funksiya differensiali dy ning xe(a;b) nuqtadagi 
differensiali berilgan/(x) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali 
deb ataladi va d 2y yoki d 2f(x )  kabi belgilanadi, ya 'n i d 2y =d (dy) 
yoki d 2f(x) = d(df(x)).

Differensiallash qoidasidan foydalanib, d 2y =d(dy)=d(y'd(x))= 
d( y' )dx= y ” (dx)1 ni topamiz.
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Shunday qilib, funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali uning 
ikkinchi tartibli hosilasi orqali quyidagicha yoziladi:

d 2y = y" dx1. ( I )

bunda dx1=dx■ dx= (dx)2.
J\x) funksiya xe(a:b) nuqtada n- tartibli f {n\x) hosilaga ega 

bo'lsin. Funksiyaning (w-1)- tartibli differensiali d"~] у dan olingan 
differensial berilgan / ( a )  funksiyaning xe(a;b) nuqtadagi n- tartibli 
differensiali deb ataladi va u d”y yoki d"fix) kabi belgilanadi, y a ‘ni

dny=d(d" ly) yoki d"f(x)=d(dn~f(x)); dny=y(n'dxn. (2)

fix )  va g(x) funksiyalar {a;b) oraliqda berilgan bo'lib, ular 
xe(a:b) nuqtada differensialga ega bo 'lsin . U holda quyidagi 
formulalar o 'rin li bo'ladi:

1) d"\Cf(x)\=Cdnf(x), C=cons/;

2) d" \f(x)±f(x)]=d’'f(x)±d"g(x).
3 )  d" If(x)-g (x)\=dn [ Д а ) |•g(x)+ C\ dn~l [f{x)] ■ d[gix)] + ... + 

+C* dn~k [f(x)]-dk [g (x )] + ... + f ix )  • dn[g{x)].

u= fix )  funksiya {a,b) oraliqda, y=F{u) funksiya esa {c\d) 
oraliqda berilgan bo'lib , u lar yordam ida y=Fif(x)) murakkab 
funksiya tuzilgan bo'lsin. u=f ix) funksiya xe{a,b) nuqtada f\ x ) , 
Fin) funksiya esa mos ue(c;d) nuqtada F'{u) hosilaga ega deb, 
y =F(f{x)) funksiyaning differensialini hisoblaymiz:

1-misol. y=lnsin23A'funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini 
toping.

Yechilishi. Ikkinchi tartibli differensialni topish uchun (1) 
munosabatdan foydalanamiz:

2- misol. Ushbu у =sin5xcos2x funksiyaning n- tartibli diffe­
rensialini toping.

bunda C* n{n—1)...(л—& + 1) 
k\

dy— F ’ i f  (л))- f { x )  dx= F ’ i f  (x))'df (x).

1) /
s in “ 3 jc

2  sin 3x • cos 3 a -3 = 6ctg3x,
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Yechilishi. Berilgan funksiyani У = \ Is”1 + s' n 3*1 ko'rinishda 
ifodalaymiz. Bu funksiyaning n- tartibli differensialini topish uchun 

y " )=(sinbx)<”)=Z?”sin(Zj.T+« ^ ) va (2) formulalardan foydalanamiz:

d ny  = y ^ d x "  = ! T  sin I 7x + 1+ 3'1 sin I 3x + nn dxn.

M ustaqil yechish uchun misollar

Funksiyalarning ikkinchi tartibli hosilalarini toping:
1. y= x ln x . 2 . у —ег\ 3. у  =x3+4x\
4. у  =eos2x. 5. у  =sin3x. 6. у  =( 1 +x2)arctgx.
Funksiyalarning n- tartibli hosilalarini toping:
7. у  =eix. 8 .у =cos2x. 9. y=a(yx n+alx ,,~' +..+a".
10. у =x-cos ax. 11 . у  =sin4x+cos4x. 12. у =x n~1 Inx. 
Funksiyalarning ko‘rsatilgan tartibdagi differensiallarini toping.
13. y = x 6, d by. 14. y —cos5x, d 4y. 15. y  = J x , d 3y. 
16. y= xlnx , cFy. 17. y = x ”, d"y. 18. у  =ex\ cPy.
19. y~ sin2x, d ('v. 2 0 . y= xV J , d 20y.

M ustaqil yechish uchun misollarning javoblari

1. 2 .4eic. 3. 6x+80x3. 4. —2cos2x.

5. 2 cos x  sin 2x + 3 sin x  cos 2x. 6. 2arctgx + 2x
\+x2 ■

7. 5"e5x 8. _ 2” - ‘ sin 2x + (n — 1)

( 71 ^ /1—1 ( . ТС Лax + tv-- + na sm ax + n ■
I 2 , 2 )

1 1 . 4"“ ' cos 4x +

14. 54cos4xdx4.

16. — 64 dx5 (x  > 0). 
19. — 64sin2xdx6.

12. («—!)!

9. a{p\

13. ЬШ.

15. ' x - s' W .
4

17. n\dx". 18. 243e3W .
20 . 2 20 e 2x(x 2+ 2 0 x + 9 5 ) d x 20.
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21- §. DIFFERENSIAL 11 IS( >lt.M N<. ASOSIY 
TEOREMALAR1

1. Ferma, Roll, Lagranj va Koshi teorem alari. I )iHeiensial 
hisobining asosiy teorem alari funksiyalarni tckslm islula muhim 
rol o'ynaydi.

1- teorema ( Ferma teoremasi). fix )  funksiya biror V oraliqda 
aniqlangan b c lib , bu oraliqning ichki с nuqtasida o'/.ining ni|’ 
katta (eng kichik) qiymatiga erishsin. Agar bu nuqtada funksiya 
cheldi f'(c) hosilaga ega b o isa , u holda

/ '(c )= 0
bo iad i.

Ferma teoremasi quyidagicha sodda geometrik m aiioga ega:./ (.v) 
funksiya Ferma teoremasining shartlarini qanoatlantirganda, fix )  
funksiyaning grafigidagi (c; / (c )) nuqtaga o'tkazilgan urinma Ox 
o'qiga parallel b o iad i (21.1- chizma).

2- teorema (Roll teoremasi). / (x) funksiya:
1) |a;b\ kesmada aniqlangan va uzluksiz;
2) aqalli (a:b) oraliqda f'(x) chekli hosilaga ega;
3) oraliqning chetlarida o'zaro teng (f(a)—f(b )) qiymatlarni 

qabul qilsin. U holda kamida bitta shunday с (a<c<b) nuqta 
topiladiki,

/ '(0 = 0
b o iad i.

Bu teoremaning geometrik ma'nosi quyidagicha: f(x)  funksiya 
Roll teoremasining barcha shartlarini qanoatlantirsin. U holda bu 
funksiyaning grafigida shunday (c ./ (c )) nuqta topiladiki, bu nuqtada 
grafikka o'tkazilgan urinma Ox o'qiga parallel bo'ladi (21.2- chizma).

21 .1-  chizma. 2 1 .2 -  chizma.



Esiatma. Roll teoremasining shartlaridan aqalli bittasi buzilsa 
ham teoremaning tasdig'i o ‘rinli bo‘ lmaydi.

M iso l. Q uyidagi fu n ksiya la r uchun Roll teo rem asin in g  
shartlarini tekshiring:

b) /(x)=|x—2|, xe [0 ;4 1; e) f(x )—x3—x, xe [— 1; 1 ].

Yechilishi. a) Roll teoremasining 2) va 3) shartlari bajariladi, 
lekin 1) sharti bajarilmaydi: funksiya kesmada uzluksiz emas, x= l 
nuqtada u uzilishga ega, chunki

lim / (x ) = 1, am m o / (l)= 0va / '(c ) bo'ladigan x=c nuqta 
mavjud emas (21.3- chizma).

b) [0;4] kesmada berilgan /(x)=| x—2 | funksiya uchun Roll 
teo rem asin in g  1) va 3) sh a rtla r i b a ja r ila d i, lek in  2) shart 
bajarilmaydi, funksiya x - 2  nuqtada differensiallanuvchi emas (21.4- 
chizma). Demak, f'(c)= 0 bo'ladigan с nuqta mavjud emas.

d) [0; 11 kesmada / (x)= x funksiya uchun Roll teoremasining
1) va 2) shartlari bajariladi, lekin 3) sharti bajarilm ayd i:/ (( !)?/ (1), 
chunki / (0 )= 0 , / (1)= 1. Demak, / '(c ) =0 bo 'lad igan с nuqta 
mavjud emas (21.5-chizma).

(?) [— 1; 1 j kesmada berilgan / (x )= x3—x  funksiya uchun Roll 
teoremasining hamma shartlari bajariladi: l )/ (x )= x 3—x funksiya 
[—1;0] da aniqlangan va uzluksiz:

i -

о

p

21.3- chizma. 2 1 .4 -  chizma.
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2) (— 1; 1) oraliqda f'{x) =3x2— 1 chckli hosilasi mavjud;
3) oraliqning chetlarida o'zaro teng (/(—I) ./ (I )) qiymatlarni

l I
qabul qiladi. Demak, / '(x )= 0  bo'ladigan -vi /( • xi ^
nuqtalarning mavjudligini 21.6- chizmadan ko‘rish mumkin.

3-teorem a (Lagranj teoremasi). 1) fix )  funksiya: |a;/>| kesmada 
an iqlangan va uzluksiz, 2) aqalli (a;b) oraliqda chckli f'(x )  
hosilaga ega bo isin , u holda shunday с (a<c<b) nuqta topiladiki, 
bu nuqtada

_  f  (b)—f  (a) 
a—b

o‘rinli bo iad i.
Lagranj teoremasining geometrik m a iio s i quyidagicha. Faraz 

qilaylik , f(x) funksiya Lagranj teoremasining hamma shartlarini 
q an o atlan tirs in . F unksiya g rafig in in g  A (a ;f(a ) ) ,  B(b,f(b))
nuqtalarini to ‘g ‘ri chiziq bilan birlashtiramiz. f\ x ) — bu f(x) 
funksiya grafigining (x; fix ))  nuqtasidan o'tkazilgan urinmaning 
burchak koeffitsiyentidir, tg a  = f \ x ) . Shunday c{a<c<b) nuqta 
topiladiki, fix )  funksiya grafigiga (c/ (c)) nuqtada o'tkazilgan urinma 
AB to 'g 'ri chiziqqa parallel bo'ladi (21.7- chizma).

2 1 .5 -  chizma.

—K- 
I I (>

v3

V J

\  i У

2 1 .6 - chizma.

2 1 .7 -  chizma.
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4- teorema. (Chekli orttirmalar haqidagi umumlashgan Koshi 
teoremasi). 1) f i x )  va g ( i)  funksiyalar \a,b\ kesmada uzluksiz, 2)
aqalli (a\b) oraliqda f i x )  va £ '(x) chekli hosilalarga ega bo'lib,

\/xe{a;b) uchun g'ix) ^0 bo 'lsa , u holda shunday c(a<c<b) 
nuqta topiladiki.

fib) fia) _ f ’ic) 
gib)—gici) g\c)

tenglik o'rinli bo'ladi.
M isol. Ushbu tengsizliklarni isbotlang:

a) ln (l+ x)< x (x>0),

b) arctgx2 — arctgXj < x 2 — x, , x, , x ,  e  ( - ° ° ;+ ° ° )

Isboti. a) |0;x] kesmada berilgan / (x )= ln (l+ x) funksiya uchun 
Lagranj teoremasining hamina shartlari bajarilsa, u holda teorema 
shartiga ko'ra shunday с (0<c<x) nuqta topiladiki

f i x )  — / (0 ) = In(1 + x ) = ^  x < x 

bo'ladi, chunki , 1 < 1.l+c
b) [x ,;x 2] kesm ada berilgan  / (x )= a rc tg x  funksiya uchun 

Lagranj teoremasining hamma shartlari bajariladi, u holda

/ (x 2) — / (x , ) = arctgx, — arctgx, = (x2 — x ,);
1 + c~

bu ayirmani baholaymiz:

1*2 ~x\\ I Iarctgx2 — arctgx, < -------T-  < x2 — x. ,
1+ C -  1 ‘  1

chunki 0 < 1, < 1.
\+C~

Mustaqil yechish uchun misollar

1. /(x)=3x2— 1 funksiya uchun [1;2] kesmada Ferma teorema­
sining shartlari bajariladim i?

2. / (x ) = ^ - l  funksiya uchun [— 1; 1 ] kesmada Ferma 

teoremasining shartlari bajariladim i?



sining shartlari bajariladim i?
4 ./ (x )= l—[x] funksiya uchun [—1; 1J kesmada Roll tcorema- 

sining shartlari bajariladim i?
5 ./(x)= sinx funksiya uchun [1;2] kesmada Roll teoremasining 

shartlari bajariladim i?
Lagranj teorem asidan  foydalan ib  quyidagi tengsiz lik larn i 

isbotlang:
6. er>e -X, x>l.
7. sin x  — sin у  < x  — у .

8. с > 1 +x, xe R1

9 ./ (x )—x2 funksiya uchun 13 :41 kesmada Lagranj teoremasining 

shartlarini tekshiring.

10 ./ (x)= x2—2x+3 va g (x)=x-'~7x2+20x— 5 funksiyalar uchun 

[1;4| kesmada Koshi teoremasining shartlarini tekshiring.

Koshi teoremasi o‘rinlim i?

12./(x)=x2 va g (x)=x2funksiyalar uchun | — 1; 11 kesmada Koshi 

teoremasi o ‘rinlim i?

Xl l ./ (x )= e x va g (x ) = - 2 funksiyalar uchun [—3;3] kesmada

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

1. Bajarilmaydi. 

4. Bajarilmaydi.

10 . c= 2.

2. Bajarilm aydi. 3. Bajariladi.

5. Bajariladi. 9. с = 7 .

11. Bajarilmaydi.
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12 . Bajarilmaydi.
22- §. TENGLAMASI OSHKOR SHAKLDA BERILGAN 
FUNKSIYANI HOSILA YORDAMIDA TEKSHIRISH

I. Funksiyaning m onotonlik oraliqlarini aniqlash. Biz 1 bobda 
funksiyan ing inonoton lig i, y a 'n i o 'suvchi (q a t 'iy  o 'su vch i). 
kam ayuvchi(qat'iy kamayuvchi) boMishi ta 'rillarin i keltirgan edik. 
Endi hosila yordam ida funksiyaning m onotonligini an iq lash 
mumkinligini ko'rsatamiz. / (a )  funksiya (a;b) oraliqda aniqlangan 
bo'lsin.

1 -teorem a. / ( a )  funksiya (a\b) oraliqda chekli / ' ( a )  hosila­
ga ega bo'lsin. Funksiyaning shu oraliqda o'suvchi (kamayuvchi) 
bo'lishi uchun

f  (x )> 0  ( f  (a )< 0 ) , a  e{a\b)

tengsizlik bajarilishi zarur va yetarli.
2- teorem a. f(x) funksiya (ci;b) oraliqda chekli hosilaga ega

bo'lib, f'(x)>0  ( / ' ( a)<0) tengsizlik o 'rin li bo'lsa, /(.x) funksiya 
(a\b) oraliqda qat'iy  o‘suvchi( qat'iy  kamayuvchi) bo'ladi.

3 -  te o re m a ./ (a ) funksiya (a\b) oraliqda chekli / ' ( a )  hosilaga 
ega bo'lsin. Bu funksiyaning (a;b) oraliqda o'zgarmas bo'lishi uchun

f ’ (a )=0 , a e(a;b)

bo'lishi zarur va yetarli.
2- teoremaning geometrik m a'nosi quyidagicha:
1) / ' ( a ) > 0  (tg a  > 0) shart funksiya grafigining har bir nuqta- 

siga o'tkazilgan urinm a abssissalar o'qining nnisbat yo'nalishi bilan
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2) /'(x)< () shart esa o ‘tmas burchak tashkil ctishini anglatadi 
(22.2-chizm a).

Eslatma. Agar f ' ( a )>0 bo'lsa, Ur(a) da f(x) funksiya o'suvchi 
deb xulosa chiqarish mumkin emas. M asalan, 22.3- chizmada

r X 1tasvirlangan f(x )  = + x~ sin x  funksiya a=0 nuqtada musbat 
hosilaga ega, lekin Ща) da funksiya monoton emas.

o ‘tkir burchak tashkil qilishini (2 2 .1 -  chizma);

22 .3 - chizma.

Eslatma. Funksiya hosilasining (a\b) oraliqda musbat (manfiy) 
bo'lishi funksiyaning qat'iy  monoton bo'lishi uchun zaruriy shart 
bo 'la olmaydi. M asalan, у  =x' funksiya ( — 1, 1) oraliqda o'suvchi 
bo'lgani bilan uning y' = 3x2 hosilasi hamma joyda musbat emas, 
x=0 da esa nolga aylanadi.

Funksiyani monotonlikka tekshirganda avvalo uning hosilasini 
topish kerak (u mavjud bo'lgan jovda), so'ngra hosila musbat 
(manfiy) bo'ladigan oraliqlarini aniqlash kerak. Hosilasi musbat 
(m an fiy ) b o 'lg an  o ra liq la rd a  fu n k s iya  m onoton o 'su v ch i 
(kam ayuvchi) bo 'ladi.

1-misol. Ushbu funksiyani monotonlikka tekshiring:

f{x) =x2\nx.
Yechilishi. Berilgan funksiya (0;+°°) oraliqda aniqlangan. Uning 

hosilasi
f\ x )  = 2x In x+x  

bo'ladi. Endi 1- teoremaga ko'ra



f ' (x )  > 0, ya ‘ ni 2x  In x + x  > 0
voki

f'(x)  < 0, ya'n i 2x In x+x < 0 
bo'ladigan nuqtalar to‘plamini topamiz:

_ i _ i
a) x(2 In x + 1) > 0 => 2 In x + 1 > 0 => x > e 2,[<? 2,+°°),

b) x(2 ln x  + l)<0<=>21nx + l< 0 = } x < e 0;e 2

Bundan berilgan funksiya uchun [e : )  da / '(x )> 0 .

0;e 2

0:e 2

da f'(x)  <0 bo‘lishini olamiz. Demak, berilgan funksiya

da kamayuvchi, [e~ 1/2; + o o )  da esa o'suvchi ekan.

2- misol. Ushbu funksiyani monotonlikka tekshiring: 

f(x ) = x? -  1 .
Yechilishi. Berilgan funksiya ucluin D(f)=(—^\0)u(0;+<»)

Uning hosilasi f\ x )  = З.т2 + 2 bo'ladi. Ravshanki, (—°°;0) va

(0;+°°) oraliqlarda f\ x )>  0.
Demak, 2- teoremaga ko'ra berilgan funksiya (—°°;0) va (0;+«>) 

oraliqlarda qat'iy  o'suvchidir.
2. Funksiyaning ekstremum qiymatlari. Qaralayotgan oraliqlarda 

funksiyaning hosilasini aniqlash uning shu oraliqda ekstremum 
qiymatlar beruvchi nuqtalarini va ularni topish imkoniyatini beradi.

4-teorema (Funksiya ekstremumga ega bo'lishining /aruriy sharti). 
Agar f(x)  funksiya x0(x0e(a\b)) nuqtada hosilaga ega bo'lib, u 

shu nuqtada ekstremumga ega bo'lsa,

/ ' ( * o )  =  0

bo'ladi.
Bu shart funksiya ekstremumga ega bo'lishi uchun yetarli shart bo'la 

olmaydi. Masiilan, funksiyaning x  =0 nuqtadagi hosilasi nolga teng, 
ya 'n i y '(0 ) = 0, lekin funksiya bu nuqtada ekstremumga ega emas.

O datda, funksiyaning hosilasi nolga aylanad igan  nuqtalar 
statsionar (turg 'un, kritik) nuqtalar deb ataladi.
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x() nuqtada funksiya hosilaga ega bo'lmasa ham ekslremumga ega 
bo'lishi mumkin. M asalan, l)/(x)=|x| funksiyan in g* ! 0 nuqtadagi
hosilasi mavjud emas, lekin funksiya x  =0 nuqtada minimumga ega

2

(22.4-chizm a). 2) / (x )  = x 3 funksiyaning x =0 nuqtadagi hosilasi 
cheksiz, lekin funksiya x= 0  nuqtada minimumga ega (22.У chi/.ma).

D em ak, funksiyaning hosilasi cheksiz yoki hosilasi mavjud 
bo‘ lmagan nuqtalarda ham ekstremum mavjud bo'lishi mumkin 
ekan.

Shunday qilib, / (x ) funksiyaga ekstremum qiym at beruvchi 
nuqtalarni funksiyaning statsionar nuqtalari, funksiyaning hosilasi 
mavjud bo'lm agan nuqtalar, funksiyaning hosilasi cheksiz bo'lgan 
nuqtalar orasidan izlash kerak ekan. Odatda bunday nuqtalar 
ekstremumga shubhali nuqtalar deb ataladi.

a) Ekstremum mavjud boMishining birinchi ye ta rli sharti. 
xQe(a,b) nuqtaning

u j (x0) = {xe  R : x0 — 5 < x < x0; 8 > 0}, 

ий+(х0) = {хе R : x0 < x < x0 + 5; 5 > 0}

chap va o 'ng atroflarini qaraymiz.
Faraz q ilaylik , y=f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz bo'lib , 

us(x0) da chekli f'(x) hosilaga ega bo'lsin (x0 nuqtada hosila mavjud 
bo'lmasligi ham mumkin).

1. A gar V xe  щ (x0) uchun, / '(x )> 0 , V x e  и6+(х 0) uchun
f'(x)<0 bo 'lsa, / (x ) funksiya x0 nuqtada maksimumga erishadi 
(22.6- chizma).
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Agar V xgm 5 (x0) uchun /'(x)<0, Vx g  u* (x0) uchun / '(x)>0 
bo‘lsa ,/ (x ) funksiya x(l nuqtada minimumga erishadi (22.7- chizma)

V xg  u8 (x0) uchun /'(x)>0,

Vx g  Mg (x0) uchun f'(x)>0
yoki

Vx g  щ (x0) uchun / '(x)<0,

Vxg  г/g (x0) uchun /'(x)<0

bo'lsa, f{x) funksiya x(l nuqtada ekstremumga erishmaydi.
у —f(x )  funksiyaga ekstremum qiym at beruvchi nuqtalarn i 

birinchi tartibli hosila yordamida topish qoidasi:
1. f'ix) hosila topiladi.
2. у —fix )  funksiyaning kritik nuqtalari, y a ‘ni f'ix) hosila 

nolga aylanadigan yoki uzilishga ega bo‘lgan nuqtalar topiladi.
3. Topilgan kritik nuqtalar/(x) funksiyaning aniqlanish sohasini 

o raliq larga a jra tad i, shu oraliq larda f'ix)  hosilan ing ishorasi 
tekshiriladi.

4. F u n k s iy a n in g  ekstrem um  n u q ta la rd a g i q iy m a t la r i 
hisoblanadi.

1-m iso l. Ushbu f{x)= x4—4 x ’ fun ksiyan i ekstrem um ga 
tekshiring.

Yechilishi. 1. f'{x)=4x3— 12x2.
2. 4x3 (x—3)=0 => x  =0, x2=3.



3. Intervallar usuli b ilan/ '(x)= 4x2(x- 3) hosila x s 3 tin musbat, 
x < 0 v a 0 < x < 3  da m anfiy bo'lishini aniqlaymi/:

x,=0 nuqtadan o 'tishda hosilaning ishorasi o'/giirmaganligi 
uchun bu nuqta ekstremum nuqtasi bo‘lmaydi.

x=3  nuqtadan o'tishda hosila ishorasini " dan ,. I “ ga o ‘/ga 
rtirdi. Demak, ekstremumning birinchi yetarli shartiga ko'ra x,=3 
minimum nuqtasidir.

4 ./  . (3)=—27.J  mm v 7

2- misol. f  (x) = \Jx* (x — 5) funksiyani ekstremumga tekshi­
ring.

Yechilishi. 1. f'(x)  = (x — 5) + yfx* =  ̂ .

x= 0  (bu nuqtada hosila uzilishga ega) va x=2  (bu nuqtada 
hosila nolga aylanadi) nuqtalar kritik nuqtalardir.

Quyidagi jadvalni tuzamiz:

X (-oo; 0) 0 (0 :2) 2 (2; +°o)

/ U ) + M avjud
emas

— 0 +

Л t) N .
Лтнп 2̂' =

= -3^4 = -4, 8

4 -/ m J0 )= 0  ./ min(2 )= -3^/4- - 4 , 8 .

3- misol. f (x )  =  ̂x4 + 2 funksiyani ekstremumga tekshiring. 

Yechilishi. 1. f\ x )  = x\
2. f\ x ) = 0, 3x2 = 0 => x  = 0 n u q ta  s ta ts io n a r  n u q ta  

bo'ladi.
1. R av sh an k i, V x e « 6 (0) uchun f\ x )=  3x2<0 => x<0,

V xe ws+(0) uchun f ' ( x )— 3x2>0 => x> 0 bo'ladi.
2. Demak, funksiyaning hosilasi x= 0  nuqtadan o'tishda o'z 

ishorasini m anfiy “ dan musbat („+ “) ga o 'zgartirar ekan. 
Berilgan funksiyaning o'zi x= 0  nuqtada uzluksiz.

Shunday qilib, berilgan funksiya ekstremumning birinchi yetarli 
shartiga ko'ra x=0 nuqtada minimumga erishadi. Uning minimum

qiymati /min(x ) = i . 0 + 2 = 2.
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b) Ekstremum mavjud bo‘lishining ikkinchi yetarli s l ia r t i .  a0

nuqta/(.v) funksiyaning statsionar nuqtasi, y a ‘n i / '(x 0) = 0 b o ls in . 
Agar f(x)  funksiyaning x„ nuqtadagi ikk inch i tartib li hosilasi 
mavjud bo‘lib, f\ x  0) < 0 (/'(*<>) > 0) b o isa , / (x ) fu n k s iya  x, 
nuqtada maksimumga (minimumga) erishadi.

v =y'(X) funksiyaga ekstrem um  q iym at beruvch i r iu q ta n i
ikkinchi tartibli hosila yordamida topish qoidasi.

1. / '(x )  hosila topiladi.
2. Berilgan funksiyaning kritik nuqtalari, ya ni / ( x ) = 0  b o la -  

digan nuqtalar topiladi.
3. Ikkinchi tartibli hosila f\ x )  topiladi.
4. Ikkinchi tartibli hosilaning ishorasi har bir kritik nuqtada 

tekshiriladi. Bunda agar ikkinchi tartibli hosila manfiy b 0 ‘ lsa, u 
holda funksiya bundav nuqtada m aksim um ga, musbat b o isa , 
minimumga ega boiadi. Agar ikkinchi tartibli hosila nolga ten g  bo isa, 
u holda funksiyaning ekstremumini birinchi yetarli shart b 0 ‘yicha
tekshirish kerak. . . . .

5. Funksiyaning ekstremum nuqtalardagi qiymatlari h isoblanadi.
1 -misol. Ushbu funksiyaning ekstremumini ikkinchi tartib li 

hosila yordamida tekshiring:

/  (x)= x’—9x2+24x— 12.

Yechilishi. 1. f\ x )  3x '-18x+ 24 .

2 6x+8= 0 => x =2, x:= 4 -  statsionar nuqtalar.

3. f\ x )  = 6x—18.
4 / ' ( 2) =6 • 2—18<0 bo igan i uchun x = 2 nuqtada funksiya

m a k s i m u m g a  ega b o iad i; f W  = 6 2 -  18 > 0 bo igan i uchlln 
x=4 nuqtada minimumga ega bo iad i.

5. f mJ2 )= f(2 )= V -9  ■ 2-+24 ■ 2 -1 2  = 8.
j- ^4)=у(4)=4'—9 • 42+24 - 2 —12 -  4.

2 - misol. / (x )= x '-6 x -  funksiyaning ekstrem um ini ikk inch i 
tartibli hosila yordamida tekshiring.

Yechilishi. 1. / '(x )= 3 x2— 12x.
2 . Зх2— 18 x=0 => x =0, x2=4 -  statsionar nuqtalar.
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4- f"(0) = —12<0 bo 'lgan i uchun л—0 nuqtada ГппЫуи m;iksi 
m um ga ega bo 'lad i; / " ( 4 )— 12>0 bo 'lgan i uchun \ I iiik|IihI:i 
m inimumga ega bo'ladi.

5. / max(0)= /(0)= 0,
/ nm(4 )= / (4 )= -3 2 .

3-m isol. / (x )= (x — 2)4 funksiyani ekstrem um ga tekshiring.
Yechilishi.
1. / '(x )= 4 (x -2 )-\
2. (x— 2)3—0 => x=2 — statsionar nuqtadir.
3. / '( x ) = 1 2 ( x - 2 ) 2.
4. Ikkinchi tartib li hosila л—2 nuqtada nolga ay lanad i, shuning 

uchun ekstrem um ning b irin ch i ye tarli sharti b o 'y icha berilgan 
funksiyani ekstrem um ga tekshiram iz.

R av sh an k i, V x e « s (2) uchun / '(x )= 4 (x —2):'<0; VxeWg(2 )  
uchun f\ x )  = 4(x— 2)?>0 => x  >2 bo 'lad i.

D em ak, b erilgan  funksiya , ekstrem um ning b irin ch i yetarli 
shartiga ko 'ra , x= 2 nuqtada m in im um ga erishadi.

5 . f nJ2)=f(2)=Q.
(1) Ekstremum mavjud bo‘lishining uehinchi yetarli sharti. / (x ) 

funksiyaning x0e (a;b) nuqtada f\ x 0). f"(x0) , . . . , f in)(x0) hosila- 
lari mavjud bo 'lib , b iror n >2 son uchun f\ x 0)=  / '( x 0) =...=/'*"“
11 (x0)=(). / (/,)(x0)?t0 b o 'ls in .

Agar: a) n juft son bo 'lib  (n=2m, me N), f ,’"(x0)= f(2m)(x0)<0 
tengsizlik o 'rin li bo 'lsa . f(x)  funksiya x() nuqtada m aksim um ga; 
/ и'](хо)= /(2т,(х{))>0 tengsizlik o 'r  inli b o 'ls a ./ (x ) funksiya nuqtada 
x0 m inim um ga ega bo 'ladi.

b) n toq son bo 'lsa (n 2m \ 1, me AO, / (x ) funksiya ekstre­
mumga ega bo'lm aydi.

1- misol. / (x )= (x — c)n funksiyani ekstrem um ga tekshiring.
Y e c h ilish i. R a v s h a n k i ,  f\ c)= fa)(c) = ... = f i'n^ \ c )~  0, 

f [n){c) = /;! > 0 bo 'lad i. Ekstrem um ning uchinchi yetarli shartiga

3. / ' ( * ) =  6 х - 1 2 .
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ko'ra, л juft bo'lganda funksiya x =c nuqtada minimumga ega bo'ladi, 
n toq bo'lganda esa ekstremumga ega bo'lmaydi.

2- misol. / (x) =2ch x +2cos x funksiyani ekstremumga tekshi­
ring.

Yechilishi. Berilgan funksiya uchun / '(x )  = 2 sh x — 2sinxbo ‘lib,

f\ x)  hosila x  =0 nuqtada nolga aylanadi.
Demak, x  =0 statsionar nuqta. Berilgan funksiyaning yuqori tartibli 

hosilalarini topib, ularning x  =0 nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:

f"(x) = 2chx -  2 cos x , / '(()) = 0, 
f'\x) = 2chx + 2 sin x , / * ( 0) = 0,
/ lv (x) -  2chx + 2 co sx , / lv (0) = 4 > 0,

juft tartibli hosila x= 0  nuqtada noldan farqli bo'lib, u musbat 
bo'lgani uchun berilgan funksiya x= 0  nuqtada minimumga ega 
b o 'lad i. Shu nuqtada fun ksiyan in g  q iym atin i h isob laym iz : 
f  (0)=4.■/ranr

3. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini topish.
/ (x ) funksiya [a\b\ segmentda aniqlangan va uzluksiz bo'lsin. 
Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko'ra funksiyaning \a:h\ da 
eng katta hamda eng kichik q iym atlari mavjud bo'ladi va bu 
qiymatlarga segmentning nuqtalarida erishadi.

Funksiyaning eng katta qiymati quyidagicha topiladi:
1) Д х )  luinvsiyaning (,a;b) intervaldagi maksimum qiymatlari 

topiladi. Funksiyaning (,a,b) dagi hamma maksimum qiymatlaridan 
iborat to'plam {max/(x)} bo'lsin;

2) funksiyaning \a:h\ segmentning chegarasidagi, ya 'n i x=a, 
x=b nuqtalardagi f(a )  va f(b) q iym atlari hisoblanadi. So 'ngra 
{max/(x)} to'plam ning barcha elementlari bilan f(a )  va f(b) lar 
taqqoslanadi. Bu qiym atlar ichida eng kattasi f(x) funksiyaning 
[a\b] dagi eng katta qiymati bo 'ladi. Xuddi shu usulda funksiyaning 
eng kichik qiymati ham topiladi.

Biror oraliqda uzluksiz bo'lgan funksiyaning eng katta va eng 
kichik qiymatlarini topish uchun:

1) bu oraliqda funksiyaning tegishli statsionar nuqtalarin i 
topish, bu topilgan statsionar nuqtalarni ekstremumga tekshirish 
va funksiyaning bu nuqtalardagi qiymatlarini hisoblash;

2) funksiyaning oraliqning chetki nuqtalaridagi qiymatlarini 
topish;
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3) topilgan qiymatlarni oraliqning ichidagi funksiyaning cksl re 
mum qiym atlari bilan solishtirish kerak; bu qiym atlarning eng 
kichigi va eng kattasi, mos ravishda, funksiyaning qaralayotgan 
oraliqdagi eng kichik va eng katla qiymatlari bo iad i.

1-misol./(x)=.x2—4x+3 funksiyaning [0;3] oraliqdagi eng katta 
va eng kichik qiymatlarini toping.

Yechilishi. 1) f '(x )—2x—4, 2x—4=0 => x=2e[0;3| ctatsionar 
nuqta. f(2)= — 1.

2) / ( 0)= 3, / ( 3)=0.
3) Shunday qilib, funksiyaning eng kichik qiymati — 1 ga teng 

b o lib , funksiya unga oraliqning ichki nuqtasida erishadi, eng katta 
qiymati esa 3 ga teng b o lib , funksiya unga oraliqning chap chetida 
erishadi:

^ = / ( 2 ) = - Ь  / „  tett,=/<0)=3.
2-misol. Konserva bankasi radiusi r va balandligi h bo lgan  

silindrdan iborat. r  va h lar orasidagi munosabat qanday boiganda 
to la  sirti o'zgarmas bo'lgan konserva bankasi eng katta hajmga 
ega bo 'ladi?

Yechilishi. Konserva bankasining to 'la sirtini Sb ilan  belgilaymiz. 
M a 'lum k i,

S=2nr + 2л:rh, /j=const, (1)

S  s  ,bundan n = — r. Konserva bankasining liajmi V=nr2h=  ̂ r — nr .2%r ' 2
$  !D em ak, m asala V(>’) =  ̂ r — nr funksiyan ing eng katta 

q iym atin i top ishga ke ltir ild i. Shun ing  uchun bu funksiyan i

maksimumga tekshiram iz. V'(r)= 1 r — nr2, r  >0 ekanligini
nr

eTiborga olib,
’ sr =

bo'lishini topamiz.
6 К (2 )

/ sFunksiya ekstremumga ega bo 'lsa , faqat r = nuqtada

ega bo'lishi mumkin. r  < S bo'lganda V'(r) = 3n\ 6 л
fs~r > b o ig an d a  esa V'{r)<() bo'ladi.

V 67Г

I 6tc

f s _  ^
Ьп Г
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shartiga asosan, V(r) funksiya r ~ n u q t a d a  maksimumga

erishadi. Endi konserva bankasi eng katta hajmga ega bo'lishi uchun 
r  bilan h orasida qanday bog‘lanish borligini aniqlaymiz. 

h(1) bilan (2) dan -  = 2 ,, h=2r. Demak, eng katta hajmga ega
bo'lgan konserva bankasini yasashda uning balandligini diametrga 
teng qilib olish kerak bo iad i.

4 . Funksiya grafigining qavariqligi va botiqligi. y =f ( x )  funksiya 
(a;b) intervalda berilgan bo'lsin. Agar funksiyaning grafigi (a;b) 
oraliqning ixtiyoriy nuqtasidan o lk az ilg an  urinmadan yuqorida 
(pastda) yotsa, bu funksiya grafigi qavariq (botiq) deyiladi (22.8, 
22.9- chizmalar).

Hosila yordamida funksiya grafigining qavariqligi va botiqligini 
tekshirish mumkin.

y =f ( x )  funksiya (a,b) intervalda chekli f \ x )  hosilaga ega 
bo'lsin.

Demak, funksiya ekstremumga ega bo'lishining birinchi yetarli

5 -te o re m a ./(.x) funksiya grafigi (a;b) oraliqda qavariq( qat’iy 
qavariq) bo lish i uchun uning f\ x )  hosilasining shu oraliqda 
kamayuvchi (qat'iy kamayuvchi) bo'lishi zarur va yetarli.

6 -teorem a./(.\) funksiyaning (a;b) oraliqda botiq (qat'iy  botiq) 
b o lish i uchun uning f'(x) hosilasining shu oraliqda o'suvchi 
(qat'iy  o'suvchi) bo'lishi zarur va yetarli.

y=f(x) funksiya (a;b) oraliqda ikkinchi tartibli hosilaga ega 
bo'lsin.

22.8- chizma.
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7-teorem a. / (x ) funksiya grafigi (a\b) oraliqda qavariq (botiq)

bo'lishi uchun f"(x) > 0 (/ '( * )  < 0) tengsizlikning o 'rin li bo‘ lishi
zarur va yetarli.

1 - misol. / (x)=X*—2x3+6x—4 funksiya grafigining qavariqlik va 
botiqlik oraliqlarini toping.

Yechilishi. f\ x )  =4x3- 6 x :+6, f i x )  = 12x2-1 2 x =  12(x2- x )=  
=12x(x— 1) larni topamiz. Ravshanki, (-«>;0) va (l;+^>) oraliqlarda 
f"(x) >0 tengsizlik o 'rin li, ya ‘ni bu oraliqlarda funksiya grafigi 
qavariq bo 'lad i, (0;1) oraliqda esa f i x )  <0 tengsizlik o 'rin li, ya'n i 
bu oraliqda funksiya grafigi botiq bo'ladi.

5. Funksiya grafigining egilish nuqtalari. Funksiyaning hosilasi 
yordamida uning egilish nuqtalarini topish mumkin. f ix )  funksiya 
x(l nuqtaning biror w5(x0) (8>0) atrofida aniqlangan bo'lsin.

1 - ta ‘rif. Agar f(x)  funksiya wfi“ (x0) oraliqda botiq (qavariq) 
bo‘lib. Wg (xq) oraliqda esa qavariq (botiq) bo'lsa, (x0,/ (x 0)) nuqta 
(funksiya grafigining) egilish nuqtasi deb ataladi.

A gar xue ia;b) f  (x) funksiya g rafig i eg ilish  n uq tasin in g  
abssissasi bo'lsa, bunda ikkinchi tartibli hosila mavjud bo'lishi ham, 
boMmasligi ham mumkin.

Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi nolga aylanadigan yoki 
mavjud bo'lm aydigan nuqtalar II tur kritik nuqtalar deyiladi. Bu 
nuqtalarda egilish mavjud bo'lishi ham, boMmasligi ham mumkin. 
M asalan, x= 0  nuqta у = х ? va v ^ x 17' funksiyalar uchun egilish 
nuqtasi bo'lib. у  =x’ funksiyaning x=() nuqtada ikkinchi tartibli 
hosilasi mavjud, =xl/: funksiyaning esa ikkinchi tartibli hosilasi 
mavjud emas.

8 - teorema (egilish nuqtasi bo'lishning zaruriy sharti). Agar 
fix )  funksiyaning grafigi M (x0, / (x0)) nuqtada uzluksiz ikkinchi 
tartibli hosilaga ega bo'lsa, /"(x0) =0 bo'ladi.

9- teorem a (egilish nuqtasi bo 'lishning yetarli sharti). fix )  
funksiya x0 nuqtada uzluksiz, bu nuqtada chekli yoki cheksiz hosilaga 
ega bo'lib, x0 nuqtaning biror atrofida, ya 'n i

Vx 6 Wg*(x0) uchun f i x )  > 0 i f i x )  < 0);
Vx £ Wg (xq ) uchun f ’(x)< 0 ( / '( i )  > 0)

tengsizlik lar o 'rin li b o isa , (x(), / (x 0)) nuqta f ix )  funksiyaning 
egilish nuqtasi bo'ladi.
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10- teorema (egilish nuqtasi bo iishning ikkinchi yetarli sharti). 
Agar / <2,(^o) =0 bo'lib , / (3)(x0)*0  bo 'lsa, (x0, fix ,))  nuqta / (x ) 
funksiyaning egilish nuqtasi bo'ladi.

Masalan, y = x 3—3x2—4 funksiya uchun (1 ,—b) nuqta egilish 
n u q ta s id ir . H aq iq a tan  ham , f (2)(x)=6(x— I ), / ,2'(1 )= 0 , 
/ Г)(1 )“ 6^0.

Demak, 10- teorem aga asosan. Л/(1 ,—6) nuqta berilgan 
funksiya grafigining egilish nuqtasi bo'ladi.

y= /(x) funksiya grafigining egilish nuqtalarini topish qoidasi:
1. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f"(x) topiladi;
2. y - f(x )  funksiyaning II tur krilik nuqtalari, ya'n i f"(x) 

hosila nolga aylanadigan yoki uzilishga ega bo'lgan nuqtalar topiladi;
3. Topilgan kritik nuqtalarf(x)  funksiyaning aniqlanish sohasini

oraliqlarga ajratadi. Bu oraliqlarda ikkinchi tartibli f\ x )  hosilaning 
ishorasi tekshiriladi. Agar bunda x0 kritik nuqta qavariqlik va 
botiqlik oraliqlarini ajratib tursa, x0 nuqta funksiya grafigining 
egilish nuqtasi abssissasidan iborat bo 'ladi;

4. Funksiyaning egilish nuqtalardagi qiymatlari hisoblanadi.
1- misol. /(x)= 6x2—x3 funksiya grafigining egilish nuqtalarini

toping.
Yechilishi. I. / '(x )= 12x— 3x2, f"(x) —12—6x.
2. 12—6x=0, y a i i i  x= 2  yagona kritik nuqta.
3. (-°°;2) oraliqda f"(x) >0, (2;-н~) oraliqda esa f"(x) <0 

bo‘lgani uchun 9-teorem aga ko'ra x = 2  nuqta funksiya grafigi 
egilish nuqtasining abssissasidir.

4. Bu nuqtaning ordinatasini topam iz;/ (2)=  16. Shunday qilib, 
(2; 16) nuqta funksiya grafigining egilish nuqtasi bo 'lar ekan.

6 . Funksiyalarni to ‘ liq tekshirish va ularning grafiklarini chizish. 
Biz III bobning yuqoridagi paragraflarida funksiyalarning o'zgarish 
xarakterini hosilalar yordamida o'rgandik. Funksiyaning o'zgarish 
xarakterini hosila yordamida o'rganish funksiya grafigini aniqroq 
yasashda muhim rol o 'ynaydi.

Funksiyalarni to'liq tekshirish va ularning grafiklarini yasashni 
quyidagi sxema bo'vicha olib borish maqsadga muvofiq bo'ladi:

1. Funksiyaning aniqlanish sohasini topish:
2. Funksiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nuqtalarini 

topish;
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3. Funksiyaning juft, toqligi hamda davriyligini aniqlash;
4. Funksiya grafigining o ‘qlar bilan kcsishish nuqtalarini topish;
5. Funksiyaning ishorasi saqlanadigan oraliqlarni aniqlash;
6. Funksiya grafigining asimptotalarini topish;
7. Funksiyani monotonlik oraliqlarini topish va ckstremumga 

tekshirish;
8. Funksiya grafigining qavariqligi hamda botiqligini aniqlash, 

egilish nuqtalarini topish;
9. Funksiya grafigini chizish.

x 3
1- misol. /(■*) = 6/з~х\2 funksiyani to 'liq  tekshiring va uning

grafigini chizing.
Yechilishi. 1 Funksiyaning aniqlanish sohasi: D(f)~ (-=«;3)u 

u(3;+°o).
2. x= 3  funksiyaning 2- tur uzilish nuqtasi:

lim  / (x )  = lim A ,  -+ < «.
x —>3±0 x->3±0 6 ( 3 — x y

3. Shuningdek, funksiya davriy ham emas, juft ham emas, toq

ham emas, chunki / ( - * )  = = 4 (* y)2 *  { _ / $ ’

4. Funksiyaning koordinata o 'qlari bilan kesishishi:
Ov o 'qi bilan: x= 0  da у =0 bo 'ladi;
Ox o 'qi bilan: y=  0 bo iganda x = 0  bo'ladi.
Shunday qilib, bitta О (0;0) nuqtada kesishadi.
5. Funksiyaning ishorasi saqlanadigan intervallarni aniqlaymiz, 

an iq lan ish  sohasini nuqtalar yordam ida funksiya nolga teng 
bo'ladigan intervallarga ajratamiz. Bu intervallarning har birida 
funksiyaning ishorasini tekshiramiz. Jadval tuzamiz:

J (—°°;0) 0 (0 ;  3 ) 3 ( V  j c* )

s ign / ’ _ 0 + OO +

jo y la n is h i
<9x o'q i  
ostida

o 'q i
ustida

(2i o 'qi  
ustida
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6. Funksiya grafigining asimptotalarini topamiz:
a) Ox o'qqa parallel to 'g 'ri chiziqlar — vertikal asimptotalar 

bo'ladi.

lim л , = +м
v >з 6(3 — x)~

bo‘lgani uchun x=3  to 'g 'ri chiziq — vertikal asimptota.
d) Ox o‘qqa parallel to 'g 'ri chiziqlar — gorizontal asimptotalar 

bo'ladi. Funksiya grafigi gorizontal asimptotaga ega emas.
g) Qxxa Oy o 'qlariga parallel bo im agan to 'g 'ri chiziqlar og'ma 

asimptotalar bo'ladi, ya 'n i y=kx+b og'ma asimptotaning formu- 
lasidan к va b larni hisoblaymiz:

к = lim x = I lim 1
6x(3--X) 6 X->+oo f ^

X

b = lim X
6(3—x) 2 6X

x '  — л' (3—x)~ 1 ,. 6 x 2—9x  , = , lim
x - y o o  6(3 —  x)~ 6 X~>™ (3 —  x)~

= lim

Demak, у  = ~x + 1 to 'g 'ri chiziq og'ma asimptota bo'ladi.
6. Funksiyaning monotonJik oraliqlari va ekstremum qiymatlarini 

topamiz:
y '  =  * 2 ( x ~ 9 )

6(3—jc)3 '

a) x=0, x=9 larda у  '=0 bo'ladi.
b) x=3 da v -н» bo'ladi.

"_<A- 93> > 0 => (x -  3 ) ( x -9 )  > 0 => (-oo;3) u [9 ;+ ~ );У  > 0, 6(л—9)- 

/ < 0 , (x -  3)(x + 9) < 0 => x e (—3;9J, 
x Ф 3.

. r (-o°;0) 0 (0 ;3 ) 3 (3 ;9 ) 9 (0 ;  -j- oo)

s i g n / ’ + 0 + oo — 0 +

F u nk siyan ing
o'zgarish i / 0 /•

/
оо \ 27

8
7 1

/



V . = У (9) = 27У  min у V / g *

А(9; 27) berilgan funksiya grafigining minimum nuqtasi boiadi.О
7. Funksiyaning qavariqlik va botiqlik oraliqlarini topamiz, buning 

uchun ikkinchi tartibli hosilani topamiz:
„ 9 л:

•V “ (A--3)4 '
л—0 va x=3 berilgan funksiyaning 2-tur kritik nuqtalari bo iad i. 

x=0 bo lganda v"(0) = 0, л—3 bo lganda esa y ' ( 3) = «= bo iad i. 
Jadvalni tuzamiz:

J (— ;0) 0 ( 0 :3 ) 3 (3;+°o)

sign./'"" — 0 + OO 0

F u n k s iya  g ra f ig in in g  
q a v a r iq l ik  y o ‘ nalish i T 0 4

OO I
I

Funksiyaning grafigi 22.10- ch izm ada tasvirlangan

M ustaqil yechish uchun misollar

Funksiyalarni monotonlikka tekshiring:

l . , = . W .  2 .y  = J w (x>-0).
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3. у  =x+sin х. 4. у =х2—lnx2. 5. у =х2е \
Funksiyalarni ekstremumga tekshiring:

6. у =2+х—х2. 7. у  =(х—I)3. 8. у =  ̂ г 4 + х 3 — 9х2 + 7.

9. у  =xV л\ 10. у =2sinx+cos2x.

Funksiyalarning ko‘rsatilgan oraliqlarda eng katta va eng kichik 
qiymatlarini toping:

11. у =2x3—Зх25— 12x+l, xe [—2;2,5]. 12.y=xe~\ xe|0;+°°).

13. у =x+ 7 x  , xe [0 ;4 ]. 14. у =x3—3x2+ l, x e [ - l ;4 1 .

15. у = — * x 3 — * x  funksiyaning xe [—1;1] kesmadagi eng

katta va eng kichik qiymatlari yig ‘ indisini hisoblang.
Funksiyalar grafigining qavariqlik va botiqlik oraliqlarini toping:

16. у =x4+x3—] Sx'+24x—12. 17. у  =х+х5/3. 18. у =x+sinx.

19. у  =2—|х» 1 .j 20. у  =ЗХ*—4х3+ 1.

Funksiyalar grafigining egilish nuqtalarini toping:

21. у  —cosx. 22. у  = 1 + x 2 -  ** . 23. у  = 3 x '-8 x ’+6x2- 12.
X+l

24. v -  , .+ 1

Funksiyalarni to‘ liq tekshiring va ularning grafigini chizing.

25. у  —л+—3x4+3x2—5. 26. у  = xV /x.
y 3 1

27. у  ~£er*. 28. у  = . 29. у  = cos x  + sin 2x.x—1 ' 2

30. v =lnx—x + 1.

M ustaqil yechish uchun misollarning javoblari

1.
< 1

- O O

’ 2 da funksiya o'suvchi,
( I • -f-oo 

2 ’ da esa funksiya kamayuvchi.

2. (0; 100) da funksiya o'suvchi, (100;+o°) da esa funksiya kama­
yuvchi.

3. Rl da funksiya o ‘suvchi.



4. (-«>;— 1 )u((); I ) da funksiya kamayuvchi, (—l;())u(l;+«>) da 
esa funksiya o ‘suvchi.

5. (—^;0)u(2;+°°) da funksiya kamayuvchi, (0;2) da funksiya 
o ‘suvchi.

6. .Vn -  2 l

7. Ekstremumga ega emas.
8- Vmm(-2) = - 9 ,  >ml„(3) = - 4 0 ,5 ,  
9. Jmax (±V2) = 4e- 2, y min (0)  = 0.

У (0)=7.*' max x 7

10. Уп
3 
2 ’

/ \ n

n 1 '3 n"v̂max UJ — ’ -̂ min ?

(—1 )=8.
1 2 ‘ eng kaita ( “ 0  =  ̂  \

13. V ltl (4)=6.- ens katta v '

14. у (4 )-1 7 ,• 'em : katta v 7 ’

15.0. '

= - 3 .

eng k i c h i k ^ ^ 19.
- e n g  kichik (0)=0 .
Л -ng i , c h , k ( ° ) = 0 -

>Vng k,chi k ( 2 >= ^ ( - 1 )  =  - 3 -

16. ( -2; da botiq.2 ) u   ̂2 ’ +°° j da qavariq;
17. (-<>=;0) da botiq; (0;+°°) da qavariq.
18. (2пк,(2к+1)к) da botiq; ((2A+1)jt, (2k+2)n) da qavariq, keZ.
19. (-o o ;0 )u (l;+ ^ ) da botiq; (0 ;l )  da qavariq.

20. (—°°;0 )w  ;+°° da qavariq; 0; 3 da botiq.

- 2

1- chizma. 2 - chizma.



23.

24.

21. 2 + кк;

1 -12 11
3 ’ 27

(  1 23 1 ' 1 23"
I k e Z .  2 2 . 'O

O

4 5
[  V 3 ’ l 8 j

- 2 - V 3 ;. -л/3- l -2 + 7 з . n/3+I

_ V / \ /
25. Aniqlanish sohasi: Л1; juft funksiya; asimptotaga ega emas; 

da kam ayad i, (0 ;+< )̂ da o 'sad i; y mjn(0 )= —5; egilish
f . \

nuqtalari:

(— — 1) u  

(

4,51 , (1; —4),
_  Vs ’ — 4’

, (—1;—4);

\[S %/5
u (l;+ °°) da qavariq.

u da botiq; 1-chizma.

26. A niqlan ish  sohasi: (-<*>;0 ) u ( 0 ;°o); x = 0  funksiyan ing

ikkinchi tur uzihsh miqtasi; asimptota: л = 0 ; y min ^ J = 1,87;

(-°°;0 )u (0 :-h~) da qavariq; 2-chizma.
27. Aniqlanish sohasi: R'; koordinata o 'q lari bilan kesishish 

nuqtasi: О (0;0); asimptota: x~*<> da у  =0; У1пЬ1(0)=0, ym.ix(2)==4e-2~0,54;

egilish nuqtalari: ( ^ 3 - 1 ; 0 , 3), (л/3 + 1; 0 , 47 ); (7 3 - 1;л/3 + 1)
da botiq; (— °°;л/3 — 1) da qavariq; 3-chizma.

28. A niqlan ish  sohasi: ( -° ° ;l)u ( l;+ ° ° ) ; x= l funksiyan ing 
ikkinchi tur uzilish nuqtasi; koordinata o ‘qlari bilan kesishish

(  3 ^ 27
nuqtasi: О (0 ;0); asimptota: x  = l ;  Ушах 2 j 4 ’ egilish nuqtalari

0 (O;O) * ^ — CXD ;0 )u(l;+oo) da qavariq; (0;1) da botiq; 4- chizma.
29. Aniqlanish sohasi: R 1; davriy funksiya: T— 2k ; koordinata

o'qlari bilan kesishish nuqtalari: (0 ; 1), 
totaga ega emas;

У ma:

egilish nuqtalari:
336
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2 7
asimp-

/
n

/ c \

6V /

-
4  > ✓ min

I6 J
Зл/З . 

4 ’



( -И л + arcsin 1 -Зч/ГЯ (  Зя n W ~  • I W l 5— -— I. I — — ;0 , 2л —arcsm -;-
4 ’ 164 ’ 16 j

5-chizma.
30. Aniqlanish sohasi: (0;+°°); koordinata o ‘qlari bilan kesishish 

nuqtalari: (1 ;0 ); asimptota: x=0; .ymax( l ) =0; (0;+°°) da botiq; 6- 
chizma.

43’

f  -4  О  0

3 -  chizma. 4 -  chizma.
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23-§. TENGLAMASI PARAMETRIK SHAKLDA, QUTB 
KOORDINATALARIDA VA OSHKORMAS SHAKLDA BERILGAN 

FUNKSIYAL4RNI HOSILA YORDAMIDA TEKSHIRISH

I. Tenglam asi param etrik  shaklda berilgan funksiyaning 
grafigini chizish.

C kalar argum entli vektor funksiya tushunchasi. Funksiya 
tenglamasi parametrik shaklda berilganda va uni tekshirish jarayonida 
yangi obyekt —- skalar argumentli vektor funksiya tushunchasidan 
foydalanish aneha qulay bo'ladi. /o'zgaruvchi biror {/}e A’1 to'plamda 
o'zgarsin.

1- ta ‘rif. Agar biror qonun yoki qoida bo 'yicha V/ e {/} uchun 
a vektor mos qo'yilgan bo'lsa, u vaqtda {/} to'plamda a — a(t) 
skalar argumentli vektor funksiya aniqlangan deyiladi.

Biror {в1 ,е 2 ,ез} bazisli fazoda Dekart koordinatalar sistemasini 
olamiz. Bu koordinatalar sistemasida har bir skalar argumentli 
vektor funksiya a(t) = x(t)ei + y (t) ei + z(t)eз shaklda tasvirlanadi, 
bunda x(t), >’(/), -(/) (fe{/}) funksiyalar a (t) vektorning mos 
ravishda Ox, Oy, Oz o'qlardagi proyeksiyalari (komponentalari). 
Demak. har bir skalar argumentli vektor funksiyaning berilishi 
uchta skalar x(t), у  (a ) , - (/) funksiyaning berilishiga teng kuchli.

K oordinatalar boshiga qo 'y ilgan  a = a(t) vektorning uchi 
bo'lgan M nuqta /argument {/} to'plamda uzluksiz o'/gara borganida 
fazoda qandaydir geometrik o'rin hosil qiladi. Bu geometrik o'rin 
biror chiziqdan iborat bo'ladi; ana shu chiziq skalar argumentli 
vektor funksiyaning goclograji deyiladi (23.1- chizma).

2- ta 'r if . Agar a (/) vektor funksiyan ing kom ponentalari 
bo'lgan a(/), у  (/), z(t) skalar funksiyalar {/} to 'plam da chegara-

langan bo 'lsa, u {/} to 'p lam da 
chegara/angan deyilad i.

a (/) v ek to r fu n k s iy a  {/} 
to'plamda aniqlangan bo'lib, /n 
nuqta {/} to 'plam ning lim it nuq­
tasi bo'lsin.

3- t a ‘rif. A gar Ve > 0 son 
uchun 35(e) > 0 topilib, argu­
ment t ning 0<|/— /J<5 tengsiz- 
likni qanoatlantiruvchi barcha
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qiymatlarida \a(t) — ao <e tengsizlik bajarilsa, a o'zgarmas vektor
a (t) vektor-funksiyaning tQ nuqtadagi (/—>/„ dagi) limili deyiladi

va \\ma{t) = aa kabiyoziladi.1 —>/„
3- ta 'r if  quyidagi ta 'rifga ekvivalent.
3 '- ta ‘rif. Agar a (/)— a c vektorning uzunligi t->t0 da nolga 

intilsa, y a i i i

bo‘lsa, u holda a {) o'zgarmas vektor a (1) vektor-funksiyaning t0 
nuqtadagi limiti deyiladi.

Eslatma. Skalar argumentli vektor-funksiya lim itininggeomctrik 
m a iio s i quyidagicha: /—>/, da a (/) vektor-funksiya a {i o'zgarmas 
vektorga ham uzunlik bo'yicha, ham yo iia lish  bo'yicha intiladi.

4- ta ‘rif. Agar da a(t) vektor-funksiyaning limiti nolga

teng, ya 'n i lim a (0= 0 bo 'lsa, a (/) vektor-funksiya t nuqtada1 —»/0
(/—>/'„ da) cheksiz kichik vektor-funksiya deyiladi.

1- misol. a (/)—/«’, + sin/e2 vektor-funksiya /->0 da cheksiz 
kichik vektor-funksiya boMishini ko'rsating.

Yechilishi. Ve > 0 berilgan bo isin . Bu songa ko'ra 5 =  ̂ > 0
deb olinsa, t ning 0<|/—0|<5 tengsi/.likni qanoatlantiruvchi barcha 
qiymatlarida

tengsizlik o 'rin li bo'ladi. Bu esa t->0 da a ( t)= te \ +sin/e2 vektor- 
funksiyaning cheksiz kichik funksiya ekanligini bildiradi, y a ‘ni

a(t) vektor-funksiya \t) to'plamda aniqlangan bo'lib, /0e {/} bo'lsin.
5- t a ‘rif. Agar /—>/() da a{t) vektor-funksiyaning limiti mavjud 

va u a(t0) ga teng, ya 'n i

bo'lsa, u holda a (t) vektor-funksiya t=t0 nuqtada uzluksiz deb ataladi.

lim  a(t) — a0' = 0

a(t) — 0 = te\ + sin te2 < t + sin t < 2 / < e

lim ci(t) = a(t0)
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/ ning {t}=(a;b) intervaldagi har bir qiymatida a(t) vektor- 
funksiya uzluksiz bo 'lsa, a (/) funksiya shu intervalda uzluksiz 
deyiladi.

5- ta'rifni quyidagicha ham aytish mumkin:
5 '- ta ‘ rif. Agar Ve > 0 son uchun 35(e) > 0 son topilib , /

argumentning t — t0 <5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 
qiymatlarida

a(t) — a(t0) < e

tengsizlik bajarilsa, a(t) vektor-funksiya t=t0 nuqtada uzluksiz deb 
ataladi.

Agar a(t) vektor-funksiya

a(t) =x(t) ei +y(t) ei +z(t) a
shaklda tasvirlangan bo'lsa, a(t)vektor-funksiyaning t=t0 nuqtada 
u z lu k s iz lig i un ing  k o m p o n en ta lari: x(t) , y(/), z(t) sk a la r  
funksiyalarning t=t nuqtada uzluksiz bo'lishiga teng kuchli bo'ladi.

a(t) vektor-funksiya {f} to 'plam da aniqlangan bo'lsin. 1 ni 
belgilab, unga A / ( A / > 0  yoki A K O )  orttirma beramiz (/+A/ e{ r } ) ,  

natijada a(t) vektor-funksiya ham д a = a{t + At) — a(t) orttirma 
oladi.

6 - ta ‘rif. Agar ^  nisbatning /->0 dagi lim iti, 

ya 'n i lim  mavjud bo'lsa, bu limit a(t) vektor-funksiyaning /
Л/->0 А/

nuqtadagi hosilasi deyiladi va u a\t) yoki d a(t) kabi belgilanadi. 

a(t) vektor-funksiya komponentalari bilan berilganda,

Aa(t) = a (t+ A t)-a  (t)=[x(t+At) —*(/)] e\ + [y(t+At)—y{t) ] ei +
+[z(t+At)—z(t)\ei
bo'ladi.

Shu sababli



bo'ladi. x(t), y(t), z(t) funksiyalarning harbiri / nuqtada hosilalaiga 

ega bo'lsa, ~a(t) funksiyaning / nuqtadagi hosilasi

a\t) = lim  Aa = x\t)e 1 + y\t)e2 + z'(l)c\
д/->0 At

kabi belgilanadi.
Vektor-funksiyaning geom etrik tasviri egri chiziqdan iborat 

ekanligini ko'rib o 'tdik. Endi argumentning / va /+А/qiym ailariga 
chiziqning M va Mx nuqtalari mos kelsin (23.1- chizma). U holda 
ayirm a vektor Aa = a(t+At)—- a (/)= MM] bo'ladi. MM x vektorni

Д/skalar songa bo'lib, MM] vektorni hosil qilamiz. MM 1 va MM]
At At

vektorlar chiziqni kesuvchi MM} to 'g 'r i chiziq ustida yotadi.
/->0 da nuqta chiziq bo'ylab M ga intiladi. Natijada MMX 

to 'g 'ri chiziq M nuqta atrofida aylanib , urinma vaziyatini oladi. 
Shartga ko 'ra, a(t) vektor-funksiya t nuqtada hosilaga ega bo'lgani

uchun lim +  - - - - - - a  -  a'(t) mavjud bo'lib, bu hosila urinma
д/~>0 Д/

chiziq bo'ylab yo 'nalad i, ya 'n i a'(t) urinma vektorni ifodalaydi.
7- ta ‘rif. Chiziqning berilgan nuqtasidagi urinma vektori bo'ylab 

yo 'nalgan  to 'g 'r i ch iz iq  ch iz iqn ing  shu nuqtasidagi urinmasi 
deyiladi (23.1- chizma).

8- ta ‘rif. Chiziqning M nuqtasidagi urinmaga perpendikular 
bo'lib, M nuqtadan o'tgan to 'g 'ri chiziq berilgan chiziqning M 
nuqtasidagi normali deyiladi (23.1- chizma).

a(t) vektor-funksiya R 2 da berilgan bo'lib, uning komponen- 
talari x(t) va y(t) bo 'lsin. IJ holda

a = o{t) (1 )
tenglama

x —x (/); y= y(t)  (2 )

tenglamalarga teng kuchli. Bu holda chiziq tenglamasi parametrik 
shaklda berilgan deb aytilad i. Xususiy holda, chiziq tenglamasi

У— f  (x) ( 3 )

ko'rinishda berilganda chiziq tenglam asi oshkor shaklda berilgan 
deyiladi.

Chiziq tenglamasi
F ( x , y )  = 0 ( 4 )

341



ko'rinishda berilganda esa chiziq tenglamasi oshkormas shaklda 
berilgan deyiladi.

Chiziq tenglam asi (1 )—(4) ko 'rin ish larda berilganda unga 
o'tkazilgan urinma tenglamasi, mos ravishda,

Q — Uо + ^

X - x  _  Y -y
X у

Y—y=f'(x) (X-x),

(x- х )  r ;  + (Y-y) f;  =o

ko'rin ish larda bo 'lad i, bunda X, Y — egri chiziq o 'zgaruvchi 
nuqtasining koordinatalari, a — bu nuqtaning radius-vektori, 
x, у lar esa urinish nuqtasining koordinatalari.

Normalning tenglam alari mos ravishda

[a — aQ̂ a'Q = 0,

( X - x ) x '  + ( Y - y ) y ’ = 0,

( X - x )  + ( Y - y ) f ' ( x )  = 0,
X - x  = Y - y

П ~ f;
ko'rinishda bo 'ladi. Egri chiziqning tenglamasi oshkor shaklda 
berilganda uning M

23.2-  chizma.

nuqtasidagi egri/igi

к -  y’(x)
(1 + /2U ))3/2
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formula orqali topiladi. Egri chiziq tenglamasi parametrik shaklda 
berilganda esa lining egriligi

/ n * P V  1) ___ v

Agar A’>0 bo'lsa, egri chiziq M nuqta atrofida urinmadan chapda 
joylashgan bo'ladi (23.2 a- chizma).

k<0 bo'lganda esa egri chiziq M nuqta atrofida urinmadan 
o'ngda joylashgan bo 'ladi (23.2 b - chizma).

k=0 bo'lib, M nuqtada ishorasini o'zganirganda, M nuqta egilish 
nuqtasi bo'ladi (23.2 d- chizm a). Bu holda egilish nuqtasini topish 
uchun

tenglam ani yechish kerak, ya 'n i egrilikni nolga aylantiradigan 
nuqtan i topib, so 'ngra bu nuqtadan o 'tishda к ning ishorasi 
o 'zgarish in i tekshirib ko 'rish kcrak. Egri ch iziqn ing egriligi к 
ekstremum (maksimum yoki m inimum)ga ega bo'lgan nuqtalarni 
egri chiziqning uchlari deb ataladi.

Egri ch iziqn i tekshirish — uni an iq  chi/ish uchun kerak 
bo 'ladigan uning asosiy muhim xossalarini aniqlashdan iborat. 
Egri chiziqning muhim xossalariga quyidagilarni kiritish mumkin: 
egri chiziqning maxsus nuqtalari, egilish nuqtalari, asimptotalari, 
o 'za ro  kesishish nuq ta lari, o 'q la r  b ilan kesishish nuqtalari, 
urinmasi koordinatalar o'qlariga parallel bo'lgan nuqtalar.

Endi tenglamasi

parametrik shaklda berilgan funksiyani qaraymiz.
Sinm ietrikfigi. Agar ф(/) — juft, у  (/) esa toq funksiyalar 

bo 'lsa, berilgan (5) shakldagi funksiyaning grafigi abssissalar o'qiga 
nisbatan simmetrik bo'ladi.

Agar ф(/) — toq, \|/ (/) esa juft bo 'lsa, berilgan (5) shakldagi 
funksiyaning grafigi ordinatalar o'qiga nisbatan simmetrik bo'ladi.

Agar ф(/) va vj/ (/) funksiyalarning ikkalasi ham toq bo'lsa, 
(5) shakldagi funksiyaning grafigi koordinatalar boshiga nisbatan 
simmetrik bo'ladi.

x'y"+x"y' = 0 (x'2 + у'2 ф 0)

( a  < J < (3) (5)
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Bu shartlar yetarli shartlar b o iib , zaruriy shart emas.
Koordinata o ‘qlari bilan kesishish nuqtalari. t ning у  (/)=0 

tenglamani qanoatlantiradigan qiymatlari berilgan egri chiziqning 
abssissalar o'qi bilan kesishish nuqtalarini aniqlaydi.

/ ning ф(/)=0 tenglamani qanoatlantiradigan qiymatlari berilgan 
egri ch iz iqn ing o rd in a ta lar o 'q i b ilan  kesishish nuq ta larin i 
aniqlaydi.

M axsus nuqtalar. Egri chiziq param etrik tenglam asi bilan 
berilgan bo'lsin, ya 'n i

x=cp(/), yoki ~r = r  (0=ф(0 7 +V (0  j , (x<t< p.
Agar t=tQ da ф'(/0)=\/(/0)=0 yoki r(/0)=0 bo'lsa, u holda M0(x^0) 

nuqta berilgan egri chiziqning maxsus nuqtasi deb ataladi.
Egri chiziqning maxsus nuqtalaridan boshqa hamma nuqtalarini 

(/ ning ф'(/), V (0  funksiyalarning hech bo'lmaganda birortasini 
nolga aylantirmaydigan qiymatlariga mos kelgan nuqtalarni) oddly 
yoki regular nuqtalar deyiladi.

Har qanday oddiy M0(x0',y0) nuqtadan o 'tkazilgan urinma 
chiziq tenglamasi

У — Уо = (x — x0), ф'(/0) * 0 bo iganda 
Фио;

yoki

X -  *0 = (Ч,у !  (.У — Уо)> v 'O o )  *  0 bo iganda

ko'rinishda bo'ladi.
M nuqta maxsus nuqta bo'lsin. Faraz qilaylik r{p) (1()=0 va 

г (У)(/0) vektor r (p) (/0) vektorga ko llin ear bo 'lm asin . Bunda 
quyidagi hollar bo'lishi mumkin:

1) /J — toq, 7̂ — juft; 2) p — toq, q — toq; 3) p — juft, q — 
toq; 4) p — juft, ^ — juft.

Birinchi holda M nuqta ning atrofida egri chiziqning holati oddiy 
nuqtalarning atrofidagi holati kabi bo'ladi.

Ikkinchi holda M nuqta egri chiziqning egilish nuqtasi bo'ladi.
Uchinchi holda M nuqta birinchi turdagi qaytish nuqtasi bo'ladi.
To'rtinchi holda esa Mnuqta ikkinchi turdagi qaytish nuqtasi bo'ladi
Xususiy holda egri chiziqning qaytish nuqtasida

ф '(0 = о, ф '(0  = 0 (x”y't — уХ  * 0)
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shartlar bajariladi, y a i i i  bu nuqtadagi urinmaning burchak kocllit 
siyenti aniqmas bo'ladi.

Egri chiziq urinmasining koordinata o ‘qlariga parallel boMisli 
shartlari.

a) m aium k i, egri chiziqqa o'tkazilgan urinmaning abssissalar 
o'qiga parallel bo'lishi uchun y'x = 0, ya 'n i у' = 0, x' Ф 0 shart 
bajarilishi kerak

b) egri chiziqqa o'tkazilgan urinmaning ordinata o 'qiga parallel 
bo'lishi uchun x' = 0 , y\ Ф 0 shart bajarilishi kerak.

Egilish nuqtasi. Funksiya grafigining egilish nuqtasini topish 
uchun x' ф 0 shartda 1 ning x'y"2 — y'x", = 0 tenglamani qanoat- 
lantiradigan qiymatlarini topish yetarli.

Egri chiziqning karrali nuqtalari. Har xil urinmaga ega bo'lgan 
egri chiziq ikkita shoxining kesishish nuqtasi egri chiziqning karrali 
nuqtasi deyiladi.

Agar M\( . x , ) nuqta egri chiziqning karrali nuqtasi bo'lsa. t 
parametrning shunday ikkita har xil /, va /2 qiym atlari mavjud 
bo 'lib , u lar uchun

X, = ф ( / , )  =  ф(/2 ) ,

У, = = v(t2)
munosabat o 'rinli bo'ladi. Bu sistemani yechib, / parametrning 
topilgan /, va /, qiymatlariga mos kclgan egri chiziqqa o'tkazilgan 
urinmaning burchak koeffitsiyentlari

k  = ^ ) V;1
Ч>('|) ф (ь )

formulalar yordamida topiladi.
Egri chiziqning qaytish nuqtalari. Egri ch iziqn ing qaytish 

nuqtasida ф'(/) = 0, \\i'(t) = 0 (xfyf — yfxf Ф 0) shartlar bajarila­
di, ya 'n i bu nuqtadagi urinmaning burchak koeffitsiyenti aniqmas 
bo'ladi.

Egri chiziqning asimptotalari.
Agar:
1) lim  \|/(/) = °o, lim  ф(/) = о tengliklar bir vaqtda bajarilsa,

}~ttb .. (7*'о .egri chiziq x=a vertikal asimptotaga ega;

2) limv(/(/) = » ,  Итф(/) = £ tengliklar bir vaqtda bajarilsa,/—>/0 /—>/q
egri chiziq y = b gorizontal asimptotaga ega bo'ladi.

345



Egri chiziqning og'ma asim ptotasin i , , • • .
uchun / ning bir vaqtda x(/0)=~, у  (/u)= <  пито^аЬа’иагпГЦ поа!- 
lantiradigan t= tn qivmatini topish k e r - , ,  1
qiymati topilsa. u holda к va b lar d k ‘ A*ar '  nmg shunday

к = lim  ф</), b = lim[\i/(*4
/->/„ \\i{t) /-»/„ — Аф(/)]

formulalar orqali topi lad i.
Shunday q ilib , ten g lam asi p a r a r v ^  , , ,  , , •> 

funksiyani tekshirish va uning grafigin i c i ' l r i ^ shak lda eri gan  
olib borish maqsadga muvofiq bo 'lad i. Mishin quyi agi tarti a

1. Funksivaning oddiy (regular) , .
larini topish. ‘ ’ '  q t a la n  ™ maxsus nuqta-

2. Funksiyaning karrali n uq ta larin i a  .
3. Funksiyaning koordinata o'qlari b ilan i lc* ,aS,r  . . .
4. Egri chiziqning koordinata o q l a  . ^ h i s h  nuqtalanni topish.
, • • . • , <=>« parallel bo igan  urinm alanni topish. 1 &
5. Egri chiziqning egilish n u q tas in i .
6 . Egri chiziqning asim ptotalarin i t o n  ', S
7. Egri chiziqning o'qlarga n isbatar» S1‘
1-m isol. Ushbu x=  3/— y = 1t'z~ sim m etrik lig in i aniqlash.

chizing * " ’ funksiyaning grafigini
Yechilishi. 1. Berilgan funksiyalar _ . ,

uzluksiz va differensiallamivchi. '* » « < + »  da amqlangan.
t=± 1 da x\ = 3 — 3t2 va Vt = 4/ — 4 , 3

_  ’ hosilalar bir vaqtda nolga
aylanadi, ya'n i r '(± l) = 0 . M ,(2 ; l )  v a  . . .  ,J  Л/2(—2 ; 1) nuqtalar egri 
chiziqning maxsus nuqtalari bo 'ladi. r" r  . , .  n  n , и 

.. f  , , v = t l ) 7t 0 , /• +1 ) ^ 0  bo 'l-
ganligi uchun mos ravishda p=  2, q=  3 . j x  u n - n  у /  > n
nuqtalar, maxsus nuqtalar turlarining 3 )  : . y 1 ‘ A ■ ■. ■ . . , band iea asosan, birinchitur qaytish nuqtalari bo ladi.

2. Egri chiziqning karrali nuqtalari n ; . , ,
• , , , • • r l  11 top ish  uchun t ning harxil /, va t2 qiymatlarm i olib, 1

Ф(/,) = ф(/ , > ,  
Ф (/,) = )

munosabatni e'tiborga olgan holda.



sistemani hosil qilamiz. Shartga ko'ra, /, va /, lar har xil bo'lganligi 

uchun, keyingi sistemaning ikkinchisidan (ff — t* ) (2 — // —1\) = 0

tenglamaga ega bo iam iz . Bundan /,2 — t\ = 0, 2 = t[ t /;. yoki t = 
= —/, bo iad i. Bu qiymatni teng lam alar sistemasming birinchisiga 
qo'yib, /,(3 — /2) = 0 tenglamani hosil qilamiz. Bunda, agar /, 0 
bo'lsa, t=  0 bo'ladi, bulling bo'lishi mumkin emas, faqai 3 /,’ 0 
hoi o'rinli bo'ladi. Keyingi tenglamadan tx = ±>/3, t2 = +J3 ildi/larga 
ega bo'lamiz. / ning bu qiymatlariga egri chiziqning Л/,(0;—3) nuqtasi 
mos ke lad i, lekin bu nuqtadan  o 'tgan  urinm an ing burchak 
koeffitsiyentlari har xil bo'ladi:

, 4/ 4  , 4
*1 -  Л  /,=73- 3 /1 = V3 -  V3  ̂ *2 " л '|а= -7 з -  - 7з •

Shunday qilib, egri chiziq Л/,(0;—3) nuqtadan ikki marta o'tadi.
3. /ning 2/2—/4=0, 3/—/ ’=0 tenglam alarni qanoatlantiradigan 

qiymatlari, mos ravishda, egri chiziqning abssissa va ordinata o'qlari 
bilan kesishish nuqtalari koordinatalarini topish imkonini beradi. 
Bu tenglamallarini yechib, egri chiziq koordinata o'qlarini A/p(0;0), 
A/3(0 ;—3), M 4(>/2;0), M,(—J 2 ;0 ) nuqtalarda kesib o 'tish in i 
aniqlaym iz.

4. /=0 da y '= 0 , ya 'n i y '(0 )= 0 . x '(())*  0 bo'lganligi uchun 
M0(0; 0) nuqtadan o'tgan urinma abssissalar o'qi bilan ustma- 
ust tushadi.

—oo < /<—1, —1 < /<() da y'x = ' < 0 bo'lganligi uchun be­

rilgan funksiya kamayuvchi, 0 < /< 1, 1< /<+« da yx =  ̂ > 0 
bo'lganligi uchun berilgan funksiya o 'suvchi. Demak. /=0 da, 
y a 'n i M0(0;0 nuqtada berilgan funksiya m inim um  vmill(0)= 0 
qiymatga ega bo'ladi. /=±1 bo'lganda x=±2 bo 'ladi, ya'n i Л/,(2; I) 
va Л/2(—2; 1) nuqtalarda berilgan funksiya maksimum y max(±2)=4 
qiymatga ega bo'ladi.

5. у ' fnuksiyadan yana bir marta xbo 'y icha hosila olamiz:

Ур. x'i-y't xt2 4
V 2 =  -> = , •* u;>3 9(1—/-)

/ning — /< / < 1 qiyatlarida y* > 0 , shuning uchun egri chiziqning



qavariqligi ordinatalar o£qining manfiy tomoniga qarab yo iia lg an  
boiadi. /ning |/|>1 qiymatlarida y*2 < 0 , bo iad i va demak, berilgan 
egri chiziqning qavariqligi koordinatalar boshiga qarab yo iia lgan  
b o ia d i. Shunday q ilib , Л/,(2 :1 ) va M2(—2 ;1 ) nuqta lar egri 
chiziqning egilish nuqtalari b o iad i.

6. t ->-oo da x  —>+c«, у —>-oo va t ~̂ +oo da x  — у  - и »  bo iad i. 
v 2 1~ /4da ’ = '  j - »  со bolganligi uchun egri chiziq asimptotaga 

31—1~
ega emas.

/ —>±«> da x = 31 — t} — / ' +oo, у  — /4 —> -сю .

Bunda x->±°° da у — х4/3 b o iad i. Shunday qilib , egri 
chiziqning holati - x 4/3 chiziqning holati kabi b o iad i. /-->() da

x=3/—/3~ 3/ -> 0, у ~ It1 -> 0 у  ~ 2 x~ > 0. Demak, Л/0(0;0)

kabi bo iad i.
7. x(/) — toq, y(t) — juft funksiya bo lgan lig i uchun egri 

chiziq ordinatalar o ‘qiga nisbatan simmetrik joylashgan bo iad i. 
Berilgan chiziqning grafigi 23.3 - chizmada tasvirlangan.
2- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

2 2
nuqtaning atrofida egri chiziqning holati y= “ x  chiziqning holati

-3

• W ,

X

>

23.3- rasm.

348



Yechilishi. 1. Berilgan funksiyalar </<+«» da aniqlangan, 
uzluksiz va differensiallanuvchi. 1 ning bu qiymatlarida < x < 0 , 
- « < y <  +00. / —0 da x, = 4/\ у' = /4 — г  funksiya bir vaqtda nolga 
aylanganligi uchun Л/0(0 ;0 ) nuqta egri chiziqning inaxsus nuqtasi 
b o iad i. 0) = {0;—2} ф 6 , r lv (0) = {24; 0} *  0 bo'ganligi uchun 
p— 3, <7=4 b o iad i. Demak, maxsus nuqtalar turlarining birinchi 
bandiga asosan, egri chiziqning M0(0;0) nuqta atrolldagi holati 
uning oddiy (regular) nuqta atrofidagi holati kabi bo iad i.

2. Egri chiziqning kesishish (karrali) nuqtalarida, y a ‘ni / ning 
har xil /, va J2 qiym atlariga mos kelgan nuqtaning abssissasi x va 
ordinatasi у lar bir-biriga teng bo igan lig i uchun

t t - 4 ,
1 fi - 1 1? =

munosabatlar o 'rin li b o iad i. /, va t] lar har xil bo igan lig i uchun 
sistemaning birinchi tenglamasidan t= —t2 ekanligi kelib chiqadi. 
Bu topilgan qiym atni sistemaning ikkinchi tenglamasiga qo'yib,

/Г'(ЗГ,3 — 5) = 0
tenglam ani hosil qilam iz. Bundan /,=0 bo'lsa, /,=() bo'ladi, bunday 
bo'lishi mumkin emas. Shartga ko'ra, /, va 1, lar har xil edi. Shuning

uchun faqat J /,2 — 5 = 0 hoi o 'rin li bo'ladi. Bundan tx = ±; 5

t2 —h

chiziqning bitta M

q iym a tla rn i topam iz. t n ing bu q iym atla r ig a  egri 

25
;0 nuqtasi mos keladi, lekin bu nuqtadagi

urinmaning burchak koeffltsiyen11 ari har xil bo iad i:

k\ = y'x
/ ,=±

k2 = y'x
h=+

4/

t h  1 

41

u = ± .

h=±>

±
2./15

= +

Demak, egri chiziq M

( . . . ( 2 5  ya m Mx

25
;0 nuqtadan ikki marta o 'tar ekan.

;0  I nuqta egri chiziqning karrali nuqtasi b o ia r  ekan.
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3. / ning У - У  = 0 tenglam alarn i qanoatla i5 2 b 1 V  . лп
qiymatlari berilgan egri chiziqning abssissalar o'qi b ilar^antiradtf 
nuqtasini aniqlaydi, /4=0 tenglamani qanoatlantiradigan (tan  kesist’1 . 
esa uning ordinatalar o'qi bilan kesishish nuqtasini ani j^n qiyma1̂
tenglamalarni yechib, egri chiziqning koordinata o‘qlari j^iiqlaydi.

^rini MM1 '
nuqtalarda kesib o'tishiga ishonch hosil

Ш qilami/'
va Mx

V
4. / =±1 da y'x = , ya 'n i y/(±l )=0, x ,(± lM ) bo 'le m

2
15

VIva M 2
15

' lgani ucl1
nuqtalardan o'tgan urinmalar

*r abssiss;1
ar

o'qiga parallel bo 'laui. / =0 da esa M0(0;0) nuqtadan o'tg,, 
ordinatalar o'qi bilan ustma-ust tushadi. -:gan iiriii*

fe [—1;()) da y' > 0 bo'lganda uchun berilgan funksiyc 
f e [—°°;— 1) da у л'(х )< 0  b o lgan lig i uchun berilgar>Va o 'su v ^ 1,

kamayuvchi, t ——\ da x = \ bo 'ladi, y max(l) = Д n ûn^s
/  ̂ /П 1 1v. < 0 bo'lganlig] uchun berilgan funksiya kamayuvchi, e

da у >0 bo lgan lig i uchun berilgan funksiya o'suvch 1 j, /e [ | ■/?
i ' i _ I da

x = - l  bo 'ladi, y rain(—1) = ~ 25 •

_i
5. y'x = j dan yana x bo 'y icha hosila olam

, . . , , ftiz:
X *  • V X  ~) • У t t -  I 1 A” /“ /*■ < i I , . , , nr

v 2 — , . = s * s h u n i ng d e k ,  *  2 = — 2 k / ?
•v (a-;)-' 16/" c  1 / - ( * ( r + o

Bundan egri chiziqning egilish nuqtasiga ega emasligi i(/2_i )" ‘
q iyin emas. Agar />0 bo 'lsa , y'xi >0, dem ak. [0 ;A ^ni ko 'r^  . 
chiziqning qavariqligi ordinatalar o'qining manfiy tom о у  | da e f^  
yo'nalgan bo'ladi, /<0 bo'lganda esa у*г < 0 bo'lib, egri у  niga qar"  ̂
qavariqligi ordinatalar o'qining musbat tomoniga qarab 'c h iz iq n r  
bo'ladi. /=0 da egri chiziqning qavariqligi yo'nalishi yo 'na lg '.- 
lekin koordinatalar boshida egilish nuqtasi yo'q. /=0 nil , o 'zgara^V

4 ( r  + \) Mg atro fi'
x " i  = — , , , > 0 bo 'lgani uchun egri chiziqning t>V - l ) 3 M b  \ _ . gj
abssissalar o 'qin ing manfiy tomoniga qarab yo'nalgan ^H avariqu

6. / ->>°da x  «> va у —> ya'ni / da egri chiziqnin» V i'lad i.
1 - , v 3t2— 5 , • % n u q ta lfcheksizlikka mtiladi. t  — da = bo lganligi t
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chi/iq faqat ordinatalar o'qiga parallel bo'lgan asimptotaga ega bo'lishi 
m um kin , lek in  /-><»° da x — shuni ng uchun egri ch iz iq

asim pto taga ega em as. 1 ->«> da x — /4 —>+«>, у -  * -  > +°°,
5

bundan x-> «> da v ~ _ t4 bo'ladi. Shunday qilib, cheksizlikda

egri chiziqning holati x 4 chiziqning holati kabi bo 'ladi. t —>0 da
з

x =/4 — >0, v —  * t3 - »  0, у  —  * x 4 —> 0. Koordinatalar boshida
3 4 3

egri chiziqning holati (3 vy' = x  chiziqning holati kabi bo'ladi.
7. x (/) — juft, у  (t) — toq bo'lganligi uchun egri chiziq abssissa­

lar o'qiga simmetrik joylashgan bo'ladi. /ning ishorasi o'zgarganda 
n u q ta  a b s s is s a s in in g  ish o ra s i o 'z g a rm a y d i, faq a t n u q ta  
ordinatasining ishorasi o'zgaradi. Shuning uchun egri chiziqni / 
ning musbat q iym atlari uchun chizish yetarli.

Berilgan egri chiziqning grafigi 23.4- chizmada tasvirlangan.

3- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing: 

x  = 3 /— e 3/, у  = 2 /+ e~2'
Yechilishi. 1. Berilgan funksiyalar .....<t< • ••• da aniqlangan,

uzluksiz  va d ifferensia llan uvch i. /=0 da x' = 3 — 3e~3' va 
y\ = 2 — 2e~2' funksiyalar bir vaqtda nolga aylanadi. Ml (1:1) nuqta 
egri chiziqning maxsus nuqtasi bo'ladi.



r"(0) = {9;4} ^ 6, r*(0) = {—27 ;—8} ф 6 b o 'lg a n lig i u ch un  

p=  2, q = 3 b o iad i. Demak, Л/,(1; 1) nuqta egri chiziq uchun 

birinchi tur qaytish nuqtasi bo'alidi.
2. Egri chiziqning karrali nuqtalari yo'q.
3. Egri chiziq koordinata o'qlari bilan kesishmaydi.

4. y'x = ■ ■ \г. , V/ e ( - 00, 4-00) у  ф о , у '  ф  oo emas.
3(1 +e +e )

Demak, egri chiziq koordinata o'qlariga parallel urinmalarga ega 
emas. W e  ( -~ ,4« )  uchun y'x > 0 , berilgan funksiya o ‘suvchi. 

A' = 1 da D=1 gaega.
5. yTunksiyadan Л'bo'yicha hosilasini topamiz;

* _ 2e-2,a+e-') 
yx2 ~ 9(1_ e-/)(1+e-/+e-27)3 • t> 0 da y"2 > 0, egri chiziqning qava-

riqliq yo iia lish i pastga, ya ‘ni ordinatalar o'qi ning manfiy tomoniga, 
/<() da esa y r2 < 0, qavariq lik o rd in a ta lar o 'q in in g  musbat 
tomoniga qarab yo'nalgan b o iad i.

2 i
6. Egri chiziq у = x asimptotaga ega. t —h«o da х=3/ 1+-- 3, -3/,

t~x3 , /->oo da v=2/ l+ 1
2+e21

3+e" ,

~21, y~^x . Demak, cheksizlikda egri
2

chiziqning holati У=~х chiziqning holati kabi bo'ladi.

7. Egri chiziq koordinata o'qlariga nisbatan simmetrik emas. 
Berilgan egri chiziqning grafigi 23.5- chizmada tasvirlangan. 
4- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

/3 /5
*= 4 ’ У=, 4 •1 + Г  1 + Г

Y e c h ilish i. 1. B erilg an  fu n k s iy a la r  t n ing  —  O O  <C f ^+00 
qiym atlarida aniqlangan, uzluksiz va differensiallanuvchi. Berilgan 
funksiyalarning hosilalarini topamiz:

, _ _ _ / 2 ( 3 -/ 4 ) , /4 (5+/4 )

(1+/4)2 ' ^~(1+/4)2 '
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23.5- chizma.

t=  0 da x= 0, y '= О bo'lganligi uchun, Л/о(0;0) nuqta egri chiziqning 
maxsus nuqtasi bo'ladi.

r~(0)={6;0}*6, r K(0)={0;120}*6

bo 'lganligi uchun p — 3, q - 5. Demak, A/o(0;0) nuqta berilgan 
egri chiziqning egilish nuqtasi bo 'lar ekan.

2. Berilgan egri chiziqning karrali nuqtasi yo'q.
3. M(|(0 ;0 ) nuqta egri ch iziqn ing koordinata o 'q lari bilan 

kesishish nuqtasi bo'ladi.
/ _y', _ t2(5+t4)

4. Ух--
3—t

funksiya /=0 da у  — 0 b o 'lad i. M (0 ;0 )

nuqtadan o 'tgan urinma abssissalar o 'q i b ilan ustma-ust tushadi.

/=±4/з da Mx
4 5 

33; 33
4 5 

—З3; —З3 n iiq ta lardan  o 'tgan

urinm alar o rd inatalar o 'q iga paralle l bo 'lad i. —^3</<л/3 va 
f2 \

y'x= ^ >0 bo'lgani uchun funksiya o'suvchi, --oo</<̂ /3 va

00 da esa у 'v<0 bo'lgani uchun bu holda berilgan funksiya 
kamayuvchi bo'ladi.

5. M a'lumki, MQ(0;0) nuqta egri chiziqning egilish nuqtasi ekanli-

,  30/5+58/9- 2 2 / 13- 2 / 17 „ 
gim birinchi bandda aniqladik. />0 da, Ух2 -------— 4- 2_,бч >uV.1 1 * /\Э1 I )
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bo lgan lig i uchun egri chiziq qavariqligi yo 'nalish i pastga (Ox 
o'qining musbai tomoniga) qaragan bo 'ladi, КО da esa y"x2<0 
b o lgan lig i uchun qavariqlik yo 'nalish i yuqoriga (Ox o 'q in ing 
manfiy tomoniga) qaragan bo'ladi.

6. /->00 da y = ,-=t . Egri chiziq asimptotaga ega emas.
x t 1 j

/->±00 da /->«> da x (/)-/ t~x3 ->0 /->0 da. v ~ t \ bundan
5

y ~ x 3 bo 'ladi. Egri chiziqning Л/0(0;0) nuqta atrofidagi holati
5

y=x3 funksiya holati kabi bo'ladi. 

t3 157. x= , ,  у  = , funksivalarning ikkaiasi ham toq funk-
1+ / 1+/

s iy a la r  b o 'ig a n lig i uchun  berilgan  egri ch iz iq n in g  g rafig i 
koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo'ladi.

Berilgan egri chiziqning grafigi 23.6- chizmada tasvirlangan. 
5- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

Yechilishi 1. Berilgan funksiyalar t ning t =±2 dan boshqa hamma 
qiymatlarida aniqlangan, uzluksiz va differensiallanuvchi. Berilgan
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funksiyalarning x' va y' xosilalarini topam iz:

2 2
X,

(/-2)2 '

x'^0, y 'jt0 bo 'lgani uchun egri chiziq maxsus nuqtaga ega cinas.
2. Karrali nuqtalar yo'q.
3. f= 0 da л (0)= 0, >’(0)= 0 b o lg an lig i uchun egri chi/iq 

koordinatalar boshidan o'tadi.
/ у' t-j_2)2

4. v ni hisoblaymiz: y'x = • v '^ 0 , demak egri chiziq' a-; (/+2) л
koordinata o ‘qlariga parallel bo'lgan urinmalarga ega emas. / ning

/=—2 dan tashqari boshqa hamma qiymatlarida д / - _ г  2 | <() 

bo lgan lig i uchun berilgan funksiya kamayuvchi bo'ladi.
5. Egri chiziq egilish nuqtasiga ega emas. y"xi hosilan i hisob­

laym iz:

/ ning |/| >2qiym atlarida у'г >0 b o lgan lig i uchun egri chiziq 
qavariqligini yo 'nalish i pastga, ya 'n i koordinatalar tekisligining 
uchinchi choragiga qarab yo'nalgan bo'ladi. t ning |/| <2 qiymatlarida 
y "2 <0 bo lgan lig i uchun qavariqligining yo 'nalish i yuqoriga, ya 'n i 
koordinitalar tekisligining birinchi choragiga qarab yo'nalgan bo’ ladi.

6. / -» — 2 ± 0 da .v -> ± « y — ; /->-2±0da x —

Demak, egri chiziq uchun jc= - ,  _y= * to 'g 'ri chiziqlar mos ra­

vishda vertikal va gorizontal assim ptotalari b o 'lad i. Berilgan 
funksiyalarni bir vaqtda chcksizlikka aylantiradigan / ning shunday 
q iym atla r i m avjud b o 'lm agan lig i uchun egri ch iz iq  og 'm a 
asimptotaga ega emas.

7. Berilgan egri chiziqning grafigi uning asimptotalar kesishish

nuqtasi ga nisbatan sim m etrikjoylashgan bo'ladi.

Y uqo rid ag i b an d la rd ag i m u lo h aza la rga  asosan b erilg an



funksiyaning grafigi 23.7- chizmada tasvirlangan.
2 . T englam asi qutb k o o rd in a ta la r  sistem asid a  berilg an  

funksiyaning grafigini chizish. Qutb koordinatalar sistem asida 
funksiyani tekshirish va uning grafigini chizish sxemasi II bob, 
16- § da berilgan edi. Biz bu yerda funksiyani tekshirish va uning 
grafigini chizishda oldingi tekshirishlarga qo‘shim cha ravishda 
differensial hisob kursining tushunchalaridan foydalanamiz.

Ushbu р=/(ф), -оо<ф<+оо funksiyani qaraymiz.
Agar р = / ( ф )  funksiya chegaralangan, ya 'n i p < a  bo'lsa, u 

holda egri chiziq aylananing ichida joylashadi.
Agar p= /(—ф )= / (ф ) bo'lsa, egri chiziq qutb o 'qiga nisbatan 

simmetrik; agar f { n —ф )= / (ф ) bo'lsa, egri chiziq qutb o 'qiga 
perpendikular bo 'lgan to 'g 'r i chiziqqa nisbatan sim m etrik va 
nihoyat, agar /(я;+ф)=/(ф) bo'lsa, egri chiziq qutbga nisbatan 
simmetrik bo'ladi.

p=/ (ф) funksiyani ekstremumga tekshirish odatdagi tartibda 
olib boriladi: / '(ф) hosila topilib, u nolga tenglashtiriladi, ya'n i 
/Хф)=0 tenglam an ing ild iz lari(funksiyan ing kritik  nuqtalari) 
topiladi. Agar ф=ф, kritik nuqtaning chap tom onida /'(ф)>0 
bo'lib, o 'ng tomonida esa / '(ф)<0 bo'lsa, Pmax=/ (9 i)  bo'ladi. 
A gar ф = ф , kritik  nuqtan ing  chap tom onida / '( ф ) < 0  , o 'n g  
tomonida esa / '( ф ) > 0  bo'lsa, pmin= /(9 i)bo 'lad i.

Egri chiziqning pnm va pmm nuqtalariga o 'tkazilgan urinma 
urinish nuqtasining radius-vektoriga peфendikular bo'ladi. р=/(ф)
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о р
23.8- chizma.

>
Р

2 3 .9 -  chizma.

egri chiziqda urinmasi qutb o'qiga perpendikulyar bo'lgan nuqtalar 
(23.8- chizma)

formula bo'yicha topiladi, bunda \x=kii - к —ф.

|i ning bu qiym atini (1) ga qo 'yib , hosil bo'lgan tenglamani ф 
ga nisbatan vechsak, ф ning topilgan qiymati izlanayotgan nuqtani 
aniqlaydi.

Egri chiziqning egriligi qutb koordinatalar sistemasida

formula orqali topiladi. Agar egri chiziq egilish nuqtasiga ega bo'lsa, 
Ф ning unga mos kelgan qiymati (2) ga asosan, p2+2p/2—p'p"=0 
tenglamaning toq karrali ild izlaridan iborat bo'ladi.

P (1)

£ = p2+2p'2-p-p'
( 2 )
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р=/(ф) egri ch iziqn ing qutb koord inatalar sistem asidagi 
asimptotasining tenglamasi

^ cos((p- y)  ̂ ^

ko'rinishda bo 'ladi, bunda у — qutbdan asimptotaga o'tkazilgan 
perpendikular bilan qutb o'qi orasidagi burchak, P— perpendi-
kular uzunligi (23.9- chizma). у ni topish uchun р=/(ф) teng- 
lamada ф ning p ni <» ga aylantiradigan ф=ф, qiymatini topish 
kerak. Agar ф ning shunday qiym ati topilsa, egri chiziq ko'p 
shoxobchalarga ega bo'ladi. P quyidagi

ф »Ф| |p|

formula orqali topiladi. Agar bu limit mavjud bo'lsa, egri chiziqning 
asimptotasi cheksiz ko'p shoxobchalarga ega bo'ladi. Agar bu limit 
mavjud bo 'lm asa, egri ch iziqn ing cheksiz ko'p shoxobchalari 
asimptotaga ega bo 'lm aydi (yoki egri chiziqning shoxobchalari 
parabolik tipda bo'ladi).

Agar F>0 bo'lsa, egri chiziqning asimptotasi radius-vektoridan 
o'ngda joylashadi. P<0 bo'lganda esa chapda joylashgan bo'ladi.

1-misol. Us. bu funksiyaning grafigini chizing:

_  Cl
* rnq2 (П •

Y echilish i. R avshanki, berilgan  egri ch iziq  cheksiz ko 'p  
shoxobchalarga ega bo'lib, qutb o'qiga simmetrik va qutb boshiga 
perpendikular joylashgan. Berilgan funksiya davriy funksiya bo'lib, 
uning davri 0)=2n.

Bu funksiyani ekstremumga tekshiramiz:
/ _  2 a sin ip

P -  со§2ф ' P '= 0 , bundan 5И1ф=0. ф,=0, ф2=л: nuqtalar

berilgan funksiya uchun kritik nuqtalar bo'ladi. Bunda p '(0—0)<0, 

p '(0+ 0)> 0  bo'lgani uchun ф,=0 nuqtada funksiya m inimumga 
ega bo'ladi, ya'n i pmin(0 ) - o .  p'(n—0)<0, р'(л:+0)>0 bo'lgani uchun 
Ф2=7с nuqta ham funksiyaning minimum nuqtasi bo 'ladi, ya 'n i 
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pmjn(n)=fl. Egri chiziqning urinmasi qutb o'qiga parallel bo'lgan 
n u q ta la r in i to p am iz : (1 )  fo rm u lad a  ц —An—ф deb o lib .

tg(An — ф) = — ctgф ga ega bo iam iz , bundan tg‘ «Р ni hosil

qilamiz. Bu tenglama haqiqiy ildizlarga ega emas.
Egri chiziqning urinmasi qutb o'qiga perpendikular bo'lgan

71
nuqtalarini topamiz: (I ) formulada ц = Ая+ — ф deb olsak,

ф|=-^^ф. bundan ф,=0, ф2—п. Demak, egri chiziqning
(c/;0) va (c/;n) nuqtalarida urinm a qutb o 'q iga perpendikular 
bo'ladi.

Egri chiziqning egilish nuqtalarini topish uchun p2+2p'2—p'p'^O

tenglamani yechib, cosq>=±J  ̂ ga ega bo'lam iz. [0;2n] kesmada 
berilgan egri chiziq to 'rlta egilish nuqtasiga ega bo'ladi.

Ф=^ da p=«= bo 'ladi, ya 'n i egri chiziq asimptotaga ega bo'lishi 
mumkin, lekin

p=lim a„
я sin 2(p

<P->,

bo'lgani uchun egri chiziq asimptotaga ega emas.

2 3 .1 0 -  chizma.

Berilgan funksiyaning grafigi 23.10- chizm ada tasvirlangan.
2- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

p—iф=аГСС05-!-т -.
p
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Yechilishi. Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi:
p - l

P2
<1

b o iad i, bundan —p2<p—l<p2, Игп_ ф(р)=
p->~ +o

p? 1= lim  arccos K =n.
- iWs  n p zp > 2 +o

lim <p(p)= lim arccos p 2-= n ; ф=*.
р-н оо  р-н-о© p  2  2

Berilgan funksiyani ekstremumga teksliiramiz:

</ip_ p - 2  ^ Ф _п  . .. j - — I+n/5

V

1 1
p p2

bundap=2boiganda  ̂ boiadi, -- -  <p<2

oraliqda ^ < 0 , p>2 bo iganda esa ^ > 0  bo iad i.

D em ak, p=2 da funksiya m in im um ga ega ^ = a rc c o s * j .

p= — i-p/5 nUqtacja jlosj]a mavjud emas, bunda funksiya я  qiymatga

(maksimum qiymat) ega b o iad i. Bu funksiyaning grafigi 23.11- 
chizmada tasvirlangan.

Quyidagi spirallarning grafigini chizing
1. Arximed spirali р=оф, a>0. р=яф, o>0 qutb atrofida tekis 

aylanayotgan to 'g 'ri chiziq bo'ylab ilgarilama tekis harakat qiluvchi 
nuqtaning trayektoriyasi Arximed spirali deb ataladi. Aylanayotgan 
to 'g 'ri chiziqning dastlabki vaziyatini qutb o'qi deb qabul qilib.
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o'zgarm as tezlanishni со, o'zgarm as tezlikni v bilan belgilasak, 
shartga ko'ra v—oco bo 'ladi, bunda a — o'zgarmas, qutb-radius ф 
burchakka burilsa, M nuqta OM=a m asofani bosadi. OM= p 
bo'lgani uchun р=яф .

Arximed spiralining grafigini aw alo  a= 1 bo'lgan holda chizamiz: 
р = Ф  chiziqn i ф>0 bo 'lganda chizish uchun quyidagi tayanch 
nuqtalar yordamida jadval tuzamiz:

a
71 71 7t Зя

2 nФ - 71 —
6 3 2 2

p 0
71
6

7t

3

71
2 К

371

2
In

Bu jadvalga ko'ra tekislikdagi M(р;ф) nuqtalaming o'rnini topib, 
ularni birlashtirish natijasida р=ф funksiyaning grafigini hosil 
qilam iz (23.12- chizma).

Ф ni —ф ga almashtirganda p endi —p ga almashadi, ya'ni -о°< ф < 0  

bo'lganda, -oo<p<0 bo'ladi. Demak, Arximed spirali ikki shoxob- 
chadan iborat bo 'lib , bular qutbdan o 'tuvchi va qutb o 'q iga 
perp end iku lyar bo 'lgan  to 'g 'r i ch iz iqqa n isbatan  sim m etrik  
joylashgan bo'ladi, ya 'n i ularning biri ф ning musbat qiymatlariga 
mos kelib, soat strelkasi yo 'nalishiga teskari ravishda tarqaladi; 
ikkinchisi esa ф ning manfiy qiymatlariga mos kelib, soat strelkasi 
yo 'nalishi bo'yicha tarqaladi.

Qutb ko o rd in a ta la r  s is tem asid an  D ekart k o o rd in a ta la r  
sistem asiga o 'tganda, Arximed sp ira li tenglam asin ing Dekart 
koordinatalar sistemasidagi ko'rinishi

2 3 .12 - chizma.
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23 .13 -  chizma.

Г 1 "> 4- X Jx~+y~ =arctg
v

shaklda bo'ladi. Bu tenglama, ravshanki, transsendent tenglamadan 
iborat. Arximed spirali cheksiz ko‘p shoxobchalarga ega. Uning 
ketma-ket kelgan ikkita shoxobchasi orasidagi masofa / quyidagi 
/=я(ф+2я)—mp=2tfcpformula orqali ifodalanadi va o'zgarmas boiadi. 
Arximed spirali ning egriligi qutb koordinatalar sistemasida (2) 
formula orqali topiladi. Arximed spirali uchun ф ning hamma 
qiymatlarida k> 0 b o iad i. Shuning uchun uning grafigi egilish 
nuqtalariga ega bo im ayd i.

Eslatma. p=mp+/ tenglama ham Arximed spirali ni ifodalaydi.

Haqiqatan ham, qutb o'qini a= — 1 burchakka bursak, unda p=a0 
tenglama hosil b o iad i (23.13- chizma).

2. Giperbolik sp iral P= ^ . Ravshanki, ф..da p —> 0.

Demak, qutb sp irallari uchun asim ptotik nuqta b o iad i.
ЛАП ■ 0 sir' (pMr —psm ф— — b o igan i uchun y=  a to‘g 'ri chiziq to 'g ‘ri

burchakli koordinatalar sistemasida (bunda koordinatalar boshi
qutbga mos, qutb o'qi esa absissalar o'qining musbat qismiga mos
tushadi) giperbolik spiralning asimptotasi bo'ladi (23.14- chizma).

/_ a 2 a
P ^2 ’ P фз b o igan i uchun 0<|ф|<+»э ni qanoatlantiruvchi
Ф ning hamma qiym atlarida к  > 0 bo'ladi. Shuning uchun giper­
bolik spiral egilish nuqtasiga ega emas. Giperbolik spiralning



tenglamasidan ko'rinadiki, spiral ikki shoxobchadan iborat bo1 lib, 
ular ordinatalar o 'qiga nisbatan simmetrik joylashgan bo'ladi.

3. p=a+l. lim p sin (p = lim (rt+/ sin(p=tf b o lgan i uchun y~a
ф tp—>0 q>—>0 \ф /

to‘g ‘ri chiziq spiral uchun asimptota bo‘ladi.

p'=— Л ,  p"=—2c! bo ‘ lgani uchun ^(a+b^)l—2ab--{) bo 'l- 
Ф“ Ф

ganda k = p +2p —рзр =0 bo'ladi. ф (я+ /ф )2—  2а/=0 tenglama bitta 

(p2+ 2 p 2 )2

Ф = Ф ,(0< Ф |< 1 )  yechimga ega, agar ф>1 bo'lsa, ф (а+ /ф )2— 2al=0, 
agar ф < 0  bo'lsa, ф(с/+/ф)~—2 a l< 0  bo'ladi. Shunday qilib, egri 
chiziq ф = ф 1 da bitta egilish nuqtasiga ega bo'ladi.

Agar ф orgument 0 dan -k« gacha o'zgarganda p ning qiymati 
p—>/, y a i i i  egri chiziq soat strelkasi yo'nalishiga teskari ravishda 
aylanadi, asimptotik ravishda p=/ aylanaga yaqinlashadi. Agar ф 

o'zgaaivchi 0 dan gacha o‘zgarsa, p ning qiymati dan 0

gacha o'zgaradi, Ф = 1 da qiymat nolga aylanadi, bunda p qarama- 

qarshi yo 'nalishda olinadi. Shuning uchun sp ira llin g  ikkinchi 
shoxobchasi o ‘/-o'z.ini kcsib o 'tib , ichki tomondan asimptotik 
ravishda aylanaga yaqinlashadi (23.15- chizma).

4. Galiley spirali р=оф2— / (/>{)). G aliley spirali qutb o'qiga 
nisbatan simmetrik joylashgan bo'ladi. Agar ф = 0  b o isa , p=—/.

Agar (p=±M- bo'lsa, p=0 b o iad i. Shunday qilib, egri chiziq qutbda

2 3 .14 - chizma.
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23.15- chizma.

ikkilangan nuqtaga ega bo‘ladi (23.16- chizma). Egri chiziq qutb 
o'qida cheksiz ko‘p ikkilangan nuqtalarga ega b o iad i, p=«p2—••/, 
(рк=±пк, k=1 ,2 ,3 ,...; / = 0b o igan d a р=оф2 (23 .17 - ch izm a) 
spiral hosil b o iad i, bunda qutb maxsus nuqta b o iad i. (Agar ф=0 
bo'lsa, p=0, p,=0 bo'ladi).

a
5. P=^2 • Agar ф->0 bo'lsa, p->°° bo'ladi, agar ф-^°° bo iganda

esa p—>0 bo'ladi. Egri chiziq parabola shoxobchasiga o‘xshagan ikkita 
cheksiz shoxobchadan iborat bo'lib, koordinata boshida asiptotik 
ikkilangan nuqtaga ega bo'ladi (23.18- chizma).

6. Ferma spirali рг=о2ф. Spiral markaziy simmetriyaga ega
b o lib , ф->°° da p->co. Egri chiziq ikkita shoxobchadan iborat

bo'lib, bulardan biri p ning musbat qiymati p g a  mos keladi,

ikkinchisi esa p ning manfiy qiymati p=—a-Jy ga (23.19- chizma) 
mos keladi. Ikkala shoxobcha ham qutbdan boshlanadi, qutb, o ‘z 
navbatida, egri chiziqning egilish nuqtasi ham b o iad i. Har bir 
shoxobcha qutbdan cheksiz ko'p marta aylanib cheksizlikka ketadi. 
Bunda ikkita qo'shni shoxobcha orasidagi masofa kamayadi, ya 'n i

lim  (о^Ф+2я—«л/ф)=0 (23.19-chizmaga qarang).
ф—>o° ' ' _

7. Parabolik spiral (p—/)2=я2ф(/>0). Spiral ikkita р=Ял/ф+/ 
va p=—Од/ф+Z shoxobchalardan iborat. Bulardan ikk inch isi
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2 3 .1 7 -  chizma.

birinchisi bilan cheksiz ko'p ikkilangan nuqtalarga ega (23.20- 
chizma). Haqiqatan ham , ф=0 nuqtada egri chiziqqa o ‘tkazilgan 
urinma qutb o ‘qiga mos tushadi, egriligi

p 2+2 p /2—pp*

( p 2 + 2 p /2) 2

esa ф=ф1(ф|>0) da nolga aylanadi, bunda ф, ushbu tenglam aning 

yechimi: 4 фл/ф (/ — о\/ф) + Зя2 7ф — я/ = 0.

365



8. Jezl P2=^, (л>0). Egri chiziq markaziy simmetriyaga ega

bo'lib. ikkita P= °r  va P = — ‘I- shoxobchalardan iborat, ularning 
х/ф n/<P

har biri qutbga yaqinlashadi (23.21- chizm a). ф—>0 da p— 
chunki

.. a sin ф „ 
lim p sin ф=пт T=0,
<l>->0 ip->0 / ф

qutb berilgan chiziqqa asimptota bo'ladi. ф=* da к =0, Ф>_ da.

к >0. ()<ф< 1 da esa к <0 bo'ladi. Shuning uchun ; cisjl 
egri chiziq uchun egilish nuqtasi bo'ladi.

nuqta

2 3 .2 1 -  chizma

9. Logarifmik spiral p^a^. ф=0 da p=l bo'ladi.
Agar a> 1 bo'lsa, u holda ф— da p—>-н» va spiral soat strelkasiga 

teskari yo'nalishda tarqaladi; ф->-°° da p—>0 va spiral soat strelkasi 
yo'nalishi bo'yicha yopiladi, o'zining asimptotik nuqtasi qutbga 
asimptotik intiladi (23.22- chizma).

366
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Agar 0 < a < I bo'lsa, u holda ip—>+™ da p >0 va spiral qutb 
atrofida soat strelkasiga teskari yo 'nalislu la yopiladi, ф-*+°о da 
p->+oo va spiral soat strelkasi yo'nalishi bo'yicha tarqaladi.

p=co4> ko'rinishdagi logarifmik spiralni qaraylik. Qutb o 'qini 
biror ф, burchakka burish bilan koeffitsiyent с ni c= 1 deb olish 
mumkin. Haqiqatan ham, qutb o'qini ф, burchakka burish natijasida 
p=ca =ccf-' соф,= 1 shartidan ф,=1о§ас burish burchagini 
topamiz.

Har bir logarifmik spiral o'zining hamma radius-vektorlarini 
bir xil |i burchak ostida kesib o 'tadi. Haqiqatan ham.

bo'lgani uchun

/ , p s in  cp+p COS Фyx = tga= , v . ч , ц= а—ф 
pcosip+psmcp

. _  tea—tgcp p
^~l+tgatgq>’ bundan 1ёМ= , ■ ko'rilayotgan hoi uchun

"ф 1 tgu = =
a'1’ In a In a

Ixtiyoriy nuqtadagi sp iralning egrilik radiusi bu nuqtaning 
radius-vektoriga proporsional bo'ladi:

(p2+p'2)2 _ (a242a24 n 2 a)2 _ r— —

pV 2- pp' «2W » i n 2fl-4i2v 2 in'2 e “ p

Logarifmik spiralni p=cek̂  tenglama ko'rinishida berish qulay 
bo 'lad i, bunda

I
k\

U holda Я=рф+к2. A, = 0 bo'lganda p = с aylana hosil bo'ladi.

tg|i= , k{=\na. 
k \

Qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamaning tarkibida 
trigonom elrik funksiyalar qatnashgan chiziqlar.

1 . Uch yaproqli va to ‘rt yaproqii atirgullar. Ularning qutb 
koordinatalar sistemasidagi tenglam alari, mos ravishda, р=я5тЗф 
va р=д$т2ф {a > 0) kabi ifodalanadi.
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2 3 .2 3 -  chizma.

Berilgan fuknsiyalarning grafiklarin i chizish uchun (p ga 0 
dan 2я  gacha qiymatlar bcrib, bu qiymatlarga mos kelgan nuqtalar 
yordamida ham chizish mumkin.

Umumiy holda tenglamasi p=asinnp yoki p=acos др ko'rinishda 
bo'lgan egri chiziqlar oilasi atirgulsimon chiziqlar deyiladi.

tfsinr(p< l, t/cosr(p<l m unosabatlardan o ilan ing barcha 
chiziqlari radiusi a ga teng bo'lgan doiraning ichida yotishi kelib 
chiqadi. sinrcp va cosr<p funksiyalar davriv bo'lganligidan gullarning 
har biri a ga teng bo‘ lgan radiuslarning eng kattasiga nisbatan 
immetrik bo'lgan kongment yaproqlardan tashkil topadi.

Agar |r| — butun son bo'lib, r —juft bo'lsa, gul 2 rta  yaproqdan 
(23.23 a- chizma), r — toq bo'lganda esa, r  ta yaproqdan iborat 
bo'ladi (23.23 b- chizma).

Agar r= — ratsional son bo'lib m va n lam ing ikkalasi ham 
toq bo'lsa, gul m ta yaproqdan (23.24 d va e- chizm alar), m va n 
lam ing biri juft bo'lganda 2m ta yaproqdan tashkil topgan bo'ladi 
(23.25 b va d- chizm alar), bunda yaproqlar qisman bir-birini 
yopadi.

2. P aska l ch ig ‘ anog ‘ i p =2rcos<p+/. B erilgan ch iz iqn ing 
konxoidasi deb, bu chiziqdagi har bir nuqtaning qutb-radiusini 
berilgan / kesmaga o'zgartirish, cho‘zish yoki siqish natijasida 
hosil qilingan chiziqqa aytiladi. Chiziqning tenglam asi p=/((p) 
shaklda berilgan bo'lsa, uning konxoidasi: p=/(cp)±/ tenglama 
bilan ifodalanib, u ikki qismdan iborat bo 'lad i. Qutb sifatida 
aylanadagi nuqta qabul qilinsa, bu aylananing konxoidasi Paskal 
chig'anog7 (ulitkasi) deyiladi. Uning tenglamasi
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2 3 .2 4 -  clii/.ma.

p =2rcos(p+/

ko'rinishda bo'ladi. Agar /=0 bo'lsa, p=2/*cos(p bo 'lad i, bundan 

keyingi \lx~+y2 =2r * . yoki x*+y 2—2rx=0 tenglam a markazi
\lxl +y2

(r ;0) nuqtada, radiusi esa r ga teng bo'lgan aylanani ifodalaydi. 
Bundan Paskal ch ig 'anog'iga tegishli nuqtalarn i qurish uchun 
radius-vektorining har bir holatiga qarab /kesmani qurish kerakligi 
kelib chiqadi. 23.25 я, Л, d- chizm alarda buning uchta / < 2r, 
l —2r, l>2r holati ko'rsatilgan.

l= 2 r  bo 'lgan  holatda Paskal c h ig 'an o g 'in in g  tenglam asi 
p=2r(l+cos(p) ko 'rin ishda bo 'ladi. Bunda koord inatalar boshi 
qaytish nuqtasi bo'lib hisoblanadi (23.25 b- chizma).

369



У ‘1 р = 2 r  cos Ф + /

I <2r bo 'lgan holatda koordinatalar boshi o ‘zaro kesishish 
nuqtasi b o iad i (23.25 a- chizma).

/>2r  b o iganda koordinatalar boshi ajralgan maxsus nuqta 
bo iad i (23.25 d- chizma).

3. Kardioida p=2r (1—совф). U ning ten g lam asi p= 2r (1 — 
—соБф) ko'rinishda b o iad i. Kardioida tenglamasidan uning Paskal 
chig'anoqlari sinfiga qarashli ekanligiga ishonch hosil qilish qiyin 
emas (23.26- chizm a). T o 'g 'ri burchakli Dekart koordinatalar 
sistemasida kardioida tenglamasi

(x2+y2+2rx)2==4ri{x1+y2)

4-tartibli algebraik egri chiziqni ifodalashi kelib chiqadi.
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р = 2r(l — cos ф) У n

2 3 .2 6 -  chizma.

2 3 .2 7 -  chizma.

4. Kappa. Uning tenglamasi p=flctgip ko'rinishda bo‘ lib, to 'g 'ri 
b u rc h a k li D ek art k o o rd in a ta la r  s is te m a s ig a  o ‘ t i lg a n d a  
(x2+y2)y2= a2x2 tenglam a hosil bo'ladi. Bundan Kappa koordinata 
o 'q la riga  sim m etrik bo'lgan 4 -tartib li a lgebraik  egri ch iziqn i 
ifodalashi kelib chiqadi:
F (x,y)={x2+y2)y1—a2x1 va F'(x,y)=2xy—2a2x, F' (x,y)=2x2y—4 /  
bo'lganligidan x=0, y=0 bo'lganda F' (0;0)=0, F' (0;0)=0 bo'ladi. 
Demak, koordinatalar boshi uning uchun maxsus nuqta bo 'lar 
ekan.

K, = 2 f - 2  a2

bo'lgani uchun x=0, y= 0 bo'lganda F^*0, demak, koordinatalar 
boshi ikkilangan maxsus nuqta bo'lar ekan.

x= 0, y= 0 bo 'lgan da F ’y—F"xF ”y = 0 b o 'lad i. Bundan esa 
koordinatalar boshi o'zaro urinish nuqtasi bo 'lishi kelib chiqadi.
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lim  p sin ф=a bo igan i sababli у —±a to‘g ‘ri chiziqlar berilgan egri
4>->0
chiziq uchun asimptotalar boMishi kelib chiqadi.

ф— da v ' — bundan ord inatalar o 'q i egri ch iziqqa
o ‘zaro urinish nuqtasida (koordinatalar boshida) urinma chiziq 
bo iish i kelib chiqadi. Kappa chiziqning umumiy ko'rinishi 23.27- 
chizmada tasvirlangan.

Kappa p 'c/ctgrcp tenglamasi bilan ifodalanadigan egri chiziqlar 
oilasining vakilidir. Llmuman, tenglamalari p=actg2(p yoki р= ^2ф  
ko‘rinishda bo'lgan egri chiziqlar tugunlar deyiladi. Bu egri chiziqlar 
uchun koordinatalar boshi maxsus nuqtadan iborat. r=  2 bo'lganda 
„shamol tegirmont' deb ataladigan egri chiziq liosil boiadi (23.28-chizma).

2 3 .2 9 -  chizma.

5. Bernulli lemniskatasi. Uning tenglamasi р=2а2С082ф ko'ri- 
nishda bo'ladi.

T a‘ rif. Berilgan ikki F} va F2 nuqtagacha olingan masofalarning

ko'paytmasi o‘zgarmas va . (FxF2f  ga teng bo'lgan nuqtalarning 
geometrik o 'rni lemniskata deyiladi.
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Bernulli lemniskatasining tenglamasidan egri chiziqning у =±y 
to 'g 'ri chiziqlar orasida simmetrik joylashgan ikkila yaproqdan 
tashkil topganligini ko'rish mumkin. Bunda koordinatalar boshi 
ikkilangan maxsus nuqta bo‘ladi.

Bernulli lemniskatasining grafigi 23.29- chizmada tasvirlangan. 
Bernulli lemniskatasi tenglam alari qutb koordinatalar sistemasida 
pm=omsin/мф yoki p"'=o"'сокшф ko‘rinishda bo'lganda, sinusoidali 
spirallar deb atalgan egri chiziqlar oilasining vakili bo'lib hisobla­
nadi.

23.30- chizmada m—4 va m=—4 bo'lgan hollarda sinusoidal 
spirallar tasvirlangan.

23.30- chizma.

6. M akloren trisektrisasi. Uning tenglamasi

ko'rinishda bo'lib, uning grafigi abssissalar o'qini (a ;0) va (—2a;0) 
nuqtalarda kesadi.

ф->3̂  da p — va p co sф—>—За. Shuning uchun y= —3a

to 'g 'ri chiziq berilgan egri chiziq uchun asimptota bo'ladi. cos ^
juft funksiya bo'lganligidan, egri chiziq abssissalar o'qiga nisbatan 
simmetrik bo'ladi (23.31- chizma).
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2 3 .3 1 -  chizma.

7. Nikomeda konxoidasi. Uning tenglamasi

p =  +/ ( o > 0 , /> 0 ) 
sin ф

ko'rinishda bo'ladi.
Nikomeda konxoidasi uchun у  =a to'g'ri chiziq asimptota bo'ladi,

ch u n k i lim p  sin ф=а. A gar 0<ц><п b o 'ls a , p > /, bu egri
<p->0

chiziqning birinchi shoxobchasini beradi, agar л<ф<2тг bo'lsa, 
p < / bo'ladi, bu esa egri chiziqning ikkinchi shoxobchasini beradi. 
Egri chiziqning shakli a va / parametrlarga bog'liq. Bunda / <o , 
l=a, l>a  bo 'lish i m um kin. U chala holda ham uning uchun 
koordinatalar boshi maxsus nuqta bo'ladi. l<a  bo 'lganda egri 
chiziqning ko'rinishi 23.32 a- chizmada tasvirlangan. I—a bo'lganda 
egri chiziq koordinatalar boshida qaytish nuqtasiga ega (23.32, b- 
chizma), l>a bo'lganda esa o'zaro kesishish nuqtasiga (tugunga) 
ega (23.32 d- chizm a). Egilish nuqtasini

(p'±Vp'2 - 8 p/2)
P +2p —pp =0, p=^ —  ..-L

shartdan topamiz.

р = - асо/ ф, р ^ а(1+с“ 2ф) bo'lgani uchun p=2wc<f Ф yoki 
sin 2 ф sin ф sin ф

p3 sin3 ф=2о/?2 cos2 ф , dem ak, yi=2ax2 b o 'lad i, y a 'n i eg ilish  

nuqtasi у 
374
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2.1.32- dii/ma.

Shunday qilib, /< a bo'lganda egri chiziq to 'rtta, t>a b o lga^  
esa faqat ikkita egilish nuqtasiga ega b o ia r  ekan.

8. Koxleoida. Uning tenglamasi

sin ф p=a T 
Ф

ko'rinishda bo‘ladi.
Agar ф=0 b o isa , p=a\ agar y=k% (&=0,±1 ,±,...) b o isa

1 usin Ф
vaqtda p=0 b o iad i. ^ — juft funksiya bo lgan i uchun .
chiziq qutb o‘qiga nisbatan simmetrik b o iad i (23.33- chizma) 

da p->0, bunda radius-vektor ketma-ket sinuvchi (n o j  
aylanuvchi) yaproqlarni chizadi. Yaproqlar o ‘zlarining y u q 3 a
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2 3 .3 3 -  chizma.

cho'qqisiga ф ning tgcp =tp tenglam ani qanoatlantiruvchi q iy ­
matlarida erishadi (23.33- chizma).

3. Tenglam asi oshkorm as shaklda berilgan funksiyaning  
grafigini chizish. 16- § da tenglamasi oshkormas shaklda berilgan 
funksiyalarning grafigini hosiladan foydalanmasdan (elemental- 
usullar yordamida) chizish usuli berilgan edi. Endi bu paragrafda 
tenglamasi oshkormas shaklda berilgan funksiyalarning grafigini 
hosilaladan foydalanib chizish uchun 16- § ga qo‘shimcha quyidagi 
ba'zi bir m a’lumotlarni keltirib o'tam iz.

Biror EkzR2 to'plam da F{x,y) funksiya berilgan bo'lsin.
Ushbu

/г (л-,у) = 0 (1 )
chiziqning regular yoyi deb shunday nuqtalar to'plamiga aytiladiki, 
agarda ular Dekart koordinatalar sistemasida

y= f{x), a<x<b (2)

(1) tenglamani qanoatlantirib ,/(x) funksiya quyidagi uchta shartni 
qanoatlantirsa: 1) u bir qiym atli, 2) uzluksiz, 3) tegishli tartibdagi 
uzluksiz hosilalarga ega bo'lsa.

(1) chiziqdagi nuqtaning yetarli kichik atrofi regular yoy bo'lsa, 
biz bunday nuqtani shu chiziqning oddiy nuqtasi deb ataymiz. 
C hiziqning oddiy bo 'lm agan  barcha nuqtalari uning mcixsus 
nuqtalari deyiladi.

Agar M0(x0;y0) nuqta (1) chiziqning oddiy nuqtasi bo'lsa, uning 
yetarli kichik atrofida (1) bilan (2) tenglam alar ekvivalent bo'ladi 
(23.34- chizma), chunki M^M2 — regular yoy bo'ladi (unig

376



23.34- ilii/ina.

hamma nuqtalarida fix )  funksiya yuqoridagi uchala shartni ham 
q an o atlan tirad i). f(x )  funksiyaga qo ‘y ilg an  shartlar yoyning 
silliqligini, ya 'n i uning har bir nuqtasida urinma (f'(x) — uzluk- 
siz) mavjudligini bildiradi. 2.1.34- chizmada M, va MA nuqtalar 
maxsus nuqtalar bo‘ladi, chunki M3 n u q tad a/ (x ) funksiyaning 
bir qiym atliligi buziladi, Mx nuqtada csa urinma (f'(x) — hosila) 
mavjud emas (bir tomonlama hosilalar mavjud). M, va Л/4 nuqtalarni 
qanchalik kichik atrof bilan o'rasa к ham, regular yoy hosil bo'lmavdi.

A gar F (x.y) funksiya A/0(.v0;y0) nuqtada b irinch i tartib li 
uzluksiz xususiy hosilalarga eg;i bo 'lib , bu hosilalar M0(x0’,y0)
nuqtada birdaniga nolga aylanmasa, ya'ni F'2(x (), j>0)+F'2(x0, y 0)^ 0 
bo‘lsa, M0(x0]y0) nuqta oddiy nuqta bo'ladi. E to'plamning

F{x,y)=0, /<;'(x,.v)=0, /rv'(x ,y )= 0  (3)

tenglamalarni qanoatlantiruvchi nuqtalari (1) chiziqning maxsus 
nuqtalari bo'ladi.

Agar Af0(x0;>’0) nuqtada, funksiyaning o 'zidan tashqari, uning 
birinchi tartibli xususiy hosilalari ham nolga teng bo'lib, ikkinchi 
tartibli xususiy hosilalaridan biri noldan farqli bo 'lsa. u holda 
M0(x0;y0) nuqta (1) chiziqning ikki karrali maxsus nuqtasi deyiladi.

(3) bilan birgalikda F^(x,y)=F'y(x,y)=F"y(x,y) o'rinli bo'lib, 
uchinchi tartibli xususiy hosilalarning hech bo'lmaganda bittasi 
Л/0(х0;у0) nuqtada noldan farq li b o 'lsa , A/0(x0;y0) nuqta (1) 
chiziqning uch karrali maxsus nuqtasi deyiladi.



Umumiy holda M0(x0,y0) nuqtada F(x,y) funksiyaning n —1- 
tartibgacha hamma xususiy hosilalari nolga teng bo'lib, n- tartibli 
hosilalaridan hech bo 'lm aganda bittasi noldan farqli bo 'lsa , 
Л/0(х0;у0) nuqta (1) chiziqning n- karrali maxsus nuqtasi deyiladi.

Ikki karrali M0 maxsus nuqta uchun bu nuqtadagi urinma- 
larning burchak koeffisiyentlari

F ”x+2F;yy'+F;yy'2=0 (x=x0,y= y0) (4)

kvadrat tenglamaning ildizlari bo'ladi. Bu tenglamaning ildizlari 
haqiqiy va har xil bo'lganda MQ tugun maxsus nuqta yoki o'zaro 
kesishish maxsus nuqtasi; o'zaro teng bo'lganda M0 nuqta qaytish 
maxsus nuqtasi; mavhum bo'lganda esa Л/ц nuqta yakkalangan 
maxsus bo'ladi.

M0 nuqta uch karrali maxsus nuqta bo'lganda M0 nuqtadagi 
uchta urinmaning burchak koeffisiyentlari

K x  +3C / + C / 2+К У =0 (x=x0, у =y0)

kub tenglamaning ildizlari bo'ladi.
Tenglamasi F(x,y)—0 shaklda berilgan egri chiziqning ixtiyoriy

F’
nuqtasidagi urinmaning burchak koefftisiyenti k=- J  formula 

bilan topiladi.

Egri chiziqning abssissalar o'qiga parallel bo'lgan urinmasini 
topish uchun

J / ; ( a\ y)=0,

]/ (x ,y )= 0

sistemani yechish kerak. Agar x, va y, lar bu sistemaning yechimi 
bo'lib, Fy(xx,y \)*0 bo'lsa, u holda

F̂ x (X], y, )F '(xl , y, )>0

bo'lganda M{xx,yx) nuqta egri chiziqning maksimum y max nuqtasi, 
F̂ x(x ,, y ,)-F'(xl , y , )<0 bo 'lgan da esa m in im um  y mjn nuqtasi 
bo'ladi.
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Egri chiziqning ordinatalar o 'qiga parallel bo'lgan urinmasini 
topish uchun

j y ) = o ,

И * , >1=0

sistemani yechish kerak. Agar x, va y, lar bu sistemaning yechimi 
bo'lib, F'ix^y^^O bo 'lsa, u holda

^ (X i,> '1)/ r; ( x i^ i )> 0

bo'lganda M(xx\yx) nuqta egri chiziqning maksimum xmax nuqtasi, 
F"y , У1 )F '(x  1, y 1)<0 bo'lganda esa minimum xmin nuqtasi bo'ladi.

F(x, y )=0 tenglama bilan berilgan chiziq egilish nuqtasining 
koordinatalari

f:xf ;2- 2 f t ; f;+ f; vf; 2=o (5 )

tenglamaning ildizlari bo'ladi.
1- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

F (x,y)=х,+ У +3xv=0.

Yechilishi. 1. Berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:

F'=3x2+3v, F'=3v2+3x.X  у  *

x=0 va y=0 da /’ (0;0)= 0, /7,v(0 ;0 )= 0, F\ (();0)=0 bo 'lganligi 
uchun koordinatalar boshi, ya 'n i A/(J(0;0) nuqta egri chiziq uchun 
maxsus nuqta bo'ladi.

2. Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini 
topamiz:

/£= 6x, Fx'y=3, F;y=6y, Fxy =3*0.

x=0 va>>=0 da Fxy * 0  bo'lgani uchun A/„(0;0) ikki karrali maxsus 
nuq ta b o 'la d i. Bu n uq tad an  o 'tg a n  u r in m an in g  b u rchak  
koeffitsiyenti к ni

F;x+2F;vk+F;yk2=o

tenglamadan topamiz: F^= 0, /^ (0 ,0 )= 3, /̂v'(0 ,0 )= 0  bo 'lgan­
ligi sababli 6k=0, k=0. Demak, MH(0;0) egri chiziq uchun tugun 
yoki karrali nuqta bo'ladi.



3. Ushbti

х 3+у3+Зху=0, х 3+у3+Зху=0

sistemalarning yechim lari, mos ravishda, egri chiziqning abssissalar 
va ordinatalar o ‘qlari bilan kesishish nuqtalarini ifodalaydi. Bu 
sistemaning yechimlari x = 0, у  = 0 b o iad i. Demak, egri chiziq 
koordinatalar o'qlarini Ma(0;0) nuqtada kesib o iad i.

4. Ushbu

sistemalarni yechib, mos ravishda egri chiziqning abssissalar va 
ordinatalar o ‘qlariga parallel bo'lgan urinmalarini topamiz.

Afo(0 ;0 ), A/j (—л/2; —\[4) nuqtalarn ing koord inata lari (1) 
sistemani qanoatlantirganligi uchun M0 nuqtadan o'tgan urinma 
abssissalar o'qi bilan ustma-ust tushadi. Mx nuqtadan o'tgan urinma 
esa abssissalar o'qiga parallel va bu nuqtada ymin ga ega bo'ladi. 
A/fl(0 ;0 ) ,  M2(—H4; —111) n u q ta la rn in g  k o o rd in a ta la r i (2 ) 
sistemaning qanoatlantirganligi uchun M0(();0) nuqtadan o'tgan 
urinma ordinatalar o 'qi b ilan ustma-ust tushadi. M2 nuqtadan 
o‘tgan urinma esa ordinatalar o'qiga parallel va bu nuqtada xmin ga 
ega b o iad i.

5. y’x funksiyaning x bo'yicha hosilasini topamiz:

х 3+у3+Злу=0,

3x2+3y=0 ( 1)

х 3+у3+Зху=0,

3_v2+3x=0
(2)

у "2 funksiyaning ishorasini tekshirish uchun egri chiziqdan 
bir nechta tayanch nuqtalarni olib, ushbu jadvalni tuzamiz:



Nuqtalar X )• .У"

■Ц -4/4 0

-Ц -4/4 oo

л - 1 = 1,88 —

- 1 =-1,53 +

с - 1 =-0,35 —

/? - 0 .5 =-1.26 —

- 0 .5 =-1,18 +

S ’ - 0 .5 =-0,084 —

A 1 =-0.35 —

у"г ning ishorasi Л/,, С, F \a A'nuqtalarda manfiy bo igan lig i 
uchun egri chiziq qavariq lig in ing yo 'nalish i yuqoriga qaragan 
b o iad i. Mv B \a £  nuqtalarda v* ning ishorasi musbat bo igan lig i 
uchun egri chiziq qavariqligining yo iia lish i pastga (ordinatalar 
o 'q in ing m anfiy tomoniga qarab) yo 'nalgan b o iad i. v" ning 
ishorasi DvaA nuqtalarda manfiy bo igan lig i uchun qavariqlikning 
yo 'n a lish i yuqoriga (o rd in a ta lar o 'q in ing  musbat tom oniga) 
yo'nalgan b o iad i.

6. F (x,_y)=x’’ +y'+3xy= 0 tenglama tarkibidagi x  ning eng yuqori 
darajasi oldidagi koeffitsiyent o'zgarmas son bo igan lig i uchun egri 
chiziq gorizontal asimptotaga ega emas. Xuddi shunday, vertikal 
asimptotaga ham ega emas.

Berilgan egri ch iziqning og'm a asimptotasini topish uchun 
F (x,_v)^x3+.y'+3xy—0 tenglamadagi у  ni kx+b ga almashtirib, hosil 
bo'lgan tenglam adagi x  ning ikkita eng yuqori darajasi oldidagi 
koeffitsiyentlarini nolga tenglashtirib, ushbu

J l  + £3 =0,

[3k2b + 3k = 0
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sistemani hosil qilamiz. Sistemadan k=— 1, b= 1 b o iad i. Demak, 
egri chiziq y - \ —x o g in a  asimptotaga ega bo‘ladi

у = x
2 l x 4 4 V 2 Mx 4 4

bo lgan lig i uchun x->-°° da y-> +°°; x-> +°° da esa y—> bo'ladi.
7. 7r (x,y)=x3+3;3-l-3xv=0 tenglam ada x ni у  ga, у  ni x  ga 

almashtirganda tenglama o'zgarmaganligi uchun berilgan egri chiziq 
y=xbissektrisaga nisbatan simmetrik bo'ladi. Egri chiziq y= x to ‘g ‘ri

chiziq bilan A/n(0;0) va Л/3(— ) nuqtalarda kesishadigan
sirtmoqqa ega bo'ladi.

Berilgan funksiyaning grafigi 23.35- chizmada tasvirlangan.
2- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

F{x,y)=f—x3+2x2=0.

Yechilishi. 1 Berilgan funksiyaning birinchi tartibli xususiy 
hosilalarini topamiz:

F' = -  3x2 +4x, F' = 2y.

F(0,0)=0, F' (0;0)=0, /\,'(0;0)=0 bo'lganligi uchun M0(0;0) 
nuqta berilgan egri chiziqning maxsus nuqtasi bo'ladi.

4̂ 3-

Nx 2

V 4
/TVb

E  \

,y

-3 -2 J»'''*’/ 2 3 -

f /

E
' M , 2

-3
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2. Funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini topatrniz: 
F '= —6x+4, Fx'y= 0, F;y= 2, F '(0 ;0 )= 4 * 0 , /■;'.(();0 )= 2*(b

b o igan i uchun Л/0(0;0) nuqta ikki karrali maxsus nuqta bo‘ lad i.

F£c + 2F£yk + Fyyk2 = 0

tenglam adan Mo(0 ;0 ) nuqtadan o'tgan urinmaning burchak к  oef- 
fitsiyenti к ni topamiz:

2k2 +4 = 0, ku  = ±y/2i.

T eng lam an ing  ild iz i m avhum  b o ig a n lig i uchun M0( O ;0) 
yakkalangan maxsus nuqta b o iad i. Egri chiziq karrali nuqtal arga 
ega emas.

3. Egri chiziqning abssissalar o 'qi bilan kesishish nuqte^sini 
topish uchun

J x 3 — 2x = 0,

[ y 3 —  a-3 + 2x2 = 0  

sistemani yechamiz. Bu sistemaning yechim i x=0, v=0; a=2, v=0 
dan iborat. Demak. egri chiziq Л/Д2;0) nuqtada abssissalar o l  qini 
kesadi.

F ’y — F"x Fyy ning ishorasi A/,(2;0) nuqtada musbat b o i^ a n -  
ligi uchun, bu nuqta egri chiziqning tugun nuqtasi b o iad i. JEgri 
chiziq ordinatalar o'qi bilan kesishmaydi.

4. Berilgan egri chiziqning koordinata o 'qlariga parallel b o 'lg a n  
urinm alarini topish uchun quyidagi sistemalarni yechamiz:

J F'(x, у ) = 0, I — 3x2 + 4 a  = 0,

[F(x,y) = 0, ^  |v2 _ a 3 + 2 x 2 =0. ( l )

j / ; ( x ^ )  = 0 , => \2y = 0,
[ / ’ ( x , > ! )  = 0 ,  [ у 2 —  x 3 + 2 a 2 = 0 .

( 1) sistema yechimga ega boim aganligi uchun egri chiziq ab ssissa lar 
o 'qiga parallel urinmaga ega emas. (2 ) sistema (2 ;0 ) yechimga ega 
bo igan lig i uchun M2(2;0) nuqtadan o 'tgan urinma o rd in a ta la r  
o 'qiga parallel b o iad i.

5. F"KF'2 — F"VF'F' + F"VF'2 = 0 tenglamaning ildizlari ( 3 ! Ц \Уб j

3 8 3



( з ; ~ 9 ^ )  bo lgan lig i uchun M2 va
nuqtalar egri chiziq uchun egilish nuqtalari bo'ladi.

// _  3x—8  t » ___ 3x+ 8 8

Уxx ш topamiz: -  4 и _ 2)з/2 O'** -  -  4(x_ 2)3/2 >’ ( 2 ;3)

da y"T <0, ( y"Y >0) bo lgan lig i uchun egri chiziq qavariqligining
g

yo'nalishi yuqoriga (pastga) qaragan bo 'ladi, *  e [3 ;+°°) da y^ > 0

(y''x <0) bo'ladi, egri chiziq qavariqligining yo 'nalish i pastga (yuqo­
riga) qaragan bo'ladi.

6. F (x,y)^y2—x3+2x2=0 tenglama tarkibidagi x (>’) ning eng 
katta darajasi oldidagi koeffitsiyent o'zgarmas bo lgan lig i uchun 
egri chiziq gorizontal (vertikal) asimptotaga ega emas. y2—x3+2x2=0 
tenglamada у ni y=kx+b ga almashtirganda к va b larga nisbatan 
hosil bo'lgan tenglama yechimga ega bo'lm aganligi sababli og'ma
asimptota mavjud emas. da у = ±\lx} — 2x2 -> ±°° .

7. F(x,y)=y2 x 3+2x 2=0 tenglamada у ni —y ga almashtirganda 
tenglam a o 'zgarm aganligi uchun egri chiziq abssissalar o 'qiga 
nisbatan simmetrik joylashgan b o iad i.

Berilgan funksiyaning grafigi 23.36- chizmada tasvirlangan.

23.36 - chizma.
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T englam alari param etrik  shaklda berilgan funksiyalarn ing 
grafiklarini chizing:

Mustaqil yechish uchun misollar

T en g la m a la r i qutb k o o rd in a ta la r  s is tem a s id a  b e r ilg an  
funksiyalarning grafigini chizing:

15. p=10sin3(p. 16. p= l()cos Зф.

T englam alari oshkormas shaklda berilgan  funksiyalarn ing 
grafigini chizing:

17. F(x,y)=x?-27(x-y)2=0.

18. F (x,y)=x4+x2v2 — 18x2y+9y2=0.

19. F(x,y)=x4—x2y+y3=0.

20. /г(л',у)—x6—x4+v2=0.

21. F(x,y)=x5—x? +4x2v—4;’2=0.

22. F (x ,y)= x’+ j3—a'2=0.

23. F(x,y)=x*—у*+ху=0.

1. x=t2—2t, y=12+2t.

2. x=t:'+3t+\ , y= t3—3/+1. 5. x=fe', y=te~'.

1+/5 ’

8. x=2t—t 2, y=3t—t\
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Mustaqqil yechish uchun misollarning javoblari

1 - chizma.

2 - chizma.
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3.

4- chizma.
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5.
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chizma.

A l ’

chizma.
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12- chizma.

13 - chizma.
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14 - chizma.

392

15- chizma.



H>- chizma.

17- chizma.
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18. V А

18 -  ehizma.

19- chizma.
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23.

23 - chizma.
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71 ^  J / ' I '  MKN I AR BO‘LMAGAN SODDA 
^ S 1YAIA RNING G RAFIKLARI

24- §. »^ i M AKL1 yzLUKSIZ FUNKSIYALAR

fix )  funksiva (c>.A, , - , . •
1 t ‘ f л ".  ̂ oraliqda aniqlangan bo Ism.

a ri . gai (ja beriJgan fix)  funksiya |[a\b] ning chekli
sondagi nuqtalaridaи t , • , , • . , , . ,, , ,  . '1 tashqan qolgan hamma ]oyida uzluksiz bo lib, 
ch ek liso n dag in uq tr,, • , , ■ • , . .  , , t, , , ,. r . . .  , .  ^ lan d a  birmchi tur uzilishga ega bo Isa, u holda f(x) lunksiya \crj)\ , , ■ , • ■v  bo lakh uz/uksiz deyiladi.

Xususiy hoida ■ ■ •, zinapoyasimon iimksivalar bo lakli uzluksiz 
funksivalarga misol к  -i i r , " . . la oladi.

1. Zmapovasimts, r , - ,
? -  f .  ‘ f  A ,  r  f U n k S ! >a , a r -

, . a ,ri * ^  ri~,b) oraliqni chekli sondagi oraliqlarga b o iish  
mumkin bo lib. bu °  f  , .■ t. . ‘ raliqlarnmg bar birida fix) funksiva о zgarmas
qiymat qabul qilsa, , , , ,  w - , . . .• r , ■, .. , ,  ... . u holda fix) lunksiya zmapovasimon funksiva 
deviladi. Uzihsh nuc., , •,  ̂ i • • > < ■ . ,, CI. , . „ .^ la lan d a  funksiva aniqlangan yoki amqlanmagan
bo lishi mumkin. Bi> ■ , , ' J , ,. .quyida eng ko p qo liamladigan zinapoyasimon 
lunksiyalarni q a ra y i^ j '

Signum л (S ign^ (m jQtjn so ẑ j n 0 ijncan bo lib , ishora degan 
т а  nom bildiradi). r , . T, r , , ,, lign u m  x  funksiva ushbu formula vordamidabenladi.

-1 SigrU =

1, .v>0 bo lganda ,

0, x=0  bo ‘lganda,

— 1, л'<0 boMganda.

Bu funksivaning rv r  • , , . . , , .., , : , . grangi  24.1- chizmada beri lgan bo lib, u lkkita 
y a n m  to g n c h i z ^ ,  , /A , .. n ,t j l a rd an  va (0; 0) nuqtadan  lborat.  Bunda 
yo nalish ( 0 ; 1) va ( r .  , , r , . . . .  „ . . . .]) nuqtalarnmg funksiya grafigsga tegishh
em asligini ko 'rsatacjj

1-misol. y = s ie iw  c  ̂ .lunksiyamng grafigmi chizing.
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ikУ

1

0 Л

---------- > -1

2 4 .1 -  chizma.

Yechilishi. Agar xe(—n+2kn; 2kn) ( keZ) bo 'lsa , ц ho lda 
sinx<0 bo'ladi. Shuning uchun signurrucfunksiyaning ta‘rifiga ko‘ra 
signsin x=—\. Agar x& (2кп;п+2кк:), A :eZboisa, sin j>c>0 bo 'lad j 
Bundan esa signsin x= l boMadi. Agar x=kn, AeZboMsa, u I k ^  
ta'rifga ko'ra y=signsin a —0  boladi. Shunday qilib, qara)ayotgan 
funksiyaning grafigi 24.2- chizma ko‘rinishida tasvirlanadi.

Eslatma. у  =sign(/\.x)) funksiyaning grafigini quyidagi tartibda 
chizish kerak: avvalo y= f(x) funksiya grafigi chizilib, so 'rig ra 
funksiya grafigining yuqori va pastki tekisliklarda yotgan qism lari 
an iq ianadi, y a ‘ni x ning /(x)>0, /(x)< 0 va f(x)=  0 bo‘ ]aciiga 
qiymatlari aniqianadi. Undan so‘ng, signum x ning ta'rifiga asosan 
berilgan funksiya grafigi chiziladi. Bunda y = ±l to ’g 'ri chiziqlar

<■ у

< ------- 1 ........ ’> .

-2л ' -71 0 n 2k Зя:

<-------» 1 <------
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bilan v =/U) funksiya grafigining kesishish nuqtalari o'zgarishsiz 
qoldiriladi, ya 'n i bu nuqtalar beriigan funksiya grafigiga tegishli 
bo'ladi.

v=/(sign.x) funksiyaning grafigini chizishda

/(signx)=

/ (I), x> 0 b o iganda,

/  (0), x= 0 bo‘ lganda, 

a <0 bo iganda

formula e'liborga olinadi. Bunda —1 ,0 , 1 qiym atlar funksiyaning 
aniqlanish sohasiga qarashli ekanligini hisobga olish kerak bo'ladi.

2 . У = \f {x) I k o ‘ rinishdagi funksiyaning grafigin i yasash .
y = |/(x)] ko'rinishdagi funksiyaning grafigini chizish quyidagi 
tartibda bajariladi (24.3-chizma):

1) у  =/(.*) funksiya grafigi chiziladi;
2) y=n(neZ) to 'g ‘ri chiziqlar chizilib, y=n  va y= n+ 1 to 'g ‘ri 

chiziqlardan tashkil topgan oraliqlardan biri qaraladi.
3) v = « , y= n + 1 to 'g 'r i ch iz iq la r  b ilan  y= f(x )  funksiya 

grafigining kesishish nuqtalari v= [f (.v) | funksiyani grafigiga kiradi. 
qaralavotgan oraliqdagi y=\f{x)\ funksiyaning boshqa nuqtalari 
esa shu oraliqdagi funksiya grafigining y = n  to 'g 'r i chiziqlarga 
proyeksiyasi sifatida olinadi, chunki bu oraliqda v =/(x) grafigining 
ixtiyoriv M nuqtasining y0 ordinatasi n<y{<n+\ oraliqda bo‘lib. 
uning butun qismi |vj=71 teng bo'ladi.

24.3- chizma. (1) y= f(x ); (2) j  =[/(*)].
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24.4- chizma.

у =/(х) funksiya grafigi joylasligan boshqa oraliqlardagi v =[/’(x)] 
funksiya grafigi ham xuddi 3) banddagi singari chiziladi.

2-misol. v=[x](|x] ifoda —x ning butun qismi) funksiyaning 
grafigini chizing.

Yechilishi. Agar x=n+r (bunda n—butun son, ()<r < 1) bo‘Isa, u 
holda [x]=/j, ya‘ni u x  dan oshmaydigan eng katta butun songa teng 
bo‘ladi. Bu funksiya x=n nuqtada birmchi tur uzilishga ega, chunki:

lim f(x)=  lim [x]=n—1, lim / (x )=  lim \x\=n.
x - >n— 0  0  x ->ih  0  x->n+0

Bu funksiyaning grafigi 24.4- chizmada tasvirlangan.
>’ = [Д х)] ko‘rinishdagi funksiyalarning grafigini yasashga doir 

m isollar keltiramiz.
3- misol. v — fjc2) funksiyaning grafigi 24.5-chizmada tasvirlangan.
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4-misol. у = (2х] funksiyaning grafigi 24.6 chizmatla tasvirlangan.
3. y=f{[x\) k o ‘ rinishdagi funksiyaning grafigini yasash.

j= / ( [a J )  ko‘rinishdagi funksiyaning grafigini chizish quyidagi 
tartibda bajariladi (24.7- chizma): 1) y=J\x) funksiyaning grafigi 
chiziladi;

2) x~n (яе  Z )to 'g 'ri ch iz iq lar ch iz ilib , x—n, x n+ I to 'g 'ri 
chiziqlardan tashkil topgan oraliqlardan biri qaraladi;

3) y= f(x)  funksiya grafigining x=n, x—n+1 to 'g 'ri ch iziqlar 
b ilan  kesishish nuqtalari _y=/([x]) funksiya grafigiga kirad i, 
chunki ularning abssissalari butun sonlardan iborat, qaralayotgan

24.6-  chi/.ma. (1) y=2\ (2) v=[2'].

oraliqdagi y —/ ([x ]) funksiya grafigining boshqa nuqtalari esa shu 
o ra liq d a g i fu n k s iya  g ra f ig in in g  y = f ( n ) to ‘g ‘ ri c h iz iq q a  
proyeksiyasi sifatida o linadi, chunki bu oraliqdagi ixtiyoriy N 
nuqtaning x0 abssissasi n<x0<n+\ da bo'lib lining butun qismi 
[х0]=и bo'ladi.

4) v =/(x) funksiya grafigi joylashgan boshqa oraliqlardagi 
У =/ (М )  funksiya grafigi xuddi 3) bandidagi singari chiziladi.

У =/([x]) ko'rinishdagi funksiyalarning grafigini yasashga doir 
m isollar keltiramiz.

5-misol. у = [x]2 funksiyaning grafigi 24.8 - chizmada tasvirlan­
gan.

6-misol. у  =2W funksiyaning grafigi 24.9- chizmada tasvirlangan.
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\  /  ( 1 )

0

z :
.V n , n  + 1

24.7-  chizma. (1) у — f(x). (2) у =/([л']).

4. v ={/(*)} koTinishdagi funksiyalarning grafigini yasash.
{f (x)}=f (x)—|/(x)J bo'lgani uchun v,=- { / (a )}  funksiya grafigini 

chizish y=f{x) va y=\f(x)\ funksiyalar ayirm asin ing grafig in i 
chizishga keltiriladi.

Amaliyotda v={/'(.v)} funksiyaning grafigini chizish quyidagi 
tartibda bajariladi:

1) v =f{x) funksiyaning grafigi chiziladi;
2) y —n (n<= Z) to ‘g ‘ri chiziqlar chiziladi;
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24.9- chizma. (1) y =  2х; (2) y = [ 2х]

24.10-  chizma.

3) y —n to ‘g ‘ ri chi/iqlar bilan y= f(x)  funksiya grafigining 
kesishgan nuqtalaridan ordinatalar o ‘qiga paralle l to'g^ri chiziqlar 
o ‘tkaziladi, natijada funksiyaningу =f{{x)} q iym atlari hosil bo‘lgan 
to ‘rtburchakka tushadi. y=f(x) funksiyaning grafigi yuqori yarim  
tekislikdagi to ‘rtburchakka tushgan qismini n masofa pastga, pastki 
tekislikdagi to ‘rtburchakka tushgan \n\+l q ism in i masofagacha 
yuqoriga ko‘chiriladi.

y —{f(x)} ko‘rinishdagi funksiyalarning grafig in i yasashga doir 
m isollar keltiramiz.

7-misol. >=={x}=x— [x\ ({x} ifoda x  ning kasr qismi) funksiyaning 
grafigi 2 4 . 1 0 -  chizmada tasvirlangan.

8 - misol. v={x:} funksiyaning grafigi 2 4 . 1 1 -  chizm ada tasvir­
langan.
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2 4 .1 2 -  chizma. (1) y= 2Л; (2) v= {2'}.

9- misol. y={2x} funksiyaning grafigi 24.12- chizmada tasvir- 
langan.

5. у  =/({x}) ko‘rinishdagi funksiyaning grafigini yasash. v =/({*}) 
davriy funkiya bo‘lib, uning davri w=l ga teng. y=f({x})=f(x), 
0 < x < l funksiyaning bu xususiyatlarini e'tiborga olgan holda, 
uning grafigi quyidagi tartibda chiziladi:

1) [0; 1J da y —f(x) funksiyaning grafigi chiziladi;
2) У =/({■*}) funksiyaning davriyligini e ‘tiborga olib, y=f(x) 

funksiya grafigi davriy davom ettiriladi.
V = / ({ * })  ko‘rinishdagi funksiyalarning grafigini yasashga doir 

m isollar keltiramiz.
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2 4 .13 - chima. (1) v- л 2; (2) v={x}2.

2 4 .14 -  chizma. (I) y= 2"; (2) y - 2 M.

10- misol. v =  {a }'2 funksiyaning grafigi 24.13- chizmada tasvir­
langan.

11- misol. y = 2W funksiyaning grafigi 24.14- chizmada tasvir­
langan.

Xevisaydning birlik funksiyasi. Bn funksiya ushbu ko'rinishda 
aniqianadi:

[1, />0 bo‘lganda,
>’=Л(0Н[0, КО bo‘lganda.

Uning grafigi 2 4 .15 -  chizm ada tasvirlangan.
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А  V 

1 * .

О X

2 4 .1 5 -  chizma.

>' = /1{г|(/)+г|(/ —х)+г|(/—2х)+...} koTinishdagi funksiya. 
Bunda /4=const,

Bu funksiyaning grafigini quyidagi tartibda chizish qulay bo'ladi. 
Avvalo birinchi ikki qo'shiluvchining, ya'n i

funksiyaning grafigi chiziladi, so'ngra birinchi uch qo‘shiluvchi

funksiyaning grafigi chiziladi va hokazo. Bu jarayon shunday 
davom ettiriladi. Berilgan funksiyaning grafigi 24.16- chizmada 
tasvirlangan.

T o 'g 'ri burchakli impulsning davriy takrorlan ish i quyidagi 
ko'rinishdagi

0, /■<() bo'lganda, 

т|(/)+г)(/—т)=< 1, 0</<T bo'lganda,

2, x<K2x bo'lganda

0, /<0 bo'lganda.

r|(/)+r|(/— 2x)=-
1, 0</<x bo‘lganda,

2, x</<2t bo'lganda,

3, i</<2x bo'lganda
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5Л
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A -- ___ .___J

О Т т 2 т т ~ T v  4 г  ...J v  "  '...../

24 .16 -  chizma.

V=v4{rj(/)—2 г)(/—x)+2r\(t—2 т)+...}

funksiya bilan ifodalanadi (24.17- chizma).
„л- tasvirdagiu inipulslar ketma-ketligl.
,,K-lasvirdagi'b inipulslar kctma-ketligi quyidagi 
г = /I{i](/) — Ф —Т) i 1](/ -  Т)-Ц(Г — Т — Х)+Ц(Г—2Т)—...}

0

1

3 г 4 t 5 t : h i
—................"S

24.17-  chizma.

ko'rinishda bo lad i. Uning grafigi 24.18- chizmada tasvirlangan
6. Arrasim on funksiya. Arrasim on funksiyan ing  anal it ik 

ko'rinishi quyidagicha bo iad i:
y=E{(t—/л(/--т)+(/-- T)r\(t—T)—(/—-T)r\(t—T—x)+

+(/—2T)y\(t 2T—x)—...},

bunda £=const ,  V x r.
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Arrasimon funksiyaning grafigi quyidagi tartibda chiziladi: 
Avvalo

2T 3 7’

24 .18 -  chizma.

47'

E{t—tr\{1—x)}=<

0, /<0 bo? lganda,

Et,0</<i bo? lganda,

0, t> T bo? lganda,
bunda

/n(/-t)=  

funksiya qaraladi. So'ngra

[0, t<x bo'lganda, 

It, />т bo'lganda

0, /<0 bo'lganda,

El, 0</<x bo'lganda,

0, x<t<T bo'lganda,

E (t—T), t>T bo‘lganda

funksiya qaraladi. Bu funksiyaning grafigi 24.19- chizmada tasvirlan­
gan.
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24 .19 - chizma.



Quyidagi funksiyalarning grafiklarini chizing:

1. y=x\x\. 2. y= ф .  3. y = (—l ) 1'2!.
4. у  =[simc|. 5. y=sin|.v|. 6. y=[lgx|.

7. у =arccos[x], 8. у  ={lg x} 9. У=, . ■
10. y=cos{x}.

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

Mustaqil yechish uchun misollar

1 - chizma.

2- chizma.



3- chizma.

4 - chizma.



7.
(2 )

у ,  и

цимммимиа̂ ^

\ 1 \

8.

7 - chizma. (1) у  == arccos (2) у  = arccosf.r].

8 - chizma.
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9.

9- chizma.

10.

1 0 - chizma.

25-§. LIMIT ORQALI BERILGAN FUNKSIYALAR

1. Limit orqali berilgan funksiyalar. L im it orqali berilgan 
funksiyalarning grafigini chizishda avvalo limit hisoblanib, so‘ngra 
uning grafigi chiziladi.

1- misol. v= lim (l— л <1.П—
Agar |x|=l bo'lsa. u holda y= 0, agar л—0 b o isa , y=\ bo‘ladi. 

Agar |x|<l b o isa , u holda /7— da —>0. Shunday qilib, v—1 
bo‘lib, x=—-1, x= l nuqtalarda funksiya uzilishga ega boMar ekan. 
Bu funksiyaning grafigi 25.1- chizmada tasvirlangan.

2- misol. >’=lim 1 , x>0.
Л-»oo 1+X';
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2 5 .1 -  chizma.

A garл—О bo'lsa, y=l bo'ladi. 0 < x<  1 boiganda esa lim x n=0. 
Dcmak, y= 1. Agar x>l bo'lsa, u holda l im x " = » . Bu holda v=0

J /7—

bo'ladi. A garx= l bo'lsa, y= bo'ladi.
Shunday qilib

0< x< l bo'lganda, 

v=<! , x=l bo'lganda,

0, x>l bo'lganda.

Bu funksiyaning grafigi 25.2- chizmada tasvirlangan.

3- misol. y= lim  , , л*0 .
n >■ \ • \ "

25.2- chizma.
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х2п—1Agar хфО bo'lsa, u holda j= lim  ' , . Bundan agar x = l
« - * »  X  +1

bo isa , y= 0 bo‘ladi; agar 0<|x|< 1 b o isa , l im x 2"=0, l im j= —1
n—>oo n—̂

boiadi. |x|> 1 bo lganda, l im x 2"=°° bo‘ladi. Shunday qilib, x=±l
П—>oo

va x=0 nuq ta larda funksiya uzilishga ega b o ia r  ekan. Bu 
funksiyaning grafigi 25.3- chizmada tasvirlangan.

V / <...... .... .s-, --—

1

.. ......... .. m........  ... ^

i 01
1

?, >
l
ii

-1

2 5 .3 -  chizma.

nx—n~x4- misol. >>=lim _ . Agar x=0 b o isa , y=0 b o iad i; agar
л - ю »  n  +П

x>0 bo isa, l im « “’t=0 b o iad i. Demak, y=  1. Agar x<0 bo isa ,
п—ко

Итл~*=0 bo lib , y = — 1 bo iad i. Shunday qilib,
П—>°°

1, x>0 bo lganda, 

y=\0, x=0 bo lganda,

— 1, x<0 bo lganda,

Bu funksiya у =signx ni ifodalar ekan. Bu funksiyaning grafigi 
25.4- chizmada tasvirlangan.

5- misol. y= lim  \J 1+x” , x>0. x=0 va x= l bo lganda, y= 1 

boiad i. 0<x<l bo lganda, lim x"= 0 b o iad i, u holda у = 1. Agar
П-*OO
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25.4- chizma.

х>1 bo'lganda esa lim x"=°°, bundan y - x  bo'ladi. Bu limitni
И—>°°

boshqacha usul bilan ham hisoblash mumkin: 
i i 

lim(l+.Y")" =x lim (l+  )n=lim.\-(l+ ! +...)=x.
/7 —>oo / ; - -> о о  x  / ; - > o o

Bu funksiyaning grafigi 25.5- chizmada tasvirlangan.

6- misol. v=1 im|(,v—1 )arctgx" |. x=0 bo'lganda. v=0 bo'ladi,
n-±°o

agar |-v|< 1 bo'lganda ham v=0, chunki lim x"= 0 . x<— 1 bo'lganda,tl
funksiya mavjud emas. Agar.v>l bo'lganda esa limx"=°o. Demak,

/J—>oo

y = * ( x - l )  bo'lar ekan. л—I bo'lganda, v=0.

25.5- chizma.



А  V

Shunday qilib.

У=

25.6- chizma.

0, — \<x<\ bo lganda

К{x—1), х>1 bo lganda.

Berilgan funksiyaning grafigi 25.6- chizmada tasvirlangan.

7- misol. _y=lim )̂(l+en<x+1).
n—

Agar лг+1 >0 bo‘lsa,

1 , '
lim (l+ enU+1)) n =ex+] lim (l+  / J" = e x+].
n ->OO /2—>oo e n \X+[)

Agar x+KO bo'lsa, y = 1, chunki lim е"(л+|) =o.
/J— > OO

Shunday qilib,

1, x<—1 bo‘lganda,
H  r+1e , x>—1 bo lganda.

Bu funksiyaning grafigi 25.7- chizmada tasvirlangan.

8- misol. j= lim  l n --2  +x *, x>0.
n—>°o П
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A  V

0

2 5 .7 -  chizma.

x=0 va x=l bo'lganda, y= ln2 bo'ladi. Agar 0<x<l bo'lganda, 
y= ln2, Kx<2 bo'lganda esa

Agar x=2 da, >>=ln2 bo 'ladi, agar x>2 bo'lganda esa y= hue 
bo'ladi. Shunday qilib,

[in 2, 0<x<2 bo'lganda,
y=\

[ ln x , x>2 bo'lganda

funksiyani hosil qilamiz. Bu funksiyaning grafigi 25.8- chizmada 
tasvirlangan.

л1п2+1п(1+(л )")
2 =ln 2.

n

Iril

0 2 x

25.8- chizma.
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25.9- chizma.

9- misol. y=lim
„я+2

x > 0. x = 0  v a x = l  bo'lganda, j= 0 .
V l 2n+x2n

Agar 0<x<l bo 'lganda, l im x 2"=0, l im x ',+1=0 bo'lgani uchunn—+°° n—̂oo
.y^O bo'ladi. l<x<2 bo'lganda esa

Yn+2 n
_ y = l im ____ - x  lim  . =0.

П _ > ° °  Y  ,

2"(l+(*)2")2

Agar x=2 bo'lsa, v=2%/2. x>2 bo'lganda esa

y=lim
„«+2

b 2n+x2n

Shunday qilib,

,= x2 lim =x2.

1+

y=

0, 0<x<2 bo'lganda, 

2%/2, x=2 bo'lganda, 

x 2, x>2 bo'lganda

funksiyaga ega bo'lam iz.Bu funksiyaning grafigi 25.9- chizmada 
tasvirlangan.

10- misol. >'=limsin2” x.



Agar |sinx|<l bo‘ lsa, lim s in 2"x= 0 b o ia d i, Demnk, v 0.
П—><»

|sinx|=l bo lganda, y  = l bo iad i. Shunday qilib.

1

\ V

i

371 _ 7Z 0
2 2

Л 371
2  2

25.10- chizma.

y=i
0, x ^ + k n  bo lganda,

1, x=n̂+kTi\ (keZ) bo lganda

funksiya hosil bo iad i. Bu funksiyaning grafigi 25.10- chizmada 
tasvirlangan.

11- misol. _y=lim [xarctg(A7 ctgx)].
П---»oo

Agar ctgx=0 bo isa , _y=0. Agar ctgx>0, u holda y=^x; agar
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ctgx<0 b o ‘lsa, v= — * x  bo'ladi. Shunday qilib,

0, x=±-+kn bo‘lganda,2

С <

Я Я

x, nk<x<-+nk bo 'lganda,

x, -+nk<x<n+nk\ k<aZ bo iganda

funksiyaga ega bo'lamiz. Bcrilgan funksiya juft. Lining grafigi 25.11- 
chizmada tasvirlangan.

1 2 -misol. v lim A+x e .■ \+e»x

Agar x=() bo'lsa, >,=0 bo 'ladi; agar x>0 bo'lsa, lim e ”'v=°°

bo'lgani uchun y=x2 bo'ladi; agar x<0 bo'lsa, hme"x=0 bo'lgani
П—> -o

uchun v=x bo'ladi.

Demak,

У=

x 2, x<0 bo'lganda,

0, x=0 bo'lganda, 

x , x<0 bo'lganda

funksiya hosil bo'ladi. Bu funksiyaning grafigi 25.12- chizmada 
tasvirlangan.
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Agar x=0 b o isa , v=0; agar x>0 b o isa , lim lhA\ I hoMpani 

uchun y= l+ x  bo‘ladi. Agar x<0 b o isa , lim thXx 1 bo'lgani
X—»oo

uchun y=—(1+x) b o iad i. Shunday qilib,

13- misol. lim (l+x)th/U.

V-

1+x, x>0 bo iganda,

0, x=() bo iganda,

—x —1, x<0 bo iganda

funksiyani hosil qilamiz. Bu funksiyaning grafigi 25.13- chizmada 
tasvirlangan.

14- misol. y=lim
. 2 n К* Г~ -Vtg , +\lx

tu2" лл +1

4
7 U

4

, x>0.

Agar 0<x<l b o is a , lim tg 2',ILX=0 b o ia d i, bundan y = Jx
n—#x> 4

ekanligi kclib chiqadi. Agar tg д' <1 bo isa , lim tg: " лл=0, bundan
n *« 4

— +nk<x< < +nk yoki 4k—l<x<4k+l b o ig a n d a  y=Vx к 4 4 -
ekanligi kelib chiqadi. Agar tg . >1 b o isa , lim tg2" boiadi,

n >■■■-■ 4

bundan csa — .+nk< л <— +nk,
2 4  4

4k— 2<x<4k— 1, 4k—3<x<4k—2 bo igan d a y —x b o iad i. Agar

3 7Г » ТТЛ 7Г ; .+тск< <— ч-як, y a in

25 .13 - chizma.
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t g ^  - l  boMsa, ^ 4 + ^  • ya£ni x=2k+\ lar uchun y=x+̂ * 
bo‘ladi. Shunday qilib,

i+ V x , x=2k+\ bo'lganda,

у=<л/х, 4к—1<х<4к+\; 0<х<1 bo'lganda,

x , 4k— 2<x<4k — 1 va 4k— 3<x<4k — 2, keZ  bo‘lganda.

funksiyaga ega bo‘lamiz. Bu funksiyaning grafigi 25.14- chizmada 
asvirlangan.

Mustaqil ishlash uchun misollar

Lim itlar orqali berilgan funksiyalarning grafiklarini chizing.



M ustaqil yechish uchun berilgan misollarning .Rvoblarj

1 - chizma.

2.

2 - chizma.



3. /к v

3 - chizma.

424

5- chizma.



.V

6- chizma.

8.

8- chizma.
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Umumiy holda elementar funksiyalar bilan ifoda qilinmaydigan 
funksiyalar maxsus funksiyalar dcyiladi. Bularning ko 'pch ilig i 
maxsus ko ‘rin ishdagi d ifferensial tenglam alarn ing yech im lari 
bo'lib, ular integrallar orqali ifoda qilinadi.

1 . K o ‘rsatk ich li in tegra l funksiya. Ko‘rsatk ich li in tegra l 
funksiyaning ko‘rinishi

26 - § . BA‘ZI BIR M A X SU S FUN KSIYALAR

shaklida b o iad i. Bu funksiya quyidagi rekurrent formula orqali

C=0, 57721156647 — Eyler o^zgarmasi. Bu funksiyaning grafigi 
26.1-chizmada tasvirlangan.

2. Integral sinus funksiya. Ushbu

En(x) = J ехР(~л/) dl (n = 0 ,1 ,2 ,... ; jc > 0)

hisoblanadi: E„+X(x)= e x —xEn(x) , n = 1 ,2,3 ,... . Xususiy

holda, E Jx) = e , E] (л ) = —С — In x — У (— 1)A x , bunda
x t_\ k k !

xc sin t .f , *
0 1

integral integral sinus funksiya deb ataladi va uni

A  V

\  n---() n=i

0,8
0,6
0.4
0,2

«=10

0 0,5 1,5

2 6 .1 -  chizma.
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со v2 1
Six  = У  (— 1)"„t"0v (2л+1)(2и+1)!

7C
Bu funksiya у  = gorizontal asimptotaga ega bo‘lib, lining 

grafigi 26.2- chizmada tasvirlangan.
3. Integral kosinus funksiya. Ushbu

kabi belgilanadi. Bu funksiya qatorga yoyish bilan hisoblanadi:

cos/—1/—т t fCOS IС + In x  +
I 1

dt

2 6 .2 -  chizma.

26.3- chizma.
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funksiya integral kosinus funksiya deyiladi va u qatorga yoyish bilan 
hisoblanadi:

“  ( __ \ \ n -  I n
Six = С + In x + У .

no
Bu funksiya uchun O.y o‘qi gorizontal asimptota bo'lib hisob­

lanadi. Kosinus integral funksiyaning grafigi 26.3- chizmada tasvir­
langan.

4. Gamma funksiya. Ushbu

Г(х) = J e '/ ' 'clt. x > 0
0

ko‘rinishdagi integral gamma funksiya (Eyler integrali) deb ataladi. 
Bu funksiya x=-n (n=0,12,..) nuqtalarda uzilishlarga ega bo‘lib, 
u larga mos ravishda vertikal o ‘q asim ptota b o 'lad i. G am ma 
funksiyaning grafigi 26.4- chizmada tasvirlangan.

2 л' 2
5. E h tin io liar in teg ra li. Q uyidagi je~r dt in tegra lga

о
2 * 2

ehtimollar integrali deyiladi va u erfx = \e ' dt kabi belgilanadi.
n

26.4- chizma.
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2 6 .5 -  chizma.

Bu funksiya qatorga yoyish bilan hisoblanadi:

2  ~  < I л »  2/j+I
erfx = 1 Y ( " , ) A .

J k o  (2/j+1)h!

Ehtimollar integral funksiyasining grafigi 26.5- chizm ada tasvir­
langan.

6. Elliptik integrallar. Quyidagi integrallar mos ravishda birinchi 
va ikkinchi tur elliptik integrallar deyiladi:

K(m) = j t/e
- r,о \/l- -m sur

E(ni) -  | х/1 — sin2 fif/S-
о

Bu integrallar ham qatorga yoyish bilan hisoblanadi:

K(m) = I '
v 2 J

m i I 3
2 4

7Л + . . .

£’(m) =
1

1,3
2-4

л2 /772

3
1 3  5 
2 - 4 - 6

nr
5

Bu funksiyalarn ing grafik lari mos ravishda 26.6 va 26.7- 
chizmalarda tasvirlangan.
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2 6 .6 -  chizma.

2 6 .7 -  chizma.

27-§. BA‘ZI BIR STATISTIK FUNKSIYALAR

Asosiy statistik funksiyalar tarkibiga ehtimollar zichligi va har 
xil taqsimot qonunlari uchun taqsimot funksiyalari kiradi.

1. Uziluvchan taqsimotlar.
1) Bernulli taqsimoti. Agar 7Э{£,= 1 }=p, /5{q=0}= 1 —p=q bo'lsa, 

u holda £, tasodifiy o'zgaruvchi p- parametrli (0</Kl) Bernulli 
taqsimotiga ega bo iadi (27.1- chizma). Bu taqsimot fiinksiyasi ushbu

F(x) = P{£, < x} =
0, x  < 0 bo iganda,
1 — p, 0 < x < l  bo'lganda,
1, x > 1 bo iganda

ko'rin ishga ega bo 'ladi. Taqsimot funksiyasining grafigi 27.2- 
chizmada tasvirlangan.
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2 7 .1 -  chi/.ma. 2 7 .2 -  chizma.

2) Binomial taqsimot. A g ar P{  ̂= k} = Ck pk {\ — p)n~k 
(k=  0 ,1 ,2 ,. . ,  /7) b o is a , u holda \ tasod ifiy  o 'zgaruvch i n,p 
parametrli binomial taqsimotga ega bo'ladi (27.3- chizma). Bu holda 
taqsimot funksiyasi quyidagi

2 7 .3 -  chizma. n = 10, /) = 0.25.

F(x) =
Y,Cnp (l — p)n , /< x  </ + 1 bo? lganda,
A =0

1, x < n bo iganda,
0, x  < 0 bo iganda

ko iin ishga ega bo iad i. Bu funksiyaning grafigi 27.4- chizmada 
tasvirlangan

3) Puasson taqsimoti. Agar P{£,=k}=X e~X, £=0,1,2... bo isa ,к !
u holda t, tasodifiy o 'zgaruvch i X parametrli (X>0) Puasson 
taqsimotiga ega bo'ladi (27.5- chizm a). Bunda taqsimot funksiyasi
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0,5
--1

J

n i r
2 3 4

27.4- chizma. n = 10, /> = 0,25.

0, x<() bo'lganda,
/ i  т  —X

У  , , /<х</+1 bo lganda
m=0

koTinishda bo ‘ lad i. Bu taqsim ot funksiyan ing grafigi 27.6- 
chizmada tasvirlangan.

P

1

27 .5 - chizma. X= 0,6.
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2. Uzluksiz taqsimot. 1) fekis taqsimot. Agar 

1
/ (*)=

xe\a;b] bo iganda.

*<£[a\b\ b o igan da,

bunda f{x) tasodifiy о zgariivchiga mos kelgan ehtimollik zichligi, 
u holda  ̂tasodifiy o'zgaruvchj \a\b\ (a<b) oraliqda tckis taqsimotga 
ega bo ladi (27.7- chizma). Bunday taqsimot funksiyaning grafigi 
27.8- chizmada tasvirlangan

Ax)

i _

b~a

a h

^ 7 .7 -  chizma.

2) Simpson taqsimoti. A ^ a r 

/ (* )=
2 2 rb-a~(b_a)i to+b—2x], xe[a\b] bo iganda.

0, xe\a,b] b o ig a n d a

bo Isa, u holda E, tasodifiy o ‘zganivchi \a\b\ oraliqda Simpson 
taqsimotiga (uchburchak tacjsim otiga) ega b o iad i (27.9- chizma). 
Taqsimot funksiyasining gr^fjg i 27.10- chizm ada tasvirlangan.
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2 7 .9 - chizma.

2 7 .1 0 -  chizma.

3) Ko'rsatkichli taqsimot. Agar

,r>0 bo lganda,
/U )=

[0, x<0 bo lganda

b o isa , u holda £, tasodifiy o'zgaruvchi X>0 parametrli ko'rsatkichli 
(eksponensial) taqsimotga ega bo'ladi (27.11- chizma). Taqsimot 
funksiyasining grafigi 27.12- chizmada tasvirlangan.

_  <-v- <;|2
4) Normal taqsimot. Agar / (x )= —l=-re 2“2 , л-е(-°°;+«>)

о v’2n
bo'Isa, t  tasodifiy o'zgaruvchi a v a  a  parametrli normal taqsimotga 
ega bo'ladi (27.13-chizma). Taqsimot funksiyaning grafigi 27.14- 
chizmada tasvirlangan.



А Л*)

к -

2 7 . 1 1 -chizm a.

2 7 .1 2 -  chizma.

27 .13 - chizma.
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27 .14 - chizma.

(X J X

1 x 1 e 2, x>0 bo iganda.

5) х2 ~ taqsimot. Ag ar

/(*)= 2 2 Г Г )

0, x<0 boiganda

b o isa , E, tasodifiy o'zgaruvchi a  ko'rsatkichli taqsimotga ega bo'ladi 
(27.15- chizma).

27 .15 - chizma.
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6) St ‘yudent taqsimoti. Agar

/ (*)=
r<"'» / 1 \ 

\ + X a
V /

a-f-l

, xe(-oo;+oo)

bo‘lsa,c, tasodifiy o‘zgaruvchi a  ko‘rsatkich!i taqsimotga ega bo'ladi. 
(2 7 .16-chizma).

7) F-tagsimot (Fisher taqsimoti ). Agar

/(*)=■

0, x<0,

Wi + №> . mi m +mA ‘ ")W|2№2 ml ”’2
(m?+m,.v) 2 , x>0

Г Г ) Г ( ПЬ-)
2 2

bo'lsa, E, tasodifiy o‘zgaruvchi mt va m2 darajali F- taqsimotga ega 
bo'ladi (27.17-chizma).

2 7 .16 -  chizma.
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2 7 .17 -  chizma.

28-§. ENG MUH1M CHIZ1QLAR

Bu paragrafda fan va texnikaning ko‘p sohalarida uchraydigan 
va am aliyotda ko ‘plab ishlatiladigan ba‘zi chiziqlar tobg ‘risida 
m a’lumotlar keltiriladi.

1. Ikkinchi tartib li chiziqlar.
Ellips. 1 -ta ‘rif. Ellips deb, VA/(x:y) nuqtadan ikkita berilgan 

(fokuslar deb ataluvchi) o ‘zgarmas I\ va F2 nuqtalargacha bo igan  
masofalar y ig ‘indisi o ‘zgarmas va 2a ga teng bo‘lgan nuqtalarning 
geometrik o'rniga aytiladi.

Ellipsning kanonik tenglamasi

ko'rinishda bo iad i, bunda aw a Mar mos ravishda ellipsning katta va 
kichik yarim о ‘qlar 'w /’ (c ;0) va F2(—c:0) — fokuslari, bunda

c=\Ja2—b2; l= c (/<1) — ekssentrisiteli deb ataladi (28.1-chizma).
r= F xM va r= F2M masofalar r= a —lx, r2=a+lx formulalar 

orqali aniqlanadi (28.1 -chizm a).

Ellipsning direktrisalari kichik o'qqa parallel bo lib , undan d=a 
masofada joylashgan to ‘g ‘ri chiziqlar bo iad i. Ellipsning ixtiyoriy

Г, A* 2
nuqtasi uchun - j =~d=  ̂ rnunosabat o ‘rinli.



Ellipsning parametrik tenglamasi
x=acost, y—asint, 0< /< 2л 

ko'rinishda bo'ladi.
a=b bo'lganda ellips aylana shakliga keladi.
Markazi koordinata boshida va radiusi R ga teng bo'lgan 

aylananing tenglamasi x 2+y 2=R2 ko'rinishda bo'ladi (28.2 a- chizma). 
M arkazi A/0(x0;y0)nuqtada, radiusi R ga teng bo'lgan aylananing 
tenglamasi (x—x0)2+(y—y0)2=R2 shaklda bo'ladi (28.2 b- chizma).

2 8 .2 -  chizma.

Giperbola. 2 -ta ‘rif. Giperbola deb, VM(x:y) nuqtadan ikkita 
berilgan (fokuslar deb ataluvchi) o'zgarm as f] va F, nuqtalargacha 
bo'lgan masofalar ayirmasining absolut qiymati o'zgarmas va 2a ga
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teng bo'lgan nuqtalarning geometrik o'rniga aytiladi. Giperbolaning 
kanonik tenglamasi

ko'rinishda bo'ladi, bunda a va b lar mos ravishda giperbolaning 
haqiqiy va mavhum yarim  o'qlari; ^ (с ;0 ) va /\(-c;0) — uning

fokuslari, bunda c=\la2+b2; l=x > 1 — ekssentrisiteti deb ataladia
(28.3- chizma).

r= F xM va r2=F2M m aso fa la r  r= ± (lx—a), r= ± (lx+ a) 
formulalar orqali aniqianadi. Bunda yuqoridagi ishora giperbolaning 
o'ng shoxobchasi. Pastki ishora esa chap shoxobchasiga mos keladi.

Giperbola y-±  * x asimptotalarga ega.
Giperbolaning direktrisalari mavhum o'qqa parallel bo'lib ,

undan d=a m asofada jo y lash gan  to 'g 'r i ch iz iq lar b o 'lad i.
r \ r 2Giperbolaning ixtiyoriy nuqtasi uchun d = d =t munosabat o'rinli.

Giperbolaning parametrik tenglamasi x=acht, y=asht, —oo<C/<C-fo° 
ko'rinishda bo'ladi. a=b bo'lganda giperbola teng yonli bo'ladi.

Parabola. 3 -ta ‘rif. Parabola deb, berilgan o'zgarmas F{p \0)
(fokus) nuqtadan va berilgan (direktrisa) to 'g 'ri chiziqdan bir xil 
uzoqlikda joylashgan nuqtalarning geometrik o'rniga aytiladi.



Parabc^]anjng kanonik tenglamasi

y1=2px
ко rinishd. Q bo'ladi, bunda p — fokal parametr; F(  ̂ ;0 ) — fokus 
(28.4- chi<^m a^ parabolaning direktrisasi Ox o'qiga pcrpendikular
bo igan  x to‘g ‘ri chiziqdan iborat.

2 8 .4 -  chizma.

Parabc^|anjng e^ssentrisiteti / = 1 ga teng.

2. Uchinchi tartibli algebraik chiziqlar

i 7 ari,nl kubik parabola. Yarim kubik parabolaning tenglamasi 
a-x - y — q ko^ in ishda bo ‘lad i. U ning param etrik  shakldagi 
tenglamas^j v=af\ _co < /< +oo, oshkor shakldagi tenglamasi

з
esa y=±c x̂ 2 ko‘rinishda b o iad i (28.5-chizm a).

Anye^j g a jag j. g u  ch iz iqn ing  teng lam asi {хг+аг)у— o3=0 
ко rinishC4a ь0 ‘ИЬ, uning asimptotasi v=0 to ‘g lri chiziqdan iborat. 
Uning shakldagi tenglamasi:

a3

ko‘rinish^a bo4adj (28.6- chizma).
Dekabt yapr0g ‘j. Dekart yaprog‘ in ing oshkormas shakldagi 

t e n g la m ^  xi+yi—ax=0. o>0, un in g  p aram etrik  shakldagi
tenglama^j esa
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0 ^  ....  ! ~ J

\
-3- '  

2 8 .5 -  chizma.
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28.7- chizma.



3 at За/ 3 , 1.1x=—T, y=----r , l</<+™
l+/? ' !+/’ 1 1

ko'rinishda bo'ladi.
Egri chiziq uchun koordinatalar boshi maxsus nuqtadan iborat 

va u chiziq grafikning o'zaro kesishish nuqtasi ham bo'ladi. Ya'ni 
chiziqqa t = ^ 2  da, ya 'n i (a<f2:a^l4) nuqtada h am da/=0 da, ya'n i 
(0;0) nuqtada egri chiziqqa o'tkazilgan urinma abssissalar o'qiga 
parallel bo'ladi (28.7- chizma).

1> ^  da egri chiziq botiq, /<^_ da esa qavariq bo'ladi, lekin

t = :![2 nuqtada egilish yo'q. Egri chiziq x+y+a=0 og'ma asimptotaga 
ega.

Egri chiziq I va II koordinata burchaklari bissektrisasiga 
simmetrik bo'ladi.

S isso ida. Sisso idaning Dekart koordinatalar sistem asidagi 
tenglamasi:

x3+(x— a )y 2=0, a > 0, 

parametrik tenglamasi:

at2 a t5
X = ;  ,  , У= y ,  ~°°<t  < + °°,

1+Г 1+ r

qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

2ч sin 2w
P = COS(p

ko'rinishda bo'ladi. Sissoidaning grafigi uchun (0;0) nuqta birinchi 
tur uzilish nuqtasi bo'ladi. Uning grafigi o'zaro kesishish nuqtasiga 
ega emas (28.8- chizma). t= 0 da, _y.v=0 bo'lgani uchun egri chiziqqa 
o'tkazilgan urinma koordinatalar b'oshida abssissalar o'qiga parallel 
bo'ladi. Egri chiziq egilish nuqtasiga ega emas. М »  da x->°°,

у->»о bo'ladi. U holda Shunday qilib, egri chiziq x= l
vertikal asimptotaga ega.

Strofoida. Strofoidaning Dekart koordinatalar sistemasidagi 
teng lam asi: (x+ a)x2+ (x— a)y2=0, a>0, param etrik  shakldagi 
tenglamasi:

a(12~  1) at(t2—1)
-l = ,=+, - ■”= ,4 i  •
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28.8- chizma. a = 2 .

qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi:

(0(O;O) — qutb. Ox — qutb o ‘qi) ko'rinishda bo‘ladi.
K oordinatalar boshi o 'zaro kesishish nuqtasi; y=±x to ‘g ‘ ri 

chiziqlar egri chiziqqa (0;0) nuqtada urinma b o iad i; x=a to ‘gLri 
chiziq asimptota bo iad i. Egri chiziq abssissa o'qiga simmetrik (28.9- 
chizma).

28 .9 - chizma. a = 2 .



3. To‘rtinchi va undan yuqori tartibli algebraik chiziqlar. 
Nikomeda konxoidasi. Nikomeda konxoidasining ba‘zi xossalari 

bilan biz yuqorida tanishgan edik (111 bob, 23- § ga qarang). Ularga 
qo‘sh im cha ravishda quyidagilarn i ko'rsatish mumkin. Uning 
tenglamasi Dekart koordinatalar sistemasida

( у— a )2(л'~ +_y2)—b2v2—0, a > 0, b> 0

koi'in ishda bo‘ladi (23.32- chizmaga qarang). Agar egri chiziq 
tenglam asi qutb koordinatalar sistemasida p =/(<p) ko‘ rinishda 
bo‘lsa, konxoida tenglamasi p =/(ф)+/> shakJida bo'ladi.

Paskal chig‘anog‘i. Paskal cliig‘anog‘i haqida ham m a’lumotlarga 
egamiz (111 bob, 23- § ga qarang). Ularga qo‘shimcha ravishda, 
Paskal chig'anog'ining tenglamasi Dekart koordinatalar sistemasida

(x2+y2—ax)2—l 2(x2+y2)—0, a > 0, /> 0;

parametrik tenglamasi

x = acos2t+ bcost,
0 < у  < 2л;

y= ocos/sin/ + b sin /, 

qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

p =  OCOS(p+/

ko‘rinishda bo‘ladi (23.25- chizmaga qarang).
Kardioida. Kardioida (III bob, 23- § ga qarang) tenglamasining 

Dekart koordinatalar sistemasidagi ko‘rinishi:

(a : +_v’)(x2+>’2—2 ax)—a2 y2=0;

parametrik shakldagi tenglamasining ko'rinishi

x—acos t (1 +cos /), >’=c/sin/( 1 +cos/), 0 < / < 27t;

qutb ko o rd in a ta la r  sistem asidag i ten g lam asin in g  ko ‘ rin ish i 
p=a(l+cos(p) bo'ladi (23.26- chizma qarang).

Bernulli lem niskatasi. Bernulli lem niskatasi (111 bob, 23-§ 
ga qarang) tenglam asi Dekart koordinatalar sistemasida (x2+y2)— 
—2(i (x2—r)= 0, a > 0; qutb koordinatalar sistemasida p  = a^2cos2cp 
ko'rinishda bo'ladi (23.29- chizmaga qarang).

A stro id a . A stro ida teng lam asin ing  D ekart koo rd in ata lar 
sistem asidagi ko 'rin ish i: (x2+y2—R2)3—27R 2x2y2=0, param etrik
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x = Rcos3 - ,  у = R s in3 t- 
4 4

2 2 2

b o 'lib , uning oshkormas shakldagi teng lam asi x з + у з _ ^з
ko'rinishda bo'ladi (28.10- chizma). U 6- tartibli algebraik egri 
chiziqdir.

shakldagi tenglam asining k o ‘rinishi

2 8 .1 1 -  chizma. a = 2.

4. Transsendent chiziqlar.
S ik lo id a . S ik lo id a  teng lam asin ing  D ekart koo rd in ata lar 

sistemasidagi ko'rinishi:

x + Jy (2a—y) n .a cos ’ - a  — v, о > 0;a
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х=я(/—sin/), у  =</( 1 — cos/), oo < / <+«>.

Troxoida. Troxoidaning parametrik tenglamasi: x—a(t—Xsin/), 
y= a(l—Xcos/); -«=<;<+«, A,< 1 bo'lganda troxoidaning grafigi 
28.12- chizm ada; л> 1 bo'lganda esa 28.13- chizmada tasvirlangan.

param etrik  shakldagi k o i  inishi (28. 11 -chi/m u)

28 .12 - chizma. a=2, X=0,5.

28 .13 - chizma. <7=2, A=3.
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