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SO‘ZBOSHI

O'zbekiston Respublikasining «Ta’lim to'g ‘risida»gi gonuni va
«Kadrlar tayyorlash milliy dasturi» uzluksiz ta’lim tizimini isloh
gilishning yangi davrini ochganligi tabiiydir.

Uzluksiz ta’lim tizimi har bir bosqgichining o‘ziga xos
xususiyatlarini hisobga olgan holda ular uchun o‘quv adabiyotlarini
yaratish zaruriyati kelib chiqdi. Ana shu magsadda Respublikamizda
«Uzluksiz ta’lim tizimi uchun o'quv adabiyotlarining yangi avlodini
yaratish konsepsiyasi» ishlab chiqildi va hozirgi vaqtda u amalga
oshirilmoqda. Konsepsiyada foydalanishga qulay boigan, muayyan
fanni o'zlashtirish uchun zarur bo'lgan ma’lumotlar, ilmiy
ko'rsatkichlar va o'lchamlar, turli belgilar, gisga ma’lumotlardan
tashkil topgan davlat nashri —ma’lumotlar to'plami (ma’lumot-
nomalar) muhim ekanligi ko'rsatilgan.

Mualliflar «Funksiyalar va grafiklar» mavzusini tanlab, shu
mavzuda ma’lumotlar to'plami tuzishni maqgsad qilib go'yar ekanlar,
quyidagilarga alohida e'tibor garatishdi: ma'lumki, funksiyaning
berilish usullari har xil bo'ladi. Ular analitik usul, jadval usuli,
so'z bilan ifodalash usuli hamda grafik usullardir. Ba’zan grafik usul
funksiya berilishining yagona usuli bo'lishi ham mumkin. U fizika,
texnika, tibbiyotda qo'llanilib, ko'pgina 0'zi yozadigan asboblarning
ishiga asos bo'ladi ham. Lekin funksiya berilishining grafik usuli keng
targalganligiga garamasdan, funksiyalarni tekshirishda matematik
analiz tushunchalarini qgo'llashga bag‘ishlangan ma’lumotlar
to'plamini o'z ichiga olgan adabiyotlarning yetarli darajada emasligi
ko'zga yaqqol tashlanadi. Masalan, I.P Gurskiyning «®yHKUuU®N K
noctpoeHn rpadukoB», |.X. Sivashinskiyning «3nemeHTapHble
hyHKUuMn n rpagukm» N.N. Shundaning «®@yHKLUN U rpaduKkmn»
(ukrain tilida) kitoblarida, asosan, funksiyalarning grafiklarini
elementar matematika tushunchalari yordamida yasash usullari bayon
gilingan bo'lsa, N.A. Virchenko, 11 Lyashko, K.l. Shvesovlarning
«Fpahukn ¢yHKumin. CnpaBovyHMK.», R.B. Rayxmistning
«pahmkn GyHKUMiA. 3agadnm un ynpaxHeHus.», V.V. Vavilov va
boshgalarning «3agaun no maTtemaTuke. Hauana aHanusa»
kitoblarida funksiyalarning grafiklari ham elementar matematika
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tushunchalari hamda matematik analiz tushunchalari yordamida
chizilishi ko‘rsatilgan. Ammo o‘zbek tilida yuqorida keltirilgan
adabiyotlarga o ‘xshash adabiyotlar gariybyo‘q bolganligi mualliflami
ushbu ma’lumotlar to'plami — o‘quv go'llanmani tayyorlashga
undadi.

Ma’lumotlar to'plami to'rt bobdan iborat bo'lib, uning birinchi
bobi funksiyalar to'g'risidagi asosiy tushunchalar, funksiya
grafigining asimptotalari, funksiya grafigining xarakterli nugtalari
hamda elementar funksiyalar va ularning xossalariga bag'ishlangan.

Ikkinchi bobda elementar matematika tushunchalari yordamida
funksiyalarning grafiklarini chizish usullari yoritilgan.

Kitobning uchinchi bobida hosila yordamida funksiyalarning
grafiklarini chizish batafsil bayon gqilingan bo'lib, tenglamasi
oshkor va oshkormas, parametrik, qutb koordinatalar sistemasida
berilgan funksiyalarni to‘lig tekshirish va ularning grafiklarini
chizish usullari berilgan.

Mazkur goilanmaning so'nggi to‘rtinchi bobida elementar
bo'Imagan sodda funksiyalarning asosiy xossalari va grafiklari,
texnika, mexanika, matematika, fizika, amaliy matematikada ko‘p
uchraydigan va goMlaniladigan muhim chiziglarning grafiklari
keltirilgan.

Qo'llanmaning har bir paragrafida, awalo, mavzuga tegishli
ta'riflar, tushunchalar va tasdiglar berilgan bo'lib. ularning har
biriga misollar yechib ko'rsatilgan va mustaqil ishlash uchun yetarli
darajada misol va masalalar javoblari bilan berilgan, bu esa undan
o'quv qo'llanma sifatida ham foydalanish mumkinligini anglatadi.

Mualliflar ushbu go'llanmaning kompyuter variantini tayyor-
lashda o'z hissasini qo'shgan magistrlar A. Otaboyeva va F. To'rayevaga
0'z minnatdorchiliklarini bildiradilar.

Mualliflar, o'zlarining kitobni yozishdagi mehnatlari keng
kitobxonlar ommasi uchun foydali bo'ladi deb umid bildiradilar
va ularning kitob sifatini yaxshilashga qaratilgan fikr-mulohazalarini
mamnuniyat bilan gabul giladilar.

Mualliflar



| bob. FUNKSIYALAR HAQIDA ASOSIY
TUSHUNCHALAR

1-8. TOTLAM TUSHUNCHASI.
TO'PLAMLAR USTIDA AMALLAR

1. To‘plam tushunchasi. «To'plam» tushunchasi malematikanin
ta‘rifsiz gabul gilingan asosiy tushunchalaridan biri bo'lib, ba'zi
bclgilariga asosan birgalikda garaladigan obyektlar yoki narsalar
(predmetlar) majmuasidir. To'plamni tashkil qiluvchi har bir
obyekt yoki narsa uning «elementi» deyiladi. To'plam tushunchasi
misollar yordamida tushuntiriladi. Masalan, Samargand shahridagi
umum ta’lim maktablari, Quyosh sistemasidagi planetalar, barcha
natural sonlar, barcha to'g'ri kasrlar va hokazolar to'plamni tashkil
etadi.

To'plamlar lotin yoki grek alfavitining bosh harflari bilan,
uning elementlari esa kichik harflari bilan belgilanadi. Masalan,
A, B, C, D.... X, Y, Z lar bilan to'plamni, a, b, ¢, d, ... X, v, 2
lar bilan esa to'plamning elementlari belgilanadi.

Agar A to'plamning elementi a bo'lsa, a e A kabi yoziladi va
«a element A to'plamga tegishli» deb o'giladi. Aks holda, ya'ni a
element A to'plamga tegishli bo'Imasa, unda ci£ A kabi yoziladi va
«a element A to'plamga tegishli emas» deb o'giladi. Masalan,

A={1 35 7,9} bo'lsa, u holda 3e A, 2g A

Chekli sondagi elementlardan tashkil topgan to'plam chekli
to'plam, cheksiz sondagi elementlardan tashkil topgan to'plam
esa cheksiz to'plam deb ataladi. Masalan, Samarqand shahridagi
umumiy o'rta ta’lim maktablari to‘plami chekli to'plamni, to'g'ri
kasrlar to'plami esa cheksiz to'plamni tashkil etadi.

Bitta ham elementga ega bo'lmagan to'plam bo'sh to'plam deyiladi
va 0 kabi belgilanadi. Bo'sh to'plamlarga quyidagilar misol bo'la
oladi: a) x2+ 1=0 tenglamaning haqiqiy ildizlari to'plami; b)
o'zaro parallel ikkita turli to'g'ri chizigning umumiy nugqtalari
to'plami; d) x 2+ 1< 0 tengsizlikning yechimlari to'plami va h.k.

Ko'pincha, to'plamlar, ularning elementlari chekli yoki cheksiz
bo'lishidan qat'iy nazar, simvolik ravishda doirachalar bilan
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tasvirlanadi. Bu tasvirlash to'plamlar ustida bajariladigan amallarni
tasawur gilishda va ular orasidagi munosabatlami o'rganishda ancha
qulayiiklar tug‘diradi.

1- ta‘rif. Agar A to'plamning har bir elementi B to‘plamnin
ham elementi boisa, A to'plam to'plamning gismi yoki gismiy
to'plami (to'plamosti) deb ataladi va A a B kabi belgilanadi (1.1-
chizma). Bu quyidagicha o'giladi: «*to'plam A to'plamni 0'z ichiga
oladi».

Esiatma. Bo'sh to'plam har ganday A to'plamning qism
to'plami hisoblanadi: 0 ¢ A. Har ganday A to'plam o0'z-0'zining
gism to'plami hisoblanadi: A ¢ A.

Misollar: 1) A=4{1, 3,5 7} B={1, 2, 3, 4, 5 6, 7, 8}
bo'lsa, ta'rifga ko'ra A ¢ B bo'ladi;

cA-0

noJxti

l-chizma. 1-2-- chizma.

2) a, b. ¢ uch elementdan iborat bo'lgan to'plam berilgan
bo'lsin. Bu to'plamning hamma gism to'plamlari quyidagicha bo'ladi:
0 bo'sh to'plam; bir elementli {a}, {£}, {c} to'plamlar; ikki
elementli {a, b}, {b, c}, {a, c} to'plamlar va berilgan {a, b. c}
to'plamning o'zi.

2- ta‘rif. Agar A to'plam B to'plamning gismi, B to'plam A
to'plamning gismi bo'lsa, ya'ni Ac B, B ciA bo'lsa, u holda A va
B to'plamlar bir-biriga teng deyiladi va A = B kabi yoziladi. Masalan:
A ={1, -1}, B to'plam esa ushbu (x- 1)X*+ 1)3=0 tenglamaning
barcha hagiqiy ildizlaridan tashkil topgan bo'lsa, ravshanki, A
to'plam Bto'plamga teng bo'ladi.

2. To‘plamlar ustida amallar.

3- ta‘rif. B ixtiyoriy to'plam bo'lib, A to'plam uning biror
gismi bo'lsin. B to'plamning A ga kirmagan barcha elementlaridan
tashkil topgan to'plam A ning B ga gadar to'ldiruvchisi deyiladi va
u CHA) kabi belgilanadi (1.2-chizma). Masalan, A ={2, 4},
B={1 2, 3, 4, 5 6} bo'lsa, u holda CA)-{1 3, 5 6%}
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4- ta‘rif. A va B ixtiyoriy to'plamlar bo'lsin. Agar Cto ‘plam /
va B to'plamlarning barcha elementlaridan iborat bo‘lib, boshga
elementlari bo'Imasa, u holda C to'plam A va B to'plamlarning
vig'indisi (birlashmasi) deyiladi va A \j B= C kabi belgilanadi (1.3-
chizma).

1.3.- chizma.

Eslatma. Shuni gayd qilib o'tish kerakki, agar biror element
ham A to'plamga, ham B to'plamga garashli bo'lsa, bu element C
to'plamda bir marta hisoblanadi.

Yuqoridagi 4- ta'rifdan to'plamlarning quyidagi xossalari kelib
chigadi:

\°. AuUA=A. 22 Au B=BuA. 3> Av0 =A

4°. Agar A ¢ B bo'lsa, A u B - B bo'ladi.

Misollar: 1) A=4{0, 2 4, 6,8, 10}, B= {1, 2, 3, 4, 5, 6}
bo'lsa, C—A u B—{0, 1 2, 3, 4, 5 6,8, 10} bo'ladi.

2 A —{1 3 5 7,9 .. 2/7-1, ..}, B={2, 4, 6, .., 2n,
..} bo'llsa, C=AviB—{1, 2 3, 4,5 6, .., n ..} bo'ladi.
5- ta‘rif. A va Bto'plamlarning umumiy elementlaridan tashki

lopgan to'plam A va B to'plamlarning umumiy qismi yoki
ko'paytmasi (kesishmasi) deyiladi va C = A n B kabi belgilanadi
(1.4- chizma).

To'plamlarning quyidagi xossalari 5- ta'rifdan bevosita kelib
i liigadi:

5.An A=A 6°.AnB=BnA 7.An0 =0.

8°. Agar A a B bo'lsa, u holda A n B - A bo'ladi.

Misollar: 1) A — {2, +4, +6, £8, +10, ..}, B ={#3, 6,
e 12, ..} bo'lsa, C= A m B {£6, £12, ..} bo'ladi;

2) A={1,3 5 7 9} B= {2 4, 6 8}tbo'lsa, AnB =0
bo'ladi.

Eslatma. Biz to'plamlarning yig'indisi hamda ko'paytmasi
liuillarini ikkita to'plam uchun Kkeltirdik. Agar Av Av An
lo'plamlar berilgan bo'lsa, ularning yig'indisi At u A2u .. n An

7



1.5-chizma. 1.6-chizma.

hamda ko‘paytmasi AtnJl, n .. n Anham yiiqoridagiga o ‘xshash
ta'riflanadi.

6- ta‘rif. A to'plamning B to'plamga tegishli bo‘Imagan barcha
elementlaridan tuzilgan Cto'plam A va B to'plamlarning ayirmasi
deyiladi va C = A\B kabi belgilanadi (1.5- chizma).

To'plamlarning quyidagi xossalari 6-ta'rifdan bevosita kelib
chigadi:

9°.A\0 =A 10°.0\A =0. 11°.A\A=0.

Misollar: I) A ={1, 2, 3, 4, 5 6,7} B={0, 2 4, 6, 8}
bo'lsa, C = A\ B = {1, 3, 5 7} bo'ladi;

2) A = {2, 4, +6, +8, ...}, B = {3, 16, +9, 12, ..}
bo'lsa, C = A\B = {2, +4, £8, 10, ..} bo'ladi.

7-ta‘rif. A to'plamning B to'plamga tegishli bo'Imagan
elementlaridan va B to'plamning A to'plamga tegishli bo'Imagan
elementlaridan tuzilgan C to'plam A va B to'plamlarning
simmetrik ayirmasi deb ataladi va C - A A B kabi belgilanadi,
ya'ni AAB = (A\B) u (£\1) (1.6- chizma).
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Misollar: 1) A = {1, 2, 3,
bo'lsa, AAB = {1, 2, 3, 4, 5} u
10} bo'ladi;

2) A= {2 4 6,8, 10, 12, ..}, B = {3 5, 7, 9, 11, .}
bo'lsa, AAB = {2, 4, 8, .3u {3, 5 7,9 .} = {2 3,4, 5, 6,

7, ..} bo'ladi.

8- ta‘rif. Birinchi element X to'plamga va ikkinchi element Y
to'plamga kirgan barcha (x, v) juftlardan iborat bo'lgan nuqtalar
to'plami Xva Yto'plamlaming Dekart (to'g'ri) ko paytmasideyiladi
va u [X ,¥Y yoki X x Y kabi belgidanadi, ya'ni C= X x Y =
= {(x, y):xe X, ye Yk

Esiatma. A to'plamning o0'z-o'ziga Dekart ko'paytmasi
quyidagicha belgilanadi:

A XA =A2={ vy):xe A ye A}

Misollar: 1) A = {a, b, c}, B = {a, [3} bo'lsa, u holda
AxB = {(a,a), (a(3), (b,a), (Ap), (c,a), (c,p)} bo'ladi;

2)A={0 1 2 3, 4,5 6,7 8, 9} bo'lsa, A to'plamning
A = A = A2Dekart ko'paytmasi 100 ta elementdan iborat bo'ladi.

AxA = A2{(0,0), (0,1), (0,2), (0,3), ..., (9,7), (9,8), (9,9)}.

3. Sonli to‘plamlar. Sanoqg uchun ishlatiladigan sonlar natural
sonlar deb ataladi. Barcha natural sonlar 0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7,

8, 9 ragamlari yordamida hosil gilinadi. Natural sonlar to'plami

N=4{ 2 3 .., n .}
kabi belgilanadi.

Ishorasi natural sonlarning ishorasiga garama-garshi bo'lgan
sonlar manfiy natural sonlar deyiladi. Barcha manfiy natural sonlar,
nol soni va barcha natural sonlardan iborat to'plam butun sonlar
to'plami deyiladi va u, odatda,

z—{.,-n, ..,-3,-2,-1,0, 1,23, ..,n .}

kabi belgilanadi.

Ravshanki, natural sonlar to'plami butun sonlar to'plamining
gism to'plamidir: N a Z.

Qisgarmaydigan kasr ko'rinishda tasvirlanadigan har bir son
ratsional son deyiladi. Barcha ratsional sonlar to'plami

Q="x:x m=mf pe Z, ge Tyvj

kabi belgilanadi.



Ravshanki, Z ¢ demak, N ¢ Q chunki, N ¢ Z Jumladan,
agar 4=1 boisa, N c: Q boiadi.

Matematikada fagat ratsional sonlar bilan emas, balki boshgacha
tabiatli sonlar bilan ham ish ko'rishga to'g'ri keladi. Masalan: a)
tomoni bir birlikka teng boigan kvadrat diagonalining uzunligini
topish talab gilingan bolsin. Pifagor teoremasiga asosan, rl=V-+V-=2,
r son butun son bolishi mumkin emas, chunki 12=1, 22=4,
32=9 va h.k. r soni kasr son ham bolishi mumkin emas: agar

r:P gisqgarmas kasr boisa (bu yerda (p\), u holda rzr PE

2
ham qisqarmaydigan kasr boiadi. Demak, IO2 butun son

bolmaydi, shuning uchun u 2 ga teng bolishi mumkin emas.
Shunday qilib, kvadrat diagonalinig uzunligi J2 ga teng;
b) aylana uzunligining diametrga nisbatini ifodalovchi n sonini

oddiy kasr, ya'ni P ko'rimshida tasvirlash mumkin emas.

d) ushbu 0,1010010001... kasrda birinchi 1 ragamidan keyin
bitta nol, ikkinchi 1 ragamidan keyin ikkita nol, uchinchi 1
ragamidan keyin uchta nol turibdi va h.k.

Yuqoridagi a), b) va d) hollardagi keltirilgan sonlar, ya'ni
cheksiz o‘nli nodavriy kasrlar, irratsional sonlar deyiladi va
irratsional sonlar to'plami 1 bilan belgilanadi.

Ratsional va irratsional sonlar to‘plamining birlashmasi hagiqiy
sonlar deyiladi va RI bilan belgilanadi, ya‘ni R]=0Q kj\.

Osonlik bilan ko'rish mumkinki, R'\Q=I, R'\I=Q,
R'nQ=Q, Qn]=0, Yc/?L QaR1lbo'ladi.

4, Son o‘qi. Biror /to'g'ri chizigda ixtiyoriy Onuqtani belgilal
(O nugta sanoq boshi), so'ngra 10;1] birlik kesmani tanlaymiz va
yo'nalishni belgilaymiz. Bunday holda koordinata to'g'ri chizig'i,
ya'ni son o'qi berilgan deyiladi (1.7- chizma). Har bir natural
yoki kasr songa to'g'ri chiziqda bitta nuqta mos keladi. Masalan, 5
soni berilgan bo'lsin. O nuqtadan (sanoq boshidan) berilgan

A B* o] B no

1.7- chizma.



yo'nalishda birlik kesmani 5 marta qo'yamiz. Natijada, A nuqtani

hosil gilamiz, bu nuqgta 5 soniga mos keladi. 3y sonini olaylik, 0
nuqtadan berilgan yo'nalishda birlik kesmani 3 marta, so'ngra

birlik kesmaning ~ gismini go'yamiz. Natijada B nuqtani hosil

gilamiz. Bu nuqta 3y soniga mos keladi.

Agar / to'g'ri chizigning M nugtasi biror r songa mos kelsa,
bu son Mnugtaning koordinatasi deyiladi va u M(r) kabi belgilanadi.

Masalan, Ava B nuqtalarning koordinatalari mos ravishda 5va 3

sonlaridan iborat bo'ladi, ya'ni /1(5), B(3 *). Sanoq boshi 0

nuqgtaning koordinatasi nol sonidan iborat bo'ladi: 0(0).

Endi birlik kesmani O nuqtadan boshlab berilgan yo'nalishga
garama-qarshi yo'nalishda 5 marta go'yamiz. Sanoq boshi O ga
nisbatan A nuqtaga simmetrik A' nuqtani hosil gilamiz. A’
nuqtaning koordinatasi —5 soni bo'ladi, ya'ni A'(—5). Shunga

o'xshash, B nuqtaga simmetrik B' nuqtaning koordinatasi —3 1

soni topiladi. 5va —5, 3~ va —3 * sonlari, mos ravishda, garama-

garshi sonlar deb ataladi. Koordinata to'g'ri chizig'ida berilgan
yo'nalishda joylashgan nugtalarga mos keluvchi sonlar musbat sonlar
deyiladi. Koordinata to'g'ri chizig'ida berilgan yo'nalishga garama-
garshi yo'nalishda joylashgan nuqtalarga mos keluvchi sonlar manfiy
sonlar deyiladi.

Esiatma. Koordinata boshi 0 nugtaga mos kelgan ,,0“ (nol)
soni musbat ham, manfiv ham hisoblanmaydi, u koordinata to'g'ri
chizig'idagi musbat koordinatali nuqtalarni manfiy koordinatali
nuqtalardan ajratib turadi.

Koordinata to'g'ri chizig'idagi berilgan yo'nalishni (odatda u
0o'ng tomonga yo'nalgandir) musbat, berilgan yo'nalishga garama-
garshi yo'nalishni esa manfiy yo'nalish deyiladi.

5. Sonli oraliglar. a<b shartni ganoatlantiradigan a va b sonlam
olamiz va ularni koordinata to'g'ri chizig'ida nuqtalar bilan
belgilaymiz.
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Amalda ,interval4, ,,kesma“, ,yarim interval“, ,,nur“ atama-
larini ko‘pincha bir nom bilan ,,sonli oraliqu deb ishlatiladi.

Oraliglar turi Geometrik tasviri Belgilanishi Tengsizliklar

yordamida yozilishi

Interval (a,A) a<x< b
n
Kesma v [«/>] a<n<b
Yarim interval ! h (e,A] a<x<h
o _ . /,
Yarim interval _ s [P w < V<h
Nur [a,+oc) X > a
....... a
Nur —Mi...... w  —> (-00/] v<h
- - /= />_ -
Ochiq nur (<7,+0c) x > (
a
Ochiqg nur m b (=*:/>) x <b
Son o’qgi (—00"+00) (— 00<x< + 00)

Mustaqil yechish uchun misollar. Berilgan A va B to'plamlarga
ko'ra AviB, AnB, A\B, B\A to‘plamlarni toping:

1. A={2, 4,6, 8, 10}, B={4, 8, 12, 16}.

2.A={1, 3,5,7,9, ... ,21—1,...}3B={3,6,9,...,3n,.. .}

3. A ={x:(x—2)(x—3)=0}, i?7={x:(x—2)(x+4)=0}.

4. A ={x:x24=0}, £={x:x—2=0}.

Berilgan J1va £ to'plamlarga ko‘ra Au B,

AnB, A\ i?\A N Ai? to'plamlarni toping.

5. A ={x:0<x<2}=(0; 2), 5={x :1<x<3}=[1; 3].

6. A ={x:x(x—3)<0}, B={x:(x—3)(x—1)>0}.

7. A ={x:xeR,x2—8x+15<0}, B={x:xeN, x2—6x<0}.

8. A={x\xez—2<x< 4}, 5={x:xelV, 1<x<T}

Berilgan A,B\a Cto'plamlarga ko'ra AuB, An C, Avj(Bn O,
(AnB)n C to'plamlarni toping:

9. A ={X:—3<x<2}=[—=3; 2], 5=[0;4], c=[3;5]1,

10. A=Q, £=Z, C—N.

Berilgan J1 va i? to‘plamlarga ko'ra ,4xi? Dekart ko'paytmani
toping:

11. A={1,3}, £={2,4}. 13. 1 =[1;2], B=[\;2\.

12. ya=/?*, £=/7". 14. A=[ 1;3] £=[2;4J.
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Mustagil yechish uchun berilgan masalalarning javoblari

1. Aj2{2,4,6,810,12,16}.

A\B {2,6,10}, B\A={12,16},

An B {48}

2. A*B {1,3,5,6,7,9, ..},

An B {3927, ..}

14\2?={1,5,7___} B\A ={6M, .}

3. AuB ={-4,2,3}, An B ={2}, A\B = {-4}.

4. AuB={-22}, AnB={2} N\5 = {2}, B\A=0.

5. Aj5={x :0<x<3}, 1n B —{x:lI<x< 2},

N\2? ={x:0< x<1}, B\A ={x :2<x< 1}

AAB={x :0< x<1, 2<x< 3}

6. AkjB={x : —oo<x <=}, An B={x :0<x< 1},

A\B ={x :1<x<3}, B\A ={x:—°°<x< 0, 3<x<+°°}.

AAB ={x:-0°< x<0, I<x<+°°}.

7. AviB={1,2,3,45}, An £ = {3,45}, N\E=(3,4)n (4,5),
B\A ={1,2}, AAB ={1,2} u (3,4) u (4,5).

8. AvjB={—1,0,1,2,3,4,5,6,7}, An £ = {1,2,3},

yA\E={—1,0}, BVv4={4,56,7}, AAB={-1,0,4,5,6,7}.

9. AjB=\—3;4], AnC =0,

Aun (Bn C)=[-3,2]u[3;4], (JluA) n C=[0;2]n [3;5]=0.

10. AnB)=Q, AnC=N, (A*jB)nC=ZnN=N.

11. >1x5 ={(1;2),(1;4),(3;2),(3;4)}.

12. AxB =RKR[ =R2 ={(x,j-):—00<x<+°0,+00<f;<+00}.

13. AxB ={(x,y) :xe [I;2],>% [1;2)}

14. AxB ={{(x,y) :xe[l;3],ye[2;4]}.

2- §. FUNKSIYA TUSHUNCHASI

1. Funksiyaning ta‘rifi. Xva /haqiqiy sonlar to'plami berilgan
bo'lib, ular R] ning bo'sh bo'Imagan gism to'plamlari (XczR\
YczR’), x va y lar esa, mos ravishda, ularning elementlari (xelf,
ye Y) bo'lsin.

1- ta‘rif. Agar X to'plamdagi har bir x songa biror qoida yoki
gonunga ko'ra Yto'plamdan bittay son mos qo'yilsa, X to'plamda v
funksiya berilgan (aniglangan) deb ataladi va u simvolik ravishda
/. x->v yoki y-f(x) kabi belgilanadi.

Bunda x — argument yoki erkli o zgaruvchi, y — funksiya yoki
crksiz o zgaruvchi,/ —xarakteristika (qonun yoki qoida); X to'plam



funksiyaning aniglanish sohasi, Y={y:y=f{x), x e X] to‘plam esa
uning giymatlari to'plami (o zgarish sohasi) deyiladi.

Bundan keyin biz funksiyaning aniglanish sohasini D(f),
giymatlar to‘plamini (o‘zgarish sohasini) esa E(J) bilan
belgilaymiz.

2. Funksiyaning berilish usullari. Funksiya umumiy holda
analitik, jadval, grafik va so‘z usullari bilan berilishi mumkin.

Analitik usul. Ko‘pincha x vay o'zganivchilar orasidagi bog‘lanish
formulalar yordamida ifodalanadi. Bunda argument x ning har bir
giymatiga mos keladigan funksiyaning y giymati x ustida analitik
amallar — qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo'lish, darajaga
ko'tarish, ildizdan chiqarish, logarifmlash va h.k. amallarni bajarish
natijasida topiladi. Odatda, bunday usul funksiyaning analitik usulda
berilishi deyiladi.

Funksiya analitik usulda quyidagi ko'rinishlarda berilishi mumkin.

1) v=g(x) yoki x=g(y) ko‘rinishdagi formulalar bilan berilgan
funksiyalar oshkor ko'rinishda berilgan funksiyalar deyiladi.
Masalan, y= 6x—2, y=x2Inx funksiyalar oshkor ko'rinishda
berilgan. Analitik usulda berilgan funksiya bir nechta formulalar
vositasida yozilishi ham mumkin, masalan:

cosx, -n<x<0 bo'lganda,
fiX) - 1 0<x<l bo'lganda,

— I<x<2  bo'lganda.

Bu funksiyaning aniqlanish sohasi [-n;2] bo'lib, u uchta
formula yordamida berilgan.

2) Agar x va y o'zgaruvchilar gandaydir F(x,y)=0 tenglama
bilan bog'langan, ya'ni tenglama y ga nisbatan yechilmagan bo'lsa,
u holda funksiya oshkormas ko'rinishda berilgan deyiladi. Masalan,
x2+y2—R2=0 tenglama oshkormas shaklda berilgan funksiyani
ifodalaydi, uni y ga nisbatan yechish natijasida ikkita funksiyani
hosil gilamiz:

y =" R2- x 2.

Ba'zi bir oshkormas ko'rinishdagi funksiyalarni y =/(x)
(oshkor) ko'rinishda ifodalash ham mumkin. Har ganday oshkor
ko'rinishdagi y=/(x) funksiyani oshkormas ko'rinishda yozish
ham mumkin: y — (x)=0.



X =
3) parametrik ko'rinishda, yaiii jv _ Al a - /- P shaklda
berilishi. y - (x) funksiyada x ning y ga mos qo‘yilishi parametr
deb ataladigan uchunchi bir t o‘zgaruvchining yordamida ifodala-
nishi mumkin:

bu yerda ¢(0 va \y(t) lar ham analitik usulda berilgan funksiyalar
boiib, D(i) n D(\\)*0 deb hisoblanadi.

Funksiyalar berilishining eng ko‘p uchraydigan usuli analitik
usuldir. Bu usul matematik analizda juda ko'p ishlatiladi.

Jadval usuli. Ba'zi hollardaxeA'vaye Y o'zgaruvchilar orasidagi
boglanish formulalar yordamida berilmasdan, balki jadval orqali
berilgan bo'lishi ham mumkin. Masalan, t — yanvar oyining
birinchi dekadasi (10 kunligi) kunlari nomcri boisa, ' — shu
nomerli kuni soat 160 da Samargand shahrida kuzatilgan havo
haroratini bildirsin, natijada quyidagi jadvalga kelamiz:

/ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

S’ -3° —5° +2° +5¢ +I 0° —2° —5° -3° -1°

bunda / —argument, T— funksiya bo'ladi. Bog'lanishning bunday
berilishi funksiyaningjadval usulda berilishi deb ataladi. Bu usuldan
ko'pincha miqdorlar orasida tajribalar o'tkazish jarayonida
foydalaniladi.

Jadval usulining qulayligi shundan iboratki, argumentning u
yoki bu anig giymatlarida, funksiyani hisoblamasdan, uning
giymatlarini aniglash mumkin. Jadval usulining qulay bo'Imagan
tomoni shundan iboratki, argumentning o'zgarishi bilan
funksiyaning o'zgarish xarakterini to'lig aniglab bo'lmaydi.

Grafik usuli. xOy koordinata tekisligida x ning X to'plam
{X=D(f)) dan olingan har bir giymati uchun M(x,y) nuqta
yasaladi, bunda nuqtaning abssissasi X, ordinatasi y esa funksiyaning
x ga mos kelgan giymatiga teng. Yasalgan nugtalarni tutashtirsak,
natijada biror chiziq hosil bo'ladi, hosil bo'lgan bu chizigni berilgan
funksiyaning grafigi deb garaladi (2.1- chizma).
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2.1- chizma.

2- ta‘rif. Tekislikning (x, Ax)) kabi aniglangan nugtalaridan
iborat ushbu

{x 7(1)}=1(x/(x)):xel, y=f(x) e Y]

to'plam, funksiyaning grafigi deb ataladi.

xOy tekisligida shunday L chizig berilgan bo'lsin, Ox o'gda
joylashgan nugtalardan shu o'gga o'tkazilgan perpendikular L
chizigni fagat bitta nugtada kesib o'tsin.

Ox o'gdagi bunday nugtalardan iborat to'plamni X orqgali
belgilaymiz. X to'plamdan ixtiyoriy x ni olib, bu nugtadan Ox o'giga
perpendikular o'tkazamiz. Bu perpendikularning L chizig bilan
kesishgan nuqtasini y bilan belgilaymiz. Natijada X to'plamdan
olingan har bir x ga yuqorida ko'rsatilgan goidaga ko'ra bitta y mos
go'yilib, funksiya hosil bo'ladi. Bunda xvay o'zgaruvchilar orasidagi
bog'lanish L chiziq yordamida berilgan bo'ladi (2.2-chizma). Odatda
funksiyaning bunday berilishi uning grafik usulda berilishi deb
ataladi.

Funksiyaning grafik usulda berilishi ilmiy tadqgigotlarda va hozirgi
zamon ishlab chiqgarishi jarayonlarida keng qo'llaniladi. Masalan,
tibbiyotda uchraydigan elektrokardiogramma grafigi—yurak
muskullaridagi tok impulslarining vaqt bo'yicha o'zgarishini
ko'rsatadi. Bu grafik analitik tarzda yozilishi shart bo'Imagan biror
y =f(x) funksiyaning grafigidir, bu funksiyaning formulasi
shifokor uchun unchalik gizigarli emas (2.3- chizma).

Funksiyaning grafik usulda berilishining kamchiligi shundan
iboratki, argumentning sonli giymatida berilgan funksiyaning aniq
ko'rinishini har doim topib bo'lavermaydi, lekin bu usulning boshga
usullardan afzalligi uning ta'siri yaqgol ko'zga ko'rinib turishidadir.
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2.2- chizma. 2.3- chizma.

So‘zlar orgali ifodalanadigan usul. Bu usulda (xeX ye'Y)
o‘zgaruvchilar orasidagi funksional bog'lanish fagat so'zlar orgali
ifodalanadi.

1- misol. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa
0 ni mos go'vish natijasida ham funksiya hosil bo'ladi. Bu funksiya,
odatda, Dirixle funksiyasi deyiladi va D(x) kabi belgilanadi:

l,agarx ratsional son bo'lsa,
0,agarx irratsional son bo'lsa.

2- misol. / — har bir x haqigiy songa uning butun gismi [x] ni
mos qo‘yuvchi qoida bo'lsin. Demak, /:x->[x] yoki y = \x]
funksiyaga ega bo'lamiz.

3- misol. / — har bir haqigiy x songa uning kasr gismi {¢ ni
mos go‘yadigan qoida bo'lsin, ya'ni /: x—{x}. Bu holda biz y={x}
funksiyaga ega bo‘lamiz.

3. Funksiyaning aniqlanish sohasi.

3- ta‘rif. Argumentning funksiya ma'nosini yo'gotmavdigat
(ya'ni cheksiz yoki mavhumlikka aylantirmaydigan) hamma
giymatlari to'plami shu funksiyaning aniglanish sohasi deyiladi.

Agar funksiya jadval shaklida berilsa, uning aniglanish sohasi x
ning jadvalda ko'rsatilgan giymatlaridan iborat bo'ladi.

Agar funksiya grafik shaklda berilsa, uning aniglanish sohasi
grafikdan ko'rinib turadi.

Funksiya analitik shaklda berilganda esa x ning funksiyani
aniglaydigan formula ma'noga ega bo'ladigan giymatlari to'plami
shu funksiyaning aniglanish sohasi bo'ladi.

Funksiyaning aniglanish sohasini topish vaqtida formulani
boshga ko'rinishga keltirish tavsiva etilmavdi.

1- misol. f{x)



X
Yechilishi. , 4 funksiyaning maxraji nolga aylanadigan

nuqtalarda funksiya ma‘noga ega emas. Demak, bu funksiyaning
aniglanish sohasini topishda quyidagi x2—4"0 yoki x"+2 shartlar
bajarilishini talab gilish kerak.
Shunday qilib, funksiyaning aniqlanish sohasi uchta oralig-
ning birlashmasidan iborat, ya'ni
D(f) = (=52 " (& 2w (2;+°°).

Xulosa. Funksiya kasr ko'rinishida berilgan bo'lsa, uning
aniglanish sohasi argumentning kasr maxrajini noldan faqgli
giladigan giymatlari to'plamidan iborat bo'ladi.

2- misol. f(x) =V1—x2 funksiyaning aniglanish sohasini
toping.

Yechilishi. Ildiz ostidagi ifodaning giymati manfiy bo'lsa,
funksiya mavjud emas (haqigiy sonlar to'plamida hech ganday
funksiyani aniglamaydi). Demak, ildiz ostidagi ifoda ma'noga ega
bo'lishi uchun 1—x->0 shart bajarilishi kerak, u holda bu teng-
sizlikning yechimlari to'plami [—1;1J] kesma bo'ladi.

Shunday qilib, funksiyaning aniglanish sohasi D(f)=[—1, 1]
kesmadan iborat.

3- misol. f(x)=gw *5x funksiyaning aniglanish sohasini

toping.
Yechilishi. Birinchidan, 10—5x"0 yoki x?2 bo'lishi;

ikkinchidan 10£5X— > 0 bo'lishi kerak. Bu tengsizlik 10—5x>0 yoki

x<2 bo'lganda o'rinli bo'ladi. Demak, x*2 va x<2 shartlar o'rinli
bo'lganda berilgan funksiyaning aniglanish sohasi A/)=(-°°, 2)
bo'ladi.

4- misol. /(e*) = funksiyaning aniglanish sohasini toping.
Yechilishi. Ildiz ostidagi ifodaning giymati manfiy bo'lsa ham,
funksiya ma'noga ega, chunki ildiz ko'rsatkichi tog sondir. Bu
funksiya ma'noga ega bo'lishi uchun x*5 shart bajarilishi yetarli.
Demak, berilgan funksiyaning aniqglanish sohasi D(J)—
= (—°0;5)u(5;+°°) bo'ladi.
5- misol. /(x) = yflsinx— funksiyaning aniglanish sohasini
toping.
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Yechilishi. 2 sin x—1 ifodajuft darajali ildiz ostida gatnashgani
uclnin 2 sin x— 1>0 tcngsizlikni yechamiz:

sin x > 21 6+2nn <X <>6K+Inn, ng Z.
Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi

I>(1) = 3+ énn;isgl+ nn G Z

Xulosa. Keltirilgan misollarning yechilishidan ko ‘rinadiki, juft
ko'rsatkichli ildiz ostidagi ifoda manfiy bo'Imasligi, ya'ni

/(x) = 2bp(x) (bunda n — natural son) funksiya uchun <p(x)>0
bolishi kerak.

6- misol. f(x) =loga(9 —x2)(a >0,a ¢ 1) funksiyaning aniq-
lanish sohasini toping.

Yechilishi. Logarifmik funksiya argumentning musbat giymat-
larida ma‘noga ega. Shuning uchun 9 —x2> 0, x2< 9 yoki |x|<3
bo'lishi kerak.

Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi D(f)={—3; 3)
oraligdan iborat.

7- misol. f(x) = jg(x_3) funksiyaning aniqglanish sohasini

toping.

Yechilishi. Birinchidan, 9—x>0 yoki x<9; ikkinchidan, x—3>0
yoki x>3; uchinchidan, Ig(x—3)"0 yoki x®A bo'lishi kerak x<9,
x>3 va xM shartlarni hisobga olsak, berilgan funksiyaning
aniglanish sohasi D(f)=(3; 4)u(4; 9) dan iborat bo'ladi.

8- misol./(x)=logA(x2—5x+6) funksiyaning aniglanish sohasini
toping.

Yechilishi. Birinchidan, x2—5x+6>0 va (x—2)(x—3)>0 yoki
-00<x<2,3<x<+°° po'lishi; ikkinchidan, x3>0, x-V 1 yoki x>0,
X ¢ 1bo'lislii kerak. x ning bu shartlarni bir vaqtda ganoatlantiradigan
barcha giymatlari to'plami (0; u(l; 2)u(3;+°°) dan iborat.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniqglanish sohasi D(x)=
=(0; Du (1; 2)u(3; += bo'ladi.

9- misol. /(x)=log»(8—x) funksiyaning aniglanish sohasini
toping.

Yechilishi. Bu logarifmik funksiya ma'noga ega bo'lishi uchun
8—x >0, x®0, xVI yoki x<8, x* 0, xdpx 1 bo'lishi kerak.

Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi D(J') =

(-o0;-Du (—21,0)u (0;1) u (1;8) bo'ladi.
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Xulosa. log,RAfix) ifoda ma'noga ega bo'lish uchun f(x)>0,
h(x)>0 va d(x) *1 boiishi talab gilinadi.

10-misol. /(s*) = —7 — funksiyaning aniqlanish soha-

el 4+ 1 — N2x —
sini toping.

Yechilishi. Birinchidan, x>0 bo'lishi; ikkinchidan, x+1>0
yoki x> —1 bo'lishi; uchinchidan, 2x—2 >0 yoki x> 1 bo'lishi;
to‘rtinchidan esa Jx~+ 1—J2x —2 * 0 yoki x” 3 bo'lishi kerak.
Demak, n ning yugoridagi shartlarni ganoatlantiradigan giymatlari
n>1lvax-3 dan iborat.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi D{f')=
—{1;3)u (3;+°°) bo'ladi.

11- misol. fix) = WC*x~ ¥\ x funksiyaning aniglanish

1°g3(5— Lx)
sohasini toping.

Yechilishi. Birinchidan, arkkosinus ma'noga ega bo'lishi uchun
uning belgisi ostidagi ifodaning absolut giymati 1 dan katta
bo'Imasligi, ya'ni \x—2| < 1 yoki 1<n<3 bo'lishi ikkinchidan,
9—x1>0 yoki —3 <x <3 bo'lishi; uchinchidan esa 5—2x >0 va
log,(5x—2x) 0 yoki x<2,5 va x¢ 2 bo'lishi kerak. x ning bu
uchta shartni bir vaqtda ganoatlantiradigan barcha qiymatlari
to'plami D(f)={1;2)u (2;2,5) bo'ladi.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi
V{.f)={1;2)u (2;2,5) bo'ladi.

Xulosa. /(x)=¢(x)x\|/(x) funksiyaning aniqlanish sohasi ¢(x)
va (x) funksiyalar aniglanish sohalarining umumiy gismidan
iborat:

2)()n D{x\i)=Dif).

12- misol. fix) = (x —3)/n 2 funksiyaning aniglanish sohasini
toping.

Yechilishi. Biriinchidan, x>2; ikkinchidan, x—3 >0 bo'lishi
kerak. x ning bu shartlarni ganoatlantiruvchi giymatlari to'plami
x>3 dan iborat. Demak, Z>(/)=[3;+") bo'ladi.

Xulosa. w(x)’11 («(x) >0) shakldagi ifodalarda asos va daraja
ko'rsatkichi argumentning bir xil giymatlarida bir vagtda nolga
aylanmasligi kerak (0° ko'rinishdagi anigmaslik).

13-misol. |/|= 4—x2 funksiyaning aniqlanish sohasini toping.



Yechilishi. Shartga ko’ra \f\— manfiy bo'Imagan son, u hoiaa
4 -x2>0 yoki bu yerdan |x\<2 bo’lishi shart. Demak,
IKf)=[—2;2] bo'ladi.
14 -misol. |/|=1g (4—x) funksiyaning aniglanish sohasini toping.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning aniglanish sohasini topish
uchun quyidagi
JIg(4-x)>0,
14- n>0

sistemaga ega bo'lamiz. Sistemaning birinchi tengsizligidan 4—x > 1;
—n > —3; x<3 bo'lishi. ikkinchisidan esa, 4—x > 0,—x >—4,
x< 4 bo'lishi kelib chigadi.

Demak, x<3. Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi 3]
bo'ladi.

4, Funksiyaning o‘zgarish sohasi. y=f(x) funksiya x<eX
to'plamda berilgan bo'lsin.

4- takrif. Funksiyaning argumenti X—D(f) dagi hamma

giymatlarini gabul gilganda funksiyaning unga mos kelgan giymatlari
to'plami /:'(/) shu funksiyaning o'zgarish sohasi (giymatlari
to'plami) deyiladi.

Funksiyaning o'zgarish sohasi diskret niigtalardan, nuqgtadan,
oralig, segment, bir necha oraliglardan va h.k. iborat bo'lishi mumkin.
Jadval yoki garfik usulda berilgan funksiyalarning o'zgarish sohalari
0'z-o'zidan ma lum. Analitik usulda, ya'ni y —f(x) shaklda
berilganda funksiyaning o'zgarish sohasini topish uchun y ning
/ (V) vtenglama hagigiy yechimga ega bo'ladigan barcha giymatlarini
topish talab gilinadi.

Quyidagi tasdiglar o'rinli.

1". Agar berilgan funksiya (bu ycrda uzluksiz funksiya nazarda
tutiladi) eng kichik va eng katta gqiymatga ega bo'lsa,/(x) funksiyaning
o'zgarish sohasi uning shu eng kichik va eng katta giymatlari hamda
ular orasidagi barcha sonlar to'plamidan iborat bo'ladi.

1- misol. |0; 4] kesmada/(x)=x2+4 funksiyaning o'zgarish
sohasini toping.

Yechilishi. [0; 4] kesmada berilgan funksiyaning eng Kichik
giymati/(0)=4, eng katta giymati /(4)=20 bo'lgani uchun, uning
o'zgarish sohasi E(f)=[4; 20] dan iborat.

2'. Agar funksiya eng kichik (katta) giymatga ega bo'lsa-yu,
ammo eng katta (kichik) giymatga ega bo'Imasa (ya'ni u cheksiz
orta (kamaya) borsa), u holda/(x) funksiyaning o'zgarish sohasi
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funksiyaning eng kichik (katta) giymati va shu giymatdan katta
(kichik) barcha sonlar to‘plamidan iborat bo'ladi.
2- misol. f(x)—uxljtbx+c funksiyaning o'zgarish sohasini toping.
Yechilishi. Berilgan funksiyani

- a 4ar—b
y= 2a 419
ko'rinishda ifodalaymiz.
Agar a>0 (a<0) bo'lsa, berilgan funksiya x =~ t* nuqtada

eng kichik (eng katta) giymatiga erishadi, ammo eng katta (kichik)
giymatiga ega bo'lmaydi.
Demak, a > 0 (a <0) bo'lganda berilgan funksiyaning o'zgarish

\ac-b~ 4ac-h~
sohasi E(f) e 1O E(f) = 4a dan iborat

bo'ladi.

3- misol. /(x) =yjx2—2x +5 funksiyaning o'zgarish sohasini
toping.

Yechilishi. a=1>0 va / (*) =\I*2—2x +5 =yj(x —D- +4

funksiya x=\ nuqtada eng kichik giymatga ega bo'ladi: y(l) = n/4 = 2.
Demak, berilgan funksiyaning o'zgarish sohasi E(f)=[2+=)
dan iborat bo'ladi.
3°. Agar y=f(x) funksiya berilgan bo'lib, uni x ga nisbatan
yechish mumkin bo'lsa, ya'ni n=(p(y) ko'rinishda yozish mumkin
bo'lsa, y=f{x) funksiyaning o'zgarish sohasini topish uchun
jc=(p(y) funksiyaning aniqlanish sohasini topish yetarli. Demak,
x=0g>(y) funksiyaning aniqglanish sohasi y=f(x) funksiyaning
o'zgarish sohasidan iborat bo'ladi: D(g>)=E(f).
4-misol./(x)=x2—6x+5 funksiyaning o'zgarish sohasini toping.
Yechilishi. x2—6x+5—y =0 tenglamani x ga nisbatan yechamiz:

X,2 =3+ nly +4.

Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi haqiqiy sonlar
to'plamida bo'lishi uchun tenglamaning diskriminanti y+4>0, ya’ni
y >—4 bo'lishi kerak. Demak, berilgan funksiyaning o'zgarish
sohasi £{/’)=[—4;+00) bo'ladi.

4°. Umumiy holda, y=/(x) funksiyaning o'zgarish sohasi
a<y<b (b>0), y=t(x) funksiyaning o'zgarish sohasi esa c<y<d
(d>0) bo'lganda /(x)+®h(x) funksiyaning o'zgarish sohasini



a\c<y< b+d kabi aniglash,/(x)-¢(x) funksiyaning o‘zgarish
sohasini esa ac<y<bd kabi aniglash mumkin emas.

Ilagigatan ham, sin x va cos x laming o'zgarish sohalari —1<y< 1
bo'lgani holda sinx+cosx ning o'zgarish sohasini —1—1<y< 1+1
yoki —2<y<2 kabi aniglab bo'Imaydi.

5- misol./(x)=sinx+cosx funksiyaning o'zgarish sohasini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyani quyidagi ko'rinishda yozish
mumkin:

/(A)=sinx+cosx=smx+sin| 2 ~ X =QSH-Z/°COS(X ~~2 - n2.cos
\ ) v 4]
Ma'lumki, <coslx —- h bu yerdan,
-n/2 < sj2 COS X <N2 yoki —nf <f <yj2

bo'lgani uchun, funksiyaning o'zgarish sohasi E(f) = —>[;"2
bo'ladi.

6- misol. /(x)=0,5 sinx cosx funksiyaning o'zgarish sohasini
loping.

Yechffishi./(x)=0,5sinxcosx=0,25sin 2x. Ma'lumki, —1<sin 2v< |.
Mundan —0,25 < 0,25sin 2x<0,25 yoki —0,25 </< 0,25, demak,
berilgan funksiyaning o'zgarish sohasi E(f)=[—0,25; 0,25 Jbo'ladi.

5°. Agar y~fix) funksiyaning o'zgarish sohasi a<y<b bo'lsa,
i,(\)—mf(x) funksiyaning o'zgarish sohasi, m>0 bo'lganda
mu <g<mb; m<0 bo'lganda esa ma>g> mb bo'ladi.

Agar y—f(x) funksiyaning o'zgarish sohasi a<y<b bo'lsa,
E(\)—+f(x) funksiyaning o'zgarish sohasi n+a<g(x) <n+b dan
iborat bo'ladi.

7- misol. /(x)=2(cosx—I1) funksiyaning o'zgarish sohasini
loping.

Yechilishi. Berilgan funksiyani quyidagi ko'rinishda yozish
mumkin:

['(x)=2cosx—2, bunda nr=2>0, n =—2<0. Ma'lumki, —1<cosx< 1
bo'lgani uchun —2 < 2cosx< 2 va —2—2 < 2cosx—2 < 2—2 bo'ladi.
<)\ngi tengsizlikni quyidagi —4 <2cosx—2 <0 ko'rinishda
vo/isli mumkin. Demak, berilgan funksiyaning o'zgarish sohasi
1.(I') |—4; 0] bo'ladi.
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8- misol. fix)—3—4 cosx funksiyaning o'zgarish sohasini
toping.

Yechilishi. Yuqoridagi tasdiqga ko'ra, /(x)=cosx, m=—4, [7=3
bo'ladi. Ma'lumki, —1<cosx< 1bo'lgani uchun —4 < —4cosx< 4
va 3—4 <3—4 cosx<4+3 bo'ladi. U holda —1<3—4cosx<7.
Demak, berilgan funksiyaning o'zgarish sohasi E{f)—[—1; 7]
bo'ladi.

6°. Agar y—fix) funksiyaning o'zgarish sohasi —a<y<a
(_oo<y <+°0) bo'lsa, u holda y=|/(x)| yoki y=f\x) funksiyaning
o'zgarish sohasi 0 <y, <ayoki 0 <y < +°° bo'ladi. Masalan, y=cosx
ning o'zgarish sohasi —1<y< 1 bo'lgani holda, y,=|cosx| yoki
y2—cosXx funksiyaning o'zgarish sohasi bir xil, ya'ni O<y,< 1
bo'ladi. y=tgx ning o'zgarish sohasi -00 y 'C+oo0 bo'lgani holda,

=|tgx| yoki y2Ax)=tgZ funksiyaning o'zgarish sohasi bir xil, ya'ni
0 <y <+00 bo'ladi.

5. Funksiya grafigining koordinatalar tekisligida joylashishi.
Funksiyaning aniglanish sohasi bilan o'zgarish sohasi topilgandan
so'ng, uning grafigi Dekart koordinatalar tekisligining gaysi gismida
joylashishini aniglash mumkin.

1- misol. y =arcsinx funksiyaning grafigi koordinatalar
tekisligining gaysi gismida joylashishini aniglang.

Yechilishi. Ma'lumki, funksiyaning aniglanish va o'zgarish

sohalari mos ravishda —1<x< l1va —” <y <~ dan iborat bo'ladi.
Dekart koordinatalar tekisligida funksiyaning grafigi D={(x.y):

—1<x< I, - j <y <"} sohada joylashadi (2.4- chizma).
<y /
2
T2
1
| . * 2 0 2
T oa -1
nl2 2
2.4- chizma. 2.5- chizma.
4
2- misol. ¥ = x2 4 funksiya grafigining koordinatalar tekisli-

gining gqaysi gismida joylashishini aniqglang.



Yechilishi. a) funksiyaning aniglanish sohasi tai'ifiga ko‘ra:
\' 4*0 yoki x* + 2 bo’ladi. Funksiyaning aniqglanish sohasi uchta
uilervallar yig’indisidan iborat D(f)—(— m»;-2)u(—2;2)u(2;+°0).

b) funksiyaning o'zgarish sohasini topish uchun y:X,4_4

Icnglikni x ga nisbatan yechamiz: x =+2 v+l ifoda
Yy

v+H
ma’noga ega boiishi uchun, birinchidan, j#0, ikkinchidan N0

voki (y+ 1)v >0 bo‘ladi. Bu tengsizlikning yechimlari to’plamiy <—

I va v> 0 bo‘ladi. Ushbu shartlardan funksiyaning o'zgarish sohasi
/m'(=(—0;—I1]u(0;+°°) bo’lishi kelib chigadi.

Demak, berilgan funksiyaning grafigi Dekart koordinatalar
Ickisligining (7={(X,.y);,—°<x<—2, —2<X<2, 2<X<+°°; —°°<vy<—1,
(0 vy "Ctoo} gismida joylashadi (2.5- chizma).

Mustaqil yechish uchun misollar
Funksiyalarning aniqlanish sohalarini toping:

1L.f(x) = ~4X_9 2. fix) =

dx2-4 x.
3.f{x) = lg(l —Ig(x2—5x + 16)). 4. /(a) = arcsin(5x —6).
5/ =lIgx . 6. fix) — x =8 7. f{x) =x"'

8. f(x) =sjcosx. 9. f(x) =7sinx + cosx.

10. /(x) = (3x)! 11. /(x) =log2log,, 2n/4x —x2 —2.

n
12. /(x) = log2log, n/4x —4x2. 13. /(x) = arccosIY
In x+-
14./(x) = log¥. X 15. /(x) = bl-3 +
410

16. /(x) = _
JX—5—yj9—x
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17. I(x) = Migx+T. ,8-/W = logv2(4-x).
19. fix) =71 —log05cosx, xe [0;2n].
20. k ning qanday giymatlarida .fix) = 2 *°*
aniglanish sohasi (— 2)y (2'+o0) bo‘ladi?

21. [—10; 10] oraligdagi nechta butun son

funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli?

Funksiyalarning o'zgarish sohalarini toping.

funksiyaning

25. f(x) =3sinx +4cosx. 26./ (X) =x2+ x —2.

21.fix) =2H 28. /(x) =arcsin —X2.

29. f(x) =arctg 30. /(x) =1g § 31. fix) = 10*+2

32. fix) =2 x. 33. fix) =lg(arcsin x).

34, fix) =x- 1+x- 3. 35. f{x) =sin2x.
COS X

36. fix) =arcsinx +*. 37./(x)=sindx + cos4x.

38. fix) = 22+cosv. 39. /(X) = Vx2- 6x + 11,
40. /(x) =x2—8x + 10.

Mustaqil ycchish uchun berilgan misollarning javoblari

1L (—  3)u(=3;3)u(3;+°°). 2. (—°0)nj(4;+°°).

3.(2;3). 4. [45]. 5.1;+H- 6.(--;- 8Jul|8;+H

7. (0;+co). 8. \2n-*-,* +2nn], ne Z.
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4
9. 2n—*;2nn+ " 2nn], ne Z. 10. [3°3'b 3>

11. (2-n/2;1)n(3;2 +T2). 12.0. 13. , , U

14. (1; 2)n(2;+00). 15. (-~,-3]n[3; 10). 16. [5; 7)n(7; 9].
17. I—£| + 07 gn+ 2n/?), x e Z.

18. (—°; 1)u(—1;0)u(0; Yu(1;4). 19. O; él u ;2
20.-4. 21.14. 22.[~1,5;1,5]. 23.(-00;0,5)u(0,5;+0€).

24. {1}. 25.[—5:5]. 26. [-2;+~). 27.11;+-). 28. [0;*].

29. (0;n). 30. (Ig2;+00). 31. (O;h)u(l;+-).

32. (0; 0,25]u[4;+00). 33. =g 34. [2;+-).

35.(-2; 2). 36.0;n]. 37.[05; 1. 38.[2; 8. 39. ["2;+°°]-
40. [—6; +m).

3- 8. FUNKSIYALAR SINFLARI

Odatda, funksiyalar quyidagi sinflarga ajratiladi: juft va toq,
davriy, bir giymatli va ko’p giymatli, chegaralangan va chega-
ralanmagan, monoton, teskari, murakkab va elementar funk-
siyalar.

1. Juft va toq funksiyalar.

1- ta‘rif. Agar istalgan xe X uchun — xeA'bo'lsa, u holda X
to'plam O (koordinatalar boshi) nugtaga nisbatan simmetrik to'plam
deyiladi.

Butun sonlar to'plami Z, [—a; o], (—a\a), (-«; +™) kabi
lo'plamlar koordinata boshiga nisbatan simmetrik to'plamlardir.

y=1f (x) funksiya O nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan
to'plamda aniglangan bo'lsin.

2- ta‘rif. Agar istalgan xe X uchun f(—x)=f(x) bo'lsa, u
holda/(x) funksiya X to'plamda juftfunksiya deyiladi.

y=x2 v= cosx, y=|x|, y=f(|x]), funksiyalar koordinatalar boshiga
nisbatan simmetrik bo'lgan to'plamlarda aniglangan bo'lsa, ular



M (-ﬂ;, V") Y x> IM(X y)
I TGIAY) N
X
-V O
/
3.1- chizma. 3.2- chizma.

juft funksiyalar bo'ladi. Ta‘rifda X to'plamning koordinatalar
boshiga nisbatan simmetrikligi muhimdir. Masalan, y~-x- funksiya
xe [—1 2] da berilgan bo‘lsa, bu funksiya juft funksiya bo'lmaydi,
chunki [—1; 2| to'plam koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
emas.

Juft funksiyalarning grafigi ordinatalar o'qiga nisbatan simmetrik
bo'ladi (3.1- chizma).

3-ta'rif. Agar istalgan ,ve X uchun/( Vv [/ (n) bo'lsa, u
holda f{x) funksiya X to'plamda toqfunksiya deyiladi.

X
v—x\ v=tgx, v = ) funksiyalar o'zlarining aniglanish soha-
X

larida toq funksiyalar bo'ladi.

Toqg funksiyaning grafigi koordinatalar boshiga nisbatan
simmetrik bo'ladi (3.2- chizma).

Agar istalgan xe X, — xe X lar uchun /(—x) * £/(x)
shartlar o'rinli bo'lsa, u holda v=fix) funksiya X to'plamda juft
ham emas, toq ham emas deyiladi.

Ushbu f (x)—x2—x, 9 (.v)=sin.v—cosx funksiyalar o'zlarining
aniglanish sohasida juft ham, toqg ham emas.

Juft funksiyaning grafigini chizishda argumentning musbat
giymatlari uchun grafikning o'ng shoxini chizib, keyin uni chap
tomongay o'giga nisbatan simmetrik ravishda ko'chirish yetarli.

Toq funksiyaning grafigini chizishda esa argumentning musbat
giymatlari uchun grafikning o'ng shoxini chizib, keyin uni
koordinata boshiga nisbatan simmetrik ko'chirish yetarli.

Juft va toq funksiyalar quyidagi xossalarga ega:

1°. Ikkita juft funksiyaning yig'indisi ayirmasi, ko'paytmasi va
bo'linmasi (maxraj noldan fargli bo'lganda) yana juft funksiya
bo'ladi.
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2", lkkita toq funksiyaning vig'indisi va ayirmasi yana toq
funksiya bo’'ladi.

3". lIkkita toq funksiyaning ko'paytmasi va bo’linmasi (inaxraj
noldan fargli bo'lganda) juft funksiya bo'ladi.

4", Agar y~f{x), g-=(/) tog funksiyalar bo'lsa, u holda
VM (d(/)) murakkab funksiya (3-8, 7-band ga g.) ham toq funksiya
bo'ladi.

5'. Agar >=/(~) juft funksiya, n=o (/) esa toq (juft) funksiya
bo'lsa. u holda y=/(d(/)) murakkab funksiya ham juft funksiya
bo'ladi.

Simmetrik bo'lImagan to'plamda aniglangan funksiyalarning juft
va toqgligi to'g'risida so'/ yuritish ma'noga ega emas.

Aniglanish sohasining koordinata boshiga nisbatan simmetrikligi
funksiyaning juft va toqligi uchun zaruriy shart bo’lib, yetarli
shart bo'la olmaydi. Masalan, v=.y 13 va y=3v funksiyalar
D(f)=(-- + ) simmetrik to'plamda aniglangan, lekin ular juft
ham emas, tog ham emas.

Teorema, Koordinatalar boshiga nisbatan sl.nmetrik bo'lgan X

to'plamda aniglangan har ganday /(.y) funksiya juft va toq
funksiyalar yig'indisi ko'rinishda ifodalanadi:

fO) 1)+ ¢ )+ 1(*)-1(-).

bunda birinchi had — juft funksiya, ikkinchi had esa toq funk-
siyadir.

Bu yerda < funksiya (,-«>;-<») da aniqlangan bo’lib, u juft ham
emas, toq ham emas. (l) tenglikning o’ng tomonidagi yig'indi-
larning birinchisi juft funksiya, ikkinchi esa toq funksiya.

Misol. Quyidagi funksiyalar ichida juft, toq va juft ham emas,
tog ham emas funksiyalarni toping:

D v=uw-|.y|+4. 2) v=10 - 10\

9y lohy. Y ov=ph

Yechilishi. 1) v=x2—\x\+4 bo’lganligidan, y(—x)=(—x)2—
|—\j 1-4-V—a-)+4—y(x), ya'ni barcha n'e (-«;T<») lar uchun
/(- V) f(\) bo’ladi.

29



Demak, 2- ta'rifga ko'ra, funksiya juft ekan.

2) | (x)=10~A—10,f(—x) = 10-< —10 '= - (10-*—10") =
= —fix). Barcha x e (—=°,+°°)lar uchun f{—x)—Ff{x) tenglik
o'rinli. Demak, 3- ta'rifga asosan, berilgan funksiya toq ekan.

A
3) fix) = ? fl—x)—lg -(---"-) ' |gf1_" = g nE -1(%).

Demak, barcha xe (—1;1) lar uchun/(—x)=—/(x) o'rinli, ya'ni
fix) toq funksiyadan iborat.

Y= X2 gt XA - A
H 1x)= X —9'/{ %) ( x) 9 x -9°
Demak, barcha xe (— 3)u(—3;3)u(3; ¥ lar uchun

f{—x)*f{x) va/(—x)*—{x) bo'lgani sababli funksiya juft ham
emas, tog ham emas.

2. Davriy funksiyalar. /(x) funksiya X (J1'c /1) to'plamda
aniglangan bo'lsin.

4- ta‘rif. Agar shunday o'zgarmas T {7>0)son mavjud bo'lsaki,
istalgan x, x+TeX lar uchun

[(x+ T)=fix)
tenglik o'rinli bo'lsa, /(x) davriy funksiya deyiladi, bunda T —
funksiyaning davri deb ataladi.

(@B shartni ganoatlantiruvchi musbat I laming eng Kichigi
(agar u mavjud bo'lsa) funksiyaning asosiy davri deb ataladi.

Agar y=f{x) funksiya T davrga ega bo'lsa, u holda nT ine 2)
ham funksiyaning davri bo'ladi.

Agar davriy funksiya T{ — asosiy davrga ega bo'lsa, u holda
golgan davrlarning hammasi TOga karrali bo'ladi.

Funksiya eng kichik musbat davrga ega boMmasligi ham mumkin.
Masalan,/(x)=5 funksiya uchun ixtiyoriy haqigiy son davr bo'ladi,
lekin u asosiy davrga ega emas. Hagigatan ham, /(x)=const,
ixtiyoriy a*0 haqiqiy son bo'lsin./(x+a)=/(x)=const. Bu yerdan
kelib chigadiki, a davr eng kichik musbat davr emas.

5- ta‘rif. Agar

I(x+c0)=—/(x), (0"0)

bajarilsa, u holda/(x) antidavriyfunksiya deyiladi.

Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega.

1°. 'davrga ega bo'lgan ikkita funksiyaning yig'indisi, ko'paytmasi
yana davriy funksiya bo'ladi va uning davri 7’ga teng bo'ladi.

2°. Agar T {7/0) son fix) va g(x) funksiyalarning eng Kkichik
musbat davri bo'lsa, u/(x)+g(x),/(x)-g(x) uchun eng kichik musbat
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davr bo'lmasligi ham mumkin. Masalan, 1)/(x)=3sin x+2, g(x)=2—

3sin x funksiyalar eng kichik musbat T=2n davrga ega, lekin ularning
vig'indisi/(x)+g(x)=4 esa eng kichik asosiy davrga ega emas.

2)/ (x)=sinx+1, g(x)= 1—sin x funksiyalarning eng kichik mus-

bat davri T=2it, lekin f (x)-g(x)=cosX= 2 (I+cos2x) ko‘paytmasi-
ning eng kichik musbat davri T-k bo'ladi.

3°. Agar/ (x) funksiya T davrga ega bo'lsa, u holdaf(ax),f(ax)+b
funksiyalar x = Tl davrga ega (bunda adgO ixtiyoriy haqigiy son,
v, axe A'bo'ladi.

4°. Agar/ (x) funksiya T davrga ega bo'lsa, u holda Af(ax+b)
(,4=const, a > 0) ham davriy funksiya bo'ladi va uning davri x = !

ga teng bo'ladi.

Misol. /(x)=sin 4x funksiyaning davriy funksiya ekanligini
ko'rsating va eng kichik musbat davrini toping.

Yechilishi. Ma'lumki, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi sonlar
o'gidan iboratdir. Faraz gilaylik, biror X) uch”n sin4 (x + 7)=sin4x
tenglik o'rinli bo'lsin. Bu yerdan

2cos (4x+2T) sin2r=0
tenglamaga ega bo'lamiz. Oxirgi tenglik sin2 72~~0 uchun ham o'rinli
bo'ladi, u holda 2T=nn, ne Z. Demak, shunday T o'zgarmas son
mavjudki, berilgan funksiya uchun eng kichik musbat davr T0O =~
bo'ladi.

Agar istalgan xe X va ba‘zi bir T lar uchun f(x +T) =

(r*0) bo'lsa, u holda/(x) funksiya 2T davrga ega bo'ladi.

5H w=9 (V) davriy funksiya bo'lsin. Agar /(x) funksiya qat'iy
monoton bo'lsa, u holda v=/[<p(x)] murakkab funksiya ham davriy
boiadi va ularning davrlari bir-biriga teng bo'ladi.

6°. Agar y ~ f{u) funksiya qat'iy monoton bo'Imasa, u holda
y=/[cp(x)] funksiyaning davri n=(x) funksiyaning davridan kichik
bo'lishi ham mumkin.

Misol. Quyidagi funksiyalarni davriylikka tekshiring:

D/(X)=x2x+1; 2) I(x)=x—[x];
3) /(x)=sinx2 4) [(x)=sin&+cos.



Yechilishi. 1) Faraz qilaylik, /(x)=x2x+| davriy funksiya
bo'lsin, u holda ta'rifga ko‘ra shunday o'zgarmas T son mavjud
bo'lib, (x+ 7)2+(x+ T)+ 1=x2x2+1 tenglik o'rinlidir. Oxirgi tenglikni
T ga nisbatan yechib, T ni topamiz:

X2H2XT+ T 20X+ [+1=x2tx+1, T2+(2x+1)74), T=() T=—Ix—1.

Shartga ko'ra olingan va T2 ning qiymatlari davriy
funksiyaning ta'rifini ganoatlantirmaydi (T noldan fargli va
0'zgarmas bo'lishi, ya'ni xga bog'lig bo'Imasligi kerak edi). Demak,
berilgan funksiya davriy funksiya emas.

2) Ma'lumki, /(x)=[x] butun funksiya barcha 7eZ lar uchun
|x+ 71=[x]+ T tenglikni ganoatlantiradi. Ta'rifbo'yicha tekshiramiz:

J'(x+ 7)=x+ T—\x+ T\—x+ T—\x]— T=x—\x)—¥(x).

Demak, berilgan funksiya davriy funksiya bo'lib, uning kichik
musbat davri T=1 ekan (3.3- chizma).

3.3- chizma.

3) Faraz qgilaylik,/(x)=sinx2 davriy funksiya bo'lsin, u holda
shunday o'zgarmas 7{7>0) son mavjud bo'lib, sinx2=sin(x+ 7)2
tenglik o'rinli bo'ladi. x=0 bo'lsa, u holda 0=sinT2tenglikka ega

bo'lamiz. Bu yerdan T2=nn(neZ), yoki T~4nn . T ning
giymatini sinn" =sin(x + T)2 tenglikka go'yamiz:
sin x2 = sin(x + sfnrn)2=sin(x2+ 2xjnn +nn) m

2kn-nn .
X* 2Jn *~*Z bo'lsin, u holda Ixfim + nn ®2kn. Demak,

sin x2 ®sin(x2 + 2xsjnn +nn).
Qarama-qarshilikka keldik. Bu esa/(x)=sinx2funksiyaning davriy
emasligini isbotlaydi.
Bundan tashqari, bu funksiyaning davriy emasligini quyidagi
mulohazadan ham ko'rish mumkin (3.4- chizma).



3.4- chizma.

Grafik bilan abssissalar o‘gining kesishishidan hosil bo'lgan
0'zaro qo'shni nuqtalar orasidagi masofalar ketma-kctligining limiti
(chekli) nolga teng bo'ladi:

lim Jn+1n-dtw =1lim =0
n->~Lv J  n>~J(n+])n+yjnn

4) Berilgan funksiyani quyidagicha shakl almashtiramiz:

y =(sin2a + cos2n-)2- 2sin2 ¢co0s2a = ' (3 +cos4da).

vi==cos4a funksiyaning davri 4°- xossaga asosan TO = bo'ladi.

Demak. berilgan funksiyaning asosiy davri ham TO =n ga tengdir.

3. Bir giymatli va ko‘p giymatli funksiyalar. Agar X to'plamdagi
har bir a songa biror qoida yoki gonunga ko'ra Yto'plamdan bitta 'y
son mos go'yilsa, u holda y funksiya bir giymatli deyiladi, ya'ni
V A|,A2e 1,a, ®a2=/(a,)*/(a2).

Agar X to'plamdagi har bir a songa biror goida yoki qonunga
ko'ra Y to'plamdan bittadan ortiq yoki cheksiz ko'p y son mos
go'yilsa, u holda funksiya ko'p giymatli deyiladi. Masalan:

1) v==zxyfx — ikki giymatli funksiya;

2) y =ArcsinA — ko'p qiymatli funksiya;

3) y=3a+2 — bir giymatli funksiya.

4. Chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar. y=f(a)
funksiya X to'plamda aniglangan bo’lsin.

6- ta‘rif. Agar shunday o'zgarmas ~/(o‘zgarmas m) son topi lib,
istalgan xe X uchun f{x)<M ¢{x)>m) tengsizlik o'rinli bo'lsa.
/(a) funksiya X to'plamda yuqgoridan (quyidan) chegaralangan
deyiladi, aks holda esa funksiya yuqoridan (quyidan) chegara-
lanmagan deyiladi (3.5- chizma).

7- ta‘rif. Agar /(a) funksiya X to'plamda ham yuqoridan,
ham quyidan chegaralangan bo'lsa, ya'ni shunday o‘'zgarmas M
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a) yuqoridan chegaralangan funksiya. b) quyidan chegaralangan funksiya.

3.5- chizma.

va m sonlar mavjud bo'lib, istalgan xeX uchun
m <f(x) <M (1)

tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda f(x) funksiya X to'plamda chego-
ralangan deyiladi (3.6- chizma).

Agar/(x) funksiya chegaralangan bo'lib, m va M sonlar uning
anig quyi va aniq yuqori chegaralari bo'lsa, u holda

/(< C ?)

tengsizlik o'rinli bo‘ladi, bunda C=tax{|/1/|, \m\). (1) bilan
(2) tengsizliklar o'zaro teng kuchlidir (3.7- chizma). Demak, (2)
tengsizlik funksiyaning chegaralanganlik shartini ifodalaydi.

Chegaralangan funksiyalarning grafigi Ox o'qiga parallel bo'lgan
y=C va y=—C to'g'ri chiziglar orasida bo'ladi (3.7-chizma).

Quyidan chegaralangan (f(x) >m) funksiyaning grafigi Ox o'giga
parallel bo'lgan y=m to'g'ri chizigdan yuqorida joylashgan bo'ladi
(3.5 b- chizma).

Yugoridan chegaralangan funksiyaning grafigi (f(x) < Af) Ox o'giga
parallel bo'lgany =M to'g'ri chizigdan pastdajoylashadi (3.5 a- chizma).

8- ta‘rif. Agar istalgan musbat C> 0 son uchun shunday xte >
topilib, 1/'(x )|> C tengsizlik o'rinli bo'lsa,/(.x) funksiya X to'plamda
chegaralanmagan deyiladi.

Quyidagi funksiyalarni o'z aniglanish sohalarida chegara-
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10
3.8- chizma.

langanlikka tekshiring:

Dfix) x2—6x+9; 2) fix) =4 3) Ax)

4) /(x)=tgx+ctgx (tgx>0); 5)/(x)=2x; 6) /(*) = cosx m

Yechilishi. 1) Kvadrat uchhadni to‘liq kvadratga keltiramiz:
f{x)—x2—6x+9=(x—3)2 Kvadrat funksiya x=3 nuqtada eng kichik
giymatiga erishadi va u 0 ga teng bo'ladi. Berilgan funksiyaning
giymatlari sohasi is(/)=|0;+°°). Demak, funksiya quyidan
chegaralangan, ya'ni 0 </(x)<+«> (3.8-chizma).

2) O'rta arifinetik va o'rta geometrik giymatlar orasidagi munosa-

batlardan quyidagi x < X2.+I tengsizlik kelib chigadi. Bu yerdan

barcha xe R lar uchun < (bunda C= )
1+X%- c2+1

tengsizlikni olamiz. Demak, berilgan funksiya (—oo*foo” da

chegaralangan va uning grafigi y= C- *vay =C = —>* to'g'ri
chiziglar orasida joylashadi (3.9- chizma).

3) Berilgan funksiya son o'gining x = 0 nuqtadan tashq
barcha nuqtalarida aniglangan. ya'ni Dif)={—"°;0)u(0;+°°). C

1
istalgan musbat son bo'lsin va shunday xc ~ topiladiki, u

holda f{xc)= \ =2C >C . Demak, f{xc) >C tengsizlik bajari-
ladi (3.10- chizma).
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3.9- chizma. 3.10- chizma.

4)/(x)=tgx+ctgx ifodaning shaklini almashtiramiz: tgx+ctgx=

1 2
) =, . Shartga ko'ra tgx >0, u holda nk <x <
sin X cos X sin 2x 2

Ac if. Demak, bu yerdan quyidagi 1>sin2x >0 tengsizlik kelib
chigadi. Shunday qilib, berilgan funksiya quyidan chegaralangan,
lekin 11 yuqoridan chegaralanmagandir (3.11- chizma).

5) Berilgan funksiya butun son o'gida aniglangan A/)=(—
+00). Ma‘lumki, Vx4 (—o00;+00) lar uchun 2X> 0. Demak, funksiya
quyidilll 0 bilan chegaralangan, uning grafigi Ox o'gidan yuqorida
joylashgan bo'ladi (3.12-chizma).

+nk,

6) Berilgan funksiya son o'gining x = K+ nn, ne Z niigtalardan
tashgari barcha nuqtalarida aniglangan. Ma'lumki, |cosx| < 1, u holda
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berilgan funksiyaning o'zgarish
sohasi E(f)—(—°—1 u [1;
ioo) bo'ladi. Demak, funksiya
quyidan ham, yuqoridan ham
chegaralanmagan (3.13- chiz-
ma).

5. Monoton funksiyalar.
y=f(x) funksiya X=\a,b\
{Xc:R) to'plamda berilgan
bo'lsin.

9- ta‘rif. Agar istalgan a,,
x2 X iar uchun ai<X2 bo'l-
ganda

3 12. chizma.

I(a,)</(a2) (/(a) </(a2)

tengsizlik o'rinli bo'lsa, / (a) funksiya X to'plamda o'suvchi yoki
kamaymovchi {qgat'iy o'suvchi) deb ataladi (3.14- a chizma), (3.14-

b chizma).

10-ta‘rif. Agar istalgan xi, xieX lar uchun Ai<A2bo'lganda
[(a,)> f(x2){f(xI)> f{a2)) tengsizlik o'rinli bo'lsa. Aa) funk-
siya X to'plamda kamayuvchi yoki o'smovchi {qat'iy kamayuvchi)

deb ataladi (3.15-a) chizma, (3.\5-b) chizma).

O'suvchi va kamayuvchi funksiyalar monoton funksiyalar deb

ataladi.

-10

3.13- chizma.
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3.14- chizma.

3.15- chizma.

Monoton funksiyalar quyidagi xossalarga ega:

1 Ikkita o'suvchi (kamayuvchi) funksiyaning yig‘indisi yana
o'suvchi (kamayuvchi) funksiya bo‘ladi.

2. lkkita musbat o‘suvchi (kamayuvchi) funksiyalarning ko'-
paytmasi yana o'suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

3. Agar/(x) funksiya o'suvchi bo'lsa, —f(x) funksiya kama-
yuvchi bo'ladi va aksincha.

4. Agar /(x) funksiya o'suvchi bo'lib, istalgan xeX uchun

/(x)*0 bo'lsa, funksiya kamayuvchi bo'ladi.

5. Agar f{x) funksiya gat'iy o'suvchi bo'lsa, x=f~xy) teskari
funksiya (3-8 ning 6- bandiga ¢.) ham bir giymatli va gat'iy
o'suvchi bo'ladi.

6. Agar jc=/(/), fe[a;p] da o'suvchi, y —F\x) funksiya esa |/(a);
/((3)] da o'suvchi bo'lsa, y=F(f(x)) funksiya ham [a;p] da o'suvchi
bo'ladi.

7. Agar x —$(t), /e[a;(3| da kamayuvchi, y=F(x) funksiya esa
[/(a); / ((3] da kamayuvchi bo'lsa, y —F(f(x)) funksiya ham
[a;P] da o'suvchi bo'ladi.
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8. Agar x =/(/),/e [a;P] da o'suvchi, y=f(x) funksiya esa [/(«);
/ ([3)|] da kamayuvchi bo'lsa, y —F(f(x)) funksiya ham [a;[3| da
kamayuvchi bo'ladi.

9. Agar (p(x), ¥/ (x) va/(x) funksiyalar o'suvchi bo'lib,
P (x) </(x) < >(X) tengsizlik o'rinli bo'lsa, (P (X)) <f(f(x)) <
<i/l(il/(x)) tengsizlik o'rinli bo'ladi.

10. Agar y —${x) tenglama har bir beigilangan ye(—0;+00)
uchun yagona yechimga ega bo'lsa, (—ec; +ct0) day =/(x) monoton
bo'Imagan funksiya ham teskari funksiyaga ega bo'ladi.

Funksiyani tekshirishda uning monotonlik oraliglarini topish
muhim rol o'ynaydi. Funksiyaning monotonlik oraliglarini topish
uchun quyidagi tasdiglardan foydalanamiz:

1 Agar funksiya [a;p] da gat'iy monoton bo'lsa, x ning har
bir beigilangan giymatiga funksiyaning bitta giymati mos keladi.

2. Agar y =/ (x) funksiya [a;(3] kesmada musbat va o'suvchi
bo'lsa, x ning o'sishi bilan y=f(x) funksiyaning grafigi Ox o'gidan
uzoqlashadi.

3. Agary=/(x) funksiya [cc[3l kesmada musbat va kamayuvchi
bo'lsa, x ning o'sishi bilan y =/(x) funksiyaning grafigi Ox o'giga
yaqginlashadi.

4. Agary =/(x) funksiya [&(31 kesmada manfiy va kamayuvchi
bo'lsa, x ning o'sishi bilan y =/(x) funksiyaning grafigi Ox o'qidan
uzoglashadi.

5. Agar y —${x) funksiya [oc;P] kesmada manfiy va o'suvchi
bo'lsa, x ning o'sishi bilan [a;[3| funksiyaning grafigi Ox o'giga
yaqinlashadi.

Misollar. Quyidagi funksiyalarni monotonlikka tekshiring:

1) /(X)=x3+X; 2)/(x)=sinx, xe

3) /(x)=(x2+4x+6)-In(x2+4x+6); 4)

Yechilishi. 1)/ (x)=x3+x funksiya R da aniglangan. Son o'qidan
ixtiyoriy ikkita x, va x2nuqta olamiz. Aniqlik uchun x, < x2bo'lsin.
[(x2—(x,) ayirmani garaymiz:

f(x2)- /1(x,)=(x2- X,) *(Xx2+ x2x, + X2+ 1),
ikkinchi ko'paytuvchi x, va x2 ning har qanday haqigiy giymatida
musbat. Hagigatan ham,
X2+ XX, +X2+1=(X, +'y)2+"x2+1.
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Shartga ko'ra x2—x,>0, u holda/(x2—(x,)>0, ya‘ni/(x29>/(x,).
Bu oxirgi tengsizlik/(x) funksiyaning /?da gat'iy o'suvchi ekanligini
bildiradi.

2) Aniglik uchun x, < x2bo'lsin./(x2—(x,) ayirmani tuzamiz:

[(x2)- 1 (x,)=sinXx, - sinx, =2sin A2" mos X2"N

oo kesmadan olingan 0< XI* A lar uchun sin *2~X >0

va —*<x'42< lar uchun cos x'?q > 0. Shunday qilib,

nn

sinx2> sinx,. Demak, / (x)=sin x funksiya ,, da gat'iy o'suv-
chidir.

3) z=-R+4x +6 = (x +2)" + 2 bo'lsin. U holda x <—2 uchun

z funksiya kamayuvchi, x > —2 uchun r funksiya o'suvchi bo'ladi.
Bu giymatlar uchun r >1bo’ladi. Endi y —z\nz funksiyani qarasak,
u X >—2 da o'suvchi, x<—2 da esa kamayuvchi bo'ladi, chunki
agar X, <x2< —2 bo'lsa, Zx>22> 1 va, demak, yx=r,Inr, >

> Inz2=Y2' ya‘ni berilgan y=z\nz funksiya kamayuvchidir.

4) 1(x) =“—X” funksiyani fix) - :—x ko'rinishda tasvir-

laymiz. Bu funksiya nolni o'z ichiga olmagan har ganday intervalda

4
kamayuvchi bo'lgan y, = va y2—~x funksiyalar vyig'indisidan

iborat. lu\ossaga ko'ra, berilgan funksiya kamayuvchidir.

6. Teskari funksiyalar./(x) funksiya X to'plamda aniglangan
bo'lib, funksiyaning o'zgarish (giymatlari) sohasi Y bo'lsin.

11-ta‘rif. y=/(x) funksiyaning har bir ye Y giymatiga f
munosabatga ko'ra X dan fagat bitta x giymat mos kelsa, Yto'plamda
gandaydir funksiya aniglangan bo'ladi va u y=f(x) ga nisbatan
teskarifunksiya deyiladi hamda x=/-,(v) ko'rinishda belgilanadi.

Odatdagidek, funksiyani y bilan, argumentni esa x bilan belgi-
lashlarga muvofiq, y =/ X1x) ko'rinishda yozishadi. / 1x)="(x)
desak, y=g(x) bo'ladi.

1-teorema./(x) funksiya D(f) to'plamda teskari g(x) funksiyaga
ega bo'lishi uchun o'z aniglanish sohasidagi argumentning har xil
giymatiga funksiyaning ham har xil giymati mos kelishi zarur va
yetarli, ya'ni Vx,,x2e 1){f) laruchun x, * x2 <>/(x,) * /(x2).



2- teorema. Agar y=/(x) 7
lunksiya .A'da aniglangan gatiy
monoton o‘suvchi (kama-
yuvchi) boisa, Y&dy=f(x) ga

teskari funksiya mavijud, bu y 0 1 *
lunksiya ham qat'iy monoton
o'suvchi (kamayuvchi) boiadi. —————— " 1m
1- esiatma. Agar funksiya
monoton boiib, lekin gat'iy 3.16- chizma.

monoton bolmasa, bu funk-
siyaning teskarisi mavjud bolmaydi. Buni, masalan, 3.16-chizmada
ko'rsatilgan
agar x <
fix) =<y, agar —1<x <
1 agar x>1

funksiya misolida ko'rish mumkn.

2- esiatma. Juft funksiyaning teskarisi mavjud emas. Xususiy
holda, aniglanish sohasining funksiya gatiy monoton bo'lgan
gismlarida teskari funksiya mavjud bo'ladi. Masalan, y=x2funksiya
uchun [0;+°0) da y = sfx teskari funksiya bo'ladi.

3- esiatma. Davriy funksiyaning teskarisi mavjud emas. Xususiy
holda, aniglanish sohasining funksiya gat'iy o'suvchi (kama-
yuvchi) bo'lgan gismlarda teskari funksiyalar mavjud bo'ladi.

Masalan, /(x)=sin x (xe {I;l ); [ 2(x)=cosx (xe[0;7c]);
f(x)=tgx (xe ;”; ); 1(x)=ctgx(xe (0:7i)) lar uchun ko'rsa-
tilgan oraliglarda teskari funksiyalar mavjud, chunki bu oraliglarda
ular gat'iy monotondir: ~(y)=arcsiny (ye [—1:1]), g,(y)=arccosy
(ve [—1,1]); g3(y)=arctgy (ye (-00;+00)); g4(y) =arcctgy (ye(-°0;
+00)).

4- esiatma. y=/(x) funksiya va bu funksiyaga teskari bo'lgan
x=/~'(y) funksiyaning aniqlanish sohasi va o'zgarish sohasi 0'z
rollarini almashtiradi, ya'ni y =/(x) funksiyaning aniqglanish sohasi
teskari funksiyaning o'zgarish sohasi bo'ladi, y=/(x) funksiyaning
0'zgarish sohasi esa teskari funksiyaning aniqlanish sohasi bo'ladi.

y —{x) funksiya biror X to'plamda aniqlangan bo'lib, uning
giymatlari to'plami ybo'lsin. g{y) funksiya Yto'plamda aniglangan
bo'lib, X to'plam esa uning giymatlari to'plami bo'lsin.



3- teorema. g(y) funksiya y=f(x) ga teskari funksiya bo'lish
uchun

g(f(x))=x (xe X) (I'(g(y)=y (ye Y)) (1)

shartning bajarilishi zarur va yetarlidir (3.17- chizma).
Misollar: 1) /(x) =X1, g(x)=X1 (x * () funksiyalar (1)

shartni ganoatlantiradi. Hagigatan ham, f{g(x))= =X.
Demak, ular bir-biriga teskari funksiyalar bo'ladi.

2) f(x)=—x, g(x)=—x, xe (—aq +00) funksiyalar (I) shartn
ganoatlantiradi, ya‘ni f(g(x))=—(—x)=x. Demak, ular bir-biriga
teskari funksiyalar bo'ladi.

y =f(x) to'g'ri funksiyadan x=f '(y) teskari funksiyaga o'tish
va uning grafigini chizish uchun quyidagi amallarni bajarish
maqgsadga muvofiq:

1 y=f(x) tenglama xo'zgaruvchiga nisbatan (agartenglamani
X ga nisbatan yechish mumkin bo'lsa) yechiladi:

v =1""0) = g(y)-
2. X ni y bilan va y ni x bilan almashtiriladi:
y =1 *x = 9.

3.y =f(x) to'g'ri funksiyaning grafigi chiziladi.

4. Hosil gilingany=f(x) funksiyaning grafigini 1va 111 chorak-
lar koordinata burchaklaridan o'tuvchi bissektrisaga nisbatan
simmetrik almashtirish natijasida teskari funksiya grafigi hosil gilinadi.

/(x) funksiyaning grafigi {(x,y):xe X, ve Y} nuqtalar to'pla-
midan, g (x) funksiyaning grafigi esa {(y,g(y))} = (/'(x),x)} nuqtalar
to'plamidan tuziladi (3.18-chizma).

3.19- chizmadagiy =/(x) funksiya uchun teskari funksiya mavjud
emas, chunki x, < x2< x, < x4da YO-H(x )=/(x2=/(x,)=/(x4) bo'ladi,
bu esa teskari funksiya shartiga ziddir.
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3.18- chizma. 3.19- chizma.

1- misol. y=3x—1
funksiyaga teskari funk-
siyani toping va uning gra-
figini chizing.

Yechilishi. Awalo yu-
goridagi qoidaga muvofiq:
1) y=3x—1 tenglamani x
ga nisbatan yechamiz:

y+1
e 3

2) xniygavay ni x ga

almashtiramiz, natijada 3.20- chizma.
izlanayotgan teskari funk-

siyaga ega bo'lamiz:

Y=3(x+I).
3) y= 3x—1 funksiyaning grafigini chizamiz (3.20-chizma).

4) Y =~7(x +1) funksiyaning grafigi (3.20-chizma) y =3x—1
funksiyaning grafigini y=x to'g'ri chiziqga nisbatan simmetrik
almashtirish natijasida hosil gilinadi (3.20-chizma).

2- misol. Ushbu

fl, agarx ratsional son bollsa,
10, agarx irratsional son bo'lsa,
funksiyaga teskari funksiya mavjudmi?
Yechilishi. Berilgan funksiya Dirixle funksiyasi deyiladi. Bu



funksiyaning teskarisi mavjud emas, chunki y monoton funksiya
emas, ya’ni har bir x ratsional son bu funksiya orgali 1ga akslantiriladi.
Demak, y=1ga mos keladigan ratsional sonlar cheksiz ko'pdir.

3- misol. y=x2 (xe (—oo0;+00)) funksiyaga teskari funksiya
mavjudmi?

Yechilishi. Berilgan funksiya juft funksiya bo'lib, x ning barcha
haqigiy giymatlarida qaralsa, u teskari funksiyaga ega bo'lmaydi,
chunki y ning har bir yOgiymatiga .v ning ikkita xOva x, giymatlari
mos keladi. Demak, 1-teoremaga asosan, beriUian funksiya (—60™+00"
da teskari funksiyaga ega emas.

4-misol. y=3Afunksiyaga teskari funksiya mavjudmi?

Yechilishi. Berilgan y=3' lunksiyaning aniglanish sohasi R=(—®
+°°), o'zgarish sohasi esa (0;+°°) bo'lib, u ( -°0;+00) da qat'iy
o'suvchi, ya'ni Vx,,x2e R uchun \ <x2=3J] <32 (3- §,
5-bandga. q).

Demak, 2-teoremaga ko'ra berilgan funksiyaga teskari funksiya
mavjud: / 1(/W)=log3=xlog3B=x.

7. Murakkab funksiyalar./ va g funksiyalar mos ravishda X v
W\ to'plamlarda berilgan bo'lib,/funksiyaning giymatlar to'plami
E(f)=Y, g funksiyaning giymatlar to'plami E(g)=2Z\a YcY, (f
funksiyaning giymatlar to'plami g funksiyaning aniglanish sohasida
yotsin) shart bajarilganda X to'plamda F=g (J (x))=/;(x) (E=g(y),
y=/(x)) murakkab funksiya yoki g va/ funksiyalar kompozitsiyasi
aniglangan deyiladi va u z=g f kabi belgilanadi (3.21, 3.22-
chizmalar). Demak, Vxe X wuchun/ funksiya yordamida bitta
ye ¥Ymos qo'yiladi, so'ngra Vy e Y uchun g funksiya yordamida
bitta Z&Z mos qo'yiladi. Shunday qilib, z=g(f(x)) funksiyaning
aniglanish sohasi /(x)ning aniglanish sohasiga ustma-ust tushadi

3.21- chizma. 3.22- chizma.
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yoki uning gismi bo'ladi. Bunda/funksiyaning qiymatlar sohasi g
limksiyaning aniqglanish sohasida yotishi muhim, aks holda £ va /
funksiyalarning kompozitsiyasi aniglanmaydi.

1- misol. z =cos y va >= V' funksiyalardan murakkab funksiya
tuzish mumkinmi?

Yechilishi. r =cos y va v=x3funksiyalarning mos ravishda D(z),
/m(y) sohalarini topamiz: /4r)=K. E{y)—R\ E(y)=D(z) bo'lgani
uchun yuqoridagi murakkab funksiya hosil bo'lishlik shartiga ko'ra
bu funksiyalardan murakkab funksiya tuzish mumkin: z=cosx3
Bu murakkab funksiyaning aniglanish sohasi ham R dan iborat.

2-misol. y —#2 va n =sin x funksiyalardan murakkab funksiya
tuzish mumkinmi?

Yechilishi. Funksiya ta'rifiga ko'ra

F: u->y=u2 cp:x—>u=sin x ni yozsak, u holda
D((p)=R, Ad)=|—111, D(F)=R, E(F)=|0;+~)

bo'ladi. Shunday qilib, E((p)c:D{F). Demak, berilgan funksiyalardan
y=sin2x murakkab funksiyani tuzish mumkin (3.23- chizma).
3-misol. y =\[u va u—cosx—2 funksiyalardan murakkab funk-

siya tuzish mumkinmi?
Yechilishi. Berilgan funksiyalarning aniqlanish va giymatlar
sohalarini topamiz:

D(u)==R1 E(u)=\—3;—11,

N(y)=[0;+&), E(y)=\0: —).

1 \"
A,
N
z
/1, 1111 plllilngg
' X 0 7 0 n
/
tt=siru: o A=sinX
3.23- chizma.
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E(u)aD(y) bo'lgani uchun y =yfu va w=cos x—2 funksiyalardan

murakkab funksiya tuzish mumkin emas, ya'ni y = cosx — 2
formula biror funksiyani aniglamaydi.

4- misol. z=yjy+1 va v=2Xfunksiyalardan murakkab funksiya
tuzish mumkinmi?

Yechilishi. Berilgan funksiyalarning aniqlanish va giymatlar
sohalarini topamiz:

D(y)—R, E{y)=(0;+«),
D(z)=1-1;+-), EU)=|0;+00).

Murakkab funksiya shartiga ko'ra E(y)c.D(z). Demak, berilgan
funksiyalardan z =\2 X + | murakkab funksiyani tuzish mumkin.
5- misol. /(x)=x"* va g(x)=5* funksiyalar berilgan. f(f(x)),
f(g(x)), g C/l(-v)), g(g(x)) funksiyalarni toping.
Yechilishi. Funksiyalarning berilishiga ko'ra:
f(f(x))=f(x9)=(Xi)Ax"b\
f(g(x))—+ (5x)=541
g (f(x))=g(x4)=5/ ;
9(9(x))=9(5*)=5A

bo'ladi va ular o'z navbatida murakkab funksiyalar bo'ladi, chunki
E(f)aD(f), EigKIXf), E(f)czD(g\ EigKIXg).
6- misol. f(x)=2x va/ 1A)=logZ funksiyalarning / (/ *(*))>
/" (/(*)) kompozitsiyalarini toping.
Yechilishi. Teskari funksiyaning ta'rifiga ko'ra:
flr\x)) =2f(x) =2°Pv* = x;
/-1 (/(x)) = log2f(x) = l0og22X = Xlog22 = X.
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Mustaqil yechish uchun misollar.
Funksiyalarning qaysi biri juft, gaysi biri toq va gaysilari juft
ham, yoki toq ham emasligini aniqglang:

1 y=2x23x . 2. y=3x2+4. 3. v=~

X+4

4. y - tg(x— ). 5.y =\Ux 6. y=x2—x4

_Ix, x >0. _ ax -1
7.y =x|¥. 8. ¥ X, v< 0.
10. v 9% x3. 1L y =sinx +\ H 12, y =x3+cosx.
COS A

13. y =sinx otg X. 14. v =(l - x4j COSX.
15. y - sin 7x + cos 5 x. 16. y=arccos [X.
[+sinx
18y - SinJl
Funksiyalarni davriylikka tekshiring. Agar davriy boisa, u holda
uning eng kichik musbat davrini toping:

19. f(x) =x2- 3x +4. 20. f(x) =sin 2x - 2tg *.

17.y = arcstnx+ arccos X.

21. |/ (x) =sin x .22./ (X) = c0S2X *COS6X.

1, agar x ratsional son bo'lsa,
23. fix)

0, agar x irratsional son bo’lsa.

24. | (x) =6sin (0,25nx). 25. / (x)=cosP x- 18 |

_ - g r \ i .
26. /(x) =7sing2-2cos X+, .27_/2*):3,nn6x+|g7éx0_
28. /(x) = cosjvc + sin 2x. 29./ (x) = tg2x + ctg3x + cos 5x.
30. / (x) =sin(" +") +5tg 3x -

31./(x) =tg ™ +sin 2nx.
32. / (x) =13sin23x. 33. /(Xx) =c0sx -cos73x.
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Funksiyalarni o'z aniqglanish sohalarida chegaralanganlikka
tekshiring:

34,y - ' K ]0;5]. 35. v=x2-10x + 25.
jc 10

36. y= Sin5x 37. Y- Ig%/xZ- 4x+3). 38. y= Xf+1.
39. y = \ .40.y=sinx. 41 Y= Shj| 42. Y= gix ™
43. j = jcm0s2x. 44. Y= R .45 Y = 2.
\+Xx X-X

46. y = J 47. Y =arcsin 4'\ . 48. y=</2-x -x 2.

e -1 4+x-
49, y=7/741~75 50.y=2MR22H2
Funksiyalarni o'zlarining aniglanish sohalarida monotonlikka

tekshiring:
51. ¥= 3, x*1 52.y=Ig(x2-6x +K)).
53. y = 2a'"3. 54. y = 2d2+. 55. y = log 05 X\
I
56. = - X 57. Y= " 58. ¥Y=e
y =X -X e 1

59. y = 5/(1 - n)2.

2X, X <-2 bo'lganda,
60. v= 4, -2 <x <2 bo'lganda,

2X, x>2 bo'lganda.
61. y =sindx + cos4x, xe [0ic],
62.v=1/x-2+VXx+2.63.y=r 64. y=2 3bA- 9"v.

Jx2-Sx-2

65. vy =5m.

Funksiyalar uchun o'z aniqglanish sohasida (agar teskari
funksiya mavjud bo'lsa) teskari funksiyalarni toping:

66. y = (x +1)", xe f-1;+00). 67. y = In Ie_v+i, xe(0;+°°).

68. y=5x- 2. 69. y =x3+5 Xe R.
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70 y=\1-x3, xe[%L0]. 71. y=\4-x2, xe*!);l;.

72. y

X - X, xe (-°°:+00). 73. y = arctg3x.

1, x <0 bo'lganda,

V= 75. y =2x - 1
4. O x > 0 bo'lg anda, >y X

76. y = arccosx \
1L x<—1 bo'lganda,

77. y = —X, —1<x <1 bo'lganda,
—1, x >1 bo'lganda,

78. y ~ Tx xXe

79. y = IgA-

X, X <1 bo'lganda,
80. y = X2, I<x<4 bo'lganda,
2N, x>4 bo'lganda,

81. /(x)=x2va g(x)=2v funksiyalar berilgan bo'lsa, u holda

1(Ax)), f(g{x)), g(f(x)), 9(g(x)) murakkab funksiyalarni
toping.

82. Agar / (x) = bo'lsa, /3 (*)=/(/ (/)) funksiyani
. VI+x2
toping.

83. / (x) =~ funksiya uchuni/(3x), /(x3). ¥ ())
funksiyani toping.
84. Agar / (x+1)=x3-3x+2 bo'lsa. / (x) funksiyani to-

ping.
Funksiyalarning kompozitsiyalarini yozing:

85. g (y) =y 2vay =/(x)=Ilg x.
86. g(y) =siny vay=/(x) =1-x2

87. g(y) =y2va y =sinx.
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2y. y <0 bo'lganda,
88. g(y) va y =X~
Oy >0 bo'lganda.

89 g(y)=9Vva v=.
90. g(v) =Jy (y >0), y = 1+x2

91. /(x)-5A va Y"1(x) log, x funksiyalar berilgan.

[ ¢())m - (Y ('x)) birni toping.

92. r = arccosy va y —3tx* fimksiyalnr uchun murakkab
funksiya mavjudmi?

93. r =yjv vay =9—x" funksiyalar uchun murakkab funksiya
mavjudmi?

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

I. Tog. 2. Juft. 3.Toq ham emas, juft ham emas.

4. Toq ham emas, juft ham emas. 5. Toq. 6. Juft.

7. Tog. 8. Juft. 9. Juft. 19. Toq.

Il. Tog ham emas, juft ham emas. 12. Toq ham emas, juft
ham emas.

13. Juft 14. Juft. 15. Tog ham emas, juft ham emas.
16. Juft. 17. Juft. 18. Toq ham emas, juft ham emas.
19. Davriy emas. 20. Davriy, T=2n, 21. Davriy emas.

22. Davriy, TO =* 23. Davriy, eng kichik musbat davri yo'q.
24. Davriy, 7J=8. 25. Davriy, TO= "~k 26. Davriy, T(=20n.
27. Davriy, T=60. 28. Davriy emas. 29. Davriy, T=2n.
30. Davriy, T=4n. 31. Davriy emas. 32. Davriy, Tk = ",

33. Davriy emas. 34. Chegaralangan. 35. Quyidan chegaralangan,

yugoridan chegaralanmagan. 36. Chegaralanmagan. 37. Chegaralan-
magan. 38. Chegaralangan. 39. Chegaralangan. 40. Chegaralangan.
41. Chegaralangan. 42. Quyidan chegaralangan, yuqoridan chegara-
lanmagan. 43. Chegaralanmagan. 44. Chegaralangan. 45. Chega-
ralanmagan 46. Chegaralanmagan. 47. Chegaralangan. 48. Yuqo-
ridan chegaralangan, quyidan chegaralanmagan. 49. Quyidan
chegaralangan, yugoridan chegaralanmagan. 50. Quyidan
chegaralangan, yuqoridan chegaralanmagan.



51. x > 1da gat'iy kamayuvchi, x < 1da gat'iy o'suvchi.

52. (—=3] da qat'iy kamayuvchi, [3;+°°)da qat'iy o'suvchi.

53. (<> u(l;+°°)da gat'iy o'suvchi. 54. (-°°;+°0) da gat'iy
o'suvchi. 55. u (0;+o0°)da qat'iy kamayuvchi. 56. (-m;+«)
da kamayuvchi. 57. (-°°;0) u (0;+°0)da gat'iy kamayuvc’ij. 58.

(-°°;0) u (0;+—)da gat'iy kamayuvchi. 59. (—e0; 1] da kamayuvchi,

|I;+°0) da o'suvchi. 60. (-K;+°°) da o'suvchi. 61. [0;*] va

da kamayuvchi, I ~1va ;1r] da o'suvchi. 62. [2;+—) da o'suvchi.

63. (-00;-3) va (—3;N5] da o'suvchi, [*/5;3) va (3;+°°) da
kamayuvchi. 64. (-00;-l| da o'suvchi, [1;+°°) da kamayuvchi.
65. (-00;0]da gat'iy kamayuvchi, [0;+°°) da qgat'iy o'suvchi.

66. g(y) =s[y+1.67. g(j) =Ing” .68. g(>)= Vj2-
69. g(y) ="y- 5 70. g(y) =~J\~y\ je[O;I].
71. g(.y)=yj\-vy2, ve[0;I]. 72. Teskari funksiya mavjud

emas. 73. g (v) = *tgv, ye (- “;%).

v, y <0 bo'lganda,

74. g(y) =
yjy, v >0 bo'lganda.

75. £(>>) =1log, (y+ 1), vye (-1;+°°). 76. g(y) =1Jcosy .

77. Teskari funksiya mavjud emas. 78. g(y) = 1+¥Y» y * -l.
79. ¢ (y) =2-101, ;H<»).

y, v<1 bo’lganda,
80. g(>0 = \ <y <4 bo’lganda,
log2¥, ¥ >4 bo’lganda.
81. /(/) =x4, f(g) =4\ g(/) =2A g(g) =22.
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3 83. /(*ry=n+1. /W -T]

(f(x)f = 5x4+1°~+1. 84 g’ yv'" S> Ighf % SCUL -f

2mMx2—1). ve |—L 1 bo'iganda.
87. sinx  88. gif) -
0,xe( ,-ljul); tco bo'iganc”
39. 9\ °1. /(' (x)) n, T'{(v), -x
92. Murakkab iunksiva mavjud emas. 93. Murakkab funksiya
mavjud emas.

4- 8. FUNKSIYANING LIMITI

1 Nuqgtaning atrofi. Bizga ae Rl hamda ixtiyoriy musbat yetarli
kichik e>0 va c sonlar berilgan bo'lsin.
1- ta‘rif. Quyidagi

Uc(a)=\x : xeR'\ a—£f<x<a\i)

to'plam a- nuqtaning tr- atrofi deyiladi, e son csa atrofning radiusi
deyiladi (4.1- chizma).
Ushbu

UfH<7)={x: xe R\ a<x<a'<f}
to'plam a nugtaning o'ng atrofi.
If (a)={x: xeR', a e<x<a)

to'plam esa a nuqtaning chap atrofi deyiladi H 2- '.-hizm?)

Ushbu 0< \x—s|<e tengsizlik a—e<x<n+?, xta tengsizliklarga
teng kuchli bo'lib, ularning har ikkalasini a nugtaning b\\o\ atrofi
shaklida ifodalash mumkin:

U{a)={x: xeR\ a—r<x<a+ ¢ xta).

L a)

4.1- chizma. 4.2- chizma.



Ba‘zi hollarda 1J (a) atrof a nuqgtaning 'eshik atrofi deb | am
yuritiladi.
Haqigiy sonlar 10‘plami RI tarkibiga --»> va +<« simvollarni

V- e R] uchun x >—« va *<+«> xususiyat bilan go'shib, R
to'plarnni hosil gilamiz:

R{~RI

R] da +mva — «nuqta- laming atrofi tusininchalari quyidagicha
kiiitiladi (4.3- chizma):

Lie (+°°)={x:x 6 R[, ccR1 c<x<+t°}

H( co)-{x:xe R', ceR. <x< c},
L H={x:xe R, ceR" [|x >0¢).
2. Natural argumentli funksiya va uning limiti. Nva R' to‘plamlar

berilgan bolib. / — har bir natural n(neN) songa biror hagiqiy
xOx e/?1) sonni mos go‘yuvchi qoida yoki usul bo’lsin: f:n —»x,,
Bu holda [ to'plamda natural argumentli funksiya aniglangan deyiladi
va x,,=f{n) kabi belgilanadi.

Agar x,,=f(n) funksiya berilgan bo'lsa, u holda uning argu-
ment yoki n indeksini x,, o‘zgaruvchi mos giymatining nomeri
deb garash mumkin. Shunday qilib, x,=/(1) — funksiyaning
birinchi giymati, x2-#+(2) — ikkinchi giymati, x,=/(3) — uchin-
chi giymati va h.k. Biz har doim giymatlar to'plami E (x,,)={x,.}
ni natural 1, 2, 3, .., n, .. ketma-ketlikka o'xshash nomerlarning
ortishi bo'yicha tartiblangan, ya’ni

X Xi) X e X, .. (1)

sonlar ketma-ketligi shaklida tasavvur gilamiz.

(,(-=>1 << |

-C 0 c v
4 3- chizma.
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Biz bundan keyin, qulaylik uchun, natural argumentli x,,—f(n)
funksiyani ketma-ketlik deb garaymiz. Masalan, agar x,,—f{n)
funksiya

*=1> =i x=i-1r\ x, = 14(=°

formulalardan birortasi bilan berilgan bo'lsa, ularga mos ketma-
ketliklar quyidagi shaklda bo'ladi:

11 1 ., 1 L -1, 1 (-1)",

PO S P 0,ip .. &y

Endi {Xn}, /7=1, 2,... ketma-ketlikning chegaralanganligi
tushunchalari bilan tanishamiz.

2- ta‘rif. Agar shunday o'zgarmas M son mavjud bo'lsaki,
{x,} ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan katta bo'Imasa,
ya'ni V/ire N uchun x,,<M tengsizlik o'rinli bo'lsa, {x,} ketma-
ketlik yugoridan chegaralangan deb ataladi.

Masalan, x,,=sinn, X,,=—n\

sinl®, sin2°, sin3°, .... sinn\ ..; —1 —2, —3, ..., —&, .
sonlar ketma-ketliklari yugoridan chegaralangan, chunki b|r|nch|
ketma-ketlikning har bir hadi 1 dan, ikkinchi ketma-ketlikning
har bir hadi esa —1 dan katta emas.

3- ta‘rif. Agar shunday o'zgarmas m son mavjud bo'lsaki, {x,}
ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan kichik bo'Imasa, ya'ni
V/;e N uchun x,>ni tengsizlikni ganoatlantirsa, {x,} ketma-
ketlik quyidan chegaralangan deyiladi. Aks holda, {x,} ketma-ketlik

quyidan chegaralanmagan deyiladi. Masalan, xn = *, x,,=2n:
i 1
"274°87 27
2,4,6,8, ..., 27, ...

sonlar ketma-ketliklari quyidan chegaralangan, chunki xn - #

o'zgaruvchining har bir hadi 0 dan, Xx,,=2n o'zgaruvchining har
bir hadi esa 2 dan kichik bo'Imaydi.

4-ta‘rif. Agar {xn} ketma-ketlik ham quyidan, ham yuqoridan
chegaralangan bo'lsa, ya'ni shunday M, m o'zgarmas sonlar
mavjud bo'lib, barcha nsN lar uchun m<x,,<M tengsizlik o'rinli
bo'lsa, {x,} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

Masalan, x,,=sinn, xn- [ ketma-ketliklar chegaralangandir.



5-ta‘rif. Agar Ve > 0 olinganda ham, shunday natural nm~nQv)
son topilsaki, barcha n>n0 natural sonlar uchun
W,,—(7<e
tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlik vaqinlashuvchi deyiladi, a
son esa {xn} ketma-ketlikning limiti deb ataladi va
lim xn=a yoki n-—»« da x, —a

kabi belgiianadi.
Bu ta‘rifni gisgacha
(/li_)ry0 xn=a) <(Ve >0, d70 =wu0(e)e N :VIr>n0-> xn—al<e)

kabi ifodalash ham mumkin.

A

<C (lc

4 4- chi/.ina.

6-ta‘rif. Chekli limitga ega bo'lgan ketma-ketlik yaginlashuvchi
ketma-ketlik deb ataladi. Agar ketma-ketlikning limiti cheksiz yoki
mavjud bo‘lmasa, u uzoglashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

Ketma-ketlikning limiti quyidagi geometrik ma‘'noga ega: agar
\x,,} ketma-ketlik a limitga ega bo'lsa, a nugtaning e - atrofida n=n0(g)
nomerdan boshlab, ketma-ketlikning hamma hadlari yotadi

(4.4- chizma).
1-misol. Ushbu
r 1 131t 3 2 9 3n
bl = 11 I 4 M1

ketma-ketlikning limiti a=3 bo‘lishini ko'rsating.
Yechilishi. Ixtiyoriy musbat e sonni olamiz. Bu e>0 songr ko'ra

'3 _
= deyilsa, u holda V/r>n0 uchun
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3-c M 3 X< v, 3+c

4.5- chizma.
3 3 3 3
X,- a=1 _3 <e — <e, f+1>° n>>2 1
l«+] n+1 [7+1 [+ e

s .3 .
i'0'ladi. Demak, H_glm—l—s £4.5— chlzma)7

7-ta‘rif. Agar HTx, =0 boisa, u holda {x,} ketma-ketlik

cheksiz kichik migdor deb ataladi.
Masalan, ushbu ketma-ketliklar cheksiz kichik migdorlar boiadi.

2-misol. 1Jshbu ketma-ketlikning limiti nol bo'lishini ta’rifga
asosan isbot qiling:

W= (-9
- Jn 720 A3 yin

Yechilishi. Ixtiyoriy musbat e sonni olaylik. Unda bu e>0
songa ko'ra shunday natural nO(nG=n0( e)e N) son topilishini
ko‘rsatish kerakki, n >nOboigan barcha natural n sonlar uchun

IX,—0 |=|X,|<E
tengsizlik bajarilsin. Yuqorida aytilgan /4l sonni topish, bu holda

- H)"
- 1ln

Ravshanki,

<e tengsizlikni yechish orgali amalga oshiriladi.

(0 1 | r

< f<=>— < f<=>—x< IN<=TI>
mn Jn
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Demak, n{ naiura) son sifatida 1 2 +i- >h olinsa, unda

V/; > n0 uchun

(- " 1
yin §in <%
_ _ o . (-1
bo'ladi. U hoida ketma-ketlik limitining ta'rifiga ko'ra hm _ -0
R \%A

bo'ladi.
8-ta‘rif. Agar VE£ >0 son olinganda ham shunday nfje)e N
topilsaki, Va; > n0 uchun |[xJ>E bo‘lsa, u holda {x,\ ketma-ketlik

cheksiz katta miqdor deb ataladi va rI]|>rQ0 xn = kabi belgilanadi.
Masalan,
D {x.}={2"}; 2) X3 =1k 3) {if..}={log3/j}
ketma-ketliklar cheksiz katta migdorlar bo'ladi.
3-misol. {x,}={3"} 3; 32, 3\... 3 ... ketma-ketlikning

limiti += ekanligini ko'rsating.

Yechilishi. Ixtiyoriy E>0 sonni olaylik. Unda bu songa ko'ra
shunday nte TV(nO=nQ(E)) son topilishini ko'rsatish kerakki, barcha
n>fiQ uchun

X, —3n>E
tengsizlik bajarilsin.
Ravshanki,
3">f£m<=> 10g33" > log, E &>/, > log3£\
0<£<1 bo'lganda, n=n0(E)=1 deyilsa, unda V/r>/,0 uchun

har doim 3">E tengsizlik bajariladi. Bu esa lim x,, = lim 3” = +H0
ekanligini bildiradi.

Chekli limitga ega bo'lgan ketma-ketliklar quyidagi xossalarga
ega;

1° {x,} va {y,,} ketma-ketliklar berilgan bo'lib, ular mos ravishda
chekli a va h limitlarga ega bo'lsin. U holda

lim (x, xyn)=axb; lim (x, yn)-a b: limx; =a(bt0)
n— n— o

munosabatlar o'rinli bo'ladi.



2°. Yaginlashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega bo'ladi.

3°. Agar {x,,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo'lsa, ketma-
ketlik chegaralangan bo'ladi, aks holda, {x,} ketma-ketlik cheksiz
limitga ega bo'lganda esa ketma-ketlik chegaralanmagan bo‘ladi.

4°. {x.,} va &} ketma -ketliklar yaqginlashuvchi bo'lib, A, = a,

™M W =~ bo'lsin. Agar V/re N uchun x,<y,, (X,>Yy,) bo'lsa,
u holda u<b (a>b) bo'ladi
5. {a.} va >} ketma-ketliklar yaqginlashuvchi bo'lib,

Jjni xn="™ >n = a bo'lsin. Agar V/;e N uchun x,<z»<ynbo'lsa,

u holda {r,} ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi va lim z, =0
bo'ladi.

4-misol. |xnJ=|yfn2+ n+ 1—\Jtr — 11 ketma-ketlikning
limitini toping.

Yechilishi. Berilgan {x,} ketma-ketlikning limiti 1°xossaga asosan
quyidagicha topiladi:

Mm-(\ftr + /7+ 1—\jtr — 1) =lim
V/r+w+l-x/w2- 1

= lim

5-misol. {/«}- 1. — +  — + e+ r-— 1ketma-ketlikning
[NIn+1  \jn +2 yin +n |

limitini toping.
Yechilishi. Ravshanki, barcha ne N lar uchun
/ i | | | n

Xn = < L+ + ot < =7
\Jn2+n \jn~+1 \fn~+2 \[n2+n \In2+1

tengsizlik bajariladi va {xj, {rn} ketma-ketliklar bir xil limitga ega.
lim n _=Ilim * -1 lim "— =Ilim J_=1
+1 mJn24 L }1
t
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U holda 5°- xossaga asosan, {vj ketma-ketlik ham limitga ega

boiib,
iy = 1

bo‘ladi.

6-misol. {xi}={(—1)"} ketma-ketlikni yaqginlashishga tekshiring.

Yechilishi. Faraz gilaylik, a son, {xn}={(—1)"} ketma-ketlikning
limiti bolsin, ya‘ni Ve >0 son olinganda ham 3 wd(e) (n0e N),
V «>«0(e)lar uchun

X, —al<e (1)

bajarilsin. Agar e= 1 deb olsak, (1) tengsizlik n ning juft qiymat-
larida

l-a<?2 (2)

kolinishga, n ning tog giymatlarida esa

1 a<\ @

kolinishga keladi. a ning hech bir giymatida (2) bilan (3) teng-
sizliklar bir vaqtda bajarilmaydi. Demak, farazimiz noto‘g‘ri, ya‘ni
yaginlashuvchi ketma-ketlikning talifmi qganoatlantiruvchi a son
va «0(e) nomer mavjud emas. Shunday qilib, berilgan ketma-
ketlik yaginlashuvchi emas ekan.

9-ta‘rif. Agar Vne iV uchun

X, <X, +1 (X, < X, +)
tengsizlik o‘rinli boisa, {x,} o'suvchi (gat'iy o'suvchi) ketma-ketlik

deyiladi.
10-ta‘rif. Agar V/;e N uchun

X™Xntl (O X,i i)
tengsizlik o‘rinli boisa, {xj kamayuvchi (gat'iy kamayuvchi) ketma-
ketlik deyiladi.
11- ta‘rif. 0 ‘suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar monoton
ketma-ketliklar deyiladi.

Masalan, 1,2, 2 3,3,3, ../ o0 ‘suvchi,

2,222\ ...,2” ...qatiy o'suvchi.



- gat'iy kamayuvchi.

I e
2 9 i " u kaniayui":hi.

I-teorema. Agar {n,} ketina-kcilik o'suvchi (kamayuvchi)
Lilib, yugoridan (quyidan) chegaralangan bo'lsa, u holda u chekli
limitga ega; agar {x,} ketma-ketlik yugoridan (quyidan) chega-
[;inmagan bo’lsa, u holda {n} k-rtma ketlikning limiti (—

7-misol. Ushbu ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligini
A(itlang va limitini toping:

Isboti. Shartga ko'ra,

X () He D (i)

A~ yozish mumkin, u holda V» >«p. /I, - |<| lar uchui: v. ,.:c
@tjsizlik bajariladi. 9- ta'rifga ko'ra, {n.} ketma ketlik n0 - [«j
(fierdan boshlab kamayuvchi.

Bundan tashqari, barcha ne N lar uchun .v,>0, ya'ni {v,
yidan chegaralangan. 1- teoremaga asosan {n,} ketma-ketlik

Jnlashuvchi. Uning limiti b bo'lsin: lim x,,-b. U holda (1)
#Mikda limitga o ‘tamiz:

Hm Aci = pig, i .
"yidagiga ega bo'lamiz: b—O-b yoki b=0.

Shunday qilib, lim “ =0.

Z'teorema. (Koshi kriteriysi). {m,} ketma-ketlik yaqginlashuvchi
JiQi iifinin - v/f >n crii nimnonrio Kom shunclsy MEN SOU

H’sizlikning bajarilishi zarur va vetarli.

8misol. {n'n}= + ne A ketma-ketlikning
@inlushuvchi ekanligini isK dang

»



Isboti. Berilgan ketma-ketlik uchun ', - ayirmani
baholaymiz:
o OFn ,

I
1o i [
yi+ll | 1 <

Agar Ve >0 songa ko'ra /M=1log,1] deb oiinsa, Vrc > n(

a Vre V lar uchun
Xn)/, .*, < <E

tengsizlik bajariladi. Demak, Koshi kriteriysiga ko'ra, berilgan
ketma-ketlik chekli limitga ega ekan

3. Ixtiyoriy argumentli funksiyaning limiti. X — biror haqiqiy
sonlar to‘plami (Ac/?1), a — biror nuqgta bo'lsin. Shu to'plamda
fix) funksiya aniglangan

12- tafrif Agrr Ut(«) (e>0) da Vto'plamning a dan fargli
kamida bitta nuqtasi bo'lsa, a nuqta A to'plamning limit nuqtasi
(quyuglanish nuqtasi) deb ataladi.

Misollar: 1) Ushbu |0;2|={.v : xe R\ 0<v<2} to'plamning
har bir nuqtasi shu to'plamning limit nuqtasi bo'ladi.

2) yv={l, 2, 3, ... n. ... }to'plam limit nuqtaga ega emas.
3) (0, D={\-> c- 0<x<I1} to'plamning hai bir nuqtasi
shu to'plamning limit nuqtasi bo'ladi va yana v="0, I nuqgtalar

bam (0; 1) to'plam nehun limit nuqtalardir
Limit nuqgta .juyidagi xossalarga ega
At- p .* n ,0; Thit nugtasi shu to'plamda tcgishli bo'lishi
ham, tegishli b- hr >;lii ham mumkin.

2°. Agar nt'ugta .V<o'plamning limit nuqtasi bo'lsa, a nugtaning
har bir atrofida X to'plamning cheksiz ko'p nuqtalari bo'ladi.

3°. Agar a nugta Ato'plamning limit nuqtasi bo'lsa, X to'plam
nuqgtalaridan a ga intiluvchi {x.}, (x,,eX , x*o, n=1,2,...)
ketma-ketlik tuzish mumkin.

13- ta‘rif (Gevne ta'rifi). Agar A to'plamning nugqtalaridan
tuzilgan va a ga intiluvchi har ganday {x,\ {x,®a n—1, 2, . . ))
ketma-ketlik olganda ham unga mos {/(x,,)} ketma-ketlik hamma
vaqt yagona b (chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, shu b ga f(x)



funksiyaning a nuqtadagi (yoki x->o0 dagi) limiti deb ataladi va uni
yoki x~a da fix)-*b kabi belgilanadi.

14-ta‘rif. (Koshi ta‘rifi). Agar Ve > 0 son uchun shunday 5(e)>0
son topjisak™ argument x ning 0<|x—o|<5 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida \f(x)—Db\<e tengsizlik
bajarilsa, b sonfix) funksiyaning a nuqtadagi (x~>a dagi) limiti deb
ataladi.

Esiatma. 13 va 14- ta'riflar o'zaro teng kuchlidir.

X {XciR') to'plam berilgan bo'lib, a nuqgta uning o'ng (chap)
limit nuqtasi bo'lsin. Shu to'plamda f(x) funksiya aniglangan.

15- ta‘rif. (Geyne ta'rifi). Agar X to‘plamning nuqtalaridan
tuzilgan va har bir hadi a dan katta (kichik) bo'lib, o ga intiluvchi
har ganday \x,,) ketma-ketlik olinganda ham, unga mos {f(xn}
ketma-ketlik hamma vaqt yagona b ga intilsa, shu b ni f(x)
funksiyaning a nuqtadagi o'ng {chap) limiti deb ataladi.

16-ta‘rif. (Koshi ta'rifi). Agar istalgan e>0 son uchun shunday
0—5(e)>() son topilsaki, argument x ning UE-(0) (Ur"(0))
atrofdagi barcha giymatlarida \f(x)—b |<e tengsizlik bajarilsa, b
son J (x) lunksiyaning a nuqtadagi o'ng (chap) limiti deb ataladi
va u, mos ravishda, quyidagicha belgilanadi:

[(*) =b yoki f{a+0)=b, (lim f{x) =b yoki
f{a-0)=Db). X"a~e !

N yoki cheksiz (a\b) oraligdaf(x) funksiya berilgan bo'lib,
uning grafiklari 4.6-4.18- chizmalardagi kabi tasvirlangan bo'lsa,
fix) funksiyaning x->a va x-"b dagi limitlarini analitik ko'rinishda
quyidagicha yozish mumkin:

4.6-chizma uchun ang fix) =+, lim/(x) = —
2- 4.7-chizma uchun lim fix) = +°°, ugg fix) = -H».

n

QD

l
3. 4.8-chizma uchun >m fix) = — Hm f{x) = —a.
X- x—b

*u

4. Mos ravishda, 4.9-, 4.10- chizmalar uchun

i = i = 21):
leLnaf(x) +00 me(x) c (ee/?1)
lim/(x) =c (ce/?1), limfix) = +°°
nr_>0 X->b

5. Mos ravishda, 4.11-; 4.12- chizmalar uchun HI;ofiX) - 0>
i ) = i = 2 i =
im/(m)=c (ceR]), I*l_Lna/(x) c (ceT?, %r_n/(x)
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6. 4.13-, 4.14- chizmalar uchun Ixilg/(.*) =,

Iirpbf(x) =c (ce R]).

7. 4.15-, 4.16-, 4.17-, 4.18 chizmalar uchun
lim/U)=c, limf(x)=d (c,d ¢ RI).

Y- 4)

4.10- chizma. 4.11- chizma.
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4.12 - chizma.

4, U> chizma.

4.18- chizma.

4.13 - chizma.

4.15- chizma.



1-misol. f(x)— x4 funksiyaning x—3 dagi limiti 81 ga teng
ekanligini ko'rsating.

Yechilishi. 3 ga intiluvchi ixtiyoriy {x.} (x,*3, n=1, 2, . . ))
ketma-ketlik olamiz. Unga mos [f(X,)} ketma-ketlik quyidagi
[f(Xn)}={xnA ko'rinishda bo'ladi. Yaginlashuvchi ketma-ketliklar
ustidagi arifmetik amallarga binoan (3-8, 2-band, 1°- ga garang):

lim f(xt)=lim x4=1im (x,*x -x x) = 8L
v n xn->3 7 n ” n

Demak, 13-ta‘rifga ko'ra, Iin;/(x) = 81-
X->.

12-misol. / (x) =sin (x ®0) funksiyaning x*O da limitga

ega emasligini ko'rsating.
Yechilishi. Nol nuqtaning atrofida nolga intiluvchi ikkita har xil

ketma-ketliklarni olaylik. U holda

/ (Xn) =sin ~ =sinn7 = 0,
XN
rt o»\ e 1 . @+ s T 7t4
(X ,) = sill = sill =Sin (2/771+ ) =1
bo'lib,
limf{x") =0, lim fix") =1
M= n—>°
bo'ladi.

Bu esa 3-8, 2-band, 2°- xossaga ko'ra, f(x) =sin”*
funksiyaning x=0 nuqtada limiti mavjud emasligini ko'rsatadi.

3-misol. f(x)=2x+3 funksiyaning x =1 nugqtadagi limiti 5 ga
teng bo'lishini ko'rsating va e=0,01 uchun 8 ni toping.

Yechilishi. Ve > 0 songa ko'ra 5ni 6 =| deb olsak, u holda
|x—1|<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x lar uchun

[(2x+3)—5|=|2x—2|=2|x—1|<£
J— N =
X 1<2 5
munosabat bajariladi.
Demak, 14- ta'rifga ko'ra, y([g (2x +3) =5 ekanligi kelib



chigadi. Endie=0,01 desak, 5= 0,01 = 0,005 bo'ladi. 0<|x—1|<0,005
bo'lganda [(2x+3)—5|<0,01 bo'lar ekan.
i

14- misol. |jm ax”™ > j) _ otenglikni isbotlang.
Vv->1—0 |

Isboti. Ve >0 va x<O0 uchun ax <e tengsizlikni yechamiz.

Agar e>1 bo'lsa, u holda Vx <0 lar uchun ayx<e tengsizlik
bajariladi.

Shuning uchun Ve > 1 bo'lganda 8 o'rnida ixtiyoriy musbat
sonni olish mumkin, masalan, 5=1. Agar e<l bo'lsa, u holda
tengsizlikning ikkala tomonini logarifmlab,

1 Ina
Ina<lne <x >
v Ine

tenglikka ega bo'lamiz.
Shunday qilib, VO<e < | bo'lganda ham —5<x<0 tengsizlikni

ganoatlantiruvchi 5 mavjud bo'ladi. Masalan, 5= —|Irr1]zfa >0 deb

olish vetarli.
|

Demak, ax (&> 1) funksiyaning x=0 nuqtadagi chap limiti
nolga teng ekan.

X(Xcz R) to'plam berilgan bo'lib, a uning limit nugtasi hamda
bu to'plamda f{x) va g(x) funksiyalar aniglangan bo'lsin.

Quyidagi xossalar o'rinli.

1". Agar x— da /(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo'lsa,
fix) *g(x) funksiya ham x”a da limitga ega bo'ladi va

Ii_n:a[/(x) +g(x)] = hmﬁfix) * Iiﬂ:ﬂg(x)

tenglik o'rinli.
2(. Agar x~"a da /(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo'lsa,
/(x) g(x) funksiya ham x-"ci da limitga ega bo'ladi va

lim [fix) eg(x)] = lim f(x) lim g(x)
X-*a x-$a X-*a
tenglik o'rinli.

3°. Agar x-*a da f(x) funksiya limitga ega bo'lsa, k-f(x)
(E=const) funksiya ham x-"a da limitga ega bo'ladi va

lim[/c- /(x)] = K *lim fix)
X-+a X-+a

tenglik o'rinli.



4°. Agar x—>adaf(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bolib,

boisa, ' XC funksiya ham x->a da limitga ega bo'ladi va

o fav 0 limfix)

lim =lim * *

x->a g(x) x->0 lim g(x)
X —>a

tenglik o'rinli.

Eslatma. I, 2° va 4° xossalarda x—< da /(x) va g(x)
funksiyalarning yigindisi, ko'paytmasi va bolinmasidan iborat
boigan funksiyalarning limitga ega bolishidan, bu funksiyalarning
har birining limitga ega bolishi har doim ham kelib chigavermaydi.

Masalan, [/ (*)=1- sin", g(x) =sin- funksiyalar
yigIndisi /(x) +g(x) =1 bolib, x->0 da /(x)+g(x)->l. Ammo
x->0 da f(x) va g(x) funksiyalarning har biri limitga ega emas.

5-misol. jim.(15co0s" nx + 3sin *T1a: + x+0’5) funksiyaning li:
mitini toping.

L X+2,5

Yechilishi. 15cos:nx, 3singxva x+05 funksiyalarning x—>0,5

dagi limitlarini hisoblaymiz:

lim 15cos2mwmx = 15 lim cos 1ex lim cosroc = 0.

*->0,5 *->0,5 *.>0,5
lim 3sin3T1ex = 3 I|m sinTt X * lim sin Tex e lim sin nx = 3,
v->05 *>0,5 x->0,5 x->0,5
lim x+2,5
lim = =3
x~o.,5 .X+0,5 lim x+0,5
x->0,5

Demak, I'—4°- xossalarga asosan, quyidagiga ega bolamiz:

lim (15cos2Tex + 3sin3Tex + n+"5) =
n—05 x+0,

= lim 15cos2Tex + I|m 3sin3nx + lim x+"'| =0+3+3=6.
x"0,5 x->0,5 X+0,5

17- ta‘rif. Agarx->a (a — chekli yoki +=°) da/(x) fiinksiyaning limiti
nolga teng, ya'ni lim / (x)=0 bo‘lsa,/(x) chebiz kichikfunksiya deyiladi.
X—0

Masalan, lim sinx=0, lim In (I+x)=0, lim Inx=0, lim cosx=0,
x->0 x->-0 X->| *o>-
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lim — =0  lim — =0 bo'lganligidan, ta'rifga ko'ra, sinx,
* >+ Yjx In|x|

2
In(l+x), Inx, cosx, Injx funksiyalar cheksiz kichik funksi-

yalardir.
18- ta‘rif. Agar x-~a (a — chekli yoki £°°) da/(x) funksiyaning
limiti cheksiz (zo00) bo'lsa, /(x) cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan: Iimlt92x:+° hm 4% lim (x2+ X + 1) =+,
X7>§ X->2 (x-2)°

("3t2)=-00 bo'lganligidan, tg2x, (Xﬂlz,, X2+ x+1, x3+2
funksiyalar cheksiz katta funksiyalarga misol bo'ladi.
X to'plamda aniglangan / (x) funksiya x- >a da (bu yerda a

shu X to'plamning limit nuqtasi) chekli h limitga ega bo'lsa (ya'ni
"N(e*)=£), u holda a(x)=f(x) —b funksiya x—a da cheksiz

kichik funksiya bo'ladi. Agar/(x) funksiyaf(x)=b+a(x) (bu yerda
et(x), ifoda x->a da cheksiz kichik funksiya) ko'rinishda tasvirlansa, b—
funksiyaning x—adagi limiti bo'ladi.

Esiatma. Funksiyaning
biror nuqgtada bir tomonli
limitlari mavjud bo'lishidan
uning shu nuqtada limitga ega
bo'lishi har doim ham kelib
chigavermaydi.

3- teorema. f(x) funksiya a
nugtada b limitga ega bo'lishi
uchun uning shu nuqtada o'ng
va chap limitlari mavjud bo'lib,

/ (cr+O) =f(a—0)=b

tengliklar o'rinli bo'lishi zarur va yetarli.
6- misol. /(x) funksiya x=0 nuqtada limitga ega emasligini
ko'rsating (4.19-chizma):
X2, agar x <0 bo'lsa,

f(x) =
X +1, agar x > 0 bo'lsa.

Yechilishi. Berilgan funksiya son o'qida aniqlangan. x<0 uchun
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funksiya/ (x) = x2formula bilan beriladi. x = 0 nuqtada x2funksiyaning
limiti nolga teng bo'ladi, u holda 3-teoremaga asosan x=0 nuqtada
berilgan funksiyaning chap limiti ham nolga teng bo'ladi:

lim fix) - lim x2=1imx2=0.
* >()— X->0-~ x->0

x=0 nuqtada berilgan funksiyaning o'ng limiti 1ga teng bo'ladi:
jlei>r8+/(x): rl|_i>161'_(x +1) = I*i_gé(x +1)=1
Demak, berilgan funksiya x=0 nuqtada chap va o°‘ng limitlarga
ega bo'lib, lekin ular teng emas: lim /(x) ¢ lim /(x). Shunday
X —0-r WVo»0—
gilib, 3-teoremaga asosan, berilgan funksiya x=0 nuqtada limitga

ega emas.
7-misol. Ushbu funksiyaning x=0 nuqtada limitga egaligini
ko ‘rsating:

X. agar x <0 bo'lsa,
fix) =
sin x, agar x >0 bo'lsa,
Yechilishi. Berilgan funksiya son o‘qiningx=0 nuqtadan boshqga
barcha nuqtalarida aniglangan./(x) funksiyaning x=0 nuqtada chap
va o'ng limitlarini hisoblaymiz:

lim fix)= lim x=0, chunki limx =0,
a-»0— x->0
lim fix) = lim sin x=0, chunki limsinx =0.

n->0+ n->0+ n"—0

Demak, berilgan funksiya x=0 nuqtada chap va o'ng limitlarga
ega bo'lib, ular o'zaro tengdir: XIEB—/(X) = )I(i_gd*fix) = 0. 3-teore-
maga asosan, berilgan funksiya x=0 nuqtada chekli limitga ega.

Funksiya limitining mavjudligi haqidagi teoremalarni garaymiz.

4- teorema. Agar nuqtaning Us(a) atrofidan olingan x ning
barcha giymatlarida

g(x)< f(x)<h(x)
tengsizlik o'rinli hamda x—a da g(x) va h(x) funksiyalar limitga ega
bo'lib,
limg(x) =limh(x)=b
X->a X->a

bo'lsa, u holda fix) funksiya ham limitga ega va



lim/(x) =b
X-*a
bo'ladi.

5- teorema. Agar /(x) funksiya X to'plamda o'suvchi
(kamayuvchi) bo'lib, yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo'lsa,
/(x) funksiya a nuqtada chekli limitga ega bo'ladi va, agar f{x)
funksiya yuqoridan (quyidan) chegaralanmagan bo'lsa, uning limiti
1 ( -00) bo'ladi.

6- teorema (Koshi kriteriysi). /(x) funksiya a nuqtada chekli
limitga ega bo'lishi uchun, Ve >0 son uchun shunday 5=8(e)>0
son topilib, argument x ning 0<|xi—a|<8, 0<|x2—o0|<8 tengsiz-
liklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x\ va x2 (xi, xieX) giymatlarida

1/Xxi)— (x 2)|<e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

8- misol. /(*) ~~ + x2 funksiyaning x—"° da limitini toping.

Yechilishi. Barcha x/0 lar uchun quyidagi

1< .1+ 7<1+ 4w
X~ X

tengsizlik bajariladi. lim(l + X\“) =1 chunki >I(im \ =0 . Demak,
~00 X

4- teoremaga asosan,

lim 1+
x->°° V X
bo'ladi.
9-misol. x-*0 da/(x)=xJin - funksiyaning limiti chekli ekan-
ligini ko'rsating.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning x=0 nuqtada chekli limitga ega
ekanligini isbotlashda Koshi kriteriysidan foydalanamiz. Ve >0

son olib, 8 ni 8 = NJ- deb qgarasak, x ning 0 <|x, |< ,0<|x2I< "2

tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x,, x2 giymatlari uchun
quyidagiga ega bo'lamiz:

1 <
x2

f(x,)~ f(x2) = x,2sin Xl - X 2sin
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12, 1, 12

1 2"rflA1 + A <e

+ AT SI < A
*1 : X2

Bu esa qaralayotgan funksiya a=0 nuqtada Koshi kriteriysini
ganoatlantirishini ko‘rsatadi. Demak, berilgan funksiya a->0 da
:hekli limitga ega ekan.

Funksiyaning limitini topishda quyidagi ajoyib limitlar muhim
rol o'ynaydi:

; i e X .
M i g, =Y

2) lim @+ Dx =lim(I +y)y =e (e ~2,71828...);
X —>+co X Vv->

< X2sin

5y fim P01 g,

X—0 X
4) lim log°(1+x) = log e(a >0, a ¢ 1);
n—0 X
5) I|m00 —l=1Ina (a>0).
X —*
Ikkita/(A) va £(a) funksiya XczR' to'plamda aniglangan bo'lib,
a nuqta X to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. Bu holda yuqorida
keltirilgan ajoyib limitlardan quyidagi tasdiglar o'rinli bo'lishi kelib
:higadi:
6) Agar lim /(a)=v4>0, lim y(x)=B (A, B — chckli sonlar)
X— X—
do'lsa, u holda

lim <p(s) In f(x)
lim / @ = = eBInA = AB
X—a

bo'ladi.
7) Agar lim/(A)=I1, lim ¢(x)=o0 bo'lsa, u holda lim [/'(a)]dwi)=
X->a X->a X->a

lim & (x)[/(n)—1)

= ex7a tenglik o'rinli bo'ladi.
10-misol. lim l—c°s2* hisoblang.
x—=0 X

Yechilishi. 1) formulaga asosan quyidagiga ega bo'lamiz:

1—e0f2x 25|n X 2>— sin x

lim = lim = 2
=0 X *>)  x’
JOx
11-misol. lim = 1+ y ni hisoblang.
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Yechilishi. 2) formulaga asosan,

lip(1 + v = JIm(1 + DA = [ + xf = g9

natijani olamiz.

.QX 2+3 j-.f.X +3

12-misol. lim i hi
oy 45 ni hisoblang.

2x2+3,

Yechilishi. f(x) = ; <p(X) = 8x2+ 3
belgilarni kiritib, har b|r funk5|ya uchun limitni hisoblaymiz:
2+

Irim f(x) = lim * =1 Iiim cp(x) = lim(8x2+ 3) = +-

X —>+0° 2__

So'ngra 7) formuladan foydalanamiz:

\8X2+3

lim (p(x)1/(x)-I|
lim_ 2*2*3 = eJ
X7 2x2+5
2x2
[(x) -1 = P
2x2+5 2x2+5 "’
I|m cp(X)[/(x) — 1 - —I|m 2(8a2+3>= _ 8

>+00 21 +5
Shundan keyin, quyidagiga ega bo'lamiz:
\8.\"+3

lim 2x2+3 = e-8
X—=t0  2x+5

13-misol. lim x (5* — 1) ni hisoblang.

Yechilishi. ~ =y deb belgilaymiz. U holda da y-»0.
Demak, 5) formulaga asosan

lim x 5% - = lim j - lim y, =in5 bo'ladi
X —>+00 X —>+0° X —>+00 ’
14 . I |I x/l+sinx—1 | h bl,

-misol. xlg& Sin X ni niso an%.
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Yechilishi. sin x=t deb belgilaymiz. U holda x-»0 da /—().
Demak, 3) formulaga asosan,

tim WWIX-1 _tim ()« ,./3-i0 =

|
X—0 Sinx 0 t 3
bo'ladi.

15-misol. lim ni hisoblang.

Yechilishi. X43—5) farmulalarga asosan quyidagiga ega boiamiz:

jim log3(*+Q = jim log3(x+l) x _ log3e _ 1
X-=>0 3v—1 y—0 X 3x—1 In3 In23

(1> (1—9
16-misol. lim .7 ni liisoblang
T 124X '
Yechilishi. 6) formulaga asosan quyidagiga ega boiamiz:

1-Jx
x=»i | 2+x | X—i | 2+X 3/

4. Funksiyalarni tagqoslash. A Jic/?1) to'plamda fix) va g(x)
funksiyalar aniglangan bo'lsin.

19-ta‘rif. Agar f{x) va g(x) funksiyalar uchun shunday
o'zgarmas 8>0 va C sonlar topilsaki, barcha xe LWWa) lar uchun
1/(x)| < C +]g(x)|

tengsizlik bajarilsa, u holda /(x) funksiya g{x) funksiyaga nisbatan
chegaralangan deyiladi / (x)=0(g(x)) kabi belgilanadi.

Agar /(x) funksiya a nuqtaning biror atrofida chegaralangan
bo'lsa, uni x~a da va /(x)=0(l) kabi yoziladi. Masalan,

I(*) = funksiya x=0 nuqta atrofida chegaralangan

(chunki lim(l + x)x =e. Shuning uchun |1+ =0(1) deb
x>0 Xy

yozish mumkin.
20-ta‘rif. Agar x-~a da/(x) va g(x) funksiyalar (x"a daf(x)*0,
g(x)*0O) uchun
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bo'lsa, u holda fix) va g(x) lar ekvivalenl funksiyalar deb ataladi
va fix) ~g(x) kabi belgilanadi.

Masalan: 1) x->0 da f(x)—x , #(x)=sinx funksiyalar ekvivalent
funksiyalardir: n—sin x; 2) x->() da ex—I1~x; 3) x->0 da In( 1+x)~Xx;
4) x->°° da x4+xi+5~x4ga ekvivalentdir.

21-ta‘rif. Agar fix) va g(.v) funksiyalar uchun f(x)=0.(x) ~(x)
tenglik o'rinli bo'lib, bunda lim <x(x) = 0 bo'lsa, u holda x->a da
fix) funksiya g(x) ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya
deb ataladi va/(x)=o0(#(x)) kabi belgilanadi.

Masalan, ushbu munosabatlar o'rinlidir:

1) x—0 da sinX= x2+o0(x2)=x2+0(x);
2) x—0 da arcsin3 n—3x+0(3x)=3x+0(x);
3) x—0 da In(1+5x)=5x+0(x).

Agar fix) funksiya a nuqtaning biror atrofida cheksiz kichik
funksiya (ya'ni x-~a da/(x)->0) bo'lsa, uni/ (x)=o(l) kabi yoziladi.

Agar x->a da fix) va g(x) funksiyalar uchun f(x)=0(g(x))
tenglik o'rinli bo'lsa, u holda bu funksiyalar uchun/(x)=0(g(x))
tenglik ham o'rinli bo‘ladi. (Bu tasdigning teskarisi o'rinli emas.)

Teorema. x—a da f(x) va g(x) funksiyalar (x/o da /(x)*0;
g(x)*0) ekvivalent (fix)~g(x)) bo'lishi uchun

g(x)—F{x)=0igix))

yoki
9(x) f (x)=0(/(x))

tenglik o'rinli bo'lishi zarur va yetarli.
Mustaqil yechish uchun misollar

Ketma-ketlik limiti ta'rifidan foydalanib, quyidagi tengliklarni
isbotlang:



4. lim =4 5, 6. lim
5/7+1 5" n »->- 2/1+5

Sonlar ketma-ketliklarining limitini toping:

7.1im I, 8 lim (4 +2)H-

¥3)14+i
9. lim 1 : } 10. lim A2” +5",
noseo 12 + 2-3 4+ «(/?24)) )b
;‘+,_,,+ 1
11. lim 142+"+\ 12, Hm . 3.
=" 2 P+ 4.+
3 3
sin™" 41
13. lim ' 14. lim
M—oo (/7 + ])!7 n\ n—

Koshi kriteriysidan foydalanib, quyidagi ketma-ketliklarning
chekli limitga ega boiishini ko'rsating:

15.x, = sial+ si2n22 - siQ"m. 16. xn:\+é|+,,_+1"2_
17. X, - 1420+ .+ A,

Funksiya limiti ta‘riflaridan foydalanib, quyidagi munosabatlarni
isbotlang:

21. lim(3x —5) =4. 22. lim(6x —2) =4. 23. limcosx = 1.
X->3 x->1 A->0

24. lim x2-16 = 2. 25. lim xsin 1=0. 26. lim x2~1 =
X

XA4x2-4x x—>0 X->2 X +2 2I
Funksiyalar nugtada limitga ega emasligini isbotlang:
27./(x) =n, a=0. 28. /(x) =x—a], a=3.

29. /(x) =arctg”™, o =0.

Limitlarni toping:

30. lim *2~27. 31.lim . 32. Iing)
X->

x->3 X —3 X
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X->5 3—s/4+X
3g. |jm Aio4*3iedrl 39. lim . . x
jt->~ 5x4—2y2+1 X 44
*
40. 1im (7x2+ 1+ n). 41, fim XXX e N
X—I1
Limitlarni hisoblashda Ii_)rgsiQAzl Va lim 1 1
tengliklardan foydalaning.
li " li « li g* Cos X
42 lim -U5i 43 limgnp, 44 lim (T 45 Hmy
22
. K ~ . l—sinx—
46. lim -X tg X. 47. lim ?>nx 48. |ml SInX—cosx
sy X->7 k' —x *>0 1+sin x— 008X
t2x Ve .
49. lim (sin x) . 50. lim X 51 lim 2*"®
x_)n ><—>00J- +x X—e 2X+4
2 1 '
52. lim 53. limri+31 54, lim (I + tgx)c8X
I >too (5( r X0 2X X.>O( g )
nx x+I1 ]
55. &l;gc 56. lim 1+>:!_ . 57. %(Sln X * cosx)2a.
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. VitA =2 .
33. lim >—"- . 34, I[;rb(7x +4 —s/x).
VA0 \j\b+x —4 X

35. lim (7x — 1—yfx).

36. j m, ne N). 37. lim;6 ' 4
i gy (e N

58. lime * 59. limx(e * —1).
x—=1 X—1

X—x>

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

7.2 12, 32. 37. 3. 42. s
4

8. 2. 13. 0. 33. 2. 38. * 43. ]



9. 114. 0. 34. 0. 39. 0. 44. 2
10.5. 30.27. 35.0. 40.0. 45.-1

11. i 31.1. 36.". 41. " ("+1). 46. 1
2 2 m 2

47. ' . 50. ' 53. e-'2 .56. 1L59. 1
2k e

48.-1. 51. e-35. 54. e 57 .M.

49, \Ee 52.00. 55. ekd. 58. e.

5-§. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

1 Uzluksiz funksiyaning ta‘riflari./(x) funksiya Xa R' to'plamd

aniglangan bo'lib, a shu X to'plamning limit nuqtasi bo'lsin, ae. X.

1- ta‘rif. Agar x->a da fix) funksiyaning limiti mavjud va u
f(a) ga teng, ya'ni

lim f(x) =f(a) (l)
X —a v
bo'lsa, f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi.

2- ta‘rif (Geyne). Agar Xto'plamning elementlaridan tuzilgan
va a ga intiluvchi har ganday {x,} ketma-ketlik olinganda ham
funksiyaning unga mos giymatlaridan tuzilgan \f{xn} ketma-ketlik
hamma vaqt/(a) ga intilsa,/(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi.

3- ta‘rif (Koshi). Agar istalgan e>0 son uchun shunday
5=5(e,q)>0 son topilsaki, funksiya argumenti x ning |x—o0]|<5
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida

\f(x)—F (a)\<r

tengsizlik bajarilsa,/(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi.

4- ta‘rif. Agar istalgan e>0 son uchun shunday 5>0 son
topilsaki, funksiya argumenti x ning barcha xe U&@a) giymatlarida
fix) funksiyaning mos giymatlari / (x)e Ut(f{a)) bo'lsa, fix)
funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi (5.1- chizma).

Matematik belgilardan foydalanib, 2-, 3-, 4- ta'riflarni, mos
ravishda, quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:
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5.1- chizma. 5.2- chizma.

V{f("} :II/.i_n;gl)x,, =a-> rI}i>r510f(x n- fa),

Ve>035>0: Vx i x—al<5-» f(x)—/ (9) |<e
Ve>035>0: Vx:Ub(a)-> f(x) e Ve(f(a)).

Bunda x—o ayirma argument orttirmasi, f(x)—f (a) ayirma esa

funksiyaning a nuqtadagi orttirmasi deyiladi. Ular, mos ravishda Ax
va Ay yoki Af(a) kabi belgilanadi:

Ax=x—a, Ay=Af(a)=f(x)—f(a).

Argument va funksiya orttirmasini quyidagi ko'rinishda ham yozish
mumKkin:

x=a+Ax, Af(a)=f(a+tAx)—f(a). (2)

Agar f{x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo'lsa, (1) va (2)

munosabatlardan

lim Af =0

Nx—0
kelib chigadi. Bu esa funksiya uzluksizligini quyidagicha ta'riflash
ham mumkinligini ko'rsatadi.

5- ta‘rif. Agar argumentning a nuqtadagi orttirmasi Ax nolga
intilganda fix) funksiyaning unga mos orttirmasi Af ham nolga
intilsa, ya'ni

lim Af =0
Ax-»0
bo'lsa, f{x) funksiya a nuqgtada uzluksiz deyiladi (5.2- chizma).
Eslatma. X to'plamda fix) funksiya aniglangan bo'lib, a shu X

to'plamning limit nuqtasi bo'lmasa, ya'ni ii_r)na/(x) ma'noga ega
bo'Imasa, f(x) funksiyaning a nuqtada uzluksizligi haqida
gapirishning ma'nosi yo'q.

78



X ¢ Rl to‘plamda fix) funksiya aniglangan bo'lib, aeX csa X
to‘plamning o‘ng (chap) limit nuqtasi bo'lsin.

6- ta‘rif. Agar x—a+0 (x-*a—0) da f(x) funksiyaning o'ng
(chap) limiti mavjud va u/(a) ga teng, ya'ni

Jim 1(x) =1(a +0), /(a +0)=/(a)
( lim f(x) =f(a —0), /(a —0) =/(a))

bo'lsa,/(x) funksiya a nugtada o ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

7- ta‘rif. Agar/(x) funksiya X~R1to'plamning har bir nuqtasida
uzluksiz bo'lsa, fix) funksiya X toplamda uzluksiz deyiladi.

8- ta‘rif. Agar f(x) funksiya (a; b) oraligda uzluksiz bo'lib,
X = a nuqgtada o'ngdan, x=b nuqtada esa chapdan uzluksiz bo'lsa,
fix) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz deyiladi.

1- teorema. fix) funksiyaning a nuqtada uzluksiz bo'list
uchun f{a+0)= /(a—0)—Fia) tenglikning bajarilishi zarur va
yetarlidir.

1-misol. /(x)=(x2—6)3 funksiyaning a=3 nuqtada uzluksiz
ekanligini ko'rsating.

Yechilishi. Birinchidan, x-*3 da fix) =(x2—6)3 funksiyaning
limiti mavjud:

!(l_rgf(x) = L{E(XZ—G)C’; = 27,

ikkinchidan, bu limit berilgan funksiyaning <7=3 nuqtadagi giymatiga
teng: 27=/(3). Demak,/(x)=(x2—6)3 funksiya 1-ta‘rifga asosan

a=3 nugtada uzluksizdir, lim fix) =/(3) = 27.

2- misol. /(x)=x2-Dix) funksiyaning x=0 nuqtada uzluksiz
ekanligini ko'rsating, bu yerda Ax) — Dirixle funksiyasi.

Yechilishi. Ixtiyoriy nolga intiluvchi {x,} ketma-ketlik olamiz. U
holda unga mos {/(x,,)} ketma-ketlik f(x,,)=xr2 D(x,,) ko'rinishga
ega bo'ladi.

Ma'lumki, Dirixle funksiyasi chegaralangan. {x,} ketma-ketlik
esa cheksiz kichik bo'lgani uchun {f(x,)} ketma-ketlik ham cheksiz
kichik bo'ladi. Demak, n™>°°da/(xn=xm2D (x,,)->0 bo'ladi. Bu esa
garalayotgan funksiyaning, 2- ta'rifga asosan, a =0 nuqtada
uzluksiz ekanligini bildiradi.
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3- misol. / (X)=XxT6 funksiyaning a =3 nuqtada uzluksiz
ekanligini ko'rsating.

Yechilishi. Berilgan funksiya o =3 nuqtada aniglangan. Ve >0
son olib, bu e songa ko'ra 5>0 sonni 5=3e bo'lsin deb qaralsa, u
holda |jc—3|<5 bo'lganda

1/(*) —/(3) |9 yfx+~6 —3 |= |*Z3 < |[x7 3|<*=¢e
s]x+6+3 3 3

bo'ladi. Bu esa, 3-ta‘rifga asosan, garalayotgan funksiyaning a=3
nuqgtada uzluksiz ekanligini bildiradi.

4- misol./(x)=sinx funksiyaning \/oe R] nuqtada uzluksiz
bo'lishini ko'rsating.

Yechilishi. Vae RI nugtani olib, unga Ax=x—a orttirma beramiz.
Natijada /(x)=sinx funksiya ham Ay = sin(o+Ax) — sin a
orttirmaga ega bo'ladi. |cos/|<I, sin/</va 0<Ax<ji tengsizliklarni
e'tiborga olgan holda,

IA>" |=| f(a + Ax) —Tf(a) =2sin A2X cosa+A2X+a <2 AX=AX
munosabatga ega bo'lamiz. Bundan esa Ar-~0 da Ay-"0 bo'lishi
kelib chigadi. Demak, /(x)=sinx funksiya, 4-ta'rifga asosan,

Vo e RI nuqtada uzluksizdir.

5- misol. Ushbu funksiyani ixtiyoriy x —a nuqtada uzluksizlikke

tekshiring:

X, X —ratsional son bo'lganda,

I(*) =

-X, X —irratsional son bo'lganda.

Yechilishi. Ma'lumki, /(x) funksiya a nuqtaning atrofida ham
musbat, ham manfiy giymatlar gabul giladi. Agar xe Ut(0) bo'lsa,
/’(x)e U(0) bo'ladi, ya'ni hm /(x) =/(0) = 0. Demak, 4- ta'rifga
asosan /(x) funksiya x=0 nuqtada uzluksiz bo'ladi.

Agar <70 bo'lsa, f {o)®0. x—ratsional son bo'lganda:
wr;/(x) = a, x — irriatsional son bo'lganda esa lig}i/(x) =—a
bo'ladi. Bu yerdan/ (x) funksiyaning x=a nuqtada uzluksiz bo'Imas-
ligi kelib chigadi (5.3- chizma).

6-misol. Ushbu funksiyaning x=0 nuqtada o'ngdan va chapdan
uzluksizlikka tekshiring:
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5.3- chizma.

|+ X0 boiganda;

1+81
I(*) =
O, x =0 boiganda.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning x->0 da o'ng va chap limitlarini
topamiz:

lim /(x)= lim =0=/(0 +0) =/(0),

’ T 148A

li = i 'o=1= —0) o :

B 007 ligg 4 =120 —0) @/(0)

1+ 8*

Demak, 6- ta‘rifga kola, berilgan funksiya x=0 nuqtada o‘ngdan
uzluksiz boiib, chapdan uzluksiz emas.

1. Funksiya uzilish nugtalarining turlari./(x) funksiya X<'R
to‘plamda aniqlangan boiib, a nugta X to‘plamning limit nuqtasi
bolsin, ciczX.

9- ta‘rif. Agar x-"a da/(x) funksiyaning:

1) limiti mavjud va chekli boiib, !(i;g/(x) =b o./(a);

2) lim /(x) =°°(lim /(x) = %°°);

'ox—a X->a

3) limiti mavjud bolmasa, /(x) funksiya a nuqtada uzjlishga
ega deyiladi.

Funksiyaning berilgan nuqtada uzilishga ega bolish hollarini
alohida garab olamiz:

1-hol. Agar/(x) funksiyaning a nuqtadagi o'ng/(a+0)= Arn" f(x)

va chap f{a—O):ﬂim limitlari mavjud bo'lib, f (a+0)=f(a—0)® f(a)
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5.4-a, b chizmalar.

5.5- 4, /5 d, e chizmalar.

munosabat o'rinli bo’lsa, f{x) funksiya a nuqtada yo'golilishi
mumkin bo'lgan uzilishga ega deyiladi (5.4-a, b chizmalar).

2-hol. Agar x -> a da/(x) funksiyaning o'ng va chap limitlari
mavjud va chekli bo'lib, ular bir-biriga teng bo'Imasa (f(a—0) *
t-f(0+0)),/(x) funksiya a nuqtada birinchi fur uzilishga ega deyiladi
(5.5- a, b, d. e- chizmalar).

Ushbu |/(<7+0)—f (a—0)|=/z ayirma/(x) funksiyaning a nuqta-
dagi sakrashi deyiladi.
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e)
5.6-a, b, d, e / chizmalar.

3-hol. Agar x—a da f(x) funksiyaning:

1) o'ng va chap limitlaridan hech bo'Imaganda bittasi mavjud
bo'Imasa;

2) o'ng va chap limitlaridan biri cheksiz yoki o'ng va chap
limitlari turli ishorali cheksizdan iborat bo'lsa;

3) limiti cheksiz (funksiyaning o'ng va chap limitlari cheksiz)
bo'lsa,/(x) funksiya a nuqgtada ikkinchi iur uzilishga ega deyiladi
(5.6-a, b, d, e, / chizmalar).

Agar chap f(a—0) yoki o'ng/(o+0) limitlardan hech bo'l-
maganda biri o ga teng bo'lsa, x=0 nuqgta cheksiz uzilish nugtasi
deyiladi (5.6-0, b, d, e, j) chizmalar).

1-misol. Ushbu funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

x4, x ¢ 0 bo'lganda.
1(*)
2, x =0 bo'lganda.

Yechilishi. Ravshanki, berilgan funksiyaning x=0 nuqtadagi chap
limiti X;\|<5r]0x4 =0=/(0 —0) va o'ng limiti XI_|>8}0f(x) = Xllgg x4
=0=/(0 +0) mavjud bo'lib, lekin

/(0-0)=/(0+0)*2=/(0)
83



teng emas. Demak, bu funksiya x=0 nuqtada yo‘qotilishi mumkin
bo'lgan uzilishga ega (5.7- chizma).
2-misol. /(x)=[x] funksiyani uzluksizlikka tekshiring.
Yechilishi. x=n [neZ) nuqtada berilgan funksiyaning xos
giymatini va o'ng hamda chap limitlarini topamiz:

f(n)=[n]=n, ~ O0f(x)=n=f(n+0),

Hfof{x)=n-1=f{n-Q).

Demak, berilgan funksiya x=n nuqtada birinchi tur uzilishga
ega bo'ladi (5.8- chizma).
3-misol. Ushbu funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

1(2x2+5),—0w<x <1 bo'lganda;

fix) = 5—4x, 1< x <3 bo'lg anda;
x —5, 3<x +° bo'lganda.

Yechilishi. Berilgan funksiya (-»>;+») da aniglangan va (<> 1),
(1;3), (3;+°0) larda uzluksiz bo'lib, u fagat x=1 va x=3 nuqtalarda
uzilishga ega bo'lishi mumkin. Berilgan funksiyaningx=\ nuqtadagi
bir tomonli limitlarini hisoblaymiz:

/d-°) hm'(2x2+5) =1,

N 1+0)= ,I™o(5_4x) = 1-
Ma'lumki, x=I1 nuqtada berilgan funksiyaning giymati birinchi
analitik ifoda bilan aniglanadi:

5.7- chizma. 5.8- chizma.
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/(1) = *(2x2+5) = 1

Demak, /(1—0)=/(1+0)=/(1)=1 bo'lgani uchun, 1- teoremaga
asosan. berilgan f(x) funksiya x= 1 nugtada uzluksiz bo'ladi.

Endi f(x) funksiyaning x=3 nuqtada chap va o'ng limitlarini
hisoblaymiz:

/(3-0)= lim (5—4x)=—7,

[(3+0)= Iign0 (x—5)=—2.

Bu yerdan
/(3 —0)"(3+0)=/(3).

Demak, /(x) funksiya x=3 nuqtada 1-tur uzilishga ega bo‘lib,
uning x=3 nuqtadagi sakrash Kkattaligi

o= /(3+0)- /(3-0=-2+7=5
bo'ladi.
4-misol. Funksiyani x = * nuqtada uzluksizlikka tekshiring:

I (x)=arctg (tgx) (xe(—" +Kit; | +nk), keZ).

Yechilishi./(x) funksiyani x =| nuqtada chap va o'ng limit-
larini hisoblaymiz:

lim /(x) = lim arctg(tgx) = arctg(+°°) = *,
n’o n"-0

2 2
lim / (x) = lim arctg(tg x) = arctg(—«) = - *,
[0 A0

n—=-0
emas. 2 2

bu yerdan liT fix) * ”[E_,O /(x), demak, lim /(x) mavjud

Shunday qilib, x = * nuqta berilgan funksiya uchun birinchi
tur uzilish nuqtasi bo'lar ekan.

i
5-misol. f(x) = 4X%3+ 2 funksiyani x,=3 va x2=4 nuqtalarda

uzluksizlikka tekshiring.



Yechilishi./(x) funksiyani x=3 nuqtada chap va o‘ng limitlarini
hisoblaymiz:
A

Jim, 1) = lim, (4x3+2) =2

lim fix) = lim (4-i- 3+ 2) = +°°,
' X-*3+0

n'—3+0
Demak, funksiyaning nuqtada uzilishga ega bo'lishning 3-holiga
asosan, berilgan funksiya x=3 nuqtada 2-tur uzilishga ega bo'ladi.
Endi fix) funksiyaning x=4 nuqtada chap va o'ng limitlarini
hisoblaymiz: .
i
lim fix) = lim (4*-3 +2) =6,

n->4—0 jo—4—0

lim f(x) = lim (4*~3+2) = 6,

X-"4+0 X->4+0
|
[(4) =44 3+2- 4+2=6.

Demak, 1-teoremaga asosan, /(4—0)=/(4+0)=/(4), ya'ni
berilgan fix) funksiya x=4 nuqtada uzluksiz bo'ladi.

6-misol. f(x) =cos2| funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan fix) funksiya x=0 nuqtada aniglanmagan,
shuning uchun x=0 nuqtaning atrofidan ikkita nolga intiluvchi
ixtiyoriy ketma-ketlik olamiz:

X = n% (ne N), X' =

(ne TV).

2
71(1%2n)

Bu ketma-ketliklarning har biri /7->°0 da xn->0, x" ->0.
Bu ketma-ketliklarga mos kelgan funksiya giymatlari ketma-ketliklari
/;—= da har xil limitlarga intiladi, ya'ni

lim cos2 , =1, lim cos2 \=0.
W-V» \% n—a> y
n n

Demak, 2-ta'rifga asosan, fix) =cos2 1 funksiyaning A—

da limiti mavjud emas. Shuning uchun berilgan funksiya x=0
nuqtada 2- tur uzilishga ega bo'ladi.



7-misol. a ning ganday giymatlarida

cosx, x<0 bo'lganda,
fix) =
a (x—1N2, n->0 bo'lganda

funksiya x0=0 nuqtada uzluksiz bo‘ladi?
Yechilishi. Berilgan funksiya x0=0 nuqtada uzluksiz bo'lishi

uchun, quyidagi lim /(x) =Jim”/(x) =/(0) tenglik bajarilishi
kerak. U holda chap va o'ng limitlarni hisoblaymiz:

lim f(x)~ lim cosx =1,
x->0-0 x->0-0

Jim f(x)= i a(x —)2=a, /(0) =1

Demak, a=1bo'lganda berilgan funksiya x(= | nuqtada uzluksiz
bo‘lar ekan. a1l giymatlarda funksiya uzilishga ega.

2—1
8-raisol. f{x) - " t funksiyaning x0= 1 nuqtadagi giymatini
shunday tanlangki, natijada berilgan funksiya uzluksiz bo'lsin.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning x->1£0 da limitlarini
hisoblaymiz:
lim fix) = lim A~¥1= lim (x +1) =2
X—1+0 X->1x0 X—1 A 1A(

Agar/(1)=2 deb olsak, x=1 da funksiya u/.luksiz bo'ladi. ya'ni

2 i
& 1 xtp 1 bo'lganda,
fix) =

2, x =1 bo'lganda.

2. Uzluksiz funksiyalarning xossalari. 1) Nugtada uzluksiz
bo‘lgan funksiyaning lokal xossalari. / (x) funksiya X to'plamda
aniglangan bo'lsin. X to'plamdan biror aeX nuqta olib, bu
nugtaning shu to'plamga tegishli bo'lgan yetarli kichik Ub{a)
atrofmi garaylik.

1°. Agar f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda a
nuqtaning yetarlicha kichik atrofida funksiya chegaralangan boiadi,
ya'ni

35>03C >0: Vxe Vi{a) -» /(x) <C.



2°. Agar f(x) funksiya a nuqgtada uzluksiz va f(a)*0 boisa,
f{a) son bilan a nuqtaning yetarlicha kichik atrofida fix)
funksiyaning ishorasi bir xil boiadi, ya'ni

38>0 : V*e Lla) -» sign /(x)=sign f{a).

Matija. Agar fix) funksiya a nuqtada uzluksiz bo'lib, bu
nuqgtaning yetarlicha kichik atrofidan olingan x nuqtalarda ham
musbat, ham manfiy ishorali giymatlarni qgabul gqilaversa,
funksiyaning a nuqgtadagi giymati nolga teng bo'ladi.

3°. Agarfix) funksiya a nuqtada uzluksiz bo'lsa, a nuqtaning
yetarlicha kichik atrofidan olingan x va X" nuqtalar uchun

fix") —fix"™) <e tengsizlik o'rinli bo'ladi, bunda ve>0 son.

Funksiyaning nuqta atrofidagi xususivatlariga uning lokal
xususiyatlari deyiladi.

2) Uzluksiz funksiyalar ustida amallar. Uzluksiz funksiyala
uchun quyidagi tasdiglar o'rinli.
2- icorema. Agar f(x) va g(x) funksiyalar XaR1to'plamd:

aniglangan bo'lib, ularning har biri a&X nuqtada uzluksiz, ya'ni
limfix) =/(a), limgU) =£(a)
X->a X->a

fx\
bo'lsa, (p(x)=/(xX)xg(x), y(x)=/(x) *g(x), hix) = g((x) iVxeX

lar uchun £(n)~0) funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz va
Xli[pa[/(*) +g(x)] = f(a) £ g(a),

lim fix) mg(x) = fia) mgy(0),
x-"a

1 *\ . *, x n
x|!r>na gn(x)\ gifa\) <9 =
tenglik o'rinli bo'ladi.

Esiatma. lkkita funksiya yig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi va
bo'linmasi uzluksiz bo'lishidan, bu funksiyalardan har birining
uzluksiz bo'lishi har doim ham kelib chigavermaydi.

Masalan: 1) fix) =x cos 1 funksiya x=0 nuqtada uzluksiz,
lekin bu funksiyani hosil giluvchi
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/ 2x)=cos *

funksiyalardan birinchisi x=0 nuqtada uzluksiz, ikkinchisi esa bu
nuqtada uzilishga ega.

2) f{x)~[x]+{x}=x. Berilgan funksiya /?" da uzluksiz, lekin bu
funksiyani hosil giluvchi /,(x)=[x],/ Ax)={x} ([x] berilgan x ning
butun qismi, {X} esa x ning kasr gismi) funksiyalarning har biri
x=n (neZ) nuqtada uzilishga ega.

1-misol./(x) =5x2—sinX+3x funksiyaning Vx®i?' nuqtada
uzluksizligini ko'rsating.

Yechilishi. @(x)=x, g(x)=sinx, h {x)—3x funksiyalar R' da
uzluksiz. /(x) funksiyani

/ (X) =5X ex—sinx msinx ¢sinx+3Xx
ko'rinishda yozamiz. U holda, uzluksiz funksiyalar ustidagi arifmetik
amallarga ko'ra,/(x) funksiyaning Rl da uzluksizligi kelib chiqgadi,
ya'ni
lim (5x2 —sin3x + 3X) = 5xq —sin3x0+ 3X _

2-misol. / (x) = 4X , funksiyaning Vx.e/J1da uzluksizligini
+X u
ko'rsating.
Yechilishi. \/xeR"' lar uchun 4+xVO. 2- teoremaga asosan

berilgan funksiya Vxe R' da uzluksizdir, chunki J™ x = x0'

lim (4 + x2) = 4 + Xq, ya'ni bo'linma hosil giluvchi funksiyalarning

Xx->x0

har biri ham uzluksizdir.

Demak, Jilq/(*) =iy 4T =hivg = T (<)

3) Murakkab funksiyaning uzluksizligi. y=/(x) funksiya X
to'plamda, r=t(y) funksiya esa Yto'plamda aniqlangan va E{<p)cX
bo'lsin, u holda ular yordamida z=qg>(f(x)) murakkab funksiya
tuzish mumkin bo'ladi.

3-teorema. y—f(x) funksiya aeX nuqtada, z=v?{y) funksiya
esa a nuqgtaga mos kelgan y=f{u) nuqtada uzluksiz bo'lsa.
r=(/(x)) murakkab funksiya a nuqtada uzluksiz bo'ladi.

1-misol. » =cosx2 funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksiya R' da murakkab funksiya sifatida
uzluksiz. Bunda y=x2 ~cosy deb belgilaymiz. Bu funksiyalarning
har biri R]da uzluksiz.



Esiatma. Murakkab funksiya z=q>(f(x)) ning uzluksiz
bo'lishidan bu funksiyalarning har biri: z=tp(y) va v=f(x) ning
uzluksiz bo'lishi har doim ham kelib chigavermaydi. Masalan,
Dirixle funksiyasi vositasida hosil gilingan D(i){x))=Il=const
murakkab funksiya R[ da uzluksiz, lekin 1Xx) funksiyaning o'zi
R] ning har bir nuqtasida uzilishga ega.

2- misol. /(x)=sin(log,4jc) (0<n;<+°°) funksiyani uzluksizlikka
tekshiring.

Yechilishi. y=log3xdeb belgilaymiz. Bizga ina'iumki, y=logA\*
funksiya (0,+°°) da uzluksiz, sin y funksiya ham R' da uzluksiz. U
holda, murakkab funksiyalarning uzluksizligi hagidagi 3-teoremaga
ko'ra,/(x)=sin(log3#x) funksiya ham (0,+°°) oraligda uzluksizdir.

4) Monoton funksiyalarning uzluksizligi.

4- teorema. Agar f(x) funksiya X oraligda o'suvchi (kama-
yuvchi) bo'lib, uzilishga ega bo'lsa, uning uzilishi fagat birinchi
tur uzilish bo'ladi.

Agar f{x) funksiya X oraligda o'suvchi (kamayuvchi) bo'lib,
uning qiymatlari Y oraligni tutash to'ldirsa (ya'ni funksiya har
bir ye Y giymatni hech bo'lmaganda bir marta gabul qilsa) bu
funksiya X da uzluksiz bo'ladi.

5) Teskari funksiyaning uzluksizligi.

5- teorema. Uzluksiz y=f(x) funksiya (a:b) da teskari x=g(y)
funksiyaga ega bo'lishi uchun uning gat'iy monoton bo'lishi zarur
va yetarlidir.

Misol. Ushbu r=sin .vfunksiya uchun |—*; kesmada teskari

funksiya mavjudmi?

5.9- chizma.
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Yechilishi. Berilgan funksiya [— -;”] kesmada uzluksiz va
gat'iy o'suvchi. y—sin x funksiyaning giymatlari to'plami
A(sinx)=[—1;1] kesmadan iborat. 5-teoremaga asosan, [—1;11
kesmada uzluksiz va o'suvchi teskari funksiya mavjud. Uning

giymatlari to'plami |—*;*| kesmadan iborat. Berilgan funksiyaga

teskari funksiya x=arcsinv ko'rinishda belgilanadi. \—";”\ va

| —1; 1) kesmalarda mos ravishda to'g'ri va teskari funksiyalarning
grafiklarini chizamiz (5.9-chizma).

6) Kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari (global
\ossalar). \a\b\ kesmada aniglangan va uzluksiz bo'lgan funksiyalarni
garaymiz, bunda a va b nuqtalardagi uzluksizliklar, mos ravishda,
o'ngdan va chapdan uzluksizlik deb qaraladi.

1°. Veyershtrassning birinchi teoremasi. Agarfix) funksiya [a\b\
kesmada aniglangan va uzluksiz bo'lsa,/(x) funksiya shu kesmada
chegaralangan bo'ladi, ya'ni 300 : Vxe[o;i] —=J/'(x)|<C (5.10-
chizma).

2°. Veyershtrassning ikkinchi teoremasi. Agar /(x) funksiya
|a;b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo'lsa,/(x) funksiya shu
kesmada o'zining aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralariga erishadi,
ya'ni [a\ b\ kesmada shunday x, va x, nuqtalar topiladiki,

I(x,)= sup {/(x)}, 1(x2)= inf {/(*)}
xe\a:b] xe[a,n\

tenglik o'rinli bo'ladi (5.11-chizma).

3°. Bolsano-Koshining birinchi teoremasi. Agar f(x) funksiya
\a\b\ kesmada aniglangan va uzluksiz bo'lib, kesmaning chetki
nuqtalarida har xil ishorali qiymatlarga ega bo'lsa, shunday x0 {a<x0<

a



<b) nugta topiladiki, unda /(x) funksiya nolga aylanadi:
[(x0)=0(5.12-chizma).

4°. Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi. Agar fix) funksiya
[a\b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo‘lib. kesmanmg chetki
nuqtalaridaf(a)=A,f(b)=B giymatlar gabul gilsa hamda /1”5 bo ‘Isa,
A va B sonlar orasida har ganday C son olinganda ham a bilan b
orasida shunday c nuqta topiladiki, f(c)= C bo'ladi (5.13-chizma).

4- misol. Ushbu /(x)=co8x+2n—x4 funksiyani 11:5] kesmada
chegaralanganlikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksiya [1;5] kesmada uchta/,(x)=cosX,
[ 2(x)=2\ | 3(x)=—x4 funksiyaning vyig'indisi shaklida berilgan.
Ravshanki, ularning har biri [1;5] kesmada uzluksizdir. 2-teoremaga
asosan, berilgan funksiya ham [1;5] kesmada uzluksiz. U holda,
Veyershtrassning birinchi teoremasiga ko‘ra, berilgan funksiya [1;5]
kesmada chegaralangan.

Eslatma. Veyershtrassning birinchi teoremasi (a\b) oralig

uchun har doim ham o'rinli emas. Masalan, f(x) = | funksiya
xe (0;1) da uzluksiz, lekin bu oraligda chegaralanmagan. Bu funksiya

Y
(X))
S ---°f
J\ /(b) O -f
Iv) 1 1(h
@
: 0 /& h
f(a)<0\
5.12-chizma. 5.13-chizma.
5.14-chizma. 5.15-chizma.
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(0.1) oraligning har bir ichki nuqgtasining kichik atrofida
chegaralangan, lekin oraligga tegishli bo'Imagan nol nugtaning
atrofida chegaralanmagan.

Esiatma. U/ilishga ega bo'lgan funksiya [a\b] kesmaning har
bir nuqtasida aniqlangan, lekin bu kesmada chegaralanmagan.
Masalan,

0<x<I| bo'lganda,
fix) =
0, x =0 bo'lg anda.

Shunday qilib, teoremadagi f{x) funksiyaga qo'yilgan shart-
larning har ikkalasi ham muhimdir.

5-misoL/(x)=x3—3x funksiyaning [—"3; V3] kesmada eng katta
va eng kichik giymatlari mavjudmi? (5.14-chizma).

Yechilishi. Ravshanki, x3 va 3x funksiyalarning har biri
|— 73] kesmada uzluksiz. 2-teoremaga asosan berilgan /(x)

funksiya ham [— kesmada uzluksiz. U holda Veyershtrassning
ikkinchi teoremasiga ko'ra berilgan funksiya [— 3] kesmada aniq
yugori va aniq quyi chegaralariga erishadi:

sup {/(X)} =/1( D=2 inf  {/(x)} =/(1) =—2
M 5VY nebl3n/3)

Esiatma. [a\b\ kesmada uzluksiz bo'Imagan funksiya uchun
Veyershtrassning ikkinchi teoremasi o'rinli emas. Masalan,

x+2 ,2<x<0 bo'lganda,
fix) = 0, x =0 bo'lganda,
X —2,0<x<2bo'lganda (5.15- chizma),
ko'rinishda berilib. uzilishga ega bo'lgan/(x) funksiyaning [—2;2]
kesmada eng katta giymati 2 bo'ladi, lekin x ning hech ganday
giymatida fix)—2 boMmaydi. Shunga o'xshash,/(x) funksiyaning
[—2;2] kesmadagi eng kichik giymati —2 bo'ladi, lekin/(x)"—2.
Esiatma. ia;b) oraligda uzluksiz bo'lgan fix) funksiya uchun
Veyershtrassning ikkinchi teoremasi o'rinli bo'Imasligi ham mumkin.
Masalan,/(x)=x funksiya (0; 1) da eng katta va eng kichik giymatiga
erishmaydi. (0; 1) oraliqda /(x)=x funksiyaning eng kichik va eng
katta giymati mos ravishda 0 va 1 bo'ladi, lekin xe(0;l) ning har
ganday giymatida/(xbl) va/(x)~l bo'Imaydi (5.16-chizma).
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5.16-chizma. S-17'ch”™nia.

Esiatma. Xususiy hollarda, f(x) funksiya oraligda
uzluksiz (uzilishga ega) bo'lsa, f(x) funksiya shu oraligda eng
kichik va eng katta giymatiga erishishi mumkin. Mastuan n m- 2k)
oraligda berilgan/(x)=sin x funksiya uchun

sup {/(*)} =/(*) =1, inf {/(x)} = /[-(3*V :
~vE (0,20 2 ,xe(0;2n] J 7 V 2 - 1
bo'ladi.
2) | T 1 kesmada berilgan
/v.ii_Jv 1 —I<x<0 bo'lganda.
J " \—x, 0<x <1 bo'lganda

mm, ksiy.l n=0 Il/ilishg;i cgil. Bu lunksiya n=0 va x=| niJ talarda mos
avishda eng katta va kichik giymatiga enshadi:

S(l_lfl]{/(*)} =1(0)=1 ,cr6i(n—fl;ll{/(*)}1: Ik

(5.17- chizma).

6-misol. f-3;2] kesmada /(x)=x33x+ 2 funksiyaning nol]arj
mavjudmi?

Yechilishi. Berilgan funksiyaning x=—3 va x=2 nugqtalardagi
giymatlarini hisoblaymiz:/(-3)=-16<0,/(2)=4> 0 .funksiya
[—3;21 kesmada uzluksiz va kesmaning chetlarida har xil giymatlar
gabul giladi. U holda, Bolsano—Koshining birinchi teoremasiga
ko'ra, [—3;2J da hech boMmaganda bitta nuqta topiladiki bu nuqtada
funksiyaning giymati nolga teng bo'ladi:

[(*,)=0, (x—12Ax+2)=0 => x0=1, x=—2 e [—3;2],

Demak, berilgan/(x)=x3—3x+2 funksiyaning |—3. 2] <jax = j
x = —2 nollari mavjud (5.18- chizma). ’ 1
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nn
7-misol. Ushbu / (x)=sin x funksiya o kesmadagi biror

nuqtada * giymatni gabul giladimi?

Yechilishi. Berilgan funksiya kesmada uzluksiz va
kesmaning chetlarida har xil ishorali giymatlar gabul giladi:
/ N I f {n\: I va —1*1. Shartga ko‘ra,

2 2 <)<

v, |/
U holda, Bolsano—Koshining ikkinchi teoremasining shartlari

bajarilayapti. Demak, shunday x0 nuqta topiladiki, f(x0)= "'

(5.19-chizma).

5.18-chi/ma. 5,19 chizma.

Mustaqil yechish uchun misollar
Funksiyalarning uzluksizligini ta'rifdan foydalanib ko'rsating.
1. f(x)=x2 2. f (X)=--Ix. 3./ Cx)H4
4./(x)= . S.f(x)—=2x- 1 6.f(x) =", xX¢O.
7.f(x)=x2+ 2sinx. 8. f(x) =" 1e¢9./(x)=cosx
10./(x)=4x+—3x+5.

Funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping va ularning turlarini
aniglang.
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. 13./(x)=x-[*]-

1, x <0 boiganda.

15. Ax) =
5x —x , x >0 boiganda.

1
16./(x)=(signx)2.17. /00 = xz*—ﬁ ml8- 1 1) = -
19./(x)=sign(cosx). 20. f (x)

1+3%-

X", —°<x <0 boiganda,
21 /00 - (x—1)2 0<x <2 boiganda,
) 5—jc, 2 x fo boiganda.

X +4, x <—1 boig anda,
22. fix) = +2. —1<x < 1boiganda,
2x, x >1 boiganda.

— 1 x <0 boig anda,
23. /(x) cosx,0 <x <n boiganda,
1—x, x >% boig anda.

Funksiyani ko’rsatilgan nuqtalarda uzluksizlikka tekshiring:
24, [(X) =2X%5+1I;x, =5,x2=6.

i
25- f(x) =6~ —3;xj I,x2=2

X+4

26./00 X_3;)§:3,x2 4,

27. 1(x) 2x p X, = —I,x, =2
2 -

28./00 =~ ;x. —5,x2=—4

Funksiyalar a va b ning ganday giymatlarida uzluksiz boiadi?
(x —2)3,x <0 boig anda,

29. f{x) =\ax2+b, 0<x <1boig anda,
n/x, x >1 boig anda.



o, fioh - lax2glxg Q8o lgagga.

2

—™---,5id b1 bo‘lganda,
X —1 11

31. f(*) = a,x - —1 bo'lganda,
b,x =1 bo'lganda.
/b (x>] va d[/(x)|] funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring:
32./(x)=sign X, p(x)=4+x2 33./(x)=sign (a—1), b (x)==sign (x+1).
34./(x)=sign X, Pp(x)=x3—x.. 35./(x)=x(1—x2), p(x)=sign x.

Funksiyalarning x0 dagi giymatini shunday tanlash kerakki,
funksiya shu nuqgtada uzluksiz bo'lsin.

36. fix) = sin*, x0=0. 37. f(x) = * #, x0=-1.
X X —1

38. /(x) = iiilg%é(x, x0 = 0. 39. f{x) =" x~], x0=0.

X

40. f(x) =tg . Xq=0. 41. fix) = 4x3~x, X0=0.

42. fix) =arctgl, Xq=0. 43. fix) 1, xQ=0.

Funksiyalarning berilgan kesmada chegaralanganligini ko'r-
sating:

44, | (x) =sinx cos2x —\Jx +6, xe[0;10].

45, fix) =arctg x2y +2sinx - x2, xe [1;4].

46. fix)—xix—2)1In(4—x), xe[0;3],
47. fix) = g xe [—4;4].

Funksiyalarning berilgan kesmada eng katta va eng kichik
giymatlari mavjud bo'ladimi?

48. /(x)=sin x +3X xe[—1;2], 49./(x)=x2—2, xe[—1;2],

50./ (x)=3, xe [—4;4].



-x2+1, —1<n <0 boiganda,

51. /(*) = Q x =0 boiganda, funksiya berilgan
x2—1 0<x <1 boiganda

sohada eng katta va eng kichik giymatlarni gabul giladimi?
Tenglamalarning ko ‘rsatilgan kesmada yechimga ega ekanligini
ko'rsating:
52. x3+2x+1=0, xe [—1;0]. 53. x3x5x+2=0, xe [0,5;2],

54. sin3x —b5sinx +1=10, xe[0;*].

55. sinx—x+1=0, xe[0;n].

56. 231, xe [0,2;3J. 57. 2*=4x, xe[2;5],
Funksiyalarga teskari boigan funksiyalar mavjudmi?

58. y=5x+4, xeR1 59.y=2x xe Rl.  60.>=x\ xe (—°%0].

61. ¥ =cos2x, xe .1.0 62. ¥ =tgx, xe 0;
63. y:4X21 Xe [—2, 1] 64. y:ng(’ Xe(0;+°°)_

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

11. x——3, 1- tur uzilish nuqtasi. 12. x=0, 2-tur uzilish
nuqtasi, x=1, 1- tur uzilish nuqtasi. 13. x=0, 1, 2, ..., 1- tur
uzilish nuqtalari. 14. x=0, 1- tur uzilish nuqtasi. 15. x=0, 2-tur
uzilish nuqtasi. 16. x=0, yo'qotilishi mumkin boigan nuqta.
17. x=3, x——3, 2- tur uzilish nuqtalari. 18. x=0, 2- tur uzilish

nuqtasi. 19. x,, = %+ nn, ne Z, 1-tur uzilish nuqtalari. 20. x=1,

1- tur uzilish nugtasi. 21. x=0, x=2, 1- tur uzilish nuqgtalari.
22.x=1, 1- tur uzilish nuqtasi. 23. x=0, x=7r, 1- tur ifzilish
nuqtasi. 24. x,=5, 2- tur uzilish nuqtasi, x2=6 nuqtada uzluksiz.
25.x,=1, 2- tur uzilish nuqtasi, x2=2 nuqtada uzluksiz. 26. Xj=3,
2- tur uzilish nugtasi, x2=4 nuqtada uzluksiz. 27. x,=—1, 2- tur
uzilish nugtasi, x=2 nuqtada uzluksiz. 28. x,=—05, 2- tur uzilish
nuqgtasi, x2=—4 nuqtada uzluksiz. 29. 0=12, b=8. 30. Shunday
a son mavjud emas. 31. Shunday a va b sonlar mavjud
emas. 32./ (<p(x)) uzluksiz, ¢ (/(x)) funksiya x=0 nuqtada
uzluksiz. 33 ./(p(x)) funksiya x=—1 nuqtada uzluksiz, d(f(x))
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funksiya x=T nuqtada uzluksiz. 34 ./(dp(x)) funksiya x=0, x==I
nuqtalarda uzluksiz, ¢(/(x)) uzluksiz. 35./ (¢p(x)) uzluksiz,
®(/'(x)) funksiya x=0, x==xI| nuqtalarda uzluksiz. 36. Ha, /(0)=1.

37. Ha, /(—1)=—7?. 38. Ha,/(0)=2. 39. Ha, /(0) = *. 40.

Mumkin emas. 41. Ha, /(0) = — . 42. Mumkin emas. 43. Ha,

/(0)=1. 48. Mavjud. 49. Mavjud. 50. Mavjud emas. 51. Mavjud
emas. 58. Mavjud. 59. Mavjud. 60. Mavjud. 61. Mavjud. 62. Mavjud.
63. Mavjud emas. 64. Mavjud emas.

6- 8. FUNKSIYA GRAFIGINING ASIMPTOTALARI

Funksiyani tekshirayotganda uning grafigi koordinatalar
boshidan cheksiz uzoglashganda, yoki boshgacha aytganda, uning
o'zgaruvchan nuqtasi cheksizlikka intilganda grafikning ko'rinishini
bilib olish muhim.

1- ta‘rif. Agar o‘zgaruvchi M(x\y) nuqta funksiya grafigi bo‘yicha
koordinatalar boshidan cheksiz uzoglashganda y—{x) funksiya
grafigidagi o'zgaruvchi M(x\y) nuqtadan to‘g‘ri chizigdagi W(x,;j;,)
nuqgtagacha bo'lgan d=MN masofa nolga intilsa, bu to'g'ri chiziq
y=f(x) funksiya grafigining asimptotasi deyiladi (6.1- chizma).

Oy va Ox o'glarga parallel hamda koordinata o'qlariga parallel
bo'Imagan asimptotalarni garaymiz.

1. Vertikal asimptotalar. y=f{x) funksiya a nuqtaning biror

e>0 atrofida aniglangan, ya‘ni xe Ue(o) bo'lsin.

2- ta‘rif. Agar

M, 1), 06)

lardan biri yoki ularning ikkalasi ham
cheksiz bo'lsa, x=o0 to'g'ri chiziq/ (x)
funksiya grafigining vertikal yoki Oy
o0 ‘gqa parallel asimptotasi deyiladi
(6.2- a, b, d, e chizmalar).

Demak, y=f(x) funksiya grafi-
gining vertikal asimptotalarini izlash
uchun funksiyaning qiymatini
cheksizlikka aylantiradigan (cheksiz
uzilishga ega bo'lgan) x=a nuqtani
topish kerak ekan. Bunda x =a to'g'ri



6.2- chizma.

chiziq vertikal asimptota bo‘ladi.
Eslatma. Umuman aytganda, y=f(x) funksiyaning grafigi bir
nechta vertikal asimptotalarga ega bo‘lishi ham mumKkin.

1- misol. / (x) = J_2, X g [—2;3] funksiya grafigining vertikal
asimptotasini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning maxraji X=2 nuqtada nolga
aylanadi. x->2x0 da berilgan funksiyaning limitini hisoblaymiz:

lim f(x)= lim -4+ =—< lim /(x)=lim -- = +o
ar-»2—0 jr—2—0 x ~~I X->2+0 *->2+0 x 1

Demak, 2- ta'rifga ko‘ra berilgan funksiyaning grafigi uchun x=2
to‘g‘ri chiziq vertikal asimptota bo‘ladi (6.3- chizma).

2- misol./(x)=ctg X funksiya grafigining vertikal asimptotasini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiya x=nn (neZ) nuqtalarda 2- tur
uzilishga ega. x—»7i/iz0 (ne Z) da berilgan funksiyaning limiti ga
aylanadi. Shuning uchun, 2- ta‘rifga asosan, funksiyaning grafigi
cheksiz ko‘p vertikal asimptotalarga ega (6.4- chizma): x=0,
X=%2n,... X= =K.
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2. Gorizontal asimptotalar.
3- ta‘rif. Agar
lim f(x)=b (be RI)

X —>+00

bo‘lsa, y=b to‘g‘ri chiziq (x-> — °°) da y=f(x) funksiya
grafigining gorizontal yoki Ox o fga parallel asimptotasi deyiladi.
(6.5- a, b, d, e chizmalar).

1-misol. f(x)= sz— funksiya grafigining gorizontal asimp-

totasini toping.

6.5- chizma.
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Yechilishi. Berilgan funksiya Rlda aniglangan. ,x->+°° da berilgan

funksiyaning limitini hisoblaymiz:
lim f{x)~ lim ~ =Ilim * =1
I

Demak, 3- ta‘rifga ko‘ra, berilgan funksiyaning grafigi uchun
y=\ to‘g‘ri chiziq gorizontal asimptota bo‘ladi (6.6- chizma).

2- misol. f(x) = ~ funksiya grafigining vertikal va gorizontal
asimptotalarini toping.

Yechilishi. Ravshanki, 1 funksiyaning grafigi uchun x=0 va
v=0 to‘g‘ri chiziglar, mos ravishda, vertikal va gorizontal asimp-

totalar bo‘ladi: lim f{x)= Ilim 1 = e
x —0+0 x —»0+0 X

XIim f(x)= IinJWX1:O(6.7— chizma).

3. Og‘ma asimptotalar.
4- ta‘rif. Shunday k va b chekli sonlar mavjud bo'lib, (X ~"x>)
da f(x) funksiya quyidagi

/ (x)=foc+/>+cx(.x)

ko'rinishda ifodalansa (bunda lim a(x) =0), Y=kx+bto'g'ri chiziq
y=f{x) funksiya grafigining og'ma asimptotasi deyiladi. Xususiy
holda, k=0 bo'lsa, Y=Db to'g'ri chiziq gorizontal asimptota bo'ladi.

1- teorema. y=f(x) funksiya grafigi x—=*°° da Y=kx+b og'ma
asimptotaga ega bo'lishi uchun

6.6- chizma. 6.7- chizma.
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\\m M x- =k, lim [/(x) —kx] - b (1)

X —>+0 X X —>+po

munosabatlar o'rinli bo'lishi zarur va yetarli.
(1) limitlarni hisoblashda quyidagi xususiy hollar bo'ladi:
1- hoi. Argumentning ishorasiga bog'ligbo‘Imagan holda, ushbu

lim Ax) = lim /w =K
X

X —»K>° X —>- oo X

lim [/(x) —kx] = lim [f(x) —kx] = b

ikkala limit ham mavjud va chekli. Bu holda Y=kx+b to'g'ri chiziq
funksiya grafigining ikki tomonlama og'ma asimptotasi boiadi
(quyidagi 1- misolga garang).

2- hoi. Argument x ham musbat, ham manfiy ishorali
cheksizlikka intilganda, ushbu

lim N x = kx, lim ™ x~= k2,
Iimoo[/(x) —kx] = bx’ Iim°° [/(x) —kx] =hb2

limitlar mavjud, lekin ular o‘zaro har xil (hech bo'Imaganda k”~k2
yoki bxpb2 teng emas). Bu holda Y{=k\X+bxva Y2=kX+b2to'g‘ri
chiziglar funksiya grafigining mos ravishda ikkita bir tomonli (o'ng
va chap) og'ma asimptotalari bo'ladi (2-misolga garang).

3- hoi. Fagat x->+°° da

lim f(x) =k, lim ff(x) —kx] = b

ikkala limit ham mavjud. Bu holda Y=kx+b to'g'ri chiziq funksiya
grafigining fagat o'ng og'ma asimptotasi bo'ladi (3- misolga qarang).
4- hoi. Fagat x-4-°° da

lim t){{x}:k, Lé}i»rﬂ_l/M —kx] =b

ikkala limit ham mavjud. Bu holda Y=kx+b to'g'ri chiziq funksiya
grafigining fagat chap og'ma asimptotasi bo'ladi.

Agar yuqoridagi hollarning barchasida £=0 bo'lsa, Y=b to'g'ri
chiziqg gorizontal asimptota bo'ladi.
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1- misol. y ®/x3+1 funksiya grafigining og‘m
asimptotalarini toping.
Yechilishi. Og‘ma asimptotalami topamiz:

6.8- chizma.
= = 1im N@ 1
X —>+00 X X —ort<t> X

b=lim [/(x) —kx]= lim %@+1—

= lim - x3+1% x3 =0.
X"+ NxK dK xUTVi+x2

Demak, 1- teoremaga asosan, y-x to‘g‘ri chiziq berilgan
funksiyaning ikki tomonlama og‘ma asimptotasi bo ‘ladi.

2-misol. y =\Jx2 + 1 funksiya grafigining ogkma asimptotalarini

toping.
Yechilishi. Og‘ma asimptotalami topamiz:
£
Ro= tim - = tim V2] = im w1 =1
n X—>+° X X— X x— Y
A = lim - = lim v*~+1=Ilim jl+ 4 = —1
X—>—o00 X X ——"°0 X X->-00 y X

6, = li —AX) = lim (%Wx+1—x) = li —j =0,
Ay —AX) = lim ( X) = M T
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19= lim (y—kjX)- lim (V%24 +*) = lim = lim
4L+1—X W(,/14T 1>

Demak, 1-teoremaga asosan, yi=xva Yi——x to‘g‘ri chiziqglar,
mos ravishda, berilgan funksiyaning bir tomonli (o‘ng va chap)
og'ma asimptotalari bo'ladi (6.8- chizma). Berilgan funksiyani
quyidagi ko'rinishda yozish mumkin: y2—x2=1.

3- misol. y =e~3x+2 funksiya grafigining og'ma asimptotalarini
toping.
Yechilishi. Og'ma asimptotalami topamiz:
= lim —= lim ——— =0, k2— I|m —= I|m e +-=°°
X —>+<» X X —=he X ° X - X

Bo= lim (y — k) = lim (e~3x + 2) = 2.

X =X —>+00

Demak, 1- teoremaga ko'ra, y—2 to'g'ri chiziq berilgan
funksiyaning fagat o'ng og'ma asimptotasi bo'ladi (6.9-chizma).

6.9- chizma.
- _ - L)
Eslatma. Berilgan y=f(x) funksiya uchun fagat lim = K

mavjud bo'lib, lim[/(x)—kx] mavjud bo'Imasa (yoki cheksiz)
bo'lsa, berilgan funksiya grafigi asimptotaga ega bo'lmaydi, lekin
asimptotik yo'nalishga ega bo'ladi. Masalan, y = Jx parabola Ox
o'giga parallel bo'lgan asimptotik yo'nalishga ega, lekin gorizontal
asimptotaga ega emas (6.10- chizma):

K—Ilm-—x_sﬂb——o b= g}(y—kx) |ImJX—-I<">.
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A2_1Q

4- misol. f(x)= ~_3 funksiya grafigi uchun y=x+3 to‘g‘ri
chizig og‘ma asimptota bo‘lishini ko'rsating.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning ko‘rinishini quyidagicha

o'zgartirib, /(x) = x + 3 —"_3 ni hosil gilamiz. Bunda x->t°° da
otxX)=—x—3 ° k°‘lgani uchun,/(x) funksiyani /(x)=x+3+a(x)
ko'rinishda ifodalash mumkin. Demak, 4- ta'rifga ko'ra, y=x+3
to'g'ri chiziq funksiya grafigining og‘ma asimptotasi bo'ladi.

rp  2X
5- misol. /(*)= x_1 funksiya grafigining asimptotalarini
toping.
Yechilishi. (1) formuladan foydalanib, k va b lami topamiz:
fix) . X2 —2X i I— 2
K=fm, yr=hmo s lim TEhrsL
g . —
X
. . *2-2 jc '
b= lim (/(x) —fcv)= lim X_t -Xx lim .=—1 b=~ 1
X -->+ X —>+00 1_

Demak, 1- teoremaga ko'ra, y=x—1 to'g'ri chizig berilgan
funksiya grafigining og'ma asimptotasi boiadi. k*0 bolganligi uchun
funksiya grafigi gorizontal asimptotaga ega emas.

Endi berilgan funksiyaning vertikal asimptotasini topamiz.

Funksiya x=1 nuqtada 2-tur uzilishga ega. x—1+0 da berilgan
funksiyaning limitini hisoblaymiz:

. ~ i _
o 1X) = iy, 3¢~ oe
Demak, 2- ta'rifga kola, berilgan funksiyaning grafigi uchun
x=1to'g'ri chiziqg vertikal asimptota boiadi.

Esiatma. Y—kx+b asimptotalar bilan bir gatorda murakkab

ko'rinishdagi asimptotalar ham qaraladi. Agar fix) funksiyani
ushbu

fix) =flxnt+fl,_, . +a,x+alta(x)

ko'rinishda yozish mumkin bo lib, unda lim a(x) =0 bo'lsa, u
holda

e +0, x+al (2)
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ko‘phad bilan aniglangan n- tartibli parabola x->-w> da y=f(x)
funksiya grafigining asimptotasi deyiladi.

2- teorema. y=f(x) funksiyaning grafigi x->+°° da (2)
asimptotaga ega bo'lishi uchun quyidagi n+ 1ta limit giymatlaming
mavjud bo'lishi zarur va yetarli:

lim =an, lim f{x)~~"x =
X

X-»+00 Yy jl

lim fW - (axn+an. IX" |1+-+«2*2) _ a
X—pe> X

lim [/(x) —(axn+a, ,x” 1+ .. +"x)] = ao0.
X->-foo

6- misol. / (x) = XA;EX3—3 funksiya grafigining asimptotasi.ni.
toping.
Yechilishi. Berilgan funksiyani

/(x) =x2+3x+11+ 30

x—3

30
ko'rinishda tasvirlaymiz, bunda lim a(x) = lim = 0.
X—°° X—1J

Demak, F=x2+3x+Il chiziq, ta'rifga ko'ra, berilgan funksiya
grafigining asimptotasi bo'ladi. Ravshanki, x=3 to'g'ri chiziq
berilgan funksiya grafigining vertikal asimptotasi bo'ladi.

Mustaqil ishlash uchun misollar
Funksiya grafiklarining asimptotalarini toping:
1L y=x+1. 2. y =10+ 3. 3. Y =ex.
Xi X i
4, y =yfx +J5—x. 5. Y = 2(X+1)2°’ 6. y 5| x +2\e x.
7.r-nm 8 Y=pf', = 9.¥= Y={7i =m

n.y -*=¢g£: 13.>=tgx wm.y.4x +xy
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Mustagil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1. y=X — 0g‘ma asimptota. 2. y=10 — gorizontal asimptote
x=0 — vertikal asimptota. 3. y=1 — gorizontal asimptota, x=0 —
vertikal asimptota. 4. Asimptota yo‘q. 5. x=—1—vertikal asimptota.

6. y=—x —1vaj=x+| —og‘ma asimptotalar. 7. Asimptota yo‘qg.

8. x= 1, x=—1 —vertikal asimptota. 9. x=0, x=3 — vertikal asimptota.
10. x=2 — vertikal asimptota y=x+4 —o0g‘ma asimptota 11. jc=1 —
vertikal asimptota, y= x—I — og‘ma asimptota 12. y=2 — og'ma

asimptota. 13. y = ~+nn, ne Z vertikal asimptotalar. 14.y=4x —

0g'ma asimptota, x=—3 — vertikal asimptota. 15. Y=x2+x+ 1chiziq
asimptotasi, x=3 — vertikal asimptota.

7- 8. FUNKSIYA GRAFIGINING XARAKTERLI
NUQTALARI VA SIMMETRIYA 0 ‘QLARI

Funksiya grafigining xarakterli nuqtalariga quyidagi nuqtalar
kiradi: funksiya grafigining koordinata o'qlari bilan Kkesishish
nuqtalari; funksiya aniqlanish sohasining chegaralaridagi limitik
giymati; funksiyaga ekstremum bemvchi nuqtalar; funksiyaning
nollari; egilish (bukilish) nugqtalari.

1. Funksiya grafigining koordinata o‘qglari bilan kesishisl
nuqtalari. Funksiya grafigining koordinata o'qlari bilan kesishish
nuqgtalarini aniglashda quyidagi hollar garaladi;

1) f(x) funksiya grafigining Oy o'qi bilan kesishish nuqtasini
topish uchun x=0 deb, y=f(0) ni topish kerak;

2) f(x) funksiya grafigining Ox o‘gi bilan kesishish nugtasini
topish uchun y=0 deb, /(x)=0 tenglamadan x ni topish kerak.

1- misol./(x) =x:—1 funksiya grafigining koordinatalar o ‘glari
bilan kesishish nuqtalarini toping.

Yechilishi./(x)=x2—1 funksiya grafigining Ovo'qi bilan kesishish
nuqtasini topish uchun x=0 deb, /(0)=—1 ga ega bo'lamiz. Ox
o‘gi bilan kesishish nuqtalarini topish uchun esa /(x)=0 deb,
x2—1=0 tenglamaning yechimlarini topamiz: x=zI.

Shunday qilib, (0;—1), (—21;0), (1;0) nuqtalar funksiya
grafigining koordinata o'glari bilan kesishish nuqtalari bo‘ladi (7.1-
chizma).

2- misol./(x)=eAt+ | funksiya grafigining koordinata o“‘glari bilan
kesishish nuqtalarini toping.
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Yechilishi. Berilgan funksiyaning grafigi Oy o'qini kesib o'tadi,
ya'ni jc=0 da/(0)=e°+1=2 bo'ladi, lekin Qxo'gni kesib o'tmaydi,
ya'ni /(x)*0, chunki ex®—1 (7.2- chizma).

y
2 1 2 0 2 4 X
-2
-2 -4
7.1- chizma. 7.2- chizma.
2. Funksiya aniglanish sohasining chegaralaridagi limitik

giymati. Funksiya aniglanish sohasining chegaralari yaginida uning
limitini aniqlashda quyidagi hollar garaladi:

1) agar funksiyaning aniqglanish sohasi [a,b\ kesmadan iborat
bo'lsa, x ning x=a va x=b nuqtalardagi funksiyaning giymatlari,
ya'ni y=f(a), y=f{b) ni hisoblash kerak;

2) agar funksiyaning aniglanish sohasi (a;b) oraligdan iborat
bo'lsa,

lim f (x) wva Ilim f (x)
x->a+0
(limitlar mavjud bo'lsa) larni hisoblash kerak.

1-misol. Ushbu funksiya aniqglanish sohasining chegaralari

yaginida uning limitini aniglang:

x2+1 0<x <1 bo’lganda,
AX) =
X —1 1<x <4 bo’lganda.

Yechilishi. Ravshanki, berilgan funksiya [0;l)u(l;4] oraligda
aniglangan. Berilgan funksiyaning x=\ nuqtada chap va o'ng
limitlarini hisoblaymiz.

/I (1)=12+1=2,
lim / (x) = lim(x2+1) =2,
0 x->1—0

X —>1—
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4t+jc
2- misol. fix) = funksiya aniglanish sohasining chegara
lari yaginida uning limitini aniglang.
Yechilishi. Berilgan funksiya (-°°;2) va (2;+°0) oraliglarda
aniglangan. Endi funksiya aniglanish sohasining chegaralari yaginida
uning limitini aniglaymiz:

1+4
H — H — H * =
Wl (X) = Jipo 425 = )iy % =1
X
lim f(x) - lim 4+* = —

x->2—0 x ->2-0 X —2

lim fix) = lim 4+* = +o00,

o T1X) = i, g5 = *oo
Demak, /(x~)=1, /(2-0)=-~, /(2+0)=+00 bo‘ladi.
3. Funksiyaga ekstremum beruvchi nuqtalar. fix) funksiya (a;b

oraligda aniglangan bo'lib, xCia;b) bo'lsin.
1-ta‘rif. Agar x(e(a;A) nugqtaning shunday
i/9x0)={x: xe R\ x0—5<x<x0+5; 5>0}c(5;/>)
atrofi mavjud boiib, Vxe U~(x0) uchun

1(x)<1(x0) ifix)>fix0)

tengsizlik o'rinli bo'lsa, f (x) funksiya xOnuqtada lokal maksimumga
ilokal minimumga) ega deyiladi, /(x0 giymat esa fix) funksiya-
ning U&x0 to'plamdagi lokal maksimumi ilokal minimumi) deyiladi.

2- ta‘rif. Agar xwe(o;/>) nuqgtaning shunday U&x0)e (a;b)
atrofi mavjud bo'lib, Vxe f/5(x0) uchun

f(x)<f(x0  (f{x)>f{x0)

tengsizlik o'rinli bo'lsa, fix) funksiya x0 nuqtada gat'iy lokal
maksimumga iqatiy lokal minimum)ga ega deyiladi, f{xQ giymat
esa fix) funksiyaning t/5(x0) dagi gat'iy lokal maksimumi (gat'iy
lokal minimumi) deyiladi.

Bu holda x0 son funksiyaga, mos ravishda, lokal maksimum
(lokal minimum), qa'tiy lokal maksimum {gat'iy lokal minimum)
giymat beradigan nuqta deb ataladi.

Funksiyaning Ub(x0) dagi lokal maksimum (lokal minimum)
giymatlari

f(xo0)=  max {/(xX)} (/(x0) = min {/(X)})

jeef/6 (jc,,) xeU&(x0)
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kabi belgilanadi. Bunda max (min) lotincha maximum (minimum)
so'zidan olingan bo‘lib, eng katta (eng kichik) degan ma'noni
anglatadi.

Funksiyaning maksimum va minimum giymatlari umumiy nom
bilan ekstremum qiymatlar deyiladi (ekstremum - extremum —
lotincha chetki giymat, demakdir).

Funksiyaning ekstremum nuqtalarini topishda quyidagi hollarga
alohida e'tibor berish zarur.

1- hoi. Agar funksiya [a;b] kesmada berilgan bo'lsa, funksiyaning
ekstremum nuqtasi kesmaning chegara nuqgtasi ham, ichki nuqgtasi
ham bo'lishi mumkin.

2- hoi. Ekstremumga ega bo'lgan funksiya monoton bo'Imaydi.
Monoton o°‘zgaruvchi funksiya ekstremumga ega bo'lmaydi.
Masalan, y=kx+b funksiya k>0 bo‘lganda monoton o'suvchi, k<0
bo'lganda esa monoton kamayuvchi bo'lgani uchun ekstremumga
ega emas.

3- hoi. Funksiyaning ekstremum nuqtasi (ekstremum giymat-
lari) bir nechta va hatto cheksiz ko'p ham bo'lishi mumkin.
Funksiya uzluksiz bo'lganda, uning maksimum va minimum
giymatlari o'zaro almashinib keladi (7.3- chizma).

Eslatma. Agar funksiya [a,b] kesmada aniglangan bo'lsa,
funksiyaning x=a yoki x=b nuqtalardagi lokal maksimumi yoki
lokal minimumi haqida so'z yuritib bo'Imaydi, chunki x—a
nuqtadan chapda va x=b nuqgtadan o'ngda funksiya aniglanmagan.

1- misol./(x) =x2—ICbr+6 funksiyaning ekstremum nuqtasi v
ekstremum giymatini toping.

7.3- chizma.



Yechilishi. Berilgan kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratamiz:
f(x) =(*—5)2—19. x0=5 bo'lganda/(*,)=—19, x0*5 bo'lganda
esa (x—5)2>0 va /(x)=(x—b5)2—19>—19=/(x0) bo'ladi.

Demak, ~=5 nuqta funksiyaning ekstremum nuqtasi,/ (~» = —19
esa uning ekstremum giymati bo'ladi (7.4- chizma).
2- misol./(x)=2nfunksiyaning ekstremum nuqtasi va ekstremum

giymatini toping.
Yechilishi. / (x)—2x gat'iy monoton o'suvchi funksiya va 2v0
bo'lganligi uchun ekstremumga ega bo'Imaydi (7.5- chizma).

7.4- chizma. 7.5- chizma.

Biz yuqorida funksiyaning ekstremumlari va funksiya biror
oraligda bir nechta maksimum va minimumlarga ega bo'lishi
mumkinligi to'g'risida aytib o'tdik. Endi funksiyaning eng katta va
eng kichik giymatlarini topish masalasini garaymiz.

f(x) funksiya [0,Z5] kesmada aniglangan va uzluksiz bo'lsin.
Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko'ra funksiyaning [a,b\
kesmada eng katta va eng kichik giymatlari mavjud bo'ladi va bu
giymatlarga funksiya [a,b\ kesmaning nuqtalarida erishadi.

f(x) funksiyaning \a\b\ kesmadagi eng katta va eng kichik
giymatlarini topish uchun (7.6- chizma):

Ay

7.6- chizma. 7.7- chizma.
112



1)/(x) funksiyaning (a;b) dagi barcha maksimum va mini-
mumlari topiladi;

2) /(x) funksiyaning x=a, x=b nuqtalardagi f (a) va f(b)
giymatlari topiladi;

3) maksimumlarning eng kattasi bilan /(o), f(b) lar
taqqoslanadi, ularning kattasi funksiyaning [a;b] dagi eng katta
giymati bo'ladi;

4) minimumlarning eng kichigi bilan f{a), /(/>) lar tagqos-
lanadi, ularning kichigi funksiyaning [a;b\ kesmadagi eng kichik
giymati bo'ladi.

Esiatma. Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada birgina maksimum
(minimum) ga ega bo‘lsa, bu maksimum (minimum) funksiyaning
[a\b) dagi eng katta (kichik) giymati boiadi.

4-misol. R radiusli doiraga eng katta yuzli ichki to'g'ri to'rtbur-
chak chizilsin.

Yechilishi. To'g'ri to'rtburchak tomonlaridan birini x orqgali

belgilaymiz: AB =x; BC = ~l4R2—x2. El holda to'g'ri to'rtbur-
chak yuzi y - Xn]J4R~ —x2 boiadi, bunda 0<x<2R (7.7- chizma).

2 — X2 ning eng katta giymatini izlaymiz. Buning
y o'rniga y2ning eng katta giymatini topamiz:

y2=x24R2 x 2).

O'ng tomondagi ko'paytma ikki ko'paytuvchi x 2va 4R 2—x 2 dan
iborat bo'lib, ularning yig'indisi x 2+ (4R2—x 2=4R 2 o'zgarmas
bo'ladi.

Eng katta ko'paytma hagidagi teoremaga asosan y 2 ko'payt-
maning eng katta qiymatiga x 24R 2—x 2bo'lganda erishiladi. B
holda 2x2=4R 2yoki x,>0 bo'lgani uchun x = Rfl =

Demak, Rradiusli doiraga ichki chizilgan 5
barcha to'g'ri to'rtburchaklardan fagat
kvadrat eng katta yuzga ega bo'ladi.

5- misol. Berilgan sharga eng katta hajmli
ichki konus chizing.

Yechilishi. Quyidagi belgilashlami kiritamiz:
0OS=R, (YA=r, as=h(7.8- chizma). U
holda konusninghajmi ¥ = )‘Iir?‘] bo'ladi. To'g'-
ri burchakli uchburchakdagi metrik muno- 7 8- chizma.
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sabatlardan foydalanib, SAB uchburchakdan (2R—h): h=r:h ga
erishamiz, bundan rl==h(2R—h) (0<h<2R).

y - Mr{2R —h) ning eng katta giymatini hisoblash uchun
h22R—h) ko'paytmaning eng katta giymatini izlaymiz:
h 22R—h) —(h)2(2R—h).

Bu ko'paytmada h+(2R—h)=2R— o0'zgarmas bo'lgani uchun
eng katta giymatga h= : R da erishiladi. ymax = 3n/s bo'ladi.

81
Demak, berilgan sharga ichki chizilgan konuslardan balandligi

shar diametrining % gismini tashkil giladigani eng katta hajmga
ega bo'lar ekan.

4. Funksiyaning nollari. y=f(x) funksiya xe X (XcrR]) to'plamda
berilgan bo'lsin.

1- ta‘rif. Argument x ning funksiyani nolga aylantiradigan
giymatlari, ya'ni xeX ning/(x)=0 tenglamani ganoatlantiradigan
giymatlari funksiyaning nollari deyiladi.

Funksiyaning grafigi uning nollarida yoki Oxo'gini kesib o'tishi,
yoki Oxo'giga urinib o'tishi mumkin (7.9- chizma). 7.9- chizmadagi
X,, X2, x3 nuqtalar funksiya grafigining nollari bo'ladi.

1-misol./(x)=xi—9x funksiyaning nollarini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning nollarini topish uchun x+9x=0
tenglamani yechamiz: Xj=0, x2=—3, x3=3 nuqtalar berilgan
funksiyaning nollari bo'ladi (7.10- chizma).

Ba'zi funksiyalar o'zining aniglanish sohasida nollarga ega
bo'Imasligi ham mumkin, masalan, y=3x y=x2+1va h.k.

7.9- chizma. 7.10- chizma.
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Funksiyaning nollaridan o'tishda uning ishorasi o'zgaradi.
Bundan tashqari, uzilish nugtalaridan o'tishda ham ishora o'zgarishi
mumkin.

Berilgan funksiyaning ishorasini tekshirish uchun f(x)>0 va
/(x)<0 tengsizliklarni yechish natijasida x ning bu tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi giymatlari topiladi.

Agar funksiyaning grafigi Ox o'giga urinsa, urinish nuqtasida
funksiyaning ishorasi o'zgarmaydi.

X., X2, .. ., xnlar f(x)=0 tenglamaning yechimlari bo'lsin, u
holda funksiyaning aniglanish sohasi bir necha bo'laklarga bo'linadi.
Bu ketma-ket bo'laklarning har biridan bittadan giymat olib,
funksiya ishorasining o'zgarishini tekshirish kerak.

2-misol. v=* '*  funksiyaning ishorasini aniglang.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi (™>4)u(4;-+<«)
dan iborat. Funksiyani nolga aylantiradigan nuqtalarni topish uchun

kasrning suratini nolga tenglashtirib, x2—5x+6=0 tenglamaning
yechimini topamiz: Xx=2, x2=3. Funksiyaning ishorasini aniglash
uchun quyidagi oraliglarga bo'lamiz: (-°°;2), (2;3), (3;4), (4;+°0)

va bu bo'laklardan ketma-ket 1, ~, 5 nugqtalarni olib, funksi-

yaning ishorasini tekshiramiz: /(1) <0, f(5)>0, fC)< 0,
/(5) >0.

Xx=2, x,=3 nugqtalar berilgan funksiyaning nollari bo'ladi
(7.11- chizma).

5. Funksiya grafigining egilish (bukilish) nugqtalari. Funksiy:
grafigining egilish (bukilish) nuqtalarini topishda gavariq to'plam
va gavarig funksiya tushunchasi muhim ahamiyatga ega. Shuning
uchun biz awalo gavarig to'plam va qavariq funksiya tushun-
chalarini beramiz:

a) gavariqg to‘plam tushunchasi. Bo'sh bo'Imagan EczR2to'plan
berilgan bo'lsin.
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7.11-rasm.

1- ta‘rif. Agar Eto'plamning ixtiyoriy ikki nuqgtasi bilan birga
ularni tutashtiruvchi kesma ham shu to‘plamga qarashli bo'lsa, E
gavariq toplam deyiladi.

Boshgacha aytganda, agar ¥x,ye E va barcha Ae [0; 1] uchun
Ax+(1—X) ye E bo'lsa, E qavariq to'plam deyiladi.

7.12- chizmadagi to‘g'ri to‘rtburchak, doira, uchburchaklar
gavariq to‘plamlarga misol bo'la oladi, 7.13-chizmadagi shakllar
esa, gavarig bo‘lmagan to'plamlardir. Yagona elementli to‘plamlarni
va bo'sh to'plamlarni ham qavariq to'plam deb garash mumkin.

2- ta‘rif. Agar ixtiyoriy x, ye E, x*y nuqtalar va barcha Xe (0; 1)
sonlar uchun Ax+(1—X)y ham E to'plamning ichki nugtasi bo'lsa,
E qat'iy gavariq to'plam deyiladi. Masalan, doira qat'iy qavariq
to'plam bo'ladi, parallepiped esa gat'iy gavariq to'plam emas.

b) gavarig funksiya tushunchasi. f(x) funksiya E gavariq
to'plamda berilgan bo'lsin.



3- ta‘rif. Agar Vx,ye E va VXe [0;1) uchun
/(be+(1—X)y) < If{x)+ (1—X) f(y)
tengsizlik o'rinli bo'lsa, gavarig Eto'plamda aniglangan va chekli
/(x) funksiya gavarigq deyiladi (7.14-chizma).
4- ta‘rif. Agar Vx,y e E, xty nuqtalar va VXe [0; 1] uchun
f(Xx+(I-X)y) <Xf{x)+(I-X) f(y)
qat'iy tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya E to'plamda gat'iy gavariq
deyiladi.
5- ta‘rif. Agar g(xX)=—f(x) funksiya gavariq EczR" to'plamda
qavariq bo‘lsa,/(x) funksiya ~to'plamda botiqdeyiladi (7.15-chizma).
Misollar. 1) / (v)=]ic], xeR] funksiya gavariqdir, chunki

/m {Z\f{2))

AX)
yjiy))

7.15- chizma.

VX, x2e R\ x™x2 nuqgtalar va VAJ[0;1] uchun |bc,+(1—X)|x)<
<X K] +(1—X) ] tengsizlik o'rinli bo'ladi.

2) /(X)=e* funksiya R da qat’'iy qavariq funksiyadir, chunki
W{,x2e RI, x~x2nuqtalar va VXg(0;1) uchun

eix,+0-u™2 <x(X' +(1 -X)ex

tengsizlik bajariladi.

3) f{{x)—=exfunksiya R} da botiq funksiya bo'ladi.

Amaliyotda, ko'pincha, funksiya grafigi gavarigligi (botigligi)ni
tekshirishda yuqoridagi keltirilgan ta'riflarga ekvivaliyent bo'lgan
quyidagi ta'riflardan foydalaniladi.

fix) funksiya [a\o\ da berilgan bo'lsin.

6-ta‘rif. Agar f(x) funksiya grafigi istalgan vatarining o'rtasi
funksiya grafigining mos nuqtasidan pastda (yugorida) yotsa, bu
funksiyaning grafigi berilgan oraliqda botiq (gavariq) deyiladi (7.16-

117



chizma).

7- ta'rif. Agar istalgan xp x2 \eNo\uchun / A4 2 » /(X’);/(XZ)
(519
/(*)
LL/(x))
7.16- chizma.

tengsizlik o'rinli bo'lsa, f(x) funksiyaning grafigi [a,b] kesmada
botig (gavarigligi yuqoriga yo'nalgan) deyiladi.
8- ta‘rif. Agar istalgan xp x2 \d\ uchun

A X\+X2 /(X )+ 7 (x2)

2 T 2

tengsizlik o'rinli bo'lsa,/(x) funksiyaning grafigi [a;b] kesmada
gavariq (gavariqligi pastga yo'nalgan) deyiladi.

1- misol. /(x)=3Xfunksiya grafigining R1da gavarigligi yok
botigligini aniglang.

Yechilishi. Funksiya grafigining botigligi yoki gavarigligini ta'rif
bo'yicha tekshiramiz:

n, +v-

vVa

f(xO+f(x2) _ 3~ +3T2
2
Vx,, x2e R] (x, <x2) uchun ¥' va 32sonlar bir-biriga teng

emas va musbat sonlar. O'rta arifmetik va o'rta geometrik migdorlar
orasidagi munosabatlardan

tengsizlikka ega bo'lamiz. Demak, 4- ta'rifga asosan, funksiyaning
grafigi gat'iy gavariqdir (7.17- chizma).
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2- misol./(x)=sin x funksiya grafigining |0;7i] kesmada botigligini
ko'rsating.
Yechilishi. Shartga ko'ra
f X’+2X2 = sin XI+X2

va
i - i inx?
/(Xi)+f(x-)) _ sinx, +sinx’ . XL+x2 cos X.+X2

---------- = sin

2 2 2 2

larga ega bo'lamiz. Istalgan x,, x2 (0;n), x,<x2larda 0 < XXz

bo'lgani uchun
6\< oS xi—_l-z(-) <1 s x\-?(—> sin x. 42-sin X2

tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Demak, 6- ta'rifga asosan,/(x)=sin x funksiyaning grafigi [0;jt]
kesmada botigdir (7.18- chizma).

3- misol. Ushbu f(x)=x2funksiya grafigining R da gavarigligini
ko'rsating.

7.18- chizma.

Yechilishi. Istalgan Vx,, x2e R va x, * x2 bo'lganda
_ XM K 42X R2 < XL AR 2H(XFRRY) = X+ K] =/7(x,)+/(x2)
/ 1 2‘ 4 “ 4 2 " 2

tengsizlikka ega bo'lamiz, chunki x,2+x\ >2x,x2.
Demak, 8- ta'rifga ko'ra, berilgan funksiyaning grafigi R' da
gavarigdir (7.19- chizma).
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g) qavarig funksiyalarning
xossalari.

. Qavarig (botig) funksi-
yaning o'zgarmas musbat songa
ko'paytmasi yana gavariq (botiq)
funksiya bo'ladi.

2°. Qavarig (botiq) funksi-
yaning o'zgarmas manfiy songa
ko'paytmasi botiq (gavariq)
funksiya bo'ladi.

3°. Qavariq funksiyalarning

yig'indisi gavarig funksiya bo'ladi.

4°, Agar /(x) — gavarig va o'suvchi bo'lib, x=(/) esa botig
funksiya bo'lsa, u holda murakkab /(<p(0) funksiya botiq bo'ladi.

5°. Agar /(x) — botig va o'suvchi bo'lib, x=d)(/) esa gavariq
funksiya bo'lsa, u holda murakkab /7 (<p(/)) funksiya botiq bo'ladi.

6°. Agar/(x) — qgavarig va o'suvchi funksiya bo'lib, x=dp(/) esa
gavariq funksiya bo'lsa, u holda murakkab/(d (0) funksiya gavariq
bo'ladi.

7°. Agar/(n) —qavariq va kamayuvchi funksiya bo'lib, x=d(t)
esa botiq funksiya bo'lsa, u holda murakkab/(d(/)) funksiya gavariq
bo'ladi.

8°. Agar y—H(x) va y=g(x) o'zaro teskari (mos oraliglarda)
funksiyalar bo'lsa, u holda:

a) agarf(x) — botig va o'suvchi funksiya bo'lsa, g{X) funksiya
gavarig va o'suvchi bo'ladi;

b) agar /(x) — qavariq va kamayuvchi funksiya bo'lsa, g(x)
funksiya botiq va kamayuvchi bo'ladi;

d) agar /(x) — gavariqg va kamayuvchi funksiya bo'lsa, g (x)
funksiya qavariq va kamayuvchi bo'ladi.

9°. \ab\ oraligda botiq bo'lgan/(x) (o'zgarmas sondan fargli)
funksiya shu oraligning ichida o'zining eng katta giymatini gabul
gilmaydi.

10°. Agar /(x) va g(x) funksiyalar musbat va gavarig bo'lsa, u

holda ¥ = funksiya gavarig bo'lishi uchun bu funksiyalarning

biri o'suvchi, ikkinchisi esa kamayuvchi bo'lishi yetarli.
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11° Agar Y - f‘v()) funksiya gavariq bo'lib,/ (x) manfiy, gavariqg

va o'suvchi bo'lsa, u holda d(x) funksiya musbat, botig va o'suvchi
bo'ladi.

12°. Agar Y= botig bo'lib,/(x) va d(x)) funksiyalar

gavarig va manfiy bo'lsa, u holda garalayotgan funksiyaning biri
o'suvchi, ikkinchisi kamayuvchi bo'ladi.

13°. Agar/(x) funksiya gavariq bo'lsa, (/(*)*0) funksiya
botig bo'ladi.

14°. Agar f(x) funksiya musbat va gavariq bo'lsa, u holda
v ="If{x) funksiya qavariq bo'ladi (n — natural son).

15°. Agar |/(X)]" funksiya gavariq bo'lsa (/) — natural son), u
holdafix) funksiya musbat va botiq bo'ladi.

16°. Agar f{x) va d(x) funksiyalar musbat, o'suvchi, botiq
bo'lsa, u holda v=f(x) mp(x) funksiya musbat, o'suvchi, botiq
bo'ladi.

17°. Agar fix) va d(x) funksiyalar musbat, kamayuvchi, botiq
bo'lsa, u holda y=f(x) «d(x) funksiya musbat, botiq bo'ladi.

18°. Agar f(x) va d(x) funksiyalar manfiy, o'suvchi, gavariq
bo'lsa, u holda y=f(x) mp(x) funksiya musbat, botiq bo'ladi.

19t. Agar f(x) va (x) funksiyalar manfiy, kamayuvchi,
gavarig bo'lsa, u holday="f(x) «d(x) funksiya musbat, botiq bo'ladi.

20°. Agar fix) funksiya musbat, kamayuvchi, gavariq bo'lsa,
(x) funksiya esa musbat, o'suvchi, gavariq bo'lsa, u holda
y="f(x) mp(x) funksiya musbat, gavariq bo'ladi.

21°. Agar f{x) funksiya manfiy, o'suvchi, botiq bo'lsa, d(x)
funksiya esa manfiy, kamayuvchi, botiq bo'lsa, u holda
y—F ix) mp(x) funksiya musbat, gavariq bo'ladi.

22°. Agar f(x) musbat, o'suvchi. gavariq bo'lsa, d(x) funksiya
esa manfiy, o'suvchi, botiq bo'lsa, u holda y=f{x) mp(x) funksiya
manfiy, botig bo'ladi.

23°. Agar f{x) funksiya musbat, kamayuvchi, qavariq bo'lsa,
(x) funksiya esa manfiy, kamayuvchi, botiq bo'lsa, u holda
y=fix) mp(x) funksiya manfiy, botiq bo'ladi.
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24°. Agarf(x) musbat, o'suvchi, botiq bo'lsa, g(x) funksiya esa
manfiy, o'suvchi, gavariq bo'lsa, u holda y=/(x)-tp(x) funksiya
manfiy, gavarig bo'ladi.

25°. Agar f(x) musbat, kamayuvchi, botiq bo'lsa, d(x)
funksiya esa manfiy, o'suvchi, gavariq bo'lsa, u holda y=f(x) *d(x)
funksiya manfiy, gavariq bo'ladi.

fix) funksiya E—qavariq to'plamda berilgan bo'lib, xCe iTho'lsin.

6- ta‘rif. Agar f{x) funksiya Uf(x{) atrofda gavariq (botiq)
bo'lib, WHx0 atrofda esa botiq (gavariq) bo'lsa, x0 nuqta
funksiyaning (funksiya grafigining) egilish nuqtasi deb ataladi.

Masalan, 1) y—x3 funksiya grafigi uchun a™O nugta egilish
nugtasi bo'ladi; 2) v=sin x funksiyaning grafigi uchun x=nn, neZ
nugtalar egilish nuqgtalari bo'ladi (7.20- a, b- chizmalar).

7.20- chizma.

6. Funksiya grafigining simmetriya o'qlari. Agar shunday
o'zgarmas Xg son mavjud bo'lsaki, istalgan xeX uchun x0—xeX,
Xg+xeX bo'lganda

/ (X0—x)=1f(x0+x) (@)

tenglik bajarilsa, x=x{to'g'ri chiziq y=f(x) funksiya uchun vertikal
simmetriya o'qi deyiladi. Xususiy hollarda iio=0 bo'lganda juft
funksiya uchun Oy o'gi simmetriya o'qi bo'ladi.

1- misol. y=ax2+bx+e (a*0) funksiya grafigining ganday vertikal
0'qga nisbatan simmetrikligini aniglang.

Yechilishi. Simmetriklik (*) shartiga ko'ra tekshiramiz:

a(x0—x)2+b(xl—x)+c=a (xmx)2+b (x0+x)+c,
—2axx0—bx=2a xi] x+bx.
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7.21- chizma.
Bu tenglikni jg, ga nisbatan yechamiz:
X0 =— ,ya'ni x =— * —simmetriya o'qi (7.21- chizma).

Agar istalgan xe D(f) uchun y0="]/(x0—Xx) +/(x0+Xx)]
ayniyat o‘rinli bo'lsa, (x0y0 nuqta f(x) funksiya grafigi uchun
simmetriya markazi bo'ladi.

Xususiy holda (?(0;0) nuqta tog funksiyaning simmetriya
markazidir.

2- misol. y=ax+b funksiya grafigining simmetriya markazini
toping.
Yechilishi. Simmetriya markazini topish shartini yozamiz:
2y0=a(x0—x)+b+a(x0+x)+b,
2y0—2ax0+2b.

Bu yerdan y0=ax0+b bo'ladi. bunda x0 — ixtiyoriy nuqta.
Demak, y=ax+b funksiya grafigining simmetriya markazi M (%, cL, +b)
nuqtada ekan.

Quyidagi tasdiglar o'rinli:

1. Agar y=f(x) (-oo<x<+°°) funksiyaning grafigi x=a va x=b
(b>a) parallel vertikal o'glarga nisbatan simmetrik bo'lsa, f(x)
funksiya davriy funksiya bo'lib, uning davri 2b—2 a ga teng.

2. Agar y=f(x) (-°°<x<+0=) funksiyaning grafigi A(a;y0) va
B (0,yX (b>a) nuqtalarga nisbatan simmetrik bo'lsa, y=f{x)
funksiyani |kk|ta chizigli funksiya va biror davriy funksiya ( T=2b—2a)
ning yig'indisi shaklida tasvirlash mumkin. Xususiy holda, yOy\
bo'lsa, y=f(x) — davriy funksiya bo'ladi.
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3. Agar y=f(x) (—2o<x<+c’) funksiyaning grafigi A(a;y0) nuqta
va x=b (bta) to'g'ri chiziqga nisbatan simmetrik bo'lsa,/(x) davriy
funksiya bo'lib, uning davri 4b—4a ga teng bo'ladi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Funksiya grafigining koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalari
koordinatalarini toping:

1. f(x)=2,5x-5. 2. /(x)=5x+I

3. f(x) =x24x+5. 4. /(x) =3-*—1

5. f(x) —eosx. 6. /(x)=(x—2)(x+5).
7./ (x)=log32—x). 8. /(x) =2.

Funksiya aniglanish sohasining chegarasi yaginida uning limitini
toping:

X2+2, 0<x <1bo’'lganda,
10. fix) =\
2x2+1 1<x <2 bo’lganda.

11. fix) = e*].I " 12. f(x)=x2-3x, xe[l;2].

13.7(x)=sign x. 14. f(x) =Vx —2.

Funksiyalarning ekstremum nugqtalari va ekstremum giymat-
larini toping:

17. f (X)=x24. 18. /(x)=4x—3.
19. /(x)=3n—1 20. /(x)=x2—5x+6.
21./(x)=cosx, xe[0;271], 22. f(x)—5.

23. / (X)=x2—4x. 24. / (x)=x3—3x2

25. Berilgan konusga eng katta yon sirtli ichki silindr chizing.

26. Berilgan konusga eng katta hajmli ichki silindr chizing.

27. Berilgan sharga eng katta yon sirtli ichki konus chizing.

28. Tomoni 40 sm bo'lgan kvadrat shaklidagi tunukadan
imkoniyati boricha katta hajmli usti ochiq quti yasang.
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Funksiyalarning nollarini toping:

29./(x)=x2-3 . 30./(x)=e3-1I. 31. /7 (x)=2v'+1
32. / (X)=x2+4. 33. 7/ (x)=x2—9. 34./ (x)=cos x.
35.7(x)=In(x—2). 36. /(x) =Vx —A4.
37. /(x) = . 38. /7 (x)-"™.

_ —5x+6 _
39. /(x)= X—3 40. (x)=2n—4.

Funksiya grafigining berilgan kesmada (oraligda) gavariq yoki
botigligini aniglang:

41. /(x)=x3 xe R: 42. f(x)=6~x
43./(x)=cos x, xe 44. /(x)=1g x, xe (0:+@")
45./ (x)=x4, xe R 46. /(x)=x [, xe [—4; 4].

Ox o'gida shunday nugqtani topingki, undan parabolaning
simmetriya o‘qi o‘tsin:

47, y=x2+3. 48. y=(x+2)2 49.j=-3(x+2)2+2.
50. v=(x—2)2+2.  51.y=x2+x+I. 52.>>=20-3 +5.

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1. (2;0), (0;-5). 2. (0; 1), (-0,2; 0). 3. (0;5). 4. (0;0).
5. ( +nn;0), ne Z 6. (2;0), (5;0), (0; —10).

7. (1; 0), (0; log2). 8. (0; 2).

9. /(x00)=I, /(—3—0)=+00, /(—3+0)=+°".
10. /(1+0)=/(1-0)=/(1)=3. 11./(0-0)= (0+0)=I.
1,/7(0+0)=1

12. /7 (1)=—2,/(2)=—2. 13./(0-0)=

14./ (2+0)=/(2)=0. 15./(2+0)=/(2)=T.
16./(3-0)=/(3+0)=1. 17. x=0, / min(0)=—4.

18. Yok, 19.Yo0'q. 20. x=2,5,/min(2,5)=—1/4.
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21. x=0, x=n, x=2n, /Tax(0)=/Tax(21r)=15 /'I]_lﬂﬂ)z—l.

22. Yo'q. 23.x=2, /1b)(2)=-4.

24. x=0. x=2, /Tax(0)=0, /min2)=—4. 25. " . 26. ".
n 20 2 3

27. ' 28. 3 (sm). 29.x=0,x=3. 30.*=0. 31.Yo'q.

32.Y0'g. 33.x=x3. 34. x ="+n/;, a<2. 35 x=3
36.n=4. 37.Y0'q. 38.x=%2. 39.x=2. 40.7=2.
41. (-00;0) da botiqg, (0;+~) da gavarig. 42. da gavarig.

nn
43. 99 dabotiq. 44. (0;+°°) da botig. 45. da qavariq.

46. |4, 0) da botiqg, (0; 4] da gavarig. 47. x=0.
48. x=—2. 49.x=—2. 50.x=2. 51.x=—WVi 52.x=3/4.

8-§. ELEMENTAR FUNKSIYALAR VA ULARNING
GRAFIKLARI

Matematikaning ko'p masalalarida qo'lUniladigan quyidagi
funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deyiladi-

1 y=b —o'zgarmas funksiya (Z>=const), bi

2. y=xa darajali funksiya, a — hagiqgiy son.

3. y=ax ko'rsatkichli funksiya, bunda a > Q a*l

4. y=log,, x logarifmik funksiya, bunda a > Qa oL

5. y=sin X, y=cosx, y=tgx, y=ctgx, y - 1 =secx,
Cos*
V=g, =cosecx — trigonometrik funksiyalar.
6. y=arcsin X,y=orccosx, y=arctgx, y=arcctgx - teskal

trigonometrik funksiyalar.

Chekli sondagi asosiy elementar funksiyalar ustida go‘shish,
ayirish, ko‘paytirish, bo'lish. natural darajaga ko'tarish, ildiz
chigarish amallarini bajarish va murakkab funksiya hosil qgilish
natijasida yuzaga keladigan (analitik usulda berilgan) funksiyalar
ham elementar funksiyalar deyiladi. Masalan,

x+Hgl o
Y=3 * y=arcsinxz, Yy =log3(x" —4X+3)

funksiyalar elementar lunksiyalardir.
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Elementar bo'Imagan funksiyalarga misollar:
1 y =sin X+34x +arctg2x2+... .

2. Y =X +2x2+; X3+... .
3. Dirixle funksiyasi:

0, x irratsional son bo’lganda,
D(x)
1, x ratsional son bo’lganda.

Bu 1-2- misollarda amallar chekli marta bajarilmagan, 3-
misolda elementar funksiyalar gatnashayotgani yo‘q.

Elementar funksiyalar quyidagi asosiy sinflarga bo‘linadi:

1) butun-ratsional funksiya (ko‘phad). Bunday funksiyaning
umumiy ko'rinishi quyidagicha bo'ladi:

/(x) =a0x" +ox" 1+..+W, Xx+o0,

bunda a0, a,..., &, — haqiqiy sonlar, a0d® (ko'phadning koeffit-
siyentlari), n- manfiy bo'Imagan butun son (ko'phadning darajasi).
o, 4,..., &,sonlar va x ustida chekli sondagi qo'shish, ko'paytirish
va darajaga ko'paytirish amallari bajarilgan. Butun-ratsional
funksiyaning aniqglanish sohasi R dan iborat. Xususiy holda,
y=ax+b — chizigli funksiya va y=ax2+bx+c — kvadrat uchhad
butun-ratsional funksiyalardir.

2) Qasr-ratsional funksiya. Ikkita gisqgarmas butun-ratsional
funksiyaning (ko'phadning) nisbatidan tuzilgan

f(x)= PMx) = adxn+ux"-'+..+a,
Qm(x)  bBOxm+bix m=1+...+bm

funksiya kasr - ratsional funksiya deb ataladi. Kasr-ratsional
funksiya

X =RI\|x:xe R\ Qmx)=txm+bxm-1+..+madQ

to'plamda, ya'ni maxrajni nolga aylantiruvchi nuqtalardan farqli
bo'lgan barcha hagigiy sonlardan iborat to'plamda aniglangan.
Xususiy holda,

x5+2
y:;rﬂéx va X —1

lar kasr-ratsional funksiyalar bo'ladi.

B
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Butun - ratsional va kasr - ratsional funksiyalar birgalikda ratsional
funksiyalar sinfini tashkil giladi.

3) irratsional funksiya. Harfiv o‘zgaruvchilarni o'z ichiga olgan

ifodalarda ildiz chigarish amali gatnashgan algebraik ifodalar berilgan
o‘zgaruvchilarga nisbatan irratsional ifodalar deyiladi.

Tarkibida irratsional ifodalar gatnashgan algebraik ifodalarning
moslik gonunini ratsional ifodalar yordamida ko‘rsatish mumkin
bo'Imasa. bunday ifodalar irratsionalfunksiyalar deyiladi. Masalan,

4X3+74X3- 4
= vI— Y- \X+2, y=yk
W+6x —4 \X+2, y =y

funksiyalar irratsional funksiyalardir.

4) algebraik funksiya. Ratsional va irratsional funksiyalar sinflari
birgalikda algebraik funksiyalar sinfini tashkil giladi. Ushbu
tenglamani ganoatlantiradigan har ganday funksiya algebraik
funksiya deyiladi;

AD(xX)yn+A{(xX)yn~ +... +A,,_\(X)y +A:(X) =0,

bunda AO(x), A™X)...., An(x) berilgan butun-ratsional funksiyalar.
1((x)*0 va n — butun musbat son.

Misollar. 1. y =\Jx2+1 — algebraik funksiyadir, chunki u

y 3x 2—1=0 tenglamani ganoatlantiradi.
2. xy2—2(x2—1)y—4x=0 tenglama bilan aniglangan funksiya
ikkita algebraik funksiyadan iborat boiadi, ya‘ni

_ X2-1+J(x2-\)2+4x2 >
X2—1+J(X2m-1)2 +4%2 2
X X

3. X 4 5+xy—x3+4=0 tenglama bilan aniglangan funksiya ham
algebraik funksiya boiadi, lekin bu funksiyani oshkor ko'rinishda
yozish mumkin emas, chunki uni radikalga nisbatan yechib
bo'Imaydi. Bu holda biz oshkormas algebraik funksiyaga ega bolamiz.

5) transsendent funksiyalar. Barcha algebraik bolmagan
funksiyalar transsendent funksiyalar deb ataladi (ko'rsatkichli,
logarifmik, trigonometrik funksiyalar va teskari trigonometrik
funksiyalar transsendent funksiyalardir), masalan: y=sin3x,
y=2xA\ y=arctg5x funksiyalar transsendent funksiyalardir.
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Shunday qilib, barcha elementar funksiyalar algebraik va
transsendent funksiyalar sinflariga bo'linadi.

Endi asosiy elementlar funksiyalarning har biri hagida batafsil
to‘xtalib o'tamiz.

1 0 ‘zgarmas funksiya. y=b (bu yerda b — biror hagigiy son)
formula bilan berilgan funksiya o'zgarmasfunksiya deyiladi.

y —b o'zgarmas funksiyaning grafigi abssissalar o'qiga parallel
va ordinatalar o'gidagi (0Z>) nuqta orgali o'tuvchi to'g'ri chizigdan
iboratdir. 8.1- chizmada bir necha o'zgarmas funksiyalarning
grafiklari tasvirlangan. Xususiy holda, y=0 funksiyaning grafigi
abssissalar o'gidan iboratdir.

x=a (bu yerda a — biror haqiqiy son) formula bilan berilgan
funksiya ham o'zgarmasfunksiya deyiladi.

X=a o'zgarmas funksiyaning grafigi ordinatalar o'qiga parallel
va abssissalar o'gidagi (5;0) nuqta orgali o'tuvchi to'g'ri chizigdan
iboratdir (8,2- chizma). Xususiy holda, x=0 funksiyaning grafigi
ordinatalar o'gidan iboratdir.

8.1- chizma.

S ><V
2_
X=u(a<0) X=a (a>0)
x <o 1
X ) X
* r o 1 i =
0 2 4 U 12 3 47
X =2 X —4
8.2- chizma.
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2. Darajali funksiya. y=x? ko‘rinishdagi funksiya darajalifunksiy:
deyiladi, bunda a — ixtiyoriy haqigiy son.

Bu funksiya uchun a ning ganday giymatlar gabul gilishiga
garab, quyidagi hollar bo'lishi mumkin:

a) a—n (n>2 — butun musbat son). Bu holda funksiyaning
grafigi (1;1) nuqtadan o'tadi va koordinatalar boshida abssissalar
o'giga urinadi.

Agar n(n=2nt, me N)juft bo'lsa, u holda funksiya x=0 nugtada
minimumga ega bo'ladi va uning grafigi ordinatalar o'giga simmetrik
joylashadi (8.3-, 8.4- chi/malar).

Agar n(n—=2m+\, me N) toq bo'lsa, funksiyaning grafigi x=0
nugtada buriladi va uning grafigi koordinatalar boshiga nisbatan
simmetrik joylashadi (8.5-, 8.6- chi/malar).

b) a=—n (ne N). Bu holda funksiya ekstremumga ega bo'lmaydi,
uning grafigi (1; 1) nuqgtadan o'tadi.
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8.7- chizma. ¥ = jm 'me ~° 88-chizma. (1) Y= 4. (2 v= ¢g.

Agar n{n=—2m, me N) juft bo'lsa, funksiyaning grafigi
ordinatalar o'giga nisbatan simmetrik bo'ladi (8.7-, 8.8- chizmalar).

Agar n(n=2m+\, me N) toq bo'lsa, funksiyaning grafigi
koordinata boshiga nisbatan simmetrik joylashadi (8.9-, 8.10-
chiz.malar).

da-r (r = P, p,g —natural va o'zaro tub sonlar). Bu holda

hamma funksiyalar koordinata boshida nolga aylanadi va ularning
grafiklari (1; 1) nugtadan o'tadi.

v =rfx? funksiyaning grafigi p va g larga bog'lig bo'ladi. Bu
funksiya uchun quyidagi hollarni garaymiz:

1°- hoi. p—juft (p =2», ne N),q—toq (Q= 2n+ 1, neN)
bo'lsin. U holda y =yfx" funksiya (-00+°°) oraliqda aniglangan bo’ladi.

8.9- chizma. y = me N 8.10- chizma. (O ¥ - r>@2)Yy =



Bu funksiya juft bo'ladi: y = LLk—x) =Lxp,uning grafigi Oy o'giga
nisbatan simmetrik joylashadi, u [0;+»=) da monoton o'suvchi va
10;+00) oraligdagi ixtiyoriy x lar uchun y = n/x~ >0 bo'ladi.
Demak, y ={[x™ funksiyaning grafigi abssissalar o'gining
yugorisida joylashib, 0(0; 0) va (1; 1) nuqgtalardan o'tadi.

v =yfx"” funksiyaning grafigi 0 <p <1 bo'lganda 10;+°°)

oraligda botiq, P >« bo'lganda esa qavariq bo'ladi. 0 < P < 1 shartda

funksiyaning grafigi (0;1) oraligda y=x bissektrisadan yuqorida
joylashadi, (1;+°°) oraligda esa bissektrisadan pastda joylashadi
(8.11-, 8.12- chizmalar).

= p~2m. g=2m+\, m e TV 0< Q< 1 (l)J> - |_||)(1’ (2) y = oy

8.13- chizma. 8.14- chizma.



Agar p>1 bo‘lsa (0;1) oraligda funksiyaning grafigi y=>*

bissektrisadan pastda; (1,+®°) oraligda esa yuqoridajoylashgan boiadi
(8.13-, 8.14 - chizmalar).
2- hoi. p va g —toq bo'lsin (p=2m+\, g=2n+\, m,neN). U

holda y = funksiyaning aniglanish sohasi dan

iborat va toq funksiya bo'ladi. Hagigatan ham, y = =—\jxp .

Bu holda funksiya simmetrik joylashgan bo'lib, (0;0) va (1;1)
niiqtalardan o'tadi. Bu funksiya(-°°,+<») da monoton o'sadi.

0 <P <1 bo'lganda funksiyaning grafigi (0;+°0) oraligda botiq,

P >1 bo'lganda esa funksiya grafigi qavariq bo'ladi (8.15-, 8.16 -
chizmalar).

8.15- chizma. (1) >=Mx. (2)y =fx-. 8.16- chizma. (DY = fx5,(2)y =

3- hoi. p — toq, g —juft bo'lsin. y =\[x? funksiya [0;+c
oraligda aniglangan, monoton o'sadi, [0;+0°) oraligdagi barcha x
p
larda y =xq >0 bo'ladi. Shuning uchun uning grafigi abssissalar
0'gining yuqorisida joylashadi. Funksiyaning grafigi (0;0) va (1;1)
nuqtalardan o'tadi. 0 < p <1 bo'lganda funksiyaning grafigi [0;+°°)
oraligda botiqg (8.17 - chizma),

P >1 bo'lganda esa funksiya grafigi gavariq bo'ladi (8.18-
chizma).
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8.17- chizma. (1) v = )y =if?. 8 ,8.chizma (y = ) v=4?
24
8.20- chizma. i
I
2
/— juft, ¢ — toq. (|)>. = 3, (2)y X 5.
2)a-r- P\ g —o0‘zaro tub va natural sonlar) bo'lsin.

Bu holda y =x q darajali y = funksiyani ko'rinishda

yozish mumkin. Ikki holni tahlil gilamiz.
1-hol. p —juft, g—toq bo'lsin. Bu holda funksiya (-<~;0)u(0;+0°)
oraliglarda aniglangan va juft funksiya bo‘ladi. Shuning uchun uning

grafigi ordinatalar o'giga nisbatan simmetrik joylashgan bo'ladi.
_p

y =X 4 funksiya (0;+°°) oraligda kamayuvchi, (-°°;0) oraligda esa
o'suvchi, (-°°;0) va (0;+°°) oraliglardagi barcha n lar uchun

V=x d >0 bo'ladi. Shu sababli uning grafigi abssissalar o'gining

yugorisida joylashadi va (1; 1), (—1;1) nuqgtalardan o'tadi. x=0 va
>=0to'g‘ri chiziglar funksiya grafigining mos ravishda vertikal va
gorizontal asimptotalari bo'ladi (8.19-, 8.20 - chizmalar).
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2-hol. p va g — toq bo'lsin.Funksiya (-°°;0)u(0;+«>) sohada
aniglangan. Bu sohada funksiya toq bo‘ladi. Shuning uchun uning
grafigi koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylashadi. Funksiya
bu sohada kamayuvchi. x=0 va y=0 to'g'ri chiziglar, mos ravishda,
funksiyaning grafiklari uchun gorizontal va vertikal asimptotalar
boiadi (8.21- chizma).

8.21- chizma.() y - x 3, (2)y - x 3. 8.22- chizma. (i)v =* 4,@2)y =x 2.

3-hol. p—tog, g—juft bo'lsin. y =x p4 funksiya (0;+°°) oraligda
aniglangan va shu oraligda kamayuvchi boiadi. x=0 va_y=0to'g'ri
chiziglar funksiyaning grafigi uchun mos ravishda gorizontal va
vertikal asimptotalar boiadi (8.22- chizma).

3. Ko‘rsatkichli funksiya.

Ta‘rif. Ko Tsatkichli yoki eksponensial (lotincha ,,eksponent" -
»ko'rsatkich") funksiya deb, y = akko'rinishdagi funksiyaga aytiladi,
bunda 0>0, w/l, x — erkli o'zgaruvchi.

Ko'rsatkichli funksiya fan va texnikada muhim ahamiyatga ega.
Tabiatdagi ko'p hodisalarni y=ax ko'rsatkichli funksiya yordamida
ifoda etish mumkin.

Misollar.

1 Xalg turmush darajasining muhim ko'rsatkichlarini aholinin
daromadlari, real daromad fondlari belgilaydi. Malum ma'noda,
bu xarakteristikalarni ko'rsatkichli funksiya yordamida ifodalash
mumkin. Yilning oxirida aholi jon boshiga to'g'ri keladigan real
daromad

D=D,(\+qy
formula yordamida ifoda etiladi, bunda D— hisobot yilida aholijon
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boshiga to'g'ri keladigan real daromad, t—vaqt, D — har bir kishiga
/yilda to‘g‘ri keladigan real daromad, g—aholi jon boshiga to'g'ri
keladigan yillik reja daromadining ko‘payishi.

2. Tirik jonzotning ko‘payish populatsiyalari dinamikasijarayoni
g(t)=g0ec ko'rsatkichli funksiya yordamida ifodalanadi. (g0 —
boshlang'ich kattalik, ¢ — doimiy son).

3. Ehtimollik nazariyasida f(x) = L e~x~ko'rsatkichli funksiya

muhim ahamiyatga ega.

Ko'rsatkichli funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. Ko'rsatkichli funksiyaning aniglanish sohasi barcha haqiqiy
sonlar to'plamidan iborat: D(aX=R\

2°. Ko'rsatkichli funksiyaning o'zgarish sohasi: E{f)=(0",+°°)=R}+
dan iborat.

3°. a>1 bo'lganda cf funksiya aniglanish sohasida o'suvchi,
0<o< 1Dbo'lganda esa kamayuvchidir.

4°, a> 1bo'lsin. U holda .x>0 bo'lganda cf>1, x<0 bo'lganda
ax<1bo'ladi.

5°. 0<a<I bo'lsin. U holda x >0 bo'lganda ox<1, x<0 bo'lganda
tf> 1 bo'ladi.

6°. a>1 bo'lsin. U holda x— da av— X->-00 da esa
bo'ladi.

7°. 0 <a<1bo'lsin. U holda da a'—9, da esa
bo'ladi.

8°. v=0 to'g'ri chiziq y=ax funksiya grafigining gorizontal
asimptotasi bo'ladi.

9°. Ko'rsatkichli funksiyaning grafigi aniglanish sohasida gqavariq
bo'ladi. 8.23, 8.24-chizmalarda y=ax y=a—x (a>0, a*1l)
funksiyalarning grafiklari keltirilgan.

(2) 0<a< 1 (2) 0<a< 1
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4. Logarifmik funksiya.

1 - ta'rif. y=axko'rsatkichli funksiyaga teskari bo‘lgan funksiya a
asosli logarifmikfunksiya deyiladi vay =log,,x kabi belgilanadi (a>0, at 1).

Ma'lumki, v =log, x <>ay - x bo'lib, bunda almaXx.

Nol va manfiy sonlarning logarifmlari mavjud emas.

Logarifmik funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. Uning aniglanish sohasi barcha musbat sonlar to'plamidan
iborat: D(logj x = R+=(0;+°°).

2°. Uning giymatlar sohasi barcha hagigiy sonlar to‘plamidan
iborat: E(\oga)-R I.

3°. Funksiya a>1 bo'lganda, o'suvchi, 0 <a< 1bo'lganda esa
kamayuvchidir.

4°. @>\ bo'lsin. U holda x >1bo'lganda log,,x>0 tengsizlik, 0<x<I
bo'lganda esa logox<0 tengsizlik o'rinlidir (ya'ni x>I bo'lsa,
funksiyaning grafigi Ox o'gidan yugqorida, 0<x< 1 bo'lsa,
aksincha, Ox o'gidan pastda joylashadi).

5°. 0 <a< 1lbo'lsin. U holda x>1bo'lganda, logox<0 tengsizlik,
0<x< 1 bo'lganda esa log,x>0 tengsizlik o'rinlidir (ya'ni x>I
bo'lsa, funksiyaning grafigi Ox o'gidan yugorida joylashadi).

6°. Agar a>1 bo'lsa, lim logax = Hm logOx =-°°
munosabatlar o'rinli bo'ladi.”
7°. Agar 0 <a<1bo'lsa, lim log,, x =-«>, Ai%logax =+4+m

munosabatlar o'rinli bo'ladi.

8°. Agar a>1 bo'lsa, funksiyaning grafigi botig, 0<x< 1
bo'lganda esa gavariq bo'ladi.

Logarifmik funksiyaning grafigi (1; 0) nugtadan o'tib, ordinatalar
0'giga asimptotik ravishda yaginlashadi. x=0 to'g'ri chiziq (Oy o0'qi)
funksiya grafigiga vertikal asimptota bo'ladi (8.25- chizma).

8.25- chizma. 8.26- chizma. (1) y=Inx,
y=logoX, (1) a>1, (2) O<o<l. (2) y=log3x, (3) v=Igx.
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y=logax logarifmik funksiya y=<f kc'rsatkichli fonksiyaga teskari
bo'lganligidan uning grafigi ko'rsatkichli funksiyaning grafigiga (ular
bir xil asosli boiganda) birinchi va uchinchi chorak bissektrisasiga
nisbatan simmetrik bo'ladi.

2- ta‘rif. Asosi 10 bo'lgan logarifm o'nli logarifm deyiladi va u
»1g“ belgisi orqgali yoziladi, ya'ni y=logl) x=Igx (8.26- chizma).

3- ta‘rif. Asosi ,,e=2,71" bo'lgan logarifm natural logarifm
deyiladi va u ,,In* belgisi orqgali yoziladi, ya'ni v=logx=In x (8.26-
chizma).

5. Trigonometrik funksiyalar

1. Sinus, kosinus, tangens va kotangenslarning ta‘riflari.

1- ta‘rif. To'g'ri burchakli uchburchakda o'tkir burchak garshisida
yotgan katetning gipotenuzaga nisbati shu o'tkir burchakning sinusi

- . Cs
deyiladi vau sina = An

Ixtiyoriy burchakning sinusi quyidagicha aniqianadi: markazi
koordinatalar boshida bo'lgan ixtiyoriy radiusli aylana olamiz, bunda
OA — boshlang'ich radius, O nuqta koordinatalar boshi, A nuqta
esa aylananing Ox o'gining musbat yo'nalishida yotgan nuqtasi
(8.28- chizma). Agar boshlang'ich radius OA ni O nuqta atrofida
soat strelkasiga teskari yo'nalishda aylantirsak, u holda musbat
burchakka, soat strelkasi bo'yicha aylantirsak esa, manfiy burchakka
ega bo'lamiz (8.29- chizm).

Bu aylantirish natijasida A nuqta koordinatalari x, y bo'lgan B
nugta holatiga keladi. a burchakning sinusi deb, Bnugta ordinatasining

kabi belgilanadi (8.27 - chizma).

aylana radiusiga nisbatiga aytiladi vau sina = oc) kabi belgilanadi.
2- ta‘rif. To'g'ri burchakli uchburchakda o'tkir burchakka yo-
pishgan katetning gipotenuzaga nisbati, shu o'tkir burchakning
kosinusi deyiladi va a = “ u kabi belgilanadi (8.27- chizma).
a burchakning kosinusi deb, Bnugta abssissasining aylana radiusiga

nisbatiga aytiladi va u sina = kabi belgilanadi (8.28 - chizma).

3- ta‘rif. To'g'ri burchakli uchburchakda o'tkir burchak garshisida
yotgan katetning burchakka yopishgan katetga nisbati shu o'tkir

burchakning tangensi deyiladi va u tgoczﬁg kabi belgilanadi
(8.27-chizma).
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8.27- chizma.

Ixtiyoriy a burchak tangensi deb,
B nugta ordinatasining uning
abssissasiga nisbatiga aytiladi va u

tga="" kabi belgilanadi (8.28-
chizma). c
4-ta‘rif. To'g‘ri burchakli
uchburchakda o4kir burchakka vV o B(x; -y)
yopishgan katetning burchak
garshisidagi katetga nisbati shu
o‘tkir burchakning kotangensi

ly

o AC : o
deyiladi va u ctgoc [ Kkabi 8.29- chizma.

belgilanadi (8.27- chizma).
Ixtiyoriy a burchak kotangensi deb. B nugta abssissasining uning

ordinatasiga nisbatiga aytiladi va u ctga = X kabi belgilanadi (8.28-
chizma). d

2) y =sin x funksiya. Sinus funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. Uning aniqlanish sohasi sonlar o‘qi, giymatlari sohasi esa
[—1;]] kesmadan iborat: 2 (sin)=/, £(sin)=[—1,1].

2°. Sinus toq funksiya: barcha xe R lar uchun

y (—x) =sin(—x) =—sin x =—3(x).

3°. Sinus davriy funksiya: barcha xe Rlar uchun sin(x+27t)=sin x
(2n— sinusning eng kichik musbat davri).

4°. x=7in nuqtalar, bunda neZ, sinusning nollari: sinx=0

5°. (27in\ k+2nn) da sinusning giymati musbat, (n+2nn;
2n+2nn) da esa sinusning giymatlari manfiy, bunda neZ.
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0. —2+2nm ~+2wr  kesmada funksiya —1 dan 1 gacha
o‘sadi, bunda «eZ

m 34
70 - +2n/7 %+ 20N kesmada funksiya 1 dan —1 gacha
kamayadi, bunda neZ.

8°. Sinus funksiya uchun +27/? nuqtalar maksimum

nuqtalari, bunda /eZ, * +2/7 nuqtalar esa minimum nugqtalari
bo'ladi, bunda neZ

9°. Sinus funksiya X =* +2nn, ne Z nuqtalarda 1ga teng eng

katta, x = & +2nn, /reZ nuqtalarda esa —1 ga teng eng kichik

giymat gabul qiladi.

10°. [0;n) da funksiya grafigi botiq, [n;2n] da esa gavariq boiadi.
Xx=nn, n&Z nuqtalar egilish nugtalari.

>sin x egri chiziq sinusoida deyiladi (8.30- chizma).

8.30- chizma. y=sin x.

3) _y=cos x funksiya. Kosinus funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. j=cosx funksiyaning uning aniglanish sohasi sonlar o'qi,
giymatlar sohasi esa [—1;1] kesmadan iborat: D(cos)=7?,
£(cos)=[—1 1].

2°. Kosinus juft funksiya: barcha xtR lar uchun

y (—X)= co0s (—x)=co0s X=Y (x).
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3". Kosinus davri 2k ga teng bo'lgan davriy funksiya: barcha xe X
lar uchun cos(a+2ti)=cos x (2k —kosinusning eng kichik musbat
davri).

4°, X, = *+2k/i nuqtalar kosinusning nollari, bunda neZ;
cos X,—0.

5°, 2x 3 +2k N intervallarda kosinusning giymatlari

K a . . .
musbatboiadi, -3 +2KM\ = +2kn intervallarda esa kosinusning

giymatlari manfiy bo'ladi, bunda neZ.

6°. 22kn\ k+2kn] kesmalarda funksiya 1dan —1gacha kamayadi,
bunda ne Z

7°. [—k+2kn\2kn] kesmalarda funksiya—1dan 1lgacha o'sadi,
bunda ne Z

8°. Kosinus uchun x=2Kn, neZ nuqtalar maksimum nugqtalari,
X=K+2KrM, neZ nuqtalar esa minimum nugqtalaridan iborat.

9°. Kosinus funksiya Xx=2Kkn, neZ nuqtalarda 1 ga teng eng
katta, x=k+2kn, neZ nuqtalarda esa — 1 ga teng eng kichik
giymat gabul giladi.

10°. 0~ , ~;2 K da funksiya grafigi botig. da esa

funksiya grafigi gavarig boMadi. x =*(2n +1), neZ nuqtalar
uning egilish nugtalaridir.
y~cosx egri chiziq kosinusoida deyiladi (8.31- chizma).

8.31- chizma. y=cos x.

4) y=tgx funksiya. Tangens funksiyaning asosiy xossalarin

keltiramiz.

1°. Tangensning aniqglanish sohasi *+kn, neZ ko‘rinishdagi
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sonlardan boshga barcha haqiqiy sonlar to'plamidan, giymatlari
sohasi esa son o'gidan iborat bo'ladi.

2°. Tangens toq funksiya: barcha xe D{tg) lar uchun tg (—x)-
=—tgx bo'ladi.

3°. Tangens davriy funksiya, uning davri n ga teng: barcha
xe D(\g) lar uchun tg(x+7i)=tgx (T — tangensning eng Kkichik
musbat davri).

4°. Tangensning nollari xn—Hn, ne Z nugtalardan iborat: tgx,,=0.

5o, [IT] ) +M  ne Z oraligdagi barcha x lar uchun tangens

musbat (tgx>0); +Kkti; 72 oraliqgdagi barcha x lar uchun
tangens manfiy (tgx <0) giymat qabul giladi, bunda ne Z

6°. Tangens ne Z oraliglarda o'sadi.
7°. y=tg x funksiyaning ekstremum giymatlari mavjud emas.

g. 0 oraligda funksiya grafigi gavariq. oraligda

esa botig. xn= nn nugqtalar funksiya grafigining egilish nuqtalari
bo'ladi, bunda neZ.

0°. A= Ir, ne Z to'g'ri chiziglar funksiya grafigining

vertikal asimptotalari bo'ladi.
v=tg X egri chiziq tangensoida deb ataladi (8.32- chizma).

8.32- chizma. y=tgx.
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5) _v=ctgx funksiya. Kotangens funksiyaning asosiy xossalarini
kcltiramiz.

1°. Kotangensning aniqglanish sohasi nn, neZ nuqtalardan
tashgari barcha haqigiy sonlar to'plami, giymatlar sohasi esa son
o'qidan iborat bo'ladi.

2°. Kotangens tog funksiya: barcha xeD (ctg) lar uchun ctg(—x)=

—ctgx bo’ladi.

3°. Kotangens funksiya davriy, uning davri n ga teng, barcha
ve D(ctg) lar uchun ctg(x+7t)=ctgx (u — kotangensning eng
kichik musbat davridir).

4°, Xx =n+7in, ne Z nuqtalar kotangensning nollari boiadi:
ctg x,=0.

T N . .
5°. Qﬁn +Tin"| ne Z oraliglardagi barcha x lar uchun
\% 7

N
kotangens musbat (ctgx>0), - 2+7in; NN oraliglarda esa

kotangens (ctgx<0) manfiy giymat gabul giladi.

6°. Kotangens (nn, K+nk), neZ oraliglarda kamayadi.
7°. y=ctg x funksiyaning ekstremum qiymatlari mavjud emas.

oraligda funksiya grafigi gavarig, | , -a loraligda esa

botig. x =jn+ n, ne Z nugqtalar funksiya grafigining egilish

nuqtalari boiadi.

9°. x=7U7, neZ to'g'ri chiziglar funksiya grafigining vertikal
asimptotalari bo'ladi.

10°. Kotangens funksiya o'z aniglanish sohasida chegaralan-
magan boiadi.

8.33- chizmada y=ctg x funksiyaning grafigi tasvirlangan. y=ctg x
egri chiziq kotangensoida deyiladi.

6) y=sec x funksiya. _y=secx= 1 ko'rinishdagi funksiya
sekansfunksiya deyiladi.

Sekans funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. Sekansning aniglanish sohasi x =2 +nn, ne Z ko'rinish-

dagi sonlardan boshqga barcha haqiqgiy sonlar to'plamidan, giymatlar
sohasi esa £(secx)=("«;—1]"[1;4<«) dan iborat boiadi.
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8.33- chizma. y=ctg Xx.

2°. Sekansjuft funksiya: barcha xe [ sec) lar uchun sec(—x)=sec x
bo'ladi.

3°. Sekans davriy funksiya, uning davri 2k ga teng: barcha
xe D{sec) lar uchun sec(x+2n:)=sec x (2k — sekansning eng kichik
musbat davri).

4°, Sekans funksiya argumentning birorta ham giymatida nolga
aylanmaydi: secx /0, Vxe D(sec).

5- (~2 +2KV 2 +2kIN\ fle Z oraligkrdagi barcha x lar uchun

sekans musbat: sec x >0; f" +2Kn" 2" +2kn ' fle ~ oraliglardagi
barcha x lar uchun sekans manfiy: sec x <0 giymatlar gabul giladi

6° 271/2;-127in va 2t/7 K+ 2nn ., ne Z oraliglarda
sekans unksiya 0‘suvchi.
7°. n+20/7 -1+ 2Kn va 3 KN\ 2K +2Kn ,he Z ora-

liglarda sekans funksiya kamayuvchidir.

8°. x=R+nn, neZ to'g'ri chiziglar sekans funksiyaning
vertikal asimptotalari bo'ladi.
8.34- chizmada v=sec x funksiyaning grafigi tasvirlangan
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8.34- chizma. ~“=sec x.

7) y=cosec X funksiya. y =cosecn =g ko'rinishdagi funk

siya kosekans funksiya deyiladi.

Kosekans funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. Kosekansning aniglanish sohasi x=kn, ne Z ko'rinishdagi
sonlardan boshga barcha haqigiy sonlar to‘plamidan, giymatlar
sohasi esa is( ¢ 0o s e ¢ 1]u[1;+°°) dan iborat bo‘ladi.

2°. Kosekans toq funksiya: barcha xe D(cosec) lar uchun
cosec(—x)=—cosec X bo'ladi.

3°. Kosekans davriy funksiya, uning davri 2k ga teng: barcha
xe D(cosec) lar uchun cosec(x+2n)=cosec x (2k — kosekansning
eng kichik musbat davri).

4°, Kosekans funksiya argumentning birorta ham giymatida nolga
aylanmaydi: cosecx * 0, Vx e Z)(cosec).

5°. (2nn; k+2kn), neZ oraliglardagi barcha x lar uchun
kosekans musbat: cosec x>0; (n+2nn; 2n+2nn), neZ
oraliglardagi barcha x lar uchun kosekans manfiy: cosec <0
giymatlar gabul qiladi.

6° 2K+2KI'I;K+2KI'I )l va (K +2kKm, 3|éc+2Tin , he Z oralig-
larda kosekans funksiya o‘suvchidir.
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7°..2nn; +2nn  va & 2nn; 2n+2nn s Z oraligiar(ja

kosekans funksiya k”mayuvchidir.
8°. x=nn, «eZ to'g'ri chiziglar kosekans funksiyaning Vertikal
asimptotalari bo'ladi.

8.35- chizmada ,y=cosec x funksiyaning grafigi tasvirlangan

8.35- chizma. >>=cosec a-.

6. Teskari trigonometrik funksiyalar. Barcha tr>gonornetrik
funksiyalar (y=sin x, y=cosx, y=tgx, y=ctgx) davriy funksiyaiar
bo'lganliklari uchun ixtiyoriy trigonometrik funksiyaning ~jtta
giymatiga argumentning cheksiz ko'p giymatlari mos keladi Bu
yerdan, o'z navbatida, bu funksiyalarga teskari bo'lgan funksiyalar
ham -oo<x<+o00 da ko'p giymatli funksiyalar bo'lishligi ko'rinadi

Trigonometrik funksiyalar da monoton emas. X n'np
hamma haqgigiy giymatlarida tekshirilayotgan jy=sin jc, y= Cosx
y=tgx, ,y=ctgA funksiyalar uchun teskari funksiya maviud
bo'Imaydi. Agar trigonometrik funksiyalarni monotonlik Oraliglarjda
tekshirilsa, u holda ularga teskari funksiya mavjud bo'ladi.

Ko'p qiymatli funksiyaning bir qgiymatli qismi shu
funksiyaning bosh gismi deyiladi.

Eng sodda teskari trigonometrik funksiyalar quyidagilar[jjr
j=arcsinx, y=arccosA, y=arctgx, y=arcctgx. Ushbu y=sin \a
_v=arcsin a, y=cO0S X va y=arccos x, y=tg X va y=arctg X, y=ctg X va

146



v arcctg 1 funksiyalar o'zaro bir-biriga teskarifunksiyalar deyiladi.
leskari trigonometrik funksiyalarning grafigini chizishda teskari
funksiyalarning xossalaridan foydalaniladi.

feskari trigonometrik funksiyalarning xossalari va grafiklari
liagida gisqacha ma'lumot keltiramiz.

1) Arksinus funksiya. y=Arcsin x funksiya xe [—1;1] da aniglangan,
ko’p giymatli funksiya. Odatda bu ko’p giymatli funksiyaning
ve ST ga mos kelgan bitta shoxobchasi garaladi. Bu shoxobcha
Arcsin x funksiyaning bosh gismi deyiladi va u arcsin x kabi belgilanadi.
Qolgan giymatlari bosh gismi orqgali quyidagi formula bo'yicha topiladi:

Arcsin x =arcsin x + 2kn, keZ

sin x va arcsin x funksiyalar o'zaro teskari bo'lgani uchun
sin(arcsin x)=x, —1l<x <],

arcsin(sin x)=x, —M<x <*
tengliklar o'rinli bo'ladi.
y=arcsin x funksiya quyidagi xossalarga ega.
1°. y=arcsin x funksiyaning aniglanish sohasi [—1; 1], giymatlari

to'plami kesmadan iborat.

2°. y=arcsinx funksiya [—1;1] kesmada uzluksiz va —” dan

K gacha monoton o'sadi.

3°.y =arcsin x toq funksiya: barcha xe [—1; 1] lar uchun arcsin
(—x) = —arcsin x bo'ladi.

4°. y=arcsin x funksiyaning grafigi —1;, g da botiq, |0; 1] da
esa gavariq, (0;0) nugtada egilishga ega bo'ladi.

>=arcsin x funksiyaning grafigi quyidagi ikki usuldan biri orgali
hosil gilinadi.

1) y=arcsinx dan x=siny bo'lgani uchun Ov o'gi bo'ylab

sinusoida chiziladi va Y-\ kesmaga mos kelgan yoy
ajratiladi (8.36- chizma).
2) y=arcsin x funksiyaning —”~<x<” kesmaga mos kelgan

grafigi chizilib, bu grafik y=x bissektrisaga nisbatan simmetrik
akslantiriladi.
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y=Arcsin x va v=arcsin x funksiyalarning grafiklari 8.36-, 8.37 -
chizmalarda tasvirlangan.
5_ .
Eﬂl_ |
/A
o5 ,/ 1

. g et i .]umig&
10

{ n
15 )
8.36- chizma. v=Arcsin.v. 8.37- chizma. y =arcsin x.

2) Arkkosinus funksiya. y=Arccosx funksiya xe[—1;1] da
aniglangan, ko‘p giymatli funksiya. Bu funksiyaning ye]0;q] ga
mos kelgan shoxohchasi y —Arccos x funksiyaning bosh gismi
deyiladi va u arccos x kabi belgilanadi. y =Arccos x ning boshga
giymatlari bosh gismi orqgali quyidagi formula bo'yicha topiladi:

Arccos X =2kn—arccos X, ke Z

cosx va arccosx funksiyalar o'zaro teskari bo'lgani uchun
cos(arccos x)=x, |x|<l; arccos(cos x)=x, 0<x<7i tengliklar o'rinli
bo'ladi.

y=arccos X funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. y=arccosx funksiya [—1;1] kesmada aniglangan bo'lib,
uning giymatlari to'plami [0;7t] kesmadan iborat.

2°. y=arccosx funksiya [—1;1] kesmada uzluksiz va n dan 0
gacha monoton kamayadi.

3°. y=arccos x funksiya uchun arccos (—x)=n —arccos x tenglik
o'rinli bo'ladi.

4°. S=arccos x funksiyaning grafigi 0;- | nugtadan o'tadi va

bu nuqgta funksiya grafigi uchun egilish nuqtasi hamda grafikning
simmetriya markazi ham bo'ladi.
5°. [—1, 0J da funksiya grafigi botiqg, [0; 1] da esa gavarig bo'ladi.
y=arccosx funksiyaning grafigini quyidagi ikki usul orgali
chizish mumkin:
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1) _y=arccosx dan x=cosy bo'lgani uchun Oy o'gi bo'ylab
kosinusoida chiziladi va 0<y<n: ga mos kelgan yoy ajratiladi
(8.38 - chizma).

2) y=cos x funksiyaning 0 <y <k ga mos kelgan grafigi chizilib,
bu grafik y = x bissektrisaga nisbatan simmetrik akslantiriladi.

y=Arccos x va y=arccos X funksiyalarning grafiklari 8.38-, 8.39-
chizmalarda tasvirlangan.

p 14-n-nTT'r i-i-i rii"iorr ]Jl]].lﬂm">
-4 -2 -10 12 3 4

-3

8.38- chizma. v=Arccos x. 8.39- chizma. >>=arccosx

3) Arktangens funksiya. y=Arctgx funksiya xe(-°°;-+0°) da

aniglangan, ko'p giymatli. Bu funksiyaning ye —*;*j ga mos

kelgan shoxobchasi y=Arctgx funksiyaning bosn gismi deyiladi
va u arctg X kabi belgilanadi. y=Arctg x funksiyaning boshga qolgan
giymatlari bosh qismi orgali quyidagi formuladan topiladi:

Arctgx = arctgx +kn, k<Z
tgx va arctgx funksiyalar o'zaro teskari funksiyalar bo'lgani
uchun
tg(arctg x) =x, —o<X <+00,

arctg(tgx) =x, - " <x <*

tengliklar o'rinli bo'ladi.
y=arctg x funksiya quyidagi xossalarga ega:
1°. y=arctg x funksiya (-°°;+°°) oraligda aniglangan bo'lib, uning

MK
giymatlari to'plami oo intervaldan iborat.
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gacha r>r/1 o n%{\of’\/\’\iy a (-oo;+o0) oraligda uzluksiz va - ~ dan ~

3° 7T=arct%)( K

-k») lar uchw xtgf iya da 1°4 funksiya: barcha xe (==
4°, v =gj-ct: axLypx)==—arctgx bodfadi.

bu nugta fi,n?'j\d 3siyaning grafigi 0(0; 0) nuqgtadan o’tadi va

simmetriya w, {i "afigining egilish nuqtasi hamda grafikning
Bn-

boiadi. agrafigi (-°°;0) da botig, (0;+°°) da qavariqg
v=Arctg T n

to‘g‘ri chiziql lling grafigi uchun ¥Y=+(2k+1)-, ke Z
y=arctgoc ~/ Jksiwal asimptotalar bo'ladi.

mumKkin: ariing ham grafigini ikki xil usulda chizish
1) y=arQtu Jan v

soida chizilaj 8 bo'lgani uchun Oyo'gi bo‘ylab tangen-

2) y=tg m </d
chizilib va =L, 'fnl')]lJ 'LLna 2<vy<?2 ga nios kelgan graflgl
tirilib, y=arck fuk  bissektrisaga nisbatan simmetrik akslan-
y=Arctgd” g'v% 'Va grafigi hosil gilinadi.
chizmalardg”™ wdn,Clg v funksiyalarning grafiklari 8.40-, 8.41 -
4) ATKK,0 f/ns j*1-
aniglangan, k ,~ O nk8>&- v=Arcctg x funksiya (-°°+<> da
shoxobchas,i V d Bu funksiyaning ve (°”) ga mos kelgan

kabi belgilan "W "x nnlS bosh gismi deyiladi va u arcctgx
a)l' rCctgx ning boshga golgan giymatlari bosh

Yy

ToH " VET-T-T™— T TTT Yo p
2L 2 4

6.

~.40- chizma. _y=Arctg X.
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8.41- chizma. v=arctgx.
gismi orqali quyidagi formuladan topiladi:
Arcctg x =arcctg x+kn, keZ

ctgx va arcctg x funksiyalar o‘zaro teskari funksiyalar bo'lgani
uchun ctg(arcctg)=x, -oo<x<+°°, arcctg(ctg x)=x, 0 <x <n
tenglik o'rinli bo'ladi.

v=arcctgx funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. y=arcctgx funksiya (-«; +«) oraligda aniglangan bo'lib.
uning qiymatlari to’plami (0;n) dan iborat.

2°. y =arcctg x funksiya (<= +°°) oraliqda uzluksiz va %dan 0
gacha monoton kamayadi.

3°. y =arcctg x funksiya uchun arcctg (—x)=7i—arcctg x tenglik
o'rinli b’ladi.

4°.y =arcctg x funksiyaning grafigi O 0; nuqgtadan o’tadi va

bu nuqgta funksiya grafigi uchun egilish nuqgtasi hamda grafikning
simmetriya markazi bo’ladi.

5°. y=arcctgx funksiyaning grafigi (-°°;0) da qavarig, (0;+°°)
oraligda esa botig bo’ladi.

y =Arcctg x funksiyaning grafiga uchun y=xkn, (keZ) to’g’ri
chiziglar gorizontal asimptotalar bo’ladi.

y =arcctg x funksiyaning grafigini quyidagi ikki xil usulda chizish
mumKkin:

1) y=arcctgx dan x=ctgy bo'lgani uchun Oy o'qgi bo’ylab
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8.42- chizma. y=Arcctgx.

tangensioda chiziladi (8.42- chizma).

2) y=ctgx (0<x< n) funksiyaning grafigi y =x bissektrisag;
nisbatan simmetrik akslantirilib, y =arcctgx funksiyaning grafigi
hosil gilinadi.

y =Arcctg x va 'y =arcctg x funksiyalarning grafiklari 8.42-, 8.43-
chizmalarda tasvirlangan.

5) teskari trigonometrik funksiyalar orasidagi munosabatlar:

arcsin x =arccos /¥ —x2 - arctg _* =arcctg *~x (0 <x <1).
”1-.x2 *

1

arccos x =arcsin v! —x2 =arctg —x2 -arcctg ' (0 <x <1
* 2

arctgx =arcsm =X _=arccos r_" =arcctg I (0<x<+°°).
V12 vI—x2 X

arcctgx =arcsin ,' =arccos * =arctg I (0 <x <+=v).
\]I+x2 +x2 X
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8.43- chizma. y =arcctg x
: A
arcsin x+arccos x= ", —I1<x <1

arctgx +arcctgx = , —°° <x <+».

arcsin Qyjl - y2 + YV—XZ Xy <0 yoki
x9 +y <1 da;
arcsin x-+arcsin y = 7 —arcsin nyjI —y2 +W\\—x2
x>0y >0 va x2+y2>1 da;
m—arcsinl XxJ1—y2 +yy/1 —x2 1x <0,y <0

va x2+y2>1 da

arcsin™x™l - y2 +yn/1 —x2 , xy >0 yoki
X2+y <1 da;
arcsin x —arcsin y =< —aresin. X 1-y 2-yyjl—x2
Xx>0,y<0 va x2+y2>1 dag
—Ti—arcsinl xJI —y2 +wWj\ —x2 I, x <0,y >0

va x2+y2>1 da;
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arccos|xy—"1 -x 2)(1 —y 2) j, x+y >0 da;

arccos x+arc cosy =<2n—arccos™ ry—y/l —x2) 1 —y 2)j,
X +y <0 da;

-arccos xy +Yj(1- x 2)(I —y 2) Y x >y da;
arccos x —arc cosy
arccosjxy +M (I-x2) (I-y 2)', x <y da;

arctg A+v , xv <1 da
1— XV
arctgx +arctgy wf+arctg 1)(_-!-% , x>0 va xy >1 da;

—n +arctgy A-;\y/,x <0 va xy >1 da;

{
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11 bob. FUNKSIYALARNING GRAFIKLARINI
HOSILADAN FOYDALANMASDAN CHIZISH

9- §. FUNKSIYALARNING GRAFIKLARI USTIDA
ARIFMETIK AMALLAR

1. Funksiyalar grafigini qo‘shish va ayirish. Ikki funksiyanir
grafigini qo'shish va ayirish uchun, avvalo, har ikkala funksiyalar-
ning grafiklarini alohida-alohida shtrix chiziglar bilan chizish,
so'ngra ularning xarakterli nuqgtalardagi a ning bir xil giymatlariga
mos kelgan (funksiyalar grafiklarining koordinata o'glari bilan
kesishish nuqtalari, ekstremum nuqtalari, egilish nuqtalari va
hokazolar) ordinatalarini go‘shish va ayirish kerak. Hosil boigan
xarakterli nuqtalar yordamida yig'indi yoki ayirma funksiyaning
grafigi chiziladi.

Ba'zi hollarda yig‘indi va ayirma funksiyaning grafigini quyidagi
usullar yordamida ham chizish mumkin:

1) agar ikkita funksiyaning yig‘indisi berilgan bo'lsa, awalo ularning
eng soddasining (misol uchun chizigli funksiya) grafigi shtrixlar
yordamida chiziladi, so'ngra ikkinchisining xarakterli nuqtalardagi
ordinatalarining birinchi grafikning ularga mos ordinatalaridan chetlanishi
aniglanib, yig'indi funksiyaning grafigi chiziladi;

2) agar ikkita funksiyaning ayirmasi berilgan bo'lsa, avvalo
ulardan kamayuvchi funksiyaning grafigi shtrixlar yordamida
chiziladi, so'ngra ayiriluvchi funksiyaning xarakterli nuqtalardagi
teskari ishora bilan olingan ordinatalarining kamayuvchi funksiya
grafigining ularga mos kelgan ordinatalaridan chetlanishi topilib.
berilgan ayirma funksiyaning grafigi chiziladi;

3) agar ikkita funksiyaning yig'indisi yoki ayirmasi berilgan
bo'lib, ularni bitta funksiyaga kcltirish qulay bo'lsa, yig'indi yoki
ayirma funksiyaning grafigi bitta funksiyaning grafigi sifatida chiziladi;

4) agar funksiyaning juftligi, toqligi, davriyligi va hokazo
xossalaridan foydalanilsa, funksiyalar algebraik yig'indisining
grafigini chizish soddalashadi.

2. Funksiya grafigini ko‘paytirish va bo‘lish. Ikki funksiyaning
grafigini ko'paytirish yoki bo'lish uchun, avvalo, har ikkala funk-
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siyaning grafiklarini alohida-alohida shtrix chiziglar bilan chizib,
so'ngra xarakterli nuqtalardagi ordinatalarini ko'paytirib yoki bo'lib.
topilgan nuqtalar yordamida ko'paytma yoki bo'linma funksiyaning
grafigi chiziladi.

Ba'zi hollarda ko'paytma va bo'linma funksiyaning grafigini
quyidagi usullar yordamida ham chizish mumkin:

1) awalo ko'paytma yoki bo'linmaga kiruvchi yordamchi
funksiyalarning grafiklarini chizish berilgan funksiyaning grafigi-
ni chizishni osonlashtiriladi;

2) ikki funksiya ko'paytmasi yoki bo'linmasini shakl almash-
tirishlar yordamida bitta sodda funksiyaga keltirish qulay bo'lsa,
ko'paytma yoki bo'linma funksiyalarning grafigi bitta funksiya grafigi
kabi chiziladi;

3) agar funksiyalarning juftligi, toqligi, davriyligi va hokazo
xossalaridan foydanilsa, funksiyalar algebraik ko'paytmasining
grafigini chizish soddalashadi.

1- misol. ] (a)=a+ tga funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Berilgan funksiya  (a] =a va /, (*)=tg a funksiya-

lar yig'indisidan iborat. Dastlab /, (a)=x funksiyaning grafigini
chizamiz, so'ngra /2(A) =tgA funksiyaning xarakterli nuqta-
lardagi a ning bir xil giymatlariga mos kelgan ordinatalarini
go'shamiz.

tgA=0 tenglamani ganoatlantiradigan, ya'ni a =k% Ke Z
nuqtalarda berilgan funksiya f {X)~Xx ko'rinishda bo'ladi. Berilgan
funksiya grafigining X=Kit. K €« Z nuqtalarga mos kelgan nuqtalari
/(a)—a to'g'ri chizigda yotadi.

f2(a) =tgA funksiya haqgigiy sonlar to'plamining

X =" +kn , K g Z nuqtalardan boshga barcha nuqtalarida

71 - .
aniglangan. a="+kn , Ke Z to'g'ri chiziglar / 2(A)=tgx va

/ (an)=a+tg,v funksiyalarning vertikal asimptotalari bo'ladi (9.1- chizma).
2 - misol. f(X)=x—sin a funksiyaning grafigini chizing.
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9.1- chizma. (1) /(x)=x+tgx, (2) /,(x)=x, (3) /2(x)=tgx.

Yechilishi. Berilgan funksiyaJ (x)=x va /2.x)=sin n funksiyalar
ayirmasidan iborat. Dastlab/j (x)=x funksiyaning grafigini chizamiz,
so'ngra /2x)=sinx funksiyaning xarakterli nuqtalaridagi teskari
ishorasi bilan olingan ordinatalari giymatlarining f (x)=x funksiya
grafigining ularga mos kelgan ordinatalari qiymatlaridan chetlanishini
topamiz. Grafik chizishni soddalashtirish uchun f (x)=xga parallel,
ikkita yordamchi f(x)-x+\ \&f(x)=x—1to'g'ri chiziglarni chizamiz,
chunki |sinx]<l.

sin x=0 tenglamani ganoatlantiradigan x=kn, k&Z nuqtalarda
berilgan funksiya f(x)=x ko'rinishda bo'ladi. Demak, berilgan
funksiya grafigining y=A:n, AeZ nuqtalarga mos kelgan nuqtalari
/,(n)=xto'g'ri chizigda yotadi.

sinx=I1 tenglamani ganoatlantiradigan x=" +2nk,keZ
nuqtalarda berilgan funksiyaf(x)=x—1ko'rinishda bo'ladi. Demak,
berilgan funksiya grafigining bu nuqtalarga mos nuqtalari f(x)=x—I
to'g'ri chizigda yotadi.

sinx=—1tenglamani ganoatlantiradigan X =— +2/1K, Ke Z

nuqtalarda berilgan funksiyaf(x)=x+1ko'rinishda bo'ladi. Demak,
berilgan funksiya grafigining bu nuqtalarga mos nuqtalarif(x)=x+1
to'g'ri chizigda yotadi.



9.2- chizma.

(1) /(x)=x—sinx, (2) f(x)=x, (3)/2x)=sinx.

Shunday qilib, berilgan ayirma funksiyaning grafigi /(x)=x—1
va/(x)=x+I to'g'ri chiziglar orasida yotadi (9.2- chizma).
3- misol. /(x) =x + (k >0) funksiyaning grafigini chizing.

K

Yechilishi. Ravshanki, /(x)=x+  toq funksiyadir. Shuning
uchun uning grafigini Ox o'gning musbat (x>0) gismida chizish
yetarli. Berilgan funksiya/Z,(x)=x va /2(x)=* funksiyalar

yig'indisidan iborat. Dastlaby,'(x)=x va /72(*)= £ funksiyalarning
grafiklarini chizamiz. Berilgan chizma uchun x=0 va >x to'g'ri
chiziglar, mos ravishda, vertikal va og'ma asimptotalar bo'ladi.
Berilgan funksiya x>0 da minimumga ega. Funksiyaga minimum
giymat beruvchi nuqtalarni quyidagicha topamiz. Ma'lumki, ikkita
musbat migdorning o'lta arifmetigi uning o'rta geometrigidan kichik

emas. Berilgan funksi\_/a uchun x+ )I(( > 2k munosabatlar o'rinli.
X +>|§ funksiya o'zining minimum qiymatiga x + K :23j1<_ shartda
erishadi, bundan x2+k =2n4x yoki (x —Jk)2=0, x =yfk va
L(z\jk bo'ladi.
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9.3-chizma. (1) /(X)=X+", (2L, x)=x, (3)/2(x)=".

Demak, k=2 bo'lgan xususiy holda berilgan funksiya x =

va 2 =s/2 nuqtalarda ymin(sj2) =272 giymatga ega bo'ladi( 9.3-
chizma).
4- misol. /(x)=sin x+cos x funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiyani ushbu

f(x) =sj2 ™ sinx +" cosx :>/2003\’\/k — 4 |ko‘rinishga kel-

tiramiz, so'ngra /(x) =V2cos(x —”) funksiyaning grafigini
chizamiz (9.4- chizma).
5- misol. /(X)=sin4&+cos& funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Berilgan funksiyani trigonometriyada mavjud
munosabatlardan foydalanib, quyidagi /(x)=§+&cos X ko'ri-
nishda ifodalaymiz. 7,(x) => va f2(x) = 4 cosdx deb belgilavmiz,
so‘ngra grafiklarni go‘shish goidasi bo'yichaf(x) funksiya grafigini
tuzamiz (9.5- chizma).
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9.4- chizma.

(1) /(x) =yjlcos(x — ~), (2) /| (a) = cos x.

-2

9.5-chizma.

(1)/(jc) =sind x +cos4 x, (2)/2(x) = A{ c0S4 X.

6- misol. /(x)=cos&—sin4 funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiyani ushbu/(x)=(cosx+sinX)(cosx—
—sinX)=cos2x ko‘rinishga keltiramiz, so'ngra/(x)=cos 2x funksi-
yaning grafigini chizamiz (9.6- chizma).

7- misol. /(x)=xsinx funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiya f(x)=x va /2x)=sinx funksiyalar
ko‘paytmasidan iborat. Ko'paytmaga kiruvchi yordamchi/j(x)=xva
/2x)=sin x funksiyalarning grafiklarini shtrix chiziglar yordamida

chizamiz.
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9.6- chizma.
(1) /(x)=cos&—sin&, (2) / A(x)=cosX.

Ravshanki, /2(x)=sinx davriy funksiya bo‘lib. uning

X=1n,X =*+27n, =—*+2nn, ne Z xarakterli nuqtala-
rida, mos ravishda, 0,1 va —1giymatlarni gabul giladi. Birinchidan,
/(x)=xsin x funksiyaning grafigi 0.x o‘qini X=nn, neZ nuqtalarda
kesib o'tadi, ikkinchidan, uning grafigi x—n, x=* +25n,

ne Z nuqtalarda esa, mos ravishda, y —x va_ v=—x to'g'ri chizig-
larga urinadi.

/(x)=xsin x juft funksiya bo'lganligidan, uning grafigini Ox
o'gning musbat (x>0) gismida chizish yetarli( 9.7- chizma).

8- misol. f(x) = " funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiya ./]0)=Inx, /2(x) =" yordamchi
funksiyalar ko'paytmasidan iborat.

Dastlab, ma'lum bo'lgan  (x)=Inx va /2(x) =X1 funksiya-

larning grafigini chizamiz. Ravshanki, berilgan f(x) = Inx

funksiyaning grafigi (1;0) nuqgtada abssissalar o'gini kesib o'tadi.
X=2, X=eva x—3 giymatlarda / (x) = Inxva /2(x) = 1 funksiyalarning

ordinatalarini ko'paytiramiz. Berilgan funksiya (0;+°°) oraligda
aniglangan. Funksiya aniglanish sohasining chegaralarida funksiyaning
limitik gqiymatini hisoblaymiz:
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9.7- chizma. (1) y =xsin x, (2) y =sinx, (3) y =x, (4)y =-X.

9.8-chizma. (1) f(Xx) =1Inx/x, (2) /,(*) = Inx, (3) f2(x) = Wx.

%?‘Frﬂ"_- =158 X =~ Hm = UM X =0
9.8- chizma).
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Mustaqil yechish uchun misollar

Funksiyalarning grafiklarini chizing:

1./ (X)—A +COS A. 2./(a)=a +Ctg A 3/(A)=I+t> N
4. 7/(a)—xm )2( 5./ (a)=a—C008A 6./(a)=a2+2a.
7./(A)=arctg x+2\ 8./(A)=A+IgA.

9. /(x)=x2—46. 10. f(x)=3x+ 3rXx

11.7 (a)=a—arcsinx.  12./(a)=|la—2]+]a—3].

13./ (a)—a -COS A. 14. / (A)=e"“n-sin a.

15. /(*) = £m. 16. / (a)=a m Yy,

17./(a)=aln a. 18./ (a)—sinaA—cosA.
19./(a)=1na—n3. 20. f{x) = S‘Crl{X .

21./(x) = arSER)C. 22./(a)= l+x+ex

23./(A)=A+Sin A,

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

|- chizma.

(NN =X+008X (2) y2 =X, (3) y3 =cosx.
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2- chizma.
(MW =x +cCtgic, (2) Y2 =x, (3) 33 = ctg x.

3- chizma.
(Dj, =1+<T\(2) y2 =e~\(3) y3 = 1.



4- chizma.
MY =x—27x%x, 2) y2=2/x, (3) y} =x.

5- chizma.
1).Y] =x —cosx, (2) y2=—cosx, (3) y3=x.
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6- chizma.

D)V, =x2+2x, (2) y2 =x2, (3) y3 =2x.

7- chizma.
(Dyj = arctgx +2X, (2) y2 = arctgx, (2) y3 = 2X.
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8- chizma.

D)y, =x=lgxx, 2y =1gx, )y =x

9- chizma.
(1)y, =n2 —x6,
(2) y2 =—x86, (3) y3 =x2.
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10- chizma. (l)y1i= 3* +3-~ (2) ~ =3-, (3~ =~

11.

11 chiznu. (I)y, X arcsin x, (2)y2 = —arcsin x, (3)y3 =x
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12-chizina.
Dv, Ax =21+ Ix =3} @2)y24x—2 ] @)y, dx —3 1.

13- chi/ma.
(1) v, =xcosx, (2)y2 =cosx, (3)y3 =x.
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14- chizma.

(Dv, =e-xsmx, (2)y2 =e~\(3)y3 =sin

15- chi/ma.

AYN = %, (2)y2 =¥ X (3)y3 =x.
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16-chizma. (I)_vj = xe Xsinx, (2)y2 =e A, (3)y3 =X.

17- chizma. (I)_y, =x InXx, (2)y2 =Inx. (3)y3 = X.
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18.

IS- chizma.
Dy, =sin2*-cos2, (2)y2 =sin2x, (3)y3s =-C0S2X.

19- chizma.
Q)Y, =Inx- In3, (2)y2=1InX, (3) y3 =1In3.
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20- chizma.

(1) Y, = (2)y2 =sin 1x, (1) y3 =x.

cin v

21- chizma.

(1) Y'=alCl&X, (2)y2=arctgx, (1) y3=x_1.
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22.

22- chizma. y=1+x+e%
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23- chizma.

Ny =x+sinx, ) y =x+1 3)y =X —1, (4)y =sinx.
10-8. FUNKSIYA GRAFIKLARINI ALMASHTIRISH

1. Grafiklarni abssissalar o‘qi bo‘ylab parallel ko‘chirish
(siljitish). y~ f(x) funksiyaning grafigi berilgan bo'lsin. Agar
a >0 (o<0) bo'lsa, y=f(x—a) funksiyaning grafigi v=1f(x)
funksiyaning grafigini Ox o‘q bo'ylab o'ngga (chapga) |a |birlikka
ko'chirish natijasida hosil gilinadi (10.1- chizma). Masalan: 1)

y = yJx —2 funksiyaning grafigini chizishdan oidin, =nix
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funksiya grafigini chizib, so‘ngra grafik 2 birlikka o‘ngga ko'chiriladi
(10.2 -chizma). 2) _y=log:(x+3) funksiyaning grafigini chizish
uchun awalo y=log,x funksiya grafigi chizilib, so'ngra grafik |3
birlik chapga ko'chiriladi (10.3- chizma).

2. Grafiklarni ordinatalar o‘qi bo‘ylab parallel ko‘chiris
(siljitish). Agar £>0 (b<0) bo'lsa, y=f(x)+b funksiyaning grafigi
y—+ (x) funksiyaning grafigini Oy o'q bo'ylab Y\ birlik yuqoriga
(pastga) parallel ko'chirishdan hosil bo'ladi (10.4- chizma).
Masalan: 1) y(x)—=3X—1 funksiya grafigini chizish uchun awalo
_y,=3xfunksiya grafigi chizilib, so'ngra grafik bir birlik pastga parallel
ko'chiriladi (10.5- chizma). 2) y=x2+2 funksiya grafigini chizish
uchun awalo yt—x2 funksiya graligi chizilib, so'ngra bu grafikni
ikki birlik yugoriga ko'chiramiz (10.6- chizma).

10.2- chizma. (1) y =-Jx, (2)y =Jx—2.

10.3- chizma. (1) y = log2 (2) y = log2(x + 3).



10.4- chizma.

Wy =f(x). @)y =Ax) +b,b< o,
3) Y=fix) +b, b >0

3. Grafiklarni abssissalar o‘qgi bo‘yicha cho‘zish (sigish). Agal
«>1 (0<sa<l) bo'‘lsa, y=f(ax) funksiyaning grafigi y=f(x)
funksiyaning grafigini Ox o'gga nisbatan a marta (* marta)

cho‘zish (sigish) natijasida hosil bo‘ladi (10.7- chizma). Masalan:
1) y=log2x funksiyaning grafigini chizish uchun avvalo y~log.x
funksiya grafigini chizib, so‘ngra grafikni Oy o‘qga nisbatan 2 marta
sigamiz, natijada talab gilingan grafik hosil bo'ladi (10.8- chizma);
2) y =sin * funksiyaning grafigini chizish uchun avvalo >>=sim
funksiya grafigi chizilib, so'ngra bu grafikni Ox o'gga nisbatan 3
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10.7- chizma.

M y,=/M; (2) y=0ax), o<a<l, y=f (ax), a>L

marta cho'zish natijasida talab qilingan grafik hosil bo'ladi (10.9-
chizma).

4, (.rafiklarni ordinatalar o‘gi bo”ylab cho‘zish (sigish). Aga

«>1 (O<a<l) bo'lsa, y=af(x) funksiyaning grafigi y="f(x)
funksiyaning grafigini Oy o'gga nisbatan a marta marta)
cho'zish (sigish) natijasida hosil bo'ladi (10.10- chizma). Masalan:
1) y=3x3funksiya grafigini chizishdan oldin y,=x3funksiya grafigini
chizib, so'ngra grafikni 3 marta Oy o'qqa nisbatan cho'zish kerak
(10.11- chizma). 2) y - ' 4" funksiyaning grafigini chizish uchun
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10.8- chizma. Vi=logX; (2) y2=log2A.

10.9- chizma. (]) v _sjn * ¢ (2) v =sin Xx.

avvalo V|=4* funksiya grafigi chizilib, so'ngra grafikni 2 marta Oy
o'qqga nisbatan sigish kerak (10.12- chizma).

5. Grafiklarni abssissalar o'qiga nisbatan simmetrik ko'chirish.
y=—{x) funksiyaning grafigi y—{x) funksiya grafigini Ox o'qga
nisbatan simmetrik akslantirish natijasida hosil gilinadi (10.13-chizma).
Masalan: 1) v=—x1funksiyaning grafigini chizish uchun avvalo y,=x2
funksiya grafigini chizib, so'ngra Ox o'giga nisbatan simmetrik
akslantirib, y =—x2funksiyaning grafigi hosil gilinadi (10.14- chizma).
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10.

10.10- chizma. (1) j, =/(*); (2) y2=2/(x); (3) =*/(x);

10.11- chizma. (1) V]=\ y=3x".

X0



10.13- chizma. (1) y,=/(x); (2) y=—{x).

10.14- chizma. (1) W2, (2) y=—x2

6. Grafiklarni ordinata o‘giga nisbatan simmetrik ko‘chirish.
S=/(—1) funksiyaning grafigi y = f(n) funksiya grafigini Oy o‘qga
nisbatan simmetrik akslantirish natijasida hosil gilinadi (10.15-
chizma). Masalan, 1) y=log2—x) funksiyaning grafigini chizish
uchun, avvalo y=logx funksiya grafigi chizilib, so'ngra Oy o'qga
nisbatan simmetrik akslantirib, y=log2(—x) funksiya grafigi hosil
gilinadi (10.16- chizma).



10.16- chizma. (1) y,=log2; (2) y=log2(—x).

Mustaqil yechish uchun misollar

Funksivalarnins grafiklarini chizing.

I. f(x) =yjx +3. 2. f(x) =sin(x +%*),
3. fix) =cos(x —?). 4. /(x)=log?(x—Hb).
5 f(x) =cos*. 6. /(x)=sin3x.

7. /(x) =lg*. 8. fix) =tg(* +-%).
9. / (x)=cos3x. 10. /(x)=2tg Xx.

1. /7(x)=3x4 12. /(x) =J(x-2)2



13. /(x)=*x2. 14. /(x) = 2sin(x —3).

15. /(x) ="cos(2x +*). 16. /(x)=22\

17. f(x)=3e2x 18. /(x)=2-4

19. f{x) =—sin(3x + *). 20. / (x)=x2—4.

21. /(x) = x—3. 2. /(a)=N—x+2

23. /(x)=In(x—2). 24. /(x) =32-v+2.
25. /(X)=—4X=3. 26. /(x)=—2cos(x + 7).

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1- chizma. (1) vj = </x+3, (2) y2 = \x
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A\ 1(A / X
W2 Vi \/ 3

6- chizma.
2- > =sin3x (1). y,=sinx

8- chizma. M\ —tg a), y2=tg;(2)
i+ 3/
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9- chizma. yX=cos3x (1), y2=cosx (2).
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19- chizma. WA =-sin(3x + *) (1),y2 =-sin 3x (2),
=sin 3a (3), y4 =sin X (4).

20- chizma. y=x2—4 (1), y,=n2 (2)
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21. VA

3
-1
21- chizma. (1) = Lb—x—s3, (2) y2 = U”x.
22- chizma. (1) y, = +2, (Qy2="x (2.

23- chizma. y, =1n(x —2) (1), y2 = Inx (2).
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24.

y, =32 *+2 (1), y2 ="'2 x (2),
Y3 =2-~x (3).

*vy

189



I1-§. GIPERBOLIK FUNKSIYALAR VA ULARNING
GRAFIKLARI

1. Giperbolik funksiyalar.
1) Giperbolik sinus funksiyasi.

1- tatrif. 7 funksiya giperbolik sinus deyiladi va it sh x

kabi belgilanadi:

Giperbolik sinus quyidagi xossalarga ega:

1°. y=shx funksiya intervalda aniglangan bo'lib.
uning giymatlar to'plami (—ed*j-m)

2°. y =sh x funksiya o'z aniglanish sohasida uzluksiz va
monoton o'suvchi.

3. y=sh x toqg funksiya: barcha xe (-<°,”) lar uchun sh (—x)=

sh x bo'ladi.

4", 0(0; 0) nuqgta funksiya grafigi uchun egilish nuqgtasi va
simmetriya markazi bo'ladi.

y=shx funksiya grafigiga O (0; 0) dan o'tgan urinmaning

Ox o'gi bilan tashkil gilingan burchagi * ga teng. Funksiya grafigi

asimptotaga ega emas. sh x funksiyaning o'z aniglanish sohasining
chegara nugqtalaridagi o'zgarishi quyidagicha bo'ladi:
|'|'Am7 KX —4odva lim T =—

Giperbolik sinusning grafigini chizishda grafiklar ustida arifmetik
amallar mavzusidan foydalanish magsadga muvofiq bo'ladi (9- §,1,4
-bandlaiga q.). Awalo exva e ' funksiyalarning grafiklari chiziladi.
So'ngra bu grafiklami bir-biridan ayirib, hosil bo'lgan grafikni 2 marta
sigish kerak. Natijada izlangan grafik hosil gilinadi (11.1- chizma).

2) Giperbolik kosinus.

2- ta‘rif. 1Y funksiya giperbolik kosinus deb ataladi
uch x kabi belgilanadi:

ex+e~x
chx =
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11.1- chizma. v=sla"

Giperbolik kosinus quyidagi xossalarga ega.

1°. ,y=chx funksiya (-«,+<») da aniglangan bolib, uning
giymatlari to'plami 11;,+").

2°. _y=chx funksiya o‘z aniglanish sohasida uzluksiz bo'lib,
(0;+°0) oraligda o'suvchi, 0) da esa kamayuvchidir.

3°. y =ch x juft funksiya; ya'ni barcha xe(-0°,+~) lar uchun
ch (—x)=ch x bo'ladi.

4°, (0; 1) nugtay =chxfunksiyaning minimum nugqtasi bo'ladi.

y=chx funksiyaning grafigi asimptotaga ega emas. y =ch x
funksiyaning o‘z aniglanish sohasining chegara nuqtalarida
o0'zgarishi quyidagicha bo'ladi:

+
I|’m e e =1 -CXD#

y =ch x funksiyaning grafigini chizishda ham funksiyaning
grafiklari ustida arifmetik amallar mavzusidan foydalaniladi (11.2-
chizma).

3) Giperbolik tangens.

3- ta'rif. ex:ef-)f funksiya giperbolik tangens deb ataladi va u
e

e
th x kabi belgilanadi:

th x =
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2
11.2- chizma. y=chx.

Giperbolik tangens quyidagi xossalarga ega:

1°. y =th x funksiya (-°°,+°0) da aniqglangan bo‘lib, uning
giymatlari to'plami [—1;1].

2°. y =th x fiinksiya o'z aniglanish sohasida uzluksiz bo'lib,
-H») oraligda o'suvchi funksiya bo'ladi.

3°. y=thx toq funksiya, ya'ni barcha xe (-°°,+°°) lar uchun
th (—) =—thx bo'ladi.

4", 0(0; 0) nuqgta funksiya grafigi uchun simmetriya markazi
va egilish nuqgtasi bo'ladi.

5°. y==x1 to'g'ri chiziglar funksiya grafigi uchun gorizontal
asimptotalar bo'ladi, ya'ni lim thx =1, lim thx =—1

v =th x funksiyaning E]??f?ogini chizishda uning yuqoridagi
xossalaridan va grafiklarni bo'lish usulidan (9- 8§, 2- bandga q.)
foydalaniladi (11.3- chizma).

4) Giperbolik kotangens.
4- ta‘rit X" _x funksiya giperbolik kotangens deb ataladi ve
u cth x kabi belgilanadi.
cthx= &XT&7X
ex—e X

Giperbolik kotangens quyidagi xossalarga ega:
1°. y = cthx funksiyaning aniglanish sohasi £(cth)=(-°°,0)
u(0,+°0), giymatlar to'plami £{(cth)=(-o0,—l)u(l,+0°).
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11.3- chizma. y =th x.

11.4- chizma. y=cthx.

2°.y = cth x toq funksiya, ya'ni barcha xe D(cth) lar uchun cth
(—x)=—cthx bo'ladi.
3% y==x1to'g'ri chiziglar funksiya grafigi uchun gorizontal

asimptotalar bo'ladi, ya'ni lim v = -l I_im &_ v =1.
4°. y = cthx funksiya nolga aylanmaydi, x=0 to'g'ri chiziq
uning uchun vertikal asimptota bo'ladi, ya'ni lim, €T L 4o

—X

lim

y —cth x funksiyaning grafigi ham th x funksiyaning grafigi
kabi chiziladi (11.4- chizma).



Giperbolik funksiyalar orasida quyidagi munosabatlar o'rinli:

ch2x—sh2x =1, sh2 x=2sh x ch x,
sh(x+y)=sh x chy + chx shy, ch2x=ch2x+sh-x,

ch(x+j)=chxchy +shxshy.

2. Teskari giperbolik funksiyalar. 1) Teskari giperbolik sinus.
Teskari funksiyaning mavjudligi hagidagi teoreinaga asosan, X =shy
funksiyaga (-»,+00) da o'suvchi va uzluksiz bo'lgan teskari
funksiyani aniglash mumkin. Bu funksiya teskari giperbolik sinus
deyiladi va u Arsh kabi belgilanadi. Bu funksiyani analitik
ko'rinishda ifodalash uchun

tenglamani yechib, y = hi(x £7x2+ 1) ni topamiz (logarifm belgisi
ostida musbat ifoda hosil bo'lishi uchun «+» ishorani olish zarur).
Shunday qilib.

Arsh x =In(x +\['x2+1).

Teskari giperbolik sinus quyidagi xossalarga ega:

I", y =Arsh x funksiyaning aniqglanish sohasi Z>(Arsh x)=
=—(-00, +00), giymatlar to'plami £(Arsh x)=(-°°,+«>).

2°.y —Arsh x 0 ‘z aniglanish sohasida uzluksiz va o'suvchi funksiya.

3°. y =Arsh x toq funksiya, ya'ni barcha xe (-00,+00) lar uchun

Arsh(—x) =In —x +a/x2+1 =1In | . =—Arshx.

4°, 0(0;0) nugta funksiyaning grafigi uchun simmetriya markazi
va egilish nuqtasi bo'ladi.

5° y =Arsh x funksiyaning grafigi 11.5- chizmadan iborat.

y =Arsh x funksiyaning grafigi asimptotaga ega emas.

2) Teskari giperbolik kosinus. X =ch 'y funksiya 0<y<-H>° da o'suvchi
bo'lib, giymatlari to'plami 1<x <t*>dan iboratdir. Teskari funksiyaning
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11.5- chizma.

mavjudligi hagidagi teoremaga asosan, unga 1<x< <+°° da o'suvchi
va uzluksiz bo'lgan teskari funksiya mavjud bo'ladi. Bu funksiya teskari
giperbolik kosinus deyiladi vay =Arch x ko'rinishda yoziladi. Ushbu

y -y

x =e +¢  tenglamani yechib, v =In(x +yjx2—1) (bunda 1<Xx)

ni hosil gilamiz (Bu yerda «+» ishora olinadi). Shunday qilib
Arch x =In(x +n1/x2—1) (11.6- chizma). y=Arcbx funksiya
quyidagi xossalarga ega:

1°.y =Arch x funksiyaning aniglanish sohasi 1) (Arch)=f |,+<~),
giymatlar to'plami £(Arch)=(-004f().

2°. y =Archx toqg funksiya: Vxe /1Arch) lar uchun Arch (—x)=
=—Arch x.

3°. y =Arch x funksiya grafigi uchun (9(0; 0) nugta simmetriya
markazi bo'lib, u 0'z navbatida egilish nuqtasi ham bo'ladi.

4°. y =Arch x funksiya asimptotaga ega emas.

5°.y =Arch x funksiyaning grafigi 11.6- chizmada tasvirlangan.

3) Teskari giperbolik tangens. y =thx ga teskari funksi
teskari giperbolik tangens deyiladi va uy =Arth x kabi belgilanadi.

Yuqgorida ko'rsatilganiga o'xshash amallar natijasida

Arth x =\1In (Ix KY
ekanligi topiladi.
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11.6- chizma.

Teskari giperbolik tangens quyidagi xossalarga ega:

1°. y =Arth x funksiyaning aniglanish sohasi Z)(Arth)=(—1, 1),
giymatlar to'plami £(Arth)=(<>-<).

2". y=Arthx toq funksiya: barcha xe £>(Arth) lar uchun
Arth (—x)=—Arthx.

3"y =Arth x funksiya (—1; 1) da o'suvchi va uzluksiz.

4", (0:0) nugta y =Arth x funksiya grafigi uchun simmetriya
markazi bo’lib, u 0’z navbatida egilish nugtasi ham bo'ladi.

5. y=Arthx funksiya x==xI vertikal asimptotalarga ega.

6". y= Arthx funksiyaning grafigi 11.7- chizmadan iborat.

4) Teskari giperbolik kotangens. y=cthx ga teskari funksiya
teskari giperbolik kotangens deyiladi vay =Arcth x kabi belgilanadi.
Lining analitik ifodasi

Arcth x =\1In (Ix PY

ko'rinishda topiladi.

Teskari giperbolik kotangens quyidagi xossalarga ega:

1°. y =Arcth x funksiyaning aniglanish sohasi /)(Arcth)=(-°°;
—Du(l;+00), giymatlar to'plami FAArcth)=(-<«,+00) dan iborat.

2°.y =Arcth x toq funksiya: barcha x, —x e D (Arcth) lar uchun
Arcth (—x)=Arcth x.

3“.y =Arcth x funksiya Vx e (—#,—1) uchun 0 dan -oo gacha
monoton kamayuvchi, Vxe(l;+°0) uchun +c* dan 0 gacha
monoton kamayuvchi.

4°, y =Arcth x funksiya egilish nuqgtalariga ega emas.
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11.8 - chizma.

5°.y =Arcth x funksiya uchun x==x1vertikal asimptotalar, y =0
esa gorizontal asimptota chiziglari bo'ladi.

6°. y =Arcth x funksiyaning grafigi 11.8- chizmada tasvirlangan.

Giperbolik va teskari giperbolik funksiyalarning grafiklarini
tahlil gilish natijasida quyidagi xulosaga kelish mumkin: teskari
giperbolik funksiyalarning grafigini ularga mos giperbolik funksiyalar
grafiklarini Zx Oy burchak bissektrisasiga nisbatan simmetrik
akslantirish natijasida hosil gilish mumkin.
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Teskari giperbolik funksiyalarning y=Archx (area-sinus),
y =Arch i+ (area-kosinus), y =Arlh x (area-tangens), y =Arclh x
(area-kotangens) belgilanishidagi «Ar» area (yuza) so'zidan kelib
chiqgan, chunki area— funksiyalar geometrik jihatdan giperbolik
sektor yuzini ifoda etadi.

12-§. ALGEBRAIK FUNKSIYALARNING GRAFIKLARI

Bu paragrafda butun ratsional (ko‘phad), kasr ratsional,
irratsional funksiyalarning grafiklari garaladi.

1. Butun ratsional funksiyalarning grafigi.

Umumiy holda butun ratsional funksiya y =o@E"+0]X* |...
+a”*x+an ko'rinishda bo'ladi, bunda n — butun musbat son, a0,
«l..... a, — haqiqiy o‘zgarmas sonlar. Eng sodda butun ratsional
funksiyalar: o'zgarmas (/7=0), to'g'ri proporsionallik («=1, a\=0)
va chizigli funksiyalar (n=1) hisoblanadi.

O'zgarmas funksiya hagida batafsil ma’lumot 8- § da keltirilgan

1) To‘g‘ri proporsionallik. Tof ‘ri proporsionallik deb, y=kx
formula bilan berilgan funksiyaga aytiladi, bu yerda ANO, k son
proporsionallik koeffitsiyenti deyiladi.

y =kx funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. Funksiyaning aniglanish sohasi: D(f)=RI.

2°. Funksiyaning o'zgarish sohasi: E (f)—R'.

3y =kx —toq funksiya:/ (—x)—k (—x)=—kx =— ().

4°, Kk >0 da o'sadi, k<0 da esa kamayadi.

y —kxto'g'ri proporsionallikning grafigi koordinatalar boshidan
o'tuvchi to'g'ri chizigdan iborat (12.1- chizma).

@) v=kx(k>0), (2) y=kx (k<0)
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2) Chizigli funksiya. y—kx + b (bu yerda k\i\ b — haqiqiy sonlai >
ko'rinishda berilgan funksiya chiziglifunksiya deyiladi. Xususiy hold.i,
A=0 bo’lsa, y~ b o'zgarmas funksiya hosil bo'ladi.

Agar 6=0 bo'lsa, y=kx to'g'ri proporsionallik hosil bo'ladi.

y=kx+b (kh0, bp0) chizigli funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. Funksiyaning aniglanish sohasi: D (f)—R].

2°. Funksiyaning o'zgarish sohasi: E{f)—RI.

3°. Funksiya tog ham emas, juft ham emas.

4°, Funksiya £>0 bo'lganda o'sadi, k<0 bo'lganda esa kamayadi.

v=Kkx+b chizigli funksiyaning grafigi to'g'ri chizigdan iborat.
Uning grafigi y =kx funksiyaning grafigini ordinatalar o'qi bo'ylab
b birlik siljitish natijasida hosil gilinadi. y =kx va y =kx+b
funksiyalarning grafiklari o'zaro parallel to'g'ri chiziglar bo'ladi.

Chizigli funksiyaning grafigini yasash uchun fuksiya grafigining
koordinata o'glari bilan kesishish nugqtalarini topish yetarli. Bu

grafikning koordinata o'qlari bilan kesishish nugtalari (—*;0) va
(0;/ bo'ladi (12.2- a, b chizmalar).

12.2- chizma.

a) (1) y=kx+b, n>0, k<o, b) (1) y=kx+b, b<0, A>0.
(2) y=kx+b, b>0, £>0. (2) y=kx+b, zKo, A<0.

3) Kvadrat funksiya (kvadrat uchhad) ning grafigi.
Ta'rif. Parametrlari og0, b va c haqgiqiy sonlar bo'lgan

y=ax2+bx+c (1)

ko'rinishdagi funksiya kvadrat uchhad yoki kvadrat funksiya
deyiladi.
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Amaliyotda (]) shaklda ifodalanadigan funksional bog'lanishlar
juda ko'p uchraydi .

Masalan, W0 (m/s) boshlang'ich tezlikda tekis o'zgaruvchan
harakat qilayotgan jismning o'tgan yo'li s (m) vaqt t (s) ning
funksiyasi sifatida

s:wv'+m2
ko'rinishda ifodalanadi, bunda a —tekis o'zgaruvchan harakatning
tezlanishi.

Kvadrat uchhadning o'ng tomonini ushbu ko'rinishda
ifodalaymiz:

v=a{x2+bx)+c=a(x2+2x b + by —b )+c =
a la 4a 4a2
_ _ b z_b2—4ac_ b D
T8 (X +2a)2- u-) re=afor ) s maber  F- o

Bunda D—bh2—4ac kvadrat uchhadning diskriminanti deyiladi.
Bu funksiyaning grafigi parabola deb ataluvchi egri chizigdan iborat.
Kvadrat funksiyaning grafigini chizishda quyidagi xossalardan
foydalaniladi:

1°. Kvadrat funksiyaning aniglanish sohasi: D(y)=R\

2°. Kvadrat funksiyaning o'zgarish sohasi:

a >0 bo'lganda E(f) =[«+»=)
a <0 bo'lganda E{f) =(<>n\, n = 4a2;b
3°. Kvadrat funksiya liar bir xe /7 da uzluksiz.

4°, Kvadrat funksiya fagat bitta xo =~ 2a nugtaga ega.

Funksiyaning x=x0 dagi giymati Yo =~ ga ten8- M (x(;y()
nuqta parabolaning uchidir.

5° Agar a>() bo'lsa, funksiya x0=—" nuqtada minimumga
ega bo'lib, (-«>; x() da kamayuvchi,(x0-H») da o'suvchidir, (
da grafikni ifodalovchi egri chiziqg gavariq bo'ladi.

6°. Agar a <0 bo'lsa, funksiya x0 =— b nuqgtada maksimumga

ega va (~°;x0) da o'suvchi, (x0-n*y da kamayuvchidir, (—eo'$00
da grafikni ifodalovchi egri chiziq botiq bo'ladi.
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T. be 0 bo'lganda kvadrat funksiya tog ham, juft ham emas,
b=() bo'lganda esa u juft funksiyadan iborat.

8°. Kvadrat funksiyaning grafigi ordinatalar o‘qini doimo v (0)=r
nuqtada kesib o'tadi, abssissalar o‘gini esa hamma vaqt ham kesib
o'tavermaydi.

Bunda quyidagi hollar bo'lishi mumkin:

1) Z2<0 bo'lganda grafik abssissalar o'gini kesib o'tmaydi;

2) D=0 bo'lganda grafik x0 =— " nuqtada abssissalar o'giga
urinadi;

3)Z»0 bo'lganda grafik abssissalar o'qini x, 2=
nuqtalarda kesib o'tadi.

9°. Kvadrat funksiyani ¥ =x2(a +X +Xc2) ko'rinishga keltira-

miz. Agar x”~°° da o —0, ;2 -> 0 ekanligini hisobga olsak,

funksiyaning giymatlari a ning ishorasi qanday bo'lsa, shu ishorali

cheksizlikka intiladi. Demak, parabolaning tarmoglari a >0 bo'l-

ganda yuqoriga, a <0 bo'lganda esa pastga yo'nalgan bo'lar ekan.
Quyidagi kvadrat funksiyalar berilgan bo'lsin:

1) y=ax\ 2) y=ax2t/ 3) y=a(x—m)2
4) y=a(x—m)2+n, 5) y =ax2+bx-+c.

Bularning barchasining grafigi bir xil ko'rinishdagi parabo-
lalardan iborat, chunki y=ax2 funksiyaning grafigi ma'lum
bo'lganda (12.3- chizma), uni Oy o'gi bo'yicha n birlik (n>0
bo'lganda yugoriga, n<0 bo'lganda pastga) siljitish bilan )*=axl+n
funksiyaning grafigi hosil gilinadi (12.4-, 12.5- chizmalar).

v=a(x—m)2 funksiyaning grafigi ham paraboladan iborat. Uni
y=ax?2 funksiyaning graflgidan m>0 bo'lganda bu grafikni x o'qi
bo'yicha m birlik o'ngga parallel ko'chirish yordamida yoki m <0
bo'lganda esa, —m birlik chapga parallel ko'chirish yordamida
hosil gilish mumkin (12.6-, 12.7-chizmalar).

y=a(x—m)2+n funksiyaning grafigi ham parabola bo'lib, uni
y —ax1funksiyaning graflgidan ikkita parallel ko'chirish yordamida:
agar m>0 bo'lsa, grafikni x o'qi bo'ylab m birlik o'ngga siljitish,
yoki m<0 bo'lsa, —m birlik chapga siljitish va agar n>0 bo'lsa, y
0'gi bo'ylab n birlik yuqoriga siljitish yoki agar n <0 bo'lsa, —n
birlik pastga siljitish yordamida hosil gilish mumkin (12.8-chizma).
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12.3- chizma. 12.4- chizma.

y=ax2, (1) a>0, (2) «<(). y=ax2+n, (1) a>0, n=>0.
(2) a>0, n<0.
_ 12.6- chizma.
12.5- chizma. y —a(x—m)2, (1) «>(), m>0,
S =ax2+w. (1) a<0. /3>0. (2) a>0, m<0.
(2) «<0. a<0.
+Y
12.7- chi/.ma. 12.8- chizma. y =a(x—m)2+n, (1) a>0,
y =a(x—m)2, (1) a<0, m>0, m>0, w>0, (2) a>0, m<0, n>0, (3) a<o,
(2) a<0, m<0. m=>0, w<0, (4) 9<0, nKO, n<0.
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12.9- chizma.
(1) y=1Ix\ (2) v=2(x—1)2+1.

Agar y —ax2+bx+c¢ funksiya berilgan bo'lsa, u 4) shaklga
(v =a(x +'|%')2_4a bunda (m =—|-;qn =—ZB)) keltiriladi va
uning grafigi 4) ning grafigi kabi chiziladi.

I-misol. y =2x2—4a+3 funksiya grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiyani 4) shaklga keltiramiz:

y =2x2—4a+3=2(a—1)2+ 1,

bunda a=2, m=\, n—L Bu funksiyaning grafigini chizish uchun
y= 2x2parabolaning 0(0;0) uchini ni—Llbirlik o*ngga va n= 1birlik
yugoriga siljitish kifoya (12.9- chizma).
4) Kub funksiya (uchinchi darajali ko‘phad) ning grafigi.
Uchinchi darajali ko'phadning umumiy ko‘rinishi
y =ax3+bxl+cx+d (D
shaklda bo'ladi, bunda a ®0, b, ¢, d — ixtiyoriy haqiqiy sonlar.
a) Agar a= 1, b=c=d—0 bo'lsa, ko'phadning ko‘rinishi y=x3
shaklida bo'ladi. Bu funksiyani 8-§ da o‘rgangan edik (12.10-
chizma).
b) Agar o=I, ¢=k”0, b=d=0 bo'lsa, kub funksiya (1)
y=X*+KkxX (2)
ko'rinishga keladi.
y=x3H<x funksiya quyidagi xossalarga ega:
1°. (2) funksiyaning aniglanish sohasi (-«;-H») dan iborat.
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2°. Toq funksiya.

3°. Agar k>0 bo'lsa, (2) funksiyaning grafigi 0(O;0) dan o'tadi.
k>0 day =nnvay =kx funksiyalar o'suvchi bo'lgani uchuny —x3+kx
funksiya ham o'suvchi, ekstremumga ega emas.

4°, (2) funksiyaning grafigi xe(0;+"0) da gavariq ((-°°;0) da
botiq). JHar ganday kub funksiyaga chizigli funksiyani go'shganda
funksiya grafigining botigligi (gavariqligi) o'zgarmaydi.

5°. 0(C;0) nugta (2) funksiya grafigining egilish nuqtasi bo'ladi.

6°. k>0 bo'lganda y=x3+kx funksiyaning grafigi y=x3
funksiyaning grafigiga garaganda tikroq ko‘tariladi (12.11- chizma).

12.10- chi/ma. (1) y=x', (2)
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7°. k<0 bo'lganda. (2) funksiyaning grafigi ();(),
(sj—k;0),(—yj—k',00 nuqgtalardan o'tadi (12.12- chizma).

8°. k<0 bo'lganda, (2) funksiya (—1 u(J 3;+°)
[Zz) Lf
da o'sadi, xe (-] 3;J 3) da esa kamayadi.
9°. Agar k<0 bo‘lsa, (2) funksiya x—— nugtada
maksimumga (7max =~ 2é(Jf_Bk). | =J|—3K nugtada esa mini-

: kK .
mumga (Fmin :ZJ J- ~) ega (12.12- chizma).

a) y =x}kx+b funksiyaning y =xr+kx grafigi funksiya grafigini
ordinatalar o'qi bo‘ylab Bmasshtab birligiga parallel ko'chirishdan
hosil bo'ladi, bunda uning ishorasi b ning ishorasi bilan bir xil

boiadi.

12.12- chizma. y=x"+kx. k<O0.

h) y =x3+bx+cx+d funksiyaning grafigini chizish uchun
koordinatalar boshini

=y
almashtirish yordamida parallel ko‘chiramiz, unda berilgan funksiya
y =xB+kx +bx

shaklga keladi. Shunday qilib, y ~x?+bx2+cx+d funksiyaning grafigi



y=x3tkx+b funksiyaning grafigi kabi boiar ekan, bunda fagat

lining simmetriya markazi abssissalar o'qi bo‘ylab —| masofaga
siljigan bo‘ladi.

d) y —ax3+bx2+cx +ct funksiyaning grafigini chizish y=x3+kx+b
funksiyaning grafigini chizishga keltiriladi. Hagigatan ham,

y -aXx 3+bx2+cx+d funksiyani v =a{x’ +gx2+&x+g) ko'ri-

nishga keltiramiz, keyin yx=x"'"+"x2+c¢x +d funksiyaning
grafigini chizamiz, so‘ngra bu grafikni ordinata o'qi bo‘ylab a
marta cho‘zish (sigisJi) natijasida berilgan funksiya grafigini hosil
gilamiz. y =ax3+bx2+cx+d funksiyaning grafigi ham paraboladan
iborat bo‘ladi.

y =ax3+bx2+cx+d funksiya a va A=3ac—hl1l migdorlarning
ishorasiga bog'lig bo'lgan quyidagi xossalarga ega:

1°. 0>0 bo'lib, 0>0 da funksiya monoton o'sadi, a<0 da esa
monoton kamayadi (12.13-, 12.14-chizmalar).

12.13- chi/.ma.
v =ax'+bx:+cx+d.

12.14- chizma.
y =ax-+bx2+cx+ci.
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2". I<() boisa, unda funksiya bitta maksimum va bitta minimumga
ega boiadi, yalii

N, —b+yj—A ., 263—9abc+(bac—2b2)*}—A.
3a 27a-

iy,  b—J—A m® + 2b~—9abc+(6ac—2b2)\—[.
3a T+ 27a3

nugtalarda mos ravishda maksimum va minimumga ega boiadi
(12.15-chizma).

Funksiya grafigining Ox o'gi bilan kesishish nuqtalarining
abssissalari ax3+bx2+cx+cl=0 tenglamaning haqiqiy ildizlaridan
iborat boiadi. Uning egilish nuqtasi bir vaqtning o‘zida funksiya
grafigining simmetriya markazi ham boiadi.

5) Bikvadrat funksiya va uning grafigi.

Ta'rif. Ushbu ko‘rinishdagi funksiyaga bikvadrat funksiya
deyiladi:

y =ax*+bx2+c, pf*0,

bunda a,b,ceR].

Bikvadrat funksiyani tekshirish va uning grafigini chizish
Dekart koordinatalar sistemasida kvadrat funksiyani tekshirish va
uning grafigini chizish kabi boiadi.

Ba‘zi hollarda bikvadrat funksiyaning grafigi y=x\
funksiyalarning grafigi yordamida chiziladi. Hagigatan ham.
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X
b +C
a

/y

ko‘rinishga keltiramiz. Demak, y =ox4+bx2+c¢ funksiyaning
grafigini y=x4x2 yoki v=x*—x: funksiyalarning grafiklarini har
ikkala koordinata o'glari bo'yicha cho'zish (sigish) va ordinatalar
0'qi bo'ylab |J masshtab birlikka parallel ko'chirish natijasida hosil
gilinadi (12.16-, 12.17-chizmalar). y=x'+x2 funksiyaning grafigi
y vay =x2funksiyalar grafiklarning yig'indisidan iborat bo'ladi.
6) n - darajali funksiya va uning grafigi. Ushbu ko'rinishdagi
ifoda n- darajali funksiya (ko'phad) deyiladi:

y =a{x" +ax" l+..an]X +a, (1D

bunda a0=<0 ab ar ...,0,, — haqiqiy sonlar.

(1) ko'phadning grafigi parabolik tipdagi egri chizigdan iborat
bo'ladi.

(1) funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. (1) funksiya (-»;+») oraligda aniqlangan uzluksiz
funksiyalar yig'indisidan iborat.

poopv

-2

12.16- chizma. (1) v=x4+xJ, (2) y=n4, (3) y =n".
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12.17- chizma. (1) y=—V" (2) v=4di~nl. (3) .v=ad.

2". n=2k—1, keN toqg bo'lsin, (1) funksiya a0>0 bo'lganda
~codan gacha, a0<0 bo'lganda esa +°° dan gacha uzluksiz
o'zgaradi. n=2k—I (keN) -darajaliko'phadniifodalovchifunksiya
abssissalar o‘gini 1 dan n martagacha kesib o‘tishi (unga urinishi)
mumkin. Bunda funksiya ekstremumga ega bo‘Imasligi ham
mumkin. Agar funksiya ekstremumga ega bo‘lsa, ularning soni
juft bo'lib, 2 dan n—1 gacha, maksimum va minimum nugqtalari
almashib keladi. Bundan tashgari, uning egilish nuqtalari tog sonda
(1 dan n—2 tagacha) bp‘ladi.

3°. n=2k, keN —ijtift bo'lsin, a <) bo'lganda (1) funksiya +°0
dan -oo gacha, a(<0 bo'lgandaesa  dan +<gacha uzluksiz o'zgaradi.
(1) funksiyaning grafigi abssissalar o'gini kesmasligi (unga
urinmasligi) mumkin. Agar (1) funksiya abssissalar o‘gini kessa,
l1dan n martagacha kesadi (urinadi). Funkiya toq sondagi ekstre-
mum nugqtalarga (1 dan n—1 tagacha) ega bo'lib, maksimum va
minimumlari almashib keladi. Funksiyaning grafigi asimptotalarga
ega bo'lmaydi.

7) y=(ax2+bx+c)n (« — butun musbat son) ko‘rinishdag
funksiyaning grafigi. Agar ax2+bx+c¢ kvadrat uchhad ikkita o'zaro
teng haqiqiy ildizlarga ega bo'lsa, y =(ax-+bx+c)" funksiya
y —a"(x—a)2' (bunda a — kvadrat uchhadning ildizi) ko'rinishga
keltiriladi. Bu funksiyaning grafigi y=x2 darajali (1- bob 8- § ga
g.) funksiyaning grafigi yordamida chiziladi.

Agar ax2+bx+c kvadrat uchhad hagiqiy har xil a va [3ildizlarga
ega bo'lsa, (ax2+bx+c)n funksiyani

y=a"(x—a)" (x—pu
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ko'rinishda yozish mumkin. Bu funksiyaning grafigini chizish
y=a"(x—a)" va y2=(x—fi)" funksiyalarning grafiklarini chizishga
va ularni ko'paytirishga keltiriladi (11 bob 9-8 ga q).

Agar ax2+bx+¢ kvadrat uchhad kompleks ildizlarga ega bo'lsa,
funksiyaning grafigini chizish, murakkab funksiyaning grafigini
clii/.ishga keltiriladi ( 1l bob 17-8 ga q).

1- misol. y =(x2—1+1)2 funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. 1 Funksiyaning aniglanish sohasi (-<>+°0) dan
iborat. Aniglanish sohasining chegaralarida

.\
lim y = lim -foo.

x2—n+| deb belgilaymiz. bunda y =y2.y, —x2—x+]
funksiyaning grafigini chizamiz (12.18- chizma). U funksiyaning

xarakterli nuqtalari, ya'ni parabolaning uchi M , koordinata

274
o'qglari bilan kesishish nuqtasi M,(0; 1) topiladi va funksiya grafigida
yordamchi M22; 3), M,(—1; 3) nugqtalar olinadi.

3. MO, Mv Mv M. nuqtalarning ordinatalarini kvadratga

ko'taramiz. Bu holda, mos ravishda (0; 1),
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N,{2; 9), N,(—1:9) nuqtalarni olamiz. Bu nugqtalarni Dekail
koordinatalar sistemasida joylashtirib, izlanayotgan funksiyaning
p iUgini chizamiz (12.18- chizma).
2- misol. y =(x2—4x+3)2 funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. x2—4x+3 kvadrat uchhad ikkita haqgigiy har xil 1va
" ildizlarga ega. U holda berilgan funksiyani v —x—I)2(x—3)2
ko'rinishda yozish mumkin. Endi

yl=(x—1)2y2=(x—3)2

belgilashlarni kiritamiz, bunda y —=w-, y,, v vay
funksiyalarning grafiklarni chizish uchun ularning xarakterli
nuqtarini topamiz:

r 0 1 2 3 4
. 1 0 1 4 9
9 4 1 0 1

r 9 0 1 0 9

Bu nuqtalarni 12.19- chizmada joylashtiramiz va izlanayotgan
funksiyaning grafigini chizamiz.

12.19- chizma.
(1) F=(*-1)-; ) y,=(x-3)-; (3) v (v' 4ne3).
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2. Kasr-ratsional funksiyaning grafigi.
1) Teskari proporsionallik. Ushbu formula bilan berilgan
funksiya teskari proporsionallik deyiladi:
y =k (bu yerda k ®0), @)
bunda k son proporsionallik koeffitsiyenti deb ataladi.

y =* funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. Funksiyaning aniglanish sohasi: D (/)=(-0°;0)u(0;+0°).

2°. Funksiyaning o'zgarish sohasi: £(/)=(-°°;0)u (0;-h~).
*3.y =* —toq funksiya: f(—x) = =* =—/(*).

4°, A>0 bo'lganda, funksiya (-°°;0) va (0;+°°) oraliglarda
kamayadi. A<O0 bo'lganda, funksiya (-°0;0) va (0;+=°) oraliglarda
o'sadi.

5° k >0 bo'lganda, teskari proporsionallik grafigining tarmoqiari
1va 11! choraklarda joylashadi, k< 0 bo'lganda esa Il va IV
choraklarda joylashadi (12.20-. 12.21-, 12,22- chizmalar). y=k

teskari proporsionallikning grafigi giperbola deyiladi.

12.20- chizma.

(D>= *>o ; >

12.21- chi/.ma.
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12.22- chizma. d)-v=*"" -y=«

2) Sodda kasr-ratsional funksiyaning grafigi. Kasr-ratsional

funksiyaning eng sodda ko'rinishi
— N
V= ax+d {ad —be ®0) (2)

shaklda bo'ladi. (2) funksiya kasr-chiziglifunksiya deyiladi, bunda
kasrning surati ham, maxraji ham chizigli funksiyadir.
Agar a=0 va d=0 bo‘lsa, u holda (2) funksiya quyidagi
b
y = CbX =Xc ko‘rinishga ega bo'ladi.
Agar ¢= 0 bo'lsa, kasr-ratsional funksiya quyidagi ko'rinishni
oladi:

y = 3 X+ Z.
Agar * =P\ deb belgilasak, y=kx+bj chizigli funksiyaga
ega bo'lamiz.
Agar d =b yoki ad= be bo'lsa, “=d =p deb belgilasak.
a=cp, bNMdp va
R ELRERERY
bo'ladi.

c»0 va ad » be bo'lgan hollarda bu funksiyani garaymiz. Bu
funksiyaning aniglanish sohasi D= {xe 1 .x » — } Berilgan



funksiyani quyidagi ko'rinishda yozamiz:

oX+ be cx+d+be