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SO‘Z BOSHI

Aktuar matematika (sug‘urta matematikasi) fan sifatida XX
asr davomida shakllandi. Bu fanda sug‘urta faoliyati bilan bog4liq
bo‘lgan masalalar ko‘riladi. Sug‘urta faoliyatining asosida ro‘y
berishini oldindan aytib berish mumkin bo‘lImagan baxtsiz
hodisalardan muhofazalanish, bu hodisalar keltirgan zararlami
kamaytirish masalalari yotadi.

Birinchi sug‘urta kompaniyalari hozirgi davrdan taxminan 300
yil oldin tashkil etila boshlangan. Hozirgi davrda sug‘urta faoliyati
dunyo miqgyosida katta sanoat ko‘rinishini oldi. 0 ‘z navbatida,
sug‘urta faoliyati tasodifiy (baxtsiz) hodisalami o‘rganish bilan
bog‘lig bo‘lgani uchun unda ehtimolliklar nazariyasi va matematik
statistika metodlari keng qo‘llaniladi.

Bugungi kunda sug‘urtalash 0 ‘zbekiston Respublikasida tez
sur’atlar bilan rivojlanayotgan sohalardan bo‘lib, sug‘urtalash
umumiy iqtisodiy xavfsizlikni va barqgarorlikni ta’minlovchi asosiy
vositalardan biri hisoblanadi. Bundan tashqgari, sug‘urta tadbir-
korlikni rivojlantirishni, ko‘plab tabiiy, texnik va boshqga galtislik-
lardan samarali himoyalashni ta’minlaydi.

Respublikamizda bozor igtisodiyoti rivojlanishi sug‘urta bozo-
rini tez sur’atlar bilan o‘sishiga olib kelmoqda. Sug‘urta bozoridagi
sug‘urta turlari ko‘payib murakkablashmoqda. 0 ‘zbekiston
sug‘urta bozoridagi ijobiy o‘zgarishlar talablariga kerakli darajada
javob berishi uchun sug‘urtani boshgarish, undagi kadrlar
tayyorlash tizimini takomillashtirish va kapital shakllanishining
samarali tizimini yaratishni tagozo etmoqda.

Hozirgi kunda sug‘urta kompaniyasining o‘z faoliyatini uzoq
vaqt samarali olib borishi uchun kompaniyaning kasodga uchrash
ehtimolini baholay olish talab etiladi. Bu masalalar esa aktuar
hisoblar qatoriga kiradi. Aktuar hisoblami sug‘urtalovchi va
sug‘urtalanuvch: o‘rtasidagi o‘zaro munosabatlami tartibga



soluvchi matematik va statistik gonuniyatlar sistemasi sifatida
tasawur etish mumkin.

Taklif etilayotgan “Aktuar matematika” qoTlanmasi mual-
lifning O ‘zbekiston Milliy universiteti “Ehtimolliklar nazariyasi va
matematik statistika” kafedrasi magistrlari uchun 2014-yildan
boshlab o‘gib kelinayotgan “Aktuar matematika kursi” (ikki
semestr davomida) predmeti mavzulari, ma’ruza matnlari asosida
yozilgan. Kitobning mazmuni M.V.Lomonosov nomidagi Moskva
davlat universiteti Mexanika-matematika fakulteti talabalari uchun
1996-yildan boshlab o‘qgilib kelinayotgan “Aktuar matematika”
kursi dasturiga mos keladi. Muallif Moskva davlat universiteti
“Ehtimolliklar ~ nazariyasi”  kafedrasi mudiri  akademik
A.N.Shiryayev, “Matematik statistika” kafedrasi mudiri, professor,
V.Y .Korolyev, AQSH Kalifomiya universiteti (San-Diego)
professori V.l.Rotarlar bilan ko‘p marta mulogotda bo‘lib,
kitobning goTyozma variantini muhokama qgilgan. Ularga muallif
chugqur minnatdorchilik izhor etadi.

Mazkur darslikning yuzaga kelishida, uning uchun zaruriy
adabiyotni to’plashda va tartiblab chigishda fizika-matematika
fanlari nomzodi, dotsent T.A.Formanovaning xizmati behisobdir.
Bundan tashqari, u Kkitob goTyozmasining “oilaviy taqrizchi-
muharrir” vazifasini bajargan. Unga ham chuqur minnatdor-
chiligimni bildiraman.

Kitobni nashrga tayyorlashda O ‘zbekiston Fanlar akademiyasi
V.I.Romanovskiy nomidagi Matematika institutining katta ilmiy
xodimlari J.B.Azimov, X.Q.Jumaqulov va ilmiy xodimlar
S.0.Sharipov, A.A.Qo‘shmurodov faol ishtirok etdilar. Bu
xodimlarga muallif o‘zining minnatdorchiligini gayd etadi.



Har ganday risk sug‘urta
gilingan bo‘lishi kerak!
(AQSH Aktuariylar
Jamiyati shiori).

KIRISH

Broukgauz va Efronlaming mashhur ensiklopedik lug‘atida
(1901-yil) aktuar so‘zi registrator (hisobchi) vazifasini bajaruvchi
shaxs, qadimgi Rim tarixida esa, sud qarorlarini gayd etuvchi kotib
sifatida talgin etiladi. Keyinrog bu so‘z bilan sug‘urta
kompaniyalarida matematik hisoblar bilan shug‘ullanadigan
xodimlar aytila boshlandi.

Sug‘urta faoliyati tarixini quyidagi 3 ta davrga bo‘lish mumkin:

1) deterministik davr- 1693-yilda Edmund Galley (uning nomi
bilan astronomiyadagi mashhur kometa atalgan) tomonidan
tuzilgan “o‘limlik jadvali”, Daniel Bemullining maksimal
foydalilik g‘oyalari bilan bog‘liq;

2) stoxastik davr - aktuar hisoblarda Ehtimolliklar nazariyasi
metodlarini tatbiglari keng go‘llanishi bilan bog‘liq (xususan,
markaziy limit teorema, katta sonlar qonuni, tasodifiy jarayonlar
nazariyasi elementlari). Bu davrda (1930-1980) erishilgan eng
ahamiyatli natijalardan biri - F.Lundberg va G.Kramer tomonidan
yaratilgan kollektiv risk nazariyasi hisoblanadi;

3) oxirgi uchinchi davr - o‘tgan XX asming 80-yillaridan
boshlab, sug‘urta kompaniyalari faoliyati nazariyasida (aktuar
matematikada) zamonaviy martingallar nazariyasi, umumiy sto-
xastik hisob elementlari, matematik statistikadagi eng yangi natija-
lami va boshga matematik metodlami qo‘llanishi bilan xarakter-
lanadi.

Hozirgi zamonda sug‘urta faoliyati yuridik va jismoniy
shaxslar uchun har ganday shakldagi mulklami tabiiy ofatlardan



(tasodifiy baxtsiz hodisalardan) muhofaza qilishning universal
usuli hisoblanadi.

Har ganday sug'urta faoliyati strukturasini quyidagi

sug'urtalovchi to'lovlar
t i
premiyalar sug'urtalanuvchilar

2 ta pul ogimi ko'rinishida ifodalash mumkin:

1) sug'urtalanuvchilar to'lovlari (premiyalar, sug'urta badali,
sug'urta polisi);

2) sug'urta to'lovlari (yoki sug'urta shartnomasida qayd
gilingan talofatlami qoplash).

Demak, sug'urta kompaniyasi baxtsiz hodisalardan (sug'urta
hodisalaridan) muhofazalanuvchi shaxslar (sug'urtalanuvchilar)
bilan yuqoridagi 2 ta pul ogimini anig ko'rinishini belgilovchi
shartnomalar tuzadi, boshgacha aytganda, sug'urta polislarini so-
tadi va sug'urta hodisasi ro'y berganda, shartnomada gayd gilingan
talofatlar uchun sug'urta to'lovlarini bajaradi. O'z navbatida,
sug'urtalanuvchi yuridik yoki jismoniy shaxs, shartnomada
ko'rsatilgan sug‘urta badallarini (polislami, mukofotlami) to‘laydi.
Oz-o‘zidan tushunarliki, sug‘urta to‘lovlari, sug'urta badalidan
(premiyadan) ancha katta bo'lgandagina (va fagat shu holdagina)
sug‘urta shartnomalari tuziladi.

XX asming ikkinchi yarmida, matematik statistika, jarayon-
lami boshgarish nazariyasi, o'yinlar nazariyasi, matematik iqtisod
fanlari asosida risklar nazariyasi deb ataluvchi yo'nalish yuzaga
keldi va uning uchun risk tushunchasini ta’riflanmaydigan asosiy
(boshlang'ich) tushuncha sifatida qabul qilinishi tobora aniq
ma’noga ega bo‘lib bormoqgda.

Aktuar matematika umumiy nugtayi nazardan risklar
nazariyasming gismi deb qaralishi mumkin. Lekin sug'urta risk
holatlarini analizi bilan shug'ullanuvchi aktuar matematika fani
0'zining predmeti va unda go'llaniladigan metodiari, ehtimolliklar
nazariyasi va matematik statistika uchun ham o'ziga Xxo0s
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xususiyatlarga ega bo'lganligi uchun uni mustaqil matematik fan
sifatida gabul gilishga olib keldi.

Risk tushunchasi aktuar matematikada turli xil ma’nolarga ega
bo'lishi mumkin:

1) sug'urtagalangan obyekt;

2) sug'urtaga kirmagan mol-mulk gismi, ya’ni sug'urta-
lanuvchi shaxsning riski;

3) talofatlarga olib keluvchi tasodifiy hodisalar, shuning uchun
ham ulardan sug‘urta orgali muhofazalanish kerak.

Keltirilgan izohlardan uchinchi, oxirgi izoh ta’riflanmaydigan
risk tushunchasiga ko'prog mos keladi va u umumiy risklar
nazariyasiga asos bo'lib xizmat qilishi mumkin. Bu nazariyada
ko'prog konkret xarakterdagi jismoniy (tabiiy) risklar o'rganiladi
va bu risklaming *“manbaalari” tasodifiy ro'y beradigan yer
gimirlashlari, igtisodiy ingirozlar, ob-havoning keskin o'zgarishi
kabi kundalik hayotga ta’sirini o'tkazadigan tabiiy jarayonlar
bo'lishi mumkin.

Har ganday risk sug'urtalanish kerakmi, degan savol o0'z-
o'zidan yuzaga keladi. Yo'qg, albatta, sug'urtalash uchun quyidagi
shartlar bajarilishi kerak:

a) fagat kelgusida ro'y berishi mumkin bo'lgan “baxtsiz
hodisalamigina” sug'urtalash mumkin. Yonib ketgan uy, shikast-
langan texnika vositasi sug'urta gilinmaydi;

b) talofat yetkazadigan va tasodifan ro'y beradigan hodisa-
iardan sug'urtalanish mumkin, ya’ni ro'y berishi yoki ro'y
bermasligi oldindan ma’lum bo'Imagan “baxtsiz hodisalar”
sug'urta etilishi mumkin (masalan, avtomobil o'g'irlash, yoki
piyodani bosib o'tish, biror kasallikka uchrash va hokazo). Ro'y
berishi mugarrar, lekin gachon ro'y berishi noma’lum bo'lgan
hodisalar ham sug'urtalanuvchi hodisalar qatoriga kiradi (masalan,
sug'urtalangan shaxsning o'limi);

¢) “sug'urta hodisalarining” ro'y berishi sug'urtalangan
shaxsga bog'lig bo'Imasligi kerak. Shuning uchun ham sug'urta
kompaniyasi o'zini “bu bog'liglikni” taftish giladigan ekspertlariga
ega bo'lishi kerak. Bu ekspertlar bo'lib o'tgan yong'inning “tashkil
etilganini”, yoki firma iqtisodiy ingirozga uchraganda, uni
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tasdiglovchi hujjatlar “yo'q gilinganini” aniglay bilishlari kerak va
ulaming xulosasiga asoslanib, sug'urta kompaniyasi mos sug'urta
to'lovidan voz kechishi mumkin. Masalan, oxirgi paytda ko'p
sug'urta kompaniyalari hayot sug'urta to'lovlarini, sug'urtalangan
shaxsning o'limi, sug‘urta shartnomalari tuzilgan vaqtdan kamida
bir yoki ikki yil keyin bo'lib o'tgandagina amalga oshirayotganligi
kuzatilmoqgda (chunki, hayot sug'urtasi shartnomasi uchun mijoz
jiddiy tibbiy nazoratdan o'tishi kerak).

Sug'urta gilinadigan riskning tasodifiy ekanligini hisobga
olgan holda, umuman, sug'urta faoliyatini ikki xil turga ajratish
mumkin: hayot sug'urtasi va hayot sug'urtasi bo'Imagan variantlar
(mos ravishda ingliz tilida - Life insurance va Non-life insurance,
boshgacharoq qilib, ba’zi holiarda, General insurance deb ataladi).
O'zbek tilidaNon-life insurance variantini mol-mulksug ‘urtasi deb
atalishi qulayrog bo'ladi, chunki bu ham hayot sug'urtasi
bo'Imagan sug'urta mohiyatiga mos keladi.

Matematika nuqtayi nazaridan hayot sug'urtasi ancha sodda
hisoblanadi, chunki bu holda barcha tasodifiylik o'lim hodisa-
larining ro'y berish momentaridagina joylashgan bo‘ladi. Shuning
uchun ham tasodifiy hodisalarning ehtimolliklari va tasodifiy
miqgdor o‘rta giymatlari xossalarini bilish sug‘urta polislarining
(premiyalami) giymatlarini belgilash bilan bog‘lig masalalami
yechish uchun yetarli bo4adi.

Non-life (ya’ni mol-mulk) sug‘urta varianti hagida so‘z
borganda, sug'urta hodisasi tasodifiy bo'lishidan tashgari, bu
hodisalarning ro'y berish momentlari noma’lum ekanligini ham
gayd etishga tocg‘ri keladi. Demak, bu holda sug'urta to'lovlari
tasodifiy miqdorlar bo'lib golmasdan, bu to'lovlami amalga
oshiradigan vagt momentari ham tasodifiy jarayonni tashkil giladi.
Bulardan tashgari, bitta shartnoma polisi bo'yicha bir necha marta
sug'urta to'lovlarini bajarilshini hisobga olinsa, sug'urtaning bu
varianti ancha murakkab ekanligi ayon bo'lib goladi.

Yuqorida aytib o'tilgan fikrlardan kelib chigadiki, sug'urtaning
mol-mulk (non-life) varianti bilan bog'lig masalalami o'rganishda
mukammal bo'lgan matematik apparatlarga ehtiyoj yuzaga keladi

(ba’zi holiarda oson yechiladigan masalalar bilan bir gatorda).



Yana bir marta sug'urtaning bu ikki xil variantlari bir-biridan
nimalar bilan farqg qilishiga e’tibor berib o'tamiz. Birinchi holda
(hayot sug'urtasi - life insurance) tuziladigan sug'urta
shartnomalari uzog muddatli bo'ladi (masalan, umr oxirigacha
tuziladigan shartnomalar muddati 50 yildan kam emas). Aksincha,
mol-mulk (Non-life) sug'urta variantida tuziladigan shartnomalar
harakati muddati asosan 1 yildan oshmaydi. Qisga muddatga
tuziladigan life-sug‘urtalar analizi, Non-life sug'urta polislari bilan
deyarli bir xil bo'ladi.

Hayotiy sug'urta uchun risk manbai mijozning o'limi va
sug'urta uchun tayinlangan foiz stavkasidan iborat. Mol-mulk
sug'urta variantida esa sug'urta to'lovlari momentlari va ulaming
miqdori risk manbasini tashkil etadi. Mol-mulk sug'urta tizimida
ba’zi hollarda to'lov momentlari xos tasodifiy miqdor (sug'urta
hodisalari erta yoki kech albatta ro'y beradi), boshga hollarda esa
bu tasodifiy migdor xosmas bo'lishi mumkin (bu holda sug'urta
hodisalari ro'y bermaslik ehtimolligi musbat). Hayot sug'urtasida
to'lov migdori deterministik migdor (sug'urta summasi- aniq son),
fagat gachon to'lash kerakligi noma’lum bo'ladi, xolos. Mol-mulk
sug'urtasida esa (Non-life) to'lovlar soni va ulaming migdori
tasodifiy migdorlar bo'ladi.

Yugorida keltirilgan mulohazalarga asoslanib, Non-life (mol-
mulk) sug'urta tizimini o'rganish bilan chegaralanib golamiz.



I bob. SUG*URTA RISK MODELLARI

Bu bobda aktuariylarga yaxshi tanish bo‘lgan sug‘urta
kompaniyasining berilgan vaqt davomidagi (kontrakt muddati)
natijaviy talofat risklarini umumiy koainishlari topiladi va ular
taqqoslash usullari orqgali tahlil etiladi. Bunda yetarli kichik vaqt
davr (odatda 1vyil) oralig‘idagi sug‘urta faoliyati o‘rganilib, unga
inflatsiya va investitsiyadan kutilgan daromadlar hisobga olin-
maydi. Bundan tashqgari sug‘urta premiyalari (badallari) shartnoma
muddatining boshida to‘plangan deb hisoblanadi. Sug‘urtaning bu
modellari gisga muddatli “hayot sug‘urtasida”, mulk, tibbiy va
“fiiqoralik mas’uliyat” sug‘urta faoliyatida ko‘p uchraydi.

Chekli muddatdagi sug‘urta kontraktlarida yuzaga keladigan
umumiy (natijaviy) talofatlaming tagsimotini o‘rganish va ularni
oldindan baholay bilish (prognoz), sug‘urta kompaniyasining anig
garorlar qabul qilishida, asosan, premiya va rezerv Kkapital
hajmlarini belgilashda muhim rol o ‘ynaydi.

1.1. Risk va unisug‘urtalash imkoniyatlari

Risk (risk-frans.) - aktuar matematikada asosiy tushuncha
hisoblanib, unga ta’rif berilmaydi. Ensiklopedik lug‘atlaming
ko'pchiligida bu so‘zga quyidagi talginlar (intejrrelalbiyalar) kelti-
rilgan.

1. Sug‘urta faoliyatida: sug‘urta gilinadigan xavf ba’zida
sug‘urta toiovining hajmi 0‘z navbatida o ‘lim xavfi bilan, yong‘in
va suv toshqinlari natijasida yuzaga keladigan talofatlar va boshqa
risk holatlari sug‘urta gilinadi. Sug‘urtalanuvshi shaxs sug‘urta
tashkilotiga (kompaniyasiga) sug‘urta gilinadigan risk uchun
sug‘urta mukofoti (badali) to‘laydi.

2. Tadbirkorlik faoliyati bilan bog‘lig bo‘lgan tasodifiy z:
miqdori, bozor konyunkturasida ro‘y beradigan narx o°‘zgarishi
natijasida yuzaga keladigan talofat va boshqalar.
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3. Shaxsning psixologik xususiyatlari bilan bog'lig ha
katlari: tavakkal qilishlik, boshlangan ishning yaxshi (foydali)
natijalar keltirishiga ishonish, omadli bo'lishga umidvorlik. Risk
bilan gilingan harakat - o'zini tasodifiy (turg'un bo'lmagan) va
xavfli jarayonlarda tekshirib ko'rish, natijalari noanig bo'lgan
faoliyat bilan shug'ullanishdan go'rgmaslik va boshqalar.

Aytib o'tilganlardan kelib chigadiki, risk tushunchasi turli xil
ma’noda ishlatiladi. Masalan, uni

a) sug'urta obyekti;

b) sug'urta shartnomasiga kiritilmagan mulkning gismi, ya’ni
sug'urtalanuvchi shaxs ushun risk bo'lib gqoladigan mulk;

d) risk holatlarini ta’rifikatsiyalash masalalarida (ya’ni uni
katta, o'rtacha, kichik deb baholashda) muhim bo'lgan
xarakteristika;

e) ro'y berishi katta talofatlarga olib keluvchi hodisa deb
tushunish mumkin.

“0'z-0'zidan har ganday riskni sug'urta gilish kerakmi?” -
degan savol kelib chigishi tabiiy. Albatta, shartemas, uni (sug'urta
gilish) amalga oshirish uchun quyidagi shartlar bajarilishi kerak:

1) fagat kelgusida ro'y beradigan hodisalami sug'urtalash
mumkin. Masalan, yonib bo'lgan uy yoki halokatga uchragan
samolyotni sug'urtalab bo4maydi;

2) sug'urta gilinadigan hodisa tasodifiy bo'lishi kerak, ya’ni bu
hodisaning ro'y berishi yoki bermasligini oldindan bilib bo'Imaydi
(masalan, avtomobil o'g'irlash, piyoda kishini mashina urib ketishi,
shaxsning kasal bo'lib qolishi hodisalari va boshgalar) yoki
bo'Imasam, hodisaning ro'y berishi mugarrar, lekin uning gachon
ro'y berishi ma’lum emas (sug'urtalangan shaxsning o'limi).

3) hodisaning ro'y berishi sug'urta shaxsining xohishiga
butunlay bog'lig bo'Imasligi kerak. Shu sababli sug'urta
kompaniyalari maxsus ekspertlar yordamida ro'y bergan sug'urta
hodisasining maxsus tashkil gilinganligini tekshirish imkoniga ega
bo'ladilar (masalan, firma binosida ro'y bergan yong'in o't gqo'yib
yuborish natijasi emasligini, qotillik natijasida ro'y bergan o'limni
suigasd ogibati bo'Imaganligini).
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Sug'urta turlari

Sug'urta obyekti (manbayi) tasodifiy risk ekanligini hisobga
olgan holda hamma sugé€urtalash faoliyatini ikki xil turga bo@ish
mumkin: hayot sug'urtasi, hayot bilan bog'liq bo'Imagan sug'urta
va ulaming ingliz tilida mos ravishda - Life Insuranse va Non-life
Insuranse deb atashadi.

Hayot sug'urtasi matematikasi ma’lum ma’noda sodda
hisoblanadi, chunki undagi risk tasodifiyligi o'lim voqgeasining ro'y
berish momentlarida mujassamlangan bo'ladi. Shu munosabat
bilan qgayd etish mumkinki, ehtimollik nazariyasining asosiy
tushunchalari bo'lgan hodisaning ehtimolligi, tasodifiy miqgdor-
laming o'rta giymatlari bilan tanish bo'lishlik hayot sug'urtasi
matematikasining ko'p masalalarini yechish uchun yetarli bo'ladi.

Aksincha, hayot bilan bog'lig bo'Imagan (Non-life Insuranse)
sug'urta matematikasida go'llaniladigan metodlar ancha jiddiy
xarakterda bo'lib, ular variatsion hisob, optimal boshgarish,
ehtimolliklar nazariyasining limit teoremalari, stoxastik ekstremal
muammolar bilan tanish bo'lishni taqozo giladi. Bu turdagi
sug'urtalar liar xil ko'rinishda bo'lib, mol-mulklardan tashgari
gumanitar xarakterdagi fugarolami yuridik, meditsina sohalarida
risklardan ham himoyalash mas’uliyatini oladi. Masalan, igtisodda
ular stabillik (turg'unlik) holatini yuzaga keltirishga xizmat giladi.

Non-life tipidagi sug'urtalaming murakkabligi unda sug'urta
manbayi bo'lgan risklami yuzaga kelishi momentlari ham, ular
uchun to'lov ham tasodifiy migdorlar bo'lishi bilan bog'ligdir.

Matematika nuqtayi nazaridan sug'urta manbayi — risk
hodisalarining ro'y berishi momentlari hayot-Life sug'urtalash
ushun xos tasodifiy migdorlar bo'ladi (chunki risk hodisasi (o'lim)
ertami yoki kechmi albatta ro'y beradi). Non-life sug'urtalar ushun
esa bu tasodifiy migdorlar xosmas bo'ladi (chunki risk hodisasi
ro'y bermasiigi ham mumkin). Bundan tashqari, Life Insuranse
turkumida ro'y bergan risk hodisasining oqibatida ko'rilgan zarar
uchun to'lov (sug'urta to'lovi) tasodifiy bo'lmasdan aniq bir (de-
terminilashtirilgan) summa bo'ladi. Aksincha, Non-life Insuranse
sug'urtasi ushun esa sug'urta to'lovlari soni va hajmi tasodifiy
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migdorlar boiadi, chunki bu sug'urtalar uchun risk hodisalarining
ro'y berishlari sonini va bo'ladigan zarar miqdorini oldindan aytib
bo'lmaydi.

Aytib o'tilganlardan tashgari bu ikki sug'urta turi bir-biridan
faoliyat olib borish prinsiplari bilan tubdan farqg qiladi: Life
Insuranse holida - bu kapitallashtirish yoki boshgacha aytganda
jamlash prinsipi, Non-life Insuranse holida esa tagsimlash
prinsiplari ustuvor hisoblanadi. Birinchi holda berilgan kontrakt
bo'yicha olingan sug'urta badallari (mukofotlar) risk hodisasining
ro'y berganiga gadar sug'urta to'lovini amalga oshirish uchun
yig'ilib boriladi. Ikkinchi holda esa (Non-life) birovdan olingan
sug'urta badallari, risk hodisasi ro'y berganda boshga mijozlarga
sug'urta to'lovlari sifatida tarqgatilishi (tagsimlanishi) mumkin,
ya’ni boshgacha aytganda, yig'ilgan sug'urta badallari gayta
tagsimlanadi. Qayd qilib o'tilgan prinsiplar bu ikki turdagi
sug'urtalar faoliyatini gonunlashtirish turlicha bo'lishiga sabab
bo'ladi. Ko'pgina mamlakatlarda, masalan, Fransiyada, bitta
kompaniya bir vaqtda Life va Non-life sug'urtalari bilan
shug'ullanishi mumkin emas (taqiq etilgan), chunki aks holda hayot
sug'urtasi mijozlari manfaatlari suiiste’mol qilinib, ulaming
sug'urta badali pullari, mol-mulk sug'urtasi bo'yicha zaruriy
to'lovlami qoplash uchun sarfetilib yuborilgan bo“lar edi.

Keltirilgan sug'urta turlari o'zlarining risk manbalari bilan ham
tubdan fargli bo'ladi. Life sug'urtasi risk manbayi - bu mijoz
o'limi va ustama to'lov (protsennaya stavka), Non-life sug'urtasi
uchun esa risk manbayi - bu zaruriy bo'lgan sug'urta to'lovlari
yoki boshgacha aytganda, tuzilgan shartnomalar bo'yicha talab
etilgan to‘lovlar jarayoni (claims prosess).

Sug'urta faoliyatining asosiy prinsiplari

Yugorida keltirilgan fikrlar asosida sug'urta faoliyatining
asosiy prinsiplarini bayon qilish mumkin.

1 Sug'urta kompaniyasi (sug'urta giluvchi) mumkin gadar
ko'proq kontraktlarga (sharthomalarga) ega bo'lishi kerak. Biz
quyida bu tezisni ehtimolliklar nazariyasi va matematik statistikada
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juda muhim bo‘lgan katta sonlar gonuni orqgali asoslashga harakat
gilamiz.

Eslatib o‘tamizki, kuchaytirilgan katta sonlar qonuni bog‘ligsiz
va bir xil tagsimlangan tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi
JTLX2,. JIT]... uchun quyidagicha ifodalanadi: agar
EXl=ex2=...=ex 0°‘rta qiymat mavjud bo@sa, u holda

ya’ni XvX2..yx .. tasodifiy migdorlaming o‘rta giymati da
EX ga bir ehtimollik bilan yaginlashadi. Bunda n ganchalik katta
bo‘lsa, katta sonlar qonunidagi yaqinlashish shuncha tez bo*ladi.

.Sug'urta giluvchi shaxs (kompaniya) nugtayi nazaridan EX
toza yoki netto-mukofot (inglizsha netto premium) sifatida gabul
gilinishi mumkin. Shu bilan bir gatorda yuklamali mukofot (yoki
EX+e) brutto-mukofot (inglizcha prime brutte) deb ataladi.

E’tibor qilish kerak bo‘ladiki, sug'urta kompaniyasining
portfeli (tuzilgan kontraktlar soni) doim kamayib boradi - kontrakt
muddatlari tugab boradi, ba’zi kontraktlar muddatdan oldin bekor
gilinadi, ba’zi kontraktlar uchun asos bo'lgan risklarga nisbatan
yo'qolish trendi paydo bo'ladi va hokazo.

Aytib o'tilgan mulohazalardan kelib chigadiki, sug'urta
kompaniyasi “gayta ishlab chigarish”, ya’ni yangi kontraktlar
tuzish bilan doimo shug'ullanishi kerak bo'ladi. Shu bilan bir
gatorda eslatib o'tamizki, sug'urta kompaniyasining faoliyati
boshga ixtiyoriy ishlab chigarish korxonasi ish uslubidan keskin
farg giladi, chunki uning ushun “inversion ishlab shigarish sikli”
xarakterli hisoblanadi. Bu degani sug‘urta kompaniyasi faoliyatida
“mahsulot” uchun to‘lov (mukofot), mahsulot ishlab chigarishdan
oldin olinadi (risk hodisasi ro‘y berganga qadar). Odatda esa
“mahsulot” oldin ishlab chigiladi va unga baho beriladi, so‘ngra esa
sotiladi.

2. Risklami kompensatsiyalash (qoplash) ushun sug‘ur
portfeli birjinsli, ya’ni risklami ro‘y berish ehtimolliklari bir xil va
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ular yetkazadigan zarar har xil bo‘lishi kerak. Demak, sug‘urta
kompaniyasi risklami tanlab olishi (seleksiya o°‘tkazishi) kerak.

» Aytib o‘tilgan tanlov asosida kompaniya ro‘y berishi deyarli
mugarrar bo‘lgan risklami sug‘urta gilishdan voz kechish kerak (ma-
salan, uy egasi ogohlantirish tizimini tuzmasdan oldin uyni o‘g‘irla-
nishi risk bo‘yicha sugarta etilmaydi). Life sug‘urta o‘tkazishdan
oldin mijozni tibbiy ko ‘rikdan o‘tkazish zarur bo‘ladi, aks holda kom-
paniya tez orada katta sug‘urta to‘loviga uchrashiga toay‘ri keladi.

e Ixtiyoriy risk ma’lum belgilarga asoslanib tuzilgan
ta’rifikatsiyalash  guruhlariga kiradi (masalan, yog‘ochdan va
g‘ishtdan qurilgan uylar turli guruhlarga tegishli bo‘ladi. Bunda
yog‘och uylar yong‘indan sug‘urtalash, g‘ishtli uylarga nisbatan
ancha gimmatbo‘lishi kerak. Xuddi shuningdek, gon bosimi yuqori
bo‘lgan shaxslaming sug‘urtasi, sog‘lom odamlar sug‘urtasidan
gimmat qilib tayinlanishi tabiiy).

Aytib o‘tilganlardan kelib chigadiki, 1- va 2-prinsiplar sug‘urta
kompaniyasining portfeliga garama-qgarshi talablar qo‘yiladi.

3. Shartnomalar shunday tuzilishi kerakki, hamma risklar bir
vagtda ro‘y berishi kuzatilmasin. Aks holda kichik hajmdagi
to‘lovlami qoplash muammolari ham yuzaga kelishi mumkin
(masalan, bir regiondagi hamma xofjaliklami do‘ldan sug‘urta
gilish magsadga muvofiq emas).

4. Haddan tashqari katta risklami sug‘urta gilish kerak emas,
chunki bitta sug‘urta hodisasi ro‘y berganda ham, to‘plangan
sug‘urta badallarining hammasini sarflab yuborish zaruriyati
yuzaga kelishi mumkin (masalan, juda baland ko‘p qawatli uylami
sug‘urtalashga harakat gilish kerak emas).

Shunday qilib, 3 va 4-prinsiplar sug‘urta portfelini oshirishni
cheklab go‘yadi. Lekin amalda sug‘urta kompaniyalari katta riskli
shartnomalami boshga kompaniyalar bilan. sheriklik asosida
tuzishga harakat gilishi mumkin.

1.2. Individual risk modeii
Sug‘urta faoliyatining asosiy gismi bo‘lgan moliyaviy risklami

tahlil qilish, sugdirtaning individual risk modelini o‘rgamshdan
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boshianadi. Lekin keyingi o'n vyilliklar davomida bu risk
variantining yangidan-yangi modifikatsiyalari yuzaga keldi va ular
hagida quyidagi punktlarda so'z boradi.

1.2.1. Klassik variant

Faraz gilamizki, sug'urta kompaniyasining portfelida n ta
kontrakt (shartnoma) bo'lib, uning har biridan sug'urta hodisalari
ro'y berganda to‘lov talabi tushishi mumkin bo'lsin. Bunda
kontraktlar (risklar) o'zaro bog'ligsiz bo'lib, ulaming bir xil
bo'lishi shart bo'Imasin. Agar ~(/=m) /-nchi kontrakt bo'yicha

to'lanishi kerak bo'lgan mablag' miqgdori bo'lsa, ulami o'zaro

bogdligsiz manfiy bo'lmagan tasodifiy migdorlar (umuman, turli
xilda tagsimlangan) deb tushunish mumkin. Hodisa {*=0} ning

rody berishi, i-nchi kontrakt bo4yicha sug'urta birligi davomida
hech ganday to'lov talabi tushmaganligini bildiradi.
Hodisa {*>0} ning indikatorini /, orqgali belgilaylik
(/, =/KAQ<y)). Quyidagi belgilashlami kiritamiz:
af =P(Vt>0), F,(x) =P(Vt<x)
G, () =A< (*)- (1- gt)], x>0, i =1,i*.

Endi o'zaro bog'ligsiz va G tagsimotga ega bo'lgan tasodifiy
miqgdorlar w,lami ko'ramiz va ulami ulardan bog'ligsiz deb
hisoblaymiz. Aytilganlardan kelib chigadiki,

P{u, =0)=0, M=lun i=I,n.

Boshqgacha aytganda, u - bu /-nchi kontrakt bo'yicha umumiy
to'lovlar miqdori (bunda hech bo'Imaganda, /-nchi kontrakt
bo'yicha bitta to'lov talabi bor deb hisoblanadi).

Agar sug'urta davomida har bir kontrakt bo'yicha bittadan
to'lov talabi tushadideb hisoblansa,

yig'indi tushgan to'lov talablari soni bo'ladi. Bu holat "hayot
sug'urtasida” xarakterli bo'ladi. Hagigatan ham, agar ~ deb, j-
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nchi sug'urtalangan shaxsning o'lim ehtimolligini belgilasak, unga
mos keluvchi sug'urta to'lovi b, bo'lsa, tasodifiy miqdor \
quyidagi
P(yj ~)=aJ,P(VJ=0)-1-qj
ehtimolliklar bilan fagat ikkita giymatlar gabul giladi.
Sug'urta portfelidagi hamma n ta kontraktlar bo'yicha
yig'indi talofat migdori individual model uchun

H
ya’ni har bir ayrim to'lovlar yig'indisiga teng bo'ladi.
Tasodifiy miqgdorlar [M9”Ve) o'zaro bog'ligsiz deb

hisoblangani uchun
n n

ES*=" evl9ds?=S]dvi9
i=l 1=

tagsimot funksiya
n

ITM =/>(5I'<x)=P"
=il
formula bilan topiladi.
Umuman, manfiy bo'Imagan tasodifiy migdorlar tagsimotlarini
tahlil etishda,
x(u)-E em>0
Laplas almashtirishidan foydalanish qulay bo'ladi. Bunda
bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar yig'i]ndisining Laplas almashtirishi

Voo- I'JL| N (&B)
Quyidagi tenglik
Jr,(*)=1-*/+*A[)
o'rinli bo'lishini hisobga olsaki,*(l) tenglikni

H
ko'rinishda yozish mumkin.

17



(2) formulada differensiallash amalini bajarib, s? tasodi
migdoming hamma tartibdagi momentlarini hisoblash mumkin

bo‘ladi. Hagigatan ham, manfiy bo‘Imagan tasodifiy miqgdoming
(/>(*>0)=1) Laplas almashtirishi

Lx(u)=Ee* = Je— dFjro*)> u >0
0
bo‘lib, undan EXk<oo bo*lganda
o

A>(«) =(- D Mxbke ~dFx(x), k>\
0
formula kelib chigadi. Demak, oxirgidan
EXk=(-1//5)(0)
tenglikni hosil gilamiz.

Aytib o‘tilganlami Gamma-tagsimot misolida namoyish qilib
o‘tamiz. Eslatib o‘tamizki, tasodifiy migdor X parametrlari A4>0 va
a>0 bo‘lgan Gamma-tagsimotga ega deyiladi, agar uning zichlik
funksiyasi

x>0 3)
r(«)
formula bilan aniglansa. Bu%erda

M(a)= a>0
0
Eyleming klassik Gamma-funksiyasi. Eslatib odamizki,
MNa)=(a-1)r(«-1)
tenglik o‘rinli bo‘lib, undan a ning butun giymatlari uchun sodda
I(a)=(a-1)\
formula kelib chigadi. Har ganday x>0 bo‘lganda p(*)*0 bo‘lgani
uchun



Demak, (3) formula bilan aniglangan p(x) funksiyani gandaydir
manfiy bo‘lmagan tasodifiy migdoming zichlik funksiyasi deb
gabul gilish mumkin ekan.

Umumiy holda X ning tagsimot funksiyasi Fx(x)=Fa(x) ni
elementar funksiyalar orgali ifoda etib bo‘Imaydi. Shuning uchun
ham tagsimot funksiyasi

Fa(x)=
0
maxsus funksiyalar sinfiga tegishli bo‘ladi. Lekin parametr a butun
son boiganda, Fa(x) funksiya oson hisoblanishi mumkin (bu holda
Fa(x) maxsus funksiya bo‘lmaydi). Hagigatan ham, bu holda
bo‘laklab integrallash formulasini qo‘llab quyidagi rekurrent
tengliklarga ega bo‘lamiz:

lde~u =
0 0
3 nred
=" r-(a) ' L+JF(®)
-Ix A _ _A -
Jraz§ "
x —F
= (%9 =F«'W (a-.)-

Demak, biz butun a >0 uchun

F()=Rvy (a-I)!
rekurrent formulani hosil gilamiz va undan F{x) =\-e~** bo‘lishini

hisobga olib
A (92 ("me ™

aniq ko‘rinishdagi tagsimotga kelamiz.
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Tagsimot Fa(x) ning o‘rta giymati

0 0 0
o r LI
1 n°-x@-~, =1 Fd"qlﬁ* -'e-Vr=

r(*) b 1 («)

w
e 5
Shunga o‘xshash ravishda

ab-/mr-krpgr-» (4)

tenglikni isbotlaymiz va undan o°‘rta kvadratik og‘ish

aY=yiVarX ’J:

variatsiya koeffitsiyenti

CVO) =5 =

ekanligi kelib chigadi.

Parametr a ning giymatiga bogiiqg holda variatsiya koef-

fitsiyenti (0,00) oraligda ixtiyoriy o‘zgarishga ega bo‘lishi mumkin.

Gamma tagsimotning o‘rta giymati va dispersiyasi X tasodifiy

migdoming Laplas almashtirishi yordamida ham hisoblanishi
mumkin:



Endi

Izoh berib o‘tamizki, Gamma-tagsimot sug‘urta to‘lovlari
ma’lum bir qiymat atrofida gruppalashib, katta bo‘Imagan to‘lovlar
kichik ehtimolliklarga ega bo‘lgan holatlami yaxshi modellash-
tiradi.

Umuman, Aktuar matematikada Gamma-tagsimot muhim rol
o‘ynaydi, chunki u bir gator o‘zaro bog‘lig bo‘Imagan masalalarda
yuzaga keladi. Masalan,

tasodifiy miqgdorlar o‘zaro bog‘ligsiz bo‘lib, o‘rta giymati O,
dispersiyasi 1 bo‘lgan normal tagsimotga ega bo‘lsin. Matematik
statistikada, bu tasodifiy migdorlami kvadratlari yig‘indisidan
tashkil topgan  z2=X?+-+x,, statistika, nazariy va amaliy
tadgiqotlarda juda ko‘p qo‘llaniladi. Tasodifiy migdor z2 ham

parametrlari a=",1=0,5 bo‘lgan r~,0,5j- tagsimotga ega bo‘ladi.

Individual risk modelida i-nchi kontraktlar bo‘yicha
to‘lovlami belgilaydigan tasodifiy migdor “lar o‘zaro bog‘ligsiz
bo‘lib, r(a,J1)-tagsimotga ega bo‘Isin, ya’ni zichlik funksiyasi

Yugoridagi (1) va (2) formulalardan foydalanib, sug‘urta
portfelidagi hamma n ta kontratlar bo‘yicha yig‘indi talofat Sj?

ning tagsimoti I boMishligini isbot etish mumkin.
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1.2. Markaziy limit teorema va uning S? yig'indi
tagsimotiga tatbiglari

Ehtimolliklar nazariyasi va matematik statistikaning ko'p
masalalari va ulaming amaliyotdagi tatbiglari tasodifiy miqdorlar
yig'indisining tagsimotini tahlil etish bilan bog'lig boTadi. 0 ‘z
navbatida, bu masalalami yechish jarayonlari hozirgi zamon
ehtimolliklar nazariyasining juda muhim boTgan “Tasodifiy
miqdorlami qo'shish nazariyasi” boTimini tashkil giladi. Biz bu
sohaga tegishli va vyig'indi risk s" tagsimotini approksimat-
siyalashda tatbiq etiladigan natijalardan bir nechtasini keltiramiz.

Ta’rif 1. Tasodifiy migdorlar ketma-ketligi

uchun markaziy limit teorema o'rinli deyiladi, agar shunday
(N {exBa>0} sonlar ketma-ketligi mavjud boTib,

sup|/>(*"A<x]*0 o N

limit munosabatlar o'rinli boTsa. Bu yerda

SH= Xx+...+ X,,t D (x) = \erdu.

Ko'p holiarda bu ketma-ketliklar 4.=£5¢ ba=dsh tengliklar
orgali aniglanadi.
Markaziy limit teoremaning umumiy xarakterdagi va

amaliyotda ko'p go'llaniladigan variantlaridan biri quyidagicha
Lindeberg teoremasi hisoblanadi.

Teorema 1. Tasodifiy migdorlar ketma-ketligi,

XXXT,..o XT.. D)
o'zaro bog'ligsiz boTib, €=dx,<00 (»=itii)shartlar bajarilsin. Agar
har ganday e>0 uchun da

M=B \ (x-EX.fdF"x)-*o 2)
MVt
limit munosabatlar bajarilsa, u holda (1) ketma-ketlik uchun
markaziy limit teorema o'rinli boTadi. Bu yerda

B1=0{Xx+...+Xs) =£<x¢? .
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Teorema ldagi (2) shart He)-+oye>0, > Lindeberg sharti
deyiiadi.

Eslatib o4amizki, (xHn*\)tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
cheksiz kichiklik shartini ganoatlantiradi, deyiiadi, agar har ganday
e>0 uchun

limnex £e =0.
Klassik Chebishev tengsizligidan oson ko'rinadiki, a, <« (»=I")

boTgan holda bu cheksiz kichiklik shartini
,El‘rr.mxer,f->0 53)
el Iss

ko'rinishida ifoda etish mumkin.

Teorema 2. Tasodifiy migdorlar ketma-ketligi uchun markaziy
limit teorema (CLT) o'rinli boTishi va (3) cheksiz kichiklik sharti
bajarilishi uchun, (2) Lindeberg sharti bajarilishi zarur va yetarli
boTadi.

Teorema 2 ehtimolliklar nazariyasida Lindeberg-Feller
teoremasi deb ataladi, uni quyidagi gisqa logik sxema,

(CLT) &(3)0 (2) (4)
ko'rinishida yozish mumkin.

Markaziy limit teorema uchun juda muhim boTgan (2)
Lindeberg shartining amalda bajarilishini tekshirish oson masala
bo‘lmaydi. Shuning uchun ham CLT o'rinli bo'lishini tekshirish
osonroq boTadigan yetarli (lekin zaruriy bo'lmagan) shartlami
topish diggatga sazovor boTadigan masalalar gatoriga kiradi.
Quyida biz aytib o‘tilgan fikrlami tasdiqlaydigan A.Lyapunov
teoremasini keltiramiz. Oldin quyidagi belgilashlami kiritamiz:

tr,

Ifoda  ehtimolliklar nazariyasida “Lyapunov kasri” nomi

bilan yaxshi maTum.
Teorema 3 (A.Lyapunov). Agar n-»«da
L-o (5)
limit munosabat o'rinli boTsa, {xa,n* oketma-ketlik uchun CLT
bajariladi.
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Teorema 3ning isboti oson va uni quyidagi satrlarda keltiramiz.
Buning uchun esa (5) shart bajarilganda, teorema 2ning o'rinli
boTishini ko'rsatish yetarli boTadi (bu yerda izoh berib oTish
joizki, Le belgilash kiritilganda hamma x,tasodifiy migdorlami
o'rta giymatlari ex,=o deb hisoblangan va bu faraz umumiylikni
chegaralamaydi). Hagigatan ham, teorema 2dagi

AWetfZ \ *dFx\x)*s"B?+ \ W\'d/x(x) =
i-\ \$piBa M (chxB.

m
= x =€y
BI

Demak, (5) shart bajarilganda har ganday £>ouchun

LH(f)-»0, n->co.

Isbot etilgan markaziy limit teoremaning (CLT) konkret
tatbiglarida goldiq had

p(/F,<p)=sup (H - D (x)

ifodaning nolga intilish tartibi muhim rol o'ynaydi va ning
Oga yaginlashish tezligi, (4) munosabatga asosan, “Lyapunov
kasri” Ln bilan xarakterlanadi.
Hozirgi zamon ehtimolliklar nazariyasida CLTdagi qoldiq had
ning baholariga tegishli muammolar mashhur Berri-Esseen
teoremasida hal etilgan.
Teorema 4 (Bern Esseen). Har ganday ntl uchun
p(F,,0)5ci. (6)
buyerda c-absolyut son va go'shiluvchi tasodifiy migdorlar xtlami
tagsimotlariga bog'lig bo‘Imaydi.
Teorema 4dagi (6) tengsizlik Berri-Esseen nomi bilan ataladi
va uni bir xil tagsimlangan x, G=t*) tasodifiy migdorlar uchun

(7)
ko'rinishida yozish mumkin. Bu yerda n”i,c0- absolyut son,
cr'-=EX\& =E\X\\

Berri-Esseenning (6),(7) tengsizliklaridan kelib chigadiki,
ulami konkret masalalami yechishda goTlash uchun absolyut son
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"couchun aniq va universal baholarga ega bo‘lish kerak. Bu sonning
eng minimal (kichik) giymatini topish masalasiga 0°‘z paytida
A.N.Kolmogorov  (1903-1987) ham katta e’tibor bergan. 1953-
yilda u konstanta d):fa\_’lﬁ bo‘lishi kerak degan gipotezani ilgari

surgan. Bu gipoteza asosli, chunki binomial tagsimot uchun klassik

Muavr-Laplas teoremasiga asosan d>-"= baho o4rinli.
sin

Lekin A.N.Kolmogorovning d=jL=tenglik o‘rinliligi hagidagi
sin

gipotezasi oxirigacha anig bo‘lib chigmadi. 1956-yilda K.F.Esseen
bu gipotezadan fargli bo‘lgan masalani yechish jarayonida (7)
tengsizlikdagi o‘zgarmas co
_Vio+3__i +00107 _04097_
6yJ2n  -Jin

sondan kichik bo‘la olmasligini isbotladi.

Berri-Esseenning (7) tengsizligiga asoslangan holda o‘zgarmas
son 1)

C. =suplimsupp(F,,, <£>)"-
F n-w WA

CLTdagi asimptotik to‘g‘ri konstanta deb hisoblanishi
mumkin, chunki u

p(" (D)"C A +olLl ntee°
asimptotik munosabatni ta’min etuvchi eng kichik musbat son
bo‘ladi. KLG.Esseen c.=cEBenglik to‘g‘ri bo‘lishini isbotladi.
Konstanta c. ning ta’rifidagi supremum ikki giymatli Bemulli

tagsimotlar sinfida erishiladi.
Aytib o‘tilganlardan asimptotik to‘g#i konstanta c. Berri-Es-

seen tengsizlikdagi couchun quyi chegara bo‘lar ekan (cozc.=cE).
1) Bu yerda supremum

{F; JxdF(j:)=0,a2= ~xdF,fc = J|*|3fl'!F<oo}
=0 -0 -0
F tagsimotlar sinfi bo‘yicha hisoblanadi.
Berry-Esseen tengsizligidagi yaginlashish tezligi tartib

optimal ekanligi klassik Muavr-Laplas teoremasidan kelib chigadi.
25



Umumiy holda bu fakt quyidagi Esseen teoremasida ham oz
tasdigani topadi.

Teorema 5. 0 ‘zaro bog‘ligsiz va bir xil tagsimlangan
xItx It.. X w... tasodifiy migdorlar uchun

EX=0EX = jlddF(x)<wo

bo‘lib, tagsimot £ (*)=/>(*,<x) “panjarasimon” bodmasin. U holda

bu yerda a, =

Eslatib o‘tamizki, x tasodifiy miqgdor “panjarasimon
bo‘lmagan” deyiladi, agar uning giymatlarini biror arifinetik
progressiya

A=fa+h ae R h>0, k-...-101,..}

ko‘rinishida yozish mumkin bo‘lmasa. Demak, f(x)tagsimot
“panjarasimon bo‘lmagan” deyiladi, agar unga mos keluvchi
ehtimollik tagsimoti ?,(¢) uchun AHAD=\ tenglik o‘rinli bo‘Imasa
("M(1)<1) sMarkaziy limit teoremaga tegishli bodgan teorema 1-5lar
[14] kitobda to4a isbotlari bilan keltirilgan.

Izoh. Monografiya [1] mualliflarining guvohliklari bo‘yicha
Berri-Esseen teoremasidagi d<os152 baho 2006-2011-yillar
davomida isbot etilgan. Demak, dkonstantaning aniglik tartibi 0.1
ga teng (cQuchun quyi chegara c£ni yuqori chegaradan fargi 0.1).

Endi CLTga oid keltirilgan teoremalar sug‘urta individual risk
modelidagi yig‘indi risk s? ning tagsimotini approksimatsiyalash
masalalari tatbigiariga o ‘tamiz. Eslatib o‘tamizki,

Faraz gilamiz,

(8)
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bog'ligsiz  tasodifiy miqdorlar uchun ev,dv, (/=i,w)lar mavjud
bo'lib, (8) ketma-ketlik Lindeberg shartini ganoatlantiradi, ya’ni
n—eada

b;2¢  \  (x-EX,)2dFK(x)->0
M \K-EVic*B,

bu yerda B2=Y,DvM+ U holda teorema Iga asosan, «>coda

b (> | jre-'*r-du.

viek
Demak, bu holda F"(X)=/>("w<Xx) tagsimot uchun

N

normal approksimatsiya (yaqinlashishi) go'llanilishi mumkin.
Agar (8) ketma-ketlikdagi tasodifiy miqgdorlar uchun r, =B

momentlar mavjud bodsa, «pe da

(x) « ®

sup F 2 (*)_<*> H :O(L")
K Q/}P r y

Bu natija teorema 3dan kelib chigadi.
Endi

m=p(x)+x "~ 1N Y
belgilashni kiritamiz. Bu yerda
0j=EV2 a2=DV].
Agar (8) ketma-ketlikdagi tasodifiy miqgdorlar bogdigsiz
bodib, ulaming umumiy tagsimoti
N (x) =P(K1l<x) =F(x)

“panjarasiinon” bo4masin. Bundan tashqari,
jMReE) <@

moment mavjud bo'lsa, u holda /*->°oda
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Ip N (x)-d (N)[=0 - 9)

Keltirilgan oxirgi limit munosabat teorema 5 ning xulosasi
bo'ladi. Agar (8) ketma-ketlikdagi tasodifiy migdorlarning umumiy
tagsimoti £(*) “panjarasimon” bodlsa, approksimatsiya funksiyasi

<>(Mni ko'rinishida “panjara xarakteristikasi fcga” bog'lig bo'lgan

go'shimcha had yuzaga keladi va (9) limit munosabat o'rinli bo'lib
golaveradi.

1.3. Risk holatlarining migdoriy xarakteristikaiari
1.3.1. Individual risk tagsimoti

Faraz gilaylik, X tasodifiy miqdor (risk) sug'urta hodisasi ro'y
berganda, sug'urta kompaniyasining sharthomaasosidato'laydigan
to'lov migdorini (hajmini) ifoda gilsin. Odatda X tasodifiy migdor
uzluksiz tagsimotga ega deb hisoblanadi. Hagigatan ham, meditsina
sug'urtasida (shaxsning davolanish bilan bog'liq xarajatlar), mol-
mulk sug'urtasida (sug'urtalangan shaxsning mol-mulkiga
yetkazilgan zarami qoplash) fugarolik mas’uliyati sug'urtasida
(boshga bir shaxs tomonidan yetkazilgan zarar, yuridik va sud
jarayonlari bilan bog'liq xarajatlar) tasodifiy miqgdor X ning
giymati sifatida [0,00) oraligdagi ixtiyoriy sonni olish mumkin.
Aynigsa, sug'urta badalini bir valutadan boshgasiga o'tkazishdagi
hisob-kitob jarayonlarida tasodifiy migdor X ning tagsimotini
uzluksiz deb hisoblash kerakligi ayon bo'lib goladi.

Quyida biz sug'urta holatlarida ko'p uchraydigan va o'ziga xos
ma’noda standart variantdagi bir qator uzluksiz tagsimotlami
keltiramiz va ulardan murakkab bo'lgan tagsimotlami paydo
gilishning bir nechta usullarini keltiramiz (musbat songa
ko'paytirish, ya’ni masshtab almashtirishi, darajaga ko'tarish,
eksponenta olish, parametr bo'yicha o'rtalashtirish “gorishma”
tagsimotlar va boshqalar).

Tasodifiy migdor X ning tagsimot funksiyasini va zichlik
funksiyasini mos ravishda Fx(-) va /,(¢) deb belgilaylik. Quyida
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keltirilgan normal tagsimotdan boshga hamma tagsimotlar uchun

x>0, ya’ni i*0)=0 deb hisoblaymiz va belgilashlarni

soddalashtirish uchun indeksdagi X belgisini tushirib qoldiramiz.
1) To‘la bo‘lImagan gamma-tagsimot

G (g,jc) = ~}- lua~le "du, g > 0,jr>0
Fla) J

bu yerda
r(e): p _'e LdU
0
Agar a=n butun musbat son bo‘lsa, (we{l2...}),
G{n,x) = 0)
(=]

Oxirgi tenglik (ni induksiya metodidan foydalanib isbot
etamiz. Buning uchun uni quyidagi ko‘rinishda yozamiz

G(n,x)=1- — Junr'erdu=1- G(n,x)..
(n,x) Fn) u u (n,x)

0 ‘z-o‘zidan ko‘rinadiki, *>0 bo‘lganda
(0]
G(I,x)= Je~du=ex.

X

Demak, w=l bo‘lganda (1) formula o‘rinli ekan. Endi faraz
gilamiz, n=N bo‘lganda

h Y 'e~T n{ex

o‘rinli bo‘Isin. Bu holda bo‘laklab integrallash yordamida n=N+\
uchun



tenglikni yoza olamiz. Bu yerda Eyler integrali r(o) uchun
N(a+1l)=al (o), a>0
formuladan foydalanildi. Natijada (2) tenglikdan (1) formulaning
to‘g‘ri ekanligini hosil gilamiz.
1) To‘labo’Imagan beta-funksiya

kKAO<1.
f@aT dra> Ip 0 ot

2) Standart normal tagsimot
e"du, -00<jr<oo.

3) Parametrlari a va a2>0 bo‘lgan normal tagsimot

formula bilan aniglanadi.
4) [o,1] oraliqdagi tekis tagsimot. Uning tagsimot funksiyasi
0, jc<0,
£/(*)=*,0<*<1,
1L x>l
5) 0‘rta qiymati 1 bo‘lgan ko‘rsatkichli (eksponensial)
tagsimot. Uning tagsimot funksiyasi G(i,x). Yuqoridagi (1)
formulaga ko‘ra
X(x) =G (U) =l-e-*, fx(x) =e~7x>0.
Endi berilgan tagsimot f(x) ni “parametrlash” usuli bilan unga

mos bo‘lgan tagsimot funksiyalari sinfini tuzish

masalasiga
o‘tamiz.

Ta’rif 1. Tagsimotlar sinfi masshtab-invariant deyiladi, agar X
tasodifiy migdoming tagsimoti bilan birga Y=cX tasodifiy
migdoming tagsimoti har ganday ¢>0 uchun shu sinfga tegishli
boTsa.

Ta’rif 2. Masshtab-invariant sinf uchun B masshtab parametri
deyiladi, agar Y=cX tasodifiy miqdor uchun fagat B parametr cB

ga almashtirilib, golgan hamma parametrlari X tasodifiy
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migdoming fltadan boshgqa hamma parametrlari bilan ustma-ust
tushsa.

Aktuar  matematikada qoTlaniladigan  tagsimotlaming
ko'pchiligi masshtab-invariant sinftashkil giladi. Bu sinfga tegishli
tagsimotlar uchun inflatsiya jarayonlarini hisobga olish oson
boTadi, agar inflatsiya hammato'lovlar diapazonlari bo'yicha tekis
targalgan  bodsa. Masshtab-invariant parametrlar mavjud
bo'iganda, bo'lg'usi inflatsiya jarayonlarini modellashtirish
imkoniyati yuzaga keladi.

Tasodifiy migdomi biror musbat songa ko'paytirish yangi
tagsimotlar hosil gilishning usullaridan biri hisoblanadi.

Lemma 1. Agar Y=0X(G>0j) bo'lsa,

FW =Fx(x/8), fr(x)=8-'fx(x/0),x>0.

Keltirilgan birinchi tenglikni isboti bevosita tagsimot

funksiyasining ta’rifidan kelib chigadi. Hagigatan ham,
F(X)=P(Y<x)=P(eX<x) =P (X<x/e) =F(x/0).
Zichlik funksiyasi uchun esa

tengliklar o'rinli.

Natija. Lemma ldagi parametr 8 masshtab parametri boTadi.

Keltirilgan lemma Ining yordamida parametri 1/0 ga teng
boTgan ko'rsatkichli tagsimotlar

{r~exp(1/0)}
sinfini hosil gilish mumkin:
Y =0X, 8>0, X ~exp(l), Fr(x)=I-e~xe, fr(x)=8"Ex$

Oson ishonch hosil gilish mumkinki, EY=0 tenglik o'rinli
boTadi.

Aytib o'tilganlarga o'xshash holda ikki parametrli ' =r(a s~ 1) -
gamma tagsimotni kiritamiz. Musbat a parametrga bog'lig gamma
tagsimot G(a,:c) zichlik funksiyasi
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orqali aniglanadi. Agar X tasodifiy migdor G(a,x) tagsimotga ega

boTsa, Y-QX tasodifiy migdor Qx masshtab parametriga ega
boTgan ikki parametrli r(a,0~I) gamma-tagsimot bilan

tagsimlanadi. Bu tagsimotning tagsimot funksiyasi va zichlik
funksiyasi mos ravishda

F(x)=G (a,x/6), f(x,a,e-") =

formulalar orqgali aniglanadi (*>0).

Endi (0,1) oraligda aniglangan standart betta tagsimotga
masshtab parametri Oni Kiritsak, uch parametrli B(a,pys~\x) betta

tagsimotni olamiz. Uning tagsimot va zichlik funksiyalari mos
ravishda

F(x)=B(ay,x/e),

.08 )= r(a)r(/?)b|'1_"BT) "y Os<x<e
funksiyalardan iborat bo‘ladi. Bu tagsimotning massasi (0,0)
oraligdajoylashgan bo‘ladi.

Endi aktuar matematika modellarida juda ko‘p uchraydigan
quyidagi uzluksiz tipda bo‘lgan tagsimotni keltiramiz.
Pareto tagsimoti. Tasodifiy migdor X parametrlari A4>0 va

a> 0 boTgan Pareto tagsimotiga ega deyiladi, agar uning zichlik
funksiyasi

<*<+00

formula bilan aniglansa.
Funksiya p(x)>0 boTgani uchun

tenglikdan p(x)ni ehtimollik tagsimoti zichlik funksiyasi

boTishligi kelib chigadi. Pareto tagsimotiga ega boTgan X
tasodifiy migdoming o‘rta giymati
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“ JGWAH y~, ..

Shunday qilib, Pareto tagsimoti fagat a>1 bo‘lganligida o ‘rta
giymatga ega bo‘ladi. Shunga o‘xshash ikkinchi tartibli moment
uchun quyidagiga ega bo‘lamiz:

0 0 0

rs: £y - " _ 20 _ > 1% £y - ,n

-a+\\ n) Q -at+ljv 4

— X{FIXI'I': 27

a-1 -a+2¢t4J ~ (a-)(a-2)"
Oxirgidan
DX=VarX=;_ %, .\ (. |V =7 A%

(a-V(@-2) (a1 TG -2
bo‘ladi. Demak, Pareto tagsimoti parametr a >2 boMganidagina
dispersiyaga ega boMar ekan. Bu holda o‘rta kvadratik og‘ish

="JVarX =— \\J ,

variatsiya koeffitsiyenti esa

c-W-C.-SE-
ya’ni Pareto tagsimotining variatsiya koeffitsiyenti C, >2 bo‘ladi.
Pareto tagsimoti uchun JT riskning katta giymatlarini ro‘y
berish ehtimolliklari i-F*(*) (Pareto tagsimotining “qoldig‘i”) x
bo‘yicha kamayishi (*->«>) eksponensial ko‘rinishda bo4masdan,

darajah tartibda bo4adi. Boshgacha aytganda, Pareto tagsimotiga
katta risklaming ko‘prog ro‘y berishi mos keladi. Masalan, X
riskning o‘rta giymat  dan 10 marta katta bo‘lishi ehtimolligi

Jo-1

A+10-~. U 9
a-1j
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Xususan, bu ehtimollik a=3bo'iganda 6-103 gateng. Shu bilan
bir vaqtda, eksponensial tagsimot uchim bu ehtimollik 4,5 105
bo'lib, ular bir-biridan 102 tartibda farq giladi.

1.3.2. Yangi tagsimotlarni yuzaga keltiradigan amallar

Agar X tasodifiy miqdor, g() to‘g‘ri chiziq fldagi Borel
funksiyasi bo'lsa, superpozitsiya
Y=g{X)=goX (1)
almashtirishi X tasodifiy migdoming tagsimoti F*ga nisbatan
yangi bo'lgan Fg{Y) tagsimotlarni yuzaga keltiradi.

Aktuar matematikada (1) formulani go'llab hosil qilingan
tagsimotlar ko'p qo'llaniladi. (Masalan, optimal stavka tarif
sistemalarini tanlashda X tasodifiy migdor tagsimoti Fx dan yangi
FgX¥ tagsimotga o'tish foydali va qulay hisoblanadi). Quyida biz (1)
ko'rinishdagi konkret almashtirishlar natijasida yuzaga keladigan
tagsimotlarni keltiramiz.

I.Darajaga ko'tarish amali yuzaga keltiradigan ehtimollik
tagsimotlari.

Lemma 1. Agar Y=X U bo'lsa, r>0 bo'iganda
Fr(*) =R (*r>fr (*)=rrx (*r}>*> 0«
Aksincha, r< 0 bo'iganda
Fr(*)=1Fx(*")fr (*)= ~~Xx 0*
Bu lemmaning isboti

4 (p(X<xr), r>0,
/< »
tenglikdan kelib chigadi.

Ta’rif 1. Agar r>0 bo'lsa, Y tasodifiy migdor tagsimoti
almashtirilgan, r=-i bo'iganda teskari, r<o (r*-l) giymatlarida
teskari almashtirilgan deyiiadi.

Izoh 1. Ko'p hollarda teskari almashtirilgan tagsimot parametri
mi musbat son deb garash magsadga muvofig bo'ladi. Shuning
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uchun r<0 bo‘lgandagi FY{x)=\-Fx(xr) formuladagi rni -r bilan
almashtirib, quyidagi

FrO) =1- FY(x~r), f Y(X) = rx-r-lify (x-¥)
formulalami hosil gilamiz. (Bunda, albatta, =*>0 deb hisoblash
kerak bo‘ladi).

Izoh 2. Agar almashtirilgan tagsimotga parametr kiritish kerak
bo‘lsa, bu holda Y=0XU tasodifiy migdomi ko ‘rish kerak bo‘ladi.
Masalan, shu usul yordamida yana bitta bir parametrli —teskari
eksponensial tagsimotlar

Fr(x)=Fe(x)=e~*x,
BE~BX
}'IM«}'I<*)«—X— '>0

sinfini tashkil gilish mumkin. Bu holda almashtiriladigan

(bazaviy) tagsimot sifatida parametri Iga teng bo‘lgan
Fx(x)=I-e~x,x >0

eksponensial tagsimot olinadi. Aytib o‘tilganlarga o‘xshash
ravishda quyidagi ikki parametrli tagsimotlar sinfini hosil gilamiz:

1) Veybull tagsimoti

W exp
2) teskari Veybull tagsimoti
F(x)-exp[-{Blxy],Ax)n B81X /-~ |,

3) teskari Gamma tagsimot
F{x)=\-G{a,eix),{x)=&F£IfL.

Bu formulalami hammasida x>0 deb hisoblash kerak bo‘ladi.

Shunday qilib, biz bir parametrli tagsimotlar sinfiga asoslanib,
ikki parametrli shu tipdagi tagsimotlar sinfini kiritish usulini
namoyish qilib o‘tdik. Xuddi shunga o‘xshash zaruriyat yuzaga
kelganda, uch parametrli, to‘rt parametrli tagsimotlar sinfini tashkil
gilish mumkin.

2. Funksiya y=exorgali yangi tagsimotlar hosil gilish.
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Lemma 2. Tasodifiy migdor Y=ex ning tagsimoti Xmng
tagsimot funksiyasi Fx orqali quyidagicha ifodalanadi:
FT(x) = Fx (Inx), fr(x) =x=>fx (Inx), x >0 .
Bu lemmaning isboti

Fr(x)=P(r <x)=p(ex <x) =P (X <\nx)yx >0
tengliklardan kelib chigadi.

Eksponensial furiksiyaga o‘tish orqali yaxshi ma’lum va
parametrlari boTgan lognormal tagsimotni hosil qilish

mumkin. Hagigatan ham, X tasodifiy migdor parametrlari

(/se R,a>0) juftlikdan iborat normal tagsimotga ega boTsin, ya’ni

X

X ~ Fx(x) = W= \e“Th<iu’

Agar Y=ex deb belgilasak, *>0 boTganda
Fr(x) =P (Y<x)=p(ex <;c) =P(F<imk)= ~(1nx) =AU A
Bundan

_ _ _ (Inx- m)2
frto = =—"="exP 2al
3. Qayta sug‘urtalash bilan bogTiq masalalarda quyic

Benktander tagsimoti muhim rol o‘ynaydi. Ular odatdagi tagsimot

yoki zichlik funksiyalari orqgali emas, balki shartli matematik
kutilma

r(x)=E (X-x1X>x)
orgali aniglanadi.

Bunda X tasodifiy migdor uchun E\x\«x> shart bajarilishi talab

gilinadi. Oson ko‘rinadiki, F(x) va r(x) orasida bir gqiymatli moslik
mavjud, chunki

(o]

Jle* *)dF ) jwIF(w)—jc(l —F(x))
r{x)=s. —r
1-F{x) I-F(x)
_E(X, X >x)-x(\- F(x))
1~F{x)
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Aksincha,
4 E(X,X>Xx)
r(x)+ X

O'quvchiga shartli matematik kutilma E(Y/B), (P(B)>0
bo'lganda) ta’rifini eslatib o'tamiz: agar £jarj<oo mavjud bo'lsa, har
ganday AeF uchun

E(X,A) =.fxdP= jx/AIP, E(XIB)="~+, P(B)>0.
Bektander | (Bl) tagsimoti uchun
r(x) =x(a +2b\nx)~\ x>0.
Bektander 1(BIl) tagsimoti uchun

r(x) =-—,x>0.
(x) 3

E’tibor berib o'tamizki, oxirigidan 6=1 bo'lganda,
eksponensial tagsimotni, b =0 boUganda esa bir parametmi Pareto
tagsimotini hosil gilamiz.

Bu punktda Kkeltirilgan tagsimotlar va aktuar matematikada
ko'p qo'llaniladigan tagsimotlar bilan almashtirish, teskari
tagsimotlarga o'tish usullari haqida [I],[2],[4],[6] adabiyotlarda
yetarli ma’lumotlar keltirilgan.

4, Berilgan parametrik ko'rinishda bo'lgan tagsimotlardz
yangi tagsimotlar hosil gilish usullaridan bin - bu parametmi taso-
difiylashtirish yoki randomizatsiya hisoblanadi. Bu usul sug'urta
portfelini birjinsli emasligini va oldinda yuzaga keladigan inflatsi-
yaning noaniqglik darajasini hisobga olish imkoniyatini beradi.

Hagigatan ham, faraz gilamizki, X tasodifiy migdoming
zichlik funksiyasi fx(x,0) biror parametr Oga bog'lig bo'lsin. Buni
sug'urta faoliyatida har Dbir kontrakt B parametr bilan
xarakterlanadi deb tushunish mumkin. O £ navbatida, B ni biror
tasodifiy migdor 6=8(co) A kuzatilgan giymati deb gabul qilish
mumkin. Agar B fiksirlangan bo'lsa, sug'urta to'lovi X tasodifiy
migdoming zichlik funksiy”j fx(x,0) bo'ladi. Parametr Bdan uning
tasodifiy varianti oga tasodifiylashtirish (randomizatsiya)
deb ataladi va flning tags”otini (zichlik funksiyasini) sug'urta
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portfelining struktura funksiyasi deb gabul gilinadi. Agar struktura
funksiyasi (0 tasodifiy migdor tagsimoti) n(s) zichlik funksiyasiga
ega bo‘lsa, sug‘urtatoTovi X riskning zichlik funksiyasi

W =Efx(x,8) =y x(m,e)u(e)de (2)

formula bilan aniglanadi. 0 ‘z navbatida, fx(x) zichlik funksiyasi
fx(x,6) tagsimotdagi parametr Oni randomizatsiyalash usuli bilan
hosil gilingan yangi tagsimot deb tushunaladi.
Misol sifatida
P(k,X)=£-e-*k=0,1.2,...
K\

parametri A bo‘lgan Puasson tagsimotini ko‘raylik. Agar bunda A
ni (0oo) oraligda giymatlar gabul giladigan A=s(co) tasodifiy
miqgdor deb tushunsak va A ning tagsimoti w#A) zichlik
funksiyasiga ega bo‘Isa, (2) formulaga asosan X riskning tagsimoti

Px (k) = P(X = k) = Ep{k,l):o]~e-|u(X)dx, =0,1,2,... (3)

formula bilan aniglanadi va uni Puasson
randomizatsiyasi deb ataladi.

Agar u() zichlik funksiyasi parametrlari (a,p) bo‘lgan

tagsimotining

\i fiar(a)
Na,p)~ gamma funksiya bo‘lsa, (3) formulaga asosan Dx (k)
manfiy - binomial NB(ct,p) tagsimot

yuzagakeladi. Demak, parametri A>0 bo‘lgan Puasson tagsimotini
randomizatsiyalash orgali unga umuman o‘xshash bo‘Imagan yangi
manfiy binomial NB(a,p) tagsimotni hosil gilish mumkin ekan.
Tasodifiy migdor Aning shartli bo‘lmagan tagsimotiga
sug‘urta portfelidan tavakkaliga tanlangan risk mos keladi. Bunday
interpretatsiya ishonchhlik nazariyasining (credibility theory)
asosini tashkil giladi. Boshgacha interpretatsiya s masshtab
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parametri boTganda yuzaga Kkelishi mumkin. Aytilganlami
quyidagi misolda izohlab o ‘tamiz.

Tasodifiy migdor X ning masshtab almashtirish (parametri)
Y=CcXni ko‘ramiz va parametr Cni X ga bogTig bo‘lmagan
tasodifiy miqdor deb gabul gilamiz. Agar C tasodifiy migdoming
zichlik funksiyasi fc() bo‘lsa, /~(x) tagsimotni (2) integral
ko‘rinishda yozish mumkin ekanligini isbotlaymiz.

Bu holda Ne(0c0) parametmi randomizatsiyalash, cni (0«)
oraligda zichlik funksiyasi fc(c) boTgan C=c(<a) tasodifiy migdor
deb hisoblash kerakligini anglatadi. 0 ‘z-o‘zidan ravshanki, Y-C X
deb olsak,

Fy() =P{CX<*)=*(*<j) =Fx

Bundan

Endi (2) formulani qo‘llasak,

tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda (2) formuladagi zichlik funksiyasi
u(c)=fc(c). Endi EC=EC=1b0Tsa,
dy=d(cx)>dx
ekanligini koTsataylik. Hagigatan ham, C=C(co) va X tasodifiy
miqdorlami  bogTigsiz  ekanligidan  foydalanib  quyidagi
munosabatlami yozish mumkin:
DY =D(cX)=E(CXf-(ECX)2=EC2X2-(ECEX)2=
=EC2EX2- (EX)2>EX2- (EX)2=DX.

Bu yerda 1=(EC)J<ECr tengsizlikdan foydalanildi.

Keltirilgan misollar tahlili “randomizatsiyalash” amalini
umumiy holda kiritish mumkin ekanligini koTsatadi. Aytaylik, X
riskning taqsimoti Fr(x) go‘shimcha parametr ~ga bogTig boTsin
va parametming B=y ma’lum giymatida bu bogTiglik F(x,y)
ko‘rinishida yozilsin. Endi 8 parametmi e=e(co) tasodifiy migdor
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deb hisoblab, uning tagsimot fimksiya uchun G(y)=P(9<y)
belgilashni gabul gilaylik. Bu holda X riskning shartsiz tagsimoti

F(*)=P(2f <*) = J F(x,y)dG{y)=EF{x,e). 4)

Ocz-o‘zidan tushunarli bo‘ladiki, yuqoridagi (2) formula (4)
tenglikning xususiy holi bo‘ladi.

“Randomizatsiya” amali sug‘urta portfelining bir turli (bir
jinsli) emasligini hisobga oladigan yangi tagsimotlami yuzaga
kelishi imkonini beradi va bu tagsimotlar kuzatilgan statistik
ma’lumotlami yuqori darajadagi aniqlik bilan ifoda etadi.

Bu punkti quyidagi misolning tahlili bilan yakunlaymiz.
Aytaylik, X riskning tagsimoti parametri 8 bo‘lgan eksponensial
tagsimot bo‘lib, uning giymati shartnomadan shartnomaga
0°‘zgarsin va bu o‘zgarish parametrlari 4 va a bo‘lgan N(H,a) —
gammatagsimotga bo‘ysunsin, ya’ni 8 parametmi tagsimoti I'(4,a)
bo‘lgan tasodifiy miqdor deb tushunamiz. Demak,

F(x,e) =P (X<x),f(x,e) =F; (x%®),
f(x,e)=0e~0x,G(yyX,a) =P (s(a) <y),

g(y)=G'y(yyX,a), g(y)- ~""Y a Xe-Xy*

“Randomizatsiya” amalini go‘llash natijasida yuzaga kelgan
tagsimotning zichlik funksiyasi (2) va (4) formulalarga asosan

Oxirgi integralda u=(x+X)y almashtirishni bajarsak,
1(*)=-/] VA Juee-du=-7-"N-——-—-o[(a +1).
rEX*+4) o P@xx+4)
Agar bu yerda r(a +\)=ar(a) tenglikdan foydalansak,

) (x+xr Ax+X)
tenglikm hosil gilamiz. Oxirgi formula f(x) parametrlari a va

A bo Igan Pareto tagsimotining zichlik funksiyasi ekanligini
anglatadi. Demak, Pareto tagsimotini parametri r(s,a)- gamma
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tagsimotga ega boTgan eksponensial tagsimot deb tushunish
mumkin ekan.

1.3.3. Foydalilik funksiyasi

Umuman, tasodifiy miqgdorlar (risklar) to'plamida toTaroq
boTgan tartiblash kiritish uchun oldingi paragrafdagi (2) taggoslash
munosabatining o'ng tomonini o'zgartirishgato'g'ri keladi. Bunda
foydalilik funksiyasi tushunchasi muhim rol o'ynaydi. Bu
tushuncha Aktuar matematika bilan bir gatorda, o'yinlar
nazariyasida, matematik iqtisodda, optimal boshqarish va qarorlar
gabul qilish nazariyasida ko'p qoTlaniladi (Fon Neyman,
Morgenshtem (1970), De Groot (1974), Fishbem (1978) va
boshgalar). Masalan, Aktuar matematikada sug'urta kompaniyasi
yoki mijoz ma’lum risk holatida o'zlari uchun ozmi-ko'pmi
qulayroq boTgan shartnomalar tuzishda gabul gilingan foydalilik
funksiyasiga (utility functions) asoslanadilar.

Foydalilik tushunchasi risk holatlami analiz gilish jarayonida
yuzaga keladi. Agar tasodifiy bo'Imagan * daromadga U(x) soni
mos go'yilgan bo'lib, £/(-)ni Kramer ta’biri bilan aytganda, *
daromadga ega boTgan individuumning (shaxs) bu daromaddan
"gonigarli bo'lishining” yoki bu daromadning “foydalilik” miqdori
deb tushunilsa, t/()ni daromadlar to'plami {xy,...}da. aniglangan
foydalilik funksiyasi sifatida gabul gilish mumkin. Masalan,

U(x)-ax+b, a>0 (1)
chizigli funksiya, “foydalilik” daromadga nisbatan proporsional
ravishda o'zgarishini anglatadi. Agar bunda a=i, b=0 bo'lsa,
oldingi paragrafdagi (2) formuladagi tasodifiy risklar x va y lami
taqqoslash usuliga kelamiz.

Faraz gilaylik, sug'urta kompaniyasi mijozi o'zining tasodifiy
risklarini foydalilik funksiyasi t/(x)ga nisbatan
X </ Neu(y) (2)
goida bilan tartiblab chiggan bo'lsin, ya’ni y daromad x
daromadga nisbatan “ustuvorroq” boTadi, agar uning foydalilik
o'rta giymati eu(y), * daromadning foydalilik o'rta qiymati eu(x)
4



dan kichik bo‘Imasa. Bu yerda obelgi oldingidek “shu holda va
fagat shu holda” iborasini belgilaydi.

Agar p(x=x)=p(Y=y)=\ deb hisoblasak, (2) munosabatga
asosan

X <Y X<y™ EU(X)EEU(Y)o U(x)<V(y)

teng kuchlilik munosabatlari sistemasiga ega boTamiz va ulardan
(*<*)o t/(*)st/(>)
ekanligi kelib chigadi. Demak, foydalilik funksiyasi t/Q uchun

tabiiy ravishda kamaymovchi boTmaslik shartini ganoatlantirishim
olamiz.

Oxirgi mulohazalardan
XU Y<*EU(X)=EU(Y)
ekvivalentlik (teng kuchlilik) munosabati o‘rinli bodishligi kelib
chigadi. Tasodifiy migdor x va y lar risk sifatida manfiy bo‘Imagan
giymatlami gabul qilishi shart emasligidan foydalilik funksiyasi
t/() manfiy ishorali.boTishi ham mumkinligini qayd etamiz.

Tushunarli boTadiki, eu(x) miqgdor kutilayotgan (kutish
mumkin boTgan) foydalilik deb atash mumkin va

EU(X)=Ju(x)dFx(x), Fx(x)=P(X<x)

formula tagsimot funksiyalari sinfida chizigli funksionalni ifoda
etadi. Shuning uchun (2) munosabat bilan aniglanadigan tasodifiy
miqgdor x va ylar uchun ‘histuvorlik” ni chizigli foydalilik tartibi
nomi bilan atash mumkin.

Umuman, aktuar matematikada chizigli foydalilik tartibi
tasodifiy risk holatlarini tagqoslash masalalarida keng qoTlaniladi.
Lekin aktuariy faoliyat bilan shug‘ulianadigan mutaxassislar
ko‘pchiligining fikrlari bo‘yicha chizigli foydalilik nazariyasiga
asoslangan sug‘urta modellari bir gator kamchiliklarga ham ega
boTadi. Bu modellar universal ma’noda ba’zi  sug‘urta-risk
holatlarini toTa analiz qilish imkonini bermaydi. Masalan,
psixologiya sohasidagi tadgiqotlarda uchraydigan risk holatlarining
ko ‘pchiligi, chizigli foydalilik modelini orqgali ifoda etilmaydi.

Quyida biz bunday risk holatlari mavjudhgini isbotlaydigan
misol keltiramiz.
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Tasodifiy migdor x va r lar daromad ma’nosida uchta bir xil
x, >x2>x, giymatlami mos ravishda
(A’A.a)> Pi+Pi+Pi=Il p,”0,/=123
(N*FHUR)> Sx+A2+13= | 1=1,2,3
ehtimolliklar bilan gabul qilsin. Misolni yechishga kirishishdan
oldin foydalilik funksiyasi w@ning bir giymatli aniglangan
bo‘lmasligi xossasiga e’tibor gilamiz: agar u(x) foydalilik
funksiyasi boTsa, bu fimksiyaning chiziqli kombinatsiyasi
V(x)=aU(x)+b, a>0, beR, @)
ham foydalilik funksiyasi boTadi. Hagigatan ham,
EU(X)<.EU(Y)
tengsizlikdan
EV(X) =aEU(X)+b<saEU(Y) +h=EV(Y)
baho o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Demak, (2) munosabatga asosan
X <y C*ev(x)<ev(y), (5)
ya’ni (2) va (5) munosabatlar teng kuchli boTar ekan (yoki (4)
formula bilan r(x) ni foydalilik funksiyasi deb hisoblash mumkin).

Aytilganlardan kelib chigadiki, foydalilik funksiyasi chizigli
almashtirish anigligida ta’riflanadi.

Umuman aytganda, foydalilik har doim daromad xga nisbatan
proporsional ravishda o‘zgaradi deb bo‘lmaydi. Masalan, million
dollarga ega boTgan shaxsning 1 dollar yutgandagi uning yutugdan
“goniqish darajasi” bor-yo‘g‘i 1dollarga ega boTgan shaxsning 1
dollar yutishidagi “qonigish darajasi”’dan keskin farq giladi.
Masalan, foydalilik orttinnasi, daromad x ning absolyut giymatiga
emas, uning nisbiy o‘zgarishiga proporsional boTsa, ya’ni

dU(x) =k

formula o‘rinli boTsa, foydalilik funksiyasi
U (x) =klogx+ const
tenglikni ganoatlantiradi.
Yugorida keltirilgan misolda foydalilik funksiyasi u(x)=\ogx
deb qgabul gilinsa, hech ganday garama-qgarshilik yuzaga kelmaydi.
Bu holda
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£(/(X)=log2£*~r=210g2.

Yugoridagi (4) va (5) munosabatlami hisobga olgan holda,
foydalilik funksiyasini kamaymovchi emasligidan foydalanib,
ko'rilayotgan misol uchun umumiylikni chegaralamasdan

U(xt)=\va wu(xy)=o

tengliklar o'rinli deb hisoblash mumkin. Demak, c/(X)foydalilik
funksiyasi uning bitta giymati u(x2 bilan aniglanadi. Bu sonm
r=c/(x9deb belgilasak, y (0,0 oraligdagi son bodlib, u
I>=(y,0,i-r) » (opo)=6 ehtimolliklar tagsimotlarini teng kuchliligini
ta’min etadigan yagona son bo'ladi. Bu esa quyidagi tengliklardan
kelib chigadi. Hagigatan ham,

EU{X)=EpJ(X) =U{X) px+U(xp1+U(x3ps=ly+yQ+0(}-y) =y

EU(Y) =EU(X) =Uax U0 a2+ U3 =iO+yl+Q-(\-r) =r
ya’ni

EU(X) =Epn (X) =Equ(Y)=EU(IN)

tengliklar o'rinli bo'ladi.

p va Q ehtimolliklar tagsimotlari teng kuchli ekanligiga
quyidagicha izoh berish mumkin. Lotoreya o'yinida x yutugni y
ehtimollik bilan, x yutugni i-y ehtimollik bilan ta’min etadigan
lotoreya bileti, x2 yutugni, albatta, ta’min etadigan boshqa lotoreya
bileti bilan teng kuchli bo'ladi.

Foydalilik funksiyasining ta’rifiga asoslanib quyidagini yozish
mumkin:

X>Yo CUIN)-CIY)=(A- R+y(pr-q2 z0.

Oxirgi tengsizlikdan ko'rinadiki, x va y tasodifiy migdorlar
orasidagi "ustuvorlik” munosabati fagat Pj-qv A-“ayirmalarga
bog'lig bo'ladi, xolos. Masalan, fagat foydalilik funksiyasining
mavjudligi

(0.3; 0.1; 0.6)>-(0.2; 03; 0.5), (0.5;0.4; 0.6) >(0.4;0.6; 0) (6)

“ustuvorlik” munosabatlarining teng kuchli ekanligini
isbotlaydi. Bu holda

n(x)-n(y)=(P1- ) +r(P1- g)=on(1-2r).



Oxirgidan ko'rinadiki, y<\n yoki y>1/2 boTganda mos ra-
vishda x>-Y, (6), x*y munosabatlar o'rinli va y=1/2 bodlsa, xor.
Albatta, yuqorida qayd qilib o'tilganidek, foydalilik
funksiyasiga qo'yilgan kamaymovchilik sharti tabiiy hisoblanadi.
Bunda foydalilik funksiyasining ganday o'sishi mijozning
o'rganilayotgan riskka bo'lgan munosabatini belgilaydi. Bu fikmi
asoslash uchun ancha tanigli bo'lgan lensen tengsizligiga murojaat
gilamiz. Agar foydalilik funksiyasi c/(*)pastga gavariq bo'lsa, ya’ni
har ganday x.”va har ganday ae(o,i) uchun
t/(ax,+ (I-a)x™at/(jci)+ (I1-a)t/(x]) (7)
tengsizlik bajarilsa,
eu(x)Pu(ex) (8)
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Agar foydalilik funksiyasi u(-)yuqoriga
gavariq boflsa, ((7) tengsizlikni chap tomoni o0'ng tomonidan kichik
bo'lmasa), u holda
eu(x)<,u(ex) 9
tengsizlik bajariladi. Bu (8), (9) munosabatlar lensen tengsizliklari
deb ataladi.
Faraz qilaylik, sug'urta kompaniyasi mijozi wu()foydalilik
funksiyasiga ega bo'lib, (/(*) yugoriga gavariq bo'lsin.
Agar mijozga daromadga tasodifiy x risk bilan o'yin taklif
gilinsa, (9) tengsizlikdan
X <EX (10)
munosabatni olamiz, ya’ni mijozga har doim tasodifiy bo'Imagan
ex migdomi olishyaxshiroq(yutug'i tasodifiy x bo'lgan stoxastik
o'yinga kirishmasdan). Demak, bu holda mijozning risk holatdagi
o'yinlarga gatnashmaslik xohishi kuzatiladi (risk averce).
Agar mijoz pastga gavariq bo'lgan foydalilik funksiyasini
gabul gilsa, oldingi jumladagi mulohazalar orgali (8) tengsizlikdan
X >e X (11)
munosabatni hosil gilamiz. Demak, mijoz shunday (pastga gavariq)
foydalilik funksiyasini tanlasa, tasodifiy bo'lmagan ex migdomi
gabul gilgandan ko'ra yutug'i x tasodifiy migdor bo'lgan o'yinga
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rozi bo‘lgani yaxshiroq, ya’ni bu holda mijozning risk holatlar bilan
ish ko‘rishga tayyorligi kuzatiladi (risk lower).

Keltirilgan mulohazalardan umumiy holda foydalilik
funksiyasi ganday bodishligi hagida quyidagilami aytish mumkin:

1) Juda katta bo‘lmagan daromadlar (risklar) uchun (/(*)
funksiya deyarli chizigli bo*ladi.

2) Katta daromadlar oraliglarida bu funksiya keskin tez
0°‘zgarmaydi, ya’ni ‘4o‘yinish effekti” kuzatiladi.

3) Katta talofatlar oraliglarida bu funksiyani absolyut migdori
keskin “o*sishi, keyin esa” deyarli o‘zgarmas fimksiyaga yaqin
bo‘lishi kuzatiladi.

Foydalilik funksiyasiga gqo'shimcha shartlar qo‘yilsa, sug‘urta
faoliyatida gatnashadigan shaxslami riskka “moyillik” darajasini
aniglash mumkin. Masalan, sug‘urta kapitali orttirmasini ganday
o‘zgarishi gizigtirmaydigan shaxslarda riskga “moyillik” kamroq
bo‘ladi.

Sug‘urta faoliyatida quyidagi foydalilik funksiyalari ko‘proq
uchraydi:

U(x) =x (chizigli),

U(x)=-(b-x)2 (kvadratik),
U(jc)=log(a+x) (logarifmik),a >0
U(x)=-ae"“,a >0.

Bu yerda, albatta, x argumentning foydalilik funksiyasi t/(x)
mavjud bo‘lgan giymatlari hisobga olinadi, xolos. Kvadratik
foydalilik funksiyasi uchun x=b ‘40‘yinish” nugtasi bodadi, * ning
katta giymatlarida esa foydalilik keskin o‘zgarmaydi. Shu sababli,
teng kuchli foydalilik funksiyalari sinfidan f/(0)=0, f/'(0)=i
tengliklari bajariladiganlari tanlanadi.

Quyidagi
a(x) =-t/-(x)/c/’(x)
ifoda riskka “moyil” bo‘lmaslik koeffitsiyenti deb ataladi.
Masalan, logarifinik funksiya uchun (a=i) bo‘lganda
t/(0)-0,(/'(0) =1, a(x) =-(1+x).
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Peterburg paradoksi va uning yechimi.

Yuqoridagi (2) munosabatdan risklami  taqqoslashda
foydaianish garama -qgarshi paradoks xarakteridagi fikrlarga olib
kelishi mumkin. Munosabat (2) dan kelib chigadiki,

(X<Y)<=>(EX<EY). (29

Misol (Peterburg paradoksi). Faraz qilaylik, sug‘urta
kompaniyasi mijozi quyidagi holatga tushib goldi: 1) Unga
quyidagi

p{x -*)-m?e k= "-
tagsimotga egabo‘lgan X tasodifiy migdor orqgali ifoda gilinadigan
o'‘yin taklifetiladi, ya’ni u 2~k ehtimollik bilan 2* dollar oladi; yoki,
2) unga hech ganday o‘yinga bog‘liq bo‘imagan va fiksirlangan y
miqdordagi pul to‘lanadi. Mijoz hech ganday tasodifga bog‘lig
bo‘Imaganfiksirlanganganday y ummaga rozibo‘lishi kerak
degan savol go‘yiladi.Harganday sog‘lomfikrdagi odam uchun
bunday y chekli migdor mavjudligi tushunarli bofiadi. Shunday
qilib, biz birlik tagsimotga P(Y=y)=1 ega bo‘lgan tasodifiy migdor
Fni topishimiz kerak bo‘ladiki, uning uchun
X<Yyoki X<y
munosabatlar bajarilishi zarur bo‘ladi. 0 ‘z navbatida (2"
munosabatga, asosan
EX<EY=y (2"
tengsizlik bajarilishi kerak. Lekin
Q@ 1 O
£Er=12*"=El=oo0,
oH 2 4

ya’ni (2”) munosabat y ning har ganday chekli giymatida
bajarilmaydi. Bu xulosa oddiy hagigatga qarama-qarshi, chunki har
ganday sog‘lom fikrdagi odam stoxastik (natijalari tasodifiy
bo‘lgan) o‘yinlar o‘ynash o‘miga yetarli darajada katta bo‘lgan y
summani olish bilan chegaralanib qoladi. Keltirilgan “sug‘urta”
variantini Peterburg paradoksi deb ataladi.

Bu yerda qayd etish joiz boiadiki, Peterburg paradoksida
mijozning foydalilik fimksiyasi U(x)=ax+b, a>0 ko‘rinishida
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bo‘ladi. Bu paradoksni yechish (bartaraf etish) uchun tabiiy
ravishda foydalilik funksiyasini o ‘zgartirish kerak bo*ladi.

Agar mijozning foydalilik funksiyasining orttirmasi dU(x)
daromad x ning absolyut o‘zgarishiga emas, balki uning nisbiy
oczgarishiga proporsional bo‘lsin deb faraz gilinsa,

du(x) =k — *)
X
munosabat bajariladi. Bu (*) munosabatni differencial tenglama
deb gabul qgilib
U (x) =k logx + const
tenglikka ega bo‘lamiz.

Keltirilgan mulohazalarga asoslanib, mijozning foydalilik
funksiyasi

[/(*) = log*
deb qabul qilinsa, Peterburg paradoksining yechimini olish
mumkin. Hagigatan ham, bu holda

EU(x)=log2+£ n~ =2log2.
M= 2

Demak, *>210g2 tengsizlik bajarilganda, p(Y=y)=\ bo‘lgani
uchun

EX <EY
munosabat bajariladi.

1.4. Mijoz nuqtayi nazaridan sugcurta varianti

Faraz gilaylik, sug‘urta kompaniyasi mijozining daromadlarga
bo‘lgan munosabati u{x) foydalilik funksiyasi orgali tavsif etilsin
va uning boshlangtich kapitali s migdomi tashkil qilsin.
Odatdagidek mijozga ziyon yetkazishi mumkin bo‘lgan va sugurta
gilinishi kerak bo‘ladigan risk (tasodifiy miqgdor) x deb
belgilangan bo‘Isin. Mijozni sug‘urta kompaniyasiga to‘laydigan
badal migdorini g deb olsak, mijoz uchun s-x<s-G munosabat
bajarilishi kerak. 0 ‘z navbatida, bu munosabat

EU(S-X)<.EU(S-G) =U(5-G) Q)



tengsizlikka teng kuchli bo‘ladi. Agar foydalilik funksiyasi u(x) ni
uzluksiz deb hisoblasak (1) tengsizlikning oang tomonidan shunday
g=CGxgiymatni mavjudligi kelib chigadiki, uning uchun
£(/(S-*)=i/(S-Gi| 2)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak, har ganday G uchun
3)
tengsizlik bajarilganda mijoz sug‘urta tuzishga rozi bo‘ladi.

Hozirgina keltirilgan sug‘urta variant quyidagicha modifikat-
siya qilinishi mumkin. Birinchidan, e’tibor qilish zarur bo‘ladiki,
sug‘urta kompaniyasi yetkazilgan ziyon (risk) x ni to‘la
goplamaydi, ya’ni x ning biror i(x) funksiya orqgali ifodalanadigan
gismini to‘laydi xolos. Bu holda i(x)zx tengsizlik bajarilgan
bo‘lib,

E(S-X) £EU(S-G-1(X)j
tengsizlik o‘rinli bo‘lishi kerak va g=gak uchun
eu(s-x)=eu(s-g-i(x)).

Izoh. Sug‘urtalash ogibatida x risk yo‘q bo‘Imaydi, aksincha,
;r-/(jr)risk  mijozda golaveradi, i(x) gism risk esa kompaniya
ixtiyoriga o‘tadi. Demak, sug‘urtalash natijasida x risk gayta
tagsimlanadi, xolos.

Agar foydalilik funksiyasi (/(x)yuqoriga gavarig bo‘lsa,
oldingi punktdagi (8) va (9) munosabatlar quyidagi tengsizliklarga
olib keladi:

u(s-gb=eu(s-x)zu(s-ex). (@)

Foydalilik funksiyasi n(*)monoton o‘suvchi bo‘lgani uchun (4)
munosabatdan kelib chigadiki, (bu holda u(x) funksiyaning gat’iy
monoton bo‘hshi talab etiladi),

exig”" 5)

Xuddi aytilganlarga o‘xshash ravishda,u(x) fimksiya pastga

gavariq bo‘lgan holda
EXAGM . (6)
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1.5. Kompaniya nuqtayi nazaridan sug‘urta varianti

Endi sug‘urta kompaniyasi nuqtayi nazaridan sug‘urta
variantlarini ko‘ramiz. Faraz qilaylik, sug‘urta kompaniyasining
boshlangrich kapitali s,, foydalilik funksiyasi u,(X) va u
(kompaniya) mijozning x tasodifiy talofatlarini sug‘urta gilishga
tayyor bo‘lsin. Belgi s, mijoz to‘laydigan sug‘urta polisining
bahosini ifoda gilsin. Bu holda sug‘urta kompaniyasi uchun
tuziladigan sug‘urta ma’noga ega bo‘ladi, agar

St*S,-X+Ht
munosabat bajarilsa yoki foydalilik funksiyasi u,(x) uchun
UASAEU ' fr-X+H,) (1)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa.

Foydalilik funksiyasi u,(x) uzluksiz deb hisoblagan holda (1)
tengsizlikdan sug‘urta polisining minimal giymati Hf® mavjud
boiadiki, uning uchun

UrSrEUNS-x+HT) (2)
tenglik bajariladi va sug‘urta kompaniyasi uchun
H'ZHr (3)

tengsizlik bajarilsa, sug‘urta tuzishning ma’nosi bo‘ladi.
Agar sug‘urta kompaniyasining foydalilik funksiyasi u,(x)
yuqoriga qavariq bo‘lsa, (2) tenglikdan
U,(SI)=EUI(S-X +Hfa)<,u(SI-EX +H fn) 4
tengsizlikni hosil gilamiz.
Foydalilik funksiyasi u, (*) monoton o‘suvchi bo‘lishidan va
(4) munosabatga asosan
EXs . (5)
Xuddi shunga o‘xshash, foydalilik funksiyasi u,(x) pastga
gavariq bo‘lsa,
EXbHf*. (6)
Endi mijoz va sug‘urta kompaniyasi nuqtayi nazariga asos-
langan sug‘urta variantlarini bir vagtda hisobga olgan holda, agar
G"Hr 7
bo‘lsagina sug‘urta tuzish mumkin degan xulosaga kelamiz.
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Quyida biz shunday holat yuzaga kelishi mumkin ekanligiga
ishonch hosil gilamiz. Hagigatan ham, (5) va (6) tengsizliklardan
(7) munosabat kelib chigadi, ya’ni agar mijozning foydalilik
funksiyasi u(x) yugoriga qavariq, aksincha, sug'urta kompa-
niyasining foydalilik funksiyasi £/,(*)pastga qavariq bo'lsa,
sug'urta tuzilishi mumkin.

Xuddi shunga o'xshash, oldingi punktdagi (6) va shu punktdagi
(7) tengsizliklardan fagat

=HT (8)
tenglik bajarilgandagina sug'urta tuzish mumkinligi kelib chigadi.

1.6. Yakuniy kapital tagsimoti

Biz n ta sug'urta polisi chigargan va hammasini sotgan
gandaydir sug'urta kompaniyasini kuzatamiz. Kompaniyaning
zaxira kapitali (boshlang'ich kapitali) S ga teng bo'lsin. Faraz
gilamizki, har bir sug'urta shartnomasi mijozlarga sug'urta
to'lashga olib keluvchi bitta yoki bir nechta baxtsiz hodisalar ro'y
berishi bilan bog”ligbo‘ladi. Xtorgali /'-mijozto‘laydigansug@urta
todovi va f;(x) orgali uning tagsimotini belgilaymiz.

Umuman olganda, shunday hollar bo'lishi mumkinki, X,
tasodifiy kattaliklar manfiy giymatlar ham qgabul qilishi mumkin,
birog biz ulami manfiy emas deb hisoblaymiz.

Bu sug'urta polislari to'plamidan hosil bo'lgan umumiy
sug'urta to'lovlari

X =X1+..+x9

X tasodifiy kattalikning tagsimoti funksiyasini

orgali  belgilaymiz. Bu fimksiyani ko'pincha sug'urta
kompaniyasining tavakkal tagsimoti deyiladi.

Faraz gqilamiz, X tasodifiy Kkattalik chekli matematik
kutilmaga ega va uni biz

u=EX

bilan belgilaymiz.

Agar sug'urta kompaniyasi polislarini
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narxda sotsa, kompaniyasining o‘rtacha daromadi nolga teng
bo‘ladi. M soni polisning tannarxi (yoki tavakkal mukofoti) deb
ham ataladi va sug‘urta polislarining haqigiy narxining m, gateng
bo‘lgan holida ekvivalentlik prinsipi (tamoyili) amalga oshgani
hagida gapirish mumkin. Hayotda esa sug‘urta kompaniyalari,
albatta,  dantashqari yuklama deyiluvchi kompaniyaga daromad
keltiruvchi qo‘shimcha summasi ham qo‘shiladi. Rivojlangan
davlatlarda yuklama ma’lum darajada amaldagi gonunlar bilan
reglamentlashtirilgan. v, bilan r-sug‘urta polisiga mos keluvchi
yuklamani (tavakkallik qo‘shimchasi) belgilaymiz. Natijada
sug‘urta to‘lovchilarini to‘lashdan oldin kompaniya quyidagi

kapitalga ega bo‘ladi: i
S+7:1vi+M:R+M>
R kattalikni erkln zaxira deyiladi.

Shunday qilib, tavakkalchilik vaziyati ikkita element bilan

xarakterlanadi: R va F(x), ya’ni (F,F (x) juftligi bilan)

Y=R+fi—X
bo‘lsin, u holda Y tasodifiy kattalik kompaniyaning oxirgi yakuniy
kapitalini ifodalaydi. Biz Y tasodifiy Kkattalikning tagsimot
funksiyasini G(y) bilan belgilaymiz, ya’ni

G(y) =Hy<y>
uholda R+firy da G(y)»\, R+M>yda esa

G(y)=I-F((F+//-y)+0).

Shunday qilib, taqsimot funksiyasi G(y) va (F,F(x)) risk
holatlari juftligi orasida o‘zaro bir giymatli moslik mavjud bo“ladi.
Demak, risk holatlari (R,F(x)) juftlik o*miga G(y) ehtimollik
tagsimotini o‘rganish yetarli bo‘ladi. Pirovardida, (R, F(x)) risk

holatlarini taqqoslash, tagsimot funksiyalari sinfida gandaydir
tartib o*matish masalasiga keltiriladi.

Yugorida kiritilgan
Y=R+fi-X
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miqdor sug‘urta kompaniyasining umumiy kapitalini yoki sug‘urta
faoliyati natijasidan olingan “foydani” ifoda etadi. Shuning uchun
ham

¥ {s) =P{Y< 0}
ehtimollikni sug4urta kompaniyasi uchun kasod (bankrot) bo‘lishi
ehtimolligi deb tushunish mumkin.

1.7. Zaxira kapitalini shakllantirishda foydalilik
funksiyasining roli

Sug‘urta kompaniyasi S boshlang‘ich zaxira kapitaliga ega
bo‘lsin. Uning tagsimot funksiyasi u(y) gateng bo‘lsin. Kompaniya
n ta mijoz bilan ish olib borsin va Xt - mijozga mos keluvchi
mumkin bo‘lgan zarar tasodifiy kattaligi bo‘lsin. Faraz gilamiz,
mijozlar shu ma’noda birjinsliki, ulaming har biri uchun u(x) bir
xil, ulaming boshlang‘ich kapitali / ga teng, Xr tasodifiy
miqdorlar bir xilda tagsimlangan.

X=XI1+...+ X,
zarami qoplash uchun lozim bo‘lgan jami sug‘urta summasi
bo‘lsin, a esa bitta sug‘urta polisining narxi bo‘Isin. U holda D=na
yig‘ilgan sug‘urta badali bo4adi.

Kutilgan foydalilikka yo‘naltirib, sug‘urta kompaniyasi
mijozlarini sug‘urtalashga kelishadi. Faraz gilaylik,

Eu(S+D-X)>u(S)
bajarilib, D*- D sonining eng kichkinasi bo‘lsin, ya’ni bu tengsizlik
to‘g‘ri bo‘lgani uchun o‘xshash tarzda mijoz bu holatda
sug‘urtalashga o‘tadi. Aytaylik,

u(l-d)>Eu(l-X,)
va d*-d sonidan kattasi bo‘lsin. Bu tengsizlik to‘g‘riligi uchun
D*<nd* boisa, unda sug‘urtalash mumkin va kesmasidan
d sug‘urta badali tanlovi muammosi kelib chigadi. Tanlangan d
bitta sug‘urta kompaniyasi mavjudligida ko‘rinadiki, d* ga yaqin.
Agarda bir gancha sug‘urta kompaniyalari konkurensiyasi
(ragobat) mavjud bo‘lsa, ya’ni sug‘urtalash ustida davlat nazorati
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mavjudligida tanlangan d ga yaqin. Yana oraliq yechimlar ham
bo'lishi mumkin.

1.8. Foydalilik funksiyaning empirik aniglanishi

Sug'urta kompaniyasining mijozi foydalilik funksiyasini
empirik aniglash masalasini ko'raylik. Eng sodda o'zgartirishlar
yordamida bu algoritmni sug'urta kompaniyasi uchun foydalanish
funksiyasini topishga ham qgo'llash mumkin. Empirik ravishda
aniglangan bu algoritm sodda va uni kompyuter yordamida
modifikatsiyalash orgali foydalilik funksiyasini xohlagan aniglik
bilan daromadning ixtiyoriy o'zgarish intervalida topish mumkin
bo'ladi.

Faraz qilaylik, sug'urta kompaniyasi noma’lum U(x)
foydalilik funksiyasiga ega bo'lsin. Uni taxminan yetarli darajadagi
aniglik bilan topish (ko'rish) uchun mijozning risk holatidagi
faoliyatini kuzatish imkoniga ega bo'lish kerak bo'ladi.

O'rganilayotgan masala foydalilik funksiysi U(X) ni [o,5]
oraligda taxminan aniglashdan iborat bo'ladi. Foydalilik funksiyasi
U[)chizigli almashtirish ma’nosida yagona aniglangan bo'lgani
uchun uni 0 va s nuqtalarda normallashtirish mumkin, ya’ni a>0
va b sonlami shunday tanlash mumkin bo'ladiki,

Jau(0)+£=0
\iC/($)+6=0
tengliklar sistemasi o'rinli bo'ladi. Ulardan

a- 1 >0,6=— —
U(s)-U(0) U(0)-U(s)
ekanini topamiz. Demak, eng awalo,
(70=0 va U(s)=\ (1)
deb hisoblash mumkin.
Sug'urta-risk holatini quyidagi “soxta” lotoreya yordamida
modellashtirish mumkin. Faraz gilaylik, birinchi gadamda mijozga
lotoreya biletim sotib olsh” taklif etilgan bo'lsin. Buni biz
tasodifiy miqdor Xx bilan aniglanadigan risk holat deb tushunib, Xy
quyidagi tagsimotga ega deb hisoblaymiz:
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P{Xx=0)=r1, P(XX=5)=1-J1,/1 €£(0,1),
ya’ni biz uchun ma’lum bo‘lgan ehtimollik bilan lotoreya
biletini yutug‘i 0, I-pi ehtimollik bilan esa yutuq j ga teng. Faraz
gilamizki, mijoz bu biletga ega bo‘lishi uchun xx miqdordagi “bilet

puli” to‘lashga rozi. Oxirgijumlani
xrnX

teng kuchlilik munosabati o‘rinli deb tushunish mumkin yoki
bo‘lmasa, sug‘urta modeli doirasida
(T,0 4)0 EU(X{)=U(O)pi +U(s)(I-pi) =Ufa).
Demak, (1) tengliklarga asosan,
ux\)=I-Pi* @)
ya’ni birinchi gadamda giymat aniglanadi.
Ikkinchi gadamda mijozga X2 ko‘rinishdagi “lotoreya biletini
sotib olish” taklif etiladi:
P(X2=0)= -2, P(X2=xl)=1-p2, P2e€(0,Dn,
ya’ni biz uchun ma’lum bo‘lgan ~ ehtimollik bilan lotoreya
biletini yutug'i o, \-pr ehtimollik bilan esa lotoreya yutug‘i x{ ga
teng. Bunda ham faraz gilinadiki, mijoz bu biletga ega bo‘lishi
uchun x\ migdordagi pulni to‘laydi. Oxirgijumladan
X2 Dx2
ekanligini olamiz, ya’ni
EU(JF2)=U{0)p2 +U(xI) (I-p2)=U fa).
Endi (1) va (2) formulalarga asosan
ufaH i-p,X i-P 2h (3)
tenglikni olamiz. Shunday qilib, ikkinchi gadamda U(x2) giymat
aniglanadi.
Keyingi gadamlarda mijozga x 3,x4 “lotoreya” biletlari taklif
etiladi:
p(*3=xl)=p3, P(X2=x2)=:\-p3,fre (0,)
P(X4="2)=R>P(x 4=*3>=I~P4’ P4e (0,1
va hokazo. Demak, (/(+) foydalilik limksiyasining giymatlari
gadam-gadam bilan “lotoreya biletini sotish” bilan ixtiyoriy chekli
sondagi nugtalarda aniglash mumkin.
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1.9. Errou modeli

Bu punktda Errou tomonidan taklif gilingan sug‘urta kom-
paniyasi mijozi manfaatlari nuqtayi nazaridan tuzilgan sug‘urta
modeli oTganiladi.

Sug‘urta kompaniyasi mijozining daromadlari “tabiat
holatlari” deb ataluvchi tasodifiy faktlarga bog'lig boTsin. “Tabiat
holatlari” sanoqgli sonda boTib, Jl-chi holatning ro‘y berish
ehtimolligini pk deb gabul gilsak,

ZPjfc=1> Pk"&> N=12,....
k=

Mavjud risklami kamaytirish magsadida mijoz sug‘urta
kompaniyasi bilan narxi d boTgan kontrakt tuzadi.

Mijozning ‘Tabiat” k - chi holatda boTgan holda kontrakt
tuzilganiga gadar va undan keyingi daromadlarini mos ravishda ak
va xk deb belgilaylik. “Tabiat” k - chi holatda boTganda sug‘urta
kompaniyasining mijozga toTaydigan “sug‘urta toTovini” /*, bu
toTovning o‘rta giymatini e deb olsak, a =ed~1 —miqdor yuklama

koeffitsiyenti sifatida qabul qilinadi. Tushunarliki,

keltirilgan
miqdorlar

@
xk =ak +ik - d>kZ_1*1<Pk> El-ady a e[0,1],

munosabatlar bilan bogTangan boTadi.

Mijozning foydalilik funksiyasini U(x) bilan belgilaymiz,
ya’ni U(x) - daromad x ning foydaliligi.

Yechiladigan masalaning mohiyati - mijozning yakuniy
daromadining o‘rta qiymati e va dlar fiksirlangan boTganda
maksimumga erishishi uchun sug‘urta toTovlari i*lami ganday
tanlash kerakligidan iborat. Boshgacha aytganda, sug‘urta
kompaniyasi o‘rtacha toTovlami turg‘unlik (stabillik) xarakterda
boTishidan manfaatdor va mijozga uning uchun optimal boTgan

sug‘urta variantini taklif giladi. Shunday qilib, e va d lar
fiksirlangan boTganda
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Hd>)= Z Phu (ek~d +K)

migdomi ik\ai bogzicha maksimallashtirish kerak bodadi.
Quyidagi masalani yechishda foydalilik funksiyasi
U\x)>Q,U\x)<0
shartlami ganoatlantiradi deb hisoblanadi.
Isbot etish mumkinki, izlanayotgan optimal yechim quyidagi
ko‘rinishda bocladi:
- ak agar k€A bolsa

0, agark£A bolsa.
bu yerda A to‘plam ak lami a dan katta bodmagan indekslar
to‘plami, ya’ni

A={k:ak <,a)
va a quyidagi
Z Pkak +E
a=keh P(A)= Z Pk
P(A) keA

tenglamani yechimi va u fiksirlangan d ga bog‘lig bo‘Imaydi.

Errou w(d, e) funksiyaning foydalik funksiyasi U(x) uchun
turli xil shartlar bajarilgan holdagi xossalarini oagangan va a
fiksirlangan bo‘lganda w(d, E) funksiyaning maksimumini
ta’minlaydigan e va blaming giymatlarini topgan. Bunda
Lagranjning mashhur aniglanmagan ko‘paytiruvchilar metodidan
foydalanilgan.
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M bob. RISKLARNI TAQQOSLASH

Risklami tagqoslash metodlarini bayon gilishdan oldin, yana
bir marta asosiy tushuncha sifatida qabul gilingan *“risk”
terminining ma’nosiga gqaytamiz. Eslatib o4amizki, risk deganda,
stoxastik holat (tasodifiy hodisalar) bilan bog'liq talofatlar va
ulaming ro‘y berish ehtimolliklari tushuniladi. Aytilgan fikrga
matematik nuqtayi nazaridan konkret bo'lgan aniq ma’no berish
uchun risklami biror umumiy ehtimolliklar fazosi (n, F, P) dagi
tasodifiy migdorlar deb, agar o'rganiliyotgan tasodifiy migdorlar
sistemasini bitta ehtimolliklar fazosida aniglash mumkin bo'Imasa,
har xil ehtimolliklar fazosida aniglangan tasodifiy migdorlarning
tagsimotlarini tushunish kerakligini kelishib olgan edik. Aytilgan-
lardan “eng katta bo'lImagan” risklami tanlash magsadida risklami
bir-biridan farg gilish, masalan, bittasini ikkinchisiga nisbatan
dustuvorroq” deb tushunishga yoki umumiy qilib aytganda,
risklami tagqoslash masalasi bilan shug'ullanishga to'g'ri keladi.
0 ‘z navbatida, risklami taqgqoslash, ulaming ifoda etadigan
tasodifiy migdorlami yoki ehtimolliklar tagsimotlarini tagqoslash
masalalariga (turlariga) reduksiya gilinadi. Bu reduksiyaning
o'ziga hosligi shundan iborat bo'ladiki, u haqiqiy sonlami
taqgoslashga hech ham o'xshamaydi (tasodifiy miqdorlar
elementar xodisalar fimksiyasi, tagsimot funksiyalari esa —hagiqiy
o'zgaruvchining funksiyalari bodlib, uning argumenti tasodifiy
hodisa ro‘y berganda yuzaga keladigan zarami (talofatni) ifoda
giladi).

Keltirilgan fikrlardan kelib chigadiki, tasodifiy migdorlami
(risklami) tagqoslash, keyingi paytda ahamiyati oshib borayotgan
“garorlar gabul gilish” nazariyasi bilan bog'ligligi yagqol ko'rinadi.
Tasodifiy migdorlami yoki ehtimollik tagsimotlarini taggoslash
metodlari tasodifiy miqdorlar to‘plamida yoki tagsimot funksi-

yalari fazosida aniglangan toTa yoki to4a bo4magan 4ustu-
vorliklaf’ tartiblanishi bilan bevosita bog'lig bodladi.
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Faraz qilaylik, sug‘urta kompaniyasining risklari (daromadi
yoki talofatlari) sug‘urta holatiga bog'liq holda a , b harflar bilan
belgilangan bo‘lsin (a,b,... lar tasodifiy bo‘lmagan miqgdorlar).
Hagigiy sonlar to‘plamidagi tabiiy boigan *“<” munosabat
daromadiar (talofatlar) to‘plamida “—< —ustuvorlik” munosabatini
yuzaga keltiradi:

a<b <= a<bh9 (1)
a daromad b dan “yomon emas” yoki “ustuvorroq” deyiladi, agar
b daromad a dan kichik bo‘Imasa (daromad gancha katta bo‘lsa,
shuncha yaxshi).

Aslida esa sug‘urta kompaniyasining daromadi yoki talofati
X, Yt... tasodifiy migdorlardan iborat bo‘ladi. Demak,

xNY
munosabat nimani bildiradi (tasodifiy r daromad x ga nisbatan
“ustuvorrog”) degan savol 0‘z-o0‘zidan yuzaga keladL

Ko‘p hollarda to‘la ma’noda tabiiy bo‘lib ko‘rinadigan

munosabat

X <Y <> EX SEY, (2)
ya’ni y tasodifiy daromad x ganisbatan “ustuvorrog”, agar y ning
matematik kutilmasi xning matematik kutilmasidan Kichik
bo‘Imasa.

Keltirilgan (2) “ustuvorlik” ni quyidagicha asoslash mumkin:
faraz qilaylik, yetarli ko‘p vagtda sug‘urta kompaniyasi bir xil
risklarini sug‘urtalash faoliyati bilan band bo‘lgan bo‘lsin va x
tasodifiy miqgdor bu risk yuzaga keltirgan daromadni belgilasin. Bu
holatda x tasodifiy miqdomi xarakterlaydigan tasodifiy migdomi
go‘polroqg variantda bo‘lsa ham ganday gilib baholash mumkin
degan savol bilan gizigaylik. Agar sug‘urta kompaniyasi yetarlicha
katta n sondagi bir xil va bir-biri bilan bog‘lanmagan mijozlami
sug‘urtalagan bo‘lsa (yoki sug‘urta portfeli katta sondagi n ta bir
xil va bog“ligsiz kontraktlardan iborat), unda Xlt...,X,, bog‘ligsiz va
bir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar kompaniyaning daro-
madiarini ifoda giladi. Bu holda sug‘urta kompaniyasining bitta
kontraktdan keladigan o‘rtacha daromadi (yoki eslatilgan
portfelning daromadi)
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x= | n
n

ko‘rinishda bo‘ladi. Katta sonlar qonuniga asosan x migdor katta
n lar uchun ex matematik kutilmaga yagin boTadi. Shumng uchun
tasodifiy daromad x ni uning ex matematik kutilmasi bilan
taqqoslash tabiiy bo'ladi, ya’ni (2) munosabat bilan moslanadi.
E’tibor qilib o‘tish mumkinki, (2) munosabatni sug‘urta
kompaniyasi mijozi nuqtayi nazardan tuzilgan kontraktlarda risk
holatini aniglanish uchun qgo‘llash qulay bo'ladi.

Umuman aytganda, (2) munosabat bilan aniglangan
“ustuvorlikni” doim ham hagigatga yaqin deb bo‘Imaydi. Masalan,
sug‘urta kompaniyasi mijozga quyidagi “o‘yin” variantini taklif
qilish mumkin:

1) “o‘yin” oxirida kompaniya mijozga 50000 dollar to'laydi;

2) kompaniya mijozga tanga tashlashni taklif giladi. Agar
tanga gerb (G) tomoni tushsa kompaniya mijozga 200000 dollar
to'laydi, agar tanga ragam (R) tomoni bilan tushsa mijoz
kompaniyaga 50000 dollar to'laydi.

Variant 1) dagi riskni x desak, bu tasodifiy migdor uchun
p (x =50000) =I. Variant 2) dagi riskni y desak, u holda

200000, ehtimolligi-"
Y=
-50000, ehtimolligi

Demak, EX=50000, EY=15000 tengliklarga ega bo‘lamiz. Lekin
mijozlaming ko‘pchiligi tasodifiylikdan holi bo‘lgan 1) variantni
tanlashgan bo‘lar edilar. Keltirilgan misoldagi risk holatini
umumlashtiruvchi quyidagi “o‘yin” variant; 2) munosabat

butunlay noo'rin (absurd) natijalargaham olib kelishi mumkinligini
ko‘rsatadi.

2.1. Stoxastik taggoslash (tartib)

Ta’rif 1. Tasodifiy migdor ytasodifiy miqdor x ga nisbatan
stoxastik ustuvor’ deyiladi, agar har ganday x uchun

P(X<x)>P(Y<x) (1)



tengsizlik bajarilsa. Bu munosabat X~ rty ko‘rinishda belgilanadi.

Keltirilgan ta’rifga asosan quyidagini aytish mumkin:
Tagsimot funksiyasi F2(x\ P(x) tagsimotga nisbatan stoxastik
kichik emas deyiladi, agar har ganday x uchun F(x)>F2(x) bajarilsa
va bu munosabat Fx<dR2 ko‘rinishda yoziladi. Stoxastik
“ustuvorlik’ X<,,Y ni (1) ga teng kuchli ravishda

P(X>x)<P(Y>Xx) (2)
ko‘rinishda yozish mumkin.
Tushunarliki, munosabat toTa boTmagan tartib yaratadi.

Teorema 1. Agar Fx R stoxastik tartib o‘rinli boTsa, bitta
umumiy ehtimollik fazosi (£i,F,P) daaniglangan Xxva X2 tasodifiy

miqgdorlar mavjud boTib, ular uchun
X¥a>)<X2fco\ VAQQ, P(Xk<x)=Fk(x), A=12
munosabatlar bajariladi.

Isbot. Elementar hodisalar fazosi D=[0,1], F - [0,1] oraliqdagi
borel to‘plamlari cr-algebrasi, /X)=A()-Lebeg oTchovi boTsin.
Tasodifiy miqgdor x k(g®=F->0), k=12debgabul gilaylik. Eslatib
o0 ‘tamizki, teskari funksiya

F~I(a) = inf{Xx:F(x) >a}, coe d
formula bilan aniglanadi.

Teoremaning sharti bo‘yicha, (2) asosan,

F.(x)>F2{x) 3
tengsizlik bajariladi. 0 ‘z navbatida (3) tengsizlikdan
« fi (4)

tengsizlik o‘rinli boTishini olamiz. Oxirgidan esa teoremaning
isboti kelib chigadi. Hagigatan ham,

P(Xk<x) = Lfo>:Re\o>) <x}) = Fk(x)
boshgacha aytganda, Xx<krx2 munosabatdan shunday tasodifiy
miqdorlar Xk=Xkmavjud ekanligi va ulaming tagsimoti
Pt (x)=Fn (j9 boTib, (4) tengsizlikdan

P({0):Xx(0>)<X'2(c>)}) =1

tenglik kelib chigadi. Teorema 1 isbot boTdi.
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Qiyin bo'Imagan mulohazalar yordamida ishonch hosil gilish
mumkinki, 1ehtimollik bilan o'rinli boTgan tartiblashdan stoxastik
tartiblash kelib chigadi, ya’ni <y ustuvorlik -<, dan kuchli bo ladi.

Bu xulosaga keltirilgan fikrdan umumiyroq boTgan quyidagi
lemma asos bo4adi.

Lemma 1. Agar Xx<xX2,
Xx<&X\ taqqoslash bajariladi.
Isbot Tasodifiy migdorlar X2 va X2 umumiy tagsimotga ega

boTishidan lemma 1 quyidagi tenglik va tengsizliklardan kelib
chigadi:

X[=X2 munosabat o'rinli boTsa,

F2(x) = P(X' <x) =P (X2<x)< P(Xx<x) =FxX).

Quyidagi teoremada belgilash

[P(X=x\ agar X diskret,

) n agar x  uzluksiztasodifiy migdor bo'lsa,
godlaniladi. Bu yerda /*(¢) tasodifiy migdor x
funksiyasi.

Teorema 2. Shunday musbat C>0 mavjud bodib, x<C
bo'lganda  drFx{x)>dFY(x) tengsizlik, x>C bo'lganda esa
drx (x)<dFr(x) tengsizlik bajarilsin. Bu holda x<a.

Isbot. 0 ‘z-o0'zidan tushunarliki, y<C bo'lganda

ning zichlik

Fx(y) =) dFx{u)>) dFr(u) =Fr(y)
-0 @
tengsizlik, y>C bajarilgan holda esa

P{X>y) =1- Fx(y) =]dFx(u)<]dFr(u) =\-F r(y) =P{Y >y)
tenglik vatengsizliklar bajariladi. Bulardan X <g¢Y munosabat kelib
chigadi.

Endi stoxastik "ustuvorlik” o'rinli bo'lishi uchun yetarli va
zaruriy shartlami keltiramiz. Buning uchun to'g'ri chizig rR da
aniglangan monoton kamaymovchi f(x) funksiyalar to'plami K(R)
ni Kiritamiz:

K(R) ={/(x\x e R,f(x) - monoton kamaymovchi)

Teorema 3. Farz qgilaylik / elll) va quyida Kkeltirilgan
integrallar mavjud bo'lsin. Bu holda
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1) agar Fx 2 munosabat o'rinli bo'lsa,

@® ®
\f(u)dF,(u)< jf(u)dFZ(u) (5)

2) aksincha, agar Fxva R2 funksiyalar har ganday f «K(R) uchun
(5) shartni ganoatlantirsa,

H-<<R2
munosabat bajariladi.

3) agar haqigiy funksiya /(*) uchun (5) tengsizlik hamma
Ft<sa r2 tagsimotlar bo'iganda bajarilsa, bu funksiya /(-) monoton
kamaymovchi bo'ladi (ya’ni f eK(R)).

Isbot. 1) Faraz gilaylik P<UR munosabat bajarilib, /(¢)
funksiya teoremaning shartlarini ganoatlantirsin (ya’ni / e K(R) va
mos integrallar mavjud). Yugorida biz (3) va (4) tengsizliklarga
asoslanib, bitta umumiy ehtimollik fazosida Fxva 2 tagsimotlarga
ega bo'ladigan Xxva X2 tasodifiy miqdorlar mavjud va ular uchun
P(Xx<X?2) =i tenglik bajarihshini isbot etgan edik. Demak, f gK(R)
bo'iganda

P(f(X)<f(X2)=1
tenglik o'rinli va Ef(X®<Ef(X2). Bu esa (5) tengsizlik bilan teng
kuchli, chunki

(O]
Ef(XK= \f(u)dFt(u), k=12
0

Teoremadagi 2) tasdigning isboti ham oson. Hagigatan ham, Ex(u)
to'g'ri chizigda u-x nugtagajoylashgan birlik tagsimot bo'lsa
EX-)<=K(R), VXgR.
Teoremadagi (5) tengsizlikdagi integrallar mavjud va
] Ex(UdR =]1dFt(u) =1 -Ft(x), *=1,2.
()

-00

Demak, bu holda (5) tengsizlik stoxastik taggoslashning
ta’rifiga aylanadi.

3) punktdagi tasdigni isbotlash uchun to'g'ri chizigdagi Eh(*) va

9 birlik tagsimotlami ko'ramiz va bunda xx*x2 deb
hisoblaymiz. Ochiq ko'rinadiki,



E = E stoxastik tartib o‘rinli va bu munosabat *,<*2
tengsizlik bilan teng kuchlidir. Bevosita ayon bo‘ladiki ((5) dan),

1(*,)= 1F(u)dEX(U)< 1/(W)dEmU) =/(x2).

Demak, oxirgidan / e K(R) ekanligi kelib chigadi.

Isbot etilgan teoremadan quyidagi natijaga ega boflamiz: agar
manfiy bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar (risklar) uchun Xx<sX2
munosabat o ‘rinli bo‘lsa,

ex;<ex',0<Ir<Mex;>ex2,r<o
tengsizliklar bajariladi.
Lemma 2. Foydalilik funksiyasi £/(*) ga asoslangan
XAY<=>EU(X)<EU(Y)
risklami tagqoslash usuli, stoxastik tartib bilan teng kuchli
bo‘ladi.

Keltirilgan 2-lemmadagi tasdigning isboti juda ham sodda: X
va y orasida stoxastik tartib X<ny o‘rinli, W) foydalilik
funksiyasi bo‘Isin. Bu holda Y(-) monoton kamaymovchi funksiya
ekanligidan U(-)eK(R) va (5) da f=U deb olib

ECJ(X) <EU(Y) (6)
tengsizlikka, ya’ni foydalilik funksiyasiga asoslangan X <Y
tartibga ega bo‘lamiz. Aksincha, teoremaning 2) va 3) punktlariga

asoslanib, (6) munosabatning (5) tengsizlikka teng kuchli bo‘lishini
keltirib chigaramiz.

Aytib o‘tilganlar o‘rganilgan Xx-<, X2(yoki Fx*d F2) stoxastik

tartibga teng kuchli bo‘lgan quyidagi tasdiglami keltirish imkonini
beradi:

e Har ganday xeK uchun F(x)>F2(x) yoki

FXX)=1- F(X) £ 1- F2(x)=F2(x).
Birlik tagsimotlar £X) orgali -tartib

W A))" (£ )

ko‘rinishida ifoda etilishi mumkin.

» Har ganday / eK(R) (ya’ni kamaymovchi bo‘lImagan va mos
integrallar mavjud) funksiya uchun
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£/(*)= JIM A0 )< JI)FFAX)=£/(X2

tengsizlik o'rinli.

« Stoxastik tartib Xx X2 har ganday foydalilik funksiyasi £/(-)
uchun EU(X)<EU(X2) tengsizlikni bajarilishiga teng kuchli bo4adi
(stoxastik tartibning ko'rinishda ta’rif etilishi aktuar matematika
uchunjuda muhim hisoblanadi).

2.2. Stop-loss tartibi

Quyida biz risklar uchun yuqoridagi stoxastik tartibga
nisbatan kuchsizroq bo'lgan tagqoslash usulini keltiramiz. Bu
usulni ham teng kuchli bo'lgan har xil ta’riflar orgali kiritilishi
mumkin (ba’zi hollarda uni ikkinchi darajali stoxastik tartib -
second degree stochastic order deb ham nomlashadi).

Ta’rif. Risk Xxboshga X2 riskga nisbatan stop-loss ma’nosida
“ustuvor” deyiladi, agar harganday d> 0 uchun

E(Xy-dY <E(X2-d)+ 0)
tengsizlik o'rinli  bo'lsa (bu yerda har ganday a son uchun
A+=Tax(0,a) belgi ishlatiladi). Xx va X2 tasodifiy miqgdorlar

orasidagi stop-loss munosabatni x <sl X 2ko'rinishida belgilanadi.

Keltirilgan risklami tagqoslash usulining nomini quyidagicha
sharhlab o'tish mumkin). Agar X - sug'urta kompaniyasining
ma’lum muddat davomidagi (odatda bir yil) yakuniy to'lov miqdori
bo'lib, gandaydir d> 0 son uchun X <d tengsizlik bajarilsa,
sug'urtalangan shaxsga hech ganday to'lov berilmaydi (ya’ni biror
baxtsiz ( sug'urta) hodisasi ro'y berishi natijasida yetkazilgan zarar
d dan Kichik bo'lsa, u qoplanmaydi). Bu d sonni sug'urta
shartnomasining garovi yoki kompaniyaning sug'urta faoliyatidagi
sarflangan xarajatlami hisobga oladigan chegara deb tushunish
mumkin. Demak sug'urta kompaniyasining to'lov miqgdori
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Aytib o‘tilgan qoida bilan tuzilgan sug‘urta shartnomalari stop-
loss (Stop loss - zarar to‘xtatiladigan) nomi bilan ataladi. Undagi
d son sug‘urta franshizasi hisoblanib, uni belgilash amaldagi
yuridik gonunlar asosida amalga oshiriladi.

Quyidagi lemma risklami (tasodifiy miqgdorlar) taggoslash
stop-loss usulining mohiyatini oydinlashtiradi.

Lemma 1. Agar X tasodifiy migdor uchun EX mavjud bo'lsa,

E\X-d[ =Emax(d,X)= J(I-F(x))o'x @)
d

tenglik o‘rinli.
Bu yerda F(X)=Fx(x)=P(X<x) tasodifiy migdor X ning

tagsimot funksiyasi.
Isbot Agar S(x)=I-F(x) deb belgilab, boUaklab integrallash

formulasidan foydalansak, har ganday A >d boUganda
A A
J(x- d)dF(x) =(a- d)S(A) +Is(x)<ic
" d d

tenglikni yozish mumkin va

® @®
0<(A-d)S(A) <AS(A) = A\dF(x) < IxdF(x)
A A
baho o‘rinli boUadi. Demak
® A ®
J(x - d)dF{x) = lim js(x)A;= J(1- F(x))dx.
d d d

Lemma isbot etildi.

Yuqoridagi ta’rifda keltirilgan stop-loss munosabati hamma
tasodifiy miqdorlar sinfida gismiy tartib o‘matadi. Haqgigatan ham
bu munosabatning tranzitivlik va refleksivlik xossalari oson
tekshinladi. “Ustuvorlik” ning antisimmetriklik xossasi
bajarilishini quyidagicha tekrishib ko‘rish mumkin. Lemmadagi (2)
tenglikka asosan

@®
E(X,, - dY = J(I-Ft(X)<fa, k=12 3)
d
va oxirgidan bir vagtda Xx=<stx2 ~x2<YXxI munosabatlar
bajarilganda
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JEIO)dx="FI(x)dx (4
d d
tenglik o‘rinli boTishi kelib chigadi (F=\-F ). Demak, (3) va (4)
tengliklarga asosan FX=F2 Bu yerda stop-loss tartib (<&)ham,
stoxastik tartib (un) kabi tasodifiy migdorlar orasidagi tartib, mos
tagsimot funksiyalarini taqqoslash tartibi deb tushuniladi. Stop-loss
tartibi ma’nosida nisbatan “yengil qoldig (F(x)=I-.F(*))” ga ega
boTgan tagsimotlar “ustuvor” boTadi.
Lemma 2. Munosabat x*ay dan X<sty o‘rinli boTishligi
kelib chigadi.
Bu lemmaning isboti (3) va (4) tengliklardan bevosita oson
ko‘rinadi.
Lemma 3. Munosabat X<ayY har ganday d>0 uchun
Emax(d,X)<ETnax(d,Y) tengsizhk bajarilishiga teng kuchli boTadi.

Bu xulosa
1)

Emax(d,Xl)=d+ F(Xx)dxjc=\,2, (5)
d

tenghkdan kelib chigadi.

Endi K(UT) kamaymovchi bo‘lmagan funksiyalar sinfining
quyidagi to‘plamostisi

*(*)={/;/€ KR), f- qavariq }

ya’ni K(R) ga kiruvchi gavariq funksiyalar sinfini ko ‘ramiz.

Teorema 1. Agar P&SIF2 munosabat bajarilsa, har ganday
feK~R) uchun

Ef{X)<Ef(X2).

Bu teoremaning isbotida yuqoridagi lemmalardan (lemma 1-3)
foydalaniladi.

Teorema 2. Tasodifiy migdorlar xx va x2 lar uchun quyidagi
shartlar bajarilsin:

1) bu tasodifiy miqdorlaming o‘rta giymatlari o‘zaro ten

ya’ni EXx=EX2=m.
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2) Shunday [x,,x2] oralig mavjud bo'lib (xI <x2), bu oraliqd:

mos tagsimot funksiyalari o'zaro teng, ya’ni

A(*) =" xe[xxx2,
shu bilan bir vaqtda x<xx bo'iganda <FXx), x>x2 bodganda
esa Fxx)>F2x), tengsizliklar o'rinli bo'lsin. U holda Fx<s(F2
munosabat bajariladi.

Isbot. Lemma 3 ning isbotidagi (5) tenglikga asosan Xx>Xx,
bo'iganda

E max(x, X,) < E max(x, X2)
tengsizlik bajariladi. Oson ko'rinadiki x<Xj bo'iganda esa
E min(x,,)> E min(x,X2) . (6)
Sodda mulohazalar yordamida ishonch hosil gilish mumkinki,
har ganday d> o uchun Exk=m bo'iganda
Emin(dyX k) + Emax(d,Xk=EXk+d =m +d @)
tenglik o'rinli bo'ladi va undan foydalanib, hamma x lar uchun
bajariladigan
Emax (X ,x)<Emax("2x) (8)
bahoni olamiz. Endi teorema 2 ning isboti lemma 3 va (6), (8)
munosabatlardan kelib chigadi.

Quyidagi teoremada taqqgoslanadigan tasodifiy migdoming
o'rta giymatlarini teng bo'lishi talab etilmaydi.

Teorema 3. Faraz gilaylik Xva r tasodifiy miqdorlar quyidagi
shartlami ganoatlantirsin: ex<.ey va shunday c¢>0 mavjud
bo'lsinki, x<c bo'iganda Fx(x)<Fr(x) tengsizlik, bo'iganda
esa Fx(x)>FY(x) tengsizlik bajarilsin. U holda x < sty munosabat
o'rinli bo'ladi.

Isbot. Quyidagi

mx{d) =E (X -df=[{\-Fx(u))du
d
stop-loss almashtirishni (funksionalni(% kiritamiz va

A(d) =mY(d)-mx(d)= J(F*m)- Fr(u))du
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deb belgilaymiz. Agar d, <d2<c boTsa
A(rf.)-A(rfd= "Fx(u)-Fr(u))du<0

tengsizlik bajariladi. Demak d<c boTganda A(d) o'suvchi boTadi.
Aksincha, d>c boTganda esa funksiya A(d) kamayadi. O'z-o0'zidan
ravshan  bodgan mx(0)=EX tenglikdan A(0) >0, A(co)=0
munosabatlami olamiz. Oxirgilami va teoremadagi ex <sey
shartlami hisobga olgan holda har ganday d>0 uchun mx(d)<mr(d)
, ya’ni X <sl' Y munosabatga kelamiz.

Eslatib o'tamizki, x=Y tenglik I var tasodifiy migdorlami
bir xil tagsimlanganligini, ya’ni P(X<x)=P(Y<x) tenglikni ifoda
etadi. Tasodifiy miqgdorlar orasidagi =se- stop-loss va bir xil
umumiy tagsimotga ega boTishlik munosabatlarini

aniglashtirishga yo'naltirilgan quyidagi teorema qizigarli va
foydali bo'ladi.

Teorema 4. Agar X <sly munosabat va EX-EY, DX=DY
tengliklar bajarilsa, x=Y, ya’ni X va y tasodifiy migdorlar bir xil
umumiy tagsimotga ega bo'ladi.

Isbot Teoremaning shartlarida kelib chigadiki, EX2=EY2
tenglik o'rinli boTadi. Bo'laklab integrallash yordamida

0 0 0
tengliklami yoza olamiz. Demak

tenglik bajariladi. Lekin teoremaning shartiga asosan X<stY
munosabat o'rinli bo'lgani uchun (9) dagi integral ostidagi ayirma
mx(x) - mY(x) >0 boTadi. Demak mx(x)=mY(x) tenglik bajariladi.
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Endi teoremaning isboti mix) funksiyalar mos tagsimotni bir
giymatli aniglashidan kelib chigadi.

2.2.1. Stop-loss tartiblashning invariantlik xossalari

1 Eng awalo tagsimotlaming kuchsiz yaqinlashishining stc
loss tartibi saglanib golishini qayd etamiz.
Teorema 1. Faraz gilaylik ikkita
{Fu,n>1}, {Fun,n>1

tagsimotlar ketma-ketligi mos ravishda Fy va R tagsimotlarga
kuchsiz yaqginlashsin, ya’ni

:1,11 * f 1 f - ?d!'[> IM @
Bulardan tashqari (f =1-F)
@® @
lim "FKI(u)du = PFk(u)du, K=1,2

(0] 0
shart bajarilib, har ganday n>1 uchun F"<stF2> munosabatlar
o'rinli bo'lsa, Fx<st R2

Isbot Hagigatan ham teoremaning shartlari bajarilsa, har
ganday x uchun

lim "FM(u)du= "Fk(u)du, k=12
X X
limit munosabatlar o'rinli bodadi. Oxirgidan esa hamma Xx£0
uchun
ao @

UM\HAUYdu” [Im \R_nYdu>
ya’'ni

fa)du< jVAu<u

tengsizliklar kelib chigadi. Demak R<st 2 munosabat bajariladi.

2. Endi tagsimotlaming kompozitsiyasini ko4amiz. Esle
o4amizki X va y yigdindisining tagsimoti
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ifoda bilan aniglanadi. Bu yerda qoTlanilgan (*) amalini

tagsimotlaming kompozitsiyasi deb atashadi.

Lemma 1. Tasodifiy migdorlami qo‘shishda stop-loss tartibi
saqlanadi.

Isbot. Oson ko'rish mmkinki stop-loss tartibi to'g'ri chiziqdagi

*« QP xeR
funksiyalar sinfi bilan aniglanadi. Bu yerda

JExX(y)dy =(u-xy

va hagiqatan ham, d> 0 uchun

@® @
E\X-d\*= J'(t-d)*dFx(x)= jed(x)dFx (x)= ~{\-Fx(x))dx
“@ - d
tengliklar o'rinli boTadi. Bevosita ko'rinadiki, Fse funksiyalar sinfi
argumentni  siljishiganisbatan invariant boTadi.  Oxirgi

tengliklardan kelib chigadiki
(X<siy)M(EtIX)<El,(¥)m
Endi lemma 1 ning isboti FSi funksiyalar sinfining invariant

boTishligidan va oxirgi teng kuchlilik munosabati bilan
yakunlanadi. Shunday qilib,agar Xx...,.XrbogTiqgsiz  tasodifiy

miqdorlar, ¥....Yn ham bog'ligsiz tasodifiy migdorlar bo'lib

X, <st 1=12,.,0
munosabatlar o'rinli boTsa
A n
A A
3. Tagsimotlaming “qgorishmasi” amalida stop-loss tartibi

saglanadi. Birinchi navbatda taqgsimotlaming *“gorishmasi”
tushunchasini eslatib o'tamiz. Quyidagi s parametrga bogTiq



boigan tagsimotlar uyushmasi {F(x,00} ni ko'raylik. Bu yerda
jcei?,0G©c/?" deb hisoblaymiz. Demak F(x,e) tagsimot RxQ
to'plamda aniglangan bo'lib, ixtiyoriy fiksirlangan 8 =B0<#© uchun
F(x,e0) tagsimot funksiyasi bo'ladi. Parametrik fazo 0 va uning
Borel to‘plamlari sistemasi (cr-algebrasi) £ dan iborat (©,£ )
juftlik ofichovli fazo deb ataladi. Aytilganlardan kelib chigadiki,
F(x,6) funksiya x bo'yicha tagsimot, B argument bo'yicha esa

o'lchovli fimksiya deb hisoblanadi, ya’ni har ganday x va s haqiqiy
sonlar uchun

{0;F(x,<9)<c}e]T
munosabat o'rinli. O'lchovli (©,5] ) fazoda aniglangan ehtimollik
o'lchovi Q() uchun

H{x)= H{x,e)Q{d9), xeR
B
formula bilan aniglangan tagsimot H{x\ F(x,0)ni Q- ehtimollik
bilan “gorishmasi” deb ataladi. Masalan, aytaylik A(X) yarim to'g'ri
chiziq (0,00) da aniglangan ehtimollik tagsimoti bo'lsin. U holda

#(*)= |hO/>M)<EAM) = J™X/Vitty4(dm) Q)

0 G
formulabilan aniglangan tagsimot normal tagsimotni A- ehtimollik
bo'yicha “qorishmasi” deb tushuniladi. Oson ko'rinadiki, agar
standart normal tagsimot uchun ®0,(x)=®(x) bo'lsa, parametrlari

(@<m) bo'lgan normal gonunning tagsimoti

tenglik bilan aniglanadi. Agar oxirgida parametr a2 (0,«) oraliqda
giymatlar qabul giladigan wun(<)=a2(<y) tasodifiy migdor deb
tushunilib, uning tagsimotini

® ) ="(N#))<x), *>0
bilan belgilasak, (1) formula bilan aniglangan tagsimot, normal va
Aix) tagsimotlaming “qorishmasi” bo'ladi. Tasodifiy miqdorlar
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ketma-ketligi XI9X2... berilgan bo'lib, mos tagsimot funksiyalari
ketma-ketligi P@2... bo'lsin. Butun natural giymatlami qgabul
giluvchi v tasodifiy miqdor uchun, v,X,,X2... bog'ligsiz tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi bo'lsin. Ushbu

tasodifiy miqdor, {Xa,n>1 ketma-ketlikni v tasodifiy-momentda
to'xtatilgan giymati deyiladi. Bu tasodifiy migdoming tagsimot
funksiyasi uchun

=P(X. <x)=£P (X, <av=n)=
=

:Lﬁ (v =n)i>(Jf,, <*) :rEFl PN(X
formula o'rinli bodladi. Bu tenglikda
Pa=p(y=n), n=12,..
va

g @

Oxirgi (2) tenglik bilan aniglangan tagsimot FA{x\{FHn>1
tagsimotlami {/>,,n>} ehtimolliklar tagsimoti bilan “qorishmasi”
bodadi. Endi X, va Y, tasodifiy migdorlar mos ravishda H va &
tagsimot funksiyalariga ega bo'lsin (/=1,2,..) va {/>1} ketma-
ketlik ehtimollik tagsimotini tashkil gilsin, ya’ni ular uchun

p,>o0, />1, £/>,= 1.

>
Teorema 2. Agar R<s(G, i>1 munosabatlar bajarilsa
@
H M

Isbot. Bemulli tagsimotiga ega bo'lgan {/,/£1} tasodifiy
migdorlami ko'ramiz, ya’ni I, lar uchun
A= 0= A=1-2=0), [>,=1

(=]
tengliklar o'rinli bo'ladi.

Tasodifiy migdorlar ketma-ketiiklari
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M5 D M gy
bogTigsiz tasodifiy migdorlardan tashkil topgan bo'lsin. Quyidagi
tasodifiy migdorlami

H H
ko'ramiz. Agar ulami tagsimot fimksiyalarini mos ravishda £ va
G deb belgilasak,

@® —2—
F="P,F,, G"P.G,
A A
tengliklar o'rinli bo'ladi. Demak, £ va G lar {F,i>I}{G./£:1}
tagsimot  sistemalarining  “qorishmalari”  bo'ladi.  Aytib

o'tilganlarga asoslanib quyidagini yoza olamiz:
L] @ *

E(X-d)' = Vx-d)dF(x) ='YJ A \(x-d)dFI(X) =

d = d
® o
=P E(X,-dY <'Yj P,E(Y-dy =E(Y-dy.
#H H
Demak X<5 Y munosabat o'rinli.
4, Tasodifiy sondagi tasodifiy miqgdorlar yig'indisi (tasodi

yig'indilar).
Teorema 3. Tasodifiy migdorlar ketma-ketliklari

N, Yi, Y2x *ye—
bog'ligsiz tasodifiy migdorlardan tashkil topgan boTsin. Bu yerda
N butun natural giymatlarni gabul giluvchi tasodifiy migdor bo'lib,
M=P(N=n), n=12,...
tagsimotga ega boTsin. Agar [xs9%>i), {y#,n>\) ikkita o'zaro
bog'ligsiz vabir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
bo'lib, X, <§YYt munosabat bajarilsa,

N N
- .
L
Isbot. To'la ehtimollik formulasi va bog'ligsizlik shartlaridan
foydalanib

74



p (fjX,<x] :lep(fix,<x, JT=n]=
ur1 /o )

y =
AL p[tIXI<x']p” =n-)=fIF"{x)pn €)
W \W J 1
tenglikni yoza olamiz. Bu yerda
F(x) =P{X, <x) =P(X, <*)
X; - tasodifiy migdorlarning umumiy tagsimoti.

Yugoridagi (3) tenglikni isbotlashda o'tkazilgan mulohazalami
s0'zma-so0'z qaytarib

W I« (4)
tenglikni hosil gilamiz va unda G{X)=P[Y{<x).Teoremaning
shartiga asosan

F(x)"seG(x) (5)
stop-loss o'rinli boTadi. Endi (3)-(5) munosabatlar ko'rsatadiki,
teorema 2ning shartiari

FAFay G,-Gaf /=1,2,...

boTganda bajariladi. Demak, teorema 2 ga asosan
»

r!" \ x)P* S(Y g” x)Pii.
g
Teorema 3 isbot etildi.

Teorema 4. Faraz gilaylik {x,,y T risklar bog'ligsiz va bir xil-
tagsimlangan, musbat butun giymatli Nxva N2 tasodifiy migdorlar
esa ularga bog'lig bo'lmasin. Agar Nx<§ N2boTsa,

n

Nt  Sn="""Xn/l=12..
=3
stop-loss munosabati o'rinli boTadi.

Isbot. Manfiy bo'Imagan d>0 sonini fiksirlangan deb hisoblab,
f(n)=E(Sn-dy
fimksiyani ko'ramiz. Agar har ganday dz o uchun
Ef(NX<,Ef(N2) (6)
tengsizlik bajarilsa, teorema isbot etilgan boTadi. Buning uchun esa
(6) tengsizlikdagi /() fimksiyani kamaymaydigan va qavariq
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ekanligini ko‘rsatish yetarli (stop-loss taqqoslashning ma’lum
xossalaridanbiriga asosan). Odatdarisk X,>0- manfiy bo‘Imagan
miqdor deb tushunilgani uchun, <Sn, demak f(n-\)<f{n)
tengsizlik bajariladi, ya’ni /(«) fimksiya kamaymaydigan bo4adi.
Funksiya f(n) ni gavariq bo‘lishligini isbotlash uchun

tengsizlik o‘rinli bofiishini tekshiramiz. Aytaylik, x,yeR,z>0
bo‘lsin. Bu holda
(x+y+z-dY +(x-d)*>{x+y-dy +(x+z-dy. @)

Bunga oxirgi tengsizliklami har ikki tomonini a =max(0,a)
ifoda orqgali olib chiqgish yetarli bo‘ladi. Endi (7) tengsizlikda
x=S My =Xm,z=Xndeb hisoblaymiz va unda

*tengsizlikni olamiz. Oxirgidan /(w) funksiyani qavariq bo‘lishligi
kelib chigadi.

Natija. Faraz gilaylik, {mn>1} va {/,,*>1} ikkita bog‘ligsiz
va bir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar ketma-ketliklari bo“Isin.
Butun va musbat giymatli Nx va n2 tasodifiy migdorlar mos
ravishda {xa} va {rj largabog‘ligbo‘Imasdan Nx  N2munosabat
bajarilsin. U holda

Isbot Hagigatan ham, teorema 3 asosan
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2.2.2. Murakkab Puasson tagsimotlari va Koks tagsimoti

Tasodifiy yig'indi
sn-X,+...+ XN
go'shiluvchilar soni N parametri A ga teng bo'lgan Puasson
tagsimotiga ega boTsin. Agar X, bogTigsiz tasodifiy miqdorlar
umumiy F(x)=P(Xt<x) tagsimot funksiyasi bilan tagsimlangan
bo‘lsa (4) formulaga asosan

tenglik o'rinli boTadi. MaTumki Puasson tagsimotining hosil
giluvchi funksiyasi

"R XS

Oxirgidan Puasson tagsimoti uchun hosil giluvchi momentlar
funksiyasi
gtM =Ed* =xx(f)=tx\p{a(ex-1)} 2
ekanligini olamiz. Tasodifiy yig'indi SN uchun

P(N=n)="-e~\ n=0,1,2,..

boTgan holda, SN Puasson tasodifiy yig'indisi deyiladi. Agar SN
yig'indidagi qo'shiluvchi X1 laming hosil giluvchi momentlar
funksiyasini f(z) = Eez¢ deb belgilasak, Puasson yig'indisi SN ning
hosil giluvchi momentlar funksiyasi
fN{z) = Ee*» =*Kk(J(2)) = ***m« (3)
formula bilan aniglanishini topamiz.
Tasodifiy Puasson yig'indisining tagsimotini murakkab
Puasson tagsimoti deb ataladi. Formula (2) dan hosila olish
yordamida oson kelib chigadiki

EN=DN=4.

Bu tengliklar diskret tagsimotlar sinfida Puasson tagsimotini
oxirigacha xarakterlaydi.

Agar EXi=a deb belgilasak (3) dan
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ESn=¢a
mashhur Vald ayniyatini hosil gilamiz. Quyidagi jumlalar Puasson
tasodifiy yig'mdilarini o'rganishda foydali bo'ladi.
Lemma 2. Parametrlari \ y.\ bo'lgan n ta bog'ligsiz Puasson
n

tasodifiy miqdorlarining yig'indisi, parametri bo'lgan
<
Puasson tagsimotiga ega bo'ladi.

Isbot Agar SH=Xx+...+X,, bo'lib, X, bog'ligsiz parametrlari 9

bo'lgan Puasson tagsimotlariga ega bo'lsa, (2) dan
Ee*- =Ee’ (*, +..+ X.) =Ee*'...Ee*- =

lemmaning tasdigini isbot etadigan tenglikni olamiz.

Teorema 5. Faraz gilalaylik, biror N hodisaning ro'y berishlar
soni, parametri A bo'lgan Puasson tagsimotiga ega bo'lsin.
Hodisalar mta guruh hodisalariga ajratilgan bo'lib, anig hodisaning
i-nchi guruhga tegishli bo'lishlik ehtimolligi boshgalarga bog'liq
bo'Imagan holda P, ga teng bo'lsin (/;+..+/>,,=1). Agar N, deb
i-nchi guruhga tegishli bo'lgan hodisaning ro'y berishlari sonini
belgilasak, NIt.y\NMtasodifiy miqgdorlar bog'liqsiz, parametri XP

- bo'lgan Puasson gonuni bilan tagsimlanadi.

Isbot To'la entimollik formulasiga asosan

P(N,=nl)=YjP(Ni=n,IN=n)P{N =n)=

(l-p.r =

e R ttfe

Bundan tashqari

P{Nt=n,,..., Nm=nm) = =b,....,bl T=nmIN = £ n,j » =% ,.j=

Oxirgi tenglik N,(i=\~n) lami Puasson tasimotlariga ega
bo'lishligini va bog'ligsizligini isbotlaydi.
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Agar Puasson tagsimotining parametri ani (0,®) oraligda

tagsimlangan tasodifiy migdor deb hisoblab, uni Aaning tagsimoti
bo‘yicha olingan “gorishmasiga” Koks tagsimoti deyiladi. Bu
tagsimotning qat’iy ta’rifini quyidagicha keltirish mumkin: faraz
gilaylik, (0,°0) oraligda giymatlar gabul giluvchi, struktiv deb
ataluvchi shunday n tasodifiy migdor mavjud bo‘lib, N tasodifiy
migdoming J1=a boTgandagi shartli taqsimoti, parametri 4
boTgan Puasson gonuni bilan aniglansa, bu N tasodifiy miqdor
Koks tagsimotiga ega deyiladi. Demak, w(a)=p(\<x)~ tasodifiy
miqgdor n ning tagsimot fur&)ksiyasi boTsa,

P(N=n)="erdWiX), n=01,. @)

0
Quyidagi teoremada go‘shiluvchilar soni # Koks tagsimotiga
ega boTgan tasodifiy yig”~dilarda stop-loss tartibi saglanishi isbot

etiladi.
Teorema 6. Tasodifiy migdorlar {x,.y bogTigsiz va bir xil

tagsimlangan boTsin. Ikkita
j=i®
bl
tasodifiy yig‘indilardagi qo‘shiluvchilar soni Nj lar, 1, struktiv
funksiyalari (y=1,2) uchun\ < st A2munosabat bajarilsin. Bu holda

Isbot. Teorema 4 ga asosan, <4N2 munosabatning
bajarilishini tekshirish yetarli boTadi. Buning uchun oldin

k<d<k+\ boTganda, e[Nj- d)+ifodani hisoblaymiz
®

E(NI-dj =€ (,, -Ik-d+k)P(Nj=n)=
nH

=E(Nj - kj +(d-k)p(Nj>k+1),

ya’ni d ning fimksiyasi sifatida, bu matematik kutilma k<d<k+1
oraliqda chizigli o‘zgaradi. Shuning uchun ham

EOV *)\ 721,2,*>0
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ifodani ofrganish yetarli bo'ladi. Yuqoridagi (7) tenglikdan va
gamma-tagsimotning ko'rinishidan foydalanib quyidagi tenglik-
lami yoza olamiz:

*'dudwM =
o0

Bu yerdagi qgavs ichidagi ichki integral £(a,-w)+ ga teng
bo‘lgani uchun, Nx<sl N2 munosabat teoremadagi A -<S§ A2 shartdan
kelib chigadi.

Natija. O'rta giymatlar teng bo'lganda manfiy binomial
tagsimot, Puasson tagsimotiga nisbatan ko'proq riskga ega bo'ladi.
Isbot Oldingi teoremadan foydalanishga harakat gilamiz.

Faraz gilaylik, Nxtasodifiy migdor parametri A gateng Puasson
tagsimotiga ega bo'lsin. Bu holda (7) ko'rinadiki N} ga mos
keluvchi struktiv tasodifiy migdor A uchun u

>(N1=n)=1

Eslatib o'tamizki, manfiy binomial tagsimot NB(otyg) ikkala a

va g{o<qg<\) parametrlarga bog'liq bo'lib

P{N~k) =C I*g\I + (8)
formula bilan aniglanadi. Bu yerda k=0,1,2,... giymatlami gabul

giladi. Agar a =1bo'lsa, (8) dan ko'rinadiki
P(N2=k)=<f*p, *=0,1,2,...

geometrik tagsimotni aiglaydi va bu yerda
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_ 1 “\n—
n=—2- g=\-p-=-f—
T+ §=\-p- 1+

Faraz qilaylik, struktiv tasodifiy miqgdor n2 ning zichlik
fimksiyasi

Uy=—
" TG
bo‘lsin. Bu holda (7) formula

V 1 Jkir(a)g @ (i+4

bodlib, oxirgi formula (8) bilan ustma-ust tushadi. Endi
EN2=aq,DN2=a q(l+g) boTadi va ag=X boTsa, Nx*®EN2
munosabat bajariladi. (EV, =ENXDNX<dn?2).

Teorema 7. O'rta giymatlar teng bo'lganda, binomial tagsimot
Puasson tagsimotiga nisbatan kamroq riskka ega bo4ladi.
Isbot. Quyidagi tasodifiy migdorlar yig'indisi
=/<+..+V
bo'lib, bu yerda - bogdigsiz va Bemulli

p{ln, =1) =?y=1- p(X/ =°).
tagsimotiga ega bo'lgan tasodifiy miqdorlar bo'lsin. Boshgacha
aytganda, Sn- binomial-puasson sxemasidagi n ta bog'ligsiz

tajribalarda “yutuglar” soni, har bir j - nchi tajribada “yutuq” ro'y
berishi ehtimolligi gs bo'lsin (y=I,...,/i). Tasodifiy migdor Bn esa,
oddiy Bemulli sxemasida har bir tajribadagi “yutuq”

q:h(qx+...+q|-)

ehtimollik bilan ro'y beradigan, n ta bog'ligsiz tajribalardagi
“yutuglar” sonini belgilansin. Demak, Bn parametrlari n va q

bo'lgan Bi(n,gq) binomial tagsimotiga ega boTadi. O'z-o0'zidan
ko'rinadiki

B,=nq= Y g=ES_
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Endi Sn<stBn munosabat o‘rinli ekanligini induksaiya orgali

isbotlaymiz. Agar tajribalar soni n=1 bo‘lsa, S¥BX yam

induksiyaning asosi to‘g‘ri boTadi. Hamma ro‘y berishlar
ehtimolliklari

ql=0g2=...=qH=q,
0°‘zaro teng bo‘lsa, bu holda ham Sn=Bn. Agar bu ehtimolliklar
o0°‘zaro teng bo‘Imasa, kamida bir-biridan farq giladigan ikkita va
g2 ehtimolliklar mavjud boTadi. Aniglik uchun gx<q<qg2 deb
hisoblab, Snx<3Bnxmusobatning bajarilishini faraz gilamiz.

Endi o‘zaro bog‘ligsiz va oldingi Kkiritilgan tasodifiy
miqgdorlardan ham bog‘lig bo‘Imagan /Q,/g tasodifiy miqdorlami
ko‘ramiz. Ulaming tagsimotlarini

I>(lq=1)=2=1-/"(/c,=0),

p{fc,=0=4 +4i- 4=P"c, =°)
formulalar bilan aniglaymiz. Bevosita tekshirib ko‘rish mumkinki
IA L,¥g/Q+
munosabat  bajariladi. Demak, stop-loss taggoslashning
. kompozitsiya amaliga nisbatan invariant bodishligidan
S,,=IA+IA+~+ 1A +1Q+ 1A+ + A
Lekin gl+g2-q+q3+..+q,,=ng-g=(n-\)q tenglik o ‘linli bo‘lib,
undan induksiya farazigi asoslangan holda /g+i* +...+iK <sl Bnx

munosabatni yoza olamiz. Oxirgidan 1@+snx=ss tenglikni hisobga
olib, S,,=<stBn munosabat o‘rinli bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz.
Demak, induksiya oxiriga yetdi.

Tasodifiy migdor Bn tagsimoti (binomial £/'(/?,?)) s,,x tasodifiy
migqdoming tagsimoti qt=q,/=ui, q,,x=0 bo‘lgan holdagilar bilan
bir xil. Yugorida isbot etilgan induksiyaga asosan

A+ ~S/
va Bultasodifiy migdor binomial

Bi\ n+ gjn+\ Bi(rt+1I,nq/n+1)
\%
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tagsimotga ega boTadi. Agar ng=A belgilashni Kiritib, Bi(n,A/n)
binomial tagsimotning parametri 9 boTgan Puasson tagsimotiga
yaginlashishi hagidagi klassik teoremadan va tagsimotlaming sust
yaginlashuvida stop-loss munosabatini saglanish xossasidan
foydalansak, teoremaning to‘g‘ri ekanligiga ishonch hosil gilish
mumkin boTadi.

2.3. Tagsimotlami taqqoslash

Aktuar matematikada tagsimotlar sinfida (fazosida) ustuvorlik
ma’nosida turli xil taqqoslash usullarini Kkiritishga to‘g‘ri keladi.
Yuqorida biz tasodifiy miqgdorlar uchun taqgoslashning 1
ehtimollik bilan (yoki “deyarli hamma joyda” »<e*"),

-twpn” " usullari bilan tanishib o‘tdilc Keltirilgan usullar

uchun umumiy boTgan kamchiliklardan biri - tagqoslanayotgan
tasodifiy miqgdorlami bitta ehtimolliklar fazosi (fi,5,p)da

aniglanishi kerak boTishi bilan bogTiq. Tagsimotlar fazosi

uchun quyida keltiriladigan tagqoslash usullarida mos tasodifiy
migdorlami umumiy ehtimollik fazosida aniglanishi shart
bo‘lmaydi.

Fto‘plamning elementlaridan tashkil topgan tartiblangan

juftliklar to‘plami FxF =F da aniglangan "<" munosabat
ustuvorlik deb aytiladi, agarda bu munosabat quyidagi shartlami
ganoatlantirsa:

1) refleksivlik, ya’ni har ganday FeF uchun F <F,

2) tranzitivlik, ya’ni agar f <g,g <q boTsa, F <Q,

3) har ganday (f,g) g Fruchunyoki f <G, yoki G<F.
Juftlik (f,<) ustuvorlik maydoni deb ataladi.

Ustuvorlik hisobi. Keltirilgan "< « munosabat 1)-3) xossalar
orqali aksiomatik ravishda aniglanadi va *F,<j maydon elementlari

sifatini” aniglash uchun sonli xarakteristikalar topish masalasi
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bilan shug‘ullanamiz. Aytib o‘tilganlardan kelib chigadiki,
ta’riflangan *“ustuvorlik” (<) tagsimotlar fazosi Fda tartiblash

munosabati bo‘ladi.
Ta’rif 1. Munosabat"< " hisoblanuvchi deb ataladi, agar Fda
shuningdek #(f) funksional mavjud bodib

F <G <*u(f)<u(g)
ekvivalalentlik munosabati o‘rinli bo‘lsa. Bunday [/(*) funksional

ustuvorlik indikatori deb ataladi va bu funksional yagona
bodmaydi: agar $(x) hagigiy sonlar to‘plami r da aniqlangan ga’tiy
o‘suvchi funksiya bo‘lsa,

v (F)=9(u(F)) (1)
funksional ustuvorlik munosabati "< " indikator bo‘ladi. Aytilgan
fikmi teskarisi ham o “rinli.

Lemma. Aytaylik ul\a Ffunksionallar (f,<) maydon

elementlari uchun indikatorlar boisin. U holda £/(f), FgF

funksional giymatlari to‘plami k da shuningdek qgat’iy o‘suvchi
funksiya $(x) aniglanishi mumkinki, (1) tenglik o‘rinli bocladi.

Isbot Agar xgRbo‘lsa, ax={f :n(f)=7*} to‘plamni
amglaymiz. n va £ lar bitta ustuvorlik munosabati a< muchun
indikatorlar bo‘lgani sababli, v (f)= v (f) tenglik hamma F,F' € As
lar uchun o‘rinli bo“ladi.

Endi g(x) = v(f),F gAx fimksiyani aniqlaymiz. Bu holda (1)
tenglik o‘rinli. Agar xtyeK va x <y bo‘lsa, u holda FeAx GeAy

tagsimotlar uchun. f < (?munosabat bajariladi. Demak
9(x) = V(F)cU(G) = 9(y)
munosabatlar o ‘rinli bo‘lib, $(x) funksiya ga’tiy o‘suvchi bo‘ladi.

Misol 1. Haqiqiy sonlar  juftliklari to‘plami
R2=|(x,¥);xg Ryg r} (“tekislikda”) “leksiografik tartib” deb

ataluvchi <0-munosabatni quyidagicha kiritish mumkin: agar
e R2(ywy2 gR2bo‘lsa, bu holda
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(*p*2 <0 (%Ya) (*1<M)yoki X =y, va *2<y2
Uncha murakkab bo‘imagan mulohazalar yordamida Kiritilgan
"<0"munosabatni hisobianuvchi emasligiga ishonch hosil qilish
mumkin.
Misol 2. Ikkinchi tartibli momentlari mavjud bo‘lgan tagsimotlar

R = J x AF(x) <@

fazosini ko‘raylik. F e F2 tagsimot uchun

@ ©
mf =J'zdF(z),0E=J '(x-m FdF(z2)

belgilashlami kiritaylilc

Agar R2 to‘plamiga kiruvchi tagsimotlami “kelgusida foydali”
risklami (tasodifiy migdorlami) tagsimot funksiyalari deb tushun-
sak, bu holda matematik kutilmani (funksional mF) maksimal-.
lashtirish, mF=mcbo‘lganda esa mos dispersiyalami minimal-
lashtirish masalalari yuzaga keladi. Qayd qilib o‘tilgan masalalar
0°z navbatida

F<G (mPo0;)<0(m”o-3)

munosabatlami F2ga kiruvchi ixtiyoriy Fva Gtagsimotlar uchun
o‘rinli bo“lishi bilan teng kuchli bo‘ladi. Bu usul bilan aniglangan
F <G munosabat hisobianuvchi bo*Imaydi.

Agar Fxdeb, bir elementli |x}to‘plamda joylashgan
“puziladigan” ehtimollik tagsimotining tagsimot funksiyasini
tushunsak, u holda quyidagi shakldan ko‘rinadiki,

(xS,)=» (£,££)), (2)

A. Ey



Ko‘p hollarda tagsimot funksiyasi F ni biror bir tasodifiy
miqdor (risk) xning tagsimoti deb tushuniladi va uning natijasida
(2) munosabatni kuchaytirish mumkin (ixtiyoriy tagsimot uchun).

Ixtiyoriy F,G e F tagsimotlar uchun F < Gmunosabat o‘rinli
deymiz, agar

F(x)>G(x),xe R (3)
.tengsizlik bajarilsa.

Keltirilgan "< "munosabat f va g taqsimotlarga ega bo‘lgan
xva ytasodifiy miqdorlar (risklar) uchun aniglangan x <" AY
munosabat bilan teng kuchli bo‘ladi. Buni simmetrik tagsimotlar
uchun namoyish etamiz. Eslatib o‘tamizki, ftagsimot x=m
nugtaga nisbatan simmetrik deyiladi, agar hamma x > 0 uchun

F(M—X)= £ (ti+ x + 0)
tenglik bajarilsa. Agar tasodifiy migdor xning tagsimot funksiyasi
f (i) bo‘lsa, oxirgi tenglik
PX-m>x)=P(X—m <-x), x>0
ekanligini bildiradi. Bu yerda x=m simmetriya markazi
hisoblanadi.

Agar F,G e Ftagsimotlar umumiy simmetriya markazi mga
ega bo4ib,
F(z)>G(s), s<m (4)
tengsizlik bajarilsa, F < Gmunosabat o‘rinli bo‘ladi.
Agar x va ytasodifiy migdorlar mos ravishda fva g

simmetrik tagsimotlarga ega bo‘lsa, (4) munosabat hamma x >0 lar
uchun

P ¥ T—m[>*) > F(ly —m|> *),
tengsizlik bajarilishini ko ‘rsatadi.

Misol 3. Matematik kutilmasi m, dispersiyasi §2>o0bo‘lgan
normal tagsimotni fc~deb belgilaylik va F=® 6 =® cr, <02
bo ‘Isin.

Bu holda F < g munosabat o‘rinli, chunki



tengliklar va a, < a2 tengsizlik (4) ni hamma zlai uchun to‘g‘ri
ekanligini ko“rsatadi.

Olib borilgan mulohazalar asosida simmetrik bo‘lImagan yoki
har xil simmetriya markaziga ega bo‘lgan tagsimotlami taqgqoslash
oson masalalar emasligiga ishonch hosil gilish mumkin. Masalan,

va ® " tagsimotlami parametrlar m}>m2lol<o02 tengsiz-

liklami ganoatlantirganda taggoslash uchun, matematik kutil-
malami Kkattalashtirish *“xohishini”, dispersiyalami (giymatlami
targogligi) kamaytirish “xohishi” bilan Kkelishtirishiga to‘g‘ri
keladi. Bu “kelishtirish” jarayonida esa ko‘p xatoliklar yuzaga
kelishi mumkin.

2.3.1. Tagsimotlami tagqoslashning hisoblanuvchi usullari

Ikkinchi tartibli momentlari mavjud boTgan tagsimotlar

sinfini ko‘ramiz va

m FER

F

belgilashlami kiritamiz.
Tagsimotlar sinfi F2da juftliklami tagqosiashga

asoslangan ustuvorlik munosabatlarini o‘rganamiz. Umumiy
nuqgtayi nazardan garaganda, Misol 2 dagi leksiografik munosabat
juda ugo‘pol” - bu holda F <G deb hisoblanadi, agar mF<mG

tengsizlik o‘rinli  bo‘lsa va bunda afva aclar orasidagi
munosabatlar hisobga olinmaydi.

Aniglangan R sinfda tagsimotlaming hisoblanuvchi boTgan
ustuvorlik munosabatlarini oTganamiz va bu masala F2 dagi
tagsimotlarda aniglangan C/(F)funksionallami o‘rganish bilan teng

kuchli boTadi. Ko‘pincha tatbiqgiy tadgiqotlarda ustuvorlik
indikatori sifatida



U(F) =mF-kaF k>0 (5)
funksional gabul gilinadi.

Agar, masalan R= e R,a>o}bo'lib, fagat normal
tagsimotlardan tashkil topgan bodlsa, (5) funksional “golganlariga
nisbatan hech ham yomon bo'Imaydi”. Lekin yetarli darajada keng
bo'lgan R2c R2tagsimotlar sinfi uchun (5) funksionaldan
foydalanib bo'Imaydi.

Misol 4. Faraz gilaylik, Ftagsimot [og]oraligda, g tagsimot esa

[i,00)yarim to'g'ri chizigdajoylashgan bo'lsin. Quyidagi

0
sxematik shakldan (f (i +)-f (i-) =i)ko'rinadiki, har ganday
uchun (3) tengsizlik o'rinli bo'ladi (f («)> <?(*))» Demak,
F < Gustuvorlik munosabati bajariladi. Aytib o'tilganlar bilan bir
vaqgtning o'zida dispersiyasi yetarli darajada katta bo'lgan G

tagsimotni shuningdek tanlash mumkinki (matematik kutilma
kichik bo'iganda), uning uchun
u(g)<u(f)
tengsizlik har ganday k>0 bo'iganda bajariladi. Demak, bu holda
(5) kriteriydan foydalanish mumkin bo'lmaydi.
Endi tagsimotlami tagqoslashda (ustuvorlik munosabati n< u
ni Kiritishida) argumentlari m~va a”lardan iborat bo'lgan ganday

[ (mFop) funksiyalardan foydalanish mumkinligi hagidagi
masalani ko'ramiz. Boshgacha aytganda ganday /(e,) funksiyalar
orgali ustuvorlik indikatorini



Yugqorida gayd qilib o‘tilgan fikrlardan kelib chigadiki, /(..j

fimksiya birinchi argument bo‘ykha 0°*suvchi, ikkinchi argument
bo‘yicha esa kamayuvchi boTishi kerak, ya’ni

£ f(xy>°’ (6)
shartlar bajarilishi talab etiladi.

Lemma. Agar (6) shartlar bajarilsa, har ganday f tagsimot
uchun, shunday g tagsimotni topish mumkinki, £ va gtagsimotlar
uchun (3) munosabat o‘rinli, lekin

/[(Tcao)</K."N)-

Isbot. Tasodifiy miqdor Aning tagsimot funksiyasi

f(i) (fx=F)boTsin. Boshqga tasodifiy migdor yni quyidagicha

aniglaymiz:
e-3, ehtimolligi e3,
Y =X+e20 O<e<l|, Z0= L
¢ € 0, ehtimolligi 1—e ,

va x, zo tasodifiy migdorlar o‘zaro bogTigsiz boTsin. Demak, bu
tasodifiy migdorlar uchun

EX =mF=m, DX = 0F= 02EZ3=1

Dz0=EZ;-(EZJ =+ - |l~e-*,

EY =m+e2 DY = DX +edDZ, = a3+ e+ 0(e)

tengliklar o‘rinli boTadi.
Endi r tasodifiy migdoming tagsimot funksiayasini g = Fydeb
belgilasak,

C*)=F(»)-JF x(X-u)dP(e% <u)<Fx(x) = F(x)

0
ekanligidan f (x)> g(x) tengsizlik hamma xuchun bajarlishi kelib

chigadi. Demak x <ithy ustuvorlik munosabati o‘rinli ekan. Agar

'I \ df(xra No\ af{x

belgilashlami kiritsak, (2) shartga va yuqorldaglga asosan
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f(mera) =/(N 2+ (MeDe2+ N(MXF)E+ 0(e) =
= /(nyo*) + (T b, |ea-]/2(m,a2) | e+ o(e)
myoza olamiz. Demak, shuningdek e > o topiladiki
/(mex»°i) < /(m»a2) = / (mr><4)
tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Isbot etilgan lemmadan kelib chigadiki, u[f)=f(mFHa®)

funksional, /(*,y) funksiya (6) shartni ganoatlantirganda ham ustu-

vorlik indikatori bo'Imas ekan. Keyingi punktlarda tagsimotlami
tagqoslashning bir nechta “yaxshi” kriteriylarini ko'rib o'tamiz.
Bunday kriteriylardan ikkitasi mavjud. Birinchisi - marjinalistik
deb atalib, u “qulay” U(f) funksionalning giymatlari "foydalilik-

ning” sonli baholari sifatida gabul gilinadi. Ikkinchi yo'nalishning
tarafdorlari (ulami ordinalist deb atashadi) har bir ustuvorlikkajuda
ko'p indikator funksionallar mos kelishini hisobga olgan holda,
bevosita tagsimotlaming »< "(ustuvorlik) munosabatlarini o'zini
o'rganishni afzal deb hisoblaydilar. Aytilganlardan kelib chigadiki,
maijinalistlar o'z tasdiglarini u [f)funksional termini orgali,

ordinalistlar esa bevosita "< "munosabat orgali ifoda etadilar.
Lekin ordinalistlaming yakuniy mulohazalari ustuvorlik n< "
munosabatini belgilovchi [/(f)indikator funksionallami tafsiflash-

ga asoslangan bo'lsada (bu yerda farglik teoremalar shartiarida va
U(f) funksionallami ulami belgilovchi teoremalar bilan almash-

tirishda yuzaga keladi), ordinalistik yo'nalish ko'pchilik tomonidan
“zamonaviyroq” deb hisoblanadi. Keltirilgan fikrga gqaramasdan
quyida biz, “yaxshi,, indikatorlik funksionallaridan ba’zilarini
ta’riflab o'tamiz, chunki ular isbotlangan teoremalaming shartlarini
matematik ma’nosini izohlashda va teoremalami isbotlash
jarayonini soddalashtirish imkonini beradi.

Bayon etiladigan mulohazalaming mantigiy ma’nosi
quyidagicha: oldin [/(F)funksionallarga qo'yiladigan sodda va
tushunarli bo'lgan shartlami keltiramiz, so'ngra esa qanday
funksionallar bu shartlami ganoatlantirishini o'rganamiz.
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2.3.2. Uzluksizlik shartlari

O'z-o'zidan tushunarliki, (<?)fiinksionallar yaqin
bo'iganda, gandaydir ma’noda taggqoslanayotgan ¢ va g

tagsimotlar yaqin bo'ladi. Bu fakt gat’iy matematik ma’noda,
tagsimotlar ketma-ketligi Fn-* F bo'iganda, u(Fnjva u(f)

funksionallar yagin bo'lishi (o'zaro uzluksizlik mosligi) ,orinii
ekanligini bildiradi va asosiy masala bu yaqinlik ganday konkret
ma’noda ro'y berishini tushuntirishdan iborat bo'ladi. Qo'yilgan
savolga javob bir giymatli bo'lmasdan, u aytib o'tilgan holatni
0'ziga xo0s xususiyatlari bilan bog'liq bo'ladi.

Miso! 5. Faraz qilaylik “igtisodiy faoliyat yurituvchi shaxs-
ning “ daromadi qat’iy narxi x bo'lgan tovami sotib olishga
mo'ljallangan bo'lsin. Agar aytib o'tilgan daromadni xdeb
belgilasak, x<x-son qganchalik xga. yaqin bo'lmasin, F*va Ex
birlik tagsimotlaming "foydaliklari” n(Ex)\v u[E-)lar o'zaro yaqin
bo'lishi shart bo'Imaydi. Bunga £—7£va AN tagsimotlami
taqqoslash orqali ishonch hosil gilish mumkin. Hagigatan ham,
xn<x,xn->xbo'iganda Ex  B- kuchsiz yaqinlashish o'rinli, lekin
u[ex]j -»t/(EM)yaqginlashish o'rinli bo'lmasligi mumkin. Umumiy
nugtayi nazardan qaralganda kuchsiz yaginlashish (tagsimot
bo'yicha) f-»fdan (7(f)-»U(f)yaginlashish kelib chigmaydi
ya’ni C/(f)funksional kuchsiz yaqinlashish ¥ -»F ga nisbatan
uzluksiz bo'lishi shart emas. Ammo *

Slip[Fn(i) - F ()] -»0 ™
tekis yagqginlashish o'rinli bo'lsa, bu holda; t/(Fn) ->u(f}o'rinli
bo'lishini kutish tabiiy hisoblanadi, ya’ni cf(f) funksional tagsimot

funksiyalarini tekis yaginlashishiga nisbatan uzluksiz bo'lishi
mumkin. O'z navbatida, tagsimotlaming tekis yaqginlashishini
xaridoming sotuvchi kamrog narxda sotishga ko'ndirganligi yoki
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yetmagan pul miqgdorini birovdan garz olish imkoniyatlari bilan
sharhiash mumkin.

Quyida ikkita bir xil tipdagi shartlami keltiramiz:

Shart VI. I/(F)»»u(f), agar Fn-* Fkuchsiz ma’noda.

Shart V2. c/(f) ->£/(f), agar har ganday borel to'plami A
uchun Fn(i4)-»F(").

0 ‘z-o‘zidan ko4inadiki, VI=*V2. Qayd qilib o'tamizki, agar
A(e)tagsimotlaming tekis yaqinlashishi (*) ga nisbatan uzluksiz
bodsa, V2 shart bajariladi.

2.3.3. 0 ‘rta qiymat kriteriysi

Agar xva y-bog-‘ligsiz tasodifiy migdorlar bo'lib, ulaming
tagsimotfiinksiyalari F,Gbo*Isa, FoGsimvolbilan”® ;Y tasodifiy

migdoming tagsimot funksiyasini belgilaymiz. U holda
@

(FoG)(i) = J ' F(2x-y)dG(y) = F(22)*G(x).

Belgi o bilan aniglangan amalni kompozitsiya amali *ga
asoslangan o‘rta giymat deb tushunish mumkin. Bu amal bog'ligsiz
ravishda “daromad” olishning ikkita varianti mavjud bo'lgan holga
mos keladi va ko'p holiarda quyidagi shart tabiiy bo4ib ko'rinadi.

Shart S. Agar u(F)=u(g)=t bo‘lsa, u(Fog) =t.

Eslatib o'tamizki, yugqorida va quyidagi o'rganadigan

tagsimotlar sinfi hamma birlik (buzilgan) ex tagsimotlami o4

ichiga oladi va (2) munosabatga asosan har ganday ustuvorlik
indikatori £/(f)uchun f/(F)funksiya o4suvchi bo'ladi.

Teorema 1. Faraz gilaylik, FOtagsimot sinfi quyidagi shartlar
bilan aniglangan bod4sin:

a) Hamma F e FOuchun matematik kutilma mFmavjud va
chegaralangan,

b) Tagsimot FoF € F .
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d) Tagsimotlar sixifi FOda aniglangan U(f) gandaydir uzluksiz
va kamayuvchi funksional boTsin.
Bu holda, agar hamma rlar uchun u(Es)=x vya’ni

“deterministik daromadning foydaliligi shu daromadning o'zi bilan
ifodalansa”

U{F)=m, (8);
tenglik o'rinli boTadi.

Isbot Oxirgi (8) tenglikning isboti oson. Hagigatan ham, (7)
da £ =Esdeb olsak, T6 =x ekanligidan v(i) = n (j*)boTadi.

Endi v funksiyaning kamayuvchi boTishligi (2) dan, £m)ning
uzluksizligi esa V| shartdan kehb chigadi. Qo'shimcha qilib, oxirgi
jumlani tushuntiramiz. Agar xn-»x bo'lsa, Ex -* Ex kuchsiz
ma’noda. Demak

:*(*).

Endi (7) formulani isbot etamiz. Tagsimotlar sinfi FOda
ixtiyoriy tagsimot Fni olib GvGr..tGRA..-tagsimotlar ketma-
ketligini gx= f 0f,g2= gx0Glf...,Qu= GuloGml rekkuren”tenglik-
lar orqali tashkil gilamiz. Shart b) ga asosan Gne FOhamma
n=1.2,..uchun, c) shartga ko'ra esa

u(F) =u(G) u(Gt) =... 9)

Induksiya orqali ishonish mumkinki, Gntagsimot, tasodifiy

miqdor

N=E£&+*+eeet™*))
uchun tagsimot funksiyasi boTadi. Bu yerda x{ lar o'zaro

bog'ligsiz vaumumiy ftagsimotga egabo'lgan tasodifiy miqdorlar
bo'ladi. Shart a) ga asosan exX=ImJ<o00. Demak

tasodifiy migdorlar ketma-ketligi uchun katta sonlar qonuni o'rinli
boTadi va ma’lum Xinchin teoremasiga asosan



munosabat bajariladi. 0 ‘z navbatida oxirgidan kuchsiz ma’noda

ekanligini olamiz. Bu munosabatdan va V| shartdan foydalanib

boTishiga ishonch hosil gilamiz. Endi (9) tengliklar sistemasiga

asosan

Teorema 1 ishot boTdi.

E’tirof etishga to4g‘ri keladiki, isbotlangan teorema 1 ni,
ko‘rilgan tagsimotlar sinfi F0”anchagina tor boTgandagina”
goTlash mumkin. Buni quyida keltirilgan jumla ham tasdiglaydi.

Teorema 1 ning natijasi. Agar -matematik kutilmalari

chekli bo‘lgan tagsimotlar sinfi boTib, hamma tagsimotlar sinfi FO

da aniglangan t/(F)funksional VI va S shartlami ganoatlantirsa, u
holda

U(f) = const.
Isbot Har ganday ava b sonlar uchun shunningdek {f ,n > 1}

tagsimotlar ketma-ketligini topish mumkinki, mp -*a, lekin

kuchsiz ma’noda Fn-»Eh(n -* 00). Masalan, f sifatida

tasodifiy migdoming tagsimotini olish mumkin. Bu holda

Xn—2b, n —»e0
Teorema 1dagi (7) gava VI shartga asosan
v(b) = = Ufa) = UnU(f ) = = v(a)
ya’ni v(b) = v(a) bar ganday ava buchun, demak, «(*) = const.
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Isbot etilgan natijadan kelib chigadiki, teorema 1 faqat
u [f) = mpfunksional uzluksiz boigan tagsimotlar sinfi uchungina

foydali bo‘lishi mumkin xolos (ya’ni Fn->Fkucbsiz ma’noda
boTganda, mp —mp, n —-00). Aytilganlardan kelib chigadiki,
albatta, Fxsinfdagi tagsimotlami tagqoslashda matematik kutilma-
lardan foydalanish mumkin, lekin bunda m~funksionalni uzluksiz-
ligiga alogador boTgan mulohazalardan foydalanish mumkin emas.

2.3.4. Foydalilik funksiyasi orgali tagqgoslash
Awaigi boTimdagi (8) indikator
(10)

funksionalning xususiy ko‘rinishi boTadi va bu yerda u[x)-
gandaydir (-o00,00)da integrallanuvchi boTgan funksiya. (10)
funksionaldagi u(x) funksiya foydalilik funksiyasi deb ataladi.

Keltirilgan ta’rif oldin eslatib o‘tilgan foydalilik funksiyasining
aniglanishiga garama-garshi bo‘Imasdan, bu funksuyaning asl
ma’nosiga mos keladi.

Endi (10) tenglik bilan aniglangan foydalilik indikatori ‘U(f)

funksionalning ba’zi xossalarini keltiramiz:
(D). Manfiy bo‘lmagan a,3> 0 sonlar uchun a +p = ltenglik
bajarilsin va F,Otagsimotlar  U()funksionalning aniglanish

sohasiga tegishli bo‘Isin. U holda

tengliklar o‘rinli bofladi. Demak, ..
u f&F +VG) = dU(F) + VU[g). (11)
Isbot etilgan (11) tenglikni ganoatlantiruvchi C/() lami affin

funksionallari deb atashadi, (D) xossam esa quyidagicha sharhlash
mumkin. Tagsimoti FboTgan daromad a ehtimollik, tagsimoti G



bo‘lgan daromad esa (3= lI-aehtimollik bilan tanlansin. Bu holda
yakuniy daromadning taqsimoti Q= aF -fpGboTadi va uni F,G
tagsimotlami “qorishmasi” deb ta’rif etiladi. Bulardan Kkelib
chigadiki, (11) tenglik “qorishmalaming” foydaliligi, foydalilik-
laming “gorishmasiga” teng ekanligini bildiradi.

Agar uzluksiz va chegaralangan funksiya bo‘lsa,
tagsimotlaming kuchsiz yaginlashishi ta’rifiga asosan, (10) tenglik
bilan aniglangan C/(f) funksional VI shart ma’nosida uzluksiz

boTadi. Funksiya u(x) chegaralangan oTchovli (uzluksizlik shart
emas) boTgan holda ham u(*) = IA(*) indikator fimksiya bo“lIsa,

t) :F"(A:f W - I/F = F{A) = U(F),n

munosabatlardan V2 shartni bajarilishi kelib chigadi. Bu shartni
hamma oTchovli chegaralangan u[x)funksiyalar uchun bajarilishi,
ulami o‘lchovli sodda funksiyalar orgali approksimatsiyalash
mumkin ekanligiga asoslanadi. Oxirgi jumla bilan bog‘lig bo‘lgan
va qiyin bo‘lmagan mulohazalami takrorlashni mustaqil mashq
sifatida o‘quvchiga havola etamiz.

Quyidagi teorema keltirilgan tasdiglarga teskari (ya’ni
zaruriy) bo‘lgan fikrlar ham o‘rinli ekanligini ko ‘rsatadi.

Teorema 2. Hamma ehtimolliklar tagsimoti fazosi Fda
aniglangan £/()funksional (2), V2 va (D) shartlami ganoatlantirsin.

U holda ba’zi chegaralangan vakamayuvchi u(x) funksiyalar uchun
(10) formula o‘rinli boiadi. Bunda agar V1 shart bajarilsa, u(x)
funksiya uzluksiz bo“ladi.

Teoremaning isbotida umumiy topologik fazolarda ehtimollik

tagsimoti ketma-ketligini yaqginlashishi bilan bogTig muammolarga
tegishli boTgan natijalardan foydalaniladi.Lekin u(x)funksiyaning

monoton boTishligi isbot etiladi. Hagigatan ham (10) formula
o'rinli boTganda «(*) = u(e”tenglik bajarilib, uning monotonligi
(2) munosabatdan kelib chigadi. Bu funksiya chegaralangan,
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chunki aks holda (10) formula hamma ehtimollik tagsimoti FeF
uchun aniglangan boimaydi.

Ushbu punktning so‘nggida quyidagini izohlab o ‘tamiz. Agar
Fsifatida hamma ehtimolliklar tagsimoti sinfining konkret gism
to‘plam ostilarini olsak, foydalilik funksiyalari u(s)larga

go‘yiladigan shartlami kamaytirish mumkin bo‘ladi. Xususan, F—
to‘g‘ri chigizdagi chekli to”lamlarda joylashgan -ehtimollik
tagsimotlari  to‘plami  bo‘lsa, teorema 2 ning tasdiqi
chegaralanmagan u(z) funksiyalar uchun ham o‘rinli bo‘ladi.

Masalan, u(x) =z bo‘lishi mumkin.

2.3.5. Foydalilik funksiyasi va (3) shartning bajarilishi

Yugorida biz (2) shartga asoslanib, foydalilik fimksiyasi u(z)

((10) formuladagi) kamayuvchi bo‘lishini gayd gilib o‘tgan edik.
0 ‘z navbatida (2) shart (3) ga nisbatan kuchsizroq bo‘lgani uchun,
(3) shartbajarilganda u(s) kamayuvchi funksiya bo‘Imaydi. Bunga

teskari bo‘lgan tasdig ham o‘rinli.
Teorema 3. Foydalilik funksiyasi u(x) kamayuvchi emas va

tagsimot sinfi

bo‘lsin. Bu holda (3) shart bajariladi.
Isbot. Funksiya monoton bo‘lishligidan, (10) formulada

bo‘laklab integrallash mumkin. Natijada quyidagiga ishonch hosil
gilamiz:

u

Bu yerda u() o‘lchov p(as]) = n(b)-u(a),a < b tenglik bilan
aniglanadi.
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Funksiya u(s) kamayuvchi emasligidan va oxirgi tenglikdan
ko ‘rinadiki, ya'ni F<Gva f(*)>g(x), rek
munosabat yoki (3) tengsizlik har ganday xe U uchun bajariladi.

2.3.6. Foydalilik funksiyasi va (4) shartning bajarilishi

Yuqorida (4) shart bajarilganda umumiy simmetriya markazi m
boTgan Fva csimmetrik tagsimotlar uchun F<Gmunosabat
o‘rinli bo'lishi gayd qilib o'tilgan edi. Endi bu shartga teng kuchli
boTgan va foydalilik funksiyasi u{xj orgali ifodalangan tasdiqgni
keltiramiz.

Teorema 4. Foydalilik funksiyasi u(s) ning yugoriga gavariq
boTishligi (4) shartning bajarilishi uchun yetarli va zaruriydir.

Isbot Funksiya /(s)ning yuqoriga gavariq boTishligi (4)
shartini eslatib o'tamiz. Bu to'g'ri chizig Rda ~*...~nuqgatalar
mavjud boTib

/bl + /bl +-+/(*.) X,+Xt+..+xn

tengsizlik bajarilishini anglatadi. Induksiya orgali bu tengsizlikni
A —2 bajarilishi yetarli bo'lishligiga ishonch hosil gilish mumkin
va biz bundan quyida foydalanamiz.

a) Yetarlilik. Faraz qilaylik, Fsimmetrik tagsimot boTsin.
Umumiylikka zarar yetkazmasdan simmetriya markazi m- ova
u(o) = odeb hisoblash mumkin. Aks holda

(o] oo}

U(f) = J* u{xMdF[x* —J* —u(0)jdF(x) + u(o)

tenglikdan foydalanish kerak boTar edi. Tagsimot F(xjning
simmetriya markazi x =onuqgta boTgani uchun, f(x) =i-f(-1i)

tenglik o'rinli boTadi. Natijada quyidagi tengliklami yozishimiz
mumkin:
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0o

J* u(x)dF(x) = j* u(xjd(I —F (—x)d = J » u(—=x)d (I —F(x)) =

2 [ iyarks, v =- W +«Hj

Bu yerda u(o) = 0 tenglik hisobga olindi. Agar u(x)foydalilik
funksiyasi yuqoriga gavariq bo'lsa, v(x)funksiya (-00,0)oraliqda

o‘suvchi bo'Imaydi. Oxirgi integralda bo‘laklab integrallashni
amalga oshirib

tenglikni hosil gilamiz. Bundan esa f (x)> g (x),x < o bo‘lganda,
funksional t/(.)uchun C/(f) < [/(g)tengsizlik o‘rinli bo'lishi kelib
chigadi. Demak, (4) munosabat bajariladi.

Endi, aksincha, u(z)yuqoriga gavarig bo‘lmagan funksiya

bo'lsin. Bu esa, shuningdek &va x2nugtalar topilib, ular uchun

tengsizlik bajarilishini anglatadi.
Faraz qilamizki

va g tagsimot z X—nuqtadajoylashgan birlik tagsimot bo‘Isin,
ya’ni
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Keltirilgan Fva clar umumiy simmetriya markazi »= -1

nuqtada joylashgan simmetrik tagsimotlar boiadi. Bu tagsimotlar
grafigini < @®&debhisoblab)ko‘ramiz,

(17

A # +X2
2

Fax) >G(z) munosabat x < -1 X bo‘lganda o‘rinli bo4adi.
Lekin

=— - :UXH')Q

Demak, //(f) > tengsizlik bajarilib, (4) munosabat o‘rinli
bo‘Imaydi. Teorema 4 isbot etildi.

2.3.7. Teorema 2 ning umumlashgan varianti

Punkt 2 da isbot etildiki, har ganday hisoblanuvchi ustuvorlik
munosabati monoton almashtirish anigligida o‘ziga xos indikatomi
yuzaga Kkeltiradi. Buni hisobga olganda (D) shartni, monoton
almashtirish anigligida affin xossalarga ega boTgan funksio-
nallarga o'tish orgali umumlashtirish tabiiy deb hisoblash mumkin
boTadi. Odatdagidek, quyida, o‘rganilayotgan funksionalni anig-
lanish sohasiga tegishli boTgan tagsimotlargina ko‘riladi xolos.

Funksional v (f) uchun (E) shart bajariladi deymiz, agar

f(f) = v(g)tenglikni qanoatlantiruvchi Fva g tagsimotlar va
ixtiyoriy Q tagsimot uchun
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\I+
\Y; 2Q

tenglik bajarilsa.

Keltirilgan (E) shartni quyidagicha izohlash mumkin: agar ¥
va Gtagsimotlar ekvivalent (teng kuchli) bo‘lsa, bu tagsimotlaming
har birini ixtiyoriy tagsimot bilan *“o‘rtalashtirish” yana ekvivalent
tagsimotlarga olib keladi.

Teorema 5. Faraz gilamizki, F-hamma tagsimotlar fazosi
boiib, unda aniglangan vfunksional (2), V2, va (E) shartlami
ganoatlantirsin. U holda, shuningdeko‘suvchi v(xjfunksiya mavjud

bo'lib

(12)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda funksional 17(f)formula (10) bilan
aniglanib, unga mos keluvchi foydalilik funksiyasi u(x)

kamaymaydigan va chegaralangan bo‘ladi.
Agar VI shart bajarilib, u(x)va v[x)funksiyalar uzluksiz va

V(fJ =xbo‘lsa, u holda

formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda u(.)-o‘suvchi, n ~esa unga

teskari bo‘lgan funksiya.

Keltirilgan teorema 5 ning isboti murakkab va u funksional
analizning ancha nozik hisoblangan sohalariga tegishli bo‘lgan
natijalaridan foydalanadi. Shuning uchun ham (12) formulaning
o‘rinli bo‘lishini ta’min etuvchi aniq shartlami sharhlab o‘tish bilan
chegaralanib qolamiz. Aktuar va moliyaviy matematikada quyidagi
fimksionalning tatbiglari ko‘p uchraydi.

Misol 5 (Masse kriteriysi). Fchekli oraliq [o,L]dajoylashgan

ehtimolliklar tagsimoti sinfi va foydalilik funksiyasi sifatida
UGi)=e“,c>0

funksiya gabul gilingan boisin. Bu holda (12) formulani
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y(f) =ilnJ e~dF(x) (13)
0
ko'rinishida yozish mumkin.

Funksional (13) quyidagi xossaga ega: Fga Kkiruvchi Fva ¢
tagsimotlar uchun

u(f*g)=u(f)*u(g). (14)

Bu yerda *belgi odatdagidek tagsimotlaming kompozitsiya
amalini bildiradi. Oxirgi (14) tenglikni quyidagicha sharhlash
mumkin: Faraz qilaylik, e bir-biriga bog'ligsiz bo'lgan 2 ta
daromadni ro'yobga chigarish masalasi o'rganilayotgan bo'lsin.
Ulardan birinchisi tagsimoti F bo'lgan tasodifiy migdor x bilan,
ikkinchisi esa tagsimoti G bo'lgan y tasodifiy migdor ifoda etilsin.
Bu holda (14) formula yig'indi x + Yy daromadning foydaliligi
ayrim olingan daromadlami foydaliligi yig'indisiga teng bo'lishini
ifoda etadi va keltirilgan xulosa (14) formula (13) ning natijasi
ekanligi bilan isbotlanadi. Hagigatan ham,

u(f*G)=-InEexp(c(x 4-Y))=-1In mEeer]= U (f) 4-U(9g)

Quyidagi giziqarli faktni gayd gilib o'tamiz: (13) funksional E,

V1 va (14) shartlami ganoatlantiruvchi yagona foydalilik indikatori
bo'ladi.

2.4. AUe paradoksi va chizigli bo'Imagan funksionallar

Chizigli foydalilik fimksionallari anchagina tor sinfiii tashkil
giladi va ulardan ko'p konkret holatlarda foydalanib bo'lmaydi.
Quyida keltirilgan Alle va Sevidj tomonidan o'rganilgan misol
“anchagina sun’iy” bo'lishiga garamasdan, aytib o'tilgan fikrga
namuna bo'ladi.

Misol 6. Quyidagi FVFV Fv Fttagsimotlar tasodifiy daromadlami

ifoda etib, ular {0 so'm, 5min.so‘m., 25 min.so'm) to'plamda
joylashgan bo'lsin. Mos ehtimolliklar quyidagijadvalda keltirilgan:
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F, x 0so‘m 5 min. 25 min.

so‘m so‘m
0 1 0
12 0,01 0,89 0,1
F3 0,9 0 01
< 0,89 0,11 0

Javdaldan ko‘rinadiki, ko‘pchilik uchun R > F2'ustuvorlik”
hagigatga yaqin hisoblanadi. Bunda “osmondagi 25 miIn.dan ko‘ra
(0.1 ehtimollik bilan), cho‘ntakdagi 5 million yaxshi (1 ehtimollik
bilan)” tipidagi mulohazalar ham butunlay “safsata” bo‘lib
ko‘rinmaydi. Buning ustiga nol daromadi ro‘y berganda (0,01
ehtimollik bilan), 100 foizli “cho‘ntakni boyitish” imkoniyatini
yo‘gotish riski ham qo‘shiladi.

Aytib oftilgan fikrlami (10) formula bilan aniglanadigan
[7(f) foydalilik fimksionali orgali asoslash mumkin. Hagigatan
ham

U@/~ =0-0+51+25-0=5
C/(f2) = 0-0,01+ 5-0,89+ 25-0,1 = 4.45
hisoblar t/(Fj > U(f2ekanligini ko‘rsatadi.
Xuddi shuningdek
25=tf(F3>t/(F4) = 055
munosabatni hosil gilamiz. Demak, FL>RF3>fdstuvorlik
munosabatlari o‘rinli boiadi. 0 ‘z navbatida (11) formuladan
foydalanib m .

M8 ) oqufip +U {Fry2[b+24

K+R
— —/\
2P =X Nodgl )=
tengliklami olamiz. Oxirgidan esa
()
2 2
ustuvorlik munosabatini hosil gilamiz. Lekin yuqorida keltirilgan
jadvalga asoslanib,
103



F, > 0so‘m 5 min. 25 min.

so‘m so‘m
b +F, 0,9 | oA
2 2 2 2
7+ fa 09 1 04
2 2 2 2

mos tagsimotlar jadvalini tashkil gilamiz va undan
F +F U 25

tenglikni olamiz.

Oxirgi tenglik va (*) munosabat hisobiga yuzaga kelgan
garama-qarshilik aktuar matematikada Alle paradoksi deb ataladi.
Bu paradoks shuningdek risk holatlari mavjud bo‘lib, ularda (10)
formula bilan aniglangan chizigli foydalilik funksionallari U (f)
lardan foydaianish mumkin emasligini va risk holatlari analizida

tagsimotlami “chizigli bodmagan” taqqoslash usullariga o‘tish
kerak bo‘lishini ko'rsatadi.

Quyida biz risklami taqqoslashda *“chizigli bo‘lmagan”
funksionallami kiritishning ikkita variantini keltiramiz. Ulardan

biri bevosita
0

kvadratik funksionallarga, umuman esa, n-chi tartibli

0

0 @
u(f)= ...\]U[xvxZ...,xn)dF(xI)...dF(xn) (16)
—a -00
formalarga o‘tish bilan bog‘liq bo‘ladi.

Funksional (16) ni quyidagicha sharhlash mumkin: faraz
gilaylik £ tagsimotga mos keluvchi daromad n marta foydalanilsin
va X},j=1n /-nchi marta foydalanilgan daromadning tasodifiy

migdori bo‘lsin, ya’ni boshgacha aytganda, (xi,A2...,.Xn)tasodifiy

miqgdorlar majmuasi o‘zaro bogdigsiz vaumumiy F tagsimotga ega
bo‘lgan tasodifiy miqgdorlardan tashkil topsin. Bu n-o ‘Ichovli
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tasodifiy vektoming qiymatlarini  (xvx2...,xn) desak, bu
daromadlaming foydaliligi biror n(xI&2...,xs) fimksiya bilan ifoda
etilgan bo'lsin. Masalan, agar u(z) bir martalik *daromadning
foydalilik fimksiyasi bo'lsa, va bizning harakatimiz “o'rtacha
foydalilikga yo'naltirilgan bo'lsa”
v 1) T [(@®D + ...+ «(*)] ) (a7)
deb gabul gilish mumkin.
Agar bizni fagat (xvxv...x%qgiymatlaming maksimal bo'l-

ganlari gizigtirsa, tabiiy ravishda

u(z,, = max{*], X
deb, minimal daromad giziqgtirgan holda esa
= minima,,

deb gabul gilish mumkin.

Eslatib o'tilgan hollaming barchasida funksional (16) tasodifiy
vektor [xvXv...,X" ning foydaliligini matematik kutilmasi,. ya’ni

u(F)"E u(XvXl *)

formula bilan aniglanadi. Xususiy holda, (17) formula o'rinli
bo'iganda, funksional (16) oldingi (10) formulaga aylanadi.

Yugorida (15) formula bilan aniglangan kvadratik funksional
yordamida 6 misoida yuzaga kelgan “paradoksal” holatni tushun-
tirish mumkin, ya’ni Alle paradoksini yechish mumkin. Yugorida
eslatib o'tilgan chizigsiz bo'lgan indikator fimksionallardan biri
nisbiy foydalilik funksiyasi deb ataiuvchi u(i,y)larga asoslanadi:
bu funksiya bizning tasawurimizda “xdaromad ydaromaddan
ganchalik yaxshiroq” kabi fikrlami shakllantiradi. Bunda x>y
bo'iganda u(x)y) >odeb, x<y bo'iganda esa u(x,y)<ova

u(x,y) = o deb olish tabiiy hisoblanadi.

Faraz gilaylik, x tasodifiy migdoming tagsimoti f bo'lsin. U
holda



funksiyani X tasodifiy migdomi tasodifiy bo‘lmagan ydaromadga
nisbatan o‘rtacha foydaliligi (yoki bo‘lmasa f tagsimotning) deb
tushunish mumkin. Indikatorlik fimksionali U(f) sifatida esa
o
p(y) = J " w(x,2)dF(x) = 0 (18)
-0
tenglamaning yechimini olish mumkin. Bu ildiz-x tasodifiy
migdorga nisbatan o‘rtacha foydaliligi nol bofigan tasodifiy
bo‘Imagan daromad va u o‘rta giymat ma’nosida Xtasodifiy
miqgdorga ekvivalent bo‘ladi. Agar
u(*,v) = UX(UR” uw) to”")
deb gabul gilsak, (18) tenglamaning yechimi
[00]

u (F) = u~l (20)
J* WhxjdF"xj

ifodadan iborat bo‘ladi. Bu yerda u 1Q - teskari funksiya, w(x)esa,
odatdagidek “muvozanat” funksiyasi. Formula (20) dagi u(z)
tasodifiy migdoming o‘rta giymati “muvozanat funksiyasi” tu(x)
bilan hisoblanadi. Agar w(r) = | bofisa, (20) formula (12) tenglikka
aylanadi.

Endi kiritilgan ikkita foydaliliklar funksionallarini tagqgps-
laymiz. Faraz gilamizki, tasodifiy bo‘lmagan 3i,...,zndaromadlar
ketma-ketligining foydalilik funksiyasi quyidagi xossaga
ega bo‘lsin:

ti(c,...,c) = c. (21)

Boshgacha aytganda teng daromadlar ketma-ketligining
foydaliligi, shu daromadlaming har biriga teng bo‘lsin. Bu holda
funksiyaning giymati (zl,...,zn)totplamning markazi ham

deb hisoblanadi. Masalan, (21) tenglikni (17) munosabat bajarilgan
holda ta’min etish uchun formula (17) ni quyidagi
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fu(g) + ...+ u(a )|

n

tenglik bilan almashtirishga to‘g ‘ri keladi. “Muvozanat funksiyasi
orgali o'rtalashtirish esa

(22)

wW(X) +...+ »(*,)e " 23)

formula bilan amalga oshiriladi.

Funksiya u(xiv..,xj uchun keltirilgan oxirgi ikkita (22), (23)
formulalar, bu funksiyaning quyidagi aniglanishining xususiy
hollari boTadi. Aytaylik, wn(k\y)-nisbiy foydalilik funksiyasi
bo'lsin. Foydalilik ketma-ketligi (v-.,*,) n”~g markazi uchun

Musy) .+ «(ky) = 0, (24)
tenglamaning yga nisbatan yechimi deb qabul gilamiz, ya’ni
o‘rtacha nisbiy foydalilik nolga teng boTadi. Tenglik (19)
bajarilgan holda (24) tenglamaning yechimi (23) formula bilan
aniglanadi, w(*) = | bo'lgan holda esa bu yechim (22) formula bilan
topiladi.

Endi (xi9..tXn)tasodifiy miqdorlardan tashkil topgan daro-
madlar ketma-ketligini ko'ramiz. Bu yerda jri,...,.Xno‘zaro
bog4ligsiz va umumiy ftagsimotga ega bo'lgan tasodifiy migdorlar
ketma-ketligi deb gabul qilinadi. Formula (24) bilan
moslashtirilgan holda, (xi?..,Xn)ketma-ketlikning foydaliligi

(UMxvy)+... +ti(x1,2))= 0, (25)

tenglamaning yechimi boTadi.

Oxirgi (25) tenglikning chap tomonidagi tasodifiy miqgdorlar
bog‘ligsiz va bir xil tagsimlangan ekanligidan, katta sonlar gonuni
bo'yicha (25) ning chap tomoni, (18) formulaning chap tomonidagi

©

J* u(x,y)dF ()
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ifodaga intiladi. Shuning uchun ham (25) tenglamaning yechimi
(ildizi) ehtimollik bofyicha, (18) tenglamaning yechimiga intiladi
deb hisoblash mumkin bofladi. Bu oxirgi xulosa, u(v) funksiya .

birinchi argument bofyicha ofsuvchi, ikkinchi argument bofyicha
esa kamayuvchi boflganda bajariladi. Hagigatan ham, e>0
ixtiyoriy son, Y0 (18) tenglamaning yechimi, k(y)-(25) teng-
lamaning chap tomonidagi tasodifiy migdor, Zn= Zn(xv...,Xn) -
tasodifiy migdor (25) tenglamani yechimi, 6= y(y0-s) bodfsin. Bu
holda 6> 0 boflib, quyidagi munosabatlar ofrinli bofladi:

K(Zn) =0, P{Zn>y0-e) =P{K(yc-e) <0) =

= p(/f(y0- B<O,|tf(y0O- B-6|<™ +

+p(if(y0-e)<0,|A'(y0- )-8 > "<

< plk(ya-e) <0,K(y0-e) <[) +p(|tf(y0- B-s| >

Oxirgi tengsizlikdagi birinchi go‘shiluvchi nolga teng, ikkinchi
go‘shiluvchi esa n -»ooda nolga intiladi. Demak,

LJimP (@ >y0—6=0 (26)
tenglik ixtiyoriy e> o uchun bajariladi. Munosabat
p[Zn<Y+e) >n @ @7)

ofinli ekanligi (26) tenglikning isbotiga ofxshash bodadi. Endi
(26), (27) munosabatlarga asoslanib, ixtiyoriy e >0 uchun

limP(Jz -yg>B=0
ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

2.5.Lorens tartibi. Teng kuchli ta’riflar
Bu tartib igtisodiyotda ko‘p ishlatiladigan Lorens egri
chiziglarini nugtada tagqoslashga asoslangan. Aytaylik L—musbat

ofita giymatga ega boflgan va manfiy boflmagan tasodifoy
miqgdorlar tofplami boflsin. Oldingidek Fx orgali x tasodifiy
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migdoming tagsimot funksiyasini, Fx1 orgali esa unga teskari
bo‘lgan funksiyani belgilaymiz.

~(w) = sup{™; Fx (x)<u}

Tasodifiy migdor x bilan bog‘liq bo‘lgan Lorens egri chizig‘i
deb

n
p5’(0*
4r<«)-| ,«e[0,1], (1)

0
funksiyani grafigiga aytiladi. Teskari funksiyani ta’rifidan kelib
chigib, soda mulohazalar yordamida

i

\F?2 Ne = ex

0
tenglik orinli boTishiga ishonch hosil gilish mumkin. Lorens egri
chizigT - bu [01] oraligda uzluksiz, kamaymovchi bo‘Imaydi va
x (0)=0,x(\)=I tengliklar bajariladi. Demak, Lx(u) Lorens
funksiyasining sxematik grafigi kamon ko‘rinishida boTib, uning
ipi birlik kvadratning diognali, kamonning o°‘zi esa diagonalning
tagida joylashadi.

Agar x tasodifiy miqgdor biror guruhga kiruvchi shaxslar
foydasining oTchovi boTsa, Lx(u) (0<u<,\) umumiy foydaning
100% ulushiga davogar boTadigan guruhning eng “kambag'ai”
shaxslari gismiga mos keladi. Agar x tasodifiy migdor [01]
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oraligda tekis tagsimlangan boTsa, bu hoi Lx(u)=u tenglik bilan
ifoda etilib, guruhdagi xohlagan shaxs “kambag‘al” boTishi
mmnkmligini bildiradi (kamon yoyi “egriligi” gancha katta boTsa,
guruhdagi shaxslar orasida “tengsizlik” ham shuncha katta boTadi).

Ta’rif 1. Tasodifiy miqdorlar x va y risklar sinfi 1 ga tegishli

boTsin. Risk Lorens ma’nosida y riskdan kichik deyiladi, agar
Lx (u)Z. Ly(u), hamma wne [0,1] «

Bu munosabat X <UrY kolrinishida yoziladi.

Eslatib o‘tamizki, tasodifiy migdori x tasodifiy miqdor y dan
gavariq ma’noda kichik deyiladi, agar har ganday uzluksiz gavariq
funksiya uchun

Eh(X/EX) <Eh(Y/EY) (2)
tengsizlik bajarilsa. Bu munosabat
(X/EX)<a(Y/EY)
ko‘rinishida yoziladi.
Teorema 1. Har ganday x va y risklar uchun
X*UrYo{X/EX)*a (Y/EY). 3)

Qayd etib o‘tish kerak boTadiki, risklar gavariq tartib
ma’nosida, fagat o‘rta giymatlar ex =ey boTgandagina amalga
oshirilishi mumkin (bu esa bevosita (2) tengsizlikda kuzatiladi).
Lekin Lorens tartibi bu shartni talab etmaydi.

Natija 1. Agar ex =ey bo‘lsa, (3) ni

XA LorYy<=>X"a Y 3)
ko‘rinishida yozish mumkin.

Bu natijaning isboti o0°‘z-o‘zidan ravshan, chunki gavariq
funksiya A() ga asoslangan tartib, bu fimksiyaning argumentini
masshtab o‘zgarishiga nisbatan invariant boTadi.

Natija 2. Faraz gilaylik X.Y”~L lar mos ravishda
zichlik funksiyalariga ega bo‘lib, ex =ey boTsin. Bu holda
X<LlorY bajarilishi uchun fx(x)-fY(x) ayirmaning (0,00) oraligda
ikki marta (oldin manfiy, keyin musbat, yana manfiy)

tartibda ishora almashtirish yetarli boTadi. Keltirilgan natijalar
to‘g ‘ri ekanligiga
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X X X
Fx(u)~ Fr(u)= \fx (u)du~ \fr(u)du= j(fx(u)-fy(u))du
- @® 0
ayirmaning ishorasini (0,00) oraligda o‘zgarishini kuzatib va (4)
munosabatdan foydalanib ishonish mumkin.

Izoh. Oson ko‘rish mumkinki, x <LarY munosabat, har ganday
a,be(0,00) lar uchun ax<wtby munosabatni o‘rinli bo‘lish bllag
teng kuchli boTadi. Ko‘p hollarda berilgan X,Y va oTta giymatlari
har xil boTgan tasodifiy risklami tagqoslash o‘miga, o‘rta
giymatlari teng bo‘lgan XEY, YEX tasodifiy migdorlami tagqoslash
qulay bo‘ladi.

Quyidagi teoremada Lorens tartibi ni altemativ ravishda
xarakterizatziyalash masalasi yechiladi.

Teorema 2. Lorens tartibi x ~ ur v bajarilishi uchun gandaydir
musbat son ¢>0 uchun, shunday ' va Z tasodifiy miqdorlar
mavjud bo*‘Ub, q q

Y=Y\X=cE(Y'/Z")
munosabatlami o‘rinli bo‘lishi yetarh va zaruriy shart boiadi.

Misol sifatida ko‘rsatkichli (eksponensial) tagsimotni Lorens

ma’nosida Pareto tagsimoti bilan “dominan” (Kichik) bo‘lishini

ko‘ramiz.
Natija 3. Tasodifiy migdor X o‘rta giymati A boTgan
koTsatkichli (eksponensial) tagsimotga, y esa “siljigan” Pareto

Fy(x)=\- Hr,g:>0,a>1

tagsimotiga ega boTsin. Bu holda X <La'Y.
Isbot. Eslatib o‘tamizki, parametrlari a>0,4>0 boTgan

Gamma tagsimot r(a,a) ning zichlik funksiyasi
=N (LA
Ax,aA) F(aﬁ e-Xx,x>0

formula bilan aniglanadi.
Faraz gilaylik r va z - bogTiqgsiz tasodifiy migdorlar uchun

X0r(l, Zar(a, ),
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ya’ni ular mos ravishda parametrlari (a,na) bo'lgan Gamma
tagsimotga ega bo'lsin. Agar rgx/z deb qabul gilsak, r:dr va

Z'=7~1 tasodifiy miqdorlar teorema 2 dagi shartlami
ganoatlantiradi. Hagigatan ham Yni tagsimot funksiyasi

FY()=P{XZ-X<jc)=I-fl+-"j ,n>0a>1

bo'ladi. Ikkinchidan esa shartli matematik kutilma
E(Y/X)=e (xZ~1x )=XE[z ).
Demak, x tasodifiy migdomi

ko‘rinishda yozamiz va teorema 2 ga asosan x -<ry.

Aktuar matematikada sug'urta risk holatlami tagqoslash,
asosan tasodifiy miqgdorlar uchun go'llaniladigan <d yoki ua
tartiblash qoidalaridan foydalaniladi va bunda sug‘urtalovchi shaxs
(kompaniya) har ganday risk uchun bir xil “sug‘urta badali”
belgilaydi deb gabul gilinadi. Ko‘p hollarda bu qoida sug‘urta
holatlariga adekvat ravishda mos kelmaydi va natijada sug6urta
faoliyatini chegaralab qo‘yadi. Masalan, amalda yuqori “sug‘urta
to‘lovlari” hisobiga kam “yoqimli” bo‘lgan risklami sug'urta
kompaniyasi uchun “giziqarli” bo'ladiganlari gatoriga qo'yish
imkonini beradi.

Aytilganlardan kelib chigadiki, sug'urta faoliyatini (A,/>
juftlik orqali ifoda qilish va bunda x - sug'urta to'lovi (risk), p -
uning uchun to'laniladigan “mukofot” (sug'urta badali) deb
hisoblash ahamiyatli bo'ladi. Sug'urta “mukofoti” p qgandaydir
gabul gilingan ta’rif (prinsip) H orgali belgilanadi, ya’ni P=H(X)
funksional bilan aniglanadi. Masalan, teng kuchlilik prinsipi gabul
gilinganda H{X)=EX =P, sug'urta yuklamasi a bo'lgan o'rta
giymat prinsipi asosida H(X)=(\+a)EX vahokazo.

Ko'p hollarda sug'urta kompaniyasining faoliyati X/H(X)
tasodifiy miqdor bilan ifoda gilinadi va u “mukofot” birligiga mos
keladigan risk miqdori deb qabul qilinadi yoki x/H(X) ni
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kompaniya uchun nisbiy “chigim” xarajat, talofat (ziyon) deb atash
mumkin. Umumiy ma’noda, bu migdomi nisbiy risk sifatida gabul
gilinadi.

Lemma 1. x va r risklami Lorens tartibi, (x,(i+a)EX) va
(Yt{\+a)EY) kontraktlar (shartnomalar) bilan bogTiq nisbiy
risklami “gavariq” tartibiga teng kuchli boTadi.

Isbot. Hagigatan ham (2) munosabatga asosan (teorema 1)

X Y

X<L°'Y<* (\+a)EX*x(1+a)EY’

ya’ni riskga “mayli” boigan hamma shaxslami, x bilan bog‘liq
kontraktlaming nisbiy risklari gizigtiradi xolos (agar shartnoma
ta’rifikatsiyalari a yuklamali o‘rta giymat prinsiplariga asoslangan
boTsa). Oxirgi jumladan Lorens tartibi aktuariylar uchun x va y
risklami, ularga mos kelgan “munosabatlami” hisobga olgan holda
taqgqoslash imkonini yaratish mumkinligi kelib chigadi.

Endi sodda k —tartib nomi bilan ataladigan risklami tagqoslash
usuliga o‘tamiz. Eslatib o‘tamizki, tasodifiy x riskning stop-loss

almashtirishi
[e0]

mx (x)= \{y~Fx(u))du
X
formula bilan aniglanadi (ba’zi holiarda mx(x) franshiza x ga mos

keluvchi stop-loss “mukofot” deb ham ataladi). Funksiya Kx(X) ni
quyidagicha aniglaymiz:
Kx(x) = ~*mx(XEX)-
Ta’'rif 2. Tasodifiy risk X k - tartib ma’nosida v riskdan kichik
deyiladi, agar
KX (x)IKy (x)
tengsizlik hamma x>0 uchun bajarilsa. Bu munosabat x'<kY

ko‘rinishda belgilanadi.
Keltirilgan <k tartib, teng kuchli ma’noda, berilgan tasodifiy

migdorlar bilan bogTig boTgan boshga tasodifiy migdorlar uchun
stoxastik tartib sifatida qayta ta’riflanishi mumkin. Haqgigatan

ham fx - tasodifiy migdor x* :EXX ning tagsimoti boTsa, ya’ni
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Fx =Fx (xEX). Yangi tasodifiy migdor x ning tagsimotini,
to*g‘rirog‘i uning zichlik funksiyasini
1,(*)= JdPj(«) =1-fJ(x), X>0

X
tenglik bilan kiritamiz. Bu tasodifiy migdoming

funksiyasini Fx deb belgilaymiz.
Lemma 2. Agar x va y berilgan ikkita risk bo'lsa,
X<KI<*x<a7. (5)

Isbot Hagigatan ham
X<n7 «1-BA<1-BL.

Endi lemmani isboti quyidagi almashtirish tengliklaridan kelib

tagsimot

chigadi:
y ®
1-30=1-\{\-Fx(uEX))du” J (I-Fx(u)du=m*{* X) =Kx (x),
xeX

0

LFr)=m y i =Kr(x).
Bu tengliklar birgalikda lemma 2 ni, ya’ni (5) munosabatni

ishot etadi.
Sug‘urta igtisodiyotida risklami nisbiy o‘zgarishini “oTchovi”
sifatida variatsiya koeffitsiyenti
cv(x) =-Jdx/ex
foydalaniladi (Jdx - standart og‘ish).
Natija 5. Agar x<kY boTsa, CV(X)<CV(Y).
Oxirgi tengsizlikni isboti uchun bevosita hisoblash orgali

quyidagi tenglikni hosil gilamiz:
® ;)] 2
EXw \KX (u)du=j - jmx (XEX)du= =
0 0 2(EX)

Endi stoxastik tartib uchun
X <stY =ex <EY

ekanhgini hisobga olgan holda, yuqoridagi tenglikdan foydalansak
i((CKW )2+D)<I((CF(y))2+).
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Oxirgidan va lemma 2 da (5) munosabatdan natija 5 ning
tasdig‘i o‘rinli ekanligini olamiz.

Teorema 3. Quyidagi

X<kY<*X'<slY'
teng kuchlilik munosabati o'rinli.

Hagigatan ham nx.(x) =Kx(x) tenglik teorema 3 ning to‘g‘ri
ekanligini isbot etadi.

Natija 6. Har ganday X,YeL uchun

X<UrY<P=>X<kY,

Keltirilgan natijaning isboti teoremalar 1va 3 ni, natija 3 dagi
(4) munosabatning kombinatsiyasidan iborat bo‘ladi. Sug‘urta
faoliyatida Lorens chizig‘ining quyidagi talgini mavjud: Lx(u)
umumiy riskning 100% hajmi bilan bog‘lig eng arzon kontraktlar
gismi.

Amaliy sug‘urta faoliyatida Lorensning “dual” chizig‘i
L™Mu) =\-Lx{\-u\ue[07]
ham ahamiyatli hisoblanadi. [0] oraligda fiksirlangan n uchun
Lkwa)(u) umumiy talofatning eng gimmat kontraktlaming 100%
gismi. Lorens tartibining ta’rifiga asosan hamma we [0,1] lar uchun
X <LorY <*

Teng kuchlilik munosabati o'rinli boTishiga ishonch hosil
gilish giyin bo'Imaydi. Bu punkt oxirida va <k tartiblar
orasidagi munosabatlarga aniglik kiritamiz. Umumiy holda
stoxastik tartibdan k - tartib kelib chigmasligini isbotlaymiz, ya’ni

X*SIY p* X<KkY-

Quyidagi tasodifiy miqdorlami ko'ramiz:

XU 2/(0,2), YUU(1,2).

Bu yerda U(ah)-[a,b] oraligdagi tekis tagsimotni belgilaydi.
Quyidagi shakllarda Fx va Fr tagsimot funksiyalarining grafiklari
keltirilgan.
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Bu tagsimotiardan ko‘rinadiki, har ganday *>0 uchun
Fx (x)*Fr(x) (6)
tengsizlik o‘rinli. Demak, X<s Y munosabat bajariladi. Berilgan x
va y tasodifiy migdorlaming zichlik fimksiyalari

nr(n) “ M€[0,21 Pr(u) lue[l 2L
rm)“..* , u)=
0,«*[0,2], 0,16[1,2].

ko‘rimshda bo‘ladi. Bulardan ham (6) tengsizlikning bajarilishi
oson ko‘rinadi. Endi quyidagi hisoblashlami bajaramiz:

EX = jxdFx (x) = jxPx (x)dx = =1,
0 0 0

00 00 2

EY = xdFy(x) = Ix?r (X)<fc = Jxrix= —,
® 0£x<2
m ()= J@-Fa(m)~ = N T - X

0, X>2,
2-x, 0<x<l

HI_I<x£2
0

) jc> 2,

Kx()=—  (EIQ=m*(x),

H > 0£x£—3
Kr(x)=-"n,r(xEF)_b(—I—)_ 3 3

Bulardan ko ‘rinadiki,
Kx (x)1Kr(x)

tengsizlik 0<x”2 bo‘lganda bajarilmaydi. Demak, k - tartib
ma’nosidagi

X<kY
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munosabat X0(/(0,2), Yuu{ P) tasodifiy migdorlar uchun o‘rinii

bo‘lmaydi. 0 ‘z navbatida, endi
X-<k Y p* X<SY
ekanligini ham ko ‘rsatamiz.

Tasodifiy migdorlar .
XUExp{\\YUExp(2)

boTsin. Bu yerda Exp(a\ (a>0) - parametri a bo‘lgan ko ‘rsatkichli
(eksponensial) tagsimot, ya’ni mos tagsimot funksiyasi

'I-e™ x>0
0, x<0.
Ishonish mumkinki
xe~axdx =-

ya’ni Exp(a) tagsimotning o ‘rta giymati a ga teng bo‘ladi. Demak,
ko‘rilayotgan misol uchun
£*=|,£r=i.
Bevosita hisoblashlar (()quali quyidagOiJIarga ega boTamiz:

mx (X) = \m Fx (m))du = je~udu =e~x,

X X

® <
mY(*)=jO ~ Fr(u))du=\e~1l{iu= 2e 2¢
X X

NW = = TIXWE > e

Ky(x) =-~;mr(xEY) =2mr
(sK
Demak K*(X)=ky(x), Vx>0 uchun  x <kY.Lekin har ganday
x”o uchun
1-FA(x)=e-"1-Fy(x) =e-2Z
tengsizlik bajarilmaydi, ya’ni x Y munosabat o‘rinli bo*Imaydi.
Yuqgorida Keltirilgan mulohazalami takrorlab quyidagi

xulosaga kelish mumkin. Agar
XU Exp(1), YU Exp(a)> a>0
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bo'lsa, har ganday a>o0 uchun

formula o'rinli bo'lib,
KX (X) =— mx (XEX) =e-X,

tengliklar bajariladi. Demak, har ganday a>0 uchun X<KkY
munosabat ocrinli. Lekin a>l bo‘lganda stoxastik munosabat

Y bajarilmaydi.

O'quvchiga mashq sifatida quyidagi misollami taklif etamiz.
Agar tasodifiy miqgdorlar

XU (1,3,12), YU (1,3,1/3)
bo'lsa, x<dY munosabat o'rinli, lekin X<kY bajarilmaydi. Bu
yerda (a,byp) Bemulli tagsimoti, ya’ni
P{x-a) =\- P(x=b)=pyOita<b,0< p<\.

2.6. “Yuklama” va “gorishma” tagsimotlar

Hozirgi zamon ehtimolliklar nazariyasi va uning tatbiglarida
tagsimot funksiyalari sinfida ma’lum “almashtirishlar” orqali hosil
gilingan tagsimotlar muhim rol o'ynaydi. Bulardan bittasi —
“'yuklama” funksiyalar vositasida integral almashtirishlar bajarish
usuli bilan yuzaga keladigan “yuklama tagsimotlar” sinfidir.

Agar berilgan tasodifiy migdor x bo'lsa, uning o‘rniga
tagsimot funksiyasi

(1)

formula bilan aniglanadigan X tasodifiy migdomi ko‘ramiz. Bu
yerda pQ manfiy bo'Imagan o'lchovii funksiya bo'lib
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Analizda bunday $(+) lami “yuklama” funksiyalar deb atashadi.
Shuning uchun ham (1) formula bilan aniglangan funksiyalami
“yuklama” tagsimotlar deb ataladi.

Agar X g£, ya’ni EX <00 bo‘lsa, tasodifiy migdor Xgham £ ga
tegishli bo‘lishi uchun

shartni gabul gilishga to‘g‘ri keladi.
Endi Lorens ma’nosida tartibni saglaydigan “yuklama”
funksiyalar sinfini c, deb belgilaymiz, ya’ni

Ta’kidlab o‘tamizki Gl bo‘sh to‘plam emas, chunki g(x) = x
funksiya unga kiradi. Quyidagi teoremadan ko‘rinadiki, bu sinfga
kiruvchi funksiyalar o‘zgarmas sonlardan kam farq giladi.

Teorema 1. Funksiya geGIl bo‘lishi uchun, uning
9(0)=a, $(x) = 6, x > o ko‘rinishida bo‘lishiigi yetarli va zaruriy
shart (bu yerda a >b>0).

Bu teoremaning isboti sodda va u 2.5. punktdagi lemma 1 ga
asoslanadi.

Lorens ma’nosidagi tartibni pasaytiradigan “yuklama”
funksiyalar

sinfining strukturasi ham Gxga o‘xshash bo‘*ladi.

Teorema 2. Funksiya geGx bo‘lishi uchun, uning
p(o) = a,p(x) = 6x> 0 ko‘rinishida bo‘lishligi yetarli va zaruriy
shart (bu yerda b>0va o< a<#6).

Endi £ sinfga tegishli X tasodifiy migdorlaming “gorishma”
larini o‘rganamiz.

Ta’rif. Faraz qgilaylik Xyv tasodifiy miqdorlar bog‘ligsiz va
X,Y (=£, a e (0,l), la-Bemulli tagsim(p(/fe=1)=a=1- p(la=0))4
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egabo‘lib, x va ylarga bog‘lig bo‘Imasin. Tasodifiy migdor x va
y lami “qorishmasi” deb

X=/X+(-1)Y 2)
tasodifiy migdorga aytiladi.

Quyidagi teoremadan xa<leax munosabat gachon o‘rinli
bo‘ladi degan savolgajavob olish mumkin.

Teorema 3. Tasodifiy migdorlar X,Y e£, va Xaformula (2)
bilan aniglangan bo‘lsin. Agar ex =eyva Yy <ierx munosabat
bajarilsa, u holda xa<L, X.

Isbot Umumiylikni chegaralamagan holda ex =EY =1 deb
hisoblash mumkin. Demak, bu holda Exa=1. Lorens tartibining
X0ssasiga asosan X <t Y =»X <a ¥, ya’ni har ganday uzluksiz
gavariq funksiya n() uchun

an(n-)< an(y) 3)
tengsizlik bajariladi. Qavariq funksiyaning xossasiga asoslanib,
Eh(jfJ = OiEh(x) + (I1- a) Eh(y) 4)

tenglikni yoza olamiz. Teoremaning sharti y <U x munosabatdan

foydalanib, (3) tengsizlikni hisobga olgan holda (4) tenglikning
0‘ng tomoni

OLEh[X) + (I- a)Eh{x) = Eh{x)
ifodadan katta bo‘lmasligini olamiz, ya’ni EH[Xn) <Eh(x)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Oxirgidan yana bir marta (3) dan
foydalanib isbot etsih kerak boTgan xa<learxmunosabatni hosil
gilamiz. Teorema isbot boTdi.

Teorema 3 ning shartlari zarurlik darajasiga yagin boTib
ko‘rinsada, ular zaruriy boTmaydi. Hagigatan ham

0, X<O0, 0, x<y2,
Fx(x)= 2§ 0<x < FY(i) = 2xyY2 <x <\

tagsimot funksiyalariga ega boTgan x va ytasodifiy migdorlami
ko‘ramiz. (2) formula bo‘yicha *“qorishma” tasodifiy miqdor
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x i/ =1VX +1x nikiritamiz. Beriigan tagsimot funksiyalari F va

/ 3 / 3 / 3 X

Fylaming grafiklari quyidagi shaklda keltirilgan.

Fx Or)

12

Shakldan ko‘rinadiki, Fx va fy fimksiyalar mos ravishda jo,j/J

hamda [*/.,ij oraliglarda tekis tagsimlangan tagsimotlar bo‘ladi va

har ganday xuchun Fx (z) > fy(i) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak,
mos tasodifiy migdorlar uchun X <rty munosabat bajarilib, undan
teorema 3 ning sharti y <Lor X munosabat kelib chigadi.

Qayd qilib o ‘tamizki,

EX=&%= Y4
Ey="2=Y4-

Endi x/\é va X tasodifiy miqdorlaming Lorens chiziglari
Lxx(x)<Lx(x} tengsizlikni ganoatlantirishiga bevosita ishonch
hosil gilamiz. Demak, XSI(S <Ur X munosabat o‘rinli, lekin EX*EY.

Keltirilgan misoldan kelib chigadigan xulosani hisobga
olganda ham quyidagi teorema o‘rinli bo‘ladi.

Teorema 4. Faraz gilaylik x,y e£ tasodifiy miqdorlar bo‘lib,
ulaming “qorishmasi” xa (2) formula bilan aniglangan bo‘lsin.

Agar F~x(0)> 0 bo‘lib, Xa<lorX munosabat bajarilsa, ex = EY
tenglik va Y <Lor X tagqoslash o‘rinli bo“ladi.
Isbot Teoremaning sharti F~1(0) >0 tengsizlik 1 ehtimollik

bilan X tasodifiy miqgdor noldan ajratilganligini anglatadi
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(p(x >0)=1). Bu holda EX " EYtengsizlik xa<xmunosabat

bajarilishini ta’min etadi. Bu tasdigni isbotlash uchun birinchi
navbatda F£ (0) < FA1(0), FE£ (1) > FM1(D) tengsizliklar bajarilishini

e’tirof etamiz. Demak, agar EX>EY bo'lsa,
EX>£Xe, LXx(0)<IX (0) tengsizliklar oainli bo'lib, ulardan

X « X taqqoslash kelib chigadi. Agar aksincha, EX <EY
tengsizlik bajarilsa, I'x (i) > Lx (I) bodib, yana Xa<lax .

Endi ex —ey =1 tengsizlikni bajarilishini (umumiylikni
chegaralamagan holda), lekin vy <la xbo'lishini faraz gilamiz. Bu
holda Lorens tartibi xossasiga, asosan, shunday uzluksiz gavariq
funksiya h(-) mavjud bo‘hb Eh[Y)>Eh(x) tengsizlik bajarihshi
kelib chigadi. Lekin ushbu holda, bu funksiya uchun
Eh[xe) > Eh(x) tengsizlik bajariladi, demak Xa < X.

2.7. Risklar orasidagi tartibning boshqa turlari

Yuqorida keltirilgan risklami (tasodifiy migdorlami) tagqos-
. lash usullari umumiy xarakterda bo'lib, ular abstrakt to'plamlarda
elementlar orasidagi tartibni aksiomatik (formal) usul bilan
aniglash muammolariga asoslangan edi. Aktuar matematikada bu
usullardan tashgari yechiladigan masalalami o0'ziga xos
tomonlarini hisobga olishga asoslangan, maxsus ko'rinishdagi,
xususiy xarakterda bo'lgan tartiblash tamoyillari ham mavjud.
Quyida biz risklami (tasodifiy migdorlami) taggoslash maxsus
usullaridan  bir nechtasini  keltiramiz. Bunda adabiyotlar
ro'yxatidagi [2], [9]-[Il]] manbaalardan foydalaniladi.

2.7.1. n-chi darajadagi Stop-Loss tartibi
Ta’rif. Tasodifiy migdor y, tasodifiy migdor x ga nisbatan “n-

chi darajadagi stop-loss” tartibida "ustuvor” deyiladi, agar har
ganday d >ouchun



tengsizlik bajarilsa va bu holat x Y ko‘rinishida belgilanadi. Bu
yerda har ganday a e Ruchun a+= wax(0,a).

Teorema 1. Foydalilik funksiyasi u(s) n-marta dififerensiai-
lanuvchi boiib, uning birinchi (n- tartibdagi hosilalari uzluksiz

va ishoralarini almashtiruvchi funksiyalar bo'lsin, ya’ni
(-Nciw(®)>0, k=12,..,n—

tengsizliklar bajarilsin. Bulardan tashqari fimskiya x
bo‘yicha o*suvchi bo‘lmasdan uning uchun ham
tengsizlik bajarilsiiL U holda

(*<() y)«(Eu(*)<EUy)).

Isbot 1. Faraz qilaylik Eu(x" < munosabat o‘rinli
boMsin. Agar «(*)= (s- a)*l deb olsak, ‘bu holda &= 1A...,n
bo‘lganda

=n[n—)...(n—k+1) (x— >0
tengsizliklar bajarilib, u(x) funksiya teoremadagi hosila shartlarini
ganoatlantiradi. Demak
(X-df <E[Y-d)+
tengsizlik bajariladi. Xuddi shuningdek, EXxk<EYk k= 1,2,...,n- 1

tengsizliklaming o‘rinli bo‘lishi ham oson tekshirilib ko ‘riladi.
2. Endi aksincha, X <{n)Y munosabat o‘rinli, foydalilik

funksiyasi u(x) teoremadagi shartlami ganoatlantirsin. Bu holda
(U x) o (it =i7"), ™M#(X) funksiya esa x bo‘yicha o‘suvchi

bo‘lmaydi. Teylor formulasiga asoslanib, quyidagi tenglikni yoza
olamiz:

X

bI(X):H(0)+M'(O)X+...+*/F|)(O)—'+—I Jf(x— (1)
n oAl
Oxirgi qo‘shiluvchi hadni
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o+
ko‘rinishida yozish mumkin bodadi. Taqgoslash tartibi <@

ta’rifidan har ganday />0 uchun £/M(X-)H <EN(Y-NH «>1
ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

Endi teoremaning isboti (1) formuladan va X <)Y
munosabatdan kelib chigadi.

Teorema2. Agar m>n bo‘lsa, (x <) (X <u r) impikatsiya
o ‘rinli.

Isbot Funksiyalar u(x)=JMx-")H" va u(x)=xki k=\,T-1 x>0
oldingi teorema 1 ning shartlarini ganoatlantiradilar. Demak,

X <) Y)=>(Eu(X)iEu(Y))"(x wy),
ya’ni x < Ymunosabat o‘rinli.

Quyidagi misol ko‘rsatadiki, teoremadagi teskari munosabat
o‘rinli bo‘lmaydi. Faraz gilaylik, tasodifiy miqdor xva y lar
0,1,2,3 giymatlarni quyidagi ehtimolliklar bilan gabul qgilsin:

p(x =0)=P(x=l)=p(x =2)=p(x =3)=
IX(r=0)=", p(r=2)=y, p(j=3)=ye.
Oson ko ‘rinadiki
EX=EY=15  EXr=EY1=35.

Stop-loss tartibining quyidagi gizigarli bo‘lgan xossasini
eslatib o‘tamiz: agar x“rbo”ib, EX=EY, DX=DYtengliklar
bajarilsa, bu tasodifiy miqgdorlar bir xil tagsimlangan bo‘ladi.
Bundan kelib chigadiki, keltirilgan misoldagi xva Y tasodifiy
miqdorlar stop-loss "~oc”qoidasi bilan tagqoslash mumkin
bo‘lmaydi. Lekin bu tasodifiy migdorlar <@-ikkinchi tartibli stop-
loss goidasi orgali tagqoslash mumkin.

Isbotlangan teorema 2 dan  taqqoslash daraja n ning o“sishi

bilan “kuchaymaydi”, aksincha, “pasayadi”. Bundan tashqari,
stoxastik tartib <,,-bu 0-nchi tartibdagi stop-loss (<@Q), <
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birinchi tartibli stop-loss, oldingi <atartib bilan bir xil ekanligini
eslatib o'tamiz.

2.8. Hagiqatga o'xshashlik nisbati tartibi
Bu nom bilan ataladigan tartib <M belgi bilan yoziladi va u
quyidagicha aniglanadi.

Ta’rif. Tasodifiy migdorlar uchun X  /munosabat o4inli
deyiladi, agar 0<x<>/boTganda

dFr(x) dFT(y)

tengsizlik o'rinli bodsa (boshgacha aytganda, hagigatga 0'x-

shashlik nisbati A argument x bodyicha osuvchi
bo‘lmasa).
Tasodifiy miqgdorlar sinfidagi bu -tartib matematik

statistikada muhim rol o4ynaydi. Hagigatan ham dFx(x) fimksiya,

x tasodifiy migdoming giymatlaridantashkil topgan bosh toplamda
aniglangan bodlib, ko'pincha, u

<iFx(x) =Px (x)dx

ko4inishda bodadi. Bu yerda px(x)tasodifiy migdor x
tagsimotining zichlik fimksiyasi bo4ib, uni hagigatga o'xshashlik
fimksiyasi deb ataladi. Demak,

<&{X)" P{x)
dry(x)  PY(x)

ifoda xva. y tasodifiy miqgdorlaming haqgigatga o'xshashlik
funksiyalarining nisbati deb ataladi.
Teorema 1. Tartib <, stoxastik tartibdan kuchli, ya’ni

(x <m Y)=>(x <s,Y) munosabat o'rinli.
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Isbot. Tartib <u ning ta’rifidan kelib chigadiki,

O ®
nisbat o'suvchi bo'Imaydi va j dFx (X) = j\dFY(*)=1-
o} 0

Demak, E;f:g nisbat uchun x=x0>0 nuqta mavjudki,

bo'iganda
P,(x)>/>,(x), CD
. W )
x>x0bo'iganda esa
No PN X) <P/ X) - (2)

Bu (1) va (2) tengsizlikdan x<x0uchun

Fx(x) = = Fx (x)>Fy(x),
0 0
x>x0uchun esa
o ® K
I~Fx(x)= |*x (“)= *px(u)du- | Pr(u)4’=1-/vW , F,(x)>Fr(x).
X X X

Demak, har ganday xeU uchun F*(x)>Fr(x) tengsizlik, ya’ni

X <, Y munosabat o'rinli bo'ladi.
Izoh. Agar x va y diskret tasodifiy miqdorlar bo'lsa, ya’ni a

va B to'plamlar sanogli bo'lib,
A ={aDAa2,...yaH,...}, P(X<=A)=1,
F= P(YeB) =1,
munosabatlar bajarilsa, bu holda
Px (x) =P (x =x)f xeA, opr(x)=p(y =x)r xe B, har ganday neD
uchun

**(«): =
{loit <} ¢}

belgilashlardan foydalanishga to'g'ri keladi.
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Endi tagsimotlar (yoki tasodifiy migdorlar) sinflda “yuklama
tagsimotlarga” o‘tish amalida  tartib saqlanishini isbotlaymiz.
Faraz qgilaylik, tasodifiy miqgdor x ez, ¢(x)manfiy bo‘lmagan
haqgiqgiy sonlar to‘plami 0+da aniglangan borel fimksiyasi bo4ib,
@®

0
integral mavjud bo'lsin. Eslatib o‘tamizki, x gtasodifiy miqdor deb,

X

Jg(u)dFx(u) 0
0
tagsimotga (g(-)-yuklamali fimksiya yuzaga keltiradigan) aytiladi.
Demak, bu holda

XN} o Eg(X)
Teorema 2. Faraz qilaylik xyn y shunday tasodifiy
miqdoriarki, ular uchun x <wY munosabat o‘rinli, fimksiya g()
uchun esa mos tasodifiy migdorlar xgJge£. Bu holda x g<,, Yy va

EXg<EYg.
Isbot. Quyidagi tengliklar oainli bo‘lishini eslatib o ‘tamiz:
g (x)y(x)
V'’ Eg(X)
I Eg(X)
Bulardan
drx,(x) _cdFx,ix)
dit(x) °dFr(x)7
bu yerda o‘zgarmas c= Eg"X)’ tenglikdan va I< ,r

munosabatdan “yuklama” tasodifiy migdorlar xs va rg uchun
tartib bajarilishi kelib chigadi. Yugorida keltirilgan
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teoremaga asoslangan holda oxirgi munosabatdan Xg<StYg
ekanligini va undan esa EXg"~tengsizlikni hosil gilamiz.

2.9. Eksponensial (ko‘rsatkichli) tartib

Quyidagi tasodifiy risklami taqqoslash usuli oldin kiritilgan
stoxastik tartiblarga nisbatan eng kuchsiz boTadi. Bu tartibni
foydalilik funksiyasi sifatida

0
eksponensial (koTsatkichli) fimksiyani gabul giladigan shaxslar
garori deb tushunish mumkin.

Ta’rif 1. Tasodifiy miqgdor r, tasodifiy migdor xdan
eksponensial tartibda “ustuvor” deyiladi, agar

Eua(-X)>Eue(-Y),a>0
tengsizlik bajarilsa. Bu tartib x <erko'rinishida belgilanadi.
Lemma 1. Har ganday n=0,1,..., uchun (n; <@ x)=>(X < Y).

Bu lemmaning isboti oson, chunki ve(*) fixnksiya ishoralari
almashinadigan boTadi, ya’ni har ganday K uchun
D*"  (x)>0,a >0 tengsizlik bajarilib, ua(x) oldingi bo4imdagi
teorema 1ning hamma shartlarini ganoatlantiradi.

Ta’rif 2. Tartib x <c}'o‘rinli deyiladi, agar har ganday a>0
uchun EeaX<Eear tengsizlik bajarilsa.

Bu ta’rifhing oldingi ta’rif 1 bilan teng kuchliligi oz-o0‘zidan
ravshan. MaTumki, x tasodifiy migdoming momentlar hosil
giluvchi funksiyasi

gx(a) =EeaXya>0
tenglik bilan aniglanadi va undan
{ox(a)<gr(a))*(X <)
teng kuchlilik munosabati o4inli ekanligi kelib chigadi.
Eslatib o'tamizki

Eu,(P-X) =ua(9 *)
tenglamaning p ga nisbatan yechish p=p(X,a) foydalilik
funksiyasi ua(x) uchun foydaliligi 0 boTgan premia (sug'urta
to'lovi, sug‘urta badali) deb ataladi.
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Lemma 2. Quyidagi
(p(X,a)<P(Y,a))~(X<tY)
teng kuchlilik munosabati o4rinli.

Isbot. Tenglama (*) yechimi p=P(X,a) uchun Ee**"e**,

p =a-I\ngx(a)=p(x,a). Agar P(x,a)<P(Yya) boTsa, hamma a>0
uchun

(**)
tengsizlik bajariladi. Demak, bu holda x<tY.

Tengsizlik (**) dan p(xia)<p(Yia) munosabat trivial ravishda
kelib chigadi. Lemma 2 isbot etildi.

Isbot etilgan lemma 1 va 2 lardan, oldin Keltirilgan risklar
orasidagi taggoslashlami xossalarini hisobga olganda <x-
taggoslash eng kuchsiz boTishiga ishonch hosil gilish mumkin,
ya’ni quyidagi (m>n)

implikatsiyalar zanjiri o ‘rinli bo4ladi.

Quyida keltirilgan misoldan, eksponensial tartib <¢toTa
bodmasligini olamiz. Boshqgacha aytganda, shunday x va vy
tasodifiy migdorlar mavjud boTadiki, ular uchun a>0 ning biror
giymatida gx(a)<gr{a) tengsizliklar bajariladi, lekin p*a
boTganda garama-qgarshi tengsizlik gx(P)>gT(P) o4inli bodadi.

Misol. Tasodifiy migdor * parametri 1 boTgan eksponensial
tagsimot, y esa

Fro0 =}3ENx)+H Ero0

“gorishma” tagsimot bo‘lsin (bu yerda EO(x)-0 nugtada
joylashgan birlik tagsimot, £2(x) parametri 2 ga teng boTgan
eksponensial tagsimot). Bu misol uchun /<1 boTganda

Eea 1<¥Yr boTganda esa Eer=y +(I-2)~sy . Natijada
A()=£*(f)-gr(f) debolsak, o<t<y oraligda A(r)>0,

oraliqda esa a(/)<0 tengsizliklar o‘rinli boTishiga ishonish giyin
bodmaydi.
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2.10. Tartibni saglaydigan va kuchaytirmaydigan
(pasaytiradigan) amallar

Manfiy bo‘lmagan va o‘rta giymatlari mavjud tasodifiy
miqdorlar to'plami 3 da aniqlangan va Lorens tartibini saglaydigan
yoki kuchaytiradigan almashtirishlar (amallar) amaliy nugtayi
nazardan muhim hisoblanadi. Boshgacha aytganda, shunday g
funksiyalar sinfini topish zarurati yuzaga keladiki, ular uchun

X<aY=(g(x) g{y)Vv(9(x)<aX)
mantigiy munosabatlar bajariladi. Bu masalani yechishda ikki
giymatli tasodifiy miqdorlar sinfidagi Lorens tartibiga oid quyidagi
lemmalar foydali boTadi.

Lemma 1. Tasodifiy migdorlar xva ylami qiymatlari
0 <ay<at boTib, ulaming tagsimotlari

px=ay=pty PX=)=I-A

PY=ay =4, P(Y=a2=\-qi
boTsin. Bu holda xva rlar Lorens ma’nosida faqat trivial
P=g® =0 yoki (i-ph(i-*)=0 holatlardagina taqqoslanishi
mumkin.

Lemma 2. Tasodifiy miqdorlar xva r laming qiymatlari
0, a>0 boTib,

P(X=0)=PI, P(X=aj=\-Pl
P(Y=0)=qi) P(Y=a)=\~%
boTsin. Bu holda Pl <g =>X<laY.

Bu ikki lemmaning to‘g‘ri ekanligini xva y tasodifiy
miqgdorlar uchun mos Lorens chiziglari Lx(u) va 4 (W) (He [o,1]) lami
yozib olib, ulami tagqoslash orgali ishonish mumkin.

Lorens tartibini saglaydigan funksiyalar sinfini G bilan
belgilaymiz, ya’ni

G={g: X~ rF"rg(X)"rg(Y)).

Lorens tartibini aniglash uchun g(-) funksiyalar quyidagi
shartlami ganoatlantirishi kerak boTadi:

g:R* =(0,co) g(X)e 3.

Teorema 1 To‘plam G ga kiruvchi har ganday g(-) funksiya,
quyidagi uch xil ko‘rinishdan bittasiga kiradi.
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gi.aX)=axx"°’ae(°’o0p> /.
02)(x) =b,x>0,be(0,co0),
_Tro, *<o
& A X) |CjX>o0,c6 (0,00).
Tartibni  pasaytiradigan  (kuchaytirmaydigan) funksional
almashtirishlar hagida [5] da quyidagi teorema isbot etilgan.
Teorema 2. Faraz qilaylik, g :/r->/?"- o‘lchovli akslantirish,

tasodifiy miqdor Xez bo‘lsin. Bu holda quyidagi tasdiglar teng
kuchli boTadi:

(1) g(X)*brx;
(2) hamma *>0 uchun g(x) funksiya R+da kamaymovchi emas,

funksiya esa xe R+boTganda o‘suvchi bo‘lmaydi.

Isbot. Mantigiy (2)=>(I) implikatsiyani ko‘ramiz. Tasodifiy
migdor x uchun o‘rta giymat ex mavjud boTib, (xe2),y =g(X)
tasodifiy migdomi (2) shartlami ganoatlantiruvchi g() funksiya
orqali aniglaymiz. Demak, biz

(2)=>g(X)*lorX
implikatsiyani, ya’ni g() funksiya <t munosabatni kuchaytir-
masligini isbot gilamiz. Funksiya g(x)>0(x>0uchun) boTgani
sababli Eg(X)>0. Bunda biz EX>0 ekanligidan foydalandik, aks
holda XeZ ekanligini hisobga olsak, p(X=0)=1 ehtimollikga ega
boTamiz. Funksiya g(X) to‘plam (0«) da kamaymovchi
bo‘lmasligidan x <\ boTganholda g(X)< 1tengsizlikni hosil gilamiz.

Bundan tashgari x >I boTganda y <—I yoki g(X) g(l)X, chunki

funksiya (0.00) oraliqgda o‘suvchi boTmaydi. Shunday qilib,

umumiy holda g(X) <(X+1)g(l) ekanligini olamiz. Demak, Eg{X) <a>
,ya’ni g(X)<=3.
Har ganday tasodifiy miqdor x uchun

x =x '=F;\U)
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tenglik o‘rmli va bu yerda t/-[0,I] oraligda tekis tagsimlangan
tasodifiy migdor. Bu tenglikdan foydalanib Lorens egri chizigT
Lx(u) ni

Lx (u) = E[XI[0(U)]/EX"

ko‘rinishda yoza olamiz (bunda odatdagi kabi /IONHOwW] oraliq

indikatori). Xuddi shuningdek Y=g(F;I(U)) yozuvdan foydalanib
we[01] uchun

frG0- Lx(v) =jMAVIW )- Fx * % cruY
tenglikni hosil gilamiz.
Funksiya X oralig (0,®) da o‘suvchi emasligidan integral

ostidagi fimksiya oldin musbat, keyin manfiy (argument s noldan
1 gacha o‘zgarganda) boTadi. Demak, integral w=l boiganda
minimal giymatga erishadi. Lekin Lx{)=£r(l)=1 boTgani uchun har
ganday ue[0,I] boTganda
Lr(u)~Lx(u)9
ya’'ni munosabat bajariladi.

Mantiqiy implikatsiya (1)=>(2) yuqoridagi 1- va 2-
lemmalarga asoslangan holda teskarisini faraz qilish usuli bilan
isbot etiladi. Hagigatan ham, » =g(x) fimksiya uchun shunday x=x*
nuqta mavjud boTib, g(x*)=0 va x*>0 munosabatlar bajarihshini
faraz qilamiz. Tasodifiy miqdor x uchun P(X=x*=1 tenglik
bajarilsin (to‘g‘rirog‘i *=** nuqtada joylashgan birlik tagsimoti
&N*) éaeéa boTgan tasodifiy migdor x ni ko‘ramiz). Bu tasodifiy
migdor X e3, lekin />(*(X)=0)=1boTgani uchun g(X)e% va shu
sababli x wva g(X) tasodifiy miqgdorlami Lorens ma’nosida

taggoslab bo‘Imaydi.
Endi hamma x>0 lar uchun g(x)> 0 boTsin, lekin bu funksiya
(0,00) da kamaymovchi boTish shartini ganoatlantirmasin. Demak,
shunday x vay mavjudki, o<x<yva. g(y)<g(x). Shunday tasodifiy

miqdor x ni ko‘ramizki, uning uchun
P(X=x)=PiP(X=y)=\-P
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tagsimot o‘rinli bo'lsin. Quyidagi ikki holat yuzaga kelishi
mumKin:
1- x=0, g(y)>0. Bu holda
¢ g(0)~a(y)

29(0)-9(y)
bo‘lganda g(x) va x tasodifiy migdorlami Lorens ma’nosida

taqgoslab bo‘Imaydi (g{X)-<*.x).
2. x>0, gCy)>0. Bu holda

p> (v~
(@) IgM)+(y7x)-2)
bo‘lganda giX)" x .
Endi oxirida fimksiya g() hamma x>0 uchun g(x)>0,

X

oralig (0,000 da o‘suvchi bo‘lmagan fimksiya bo‘Imasin. Demak,
shunday x vay mavjudki, O<x<y va
g0) "giy)
x y
shartlar bajariladi. Simmetrik Bemulli tagsimotiga ega tasodifiy x
migqdomi ko ‘raylik va uning tagsimoti
P{X=x)=P(X=y)=%

bo‘Isin. Bu tasodifiy migdor uchun
A<

munosabat o‘rinli va biz yana garama-qarshilikka duch kelamiz.

Isbot etilgan teoremani solig siyosati terminlarida gizigarli
sharhlash mumkin. Aytaylik, x - soliq to‘langanga gadar
“daromad”, g(*)-solig to‘langandan keyingi “daromad” bo‘lsim
Soliq siyosati risk x ni har ganday tagsimotga ega bo‘lgan holida
“daromadlar” orasida tengsizlikni kamaytirishga yo‘naltirilgan
bo‘lishi kerakligini hisobga olinsa, 2-teoremaning (2) shartini
ta’min etish zarur bo‘ladi. Hagigatan ham, hamma x>0 uchun
g(x) >0 bo‘lishligi, soliq to‘lanishiga gadar “daromadi” bo‘lgan har
ganday shaxsning soliq to‘langandan keyin ham *“daromadi”
saglanishini ifoda etadi (g(*)>0). Funksiya g¢(x) ning monoton
bo‘lishlik sharti esa, biror shaxs boshgalarga nisbatan ko‘proq
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“daromad” qgilsa, solig to‘langandan keyingi “daromadi” ham
kamaymaydi. Oxirgi funksiyaning kamayuvchi bo‘lishlik

sharti esa, soliq to‘lovi tizimining progressiv bo‘lish shartini, ya’ni
boy kishilar “daromad” larining ko‘p qismi, kambag‘allarga
nisbatan soliq to‘lashgajalb etilishi kerakligini anglatadi.

Quyidagi natija 2-teoremadan oson Keltirilib chigarilishi
mumkin.

Natija. Faraz qgilaylik g, va g> Rrni R* ga akslantiradigan,
kamaymovchi bo‘lmagan uzluksiz funksiyalar bo‘lsin va le 3
shart bajarilsin. U hoick quyidagi tasdiglar teng kuchli:

oy g"X),

(2). Funksiya g(x)=glog-,(x)=g¥g-1(x)) 2-teoremaning (2)
shartini ganoatlantiradi (bu yerda g() fimksiya g, va g2 lar
superpozitsiyasi, gjlfunksiya g2ga teskari funksiya).
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11l bob. SUG‘URTA TO‘LOVI VA
PREMIYALAR MODELLARI

Oldin Life (hayot) sug‘urtasiga oid holatlami gayd etib o‘tamiz.
Bu sug‘urta variantida sug‘urta kompaniyasi bir yil davomida
sug‘urta gilingan mijoz vafot qgilsa (kontrakt tuzilgan davrdan
boshlab) uning garindoshlariga b so‘m miqgdorida sug‘urta todovi
beradi, agar shu davr davomida sug‘urta gilingan shaxs vafot
etmasa, kompaniya hech narsa to‘lamaydi. Sugfurta hodisasining
ro‘y berishi ehtimolligi q bo‘lsa, sug‘urta to‘lovi xm quyidagicha

X =1Ib (1)
ifoda etish mumkin. Bu yerda / - sug‘urta hodisasining indikatori,
ya’ni | =1 bo‘ladi, agar sug‘urta risk holati ro‘y bersa, / =0 bo‘ladi,

agar sug‘urta risk holati ro‘y bermasa.

Shunday qilib, x sug‘urta to‘lovi bo‘lib,
1-q, agar x=0 bo'lsg;

P(X =x)=mq, agarx =b boisa;
0, qolgan hollarda

tagsimotga ega bo‘lsa, bu tasodifiy migdoming tagsimot funksiyasi
0, agar x<0 ho'lsg;

Fx (x) =P(X<x)= I-q, agar 0<x <b bo'lsa;
1, agar x> b bo'lsa
bo‘ladi. Yuqoridagi (1) formuladan foydalanib
EX =bqg, EX1=b2q, DX =b2q(q-1)

tengiiklami yozish mumkin.
Aktuar matematikada o‘rta giymat E X, dispersiya DX lardan

tashqgari, o‘rta kvadratik og‘ish ax =-/DX va variatsiya
koeffitsiyenti
Cx =" mx =EX
mx

xarakteristikalaridan ham ko‘p foydalaniladi.
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3.1. Sug‘urta to‘lovlarining diskret modellari

Sug'urta kompaniyasining moliyaviy todovlarini tashkil
etuvchi asosiy komponentlardan bin bu individual todov
hisoblanadi. 0 ‘rganilayotgan todlov holatiga bog‘liq holda
individual tollov deganda,.har ganday konkret bitta sug‘urta
shartnomasi yuzaga keltirgan to‘lov tushuniladi. Ko4 holiarda
(masalan, hayot sug4irtasida) shartnoma fagat bitta to4ovga olib
keladi, boshga holiarda esa (masalan, avtomobil sugdurtasida) bitta
shartnoma o'zining harakat davri davomida bir nechta to'lovlarga
olib kelishi mumkin (masalan, takroriy avtohalokatlar rody berishi
mumkin). Risk nazariyasi chegarasida fagat x individual
to‘lovning gandaydir pul birliklari bilan o4chanadigan giymatlari
gizigtiradi, xolos. Bu to‘lov migdori x ni tasodifiy miqdor deb
tushunish tabiiy va p (x = 0)> 0 (agar sug‘urta holati ro‘y bermasa,
hech ganday to‘lov yuzaga kelmaydi) bodgani uchun x diskret
tipdagi tasodifiy migdor bo4adi.

Sug‘urta sistemasining sodda sxemalarida individual todov x
tasodifiy migdor chekli sondagi &= 0,61...6n giymatlami gabul

giladi va uning tagsimoti
X bo b, .. bn

p Po Pi ... Pn
jadval bilan ifoda etiladi. Buyerda p(x = &)= k=

Misol sifatida bir yil muddatga tuzilgan hayot sugd4irtasini
kodaylik. Bu sxemada mijoz sugdrta kompaniyasiga ma’lum
miqgdordagi summani sug‘urta (premiyasi) badali sifatida todaydi
(bu summa aktuar matematikada “mukofot” deb ataladi). Sug4irta
kompaniyasi, 04 navbatida, sug‘urta gilingan shaxs bir Vil
davomida vafot etsa, uning qarindoshlariga b so4n todash
majburiyatini oladi (sug4urta etilgan shaxs yil oxirigacha yashasa,
hech narsa to'lamaydi). Keltirilgan sugdirta sxemasida individual
todov x uchun

P(x=0)=s P(X=h=q- 1 ,0<,<1
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bo'lib, g ni shaxsning bir yil davomida vafot etish ehtimolligi deb
tushunish mumkin. 0 ‘z-o'zidan ma’lumki, bu ehtimollik shaxsning
sug‘urta gilinayotgan vagtdagi yoshi xga bogiig va uni aktuar
matematikada cgdeb belgilanadi va uning giymatlari to‘plamini
“umr davomligi” jadvali deyiladi. Demak, sug'urta shartnomasi
tuzilayotganda, bu jadvaldan informatsiya (axborot) manbayi
sifatida foydalaniladi. Bundan tashgari, mazkur davlatdagi
demografik jarayonlami o'rganish uchun ham bu davlat uchun
alohida “umr davomligi” jadvailari tuziladi.

Aynigsa, o'lim sabablarini hisobga oluvchi sug'urta
shartnomalari murakkabrog ko‘rinishga ega bo'ladi. Sodda
hollarda bunday shartnomalaming ma’nosi quyidagicha: Shaxs
sug'urta kompaniyasiga ma’lum miqgdordagi pulni to'laydi,
sug'urta kompaniyasi esa sug'urtalangan shaxs baxtsiz hodisa
(masalan, avtomobil halokati) natijasida halok bo'lsa, so*m, agar
uning bir yil davomidagi vafoti “tabiiy (ya’ni hech ganday baxtsiz
hodisalar bilan bog'lig bo'lImagan)” bo'lsa, \ so'm to'laydi.
Odatda, \ > [2deb hisoblanadi. Keltirilgan sug'urta varianti uchun

to'lov
0, ehtimolligi p\

b[, ehtimolligi

b2, ehtimolligi*2?,
tasodifiy migdor bo'ladi. Agar sug'urtalangan shaxsning yoshi
shartnoma buzilgan vaqtda x bod4lsa, va $ ehtimolliklar oldin
kiritilgan gsehtimollik bilan o =g® + g® munosabatda bo'lishi 0'z-
0'zidan ko'rinadi.

Empirik ma’lumotlaming analizi namoyon etadiki, bir vyil
davomida “o'lim” hodisasi ro'y berishi ehtimolligi o, shaxsning
yoshi xbilan bog'ligligi

x = A+ Be* (Meykxam modeli)
funksiya bilan ifodaianadi. Bu yerda qo'shiluvchi A shaxsning
yoshiga bog'lig bo'Imaydigan, uning baxtsiz hodisalar natijasidagi
vafotiga mos keladi, £e*qo'shiluvchi esa shaxsning yoshini uning
o'limiga ta’sirini hisobga olgan holda, “tabiiy vafot” ro'y berishiga
137



mos keladi. Aniq o‘tkazilgan analiz baxtsiz hodisalar natijasida
ro‘y beradigan vogealar bilan shaxsning yoshi orasida ma’lum
bog~iglikmavjudligini tasdiq etadi, keltirilgan Meykxam modelida
birinchi yaginlashishda

W = A, W= Be-
deb hisoblash mumkin bo‘ladi.

Qo‘shiluvchi A shaxsning yoshi sga bog‘liq emas, shuning
uchun ham uni baxtsiz hodisalar natijasida yuzaga kelgan
o‘limlarga mos keladi, Be“ gqo‘shiluvchi esa shaxsning o‘limi uning
yoshigabog‘ligbo‘lishini ifodaetadi va shu ma’noda “tabiiy o‘lim”
holatlariga mos keladi.

Tatbigiy masalalarda individual to‘lov  xning sonli
xarakteristikalari muhim rol o‘ynaydi. Bular gatoriga o‘rta giymat

mx = EX, dispersiya VarX = EX2- (ex)\ o‘rta kvadratik og‘ish

q_=ylvarx, variatsiya koeffitsiyenti cr=°x va boshqalar

! mx
kiradi.
Diskret tasodifiy migdor x ning tagsimoti
P.=r(x = P.=p(x =09
bo‘lsa, ehtimolliklar nazariyasining umumiy formulalariga asosan
EX=zxDbtPt 1
i (1)
EXr="bRPx (2)
k0

Yuqorida Kkeltirilgan bir yilga tuziladigan sodda hayot
sug‘urtasi uchun

EX=0 p+b q=b q, 3)
EX2=02¢p +b2 q—b2 q9 (4)
VarX=EX2-(EX)2=b-(bq)2=bZq. (5)

Mashq sifatida quyidagi misollami ko‘ramiz.

Misol 1. Bir yil muddatga tuziladigan sodda hayot sug‘urtasi
modelida, shaxsning bir yil davomida vafot etish ehtimolligi
g= 10,0025, sug“‘urtato‘lovi b= looooo so‘m. Individualto‘lov xning
o0‘rta qiymati va dispersiyasi topilsin.
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Yugoridagi (1) formula bo‘yicha
mx =EX =b q =105 25 \0-*=250 SO‘m.
Formula (2) ga, asosan,
VarX=b2q =10101-25 107)-25-104=25 106.
Shunday qilib, o4ta kvadratik og'ish
= yVarX = 5000 S04m.
Variatsiya koeffitsiyenti

Misol 2. Bir yilga tuziladigan va sug'urta to'lovi o'lim
holatining turiga bog4lig bo4gan hayot sugdurtasi uchun mxva varx
topilsin. Bunda4'tabiiy sabablarga” bog4liq bo4gan sug'urta to4ovi
= looooo so'm, baxtsiz hodisalar bilan bog'liq sugdirta todlovi
6 = 500000 so4m. Baxtsiz hodisa tufayli odimning ehtimolligi
gw=0,005 va bir yil davomida 4tabiiy sabablar” tufayli rod
beradigan odlim ehtimolligi g1 =0,02.

Yechish. (1) formulaga asosan, mx=EX=0bl-?(+&V =450
so'm,

(2) formulaga asosan esa Varx=145K%. Bu holda o4ta
kvadratik ogdish ox = JvarX = 12042, variatsiya koeffitsiyenti

3.2. Sug'urta to'lovlarining strukturalangan modellari

Aktuar matematikada sug‘urta todlovni ifoda etuvchi tasodifiy
migdor xni ma’lum ma’noda strukturalash qgabul qilingan.
Masalan, yuqorida ko4ilgan hayot sugdurtasining eng sodda
variantida tasodifiy migdor x ni

X =1y (1)
ko4&inishida yozish mumkin. Bunda tasodifiy migdor
1, agar sug'urta hodisasi nYy bersa,
0, agar sug'urta hodisasi ro*y bermasa,
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y tasodifiy miqdor esa, sug'urta hodisasi ro'y berganda talab
gilingan sug'urta to'lovining migdorini anglatadi.
Tushunarliki,

_ Lagar X >0 bo'lsa,

"~ 0,agar X =0 ho'lsa,
ya’ni | = I(x > 0)-tasodifiy hodisa [x >o}ning indikatori. Aytib
o'tilganlardan kelib chiqgadiki, tasodifiy migdor | ni tagsimoti,
sug'urta to'lovi tagsimoti orqgali quyidagi formulalar bilan
aniglanishi mumkin:

p(i=0=P(x=0=p.p(l=l)=pkx >0=1-P[x=0)=1-p,.
Tasodifiy migdor yning tagsimoti esa x sug'urta to'lovini,
X >0 shartiga nisbatan shartli tagsimoti bo'ladi yoki bo'Imasa

P[Y b\ (/Y b, |X>0) I:’(Yf( b]X)O)

p(x>0) 1-PO
Aksincha, j va ytasodifiy migdorlaming tagsimotlari ma’lum
bo'lsa, x individual to'lov tagsimotini aniglash mumkin. Bunda,
eng awalo, p(x =0) = p[l = 0) ekanligini e’tirofetamiz. So'ng esa
it > o0 bo'iganda quyidagi tenglikni yoza olamiz:
P(X=b)=P[IY=6)=p[lY =6|z=D)p(/=D+
+P{lY =6|(/=0))P(Z2=0)= P[Y=6|Z=D)P{l =)
Oxirgida to'la ehtimollik formulasidan va p(y =6./=0)=0
ekanligidan foydalanildi. Tushunarliki, haqgiqiy y iskning
tagsimotini, (/=1) bo'lgandagina o'rganish ma’noga ega, xolos.
Shuning uchun ham quyidagi mulohazalarda bu shart (ya'ni,/ = 1j
tushurib goldiriladi. Aytilganlardan kelib chigadiki,
PX=6=P(Y=K.P(/=1).
Demak, individual to'lovning keltirilgan ikkita izohlari bir-

biriga teng kuchli bo'ladi. Mashqg uchun quyidagi anig misollarni
ko'ramiz.
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Misol 1. Sug‘urta badali (toTovi) b=t0000 va si“urta
gilingan shaxsning bir yil davomida vafot etish ehtimolligi
g= 0,0025 boTgan sug‘urta shartnomasini ko‘ramiz. Bu shartnoma
uchun 1va Y tasodifiy migdorlaming tagsimotlari topilsin.

Yechish. Tasodifiy miqdor /mumkin boTgan 0 va |
giymatlami quyidagi ehtimolliklar bilan gabul giladi:

p(l=1)=P(X >0=q= 00025,
p(/=0=p(X=0=1-p(X>0=1-q= 09975

Tasodifiy migdor Y esa o‘zgarmas son, ya’ni
p(y =b)=p[y =100000) = 1.

Misol 2. Bir yilgatuzilgan va sugurta toiovlari, oTim baxtsiz
hodisa natijasida ro‘y beradigan boTsa bl= 500000 (bu hodisaning

ro‘y berish ehtimolligi $ =0,0005), agar oTim “tabiiy sabablar”
bilan bogTig boTganda 2= tooooo (bu hodisaning ro‘y berish

ehtimolligi g®=0,0020 deb gabul gilinadi) migdorlardan iborat
boTgan sug‘urta shartnomasi o ‘rganiladi. Bu shartnoma uchun i va
Y tasodifiy migdorlaming tagsimotlari topilsin.
Yechish. Tasodifiy migdor /mumkin boTgan 0 va 1
giymatlami quyidagi ehtimolliklar bilan gabul giladi:
>(=1i)= > 0) = off] + q® = 0,0025,
p(/=0=P(X=0)=1-P (/=1)=0,9925.
Tasodifiy miqdor yikkita 6 = 500000 va 2= 00000 giymatlami

_ L _ )\ Hxy= 500009) _ 0,0005 _
P<>/—5000003—P(>( 500000 >0 PY(*iO(()x)PQ 0,0025 0,2,

_ PG __}g_qooo) 00020
o= p(330) - onen 08

o fy = 100000) = P fx = 1000003 >
ehtimolliklar bilan gabul giladi.

Ba’zida sug‘urta variantlarida bitta shartnoma bir nechta isk
holatlarini yuzaga keltirishi mumkin (masalan, avtomobil sug‘urta
gilinganda). Bu hollarda tasodifiy migdor (isk) * ni

* =rl+rl+. +r, 2
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yig'indi ko'rinishida yozish mumkin. Bunda tasodifiy migdor v,
shartnoma muddati davomida yuzaga kelgan isklar sonini, Yvv2,...
tasodifiy miqdorlar esa haqiqiy ravishda ro'y bergan isk
miqgdorlarini belgilaydi.

Qayd qilib o'tamizki, hayot sug'urtasining (1) modeli, sug‘urta
iski x formula (2) bilan aniglanadigan modelning xususiy holi
bo'ladi. Bunga ishonish uchun (2) da /Hv=i)=1 deb hisoblash
kifoya bo'ladi.

Odatda (2) modelda go'shiluvchilar soni tasodifiy migdor v
bevosita qo'shiiuvchi flaming hech biriga bog'liq emas deb, ya’ni

bog'liq bo'Imagan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo'lishligi
faraz gilinadi. Bunga garamasdan (2) modelning anigroq analizi
ko'rsatadiki, ba’zi holiarda sharhlab o'tilgan bogiigsizlik sharti
bajarilmaydi. Masalan, ta’mirlangan avtomobilning buzilish
ehtimolligi va uning natijasida yuzaga keladigan xarajatlar ko'proq
bo'lishi mumkin.

Individual x iskni (1) va (2) formulalar bilan aniglash, har xil

faktorlaming unga (xga) bo'lgan ta’sirini miqdoriy jihatdan
o'rganish qulay ekanligi bilan ajralib turadi, chunki J va v tasodifiy
miqdorlar orgali ifodalangan sug'urta hodisalarini gaytarilishiga va
¥{ tasodifiy migdorlar xarakterlaydigan haqiqiy iskga esa boshga
faktorlar ta’sir etishi mumkin. Aytib o”lganlarga asoslanib, (1) va
(2) foimulalami, to‘lov x ning struklashtirilgan (yo‘naltirilgan)
variantlari deb hisoblash mumkin.

Masalan, avtomobilni yo4l-transport halokatlari natijasida ro‘y
beradigan harakatlardan sug‘urtalashni o ‘rganaylik. Tushunarliki,
yo‘l-transport  halokatlari  yuzaga  kelishi  hodisalaning
ehtimollikalari birinchi navbatda, sug'urta etilgan shaxsning
yoshiga bog'lig. Bu ehtimolliklar yosh haydovchilar (ortigcha
“epchillik” va “o°‘ziga ishonish” tufayli) va keksa yoshdagi kishilar
uchun (yo‘l hodisasi va holatlariga reaksiya kamaygani tufayli)
kattaroq bo‘ladi. Lekin yo‘l-transport halokatlari yuzaga keltirgan
xarajatlar hech qanday ravishda shaxsning yoshiga bog'lig
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bo'Imaydi (u avtomobil rusumiga (markasiga) ko'proq bog'lig
bo'ladi). <

Endi (2) formula orqali struklashtirilgan x sug'urta to'lovi
uchun foydali bo'lgan quyidagi moment formulalarini keltiramiz:

EX=E{Y1+¥2+./1IF)=xP (y=n)e (Y1+2+...+" y=n))=
1=

=AnP(v=n)-EY=EVEEY. 3)

n=1

Xususan, (1) model uchun moment

EX1= E{YI+Y1+...+YJ :|A:1P(v:n)E{Yx+Y2+...+Y,,f =

o= »Em(1? +--+1?7+2tt M +-+Db -*.))-

f -
=SA=") nEY‘Z+2£(-/-Z--I-)EY'EY
= 4 A

=E|-EM2+E|'(-1)(EM)2> . . . . ( 4)
Oxirgidan quyidagi tenglikni olamiz:
ftzr* =£*2- (Ex)2=£vEEY2+(EV2- £H)(E)2- (EK)2(EY)2=

= £v(pbrr +(£EM)2 +(£y2-(E2)D(EM)2-Ev (£F) 2=

=EvVarY+Varv(EY)\ (5)
Xususan, (1) model uchun -
VarX=VarY«P (I =I) +{EY)1P (I=1) P (1=0). (6)

Keltirilgan formulalar

tasodifiy miqdorlar bog'ligsiz bo'iganda, Y iskning. ixtiyoriy
tagsimoti uchun o'rinli (uni diskret tipdagi tagsimot bo'lishi shart
emas).

X individual isklami struklashtirishning boshga variantlari
ham mavjud. Masalan, x tasodifiy miqdor (isk) aviatsion halokatlar
bilan bog'liq bo'iganda, uni

X =1(Lbl+b2)
ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerda |- “halokat ro'y berdi”
hodisasining indikatori, 1 -havo transportidagi passajirlar soni, \ -
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bitta shaxs uchun sug‘urta toTovi, &-havo transporti uchun
sug'urta toTovi.

3.3. Uzluksiz modellar

Sug'urta toTovi x uzluksiz tipdagi tasodifiy migdor bo'la
olmaydi, chunki p (x = 0) ehtimollik musbat bo'libgina golmasdan,

u 1 gajuda yagin bo'ladi. Shuning uchun ham sug'urta to'lovi
uzluksiz modellari hagida so'z borganda, strukturalashtirilgan
X =1Y yoki x =vi+YL+..+Yv formulalardagi tasodifiy migdor Y
(to'lanishi kerak bo'lgan haqiqiy to'lov) tagsimotini uzluksiz tipda
bo'lishi tushuniladi.

Ehtimolliklar nazariyasi kursidan yaxshi maTumki, uzluksiz
tipdagi tasodifiy migdorlami tagsimoti

F(x) =P (r<x)= x\p(u)du

<!

yoki
p{x)=F'{x)
formulalar bilan aniglanadi.

Tasodifiy migdor ¥Yning giymatlari musbat bo'lgani uchun
uning tagsimoti [0,®) yarim to'g'ri chiziqda joylashadi. Demak,
x<0 boTganda F(x)=/>(x)sO. To'lovlami baholashda ulaming
sonli xarakteristikalari muhim rol o'ynaydi. Oxirgi tenglikni
hisobga olgan holdatasodifiy miqgdor yningmakroxarakteris-

tikalari - o'rta giymat va ikkinchi tartibli momenti uchunquyidagi
formulalami keltirish mumkin:

o ®
EY=\xdF(x), EY2=\x1dF(x)
0 0

va agar taqsimot zichlik funksiyasi p(s) = F'(x) mavjud boTsa,

EY=]xp(x)d(x), EY1=\x1p(x)d(x).
0 0

Ko'p holiarda
@ @
EY- J(I- F(x))dx, EY2=2Jx(l- F(x))dx
o 0
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formulalardan foydaianish qulay bo‘ladi. Bulardan oxirgi EY2
uchun keltirilgan formulani to‘g‘ri ekanligini isbotlaymiz (birinchi
formulaning isboti sodda). Quyidagi

A A

NAF()=-  (1- F(*)), A>0
0 0

integralni ko‘ramiz. Bu yerda bo‘laklab integrallash amalini bajarib
fxsz(x):-AZ(I—F(A))+26x(I-F(x))ck
0

tenglikni hosil gilamiz. Lekin A->ooda

al(i-n*))=s )AdF(x)<a*i];fr/\\N woe
Endi oxirgi tenglikda A-+ooda limitga o'tib
BY2=Hm =limj*(I- F(x))dx=2J*(I- F(x))<b
0 d (I- F(x) 0 (I- Fe)

keltirilgan formulaning isbotini olamiz.

MisoL Faraz gilaylik, umumiy narxi 6 min. so'mdan iborat
bo'lgan obyekt yong'in falokatidan sug'urta gilingan bo'lsin.
Obyektda yong'in ro'y berishi ehtimolligi g=i0~4 yong'in
natijasida keltirilgan zarar tasodifiy miqdor bodlib, u nol va
obyektning todla narxi oralig'ida tekis tagsimlangan bo'lsin, To'lov
Y =1.Uning o'rta giymati va dispersiyasi topilsin.

Yechish. [o,a],a>0 oraliqda tekis tagsimlangan ytasodifiy
migdomi garaylik. Bu migdoming zichlik fimksiyasi

?agar nre[0,a] boisa,

0, agar x g [0,5] boisa.
Demak,

EY=\xp(x)dx=~\xdx=I,

VarY =EY1-(EY)1= ~ (fT
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« Ko‘rilayotgan misolda a=6m06 va bu holda
Er=61"_=3-iof
2
2
Vary =(6 10y =—.10P=3+1012
12 12
Oldingi punktda keltirilgan (4) va (6) formulalarga asosan
EX=EY g=3\06 \0~*=3 102=300

\ 2 QQOQQ
VarX=VarY-gq+(EY)2q(l-?) =3-1012-10"4+(3-106) -10"—" - =

0 =12-10®
0 ‘rta kvadratik ogrish axva variatsiya koeffitsiyenti cx uchun

<x =JVarX «3.46 104
CX=2r*U5
EX
baholar kelib chigadi.

3.4. Sug‘urta premiyalarini (badalini) belgilash prinsiplari

Sug‘urtaning individual risk modelidagi P migdor - sug‘urta
premiyasi (premiya) yoki sug‘urta to‘lovi deb ataladi. Bu
modelning asosiy xususiyatlarini eslatib o‘tamiz.

Faraz qilaylik, sug‘urta kompaniyasining boshlang‘ich
kapitali s bo‘lib, uning foydalilik funksiyasi w*) bo‘lsin.
Kompaniya n ta mijoz bilan sug‘urta shartnomalari (kontraktlar)
tuzgan bo‘lib, sr-tasodifiy migdor ;-nchi mijozning sug‘urta
hodisasi ro‘y berish ogibatidagi ko‘radigan talofatini belgilasa,

X-X"..nX,
yig‘indi tasodifiy miqdor bo‘lib o‘tgan baxtsiz hodisa uchun
sug‘urta polisining bahosini ifoda etadi. Aktuariy faoliyatida
ko'pincha bir xil tagsimlangan deb hisoblanadi. Demak,

EX =nEXt tenglik bajariladi.
Agar kutiladigan foydalilikga yo”lItirilgan siyosat qabul

gilinsa, sug‘urta kompaniyasi
Eu(S+P-X)>u(S) ™)
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tengsizlik bajarilganda mijozlar bilan shartnomalar tuzishga rozi
bo‘ladi.

Endi faraz gilamizki, hamma mijozlar bitta umumiy foydalilik
funksiyasi a(x) ni gabul gilgan bo‘lib, ular bir xil 7-boshlang‘ich
kapitalga ega bo‘lsinlar. Aytib o‘tilganlardan tashqari tasodifiy
miqgdorlar lar bir xil tagsimlanganligini hisobga olsak,
mijozlarto4plami birjinsli ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin

Tengsizlik (*) bilan o‘xshash boTgan holda mijoz

U(I-P)>EU(I-Xy) (**)
tengsizlik bajarilganda, kompaniya bilan shartnoma tuzadi.

Endi (*) tengsizlikni ganoatlantiradigan p laming eng kichigini

(**) qanoatlantiradigan blaming eng Kkattasini p* bilan
belgilaylik. Eslatib o‘tamizki, Z7() foydalilik funksiyasining
ko‘rinishi, mijozning riskka bo‘lgan munosabatini ifoda giladi.
Masalan, C/() funksiya yugoriga qavarig bo‘lsa, ya’ni «€(0,1),A,
har ganday sonlar uchun

Wax, H1-a)”") >aU(x,)+(I- a)C/fe).
tengsizlikni bajarilsa, mashhur lensen tengsizligiga asosan
U(l-p)=EU(I-XI)<U(I-EXI)
munosabatni olamiz. Oxirgidan foydalilik funksiya monoton
boTishidan
l-p<I-EXX
ya’ni
P*EXX
tengsizlikni olamiz. Bu munosabatlami o4rinli bodishi uchun
foydalilik funksiyasi

17 (x)>0,cl (*)E<)
shartlami bajarishi yetarli bo‘ladi.

Aytib o‘tilganlardan mijoz o‘zini tasodifiy talofat Xx dan
muhofaza qilishi uchun tasodifiy bo‘Imagan EX{migdomi to‘lashga
roziligi kelib chigadi. Bu holda mijozning hech ganday riskga
moyilligi yo'qligi kuzatiladi. Xuddi shuningdek, foydalilik
funksiyasi u(x) pastga gavarig bo‘lsa,
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p<EXX
tengsizlikni olamiz va bu holda mijoz riskga “moyil” hisoblanadi.
Umuman,

U (x)
miqdor riskka “moyil bo‘Imaslik” koeffitsiyenti deb ataladi. Agar
a- o‘zgarmas son bo'lsa, mijozning riskka munosabati uning
kapitaliga (*) va sug‘urta portfeli hajmiga bog‘lig bo‘Imaydi.

Endi yugorida keltirilgan sug‘urta variantiga gaytamiz. Agar
yuqoridagi (*) tengsizlikni ganoatlantiradigan p lami eng kichigini
P* bilan belgilasak,

P* <np*
bo‘lganda sug‘urta ma’noga ega bo‘Imaydi. Aksincha,
p*> np*
tengsizlik bajarilganda sugdurta ma’noga ega bo‘lib, [/46*P*]

oraligdan sug‘urta badali p ni magsadga muvofiq qilib tanlash
masalasi yuzaga keladi. Bitta sug‘urta kompaniyasi faoliyatida, p
ni p* ga yaqin qilib tanlash kerak bo‘ladiganga o‘xshaydi. Agar
raqobat giluvchi bir nechta sug‘urta kompaniyalari mavjud bo‘lsa
(bundan tashgari sug‘urta kompaniyalarining faoliyati Davlat
tashkilotlari tomonidan nazorat gilinsa), tanlangan p boshlang‘ich

chegara p/n ga yagin bo‘ladi. Aytilganlami p ni tanlashning

boshga variantlari ham borligi bilan to‘ldirib o‘tamiz.

Formal nugtayi nazardan garalganda, sug‘urta badalini
(premia) tanlash masalalarida foydalilik funksiyalarini qo‘llash
asosli bo‘lib, ular hech ganday e’tiroz holatlarini yuzaga
keltirmaydi. Lekin sug‘urta masalalarida foydalilik fimksiyalaridan
foydalanishning o‘ziga xos kamchiliklari ham mavjud. Birinchidan
amaliyotida sug‘urtalanuvchi shaxslar va sug‘urta kompaniya-
larining “ustuvorlik” prinsiplarini foydalilik funksiyalari orqali
formallashtirish yechimi juda qiyin bo‘lgan masalaga aylanishi
mumkin. Shuning uchun ham sug‘urta faoliyatida p-premiyani
(premia, sug‘urta badali) tanlashda, ko‘pchilik uchun umumiy
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bo'lgan va sodda, anig formulalar orqali ifoda etiladigan goidalar
(prinsiplar) ahamiyatli hisoblanadi. Quyida biz ulardan bir
nechtasini keltiramiz.

Oldingidek p- sug'urta badali migdori, X-sug4irta hodisasi
ro‘y berishi ogibatida yuzaga keladigan talofotni ifodalaydigan
tasodifiy migdor va uning tagsimot funksiyasini F(x) bilan belgilay-
miz. O'rganilayotgan masala mohiyati nugtayi nazaridan qaral-
ganda P tagsimot funksiyalari sinfida aniglanganligidati tashqari
sug'urta matematikasida P hal giluvchi ahamiyatga ega bo'lgan
go'shimcha parametr A ga ham bog'liq bo‘ladi. Bu parametr su-
g'urta faoliyatining tashkil etilishi bilan bog'liq bodib, u to-
monlaming boshlang'ich shartlarini muvofiglashtirishga yo*-
naltirilgan bo'ladi. Aytilganlardan umumiy holda p ni tanlash
masalalari

P=y(F,X)
funksionalning ko‘rinishini belgilashga (fiksirlash) reduksiya
gilinishi kelib chigadi. Quyida biz ~(v) funksionalning bir nechta
konkret variantlarini keltiramiz va ulami Aktuar matematikada
gabul gilingan prinsiplar deb aytamiz.
1.Kutiladigan giymat prinsipi Bu holda
P-{\ +X)EX, #>0.
bodib, parametr A ni 4yuklama koeffitsiyenti” deb atashadi. Bu
parametr #, sug'urta badali kutiladigan o'rta giymat EX dan
(ziyondan) katta bo'lishini belgilaydi. Agar A=0 bodsa, p =ex
tenglik o'rinli bodib, bu holda yuqorida bir necha marta eslatilgan
Heng kuchlilik prinsipi” kuzatiladi va sug'urta tuzilish ma’noga
ega bodmaydi. Parametr s>0 giymatlar esa sug'urta faoliyatini
nazorat etuvchi tashkilotlar tomonidan belgilanadi.
2.Dispersiya (dispersion) prinsipi. Bu holda
P-EXn-XDX, 5>0.

Parametr a dispersiya dx uchun "yuklama koeffitsiyenti”
bodib, A gancha katta bodsa, sugairta badali p shuncha talafot
dispersiyasi dx gabog‘lig bo‘lishini bildiradi. Demak, “dispersiya
prinsipi” gabul gilinganda premiya

p=p(X)=ex+xJdx
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formula orgali hisoblanar ekan. Bu holda Aktuar matematika uchun
muhim boTgan quyidagi masala yuzaga keladi. Qandaydir
taqgoslash -<-ma’nosida X va y risklar uchun x>Y munosabat
offinli boTishidan P(X)<P(Y) munosabat kelib chigadimi?
Xususan, shunday X va r tasodifiy migdorlar mavjud bodar
ekanki. Ular uchun X <9Y munosabat bajarilib,
P(X)>P(Y)

tengsizlik bajariladi.

3. Standart og‘ish prinsipi. Bu holda

p=ex+alJdx, a>0. (1)

Eslatib o‘tamizki, X tasodifiy migdoming Vzgarish

koeffitsiyenti” (variatsiya) deb

cnx)=uw
songa aytiladi. Tasodifiy migdor X ning standart varianti deb esa
y _X-EX
Xs~ Jdx
miqdorga aytiladi. Standart og‘ish formulasi (1) dan
X=P-M=E jP *
Jdx Jd(p-x)
Demak, bu holda parametr A, tasodifiy migdor p-x ning
(foyda, ziyon fargi) variatsiya koeffitsiyentini ifoda etar ekan.
4. Foydaliligi nol bo‘lgan prinsip. Sug‘urtalanuvchi
shaxsning foydalilik funksiyasi U(x) bo‘lib, u odatdagi
U'(x)>0, Unix)<0, xeR
shartlami ganoatlantirsin.

Quyidagi Bemulli tagsimotiga ega bo‘lgan {",0<p<I}
tasodifiy migdorlar uchun
P{xp=0)=P=1-P{xp=t0/n)7 N>0
boTsin. Tasodifiy migdor xp ning tagsimot funksiyasi
Fp(x) =p (xp<x) ning grafigi
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shakl ko‘rinishda boUadi va undan hannna xeR uchun px<Pl
boUganda

tengsizlik bajarilib, Xft<n  munosabat ocrinli bo*ladi. Oxirgidan
pX<pr<,.<,pH<,., p,,->1, n->.00

boUganda, xn <1 XRt munosabat kelib chigadi. Premiya p

quyidagi tenglamaning yechimi bo Uadi:

EU(S+P-X)=U(S) )
tenglamaning yechimi boUadi, ya’ni sug‘urta badali p shunday
tanlanadiki, uning uchun sug‘urtagacha va sug‘urtadan so‘nggi
o ‘rtacha foydalilik bir xil boUadi. Agar foydalilik funksiyasi

eksponensial ko‘rinishida boUsa, oxirgi tenglamaning yechimi
P=alog(£ep{d})
boUadi va bu hoi eksponensial prinsip deb ataladi.

Endi X va y tasodifiy miqgdorlar uchun stoxastik tartib X <a’Y
o‘rinli deb faraz gilamiz. Bu holda (2) tenglamaning yechimlari
sifatida aniglangan sug‘urta premiyalari P{X) va P(K) uchun P(X)
£P(Y) tengsizlik bajariladi. Lekin o‘rtacha foydalilik nol boUgan
prinsipga asoslangan sug‘urta badallari P(X) va P(F) uchun
stoxastik tartib <n ning asosiy xossasiga ko‘ra shunday tasodifiy x '
va y *migdorlar mavjud boUadiki, ular uchun
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X'ix, Y'=Y, P(X'EY")=1 3
munosabatlar  bajariladi.  Matematik  kutilmalar  tasodifiy
miqdorlarning taqgsimot funksiyalari orgali aniglangan bofiishini
hisobga olsak, (3) munosabatlardan foydalanib

E(S+P-X)=E(S+P-X")>E(S+P-Y')=E(S+P-Y)
tenglik va tengliksizlami yoza olamiz. Bulardan esa 0‘z navbatida
P(X)>P(Y) munosabat kelib chigadi.

5. Foydaliligi nol bo4gan prinsipning umumlashgan
varianti.

Faraz gilamizki, boshlang‘ich kapital S tasodifiy miqdor
boTsin. Bu holda sug‘urta badali (premia) P

Eu(S+P-X) =Eu(S) (4)
tenglamaningyechimi  ko‘rinishida aniglanadi. Bu prinsip
noklassik xarakterda boTadi, chunki (4) tenglamaning yechimi P,
tasodifiy migdorlar r va S laming birgalikda tagsimotiga bog'liq

boTadi. Masalan, foydalilik funksiyasi eksponensial ko‘rinishda
boTganda

P -a~xMo%Eekp{a{X-5)}—£cxp{-a£}], a>0
va a ning cheksiz kichik giymatlari uchun

D*EX+-DX-aCov(X, D)*EX +"DX-aCov(X,D)*

~EX+7DX - aCov(X,S).

Oxiridan 4 ning ko‘rinishi X va s tasodifiy migdorlarning
birgalikdagi tagsimotiga bogiiqligi yaggol ko‘rinadi.

6. Essher prinsipi. Oldin tasodifiy migdorlar uchun Es
almashtirishini kiritamiz. Berilgan tasodifiy migdoming hosil
giluvchi momentlar funksiyasi

gx(h)=Ee* =~d F x(x\ heR
<>
ifoda bilan aniglanadi. Tagsimoti

dRX,(x) =ebdFx (x) lgx(h) (5)
formula bilan aniglanadigan tasodifiy miqdor xh ni koTamiz. Bu
tasodifiy migdomi giymatlari X tasodifiy migdoming giymatlari
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bilan ustma-ust tushadi, lekin bu giymatlaming ehtimolliklari
turlicha boiadi. Tenglik (5) dan h=0 boTganda FX0(x) =Fx(x)
ekanligi ko‘rinadi.
Agar h> o0 bo'lsa,

dEXt{x)_ e*

dFx(x)  gx(h)
nisbat x ning katta giymatlarida o‘suvchi boTadi. Demak, shunday
x=X0 nuqta mavjud boTadiki, x>x0lar uchun esa 1 dan kichik
boTadi. Bu xulosa Fx/,{x\Fx(x) lami tagsimot funksiyalari

bo‘lishligidan oson ko‘rinadi va undan
X <s Xh, h>0

stoxastik tartib o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. Aksincha, h<o
boTganda, teskari x h<a X stoxastik tartib bajariladi.

Essher premiyasi

formula bilan aniglanadi. Bundan integral

biror  A6>0 boTganda yaginlashadi deb tushuniladi.

Tasodifiy migdor xh formula (5) bilan aniglanadigan Essher
almashtirishi orqali hosil gilingan deb ataladi. Tasodifiy migdorlar
majmuasi {xh, h>0} stoxastik tartib <1 ga nisbatan o‘suvchi

boTadi, ya’ni o<n < boTganda
(6)

munosabat bajariladi.
Hagigatan ham, (5) formulaga asosan

dXn
dFr  dRx gx{h,) 7)
gexa dFA Sx{K)’

dFx

Oxirgidan oson ko ‘rinadiki,
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K~\ Zxifh)
bodganda (7) tenglik 0‘ng tomoni 1 dan kichik, teskari tengsizlik
bajarilganda esa 1 dan katta bo‘ladi. Demak, (6) munosabat isbot
etildi. Munosabat (6) dan x @=x(h=0) ekanligini hisobga olgan
holda har ganday J1>0 uchun X~ X, tartib o‘rinli bo‘lishi kelib
chigadi.

Endi biz oldin isbot etilgan tartibning quyidagi xossasini
eslatib o‘tamiz:

(X <n Y)* (EX,EY <00)=>{EX <EY).
Bundan h>0 bo‘lganda
P=P(X) =EXh>EX

munosabat o‘rinli, ya’ni Essher premiyasi “yuklamali” bo‘ladi.
Lekin bu premiya ham dispersiya prinsipida Kkuzatilgan
kamchilikka ega: Essher prinsipida stoxstik tartib saglanmaydi,
ya’ni katta miqdordagi risklar kichik premiyalarda ega bodishi
mumkin.

Essher prinsipi tabiiy ravishda sug‘urta bozorining hamma
gatnashshchilari eksponensial foydalilik funksiyalariga ega bo‘lgan
modellarida uchraydi.

Essher prinsipining mohiyatini osonroq qilib, quyidagiga
tushuntirish mumkin. Aytaylik,

p(x)=*f;(x)

X tasodifiy migdoming zichlik funksiyasi bo‘lsin. Quyidagi
formula

Px(X) ~exp(IX) p(x)I txp{Ix)p{x)dx
yo
orqali yangi “zichlik” fimksiyasi p(x) ni aniglaymiz. Bu holda
Essher premiyasi

px(x)dx, A>0.

Essher premiyasi />(s) har ganday tasodifiy migdor uchun #
argument bo‘yicha o ‘suvchi bo'ladi.
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Hagigatan ham
<« | «

p'{*)= J xpx(x)dx-\ Ixpx(x)dx >0.
0 U
Aytilganlaming natijasi sifatida,
()]

P(x)ZP(0)= Ixp(x)dx=EX, #A>0

munosabatlami keltirish mumkin.

Essher premiyasi p=p(n) o‘suvchi boigani uchun ham
parametr A sug‘urta kompaniyasining “riskka bormaslik”
xohishini ifodalaydi deb tushunish mumkin.

Yuqorida eslatib o‘tilgan Essher prinsipining kamchiligini
quyidagi misol bilan tasdiglash mumkin. Tasodifiy boTgan ikkita
X va Y risklaming birgalikdagi tagsimoti quyidagicha: gandaydir
A>0 uchun

HIT=0,K=0)=1/3, P(X =0, Y =2/3A)=1/3,
>(X=3/A,I =3/A) =1/3.

Berilganlardan | va r tasodifiy miqgdorlarning tagsimotini
topamiz:

P(X=0)=P(X=QY¥Y=0)+P(X =0,Y = 2/3d) +
+ P{X=0Y=3/4)=2/3,
P(X=3/A)=P(X=3/A,Y=0)+/X/T=3/2,Y =2/3A)+
+ />(X=0, =3/A)=1/3,
=0)=/~A=0Y=0)+P(Y =0X ®0)=
=13+ /3C=3/A,Y =0)=1/3,
P(Y=3/X)=P(Y=3/3X,X=0)+P (Y =2/3X,X*0)=
=1/3+P(Ar-3/4,r =2/34) = 1/3,
P(Y=3U)=P(Y=3IX,X=0)+P(Y=3U,X*0) =
=>(=3/2Ar=3/4)=1/3.

Demak, F,(x) va Fr(*) tagsimot funksiyalari quydagi tengliklar

bilan aniglanadi:

0, *<0,
Fx{xX)= 2/3,0<x<3/A,
1, x>3/A
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0, *<o,
,1/3, 0<x<2/34,
*r(*M 2/3, 2/3A<x<3/4,
1, x>3/4.
Bu formulalardan ko'rinadiki, X tasodifiy migdor uchun
P(X=0)=2/3=1-P(X =3/9)
va y tasodifiy miqdor {0,2/34,3/9} to'plamda
P(Y =0)=P{Y=2/38)=P(Y =3/9)=1/3
tekis tagsimotga ega bo'lar ekan.
Yugoridagi tagsimot funksiyalari Fx va Fr uchun
formulalardan ko'rinadiki, har ganday xe[0,00)uchun Fx(x)>Fr(x)
tengsizlik bajariladi, ya’ni

X<stY
munosabat o'rinli bo'ladi.

Endi bu tasodifiy miqgdorlaming Essher almashtirishlarini
hisoblaymiz, buning uchun esa gx(X)=Eexx va gr(A)=Ee*r

momentlar hosil qiluvchi funksiyalami topish kerak bo'ladi.
Bevosita hisoblash ko'rsatadiki,

*(*)=&* 2+,

gv{X)"Ee* =\(y+e™+e%

E(Xtxp(AX)) r IX 3e3
fow (2+e3/3 HA(2+e3)’
E(Yexp(AN) (2/9%e2B+e3) /A 3(2/ +e3)
~NX) " (I+ew +e3)/3 " 1{\+eT + 1Yy
Py 2/9e23+e3 2+e3 2/9em +e3 2+e3 <0.989
/> l+e~+e3 83 e3 T

2+e3+(e2/3-1)
Oxirgidan pr<px munosabatni aniglaymiz va undan Essher
prinsipida stoxastik tartib saglanmasligi hagidagi xulosaga kelamiz.
Essher prinsipi sug'urta kompaniyasining talofat funksiyasi
LIx, P) =(P - x)2exp(Ax)

ko'rinishda bo'iganda o'rtacha talofatni

mmimallashtirish
masalasida uchraydi.
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7. Shveysar (Swiss principle) prinsipi. Haqigiy fimks

f(x) ikkinchi tartibli hosilaga ega bo“lib,

['(*)><>, fA\x)>0t xeR
shartiar bajarilsin.

Agar premiya P
Ef(X-hP) =f((I-h)P), Ne[01]
tenglamaning yechimi bo‘lsa, uni shveysar (Swiss) prinsipi
deyiladi. Premiya p umumiylik xossalariga ega bo‘ladi. Masalan
h=I bo‘lganda, bu tenglama
Ef(X-P) =f(0)
ko‘rinishda bo‘ladi, ya’ni biz foydaliligi nol bo‘lgan prinsipga
kelamiz. Bu holda foydalilik funksiyasi sinfida w(x) funksiya gabul
gilinadi. Agar
1(*) =xexp(JIx), xe R

bo‘lsa, h=l deb hisoblab Essher prinsipiga kelamiz.

Aytib o‘tilganlami yakunlab, quyidagi xulosalarga kelamiz:

1. Ko‘p hollarda sug‘urta risklarini taqqoslash tasodifiy
miqgdorlar to‘plamida Kiritilgan tartib turlari orqgali amalga
oshiriladi (masalan, stoxastik tartib 4n, stop-poss 4”, qabariq uB
yoki unga teng kuchli bo‘lgan o‘rta giymatlar tengligi prinsipini
kuchaytirilgan variantlari). Bunda sug‘urta kompaniyasi turli xil
taqgqoslash variantlarida yagona (umumiy) premiya p ni belgilaydi.
Albatta, bu goida sug‘urta faoliyatini chegaralaydi, chunki unchalik
“ustuvor” bo‘lmagan risklar, yuqori premiya belgilash hisobiga,
ancha foydali va gizigarli bo‘lgan risklarga aylantirilishi mumkin.

2. Premiya P ni turli xil qilib tanlanganda (yoki boshgacha
aytganda, sug‘urta “yuklamasi” har xil tanlanganda) risklar uchun
kiritilgan stoxastik tartiblar aniglanmasligi ogibatida boshgarish
giyin bo‘lgan sug‘urta holatlari yuzaga kelishi mumkin. Bu holda,
0°‘z-o‘zidan ravshan bo‘ladiki, ixtiyoriy gabul gilingan premiya
prinsipi risklami tartiblash imkonini yaratadi.

3. lzohlab o‘tilgan holatlarni tahlil gilish asosida quyidagi
umumiy xulosaga kelish mumkin: eng kam premiya p larga mos
keluvchi risklar, golganlariga nisbatan “ustuvorroq” bo*ladi.
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3.5. Individual risklarning faktorizatsion modeli

Bu boTimda sug'urta toTovi fagat ko'rilgan zaraming
tasodifiy xarakterda boTishiga bog'liq bodmasdan (bu zarar
miqdori sug'urta hodisasi ro'y berib o‘tgandan so'ng ma’lum
boTadi), kompaniya uchun “masshtab risk” rolini o'ynaydigan
"sug'urta yig‘indining” tagsimotini ham hisobga oladigan
individual risk (statik) modellari o'rganiladi.

Faraz gilamizki, sug'urta portfelining har bir j - nomerli
shartnomasiga hamma elementar hodisalar {co lar) uchun musbat
boTgan Sj~Sjfa) tasodifiy migdor mos qo'yiladiki, har bir
individual risk toTovi Mt , hamma o lar uchun Y <S/ shartni
ganoatlantiradi. Tasodifiy migdor mos j -nchi shartnoma uchun
sugaurta yig‘indisi, tofg‘rirog‘i, sug'urta summasi deb ataladi.
Tasodifiy migdor XJ=ry/5; doim aniglangan boTib, uni nisbiy risk,
aniqgrogci, sf sug‘urta summasi birligidagi risk deb ham ataladi.
Demak, j -nchi kontrakt uchun sug‘urta toTovi (riski)

Yj=X,S, (€8]
ya’'ni Xfva S, tasodifiy migdorlaming ko‘paytmasiga teng bo4adi.
Bu (1) tenglikni ganoatlantiruvchi ryrisklar, faktorizatsiyalangan
risklar deyilib, (1) tenglik asosida qurilgan individual risk modellari
F-modellar (faktorizatsion modellar) deb yuritiladi. F-
modellaming asosiy xususiyati (1) tenglikdagi xtva St tasodifiy
miqdor bogdligsiz deb hisoblanishi bilan aniglanadi (bu talabning
bajarilishi quyida asoslanadi).

Sugdrta portfelidagi  j-nchi sugdurta shartnomasi uchun
toTanadigan sug'urta premiyasi z,, tasodifiy sugdirta summasi
orqali Zj=2ZSy tenglik bilan aniglanishi mumkin. Bu yerda z-
musbat o4zgarmas son va zy<5ybodishi kerak boTgani uchun

0nrzZ<1 tengsizlik bajariladi. 0 4-o4idan ravshanki, sugdurta

premiyasi o'zgarmas son bo'lgan individual risk modellari F-
modelmng xususiy holi bo4ladi.



Aytib o‘tilganlardan tashqari birjinsli obyektlami proporsional
sug‘urtasi F-model uchun qgizigarli va amalda go‘Danish nuqgtayi
nazardan muhim bo‘lgan misol bo‘ladi. Proporsional sug‘urta
variantida sug‘urta summasi (konkret sharthoma uchun) mazkur
obyektning haqgigiy bahosi asosida belgilanadi (bu baho, ko‘p
holiarda, sug‘urta bahosi deb ham aytiladi).

Aniglangan F-model doirasida konkret sug‘urta bilan bog‘liq
masalalarni yechish uchun quyidagi shartlami Kiritish kerak
bo‘ladi: komponentlari (*y,.sy) lardan iborat bo‘lgan

ikki o“Ichovli tasodifiy vektorlar sistemasi birgalikda bog‘ligsiz va
bir xil tagsimlangan. Agar sug‘urta portfeli hajmi (shartnomalar
soni) n tasodifiy miqdor bo“lsa,
(AT,(jf,Sj 7=1.2...
tasodifiy migdorlar bog‘Dgsiz (birgalikda) deb hisoblanadi.
Keltirilgan talablami quyidagicha asoslash mumkin: keyingi
yozuvlami soddalashtirish uchun S tasodifiy migdor s, lar bilan,

X tasodifiy migdor ~lar bilan bir xil tagsimlangan boisin deb

hisoblaymiz. Agar sugfurta bahosini C bilan belgfiab, obyektiga
(mol-mulkka) yetkazilgan haqiqiy zarami r desak,
S<C, 0<Y<C

tengsizliklar bajarilib, sug‘urta to‘lovi (risk) V=(r/C)s bo‘ladi. Bu
yerda Y/C miqgdor nisbiy risk x ga teng. Endi X=YIC va s
tasodifiy migdorlarning bog‘ligsizligini, ulaming turli xil migdorlar
uchun xarakteristikalar bo‘lishi bilan tushuntirish mumkin.
Hagigatan ham X =Y/C tasodifiy migdoming giymatlari konkret
sug‘urta holatlarini yuzaga kelishi bilan bog‘liq hodisalar orgali,
sug‘urta yig‘indisi (summasi) S esa, sug‘urta shartnomasini
harakatga kelish momenfiari bDan bog‘liq bo‘lib, sug‘urtalanuvchi
shaxsning moliyaviy imkoniyatlari ta’sirida bo‘ladi.

Endi faraz etamizki, sug‘urta premiyasi zy (y-nchi kontrakt

uchun) sug‘urta summasi 5yni hisobga olgan holda zy=ZzSy tenglik

bilan aniglansin va z hamma kontraktlar uchun bir xil bo‘lsin. Bu

Z migdor premiya stavkasi (yoki sug‘urta stavkasi) deb ataladi.

Boshga sug‘urta modellaridan fargli ravishda, F-modeldagi
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sug‘urta premiyalari s, larga bog'liq bo'lgan tasodifiy migdorlar
boiadi. 0 ‘z-o‘zidan tabiiyki, sug'urta premiyasi zt sug'urta
summasi Sydan katta boda olmaydi. Shuning uchiin ham kelgusida
zni (ol] oralig‘idagi musbat son deb hisoblaymiz.

Aytib o'tilganlardan kelib chigadiki, F-modelda yakuniy
sug'urta fondi (risk)
N N

R=r+Z-Y =r+'"Z J-"Ari )

tenglik bilan aniglanadi va bu yerda r- boshlang'ich kapital
(rezerv) bo'ladi.

Sug'urtaning (2) tenglik bilan aniglangan F-modeli uchun
birinchi navbatda yuzaga keladigan masalalaridan biri, sug'urta
stavkasi z ma’lum bo'iganda, yakuniy sug‘urta riski R- tasodifiy
migdoming asimptotik tagsimotini topish hisoblanadi. Ikkinchi
masala - bu sug‘urta stavkasi z ning shunday minimal giymatini
topishdan iborat bofiadiki, F-model asosida oiib borilgan sug‘urta
faoliyatidan, ba’zi anig ma’noda, sug‘urta kompaniyasi foyda bilan
chigishi kerak.Sug‘urta stavkasi z ningoptimalbo4ganini
aniglash imkonini beradigan quyidagi shartlar,yetarli darajada
tabiiy deb hisoblanishi mumkin:

1) sug‘urta stavkasi z, nisbiy to‘lov “yning o‘rta giymatidan
kichik bo‘Imasligi kerak, ya’ni

Z>EXXy=12..V 3)
tengsizliklar bajariladi. Bu (3) shart “o‘rtacha ziyonsizlik” deb
ataladi.

2) sug‘urtasi stavkasi z

P(R>0)>Q>0 (4)
tengsizlikni ganoatlantiradigan etib tanlanishi kerak. Bu (4) shart
““akuniy kasodga uchramaslik” (ziyonsizlik) deb ataladi va u
an’anaviy xarakterda bo‘lib, tabiiy hisoblanadi. Tengsizlik (4) dagi
Q son (0O<g<i) sug‘urta kompaniyasi tomonidan belgilanadi.
Bunda kompaniyaning “riskka ganchalik loyiq boTishi” muhim rol
0 ‘ynaydi. Tatbiqiy adabiyotning ko‘pchiligida Q ning 0,9 va 0,95
giymatlari tavsiya gilmadi va ular matematik statistikadan olingan.
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Unchalik giyin bo'Imagan mulohazalar yordamida ishonch
hosil gilish mumkin bo'ladiki, Q>0,5 va sug'urta portfeli hajmi N
ning yetarli katta giymatlarida (ya’ni, cLto'rinli boTganda) (3)
tengsizlik (4) shartdan kelib chigadi. Lekin, umumiy holda,.bu
tasdig o'rinli emas. Aslida (3) shart yig'indi sug'urta premiyalari
va yig'indi sug'urta to'lovlari orasidagi fargning o'rta gqiymati
manfiy bo'Imasligini, ya’ni

®

tengsizlikning bajariliganini ta’min etish uchun kiritilgan. Quyidagi
misol (5) tengsizlikning bajarilmasligi sug'urta kompaniyasi
manfaati uchun ko'ngilsiz bo'lgan holatlami yuzaga kelishi
mumkinligini namoyish etiladi. Masalan,

I, ebtimolljgi.1—Q,
0st 1Y« iO,&mﬂilng
bo'lsin.

Bu holda R=z-Y xbo'lib, (4) tengsizlik z=0 bo'lganda ham
bajariladi, lekin 2=0 bo'lsa, kompaniya uchun hech ganday
sug'urta masalasi ma’noga ega bo'lmaydi. Ko'rilgan misolda (3)
shartning bajarilishidan, Z-1-Q tenglik kelib chigadi va
sug'urtalash masalasi ma’noli bo'ladi. Ikkinchi tomondan, fagat (3)
shartdan foydaianish ham sug'urtalash masalasining effektli
bo'lishini ta’minlash uchun yetarli bo'Imaydi. Hagigatan ham, (3)
shartdan shartnomalar soni N yetarli darajada katta bo'lganda, CLT
ga asoslanib, *“yakuniy kasodga uchramaslik” ehtimolligi 0,5 ga
yagin boTishiga ishonch hosil gilish mumkin Bu esa, sug'urta
kompaniyasining manfaatlariga zid boTadi (sug'urtalash
faoliyatining foydali bo'lishligi Q>0,5 ehtimollik bilan bog'liq).

Aytib o'tilganlardan kelib chigadiki, sug'urta premiyasi
stavkasi zning bir vaqtda (3) va (4) shartlami ganoatlantiruvchi
giymatlarini optimal deb hisoblash kerak boTadi. Oxirgidan
quyidagi xulosaga kelamiz: sug'urta premiyasi stavkasining (3) va
(4) shartlami bir vaqtda ganoatlantiradigan giymatlaming quyi
chegarasi
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Zb="mf{z,Z*EXJij =\,N,P(R =R(Z)'2.0)*Q>6)
sug'urta premiyasi stavkasining optimal giymati deb ataladi.

3.5.1. Faktorizatsion modelning optimal sug'urta
stavkalarini topish masalalari

Umuman aytganda, sug'urta portfelining hajmi (tuzilgan
sug'urta shartnomalarining soni) N tasodifiy migdor deb
hisoblanishi zarur bo'ladi. Quyida biz ahamiyati xususiy hollar
sifatida P(N=n) =i, ya’ni DN-0 bo'lgan, N Puasson tagsimotiga
ega bo'lgan (bu holda EN=DN=A>0), N umumlashgan Puasson
tagsimotiga ega bo‘lgan hollami ko'rib chigamiz.

Faraz gilamizki, barcha sug'urta to'lovlari Yj lar faktori-
zatsiyalashgan
(spXj\ y=12,.
tasodifiy vektorlar va N tasodifiy migdor birgalikda bog'ligsiz.
Bundan tashqgari, hamma to'lovlar “nisbiy birjinslik” xususiyatiga

ega, ya’ni hamma tasodifiy migdorlar
5§, S2,...

bir xil tagsimlangan deb hisoblanadi. Sug'urta portfeli bo'yicha
yig'ilgan tasodifiy premiyalar yig'indisi

I
Hamma sug‘urta todlovlarining yig'indisi

=

Agar boshlang‘ich kapital r deb belgilansa, yakuniy sug'urta

fondi (berilgan sug'urta portfeli bo'yicha)
R=r+2-Y

ifodani tashkil giladi.

Keltirilgan sug'urta modeli bilan bog'liq yuzaga keladigan
masalalaridan birinchisi r tasodifiy migdoming asimptotik
tagsimotini sug'urta stavkasi z ma’lum bo'lgan holdao'rganishdan
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iborat bo'ladi. Ikkinchi masala - tashkil etilgan sug'urta portfeli
doirasida ba’zi ma’noda sug'urta kompaniyasini ganoatlantiradigan
z ning minimal qiymatini topishga yo'naltiriltiriladi. Sug'urta
stavkasini aniglash imkonini beradigan quyidagi shartlar yetarli
darajada tabiiy deb hisoblanishi mumkin:

1) “O'rtacha zararsizlik” sharti. Bu shart sug'urta stavkasi z
uchun

Z>EX] 2)
tengsizlikning bajarilishini talab etadi.

2) “Yakuniy kasod bo'Imaslik” sharti. Bu shart bo'yicha
sug'urta stavkasi z

P(R>0)>Q 3
tengizlikni ganoatlantiradigan gilib tanlanishi kerak bo'ladi. Bu
yerda Q oldindan belgilanadigan gandaydir son (0<Q<1).
Keltirilgan (3) shart yetarli darajada tabiiy hisoblanib, amaliyotda
keng go'llaniladi. Undagi Q migdor sug'urta kompaniyasi uchun
mumkin bo'lgan minimal “kasod bo'Imaslik” (zararsizlik)
ehtimolligini ifodalaydi. Bu Q migdomi tanlash imkoniyati
sug‘urta kompaniyasining ixtiyorida bodib, u riskka moyillik
darajasini belgilaydi. Amaliy sug'urta faoliyatida Q ning standart
ko'rinishda 0,9 va 0,95 giymatlari tavsiya etiladi.

Yugqoridagi (2) shart Q >0,5 va sug'urta portfeli hajmi N ning
katta giymatlarida (bu holda tasodifiy miqdor R ning tagsimoti
normal tagsimotga yaqin bo'ladi), tabiiy ravishda, (3) dan kelib
chigadi. Lekin umumiy holda bunday emas. Aslida ham (2) shart
to'plangan sug'urta premiyalari va to'langan sug'urta to'lovlari
ayirmasining o'rtacha giymati manfiy bo'lmasligini ta’min etish
uchun kiritiladi (EZ>EY). Bu shartdan voz kechish esa noqulay
holatlami yuzaga keltirishi mumkin. Buni quyidagi misolda
namoyish etish mumkin. Aytaylik,

r=0"=15,=14 =1
munosabatlar 1-Q ehtimollik va {y, =0} hodisa esa Q ehtimollik

bilan bajarilsin. Bu holda
R=Z-YI
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bo‘lib, (3) munosabat hattoki Z=0 boTganda ham bajariladi. O'z-
o'zidan tushunarliki, bu holat sug'urta kompaniyasini
ganoatlantirmaydi. Keltirilgan misolda (2) shartning gabul qilinishi
tabiiy yechim z=I-Q tenglikga olib keladi. Ikkinchi tomondan,
riskning katta giymatlarida fagat (2) shartdan foydaianish, sug'urta
shartnomalaming soni katta boTganda “yakuniy kasod bo'Imaslik”
ehtimolligini 0,5 ga yaginlashtiradi. Bu holat ham sug'urta
kompaniyasining manfaatlariga zid boTadi.

Agar sug'urta premiyasi stavkasi z, (2) va (3) shartlami
birvagtda bajarilishini ta’min etsa, uni “yetarli” yoki “yetarlilik”
shartlarini ganoatlantiradi deb tushunish mumkin. Foydalanilgan
“yetarlilik” sharti bilan bir gatorda, “kichikroq yetarlilik” yoki
“kamroq yetarlilik” shartlarini kiritish mumkin. Bu holda sug'urta
premiyasining stavkasi sifatida *yetarlilik” shartini ganoatlan-
tiradigan z laming quyi chegarasi (inf)

Z0=inf[Z;Z >EXXiP{R"Qi)"Q}

qabul etiladi va bu tanlov z=z0 bo'lganda (2), (3) shartlami
birvaqtda bajarililashnita’min etadi. Bu migdor zOoptimal sug'urta
stavkasi deb ataladi.

F-sug‘urta modellari uchun asosiy belgilashlan

Bu bo'limda sug'urtaning F-modeliga tegishli bo'lgan
natijalami bayon qilishda zarur bo'ladigan asosiy belgilashlami
kiritamiz.

Soddalik uchun sj va x} (y=i,2,...) tasodifiy migdorlar bilan
bir xil tagsimotlangan tasodifiy migdorlami mos ravishda s va x
deb belgilaymiz, ya’ni d

S=Sjy X=Xj

belgilashlami gabul gilamiz. Tasodifiy miqdor s ning birinchi va
ikkinchi tartibli momentlari mavjud bo'lishini faraz qgilamiz.

Tasodifiy miqdor y~Sho'lgani uchun, x =—tasodifiy migdoming
S

har qanday tartibli momentlari mavjud boTadi. Aytaylik,

A=EX,sr-DX bo'lsin. Tasodifiy migdor sning variatsiya
koeffitsiyenti deb
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vi=_DS 3 ET__x
(ES)2 (ES)2
ifodaga aytiladi.
Agar qandaydir sug'urta stavkasi r berilgan bo‘lsa,

d=d(z)=z-A
belgilashni kiritamiz. Bu miqdor d *“risk” yoki *“sug'urta
go'shimchasi” deb nomlanadi (xorijiy adabiyotlarda “security
loading” yoki “safety loading” terminlari ishlatiladi).

Endi
HAsfc-X,), 7=1.2-

belgilasini kiritsak,

Hita 2 . f
bir xil tagsimlangan va bog'ligsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
bo'ladi. Bu holda tasodifiy miqdor

J=1

tenglik bilan ifoda etilishi mumkin va uning tagsimoti
n

P(R<x)=P r
/- J
Soddalik uchun A4 =AY¥munosabat bilan a tasodifiy miqdomi
kiritamiz. Tasodifiy miqgdor (sjyXj) ning xossalari a1 ning d ga
bog'liq bo'lgan o'rta gqiymati va dispersiyasini hisoblash imkonini
beradi:
h=EH=ES d,
g2=DH =D Sd +(ES)2(\ +V2)B2.
Endi y2—EH2=h2+g2belgilashni gabul gilamiz.
Faraz gilamizki, sug'urta shartnomalaming soni N (umumiy
holda tasodifiy migdor) uchun A=EN,M2=DN momentlar mavjud

boTsin. Bu holda
ER=r+A h, DR=Ag2+Mnh2

tengliklar o'rinli boTadi.
Oldingilardek kabi &(n) bilan standart normal tagsimotni,

y/(y) bilan esa, <&* fimksiyaga teskari boTgan fimksiya
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belgilanadi. Eslatib o‘tamizki, />E=0)*| bo‘lgan tasodifiy migdor
£ uchun L(E)=£|£|3/(E£2I ifodani Lyapunov kasri deb aytaymiz.
Buni hisobga olgan holda /,(£-££) ifoda klassik Lyapunov kasri

deb ataladi va u markaziy limittoremadagi Berri-Esseen bahosining
asosini tashkil giladi.

Agar x tasodifiy migdor umumlashgan Puasson tagsimotiga
ega bo‘lsa, uni tasodifiy yigfindi

ko‘rinishida yozish mumkin bo‘ladi. Bu yerda nx - parametri x > 0
bo‘lgan  Puasson tagsimotiga ega bo‘lgan tasodifiy miqdor,
{£,*>1}- o‘zaro bog‘ligsiz va bir xil tagsimotga ega bo‘lgan
tasodifiy migdorlar ketma-ketligi bo‘lib,

tasodifiy migdorlar birgalikda bog‘ligsiz deb hisoblanadi.
Oldingidek  tasodifiy migdor X uchun belgilash
go'llaniladi.

Simvol C orgali (indeks ragamini hisobga olgan holda)
absolyut o‘zgarmas sonlar belgilanadi. Simvol c(v) esa qavs

ichidagi parametrlarga bog‘liq bodgan o‘zgarmas sonlami
anglatadi.

3.5.2. Markaziy limit teoremaga asoslangan sug‘urta
stavkasi formulasi

Individual risk sug‘urta variantining ®-modelini ko‘ramiz.
Qoldiqg sug‘urta fondi » uchun boshlangfich kapital r=0,n -
tasodifiy bodmagan musbat butun son bofisin. Bu holda

M
va tasodifiy migdor  ning tagsimotini Markaziy limit teoremaga

asosan normal gonun bilan yaginlashtirish mumkin. Aytilgan fikr
N -o da
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x-NdES)
yn AN J
asimptotik formulani o r|nI| boTishini isbotlaydi.

Demak, oxirgidan V->m da

P(R>0)M® dES uNl 0)

g
munosabatni olamiz.

Agar “yakuniy kasod bo‘lmaslik” ehtimolligi p (rzo) uchun
P(R>0)>Q tengsizlikni bajarilishini talab etilsa,

— NV2]>Q
S J

tengsizlik bajarilib, (1) munosabat argumentga nisbatan kvadratik
tengsizlikni yechish bilan teng kuchli boTadi. Bu tengsizlikni
yechib, sug‘urta stavkasi giymati z optimal stavka z0 dan kichik

bo‘lmaganda bajarilishiga va z0 uchun
b(\+V2)\2r(Q?
[n-vW a)]
asimptotik formula o‘rinli ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin.

ZOUA+ N-+co ..

3.5.3. Sug'urta premiyalari uchun asimptotik formulalar

Bu boTimda sug'urta yakuniy fondi r ning tagsimotini normal
gonun bilan approksimatsiyalash usuli bilan sugcurta premiyalari
uchun konkret asimptotik formulalar hosil qilish mumkinligi
namoyish etiladi. Keltirilgan fakt, masalan, sug'urta portfeli hajmi
(tuzilgan shartnomalar soni) N tasodifiy migdor bo'Imagan yoki
N - parametri EN o'suvchi Puasson tagsimotiga ega boTgan
tasodifiy migdor hollari uchun tabiiy hisoblanadi. Tasodifiy migdor
R ning taqsimoti uchun normal approksimatsiya o'rinli boTishi
mumkin boTgan boshga holatlar ham mavjud boTadi. Asosan,
bizni N tasodifiy migdoming o'rta giymati A=EN bilan bir vagtda
uning dispersiyasi M2=DN ham o'suvchi migdor boTgan holatlar
ko'proq gizigtiradi.
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Umumiy teorema. Quyida biz r tasodifiy migdoming
tagsimotini normal qonun bilan approksimatsiyalash mumkin
bo'lgan va sug‘urta portfeli hajmi A ning birinchi n=EN va
ikkinchi M2=DN momentlari ma’lum hollarda optimal sug‘urta
stavkasi zOuchun hisoblash giyin boUmagan asimptotik formulalar
keltiramiz.

Teorema 1. Faraz gilamizki, A=EN mda tasodifiy miqdor R
asimptotik normal tagsimotga ega bo'lsin, ya’ni EN=A->00 da

S =supsup <x) - ®(X)|->0,

bu yerda,
77 R-ER
4dr e
Berilgan q(i/2<qg<i) son uchun y/(Q)=qg belgilashni kiritamiz
(g >0 ekanligi 0‘z-o‘zidan aniq). Faraz gilamizki,
W—V2+  =0(A),A->m (1)
(bu yerda V2tasodifiy migdor S ning variatsiya koeffitsiyenti).
Bu holda
1* Agar shunday C<lo'zgarmas absolyut son mavjud bo'lib,
r/ES<,C'q(I+V2nbfa - Wg*In
tengsizlik bajarilsa, shunday n0mavjud bo'ladiki (C’o'zgarmasga

bog'liq), n>A0 bo'iganda, optimal sug'urta stavkasi quyidagi
ko'rinishda bo'ladi:

[a-Wg2]n  A-W(q2
va bu yerda
fi.vivhor  uli
HA(n)!1: @ (2)
2*. Agar
20+ V*yB{A-Wq2) L <€r/ BES< g(I + V')'* BA12
tengsizlik bajarilsa, shunday n, mavjud bo'ladiki, a>a, uchun
optimal sug'urta stavkasi
Z0=A+s
ko'rinishda boUadi (bu yerda e tengsizlik (2) ni ganoatlantiradi).
3*. Agar shunday C"> 1mavjud bo'lib,
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rI£9>C"<X1 +F2)'[2EA/2
tengsizlik bajarilsa, shunday n2mavjud bo‘ladiki (c* o‘zgarmasga
bogdiq), n>n2bo‘lganda optimal sug‘urta stavkasi uchun z0=A
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Izoh berib o‘tamizki, teorema 1 ning 3* sharti bajarilganda
optimal sug‘urta stavkasi zoaniq (asimptotik emas) ko‘rinishga
ega boiadi (n >n2uchun). Bundan tashgari teorema (1) ning isboti
jarayoni davomida (2) bahodagi o'zgarmas C(Q) ning aniq
ko‘rinishini hosil gilish mumkin. Lekin bu ifoda murakkab bo‘lgani
uchun va uning aniglik darajasi noma’lumligi sababli C(Q) ning
mos formulasini keltirmadik. Bunda biz  asosiy diqqgat (2)
tengsizlikning o‘ng tomondagi ifodani Aga nisbatan ganday
tartibda nolga intilishiga berilganiga ilova qilib o ‘tamiz.

Keltirilgan teoremadagi (1) shart dispersiya M1ning (M2=DN)
tasodifiy migdor N ning o‘rta qiymatining kvadrati A2ga nisbatan
sekinrog o‘sishini anglatadi va bu shart Aning tagsimoti birlik
gonun Ea(x) (/XA=w=I) yoki Puasson gonuni bo‘lganda bajariladi.
Agar tasodifiy miqgdor “murakkab Puasson” qonuni bilan
tagsimlansa, ya’ni N={A} bo‘lsa,

A =XEv, M 1=AEV2
tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu holda (1) shart

Ev2= o(a(£v2)2), £ -> oo (*)

munosabat bilan teng kuchli bo‘ladi. Oxirgi (*) shart, masalan,
£v2

A->00, -—--<C <co
(Ev)
bo‘lganda bajariladi.
Qayd qilib o‘tish kerak bo‘ladiki, teoremadagi 8 ga w
miqdorlarga quyilgan shartlar (2) dagi qoldiq hadning tartibi
o(a_ild bo‘lishini ta’min etadi.
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3.6. Sug‘urta portfeli hajmining tagsimotini xususiy hollari

Yugqorida keltirilgan teorema 1 dagi umumiy natija N tasodifiy
migdoming tagsimoti ba’zi xususiy qgonunlar bilan ifoda etilgan
hollarda aniglanishi mumkin. Oldin gayd qilib o4ilganidek,
sug‘urta portfeli hajmi N tasodifiy migdoming tagsimoti
Ex{x)(p (N = n)= 1), Puasson va “umumlashgan Puasson” tagsimotlari
bodgan hollar asosiy hisoblanadi va bu hollarda 5 migdor uchun
isbot etilgan baholaming o‘ng tomoni “Lyapunov kasrlari” bilan
ifoda etiladi. Shu sababli s tasodifiy migdorga mos keluvchi
“Lyapunov kasrlarining” z parametr bo‘yicha tekis baholarini
tahlil gilishgato‘g‘ri keladi va ularda d £0, 0<Z <1ekanligi hisobga
olinadi.

Quyidagi munosabatlar o‘rinli:
d=z- A<d =\- A, h=EH =ESd <ESd,
g2=DHE (ES)2(I+ Y2)B2 y2=EH2>(ES)2(\\ Y2)B2.

Agar S tasodifiy migdoming uchinchi tartibli momenti mavjud
bo‘lsa,

£]#[J=ES3*E\Z- X\* <ES3,
E\H - /if A 4[£]A|5+ h2\< 4[ES2+ (ES) 'd"\

— 4£ST(1+ <)

(2)
Natija 1. Agar N tasodifiy migdor bo‘lmasa va S uchinchi
tartibli momentga ega bo‘lsa, teorema 1 a=n, M=0,w=V2
bo‘lganda o‘rinli va bu holda
j.-4 +Y T8 rlES g<cK_
[N-VZQ2In N-VV '’ °N12"
Bu yerda c0=0,4784 deb gabul gilish mumkin. Keltirilgan
natijaning isboti bevosita bir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar

uchun o rinli bo‘lgan mashhur Berri-Eseen bahosidan kelib
chigadi.
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Natija 2. Agar N parametri Abo‘lgan Puasson tagsimotiga,
tasodifiy miqdor s esa uchinchi tartibli momentga ega bo‘lsa,
teorema 1ning tasdiqi Mm1=J,w =1+v2bo‘lganda o‘rinli bo‘ladi va
bu holda

ow 4 +YTB rJES g Z_
[A-(1+K2V I,a N-(1+r2?2 °A 2

Keltirilgan natijaning isboti (1) bahodan va teorema 1dan kelib
chiqgadi.

Natija 3. Agar N “umumlashgan Puasson” tagsimotiga ega
bo‘lib, tasodifiy migdorlar N,S lar uchun uchinchi tartibli
momentlar mavjud bo‘lsa, teorema 1 ning tasdiqi

n32  =o0(1>
shart bajarilganda o ‘rinli bo‘ladi va bu holda

Bu natijaning isboti “umumlashgan puasson” tagsimotlarini
normal tagsimot bilan approksimatsiyalash tezligini baholaydigan
tengsizliklardan kelib chigadi (B.KO.Kopones, B.E.BeHuHr,
CM.WopruH.  “MaremaTMyeckmMe OCHOBbl  Teopunm  pucka”
kitobining (Mocksa, 2011, ®wusmatnmt, 619ctp.) 1.7.4 va 5.6.7
punktlariga garalsin).

Quyidagi “Sug‘urta portfelining chekli manbaali modeli” deb
ataluvchi sug‘urtalash variantini ko‘raylik: faraz qgilaylik, konkret
sug‘urta kompaniyasi bilan shartnoma tuzishi mumkin bo‘lgan N
sondagi “potensial sug‘urtalanuvchi” shaxslar mavjud bo‘lsin (A™-
sezilarli darajadagi katta son bo‘lishi mumkin). Shartnomalar
sug‘urta kompaniyasining qo‘ygan shartlari asosida tuziladi. Bunda
&-nchi potensil sug‘urtalanuvchi boshga sug‘urtalanuvchilarga
bog‘lig bo‘Imagan holda sk ehtimollik bilan shartnomatuzadi, I- sk

ehtimollik bilan esa shartnomatuzmaydi. Bunday tuzilgan sug‘urta
fondining hajmini N desak, bu tasodifiy migdomi

ki
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda
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fl ehtimolligi Sk
[0 ehtimolligi 1- Sk
va 17, i7j, ...17,. birgalikda bog‘ligsiz bo‘lgan tasodifiy miqgdorlar
bo‘ladi. Parametrlar tasodifiy migdor N ning momentlari
orgali bir giymatli aniglanmaydi va ular

A=EN=f,Sk M2=DN=fjSk(\-Sk)

JwW

munosabatlami ganoatlantiradi.

Ko‘rilayotgan model chegarasida N ning tagsimoti umum-
lashgan binomial tagsimot bo‘lib, uni ko‘p hollarda Puasson —
binomial tagsimot deb ham atashadi.

0 ‘z-o‘zidan ravshanki, M2<n, bo‘lganda,

w =o(A)
munosabat o‘rinli.
Endi

5 = supsupl|jP(/? <n)-®(g:)]

x osr-al

migdomi o‘rganamiz. Ko‘rilayotgan holda

R=r++r kHk

va 1jk Hk lar har xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar bodadi. Berri-

Eseen tengsiziigining har xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar
uchun variantidan foydalanib

(3)

tengsizlikni yoza olamiz va unda o‘zgarmas son C*=0,5600deb
gabul gilish mumkin.

Tasodifiy migdorlar rkva Hklar bogUigsiz hamma H K lar bir
xil tagsimlangan ekanligidan

BijkHk- Skht <n[E k- SKEVHF +SKEH - ha<

tengsizliklami yozish mumkin. Ulardan foydalanib
MEAT]KHK~Skrf £4[m ZE 9|3+ (A-M2e|A-1113

<MMZES3+16(A-M 2 ~ 3+(ES)3 ]
munosabatlar kelib chigadi.
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Endi (5) munosabat va L, L0 migdorlaming ta’rifiga asoslanib
4

bahoning to‘g‘ri ekanligiga ishonch hosil gilamiz. Demak, n ->o00
da s ->0 va teorema 1ning hamma shartlari bajariladi.

Odatdagidek, 4} simvol bilan gavs ichidagi sonning kasr
gismini belgilaymiz. Har ganday butun giymatli tasodifiy miqgdor £
uchun

tengsizlik o‘rinli ekanligini oson isbot etish mumkin. Bu
tengsizlikdan ixtiyoriy manfiy bo‘lmagan n va M sonlar uchun

{NXL-{N})<N’<A *)
tengsizliklar bajarilganda, umumlashgan binomial tagsimotga ega
bo‘lgan shunday N tasodifiy migdor mavjud bo‘ladiki, uning
uchun

NN=EN, M1- DN

tengliklar o4inli bosladi.

Aytib o‘tilganlardan kelib chigadiki, sug'urtajning chekli
manbaali modeli fagat (*) tengsizliklar bajarilgan holda ma’noga
ega bo‘ladi. Demak, quyidagi natija oainli bofiadi.

Natija 4. Agar {WXi-{n})*n/2<n tengsizliklar bajarilib,
sug‘urta portfeli chekli manbali sug‘urta modeli asosida tuzilgan
bodlsa, optimal sug'urta stavkasi uchun teorema 1 dagi asimptotik
formulalar 5 migdor uchun (4) baho o‘rinli bo‘ladi.
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rv bob. TASODIFIY YIG'INDILARNING BA’ZI
XOSSALARI

Ehtimolliklar nazariyasi va matematik statistikaning asosiy
masalalari tasodifiy miqdorlaming vyig‘indisini o‘rganishga
reduksiya qilinadi Shuning uchun ham tasodifiy miqgdorlar
yig~disining tagsimotlari tahlili hozirgi zamon ehtimolliklar
nazariyasida o‘ziga xos yo‘nalish —tasodifiy migdorlami qo‘shish
nazariyasi yuzaga keldi. Bu nazariyaning asoschilari sifatida XX
asming mashhur matematiklaridan A.N.Kolmogorov, P.Levi,
A.Ya.Xinchin,  W.Feller, B.V.Gnedenko,

Yu.V.Proxorov,
A.A.Borovkov nomlarini sanab o‘tish mumkin.

Faraz gilaylik
XItXT, ... (1)
tasodifiy migdorlar ketma-ketligi berilgan bo“lib,
Sa=Xl +~+X a (2)

ulaming yig‘indisi boisin. Tasodifiy miqgdor S, tagsimot
funksiyasi P(S,,<x) ni n ning ancha kichik giymatlarida ham aniq

hisoblashni, yechish mumkin bo‘Imagan masalalar gatoriga
go‘shish mumkin.

Eng umumiy holda, (1) tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi
“seriyalar sxemasini” tashkil gilganda (ya’ni x k=x n bo‘lganda) Sm
yigdndi uchun limit tagsimotlar sinfini aniglash masalasi ehtimol-
liklar nazariyasi uchun markaziy limitproblemasi (muammosi) deb
ataladi (M.Loyevning fundamental “Teopwusa BeposTHoCcTel” (M.,

1962, 597 c¢.)) monografiyasining XXII-XXIV boblariga garalsin).
Bu yerda

P(X,,i+..+Xm<x)-+F{x\ (00} 3)

limit munosabatini ganoatlantiruvchi F(x) tagsimot funksiyalar
sinfini topish nazarda tutiladi.
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Xususiy hoi F(x)=d(r) (standart normal tagsimot funksiyasi)
bo‘lganda, (3) limit munosabat markaziy limit teorema (CLT) deb
ataladi.

Keyingi boblarda keltirilgan faktlardan maTum boédadiki,
aktuar matematikaning ko‘p modellarida yig‘indidagi qo‘shimluv-
chilar soni n=Nco) ni musbat butun giymatlar gabul giladigan
tasodifiy miqdor deb hisoblashga to‘g‘ri keladi va bu holda ham

sn=y]+...+yn (4)
belgilashdan foydalanish qulay boTadi. Bunday (4) ko‘rinishdagi
yig‘indiiami tasodifiy sondagi tasodifiy miqdorlar yig‘indisi deb
tushunish kerak boTadi. Lekin biz ulami gisqaroq gilib “tasodifiy
yig‘indilar” deb ataymiz (B.M.Kptoukos, B.HO.Kopones “[pe-
JefNbHble TeopeMbl AN ciyyaiiHbix cymm» (M., 1990, U3g. MTY)
kitobiga qaralsin).

Formal nuqtayi nazardan (4) tenglikdagi SN=Sn(qj) (1) tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi aniglangan (n, F,P)- ehtimollik fazosidagi
oTchovli funksiya (ya’ni tasodifiy miqdor) va uning tagsimot
funksiyasi

= («)<*})=P(S,, <x).

Tasodifiy yig‘indi SNning tagsimoti P(S, €a)(a€F) tagsimot

funksiyasi F3n., bilantoTa va bir giymatli aniglanadi.

4.1. Tasodifiy yig4dndilarning elementar xossalari
4.1.1. Hosil giluvchi funksiyalar

Butun giymatli manfiy boTmagan tasodifiy migdorlami
ocaganishning asosiy usullaridan biri - hosil giluvchi funksiyalar

metodi hisoblanadi.
Ta’rif. Butun manfiy bo‘lmagan giymatlar gabul giluvchi

tasodifiy migdor x ning ehtimollik tagsimoti
P(X=k)=Pkk =012...

boTsin. Bu tasodifiy migdoming hosil giluvchi funksiyasi deb
(yoki {pk,k"o} ketma-ketlikning)
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Vo)=y/(s)=Esx =  pksk, [5|<1 (1)
ko

darajali gatorga aytiladi.

Har ganday darajali gator o'zining koeffitsiyenti bilan bir
giymatli aniglanadigan bo'lgani uchun, ehtimollik tagsimotlari va
hosil qiluvchi funksiyalar orasidagi moslik bir giymatli bo'ladi.
Demak (1) hosil giluvchi funksiya yd) tasodifiy migdor x ning
tagsimoti P{XeA) (a<eB(r)) ni bir gqiymatli aniglaydi. Masalan,
birlik tagsimot £a(x) (p(* =n)=I), binomial tagsimot, Puasson
tagsimotlarining hosil giluvchi funksiyalari mos ravishda

yd)=1 yd)=(1-p+/m)
yd) hosil giluvchi funksiya birlik doirada (|s|<l) analitik bo'ladi,
to'g'rirog'i hosil giluvchi funksiyani [4I] oraligdan kompleks
sohaning birlik doirasiga analitik davom ettirish mumkin. Hosil
giluvchi funksiya ma’lum bo'lganda, mos ehtimollik tagsimoti

A = IW(°) k=012,...
tengliklar orgali topiladi.

Tasodifiy migdoming m-nchi tartibli faktorial (ko'paytma)
momenti

EXM=EX(X- I)..(A’- m+ 1)
quyidagi formula bilan hisoblanadi:
EX{n)=y/H(\\ m> 1.
Xususan,
EX =EXm=V'{1), AX=""(1)+~(0-[*(1)T.
Faktorial momentlami hisoblashda hosil giluvchi funksiyanng

</\+|)=Y (;'ID’\ " 'D N
I
ko'rinishidan foydalanish qulay bo'ladi. Oxirgi formuladan oson
ko'rinadiki, birlik tagsimot En(x) (p(x =n)=1) uchun

EX=n, DX=0,
binomial tagsimot uchun

EX =np, DX=np(\-p\ EX' =np(I-3p +2p2A
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EX*=3n2(p- p2&f +n(p- Ip2+12p3- 6p*\
Puasson tagsimoti uchun esa
EX=DX=EX"'=Xy EX* =A+3/12.
Hosil qiluvchi funksiyaning kompleks sohaga analitik
davomidan foydalanib, mos ehtimollik tagsimoti {pk, k£ O}

o

formulalar orgali ifodalanishi mumkiiL Bu yerda kontur
C=4{;li|=i}- birlik doiraning aylanasi.

4.1.2. Tasodifiy yig‘indi tagsimotlari, xarakteristik
funksiyalari

Faraz qilaylik,
Xt,X2 ..., X4...
bog‘ligsiz va bir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
NyXx..tXui.. umumiy bitta (a,FyP)~ ehtimollik fazosida aniglangan
bo‘lib, N - manfiy bo‘lImagan butun giymatlar gabul giladigan
tasodifiy miqdor,
N XALEX, A

har ganday n>1 uchun birgalikda bog‘lig bo‘Imasin. Oldingiday
tasodifiy  yig‘indi  deb, sN-Xi+...+XNasodifiy = migdomi
tushunamiz.

Demak, har ganday elementar hodisa amuchun (c0e Q) ,

N =xH+~+ H-
0
Aniglik uchun ~ =0 deb hisoblaymiz. Tasodifiy migdor /T
=

ning tagsimoti uchun Ri=p(N =n), n=0,12,... belgilashlami gabul
gilamiz. Bu tagsimotning hosil giluvchi funksiyasini y®)> N~1
bilan belgilaymiz. 0 ‘z navbatida  tasodifiy migdoming tagsimot
funksiyasi uchun Hx\ zichlik funksiyasi (agar u mavjud boTsa)
uchun />(*), xarakteristik funksiyasi uchun /M belgilashlami
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ishlatamiz. Tasodifiy yig‘indilar taqgsimotlari haqgidagi asosiy
maTumotlar quyidagi teoremada keltiriladi.

Teorema 1. Quyidagi tasdiglar o‘rinli:

1) Tasodifiy yigTndi ning tagsimot funksiyasi

)
tenglik bilan aniglanadi. Bu yerda I’ -tagsimot zoning *-karrali
kompozitsiyasi (F*°(X)=£0(x), ya’ni x=0 nuqtada yagona birlik
sakrashga ega boTgan tagsimot).

2) Agar p0>o0 boTsa, hattoki x x absolyut uzluksiz tipd:
tasodifiy migdor boTganda ham tagsimot funksiyasi  f5h{x)
absolyut uzluksiz bo‘lmaydi. Agar p0=o bodib, xx zichlik
funksiyasi p(x) ega boTsa, tasodifiy yig‘indi sN ning zichlik
funksiyasi pY(x) mavjud va

3
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda p'n(x)- zichlik funksiyasi p(x)ning
n-karrali kompozitsiyasi.

3) Tasodifiy yig'indi sNning xarakteristik funksiyasi

N,,(0=1/(0) 4

fimksional tenglik bilan aniglanadi.

4) Tasodifiy migdor sN ning oTta giymati va dispersiy
quyidagi

ES,,=EN -EX» DSn =EN DX, + DN (EXj

formulalar bilan hisoblanadi.

Isbot 1) ToTaehtimollik formulasiga asosan

P(Sn<x,N =n)= P(N =n)P(S,,<x) = pnF n{x).

Demak, (2) formula isbot etildi.
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2) Isbot etilish kerak boigan (3) tenglik (2) dan differensiallash
orgali kelib chigadi.
3) Eng awalo, n>1bo‘lganda har ganday / uchun
Yermdf(x) = Etxp[il(X, +...+ Xm]1=1f"(t)

tenglik o‘rinli ekanligini gayd qilib o‘tamiz. Endi isbot etilgan (2)
formulaga asoslangan holda

I* ()= € FYX)=IVVj"p,, F-(x)
S . \Vas—

© 00 @®

A Aje'VE'W=J]pJ-"(0=r(/«)

tengliklami yoza olamiz.

Oxirgi 4) punktni isbot etish uchun hozirgina isbotlangan (4)
tenglikdan foydalanamiz. Hagigatan ham xarakteristik funk-
siyaning xossasidan

ES - itfsAO

i dt dt

=- A 1=1 ENMEX1=ENEXI.
O s
Xuddi shu usul bilan tasodifiy yig‘indi 5,,ning dispersiyasini

hisoblaymiz:

co. - 'TSAD rdW(T(t) - df{t]\
"’ dtl df(t) dt J
dWCO) (df(t)\ dy4/(0) dX(t)
dm dt2
=Ne(JT'-1)(EN1",)2+EN-EXI=EN2(EXIf + EN-DXr
Oxirgidan
DSN=ES2~(ESn)2=EN2EX{y-(EN)2AEX)y=DN(EXI)1+ENDXr
Isbot etilgan
ESn=ENEX,

tenglik Vald ayniyati nomi bilan ataladi va matematik statistikada
juda muhim rol o‘ynaydi.
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Tasodifiy yig‘indi sNning tagsimoti P(S,, <x) uchun isbotlangan
(2) tenglikdan ko‘rinadiki, u go‘shiluvchi soni Wiling tagsimoti
{pnw>0} va tagsimotlar kompozitsiyalarining

“gorishmasidan” (ruscha —cmecb) iborat bo‘ladi. Shuning uchun
ham FX(c) tagsimot murakkab tarkibli deb hisoblanadi va uni

ba’zida {w,x} ko‘rinishida belgilanadi.
4.2. Puasson tasodifiy yig‘indilari

Tasodifiy yig‘indidagi qushiluvchilar soni ~  Puasson
tagsimotiga ega bo‘lIsin, yami

p(N=n)="ex, A>0, n=012,...

Bu holda sNPuasson tasodifiy yig‘indisi yoki oddiy ma’noda
Puasson yig‘indisi deb ataladi.

4.2.1. Puasson yig‘indilarining elementar xossalari

Teorema 1. Faraz qgilaylik, tasodifiy miqdor n parametri a >0
boTgan Puasson tagsimotiga ega boTsin.

1) Puasson tasodifiy yig‘indisi sNning xarakteristik fimksiyasi
N,(O=exp{A(A0-1)}
ko‘rinishida boTadi. Demak, Puasson tasodifiy yig‘indisi tagsimoti
“cheksiz qisgaradigan” boTadi.
2) Agar EXI <00 boTsa,

ES,,=XEXX dsn=aex:;.
Umuman,

EX', k=l n > 1]
momentlar mavjud boTsa, quyidagi rekurrent formula o ‘rinli:
:*I§302>K ®xt, e?bFi.

Isbot Puasson tagsimoti hosil giluvchi funksiyasi
V< =exP{a(: )}
oldingi boTimdagi teorema 1ning 3) punktiga asosan
/,)=Hno)=exp{a(/(0-1)3. N
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Demak, teoremaning 1) punkti isbotlandi.
Hagigatan ham fdft) xarakteristik funksiyasi “cheksiz
gisgaradigan ekanligini isbot etish uchun har ganday n”l uchun
fs,(D=\g.0)\ (2)
tenglik o‘rinli bo‘lib, g.(/) gandaydir tagsimotning xarakteristik
funksiyasi bo‘lishini ko‘rsatish yetarli boTadi.
Agar
g.(0=exp|™(/*(0-1)]
deb olsak, bu funksiya  xx+, +x,tPuasson yig~disining
xarakteristik funksiyasi boTadi. Bu yerda
xx¥x2L...LxaLx, /,(/)-1(/)
ya’ni  Xx..XN tasodifiy miqdorlar o‘zaro bogTigsiz va bir xil
tagsimlangan boTib, ular Na- parametri n/n boTgan Puasson
tasodifiy migdoridan bogTigsiz.
Izoh. Aslida biz (1) formulaning to‘g‘ri ekanligini (2)
formuladan foydalanib isbotladik.
Puasson tasodifiy yig‘indisining dispersiyasini hisoblash uchun
(1) formulani har ikki tomonida ikki marta differensiallash amalini
bajaramiz va hosil boTgan formulalarda /=0 deb hisoblaymiz.
Bunda Puasson tagsimoti uchun xarakteristik xossa boTgan
EN—DN =/
tenglikdan foydalanamiz. Ogibat natijada
DSH=DN(EXtf +ENDX\ =a[(£I",)2+DX" =XEX\
tenglikni hosil gilamiz.
Teoremaning 2) punktini isbot etish uchun (1) tenglikdan
foydalanamiz va undan

W v (tYm
dt s* dt
ekanligiga ishonamiz. Oxirgi formuladan yuqori tartibli hosilalar
uchun Leybnis qoidasini qoTlab

irESN d'fsA0 <r* (dfs,Q)
dr  jog dtPAq
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b0

isbot etilishi talab gilingan tenglikni olamiz.
4.2.2. Umumlashgan Puasson tagsimotlari

Odatdagidek G(x) ixtiyoriy tagsimot funksiyasi bo‘lsa,
<" =G*G*..*G , w>0 Q)
n
simvol G ning o0‘z-o0‘zi bilan n-karrali kompozitsiyasini belgilaydi
vabu yerda

G0=£0Gn=G*£0 GI=G*G= jG(;t- m\'Gm) .

Agar (1) da n ni parametri J1>0 bo‘lgan Puasson tasodifiy
miqdori deb, tushunsak

HO) =6t G (%) )
“gorishma” tagsimotni hosil gilish mumkin.
Ta’rif. Ko‘rinishi (2) formula bilan berilgan tagsimotlar
umumlashgan Puasson tagsimoti deb ataladi.
Bevosita hisoblash bilan ishonch hosil qilamizki  (2)
tagsimotning xarakteristik funksiyasi uchun
h{t) = }e“dH(x) = =eNe ) 3)
— Jo  J\
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda g[t)- tagsimot G ning xarakteristik
funksiyasi. Formula (2) va (3) lami taqqoslab, agar

bog‘ligsiz va umumiy G tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy

migdorlar bo'lsa, sK=xt+..+x N., P{N,,:n):ﬂe I, «=o0,1,...
Puasson tasodifiy yig“indisi ekanligini olamiz (bu yerda aniglik
uchun n0=0 bo‘lganda S0=odeb hisoblanadi).



Misol 1. Statistik ma’lumotlar asosida tasodifiy yuzaga
keladigan epidemiya, texnik halokatlar ogibatida qurbon bo‘lgan
shaxslar sonini Puasson tagsimoti orgali yugori aniglikda
modellashtirish mumkin va bunda ro‘y berishi mumkin bo‘lgan
epidemiya, texnik halokatlari oldingilariga bogffiqg bo4maydi. Agar
j ta shaxsning qurbon boffishiga olib keladigan baxtsiz hodisalar
epidemiya yoki texnik halokatlar sonini z, bilan belgilasak, uni
parametri a.>0 bo‘lgan Puasson tagsimotiga bo‘ysunadi deb

hisoblash mumkin, ya’ni
PS(ZJ=n)7=’I\_I\-e1', 7=12..

Bir tomondan, har ganday epidemiya va texnik halokatlar
ogibatida qurbon bo‘lishi mumkin bo‘lgan shaxslaming umumiy

soni
Z=Z 272+, +*7*+,., 4

boMadi. Bu yerda kmaksimal ko‘paytma koeffitsiyenti deb ataladi.
Endi (4) tenglik bilan aniglangan z tasodifiy migqdoming tagsi-
motini o‘rganaylik. Bu tenglikdagi z*ami Puasson tagsimotiga
bo‘ysunishini quyidagicha asoslash mumkin. Tushunarliki, n ta
texnik halokat natijasida yta shaxs qurbon bo‘lishi ehtimoffigi,
parametrlari » va pbo‘lgan ein.p)- binomial tagsimot orgali
aniglanadi va bu yerda P-ayrim olingan (konkret) texnik
halokatning ro‘y berish ehtimolligi. Bu 5/(n,p)modelda n ni yetarli
darajada katta migdor, Pni esa n ga nisbatan kichik miqdor deb
tushunish mumkin (hagigatan ham texnik vositalari juda ko‘p,
ayrim avariya (halokat) ehtimolligi ancha kichik bo‘ladi).

Demak, biz Bi(n,P) binomial tagsimotga klassik Puasson
teoremasini qo‘llashimiz  mumkin. Aytilganlardan, zJ lami

bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar deb hisoblab, jzs lar esa
EeZ=exp{a(e*- 1} j =1.2,..

xarakteristik funksiyalarga ega boffishiligi kelib chigadi. Bu holda

Z tasodifiy migdoming xarakteristik funksiyasi uchun (4) asosan
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e T BFEH))=explM(«¥-1)}e
=exp{a(/(0)-1} (5)
tenglikni olamiz. Bu yerda

Yy Yy
ya’ni f{t) butun j qgiymatlami X IX ehtimollik bilan qabul
giladigan tasodifiy migdorlaming xarakteristik funksiyasi. Isbot
etilgan (5) dan ko‘rinadiki, z tasodifiy Puasson yigdndisi bo‘lar
ekan va uni

z"xI+.+xN

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lar ekan. Bu yerda m,A2....X4........
bog‘ligsiz va umumiy /(/) xarakteristik funksiyaga ega bo4lgan
tasodifiy migdorlar ketma-ketligi, N esa bu ketlik-ketlikka bog‘lig
bo‘Imagan, parametri A bo‘lgan Puasson tasodifiy miqgdori.

(4) tenglik bilan aniglangan z tasodifiy migdoming (5)
tagsimoti, maksimal ko‘paytma koeffitsiyentini va sy parametr-
laming turli giymatlarida kombinatorikada ko‘p qo‘llaniladigan
Puasson-binomial, Ermit, Stirling-Ermit tagsimotlarining umum-
lashgan variantlari bo‘ladi.

Misol 2. Ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasida (boshgacha
aytganda navbatchilik nazariyasida) xizmat ko‘rsatish tizimiga
tushgan talablar soni (mijozlar soni) chegaralangan bo‘Ilmasa, ya’ni
bir vaqtda bir nechta buyurtmalar tushsa, bu buyurtmalar paydo
bo‘lish momentlari, intensivlik ko‘rsatkichi (parametri) A bo‘lgan
Nx{t) Puanson jarayonini tashkil giladi. Matematika nuqtayi
nazaridan Nx(t) tasodifiy migdor bo‘lib, uning tagsimoti

bo‘ladi.
Agar j -nchi momentda tushgan buyurtmalar sonini x } desak,
AR~ XX+ +XA(L)

yig‘indi [0,/] oralig‘i davomida xizmat ko‘rsatish tizimiga tushgan
talablar soni bo‘ladi.
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Misol 3. Faraz gilaylik, 18- natural son

tasodifiy miqdorlar seriylari ketma-ketligi berilgan bo'lsin. Har bir
seriyadagi tasodifiy miqdorlar o'zaro bog'ligsiz deb hisoblab,

(6)
yig'indini ko'raylik.

Bu yig'indidagi har bir qo'shiluvchi X~ ning xarakteristik
funksiyasini fnk(t) deb belgilab, unga xarakteristik funksiyasi

ANt(0 =exp{/~(/)-1}, k=Imn
bo'lgan “kuzatuvchi” tasodifiy migdor Y& mos go'yilgan bo'lsin.
Bu “kuzatuvchi” tasodifiy migdorlar yig'indisini

()
deb belgilaylik. Oson ko'rinadiki, fit) ixtiyoriy xarakteristik
funksiya bo'lsa, unga mos qo'yilgan
g(/) =exp{/(0-1}

xarakteristik funksiya “cheksiz gisgaradigan” bo'ladi. Bu tasdiq,
gif) funksiya parametri 1 ga teng bo'lgan Puasson tasodifiy
yig'indisining xarakteristik funksiyasi bo'lishidari kelib chigadi.
Demak, (7) vyig'indining hamma  qo'shiluvchilari “cheksiz
gisqaradigan” tasodifiy miqgdorlar bo'lar ekan. Bundan esa, s,
yig'indi ham “cheksiz gisgaradigan” bo'lishi kelib chigadi.

O'tgan XX asming 30-yillarida yuzaga kelgan “bog'ligsiz
tasodifiy migdorlami qo'shish” nazariyasining asosiy xulosalaridan
biri quyidagicha ifodalanadi: tasodifiy migdorlaming (6) yig'indisi
limit tagsimot mavjud bo'lishi uchun, unga mos bo'lgan (7)
“kuzatuvchi” tasodifiy miqdorlar yig'indisi s,, uchun limit
tagsimot mavjud bo'lishi yetarli va zaruriy shart bo'ladi. Bunda
ikkita limit taqsimotlar ustma-ust tushadi. Bu teoremaning isboti
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tenglikka asoslanadi. Keltirilgan tenglik “kuzatuvchi” yig‘indining
xarakteristik funksiyasi bir vaqtda lardan tashkil topgan,
parametri 1 bo‘lgan tasodifiy Puasson yigcndisi uchun ham
xarakteristik funksiya ekanligini anglatadi. Xususan, agar har
ganday n uchun tasodifiy miqgdorlar bir xil tagsimlangan
bo‘lsa,

(8)
Ay
munosabat oainli bo‘ladi. Bu yerda N, o‘zaro bog‘ligsiz va
parametri 1 bo‘lgan Puasson tagsimoti bilan tagsimlangan tasodifiy
miqgdorlar bo“lib?ular x™ tasodifiy migdorlarga bog‘lig bo‘Imaydi
va bu yerda

S, vyig‘indining (8) munosabat orgali hisoblanadigan
xarakteristik funksiyasi ko‘rinishidan foydalanib

9

munosabatning to6g‘ri ekanligiga ishonch hosil gilamiz (bu yerda
Nn parametri mnbo‘lgan Puasson tagsimotiga ega bo‘lgan tasodifiy
miqdor vau XH{j >1) largabog‘liq bo‘Imaydi).

Keltirilgan (9) munosabatga asoslangan va “bog‘ligsiz
tasodifiy miqgdorlami qo‘shish” nazariyasida qo‘llaniladigan
migdorlami umumiy nom bilan “kuzatuvchi tagsimotlar usuli” deb
ataladi. Ehtimollik nazariyasining “Limit teoremalar” nomi bilan
ataluvchi yo‘nalishidagi erishilgan yutuglaming ko‘pchiligi bu
universal metodning godlanishlari bilan bog‘lig.
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4.2.3. Diskret tipdagi umumlashgan Puasson tagsimotlari

Bu boTimda diskret tipdagi umumlashgan Puasson tagsimot-
larini o‘rganamiz va biz fagat umumlashgan Puasson tagsimotiga
ega boTgan manfiy boTmagan butun giymatlarni gabul giluvchi
tasodifiy miqgdorlar bilan chegaralanib qolamiz. Ehtimolliklar

tagsimoti {/?*,*>0} ga mos keluvchi hosil giluvchi funksiya
®

kO
bu tagsimotning tagsimot funksiyasini G(x) bilan belgilaylik. Bu
holda
@®

ffw=2Z ~ G'We"
umumlashgan Puasson tagsimotiga mos keluvchi hosil giluvchi
funksiya

= =exp{A(X")-1)} 1)

§29]

tenglik bilan aniglanadi. Ba’zi holiarda (1) tenglikni

|
h(s)=exP (*Y_ 1] hi = XpJ

ko‘rinishda yozish qulay boTadi.
Hosil giluvchi funksiyasini (1) ko‘rinishda yozish mumkin
boTgan diskret tagsimotlami umumlashgan Puasson tagsimotlari

deb ataladi.
Misol 1. Eng awalo bu- Puasson tagsimoti. Bu holda P(s)=s.

Misol 2. Tasodifiy migdor z =z, + 2z2. Bunda z,,Z2 bogTigsiz
va parametri X boTgan Puasson tagsimotiga ega.

Bu holda (2) formula
h(s) = exp{n,(s - 1)+ hj(s2- 1)}, \s\-ZI

ko‘rinishda yoziladi. Bu holda
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hx=pxXX, W=p2ly px£Q, p2Z0, pt+p2=1
Demak, bu holda A+a2=4. Murakkab boimagan mulohazalar
yordamida ishonch hosil gilish mumkin bo‘ladiki,  ehtimolliklar

3

munosabatlami  ganoatlantiradi. = Kombinatorikada bu (3)
ehtimolliklar Ermit tagsimoti nomi bilan ko‘p uchraydi. Bu
tagsimotni ko‘paytma koeffitsiyenti k>2 bo‘lgan hoi uchun ham
umumlashtirish mumkin.

Diskret tipdagi tasodifiy migdorlaming “cheksiz gisqaradigan”
xossasini uning hosil giluvchi fimksiyasi orgali kiritish mumkin:
manfiy bo‘lmagan butun qgiymatiarda tagsimlangan diskret
tagsimot {/?,,n>0} “cheksiz qisqaradigan” deyiladi, agar hosil
giluvchi fimksiyasi P(S) ni

P(s) =[hn(s)]",Vn> 1
ko‘rinishda yozish mumkin bofisa. Bu AJ) giymatlari {,:,2,..}
to‘plamda joylashgan gandaydir tasodifiy migdoming hosil
giluvchi fimksiyasi, ya’ni

Masalan, umumlashgan parametri A>0 bo‘lgan Puasson
tagsimoti g,,,n* 0 ning hosil giluvchi fimksiyasi

AB) = = exp{x{P{s)- D}, X>0,\s\<1
ko‘rimshda bo‘ladi (PCs)- gandaydir diskret tipdagi ehtimollik

tagsimotining hosil giluvchi fimksiyasi). Agar

deb olsak, har ganday n>1 uchun
4(s)=[hn(s)In, <1
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tenglik o'rinli bo'ladi va hn(s) parametri - bo'lgan mnumlashgan

Puasson tagsimoti. Demak, umumlashgan Puasson tagsimoti
diskret tipdagi “cheksiz gisgaradigan” ehtimollik tagsimoti bo'ladi
(to'g'rirog'i, har ganday diskret tipdagi umumlashgan Puasson
tagsimoti “cheksiz gisqaradigan” bo'ladi).

Diskret tipdagi “cheksiz gisqaradigan” tagsimotlar quyidagi
xossalarga ega bo'ladi.

1) “"Cheksiz gisqaradigan” ehtimolliklar tagsimotining hosil
giluvchi funksiyasi q(s) birorta ham nuqtada nolga aylanmaydi,
ya’ni q(s)*0, v <lI.

2) Cheksiz qisgaradigan” diskret tipdagi hosil gqiluvchi
fimksiyalaming ko'paytmasi “cheksiz gisqaradigan” ehtimolliklar
tagsimotining hosil giluvchi funksiyasi bo'ladi. Hagigatan ham,
gx=0x(), 2=q2(9) “cheksiz qisqaradigan” hosil  giluvchi
funksiyalar bo'lsa, har ganday n>\ uchun

?2,=K>]\ *=[*«>]'
tengliklar o'rinli, J%) va h™ ehtimolliklar tagsimotlarining hosil
giluvchi funksiyalari bo'ladi. Endi

tenglik 2) Xossani isbot etadi.
3) Agar
4,{s\g¥s\...yoq{s)"-

“cheksiz qgisqaradigan” ehtimolliklar tagsimotlarining hosil
giluvchi funksiyalari ketma-ketligi bo'lsa,

~(s)=lim”(j)
“cheksiz qgisqaradigan” ehtimollik tagsimotining hosil giluvchi
funksiyasi bo'ladi.

Keltirilgan 1) va 3) xossalaming isboti “cheksiz gisgaradigan”
ehtimolliklar tagsimotlari uchun umumiy holdagi isbotlaridan farq
gilmaydi (diskret bo'Imagan tagsimotlar uchun ham).

Yuqorida biz diskret tipdagi umumlashgan Puasson
tagsimotining “cheksiz gisgaradigan” bo'lishligini ko'rgan edik.
Bu tagsimotlaming 1)-3) punktlarda keltirilgan xossalaridan
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foydalanib bu fikrga teskari bo‘lgan tasdigni ham o'rinli bo'lishiga
ishonch hosil gilish mumkin. Demak, quyidagi teoremani isbotlash
mumkin bo4ar ekan.

Teorema 1. Manfiy bo'Imagan butun sonlar to'plamida
joylashgan diskret ehtimolliklar tagsimoti “cheksiz gisqaradigan”
bo'lishi uchun, uning umumlashgan Puasson tagsimotlar tipiga
tegishliligi yetarli va zaruriy shart bo4adi.

Quyida keltirilgan natija diskret tipdagi “cheksiz gisgaradigan”
tagsimotlarning strukturasini oydinlashtiradi.

Natija 1. Faraz gilaylik,

X19X 2,...,. X H...
bir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar ketma-ketligi, N - diskret
tipdagi “cheksiz gisqaradigan” tagsimotga ega bo'lgan tasodifiy
miqgdor bodsin. Agar NtXxXx2f.. tasodifiy miqdorlar birgalikda
bog'ligsiz bo'lsa,

SN=Xx+— XN
tasodifiy yig'indi umumlashgan Puasson tagsimotiga ega bo4adi.

Isbot Yuqoridagi teorema 1 ga asosan tasodifiy miqdor N (1)
yoki (2) ko4&inishdagi M» hosil giluvchi funksiyaga ega bodib,
uning tagsimoti umumlashgan Puasson tipida boTadi. Tasodifiy
yigdndining elementar xossalaridan, sN tasodifiy migqdoming
xarakteristik funksiyasi

9(0 =h(f(t))
tenglik bilan aniglanadi. Bu yerda /(0 - godhiluvchi x,, tasodifiy
miqdorlaming umumiy xarakteristik fimksiyasi. Demak,
9(0=h(/(0) =exo fA(p(/(/)) - Dy=exo AP - D}  (4)
va bu yerda p(t)=p(/(/)) tasodifiy

yigdinclining xarakteristik funksiyasi (M - hosil giluvchi funksiyasi

P(s) bo'lgan tasodifiy migdor va u XxXx2i.. larga bog'liq
bo'Imaydi). Endi natijaning isboti (4) tenglikdan kelib chigadi.
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4.3. Puasson tasodifiy yig‘indilari uchun normal
approksimatsiya

4.3.1. Puasson tasodifiy yig*indining tagsimoti
uchun limit teoremalar

Faraz gilaylik,
.42
bog‘ligsiz, bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
va Nx- tasodifiy miqdor parametri A>0 boTgan Puasson
tagsimotiga ega boTsin. Tasodifiy migdorlar Nx,X{ X2i... birgalikda

bogTigsiz deb hisoblab

0

belgilashni kiritamiz (aniglik uchun ~*=0 deb hisoblanadi). SX
4

tasodifiy migdor Puasson tasodifiy yig‘indisi deb ataladi.

BogTigsiz tasodifiy miqdorlar yig‘indisi uchun isbot etilgan
klassik limit teoremalardan kelib chigadiki, p(sx<x) tagsimotning
A-»0 dagi limiti, S,=Xx+...+Xn tasodifiy miqdor tagsimotining
2->00 dagi limiti bilan ustma-ust tushadi va bu tasdig bog‘ligsiz
tasodifiy migdorlami go‘shish nazariyasidagi “kuzatuvchi limit
tagsimotlar” metodining asosini tashkil giladi.

Quyida biz Puasson tasodifiy yig‘indilari tagsimotlarini normal
gonun bilan approksimatsiyalash masalalariga oid boTgan
teoremalami keltiramiz. Bu teoremalami isboti har xil usullami
goTlash bilan o‘tkazilishi mumkin. Lekin, biz isbotlash kerak
boTgan tasdigni umumiy xarakterdagi teoremalardan Kkeltirib
chigaramiz. Oldingidek, ®(x) orqgali standart normal tagsimot
funksiyasini belgilaymiz.

Teorema 1. Faraz qgilaylik EXf <oo, a =EX,, <r = DXx belgilashlar

o‘rinli boTsin. Bu holda FIf->(I) da

S,—aA
sup P -<b(x)
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Isbot. Bu teoremani, qo‘shiluvchilar soni oshib boradigan
tasodifiy yig‘indilar uchun isbot etilgan “o ‘tkazish” teoremalaridan

foydalanib isbot etamiz. Biz foydalanadigan yordamchi tasdigiami
lemmalar ko‘rinishida keltiramiz.

Oldingi kabi Xytx 2i... bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi, {N*n>I} shunday manfiy bo‘lmagan butun qiymatli
tasodifiy miqdorlar deb tushunamizki, har bir n>1 uchun

N,,, X} X Z...
birgalikda bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar bo“ladi.

Lemma 1. Faraz qilaylik sn=x1+...+x, va {&}
shunday sonli ketma-ketliklar bo“ladiki,

bn—00, dn-yo, n—»@

bo‘lganda, ular uchun Y,U va V tasodifiy miqdorlar mavjud boiib,
n—»mda

(hH
)
\ n a y
limit munosabatlar o'rinli.
Bu holda n-*oo da
s"m ¢ ">ru+v 3)
dn

va bu munosabatda r va (n,v) juftlik bog‘ligsiz bo‘ladi. Bu yerda
=> simvol kuchsiz yaginlashishni belgilaydi.

Keltirilgan lemmaning isboti [4] monografiyada isbotlangan
umumiy “o‘tkazish” teoremalaridan kelib chigadi.

Endi teorema 1 ning isbotini davom ettiramiz. Dispersiya
al=DXl mavjud ekanligidan ma’lum Levi teoremasiga asosan
X yix 2i...,xrt... ketma-ketlik uchun CLT o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa
(1) limit munosabatdagi y tasodifiy miqdor parametrlari

a2

atgy
bo‘lgan normal tagsimotga ega bo‘ladi.
Chebishev tengsizligiga asosan

192



N1 >£ <-Ni=-L -»0, 9-»00.
K J e LRe

Demak, (2) limit munosabatdagi » tasodifiy migdor uchun
/>((/ =1) =1 tenglik bajariladi.

Endi (2) va (3) munosabatlardagi tasodifiy migdor V ni
topishga lemma kerak boiadi.

Lemma 2. Har ganday A>0 uchun

0,3041
Si' 4

Isbot. Har ganday n>1 uchun Nx tasodifiy migdoming

xarakteristik funksiyasini

sup

explisNx}=exp{a(«*- D}=(expj"'-1jj]

ko‘rinishida yozish mumkin. Bu esa

ekanligini anglatadi. Bu yerda NH\...tNn, - bog‘ligsiz va umumiy
parametri kin bo‘lgan Puasson tagsimotiga ega bo'lgan tasodifiy
miqdorlar va

SV.4= OJV,,,,:I_I-:V.

Bu holda har ganday n>1uchun
Nk-kd 1

munosabat o'rinli bo'ladi, bu yerda
Zi=(nhJv)/Jv, 1= 1/l
Demak, Zx..yZHbog'ligsiz va bir xil tagsimlangan tasodifiy
miqgdorlar  bo'lib, ular wuchun £Z,=0£>Z=l. Keltirilgan
mulohazalarda n ixtiyoriy natural son bo'lgani uchun, n>k deb
hisoblaymiz. Bu holda
e \\, - vFf= -\ Ive'=
=v+2VER <y (1 + VD).
Oxirgidan
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rM > E\Nr}-v\\v (I +27) .

1" i3 w2 s 4 ®)

Endi (4) tengsizlikning chap tomonini d[x] orqali belgilamiz.
Eslatib ofiilgan [I] monografiyaning 79-betidagi teorema 1.6.3 da

keltirilgan Berri-Esseen bahosiga asosan, (5) tengsizlikni hisobga
olib, n>& bo‘lganda

N{x) =sup <x PD(x)
£|2,f 4-17.0,3041 0,3041
<0,3041 1+
eJn yfN

tengsizliklami yoza olamiz. Oxirgidan A”n ning ixtiyoriy natural
son ekanligidan isbhotlanishi kerak bo‘lgan

«A)**TM

tengsizlikni olamiz. Lemma 2 isbot etildi.

Lemma 2 dan kelib chigadiki, (2) munosabatdagi v tasodifiy
miqdor parametrlari

boTgan normal tagsimotga ega boTadi. Shunday qilib (3)
munosabatdagi limit tasodifiy migdor bog‘ligsiz r va v laming

yig‘indisidan iborat boTadi. Ya’ni bu limit tasodifiy miqdor
parametrlari
/ 7 7 \

al+cr2
boTgan normal tagsimot o (x) ga egaboTadi. Teorema 1 isbotlandi.
Faraz qilaylik, a(s)el] va A$)>o0 gandaydir funksiyalar
boTsin. Tasodifiy migdor
Sx-ax p(a2+"2 ad- B(A)
p{a +cr ~W) + b{f)
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ko‘rinishda ifoda etilishi mumkin. Bundan va teorema 1 dan
quyidagi formal nuqgtayi nazardan umumiyroqg teoremani Kkeltirib
chigarish mumkin.

Teorema 2. Ikkinchi moment EX* <00 bo‘lsin. Yarim to‘g‘ri

chizig (o0,00) da aniglangan a(X)eR, b(X)>0 funksiyalar uchun
N->00 da
., aX-a(X)
b2(1) Tob()
shartlar bajarilsin (bu yerda a =EX,,cr2=DXx). Bu holda
DF$.-«(*) ., =sox), N—n
I b(n)

Keltirilgan teoremani tasodifiy yig‘indilar uchun klassik Levi
teoremasining umumlashgan varianti deb tushunish mumkin. (Bir
xil tagsimlangan bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar uchun dispersiya
or2<00 boTganda cct o‘rinli).

4.3.2. Puasson tasodifiy yigTndilari uchun
Berri-Esseen tengsizligi

Tasodifiy Puasson yig‘indilari uchun teorema 1 dagi normal
approksimatsiyaning yaginlashish tezligini oerganamiz. Bu yerdan
boshlab a=EXx va o<crl =DXI1<00 momentlar mavjud boTishligi
talab etiladi. Oldingilardek xvx2,...~ tasodifiy miqdorlar bog‘ligsiz
va bir xil tagsimlangan, ular uchun EXI=a,DXI=cr2 deb
hisoblaymiz. Manfiy boTmagan butun giymatli tasodifiy migdor N
ni xxXr,...,Xs,... tasodifiy migdorlar bilan birgalikda bogTiq emas

deb hisoblagan holda
SN=X\ +...+xN

belgilashni kiritamiz.
Lemma 3. Uchinchi absolyut moment £]v,]3<o0 mavjud

boTsin. U holda har ganday ?e(o,l) uchun

Sup <X o (X)
N / yfgEN
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N -EN
EN ISdn @'&”” ©)

s Ew<-°\
s, Ex @

Q0- Berri-Esseen teoremasidagi absolyut o'zgarmas son
(C0<s0,5152),

Bu yerda

W(q) =max- 1 1 )

1-q' M"MKeq(\*4qg)\

Tenglik (2) bilan aniglangan 4 ni klassik Lyapunov kasri deb
atashadi. Bu lemma [4] monografiyaning 2.4.2 punkt, 139-betida
keltirilgan.

MaTum Lyapunov tengizligini go'llab

EANAEN”iS5Nx" 1 rnn
ENI EN\ ~SX
baholami olamiz (bu yerda Nx- parametri A bo'lgan Puasson
tagsimotiga ega bo'lgan tasodifiy miqdor).

Oldingi punktdagi lemma 2 ga asosan
1 03041

VI -

Endi (4), (5) baholami (1) ga qo'ysak va lemma 3 dan
foydalansak quyidagi teoremadagi natijaga kelamiz.

Teorema 1. Faraz gilamizki, E\X8 <« mavjud bo'lsin. U
holda

Sup (9

AW=Sup X ®(x)
X

03041r1+ i 2 i ©)
Ia

+

Bu yerda w{q) mlqdor (3) formula bilan aniglanadi.

Yuzaki garaganda teorema 1 dagi (6) tenglikning o'ng tomoni
Berri-Esseen bahosidan kichik emasdek bo'lib ko'rinadi, chunki
tasodifiy yig‘indi tagsimotlarida go'shishga *“xalaqit beruvchi”
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parametr - tasodifiy indeks paydo bo‘ladi. Lekin aslida, bu
teoremada biz ikkita “cheksiz gisqaradigan” tagsimotlar orasidagi
tekis (sup) metrikadagi “masofani” baholayotganligimizni e’tiborga
olsak, hech ham kutilmagan natijalarga uchraymiz.

Keltirilgan teorema 1 dagi (6) tengsizlik bilan bir gatorda,
undan farg qiladigan va klassik “Lyapunov kasri” o‘miga

r3=__-\X n\

A '(52**
miqdoriy xarakteristika gatnashadigan baholarni isbotlash mumkin.
(7) tenglik bilan aniglanadigan bu xarakteristikada markazlash-
tirilmagan momentlar gatnashadi (oson ko‘rinadiki, a2+a2=EX2).
Shuning uchun ham L xarakteristikani “markazlashtirilmagan”
Lyapunov kasri deyish mumkin (yoki markaziy bo‘lmagan
Lyapunov kasri). Agar EX,=0 boclsa,  xarakteristika Lyapunov
kasriga aylanadi, ya’ni “markazlashtirilmagan” va Kklassik
Lyapunov kasrlari ustma-ust tushadi.

Bu L xarakteristika orgali Puasson ying‘indisi tagsimotini
normal qonun bilan approksimatsiyalash tezligi quyidagi
teoremada keltirilgan.

Teorema 2. Agar EW 3<« mavjud bo‘lsa

n(n)“c,x (8)
va bu yerda c, ” 0,304L

43.3. Qo‘shiluvchilar soni “cheksiz gisqaradigan” tagsimotga
ega bo‘lgan tasodifiy yig(indilar uchun normal
approksimatsiya

Bu bo‘limda garalayotgan hamma tasodifiy miqdorlar bitta
umumiy ehtimollik fazosi (Q,F,P) da aniglangan deb hisoblanadi.
Xva. Y tasodifiy migdorlami bir xil(}aqsimotga ega ekanligini, ya’ni
Fx =f, tenglikni oldingilardan x=Y Kko‘rinishida belgilaymiz. X
tasodifiy migdoming tagsimot fimksiyasi va xarakteristik
funksiyasini mos ravishda Fx(x) (xeR), fx(t) (teR) deb, nomanfiy
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butun giymatli N=N<0) (©efi) tasodifiy migdoming hosil
giluvchi funksiyasini j>,(j)(|j|IE1) deb belgilaymiz.

Faraz glaylik, N - manfiy bo‘lmagan butun giymatli tasodifiy
miqdor, X- ixtiyoriy tasodifiy migdor bo'lsin. Xarakteristik
funksiyasi PN(fx(0) bo'lgan tasodifiy migdomi {N,*} deb
belgilasak, tasodifiy yig'iNndining X0ssasiga asosan

J=
munosabat o'rinli bo'ladi. Bu yerda XI7X2..- bog'ligsiz va
umumiy Fx tagsimotga ega bo'lgan tasodifiy migdorlar. Demak,
{N,*} tasodifiy migdoming tagsimoti
@
*)=F(X)="V (W =n)F?{x).
J129]

Bu formuladan ko'rinadiki, tasodifiy yig'indining tagsimoti

murakkab bo'lib, u
{p(N=n),n>a} va Fx
ehtimolliklar tagsimotlari orqgali aniglanar ekan.

Aytib o'tilganlarga asoslanib, {N/} tasodifiy migdomi
tasodifiy yig'indi deb, N ni tasodifiy yig'indining indeksi, X
tasodifiy migdomi esa, tasodifiy qo'shiluvchi deb hisoblash
mumkin bo'ladi. O'z-o'zidan ravshanki, agar X - manfiy
bo'Imagan butun giymatli tasodifiy migdor bo'lsa, {N,X} —manfiy
bo'Imagan butun giymatli tasodifiy miqgdor - bo'ladi. Bu holda
{N,*} ning hosil giluvchi funksiyasi

Ws)=P*(/>*W)
tenglikni ganoatlantiradi.

Agar x tasodifiy migdor uchun />(X=0)*1 bo'lib, uning
uchinchi tartibli absolyut momenti mavjud bo'lsa,

B
W= lexam
ifodani markaziy bo'Imagan Lyapunov kasri deb ataladi. Bu ifoda
EX=0 bo'lganda klassik Lyapunov kasri LO(X) =LLLX - EX) bilan
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ustma-ust tushadi. Eslatib o‘tamizki, CLT dagi Berri-Esseen
tengsizligining o‘ng tomonida LO(X) gatnashadi.

Endi faraz gilamizki, N tasodifiy migdoming tagsimoti manfiy
bo‘lmagan butun giymatli tasodifiy miqdorlar sinfida “cheksiz
gisgaradigan” bo‘lsin, ya’ni har ganday natural son m uchun,
manfiy bo‘lmagan butun giymatli Nmmavjud bo‘lib

munosabat bajariladi. Bu holda N tasodifiy miqdoming tagsimoti
umumlashgan Puasson tagsimoti bo‘ladi, ya’ni uning xarakteristik
funksiyasi
A(t)=exp{A(/f(0-1)}

ko‘rinishga ega bo‘lib, bunda A>0,/r(0~ gandaydir manfiy
bo‘lmagan butun giymatli Y tasodifiy migdoming xarakteristik
funksiyasi, yoki boshgacha aytganda

N={NitY}
munosabat o‘rinli bo‘ladi (nx- parametri A bo‘lgan Puasson
tasodifiy miqgdor).

Bu bo‘limda S={jVJT} tasodifiy migdoming normal
approksimatsiyasi anigligini baholash masalalarini o‘rganamiz va
bunda N tasodifiy migdor “cheksiz gisqaradigan” tagsimotga ega
deb hisoblanadi. Oson ko‘rinadiki, bu holda

S={{NitY}X}
munosabat bajariladi. Demak, asosiy masala
A.=81plag- (3:)]
migdoming A->« da, nolga yaqinligi darajasini o°‘rganishdan
iborat bo‘ladi (bu yerda oldingilardek, @(x) standart normal

tagsimot funksiyasi).
Teorema 3. Uchinchi tartibli momentlar ENz,E\x* mavjud

bo‘lgan holda, .
Ev(y- IXY-2bewx( +3Ev(y - DAY exitevews
[ -Jx \_EY\EXf +EYDX"
va bu yerda 0,2344 #C  0,3041.
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Alohida gayd etib oTamizki, manfiy boTmagan butun giymatli
tasodifiy migdor Y uchun

EY(Y-1)>0, EY(Y- 1)(Y- 2)>0.

Teorema 3. ning isbotida quydagi sodda lemma ahamiyatli
boTadi.

Lemma 4. Agar y manfiy boTmagan butun giymatli tasodifiy
miqgdor boTsa,

Lemmaning isboti quyidagi tengliklardan kelib chigadi:
m - 25)(n(o)=pN  (n(0))=

=p*{amjW)=A
Isbot etilgan lemmadan tasodifiy miqdor

indeksi  {NXY}~ umumlashgan Puasson tasodifiy miqdori,
go‘shiluvchisi esa X tasodifiy migdor boTgan tasodifiy yigTndi
boTadi va bir vagtning oczida bu migdor, indeksi Nx, qo‘shiluvchisi
esa {Y,X} boTgan tasodifiy yig‘indi boTadi. Bundanesa S tasodifiy
migdoming analiz gilganda, indeksi Puasson tasodifiy miqgdori

boTgan tasodifiy yigTndilar uchun maTum natijalardan
foydaianish mumkinligi kelib chigadi.

Teorema 3 ning isbotL Lemma 4 ga asosan
s=K M }-

Aytaylik, tasodifiy miqdor U={Y,X) boTsin. Oldingi
boTimdagi teorema 3.3.3 ga asosan

\F{)- o)|=|f  U(x) - PX\<C : (2
1 1 yfl(EU2
va quyidagi munosabatlaming to‘g‘ri ekanligi oson ko‘rinadi:
E|l/f A =(EM3-3EY2+2EY)(E\X\)3+
+3(EY1- EY)E\X\EX2+ENE\X*,
En2=(E¥2-EY)(EX)r+EreExr (3)

Endi teorema 3 ning isboti
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(2)&(3)=>(1)
implikatsiyadan iborat boTadi.

Teorema 3 dagi (1) tengsizlikning 0‘ng tomoni murakkab ifoda.
Lekin uni ancha soddaroq va tushunarli variantga Keltirishi
mumkin.

Natija 1. Quyidagi baho o‘rinli:

q E\Y?£\x?

[EFL (EX)2+ EFDxJ1

EX2'EY?2
ey2(ex)2teydx “

(4) tengsizlik teorema 3 dan

(E\X\f<E\xf, E\X\-EX2<E\xf,

Y(Y-1)(Y-2) +3Y(Y-)+Y=Y3
munosabatlami hisobga olgan holda kelib chigadi. Qayd gilib o ‘tish
kerak boTadiki, (4) tengsizlikning o‘ng tomoni, (1) tengsizlikning
0‘ng tomoni bilan

p(x=0)=i yoki p(Y=i)=i
boTganda ustma-ust tushadi. Boshga hollaming hammasida (4)
tengsizlik (1) ga nisbatan “yomonroq” boTadi.

Endi

A (DNfn
belgilashni kiritamiz. Agar
E(N-EN)2=yEY2
ekanligini hisobga olsak,
L'(A0=A(M/n*
tenglikning to‘g‘ri boTishiga ishonch hosil gilish mumkin.

(1) tengsizlikni, teng kuchlilikni saglagan holda fagat N va X
tasodifiy migdorlami momentlaridan foydalanib, gayta yozib
chigish mumkin (ya’ni CLT da yaginlashishda tasodifiy miqdor y
ning momentlarini bilish shart boTmaydi).

Natija 2. Quyidagi tengsizlik o‘rinli:

E(M-EM)2-E\x\'

" [dv EATI2+£VDx]
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_ ex2 en?2
=C AW-AW poEN2+ ENDX ©)

Bu natijahem(1 iZikdanva n tasodifiy migdon
o e e o

Yaxshi malum evzrevy  tengsdikdan foyodlanb, (1)
tengszikning mexgjicegl evaex)2+Evpx ifodaudunquyideg
quyt behdiam olish runkin

EY2EX)2+EY DX> EY2(EX)% ©)
\va
EYZAEX)2+ey d x >ey EX2

EY2(EX)2+EY DX> EY2+(EX)%

EY2(EX)2+\EY mDX £ EY{(EX)2+ DJf] £ EY(EX)2.

Ielaszm (6) tengsiziikiardan va tearen | 5 cenauyidag) Xulosaga
Natija 3. Tengs|ﬂ|k

arinli,

Qzozdn twsunadi boTadki, oxirgi tengszik va
kettiriigan retijglaming henmed & asoyut o ¢, ning
gymatini ssjacpnhalch teoraa3 ceg

BermEsseen tengsiziigini ununashitired. IeaerraSvaraﬁja
1-3 larden (*) tengsiikni dlish udhunularda y=\ |, yalni pey =0)=1

cbhfchiyear oo B -vx mcetstbien g
I,
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4.4. Geometrik tasodifiy yig‘indilar

Faraz gilaylik, tasodifiy
[N,X}=Sn=X1+..+X,
yig‘indining indeksi N (ya’ni qo‘shiluvchi tasodifiy miqdorlar
soni) geometrik tagsimot deb ataluvchi, quyidagi
P(N=n)=P(l-Py, #a=012.. (1)

tagsimotga ega bo‘lsin. Bu yerda p (0<p<i) geometrik
tagsimotning parametri deb ataladi. Bu tagsimotning ehtimollik
ma’nosi quyidagicha: Kklassik Bemulli sxemasida (tanga
tashlashda) qatoriga n marta yutuglar seriyasi paydo bo‘lishi
(tajribaiar soni chegaralanmagan bo‘lganda) (1) tagsimot P(N =n)
bilan aniglanadi va bu ehtimolliklar geometrik progressiya (maxraji
p bo‘lgan) tashkil giladi. Agar {N,x} tasodifiy yig‘indida N (I)
geometrik tagsimotga ega bo‘lsa, SN geometrik tasodifiy yig“indi
yoki geometrik yig‘indi deb ataladi.

Oddiy, murakkab bo‘lmagan mulohazalar yordamida,
geometrik tagsimotning hosil giluvchi funksiyasi

<2)
ekanligiga ishonch hosil gilamiz. Bu (2) tenglikdan differensiallash
orgali
sv=-b£; DNJ @)
P P
ifodalami hosil gilamiz.
Agar {N,x} tasodifiy yig‘indida x tasodifiy miqgdoming xarak-
teristik funksiya /(/) bo‘lsa, geometrik yig‘indi sN ning xarak-
teristik fimksiyasi

no»-"(n'»-Fodtm (4>
formula bilan aniglanadi.
Parametri 1 bo‘lgan ko‘rsatkichli tagsimotni G(x) bilan

belgilaymiz, ya’ni



Parametr p ning kichik giymatlaridagi geometrik

yig‘indining asimptotik  xususiyatlari quyidagi teoremada
keltiriladi.

Teorema 1. Tasodifiy yig‘indi sN da indeks N -tasodifiy
migdor (1) geometrik tagsimotga ega boTsin.
1) Faraz gilaylik, x=xxtasodifiy migdor nomanfiy giymatlarni
gabul gilib, O<ax=EXx<mboTsin. U holda
<J0)-G (x)|*0, p->0.

2) Faraz qilaylik, tasodifiy migdor X{ nomanfiy,
a, =EXx>0,a2=EX, <m boTsin. U holda

sup|/-(Ne -Sw< ,)-GW| < ~ ? .

3) Faraz gilaylik, al= EXx=Q,0<a2=EXf <. U holda, p ->0 da
sup\p{yfpa~inSN < x) —A(x)| —»0
munosabat bajariladi. Bu yerda A(x)-Laplas tagsimoti boTib, uning
zichlik funksiyasi
p(x) =A\x)=2-Vx'", xeR

formula bilan aniglanadi.

4) Faraz gilaylik, al =EXI=0,0<a2=EXf va
Pr=m <oo, 2<r<3. U holda absolyut o'zgarmas c (r)<(0,00)
mavjud bodlib,

{I-p)sup\p(Jpa;y2SN<x)-A(*)|<

<C(r)pri2d— +p/2
«2
tengsizlik bajariladi. Bu yerda C(r) fagat r ga bogTiq oczgarmas
son boTib,

C(r)<Cor(2-r/2)(log2)2'f2,
Co- Berri-Esseen tengsizligidagi absolyut o‘zgarmas son.
Xususan, C(3)<0,5152.

Keltirilgan teoremani isbotiga to‘xtamasdan, Puasson va

geometrik tasodifiy yigdndilaming o‘zaro alogadorligi hagidagi
masalalarga o‘tamiz.
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Lemma 1. Faraz qgilaylik, M - butun giymatli umumlashgan
Puasson tasodifiy migdori bo'lsin, XxX2i... tasodifiy migdorlar esa,
umumiy xarakteristik funksiyasi f(t) boTgan tagsimotga ega
bo'lsin (ya’ni ular bir xil tagsimlangan). Agar M,XxX2,... birgalikda
bog'lig bo'Imagan tasodifiy miqgdorlar boTsa, Su =Xx+...+xM
tasodifiy migdor Puasson tasodifiy yig'indisi boTadi.

Isbot Tasodifiy migdor m ning hosil giluvchi funksiyasi

AeY)=exp{a("(5)= 1}
ko'rinishida boTadi va bu yerda y*s) gandaydir ehtimolliklar
tagsimoti hosil qiluvchi funksiyasi. sM tasodifiy yig4indining
xarakteristik funksiyasi
fsu(0=1110)=exp{A~(/(0)-s}. (5)

Demak, (5) tenglikni o4g tomoniga e’tibor qgilinsa, fSu(t)
Puasson yig'indisi M+..+YN ning xarakteristik funksiyasi boTishi
kelib chigadi va bu yerda N parametri a>0 bo'lgan Puasson
tagsimotiga ega bo4gan tasodifiy migdor,

ryix,+...+ Xy, /=i2,..,L,

L - hosil giluvchi funksiyasi y/{s) boTgan tasodifiy migdor,

tasodifiy miqdorlar

birgalikda bog'liq bo'lmagan tasodifiy miqgdorlar. Xuddi
shuningdek L,XxX2i... tasodifiy miqdorlar ham birgalikda
bog'ligsiz boTadi. Boshgacha aytganda
s,,=yl+...+yn

lemmani isbot etadigan munosabat o'rinli boTadi.

Lemma 2. Agar M - geometrik

P(M=n)=p(l-p)H n=0,12,..

tagsimotga ega bo'lgan tasodifiy migdor bo'lsa, M umumlashgan
Puasson tasodifiy migdori boTadi.

Isbot. Quyidagi belgilashni kiritamiz:

A=log— K-O—-ogr—;1 , \s\£l
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Koaish giyin emaski, M tasodifiy migdoming hosil giluvchi
funksiyasi

>,(*) = exp{A ("~ (*)-1}
ko‘rinishda ifoda etilishi mumkin. Lemmaning to‘g‘ri ekanligiga
ishonch hosil gilish uchun, ~(5) fimksiyani gandaydir ehtimollik
tagsimoti uchun hosil giluvchi funksiya bo‘lishini isbotiash yetarli

bo‘ladi. Ma’iumki, y*iog--—(|*|<l) funksiyaning Teylor gatoriga
yoyilmasi

=
Bu yerda x=(1- p)s deb, olsak

N oboi logf 1—}ny W -M.

yoyilmaga ega bo‘lamiz. Bundan

Demak,

an (6)
I kX Jw P

ketma-ketlik diskret ehtimolliklar tagsimotini tashkil gilar ekan va
(6) ni logarifmik yoki logarifmik gator tagsimoti deb atashadi.
Lemma 2 isbot bo‘Idi.

Isbot etilgan lemma 1.-2. lardan quyidagi teorema kelib
chigadi.

Teorema 2. Har ganday geometrik yigfindi Puasson tasodifiy
yig‘indisi bodadi. Bundan tashqari
M, Xy X2..
tasodifiy miqdorlar birgalikda bog‘lig bo‘lImasdan, m tasodifiy
migdor geometrik tagsimotga ega bo‘lib, XxXa2i.. tasodifiy
miqdorlar esa, xarakteristik funksiyasi f(t) bo‘lgan umumiy
tagsimot bilan tagsimlangan bo‘lsa,

Xx+.. . +XU=yj+. .+
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munosabat bajariladi. Bu yerda //-parametri IogP—bo'Igan Puasson

tasodifiy miqgdori,
N, Yt9¥2, more, -.

tasodifiy migdorlar birgalikda bog'liq bo'lmaydi, Y92... tasodifiy
miqdorlar esa xarakteristik funksiyasi

11(0= do

© toglp “Fi-(i- pyne
boigan umumiy tagsimotga ega. Demak,
Yi=Xx+..+XI, j=12,.

munosabatlar bajarilib, bu yerda | tasodifiy migdor logarifmik

P(E=*)=flog-l1 i~ -, *=12,.
PJ k

tagsimotga ega bo'lib, X {XA.. tasodifiy migdorlarga bog'liq
bo'Imaydi.
Natija 1. Aytaylik, sH Puasson tasofiy yig'indisi bo'lib, uning
xarakteristik funksiyasi
/5,,(O=exp{A(/(O-0}
boisin. Agar

\-exm

xarakteristik funksiya bo'lsa, sN- tasodifiy migdor geometrik
yig'indi bo’'ladi, ya’ni
s/=YIl+..\u

munosabat bajarilib,
M,Yv Y2, Y,,...

tasodifiy migdorlar birgalikda bog'lig bo'Imasdan, m tasodifiy
miqdor parametri p=ed bo'lgan (1) geometrik tagsimotga ega
bo'ladi, r,r2... tasodifiy migdorlar esa, xarakteristik funksiyasi g(t)
bo'lgan tagsimot bilan bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar
bo'ladi.

Natija 2. Har ganday geometrik yig'indi “cheksiz
gisqaradigan” tagsimotga ega bo'ladi.
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4.5. Manfiy binomial tasodifiy yig‘indilar

Eslatib o ‘tamizki, tasodifiy migdor M manfiy binomial
tagsimotga ega deyiladi, agar

p (M =n )= A A~ - p r(i1- py ' n=0X - (1)

bu yerda r(a)-(a>0)- Eyleming gamma funksiyasi, r>0 va
pe(o,l)—manfiy binomial tagsimotning parametrlari hisoblanadi.
Agar parametr r butun son bodlsa, tasodifiy migdor m klassik
Bemulli sxemasida r ta “yutuq” yuzaga kelishi uchun o‘tkazilishi
kerak bo‘lgan tajribalar sonini ifoda etadi va har bir tajribada
“yutugq” ro‘y berish ehtimolligi p ga teng deb hisoblanadi Bu (1)
tagsimot Paskal, Poya tagsimotlari nomi bilan atalib, ehtimolliklar
nazariyasining diskret masalalaridajuda muhim rol o4ynaydi.

Xususan, manfiy binomial tagsimot aktuar matematikada ko‘p
sug‘urta holatlari uchun matematik model boTadi. Yuqorida (1)
tagsimot uchun Kkeltirilgan interpretatsiyadan kelib chigadiki,
fiksirlangan sug‘urta fondini tashkil qilish uchun, sug‘urta
portfelining hajmi (sug‘urtalanuvchi shaxslar soni) qganday
kattalikda bo‘lishi degan anig masala (1) tagsimot (manfiy
binomial) go‘llanilib yechiladigan muammolar qatoriga kiradi.
Aytib o‘tilgan fikrdan (formal nuqgtayi nazardan), (1) tagsimotga
ega bo‘lgan M tasodifiy migdor

{M,X}=Su = XI+...+XM

tasodifiy yigdindining indeksi rolini o‘ynashi kerakligi kelib
chigadi.

Lemma 1. Tasodifiy miqgdor M manfiy binomial (1) tagsimotga
ega boTsa, u umumlashgan Puasson tasodifiy migdori boiadi.

Isbot. Unchalik murakkab bo‘Imagan hisoblashlar yordamida,
(1) manfiy binomial tagsimotning hosil giluvchi funksiyasi

boTishim ko‘rish mumkin (bu formulani mustaqgil Kkeltirib

chigarishni  o‘quvchiga maslahat qilamiz). Bu formulani
guyidagicha boshgacharoq yozamiz:
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MM(,)=expl|rlogT ~ -} =exp”logT ~ 7+logp

exp-jrlog— log- .
PATOGT toglip - (1-p)

Endi quyidagi belgilashlami kiritamiz:

A:rlogp—, ys(s):alog (2)

1-alpys”
Demak, hosil giluvchi fimksiya
PM(s) =exp{A("(") - 1} 3)
va oxirgi (3)formuladan ko‘rinadiki, lemmaning isboti uchun (%)
dagi  yA{s)funksiyaning biror gandaydir ehtimolliklartagsimoti
uchun hosil giluvchi fimksiya bo‘lishi yetarli bo‘ladi.
Hagigatan ham Teylor gatoriga yoyishni bajarsak

rM-Lud. 1-L -i VBLgft.

4 M-(1-W log—4"
P

formulalami yoza olamiz.
Endi e’tibor qilamizki, birinchidan vy/(s) r ga bog‘lig

bo‘lmaydi, ikkinchidan esa

L_y(L-p)*

1og'—J|=ij

P

yam

L =12 (4)

log- *

sonli ketma-ketlik diskret ephtimolliklar tagsimotini tashkil giladi.
Oldin eslatib o‘tilganidek, (4) ketma-ketlik logarifmik yoki
logarifmik gator tagsimoti deb ataladi. Shuning uchun ham

A(s) =1e(j) = £sr,|s|<I
va bu yerda

P(FTK)UJI—Ogllp K **U - (5)
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Demak, M={NXiY}- Puasson tasodifiy yig-‘indi ﬂzrlog;J

Lemma isbot etildi.

Lemma | dan kelib chigadiki, manfiy binomial tagsimotga ega
bo4gan tasodifiy migdor M Puasson tasodifiy yigdindining indeksi
sifatida “cheksiz gisqaradigan” tasodifiy migdor bo‘ladi.
Odatdagidek SM=XI+...+XM tasodifiy migdomi manfiy binomial
tasodifiy yigdndi deb ataymiz.

Kitobning oxirida Kkeltirilgan adabiyotlar ro‘yxatidagi [4]
monografiyaning 159-160 betlarida, indeksi “cheksiz gisqaradi-
gan” tagsimotgaegabo‘lgan {N,x} tasodifiy yigfindi uchun normal
approksimatsiyada yaginlashish tezligining bahosi keltirilgan ([4],
teorema 2.4.8). Bunday tasodifiy yig‘indini oldingi bo‘limlarda

(6)
ko‘rinishda yozish mumkin ekanligini isbotlagan edik. Bu yerda
Nx- parametri 9 bo‘lgan Puasson tasodifiy migdori, Y esa manfiy
bo‘lmagan butun giymatli tasodifiy miqdor. Shunday qilib, (6)
tenglik ko‘rinishidagi sN tasodifiy yig‘indilar uchun quyidagi
natijaga ega bo‘lamiz: agar

An=supj/’’(s,, <xden)-G>(x)\, A =E\x¥
belgilashlami Kiritsak,

A< 1 , 5 2 0 5 (7))
wl (EY)

Berri-Esseen tipidagi baho o‘rinli bo*ladi.

Manfiy binomial sM tasodifiy yigfindi uchun (6) formula,

lemma 1 ga asosan

S,, ={M,X} ={{/Tyn,x) ={T,{lT0*}}

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda Puasson tasodifiy migdorining
parametri

A=rlog—
P



r0 esa nomanfiy butun giymatli tasodifiy migdor bo‘lib, uning

tagsimoti parametri r bo‘lgan va (4) tengliklar bilan aniglanadigan
logarifinik tagsimot bo“ladi.

Aytib o‘tilganlarga asoslanib, (7) Berri-Esseen tengizligidan
foydalanib

L =Sup|/>(s,, <xW)-d {x)\<U 205A .Jg L

bahoni yoza olamiz.
Agar binomial tasodifiy migdor M ning parametrlariga qaytsak,
oxirgi tengizlik

[1<1,5205 AO ) \A/r (8)

bahoga aylanadi va bu yerda
K(j,)=JZL-

BN o

Sodda hisoblashlar ko‘rsatadiki,

EM:Ir(I P)

va Vald ayniyatidan foydalansak
es,,=o, asM=A_")

tengliklami hosil gilamiz. Demak,

N=A.=sup p(S" < y2(1_p) -(D(,D,I')

Endi (4) tenglik bilan aniglangan r0 tasodifiy migqdoming
tagsimotini hisobga olgan holda, K(p) ifodani baholashga
kirishamiz. Quyidagi tengliklami yozish mumkin:

Iog— log-* plog-
p p

r <IN "] E /Y



Quyidagi g(*)=x/A1-p)x fimksiyani ko‘ramiz. Bu funksiya

U‘” I°’g 1
1-/7

oraligda o‘suvchi, x> log-— bo‘lganda esa kamayuvchi
I 1p

bo‘ladi. Bu g(x) funksiyaga tegishli faktlami hisoblab, baholashda

ulardan foydalanamiz. Oson ko ‘rinadiki,

Eyra< | \a0-pyans
0 |Og_:L

IKI-P) [I_p

Bundan keyin
[e9)

Buyerda r(a), a<0-Eyleming gamma funksiyasi
®

M(a)= | ue-'e"du.

0
Shunday qilib,
EY™ < 1 log: 1
log—* 1 pJ
p
wit 1
2 + logi r
Ushbu
log— <p 1+-
1-77 1 2(1-17)j

tengsizlik o‘rinli bo‘lgani uchun
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Baholanayotgan migdor EY™ uchun yana bir bahoni keltiramiz.
Eslatib o ‘tamizki,

Err*~-Y2Kk(I-p)k-
log—i1
p
Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi yig‘indini Koshi tengsizligi

orgali baholaymiz:
@ ®

Pf =24 k\-Pk-Va-pf <
@ - ®

e o
Endi

iy-rt-"-ir-
va

tengliklami hisobga olsak,
EYQR <———
/™ logl

Shunday qihb, EY™ uchun ikkita har xil bahoni oldik. Ifoda
K{p) da (9) tengsizlikdan foydalansak



Oson tekshiriiib ko‘riladigan

|
0g 1p >P I/I
tengsizlikni go‘llab, (10) bahoning davomi sifatida

-3/2

2-p
K(p)< | M m
) 2(1~pf Ogl-P I (1-p)
Ir 2-p"
r
Wp)TE+IW y-ps ()

tengsizliklami hosil gilamiz.
End (11) bahoni K(p) ifodaga qo‘ysak,

3/2

K(p) log-1-
1-pf2
rlog-) a-p P)
P
1 1-p_ (12)
Iogi r-':m r

p
0 ‘z-o‘zidan tushunarliki, p ning kichik giymatlarida (11) baho
yaxshirog, chunki Fc12<\. Lekinp ning noldan sezilarh darajada
fapq gilinadigan giymatlarida (12) baho aniqgroq bo‘ladi. Demak,
(11) va (12) baholami p ning hamma giymatlarida tagqoslab
bo‘lmaydi. Shuning uchun ham K(p) ifodaning yakuniy baholarini

K(P)< r 2-p
JTp  I'(\-p)(2+py T 1py
ko‘rinishda yozish mumkin.
Yugorida keltirilgan munosabatlaming natijaviy samarasi
sifatida quyidagi teoremani keltiramiz.

Teorema 1. Faraz gilaylik
EX=0, DX=1 & =E\X\3<00
shartlar bajarilsin. U holda manfiy binomial tasodifiy yig‘indi sM
ning tagsimoti uchun (parametrlari r>0,pe(0,l) bo‘lgan)

A=SE g <z T o) <k(p) A
o\ \ p ) T
Bu yerda
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r

[ (\-p)(2+Pf M -

Keltirilgan teorema 1 dan kelib chigadiki, amaliyotda keng
go'llaniladigan geometrik tasodifiy yig'indining tagsimoti,
parametr p ning fiksirlangan giymatlarida normal gonun tagsimoti
&) bilan approksimatsiya gilinishi mumkin ekan va parametr r

ning kattabo'lgan giymatlarida bu approksimatsiya anigqroq bo‘lib,
goldig had Ar= Jtartibda nolga yaqginlashadi.

4.6. Umumlashgan Puasson tagsimotlari uchun
asimptotik yoyilmalar

Faraz qilaylik, XItXIt...- bogTigmas va bir xil tagsimlangan
tasodifiy miqdorlar, Nx esa parametri d-o bo'lgan Puasson
tagsimotiga ega bo'lgan butun giymatli tasodifiy miqdor boTsin.

Parametr A ning har bir giymatida
Nx, X 1fX2,...

tasodifiy miqdorlar birgalikda bog'liq bo'lImasin. Puasson tasodifiy
yig'indisini
SX=XX4...+X~, 1>0

deb belgilaymiz. Faraz gilamizki, EXy=a va dxx=<j2>0 mavjud
bo'lsin. Hamma k>1 giymatlar uchun Exx=ak bo'lsin. Bu holda
al=a,a2=a2+al tengliklar bajariladi. Tasodifiy XX va SX
miqgdorlaming xarakteristik fiinksiyalarini mos ravishda /(t) va hx(t)
deb belgilaymiz. Yaxshi ma’lumki, agar /(t) r marta uzluksiz
differensiallanuvchi bo'lsa, /() da

m=I+iat- » f+@)* |; M ~ +e(4 (i)

yoyilma o'rinli bo'ladi. Quyidagi ta’riflami eslatib o'tamiz.
Ta’rif 1. Tasodifiy migdor X panjarasimon tagsimotga ega
deyiladi, agar uning giymatlar to'plami {xn n=0,+1, £2...}
{b+nh,n=0,+1,+2,..}
to'plam bilan ustma-ust tushsa, ya’ni



tenglik bajarilsa. Bu yerda beR, n>0- hagigiy va musbat sonlar.
Yaxshi ma’lumki, tasodifiy migdor X ning panjarasimon
bo‘lishi uchun, t=t0* 0 mavjud bo‘lib,

Eexp{*70T}=/(/0)=1 2)
tenglik bajarilishi yetarli va zaruriy shart boTadi. Bundan tashqari,
agar (2) tenglik biror 00 uchun bajarilsa,X tasodifiy migdor
tagsimotining gadami h=24-/r0 deb gabul gilishmumkin, chunki
/0>0 deb hisoblaymiz (/(rQ=/(-/0=1).

Ta’rif 2, Tasodifiy migdor X  Kramerning (S) shartim
ganoatlantiradi deymiz, agar
lim|/(/)| =limSup|/(/)| <1 3)
munosabat bajarilsa.
Odatdagidek @(x) bilan standart normal tagsimot funksiyasini,
< bilan uning zichlik funksiyasini belgilaymiz, ya’ni

h) o \x):>j2~ne Ir.

Ta’rif 3. Haqiqiy sonlar to‘plami r ni o‘ziga akslantiradigan
Hk(x) funksiyani

HK(*) =W )" o) *=0/12,...
tenglik bilan aniglaymiz va bu fimksiyani Ji-nchi tartibli polinom

(ko‘phad) bo‘lishi ravshan, uni *-nchi tartibli Ermit polinomi deb
ataladi.

Oson ishonish mumkinki,
A0XX)=1 4A,(X)=x, HA2x)=x2-1 AIx)=x3-3x,
AHX) =x4-6X2+3, a5(x)= x5-10x3+15x,
q6(x)= x*-15x4+45x2-15.

Butun manfiy boTmagan T, ckeR, k=0 lar uchun

<?7wW =

polinomni (m-nchi tartibli) ko‘ramiz.



Aytaylik, #0*),....#,(*) Ermit polinomlari boTsin. Quyidagi
polinomni

Q(x)=/ gkHk(x)
ko0

formula bilan kiritamiz. Oson ko'rish mumkinki
W)= q(it)exp{-/z/ 2}
funksiya, quyidagi
TM=(*XK*)

tenglik bilan aniglanadigan - funksiyaning Furye almashtirishi
boTadi.

Bu boTim davomida r£3- fiksirlangan butun son deb
hisoblanadi.

Kompleks z o'zgaruvchi uchun

Z/VV\\FZEf@t'Qz_)!
ifodani ko'ramiz. Bu /(z)- darajasi r-2 dan katta bo‘lmagan,
koeffitsiyentlari hagiqgiy sonlar boTgan polinom bo'lib, 7(0)=0.
Yuqoridagi (1) tenglikka asoslanib, *->0 da
(1) -1-iat+~ -= (it)27 (it)+o(t2)

munosabat o'rinli ekanhgiga ishonch hosil gilamiz.
Kompleks z o'zgaruvchiva >0 uchun

oy K 3 Y 1ar) “

funksiyani aniglaymiz. Insonish mumkinki, m>3 butun son va

koeffitsiyentlari haqigiy sonlar boTgan (J1 gabogTig boTmagan)
gk@z), k =3,...m

polinom mavjud boTadiki, ular uchun

pa2)="TV"W<) (®)
k£

tenglik o'rinli boTadi (har ganday J/1>0 va kompleks z uchun).
Bunda ¢3z),..tgmz) polinomlar (4) va (5) tengliklar orqgali bir
giymatli aniglanadi. Aytaylik
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aM = "\k/ (6)
3

polinom gk(z) ni gkJ<=R(j=3,...,Lk) va Lk>3(A:=3,..m) lar orqgali

aniglaydigan formula boTsin. Funksiya A/x) ni Ermit polinomi

deb hisoblab, xeR va *=3,...,.m lar uchun

)= Fah/(Y) ()
¥

polinomlarni kiritamiz.
Izoh 1. Elementar hisoblashlar yordamida (4) va (5)
tengliklardan hamma n>0 vakompleks z uchun

(»-2)*+2
j2
r-z

tenglikni yoza olamiz va bu yerda

Jbbj- >
r\+-+ttj=i+z/J-1
Shunday qilib, (5) va (6) lardan kelib chigadiki,
m=(r-z)z+2, 4=3(x-2), *=3,..m

tengliklar bajariladi.

Ta’rif 4. Tenglik (7) bilan aniglangan n*(x) funksiya k-nchi
tatibli Edjvort polinomi deb ataladi.

Har ganday xeR uchun

Gv (X)=d(x)+,(*) W

belgilashni kiritamiz.
Izoh 2. Agar r=3 boTsa,

N(x)=- vl AXx),

0,(*)=@ (*)-"-"=(a*-1)p(*). 8
Agar r=4 boTsa,
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*_ _A
R4(x) Y Hr( x )72a:H 5(X),
C,«m=ag-"-1bl -
) 1
) _2<4a2 Y -3X)—79a 4% 5-10x3+ 15 9)
Bulardan tashqari, a,(sj va 14(sj - mos ravishda sAtasodifiy
yig‘indining asimmetriya koefvﬁtsiyenti va ?\Ifsessi bo‘lsa,
S, —ES, Sx-a,X ] _  a
JDSXJ A psa2 I ninad
3=£ ANono, A a4
) AN *Jla2 J sfXal
tengliklar oainli bo‘lib, (8) va (9) munosabatlami
01:(>§=q3(x) - AOA fp(a“'
va
Gx,(X)= @(x) - ?A%A0I0<»(1)+A -22 o ‘<>(X)+“7—2“¢ T(X)
ko‘rinishlarda yozish mumkin.
Funksiya G/\(xX) chekli variatsiyaga ega bodlib, uning “zichlik
funksiyasi”
gJ x)=" Q/I =+ A giiH(x) (10)
X

g,AY)=W * M * =0 +1("))exp{-12/- } (m
Kelgusida biz quyidagi belgilashni goffiaymiz:

Oson ko‘rinadiki,
1* t
J AX(az+a2)
Endi ehtimolliklar nazariyasida yaxshi ma’lum bo‘lgan
Esseenning fundamental tengsizligidan foydalanamiz.
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Lemma 1. « ) - tagsimot funksiyasi, /(/)- unga mos keluvchi
xarakteristik funksiya bo‘lsin. Haqiqiy funksiya G(x) uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lib, quyidagi shartlami ganoatlantirsin:

limG(x)=0, limG(x)=1

va  W=SilpG(")<>-

Faraz qilamizki, G(x) funksiyaning Furye almashtirishi g(t)
uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib, g(0)=I. Bu holda har ganday
T>0 uchun quyidagi

Suplfw-GW |<- ( dt+24A (12)
r nJ jerl

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu lemmaning isboti ko‘p kitoblarda,
xususan [12] monografiyada keltirilgan.

Yugorida keltirilgan Gx,(x) va gir(0 funksiyalar lemma 1 ning
shartlarini ganoatlantirishi va

N, =%plEn(*)|<C°
bo‘lishi oson tekshirib ko‘riladi.
Demak, lemma 1 ga asosan

(13)

ny 1] nT

Oxirgi (13) tengsizlik quyidagi teoremaning isbotida muhim
rol o‘ynaydi.

Teorema 1. Faraz qilaylik, r=3 bo‘lganda Xxx tasodifiy
migdoming tagsimoti panjarasimon bo‘Imasin, r>3 bo‘lganda esa
Y tasodifiy migqdomi tagsimoti Krameming (S) ((3)) shartini
ganoatlantirsin. Bu holda (s->00)

S, - aX

Sup o =o(" " bl)



ya
S, —aX
N(S+a?2

Aytalik, €>0 fiksirlangan ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. Lemma
Ida

limXr/2~ Sup <X _ex1x)=0.

A=AE)=""" T=T{eX)=AMeXi2
deb gabul gilamiz. Bu holda (13) tengsizlikka asosan

Xrll~xsup Sx-aX °<x\]

SA
e

jri24 T

dt +e/2. (14)

Oxirgi (14) munosabatdan ko‘rinadiki, teoremani isbotlash
uchun har ganday e >0 uchun shunday S=J(*) mavjud bo‘lib

limsup A (15)

munosabatni bajarilishini ko‘rsatish yetarli bo‘ladi. Oxirgi (15)
munosabatning isboti [12] monografiyadagi tasodifiy bo‘lmagan s,,

yig‘indi uchun o‘tgazilgan mulohazalami takrorlaydi. (15)
tengizlikning to‘la isboti [4] monografiyada keltirilgan.
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V bob. KOLLEKTIV RISK MODELLARI
5.1. Kollektiv risk masalalari

Umuman, risk jarayoni deganda sug‘urta kompaniyasiga
tegishli kapitalning o‘zgarishi tushuniladi va bu o ‘zgarish ikki xil
sabablar orgali ro‘y beradi:

1) mijozlaming soni ko‘payganda ulardan yigriladigan fondi
sug‘urta badali (premiyasi) oshib borishi hisobiga, sug‘urta
(kapitali) o*sib boradi;

2) sugaurta to‘lovi oshib borgan sari bu kapital kamayadi.
Odatda (doimo bo‘lmasa ham) qulaylik uchun sug‘urta modellarida
sug‘urta premiyasi deterministik (tasodifiy bo‘lmagan) fimksiyalar
orqali ifodalanadi deb gabul gilinadi. Lekin sugcurta to‘lovlari
jarayoni hamma vaqtda tasodifiy deb hisoblanadi. Oqgibat natijada,
risk jarayonini stoxastik jarayonlar sinfiga tegishli deb hisoblashga
to‘gri keladi.

Risk jarayonlari sug‘urta kompaniyasining faoliyatini optimal
boshqgarishning matematik modellari sifatida gabul gilinadi. Bunda
sug‘urta jarayonining asosiy xarakteristikalari hisoblanadigan
sug‘urta tariflari (premiya stavkalari) va sug‘urta toTovlari kabi
parametrlami optimallashtirish masalalari muhim hisoblanadi. Bu
parametrlar haqgida konkret garorlar gabul gilishda esa, turli xil
optimallik kriteriyalaridan (belgilaridan) foydalanishga to‘g‘ri
keladi. Masalan, risk jarayoni stoxastik bo‘lganda, sug‘urta
todovlarining yakuniy yig‘indisining tagsimotini topish juda
muhim masala hisoblanadi, chunki bu tagsimot orgali yakuniy
sug‘urta to‘lovlari yig‘indisining hajmini (total claim size) aniq
baholash mumkin. Oz navbatida, bu masalani hal gilish esa
zamonaviy ehtimolliklar nazariyasining limit teoremalari metodlari
yordamida yechiladi.

Sug‘urta kompaniyasi faofiyatining optimalligini belgilaydigan
kriteriylardan yana biri bu —sug‘urta kompaniyasining “kasod
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bo‘lishlik” ehtimolligiga asoslanadi. Bu ehtimollik risk jarayonini
ma’ium vaqt oralig‘ida (chekli yoki cheksiz) belgilangan darajadan
pastga tushib ketishi bilan bog‘liq hodisalar uchun aniglanadi.
“Kasod bo‘lishlik” ehtimolligini o‘rganish bilan bog‘liq masalalar
kollektiv risk nazariyasi uchun asosiy muammolardan hisoblanadi.
Oxirgi jumlani quyidagi mulohazalar ham tasdiglaydi. Hagigatan
ham yakuniy sug‘urta yig‘indisining tagsimotini topish bilan
bog‘lig bo‘lgan masalalarining ko‘pchiligi, individual risk
nazariyasi metodlarini go‘ilash orgali yechilishi mumkin. Lekin bu
usullar bilan “kasod bo‘lishlik” ehtimolligini o°‘rganish bilan
bogiig bo‘lgan masalalami yechib bo‘lmaydi. Shuning uchun ham
“kasod bo‘lishlik™” ehtimolligini o‘rganish bilan bog‘liq masalalar
Aktuar matematikaning zamonaviy bir vaqtda mustaqil
yo‘nalishlaridan birini tashkil giladi.

“Kasod bo‘lishlik” ehtimoli risk jarayonining asosiy
parametrlarini funksiyasi deb qaraladi. Kollektiv risk modelining
asoschilaridan biri sifatida shved matematigi F.Lundberg
hisoblanadi. Uning XX asming boshlang‘ich yillarida o‘tkazgan
tadgigotlarida birinchi marta “kasod bo‘lishlik” ehtimolliklarini
topish va ulami tahlil etish masalalari qo‘yilgan. Lekin F.Lundberg-
ning ishlarida matematik aniglik va gat’iylik saglanmagan. Shu
sababli ham kollektiv risk nazariyasining yuzaga kelishi boshga
Shvetsiya olimi G.Krasler nomi bilan bog‘lig deb hisoblanadi.
1930-yillarda o ‘tkazgan tadgiqotlarida “kasod bo‘lishlik” ehtimol-
liklari bilan bog‘lig masalalarda ishonchli darajadagi qat’iylik,
yetarli me’yorda matematik umumiylik kuzatila boshlandi.
Shuning uchun ham Aktuar matematikaning kollektiv risk
sohasidagi natijalar Lundberg-Kramer nomi bilan bog‘liq bo‘lib
kelmogda (Lundberg-Kramer teoremasi, tengsizligi va hokazo).
G.Krameming “kasod bo‘hshlik” ehtimolligining boshlang6@ch
kapitalga bog‘lig asimptotikalami tadqiqi bo‘yicha erishgan klassik
natijalari, katta bir soha - risklami asimptotik nazariyasi uchun
bo‘ldi. Bu soha hozirgi zamon Aktuar matematikasida o°‘zining
dolzarbligi va foydalinigini yo“qotmagan. Bu fikming isbotini
Aktuar matematikaning klassik modellarini tahlil etishda Viner-
Xopf faktorizatsiya metodlari, Spitser ayniyati, Martingallar
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nazariyasi elementlarini gocllanishida ham ko4ish mumkin.
Haqgigatga yaqgin bodgan yangi aktuariy modellami topishda va
ulaming tahlilida inflatsiya, qayta sugd4urtalash kabi yangi
faktorlami hisobga ohshga to4g4i keladi.

5.2. Kollektiv riskning diskret dinamik modeli

Oldingi bobda sug4urtaning individual risk (statik) modelini
o4rgangan edik. Bu modelning tahlili sugdurta to‘lovlarini
faktorizatsiyalash imkoniyatini rodyobga chiqgarish imkoniyatini
berib, bunda bevosita tuzilgan shartnomalar toglamini o4ganishga
o‘tish mumkinligini eslatib o‘tamiz.

Bu va keyingi boblarda sug'urta faoliyatini tahlil etishda hech
ganday konkret shartnomalarga bog‘lig bo‘lmagan *“abstrakt”
sugdurtatodovlarito‘plami (demak, konkret sug4urta premiyalariga
ham bog‘lig bodmagan) asosiy obyekt bodlishi mumkin.
Boshgacha aytganda, bu bobning materialini sugaurtaning
individual variantlaridan umumiyroq bo'lgan dinamik modellarga
o‘tish deb tushunish mumkin bo4adi.

Ushbu va keyingi punktlarda sug4urta todlovlarini faktorizat-
siyalash imkoniyatidan foydalanishni davom ettiramiz. Bunda
faktorizatsion model chegarasida dinamik sxemalarga mos bo4lgan
ganday masalalar yechilishi mumkinligini o4ganamiz.

Sugdurtaning dinamik modehning umumiy ko4inishini
(todg4irog4 sugdurta fondini)

R(t)=U+P(t)-S(t). (1)
formula bilan ifoda etish mumkin. Bu yerda U - boshlashgdich
kapital, P(t)~ sugdurta premiyasini shakllanish jarayoni, 5(0-
sug‘urta todlovlari jarayoni. Keltirilgan (1) formulada P(t)~
deterministik (ya’ni tasodifiy bo4magan), S(t) =S(ttw) esa tasodifiy
(stoxastik) jarayon deb gabul gilinadi va

R(0=U{t)
tasodifiy jarayon deb hisoblash tabiiy bo4adi. Yana (1) formuladan
kelib chigib, P{t)m [0,r] oraligdda to4plangan sug4irta premiyalari
miqdori, 5(/)ni esa shu oraligda o4kazilgan sug4irta todovlari
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summasi (miqdori) deb tushunish mumkin bo‘ladi. Xususan,
Lundberg-Krameming klassik dinamik modeli

«(0=f/+Q-"T7y )

formula bilan aniglanadi. Bu yerda R(t) - sug‘urta kompaniyasining
[0,r] oraligdagi goldig (surplus) fondi, U - boshlashgrich kapital,
c- sugaurta premiyalari to‘planishi intensivligini xarakterlaydigan
koeffitsiyent, N(t)- sugcurta toflovlari to‘lanadigan momentlar
(boshgacha aytganda [0,r] oraliqda sug'urta hodisalari ro‘y berishi

soni),
YY Y

bog'ligsiz tasodifiy migdorlar esa, N(t) jarayonning /-nchi sakrash
momentidagi sug‘urta to‘lovi migdorini belgilaydi.

Kog hollarda /V(/)-oddiy "tiklanish” (renewal) jarayoni deb
hisoblanadi. Bu holda

N(t)=max >0,£ T,</J,

tenglik bilan aniglanadi, {r,,/E1}- bog'ligsiz bir xil tagsimlangan
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
>, e

tasodifiy miqgdorlar bilan birgalikda bog‘ligsiz deb hisoblanadi.
Aytib o'tilgan shartlar bajarilsa, sug‘urta kompaniyasining goldiq
(rezerv) fondi R{t) ni

t,=Tx+...+7), IE1,
momentlarda,

R(t) =R(?J+cTt-YI9 3)
ko‘rinishida yozish mumkin (/=12,..,ta=0, R{iQ=u). Oxirgi
yozuvlar

{5 =), I*i},
miqgdorlar tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
cTx- W cTr- YZ}...tcT,,-
tasodifiy miqgdorlar *“yuzaga keltirgan tasodifiy daydishlar”
jarayonini tashkil etishini namoyish etadi.
Ta’rif. Quyidagi
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yl(n)=p(minR <o) (4)
formula bilan aniglanadigan migdor, sug‘urta kompaniyasining
“kasod bo‘lishlik” ehtimolligi deb ataladi.

Keltirilgan (3), (4) formulalardan kelib chigadiki, *“kasod
bo‘lishlik” ehtimolligini o‘rganish, {Rn />I} tasodifiy “daytish”
uchun chegaraviy masalalami yechishga reduksiya vyetilishi
mumkin ekan (anigroq qilib aytganda, {Rn I} tasodifiy
“daytishni” (y =0) to‘g‘ri chizigni kesib o‘tish ehtimolligini tahlil
gilishga to‘g‘ri keladi).

Dinamik modellaming sug‘urtajarayonining statik tizimlaridan
fargi shundan iboratki, ularda hodisalar o‘zgarishi (1) tenglikka
moslangan holda vaqtga bog‘liq tasodifiy jarayonlar A ‘rinishida
bo‘ladi. Bu jarayonlaming tarkibiy gismlari fagat ikkita bo‘lib, 1)
premiyalar to‘planishi (tashkil topishi); 2) sug‘urta to‘lovlarini
ifoda etadigan tasodifiy jarayonlar iborat deb tushunish mumkin.
Bu ikki jarayon har xil vaqt masshtablarida va turli o‘lchov
masshtablarida ro‘y beradi. Hagigatan ham premiyalar, sug‘urta
hodisalarga qaraganda tezroq (ko‘proq) bo‘lib o‘tadi, lekin
premiyalar miqdori sug‘urta to‘lovlarga nisbatan juda Kichik
bo‘lishi tabiiy hoi. Shuning uchun ham asosiy jarayon sifatida
sug‘urta to‘lovlari ogimi deb gabul gilinsa, bu jarayonning ro‘y
berishi masshtabi ma’nosida premiyalar jarayonini tasodifiy
bo‘lmagan (determinik) uzluksiz voqealar tizimi deb gabul gilinsa
bo‘ladi ((1) tenglikda P(/)=c/ deb tanlanganiga e’tibor bering).

Eng sodda holatda premiyalar to‘planishi jarayoni yagona
parametr - sug‘urta badalini tushish tezligi c bilan aniglanadi. Bu
holda (2) tenglik bilan aniglangan sug‘urta tizimi Lundberg-
Krameming klassik dinamik modeli deb ataladi va unda parametr s
ning roli yaqgol namoyon bo‘ladi. Hagigatan ham biror t momentda
sug‘urta kompaniyasining rezerv fondi R(t) bo‘lsa va t+h (h>0)

momentga qadar sug‘urta hodisasi ro‘y bermasa, sug‘urta fondi /+/1
momentda

R(t+h) =R(t)+ch
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ifoda bilan aniglashadi (bunda biz mos matematik modelni
murakkablashtirmaslik magsadida inflatsiya kapitali protsentlarini
hisobga olmadik). Oxirgi tenglikdan

CcC=M h n>0

ekanligi kelib chigib, ¢ parametming premiyalar to4lanishi tezligi
deb tushunish mumkinligini tasdiglaydi.

Endi yuqgorida Kkiritilgn sug‘urta kompaniyasining “kasod
bo'lishlik” ehtimolligi tushunchasini batafsil sharhlab o ‘tamiz.
Boshlang‘ich t = 0 momentda sug‘urta kompaniyasining kapitali
N@O)=m. Birinchi sug‘urta to'lovi r,=r, momentiga qadar /%)
sug‘urta fondi u + ctx migdorga o ‘sadi. Lekin r, momentda sug‘urta
kompaniyasi Yxmigdorda mijozga sug‘urta to‘lovi beradi. Natijada,
rezerv fond

R(zY)=u +czx-Yx
migdorga kamayadi. Ikkinchi sug‘urta to‘lovi Tm=r2 momentiga
gadar rezerv fond c(T2-r,) =cz2 migdorga ko'payadi va
4N +z2)=u+czl-Yl+cz2=u+c(zx+z2)-Y|
tenglik bajariladi.
Agar
u+czx—1 i>0,
*+c(rl+r2)-fr+r2)>0,

Mm-fe(zx+t_D-(Y1+Y2+...+r._)EO
tengsizliklar bajarilib, lekin
Mtc(rl+ O -ft-f-...+n)>0 (5)
munosabat bajarilsa, n-nchi sug‘urta to‘lovi ro‘y bergan Ta
momentda kompaniya “kasodga” uchraydi.

Qulaylik uchun sug'urta kompaniyasini “kasodga uchratgan”
sug‘urta to'lovi nomeriga teng bo'lgan tasodifiy miqgdor (1 ni
kiritamiz). Bu holda {/=«} hodisa, kompaniya hech gachon
“kasodga uchramasligini” anglatadi. 0 ‘z navbatida,
ehtimollik (4) formulada aniglangan kompaniyaning “kasod
bo‘lishlik” ehtimolligini bildiradi, ya’ni
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P(fi«x>) =y/(u)
P(u=<x)-\-y/(n)

tengliklar o‘rinli boTadi.

Tenglik (3) ni

Ri- RH+Hi

koTinishda yozish mumkin. Bu yerda #,tasodifiy miqdorlar (/,_,/]
oraligda tushgan premiyalar va t, momentda amalga oshirilgan
sugcurta toTovlarining ayirmasini ifoda etadi. Umuman n_, va H,
tasodifiy migdorlami o‘zaro bogTigsiz deb bo‘Imaydi. Bu tasodifiy
miqdorlar fagat sug‘urta toTovlarini faktorizatsiyalash mumkin
bo‘lib, Rxsummaga fagat r= momentda toTanadigan sug‘urta
toTovlariga hech ganday alogador bo‘Imagan premiyalar kirgan
holdagina bogTigsiz boTadi. 0 ‘z navbatida, bu holat fagatgina har
bir t, momentdagi toTovdan keyin, bu momentdan oldin tuzilgan
shartnomalar 0‘z kuchini yo‘gotgan deb hisoblangandagina va H,
migdorlami esa oraliqda tuzilgan shartnomalaming
premiyalari va toTovlar tashkil etgandagina ro‘y beradi. Demak,
toTovlarini faktorizatsiyalash mumkin boTgan, “statik” individual
modelni dinamik modelga “joylashtirish” mumkin boTadi, agar t,
lami individual shartnomalar bo‘yicha toTov momentlari deb
hisoblanmasdan, ba’zi kamroq uchraydigan va ularga nisbatan shu
momentgacha tuzilgan shartnomalaming harakati to‘xtatilishi
hagida kelishuviga ega boTingan, ya’ni navbatdagi (/,,rj davrga
kompaniya fagat (0,/,] oraliqda tocplangan premiyalardan tashkil
topgan sug‘urta fondi Rt lar bilan “kirishi” mumkin boTadi, xolos.

Aytib oTilganlardan kelib chigadiki, sug‘urtaning diskret
dinamik modelida, sug‘urta kompaniyasi o‘zining boshlangTch
faoliyatida u- boshlangTch kapitalga (fond) ega boTib, bir necha
vaqt davomida (uni test-davri deb ataladi) kompaniyasining
sug‘urta fondiga, tuzilgan shartnomalarga asosan, sug‘urta
premiyalari tusha boshlaydi va ulardan sug‘urta toTovlarini
bajarishda foydalaniladi. Sug‘urta kompaniyasi zaruriyat yuzaga
kelganda, test-davri davomida “protsentsiz” qisqga muddatli
kreditlar hisobiga “kasod” boTishdan o‘zini saglaydi. Test-
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davrining oxirida sug‘urta portfelidagi mavjud hamma
shartnomalar o'z kuchini yuqgotgan deb hisoblanadi va navbatdagi
test-davri davomida bu shartnomalar bo'yicha “e’tirozlar” qabul
gilinmaydi. Amaliyot nuqtayi nazaridan bunday model har bir
shrtnomaning muddati test-davriga nisbatan ancha kichik
bo'lganda ma’noga ega bo'ladi yoki har bir test-davridagi mavjud
shartnomalar birvaqtda test-davrining boshida shu test-davri
muddatiga tuzilgan bo'lishi kerak.

5.3. Diskret dinamik (DD) modelda minimal sug'urta
stavkasini tanlash masalasi

Ko'rilayotgan dinamik modelda sug'urta kompaniyasining
“kasod bo'lishlik” ehtimolligi deb, hech bo'Imaganda bitta test-
davrida kompaniyaning to'lov majburiyatlarini bajara olmaslik
holati ro'y berishi ehtimolligi tushuniladi. Bunda test-davrida
tushgan to'lov talablarini shu test-davrining oxirida bajarilishini
hisobga olish kerak bo'ladi. Demak, sug'urtaning DD modeh unga
“ichma-ich qo'yilgan” statik (individual risk) modellar ketma-
ketligidan tashkil topar ekan (bu statik modellaming har biri bitta
test-davri davomida harakatda bo'ladi).

Oldingi boblarda statik (individual risk) modellarda minimal
sug'urta stavkasi bitta test-davrida fiksirlangan “kasod bo'lmaslik
ehtimolligini” ta’min etadigan qilib tanlanishi aytib o'tilgan edi.
Dinamik modelda esa minimal sug'urta stavkasi cheksiz ko'p test-
davrlar davomida *“kasod bo'lmaslik ehtimolligini” kerakli
darajada kichik bo'Imasligini ta’minlashi talab etiladi.

DD modelda ham test-davrida tuzilgan sug'urta shartnomalari
sonini N bilan belgilaymiz va uni birinchi ikkita momentlari
EN =J1, DN =J1/2ma’lum deb hisoblaymiz.

Hamma to'lov portfeli (hamma test-davrlarida tuzilgan
sug'urta shartnomalari) faktorizatsiyalashgan sug'urta to'lovlardan
iborat, ya’ni ular Yi =StXs ko'rinishda bo'lsin. Quyidagi paragrafda

kiritilgan
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2 DS, ES;
v

A=EXp £2=

parametrlami ko‘ramiz.

Aytaylik, ~ =ESj bo‘Isin. Sug‘urta kompaniyasining bitta test-

davridagi daromadi

R
bo‘lib, bu yerda tasodifiy miqdorlar HJ=S)z-XJ) yuqorida
keltirilgan ma’noga ega. Oldingilardan sug‘urta kompaniyasining
boshlang‘ich kapitali n=w .

Agar K ta ketma-ket test-davrlari ko‘rilsa, kompaniyasining

sug‘urta fondi
Rk=u+ak @)
tenglik aniglanib, bu yerda,
nk=w,+... +vk,
tasodifiy migdorlar yig‘indisidan iborat 0 ‘z navbatida, {AMm>1}-
bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi bo“lib,
p(WI<x)=(W2<x)=..=P(W<Xx) .

0 ‘z-o‘zidan ravshanki, {nt, *>1}- tasodifiy migdorlar ketma-
ketligi bog‘ligsiz orttirmaga ega bo‘lgan tasodifiy jarayon bo‘ladi.
Quyidagi

{Ju<0}={a*<-4 *=12..

hodisalarning hech bo‘lmaganda k ning birorta giymatida ro‘y
berishi ehtimolligi, sug‘urta kompaniyasining DD-modeldagi
cheksiz vaqt davomida “kasod bo‘lishlik” ehtimolligi bo‘ladi. Bu
ehtimollikni fiksirlangan sug‘urta stavkasi z uchun y/(u,z) bilan
belgilaymiz. Bu fimksiya y{u,z) fiksirlangan boshlang‘ich kapital u
ning giymatlarida Z ga nisbatan o‘suvchi bo‘lmaydi. Demak,
gandaydir z =z 1sug‘urta stavkasi uchun

@
tengsizlik bajarilsa, bu tengsizlik hamma z =z' lar uchun ham
o‘rinli bo‘ladi.

DD-model doirasida minimal sug‘urta stavkasi sifatida
Z0=inf{Z:"(«,z)<I|-£, Z>A}
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miqgdor gabul gilinadi. Bu yerda Q<.. Ehtimollik sug‘urta
kompaniyasini qoniqgtiradigan “kasod bo‘Imaslik” ehtimollik
chegarasi.

Quyidagi teoremada keltirilgan natija sugfurta modellarining
“kasod bo‘lishlik” ehtimolligini baholash masalalarida muhim rol
0 ‘ynaydi.

Teorema 1. Faraz qgilaylik, (J(s)=Ec\*{-sW] fimksiya ganday-
dir je[o,5") oraligda chegaralangan bo‘lsin. Agar shu oraligda
«(5)=1 tenglama s =s0>o0 yechimga ega bo‘lsa,

V(uz) - exp{-sO)
tengsizlik bajariladi.
Keltirilgan natijaga qo‘shimcha ravishda
limz/(y)> 1
munosabat bajarilgan holda, u(s) =1tenglama musbatyechimga ega
bo‘lishini gayd qilib o*‘tish mumkin.
Endi tasodifiy migdor W parametrlari
a=EW=J11, p =DW =Ag2+Mn,
bo‘lgan normal tagsimotga ega deb hisoblaymiz. Eslatib o‘tamizki,

bu yerda
h=EH=ESd, 02=DW =Ag2+Mn,

g2=DH =DSd2+ (ES)2(1+ V2 B2,
d=d(z)=z-A sug‘urta “yuklamasi”. Oldingilar kabi o =V2+M2/A

belgilashni kiritamiz.
Teorema 2. Agar Wnormal tagsimotga ega bo‘lsa, har ganday
fiksirlangan Q uchun boshlang‘ich kapital un

H f! 2(1-A) e
shartni ganoatlantirganda (bunda 0<g<I, £=1-0, minimal
sug‘urta stavkasi zo quyidagi
Z0£7'= A+d\ 4
tengsizlikni ganoatlantiradi va bu yerda
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Tekshirib ko‘rish giyin emaski (4) munosabatning o‘ng tomoni
minimal sug‘urta zOuchun trivial bo‘Imagan (ya’ni birdan Kichik)
bahoni beradi.

Natija 2. Teorema 2 ning shartlari bajarilib, ya’ni (3) tengsizlik
o‘rinli boTsa, minimal sugdurta stavkasi r0 uchun z0<z'=A+d'
tengsizlik o‘rinli bo‘lib,

'~A+* u—>o
2u
asimptotik munosabat bajariladi.

5.4, “Tiklanishlar” jarayoni

Aytaylik,
6 . 6 , ( !
bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar biror (n,F,P) da aniglangan
boTsin.

Ta’rif 1. Parametri t>0 boTgan tasodifiy migdorlar uyushmasi
t~ O} biror (g £,p) ehtimollik fazosida aniglangan boTsin. Bu
uyushma “tiklanishlar” jarayonini tashkil etadi deyiladi, agar u (1)
tasodifiy migdorlar ketma-ketligi orgali
)= rmnixisk>n, >0 (2)
tenglik bilan aniglangan boTsa.
Bu yerda
S*=£+-.-+£> k*\,S0=0.
Tenglik (2) rj(t) miqdorlami toTa aniqlamaydi. Hagigatan ham
t daraja kesib oTilmaydigan o elementar hodisalarda rj(t) nimaga
tengligini bilmaymiz. Bu holda

7/(0=00, agar hamma sk<t boTsa, 3)
deb aniglash tabiiy hisoblanadi.
Odatda, (1) ketma-ketlikdagi ... tasodifiy miqdorlami bir

xil tagsimlangan va ulaming matematik kutilmasa mavjud deb
faraz gilinadi.

Agar 4, lar musbat tasodifiy migdorlar boTsa, (2) tenglik bilan
aniglangan rj(t)tasodifiy funksiyani quyidagicha izohlash mumkin:
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sonlar o‘gida s0=0,SItSX... nugtalami belgilaymiz. Bu holda [o,s)
oraligda 7(0):l [sIJsa oraligda rj(t) =2 va umuman,
7(0=k»agar /€[£~,, *>|
tengliklar bajariladi.
Ko holiarda

ketma-ketlikning o‘zini “tiklanish” jarayoni deb e’lon qilinadi.
Ba’zi holiarda esa {skx >0} ketma-ketlik tasodifiy “daydish” deb
ham ataladi.

“Tiklanish jarayoni” termini tasodifiy funksiya rj(t) va {st;k >0}
ketma-ketlik elementlarini almashtirib turish kerak boTgan
gandaydir fizik qurilmalaming ish jarayonini oTganishda
foydalanish mumkin ekanligi bilan bogTig. Masalan, agar * biror
uskunaning uzluksiz ishlash muddati bodib, undan keyin uni
almashtirish yoki remont qilish kerak boTsa (“tiklash™), 5Avaqt
uskunaning k- “tiklanishi” momenti boTadi. Agar s0=0 vaqgt ham
shartli ravishda ‘tiklanish” momenti deb hisoblansa, 77(n tasodifiy
miqdor [of] oraligda o ‘tkazilgan “tiklanishlar” soni boTadi.

“Tiklanishlar”  jarayoni ehtimolliklar ~ nazariyasining
chegaraviy masalalarini yechishda, ommaviy xizmat koTsatish
nazariyasi, moliyaviy va aktuar matematikaning dolzarb
masalalarini hal etishda ko‘p go‘llaniladi.

Ta’rif 2. Quyidagi
H(t)=Erj(t), /> o
tenglik bilan aniglangan funksiya
SO, St
ketma-ketlikning tiklanish funksiyasi deb ataladi.
Ko‘p adabiyotlarda tiklanish funksiyasiga boshgacha ta’rif

beriladi.
Ta’rif 3. Ketma-ketlik {s*,*>1} ning tiklanish funksiyasi

00

b)
tenglik bilan aniglanadi.
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Agar £y£0 bo'lsa, keltirilgan ta’riflar teng kuchli bo'ladi.
Hagigatan ham
h, arap coeA,
V(t)=i|{s,<|\ 1A = D, arap coe A
tasodifiy miqdorga e’tibor gilamiz. Bu tasodifiy miqgdor
v(N{s/,7>0} ketma-ketlik trayektoriyasining [0,r] oralig'idagi
o'tkazganvaqtivau £0 bo'lganda [0,f] oralig'idagi tiklanishlar
sonigateng, ya’ni v(0=
Yugorida keltirilgan H(t) va u(t) fimksiyalar o'ngdan uzluksiz
bo'ladi. Ko'pgina adabiyotlarda tiklanish fimksiyasining quyidagi
chapdan uzluksiz variantlari ham ko'riladi:

W (/-0) = £min{A;Si<<}, U(t-0)=2 / M -

Agar lar bir xil tagsimlangan bodib, F'k(t) tagsimot
funksiyasi F(t)= < t) ning k- nchi tartibli kompozitsiyasi
bo'lsa, chapdan wuzluksiz bo'lgan ikkinchi  funksiyani
EgF*k(t) (F°=E0-0 nugtadajoylashgan birlik tagsimot) ko'rinishda

yozish mumkin.

Tiklanish funksiyasini go'llab yechiladigan masalalar nugtayi
nazaridan ganday uzluksizlik variantini tanlashning ahamiyati
bo'lmaydi.

Teorema 1- (Integral tiklanish teoremasi). Tasodifiy miqdor
lar bir xil tagsimlangan va ££y=a>o0 bo'lsin. Bu holda

nTld N
t a

Agar a=o0 bo'lsa, EZO deb tushuniladi. Endi tiklanish

jarayonlari uchun Kkatta sonlar gqonuni va Markaziy limit
teoremaning o'rinli bo'lish masalalarini o'rganamiz.

Aytaylik, soddalik uchun (1) ketma-ketlikdagi tasodifiy
migdorlar manfiy giymatlar gabul gilmasin. (/»(§ <o)=1).
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Teorema 2. Agar 0<E”=a<co bo*lsa, (2) tiklanish jarayoni
7700 uchun
70 r_*
f

c->—, /->00.
a

Isbot. Tiklanish jarayoni ¢) va uni tashkil giluvchi
&=£+. . +£*> 1
ketma-ketlik orasida juda ham muhim boTgan
() >*}=&*»}, /2:0 (4)

munosabat mavjud. Quyidagi

tenglikdan foydalanib va soddalik uchun N=t/a+st ifodani butun
son deb hisoblab, (4) tenglikka asosan,

f14-U "N H
tengliklami yoza olamiz va bu yerda:

e 4 20y i

BogTiqgsiz tasodifiymiqdorlar uchun o‘rinli boTgan katta
sonlar gonunini qoTlab

AN <q- = _0, <_/\_ -
PEN a eql,)PiN/o I+aeJ) »0
limit munosabatni olamiz. Demalk,

—<e2k> 0,/-> 00, Ve>0.
Xuddi shunga o‘xshash ravishda,
p"70-4 <-/Uo,
t a )

ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

Keltirilgan teoremaning isbotida N=t/a+st ifodani butun son
deb hisoblangan edi. Agar bu ifoda butun son bo*Imasa, AT ni
v, =[/la +a] bilan almashtirish yetarli bo‘lar edi.

Izoh. A.A.Borovkovning (“Teopus BeposiTHOCTeR”, M. YPCY,
2000, kitobida 10 bob, paragraf 3)
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———>a N—>00,
n

katta sonlar qonuni isbot etilgan. Agar shu natijadan foydalansak,

— w=1/a, t-+00

t
katta sonlar gonuni isbotlash mumkin. Quyidagi teoremada
tiklanish jarayonlari uchun Markaziy Limit Teorema keltiriladi.
Teorema 3. Agar Efj=a, =12 < bo“lsa,

lira K0 Mo_R)I=P{x) =Y. [&-sndu
[4n42Z 7 J 4bv &J

Isbot. Yuqoridagi (4) tenglikka asosan,

tenglikka ega bo‘lmiz. KOassik Levi teoremasiga (5) tenglikning
0°‘ng tomoniga markaziy limit teoremani qo‘llash mumkin. Demak,
u  d(uy> k-*00
Endi /->00 daife shunday o‘zgarsinki,
t—ak
u~WwWPp
chegaralangan migdor bo‘lsin. Bu miqgdomi fiksirlangan deb
hisoblab, oxirgi tenglikdan k ni topamiz {4k ga nisbatan kvadrat
tenglamani yechib):
t ua(ua+£24at”rl + (ulo-2}/4((at)\ (

K=—t--% : -=—4 i+0i 4=
a 2a a ol A{/r.

Topilgan K ning giymatini (5) ga qo‘ysak, t->wmda,

p{n(t)>k)=p >kt g P («) (6>
HU*3) (l)

munosabatni hosil gilamiz.

Oxirgi munosabatni tahlili ko‘rsatadiki, unda minus ishorasini
goldirish kerak bo‘ladi, chunki fagat shu holdagina (6) ning har ikKki
tomonida wga nisbatan o‘suvchi fimksiyalar turadi.

Normal tagsimot funksiya &) uzluksiz ekanligidan, (6)
munosabatni



1I/I/I_l )>'V| J>q3('\") =1-0(-w),

ko'rinishda yozish mumkin. Demak, t->m da,

Uls!/a.<u  o(a).
Teorema 3 ishot etildi

5.5. Sparre Andersen risk jarayonlari
(Klassik risk jarayoni)

Kompaniyaning sug'urta faoliyati davomidagi rezerv fondini
ko'ramiz. U boshlang'ich kapital va har bir [o,rJvagt oralig'ida
tuzilgan har bir shartnoma bo'yicha mijozlardan yig'ilgan sug'urta
premiyalardan, shu oraliqda ro'y bergan sug'urta hodisalari
bo'yicha yig'indi sug'urta to'lovlari ayirmasidan iborat bo'ladi.
Aytaylik, - f- mijozning sug'urta badali (premiyasi) bo'lsin. Bu
holda sug'urta kompaniyasining [o,/]Joraliqdagi daromadi

bn
* ( O - Lﬁs
bo'lib, bu yerda N.(t) - [0r] oraligda tuzilgan shartnomalar
ketma-ketliklari
Th xn i=12 .0
mos ravishda sug'urta to'lovlari yuzaga kelgan (sug'urta hodisalari

ro'y bergan) momentlar, sug'urta to'lovlari migdorlari (hammalari)
bo'lsin (o<T,A£...). Bu holda sug'urta kompaniyasining [o,/Jvaqt

oralig'idagi talofatlari
ND
*_(/): M*’
yig'indini tashkil giladi. Demak, sug'urta kompaniyasining rezerv

fondining t momentdagi “dinamik komponenti”
NAO NAO

n,(O:n,(O-Vl(OTVfLS-Q"- 1)
Sug'urta kompaniyasining boshlang'ich kapitalini »n bilan
belgilaylik.
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Ta’rif 1. Risk jarayoni deb,
; R(t) =u+R,(t)
ifodaga aytiladi. Bu yerda R,(t) yuqoridagi (1) formula bilan
aniglanadi. Sug‘urta kompaniyasining kasod bo4ish momenti
j r=inf{/;/?(/) <0}
tenglik bilan aniglanadi.
| r~r_jarayonlar va TnX, (i;>l) miqdorlar tasodifiy bo‘lganlari
uchun, risk jarayonR(t) va kasodlikga uchrash momenti r lar ham
tasodifiy bo‘ladi. Amaliyot bilan bog‘lig masalalarda tasodifiy
miqdor x ni p(t<oo)<i tengsizhk bajarilishi ma’nosida xosmas deb
hisoblashga to‘gcri keladi.
Ta’rif 2. Quyidagi
1f/(n) = P(T < 00/R(0) = «)
tenglik bilan aniglangan shartli ehtimollik cheksiz vagqt davomida
“kasod bo‘lishlik” ehtimolligi deb ataladi. Aytaylik, />0 bo‘Isin.
Quyidagi:
yI(ttu) = P {r< ,tIR{0) = u)
tenglik bilan aniglangan shartli ehtimollik chekli [or] oraliqda
“kasod bo‘lishlik” ehtimolligi deb ataladi.
Keltirilgan ta’rifdagi shartli ehtimolliklarda boshlangfich
kapital R(0)=u deb hisoblanishni qayd qilib o‘tamiz. Ba’zi hollarda
D) =1-(«), m>0
“kasod bofimaslik” ehtimolligidan foydalanish qulay bofiadi (m<0
bofiganda ®(m)=0 deb hisoblanadi).
I Formula (1) bilan aniglangan modelda bitta jiddiy kamchilik
mavjud: undagi Rt(t) va R (f) tasodifiy jarayonlar bogTigsiz
bo‘Imaydi, chunki har doim N_(t) <N.(t) tengsizlik bajarilishi kerak
(aks holda [o,<]oraligda sug‘urta to‘lovlari soni, shu oraligdagi
premiyalar (shartnomalar) sonidan ko‘p bo‘lib, sug‘urta
faoliyatining ma’nosi bo‘lmaydi). Hagigatan ham, sug‘urta
shartnomasi tuzilishi va shu shartnoma bo‘yicha sug‘urta to‘lovi
yoqealari ro‘y berish vagtlari orasida ma’lum muddat o ‘tishi kerak.
j Model (1) ni soddalashtirish uchun, undagi tasodifiy
miqdorlami oczaro bogdigsiz va N.(t) jarayon bilan esa birgalikda
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bog‘ligsiz deb hisoblab, ular bir xil tagsimlangan va o‘rta gimmat

mavjudligi faraz etiladi. Eng sodda holda tasodifiy jarayon
N+(t) - oddiy birjinsli va n,>0 intensivlikka ega bo‘lgan Puasson
jarayoni deb gabul gilinadi, ya’ni

p(n.(:OZ*):/k\\-«-V, *=00....

Bu holda Vald ayniyatiga asosan,
NQO 1

ENHO0=£ [ '*0
tenglik o‘rinli boiadi.

Bulardan tashgari, £ tasodifiy migdoming o‘rta giymat b
atrofidagi tarqoqligi (ya’ni /)£,) yetarli darajada kichik bo4lganda,
sugdirta kompaniyasining daromadini ifodalaydigan zinapoya-
simon ko‘rinishdagi R.(t) jarayonni, uning chizigli fimksiyadan
iborat bo‘lgan o‘rta giymat bilan approksimatsiyalash mumkin,
ya’ni

IM()«ER.(t) =ct, c=bX"

Oxirgi mulohazalar Ehtimolliklar nazariyasining katta sonlar
gonuniga asoslanishini eslatib o4ish mumkin. Endi va bundan
so‘ng tasodifiy miqdorlar x, lar o‘zaro bog‘ligsiz va N_(t)
jarayondan bogdligsiz deb, ya’ni

tasodifiy miqdorlar sistemasini birgalikda bogdigsizligi faraz
etiladi. Bulardan tashqari, x, tasodifiy miqdorlar umumiy F(x)
tagsimot funksiyaga ega deb hisoblanadi. Sug4irta kompani-
yasining talofatini (ziyonini) ifoda giladigan tasodifiy jarayon
v_(r) esa “tiklanishlar” jarayoni deb, ya’ni
6,=T,-T,, IF12,..

tasodifiy miqdorlar bogdigsiz va bir xil tagsimlanganligi talab
gilinadi. Bunda o4ta giymatlar EX, =/*<«, Es, =Za<oc0 mavjud
bodishligi shartlari gabul gilinadi.

Model (1) uchun Kkeltirilgan soddalashtiruvchi shartlami
hisobga olgan holda quyidagi modelga kelamiz.

Ta’rif 3. Sparre Andersenning risk jarayoni deb
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«0
A)=n+a -2 x,, t>0

ko‘rinishidagi tasodifiy jarayonga aytiladi.

Bunda c¢>0, N(t)- “4iklanishlar” jarayoni, Xt,X2... -
bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar jarayonga bog‘lig bo‘lmasdan,
ulaming tagsimot funksiyasi F(x),F(0)=0 shartni ganoatlantiradi.

Ta’rif 4. Quyidagi

miqdor xavfsiziik koeffitsiyenti deb ataladi.

Ko‘p hollarda p ni xavfsiziik yuklamasi deb ham atashadi
(aslida uni nishiy xavfsiziik yuklamasi deb atash to*‘g‘riroq bo*ladi,
chunki uni sug‘urta kompaniyasining birlik vaqt davomidagi
“daromadi” sifatida gabul gilish mumkin).

Ta’rif 5. Sparre Andersenning risk jarayoni klassik risk
jarayoni deb ataladi, agar undaA”/)- intensivligi a>o bo‘lgan
Puasson jarayoni bo‘lsa.

FOassik risk jarayoni uchun xavfsiziik yuklamasi

_c—xXp_c ~
"o Xp Xp
Sparre Andersen risk jarayoni L) uchun

ER(t) =n+(c- pia)t
tenglik o‘rinli ekanligiga ishonish giyin bo‘lmaydi. Shuning uchun
ham, agar ca<p (bu esa xavfsiziik yuklamasining manfiy son
bo‘lishiga mos keladi) bo‘lsa, sug‘urta rezerv fondining o‘rtacha
giymati t ganisbatan chizigli funksiya ko‘rinishida o‘sadi. Bu holda
boshlangfich kapital n ning har ganday giymatida “kasodlik”
ehtimolligi ~(«)=1ekanligini isbotlash mumkin.
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V1 bob. KASODLIK EHTIMOLLIKLAR!

Eslatib o4amizki, sugdurtaning dinamik (kollektiv risk)
modelidagi risk jarayoni
R(t)= u+ P(t)- S(t), P(0)=S(0) =0,
ko'rinishda bodlib, bu yerda u-boshlangdich kapital, />(/)-sugdurta
premiyalari shakllanishi jarayoni, s(/)-sug4urta todlovlari jarayoni
(R(0)=u).
Quyidagi:
x = inf{/; R{t) <0}
miqgdor sug4urta kompaniyasining kasodga uchrash momenti va
y/(u) = P(T <00/N(0) = n)
cheksiz oralig davomida kasodlik ehtimolligi deb ataladi. Agar r*o
bo'lsa,
y(t,u)=P(TZt/R(0) =u)
miqgdor sug‘urta kompaniyasining [o,/] oralig‘ida kasod bodlishlik
ehtimolligi deb ataladi. Bunda r(0=u tenglik sugcurta
kompaniyasining boshlang‘ich kapitali n ga tengligini anglatadi.

6.1. Sug(urta kompaniyasi kasodligining dinamik modeli

Sug‘urta faoliyatining dinamik modellari individual risk
(statik) sxemalardan, ularda hodisalar vaqtga nisbatan bog‘liq holda
o‘zgarishi bilan farq giladi. Dinamik modellarining sodda ko4 inish
hollarida fagat ikkita jarayon hisobga olinadi xolos: premiyalar
to‘lanishi jarayoni va sug‘urta to‘lovi jarayoni. Bu ikkitajarayon
har xil vagt masshtabida ro‘y beradi va ular turli masshtablarda
0°‘Ichanadi.

Hagigatan ham, premiyalar todash hodisalari, sug4urta
todlovini amalga oshiradigan hodisalarga nisbatan tez-tez ro4y
beradi va premiya todovi miqdori, sugdirta todovi migdoridan
ancha kam bodadi. Shuning uchun ham, agar asosiy jarayon
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sifatida sug'urta to‘lovi tushunilsa, premiyalar yig'ish jarayonini
tasodifiy bo‘lmagan uzluksiz hodisalar oqimi deb tushunish
mumkin bo“ladi.

Ko‘p holiarda premiyalar tushimi (yigfish) jarayonini yagona
parametr c- premiya tushim tezligi (intensivligi) bilan aniglanadi
deb hisoblasak bo'ladi. Bu fikmi quyidagicha sharhlab o‘tish
mumkin: agar gandaydir t vaqt momentida sug‘urta
kompaniyasining rezerv fondi u, bodlib, t+n momentga gadar hech
ganday sug‘urta to'lovi rofy bermasa, kompaniyasining t+n
momentdagi rezerv fondi uWH=U, +ch migdomi tashkil giladi, ya’ni

n
tenglik bajariladi.

Odatda, (ko‘p holiarda) sug'urta to'lovi jarayonini oddiy
Puasson jarayoni deb qabul qilinadi. Bu esa jarayonning
statsionarlik, ordinarlik, orttirmalari bog'ligsiz tasodifiy miqgdor
bofiishi xossalari bilan teng kuchli bodadi.

Agar Hbilan n- sug'urta to‘lovining ro‘y berishi momentini
belgilasak,

tasodifiy migdorlar n- va n-i- to'lov momentlari orasidagi interval
uzunligini anglatadi. Sug‘urta to'lovi jarayoni parametri n bo'lgan
Puassonjarayoni bofisa,

ya’ni r,r2.tasodifiy miqdorlar bog'ligsiz bo'lib, umumiy
ko'rsatkichli tagsimot funksiyasiga ega bo'ladi.

Ketma-ket ro‘y beradigan sug'urta to'lovlarini r,r2.. tasodifiy
miqgdorlar deb belgilaymiz va ulami sug'urta to'lovlari
momentlarini lardan va o'zaro bog'ligsiz deb hisoblaymiz.
Bulardan tashqari ag,... tasodifiy migdorlar umumiy r c)tagsimot
ftmksiyasiga ega deb hisoblanadi.

Endi sug'urta kompaniyasining rezerv fondining o'zgarishini
quyidagicha ifoda etish mumkin: /=0 momentda kompaniya
boshlang'ich kapitalga ega, T1;=r, birinchi to'lov momentida
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kapital u+ctl migdorgacha o‘sadi (premiyalar tushishi hisobiga).
Lekin tx momentda kompaniya r, migdorda sug‘urta to‘lovi
o‘tkazadi va rezerv fondi u+ct,-y, migdorga kamayadi. Ikkinchi
sug‘urta to‘lovi moment r2 ga gadar rezerv fondi c(r2-rl)=cr2
miqgdorga o ‘sadi va
vHer(-Yl+e=(Ti+r2)-Y1
migdorga teng bo“ladi.
Umuman, sug‘urta rezerv fondining r,, momentdagi kapitali
n+cra-(Y,+..+¥Y9*0, n=12,...
miqdor bilan ifoda etiladi.
Agar

n-HeT,

u+c@H-(Y1+2)0,

“Heo(tl+ ) - (Y 1+ +Yi [)n0

tengsizliklar bajarilib,

munosabat o‘rinli bo‘lsa, n - sug‘urta to‘lovi o4kazilgan r,
momentda sug‘urta kompaniyasi kasodga uchradi deb hisoblanadi.
Aniglangan dinamik modelning asosiy xarakteristikasi bo‘lib,
rezerv fondi miqdori
N (Q=wte(ri+rd-(Y1+.+1)
hisoblanadi. Bu model uchun asosiy masala sifatida

kasodlik ehtimolligi ~(«) ning xossalarini o‘rganish hisoblanadi.

Keyingi yozuvlami soddalashtirish uchun, kasodlikka olib
kelgan sug‘urta to‘lovi nomeri m=vH tasodifiy miqgdorni
kiritamiz. Bu tasodifiy miqdor orgali kompaniyaning hech gachon
kasod bo‘lmaslik ehtimolligi {"=«} hodisaning ehtimolligiga teng
ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin. Kasodlik ehtimolligi esa

ys(u)= P(/i<co)=1-P (// = oo)

tenglik bilan aniglanadi.

Endi

m=EY[=EYl=..
belgilashni kiritib,
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c>XT
shart bajarilgan deb hisoblaymiz. Bu shartni quyidagicha sharhlash
mumkin: birlik vaqt oralig‘ida o‘rtacha 1 sug‘urtatoiovlari yuzaga
kelib, ular o‘rtacha xm miqdordagi sug‘urta to‘loviga olib keladi.
Boshga tomondan, shu vaqt davomida sug‘urta kompaniyasi

premiyalar ko‘rinishida
c=(\+0)Xm

miqdordagi pulni gabul qgiladi. Bu yerda o0-kompaniya
belgilaydigan sug‘urta yuklamasi.

6.2. Momentlar hosil giluvchi funksiya.
Xarakteristik koeffitsiyent

Tasodifiy migdor x ning momentlar hosil giluvchi fimksiyasi
deb

£(/)= Je“dIF(x), t<=R

integralga aytiladi. Bu yerda f(x) =p(x <*) tasodifiy migdor X ning
tagsimot fimksiyasi bo‘lib, y F(+0)=0 shartni ganoatlantiradi, ya’ni
-mos tasodifiy migdor x uchun p(xt>0)=\ deb hisoblanadi.

Qayd qilib o‘tamizki, Et) integral uchun Abel teoremasi o ‘rinli
bo‘ladi: agar integral E(i) biror /=/0>0 nuqgtada yaqginlashsa, u
-t0z t <t0oraliqda ham yaginlashuvchi bo‘ladi.

Agar f(¥ tagsimot fimksiyasiriing Laplas almashtirishi

<p(s):r8e'adF(x)
bo‘lsa,
> - E (t) =Ee* =9 (-t) =]e°dF{x) (1)

tengliklardan ko‘rinadiki, Et) fimksiya *<o giymatlarda ham

aniglangan bo‘ladi. Demak, x ni sug‘urta to‘lovi miqdori deb

tushunsak, E{t) fimksiya sug‘urta to‘lovining (-/) nuqtadagi Laplas

almashtirishini ifoda etar ekan. Sug‘urta to‘lovi tagsimotlarining

ko“pchiligi uchun £(/) fimksiya /e(0,«) oraligning biror nuqgtasida

ham aniglanmagan boTishi mumkin. Masalan, r(x) tagsimotning
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zichlik funksiyasi p(x) bo'lsa, (1) tenglikning o‘ng tomonidagi
integral

e*p(x)->0, p(x)=ofe~t'Y x->00
munosabat bajarilgandagina yaginlashadi. Misol sifatida, Aktuar
matematikada ko‘p go‘llaniladigan Pareto tagsimotini ko‘rish
mumkin. Eslatib o ‘tamizki, tasodifiy migdor x Pareto tagsimotiga
ega deyiladi, agar uning zichligi funksiyasi

A*8(1+x) ’Th@H)>0"xe(’®
tenglik bilan aniglansa. Bu tagsimot uchun
p(x)e* =0, />0, x ->m

Aytilgan fikrlarni hisobga olgan holda, biz kelgusida fagat biror
/>onugtada e funksiya mavjud bo‘lgan sug‘urta to‘lovi
tagsimotlari ko‘riladi xolos (bu shart Kramer sharti deb ataladi). Bu
shart bajarilganda mos £(*) tagsimot funksiyaning hamma
momentlari mavjud bo‘ladi va ular uchun:

ex*:r8<de(x):(-l)*<ﬁk)(0), k*1

formula o‘rinli bo‘ladi. Demak, bu formulani hisobga olgan holda

tengliklarni yoza olamiz va ulardan £*) funksiya

EX EX1 EXm

1720 U
ketma-ketlikning hosil giluvchi funksiyasi ekanligi kelib chigadi.
Shu sababli e fimksiyani momentlar hosil giluvchi fiinksiya deb
ataladi.

0 ‘z-o‘zidan ravshanki, o0</,</2 bo‘lganda, e'sile* tengsizlik
bajariladi. Demak, Ee*mavjud bo‘lishidan e** chekli ekanligi kelib
chigadi, ya’ni e fimksiyani mavjudlik sohasi (-«>/) yoki (-«*/]
ko‘rinishidagi to‘plam boiadi (yaginlashish abssissasi r Kramer
shartiga asosan musbat son bo‘lib, /e(0,00]).

Masalan, p(x)=pefit- parametri p>o bo‘lgan eksponensial

tagsimot bo‘lsa, funksiya £(/) argument t<p bo‘lganda mavjud va
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v'op-i
formula bilan aniglanadi.
Agar sug‘urta toiovi X chegaralangan tasodifiy migdor boisa

(AT i const),
E (t) = Eelx< 00, /e(-<10;00).

Ko‘p hollarda p(x)=?(*<*) tagsimotlar uchun momentlar hosil
giluvchi £(/) funksiyaning aniglanish sohasi o‘hgdan yopiq
bo‘lgan (001 oraligdan iborat bo‘ladi. Faraz qgilaylik, o)
tagsimot uchun uning Laplas-Stiltes almashtirishi 43s) fagat s™o
giymatlardagina aniqlangan bo‘lsin (masalan, Pareto tagsimoti).
Quyidagi:

*>0
funksiyani ko‘raylik. Bu funksiya tagsimot funksiyasining hamma
xossalarini ganoatlantiradi, ya’ni u manfiy emas, o‘suvchi, o‘ngdan
UzIuksiz (¢ ¢oy= o) Va » om- .. Demak, ., tagsimot funksiyasi

bo‘lar ekan. Uning Laplas-Stiltes almashtirishi

° Vg P }o Pg P )
Oxirgi tenglikdan ko‘rinadiki, {t) funksiya t+f ;> ya’ni /;}>/*
giymatlarda aniglangan. Mos momentlar hosil giluvchi funksiya
£~(hHargumentning t<t giymatlarida, ya’ni (-00./70raliqda
aniglangan.
Agar momentlar hosil giluvchi funksiya e ochig (/)
oraligda mavjud bo‘lsa,

lim £(/) = oo,
chunki aks holda, mashhur Levi teoremasiga asosan zexp(/x)<oo

munosabat bajarilgan bo‘lar edi. Bu holda #=» bo‘lsa (ya’ni £(/)

to‘g‘ri chiziq r da mavjud),
AN >LHETHZEITHR, 1€?

tengsizlikdan a(/) funksiyaning har ganday chizigli funksiyaga
nisbatan tezroq o‘sishi kelib chigadi.
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Agar momentlar hosil giluvchi £<funksiyaning aniglanish
sohasi o4gdan yopiq (-*>/]oraligdan iborat bo‘lsa, Lebeg
teoremasiga asosan,

lime()=£@) <00
munosabat o ‘rinli bo4adi.

Har ganday t uchun

E'(t) =E(Xe*)zO,

EX(N=£(jrVjiO
tengsizliklar bajarilgani uchun, E@) funksiya monoton o‘suvchi va
uning grafigi pastga gavariq bodadi. Bundan tashqari

£(0)=1 £'(0)am<(I+Mm.

Demak, £(/) funksiyaning grafigi (0,1) nugtadan, y=i+(i+o)mt
to4g4i chizigga nisbatan kichikroq burchak ostidan chigadi.

Agar £(/) funksiya ochiq oraligda aniglangan bodlsa,
yuqorida aytilganlardan kelib chigadiki, E@) funksiya va
>>=|+(i+o0)nY to4&ichizigning grafiklari />obo4ganda,yagonabitta
nugtada kesishadi - shu kesishish nugtasining abssissasi

xarakteristik koeffitsiyent deb ataladi. Demak, xarakteristik
koeffitsiyent

E(t) =Ee*=\+(\+0)mt (2)

tenglamaning yechimi bodar ekan.

Agar £(/) funksiyaning aniqlanish sohasi- o'ngdan yopiq (-«/]
oralig bodlsa, xarakteristik koeffitsiyent

E(/*)* 1+ (1+0)«/*

tengsizlik bajarilgandagina (fagat shu holdagina) mavjud bo‘ladi.

Keltirilgan va umumiyroq xarakterda bo‘lgan mulohazalami
konkret sug‘urta risk tagsimotlarida namoyish etaylik.

Masala 1. Sugdurta risk tagsimoti parametri p=— bodgan

eksponensial zichlik funksiyasiga ega bodsin. Bu riskning
xarakteristik koeffitsiyenti topilsin.
Yechish. Eksponensial tagsimot uchun zichlik funksiya
= jrr0.
Demak, bu tagsimotning momentlar hosil giluvchi funksiyasi
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£(/) == p\eae—’)d(—fl’\e’\dx- t<p.

p

Bu funksiya (-<»/’7)oraI|qda anlqlangan Masalanmg sharti

bo‘yicha p=—va uni hisobga olgan holda

mt m
tenglikni olamiz. Demak, xarakteristik tenglama (2) quyidagi
ko‘rinishda bo*ladi:
——- 1+ m,
1—-mt
ya’'ni
t (I+0)mV-0m/=0.
Oxirgi tenglama trivial yechim t- 0 va yagona musbat
Q \

0 (I+B)T m
yechimga ega bo‘ladi. Shu yechim xarakteristik koeffitsiyent

bodadi.
Masala 2. Agar sug‘urta riski [o,2*ooraliqda tekis tagsimlangan

bo'lsa, xarakteristik koeffitsiyent topilsin.
Yechlsh. Berilgan tekis tagsimot uchun

£(,):IV—

2m 2mt x=0 2mi

Bu holda (2) tenglama

ya’ni
e2x =2(l+e)(m tf+2m t+1.
Oxirgi tenglikdan xarakteristik koeffitsiyent r=r(o,m)nisbiy

sug‘urta yuklamasi B va sug‘urta riskning o‘rta qiymati « ga
bog‘lig bo‘ladi. Bevosita tekshirib ko‘rish mumkin bo‘ladiki,

m
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Koeffitsiyent r (0,7)uchun ancha sodda bo‘lgan

ery=2(1+0)/ +2y+l
tenglamaga ega bo'lamiz. Bu tenglamaning analitik yechimini
topib bo‘Imaydi. Lekin uning sonli yechimini hisoblash katta
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aiyinchiliklarga uchramaydi. Buning uchun birinchi navbatda,
xarakteristik koeffitsiyentni ganday oraligda bo‘lishini aniglaymiz.

Shu magsadda,
ely >\ +2y+2yr+4y11b
tengsizlikka e’tibor beramiz. Unga asoslanib,

FO)=e-2(\+B)yr-2y-\>"y2-20y2=
tengsizlikni yoza olamiz. Bu tengsizlikning o‘ng tomoni y=~" bo‘l-
ganda nolga aylanadi. Demak, bu tengsizlikning o‘ng tomonini nolga
tenglaydigan nuqta -8 dan chaprog tomonda, ya’ni (0, -8) oraliqda

yotadi va xarakteristik koeffitsiyent r<°- Endi (0, “0) oraligni teng

ikkiga bo‘lib, so‘ng hosil bo‘lgan teng boiaklami, yana teng
boiaklarga boiishni davom ettirib, F(y) ifodani nolga tenglaydigan
y =r nugtaga xohlagan aniglik bilan yaginlashish mumkin.

63. Kasodlik ehtimolligi uchun Lundberg tengsizligining
diskret varianti

Oldingi paragrafda kasodlikka olib keladigan sug‘urta
to‘lovining nomerini ifoda etadigan tasodifiy migdor “va rezerv
fondi migdori

A (M) =m+c(r,+r)- (Y L+..+15)
kiritilgan edi. Bu tasodifiy miqgdorlar sug‘urta kompaniyasining
kasod bo‘lishlik ehtimolligini aniglaydi:
y/(u) —in{e>1, Aiw)<0} =/ X0/ (m)=m=1-/¥*=0 0 / =

Sug‘urta kompaniyasining birinchi n sug‘urta to‘lovi yuzaga

kelmasdan oldin kasodlikga uchrash ehtimolligi

tenglik bilan aniglanishi mumkin. Ko‘pincha,
1 ( w)=PfQ {/+..+Y,jin+c(r, +..+1t))j 1)

ehtimollik, birinchi n sug'urta to‘lovlari, kompaniyani kasodlikka
olib bormaslik ehtimolligini anglatadi. Ehtimollikning uzluksizlik
xossasiga, asosan, kasodlik ehtimolligi
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V=LV =limP(IN) =JjmPh) HIEAY],

Bu tengliklar (1) munosabatda hisobga olingan. Toda
ehtimollik formulasiga asosan,

(V) *ACt
1-Ma(m)=jAe"™ (1; P(x,t)dF(x)dl (2)
va bu yerda
P(x,) =p(Q(ri+."+n Mt+c/(r,+...+rt)}j; =x 1, =/]. 3)

Agar T=/, =x€[o,u+ct\ shartlar bajarilsa, {¥<M-cr,)-mugarrar
hodisa bo‘ladi. Shuning uchun ham (3) formuladagi hodisalar
ko‘paytmasida uni hisobga olmasa bo‘ladi. Bundan tashqgari 2
bo‘lganda,

+.+* Lo+ +d)}
hodisani
Y2+ A Su'He(T+ AU}
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda =u+ct—x, W\ =ybl, t =tm.
Tasodifiy migdor y,t lar birgalikda bog‘lig emasligidan

POX/)=PIDLY +.bys A (s .ot}

tenglikni yoza olamiz.
Tasodifiy migdorlar r,r2.. bir xil tagsimlangan bo‘lgani uchun
IX...ir2r,..
ketma-ketlik tagsimot bo‘yicha,
YItY2,..., YH..
ketma-ketlik bilan ustma-ust tushadi. Shu sababli,
r;,rZ...ﬁrZr,,...
ketma-ketlik tagsimot bo‘yicha
r,r2,...,ra,..
ketma-Kketlik bilan ustma-ust tushadi.
Bularni hisobga olib,
p(x,)=p fI{rl+. +yds« +c/(rl+...+rd)>j

tenglikni yoza olamiz. Bu ehtimollikni (1) formulaning o
tomoni bilan taggoslab,
P(x,/) = 1- yLA(MY=1- ynx(u+ct- X)
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tenglikga olib kelamiz. Endi (2) formulani va oxirgi tengiikni

hisobga olgan holda
]:r*lvl'_gJ ‘()]O‘*'))(M+ct~)9)dF(x)dt (@

tenglama ko‘rinishida yozish mumkin bo‘ladi. 0 ‘z navbatida, bu
tenglamani

WN(U)= I(I-F (u+ct))Ae~Adt+
0

Z Ugldyﬂr[u+ct-x)dF(X)dt )
formulada ham ifodalash mumkin. Keltirilgan (4) tenglikning
isboti “tiklanish” nazariyasining elementlariga asoslangan va uning
g‘oyasini quyidagicha tushuntirish mumkin: agar 7;=r,birinchi
sug‘urta to‘lovi yuzaga kelgan momentda kompaniya kasodga
uchramasa (ya’'ni y«+cr, tengsizlik bajarilsa), u yangidan
faoliyatini boshlang‘ich rezervi m+cr.-r bo‘lgan holda davom
ettiraveradi. Shunday qilib, to‘lov momentlari TtTR2.. lar
“regeneratsiya” (qayta tiklanish ) nugtalari bo‘ladi.

Oxirgi (5) formuladan va induksiyadan foydalanib,

(6)

Lundberg tengsizligini isbotlaymiz. Bu yerda r- xarakteristik
koeffitsiyent

Hagigatan ham pO(»»<>bo‘lgani uchun n=o holda (6) tengsizlik
bajariladi.

Endi n=n-i da (6) tengsizlik bajariladi deb hisoblaymiz. Bu
holda (5) tenglamadan foydalanamiz:

1l,,(n)ia \(\-F (u+ct))le~i,dt+ J exp[-r(« +cf-x)>/F(x)rf/ =

[ 0 0

=e-"JV Vnt 1 dF(x)+ J'>dF(X)j<*-
0 \% 0

Integral ] dF(x)da o‘zgaruvchi x>u+c/bo‘lgani uchun:

>j dF(x)z } endF(x)
Ul M

tengsizlik bajariladi.

Endi *(«)ehtimollikni baholashni davom ettirish mumkin:
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Oxirgi tenglikda r xarakteristik koeffitsiyent boigani uchun

ifoda
M feLi

N+rc
ekanligini bevosita tekshirib ko‘rish mumkin. Demak, tengsizlik

(6) isbot etildi. Bu tengsizlikda limitga o‘tib,
4(u)Ze-" @)
Lundberg tengsizligini hosil gilamiz.
Tengsizlik (7) isboti jarayonidagi o‘tkazilgan mulohazalami
aniqglashtirib,
if/(u)u?{ﬁ?(lrre )‘% * o w_>0° EB )]
asimptotik munosabatni isbotlash mumkin. Asimptotik munosabat

(8) Lundberg-Kramer teoremasi nomi bilan yaxshi ma’lum va u
Aktuar matematikaning juda muhim boTgan natijalari gatoriga

kiradi.

Lundberg tengsizligi (7), Kramer-Lundberg teoremasi (8)
munosabatlardan quyidagi xulosalarga kelish mumkin: agar
xarakteristik  koeffitsiyent r katta bo‘lsa, kasodlik ehtimolligi
kichik bo‘ladi; xarakteristik koeffitsiyent r, sug‘urta faoliyatining
asosiy parametrlarini o‘z ichiga oladi (sug‘urta toTovlari yuzaga
kelishi intensivligi n, sug‘urta to‘lovi tagsimoti f(x), premiyalar

tushishi tezligi c¢) hamda sug‘urta kompaniyasining moliyaviy
xavfsizligini belgilaydi.

6.4. Kasodlik ehtimolligining aniq hisoblari

Bu paragrafda o‘tkaziladigan mulohazalarda kasodlik
ehtimolligi /(1) ganoatiantiradigan



PM - A1-F(u+ci)Ae~bdt+ |7 e J N M+c/-ar)NX)<W Q

integral tenglamadan foydalaniladi. Bu tenglamaga oldingi
punktdagi (5) tenglamada n-x» da limitga o ‘tib, yoki u tenglamani
hosil gilish jarayonida o‘tkazilgan mulohazalami takrorlash orgali
kelish mumkin. Integrallash o‘zgaruvchisi t ni y=u+ct bilan
almashtirsak, (1) tenglamani quyidagi

Vi(m)= M- F(y))erdy + ft/(y-x)dF (x)dy
ko‘rinishga keltirish mumkin.
Oxirgi tenglikda differensiallash amalini o‘tkazib (n bo‘yicha)
y'(u):”—le‘i' I(I-F(y)erdy+ WV(y-x)dF(X)d -
¢ « 0 J
—ApVX: e fc+e  \y/(u-x)dF(x)
=-y{n)-—(\-F (u))--\y(u-x)dF (x) 2

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglamada funksiyalar kompozitsiyasi
amali borligini hisobga olgan holda, quyidagi Laplas
almashtirishlarini Kiritamiz:

p{s)=feif/(u)dut p(j)=\e-dF(u).
o 0

Lundberg tengsizligiga, asosan, funksiya p(j)argumentning
s>-r qiymatlarida aniglangan bo‘ladi (r-xarakteristik koeffitsiyent);
Quyidagi tengliklar o‘rinli:
fe~myr(u)du =e~"if/(u) +[*(m)5e™"<N/ =-y'(0)+5p ("),

[¢] ro
a M @ <«

je’dujV (u- x)dF(x) = JdF(x) e-a V {u~x)~

0 0

= Je'dF(x)Je"V (1dt=p(s)p(i),

1<p(S)

Bu tengliklar (2) tenglamani Laplas almashtirishlari orgali
-V (0)+sp(i)=- p(s)- -<p(s)p(j)- - 1 9"
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ko‘rinishga olib keladi.
Oxirgi tenglamani yechib, kasodlik ehtimolligining Laplas
almashtirishini topamiz:
r(0)-brM i
~-m VvV 3)

Bu tenglikning o°‘ng tomonidagi kasming maxraji 5=0
bo‘lganda nolga aylanadi. Shu bilan bir vagtda p(o)«* (Biz oldin
Lundberg tengsizligidan p(s) funksiyaning aniqlanish sohasi <r;«0)
oraligdan iborat boUishini eslatib o4gan edik). Aytib odilganlardan
(3) dagi kasming surati ham j=0 bo‘lganda nolga aylanishi
kerakligini olamiz. Demak,

bajarilishi kerak bo‘lib, unga asoslangan holda (3) tenglikni
X

formula ko‘rinishida yozish mumkinligini olamiz.

Bu formula kasodlik ehtimolligini Laplas almashtirishlari
orgali aniqg ifodalash imkonini beradi. Pirovardida, Laplas
almashtirishlariga teskari almashtirish formulalarini qo‘llab, y(u)

ehtimollikning analitik ifodalarini topamiz.

Aytib o‘tilgan mulohazalami quyidagi konkret sug‘urta risk
tagsimotlarida namoyish etamiz.

Masala 3. Sug‘urta to‘lovi tagsimoti eksponensial zichlik
fiinksiyasiga ega bo‘lganda, kasodlik ehtimolligi ~(«) topilsin.

Yechish. Masalaning sharti bo‘yicha sug‘urta to‘lovi x ning
tagsimoti o ‘rta giymati m bo‘lgan eksponensial zichlik funksiyasiga
ega. Biz bilamizki, bu tagsimotning Laplas almashtirishi

k%
l+ms’
Shu sababli, bu holda (5) umumiy tenglama
B

7h=1 : 6)

B
18T
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ko‘rinishida bo“ladi.
Eksponensial zichlik funksiyasi
p(x) =ae~*x, x"0,a>0

Laplas almashtirishi

tenglik bilan aniglanadi. Bu yerda (6) tenglikdan va Laplas

almashtirishiga teskari bo‘lgan formuladan foydalanib
VB [ B | £ & /m\

B(14+6)T [ (I+&)m +)[ (+e)mU

tenglikni hosil gilamiz.

Endi kasodlik ehtimolligi ~(«)uchun olingan (7) formulani Kra-
mer-Lundberg teoremasi bilan tagqoslaymiz. Oldingi paragrafda
eksponensial tagsimotga ega bo‘lgan sug‘urta to‘lovlarining

xarakteristik koeffitsiyenti
B

r (1+0)m
formula bilan aniglanishini hisoblab ko‘rsatilgan edi.
Bu formula (6) tenglikni

tyu) = T
ko‘rinishida yozishga imkoniyat beradi.
Bundan tashqari

Een = E (r) =<p(-r) 1_1mr

ekanligidan

£¢m=m(l-mr) 2=m(l+0)2
tenglik o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. Demak, eksponensial tagsimot
uchun Kramer-Lundberg asimptotikasi

\W —e~n> m->00
ko‘rinishida bo‘lib, u kasodlik ehtlmolligi N«)ning anig formulasi

bilan bir xil bo‘ladi.
Kasodlik ehtimolligi v(u) ni Ludberg bahosi

bilan almashtirilganda yuzaga keladigan nisbiy xatolik
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ly(M)—-"| B
en 1+0
bo‘lib, bu xatolik boshlang‘ich kapitalga bog‘lig bo‘imaydi. Ko‘p
holiarda, amaliyotda sug‘urta yuklamasi o *20%deb gabul gilinadi.
Bu holda nisbiy xatolik taxminan 17% ni tashkil giladi.

Masala 4. Faraz gilaylik, sugaurta toiovlari intensiviigi n=3,
sug‘urta premiyalari tezligi c¢=\ bo‘lib, sug‘urta to‘lovi y
ehtimollik bilan o‘rta giymati y bo‘lgan ekaponensial tagsimotga,
%ehtimollik bilan esa o‘rta giymati y bo‘lgan ekaponensial
tagsimotga ega bo‘lsin (demak, sug‘urta to‘lovi koeffitsiyentlari
[y9,%)bo‘lgan “qorishma” eksponensial tagsimotga ega boiadi).
Kasodlik ehtimolligi *(«) ni boshlang“ich kapital n dan bog‘ligligi,
ya’ni Mu) funksiyaning aniq ko‘rinishi topilsin.

Yechish. Masalaning shartlari bo‘yicha,

sug‘urta to‘lovi
tagsimotining zichlik funksiya

pMsb5aM+£a M
“gorishma ” ko‘rinishida bo‘lib, unda:
nM -3e-*. pr(x)=6e”,x>0
bo‘ladi. Demak,
p%) =-93e-iK+-96e-*>K: -3e~u +—3 e\
Bu zichlik funksiyasi p(x) ning Laplas almashtirishi
q>(s)283~“p (x)dx, x£0
koeffitsiyentlari (%,%) bo‘lgan PI(x) va p2(x) zichlik funksiya-

laming mos ravishda Laplas almashtirishlarining “gorishmasi” ga
teng bo‘ladi:
Hs)AJ-+1-6 = 17754 (8)
93+x 96+5 3(5 +95+13)
Xuddi shuningdek, P(x) zichlik funksiyasining o‘rta qiymati

m=11 3LI1-J.
93+9 6 27
Nisbiy “himoya” yuklamasi
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Keltirilgan bu anig giymatlami (5) formulaga qo‘yib, murakkab
bo‘lmagan algebrayik soddalashtirishlami amalga oshirib,

P{S)=9
formulani hosil gilamiz.

Laplas almashtirishlaridan original funksiyalarga  o‘tish
maqsadida, oxirgi formulaning o‘rtasida turgan ifodani “sodda
kasrlar” yig“indisi ko‘rinishida yozamiz

LA\ L
ERdi
\e-°(ae-~)dx=— ,a>0
® a+s
formuladan  foydalanib, Laplas almashtirishidan original
fimksiyaga o ‘tib, quyidagi yakuniy natijani olamiz:
U=t gt =g oo 0

Kasodlik ehtimolligi ~u)uchun Kkeltirilgan aniq formulani
Lundberg tengsizligi bilan taqqoslaymiz. Bundan oldin
xarakteristik koeffitsiyent r ni hisoblaymiz.

Sug‘urta to‘lovi x ning tagsimotini Laplas almashtirishi 2(*)
oralig (-3;®)da aniglangan bo‘lib, (8) formula ko‘rinishiga ega
bo‘ladi. Shu sababli, momentlar hosil giluvchi funksiya £(/) yarim

to‘g‘ri chigiz (-«;3)da
formula bilan aniglanadi.

Alohida gayd qilib o*‘tamizki, (10) tenglikning 0°‘ng tomonidagi
fimksiya hamma /*3,6 nuqtalarda aniglangan bo‘lsada, u faqat

fe(-«>;3) lar uchun £(*) fiinksiyani ifoda etadi, xolos. Buni hisobga

olgan holda xarakteristik koeffitsiyent r
-17/+54 |

3(1-9/+18) 3



tenglamaning yechimi bo‘lishi kerakligiga ishonch hosil gilamiz.
Bu tenglama sodda almashtirishlardan so‘ng

/3-6r+8/ =0 (11)
tenglamaga keltiriladi. Bu tenglama

10=0,/,=2,f,=4
yechimlarga ega bo‘ladi. Lekin (10) tenglik fagat /<3giymatlarda
o‘rinli bo‘lishidan (11) tenglamaning yagona musbat / =r=2
yechimi mavjudligi kelib chigadi.

0 ‘rganilayotgan masala shartlari bajarilganda Lundberg

tengsizligi

ko‘rinishida bo‘ladi.
Kasodlik ehtimolligi  vr(9ni  Lundberg bahosi bilan
almashdrganda yuzaga keladigan nisbiy xatolik uchun
N“H'1 sl-u
en 99
tenglik bajariladi.Ammo migdor kichik bo‘lganiuchun, bu

xatolik |*56%. Agar biz bu formulalami fiksirlangan kichik e

tartibdagi kasodlik ehtimolligini ta’min etadigan rezerv fondi  ni
topish uchun go‘llasak, nisbiy xatolik ancha kichik bo‘ladi.
Masalan, *=0i% uchun aniq formula 1©*3.04 giymatni beradi,
shu bilan bir vagtda Lundberg tengsizligi «*345 taqribiy giymatni
ta’min etadi va nisbiy xatolik taxminan 12%o ni tashkil etadi.
Bulardan tashqari,
M 17r2-108r +100 2
U 3(rJ-9r+18) 3*
Demak, o‘rganilayotgan masala uchun Kramer-Lundberg
asimptotikasi
R(QUze-,

xuddi kutilganidek, aniq formula (9) ning bosh hadi bilan ustma-
ust tushadi. Bu holda "~(«)ni Kramer-Lundberg asimptotikasi bilan
almashtirishda yuzaga keladigan nisbiylik xatolik
R(u)-%e* 1
46 -2 4e
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ifodaga teng bo‘ladi. Masalan, «=3 uchun bu xatolik 0.1% dan kaLu
bo‘ladi.

6.5. Klassik risk jarayonida kasodlik ehtimolligi uchun
Pollachek-Xinchin-Beekman formulasi

Eslatib o ‘tamizki, klassik risk jarayoni
KO
RM)=u+ct-y [J

formula bilan aniglanadi. Bu yerda N(t)- oddiy Puasson jarayoni,
XLXT,...,.X9,...
umumiy F(x) tagsimotga ega bo‘igan va bog‘ligsiz tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi bo‘lib, ular N(t) jarayonga bog‘ligsiz deb
hisoblanadi. Odatdagidek, F(0)=0 shartning bajarilganligini faraz
gilamiz (chunki x, lar sug‘urta to‘lovi migdori deb tushuniladi).
0 ‘rta giymat:

JxdrF()=J(I-F(x))A

mavjud va chekli son deb hisoblanadi.
Teorema 1. Faraz qilaylik, r,r2.. bog‘ligsiz tasodifiy

miqdorlar bo‘lib, umumiy
Kx) :—I\SI\-F(X)), X>0

zichlik funksiyasiga ega bo‘Isin.
Zichlik fimksiyasi h(x) ga mos keluvchi tagsimot funksiyasini

H(x) deb belgilaylik.
Musbat butun giymatli m tasodifiy migdor ¥Y2=. tasodifiy

miqgdorlarga bog‘lig bo‘lmasdan parametri bo‘lgan
geometrik tagsimotga ega bo'lsin, ya’ni
P{M=,)=(l-P)P’=Q 7~ ' »=01.2,....
Bu holda:
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ym)=P{lr,+..+¥u >n)-\ [~*p~™ N +pgy- (O

Isbot Birinchi marta sug‘urta to‘lovi ro‘y bergan vaqt
momentini  Tx bilan belgilaylik. Bu holda R(TI)=cTi- x I.
Tushunarliki, (0,7;) vaqt oraligida kompaniya kasod bo‘Imaydi.
Oson ko‘rinadiki, Puasson jarayoni "tiklanish jarayoni” bo‘lib,
undatasodifiy migdor 7; “kelajakdan bog‘lig bo‘Imaslik” xossasiga

ega bo‘ladi. Oxirgi jumlani quyidagicha tushunish kerak: agar
FtJ =<r(N(s),...,N(.t))j s<t

ya’ni RJ- tasodifiy migdorlar sistemasi
(), s< =<}
yuzaga keltirgan hodisalar a-algebrasi bodlsa, {7; <1} hodisa har
ganday t>o0 uchun AHmhodisalar cr-algebrasigabog‘ligbo‘Imaydi
(boshgacha aytganda, har ganday Aae F,*mhodisa uchun
7>({r</l}n?) =/>({r})-I>(">
tenglik bajariladi).

Oldingidek, y/(u) orgali kompaniyaning “kasod bo‘lishlik”
ehtimolligini belgilaylik (bu yerda «=/?<))- kompaniyaning
boshlang‘ich kapitali). U holda:

() =\-y/{u)
sug‘urta kompaniyasining “kasod bo‘Imaslik” ehtimolligi bo‘ladi.

Aytib o‘tilganlardan va 7; tasodifiy miqdoming zichlik
funksiyasi (A- Puasson jarayoni N(t) ning intensivligi)
bo‘lganidan, quyidagi tenglikning o‘rinili bo‘lishiga ishonch hosil

gilish mumkin:

* bHCS

<PU) =Ep(u+cTI-X )= N jr<plu+cs- y)dF(y)ds.
0 0
Agar x=u+cs almas(gtirishni bajarsak, oxirgi tenglikni

<PU)=~eM jV(* - 2)dF(2)dx, (2)

0 0
ko‘rinishda yozish mumkin.
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Demak, 2w fimksiya absolyut uzluksiz bo‘ladi. Fonnula (2)
da hosila olish amalini gqo‘llab,

<p'(u)=€<p(u)-é (J)I<p(U-z)dF{Z), (3)

differensial tenglamani hosil gilamiz. Oxirgi (3) tenglikning har
ikki tomonini (o) oralig bo‘yicha integrallab,
I I

©Of)- ® ) =J j<2(udu+” J Ip(o- z)d(1- F(zj)du =

0 00
| |

=1 Jp(udu+d J(M0)[1- "~(u)}- <p(uj)+

0 0
\Y
+ {\u - 2) (1- F{z)dz)du=
. 0 .
i i /
=—70) j[1 - Am]</m+—3(I- F(z)) JV(*- z)dudz =
0 .0 0
1 i
=) J[I - F(mjidmt" j[1 mE@)](p(/ - 2)- *0))
0 0
Shunday qilib,
M
N m="0) +-j I<KM-2)[I-F(r)]6fc, 4)
0

tenglikka ega bo‘lamiz.
Lebegning monoton yaginlashish hagidagi teoremasini (4) ga
tatbiqg etsak (w->a>),
<p(*?)=<PQ+""(°0). (5)
Kuchaytirilgan katta sonlar gonuniga asosan,
pflim~r=c-Allj=I.

Xavfsizlik koeffitsiyenti musbat bo‘lganda (ya’ni c>A/i),
oxirgi tenglikdan shunday xos ma’nodagi tasodifiy miqdor T
mavjud bo‘lishi (/X/v<oo)=i) kelib chigadiki, hamma t>T uchun
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R(t)>0 tengsizlik bajariladi. Moment T ga gadar (t<T) fagat chekli

sonda sug‘urta todovlari amalga oshishi mumkin ekanligidan
tasodifiy migdor infR(t) ning 1ehtimollik bilan chekli bofiishi kelib

chigadi, ya’ni,

Bundan esa =i ekanligini olamiz. Demak, (5) dan kelib
chigadiki,
1=(1_K0))+",

ya’ni
c 1+p (6)
tenglik ¢c>Xp bo‘lganda bajariladi.

Maxsus ravishda izoh berib o‘tamizki, (6) munosabat <0)
ehtimollikning F tagsimotga nisbatan befargligini (turgtunligini)
namoyish etadi, chunki s0) fagat p ga, demak, pirovardida, fagat
p « EXxga bog‘liq bo‘ladi xolos.

Endi quyidagi Laplas-Stiltes almashtirishlarini kiritamiz:

f(u) = je-“dF(z), g(u) = je-~dtfz), n>0.
0 0
U holda (4) va (6) lardan bevosita,

C cu
tenglikni olamiz. Oxirgidan esa,
Xp 1
*a>-, ™M bl W ", \ Y (7>
cu 1+p\ pu

tenglik kelib chigadi.
Munosabat (7) ni Pollachek-Xinchin formulasi deb atashadi.
Endi formal ravishda bogfiigsiz va umumiy

h(x)=-[I-F{x)]t x>0,

zichlik fimksiyasiga ega bofigan,
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KY ¥
tasodifiy migdorlami ko‘ramiz. Bu zichlik funksiyasiga mos
keladigan tagsimot fimksiyasini H{x) bilan belgilaymiz. Faraz
gilaylik, butun musbat giymatni va Y,,Y2... larga bog‘lig bo‘Imagan

tasodifiy miqdor M parametri p=m boigan geometrik

tagsimotga ega bo‘Isin, ya’ni

Endi,
g=y‘:ii+ym
tenglik bilan aniglanadigan va geometrik tasodifiy yig'indi deb
ataladigan tasodifiy migdomi kiritaylik.
Toda ehtimollik formulasi yordamida

PQUEEN, ) @
tenglik o‘rinli ekanligiga ishonch hosil gilish mumkim Bu yerda

belgi tagsimot funksiyasi H(x) ning o4z-o‘zi bilan n karrali
kompozitsiyasini anglatadi, ya’ni

H'\x)= y{**-Ax-u)dH{u\
0
A*°(x)=£0(X) nol nuqtadajoylashgan birlik tagsimot (£E0(xX)=0) agar
x<0, £0(*)=1 agar x>0 bo'lsa).

Qiyin bo‘lmagan mulohazalar va bo‘laklab integrallash
yordamida tf(x) tagsimot funksiyasining Laplas-Stiltes almash-
tirishi

@ D
hu= Je-dH" [— = 9
=1 Fa " (©)
ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

Bu holda (8) tagsimot funksiyasining (ya’ni tasodifiy migdor

Q ning) Laplas-Stiltes almashtirishi
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1-— 1-

l+p leNi0O=jAdD" ~ 1 fr9w)y  (io)
1+p 1+/7 I+p( J
Bu tengliklarda (9) formula hisobga olindi. Endi (7) va (10)
munosabatlaming o‘ng tomonlari teng ekanligiga e’tibor gilamiz.
Tagsimot funksiyalari va ulaming Laplas-Stiltes almashtirislilari
orasida o‘zaro bir giymatli moslik mavjudligidan va izohlab
o‘tilgan munosabatdan

13
tenglikni hosil gilamiz va undan \y{u)=\-y/(n) ekanligini hisobga
olib, teoremadagi (1) tenglikning isbotini olamiz. Teorema 1 isbot
etildi.
Ishotlangan (1) munosabatni Beekman formulasi yoki ((7) va

(10) tengliklaming o°‘ng tomonlari bir xil ekanligini hisobga olib)
Pollachek-Xinchin-Beekman formulasi deb ataladi.

Misol 1. Faraz qgilaylik, sug‘urta toTovlari xk lar eksponensial
tagsimotga ega bo‘lsin, ya’ni

F(x) =\-e~x", x>0.

Bu holda klassik risk jarayoni Markov jarayoni boTadi va (3)

tenglama

° *

pXM):—Cq) )~6v|g\d)—r)e"fl :(’:‘q))—}gu;d]L A V' (1D

ko‘rinishida yoziladi.
Oxirgi (11) tenglikda differensiallash amalini o‘tkazib,

IpXU) =—<pl) +-{ - PW)- C—m)V(U) =
-fi-i 12
{CI rln) MV+p) (12)
tenglamani olamiz.
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Differensial tenglama (12) ning yechimi,

pee
<AU-C] -c2exp<-pQ+p) (13)

Agar p>o0 bo‘lsa,

1+p
tengliklar bajariladi. Bulardan foydalanib (13) quyidagicha yoza
olamiz:

<p{u)=\ I+p
Demak,

exp<- P (14)

I+p
Endi “kasod bo‘lish” ehtimolligini (1) formula orgali
hisoblaymiz. Tagsimot funksiyasi #*"(*) ning ziclilik funksiyasi
(H-)m (*)
ekanligini tekshirib ko‘rish quln bo‘Imaydi. Bu holda (1)
formulaga asosan,

_ H"\u)
r(u)=I- 1+
Hp  wo+Ar

I
o

1+p

“l+p o I'M|+P) IMi+p) _rbL' MI+IO)

Oxirgi ifoda tabiiy ravishda (14) formula bilan ustma-ust
tushadi.

Pollachek-Xinchin-Beekman formulasi orgali “kasodlik”
ehtimolliklarini topish masalasi sug‘urta to‘lovining tagsimoti
ko‘rsatkichli tagsimot orgali ifodalanadigan ko‘p hollarda, masalan
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bir nechta eksponensial tagsimotning “qgorishmasi” bo'lgan
gipereksponensial tipdagi tagsimotlar uchun yechiladi.

6.6. Beekman-Bauers empirik approksimatsiyasi

Quyidagi
B(u)=?(mfR(t) <-u/infR(t) <o)

belgilashni kiritamiz.
Kasodlik ehtimolligi y(u) uchun 0 ¢1 bo‘lganda o‘rinli

boflgan ((6) ga garang)

N0)=1—
tenglikka asoslanib (g =I- ~(n))
1-0+PM»)
yoki
K«):]-:?(p—u)

. munosabatning to‘g‘ri ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

Sodda mulohazalar yordamida, formal nugtayi nazardan B(u)
funksiya qandaydir manfiy bo‘lmagan tasodifiy migdoming
taqsimot fiinksiyasi bo‘lishiga ishonamiz. Beekman tomonidan
taklif gilingan, Bauers tomonidan esa modifikatsiya qilingan
metodning asosini tagsimot funksiyasi B(u) ni forma parametri a,
masshtab parametri y bo'lgan gamma taqsimot rer(w) bilan
almashtirish tashkil giladi va bunda a,y parametrlar shunday
tanlanadiki, B() va ray(u) tagsimotlaming birinchi ikkita
momentlari ustma-ust tushadi. Faraz gilaylik /b va o\ - mos
ravishda B{u) tagsimotning matematik kutilmasi va dispersiyasi
bo‘lsin. Biz oldingidan

M=M=BIX, ~EX\, M—EXx
belgilashlardan foydalanamiz.

Funksiya <p(u)=\-y/(u) ning Laplas-Stiltes almashtirishi g(s)
ni, tagsimot funksiyasi F(x) ning Laplas-Stiltes almashtirishi f(s)
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bilan ifoda etadigan Pollachek-Xinchin formulasini qgo‘llab
quyidagi tengliklami yoza olamiz:

[e'mdB(u)= 8" 1 dm,c =
J Xy

o

al . P=- B. =
* P ,-JL.KVW~" p
1+p "
_ PR+P__
Jh-+ pi Y
2PH 2PH 2pV )
va ulardan
"O-p)l
2pH 2pp \bH  21-pMm )

tengliklar kelib chigadi.
Bunda tagsimot fimksiyasi rej,M>ning parametrlari a va y

o* <
tengliklar bilan tanlanadi.
Parametrlari a va p yugoridagi formulalar orgali tanlangan
gamma-tagsimot funksiyasi rer(u) dan foydalanib,
1-Ta»
1+p
Beekman-Bauers approksimatsiyasini hosil gilamiz.

6.7. Xavfsizlik yuklamasining kichik giymatlaridagi
“kasodlik” ehtimolligi uchun taqribiy formulalar

Quyidagi

NO)

R(t)=ct-'y'xkt kZO

klassik risk jarayonini o°‘rganishda davom etamiz. Bu yerda
c>0, N(t) - intensivligi A>0 bo‘lgan Puassonjarayoni,
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umumiy F(x) tagsimot funksiyasiga ega bo‘lgan bog‘ligsiz
tasodifiy miqdorlar bo‘lib,

F(0)=0, EXXxSEX2=...ZEXn=p>0
deb hisoblanadi. Bu tasodifiy migdorlar ketma-ketligi [xkyk> 3}
tasodifiy jarayon N(t) gabog4ig bo4maydi.

Oldingilarda  xItx2,..  tasodifiy = miqdorlar  sugdurta
kompaniyasining sug‘urta toiovi miqdorlarini ifodalaydi, N(t)
jarayon esa, gandaydir vaqt / momentga qadar (demak, [0/]
oraliqgda) ro‘y bergan sug‘urta hodisalari sonini belgilaydi, ¢>0
0‘zgarmas son sug‘urta premiyasi jarayonining intensivligini
anglatadi. Qayd etib o4ilganlardan kelib chigadiki, M+/1(r),m-
boshlang‘ich kapital, / vaqt momentidagi sug‘urta kompani-
yasining rezerv fondi miqdorini tashkil giladi.

Xavfsiziik yuklamasi (koeffitsiyenti) deb

migdorga aytiladi.
Sug‘urta kompaniyasining kasodlik ehtimolligi
\y(u) = p(u +Rif) <0) (vaqt t ning biror giymatida)

tenglik bilan aniglanadi.

Kelgusida hamma joyda n>0 deb hisoblaymiz. Amaliy
faoliyat nuqtayi nazaridan, xavfsiziik yuklamasi P ni unchalik katta
bo‘lmagan son deb hisoblash magsadga muvofiq bo‘ladi (chunki,
sug‘urta kompaniyasining taklif gilgan xizmatlari mizojlar uchun
gizigarli bo‘lishi kerak). Aytib o ‘tilganlarni nazarda tutsak,
xavfsizlikning kichik gqiymatlarida (ya’ni p-+o bo‘lganda)
kasodlik ehtimolligi y/(u) ni tahlil etish masalasiga kelamiz.

Teorema 1. Faraz etaylik, ex <00 bodsin. Bu holda, p->0 da

sup \f/(u ex
|\£ S I+p P
limit munosabat o‘rinli bo‘ladi.
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Keltirilgan natijaning isbotida mashhur venger matematigi
Reni (1921-1972) teoremasidan foydalaniladi. Biz bu teoremani
quyidagi lemma ko‘rinishida bayon etamiz.

Faraz gilaylik,

fi.
manfiy boTmagan va bir xil tagsimlangan bogTigsiz tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi, N - parametri i-*(o<£<I)
P(N-k)=e(\-s)k-\ k=12,...
geometrik tagsimotga ega boTgan tasodifiy miqdor boTsin.
Tasodifiy migdorlar birgalikda bogTig emas deb hisoblab,
Sn =€j +eee+£*
belgilashni kiritamiz.
Agar a =EE boTsa,
ESN=af-",
tenglikni to‘g‘ri ekanligini tekshirib ko‘rish giyin bo*Imaydi.
Quyidagi belgilashni Kiritamiz:

W =11|r«)= < x).

Umuman aytganda, tasodifiy yig‘indilar s& lami *->0 dagi
asimptotik xossalarini o‘rganish giyin boTgan matematik masalalar
gatoriga kiradi, chunki yigTndilar s parametrga nisbatan “seriyalar

sxemasini” tashkil giladi.
Lemma. Tasodifiy miqdorlar

yuqgoridagi shartlami ganoatlantirsa,

Si//>]fAXx)-1 + «H =0 (1), e-+0

X0
Teorema 1 ning isboti. Pollachek-Xinchin-Beekman formu-

lasiga asosan,
/() =p(Y,+..+ Wf>u)

va bu yerda y;,r2.. bogTigsiz, umumiy zichlik funksiyasi

-[1-F (x)], x>0
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bodgan tasodifiy migdorlar, Mp- tasodifiy miqdorlar y, larga
bog‘lig bo‘Imagan,

a(™ =")=(r~rrrr=012"
geometrik tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy migdomi belgilaydi.
Faraz qilaylik, Np- tasodifiy miqdorlar v larga bog‘lig
bodmagan va

A=A "=u e
tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy migdor bo‘Isin.
Quyidagi tengliklar

eT,. 1+ £.
P
@+p)y(n) =P(F1+..+T,f >n) (1)

oson isbot etiladi.
Tenglik (1) ning o‘ng tomonidagi tagsimot funksiyasiga

lemmani qoTlasak (bunda e= 1’;3 deb hisoblanadi),

=0 ()

limit munosabatni olamiz.
Bevosita hisoblashlar orgali
ks EX™_ = 3)
1 (k+\)EXx
tengliklami hosil gilamiz. Xususiy holda,
E Y A~
' 2M
ekanligiga e’tibor gilsak, (2) munosabat teorema 1 ni isbhotlaydi.
Isbot etilgan teorema 1 dan klassik risk jarayonidagi kasodlik
ehtimolligi y/(u) uchun (xavfsiziik yuklamasi kichik boTganda)
quyidagi tagribiy formulani olamiz:

SO TR B (“)
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Sug‘urtato‘lovlari x, tasodifiy migdorlaming tagsimoti F(x)
a

ex! prfF(x)<oo 5

Shartni qganoatlantirganda (4) tagribiy formulaning aniglik
darajasini baholash mumkin.
Teorema 2. Agar (5) shart bajarilsa,

1+p ®m[ (I+p)EX{J 3(EXf) I+P

Bu teoremaning isboti ancha murakkab bodib, unda tasodifiy
migdorlami go‘shish nazariyasining keyingi yillardagi natijalaridan
foydalaniladi.

Keltirilgan 2-teoremaning to4a isboti [1] monografiyada bayon
gilingan.

6.8. Klassik risk jarayonida kasodlik ehtimolligi uchun
empirik approksimatsiyalar

Bubo4limda kasodlik ehtimolligi 4(1) uchun empirik approksi-
matsiyalash formulalari muhokama etiladi. Bu yaqinlashish formu-
lalarini matematik statistika nuqtayi nazaridan gat’iy asoslangan
deb hisoblash mumkin bo‘lmasada, ular amaliy hisoblashlar
jarayonida muhim bodlib, yaxshi natijalarga olib keladi.

De Vilder empirik approksimatsiyasi.

Oldingi 6.5. punktda juda muhim bo4gan konkret klassik risk
jarayoni o4rganilgan (misol.l). Unda sug4irta todovlari tagsimoti
sifatida

P (X{<x) =F(x) =1- e'x/p, x>0.

Eksponensial (ko4satkichli) tagsimot funksiyasi olingan. Bu

holda kasodlik ehtimolligi

1+P

ekanligi isbot etilgan. Bu formuladan kasodlik ehtimolligi g |

tenglikni hisobga olingan holda, uchta #,//,p parametrlar orgali
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aniglanishi kelib chigadi. Eslatib o‘tamizki, bu yerda oddiy Puasson
jarayonining intensivligini, p esa xavfsizlik yuklamasini
belgilaydi. De Vildeming kasodlik ehtimolligi uchun empirik
approksimatsiyalari (formulalari) Matematik statistikaning “o°‘rin
almashtirish” va “momentlar metodi” g‘oyalariga asoslangan.
Aytaylik,
AD

J=1

Sparre-Andersen risk jarayoni bo‘lib, uning intensivligi
A EX}=p va xavfsizlik yuklamasi p bo‘lsin.

Parametrlari A\//\p va sug‘urta to‘lovining tagsimoti
eksponensial tagsimot funksiyasi bo‘lgan klassik risk jarayonini
R\t) bilan belgilaylik. Demak, Rr\t) jarayon uchun kasodlik
ehtimolligi

y/{u):y/{u,X\fi\p):Vdv(u):\7:;Texpﬂ”(1 +"p.)
De Vilder A\/i\p' parametrlami
ER\t) =ER(0, E [R\t)]12=E[R(1)]2,

E[n*(0]3="[aal’
tengliklar sistemasining yechimi sifatida aniglashni taklif gilgan.
Quyidagi
Mi=M=EXI,p2=ex}, p, = £Af3
belgilashlardan foydalanamiz.

Murakkab Puasson tagsimotining xarakteristik funksiyasini
ifoda etadigan formuladan foydalanib, har ganday o~r uchun
logEeimn =t{i0c +A(Ee wx' - 1)} =

=/ idc+A(- top)-  +IIbAL+0(*9-1

=t ie(c +Xfi) - +HM L +0(M3

tengliklarni yoza olamiz.
Eslatib o‘tamizki, agar
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00

f(6) =Eei0i=je OdF(x)

tasodifiy migdoming xarakteristik funksiyasi bo‘lsa,
f*(0) =ikEE*. k=12,
tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan va yuqoridagi tengliklardan
foydalanib
ER(t) =(c-Xp)t =plpt, E[R(t)]2=Xp2t +(pA.pl)2,

£lag]3= +(pA.pt)\
munosabatlami hosil gilamiz. Bulardan X\p va p* parametrlar
quyidagi

pXp =p'X'p, S =2AKIN\N/I3 =611*(//)3,

tengliklami ganoatlantirishi kelib chigadi. Demak

pPyg 29
formulalar o‘rinli bo‘ladi. Endi “kasod bo‘lishlik” ehtimolligi
if/(u) ning anig ko”inishini hisobga olib,

yl(u) =y/(u,X,p,p) «y/(u,X\rj\p9) = >
taqribiy munosabatlami olamiz.
Isbot etilgan taqribiy formula

De Vilder approksimatsiyasi deb atalib, uning ko‘rinishi
quyidagi
A op< «Aa 1
1/h +2p/0Mi | 34 +2pm ]
taqgribiy formula bilan aniglanadi.

6.9. Kilassik risk jarayonida kasodlik ehtimolligi uchun
baholar. Lundberg tengsizligi

Kasodlik ehtimolligi uchun teorema 1 da keltirilgan Kramer-
Lundberg asimptotik  formulasini  “ehtimollik  o‘Ichovini
almashtirish” (Kramer) metodini qo‘llab aniglashtirish mumkin.
Bunda boshlang‘ich kapital U fiksirlangan giymatga ega deb
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hisoblanadi va shu magsadda o‘tkazilgan mulohazalarda
Poliachek-Xinchin-Beekman formulasi asosiy ro‘l o‘ynaydi.
Faraz gilaylik,
Mr
tasodifiy migdorlar manfiy bodmagan giymatlar gabul gilsin va

ular bir xil ehtimollik tagsimotiga ega boTsin. Har ganday x>0
uchun

v(i)=min(n;J+...+i>Xx)
belgilashni Kiritamiz.
Parametri 1-£(0<£<1) boigan geometrik tagsimot bo‘yicha
tagsimlangan tasodifiy migdomi N deb belgilaylik,
P(N=n)=s(l-e)nl n- 12,..
Tasodifiy migdorlar J T , lami bogiigsiz deb hisoblab

belgilashni qoTlaymiz.
Lemma 1. Tagsimot funksiyasi F(x) quyidagi tenglikni
ganoatlantiradi:
R{)=I-E (1-efR
Isbot. Oson ko‘rinadiki,
{v(x)<k-i} va {£+...+&>*}

hodisalar teng kuchli bo‘ladi. Shuning uchun ham toTa ehtimollik
formulasi bo‘yicha
@

1 ()= EAT(1- €)CP{$ +..+4 >x) =
%]

©

=£AT (I - )kl P(v(x)<k- 1)=
*:|

=S«E (-9 P(V(X)=)). 1)
4=1 j=0
Munosabat (1) ning o‘ng tomonidagi musbat hadli qator
yaginlashadi. Shuning uchun ham Fubini teoremasiga asosan bu
gatordagi yig~dilar tartibini almashtirish mumkin. Bu almash-
tirishni bajarib, teoremani isbotlaydigan quyidagi tengliklami yoza
olamiz:
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()]
/> «=£ PU)=y)/g(l-ek=
=0

o kMl
="1>(v(x) =y)(1-e) J= £ (I-£)"". (2)
y=0

Endi sxematik ko‘rinishda “ehtimollik o ‘Ichovini almashtirish”
metodini eslatib o ‘tamiz.

0 dichovli (n,F) fazo, y —/?"- o‘Ichovli funksiya, RvzIQ -
ehtimolliklar o‘Ichovlari £ da aniglangan, PO Q -p ehtimollik, Q
ehtimollikka nisbatan absolyut uzluksiz bo‘Isin. Ehtimolliklar R va
Q ga mos keluvchi matematik kutilmalar Ep va eq deb belgilansin.

Odatdagidek, R o‘lchovning Q o‘lchovga nisbatan Radon-
Nikodim hosilasini

ag(@), co&d

bilan belgilaymiz. Standart variantda “ehtimollik o‘Ichovini
almashtirish” amali quyidagi tengliklar bilan ifodalanadi:

EJ= jI0)E(Au) = M0S)~<0)Qd>)=E* f~.  (3)
n f
Biz (3) munosabatning quyidagi anig variantidan
foydalanamiz.
Faraz gilaylik,

bog‘ligsiz va umumiy H(x) tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy
miqdorlar, N- shu tasodifiy migdorlar ketma-ketligiga nisbatan
“to‘xtalish” momenti boisin. Har ganday i>1 uchun

funksiyalar o‘lchovli bo‘lsin. Quyidagi

matematik kutilmalami ko‘ramiz. Bu yerda matematik kutilmadagi
indeks N, tasodifiy migdorlar £ lar (i>l) umumiy N(x) tagsimotga
ega ekanligini anglatadi. Endi G(x) -boshqa tagsimot fimksiyasi
bo‘lib, N tagsimot G ga nisbatan absolyut uzluksiz bo‘lsin. Bu
holda (3) munosabat quyidagi
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ko‘rinishda boTadi va bu yerda
0AX)=-(E{X)-’
Yuqorida lemma 1 dan oldingi belgilashlarga go‘shimcha qilib
7j(¥) =24 +...+4uR)),t- x
tasodifiy migdomi kiritamiz. Tasodifiy migdor
sn=$+ ...+ n*l
“tiklanish” jarayonining chegara x dan yuqoriga “sakrash” miqdori

boTadi.
Faraz gilaylik, tasodifiy migdorlar umumiy tagsimot

funksiyasi H(x) Kramer shartini ganoatlantirsin (R koasatkich
bilan), ya’ni

o-n 1€ dHE) =1 (5)

(Hagigatan ham, agar

H(x)=~[1-F (z)\dz, E=~P—
p
deb olsak, (5) munosabat Kramer sharti bilan ustma-ust tushadi).
Endi G(x) tagsimotni
G (dx)*(I-€)eRH(dx)
tenglik bilan aniglaymiz.

Kramer shartiga ((5) munosabat) asosan, G(x) tagsimot
funksiyasi F tagsimotga teng kuchli (ekvivalent) boTadi va Rodon-
Nikodim hosilasi

e _(_jl—_|. S
===
Lemma 2. Tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligining umumiy tagsimot funksiyasi H(x) (5) Kramer

shartini ganoatlantirsin. Bu holda
1-Pc(x) =e-itEBe-* ™M, x>0.
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Isbot. Yugoridagi (4) formulani (2) tenglikni hisobga olgan
holda
[(F>eee>*)=0-*)"
funksiyaga tatbig etamiz:
1- R(X) =EH{\-eYM =Eqi: - e)'w =
=Eqgexp{-Rfa +...+£,,)} =e-"Ece -". _

Lemma isbot etildi.

Endi lemma 2 ning yordami bilan klassik risk jarayonidagi
kasodlik ehtimolligining boshlang‘ich kapital (/ning har ganday
giymatidagi ifodasini topamiz. Oldingidek

r2,

bogcdligsiz va bir xil tagsimlangan tasodifiy miqgdorlar, ulaming
umumiy tagsimot funksiyasi

H(X)=A\-F (z)\k
0
formula bilan aniglansin.
Har ganday x>0 uchun
NI) =T11{N;K1+...+ Ki>x}
tasodifiy migdomi kiritamiz.

Teorema 1. Sug‘rta to‘lovlari laming umumiy
tagsimot funksiyasi F(x) Kramer shartini flko‘rsatkich bilan
ganoatlantirsin. Bu holda har ganday #>0 uchun

I(M)=e-*Eexp{-a(yl+..+ r,,., -u)}.

Isbot. Pollachek-Xinchin-Beekman formulasi va lemma 1 ga

asosan kasodlik ehtimolligi

ko‘rinishiga ega bo‘ladi. Bunda parametr e:1—+py" =¥ />1. Endi
lemma 2 ning qo‘llash teoremaning isbotini beradi.
Ta’rifbo‘yicha
M+.+FAY)-«>0
boTgani uchun teorema 1dan quyidagi natija kelib chigadi.
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Natija 1. Faraz qgilaylik, sug‘urta to‘lovlari XDXr,..laming
umumiy tagsimoti F(x) Kramer shartini r ko‘rsatkich bilan
ganoatlantirsin. Bu holda har ganday n>0 uchun

ys(u)<e~*y. (6)

Oxirgi (6) munosabat Lundberg tengsizligi deb ataladi.

6.9.1. Kasodlik ehtimolligi uchun ikki tomonlama tengsizliklar
(Martingallar tatbiqi)

Quyidagi tasodifiy
Z(t) =exp{-R[R(t) +ul} (7)
funksiyani ko‘ramiz. Bu yerda R- Lundberg ko‘rsatkichi. Bu holda
har ganday s>0 uchun
E[Z{t+s)/Z(t)]=e~4*(H X
*p
xEexp[/?(Jf, +...+JT*)] = Z(r).
Demak, tasodifiy jarayon Z(t) martingal bo‘lar ekan. Aytaylik
x-kasodlik momenti, ya’ni
r =inf{/,/?(0O<w}- (8)
Bir ehtimollik bilan, R(t)-> oo, t+<s¢ bo‘lgani uchun (8) dan
E\Z{X\r <00]=2(0) =
tenglik kelib chigadi.
Boshga tomondan y/(u) =P(T<o0/ R(0)=0) va biz quyidagi
V{u)=-M - Ru\ _ (9)
¥(O) £{Z(n)lr«x>] [J
tenglikni hosil gilamiz (teorema 1 bilan tagqoslang). Qayd qilib
o‘tamizki, tengsizlik Z(r)>I bajarilgani uchun (9) dan Lundberg
tengsizligi (6) munosabatini olamiz. Munosabat (9) kasodlik
ehtimolligini  E[z(t)/x«x>] miqdor bilan bog‘laydi va bu
munosabatdan elementar hisoblashlar o ‘tkazib
Cc-*H<4(u)<Ce-Ri (10)
ikki tomonlama bahoni olamiz. Bu yerda
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Kasodlik ehtimolligi uchun quyi baholami (6) munosabatdan
foydalanib isbot etish giyin bo‘Imaydi.
Oldin Kiritilgan

H(x)

belgini takroran go‘llaymiz.
Teorema 2. Xavfsizlik yuklamasi p musbat son bo‘lsin. U
holda har ganday » >0 uchun

V(u)> (11)

p+\-H(u)
tengsizlik o‘rinli.
Isbot. Tagsimot funksiyasi H(x) ning zichlik funksiyasi uchun
Mx)=i(l-F(x))

belgilashni qoTlab, xavfsizlik yuklamasi p ning ta’rifidan
foydalanib (6) munosabatni

X

y/(u)={ 1+p +t|:p {J)V(«—-)h(z)dz (12)

ko‘rinishida yozamiz.
0 ‘z-o‘zidan tushunarliki kasodlik ehtimolligi y/(u) argument u
bo‘yicha o4uvchi bo‘lmaydi, ya’ni 0<z<u boTganda,
yl(u-z)>y/(u).
Shuning uchun ham (12|) dan( )
-H (u Hu) .4
yiw> 1+p 1-%:)
Oxirgi tengsizlikni y/(u) ga nisbatan yechib, teorema 2 ning
isbotini olamiz.
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Ta’kidlab o‘tish kerak bo‘ladiki, teorema 2 ning tasdiqi,
sug‘urta toTovi tagsimoti Kramer shartini bajannagan holda ham
o‘rinli boTib qolaveradi. Bundan tashgari (11) tengsizlikni,
sug‘urta toTovlari tagsimoti subeksponensial qonunlar sinfiga
tegishli boTganda yaxshilab bo‘Imaydi.

Ta’rif 1. Tagsimot funksiyasi F(x) ni subeksponensial qonun-
lar sinfiga tegishli deyimiz, agar har ganday n>I butun son uchun

1-F"(X)~w(I-F(x)), x—00
asimptotik munosabat o‘rinli bo‘Isa.

Yugorida ko‘rgan edikki, agar sug‘urta toTovi tagsimoti
Kramer shartini ganoatlantirsa, teorema 1 ga asosan kasodlik
ehtimolligi eksponensial asimptotik bahoga ega boTadi. Agar
sug‘urta toTovi tagsimoti subeksponensial tipda boTsa, quyidagi
teoremani isbot etish mumkin.

Teorema 3. Faraz qgilaylik, sug‘urta toTovining tagsimot

funksiyasi A() subeksponensial gqonunlar sinfida tegishli boTsin.
Bu holda

lm W -

-S =1.
i-Uiu) p
Bu yerda oldingidek

#(*)=- (I-Fz)dz, x>0.

6.10. Cfaekli vaqgt davomidagi kasodlik ehtimolligi

Eslatib o ‘tamizki, R(i) klassik risk jarayoni boTsa, uning uchun
kasodlik ehtimolligi (cheksiz vaqt oralig‘ida)

yAu)=P(u+R(t) <o biror />0uchun)=infR(t) <-uj

tenglik bilan aniglanadi va bu ehtimollik Pollachek-Xinchin-
Beekman tipidagi formulalar bilan ifodalanadi.
Quyidagi

R(r)<-u)
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ehtimollikni R() jarayonning chekli [0,/] oraliqda “kasod bo‘lish”

ehtimolligi deb atash tabiiy boMadi. Bu ehtimollik uchun
Pollachek-Xinchin-Beekman tipidagi formulalar o‘rinli bo‘Imaydi
va ular uchun ma’noga ega bo‘lgan munosabatlar tagribiy
xarakterda boiadi. Bu munosabatlardan ba’zilarini keltiramiz.
Yuqorida Lundberg ko‘rsatkichi r
o)

A e b [\-F(x)\dx =\
0

tenglamaning yechimi ko‘rinishida kiritilgan va unda
@®

K(r)= | e"dF(z)-1
0
funksiya aniglangan edi.

Vagqtga bog‘lig bo‘lgan Lundberg tengsizligi

Ma’lumki,

tenglik bilan aniglangan R, migdomi / vaqtga bog‘lig bo‘lgan
Lundberg ko‘rsatkichi deb ataladi. Xarakteristika R(t) ni hisobga
olgan holda,

vagtga bog‘liq bo‘lgan Lundberg tengsizligi deb ataluvchi
munosabatni isbot etish mumkin ([1]).

6.11. Ehtimollik r(u,t) uchun asimptotik approksimatsiyalar

Aytib o‘tilganidek, y/(u,t) ehtimollik uchun mavjud muno-
sabatlaming ko‘pchiligi asimptotik xarakterda bo‘ladi. Bulaming
orasida diffuzion approksimatsiyaga asoslangan Segerdal formulasi
muhim hisoblanadi.

Quyidagi

281



1 AK\K)
Y~ XK\R)~c' U~(AK\R)-cf
belgilashlami kiritamiz.
Kramer-Lundberg teoremasidagi o‘zgarmas sonni C bilan
belgilaymiz:

c= —_— —_———=
K'(R)-cf9d
Segerdal (1978), /-*« shunday o‘zgarsaki, (t-uyO)u-m
chekli migdor bo‘lsa,

(1)

asimptotik formula o‘rinli bo‘lishini isbotlagan. Bu yerda,
odatdigidek, ®(x)- standart normal tagsimotni belgilaydi. Muno-
sabat (1) dan ko‘rinadiki, kasodlik momenti t=Tuning BK® sharti
bilan olingan shartli ehtimolligi, «-»«, t->m shunday o‘zgarib,
(t-uyOyu~2 chekli migdor bo‘lsa, o‘rta qiymati uy0o va dispersiyasi
mmd bo‘lgan normal tagsimotga yaginlashadi. Bundan xususiy
holda, ya’ni n ning katta giymatlarida (uyO- 2y[iiiityuy0+27- ) vaqt
oralig‘ida “kasod bo‘lishlik” 0,95 ehtimollik bilan ro‘y berishi kelib
chigadi.

Sug‘urta kompaniyasining kasodlik ehtimolliklarini o‘rganish

masalalarida diffuzion approksimatsiyaning go‘llanishi - klassik
risk jarayonining trayektoriyalari masshtablarini mos ravishda
o0 ‘zgartirib, ulami Vinerjarayonining trayektoriyalari bilan almash-
tirish ~ mumkinligini anglatadi. Diffiizion approksimatsiyadan
foydalanib

WEPAW g U+ pXpt expl-  2pXfiu
[Jm(/u2+02J 1| p(/u2+a?

taqribiy formulaning o‘rinli bo‘lishini isbot etish mumkin.
Bu approksimatsiyaning amaliy hisoblashlarda qo‘llanishini
ta’minlaydigan shartlar [4] monografiyada keltirilgan.
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6.12. Bosklang‘ich kapital katta bo‘lganda kasodlik
ehtimolligi uchun asimptotik formula.
Kramer-Lundberg teoremasi

Ta’rif 1. Tagsimot funksiya F(x) Kramer-Lundberg shartini

ganoatlantiradi deyiladi, agar shunday musbat r son mavjud
boTib,

Ajeb(1-F(x))dx =1 (1)
0
tenglik bajarilsa. Bunda r Lundberg koTsatkichi (yoki
koeffitsiyenti) deb ataladi.
Har ganday r>0 uchun

K(r)= je”dF(x)-I
0
belgilashni kiritamiz.
Bu punkt davomida c¢>Xuy tengsizlik bajarilgan deb
hisoblaymiz, ya’ni xavfsizlik yuklamasi p>0.
Teorema 1. Sug‘urta toTovlari tagsimoti F{x) Kramer-
Lundberg shartini ganoatlantirsin va shunday >0 musbat son

mavjud boTib,
K(r)too, rtre
limit munosabat bajarilsin. Bu holda

limer<p{n) =——L ——.
Isbot 6.3. punktdagi (4), (6) tengliklardan

-</()=1-~  JL- V- DJ[l- FC)\x =
0

Y a’ni quyidagi
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=~ j[I-F(z)\dz +» ~f/{u-z)[\-F{z)]dz 2

K o
tagsimot funksiyasi F Kramer shartini ganoatlantirgani uchun
kA o*x(*
2]

biror bir ehtimollik tagsimotining zichlik funksiyasi bo4adi.
Tenglik (2) ning har ikki tomonini e* ga ko'paytirib
W M

e*y(un) = |[[1mF(z)]dz +]j V(«- ¢ *[1- F(2)]t (3)
0 0
tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama “tiklanish” jarayonlarida
muhim rol o‘ynaydi. Mashhur “tiklanish teoremasiga” asosan,

lime*y (u)=% (4)
Bu yerda
o o
c,=j je* J[I-F(n)jfc*. (5)
o M
c2=j jze* [1- F(z)]dz. (6)
0
Kramer shartidan va K(r) funksiyani aniglaydigan tenglikdan
(] o

- Je*[l-F{z)1<k =] dF(z)-\ K(RR)

munosabatlar kelib chigadi. Shunday qilib, Lundberg
koeffitsiyenti r

K(r) =i (7
tenglamaning musbat yechimi bodadi. Bu yechimning mavjudligi

teoremadagi K(r) funksiyaning rtr0 da cheksiz o4sib borishi

shartidan kelib chigadi.
O'zgarmas sonlar ¢, va c2 uchun ancha sodda bodgan

ifodalami topamiz. Quyidagi tengliklami yoza olamiz:
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® ®

c,=j fe* j(I-F(z))dzdu =

o n
[ 00

X
c P
R R(I+p) ®)

Unda giyin bo‘lmagan mulohazalar yordamida

®

munosabatlar o‘rinli ekanligini tekshirib ko‘rish mumkin va ularga
asoslanib,

00

C2=] Jrefc[l-F(=)]de=
0
cR
Afl¥w LA
- R cR
(L+p)it ®
tengliklarni hosil gilamiz.
Endi (8) va (9) lami (4) tenglikka qo‘yib teoremaning isbotini
olamiz.

Isbot etilgan teoremadan boshlang‘ich kapital n ning katta
giymatlarida
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bell. (H0)
K\R)-cU Y

taqribiy formulaning oainli ekanligi kelib chigadi. Munosabat (10)
Kramer-Lundberg approksimatsiyasi deb ataladi.

Kramer-Lundberg shartining bajarilishi uchun sug‘urta
to'lovlari tagsimotining eksponensial momentlari

@Q
eexply )= Jwdr( <oo

gandaydir >0 uchun mavjudligi zaruriy shart (lekin umuman
aytganda, yetarli emas) bo‘ladi. Bu tasdigni isbotlaydigan
misollaming ko ‘pini keltirish mumkin.

286



vn BOB. PARAMETRIK BAHOLASH VA QAYTA
SUG‘URTALASH MASALALARI

7.1. Statistik baholar nazariyasi elementlari

Sug‘urta toTovi tagsimotining ko‘rinishi ma’lum, lekin uning
tarkibidagi parametrlar noma’lum boTganda, ulami berilgan
tanlanmaga mos qilib baholash, sugaurta faoliyatining mukam-
malroq boTishiga xizmat giladi.

Parametrik baholash masalalariga o‘tishdan oldin, umumiy
statistik baholash nazariyasining asosiy tushunchalarini va me-
todlarini eslatib o ‘tamiz. Oldingidek, xlt...xn - tasodifiy miqdor x
ning n ta realizatsiyalaridan iborat tanlanma bo'lsin. Faraz
gilamizki, bu tasodifiy migdoming tagsimoti, unga kiruvchi
noma’lum parametr O anigligida ma’lum bo‘lsin (parametr
0=(0,...,0N ko‘p o‘lchovli boiishi mumkin). Tasodifiy migdor x
ning tagsimot funksiyasini F(x,G) deb belgilaymiz.

Demak,

F(xy8) = P{X <x) =B{X <x),xe R
boTib, oxirgi tenglikda P ehtimollik 0 parametrga bogTig boTadi
(P =pPe). Tasodifiy migdor X absolyut uzluksiz boTganda, f(x,0)
simvol bilan ehtimollik zichlik funksiyasini belgilaymiz. Eslatib
o‘tamizki, /(x,0) shunday funksiya boTadiki, har ganday xeR

uchun

F(x,9)= X\f(u,d)du.
-00

Tasodifiy miqgdor x diskret boTganda, f{x,0) simvol bilan
uning ehtimollik tagsimotini belgilaymiz:

P(X =x)=f{xy0\ x=0,1,...,*,...

Parametr B ning baholash deganda, tanlanma x=(x%>..,x,,) ning
funksiyasi tushuniladi (bu funksiya parametr 0 ning giymatlari
to‘plamida o‘zgaradi).
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Hamma tanlanma x ning funksiyalaridan shunday
B =B(Xb ...,Xxn)
funksiyani tanlab olish ma’qul bo‘ladiki, uning uchun
6{Xi9..Xn)*0
munosabat bajarilsin. Bu yerda « simvolning ma’nosi quyidagi
ta’riflarda aniglashtiriladi:
1) fimksiya B =6(xr,...,xn) siljimas baho deyiladi, agar
Eg0(xi,...,X,,) =€ (1)
tenglik bajarilsa (bu yerda matematik kutilma belgisiga indeks B ni
kiritilgani xIt...,Xn tasodifiy migdorlaming har binning tagsimoti B
parametrgabog‘lig ekanligiga ishora giladi). Bahoning siljimaslik
X0ssasié(xb...,xn) bahoning har xil tanlanmalar bo‘yicha
hisoblangan giymatlari 8 parametming haqigiy giymati atrofida
quyuglashib borishini anglatadi.
2) funksiya é=8B(xb..,xn) parametr B uchun ma’noli baho
deyiladi, agar ixtiyoriy e >0 uchun

N> e X,)- &<e)= )

munosabat bajarilsa. Siljimas baholar uchun, ulaming ma’noli
-bo‘lish xossasi
[E(x19...,xm), w}

tasodifiy migdorlar ketma-ketligi uchun katta sonlar gonuni o‘rinli
ekanligini ko‘rsatadi. Bu esa tanlanmaning hajmi o‘sib borishi
bilan, B ni B orgali baholash aniqgligi oshishini bildiradi.

Umuman, statistik bahoning anigligi risk fimksiyalari bilan
xarakterlanadi. Odatda

Sg(e) =Ee (e(x1,...Xn)~ef

kvadratik risk funksiyasidan foydalaniladi. Agar é(xb..yn) baho
siljimaslik xossasiga ega bo4lsa,
se(e)=De(xb...,xn)
tenglik o‘rinli bo‘ladi va uni riski Kkichik bo‘lgan baholar
ustuvorroq deb tushunish mumkin. Tanlanma hajmi n fiksirlangan
chekli son boTganda, trivial bo‘Imagan baholaming kvadratik risk
funksiyasi quyidan bitta migdor bilan chegaralangan boTadi (Rao-
Kramer tengsizligi).
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3) funksiya 6(xi ,optimal baho deyiladi, agar boshga har
ganday B(xb ...,xm) baho uchun
Se(8)<Se(d)
tengsizlik B parametrning har ganday giymatiarida ocrinli bo“lsa.
Statistik baholar qurishda, ya’ni tanlanmadan olingan
funksiyalami topishda “momentlar metodidan” foydalaniladi. Bu
metodni sharhlab o‘tamiz. Faraz qilaylik, parametr a=(8L,...,8r)

o‘Ichovi r bo‘lgan vektor bo‘lsin. Tagsimot F(x,0) parametr B ga
bog‘lig bo‘lgani uchun EeXk tasodifiy miqdor x ning k-chi tartibli
momentlari ham B ga bog‘liq boTadi. Quyidagi

k{BL,...,Br)=EBXK,K>1
belgilashni kiritamiz. Empirik momentlar deb

((*fr=+4)
ifodalarga aytiladi.
Momentlar metodining ma’nosi nazariy momentlar //*(#!,...,0r)
lami empirik momentlariga tenglashtirib
+o.+4),*=12,.r 3)

tenglamalar sistemasini tashkil etishdan iborat bo‘ladi.
Tenglamalar sistemasi (3) ni &y,...er larga nishatan yechib.

vektor bahoni hosil gilamiz. Bu baholar ma’noli bo‘ladi.

Tasodifiy miqdor x uzluksiz tipda bo‘lib, uning zichlik
funksiyasi f{x,B) bo‘lgan holda (X®...,Xn) tanlanmaning zichlik
funksiyasi

L(xb....xnie)=Y [f(x],0)
j=i
tenglik bilan aniglanadi. Bu !J(...,£) funksiya *hagiqatga
o ‘xshashlik” funksiyasi deb ataladi.

Statistik baholar nazariyasida ko‘p qo‘llaniladigan “maksimal
hagigatga o‘xshashlik” metodining asosida hagigatga o‘xshashlik
funksiyasi L(xlt:..xn,0) ning maksimal (eng katta) qiymatini ta’min
etadigan B=0*(xs....xn) funksiyani topish yotadi, ya’ni
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ita,...,*,,,**)=max Y1 f(xj,0)
9 j-1
tenglikni ganoatlantiradigan 0*(.~) funksiyani topish kerak boiadi.
Bunday usul bilan topilgan statistik baho B* —maksimal hagigatga
o‘xshashlik baho deb ataladi.

Bu bahoni mohiyatini x tasodifiy miqdor diskret tipda bo‘lgan
holda namoyish etish qulay bo‘ladi. Bunda funksiya Lixr,...,xn,B)
tajribada aynan xr,...xn giymatlar kuzatilishi ehtimolligini ifoda
giladi.

Intuitiv ravishda tushunarliki, ehtimolliklari katta bo‘lgan
hodisalar, golganlariga garaganda ko‘proq ro‘y beradi. Shu sababli
quyidagi xulosaga kelish mumkin: agar xb..xn tanlanmaning
tarkibi bizga ma’lum bo‘lsa, uni ro‘yobga chigargan hodisaning
ehtimolligi katta ekanligi asosli bo‘ladi. Aytilganlardan kelib
chigadiki, Lixb...,xn,0) hagigatga o‘xshashlik fimksiyani maksimal-
lashtiradigan (kattalashtiradigan) parametr B ning giymatlarini
topish magsadga muvofiq bo‘ladi. 0 ‘z navbatida, bu giymatlar

dLjxb....xn,0) Q
nB
tenglamaning yechimlari bo‘ladi. Demak, maksimal hagigatga
o‘xshashlik baho 0=0%*,,) oxirgi tenglamaning yechimi bo‘ladi.

7.2. Sugcurta faoliyatida ko‘p go‘llaniladigan diskret
tagsimotlar va ularning parametrlarini baholari

Binomial tagsimot Agar sug‘urta riski x tasodifiy miqdor
diskret tipda bo‘lib, uning gabul giladigan giymatlari
Wl omxN,...
ketma-ketlikni tashkil etsa,

f{x,B) =R (X=x) =P(X =x,0), X=jcx, *2,...
ehtimolliklar, x - tasodifiy migdor tagsimotining chastota
funksiyalari deb ataladi.

Chastota funksiyasi

fix,B) =f(x,(m,p)) =C*/>*(1- p)m~\ X=0,
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bo'lgan tagsimot-binomial tagsimot deb ataladi. Bu tagsimotning
parametrlari:

Agar x diskret tasodifiy migdor, parametrlari m va p bo'lgan

binomial tagsimotga ega bo4sa,
EX=mp, DX =mp{\- p), EX3=mp(l- p)Q-2p).

Parametrlari m va p bo'lgan binomial tagsimotni bog'ligsiz m
ta Bernulli tajribalarida ehtimolligi p =P(A) bo'lgan hodisaning
ro'y berishlari sonini ifodalaydigan tasodifiy migdoming tagsimoti
deb gabul gilish mumkin. Agar 0=(m,P) deb gabul gilsak, ya’ni
ikkala parametrlar ham noma’lum bo'lsa, momentlar metodi
yordamida

m=m(xh ...,xn)=
J-j2 x
baholami olish mumkin. Bu yerda

e "ov=l
va [a] simvol esa, hagigiy son a ning butun gismini anglatadi
Agar G=p bo'lsa, ya’ni fagat parametr p noma’lum bo'lsa,
maksimal hagigatga o'xshashlik metodi orgali

p:p(xi,...,x,,)=E

bahoni topish mumkin. Bu holda hagigatga o'xshashlik funksiyasi
uchun

L"P)ZMf(prFp a-pl "M cA
1=l

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu L(x,p) funksiyani p bo'yicha
maksimallashtirish

(flTé/a;I\OgL(X,p)

giymatni topish masalasi bilan teng kuchli bo'lgani uchun,
hagigatga o'xshashlik tenglamasini
aiogi(*,p)_Q
dp
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ko'rinishda yozish mumkin.

Endi
n

logL(x,p) =m\ogp +(m- rix)log(l- p)+£1logCj

tenglikni hisobga olgan holda, oxirgi tenglamani
gto|*fefl=»g_(M-fg)_J_=0
) P 1-P
ko‘rmishga keltiramiz. Bu tenglamani yechimi

= :E

P=P=5
maksimal hagigatga o ‘xshash bo‘lgan statistik baho bo‘ladi. Oson
tekshirib ko'rish mumkinki, p=ﬁ noma’lum parametr p uchun

optimal baho ham bo‘ladi.
Manfiy binomial tagsimot Chastota funksiyasi

[(X,0)=Cri}x_IPm(1- p)x~\ X=1.2,...
bo‘lgan tagsimot - manfiy binomial tagsimot deb ataladi. Bu
tagsimotning parametri B=(m, p):
Te{1,2,...},0<p<l.
Manfiy binomial tagsimotga ega bo'lgan tasodifiy migdor X
uchun
EX=m)~ DX=m(~P" =
p p2 p3
Parametrlari m va p bo‘lgan manfiy binomial tagsimotga ega
tasodifiy migdomi
X=X+1
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lib, bu yerda X tasodifiy migdor
ehtimolligi p =P(A) bo'lganbiror a hodisaning bog‘ligsiztajribalar
ketma-ketligidagi bu hodisaning ro‘y bermagan m- chi tajribagacha
ro‘y berishlar sonini ifoda etadi.
Agar 0=(m,p) bodsa, ya’ni ikkala parametriar noma’lum

bo‘lsa, mva p uchun momentlar metodi orqgali topilgan baholari

= = 6
m=me) s2- T+ b ©)
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ko‘rinishda bo‘ladi.
Agar B=p boisa, ya’ni fagat p parametr noma’lum bo‘lsa,
P=P{X)=— x J @)
X +m-—
n
ifoda p uchun optimal baho boiadi.

Ba’zi hollarda manfiy binomial tagsimot sifatida chastota
funksiyasi

f(x,B) =CrxX* p m(\- p)*, *=0,1,2,... (8)
yoki chastota funksiyasi
Rx,e) =C ~*p m(l-p)m \ x =mm+X... €)]

bo‘lgan tagsimot tushuniladi.

Formulalar (6) va (7) bilan berilgan baholardan bu ikki holda
foydalanish mumkin bo‘lmaydi. Keltirilgan formulalardan (baho-
lardan) foydalanish mumkin bo‘lishi uchun x=(x®% ....xn) tanlanma-
ning elementlarini quyidagicha almashtirish kerak bo‘ladi: (8)
holda x tanlanmaning har bir elementiga | ni qo‘shib (xx+1, +1)
tanlanmaga, (9) holda esa, x tanlanmaning har bir elementini m-i
ga kamaytirib, (xx- m+1, - m+1) tanlanmaga o ‘tish kerak bo*ladi.

Geometrik tagsimot. Chastota funksiyasi

1(*, P)=P(1- pf~1,*=1.2,...
bo‘lib, parametr pe (0L).
Agar tasodifiy migdor x geometrik tagsimotga ega bo'lsa,
EX="~-,D X =N -, EX3=ATgX2~P)
P p2 p3
bo‘ladi.  Geometrik tagsimot manfiy binomial tagsimotning
parametri m~| qiymatidagi xususiy holibo‘ladi.
Parametr p ning optimal siljimas statistik bahosi
1—
&=5k*)=— *7
J+1- I’]
ko ‘rinishda bo“ladi.
Puasson tagsimoti. Chastota funksiyasi
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f{x,X):)—{\e~X,x:OX%-
formula bilan aniglanadi. Parametr Ag (o, 00).
Agar tasodifiy migdor x Puasson tagsimotga ega bo'lsa,
EX=DX =4
bo'ladi. Alohida qayd qilib o'tamizki, oxirgi tengliklar*Puasson
tagsimot uchun xarakteristik belgi (kriteriya) bo‘lib xizmat giladi.
Parametr A uchun
A= X(x) =x
funksiya optimal statistik baho bo‘ladi.

7.3.  Sug‘urta to‘lovi miqdorining ko‘p go‘llaniladigan
uzluksiz tipdagi tagsimotlari va ularning parametrlarini
baholari

Tekis tagsimot Zichlik funksiyasi
=-7-
Nx,B) b:‘Sllxga,l:,]),x<E$:|

formula bilan aniglanadi, parametr -oo0<a <b <oo.
Agar x tasodifiymiqdor parametrlari a va b bo‘lgan tekis
tagsimotga ega bo‘lsa,

EX=L, t*=1[..
2

EXk =
12 (k+W=>-a)
bo‘ladi. Agar B=(a,b) bo‘lsa, ya’ni ikkala parametrlar ham
noma’lum bo'lsa, ava. b laming optimal siljimas statistik baholari

_ 1 .
a=a(x) n min x; - max x.-

h>jEn Hj&i
bob(x)= 1, NMaxxi- mm x;
n-1 <n  ISj<n
bo'ladi. Agar a-o0va s=b bo'lsa, parametr b ning optimal bahosi
b=b(x) =----- max X
n I£j<n

fimksiya ko'rinishida aniglanadi.

Gamma - tagsimot. Mos keluvchi zichlik funksiyasi
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0, agar x <0 bo'lsa

fix,6)= ¢
xa le x, agar x>0 bo'lsa.
|4 «)

Bu yerda r(a)-Eyleming Gamma funksiyasi
®

(@)= \xa~le-xdx.
0
Parametrlari  5>0 (masshtab parametri), a>o0 (forma
parametri).
Agar tasodifiy migdor x parametrlari a va Abo‘lganGamma-
tagsimotga ega bo‘lsa,
EX=j,DX=-~, A + Noxzap
“ P b
bo‘ladi. Agar 0=(a,f), ya’ni ikkala parametrlar ham noma’lum
bo‘lsa, momentlar metodi baholgri
a=a(x)=~, a=1x=—""
S iT
Ko ‘rinishda bo‘ladi.
Agar 0=4, ya’ni fagat 9 parametr noma’lum bo‘lsa, optimal
siljimas baho
1—
A=A =—*
X
formula orqali topiladi.
Ko‘rsatkichli (eksponensial) tagsimot Mos keluvchi zichlik

funksiyasi
agar x<0 bo'lsa
{gx
, agarx>0holsa
Parametr #A>0.
Ko‘rsatkichli tagsimot Gamma - tagsimotning a=1
giymatidagi xususiy holi bo‘ladi.

Agar x tasodifiy migdor parametri A bo‘lgan ko‘rsatkichli
tagsimotga ega bo‘lsa,

EX=\ DX =\ EXk=~, *=1,2,-
Aq o



bo“ladi.
Parametr 9 uchun optimal siljimas statistik baho

N=u x)=—n

ko‘rinishga ega bo'ladi.
Erlang tagsimoti. Mos keluvchi zichlik funksiyasi
0 agar x <0 bo'lsa

Parametrlari forma parametri me{1,2...}, masshtab parametri
/i>0.

Erlang tagsimoti Gamma - tagsimotning parametrlari
a=md=/ilm giymatlariga teng bo‘lgandagi xususiy holi bo‘ladi.

Agar tasodifiy migdor x Erlang tagsimotiga ega bo‘lsa (m va
n parametrlar bilan),

fl mtfi (m—hH(mi)
tengliklar bajariladi.
Agar £= ya’ni ikkala parametrlar ham noma’lum bo‘lsa,
momentlar metodi baholari

kofinishda bo‘ladi.
Agar <€=//, ya’ni fagat u parametr noma’lum bo'lsa, optimal
siljimas baho // uchun

M=Mi%) =— ~

funksiya bilan aniglanadi.
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Gipereksponensial tagsimot Mos keluvchi zichlik funksiyasi
0, agar jc<0 bo'lsa

A A ’251 Pfcrke~*kX> agar x>0 bo'lsa.

Parametrlar: m€{1,2,..} va

P=(Pl,-Pm)> Pl+~+Pm=1 bl,2,...n 9=(%.."),

A*>0, £=1,2,...m.

Zichlik funksiyasi /(*, B) ning ko‘rinishidan ma’lum bo‘ladiki,
gipereksponensial tagsimot chekli sondagi eksponensial tagsimot-
laming p=(pLl..pm) ehtimolliklar bilan “qorishmasidan” tashkil
topadi.

Agar tasodifiy migdor x gipereksponensial tagsimotiga ega
boisa,

, W Nn Tg.l2
=*1Z 4 . dx=2" 4 -
M Yy /=1y

formulalar o‘rinli ekanligiga ishonch hosil gilish giyin bo‘Imaydi.
Gipereksponensial tagsimot parametrlari statistik baholari

uchun aniq ko‘rinishdagi formulalar topib bo‘Imaydi. Lekin

amaliyotda s=(T, p, 4) parametrlaming statistik baholari hagigatga

0 ‘xshashlik funksiyasi
L*,0)=/(*y,0)
Y4

ifodaning sonli maksimallashtirish usuli yordamida yetarli
darajadagi aniglik bilan hisoblash mumkin.
Veybull tagsimoti. Mos keluvchi zichlik funksiyasi

0, agar x <0 boisa
I(**)= .
Aaxa le ** , agar x >0 boisa.
Parametrlar: A>0 (masshtab parametri), a>0 (forma

parametri).
Agar tasodifiy migdor x parametrlari 4 va a bo‘lgan Veybull
tagsimotiga ega bofisa,
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“ A4 H
EXK =X~K/aT( r :D*_l,Z,...

formulalar o‘rinli bo‘ladi.

Veybull tagsimoti a-1 boiganda, ko‘rsatkichli (eksponensial)
tagsimotga aylanadi.
Parametr a ning statistik bahosi (B.FO. Kopones, B.E. BeHuHT,

C.4. WopreH MaTematnyeckme ocHoBa Teopuun pucka, 2011, 496
cTp.)

_HM4>HY -

HHIH]

tenglamani yechimi ko”inishida topiladi. Bu yerda

MB=r3(*)=-"E(*y~*)3
y=1
,» tagsimotning asimmetriya tanlanma koeffitsiyenti.
Parametr a ning giymatlari ma’lum bo‘lganda va na>1
tengsizlik bajarilganda, A parametming siljimas optimal bahosi
— _ () 1 3
N=N(x)= . .
©) VAR VAN
I a " a)

formulalar bilan aniglanadi.

Ko‘pchlik mualliflaming fikricha, Veybull tagsimoti, Gamma-
tagsimot bilan bir gatorda sug‘urta to‘lovlari uchun eng qulay
tagsimot modellaridan biri hisoblanadi.

Lognormal tagsimoti. Mos zichlik fimksiyasi
0,

7=1

agar x <0 bo'lsa
exp* * agar x >0 bo'lsa.

Parametrlar: <>0 (masshtab parametri), -<»<m<oo (forma
parametri).

298



Agar tasodifiy miqdor x parametrlari a va m bo‘lgan
lognormal tagsimotga ega bodlsa,

EX=exp\— +mi, DX =e /, +2m s-,)

2
EXK = exp a +km\k=12,..

tengliklar o‘rinli bo'ladi. Bu tasodifiy miqdoming sug‘urtaviy
ko'rinishi juda ham aniq: agar y tasodifiy miqdor parametrlari m
va 02 bo‘lgan normal tagsimotga ega bo“Isa,

tasodifiy migdor parametrlari 02 va m bo‘lgan lognormal
tagsimotga ega bo‘ladi.
Parametr m ning optimal siljimas statistik bahosi

w=m (*)2-Ein*y,

parametr 02 uchun esa, optimal siljimas statistik baho

n -1 Fi J n 7:1 J
formulalar bilan topiladi.
Xi-kvadrat tagsimot Ozodlik darajasi m bo‘lgan Xi-kvadrat

tagsimotning zichlik funksiyasi
0 agar * <0 bo'lsa

On*m_lexp- 9 .

272V (fa

formula bilan aniglanadi.
Agar tasodifiy miqdor x ozodlik darajasi m bo‘lgan Xi-kvadrat
tagsimotga ega bo“lsa,

f(x,0,m)=
agar x>0 bo'lsa.

EXk = *4?) “
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(=)
)

DX=Ja + Q I J

Parametrlar 8 va m uchun momentlar metodi bilan hosil
gilinadigan statistik baholar

b i

N 2=T +(2+72)

m+1

tenglamalar sistemasining yechimlari bo‘ladi.

Reley-Rays tagsimoti. Ozodlikdarajasi m=2 bo‘lgan Xi-kvad-
rat tagsimot Reley-Rays tagsimoti deb ataladi. Bu tagsimotning
zichlik funksiyasi

0, agar x <0 bo'lsa

*SK) =
I(*>*)= B 2xexp< agar x >0 bo'lsa.
Reley-Rays taqgsimoti parametri 8 uchun momentlar usuli
orgali topilgan eng sodda statistik baho

ko‘rinishda bo‘ladi.

7.4. Ekspremental ma’lumotlarning sug‘urta to‘lovi tagsimot
modeliga muvofigligini tekshirish.
Xi-kvadrat muvofiglik kriyeriyasi

Biror stoxastik holatning matematik modelini o‘rganilayotgan
jarayonga adekvat bo‘lishini statistik muvofiglik kriteriylari orqali
tekshiriladi. Bu bandda tanlanmada beriladigan eksperimental
ma’iumotlaming, sug‘urta tocovini ifoda etadigan x tasodifiy
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migqdoming tagsimoti F(x)=P(X<x) ga muvofigligini Xi-kvadrat
kriteyriy orqgali o‘rganamiz.

Faraz gilaylik,

Xb...,Xn

noma’lum F(x) tagsimotga ega bo'lgan bosh to‘plamdan olingan
tanlanma bo‘lsin (ya’ni Xh..,X, bog‘ligsiz va umumiy F(x)
tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy miqgdorlar). Bu F(x) tagsimot
fimksiyasining ko‘rinishini beigilaydigan FO(x) tagsimot (model)
taklif etilgan deb faraz gilamiz. Tanlanma X1,....Xn bo‘yicha bu
modelni adekvat (muvofig) boTishini tekshirish (o'rganish),
F(ic)=/b(x) ekanligi haqidagi statistik gipotezani tekshirish bilan
teng kuchli bo‘lgan masala bo'ladi. Masalani yechishda Xi-kvadrat
muvoglik kriteriysidan foydaianish mumkin. Quyida biz keltirilgan
fikmi sharhlab o'tamiz.

Berilgan Xh...,X,, tanlanmani tartiblab

X (N<X(2)<-"<X(n)
variatsion qator Kko‘rinishida yozamiz. Bu yerda
tanlanmaning eng kichik elementi, esa - tanlanmaning eng
katta elementi ekanligini eslatib o'tamiz.

Faraz gilaylik, a va b - sonlar
a<X{),,b>X(n)
tengsizliklarni qganoatlantirsin. Demak, Xwv..,Xn tanlanmaning
hamma elementlari (ayb) oraligda joylashgan bodadi. Endi [a, b]
oraligni o‘zaro kesishmaydigan K ta
Ai,...,A*
teng bo‘laklarga ajratamiz. Formal ravishda
Ay=[a+C/-I)<S,a+./£], 7=1,...,*,
belgilashlardan foydaianish mumkin. Ay ga joylashgan Xwu..yXn
tanlanma elementlari sonini vj deb gabul gilamiz. Gipoteza sifatida
gabul gilingan Fo{x) tagsimot fimksiyasi orqali
pf=FU8)-FO(U-m, J=\..k
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sonlami aniglaymiz. Bundan ko‘rinadiki, p f*- bosh to‘plamning
xohlagan elementini Ay oraligga tushish ehtimolligi bo‘ladi va u
F{X)=F0(x) gipoteza o‘rinli deb faraz qilinadigan holda

hisoblangan.
Xi-kvadrat statistika deb
2_ K(vj-np/f
v i)
miqgdorga aytiladi.
Tanlanma
AT
Pj—-n-»7—|,-,

chastotalari orgali Xi-kvadrat statistikani

j=
ko‘rinishda yozish mumkin.

Xi-kvadrat statistika tanlanma (tajribada kuzatiladigan)
chastotalari yig‘indisini, noma’lum bosh to‘plamning (gipoteza
sifatida gabul qilingan tagsimotning) chastotalaridan farqini
xarakterlaydigan miqdor bo‘ladi. Bu statistika giymatlarini oshib
borishi, gabul gilingan (gipoteza ko‘rinishida) FO(x) tagsimotning
eksperimental ma’lumotlar bilan adekvat emasligi (muvofiq
bo‘Imasligi) hagidagi statistik xulosalarga olib keladi. Hagigatan
ham, bu statistikaning giymati ganchalik katta boisa, gipotetik
tagsimotning adekvatligi shunchalik kamrog boiishiga ishonch
hosil gilish giyin bo‘lmaydi. Buni ko‘pchilikka ma’lum bo‘lgan
Pirson teoremasi ham tasdiglaydi: agar FO(x)=F(x) gipoteza o‘rinli
bo‘lsa, tanlanma hajmi katta bo‘lganda (n-»00) # - statistikaning
tagsimoti, ozodlik darajasi K-1 bo‘lgan, Xi-kvadrat tagsimotga
yaginlashadi.

Musbat kichik son a ni fiksirlab (amaliyotda a =0,01 yoki
a=0,05 giymatlar gabul giladi), ozodlik darajasi k-1 bo‘lgan, Xi-

kvadrat tagsimotning 1-a kvantili ~|_i(l-a) migdomi ko‘ramiz.
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Gipoteza (fq =¥ ) ni tekshirish jarayoni quyidagidan iborat bo‘ladi.
Xi-kvadrat statistikaning qgiymati Xk-\0--a) miqdor bilan
tagqoslanadi: agar

22>7k-i(i-«)
tengsizlik bajarilsa, F(x)=Fo(x) tengsizlik o‘rinli bo‘lishi hagidagi
gipoteza rad etiladi, agar

[<,Xk_x{L-a)
tengsizlik bajarilsa, eksperimental ma’lumotlar, taklif gilingan
gipoteza (F=F0) ga garama-qgarshi emasligi hagidagi statistik
xulosaga kelinadi. Bunda, F=Fa gipotezani, aslida bu tenglik
o‘rinli bo‘lgan holda, rad etilishi ehtimolligi a ga teng bo‘ladi.

Amaliyotda Xi-kvadrat kriteriyni

tengsizlik bajarilganda go‘llash mumkinligi tavsiya etilgan.

Qabul gilingan gipotezada Fo() tagsimot bosh to‘plamni bir
giymatli ifoda etmagan holda ham  Xi-kvadrat Kkriteriydan
foydalanish mumkin. Masalan, gipoteza

F(x) = FO(x,eid...ier)
bo‘lganda, ya’ni Fo() tagsimot bosh to‘plam tagsimoti F() ni
noma’lum parametr B= darajasida aniglasa, Xi-kvadrat
kriteriyni qo‘llashdan oldin noma’lum parametr B8 uchun.
6 =(",...0) statistik bahoni topib, * o)ehtimolliklami
p f =FoUS, ) - Fo((j-1)5. By,...A), j=1

formulalar orqali hisoblash zaruriyati yuzaga keladi. Lekin, bu
holda x2 tasodifiy migdoming limit tagsimoti, ozodlik darajasi
k-r-1 bo‘lgan, Xi-kvadrat tagsimot bo‘ladi. Demak, pirovard
natijada, x2 migdomi (I-a) kvantili bo‘lgan Xk-r-\0-~a) son bilan
taggoslashga to‘g‘ri keladi. 0 ‘z-o‘zidan tushunarli bo'ladiki, bu
holda, p[xk-\<x\ tagsimotdan ozodlik darajasi kichik bod4gan

P{Nn-r_I<*) tagsimotga o‘tish kerak bo‘ladi va uning, ogibatida,
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XIt..Xn tanlanma orgali ro‘yobga kelgan informatsiya miqdori
kamayadi.

Demak, F(x)sFO(xi9y....er) gipotezaga asoslanib o‘tkazilgan
statistik baholash jarayonining ishonchliligi, F(x)=Fo(x) gipoteza
holidagina sezilarli darajada farqg giladi.

Yuqorida keltirilgan fikrlarga asoslanib, Xi-kvadrat kriteriyni
godlashda quyidagi holatlami e’tiborga olish kerakligini eslatib
0 ‘tamiz:

1) Xi-kvadrat kriteriy asimptotik xarakterda bo‘lib, » tasodifiy
migdoming tagsimoti fagat tanlanma hajmi *“cheksiz Kkatta
bo‘lgandagina”, Xi-kvadrat tagsimot bilan ustma-ust tushadi.
Funksional

p(z*<x)=p(XZ<x)=F,,(x)

tagsimotlar  ketma-ketligining  Xi-kvadrat limit tagsimotga
yaginlashish tezligining darajasi, umuman aytganda, ma’lum emas.
Shu sababli ham gipoteza o ‘rinli bo‘lganda, uni gabul gilmaslik -
xatoligi ehtimolligi a bilan ustma-ust tushmaydi;

2) agar tekshirilayotgan gipoteza F(x)=F0(x) bosh to‘plam
tagsimotini bir giymatli aniqlamasa, (ya’ni Fo(x) =Fo(x, 0) tagsimot
noma’lum parametr 0 gabog”~gbo”sa), x2 =x2 statistikaning limit
tagsimoti (mos ozodlik darajalari bilan) Xi-kvadrat tagsimot bilan
ustma-ust tushishi, fagat noma’lum parametr 0, maxsus polyno-
miall hagigatga maksimal o‘xshashlik metodi bilan baholangan
holdagina isbot etilgan. Demak, %2 =x2 statistika uchun

lim p(z]<X) == Rb=7--7s% XNV X2A, x>0
&= )L

limit teorema fagat shu holdagina o‘rinli bo‘ladi;
3) Xi-kvadrat statistika x2=x2 migdoming giymatlarini

hisoblash berilgan x®b...,xn tanlanmaning elementlarini gisto-
grammalar ko‘rinishida guruhlashga asoslangan bo‘lgani uchun, bu
statistikaning konkret giymatlari tanlanmaning elementlarini
guruhlash usuliga bog‘lig bo‘ladi, ya’ni ular intervallar soni k ga,
ava b (nc/lMfog, b>X ") nugtalami tanlashga bogdiq bocladi;
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4) Xi-kvadrat kriteriysi tajribalarda kuzatilgan natijalami u
yoki bu gipotezaga muvofiq emasligi hagidagi xuiosalar chigarish
imkonini beradi. Lekin bu kriteriy yordamida empirik natijalar
konkret gipotezaga muvofiq bo‘lishligi hagidagi xulosaga kelish
mumkin xolos;

5) yuqorida aytilganlardan va x2 =x2 statistikaning ko‘rinishi-

dan kelib chigadiki, empirik ma’lumotlami konkret gipotezaga
muvofig bo'lishligini tekshirish jarayonida, Xi-kvadrat statistika-
ning haddan tashgari kichik bo‘lgan (nolga yaqin) giymatlari
yuzaga kelishi mumkin. Bu esa tanlanma Xb...,X,, elementlari
uchun bog‘ligsizlik yoki bir xil tagsimlanish (birjinslik) shartlari
buzilganligini bildiradi. Demak, bu holatlarda Xi-kvadrat kriteriysi
bo‘yicha statistik xuiosalar chigarishdan oldin, tanlanmaning
bog‘ligsiz va birjinsli bo‘lishini tekshirib ko‘rishga to‘g‘ri keladi.
Matematik statistikada buni amalga oshirish uchun ishonchli
bo‘lgan statistik usullar mavjud.

7.5. Kolmogorovning muvofiqlik kriteriyasi

Agar bosh to‘plamning tagsimoti F(x) uzluksiz tipga tegishli
bo‘lsa, tanlangan modelning adekvatlik (muvofighk) xossasini
tekshirish Kolmogorov Kkritetriysi orgali amalga oshiriladi. Bu
kriteriyni tavsiflab o ‘tamiz.

Faraz gilaylik, bosh to*plam X tasodifiy migdor bilan |foda

etilsin va bu to‘plamdan hajmi n ga teng bo‘lgan
Xb...,XN

tanlanma olingan bo‘Isin. Demak, X {tasodifiy miqdorlar birgaiikda
bog‘ligsiz bo‘lib,
F(x) =P (X<x) =P (Xl <x) =...=P(Xn <x)

tengliklar bajariladi.

Har ganday xeR uchun v/(*) tanlanmadagi x dan kichik bo‘lgan
Xf lar soni bilan aniglanadigan tasodifiy migdomi kiritamiz. Agar
odatdagidek, iA(u) deb a to‘plamning indikator fimksiyasini
belgilasak, ya’ni
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agarng A bo'lsa
agar n £ A bo'lsa,
tasodifiy migdor v(x) ni

n
= N@x(*)
=1
ko'rinishida yozishimiz mumkin.
Eslatib o‘tamizki, tanlanmaga mos keluvchi empirik
tagsimot funksiya
= A - ° o <*<co
n nj=l

tenglik bilan aniglanadi.
Empirik tagsimot funksiyasi x ning har ganday fiksirlangan
giymati uchun tasodifiy migdor bo“lib,

EFn(x) =F(x), DFn{x) =-nF (x){1- F(x))

tengliklar bajariladi. Demak, tanlanma hajmi n oshib borgan sari,
empirik tagsimot funksiyasi Fn(x) noma’lum tagsimot funksiyasi
F{x) ga tobora yaginlashib boradi. Hagigatan ham, Chebishev
tengsizligiga asosan, ixtiyoriy e >0 uchun

P(\Fn(x)- F(x)\>e) =N ->0, »->

munosabat bajariladi. Aslida oxirgi munosabatni kuchaytiradigan
va aniglashtiradigan quyidagi tasdiq o'rinli: agar
Dn = max|F,,(x)-F(x)|
X

belgilash kiritsak, />(£,-» 0)=i tenglik bajariladi. Bu tasdiq
Glivenko-Kantelli teoremasi nomi bilan matematik statistikaning
asosiy natijalaridan biri bo4ib hisoblanadi.

Faraz gilaylik, bosh to‘plamning noma’lum tagsimoti F(x)
uchun F{x)=Fo{x) gipoteza taklif etilgan bo‘lsin. Bu F(x) tagsimot
funksiyasi uzluksiz tipga tegishli deb hisoblaymiz. Oldingilardek
Xb...,Xn tanlanmaga mos keluvchi empirik tagsimot funksiyasini
Fn{x) deb belgilaymiz. Berilgan tanlanmaning F(x)=F0(x)
gipotezaga muvofiq (adekvat) bo‘lishini tekshirish uchun
A.N.Kolmogorov (1903-1987) tomonidan quyidagi
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D » =m3x\Fn(x)-F 0(x)\

statistika taklif etilgan bo‘lib, uning asosiy xossalari o”rganilgan.

Kolmogorov statistikasi ning ma’nosi ancha ravshan
bo‘lib, u empirik Fn{x) tagsimotning bosh to'plam tagsimoti uchun
gipoteza ko@inishida taklif etilgan fo(x) uzluksiz tagsimotdan
og‘ish (chetianish) miqdorini belgilaydi. Bu statistikaning
giymatini tartiblangan variatsion qgator

orgali quyidagi formula yordamida ham hisoblash mumkin:
max \Fn(X j)-F O{Xj)\.
J J .

Ehtimollar nazariyasidan yaxshi ma’lum bo‘lgan fimksional
markaziy limit teoremadan (Donsker-Proxorov invariantlik
prinsipi, A.A.bopoBkoB, MaTtemaTnyeckas cratuctnka. M. Hayka,
2002. 8 1.6.11) quyidagi natija kelib chigadi.

Teorema (A.N.Kolmogorov). Statistika uchun quyidagi

limit munosabat o‘rinli:
0, x<0

Bu yerda K(x) - limit funksiya Kolmogorov tagsimot

funksiyasi deb ataladi.

Amaliyotda Xr,....X,, tanlanma giymatlar (eksperimental
ma’lumotlar) F(x)=Fo(x) gipotezaga muvofig bo‘lishligi (ya’ni bu
gipotezaga garama-qarshi bo‘hnasligi) quyidagicha tekshiriladi:
ixtiyoriy kichik a musbat sonni fiksirlab, Kolmogorov tagsimot
funksiyasining 1-a ga mos keluvchi kvantilini J{1-a) orqali
belgilaymiz. Bu holda, agar JnD” >k(l-a) bo‘lsa, F(x)=F(X)
gipoteza rad etiladi. Agar <k(l-a) tengsizlik bajarilsa,
eksperimental ma’lumotlar (tanlanma Xb...X,,) F(X)=F(X)
gipotezaga garama-qgarshi bo‘Imasligi hagidagi xulosaga kelinadi
va bunda bu gipotezaning noto‘g‘ri rad etilishi (ya’ni aslida,
gipoteza o‘rinli bo'lganda) ehtimolligi a ga teng bo‘ladi. 1zohlab
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o4ilgan gipotezalami gabul qilish usuli - Kolmogorovning
muvofiglik kriteriysi deb ataladi.

Kolmogorovning muvofiglik kriteriysi faqgat taklif gilingan
gipoteza bosh to‘plamning noma’lum uzluksiz tagsimotini bir
giymatli aniqlagan holdagina go4lash mumkin bo4adi, xolos, ya’ni
gipotezadagi FO(x) tagsimot hech ganday noma’lum parametrlarga
bog‘lig bodmasligi kerak. Masalan, bu kriteriya yordamida “bosh
toglamning tagsimoti normal tagsimot funksiyasi bodladi”, degan
gipotezani tekshirib bo4maydi, chunki normal tagsimotlar oilasi

(uyushmasi) cheksiz katta bodib, ulardan har biri (n,cr2) juft

parametrlar bilan aniglanadi. Lekin “bosh to‘plamning tagsimoti
parametrlari (o,I) bo‘lgan normal tagsimot funksiyasi” degan
gipotezani tekshirish mumkin. Aytib o‘tilgan fikmi quyidagicha
asoslash  mumkin: bosh to4lamning gipotetik tagsimoti
Fo(x) = Fo(x,0) noma’lum parametr B ga bogd4iq bodlib, noma’lum
parametr odniga uning statistik bahosi B(X®...,Xn) go'yilganda,
statistikaning limit tagsimoti
liin p(V"£>(0)(0)<x)=P(x)

o4garib, P{x) tagsimot funksiyasi gipotetik FO(x,6) tagsimotning
konkret ko4inishga va unga kiruvchi B parametmi statistik
baholash usuliga bog‘liq bo4adi. Bu esa 0‘z navbatida, £ =Fo(x,0)
gipotezani qabul qilish ehtimolligi uchun “statistik turg4inlik”
holati kuzatilmasdan, uni (bu ehtimollikni) fiksirlangan a
ehtimollik bilan tagqoslash imkonini bermaydi.

7.6. Optimal modellarni tanlash

Yugorida biz qabul gilingan sug4urta todovining konkret
analitik modellar variantlarida noma’lum tagsimot fimksiyasining
parametrlari qiymatlari noma’lum bodgani uchun, konkret
ma’noda optimal bo'lgan sug'urta modellarini tanlashda statistik
metodlardan foydalanishga to4g4i kelishini eslatib o4gan edik.
Bunda bosh to4plamdan olingan tanlanmadagi ekspremental

ma’lumotlami bosh todlamning tagsimotiga muvofigligini
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tekshirish imkoniyatini beradigan Kolmogorov kriteriyasining
go‘llanishi ancha chegaralangan ekanligiga ham e’tibor .berib
o‘tgan edik.

Bu punktda bosh to‘plamning gipotetik tagsimotlari noma’lum
parametrlarini (to4g‘rirog‘i ulaming statistik baholarini) hisobga
oladigan Xi-kvadrat kriteriyasi yordamida eng yaxshi bo'lgan
(optimal) tagsimot modellarini tanlash masalasini o ‘rganamiz.

Sug'urta to‘lovi uchun model tagsimot sifatida gabul gilinishi
mumkin bo‘lgan tagsimotlar ketma-ketligini [Fkik>1} deb
belgilaylik, ya’ni tagsimot funksiyalari {/*} bo'lgan bosh to'plam-
lar ketma-ketligini ko‘ramiz (ixtiyoriy [FayaeA) tagsimotlar
uyushmasi (sistemasi) uchun umumlashtirish trivial ravishda
amalga oshiriladi). Quyida biz {Fk,k>1} modellar ketma-ketligidan
kuzatilgan (xb...,.Xn) tanlanmaga eng muvofiq (adekvat) bo'lgan

tanlash usulini keltiramiz.

Har bir bosh to‘plam modeli uchun, ekspremental ma’lu-
motlami guruhlash jarayonlarida noma’lum parametrlar olingan
statistik baholami bilgan holda Xi-kvadrat statistikaning

giymatlarini

j=i P
formula orgali hisoblaymiz. Bu yerda k —model tagsimot nomeri,
- tanlanma (xb...,xn) giymatlari vektori, m - guruhlash

intervallar soni, nj-j- nchi intervalda (guruhga) joylashgan xj lar
soni, pf~-k- model uchun kuzatilgannatijaning j- nchi intervalga
tushish ehtimolligi (ya’ni k- nchi model tagsimot funksiyasi bilan
tagsimlangan tasodifiy migdoming giymatini j- intervalga

joylashishi ehtimolligi).
Endi r{k) deb, k-tagsimotning tanlanma (*,...,ara) orqali

baholangan parametrlari sonini belgilaymiz va har bir K uchun

Pk = 1~ X m -r(k)-1(Tk)
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ehtimolliklami hisoblaymiz. Bu yerda Xt(x) - ozodlik darajasi /

bo‘lgan Xi-kvadrat tagsimot funksiyasi. Bu tagsimot
/12-1 -x12

p(x)= -éwz-r-(i&y yX>0
zichlik funksiyasi bilan aniglanadi.
Tushunish qiyin emaski, Pk sonlar n ning yetarli katta
giymatlarida empirik tagsimot funksiyasining model tagsimotdan

shunchalik va undan katta migdorlarga og4ishlik ehtimolliklariga
teng boTadi, ya’ni

Oxirgi munosabatdan ekspremental maTumotlarga eng
muvofiq (adekvat) bo‘ladigan model sifatida nomerli model
gabul gilinishi ma’qul etganligi ko4inadiki, uning uchun

PKo=TwWwPK

tenglik bajariladi.

7.7, Sug‘urta premiyalari va to‘lovlari orasidagi stoxastik
bog‘ligliklai\ Tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti

Sug‘urtalaming individual risk modellarini faktorizatsion
variantiarini o‘rganishda sugaurta predmetlarini tasodifiy migdor z
ning giymatlari deb tushunish kerakligini ko‘rib o‘tgan edik. Bu
tasodifiy miqdor z va sug‘urta toflovini ifodalaydigan x tasodifiy
miqdor orasidagi korelatsiya koeffitsiyentini r(z,x) deb belgilasak,

E[(Z-EZ)(X-EX)-}
(Z'X>~ J dzJdx
formula o'rinli bo‘ladi. Bu migdor z va x orasidagi stoxastik
bog‘liglikning sonli xarakteristikasi bo4ib xizmat giladi. Bosh

togplam {z,x) ikki odichovli tasodifiy vektoming giymatlaridan
tashkil topgan

tasodifiy vektorlar sistemasi tanlanma deb ataladi va unda
(zixx i)> (zj,Xj), i*y,itj =
tasodifiy vektorlar bog4igsiz va umumiy
310



P(Zj<z,Xj<m)=P(Z <z, X <x)=F(z,x)
tagsimotga ega deb hisoblanadi.
Korrelatsiya koeffitsiyenti r(z,X) uchun statistik baho

E (ry-*)(*y-*) t(3-*)(*:-%)
m(zZ,X)=ix e

ns\Sr
z(‘j-*rxfo-~*
T= ) =1 y
2 zjxj
7=1
17=1 7=1

tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti deb atalib, u kelgusida
foydalaniladigan bir necha xil statistik xossalarga ega bo'ladi. Bu

yerda

1 1r’ 2t 2 1 [/ \2
Z-~ L Zj’X- -2 XJ>SZ --X (23-2) ¥YSx --X (Xj~X)
7=1 7=1 7=1 7=1

belgilashlar ishlatilgan.

Chiziqli regressiya. Eng kichik kvadratlar metodi

Tasodifiy migdorlar orasidagi bogffiglik analizi bilan bog‘liq
masalalami o4ganishda tasodifiy miqdorlar uchun Kiritilgan
korrelatsiya koeffitsiyenti tushunchasi muhim rol o ‘ynaydi.

Faraz gilaylik, z va x tasodifiy miqgdorlar orasidagi ofzaro
bogTiqlik darajasini aniglash uchun

EZ =aEX +b (D)
tenglik bajarilgan bo'lsin (ya’ni ez qiymat ex ning chizigli
kombinatsiyasidan iborat bo4sin).

Keltirilgan (1) tipidagi bog‘ianishlar bevosita kuzatilgan
(Zj,X]) migdorlarga alogador bo‘Imasdan ulaming o4ta giymatlari

ez Va ex lami 4bog‘laydi” Matematik statistikada (1)
ko4inishidagi bog‘ligliklar z ni x ga chizigli regressiyasi deb
ataladi. Munosabat (1) ga (zy,*7) kuzatilgan migdorlar orasidagi
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Z] - aXj +h+£] (2)
munosabatlar mos keladi va bunda sl f tasodifiy miqdorlar
uchun

tengliklar bajariladi.

Modeilar (1) va (2) dagi a va A parametrlar noma’lum deb
hisoblanib, ulaming statistik baholarini

(Zi,XX),~.(ZmXn)
tanlanma orqali topish kerak bo‘ladi. Bu noma’lum parametrlami
effektiv baholash wusuli Zj migdomi aXj+b dan og‘ishlari

kvadratlari yig‘indisini minimallashtirishdan iborat bo‘ladi: agar a
va b lar uchun

a(Zj,Xj), b(Zj.Xj)
funksiyalar statistik baholar bo‘Isa,

Zj-<*j-bf = Z(zj -<*j- bf
j%l i ajojzl(J i

yoki ava b laming mumkin bo‘lgan hamma giymatlari uchun
£(* j «f - of *:|{Zj °Xj ~bf =y (ash)
tengsizlik bajarlllshl kerak boMadi. Statistik baholar a, b lar

-K<a)=°, "M )=o0

tenglamalar sistemasini yechimi bo‘ladi. Olding punktda Kiritilgan
belgilashlardan foydalansak, quyidagi yechimlarga ega bo‘lamiz:

n i n n 1 n n
Ezixi--£Xxtzg -x*jtzwr™*z
nM M y=I M b=y-ax.
/ \2 non
Mo o-U=L . Y=
Statistik baho a uchun yozilgan formulani soddalashtirib
a=rn(Z,X)

tenglikni olamiz.
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7.8. Sug‘urta riskni qayta sug'urtalash orqali kamaytirish.
Qayta sug‘urtalash shartnomalarining mohiyati va turlari

Yaxshi ma’lumki, har ganday sug‘urta shartnomalarining
asosida jismoniy va huqugiy shaxslaming baxtsiz (sug‘urta)
hodisalami ro‘y berishi bilan bog‘lig bo‘lgan talofatlardan
saqglanish yotadi. Sug‘urta shartnomasi tuzilgunga qadar mijozda
gandaydir risk mavjud bodfib, u bilan bog‘liq hodisalar ro‘y
berganda tasodifiy migdor x bilan ifodalanadigan talofatlar yuzaga
kelgan bo‘iar edi. Bunda sugfirta hodisalarining ro‘y berish
ehtimolligini kichikligi, lekin ulardan talofatlami juda katta
bo‘lishi hal giluvchi rol o‘ynaydi. Sug‘urta shartnomasi tuzilishi
ogibatida, mijoz sug‘urta kompaniyasiga tasodifiy bo‘lmagan
p=@+B)EX toiov hisobiga o‘ziga xavf tug‘diradigan riskdan
qutulganday bo‘ladi (buyerda B - sug‘urta“yuklamasi” boflib, uni
sug'urta kompaniyasi belgilaydi). Lekin risk yofgolmaydi, uni
sug‘urta kompaniyasi gqabul giladi va sug‘urta portfeli hajmi yetarli
darajada katta bo'lganda (sug‘urtalanuvchi shaxslar ko‘p bo‘lgan
holda) kompaniyaning kasod bo‘lishli ehtimolligini mumkin gadar
kichraytirish imkoniyatiga ega bodadi. Shunga garamasdan,
kompaniya katta miqdordagi sug‘urta todovlarini amalga
oshirishga to‘g‘ri kelishi mumkin. Buning oqibatida sug‘urta
kompaniyasi kasod bo“lishi mumkin.

Aytib  o'tilgan muammoni yechish uchun sug‘urta
kompaniyasida yagona - o0‘z risklarini boshga kompaniyada
sug‘urta gilish imkoniyati goladi, xolos. Sug‘urtaning bu varianti
gayta sug‘urtalash (reinsurance) deb ataladi.

Bevosita sug‘urta giluvchi va o‘zidagi riskning bir gismini
boshga kompaniyada sug'urtalovchi kompaniya, uzatuvchi
kompaniya (ceding company), boshlang‘ich kompaniyani sug‘urta
giluvchi  kompaniyani esa, qaytasug‘urtalovchi kompaniya
(reinsurance company) deb yuritiladi.

Qayta sug‘urtalash jarayonida haddan tashqari katta bo‘lgan
individual risklar, yoki ma’lum bir davrdagi (masalan, bir yil)
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yig'indi risklar sug‘urta gilinishi mumkin. Iqtisodiy va huqugiy
ma’noda tubdan farg giladigan sug‘urta variantlari matematika
nuqtayi nazaridan, gayta sug‘urtalash deb gabul gilinishi mumkin.
Masalan, bir nechta kompaniyalar o'zaro sug‘urtalash (so-
insurance) shartnomalari tuzganda, yoki bir nechta kompaniyalar
ishtirokida mijoz bilan jamoa shartnoma tuzilganda, mijozlar
guruhi (masalan, bitta korxonada xizmat giladigan) bilan birgalikda
tuzilgan shartnomalar qayta sug‘urtalash modellari sifatida
garalishi mumkin.

Qayta sug‘urtalash  shartnomalarini har xil tiplarga
bo‘linganida, birinchi navbatda, uzatuvchi va gayta sug‘urtalovchi
kompaniyalari o‘ziga oladigan mas’uliyatlar muhim rol o‘ynaydi.

Agar uzatuvchi kompaniya har bir sug‘urta toflovining
a(0 <a <) gismini, gayta sug‘urtalovchi kompaniya esa qolgan 1- a
gismini qoplasa, bunday qayta sug‘urtalash proporsional
sug‘urtalash deb ataladi. Shunday qilib, proporsional gayta
sug‘urtalashda har ganday sug‘urta to‘lovi x miqgdor gayta
sugfurtalashkompaniyasiga X' ={\-a)X migdordagi to‘lov talabini
yuzaga keltiradi. Buning ogibatida, uzatuvchi kompaniyaning

"sug‘urta to‘lovi x dan X{=x-X* =X-(l-a)X=aX miqgdorga
kamayadi.

Endi faraz gilamizki, uzatuvchi kompaniya mustaqil ravishda
r so‘mdan katta bo‘lmagan hamma sug‘urta to‘lovlarini qoplash
majburiyatini olib, golgan r so‘mdan katta bo‘lgan to‘lovlami esa
gayta sug‘urtalash kompaniyasiga o ‘tkazadi.

Agar bu qoida har birindividual riskga goMlansa, bunday
sug‘urta modeli-talofatdan yuqgori yoki ekssedentli qayta
sug‘urtalash (excess of loss reinsurance) nomi bilan amalga
oshinladi. Parametr r chegaralash limiti deb ataladi. Agar bu qoida
ma’lum davr davomida yuzaga kelgan umumiy (yigfindi) sug‘urta
todovlariga nisbatan go‘llansa, mos gayta sug‘urtalash modeli-
talofatni to'xtatadigan gayta sug‘urtalash yoki ziyonli ekssedent
asosidagi gayta sug‘urtalash deb ataladi. Bu holda parametr r
franshiza yoki chegirmali franshiza (deductible) deb hisoblanadi.
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Aytib o‘tilganlardan kelib chiqadiki, talofatni to‘xtatadigan
(ekssedentli) gayta sug‘urtalash modellarida har bir x migdordagi
sug‘urta to‘lovi, gayta sug‘urtalash kompaniyasiga qo‘shimcha
ravishda
\ata>Qi\
0,a<0
miqdordagi sug‘urta to‘lovini o‘tkazadi. Shunday qilib,
o‘tkazuvchi sug‘urta kompaniyasining haqiqgiy to‘lovi

Xr=X-Xn=X- (X-ry =min(X,r)
so‘mni tashkil giladi. Oxirgi tenglik gayta sug‘urtalash oqibatida
boshlang‘ich (o‘tkazuvchi) sug‘urta kompaniyasining talofat
migdori  x dan, x{=mm/lFr) migdorgacha kamayishini
ko ‘rsatadi.

Turli xil tipdagi qayta sugfurtalash shartnomalarini, umumiy
nugtayi nazardan, x talofat yuzaga kelganda, gayta sug‘urtalash
kompaniyasi toMashi kerak boigan h(x) migdor (fimksiya) orqali
ifodalash mumkin bo‘ladi. Masalan, proporsional gayta sug‘urta-
lash modelida J(X)=(1-a)ar, talofatni to‘xtatadigan (ekssedentli)
sug‘urta variantida esa, n(x)=(x-r)+tengliklar bajariladi.

Qayta sug‘urtalash kompaniyasi o‘tkazuvchi kompaniyadan
risklami ma’lum biror bir anig premiyalar hisobiga o‘ziga qabul
giladi va bu hodisa oddiy sugfurtalash faoliyatiga o‘xshash bo*ladi.
Shuning uchun ham gayta sug‘urtalash premiyalarini tanlash ham
oddiy sugartalash variantlaridagi qoidalarga asoslanadi, ya’ni

gayta sug‘urtalash kompaniyasi x miqgdordagi riskni sug‘urtalash
uchun

Fr=(X-r)*, a =max(a0)=

miqdordagi premiyani talab giladi. Bu yerda B [ - qgayta
sug‘urtalash kompaniyasi uchun kutilgan risk, Q'- bu kompaniya
belgilaydigan sug‘urta yuklamasi.

Biz gayta sug‘urtalash shartnomalarini o‘tkazuvchi kompaniya
nugtayi nazaridan o°‘rganamiz. Shuning uchun ham qayta
sug‘urtalash kompaniyasi belgilagan sug'urta yuklamasi (0%)

fiksirlangan deb hisoblanadi. Asosiy muammo gayta sug‘urtalash
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shartnomasini tanlashdan iborat bodib, unda birinchi navbatda,
asosiy sonli xarakteristika bo‘lgan - talofatni chegaralaydigan
parametmi optimal tanlash muhim hisoblanadi. Bu muammoning
analitik analizi juda ham murakkab ekanligidan, quyida biz uni
sonli misollarda bayon etish bilan chegaralanib qolamiz.

7.9. Individual risk modelida gayta sug‘urtalash

Eslitib o‘tamizki, sug‘urtaning individual risk modeli -
kompaniyaning kasodlik ehtimolligini hisoblashda eng sodda
bo‘lgan sug‘urta varianti hisoblanadi. U quyidagi soddalashtirish
uchun kiritilgan shartlarga asoslanadi:

1) sug‘urta faoliyati fiksirlangan va nisbatan gisga vaqt
davomida (inflatsiya va investitsiyadan keladigan daromadlari
hisobga olmaslik mumkin bo‘lgan holda) odatda - 1 vyillik
muddatda o ‘rganiladi;

2) shartnomalar soni N fiksirlangan va tasodifiy bo‘lmagan
son deb hisoblanadi;

3) sug‘urta uchun to‘lov (premiya) sug‘urta faoliyatining

, boshida o‘tkaziladi (sug‘urta faoliyati davomida hech ganday
premiyalar yig‘ilmaydi);

4) biz har bir sug‘urta shartnomasini alohida urganamiz va
natijada sug‘urta to‘lovini ifoda etadigan tasodifiy migdor x
hagida statistik ma’lumotlarga ega boiamiz. Bunda hamma
sug‘urta shartnomalari sug‘urta to‘lovlariga olib kelmasligi hisobga
olinadi, ya’ni /- shartnoma bo‘yicha sug‘urta to‘lovini X, deb
belgilasak,

X Itx ly..yx N
tasodifiy miqdorlar orasida nolga teng bo‘lganlari ham mavjud
bo‘lishi mumkin.

Keltirilgan sug‘urta modeli doirasida sug‘urta kompani-
yasining kasodga uchrashi ehtimolligi umumiy (yig“‘indi)

Sff=x {+...+xN
risk bilan aniglanadi. Agar bu yig‘indi sN riskning gqiymatlari,
kompaniyasining rezerv fondidan katta bo‘lsa, kompaniya ofz
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majburiyatlarini bajara olmaydi va kasodga uchraydi. Shuning
uchun kompaniyaning kasod bo‘lishligi ehtimolligi

y(u) =P (Xx+...+XN>u)
formula bilan aniglanadi (bu yerda u- kompaniyaning boshlan-
g‘ich kapitali). Boshgacha aytganda, kasodlik ehtimolligi -y ig ‘indi
risk sNning tagsimotiga to‘ldiruvchi bo‘lgan tagsimot funksiyasi.

Proporsional qayta sug*urtalash

Bu sug‘urtalash variantida, agar har bir individual risk X
tasodifiy migdor bilan ifoda etilsa, shunday a (0<a <1) son tayin
etiladiki, ax riskni uzatuvchi sug‘urta kompaniyasi, (I-a)x riskni
esa qayta sug‘urtalash kompaniyasi qoplaydi.

Bu holda gayta sug'urtalashdan keyin uzatuvchi kompa-
niyaning yig‘indi riski sN=Xxx+...+x Nkamayib,

aS =aXx+...taX,,
miqgdorga teng bo‘ladi.

Lekin, shu bilan bir vagtda uzatuvchi kompaniyaning kapitali
ham kamayadi. Qayta sug‘urtalash shartnomasi tuzilgunga gadar bu
kapital

7+ (1+0)ES
miqdorga teng bo‘ladi. Bu yerda «-boshlang‘ich kapital, 0-nishiy
sug‘urta yuklamasi. Qayta sug‘urtalash shartnomasi tuzilishi
ogibatida gayta sug‘urtalash kompaniyasiga
(1+0*)(1-a)£S

miqdordagi kapitalni to‘lash to‘g‘ri keladi. Bu yerda (I-a)£s -
kutilgan yig“indi risk gayta sug'urtalash kompaniyasiga tagdim
etiladi, nisbiy sug‘urta yuklamasi va u qayta sug‘urtalash
kompaniyasi tomonidan belgilanadi. Aytilganlardan gayta sug‘ur-
talash shartnomasi tuzilgandan keyin kompaniyaning rezerv fondi

migdorga teng bo‘ladi.
Mos ravishda, kasodlik ehtimolligi uchun
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?(a5>u +[0-~+ (1 +0*)a]E5) =ixX5>[I+ "+ (u/E£B+"~-0")a]E5").
tenglik bajariladi.

Agar 0'<6+Uu/ES bo‘lsa, ako‘rsatkich 1 dan (gayta sug‘ur-
talash bo‘lmaydi), to 0 gacha (to‘la gayta sug-‘urtalash) kamay-
ganda, kasodlik ehtimolligi boshlangrich /,(s>[i+0 +m/£S]-£s)
giymatdan 0 gacha kamaydi. Lekin, shu bilan bir vaqtda uzatuvchi
kompaniyaning daromadi

I =(1+e)ES-(\+e*)(l-a)ES-aES =[e-e'+ab6*]ES
ham kamayadi. Bunda Q >B bo‘lgan holda, kompaniya uchun to‘la
gayta sug‘urtalash holati ro‘y berganda, (e'-e)ES migdor ham

kamayadi. Bu holda, o‘z-o‘zidan ko‘rinadiki, parametr a ning
giymati (8'-8) 18" ifodadan kichik bo‘lganda, kutilgan daromad 0
gateng bo‘ladi.

Agar e*>e+U!ES bo‘lsa, a ko‘rsatkich kamayganda, kasodlik
ehtimolligi o‘sib boradi va shu sababli gqayta sug‘urtalashdan voz
kechish kerak bo‘ladi.

Agar 0*=e+ul EStenglik bajarilsa, kasodlik ehtimolligi,
umuman, a ko‘rsatkichga bog‘lig bo‘Imaydi. Lekin a ko‘rsatkich

*kamayganda, uzatuvchi kompaniyaning kutilgan daromadi / ham
kamayib borgani uchun, bu holda ham qayta sug‘urtalash
imkoniyatidan voz kechishga to“g‘ri keladi.

7.10. Talofatdan yuqori (ekssedentli) gayta sug‘urtalashlar

Sug‘urta hodisasidan keladigan talofatlar uchun gandaydir r
chegara tayinlanadi. Agar individual risk migdori x chegara r dan
katta bo‘lmasa, (x <r) uzatuvchi kompaniya bunday risklami o°zi
mustaqil ravishda qoplaydi. Agar A>rbo‘lsa, uzatuvchi
kompaniya x-r riskni qayta sug‘urtalash kompaniyasiga
o0 ‘tkazadi. Shunday qilib, x risk uzatuvchi kompaniya uchun

X~ =min(X,r)
riskka, qayta sug‘urtalash kompaniyasi uchun esa
max(X-r,0) =X -X {n
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riskka aylanadi. Demak, bunday gayta. sug‘urtalash sxemasida x
sug‘urtariski min(Jf,r) yoki Tax(/ir-r,0) migdorga kamayadi va uni
“riskni chegaraiaydigan yoki ekssedentli” sug‘urtalash deb ataladi.

Faraz qilamiz, uzatuvchi kompaniya N ta bir xil tipdagi
shartnomalar portfeliga ega bo‘lib, X, - /-nchi shartnomadagi
sug‘urta riskini ifoda etsin. Bu holda

Xv XA XNE N>\
tasodifiy miqdorlar bog‘ligsiz va bir xil tagsimlangan deb
hisoblanadi. Aytilganlardan kelib chigadiki, bunday gayta sug‘ur-
talash amalga oshirilishi ogibatida, uzatuvchi kompaniyaning
umumiy (yigdindi) sug‘urta riski
S=Xv+...+XN

kamayadi va u

miqgdorga teng bo‘ladi. Lekin, shu bilan bir vagtda uzatuvchi
kompaniyaning kapitali ham kamayadi. Qayta sug‘urtalash
shartnomasi tuzilgunga gadar bu kapital (soddalashtirish uchun
fagat sug‘urta badali (premiyasi) hisobga olingan holda)
NP = NQ +0)Po

va bu yerda f0=ex - netto premiya, B - nishiy sug‘urta yuklamasi.

Qayta sug<urtalash shartnomasi uzatuvchi kompaniyaning
gayta sug‘urtalash kompaniyasiga

T+ 0%)-(EQ-ET()

so‘m migdorini o‘tkazishni tagozo giladi. Bu yerda -

gayta sug‘urtalash kompaniyasidan talab etiladigan individual
sug‘urta to‘lovining matematik kutilmasi, er- gayta sug‘urtalash
kompaniyasi belgilagan nisbiy sug‘urta yuklamasi.

Demak, gayta sug‘urtalash shartnomasi tuzilgandan keyin
uzatuvchi kompaniyaning kapitali

N{He)EX- ') (EX - EX{) = N(e-e*)EX +N(\ +0")EX{)
miqgdorga teng boiadi.

Bularga mos ravishda kasodlik ehtimolligi

P(s®>N(e- B")EX + N(1+0°)EX{r)
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ifoda bilan aniglanadi.

Markaziy limit teoremadan (Gauss approksimatsiyasi)
foydalanib, qayta sug‘urtalash shartnomasi tuzilgandan keyin bu
ehtimollik uchun

sfn- NEx{)n N{g-6")EX +Nd'EXv

yINDX{) ) yINDX{)
't (B-BMEX+BAEX(
1-0
N yIDX(r)

taqribiy formulani yozish mumkin.

Bu formuladan tushunarli bo'ladiki, kasodlik ehtimolligini
minimizatsiyalash masalasi, () fimksiyaning argumentini
maksimizatsiyalash masalasiga teng kuchli bo'ladi. Shunday qilib,
gayta sug‘urtalash magsadga muvofigligi yoki muvofig bo'Imasligi
hagidagi masalani yechish uchun, talafot chegarasi r ga bog'liq

\(B-B")-EX +e\Emm (Xtr)J
NN D(min(Ar,r))
funksiyaning re[o,00] oraliqgdagi global maksimumni aniglash
kerak bo‘lar ekan. <p(r) ning ko‘rinishidan, bu funksiya r=o00 yoki
r-Q boUgandagina maksimum giymatga erishishi kelib chiqgadi.
Agar bu maksimum r=00 boUganda erishilsa, gayta sug'urtalash
maqgsadga muvofiq emas. Agar bu maksimum r=o0 boUganda
erishilsa, hamma shartnomalami gayta sug‘urtalash kerak bo'ladi.

Agar kompaniyaning sug‘urta portfeli turli xil sharthomalardan

tashkil topgan bo'lsa, yuqoridagilarga o'xshash formulalami yozish
mumkin, lekin ulardan aniq analitik xulosalarga kelib bo'Imaydi.
Shunga qaramasdan, ba’zi konkret masalalarda ma’noga ega
boUgan analiz oUkazish mumkin.

Masala 1. Faraz gilamizki, sug'urta kompaniyasi A*=10000 bir

xil tipdagi hayot sug'urta shartnomalarini 1 yil muddatga
imzolagan boUsin. Shartnomaga asosan, sug'urtalangan Shaxs
garindoshlari, agar u 1vyil davomida baxtsiz hodisa sababli vafot
etsa 1000000 so‘m, tabiiy oUim bilan vafot etsa 100000 so'm
sug'urta toUovlari oladi (agar u yil davomida vafot etmasa,
garindoshlarga hech narsa toUanmaydi). Baxtsiz hodisa sababli
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o‘lim ro‘y berishi ehtimolligi 5-10"4, tabiiy sabablar bilan o4im ro#
berishi ehtimolligi 2-10'3bo‘Isin. Kompaniya sug‘uita premiyasini
kasodlik ehtimolligini 5%, ya’ni 0,05 ehtimollikni ta’min etadigan
gilib tanlaydi. Talofat chegarasi 100000 so‘mdan, 21000000
so‘mgacha o‘zgarganda, gayta sug‘urtalash kompaniyasi gayta.
sug‘urtalash narxini, sug‘urta to'lovi o‘rta giymatining 160% qilib
tayinlanganda (ya’ni qayta sug'urtalash banki nisbiy sug‘urta
yuklamasini 60% deb belgilaydi), gayta sug‘urtalash shartnomalari
tuzish magsadga muvofiq boTishi masalasini o ‘rganamiz.

Yechish. Individual risk KO\ 103va 0 giymatlami mos ravishda
51(T\ 2103 va 1-25-104 ehtimolliklar bilan qabul giladi.
Individual riskning o‘rta giymati (ya’ni, netto premiya)

FO=EX =5-10"* 106+2-10"2-105=500 +200="700,
DX =EX1-(EX)1=5K'MOD+2 m0'3-10° - 7002=
=5 106+ 2-107-49-1040 5,2-10*.
Kompaniya kasodlik ehtimolligini 0,95 ga teng qilib
tayinlaganini hisobga olib premiya
P-EX+*Qg* *= 7 0 0_+ »1075so0o‘m-
n 107
Nisbiy sug‘urta yuklamasi
=Xgw DX wW1,645-11-101wS3 30
EX  10-700
Bu yerda xe (0<a<l) -a ehtimollikka mos keluvchi normal

tagsimot kvantili. Individual riskning variatsiya koeffitsiyenti
Ex 700 32,58.
Nisbiy sug‘urta koeffitsiyenti B ning giymati ancha kattaligini
variatsiya koeffitsiyentining kattaligi bilan tushuntirish mumkin.
Endi faraz etamizki, kompaniya 100000 so‘mdan Kkatta
giymatdagi risklami gaytasug‘urtalashga garor gilgan boTsin.
Demak, talofot chegarasi r=100000=105 Bu holda uzatuvchi
kompaniyaning sug‘urtariski ikkita giymat gabul giladi: 100000 va
0 ni mos ravishda 25-10* va i-25-K3 ehtimolliklar bilan. Bu
risklami o‘rta giymati va dispersiyasi
EX{) = 105-25+104 = 250,
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DX {r) =25 MO4(I - 25 10'4) oHQD 25 +106,

Bu individual sug‘urta riskning variatsiya koeffitsiyenti ancha
kamayadi:
4dx{) 5.103_
EX® 250
Bu esa kasodlik ehtimolligini kamayishiga olib kelishi
mumkin. Lekin, shu bilan bir vaqtda uzatuvchi kompaniyaning
kapitali ham kamayadi, chunki ma’lum miqdordagi mablag‘ni
gayta sugarta bankiga to‘lash kerak bosladi. Qayta
sug‘urtalashning foydali bo‘lishi hagidagi savolga javob bu ikki
faktorga bog‘liq bo‘ladi.
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VIl bob. AKTUAR MATEMATIKA BO‘YICHA
MASALALAR YECHISH

Bu bo‘limda Aktuar matematika kursi bo‘yicha masalalar
to‘plami keltirilgan va ular Kalifomiyadagi (AQSH)’ San- Diego
universiteti professori V.l.Rotar tomonidan yozilgan “Actuarial
Models” (Chapman and Hall Press, 2007) va Moskva Davlat
universiteti professori G.l.Falin tomonidan yozilgan “Teopwus
pucka Ana aktyapues B 3agavax,” (M3g-so «Mwup», Moskva, 2004)
kitoblaridan olingan.

8.1. Individual risk modeli

Individual risk modeli - sug‘urta kompaniyasining kasodlik
ehtimolini hisoblashga moTjal gilingan eng sodda modellardan
hisoblanadi va u sug'urta holatlari uchun quyidagi shartlaming
bajarilishini talab giladi.

1. Nisbatan gisqa- fiksirlangan vaqt(odatda 1yil) davomidagi
sug‘urta holatlarini tahlil etiladi. Bunda, demak, inflatsiya va
investitsiya ogibatida olingan daromadlami hisobga olinmaydi.

2. Shartnomalar soni (sug‘urta gilingan shaxslar) N
fiksirlangan va tasodifiy emas.

3. Sug‘urta mukofotlari shartnoma tuzilgunga qadar Kiritiladi
va shartnoma davomida hech ganday pul tushumi bo‘Imaydi. 4

4. Har bir sug‘urta shartnomasi alohida kuzatiladi va u bilan
bogTig sug‘urta toTovi muddatini ifoda etadigan X tasodifiy
migdor o‘rganiladi.

8.1.1. Uzluksiz tipdagi individual risk modellari
bo‘yicha masalalar

Sug‘urta modelidagi individual risklami belgilaydigan
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tasodifiy migdorlar o‘zaro bog‘ligsiz deb hisoblanadi (xususan, bir
vaqtda bir nechta shartnomalar bo‘yicha sug‘urta to‘lovlarini
amalga oshirilmaydi).

Individual risk modelida yuzaga keladigan mumkin bo‘lgan
kasod bo‘lishlik hodisalari

s=xl+..+xN

sug‘urta portfelidagi hamma yigdndi talofatlar bilan aniqlanadi.
Agar bu yig‘indi to‘lovlar kompaniyaning aktivi u migdordan katta
bo‘lsa, kompaniya shartnomalar bo‘yicha o‘z faoliyatini davom
ettira olmaydi, ya’ni kasodga uchraydi. Shuning uchun ham
kompaniyaning kasod bo‘lishlik ehtimolligi

tenglik bilan aniglanadi. Boshgacha aytganda, kasodlik ehtimolligi -
s tasodifiy miqdorga nisbatan go‘shimcha deb hisoblanishi
mumkin bo‘lgan tagsimot sifatida gabul gilinishi mumkin (ya’ni
N>+ 7<),

Demak, yig‘indi to‘lovlari miqdori s bog‘ligsiz tasodifiy mig-
dorlar yig‘indisi bo‘lgani uchun, uning tagsimotini ehtimolliklar
nazariyasining klassik metodlari orgali o‘rganish mumkin. Bu
-metodlaming asosiylaridan biri - tagsimotlar kompozitsiyasi.
Eslatib o‘tamizki, agar 7, va * - ikkita o‘zaro bog‘ligsiz manfiy
bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar bo‘lib, ulaming har biri mos
ravishda e va f4x) tagsimot funksiyalariga ega bo‘lsa, 7,47,
yigdndining tagsimot fimksiyasi

F(x)=F.()*FAx) =f0F, (x-y)dF2y)
formula bilan aniglanadi. Bu formulani bir necha marta qo‘llab,
ixtiyoriy sondagi tasodifiy migdorlar yig‘indisi uchun
FS(X)=Ft*F2*..*Fn = JF U x-y)d F N(y)
0

formulani hosil gilamiz.

Agar 7, va 7, tasodifiy migdorlar absolyut uzluksiz tipdagi
tagsimotlarga ega bo‘lib, ular mos ravishda pt(X) va pax) zichlik
funksiyalariga ega bo‘lsa, 7,47, yig‘indining zichlik funksiyasi

P(x)=/>,*Pr—P2*Pi:boi(x—y)p2(y)dy
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formula bilan aniglanadi. Agar tasodifiy miqdorlar 7, va * diskret
tipdagi (xususan, ular manfiy bo‘Imagan giymatlar gabul gilsa)

formula o‘rinli bo‘ladi.

Kompozitsiya metodi tasodifiy migdorlar yig‘indisining
tagsimotlarini hisoblashda prinsipial qgiyinchiliklarga uchraydi.
Shuning uchun ham yig'indi sug‘urta to‘lovlari tagsimotlarini
konkret hisoblashlarga qo'llash jarayonida, ulami sodda va aniq
tagsimotlar bilan approksimatsiyalash metodlari birinchi gatorga
o‘tadi. Bunda Markaziy Limit Teoremaga asoslangan normal
(Gauss) tagsimoti bilan n ning katta giymatlarida s=sHyig ‘indini
tagsimotini approksimatsiyalash muhim hisoblanadi. Bu xulosani
quyidagi qisqga iborada keltirish mumkin: agar 0°zaro
bog‘ligsiz va umumiy bir xil tagsimotga ega boalib, ular uchun
ikkinchi tartibli moment

\x P (Xl <x)<co

mavjud bo'lsa

tasodifiy migdorlaming tagsimoti uchun
sup IP <x)- ®(x)|-*0, N -> pa
limit munosabat o'rinli bo'ladi. Bu yerda
D (x) = —f1=rr )jre-,'iid u.
Markaziy Limit Teoremaning juda ko‘p har xil umumlashgan
variantlari mavjud (masalan, har xil tagsimlangan bog'ligsiz va sust

tartibda bog‘lig bo'lgan tasodifiy miqgdorlar uchun). Amaliy
nugtayi nazardan bu teorema
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approksimatsiyaning o‘rinli ekanligini asoslaydi (n ning Kkatta
giymatlari uchun). Ehtimolliklar nazariyasida standart normal
tagsimot funksiyasi d(X) va unga mos keluvchi zichlik funksiyasi
000=P0) e -Y
juda chuqur tahlil etilgan va ulardan amaliyotda foydalanish uchun
bu funksiyalaming aniq bo‘lgan sonli jadvallari tuzilgan.
Masala 1. Sug‘urta kompaniyasi 300 ta yong‘indan saglanish
bo‘yicha sug‘urta polislari sotgan. Sug‘urta portfelining ko ‘rinishi
quyidagi jadvalda keltirilgan:

Shartnomalar Shartnomadagi Bitta shartnoma uchun
soni sug‘urta summasi sug‘urta hodisasi
ehtimolligi
100 400 0,05
200 300 0,06

Quyidagilar ma’lum:

1) har bir shartnoma uchun sug‘urta hodisasi ro‘y berganda,
ko‘riladigan talofat miqdori 0 va sugarta summasi oralig‘ida tekis
tagsimlangan;

2) sharthomadagi sug‘urta hodisalarining bittadan ko‘pi ro‘y
berish ehtimolligi 0;

3) sug‘urta hodisalari bir-biri. bilan bog‘ligsiz ravishda ro‘y
beradi. £

Hamma sug‘urta portfeli bo‘yicha yig‘indi to‘lovlaming
dispersiyasi topilsin. Javoblar:

A) 150000 B) 300000 C) 450000 D) 600000 E) 750000.

Yechish. k- shartnomadagi sug‘urta hodisasi indikatorini ik

deb belgilaylik, bu sug‘urta hodisasi ro‘y bergandagi ko‘rilgan
talofat miqdoririi % deb belgilasak, k- shartnoma bo‘yicha sug‘urta
to‘lovini Xk=ik-X ko ‘rinishida yozish mumkin bo‘ladi. Bulardan
tashqgari n =300-shartnomalar soni, ok=p(ik=i),m -k- shartnoma
bo‘yicha yig‘indi sug‘urta to‘lovini belgilaydi. Bu holda sugarta
portfeli bo‘yichayig“‘indi todovlar migdori
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formula bilan aniglanadi. Demak,
VaS=\AA+. \VatAD

Berilgan 2 ta guruhdagi shartnomalar statistik ma’noda bir-

biridan farg gilmagani uchun
VarS = NIVazX'+...+NnVa£Xa
tenglik o‘rinli bo‘ladi va bu yerda mr'=tm, Ne=200 mos ravishda
birinchi va ikkinchi tipdagi shartnomalar soni, Var 7, \atxn-birinchi
va ikkinchi tipdagi toiovlar dispersiyalari. Sug4irta to'lovini ifoda
etadigan tasodifiy miqdor
X =1-Y
ko#&inishda bo‘lib, undagi r va y - tasodifiy miqdorlar bog4igsiz,
1- sugurta hodisasi indikatori (/>(/=)=7), y-(o-,a/) oraligda tekis
tagsimlangan tasodifiy migdor bodadi. Bevosita hisoblashlami
bajarib
VvX ="i£4-3q)

tenglikni hosil gilamiz.
Oxirgi munosabatlardan
VarX7=2567,
VzzX1L= 1719
munosabatlar kehb chigadi va demak,
VarS = 100-2567 + 200-1719 = 650000.

To4y4ijavob: D) variant

Masala 2. Faraz qgilaylik kompaniyada v =s000 Kishi hayot (life)
sugdurtasi gqayd etilgan bodsin. Bunda mijozning bir yil davomida
vafot etish ehtimolligi 0,3%. Bir yil davomida mijoz vafot etsa,
kompaniya s=2s50000 so04m todlaydi, vafot etmasa hech narsa
todamaydi.

Kasodlik ehtimolligi 5% (0,05) bodishini ta’min etish uchun
kompaniya ganday migdorda sug4irta premiyalari to4lashi
(yig4shi) kerak.

Yechish. Odatda, yig‘indi sug4irta todovlari pul odchovi
birligi sifatida gabul gilinadi. Bu holda nchi sharthoma bo4yicha
jf,-sug4urta todovi ikkita 0 va 1 giymatlami mos ravishda i-<j va g

ehtimolliklar bilan gabul giladi. Shuning uchun ham
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EX, * (L-q)0+ g\ =q=0,003,

EXf=(I-q)'Q+qg-12=q,

WaX, =EX?-(EX)1=a-ar*0,003.
Endi yig'indi sug'urta to'lovi

uchun
ES =NEX, =3000+0,003 =9,

Vars =NvacX, «3000 0,003=9
giymatlarga ega bo'lamiz.

Agar markazlashtirilgan va normallashtirilgan yig4indi sug4irta
todlovi miqdori s uchun Markaziy Limit teoremadan foydalansak,
kompaniyaning kasod bo4maslik ehtimolligi uchun quyidagi
natijaga kelamiz:

4 JS-ES AU-ESRLIS-ES Au-9ppJyp-9)
% n
[VVarS WarS]j (>/VarS 3 j r 3 Jk
Agar biz kasodlik ehtimolligini 5% bod4ishini tayin etsak, uj_g

miqdor
¥BEXK=b
songateng bodishi kerak (bular normal tagsimot ¢(x) uchun mavjud
jadvallardan olindi). Demak, absolyut ragamlarda
Y=[3+1,645+9] +ES = 13,935 +ES =3483750 SO4LL

bodishi kerak.

Quyidagi masalalami mustaqgil yechish o4uvchiga taklif
gilinadi.

Masala 3. Meditsina sugdurtasi bo4yicha umumiy todov
migdorining zichlik funksiyasi

p(x)—EOOe"mtx>0.

Shartnoma bo4yicha bu summa uchun to4ovdan 100 so4nga
oshig premiya belgilangan.

Agar 100 ta shartnoma tuzilgan bo'lsa, sugdirta kompa-
niyasining talofati to'plangan premiyadan katta bo'lishining
tagribiy ehtimolligi topilsin. Javoblar:

A) 0,001 B)O0,159 C) 0,333 D) 0,407 E) 0,460.

To'g'rijavob: B) (a*is,87%) variant.
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Masalani yechish uchun ko‘rsatma. Agar bitta sharthoma
bo'yicha sug‘urta to‘lovini x tasodifiy miqdor bilan belgilasak,
uning zichlik funksiyasi

blX) =JE-JkXx>0,9=— .
) T 1000

Bevosita hisoblashlar bilan

EX =fe'~dx =1000,
0
EX2=2jxe~dx =\ =2000000,
0 4,

Varteg - == 10040
ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Demak, bitta shartnoma premiyasi
p = EX +100 = 1100,
ya’ni to‘plangan hamma premiya
P=N-p =U0000.
Hamma shartnoma bo#yicha sug‘urta to‘lovi
s=xH..HN
boTib, bu yerda n=\eco (shartnomalar soni), x-i- shartnoma
bo‘yicha sug‘urta toTovi miqgdori (tasodifiy) va uning tagsimot
funksiyasi
P(X,<x) =F(x)=Il-e~ix,x>0.
Endi bizni gizigtirayotgan
fS-ES Np-ES}

ehtimollik uchun Markaziy Limit teoremani tatbig etish yetarli
boTadi.

Masala 4. Kompaniya 1 yil muddatli hayot (life) sug‘urta
shartnomalarini sotadi. Sug‘virta toTovi hagidagi informatsiya
quyidagi jadvalda keltirilgan:

Sug‘urta summasi  Vafot etish sababi Ehtimollik
500000 Tabiiy baxtsiz onn
1000000 hodisa .. ©o
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Nisbiy himoya yuklamasi 20%.

Kompaniya gancha sug'urta sotish kerak bo‘ladiki, to‘plangan
premiya migdori 95% ehtimollik bilan yig‘indi sug‘urta summasini
goplasin. Javoblar:

A) 550 B) 560 C) 570 D) 580 E) 590.

To‘g‘rijavob: E) variant.

Eslatma. Har bir shartnoma sug'urta to‘lovini x - tasodifiy

miqdor bilan belgilasak, bitta sug‘urta shartnomasi premiyasi
p=(\+B)EX
formula bilan aniglanadi. Bu yerda

miqdor nisbiy himoya yuklama koeffitsiyenti deb ataladi.

Masala 5. Kompaniya uchta <?1 va/. shaharlardagi uylaming
sug‘urta himoyasini bajaradi. Bu shahar bir-biridan uzoq
masofadajoylashgani uchun, kompaniyaning bu shaharlardagi
sug‘urta todovlarini bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar deb tushunish
mumkin.

Bu shaharlardagi sug‘urta to‘lovlarini ifoda giladigan tasodifiy
migdorlami mos ravishda xgxKva xL deb belgilasak, ulaming
momentlar hosil giluvchi fiinksiyalari

AINO-0-2tf*
formula bilan aniglanadi.
Agar x tasodifiy migdor kompaniyaning hamma uchta
shahardagi umumiy talofatini ifoda etsa, ex* moment hisoblansin.
Javoblar:
A) 1320 B) 2082 C) 5760 D) 8000 E) 10560.
To‘g‘rijavob: E) variant
Yechish uchun ko‘rsatma. Eslatib o‘tamizki, x tasodifiy
migdoming momentlar hosil giluvchi funksiyasi deb
y/Ix = Eea,teR

ifodaga aytiladi.
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Yugoridagi Xx,,xKva xL tasodifiy migdorlar bogdiqgsiz deb
hisoblangani uchun kompaniyaning umumiy talofatini anig-
laydigan x=xe+xK+xL tasodifiy miqdoming momentlar hosil
giluvchi funksiyasi

4x(l) =E(e*Xt*x*XI)) =E(e*'-e** e*L)=EeaiE e EeXt =
=(1- 2):3545=(1- 2/’D
formula bilan topiladi.
Endi masalani oxirigacha yechish uchun

yoyilmadan foydalanish kerak bo'ladi. Bu yerda

binomial koeffitsiyentlami ifoda etadi.
M asala 6. Kompaniya 32 ta sug'urta shartnomasi tuzdi. Har bir

shartnoma uchun sug‘urta hodisasini ro‘y berish ehtimolligi 7,

sug'urta to'lovi esa B (sug'urta hodisasi ro‘y berganidan so'ng)
uzluksiz tipdagi tasodifiy miqgdor boa4lib, uning zichlik funksiyasi
(2Q-y),agpQ<y<\,
P [ 0, aksholda.

Sug'urta portfeli hamma shartnomalar bo‘yichayig'indi toTovi
s bo'lsa, p(s >4) ehtimollik baholansin.

Yechish. Sug'urta portfeli bo'yicha hamma to4ov
S =XH..+Xs

migdomi tashkil giladi. Bu yerda n =32, x, —/- shartnomabo'yicha

to'lovni ifoda etadigan tasodifiy migdor, demak,
ES =EX%+..+EX,, =N-EXI

WarS = VarA I+...+VarA)y = N-WarX}:
Tasodifiy migdor x, ni
X, =iA
ko'rinishda belgilash qulay bo'ladi. Bu yerda i, - /-nchi shartnoma
bo'yicha sug'urta hodisasi indikatori, B, —/-nchi shartnomadagi
sug'urta hodisasi ro'y berganda to'lanadigan to‘lov. Toda

ehtimollik formulasi bo'yicha
ex,=>,=0)e (x,LI, =X/, =\)e (x,/ii=\)=
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=0+P (I1=\)E{B,/Il =i) =qE(BI), q=P{l,= 1),
EX] =/>(/,= 0)E(X]/I, =0)+/>(/, = )E(Xf/l, = 1) =
=0+P{1,=\)E(B]/Il =\) =qE(Bf).
Shunday qilib, masala B tasodifiy migdoming birinchi va
ikkinchi tartibli momentlarini hisoblashga keltiriladi:

EB = jups(u)du = 2JjKlI- y)dy = oy

EB2=\uBU)du=2/Q -yyfy = (l):g-

Endi individual talofat x, lami momentlarini hisoblaymiz:
EX - ~ ESdw
EX =10 v''5=iT"
ValX,=EX?-(EX,)r=1,

Markaziy Limit teoremaga asosan,
JS-ES 4~ES} , JS-ES 4-ES}

P(S>A)=P{ "~ > [As >y
Demak,
P(5>4)—p(’\)K >MOK)*\-p (™ £ 1’\1 -1(2,5)»0,62%.
VVaS >/VarSj IVVar

Masala 7. Kompaniya quyidagi shartnomalaml sotadi:

1) sug‘urta hodisasi ro‘y berishi ehtimolligi

2) sug‘urta to‘lovi (sug‘urta hodisasi ro‘y berganidan so‘ng)
ioco*ar formula bilan aniglanadi. Bu yerda T tasodifiy migdor
(0;20) oraligda tekis tagsimlangan;

3) sug‘urta portfeli n ta bog‘ligsiz shartnomalardan iborat;

4) shartnoma premiyasi 350 ga teng;

5) umumiy premiyayig‘indi to‘lovning matematik kutilmasini,
yig‘indi to‘lovni o‘zining o‘rta giymatidan standart og‘ishi 125%
bilan yig-‘indisiga teng.

Shartnomalar soni n topilsin. Javoblar:

A) 158 B) 160 C) 162 D) 164 E) 166.

To*g‘rijavob A) variant.
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Eslatma. Masalaning shartiga asosan umumiy premiya
P =ES+,25VVarS =N-EX +1,25~TVariC .

Demak, bitta shartnoma uchun sug‘urta premiyasi

P/\ Ex+] N LL'I

Masala 8. Sug‘urta kompaniyasi avtomobil sug‘urtasi bilan
shug‘ullanadi. Aytaylik x -tasodifiy migdor kompaniyaning
avtomobil avariyaga uchrash bilan bog‘lig sug‘urta to‘lovini, 7-
tasodifiy migdor esa haydovchining fugorolik mas’uliyati bilan
bog‘lig talofatni ifoda etsin (fugorolik mas’uliyati deganda
haydovchining tabiiy holati (kasalligi), spirtli ichimlik gabul gilish
oqgibatida, keksaligi bilan bog‘lig xarajatlar). Hamma pul million
(mlIn) dollar bilan o‘Ichanadi.

(x, 7) tasodifiy juftlik tagsimoti zichlik funksiyasi

'Ix+2-y, agar0<x,1, 0<y<2 bolsa,
0, aks holda.

Kamida umumiy talofat 1 min dollami tashkil qilish
ehtimolligini topilsin. Javoblar:

A) 0,33 B) 0,38 C) 0,41 D) 0,71 E) 0,75.
Yechish. Qidirilayotgan ehtimollik
P=P(X+YZ1)
bo‘ladi va uni

P =Wp(x, y)dxdy
D

ikki karrali integral ko ‘rinishida yozish mumkin. Bu yerda o4 sohani
(x, Mtekislikda quyidagi shartlar bilan aniglash mumkin:

{x+yzl

iocjrcl,

[0<y<)\
va bu soha quyidagi shaklda ifoda etilgan.
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Keltirilgan shaklga asoslanib d sohani
{(x, y):0<ar<1, I-x£y < 2)

ko‘rinishda yozib, yuqoridagi karrali integralni
-dy

takroriy integralga olib kelish mumkin. Oldin ichki integralni
hisoblaymiz:
2X+2-y 2ay+2v-0,5v y =2 Sx2+6x4-1
- L y=Il-x"' 8
Endi tashqi integralni hisoblaymiz:
S fox+1n _ fx3+3x2+x X=1 17
| 8 "8 x=0 24

Demak, D) variant to‘g‘rijavob bo‘lar ekan.

Masala 9. Korxona o°‘z xodimlarini baxtsiz hodisalardan
himoyalash uchun sug‘urta kompaniyasi bilan quyidagi shartlarda
guruh shartnomalarini tuzdi:

1) shartnoma muddati - 1vyil;

2) agar baxtsiz hodisa invalidlik holatiga keltirsa, jabrlanuvchi
1 (mln) pul oladi, bundan tashqgari shuncha so‘mni har bir oila
a’zosi ham oladi;

3) sharthoma bo‘yicha birinchi todovni sug‘urtalanuvchi
kiritadi, golganlarini esa sug‘urta kompaniyasi kiritadi. Boshgacha
aytganda, franshizasi d=i bo‘lgan stop loss sug‘urta shartnomasi
tuziladi.

0,7083-
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Quyidagi shartlar bajarilganda:

a) individual risklar bog'iigsiz tasodifiy miqgdorlar bilan
ifodalanadi;

b) bir yil davomida invalidlik holatiga keltiruvchi baxtsiz
hodisaning ro‘y berish ehtimolligi q;

¢) korxona xodimlari soni n ;

d) xodimning oila a’zolari sonining ofita giymat a.

Shartnomaning netto-premiyasi topilsin.

Yechish. da-nchi xodimga sug‘urta to‘lovini xH tasodifiy
miqdor bilan belgilansin. Bu tasodifiy migdomi

*,,=/B(1+1).»=1.2, =

struktaviy ko'rinishda yozamiz. Bu yerda | —*“na-nchi xodimni
invalidlik holatiga keltirgan baxtsiz hodisa rocy berishi”
hodisasining indikatori, Y - n-nchi xodimning oila a’zolari soni.

Tuzilgan shartnoma bo4yicha ko‘rilgan talofat migdori

S=+xm
Kompaniyaning sugaurta riski
(5- D*=max(5-1, 0)
migdorga teng. Shuning uchun ham netto-premiya @ uchun
quyidagi formula o‘rinli:
PO=E (s-\y =f l{k-\)p(s=k)=fikP (s=k)-'£p(s=k)=
] i ] *
=ES-(I-P(S=0))=NEX,, -1+ (I-gf =Nq(l+a)-1+(I-gf.

Masala 10. Kompaniya o'zining xodimlari uchun guruh-guruh
hayot (life) sug'urtasi o‘tkazadi. Xodimlar strukturasi quyidagi
jadvalda keltirilgan:

Kasb sinfi ~ Xodimlar soni Sug'urta 0 ‘lim
summasi ehtimoli

1 100 1 oA

2 100 1 0,2

3 200 2 o4

4 200 2 0,2
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Kompaniya sugfurta fondiga kutiladigan sugfurta toiovlari
hajmidagi summani kiritadi.

Har bir xodim o0°‘z navbatida kutilgan toflovning P qismini
fondga kiritishi kerak. Bu gism shunday aniqlanadiki, tofplangan
sug‘urta fondi 0,95 ehtimollik bilan sugfurta toflovlarini qoplasin.

To#tinchi kasb xodimlari kiritgan sug‘urta premiyasi hajmi
aniglansin. Javoblar:

A) 0,060 B) 0,066 C) 0,072 D) 0,078 E) 0,084.

Tofgfijavob: B) variant.

Ko‘rsatma. Aytaylik q - xodimning vafot gilish ehtimolligi,
5-sug ‘urtato‘lovi migdori bo'lsin. Individual talofat migdori fagat
2 ta giymat gabul giladi: 0 ni \-q ehtimollik bilan, 5 ni g ehtimollik
bilan. Shuning uchun

EX=qgS, VaiS=q(l-q)S\

Endi bulardan foydalanib va xodimlarning oflimi vaqtlari
bogfligsiz tasodifiy migdorlar bo‘lishini hisobga olgan holda, har
bir kasb sinfi uchun yigfindi sugfurta toflovlarini ofita giymatlari
va dispersiyalarini hisoblab chigish mumkin (berilgan jadvaldagi
giymatlar asosida).

8.1.2. Induvidual talofatlar modeli masalalari

Sug‘urta kompaniyasining moliyaviy risklarining asosiy
gismini individual shartnomalar bo‘yicha sug‘urta to‘lovlari tashkil
giladi. Ba’zi hollarda (masalan, Life-hayot sug‘urtasida) fagat bitta
sug‘urta hodisasi rofy berishi mumkin. Boshga hollarda esa
(masalan, avtomobil sugfurtasi, umuman, Nonlife - mol-mulk
sugfurtasida) bitta shartnoma muddati davomida bir nechta sugfurta
hodisalari rofy berishi mumkin. Shu sababli sugfurta faoliyati
individual talofatlarga olib keluvchi baxtsiz hodisalami tahlil
gilishdan boshlanadi. Risklar nazariyasi doirasida fagat individual
talofatlami ifoda giluvchi miqdor x (o‘z navbatida bu miqgdor u
yoki bu pul birliklarida belgilangan deb tushuniladi) ofrganiladi
xolos. Biror konkret sug'urta shartnomasiga nisbatan bu miqdor
hagida aniq bir fikrga kelib boflmaydi (fagat bu talofat yuzaga
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kelganini yoki kelmaganini gayd etiladi, xolos). Lekin biz katta
hajmdagi bir xil sharthomalar bilan ish ko‘rganimizda ehtimolliklar
nazariyasining katta sonlar qonuniga asosan, sugfirta talofatini x
ni tasodifiy migdor deb tushunish kerak bo‘lishi hagidagi xulosaga
kelamiz.

Individual talofatlaming hajmini ifoda qiluvchi tasodifiy
migdor x lami butunlay ixtiyoriy deb bo'lmaydi, chjinki ulami
gandaydir o‘ziga xos xususiyatlarga ega boiganligi anig bo‘lib
goladi. Aktuar matematika yuzaga kelishi va rivojlanishi davrida
tasodifiy talofatlami belgilovchi tasodifiy migdorlar sinfini ajratib
oiish va ular bilan bajariladigan asosiy amallar aniglanib olingan.
Bu tasodifiy miqdorlar fagat sug'urta faoliyatining ganday
ko‘rinishlarini modellashtirish mumkinligi hagidagi masalalar
ushbu bobda keltiriladi va ulardan ba’zilari namunaviy misol
sifatida yechimi bilan bayon etiladi.

Risk nazariyasidan tasodifiy miqdor x ni (individual talofat
migdori) ma’lum ma’noda struklashtirish gabul gilingan. Masalan,
Ko ‘p hollarda tasodifiy migdor r:s

X Ziy - ()
ko'rinishda yozish foydali bo'ladi. Bu yerda tasodifiy miqdor I,
sug‘urta hodisasi ro‘y berishi yoki ro‘y bermasligiga bog‘lig holda
| va 0 giymatlar gabul giladi. r migdor esa sug‘urta hodisasi ro‘y
berganda sug‘urta to‘lovi miqgdorini bergilaydi.

Agar har bir shartnoma harakati davrida bir nechta sug‘urta
hodisalari ro‘y berishi mumkin bo‘lsa, X ni

X =M+V2+..+W (2)
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘ladi. Bu yerda v-tasodifiy miqdor
sug‘urta shartnomasi harakati davrida ro‘y bergan sug‘urta
hodisalari soni, y2-tasodifiy miqdor /-sug'urta hodisasi ro‘y
berganda to‘laniladigan pul migdori.

Agar odatdagidek, A shartli tenglikni gabul gilsak, (1)

model (2) modelning xususiy holi boMadi. Qayd qilib o‘tish
mumkin bo'ladiki, (2) tenglik matematik ma’noda sug'urtaning
kollektiv risk modelidagi kompaniyaning umumiy yig‘indi
to‘lovlari formulasi bilan bir xil bo*‘ladi.
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Individual talofatning (1) va (2) formulalar bilan ifoda etilishi,
har bir konkret sharthoma bo‘yicha sug‘urta todovini yuzaga
keltiradigan faktorlami aniglash va identifikatsiya qilish imkonini
beradi. Aslida ham sug‘urta holatlarini ro‘y berish ehtimolligi

q=P(I=1)

miqdoriga ta’sir etadigan faktorlar, sug‘urta todovi r tasodifiy
miqdor bilan bogdigligi kuzatilmaydi. Bu esa tasodifiy migdorlar
I va y lamiehtimollik ma’nosidabog4igbo4magan migdorlar deb
tushunish mumkinligi imkoniyatini beradi. Masalan, avtomobil
sugdirtasida halokatga uchrash ehtimolligi gq=P(i=I) haydov-
chining yozishiga ko4rog bog4lig: birinchidan bu ehtimollik yoki
haydovchilar guruhida (harakat qoidalariga itoat etmaslik
ogibatida) ikkinchidan esa keksa haydovchilar orasida (jismoniy
reaksiya susayishi natijasida) kattaroq bo4adi. Lekin halokatga
uchragan avtomobilning ta’mirlash narxlari (sugdirta to‘lovi)
haydovchining yoshiga bog‘liq bo4maydi.

Aktuar faoliyatga tegishli adabiyotlarda sugairta to‘lovining
o‘rta giymati m=EY uchun mean severity (o‘rtacha to‘lov hajmi)
iborasi ishlatiladi. Migdor

EX=P(I=1)EY =gm

sug'urta shartnomasi bo‘yicha kutilgan to‘lovni ifoda qiladi.
Shuning uchun ham sugaurta kompaniyasi sug‘urta premiyasini
(badalini) tayin etishda bu migdomi hisobga olishiga toog ‘ri keladi.
Sug‘urta faoliyatida gm migdomi netto premiya deb ataladi. 0 &
navbatida, sug‘urta toda to‘loviga (brutto premiya) sug‘urta
kompaniyasining ish faoliyati bilan bog‘liq harakatlar ham Kiradi.
Ko‘p hollarda, netto premiya kompaniyaning todla premiyasining
10% ini tashkil etadi.

Individual talofatni ifodalaydigan tasodifiy miqdor x uzluksiz
tagsimotga ega bodmaydi, chunki

p(x=0)=P(I=0)=1-~>0.

Lekin bu ehtimollik I ga ancha yaqin bodishiga garamasdan
x =i-Y tenglikdagi sug4urta todovi y ni uzluksiz tipdagi tasodifiy
migdor ko4inishida ifoda etish qulay bo4ladi.
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Sodda sug‘urta hoiatlarida individual talofat x tasodifiy

miqdor chekli sondagi

bp—Q =K
diskret giymatlarni qabul qiladi. Ehtimolliklar nazariyasining
umumiy kursidan ma’lumki, diskret tasodifiy migdor x ning
tagsimoti

pO=p(x =H0),...,pa=p(x =u5)

ehtimolliklar bilan aniglanadi va yana shu manbadan ma’lumki,
uzluksiz tipdagi tasodifiy miqdor y ning tagsimot funksiyasi

F(*) =P(r<jc)
yoki zichlik funksiyasi

P(x)=F(x),

bu tasodifiy migdoming tagsimoti

Pr(A)=P(VeA)
ehtimollik o‘Ichovini bir giymatli aniglaydi (a to‘g‘i chiziq r dagi
ixtiyoriy barel to‘plami).

Aktuar matematika tatbiglarida r tasodifiy migdor musbat

giymatlarni gabul gilgani uchun, *<0 bo‘lganda

F(x)=P(x)=0
tengliklar bajariladi. Demak, F(x) va ?(*) funksiyalar uchun xzo
deb, hisoblash mumkin.

Individual risk x tasodifiy migdoming quyidagi
mx= EX (0°‘rta giymat),
VarX =EX2- (EX)2 (dispersiya),
ax- VkarY (o‘rta kvadratik og‘ish),
Cx=<ax/mx (variatsiya koeffitsiyenti),

yx=E(X ~EX) (assimetriya koeffitsiyenti)
sonli xarakteristikalari muhim hisoblanadi.

Ehtimolliklar nazariyasining umumiy formulalari bilan mos
ravishda, ehtimollik tagsimoti

PQ=P(X=bQ, ..., Pn=P(X=bn)
bo‘lgan diskret tasodifiy migdor x uchun

EX=thiP,,
i

339



EX 1= YjbfPi

tengliklar o‘rinli boTadi. Taqgsimot funksiyasi F(x)=P(Y<x) va
zichlik funksiyasi />(*)=F'(*) boTgan uzluksiz tipdagi tasodifiy

migdor Y uchun .
EY =]xdF(x)=]xP(x)dx
0 0]

EY2=\]x2df(x) =Jx 2P (x)dx

0

formulalar bajariladi.
Masala 1. Muddati 1 yil boTgan hayot (life) sug‘urta
shartnomasi ko‘riladi. Sug‘urta summasi /=100000 S0‘m, mijozning

1yil davomida vafot etish ehtimolligi <7=0,0025. SugTirtatoTovi x

ning variatsiya koeffitsiyenti topilsin.

Yechish. Bu holda
EX=bqg =105*25-10" =250 (so0‘m),

VarX =b2(\-q)q =10lo(l - 25-10-4)-2510"4 1 25-106

X ning o‘rta kvadratik ogTshi
ax=JvarX «5000 (sofin)

demak, variatsiya koeffitsiyenti
Cx=dJE X «5000/250= 20.
Masala 2. Induvidual sug'urta talofati (shartnoma maTum
muddatga tuzilgan) tasodifiy migdor
X =1-Y
ko'rinishda ifoda etiladi. Bu yerda / sug‘urta hodisasi indikatori, Y
sugfurta hodisasi ro‘y berish ogibatida yuzaga kelgan talofat

miqdori.
Agar quyidagilar:
1) netto premiya 2 ga teng,
2) v tasodifiy migdoming dispersiyasi 16 ga teng,
3) x tasodifiy migdoming dispersiyasi 30 ga tengligi,
maTum boTsa, sugdurta hodisasining ro‘y berish ehtimolligi va

sug‘urtatoTovi o‘rta giymati topilsin.
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Yechish. Faraz gilaylik, sug‘urta hodisasi ro‘y berishi
ehtimolligi g=P(I =1), sug‘urta to‘lovi Y ning o‘rta giymati m=EY
bo‘Isin.

Bu holda to‘la matematik kutilma formulasiga asosan,

EX=P(I =0)E(X/I =0)+P (I =0)E(X/I =\)=
=0+P(I=i)E(Y/I=1)=P (I =\)EY =gm,
EX2=P(J=0E(X21=0)+P(I =D)E(X21 =1)=0+P (I =I)TY2=qEY2
Shunday qilib,
VarX=EX2- (EX)2=qVarY +q(\-q)m2
tengiikka ega bo‘lamiz. Oxirgilardan quyidagi tengliklar
sistemasiga ega bo‘lamiz:
[gVarY+q(\~qg)rt? =30
\gm=2, VarY=16.
Bu sistema g ga nisbatan
8722-17?+2=0
kvadrat tenglama bilan teng kuchli bo‘ladi. Oxirgi tenglamaning
yechimlari g=2 va q=% boiadi. Demak, "-ehtimollik bo‘lgani

uchun sug‘urta hodisasining ro‘y berish ehtimolligi y ga teng

bo‘ladi. Bundan va vyugoridagi tenglamalar sistemasidan
foydalanib, sug‘urta to‘lovi x ning o‘rta giymati m=EX=16
ekanligini olamiz.

Masala 3. Omborxonadaro‘y berishi mumkin bo‘lgan yong‘in
ogibatida ko‘riladigan zarar miqdori x ning tagsimoti quyidagi
jadvalda keltirilgan:

Zarar miqdori x Ehtimollik
0 0,9
500 0,060
1000 0,030
10000 0,008
50000 0,001
100000 0,001
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Yong‘in ogibatida yuzaga kelgan zararning o‘rta giymati
topilsin.

Javoblar:

(A) 290, (B) 322, (C) 1704, (D) 2900, (E) 32222.

Izoh. Bu yerda va boshqa joylardagi masalalarda keltirilgan
javoblardan (A, B, C, D va E) qaysinisi to‘g‘ri ekanligini ko ‘rsatish
talab etiladi.

Yechish. Faraz qilaylik, /-omborxonada yong‘in bo‘lishi
hodisasiindikatori, Y-yong‘inoqibatiningsug‘urtato‘lovi, X =I-Y
sug‘urta shartnomasi bo‘yicha talofat miqdori boTsin. Tasodifiy

, migdor X ning tagsimoti yuqoridagi jadvalda keltirilgan. Bizga Y
ning o‘rta giymatini topish kerak boTadi. Birinchi navbatda bu
tasodifiy miqgdorlar tagsimotlari orasidagi bogTiqlik munosa-
batlarini topamiz:

P(1=1)P(Y =w), agar n>0,

P(1=0), agarw =0

Hagigatan ham, shartnoma bo‘yicha zarar 0 ga teng, agar
yong‘in ro‘y bermasa. Boshgacha aytganda

X =0y={Y=0},

P(X=n)=

; ya’ni bu hodisalar uchun
P(X=0)=P(Y=0)=/>(/=0).
Agar omborxonadayong‘inro‘y bersa, n>0va sug‘urtatoTovi
n ga teng bo‘ladi. Boshgacha aytganda
{X=n}={l=1Y =n}
ya’ni,
p(X =n)=P (=LY =n)=P (I =)P(Y =n)
oxirgilardan
EX=P(I=[)EY
tenglikni hosil gilamiz va undan

Ehtimollik p(i =I) berilgan jadvalning birinchi satridan
topiladi:
IX/=)=1-P (/=0)=1-/%Ar=0)=0,1
Shartnoma bo‘yicha sugcaurta to‘lovi x ning ofrta gqiymati
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EAT = £ (Or=n)=500-0,060 + 1000+0,030 + 10000 -0,008 + 50000 +0,00 1+
n

+100000-0,001 = 30+ 30+ 80+ 50+ 100 = 290.

Demak,

EY =290/0,1 = 2900
va (D) javob to‘g‘ri ekan.

Masala 4. Sug‘urta to‘lovlarining gandaydir shartnomalar
portfeli bo‘yicha o‘tkazilgan statistik tahlillar shuni-ko‘rsatdiki,
agar Y sug‘urta to‘lovi migdorini ifodalaydigan tasodifiy miqdor
bo‘lsa, Z =inY tasodifiy miqdor parametrlari

£7=6,012, Varz=1,792
bo‘lgan normal qonun bilan tagsimlangan bo‘ladi (Individual
to‘lovning bunday tagsimoti logarifmik normal (log-normal) gonun
deb ataladi).

Sug‘urta to‘lovi y migdoming 200 dan katta, 500 dan kichik
bo“lishi ehtimolligi topilsin.

Yechish. lzlanayotgan p =i (200<r<500) ehtimollikni quyi-
dagi ko‘rinishda yozish mumkin:

P = P (200 <ez <500) = P (In200< Z < In500)
Gauss tasodifiy migdorini chizigli almashtirib, ya’ni
Z-EZ
o 4varz
standart normal tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy migdorga o ‘tib, p
ehtimollik uchun quyidagi tenglikni olamiz:
P:P\fInZOO-EZ z-ez ~1In500-£Z
[ Jvtfz <ylibrz< Jvrfz >

_P("lrnQ(OO- 6,012 In500- 6,012 ® 1n500-6,012/1

Bu yerda odatdagidek

UTblU1n

standart Gauss tasodifiy migdori z0 ning tagsimot funksiyasi.
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Maxsus fimksiya o¢(*) sonli.giymatlarini ko‘p kitoblarda

keltirilgan jadvallardan topish mumkin, yoki Microsoft Excel
yordamida
®(xX) =HOPMCTPACN(x)
fimksiya orqali hisoblanishi mumkin:
®(0,151) =HOPMCTPACT(0,151)* 0,560,
®(-0,533) =HOPMCTPAC;r(-0,533) * 0,297.
Demak, 0,263.
Qayd qilib, o‘tamizki, P ehtimollik bevosita
JNIOrHOPMCTPACN(X, a, a)
fimksiya Microsoft Excel yordamida hisoblanishi ham mumkin.
Buning uchun quyidagi fimksiyalar satrini terib olish yetarli
bo‘ladi:
JNIOrHOPMCTPACK(500; 6,012; KOPEHb(i,792))-
-NNIOrHOPMCTPACK(200; 6,012; KOPEHb(\,192)) « 0,263.
Masala 5. Sug‘urta kompaniyasining bir oylik sug‘urta to*lovi
(risk) musbat giymatli va zichlik fimksiyasi

P(x)=—~"—, x>0, C=const, C>0
@+

' bo‘lgan tasodifiy migdor orgali modellashtirlgan. Kompaniyaning
bir oylik to‘lovining o ‘rta giymati topilsin.
Javoblar:

(A)i, (B)j, (C)i, (D)i, (B)3.

Yechish. Birinchi navbatda proporsionallik koeffitsiyenti C ni
topish kerak bo‘ladi. Zichlik funksiyasining xossasiga asosan,
()]

\=\P (X)d X~ \ommmr dx=--£\+xy’ - .
0 oL+ 1 : b >

Demak, ¢ =3 va zichlik fimksiyasi
LW =7T4> *>0-
Noma’lum migdor EX uchun quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz:

é\X:\?XPCZ/X)dXZJI- -§-)5—dx =3\— liqjx :42>7\—--q2(-7—7“l'l'gx
0 o(1+x) o(1+x) o(l +x) o(l+x)
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Shuning uchun ham to‘g4i javob (C), bo‘ladi. Keltirilgan
zichlik funksiyasi Pareto tagsimotining xususiy holi bo‘ladi. Bu

tagsimot ikkita A4>0 va a>o0 parametrlarga bog4iq bodib, uning
zichlik funksiyasi

Ko‘rinishga ega bodadi. Oson ishonch hosil gilish mumkinki,

Quyidagi masalalar o‘quvchilarga mustaqgil yechish uchun
tavsiya etiladi.

Masala 6. Magazinda ro‘y berishi mumkin bo‘lgan yong4n
ogibatida yuzaga keladigan talofatni ifodalaydigan tasodifiy
miqgdor x ning zichlik funksiyasi

Agar yongdn natijasida talofat x >8 bo‘lsa, bu talofatning 16
dan katta bo*lishi ehtimolligi
P =P(x>16/x>S)
topilsin. Javob: p =1/9.
Masala 7. Sug‘urta xodimi (aktuariy) gandaydir baxtsiz hodisa
ro‘y berishi natijasida ko‘riladigan talofatni ifoda etadigan tasodifiy
miqdor x ning tagsimoti hosil giluvchi funksiyasi

ko‘rinishida bo‘lishini aniglagan bo‘lsin. Bu tasodifiy migdoming
o‘rta kvadratik og‘ishi st =Jvaix topilsin. Javob: ox=5000.
Masala 8. Sug‘urta to‘lovi o‘rta giymati 1000 bo‘lgan
eksponensial tagsimotga ega bo‘igan tasodifiylik r bilan ifoda
etilgan bo‘Isin. Sug‘urta kompaniyasi gqiymati d =100 boigan
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to‘lovlami amalga oshiradi. Bu tasodifiy miqdor Yg) ning
dispersiyasi varY(d) topilsin. Quyidagi
(A) 810000, (B)860000, (C) 900000,
(D) 990000, (E) 1000000
javoblardan qaysi biri to*g‘ri.
Hisoblash natijasida:
VarY(d)* 990944
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak, (D) javob to4g‘ri.
Masala 9. Kvartiralami sug‘urta etuvchi kompaniyaga 1 oyda
20 ta ariza tushdi. Bu arizalar bo4yicha sug‘urta to‘lovlari migdori
quyidagi jadvalda keltirilgan:

250 280 50 314 250
90 450 180 150 250
150 250 309 2100 206
146 220 300 220 688

Sug‘urta to‘lovining o‘rta giymati x va uning o‘rta kvadratik
. 0g‘ishi

52:%’\ -?7)2
baholari topilsin. Javob: *=322,65 va $2«183687,6.

Masala 10. Aktuariy (sug‘urta xodimi) avtomobil sug‘urtasi
bo‘yicha to‘lovlar miqdori eksponensiya tagsimot boUishligi va
to‘lovning 1000 dan kam bo‘lishi ehtimolligi 0,25 ga teng
ekanligini anigladi. Oradan 10 yil o‘tgandan so‘ng avariyalar soni
kamaymadi, lekin inflatsiya ogibatida sug‘urta to*lovlari oldingi 10
yilga nisbatan 2 marta oshdi. Hozirgi paytda sug‘urta to‘lovining
1000 dan kam bo‘lishi ehtimolligini toping. Javoblar:

(A) 0,063, (B) 0,125, (C) 0,134,
(D) 0,163, (E) 0,250
To“g ‘rijavob: (C).
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8.2. Kollektiv risk modeliga oid masalalar

Sug‘urtaning kollektiv risk modelida ham individual risk
modelidagi kabi gisqa vaqt davomidagi sug‘urta premiyalari to‘la
ravishda sug‘urta jarayoni boshida Kkiritiladi. Individual risk
modelidan fargli o‘larog bunda sug‘urta portfeli butun bir
shartnomalar majmuasi deb garalib, sug‘urta hodisalarining ro‘y
berishi konkret shartnomalar bilan bog‘lig bo‘lmaydi. Shunday
gilib, bu holda ro‘y bergan sug‘urta hodisalari konkret sug‘urta
shartnomalariga alogasi bo‘lmaydi va bu hodisalar kompaniya
uchun yig‘indi risk bo‘lib hisoblanadi.

Kollektiv risk modeli individual modeldan yana bir muhim
fargi shundan iborat bo‘ladiki, ketma - ket ravishda ro‘y bergan
sug‘urta vogealaridan yuzaga keladigan sug‘urta to‘lovlarini ifoda
etadigan

tasodifiy miqgdorlar bir xil tagsimlangan deb hisoblanadi. Bu
gilingan faraz hamma sug‘urta hodisalarini teng kuchli deb
hisoblash mumkin bo‘lib, ularni umumiy sug‘urta risk natijalari deb
gabul gilinishi mumkin. Bundan tashqari tasodifiy miqgdorlar y, lar
fagat real talofatni ifoda etadi.

Kollektiv risk modelida ham sug‘urta hodisalari soni talofatni
ifodalaydigan my2...,m,..tasodifiy migdorlarga bog‘liq bo‘Imaydi
va ular umumiy riskni ifoda etadi.

Individual risk modelidagi kabi, kollektiv risk modelida ham
kompaniyaning “kasodligi” yig‘indi to‘lovlari sga bog‘liq bo‘ladi.
Bu holda

ko‘rinishda bo‘ladi va kollektiv risk modelidagi kasodlik

ehtimolligi
[?=/XyL+r2+.. +HV>«)

formula bilan topiladi. Bu yerda n-kompaniya aktivi-boshlang‘ich
kapitali, kuzatilyotgan vaqtdagi sug‘urta hodisalari sonini v deb
belgilaymiz.
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Ko‘p marta o‘tkazilgan kuzatuvlar ko‘rsatadiki, fiksirlangan
oraligda ro‘y beradigan sug‘urta hodisalari soni y Puasson

p(v=0=jre>>*>»
tagsimotiga yoki manfiy binomial tagsimotga
P(y=0=fLfexteLizj)pg(l_p)a

ega bo‘ladi.

Individual sug‘urta toTovlari tagsimotlari sinfi yetarli darajada
keng bo‘lib, ular ehtimolliklar nazariyasida ko‘p uchraydi.
Aynigsa, r, tasodifiy migdoming tagsimoti diskret tipda boTganlari
ahamiyatli, chunki sug‘urta to‘lovlari asosan butun sonlarda
ifodalanadi (ba’zida 100 yoki ming sumlarga gadar yaxlitlanadi).
Kollektiv risk modelini belgilaydigan (v.r,) tasodifiy migdorlar
juftligini maxsus tanlash o‘rganilayotgan kollektiv risk modelini
mohiyatini ochishga yordam giladi.

" Masala 1. Yig‘indi sug‘urta toTovlari
5=/ =r1+r2+...+l,

Formula bilan aniglanadi. Bu yerda:

1) k teng ehtimollik bilan fagat uchta 0,1 va 2 giymatlarini
gabul giladi;

2) har bir y{ tasodifiy migdor eksponensial tagsimotga ega va
uning o ‘rta giymati 0.5,
3) vijhwy.vn.. birgalikda bog‘lig bo‘lmagan tasodifiy
miqdorlar.
miqgdor hisoblansin.

Javoblar: A) 0.9, B)2.1, C)2.3, D)25, E)27.
Yechish. Todla matematik kutilma formulasidan foydalansak,

E\M\ =H P(V=n)£ (/|#12+"H* =n)=£/>(v =n)(EeY)” =
n n

=N +HE ' +H(&Y) 2

tengliklami yoza olamiz. Tasodifiy miqdor v lar eksponensial
tagsimotga ega boTgani uchun uning zichlik fimksiyasi
p(x) =Jle~Nix,x> 0, EY{=05
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Demak, n=" =2. Shuning uchun ham

£(/")=\ xXe-~dx= jXer"Nrdx =~ - |(A-1)erd_xN
0 0 ﬂ_lO

Parametr n>1 bo‘lgani uchun funksiya (x-\)e~"?"x eksponensial
tagsimot zichlik funksiyasi bo4adi, ya’ni
\x - \y A x~"xdx=\
0
Demak, E("r)~"[~ 2. keltirilgan natijalami birlashtirib,
£(/) =i(I+2+5) =2i«2.3
natijani olamiz. Demak, to44ijavob varianti C).
Masala 2. Yig‘indi sug‘urta todlovi ~=r1+r2+ .+ koitektivrisk
modelini tashkil giladi. Quyidagilar ma’lum:
1) v parametri (tajribalar soni) bi=s va “yutuq” ehtimolligi
» =01 bo4gan binomial tagsimotga ega;
2) har bir r, tasodifiy miqgdor p(Yi =i)=p(Yi =2)=o0s tagsimotga
ega;
3) vy, r2-Mt... birgalikdabog4lig emas.
Agar ms()=  -sugdurta to‘lovining momentlar hosil giluvchi
funksiyasi bodlsa, a/5(0,2) topilsin.
Javoblar: A) 1,15, B) 1.17, C) 1.19, D) 1.21, E) 1.23.
Yechish. Toda matematik kutilma formulasidan foydalansak,

Ms (/) =EetS=Y] P(v=k)Ele i+ #f W=K\=£ P(K=*)(fel) =
0 =)

= ENj(0.1)*(0.9)5™*(0.V+0.562)* =(0.1-05)((«, +€2)+0.9)5*1.191486.

Keltirilgan formulalardan
Ms (0,2) =(0.05me02 +€°4) +H0.9) « 1191486,
Shunday qilib to4g4i javob varianti C).
Masala 3. Kollektiv risk modelida yigdndi sugdirta todovi

tagsimoti quyidagilar bilan xarakterlanadi:
1) sug4urta hodisalari soni ~ ning tagsimoti
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2) sug‘urta to‘lovi tagsimoti zichlik funksiyasi />(*)=4x«dr,*:
Yig‘indi sug‘uitatagsimotining dispersiyasi topilsin.

Javoblar: A)2, B)4, C)6, D)8, E) 10.

Yechish. Birinchi navbatda, sug‘urta hodisalari sonining hosil
giluvchi fimksiyasini topamiz:

fo>-3%(*-1)(*-2) 1 1f. xT*

h 6 'Y 2 AUJ "lv 2 m
Endi sug'urta to‘lovining Laplas almashtirishini topamiz:

r(s) =]r«4xe-*dc=-£-°fx(2+s)e-<2s>ch.
0 N0

Oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagi integral parametri x =2+s
bo‘lgan eksponensial tagsimotning o ‘rta giymati bo‘ladi. Ma’lumki,
bu o‘rta giymat -=-+*. Demak,

Yig‘indi sug‘urta to‘lovi
S=Y+H2+. AW
Laplas almashtirishini ham topish mumkin. Bu yerda r,-
birinchi ro‘y bergan sug‘urta hodisasi to‘lovi, y2- ikkinchi ro‘y
bergan sug‘urta hodisasi to‘lovi va hokazo. U holda

r(s) =Ee-<7+r~+/ = =,)P(v=,,)=

= ):(0 (I" @) P{v =n) =E{¥ ()* =k(y, (i)) :_1\6/\</| R 2(2+*)~2/F*.

Oxirgi formulada s=onuqtada differensiallash amalini bajarib

£y=-v'(0)=-"H ) (I1-2 (2 +i)-2)*5=(-2-(-2)(2+J)-3) _:0=4.
J
ekanligini olamiz. Xuddi shunga o‘xshash es2="'(0)=26, ya’ni

VarS=ES2~(ES)2 =10.
Demak, to‘g ‘rijavob varianti E).



Quyidagi masalalar o‘quvchiga mustaqil yechish uchun taklif
gilinadi.

Masala 4. Umumiy talofat tagsimoti quyidagi shartlami
ganoatlantiradi:

1) sug‘urta hodisalari soni tagsimoti:

p(v=0)=05P(v=1)=03,P(v=2)=0.2.
2) individual talofat tagsimoti:
P(Y=1)=08,P(Y=4)=0.2.

Yig‘indi sug‘urta talofatining o‘zini o‘rta giymatidan 2 martta
katta bo‘lishi ehtimolligi topilsin.

Javoblar: A) 0.132, B) 0.138, C)0.144, D) 0.150,

E) 0.156.

To‘g‘rijavob varianti A).

Masala 5. Quyidagijadvalda gandaydir sug‘urta portfeii uchun
sug‘urta hodisalari sonining tagsimoti keltirilgan:

n Pl=n)
0 0.7
2 0.2
3 0.1

Sug<urta hodisasi ro‘y berganda uning uchun to‘lanadigan

sug‘urtato‘lovi yuchun
P{Y=10)=02, P(Y=0)=038.

Sug‘urta hodisalari soni v va sug‘urta to‘lovi y bog‘ligsiz
tasodifiy miqdorlar deb hisoblanadi. Yig‘indi sug‘urta to‘lovining
(portfel bo‘yicha) o‘zining o‘rta qiymatidan 2 ta standart og‘ishga
katta bo‘lish ehtimolligi topilsin.

Javoblar: A) 0.02, B) 0,05, C)0.07, D)0.09, E)0.12.

Toa‘ri javob varianti E).

Ko‘rsatma. Ma'lumki, s tasodifiy migdoming standart og“ishi
deb as=V”"miqdorga aytiladi. Demak, yig‘indi sug‘urta to‘lovi s
uchun

P=P(S>ES+2crs)

ehtimollikni topish taklif etiladi.
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Masala 6. Kollektiv risk modelida yigrindi talofat migdori s
parametri 5=63 bo‘lgan murakkab Puasson tagsimotiga ega va
sug‘urta to‘lovi.migdorining tagsimoti quyidagi

X RS =
1 0.5
5 0.3
10 0.2

jadvalda keltirilgan. Normal approksimatsiya yordamida />(£>315)
ehtimollik hisoblansin.

Javoblar: A) 0.03, B)0.04, C)0.05, D)0.06, E)O0.07.

To*‘g‘rijavob varianti E).

Yechish uchun eslatma. Yig‘indi talofat migdori murakkab
parametri X bo‘lgan murakkab tagsimotga ega, ya'ni u "{/rg.r}
ko‘rinishdagi tasodifiy yig'indi bo'ladi:

$ed ++¥X=TL+-+1N])
va bu yerda rbr2.. tasodifiy migdorlar bog'ligsiz va berilgan r
tasodifiy miqdor bilan bir xil tagsimlangan, ular tagsimoti nx
bo'lgan
P(V(X) =k)=~"e-X, *=0,12,...

Tasodifiy migdor v=v(A)bilan ham bogTiq emas. Oson
ko ‘rinadiki,

p(z) =Ezr =0.5z+0.325+02210.

Demak, s tasodifiy migdoming hosil giluvchi funksiyasi
G(z) =EzS=YiP(v=n)E(zY+"+¥\W=n)=*(<p(z))=e"O-e*2) .
n

Oxirgi tenglikdan differensiallashyo‘li bilan es va vars

migdorlar osonlik bilan topiladi. Oxirgi yechimni topish uchun
nfo. *1*4 nfS-ES 315-~ , A315-ES~

munosabatdan foydalanish yetarli bo‘ladi.
Masala 7. Sug‘urta kompaniyasi konsert zalini elektr ta’-
minlash sistemasi buzilishidan sug‘urtalaydi. Quyidagilar ma’lum:
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1) elektr ta’minlash sistemalarining buzilishlar soni parametri
1 bo‘lgan Puasson tagsimotiga ega, ya’ni

P{v=n)="-\n =12,.

2) elektr ta’minlash sistemasini 1 marta buzilishidan
ko‘riladigan zarar (talofat) quyidagi jadvalda berilgan;

x P(Y=x)
10 0.3
20 0.3
50 0.4

3) Elektr ta’minlash sistemasi buzilishi soni va undan
yetkaziladigan zarar r bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar;

4) agar ko‘rilgan zarar 30 dan ko‘p boUmasa, uni
kompaniyaning o4i to“laydi.

Sugarta kompaniyasining 1 yildagi sug‘urta to'lovining o‘rta
giymati topilsin. ,

Javoblar: A)5, B)8, C) 10, D) 12, E) 14

To‘g‘rijavob varianti E).

Masala 8. Guruh modelini sug‘urtalashda 1 yilda ro‘y berishi
mumkin bo’'lgan sug‘urta hodisalari soni parametr a=soo bo°‘lgan
Puasson tagsimotiga ega.

Har bir sug‘urta hodisasi uchun to‘lov migdorining tagsimoti
quyidagijadvalda keltirilgan.

X P(Y=x)
50 0.3
100 0.2
200 0.2
300 0.1
400 0.1

500 0.1 . 1
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Kompaniya xodimi (aktuariy) 1 yilda sug‘urta hodisasi bilan
bogffiq bo‘lgan inflatsiya ogibatida tibbiy xarajatlami har bir sug‘urta
hodisasi bo‘yicha 20%ga oshishini taxmin etadi.

Shartnoma bo‘yicha sug‘urta kompaniyasining 1yildagi umumiy
talofati o‘rta giymati va variatsiya koeffitsiyenti hisoblansin.

Javob: es=10800, iEgS »1,6%.

Masala 9. Sug‘urta hodisalari ro‘y berishlari sonining tahlil
etilayotgan orahqdagi tagsimoti o‘rta giymati 9 ga teng bo‘lgan
geometrik tagsimot, ya'ni

an=P(y=n)=(0.9)n-0.1, n=0,1,2,...

Bu hodisa ogibatida koffilgan talofat o‘rta giymati 1 bo‘lgan

eksponensial tagsimot, ya'ni
P{Y/ <x) =1l-e~x,x>0

bo‘lsin. Kompaniyaning kasodlik ehtimolligini boshlangtich
kapital-aktiv orqgali ifoda eting.

Yechish. Tasodifiy migdor v- sug‘urta hodisalari soni, Y1'2...Y,,
ketma-ket ro‘y bergan sug‘urta hodisalaridan kutilgan talofat miqdori
boTsim

Yaxshi ma’lumki, tasodifiy miqdor r+y2+..+r,, parametri
x =na=n boTgan Gamma tagsimotga ega boTadi. Shuning uchun ham
umumiy talofatni ifodalaydigan 5="+"+...+7"tasodifiy yig‘indining

zichlik funksiyasi

Ps(x) = H y=n)Pro+r2e, (x) = nZO 09"01  r<fr=

=0.09Y Ne *L e-x=0.09e¢x=0.09¢-°u .
n=0 u

Agar n-kompaniyaning aktivi (boshlangtich kapitali) boTsa,
kasodlik ehtimolligi
£(«) =P(S>u)= |"5>(x)A =0.9e"91“ .
"
Masala 10. Meditsina sug‘urtasi tuzilishi uchun asos boTadigan
sug‘urta hodisalari ikki xil kasalliklardan iborat: oddiy va
stomatologik kasalliklar va ular bogffigsiz ravishda ro‘y berishlari
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parametrlari Abo'lgan murakkab Puasson tagsimotiga ega bo‘ladi.
Sug‘urta todovi tagsimotlari quyidagi jadvalda berilgan:

Kasallik turi Meditsina xarajatlari migdori A
tagsimoti
Oddiy (0,loc0) oraliqda tekis 2
Stomatologik tagsimlangan 3 .

(0.200)oraligda tekis
tagsimlangan

Sug‘urta shartnomasi bo‘yicha gandaydir sug‘urta hodisasi
ogibatidagi tibbiy xarajatlar 100 dan kam bodsa, bu xarajatlami
hammasini sug'urtalanovchi shaxs todaydi. Agar bu xarajatlar 100
dan ko‘p bo'lsa, sug'urtalovchi shaxs 100 so‘m toiaydi, golganlarini
esa kompaniya to'laydi. Bitta sug‘urta toiovining o‘ita giymati
topilsin.

Javoblar A) 161, B) 167, C) 172, D) 177, E) 183.

To‘g‘rijavob varianti D).

Ko‘rsatma. Faraz qilaylik shs2.. tasodifiy migdorlar ketma-
ketligi bog'ligsiz va murakkab Puasson tagsimotlariga ega bodib, ular

S,={4,fiM 2={VF2b*"
ko'rinishda bo‘lsin. Ya’ni *="+...+ 4" yig‘indilarda

=R(X),P(vi=n)="e~*i,n=12,..

va tasodifiy miqdorlar birgalikda bog'liq bo'lImagan
tasodifiy migdorlar bodism. Umumiy yig'indi
S-S\+S2+..

tasodifiy migdoming tagsimotini topamiz. Buning uchun
[e0]

0
Laplas almashtirishlarini kiritamiz. Bu holda s migdoming

Laplas almashtirishi
f @ ©
®(")=Ee x p =Ee x p I | =]"lfexp(-sSj)=
;i Lo A
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= exp

Bu yerda
A=£>
/=1
(bu gatoming yaqinlashishi talab etiladi).

Endi

ifodani

I=iA

Tengiik bilan aniglangan tagsimot funksiyasining Laplas

almashtirishi deb hisoblasa bo‘ladL Demak,
b(y) = exp{AN(.r)-A}

formula o‘rinli ekaa

Berilgan misolda a”+Ar=2+3=5, sug‘urta hodisalari ro‘y
bergandan so‘ng meditsina xarajatlarini belgilaydigan y tasodifiy
migdoming zichlik funksiyasi “gorishma”

Sy nM +|laM
fimksiyadan iborat Bu yerda mos ravishda />(*) va #>(*) oraliglar

(o,iooo)va (0,200)lardagi tekis tagsimot zichlik funksiyalari. Bulami

hisobga olib meditsina xarajatlari yning zichlik funksiyasi
0, agar x<0,
7

. 5000" ~ 0<x<20°-
fy (*)=
agar 200<*<1000,

0, agar x>1000 bo'lsa.

8.3. Qayta sug‘urtalash masalalari

Sug‘urtalash shartnomasini tuzgunga gadar sug‘urtalovchi
shaxs X migdorda talofat yetkazilgan gandaydir riskka ega bo‘ladi.
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Shartnoma tuzilgandan so‘ng sug‘urtalanuvchi shaxs ozgina
premiya to‘plami hisobiga bu riskdan himoyalanadi. Boshqgacha
aytganda, sugdurtalanuvchi shaxs oz migdorda bodgan premiya
to‘lovchi hisobiga katta talofatlar keltirishi mumkin bodgan
tasodifiy risklardan qutiladi. Lekin, tahdidli bo‘lgan risk yo‘q
bodimaydi, uni sugdrta kompaniyasi o4iga oladi. Bunda
kompaniya sug‘urta potrfeli hajmini oshirishi hisobiga kasod
bodishlik ehtimolligini kamaytirishga erishadi. Lekin sugdirta
hodisalari rody berganda kompaniyaga katta hajmdagi sug‘urta
todlovlarini oshirishga to44ri keladi. Bunday holatlardan kamroq
talofatlar bilan chigish uchun sugairta kompaniyasi o ‘zining riskini
boshga kompaniyada sug4urtalashga harakat giladi. Sug‘urtaning
bu turini qayta sug'urtalash deb atash tabiiy bo4adi.

Qayd qilib o‘tish zarurki, sug‘urta kompaniyasi qayta
sug‘urtalash jarayonidan boshga sabablar hisobiga ham manfaatdor
bo‘lishi mumkin. Masalan, yangi bisnesni moliyalashtirish
go‘shimcha ish joylari yaratish zarurligida gayta sug‘urtalash
kompaniyaning moliyaviy turg‘unligini ta’min etishi mumkin

Mijozlar bilan bevosita shartnomalar tuzgan va o‘zining riskini
biror gismini boshga kompaniyada sug‘urtalaydigan kompaniya
uzatuvchi kompaniya deb ataladi. Uzatuvchi kompaniyaning riskini
sug‘urtalaydigan kompaniya gayta sug ‘urtalash kompaniyasi deb
nomlanadi.

Amaliyotda gayta sug‘urtalashning quyidagi varianti kogroq
go‘llaniladi. Uzatuvchi kompaniya 0‘z mijozlariga sug‘urta to‘lovi
R so‘mdan kam bo‘lgan hamma talofatlami qoplaydL Agar
sug'urta to‘lovi R so‘mdan katta bo‘lsa, uzatuvchi kompaniya
mustaqil ravishda bu to‘lovlaming R gismini gqoplaydi, R dan katta
hajmini esa gayta sugdurtalash kompaniyasi todlaydi. Demak,
to'lanishi kerak bodlgan X sug4irta todovi bodsa, uzatuvchi va
gayta sugdurtalash kompaniyalari mos ravishda

va

pul migdorlarini todaydilar.
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Aytib o‘tilganlardan kelib chigadiki, qayta sug‘urtalash
jarayoni boshlang‘ich risk X ni kamaytiradi. Bundagi R migdomi
chegaralash parametri deb ataladi.

Masala 1. Sug‘urta kompaniyasining portfeli bog‘ligsiz hayot
sug‘urtalaridan (1 yil muddatli) tashkil topgan. Bu biznes blokining
strukturasi quyidagi 1-jadvalda keltirilgan:

1-jadval
Shartnomalar soni  Sug‘urta summasi
500 100
300 50
100 40

Hajmi 860 boigan qgayta sug‘urtalash premiyasi uchun gayta
sug‘urtalovchi kompaniya har bir shartnomaning chegaralovchi
parametri 40 bo'lgan hamma individual to‘lovlami qoplash
majburiyatini oladi.

Qayta sug‘urtalovchi kompaniyaning yuklama koeffitsiyenti
sug‘urtalovchi kompaniyaning nisbiy himoyaviy qo‘shimcha
yuklamasidan 2 barobar katta.

Bitta shartnoma bo‘yicha gayta sug‘urtalash nuqtayi nazaridan
sug‘urta hodisasi bo‘lgan hodisaning ro‘y berishlik ehtimolligi

topilsin.
Javoblar: (A) 0,014 (B) 0,018 (C) 0,022 (D) 0,026
(E) 0,030
e Yechish. Oldin to4<idan-to‘g<i sug‘urta holatlarini

o‘rganaylik. Har bir bir turdagi bitta shartnoma bo‘yicha kutilishi
mumkin bo‘lgan talofatlar quyidagi 2-jadvalda keltirilgan:

2-jadvaT
Guruhdagi Bitta shartnoma Shartnomalar guruhi
shartnomalar ~ bo‘yicha kutilgan bo'yicha kutilgan
soni to‘lovlar soni to‘lovlar
500 100*0,02=2 500*2=1000
300 50*0,02=1 300*1=300
100 40*0,02=0,8 100*0,8=80
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Bu shartnomaning uchinchi ustunidagi ma’lumotlarga, asosan,

ko‘rilayotgan portfel bo'yicha kutiladigan to‘lovlar

1000+300+80=1380
yigrindiga teng. Bu yig‘indi netto-premiya miqdori. Umumiy
premiyalar migdori 2000 bo‘lgani uchun, sug'urta kompa-
niyasining nisbiy himoyaviy yuklamasi

0=2000-1380

1380

Mos ravishda gayta sug‘urtalovchi kompaniyaning nisbiy

himoyaviy yuklamasi
0'=2.0«0,9.

Endi gayta sug‘urtalash nuqgtayi nazaridan yuzaga kelgan
sug'urta holatini ko‘ramiz. Bu kompaniya fagat chegaralash
parametrlaridan katta bo‘lgan individual to‘lovlami qoplagani
uchun birinchi guruhdagi shartnomalar bofyicha 60 so‘m, ikkinchi
guruhdagi shartnomalar bo'yicha 10 so‘m, uchinchi guruhdagi
shartnomalar bo‘yicha hech narsa to‘lamaydi (0 so'm). Bulami
hisobga olib quyidagi 3-jadvalda qgayta sug'urtalash
kompaniyasining har bir guruhdagi to‘lovlar miqdori keltirilgan:

3-Jadval
Guruhdagi Bitta shartnoma Shartnomalar guruhi
shartnomalar bo'yicha kutilgan bo‘yicha kutilgan
soni to‘lovlar to‘lovlar r,
500 60*q=60q 500*60g=30000q
300 10*g=10q 300*10g=3000q

100 0 0

Bu yerda g-qayta sug'urtalash kompaniyasi uchun sugarta
hodisasi ehtimolligi. Keltirilgan 3-jadvaldan ko'rinadiki, gayta
sug'urtalash kompaniyasi uchun qayta sug‘urtalash portfeli
bo‘yicha kutilgan todov miqgdori 33000q - bu gayta sug‘urtalash
netto-premiyasi. Yuqorida ko‘rgan edikki, gayta sug'urtalash
nisbiy himoyaviy yuklama koeffitsiyenti 0,9 ga teng. Demak,
umumiy qayta sugaurtalash premiyasi 62700 ga teng. Lekin
masalaning sharti bo‘yicha bu premiya 860 ga teng, ya’ni
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627007=80

bo‘lib, <«0,0137*0,014. To‘g‘rijavob: (A) variant.

Masala 2. Sug‘urta kompaniyasining bir yillik umumiy
sug‘urta to‘lovi murakkab manfiy binomial tagsimoti bilan ifoda
etiladi. Bir yil davomidagi ro‘y beradigan sug‘urta hodisalari
sonining o‘rta giymati 9, uning kvadratidan og‘ishi 6 ga teng.
.Individual to‘lov miqdori fagat 1va 3 giymatlami mos ravishda 1/3
va 2/3 ehtimolliklar bilan gabul giladi. Kompaniya boshlang‘ich
riskni kamaytiradigan va chegaralovchi parametri R=3 bo‘lgan
gayta sug‘urtalash shartnomasini imzoladi.

Qayta sug‘urtalash kompaniyasining sug‘urta to‘lovi
miqdorining o ‘rta giymatini topilsin.

Javoblar: (A) 181 (B) 18,3 (C) 185 (D) 18,7 (E) 18,9

Yechish. Biryildaro‘y beradigan sug‘urta hodisalari sonini v
bilan belgilaylik. Masalaning sharti bo‘yicha tasodifiy miqgdor v-
manfiy binomial tagsimotga ega bo‘ladi, ya’ni

nl
va odatdagidek, bu yerda q=1-p, o<p<I.
Parametrlar a va p tasodifiy migdor v ning o‘rta giymati Ev
va dispersiyasi Vary bilan

-«1, Varv-L
P P
tengliklar orgali bog‘langan. Masalaning shartlaridan foydalansak,
a=3 p=l/4
tengliklami olamiz. Demak,
N=0,1,2,...
1284 4,
Oxirgidan bu tagsimotning hosil giluvchi funksiyasi
K(z):yy/>(v:/«):f—0 = R -
u U-2q) (4-3n)
ekanligini olamiz.
Endi tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi
n>...

individual sug‘urta to‘lovlari miqdorini ifoda gilsin. Masalaning
shartiga, asosan,

360



EVi g--+3*—§—;— Ezr=gzr =272
Agar s=I,+yn+4tY belgilashni kiritsak, S— bir il
davomidagi talofatlar miqdorini ifoda etadi. Bu migdoming, hosil
giluvchi funksiyasi

Ezs=2)E(zs/v=n) P(v=4)=Y,(EzTYP(v=n)=

Syt gy oy =nd 2 +228)
V 3 (4-2-223)3
Oxirgi formulada 2=1 nuqtada differensiallash amalini
bajarsak, Es =21 tenglikni hosil gilamiz. Bundan tashgari, hosil
giluvchi funksiya Ezs ni 2 bo‘yicha gatorga yoyib (z2 darajaga
gadar) quyidagilami olamiz:
1 1 1 z+223  (z+223)2

£2°= 1+ FAeeaees
64 7422 64 4 16

1f1 2022 proor £,32,322,

e 4 b J 64 4 8
Bu formula yig‘indi talofatning 0,1,2 nugtalardagi tagsimoti

P(S=0)=P(v=0)= 614,

27

113
512 3

N _ _ NS 1
P(S=2)=P(v=2)P(YI=)P(Y2=1)= 3 &
ehtimolliklarmi topish imkonini beradi.

Qayta sug‘urtalovchi kompaniya chegaralovchi parametr R=3
dan katta talofatlami goplaydi, xolos va uning sug‘urta to‘lovi
migdori

0, arap S <3
5-3, arap 5>3
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formula bilan aniglanadi.

Demak,

ES'=| InP(S'=n)=£ nP(S- 3=n)=Y,nP(S=n+3)=
i12d] J12d) Jp2d)

=f> - 3NE=«)=f> - 3)P(S=,)-£> - 3>S=n)=

n=3 n=0 n=0

=£5-3 +3eP(5=0)+2-/45=1) +I-/¥5=2) =

=21-3+—+—_ +"-=18"-«18,076.
64 256 512 512

Shuning uchun ham (A) variantto‘g‘rijavob bo‘ladi.

Quyidagi masalani mustaqil yechish uchun o‘quvchiga tavsiya
etamiz.

Masala 3. Sug‘urta kompaniyasining shartnomalar portfelining
strukturasi quyidagi jadvalda keltirilgan.

4-jadval
Shartnoma  Guruhlardagi  Sug‘urta Sug‘urta
turi shartnomalar nomi hodisalari
soni ehtimoiligi
1 50 4 0,05
2 100 10 P

Qayta sug‘urtalash kompaniyasi chegaralovchi parametr R=2
dan katta bo‘lgan talofatga ega bo‘lgan har ganday shartnomani,
hajmi 1 ga teng bo‘lgan riskni gqoplash uchun 0,02 migdordagi
gayta sug‘urtalash premiyasi belgilash bilan gayta sug‘urtalash
majburiyatini oladi.

Chegaralangan yig‘indi talofatining va qayta sug‘urtalash
bahosining 30 dan katta bo‘lish ehtimoiligi 0,10 ga teng.

Ikkinchi guruhdagi shartnomalar uchun sug'urta hodisasi ro‘y
berish ehtimoli p topilsin.

Javoblar: (A) 0,01 (B) 0,03 (C) 0,05 (D) 0,07

(E) 0,09
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Eslatma. Qayta sugdrtalash nuqtayi nazaridan, gayta
sugdurtalash shartnomalari tuzilganidan so'ng yuzaga keladigan
sug'urta holati quyidagi 5-jadvalda keltirilgan.

5-jadva
Shartnoma  Guruhlardagi Qayta Sug4urta hodisasi
turi shartnomalar sugdurta ehtimolligi
som majburiyati
1 50 2 0,05
2 100 8 P

Endi vl va v2 tasodifiy migdorlar mos ravishda birinchi va
ikkinchi turdagi sug4urta hodisalari rody berishlari soni bo'lsin,
ya’ni v=v, +v2Z—umumiy sug‘urta hodisalari soni bodsin. Sug'urta
kompaniyasi r=2 summani qoplash kerak, xolos. Demak,
kompaniyaning umumiy yig‘indi to‘lovi

S=2(vl+v2)
bodib, masalaning shartiga ko4a:
P(S+18>30)=0,L *

0 4 navbatida, umumiy gayta sugdurtalash premiyasi:

0,02(50,2+100,8) =18.

Yugoridagi (*) munosabatni p ga nisbatan tenglama deb
garab, unda

S-ES
[JVarS <x 5Dk

Approksimatsiyadan foydalananib, so4gra hosil bodgan

tenglamadan noma’lum p ehdmollikni topamiz. Bunda:
E =50e0,05=25  Ev2=100p,
tengliklardan foydalanishga to4g4i keladi.

8.4. Kasodlikning dinamik modellari bo‘yicha masalalar

Sugdurtaning  dinamik  modellari  individual  (statik)
modellaridan fargi shundaki, ulardagi xodimlami o4garishi vaqtga
bog4iq bodadi. Bu modellaming eng soddasi fagat ikki jarayondan
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iborat bo‘ladi: premiyalar tushimi jarayoni va sug‘urta tofiovlari
jarayoni. Premiyalar sug‘urta hodisalari ro‘y berishiga nisbatan
ancha tez to‘planadi va bunda premiyalar miqdori sug‘urta
to‘lovlariga nisbatan ancha kam bo‘ladi. Shuning uchun ham
sug‘urta hodisalari rogy berishi jarayonini asosiy deb hisoblansa, bu
jarayonning masshtabi chegarasida premiyalar jamlanishini
uzluksiz deterministik (tasodifiy bo‘lmagan) jarayon sifatida
tushunish mumkin.

Eng sodda holda premiyalar tushimi fagat bitta parametr c - pul
mablag‘lari tushimi tezligi bilan aniglanadi deb hisoblash mumkin.
Oxirgi jumlani quyidagicha tushunish mumkin: agar biror /
momentda kompaniyaning aktivi (kapitali) v, bodsa va /+n vaqt
momentiga gadar hech ganday sug‘urta hodisasi ro‘y bermasa,
kompaniyaning t+h momentdagi kapitali

4+ =4+ch
miqgdor bo‘ladi. Oxiridan esa

U‘ﬁ4:c:const

ekanligini olamiz. Bu xulosadan investitsiyadan olingan daromad
va inflatsiya hisobi olinadi.

Sug‘urta hodisalari rocy berishi jarayoning eng sodda
variantlari sifatida Puasson jarayonini gabul qilish mumkKin.
Aytaylik, s- bu jarayonning intensivligi bo‘lib, T- n- sug‘urta
hodisasining ro‘y berishi momenti,

n- va n-\- sug‘urta hodisalari orasidan vaqt intervalini belgilasin
(r0=0 deb hisoblanadi). Ko‘rilayotgan modelda sug4urta hodisasi
ro‘y bergan vaqtning o‘zida sug‘urta to‘lovi amalga oshiriladi.
Sug‘urta to‘lovlarini ifoda etadigan tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi

Yu Mit...

bog‘ligsiz va bir xil tagsimlangan deb hisoblanadi va ular sugaurta
hodisasi ro‘y bergan

momentlarga bog‘liq emas deb hisoblanadi.
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Endi kompaniya aktivining vaqt bo‘yicha o‘zgarishini
quyidagicha izohlab o‘tish mumkin. Vagtning /=0 momentida
kompaniya qgandaydir uw=u aktivga (kapitalga) ega. Birinchi
sug‘urta hodisasi ro‘y berishi r,=r, momentda kompaniyaning
aktivi u+cry miqdorga o ‘sadi (premiyalar tushimi hisobiga). Lekin 7,
momentda kompaniya y migdorda sug‘urta to‘lovi odkazadi.
Demak, - momentda kompaniyanig aktivi

n+cr,-A
miqgdorga kamayadi. r2Zmomentda - ikkinchi sug‘urta hodisasi rocy
berganda kompaniyaning aktivi
cNe-T"))=ar2
miqdorga o‘sadivau
u+crl-33"+CTj =u+c(tl+t2)-Y 1
so‘mni tashkil giladi. ¥ momentda kompaniya r2migdorda sug‘urta
to‘lovi to*laydi va uning aktivi
tt+c(r,+r2)-(y,+y2)
migdorga kamayadi.

Bu izohlab o‘tilgan jarayon cheksiz davom etishi mumkin, toki
kompaniyaning qandaydir sug‘urta hodisasi ro‘y berishidagi
sug‘urta to‘lovi uchun mablag‘i yetmasa. Bu holda biz sug‘urta
kompaniyasining kasodga uchraganligi haqgida gapiramiz. Shunday
gilib, tahlil etilgan model chegarasida kompaniya kasodga
uchraydi, agar

«+ds-(+..H9"0, n=12....
hodisalar ro‘y bersa. Aksincha, agar
UHCCY-YXEQ,

n+c(r,+r2)-(» +2)£0,

n+c(r, -(Y,+.4Y*)Z0,

lekin
u+c(Tx+...+TH-(Yy+...+YH<0

bo‘lsa, n- sug‘urta hodisasi ro‘y bergan t, momentda kompaniya
kasodga uchraydi.

365



Keltirilgan modelning asosiy xarakteristikasi bo‘lib . =, ()
kasodlik ehtimolligi hisoblanadi.

Butun bir birlik vaqt davomida o‘rtacha g sug‘urta hodisalari
rogy beradi va bu holat kompaniyaning o‘rtacha An miqdorda
sug‘urta to‘loviga olib keladi (bu yerda m=EYx=..=ey,,=...). Ikkinchi
tomondan bu vaqt oralig‘ida kompaniya premiya ko‘rinishida ¢
so‘m pul to‘laydi. Bu summa o‘rtacha toyuklama” toclov

c={1+0)Am
miqgdorga teng bo‘lishi kerak. Bu yerda e- nisbiy himoya
go‘shimchasi. Shuning uchun ham c>Am tengsizlik bajarilishi
kerak.

Kasodlik dinamik modellariga tegishli masalalami yechishda
izohlab o‘tilgan modellar uchun isbot etilgan quyidagi natijalar
muhim rol o‘ynaydi.

1. Kasodlik ehtimolligini Laplas almashtirishi (sug‘urta
kompaniyasining boshlang‘ich aktivi (kapitali) funksiyasi sifatida)

p(s) =te~nR(u)du= —T (+)

formula bilan aniglanadi. Bu yerda

<K)=Ee~T
individual to‘lov miqdorining Laplas almashtirishi, m=sr-
individual sug‘urta to‘iovi o‘rta giymati,

nisbiy himoya qo‘shimchasi.
2. Kasodlik ehtimolligi
m * * 4 2)
Lundberg tengsizligini ganoatlantiradi. Bu yerda r—noma’lum
2 ga nisbatan xarakteristik
ir@2) 2\ H1+0)nz (3)
tenglamani musbat giymatli yechimi. Bu yerda
y(2) =(p(-2) =Eex
individual sug‘urta to‘lovining momentlar hosil giluvchi funk-
siyasi.
3. Kramer-Lundbergning asimptotik



UND)-{\ +B) T
formulasi o ‘rinli.

4. Lundberg tengsizligidan va Kramer-Lundbergning asimptc
tikasidan kelib chigadiki, agar xarakteristik koeffitsiyent r ning
giymatlari katta bo‘lsa, kasodlik ehtimolligi kichik bo‘ladi. Shu
o‘rinda qayd etib o‘tish kerak bo‘ladiki, xarakteristik koeffitsiyent
r sug‘urta faoliyatining asosiy parametrlarini * (sug‘urta
hodisasining ro‘y berishlari intensivligi n, individual talofat
miqdori y, lami, premiya tushumi tezligi c) o‘ziga gamrab oladi va
uni  kompaniyaning moliyaviy xavfsizligi uchun asosiy
xarakteristika sifatida gabul gilish mumkin.

Masala 1. Sug‘urta kompaniyasining boshlang‘ich kapitali
(aktivi) 1va uning shartnomalar portfeli shundayki, u eng ko‘pi
bilan bitta sug‘urta hodisasini yuzaga keltirish mumkin.

Yana go‘shimcha ravishda quyidagilar ma’lum:

1) sug‘urta hodisasi ro‘y berishda ko‘riladigan talofat migdori
5 ga teng;

2) sug‘urta hodisasi ro‘y berish ehtimolligi

3) sug‘urta hodisasi ro‘y berish vaqti (u albatta ro‘y berishi
sharti ostida) tagsimotining zichlik fimksiyasi
p(t) =23 />1.
Premiya tushimi uzluksiz va u 3 ga teng.
Kasodlik ehtimolligi topilsin. Javoblar:
A) 0,03 B)0,06 C) 0,09 D) 0,12 E)0,15.
Yechish. Agar yagona (bitta) mumkin bo‘lgan sug‘urta

hodisasi ro‘y bermasa (uning ehtimolligi |), kompaniya hech

gachon kasodga uchramaydi.

Agar yagona sug‘urta hodisasi ro‘y bersa (bu hodisaning
ehtimolligi ~ ga teng), kompaniya kasod bo‘lishligi yoki bo‘l-
masligi, kompaniyaning sug‘urta hodisasi ro‘y berishi r
momentdagi uning aktivi, ko‘rilgan ziyondan (uning miqdori 5 ga
teng) Kichik bo‘lishiga yoki katta bo‘lishiga bog‘lig bo‘ladi. 0 ‘z-
o°‘zidan tushunarliki, t momentdagi kompaniyaning aktivi



1+ 37
migdorga teng. Demak, kompaniya kasodga uchraydi, agar 1+37<5
tengsizlik bajarilsa. Shunday qilib, kompaniyaning kasodlik
ehtimolligi

S=1.4(1+3r<5) =|
va masalaning yechimi tasodifiy miqdor T ning tagsimot
fimksiyasini nugtadagi giymatini hisoblashga keltiriladi. 0 ‘z
navbatida,
P(T<)=jy * —* L /£l

va

Pn =— «0,1458.
3 48

Demak, to‘g‘rijavob E) variant.

Masala 2. Qandaydir bir korxonani sug'urtalash uchun maxsus
sug‘urta kompaniyasi tuzildi. Sug‘urtaning riski yagona bitta
sug‘urta hodisasidan iborat Quyidagilar ma’lum:

1) sug‘urta to‘lovi (sug‘urta hodisasi ro‘y berganda) miqgdori
tagsimoti quyidagi jadvalda keltirilgan:

Summa Ehtimollik
100 0,60
200 0,40
2) hodisasini vaqtgacha r

ehtimelligi

3 kompaniyaning t momentdagi aktiviningd *_ m
. u(i) =60+20/- S(t)
formula bilan aniglanadi. Bu yerda s(t) —t vaqgtga gadar yig‘indi
todov migdori;

4) sug‘urta to‘lovi sug‘urta hodisasi ro‘y berganda darre
to‘lanadi.
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Sug‘urta kompaniyasini kasod boTishligi ehtimolligi topilsin.
Javoblar:

A"‘; B) : ng D) : E,)é.

Y fchish. Sug‘urta hodisasi ro‘y berishi momentini r bilan, bu
hodisaro‘y berishi ogibatidagi talofat migdorini y bilan belgilaylik.
Masalming sharti bo‘yicha r va y tasodifiy migdorlar bog‘ligsiz,

K ' i+
tenglik bajariladi. Demak, T tasodifiy migdoming tagsimot
funksiyasi

Bu tagsimotni zichlik funksiyasi

Fi'O:LLL(my .

Tasodifiy migdor y uchun
P(Y =100)= 0,60, P(Y =200)=0,40.
Endi kompaniyaning kasodlikka uchrash hodisasi . uchun
“to‘la ehtimollik” formulasiga, asosan,

P(R)= % p(R/T =t, Y = 100)/>(Y = 100)pT(t)di+ \OP(RJT =t,Y =200)P(Y =L, pT(t)dt
:0,6(J)7 (60+20/ <100)pT(t)dt+0,4 cJ)/ (60+201<200) pT(t)ct =
« 2 7
:0,63/ (t<2) pT(t)dt+0,467 (t<NpT(H)ck :0,68pr(j)dt+0,48p r(t)ot=
0

0,68(<2)+0,4/>("<7)=0,6-|+0,4-1*1.

Demak, to‘g‘ri javob D) variant.

Masala 3. Sug‘urta kompaniyasining aktivlari haqgida
qguyidagilar ma’lum:

1) sug‘urta toTovlari miqdori bogTigsiz va (0;10) oraligda tekis
tagsimlangan tasodifiy miqgdorlar;

2) har bir 1, 2, 3, ... momentlarda aniq bitta sug‘urta hodisasi
ro‘y beradi;

3) boshga momentlarda sug‘urta hodisalari ro‘y bermaydi;

4) nisbiy himoyaqo‘shimchayuklamasi 02 gateng;



5) premiyalar uzluksiz toianadi;

6) boshlang‘ich aktivlar (kapital) 1 ga teng.

Moment /=2 da kasodlik ro‘y berishi ehtimolligi topilsin.
Javoblar:

A) 0,05 B)0,06 C) 0,07 D)0,08 E)0,09.

Yechish. Har bir birlik momentda aniq bitta sug‘urta hodisasi
ro‘y beradi va uning uchun o‘rtacha sugarta to‘lovi 5 ga teng
bo‘ladi ((0;KQ oraliqdagi tekis tagsimot o‘rta giymati). Nisbiy
himoyaviy go‘shimcha 0,2 ga teng bo‘lgani uchun birlik vaqt
davomida tushgan premiya miqdori

(1+0,2)-1-5=1,2*5=6.

Demak, premiyalar tushimi tezligi 6 ga teng ekan va
kompaniyaning *=1 momentdagi aktivi 1t6=7 ga teng. Bu
momentda kompaniya kasodga uchramasligidan, t=1 momentda
ro'y bergan sug‘urta to‘lovining miqgdori <, tengsizlikni
ganoatlantirishi kerak. Bu to‘lov amalga oshirilgandan so‘ng
kompaniyaning aktivi i-yxbo‘lib, u t=2 momentga gadar

7-A+6=13T,
miqdorga oshadi. Bu momentda ikkinchi sug‘urta hodisasi ro‘y
berib, kompaniya y2 migdorda sug‘urta to‘lovi toMashi kerak.
Kompaniyaning *=2 momentda kasodga uchrashi uchun sug‘urta
to‘lovi  kompaniyaning aktividan katta bo‘lishi kerak, ya’ni
79>13 It

tengsizlik bajarilishi kerak. Demak, izlanayotgan ehtimollik

P =P(YX<1, ¥2>13-7)
bo‘ladi. Uni geometrik ehtimollik sifatida hisoblash oson bo‘ladi.
Hagigatan ham, yx va y2 bog‘ligsiz va (o;io) oraligda tekis
tagsimlangan bo‘lgani uchun, tasodifiy nuqta (y, y2) tekislikdagi

K ={(xy):0<jec " <10}
kvadratda tekis tagsimlangan bo‘ladi.

Izlanayotgan p ehtimollik, tasodifiy nugta (y,, y2) ni
D= :0<xin7,y>13-x}

sohaga tushish ehtimolligi bo‘ladi. Demak,

p mesD
mesK
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Kvadrat k ning yuzasi m*: =ioio=ioo. Oson ko”rinadiki, d
soha tekislikdagi teng yonli to‘g‘ri burchakli uchburchak bod4ib,
uning kateti 4 gateng bo'ladi. Shuning uchun ham

4-4

mesD = 8.

Demak,

P=— =0,08
100

vato'g'ri javob D) variant bo‘ladi.

Masala 4. Agar individual sug@rta todovi miqdori o‘rta
giymati « bo‘lgan eksponensial tagsimotga ega bo‘lsa,
xarakteristik koeffitsiyent topilsin.

Yechish. Eksponensial tagsimotning Laplas-Stiltes almash-
tirishi

<p(s):-|_|:n]._
Bu tagsimotning hosil giluvchi fimksiyasi
I-mz

Bulami hisobga olgan holda xarakteristik tenglamani

quyidagicha yozish mumkin:

—-—=1+(1+8)na
I-mz

yoki i
(1+8)TIr2-0mz=0.
Bu tenglamani trivial 2=0va yagona musbat

B C-bn

@1+8)T cm
yechimga ega. Bu yechim ta’rif bo'yicha xarakteristik koeffitsiyent
r bo‘ladi.

Masala 5. Agar individual sug‘urta to‘lovi miqdori
eksponensial tagsimotga ega bo‘lsa, kasodlik ehtimolligi r(
topilsin.

Yechish. Eksponensial tagsimotning Laplas almashtirishi

= |+mj -



Bunda ~ - eksponensial tagsimotning oata giymati. Shuning
uchun ham kasodlik ehtimolligini Laplas almashtirishi uchun
umumiy (1) tenglama

B
m m  @(+Om
p{s)~9 +a+e)ms~ e e
@+0)m
ko‘rinishda yozish mumkin.
Kasr fimksiya eksponensial zichlik funksiyasi a*- ning

Laplas almashtirishi bo‘lgani uchun, almashtirish formulasidan
foydalanib quyidagi natijaga kelamiz:

Quyidagi masalalami o4gquvchiga mustaqil yechish uchun taklif
gilamiz.

Masala 6. Boshlangdch kapitali 2 boigan sug‘urta kaTpa-
niyasi uchun:

1) biryillik yigdindi todovlar miqdori s ning tagsimoti

P(S=0)=0,6, />(5=3)=0,3, P(S=8=01;

2) sugdurta hodisalari yetkazgan zarar yil oxirida todarndi;

3) haryil boshida 2 (pul birligi) hajmida premiya to4anadi;

4) kompaniya aktivining yildan-yilga o4garish sxemasi:

yil oxirida aktiv=(yil boshida aktiv)(1+1)—S va bu yerda »=o,0s.

Kompaniya uchinchi yil oxirida kasod bo4maslik ehtimolligi
topilsin. Javoblar:

A) 0,74 B) 0,77 C) 0,80 D) 0,85 E) 0,86.

Tod4ijavob A) variant.

Masala 7. Sug4dirta kompaniyasi /=0 momentda boshlang4ich
aktiv 3 (pul birligi) bilan faoliyat boshladi. Har yilning boshida
kompaniya hajmi 2 (pul birligi) bodlgan premiya todaydi va vyil
davomida tagsimoti

Summa Ehtimollik
0 0,15
1 0,25
2 0,40
4 0,20
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jadvalda keltirilgan tasodifiy migdor hajmida sug‘urta to‘lovlari
to‘laydi. Har xil yillar uchun sug‘urta to‘lovlari bog‘ligsiz tasodifiy
miqdorlar bo‘ladi.

Agar kompaniyaning yil oxirida aktivi 3 dan katta bo‘lsa,
yuzaga kelgan farg dividend sifatida aksionerlarga tarqatiladi
(shunday qilib aktiv migdori 3 ga teng bo‘lib golaveradi).

Agar kompaniya sug‘urta to‘lovlarini to‘lay olmasa yoki uning
aktivi 0 gacha kamaysa, u kasodga uchraydi.

Kompaniyaning adminstrativ xarajatlari yo‘q va uning aktivi
investitsiya gilinmaydi deb hisoblab, uning (kompaniyaning) uch
yil davomida kasodga uchramaslik ehtimolligini toping. Javob:
0,902.

Yechish uchun ko‘rsatma* Kompaniyaning n- yil oxiridagi
aktivini u, bilan (sug‘urta to‘lovlari bajarilgandan va dividendlar
targatilib bo‘lganidan keyin), n-nchi yil davomidagi umumiy
sug‘urta to‘lovlari migdorini s, bilan belgilaylik. Bundan, agar

u,_, +2£S,,
bo‘lsa (ya’ni n-nchi yilning davomida kompaniya kasodga
uchrasa),
UM=UnH = —=
deb hisoblanadi.

Masalani shartlari bajarilsa, unga giyin bo‘Imagan mulohazalar

yordamida
u, if,

tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi holatlar to‘plami {8123 (0 -
abadiy holat) bo‘lgan Markov zanjirini tashkil etishga ishonch hosil
gilish mumkin. Bu zanjirning o‘tish ehtimolliklari

(1L 0 0 oV

p_ 02 04 025 015

02 0 04 04

40 0,2 0 0,8,
stoxastik matritsani tashkil giladi.

Masala 8. Kompaniyaning dinamik modeli murakkab Puasson
jarayoni bilan ifoda etilib, sug‘urta to‘lov migdori eksponensial
tagsimotga ega bo‘ladi.
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Premiyalar tushumi jarayoni uziuksiz bodib, uning tezligi 5.
Bulardan tashqari quyidagilar ma’lum:

1) boshlangdich kapital u=so bo4ganda, kasodlik ehtimolligi
196=0,01;

2) nisbiy himoyaviy qo4himcha yuklama B=25%=0,4.

Vaqt birligida ro‘y bergan sug‘urta hodisalari sonining o‘rta
giymati topilsin. Javoblar:

A) 1,75 B) 2,00 C) 2,25 D) 2,50 E)2,75.

To44ijavob A) variant

Yechish uchun ko‘rsatma. Masalaning shartlari bajarilganda,
kasodlik ehtimolligi boshlang4ich kapitali « orgali

formula bilan ifodalanadi. Bu yerda m-sug‘urta todlovi
miqdorining o‘rta qiymati, B-nisbiy himoyaviy qo‘shimcha
yuklama. 0 ‘z navbatida, (c-premiyalar tushimi tezligi)

c= @+ BT
va bu yerda n-aniglanishi kerak bo‘lgan miqgdor. Keltirilgan
formulalar asosida

munosabatni hosil gilamiz.
Masala 9. Sug‘urtaning dinamik modeli, murakkab Puasson
jarayoni bilan ifoda etiladi. Quyidagilar ma’lum:
1) / momenda kutilayotgan sug‘urta hodisalarining soni
5/ (<>0);
2) hamma sug'urta to‘lovlari o'zgarmas bo‘lib k ga teng;
3) premiyalar tushimi tezligi 50.
4) xarakteristik koeffitsiyent r=0,85.
Migdor K ning giymatini aniglang. Javoblar:
A) 2,6 B) 2,8 C) 3,2 D) 3,2 E) 3,4.
To‘gaijavob: A) variant (**2,6485).
Masala 10. Murakkab Puasson tagsimoti bilan ifoda etiladigan
sug‘urtaning dinamik modeli bo‘yicha quyidagilar ma’lum:
1) birlik vaqt davomida ro‘y beradigan sug4urta hodisala
sonining o4ta giymati 2;
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2) sug4urta to‘lovlari migdori fagat 1,2 va 3 bo'lishi mumki
(teng ehtimollik bilan).

Xarakteristik koeffitsiyentining o5 ga teng bo‘lishini ta’min
etadigan premiya tushumi intensivligini hisoblang.

Yechish. Masalaning shartlari bajarilgan holda sug‘urta toflovi
miqgdorining momentlar hosil giluvchi funksiyasi

V'(2)=|(el +e2+€3).

Bu formuladan va bevosita xarakteristik tenglamadan
premiyalar tushumi intensivligi uchun

c=j(r(r)-1)= (c05+ +e's)~ 1 *7,798.

Demak, javob c«7,79s.
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ILOVA
VINER VA PUASSON JARAYONLARI

Aktuar matematikada kollektiv risk modellarida uzluksiz
parametr tgabog‘lig bo‘lgan tasodifiy jarayonlar nazariyasi muhim
rol o‘ynaydi. Umuman, tasodifiy jarayonlaming amaliyotdagi
tatbiglari Viner va Puasson jarayoniari orgali namoyon boTadi.

LI. Viner jarayoni

Biz oldin holatlari diskret to‘plamlami tashkil etadigan Puasson
tasodifiy jarayonini o‘rgangan edik. Bu punktda trayektoriyalari
uzluksiz funksiyalardan iborat boTgan tasodifiy jarayonlardan
birini o ‘rganamiz.

Ta’rif. Tasodifiy migdorlar uyushmasi {£,/>0} Vinerjarayoni
deb ataladi, agar quyidagi shartlar bajarilsa:

I .5 - orttirmalari bogTigsiz tasodifiy migdorlar bo‘lganjarayon.

2. Har ganday r, <t2 s uchun

orttirmalar bir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar.

3. £0(«y)=0, oell.
4. A-*0 da
Eth=ah+o(h\ £|&f=0(h)
E%l=bh+ o(h), —00<a <00, 0<b<00.
Teorema. Agar § Vinerjarayoni bo‘lsa,

F - T b s\

Isbot. Tasodifiy miqdor £ ning xarakteristik fimksiyasi uchun

belgilashni kiritamiz.
Ixtiyoriy h>0 uchun shart 2 dan foydalanib quyidagi
tengliklarni yozamiz:
=EeH"  K) =«** -Eelf kM =



=Ee'r -Ee' =f(u) -T (1)
Teylor formulasidan foydalanib har ganday xeR uchun
=1+« -"+ o (X3

tenglikni yoza olamiz va uni qo‘llab,

AM =Ee-b =: +iuESh-y £9¢g +°(M£6|,)

munosabatni olamiz. Endi shart 4 ni hisobga olsak, h-+0 da

ft,-o = 1+iu(ah)- +°(h)uf «
Tenglik (1) ga oxirgi ifodani qo‘yib

= liu(ah)- )J/,(U)-

Xarakteristik fimksiyaning argumenti n chekli hagigiy son
ekanligidan va oxirgi formuladan foydalanib

W H M - tua® gy <)

tenglikni hosil gilamiz.
Oxirgi tenglikda /1-»0 da limitga o‘tsak,

N @)

differensial tenglamani olamiz.
Endi (2) tenglamani xarakteristik funksiyaning xossasidan

kelib chigadigan /Q(u)=1 boslilang‘ich shart (3-shartga garang)
blY
bilan yechib f(u)=e (1 formulani topamiz. Keltirilgan

xarakteristik funksiyaf(u) parametrlari (at,bt) bo‘lgan normal
tagsimotga mos keladi. Teorema isbot etildi.
Vinerjarayoni £ ning birgalikdagi

tagsimotini topamiz. Buning uchun

orttirmalaming birgalikdagi tagsimotini topish yetarli bo‘ladi.
Hagigatan, oson ishonish mumkinki

<x,)=P(rri<x|,Tjl+ T2 < x2,...,Tjl + ...+ rjl,< x1)
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tenglik o‘rinli va bunda Viner jarayonining shart 1 dagi xossasidan

foydalaniladi.
Endi isbot etilgan teoremani gqo‘llasak,
p (NX<-*p7i +7r +—PTe<xH —
= H IM* e dudu2..xlun
va bu yerda
G={(M,....); CXU, +4 <x2,..Mul+u2 <* 3

L2. Puasson tasodifiy jarayoni

Puasson tagsimoti va Puasson tasodifiy jarayonlari sug‘urta
kontraktlari modellarida muhim rol o‘ynaydi. Bu punkt oddiy
Puasson jarayonining sodda xossalarini tahliliga bagTshlanadi.

Ta’rif 1. Tasodifiy migdorlar uyushmasi {£(0, /£E0} Puasson

tasodifiy jarayoni deb ataladi, agar quyidagi shartlar bajarilsa:
1. 40 - orttirmalari bogTigsiz tasodifiy migdorlar boTgan

jarayon, ya’ni har ganday (n-natural, /0</, haqiqiy
sonlar) uchun

bogTigsiz tasodifiy miqdorlar boTadi.
2. 4(0- birjinslijarayon, ya’ni har ganday s,t va J1>0 uchun
4(t+h)-4(0, 4(s+h)-4(0
tasodifiy miqdorlar bir xil tagsimlangan.
3. £0)=0.
4. Qandaydir X>0 uchun A-*0+ boTganda
P(4(h)=Q=\-Xh +o(h\
P(4(h)=1)=M +o(h\
P(4(h)>2) =o(h)

Keltirilgan 1-4 shartlar har ganday />0 uchun 4(0 tasodifiy
migdoming aniq tagsimotini topish imkonini beradi. Buni amalga
oshirish uchun 4(0 ning

= Ix|*1
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hosil giluvchi funksiyasini koaamiz. Ixtiyoriy h>o0 uchun 1-4
shartlardan foydalanib quyidagi tengliklami yoza olamiz:
ywh(x) =Ex" Q= =Bx4 £r{#A 0=
=Exm <Exah) =y/t(x) i/h(x). (D
Hosil giluvchi funksiyaning argumenti x chekli son ekanligidan
va 4) shartdan foydalansak,
iffi(x) = (1-A,h +0(h)) +x(A.h+o(h)) +o(h) =\-A,(h) +(\-x) +o(h), h->co.
Oxirgi ifodanl (1) ga gqo‘ysak,
V,*to =V,toO + +°to >
ya’ni
V'm toh—V'ito =a(x-Dr(n)+o(l). (2)
Oxirgi (2) tenglikda limitga o‘tib (A-+0),
4& P=x*-1MW
at

differensial tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani *0JJ=1 (shart
3 ga asosan) boshlang‘ich shart bilan yechib
(%) = exp{/1/(x-1)} (3)
tenglikni hosil gilamiz.
Endi (3) fimksiyani darajali gqatorga yoyib

0 t=0
tenglikni olamiz.

Har ganday darajali gator o‘zining koeffitsiyentlari bilan bir
giymatli aniglanishini hisobga olib, (3), (4) tengliklardan

P(1i{,)=k)=e-"Ne-, K=01,.. (5)

ekanligiga ishonch hosil gilamiz. Demak, har ganday t>o0 uchun
({t) tasodifiy migdor parametri At bo‘lgan Puasson tagsimotiga ega
bo‘lar ekan.

Oxirgi xulosadan va (5) dan ko‘rinadiki, Puasson tasodifiy
jarayon %) fagat manfiy bo‘Imagan butun giymatlarni gabul gilgan
ekan. Shart 4 ga asosan, Puasson jarayonining trayektoriyalari
kamaymovchi, gisman - gisman o ‘zgarmas, o ‘ngdan uzluksiz, 0, 1,
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..., N,... nugtalarda sakrashi 1gateng bo‘lgan fimksiyalardan iborat
bo“ladi.
Oson hisoblashlar ko“‘rsatadiki,

Bu tenglikdan parametr A vaqt birligidagi puasson tasodifiy
jarayonining sakrashlari o‘rta giymati bo‘lishi kelib chigadi,
shuning uchun ham ¢ puasson jarayonining intensivligi deb ataladi.

Aytaylik,

e 0,
Puasson tasodifiy jarayonining sakrash nuqtalari bo‘lsin. Bu
belgilashda

o . - 6)
tasodifiy miqdorlar Puasson jarayonining sakrash nuqtalari
orasidagi intervallar uzunligini ifoda etadi va ulaming tagsimotini
topish qizigarli va amaliy ahamiyatga ega bo‘lgan masala
hisoblanadi.

Qayd qilib o‘tamizki, puasson jarayoni bir jinsli ekanligidan
(2 shartga asosan) {m-rsa,n>1} tasodifiy miqgdorlar bir .xil
tagsimotga ega bo‘ladi. Puasson jarayonining orttinnalari
bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar ekanligidan (1 shartga asosan) bu
tasodifiy migdorlar o‘zaro bogdiqgsiz bo‘ladi. Bir jinslik shartidan
(6) ketma-ketlikdagi tasodifiy migdorlaming bittasining (masalan,
r,-r0=r, ni) tagsimotini aniglash yetarli bo‘lishligi kelib chigadi.
O navbatida,

{r1>/}=Ne ) =0}
ekanligidan
Pri<f)=1-p(r1>0=1-~ (0 =0)=1-en
tengliklar kelib chigadi. Bulardan *>0 bo‘lganda
P(zx<t)=P(Tn-TnAZt)=1-e *
formulalar o‘rinli bo‘lishini olamiz, ya’ni Puasson jarayonining
konkret holatda (masalan, 0 nugtada) bo‘lish ehtimolligi parametri
A bo‘lgan ko‘rsatkichli tagsimot bilan aniglanar ekan. Oxirgidan
Puasson jarayoni uzluksiz vaqtdagi va holatlar to‘plami sanoqli
bo‘lgan Markov zanjirlari bo‘lishligi kelib chigadi.
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Agar Puasson jarayonining sakrash nuqtalari gandaydir bir xil
tipdagi hodisalarning gayd etilishi momentlari deb talqin etilsa, £(t)
shu hodisalarning / momentga qgadar (ya’ni [0,/] oralig‘ida) gayd
etilganlarining umumiy soni bo‘ladi. Keltirilgan ma’noda Puasson
jarayonlarini [0,00) oraligda aniglangan nuqtani (ruschada
“ToueyHbln”) jarayon sifatida tushunish foydali bo‘ladi.

Endi nuqgtali jarayonlaming ta’rifini eslatib o ‘tamiz.

Ta’rif 2. Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi r,,r2...,rq,.,, nugtali
jarayon deyiladi, agar ular quyidagi shartlami ganoatlantirsa:

1) Agar <00 boTsa, >r,,,

2) Har ganday chekli />® uchun shunday nomer n mavjudki,
uning uchun m>t boTadi.

13. Puasson jarayoni uchun markaziy limit teorema

Faraz qgilaylik, {jv(r),f>0}- intensivligi A>0bodgan puasson
jarayoni boTsin. Demak, bu jarayonning qiymatlar to‘plami
{012..} sonlardan iborat va

Bubo‘limda N{t) jarayonningtagsimoti Xt-+ao da

(1)

kuchsiz yaginlashish ma’nosida asimptotik normal boTishini
ko ‘ramiz.

Aslida bujarayon uchun anchakuchli boTgan tasdigning o”rinli
bofiishini namoyish etamiz va undan markaziy limit teorema ((1)
limit munosabat) xususiy hoi ko‘rinishida kelib chigadi.

Teorema 1. Har ganday J/1>0,r >0 uchun

Bu yerda (\ - Puasson tasodifiy yigfindisi uchun Berri-Esseen
tengsizligidagi absolyut ofzgarmas son va C\<0,3041.

Ancha murakkab texnik vositalardan foydalanib Puasson
jarayoni uchun markaziy limit teoremada Kkeltirilgan Berri-Esseen



bahosidan anigligi yugori bo‘lgan quyidagi notekis bahoni isbot
etish mumkin.
Teorema 2. Har ganday A>0,/>0, xeR uchun

L N (1)-Xt \I_qmr_) 22,7707,

v Va2 ] -Jo(\+HW\ |
Keltirilgan teoremalardan ko‘rinadiki, Puasson jarayoni
N(t),Aj *s¢& da asimptotik normal tagsimotga ega bo‘lar ekan. Bu
xossaning sharti (J1/-t00), masalan, intensivlik A fiksirlangan, lekin

vaqt cheksizga intilganda yoki vaqt chegaralangan, lekin intensivlik
cheksiz o‘sib borganda bajariladi.
Puassonjarayoni N(t) uchun markaziy limitteoremaning lokal

limit teoremalari variantlari ham bajariladi.
Teorema 3. Parametr A/-»cpda

Bu yerda

4xt’k~Qx2™"
13.1. Sug'urta todov!ari yig‘iiidisuimg tagsimoti

Sparre Andersen risk jarayoni bilan ifodalanadigan sug‘urta
kompaniyasining rezerv fondi fiksirlangan vagt momenti t da

tasodifiy migdor bo‘ladi va u N
-R)=u+ct-~ "Xj

X
formula bilan aniqlanadi. Eslatib o‘tamizki, bu yerda sug‘urta

holatlari ro‘y beradigan momentlar jarayoni N(t) - intensivligi a>o
boigan puassonjarayoni,

sug‘urta toiovlari ketma-ketligi. tasodifiy miqgdorlar N(t), X {iX2...
birgalikda bog“ligsiz deb hisoblanishini e’tiborga olib, to‘la ehtimollik
formulasidan foydalanib, Rtf) ning tagsimoti uchun quyidagi
tengliklami yoza olamiz:
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PR()<x)=P M+ a-"X,<r

1= Y
(Mo *
=1-p N \yy<y+c/—
VY%
n
=1-"P(NC(0=n)P " <y +c/-.
p=1 N =y
=1-AP(JV (0 =n)F*“(p+0), (@))

i glyg%ihlg:ll-c/ x, + belgitacpmotinksiyes HX)=p (x, <
FI'°(X)EE,,(X) nd nqachsa«aeh 1lptay hjlgmmkl)gl,rlﬁzdmm
F)=H), »~ 2t0igacaesa

-a'(%)= 1 p42(x-y)dF(y) .

Klassikriskjarayonidatasodifiy migdor N(t) parametri 1 bo‘lgan
Puasson tagsimotiga ega bo4adi va bu holda

PR <X)=l-erY NN -F™(u+cf- x+0)
i
tenglik bajariladi.

Hattoki FW tagsimot funksiyasining aniq ko4inishi ma’lum
bo‘lganda ham keltiriigan fonnulalar orgali rezerv fondning tagsimoti
p(R(t)<x) ni hisoblash giyin masalalarga aylanadi. Shuning uchun
ham bu tagsimot uchun to4ov jarayonlarining intensivligi g yokKi
to‘lov momentlari t ning katta giymatlarida (ya’ni umuman kt-»®
bo‘lganda) qulay asimptotik fonnulalar topish masalasini yechish

zaruriyati yuzaga keladi.
Ko adabiyotlardan yaxshi ma’lumki, klassik risk jarayoni

A/->m da asimptotik normal tagsimotga ega bodadi. Biz bu faktni,
umumiylikni chegaralanmagan holda, uzluksiz vagtdagi R(t)
jarayonni, diskret vaqtdagi
RR2.R¥ RARN)
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jarayon bilan almashtirgan holda isbot etamiz. Hagigatan ham,
birinchidan qat’iy matematik nuqtayi nazardan ;!iK)r(r)V?(/i):lligV?(r),
ikkinchidan bu almashtirish amaliyot bilan muvofiq bo‘ladi, chunki
to‘iov momentlari diskret vaqt birliklarida (sutkalar, soatlar, daqiqa)
bilan o‘lchanadi (sug‘urta kompaniyasining toiov momentlarini
sekundlar anigligida fiksirlashini tasawur gilish real vogealar gatoriga
kirmaydi). Aytib o‘tilganlarga o‘xshash ravishda N(t) jarayonni
N,,N2...,Nm* Nn=N(n.)
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bilan almashtiramiz.
Shunday qilib, boshidan boshlab, [xr y>I} tasodifiy migdorlami
bog‘ligsiz, bir xil tagsimlangan va
EX{=fi, DXx=a2<wm
deb hisoblaymiz.
Teorema 1, Faraz gilaylik, N(t)~ intensivligi /1>0 bo‘lgan
puasson jarayoni bo‘lsin. U holda, Kklassik risk jarayoni asimptotik
normal tagsimotga ega bo‘rladi, ya’ni

ax =D(X).

Isbot Tenglik

vV |/ v =
Quyidagi belgilashlami kiritamiz:
un=n/n, c,=JW1 b,=o0-/n,d,,=*nlcr2+ur) .
Puasson tagsimotining xossasiga, asosan,

Demak, bu holda da,
MM,,~cn _ P Nn~t*-sy n)
i»A(lj2+a) J2+S A



va bu yerda

2 + 2
[>(K<n:) = @ #ET9% XeR.

Yuqoridagi belgilashlarni hisobga olsak,
bBN.  IN. a
dH nx fiz+az
har ganday s >0 uchun n><x>da Chebishev tengsizlikdan
DN

N >E < T >0
nXx en2X2 emX
munosabatni olamiz. Demalk,
bNx—_s,
—_—F= — A 4
dn YFPox= "N 0

Q‘z navbatida, markaziy limitga, asosam, n-t00 da

it
1
2XI lA Crnin \;M> <- S

P(Y<x)=®(x), XD .

va

Endi

, . H
yInX(ti2+G2)
belgilashni kiritsak, (3)-(5) munosabatlardan
Z"YU+V,

limit yaginlashuvini olamiz. Demak,

lirmaP(Zn<x)=P(YU+V <X).

Agar limit tasodifiy migdorlar yyu,v laming yuqorida keltirilgan

ko‘rinishlarini hisobga olsak,

AU Xj—nuX
i
yjinX"p2+a 2

lLimP

<x P(YU+V<Xx)

386



= x 2 P o =om:
Y &2 Il ]
tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda parametrlari (0,2 bo‘lgan normal
tagsimotning tagsimot fimksiyasi
¢, M=p("}

va  a(*)*hg(x)=d*"*) ekanligidan foydalanikli.  Oxirgi
tengliklarga, asosan,

ur+<2 m2+vl
Yana shu narsani gayd gilib o*tamizki, limit tasodifiy migdor u
uchun

1

Demak, U tasodifiy miqdor hech ganday tasodifiy migdorga
bog‘ligbo ‘Imaydi vashusababli

birgaligida bo‘lgan kuchsiz yaginlashish, marginal tagsimotlami
kuchsiz yaginlashuviga teng kuchli bo‘ladi.
Keltirilgan izohdan va (2) tenglikdan foydalanib

|p_ nfll

R~A-n{c-fiX)-u *

i =|limP -
P g2+ a2 " VexXizrod
nuX
=i /:> =1- - =
limpP T2+ a2 <X =1- ®(-x) = d(x), xeO

limit munosabat o‘rinli ekanligiga ishonch hosil gilamiz. Teorema
isbot etildi.
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Keltirilgan teoremaning isbotida o‘tkazilgan munohazalarga
e’tibor bergan holda quyidagi xulosaga kelish mumkin: sug‘urta
to‘lovi migdorlari XVX2.. tasodifiy migdorlar chekli dispersiyaga ega
boigan va sug‘urta hodisalari jarayoni N(t) asimptotik normal
tagsimlashi xossasini ganoatlangan holda, mos Sparre Andersen risk
jarayoni

ND
R(t) =u+ct- ~ "X]j
M
asimptotik normal tagsimotga bo ‘ysunadi.
Isbot etilgan teorema 1 ¥->m da
P(A(0<X)«®P(2(X» (6)
tagribiy formulani qo‘llash mumkinligini asoslaydi va bu yerda
z(X)=x-'(c-W -n
4X

Keltirilgan (6) munosabatdagi approksimatsiya ifodasida fagat

sug‘urta tofiovlari Xj laming birinchi va ikkinchi tartibli momentlari

hagidagi ma’lumotdan foydalaniladi, xolos. Agar sug‘urta toiovlari
panjarasimon tagsimot ega bo‘lmasalar va ular uchinchi tartibli
- moment EX\ mavjud bo4lsa,

P(R(i)<x) «(r(*))~ - A

tagribiy formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda z(x) - yugorida aniglangan
ifoda,

standart normal tagsimotning zichlik fimksiyasi. Keltirilgan (7)
tagribiy formuladagi xatolik tartibda bo“ladi.
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1. UMR DAVOMIXARAKTERISTIKALARI
1.1. Tiriklik funksiyalari. 0 ‘Limjadvallari

Har bir insonning umr davrini gandaydir ehtimoliiklar fazosi
(Q,3,P) da aniglangan usluksiz tasodifiy migdor X bilan ifoda etish
mumkin. Inson har xil tabiiy jamoa sharoitlarida yashaydi.
Jamiyatda turli xil mashg‘ulotlar bilan shug‘ullanishi mumkin. U
umri davomida turli xil kasalliklar bilan og‘rishi mumkin.
Keltirilgan va boshqga faktorlar uning necha yil yashashiga ta’sir
etadi. Shularga garamasdan X tasodifiy migdoming (t.m) tagsimot
funksiyasi (t.f) ma’lum deb hisoblash mumkin va uni « («, bilan
belgilaymiz. Amaliyotda esa, bu yetarli katta hajmdagi bir xil umir
tarziga ega boTgan yoki bir xil kasb bilan shug‘ullanuvchi insonlar
guruhi uchun o‘lim statistikasi ma’lum bo‘lishini talab etadi va bu
statistika asosida F(x) funksiyani aniglash mumkin bo‘ladi.
Kelgusida n yoshdagi individiumni x yoshdagi hayot deb hisoblab,
uni (x) deb belgilaymiz: bu holda I-F(x) ayirmaga s(x) bilan
belgilab, uni tiriklik funksiyasi deb ataymiz. Tiriklik funksiyasi
S(x) uzluksiz kamayuvchiva 5(0)=I, 5(+o0)=o0. keltirilgan ta’rifdan
ko‘rinadiki

P(a<X <b)=S(a)-S(b)y a,b>0.

bu formuladan kelib chigadiki, (X) hayotning (x,x+t) intervalda
oTimi ehtimolligi

P\$X<X<X+I/X>X})"S" ~5j()-()" +"-:\-S§(;)“ =I-t px ysibuQrd3il
individium X ning x yoshgacha yashashi sharti bilan, uning x+t
yoshga qadar yashash shartli ehtimlolligi (u belgilash halgaro
migyosida aktuar fanlar tizimida qabul gilingan). Agar 1-, px
ayirmani tox bilan belgilasak bu (X) hayotning x+t yoshgacha
oTimi ro‘y berishi ehtimolligini bildiradi va (x) hayotning
kelgusidagi (x) dan keyingi umr davrini 7,(x) t.m. bilan ifoda etsak,
/%1,(x) <r) =t ogx tenglik o ‘rinli boTadi. Demak, (gx ehtimollik r(x)
t.m. uchun tf. bo‘ladi. 0 ‘z-o‘zidan ma’lumki, x=0 boTganda,
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fox=£(*). Bundan tashgari /=1 bo‘lganda, mos ravishda
iPx=P& \ax =%k belgilashlami kiritsak (x) hayotning (x+t,x+t+u)
intervaida o‘limi ro‘y berish ehtimolligi
tAx =p{t <T(X) <t+u)=t+ugx QX =, pX ,, gx+,
Demak,
5(x+/) S(x+t+u) S(x+t)S(x+t)-S(x+i+u)

"udx= S(x) = SWS@+r1) =:PX-UsAx+,
Ehtimollik z/19x (m=1 bo‘lganda) soddaroq ravishda +t gx
ko‘rinishda belgilanadi. Biz hozirga gadar hayot davomi bilan
bog‘lig bo‘lgan tm. lami oaganayotgan edik. Lekin statistik
jadvallar, asosan, diskret giymatli t.m. lami kuzatish orgali tuziladi.
Shu munosabat bilan giymatlari “butunlashtirilgan” (yillar
bo‘yicha) kelgusidagi umr vagtini ifoda etadigan t.m. tushunchasini
kiritamiz: £(x)=[r(x)]

([X] migdor x ning butun gismi). Bu t.m. a(x) uchun
P(K(x)="fc)=/>(E<l (je)c<:+1)=(. px-M px =k/ gx =k px gx+k
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Oxirgi tengliklardan, xususan,

LLIK/9x=n-+\Ax
k=0

ekanligi kelib chigadi.

Endi x yoshdagi individiumlami bo‘lish intinsivligi
tushunchasini kiritamiz. Ehtimollik zqx argument t ning Kichik
giymatida

s [(x)
S(x) -Si*)"
ifodaga. teng bo‘ladi. Oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagi t ga
bog‘lig bo‘Imagan

fx( > 5(x)
ifoda x yoshdagi individiumlami o‘lim intensivligi deb ataladi.
Ushbu

-~ = 7~ (logSW)
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tenglikdan

log(,,/>x) = Iog-S R+ X? P'dt

ekanligi va oxirgi tengliklardan esa
K

nPx~exP JPx+fd
4y o0

munosabatni olamiz.
0 ‘z navbatida keltirilgan munosabatdan .x=o0. bo‘lganda

5(jc)=exp|-J//r+1 formula kelib chigadi. Demak tm.ning ziclilik
fimksiyasi
/W =-SIW =exP '\ptdt Mx = S (x)m(x)
0

ifodaga teng bo‘ladi.
Keyingi mulohazalardan esa, tm. T(x) ning zichlik funksiyasi

uchun

é((s:li_i(b%f,\l gfctO)’- SVOo E(*Ti-,)<?(*) e

tenglik bajariladi. Oxirgi tenglikdan, xususan,
0

\zPxPx+zdt=I
0

ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Endi npx->0 (n->00) limit munosabatdan quyidagi
X4
-log(rpx)->00, | /,<*->c0 «->00
X
asimptotik mulohazalar bajarilishini olamiz.
Misol. Aytaylik, o </<I bo‘lib A va B hodisalar
n=(r(*H "N '< TM}
tengliklar bilan aniglanadi. Bevosita ishonch hosil gilish mumkin
bo“ladiki, _
p(AUB)=p(a)+p(a)p(bP)
tenglik o ‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan esa
Keil



Ax -t Ax +/ Px +1-( Ax+/

ekanligi kelib chigadi va bu tenglik (x) hayot uchun yaqin bir yilda
o‘lim ehtimolligi, yilning birinchi t-nchi gismida o‘lim ehtimolligi
vayilning golgan (I-/)-nchi gismida o‘lim (yilning birinchi /-nchi
gismida tiriklik sharti bilan) ehimolliklarini ko ‘rsatadi.

Endi yuqorida koailgan tm. lar uchun statistik jadval tuzish
sxemasini keltiramiz. Faraz gilaylik, bizda /0 sondagi (masalan,

f0=100000) bir vaqtda tug‘ilgan individiumlar hagida ma’lumotlar
mavjud bo‘lib, ulardan L(x) tasi x yoshga gadar yashagan bodsin.
Yanabir marta z (x) t.m. bo‘lishini eslatib o‘tamiz. Agar har ganday
j nomerli (y=1,2,...,/0) individium uchun Ij(x) uning x yoshgacha
yashashindikatoriboUsa”a’ni /y(x)=I, agar j nomerli individium
x yoshda tirik boisa, 1j(x)= 0 aks holda), hamma individiumlar bir
xil o‘lim xarakteristikalariga ega deb hisoblab (ya’ni 1j(x) tm. lar
bir xil tagsimlangan) E1j(x)=s(x) tenglikdan foydalanib ekanligini
olamiz.
"Z(x)="(x)

Shu yerdan boshlab kelgusida x yoshga qgadar tirik bo‘lgan
individiumlaming o‘rta giymatini (ya’ni ~z(x) ni) Ix harfi bilan
belgilaymiz. Migdor L(x) bilan bir gatorda (x,x+n) intervalda vafot
etgan individiumlar soni nDx - tm. ni (ya’ni boshlang‘ich /0

guruhdagi x yoshga gadar yashamaganlar soni) o‘rganamiz. Bu
holda nax bilan (x,x+n) intervalda vafot etgan individiumlar

o ‘rtacha sonini belgilab ‘e
Aax="(n")=/0(5(x)-5(x+n))
tenglikka ega bo‘lamiz.

Oldin kiritilgan bir nechta migdorlami Ix migdor orgali
quyidagicha ifoda etish mumkin:
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Yuqorida keltirilgan mulohazalarga asoslanib, x-individiumning
urar davomini xarakterlaydigan migdomi butun musbat son deb
hisoblash mumkin bo‘ladi va uni matematik statistika metodlarini
go‘llab tahlil etish mumkin. Lekin bu metodlami amaliyotda
go‘llash bir ganchajiddiy to‘siglami yengib o‘tishini tagozo giladi.
Masalan, katta sondagi individiumlar gruppasini kuzatish (statistik
ma’lumotlar yig‘ish) jarayonini tashkil etishjiddiy texnik muammo
bo‘ladi, chunki har bir konkret holatda o‘lim statistikasi jadvallarini
tuzish, shu holatga mos keluvchi talablami kiritishgato‘g‘ri keladi.
Bundan tashqari to‘plangan statistika ma’lumotlari to‘la bo‘Imaydi.
Shuning uchun ham individiumlami odlim jadvallami oldindan
berilgan boiishi talab etiladi. Masalan, katta yoshdagi kishilar
gruppasida jarrohlik  operatsiyalarini  o‘tkazish, oldindan
chegaraviy umr ko‘rish parametri € ni shunday tanlash kerak
bo‘ladiki, uning uchun S(co)=0 shart bajarilishi talab etiladi.

Kiritilgan ix, xixx funksiyalarini grafiklarini ko‘rish giyin
bo‘Imaydi. Bu grafiklardan va

tengliklardan foydalansak, Xux funksiya ekstremum nuqtalari Ix
fimksiyaning egilish nugtalarigamos bo‘lishiga ishonch hosil gilish
mumkin.

Misol. Quyidagi Ik migdoming 30-50 yoshdagi
individiumlar uchun o‘lim jadvali keltirilgan:

X 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
93757 93551 93336 93111 92876 92629 92369 92096 91807 91502 91179

Ix



4 42 43 4 45 46 47 48 49 0
90836 90472 90084 8%71 89231 83760 83257 87718 87141 86523

Bujadvaldan foydalanib quyidagi ehtiolliklar hisoblansin :
a) 30 invidiumning 45 yoshgacha yashash ehtimolligi
b) 30 invidiumning 40 yoshgacha o‘limi ehtimolligi
d) 30 invidiumning 5-nchi 40-50 yillarda vafot etishi
ehtimolligi
. A Ao .
Yechish. a) ]5fto—m— yll—I_IC},95 i7,
t\ 1 ™M t 91179 nn-_-
b) 10230= "~ = 93757=

/40 F1 /50 _
® 10/10730 -10 P 30'10 flao —7 . =004617.
hap v oy

Endi r(x) va *(*) tasodifiy migdorlaming momentlari uchun
ifodalar keltiramiz. Buning uchun quyidagi ikkita lemmalami
isbotlaymiz, Bu lemmalarning birinchisi uzluksiz tipdagi t.m.larga
ikkinchisi diskret tipdagi tm.larga taallugli bo‘ladi.

Lemma 1. Faraz gilaylik X tm. (x>0) uzluksiz tipda bo‘lib

uning t.f. F(x) boisin, R+=[0,00) oraligda aniglangan Z(/)-
monoton fimksiya differensiallanuvchi bo‘lib, uning giymatlari
manfiy bo‘Imagan sonlar bo‘lsin.«,DAgar EZ(x)< 00 bo‘lsa,

EZ(x)=2(0) + IF (x))dZ(x)
0

formula o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Har ganday N>0 son uchun

Jz{x)dF{x) =- \z(x)d (I-F{xj) =Z(0)-Z(N)(\-F(x))+ F{x))dZ(x)
0 0 0
tenglik bajariladi. Bunga ishonch hosil gilish uchun bo‘laklab
integrallash formulasidan foydalanish vyetarli bodadi. Oxirgi
tenglikdan ko ‘rinadiki, lemmani isbotlash uchun

Vim Z(N)(\-F(N)) =0

munosabatni isbotlash yetarli bofladi.
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Agar z(x) monoton o‘suvchi fimksiya bo‘lmasa oxirgi tenglikning
to‘g‘riligi o‘z-o‘zidan ravshan. Agar z(x) fimksiya monoton

kamayuvchi bo‘lsa
co ©

05 Z(N)(1- F(N)) =Z(*) jdF(x) <jz (x)dF (x)
N N
Integral

EZ(x) =]z(x)dF(x)
0

yaginlashuvchi bo‘lgani uchun

NZ{X)dF(X)->0, N —c0
\%
munosabat bajariladi. Lemma 1 isbot etildi.
Isbot etilgan lemmadan foydaianib, (*) hayotning kelgusidagi

o0‘rta giymatini topish mumkin. Hagigatan ham isbot etilgan lemma
1da z(x) =x deb olsak

ET(><)=0 (*)<u)=(J)‘thMxﬂdt=\0pxdt
Aktuar matematikada hammajoyda o‘rta giymat uchun
£T(x) =R

belgilashdan foydalaniladi. Agar z() funksiyani z(x)=x2 deb
tanlasak, u holda r(x) tm. ning ikkinchi momentlari uchun

E[T{x)f =2 \ttpxdt

0
formulahosil gilamiz.

Bundan T(x) tm.ning dispersiyasi uchun
var(r (*))=2 ipxdt- (IX)
0

formulani keltirib chigaramiz.
Endi ixtiyoriy n=0,1,2,...,, giymatlami
g(x)=P(X =k), k=0,1,2,...,
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ehtimolliklar bilan gabul qiluvchi diskret t.m. X ni ko‘raylik.
Uning t.f.

G(X)=P(X<x)= X S(K)
{k, k<x)

formula bilan aniglanadi. Bu formuladan

g(x) =G (*)-G(k-1)=AG(k- 1), G(-1)=G(0)=0
tengliklar kelib chigadi.Bulardan tashqgari quyidagi lemma o‘rinli
bodadi.

Lemma 2. Faraz qilaylik, {012..,} to‘plamda aniglangan
ixtiyoriy, manfiy bo‘Imagan, monoton funksiya z() uchun Ez(x)
o‘rta giymat mavjud bo‘lsin.

Bu holda
EZ(x)= X Z(k)g(k)=Z(0)+ X O- G{k)Yz{k)
k=0 *=0
tenglama o‘rinli bodadi.

Isbot Eng avvalo s(k)=\- G(k) belgilashni kiritamiz va undan
foydalanib quyidagi tengliklami yoza olamiz:

YAM )

0=0 _JZO
Z(AS*I) -Z(*)S(H 4_-:50X/ H./)
J
Lemmaning isboti
HQQQZ(*)S(“") =0 (*)
munosabatdan kelib chigadi. Bumunosabat z(-) funksiya monoton
va o‘suvchi bo‘Imagan holda
Il%(n) =0

ekanligidan o‘rinli bo‘ladi.

Kamaymaydigan monoton z(-) funksiya uchun (*) tenglik
quyidagi munosabatlarga asoslanadi:

0<ZW)5(n-1)=2z(n) fl g (i) <£ Z(j)g (i)
J=n J=n

b3 =A0.S)- L L +L L -ZQ)<0+_Z(9SC)
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va bunda matematik kutilma £Z() mavjudligidan
()]

T1Z(j)9(.j)~*0" n-w00
J=n

Lemma 2 isbot etildi.
Tasodifiy migdor X =K(x) uchun

* .6 (k)= k+IP x

tenglik bajariladi. Demak

EZ(K(x)) =Z(0)+ Y AZ (k) k+Ipx
k=0

Endi z(k) =k deb gabul qgilib
EZ{K{x))=£MPx
k0

tenglikga kelamiz.

Agar z(k) funksiya sifatida J11. m gabul qilsak, tm. ()
ning ikkinchi momenti uchun quyidagi sodda ifodani hosil qilish
mumkin:

E(K()? = ff2k+)M Px
Endi EK(x) migdomi Ix bilan belgilab quyidagi

var("W)= Z (2A+1) k+iPx-%

tenglikni o‘rinli ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin.
1.2. 0 ‘lim xarakteristikasining boshqga turlari

Oldingidek umumiy umr xarakteristikasiga ega bo‘lgan va /0
sondagi individiumlar gruppasini ko4amiz. Bu gruppaga boshidan
tegishli boTgan individiumlar uchun Lx deb, (x,x+l) intervalda

yashab o‘tilgan umumiy oartacha yillar sonini belgilaymiz.
U holda

4
IX="CH  fylx+HNoHck
0

Bu ifodada bo‘laklab integrallash amalini bajarib
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1 1 11

At=A+i—faix+t=A+i+ J(r+/~"—t"x+t/ 0= jA+/"
0 0 0

tenglikni olamiz.
Endi zx xarakteristika orgali * yoshda o‘limning
markazlashtirilgan koeffitsiyenti deb ataluvchi
i

5 A~A+i

0
migdomi kiritamiz.
Ko‘rilayotgan individiumlar gruppasi (/0 sondagi) uchun T(x)
deb, x yoshdan keyin shu gruppa individiumlari tirik bo‘lgan yillar
sonini belgilaymiz. U holda
[e0]

[00) [e9]
At — =~ jAx+t = jIx+tdt

0

0
Bu xarakteristika uchun keltirilgan oxirgi i/ Ixfodadan
X

I = Mipxat =1
tenglikni olamiz. Demak, Tx migdomi ko‘paytma ko‘rinishida
yozish mumkin ekan.
Yana bitta odim xarakteristikasini Kiritamiz. Umr intervali
(x,x+1) da vafot etgan individiumlar yashab o'tgan o‘rtacha yillar

soni
t i

WX +2zZM x+ t* iPxPx+fo

«(*)=4 =4 =*(r (?)/7(*) <0
\ X«M x+,1 \,PxM x+Id|
0 0

Oxirgi ifodadagi X tasodifiy migdoming shartli matematik
kutilmasi (biror B hodisaga nisbatan)
fxdp

BAS- (%50



tengliklar bilan aniglanadi.

Agar umr intervali (x,x+1) da o‘limlar soni tekis tagsimotga

ega bo‘lsa,

Ix+HMx+1 =dx
tenglik bajarilib, dc=0,5 bo‘ladi.

Aytib o‘tilganlardan tashgari
dx= L*~I*
I*-1x+1
tenglik o‘rinli bo‘lib, undan
Lx=a(x)Ix+ (I-a(x))Ix+ID " £ ! -

munosabatlar o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

Hozirga qadar biz fPxtIx tiriklik funksiyalarining
argumentlari teax lami butun giymatli deb hisoblagan edik. Bu 0‘z
navbatida, «(x) tasodifiy migdoming tagsimotini aniglovchi
jadvallar mavjudligi bilan teng kuchli bo‘ladi. Bujadvallar asosida
tiriklik funksiyalarining giymatlari x+/, /e(0,1) ko‘rinishidagi
kasrlar bilan ifodalangan umr xarakteristikalari uchun ham

foydalanish mumkin.
Buning uchun esa, quyidagi uchta asosiy shartlar bajarihshi talab

etiladi:
A. Har bir umr intervali (x, x+1) da (x- butun musbat son) o‘lim
holatlari tekis tagsimotga ega. Bu holda
5(x+/)=(1-)5(x)+"~(x+r), te(0,)
formula gabul gilinadi.
B. 0 ‘lim intensivligi har bir (x,x+l) (x-butun musbat son)
intervalda oczgarmas son. Bu holda
5(x+/)=5(x)exp(-/i/), te(0,l), //=-logpx
formula gabul gilinadi.
C. (Balduchchi gipotezasi). Bu holda
1 =1t t
S(x+/) S(x) S(x+/)
formula qabul qilinib, s(-) funksiyaning x+/ nugtadagi

giymati
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S(x+t)-  S(MS(*+I)  o<I<l
"> (2-)S(jc++iS(jcy*
formula bilan aniglanadi.

Keltirilgan har bir A B, C shartlardan tiriklik funksiyalarini
ko‘rinishlarini aniglash mumkin. Masalan, A gipoteza bajarilganda,
tiriklik funksiyasining ko‘rinishini topamiz. Berilgan A shartdan
foydalanib

S(x+/) . v , (1-)S (*) +1S(x +1)

tengliklami isbotlash mumkin. Buning uchun Agipoteza
bajarilganda /ixtt funksiya ko‘rinishini topamiz. Ta’rif bo‘yicha
0</<1 bo‘lganda

” S'jx+t)  gx S(x+1)-S(x)

Ml S{x+t) 1-tgx  5(n)+r(5(x+1)-5(a:))
Ixtiyoriy /,me(o,) miqgdolar uchun .t+u<Il. bo‘lganda, o‘lim
holatlari intensivligi o‘zgarmas boUishidan (gipoteza B)

, —fu S(x)er-S(x)e-"HI> S(x+,)-S(x+, +u)

B ndx+ ' S(x)e~>* S(x +t)

kelib chigishini isbotlash mumkin.

Keltirilgan mulohazalami yetarli darajada takrorlab, har bir
uchta A B,C gipotezalar bajarilgan holda 5() fimksiyaning *+/ (
x butun son™ o</<I) nuqtalardagi qiymatlarini aniqlab, ular orgali
ixtiyoriy tiriklik funksiyalarining ko‘rinishlarini topish mumkin
bo‘ladi. Quyidagi jadvalda A,B,C gipotezalar o‘rinli bo‘lganda,
ba’zi tiriklik funksiyalari uchun ifodalar keltirilgan:

Funksiya A V S

(Ax tgx 1-e"n *bl(_o -0 ?%)

(Px r* Px/{1~(1~Dsx)
XAx+t LUxNY-*5x) [-e-t™

Y AXLLY-*51x) M «x/(1_(W )?%)
tPXPx+H 2l fie

PxAx1{\-{\-“)ux)2



Kasr yoshdagi (x) hayot uchun keltirilgan gipotezalardan uchta
gipotezalardan birinchisi (A) keng gqo‘llaniladi.Berilgan gipotezalar
(shartlar) bajarilsa, Ix funksiyaning grafigi gism-chizigli fimksiya
bodadi. A gipotezadagi tekis tagsimotning bitta foydali xossasini
gayd qilib o4amiz. Kelgusidagi hayot vaqtini ifodalovchi t.m. T(x)
ni
T(x)=K(x)+S (X)
koerinishda yozamiz. Bu yerda s(x) fimksiya T(x) ning kasr gismi.
Bu holda har ganday butun, manfiy bo‘lImagan k va Se (0,1) uchun
P(k<T(x)<k+S)=P(T(x) =k, S(x)<S)=Kk/sgx =k px sgqx+k

Shu bilan bir gatorda (*Jfc+l) oraligdagi tekis tagsimot uchun
sQxtk=sAxtk  va P(K(x)=k)=kPxax+k tengliklar bajariladi.
Keltirilgan tengliklami hisobga olsak, shartli entimollik uchun

IX(S(x) <s / K(x) =k)= P{S(X] =APx>3xtt="+ L =
P (K(x) =k) KPXAX+K Ax+K
Tenglik o‘rinli boTib, undan XX¥ va S(x) tasodifiy miqdorlami
o‘zaro bogTigsiz ekanligi kelib chigadi. Bundan tashqgari, oxirgi
tenglikdan S(x) tasodifiy migdomi (0,1) oraligda tekis
tagsimlanganligi ham kelib chigadi. Tagqoslash uchun qayd qilib
o4amizki, (B) gipoteza o‘rinli bodgan holda (ya’ni oTimlar
intensivligi har ganday (fIcA+l) intervalda o‘zgarmas bo‘lganda)
quyidagi formula
e ~I-Px+k
o‘rinli bodadi. Oxirgi formuladan ko4inadiki, (B) gipotezasi
bajarilgan holda, K(x) va S(x) tasodifiy miqdorlar bogdigsiz
bodlishi uchun shartli ehtimollik
P(S(x) <s/ K(x) =k)=i ZPxzk
1 Px+k
K bogdiq bodmasligi yetarli va zaruriy shart bodadi. Agar,
masalan, px+k=p bodlsa, bu shart bajariladi. Bu holda



Odim holatlari tagsimoti tekis tagsimot bo‘lgan holda (ya’ni A
gipoteza bajarilgan bo‘lsa) T(x) va K(x) tasodifiy migdorlaming
dispersiyalari va o‘rta giymatlari

4 —x+\. Yer(T(x))=Yar(K(x)) +=*

tengliklar bilan bog‘langanbo‘ladi. Bu munosabatlar S(x) tasodifiy
migdoming (0,1) oraligda tekis tagsimotga ega bo‘lishidan va T(x)
va £(*) tasodifiy migdorlami bog‘ligsiz ekanligidan kelib chigadi.

1.3. Kasr yoshdagi hayot vaqtining integral xarakteristikasi

Bu punktda 1yil davomida o‘lim ro‘y bergan momentlar (vaqtlar)
tagsimotlarining  integral ko”nishidagi xarakteristikalarini
kiritamiz.

Yoshi x (*-butun son) bo‘lgan shaxsni ko‘ramiz va faraz
gilamizki, uning goldiq hayot vaqti Tx <1bofisin. Biryil orasidaro‘y
beradigan o‘lim holatlari tagsimotining eng sodda integral
ko‘rimshlari xarakteristikalaridan biri

a(x)=E(Tx ITx <2
tenglik bilan aniglanadi.

Bu xarakteristika sharti qo‘shimcha tagsimot fimksiyasi
p{Tx>\JTx <lI) orqgali hisoblanadi (tushunarliki, bu tagsimot *>I
bo‘lganda 0 gateng):

I
a(x)=\P{Tx >tITx <\yt.
0

Ehtimollik

P(T >x]T <xV1 B '<T-x11>*1=
TX<1) T<x +UTx >x)

P(x+t<T <x+I/T>x) j(x+f)-y(c+l)
P(T <x<.x+1) S(x)-s(x +1)
tengliklami ganoatlantirgani uchun quyidagi formulani hosil
gilamiz:
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[ IS Db, n
V'O S(*)S(* +) K>

Endi a(x) xarakteristikani (*) formuladan foydalanib, A va B

(Balduchchi) gipotezalari bajarilgan holda hisoblaymiz.
I. Oiim holatlari tekis tagsimotga ega bo4sin. Bu holda

, 4 . M« oy, T/
a()=vy S(x)-S(x+1) *=J(1- d, =ti

2.0'lim holatlaritagsimoti Balduchchi (B)gipotezasini
ganoatlantirsin. Bu holda

W S(x)-S(x +DI[/>x+tgx ) gx \ gx » J gx Kéx x>
Oxirgi tenglikdagi ifodani gx darajalari bodyicha gatorga yoyib,
a(x) uchun.

a(*):u y+ob| > X~>o

asimptotik munosabatni olamiz.

2. HAYOT SUG'URTASINING QISQA MUDDATLI
MODELLARINI TAHLILI

2.1. Qisga muddatli hayot sug‘urtasi

Aktuar matematikada hayot sugdurtalarining modellari ikki turga
bodinadi va bu bodinish yig'ilgan premiyalami investitsiyalash-
tirishdan tushadigan foyda hisobga olinishi yoki olinmasligi bilan
bir-biridan farq giladi. Agar bu foyda hisobga olinmasa, biz gisqa
muddatli sugdrta modellari bilan ish ko'rgan bodamiz (Short -
term insurance). Odatda “qgisqa - muddatli” vaqt intervali sifatida 1
yil - muddat olinadi. Albatta, bu bodinish shartli xarakterda bo4lib,
uzoq muddatli sugdurtalar bir gator boshga holatlar bilan ham
bogdlangan bo4adi.
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2.2. Qisga - muddatli hayot sug‘urta variantida yuzaga
keladigan risk]ar tahlili

Oddiy hayot sug‘urtasining ma’nosi quyidagidan iborat:
sugdurtalanuvchi shaxs, sug‘urta kompaniyasiga p so4nm todaydi
(bu summa sugdurta premiyasi deb ataladi - premium). 0 ‘z
navbatida sug‘urta kompaniyasi, o4aro tuzilgan sugdurta
shartnomasiga asosan, sugdirta hodisasi ro‘y berganda (1 vyil
davomida sug‘urtalanuvchi shaxs vafot etsa) b so‘m todaydi. Agar
sug'urtalanuvchi shaxs 1vyil davomida vafot etmasa yoki sug'urta
shartnomasida ko‘rsatilgan boshga sabablar bilan vafot etsa,
kompaniya hech narsa todamaydi. Sug‘urtalanuvchi shaxs sifatida
boshga odam ham bo‘lishi mumkin (masalan, ish beruvchi shaxs
yoki tashkilot).

Sugdirta to‘lovining miqgdori (benefit), albatta, sug‘urta
premiyasidan ancha katta bo‘lishi kerak (b P) va bu summalar
orasidagi «to‘g‘ri munosabatlami» topish Aktuar matematikaning
asosiy masalalaridan biri bo‘ladi.

Sug‘urtalanuvchi shaxs, "“so‘mga sug‘urta polisi sotib olib,
0°‘zini tofsatdan vafot etishi bilan bog‘lig moliyaviy risklardan xolis
giladi. Bu risklami sug‘urta kompaniyasi o‘z hisobiga oladi.
Sug‘urta kompaniyasi uchun risk sug4urta hodisasining ro‘y berishi
tasodifiy hodisa bo‘lishiga asoslanadi. Demak, sug‘urta
kompaniyasi riski b so‘mdan iborat bo‘ladi, agar sug‘urtalanuvchi
shaxs 1yil davomida vafot etsa, 0 so‘m vafot etmasa. Bu riskni
ma’nosi bo‘yicha uni individual talofot (individual claim) deb
gabul qgilish mumkin va u kompaniyaning moliyaviy riskining
elementar qgismini tashkil giladi. Shuning uchun ham sug‘urta
kompaniyasining faoliyatini o‘rganish individual talofot risklarini
tahlil gilishdan boshlanadi.

Eng awalo gayd etamizki, individual talofot (risk) X
tasodifiy miqdor bodadi. Shuning uchun ham X ni tagsimot
funksiyasini aniqlash, sug4urta kompaniyasi faoliyatining tahlilini
asosiy qismi bo4adi.

Yugoridagi keltirilgan sodda hayot sugdurtasida X tasodifiy
miqgdorning tagsimoti
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X, agar /=0 bo'lsa
%;%é agar i=b bo'lsa
ko‘rinishiga ega bo‘ladi. Bu yerda *-sug‘urtalanuvchi shaxsning
yoshi, 4x-x yoshdagi shaxsning yagin 1 yil davomida sug‘urta
shartnomasida keltirilgan sabab bilan vafot etish ehtimolligi,
Px=1~4x.
0 ‘rtacha talofat

x,=P(X =0=

EX=0a0+bal =bqgx
va uning dispersiyasi

VarX=EX2-(EX)2=0:50 + b\ -(bgxf = b\ -b2q\ =b2Pxqgx
ko‘p hollarda tasodifiy migdor X ni
X=1p
ko‘rinishida yozish juda qulay bo‘ladi. Bu yerda /- sug‘urta

hodisasi indikatori:
agar sug'urta hodisasi ro‘y bcrmasa

agar sug'urta hodisasi ro‘y bersa
P- sug‘urta hodisasi ro‘y berganda, sug‘urta to‘lovining miqgdori.

Yugorida eslatib o‘tilgan sodda sug“‘urta variantida 1 tasodifiy

migdoming tagsimoti
/>(/=0) =Px, P(l =\) =gx
P esa tasodifiy bo‘lImagan b migdor.

Keltirilgan tasodifiy miqgdor X bilan bir vaqtda L=x~p
tasodifiy migdomi kiritamiz. Bu tasodifiy migdor kompaniyaning
sug‘urta shartnomasidan ko‘rgan talofatni ifodalaydi va u ikkita ~P
va b -p >0 giymatlarga ega bo‘ladi va

_-p, P(1=0)=px ehtimollikbilan

B [b-p, P(I =\)=qgx ehtimollikbilan
Aytib o‘tilganlardan kelib chigadiki, kompaniya Px ehtimollik
bilan ~so*‘m foyda ko‘radi, Y% ehtimollik bilan ****so‘m talofatga

uchraydi.
Kompaniyaning o‘rtacha talofati
EL=EX- p=hbagx- p
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Bu formula sug‘urta premiyasi “ning ganday tayinlash hagida
muhim xulosalar chigarish imkonini beradi. 0 ‘z-o‘zidan tushu-
narliki, kompaniyaning o‘rtacha talofatlari manfiy boTmasligi
kerak, ya’ni ~7>"miqdor P ning mumkin bo‘lgan eng Kkatta
giymati Po=b$k va u kompaniyaning o ‘rtacha talofoti 0 bo‘lishiga
mos keladi. Shu sababli Po ni netto-premiya (net premium) deb
; ataladi. Aslida sug‘urta uchun to‘lanadigan premiya (brutto -
premiya) netto premiyadan katta bo‘lishi kerak. Bu premiyalar
orasidagi farq (ayirma) yuklama (nagruzka) deb atalib, u
kompaniya uchun ofis xarajatlarini qoplashga yordam beradi.
Hayot sug‘urtasining murakkab variantlarida, sug‘urta
hodisasi ro‘y berish sababli ko‘rilgan talofot P ni tasodifiy migdor
deb hisoblanadi.
Oxirgi jumladagi vaziyatni quyidagi misollarda namoyish etamiz.
Misol 1. Quyidagi sug‘urta shartnoamasini ko'ramiz: agar
sug‘urtalangan shaxsning ulumi gandaydir baxtsiz hodisa natijasida
ro‘y bersa, unga 500000 so‘m beriladi, agar uning oTimi “tabiiy”
hoisalar natijasida ro‘’y bersa, unga 250000 to‘lanadi.
Odatdagidek shartnoma 1 yilga tuziladi va kompaniya hech narsa
todlamaydi, agar sug‘urtalangan shaxs yil davomida vafot etmasa.
Sonli hisoblarni amalga oshirish uchun, odim baxtsiz hodisalar
natijasida ro‘y berishi ehtimolligi 0,0005, tabiiy o‘lim ro‘y berishi
ehtimolligi 0,002 deb hisoblanadi.
Yechish. Sug‘urta shartnomasi shartlariga asosan 1 va. /3
miqdorlaming birgalikdagi tagsimoti
P (/ =1,p =500000) = Pipllim baxtsiz xodisa ogibatida ro’y berdi) = 0,0005,
P(1 =\P =250000) =P (o ‘lim tabiiy sabablar natijasida ro‘y berdi) = 0,002,
Talofatlar migdorining, sug‘urta hodisasi ro‘y bergani sharti bilan
shartli entimolliklari

P(P =250000// =1)=P{p =250000,/=1)/p (1=1)=" "E°

08,

0,090

?(* =500000// =1) = P(y9=500000,/= ) //X/ =) = =0,2.

Talofat migdori (ya’ni tasodifiy migdor X ) uchta 0,250000,
500000 giymatlami quyidagi mos
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I>(/ = 0)=0,9975,
P (1 =10 =250000) = 0,0020,
/>(/ = 10 =500000) = 0,0005
ehtimolliklar bilan gabul etadi. Demak,
EX =0¢0,9975 + 250000 +0,0020 + 500000 «0,0005 = 500 + 250 = 7 5 o (S0‘M),
E X2 =02+0,9975 + 2500002 «0,0020 + 5000002 *0,0005 = 125000000 =

= 125000000 +125000000 = 250000000 (s0‘m),
VarX=EX1-(EX)1=249437500, JVarX * 15794<so‘m).
Endi quyidagi test savoli ko‘rinishidagi masalani Yechimi bilan
keltiramiz.
Misol 2.
Ma’lumki gx-0W2. Quyidagi tasdiglardan qaysilari bajariladi?
l. xq +j =0,0426, agar o‘lim holatlari tagsimoti tekis tagsimot bo‘lish
- X -
372
hagidagi A gipoteza o‘rinli bo‘lsa.
1. igx=0,0435, agar Balduchchi gipotezasi (B) o‘rinli bo‘lsa.

2
I1. igx=0,0619, agar o‘lim holatlari intensivligi o‘zgarmas bo‘lishi

2
haqidagi (C) gipoteza o‘rinli boisa.

Javoblar:

a) Fagat | vall

b) Fagat I va lll

c) Fagat Il va Il

d) Lllvalll

e) to‘g‘ri javob a), b), c), d) variantlaming birortasida ham
berilmagan.

Yechim. Masaladagi hamma miqgdorlarni hisoblab chigamiz, keyin

esa ulami tagqoslab anig javobga kelamiz.

I.Ehtimoliik 2<qn>‘< ni S(x)=\-F(x) funksiya orgali ifodasidan
2 2

foydalanamiz.

Bu holda
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HI. Bu holda

M p2 1
-l - =1-(1-?,)2 «0,0619.

Berilgan misolning shartlarini o‘rganib va wulami I, 11 , Ml

punktdagi javoblar bilan tagqoslab, d) javob to‘g‘ri ekanligiga
ishonch hosil gilamiz.

Misol 3. 0 ‘lim holatlari tekis tagsimotga ega bo‘lgan holda
(gipoteza A) %=F, Balduchche gipotezasi o‘rinli bo‘lgan holda

hisoblansin.
Yechish. Yuqoridagi formulalardan (A) gipoteza bajarilganda

(A Y 4

Keltirilgan ifodalardan



F-b =I~0.5gx +~——\a(l-gx) =I-0.5qx +— + =
X X

ekanligi kelib chigadi. Demak

lim E'rb -1
g">0 gk 6

3. UMR DAVOMIYLIGIJADVALLARI

3.1.Umumiy umr davomiyligi jadvallari asosiy
xarakteristikalari

Umr davomiyligi hagidagi statistik ma’lumotlar umr davomiyligi
jadvalida jamlangan. Oddiy ko‘rinishdagi jadval deb o‘zida fagat-
gina yoshi ma’lum bo‘lgan, tasodifiy tanlangan insonning umr
davomiyligining statistik xususiyatlari (xossalari) ma’lumotlarini
0°‘zida jamlagan jadvalga aytiladi. Bunday jadvalni umumiy yoki
gisqartirilgan  (aggregate tables) deyiladi. Ular umumiy o‘lim
holatini yagqol ko‘rinishini olish imkonini beradi. Umuman
olganda ixtiyoriy masalani yechish uchun s(x) tiriklik funksiyasini
bilish yetarli, biroq aniglik uchun jadvalga odatda x yoshgacha
bo‘lgan chagaloglaming /0=100000 dan olingan ayrim guruhlari-
tirik vakillarining o‘rtacha qiymatini ifodalovchi  Ix=I0s(x)
kattalikni kiritishadi.

Jadvaldan foydalanish qulay bo‘lishi uchun odatda hosila
kattaliklarini kiritishadi: * yoshdan jct+1 yosh oralig‘ida vafot etgan
guruh vakillari soni- dx=Ix-1x+l; x yoshgacha tirik golib, yagin

yillar davomida vafot etadigan guruh vakillari ulushi Qx=Vi -

Jadvalda gadam sifatida odatda 1 yil garaladi, ya’'ni 01,2,...
yil uchun x ga bog‘lig har xil fimksiyalaming qiymatlari
jadvallashtiriladi. Xususiy holda, odatda jadvalga qo‘shilgan
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quyidagi kattaliklar foydali bo'lishi mumkin:

yoshgacha yashagan guruh vakillari o‘rtacha go'shilgan yoshlari
soni; 3X- x yosh va undan kattaroq yoshdagi guruh vakillari

o‘rtacha go‘shilgan yoshlari soni; ex o‘rtacha qoldiq umr.

kiritiladi.

ko‘rinishga ega:

OO NOUDWNER O X

11
12
13
14
15
16
17
18
19

ur
0.011890
0.000982
0.000709
0.000507
0.000426
0.000386
0.000335
0.000315
0.000264
0.000224

0.000213
0.000203
0.000244
0.000305
0.000448
0.000631
0.000815
0.000927
0.001071
0.001144

Ir .
100000
98811
98714
98644
98594
98552
98514
98481
98450
98424

98402
98381
9836L
98337.
98307
98263
98201
98121
98030
97925

dx
1189
97
70
50
42
38
33
31
26
22

21
20
24
30
44
62
80
91
105
112

La
99403.13
98762.48
98678.99
98619.00
98573.00
98533.00
98497.50
98465.50
98437.00
98413.00

98391.50
98371.00
98349.00
98322.00
98285.00
98231.99
98160.99
98075.49
97977.48
97868.98

410

S.
7805063.61
7705660.48
7606898.00
7508219.01
7409600.01
7311027.02
7212494.02
7113996.52
7015531.02
6917094.02

6818681.03
6720289.53
6621918.53
6523569.53
6425247.53
6326962.53
6228730.54
6130569.55
6032494.07
5934516.58

* yoshdan *+1

exni tjx va i yordamida, 3x esa Lx yordamida aniglanishi
mumkin, qulaylik magsadida jadvalda barcha uchta kattaliklar

Shunday qilib hayot davomiyligining odatiy jadvali quyidagi

78.05
77.98
77.06
76.11
75.15
74.18
73.21
72.24
71.26
70.28

69.29
68.31
67.32
66.34
65.36
64.39
63.43
62.48
61.54
60.60



20
21
22
23
24
25

27
28
29

30
31
32

36
37

39

40
41
42

45 "

46
47

49

0.001268
0.001321
0.001374
0.001437
0.001501
0.001565
0.001639
0.001714
0.001800
0.001886

0.001973
0.002070
0.002179;
0.002288
0.002409
0.002540
0.002673
0.002828
0.002984
0.003142

0.003322
0.003515
0.003709
0.003928
0.004159
0.004404
0.004664
0.004937
0.005237
0.005552

97813
97689
97560
97426
97286
97140
96988
96829
96663
96489

96307
96117
95918
95709
95490
95260
95018
94764
94496
94214

93918
93606
93277
92931
92566
92181
91775
91347
90896
90420

124
129
134
140
146
152
159
166
174
182

190
199
209
219
230
242
254
268
282
296

312
329
346
365
385
406
428
451
476
502

97750.97
97624.47
97492.97
97355.97
97212.96
97063.96
96908.46
96745.95
96575.95
96397.94

96211.94
96017.43
95813.42
95599.42
95374.91
95138.90
94890.89
94629.87
94354.86
94065.84

93761.83
03441.31
93103.79
02748.26
92373.23
91977.70
91560.67
91121.13
90657.58
90168.53
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5836647.61
5738896.63
5641272.16
5543779.19
5446423.23
5349210.26
5252146.30
5155237.85
5058491.89
4961915.95

4865518.00
4769306.07
4673288.63
4577475.21
4481875.79
4386500.89
4291361.99
4196471.10
4101841.23
4007486.37

3913420.52
3819658.70
3726217.39
3633113.61
3540365.34
3447992.11
3356014.41
3264453.74
3173332.62
3082675.03

59.67
58.75
57.82
56.90
55.98
55.07
54.15
53.24
52.33
51.42

50.52
49.62
48.72
47.83
46.94
46.05
45.16
44.28
43.41
42.54

41.67
40.81
39.95
39.09
38.25
37.40
36.57
35.74
34.91
34.09



50
51
52
53
54
55
56
57
58
59

60
61
62
63

65

66
67
68
69

70
71
72
73
74
75
76
7
*78
79

0.005883
0.006242
0.006631
0.007037
0.007475
0.007934
0.008438
0.008966
0.009530
0.010134

0.010767
0.011456
0.012192
0.012965
0.013791
0.014688

0.015634
0.016634
0.017707
0.018859

0.020085
0.021391
0.022773
0.024269
0.025847
0.027533
0.029341
0.031254
0.033305
0.035495

89918
89389
88831
88242
87621
86966
86276
85548
84781
83973

483122
82227
81285
80294
79253
78160

77012
75808
74547
73227

71846
70403
68897
67328
65694
63996
62234
60408
58520
56571

529
558
589
621
655
690
728
767
808
851

895
942
991
1041
1093
1148

1204
1261
1320
1381

1443
1506
1569
1634
1698
1762
1826
1888
1949
2008

89652.98
89109.42
88535.85
87930.77
87292.68
86620.08
85910.97
85163.35
84375.71
83546.06

82672.89
81754.19
80787.47
79771.24
78703.97
77583.17

76406.84
75173.97
73883.07
72532.12

71119.62
69644.57
68106.48
66504.31
64837.59
63106.80
61311.94
59454.01
57534.50
55554.91

412

2992506.50
2902853.52
2813744.10
2725208.25
2637277.49
2549984.80
2463364.72
2377453.75
2292290.40
2207914.69

2124368.63
2041695.75
1959941.56
1879154.08
1799382.85
1720678.88

1643095.71
1566688.87
1491514.90
1417631.83

1345099.71
1273980.09
1204335.52
1136229.04
1069724.73
1004887.14
941780.34
880468.40
821Q14.3fr
763479.90

33.28
32.47
31.68
30.88
30.10
29.32
28.55
27.79
27.04
26.29

25.56
24.83
24.11
23.40
22.70
22.01

21.34
20.67
20.01
19.36

18.72
18.10
17.48
16.88
16.28
15.70
15.13
14.58
14.03
13.50



80
81
82
83
84
85
86
87
88
89

90
91
92
93
94
95
96
97
98
99

100
101

102
103
104
105
106
107
108
109

0.037828
0.040306
0.042971
0.045792
0.048815
0.052029
0.055463
0.059128
0.063034
0.067188

0.071624
0.076381
0.081430
0.086797
0.092545
0.098702
0.105238
0.112192
0.119663
0.127555

0.136089
0.145U6

0.154765
0.164958
0.175983
0.187601
0.200198
0.213445
0.227649
0.242733

54563
52499
50383
48218
46010
43764
41487
39186
36869
34545

32224
29916
27631
25381
23178
21033
18957
16962
15059
13257

11566
9992

8542
7220
6029
4968
4036
3228
2539
1961

2064
2116
2165
2208
2246
2277
2301
2317
2324
2321

2308
2285
2250
2203
2145
2076
1995
1903
1802
1691

1574
1450

1322
1101
1061
932
808
689
578
476
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53517.74
51426.49
49284.65
47096.75
44868.27
42605.22
40314.62
38003.97
35681.78
33357.60

31041.42
28743.25
26474.16
24246.17
22070.79
19959.06
17922.54
15972.78
14119.74
12373.07

10740.65
9229.14

7843.99
6588.75
5464351
4469.77
3601.97
2855.98
2225.17
1701.00

707924.99
654407.26
602980.76
553696.11
506599.36
461731.09
419125.87
378811.25
340807.28
305125.50

271767.90
240726.48
211983.23
185509.08
161262.90
139192.11
119233.05
101310.51
85337.74

71217.99

58844.93

. 48104.27

38875.13
31031.15
24442.39
18978.08
14508.30
10906.34
8050.36

5825.18

12.97
12.47
11.97
11.48
11.01
10.55
10.10
9.67

9.24

8.83

8.43
8.05
7.67
7.31
6.96
6.62
6.29
5.97
5.67
5.37

5.09
481

4.55
4.30
4.05
3.82
3.59
3.38
3.17
2.97



110
111
112
113
114
115
116
117
118
119

0.259259
0.276364
0.295226
0.315508
0.335938
0.360784
0.386503
0.420000
0.448276
0.500000

1485
1100
796
561
384
255
163
100
58
32

385
304
235
177
129
92
63
42
26
16

1273.30
931.67f
664.85
461.37
310.75
202.18
126.41
75.22
42.45
22.18

4124.19
2850.88
1919.22
1254.36
792.99
482.25
280.06
153.65
78.43
35.98

2.78
2.59
241
2.24
2.07
1.89
1.72
1.54
1.35
1.12

Bujadval gat’iy ravishda illyustrativ xarakterga ega ekanligini
alohida gayd qilib o‘tamiz. Gipotetik gruppa odamlari uchun
tuzilgan bujadval ko‘p umr ko‘ruvchilar hissasi katta ekanligi bilan
ajralib turadi.

Keltirilgan umr davomiyligi jadvaliga asoslanib, quyidagi
giziq faktni ta’kidlab o‘tamiz:
0 ‘rtacha umr davomiyligi berilganjadvaldan 78 yosh ekanligi kelib
chigadi. Aslida esa bu xarakteristika erkaklar uchun 1961-yilda
Angliyada 68 yosh, 1979-yilda Amerika Qo‘shma Shtatlarida 74
yoshni tashkil etgan 100000 odamlar gruppasidan 105 yoshgacha
umr ko‘rganlari 4968 Kkishi bodishi haqidagi xulosaga kelish
mumkin.
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