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Boris M oiseevich Levitan Ukrainaning Berdyansk shahri- 
da, 1914 yilning 7 ivunida tavallud topgan. 0 ‘rta maktab yettinchi 
sinfini muvoffaqiyatli tugatganidan so'ng, Xarkov universitetining 
ikkinchi kursiga o'qishga qabul qilinib, uni 1936 yilda tamomla- 
gan. U. 1940 yilda doktorlik dissertatsiyasini himoya qilgan va 
1941 yilda professor unvonini olishga sazovor bo'lgan. Asosiy ilmiy 
ishlari deyarli davriy funksiyalar nazariyasi, umumlashgan silji- 
fcisb operatorlari nazariyasi va differensial operatorlarning spektral 
nazariyasi hamda uning tatbiqlariga bag'ishlangan. Eng mashhur 
bo'lgan ishlaridan biri, 1951 yilda, I.M.Gelfand bilan hamkor- 
likda yozilgan, ikkinchi tartibli differensial tenglamani spektral 
funksiyasi bo'yicha tiklashga oid ilmiy ishidir. Ilmiy faoliyati, 
oldiniga Xarkov universiteti (1938-1941), so'ngra Moskvadagi
F.E.Dzerjinskiy Artilleriya Akademiyasi (1944-1961), keyinchalik 
esa M.V.Lomonosov nomidagi Moskva davlat universiteti bilan 
bog'liq. Ilmiy faoliyati davomida 170 dan ortiq maqolasi va 8 
ta monografiyasi chop qilingan. 1962 yilda Davlat mukofoti bi
lan taqdirlangan. 2004 yilning 4 aprelida AQSHning Minneapolis 
shahrida vafot etgan. Uning matematik g'oyalari mangulikka 
daxldor.



Ushbu kitobni ustozim 
B.M.Levitanning porloq 
xotirasiga bag'ishlayman.

SO ‘Z B O S H I

Mazkur kitobda chekli va cheksiz oraliqlarda berilgan Shturm- 
Liuvill operatori uchun to1 g‘ri va teskari spektral masalalarni 
yechish usullari keltirilgan, .Matematik fizikaning bir qator 
masalalari Shturm-Liuvill. operatorin.ing xos. qiymatlarini va 
ortonormallangan xos funksiyalarini topishga keltiriladi. Jum- 
ladan, klassik matematik fizikaning asosiy tenglamalari hisoblan- 
gan tor tebranishi va issiqlik o‘ tkazuvchanlik tenglamalarini Purye 
usuli bilan yechishda Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos 
qiymatlarini, ortonormallangan xos funksiyalarini aniqlashga va 
ixtiyoriy funksiyani ular yordamida Furye qatoriga yoyishga to ‘g:ri 
keladi. Bu yo'nalishdagi ilk natijalar D.Bernulii, J.Dalamber, 
L.Eyler, J.Liuvill va C.Shturmlar tomonidan olingan. Shturm- 
Liuvill operatori spektral nazariyasining asosiy g‘oyalari X X  asrda 
G.D.Birkgof, G.Afeyl, D.Gilbert, V.A.Steklov, E.Ch.Titchmarsh, 
N. Levinson, B.M. Levi tan va boshqa olimlar tomonidan rivojlan- 
tirilgan. ' u ' " - u '

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining {А,г} ^ 0 xos qiy
matlari va { a n}5£Lo nofmallovchi o'zgarmaslariga yoki spek
tral funksiyasiga, uning spektral xarakteristikalari deyiladi. Spek
tral xarakteristikalarni topish va ularning xossalarini o'rganish 
masalasiga spektral analizning to‘g‘ri masalasi deyiladi.

Mazkur qo‘llanmaning birinchi bobidagi 5-7-paragraflarda 
Shturm-Liuvill operatori {An,a n} ~ 0 spektral xarakteristikalari 
uchun asimptotikalar topilgan. Spektral xarakteristikalar yor
damida Shturm-Liuvill tenglamasi koeffiisiyentlarini va chega
raviy shartlarini aniqlash masalasiga spektral analizning teskari 
masalasi deyiladi.



Bu sohaning kvant fizikasi, elektronika, chiziqli va nochiziqli 
xususiy hosilali tenglamalar nazariyasi, mexanika, kristallografiya, 
gcologo-razvcdka masalalariga muhim tatbiqlari topilganligi bois 
bu mavzu dolzarbligi yanada ortdi. Umuman olganda, teskari 
spektral masalani shunday izohlash mumkin:: . ...; . . . . .

1. Jismning xossalarini uning tebranish chastotasidan xulosa 
qilish. j  ; } . . ,,

2. Yerning tuzilishini zilzilalar natijasida hosil bo'lgan tebra- 
nishlar yordamida aniqlash. ;

Ushbu kitob birinchi bobining 11-12-paragraflarida Shturm- 
Liuvill chegaraviy masalasi xos funksiyalarining L2[0,7r] fazoda 
to‘laligi ko‘rsatilgan. Bu teorema ilk bor XIX asrning oxirlarida 
Vr.A.Steklov tomonidan isbotlangan.

Qo‘ llanma birinchi bobining 13-paragrafida f ( x )  funksiyar 
ga mos keluvchi xos funksiyalardan tuzilgan qator va cos nx 
funksiyalar bo‘yicha tuzilgan qator bir xil ma'noda yaqinlashishi, 
ya:ni teng yaqinlashish haqidagi teorema isbotlangan.

Shturm-Liuvill operatori uchun qo'yilgan teskari masaialar 
V.A.Ambarsumyan, G.Borg, A.N.Tixonov, N.Levinson, V.A.Mar- 
chenko, I.M.Gelfand, B.M.Levitan, M.G.Gasimov, M.G.Kreyn, 
L.D.Faddeev, F.S.Rofe-Beketov, V.A.Yurko va boshqa olimlar 
tomonidan yetarlicha o ‘rganilgan.

Teskari masaialar nazariyasining rivojiga muhim turtki bo‘lgan 
ilk natija 1929 yilda V.A.Ambarsumyan tomonidan olingan.

Teorem a (1929 yil, V.A.Ambarsumyan). Agar ushbu

- y "  +  д{х)'У =  Xy, q{x) e  C[0, тг], 

y'(0) =  0, y'{ir) =  0, 

haqiqiy koeffitsiyentli Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos 
qiymatlan An =  n2, n  =  0 ,1 ,2 , . . .  ЬоЪа, и holda q(x) =  0 
bo 4adi.



Bu teorema chegaraviy masalaning bitta xos qiymatlar ketma- 
ketligini bilgan holda q(x) koeffitsiyentni tiklash imkoni bor ekan 
degan g‘oyaga sababchi bo ‘ldi. Bu taxmin noto‘g‘ ri bo ‘lib chiqdi. 
Odatda, bitta spektr q{x) koeffitsiyentni va chegaraviy shartlarni 
yagona aniqlash uchun yetarli emas.

Ambarsumyanning bu natijasi muhim ekanliligiga birinchi 
bollib shved matematigi G.Borg e’tibor bergan. 1946 yilda 
G.Borg Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi uchun teskari spek- 
tral masalani o‘zgacha qo'yish mumkinligini tavsiya qilgan. Jurn- 
ladan, u Shturm-Liuvill differensial operatorini ikkita chegaraviy 
masalasining spektrlari, ya’ni umumiy differensial tenglama va 
faqat bitta chegaraviy shart bilan farq qiluvchi ikkita Shturm- 
Liuvill chegaraviy masalasining spektrlari yordamida qurislming 
yagonaligini ko‘rsatib bergan. Demak, Ambarsum)ranning natijasi 
umumiy qoidadan istisno ekan.

Teorema (1946 yil, G.Borg). Agar Xq <  Ai <  ... <  Xn <  ... 
sonlar ushbu

- у "  +  я(х)'У =  Ay, q{x) e  C[0, тг],

f y'(0) -  hy{0) =  0, h e  R\
\ у'(тг) +  Яу(тг) =  0, H e  R 1

chegaraviy masalaning xos qiymatlari va цq <  fi\ <  ... <  /in <  ... 
sonlar ushbu

- y "  +  q(x)y =  Ay, q{x) e  С[0,тг],

f 1/ ( 0) -  hy{Q) =  0, h e R \
\  у'(тг) +  Нгу{тт) =  0, Hi e R1, Hi ±  H

chegaraviy masalaning xos qiymatlari bo‘lsa, и holda Xn va fin 
xos qiymatlar ketma-ketligi q{x) haqiqiy funksiyani va /i, H , Я т 
sonlami yagona aniqlaydi.



Keyinchalik, Borgning bu yagonalik teoremasi umumiy che
garaviy shart holida 1949 yilda L.A.Chudov tomonidan umum- 
lashtirildi. . . . ....

1949 yilda A.N.Tixonov yarim o'qda berilgan Shturm-Liuvill 
operatorini Veyl-Titchmarsh funksi}'asi m (z) yordamida yago- 
na qurish mumkinligi haqidagi yagonalik teoremasini isbotlashga 
muvafFaq boddi. Veyl-Titchmarsh funksiyasi bo‘yicha chiziqli od- 
diy differensial operatorni qurish algoritmi V.A.Yurko tomonidan 
batafsil o ‘rganilgan. . и ■ -;.г л -

Shturm-Liuvill operatorlari spektral nazariyasining teskari 
masalasini oTganishda almashtirish operatorlari muhim rol 
o'ynaydi. Ular ikkita har xil Shturm-Liuvill tenglamalarining 
yechimlarini o ‘zaro bogdaydi. Almashtirish operatorlari ilk bor 
B.M.Levitan va J.Delsartlarning ilmiy ishlarida keltirilgan. Bu 
operator ixt-iyoriy Shturm-Liuvill tenglamasi uchun A.Povzner 
tomonidan qurilgan. Spektral analizning teskari masalasini 
yechishda almashtirish operatorlari I.M.Gelfand, B.M. Levi tan va 
V.A.Marchenkolar tomonidan qodlanilgan. Almashtirish operato- 
rining asosiy xossalari qodlanma birinchi bobining 21-22 - para- 
graflarida keltirilgan. • •

1950 yilda V.A.Marchenko { A n } ^  xos qiymatlar va {о '7г} ^ =0 
normallovchi o ‘zgarmaslar ketma-ketligi Shturm-Liuvill chega
raviy masalasini yagona ravishda aniqlashini kocrsatib bergan. 
Qodlanma birinchi bobining 23-paragrafida V.A.Ambarsumyan va 
V.A.Marchenko yagonalik teoremalari keltirilgan.

V.A.Marchenko yagonalik teoremasi edon qilingandan keyin 
spektral funksiya bo'yicha Shturm-Liuvill operatorini tiklash 
masalasi dolzarb bodib qolgan.

Bu masala 1951 yilda I.M.Gelfand va B.M.Levitan tomonidan 
yeehilgan. Sodigra teskari masalani yechishning Gelfand-Levitan



usuli В. M.Levitan, I.M.Gasimov va N. Levinson tomonidan 
mukammallashtirilgan.

Teskari masalani yechishning bir nechta usullari bor. Bu 
usullar ichida Gelfand-Levitan usuli muhim oTinni egallaydi. 
Bu usulda almashtirish operatori asosiy rolni olynaydi. Usul- 
ning asosiy bosqichlaridan biri, almashtirish operatorlarining 
yadrosiga nisbatan olingan chiziqli integral tenglamadir. Bu inte
gral tenglama teskari masalaning asosiy integral tenglamasi yoki 
Gelfand-Levitan integral tenglamasi deb yuritiladi.

Qodlanma ikkinchi bobining 1-7-paragraflarida chekli oraliq- 
da berilgan Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining {An, a n}£ i0 
spektral xarakteristikalari bo'yicha teskari masalani yechishning 
Gelfand-Levitan usuli bayon qilingan.

Ikki spektr yordamida Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi
ni qurish algoritmi ilk bor M.G.Kreyn tomonidan ishlab chiqil- 
di. So’ngra bu algoritm berilgan spektrlar tilida 1964 yil
da B.M.Levitan va M.G.Gasimovlar tomonidan takomillash- 
tirildi. Mazkur kitobning ikkinchi bobidagi 8-9-paragraflarida
G.Borgning yagonalik teoremasi va ikki spektr yordamida teskari 
masalani yechishning I.M.Gasimov va B.M.Levitan usuli keltiril
gan.

1967 yilda C.Gardner, J.Grin, M.Kruskal, R.Miura zamonaviy 
matematik fizikaning asosiy tenglamalaridan biri bodgan ushbu

Uf 6 U'ILX 4" /ilxxx =  0

Korteveg-de Friz tenglamasiga qo'yilgan Koshi masalasining 
yechimini Shturm-Liuvill operatoriga qo‘yilgan to‘g‘ ri va teskari 
masalalardan foydalanib topishga muvaffaq bodishgan. Natija- 
da Shturm-Liuvill operatori uchun qo‘yilgan to‘g:ri va teskari 
masalalarni olrganishga bodgan qiziqish yana-da ortdi.

B.A.Dubrovin, S.P.Novikov, V.B.Matveev, A.R.Its, V.A.Mar



chenko, I.V.Ostrovskiy, B.M.Levitanlar Korteveg-de Friz tengla- 
masining yechimini davriy va deyarli davriy funksiyalar sinfida 
topishga muvaffaq bodganlar. Bunda B.A.Dubrovin, E.Trubovis 
va B.M.Levitanlar tomonidan Shturm-Liuvill operatorining re- 
gulyarlashtirilgan izlari formulalaridan foydalanilgan.

Shturm-Liuvill operatorining regulyarlashtirilgan izlari ilk bor 
I.M.Gelfand va B.M.Levitan tomonidan hisoblangan. Differen- 
sial operatorlarning regulyarlashtirilgan izlarini hisoblash usullari 
L.A.Dikiy, V.B.Lidskiy, V.A.Sadovnichiylar tomonidan takomil- 
lashtirilgan. Hozirgi kunda regulyarlashtirilgan izlarni hisob- 
lashning bir qancha usullari mavjud. Biz bu kitobning birinchi bo- 
bida Shturm-Liuvill operatori izlarini hisoblashning B.M.Levitan 
va P.D.Laks usullari bilan tanishamiz, harnda Krum almashtirishi- 
ni o ‘rganamiz.

Qodlanmaning uchinchi va to ‘rtinchi boblarida yarim o !qda 
berilgan Shturm-Liuvill operatorini spektral funksiya bo'yicha 
tiklashning to ‘g ‘ri va teskari masalalari o ‘rganilgan va tatbiqiy 
ahamiyatga ega bodgan bir nechta misollar keltirilgan.

Butun o ‘qda berilgan Shturm-Liuvill operatori uchun to ‘g ‘ri 
va teskari masaialar qodlanmaning beshinchi bobida o ‘rganilgan.

Mazkur qodlanmani yozishda B.M.Levitanning "Обратные 
задачи Ш турма-Лиувилля" va V.A.Yurkoning "Введение в 
теорию обратных спектральных задач11 kitoblaridan hamda 
muallifning 1982-1993 yillari SamDlJ Mexanika,-matematika va 
1994-2007 yillari UrDU Fizika-matematika fakultetlarida maxsus 
kurs fanlaridan o ‘qigan ma’ruzalar matnlaridan foydalanildi.

Ushbu kitobda nazariv materiallar bilan bir qatorda mustaqil 
yechish uchun mashqlar hamda ularni yechish namunalari kelti
rilgan. Mazkur qodlanmaning asosiy maqsadi, oliy o ‘quv yurtlari- 
da matematika. tatbiqiy matematika va informatika, mexanika va



fizika bakalavr yo‘nalishlari bo'yicha tahsil olayotgan talabalarda 
spektral analizning to‘g‘ri va teskari masalalariga bo'lgan qiziqish- 
ni oshirishdan iborat:

Bu kitobdan matematik tahlil, difFerensial tcnglamalar, 
matematik fizika va nazariy fizika mutaxasisligi bo‘yicha ta’lim 
olayotgan talabalar va magistrantlar shuningdek doktorantlar va 
ilmiy.tatqiqodchilar foydalanishlari mumkin. 
j .Mazkur kitob yozlishida bergan qimmatli maslahatlari uchun 
0 ‘zR FA akademiklari Sh.A.Alimov va M.S.Salohiddinovlarga 
hamda kitob matnini. tahrir qilishda bergan yordamlari 
uchun shogirdlarim A.B.Yaxshimuratov, U.A.Xoitmetov va 

•A.A.Reyimberganovlarga samimiy. minnatdorchilik bildiraman. 
Kitobxonlarning kitob to‘g‘ risidagi tanqidiy fikr va mulohazalarini 
mamnuniyat bilan qabul qilaman.

ahasanov2002@Tnoil.ru , Muallif
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KIRISH

1. Tebranayotgan tor va Shturm-Liuvill tenglamasi.
Dastlab biz ikki uehi mahkamlangan tor tebranishi jarayoni- 
ning matematik modelini qanday qilib Shturm-Liuvill chegaraviy 
masalasiga kelishini tushuntirishga harakat qilamiz.

Faraz qilaylik bizga x  =  0 va x  =  / nuqtalarda O x  o :qi 
bo'yicha qattiq mahkamlangan, ogdrligi torning tarangligiga nis- 
batan e’tiborga olinmaydigan. t =  0 vaqtda tinch bo ‘lgan O x  ab- 
sissa o'qida joylashgan tor berilgan bodsin, Tor deganda egishda 
qarshilik ko'rsatmaydigan, ammo cho'zishda qarshilik koTsatuv- 
chi elastik ip (ingichka sterjen) ni tushunamiz. Tor shunday qattiq 
jismki, lining uzunligi boshqa odchovlaridan anchagina ortiq. Tor- 
ga ta’sir qilib turgan T (x , t) taranglik kuchi yetarlicha katta deb 
faraz qilamiz. Shu sababli torning egilgandagi qarshiligini tarang
ligiga nisbatan liisobga olmasa hain bodadi. Absissasi x  bodgan 
nuqtadagi taranglik kuchi, o{sha nuqtadagi torning grafigiga urin- 
ma yo‘nalishida bodadi.

Biz tor siljishi (x, u) tekislikda yotuvchi va ta’sir kuchi 
O x  o ‘qiga. perpendikulyar bodgan ko‘ndalang tebranishlarnigina 
qaraymiz. Bu yerda и - torning muvozanat holatidan siljishini ifo- 
dalaydi. и =  u (x ,t)  siljish x  va t vaqtning funksiyasidan iborat 
bodadi. Agar biz yetarlicha kichik tebranishni qarasak. u holda 
u(x, t) va u'x(x, t) qiymatlar ham yetarlicha kichik bodib, (u'J2 ni 
hisobga olmasak ham bodadi.

Tor tebranishining matematik modelini tuzish uchun 
funksiyaga nisbatan differensial tenglama keltirib chiqaramiz.

Torning cheksiz kichik bodagi ( x ,x  +  dx) ni qaraylik. Uning 
boshlangdch holatdagi uzunligi dx bodib, t vaqtdagi uzunligi esa



bo'ladi. Demak, kichik tebranisbda torning bu bo'lagida cho'zilish 
bo'lmaydi. U holda Guk qonuniga binoan taranglik kuchi t vaqtga 
bog'liq emas, ya’ni T (x ,t )■ =  T (x ).

Torning (x, x + d x )  bo'lagiga ta’sir etuvchi kuchlarni O x  o'qiga 
proeksiyalab, Dalamber prinsipiga asosan

T (x  4- dx) cos ol — T (x) cos a  — 0

tenglikni hosil qilamiz. Bu yerdan cos a ' «  cos a  «  1 bo'l.ishini 
e’tiborga olsak, u holda T (x  +  dx) & T (x), ya’ni T  taranglik 
kuchining x  ga bog'liq emasligi kelib chiqadi. Demak, T (x , t) =  T.

Faraz qilaylik torga T  taranglik kuchidan tashqari yana 
yo'nalishi Qu o ‘qqa parallel F (x ,t)  tashqi kuch ta’sir qilsin. 
Torning (x, x +  dx) bo'lagiga ta’sir etuvchi kuchlarni Ou o'qiga 
proeksiyasini topamiz:

T  sin ol —T  sin a  4- F (x , t)dx.

Bu yerda a  va- ol mos ravishda tayinlangan t uchun A B  egri chi- 
ziqning (x, u(x, t)) va (x+ dx , u (x-f dx, t)) nuqtalariga o'tkazilgan 
urinmalarini O x  o ‘qi bilan tashkil etgan burchaklaridir. Nyuton- 
ning ikkinchi qonuniga asosan bu kuch o‘z navbatida A B  tor 
bo'lagining massasi bilan tezlanish ko'paytmasiga teng bo'lishi
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lozim. Agar p(x) - torning chiziqli zichligi bo ‘lsa, u holda tor A B
d2u

bo'lagining massasi pdx ga teng bo'ladi. Tezlanish ga teng 
bo'lishi ravshan. Bundan

d2u
T  sin a' — T  sin a  +  F (x , t)dx  =  pd x-^ r,

o tz
tenglama kelib chiqadi.

Endi, ushbu

sm a  =
tg a

y/l +  tg2 a  

tg ol'

du
tg a  =  a ?

*  / dusm a  =  - ■ - «  tg a =  —
\ /1 +  tg2 a' ax x+dx

du du
dx x+dx dx

tengliklardan foydalanib, yuqoridagi tenglamani quyidagicha 
yozish mumkin: . . , . . . .  . pf ■

d2u
+  F (x , t)dx  =  pdx— j-,

Bu tenglikning chap tomonidagi ; 11,4 “
du du

dx  x+dx d x ’
ifodaga chekli orttirmalar haqidagi Lagranj teoremasini qo‘llab,

du
dx x+dx

du d . , d . . d2u .
-  =  - u{x +  d x , t ) - - u ( x , t )  =  — 2dx,

tenglikni topaniiz. Bundan foydalanib, oxirgi tenglmani 
quyidagicha yozish mumkin:

Bu esa tor kichik bo'lagining ko'ndalang tebranishlarining 
tenglamasidir. Bu yerda p[x) >  0 va T  =  const. Yuqoridagi 
tenglamani ushbu =

0^ sd2u d2u



V\x) =  ^  / ( * ,* )  =  ^ -

Torga ta’sir qilayotgan tashqi kuch F (x ,f )  =  0 bo ‘lsa, torning 
erkin tebranish tenglamasi

2 d2u d2u , s
P (2)

kelib chiqadi. Biz kuzatayotgan torning ikki uchi qattiq mahkam
langan bo'lgani uchun x  =  0 va x  =  I nuqtalarda chegaraviy 
shartlar

u{ 0 ,t) =  0, u{l.t)  =  0 (3)

ko‘rinishda bocladi. Bundan tashqari tor tebranish jarayonini bir 
qiymatli ifodalash uchun qo‘shimcha и  siljish va щ tczlikning 
boshlang‘ ich vaqtdagi qiyma.tlarini berish zarur:

u (x ,0 ) =  а(ж), ut(x, 0) =  6(я). (4)

Endi (2) tenglama yechimini oczgaruvchilarni ajratish yo!li bilan 
qidiramiz:

u (x , t) =  Ip{x)ip(t) (5)

Bu tenglikning o ‘ng tomonini (2) tenglamadagi u (x} t) funksiya
ning o;rniga qo‘yib,

p2(x)tp(x)ip"{t) =  <р"{х)ф(г) 

tenglikni hosil qilamiz. Oxirgi tenglikni
¥>"(*) r ( t )

kocrinishda yozib olamiz. Bu yerda

p°-{x)ip(x) f { t ) (6)

x "(x ) Фпи)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan —  va — —  miqdor-

р -(хЩ х) ^ (t)
laming birinchisi t ga, ikkinchisi esa x  ga bog'liq emas, ya’ni ular
o ‘zgarmas ekanligi kelib chiqadi. Bu o'zgarmasni —Л orqali belgi-
lab olamiz. U holda (6) tenglikdan

ip"(x) -1- Лp2{x)<p(x) =  0, (7)



tenglamalarni topamiz. Shunday qilib. (2) tenglama ikkita 
tenglamaga ajraldi. Bulardan biri faqat x  ga bogdiq, ikkinchisi 
esa faqat t ga bogdiq funksiyani o ‘z ichiga oladi. (8) tenglamani 
yechish oson: . -

ip(t) =  C\ cos V xt  4- Сч sin V\t. (9)

(9) tenglikda qatnashayotgan cos y/Xt va sin y/Xt funksiyalar 
davriy funksiyalar bodgani uchun tp(t) funksiya ham davriy bodib, 
tq =  %  (Л Ф 0) son uning davri bodadi. Shuning uchun VX  =  ~  
ga tor tebranish chastotasi deyiladi. (7) tenglama Shturm-Liuvill 
turidagi tenglama bodib, u kanonik kodinishda emas. Endi (7) 
tenglamada o ‘zgaruvchilarni

X

y = J  у) = Vpp . (10)
0

ko‘rinishda almashtirib, . .

• + [ A - * ( » ) ] . /  =  о ! ( 1 1 )

kanonik ko‘rinishdagi Shturm-Liuvill tenglamasiga ega bodamiz. 
Bu yerda p(x) zichlik, T  taranglik kuchi bilan Shturm-Liuvill 
operatorining q[x) potentsial funksiyasi o ‘rtasidagi bogdanish ,

:,n
formula orqali aniqlanadi. (3) chegaraviy shartlardan va (5) ham- 
da (10) tengliklardan foydalanib, •

i/(0) =  0, u(l) =  0 (13)

tenglikni topamiz. (11), (13) chegaraviy masalaga kanonik k o - 
rinishdagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi deyiladi. (11);
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(13) Shturm-Liuvill operatori to‘g‘ ri masalasi deganda biz, un- 
ing cheksiz ko‘p { A n } ^  xos qiymatlarining mavjudligi va un- 
ga mos {<pn}nLi xos funksiyalarining L2(0: l) fazoda todaligini 
ko‘rsatishdan iborat deb tushunamiz. Agar torning xossalari, 
ya’ni p(x) zichligi va T  taranglik kuchi ma’lum bodsa, u holda

A n }^ ! juftliklar ma’lum bodadi va t vaqt uchun torning lio- 
latini

oo
u (x, t) =  YM *)(Cu>  c o s  V V  +  C2in sin y/xnt)

71=1

formula orqali topish mumkin.
Teskari masalada bar bir onda torning holati ma’lum 

bodmaydi, ammo tebranish chastotalari {x /A ^ j^ i va turli tebra- 
nishlarda tor qanday tebranishi to‘g‘risidagi ma’lumotlar masalan, 
&n =  n  >  1* ma’lum bodadi va torning p(x) zich
ligi izlanadi.

2. Chegaraviy shartlar haqida. Tor tebranish jarayoni- 
ga, uning chetki nuqtalarining mahkamlanish xarakterining ta’siri 
muhim rol o£ynaydi. Torning chetki nuqtalari qattiq, yumshoq yo- 
ki elastik mahkamlangan bodishi mumkin.

Agar torning chetki nuqtasi biror v  vektor yo‘nalishi bo‘yicha 
siljimasa, u holda torning bu chetki nuqtasi v yo‘nalishga nisbatan 
qattiq mahkamlangan deyiladi.

Agar torning chetki nuqtasi v vektor yo'nalishi bo‘yicha erkin 
siljisa, u holda torning bu chetki nuqtasi yumshoq mahkamlangan 
deyiladi. .

Agar R =  — fc/x, к >  0 reaksiya kuchi ta’sirida torning chetki 
nuqtasi /x kattalikdagi masofaga. siljisa, u holda torning bu uchi 
elastik mahkamlangan deyiladi.

R  =  -k p , reaksiya formulasi к =  oo bodganda qattiq, к =  
0 bodganda esa yumshoq mahkamlanishlarni ifodalaydi. Biz tor-



ning chetki x  == 0 va x  =  I nuqtalarini- O x  o ‘qi bo‘yicha qattiq 
mahkamlangan deb hisoblaymiz.

У
S '

«i
К.ТШ

*<?>4 
1----

Endi yuqoridagi holatlar uchun tor chetki nuqtalarida paydo 
bo'ladigan shartlarni keltirib chiqaramiz. Buning uchun torning 
0 <  x  <  xi ( X2 <  x  <  I) kichik bo‘lagini olamiz. Tor bo‘lagidagi 
mahkamlanish tugunlarida Л(0) =  — t) (R(l) =  — k2u(l, t)) 
reaksiya va ikkinchi chetida T  taranglik kuchlarini qaraymiz. Bu 
holda torning [0, x\\ va [x\J\ bo'laklariga ta’sir etuvchi kuchlarni 
Ou  o'qiga proektsiyalab, mos ravishda

d~u
-A;iu(0, t) 4- T (x i) sin a (x i) +  F (x t t )x i -  p ( x ) x =  0

va
d2u

- k 2u (l} t )+ T (x 2) sin a {x 2) +  F (x , t)(l -  x2) — p (x )(l—x 2) ^ 2" =  0

tenglamalarni topamiz. Bu yerda ushbu

sina(xi) «  v!x(xu  £), sin а(хг) ~  u’x(x2} t)

tengliklarni e’tiborga olib, yuqoridagi tenglamalarda mos ravishda 
X\ —У 0, x 2 —> / da limitga o'tib .. ........... >■;

—kiu(0,t) +  Tu'x(0 ,t) =  0f —k2u (l,t)  -f Tu'x(l, t) =  0,
  i ■ < : •.)

chegaraviy shartlarni topamiz. Ushbu 
к i , k2



belgilashlardan foydalansak, bu chegaraviy shartlar quyidagi 
ko'rinishni oladi:

v!x{ 0, t) — /ш(0, t) =  0.

u'z(J, t) +  H u(lyt) =  0.

3.K vant fizikasining Shredinger tenglam asi. Quyidagi 
tenglama

h2 ( д Ч  д Ч  д Ч \  w
- ъ к  ( э ?  +  3 ?  +  а ? )  * -  аГ '

kvant fizikasining asosiy tenglamasi boiib , bu tenglamaga Shre
dinger tenglamasi deyiladi. Bu yerda Ф z. t) -  zarracha
harakatini tavsiflovchi funksiya bodib, unga todqin funksiyasi dey
iladi, h =  2nh -  Plank doimiysi, m  -  zarracha massasi, Ep(x , y, z) 
-  potensial energiya. Agar bu tenglamaning quyidagi ko‘rinishdagi

/ \ i / \Ф(ж,у,2:,*) =  'ф{х,у1г)е~тг,

yechimini izlasak, ushbu i

/г 2 ( d 2ip д 2,ф d 2ip \  . x

- ^ { д ^  +  - д ^ + д ^ ) + Е р {х ,У ’ 2)Ф =  Еф'
tenglama hosil bodadi. Bu yerda E  o ‘zgarmas bodib, u todiq 
energiyani bildiradi. Bu tenglamaga Shredingerning statsionar 
(vaqtga bogdiq bodmagan) tenglamasi deyiladi. Ep(x ,y ,z )  va 
я/>(х,у, z) funksiyalar faqat x o‘zgaruvchiga bogdiq bodsa, u holda 
ushbu

■ - L  • + Е“{ х Ж х ) = Е ф {х)'
tenglamaga ega bodamiz. Bu tenglama esa, Shturm-Liuvill 
tenglamasiga keltirilishi ravshan. Shuning uchun Shturm-Liuvill 
tenglamasi ayrim adabiyotlarda Shredinger tenglamasi deb yuriti- 
ladi. Shturm-Liuvill tenglamasining q(x) koeffitsiyentiga potensial 
deyilishi ham ana shundan kelib chiqqan.
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I BOB. CHEKLI ORALIQDA BERILGAN  
SHTURM-LIUVILL CHEGARAVIY MASALASI

l -§ . X os  qiym atlarning va xos funksiyalarning sod d a
xossalari

Quyidagi masalaga

Ly =  - y ”  +  q(x)y  =  А у , x  €  [0, 7г], (1-1.1)

Г y (0) cos a  +  y'(0) sin a  =  0, (1 1 2 )
|  у(7т) COS f i  * f  y'(7г) sin /5  =  0,

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi deyiladi. Bu yerda q(x) e  
C[0, тг] haqiqiy uzluksiz funksiya boTib, a  va berilgan haqiqiy 
sonlardir, Л esa kompleks parametr.

Agar (1.1.1) tenglamani y(0) =  0, y(тг) =  0 chegaraviy shart- 
lar bilan qarasak, hosil bo ‘ladigan chegaraviy masalaga Dirixle 
masalasi deyiladi, agar y'(0) =  0, y'{ir) =  0 chegaraviy shart- 
lar bilan qarasak, hosil bodadigan chegaraviy masalaga Neyman 
masalasi deyiladi.

(1.1.1) tenglamaning q(x) koeffitsiyentiga (1.1.1)+(1.1.2) 
Shturm-Liuvill masalasining potensiali deyiladi.

T a ’r if 1.1.1. Agar Л parametrning biror Л =  A0 qiymati- 
da ( l . l . l ) - f  (1.1.2) chegaraviy masala noldan farqli y(x, Ло) ф  0 
yechimga ega bodsa, A0 songa (1.1.1)+(1.1.2) chegaraviy masala
ning xos qiymati deyiladi, y (x , Ao) yechimga esa Ao xos qiymatga 
mos keluvchi xos funksiyasi deyiladi.

(1.1.1) f ( l . 1.2) Shturm-Liuvill masalasining barcha xos qiy
matlaridan tuzilgan to‘plamga uning spektri deyiladi.

1-xossa. y\(x, A) va 7/2(-U A) funksiyalar (1.1.1) tenglamaning 
ixtiyoriy yechimlari bodsin. U holda ulardan tuzilgan

Vi{x, A) 2/2О , A)
W {y i {x ,  A), y2{x, A )} =

У[{x, А) у'2(х, A)
19



Vronskiy determinant x  o'zgaruvchiga bog'liq bo'lmaydi.
Isbot. Bulling uchun ushbu

=  0.dx
tenglik bajarilishini ko'rsatish yetarli:

• =  {Viy'i ~  V'm)' =

=  У1У2 ~  У1У2 =  yi[q(x)y2 - А уг] -  у2Ы х)ш  -  Ay,] =  0 .1

2-xossa. (1.1.1) tenglamaning ikki yechimi chiziqli bogdiq 
bo'lishi uchun ulardan tuzilgan Vronskiy determinant nolga teng 
bo'lishi zarur va etarli.

Isbot. Ushbu
d [  Vi{x, A) 1 =  y[(x , А)уг(х, A) -  yi{x , \)y'2[x, A) _  
d x \ y 2{ x ,\ ) l  y%(x, A)

-  — 2TT4 \W  {m{*> A), y2(x, A)}y%{x, A) 
ayniyatdan quyidagi

2/i(Si A) .—7 -r =  Const
2/2(2 , A)

munosabatning bajarilishi uchun W  {y\{x, A), 1/2(2 , A)} =p 0 
bo'lishi zarur va yetarli ekani kelib chiqadi. . i

3-xossa. ( Grin ayniyati). Ixtiyoriy y(x), z(x) 6  C2[0,7r] 
funksiyalar uchun ushbu 1

* я

J  Lyzdx =  Wv{y,z}-Wo{y,z} 4- J  y-Lzdx ,

0 . • . . .  : 1 . :  . • , 0 . , 
ayni)^at bajariladi.

Isbot. Quyidagi ayirmani hisoblaymiz:
7T JT

J  (zLy -  yLz)dx =  J  {z[-y" +  q(x)y] -  y[-z" +  q(x)z]}dx =  
о 0
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y {x ) ,z {x )

У'{х) z'(x)

7Г 7Г

J  (*"у  -  y"z)dx  =  J  (z'y -  y'z)'dx =
О

= Жг{зл г} -  W0{y ,^ }.l

4-xossa. Ixtiyoriy у(х), z (x ) €  fimksiyalar uchun
ushbu • - ! • ' . *

v

J  Ly  • z  dx =  [y(0) cos a  +  y'(0) sin a] • [£(0) sin a  — г'(0) cos a ]—

—[y(0) sin a  — 2/'(0) cos a] • [£(0) cos a  +  / ( 0 )  sin a ]+  ' 

+[t/(7r) cos p  +  у'(тг) sin p] • [—z(n) sin p  +  z'(it) cos p]+

+  [y(7i) sin P — y'(7r) COSP] ■ [z (tt) COS P +
VI

:'(тг) sin /?] -h J у  • L z d x , 

(14-3)
tenglik bajariladi.

Isbot. Grin ayniyatidagi W ^{y, z }  — W0{y , z }  ifodani kerak- 
li ko'rinishda yozamiz. Buning uchun quyidagi sistemani tuzib 
olamiz:

(  y(0) cos a  +  y'(0) sin a  =  Ui„
I y(0) sin a  — y'(0) cos a  =  

y( 7г) cos p  +  y' (tt) sin P =  U3i 
y(7г) sin P — y'{n) cos /3 =  (/4.

va undan ushbu
' 2/(0) =  U\ cos 0C +  U2 sin a, 

y'(0) =  Ui sin a  — U2 cos a, 
у (7г) =  £/3 cos +  t/4 sin p,
2/'(тг) =  [/3 sin p  — U\ cos/?, 

tengliklarni hosil qilamiz. Bularni Grin ayniyatiga qo‘ysak, (1.1.3) 
tenglik hosil bodadi.■
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N atija  1.1.1. Agar y(x ), z (x )  G С72[0,7г] bo'lib. y (x )  funksiya
(1.1.2) chegaraviy shartlarni qanoatlantirsa, u holda

7Г 7Г
J  Ly  • zd x  =  j  у  - L zdxy 
о 0

tenglik bajarilishi uchun z(x) funksiya ham (1.1.2) chegaraviy 
shartlarni qanoatlantirishi zarur va yetarlidir.

Yuqoridagi natija, (l.l.l)-r(1 .1 .2) chegaraviy masala yordami
da aniqlangan L chiziqli operator L2(0,7r) Gilbert fazosida o ‘z- 
o‘ziga qo'shma operatorni ifodalashini ko‘rsaladi.

5-xossa. (l.l.l)-r(1 .1 .2) Shturm-Liuvill masalasining xos qiy
matlari haqiqiydir.

Isbot. Л =  и  +  iv, i  =  V^T, (u Ф 0) son (1.1.1)+(1.1.2) 
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos qiymati bo'lsin deb 
faraz qilaylik va unga mos keluvchi xos funksiyani y(x )  bilan bel- 
gilaylik. U holda X =  u — iv  son ham shu chegaraviy masalasining 
xos qiymati bo‘ladi va unga y(x) xos funksiya mos keladi. Quyida
gi 7Г 7Г

(A -  A)j \y{x)\2dx =J (A -  \ )y{x)y{x)dx  =

7Г

/ [(Ay)?/ -  У (A t/)] dx =

1i 7Г

J Ш -у "  +  я{х)у] -  y[-y" +  q{x)y]}dx = J (y"y -  y"y)dx = 
0 0

- / ( S ' у -  y'y)'dx =
y(7r)ctg/3 -y(7T)ctg /3 

=  0,y (  0) y (0)

■y(0)ctgQ - j/(0 )c tg a
22



tenglikdan Л =  Л ekanligi kelib chiqadi. Bu esa farazimizga z id .l 
N atija  1.1.2. Xos funksiyani haqiqiy qilib tanlash mumkin. 

Chunki xos qiymat haqiqiy ekanligidan qaralayotgan tenglama
ning haqiqiyligi kelib chiqadi. Chegaraviy shartlar esa hamisha 
haqiqiy.

6-xossa. (1.1.l)-h (1.1.2) Shturm-Liuvill masalasining turli xos 
qiymatlariga mos keluvchi xos funksiyalari o£zaro ortogonaldir, 
ya’ni Xi ф \2 xos qiymatlarga mos keluvchi y i(x )} y2(x) xos 
funksiyalar uchun ushbu

Я

J  yi(x) • y2{x) dx =  0, (1-1-4)
0

tenglik o ‘rinli bodadi.
Isbot. Ushbu

Я  Я

(Ai -  A2) J  y x(x)y2(x)dx =  J  [{\т )У 2 ~  J/i(A2J/2)] dx =

=  J  Ы - 2 / ' /  +  9M2/i] -  Ш[—У2 +  q{x)yi}}dx  =
0

“  " - 0 , 
y'l У2 n0 0  0

ayniyatda. Ai Ф \2 bo'lgani uchun (1.1.4) tenglik o ‘rinli boclishligi 
kelib chiqadi.■

T-xossa. (1.1.1)+(1.1.2) Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi
ning xos qiymatlari oddiy (karrasiz), ya’ni bitta xos qiymatga mos 
keluvchi xos funksiyalar bir-biriga proporsionaldir.

Isbot. A xos qiymatga y\(x), y2(x) chiziqli erkli xos
23
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funksiyalar mos keladi deb faraz qilaylik. U holda

W { y b  2/2}  =  \im W {yh .y2}  =x->0
2/1 (0) 2/2(0) 
3/1 (0 ) 2/2 (0)

=  0 ,2/ 1 (0) 2/2(0)
■2/i(0) c tg a  —2/2(0) c tga

bodgani uchun, Ч/i (ж), 2/2(2 ) chiziqli'bogdiq bodadi. Bu esa faraz- 
imizga ziddir.i

8-xossa. y {x , A) funksiya Shturm-Liuvill tenglamasining A 
bo'yicha uzluksiz differensiallanuvchi ixtiyoriy yechimi bodsin. U 
holda 7Г

J  y2(x, \)dx =  W ^{y, у} -  W0{y , 2/} ,
0

<9y(x, A)
tenglik bajariladi. Bu yerda у =

d\
Isbot. Ushbu

- y "  +  q{x)y =  Ay,

ayniyatdan A bo'yicha hosila olsak,

- у" -t- q{x)y =  y  +  A?/,

(1.1.5)

(1 .1 .6)

tenglik kelib chiqadi. (1.1.5) va (1.1.6) tengliklarni mos ravishda 
у va у funksiyalarga ko'paytirib. bir-biridan ayirsak, ushbu

y"y -  y"y =  - y 2,
ayniyat hosil bodadi. Bu tenglikni [0, 7r] kesmada integrallasak, 
ushbu '• : •

зг •, . ж• . . '• • •
j y 2(x, \)dx =  J  {y'y -  y'y)'dx =  W-n{y, y }  -  W0{y , y },
0 0

formula kelib chiqadi. 1
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f - y "  +  q(x)y =  Ay, , . .■
< 2/(0) cos a  +  y'(0) sin a  =  0, *

 ̂ у (7г) cos p  +  y'(n) sin p  — 0,

xos qiymatlari Ao, Ai, A2,... va xos funksiyalari yo(x), y\(x), 
У2 {х), boisa, u holda ushbu

r - y "  +  [q(x) +  c]y =  \y,
< ?/(0) cos a  +  y'(0) sin a  =  0; : (1.1.7)

2/ ( 7r )  cos p  +  y'(n) sin P =  0,

chegaraviy masalaning xos qiymatlari Ao+c, Aj+c, А г+ с,... vaxos 
funksiyalari уо(ж), y i{x )} 2/2(2 ) > ••• bo ‘ladi. Bu yerda с o'zgarmas 
son. *

Isbot. Ushbu •,;!

—y" +  q {x)y  =  (A -  c)y, _ .i .. r- ■
< 2/(0)cos a  +  2/'(0) sin a  =  0,

 ̂ 2/(7r) cos p  +  y\7r) sin p  =  0, 

chegaraviy masala noldan farqli yechimga ega bo‘lishi uchun 
A — с — \n bo'lishi zarur va yetarli. Shartga kolra, bu holda 
oxirgi chegaraviy masala yn(x) ф 0 yechimga ega. Demak* (1.1.7)
masalaning xos qiymatlari Ao +  c, Ai +  с, A2 +  c, ... va xos
funksiyalari 2/0(ж), 2/1(2 ), У2 (2 ), ••• bo‘ladi.i

(1.1.1),differensial tenglamaning quyidagi

(p(0. A) =  — sin a, </?;(0, A) =  cos a

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini ip(x, A) orqali 
belgilaymiz. Xudai shuningdek, (1.1.1) tenglamaning ushbu

■0(7T, A) =  — sin p, z//(7r, A) =  cos p

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini ф(х, A) orqali 
belgilab olamiz. Bu yerda <p(x, A) yechim (1.1.2) chegaraviy shart-
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lardan birinchisini, ф (х) Л) yechim esa ikkinchisini qanoatlantira- 
di. Bu ip(x, Л) va ф(х, Л) yechimlarni mos ravishda (1.1.2) che
garaviy shartlardan ikkinchisiga va birinchisiga qo‘yib, ushbu

Д(Л) =  (p( 7Г, Л) cos /3 +  4>'{nг, A) sin (3 =  0, 

A(A) =  ф(0, A) cos a  -f ф'(0, A) sin a  =  0,

tenglamalarni hosil qilamiz. Bu tenglamalarga (1.1.1)+(1.1.2) 
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xarakteristik tenglama- 
lari deyiladi. Shturm-Liuvill tenglamasining (p(x, A) va ф(х, A) 
yechimlaridan tuzilgan ushbu

Vronskiy determinantini qaraymiz. Biz yuqorida bu determinant 
x  o ‘zgaruvchiga. bogdiq emasligini ko‘rsatgan edik. Shuning uchun 
ushbu

W(A) =  W {<p(x,\), ф (х: A)} =  \imW{ip(x, A), ip{x, A)} =

kelib chiqadi. Bu yerdagi o/(A), Д(А), A(A) funksiyalar A 
o'zgaruvchining butun funksiyalari bodib, sanoqlita {An}£L0 nol- 
larga ega ekanligini keyinchalik ko‘rsatamiz.

A(A) =  0 xarakteristik tenglamaning An., n  =  0 ,1 ,2 ,... 
ildizlari Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos qiymatla
ridan iborat bodib, <p(x, An) va ф (х , А?г) funksiyalar uning xos 
funksiyalari bodadi va ushbu

=  Ф{х, А)} г
<p{x, А) ф(х, A) 
<р'(х, А) ф'(х< A)

: ; =  limkV{</?(£, А), ф(х, A ) } ,
X —>7T

tengliklarni yozishimiz mumkin. Bu tengliklardan 

Ц  A) =  A(A) = -A ( A ) ,

ф(х, A„) =  Cn<p(x, A„), Съф 0 (1.1.8)
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tenglik bajariladi. Haqiqatan ham, A =  A„ soni A(A) =  0 
tenglamaning ildizi bodsa, u holda Ц А „) =  0 bodgani uchun
(1.1.8) tenglik o ‘rinli bodadi. ^(a:, An) va ф (х,Х п) funksiyalar
(1.1.2) chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi, bundan esa A =  An 
son xos qiymat hamda <р(х, А») va ф(х, A„) funksiyalar Shturm- 
Liuvill chegaraviy masalasining xos funksiyalari ekanligi kelib 
chiqadi.

Izoh  1.1.2. Odatda, agar (1.1.2) chegaraviy shartlardan birin- 
chisi ushbu y'(0) — hy(0) =  0 ko‘rinishda bodsa, u holda ip(x, A) 
yechim ^(0, A )  =  1, (p'(0,A) =  h boshlangdch shartlarni qanoat- 
lantiradigan qilib olinadi. agar (1.1.2) chegaraviy shartlardan 
birinchisi 7/(0) =  0 ko‘rinishda bodsa, u holda ip(x, A )  yechim 
</?(0, A )  =  0. <//(0, A )  =  1 boshlangdch shartlarni qanoatlantiradi- 
gan qilib olinadi.

Agar A =  Ao soni Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos 
qiymati bodib, y(x , Aq) unga mos keluvchi xos funksiya bodsa, 
u holda 2/(0, A o )  va y'(0, Ao) qiymatlardan kamida bittasi noldan 
farqli bodadi, aks xolda yechimning yagonaligi haqidagi Koshi 
teoremasidan y(x, Ao) =  0 ekanligi kelib chiqadi. Bu esa xos 
funksiya ta’rifiga ziddir. Xuddi shuningdek. y(7r, Ao) va y'(7r, A0) 
qiymatlardan kamida bittasi noldan farqli bodishi ko‘rsatiladi.

Quyidagi

sonlarga (1.1.1)+(1.1.2) chegaraviy masalaning normallovchi 
o'zgarmaslari deyiladi. (1.1.1)+(1.1.2) masalaning ortonormallan- 
gan xos funksiyalari quyidagi tengliklardan topiladi:

un{x) =  —  tp(x, A„). n =  0 ,1 ,2 ,.:.. /
Q'n
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T a ’rif 1.1.2. Ushbu {An}5JL0l { a n}£L0 sonli ketma-ketliklar 
juftligiga Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining spektral beril- 
ganlari (spektral xarakteristikalari) deyiladi. .

T a ’r if 1.1.3. Monoton o'suvchi, chapdan uzluksiz ushbu

0, A =  0,

p{ A) = — Z ) “ T? A <  0,
A <A „<0 n

E  - г -  A > 0 >
0<An<A

(1.1.9)

funksiyaga Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining spektral 
funksiyasi deyiladi... ....

10-xossa. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining nor- 
mallovchi o'zgarmaslari uchun ushbu

QC
<p'(n, ЛГ,)Д(ЛП), sin/J =  0,

Ф ,  S i n / 3 ^ 0 ,
( 1 . 1 . 1 0 )

,1 . v sin/3 .
tenglik o :rinli bodadi. Bu yerda.

Д (A) =  </?(7T, A) cos /3 +  <//(7T, A) sin /3,

funksiya (l.l.l j+ (1 .1 .2 ) Shturm-Liuvill masalasining xarakteris
tik funksiyasi, <p(x, A) funksiya esa (1.1.1) tenglamaning

</?(0, A) =  — sin a, y/(0, A) =  cos a

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimidir.
Isbot. 8-xossada y (x , A) yechim o'rnida <p(x, A) yechimni olib, 

A =  An desak, ushbu
7Г

c?n = J  (p2{x, \n)dx = ф (п ,К )
ф'(7Г, Л„) <p'(7T, А„)

Ф{0.АП) <р(0, Л„) ¥>(тг, А„) ¥>(тг, Ап) 0 —sin а
<̂ '(0, А„) ^'(0,ЛП) ¥>'(тг,Ап) <р'(тг,Ап) 0 cos а
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ф(п, А„) ip(ir, А„)
_ Ф'(п, А„) у>'(тг, А„)

tenglik hosil bo ‘ladi.
Quyidagi ikkita holni ko‘rib chiqamiz.
1) sin/? =  0 bodsin. Bu holda А(Л) =  (р(тт, A), ip(7 Г ,  An) =  0 

bodgani uchun .1

=  ¥,'(7r. ^n)A(An)

tenglik o ‘rinli.
2) sin/? Ф 0 bodsin. Bu holda ^'(тг,An) =  —<̂ (7r, An) ctg/? 

bodgani uchun

Ф (п ,К ) <p{n, A„)
^ ( т Л )  -¥ > (* ■ >  A n ) c t g / 3  

=  A „ ) [ - 0 ( 7 T ,  A n )  c t g / 3  -  < р '(т г , A n ) ]  =

=  An) cos/3 +  <р'(тг, A„) sin /3] =  - ^ ^ A ( A „ )
sinp sm p

tenglik bajariladi.l ' •  ̂ .
N atija  1.1.4. (1.1.8) tenglikdan foydalanib, (1.1.10) tenglikni

quyidagi ko'rinishda yozish rnumkin:

9 J cos /? -A (A n), sin/? =  0,
' C" =  \ A(A„), sin/? -ф 0.

N atija  1.1.5. (1.1.10) formuladan (1.1.1)4-(1.1.2) Shturm- 
Liuvill chegaraviy masalasining

A  (A) =  </?( 7Г, A) cos /? +  </(7r, A) sin /?,

xarakteristik funksiyasi karrali ildizga ega cmasligi kelib chiqadi. 
M isol. Ushbu

'  - y "  =  Ay r 0 <  x  <  7Г,

3/ ( 0) -  Лу(0) =  0, (1.1.11)
y'(ir) -  hy{7r) =  0,
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chegaraviy masalaning xos qiymatlarini, ortonormallangan xos 
funksiyalarini va spektral funksiyasini topamiz. Awalo ushbu

y"  + Ay =  0,

tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

sin VAx
y(x, A) =  Ci cos VAx +  C\

V a '
So‘ngra, quyidagi

< (̂0, A) =  1, <£>'(0, A) =  /г, ■

boshlangdch shartlarni qanoatlantiruvchi ip(x, A) yechimni 
aniqlaymiz:

<£>(x, A) =  cos VAx +  hS*ny0 X .
v  A

Topilgan bu yechim chegaraviy shartlardan birinchisini qanoat- 
lantirishi ravshan. Bu yechimni chegaraviy shartlardan ikkinchisi- 
ga. qo'yib, xarakteristik tenglamani keltirib chiqaramiz:

<p'(x, A) =  — V a  sin VAx +  h cos VAx ,

—VA  sin VAtt +  h cos VAtt — h • | cos VAk  +  h -— 1 = 0 ,

sin VAtt /x , , 2

V a

(A +  fiz) =  0. -
x / X

Oxirgi xarakteristik tenglamadan xos qiymatlarni topamiz: 

A о = - / i 2, A n =  n2, n = l ,  2, ... .

Bu xos qiymatlarga quyidagi xos funksiyalar mos keladi:



Endi esa. normallovchi o'zgarmaslarni hisoblaymiz:
7Г 7Г

a o = J  4>\x> A0)dx =  J  e
о о

2hxdx =  —  e2/tx
2/i =  ^ ( e - - D ,

JT 7Г

a n = J  4>\x , Xn)dx =  J  |cos nx +  h
sin nx

n
dx =

7Г

- / {
2 Л . .cos nx H—  sin 2nx 4- 

n
^  • 2 L—  sin nx >dx =  
nl J

[ f 1 h2 h . о 1 n ^  O 4=  /  s -  +  ^—7 4- -  sin 2nx 4- -  cos 2nx -  — 77 cos 2nx)У (2  2 nl n  2 2n2
>dx =

(n2 +  /12)тг 
2 n2

, n =  1, 2, ...

Demak, (1.1.11) Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining ortonor- 
mallangan xos funksiyalari quyidagi funksiyalardan iborat:

n0(x) =
2 h JiX

e2/l7r -  1

un{x) = {n  cos nx 4- h sin n x } , n =  1, 2, ...,
(?г2 4- Ьг)тг

spektral funksiyasi esa (h Ф 0 bo‘ lganida) ushbu

2 h

p(X) =

e2h* _ i '

o,

X <  —K2,

- h 2 <  X <  1,
П*2

7ro < 5 v ^ n2 +  /l2’
Л >  1,

formula bilan aniqlanadi.



Xususan, h =  0 bo'lganda, (1.1.11) Shturm-Liuvill chegaraviy 
masalasi quyidagi ko'rinishni oladi:

(1.1.12
-у"к ~ Ay, 0 <  x < n,
2/(0) =  0,

, y'{ir) =  0.

Bu chegaraviy masalaning xos qiymatlari An =  n2,n  =  0,1, 2, ... 
bo‘lib, ularga mos keluvchi ortonormallangan xos funksiyalar

щ {х) =  un(x) =  У | сов п х , n =  1, 2, ...,

bo‘ladi. Normallovchi o'zgarmaslar ketma-ket.ligi esa

OCQ — I? 2,

bodadi. (1.1.9) fornmladan foydalanib, (1.1.12) Neyman che
garaviy masalasining spektral funksiyasini topamiz:

A <  0,

0 <  A <  1,

A >  1.
7Г 7Г

p(A) =  <

Buni quyidagicha yozish mumkin 

P(A) =

0<n<\/A

A <  0,

0 <  A <  1,

A >  1.

Bu yerda [a] belgilash a soninihg butun qismini bildiradi.

- + - Щ
7Г 7Г L J
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1. Quyidagi o'zgarmas potensialli Shturm-Liuvill chegaraviy 
masalalarining xos qiymatlarini, xos funksiyalarini, normallovehi 
<(&gannaslarini, ortonormallangan xos funksiyalarini va spektral 
iunksiyasini toping (0 <  x  <  7r):

- у "  =  Ay, [ - y "  =  Ay, ( - y "  =  Ay,
2/(0) =  0, 6K 2/ ( 0) =  0, c) < y'(0) =  0,
y(n) =  0, I y'(n) =  0, I y {тг) =  0,

M ustaqil yechish uchun m ashqlar

d) <
- y "  =  Ay, [ - y "  =  Ay,
2/(0) =  0, e) < y'(0) — hy(0) — 0,

_ у'{тт) =  0, {  у'(тг) -  /м/(тг) =  0.

2. Davriy va antidavriy chegaraviy shartli quyidagi Shturm- 
Liuvill masalalarining xos qiymatlarini, xos funksiyalarini, nor- 
mallovchi o ‘zgarmaslarini, ortonormallangan xos funksiyalarini 
toping (0 <  x  <  7г):

f  - /  =  Ay, Г - 2/ "  =  Лу,

“ К  У(0) =  у(тг), й)< 2/(0) = -2 /M ,
( 2/'(0) =  2/'(tt), [  2/(0) =  -y '{n ).

3. Potensialga 5 sonini qo£shganda quyidagi

 ̂ -У ”  =  Ay, f —y"  =  Ay, Г - у "  =  Лу,
a )<  у (0 ) =  0, 6 K  y'(0) =  0, с) I y'(0) =  0,

k 2/W = °> 1 yr(n) = °v I yW = °’
Shturm-Liuvill chegaraviy masalalarining xos qiymatlari va xos 
funksiyalari qanday o£zgaradi?

4. Bitta yechimi quyidagi kohinishda bo‘lgan barcha Shturm- 
Liuvill tengla.malarini toping:

гг sinx/Arr



5. Bitta yechimi quyidagi ko'rinishda bodgan barcha Shturm- 
Liuvill. tenglamalarini toping:

у  =  y/\ sin \/Xx +  b(x) cos VXx.

6. Ushbu

ip(x, A) =  Sin fc- ------  — ( -pr sin kx  -  ~ x  cos /caA , (k =  \/A)
к х л'— a \/c,J kl J

funksiya quyidagi \

6rr4 +  12ax .
- » +  ■

differensial tenglamani qanoatlantirishini tekshiring.

7. Ushbu : '' 2 ‘ ' '*
-H-,. ^ S  +  j — ^ y ^ X y ,

Shturm-Liuvill tehglarhasiriing umumiy yechimi quyidagi formu- 
lalar bilan berilishini tekshiring:

(  ^  1 sinx/Л г^
у =  C\ ■ cos V  X x ------------------ pr—  +
У V x  — a yfx J

+Co • ( VX  sin V Xx +  ———  cos y/Xx ) , А Ф 0;
\ x  — a J

у =  Cl,; (x  -  a)2 +  C2 • —j p - ,  A =  0.
••• • X CL

8. Ushbu . - ‘ ' • . ) . . ..
2m2 _

У chr(m x  +  а )У ?A 
Shturm-Liuvill tenglamasining umumiy yechimi quyidagi formu- 
lalar bilan berilishini tekshiring:

( г  4 sin \/Ax \
cos v  Arc — m  • th (m x  +  a ) • — — I +

+(^2 • ^\/Asin \/~Xx -km  • th(m x  4- a ) • cos у/Xxj , А Ф — ?n2;
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ch(m x  4- a ) ' V" *K"** ^  *** ch(m x +  a ) )  *
9. Ushbu _

„  2m 2
Г *  + з Щ ™ - Ы ) у =  Ху'

Shturm-Liuvill tenglamasining umumiy yechimi quyidagi formu
lalar, bilan berilishini tekshiring:

у  =  C\- ^cos VAx — m  • cth(m x  — a) • +

+ C 2 • (V a  sin VAx 4- m ■ cth(m x — a) • cos VAx^ , 'А Ф —m?\

I f  ТПХ \

»  “  С ' - Ж ( r (m I -  “ > "  - ' « ) ■ ] ' ;A ‘
2m  .

10. Ushbu
„ 2m2- У  4- — —(- - - - - — ry =  Ay,

cos*(mx 4- a)
Shturm-Liuvill tenglamasining umumiy yechimi' quyidagi formu
lalar bilan berilishini tekshiring:

/ rr , . s i n  V \ x \
у — C i  • cos v  Ax 4- m  • tg(mx 4 -  o l ) -------- j = —  I 4-

m 2:

V a

+ C 2 ■ (л /а  sin VAx — m  • tg(mx 4- a) ■ cos VAx^ , А Ф

1 _  (  ‘. . » m x \ .
у =  C i ;------------t4-C2- sin m x 4- a ) 4- — 7------;— г 1 A =
* cos(m x4-a:) \ c o s (m x 4 -a )/

m 2.

11. Ushbu
// 2m2

У 4- — T ------— y =  \y,
sin (mx 4- a:)

Shturm-Liuvill tenglamasining umumiy yechimi quyidagi formu
lalar bilan berilishini tekshiring: _.J ...



-ЬС  ̂• (x /Х  sin n/Ax +  т  • ctg(rarr +  а ) • cos x/Xa;^ , A 7̂  га2;

1 /  TYIX \ с
у =  Ci  ------------Г+С2- ( cosfraa; - h a )  — :-------г ) , A =  rnf

sin(mrr - f a )  \ sm (m x  -f a ) )

12. Quyidagi o'zgaruvchan potensialli Shturm-Liuvill che
garaviy masalalarining xos qiymatlarini, xos funksiya-larini, nor- 
mallovchi o ‘zgarmaslarini, ortonormallangan xos funksiyalarini va 
spektral funksiyasini toping (0 <  x  <  7r):

a)<

b)

y'{ 0 ) + y ( 0 )  =  0,

У'(тг) +  — r r J /W  =  0,7Г +  1

- y , , + W ^ r - y  =  Xy’
2 / ( 0 )  -  M O )  =  0 ,

/ (7г) +  ^ /Г Г Т 2 /W = ° ,  ^ [ ° ^ ] .

C) 1 y(0) =  0, !/(0 ) =  0,
y'(n) +  th 7гу(7г) = 0 ,  1 у'{-к) +  th 7ry (7r) =  0,

2

е <

Я

-у" ~ .2/ =  л2/,ch (ж +  а) 
у '(0) +  th а  ■ у(0) =  0, 
у'(тт) +  th(7r +  а ) ■ у(тг) =  0,

Г я 2т2 \-У -~гг У = ХУ<I ch m x
1 2/(0) =  0,
(  y ' ( i г) -f 7nth(m7r)y(7r) = 0,
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- у
2 m 2 х
-о У =  ЛУ,

ч I c h  771Х
* 4  ?/(0) =  О,

у1 (тс) +  тЬ\\(ттс)у(тс) =  О,

/г)

2тп-
-2/ =  Ау,—у — —

ch2(ma; +  а ) 
у'(О) +  т  th а  • ?/(0) =  О, 
у'(тг) +  т  th(m7r +  а)у(7т) =  О,

У  +
2 rri

г)<
sh (т х — а )

У =  Ау,

у'(0) +  га • cth а  • 2/(0) =  0, — ф [0, тс]
пт

у '(тс ) +  га • cth(m7r — а )  • у  (тс) =  0.
13. Quyidagi o'zgaruvchan potensialli Shturm-Liuvill che

garaviy masalalarining xos qiymatlarini, xos funksiyalarini, nor- 
mallovchi o'zgarmaslarini, ortonormallangan xos funksiyalarini va 
spektral funksiyasini toping (0 <  x <  тс):

// 2 -У +  -~ y  =  Ay,

а) \ У(0) =  0, Ь)

у'(тс) -Ь -у(тг) =  0, I у'(тг) 4- cth 7Г • у(тг) =  0,
7Г

2 га2
-У  +  -г »  2/ =  А у,

v I s h r m x
C)i  2/(0) =  0,

у'(тг) 4- тп • cth(m7r)y(7r) =  0,

2

} - /  +  ^  =  А2/, 

1 2/(0) =  0,

-У =  Ат/,

‘O U o j - oT * '  •)

-У  +  — 2sm х
-у" + : sin

у(тт) =  0,
| 2/(0) =  0,
I 2/'(тг) =  0,

2 (|)
У -  Ат/,
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2m2

/ )

9)

1~У" +  - г -27 \У ~sirr(mx +  а)

у'(0) — m • ctg а  • у(0) =  0, 
у'(тг) +  т • ctg(m7r +  а) • у(тг) =  0.

.. 2т2
- у  +  — j------ У =cos  ̂m x 
3/(0) =  0,
к у '(7 г) -  m • tgrmr • г/(7г) =  0,

2 т 2
- у  +  — — У  =  ЛУ>, ч sin т х

h)\ у{0) =  о,
„ З/7!71-) + 771 * ctgm7r • у(7г) =  0,

2 т 2
. . , - у +  cos2(mx +  а )^ =

I У'(0) — т  ■ tg a  ■ у(0) =  О,
у'(7г) — т  - tg(m7r 4- а ) • у(7г) =  0.

( - у "  +  — 2— У =  ХУ’. I COŜ  X
3) < У(0) =  0,

I у 'М  =  о,
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2-§. Shturm-Liuvill tenglamasi uchun qo‘yilgan Koshi
masalasi

Quyidagi Koshi masalasini ko'rib chiqainiz:

Bu yerda q(x) 6  С[0, ж] haqiqiy funksiya bodib, yo, y\ ixtiyoriy 
haqiqiy sonlar. • ' •

(1.2.1)4*(1.2.2) Koshi masalasiga ekvivalent bodadigan integ
ral tenglama tuzamiz. у (:r) funksiya (1.2.1)+(-1.2.2) masalaning 
biror yechimi bodsin. (1.2.1) tenglamani avvalo ushbu 1

- y "  +  q(x)y =  \y, 0 <  x  <  1Г, ( 1 .2 . 1 )

( 1 .2 .2)

У" =  f i x ) , ' (1.2.3)

So‘ngra (1.2.3) tenglama uchun Koshi funksiyasini tuzamiz, ya’ni 
tarkibida t parametr qatnashgan ushbu

Koshi masalasining yechimini topamiz: у  =  C \ X  4- C2,

У =  K (X. t) =  X — t.. ;■

Shuning uchun (1.2.3) tenglamaning umumiy yechimi
X

y (x )  =  A 0 +  A i x +  v (1.2.5)
о
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ko‘rinishda boiadi. (1.2.2) boshlang(ich shartlardan

A) =  yo5 А\ =  Уи (1.2.6)

bo'lishi kelib chiqadi. (1.2.4) va (1.2.6) tengliklardan foydalanib,
(1.2.5) ayniyatni ushbu

i

У(s) =  2/o +  У\х +  J [ x - t ) [ q { t ) - \ ] y ( t ) d t  (1.2.7)

• v. ' 0
ko‘rinishda yozamiz. (1.2.7) tenglik izlangan integral tenglamadir. 
Bu tenglama Volterraning ikkinchi turdagi integral tenglamasi dir.

Shunday qilib, (1.2.1)+(1.2.2) Koshi masalasining yechimi 
mavjud bo'lsa, u (1.2.7) integral tenglamani qanoatlantirar ekan. 
Aksincha, у (x) funksiya (1.2.7) integral tenglamaning uzluksiz 
yechimi bodsa, u (1.2.1)+(1.2.2) Koshi masalasining ham yechimi 
bodadi. Haqiqatan ham, y{x) uzluksiz ekanligidan (1.2.7) ayni- 
yatning o ‘ng tomoni differensiallanuvchi bodishi kelib chiqadi, 
bundan esa chap tomon ham hosilaga ega bodishi ko'rinadi. Un- 
dan hosila olsak, ushbu

X

y\x) =  2/1 -f J  [?(*) -  Л] y(t) dt (1.2.8)
о

tenglik hosil bodadi. (1.2.8) ayniyatdan yana hosila olsak, 

y" =  [g(x) -  A] y(x),

ya’ni
-y" + q(x) у  = Ay,

tenglik kelib chiqadi.(1.2.7) va (1.2.8) tengliklarda x  =  0 desak,
(1.2.2) boshlangdch shartlarni olamiz.

T eorem a 1.2.1. Agar q(x) €  C[0,7r], yo> 2/i ^ Я 1 bof Isa, и 
holda (1.2.1)+ (1.2.2) Koshi masalasining [0,7r] kesrnada aniqlan- 
gan ip(x, Л) yechimi mavjud va yagona bo ‘lib, и x  о ‘zgaruvchi-
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ning har bir tayinlangan qiymatida A bo ‘yicha ^ tartibdagi butun 
funksiyadir, ya ’ni tayinlangan x da <p(x, A) funksiya kompleks te- 
kislikning ixtiyoriy chegaralangan soxasida kompleks та noda dif
fer  ensi allanuvchidir.

Is b o t .(Mavjudliyi). Koshi masalasi yechimining mavjudligi- 
ni isbotlash uchun (1.2.7) integral tenglamaning uzluksiz yechimi 
mavjud ekanligini ko'rsatish yetarli. Buning uchun quyidagi funk- 
siyalar ketma-ketligini tuzib olamiz:

^о(я, Л) =  y0 +  yix, <pn{x, Л) =  Уо +  У \ Х +

+  / ( * - i ) [ e ( t ) - A ] v i . _ i ( i , A ) « f t ,  n e N .  ( 1 -2 '9)
0

Bu funksiyalar ketma-ketmaligi x  £  [0,7г], Л €  С qiymatlar- 
da aniqlangan. R >  0 ixtiyoriy son bodsin. <pn{x, A) ketma-ketlik 
x €  [0,7г], |A| <  R  bodganda tekis yaqinlashishini ko‘rsatamiz. 
Shu maqsadda ushbu

oc

y>0 +  [<A, -  <Pn-ill (1.2.10)
n~ 1

funksional qatorni tuzib olamiz. Bu qatorning xususiy yigdndisi 
<pn(x, A) funksiyaga teng bodishi ravshan. Quyidagi

M  =  max|(/(:r)|, К  =  тах|<£0(я, A)|,
• 10, ir] [0, ir\

belgilashlarni kiritib olamiz. U holda ushbu
X

J  (x  -  t)[q(t) -  A)dt <

X

< J  n (M  +  R )K d t  =  n (M  +  R ) K x ,
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\<р2(х, Л) -  Л)| -

J  (z  -  t)[q{t) -  A] • [</?](/,, A) -  <p0((., A)] dt

X

<

X

<  J  (x  — t) (M  +  B) ■ -к (M  +  R ) К  ■ td t <  7Г2 (M  +  R )2K
x
T ’

tengsizliklar o'rinli bodadi. Umuman |A| <  R, x  €  [0,7r] bodgani- 
da quyidagi

K [x  тг (M  +  R ))n
\cpn(x ,X ) -  ipn_\(x, A) | <

n!
baholash o'rinli bodadi. Bu tengsizlik induksiya usulida osongina 
isbot. qilinadi. (1.2.11) baholashga asosan ushbu

[n2(M  +  R )f
<  oo,

н I 77,!

Hrttili qator (J.2.J0) funksional qator uchun niajoranta qator bo :- 
Ituli. Doniak, |A| <  R , x  €  [0,7r] to'plamda (1.2.10) qator Ve- 
ycrsht.TH.ss aloniatiga asosan tekis yaqinlashuvehi bodadi. Uning 
yigdndisini <p(x, A) orqali bclgilaymiz. ipn(x, A) funksiyalarning 
uzluksizligidan <p(x, A) funksiyaning uzluksizligi kelib chiqadi.

Agar (1.2.9) tenglikda n —> oo da limitga o'tsak,
X

y (x ,  A) =  2/o + Vix +  j  (x  -  t)[q(t) -  A] <p(t, A) dt, 
о

ayniyat hosil bodadi. Demak. <р(х,Л) funksiya (1.2.7) integral 
tenglamaning uzluksiz yechimi bodar ekan.

(Yagonaligi). Endi (1.2.7) integral tenglamaning yechimi ya
gona bodishini isbotlavmiz. Buning uchun ikkita ip(x, А) ф 
ф(х, A) yechim mavjud deb faraz qilamiz. Bu yechimlarni integral
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tenglamaga qo'yib, hosil bo'lgan ayniyatlarni bir-biridan ayiramiz:
X

tp(x, А) -  ф(х, A) =  J  (x  -  t ) [q{t) -  Л] [ip(t, А) -  ф(Ь, A)] dt. 
о

Bu tenglikka asosan

X

\<p(x, A) — ф(х, A)| <  7Г (M  +  R) j  \<p(t, A) — A)| dt,

° ' (1 .2 .1 2 )

bo'ladi. Agar
X

z (x ) =  J\<p(t, \ )-il> (t,\ )\ d t,

0
belgilash kiritsak, (1.2.12) tengsizlik ushbu

z'(x )  — 7Г (M  +  R) z (x) <  0, (1.2.13)

ko'rinishni oladi. (1.2.13) tengsizlikni funksiya-
ga ko'paytiramiz va chap tomonni ko'paytmaning hosilasi 
ko'rinishida yozamiz:

( z { x ) e ^ {M+^ x)' <  0. (1.2.14)

(1.2.14) tengsizlikda x t desak, va hosil bo'ladigan tengsizlikni 
[0, x] oraliqda integrallasak,

Ф ’) <  0

kelib chiqadi. (1.2.12) baholashdan

\<p{x,\)-ф {х ,\ )\  < 0 ,

ya’ni tp(x, A) =  ф(х, A) kelib chiqadi. Bu esa farazimizga ziddir.
(Butunligi). <p(x, A) yechimning A ga nisbatan butun funksiya 

bo'lishini isbotlaymiz. (pn(x ,X )  funksiyalarning har biri |A| <
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R  sohada golomorf bodishi ravshan. Veyershtrassning kompleks 
analizdagi teoremasiga ko‘ ra <р(.т, Л) funksiya |A| <  R  soha
da golomorf bodadi. Я >  0 son ixtiyoriy bodganligi uchun 
ip(x, A) butun funksiya bodadi. A) ning \ tartibdagi bu
tun funksiya bodishini keyinchalik yechimning asimptotikasidan 
foydalanib ko‘rsat.amiz.1

Teorem a 1.2.2. Ixtiyoriy kompleks A G С da (1.2.1) tengla- 
ma. yechimlaridan tuzilgan chiziqli fazoning o'lchami ikkiga teng.

Isbot. Bu tasdiqning isboti teorema 1.2.1 va birinchi para- 
grafdagi 2-xossadan kelib chiqadi. ■

1. Koshi funksiyasi yordamida quyidagi Koshi masalalariga 
ekvivalent bodgan integral tenglamalar tuzing (0 <  x  <  тг):

2. O'zgarmasni variatsiyalash usuli yordamida quyidagi Koshi 
masalalariga ekvivalent bodgan integral tenglamalar tuzing (0 <  
x  <  7t) :

Mustaqil yechish uchun mashqlar

')y  =  by,
a)<

[ - y ” +  q(x)y =  Ay,

c ) l  2/(0) =  1,
2/'(0) =  h.

- y "  +  q(x)y =  A y t
b) < y (0) =  1,

k 2/ ( 0 )  =  0 ,

- y "  +  q(x)y  =  A ?/,
c) 2/(0) =  1, 

k 1/(0) =  h.
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3-§. Shturm -Liuvill tenglam asi yech im ining 
asim ptotikasi

Quyidagi Koshi masalasini ko£rib chiqamiz

~ y ”  +  q(x) у  =  Xy, 0 <  x  <  7Г,

(  У{0) =  2/o,
1 2/'(0) =  2/i -

(1.3.2)

(1.3.1)

Bu yerda q(x) €  С  [0, n] haqiqiy funksiya bodib. yo, yi haqiqiy 
sonlar.

(1.3.1) - (1.3.2) Koshi masalasining y(x , Л) yechimi mavjud, 
yagona va Л ga nisbatan butun funksiya bodishini isbot qilgan 
edik.

Endi, y (x , Л) yechimning |A| oo bodganda asimptotikasini 
o'rganish maqsadida (1.3.1)-f-(1.3.2) Koshi masalasiga ekvivalent. 
bodgan integral tenglama tuzamiz. Buning uchun awalo (1.3.1) 
t.englamani ushbu

Sodigra (1.3.3) tenglama uchun Koshi funksiyasini tuzamiz, ya’ni 
tarkibida t parametr qatnashgan ushbu

y" +  \ y  =  f {x ) ,  

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu yerda

f { x )  =  q(x) y (x , A).

(1.3.3)

(1.3.4)

y" +  X y  =  o, 
у U=t =  o, 
y' U=« =  i,

Koshi masalasining yechimini topamiz:

y\ x) =  —c\ \/X sin y/X x  +  Co cos VXx,
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/-г t smy/Xt 
Ci cos VA £ -f c2 j= — =  0,

—CivA sinVX t +  C2 cosV A t =  1, 

sin n/A£
Д  = cos VX t

v/A
—VX sin VX £ cos\/A£

A i  =

Д2 =

sin VA£
0 / -  VA
1 cos VA t

cos VX t 0 
—y/X sin VX £ 1

Sill

=  1,

V a £
V a ’

=  cos V a  t.

sin л/A t гг
Ci =  —----- — , C2 =  cosVA£,

V a  

sin  V a  t r~ r—
 -=— cos V Ax +  cos v  A t

V a  

=  — sin V a  ( x  — t).
V a

s in V a  x 
~ 7T~

Koshi funksiyasi yordamida (1.3.3) tenglamaning umumiy 
yechimi quyidagicha ifodalanadi

y(x, A) =  A0 cos VA x +  Ai Sm
. \ V A

X

+~=- J  /(£ ) sin V a ( x  — £) dt.

+

(1.3.5)

(1.3.4) belgilashni va boshlang‘ich shartlarni inobatga olsak,
(1.3.5) tenglik ushbu

/ w  /7  . sin\/Axy(x, A) =  y0cos v A x  +  yj
V a

+
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х  .

+ “ 7=- I  q(t) y ( t , Л) sin n/Л (x  -  t) dt, (1.3.6)

ko‘rinishni oladi. Bu tenglik biz izlagan integral tenglamadir. Bu
tenglama Voltemming ikkinchi turdagi integral tenglamasidir, un- 
ga Liuvill integral tenglamasi deb ham aytiladi.

c(x, A) va s(x, A) orqali (1.3.1) tenglamaning quyidagi

f  c(0, A) =  1, f  s(0, A) =  0.
{  c'(0,A) =  0 Va | s'(0, A) =  1 ■

boshlang‘ich shartlarini qanoatlantiruvchi yechimlarini belgi- 
laymiz. Bu yechimlar uchun (1.3.6) integral tenglama ushbu

X  , .

c(x, A) =  cos V \ x  +  -̂ =r J  q(t) c(t, A) sin V x  (x — t) dt, (1.3.7)

0
n r - . , • л

s(x, A) =  Sm̂ _  X +  J  q{t) s (t, A) sin n/A(x — t) dt, (1.3.8)
о

ko‘rinishlarda bo‘ladi.
Lem m a 1.3.1. Agar x  £  [0,7r], v/A =  к =  a +  i t , |/c| >7Г

2 f  \q(t)\dt bo‘lsa, u holda

|c(rc, A)| <  (1.3.9)

|5(x , A ) | < 2 ^ ,  (1.3.10)

baholashlar о ‘rinli bo 'ladi.
Isbot. Quyidagi

c(x, A)
F (x ,X ) =

belgilashni kiritib olamiz. U holda
е\т\х ’

c(x, A) =  e ^ xF {x , A)
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e*rlxF(.T, Л) =  cos kx +  j^J  <j(£)e^fF(t. Л) sin k(x — t )d t ,
о

F (x , A) =  ^  +  \J q{t)F(t, A (1.3.11) 
0

Quyidagi baholashlarni bajaramiz:

|cos/cx| =

bo'ladi. Buni (1.3.7) tenglamaga qo ‘yamiz:
X

|sin kx\ =

eikx +  e~ikx g ?(7 X —TX _j_ g —*(T.T+rX

2 2

< l(e~TX +  e” ) < e |Tlx

g t f c c  _  g - t f c x g t f f x —r x  __  g — i t r x + r x

2i 2
<

<  t ( e- T* +  er*\ <  е1Ф 
“  2 ' ~

M(A) =  max \F(x, A)| bo'lsin. U holda yuqorida olingan baho-
0 < X < 7 T

lashlarga ko‘ra (1.3.11) tenglikdan ushbu
7Г

|F(x, A)| <  1 +  щ У  |g(t)|M(A)<&.
0

tengsizlik kelib chiqadi. Bu tengsizlikdan esa
7Г

M(A) <  1 +  M (A) ■ щ У  |g(i)|ctt,
0

ya’ni

hosil bodadi. Lemma shartiga ko‘ra
7Г

Щ Х )  < 1 ,  (1.3.12)
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~ J \ q ( t )\ d t> ~ ,  (1.3.13)

bodadi. (1.3.12) va (1.3.13) tengsizliklardan ushbu M (X) <  2 
baholash kelib chiqadi, ya’ni |.F(a;5 A)| <  2 bodadi. Shunday qilib 
(1.3.9) baholash isbot qilindi. (1.3.10) baholash ham shu tarzda 
isbot qilinadi.l

Lem m a 1.3.2. Agar x  G [0, n], y/X =  к =  a  +  i r , |&| >7Г
2J \q(t)\dt bo‘lsa, и holda

c(z , A) -  cos n/AeJ <  ~ J  \q(t)\dt • e|r 

sin y/Xx

(1.3.14)

s(x. A) —
y/X

< j ^ 2 /  ' е|ф, (1-3.15)

Ж

с'(.т, А) +  ч/Asin у/Хх  \Q{t)\dt • е̂ т'х, (1.3.16)
о
X

s'(x, А) — cos у/Хх <  ' e^ r> (1.3.17)
о

bahola.sh.lar о ‘rinli bo‘ladi.

Isbot. (1.3.7) integral tenglama va (1.3.9) tengsizlikka ko‘ra
X

c (x , A) — cos y/Xx <  —  f  |<?(£)| • |c(£, A)| ■ IsinAdx — t)\dt <
\k\Jо

X  X

<  щ /  m \  ■ 2e|T|t ■ e H M d t  <  щ 1  m \ d t • e ^ ,
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bolladi. (1.3.8) integral tenglama va (1.3.10) baholashga ko‘ra 

sin y/\x
s(x, A) -

V a
~  щ /  leC*)l • |s(t, A)| • |sink{x -  t)\dt <

|<г(*)|Л -сИ*.

bo‘ladi. (1.3.14) va (1.3.15) baholashlar isbotlandi. (1.3.16) va 
(1.3.17) tengsizliklarni isbot qilish maqsadida, avvalo (1.3.7) va
(1.3.8) tenglamalardan hosila olamiz:

i
</(£, A) =  —\/Asin VXxM- J  q(t) c(t\ A) cos V \  (x' — t) dt,

о
i

s '(я, A) =  cos>/Ax +  J q{t) s(t, A) cos\/A(x — t)dt. 
о

Bu tengliklardan hamda (1.3.9) va (1.3.10) tengsizliklardan foy
dalanib, ushbu " V  ' • \ • /1 • i  , л  . . .

x

|с'(я, A) 4- \/Asin yfix\ <  J  |<7(*)| ■ \c{t, A)| • |cosk (x  — t)\dt <

' . . . . '  " . w .  * 0
x x

< J |9(t)| • 2e|Tl‘ • e|r|(l- 4)dt <  2 J  \q{t)\dt ■ eM l,
‘v P ... 0 ■ . ■ • • b.,v >-

x

\x, A) — cos \/Axj <  J  |g(t)| • |s(t, A)| • |cosk(x — t)\dt <  
о

X x

<  I  IffWI • 2 ^  • e ^ d t  <  ± J \ q(t)\ d t .e ^ ,
0

baholashlarni olamiz. ■
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N atija  1.3.1. Agar x G [0, 7г]. VX •=• к =  a  +  гг , |Л:| >

2f  \q(t)\dt bo‘ Isa, u holda quyidagi
7Г

c(x, Л) =. cos VXx  +  О
gM*

ч/X

c'(x, Л) =  —\/Asin ч/А х  +  £  »

/ еМ*\
s'(x , Л) =  cos v  Ах +  Q_ ( J ,

asimptotik formulalar o ‘rinli bo'ladi. '
N atija  1.3.2. Agar ip(x, A) orqali (1.3.1) tenglamaning ushbu

tp(0,А) =  1,- ^ ( 0 , А ) « Л  -

boshlang:ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini belgilasak, u 
holda ••••••’ - v ' ’ *5, '»

(f(x , A) =  c(x, A) +  h s (x , A)
JT

bo‘ladi. Bundan x G [0, 7г]. y/X =  к =  a  +  i r , |/c| > 2 /  |<?(£)|dt
о

bo‘lganda ushbu
, . / \ l m V x \ x \  . ;J

<p(x, A) =  cos v  Ax +  £  I — I ,

^ ,(a;! A) =  - v /Asin%/AS +  g ( e l Im'/XH  , 

asimptotik formulalar o ‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi.
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Mustaqil yechish uchun mashqlar

1. Koslii funksiyasi yordamida quyidagi Koshi masalalariga 
ekvivalent bo‘lgan integral tenglamalar tuzing va u yordamida 
yechimning asimptotikasini o'rganing (0 <  x  <  7r):

- y "  +  xy  =  \y, -J /" +  x y  =  Ay,
a)' y{ 0 ) = 0 ,  b)« 2/(0) =  1 ,

. №  =  i , . 2/(0) =  0,

- y "  +  xy =  A y, - 3/" +  x 2y =  Xy,

c)‘ 2/(0) =  1,' d ) <

C
DII

o
'

. y'(o) =  h , 2/ ( 0) =  1 ,

- y "  +  x2y  =  A y, Г - у "  +  x2y  =  Xy,

e)< y{ 0) =  1 ,  f ) \ 2/(0) =  1,
. 2/'(0) =  0, 1 1/(0) =  /г.

4-§. Shturm-Liuvill tenglamasi yechimining 
asimptotikasini aniqlashtirish

Quyidagi

- y "  +  q (x )у  =  Xy, 0 < x < 7T, (1-4.1)

Shturm-Liuvill tenglamasini ko‘rib chiqamiz. Bu yerda q(x) 6 
C[0, 7r] haqiqiy uzluksiz funksiya, Л kompleks paramctr. 

c(z, A) va s(x,A) orqali (1.4.1) tenglamaning quyidagi

f c(0, A) =  1 f s(0, A) =  0
t  c'(0, Л) =  0 Va \s ' (0 ,A)  =  l

boshlanglich shartlarini qanoatlantiruvehi yechimlarini belgilay- 
miz.

Birinchi bob uchinchi paragrafining ikkinchi lemmasida, agar
_ ‘ 7Г

x  e [0, 7г], у/Х =  к =  a + ir, \k\ >2J \q(t)\dt bo:lsa, u holda
о
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c(x, Л) =  coskx  +  j- ■ A{x> Л), |A (x, A)| <  2 J  \q(t)\dt ■ e ^ x.
о

(1.4.2)
X

s(x , A) =  i  sin kx  +  jp -  B (x , А), |£(x,A)| < 2 j  \q{t)\dt • efr,x,

(1.4.3)
baliolashlar o'rinli ekanligi ko£rsati!gan edi. (1.4.2) va (1.4.3) ifo- 
dalarni quyidagi

X

c (x , A) =  cos к x  4- i  J q(t) c (t , A) sin A;(x — £) (1-4-4)
о

X

s (x , A) =  Sm~— +  q(t) s(t, A) sin fc(x -  t) dt, (1.4.5)
о

x

c'(x } A) =  -A: sin kx +  J  q(t) c(£, A) cos/c(x — £) dt, (1.4.6)

с(х, Л) va s(x, Л) yechimlar uchun ushbu
X

s'(re, A) =  cos hx +  J  q(t) s(t, A) cos A;(x — £) d£, (1-4-7)
о

tengliklarning o ‘ng tomonlariga qo'yib,

c(x, A) =  cos fcx +  [ j  q{t)dt ) sin fcx—

+ A;

X

J  q(t) sin k(2t — x) dt+  
о

x

V J  X) s n̂ K x  ~  *) (1.4.8)
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s(cc, Л) =
sin kx 1
~k W J  q{t)dt cos k x +

+ -̂ J  vW)cos ̂ (2* - x)dt+
0

x

- f - j  J  q(t) B (t , Л) sin /c(x — £) d£, (1.4.9)

c'(x, Л) =  — A: sin /ex + dt cos/cx+5  ( / ' ’ « >
X

J ̂  cos — ̂
i V.. .л 0 \  •

z

+ ~  J  q{t)A (t, Л) cos /c(x — t) dt} (1.4.10)
1 о . . . .

s'(x, Л) =  cos fcz +  ^  q(t)dt^  sin k x+

XJ ̂  S*n — a:) ̂+
о

X r  \  \ . . .  . . •

+ -^ 2  J  q{t)B{t, Л) cos k(x — t)dt. (1.4.11)
о

tasvirlami hosil qilamiz. (1.4.8) tenglikning oxirida turgan integ- 
ralni baholaymiz:

X

J  q(t) A (t , Л) sin к (x -  t) dt
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<  J  \q{t)\ \A(t, A)| |sin A; (x  — t) \dt <  
о

j  \q(t)\ . j 2 j  \q(s)\d8 • е и Д  . e ^ - ^ d t  =

X

о
t

<  2eMx ■ J J  |#(s)|ds \dt =< /
0 0

• e | t \x

Xucldi shuningdek, ushbu
X
Г 1 f r
/  q{t) B (t ,  Л) sin k (x  — t) dt

J
< {  \g(t)\dt •

о « . ,  y, V
X

/  q(t) A (t , Л) cos к (x — t) dt 
J

(  X \

<  | /  W W I *  >

0 lb J
Xл f ?
/  q(t) B (t ,  A) cos /с (z  —  £) dt 

J
<  < /  |д(£)|<й

0 I 0

• e1

> • e1Ф

tengsizliklarning o ‘rinli ekanligini ko'rsatish mumkin. (1.4.8)- 
(1.4.11) tasvirlarda. yuqoridagi baholashlardan foydalansak, 
quyidagi asimptotikalarga ega. bo'lamiz: .

i ( f  \c (x ,\ )  =  cos k x -+ —  I /  q(t)dt sin k x—

' \ i  J

ik  j sink i2t -  x)dt +  Q  j  (1.4.12)

s(x, A) =
sin kx  1

к 2k2
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Teorem a 1.4.1. Agar <^(x,A) orqa.li (I .4 .I ) tenglamaning

у>(0,А) =  1, */(0,A ) =  /i

boshlang'ich shartlarni qanoatlantimvchi yechimini belgilqsak, и 
holda

ip(x, A) =. c(x, A) +  h s(x, A)

bo'ladi- Agar q(x) G C[0,7r], x  G [0,7г], л/А =  A; =  сг +  гт bo:Isa, 
и holda ip(x , A) ш  (^'(x, A) funksiyalar uchun ushbu



X

-  J  q(t) cos k(2t -  ж) сЙ +£ ( —  J ,
U

asim ptotikalar o ‘r in l i  boHadiM

L e m m a  1 .4 .1 . A g a r f ( t )  €  L 2(0. ж), ж >  0, /с =  a  4 - i r  

bo‘Isa, и holda ushbu
X

J  f ( t )  c o s k (2 t  -  x ) d t  =  o , |&| -> oo, (1.4.16) 
о

x

J  f ( t )  s in k ( 2 t  -  x) dt =  d , |&| —»• oo, (1.4.17) 
о

asim ptotikalar о ‘r in li.

I s b o t .  M a ’lum ki, berilgan / ( t )  G L 2(0, ж) funksiyaga 
L 2(0 , ж) fazoning normasi bo‘yicha yaqinlashuvchi f n(t) e  

C^fO, ж] finit funksiyalar ketma-ketligi m avjud. Demak, ixtiyoriy  
€  >  0 son uchun shunday щ  =  no(e) nomer topilib, n  >  no(e) 
bo‘lganida ushbu .

\
dt <  e,

tengsizlik o£rinli bodadi. Bundan foydalanib quyidagi integralrii 
baholaym iz:

f ( t )  cos k(^2t — x)dt

+

< J  l/ W  -  /n0(*)||cosfc(2 t -  x ) \d t +

J  fn0(t) cos k (2t — x)dt  ,
о

J I/0 0  -  /n0WI|cos fc(2t -  ж)|Л <
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\
js I f ( t )~  fn0(t)\2dt • e^xy/x <  £ • €^xy/x. 
о

a-' .

y / n 0(i)co sfc(2 t - a : ) d t  =  J  f ^ { t ) d  *'s m k (2t

X ■

^ J  f ! J t )  sin  k ( 2 t - x ) d t <

X . . ^

- m l  <  Щ ® 1*  <  E • e ^ 1, (|fc| >  R ( e ) ) .

•Natijada ushbu

J  f ( t )  co sk (2t  — x )d i <  e • + ,1 ); ... {\k \ >  R(e) } ,

tengsizlikka ega bodamiz. B u  esa (1.4.16) asim ptotik tenglik 
o‘rinli bo'lishini bildiradi. (1.4.17) tenglik ham shu tarzda isbot 
q ilin a d i.l ч ... « \ :

Lemma 1.4.2. A g a r q(x) 6  Ĉ fO, 7r], x  €  [0, тг], V \  =  к  =  
a  +  i r  bo ‘Isa, и  holda quyidagi asim ptotikalar o ‘r in li:

I l f  \
c (x , Л) =  cos I / q{t)dt j sin k x + Q

9\t \x

, ( W  oo)
\o

s (x , A) =  | J  vitfdt | co sfcx-fg  ( ^ ~ )  ’

1 I J \
/ (x , A) =  —A ;sin fcx+ - I / q (t)d t 1 cos k x + Q

>|r|a:

(|fc| ->• O o ) ,

,(|/c| o o )

(1.4.18)
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I s b o t .  B o'laklab  integrallash qoidasidan foydalanib, quyidagi 
integrallarni hisoblaym iz:

J  q(t) sin k (2 t  — x )d t  =  J  q(t)d  ~ 1 =
0 o '

x

1 I f
=  — —-[^(ж) -  <7(0)] cos k x  4- —  / q'(t) cos k (2t — x )d t , (1.4.19) 

2 k  2 k  J  1
о

X

J  q(t) cos k(2t  — x)cft =  J q(t)d  ~ ^  =
о

x
1 I f  '

=  ^т[<7(я) +  *(0)] sin k x  — —— / </(£) sin A:(2£ — x)dt. (1.4.20)
2K 2K J

0
Lem m a 1.4.1 dan foydalanib, ushbu

X

J  q(t) sin k (2 t — x)dt  =

»(?)• 
X

J  q(t) cos k (2t — x)d t  =

=  -  , ( 0)] cos k x  +  о ( ) » ( 1*1 ° ° )

1 _  / е |т|х\
=  2k ^ x ) +  9(0)] s in kx +  o I — j  .(|fc| -> o o ),

asim ptotikalarni topam iz. B u  ifodalarni (1 .4 .12)-(1.4.15) formula- 
larga qo'ysak, (1.4.18) asim ptotik tengliklar kelib c h iq a d i.l



T e o r e m a  1 .4 .2 . A g a r q{x) £  С^О.тг].. x  £  [0 , 7г], y/X  =  к  

о  +  i r  bo {lsa, и holda quyidagi

с(ж, Л) =  cos k x  +  —  a (x )  sin k x +  
2 k

+
4 k 2

q{x) -  5 (0) -  ~ a 2(x) cos k x —

1 }  , / e ,r,x\
_ 4 t f j  9 { t)c o s k (2t - x ) d t  +  Q (l*| - »  oo)

5 (ж, Л) =  \  sin k x  -  тгт^аГж) cos k x +  
к  2 k z

+
1

4/c3 q(x) +  7 (0) -  ^ a 2(x) sin k x -

X

——£3 J  q (t)  sin k (2t  — x)dt  +  Q_
e\Ф

~ k T
oo)

с'(ж, Л) =  —к  sin /сж +  -а(ж ) cos k x +

+ 4fc
q(x) +  7 (0) +  - a 2(x) sin k x —

X

—— J  q'{t) sin fc(2t — Ж )Л +  Q
|r |x

, ( | f c | - 4 0 o ) ,

$'(ж, Л) =  cos k x  4- т г л (х )  sin k x —

1
4/c2 9 (ж) -  9 (0) +  - а 2 (ж) cos k x +

- 4  OO



asim p totikalar о ‘r in l i  bo‘ladi. B u  yerda
x

a ( x )  =  J  q ( t ) d t .
о

Is b o t . Q uyidagi

c(:r, Л) =  cos k x  -I- — -a(x) sin k x  +  Л),
2k  k z

\A \{ x ,  A)| <  C  • e ^ x, 

s (x ,  A) =  ^ sin k x  -  ^j-oa (x ) cos k x  +  ^ ) 5

|5 i(* ,A )| < C - № ,
ifodalarni (1.4.4)-( 1.4.7) tengliklarning o‘ng tomoniga qo'yib, 
yuqoridagi kabi m ulohaza yuritsak , n atijada teoremada keltiril- 
gan tasdiq kelib c h iq a d i.l

N a t i ja  1 .4 .2 . A gar q(x) G С 1 [0,тг], x  G [0 ,7r], V \  =  к  =  
<т -f i r  bo'lsa, u holda quyidagi

sin k x  
-+ip (x , A) =  cos k x  +  +  ^a(x)^

f l r / ч /лм h  , ч 1  9/ ч] cos
+  1 4 ~  9 (0)] -  ~ a ( x )  -  g ^ W j  • ~ k

q'(t) cos k ( 2 t - x ) d t  +  Q  Г , (|/c| -> o o ) ,

/с

cos k x  

¥

ip'(x, A) =  —к  sin  k x  +  +  ^aW y  cos k x +

( l r / ч /лм h  / N 1  9 , x l sin k x  +  |^ fe W  +  9(0)] +  -a(a:) + - a  (ж) j  • — -----

1 }  /e lTb:\
——  I  q'(t) sin k (2t — x)dt +  Q y  J . (\k \ -»• o o ) ,

о
asim ptotik form ulalar o‘rinli.
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1. Koshi funksiyasi yordam ida quyidagi Koshi m asalala-  
riga ekvivalent bo'lgan integral tenglam alar tuzing va u yor
dam ida yechim  asim ptotikasining dastlabki ik k ita  hadini toping  
( 0 <  x  <  7г):

{-у" - x y  =  X y, (  - y "  -  x y  =  X y,

1/(0) =  0, £>)< 2/(0) =  1,

2/(0) =  1, U ' ( ° )  =  0 >

- у " -  x y  =  X y, (  —y" -  x 2y  =  X y,

2/(0) =  1, <*K 2/(0) =  0,

2/'(°) =K .[ y'(°) = i.

Mustaqil yechish uchun mashqlar

- y "  -  x 2y  =  X y,

2/(0) =  1, f){
№  =  o,

-y" -  X 2y  =  X y, 

2/(0) =  1,
2/'(0) =  h.

5-§. Shturm-Liuvill masalasining xos qiymatlari 
uchun asimptotik formulalar

Quyidagi

- y "  +  q {x )y  =  X y,. 0 <  x  <  7Г, (1.5.1)

j  2/'(0) -  hy(Q) = 0 ,
' ■ | \  y '{ir) +  H y { n )  =  0,- ,

Shtu rm -Liu v ill chegaraviy m asalasini ko‘rib chiqamiz. B u  yerda  
q(x) €  C[0V 7г] haqiqiy funksiya va /г, H  chekli haqiqiy sonlar.

(p ( x ,X ) orqali (1.5.1) tenglamaning

^ (0 ,A ) =  1, y>'(0,A) =  /i

boshlang‘ich sh artlarn i qanoatlantiruvchi yechim ini belgilaym iz.
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A niq lan ish iga ko'ra, ip {x y A) funksiya chegaraviy shartlardan  
birinchisin i qanoatlantiradi. (1.5.1)-r(1.5.2) chegaraviy masala* 
ning xos q iym atlarin i topish uchun bu funksiyani chegaraviy 
shartlardan ikkinchisiga qo:yam iz:

А  (Л) =  Щ r, A) +  H ip (7Г, A) =  0 . (1.5.3)

H osil bo‘lgan tenglam aga (1.5.1)h- (1.5.2) Shturm -Liuvill 
m asalasining xarakteristik  tenglamasi deyiladi. Uning ild izlari xos 
qiym atlardan iborat bo‘ladi.

T e o r e m a  1 .5 .1 . ( 1 . 5 . ! ) + ( ! . 5 . 2 )  S h tu rm -L iu v ill m asalasin ing  

x o s-q iym a tla rid a n  tuzilgan to ‘p lam  quyidan chegaralangan, y a ’n i 

shunday son m avjudki, undan k ich ik  xos qiym at y o ‘q.

I s b o t . Teskarisin i faraz qilaylik, y a ’ni Shturm -Liuvill chega
raviy  m asalasining xos qiym atlaridan tuzilgan to'plam quyidan 
chegaralanm agan deb hisoblaylik. U holda, bu.to‘p lam dan,-oo  ga 
intiladigan xos qiym atlardan tuzilgan qismiy ketm a-ketlik ajratib  
olish m um kin bo‘ladi. A ytaylik , {A n} ^ 0 shu shartni qanoatlanti- 
ruvchi ketm a-ketlik bo‘lsin. /i„ =  - A n >  0 belgilash kiritam iz.

A gar ushbu

f e \lm V x \x \
<p(x, A) =  cos V J x  +  Q  ( — - Д —  I , (|A| -> oo), (1.5.4)

<Ax,.\) =  ->/A'sin VA® +  f i (c l? m ,/sh ,  ( |A| ->  oo), (1.5.5)

asim ptotik form ulalarda, A param etrning haqiqiy rhanfiy qiymat
larini qarasak va \ i  =  - A  >  0 belgilashni kiritsak, quyidagi for- 
m ulalarni hosil qilam iz:

e ^ x \



(1.5.6) va (1.5.7) asim ptotik formulalarni (1.5.3) xarakteristik  
tenglamaga qo'yib,

y f j l ^ s h +  Н сН уД ^т г +  Q i e ^ * )  =  0, r i - + oo,

. ^  +  ^  +  a m  =  0, „ . o o ,

bo‘lishini ко ‘ rami z. p,n -+ oo bo‘lgani uchun oxirgi tenglikning  
chap tomoni oo ga intiladi, o‘ng tomoni esa nolga teng, z id d iy a t .i

N a t i ja  1 .5 .1 . Butun  funksiyaning nollar to'pl&mi chekli li- 
m itik nuqtaga ega bodmaganligi uchun Sh tu rm -Liu v ill chega- 
raviy masalasi xos q iym atlari to'plam i chekli lim itik  nuqtaga ega 
bodmaydi. Chunki xarakteristik tenglam aning chap tomoni A  (A) 
butun funksiya. Xarakteristik  tenglam a faqat haqiqiy ildizlarga  
ega bo‘lgani uchun xos q iym atlar ketm a-ketligi faqat +oo ga in- 

tilish i mumkin.
T e o re m a  1 .5 .2 . ( 1 .5 .1 ) + ( 1 .5 .2 )  S h tu rm -L iu v ill chegaraviy

m asalasin ing cheksizta xos qiym ati m avjud. B u  xos qiy- 

m a tlam i о ‘sib borish tartibida An, n  =  0, 1, 2 , ... orqali 

belgilasak, ushbu

y /X n  =  n  +  О  ( -  J , n  —> oo, (1.5.8)
—  \n ,

asimptotik form ula o ‘r in l i  bo‘ladi.

Is b o t . (1.5.1)+(1.5.2) m asalaning xos q iym atlari orasidachek- 
litasi manfiy bo'lishi mumkin. Dem ak. n  ning biror qiymati- 
dan boshlab barchasi m usbat bo‘ladi. B iz  Xn ketm a-ketlik uchun 
n  ning yetarlicha katta qiym atlaridagi asim ptotikasini keltirib  
chiqaram iz. Buning uchun ushbu

A) == cos /с7г +  Q_ ’ A; —>■+oo, (1.5.9)

y/(7r, A) == — /с sin Ы  +  2 (1 ) ,  к —> + oo, (1.5.10)

asim ptotik formulalardan foydalanamiz. B u  yerda к  =  л/А >  0.
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—k s m k n  +  H  cos k n  +  0 (1 )  =  0, к  —У -boo.

B u  tenglam adan

(1.5.9) va (1.5.10) ifodalarni xarakteristik tenglamaga
qo'yamiz:

kelib chiqadi. (1.5.11) tenglam aning cheksizta ildizi bo‘lib, bu 
ild izlar butun sonlar atroflarida joylashgan bo£ladi, aks holda
(1.5.11) teng lam ao‘ng tomoni nolga intiladi vachap  tomoni nolga 
intilm aydi. Shuning uchun • A

Rushe teoremasiga asoslanib, m n =  n  bo:lishini ko‘rsatamiz. Bu
lling uchun

f ( k )  =  — k s m k n  va g(k)  =  ip '(n ,k 2) 4- Н (р (я, к 2) +  k s m k n  

funksiyalarni ko‘rib  chiqamiz. B u  funksiyalarning yig ‘indisi
(1 .5 .1)+ (1 .5 .2) chegaraviy masalaning xarakteristik funksiyasini 
beradi. g (k )  funksiya uchun (1.5.4) va (1.5.5) asim ptotik formu- 

la larga ko;ra

(1.5.11)

bo'ladi. B u  yerda m n butun son va

5n ~> 0 , (n  —> oo):

g(k )  =  a  ( e |Im % )  , №  -»  o o ) ,

topamiz.

7 n orqali ushbu к  = eia , 0 <  a  <  27г aylanani

belgilaymiz. B u  yerda n  natural son.
cs



1-rasm.

n  natural sonning biror no qiym atidan boshlab, aylana usti- 
da | f ( k )| >  |<7(&)| bo‘ladi. Haqiqatan ham,

£n  — -  I ега sin• /  (  l111 | 7 Г  ^ П  2\f ( k ) \  =  |—Л: sin /с7г| =

|ff(fc)| =  g ( > M ) |sinn|)  _

bodganiuchun

b o ia d i; xususan n  natural sonning biror no qiym atidan boshlab,

ushbu 1  tengsizlik bajarilad i.

f ( k )  funksiyaning 7 n aylana ichidagi karrasiz ild izlari ± 1 , ± 2 , 
±(?г — 1 ) bo‘lib, 0 soni ikki karrali ild iz bodadi, barcha il- 

dizlarining soni 2n  ta. Rushe teoremasiga ko‘ra  qaralayotgan ay
lana ichida f ( k )  va f { k ) + g ( k )  funksiyalar b ir x il sondagi ild izlarga  
ega bodadi. Bunga asosan, f { k ) + g ( k )  funksiya 7 n aylana ichidagi 
ild izlarining soni 2 n  ta. 7 n+i aylananing ichida esa 2 (n + l)  =  2nd- 2  
ta  ildizga ega. y a ’ni, 7 n va 7 n+i aylanalar bilan chegaralangan 
halqada 2  ta  ild iz joylashgan. f { k )  +  g(k)  =  </?'(*-, fc2) + t f  <р(7Г, к 2)



ju ft funksiya bo‘lgani uchun uning 7 n+i aylana ichidagi barcha  
ild izlari: ±/c0, ± fci, ± k n- \  bo‘ladi. ± k n ild izlarn ing qarala- 
yotgan halqada yotishin i va haqiqiyligi.ni e ’tiborga olsak, A+ 6  
(n  — +  7i >  7io, y a ’ni |A  ̂ -  ti| <  5 , 7i >  Tio bo'lishi 
ko‘rinadi. Dem ak,

kn =  71 +  6n, J$n| < 71 >  71ц. (1.5.12)

Sn ning asim ptotikasini o‘rganish maqsadida (1.5.12) ifodani
(1.5.11) tenglikka qo'yamiz: - . .•

s in ( 7T77. +  7Г6n ) =  О  ( -----—7 -  ) , 71 —* OO,
— \ n  +  5 n j

sin(7r5u) =

Sn =  Q_ , 71 —> 0 0 . (1.5.13)

(1.5.13) ifodani (1.5.12) tenglikka qo'ysak, (1.5.8) formulaga ega 
bo‘lam iz .1  • • ' г \ r  :u

(1 .5 .1)+ (1 .5 .2) Shturm -Liuvill chegaraviy masalasining An, 
71 =  0, 1, 2, ... xos q iym atlari uchun topilgan (1.5.8) asim ptotik  
formulani yanada aniqlashtirish mumkin.

T e o r e m a  1 .5 .3 . A g a r q(x) 6  C [0 , тг] haqiqiy uzluksiz 

fu n k siya  bo‘bib, ( 1 .5 .1 ) + ( 1 .5 .2 )  chegaraviy m asalaning xos qiy

m a tlari {A n}2 L 0 ЬоЪ а, и holda ushbu

V /A^ =  n  +  -  +  — , (1.5.14)
71 71

asim.ptotik fo rm ula o (r in li  bo‘ladi. B u  yerda

7Г

Cl =  h +  H - +  f  q(t)dt, . { a rt}  e  /2 . (1.5.15)
7Г ZTVj

0
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X

J  q{t) sin k(21 -  x)dt +  Q ,

о

f if \<p'(x, A) =  —k sin к x  +  I h + -  /  q(t) dt j cos kx+

Isbot. Quyidagi

A) =  cos kx +  +  ~  fT~~

X

1J q(t) cos k(2t — x) dt+O
о

к  5

asimptotik formulalar yordam ida xarakteristik  funksiyaning  
asim ptotikasini keltirib chiqaramiz:

A  (A) =  1р'(тт, A) -f- Я(/?(7г, A) =

(  i f  \=  — к sin ктг +  h +  H  +  -  / q(i)d t  cos ктг+

7Г+\ J ^o sk (2t  — 7г) dt+Q_ .
о

Bunga ko‘ra, quyidagi

F ( k )  =  A  (A;2) +  A: sin k n  — ^ h  +  H  +  q(t)dt^  cos Аж,

(1.5.16)
funksiva uchun ushbu



asim ptotik form ula o 'rinli bo'ladi.
A gar &n =  F ( k n) belgilash kiritsak, kn =  n + 8 n bodgani uchun 

(1.5.17) tenglikka asosan { a n}  6  l2 ekanligi kelib chiqadi. (1.5.16) 
ifodaga asosan

(n  -f Sn) s in (n 4- 6n)ir — ^ h  +  H  +  ^ j  g(£)cft^ c o s (n + 6п)тг =  a „ , 

y a ’ni

(n  +  6n) sin Sn7Г -  +  H  +  q {l)d t \  cos £n7r =  ( - l ) n • a n,

(1.5.18)
bo'ladi. Ushbu

Sn =  Q  ( ^ j  , ' n  -> oo,

asim ptotikadan

sin 6n7Г =  tfn 7T +  g  ( 1 )  , cos Sn7Г =  1 +  , (1.5.19)

kelib chiqadi. (1.5.19) ifodalarni (1.5.18) tenglikka qo‘ysak,

n 5 ni r + Q  — ( h  +  H  +  ^  j  q(t)dt j  + Q  =  ( - l ) n -dn,

y a m

1 I  h  +  H
Sn =  -  ----------+

П 1 7Г
± }ф)Л + ± { ( - Ц* a .  +  a ( i ) }  

0 /
tenglik hosil bodadi. Buni k n =  n  +  Sn tenglikka qo£ysak, (1.5.14) 
formulaga ega bo‘lam iz.1

Iz o h  1 .5 .1 . (1.5.1) +  (1.5.2) chegaraviy m asalaning {A n} ^ i0 
xos qiym atlari uchun olingan (1.5.14) +  (1.5.15) asim ptotik for
m ula q(x) haqiqiy funksiya L 2(0, 7r) fazoga t.egishli bo‘lgan holda 
ham ocrin li bo'ladi.
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T e o r e m a  1 .5 .4 . A g a rq (x )  €  C l [0, 7r] haqiqiy fu n k siy a  boclib,

( 1 . 5 . 1 ) +  ( 1 .5 .2 )  chegaraviy m a salan in g  xos qiym.atla.ri. {An}JL0 
bollsa3 и holda ushbu

%/Л^ =  п  +  ^  +  %  (1.5.20)• ... | n 71*
asimptotik form ula o ‘i i n l i  bo‘ladi. B u  yerda

7Г

ci =  - + H  +  f f  q{t)dt, {/3n} e  h-7Г Z7Г J
1 o

Is b o t . Bu holda <р(.т, A) yechim  va  uning hosilasi uchun 
quyidagi asim ptotik form ulalar o‘rinli



B u  form ulararga asosan, xarakteristik  funksiya ushbu  

A(fc2) =  — к  sin  ктт +  I h  +  H  +  q{t)dt j  cos fc7T+

ТГ
sin ктт

-fc j  I  q \t )  sin k{2t -  7r)dt +  Q  ( J f j ,
к  4k о

asim ptolikaga ega bo‘lishi ko‘rinadi. Bu yerda

7Г /  7Г \ ^

c =  H h  +  ^ \q (n )  +  q(0] +  J  q{t)dt +  \ i  f

о Vo ' . , V '.

Demak, ushbu J - : : - .,..Г-У« / 
Sin kTT

.F(fc) =  A(fc2) +  к  sin  ктт — 7r c i cos k n  — с  г— , (1.5.21)
/с

funksiya uchun quyidagi asim ptotika o‘rinii:

F ( k )  =  - ~ J  q'(t) sin k (2t  -  тг)сй +  2  .

о ;• . ... Д ?.i : ; {

En d i fc =  fcn, fcn =  n + £ n deb, ushbu fin =  fcn-F(fcn) belgilashni 
kiritsak, u holda {/?„} €  h  bo‘ladi, chunki teoremaning shartiga  
ko‘ra q'(x) G L 2 [0, 7г]. (1.5.21) tenglikda fc =  fc„ desak, u ushbu

sin (n  +  (5n)7T _
n  +  <5n n  +  5n’

(n  +  £n) sin(71 +  5n)7T —7ГС1 COs(71 +  5n)7T —c- 

ko+inishni oladi. O xirgi tenglikdan

( 7 1  +  6n.)2 sin 6птт — 7Г c i ( 7 1  +  6n) cos 8птт -  с  • sin <Sn7r =  ( - l ) n • fin,

(1.5.22)
kelib chiqadi. O ldingi teoremaga ko‘ra  ushbu -

с i +  ^ n ) • ' (1.5.23)
71 71
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asim ptotik formula o'rinli. B undan  esa quyidagi tengliklar kelib  
chiqadi:

S i l l  6 n 7Г =  —  +  +  О  f  Д Л  , C O S  6 n 7Г =  1  +  О  ( \ ' j  •
n  n  — \ n 3)  — \ n l  J

(1.5.24)
(1.5.23) va (1.5.24) ifodalarni (1.5.22) ga qo‘yarniz:

[ n +  -  +  — ) 2 +  — +  o  -
V n  n  /  \  n  n  — \ n 3 у  У

—  \ n /

1
=  ( - 1 Г - А . .71 'i p 2 + Ш 1 )) ( ;̂ ^ + a  Q s ) )  ■-* c^ + a

Oxirgi tenglikdan

kelib chiqadi. Dem ak, quyidagilar o‘rin li:

  P n  r  _  C 1 . f i n  f  О  \  r -  Ja n —  — ) on — -r- H— { f i n }  E  h -  
n  n  n z

Buni kn =  n  +  5n tenglikka qo'ysak, (1.5.20) formulaga ega 
bo‘lam iz.1

N a t i ja  1 .5 .2 . A gar q (x ) 6  C71[0, 7r] bo‘lsa, u holda
(1.5.1)+(1.5.2) Shturm -Liuvill m asalasining Лп, n  =  0, 1, 2. ... 
xos qiym atlari uchun quyidagi asim ptotik form ula o‘rinli:

An =  n 2 +  Co +  — , {7 n } €  /2 -
n

B u  yerda

2/i +  2 Я  1 
со = --------------Ь

7Г
0

Iz o h  1 .5 .2 . Shtu rm -Liu v ill tenglamasidagi q(x) koeffitsiyent- 
ning silliq lik  dara jasin i oshirish hisobiga (1 .5 .1)+ (1.5 .2) chegar- 
av iy  m asalaning xos q iym atlari uchun olingan (1.5.20) asim ptotik

72



formulani aneha aniqlashtirish mum kin. Q uyidagi teoremani is- 
botsiz keltiram iz. bu teoremani isbotlash uchun a w a lo  Shturm - 
L iu v ill tenglam asining yechim i uchun yanada aniqroq asim ptotik  
form ula olisli lozim  ([97]).

T a T i f  1 .5 .1 . n  rnarta differensiallanuvchi, harnda ra-tartibli 
hosilasi L 2(0, 7r) fazoga tegishli bo'lgan funksiyalar to‘plam iga  
W giO , 7r) Sobolev fazosi deyiladi.

T e o r e m a  1 .5 .5 . A g a r q(x)  G W ™ [0, тг]. (m  >  1), y a 'n i q(x) 

potential Sobolev fazosiga qarashli bo‘Isa, и holda ( 1 .5 .1 ) + ( 1 .5 .2 )  

chegaraviy m asalan in g  {A n}JJL0 xos q iym atlari uchun ushbu

asim ptotik fo rm u la  o 'r in li bo'ladi. B u  yerda

T e o r e m a  1 .5 .6 . A g a r q{x) €  C °°[0 . 7г] ЬоЪ а, и holda

( 1 .5 .1 ) + ( 1 . 5 . 2 )  chegaraviy m asalaning  {А п}^10 xos qiym atlari 

uchun  '•

asim ptotik fo rm u la  о ‘r in l i  bo ‘la d i.

I s b o t .  H isoblashlarni soddalashtirish maqsadida h =  H  =  0 
hoi bilan cheklanam iz. Bu holda (1.5.1)-l-(1.5.2) chegaraviy m asala  
quyidagi ko'rinishni oladi:

B u  yerda q(x) G C°°[0,7r] cheksiz m art a  differensiallanuvchi 
haqiqiy funksiya. (1.5.25) tenglamaning yechim ini ushbu

{P n }  e h , c2p =  0, p >  o.

oc

- y "  +  q {x )y  =  X y, x  e  (0 ,7Г], (1.5.25)

1/(0) =  0, y ’(т г ) = 0 ,  ‘ (1.5.26)



ko‘rinishda izlaym iz. (1.5.27) ifodani (1.5.26) tenglam aga qo'yib, 
cr(/i, x ) funksiyaga nisbatan

a ' +  2 i \ i a  +  a 2 — q(x) =  0, (1.5.28)

birinchi tartibli differensial tenglam ani hosil qilam iz. .

Faraz qilaylik, cr(/x,:x) funksiya uchun ushbu \

• x 1-5-29)

yoyilma o'rinli bo‘lsin. B u  yerdagi cr^(x) nom a’lum  funksiyalarni 
topish uchun (1.5.29) ifodani (1.5.28) tenglam aga qo‘yam iz. Nati- 
jad a  hosil bb‘lgan tenglikda (2ip )  param etrning mos darajalari 
oldidagi koeffitsiyentlarni solishtirib crk(x) funksiyaga nisbatan  
quyidagi rekkurent tenglam alarni hosil qilam iz:

•> ■ ^i(a=) =  q {x), a [{x )

17m{x) =  - < 4 _ i ( z )  -  ^ 2  =  3, 4, 5 ......
. ■ , J 1

.... (1.5.30)
B u formulalardan foydalanib, &k(x) funksiyalarning bir nechtasini 
topishimiz.mumkin:.,. u ;

a 2(x) =  ~ q ’{x),

аз{х) =  q"(.x) -  q2{x),
<r4(x) =  +  4 q (x )?'(x ), (1.5.31)

. <75(z ) =  q<~IV \ x )  -  5 < f { x ) -  6q(x)q"(x) +  2q3(x),

B u  yerda q (x ) . funksiyaning haqiqiyligini hisobga olsak,
(1.5 .30)+(1.5.31) tengliklardan стЦж) funksiyalarning ham  
haqiqiyligi kelib chiqadi.

A gar А Ф  0 bo(lsa, u holda (1.5.27) formula (1.5.25) tengla-
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maning ikkita chiziqli erkli yechimlarini beradi:

3/1 (ж, A) =  exp <
X

IfJX - f J  c r(t ,n )d tt\,

0
x

y2(x , A) =  exp |  - щ х  +  J  a {t, - p ) d t  1, ц  =  V X  (1.5.32)
0

B u  yerda y /X  ild iz qiym ati quyidagicha tanlanadi: agar A <  0 
bo‘lsa, u holda y /X  =  =  гг , r  >  0. Boshqa hollarda ildizning
qiym ati analitik davom qildirish yordam ida aniqlanadi. y \{ x ,  X) 

va  У2(ж, A) yechim lar yordam ida ushbu

z ( x , /l) =  2/1 (2;, д )2/2(0 , m) -  2/2( s ,  / i)y i(0 , m)> • (1,5.33)

funksiyani tuzib olamiz. Bu funksiya (1.5.26) chegaraviy shart- 
larning birinchisini qanoatlantiradi, y a ’ni 2?(0 ,ц )  =  0. (1.5.33) ifo- 
dani (1.5.26) chegaraviy shartlarning ikkinchisiga qo'yib, (1.5.25) 
+  (1.5.26) chegaraviy m asalaning xarakteristik tenglamasini hosil 
qilam iz:

у К т в м Ш 0 »/') ~  0,M) =  0. (1.5.34)

(1.5.32) tenglikdan foydalanib (1.5.34) tenglamani quyidagi 
ko'rinishda yozib olamiz:

exp ^ 2 if m  +  j  = т { ц ) .  (1.5.35)

B u  yerda
о

+  +  0, — At)]

(1.5.36) tenglik yordam ida aniqlangan r(/x) funksiya uchun ushbu
oc

'ГЫ  =  1 +  У ' т У + .  =  const, (1.5.37)



asim ptotik yoyilm a o‘rinli. (1.5.35) va (1.5.37) tengliklardan
oo / i  \ j  QQ i

-  » £  -  ь * 1  +g  ̂
(1.5.38)

hosil bo‘ladi. B u  yerda
7Г

«2j+ i =  J  a 2j+ i{ x ) d x , 6j =  const, /z* =  \ Д ь  

о
r(/ i) funksiyaning aniqlanishiga ko£ra.

T (-/i) = 1

bo:ladi. A gar (1.5.36) tenglam aning ildizi bo‘lsa, u holda — /хд. 
ham shu  tenglamani qanoatlantiradi. Bundan (1.5.38) tenglikning 
o‘ng tarafida. /ifc ning faqat t.oq darajalari qat-nashishi kelib cliiqa- 
di. Haqiqatan ham , (1.5.38) tenglam ada /z* ni - f i k  bilan, к  ni esa 
—к  bilan alm ashtirsak

tenglik hosil bo'ladi. (1.5.38) va (1.5.39) tengliklarni qo'shish nati- 
jasida

00 ,
V  b2i —  =  о

hosil bo'ladi. Bundan /Zfc - *  oo bo‘lganda b2j =  0, j  =  
0 ,1 ,2 ,3 , . . .  kelib chiqadi. Shunday qilib, (1.5.38) tenglikni ushbu

=  1 V  °2 j+ l = k  1 V "  ( —l ) J&2j+l / 1 5 4 0 л
№ (2Л )*+> 2 т г ^ ( 2 г М^ +1’ ( }

ko'rin ishda yozish m um kin ekan. B u  tenglikdan

iW  =  fc +  G ( l ) ,  (1-5.41)
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kelib chiqadi, chunki f ik -»  oc. (1.5.41) ifodani (1.5.40) tenglikka  
qo‘yam iz va yan a  shu jarayonni davom ettirib , uchun

asim ptotik yoyilm ani topamiz. B u  yerda C2j + i  - A: ga bog‘liq 
bodm aydi, lekin u a 2j + i ,  а*.(0) va сг (̂7г) sonlarga bog‘liq bo‘la d i.1

6-§. C h e g a r a v iy  s h a r t la r id a  y (0) =  0 y o k i y (n )  =  0 
b o ‘lg a n  S h t u r m - L iu v i l l  m a s a la s in in g  x o s  q iy m a t la r i  

u c h u n  a s im p to t ik  fo rm u la la r

1. Quyidagi

S hturm -Liu v ill chegaraviy m asalasini ko‘rib chiqamiz. B u  yerda  
q(x) €  C [0 . 7r] haqiqiy uzluksiz funksiya va H  chekli haqiqiy son. 

s ( j : ,A )  orqali (1 .6 .1 ) tenglamaning ushbu

s ( x , A) funksiya aniqlanishiga kolra  chegaraviy shartlardan birin- 
chisini qanoatlantiradi. (1 .6 .1)+  (1.6.2) m asalaning xos qiymat- 
larin i topish uchun bu funksiyani chegaraviy shartlarn ing ikkin- 
chisiga qo'yam iz:

Hosil bo‘lga.n tcnglamaga. (1 .6 .1)+(1.6.2) Shturm -Liuvill 
m asalasining xarakteristik  tenglarnasi deyiladi. Uning ildizlari 
xos qiym atlardan iborat.

(1.5.42)

y"  +  q(x )y  =  b y , о < x  <  7Г,

(1 .6 .2)

s(0 , A) =  0, s'(0, Л) =  1, 

boshlang’ich shartlarn i qanoatlantiruvchi yechim ini belgilaymiz.

s '(7Г, Л) +  H s ( 7Г, A) =  0. (1.6.3)
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T e o r e m a  1 .6 .1 . ( 1 .6 . 1 ) + ( 1 . 6 . 2 )  S h t u r m -L iu v ill chegaraviy  

m a sa la sin in g  xos q iym atlarid an  tuzilgan to'plam  quyidan chega- 

ralangan, y a }n i shunday son m avjudki. undan k ich ik  xos qiyrnat 

y o cq.

I s b o t .  T eskaris in i faraz q ilaylik , y a ’ni S htu rm -Liu v ill 
m asalasining xos q iym atlaridan  tuzilgan to'plam  quyidan chega- 
ralanm agan deb hisoblaylik. U  holda, bu to‘plam dan —oo ga inti- 
ladigan xos q iym atlardan tuzilgan qism iy ketm a-ketlik a jra tib  ol- 
ish m um kin bo'ladi. A ytaylik , {Л п} ^ 0 shu shartn i qanoatlantiruv- 
chi ketm a-ketlik bb'lsin. f in =  — An >  0 belgilash kiritam iz.

A gar ushbu

sin y / \ x  (  elblv^ lx>̂
s { x y A) =  — j = — 4- Q  [ — - — I ,  (|A| -> o o ) , (1.6.4)

/  |1шч/а|.т \
s '( x , A) =  cos V X x  4- Q  ( —  j  j (W  ° ° ) » (1-6.5)

asim ptotik form ulalarda, A param etrning haqiqiy manfiy qiymat- 
larini qarasak va )x =  - A  >  0 belgilashni k iritsak, quyidagi for- 
mulalarni hosil qilam iz:

, м , ? ! Ы ё е + & ( ^ ) ,  (1.6.6)
y /U  — V M 

У (а ;5 A) =  c h ^ /J lx  +  Q_ ^ M “4  +oo. (1.6.7)

(1.6.6) va (1.6.7) asim ptotik formulalarni xarakteristik  tenglama- 

ga qo'yib,
/ e\/fWr\

c h ^ fjrnv  +  Q  = r J  = 0 ,  n  -> oo,

0, n  —> oo,
chJJTn-к /  1 \
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b o lish in i ko'ram iz. f in -> oo bo:lgani uchun oxirgi tenglikning  
chap tomoni \  ga intiladi, o‘ng tornoni esa nolga teng, z id d iy a t .i

N a t i ja  1 .6 .1 . Butun  funksiyaning noliar to'plam i chekli lim it 

nuqtaga ega bodmaganligi uchun (l'.6.1)-f-(1.6.2) Shturm -Liuvill 
chegaraviy m asalasi xos qiym atlarining to‘plam i chekli lim it nuq
taga ega bodm aydi. C liunki xarakteristik tenglam aning chap 
tornoni butun funksiya. X arakteristik  tenglama faqat haqiqiy il- 
dizlarga ega bo‘lgani uchun xos qiym atlar ketma-ketligi faqat -boo 

ga intilishi mumkin.
T e o r e m a  1 .6 .2 . ( 1 .6 .1 ) + ( 1 .6 .2 )  chegaraviy m a salan in g chek- 

sizta xos qiym ati m avjud. B u  xos q iym a tla m i о ‘sib borish tartibida  

An, n  =  0, 1, 2, ... orqali belgilasah, ushbu

asim ptotik form u la o lr in l i  bo‘ladi.

I s b o t .  (1 .6 .1)+(1.6.2) chegaraviy masalaning xos qiym atlari 
orasida cheklitasi manfiy bo'lishi mumkin. Demak, n  ning biror 
qiym atidan boshlab barchasi musbat bo‘ladi. B iz  An ketm a-ketlik  
uchun n  ning yetarlicha katta qiym atlaridagi asimptotikasini 
keltirib chiqaram iz. Bulling uchun ushbu

(1.6.9) va (1.6.10) ifodalarni xarakteristik  tenglamaga 
qo‘yam iz:

к  —> -boo, (1.6.9)

к  - ¥  -boo, (1.6.10)

asim ptotik form ulalardan foydalanamiz. B u  yerda к =  л/А >  0.

к —>■ -boo. (1.6.11)
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B u tenglamadan
Щ 'f'Y ’» . . 1- ,  - . :

cos ктт — 0

kelib chiqadi. (1.6.12) tenglam aning cheksizta ildizi. bodib. bu  
ild izlar cos /с7г =  0 . tenglam aning ild izlari atrofida joylashgan  

bodadi, aks holda (1.6.12) tenglam a o‘ng tomoni nolga intiladi va  
chap tomoni nolga intilm aydi. Shuning uchun

kn =  m n +  i  +  Sn: (1.6.13)

bodadi. Bu,yerda m n butun son va

6n 0 ; ( n •-> oo). (1.6.14)

Rushe teoremasiga asoslanib. m n — n  bodishini ko‘rsatam iz. 
Buning uchun f ( k )  =  cos кщ va g{k )  =  s'(7r,/c2) +  #s(7T,/c2) -  

cos kit funksiyalarni ko‘rib  chiqamiz. B u  funksiyalarning yigdndisi
(1.6.1)+(1.6.2) chegaraviy m asalaning xarakteristik funksiyasini 
beradi. g (k ) funksiya uchun (1.6.4) va (1.6.5) asim ptotik formu- 

lalarga kolra
/ JIm /фг

; : ^ 7  f i ( —

topamiz. 7 „ orqali ushbu к  =  0 <  a  <  2тт aylanani belgi-
laymiz. B u  yerda n  natural son.

* и

2 -  rasm . j  
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n  natural sonning biror щ  qiym atidan boshlab, y n aylana ustida  
\f ( k ) \  >  \g(k)\ bodadi. Haqiqatan, ham

\f ( k ) \  =  |COS /С7г| =  |cos{7rnela}| =  о  ^еНйпаЛ ^

m \ = a

bodgani uchun .

Я П |sin or|

П

bo‘ladi. xususan n  natural sonning biror no qiym atidan boshlab, 
\f ( k ) \

ushbu . >  1  tengsizlik bajariladi.
\9 W \

f ( k )  funksiyaning ildizlari karrasiz bodib, j n aylana ichidagi
1  3 (  1 \

ild izlar ± - ,  ± - 3 db I n  — -  1 sonlardan iborat. U larning soni

2 n  ta .R u sh e  teoremasiga ko‘ra  qaralayotgan aylana ichida f { k )  

va  f ( k )  +  g(k) funksiyalar b ir x il sondagi ild izlarga ega bodadi. 
B unga asosan, f ( k )  +  g(k) funksiya 7 n aylana ichidagi ildizlari- 
ning soni 2 n  ta. 7 n+i  aylananing ich ida esa 2 (n  -b 1 ) =  2n  +  2  
ta ildizga ega, y a ’ni, 7 n va 7 n+i  aylanalar bilan chegaralangan 
halqada 2  ta  ild iz joylashgan. f ( k )  +  g(k) =  s '(7r, A;2) 4- H s ( ir ,  к 2) 
ju ft funksiya bo(lgani uchun uning j n+i aylana ichidagi barcha 
ild izlari: ±Aj0, ±fcn_  1 , ± k n bodadi. ± k n  ildizlarning
qaralayotgan halqada yotishini va haqiqiyligini e’tiborga olsak,

/ ч , . • . (  1 \  1
k n e  ( n ,n  +  l ) , n  >  no, y a m  

bodishi kod’inadi. Dem ak,

kn =  n  +  ^  +  5n, \5n\ < 1- ,  n > n 0. (1.6.16)

6n ning asim ptotikasini o'rganish m aqsadida (1.6.16) ifodani
( 1 .6 . 1 2 ) tenglikka-qo'yamiz:

iiciqiqryiigiin

fen -  ( n  +  2 ) <  - , n  >  n 0

COS ( ! + * » + ' * ■ )
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k n =  n  +  ^ +  Q  , n  oo, (1.6.18)

formulaga ega bo‘lamiz. Demak,

=  П 5 +  — ( n )  ’ n  (1.6.19)

asimptotik formula o‘rinli ekan. ■
Quyidagi teoremalarni isbotlashni o'quvchiga qoldiramiz. 
T e o re m a  1 .6 .3 . A g a rq {x )  €  C[0,7r] haqiqiy uzluksiz fu n ksiya  

bollib, ( 1 .6 .1 ) +  (1.6 .2 )  chegaraviy m asalaning xos q iym atlari 

{A n}^Lo ЬоЪ а, и holda ushbu

^  =  n  +  \  +  ^ r i  +  ^ '  ^■6'2°)

asimptotik form ula o lr in l i  bo ‘ladi. B u  xjerda
IT

c i =  —  +  4 -  [  q(t)dt, {/3„} e  l2. (1.6.21)
7Г Z7T J  

0
N a t ija  1 .6 .2 . A<?ar g(x) €  C [0 , 7r] haqiqiy fu n k siy a  bo1 lib ,

( 1 .6 .1 ) + ( 1 .6 .2 )  chegaraviy m asalaning xos q iym atlari {A n}^ l0 
bo Ъ а , и holda ushbu

A„ =  ( n  +  ^ )  4- c0 4- Xn, 

asim ptotik form ula о ‘r in li bo ‘ladi. B u  yerda

(1.6.17) ifodani (1.6.16) tenglikka qo'ysak, ushbu



T e o r e m a  1 .6 .3 '. A g a r q(x) G C l [0 ,7r] haqiq iy fu n k siy a  bo‘lib,

( 1 . 6 . 1 ) +  ( 1 .6 .2 )  chegaraviy m asalaning xo s q iym atlari {A „ }£ L 0 
bo ‘Isa, и holda ushbu •. ,

z n  + 1 n-  

asim ptotik fo rm u la  o ‘r in l i  bo ‘ladi. B u  yerda

1; J  q(t)dt, { 7n}  €  h -

7Г
H

Ci —  H
7Г

0
N a t i ja  1 .6 .2 '. Л даг g(x) G C^fO, 7r] haqiqiy fu n k siy a  bo‘lib,

( 1 .6 .1 )  +  ( 1 .6 .2 )  chegaraviy m asalaning xos q iym atlari {A n} ^ l0 
bo ‘Isa, и holda ushbu

An = ( n  +  ^ )  + C °  +  ^ ,  ,

asim ptotik fo rm u la  o ‘n n l i  bo‘ladi. B u  yerda

2 H  
Co =  h

7Г

^ f  q{t)dt, {ш „} e  22->
0

7Г 7Г.

2. Quyidagi ; i

- y "  +  q (x )y  =  X y, 0 <  x  <  7Г, (1.6.22)

/  2/'(0) -  % (0) =  0 ,
\  2/M = 0,

Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasini ko‘rib chiqamiz. B u  yerda  
д(.т) G C [0 , 7Г] haqiqiy funksiya va h  chekli haqiqiy son.

T e o r e m a  1 .6 .4 . ( 1 .6 .2 2 ) + ( 1 .6 .2 3 )  S h tu rm -L iu v ill chegaraviy  

m a salasin in g  xos qiym .atlaridan tuzilgan to‘p lam  quyidan chega- 

ralangan, y a :n i shunday son m avjudki, undan k ich ik  xos qiym at

yo:q-
N a t i ja  1 .6 .3 . B utun  funksiyaning nollar to‘plam i chekli li

m it nuqtaga ega bo‘lmaganligi uchun Shturm -Liuvill chegaraviy
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niasalasining xos qiym atlaridan tuzilgan to‘plani chekli lim it nuq- 
taga ega bodmaydi. Chunki xarakteristik  tenglamaning chap 
tomoni butun funksiya. X arakteristik  tenglama faqat haqiqiy il- 
dizlarga ega bo:lgani uchun xos qiym atlar ketma-ketligi faqat +  cx> 
ga intilishi mumkin.

T e o re m a  1 .6 .5 . ( 1 .6 .2 2 ) + ( 1 .6 .2 3 )  chegaraviy m asalaning  

cheksizta xos qiymati m avjud. B u  xos q iym atlam i o ‘sib borish 

tartibida An, n  == 0, 1, 2, ... orqali belgilasak, ushbu

=  n  +  ^ +  .0°» (1.6.24)

asimptotik form ula о ‘r in li bo ‘ladi. • • v ' ■ ■
T e o re m a  1 .6 .6 . A g ar q(x) £  С [ 0 ,7r] haqiqiy uzluksiz 

funksiya bo‘lib, ( 1 .6 .2 2 ) +  ( 1 .6 .2 3 )  chegaraviy m .asalaning xos 

qiym atlari {A n}^L0: bo‘lsa, и holda ushbu

+ ^  = n + \ + — ~-j + — ;' (1.6.25)
2 n +  \  n

asimptotik form ula o ‘r in l i  bo‘ladi. B u  yerda
Л

C2 =  -  +  ^ - f  q(t)dt, Ш  e l2. (1 .6 .26)7Г /7Г J
0

Isb o t. (1.6.22)h-(1.6.'23) m asalada t =  7r — x  alm ashtirish ba- 

jarsak va ' * •

qi(t) =  q (v  -  t), z{t) =  y ( n -  t), H i  =  h 

belgilashlarni kiritsak, ushbu

—z " + . q \{t)z — Az, 0 <  x  <  7Г, ; (1.6.27)

(  2^°' =  ° ’ (1.6.28)
I . - : - . "  ■ \ z'{-k) +  Hiz(7r) =  0 , '  ' 1
chegaraviy m asala hosil bodadi. (1.6.27)+(1.6.28) chegaraviy
m asala xos qiym atlarining asimptotikasi od'ganilgan edi. Bundan
(1.6.25) va (1.6.26) kelib chiqadi.1
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( 1 .6 .2 2 ) + ( 1 .6 .2 3 )  chegaraviy m asalaning xos q iym atlari {A n} ^ 0 
bo ‘Isa, и holda ushbu

Xn =  ( n  +  ^ )  + C ° +  X " ’ f 1 '■ ' > ■ ■

asim ptotik fo rm u la  о ‘r in l i  bo ‘ladi. B u  yerda

• 2h 1 f  ; 4 , /  , , V r*:
Co = ---t- — /  q(t)dt, { x , J  6  lo-

7Г 7Г J
О

T e o r e m a  1 .6 .6 '. Лб/аг б?(х) €  C^O, tt] haqiqiy fu n k siya  

bo‘lib, ( 1 .6 .2 2 ) +  ( 1 .6 .2 3 )  chegaraviy m asalaning. xos qiym atlari 

{ A „ } ~ 0 bo‘Isa, и holda ushbu

ГГ , 1 , °2 , 7n
V  An =  n 4- -  H — j- +  ~ 2 ,

2 n 4- ± 7Г

asim ptotik fo rm u la  о ‘r in l i  bo ‘ladi. B u  yerda
я

C2 .=  -  +  —  /  { 7 n }  e  h- .. r}
П Z7T J  * •

• b . °  . • V. ' \ : I' ' -•->
N a t i ja  1 .6 .3 " . A g a r q{x) 6  C^O, 7Г] haqiqiy fu n k siya  bo‘lib,

( 1 .6 .2 2 ) +  (1 .6 .2 3 )  chegaraviy m asalaning xos q iym atlari { A n } ^ 0 
bo‘lsa, и holda ushbu

i \ 21 V  vjr

N a t i j a  1 . 6 . 3 ' .  Agar q(x) €  C[0 ,  7r] haqiqiy funksiya bo‘lib,

A n = | r c  +  - J  +Co +  “̂ ">

asim ptotik fo rm u la  o ‘r in l i  bo‘ladi. B u  yerda ;
7Г •

C o =  —  +  “  [  q ( t ) d t ,  {u>n} €  l 2 -
7Г 7Г J  '

. • . . 0  С1'.. \ '\  . /;

3. Q uyidagi

~y" +  я{х)у =  A2/, 0 <  x  <  7Г, (1.6.29)
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\ г / М  =  о,

Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasini ko‘rib chiqamiz. B u  yerda  
q{x) €  C[0, 7r] haqiqiy uzluksiz funksiya.

Quyida keltirilgan teoremalar xucldi yuqoridagi usullar yor
damida isbotlanadi.

T e o re m a  1 .6 .7 . (1 .6 .2 9 )+ (1 .6 .3 0 )  S h tu rm -L iu v ill chegaraviy  

m asalasining xos qiym atlaridan tuzilgan to ‘plam  quyidan chega- 

ralangan, y a ’n i shunday son m avjudki. undan k ich ik  xos qiym at 

y o ‘q.

T e o re m a  1 .6 .8 . (1 .6 .2 9 )+ (1 .6 .3 0 )  S h tu rm -L iu v ill chegaraviy  

m asalasining cheksizta xos qiym ati m avjud. B u  xos q iym atlam i 

o ‘sib borish tartibida An, n  =  1 ,2 , . . .  orqali belgilasak, ushbu

y/ \ ^  =  n  +  o ( i ) ,  n  -»  oo, (1.6.31)

asimptotik fo im u la  о ‘r in l i  bo:

T e o re m a  1 .6 .9 . A g a r q(x) €  C [ 0, 7r] haqiqiy uzluk- 

s iz  fu n ksiya boelib, ( 1 .6 .2 9 )+ (1 .6 .3 0 )  m asalaning xos qiym.atlari 

{A n}~=1 bo‘lsa, и holda ushbu

+ K  =  n  +  — +  — , (1.6.32)
n  n

asimptotik form ula o ‘n n l i  bo‘ladi. B u  yerda

7Г

c3 =  Ш  €  h ‘ (1.6.33)
о

N a t i ja  1 .6 .4 . A g ar q(x) €  C [0 , 7r] haqiqiy uzluk- 

s iz  fu n k siy a  bo‘lib, ( 1 .6 .2 9 )+ (1 .6 .3 0 )  m.asalaning xos qiyrnatlan  

{ A n } ^ !  bo‘lsa, и holda ushbu



asim ptotik fo rm u la  о ‘r in l i  bo‘ladi. B u  yerda

= — J  q(t)dt, {o;n} 6 /5Co

T e o r e m a  1 .6 .9 '. A g a r q(x) G C^JO, rr] haqiqiy fu n k siya  

bo iib , (1.6 .2 9 )ч - (1.6 .3 0 ) m asalaning xos q iym atlari {A n}^ lj  
bo‘Isa, и holda ushbu

n r  C3 7 n
V  An — n  H--------1—

n nl
asim ptotik fo rm u la 0 ‘r in l i  bo iadi. B u  yerda

7Г

сз =  q(t)dt, {7„} 6 h-

N a t i ja  1 .6 .4 '. A g a r q{x) 6  C l {0, 7r] haqiqiy fu n ksiya bo‘lib, 

( 1 .6 .2 9 ) +  (1.6 .3 0 ) m asalaning xos q iym atlari { A n } ^  bo‘lsa, и 
holda ushbu

\ 2  ■ . X n\n — n +  Co H------
n

asim ptotik fo rm u la  0 ‘r in l i  bo iadi. B u  yerda
7Г

=  q(t)dt, { x n }  e  /2-со
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7-§. Normallovchi o‘zgarmaslarning va normallangan xos 
funksiyalarning asimptotikasi

1. Q uyidag i

■ - y "  +  q (x )y  =  Ay, 0 <  x  <  7T, (1.7.1)

f  У'{0) -  h y { 0) =  0,
\  г) +  Я у (т г )  =  0,

S h tu rm -L iu v ill chegaraviy m asalasin i ko!rib  chiqarniz. B u  yerda  
q(x) G (7[0, 7г] haqiq iy  uzluksiz  funksiya  va  H ,  h  chekli haqiq iy  
sonlar.

ip (x , A) orqali (1 .7 .1) tenglam aning ushbu

¥?(0, A) =  1, ip'(0, X) =  h

boshlang'ich sh artla rn i qanoatlantiruvch i yech im in i belgilaym iz. 
B u  yechim  uchun quyidagi

ip(x, A) =  cos V X x  +  -^= sin \ f \ x  +  f  q (t)d t—
v A  2\/A  J

о
X

sin  V \ ( 2 t  — x )d t  +  О  , A -+ + o o , (1.7.3)
о

asim ptotik  form ula olingan edi. (1 .7 .1 )+  (1.7.2) chegaraviy  
m asalan ing  xos q iym atlarin i {A n}^°=0 orqali belgilaym iz. O ld ing i 
paragraflarda xos q iym atla r uchun quyidagi asim ptotik  form ula  
ke ltirib  chiqarilgan edi:

£ o +  7n 
n  n

B u  yerda

kn =  хД~п =  n  +  -  +  — . (1.7.4)

h  +  H  1
A) = + J  q{t)dt, { j n }  G h- (1-7.5)

7Г
0



E n d i ortonorm allangan xos fu n ksiya lar uchun asim pto tik  for- 

m ulalarn i topam iz. B un ing  uchun avvalo <p(x, A„) funksiyan ing  
asim ptotikasin i o'rganam iz. (1-7.4) ni (1.7.3) ga qo!ysak ,

ip(x, \ n) — cos(n  +  8„)x +  I h  +

X

" !  с \ j  q {t)sm [(n  + 5 n)(2t -  x)]dt  
2 {n  +  dn ) J

+ 0

s in (n  +  5n) x  

n  +  5n

1
(■n  +  6n)2 J  ’

(1.7.6)

bodadi. B u  yerda Sn — — -f — .
n  n

(1.7.6) form ulani soddalashtiram iz. B un ing  uchun avvalo  

quyidagi teng lik larn i olam iz:

=  +  Л Л У  +  . 1 =  -  +  o  ( \
n  +  Sn n  I n  \  n  J  J n  — \ r r

cos(n  +  8n)x  =  cos n x  cos 5nx  — sin n x  sin  Snx  —

cos n x
8 lx 2 

1 -  ~^r- +  ••• — sin  n x 5nx - ^ r  +  ...
2! 3 !

=  cos n x  — 8nx  sin n x  +  О

sin(n+d„.);r --- sin n x

~  sin n x  +  8„x  cos n x  +  О

n
2 , , n   ̂ oo, (1.7.7)

Г 1
■ S f x 3

1 -  ” , + . . . +COS n x

1
0 3 H 1 +  ...

3!

Ti
l l  — »■ oo. (1.7.8)

(1.7.7) va (1.7.8) ifodalarni (1.7.6) tenglikka qo!ysak , ushbu

sinn .x . I , . 1 f  , . 4 \  s m n x  7 n{x)
<p(x, A„) =  | h +  - / 9(<)rf*

form ula kelib chiqadi. y a ’ni

( \ n , 4sin no: , 7 „(ar)odx, A„) =  cos no; +  a i x ) -------------1------------ ,
n  n

n n

(1.7.9)



b u  y e r d a
x

i(x)  =  —CqX +  h +  \^j  q(t)dt , { 7 „ ( x ) }  €  l2. ( 1 . 7 . 1 0 )

E n d i norm allovchi o 'zgarm aslar uchun asim pto tik  form ulalarn i 
topam iz:

7 1 7 7  71

a* =  J  (p2(x , X n)d x  =  j  cos2 n x d x  +  — j  a (x )  sin  2 n x d x +  

о о 0

+  — h О  Г—o') , { P n }  €  h -  (1.7.11)
n  — \ п г J

(1 .7 .11) form ulada d ara jan i p asaytirish  form ulasini va bodaklab  
in tegrallash qoidasini qodlab, ushbu

2 __ . Pn
~~ 2 n

1—j { P n }  £ k-  
n

tenglik o h in li bodishini ko'ram iz. B un g a ko ‘ra  

2 Pn
a ,

bodadi. (1.7.12) form ulaga asosan

1 [ 2  1 
~ ~ y ~ '  i  +  ^

2-(i-^ + on
7Г \ П

bodishi ravshan.
r r

2  +  { x „ }  e  к  (1.7.13)
7Г П

N ihoyat, (1.7.13) va  (1.7.9) ifodalarni ushbu  

u n (x) ---- — <p(x, A„),
Otn

tenglikka qo‘y ib , u n (x) uorm allangan xos funksiya lar uchun  
quyidagi asim pto tik  fonnulani koltirib  chiqaram iz:

u n ( x )
7Г П

7n(x) )sm nx
cos nx +  a(x)----------- 1---------- f,

n n J



, ч [2 f , .sirm xl 7 Jx)  ,
u J x )  =  \  - <  co sn x  +  a ( x )  > H , |7 n (® )} €  h -

\  n  { n  J n

O ld ing i paragrafiarda q (x) €  С '1[0,7г] bodgan holda < p (x ,\)

yech im  va, {A „ }  xos q iym atla r ketm a-ketligi uchun quyiyidagi
asim ptotik  form ulalar olingan edi:

гг sin V A *  , cos ч/А*
tp (x , A) =  cos v A x  +  A ( x )    j=  h B ( x )  ■----- ---------

v  A A
X

f  q'it) cos V A ( 21 -  x)dt 7 a  , (1.7.13')

и

k n — л/Х>. =  п Л  h —7,, { A i }  €  h -  (1-7.13")
n  n -

B u  yerda

A ( x )  =  h  +  ^ J  q(t)dt,

0
X  /  X  \

B (x ) =  \ [ q {x ) -  9(0)] -  \  J  q(t)dt Q{t)dt

"  о \o  /
X u d d i oklingi banddagidek, (1.7.13”) ifodani (1 .7 .130 tenglikka

qo'yib, ushbu
sin 71X

<p(.x, A„) -  cos nx + {cox + A{x)}  ■ —   h

I (3.x2 ., . ,1 cos nx u J x)  , , ,
+   ̂ —- — I- A(x)c{)X + B(x)  > • — I , {ui„(a;)} €  h

asim ptotik  fornm lani topam iz. B u n g a ko‘ra  

7Г /  с й п \  .
=  2 V 1 +  I F  +  I F )  ’ M  2’ C =  C° nSt'

D em ak, norm allangan xos fu n ksiya lar uchun quyidagi

. f l  f  sin n x
U n{X) =  d - i  COS П Х  +  ( — CqX  +  A ( x ) )  • ----   t-
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. cos n a n  e n (x) , .
+ C ( x )  ■ 2—  f d 2~ ) { £ч(ж )} €  h

П z J 77/
asim ptotika o! rin li. B u n d a  С (ж ) funksiya  Л(ж) va  5 (ж ) funksiya,- 
la r orqali ifodalanadi.

S h tu rm -L iu v ill tenglam asidagi q(x) koeffitsiyentning silliq lik  

d ara ja s in i o sh irish  n a tija s id a  a „  norm allovclii o 'zgarm aslar uchun  
asim ptotikan i yan ad a an iq lash tirish  m um kin.

Q u yid ag i teorem ani isbotsiz kc ltiram iz .
T e o r e m a  1 .7 .1 . 1)  A g a r  q(x)  €  7r], N  >  1 Sobolev

fa zo sig a  tegish li bo ‘Isa, и holda  
N+1

a l =  2 + ^ ^  +  ^ ш Л х п )  (1.7.14)
7=1

asim p totik  fo rm u la  0 ‘r in l i  bo‘ladi. B u  yerda

c u + i  =  0, к  >  0.

2) A g a r q(x)  t  C7tXj[(), 7rj ch rk siz  d iffe re n sia lla n u v ch i fu n k siy a  

h o isa , и holda ( 1 .7 . 1 )  1 ( 1 .7 . 2 )  chcga.rn.viy m a sa la n in g  n o r-

m a llo v ch i o 'z g a rm a sla ri u c liu n  '
2 _  7Г a () a .  ri2 .

a „  — — H—  ̂ +  — j? +  • ■.
2 n '  n 4 n "

y o y ilm a  0 ‘r in l i  bo‘ladi.

2 . Q u yidag i

-у" +  =  Ay, 0 <  x  < 7Г, (1.7.15)
| у ( 0 )  =  0, M 7  1fit
\ у'(тг) +  Яу(тг) =  0 , 1 • ■

S h tu rm -L iu v ill chegaraviy m asalasin i ko‘rib  chiqam iz. B u  yerda  
q(x)  G C [0 , 7r] haqiqiy^ funksiya  va H  chekli haq iq iy  son. 

s (x ,  A) orqali (1.7.15) tenglam aning ushbu

f  s (0, A) =  0, 
I s'(0 , A) =  1,



bosh lang ‘ich sh artla rn i qanoatlantiruvch i yech im in i belgilaym iz. 

B u  yechirn uchun quyidagi

s (x , Л) -  “  2 ^  ( /  cos k x +
.0

+  2 ^  j  Ф )  cos k (2t ~  x )dt +  > (1-7.17)
о

asim pto tik  form ula olingan edi. (1.7.15) f  (1.7.16) m asalan ing xos 
q iym atlarin i {A ,,} ,)  „ orqali belgilaynhz. O ld ing i p arag raflard axo s  
q iym atla r uchun quyidagi asim pfo tik  form ula ke ltirib  chiqarilgan

edi:

К  =  v X  =  П  +  \  Ы  e  h ■ (1-7.18)
2  n  +  5 n

B u  yerda,

Я  1
C l  7Г  ' 2tt+h jq[t)dt ( L 7 -19)

0
E n d i ortonorm allangan xos fu n ksiya lar uchun asim pto tik  for- 

m u lalarn i topam iz. Shu m aqsadda s (x ,  An) funksiyan ing  asim p- 
totikasin i o'rganam iz. (1.7.18) ifodani (1.7.17) tenglikka qo'ysak,

sin (n  +  1 +  fin) x  
s { x , An) =  - - T T Y 2 -----

1 2̂ ■ J  q{t)dt cos  ̂+  fin ) x +

02 { n  + 2 "h fin)
2

j  q(t) cos ^ (21 — x ) d t +
2 ( n  +  |  +  5n) о

+ a {  - — ^ — 7 3 ) -  (1.7.20)
\ ( n  +  2 + f in )  /



bodadi. (1.7.20) form ulani soddalashtiram iz. B u llin g  uchun avvalo  
quvidagi teng lik larn i olam iz:

v.u1 1  11  +
n + \  V n + \

K  +  a n

sin ( n  +  ^ +  Sn J x  — sin ( n  +  ^ ) x
S i x 2

2 ! +  . . . +

+  COS ( n  +  ^ 1 X ■
5 ?nXA 

dr,x -  - 4 t - +  ...
3!

2
d  (ж)

sin n  +  -  ж H— 1------ r  COS n  +  -  ] X  +n + 2
Fn{x)

П
{(Sn(x)} G k,

cos | n + “  + S „ j  x  = cos y n  + ^ j x
2 ,„26“ Xu n,X'
9 I +  ...

-  sin I H + ^ I .7

=  cos | n  +  ^  x  — Cl ■■-q sin ж +  {/3„(x )} G h
n  + n

(1.7.21)

(1.7.21) ifodalarn i (1.7.20) tenglikka qo V sak , ushbu

\n  +  2 )

I с \ J  <7(t)dt

I)

luinmbi kelib chi(|M<li.

^ +  { M x ) } e l 2 
( n + l  ) -

(1.7.22)



Endi normallovchi o ‘zgarmaslar uchun asim ptotik formulalarni

topamiz:
11
J  s 2(ж, A„ )dx

1
% %  (1-7.23)

B un g a ko‘ra

nt„
n + 2

(n  +  | ) 2 2 rv

ч / И 1+т ) ' <*-}eb- ( L 7 '24)

bodadi. (1.7.24) form ulaga asosan

1 2
1 I ) , {X n }  €  /2 , (1.7.25)

bodishi ravshan . N ihoyat, (1.7.25) va (1.7.22) ifodalarni ushbu

1 .ч(:г, A„),
<*n

tcng likka qo‘y ib , u n (x) norrnallangan xos fu n ksiya lar uchun  

asim ptotik  form ula ke ltirib  chiqaram iz:

3 . Q uyit

C\X

rgi

u n (x) -

X

«(*)dt

2 1  . f  1 \
Sin n + T  1 x +  

7Г t V 2.

cos (w +  I )  I u n {x)

n  +  h I n

-y "  +  q ( x ) y  =  Ay, 0 <  X <  7Г, (1.7.26)

(1.7.27)I y'(0) -  M O )  =  0 ,

\  y(7r) =  0,
S h tu rm -L iu v ill chegaraviy m asalasin i ко‘rib  chiqam iz. B u  yerda  

q(x) €  C '[(), 7г] haqiq iy funksiya  va  h  chekli haqiq iy  son.
(1.7.26) + (1 .7 .27) chegaraviy m asalan ing  xos q iym atlari uchun  

quyidagi

kn =  x / X n =  n  +  I  +  +  \  { 7n } €  h -  (1-7.28)
2  n  +  -  n

1 9 ’i. ПZ
2 
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asim ptotik  form ula ke ltirib  ch iqarilgan  edi. B u  yerda
7T

- 1  q(t)dt. (1.7.29)
h  1

c2 =  — -1-
7Г

E n d i ortonorm allangau xos funksiya.lar uehun asim ptotik  for- 
m ulalarn i topam iz. B u llin g  uchun avvalo ^ ( x ,  A„) funksiyaning  
asim ptotikasin i o'rganam iz. (1 .7 .28) ifodani (l,7 ..'i) tenglikka  
qo'ysak,

+  \ h  +

<p(x, An) =  cos ( n  +  -  +  Sn ) x +

X  \

' q(t)dt
sin (n  +  |  +  Sn) x

n  +  |  +  fin
-f О

( n  +  \  +  f in )  J
(1.7.30)

bo'ladi. (1 .7.30) form ulani soddalashtiram iz. B un ing  uchun avvalo  
quyidagi t.cnglikni olam iz:

( „  + +  fin I T  ~  cos I n  +  -• ) X
fi2x 2I _  71

2!
+

■sill.| n  +  -  I x
fi'^x6

nX ~ ~ з Г  +  '"

cos ( n  +   ̂j x  — finx  sin (n +  -  | x +

1
-fQ  ( ^  1 =  cos I n  +  -  I x - c 2x

1 sin  (n  +  1) x  (  1 
v 2/ + О
n  + l n

n  — > ( X ) .

(1.7.31)
(1.7.21) va  (1.7.31) ifodalarn i (1.7.30) tenglikka qo'ysak, ushbu



/  l \  sin (n  +  5 ) x  f  1
tp(x, An) =  cos f n  +  -  J x  +  b {x ) — -----+  Q

formula kelib chiqadi, ya ’ni

(1.7.32)

B u  yerda
.Г

b(x) =  —С'2-С + h  +  ̂j  q (t)d t■ (1.7.33)
0

Kiuli iiomiiillnvchi n'y.gnniiawlai' iiclnm nmmptotik formula 

topami/,
t »

M* -  I  - / U ,  X „ )H x  ~  I  CON2 1 “ V r r ix  f

- - j /  b(.r) Hin(2n +  l)xdx +  0  , 2
/i -f s ,/ \ n

J i)

(1.7.34)

(1.7.34) t.englikda d ara jan i p asaytirish  form ulasini va  bodaklab  

ml.dRrallash qoidasini qodlab, ushbu

7Г
a i  =  -  +  0 2 I  ’2 =  \ n ‘

tenglik o 'rin li b o 'lish in i ko‘ram iz. B u n g a  ko‘ra

va.

71 1 1 У ( й
(1.7.35)

bo‘lis!ii ravslia.n. N ihoyat (1.7.32) va  (1.7.35) ifodalarn i ushbu

u n {x) Лд)?
Oin
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tenglikka qo‘yib , u n(x) nom nilliuigim  xos funksiynlnr ueliun 
asim ptotik  form ula k e llir ib  ehiqiuuiiii/,;

2 { (  1 \  sin (ra I 1) x  |/• \ /2  I (  1 \  . sin (/
u n(x) =  * / - • < '  COS n  f  -- ./• | h(x)V 7Г V 1) „

4 . Q uyidag i

- y "  +  q {x )y  =  \ у , 0 <  x  <  7Г, (1.7.36)

| S (0 , =  ° : ( 1 7  37)j  1/M = 0, ( 1
S h tu rm -L iu v ill chegaraviy m asalasin i ko'rib chiqam iz. B u  yerda  
q(x) €  C 'fO , 7Г] haqiq iy funksiya.

Ushbu

, .  sin s / \ x  ( 1  \
.s(.r,A) • y - -  ' = ( a) ’ A~>4~°°’

kn — \ / \ i  — n t ~  i ~2< {7 )|} 6  l i .
71 7Г

7Г

СЗ 2тг

asim ptotik  form ulalardan

, . . sin rax „  /  1 \
S ( X ,  A n )  = --------------- h О  I I , n  —> + 0 0 ,

П — \ n J

va

1 /2  / 1 \
u n (x) — — s (x , Xn) =  \  — ■ sin rax -Ь О  ( — ) , n  —> fo e ,

Q(yj V у 71. J

form ulalar xu dd i yuqoridagi bandlardagidek ke ltirilib  chiqarilad i.
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Izoh 1 .7 .1 . Y u q o rid a  ko'rilgan chegaraviy m asala larn ing  xos 

q iym atlari va  norm allovchi o :zgarm aslari uchun olingan asim p
to tik  form ulalar q(x) 6  L 2 [0, 7r] haqiq iy  funksiya  bo ‘lgan holda  

ham  o‘rin li.

M ustaqil yechish uchun m ashqlar

1. q(x) e  C [ 0 ,7г] bo'lgan holda, quyidagi S h tu rm -L iu v ill 
m asala larin ing  orlonorm allangan xos funksiyalari uchun asim p

totik I'orm ulalam i kc ltin b  rh iqaring  (0 <  x  <  7r):

\l"  I q {x )ll -  Ai/, (  - у ” \ q (x )y  =  Ay,
1. ?/(()) -  h y(D) ■ 0, 2.  ̂ 7/(0) =  0,

?/(7Г) 0, I у'(тг) +  Яу(7г) =  0,

з.
- у "  + q(x)y =  A у, 

У( 0) =  О, 
у(тг) =  0.

8 -§ . Shturm -Liuvill m asalasi bilan b o g ‘liq b o ‘ lgan  
cheksiz ko‘paytm alar

1. Q uyidag i

—y"  +  q (x )y  =  A //, 0 <  x  <  7Г, (1.8.1)

f 7/(0) -  Лу(0) =  0,
|  у'(тг) +  Ят/(тг) =  0,

S h tu rm -L iu v ill chegaraviy m asalasin i ko ‘rib chiqam iz. B u  yerda  

q(x) €  C [0 , 7Г] haq iq iy  u zlu ksiz  funksiya  va  Я ,  h  chekli haqiq iy  

sonlar.
ip ( x , \ )  orqali (1.8.1) tenglam aning ushbu

f^(0,A) =  l,
[  <//(0, A) =  h,
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A niq lan ish ig a  ko 'ra <p(x, A )  funksiya  chegaraviy sh artlard an  
b irinch isin i qanoatlantirad i. B u  funksiyani chegaraviy sh artlard an  
ikk in ch isiga qo‘ysak,

boshlangdch shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.

(1 .8 .1 )+ (1 .8 .2 ) S h tu rm -L iu v ill chegaraviy m asalasin ing xarak
te rist ik  tenglam asi hosil bodadi.

T e o r e m a  1 .8 .1 . ( 1 .8 . 1 ) + ( 1 . 8 . 2 )  S h t u r m -L iu v ill  chegaraviy  

m a sa la s in in g  A  ( A )  x a ra k te ristik  fu n k s iy a s i uch u n  quyidagi

fo rm u la  o ‘rm li. B u  yerda  {A „}^ 1 0 orqali ( 1 .8 .1 )  +  ( 1 .8 .2 )  S h tu rm - 

L m v ill  ch egaraviy  m a sa la s in in g  xo s q iym a tla ri belgilangan.

ln b o t .  Ushbu Д ( А )  — ч>'(тт, А )  +  //уз(7г. A)  funksiyan ing butun  
funksiya. bodislii yuqoridngi pningruHaida koTsatilgan edi. A ( z 2) 
funksiya juft va lining nollari :L\/Xn, n —  0 , 1, 2, ... sonlardan  
iborat. Butun funksiyalar nazariyasidagi Veyershtrass teoremasi- 
ga ko'ra

bodadi. B u  yerd a  С  =  const. A ( z 2) ju ft fu nksiya  bodgani 
uchun V eyersh trass yoyilm asidagi eksponensial had qatnashinay-  

di. 0 ‘zgarm as С  sonining aniq q iym atin i topish uchun quyidagi

S h tu rm -L iu v ill chegaraviy m asalasin ing  xarkateristik  funksiyasin i

Д (А ) =  <p'{7r, A) +  H ip ( 7Г, A) -- 0 (1.8.3)

П—1

(1.8.4)

У"  =  Ay,

y'(0) =  0, у'(тг) =  0,

До(А) =  (р'(тт, A) — — \/Asin ч/А7г,
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tu zib  o laniiz. E n d i b irinch i bobning beshinchi paragrafidagi
(1 .5 .4 )+ (1 .5 .5 ) asim ptotikalardan

,—  /  11ш  V x \ x \
ip(x, A) =  cos \ f \ x  +  Q  I е ^  j  , |A| -> oo,

ip'(x, A) =  — \/A sin  \ f \ x  +  О  ^elIm , |A| —> oo, 

foydalanib, A (A ) fu n ksiya  uchun ushbu

Д (А ) -  — \/A sin  \/Атг +  Q  (с1||1 ,Л 1") , |A| -■> oo,

asim plo fikan i Горний/,. Q uyidag i

А г ,  г  */., (I, >  0) 

belgilashni k ir ilam iz . N n lijiu la , ushbu

Л ( z J ) -  —it  sin Итг +  Q_ (e*ir) , t -> oo,

До (z 2) — —it s m it ir ,

ifodalarn i hosil q ilam iz. Д (^ 2) va  До(,г2) x a rak teristik  

funksiya larn ing  n isbati uchun

Д о (г2) it s im t T r

formulam  hosil q ila in iz. Bu vcrd a  quyidagi

sin il.ir — ^c,7r (l — e -2 '*) ,

form uladan foydalanib, (1.8.5) te n g lik d at —> oo bodganda lim itga  

o'tsak
Д ( 2 2)

I > v  ._\u (Zl )

hosil bodadi. B un d an  esa ushbu

Д ( г 2)'~ — it  sm itTr, (z  — it , t —> oo), (1.8.6)

asiinj)lol,ika.ning o 'rin li ekani kelib chiqadi.
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, A ( z 2) — it  s in  m t
С  =  lim  _  ------— -  =  Inn ■ —

i —>00

Endi (1.8.4) tenglikdan С  o'zgarm asnm g qiymatini topamiz:

n(i-£) '~il(n-£)
i  — П  4  /  n  . ( )  4  /

i t  • mt. fj (l + S)
7i —1 4 '— lim

Д(1 + С>

I  r> — 1 > /  r) =  1 v‘ 'kn=l 4 n=1
Q u yidag i

A„ =  n 2 +  ^ h  +  H  +  ^ j  <?(s)ds^ +  7 m {7 n }  €  l 2

asim pfotikudan yuqorida. qatnashayotgan cheksiz ko'paytm alar- 
ning yaq iiilnsliuveh ilig i kelib chiqadi. U shbu

.2 _
л "  ' =  1,i i m  п  Г 1

* V л» + f i  JI-

tenglikka asosan 

bo'lad i. B u n d an

ОС »
А г)

,  п £П=1

n=1 /  v V,/ n= 1
00 \  2 ос . ч

=  -  z 2) ] J  =  тг(Ао -  А) П  - 7 2 - .
n=1 n=l

kelib chiqadi. 1
X u losa . S h tu rm -L iu v ill chegaraviy m asalasin ing  A„, n  =  

0 ,1 ,2 ,3 , . . .  xos q iym atlari yo rdam ida Д (А ) x a rak te ristik  funksiya  

bir q iym atli an iq lanadi.
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2. Q u y i d a g i

f  У(О) =  О,
[ у'(тг) +  -Н"2/(тг) =  О.

- у "  +  q(x)y  =  Ху,  0  <  х  <  7Г, ( 1 . 8 . 7 )

(1 .8 .8)

S h tu rm -L iu v ill chegaraviy m asalasin i ko'rib chiqam iz. B u  yerda  

q{x) E  C [ 0, 7г] haqiq iy  uzluksiz funksiya  va, H  chekli haqiq iy  son. 
s (x ,  A) orqali (1.8.7) tengla.ma.ning ushbu

.ч((), A) 0, n'(O.A) -  1,

b o s h  la i iq," it -11 s h a r l  h u m  < |arx >a.l l a n l . i r u v c h i  y c c h i m i n i  b e l g i l a y m i z .
( 1.8.7) I ( 1.8.8) chegaraviy m asalaning xarak te ristik  

tenglam asi

T e o r e m a  1 .8 .2 . (1 .8 .7 )  +  (1.8 .8 )  chegaraviy  m a sa la n in g  A (A )  

x a ra k te ristik  fu n k s iy a s i u ch u n  ushbu

fo rm u la  о ‘r in l i  bo'ladi. B u  yerda ц п , n  =  0 ,1 ,2 ,3 , . . .  orqali

( 1 .8 .7 )  ! ( 1 .8 .8 )  chegaraviy  m a sa la n in g  xos q iym a tla ri belgilangan.

I s b o t .  Ushbu Д (А ) — s '(n , A) +  H s ( ir ,  A) funksiya  butun  
fun ksiya  bo'lish i yuqoridagi paragrafiarda ko 'rsatilgan  edi. A ( z 2) 
funksiya  ju ft va uning no llari n  =  0 , 1, 2, . . .  sonlar-
dan ibovat bo'ladi. B u tu n  fu n ksiya lar nazariyasid ag i V eyershtrass  
l.eorem asiga ko'ra

bo'ladi. B u  yerd a  С  =  const. B u  yoyilm ada A (^ 2) ju ft funksiya  
bo'lgani uchun eksponentsial had qatnashm aydi. O 'zgarm as С

A(A) “  .s'(7Г, A) +  Hs{7Г, A) =  0 (1.8.9)

(1 .8 .10 )

( 1.8.11.)



- y ” =  Ay,

2/(0) =  0, у'(тг) =  0,

S h tu rm -L iu v ill chegaraviy m asalasin ing  xark ateristik  funksiyasin i

До (A) =  .s'(7r, A) — cos y / \ n ,

tu zib  olam iz. A g ar ushbu

. ainy/Xx _  /  e IIm л/а | ж \ 
s(x, A) =  — - д  \-Q I — - — j ,  |A|->■ 00,

/ | 1 ш У л | . т \

s'(x, A) =  cos v  A x +  Q  I — ~^=—  1 , I A| —> 00, 

asimptotikalardan foydalansak, Д(А) funksiya  uchun ushbu

/ | 1 т У л | т г \

Д(А) -  cos s/\n + Q  ( — —f=—  1 , [AI ->  0 0 ,

asimptofikani l.opamiz. Quyidagi .

A =  z l , 2  -  it ,  (t. >  0) 

belgilashni k iritam iz . N atijad a , ushbu

Д ( г 2) =  cos t in  +  О  , t 00,

A q(z 2) — cos t i n ,

ifodalarn i hosil q ilam iz. Д ( 2 2) va  Д о (г2) xarak te ristik  

funksiya larn ing  n isbati uchun

A ( z 2) Q  ( t )
■ £ £ £  =  1 +  = Ц * - ,  (1.8.12)
Д о (2  ) cos it n

form ulani hosil q ilam iz. B u  yerd a  quyidagi

c o s it n  =  ^ е ж1 (1  +  е Г ш ) ,
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form uladan foydalanib, (1.8.12) te n g lik d a t —> oo bo'lganda lim it-

ga o'tsak,

r  lInn -t- t- st =  1,*-+эсД0(г  ) 
teng lik hosil bo'lad i. B u n d an  esa ushbu

Д ( х 2) ~  cosUtt, (z = it , t. —> 0 0 ),

asimpt.otika.ning o 'rin li ekani kelib  chiqadi.
Kndi (1.8.11) tenglikdan С  o 'zgarm asning q iym atin i topam iz:

Д ( г 2) .. cos int
( ;  lim —— ------ —  lim - —

, Л .О  1 .. IT  /hi • ((и +  1/2)2 +  t2)

' |]  1̂ +  lij (n +  2/ 2)2 • (fin + 12)
«- О

00 /  цп - ( п  +  l / 2 ) 2\ -ГГ ( л , (n +  1 /2 )2 -  Hn

Q uyidag i

I х  2 (1 H  1 /*
+ ---- +  -  q(t)dt +  7 „, { 7 „ }  €  l 2 ,7Г 7Г7 

0

asm iptotikadan yuqorida qatnashayotgan cheksiz
ko 'paytm alan iin g  yaq in lashuvchilig i kelib  chiqadi. U shbu

/ (n I 1/2)2 -  у , , '
OO /

й г Л  (>  +
n-П N>0Crl_ g  V d'n L  f2

tenglik b a ja r ilish i ravshan . D em ak,

1,



e k a n .  B u n i  ( 1 . 8 . 1 1 )  t e n g l i k k a  q o ‘ y i b ,

yoyilm ani o lam iz. ■
3 . Q u yidag i

- y "  +  q {x )y  =  Ay, 0 <  x  <  7Г,

f 2 / 4 ° )  “  hv(°) =  ° .
1 y { n )  =  0,

(1.8.13)

(1.8.14)

S h tu rm -L iu v ill chegaraviy m asalasin i ko‘rib  chiqarniz. B u  yerda  
q(x) €  C [ 0, 7r] haqiq iy  fun ksiya  va h  chekli haqiq iy  son.

(1 .8 .13)+ (1 .8 .14) m asalan ing x a rak teristik  tenglam asi quyida

gi

ko'rin ishda bo'ladi.

T e o r e m a  1 .8 .3 . ( 1 .8 .1 8 )  t (1 .8 . Ц )  chegaraviy  mma.la.mng 

x a m k tc r ist ik  fu n k s iy a s i uchun

fo rm u la  o ‘r in l i  bo'ladi. B u  yerda n  =  0 ,1 ,2 , . . .  orqali

( 1 . 8 . 1 0 ) + ( 1 . 8 . 1 1 )  S h t u r m -L iu v ill  ch egaraviy  m a sa la s in in g  xos  

q iym a tla ri belgilangan.

I s b o t .  U shbu A (A ) =  (p(n, A) funksiya  |- ta rt ib li butun  
funksiya  bo'lish i yuqoridagi paragraflarda qayd etilgan edi. A ( z 2) 

fun ksiya  ju ft va uning no llari ± \/£m  n  =  0, 1, 2, ... sonlardan  

iborat. B utun  fu nksiya lar n azariyasidag i V eyersh trass teorem asi- 
ga ko'ra.

Д (А ) =  <р(7г, A) =  0, (1.8.15)

(1.8.16)



bodadi. B u  yerd a  С  o‘zgarm as son. A ( z 2) ju ft fu n ksiya  bodgani 
uchun (1.8.17) da eksponensial had qatnashm aydi.

U shbu
Д ( г 2) ~ e o s m t, ( z -  it ,  t —> oo), 

asim ptotikadan

C  =  =  lim  x =  iim

' П  ( i  - g )  ' " ' n ( u  £ )  П  ( i + £ )
n O '  ' n 0 4 '  />.--() 4 '

-  Г f  r • ((n  f  1/2)'~ f  L'2) =

,  f rr Л , (n  (n 4  1/2УЛ ^  , (n + 1/2)2 -  6Л 1

kelib chiqadi. Q uyidag i

£n =  ^  +  V  +  n j  q ^ dt +  7 ” ’ ^7 "^ 6  1ъ
о

asim ptotikadan yuqorida qatnashayotgan cheksiz ko‘paytma,lar- 
ning yaq in lashuvch ilig i kelib chiqadi. U shbu

(n + 1/2)2 -  
Cl

tenglik b a ja r ilish i ravshan. Dernak,

f a f i  d  +  v i - A P -h i .  
— , ! i  V ( » +  <2 '

ОС £

с = Пт,
n=0

ekan. B u n d an

n  +  1/2 )2’

С, т т  C . ~  A T j  Cn ~~ A
n ( г Г + т Т г ) 2 ‘ - ia  - A l  (n + 1 / 2 ) 2 >n=0 ' n—0  ̂ n = 04 ' y

^ )  =  П т ^ т т ™ - П ^ = П

kelib chiqadi
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4 .  Q u y i d a g i

у"  +  ч{х )У ~  ^  ~  х  -  я,  ( 1 . 8 . 1 8 )

у (0) =  0, 
у(тг) =  О,

(1.8.19)

S h tu rm -L iu v ill chegaraviy m aaalasini ko‘rih d iiq am iz . I3u verda  
q(x) 6  C [0 , Щ  haqiq iy funksiya.

B u  holda (1.8.18) -!- (1.8.19) m asalan ing xarak teristik
tenglam asi quyidag icha bodadi:

T e o r e m a  1 .8 .4 . ( 1 .8 .1 5 )  / ( 1 .8 .1 6 )  chegaraviy  m a sa la n in g  

x a rakteristik  fu n k s iy a s i u ch u n  quyid agi tenglik о ‘r in l i:

B u yerd a  r/,,, n  — 1 , 2 , . . .  orqali (1.8.1Г>) ••(1.8.16) chegaraviy  
m asalaning xos q iym atla ri belgilangan.

I s b o t .  U shbu  Д (А ) =  s(7r, A) fu n ksiya  \  -  ta rtib li butun  
funksiya  bodishi kodsatilgan  edi. A ( z 2) funksiya  ju ft va uning  

nollari ± y /ffo , n  =  0, 1, 2, ... son lardan iborat. B u tu n  funksiyalar  
n azariyasidag i V eyershtrass teorem asiga ko'ra

A (A ) =  s ( 7Г, A) =  0. ( 1.8 .20)

( 1.8 .21)

( 1.8 .22)

bodadi. B u  yerd a  С  o‘zganrias. Д (z 2) ju ft funksiya bodgani uchun
(1.8.22) yo yilm ada eksponensial had qatnashm aydi.

U shbu
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n ( i + S )-1=1 v '

asimptotikadan

2i sin ini ^j\ ( 7 )
С — lim —— - —-—Г- — lirri ——1”~-------— =  lirri

t—KX)

п М )  ' ~ п ( 1  +  £ )  n  0 + £ )
i 1 4 ' n- 1 4 n '

■«■.{n ' n (' * i f S ) }  - 'П 5
k e l i b  c h i q a d i .  Q u y i d a g i

П

~ J  fj{s)(b 1 'ya, { 7 , , }  G h'In -  ""  1
7Г

0

asim ptotikadan yuqorida qatnashayotgan cheksiz  

ko‘p aytm alarm ng  yaq in lashuvchilig i kelib chiqadi.

Demak,
/  ~ ' \ kX /  ‘)  \ GXJ X

Vn \ TT Л  z \ ТТ 'Пп-Л(
ос \  oo /  2 \  00

P )  . Ц Н : ) " П n 2

bo'lar e k a n .l

9 -§ . Shturm -Liuvill chegaraviy rnasalasi uchun Grin  
funksiyasi va uning xossalari

U shbu
- y " +  q {x )y  =  \ y  + f { x ) ,  (1.9.1)

j  2/(0) cos a  +  2/ ( 0 ) sin a  =  0, g
^  y(7г) cos /3 +  у'{ж) sin ,6 =  0,

S h tu rm -L iu v ill chegaraviy rnasalasi berilgan bodsin.
T a ’rif 1 .9 .1 . ( l.9 .1 )  + (1.9.2) chegaraviy m asalan ing  G rin  

funksiyasi deb, quyidagi sh artla rn i qanoatlantiruvch i G ( x , t ,  Л) 

funksiyaga aytilad i:
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1) G ( x ,  t , Л) funksiya  [0, ir\ x  [0 ,7r] to 'p lam da uzluksiz;
2) t €  [Q, 7r] param etrn ing ix tiyo riy  tayin langan q iym atida  

G ( x , t ,  A) fu n ksiya  [0, t) va  (t, 7r] oraliqlarda. ushbu

~y"  +  q (x )y  =  X y (1.9.3)

bir jin s li tenglam ani qanoatlantirad i;
3) G'x( x ,t ,X )  funksiyan ing  x  — t nuqtadagi sakrash i (-1) ga 

teng, y a ’ni

G 'x( x ,t ,  А)|л=*+о—G 'x( x ,t ,  A)|a;=t_o =  — 1;

4) G ( x ,  t, A) fun ksiya  (1.9.2) chegaraviy sh artla rn i qanoatlanti

radi.
Q uyidag i K o sh i m asala larin ing  yech im larin i mos ravish da  

ip(x, A) va  'ф(х, A) orqali belgilaym iz:

- y "  +  q{x)y =  A y , ( —y "  +  q {x )y  =  X y, 

j/(0) c- sin a ,  < y (  i t )  =  — sin/3,
2/ ( 0 ) -  cosrv, (  v/(7г) =  cos/3.

cu(A) — W {cp {x , А), ф (х, A )} bo'lsin. U holda

<j(A) =
<p(0 ,A ) ^ (0 , A) 
^ ( 0 ,A )  A)

— sin а  ф (0 ,Х )  

cos a  X)

-[■0(0, A) cos a  +  ф \ 0, A) sin a ], (1.9.4)

va

CO (A)
ip(7T,X) ф (ж ,Х)  

^ '(тг,А ) ф '{7Г,А)

</э(7г, А) — sin  /3
(р'(тт, A) cos /3

=  A) cos /3 +  ср'{ж, A) sin  в , (1.9.5)

bodadi.
1 -x o ss a . oj(A) funksiyaning nollari xos q iym atlard an  iborat 

bodadi.



B u  fikr (1.9.5) tenglikdan kelib chiqadi. C h u n k i (1.9.5) teng- 
likn ing o‘ng tornonida (1 .9 .3 )+ (1 .9 .2 ) S h tu rm -L iu v ill chegaraviy  

m asalasin ing  x a rak te ristik  funksiyasi t u r ib d i . l
T e o r e m a  1 .9 .1 . 1 )  A g a r  X son. ( 1 .9 .1 )  i ( 1 .9 .2 )  ch egaraviy  

m a salaga m os keluvchi b ir j in s l i  m a sa la n in g  x os qiym,ati bo‘lm asa, 

и holda ( 1 .9 .1 )  +  ( 1 .9 .2 )  m a sa la m n g  G r in  fu n k s iy a s i m a vju d  va 

yagon a bo‘lib, и ushbu

( i).r. A j v : / . A)  ̂ < f

A) '

[  w (A) ’

fo rm u la  b ilan  benludi.

2 )  A g a r  A so n  ( 1 . 9 . 1)  I ( 1 .9 .2 )  m a salaga m os k elu vchi b ir j in s l i  

m a sa la m n g  xos qu/m uti bo‘Isa, и holda ( 1 .9 .1 )  / ( 1 .9 .2 )  m a sa la s i- 

nm g G n n  fu n k s iy a s i m a vju d  bo'lm aydi.

I s b o t .  G rin  funksiyasi t a ’rifidan kelib chiqib, uni ushbu

G ( x , t , X )  =  { ^ M ) + f l ( ^ M ) -  (L 9 .6 )
|  C (t)(fi(x , A) +  D (t)xj)(x, A), x  >  t,

ko‘rin ishd a  izlaym iz.
G rin  funksiyasi t a ’rifin ing b irinch i sh artiga ko ‘ra  u uzluksiz  

bo'ladi, dem ak. quyidagi tenglik b a jarilad i:

A(t)<p(t, X) +  B (t) \p (t , X) — C (t)g > (t,X )  — D ( t ) i) j ( t , \ )  =  0. (1.9.7)

U ch inch i sh artga ko‘ra

A {t)ip '(t, A) f  B (t)ip '(t , X) -  C ( t ) ip ’(t, A) -  D {t ) ip '(t , A) -  1
(1.9.8)

bo'ladi. T o 'rtin ch i shartdan

[Л(£)у?(0, A) +  B ( t ) ip { 0, A)] cos a +

+[Л(£)(//(0. A) +  B(t)ip'(Q , A)] sin a  =  0, (1.9.9)



■[C(t)<f(iv, Л) +  D{t)'ij:(TT, Л)] cos ,5+

+ [C (t )(p '(7Г, Л) +  D (t)^ '(T T , Л)] sin/3 =  0 (1.9.10)

kelib chiqadi. (1.9.9) va (1.9.10) tcng lik larn i quyidagi ko 'rin ishda  
yozib o lam iz:

A(£)[<£>(0, Л) cos a  +  A) sin a] +

A g ar ushbu

w(A) =  — [ф(0, A) cos a  +  ^'(O, A) sin a ], 

w(A) =  <p(ir, A) cos 0  +  (р'{тт, A) sin 0 ,

iorm ulularni va boshlangdch sh artla rn i ed iborga o lsak, (1.9.11) va
(1.9,12) tengliklar quyidagi ko'rin ishni oladi:

bodadi. B u la rn i (1 .9.7) va  (1.9.8) tengliklarga qo'ysak, ushbu

sistem a hosil bodadi. (1.9.16) sistem ani K ra m e r qoidasi yordarni- 

da yecham iz:

+B(i)['i/)(0, A) cos a  +  ф ’ (0, A) sin a] =  0, (1.9.11)

C ( t ) [ if ( 7Г, A) cos/3 +  ip'(7Г, A) sin/3]+

A) cos/3 +  ф'(тт, A) sin/3] =  0. (1.9.12)

B ( * M A )  0, 

C ( I:) uj{A) -  0.

(1.9.13)

(1.9.14)

Q u yidag i hollarn i ko'rib chiqam iz.
1) w (A) 0 bodsin. U  holda

B ( t )  =  0, C ( t )  =  0 (1.9.15)

A ip (t, A) — D'ip(t, A) =  0, 
A<p'(t, A) -  D ip '(t , A) =  1

(1.9.16)
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Д 2
сp ( t ,X ) о
ip'it, А) 1

b o iga n i uchun

=  ip{t, A), 

ip(l, A)
(1.9.17)

co(A) ’ a;(A)

bodadi. Top iigan  (1.9.15) va (1.9.17) il'odalarni (1.9.6) tenglikka  

qo‘yib ,

ip(x, A A )

it  U\ \ X \ i  w  (1.9.18)G ( x ,  /., A)

u>(A)

•i’ <  U 

x > t ,

bo‘lish in i kodam iz. Dem nk, bu holda (b in  funksiyasi m avjud  va  
yagona bodib, u (1.9.18) Ib n n u la  bilan berilad i.

2) cj(A) - 0 bodsin. B u  holda ip(t, A) =  у ip(t, A) bodadi. B u n i
(1.9.7) va (1.9.8) tcng lik larga qo‘yib ,

{ A  +  B y  -  С  -  D y)<p (t, A) -  0,

( A  +  B y  -  С  -  D y)<p '(t, A) =  1, 

bodishini kodam iz. ip(t, А) ф  0 bodgani uchun  

A  +  B y  -  С  -  П у  =  0

(1.9.19)

(1.9.20)

bodadi. Buni (1.9.20) tenglikka qo'ysak, 0 • A) =  1 ziddi- 

yat kelib chiqadi. Dnm ak, bu holda G rin  funksiyasi m avjud  em as 
eka.n.1

N a t i j a  1 .9 .1 . G rin  funksiyasi uchun yozilgan (1.9.18) forrnu- 
ladan uniug x  va t ga n isbatan  sim m etrik lig i, y a ’ni G ( x , t ,  A) =  

G ( t ,  x , A) kelib ( hicja.cli.
T e o r e m a  1 .9 .2 . (I). G ilb ert). A g a r  X so n  ( 1 .9 .1 )  + ( 1 .9 .2 )  che- 

g a ra v iy  m a salaga m os kelu vch i b ir  j i n s l i  m a sa la n in g  xos q iy - 

m a li bo'lm asa, и holda ix t iy o r iy  f ( x )  €  C { 0, тг] fu n k siy a  uchun



( 1 .9 .1 ) + ( 1 .9 .2 )  m a sa la n in g  y ech im i m avju d  va yagona bo'ladi 

ham da и ushbu < 4 ~
7Г

y ( x )  =  J  G ( x , t , X ) f ( t ) d t ,  (1.9.21)

' v.: i .• о
• • Jw * 0 .

fo rm u la  bilan beriladi.

Isbot. ' (1.9.21) formula bilan beriladigan funksiya 
•(1.9.1)+(1.9.2) chegaraviy masalaning yechimi ekanligini 
tekshirib ko‘ramiz. Buning uchun uni ushbu
r ;  , . . X  . • . 14 n

y ( x )  =  J  J  * ( t , \ ) f { t ) d t
0 x

,4V и: * • l;,i . . V>-f • : . ’ • -0 s (1.9.22)

ko‘rinishda yozib olamiz va uning hosilalarini hisoblaymiz:

■ „  (  Ф'{х, X] f  ' i / i ( i , A M * , A ) „ ^
у(ж ) =  ц л г J  — / м -

°  . .  . e

-:b K - i -• • ' 0 , .:•> . ' ,ч mr- !

'  0 -9 .2 3 )

X  .

' Ushbu y?" =  [д(ж) — A]y?, гр" =  [(/(ж) — A]i/> va  =  и(А )
ayniyatlardan foydalanib; (1.9‘2'3) formuladan quyidagi tenglikni 
keltirib chiqaram iz:

. . . . . . .  у" =  к М д -  Му -  / Й -
-'Ghegaraviy sharilar bajarilishi ravshan.
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Yagonaligini isbot qilish uchun (1.9.1)+(1.9.2) chegaraviy 
masalaning ikkita y i(x ) ф yi(x) yechimi mavjud deb faraz qi
lamiz. y\{x) v&y2{x) yechimlarni (1.9.1)-f(1.9.2) masalaga qolyib, 
hosil bodgan avniyatlarni mos ravishda bir-biridan ayirsak, ham
da u(x) =  yi(x ) — yo(x) belgilash kiritsak, u{x) funksiya quyidagi 
bir jinsli masalani qanoatlantirishini ko‘ramiz:

—u" +  q(x)u  =  Xu,

J u(0) cos a  +  w'(0) sin a  =  0,
| u(7г) cos/? +  sin /3 =  0.

Bu masala faqat nol yechimga ega, chunki Л son xos qiymat 
emas. Demak, u(x) =  0 ekan, ya’ni y\ (.т) =  yo (я) ekan. Bu esa 
farazimizga z id .l

Ta ’r if 1.9.1. (1.9.21) tenglik bilan beriladigan chiziqli integ
ral operatorga Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining rezolven- 
tasi deyiladi.

Izoh 1.9.1. Ushbu

- (p (z )y ') ' +  qix )y  =  / ( * ) .  x  e  к  Я  p (x ) >  °.

j  Qiy(a) +  a 2y'(a) =  0,
\ М Я  +  р2у'(ь) =  0,

chegaraviy masalaning Grin funksiyasi deb, quyidagi shartlarni 
qanoatlantiruvchi G (x, t) funksiyaga aytiladi:

1) G (x, t) funksiya [a, b] x [a, b] to'plamda uzluksiz; •
2) t 6 [a, b] parametrning ixtiyoriy tayinlangan qiymatida 

G (x , t) funksiya [a, t) va (t , b] oraliqlarda bir jinsli

- (р (я )у ') ' +  я{х )У =  0

tenglamani qanoat lantiradi;

3) G'x{x, £) funksiyaning x  =  t nuqtadagi sakrashi
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ga teng, ya’ni

G'x{x yi)\x=t+0~^'x(x ^)\x=t-0 =  —
1

p (t ) ’
' 4) G (x ,t) funksiya chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. 
l- Bir jinsli chegaraviy masalaning noldan farqli yechimi 
bodmasa, qaralayotgan masalaning Grin funksiyasi ushbu

G (xyt) =
p(a)u(a) ’ 
1>{x)<p(t)

x  <  t

x  >  t,
p(a)w(a)

formula orqali topiladi. Bu yerda <p(x) va ip(x) funksiyalar quyida

gi ■ 1 ■
- (p (x )y ')# +  q(x)y  =  0 

bir jinsli tenglamaning mos ravishda birinchi va ikkinchi che
garaviy shartlarni qanoatlantiruvchi biror yechimlari, cj( x )  =  
W{<p(x), ip(x)}.

• ' .? ■■ :l
M ustaqil yechish uchun mashqlar

1. Quyidagi bir jinsli ho'lmagan chegaraviy masalalarning 
yechimlarini Grin funksiyasi yordamida toping:

a

c)

- y "  =  Ay +  f (x ) ,
2/(0) = 0, b)<

.  У М  =

- y "  =  Ay 4- /(ж ),
y'(o) =  o, .. rf)
y M  =  0, (, v

—y" =  Ay +  f { x ) ,  
ej< y '(0 )= y (0 ) ,  / )

у'(тг) =  y W .

- y "  =  Ay +  / ( x ) ,  
y ' ( 0 ) =0 ,

. y ' W  =  o, . 

- y "  =  Ay +  /(ж ), 
У (o) =  о,
y'( 7Г) =  0 ,

- у "  =  Ау +  /(ж ), 
у'(0) =  Лу(0), 
у'(тг) =  Лу(тг).
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2 . Q uyidagi chegaraviy m asalalarning yech im larini G rin  
funksiyasi yordam ida toping:

- y "  =  f i x ) , - y "  ~  f i x ) ,
a) {  y (0) =  0, b) {  2/(0) =  0,

2/ ( 1) =  0 ,

- У" =  f i x ) ,

с) {  2/(0) =  0,
S/(l) +  hy'{\) =  0,

y '( l )  =  0,

-y "  =  f (x ) ,

d) < 2/'(0) =2/(0), >• 
2/(1) +  2/,( l)  =  0,

- y "  =  / М .
e) {  2/(0) =  hy'{0), ft. >  0, / )  < 

2/ ( 1) =  0 ,

- 2/' +  42/ =  / (x ) ,  
2/(0) =  0 , : ;; 

2/(1) =  0,

- y "  +  y  =  f i x ) ,

9) {  2/(0) =  0, h)

2/ ( 1) =  0 ,

- y "  +  y  =  f i x ) ,  

2/ ( 0) =  0 ,
2/ ( 1 ) =  0 ,

*)

ft) <

У" +  У =  f i x ) ,  
2/ (0 ) =  0 ,

2/(1) =  0,

- У "  - У  =  f ix ) ,  

j )  {  2/(0) =  0,
2/ ( 1 ) =  0 ,

- y "  +  ^ 2 y  =  f i x ) ,

2/(0) =  2/'(0), 0  (  2j/(l) =  2/'(l),
-2/" -  У =  /(*)>  
2/(0) =  2/(0):
2/(1) = 2/'(l): 2/(2) +  2t/'(2) =  0,

77l)
—2/" +  (1 +  x2)y  =  / (x ) ,  
2/(0 ) =  0 ,

2/ ( 1 ) =  0 .

3 . Quyidagi davriy va antidavriy chegaraviy m asalalarning  
yechim larini G rin  funksiyasi yordam ida toping:
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f - у "  =  Ху +  f (x ) ,  - у "  =  Ау +  /(ж),
a ) s  2 /(0 )=  J/(7t), b)l у(0) =  -у (тг),

( у ' ( 0 ) = у 'М >  1 У'(0) = -2 / 'W .

-2 /" +  У =  /(ж), Г - у "  =  /(а:), ■
с) 3/(0) =  2/(тг), d.)  ̂ у(0) =  —2/(1),

„ У'(0) =  У 'М - (  1/(0) =  —2/'(1).

- у "  +  к2у  =  / (ж ), к ф 0,

е) ( y ( - i )  =  y(i)i 
>у '(-1 ) =  у'(1).

4. Quyidagi chegaraviy masalalarning yechimlarini Grin 
funksiyasi yordamida toping:

’ - y "  +  y' =  /(*)>
a ) . 2/4°) =  0, ,

, y( l )  +  y'(l) =  0, .. f ’

- x 2y" -  ^ y  =  Ay + f {x )

У(1) =  0, 
y(e) =  0,

ХУ" V' =  / ( * ) ,1 +  X (1 +  x)2
с к  у(1) =  0,

y(e) -  ey'(e) =  0, 

f  -ж 3у" -  Зж2у' -  xy  =  f { x ) ,

d)< 2/(1) =  0,
I 2y'(2) +  y(2) =  0,

e. <
—x Ay" — 4 x 3y' — 2 x 2y =  /(ж ).

y(i) +  y'(i) =  0, 
y(2) +  3y'(2) =  0, ,■
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- (е туЛ  +  е тгу =  /(ж),

Щ  2/ (0) =  о /
2/ ( 1) =  0 ,

(  - е * У  -  2х е \ '  =  /(ж),
Ж  2/(0) =  2у'(0),

I 2/(1) =  О,

/г)
- (с о э 2ж • у')' =  /(ж ), 
2/(0 ) =  О,

2/(1) = 0

~  ( s ^ 2 / ) '  =  / ( * ) ,  
г)< 2/(0) =  О,

У ( ! )  =  о,

!— cos2 ж • у" +  sin2х - у' =  /(ж ).
2/(0) =  у ' ( 0 ) ,

У (? )  +  У' ( ! )  =  о,

Г - ( 1  +  х 2)у" -  2ху' =  /(ж ),
Ы  2/(0) =  2/'(0), 

t 2/(1) =  О,
- ( 1  +  х 2)у"  -  2жг/' =  /(ж)., 
2/(0) =  0, ' . 

2/(1) +  2/'(1) =  О,

771

Г - ( 3  +  ж2)у" -  2жу' =  /(ж ), ■ 
А  2/(0) =  2/'(0),

I 2/(1) =  0.
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о)
- ( 1  +  x f y "  -  2 ( i  +  1 )у' +  Ъу =  f { x ) ,
3/(0) =  О,

[ 2 /(1 )=  О,

(  - { х у ' У  +  ~ У  =  / ( * ) ,  

Р)| 2/(0) =  О,
I 2 /(1 )=  О,

г)
1 У' ) +  7-  ~ очч2/ =  /(*)>ж — 2 у (ж — 2) 

2/(0) =  О,

2/(1) =  О,

-(1 +  cosx )y"  +  sin ж ■ у' =  /(ж ), 
в) < 2/(0) -  2у'(0) =  О,

5. Quyidagi chegaraviy masalalarning yechimlarini Grin funk
siyasi yordamida toping:



Г — cos2 х  • у "  4- sin 2х • У  =  /(ж ), 
d)< 2/(0) =  О,

н э <  со.

— sin2 х  • у" — sin 2 х  • у1 — { (гг), 
\ У ( 0 ) \  <  оо,

» © - *

— sin2 х - у " — sin 2х • ?/ =  / (я ) ,  
/W  |2/(0)| < оо,

. © ♦ ✓ © - о .  

f  -2 /"  +  ^ 2 / =  / (* ) ,

^  1з/(о) | "
{  2/(1) =  О,

Х ‘
<  оо,

Г —х 2у"  -  2 ху  +  6  у =  / ( ж ) ,  
Ж  |з/(0)| <  оо ,

(  +  32/(1) =  О,

- х 2у"  -  2ху  +  2у =  /(а:), 
*)<! |у(0)| <  ОО,

2/U) =  О,

~ ху"  - у '  =  /(ж ),
Ж  |у(0)| <  оо,

У/(1) +  2/(1) =  О, 

- (& з /) '  +  (1 +  а02/  =  /0»0>  
Ж  |у(0)|<оо> 

2/(1) =  О,
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-х 2у"  — 2 ху ' +  Чу — /(ж ),

|у(о)1 <
у( 1) +  у'(1) -  0,

~ х2у"  -  2 ху ' +  2 у =  /(ж ), 
т К  |у(0)|<оо,

2у(1) +  у'{ 1) =  О,

~ { х  +  1)у" =  f ( x ) ,

« И  1у (~1)1 <  °°>
2/(0) =  О,

о  <
ху" +  у’ =  /(ж ),

|у(0)| <  оо, 

у(1) + 2/(1) =

/>)<
+  .Чж 2?у =  / ( ж ) ,  

|,//(())| <  с » ,

2/(2) =  0,

-(ж у ')' =  /(ж ),

<?)> 1г/(о)| <  с » ,
2/(1) -  0,

- ж V '  -  аУ  +  п2у =  /(ж ), 
г ) (  |у(0)) <  оо,

2/(1) =  0,

- ( ( х 2 - 1 )у')' +  2 у =  f ( x ) ,  
s)( |у(1)| <  оо, 

у (  2) =  0 ,



Ushbu

Ly =  - y "  +  q{x)y  =  f ( x ). 0 <  x  <  7r, (1.10.1)

Г 2/(0) cos a  +  2/'(0) sin a  =  0, 
у y(ir) cos/3 -I- y'(7r)smft =  0, 

chegaraviy masalani ko‘rib chiqamiz.
Agar Л =  0 soni quyidagi ^

- y "  +  q(x}y =  \y, 0 < x < n ,  (1.10.3)

f  2/(0) cos a  +  2/ ( 0) sin a  =  0, lQ
|  2/(7г) COS f t  +  2 /(7 r ) sin /3 =  0, 

bir jinsli masalaning xos qiymati bo‘lsa, Grin funksiyasi mavjud 
emasligini oldingi paragrafda ko‘rgan edik, ya’ni ushbu

—y"  -f <7(07)2/ =  0, 0 <  x  <  7Г, . (1.10.5)

Г y(0) cos q  + 2/ ( 0) sin a  =  0, (1 10 6j
|  </(7г) cos ft 4- y /(7r) s n̂ P ~  0» 

chegaraviy masala noldan farqli yechimga ega bodsa, Grin 
funksiyasi mavjud bodmasligini bilamiz.

Ammo bu fikr (1.10.1)+(1.10.2) chegaraviy masalaning yechi
mi yo‘q degani emas. Bu holda f ( x )  funksiya qanday shartlarni

10-§. U m um lashgan Grin funksiyasi



qanoatlantirganda (1.10.1)+(1.10.2) chegaraviy masala yechimga 
ega boiadi va uni qanday qilib topish mumkin degan savollar 
tuglladi. Mazkur paragrafda bu savolga atroflicha javob beriladi.

Faraz qilaylik, (1.10.5)+(1.10.6) bir jinsli chegaraviy masala 
noldan farqli normallangan <^о(я) yechimga ega bolsin. Agar yana 
boshqa bir noldan farqli yechim mavjud bo1 Isa. bu yechim ^о(я) 
xos funksi)'aga proporsional boiadi, chunki (1.10.3)+(1.10.4) che
garaviy masalaning xos qiymatlari oddiydir.

Lemma 1.10.1. Agar (1.10.1)+(1.10.2) chegaraviy masala 
yechimga ega bo Ъа. и holda ushbu

I !

71
J  f{x)<p0{x)dx =  0,
0

tenglik bajariladi, ya ’ni (1 .10 . 1 ) tenglamaning o lng tomoni unga 
mos keluvchi bir jinsli chegaraviy masalaning xos funksiyasiga or- 
togonaldir.

Isbot. Grin ayniyatiga ko‘ra
ТГ 7Г

• '"л J  / ( Ф о №  = j  [-y"Xx ) +  q{x)y{T)\y>Q(x)dx =
о X, •. о

• 7Г 7i

f> . . if =  J y(x )L (p o (x )d x  =  J y ( x ) - 0 d x  =  0,

.u, .0 .0
boiadi.1
(•' Lemma 1.10.2. A gary(x ) funksiya (1.10.1)-h(1.10.2) chega
raviy masalaning biror yechimi bo(lsa, и holda ( 1 .1 0 .1 ) + ( 1 .1 0 .2)  
chegaraviy masalaning ixtiyony yechimi ushbu

fir- / • y{x ) =  y {x ) +  C -ipo(x), (1.10.7)

ко ‘rinishda bo ‘ladi. Bu yerda С  ixtiyoriy о czgarm,as son.
'■ 'I s b o t . y(x )  funksiya (1.10.1)+(1.10.2) chegaraviy masalaning 

ixtiyoriy yechimi bolsin: U holda ip(x) =  y (x ) — y(x)  funksiya
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(1.10.5)+(1.10.6) bir jinsli chegaraviy masalaning yechimi bo'lishi 
ravshan. (1.10.5)-*-(l.10.6) chegaraviy masalaning ixtiyoriy yechi
mi ipo (x) funksiyaga proporsional, ya’ni ф(х) =  С  -<ро(х) bo'ladi. 
Demak, (1.10.7) tasvir o'rinli ekan.i

L em m a 1.10.3. Agar ( 1 .10 .l)-i (1.10.2) chegaraviy masala
ning ushbu

J  y(x)(p0(x)dx  =  0, (1.10.8)
. . .  "  • o .  .  , ,  . ; ,

shartni qanoatlantiruvchi yechimi mavjud bo(lsa,-.u yagonadir.
Isbot. (1.10.1)-b(1.10.2) chegaraviy masalaning (1.10.8) shart

ni qanoatlantiruvchi ikkit.a yechimi у\(х) ф Уг(х) mavjud 
deb faraz qilaylik. U holda тр(х) ■= У\{х) — У2(х) funksiya
(1.10.5)+(1.10.6) bir jinsli chegaraviy masalaning (1.10.8) shart
ni qanoatlantiruvchi yechimi bo'ladi. Bu yechim uchun ushbu 
ip(x) =  С  ■ <po{x) tenglik o'rinli bo'ladi-. Buni (1.10.8) shartga 
qo'ysak.

7Г
С J  v l(x )d x  = 0, С  =  0, ip(x) =  0, 2/1 (re) =  y2{xj? ’ 

о
hosil bo'ladi. Bu esa farazimizga ziddir, ya’ni yechim yagona 
ekan.i

T a ’r if  1.10.1. Quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi H (x } t) 
funksiyaga (1.10.1)4-(1.10.2) chegaraviy masalaning umumlash
gan Grin funksiyasi deyiladi:

1) I i (x ,t )  funksiya [0,7r] x  [0,7r] to'plamda uzluksiz;
2) H (x ,t)  funksiya [0, t) va (t,7r] oraliqlarda ushbu

- H xx +  q{x)H  =  ^oW ^o(i), 

tenglamani qanoat.lantiradi;

3 )  H x \ x = t + 0  ~  h J x \ x = t - 0  . =  —  1 ;
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4) H (x ,t)  funksiya (1.10.2) chegaraviy shartlarni qanoatlanti-
radi;

7Г

5) f  H (x, t)(po(x)dx =  0, t €  [0,7Г] .
о

Teorem a 1.10.1. (1.10.1)+(1.10.2) chegaraviy masalaning 
umumlashgan Grin funksiyasi mavjud va yagona.

Isbot. Umumlashgan Grin funksiyasining ta’rifidan kelib 
chiqib, uni quyidagi

bir jinsli tenglamaning (fo(x) yechimga proporsional bo‘ lmagan 
yechimidir.

Umumlashgan Grin funksiyasi ta’rifidagi to'rtinchi shartga 
asosan

- [0 (0, t) +  A(t)ifQ(0) +  5 (t )^ ’(0)] cos a +

H-[<9'(0, t) +  -4(£)<^o(0) +  ^ (0 ^ (0 )]  sin a  =  0, (1.10.10)

[0 (n, t) +  C(t)ipo(n) -f D(t)^(Tr)] cos /3+

+[0('K,t) + C(t)ip'0(7r) +  (та)\ sin (3 =  0, (1.10.11)

tengliklar kelib chiqadi. (1.10.10) va (1.10.11) tengliklarrii quyida
gi kocrinishda yozib olamiz:

[0(0, t) cos a  +  0'(O. t) sin a] +  B (t)[^(0) cos a  +  ^'(O) sin a] =  0, 

[0(7T, t)cosfi +  0'(7r, £) sin/?] -I- D(t)[t/>(7r)cos/3 +  V,/(7r) sin $  =  0.

ko'rinishda izlaymiz. Bu yerda 0 (x ,t)  ushbu

' - y "  +. q(x)y =  <po(x)<p0W, 
« y (0) =  0,

X o )  =  o f

Koshi masalaning yechimi, ф(х) esa

- y "  +  q(x)y  =  0,
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Bulardan

D(t) =

B (t) =  0, 

в(7Г, t )  COS /3 +  6'(тГ, t) sin (3 (1.10.13)

( 1 .1 0 .1 2 )

(̂тг) COS (3 +  'Ф'(тг) sin /3 
kelib chiqadi.

Umumlashgan Grin funksiyasi ta’rifining birinchi shartiga 
ko‘ra u uzluksiz bodadi, demak, quyidagi tenglik bajariladi:

A(t)<po{t) +  B(t)iP(t) -  C(t)<po(*) ^ W W )  =  0.

Umumlashgan Grin funksiyasi ta’rifining uchinchi shartiga 
ko‘ra

A ( t w 0(t) + B(t)ip'(t) -  с ш а у - т ш = - i ,

bodadi. Bulardan ushbu

f {A -  CVoW + (B -  D ) m  =  0, '
\ { A ~  o < №  +  ( B -  D W )  =  - i j

sist.ema hosil bodadi. (1.10.14) sistemani Kramer qoidasi yordami
da yechamiz:

(1.10.14)

Д = <P0 ( 0  1>(t) 
<p;,(t) 1p’ {t)

=  UJ, Д 1 —
0

- 1  n t )

д 2 = <Po(t) 0
vb(0  - 1

= <P0 (t)- :

=  —"0(0. ’

Demak,

Л - С - - Ш
LJ

В  — D  =
LJ

(1.10.15)

(1.10.16)

bodadi. В  va D  uchun topilgan (1.10.12) va (1.10.13) qiymatlar 
(1.10.16) tenglikni qanoatlantiradi. Haqiqatan ham, Grin ayni-
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/Г

/'о

yatiga ko'ra ushbu
n

[po(x)LO(x,t) -  e(x ,t)L ip0(x)]dx =

<p20(x)ipo{i)dx =  ${ir, t)<p'0{Tr) -  ро(-к)е'{п, t), 
o '
<Po{t) -  0(n,t)(p'o(n) -  <p0{Tr)6'{n ,t), (1.10.17)

tengliklar o'rinli bo'ladi. (1.10.12), (1.10.13) ifodalarni, (1.10.2) 
chegaraviy shartlarni va (1.10.17) tengliklarni hisobga olsak, 
quyidagi

0(тг, i) cos fi +  0х (я-, t) sin fi

7Г

В -  D  — —
я/>(тг) cos fi +  '^'(тг) sin fi

0 (7 Г , t) C t g  f i  +  0 ' ( 7 r , t ) 6 ( * < * )  ( - S i )
+  0 '(7 Г , £ )

ф(ж) ctg 0 ±ф'{т()

!

I
I 1 +  Ф'{п)

■ в'(п, t)ipо(тг) -  в(ж, t)ip'0(ir) _ y 0(t)
^'(7Г)^0(7Г) -  ^ (Т Г М М  Ш

tenglik hosil bo'ladi.
Bundan va (1.10.15) tenglikdan

А = = - Ш  +  С , ZJ =  - ^  ' (1.10.18)
о; ш

kelib ehiqadi. (1.10.12) va (1.10.18) ifodalarni (1.10.9) tenglikka 
qo'yib, ushbu

t f(M ) =

formulani olamiz, yaJni

9{x, t ) +  C(t)ip0(x) -  x <  t,

0(x, t) +  С (*)ю,(х) -  x >  t,
U)

H [x ,t )  =  0(x ,t) +  C(t)^o(a;) -  < (1.10.19)
x  > t  .и
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19) ifodani umumlashgan Grin funksiyasining beshinchi 
iga qo'yamiz:

* ' t
j  0(x,t)(p0(x)dx +  C {t) + ̂ -̂ J  ipl(x)dx+  
о о

TT

~ ~ ~ J  Ф Ы Ф х  =  о,
t

TT t

C (t) =  — J  9 (x , t)ipo(x)dx — J  <Pq{x)dx—
о

<r

+У  J  ̂ (x)(po(x)dx. (1.10.20)
t

(1.10.12), (1.10.13), (1.10.20), (1.10.18) tengliklardan mos ravish
da B (t), D (t), C (t), A (t) noma’lumlarning qiymatlari topiladi. 
Bundan, (1.10.9) tenglikka muvofiq, H (x ,t)  umumlashgan Grin 
funksiyasining ifodasi bir qiymatli aniqlanadi.i

T eorem a 1.10.2. Agar ( 1 .10.1 )+(1.10.2) chegaraviy masala-
da

TT

J  f(x)<po(x)dx =  0,
0

ЬоЪа, и holda (1.10.l)+(1.10.2) chegaraviy masalaning (1.10.8) 
shartni qanoatlantiruvchi yechimi mavjud va yagona bo‘lib, и ush
bu

TT

. y(x) =  J  H (x ,t)f{t )d t , (1.10.21)
0

formula yordamida topiladi.
Isbot. Dastlab (1.10.21) formulani quyidagi ko'Tinishda yozib
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olamiz:

у (х )  =  J  H (x ,t ) f { t )d t  +  J  H (x ,t ) f ( t )d t .  (1.10.22)
0 x

(1.10.22) tenglikning ikkala tomononi x  o ‘zgaruvchi bo ‘yicha dif
fer ensi al 1 aymiz. Natijada ushbu

.r

y\ x) =  H (x , x ) f ( x )  -I- J  H'x(x, t ) f ( t )d t— 
о

7Г

- H { x , x ) f ( x )  +  J  H'x{x ,t ) f { t )d t ,
X

X  7Г

y '(x ) =  J  H'x(x ,t ) f ( t )d t  +  J  H'x(x ,t ) f { t )d t ,

0 x
5. . .  x

. y " [x j..= я ; (х ,  x  -  0 ) /(x )  +  J  H"x(x, t ) f ( t ) d t -
0

7Г

- Я ; ( х , х  +  0 ) /(х )  +  J  H ^ (x , t)f(t )d t, (1.10.23)
X

tengliklarni hosil qilamiz.
Umumlashgan Grin funksiyasi ta’rifining uchinchi va ikkinchi 

bandlaridan mos ravishda foydalanib, quyidagi tengliklarni 
topamiz:

H'x{x ,x  -  0 ) -  H'x{x ,x  +  Q) =  - 1 ,  (1.10.24)

Hxx =  q (x)H  po{x)<fo(t). (1.10.25)

(1.10.24) va (1.10.25) tengliklarni (1.10.23) formulaga qo'yamiz:
X

y"(x )  =  - / ( . r )  +  J  [,q {x )H (x ,t) -  <A)(aOPo(t)]/(*)df+
0

X  7Г
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+ J  [q(x)H (x, t) -  ip0(x)ip0(t)\f(t)dt =

0
Teorema shartiga ko‘ra

о

y" =  - f { x )  +  l (x )y ,

kelib ehiqadi, ya’ni (1.10.21) formula bilan beriladigan funksiya

chegaraviy masalaning yechimini umumlashgan Grin funksiyasi 
yordamida topamiz. Berilgan chegaraviy masalaning yechimini 
topishdan oldin. unga mos bodgan .bir jinsli

chegaraviy masalani yechamiz. Ko‘rinib turibdiki, ushbu

funksiya (1.10.27) chegaraviy masalaning normallangan yechimi 
bodib, qolgan yechimlar (po(^) yechimga proporsional bodadi. De
mak, (1.10.27) chegaraviy masalaning odatdagi Grin funksiyasi 
mavjud bodmaydi. Shuning uchun, uning: umumlashgan Grin 
funksiyasini tuzishga tugTi keladi. Awalo ushbu

(1.10.1) tenglamani qanoatlantiradi. Chegaraviy shartlar bajari- 
lishi ravshan.l 

M isol. Ushbu

(1.10.26)

(1.10.28)
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bir jinsli bodmagan tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

y{x) =  ~ 2 (p ~  ду7'2 +  cix  +  c2- (1.10.29)

Bundan foydalanib, (1.10.27) chegaraviy masalaning umum
lashgan Grin funksiyasini ushbu 

- 1
2(6_-o )

ar +  A\x +  В i, x  <  £, 

x 2 +  A 2x  H- B 2, x  >  t,
(1.10.30)

2(6 — a)

ko‘rinishda izlaymiz. Umumlashgan Grin funksiyasining uzluksiz- 
ligidan va berilgan chegaraviy shart.lardan foydalanib, quyidagi

A\ —

Ao —

b — a 
b

(1.10.31)b — a 
A \ -  A 2 =  —1,
B , - B 2 =  t(A 2 — Ai), 

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu sistemadan

B X =  B 2 -f t ,  (1.10.32)

ekanligini topamiz. Bularni (1.10.30) formulaga qo‘yib, ushbu

_ J 2(6 — a)
1 x 2 -h , a -x  4- 1 +  B2, x  <  t,

6 — a

:rz + ■x +  B 2l x >  t ,
(1.10.33)

2(6 — a) 6 — a 
tenglikni hosil qilamiz. Oxirgi tenglikdagi B2 ning qiymatini

b

H (x ) t)dx =  0,
1

ortogonallik shartidan foydalanib topamiz: 
ь t

0 = J  # ( :r, t)dx  =  J 1
2(6 -  a)
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о

J
=  - t  —ta +

2(6 — a) 6 — a 

a2 +  a6 4- 62

dx =

+  £?2(6 -  a).

Demak.

_  — 1 о a , a2 +  ab +  6'
J32 =  tt; rr  +  7 1 -

2(6 — a) b — a 3(6 — a)

I -1 (:x  -  a)2 +  ( t -  6)2 -  l(o -  6)2J 2(6 -a)
_1 (t -  a)2 +  (.x -  6)2 -  l(a -  6)2

[ 2 (6 - a )

ekanligi kelib chiqadi. Shunday qilib,
ь

J  f (x )d x  =  0,

, x  <  t :

, x  >  t,

(1.10.34)

bo'lgan holda, berilgan (1.10.26) chegaraviy masalaning ushbu
b

J  y(x)dx  =  0, (1.10.35)
a

shartni qanoatlantiruvchi yechimi yagona bo ‘Iib, u quyidagi
b

y(x )  =  J  H (x ,t)f{t)d t ,  (1.10.36)
a

formula yordamida topiladi.
Qaralavotgan chegaraviy masalaning umumiy yechimi 

ь

y(x) =  J  H (x ,t ) f ( t )d t  +  с, с  =  const (1.10.37)
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tenglik bilan beriladi. Agar (1.10.34) shart bajarilmasa, (1.10.26) 
chegaraviy masala yechimga ega emas.

Izoh 1.10.1. Ayrim hollarda qaralayotgan chegaraviy masa- 
lalarga mos bodgan bir jinsli chegaraviy masalalarning ikkita chiz
iqli erkli yechimi bodishi mumkin. Bu hollarda umumlashgan Grin 
funksiyasining ta’rifiga o‘zgartirishlar kiritish kerak bodadi.

Quyidagi chegaraviy masalani ко‘rib chiqamiz

- y "  +  q{x)y  =  f { x ) ,  a <  x  <  b, (1.10.38)

Г y(a) =  г/(Ь), . (1 10 39)
\ y '(a )  =  y '{b ). ■ . K

Bu chegaraviy masalaga mos keluvchi bir jinsli chegaraviy 
masalaning ikkita tp\{x) va (рг(^) chiziqli erkli ortonormallan- 
gan yechimlari mavjud bodsin. U holda bir jinsli bodmagan 
(1.10.38)4-(1.10.39) chegaraviy masala yechimi mavjudligining 
zaruriy sharti 4 \

b
f(x)(p j{x )dx  =  0, j  =  1 .2  (1.10.40)

I

ko'rinishda bodadi. Qaralayotgan holda ushbu

- y "  +  q ( x ) y  =  f i x ) I a <  x  <  b, (1.10.41)

у (a) =  y{b),

У'(а) =  y'{b), (1.10.42)

j  y(x)ipj(x)dx  =  0, j  =  1, 2,
a

bir jinsli bodmagan chegaraviy masala yagona yechimga ega 
bodadi.

T a ’r if  1.10.1. Quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi H (x ,t)  
funksiyaga (1.10.38)+(1.10.39) chegaraviy masalaning umumlash
gan Grin funksiyasi deyiladi:
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1) H (x ,t )  funksiya [a, 6] x [a, b] to ‘plamda uzluksiz; *
2) Я (х , t) funksiya [a, t) va (£, b] oraliqlarda ushbu \

- Hxx +  q(x )H  =  +  (f2{x)(p2 (t),

tenglamani qanoatlantiradi;
3 ) Н х \х = И -0 H ijx = f.-0  =  — f j

4) H (x ,t )  funksiya (1.10.39) chegaraviy shartlarni qanoat- 
lautiradi;

5) f  H (x,t)ip j(x)dx  =  0, j  =  1, 2. ,}• 
о

Mustaqil yechish uchun mashqlar

1. Quyidagi chegaraviy masalalarning yechimlarini umumlash
gan Grin funksiyasi yordamida toping. [

r - y "  =  m , (  - у "  -  у  =  Да;). .
a ) < m  =  o, > > 2/(0) =  0 . .  . . . . '

[  {/(тг) =  0, II О

j - у "  -\ у = Д ж )=
d) <

- у "  -  У =  Да:),
c)\ 2 /(0 )=  0, 2/(0) =  0, ,

_ {/(тг) = 0, {/(тг) =  0,

- у "  =  /(® ), - у "  -  4у =  / ( г ) ,
e)< 2/(0) =  у(тг), / ) - 1/(0) =  У (тг),

. 2/'(0) =  {/(тг), 1/(0) =  { / (Я , /

-2 /" -  2/ =  / ( * ) , f  - у "  =  Да:), ”
9)< 1IIo

' л)

Т“Н?>>II

. 1/ ( 0) =  -{/(тг ); 1 y ' ( - i )  =  1/(1).

-2 /" =  / ( * ) ,  ■ - у "  =  /(а :),
i)\ ■2/(0) =  -2/(0), Я ' у( 0) =  0 ,

12/(1) =  0 , , 1/(1) =  2/(1),
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(1.11.2)

- ( ( 1 - z V ) ' =  / ( * ) ,
Ж  |у(—1)1 <  о°>

. 1г/(+1)| <  оо.

11-§. Y oyilm a teorem asi. K om pleks analiz usuli

Mazkur paragrafda Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi xos 
funksiyalarining L2[0, tt] fazoda. todaligi ko'rsatiladi. Bu teore
ma ilk bor XIX asming oxirlarida V.A.Steklov tomonidan isbot- 
langan.

Ushbu

Ly =  - y "  +  q{x)y  =  А у, 0 <  x  <  тг, (1.11.1)

f t/(0) -  hy(0) =  0,
I  т/(7t) +  H y{тг) =  0,

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi berilgan bodsin. Bu yerda A 
- spektral parametr, h va H  chekli haqiqiy sonlar, q(x) € C[0, тг] 
haqiqiy funksiya.

(1.11.1) tenglamaning quyidagi

y?(0, A) =  1, ip'(0. A) =  h va ^(тг, A) =  1. V'V* A) =  - t f ,

boshla.ng{ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini <р(.т, A) va 
t/j(x , A) orqali belgilaymiz. Bu yechimlar yordamida tuzilgan Vron
skiy determinantini

o;(A) =  W {tp(x, А), ф{х, A)} == <рф' -  'фу/ 

orqali belgilaymiz. U holda

w(A)
¥>(0,A) ф(0,\ ) 1 -0(0, A)

У (0 ,А ) VAO.A) h ф' (0, A)

=  Vj/(0, A) — Ъф(0 , A) =  Д(А),

Ц А ) =
</?(7Г,А) 1p(TT,\) V5(7T, Л) 1
ip'(ir,X) A) V3'(7r> A) —Я
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=  -[H tp{ir, A) +  tp\тг, A)] =  -A (A ),

ya’ni
w(A) =  A(A) =  -A (A ) , (1.11.3)

tengliklar o'rinli bodadi.
Yuqoridagi paragraflarda cj(A) butun funksiya ekanligi

kod’satilgan edi. Bundan tashqari cu(A) funksiyaning nollari
{An}o° xos qivmatlardan iboratligi ham ko'rsatilgan edi. Xusu- 
san, cu(A„) =  0, n  =  0 ,1 ,2 ,... ekanligidan

ф (хуХп) =  Спф , Х п)1 Сп ф 0, n =  0, 1, 2, ..., (1.11.4)

tengliklar od'inli bodishi kelib chiqadi.
Quyidagi

Cna 2n = ы(А»), (1.11.5)
tenglik bajariladi. Bu yerda

Haqiqatan ham, ushbu

An) +  q{x)ip(x7 Ад) =  \ny>(x, An),

—ф"{х, A) 4- q(x)ip(x, A) =  Хф(х, A), 

tengliklarni mos ravishda — A) va </?(#, A) funksiyalarga 
ko'paytirib, bir-biriga qo'shsak,

Хп)ф (х9 A) -  ф"(х, \)<p(x, An) =  (A -  Ап)ф(х, \)<p(x, An),

ya’ni

(A -  Ап)У;(ж, A)y?(a:, An) =  (ф*(х , \п)Ф(х, A) -  я//(х, X).<p(x} Xn))\ 

tenglik kelib chiqadi. Bunga кота

ф (х , А)</?(т, A„)da; =
о
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=  У ■(*. К )ф {х , А) -  ф'{х, \ ) ф ,  Л„)]|д =

=  У  {ж, Лп) +  Я̂ >(7Г, Л„)] -  [/1-0(0, Л) -  ф'{ 0, Л)] =  

Д(Лп) +  А (Л )= о З (Л )-Ц А л),

ya’ni
ЗГ ■■ ■ ' Г. •», »

о;(Л) -  ш(\п)J  ф(х, A)v?(x, An)d;
i

X =
А — An

о Ji;'-
ayniyat hosil bo'ladi. Bu yerda. A A„ bo‘lganda limitga o ‘tsak, 
ushbu

ТГ

w(A„) =  J  ip(x, \n)tp(x, An)dx =  CnJ  *> («, -^ )da; =  C'nQ

tenglik kelib chiqadi.
T eorem a 1.11.1. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi

ning A „)}^ =0 zos funksiyalar sisternasi L2 [0 ,7r] fazoda to ‘la 
bodadi, ya ’ni biror f ( x )  €  L2(0 ,7r) funksiya uchun

7Г

J  An)cte =  0, 72 =  0, 1, 2, (1.11.6)

bo ‘Isa, f ( x )  =  0 bo ‘ladi.
Isbot. Berilgan Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining

r(fr , \ \   L_ . / Ф> ЛМ£> A), ® < *, n n 7A
5 ’ w(A) | ip(t, \)ф(Х) A), x  >  t,

Grin funksiyasini tuzib olamiz. Agar A son (1.11.1)+(1.11.2) bir 
jinsli chegaraviy masalaning xos qiymati bo ‘lmasa, ya’ni u;(A) Ф 0 
bo‘lsa, u holda ushbu

Ly =  \y +  J(x), : (1.11.8)

I  y ' ( 0 )  -  M 0 )  =  0, fl l l  9)
\ у 'У )  +  Н у (тг) =  0,
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chegaraviy masalaning yechimini
7Г

у(х, Л) = J  G (x } l ,\ )f(t )d t  =

о
X

=  Л)/  A) /W rfi +  Л) j  i>(t, X )f(t)d t
\  0 , x  /

(1.11.10)
formula bo ‘yicha topamiz. (1.11.1)+(1.11.2) chegaraviy masala- 
ning An xos qiymatlari uchun cu(An) =  0 va cu(An) ^  0 ni inobatga 
olib, (1.11.10) tenglik yordamida aniqlangan y(rr, A) funksiyaning 
A =  An qutb maxsus nuqtalardagi chegirmasini hisoblaymiz: • -

1 (  1 r л 
r̂es y (x , A) =  ( v {x , A„) J  ip{t, An)f ( t )d t+

•I \ /I

+  ¥»(ar, A„) J  ip(t, Xn)f(t)d t  J =  A„) J  f{t)tp(t, X„)dt.
x  )  , 0

( l . i i . u )
Agar biz (1.11.5) tenglikni ishlatsak,

7Г

res y [x , A) =  A„) /  f(t)tp(t, Xn)dt =
a=a„ a *  J

0
7Г

kelib chiqadi. Bu yerda

un(z) =  — (p(v, An),
Otn

ortonormallangan xos funksiya.
(1.11.6) tengliklarga asosan

res y(rr, A) =  0, n =  0 ,1 .2 ,..., 
A—An
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kelib ehiqadi. Bundan esa y (x , Л) funksiya har bir tayinlangan 
x  6 [0,7r] da Л €  С o'zgaruvchining bubun funksiyasi ekanligi kelib 
ehiqadi. Bu butun funksiyaning chegaralanganligini ko‘rsatish 
uchun quyidagi lemmadan foydalanamiz.

Lemma 1.11.1 . Agar
CO

z =  x  +  iy e G 6 =  C\ ( J  {|ж -  7rn| <  5, Is/| <  <5}
n = — ОС

bo'lsa, ushbu
|sinz| >  i e - 2Ssin25e|Im21 . , (1.11.12)

jL i

7Г
baholash o'rinli bo'ladi. Bu yerda 0 <  5 <  - .

Isbot. z =  x  +  iy £ Gfi bo‘ lib, у >  0 bo'lsin. Bu holda

A  =  e_y|sin z\ =

=  I|e"ix(e2ix" 2y -  1)| =  —\ /(l -  e_2̂ cos2x )2 +  (е~2У sin 2x)*.
2 2 
Agar у  >  6 bo'lsa, u holda

A > \ (  1 -  e-2y cos 2a;) >  ^ ( l  -  e~2d) ,

bo'ladi. Agar 0 <  у  <  S bo'lib, \x -  тгп| >  6, n €  Z  bo'lsa, 
x  — тсп =  x  desak, 6 <  x  <  n -  6 bo'ladi. Quyidagi uchta holni 
ко'rib chiqamiz:

7Г
agar 26 <  2x  <  — bo'lsa,

- y .
2  i

—  L \ e - v + ix~y — e - y - ix +y\



37Г
agar —  <  2x  <  2тт — 2d bo'lsa, 

z

A  >  i e “ 2?/|sin2x\ >  ^e_2<*|sin(27r — 25)\ =  sin28. 
z z z

Demak. agar z  =  x  4- iy  6  C 5 bo'lib, t/ >  0 bo'lsa,

A >  rnin |^(1 -  e~2S), ie ~ Msin2<5, | j ,

bo'lar ekan. Quyidagi tengsizliklar bajarilishi ravshan:

5 > 5 ^
Bunga ko'ra ushbu

A >  ^ e -Msin25 (1.11.13)

baholash o'rinli bo'ladi.
Endi z =  x  -h iy  € Gs bo'lib, у <  0 bo'lgan holni ко'rib 

chiqainiz. Bu holda

В  — ey|sin2| =
2 i

_  1|еу+кс-у _  e3/-«+y| _  — e_2ix4'2y)| =
2 2

=  ^ | (1 — e2y cos 2x) +  ie2y sin 2x\ =

=  ^ ̂ (1  -  e2̂  cos 2a;)2 +  (e2̂  sin 2x)2, 

bo'ladi. Agar у <  - 6  bo'lib cos2x >  0 bo'lsa, u holda

В > - (  1 — e_2l/ cos 2x) >  5 ( l  -  e-215) ,
2 2

bo'ladi. Agar у <  - 8  bo'lib cos2x <  0 bo'lsa, u holda

В >  ^ ( l  — e2y cos2x) >  
z z

bo'ladi.
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Agar - 8  <  у <  0 bolib , |х -  тгтг| > 8, п €  Z  bolsa, х  -  
7Г71 =  х desak, 8 <  х <  тг — 8 boiadi. Quyidagi uchta holni ko'rib 
chiqamiz:

7Г
agar 2 8  <  2 x  <  — bolsa,

В  >  i e 2y|sin2x| =  ^e2y|sin(27rn +  2x)| =
Z Z

=  ^e2y|sin2x| >  ^e-2<*sin25;
/л &

71̂ 37Г,
agar — <  2x <  —  bo Isa, 

z z

В >  ^(1 — e2ycos2x) >  
z  z

37Г
agar —  <  2x <  27Г — 25 bolsa,

В >  ^e2y|sin2x| >  "2<5|sin(27r — 2<5)| =  ^e“ 2<5sin28.
z z z

Demak, agar z =  x  +  iy €  G$ bolib , у <  0 bolsa,

в  >  - e - Msin25, (1.11.14)

baholash 0‘rinli boiadi.
(1.11.13) va (1.11.14) tengsizlikiarni birlashtirib, (1.11.12) ba- 

holashni hosil qilamiz. Lemma isbotlandi.
Agar (1.11.12) tengsizlikda z =  np =  7r(cr +  гг) desak.

p e G i  =  c \ Q  ||(T-n| < ^ ,  N  < A }>
n = — OO ^  '

bolganda \ , • у

(sinp7r| >  ^e” 25sin25 • (1.11.15)
Z

bolishi kelib chiqadi. .
(1.11.15) tengsizlik yordamida |cj(A)| funksiyani p =  y/\ 6 Ga 

sohada quyidan baholaymiz. Shu maqsadda x 6  [0,7r], p =  \/A =
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г -г'а  +  гг. |р| >  2 J \q(t)\d.t boiganda o'rinli bo'lgan ushbu
П . л • "• ■ L ■< ■ .

7Г

|c'(x, A) +  psinpa:| • e ^ x,
о • . *' • !

.|s'(.r,A )|<2e ^ ,

|с(.т,А)|<2еИ-;

\ 8 { х ,\ )\ < ц -е 1т[х, . ■ ■ \ ■
baholashlardan foydalanamiz. Quyidagi tengsizliklar o'rinli:

• “..j
|cj(A)| =  |p sin ргт +  (Ц А) — psinp7r)| >  |psin p7r| — |cu(A) — psinp7r|, 

|cj(A) — psin р7г| =  |—[<p'(7r, A) +  t f  <p( 7Г, A)]—psinp7r| =

=  |(c (гг. A) +  psinp7r) +  hs\iг, A) +  H c{тг, A) +  hH s(7r, A)| <
7Г

<  2J  \q(t)\dt ■ e1̂  +  2\h\ ■ е^ж +  2 \H\ ■ е|т|г+ ^ р  • =
0

Demak. p € Gs bo ‘lib, |p| >  2 /  \q{t)\dt bo‘lsa? (1.11.15) teng-
o . \ '

sizlikka ko:ra ushbu

MA)| >  l|p|e“ M+,r|T|sin2<5- 

- 2 {  I \q(t)\dt +  \h\ +  \H\ +  lhH] > • e‘ 1 =
\p\ j

=  W w \ l e -M s i u 2 5 - p -  |«(t)|dt +  |A| +  \H\ +  j ,
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baholash bajariladi. Shunday R* >  0 son topiladiki, bunda 
p € Gs bolib , \p\ >  R* bolganida

)ш(А)| >  \p\e^-C s, 

baholash o'rinli boiadi. Bu yerda

C& =  j e~2* s n̂ 28 =  const >  0.

p 6E Gs bolib, |p| >  R* bolganida (1.11.10) tenglik bilan 
berilgan y(x, A) funksiyani baholaymiz:

Iii(T A'll <  1 /  ( 2elTK -̂®) _i_ . еМ(*-*Л x
. . lv ( i ,A ) l - n ^ i - c a v  и  )

X

x J  (2e^x +  ^  • eM*) • \f(t)\dt+
0

• J  ^  \J\t)\dt 1 =+

  Щ Л , \JL\
\ p \ - C s \ ^ \ p \ )  I  + \p\

Bu tengsizlikka asosan y(x, A) butun funksiya chegaralangan 
bo:ladi v& p e  Ga bolganda

max \y(x, А)! —> 0, (|A| - »  oo).
0 < X < 7 T

Liuvill teoremasiga ko‘ra y(x, A) =  0 kelib chiqadi. Buni (1.11.8) 
tenglamaga qo‘yib, f ( x )  =  0 bolishini ko'ramiz. ■

T eorem a 1.11.2 . Ixtiyoriy f ( x )  € AC[0, 7r] - absolyut uzluk
siz funksiya uchun ushbu

oo

f ( x )  =  ^ 2 anV>(x, An), (1.11.17)
n—0 
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funksional qator tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. Bu yerda
7Г

°П =  Л /

OLn =

\

n

J  <p2(x, \n)dx, n =  0, 1, 2, . . . .  (1.11.18)

Isbot. (1.11.10) tenglik bilan berilgan y(x, Л) funksiyani 
quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

y{x, А) =  - I Ф(х, A) J  A) +  q(t)ifi(t, X ))f(t)d t+

\ о

+<fi(x, A) j  A) +  q (t)f{t , A ))/(i)d i^  .

Bu tenglikda bo'laklab integrallash amalini bajaramiz:

У(х, A) =  щ ц  ^ ( . r ,  A ) /  f(t)d<p'(t, A) +</>(x, A ) /  f(t)di/>'(t, A)^ -

-Щ Г ) (ф (x > A) /  A )/(i)d« +<Дх, A ) /  q[t)f{t)ip {t, A )dtj ,

A) =  Щл) -М Д ^ М * .A) -  A)/(0)<P'(0, A) -

- 0 ( x ,  A ) /  X)dt +  tp’ (ir, А)/(тг)^(.х, A ) -
0

-ф '(х , X )f{x)tp(x, A) -  <p(x, A ) /  X)dt)—
X

X  7T

-Щ Х ) [Ф (х ’ Х)1  q(t)q>{t,X)f{t)dt +ip{x, A ) /  X)dt

y(x >A) =  AM z ,  A) -  АМ Ж> A) ] -
_  Alfe) \ Ф(Х> A) / X)dt +<p(x, A ) / g(t)ip'(t, X)dt 

~ Ш )  (h f{0 )d ix , А) +Я /(тг)(р(х, A)) -
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■ЩХ) yP(xA )S я(*М*,Ь)f{t)dt +<p{x,X)f q{t)f{t)i>(t,X)dt

y(x, A) =  -  i  (zi(x, A) +  z2(x, A )). (1.11.19)

Bu yerda g(t) =  f'(t) bo'lib,
. x

zi(s , A) =  |v>(a:, A) J  g{t)<p'(t, X)dt +

+ < p (x ,X )j g(t)i>'(t,X)dt \ , (1.11.20)
v ■, ■■

z2{x, A) =  - jb y  ^  h f {ОЩ х, A) +  Hf(ir)tp(x, A)+

i i i . ; ' 1 • : ' ■ : v ; /• •. . 7Г \

+ip(x,X)J q{t)<p{t, X )f(t)d t +<p(x, A) J  q(t)ip{t,X )f(t)dt\ .

. . . .  . (1.11.21) 
Yechimlar asimptotikasidan foydalanib ^(rr, A) funksiyani baho- 
laymiz. p €  G<j, |p| >  R* bo'lsin, u holda ushbu

Ы*. A ) l  <  j ^ T c { ( , A | ' Iя ! ■ l W Ti,r)  +

9
+  |p|e*H • C6 1 6

M(« )  J  \q(t)\ ■ |/(i)| • e ^ xdt+
o

+  e ^ xJ  |«(t)| • 1/(01 • e ™ * -* )*  j  =  '

^3|^||/(0)i +  3|Я||/(7г)| + 9 ^ "  |g (0 ii/(0M <j
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lim max Л)| =  0, ( 1.11.22)|p|—>CO 0<.r<7T

bo'ladi. Agar g(t) 6 Ж7[0, тг] bo'lsa, u holda (1.11.20) ifodada 
bo'laklab integra.llash amalini qo'llab, uni quyidagi ko'rinishda 
vozamiz:

X  7Г

l a h o l a s h  o ' r i n l i  b o ' l a d i .  B u  b a h o l a s h g a  a s o s a n

zi(x. A) =  —ту ^Ф(х, A) J  g(t)dip(l, A) +g>(x, A) J g ( t ) d ^ x ) j  =  

=  - 77т (Ф(х, А)\ д {х )ф ; A) -  ff(0)v(0, A )]-

x

-ф {х ,  A) J  g'{t)ip{t, A)dt +  <p{x, Х)[д{ттЩтг, A ) -
• : • q

-  д{х)ф (х, A)] -  <fi{x, A) j  g'{t)Tp{t, A)dt^ =  ■

=  A)ff(Tr) -  ф(х, X)g(0) -  ф(х, A) Jg'{t)g>(t, A)dt -

— ip(x, A) j  g '(t)1p(t,X)dt \ . (1.11.23)

Yechimlar asimptotikasidan foydalanib, z\ (x, Л) funksiyani baho- 
laymiz. p € |p| >  R* bo'lsin, u holda ushbu

M * .  4 1  <  r j i g  ( l » W | e M '  +  I s (O ) le M - )  +

+  9 I eM(
+  \ p \ e ^ Q

X  7Г \

M) J  \g'{t)\e^xdt +  e ^ xj\ g '{ t )\ e ^ n- x^dt J =
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baholash o'rinli boiadi. Bu baholashga asosan ushbu

' Ига т а х | г1(х ,л)| = 0 ,  , (1.11.25)
|p |—>00 0 < X < 7 T

P*G6

tenglik bajariladi. (1.11.25) tenglik g(t) e  L2{0, 7t) bolganida 
ham,bajarilishini ko£rsatamiz. Ixtiyoriy e  >  0 son berilgan bolsin. 
U holda shunday gE(t) €  A(7[0,7r] funksiya topiladiki. bunda

IT

J  IffM -  9t{t)\dt <  c—~ :  (1.11.26)
0

tengsizlik bajariladi.
p G Gs, |p| >  R* bo£lsin. Quyidagi baholashlami bajaramiz:

M * .  A,g -  flt)| <  ( e|r|̂ /  №  -  g M W Wxdt+
\  о

+  e ^ j  \ g {t ) -g M \ p \ eM(v- x)d^j =

7Г

i» (0  -- А-(01л  <  г (1.11.27)
о

. . .(1.11.24).,baholashni g£(t) uchun qollasak, bunga ko£ra shun
day Re >  R* son topiladiki, p €  Gs, \p\ >  Re bolganida ushbu

|zi(z, A,p£)| <  ; (1.11.28)

tengsizlik bajariladi.
Demak, p €  Gs, |p| >  bolsa,

Jzi(x, A,p)| <  i^ i (x ,A ,p -p £)| +  |zi(x, A,<fe)| <  | +  | =  e>
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bo'ladi,< ya’ni (1.11.25) tenglik g(t) e  L2(0,тг) bo'lganida ham 
bajarilar ekan. .

Endi ushbu ^
! n (x ) -  y{x, X)d\,

integralni qaraymiz. Bu yerda Г,у =  |-A : |A| =  (TV -f |)2 j .
Chegirmalar haqidagi Koshi teoremasiga asosan quyidagi teng

lik o'linli: . . ,

± f
2 m  J

A) +  z2{x, A))

Гдг

ЛГ

-  fa  (ж, A) +  z2{x, A))

Глг

rfA =  ^  res j/fa A ),
n=0 n

d\ =
n = 0

(1.11.29)
Quyidagi integral limitini hisoblaymiz: 

1
£ n { x )  =  2 h j

(2i(.T,A)-h22(x,A)) d \ =  v.

=  | a =  ( л г + 0  • ей, .0 <  < < 27Г > =

2тг
=  J - /

2тгУ

Demak,

г1 ( Ж,(Л- +  1 )2е« ) + 222 ^ ,(А Г  + | ) 2ей)  d t

lim max |eyv(x)l =  0.iV->CO 0<X<7T (1.11.30)

ekan. Bunga ko'ra (1.11.29) tenglikda TV--* oo bo'lganda limitga 
o'tsak

(1.11.31)
n=0
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kelib ehiqadi. (1.11.30) ga ko‘ra (1.11.31) qator a: €  [0,7r] da tekis 
yaqinlashadi.i

12-§. Shturm -Liuvill chegaraviy masalasi uchun yoyilm a 
teorem asi va Parseval tengligi

T eorem a 1.12.1. Nol soni ushbu 
- y "  -f q{x)y  =  Ay,
y(0) cos a; +  y '(0) sin a  =  0. (1.12.1)
y(7г) COS /3 +  y'(7г) sill /5 =  0,

Shturm-Liuvill masalasining xos qiymati bo‘lmasa, quyidagi che
garaviy masala

- y "  +  q {x)y  =  \y +  f ( x ) ,  
t/(0) cos a  -bt/'(0)sino: =  0. (1.12.2)
2/(7t) cos /3 +  уг(7г) sin 13 =  0.

7Г 7Г

y(x ) =  \ J  G (x )t)y(t)dt +  J  G (x ,t ) f ( t )d t ,  (1.12.3)
о о

integral tenglamaga ekvivalent bo‘ladi. Bu yerda G (x ,t)  funksiya
(1.12.1) masalaning A =  0 qiymatga mos keluvchi Grin funksiyasi.

Isbot. Nol soni (1.12.1) masalaning xos qiymati bodmagani 
uchun G (x ,t)  Grin funksiyasi mavjud va yagona bodadi. (1.12.2) 
masalada ushbu

F (x )  =  A y(x)  +  f ( x )  (1.12.4)

belgilashni kiritsak. hosil bodgan masalaning yechimi quyidagi
7Г

y(x ) =  j  G (xA )F {t)d t, (1.12.5)
о

formula bilan beriladi. (1.12.4) belgilashni hisobga olsak, bu for
muladan (1.12.3) integral tenglama kelib ehiqadi. ■
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(1.12.3) tenglama Fredgolmning ikkinchi turdagi integral 
tenglamasidir. w •/

N atija  1.12.1. Nol soni ushbu

- y "  +  qix)y =  Xy,
y (0) cosa  +  y '(0)s in a  =  0, (1.12.6)
y(ir) cos fi +  y'{ir) sin fi =  0,

Shturm-Liuvill masalasining xos qiymati bo'lmasa, bu chegaraviy 
masala quyidagi . i' - •.: •

y (x ) =  x j  G (x,t)y(t)d t, (1.12.7)
о

integral tenglamaga ekvivalentdir.
Lem m a 1.12.1. Agar H (x , t) funksiya [0,7г] x  [0, тг] kvadratda 

haqiqiy uzluksiz, simmetrik va noldan farqli bo‘Isa, ushbu

H (x,t)u (t)d t, (1.12.8)

:• . ... ■. .! ■ ■ j
integral tenglama xos qiymatga ega, ya'ni X parametming shun
day Ao qiymati mavjudki, bunda (1 .1 2 .8)  integral tenglama noldan 
farqli yechimga ega boiadi.

Isbot. L2[0, тг] Gilbert fazosida quyidagi
7Г

Au(x) =  J  H (x, t)u(t)dt.
о

integral operatorni ko‘ rib chiqamiz. Bu yerdagi integral operar 
torning yadrosi H (x : t) ushbu [0,7r] x  [0,7r] kvadratda uzluk
siz va simmetrik H (x ,t )  =  FI(t, x ) funksiya bo'lgani uchun A  
o£z-o‘ziga qo'shma va kompakt operator bo‘ladi. A  operator-o‘z- 
o ‘ziga qo'shma bo'lgani uchun uning normasi quyidagi formula 
orqali topiladi:

||A\\ =  sup |(Au,u)|.
Nl=i
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Aniq yuqori chegaraning ta’rifiga asosan, shunday {u«(rr)} ketma- 
kctlik mavjudki, bunda ||un|| =  1 bo ‘lib,

(Aun, un) -)• iio, (n -> oo).

bo ‘ladi. Bu yerda цо =  \\A\\ yoki /i0 =  -||Л||.
Quyidagilar ohinli:

11 v 4 ^ o ^ n | |  =  (Aun fiQiifj,, Aitn fiQU7l) =

=  ЦЛ^Ц 2/io{AiLnyUji) +  /ioll^nll ^

—  IIЛЦ ll^nll 2 /io (A 'U n , Un) 4" MolK|| =  2/tQ 2 ( . lq ( iA u j U U i i ) .  

Bund an
A un — fioun -*  0, (n —» oo), (1.12.9)

kelib chiqadi. A  kompakt operator bodgani uchun {A u n}  kctma-
ketlikdan yaqinlashuvchi {A u nk}  qismiy ketma-ketlik ajratib olish 
mumkin, ya’ni

1 Aunk v0 , (k -4  oo). (1.12.10)

(1.12.9) va (1.12.10) ga asosan

№оипк ^0 ) (k —> oo),

va ^
-Лип. —> — Лг^о, {к У oo), (1.12.11)

kelib chiqadi. (1.12.10) va (1.12.11) ga ko‘ra

Avо =  fio'Uo,

tenglikka ega bodamiz. Bu yerda г>о ф 0, chunki

I N I  =  l i m  U / ^ o M n J I  =  M  =  \\A\\ ф 0.К-ЮО
Shunday qilib, fiQ Ф 0 son A  operatorning xos qiymati va г»0(х) 

-funksiya bu xos qiymatga mos keluvchi xos funksiya ekan:
7Г

J  H(x,t)vo(t)dt =  fi{)vo(x).
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Bunga ko;ra A0 =  ^  son (1.12.8) integral tenglamaning xos 
qiymati bo'ladi, г>о(я) funksiya esa unga mos keluvchi xos funksiya 
bo'ladi. ■

T eorem a  1.12.2. Nol soni (1.12.1) chegaraviy masalaning 
xos qiymati bolmasa, ushbu

7Г

u{x) =  A /  G(x, t)u(t)dt, 
о

integral tenglama cheksiz ко ‘p xos qiymatlarga ega bo ‘ladi.
Isbot. L2[0 ,7Г] Gilbert fazosida quyidagi

Ru(x) =

integral operatorni ko'rib chiqamiz. Bu yerdagi integral opera- 
torning G (x, t) yadrosi ushbu [0, 7r] x [0,7r] kvadratda haqiqiy, 
uzluksiz va simmetrik G (x ,t) =  G (t,x )  funksiya bo'lgani uchun 
R  o'z-o'ziga qo'shma va kompakt operator bo'ladi. Lemma 1.12.1 
ga asosan R  operatorning ро ф 0 xos qiymati mavjud va un
ga i’o(x) xos funksiya mos keladi. Bundan tashqari \p0\ =  II #11» 
||г;0(х)|| =  1 deb hisoblaymiz.

Endi
7Г

R lU{x) =  J  G !(x,t)u (t)d t, (1.12.12)
0

operatorni ko'rib chiqamiz. Bu yerda

G i(x, t) =  G (x, t) -  fiov0{x)vo(t).

(1.12.12) tenglik yordamida aniqlangan R\ operator ham o'z- 
o'ziga qo'shma va kompakt operator bo'ladi. Lemma 1.12.1 ga 
asosan R\ operatorning (.4 Ф 0 xos qiymati va Ui(x) €  L2[0, 7t] 
xos funksiyasi mavjud bo'lishini, harada ushbu

M  =  \\Ril
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tenglik bajarilishini ko'rsatish mumkin. ||vi(:r)|| =  1 deb hisob- 
laymiz.

Topilgan vo(z), V](x) £  Z/2[0,7г] funksiyalar o‘zaro ortoganal 
bodadi. Haqiqatan ham, ixtiyoriy г^(х) £ L2[0 ,7r] funksiya uchun

(R iu ,v0) =  J  f I G i(tys)u(s)d$ I vo(t)dt =
о \o

I  f  , - ТГ- П

=  J  J  G ( t , s)u(s)uo(£)dsd£ —  H o J  J  v l ( t ) v o ( s ) u ( s ) d s d t  =

0 0 0 0

=  J  u ( s )  I J  G(s, t ) v o ( t ) d t  |  d s —  
o Vo /

- / i 0 v l f y d t ' j  ^  j u { s ) v 0 ( s ) d s ^ J  =

=  (w, # u 0) -  //o(w, vo) =  (w, /io^o) -  Mo(u, v0) =  0,

bodishidan, xususiy holda (vi,vo) ■= 0 kelib chiqadi. Shuning 
uchun

7Г

R v  i =  i? iv i +  ^ v q ( x ) J  v 0 ( t ) v i ( t ) d t  =  i? iv i =  /х м , 

о

bodadi, ya’ni /ii son R  operator uchun ham xos qiymat bodadi va 
unga vi(x) xos funksiya mos keladi. Topilgan xos qiymatlar uchun 

ushbu
-• x r • f ; f  ̂ •*.. , •, , e • , f

|/iil =  |(flit>b tb)| =  vi)| <  ||Я|| =  |мо|,

ya’ni

IM > IM
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tengsizlik o'rinli bo‘ladi. Shu jarayonni yanada davom qildirarniz. 
Buning uchun quyidagi integral operatorni tuzib olamiz:

R-2u(x) =  
о

Bu yerda G o{x ,t) =  G\(x,t) — H\V\(x)v\(i). Yuqorida 
ta ’kidlaganimiz kabi R.2 ham o'z-o'ziga qo'shma kompakt operator 
bo'ladi. Shuning uchun shunday V2(x) 6 L2[0, тг] funksiya topilib,

Ы  =  1|Д2||> M ® )ll  =  i-
O'z navbatida V2(x) funksiya R  operator uchun ham xos funksiya 
bo'ladi. ya’ni

Rv2 =  R 2V2 =  M2̂ 2- 
Topilgan xos qiymatlar uchun

M  >  Ы  >  Ы ,
tengsizliklar bajarilishini ko'rsatish mumkin. Uo(x), V\(x) va V2{x) 
xos funksiyalar esa, o'zaro ortoganal bo'ladi.

Agar H-Rmll ф 0, m  G N  bo'lsa, bu jarayonni cheksiz 
davom qildirish mumkin. Natijada, {un(x )} ortonormallangan xos 
funksiyalar m&vjudligi va ularga mos keluvchi xos qiymatlar uchun

I p o I >  Ы  >  M  >  - V ,  ■

tengsizliklar bajarilishi kelib ehiqadi.
Endi H-Rmll ф 0, m  G N  ekanini isbotlaymiz. Buning uchun 

||Ят || =  0 deb faraz qilamiz. Bu holda R,n operatorning yadrosi
m

Gm {x,t) =  G (x ,t)  -  У ^llnV„{x)vn(t),
n = 0

ko'rinishda bo'ladi. Bu tengliklarning ikkala tomonini f ( t )  G 
L2[0,7r] funksiyaga ko'paytirib, [0, 7r] oraliqda integrallasak,

m

R m f{x) =  R f{x )  -  У ' n nVn{x ) ( f ,  V„),
n= 0 
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hosil bodadi. Bu tengliklarning ikkala tarafiga L  operatorni ta’sir 
qildirib, . • r •. -  . . . , /

L (R f)  =  / ,  R  -  L~l va Lvn =  — vn

ekanini inobatga olsak,
m

0 =  f { x )  -  У 2  VnLvn(x ){ f , vn),
;< i‘ ’оГ 1 ; • n=0 .. v  ..

ya’ni . j
in

n=0

bodishini topamiz. Bu esa f ( x )  €  L2[0,7r] ixtiyoriy funksiya eka.n- 
ligiga ziddir. . ,

Shunday qilib, R  operatorning

Iju o I >  Ы  >  Ы  >  \tbn\ >  

cheksiz kocp xos qiymatlari va
' . . •. j .  J  . :: - j  \ . v .! -I. J; •. . .  • ,

■■■>/.: V0(x), V i{x),...,V m(x ) ,. . . ,  ■

cheksiz ko‘p ortonormallangan xos funksiyalari rnavjud ekan. ■ 
Yuqoridagi mulohazalardan (1.12.1) Shturm-Liuvill chegaraviy 

masalasining cheksiz ko‘ p An =  — xos qiymatlari rnavjud bodib. 

ular uchun ushbu

|A0| <  |Aa| <  |A2| <  ... <  |Am| <

tengsizlikning bajarilishi kelib chiqadi.
T eorem a 1.12.3. Nol soni (1.12.1) chegaraviy masalaning 

xos qiymati bo ‘Imasa. uning Grin funksiyasi uchun .ushbu



tasvir о ‘rinli boiadi. Bu yerda An orqali (1.12.1) masalaning xos 
qiymatlari va un(x) orqali ularga mos keluvchi ortonormallangan
xos funksiyalari belgila.ngan.

Isbot. Quyidagi yordamehi funksiyani kiritib olamiz:

Bu yerdagi funksional qator Veyershtrass alomatiga ko‘ra tekis va 
absolyut yaqinlashadi. chunki ortonormallangan xos funksiyalar n 
ga bogiiq bo'lmagan o'zgarmas bilan chegaralangan va xos qiy- 
matlar uchun ushbu ' ‘ '

asimptotik formula o'rinli. Bu qatorning har bir hadi uzluksiz 
funksiya bodganligi uchun uning yig'indisi ham uzluksiz funksiya 
bo'ladi. Demak, # (x ,  t) funksiya uzluksiz ekan. H (x ;t)  simmetrik 
bo'lishi Grin funksiyasining simmetrikligidan kelib chiqadi.' f .

H (x .t )  =  0 ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun teskarisini 
faraz qilamiz, u holda yuqoridagi lemmaga ko'ra.shunday A son 
mavjudki, bunda vd»:-.:

integral tenglama noldan farqli u(x) ф  0 yechimga ega. bo'ladi.
(1.12.1) masalaning xos funksiyalari uchun ((1.12.7) integral 
tenglamaga ko'ra) ushbu

(X)

(1,12.14)

An =  П2 +  Go +  7„, {7n} e  /2,

0

0
tenglik bajariladi. Bunga asosan

0 0 k=0
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bodadi.
(1.12.16) tengliklardan foydalanib, u(x) funksiya un(x), n =  0,

1, 2,... xos funksiyalarga ortogonal bodishini ko‘rsatamiz:

Demak, u(x) funksiya un(x), n  =  0 ,1 ,2 ,... funksiyalarga ortogo
nal ekan.

Endi u(.t) funksiyaning o ‘zi ham (1.12.1) chegaraviy masa
laning xos funksiyasi bodishini ko‘ rsatamiz. Buning uchun u(x) 
funksiya ushbu

7Г (  7Г

=  Л /  < /  H (x ,t)u n (x )d x\ u (t)d t =  0. (1.12.17)

7Г

0
integral tenglamani qanoatlantirishini ko'rsatish kifoya:



7Г

=  А /  G (x ft)u(t)dt.

и{х)  f u n k s i y a  ( 1 . 1 2 . 1 )  c h e g a r a v i y  m a s a l a n i n g  x o s  f u n k s i y a s i

bo‘ lgani uchun. u un(x ), n =  0, 1, 2,... xos funksiyalardan biriga 
proporsional, ya’ni n(x) =  Cuno(x) bodadi. u(x) funksiya unQ(x) 
xos funksiyaga ortogonal bodgani uchun

J  u(x)uj,0(x)dx  =  0, С  J  u2no(x)dx  =  0, С  =  0, u(x) =  0,

bodadi, bu esa farazimizga ziddir. Demak, H (x , t) =  0 ekan. Bun-
dan y,.

n = 0  n

kelib chiqadi. ■  • v • > ‘ _ ' /  r
Izoh. (1.12.13) funksional qator absolyut va tekis yaqinla

shuvchi bodib, uning yigdndisi [0, 7r] x [0, 7r] kvadratda uzluksiz 
funksiya bodgani uchun, ushbu

tenglik o ‘rinli bodadi. Oxirgi tenglikning ikkala tarafini [0, 7r] 
oraliqda integrallab,

bodishini topamiz. Bu formulaga G (x ,t ) -  Grin yadrosining.izi 
deyiladi.

M isol. Ushbu

о о

(1.12.17')

Ly =  - y "  =  Ay, 
y(0) =  0, у(тг) =  Q,.
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chegaraviy masalaning Grin yadrosining izini hisoblang.
Berilgan chegaraviy masalaning xos qiymatlari An =  n2, n  =  1, 

2, 3,... va ortonormallanga.il xos funksiyalari

un(x) =  y^-sinna;,

topilgan edi. To‘qqizinchi paragrafda. bayon qilingan algoritm yor
damida. berilgan Dirixle chegaraviy masalasining A =  0 bodgan 
holdagi Grin funksiyasini tuzishimiz mumkin:

G ^  =  n \ t ( n - X ) ,  x > t .

Endi Grin funksiyasining izi uchun topilgan (1.12.17') forinu- 
lani tekshiramiz:

oo ч oo Л Г -i /■ 2

V s T - =  V  — =  /  G (x, x)dx =  -  x(n  -  x)dx  =  — . 
n=l n=l о 0

Shunday qilib (1.12.17') formula
00 1 2

E l    7 Г

712 6 ’
71= 1

ko:rinishni oladi.
T eorem a 1.12.4. ( Yoyilma haqida). Agar f ( x )  €  C 2[0, тг] 

ushbu
| / ( 0) cos a  +  / ' ( 0) sin a  =  0, _

у  / ( 7 г )  cos / 3  +  / ' ( т г )  sin / 3  =  0, 

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi ixtiyony funksiya bo ‘Isa, 
и holda quyidagi

oc

f { x )  =  '^ 2anun{x), (1.12.19)
n=0

tasvir o ‘rinli bo‘ladi. Bu yerda un(x) funksiyalar (1.12.1) chega
raviy masalaning ortonormallangan xos funksiyalari bo ‘lib, an ko-
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a„ =  J f ( t ) u n(t)d t, (1.12.20)
o .»

tenglik bilan aniqlanadi. (1.12.19) qator tekis va absolyut yaqin- 
lashuvchi boladi.

Isbot. Quyidagi belgilashni kiritib olamiz:

- f " ( x )  +  q (x ) f (x )  =  g(x). (1.12.21)

Grin funksiyasining xossasiga koTa (1.12.21)+(1.12.18) chega
raviy masalaning yechimi ushbu

JT

f { x )  =  J  G {x,t)g {t)d t, (1.12.22)

0  '• - . V

tenglik bilan beriladi. Grin funksiyasi uchun teorema. 1.12.3 da 
olingan voyilmani (1.12.22) tenglikka qo:yamiz:

effitsiyentlar ushbu
7Г

« * > - / { £  i  I n=о

un(x)un(t)
g{t)dt =A n

=  ] Y J 9 {b)un{t)dt >uri(x). (1.12.23)

о
7Г

71 =  0 0
7T

an = J~J ĝ Un̂dt =Y J  L f(t)u n(t)dt =
0 , 0  ' :  T ■ ■ *

7Г 7Г

=  ~ j  f ( t )L u n(t)dt =  J  f  {t)un(t)dt.
0 0

(1.12.19) qatorning tckis va absolyut yaqinlashishi uning (1.12.23) 
ko‘rinishda yozilishidan va xos qiymatlar asimptotikasidan kelib 
chiqadi. 1
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(1.12.20) tengliklar bilan aniqlangan an, n  =  0, 1, 2, ... 
sonlarga f ( x )  funksiyaning Furye koeffitsiyentlari deyiladi.

T eorem a 1.12 .5 .(Parseval tengligi).Ixtiyoriy f ( x )  €  L2 [0, тг] 
funksiya uchun ushbu

/  / 2(x)ch  =  ^ a 2, (1.12.24)
о 71=0

tenglik о ‘rinli bo 4adi. Bu yerda, an koeffitsiyentlar ushbu
1Г

an =  J  f ( t ) u n(t)dt, (1.12.25)
0

tenglik bilan aniqlanib, un{x) funksiyalar ( 1 .1 2 .1 )  chegaraviy 
masalaning ortonormallangan xos funksiyalaridir.

Isbot. 1) f { x )  €  C 2[0, 7r] bo ‘lsin va u (1.12.18) chegaraviy 
shartlarni qanoatlant.irsin. U holda yoyilma haqidagi teoremaga 
ko‘ra _oo

f { x )  =  ^ а пи„(х),
n = 0

bodadi. Bu tenglilming ikkala tomonini ham f ( x )  funksiyaga 
ko'paytirib, [0, тг] oraliqda integrallasak.

?  0 0  f  0 0
I f 2 {x)dx  =  ^   ̂Q-n I f{x^un{x)dx  ^  ^

0  n = 0  0  n=0
bodadi.

2) f ( x )  € Lr[0, тг] ixtiyoriy funksiya bodsin. u holda quyidagi 
shartlarni qanoatlantiruvchi f n(x ) funksiyalar mavjud:

a)fn(x) €  С 2[0,тг],
b )f\ x )  chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi,

c )  l i m  /  ( f ( x )  -  f n ( x ) f  d x  =  0 .7?-»OOq
Bu fikr funksional analiz kursida isbot qilinadi.
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/д (х) funksiyalar uchun birinchi bandga binoan Parseval teng
ligi bajariladi:

Bu yerda

/  3 0  9

f l (x )d x  =  ^ ( a [ n)) ' .  (1.12.25')
0 k=0 •

7Г

aA-n) -  J  fn(x)uk(x)dx.
0

Xususan f n{x) — / т (ж) funksiyalar uchun ham Parseval tengligi 
bajariladi. ya’ni

/  1/п(ж) -  /т(ж )]2с/.т =  ( 4 n) “  4 m))  V (1.12.26)
о

Quyidagi belgilashni kiritib olamiz:

aW =  Oj*5, ...), n =  1, 2,. . . .

/ д(а;) ketma-ket.likning L2[Q, n] fazoda fundamental ekanligidan, 
(1.12.26) tenglikka asosan

limm->oon->oo
a(n) -  a(m) =  J f e b l l / »  -  / m l b M  =  0 ,

П-УО С

bodadi. Demak, vektorlar ketma-ketligi /2 fazoda funda
mental ekan. Bu yerda ushbu ||-j| belgi I2 fazodagi normani 
bildiradi. I2 fazo toda bodgani uchun afn) ketma-ketlik biror 
a =  (ao, ai, ... ) €  /2 vektorga. yaqinlashadi.

Normaning |||x|| — \\y\\\ <  \\x ■ — y|| xossasidan foydalanib, 
quyidagi baholashlarga ega bodamiz: •

7Г 7Г 7Г

/  fn {x )d x  - /  f\ x ) d x <

\ 0 \
J
0 \

J0

7Г

J  [fn{x) -  f {x ) ]2dx,

\
O C „£(0 -

fc=0 \
£ ° 2  
k=0

<
\

X  Iain) -  a*]!
k=Q
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Bu baholashlarga asoslanib, f n {x) funksiyalar uchun yozilgan 
(1.12.25') Parseval tengligida n  -> oc da limitga o ‘t.sak, f ( x )  
uchun (1.12.24) Parseval tengligi kelib chiqadi. ■

N a tija  1.12.1. Agar f ( x ) } g(x) E Z/2[0,7r] ixtiyoriy funksiya
lar bo'lsa, u holda f ( x )  +  g(x) va f ( x )  — g(x) funksiyalar uchun 
Parseval tengligi

}  °°
/  U {x) +  g {x )fd x  =  5 3  [a* +  bk}2, 
i  k=о

[  [ /(* )  -  g{x)]2dx =  5 3  К  -  h }2,

0 *=0 
ko'rinishda bo'ladi. Bularni bir-biridan ayirib, 4 ga bo‘lsak, ushbu

akbk, (1.12.27)/  f{x )g {x )d x  =  5 3  
i  ' k=о

tenglik kelib chiqadi. Bu tenglikka Parseval tengligining urnum- 
lashmasi deyiladi.

Ushbu
- У п +  я (х )у  =  Ai/,

< 2/(0) =  — sin a, 
y '(0) =  cos a,

Koshi masalasining yechimini g?(x, Л) orqali belgilaylik.
Quyidagi monoton o ‘suvchi

P(A) =

0, A =  0,

- E  A> A<0’
A<An<0 °^n

E  A- A>0>
0<An<A

funksiyaga (1.12.1) chegaraviy masalaning spektral funksiyasi
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a l  =  j < p \ x , X n ) d x .
0

(1.12.24) Parseval tengligini spektral funksiya va Stiltes integ- 
rali )'ordanhda, ushbu

7Г 0 0

f  f 2(x)dx =  J  F 2(X)dp(X),
0 -o o

ko£rinishda yozish mumkin. Bu yerda
7Г

F{X) =  J  \)dt.
0

Parseval tengligining umumlashmasi esa, spektral funksiya orqali 
quyidagi tarzda yoziladi:

7Г OO

J  f (x )g (x )d x  =  J  F(X)G(X)d.p(X),

0 -o o

bu yerda
7Г

G(A) =  J  g{t)ip(t., X)dt.

0
T eorem a 1.12.6. (Rezolventa uchun yoyilma foimulasi).

( 1 . 1 2 . 1 )  chegaraviy masalaning ortonorm.allangan xos funksiya- 
lariun(x). 7i =  0, 1, 2. ... bollib, ushbu

d e y i l a d i .  B u  y e r d a

, 2,an =  J  f ( t ) u n(t)d t , n =  0, 1. 
о

sonlar f ( x )  funksiyaning Furye koeffitsiyentlari. bo‘lsin. Agar A 
son ( 1 .1 2 .1 )  chegaraviy m.asa.laning xos qiymati bo‘lmasa, и holda
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- у "  +  q(x)y =  \y +  f ( x ) ,

2/(0) cos a  +  y '(0) sin a  =  0, (1.12.28)
y{ 7г) cos  /3 +  y'{n) sin /1 =  0,

chegaraviy masalaning yechimi uchun ushbu
00

y {x , Л) =  V  — (1.12.29)
. n=0

tasvir о ‘rinli bo ‘ladi.
Isbot. Л son xos qiymat bodmagani uchun (1.12.28) chegara

viy masalaning yechimi ushbu
7Г

y(x ,X ) =  J  G (x }t,\ )f(t )d t,  (1.12.30)

,  -f: • :■■ : 0 ,
ko'rinishda bodadi. (1.12.28) chegaraviy masala yechimining yo-
yilmasi quyidagi ko‘rinishda bodsin:

oc

y(x\ A) =  ^ 2 b nun(x). (1.12.31)
7 1= 0

U holda
7Г 7Г

bn =  J  у (x ,\ )u n(x)dx = Y  J  У {x, \)Lun(x)dx  =  
о " o

•/ Ж .?.v. Г ..

~ J  L y(x, X)un(x)dx =  
о

=  y f  [~ y " (x >Л) +  A)] un(z) dx =
о

7Г

1 f  A 1
=  T  /  A )  +  V n ^ > d a ;  =  7 ~ 6 '1  +  T a " ’7̂1 У /А/l A;j,

quyidagi •

A ,
0

7Г



~  +  CLn , Ьп =  — “ ,
An л

kelib ehiqadi. Oxirgi ifodani (1.12.31) tenglikka qo‘yib, (1.12.29) 
tasvirni hosil qilamiz. 1

N atija  1.12.2. (1.12.29) yoyilmaga an koeffitsiyentning
(1.12.25) formuladagi ifodasini qoVsak, ushbu

b o d a d i .  B u n d a n

tenglik kelib ehiqadi. Bu tenglikni
7Г

y(x , A) =  J  G (x, t, X )f(t)dt,
0

formula bilan tenglashtirib, f [ t )  funksiyaning ixtiyoriyligini ino- 
batga olsak, quyidagi voyilma hosil bodadi:

G (x .t, (1.12.33)
n = 0  A n _ A

Izoh 1.12.1. Teorema 1.12.3 dagi (1.12.13) yoyilma, (1.12.33) 
yoyilmaning xususiy holidir. Shunday bodsa ham, (1.12.33) yo- 
yilmani (1.12.13) formuladan keltirib chiqarish mumkin.

(1.12.33) yoyilmada t =  x  deb, hosil bodgan tenglikni [0, 7r] 
oraliqda integrallasak va xos funksiyalarning normallanganligini 
e’tiborga olsak, Grin yadrosining izi uchun ushbu



J V ( A ) = £ l , / .  .
An<A

funksiyani kiritib olamiz. N {\) ning qiymati A sondan oshmay- 
digan xos qiymatlar sonini bildiradi. Bu funksiya yordamida
(1.12.34) tenglikni ushbu

тг .. oo

f n (  w  f dN{> A)•y G(tr, x, z )dr =  / д —  >
• ! ...  • 0 - o c

ko'rinishda yozish mumkin. Bu. formulaga Karleman formulasi 
deyiladi.
: e Izoh 1.12.2. (1.12.33) formulaga Parseval tengligini qo'llasak

kelib chiqadi. Bu tenglikning ikkala tarafini [0, 7r] oraliq bo'yicha 
integrallab

77 * oc
J  J  | G (x, t;\)\'2d t d x = 5 2  (Artl  :A)2, (1-12.35)
о 0 n=0

tenglikni topamiz. Bundan ko‘rinadiki, Shturm-Liuvill differensial 
operatoriga teskari bodgan integral operatorning yadrosi Gilbert- 
Shmidt shartini qanoatlantirar ekan. •

M isol. Ushbu., ... . . ■
by =  - у "  =  a y,

2/(0) =  0, y(?r) =  0, 
chegaraviy masalaning Grin funksiyasi uchun (1.12.35) tenglik
ning bajarilishini tekshiring.

Berilgan Dirixle chegaraviy masalasining barcha xos qiymat
lari f.I . !} •

An =  n2, n =  1, 2, 3, ...,
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ko‘rinishda bo'lib, A =  0 nuqta xos qiymat bo'lmaydj.. Shuning 
uchun Л =  0 bo'lganda (1.12.35) tenglik quyidagi ko'rinishni oladi

7Г 7Г

j  J  \G(x,t)i
0 0

w  I

dxdt =  Y J Xo,
n = l  n

(1.12.36)

Bu yerda

G (x , £)
1 J rc(7r — t), x  <  i,
7Г 1 ф г  — x ) , ' x > t .  

Endi (1.12.36) tenglikni tekshirarniz: .

0 0  1  - ° °  1  7  7  ' !

0 0
)Г  Г I  7Г

=  1 j  \G(x,t)\2dt +  J

‘dxdt =

\G{x.t)\ dt

о lo
7Г a:

2̂ J  J  t2(TT — x )2dt +  J  x2(n — t): dt

dx =

dx =  ^~ 
. 90

0 LO

Demak, (1.12.36) tenglik quyidagi ko‘rinishni oladi:
00 1 4

E l  7Г

n1 = 90'
n = l

(1.12.37)

Izoh  1.12.3. Ushbu ,i

- y "  +  q {x}y  =  \y, 
y '(0) -  hy(0) =  0,
2/'(я-) +  Ну{ж) =  0,

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini qaraylik. Bu yerda q(x) e  
C[0, 7r] haqiqiy uzluksiz funksiya bo ‘lib,



shartni qanoatlantirsin. Bu yerda h va H  chekli haqiqiy sonlar.

(1.12.37) chegaraviy masalaning Grin funksiyasini G (x , t , Л) va 
xos qiymatlarini {Лп} ^ 0 orqali belgilaylik. (1.12.37) chegaraviy 
masalada q(x) =  0 bo‘lsa, u holda ushbu

chegaraviy masalaning Grin funksiyasini G o(x: t, Л) va xos qiy
matlari ketma-ketligini {A °}£L0 deb belgilasak, quyidagi lemma 
o‘rinli bo'ladi.

Lem m a 1.12.1 ( Gelfand-Levitan). Quyidagi

tengliklar o ‘rinli bo(ladi.

Isbot. (1.12.39) tenglik bajarilishi o :z-o‘zidan ravshan. Endi
(1.12.34) formulani (1.12.37) va (1.12.38) chegaraviy masalalar 
G (x , t , A) va Go(x, A) Grin funksiyalarining izlari uchun yozib 
olamiz:

(1.12.38)

о о
(1.12.40)



Q u y i d a g i  l i m i t n i  h i s o b l a y m i z :

lim A2
А -Я -эо

=  lim A2
A—>+oo

7Г vr

J  Gq(x , x, A)dx — J  G (x, x , Л)dx  

0 ‘
О С л 0 0  1

Е й Ь - Е М

=E
7 1 = 0

71=0 71 71=0

1 1

An A

= E
7 1 = 0

lim

a11+0cA’ VAO r- A A„ -  A 

An -  A°
A—>-^oo /

^ - 1
=  £ ( ап - а°).

71=0'
A " M  A 

M ustaqil yechish  uchun m ashqlar

1. Quyidagi o ‘zgarmas potemsialli Shturm-Liuvill chegaraviy 
masalalari uchun yoyilma teorcmasini va Parseval tengligini yo-
zing (0 <  x  <  7t):

a)|
Г -У "  =  Ay, 

2/(0) =  0,
[ 2/M  =  0,

d) |
f -У "  =  Ay, 

2/(0) =  0,
[ 2/ 'M  =  0,

- У "  =  A y ,  

У ' (  0 )  =  0 ,  

y'( ТГ) =  0,

-У "  =  a y,

r - y , f  =  Ay, ;  
2/ ( 0) =  0, > 

, 2/ M  =  0, ч

у'(тг) -  /гу(тг) =  О,

2. Quyidagi o ‘zgaruvchan potensialli Shturm-Liuvill chegara
viy masalalari uchun yoyilma teoremasini va Parseval tengligini 
yozing (0 <  x  <  7t):
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а) <
- f + ( d i r v ~ ^ '
у'(0) +  у(0) =  о, 

у'Ы) +  -—г т у ^ )  =  °>
7Г +  I

f » 2h2
~ у +  { h ^ y =  Xy’ 

b) 2/ ( 0) -  /12/(0) =  0,

у ' И  +  ж ь _ Г [ У ( к )  =  0 ’ \ &  I0’ ^

{ 2
- у "  -  - r j - y  =  Аг/,

СП X 
2/(0) =  0, ■
у'(7Г) -+- tb. 7Т7у(7г) =  О,

d) <

_2
ch2 х'- у ” -  “72 У =  ХУ>

у\0) = 0,
2/'(7г) +  th 7Г2/(7Г) =  О,

(  п 2т 2  ^
J  ~ У  - c h ^ x V =  X y '

■> j  1/ ( 0) =  о, '
(. y'iP') +  m th(nm )y(n) =  О,

/ )
У' ch2(m x +  а ) У Ху’ 

у'(0) + т th а т/(0) = О, 
у'( 7г) + mth(m7r + а ) у ( 7 г )  = 0.

3. Quyidagi simvolik tengliklar bajarilishini ko‘rsating:

oo i
° )  J2 -q  cos nx  cos n i =  £(я -  £), g (0,7r),

n = 0
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bu yerda

0 /  7r> n =  0 

b) J 2 ~ ~ lP ( x ^ n ) ‘p { t , K )  =  S ( x - t ) ,  x , t e ( o , 7 r ) ,
71=0

bu yerda
7Г

a „ =  J  <p2(x, \n)dx, n >  0 
о

bo ‘lib, >̂(ж. An) orqali (1.12.1) chegaraviy masalaning A =  An xos 
qiymatiga mos keluvchi xos funksiyasi belgilangan.

13-§. Teng yaqinlashish haqida teorema

Bu paragrafda f ( x )  funksiyaga mos keluvchi xos funksiyalar- 
dan tuzilgan qator hamda cosnx funksiyalar bo ‘yicha tuzil- 
gan qator bir xil ma’noda yaqinlashishini B.M.Levitan usulida 
ko‘rsatamiz.

Ushbu
- У"  +  q(x)y =  Ay,
y'(0) — hy(0) =  0, (1.13.1)

k y '( 7Г) +  Н у (it) =  0,
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini kocrib chiqamiz. Bu yerda 
q(x) €  7r] haqiqiy qiymatli funksiya.

f ( x )  e  Z/1 [0,7г] ixtiyoriy funksiya bodsin. Quyidagi belgilash- 
larni kiritib olamiz:

n
cos kx  cos kt Vdt,

l
an{ x ) = f  +

о  ̂ *=i

sn(a:) = J  f ( t )  | Y Mx) uk(t) i<*-
k=0 
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Bu yerda щ {х), к =  0, 1, 2, ... orqali (1.13.1) chegaraviy 
masalaning ortonormallangan xos funksiyalari belgilangan. Agar

1 2 n
Ф„(х, t) -  -  \ -  +  “ X ^ cos kx COS kt >,

k=o n k=i )

belgilash kiritsak, u holda
7Г

sn{x) -  crn{x ) =  У  Ф„(®, t ) f (t )d t ,
0

bodadi.
Lem m a 1.13.1. Shunday o ezgarrrias M  >  0 soni mavjudki, n 

ning ixtiyoriy qiymatlari uchun ushbu

|Ф„(х,*)| <  м, x , t e [ 0, 7r], (1.13.2)

baholash o (rinli bo(ladi. ■
Isbot. Ortonormallangan xos funksiyalarning quyidagi

. . f 2  ( , . sin n x )  /  1 \
Unix) =  y - <  cosna; +  а(ж)— - —  > +  Q_ I ^2 I » n —> 00,

x  JT
I f  h I H  1 f

a(x) =  cqx +  h +  -  /  q(t)dt, c0 —  +  2тг /
о о

asimptotikasiga asosan
2 2

- щ ( х ) и М  cos kx cos kt =  -  [a(£) cos kx  sin kt+
7Г 7Г

-fa(rr) cos/rf sin A;x] +  Q  =  ’ \a(x ) +  -^+

+ ^ . [ o W - aW | 5 ! l ± f c l l ) + g ( ^ ) ,  (1ЛЗ.З)

bodishi kelib chiqadi.. a(x) funksiyaning [0, 7r] kesmada chega- 
ralangan ekanligi ravshan.
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E n d i  u s h b u

Esin kt 
h ’

k= 1

yigdndining [0, тг] intervalda chegaralanganligini isbot qilamiz. 
Quyidagi

71 sin (n +  t — sin \
У ]  cos kt
k=l

2 sin

formulaga asosan

- ± S ^ = J ( ±
к=1 о \ k = I

X

Г sin (n  +  \ )t  — sin |
J 2 sin I

=}\™{n+\)tdt+J (ih-1*

cos kt dt

2 dt =

sin ( n +  -  j  tdt—^x  =

(» + «

bodadi. Ushbu
X

f  sin
= J —

funksiya (0, oo) oraliqda chegaralangan va x =  7r nuqtada 
o'zining eng katta qiymatiga erishadi. Bundan 0 <  x <  7Г oraliqda 
ushbu

/I #•

, V1 /*sin£ , f
rn ( ® ) |  <  J  — d t  +  J

1
2 sin i  t

dt +  ~7T,
Zd

(1.13.4)

о о
tengsizlik ohinli bodishi kelib ehiqadi. Bu esa rn(x) funksiyalar 
ketma-ketligining tekis chegaralanganligini bildiradi. (1.13.3) 
tenglik va (1.13.4) tengsizlikdan (1.13.2) baholash kelib ehiqadi.1
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Lem m a 1.13.2. Agar g(x) funksiya [0, тг\ oraliqda ikkinchi 
tartibli uzluksiz hosilaga ega bo (lib. ushbu

, { g ' { Q ) - h g (  0) =  0...

1 д а + а д . ) = » ,  ( U 3 ' 5 )

chegaraviy shartlarni qanoatlantirsa. и holda n ^  oo da quyidagi
7Г

J  Ф
. .. / 0 

integral nolga tekis yaqinlashadi.
Isbot. Yoyilma haqidagi va Furye qatorlari haqidagi teore- 

malarga asosan, g{x) funksiya uchun yozilgan sn(x) va ап(х) 
funksiyalarning g{x) funksiyaga. tekis yaqinlashishi kelib chiqadi.
Demak, ushbu

• ■ ' • ‘ . . • Г ' , :  ........... \\ .. / Я

sn{x) -  an{x) =  J  Фп(ж, t)g(t)dt,

■f . ■••./'!. . /  • ° \ ■, : 
ayirma nolga tekis yaqinlashadi.

T eorem a1 1.13.1. {B.M.Levitan). Ixtiyoriy f { x )  E Т ] [0,7r] 
funksiya uchun ushbu sn{x) — an(x) ayirma [0, 7r] oraliqda nolga 
tekis yaqinlashadi.

Isbot. f { x )  6 Z/1 [0,7г] ixtiyoriy funksiya bodsin. U holda ix
tiyoriy £ > 0  soni uchun (1.13.5) chegaraviy shartlarni qanoat- 
lantiruvchi shunday g£(x) G C 2[0, 7r] funksiya topiladiki, bunda 
ushbu

ir

f  1/0*0 ~  9e{x)\dx <
■<{.} r.': 0
shart bajariladi. Bu yerda M  >  0 ixtiyoriy son.

'Bu teorema / ( x )  6 C [ 0..w) holida K.Aynsuiiig 'Обмкноисиныс дифференциальные ураш1Сиия’ (М.: '2005, З-ИКШ 
bctlar) kitobida ijbotlangon
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$п(я) — &п{х) ayinnani quyidagi tarzda yozib olamiz:
7Г

sn(x) -  an(x) =  J  Фп(х, t) [f(t) -  ge{t)]d t+

• • i : 0
7Г

+ J  Фп(х, t)g£(t)dt. (1.13.6)
о .

Lemma 1.13.1 ga asosan. quyidagi
7Г

[  Фп(ж, t) [ f (t)  -  &(«)] dt

7Г . .  J * ■.

<  ^  J  \f(t) -  gc{t)| dt <  M  • 2^7 =  |. (1.13.7)

tengsizlik osrinli bodadi. Lemma 1.13.2 ga kocra, tayinlangan 
£ >  0 son uchun shunday TV =  N (s) >  0 topilib, n >  N  bodganda 
ushbu

7Г

J  Фп{х, t)gs(t)dt < - ,  x e  [0, тг], (1.13.8)

baholash o'rinli bo'ladi. (1.13.6) tenglik va (1.13.7), (1.13.8) ba- 
holashlarga ko‘ra

|sn( x ) -£7„(ж)| <  e, x  e  [0, 7r]

bo'ladi.■
Izoh 1.13.1. Quyidagi 

- y " +  q {x)y  =  \y,
4  2/ ( 0) -  % ( 0) =  0, '

y( тг) =  0,

2 .<

- 2/" +  9(я)У =
2/(0) =  0,
J/'(7r) +  H y( 7Г) =  0,
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■у" +  q(x)y  =  Ху,
3.<j з/(0) =  О, 

к 3/(тг) =  0.
Shturm-Liuvill masalalari uchun teng yaqinlashish haqidagi teore- 
mani isbotlashda cosnx, n =  0, 1, 2,... funksiyalar o'rniga bi
rinchi va ikkinchi holda cos (n 4- x, n =  0 ,1 ,2 ,... va 
sin (n +  | )x , n  =  0, 1, 2,... funksiyalar. uchinchi holda esa, 
sinnx. n =  1, 2,... funksiyalar olinadi.

14-§. Shturm teoremasi va undan kelib chiqadigan 
natijalar

Ushbu mavzuni quyidagi

~ y ”  =  Ay, 0 <  x  <  тг,
1/ ( 0) =  0, 

y 'W  =  °>
oddiy chegaraviy masala xos funksiyalarining ildizlarini 
o ‘rganishdan boshlaymiz. Bu masalaning xos qiymatlari

A„ =  n2, n =  0 ,1 ,2 ,...,

va xos funksiyalari

<po(x) =  1, (re) =  cosx, =  cos2.x, ..., =  cos nx. ...

bodishi ravshan. Bu yerda xos qiymatlar o ‘sish tartibida joy- 
lashtirilgan bodib, ularni nomerlash noldan boshlangan. <pn(x) va 
tpn+i(rr) funksiyalarning (0, 7r) oraliqqa tegishli ildizlarini topamiz:

7Г 7Г(2 k — 1)
<pn{x) =  0, cos n x  =  0, n x =  - -  +  7Г/С, x  =  — — ------,

(») ж „(«) _  3?r r (») _  —  T(") =  ! !Й 1 ~
— 2n ’ * 2 “ 2n ' 3 2n ’ "  2n '

(1.14.1)
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Xuddi shunday . . ' vr:-
„ . ( ” + 1 )  _____ 7Г _ .(” + ! )  __  37Г r .;;;- ;  .
X 1  2 ( n + l ) ’  X 2  2 ( n + l ) ’  ,  v

J n + 1 )  _  57Г J n + 1 ) _  * ( 2 n + l )  V • • ;
2 ( n + l ) ’  •••’  x n + l  2 ( n + l )  »

bodadi. (1.14.1) va (1.14.2) tengliklardan quyidagi xulosalar kelib 
chiqadi:

1) p n[x) xos funksiyaning (0, 7r) oraliqdagi ildizlari soni n ta 
bodadi;

2) <pn(x) va (pn+i(x) xos funksiyalarning (0, 7r) oraliqdagi ildi
zlari almashinib kelishadi

x ( » + i )  <  x ( n )  <  ^ + 1 )  <  X W  <  <  x ( n )  <  a . ( « + 1 ) >

ya’ni ipn[x) xos funksiyaning ketma-ket kelgan ixtiyoriy ikkita 
ildizi orasida y>n+i(x) xos funksiyaning faqat bitta ildizi bor, 

Keltirilgan bu ikkita tasdiq umumiy holda ham o'rinli bodar 
ekan. Bu tasdiqlarni. isbot qilishda quyidagi Shturm teoremasi 
muhim o£rin egallaydi. . . . .

T eorem a 1.14.1 [Shturm). Quyidagi ikkita

—y”  4- a[x)y  =  0, (0 <  x  <  7r), (1.14.3)

—у"  4  a[x)y  =  0, (0 <  x  <  7г), i (1.14.4)

tenglama berilgan bodib, a[x) >  a(x), x  6 [0, 7r] bo(lsin, ham
da ip[x) va ф[х) funksiyalar mos ravishda (1 .Ц .З) va (1.Ц-4) 
tenglamalarning noldan farqli ixtiyoriy. yechimlan bo dsin. U holda 
ip[x) funksiyaning ixtiyoriy ikkita ildizi orasida (p[x) funksiyaning 
kamida bitta ildizi bodadi.

Isbot. Ushbu

—ip”  4  a[x)(p =  0,  ̂ (1.14.5)

—ip" 4  а[х)ф  =  0, (1.14.6)
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avniyatlarni mos ravishda ф(х) va ip(x) funksiyalarga ko‘paytirib, 
birinchisidan ikkinchisini ayirsak,

fi'ip -  <р"ф +  [a(x) -  а(х)](рф =  0, 

tpf'tp -  <p"ip =  [a(x) -  a(x)\<p<p,

(р'ф -  ф'ф)' =  [a(x) -  а(х)\<рф, (1.14.7)

kelib ehiqadi.
x\ va x 2 orqali ip(x) funksiyaning ketma-ket kelgan ixtiyoriy 

ikkita ildizini belgilaymiz. (1.14.7) ayniyatni [£1, 2:2] oraliqda in- 
tegrallasak,

xo

tp'(x2)<p(x2)  -  <р\хх)ф{хi) =  J  (a(x) -  a(x)]9 (x)<p(x)rfx,
XI

(1.14.8)
tenglik hosil bodadi.

ф(х) funksiya (x i ,x 2) oraliqda ildizga ega emas deb faraz qi- 
laylik. Qulaylik uchun (x i,£ 2) oraliqda y?(x) >  0, ф(х) >  0 deb 
hisoblashimiz mumkin. U holda (1.14.8) tenglikning o ‘ng tomoni 
musbat bodadi. <p(xi) =  0, <p(x2) =  0. <p(x) >  0, x  G {x\,x2) 
bodgani uchun (p\xi) >  0, ip'(x2) <  0 bodadi.

Agar <p'(xi) =  0 yoki v '{x2) =  0 bodsa, yagonalik teoremasiga 
ko'ra ip{x) =  0 bodadi. Demak, у/(х\) >  0 va ^p'(x2) <  0 bodar 
ekan. Bu tengsizliklardan quyidagi

<р'(Х2)Ф(х2) -  4>'{xi)g>{xi) <  0, 

baholash kelib ehiqadi. Oxirgi tengsizlikdan ziddiyat kelib ehiqadi, 
chunki (1.14.8) tenglikka asosan ushbu

1р'(х2)ф{х2) -  4>'{xi)<p(xi) >  0, 

tengsizlik o ‘rinli bodadi. ■
N atija  1.14.1. a(x ) >  m 2 >  0 bodsin. U holda ushbu

—y"  +  a(x )y  =  0, 0 <  x  <  7Г,
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tenglamaning noldan farqli ixtiyoriy ф(х) yechimi (0, 7r) oraliq
da ko‘pi bilan bitta ildizga ega bodishi mumkin. Haqiqatan ham, 
Shturm teoremasida n(x) =  m 2 deb olsak. ikkinchi tenglama

—y" +  m2y =  0,

ko£rinishda bo'ladi. Bu tenglama у =  emx yechimga ega. <p(x) 
funksiyaning ildizlari soni bittadan ko'p deb faraz qilaylik. U holda 
tp(x) funksiyaning ketma-ket kelgan ikkita ildizi orasida у =  emx 
funksiyaning kamida bitta ildizi bodadi. Ziddiyat, chunki у  =  e™* 
ycchim ildizga ega emas.

T eorem a 1.14.2 (Taqqoslash teoremasi). Quyidagi ikkita

—y” +  a (x)y  =  0, (0 <  x  <  7г), (1.14.9)

—y”  4- a(x)y  =  0, (0 <  x  <  7r), (1.14.10)

tenglama berilgan bollib, a(x) >  a(x)> x  €  [0, 7r] bo'lsin. ip(x) va 
ф(х) m.os ravishda (1 .Ц .9) va (1.Ц .10) tenglamalaming ushbu

J ^ (0) =  — s n̂ a > /  ¥>(0) =  “  s*n a >
\ ^ ( 0) =  cos or, v?'(0) =  cos a,

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlari bo‘lsin. U 
holda

1 )  agar p (x ) yechimning (0, 7r] yarim oraliqda m ta ildizi 
bo‘lsa, ф(х) yechimning (0, 7r] yarim oraliqdagi ildizlari. soni m  
tadan kam boimaydi;

2)  ф(х) funksiyaning к nomerli ildizi g>{x) funksiyaning к 
nomerli ildizidan kichik boiadi.

Isbot. Mavjudlik va yagonalik teoremasining shartlari bar 
jarilganda, ikkinchi tartibli bir jinsli differensial tenglama noldan 
farqli ixtiyoriy ycchimining ildizlari chekli limitik nuqtaga ega 
bodmasligini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni y(xn) =
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0 bo‘ lib, хп a, (n -> oo) bodsin. U holda у(а) =  0 va

х п — а
bodadi. Mavjudlik va yagonalik teoremasiga ko‘ra y(x )  =  0 
bodadi, bu esa y(x) ф 0 shartga zid.

Demak, y(x) yechimning ehekli oraliqdagi ildizlari orasida eng 
kattasi va eng kichigi hamisha mavjud bodadi.

<p(x) yechimning (0, 7r] yarim oraliqdagi eng kichik ildizini x\ 
orqali belgilaylik. ф(х) yechim (0, x\\ oraliqda kamida bitta ildiz- 
ga ega ekanligini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz qilamiz, ya’ni 
yechim (0, x\] oraliqda ildizga ega emas deb faraz qilamiz. Umu- 
miylikni buzmasdan, qulaylik uchun (0,Xi] oraliqda ip(x) >  0 va 
ф(х) >  0 deb hisoblaymiz. ip{xi) =  0 bodgani uchun X\ nuqta- 
ning yetarlicha kichik atrofida (p(x) kamayuvchi bodadi, bundan 
<p'{xl) <  0 kelib chiqadi. Ushbu

{<р'ф -  ф'ч>)' =  [а(х) -  а{х)]<рф, 

ayniyatni [0, х\\ oraliqda integrallaymiz:

-  Ф\х -  И 0Ж 0) -  =

[a(x) — a(x))ip(x)(p(x)dx. (1.14.11)
A*' .о ,;Го?л Г- 

Boshlangdch shartlarni va <£>(rri) =  0 tenglikni e’tiborga olsak,

[a(x) — a(x)](p(x)<p(x)dx, ■ (1.14.12)
о

kelib chiqadi. Ziddiyat, chunki tenglikning chap tomoni noldan 
oshmaydi, o ‘ng tomoni esa noldan katta.

Demak, ф(х) funksiya (0, ret) oraliqda kamida bitta ildizga ega 
ekan. Bu ildizlardan bittasini X\ bilan belgilaylik, (p(x) funksiya-
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ning (0, 7г] yarim oraliqdagi ildizlarini

X\ <C X 2 "C! ... x mi

orqali belgilaymiz.
Shturm teoremasiga ko‘ra

(11^2), {X2,X3), (Zm_ i ,Xm),

oraliqlarning bar birida ф(х) funksiya kamida bitta ildizga ega. 
Har bir oraliqdan bittadan ildiz olib. ularni

^  X2 ^  ... ^  Xjjij

orqali belgilaymiz. U holda quyidagi tengsizliklar kelib chiqadi:

0 <  X\ <  X\ <  X 2 <  X 2 <  ... <  X m- i  <  X m <  Xm <  7Г.

Bu tengsizliklardan ф(х) funksiyaning ildizlari soni m  tadan 
kam emasligi va <£(:r) funksiyaning к nomerli ildizi <p(x) funksiya
ning к nomerli ildizidan kichik bodishi kelib chiqadi.■

T eorem a 1.14.3. Quyidagi

—y"  +  a(x)y  =  0, (0 <  x  <  7г)j (1.14.13)

tenglama berilgan bo‘lib, tp(x) va ф(х) uning ikkita chiziqli erk- 
li yechimlari bo‘lsin. U holda agar <p(x) funksiya (0, 7r) oraliqda 
kamida ikkita ildizga ega bodsa. (p(x) funksiyaning ketma-ket kel- 
gan ixtiyoriy ikkita ildizi orasida ф(х) funksiyaning yagona ildizi 
bodadi, ya ’ni (1.14 .13) tenglama chiziqli erkli yechimlarining il
dizlari almashinib keladi.

Isbot. xi va Xo orqali (p{x) funksiyaning ketma-ket kelgan 
ikkita ildizini belgilaymiz va ф(х) funksiya (x\} Х2) oraliqda ildiz
ga ega emas deb faraz qilamiz. U holda



funksiya (жь x^) oraliqda uzluksiz bo-‘lib, uning chetlarida nolga 
aylanadi. Chckli orttirmalar haqidagi Lagranj teoremasiga ko‘ra 
shunday xq €  (aq, X2) topiladiki, bunda f ' ( x 0) =  0 bo‘ladi, ya’ni

,, . _  -  Ф о )Ф 'Ы ) _  W {ip {x0), y(.To)}
n x ° > -  ф \хй) ф \х0)

Bu esa ziddiyat, chunki ip(x) va (p{x) chiziqli erkli 
yechimlardir.B .t<, • ,

15-§. Ossillyatsion teoremalar

(p(x, Л) orqali ushbu

- y "  +  q(x)y =  \y, 0 <  x  <  7Г, (1.15.1)

tenglamaning quyidagi

b ( 0 , A )  =  —sina, ;■ ; ( l l 5 2 )
^ (p(0, Л) =  cos a,

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz. 
Ushbu

<p(x, Л) =  0, (0 <  x  <  7 г ) ,

tenglamaning ildizlari A parametrga liisbatan funksiya bo‘lishi 
rkvshan. Bu funksiyalar A parametrga nisbatan uzluksiz bo‘lishini 
isbotlaymiz.

T eorem a 1.15.1. Agar xq 6  (0, 7r) son Ao) funksiyaning
ildizi bo‘lsa, ixtiyoriy e >  0 musbat son uchun shunday 8 >  0 
son topiladiki, bunda |A — Ao| <  8 bodganda ip(x ’ A) funksiya 
\x — Xq\ <  e oraliqda faqat bitta ildizga ega bo:ladi.

Isbot. Agar xo son <p(x;Xo) funksiyaning karrali ildizi bo ‘lsa, 
ya’ni ip'{xo, A0) =  0 bo'lsa, mavjudlik va yagonalik teoremasiga 
asosan ip(x, Ao) =  0 bo:ladi. Boshlang'ich shartlarga ko‘ra bunday 
bodishi mumkin emas. Demak, v?'(z(h Ao) ^  0 ekan. Aniqlik uchun

184



ip'(xо, Ло) >  О deb hisoblaymiz. Uzluksiz funksiyaning xossalariga 
ko'ra bu tengsizlik .To nuqtaning yetarlicha kichik atrofida ham ba
jariladi, ya’ni e  >  0 yetarlicha kichik bodib. \x — xq\ <  e  bo ‘lsa, 
< £> '(т , Л о )  >  0  bo'ladi. Bundan < ^(t o  — £ ,  Ao) <  0 , < р (т о  + £ ,  Л о )  >  0  

bodishi kelib chiqadi. ф'{х. A) funksiya Л ga nisbatan uzluksiz 
bodgani uchun (u hatto A ga nisbatan butun funksiya bodishini 
bilamiz) shunday 5 >  0 son topiladiki, |A — Ao| <  6 bodib, 
1̂  — ô| <  £ bodsa, ip'(t , A) >  0 bodadi. Demak, |A -  Ao| <  5 
bodsa, ip(x y A) funksiya \x — Toj <  £ oraliqda monoton o'suvchi 
funksiya ekan. Bundan |A — Ao| <  6 bodganda ip(x, A) funksiya 
|a: — a;o| <  £ oraliqda ko'pi bilan bitta ildizga ega bodishi mumkin- 
ligi kelib chiqadi. ip(xo — £, A) va (p(xo 4- e , A) funksiyalar uzluk
siz bodib, ip(t 0 — £, Ao) <  0, (p(To +  e, A0) >  0 bodgani uchun 
Ao sonning shunday atrofi topiladiki, bunda ip(To — £, A) <  0  va 
<p(xq +  e y A) > 0  bodadi. Bu fikrdan esa, |A — Ao| <  <5 bodganda, 
if(x } A) funksiya |t — To| <  £ oraliqda kamida bitta ildizga ega 
bodishi kelib chiqadi. 1

N atija  1.15.1. Agar Ai <  A2 bodsa, ip(x, Ai) yechim ildizla- 
rining soni <p(t ,  A2) yechim ildizlarining sonidan oshmaydi.

Haqiqatan ham, bu holda а(т) =  q(x) — Ai, а(т) =  q{x) — A2 
deb olsak, Ai <  A2 bodgani uchun а(т) >  а(т) bodadi. Taqqoslash 
teoremasiga ko:ra, ip(t ,  A2) funksiyaning (0 ,7r] yarim oraliqdagi 
ildizlari soni ip(t ,  Ai) funksiyaning (0, 7r] yarim oraliqdagi ildizlari 
sonidan kam emas. Bu fikrdan A oshgani sari </?(t ,  A) yechimning 
(0, 7г] oraliqdagi ildizlari soni kamaymasligi (ort.ib borishi) kelib 
chiqadi.

A parametr ortgani sari ip(x, A) yechimning (0 ,7r] oraliqd.a- 
gi ildizlari nol nuqtaga tomon harakatlanadi, ya’ni yangi iidiz 7r 
nuqta orqali kirib keladi. *  ̂ . ;< 4-_ •
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- У ”  =  Ay,

tenglama q>(x, Л) =  —  ycchirnining ildizlarini topamiz.
VA

Agar A <  0 bo‘lsa,

%/ra
bodadi va u (0. oc) oraliqda ildizga ega bo‘lmaydi, agar A =  0 
bodsa,

V?(x, A) =  x,

bodadi va u ham (0, oo) oraliqda ildizga ega bodmaydi. Agar A >  
0 bodsa,

. sin y/Xx
< p (x ,\ )  =  - j=

yechimning (0, oo) oraliqdagi ildizlari
7ГТТ

*n(A) =  ’ Tb —

bodadi. A parametr ortgani sari bu ildizlar nolga tomon harakat 
qilishadi va (0, 7r] oraliqdagi ildizlar soni ortib boradi.

Quyidagi

—y "  +  q(x)y  =  Ay, 0 <  x  <  7Г, (1.15.3)

| у (0) cos a  +  y '(0) sin a  =  0, П 15 4)
1 y(7r) cos /3 +  y;(7r) sin /3 =  0,

Shturm-Liuvill masalasini ko'rib chiqamiz. Bu yerda q(x) 6 
C[0, 7t] haqiqiy funksiya, a ,/?  haqiqiy sonlar.

T eorem a 1.15.2(Ossillyatsiya teoremasi).(1.15.3)+(1.15.4) 
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi cheksizta Ao, Ai, ..., An, ... xos 
qiymatlarga ega. Bundan tashqari Xn xos qiymatga m.os keluvchi 
yn(x) xos funksiya (0,тг) oraliqda n la ildizga ega bo(ladi.

Misol. U s h b u



Isbot. <p(x, A) orqali (1.15.3) tenglamaning (1.15.2) .boshlan- 
g ‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini belgilaylik. \q{x)\ <  
m, x  € (0,7Г] bo‘lsin. Taqqoslash teoremasida

a(x) =  q (x ) — A, а (ж) =  —m — A,

deymiz. U holda ushbu

- у ”  +  ( - ж  -  A)y  =  0,

tenglamaning (1.15.2) boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi 
yechimi

shy/—m  — Xx
(p(x, A) =  — sin a  • ch V —m — Xx + COS Of

y/—m — X

formula bilan beriladi. ф(х , A) yechimning aniqlanishiga ko‘ra 
shunday M  >  0 son mavjudki A <  — M  bo‘lganda'(^(a:, A) yechim 
(0 ,7Гj oraliqda ildizga ega bo‘lmaydi. Bundan, taqqoslash teore
masiga muvofiq A <  — M  bo‘lganda (p(x, A) yechimning ham ildizi 
yo‘q el^anligi kelib ehiqadi. Chunki ф(х, A) funksiyaning ildizlari 
soni ip(x, A) funksiyaning ildizlari sonidan kam bo‘lmaydi.

Endi taqqoslash teoremasida a(x) =  q(x) — A, a(x) =  m — A 
deb olamiz. U holda • • <
' • . • ‘ ' t ' • • j; (... «* .

- y "  4- (m  -  X)y =  0,

tenglamaning (1.15.2) boshlang£ich shartlarni qanoatlantiruvchi 
yechimi ushbu

. r -------- sin V X - m x
A) =  — sin a. • cos v  A — nix +  cos a   ------........... — ,

y/X — m

formula bilan beriladi. A parametr cheksiz oshgani sari bu 
yechimning (0, 7r] oraliqdagi ildizlari soni ortib boraveradi. 
Taqqoslash teoremasiga asosan A parametr cheksiz oshgani sari

— y"  +  [q{x) -  \}%J =  0,
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tenglamaning (1.15.2) boshlanglch shartlarni qanoatlantiruvchi 
ф(х, Л) yechimining ham (0, 7r] oraliqdagi ildizlar soni ortib bo- 
raveradi.

Ushbu <p(x, Л) =  0 tenglamani ko'rib chiqamiz. Teorema 1.15.1 
ga asosan bu tenglamaning ildizlari Л parametrga uzluksiz bog‘ liq 
boiadi. </?(x, A) =  0 tenglamaning (0, oo) oraliqdagi ildizlarini 
xn(A) orqali belgilaymiz. Ikkinchi tomondan A parametr ortgani 
sari </?(x, A) yechimning ildizlari nol nuqta tomon harakat qila- 
di, ammo nol nuqta orqali chiqib ketmaydi (chunki ular musbat). 
(0,7r] oraliqqa yangi ildizlar 7Г nuqta orqali kirib keladi. Boshqacha 
qilib aytganda A parametrning shunday fin qiymati borki, bunda 
яп(Мп) =  тг boiadi.

Demak, /i0, Mb М2, ••• sonlar uchun ф(7r,^ n) =  0 boiadi. 
<p(x,/xn) funksiyaning (0,7г) oraliqdagi ildizlari

zo(Mn), (Mn), z a_i(Mn),

boiadi, ya’ni ф(х, цп) funksiya (0, тг) oraliqda n ta ildizga ega.
Agar (1.15.3 )-f(1.15.4) chegaraviy masalada sin/3 =  0 bolsa, 

ф(х,/лп)  funksiya xos funksiya va /.in xos qiymat boiadi. Bu 
xos funksiya (0, 7r) oraliqda n ta ildizga ega bolishini yuqorida 
koTsatdik. Demak, sin/3 =  0 bolgan holda teoremadagi tasdiqlar 
isbotlandi.

Endi sin/3 Ф 0 bolsin. U holda

u(x) =  ф(х, Ai), v(x) =  <p(x, A2)

funksiyalarni kiritib olamiz. Bu yerda <  X\ <  A2 <  Mn+b
Taqqoslash teoremasiga asosan u(x) va. u(x) funksiyalarning 

har biri (0, 7r] yarim oraliqda n +  1 ta ildizga ega bolishi kelib 
chiqadi.

ф( 7Г, A) funksiyaning Mo, Mb М2, — sonlardan boshqa ildizi 
bolmagani uchun и(тс) Ф 0, г>(7г) ф 0 boiadi.
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u(#) funksiyaning (0, 7г] oraliqdagi eng katta ildizini xn bilan 
belgilaymiz. v(.r) funksiya [a;„,7r] kesmada ildizga ega emasligi- 
ni ko:rsatamiz. Taqqoslash teoremasiga ko‘ra v{x) funksiyaning 
(n-f- 1) - ildizi x n dan kichik bo‘ladi, ya’ni v {x) funksiya (0 ,xn) 
oraliqda n +  1 ta ildizga ega. Agar v(x) funksiyaning [rcn, 7r] kes
mada ildizi bor bodsa, uning (0, 7r] yarim oraliqdagi ildizlari soni
n +  1 dan oshadi. Ziddiyat, chunki v(x) funksiya (0 ,7r] oraliqda 
n +  1 ta ildizga ega.

Quyidagi tengsizlik bajarilishi ravshan:

dx [ \u  v

\ U  V J \ U  V J \  U~ V )

=  ( ^ - к , у _ + ц 2 - 2 - -  ( 1

V

Bu tengsizlikni [жя, тг] kesmada integrallasak, quyidagi

9 J V ( t t )  г»у( 7 г )\  2f  ̂f  u'(x„) v'(xn)\  ^ n
H- тг ~ T T  г г  r ”  u  W  —r ~т ------Г Т  r >  ° ’[ u(7r) u(7r) J [ u(zn) v(xn) J

2 f u'(7r) t>'(7r) 1
( 'u(tt) u(tt) J

U'(7r) г/(7г)
u(7r) V{lr) ’

tengsizlik kelib chiqadi.
Demak, agar fxn <  Ai <  Л2 <  1 bodsa, ushbu

<£'(*•■ Ai) < iV , ^2) 
ф{тг, A2) ’

c3'(7r A)
tengsizlik o'rinli ekan, ya’ni ^  ■ ’ funksiya (fin, /Ап+г) oraliq-

<£(7Г, A)
da kamayuvchi funksiya ekan. Bunga ko‘ra ф(тг>1лп) =  0 va
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Щ -1 yr ->  -o o , (А -> Mn+i),
А)

— — — —> + оо , (А ->  д а),
:.</?(ТГ,А)

munosabatlar o ‘rinli boiadi.
Demak, (/xn, /in+i) oraliqda shunday yagona A„. son topiladiki, 

bunda quyidagi

^ 4 4 = - c t g ^ ,  (1.15.6)
*n)

tenglik bajariladi. (1.15.6) tenglik' (1.15.4) chegaraviy shartlar- 
ning ikkinchisi bajarilishini kocrsatadi, ya’ni </?(x,An) funksiya
(1.15.3)-r(1.15.4) masalaning xos funksiyasi va A„ son xos qiymati 
boiadi. (0, 7г) oraliqda ф(х, An) va ^(x,/xn) funksiyalar ildizlari- 
ning soni bir xil bolgani uchun ф{х, An) xos funksiya (0 ,7r) oraliq
da n ta ildizga ega.l

16-§. Bitta chegaraviy sharti bilan farq qiluvchi 
Shturm-Liuvill masalalari

ip(xy A) orqali ushbu .

- y "  +  q(x)y =  by, 0 <  x  <  7Г, (1.16.1)

tenglamaning quyidagi

f  V(0,A) =  1,
I  <p(0, A) =  h,

boshlanglch shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz. 
Bu yerda q(x) 6  C[0 ,7r] haqiqiy funksiya va h chekli haqiqiy son. 

Teorema 1.16.1. Ushbu

- y "  +  g(x)y =  by,
2/ ( 0) -  hy(0) =  0, (1.16.3)
y'(n) +  H y(n) =  0,
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(1.16.4)
- у "  +  Ф )У  =  ЛУ,
У'{0) -  hy{0) =  0,

_ У'(7г) +  Н у{7Г) =  0, 
chegaraviy masalalarning xos qiymatlari mos ravishda {A„}^1 0 va 
{An} ~ 0 ho:lsin. Agar H  >  H bo'lsa, и holda {A„ } ^ 0 va {A „}^10 
ketma-ketliklaming hadlari almashinib keladi, ya ’ni quyidagi

Ao < A 0 < A 1 < A 1 < A 2 <  A2 <  ••• <  A„ <  An <  An+i <  ...,
(1.16.5)

tengsizliklar bajanladi.

Isbot. Ossillyatsiya teoremasining isbotida ushbu — f a  ^
</?( тг, A)

funksiya (/.1п,ц п+\) oraliqlarning har birida kamayuvchi bo‘lishi 
ko‘rsatildi. Bu yerda /lxq, Мъ М2: ••• orqali ip(7r, A) =  0 tenglama- 
ning ildizlari belgilangan. (1.16.3) va (1.16.4) masalalarning xos 
qiymatlari mos ravishda ushbu

< (̂тг, A)
(fi{тг, A) 
<//(тг, A)

-Я -,

=  - Я ,

(1.16.6)

(1.16.7)
V?(7Г, A)

tenglamalardan aniqlanadi. H  >  H  bo‘ lgani uchun Цп <  \n <  
Xn <  fin+i bodadi.■

T eorem a 1.16.2. Ushbu

- y "  +  q{x)y  =  Ay,
y '(0) -  /13/(0) =  0, (1.16.8)
у'(тг) +  H y(n) =  0,

- y "  +  <j(z)y =  Ay,
y'(0) -  Ay(0) =  0, (1.16.9)
у'(тг) +  Н у(я) =  0, 

chegaraviy masalalarning xos qiymatlari mos ravishda {An}^L0 va
{A n} “ 0 bo'lsin. Agar h >  h bo'lsa, и holda {An}^ l0 va {A „}£L0
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ketma-ketliklarning hadlari almashinib keladi, ya :ni quyidagi
{

A0 < A 0 < A 1 < A 1 < A 2 < A 2 <  ... <  An. <  An <  An+i <  ... ,
(1.16.10)

tengsizliklar bajariladi
Bu teorema xuddi oldingi teorema kabi isbot qilinadi. 
ф(х} A) orqali (1.16.1) tenglamaning quyidagi

j  <p(0, A) =  1, 
j  <̂ >(0, A) =  h.

boshlang‘ieh shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz. 
Bu yerda h Ф h. Qulaylik uchun /1 <  h deymiz.

T eorem a 1.16.3. (1:16.8) va (1.16.9) chegaraviy masalalar 
Uchun UShbu ' ( Or

- ( h  -  h) =  lim n( \J\n — \/A^),;
7Г

h — h -p j Лд- — An
1 J b  Г-, n =  0, 1, 2, ...,

Au An t=0 Xf,- An

formulalar o ‘rinli. Bu yerda an, n  — 0 ,1 ,2 ,... sonlar (1.16.8) 
masalaning normallovchi o'zgarmaslarini bildiradi.

Isbot. Quyidagi integralni hisoblaymiz:
7Г

o?n =  J  gr(x , An)dx. (1.16.11)
0

Buning uchun (1.16.1) tenglamaning ushbu

y (x , A) =  ф{х, A) 4- M(A)v?(z, A), (1.16.12)

ko‘rinishdagi . 1
1,, 2/V >  A) +  #  y(7T, A) =  0, (1.16.13)

chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi yechimini kiritib olamiz.
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(1.16.12) ifoclani (1.16.13) tenglikka qo‘yib M(A) funksiyani 
topamiz:

_  _ № , л )  1(J
^  ( т г ,  A )  +  Я^(тг, A)

yV/(A) funksiyaning qutb maxsus nuqtalari va nollari mos ra
vishda (1.16.8) va (1.16.9) chegaraviy masalalarning xos qiymat- 
laridan iborat. bodishi ravshan.

Quyidagi hisoblashlarni bajaramiz:
7Г

(A -  An) J  y(x , A)ip(x, \n)dx =  
о

77

=  J  {Xy(x, A) • v?(x, An) -  y(x , A) • Anvp(x, An)}c h  =  
о

77

=  J  {[— г/"(аг» A) +  g(x)j/(x, A)] • p (x , A„) -  j/(x, A) [-<p"(x, An)+
0

7Г

+q(x)v{x, A„)]} dx =  J  {ч>"(х, An)j/(x, A) -  j / " ( x ,  A ) v ? ( x ,  A„)}dx =  
0

77

=  J  {tp'(x, A„)y(x, A) -  y '(x, A)<1o(x, An)} 'd i =

=  - [ vp'(0, A„)y(0, A) -  j/'(0, AM O, A„)] =  

=  - f t [ l  +  M(A)] +  [ft +  M(A)ft] =  ft -  ft,

y a ’ n i  u s h b u
77

(^ -  An.)У y(rr, A)<p(x, An)dx =  h - h : 
о
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tengik o'rinli ekan. Bundam -t ; ’ :*•. ' •:
TV - ■"■.•'JO г

(A -  A„) J  <p(xt X)tp[$,Xn)dx+

'. 0 -  V
V

+(A -  Xn)M (X )J  ip(x, X)ip(x, An)dx =  h -  h: (1.16.15)

0
kelib chiqadi. (1.16.15) tenglikda A’-*  An limitgao‘ tsak, quyidagi

7Г

'A x ,K ) d x  =  h - h ,  (1.16.16)
0

formula hosil bodadi. Bunga ko‘ra

. i L i m
bodadi. Oldingi paragraflarda biz ushbu

=  n +  -  (  Ь ± И  +  J_  j  { 7„ }  e  k,
П  I 7Г Z f t J  П

0 (1.16.18)

j \ n =  n + l |  ll ± E  +  l  f  q(t)dt t + J ,  ( 7» }  6 к  (1.16.19) 
v п  7Г Z7T J n

asimptotikalami va ushbu
oo

А к — A
ДА) =  ^(тг, A) +  тг, A) =  тг(Ао -  A )[|  (1.16.20)

к=1
oc

Д(А) =  ^.(тг, A) +  Нф(ж,\) =  тг(Ао -  А )П  (1.16.21)
fc=l

yoyilmalarni keltirib chiqargan edik. (1.16.18) va (1.16.19) formu
lalardan

~ (h  -  h) =  lim n { J l n -  y/K ), (1.16.22)
7Г n—ю с
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k e l i b  c h i q a d i .  ( 1 . 1 6 . 2 0 )  f o r m u l a d a n  e s a

A'(Ao) =  - т г П  (1.16.23)
k=l

va
oc

А ' ( А » )  =  ( "  ^  ( 1 Л 6 - 2 4 )
k-\
fĉ ~TX \

hosil bodadi. (1.16.23), (1.16.24) va (1.16.21) ifodalarni (1.16.17) 
tenglikka qo‘yamiz:

2  f u  u \  1  TT ^  ~

a ° =  ( l hh — r l l i — гAo — л0к=1 лк — Ao

о,2, =  {h -  h ) ^ H  . • П  (n >  1).
A0 - A n A„ — An f i { A fc- A n . “

кфп
Bu ikkala tenglikni birlashtirib yozish mumkin:

0 &  =  т — ~ г  ■ П  Г Т .  n  4  0. 2’ ••• ■  (1Л 6-25)A n An  f._Q A/,- A n
kjtn

17-§. Krum almashtirishi

Mazkur paragrafda Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi xos 
qiymatlari va xos funksiyalarining ayrim xossalari bilan ta- 
nishamiz.

Ushbu
- y "  +  q(x)y  =  Ay, 0 <  x <  1, (1.17.1)

/  3/(0) -  hy(0) -  0, . 17 21
{  2/'(l) -  Я 2/(1) =  0, .

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib chiqamiz. Bu yer
da /i, H  haqiqiy sonlar, A kompleks parametr. (1.17.1)H-(1.17.2) 
masalaning xos qiymatlarini

A o  <  A i  <  A 2  <  ••• <  A n  <
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orqali, ularga mos keluvchi xos funksiyalarni

orqali belgilaymiz. q(x) G C°°(0, 1) bodsin, u holda щ {х ) ,  xos 
funksiyalar ham cheksiz marta differensiallanuvchi bodadi.

■ Quyidagi funksiyalarni kiritib olamiz.

W n(x) =  W {y?o(x), ipi{x), p 2(x), ^ n -i(x )};

Wnjk(x) =  iy {^ o (x ) ,^ i(x ) ; ^2(x ),...,^ n -l(x ),^ fc (x )},
, \ Wn,k(x)

M * ) -  vvn(z)
T eorem a 1.17.1. (Krum M.M.)Agar к >  n bodsa. q>n,k(x) 

quyidagi. Shturm-Liuvill masalasining Xk xos qiymatiga mos ke
luvchi xos funksiyasi bo ‘ladi: .

y"  “h’[A t” qn{x)]y  =  0, 0 <  x  <  1, (1.17.3)

... (  2/(0| = 0 > * ] (1.17.4)
\ y (  1) =  0.

2?u yerda
qn(x) ••= /?(х) -  2(ln Ж,(ж))". (1.17.5)

Agar n  — 1 bodsa, (1.17.3)-f-(1.17.4) masala regulyar bo‘ladi. 
Agar n >  1 bodsa,. • . ■/•■ ... ,•».

(n(n — 1)
 2— * x

n ( n -  1)
(1 -  x f  ’ ’

qn{x) € C(0, 1) bo‘ladi. Agar к <  n  bo‘lsa, v?n,fc(x ) =  0 bodadi.
Agar к >  n bodsa <£n,fc(x) funksiya (0, 1) oraliqda к — n t.a nolga
ega bodadi. Bundan tashqari (pUtk(x ): k > n  funksiyalar sistemasi 
L2(0, 1) fazoda to ‘la bodadi.

Izoh.1.17.1. Ayrim adabiyotlarda n =  1 bodganda Krum al- 
mashtirishi Darbu almashtirishi deb yuritiladi.
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W i(x) =  ipo(i),. Wu (x) =  lV{v30(x ) ,^ i (x ) } :

V>o(x) Wt(x)

W ltk(x) Уо(д) У4М
W'i(x) <po(x)

y>o(x)<^(x) -  ^ (x )^ i(x )

Isbot. n  =  1  b o d g a n  h o i .  B u  h o l d a  .

v’ i./tW =

¥>o(z)

=  ¥>fc(x) -  ' ¥>*(x) =  <dl(x) ~  v{x)<Pk(x) (1.17.6)

bodadi. Bu yerda
■ M  _  ' P o ( x )  . 0 ' ,
V ( X)  =  — T^r.

¥>o(x)
Ravshanki, W;v ‘ ’  '

1, - s  , . . 2 , _ л  Л ( х ) < р о ( х )  -  < p 'o ( x )  , V o ( x )  < / o ( x )

(I,+ l v>S(x) 4 vKx) 7 Ых)’
(1.17.7)

<Po(x) +  [Ao -  ?(x)]<Po(x) =  0, ”

<7>o(x) =  (<?(x) -  A0]v>o(x), -

■;. » . . ,  п . ™ )

(1.17.7) va (1.17.8) tengliklarga ko{ra

v'(x) +  v2(x) =  q(x) — Ao, (1.17.9)

o:rinli bodadi. [■ . ’ ;
Quyidagi hosilani hisoblaymiz:

( ^ о ( х ) ^ и ( х ) ) '  =  <p'0{x)<pi,k(x) +  <p0{x)tp'lk {x) =

■= <Po(x)K(x) -  u (x )^ .(x )]+

+V >o(xM (x) -  г/(х)¥>*(х) -  х (х )^ .(х )] =

=  n(x)<p'k{x) -  v{x)ip'0{x)4>Jt(x)+
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+ 4 > a { x ) v l { x ) - v \ x ) v 0 { x ) y k { x ) - v ( x ) y Q ( x ) y ' , X x )  =  щ { х  M !( x ) -  

-{v'(.-r)^n(.'c)^ifc(®) +  v(x)ip'0{x)ipk(x) +  v{x)ipa(x)tp'k{ x ) -

-^oWvTfc(x-)} =  4>o{x)ipl{x) -  J , (1.17.10)

J  =  [g(x) -  A0 -  v2(a:)]v?o(-'E)‘/>Jfc(:s) +  v(x)ip'0{x)<pk{x )+  

+v{x)ipa{x)v'k(x) -  <p'0(x)<p'k{x) =

у'о(ж)=  {q(x) -  bo)<Po{x)<Pk(x) -  ~ i r- - Vo{x)<Pk{x)+

+ 1 р Щ (рк^  =  ~  (1.17.11)

(1.17.10) va (1.17.11) tengliklarga ko‘ra

(<poW<Pi,JfcM)' =  ^ o W b (® ) -A fc](pfc(x)-v?o(x)[g(x)-A 0]^ (^ )  =  

=  (A0 -  Ak)Vo{x)Vk{x), 

o'rinli bo'ladi. Demak,

{4>o{x)<Pi,k(x))' =  (A0 -  A*)<A)(x)tpk(x)t (1.17.12)

olrinli. Bundan tashqari ...v.

m ( o ) = ( ^ W - ^ y - ^ W

.<£0 (OJ
_ V . ( 0 ) « ( 0 )  =  V t t 0 ) _ V t ( 0 ) - 0,

(0 )

^ o (l)
_ я У0 (1) Ы 1) =  H vk  (1) _  f f  к (1) =  0|

<Po ( i j
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yam  ;j ; » .. .

■ ' { S S - o !  ‘ u ™ >

(1.17.12) tenglikni [0, ж] oraliqda integrallaymiz:
' V- '» • x

V?o (ж) ipi,k (x) -  (po (0) ¥>1,И0) =  (Ao ^  Ak) j  <fo (t) ipk (t ) dt.
о

Bu yerda (1.17.13) ni hisobga olsak. ‘
i

¥>o (a:) (z) =  (A0 -  At ) J  Vo M  iflk (<) dt, (1.17.14)
0

kelib chiqadi. (1.17.12) tenglikni [;x , 1] oraliqda integrallaymiz:
l

¥>o (1) V\,k (1) -  Vo (z) Vi.k (z) =  (A0 -  Ait) J Vo (*) Vk it) dt.
X

\ . - : • •.:•{. * . ;. •
Bu yerda (1.17.13) ni hisobga olsak,

l

¥>o (z) V\.k (z) =  -  (Ao ^  At) J  ipo (t) Vk (t) dt, '■ (1.17.15)
.T

kelib chiqadi. . ...
Quyidagi hisoblashlarni bajaramiz:

v 'l.k  ( z )  +  v . ( x )  ¥ > i,t ( z )  =  iv 'k  ( z )  -  v  ( x )  V k  ( x ) ) ' + v  ( x )  V i , k  ( z )  =  

=  V k ( x ) - v '  ( x )  V k ( x ) - v  ( x )  ip'k { x ) + v  \x) (fi'k { x ) - v 2 (;x )  V k  ( z )  =  

=  v 'k  (a ;)  -  i v '  i x ) +  V 2 ( * ) )  V k  ( z )  = . '

=  [9  ( z )  -  A fc]¥>fc ( x )  -  [9  ( x )  -  А 0]< ^ . ( x )  =  ( A 0 -  A t )  V k  ( z )  

ya’ni 1 • O ' ' 7 ' • • ч

v'i.k (z) =  (A0 -  Ak) Vk (z) -  v [x )v i .k  ( z ) . (1.17.16)
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<Pi,,k (x ) =  (ло -  Afc) <p'k (ж) -  v' ( x )V u  (ж) -  v (ж) <р['к (ж) =

=  (Ao -  Ак) ¥>* (ж) -  и' (ж) (pltk (ж) -

- v  (ж) ((А0 -  At) <рк (ж) -  v (ж) <piik (ж)) =

=  (А0 -  At) <р'к[ж) -  ж' (ж) (ж) -

-  (А0 -  At) w (ж) ipk (ж) +  v2 (ж) v?i,t (ж) =

=  (А0 -  At) • К .  (ж) -  v (ж) <рк (ж)) +  (v2 (ж) -  г/ (ж)) • <̂ i,* (ж) =

=  (А0 -  At) 4>i,t (ж) +  (ж2 (ж) -  ж' (ж)) <phk (ж) =

=  [А0 -  At +  v2 (ж) -  г/ (ж)] ■ <рх)к (ж) =

=  [(А0 -  V1 (ж) +  v2 (ж)) -  At] • уч.* (ж) =  [</1 (ж) -  At] • <pi,t (ж ).

(1.17.17)
Bu yerda

\qi(x) =  \ o - v ' ( x )  +  v 2(x). (1.17.18)

(1.17.9) tenglikka ko‘ra (1.17.18) ayniyatni quyidagicha yozamiz:

qi(x) =  q ( x ) - 2  v'(x). (1.17.19)

Agar u(x) =  (1п<^о(я)У =• (lnW ^ff))1 tenglikni hisobga olsak,
(1.17.19) tenglik ushbu

9i(ж) =  д(ж) -  2 (InИ7,(ж)) , (1.17.20)

ko‘rinishni oladi. Agar (1.17.6) tenglikni hisobga olsak,

Ч>\ЛХ) =  Vq-W -  v{x)ipk{x) =  у4(д) -  =
<p о(ж) <Ро(ж) у?0(ж)

_  ’f j i д)Уо(ж) -  №(ж)у>'0(ж) / (gtQgA' П . 17.21)

7>o(a:) W o M /  ’
kelib ehiqadi.

Ma’lumki од(гс) xos funksiya (0,1) oraliqda к ta ildizga ega.

Agar f ( x ) =  funksiyani tuzib olsak, u (0,1) oraliqda /с
W ® )

(1.17.16) dan hosila olamiz:
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ta ildizga ega. Roll teoremasiga ко'та, har bir {xmix m+i\ m  =
1. 2..... к — 1 oraliqda f '(x )  funksiyaning kamida bitta ildizi bor. 
Demak, ц>\,к{х) funksiya (0,1) oraliqda kamida /г —1 ta ildizga ega. 
Agar ipi,k{x) funksiyaning (0.1) oraliqdagi ildizlar soni /с —1 tadan 
ko£p bo ‘lsa, masalan к ta bollsa, (1.17.13) ga asosan [0,1] kesmada 
Ф\лк{х) funksiyaning ildizlar soni к +  2 ta bodadi. (1.17.12) ga 
asosan Roll teoremasiga muvofiq ipk(x) funksiyaning (0,1) oraliqda 
kamida A: +  l ta ildizi bo£ladi. Ziddiyat, chunki tpk(x) funksiyaning 
(0,1) oraliqda aniq к ta ildizi bor. Demak. ipitk{x) funksiyaning 
(0,1) oraliqda aniq A: — 1 ta ildizi bor ekan. Bu fikrdan ( /^ (z ) ,  к =
1.2...., xos funksiyalar (1.17.3)+ (1.17.4) masalaning barcha xos 
funksiyaJaridan iborat bodishi kelib chiqadi.

Agar А ф Ло bodib, y(x )  funksiya (1.17.1) tenglamaning ixti
yoriy yechimi bodsa, ushbu

, , W{<pa{x), y (x ) }  <p0{x)y'(x) -  v'0(x)y(x)
 е д —  '  Ш --------------------

funksiya (1.17.3) tenglamaning yechimi bo£ladi.
Agar Л =  Ло bo£lsa, W{<po{x), y (x ) }  =  const bo£ladi, Bu yerda 

y(x )  funksiya (1.17.1) tenglamaning ixtiyoriy yechimi. Bundan,

(1.17.3) tenglamaning bitta yechimi — —  bodishi kelib chiqadi.
Ш.Х)

Quyidagi funksiyalar (1.17.3) tenglamaning Л =  Ao bo£lgandagi 
chiziqli erkli yechimlari bo£ladi:

X  1

(1.17.3)-f-(1.17.4) masalaning ^i,fc(x), к =  1,2,..., xos
fiinksiyalaridan boshqa xos funksiyasi yo£q ekanligini, (1.17.3)
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tenglamaning umumiy yechimi haqidagi fikrlardan foydalanib tek- 
shirib kohish mumkin. . ■ i -

Endi teoremadagi fikrni n >  1 holda isbotlash maqsadida 
qn~i(x) uchun isbot qilindi deb olib, bu fikr qn(x) uchun ham 
o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz.

W n̂ {x) determinant uchun, ushbu li :? • ■ . ..

;  W n t i x W C jx )  =  Wn( x ) W ^ k(x ) -  W n̂ k(x)W'n{x\ ■
' ‘ (1.17.22)

ayniyat o'rinli bodadi. Bunga ko'ra,

Wnjk(x) К - i  ,k(x) W n- U (x)W 'n(x)
Vn'm  W n(x) W n^ (x )  W n-rix) W n(x)

' '  =  w h x ) ^ - 1' ^ ^ '  ~  ^ ( , ) В Д  =
1 W '(x )

=  W  ~~ Vn-l,k(x ) цГ~(~х) ~

=  <p'n-i,k(x ) -  (P n -iA x ') Wn(x) Wn^ (x )

=  4>'n-\Ax) _  va_i(x)yjn_i,t(x). (1.17.23)

Bu yerda ;...  , ■
„  (TA  W'n{x) W ^ { x )  П 1 7 _

-  ” - (1 ) - е д - й С ^ ) '  (U 7 M )
(1.17.23) tenglikdan

■)j- ■ ‘ ' i
<fin ,k(X) =  — ---------7~Л K - l . iW ^ n - l .n - lC * ) -• <Pn-l,T,-l[X)

-  <Pn-i,k(x )vn-i(x)<pn-i ,n -i {x )) , ■ (1.17.25)

kelib ehiqadi. Quyidagi ifodani

м  -  ( w A x ) . y  _  -  w n - i _
<pn-i,n- i W  ( Wn_ l(s ) ;  W 2_ i{x)

w'n{x) и /'_ ,(х )и -;,(х )
Wn_i(x) W l ^ x )
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W u{x) Щ [(х ) K - M
W n-i (x )

(1.17.25) tenglikka qo'yamiz: 
1

—  Ч^П—1,11— l { x ) v n —l { x ) :

4>n,k(X) =

Ushbu

W n(x) Wn- X{x). 
niz:

W{<pn- hn^ (x ) ,  Vn-u ( * ) } .  (1.17.26)

<Рп,ЛХ)vn(x)
<Pn,n(XY

(1.17.27)

belgilashni kiritamiz. U holda

ЛпМ'Ртт,
Фпп'

'.(*) -  ¥п»(х) (<р'пп(х)\  <р"т(х) ,11?0(3-,
Я д  + \Vnn(x)) ~<Рт (х У { }

bodadi. (1.17.26) formulaga ko‘ra

{}Рп—\,п—\{х}фп,к{хУ) =  VK {фп—l,7i—1(*̂ )> P̂n— 1,A'(^)} =

Фп— l,n—1(^) Vn-l,k(X)
[<?n—1(^) An_i]^n_ i>n_x(x) [qn-\(x) A/c]y?n_ ii/j(x)

=  (An—i Â )(̂ ?n_ itn_i(ir)(^7i_i}/j(x), (1.17.29)

4>'n-l,n-lW .
VnAx ) =  - W {V n -l»-l(* )>  V>n-l,*(s)}+

r n - l ,n - l W
+ ( A n- i  “  A/r)y?„_iifc(a;)

„  ,  N / » - l . v l ( l W l ( l )  -  V J i - l , n - l ( + .
V n,k(x ) = --------   ^3---------м ---------------------- X

V V - l , n - l W  

X i y { ^ n - l , n - l ( ® ) i  ¥ > п - и * ( Л ) } ~

(An- i  — Ajt)^n_ i fjfc(rr) +  (An_ i  — А к)ф'n -i,k (x )
Фп—l,n—1(^)

= v U - i M  ~ f e - i M  -  ^.-liyn-i,»-^31)

■A-
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X
V n - u - i f o M - u - M  ~

T V i f i  (ж)

4 ^ '» - i . » - i ( 2;)v „ - i , l W  -  v . - i . n - i f i J ^ - u W  _
• — (An-l —   "  7~\

• \ ■ 1 . {Pn-l,n—l\p'}   :r

. =  ( й ^ У ) _  qn~i{x )+ 2 A n - 1 ■  X l } ’
' • • (1.17.30)

bodadi. (1.17.24) formulaga kocra : ;

«'-■<*> -  ( I f  -  f f ) '  - ( h  w ' w - h -

< P " „ - l , n - l ( ® ) < P n - l , r l - l ( x )  -  f n - l , n - l ( * )  _  r l  Y ~ \  \ 1 
= ------------------------------------- 7 / \ l<7n—lC*c ) A n - l ]

. V?n - . l ln - u x )  • . ;  ‘ ' * **: ;

Y  vC i. , - i(5 )\ 2 =  9ni(x) _  A ni _  wj_ i(3;)_ (L17.31)
\jP n -ltn - l [ x)  /

<p"n,k(x ) =  VnAx ) ■ ( 2[?n-i -  An- i  -  f  _,] -  qn- 1 +  2A„._i -  Xk} =
 • / i  Г • '  f . ' . . . .  . 1 ‘

=  • ( * Л ( * )  -  2vn - i ( f  -  At} =  <p„,k{x) ■ [* ,(») -  A*].
(1.17.32)

Bu yerda <„•.
Qn{x) =  qn- i { x ) - 2 v ’n_ 1 {x). (1.17.33)

(1.17.5) tenglikka ko‘ra • , t
qn- i (x )  =  q(x) — 2(lnH/n_i(o;))//, bodadi. Bunga asosan

(1.17.33) ayniyatdan

Яп{х) =  qn- i(x) -  2(ln Wn(x) -  ln W n .^ x ))"  =

=  q(x) -  2(ln W n -^ x ))"  -  2(ln Wn(x ))"  +  2(ln Wn. l {x ))\
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kelib ehiqadi. (1.17.32) tenglikda к — n  deb, (1-. 17:28) ayniyatga 
qo'ysak, • ' ,g  ■ »: ., - g

vnix ) +  vl i x ) =  Qn(x) -  A„, (1.17.35)

kelib ehiqadi. <pn,k(x) funksiyalar uchun

^n,fc(G) =  0, ^n,/c(l) -  0

chegaraviy shartlar bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning uchun 
quyidagi asimptotikalarni induksiya usulida' isbot qilamiz:

71— 1

<P«dx). =  Cn,kД  (A,: -  Xk)x n[l +  Q (x 2)}, x  -> О, Щ  ф 0),
г =  o ' ’ V-

(1:17.36)

\р'П'к(х) =  n  ■ . [1 +  Q ( i2)1, x   ̂0, (1.17.37)
x  .. . / .i if.•• ‘v.f-M-f

u„(x) =  n • -  • [1 +  0 (x 2)], x —> 0. (1.17.38)
X  —  -

n =  1 bo‘ lsin. U holda ^^(O ) =  0 va f .
• x '' ;!■ r ! : "  ~

<Pi,k(x) =  A° ~ / t " [

bodadi. Bu holda Ф О? ж £ [0> !]• Bularga ko‘ra
X  ** • • • • Г « ’ Л ’  ••••'.. f

lim^ u (£ )  =  A o ^ A ,  _ 1 Г (t) =  (Ao _  А *)^ (0 ),
-̂►o x  ^o(O) ? lir ,

0
ya’ni

<PiAx ) ~  (Ao -  A*)v?i(0)x, x   ̂ 0, <pfc(0) Ф 0. (1.17.39)

(1.17.12) formulaga ko‘ra

VoM vi.fcte) +  щ(х)ф\ к{х) =  (A0 -  \к)<Ро{х)ч>к{х),
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yam

Vl,k(x) =  (A° ~  ХкЫ(х) -  lAx) ~

~  (Ao -  Ajt)[v>fc(0) +  xhtpk(0) + Q ( x 2) ] -  

- ( h +  Q {x ))(.Ao -  \k)tpk(0)x  +  Q{:x2) ~

(Л0 -  A*)</p*(0)[1 + С (ж 2)] ~  l<^u-(a')[l +  0 a;2)],
X

Vi,k(x ) ~  ■ [1 +  Q ix %  (1.17.40)

o'rinli bodadi. (1.17.39) va (1.17.40) asimptotikaga ko‘ra

, \ <A'ti(x ) ^ u W [ i  +  Q M ]  i r i , ^  9ч1 „ _ ч
В д  =  - Т ч ------------------- 7-т=--------=  -  1 + 0  Г  , 1.17.41

o'rinli bodadi. Demak, n  =  1 bodgan holda (1.17.36), (1.17.37),
(1.17.38) asimptotikalar isbotlandi. (1.17.36)-(1.17.38) asimp- 
totikalarni n  uchun to‘gcri deb olib. ularni n + 'l  uchun ham to‘g ‘ri 
bollishini ko‘rsatamiz. (1.17.26) formulaga ko‘ra:

Vn+l,k(x) =  <p'n,k(x) -  Vn{x)4>n,k{x) =

=  - ‘f o ' ^ -jl +  S(.T2)] -  - [1  +  Q (x 2)}(pn,k(x) =  5(1), x  -> 0.
X X

(1.17.42)
(1.17.29) ayniyatga ko‘ra:

X

Фп,п(*^)^n+l,fc(^) ^n ,n (0)^n +l,/e(0) =  (An Afc) J  ̂ n,n(^)^n,fc(^)dit,

0
bodadi. (1.17.42) ga muvofiq

X

<Pn,n{x)ipn+\£(x) =  (An -  Xk) J  (РпМ<РпЖ*№
0

X

<Pn+1 ,k(x ) =  (An -  Ak) ■ — —  ■ J  4>n.n{t)'-Pn,k{t)dt. (1.17.42')
0
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Bunga ko‘ra x  —> 0 da

i= 0

- ,=0 жп[1 + 0 х 2)] ;j .. ; ;
n ■; i

=  С „+1л П  (Ai -  A * K +1[1 +  Q ( X 2 ) } .  ' (1.17.43)
1=0 ' ' : : : v . •'}: •;'!

Bu yerda Cn+\ * =  0 ф 0.
J + ’ 2n + 1
(1.17.42') dan hosila olsak,

^ Ц х )  =  _ у Ц х )  +(An_ Afc) ¥4*(x) „  - n . i - [1+ g (x 2)]+

Cn.fc П  (Ai -  A*)xn[l +  £ ( x 2)]
+ (A „ -A * )  f - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -   - ^ [ l + 0 x2)]+

a +i , t n ( A I - A t ) x ”+1[ l + 0 ^2)]
i=0

+ ^ i ± i . [ l  +  0(.T2)] =  —  -[l  +  0 ( x %  x - > 0 ,  (1.17.44)
X  —  X

kelib chiqadi. (1.17.44) ga asosan ushbu 

t>n+1(x) =  ^ ± b 2 ± lM  =  2  +  1 .  [1 + g ( x 2)], x - > 0 ,  (1.17.45)
^n+l,n+l(^) £

asimptotikani- topamiz. Shunday qilib,.- (1.17.36), (1.17,37),
(1.17.38) asimptotikalar isbotlandi. Xuddi shunday usul bilan 
shunga o ‘xshash asimptotikalami x  —> 1 bodgan holda ham is
bot qilish mumkin, bunda x  o ‘rnida 1 — x  lar turadi. Bu asimp- 
totikalarga ko‘ra £Yi,fc(0) =  0, v?n,fc(l) =  0 bodadi.

Endi ushbu
<?n(x) =  —— Д 1  +  0 (1 ), (1.17.46)

X z —
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asimptotikani keltirib chiqaramiz. n =  1 bodgan holda (po{x) 
funksiya [0, 1] kesmada ildizga ega emasligidan

form u laga  k o ‘ra  q\(x) €  C[0, 1] b o £lishi k elib  eh iqadi (q(x ) y e ta r - 

licha. silliq ). (1.17.46) as im p to tik a  n  uchun is b o t  q ilin d i d e b  o lib , 

7 i + l  uchun to ‘ g ‘ ri b od ish in i k od sa ta m iz :

Qn+i{x) =  qn{x) -  2v'n{x) =  qn{x) -  2{qn{x) -  A„ -  г£(ж)) =  

=  2A„ +  2vl(x) -  qn(x) =

Shunga o ‘xshash fikr x  —> 1 bodganda ham o'rinli bodadi. ■  
Krum almasht.irishiga doir misollar keltiramiz.
M isol 1. Quyidagi

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos qiymatlarini va xos 
funksiyalarini topamiz va unga Krum almashtirish ini qodlaymiz.

Dastlab (1.17.47) tenglamaning (1.17.48) chegaraviy shartlar- 
dan birinchisini qanoatlantiruvchi noldan farqli yechimini topib 
olamiz. Uni quyidagi ko'rinishda izlaymiz:

(1.17.47)

y 'W  +  7Г,1 _ 1 у(7Г) =
(1.17.48)

ip(x, A) =  cos n/Аж +  a(a:)—П-̂ ? Ж.
vA

(1.17.49)
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(1.17.49) funksiyaning hosilalarini topib, (1.17.47) tenglamaga 
qo‘yamiz:

A) =  — VXsin V~Xx +  a ( x ) -—-~ X- +  a (x) cos V X x ,
V A

ipf,(x, A) =  — A cos VXx +  a,/(x)- n̂ " r+
vA

+ 2 a(x) cos VXx — a(x)y/\sm VXx,

(p,,(xi A) +  A<p(x, A) =  2a!(x) cos VXx +  a"(x s'mVXx

,  &  
a"(x) sin \/Xx \

2 a'(x) ( cos \f\x +  2a,(x) ^

oxirgi tenglikka ko‘ra

и \ h2 a" ix ) , л '
а ( х )  =  ( 7 ^ Т Г  Щ Г ) = а М -

Bu yerclagi birinchi tenglikdan
V  1

а(х) =  - / ^ т  +  с '
bo'lishi kelib chiqadi. Buni ikkinchi tenglikka qo£ysak, 

a"(x) 2/i3 (hx — l )2 h
a(x) =

2a'(x) (hx — l )3 2/i2 /ix — 15 . _

hosil bodadi. Demak,

/ /т  h sinv^Ax . „

ip(x, A) =  cos VAx -   -----------------------  (1.17.50)
hx 1 у  \

Bu yechim uchun <p(0, A) =  1 bodishi ravsjhan.
Endi y /(x , A) ni topamiz: /  • . д ...

•t w  /7  • /7  , h2 sin y/Xx ’ h r-шр (x, A) =  — VAsm v  Ax +   -------— ------- -=-----------  -cos  VAx,
(hx -  l )2 v a  -  1

y/(0, A) =  Л.
2 09



Demak, < (̂x, Л) yechim chegaraviy shartlardan birinchisini 
qanoatlantiradi. Buni ikkinchi chegaraviy shartga qo‘ysak, ush
bu

—л/Asin \/Л7г =  0, 

xarakteristik tenglama kelib ehiqadi. Bu tenglamaning ildizlari 
quyidagi sonlardan iborat:

лk =  k2, k =  0, 1,. . . .

Bu xos qiymatlarga quyidagi xos funksiyalar mos keladi:
/ ч / v x , h sin kx  _ л '<Pk[x) =  <p{x, Afc) =  cos kx  -     - — , к =  0,1,

ya m

<A)(z) =  —
1

hx — 1

h
sin X,

hx — 1 r "" hx — 1
Krum teoremasida n =  1 bodgan holda quyidagi tengliklar o ‘rinli 
bodadi:

1   h
W-i{x) =  ip0{x) =

hx — 1 
W [(x) h

, W [(x) =

W i{x ) h x -  1’
2 h?

(hx — 1)̂

h2
=  0 .

(hx — l )2 (hx — l )2
Shunday qilib. ushbu

'  - У " =  Ay,
2/(0) =  0, . 
y(ir) =  0,

chegaraviy masalani topamiz. Bu masalaning xos qiymatlari A * =  
к2, к =  1, 2,..., bodadi.

Krum teoremasida n =  2 bodgan holda

W 2(x) Vo V\
. j

Vo Vi
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kx - 1 
h

COS Ж
f t2

hx—1S in  X
( /ix -i)2 Sin a; 4- ^ _ j ) 2 s in  a; — /lX —1 c o s x

sin  a;

hx — V  
(1.17.51)

bodadi. Bundan
rir, , \ cosx  • (hx — 1) — hsinx

( f a - ! ) , ----------- .

_ (hx — l)cosx — hsinx 
И̂ я) (hx — l)sinx

w i ( x ) Y  i
И72.(а;)

+

=  etgx

h 2

hx — V

( \ 2^2 Я2 w  =  —  7\o +  -  2

sin2x ' (hx — 1 )* ’

2 2/г.2 2
(hx — l )2 sin x (hx — l )2 sin2 ’ X

kelib chiqadi, ya’ni ushbu

- y "  +  ~ 2~y  =  Ay,
sm  X

2/(0) =  o,
. y{ir) -  0, :

masala hosil bodar ekan. Krum teoremasiga asosan bu masalaning 
xos qivmatlari \k =  к2, к =  2,3 ,... bodadi.

Krum teoremada n  =  3 bodgan holda

ipo(x) tfil ( x )  <p2(x) 
Щ х )  =  v?o(x) f , ( x )  <p2(x), =v>o'(a:)

¥>o(x) tf/Цх)

¥?i (x )  yj2( x )  

<p'j(x) v?2(x )

V ?o(x) ¥39 ( x )  

¥>o(x) 9?2 (x )
+ ж

¥>o(x) ¥>i(x) 

ip'0(x) ¥>i(x)
bodadi. Quyidagi determinatlarni hisoblaymiz:

<А)(я) T^fa) _  2 sin2x 1
V?o(x) ^ ( s )  hx — 1 ’

(1.17.52)

(1.17.53)
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(Pl(x) <P2(x) 
ip[(x) ip'2(x)

+;

=  —2 cos x  sin 2x  +  sin x  cos 2rr+ 

3 h
sin x  sin 2x. (1.17.54)2 (hx  — 1)

(1.17.51), (1.17.53), (1.17.54) larni (1.17.52) tenglikka qo‘ysak
s 4 sin3 я 

W z{x)
hx  — 1

tenglik xosil bodadi. Bunga ko‘ra
12 (hx  — 1) sin2 x  cos x 4 h sinc x

(hx — l )2
topamiz. Endi quyidagilarni hisoblab olamiz:

(1.17.55)

(1.17.56)

В Д =  s c t e *  *
W z(x) hx -

2 h2

(hx — l )2 
Demak, bu holda ushbu

-2
sin2 x

+

- 1’
h2

(hx — l )2 sin2 a;

1 ■ y "  + sin2 x У =  Ay,

2/ (0 ) =  0 ,

2/M  =  0,
masala hosil bo;lar ekan. Krum teoremasiga asosan bu masalaning 
xos qiymatlari A* =  /с2, к — 3 ,4 ,..., sonlardan iborat.

Izoh 1.17.1. (1.17.1)+(1.17.2) chegaraviy masala yordamida
(1.17.3)+ (1.17.4) chegaraviy masala bir qiymatli tuziladi, ammo
(1.17.3)+(1.17.4) chegaraviy masala yordamida (1.17.1)+(1.17.2) 
ga qayt.adigan bo'lsak, Ao <  Ai <  ... <  A*_i sonlarni istalgancha 
o'zgartirib, (1.17.1)+(1.17.2) ko:rinishdagi cheksiz ko‘p masalani 
hosil qilishmiz mumkin. Masalan, ushbu

- y "  +  qi{x)v =  Ay, 0 <  x  <  тг,
2/(0) =  0, (1.17.57)
2 / M  =  0 ,
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chegaraviy masala berilgan bodib, uning xos qiymatlari Ai <  A2 
<  ... <  An <  ... bo;lsin va bu xos qiymatlarga </?i,i(x), q?i^(x)} 
... xos funksiyalar mos kelsin. Ao <  Ai ixtiyoriy son bo ‘lsin.
(1.17.1)-I-(1.17.2) ko‘rinishdagi chegaraviy masalani quyidagicha 
tuzamiz. Awalo ushbu

Riklvati tenglamasining biror г?(.т) yechimini topamiz. So'ngra

deymiz. Bu holda. xosil bodgan masalaning xos funksiyalari ushbu

ularga mos keluvchi xos fuksiyalar </?i,fc(:r) =  sin for, k =  1, 2,... 
bodadi. (1.17.58) tenglamani yechamiz:

v =  Ao +  v*.

A0 =  —a2 <  0 deb olaylik. U holda

A0 -  v' +  v 2 =  qi{x), (1.17.58)

q(x) =  qi(x) +  2v\ h =  •u(O), H  =  •и(тт),

formulalar orqali topiladi.
M isol 2. gi(x) =  0 bo‘ lsin. Bu holda

chegaraviy masalaning xos qiymatlari A* =  к2, к =  1, 2,..., va

_  q(1 +  c2e2ax) 
1 — coe2ax

q(x)  =  qi(x)  +  2v'(x) ~
2 a2Co
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boiadi. h =  г>(0), Я  =  'у(тт) formulaiardan

а( 1 +  С2в27ГП̂
h =  а, Я

1 — С2в27га
kelib chiqadi. С2 =  — 1 deb olsak. bu holda quyidagi

2 a2
- y "  - У -  Ay,ch2ax' 
y '( 0) =  ay(0),
y'(7r) =  —atlma • y ( 7 r ) .

(1.17.59)

chegaraviy masala hosil boiadi. (1.17.59) chegaraviy masalaning 
xos qiymatlari Ao =  —a2 , Ai =  l 2, A2 =  22, ... sonlardan iborat. 
Ao =  0 va Ao =  a2, a >  0 bolgan  hollar ham shu tarzda ko‘rib 
chiqiladi.

18-§. Shturm -Liuvill chegaraviy masalasining 
regulyarlashtirilgan izini hisoblashning P.Laks usuli

Ushbu
Ly =  - y "  +  q{x)y  =  Ay, 
y '(0) - / i y ( 0) =  0, (1.18.1)

, y 'W  +  Я у (7г) =  0,

Shturm-Liuvill masalasini ko‘rib chiqamiz. Bu yerda q(x) 6 
СЦО,^] haqiqiy funksiya va /?,, Я  -  chekli haqiqiy sonlar. Bu 
chegaraviy masalaning xos qiymatlari {A„}£L0 bolsin. Quyidagi 
asimptotik formula o :rinli bolishi bizga malum:

2 2h +  2H  7nAn = n H H со H , {7n} £ fair--------- n
Bu yerda

Co

7Г

=  — /  q(x)clx. 
n J

(1.18.2)

(1.18.3)

\



A g a r  b i z  x o s  q i y m a f c l a r d a n  u s h b u

oc

qatorni tuzib olsak, (1.18.2) asimptotik formulaga ko'ra bu qator 
uzoqlashuvchi bo'ladi, ya’ni Shturm-Liuvill operatorining oddiy 
ma’nodagi izi mavjud emas.

Agar biz ushbu

sonli qatorni qaraydigan bodsak, (1.18.2) asimptotik formulaga 
ko'ra bu qator yaqinlashuvchi bodadi.

T a ’r if  1.18.1. (1.18.4) qatorning yigdndisiga (1.18.1) Shturm- 
Liuvill chegaraviy masalasining regulyarlashtirilgan izi deyiladi.

(1.18.1) chegaraviy masalaning regulyarlashtirilgan izi, ilk bor, 
1953 yilda I.M.Gelfand va B.M.Levitan tomonidan hisoblangan. 
Mazkur paragrafda biz Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining 
regulyarlashtirilgan izini hisoblashning P.Laks usuli bilan ta- 
nishamiz.

q(x) =  0 bodgan holda, (1.18.1) chegaraviy masalaning xos 
qiymatlarini {An(0 )}^ lo orqali, ortonormallangan xos funksiyala- 
rini уп{х, 0) orqali belgilaymiz.

T eorem a 1.18.1. (P.Laks). ( 1.18.1) Shturm-Liuvill chegara
viy masalasining regulyarlashtirilgan izi uchun quyidagi formula 
о ‘rinli:

oc OU I OH
(1.18.4)

n =0



Isbot. Quyidagi Shturm-Liuvill operatorlari oilasini ko‘rib 
chiqamiz:

Ly  =  - y "  +  t • q(x)y  =  A (t)y, 0  <  x  <  7Г,

■ i*' l/(0 )-—? % ( 0) .=  0.. (1.18.7)
. У(тг) H- Я у (7 г )  =  0.

Bu yerda t 6 [0,1] parametr. (1.18.7) chegaraviy masalaning xos 
qiymatlarini An(t) orqali va ularga mos keluvchi ortonormallangan 
xos funksiyalarni yn{x> t) orqali belgilaymiz. Ushbu

Lifyyn — An(t)yn,

tenglikni yn funksiyaga skalyar ko'paytiramiz

(L {t)yn,y n) =  Xn(t).

Bundan t  bo'yicha hosila olamiz

{{L (t)yn j;, yn) +  (L(t)yn, yn) =  An(t), (1.18.8)

(L(£)y„j =  - y "  4- £g(a*)yn +  tf(a)?/n =  b (t)y„ +  q[x)yn. (1.18.9)

(1.18.9) ifodani (1.18.8) tenglikka qo'yamiz:

(L (t)yn;yn) +  (q(x)yniyn) +  (L (t)ymyn) =  Xn(t). (1.18.10)

L(t) operatorning simmetrikligidan foydalanib, (1.18.10) teng
likni ushbu

• ' (yn, L(t)yn) +  («q{x)yn, yn) +  (L(£)yn, yn) =  An(t), (1.18.11)

tarzdayozib olamiz. L (t)yn =  An(t)yn tenglikka asosan (1.18.11) 
ayniyat quyidagi ko‘rinishni oladi:

Ап(*)[(Уп5</п) +  (2/п,Уп)] +  (q(x)ym yn) =  K (t ) ,

ЬпШ УпуУп) +  (я{х)Уп,Уп) =  A „(*),

(tf(z)2/n,2/n) =  An(t),
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( 1 . 1 8 . 1 2 )  t e n g l i k n i  t  b o 'y i c h a  [ 0 , 1 ]  k e s m a d a  i n t e g r a l l a y m i z :

7Г 1

An(l ) -  An(0) =  J  q(x) J  y l (x : t)dtdx, (1.18.13)
0 0

va (1.18.13) tenglikdan (1.18.3) tenglikni ayiramiz:

Уп(ж. О "
7Г

A„(l)-A„(0)-co = J  Q(x)lf
о l  о

(1.18.14) tenglikdan

E mu_ m°) ~co]= j я(х) f E \y*(x’ 4 ~ z
J J n=о Ln = 0

dt )d x . (1.18.14)

dtdx}

(1.18.15)
kelib chiqadi.

T a ’r if  1.18.2. Agar ushbu
oc *

Е /л
n=0 £

(ar)<̂ (rr)rfo:,

sonli qator cheksiz marta difFerensiallanuvchi, 0 va n nuqtalar- 
ning biror atrofida nolga aylanuvchi ixtiyoriy if>(x) funksiya uchun 
yaqinlashuvchi bodsa, u holda ushbu

X

E /»(*)•
n = 0

funksional qator umumlashgan ma’noda yaqinlashuvchi deyiladi. 
L em m a 1.18.1 (P.Laks). Ushbu



qator umumlashgan m a’noda yaqinlashuvchi bo 'ladi va lining 
yig ‘indisi t parametrga bog ‘liq bo ‘Imaydi.

Isbot. Ta’rif 1.18.2 ga ko£ra ushbu
00

cos 2 nx,
71=0

qator umumlashgan ma’noda yaqinlashuvchi boiadi.
(1.18.16) qatoming umumlashgan ma’noda yaqinlashuvchi 

bolishi, ortonormallangan xos funksiyalarning ushbu

yn{x ,t)  — \ — < cosnx  -f a (x ,t)
7Г

sm nx
n

+  0
1

—  \  О  I  ’—  V n 2 I n —> oo.

a(x, t) = ------------ a; +  h
7Г - t j q{s)ds+y q{s)ds,

asimptotikasidan kelib chiqadi. (1.18.16) qator yiglndisini S (x 1 t) 
bilan belgilaymiz

n** 1

71=0

2/nOM) -
7Г

va bu funksiyaning t parametrga bogliq emasligini ko'rsatamiz. 
Buning uchun t bo'yicha olingan hosila nolga teng bolishini 
kocrsatish kifoya:

S(X , t) 2 ^ 2  Ун(%1 )̂У7г(̂ 5 )̂j
71=0

oc

yn{x, £) ^  ] Q’m.n.ymipZj )̂i
771=0

Сти.п — {УпчУт)-

Xos funksiyalarning ortononnallanganligini, ya’ni

(1.18.17)

(1.18.18) 

(1.18.19)



bo'lishini e’tiborga olib, ushbu •

(УтаУтп) "b (УшУт) =  

tenglikni hosil qilamiz. (1.18.19) formulaga asosan

®m,n *b Qm,m =  0, (1.18.20)

bo'ladi.
(1.18.18) ifodani (1.18.17) tenglikka qo'yamiz:

oo
S (x ,t )  =  2 ^ Г  От,пУп(х, t)ym(x, t). (1.18.21)

n,m=0

(1.18.20) tenglikka. ko'ra (1.18.21) qatorning yig'indisi uchun 
S (x ,t)  =  0 bajariladi. ya’ni S(x, t) funksiya t parametrga bog-Iiq 
emas. Lemma 1.18.1 isbotlandiM • ■ ; f, •

Bu lemmaga asosan quyidagi tenglik o'rinli: * ii . "i
oo .

S (x ,t )  =  S (x , 0) =  £
n—0

(1.18.15) tenglikning o ‘ng tarafidagi qator o'miga S(x, 0) ni 
qo'yib (1.18.5) tenglikni hosil qilamiz:

oo I
Y  [A„(l) -  A»(0) -  со] =  /  q{x )S (x tQ)dx.
n=0 о

Teorema 1.18.1 isbotlandiM
(1.18.1) chegaraviy masalaning regulyarlashtirilgan izini 

hisoblashdan oldin, quyidagi

- y "  +  q(x)y  =  Ay, 0 <  x  <  If, 18
2/(0) =  о, y(ж )  =  0,

yordamchi Dirixle masalasining izini hisoblaymiz.
(1.18.22) chegaraviy masalaning xos qiymatlarini

Ai, Аг, А з , An, ... orqali belgilaymiz. Bu holda A„ xos qiy-
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A„ =  n- +  c0 +  — , Ш  6  h  (1.18.23)
n

asimptotik formula o ‘rinli bo'lishi bizga ma’lum. Bu yerda

Co =  ~ J  q(x)dx. (1.18.24)
о

Ushbu oo
^ [ A n - n 2 - c o ] ,  (1.18.25)
71=1

sonli qator (.1.18.23) asimptotik formulaga ko'ra absolyut yaqin
lashuvchi bo'ladi. Shuning uchun (1.18.25) sonli qator yagona 
yig'indiga ega bo'ladi.

T a ’rif 1.18.3. (1.18.25) sonli qatorning yig‘ indisiga (1.18.22) 
Dirixle masalasining izi deyiladi.

T eorem a  1.18.2 (I.M.Gelfand, B.M.Levitan). (1.18.22) 
Dirixle chegaraviy masalasining regulyarlashtirilgan izi uchun 
quyidagi

± 1 К - п > - 0 , (1,18.26)
71=1

formula o lrinli.
Isb ot. (1.18.26) formulani P.Laks usulidan foydalanib isbot- 

lavmiz. Buning uchun awalo q(x) =  0 holda hosil bo'lgan

-У "  =  A y,

2/(0) =  0, y{ir) =  0,

chegaraviy masalaning xos qiymatlarini va ortonormallangan xos 
funksiyalarini topib olamiz:

A „ ( 0 ) = n 2, n =  l,2 ,3 ,...,
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Уп(х, 0) =  \/ — sinnx, n  =  1 ,2 ,3 ,.. . .

Sosngra Laks teorcmasidagi

s'(M) = £
n = l

Уп(®. 0) - -
7Г

oo

= E
n=l

2 2 1
—  s i n  n x ---------
7Г 7Г

=  —— cos 2nx,
7Г —■f

71=1

(1.18.27)

funksional qatorning yiglndisini topamiz. (1.18.27) qator odatda- 
gi ma’noda uzoqlashuvchi. chunki qator yaqinlashishining zaruriy 
sharti bajarilmaydi. Ammo bu qator umumlashgan ma’noda 
yaqinlashadi. Umumlashgan funksiyalar kursidan ([21]) bizga 
quyidagi tengliklar ma’lum:

OO OC

У ]  cos nx  =  7г <5(x — 2 7 г п ) ,  x £  (—00, 00), (1.18.28)

6{cx) = (1.18.29)

(1.18.30)

(1.18.28) tenglikni [0, 27г] oraliqda qarasak,
OO

cosnx =  7t[J(.t) -f J(rr — 27t)],
n = —oc

boiadi. (1.18.30) tenglikda a; o ‘rniga 2rr ni qo‘yamiz:
oc

y ^  cos 2m; =  7г[£(2ж) +  $(2(а* — 7r))], x  6  [0, 7г]. (1.18.31)
n = —oo

(1.18.29) formuladan foydalanib, (1.18.31) tenglikni quyidagi 
ko‘rinishda yozamiz:

oo

1 +  2 y ^  CO S2 nx = ^[S{x) +  6(x — 7Г) ] ,  X e  [0 , 7 г ] .

n = 1

Demak, ushbu
1 7Г

y ^  cos 2nx =  — -  +  — [£(x) +  5(x  — 7г)], X €  [0, 7г],
71=1
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formula o'rinli bo'l&r ekan. Bundan foydalanib (1.18.27) tenglikni 
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

S(x, 0) =  ^ -  l[<5(a:) +  6{x  -  тг)].

(1.18.5) tenglikdan quyidagi

}
2 ^  [A„ -  n2 -  Co] =  J  q {x )S {x , 0)dx =
n= 1

-  j  g(x) ̂  +  s ( x  -  тг)] d x  =
o '

7Г 7Г 7Г

 ̂J  q ( x ) d x  —   ̂J  q { x ) 5 ( x ) d x  q ( x ) 6 ( x  —  тг) d x  =

о
7Г

= h j  q^ dx ~  + = \ c° ~  +
о

tenglik kelib ehiqadi. 1
Endi (1.18.1) chegaraviy masalani regulyarlashtirilgan izini 

Krum almashtirishidan foydalanib hisoblashimiz mumkin.
T eorem a  1.18.3 {B.M.Levitan). (1.18.1) Shturm-Liuvill che

garaviy masalasining regulyarlashtirilgan i'zi uchun ushbu

r\ -2 l 1 h2 +  H 2 l r’ / \i 2 ^  [Л n - п  -  Co] =  - - C o    +  -fa(0) +  9(тг)]
71—0 “

formula o ‘rinli. Bu yerda
7Г

1 7  2
Co =  -  /  q{x)dx 4- —{H  +  h).

TTJ TT
0

Isbot. Krum almashtirishi yordamida (1.18.1) chegaraviy
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f  - у "  +  [A -  q-i (х)]«/ =  0, 0 <  x  <  7г,
\ 1/(0) =  о, (1.18.32)
[  у(тг) =  О,

Dirixle rrmsalasiga keltiramiz. Bu yerda

qi(x) =  q {x ) -  2v'{x), v{x) =  (1.18.33)

<£о(я) funksiya (1.18.1) chegaraviy masalaning A0 xos qiymatiga 
mos keluvchi xos funksiyasi. v(x) funksiya esa quyidagi shartlarni 
qanoatlantiradi:

v ' { x ) = q { x ) ~  X0 - v 2(x), (1.18.34)

v(0) =  h, v(n) =  —H. (1.18.35)

Agar (1.18.1) chegaraviy masalaning xos qiymatlari Ao <  Ai <  
A2 <  ... <  A„ <  ... bodsa, u holda (1.18.32) masalaning xos 
qiymatlari Ai <  A2 <  ... <  An <  ... bodadi. (1.18.33) va (1.18.34) 
tengliklardan ushbu

qi(x) =  2A0 +  2v 2(x ) -  q(x ), (1.18.36)

formula kelib chiqadi. (1.18.32) chegaraviy masala uchun regul- 
yarlashtirilgan izlar formulasini yozamiz:

2  i  f .  Q i { f y  +  q i W  / 1 1 0 0 ^
2 ^  [А,г -  n  -  C l]  =  - C l ---------------------- — — . (1.18.37)
n = l

Bu yerda 7Г
c, =  l j  q,(x)dx. (1.18.38)

0
(1.18.33) ifodani (1.18.38) tenglikka qo'yib, (1.18.35) formulalarni 
inobatga olsak,

m a s a l a n i  q u y i d a g i



=  — /  q(x)dx +  .—(Я  +  h) =  Со,
7 Г 7  7Г

kelib chiqadi. Endi (1.18.36) tenglikni (1.18.37) formulaga qo£yib, 
ushbu

9  ,  - 1  X 1  / 1 2  , t t 2 \  . +V  [An -  n  -<*>] =  -Co -  Ao -  -\h  +  Я  ) +  — -  ,
n=l 

oo

Y  [An -  П2 -  Co] =  - - C o  -  - (h 2 +  Я 2) +
q(0) +  q( л-'

n=0
izlar formulasini topamiz. 1  "

Mustaqil yechish uchun mashqlar

1. Quyidagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalalarining izini 
P.Laks usuli yordamida hisoblang:

- y "  +  q{x)y =  Ay, : 
a) {  y(o) =  0, b)

у(тт) =  0,

- у "  +  q{x)y  =  Ay, 
1/ ( 0) =  0, 
y '( 7 r ) =  0,

- у "  +  у(-т)у =  Ay, 
d) {  y (0) =  0, 

у'(тг) =  0,

- у "  +  <?(z)y =  Ay, 
y(0) =  -y(7r), 

y'(0) =  - y ' M ,

-y" +  д(ж)у =  Ay, 
c) - y '(0) =  0,

ь y M  =  0,

-у " +  q(x)y  =  Ay,
e )  y ( 0 )  =  y ( 7 r ) ,  / )

i /(o ) =  y 'M ,  
- у "  +  g(a:)y =  Ay,

s) 1 1/ ( 0) -  hy{0) =  0, , 
k у'(тг) -  ку{тт) =  0.

2. Potentsialida maxsusligi bo'lgan quyidagi Shturm-Liuvill 
chegaraviy masalalarining regulyarlashtirilgan izini P.Laks usuli 
yordamida hisoblang:
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■у" +  - ? у  +  я(х)у =  а у>
2
X2'

3/(0) =  о, 
:з /М  =  о,

а )  3/(0) =  0,

I з /'М  +  ^V. 7Г
2 / г 2

- y " + ( h ^ T y y  +  qW y  =  Xy’ 
Ь) 2/ '(0) -  % ( 0) =  0, 

у 'М  +  h w _  г У М  =  О,

2
- у "  +  — У +  q{x)y =  Ху,

N sm х
c) < у(0) =  о,

I у М  =  о,
2

- у "  +  — г х з / +  у(х)у -  Аз/>
2 sin2 -

d) 2 
у(о) =  О,
у'(тг) =  О,
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19-§. Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasining 
regulyarlashtirilgan izini B .M .L ev itan  usulida hisoblash

Quyidagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini . ко*rib 
chiqamiz:

Bu yerda q(x) € C^O, 7r] haqiqiy funksiya va /г, H  chekli haqiqiy

(1.19.1)+ (1 .19.2) chegaraviy masalaning xos qiymatlarini 
Лп, n  =  0 ,1,2 ,... orqali belgilaymiz. Ushbu

asimptotik formula o'rinli bo'lishini oldingi paragraflarda 
ko‘rsat,gan edik. Bu yerda

sonli qator absolyut yaqinlashuvchi bo'ladi.
T a ’r if  1.19.1.(1.19.4) qatorning yig‘indisiga (1.19.1)—(1.19.2) 

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining regulyarlashtirilgan izi 
deyiladi.

T eorem a 1.19.1 (B.M.Levitan). (1.19.1)+(1.19.2) Shturmr 
Liuvill chegaraviy masalasining regulyarlashtirilgan izi uchun 
quyidagi formula o crinli:

~ y ” +  9(x )y =  > 0 <  x  <  7Г, (1.19.1)

(Л i q(1.19.2)

sonlar.

A„ =  n2 +  со +  — . {7n} €  h
71

(1.19.3)
о

Bunga ko*ra ushbu
oo

( 1 . 1 9 . 4 )

n=0



1 Г h +  H
~ 2 п  J  q i t ) d t  -  — --------

h +  H  h2 +  H 2
2

Isbot. (p(x} A) orqali (1.19.1) tenglamaning 

f^(0, Л) =  1, <£;(0, Л) =  h, 

boshlang:ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.
Ushbu

° °  A n  —  Л

tf/ (iг, Л) +  H ifi(iг, Л) =  тг(А0 -  А ) П  - r— 2 " > (1-19.5)
71=1 —

yoyilma bizga ma’lum. Л —> —oo bodganda bu tenglik ikkala 
tomonining asimptotikasini o'rganamiz va ularni taqqoslaymiz. 

Qulaylik uchun Л =  —/2 va
■ . у

0 0  \  I  •

F ( / z )  =  7г(Л0 +  / 2 ) Д  n Д  ", n2
n = l

belgilashlarni kiritib olamiz. Ushbu

shlTyjjl у—p 7l2 -j- /2

71=1

formula yordamida quyidagi

'7 t ( A 0 +  / ( )  П  ^  5Й 7Г / Д  
Д („ )  =  — -----------»=i---------- Ъ И

An +  /2

71=1 ”

tenglikni hosil qilamiz va

V-'(m) -SP-SS)
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funksiyaning fi —> +00 dagi asimptotikasini o ‘rganamiz. Buning 
uchun ushbu

oc /  о \ \  0 0 -0 0  / 9  \ \
in v -w  =  E i n ( i  =  ,

(1.19.7)
tenglik va quyidagi lemmadan foydalanamiz:

Lem m a 1.19.1. Agar 17г2 — Ar,| <  a bo'lsa, и holda ushbu

£  '{ h m  

baholashlar 0 1rinli bo ‘ladi.
Isbot. Quyidagicha baholashlarni bajaramiz:

ln2 ~~ 'M * <  kST' 1 <  к [  dx
“  (n2 +  fi)k ~  a ^  (n2 +  fj)k ~ a J (x 2 +  fi)k

0
. °° 00 ,

■fc Г ^  „к г dt 7Г a  a f  dt ^  a f
"  uk- d  a + * 2)fc -  uk- da k- \ J  ( l  +  t2)fc - u H i  1 4 - t 2 2 / -

^  о 0
(1.19.8) baholashga asosan

00 1 00 ln2 _  д lfc _  00 „к

^  (n* +  -  2 ^  / 4  Vm= = ^  2) ,
(1.19.9) 

bo:ladi. Ushbu
00 2  \ ^  \ „ 2  30 1

у  ! L _ z A  =  =  V ( A „  - n 2 -  со) • - 1 ^ +
E -f n2 +  fj, “  // +  гг2 “  u +  ?i2
71 =  1 П = 1  71= 1  Г

00 1 00 -

+С оУ 1-2 =  ^  У ] -----------------9 +“  u +  n2 •“  11 +  7г2
71= 1 71= 1  ^

I °° -j 00 1
+ “ 5 3  (An ~  ~  с о ) -------(A„ -  n2 -  c0)n2 • ——

M , M i  M + n71=1 71=1
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ayniyat bajarilishi ravshan.
Quyidagi

V  1 =  _  _L =  J L _  __ _L , 0 (e ~ 2* ^ )
f ^ /м +  п2 2 у/p 2/i 2 у/Ц 2/м = K h

(1.19.11)
tenglik o ‘rinli bo ‘lishi ma’lum. Quyidagi

sup|(An — n 2 -  co)n2| <  oo,
n

baholash o'rinli bo‘lganligi uchun (1.19.11) tenglikdan

-T (An - n- - соW • —Ц = О L~i) , (1.19.12)
LM +  71 —  \ /

kelib chiqadi.
(1.19.9), (1.19.10), (1.19.12) va (1.19.7) tengliklardan 

cqtt 1 
2^/Д M 

hosil bodadi. Bu yerda

=  S + ;  - л” + ! ) +  а  И  ■ (U 913)

Sa =  ~  ~  co)> (U 9 -14)
n = 0

belgilash kiritildi. (1.19.13) tenglikdan esa

^(m)= cxp + J  (Sa ~ Ao+1 ) += И ) } =

= 1+ + К 5л_Ao+? + ŝ") += M  ’ (L19-15)
kelib chiqadi. Bunga ko;ra (1.19.6) funksiya uchun ushbu

F M - ( ^  +  ^ ) x

X
s h * ^ { 1 + i ^ + l { S x - X o + j + c ~ ^ ) + + = ^ A ) } -

229



- H * +~+̂ (A+?+¥)+eH-
(1.19.16)

asimptotik formula o ‘rinli bodadi.
Endi ip'(7Г, —/z) +  Hip(7Г, —/z) funksiyaning // —> -foo dagi 

asimptotikasini o ‘rganamiz.
Quyidagi formulalar bizga ma’lum:

  X

shJTix 1 f
tp{x, -Ц )  =  chyfjlx+h  +— J  shyfjl[x -  t)q(t)ip(t,

^ '(x , - /z )  =  J  chy/Jl(x -  t)q(t)ip(t, -)Lz)cft.
о

Bulardan

:+

-f-~= J  shy/Jl(7Г — t)chy/Jltq(t)dt +  О
о’ f : . . . .  . /

- Г ' А ^ Т п  +  Ы , т + й ^
(1.19.17)

va
1 •• - \ • 7Г

(p;(7T, - /x )  =  i/jJshy/jhr +  hchy/Jhr +  J  chy/Jl{7Г — £)g(t):

x  jc / ix /Дг -f h— ^ — +  - L J  shy/JUt — s)q(s)chyfjlsds

+ & [ P P ) = \ ^ '  ^ + k  +  \ j q ( t ) d t +
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+ ^з(О) +  \ч(тг) +  ^ j  q(t)dt +  l ( ^ J  +  Q  ( “ )
A  

(1.19.18)
tcngliklar hosil bo:ladi.

(1.19.17) va (1.19.18) tengliklarga ko'ra ushbu

+
\[d

1 i  /  7Г

^g(o) +  p i * )  +  Ĵ q(t)dt +  \{J 4 {t)dt 
0 \0

+ h H  + j j q ( t ) d t  + f i ( l )

+

(1.19.19)

formula o ‘rinli bo ‘ladi.
(1.19.16) va (1.19.19) tengliklardan

.

=  1?(0) +  1?(tt) +  hH  +  j  q(t)dt +  \ ( ^ f  q^ dtj  ’ 

ya’ni ushbu

5 ^ ( Л „  -  n- -  c0) =  l [ g ( 0 )  +  g ( i r ) ] -
71=0

7Г

2тг J
q(t)dt —

h +  H  h2 +  H 2
7Г 2

formula kelib chiqadi.
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Mustaqil yechish uchun mashqiar

1. Quyidagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalalarining regul- 
yarlashtirilgan izini B.M.Levitan usuli yordamida hisoblang:

a )

- y "  +  q ( x ) y  =  Ay, ( - y "  +  q { x ) y  =  Ay, 
y '(0) - / i y ( 0) =  D, b )l  y '(0) -  hy(0) =  0, 
у'(тг) +  Яу(тг) =  0, . I у(тг) =  0,

{- у "  +  д{х)у =  А у ,

2/(0) =  0, d)

у'(тг) +  Яу(тг) =  0,

- у "  +  у(ж)у =  Ау, 
2/(0) =  О, 
у(тг) =  О,

■ - у "  +  q ( x ) y  =  Ау, 
е ) {  у '(0) =  0, / )^

у'(тг) =  0, , ; ,

i- у "  +  д(т)у =  Ау,
у(о) =  0, /i)

у'(тг) =  О,

Л

- у "  +  q [ x ) y  =  А у ,

2/(0) =  -у(тг),
. 2/'(0) =  -у '(тг),

- у "  +  д(х)у =  Ау,' 
У'(0) =  О, 

к у (7 г )  =  О,

- у "  +  д ( х ) у  =  А у ,

2/(0) =  у (тг).
, 2 / '(0 )  =  у '( т г ) ,

у "  +  q { x ) y  =  А у ,  

*0 {  2/'(0) -  /ту(0) =  О,
2/ ( 71-) -  / г у ( 7г )  =  0 .
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20-§. Almashtirish operatori

Shturm-Liuvill operatorlari spektral nazariyasining teskari 
masalaJarini o'rganishda almashtirish operatorlari muhim rol 
o ‘ynaydi. Ular ikkita har xil Shturm-Liuvill tenglamasining 
yechimlarini o ‘zaro bog‘laydi. Almashtirish operatorlari ilk bor 
B.M.Levitan va J.Delsartlarning ilmiy ishlarida vujudga kelgan. 
Bu operator ixtiyoriy Shturm-Liuvill tenglamasi uchun A.Povzner 
tomonidan qurilgan. Spektral analizning teskari masalasini 
yechishda almashtirish operatorlari I.M.Gelfand, B.M.Levitan va 
V.A.Marchenkolar tomonidan foydalanilgan.

Quyidagi

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini qaraylik. Bu yerda Л spek
tral parametr, q(x) e  C[0, тг] haqiqiy funksiya va h, H  chekli 
haqiqiy sonlar.

c(x, A), s(x , Л), <р(х, A), ipix^X) funksiyalar orqali (1.20.1) 
tenglamaning mos ravishda quyidagi

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini belgilay-

T eorem a 1.20.1. Shturm-Liuvill tenglamasining c(x, X) ye
chimi uchun ushbu

c(x, X) =  cos V X x  +  /  K(x, t) cos y/Xtdt, (1.20.3)

Ly  =  - y "  +  q{x)y  =  Ay, 0 <  x  <  тг, (1.20.1)

(1.20.2)

c(0, A) =  1, c'(0, A) =  0; s(0, A) =  0, s'(0, A) =  1; 
vs(0, A) =  1, </?'(0, A) =  А; ф{тг, A) =  1, A) = ,—H

miz.

X

0
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integral tasvir о ‘rinli: Bu yerda K (x , t) haqiqiy uzluksiz funksiya 
bo ‘lib,

X

K{x,x)=l- j  q[t)dt (1.20.4)
0

shartni qanoatlantiradi.
Isbot. Yuqoridagi paragraflarda c(x, Л) funksiya uchun ushbu

X

c(x, Л) =  cos y/Xx +  J  — — — — q(r)c(T, A)dr, (1.20.5) 
о

integral tenglama olingan edi. Bu integral tenglamada

Sin^ - I ) =  j C0Sy / A ( t - T R
Г

formuladan foydalansak. (1.20.5) tenglama quyidigi ko'rinishni 
oladi:

c(x, Л) =  cos VXx +  J  q (r)c(r , A) cosV x (t -  r ) d i j  dr.

Integrallash tartibini almashtirib, oxirgi tenglamani

c(x, Л) =  cos VXx +  J  I J  q(r)c(r, A)cos\/A(t — r)d r  I dt, 
о Vo /

ko'rinishida yozib olamiz. Hosil bodgan ikkinchi tur Volterra in
tegral tenglamasini ketma-ket yaqinlashish usulidan foydalanib 
yechamiz. Buning uchun c(x. A) yechimni
• . . ' 00

(1.20.6)
n = 0

qator ko'rinishida izlaymiz. Bu yerda

co(x, A) =  cos VXx,
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Endi, matematik induksiya usulidan foydalanib, c „ (x , Л), n  =
1, 2,... funksiyalarni ushbu

X

Cn(x, A) =  J  K n(x, t) cos y/\ tdt, (1.20.8)
о

ko‘rinishida tasvirlanishini ko£rsatamiz. Bu yerda K n(x ,t )  
funksiya Л spektral parametrga bog'liq emas.

Dastawal Ci(x,A) funksiyani ushbu

cos a  cos /3 =  ^[cos(q +  /3) +  cos(a — /5)], 

tenglikdan foydalanib hisoblaymiz:

Ci(x, A) =  J  I J  q(T)cosVXr cosV~X(t — r)d r  j dt =

сп+1(гг,Л) =  J  ̂ J q (T ) ( ^ { T , X ) c o s V X { t ~ T ) d r J d t . .  (1.20.7)

~\fcosv̂  ( J  я(г)̂т J dt+
o \o /

^ Г) cosv^ ^  “  2r)d r^  dt. 

Ikkinchi integralda t — 2r =  s almashtirish bajarib, 

C i ( x ,A )  = ̂ J COS V xt  j J  q{r)dr J dt+

X  /  t

1
+  ̂J  ( J  Q cosVXsds j dt,

о \ - t
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bo:lishini topamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi ikkinchi in- 
tegralda integrallash tartibini almashtiramiz. Natijada quyidagi

с i

x / г

(;x, X) =  \ J  cos%/At I J  q{T)d
0 \o

T

x / x
+ ^ J  cosy/Xs I J q | I dt | ds+

J  cosV\s \ J  q ds =

= \J C0S У̂' \ J ̂ ̂
+ dt I ds,

tenglikni hosil qila.miz. Shunday qilib, (1.20.8) tenglik n =  1 holda 
to ;g‘riligiga ishonch hosil qildik:

X

Ci(x, Л) =  J  K x (x, f) cos \/X tdt,

t x

*aO M ) =  ^ J  д{т)с1т +  \ j \ q
S — t

+ q
s +  t

ds

X - t .

=  \ J  ?(?№  + 1 1  q{Z№, t < X. (1.20.9)
о

Faraz qilaylik (1.20.8) tenglik biror n >  1 holda o'rinli bo‘ lsin.
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U holda (1.20.8) tenglikni (1.20.7) formulaga qo‘yib,
X  t  T

cn+i(x ,\ ) =  J  J  q(r) cos V x (t  — t ) J  K n(r, s) cos V \sdsdrdt =
o o  о

X  t  T

=  1 J  J  q(r) J  K „ { t , s )  c o s  y/x(s +  t -  r ) +

dsdrdt,

o o  о

+  cos >/\(s — t +  r )

tenglikni hosil qilamiz. Bu yerda awalo integralni ikkiga ajratib 
sohigra ushbu s +  t — т =  £ va s — t +  r  =  £, almashtirishlarni 
mos ravishda bajarsak, quyidagi tenglikka kelamiz:

X  t  t

cn+i(.r,A) =  J  q(r) J  К п(т, f  +  т  -  t) cos y/\£d£drdt+'
о о t -т

x I 2  r —i
1

+ 2 . /  I q(T) I Arn( r , (  +  £ — r)cos\/A£dfdTd£.
0 0 r—t

Oxirgi lenglikda integrallar tartibini o'zgartirib,
X

Cn+1 (a*. A) =  J  K n+1 (ж, t) cos v/X 
о

ekanini topamiz. Bu yerda

x  £

K n+l(x } *) =  ^ J  J Q{T)K n{r, t +  т -  Q d r -f
t  t - t



Endi (1.20.8) tenglikni (1.20.6) formulaga qo'yib, (1.20.3) 
tenglikni hosil qilamiz. Bu yerda

K (x ,t )  =  ^ T K n{x ,t) . ( 1.20. 11)
71=1

(1.20.9) va (1.20.10) tengliklardan foydalanib, ushbu
*

\Kn(x,t)\ <  (Q (x ))n ~ ^ „  Q (x) =  I  (1.20.12)
0

tengsizlikni hosil q ilam iz...................
Haqiqatan ham, (1.20.9) tenglikdan t < x  bodganda '

x + t~T

\ K x { x , t ) \ < l- j  № №  +  \ J  jff ( Ж  < j  № M  =  Q(x), 
о 0 0

kelib chiqadi.
Agar biror.n >  1 uchun (1.20.12) tengsizlik bajarilsa, u holda

(1.20.10) tenglikdan foydalanib,

.П —1

1)
dr+

/ k W K O W r ^

X * n-1<JJ  l ? W I  ( Q ( r ) ) n ^ — <  
0 0

X

< J  (Q(0) n+l e  1 <  (Q (z))n+1^ -
( n  -  1 ) !
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baliolashga ega bodamiz. (1.20.12) tengliklardan foydalanib,
(1.20.11) funksional qatorning 0 <  t <  x  <  n  sohada absolyut va 
tekis yaqinlashishini payqash qiyinchilik tug'dirmaydi. (1.20.9)-
(1.20.11) formulalardau K (x ,t )  funksiyaning silliqlik darajasi, 
ushbu

/0
funksiyaning silliqlik darajasi bilan bir xil ekanligi kelib ehiqadi.
(1.20.9) va (1.20.10) tcngliklarga ko‘ra

X

K i{x ,x )  =  i y q(t)dt, K n+\(x,x) =  0, n >  1,
0

bo'lgani uchun
X

K {x ,x )  =  l- J  q(t)dt,
0

bo‘ladi.
Xuddi shuningdek s(x, Л) va ip(x, A) yechimlar uchun ham 

almashtirish operatorlarining ko‘rinishini topish mumkin. ■ 
T eorem a 1.20.2. Shturm-Liuvill tenglamasining s (x } A) va 

(/?(#, A) yechimlari uchun

. ,. sin yf\ x f  „ . . sin V \ t ,
\/A +  J У л  (1.20.13)

0
X

(p(x, A) =  cos V \ x  +  J  G (x ) t) cos V\tdt> (1.20.14)

integral tasvirlar о 'nnli. Bu yei'da P (x . t) va G(x> t) haqiqiy uzluk
siz funksiyalar bo ‘lib, ularning silliqligi ushbu

X

q(t)dt,
0

x

/
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funksiyaning silliqligi bilan bir xil bo ‘ladi va ushbu
' T

G (x ,x )  =  h +  ^J q(t)dt7 (1.20.15)
• о
X

P (x , x )  =  ^  J  q{t)dty (1.20.16)
о

tengliklav bajariladi
Isbot. s*(a;, A) funksi)'a quyidagi

,. . 4 sin \/Ax /* sin \/A(x — £) . . . .
’ =  %/x +  J  — у х — q^ s(x ' л)*>

0
integral tenglamani qanoa.tlantiradi. Bu integral tenglamani
quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

rr xr  У
s(x , A) =  S1T1̂ _  ^ +  J  J  g,(r )s (r , A) cos л/A (t — r)drdt.

o o  • / :
Oxirgi integral, tenglamaga ketma-ket. yaqinlashish usulini 
qo'llaymiz:

oc

e(*,A ) =  £ * , ( * ,  A), (1.20.17)

So{x, A) =

n = 0 .

sin y/\x

y / X  1

sn+i(x, A) =  J  J  g(r)sn(ri A) cos y/x(t -  r)drdL.

• • 0 0  v.
Xuddi teorema 1.20.1 da qodlanilgan usuldan foydalanib, ush

bu



t a s v i r n i  o l a m i z .  B u  y e r d a

x—t

/Н-1 OM) = i /  J  q(T)Pn(T,t+  т  — £)^r +
*

4-*
■+ J  С]{т)рп{т, t - T  +  t )d r  -  J  д(т)Рп(т, - t - T  +  £)d,T

!/»„(*, 01 < (Q(x))n

E-t~T
,n~ l

df,

( n -  1)

X

■> <20*0 = J  WfM-
Bu baholashlardan (1.20.17) qator 0 <  t <  x  <  n to'plamda 

absolyui. va t.ekis yaqinlashishi kelib chiqadi. Demak.

Pi

X

(x, x) = ̂ J

P {x ,t )  =  ^ 2 p n{x ,t).
71=  1

Eularga asosan (1.20.13) va (1.20.16) tengliklarga ega bo‘lamiz.1
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21-§. Almashtirish operatorining umumiy ko'rinishi*

E  chiziqli normallangan fazo bodib; A  va В  uning E\ va E2 

qism fazolarida aniqlangan chiziqli operatorlar bo£lsin.
Ta’rif 1.21.1. 0 ‘zi va teskarisi uzluksiz bodgan, Х А  =  В X  

yoki A  =  X ~ lB X  shartni qanoatlantiruvchi X  : E\ —> E2 chiz
iqli operatorga A  va В  operatorlar uchun almashtirish operatori 
deyiladi.

Lemma 1.21.1. Agar €  E\ vektor A operatorning A xos 
qiymatiga mos keluvchi xos vektori bollsa, ф - =  Xip vektor В  
operatorning xuddi shu A xos qiymatiga mos keluvchi xos vektori 
bo ‘ladi

Isbot. Щ  =  B X if  -  XA<p =  X\ip  =  \Xq> =  Хф.Ш
Lemma 1.21.2. А. В, С  operatorlar mos ravishda E  fazoning 

Ely E2, Ez qism  fazolarida aniqlangan operatorlar bo‘lib, A  va В 
operatorlar uchun almashtirish operatoii X ,  В  va С  operatorlar 
uchun almashtirish operatori Y  bo‘lsa, A  va С  operatorlar uchun 
almashtirish operatori Y X  bo ‘ladi.

Isbot. Almashtirish operatorining ta’rifiga ко'та Х А  =  B X , 
Y В  =  C Y  bodadi. Ikkinchi tenglikdan В =  Y ~LC Y  ifodani to- 
pib, birinchisiga qo'ysak; ushbu X A  =• Y ~ lC Y X  tenglikka ega 
bodamiz, ya’ni (Y X )A  =  C (Y X )  tenglik kelib ehiqadi.■

Endi yarim o ‘qda berilgan Shturm-Liuvill operatori uchun al
mashtirish operatorining ko'rinishini topish bilan shug‘ullanamiz. 

E  =  C^O, 00) bodib, A  va В  operatorlar quyidagi

cP
A  = - - j ^  +  q\(x), 0 <  m <  00, (1.21.1)

d2
B =  ~ d x 2 +  q2^ '  0 <  x  <  00, (1.21.2)

ko'rinishga ega bodsin. Bu yerda q\(x)y q2(x) funksiyalar [0, 00) 
oraliqda berilgan uzluksiz funksiyalardir.
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Ek orqali E  fazodagi / '(0 )  =  /i* /(0 ) (k =  1,2) shartni qanoat- 
lantiruvchi, ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar 
tocplainini belgilaylik. Bu yerda hi va h2 chekli haqiqiy sonlar.

T eorem a 1.21.1. A va В overatorlarining X  : Ey - »  E2 al- 
mashtirish operatori mavjud bo ‘lib, и uchun quyidagi tasvir о ‘rinli:

X

X f ( x )  =  f ( x )  +  J  K (x , (1.21.3)
0

Bu yerda К  (x. t) yadro quyidagi

^ - q2{x)K  =  ^ - - qi(t)K , (1.21.4)

tenglamani va
X

K {x , x ) =  h2 - h i  +  l̂ [q2{s) -  qi{s)]ds, (1.21.5)
0

f _ k l K ) L - ° ,  (1.21.6)

.shartlarni qanoatlantiradi. Aksincha, K {x , t) funksiya (1.21.4) 
tenglamaning (1.21.5), (1.21.6) shartlarni qanoatlantiruvchi
yechimi bo ‘Isa, (1.21.3) tenglik bilan berilgan X  operator A  va 
В chiziqli operat.orlar uchun almashtirish operatori bo'ladi.

Isbot. I. X f ( x )  €  E2 bodgani uchun

( X f Y \x=0 =  h2(X f )\ x=0=  . . . . . .  . '

=  /*2/ ( 0),
x=0

tenglik o ‘rinli. bodadi. Ikkinchi tomondan, (1.21.3) tenglikdan 
hosila olib, ushbu

X

(.X f )' =  f i x )  + K ( x ,  x)f(x)  +  f Ĉ f № ,  (1.21.7)
0
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( X f ) '  U=o =  m  +  tf(0 ,0)/(0) =  /ц /(0 ) +■ tf(0 ,0)/(0) =

=  (Л1 +  ^ ( 0>.0) ) / ( 0) >

ifoda hosil bo‘ladi. f  E E\ funksiyaning ixtiyoriy ekanligidan ush
bu

K { 0 , 0) =  h2 - h u (1.21.8)

tenglik kelib chiqadi.
Endi B ( X f )  — X ( A f )  shartni ishlatamiz. (1.21.7) tenglikdan 

hosila olib,

(.X f )" =  / " ( x) +  f (x ) -^ -K (  x ,x )  +  K ( x ,x ) f ' ( x )+

t e n g l i k d a  x  =  0  d e s a k ,  q u y i d a g i

dx

+
dK_
dx t = x

f ( t )d t ,

ushbu
d

B ( X f ) =  - ( X f ) "  +  q2 ( x ) ( X f )  =  - f " ( x )  -  f ( x ) - K ( x , x )

/ ( * ) +
U X  t = X

d2I<

- K ( x , x ) f ' ( x )  -  ^

+ 9 2 ( x ) / ( x )  -  J  ( U  -  « , ( * ) * )  f ( t )d t , (1.21.9)

tenglikni hosil qilamiz. Ushbu
X  J.

J K (x ,t ) f" ( t )d t  =  J  K (x ,t)d f'(t)  =
0 0

x
=  tf(®, x )f '(x )  -  K (x , 0) / ' ( 0) -  J  d f(t) =

д К  (ж. £)
dt / ( * ) +

t =X
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д К ( х , t)
dt. Д О )  +  [

:=o J

X

d2K (x , £)
/ ( 0 ^

bodaklab integrallashni ishlatsak, quyidagi

* ( А Л  =  [ - / " ( * )  +  q, (x )f {x )]+
■ x

+ J  I<(x, t ) [ - f '\ t )  +  qi(t)f(t)]d t =  
0

=  - f " ( x )  +  q t(x )f(x )  +  ^ lijK (x , t) - Д о ) -
t = 0

- K { x , x ) f ' { x )  +
d K (x , t)

dt f№-  f  _  /(*)<&>

(1.21.10)
tenglik kelib ehiqadi.

(1.21.9) va (1.21.10) ifodalarni bir-biriga tenglab, ushbu

f ( x )  +  q2( x ) f {x )~

f  fd 2K
J  U * 2

t — X

dl<(x, t)
dt

f { x )  +  q i(x )f(x )+
t—x

+  ( h\K{xyt) -
d K (x ,t )

dt t=о
( 1.21.11)

tenglikka ega bodamiz. (1.21.11) tenglikda quyidagi

cLK(x,x) d K (x ,t )
+

d K (x ,t )

t=x dt t.=xdx dx

formuladan va f ( x )  funksiyaning ixtiyoriy ekanligidan foydalan- 
sak, hamda A"(0,0) =  h2 — h\ tenglikni e’tiborga olsak, (1.21.4),
(1.21.5). (1.21.6) tengliklar kelib ehiqadi.
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Biz A  va В  chiziqli operatorlar uchun almashtirish opera
tori (1.21.3) ko'rinishda izlansa, uning yadrosi (1.21.4), (1.21.5),
(1.21.6) shartlarni qanoatlantirishini isbotladik.

K {x ,t )  funksiya (1.21.4), (1.21.5), (1.21.6) shartlarni qanoat- 
lantirishidan (1.21.3) tenglik bilan beriladigan operator A  va В  
operatorlarning almashtirish operatori bo'lishini ko'rsatish uchun 
qilingan ishlarni teskari tartibda bajarish yetarli.

II. Endi esa, (1.21.4)+(1.21.5)+(1.21.6) masala yechimining 
mavjudligini va yagonaligini isbotlaymiz. Buning uchun a m -  
lo almashtirish operatorining ikkinchi xossasidan foydalanib, bu 
masala o'rniga soddaroq masalani qaraymiz, ya’ni umumiylilmi 
buzmagan holda =  0, h\ =  0 yoki /г2 =  0 deb hisoblash 
mumkin ekanini ko‘rsatamiz:

boclsin. Bundan tashqari A  va В  operatorlar uchun almashtirish 
operatori ushbu

. E ! =  { f ( x )  e  E\ / '(0 )  =  fc !/(0 )} ,

E 2 =  { f ( x )  €  E\ / ' ( 0) =  0 }.
!

E3 =  { f ( x ) e E \  m  =  h3f (0 ) } ,

X

0
ko£rinishda, В va С  operatorlar uchun almashtirish operatori esa 
quyidagi

X

о
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ko'rinishda bo'lsin. U holda A  va, С  operatorlar uchun al
mashtirish operatori ushbu

( Y X ) f ( x )  =  Y  | / ( x )  +  j  K x(x ,t ) f { t )d t

X

= /(x) + J  K l(x ,t ) f ( t )d t+
0

x t

+J I<2(x ,t )  f ( t )  +  J  K\{t, s )f(s )d s dt =

X  x

=  f ( x ) + J  I< i{x,t) +  K 2(x ,t )  +  J  K 2{x ,'s )K i(s } t)ds

As

=  / ( x )  +  J  K 3(x ,t )f (t )d t .
0

ko‘rinishda bo£ladi. Bu yerda
X

K 3(x, t) =  K i(x , t) +  K 2(x. t) +  /  K 2(x, s)K\ (s ,t )d s .
t

III. Demak. (1.21.4)+(1.21.5)+(1.21.6) masalani tekshirishni 
<72(я) =  0 va hi yoki h2 nolga teng bodgan holda olib borish 
yetarli. Biz h2 =  0 bo‘lgan holni ko'rib chiqamiz. h\ =  0 bo'lgan 
holda ham xuddi shunday bo:ladi.Ushbu

dx 1 di2 

K \ t = x  =  -

д к (х л )

Г -  я ю к . (1.21.14)

X

у /  q(s)ds, (1.21.15)
0

')  =°>  /  ll=0
(1.21.16)
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masalaning yechimi mavjudligini va yagonaligini ko'rsatishimiz 
kerak.

Agar bu masalada ushbu £ =  x  +  t, rj =  x  — t almashtirishni 
bajarsak, quyidagi

K x =  +  A^,

K xx =  (Kc +  i Q t  +  (K t +  K v)v =  ^  +  2АГ^ +

K t =  Щ  -  ATr/,

=  (AT* -  / д € -  (АГе -  AT,),, =  K #  -  2K&  +  A'w, 

formulalardan, ushbu

*« = ( V ) *•

K | 7/=o —  h  у  J q{s)ds,

(AT* -  A ,  -  =  0,

tengliklarni hosil qilamiz.
Endi esa oxirgi masalaga ekvivalent bodgan integral tenglama 

tuzamiz. Buning uchun oxirgi masalada quyidagi

K (x ,t )  =  K  = A ( t ,v ) ,

belgilashni kiritib, uni

H ' А°Р =  - \ я ( ^ - ) а > (1.21.17)

a
i  * V .  ;  2

A {a ,0 ) = - h - ^ f  q(s)ds, (1.21.18)
о

(A , - A p -  hA)\p=a =  0,. (1.21.19)
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ko'rinishda yozib olamiz, hamda (1.21.17) tenglikni [0, 77] oraliqda 
fi bo ‘yicha integrallaymiz:

v

A n(a ,V) - A n(a ,0) =  - i y  q ( ^ )  A (< * ,№ ■  (1-21.20)
0

(1.21.18) tenglikka asosan A a( a ,0) =  —\q bo'lgani 
uchun ushbu

Г)

A a(a, V) = (f) - \ J  q A(a,P)dp, (1.21.21)
0

tenglik o ‘rinli bodadi. ( 1.21.21) tenglikni [77, oraliqda a  bo ‘yicha 
integrallab, ushbu

~  A{V,V) =

— i / « G ) * - i / { / ’ (£T£) y'(0,'wТ/ Vo

da

(1.21.22) 
ayniyatga ega bodamiz.

Endi A(r},T)) ni hisoblaymiz. (1.21.19) tenglikka ko‘ra ushbu

2 A a\0=a =  А а ^ а  +  A a\p=a — -4a|̂ =a +
dAiot cvl

+(A p  +  hA) \p=Q =  (A q +  Ap +  hA)\p=a — ^  +

+ h A {a , a) =  e~}m{ehnA {a , a ))', (1.21.23)

ayniyat bajariladi. (1.21.21) va (1.21.23) tengliklardan quyidagi

(ehaA (a , a )) '  =  -“«*“{ 9 ( f )  + j  Я ( ^ )  j.
(1.21.24)

formula kelib chiqadi. (1.21.24) ayniyatni [0,77] oraliqda a  bo'yicha 
integrallaymiz va (1.21.18) shartdan foydalanib, quyidagi

A  ( 7 7 ,7 7 )  =  —he~l,T)—
249



(1.21.25)
tenglikni keltirib chiqaramiz. (1.21.25) ifodani (1.21.22) tenglikka 
qo‘yib, ushbu . r

r* •'

A&V) =  —he~hT> - \ j q  ( f )  da -  \ e ^  j  e ^ g  Q  d a -
■ ■ Л»*Г n • \ •; n

tegral tenglamani qanoatlantirar ekan. Aksincha, A (a, /3) funk
siya (1.21.26)' integral tenglamani qanoatlantirsa va q(x) 
funksiya uzluksiz differensiallanuvchi boclsa, (1.21.26) in
tegral tenglamadan foydalanib, A (a, /3) funksiya (1.21.17) 
-t-(1.21.18)-f(1.21.19) masalaning yechimi bo'lishini to‘g ‘ridan- 
to‘g‘ ri tekshirib ko'rish mumkin.

(1:21.26) tenglama Volterra turidagi integral tenglama 
bo‘lgani uchun uning yechimi mavjud va yagonadir. Buni ketma- 
ket yaqinlashishlar usuli bilan ko‘rsatish mumkin.

q(x) funksiya uzluksiz differensiallanuvchi bo'lmasa, uni uzluk
siz differensiallanuvchi qn{x) funksiyalar bilan yaqinlashtirib, 
K n(x ,t)  funksiyalar ketma-ket.ligini hosil qilamiz, bu ketma- 
ketlikning limiti K (x ,t )  almashtirish operatorining yadrosi 
bo‘ladi.l

da—

d a , . (1.21.26)

ayniyatga ega bo‘lamiz, ya’ni A(a,/3) funksiya (1.21.26) in-



Iz o h  1 .2 1 .1 . Shuni aytib  o'tish kerakki, K ( x 7t) yadro  Л 
param etrga bogdiq emas. :> ■ . • ; I

M is o l  1 . Agar, teorema 1.21.1 ning shartida A  va В  opera
torlar quyidagi

A  =
d x 2

/*! =  0,

va
d 2

B  =  ~ d ^ + q ( x ') ’  h 2 = h ’
ko:rin ishda berilgan b o isa , alm ashtirish operatori ushbu

X

X f ( x )  =  f { x )  +  j  K ( x , t)f(t)d t .

0 • > .* '

ko‘rin ishda bodadi. Bu  yerda K ( x , t )  yadro ushbu 

K xx q ( x } K  =  K t t )

< K { x , x )  =  h  +  I f  q ( s ) d s , (1.21.27)
0

&t\t=o  =  0 >

m asalaning yechim idir.
Л) va (fo(x, Л) orqali mos ravishda quyidagi

—y "  +  q (x )y  =  Ay, —y" =  X y ,

2/(0) =  1 , ; . , va < 2/(0) =  1 .
1/(0) =  f t , 2/'(0) =  0 ,

Koshi m asalalarining yechim larini belgilaylik. B izga m adumki 

<p0(x, A) =  cos y / \ x  

bodadi. A lm ashtirish  operatorining hossasiga ko:ra ushbu

<p(x, A) =  cos V X x  +  J  К (rr, t) cos V \ t d t y 

0
tenglik 0 ‘rin li bodadi.

(1.21.28)
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M iso l 2. Agar teorema 1.21.1 ning shartida  A  va В  opera
torlar ushbu

d2
A  =  +  Ф ) ,  fci =  h,

, _ n  
d x2’ 2 ’

ko'rinishda berilgan bodsin desak, alm ashtirish operatori quyidagi
X

X f ( x )  =  /(x ) +  J  H ( x ,t ) f [ t ) d t ,
0

koTinishda bodadi. B u  yerda H ( x , t )  yadro ushbu

1

=  H u -  q (t ) H  ,

t f ( x ,x )  =  — /i — q ( s ) d s , (1.21.29)
 ̂о

( # t - / i t f ) | t= o= 0 ,

m asalaning yechim idir.
A lm ashtirish  operatorining hossasiga ko‘ra  ushbu

X

cos \/A x  =  < (̂x, A) +  J  X ) d t ^  (1.21.30)

о
tenglik bajariladi.

Iz o h  1 .2 1 .2 . B u  yerda ham H ( x , t )  yadro Л param etrga  
bogdiq emas.

Keyinchalik

d -21 .3 .)

-jfx) =  (1.21.32)

va
/i =  K ( 0 , 0) =  —# ( 0 ,0 ) .  (1.21.33)

bogdanishlar muhim ahamiyat. kasb etadi.
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2 2 -§ . T e s k a r i  m a s a la n in g  q o ‘y i l i s h i .  Y a g o n a lik  
te o re m a la r i

M azkur paragrafda spektral analiz teskari m asalasining  
qo'yilishi va yagonalik teoremalarini isbotlash usullari bilan ta- 
nisham iz. B u  usullarning tatbiqiy aham iyati ju d a  keng bo‘lgani 
uchun ulardan spektral analizning har xil turdagi teskari 
m asalalarini oTgauishda foydalanish mumkin.

Shturm -Liuvill operatori spektral nazariyasining teskari masa- 
lasi ilk bor V .A .A m barsu inyan  [6] tomonidan o’rganilgan.

- y "  +  q (x )y  =  X y } y '{0) =  0, y \ тг) =  0, (1.22.1)

Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasini qaraym iz. B u  yerda q(x) €  
C [ 0, 7г] haqiqiy uzluksiz funksiya.

A gar (1.22.1) chegaraviy m asalada q(x) =  0 , i G  [0, tt] bo'lsa, 
u holda An =  n 2, n  >  0 boTishi ravshan.

T e o r e m a  1 .2 2 .1  ( V .A . Ambarsum.yan) . A g ar ( 1 .2 2 .1 )  che

garaviy  m asalan in g xos q iym atlari uchun, ushbu

tenglik bajarilsa, и holda q(x) =  0 , x €  [0, 7r] bo‘ladi.

Is b o t . (1.22.1) chegaraviy m asalaning xos qiym atlari uchun

asim ptotik formulaning o'rinli boTishi m azkur bobning beshinchi 
paragrafida ko'rsatilgan edi. B u  yerda

Ushbu

A„ =  n 2, n  >  0, (1.22.2)

y /\~ ,  =  n  +  — +  ~  , { 7 ,1}  6  /21 (1.22.3)
n  n

IT

(1.22.4)
0



(1.22.2) va (1.22.3) tengliklarni tenglashtirib.,
7Г

со =  0, J  q (x)d x =  0, (1.22.5)
0

ekanini topamiz. (1.22.1) chegaraviy m asalaning Ao =  0 eng kichik  
xos qivm atiga mos keluvchi xos funksiya yo[x) bo1 Isa u holda

•: v  y'o +-q(x)yo =  0, y'0{$) =  0, Уо(тг) =  0, (1.22.6)

bo‘ladi. O ssilyatsiya  teoremasiga asosan уо(я) funksiya (0, тг) 

oraliqda nolga ega emas. A gar i/o(0) =  0 yoki t/0W  =  0 bodsa  
chegaraviy shartlardan уц(х) =  0 ziddiyat kelib chiqadi. Demak. 
y 0(x) ^ 0 , x  e  [0, тг].

:U shbu > o. <•

о -  j  iW* - /  - j(j * g )  *+/ ( j j g )  * -
о 0 0 * 0

* n ix=ir/(y M \ ~ dx +  y M .
№ w /  3/o W a;=00

2
[  f y 'o ( x ) \  dx +  y o ^ l _ y M =  [  ( y M \ d x .J \ y o ( x ) J  Уо(тг) 2/o(0) J \ y o ( x ) j  

< ‘ 0 0
tenglikdan

0
hosil bodadi. O xirgi' tenglikdan у'̂ (х) =  0, y a ’ni y Q(x) =  const 
kelib chiqadi. (1.22.6) tenglamadan

2/o0*0 “ я{х)у0(х) = .0, 
q(jr) =  0 ekanligi kelib chiqadi. 1

Um um an olganda Ao, Аь  Аг, ..., An, ... xos qiymatlarning, 
y a ’ni spektrning berilishi Shturm -Liuvill chegaraviy masalasini
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yagona aniqlam aydi. C hun ki, ik k ita  har-x il S h tu rm -L iu v ill che-

Shturm -Liuvill chegaraviy m asalalari An =  n 2, n  >  0 bir x il spek- 

trga ega.
Quyidagi

Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasi berilgan bo‘lsin. B u  yerda  
q(x) 6  C [0 , 7r] haqiqiy uzluksiz funksiya, h. H  - chekli haqiqiy 
sonlar.

<p(xf A) orqali (1.22.7) tenglamaning

boshlang'ich shartlarn i qanoatlantiruvchi yechim ini belgilaymiz.
(1.22.7)-(1.22.9) Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasining xos 

qiym atlar ketma-ketligini An, n  >  0 orqali belgilaylik. B u  xos 
qiym atlarga quyidagi ip(x} Xn), n  >  0 xos funksiyalar mos keladi. 
Normallovchi o'zgarm aslar ketma-ketligini

va

y'(0)+ 2/(0) =  0, y '{ ir ) + —^— y ( тг) =  0
7Г - f -  1

- y "  +  q (x )y  =  Лy , x  €  [0, тг], 

J/r(0) — hy{0) — 0, 

y'(i\r) +  H y {  тг) =  0,

(1.22.7)

(1.22.8) 

(1.22.9)
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orqali belgilaym iz.

T a ’r i f  1 .2 2 .1 . Ushbu {A n}5JL0 va { a n}5JL0 ketm a-ketliklar 
juftligiga. Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasining spektral xarak
teristikalari yoki spektral berilganlari deyiladi.

T a ’r i f  1 .2 2 .2 . {A n}£ L 0 va { a n.)SLo spektral xarakteristikalar 
yordam ida q(x) funksiyani va h ) H  sonlarni topish m asalasiga 
teskari spektral m asala deyiladi.

Yuqoridagi m asalani atroflicha o‘rganish m aqsadida ikkinchi

- y "  +  q (x )y  =  Х у, о; e  [0, тг], (1.22.10)

y r(0) — hy(0) =  0, (1.22.11)

у'(тг) +  Яу(тг) =  0, (1.22.12)
Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasini qaraym iz. B u  yerda q(x) G  

C [ 0, 7r] haqiqiy uzluksiz funksiya. h , H  -ch ek li haqiqiy sonlar. 
ф {х, A) orqali (1.22.10) tenglamaning

ф(0, A) =  1, ip'(0, A) =  h,

boshlang‘ich shartlarn i qanoatlantiruvchi yechim ini belgilaymiz.
(1.22.10)-(1.22.12) chegaraviy masalasining xos qiym atlar 

ketma-ketligini An, n  >  0 orqali, norrnallovchi o'zgarm aslar 
ketma-ketligini

■ 7Г

J  ф2( х , An)dx, n  >  0,

о

orqali belgilaymiz.
T e o r e m a  1 .2 2 .2  (V .A .M archen ko ). A g a r Xn =  An, a n =  6tn, 

n  > 0 bo ‘Isa, и holda ushbu

h  =  h , H  =  Я ,  q(x) =  q(x), x  G [0, тг],

tengliklar о ‘r in l i  bo ‘ladi.
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Is b o t . A lm ashtirish  operatori haqidagi teorem a 1.21.1 ga
asosan : <i:-1 •; q

X

ф (х, А) =  <p(x, A) +  J  K ( x ,  X )dt, (1.22.13) 
0

tenglik o 'rinli bo'ladi.
Ixtiyo riy  f ( x )  6  L 2(0,7г) fnnksiyaning (f,<p) Furye  koeffit- 

siyentini (1.22.13) tenglikdan foydalanib hisoblaym iz:
ТГ 7Г X

J  f( x ) ip ( x t \ ) d x  =  J  f ( x )  ip ( x , \ )  +  J  K ( x ,t ) ( p ( t } X)dt

ТГ 1Г x

— J  f(x ) ip (x , \ ) d x  +  J  f { x )  J  K ( X j  X jd t

d x =

о LO
7Г

d x  =

=  J  f ( x ) lfi( x , \ ) d x  +  J J K ( t ,x ) f ( t ) d t <p(x, A )d x  =

n  n /I

J  f ( x )  +  J  K { t ,  x ) f( t )d t  ( p ( x ,\) d x  =  J  g (x )< p {x ,\)d x .

0  L x  J  0 ' '
(1.22.14)

B u yerda-
7Г

9 {x ) =  f { x )  +  J  K ( t .x ) f ( t ) d t .  £. (1.22.15)
X

(1.22.14) tenglikda A =  An, n  =  0, 1, 2, ... deb olsak, u holda 
ushbu

ТГ 7Г

a n  =  —  / { х ) ф { х , \ п^ х  =  —  f ( x ) < p ( x ,  \ n ) d x ,
OinJ a n J

о 0
7Г

a n  =  —  /  g { x ) < p ( x ,  An ) d x  
СУ- n J
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Furye koeffitsiyentlari uchun a n  =  a n :  n  =  0, 1, 2, . . .  tenglik ba
ja rilad i. Parseval tengligiga asosan

ж ос ос я

f  \ f ( x ) f d x  =  Ы 2 =  ] C  lQ"|2 =  [  \9{x )\2d x ,
0 n=0 77=0 () 

kelib chiqadi, y a ’ni

\ \ f \ y  =  1 Ы Ь -  (1-22.16)

Ushbu
7Г

A f [ x )  =  f { x )  +  J  К {t, x ) f { t ) d t ,
X

operatorni qaraylik. U  holda (1.22.15) ga asosan

A f { x )  =  9{x)>

bodadi. (1.22.16) tenglikdan esa

\ \ A f \ \ L2 =  ||/|[l2 ,

kelib chiqadi. B u  esa A  operatorning L 2(0,7r) fazoda unitarli- 
gini b ild irad i. U n ita r operatorlar uchun A * A  =  I  tenglik od'inli 
bodadi.

A* operatorni topish qiyin emas:
X

A *h (x)  =  h(x) +
о

A * { A f ( x ) }  ning aniq ifodasini topamiz:
X

A * ...................................

о
7Г

X

*h(x) =  h(x) +  J  K ( x ,t )h (t ) d t .

{ A f ( x ) }  =  A f ( x )  +  J  K ( x , t ) { A f ( t ) } d t  =  

о
7Г

=  / ( ж) +  J  K ( i , x )  f ( t ) d t +

X
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+J K ( x , t )  j / ( * )  +  j  K ( s , t ) f ( s ) d s ^ j  dt =

7Г X

=  f { x )  +  J  K ( t , x ) f ( t ) d t  +  J  K ( x ,  t ) f { t ) d t +

X

X  (  7Г

+J < j  K ( x , t ) K ( s 1t ) f ( s ) d s  > dt.

B u yerda integrallash tartib ini alm ashtirib quyidagi
X  (  t

A * { A f { x ) }  =  / (x )  + /  К  (x , t )  +  J  К  (ж, s ) I<  (t , s)cfc 

о l  о

+ J  ^ if (£ ,x )  +  J  K ( x , s ) K ( t } s)d s^  f ( t ) d t

formulaga ega bo4am iz. .
A * { A f ( x ) }  =  f ( x )  ayniyatdan foydalansak

J  j t f ( x ,  £) +  J  K ( x \ s ) K ( t , s ) d s ^ j  f ( t ) d t +  

+ J  < K ( t , x )  +  J  K ( x , s ) K ( t . , s ) d s  > f ( t ) d t  =  0

tenglik keib ehiqadi. B u  yerda

m = < K ( x , t )  4- f  K ( x ,  s ) K ( t ,  s ) d s ,  t  e  [0, x], 
о

0, t  £  (ж, 7г],

deb olsak, ushbu
X  I

J  < K ( x , t )  +  J  I \ ( x ,  s ) K ( t ,  s)d.s  > d t  =  0
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tengik kelib chiqadi. Bunga ko‘ra
t

K ( x , t )  +  J  K ( x i s ) K { t ,s ) d s  =  0. 

о

Oxirgi tenglik x  ning har b ir tayinlangan qiym atida K ( x , t )  

funksiyaga nisbatan bir jin sli Vo lterra integral tenglam asidir. 
Bunday tenglama faqat nol yechim ga ega bo‘lishidan K ( x 9t) =  0 
(t <  x) kelib chiqadi. B un i (1.22.13) formulaga qo'ysak

у>(ж,Л) =  ф{х,\),

ayniyat xosil bo£ladi. Boshlang£ich v a  chegaraviy shartlarga ko‘ra

h  =  h  v a  H  =  H .

Ushbu
—ip" -h q{x)(p =  A<p,

—p ” +  q{x)ip  =  X(p,

tengliklardan foydalanib,

[q(x) -  q{x)](p(x, A) = 0 ,

b o 'lish in i topam iz. Bundan va q(x), q(x) funksiyalarning uzluk- 
sizlig in i ham da ip(x, A) funksiyaning nollarini ajralganligini 
e’tiborga olsak, q(x) =  q(x) ayniyat kelib chiqadi. ■

2G0



I I  B O B .  T E S K A R I  M A S A L A  Y E C H I S H N I N G  
G E L F A N D - L E V I T A N  U S U L I

Ch iziq li differensial operatorlar spektral nazariyasining teskari 
m asalalari zam onaviy m atem atik fizikaning muhim sohalari- 
dan biridir. O ldingi bobda Shturm -Liuvill operatori {A n} ^ 0 va 
K } ~ 0 spektral xarakteristikalari uchun asim ptotikalar topil- 
gan edi. B u  bobda spektral xarakteristikalar yordam ida Shturm - 
L iu v ill tenglamasining koeffitsiyentini va  chegaraviy shartlarin i 
topish, y a ’ni teskari m asalani yechish bilan shug'ullanam iz.

Teskari m asalani yechishning b ir nechta usullari bor. B u  
usullar orasida Gelfand-Levitan usuli muhim o!rin egallaydi. 
Usulning asosiy bosqichlaridan biri, alm ashtirish - operatorining 
yadrosiga nisbatan oiingan chiziqli integral tenglamadir. B u  inte
gral tenglam a teskari m asalaning asosiy integral tenglamasi yo- 
ki G elfand-Levitan  integral tenglamasi deb yuritilad i. Teskari 
m asalani yechish usulini bayon qilishdan oldin Shturm -Liuvill 
m asalasi bilan bogdiq bo'lgan qatorlar va integral tenglamalarga 
oid ayrim  zaruriy  m a’lum otlarni keltiram iz.

Quyidagi Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasini ko'rib 

chiqamiz:

B u  yerda <?(x) 6  L 2(0,тг) haqiqiy funksiya bodib, h , H  -  chekli 
haqiqiy sonlar. Oldingi bobda (2.1.1)4-(2.1.2) chegaraviy masala-

l - § .  Z a r u r iy  m a ’lu m o t la r

L y  =  - у "  +  q ( x ) y  =  X y ,  0 <  x  <  7Г,

f y ' { 0) -  h y { 0) =  0,
I у'(ж) +  Н у  (ж) =  0.

(2.1.1)

(2 .1 .2 )
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ning {A n} ^ 0 va  { a n} ^ l0 sp e k tla l x a rak te n stik a la ri quyidagi 

y / \ ,  =  k„ =  n  +  —  +  { * „ }  <= I2i

: a n =  |  +  ^ ,  { X n } e l 2 , (2.1.3)
"  /i

An ф  Amj п  ф  т , a n >  0. n  =  0 ,1 ,2 , . . .  , 

sh artla rn i q an o atlantirish in i ko :rsatgan edik. B u  yerda
7Г

«П =  J  <p2 ( x , An)cte (2.1.4)
0 ••• • 

b o ‘lib , i p ( x ,  A) orqali (2 .1 .1) tenglam aning

^ ( 0 ,A )  =  1, v / (0 ,A )= 'A

b osh lang ‘ich  sh a rt la rn i qanoatlantiruvch i yechim i belgilangan.
L e m m a  2 .1 .1 .  A g a r  b erilg an  {A n} ^ l0 va  { а л} ^ 0 haqiqiy son

la r  ketm .a-ketlik lari ( 2 : 1 .3 )  s h a rt la rn i qanoatlantirsa, и holda ush

bu *
/ \ . ( c o s  s / X iX  cos n x \

< x ) =  L  — -  - Ж -  - (2-1-5)

f u n k s iy a  W j ( 0 , 27г) Sobolev fa zo siq a  q arashli bo‘la.di. B u  yerda

« s - ( 5 ' " > 0 - n ^  n = 0.

I s b o t .  (2 .1 .5) funksional qatorn i quyidagi

а (ж) = £  [^o ( cos -  cosnx)  + -  “ o ) cos

ko ‘r in ish d a  yo zib  olam iz. U shbu

belg ilashn i k ir ita m iz  v a  quyidagi

cos у / х й х  — cos n x  — cos (n +  £n)sc — cos n x  =
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=  — s in  Snx  s in  n x  — 2 s in 2 — c os  n x  =
2

=  —5nx  sin  n x  — (s in  5 nx  — 5nx )  s in  n x  — 2  s in 2 c o s  n x
z

te n g lik d a n  fo y d a la n ib ,  a ( x )  u ch u n  y o z ilg a n  q a to r n i  ikk i g u r u h g a  

a jr a ta m iz :

a ( x )  =  A i ( x )  +  A 2 (x ).

B u  y e r d a

, . 4 2 o j x ^ y  s i n n x  2 u ;x  ж — х п
A i { x  )  =  r V  = -------- -̂--------- T ” ’ 0 <  x  <  2-7Г,

7Г z —'  п  Ж 2n=l " •• --'V •

S x

^ 2 ( x )  =  —  COS \ /A o ^  — -  +  f —  — -^T }  c o s  у / К х -  
oco ж ^  V « n  o S /

2  v^-v s in  n x  
— x l _ j  x « ----------7Г '  Пn=l

2 Д   4 ^  . о SnxX  ^  / . » , *т ж ^ о  /  _ v
—  > (sin dnx — dnx) sin n x ------> sin — - cosnx. (2.1.6)

7Г 2n=l n=l
Ushbu

* .  =  G  (L), - h  -  4 =  “ • {7 n }  € b ,— \ n /  a n a °  n
m unosabatlardan, (2.1.6) tenglikda ishtirok qilayotgan funksional 
qatorlarning [0,2ж] oraliqda absolyut va tekis yaqinlashishi kelib 
chiqadi ham da ^ ( x )  6  W'r2l (0 ,2ж). Dem ak, a (x ) G (0 ,2ж )М  

X uddi shuningdek quyidagi lem m ani ham isbotlash mum kin. 
Lem m a 2 .1 .2 . A g a r  b e r i l g a n  {Ап}£ 10 v a  { a n}^L0 h a q i q i y  s o n 

l a r  k e t m a - k e t l i k l a r i  q u y i d a g i
  N+l

^  =  П +  +  C2P =  0 , P > 0 ,
j = l  

N +1
ж \ —\ a,- Y n л л
2 +  a 2 p + i  =  0 , p > 0 ,

;= i
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A n  7  ̂ Am, n  771, a n >  0, 71 >  0, { X n } ,  { X n }  €  f c ,  

s h a rt la m i qanoatlantirsa, и holda a (x )  €  И ^ +1(0,27г) bo‘la d i  

L e m m a  2 .1 .3 . {A n} ^ =0 v a  { а п} ^ 0 ha q iq iy  so n la r  ketm a- 

k etlik la ri ( 2 .1 .3 )  s h a rt la rn i q an o atlan tirsin . cq >  0 tay in lan g an  

son bo ‘Is in . A g a r  {An}£L 0 v a  {« n }£ L 0 , <*» >  0 ha qiq iy  so n la r  

ketm a-k etlik lari quyid agi

5 =  E « n + 1 ) ^ ) 2
.7 1 = 0

sh a rtn i qan o atlan tirsa, и holda

( cos \ / \ lx  ■ cos V % x
a \ x ) ~  /   ̂

bo ‘lib,

7 1 = 0
a .

6 И^(0, 2тг), (2.1.7)

0<а*<27г

6o 7acft. 7/erda

m i k  | a ( x ) |  <  c ^ ^ n ,  | | й ( ж ) | | | у 1 <  cS,
7 1 = 0

An V An +  6(n ■ Oin j ,

с o ‘zgarmas son {A n}jJL0 va {arn}£L0 ketma-ketliklarga va cq songa 
bog‘liq.

I s b o t .  Lem m anin g  sh artig a  ko‘ra
00 oo ^

7 1 = 0  7 1 = 0

<
\ E  ((" +  ^

7 1 = 0 \
OO

V — -
'  (n 4-

n = 0
(ti -h 1 ) :

<  c5.

(2 .1 .7) ifodani quyidagi ko‘rin ishda yozib olam iz:

1 1
a(x) =  V  ( ( - ----------- (cos y/\xX+

a n J
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_  ^ 2  л ^ 1 — 2 1 СОЗ\ [ к пх +  
^  V  a „ a „  v  ,

2 . (\/A^ — \ Д п ) я  . ( v ^ + V ^ ) :
+ ^ T  s m  о S ln  о--------an Z Z

+ Т Г -  ( c o s  \ [ \ n x  —  C O S  )  =

B u  qatorlar absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Shuning  
uchun a (x ) uzluksiz funksiya bo‘lib,

OO ' '  -

|й(ж)| <  < £ > ,
n=o ' f . ; ; ' " . 7 . .

baholash o‘rinli bo'ladi. (2.1.7) tenglikni differensiallab, a '(x) hosi- 
lani hisoblaymiz:

\ / \ is in \ / A ^ ^  \/A^sin \/A ^ x\
“'(*) =  - E

n=0 >
o c

. — E

a r a r

7 1 = 0

V k \  . / г -  .—  | s m \ / A nx4-
Q-n &n

(sin \ [ \ nx  — sin л / \п х )  
OLn v

« Е
7 1 = 0

+

sin v x ; x +
J

V Z , n r  FC\ n / a ^  +  V A u ^ ,+ Z - 7—  (%/An -  у  An)c o s    x +
Ckn

л д :  д . \ / a ^ — V \i , г г  f t \  i  v ^ a «  +  v x i
I 2 s m  - --------- x  — x ( v  An — у А п) I co s - ------ x

=  A x{x) H- A 2(x ).
2G5



B u  y e r d a

л ( \  V k  . л —
=  У ,  ~-------------- sm  v K x +

7 1 = 0

OO ^  д / /--- -
+a;E f \/ХГ -  V  A„) cos y/X„x, (2.1.8)

Л ( - г )  =  £ ^ ( 2 , n
Q" V 2

~-g( v /An -  c o s ^ -t  ^9 * +
CXD

+ * £  -  v E )  (c o s  _  cos ^

(2.1.9)
(2.1.9) tenglikdagi qato rlar abso lyut va tekis yaq in lashuvch i 

bodib , ushbu
oo---------------------- -----

\a 2(x )\ <  c ^ 2  V k  -  sJ k  ,
?г=0

b ah o lasli o‘r in li bodadi. (2.1.8) tenglikdagi qatorlar L 2(0,27t) fa- 
zon in g  n o rm asi b o 'y ich a  yaq in lashuvchi bodib. quyidagi

I H i  (ж) \ \L i  <  cS,

b ah o lash  o 'rin li bodadi. B u  baholash lardan foydalanib, lem m a
2.1.3 isb o tlan ad i.

T e o r e m a  2 .1 .1 .  (N . L e v in so n ). A g a r
V

I N ( u )  , 1
и

l

d u  >  v  — -  In v  — с, с  =  co n st,

bo‘ls a , и  ho ld a f ( x )  €  L 2( 0 ,тг) fu n k s iy a  u ch u n  ushbu
7Г

cos V K x d x  =  0, n  =  0 ,1 .2 ,
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ten glik lam ing b ajarilish id an  f ( x )  =  0 ekanligi kelib ehiqad i B u  

yerda - .

N ( u )  =  £  1.

L e m m a  2 .1 .4 . A g a r  {A n}^L0 haqiqiy so n la r ketm a-ketligi

( 2 .1 .3 )  shartlar-ni qanoatlantirsa, и holda

{  cos л /л ^ г}
I J 71=0

fu n k siy a la r ketm a-ketligi L 2(0, 7r) Gilbert fazosida to(la sistem ani 

tashkil qiladi.

I s b o t .  Xn sonlar ketma-ketligi Levinson teoremasining shart- 
larin i qanoatlantirishini kod'satamiz. Haqiqatan ham, yetarlicha  
katta n  larda An sonlar ketma-ketligi uchun

v ^  =  ”  +  £ ( L ) .

bajariladi. Bundan esa N { u )  =  [u] +  1 bodib, ushbu

т > г , -
U

tengsizlikning o'rinli bodishi kelib ehiqadi. Shuning uchun Levin
son teoremasining sharti bajarilad i. Dem ak.

00
| c o s \ / A ^ r |  ,
V J 7 1 = 0

funksiyalar sistem asi L 2(0,7r) fazoda toda bodar ekan. ■
L e m m a  2 .1 .5 . A g a r ushbu {A n}^ l0 so n la r ketm a-ketligi

( 2 .1 .3 )  sh a rtla m i qanoatlantirsa va ushbu

00
y ^ c n c o s y ^ a : ,
7 7 = 0

fu n k sio n a l qator L 2(0, 7r) G ilb ert fazosida nolga yaqinlashsa, 

и holda Cn. — 0, n  =  0 ,1 ,2 , . . .  bo‘ladi.
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I s b o t .  Q u y id a g i fo rm u la  yo rd am id a  A  ch iziq li operatorni 
a n iq la y m iz :

A ( e o s n x )  =  cos y / \ nx .

A  o p e ra to r

A  =  /  +  Р ,

k o T in ish g a  ega ekan in i ko 'rsatam iz. B u  y e rd a  P  kom pakt opera
to r. B u n in g  u ch u n  A  o peratorn ing  cos n x  bazisdag i m atritsasin i 
( a m n )  o rq a li b e lg ilaym iz . U  holda ushbu

7Г

a m n =  — I  COS С
7Г J

cos m x d x  =
о

7Г

- m cos n x  +  5*” ^  ) cos m x d x  =

о
7Г

1
Omn +

П 7Г
J  otn[x) cos m x d x  =  Jmn +  P mn ,

0
te n g lik k a  ega bodam iz. B u  yerd a

7Г

Pmn = ---- / скп(ж) cos m x d x .
n n j

0

P a rse v a l ten g lig id an  ushbu
n£гД. = Е^/“”<1)Л:<00’

n о

q a to rn in g  y a q in la sh u v ch ilig i kelib  ehiqadi. B u  esa P  — (Pmn) 

o p e ra to rn in g  k o m p ak tlig in i ko 'rsatad i. Lem m a 2.1.4 ga asosan A  

o p e ra to r L 2 (0, тг) fazon i L 2(0, тг) fazoga o'tkazadi. Shumng uclum , 
Fred g o lm  te o rem asig a  k o 'ra  A ~ l  =  В  m av ju d  bo'lib, uning u ch u n

В  =  I  +  Q ,  
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tasvir o‘rin li va Q  kom pakt operator bo'ladi. Bundaii esa

operatorni qo'llab, L2(0, 7r) fazoda nolga yaqinlashuvchi

qatorni hosil qilam iz. cos n x , n  =  0 ,1 ,2 , . . .  funksiyalarning or- 
togonalligidan Cn — 0, n  =  0 ,1 ,2 , . . .  kelib chiqadi. 1  

T e o r e m a  2 .1 .1 . В  banax fazo sid a quyidagi

( /  +  Л )у  =  / ,

( /  +  Ло)уо =  / о , 

tenglam alarni qaraylik. B u  yerda A  va A q operatorlar В  banax 

fazosida berilgan ch iz iq li chegaralangan operatorlar, I  esa birlik  

operator. Fa ra z qila.ylik ushbu

ekanligi kelib chiqadi. 
Faraz  qilaylik , ushbu

oo

7 1 = 0

funksional qator L 2(0, 7r) fazoda nolga yaqinlashsin. U holda В

\\A  — A q\\ <  (2||R0||)~1 ,



va
i 2

I I R - R o l l ^ a i i R e i i 2 - ^ - . ^ ! ! ,

bocla d i. B u n d a n  ta sh q a ri ushbu

\\y-yo\\ <co(\\A-Ao\\ + \\f-fo\\)
baholash o ‘r in l i  bo‘la d i. B u  yerda  Co o ‘zg a rm a s faq at  ||Ro|| va  ||/0| 
д а bog‘liq.

I s b o t .  U shb u

I  +  A  =  ( I  +  Ло) +  ( A  — A o) — ( /  +  ( A  — j4o)Ro)(7 +  Ao), 

ten g likd an  fo ydalan am iz. T e o re m a  sh artig a  ko‘ra

\ \ ( А ^ - А 0) Щ < 1  

bo'lgan i uchun, quyidagi ch iziq li chegaralangan operator m avjud : 

R  =  ( /  +  Л ) - 1 =  R 0(7 +  (A 0 -  y4)Ro)_1 =

=  R * ( 7 + E ( 7 o - A ) R o / ) .

O x irg i teng likdan

||R|| < 2 ||R o l| ,

»R ~  « » » £  i M ;  s  2 ,,RoI|! ' , A  '  A ’ "'
b ah o lash la rn i k e ltir ib  ch iqaram iz.

E n d i у  — уо ni baholaym iz. B u n irig  uchun ushbu

у  — уо =  R /  — Ro/o =  ( R  — Ro)/o  +  R ( /  ~  /о)» 

ta sv ird a n  foydalanam iz. N a tija d a

llv -  УоII <  2||Rol|2 ■ ll/oll ■ \ \A  -  A o \\ +  2||Ro|| ■ ||/  -  /oil, 

kelib chiqadi.■
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L e m m a  2 .1 .6 . Ushbu
l

ф ( х ,ц )  +  J  H { x , t , n W t , i i ) d t  =  f ( x , n ) t (2.1.10) 

0
integral tenglam a berilgan bodib, lin in g  H ( x , t , f i )  yad rosi va  

f i x .  fj) ozod hadi fa param.etrga va x  o'zgaruvchiga nisbatan uzluk

s iz  bo elsin . A g a r ushbu
l

ф(х,/а) +  J  H (x ,t,/a ) ip (t,fa )d t  =  0, (2.1.11)

b ir jin s l i  integral tenglam a fa p aram etm ing  /x o  qiym atida faqat n o l 

yechim ga ega bo Is a , и holda /xo nuqtaning biror atrofida ( 2 .1 .1 0 )  

integral tenglam aning yech im i m avjud ham da x  va  /х да nisbatan  

uzluksiz fu n k siy a  bo1la d i. A g a r H ( x ,  £, fa) va  / ( x ,  /x) fu n k siy a la r  m  

m arta fa param etr boly ich a  uzluksiz d ifferen sia lla n u vch i boclsa, и 

holda ( 2 .1 .1 0 )  integral tenglam aning yech im i ham  fi bo ‘y ic h a  m  

m arta uzluksiz d ifferen siallan u vch i bodadi.

I s b o t .  I .  (2.1.10) integral tenglam aning # ( x , t ,/ x )  yadrosi 
uzluksiz bodgani uchun, uni quyidagi

tf (x, t. fi) =  # (x , t, /xo) +  H (x, t. ff) =  H 0 +  Я ,

k rr in ish d a  yozib olam iz. Bu yerda fi param etrning /x0 nuqta  
atrofidagi qiym atlari uchun

\ H ( x , t , n ) \  <  £,

tengsizlik bajarilad i. Q u laylik  uchun (2.1.10) tenglam ani

ф +  H 0ip +  Н ф  =  / ,  (2.1.12)

sim volik kohin ishda yozib olam iz. Fredgolm teorem asiga ko‘ra  
( I  +  H Q)~1 operator m avjud. (2.1.12) tenglikka ( I  +  # o ) -1 opera
torni ta ’sir qildiram iz:

Ф  +  { 1  +  Н о )~ 1 Н-ф  =  { I  +  H o ) - 1 / .  (2.1.13)
271



( /  _|_ H 0) ~ l H  operator norm asin i hohlagancha kichraytirish  
m um kin bo‘lgani uchun (2.1.13) tenglam aga ketm a-ket yaqin- 
lashishlar usulini q o ila sh  m um kin. B un dan  esa ф (х , fx) yechim n- 
ing \xо nuqtada uzluksizlig i kelib ehiqadi.

I I .  D ifferensiallanuvchiligini isbotlash uchun H ( x ,t .f x )  

funksiyani
H  =  H m +  H  

ko'rinishda yozib olam iz. B u n d a

1 d mHrr тт/ Л. \ d H  H m — H \ X .  tj [Xo)“b i v - Ы '

B u  yerda fx param etrning fxo nuqta atrofidagi q iym atlari uchun 

\ H { x , t , n ) \  <  I/U -  Ho\e,

tengsizlik  bajarilad i. Lem m a isbotining birinchi qism iga ko‘ra 
( /  +  H m) ~ l  operator m avjud. D em ak, ushbu

ф  +  (/  +  Н п у 1 Н ф  =  ( I  +  H my l f ,

tenglam aga ketm a-ket yaq in lash ish lar usulin i qo‘llash m um kin. 
B un dan  esa ф[х^ fx) yechim ning \xо nuqta atrofida \x bo(y ich a  m  

m arta  differensiallanuvchiligi kelib ehiqadi. 1
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2-§. Gelfand-Levitan integral tenglamasi

Yuqoridagi paragraflarda {A n}£ L 0 va  { a n}™ =0 haq iq iy  so n la r  
ketm a-ketliklari ushbu

- y "  +  q {x )y  =  X y , q(x) <E £ 2 (0 , 71-), \ (2 .2 .1)

f  1/(0) -  M O )  =  0, h e R \  '

\ у '(7 г) +  Яу(тг) =  о, / l e i ? 1 , i ‘ ;
chegaraviy m asalaning spektral xaraktenstika la ri bodishi uchun  
quyidagi

V~Xn =  kn =  n  -\ h — , и  =  h  +  H  +  —f  q (t)d t ,П7Г n  .... 2 q _

<*n =  +  — , {X n } €  h , {X n }  €  1‘2,  ̂ ^
Z  77-

An 7̂  Am, 77- ф  771, a n > 0 ,  71 =  0 ,1 , 2 , . . . ,

shartlarning bajarilish i zarur ekanligi ko'rsatilgan edi.
En d i teskari m asalani yechish bilan shugdillanam iz, y a ’ni

(2.2.3) shartlarn i qanoatlantiruvchi {A n}^ L0 va  { » n }^ = o  haqiq iy  
sonlar ketm a-ketliklari yordam ida (2 .2 .1 )+ (2 .2 .2 ) chegaraviy  
m asalaning q(x) potensialini va chegaraviy shartlardag i h , H  son- 
larni topish algoritmini keltiram iz. Buning uchun. ushbu

X

ip(x j A) =  cos V X x  +  J  К (x , t) cos y/X td t, (2.2.4)

0 j: . ' • ‘ >d

alm ashtirish operatoridan foydalanamiz. B u  yerda K ( x , t) haqiqiy
X

uzluksiz funksiya bodib, uning silliq lik  darajasi f  q(t)dt funksiya-
0

ning silliq lik darajasi bilan bir x il bodadi va
X

K { x ,  x) =  h +  ^J q{t)dt, (2-2-5)
0
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shartni qanoatlantiradi. Oxirgi tenglikdan ko‘rinad iki, agar biz 
{A n}"=o va sPektral xarakteristikalar yordam ida (2.2.4)
almashtirish operatorining K ( x : t) yadrosini topsak, u holda q(x) 

potentsialni va /1 , H  sonlarni quyidagi
J  1 Л

q(x) =  2— K ( x tx ) t h  =  K ( + 0,4*0), H  =  lj — h  — -  I  q(t)d t}

о
(2.2.6)

formulalardan topishim iz m um kin bodadi.
A lm ashtirish  operatorining I< ( x ,t )  yadrosini topishdan  

oldin {A n} ^ 0 va { a 7l}£ L 0 spektral xarakteristikalar yordam i
da ushbu

p ( x  t) =  Y . ( cos cos _  c o s n x co sn t \  ^  2 ^

71=0 '  a ’ ‘  a "  '  ’
funksiyani tuzib  olam iz. B u  yerda

Oo j | .  " > » .
(  7Г, n  =  0.

F ( x , t )  funksiyani quyidagi tarzda yozish mumkin:

F ( x ,  t) =  ^[a(x +  £) +  a (x  — £)].

cos y /X ^ x  cos n x
a (x ) =  2 2

n=0 4 an ^
Bundan lemma 2.1.1 ga asosoan F ( x , t )  uzluksiz funksiya  

bodishi va
F ' ( x ,x )  €  L 2(0,7t),

kelib ehiqadi.
T e o r e m a  2 .2 .1 . H a r  b ir tayinlagan x  6  (0 ,7r] uchun , al

m ashtirish operatorining K ( x , t )  yadro s i ushbu

K ( xix ,£ ) + F ( x , * ) + J  K ( x i s ) F ( s } t)d s  =  0, (0 <  t <  x ) , (2.2.8)
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ch iz iq li integral tenglam ani qanoatlantim di. B u  integral tenglam a 

G e lfa n d -L e v ita n  integral tenglam asi yoki teskari m asalan in g  

a so siy  integral tenglam asi deb yuritilad i.

I s b o t . (2.2.4) tenglikni cos y / \ x  ga nisbatan yechib,
X

cos V \ x  =  ip(x, Л) -f J  H ( x , t)ip(t, A)dt, (2.2.9)
о

tasvirni hosil qilam iz. B u  yerda H ( x , t )  uzluksiz funksiya.
(2.2.4) va (2.2.9) formulalardan foydalanib, quyidagi yig ‘indini 
hisoblaymiz:

A A„) cos y /X ft  (  cos y/Х ^ х  cos y / X f f ^ip(xy An) cos y/Xnt _  у - / cos y / K i X с 

-f CQS У ^ . J  K ( x % s) cos y / K s d s  |  ,

0
N

lp(x, An) COS y / K t

n=0

=  ^  +  г  Xn)ds

O xirgi ikki tenglikning o‘ng tom onlarini tenglashtirib, quyidagi 

Ф.у(:М) =  t) +  t) +  /з,лг(а:, t) +  U ^ x ,  t), (2.2.10) 

ayniyatni hosil qilam iz. B u  yerda



Agar f ( x )  G A C [ 0,7Г] absolyut uzluksiz funksiya bo‘lsa, u holda 
yoyilm a teoremasiga ko‘ra

■гг

lim  m ax /  /(£)Ф;у(а;, t)dt =  0,
N —ЮС0<Х<7Г J  

0
.7Г 7Г

lim [  f { t ) I h N ( x yt ) d t =  [  f { t ) F { x , t ) d t ,
J V -> o o J  J

о о
7Г .

lim  [  f ( t ) I 2,N { x , t ) d t =  [  f ( t ) K ( x ,t ) d t ,
N -+00J  J

0 0
7Г W / X

lim  J  f { t ) h ,N { x ,t ) d t  =  J  f { t )  IJ K ( x , s ) F ( s , t ) d s

: 1 о 0 \0
n

lim I  f ( t ) h  лг(я> £)d£ =N^ccJ
о

ДГ ТГ Г 7Г

=  ~  J im X  f  <p(s , A„) f  H ( t ,  s )f(t)d t
<*7! J  J

0
7Г

ds —

=  - J  } ( t ) H ( t ,x ) d t



kelib ehiqadi. x  <  t larda K ( x , t )  =  H ( x ) t) =  0 deb aniqlay- 
rniz. En d i (2.2.10) tenglikning ikkala tom onini f ( t )  funksiyaga  
ko'paytirib , [0 ,7r] oraliqda integralayrriiz va hosil bo‘lgan ifodada 
N  - +  oo bodganda lim itga o‘tib, quyidagi

7Г 7Г

j  f ( t ) К (x ,t)d t  +  J  f ( t ) F ( x ,  t)dkt+ 

о о

I m

X

j  K ( x , s ) F ( s , t ) d s dt
J
0

J
. 0

-J f [ t ) H { t ,x ) d t  =  0 ,; -i.; /

a;

tenglikni hosil qilam iz. /(ж ) funksiyaning ixtiyoriyligidan

К  (ж, s ) F ($, £)ds — Я  (t, ж) =  0, 

о
kelib ehiqadi. t <  x  larda H ( t , ж) =  0 bodishini inobatga olsak
(2.2.8) G elfand-Levitan integral tenglamasi kelib ehiqadi.■

E n d i { « n}^L0 va  { A ^ } ^  haqiqiy sonlar ketm a-ketliklari
(2.2.3) shartlarn i qanoatlantirsin deylik. U holda (2.2.7) formula 
yordam ida Я(ж ,£) funksiyani tuzib olamiz va uni (2.2.8) Gelfand- 
Levitan  integral tenglam asiga qo:yam iz. G elfand-Levitan integral 
tenglamasi har bir tayinlangan ж e  (0, тг] da ikkinchi tur Fredgolm  
integral tenglamasidir.

L e m m a  2 .2 .1 . H a r  b i r . tayinlangan x  6E (0, тг] da

(2.2 .8 ) G e lfa n d -Le vita n  integral tenglam asi L 2 (0, ж) fazoda ya- 

gona yechim ga ega.

Is b o t .  (2.2.8) integral tenglam a yeehimining mavjudligini 
ko‘rsatish uchun, unga mos keluvchi bir jin s li integral tenglama 
faqat nol yechim ga ega ekanini ko'rsatish yetarli. Buning uchun

K ( x , t )  +  F { x , t )  +  J
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u s h b u

g(t) +  I  F ( s .  t)g {s)d s  =  0, (2.2.11)
о

tenglama noldan farqli g(t) yechim ga ega. bodsin deb faraz qilay- 
lik. U holda

X  X X

J  g2{ t ) d t +  I J  F (s ,t ) g ( s ) g ( t ) d s d t  =  0,

0 0 0

yoki
X  o o  /  x

J  g2(t)dt +  —  ( J  g(t) cos

x

2

tdt I —

- У ' Л  ( [  g{t) COSntd t  I = 0 ,  (2.2.12)
= ; ° * \ {  )  

tenglik o'rinli bodadi. B u  tenglikda t >  x  la rda g(t) =  0 deb 
olamiz va ushbu

2

I  «=0  71 \ l
g(t) cos ntdt

Parseval tengligidan foydalanamiz. N atijada (2.2.12) tenglik 
quyidagi ko‘rin ishni oladi: .

\ 2
 ̂J  9(t) cos y /X ^ t d t j  = 0.

B u  yerda a Tl >  0, n  — 0 ,1 ,2 , . . .  ekanligini e’tiborga olsak,
X

J  g(t) c o s  \f\ntdt =  0 ,  r i  =  0 , 1 , 2 , . . .
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J  g(t) cos V K t d t  =  0, n  =  0 ,1 ,2 ,  
о

kelib chiqadi. Lem m a 2.1.4 ga asosan {co s funksiyalar
sistem asi L 2(0. n )  fazoda to‘la  bo‘lgani uchun g(t) =  0 bodishi 
kelib chiqadi !

Shunday qilib (2.2.8) Gel fan d-Levi tan integral tenglam asining  
yechim i m avjudligi ko‘rsatildi. En d i K ( x , t )  yechim ning silliq lik  
darajasin i aniqlaym iz. (2.2.8) integral tenglam aning ko‘rinishidan  
K ( x .  t) funksiyaning t o£zgaruvchi bo'yicha silliq lik  darajasi 
F ( x ,  t) funksiyaning t o'zgaruvchi bo‘yicha silliq lik  darajasi bi- 
lan bir xil ekani kelib chiqadi. Lek in  K ( x , t )  funksiyaning x  

o'zgaruvchi bo£yicha silliq lik darajasin i to‘g‘ridan-to‘gri aytish an- 
cha qiyin.

Faraz q ilaylik  K ( x , t )  funksiya (2.2.8) integral tenglamaning  
yechim i bodsin. U  holda (2.2.8) tenglam ada

t L x , s  —> s x ,

o:zgaruvchilarni alm ashtirib , uni

l

К (re, xt) +  F ( x ,  xt) +  x  J  I \ ( x ,  x s ) F ( x s , x t)d s  =  0, 0 <  t <  1,

(2.2.13)
ko‘rinishga keltiram iz. Quyidagi

K ( x , x t )  =  ^ ( t ,x ) ,

x F ( x s ,x t )  =  # (£ , s ,x ) ,

- F ( x : xt) =  / (£ ,x ) ,
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belgilashlarni kiritsak, (2.2.8) tenglam a
l

/  H ( t j  s , x ) ^ ( s i x )d s  =  } ( t , x ),
0

ko‘rinishni oladi. B u  yerda x  =  \x param etr k iritsak  oxirgi 
tenglam a ushbu

l

rp {t,n) +  J  H ( t ,s ,) j) ip ( s ,n ) d s  =  (2.2.14)
0

ko(rinishga keladi. # ( £ ,s ,/ i )  yadro va ozod had uzluk
siz ekanligidan lem m a 2.1.6 ga ko'ra ip(tyn )  funksiyaning uzluk
siz bodishi kelib ehiqadi. Shuning uchun I< ( x ,t )  funksiya x  

o'zgaruvchiga nisbatan uzluksiz bodib. uning silliq lik darajasi 
F ( x , t )  funksiyaning silliq lik  darajasi b ilan bir xil bodadi. Xusu-  
san,

^ K ( x , x ) e l 2(o,7t),

UU lfctui.

3 -§ . D if fe re n c ia l te n g la m a n i k e lt ir ib  c h iq a r ish

Yuqoridagi paragrafda (2.1.3) shartn i qanoatlantiruvchi 

{A n}^L0 va  { a n} ^ o  haqiqiy sonlar ketma-ketligi yordam ida 
K ( x , t )  funksiyani topish algoritm i keltirilgan edi. Topilgan  
K ( x , t )  funksiyani (2.2.4) tenglikka qo‘yib,

X

<p(x, A) =  cos \ f \ x  4- J  К (x, t) cos y /X td t , (2.3.1)

о
funksiyani aniqlaymiz.

Quyidagi teorema teskari m asalani yechish jarayonidagi 
muhim bosqichlardan biri hisoblanadi.
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T e o r e m a  2 .3 .1 . A g a r K ( x , t )  fu n k siy a  (2 .2 .8 )  G elfan d - 

L ev ita n  integral tenglam asining y e ch im i bo'lsa} и holda ( 2 .3 .1 )  

fo rm u la  orqali aniqlangan g>(x, Л) fu n k siy a  ushbu

- У " +  q (x )y  =  Ay, 0 <  x  <  7Г, (2.3.2)

tenglam ani va

ip{О, Л) =  1, <p'(0, Л) =  h : h  =  K ( + 0, +0) =  - F ( 0 ,0 ), (2.3.3) 

boshlang‘ich  s h a rt la m i qanoatlantiradi. B u  yerda

д{х) =  2 - ^ К { х , х ) .  (2.3.3')
dx

I s b o t . I .  D astlab  a (x )  €  W ^ iO ^ n )  bo‘lsin deb faraz qilam iz. 
B u  yerda

. . ^  f c o s ^ x  c o s n x \  n I ? ,  n  >  0,

Ushbu
x

J ( x ,  t) =  K { x ,  t) +  F ( x ,  t) +  f  K { x ,  s ) F { s , t)ds  =  0, (2.3.4)
0

F ( x , £) =  ^[a(x +  t) +  a(ar — £)], (2.3.5)

ayniyatni differensiallab, J<(x, t), Jtt(x, t) va Jx x (x ,t)  hosilalarni 
hisoblaymiz:

X

J l ( x ,t )  =  K b( x ,t )  +  F t( x ,t )  +  J  I< ( x 1 s ) F t( s i t)d s  =  0, (2.3.6)
о

x

J tt(x ,t )  =  K u ( x , t ) + F tt ( x , t ) + J  К ( x ,s ) F tt( s )t)d& =  0, (2.3.7)
. 0

d K ( x  a;)
J xx( x ,t ) =  K xx( x , t ) + F X I(x ,t)-\-----— -— F ( x , t ) + K ( x , x ) F x(x }t ) +

d x  •
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+
d K ( x , t )

F ( x ,  t ) +  (  K xx(x , s ) F ( s , t)d s  =  0. (2.3.8)
e=x Jd x

(2.3.5) tenglikdan

F u {s, t) =  F $s(s, t) va F t(x> t ) \t=Q =  0,

kelib chiqadi. (2.3.6) tenglikda t =  0 desak,

8 K ( x , £)
=  0 (2.3.9)

e=o
bodadi. En d i (2.3.7) tenglikda bodaklab integrallash qoidasidan  
foydalanib, ushbu

d F ( s , t )

d K ( x ,  s)

d s

X

F { x ,  t ) +  I  K ss{ x ) s ) F ( s ,  t)d s  =  0, (2.3.10)
1=X  J

tenglikka ega bodamiz. (2.3.4), (2.3.8), (2.3.10) tengliklardan va 
ushbu

Jxxipb5 0  t) я{%) J ) t) —

ayniyatdan foydalanib,

[.K xx( x , t ) -  K it(x ,t )  -  q (x ) I< ( x ,t )] +

+

X

J  [K x x ip , s)  -  F ss(x , s) -  g ( x ) F ( x ,  s ) ] F ( s ,  £)ds =  0,

tenglikni topamiz. Bu  esa bir jinsli Gelfand-Levitan integral 
tenglam asi bodib, u faqat nol yechim ga ega bodgani uchun

I<xx{Xyt) -  K tt(x>t) -  q ( x ) K ( x tt) =  0, 0 <  t <  x , (2.3.11)

hosil bodadi.
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(2.3.1) tenglikning ikkala tarafini ikki m arta  difl’erensiallab  
<£>'(.т, A) va ip"{x, A) hosilalarni hisoblaym iz:

X

V?'(x, A) =  — V x  sin V X x + K (x , x )  cos V X x + J  K x (x , t) cos V x t d t ,

о
(2.3.12)

(ри{х, A) =  —A cos V X x  — V x K ( x ,  x )  sin V X x +

+  4- j  cos \/Ax 4- J  K xx( x , t) cos vOtott,

(2.3.12')
En d i (2.3.1) tenglikda ikki m arta bodaklab integrallash 

qoidasini qodlab quyidagi tenglikni hosil qilam iz:
X

X<p(x, A) =  A cos \/Ax 4- A J  K ( x , t )  cos V x t d t  =

=  A cos \/Ax 4- F ( x ,  x ) л/А sin V \ x +

d K ( x , t )

dt cos V X x
d K ( x ,  t)

t = x dt

X

-  /  K tt(x, t)
1=0 J

cos Vxtdt.

(2.3.1) va (2.3.12') tengliklardan foydalanib,

</>"(x, X )+ X ip (x , X)-q(x)ip(x, A) =  ^2- -  q(x)^j cos VXx-

9 K ( x ,  t )|  , rr ^  г г , -  *vi _

dt +  [  [ K xx(x, t) -  K u (x , t) -  q ( t ) K ( x t *)] 
t=о J

cos

ayniyatga ega bodamiz. B u  yerda (2.2.3'), (2.3.9) va (2.3.11) 
tengliklarni inobatga olsak, tp(x, A) funksiya (2.3.2) tenglamani 
qanoatlantirislii kelib ehiqadi. En d i (2.3.1) va (2.3.12) tengliklar- 
da x  =  0 deb (2.3.3) boshlangdch shartlarni topamiz.

283



‘ И . Um iim iy hoi,* y a ’iii {A n} ^ 0 va {< * „ }^ 0 spektral xarak- 
teristikalar (2.2.3) shartlarn i qanoatlantirganda teoremani isbot> 
laymiz. B u  holda lem m a 2.1.1 ga asosan

a ( x ) e W } {  0,27т),

bo'ladi. <p(x} A) orqali ushbu

■ * № ,А ) + 4 ( а ;Ж 1 ,А )  =  A ^ (® ,A )r (2 3 13)
£ (0 ,A ) =  1, <p'{0,\) =  h y

Koshi m asalasining yeehim ini belgilaym iz. U  holda ф (х , A) =  
<#(x, A) ekanligini ko'rsatam iz. Buning uchun ushbu

\А л .(л  “ n - \  h^  Xn,(j)
П7Г П'

л  * _  E  . ^ ( j ) . Xn,o)
n'(i) “  O +  ^22 71л

oo

+
n *

(X n ,0 )} €

ko:rinishidagi {A n>( j ) } n=0 va  { < V ( j) } n=0 haqiqiy sonlar ketma- 
ketlik larin i shunday tan laym izki, natijada u lar quyidagi shartni 
qanoatlantirsinlar:

5 i =  ( 5 Z K n  +  1 ) ^ U) —>*0, j  —> o o ..
.n=0

B u  yerda

£n,(j) =  yj^n,(J) ~  VXn  +  |<*n,(j) ~  ^n|-

Quyidagi- belgilashni kiritib  olamiz:

COS y /An>(j)X cos n x

n=0 a n , ( j )
j >  1.

Lem m a 2.1.2 ga ko‘ra а^-(х) 6  (0, 27t), j  >  1 bo(ladi.
' K j( x , t )  orqali

K j( x ,  t) +  F j( x ,  t) +  f  K j ( x , s ) F j ( s ,
« i' • I ■ „

i)d s  =  0, 0 <  t  <  x ,
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G elfaiicl-Levitan integral tenglam asining yechim ini belgilaylik . B.u 
yerda

FAX > f )  =  .̂aAx  +  *) + aAx -  01-
Quyidagi

qj ( x ) =  h j  =  K j { + 0, + 0),
X

<Pj(x, Л) =  cos y /X x  +  J  Kj(x,  t) cos V \ t d t } (2.3.14) 

о
form ulalar yordam ida </j(x),/ij, tpj(x, A), j  >  1 ketm a-ketliklarni 
tuzib  olamiz. Teorem a isbotini birinchi bandiga asosan ushbu

~V?"(x, Л) +  q j(x )ip j(x , А) =  Лtpj(x9 A),

<^(0,A) =  1, y?j(0, A) =  h j ,

tengliklar o‘rin li bodadi. Lem m a 2.1.3 ga asosan

lim ||d j(x) — a(x)|| w \ =  0. (2.3.15)
• j - * X  2

Bundan foydalanib, ..

lim ||F j( x ,  t) -  F ( x ,  i)|| щ  =  0,
J -Ю О  2

tenglikni topamiz. Teorem a 2.1.1 ga asoslanib, quyidagi lim itlarni 
hisoblash mum kin:

lim max \ K j ( x ,  t) — K(x>  £)| =  0, , (2.3.16)
j - t o с  0 < f < x < 7 r

lim ||q, -  <?|| l 2 =  lira h j =  h . (2.3.17)
j —>OC j —*O C  . ^  ;i4 '

(2.3.1), (2.3.14) va  (2.3.16) tenliklardan

lim max max|y?,-(x, A) — <p(x, A)| =  0,
j ->OO 0<X <7T  |A |< r

bodishi kelib chiqadi. Ikkinchi tomondan (2.3.17) ga asoslanib, 
ushbu

lim m ax max|<^,(x, A) — <p(x, A)| = 0 ,
j —ю с  0 < a < 7 T  |A |< r



tenglikni topamiz. B u  esa

ф (х, A) =  1p (x , A),

ekanini ko‘rsatad i.1
Izoh. I< ( 0,0) =  - F ( 0,0) bodgani uchun

o‘rinIi bo‘ladi. {A n}  sonlarning asim ptotikasidan

H  =  u> — h

T\

\  J  < i t f i d t
0

kelib chiqadi.

4-§ . Parseval tengligini keltirib chiqarish

Yuqorida biz {A n}JJL0 va  { a n}^ L0 haqiqiy sonlar ketma- 
ketlik lari (2.2.3) sh artlarn i qanoatlantirgan holda ushbu

- y "  +  q (x )y  =  Ay, ( 0 < ж < 7 г ) ,  (2.4.1)

y'(0) -  h y { 0) =  0, у'(тг) +  н у М  =  °> 

chegaraviy m asalani qurishga muva.ffaq boddik. Gelfand-Levitan  
integral tenglam asini yechib, K ( x yt) funksiyani topamiz va ushbu

X

ip(x, A) =  cos y / \ x  +  J  К {x ,t )  cos y/Xtdt, (2.4.2)
о

funksiyani aniqlaym iz. (2.4.2) tenglikni cos y / \ x  ga nisbatan  
tenglama deb qarab, uni yechsak quyidagi tenglikni olamiz:

cos
X

V \x  = <p(x, A) + J  Я(ж , A)dt. (2.4.3)
n
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L e m m a  2 .4 .1 . Q u yid ag i ayn iyat o ‘r in li:

t

H ( x , t ) =  F ( x .  t) +  J  K ( t , u ) F ( x ,  u )d u , 0 <  t <  x . (2.4.4) 
о

Is b o t :  I .  D astlab  a(a:) E  И/2(0 ,27r) bodgan holni ko‘rib  
chiqam iz. (2.4.3) tenglikni ikki m arta differensiallash natijasida

X

—л/ X sin y / \ x  =  <p'(x, A) 4  H ( x ,  x)<p(x, A) 4  J  H'x( x , t)(p(t, A)dt,

(2.4.5)

—A cos V \ x  =  A) 4  # ( # ,  х )ф '{х , A )4

f  d H ( x ,  x) t d H ( x ,  t) 

\  dx
4

d x

(2.4.6)
tenglikni topam iz. Ikkinchi tomondan (2.4.3) tenglikning ikkala  
tarafini (—A) ga ko:paytirib, so'ngra (2.3.2) differensial tenglam ani 
inobatga olsak quyidagi ■

—A cos V X x  =  ^ " (x , A) — q (x)ip(x. A )4

4

X

J  H ( x ,  A) -  q{t)<p{l, A) }d t ,

hosil bodadi. Oxirgi integralni ikki m arta bodaklab integrallab,
(2.3.3) boshlang'ich shartlarni e’tiborga olsak, ushbu

—A cos y /X x  =  ip ' \x , A) 4  H ( x y x)<f/(x, A )—

/  d H ( x ,t )

I  dt t—x
+  q fr)  <p{z, A)+

d H ( x , t)

dt

X

-  h H ( x ,  0 ) )  4  f  (H u ( x , t) -  q (t)H (X y t))< p %  A)dt, 
t= о /  iо
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tenglikka ega bo'lam iz. O x irg i tenglikni (2.4.6) b ilan solishtirib, 
ushbu

d H ( x , x ) ( d H ( x , t) d H ( x ,  t)

-0 +da; \  d x  dt

ayniyatdan foydalansak, quyidagi
t—x

• I it

i>o(z) +  6i(x)<^(x, A) +  J  b (x‘, t)ip{t, \ ) d t  =  0, (2.4.7)

kelib chiqadi. B u  yerda

h H ( x ,  0) ) , b i(x ) =  2 d H ^ ' X \ q (x),
*=o * dx

b (x ,t)  =  H " x(x , t) -  H'tt{x ',t) +  q ( t ) H ( x ,t ) .  (2.4.8)

(2.4.7) tenglikdagi <p(x, A) o‘rn iga uning (2.4.2) dagi ifodasini

qo'yib, v
• г .;- У': s

'•"■■■ bQ( x ) 4- b \(x )  cos y / \ x  4- J  B ( x ,  t)  cos y/X td t =  0, (2.4.9)
.4 • 1 : ‘ iiVU '> ■ Л  0 "

ayniyatni topam iz. B u  yerda
X

B ( x ,  t) =  b (x } t)  4- b i( x ) K ( x ,t )  4- J  b ( x ,s ) K ( s ,t ) d s .  (2.4.10)

t

A gar (2.4.9) ayn iyatda V x  =  ( n  4- |  deb olsak, quyidagi

bo(x) 4- J  B { x ,  t) cos ( n  +  1 )  ~ ~ d t  =  0,

tenglik hosil1 bodadi. O xirg i tenglikda n  —> oo bodganda lirnit- 
ga o‘tib  R im an-Lebeg  teorem asidari foydalansak, bo(x) =  0 kelib  
chiqadi. A g ar (2.4.9) ayn iyatda \/A =  ^  deb olsak,



hosil bodadi. B u  yerda yan a  Rim an-Lebeg teorem asidan foy
dalanib, n  —¥ oo bodganda lim itga o'tsak. 6i(rc) =  0 kelib chiqadi. 
N atijada, (2.4.9) tenglik

x ' _• ; г  .. . . . ■ r..«, ‘

J  B ( x ,  t) cos V x t d t  =  0,

ko‘rin ishni oladi. O xirgi tenglikdan B ( x ,t )  =  0 ekanligi kelib 
chiqadi. N ihoyat, (2.4.10) tenglik ushbu : ■ . i

X

b(x, t) +  J  b(x, s ) K ( s , t ) d s  =  0,

kod’inishni oladi. Bundan esa, b (xyt) 0 ekanligi kelib chiqadi.
(2.4.5) tenglikda x  =  0 desak,

Я ( 0 ,0 )  =  - / i ,  (2.4.11)

munosabatni topamiz. bQ(x) =  b i(x )  =  b (x ,t) =  0 bodgani 
uchun (2.4.8) va (2.4.11) tengliklardan H ( x , t )  funksiya quyidagi 
m asalaning yechim i ekani kelib chiqadi:

H ”x{x ,t )  -  H ”t{ x ) t) +  q { t ) H ( x ,t )  =  0,, 0 < t <  х^

d H ( x .t )

dt
- h H ( x ,  0) =  0.

и  < = 0

(2.4.12)
A ksincha, agar H ( x , t )  funksiya (2.4.12) m asalaning yechim i 
bodsa, u holda (2.4.3) o‘rinli bodadi. Haqiqatan ham, ushbu

X

7 (x , A) =  <p(:r , A) +  J  H ( x ,  t)ip{t, A)dt,

belgilashni kiritib yuqoridagi m ulohazalarni takrorlasak, quyidagi 

V '(x , A) +  Х ф ,  A) =  ( z dH^  ^  +  Q(x) j  ф , Х ) ~
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—  h H ( X y  0 )  4

<=oV d t
X

+ J  (H xx(x > t) -  H u ix < t) +  g ( t ) H ( x ,  A.)<#,
0

kelib ehiqadi. Oxirgi tenglikda (2.4.12) dan foydalansak, 7 (2 , A) 
funksiya quyidagi tenglam ani qanoatlantirishiga ishonch hosil qi- 
lamiz:

y " {x , A) +  X j{ x ,  A) =  0.

B u  yerda
7 (0, A) =  1, У ( 0 ,А )  =  0, 

bodgani uchun 7 (0:, A) =  c o s y /X x  bodadi.
End i ushbu

t

H (x y t )  =  F ( x y t )  4  J  K ( t tu )F(X yU )d U y  (2.4.13) 

0
belgilashni kiritib , H ( x , t )  funksiya (2.4.12) m asalani qanoat- 
lantirishini ko‘rsatam iz.

1) (2.4.13) tenglikni t o‘zgaruvchi bo 'y icha differensiallab, t =  

0 deb olam iz, u holda

d H { x ,t )

d t
=  K ( 0 , 0 ) F ( x , 0 )  =  h F ( x , 0 ) ,

<=0
bodadi. B u  yerda H ( x ,  0) =  F ( x ,  0) ekanini hisobga olsak, ushbu  

d H { x , t )

d t
h H ( x ,  0 ) =  0 ,

t=o
tenglik hosil bodadi.

2) G elfand-Levitan  integral tenglam asi va  (2.4.13) dan
X

H ( x , x)  = F(xy x)  4  J  K ( x } u ) F ( x , u)du =  —K ( x tx)
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tenglikni topam iz. B u  yerda (2.2.5) dan foydalansak,
X

H ( x ,  x) =  —h  — q(t)dt 

0
hosil bo'ladi.

3) Y an a  (2.4.13) dan foydalanib, quyidagi hosilalarni 
hisoblaymiz:

H & x ,  t) =  F Z { x ,  t) +  F ( x , t) +  K ( t ,  t )F [ (x , t ) +

+
d K ( t , u )

dt F ( x
w=l

I

;,£ ) +  j  K 't't( t ,u ) F ( x ,  u )d u :

i

H'xX(x,t) =  F^.(x,t) +  J  K(t,u)F"x(x,u)du = '

=  F " x{x , f) +  J  K ( t ,  u ) F ^ u(x, u )d u  =  

d K { t ,u )
'. 0

=  F .^ ( x ,t )  +  K ( t , t ) F l( x , t )  +

t
dt • F ( x , £)+

u=t

+J K"u{t,u)F(x,u)du. ‘
0

Yuqoridagi formulalardan foydalanib

^ x( x , t ) - H ' ' ( x , t )  +  q№ ( x , t )  =  F ( x , i ) -

ayniyatni topamiz. (2.2.6) va (2.3.11) lardan

^ ( x , i ) - % , i )  +  9 ( t ) % ,t )  =  0,
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kf-)n .
h , H ' -Л* < С-Л) funksiya (2.4.12) ni qanoatlantirganda ush-

Cos* V A x  =  ^(x. Л) +  J  H {x ,  t)<p(L, X)dt,

f  , l  ° * n r : l i  V  - i -  0

2-4.3 ^  yuqorida ko‘rsatgan ed ik . Bu tasvimi
ta s v ir  o-

1 n tenglashtirib;

( # ( x, t) -  H(x.  t)) ?{ t ,  A)dt =  0,

111 kfJSil qilamiz. Bundan esa

H ( x , t )  =  H ( x , t ) y

-C/
kelib ehiqadi.

II- Endi uxnumiy holni korib chiqamiz, va’ni a(x) €  IV] (0, 2тг) 
bo lsm .̂  Bu holda {A n (j)}^=0 va {ог„.0 )}^ =а, j  >  1 baqiqiy sonlar 
ketma-ketliklarira shunday tanlaymizki. natijada

a j( x )  в  I V ?  (О, 2 t t ) ; j  >  1 ,

bo'lib.
l i m  ijaj(x) -  a{x)\\ iyi =  0.

J - > 2 C

b o 'ls in . U  h o ld a  ushbu

lim max \Fj(x, t) — F(x,t)\  =  0,
j - к *  0<г<х<.т

lim max |К  Ax, t) — K ( x ,  *)| =  0, 

lim max |Hj(x, t) — H ( x , £)| =  0,
j — 0<*<х<.т

Voatlarning bajaralishini kohsatisli m u m k in . Yuqorida is-
mui
borlaiig^n *

# y ( a \  t) =  t)  +  J K j { t ,  u ) F j ( x ,  u )d u ,

о
2 9 2



ta s v ir d a j oo da lim itga o‘tib (2.4.4) formulani hosil q ila m iz .i  
Teorem a 2.4.1  (P a rse va l tengligi). Ix tiy o riy  g{x)  €  L2(0 ,7r) 

fu n k siy a  uchun

n oo (  * \  ^
f  g 2(x )d x  =  jr ( J  A„)dt I , (2.4.14)

n=0

P a rse v a l tengligi o 'r in li bo'ladi.

I s b o t . D astlab  ushbu
7Г

Q( A) =  J g{t)<p(t,\)dt 
0

belgilashni kiritam iz. (2.4.2) alm ashtirish operatoridan foydalanib 
Q (A ) ni quyidagi ko‘rinishga keltiram iz:

7Г

Q(  A) =  J  h.(t) cos V X td t.

о
B u  yerda

7Г

H t) = 9it) + J  K ( s ,t ) g { s ) d s .  (2.4.15)

* * ‘-Г
O xirgi tenglikdan gift) funksiyani topamiz:

7Г

g(t) =  /г(£) +  J  H { s ,t ) h { s ) d s .  (2.4.16)
< . .

(2.4.15) dan foydalanib. quyidagi hisoblashlarni bajaram iz:
7Г 7Г /  7Г \

/  л ( № . * ) л  =  /  /  A T  ( * u ,  £ ) < ? ( z t ) d t i  J  F ( x ,  £ ) d t  =

=  J g ( t )  j  F ( i , t )  +  J  K ( t i u ) F ( x 1 u )d u  j  dt =

о /
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Oxirgi tenglikda G elfand-Levitan  integral tenglam asini va (2.4.4) 
ayniyatni e’tiborga olsak, quyidagi

7Г X  7Г

J  h ( t ) F ( x ,t ) d t  =  J g ( t ) H ( x }t)dt — J  g ( t ) K ( t ,  x )d t, (2.4.17)
0 0 x

kelib chiqadi. F { x , t )  funksiyaning (2.2.7) ko‘rin ishidan va Parse- 
val tengligidan foydalanib

7Г 7Г 7Г 7Г

J  h ?(t)d .t+  J  J  h ( x ) h ( t ) F ( x ,t ) d x d t  =  J  h 2(t)dt.+

o o o  о
•2'

oo

+ £
7 1 = 0

j-[J h(t) COS V K t d t \  -±I J h(t) cos ntdt

о • • /  \o

_  у '  Q 2{n 2) / Q 2(An) _  Q 2(n2) \  ^  Q 2(^n)
‘  - j  l  Q j  Q / 0  I  Q ,  5

n = 0  7 1 = 0  4  n  J  7 1 = 0  a n

tenglikni topamiz. Yuqoridagi tenglikda (2.4.17) dan foydalansak,

^  =  J  h 2(t)dt 4- J  h (x)  I J  g ( t ) H ( x } t)dt J d x —

71=0 ‘ о ’ 0 \0

—j  h {x )  ^ J g ( t ) K ( t ,x ) d t j  d x  =

7Г 7Г /  7Г

=  j  h \ t ) d t  +  J 9(t) i J H { x tt)h (x )d :Ix dt—



—J  h(x)  I J  g ( t ) K (t . x)dt J dx

kelib chiqadi. B u  tenglikda (2.4.15) va (2.4.16) dan foydalansak, 
ushbu

7Г -ТГ
00  П 2 ,

Y 2  ®  ^  =  I  h 2{ t ) d t +  f  g{t)(g{t) -  h(t))d t—

" = ° о $
7Г 7Г

J  h (x )(h (x )  — g (x ))d x  =  J  g 2(t)dt

о 0
hosil bodadi. 1

N a t i ja .  Ixtiyoriy  f ( x ) y g(x )  6  L 2 (0 ,7r) funksiyalar uchun 
umuinlashgan Parseval tengligi

J  f(x ) g ( x ) d x  =  m i  \„ )d t  j  j  J  g{t)ip(t, \ n)dt

о n=0 " V o  / V o
(2.4.18)

o'rinli bodadi.
En d i G elfand-Levitan algoritmi natijasida topilgan

X

p ( x , An) =  cos \ /X n X  +  j  K { x .  t) cos л/ K t d t  (2.4.19)
0

funksiyalar sistem asining o'zaro ortogonalligini ko'rsatamiz. 
L e m m a  2 .4 .2 . Ushbu

71 (
[  V (t, An)V (t, Am)dt =  \  ° ! П  ф  m ’ (2.4.20)

J  1 a „ , n  =  m ,
о v

m unosabat о ‘r in li.

I s b o t . I .  D astlab f ( x )  6  14^(0, 7r) bodgan holda quyidagi
oc

f ( x ) =  ^ 2 спР{х,\п), (2.4.21)
n=0
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qatom i qaraylik. B u  yerda
i  7Г • ■ i

Cn =  —  I  f{x)tp{x>  An)dx. (2.4.22)
' : '■ . I Q n J

0 *:|*
Teorem a 2.3.1 va bodaklab integrallash qoidasidan foydalanib,

1Г

Cn =  — Г- /  A„) +  д(.г)^(ж, A „))d i. =
У 
0

=  ~ r [ ft/ ( ° )  -  / ' ( ° )  +  V’K  л п)/'(тг) -  ¥>*(*> А п)/(тг)+
7Г

+ J  <p(x, \ n) ( —f " ( x )  +  q {x ) f{x ) )d x ] ,
0 '• 

tenglikni topam iz. B u  yerda </?(x, A) yechim  uchun olingan ushbu

, . , \ sin y /X x

, m  j  ~ 7 T +

L f  . . . t a a V X ( x - 2 t )  n . ( e l1"1^
-in* + g ( —o \

asim ptotikadan ham da {A n} ^ 0 va { a n} ^ l0 spektral xarakteris-  
tikalar uchun berilgan (2.2.3) shartlardan foydalanib, n  - 4  oo da 
Cn, y?(x, An) lar uchun ushbu

Cn = £ ( ^ ’ v>(*.At.) = £(1) , x e [о, тг],

asim ptotikalarni topish mumkin. O xirgi asim ptotikalardan  
(2.4.21) qatorning absolyut va tekis yaqinlashuvchiligi kelib chiqa- 
di. Um um lashgan Parseval tengligidan va (2 .4 .2 2 ) formuladan foy
dalanib, quyidagini

Xn)dt =
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f  f  (x )g (x )d x  =  ^ c n  f  
о n=o i

y?(x, A) =  cos y /X x  +  |  h  +  i  J



7Г .7Г . . _  _

=  J  9 (t)% 2  W i t ,  \n)dt =  J 9 (t)f(t)dt,
0 n=0 0 ■ . \ - ... ... 

olam iz. g(x)  funksiyaning ixtiyoriylig idan f ( x )  =  f ( x ) ,  y a ’ni
oc

f i x )  =  5 3  w f a ,  An),. (2.4.23)
7 1 = 0  ’ ' ' '

yoyilm a kelib chiqadi.
I I .  к  >  0 sonini. tayinlab , f ( x )  = -<p(x, A*) deylik, u holda 

(2.4.23) ga ko‘ra  .
oc .

<p(x, Ak) =  Cn,kV>(x, An),
n=0

7Г

Cn,/t =  —  [  '■flit, A/t)<p(i, An)cte, 
& n j

- t-

0 -d -4! ‘J V  Л
bodadi. { cos y /X ^ x } funksiyalar L 2(0 , 7t) fazoda chiziqli erk- 
li va m inim al sistem a bodgani uchun (2.4.19) ga asosan 
{(fi(x} An) } ^ l0 funksiyalar sistem asi ham  m inim al bodadi. Shuning  
uchun

0 , n  ф к ,
Сп,к &n, к 1 , П  =  к,

bodadi. ■
Navbatdagi ishim iz Shturm -Liuvill chegaraviy' m asalasining  

ikkinchi chegaraviy shartin i keltirib chiqarishdan iborat. 
T e o r e m a  2 .4 .2 . Ix tiy o riy  n ,m  >  0 butun so n la r uchun  

p 'i* ,  А») ip'{7Г, Am)
^ r ,A „ )  ф , Ь п У  [ >

tenglik bajariladi.

I s b o t . Ushbu { 9 (2;, An)}^ L0 funksiyalar sistem asining ortogo- 
nalligidan va  G rin  ayniyatidan foydalanib

( p \ir , An)<£(7T, Am) -  ^(7Г, An) =  0 , (n 7̂  7 T l ) ,  (2.4.25)
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tenglikni topamiz. Haqiqatan ham,
7Г

0 =  (An Ajn.) J '  Xn)(p(xt X-ni)dx (у?(я, An)y? (x . А7Д)

о
- У ( я ,  А »)р(я , Am)) \xxZ q =  <p(7г, A „ V  (тг, Ат )-(р'(тг, Ап)(р(тг, Am) -  

-у>(0, An)v?'(0, Am) +  < '̂(0, An)y>(0, An») =

=  < р (т г , V f r i  ^ m )  -  < /> V >  К ) < Р { п ,  A m ) -

- 1  ■ h  +  h  • 1  =  t p ( 7Г, A n ) ( /? / (7T, A r e )  -  ' V i M 71’ ) A r e ) .

Agar biror n  da tp(7Г, An) =  0 bo‘lsa, u holda (2.4.25) dan ixtiyoriy  
m  uchun ip(ir, Am) =  0 bo‘ladi. B u  esa

asim ptotikaga ziddir. Shuning uchun ixtiyoriy  n  >  0 larda  
ip(7Г, An) ^  0 bo‘lib, (2.4.25) dan

4 > \  7 T ,A n )  ( /? '( 7 T .A m )  ~
— Г —Г Т  =  ” 7— Г Т  =  ~ H  =  co n st,<р(тг,Ап) <р(7Г, А„г)

kelib chiqadi. B u  holda

An) +  H (р(п, An) =  0, n  >  0,

bo'ladi.
Teorem a 2.3.1 va lem ma 2.4.2 birgalikda {А л } ^ 0 va { a n}^Lo 

haqiqiy sonlar ketm a-ketliklari ushbu

-< p "  +  q(x)tp =  \<p,

<p'(Q, A) — lnp{0, A) =  0, 

tp'{тг,Л) +  Н <р (ж ,\) =  0 , 

chegaraviy m asalaning spektral xarakteristikalaridan iborat ekan- 
ligini ko‘rsatadi. Bundan ushbu



tenglik kelib ehiqadi. ■ :
Teskari m asalani yechish jarayonida olingan n atija larn i teore

m a shaklida bayon qilam iz.
T e o r e m a  2 .4 .3 . {A n}^ l0 va  { a n}5)L0 haqiqiy so n la r ketm a- 

ketlik lari ( 2 . 2 . 1 ) +  ( 2 .2 .2 )  ko'rin ishd agi q (x ) 6  Т 2(0 >7г) koeffit- 

siyen tli b iror S h tu rm -L iu v ill chegaraviy m a sa la sin in g  spektral xa- 

ra kteristikalari bo‘lis h i uchun (2 .2 .3 )  shartlarn in g  b a ja rilish i z a ru r  

va yetarli.

T e o r e m a  2 .4 .4 . {A n} ^ 0 va  { a n}^L0 haqiqiy so n la r ketm a- 

ketlik lari ( 2 .2 . 1 ) +  (2 .2 .2 )  k o lrin ish d a g i q(x) 6  И ^ [ 0 ,7r], N  >  1 
koeffitsiyentli b iror S h tu rm -L iu v ill chegaraviy m a sa la sin in g  spek

tral x arakteristikalari bo ‘lish i uchun ushbu
  N + l  / ■ ' > . '  1

+Yn = n+ V  Ц C2p =  0, p > 0, C l =  - ,  {x ,,}  6 i2,
w  72*' 7Г

j = 1

N + 1 7Г v—v CLj

“ " = 2  +; = 1
An ф  Am? 72 ^  772, ^  П =  0, 17 2, 3, -v

shartlarn in g b a ja rilish i za ru r va yetarlid ir.

Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasi quyidagi algoritm  bo'yicha  
quriladi:

1.Berilgan {A n}£ L 0 va {агп}£1о sonl31’ ketm a-ketliklari yor- 
dam ida F ( x , t )  funksiya (2.2.7) formuladan aniqlanadi.

2.G elfand-Levitan  .integral tenglam asini yechib K ( x , t )  

funksiya topiladi.
3.Potentsial (/(я) va Л, H  sonlar quyidagi

q(x) =  2 - ^ K ( x , x ) ,  h  =  K ( Q ,0 ) ,  
a x

7Г

H  =  u - h - ^ J  q{t)dt 

0
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formulalar yordam ida topiladi.
M is o l 1 . Faraz qilaylik berilgan {A n}£ L 0 va { a n} £ l 0 sonlar 

ketm a-ketliklari

\ 2 ^  a j  Ь  п > ЪAn =  n r, n  >  0 , a n =  <
q 0, n  =  0 , a>o Ф  7Г

ko'rinishda bo£lsin. B u  yerda c*o - berilgan m usbat son.
Yuqoridagi algoritm yordam ida, berilgan {A n} £ l 0 va { a n}^Lo 

ketm a-ketliklarga mos keluvchi Shturm -Liuvill chegaraviy 
m asalasini tuzam iz.

1. F ( x , t )  funksiyani quyidagicha aniqlaym iz:

cos y / \ ^ x  cos y f \ nt cos n x  cos n t
F { x

oc /
\  V  ‘ л  /  '

■*) =  £ ( -  
n=0 4

cosy/X~QxcosVX~ot 1  _  1  1  _
ao a  § ao тг

2. Gelfand- Lev i tan inegral tenglam asini tuzib olamiz
X

K ( x , t )  +  F { x , t )  4- J  K ( x , s ) F ( s yt)d s  =  0 , (0 <  t <  x ),

■ X

K { x , t )  +  a  +  a  J  К  (x, s )d s  =  0 .

Ushbu
x

J  K ( x , s ) d s  =  f ( x ) }

belgilashni kiritib , quyidagi tenglamani hosil qilam iz:

K ( x . t )  =  —a — a f ( x ) .

Buni belgilashga qo‘yib , f ( x )  ni topamiz:
a x

f ( x )  =  - 1 -f ax
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K { x , t )  =  ^— .
1 +  a x

3. q(x) potensial va  /г, H  sonlarni ham da ip(x , A) yechim ni 
aniqlaym iz:

Q(x) =  2 ^ - K ( x , x )  =  7— ^ — 2 ' 
аж ( 1  +  a x)

h  =  A '(0 ,0) =  —a,

H  =  c o - h  — \ J  q(t)dt =  — ^
2 J  A  ' 1 +  атг тг

n

B u n g a  k o ' r a

г

*>(*, A) =  cos Ч/А.Т+ J  I< ( x , t) cos V A td t =  cos x / X x -  
0

Shunday qilib, ushbu

a  sin V ~ \x

1  +  аж y / \

n 2q2 X
- 2/ + 77-  Т о У  =  Ay,( 1  -f аж) 2

2/ '(0 ) +  ay(0) =  0,

1/ ( 71-) 4- —  у(7т) =  0.
7Г

Shtu rm -Liu v ill chegaraviy m asalasini topishga muvaffaq bo£ldik.

M ustaqil yechish uchun mashqlar

G elfand-Levitan  algoritm ini qo£llab, quyida berigan {A n} ^ 0 
va {л п }п = 0 s ° n lar ketm a-ketliklariga mos keluvchi Sh tu rm -Liu v ill 
chegaraviy m asalasini tuzing.



2) An =  тг, n >  0; a n =

n > k ,

&k—ь  tl =  к  I» 
a A- '2, n  =  к  -  2 ,

a 0, n  =  0 .

7Г
гг. >  1 ,

3) A0 =  a2, (0 <  a  <  1 ), An =  n~,  n >  1 ; a „  =  < 2
I 7Г, n  =  0 .

7Г
■ 71 >  1 ,

4 ) A0 =  a2, (0 <  a  <  1), An =  n \ n >  1 ; a n =  < 2I ao, n = 0.
f n  >  1 ,

5) A0 =  - a 2, Xn =  n  , n  >  1 ; a „  =  < 2
7Г, n  =  0.

6) Ao =  - a 2, An =  n 2, n  >  1; a n =  < 2
a0, n =  0.

7) A„ =  n 2, n  >  0; a- 1 =

8) An =  n 2 : n  >  0; a n 1 =

2 1
-  +  T~2 ’ n  -  1} 7Г 2n-

n =  0.
7Г

r 2  a;
I о>. n  >  1 ,

7Г „> 7i

7Г

•. ( j  =  co n st.
7 1  =  0 .
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5-§. Ambarsumyan sinfi haqida m a’lumot

T a’rif 2 .5 .1 . Ushbu

- y ” +  q {x )y  =  Ay,
< У Щ  -  M O )  =  0, (2.5.1)

k y '(тг) +  H y{rc)  =  0,

S htu rm -Liu v ill chegaraviy m asalasida q(тт — x)  =  y (x ) €  С [0 , 7r] 
haqiqiy funksiya bodib, H  =  h  chekli haqiqiy son bodsa, bu 
m asala V .A .A m barsum yan  sinfiga qarashli deyiladi.

</?(x, A) orqali Shturm -Liuvill tenglam asining < (̂0, A) =  1, 
<//(0, A) =  h  boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechi- 
m ini belgilaylik. (2.5.1) chegaraviy m asalaning xos q iym atlarini 

or(lali belgilaymiz.
Teorem a 2 .5 .1 . ( 2 .5 .1 )  S h t u im -L iu v ill chegaraviy m asalasi 

V .A .A m b arsu m yan  sin figa qarashli boclish i uchun, ushbu

^ (тг,А п) =  ( - 1 ) п, п > 0 ,  (2.5.2)

tengliklam .ing b a ja rilish i za ru r va yetarli.

I s b o t .  (Z a r u r iy lig i) . (2.5.1) Shturm -Liuvill chegar
aviy m asalasi Am barsum yan sinfiga qarashli bodsin, y a ’ni 
q(ir -  x) =  q(x), H  =  h. A gar A =  A„ (2.5.1) chegaraviy 
m asalaning xos qiym ati bo:lsa, unga mos keluvchi xos funksiya 
ip(x, Art) bodadi. Bu holda y (x , An) =  (f{n  -  x , An) ham  shu 
A =  An xos qiyinatga mos keluvchi xos funksiya bodadi. Buni 
ko‘rsatish uchun (2.5.1) m asalaga ip(x, An) funksiyani qolyib, 
7Г — x  =  t almasht.irish bajarish kerak. B u  alm ashtirish natijasida  
tenglam a o‘zgarm aydi, ammo chegaraviy shartlarning o‘rinlari 
alm ashadi xolos. (2.5.1) chegaraviy m asalaning xos qiymatlari 
oddiy (karrasiz) bo‘lgani uchun

ip{-K -  X , A„) =  bnip{x, A„), n  =  0 , 1 , 2 , . . .  (2.5.3)
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bodadi. B u  yerda;6n '  ̂o :zgdrmas sonlar. : . . •
O ssillyatsiya teoremasiga ko‘ra, < p ( x ,\n) xos funksiya (0 , 7r) 

o ra liq d an  ta ildizga ega. B u  ildizlarning ham m asi karrasiz. (2.5.3) 
ayniyatga ko‘ra  ip(x , Xn) funksiyaning ild izlari x  =  |  nuqtaga nis- 
batan sim m etrik joylashgan. Bunga ko‘ra  n  toq bodsa, x  =  |  son 
(p (x , An) funksiyaning ild izi bodadi va n  ju ft bo‘lsa, x  =  |  son 
9?(я> An) funksiyaning ild izi bodmaydi.

A gar 7i  juft- bodsa, (p ( | ,  An) 7  ̂ 0 bodgani uchun, (2.5.3) ayniy- 
atda x  =  I  desak,.

* T ф  "̂‘2 » =  bn(p i ’

y a ’ni.5n =  1  kelib ehiqadi.
A gar 7i  toq bo*Isa, ip ( | ,  An) =  0 bodadi, shuning uchun 

<p' ( | ,  An) 7̂  0 o‘rin li, aks holda differensial tenglam alar kursidagi 
m avjudlik v a  yagonalik teoremasiga ko‘ra  v?(x, An) =  0 bodadi. 
Ziddiyat, chunki <p(Q, An) =  1. (2.5.3) ayniyatdan hosiia olib, 
so-ngra x  =  I  desak,

- 4>' (|>  X . )  =  ьп<р' ( | . Л . )  ,
ya ’ni bn =  —1 bodadi. Dem ak, (р(тт, An) =  ( - l ) n, 71 =  0 , 1 , 2 , ....

/; (Y e ta r lilig i) . Faraz qilaylik (p(7Г, An) =  (—l ) n, 71 =  0 , 1 , 2 , . . .
shart bajarilsin . U holda фГ1(х) =  ( - \ ) п(р(тг -  x , An) funksiya
ushbu ■ . • . *

- y "  +  q{n -  x ) y  =  \ y ,

< y'(0) — H y ( 0 )  — 0, (2.5.4)
 ̂ .. ; . [  y'(ir)  +  /iy(7T) =  0,

chegaraviy . m asalaning A =  X n xos qiym atga mos keluvchi xos
funksiyasi bodadi. Bundan tashqari ushbu

7Г 7Г

J  f l ( x ) d x  =  J  <p2 (x, Xn)dx

• 0 0
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tenglik ham  bajarilad i. Shunday qilib (2.5.1) va (2.5.4) chegaraviy  
m asalalarning xos qiym atlari va norrnallovchi o !zgarm aslari o'zaro  
teng ekan. V .A .M archenko teorernasiga asosan q {тг — x )  =  <?(#), 
H  =  h  kelib chiqadi.■

T e o r e m a  2 .5 .2 . A g a r ( 2 .5 .1 )  chegaraviy m a sala  

V .A .A m b arsu m yan  s in jig a  qarashli bo ‘Isa, ushbu

■ a n =  ( - 1 )П+1Л (А П), n  =  0 , 1 , 2 , ... (2.5.5)

tenglik o ‘r in l i  bo‘ladi. B u  yerda

Д(А) =  * (А 0 - А ) П ^ г ^
Ar=l

Is b o t . Ushbu

- 1p"(x, A) +  q {x )y (x , A) =  Aip(x, A), (2.5.6)

ayniyatdan Л bo‘yicha hosila olamiz

- y " { x ,  Л) +  q(x)ip(x} A) =  ip(x , Л) +  Хф (х, X). (2.5.7)

(2.5.6) va (2.5.7) ayniyatlarni mos ravishda ф (х , Л) va сp (x , Л)
ga ko:paytirib , ikkinchisidan birinchisini ayiram iz:

V?2(.t, Л) =  </?"(a;} Х )ф (х, Л) -  ф "(х , A)<p(rr, Л) =

=  [у/(ж, А )0 (я , Л) -  ср'(ж, А)у>(х, Л)]'. (2.5.8)

(2.5.8) tenglikni х  bo‘yicha [0, 7г] oraliqda integrallasak,
тг

J  ip2( x , X )d x  =  (f'(тг, Л)0 (7Г, A) -  0 '(7Г, Л)^(7Г3 Л), (2.5.9)

0
tenglik kelib chiqadi. B u  yerda 0 (0 , Л) =  0, 0 '(0 , Л) =  0 tenglik- 
lar ishlatildi.

(2.5.9) tenglikda Л =  Xn deb. ushbu

yj'(7Г, A„) +  h>p(ir, A„.) =  0,
305



tenglikni hisobga olsak, quyidagi’«
7Г

a n =  J  (p2{ x , ' \n) d x '= - h ip ( T r } \ n) v ( 7 r , \n) -< p '( T r , \n)ip( 7Г,Л„) =

о 4 'i:
I ■ ■ ■. ■ ■ <

=  -^ (т г , Ап)[^'(7г, Лп) +  кф{тт, Л„)] =  -</?(тг, Ап)Д (А п), (2.5.10)

formula hosil bodadi. B u  yerda Д (А ) =  <p'(7г, А) +  hip(7г, А)
funksiya (2.5.1) chegaraviy m asalaning xarakteristik  funksiyasi. 
Oldingi paragraflarga ko‘ra  -. у , .

00 \ _  \
Д (А ) =  < А 0 - А ) ] ~ 1 ^ —  (2.5.11)

fc=l
yoyilm a o‘rin li. •

Teorem a 2.5.1 ga ko‘ra  <^(7r,An) =  (—l ) n bodgani uchun
(2.5.10) tenglikdan (2.5.4) formula kelib chiqadi. ■

Teskari masala. Faraz qilaylik bizga {A n}^ i0 haqiqiy sonlar 
ketm a-ketligi berilgan bodib. u ushbu

y/~ K i =  n -\— -F — , {7 n } €  h  (2.5.12)
л n n
asim ptotikani qanoatlantirsin. U  holda (2.5.5) formula yordamida 

ushbu
a n =  (:- l ) n+1A (A n) (2.5.13)

haqiqiy sonlar ketm a-ketligini tuzib olamiz. Bu  ketm a-ketlik
uchun- -*1 • • • ; *

=  ?  +  m e h ,  (2.5.14)
I n .

asim ptotika o'rinli ekanini koTsatam iz. Buning uchun teorema
2.4.3 dan foydalanamiz. Spektri {A n} ^ 0 bodgan qo(x) €  
-k2(0,7r), h0, H o  G R 1 koeffitsiyentli Sh turm -Liuv ill chegar
aviy m asalalari cheksiz ko‘p. Shulardan biri {A n, or® =  f }% L 0 

spektral xarakteristikalarga mos keladi:

-■ y "  +  qo{x)y =  \ y ,  (2.5.15)
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, r J W'(O) -  ЛоУ(О) =  о,
\у'(7с) +  Н0у(п) =  0. 1 J

Bu chegaraviy masalaning xarakteristik funksiyasi uchun quyidagi 
tenglik o'rinli:

00 Л — Л
До(Л) =  ^ (т г ,  Л) +  Н в<р0(тг, А) =  тг(Ао -  А ) Д  А г ~  =  Д (Л)-

к=1
Bu yerda <po(z, A) orqali (2.5.15) tenglamaning <po(0, A) =  1, 
^о(О) A) =  h0 boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yeehi- 
mi belgilangan. (2.5.15)-f (2.5.16) chegaraviy masalaning a® =  |, 
n >  0 normallovchi o !zgarmaslari uchun (2.5.10) formula o£rinli, 
ya’ni

7Г

=  a ° = J  (p%{x, Xn)dx =  -<ро(к, А„)Д(А„). (2.5. 17)

Bu tenglikdagi (po(ir, A„) ketma-ketlikning n  —>• 00 dagi asimp- 
totikasini topish uchun ushbu

V?o(-'Ci A) =  cos \/Xx -f {h o  +  l j j  <!o(t)dt

X

- ~j=̂ J  QoW s n̂ v/A(2t — ж)бЙ +  Q

sin \/A:
\/A

asimptotik formuladan foydalanamiz. Bunda ж =  7Г va \/A =
lyidagi

sin (n  +  <Sn)7r

^  /ул

\/A^ =  n  +  L i i n =  — I— — deb olsak, u holda quyidagi 
n n

^о(тг, An) =  cos(?z +  Jn)7T +  ^/i0 +  ^ J  qo(t)dt

7Г

" 2 ( d ^ ) /  9oW Sin((n +  W (2£ - * ))Л  +  ^  V(n +

n +  5n 

1

307



=  (—1) H— < —-  [ qo(t)smn(2t — ir)dt-JrO f — 
n\ 2J — \n

\ oA )
(2.5.18)

asimptotikaga ega bodamiz. Bu yerda
irI f ( l\

Cn =  - -  /  goW sin(2£ -  7r)ncft +  £  I -  I, {cn} 6 fe-

<^>о(7г, A^). ketma-ketlikning (2.5.18) asimptotikasini (2.5.17) ga 
qo‘yib, ushbu

, |  = , - [ ( - ! ) « +  Ь . Д (  An) 
z n

tenglamani hosil qilamiz. Bundan
7Г

A (a -> -  - п . ! , -  ё  -  « - > « * |2M 9) 
П

tenglikni topamiz. Endi topilgan (2.5.19) asimptotikani (2.5.13) 
tenglikka qo‘yib ushbu

^  =  ( - l ) n+1[ ( - i ) n+1|  + 1 ]  =  \ +  f . {A J  e /2
asimptotikani hosil qilamiz. Shunday qilib {A„.}^10 va {a n};Jl0 
sonlar ketma-ketliklari teorema 2.4.3 ning shartlarini qanoat- 
lantirishini ko'rsatdik. Bungako'raGelfand-Levitan algoritmi yor- 
damida ushbu

~y" +  g{x)y =  Ay,
У ( 0 ) - М 0 )  =  0, . (2.5.20)
y '{ 7Г) +  Я 7 /(7 Г ) =  0 ,

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini tuzamiz. Bu yerda q(x) € 
L2(0,7t), h, H e  R}.

Endi bu chegaraviy masalaning Ambarsumyan sinfiga tegish
li ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun <р(тг, An) =  (—l ) n ekani- 
ni ko‘rsatish yetarli. Shu maqsadda a n =  —</?(7r, Aa)A(An) va
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а п =  (—l ) n+1A(An) ifodalarni solishtirib '«. .

^(тг,Лп) =  ( -1)п, n =  0,1,2,...

tengliklarni topamiz. Teorema 2.5.1 ga asosan (2.5.20) • che
garaviy masala Ambarsumyan sinfiga tegishli bodadi, ya’ni 
q(ir — x)  =  q(x), H  =  h. • • л • . V • ; ;

Shunday qilib, klassik asimptotikani qanoatlantiruvchi bitta 
{Ал} ^ 0 spektr yordamida Ambarsumyan sinfiga tegishli yagona 
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini topish mumkin.

6-§. Chegaraviy shartlarda у(тг) =  0 qatnashgan 
Shturm -Liuvill chegaraviy masalasi uchun teskari masala

Quyidagi

- y ”  +  q(x)y  =  Ay, (0 <  x  <  7г), ' (2.6.1)

f  y'(0) — hy(0) =  0,
\  у(тг) =  0, ’

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini qaraylik. Bu yerda q(x) € 
C{0, тг] haqiqiy uzluksiz funksiya va h chekli haqiqiy son. Birinchi 
bobning olt.inchi paragrafida (2.6.1)-(2.6.2) chegaraviy masalaning 
f.in xos qiymatlari va an * normallovchi o^garmaslari uchun ushbu

V ^  =  n 4 - I  +    Mn ф  t b n i  п ф т ,  { X n }  €  Z2 ,
2 [n +  I) 7Г n

(2.6.3)
( 1 )  • ■’ V  ‘  V  ;

a<1) =  |  +  ^ - ,  ctp >  0, n  > 0, {x^>} € la, (2.6.4) 

asimptotikalar olingan edi. Bu yerda



ip(x, A) orqali (2.6.1) tenglamaning

<p{0 ,A) =  1, <//(0,A) =  A, •

boshlang£ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini belgilay- 
lik. U holda (2.6.1)-(2.6.2) chegaraviy masalaning xarakteristik 
funksiyasi d(A) =  v?(tt, A) ko£rinishda bo‘lib, uning uchun ushbu

0 0  _  \

(“ 6)
formula o'rinli.

Birinchi bobning sakkizinchi paragrafida ushbu

- y "  +  q(x)y  =  Ay, (2.6.7)

y'(0) -  Ay(0) =  0, у'(7г) +  Яу(7г) =  0, (2.6.8)

chegaraviy masalaning Д(А) =  v?'(7Г, A) +  Hip(тг, A) xarakteristik 
funksiyasi uchun

00 A * -A
Л(А) =  тг(Ао — A)JJ — , (2.6.9)

k=1
formula o£rinli bo'lishi ko£rsatilgan edi. Bu yerda {An} ^ 0 orqali
(2.6.7)-(2.6.8) chegaraviy masalaning xos qiy mat lari belgilangan. 
Ular uchun ushbu

y/\n =  n  +  — - +  — , An ^  Am, n ^ m ,  {'in) <= h, (2.6.10)
П7Г П

7Г

1J  q(t)dt.c j — h H
&

О

asimptotika o£rinli.
Lem m a 2.6.1. (2.6. l)-(2 .6.2) va (2.6.7)-(2.6.8) chegaraviy 

masalalaming xos qiymatlari almashinib keladi, ya ’ni

An ^  У'п ^  An4-i, n >  0, (2.6.11)
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tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Isbot. Quyidagi

-^ W {ip {x ,\ ) ,ip {x ,n )}  =  (A — n)<p{x, X)ip(x, ц), 
ayniyatni [0,7r] oraliqda integrallaymiz:

(А - ц )
0

=  tp(7Г, A V (t t ,  fj) -  <p'{n, fj,)-

-tp(0,X)ip'{0,fi) +  tp'(0,X)ip(0,IJ,) =  d(\)<p'(ir,iJ.)-(p'(Tr,\)d(iA) =

=  d(\)[A(p.) -  Hd(ii)} -  [Д(А) -  H d{A)]d(p) =

=  d(A)A(*t) -  Д(А)<ад.

Oxirgi tenglikda д  -> A limitga o ‘tsak,
7Г
J  <p2{x, \)dx =  d(A)A(A) -  A(A)d(A), (2.6.12)
0

kelib ehiqadi. Bunda F(A) =  -^-Д(А). d(A) =  -^-rf(A). Xususan,
aA aA

(2.6.12) tenglikda A =  An deb olsak,
я

a n =  J  <p2(x, \n)dx =  —A(A„)d(An), (2.6.13)
0

hosil bodadi. (2.6.12) tenglikni quyidagi ko{rinshda yozish 
mumkin: 7Г

а д / * 4 * . -
0

d(A)A(A) -  A(A)d(A) ■ d ,M ( A ) \  , , ; W n
= — щ  - ~ ж  { ~ щ ) \  { ] ф
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Bu tenglikdan funksiyaning ( —оо ,д о ), (fin,Hn+1), n >  0 
d{ A)

oraliqlarda monoton kamayuvchiligi va

г Д(А)
A—>/in±

kelib chiqadi. Bundan va xos qiymatlarning (2.6.3), (2.6.10) 
asimptotikalaridan (2.6.11) tengsizlik kelib chiqadi. ■

ip(x, Л) yechimning asimptotikasidan foydalanib quyidagi tas- 
diqni isbotlash mumkin.

L em m a 2.6 .2 . (2 .6 .1)+ (2 .6 .2 ) va (2 .6 .7 )-h(2.6.8) chegaraviy 
masalalaming xarakteristik funksiyalan uchun

A(An) =  ( - i r +1|  +  { * „ }  6 h,

d{Xn) =  ( - 1 ) "  +  Ш  6 h , (2.6.14)

asimptotikalar o ‘rinli. Bunda

signA(An) =  (—l)n+1, n >  0,

signd(An) =  (—l)n, n >  0.

Yuqoridagi paragraflarda qo'llanilgan usullar yordamida
(2.6.1)-(2.6.2) kohinishdagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi 
uchun ham teskari masalani yechish mumkin. Bu holda Gelfand- 
Levitan integral tenglamasining yadrosi ushbu

F (x
^  f cos 0 ^ 0; cos y/jmt 2 . 1 . , 1 . 1

, t) =  1 --------------m--------------- ---  cos(n +  r )  x  cos(n +  - ) П
n =o  1  , я - 2  2  J

ko‘rinishda bo'ladi.
Teorem a 2.6.1. {An}JJL0 va {o4^ }n==o haqiqiy sonlar ketma-

ketliklari (2.6.1)+(2.6.2) ko‘rinishdagi q{x) 6  L2(0 .7r) koeffit-
siyentli biror Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining spektral xa-
rakteristikalari bo‘lishi uchun (2.6.3)-(2.6.4) shartlaming bajaril-
ishi zarur va yetarlidir.
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M isol. Quyida
7Г

1) цп = fn + В  , n > 0; q4J) =  i  2 ’
V /  (_ Q0, П =  0,

2) no =  0, /л,, =  ( n  +  0  , n >  1, aW  =  ^ , n  >  0.

sonlar ketma-ketliklari berilgan. Bu yerda ao -  ixtiyoriy musbat 
son. Gelfand-Levitan algoritmi yordamida berilgan {An}£L0 va 
{ a n '} n=0 sonlar ketmarketliklariga mos keluvchi (2.6.1)+(2.6.2) 
ko‘rinishdagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini tuzing.

7-§. Differensiallanuvchi va absolyut uzluksiz funksiyalar 
sinfida teskari masala

Quyidagi

- y ”  +  q{x )y  =  Ay, 0 <  x  <  7Г, (2.7.1)

f  2/ ( 0) -  hy(0) =  0,
\  y'(0) +  ffy (0 ) =  0 , 1 ;

chegaraviy masalani qaraylik. Bu yerda q(x) potensial m-marta 
differensiallanuvchi haqiqiy funksiya bodib, q̂ m\ x )  €  L l (0 ,7r) va 
h, H  -  chekli haqiqiy sonlar. (2.7.l)-r-(2.7.2) chegaraviy masala- 
ning xos qiyinatlarini {An}£L0 va normallovchi oczgarmaslarini 
{^;J5S=o orqali belgilaylik. U holda {A.n}JL0 va { o ri} ^ =0 ketma- 
ketliklar uchun quyidagi asimptotikalar o ‘rinli:

^  = n +  i  +  --- +  t f b  +  ^ ’ {2-7.3)

Bu yerda

bQ b) Хл . . .
an = +  (2-7.4)

h + H  1
ao — h —

7Г 27Г

7Г

J  q(t)dt, ■ (2.7.5)
0
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ao, va b0, o ‘zgarmas sonlar, I =  [—]. Agar m  juft son 
bodsa, u holda

1
I n  =  o ( l )  v a  тп  =  о

\n

agar m toq son bodsa, u holda J

v a r n = 5 ( l )

bodadi. Bu asimptotik formulalarni m  =  0, ya’ni q(x) €  L l{0 ,7r) 
hoi uchun isbotlaymiz. Umumiy hoi ham shu tarzda amalga oshi- 
riladi.

£ (x , A) orqali (2.7.1) tenglamaning •

y?(0,A) =  l , ip'(0,A) =  /i, (2.7.6)

boshlangdch shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini bclgilaymiz. 
U holda (2.7.1)+ (2.7.2) chegaraviy masalaning xos qiymatlari, 
ushbu ‘ . , ' ■

^(7г,А) +  Яу?(7г>:А). =  0, (2.7.7)

xarakteristik tenglamaning ildizlaridan iborat bodadi.
.Yuqoridagi paragraflarda ip(x, A) uchun

X

<p(x, A) =  cos л/Аж +  J  K (x ,t )  cos V xtdt, (2.7.8)
0 /С : • ./«•. •: ; i

X ■ • • . г j •

cos y/Xx =  ip(x> A) +  J  H (x,t)ip (t,\ )dt, (2.7.9)
0

tasvirlar olingan edi. Bu; yerda K (x ,t )  va #(ж ,£) -  (m  +  1)- 
tartibdagi hosilalari bilan jamlanuvchi funksiyalar bodib,

X

K (x ,x )  =  h +  ^ J  q{t)dt, d K (x ,t )
dt
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X •

Н (х ,х )  = - h - ^ J  q(t)dt, ~  hH (x, t)J  =  0,

° (2.7.11)
K (x , - t ) =  0, H (x, - t )  =  0, t  >  0, • (2.7.12)

K {x ,t )  =  0, H (x ,t )  =  0, t >  x , . (2.7.13) 

shartlarni qanoatlantiradi. Agar m  >  1 bodsa, 11 holda

^ ^ - ‘1  _  S‘ K̂ ' t) -  9M K ( i , f ) ,  (2.7.14)

(2.7.15)
od'inli bodadi.

Agar m  =  0 bodsa, u holda K (x ,t )  funksiyaning birinchi hosi-
lalari L l(0 ,7r) fazoga tegishli bo ‘ladi. Shuning uchun (2.7.7) xarak-
teristik tenglama quyidagi -ko'rinishni oladi:

—  y / \  S in  л/А тГ +  [A^TT, 7г) +  Я ]  c o s  V A 7 r +

+

7Г

J  [H K (n J ) +  ^ K { x , t ) \ x^ ]c o s V \ td t  =  0. (2.7.16)

Bunga asosan, n  —> oo da An —» -boo bodishi ravshan. Bundan 
tashqari yetarli katta n larda (birinchi yaqinlashishda)

sin v/A~п-к +  Q  (  y = ^ )  =  °> 

bodadi. Rushye teoremasidan foydalanib,

' \ / V r  =  717Г +  О  (  -  ) ,
— \n

ya’ni

asimptotik formulani keltirib chiqaramiz. Endi

^  =  71 +  —  +  — , (2.7.17)
n n  -
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deb olamiz. Bunda7n —> 0 (n —> oo). (2.7.16) tenglamaga asosan:

( - l j - » ‘ « * + ь + о Ш
n n — \nr J

( - 1) "
n

[К{*;ж )+Н \ l +  O I 
T̂lz

7Г

~ ж /
H K (x ,t )  +  — K (x ,t ) cos y/Xntdt =  0.

(2.7.18)
Bu yerda

7Г

/

d
cos ~tdt ->  03 n —> oo,

bodgani uchuii (2.7.18) tenglikdan

Я (7 Г ,7 Г ) +  Я  
CLq =■— г

7Г

(2.7.19)

(2.7.20)

kelib chiqadi. Agar ushbu
7Г

7Г, ri) =  h +  ^ J  q(t)dt 
о

tenglikdan foydalansak,
7Г

' h +  H  1 . 
a0 =•---------- +  —  /  q(t)dt,

7Г 27Г

koeffitsiyent topiladi.
Shunday qilib, m — 0, ya’ni q(x) 6 L l(0, n) holda (2.7.3) 

asimptotika isbotlandi. Endi ocn lar uchun (2.7.4) asimptotikani 
keltirib chiqaramiz. Buning uchun (2.7.8) tasvirdan foydalanib

, ч 4 sinnx .sinnx  = / l \y?(x, An) =  cos nx  — a0 1- K (x ,x )  ho  — , n —> oo
n n \n J

asimptotik formulani topamiz. Oxirgi tenglikdan ko'rinadiki ye-
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tarli katta n larda

о
bajariladi. Bu esa q(x) E Lx(0 ,7г) bodgan holda (2.7.4) asimp- 
totikaning o'rinli ekanini bildiradi.

Berilgan {An} ^ 0 va {cvn} ^ 0 haqiqiy sonlar ketma-ketliklari: 
qanday shartlarni qanoatlantirganda (2.7.1)+(2.7.2) ko‘rinishdagi 
biror chegaraviy masalaning spektral xarakteristikalari bodishi 
mumkin degan savolga quyidagi teorema javobberadi.- \

T eorem a 2.7.1 (I.M.Gasimov, B.M.Levitan). { A * } ^  
va { a „ } ~ 0 haqiqiy sonlar ketma-ketliklari (2.7.1) + (2.7.2) 
kolnnishdagi} q(x) (q(m\ x) ' €  L l (0,/к))  коеffitsiyentli Shturm- 
Liuvill chegaraviy masalasining spektral xarakteristikalari bo ‘lishi 
uchun quyidagi shartlarning bajarilishi zarur va yetarlidir:{

funksiyaning (m  +  1) - tartibli hosilalari (0 <  x, t <  тг) sohada 
jamlanuvchi. .

Isbot (Zarunyligi). Faraz qilaylik {An}£L0 va { a n} ^ 0 haqiqiy 
sonlar ketma-ketliklari (2.7.1)+ (2.7.2) ko'rinishdagi <?(m)(rc) E

spektral xarakteristikalaridan iborat bodsin. U holda yuqorida

1.

 cosn xcosn i , (2.7.23)

(2.7.22)

L 1(0}7t) koeffitsiyentli Shturm-Liuvill chegaraviy. masalasining
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keltirilgan usul yordamida (2.7.21), (2.7.22) asimptotikalar o'rinli 
bodishini ko'rsatish mumkin.

Endi (2.7.23) tenglik yordamida aniqlangan F (x ,t )  funks iya- 
ning (m +  1) - tartibli hosilalarining jamlanuvchi funksiya ckani- 
ni ko'rsatish Iozim. Buning uchun t <  x  deb olamiz. (2.7.21)-
(2.7.22) asimptotikalardan (2.7.23) qatorning yaqinlashuvchiligi 
(hech bo'lmaganda L2(0,тг) fazoning normasi bo ‘yicha yaqinla
shuvchiligi) kelib chiqadi. Shuning uchun quyidagi 

i  t x t

J  J  F (u )v)dudv =  —  J  J  cos у/Xqu cos y/x^vdudv—
o o  o o

x t
Xt °°. v  /  f  f c o e V E n c o e V S ®  2 "I , , r > / / < ------------------------------------- cos nu cos nv >dudv,
*  J  I 7Г J

о 0

tenglikda cosy/X^x funksiyani tp(x, Aw) orqali ifodalaymiz, ya’ni
X

COS \fXnX =  <̂ (X,

0

tasvirdan foydalanamiz. Bunda H (x, t) funksiyaning (?n +  1)- 
tartibli hosilalari jamlanuvchi, chunki g ^ ( x )  G L ! (0,7r). Bu al- 
mashtirish natijasida quyidagi tenglikka ega bo'lamiz: 

x t oo x 1

J  J  F(u,v)dudv =  Si// ip(u, \n)y {v , An)dudv+
o o  n=1 %  о



+ 5 i f  du J  dv
n=l П n I n n

X t f U V •

0 0 V 0 0

Ж
x t  2 sin nx sin nt
7Г 7Г z f  П 2n=l

Oxirgi ifodada Parseval tengligidan foydalansak, ushbu
’ , • ■ ' ( " .■ • - • ’ V.

X  t  x  t  t  X

I J  F (u, v)dudv =  J  du J H (s,u )d s  4- J  du J  H(s,u)ds-\-
o o  о и о u . ^

t  X  - t

+ J  ds j  H (u ,s)du  J  H (v ,s)d v ,

0 0 s. . ,• f

tenglikka ega bodamiz, , ■ '
d2 - niBii teiiglikning ikkala tomoniga ^  operatorm qo llaymiz. 

Natijada ushbu *• • ; -
t ;r--

F (x ,t )  =  H (x ,t )  +  H (tyx )  +  J  H (x r s )H (t ,s )d s 1
о

tenglik hosil bodadi. t <  x  bodganda H {i, x ) =  0 bodgani udhun
t

*,« ■ - T * .  r '  Г  ,  .  • V  ' ,

F (x ,t )  =  H ( x , t f +  /  H (x, s)H (t, s)ds~  ' ' (2.7.24)

»>• •
bodadi. (2.7.24) tenglikdan F (x , £) funksiyaning (m -f  1) - tartib- 
dagi hosilalari jamlanuvchi ekani kelib chiqadi, chunki i / ( x ,  £) 
funksiyaning (m +  1) -tartibli hosilalari jamlanuvchi.

Teorema isbotining yetarlilik qismi xuddi 2-4-paragraflardagi- 
rlek ko'rsatiladi. ■ . . icx>- • > 41; ;

T eorem a 2.7.2 {An} ^ 0 va { a n}J*L0 haqiqiy sonlar ketma-
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y/K =  n +  —  H— ъ +  o ( — ^ , Лп ^  A
71 T?« — /

« . - i + V c f t ) .  (2 7 2 5 )2 n2 — \n* J 
an >  0 ,n  =  0,1,2, ...;a0,tti,6o =  const,

sha.rtlarn;i qanoatlantirsa, и holda shunday absolyut uzluksiz q(x) 
funksiya va h, H  haqiqiy sonlar topilib, { A ^ } ^  va { a n} ^ 0 sonlar 
ketma-ketliklari (2.7.1)-(2.7.2) ко ‘nnishidagi chegaraviy masala- 
ning spektral xarakteristikalandan iborat bo 4adi.

Isbot. Teorema 2.7.1 ga asosan ushbu

F (x , t) =  —  cos \/Aoa: cos \/Aot —
Q-'o

1 ( cos yfXnX cos V K t  2
 1- >  cos nx  cos nt

7Г ^  \  O n 7Г
n =  1 4

funksiyaning birinchi tartibli hosilalari (0 <  a; <  7Г, 0 < t < 7 r )  
tocplamda absolyut uzluksiz ekanligini ko'rsatish kifoya. Bulling 
uchun quyidagi

°°  ̂ /   ̂  ̂ \
а(я) =  У "  ( — cos y/XnX — -  cos nx  ) , (2.7.26)

n ^ i  V<*n тг /

funksiyaning birinchi tartibli hosilasi 0 <  x  <  2ъ oraliqda
absolyut uzluksiz ekanligini ko‘rsatish yetarli. Agar {An}JJL0 va
{<*»»} £Lo ketma-ketliklarning asimptotikalarini (2.7.26) ga qo‘ysak,
u holda. birinchi tomondan, ikki marta differensiallash mumkin
bodgan qatorlar ajralib ehiqadi, bu qatorlarning ikkinchi tartibli
hosilalari L l(0, 7r) fazoda yaqinlashadi. Ikkinchi tomondan, ushbu

ketliklan ushbu

X
sin nx

n

7Г — X
ko‘rinishidagi qator ajraladi. Bu qatorning yig'indisi — - — , x  G 
(0,27t) ga tengligi matematik analiz kursida ko‘rsatilgan. Xusu-
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san, bu funksiyaning birinchi hosilasi absolyut uzluksiz funksiya 
bo'ladi. ■

Teorerna 2.7.3. {An}jJl0 va {а п} ^ о  haqiqiy sonlar ketma- 
ketliklari (2.7.1)-(2.7.2) ко‘rinishdagi q(x) (qn(x) 6  Z/! (0. it))  ko- 
effitsiyentli Shturm-Liuvill masalasining spektral xaraktenstikalari 
bo ‘lishi uchun ushbu

rr~ . clo ai 7n f .
\/An — n-\------- 1— H — {7n}  6 hy

n n 6 n6

я  . b{) i тп , -i _  .
“ n = 2 +

Ад Ф А7п5 П ф 771, Лп > 0 ,  71 =  0, 1, 2, ...,

asimptotikalami qanoatlantirishi zarur va yetarlidir.

T eorem a 2.7 .4 .{A n} ^ 0 va { « n } ^  haqiqiy sonlar ketma- 
ketliklari (2.7.1)-(2.7.2) kolrimshdagi g(x) €  C^OjTt] koef- 
fitsiyentli Shturm-Liuvill masalasining spektral xaraktenstikalari 
bo‘lishi uchun ushbu

i , OjQ Qj \ / \ /y/\n =  n-\------- 1---- -  +  ...y An 7= Amy П 771,
, тг тг (2.7.27)

=  ?  +  +  +  •••> <̂ n >  0, 71 =  0,1, 2, ...,2 71 71
asimptotikalami qanoatlantirishi zarur va yetarlidir.

Isbot (Zarunyligi). Faraz qilaylik, {Ад}^10 va { a n} ^ 0 son
lar ketma-ketliklari (2.7.1)-(2.7.2) ko‘rinishidagi q(x ) 6 C'00̂ , 7r] 
koeffitsiyentli Shturm-Liuvill masalasining spektral xarakteris- 
tikalari bo‘lsin. U holda \n va an uchun (2.7.27) asimptotikalar- 
ning o'rinli ekanligi I bobda ko'rsatilgan edi.

( Yetarliligi). (2.7.27) asimptotikalami qanoatlantiruvchi An va 
a n sonlar uchun (2.7.1)-(2.7.2) ko'rinishidagi q(x) e  С'оо[0,7г] 
koeffitsiyentli chegaraviy masalaning mavjudligini ko'rsatamiz. 
Berilgan { A , , } ^  va sonlar ketma-ketliklari yordamida
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tuzilgan ushbu

Д  Г 1 >—  9. 'I
■ (2.7.28)а(.т) =  V  {  —  cos y/X^x — % cos nx \ 

_  7Г J

funksiyaning cheksiz differensiallanuvchi ekanligini ko‘rsatish ki- 
foya.

N  ixtiyoriy natural son bodsin. Agar (2.7.28) tenglikka (2.7.27) 
asimptotikalarni qo‘ysak, u holda bir tomondan N  marta had- 
lab differcnsiallash mumkin bodgan qator hosil bodadi, ikkinchi 
tomondan x  o ;zgaruvchining ko‘phadlariga ko‘paytirilgan ushbu

oo

Е д а - ( 2 ^ 1 < Я  +  2), (2.7.29)
,  7 1  7 1 =  1

oo
( 2 k < N  +  2), (2.7.30)

л n=l , .
ko‘rinishidagi qatorlarga ajraladi. Bu qatorlarning yig‘ indlari 
0 <  x  <  7Г bodganda cheksiz differensiallanuvchiligini ko'rsatsak 
teoremaning yetarlilik qismi isbotlangan bodadi. Shu maqsadda 
(2.7.29) qatorni 2k marta, (2.7.30) qatorni (2k — 1) marta dif-

oo sin TlX
ferensiallab, Y  ko‘rinishdagi qatorni hosil qilamiz. Bu qa-

n = l n
'JJ ' ___  < £

torning yigdndisi — — , x  €  (0,27t) ga tengligi matematik analiz
Z 7Г — X

kursidan ma’tum. Ushbu f ( x )  =  — - — , x  6  [0,27г] funksiyani 
cheksiz marta differensiallash mumkin. ■
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8-§. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ikki spektr 
yordamida tuzish algoritmi

1946 yili G.Borg, Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi uchun 
teskari spektral masalani o'zgacha qo‘yilishini tavsiya qildi. Jum- 
ladan, Shturm-Liuvill difFerensial operatorini faqat bitta chegara
viy shart bilan farq qiluvchi ikkita Shturm-Liuvill chegar
aviy masalasining spektrlari yordamida tuzishning yagonaligini 
kocrsatib berdi.

1964 yilda I.M.Gasimov va B.M.Levitan ikki spektr yordami
da Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini tuzish algoritmini ishlab 
chiqdilar.

Bu paragrafda G.Borg yagonalik teoremasini va ikki spek
tr yordamida teskari masalani yechishning I.M.Gasimov va 
B.M.Levitan usulini keltiramiz.

Shu maqsadda quyidagi chegaraviy masalalarni qaraylik:

- y "  +  q{x)y  =  Ay,
y'(0) -  M O ) =  0, . (2.8.1)
y '( 7Г) +  Hy(7i) =  0,

- y "  +  q{x)y =  Xy,
y'(0) -  Aiy(0) =  0, (2.8.2)
«/(тг) +  Яу(тг) =  0,

- у "  +  q{x)y =  Ay,
y'(0) -  M 0 )  =  0, (2.8.3)
У '(7 Г )  +  Й у( 7Г) =  0 ,

- у "  +  q(x)y =  Ay,
1/(0) -  М О )  =  0, (2.8.4)

_ у'(тг) +  Яу(тг) =  о.
Bu yerda q(x), q(x) & C[0,7r] haqiqiy uzluksiz funksiyalar bo‘lib, 
h, hi, h, h\, H  va Я  chekli haqiqiy sonlar.
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(2.8.1), (2.8.2), (2.8.3) va (2.8.4) chegaraviy masalalarning xos 
qiymatlarini mos ravishda {An}£L0, { m„}S=0i {^n}£=o va {£n)S=o 
orqali belgilaylik;.

y (x , Л) va ф(х, Л) funksiyalar (2.8.1) va (2.8.3) masalalardagi 
differerisial tenglamalarning mos ravishda ushbu

<p( 0, A) =  1, ip'( 0, A) =  h, ф[ 0, A) =  1, tp'( 0, A) =  ft,

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlari bo ‘lsin. Bu 
chegaraviy masalalarning. normallovchi o'zgarmaslarini mos ra
vishda • ..... ,

7Г 7Г

On =  /  ф \ ху\п)йх, . an =  J  <p2(x,.\n)dx, n  =  0 ,1 ,2 , ...
0 . • if. : ... 0 , . . . .  . :•Г ч - .• * • . . • . • j  .

orqali belgilaymiz. .т.ч-'
Т еогеш а 2.8.1. (G.Borg) Agar An =  An, (лп — ,.фп, n =  

0, 1, 2, . . .  bo‘lsa, и holda

x ' q{x) =  q(x), h =  hf ^  =  /г1} H  — t f ,

bocladi. fV ' v v
Isbot. Birinchi bobdagi. (1.16.25) formuladan foydalanib,

berilgan {A „ }“ 0, {^ n} ^ 0 spektrlar yordamida { a n} ^ o  n01'- 
mallovchi o'zgarmaslar ketma-ketligini aniqlaymiz:

- ( h i  — h) =  lim у/\й), (2.8.5)
7 Г  П -*  o o

n =  ° ’ 2’ -  • (2-8-6)
Mn. nk=o ^  ■ ifc/n ;

i t -  .• -  ' ' .. . \
Xuddi shuningdek, {An}£L0 va {£ n}£L0 spektrlar yordamida

{a n}^ o  normallovchi o ‘zgarmaslar ketma-ketligini topamiz:



&П =  ~k l Y  П -* y " . n =  0, 1, 2, . . . .  (2.8.8)
Hn ~  An “  fik ~  An

k̂ n
Teorema shartlaridan foydalanib, ushbu

h\ — h =  h\ — h, (2.8.9)

Qti =  a n, n =  0,. 1, 2, (2*8.10)

tengliklarni hosil qilamiz.
Shunday qilib. teoremaning shartlari bajarilganda {An, a n.}^ i0 

va {Anj an}£=o spektral xarakteristikalar ustma-ust tushar ekan, 
ya’ni

An =  An. & п =  7i 0, 1, 2, ...

V.A.Marchenko yagonalik teoremasiga asosan q(x) =  q(x), h =  h, 
H  =  H  tengliklar bajariladi. (2.8.9) tenglikda h =  h ekanligini 
e’tiborga olsak, hi =  hi kelib chiqadi. ■

Izoh. Borg., yagonalik. teoremasi,, chegaraviy shartlarida
■y(tt) =  0 qatnashgan Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi uchun 
ham oTinli bo‘lishini ko‘rsatish mumkin.

Buning uchun quyidagi chegaraviy masalalarni qaraymiz:

- y "  +  q {x)y =  \y, (2.8.11)

f y'(0) -  hy(0) =  0, ' ’
[  у1 { i t )  +  Hy(%) =  0,

- y "  +  q(x )y  =  \y, (2.8.13)

J r t o ) - M o ) - o ,  (2814 )
\  2 / M  =  o .

- y "  +  q{x)y =  Xy, (2.8.15)

f y'(o) -  /ч/(о) = o, 6)
I  у'{п) +  Ну{тт) = 0 ,  ... /

- y "  +  q(x)y =  Xy, (2.8.17)
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r t o ) - « o )  =  o,
[  2 / M  = О-

Bu yerda q(x), q(x) G C7[0,7r] haqiqiy uzluksiz funksiyalar bo :lib. 
/i, h, H  va H  chekli haqiqiy sonlar. (2.8.11)-(2.8.12). (2.8.13)-
(2.8.14), (2.8.15)-(2.8.16) va (2.8.17)-(2.8.18) chegaraviy masala- 
larning xos qiymatlarini mos ravishda {An}, {^ n}, {An}  va {Д „} 
orqali belgilaylik. (2.8.11)-(2.8.12) va (2.8.15)-(2.8.16) chegaraviy 
masalalarning norrnallovchi o'zgarmaslarini mos ravishda a n va 
d n orqali belgilaylik. U holda quyidagi tasdiq o ‘rinli.

T erem a 2.8.2 (G.Borg). Agar An =  \n, fj,n =  ДП; n >  0 
bo clsa, и holda

q(x) — q(x), h =  h> H  =  # ,

bo lladi.
Isbot. Д(А) va d(A) orqali mos ravishda (2.8.11)-(2.8.12) 

va (2.8.13)-(2.8.14) chegaraviy masalalarning xarakteristik 
funksiyalarini belgilaylik. U holda

an =  -A (A n)d(An) , ' (2.8.19)

formula o ‘rinli bo'lishini oltinchi paragrafda koTsatgan edik.
Agar (2.8.15)-(2.8.16) va (2.8.17)-(2.8.18) chegaraviy 

masalalarning xarakteristik funksiyalarini mos ravishda Д(А) va 
d(A) orqali belgilab olsak, u holda

(Xn =  Д  (An)d(An) ) 77. ^  0,

0‘rinli bo‘ladi. Teorema shartlaridan foydalanib ushbu

n >  0,

tenglikni hosil qilamiz. Bundan ko‘rinadiki {An, a „ } ^ n va 
| ап> dn| spektral xarakteristikalar ustma-ust tushadi. 
V.A.Marchenkoning yagonalik teoremasidan

д(ж) =  q(x)y h =  h , 4 H =  H ,
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Endi ikki spektr yordamida teskari masalani yechishning 
I.M.Gasimov va B.M.Levitan usulini keltiramiz.

T eorem a  2.8.3. {An} ^ 0 va {/^n}^L0 haqiqiy sdnlar ketma- 
ketliklari. (2.8.11)-(2.8.12) va (2.8.13)-{2.8.14) ko ‘rinishdagi 
q(x) G L2(0 ,7r) koeffitsiyentli Shturm-Liuvill chegaraviy masala- 
larining spektrlari bo ‘lishi uchun ushbu

1) Ao <  / iо <  A i <  fii <  X2 <  № <  A3 <  ... '<  An <  Цп <
An+i ^  •••»

2) V \ i  =  -------- h — , {Xn} £  h, y/JLn =  n  +  o +  7— 7T \— Ь77.7Г П V 2 (n +  7Г
v ( 1 )

a; ^  Wi, {xn } e  /2, 
shartlarning bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. Teorema shartlarining zarurligi yuqoridagi paragraflar- 
da ko‘rsatilgan edi. Bu yerda biz teorema shartlarining yetarlili- 
gini koTsatamiz.

Faraz qilaylik, {An}£ l0: va {М п }^0 ^аФФУ sonlar ketma- 
ketliklari teorema shartlarini qanoatlantirsin. Ushbu

00 \ \ 00 _  \
А(Л) =  7г ( Л о - А ) П ^  Ф )  =  П г т т ^ -

п=1 71 n=o (n +  2/

funksiyalarni tuzib olamiz. Teoremaning ikkinchi shartidagi 
asimptolikalarga asosan yuqoridagi cheksiz ko‘paytmalar yaqin
lashuvchi bo'ladi. (2.8.19) formula yordamida ushbu

OLn =  A(An)d(An), r
i

ketma-ketlikni tuzib olamiz. Endi- {A h }^ 0 va {/A1KJL0 s01̂ 8* 
ketma-ketliklariga Gelfand-Levitan usulini qo'llab q(x) funksiya 
va /г, H  sonlarni topamiz.

Teorema 2.4.3 dan foydalanish maqsadida {a n}  sonlar ketma-
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7Г v  1
<*n =  77  ̂ ^ { * » }  ^ 2̂)z n

asimptotikani qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. An> fin laming 
asimptotikalarini bilgan holda a n laming asimptotikasini aniqlash 
qiyin masala. {а п}  ketma-ketlikning asimptotikasini topish 
uchun teorema 2.4.3 dan foydalanamiz. Speklri {An}^L0 bodgan, 
(2.8.1l)-(2.8.12) ko‘rinishdagi, qo(x) €  Lr(0 ,7г), /го, #ci 6  R l 
koeffitsiyentli Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi cheksiz ko:p. 
Shulardan biri {An, a® =  | } spektral xarakteristikaga mos kela- 
di:

(  - y "  +  qo(x)y =  Ay,
I  y'(0) -  /г0у(0) =  0, у'(тт) +  H0y {7г) =  0.

Bu chegaraviy masalaning xarakteristik funksiyasi uchun quyidagi 
tenglik o ‘rinli:

Ао(Л) =  7г(Ао -  X ) f [  =  Д(А).
П=1

Xuddi beshinchi paragrafdagidek, ushbu

A(An) =  ( - i r +1|  +  ^ ,

asimptotik formulani keltirib chiqarish mumkin. Xuddi shu- 
ningdek. spektri {Mn}£L0 bodgan, (2.8.13)-(2.8.14) ko‘rinishdagi, 
qi(x) €  L2(0,7r) koeffitsiyentli cheksiz ko;p Shturm-Liuvill chega
raviy masalasi mavjud. Shulardan bittasi a4^ =  § j  spektral 
xarakteristikalarga mos keladi:

f  -У ”  +  qi{x)y  =  Ay,
\ У'(0) ~  ^iy(O) =  0, y {7r) =  0.

Bu chegaraviy masalaning xarakteristik funksiyasi uchun quyidagi 
tenglik o‘rinli:

ketligi ushbu



,(1)
d (A » )  =  ( . - l T  +  ~ ,  { x P } e h ,

asimptotik formula bajariladi. Bu yerda 

sign Д(А„) =  (—l ) ,l+1. n >  0, signd(An) =  (—l ) n, n >  0. 

Bu topilganlarga asoslanib, a n uchun ushbu

Bundan tashqari ushbu

a „  =  - Л ( А „ И А „ )  =  -  [ ( - l ) n+1f  +  f ] ( - 1 Г  +

(2)=  *  Xt 
2 n { x £ ° } €

asimptotikani topamiz. Endi teorema 2.4.3 dan foydalanib, 
{An, spektral xarakteristikaga ega bo ‘lgan yagona

- y "  +  q(x)y  =  A y, 
y\0) -  M O ) =  0, 
y'{ 7Г) +  H y{ тг) =  0, ,

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini tuzamiz.
Endi quyidagi

—у" +  Ф)у  =  Ay,
y'(0) -  hy{0) =  0, (2.8.20)
у(тг) =  0,

chegaraviy masalani qaraymiz. Bu chegaraviy masalaning spek- 
trini orqali belgilaylik. U holda fin =  /Jn, n  >  0 ekani- 
ni ko‘rsatsak teorema isbotlangan bo'ladi. (2.8.20) chegaraviy 
masalaning xarakteristik funksiyasi d(A) bo‘lsin. U holda

ocn =  -A (A n)d(An), (2.8.21)

tenglik bajariladi. Bu yerda

Л ( А )  =  т г ( А о - А ) П ^ Д  d( A )  =  n f L = 4 -
n“ n-0 ( « + 5 )?) =  1
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Ikkinchi tomondan (2.8.20) chegaraviy masalaning tuzilishiga 
ко'га ч

a n =  - F ( A n)d(An), (2.8.22)

bodadi. (2.8.21) va (2.8.22) tengliklardan d(An) =  d{\n), n >  0 
kelib ehiqadi. . , « /•

Quyidagi
-  ' d ( \ ) - d ( A)

( A) “  A(A) ’ .. . . .
butun funksiyani tuzib olamiz. Bu yerdagi d(A) va d(A) xarak
teristik funksiyalar uchun ushbu

|d(A)j <  C e|T|\  d(A) < C e |r|T, r  =  Im%/A

asimptotikalarning: o'rinli ekanini ko'rsatish mumkin. Buning 
uchun ip(xy A) yechimning quyidagi

vKz,A) =  a ( eiTi*);

asimptotikasidan foydalanish kifoya. Endi Д(А) xarakteristik 
funksiya uchun topilgan • •. ji. • 1- ; .

|A(A)| >  Са|л/А|е^, %/A =  p e  Gs, \p\ >  R*

baholashdan foydalanib,

W A J K q # 1,, A e  Gs, \p\ >  R*

tengsizlikni. topamiz. Analitik funksiya moduli maksimum 
printsipiga va Liuvill teoremasiga asosan 2(A) =  0, ya’ni d{\) =  
d(A) bodadi. Buridan esa цп =  Дп, n >  0 kelib ehiqadi. ■

Teorem a 2.8.4. {An}^ l0 va { /in}^=o ^аФФУ sonlar ketma- 
ketliklari mos ravishda ushbu

- y "  +  q(x)y  =  Ay, (0 <  x  <  7г), 

y ; m -  hiy{0) =  0, hx e R \  (2-8.23)

y'ifi) +  Hy(ir) =  0, H  6 Я 1,
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[ - у "  +  д{х)у =  А у, (0 <  х <  тг),
- у'{0) — Лау(0) =  0, h2 6 Л 1, (2.8.24)

 ̂ 2/'(7г) + Я  1/(7г) = 0,

ko'rinishdagi д(х) € L2(0, 7г) koeffitsiyentli Shturm-Liuvill chega- 
ra.viy masalalarning spektral xarakteristikalari bodishi uchun 
quyidagi

1) Ao fiQ <  Ai <  /ii <c ... <c An <  /i7l <c An+i <c ...

2) '/K  =  n + — + — , {7n} e  l2.. =  n + — + — , { % }  e  l2,72 71 Tb Tb
shartlarning bajarilishi zarur va yetarli. Bu yerda

Im{g(rr)} =  0; h\ Ф /i2, ^  ф c2, h2 -  hi =  тг(с2 -  ci).
(2.8.25)

Isbot. Zaruriylik qismi yuqoridagi paragraflarda ko'rsatilgan
edi. Quyida biz teorema isbotining yetarlilik qismini ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik {An}^L0 va {/.in}%Lo haqiqiy sonlar ketma-
ketliklari teorema shartlarini qanoatlantirsin. Quyidagi
funksiyalarni tuzib olamiz:

00 \ — \ 00 и — X
Д(А) =  7г(А0 -  A)Y [  -  A i(A ) =  7г(/20 -  А ) Д  ” ■— ■

n =l П"
Teorema ikkinchi shartidagi asimptotikalarga asosan bu cheksiz 
ko‘paytmalar yaqinlashuvchi bo‘ladi. Ushbu

( 2 Я Х >
formula yordamida { a n} £ l0 haqiqiy sonlar ketma-ketligini tu
zib olamiz. Endi {An}^ l0 va { a „ } ^ 0 sonlar ketma-ketliklariga 
Gelfand-Levitan algoritmini qo'llab q(x) funksiyani va h, H  son- 
larni topamiz. Buning uchun avvalo { a n} ^ o  sonlar ketma-ketligi 
quyidagi

« „  =  7  m e  I2, «n >  0, n =  0 ,1,2,... (2.8.27)
2 72
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shartlarni qanoatlantirishini ko'rsatishimiz lozim. Shu rnaqsad-
da teorema 2.3.4 dan foydalanamiz. Spektri { A „ } ^ 0 bodgan
(2.8.23) ko'rinishdagi qo(x) G L2(0 ,7г), /го, # o  €  H1 koeffitsiyentli
Shturm-Liuvill chegaraviy masalalari cheksiz ко'p. Shulardan bit-
tasi I An,,a 4 °V  spektral xarakteristikalarga mos keladi:

У n=0
- y "  +  Qo{x)y =  Ay, 0 <  x  <  it, 

y'(0) -  h0y(O) =  0, . . .  (2.8.28)

_ y '(v) +  Яоу(тт) =  0. . ....

Bu chegaraviy masalaning xarakteristik funksiyasi

• 00 A -  A
Ao(A) =  v>'0(7r, A) +  Ho<po{iГ, A) =  тг(А0 -  А) Д  n- —  =  Д(А)

, Tl n=l
ko‘rinishda bo’ladi. Bu yerda ipo(x,\) orqali (2.8.28) tenglama- 
ning’ "  l , ; ’  • c -■ ‘ i’ * - h  1 . V  ■•. j . ; * »•;« - i  ■’ » . !  i - л .

V?o(Q: A) =  1, V?o(Oi A) =  fo() 

boshlangdch shartlarni qanoatlantiruvchi ‘ ycchimi belgilan- 
gan. (2.8.28) chegaraviy masalaning {°4 °  j  normallovchi 
o'zgarmaslar ketma-ketligi uchun quyidagi , .

•'* ' ‘  7Г

■ <40) =  \  =  j  <pl{x;\„)dx =  r-ip0(n, АП)Д(А„) (2.8.29)

formula o ‘rinli. Awalo biz (2.8.29) tenglikdagi {<Л)(тг> An)}^L0 
ketma-ketlikning asimptotikasini topamiz. Buning uchun <po(x, A) 
yechimning ushbu • ;

• f  x

■ <po{x, A) =  cos V x x  +  \h0 +  -  qo{t)dt

г : .  Я V о „
X

~2\/\J x">di + 0 (\

sm \/Aa:
V a

A —̂ -|-oo
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asimptotikasidan foydalanamiz. Bu yerda x  =  тг, V a  =  V a ;  =  
n 4- 6n, 5n =  — H   deb, 1ро(тт} An) uchun quyidagi ■ и

¥>о(тг, A„) =  ( - 1 ) “  +  — , {0n} 6 I2,
71

0 , - ^

7Г_ p n + l

2
о
J  qo(t) sin 2ntdt 4- О  ^

asimptotikani topamiz. Bu ifodani (2.8.29) tenglikka qo'yib

tenglamani hosil qilamiz. Bundan esa ,

A (A„) =  ( - l ) n+1|  +  { * » }  6  I2 (2.8.30)

hosil bo ‘ladi.
Xuddi shuningdek, yana teorema 2.4.3 dan foydalanib,

ckn =  — } spektral xarakteristikaga mos keluvchi 
2 J n=o

(2.8.23) kohinishdagi q(x) G L2(0,7г), h, H  G R l koeffitsiyentli 
yagona Shturm-Liuvill chegaraviy masalani tuzib olamiz:

- У" +  q{x)y =  Ay, (0 <  тг),

y'(0) -  % (0 ) =  0, (2.8.31)

v 2/'(тr) 4- Яу(7г) =  0.

¥>(£, A) orqali (2.8.31) chegaraviy masaladagi differensial 
tenglamaning ф(0, A) =  1, £(0, A) =  h boshlang’ich shartlarni 
qanoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz. U holda bu chegaraviy 
masalaning xarakteristik funksiyasi uchun

oo _  Д

Д(А) =  ф\7Г, A) +  Йф{7Г, А) =  7г(^0 -  A) J J  ~~~2 =  д 1(л).

1

71' 
п =1
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tenglik crrinli bo'ladi. Endi Ai(An) =  A(A„) ketma-ketlikning 
asimptotikasini topish uchun almashtirish operatoridan, ya’ni 
<p(x, A) yechimning ushbu

X

<p(x, A) =  cos V Xx  4- J  К (х, t) cos Vxtdty 
о

<£'(x, A) =  -  y/Х sin V \ x +
x

+ K (x, x) cos V \ x  +  J  K'x(Xy t) cos Vxtdty 
о

integral tasviridan foydalanamiz. Bu yerda x  =  7r, \/A =  =
n  4  5Пу 6n =  — 4- — , {7n} 6 h  deb 

n n
Ai(An) =  - ( n  -I- <5n) sin(n 4- 5n)^ +

+  /1 + Я  +
1 /* \
-  / g(£)d£ J cos(n +  &,t)7T+

7Г

+
0

71 71

J  K'x(ir, t) cos (n 4- +  Й  J  К  (к у t) cos (n 4- <5n)tcft

tasvirni hosil qilamiz. <£(x, A) va <£'(x, A) funksiyalarning integral

tasvirida x  =  7Г, \/A =  =  n  4- Sn, Sn =  — 4- {7n} €  h
v n n

deb

0 =  Ai(/xn) =  A(/x„) =  - ( n  4  <5n) sin(n 4  <5n)7r +  (/г

4 ^  J  q(t)dt j  cos(n +  ^п)тг4-

+  Я +

о
я

4 J  K'x(iTy t) cos(n 4  4  Я  J  K(7Tyt) cos(n +  <5n)tdf
о 0
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Ai(An) =  A i(A „) -  A i {fin) =  - ( n  4- 6n) sin(n 4- 5п)тг+
4-(n 4- 6n) sin(n 4- £п)тг+

4- ^/г 4- H  +  ^j q (t)d t j  |cos(n 4- £„)7r -  cos(n 4- <$п)тг] 4-

7Г

4- 
o

tasvirni topamiz. Bundan

Ai(An) =  ( - l ) n(c2 - C l ) 7Г +  { A }  €  l2 (2.8.32)

A i  =  (C2 -  Cl)

0
kelib chiqadi. Topilgan (2.8.30) va (2.8.32) asimptotikalami
(2.8.26) tenglikka qo'yib, (2.8.25) dan foydalansak, (2.8.27) ke
lib chiqadi. (2.8.26) formulaga muvofiq barcha a n, n  >  0 sonlar 
bir xil ishorali. normallovchi o ‘zgarmaslarning asimptotikasiga bi
noan yetarli katta n larda an >  0. Demak, oin > 0 ,  n >  0.

Endi teorema 2.4.3 dan foydalanib, {A„, ctn}^L0 spektral 
xarakteristikaga ega bodgan yagona ' f i

- у”  4- q(x)y  =  Ay, q{x) e  L2(0 ,7r),

< y'(0) - /цу(0) =  0, h i e R \  (2.8.33)

y'(7r) 4- tfy (7г) =  0, H  e  R 1,

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini topamiz. (2.8.25) formu- 
ladagi ushbu /

h>2 =  hi +  (C2 — Ci)7T
335
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J  [K rx( 7Г, i ) 4 - JHrK(7T,t)]tsin ntdt

J  [K'x(7Г, L) -I- Й К (7Г, /.)][cos(n 4- Sn)t -  cos(n  4- 6n)t]dt



tenglikdan foydalanib h2 sonini topib olamiz va quyidagi 

- y "  +  q(x)y  =  Xy,

у Щ  -  h2y {0) =  0, ' (2.8.34)

y'{nr) +  H y{ 7Г) =  0, 

chegaraviy masalani qaraymiz. Bu chegaraviy masalaning xos qiy- 
matlarini {r n}^ l0 orqali belgilaymiz. Agar rn =  /xn. n — 0 ,1 ,2 .... 
ekanligini ko'rsatsak teorema isbotlangan bo’ladi. Bulling uchun 
(2.8.33) chegaraviy masaladagi differensial tenglamaning

¥>(0,A) =  1, <p'(0,\) =  hi,

va
^ (05 A) — 1, A) =  Л-2, 

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini mos ra
vishda ip(x} A) va ^’(a?} A) orqali belgilaymiz. U holda ushbu 

- m  _  ^(тг, A) 4- Нф(тг, A)
m-w  ^ А ) - + Я ^ А ) !

funksiyaning qutb maxsus nuqtalari va nollari mos ravishda 
{An}^=0 va { r „ } ~ 0 sonlardan iborat bodib, ular almashinib kela- 
di, ya’ni

Ao <  tq <  ... <  An, <  Tn <  An+i <  ... .

< (̂x, A) va ф (х} A) yechimlarning A -4  4-00 dagi asimptotika- 
sidan foydalansak,

m(A) -4  - 1 ,  A -4  -boo 

kelib chiqadi. Ikkinchi tomondan (2.8.26) formulaga asosan 

—  =  7———  res m(A).
Q-ti h2 h/\X=\n

Shuning uchun, Mittag-Leffler teoremasiga ko:ra
m { A) 1 ~  1

-7- -  , =  - 7  7-  +  >  — тг-----г г -  (2.8.35)h2 — hi h2 — hi ^  a n(A — An)
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funksiyani qaraylik. Bu funksiyani ushbu

( A -  An)

Endi quyidagi

«= 0

™(A) =  1 +  У  * . , (2.8.36)^  a n(A — An)
71—0

ko'rinishda yozish mumkin.
(2.8.35) va (2.8.36) tengliklardan

ra(A)
m ( A) =

/12 — h\

hosil bo‘ladi. Bundan esa, rn =  f.in, n  =  0 ,1 ,2 ,... kelib ehiqadi. ■

9-§. Xos qiymatlar asimptotikalari bo‘yicha norrnallovchi 
o‘zgarmaslar uchun asimptotik formula keltirib chiqarish

Ushbu
-y"  +  q{x)y  =  Ay, 0 <  x < тг (2.9.1)

differensial tenglamani qaraymiz. Bu yerda q(x) haqiqiy uzluksiz 
funksiya. Bu t-englamani quyidagi

y'(0) -  /цу(0) =  0, у'(тг) +  Яу(тг) =  0, (2.9.2)

yoki
у'(0) -  h2y{0) =  о, у'{7г) +  Н у{тг) =  0, (2.9.3)

chegaraviy shartlar bilan qarab, ikkita chegaraviy masala tuzib 
olamiz. Bu yerda h\} ho va H  lar haqiqiy sonlar bo‘lib, hi Ф ^2-

(2.9.1)+(2.9.2) va (2.9.1)+(2.9.3) chegaraviy masalalarning 
xos qiymatlarini mos ravishda {An}^L0 va {^n}£Lo oiqsli belgi- 
laymiz.
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Цп An - £ _ 0  Hk A„
A:̂ n

formula oldingi paragraflarda keltirilib chiqarilgan edi. .
Bu paragrafda An va ketma-ketliklarning asimptotikalari 

yordamida a n uchun asim'ptotik formula keltirib chiqaramiz. Bun- 
da (2.9.4) formuladan foydalanamiz.

Agar q(x) yetarlicha silliq funksiya bodsa, u holda quyidagi

Quyidagi

(2.9.4)

J \ ,  =  n +  -  +  - 3 + o ( \
n П \ TV 

,  . a!, a! ^  /  1 (2.9.5;

asimptotikalar o:rinli bodadi. Bu yerda
7Г

h i + 'H  ' 1 f  •; w  , h2 +  H I f
• ° 0 =  - ^  +  ^ / 9(s)ds’ a° =  - ^  +  2n j

bodib,

g(s)ds,
о 0

ao -  a0 =  - - ( h i  -  h2) ф (2.9.6)
' 7Г

(2.9.5) tengliklarni kvadratga ko‘tarib ushbu

An =  n2 4- 2ao 4- -4  4- 0  f —7 1 у
„  . • f J  > T <  . (2-9.7)

asimptotikalarni hosil qilamiz. Bunda Co =  Oq 4- 2aj, Gq =  a'Q2 4- 
2a[.

Awalo (2.9.6) formulaga asosan h2 — h\ ayirmani hisoblaymiz. 
a n sonlar ketma-ketligining asimptotikasini keltirib'cliiqarish od- 
diy einas, shuning uchun uni bir nechta etaplarga bodamiz.

а) Фn =  П  (1  +  ~ c h e k s i z  ko'paytmani 
k=o \  V k - K Jкфп
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qaraymiz. Bundan

boclishi kelib chiqadi. (2.9.7) asimptotik formulalardan foydalanib, 
yetarlicha katta n 7̂  к larda

Лк — Да- ^  C_
№  -  An n

tengsizlikni hosil qilamiz. Bu yerda va keyinchalik С  orqali 
o ‘zgarmas sonlarni belgilayiniz, umuman olganda, ular turlicha 
bolishi mumkin. Yig‘ indi belgisi ostidagi logarifmni darajali qa- 
torga voysak

tenglik kelib chiqadi.
Lem m a 2.9.1. Agar |fif. — A*| <  a, к =  0 ,1 ,2 ,... bollsa} и 

holda

bo'ladi. Bu lengsizlikning o ‘ng tomonidagi yig'indi yetarlicha kat
ta n  larda quyidagi

(2.9.8)



integrallar yig‘indisi bilan bir xil tartibga ega boladi'.Bu mtegral- 
lar quyidagicha baholanadi:

n—1 • n - 1

r dx, < C _ r  
J  (fln -  x 2)P -  rV> j

dx

O '  1
—  V n P

p  >  1,

o° с» ■ :
[  dx £  f  dx _  ( l \
J (x2 -  /^ )p ~~riPJ ( x -  y/jQP = \ пР/  ’ P >  ’

71.+1; . „ , 71+1

OO

J Хг -11п

l x  л/7hi
In

71+1

2 /J ^ ii x  +  y j fMn

Bu baholashlar yordamida lemma-2.9Л isbotlanadi.
(2.9.8) baholashdan quyidagi

- 0 1  —  ] .  
n

E E
k = 0  p = 3 k̂ n

( - 1  r 1 ( h - P k \ P 
P \ P k - K J

oo 1 oo

• - • в

< c V -
— >  Г ) .

p=3 v?

n 3 Z —4 JIP —  V n 3 /
p=0 \ .

kelib ehiqadi. Shuning uchun

M n  =  r ^ _ V
o Z -/

OO /  x \ 2
A* — /ifc

_ Mfc - n̂- 2 \№k . 7̂1
+ (2.9.9)

b) Shunday qilib, bizga (2.9.9) tenglikning o ‘ng tomonidagi 
yig'indilarning asimptotikasini' o ‘rganish kerak bo‘ladi. Birinchi 
yig'indini quyidagicha yozib olamiz:



+ 5 3  ~  ^  ~~ 2(a° ~  0Й1
k = lk̂ n

1 1 
+

pk

- T - E  k ~~ ^  ~~ 2(a° ~  ao)] 2(a° — Oo№ +  f t  +  f t -
A”  fc,l пфк

(2.9.10)
Bu yerda tabiiy belgilashlar kiritilgan. (2.9.5) formulalardan

о _  Aо — A^o  Â o — _  /4) — Ao /  1 \
Ло -  fio -  A„ -  An ( j  _  g )  -  n2 + = U V ’

f t  =  t-  5  IKma; f̂c) 2(a0 — flo)] — т~[(Мп ~  An) — 2(a0 — ao)] =  

asimptotikalar kelib chiqadi. Bu yerda
oc

^  =  Y 1  “  A/fc) -  2(“o “  oo)]-
fc=l

c) Endi f t  yighndini, qaraymiz:

^  MfctAfc — Mfc — 2(qq — ap)] — (cp — Cq) ^

k=i

+

^n{Pk ^n)

/ 00 ic0 ~  c0 1

k̂ n . . . . _
А к va fik sonlar uchun yozilgan (2.9.7)asimptotik formulalardan 

№t[Afc - Ц к ~  2(ao -  Oq)] -  (со -  c^) =  g (fc_1), 

kelib chiqadi. Shuning uchun

w [A fc  -  M t -  2 ( q 0 -  g o ) ]  -  (g o  -  Cp) <

■“  - К ,Ы ~ Ю
куЫ
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i S E — -— - =  <2 ( —■n2^  к\цк -  Xn\ — \n3
k̂ i i

bodadi. Demak,

52 =  £ o ^ 5 l + g /  1
An

Sq̂ S2 va S3 lar uchun topilgan asimptotik formulalarni
(2.9.10) formulaga qo‘ysak,

A* -  Цк A  +  H o -  A0 M Co -  Cq 0 t ^  f  1
2------------+  2 ( a °  “  0)  +  — — S i + Q  [ - 3

AÂ n
TV

(2.9.11)
kelib chiqadi. Endi Si yigdndining asimpotikasini o'rganamiz. 
Ravshanki, ' ' \ "

Sl 5 fc2 +  2 a o+ G (fc"2) - A n
кфпA=k̂ n

=  E
1

й  (*2 -  a , ) { i  + ^ l_  +  0 (  I V
k2 - X „

- У '  1  2 a '  V  1  V  _ _ _ -
t r  fc2 -  An ° t r  ( fc2 -  А " )2 7 Г  ( fe2 -  а » Щ А 2)Â n A#n A-̂ n

+

к ф п

Bu yerda biz 
Qiyudagi

0°

+ Е * г ^ тfc=i K An l +  T ^ T -  +  0к2 -  Xn — \k2(k2 -  A„) 
2

1

1 +  Я
= 1 — X  +

E
1

1 +  x

=0

tenglikdan foydalandik.

1
j—' fc2(fc2 — A„.)2 = V n 3
A/n
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baholashdan, lemma 2.9.1 ga asosan
oo°° 1 00 1 /  1 \

5 1 = 5 ~ 2aoS ( v - к ) 2 + = w ) '  (2-9-
k̂ tn k̂ n ' •

12)

ki£n

asimptotikani olamiz.
d) Endi (2.9.9) yoyilmadagi ikkinchi yig'indini qaraymiz.

(2.9.7) asimptotik formulalardan foydalanib quyidagi

kjtn k̂ n
(2.9.13)

baholashni olamiz. Shuning uchun (2.9.11), (2.9.12) va (2.9.13) 
asimptotikalardan ushbu

1пФ„ =
A +  [Jo — \q

tv
2(ao — ao) + n*

o °  1

E ^
/.-=1kjhv

k2 — An

[4ao(ao~a0) +  2(ao a0)2] • 5 3  ^.2 _  д )2 “*"= ( n 3)  5 ^  ^ 14)

kjzn
asimptotika kelib chiqadi. 

Endi

E
1

кфп

, P =  1,2

qator yig'indisining asimptotikasini o‘rganamiz. Shu maqsadda, 
quyidagi tenglikdan foydalanamiz:

A=1

7Г

2\/X
(2.9.15)

p =  1 holni ko'rib chiqamiz. \A^ =  n +  e bo'lsin, bu yerda-

ал n,i / 1 Л



V  1 =  1
^  к2 -  Л "  2Xn

(2.9.15) formuladan

k= i A-̂ n

7Г
2 V %

Ctg 7Г \/^n 4“ 722 — A»

1
2n2

7Г
Ctg 7T£ —

1
2(n +  e) w 2ne 4- e2 

1 7T£:(27l -f в) COS 7ГЕ — 2(n 4- e) sin 7T£
2П2

4 -0

2e(n 4- e)(2n 4- s) sin тге 
3

4 -0
— ' n4

_  +  ^  +  0  
4n2 6n2 - ( ? ) ■

(2.9.16)

asimptotika kelib ehiqadi. Quyidagi formula ham shu tarzda 
keltirib chiqariladi:

E  (fc2 _  Л)2A-

1 7Г 
12+ + = Ш- (2.9.17)

(2.9.14), (2.9.16) va (2.9.17) formulalar va elementar almashtirish- 
lar yordamida quyidagi

1пФп =  Лnr
7Г 3

Л 4- /io — 4- "g"(ao — ^o)2 4- -(ao  — a0)

asimptotika kelib ehiqadi. Shunday qilib, biz ushbu

=  1+
1

TV
7T~ 3

-d  4 - n o  —  Aq 4* " £ ~ (a o — a'o)2 4 - - ( a o  — a ^ +a (i) •
asimptotik formulaga ega bo‘ldik.

Endi (2.9.4) formuladagi — — ko‘paytuvchini qaraymiz.
Mn An

(2.9.7) asimptotika va (2.9.6) dan quyidagiga ega bo‘lamiz:

h2 — h\ 
№n Xn

hi

2(a'0 — ao) 4- ^ r -  4- Q_ (^j)

2(^o -  °o)
1 -

2(a[) -  a0)n2
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h2 — hi  7Г с/0 — cq _  a'0 +  ao a[ — a\
2(a(> -  a0) 2 ’ 2(a(, -  a0) 2 a'0 -  a0 ’

Nihoyat, normallovchi o ‘zgarmaslar uchun quyidagi asimp-
totik formulani keltirib chiqaramiz:

(2.9.5) va (2.9.6) formulalarga ko‘ra

7Г 7Г 

^  =  2 +  2
о  71,2 /  м 2  a i - a [ 'S  +  —  (^q — a0) — a o -------------j

6 a0 -  a0 Л + оД).nr — \n /

bu yerda
o o

S  =  цо — Xq 4- [( f̂c — A/.) +  2(ao — Oq)].
k= 1

Q'7l normallovchi o'zgarmaslar ketma-ketligi uchun topilgan 
asimptotikadan foydalanib, quyidagi tasdiqni isbotlash mumkin 
([82]).

T eorem a 2.9.1. ( Yetarlilik shartlari). Agar {An}$JL0 va 
{^п}п=о baqiqiy sonlar ketma-ketliklari quyidagi

1. Aq <  f.lo <  Ai <  [Ai <  A2 <  /̂ 2 <  ••• <  <  Mn ^n-fl <

2. =  nH— -H— ^ + 0  f— \ y/Jî =  n + ~ + - 4 - f £  (~4  Y
n пл — V7̂  /  n 71 \n /

a-о ф ag,
shartlarni qanoatlantirsa, u holda shunday absolyut uzluksiz 
q(x) 6 AC[0,7t] funksiya hamda h\, h2 va H  haqiqiy sonlar 
topilib, {A„}£L0 va {/xn}SL0 baqiqiy sonlar ketma-ketlildari mos 
ravishda ushbu

- y "  +  q(x)y =  A y }

y\0) -  hiy{0) =  0, y\7г) +  Я?/(7г) =  0,

-* /"  +  ? ( ф  =  0,

y'(0) -  h2y(0) =  0, у'(п) +  H y(7г) =  0,
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chegaraviy masalalarning xos qiymatlaridan.iborat bodadi.. Bu 
yerda

ho — hi =  я(а!0 — ao)

10-§. Shturm-Liuvill operator! xos qiymatlarining 
asimptotikasi va potensialning silliqligi orasidagi aniq 
• ’ “ bog'lanish

Teorema 2.10.1. Agar haqiqiy q(x) funksiya W ${0, 7r) fazoga 
tegishli bo Isa, и holda ushbu

y "  -  q { x ) y  +  цу =  0 ,  (0 <  a; <  гг), .. (2.10.1)

Shturm-Liuvill tenglamasi A =  yjjl haqiqiy bolganida quyidagi 
ко ‘rinishdagi

y { x ,  A) =  eiXx x . щ (х )  | , t . un(x) ! un+i(x ,\ )
г\ (гА)" (гА)"+1

(2 .10 .2)

yechimga еда bo:ladi. 
Bu yei'da

1  X

Щ(х) =
(2.10.3)1 z‘ cP

U k { x )  =  b [i iA ;_ i(i) ]d £ , к >  2; L  =  —  -  <?(ж;,

fro lib, ushbu
vn+i{x, A) =  е‘Лхггп+1(а;, A), (2.10.4)

funksiya

b[v,l+i(z , A)] +  A2u„+i(x, A) =  — iAeiAl’L[un(x’)]. 

differencial tenglamani va

• • iin+1(0,A) =  0, < +1(0,A) =  0,
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boshlang ‘ich shartlami qanoat.lantiradi. Bundan tashqari
{y (x , A), y(x. A)} funksiyalar juftligi (2.10.1) differencial
tenglama yechimla.ri.ning fundamental sistemasini tashkil qiladi.

Qisqalik uchun ushbu
\ \  _  i  I М * )  U2(x) . , ?i„(x) , un + 1 (:c,A)

X )  -  1  +  - д -  +  Щ Г  +  . . .  +  ^  +  ' ( & ) „ + + :
(2.10.5)

P {x ,A ) J

belgilashlarni kiritib olamiz. U holda (2.10.2) formulani quyidagi 
tarzda yozish mumkin:

y (x , A) =  exp j '̂A.T +  J  a(/., X)dt j . (2.10.2')

Lem m a 2.10.1. Agar q(x) G W £(0, 7r) bo‘Isa, и holda ushbu
X

un+i(o:) +  <p{x, A) +  • J  q{t)un+l(t)dtvn+i(x, A) =  e

< +1(z,A ) =  iA elA*

+
2i A J ...........

о

+ 7„+i(x , A) (2.10.6)
2гА

X

un+i(x) -  q(t)vm+i(t)dt +
о

+ 7 „+i(x, A), (2.10.7)

tasvirlar о crinli. Bu yerda
X

4>{x,\) = \ j  e - 2'Mx- 0 . L [un(t)}dt,
0

bo‘lib. 7n+i(£, A), 7n+i(.T, A) funksiyalar X bo'yicha Lo{—oo\ oo) 
fazoga tegishli hamda x  daraja bilan eksponensial turdagi 
funksiyalar.

Isbot. (2.10.1) tenglamaning c(0. A) =  1, c'(0, A) =  0, 
s(0, A) =  0, s'(0, A) =  1 boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi
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yechimlarini c(x,A), s(x, A) orqali belgilaymiz. U holda quyidagi
•. X

vn+1(x,X ) =  - iX  J  [s(x, A) c{t, Л) -  s(t, A) c(x, A)] elXlL[un{t)]dt,

(2.10.7')
tenglik o ‘rinli. Ushbu

ip(t, x, A) =  s(x, A) c(t, A) -  e(t, A) c(x, A),

funksiya £ o‘zgaruvchi bo'yicha (2.10.1) differensial tenglamani 
hamda

x, A)|i=x =  0, x, X)\L=x =  - 1 ,  

boshlangdch shartlarni qanoatlantiradi. Bunga koYa u A boVicha 
(x — t) darajali eksponensial turdagi funksiya bodadi. Demak. 
(2.10.7’) tenglikka asosan t>n+i(x, A) funksiya A bocyichax darajali 
eksponensial turdagi funksiya bo'ladi.

г>п+1(х,А ) funksiya quyidagi tenglamani qanoatlantirishi 
ravshan:

X

vn+1(x, A) =  —i j  sin A(x — £)• etXt • L[un+i(t)]dt+

о
X . ■

+J SmX{Xx  l ) -Q(t) vn+i(t, A)dt. (2.10.8) 
0

Bu tenglamani bir marotaba iteratsiya qilsak, ushbu
(  X  X

vn+1(x,X ) =  eiXx ■ | j  L[un(t)\ d t+ l- J  e~2iX̂ L [ u n{t)]dt+

+  in+i{Xy A)
2гАJ

о
tenglik kelib chiqadi. Bu tenglikka asosan 7„+i(x, A) funksiya 
A bo‘yicha x  darajali eksponensial turdagi funksiya bodadi.
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7;i+i(x, A) G L'2( —oo; oo) bo ‘lishiga to'g'ridan-to^ri hisoblash 
yocli bilan ishonch hosil qilishimiz mumkin.

(2.10.8) tenglikni x  bo'yicha. differensiallab, (2.10.7) formulani 
keltirib chiqaramiz. ■

Izoh  2.10.1. (2.10.3) rekurent formulalarga asosan

tenglik o ‘ rinli bodadi. Bu yerda g(t) G Wj (0,-тг),
В unga ко ‘ ra ushbu \

X

ф ,  \) =  l- J  e~2lMx-V ■ L[un{t)]dt =  
o

=  1J  e-2iA(*-0 . qW (t)d t+

0

<2 1 M >
tasvir o'rinli bodadi. Bu yerda

X

g(x, A) =  J  е - * * х- У № ,
0

funksiya Л bo‘yicha eksponensial turda bodib, uning darajasi 2x 
dan oshmaydi, hamda u L2(—oo, oo) fazoga tegishli bodadi.

(2.10.1) tenglama va ushbu

1/(0) -  M 0 )  =  0, i / W  -  Н у(7Г) =  0, (2.10.10)

shartlar yordamida hosil qilingan Shturm-Liuvill chegaraviy 
masalasini ko‘rib chiqamiz. Bu chegaraviy masalaning xos qiy- 
matlarini

Mo, M i?  М2,
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orqali belgilaymiz. M.G. Gasimov, B.M. Levitanlarning [28] ishida 
xos qiymatlar uchun quyidagi asimptotik formula olingan:

00

/—  U , a °  . ' 1 0,1 . 1 Г П 1 I |2 ^
^  2 Г  < 0 ° 'k=0

Mazkur paragrafda bu asimptotik formulani yanada 
aniqlashtiramiz. Shu maqsadda, biz D.Sh.Lundinaning [90] 
maqolasida olingan natijani bayon qilamiz.

Teorem a 2.10.2. Agar q(x) haqiqiy bo‘lib, W 2n(0> я) 
fazoga tegishli bo Ъа, и holda (2.10.1)+(2.10.10) chegaraviy 
masalamng /i* =  \\ xos qiym.atlari к —> 00 bo‘lganida quyida
gi asimptotik tenglikni qanoatlantiradi:

* - * +  E k2j+1 
l<2j+l<n+3

« W M ' “

7Г
 ̂ 2/i — |£(/i +  ui(O ) -  # )

г/с

Sk ek(H th)
fcn + 2  fan+3

Zfa yerda 6к ketma-ketlik H, h larga bog‘liq emas,
00 00

5 Z  I5*!2 <  0 ° ’ $ ^ Ы Я >/1)|2 <  »=•
fc=0 fc=0

Isbot. y(x , A) va y(x,A) funksiyalar (2.10.1) tenglaman- 
ing yechimlar fundamental sistemasini hosil qilganligi sababli
(2.10.1)+(2.10.10) masala lioldan farqli yechimga. ega bo‘lishi 
uchun ushbu

f /1 (1 1 2 /(0 , Л) +  x 2y {0, A)] -  [xi2/'(0, A) +  x 2y'(0, A)] =  0,
■ \ H[xiy{ir, A) +  z 22/(tr, A)] -  [xiy'(n, A) +  £22/'(tt, A)] =  0,

sistema noldan farqli x \, £2 yechimga ega bo‘lishi zarur va ye- 
tarlidir. Bu sistemaning determinantini nolga tenglab, quyidagi
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h j/(0, A) - y ' ( 0.Л) h 2/(0, A) — y'(0, A]
# 2 /К  Л) -  2/'(тг, Л) Ну(тг, A) -  j/'(7T , A)

xarakteristik tenglamani hosil qilamiz:

=  0 ,

у a m
(/i2/(0, A) -  y'(0, A)) ■ {Ну(тг,\) -у'(тг, \ ))~

~ (h y (0,A) ~  V^O, A ) )  • (H y(n , A )  — A ) )  =  0.

Ushbu

2/(0, A) =  1, y'{0, A) =  i\ +  c(0, A), 

y'(ir, A) =  y(7Г, A) • (гА +  <т(тг, A)), 

tengliklarni hisobga olib, xarakteristik tenglamani quyidagi tarzda 
yozamiz:

2/(7Г, A) 1 - h , cr(0,A) 
tA iA

i , н
1 T  iA iA

2/(tt, A) 1.4- h ofO.A) 1 H , <7(тг,А)
iA iA 1 iA 1 . iA

Bu tenglama ildizlarining kvadratlari (2.10.1)4-(2.10.10) masalan- 
ing xos qiy mat lari bilan ustma-ust tushadi.

Oxirgi tenglamani (2.10.2') formula yordamida ushbu

exp {  2i(A7r 4- Im J  a (t} A)dt)

=  exp^exp |2zlm
Ь | 1 _ Л + £ М  

iX i\
H  a{ 7T,A)
iX iX \

ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan (2.10.5) belgilashlarga mu- 
vofiq, А* =  у/Щ sonlar quyidagi tenglamaning ildizlari ekani kelib 
chiqadi:

f /  h a{0, A)^ ir r.. .:j



tln+lOr, Л)
(гЛ)г1+1

ya’ni

(Л — к)и =  Im  ̂ In

—In

i _  A  +  а ( ° -лЛ  _
гЛ iX )  

щ { ж ) - Н  < (тт) -  Н ип(п)
iX  +

+ ^ л|„+2 ' [гЛип+1(тг, А) +  < +1(тг, А) -  Н и п+1(ж, А)]

(2 .10.12)

Ushbu

iX • u„+i (A, тг) +  и’п+1 (А, тг) =  е“ ,л* • < +1 (тг, А ),

tenglikni hisobga olsak, hamda (2.10.6), (2.10.7), (2.10.9) formu- 
lalardan foydalansak, quyidagi kelib chiqadi:

^ л | п + 2 • [*Л • “ n+1 (тг. A) +  < + 1  (тг, A) -  H u n+1 (тг, A)] =  

Un+1 (7Г) +  7 7 ^ . ( i f  i W - V i  (t) dt -  H un+\ (тг) | +(гЛ)п+1 (гЛ)п+2 I 2.
о

7Г

H
+

2 (гЛ)n+3 J  q (t)n n+i (t)d t+
о

+щ г*1‘~*яЩ-ф))(1+£)+
J z l T L  j . M n)dt. (1 + H\ S(А) а (Я ,Л ,А )
(2гА)"+1У 9 М  (*А)"+2+ (гА)"+3

Bu yerda

+

5 ( X ) = 1- - j е -* л<*-‘) • (t)d t +  е~’Хж ■ yn+1 (tt, A)
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с г ( # Л  А)
Я
4

J  ? -ИА0г-0 . р/ ф  dt _  .
7Г

ln+i (я-, А ) ,

funksiyalar eksponensial turda bo‘ lib, darajasi 27Г dan oshmaydi, 
hamda ular L2 (—00, 00) fazoga tegishli. Shunday qilib, (2.10.12) 
xarakteristik tenglamani quyidagi tarzda yozish mumkin:

(7(0, A)
(A — к) 7Г =  Im I  In ^1 — 

{

+ гА

In 1 + U i (7г) — H  
iX

у  f  q(t)un+i (<) dt
+ .. .  +

(iA)n + 3

- I n  1 +
(2 /A )

1 + «м (*)-// 
iA

Bundan A ->  00 da quyidagi tenglik kelib chiqadi:

A

=  — Im

A-',+i ' " }

iAffp(0) Я \  m  ; o № M )
гА / (гА)п+2 (гА)*+34 • (гА)п+2

цк =  А2 (2.10.1)+(2.10.10) masalaning xos qiymati bo‘lsin. 
Bizga /с —> 00 da ushbu

1
A f. — k +  9k, X

asimptotikalariiing o ‘rinli ekanligi ma’lum.
Oldingi tenglikda A =  A* desak, quyidagi kelib chiqadi:

C2p+1, H  — h — u\ (7r)
<  7 A —  +  ••• +

& + 2p+l +
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=  — Im
( - l ) n

(2 ik) 71+1
J  e -2 i(M k̂ - t ) q(n) ф  df ^  +

7Г
2H  -  « !  (тг)

, H h )
(i\)n+2 

Bu yerda

о
- i { k + O k )TT

+ 9 (0) Л  , H \ a (H ,h ,  At ) 
4 (ik)n+2 V ik J (ifc)” +3

ik

+

4-

f c n + 3 5

E m : <  oo.
/c=0

Agar biror /  (Л) funksiya eksponensial turda bo ‘lib. 
L2 (—00, 00) fazoga tegishli bo ‘lsa, u holda quyidagi fikrni isbot- 
lash qiyin emas:

к к + е к) = т + в кт + Щ ,

E i / ( fc)i2 < ° ° -  E i/ ' w i 2<cx3’ E 2  i / i( fc)i2 <  ° ° -
fc=0 fc=0 fc=0

Bu faktdan foydalanib, yuqoridagi tenglikni quyidagicha 
yozish mumkin:

0кК + {
H  — h — щ  (7r)

к 4- Оь (к 4- Ok)

=  — Im
( - 1  r

(2 ik) 71 +  1

4 ‘
7Г

J  e2lktq(n\t) (1 — 2г .̂(7Г — t)) dt x

■ (
2 Я - Ц1(^ )\ e - ^ ( l - i M  /  H \

ik )  (ik)n+2 4{ik)n+2 > \ i k )

+
ek(H yh)

fan+3

Bu yerda 5 (к) miqdor /1, H  larga bog‘liq emas, hamda 
00 . 2 00

E  p w  < ° o ,  E i ^ - ^ i 2 <  °°>
A:=0 k=Q
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shartlarni qanoatlantiradi. Bu yerdan, xususan hatto n — 0 
bo'lganida ham

a ^ — Я  +  A  к \->| A ,2
e ‘ ' “  й  +  Т '  Е 1 д * !2 < »

k=0 t
bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, quyidagi tenglik o'rinli

n -  . J Я  — h -  Щ ( т г )  C b p + i

in+1 /• Г Oh — 1-

+  (2.10.13)

Faraz qilaylik, 0* lar ushbu . ; . s v ,

6 , 1 -  I .  
'• • + { Т Г 1 Г  +  - - + ( Щ ) 5 5  +  Т

(2.10.14)
tenglamadan aniqlanadigan bodsin. U holda

=  E  ^  (210 15 )

4 3 < 2 j + l < 0 0

(2.10.13) tenglikdan (2.10.14) tenglikni ayirsak,

(ft -  f t ) .  • ( i  +  2  ( p ) )  -  I m g p ;  ■ / « “  ■ , '• > «)*

^ h - k j h  +  u ^ - H )  
ik

л + х + ы н л )f c n + 2  f c n + 3

kelib chiqadi. Bu yerda (2:10.15) tenglikni ishlatsak. (2'. 10.11) for
mula kelib chiqadi.■ ' /  , . .

Izoh  2.10.2. Yuqorida isbot qilingan teoremadan ushbu

* - * +  e  b- m +  •
l< 2 j+ l< n + 2
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/  ( - 1 ) " -

’ +  д^2> W }  £ Ь

(2.10.16) 
formula kelib chiqadi.

Izox 2.10.3. (2.10.l)-t-(2.10.10) masala bilan birgalikda 
(2.10.1) tenglama va ushbu

2/'(0) -  hy(0) =  0, y\iг) -  H 'y(тг) =  0, (2.10.17)

chegaraviy shartlar bilan berilgan chegaraviy masalani ko‘rib 
chiqamiz.

(2.10.1) -Ь (2.10.17) masalaning Vk — xos qiymatlari uchun 
ham (2.10.11) tenglik o'rinli, ammo unda H  o'rnida H ' ni olish 
kerak xolos. Agar (2.10.11) formuladan, H  ning o'rnida H ' ni 
qo‘yish yordamida xosil bo'lgan formulani ayirsak, u holda

A* - &  =  £  § £ f +
l< 2 j+ l< 7 i+ 3

(2.10.18)
oo

£  Ш 2 < OC. 
к=0

T eorem a 2.10.3. Haqiqiy q(x) funksiya ^ 2 l(0, 7t) fazoga 
tegishli bo‘lishi uchun (2.10.1)+(2.10.10) va (2.10.1)+(2.10.17) 
masalalaming fik =  \\, Vk — £I xos qiymatlari uchun quyidagi 
asimptotikalar bajarilishi zarur va yetarlidir:

_  i. i v  ~b2j+1 i 5k 
! < 2 ^ < „ + 2 fc2j+1 ^

Л* - ^ =  £  | Ш  +  ^  (2.10.19)
l< 2 j+ l< n + 3
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oo oo

5 3  î i2 <  °°> X !  î i2 < 00•
jfc=0 /г=0

Isbot. Teoremaning zaruriylik qismi (2.10.16) va (2.10.18) 
tengliklar yordamida oson isbot-lanadi.

Yetarlilik qismini isbot qilamiz. q(x) E W™(0,7r) bo'lib,
q(x) & И т̂+1(0, тг) deb hisoblaymiz. Bu yerda m  <  n. Aniqlik
uchun m  =  21 deb hisoblaymiz. U holda (2.10.16) va (2.10.18) ga 
asosan quyidagilarga. egamiz:

\ _  JU . V  ^2j+l 4- -  Г1™ 4- ^
k A‘ +  2 ^  ^2j+i +  2 (2fc)m+1 2k km+2'

l<2j+l<m +2  4 7

\ _ P  =  c2j+l 2 (Я  -  f f ')  , у  pm ■ &
A* & /c2j+i 7j* (2/с)7,1+2 '̂ ' 2k km+r

1<2j + 1 < m + 3  4 7

Bu yerda
7Г

=   ̂J  cos 2ktdt,

0
7Г

5 27- =  - J  q(m\ t) ■ t • sin 2Ш *.
0

Bu formulalarni (2.10.19) shartlar bilan taqqoslab, quyidagi- 
larni olamiz:

1) b2j+1 =  йад+1. 1 <  2j +  1 <  m +  1, 1 ■ ( - 1 ) '  ■ CTk =  f ,
(2 .10.20)

OO
5 > fc|2 < « ) ,  (2.10.21)

2) С у+1=О у+ь 1 <■ 2 j +  1 <  m +  1,

2 (Я  -  H') , ^  C2M  - C 2U3 . a  
—  - ( - I )  • $ * -  £  + p

3 5 7

Bu yerda



Х Ы 2 < 0 ?; [2.10.22)
*=1—л "

Faraz qilaylik

? ( - ) (х ) =  gWQt) +  9<m>(x), ' (2.10.23)

коhinishda bo‘lsin. Bu yerda .. п . . .

-• д™(ж -  x )=  -  m)(x), £ 1\ж - x )  =  <£n)(xj.

Uholda (2.10.20) 'gako'ra
°o

o '  ( - 1)' ' <l2l\ X) = ..$ 3  ^  008 2fer> 
fc=l

boladi. Bu yerda (2.10.21) shartni hisobga olsak, q^1 (x) G 
W2 (0,71*) kelib ehiqadi.

Ikkinchi tomondan x  - д(т)(ж) funksiyaning x  =  f  ga nisbatan 
toq qismi bo‘lgan ushbu

4 m)(x) (x  -  +  ^ ? [m)(x),

funksiya uchun (2.10.22) ga asosan quyidagi tenglik o‘rinli bocladi:

n - t f  ( H -  Щ  [ ,W M  ( ,  ■_ I )  +  I  , ! - . w
7Г

OO
_  ^ 7  С#+_з. ^ 2.fii3. sin 2/crc+^^ ~  sin 2fcx.

fc=l fc=l кfc=1 /2=1
Ushbu

> ;  sin 2 k , -  ( й м  -  й м )  ( § - » ) ,

tenglikni, hamda (2.10.23) shartni hisobga olsak,

4 m)(x) (a -  I )  9<m)(x) e 14/2(0, tt),

ekani kelib ehiqadi. Bundan qff l\ x)  funksiyaning W }{0, tt) fazoga 
qarashli bo‘lishi kelib ehiqadi, ya’ni q(x) G VK™+1(0, 7r). Bu esa
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yuqorida qilgan farazimizga zid keladi. Demak. q(x) £  VF2n(0, тг) 
ekan. m  toq son bodgan hoi ham xuddi shunday isbotlanadi. ■

M.G. Gasimov va B.M. Levitanlarning [28] ishlarida. {/**}, 
{щ }  ketma-ketliklar q(x) €  L 2(0,7t) haqiqiy potensialli (2.10.1) 
tenglama va (2.10.10). (2.10.17) chegaraviy shartlar yordamida 
hosil qilingan chegaraviy masalalarning xos qiymatlari bodishi 
uchun bu ketma-ketliklar almashinib kelishlari, hamda quyidagi 

a ek /— с вк
к ~k' ^ k ~ ^ k =  k Vv

ОС ОС

^ | £ t |2 < o c ,  ^ | ^ | 2 < o o

asimptotikalarni qanoatlantirishlari zarur va yetarli ekanligi isbot 
qilingan.

Bu fikr teorema 2.10.3 dan. hamda quyidagi natijadan kelib 
chiqadi.

N atija  2.10.1. { /^ } ,  {t^ } ketma-ketliklar q(x) 6 W ?  (0 ,7r) 
haqiqiy potensialli (2.10.1) tenglama va (2.10.10), (2.10.17) 
chegaraviy shartlar yordamida hosil qilingan chegaraviy 
masalalarning xos qiymatlari bodishi uchun bu ketma-ketliklar 
almashinib kelishlari hamda (2.10.19) asimptotik tengliklarni 
qanoatlantirishlari zarur va yetarlidir.

l l - § .  Teskari masala yechimining turg‘unligi

Mazkur paragrafda Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi 
uchun qo'yilgan teskari spektral masala yechimining turg‘unligi 
ko'rsatiladi. Bu masala ilk bor xususiy holda X.Xoxshtadt 
t-omonidan o'rganilgan. So‘ngra bu masala V.A.Yurko tomonidan 
umumlashtirilgan.

Ushbu

LjV =  —y" +  q{x)y  =  Xy, 0 <  x < n ,  (2.11.1)
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Shturm-Liuvill chegaraviy masalalarini qaraymiz. Bu. yerda 
q(x) £  L 2(0 ,7 t) haqiqiy funksiya va h haqiqiy son. Xnj  (71 >  
0, j  =  1,2) orqali Lj ( j  =  1,2) operatorning xos qiymatlari- 
ni, hamda ip(xy\) orqali (2.11.1) tenglamaning < (̂0, Л) =  1. 
ip'(0, A) =  h boshlangdch shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi- 
ni belgilaymiz. U holda Anj  xos qiymatlar A j(A ) =  <̂1j “ U(7t,A) 
xarakteristik funksiyaning nollari bilan ustma-ust tushadi va ular 
ushbu

\/АпД= п + о  +  7---------- +  у/ An,2 =  77-4---- b—- ^  (2.11.3)2 ( п  +  ^ ) 7 г  V !  n n

asimptotikalarni qanoatlantirishi yuqoridagi paragrafiarda 
ko'rsatilgan edi. Bu yerda

2/(0) -  hy(0) =  0, y U - % )  =  0, j  =  1,2, (2.11.2)

{X n j}  ^ 2̂j j  — 1? 2.

Hisoblashlarni soddalashtirish maqsadida, a =  0 deb
hisoblaymiz. U holda (2.11:3) asimptotikalardan

Ё ( | ^ - ( Ц + y j A n , 2  n <  00, (2.11.4)

sonli qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.
Endi Lj. operatorni shunday tanlaymizki, natijada ushbu

Л
oc

У ;  (|An,l — АпД
n—0

+ An,2 — A- I )
<  00, (2.11.5)

qatpr yaqinlashuvchi bodsin. Л soniga An>J- va Anj  spektrlarning 
yaqinligini xarakterlovchi miqdor deb ataladi. Bu yerda An,j son- 
lar ketma-ketligi Lj operatorning xos qiymatlaridan iborat bodib, 
ular ushbu

4 — тгн— *-■ Xn,l



asimptot.ikalarni qanoatlantiradi. Bu yerda

(2.11.5) shartdan a. =  a kelib ehiqadi.
L 2 operatorning norrnallovchi o ‘zgarmaslar ketma-ketligini

о
orqali belgilab olamiz.

L2 operatorning norrnallovchi o ‘zgarmaslar ketma-ketligini esa

qiymatlari
A j(A) =  7г,Л) xarakteristik funksiyaning nolaridan iborat
bo‘ladi.

Awalo quyidagi yordamchi lemmalarni isbotlaymiz.
Lemma 2.11.1. Shunday d'i soni topilib, A <  bo‘Isa, и 

fiolda

n=0
baholash o'rinli bolladi

Isbot. L2 operatorning a n norrnallovchi o'zgarmaslari uchun 
ushbu • • 4

7Г

0
orqali belgilaymiz. Bu yerda ф(х, A) funksiya quyidagi 

—у"  4- q(x)y = Ay, y(0) =  1, y'(0) =  h,

Koshi masalasining yechimi. U holda Lj operatorning Anj  xos

o c

(2.11.6)

- А 2(Ап,2)Д 1(Л,1;2), n > 0 ,  A 2(A) =  ^ -Д 2(А), (2.11.7)
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tengliklarning o ‘rinli ekanligi oldingigi paragraflarda ko'rsatilgan 
edi. Bu yerda Aj(A) yarim tartibli A ning butun funksiyasi 
bodgani uchun Adamar teoremasiga ko‘ra uni

Л,(А) =  В7П ( 1 - ^ - ) ,  j  =  1,2, (2.11.8)

ko'rinishda yozish mumkin. Hisoblashlarni soddalashtirish maqsa- 
dida, A =  0 soni Lj, j  =  1,2; operatorlarning xos qiymati emas 
deb hisoblaymiz. Bundan foydalanib, quyidagi

Aj(A) _  B j y r  Afrjynr /  Akj -  Ak j\
^ )  =  в , 1 } о х к П {  лм - л  J ’

ifodani hosil qilamiz.
Tenglama yechimlarining va xos qiymatlarining asimp- 

totikalaridan foydalanib quyidagi limitlarni hisoblash mumkin:

V A ,(A) , v ( t , 1
lim -ztjtt =  1, hm 1 +  —  ̂   =  1.л-4-оо A j(A) л-4-оо \ Akj — A I

Demak.

f d l r ^  = L  (2-1L9)
1 k=0 XkJ

(2.11.8) dan foydalanib

f t - г т Л  An A
A 2(An,2) =  ” Y ^ ~ n  ( 1 “

V a t o  V Ч 2
кфп

tenglikni topamiz. Oxirgi tenglikda (2.11.9) inobatga olinsa, un- 
dan ushbu

A 2(An,2) _ t t  f  Afc,2 — АПЛ
A 2 ( A n , 2 )  у  A k,2 -  A n ,2  J ’

кфп

tenglik kelib chiqadi. Endi (2.11.7)-(2.11.9) formulalardan foy-
3G2



dalanib,

yoki

— Л ,

=  - nfc=0

Afe,i — An,2 
Алд — An>2 П

fc=0kjin

A a.,2  —  A n , 2  

A * , 2  —  A n>2

/c=0 *=0kjtn
tenglikka ega bo ‘lamiz. Bu yerda

e[!

Ushbu

( i)  _  A k£ —  A fcA А П)2  —  A ra>2

A k,i Ап,2 A fcj АП12

cxi oo

* . - E « l + E «
k=0 k = оkjtn

belgilashni kiritaylik. U holda quyidagi

A*,i А*д
E ^ E E
л=0 7 2= 0  A :=0

I A/cAr.l ~  ^ n . 2
+

A n , 2  “  A n , 2

Ал;Д — A7t)21
+

oo oc

+ E E
7 1= 0  fc=0 krn

(  | A a:,2  —  A fc ,2 1
A n , 2  A n ,2

I |A /fc,2 —  A n ,2
1

A a -,2  -  A n , 2 1

<  ^  АП)2 -  An,2
71=0

2 E
1

+  E -

<

1

M  lA*,2 -  An,2| £ £ |Лм ~  An'2*
\ м» /  /

+

I 1

+§ l ^ “ 4 £ iv = Afĉ l ’
(2.11.10)

tengsizlikka ega bodamiz. 
Quyidagi 

00OO ^  71— 1 ^  0 0  ^

E | fc2 _ n2| = E n2 _  k2+ E  k2 _  n2 ~
k =  1 1 1 k =  1 f c = 7 l+ lkjtii
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2п — 1 ' 2п +  1 п2 ' 2п v ' 2п 
tengsizlikdan foydalanib, ushbu

oo 1

E j i w T 1’ " 2 1 ' (2Л111)
кфп

baholashni topamiz.
Xos qiymatlarning (2.11.3) asimptotikalaridan

1 1 , Vk̂ n \ ^ n+  7715 7Г7Т Г Г» p/fc,n| ^  G,
h ,2 -  An,2 k2 -  n2 (k2 -  n2)(Ajt,2 -  A„)2) 

kelib chiqadi. Bunga muvofiq

<  TTo 9p к ф п .|Afc,2 — An.i2| |fc2 - n 2|
Oxirgi tengsizlikdan va (2.11.11) dan foydalanib, ushbu

00 , ,

( 2 J U 2 )
кфп

tengsizlikka ega bodamiz.
Xuddi shuningdek, ushbu

§ ( р̂ +к Д ыИ  <2шз»
tengsizilik o ‘rinli ekanligini ham ko‘rsalish mumkin. (2.11.10), 
(2.11.12) va (2.11.13) tengsizliklardan

oc
£ > П<СЛ,.
k=0

baholash kelib chiqadi.



Endi 5\ >  0 sonni shunday tanlaymizki, agar A <  5\ bo ‘lsa, u 
holda 0n <  J. Ushbu |£| <  | sharfcni qanoatlantiruvchi barcha <f 
larda quyidagi tengsizlik o ‘rinli:

ISI ifi
|in(i -  01 <  £  Щ - <  J 2 K f  =  r r b  ^  w

f c = l  * = 1

Bimi e’tiborga olsak, ushbu

1 &nIn —
CXn

DO ОС

< j :  „ a - о  + E H i - e
/c=0 fe?кфп

<  20Л)

baholashga ega bodamiz. Logarifmik funksiyaning xossasidan foy
dalanib.

—  -  1
a „

<  40,

tengsizlikni topamiz. Bundan esa

|о?л C*7i| ^

kelib chiqadi. Bu yerda a n ketma-ketlikning yaqinlashuvchiligi 
e’tiborga olindi. Yuqoridagi tengsizliklardan 

00 oo
^ I d n - Q n l  < C ^ 2 e n < C A ,
71=0 n = 0

kelib chiqadi. ■
Shu bobning 2-paragrafida ushbu

ip(x, A) =  cos y/Xx +  f  K (x , £) cos V\tdt, 
о

I\ (x ,x ) =  h +  \ f  q(t)dt, 
о

;C _

A) =  cos \/Ax +  f  K (x , £) cos \f\tdt, 
о

К  {x ,x )  =  /i +  I /  <?(£)<# 
о
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integral tasvirlardan foydalanib K (x ,t )  va K (x y t) yadrolar uchun
X

I<(x,t) +  F {x ,t )  +  J  K (x ys )F (s yt)ds =  0, 0 <  t <  x ,

X

K (x ,t )  +  F (x ,t )  +  J  К (x ys )F (s y t)ds = 0, 0 <  t <  x

Gelfand-Levitan integral tenglamalari keltirib chiqarilgan edi. Bu 
yerda : ‘~-4 <

0 0  /  i  1

F (x\ *) =  z 2 ( —  c o s V A ^ n  cos y / K jt  -  —
n=0 a n

H x > 0  =  \ C0S \ /^ 2 '\ a n v

cos nx  cos nt  ,

2X COS \ An2t  jr COS ПХ COS nt ,

<£ = \, (n > 1), а° =  тг.
Bu funksional qatorlar 0 <  x , t  <  n sohada absolyut va tckis 
yaqinlashishi ravshan, chunki

o c

E
n =0

o o

E
n=0

А,, о — n

A „ ,2  ~  П

+

+

OL r

7Г

7Г

<  OO,

)<  OO.

Lem m a 2.11.2. Shunday 62 >  0 soni topilib, A. <  82 shart 
bajarilsa, и holda quyidagi

IK (x ,t )  -  K ( x , t ) I <  СЛ, 0 <  X <  t <  7Г,

< с А„д — Апд

Ап,2)^(7Г, Ап,2)

tengsizliklar o crinli bo'iadi.

< С

ш

Ап.2 — АП(2

(2.11.15)

(2.11.16) 

(2.11.17)



00 /  i
F (x t t) =  ( —  cos y/ X ^ x  cos y/XXat-

n — C\ \a*

Isbot. Ushbu

71=0

1
—  cos 
Qtn

yoki

cos ,

о =  ^ E  + о  -  6" ( г  -  0 ) .
71=0

funksiyani baholayrniz. Bu yerda

Faraz qilaylik, A <  S] bo‘lsin, u holda

|bn(f)l <

1
+■

—  -  —  J COS л / Х ^
.£*„ c*n/  v

COS -  COS y / \ ^ 2 ^

+

<

<  С  ^|q -  &n\ + л/ 7̂1,2 “

baholash o :rinli bodadi. Bu yerda lemma 2.11.1 dan foydalansak,

F(x,t)\  < C A ,

ega bodamiz. Bundan va Gelfand-Levitan integral tenglamasining 
yagona yechimi mavjudligidan (2.11.15) kelib ehiqadi.

(2.11.14) integral tasvirga asosan

^'fad V O  =  “  \ A m  sin ч/ V f a  +  K fad * ) cos \ А м 7Г+
7Г

+ /  if '.fa , i) cos y/X n,itdt, 
о ___

0(7Г, Аид )  =  ф (п , А „д ) -  ф(7Г, Апд ) =  COS y /X ^ Jn  -  COS у А „д 7 Г +
7Г __ ____  [Z----

4-f  K (n , t)(cos у/Aji'it — cos л/Апд£)сЙ

(2.11.18)



kelib chiqadi. ip(x, A) yechimning va у/Хпл laming asimptotikasi- 
dan foydalanib, j \ - v

|</?'(7T, An7i)| < C7,

baholashni olish mumkin. Agar A <  62 bo'lsa, u holda (2.11.15) 
baholash va (2.11.18) tasvirga asosa.n

|^(тг,А„д)| <  С \f^n,

tengsizlikni keltirib chiqarish mumkin. Bundan esa (2.11.16) kelib 
chiqadi. Xuddi shuningdek, (2.11.17) tengsizlikni ham isbotlash 
mumkin. ■

Lem m a 2.11.3. g(x) G C[0, n] uzluksiz funksiya va
00

52 \zn — n\  <  00 shartni qanoatlantiruvchi {z n}{JL0 har xil son-
n=0
lardan tuzilgan ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Quyidagi

71

ъ = J  g(x) cos znxd x i

sonlar uchun oc

• ■ 0 =  X  le"l <  0 ° ’
n=0• ■ 4 '

shart bajarilsa, и holda

. \g(x)\ <  M 6 r

baholash 0 ‘rinli bo‘ladi. Bu yerda M  o lzgamnas son faqat {z n}£L0 
to ‘plamga bog‘liq.

Isbot. {cos2na:}^=0 funksiyalar sistemasi L2[0 .7r] fazoda to‘la 
bodgani uchun, en koeffitsiyentlar g(x) funksiyani yagona aniqlay- 
di. Quyidagi

7Г 7Г

J  g(x) cosnxdx  =  en 4- J  g(x)(cosnx — cos znx)dx> 
о 0
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О С OO ^  V

g(x) =  cos nx  +  —  cos n x  /  g(t)(cos nt — cos Znt)dt,
n = 0  n = 0  J

kelib chiqadi. Oxirgi tenglikdan <j(x) funksiya ushbu
7Г

^ (ж )= е (х )  +  J  H (x,t)g (t)d t, (2.11.19)
о

integral tenglamaning yechimi ekanligi ko‘rinadi. Bu yerdagi ush
bu

oo ^
e(x )  =  y ^ c o s n x ,  H (x ,t )  =  —  cos ns(cos n t-co s  znt) ,

n = 0  n = 0  Q n

funksional qatorlar 0 <  x yt <  7Г sohada absolyut va tekis yaqin- 
lashuvchi bollib, .

2 oo
| e (x )| < -0 , . |Я(х,01 <

baholashlar o£rinli bo£ladi.
Endi ushbu

7Г

y {x )  =  J  H (x ,t)y (t )d tt y (x ) e  C[0 , 7г], (2.11.20)
о

bir jinsli integral tenglama faqat nol yechimga ega ekanligini 
ko£rsatamiz. Haqiqatan ham,

30 1 }  
y(x ) =  Y2 ~ o cosnx  (cos n* “  cos 

n = ° a n  0

tenglikdan ushbu

t e n g l i k d a n



yoki

fyL  #(£)xos zn̂ dx-=^.y 3
О '/

hosil bo'ladi. Oxirgi tenglikdan esa y (x ) =  0 ekanligi kelib ehiqadi.. 
Shunday qilib, (2.11.19) integral tenglama yagona yechimga ega 
va undan

■jQ(x)\< MO,
e

baholash kelib, ,ehiqadi. 1
Izoh 2.11.1. Lemma 2.11.3 isbotidan ko‘rinadiki, agar yer 

tarlicha kichik 5 >  0 son uchun {^n}^L0 ketma-ketligini
ushbu • ,r~ ^

^   ̂ l̂ n %i| ^

n==0' t'"‘
tengsizlikni qanoatlantiradigan qilib tanlasak, u holda. M  soni 
{^n}5S=0 ketmarketlikning tanlanishiga bog‘liq bo‘lmaydi.

T eorem a '2.11 Л.\Shunday'5 >  0 soni topiladiki, bunda agar 
A < 8  shart bajarilsa, и holda

I k  -  £ I I c m  =  o ™ *  k ( x )  ”  ^ ( x ) l  <  С Л > h -  h <  С  A,

(2 .1 1 .2 1 )
:baholashlar о ‘rinli bo 'ladi.

Isbot. Quyidagi

-¥>"(£,• A) +  q{x)(p(x, A) =  X<p(x, A)|'

A) 4- q(x)(p(x, A) =  A<p(x, A)V 
tengliklardan birinchisini <p(x, A) ga, ikkinchisjni esa </?(:r, A) ga 
ko'paytirib, hosil bo'lgan ifodalarning ikkinchisidan birinchisini 
ayiramiz va uni 0 dan 7Г gacha integrallab, ushbu

7Г ‘ J

J  q(x)tp(x, A)<£(x, A)dx =  <£'(7г, А)<£(7Г, A)—<p(7r, А)<£'(7Г, A )+h—/г, 
о

. ( 2 . 1 1 . 2 2 )
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q(x) =  q(x) -  q(x).

Ushbu

h +  7}  I  q(x)dx  =  0, h =  h -  h, (2.11.23)
о

tenglildarni e ’tiborga olib, (2.11.22) ifodani quyidagi
7Г

I  q(x) ( v ( x ,  A)ф{х, A) -  0  dx =
0

=  <p'(n, Х)ф(тг, A) -  A), (2.11.24)

ko*rinishda yozish mumkin. ф(х> A) va <̂ (д:, Л) yechimlarning
(2.11.14) integral tasvirlaridan foydalanib, <р(.т, A)<£(x, A) — ̂  ayir- 
mani quyidagi tarzda yozib olamiz:

ф ,Х )ф (х ,Х )  -  1 =

t e n g l i k n i  h o s i l  q i l a m i z .  B u  y e r d a

j .

=  ^ cos 2 y/\x +  J  [K(x, t) 4- I<(x, it)] cos VXx  cos s/\tdt+
0

X  X

+ J J  [^(*г > t )K (x % s)] cos л/At cos VXsdlds. 
о о

K (x .t )  va K (x .t )  funksiyalarni K (x , —t) =  K (x , t), K {x . —t) =  
K (x .t )  formulalar bo'yicha davom qildirsak, oxirgi tenglik

■fix, A )<p(x, A) -  “  =

X

1 I f
=  -  cos 2 у/Хх +  2 /  № t) +  К ix i *)]cos ^А(*т  ~  t)dt+

— X

X  X

J  [I<{x, t )K {x , s)] cos \/A(£ -  s)dtds,
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koddnishni oladi. Bu yerdagi hirinchi va ikkinchi integrallarda 
x  ~~ t s — Ь

mos ravishda т  =  va r  =  —- — almashtirish bajarib,
2 2

<р(х, Х)ф(х, Л) — ^ =  -  ^cos2\/Ax 4- 2 j  [K (x, x  — 2t)4-

4-AT(x, a; — 2r) ] cos 2х/Лтс/т4- 

+ J  K {x ,s )  j  K ( x : s — 2r ) Q,o^2y/\rdrds > ,
X

tenglikni hosil qilamiz.
X

cos2\/Ax 4- J  V  (x, r )  cos 2\/Лтdr

° (2.11.25)

y>(s, A)<£(x, A) -  ^ i

tasvir hosil bodadi. Bu yerda

V (x ,t )  =  2 [K (x ,x  -  2r) 4- K ( x . x -  2r)]+
x—2r

+ J  K ( x , s ) K ( x , s - 2 r )d s +  J  K (x , s )K (x . s  4- 2 r)ds.

2 t — x  - x

(2.11.26)
Bu ifodadan Foydalanib va (2.11.15) tengsizlikni e’tiborga olib, 
A <  62. 62 >  0 bodganda

\ V {x ,t)\ < C %

bodishini ko'rsatish mumkin. Endi (2.11.25) ni (2.11.24) tenglik- 
ka qo'yib. hosil bodgan ifodani A =  A7lii va A =  A„ t2 bodganda 
hisoblasak,

n

J  g(x) cos 2 y/\^xdx  =^'(тг, AM )£(7r, АпД),
0
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7Г/д (х ) cos 2 \noxdx = 1р'(тг, АП]2)<£(тг, Л ^ ), 

tengliklar hosil bo:ladi. Bu yerda

д(х) =  2 ^ /(.т) +  j  V (t,x)q {t)d t^  . (2.11.27)

Quyidagi

^2n+l =  2\ / A„:1, 22„ =  2 \JXn2,

^2n+l =  V5 (^5 A nj)<^(7T. ^ n .l)?  ^2» =  (^"j Хл2)ф{тт, A ni2 ),

belgilashlarni kiritib, lemma 2.11.3 dan foydalansak, A <
J2 >  0 bo'lganda

|y(®)| <  СЛ,

baholash hosil boladi. <7(0:) funksiya (2.11.27) Volterra integral 
tenglamasining yechimi bo'lgani uchun

|g(x)| <  С  A,

tcngsizlik o'rinli bodadi. Bunga va (2.11.23) tcnglikka asosan
<  Ci\ kelib chiqadi.
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I ll BOB. Y A R IM  0 ‘Q D A B ERILG AN  
SHTURM -LIUVILL C H E G A R A V IY  M A SA L A SI

l-§ . Parseval tengligi

Quyidagi

—y" +  q (x)y  =  \y. 0 <  x  <  oo, (3.1.1)

y(0) cos a  +  j/(0 ) sin a  =  0 (3.1.2)

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko:rib chiqaniiz. Bu yerda 
q(x) € C[0, oo) haqiqiy funksiya, a  berilgan haqiqiy son va A 
kompleks parametr.

ip(x. A) orqali (3.1.1) tenglamaning

y( 0 ) = s i n a ,  y'{ 0) =  —cosa, (3.1.3)

boshlangdch shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.
f ( x )  e  L2(0,oo) ixtiyoriy haqiqiy funksiya va b - ixtiyoriy 

musbat son bodsin. Quyidagi regulyar chegaraviy masalaning

—y"  +  q(x)y  =  Ay, ( 0 < a ? < 6 ) ,  (3.1.4)

y(0) cosa  +  ? /(0 )sin a  =  0, (3.1.5)

y(b) cos ft +  y'(b) sin ft =  0, (3.1.6)

xos qiymatlari va xos funksiy alar ini mos ravishda A va 
4>п,ь{х ) =  n  =  0 ,1 ,2 , . . .  orqali belgilaymiz. Nor-
mallovchi o'zgarmaslar ketma-ketligi quyidagi 

ь

a n,6 =  J  A,b(x)dx, n  =  0,1, 2, (3.1.7)
0

tengliklardan aniqlanadi.
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Chekli oraliqdagi .(3.1.4)-(3.1.6) chegaraviy masala uphun 
Parseval tengligi ushbu

f  fi'-c )d x  =  [  f(x )ipn}b(x )d x\
i  n=0 n>b I '/ '

(3.1.8)
0

ko‘rinishda bol^di.
Yuqoridagi yig£indini Stiltes integral! orqali ifodaJaymiz. Bu- 

ning uchun quyidagi

(. , f r. e . 4
M \ )  =  A<An'‘ - °

:■> A <  0,.

. 1 : , ,(3,1.9)
E  ~ 2  > ^  >  о

o*K,b<xa n,b-

funksiyaui kiritamiz.
Stiltes integralining ta’rifiga ko‘ra, (3.1.8). tenglik quyidagi 

kocririishni olad i'
b ■ b

J  f 2(x)dx = J  F 2 (X)dpb(X )r  (З.Ч.Ю)
0 ■ ' 0 J- : :

bu yerda
6

F(X) =  j  f(x )ip (x ,X )d x , (3.1.11)

a
belgilash kiritilgan.

(3.1.10) tenglikda cheksizlikka intiluvehi bk ketma-ketlik 
bo'yicha limitga o'tish mumkin ekanligini. ko‘rsatamiz. Buning 
uchun avvalo quyidagi lemmalarni isbotlaymiz.

Lem m a 3 .1 .L , Ushbu

p  =  { ( X} Л) |0 <  x <  a, - N  <  A <  N }

soha berilgan bo'lsin. U holda ixtiyoriy £ ;>  0 son uchun shunday
h =  hm(e) >  0 son topilib, 0 <  x  <  h, |A| <  N  shartlami
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qanoatlantiruvchi barcha (x, \) nuqtalar uchun

\ip(x, Л) — sina| <  £, |y/(x, Л )+  cosa| <  e, (3.1.12)

tengsizliklar bajariladi
Isbot. (p(x: A) va ipr(x, Л) funksiyalar P  to ‘g ‘ri to'rtburchakda 

tekis uzluksiz, ya’ni ixtiyoriy e >  0 uchun shunday h =  /i_v(£) >  0 
topiladiki, barcha (ж, A), (#, А) €  P, \x — x\ <  h] |Л — A| <  h 
nuqtalar uchun

< p(x ,\ )-< p (x ,\ ) <  £, <p'{x, A) -  ip'(x, A) < £ ,

tengsizliklar o:rinli bodadi. Bu tengsizliklarda x  =  О, А =  Л desak 
va boshlangdch shartlarni e’tiborga olsak lemma isbotlanadi.B 

N atija  3.1.1. Agar sin а  Ф 0 bodsa, u holda shunday h =  
hN >  0 son mavjud bo1 lib,

h

(3.1.13)

tengsizlik bajariladi. Haqiqatan ham, sin a  >  0 bodgan holda lem
ma 3.1.1 da e =  ~ sin a  deylik. U holda

-~e <  Л) — sin a  <  s,

—-  sin a  <  ip(x, Л) — sin a  <  ^ sin a,

V(x, Л) >  -  sin a,
h

I f  1
-  / ip(x, Л)dx >  -  sin a  >  0,

0
bodgani uchun (3.1.13) tengsizlik o ‘rinli bodadi.

sin ol <  0 bodgan holda lemma 3.1.1 da e =  sin a  deylik. U 
holda



h
I f  1

- -  / <p(x, \)dx >  - - s i n a  >  0,

bo‘lgani uchun (3.1.13) tengsizlik bajariladi.
N atija  3.1.2. Agar sin a  =  0 bo'lsa, u holda shunday h =  

hpj >  0 mavjud bo'lib,

j p J  <p(x,\)dxj > ^ ,  (3.1.14)

tengsizlik o :rinli bodadi. Haqiqatan ham, lemma 3.1.1 da e  =  \ 
desak, u holda

~ \  <  <p'(x,X) +  l  < 1  —4>'{x, A) >  1,

4>'{x, \ ){x -  h) > h j i - x ) ,  
h h

J  <p'(x, A) (a; — h)dx >  ^ J  (h — x)d x ,
о 0

}  l f x 2\ h
{ x -  h )d y{x , A) >  -  f t e  -  у  J ,

о 0
л

(ж -  /г)^(гг, А) | J -  J  v {x , X)dx >  h i2,
о

h
I f  1

~j~2 J  ?(*»*)<&  >  J  
0

bo‘lgani uchun (3.1.14) tengsizlik bajariladi.1
Lem m a 3.1.2. Ixtiyoriy musbat N  soni uchun b да bog‘liq 

ЬоЧтадап A  =  A (N ) >  0 soni topilib,

' V  Ы А ) }  =  Y !  J n  =  M N ) -  P b i-N ) <  A ,
- i V < A n>b<AT n »6
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tengsizlik bajariladi, ya }ni p&(A) Junksiyalarning о ‘zgarishlari b да 
nisbatan tekis chegaralangan bo ‘ladi. '

Isbot. Ikkita holni ko‘rib chiqamiz:
sin а Ф 0 bodgan holda- (3.1.10) PaTseval tengligihi

f ( x )  = ,
i  0 <  x  <  hy. 
h
0, x  >  kj . \

funksiyaga qodlaymiz* bu yerda h soni riatija. 3.1.1 dan olindi:
2Jl h f _ oc (  ; - h- .

j } \ x ) d x  =  J ^ d x  =  \ =  j  Ш ф , X)dx > dpb(X) >

N

- N  K. 0
■ N л , •

>  ^ sin2 a J  dpb{\) =  ^sin2 a\pb{N ) -  Pb{~N)},

' u ~ N ■ya’ni quyidagi «\

Pb(N) -  p b h N ) <  - r - r j -  .
. i. h sin OL .
J  —  ‘ '■ u ‘ 4 4

baholash o‘rinli. •
sin а  =  0 bodgan holda (3.1.10) Parseval tengligini ushbu

} ( x )  =
' '1 V 1 

- J, 0 < x  <  h,

0, x  >  /i, ?■

funksiyaga qodlaymiz, bu yerda k  soni natija 3.L2 dan olingan:

н

f  f { x ) d x  =  / > 4 = /  ф ,  A)dx
-O C
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~ \ { I J dpb̂  ~
N

± J  dpb[X) =  ^ \ p b {N )-P b {-N )\  •

p,,{N) -  р ь {-Ю  <

kelib ehiqadi. ■
N atija  3.1.3. (рь(А)} funksiyalar to'plami [—N, N] kesmada 

b ga nisbatan tekis chegaralangan to'plam. Haqiqatan ham.

P b ( A ) - p 6( - A ) <  A (N ), А € [ 0 , Л 1 ,

bodgani uchun

0 <  PbW  <  A (N ) +  Рб(—A) <  A(Ar),

tengsizlik o'rinli bodadi. A €  [—N. 0] bodsa. — p(A) <  p {—A) — 
p{A) <  Л(;У) bodgani uchun —A (N ) <  p(A) <  0 bodadi.

T eorem a 3.1.1. (Xdiming birinchi teoremasi) Chegaralan
gan kesmada aniqlangan tekis chegaralangan funksiyalar sinfming 
variatsiyalari ham. tekis chegaralangan botsa, bu sinfdan yaqin- 
lashuvchi funksiyalar ketma-ketligini tanlash mumkin.

N atija  3.1.4. Lemma 3.1.2 va uning natijasiga ko‘ra p&(A), 
A E [ -N , N] funksiyalar sinfidan pi»fc(A) —> p(A) yaqinlashuvchi 
ketma-ketlik tanlash mumkin.

T eorem a 3.1.2. (Xellining ikkinchi teoremasi) Chegara
langan kesmada aniqlangan yaqinlashuvchi funksiyalar ketma- 
kctligining variatsiyalari. ham tekis chegaralangan bo {lsa, и hol
da limitik funksiyaning variatsiyasi chegaralangan bo‘ladi va har
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qanday F (  A) uzluksiz funksiya uchun
N  N

Mm J  F(X)dpbk(X) =  J  F(X)dp(X),

-N
tenglik о ‘nnli bo ‘ladi.

Lem m a 3.1.3. Quyidagi

f n(x) в  C 2[0. oo), f n(x) =  0. x  >  n, (n <  b).

/„ (0 ) cosa  +  / '( 0 )  sin a  =  0,

shartlarni qanoatlantiruvchi har qanday f n(x) funksiya uchun
n  N  n

J  fn (x )dx ~  J  F%{X)dpb{X) < j p f  [ / » W  -  q {x )f„ {x )]2dx,
0 - N  0

(3.1.15)
tengsizlik bajariladi

Isbot. (3.1.10) Parseval tengligiga binoan
n oo

J  f l (x )d x  =  J  F 2(X)dpb(X), (3.1.16)
0 —oo

bu yerda
n

F n { A )  =  J  f n { x ) ( p { x ,  A ) d x  . 

о
Bo‘ laklab integrallash natijasida

b

F„{A) =  ~ \ f  / » ( * ) № .  A) -  q{x)ip(x, A)]dz =
0

b

=  ~ \  f  A) [/« (* )  -  9(®)/r.(®)]rf®, (3.1.17)
о

tenglik hosil bo‘ladi.
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(3.1.16) va (3.1.17) tengliklarga ko'ra

77 N
Г г
/  fn (x )d x -  /  F?,{\)dpb{\) = [  Ft{\)dpb{\)

V »/0 -N A|>A'

J b j  /  dPbW
\\>N

-  772 /  I  j  ^ ( x ’ AK W  -  ?(^)A W )rf.T  1  ф 6(Л)

<

<
|Л|>ЛГ v. о

“  ^  /  I /^ я;,Л̂^а?) "  С̂7;)/«(-г‘)]^т  1 Фб(А) =
- о с  1*0 J

71

=  7̂ 2/  “  з ^ Ш 1 )]2̂  •■
о

Xellining ikkinchi teoremasiga asoslanib, (3.1.15) tengsizlikda 
bk —> 00 ketnm-ketlik bo'yicha limitga o'tish mumkin:

n  A '  71

f  f l ( x ) d x -  J  F*(\)dp(X) < ± J [ f " ( X) - g ( X)fn(X)fdx.
0 -N  0

(3.1.18)
(3.1.18) tengsizlikda N  —> 00 limitga 0‘tsak,

71 OC

I  £ {x ) d x  =  J  F*(\)d.p(\),  (3.1.19)
0 -00

t.englik kelib chiqadi.
(3.1.19) tenglik ixtiyoriy f ( x ) € L2(0 ,00) funksiya uchun 

o ‘rirjli ekanligini ko‘rsatamiz. Funksiyalar nazariyasi kursidan 
ma’lumki, ixtiyoriy f ( x )  e  L2(0,oo) funksiya uchun quyidagi
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shartlarni qanoatlantiruvchi f n(x) 6  C 2[0,oc) ketrna-ket.lik topi- 
ladi:

1) fnix ) — 0, x > n ,

2) fn{0) cos a  4- / ' ( 0) sin Q: =  0,
oc

3) lim /  [fn(x) -  f ( x ) ]2dx -  0.П >OC Q
Ushbu f n{x) — fm{x) funksiyalar uchun (3.1.19) tenglikni yoza- 

miz:
00 oo

J  [Fn(A) -  Fm(A )]> (A )  =  j  [fn(x) -  f m(x)\~dx . (3.1.20)
—oo 0

(3.1.20) tenglikdan
oo

Um [  [Fn(A) -  Fm(A)]2rfp(A) =  0, (3.1.21)
m->oo J

-О С

kelib chiqadi, ya’ni Fn(A) ketma-ketlik L 2̂ ( —oo, oo) fazoda fun
damental ekan. Ushbu fazo to la  bolganligi uchun Fn(X) ketma- 
ketlikning F(A) limiti mavjud bo ‘ ladi. Quyidagi

oo oc oo

/  fn (X)dx -  . /  p {x )d x < /  [fn{x) -  f ( x ) ]2dx

\ 0 \
J0 \|

J0
oor OC
/  F 2{\)dp{\) - /  F2(A)dp(A)

\ - i  \
J-00

<

\

Л /

J  [Fn(A) -  F(A)]4>(A),
-O C

tengsizliklarni ishlatib, (3.1.19) tenglikda n  -> oo limitga o ‘ tsak.
OC 00

J  f 2{ x ) d x =  J  F 2(\)dp{\),  ( 3 . 1 . 2 2 )

— OC 
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tenglik kelib ehiqadi. d
Pb(X) funksiyalar monoton o ‘suvchi bo'lganligidan. p(X) 

funksiyaning moiioton ^o'suvehiligi kelib .ehiqadi...
Shunday qilib,. biz quyidagi teoremani isbot qildik.
T eorem a ( Veyl) . (3.1.1)+(3.1 2.}j chegaraviy rpasala uchun 

butun o ‘qda aniqlangan, monoton o'suvchi, chapdan. uzluksiz. 
p (—0) =  0 shart .bilan normallangan shunday p{\) funksiya 
mavjudki, L2(0, oo) fazodan olingan. 7-xtiyoriy f ( x )  funksiya uchun

OC 00

j  f { x ) d x  =  j ' F 2{\)dp{\).,

tenglik bajariladi. Bu yerda F(X) funksiya
n I

F„{ A) =  J  f{x )ip {x ,\ )d x ,

0
ketma-ketlikmng L2̂ ( —00, 00) fazodagi limitini bildiradi.

(3.1.22) tenglikka yarim o:qda berilgan Shturm-Liuvill chega
raviy masalasi uchun -Parseval tengligi. deyiladi, p(A) funksiyaga 
esa (3.1.1)+(3.1.2) chegaraviy masalaning spektral funksiyasi de
yiladi, F(X) funksiyaga f ( x )  funksiyaning ip(x, Л) funksiyalar 
bo'yicha Furye almashtirishi deyiladi va

: n

F ( X) =  l -  i - m  [  f(x)(p (x , X )dx, oc J 
0

orqali belgilanadi. Parseval tengligini isbotlashning bu usuliga 
B.M.Levitan usuli deyiladi.

p(A) spektral funksiya biror Ao • nuqtaning. kichik atrofi- 
da o'zgarmas bo‘lsa, Ao ga regulyar nuqta deyiladi, regulyar 
bo'lmagan nuqtalar to'plamiga spektr deyiladi va E  harfi bilan 
belgilanadi. Ma’lumki, Shturm-Liuvill regulyar rhasalasinihg spek- 
tri xos qiymatlardan iborat. Biz qarayotgan holda esa, xos qiymat-
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lar spektrning biror qismi bo‘ ladi xolos. Ular mavjud bo'lmasligi 
ham mumkin.

Izoh. Spektral funksiya umuman olganda yagona emas.
(3.1.1)+(3.1.2) chegaraviy masala.ning spektral funksiyasini topish 
masalasiga to‘g‘ri masala deyiladi.

M isol. Ushbu

regulyar chegarvaviy masalaning xos qiymatlari va ortonormallan- 
gan xos funksiyalarini topamiz. Buning uchun berilgan differensial 
tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

—у 11 — Ay, 0 <  x  <  oo, 
2/'(0) =  0,

chegaraviy masalaning spektral funksiyasini topamiz. 
Dastlab,

) <  x  <  6,

Ushbu
<P(0| A) =  1, <p '(0,A) =  0
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xarakteristik tenglama kelib chiqadi. Xarakteristik tenglamadan 
xos qiymatlarni aniqlaymiz:

/ 7Г77Д2 л лA„ = J , n = 0, 1, 2, ... .

Endi esa normallovchi o ‘zgarmaslarni topamiz:
ь

Qq =  J  \dx =  6, 
о

b b
o f  9 7Г nx . f  (1  1 27ГшЛ , b л

I  c m - — d x  =  /  j d r = - ,  n = l , 2 , . . . .
0 0 

Demak, ortonormallangan xos funksivalar quvidagilardan iborat:

U o W  =  Д  Ип(а:) =  Y b C0S" T ~ ’ ”  =  2 ’ '

7Г
Agar sTl!b =  belgilash kiritsak, u holda Sn+U — s7Ii6 =  — 

bo ‘ladi.
/( .t ) 6 L2(0, oo) ixtiyoriy funksiya bo‘lsin. U holda Parseval 

tengligi quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

M X  =  x  ^ ( Si b) =  ^  x  * ? ( < » )  ■
71=-oc -x<snib<oc

Oxirgi tenglikda 6 oo da limitga o ‘tsak,
О С  О С  OC o c

J  f { x ) d x  =  F 2 (s2)ds =  ^ j  F 2(s2)ds =  2  J  F2(A)rf(x/A),
О -ОС. 0 0

tenglik kelib chiqadi. Demak, berilgan masalaning spektral 
funksiyasi

p(A) = J Л > °*
[ 0, A < 0,
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bo lib, spektri E  =  [0, oo). to ‘plamdan iborat bo‘lacli.
Л 6  E  =  [0, oo) bodganda berilgan tenglamaning kamida bitta 

noldan farqli. chegaralangan yechimi mavjud bodib, bu yechim 
L2(0, oo) fazoga qarashli emas, ya’ni bu holda spektr uzluksiz, 
xos qiymat voq.

2-§. Y oyilm a haqidagi teorem a

Ushbu paragrafda awalo Parsevalning umumlashgan tengligi 
deb at.aluvchi ayniyatni keltirib chiqaramiz, solngra bu tenglikdan 
foydalanib. yoyilma haqidagi teoremani isbotlaymiz.

Kvadrati bilan jamlanuvchi f ( x ) ,g (x )  € L2(0 ,oo) haqiqiy 
funksiyalar berilgan bo1 lib,

00 oc
F(X) =  J  f{x )ip (x ,\ )d x , G {A) =  j  g(x)ip(x,\)dx,

о о •
bo‘lsin. U holda f ( x )+ g (x )  va f ( x ) —g(x) funksiyalarning ip(x, Л) 
bo'yicha Furye almashtirishlari mos ravishda F (Л) +  G(A) va 
F (A) — G(A) bo‘ladi. Parseval tengligiga ko‘ra

oo oc

I  [ / (* )  +  д(х)]2<Ь =  j  [F(A) +  G(A)]2dp(A),
0 — oo

OC 00

1 [f{x ) — g(x)]2dx — j  [F(A) -  G(A)]2dp(A),
0 "  -o o

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu tengliklarning birinchisidan ikkin- 
chisini ayirsak, : ; /  ;

oc 00

1  f ( x ) g ( x ) d x = J  F(A)G(A)dp(A), (3.2.1)
0 — oo j
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ayniyat hosil bodadi. (3.2.1) ayniyatga umumlashgan Parseval 
tengligi deyiladi. f ( x )  =  g{x) bodgan holda (3.2.1) oddiy Parseval 
tcngligiga aylanadi.

T eorem a  3.2.1 ( Yoyilma haqida). Agar f ( x )  6  L2(0, oo) 
funksiya uzluksiz bo ‘lib,

oc

j  X)dp(X), (3.2.2)
—OC'

integral absolyut va har bir chekli oraliqda tekis yaqinlashuvchi 
bo‘lsa, и holda f ( x )  funksiya uchun

oc

/ ( x ) =  f  F(X)<p{x,X)dp(X), (3.2.3)
—OC

t.asvir o ‘rinli bo‘ladi.
Isbot. (3.2.1) tenglikdagi g(x) funksiya [0,oo) da uzluksiz 

bodib, [0. 7 1] kesinadan tashqarida aynan nolga teng bo‘lsin. U 
holda

ОС ОС С  71 ' j

I f (x )g (x )d x  =  J  F (X)\J g(x)ip{x,\)dx  >rf/?(A), (3.2.4)
о -oc l  о J

tenglikdagi integral absolyut yaqinlashuvchi bodgani uchun inte- 
grallash tartibini almasht.irish mumkin:

CO 71 (  oc 'j

f  f (x )g (x )d x  =f i  I F{\)<p{x, X)dp{X) U (x )d r ,
0 0 v—oo
11 (  00

/  I ^  ~~ I F̂X̂X) х>)(1р̂  = °- (3-2-5)
0 I -oo J

(3.2.2) integral tekis yaqinlashuvchi bo'lgani uchun u x  ga nis- 
batan uzluksiz bo'ladi. (3.2.5) tenglikda qavs ichidagi ifoda uzluk-
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siz bo'lgani va y(x) funksiya ixtiyoriy ekanligidan
• * CO

f ( x )  -  J  F {\ )v (x , X)dp(X) =  0,
— oc

tenglik kelib chiqadi, ya’ni (3.2.3) tasvir o ‘rinli bodadi.l 
M isol. Ushbu

j  —y" — Ay, 0 <  x  <  oo.
\ 3/'(0) =  0,

chegaraviy masala uchun yoyilma teoremasini yozamiz.
Bu masala uchun

<£(я, A) =  cos V \ x , p(A) =■ 1 7г ^ >
[  0, A <  0,

bo'lishini yuqorida ko'rsatgan edik.
f ( x )  €  L2(0,oo) ixtiyoriy uzluksiz finit funksiya bo'lsin. U 

holda 00
. F (A) =  J  f ( x )  cos VXxdx. (3.2.6)

о . \ \ ■ ■ .. \ ... ..,
bo ‘lib,

oo

f { x )  =  J  F (A)'cos VXxd  
о

bodadi. Oxirgi tenglikni quyidagi ko‘rinishda ham yozish mumkin
OO /  00 ^

f { x )  =  ^  /  /  f ( t )  cosptdi > cospxdp. (3.2.7)
о vo

(3.2.7) tenglikdan
00

f ( x ) =  \ l ~  I H  (p). c o s  pxdp,
7Г

0
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ОС

k e l i b  c h i q a d i .  B u  y e r d a

H(p) =  Y - J  f ( t )  cos ptdt,
0

Furyening kosinus almashtirishidir.

3-§. V ey l doirasi va nuqtasi3

Quyidagi

b y  =  - y "  +  g (s)y  =  Ay, 0 <  ж <  oo, (3.3.1)

y (0 )cosa  4- y '(0 )s in a  =  0, (3.3.2)

chegaraviy masala yordamida hosil bodgan L opcratorni ko‘rib 
chiqamiz. Bu yerda q(x) € C[0, oo) haqiqiy uzluksiz funksiya. 
Mazkur paragrafda L operatorning rezolventasini topishda kerak 
bodadigan, (3.3.1) tenglamanirig L2(0, oo) fazoga tegishli yechim- 
larini o'rganamiz. Buning uchun quyidagi ayniyatlardan foy- 
dalanamiz:

1) Agar F (x )  va G (x) funksiyalar (3.3.1) tenglamaning Л =  Ai
va Л =  Л2 qiymatlarga mos keluvclii biror yechimlari bodsa, u
holda

ь b

(Ai -  A2) J  F (x)G (x)d x  =  JlG' (A ^ )  -  F  ■ (X2G)}clx =
0 0

6

=  J  [G ( -F "  +  qF) -  F (—G" +  qG)]dx =

0
b

=  J  (F G " -  G F ")dx  =  (F G 1 -  GF')|60 =  Wb{F , G } - W 0{F , G },
0

3Bu pnraRr.ifni yuzishdu akadimik S li.A .A lim ovn lu g  “ Математические. прииципм электроразведки’  nomll m a ’ruralar 

matnidnn fovdalnnildl.
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уа ш
ь

(Ai -  Аа) J  F (x )G (x )d x  = W b{ F , G } -  W0{F , G }, (3.3.3)
0

tenglik o'rinli bo;la.di.
2) Agar (3.3.3) tenglikda Ai =  u + iv , =  u — iv bo‘lib. G  =  

F  bodsa, u holda (3.3.3) tenglikni quyidagicha yozish mumkin
b

2iv J  |F(z)|2dx =  W b{F , F }  -  W 0{F , F }  .

0
Bu tenglikdan

b

2v J \F {x)fdx  =  iW 0{ F : F }  -  iW b{F , F } ,  (3.3.4)
0

kelib ehiqadi.
3) 0(я,А) va ip(x. A) orqali (3.3.1) tenglamaning

f 0(0, A) =  cos a  ya f ¥>(0, A) =  sin a  
^  0 '(0, A) =  sin a  < '̂(0, A) =  — cos a

boshlangdch shartlarni qanoatlaritiruvchi yechimlarini belgilavlik 
va uning

y{b) cos p  4- y'(b) sin P =  0, (3.3.6)

shartni qanoatlantiruvchi quyidagi

A) =  9 (x } A) 4- ltp(x, A), (3.3.7)

yechimlarini ko‘rib chiqaylik. ф(х, A) yechimni (3.3.G) shartga 
qo‘yib I ni topsak,

 ̂ _  9(b, A) cos p  +  9'(b, A) sin P
<p(6, A) cos P 4- <p'(&, A) sin p  ’ 

tenglik hosil bodadi. Bundan esa
=  6>(&, Л) ctg/j +  g'(t), Л)

<p(b, A) ctg p  +  tp’ (b, A) ’ 11 ■ ' ’
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ekanligi kelib chiqadi. Bu yerda x  =  ctg/?, 0  €  R l belgilashni 
olib,

0(6, X)x +  9'{b, A)
V?(6, A)x +  v?'(6, Л) 

haqiqiy argumentli ratsional funksiyani tuzib olamiz va uni £ =  
x  +  iy. i — y/—l  o :zgaruvchiga nisbatan kompleks tekislikga 
davom qildirib ushbu

6 (b,X)z +  6 '(b,X)
U ~  ф , Х  )z +  <f/(b,\) ( J

kasr-chiziqli akslantirishni hosil qilamiz. Bu kasr-chiziqli akslan- 
tirish haqiqiy o ;qni aylanayoki to*g-ri chiziqqa octkazishi mumkin.

Avvalo, kompleks o'zgaruvchili funksiyalar nazariyasida 
uchraydigan quyidagi tasdiqni isbotsiz keltiramiz.

Lem m a 3.3.1. Agar Q P  — P Q  Ф 0 bo'lsa, u holda ushbu 
M  z 4- N

f{z )  =  T I T q ’ M Q - p N * °  (3-3-10)
formula bilan berilgan /  : С ->  С  kasr-chiziqli ahslantirish, 
haqiqiy о ‘qni aylanaga akslantiradi. Bu aylananing radiusi va 
markazi mos ravishda

(3.3.11)
\QP -  PQ\ V '

u 0 =  /(<?), (3.3.12)

formulalar yordamida topiladi.
Bu lemmani isbotlash uchun |f ( x )  — cjqI =  R  ayniyat bajaril- 

isliini tekshirish yetarli.
Lem m a 3.3.2. Agar ImA ф 0 ЬоЪа, и holda (3.3.9) tenglik 

bilan aniqlangan l(z) funksiya. haqiqiy sonlar o ‘qini Сь aylanaga 
akslantiradi. Bu aylananing radiusi va markazi mos ravishda

R b =  ^2|ImA| • J  \<p{x, A)|2<£rj ,w 0 =  - ( 3 - 3 . 1 3 )
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formulalar orqali aniqlanadi
Isbot. Yuqoridagi l(z) akslantirishga lemma 3.3.1 ni 

qoilaymiz. Buning uchun awalo M Q  — P N  Ф 0 va Q P  — P Q  Ф 0 
shartlar bajarilishini ko;rsatamiz. Qaralayotgan holda

M  =  N  =  —ff(b} X)_i P  =  ip(b,\), Q  =  ip'(b, A).

Bu ifodalardan

M Q  — P N  =  Wh{<p, 0} =  W 0{ v ,  0 } =  1

va
Q P - P Q  =  Wb{^ < p }

kelib chiqadi.
(3.3.4) formulada F (x )  =  v (x ,\ )  deb olib. W o{ip,(p} =  0 

tenglikdan foydalansak.
b

Wb{<P't<p} =  2 iv J  \<p(x>\)\2dx (3.3.13')
о

formula hosil boiadi. Demak, v  =  1m Л Ф 0 bo'lgani uchun Q P  — 
P Q  Ф 0 bo'ladi. Endi (3.3.11) formuladan foydalanib. quyidagi 
hisoblashlarni bajaramiz: 

о  _  о  _  IN P -  MQ\ _  1 (̂6, л у (6, A) -  ff(b, ХЫЬ, A)| _
6 | Q P  -  P Q  | M b, A у  (6, A) -  M b , A M b ,  A) |

 ̂ \Wb{e M \  = - 1
I Wb{<p>0 }\ \Wb{ip,v}\'

Bu yerda (3.3.13') va — —1 tengliklardan foydalansak,
(3.3.13) formulalardan birinchisi kelib chiqadi.

Сь aylananing markazini topish uchun (3.3.12) formuladan fov- 
dalanamiz:

w =  l f  =  A)^(b, A) -  Q'{b, \)ф(Ь, A)
° \ A ))  tp(b, A)(p'(b, A) -  <p'(6, \)ф{Ь, A)
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Wb{ 0><p} ш 
W bW, ф } '

Haqiqiy sonlar o ‘qi komplcks tckislikni yuqori va pastki yarim 
tekisliklarga ajratadi. Shu bois (3.3.9) tenglik bilan aniqlangan 
l(z) akslantirishning uzluksizligidan yuqori yoki pastki yarim 
tekisliklarning bittasi Dy doira ichiga, ikkinchisi esa Д , doira 
tashqarisiga akslanishi kelib ehiqadi. D/, doiraning markaziga zq 
nuqta akslanadi. Bu yerda zo =  Bu kompleks sonning
mavhum qismini hisoblaymiz:

t  г /  V'(b, X )\ _  i jV (6 ,  A) ф'(Ь. A) |
" m {  <p{b, A )J 2 \ v ? ( M )  < ? (M )J

i <p'(b. Х)ф(Ь. A) — ф'(Ь, A)<p(b, A) i Wb{<f, ф}
. (3.3.15)

2 | (̂Й,Л)|2 2 |^(6, A)f
Bu tenglikni (3.3.13') formuladan foydalanib, ushbu

(3.3.16)
ko:rinishda yozish mumkin. Shunday qilib, doiraning markaziga 
o ‘ tadigan zq nuqta uchun

ь

Im г0 =  „ Ц -  /  И * ’ A)!2dT * 0 (3-ЗЛ?)A) ./ММ) r0
o ‘rinli bodadi.

4) v  =  ImA >  0 bodsin. U holda (3.3.16) tenglikka ko‘ra

Im г0 =  Im >  0 (3.3.18)
Ф ,  A)

bodadi. Bundan esa Zq =  — nuqtaning yuqori yarim tekis- 

likda joylashganligi kelib ehiqadi. Ushbu zq =  - nuqta l(z) 
akslantirish natijasida oo nuqtaga od.adi, va ni doira tashqarisiga

393



oltadi. Demak, Im z >  0 yuqori yarim tekislik doira tashqarisiga 
odadi. Xuddi shuningdck, (3.3.17) tenglikdan

Ini 2q =  Im r m x ) \
l  <p(b, A) J

<  0

kelib chiqadi. Bundan esa, Im 2 <  0 quyi yarim tekislikning doira 
ichiga akslanishi kod'inadi.

3-rasm.

5) l(z) akslantirish natijasida hosil bodgan doirani A  bilan 
belgilaylik. v =  ImA >  0 bodgan holda I G A  bodishi uchun 
Im 2 <  0 bodishi zarur va yetarlidir, ya’ni i(z  — 2) <  0. (3.3.9) 
formuladan

6'{b, A )  +  / y ? ' ( M )
Q(b, \) +  lip(b, X) 

ifodani topamiz va Im z ni hisoblaymiz:

., -s .в'(Ъ,Х) +  Щ ь ,\ )  , ,0 '(M )  +  V ( M )
2  Im 2 =  i [ z  — 2) =  —г —— =—tt—tt +  г т———— — 77—-r- =  

0(6, A) +  lip(b, A) <9(6, A) +  Z<p(6, A)

\в{ь, \) +  i<p{b, \ ) \ 2

W b {0  +  hp, 0  +  lip}
|0(6, A) +  M 6 , A,)|“

Demak, v =  Im A >  0 bodganda I G A , bodishi uchun

iWb{0  +  lip, 6 4- lip}  >  0
31)4



tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. Xuddi shuningdek, v  =  
ImA <  0 bo'lganda I €  Db bo‘lishi uchun

iWu{0 +  lp ,9  +  Ip } <  0

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini ko'rsatish 
mumkin.

Bu ikki fikrni quyidagicha umumlashtirishimiz mumkin. Agar 
ImA 7̂  0 boisa, u holda / 6  Db bodishi uchun ushbu

P — Wi,{e +  lip, J T h p }  >  0 (3.3.19)
Im A

tengsizlikning ba jarilishi zarur va yetarlidir.
Endi (3.3.19) shartga teng kuchli bo‘lgan quyidagi tasdiqni 

keltiramiz.
Lem m a 3.3.3. Agar v =  Im А Ф 0 bo‘Isa. и holda I nuqta D b 

doiraga iegishli bo4ishi uchun 
ь

I  |6>(a:. A) +  hp(x. A)[2d:r <  (3.3.20)
0

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Isbot. (3.3.4) tenglikda F(ar) =  6 {x,X ) +  lp (x ,\ )  deb olsak, 

u holda ь

2v J  16(x, A) + lp (x , A) 12dx =  
о

=  %Wq{9  +  Ip, 0 + hp} — i\Vb{6  +  Ip, 6 +  Ip } (3.3.21)

bo'ladi. Bu yerda Wo ni hisoblaymiz:

W [){0 +  lp , 0  +  Ip } =

-  W0{e , в } +  iw 0{ip. 9} +  IWq{6. ф) +  \l\2Wa{<p, ф}.

(3.3.5) boshlang'ich shartlardan foydalanib,

W o{0, 6 }  =  W o {p ,p }  =  0,
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и/о{0,<?} =  - l f И М > ,0 } =  1

W q{ 0 +  l(p,0 -f  /</?} =  I — Г =  2г Im /

tenglik kelib ehiqadi. Bundan foydalanib, (3.3.21) tenglikni 
quyidagicha yozish mumkin:

b
T / г

—2— -------2 /  |0(x, Л) +  ly>(x, A)|2c£r =  -W b {9  +  /у?, 0 +  hp}.
v J v

о
Вu yerda (3.3.19) tengsizlikni qodlasak, (3.3.20) kelib ehiqadi.■ 

Lem m a 3.3.4. Agar b' >  b bo‘lsa, и holda Dy doira Db 
doiraning ichida yotadi.

Isbot. Faraz qilaylik, I nuqta Dy doirada yotsin. U. holda 
lemma 3.3.3 ga asosan 

6'
J  \0 ( x ,\ ) +  lip(x,\)\2dx < — 
о

tengsizlik bajariladi. b' >  b bodgani uchun
b \ Л : ■,* ь'/ Г T 7

|0(х, Л) Н- hp(x, Л)|2dx <  /  |0(:г, Л) +  1лр(х, Л)|2dx < ------ -

о о
bodadi. Bunga va lemma 3.3.3 ga asosan I 6  Db kelib ehiqadi. ■ 

Demak, {D b} doiralar ichma-ich joylashgan ekan. Bu holda 
ularning kesishmasi D ^  (Л) doiradan yoki m(A) nuqtadan iborat 
bodadi. Bu limitik D 00(A) doiraga Veyl doirasi, limitik m(A) nuq- 
taga esa Veyl nuqtasi deyiladi.

T eorem a 3.3.1. Agar m(X) -  Veyl nuqtasi yoki D 00(A) Veyl 
doirasiga tegishli bo1Igan biror nuqta bo 4sa, и holda ixtiyony A €  
C\R kompleks son uchun (3.3.1) tenglamaning

гр(х, A) =  0(x, A) +  m(\)<p(x, A)
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yechimi L2{0 ,oo) fazoga tegishli bocladi va ushbu
oc

/0 (3.3.22)

tengsizlikni qanoatlantiradi.
Isbot. Bu m (A) nuqta doiralarning barchasiga tegishli 

bo ‘lgani uchun
b

I
s / ч4,0 , Imm(A) x, A) +  m(A)y?(.T, A) | dx < ---------------- , v  =  Im A

о
tcngsizliklar o ‘rinli boiadi. m(A) son ft’ga bog’liq emasligini hisob- 
ga olib, bu yerda b —> oo da limitga o:tsak, (3.3.22) hosil boiadi. 
■

T a ’rif 3.3.1. ф(х, A) =  0(x , A) +  m(\)<p(x, A) yechimga Veyl 
yechimi. ?n(A) funksiyaga esa Veyl-Titchmarsh funksiyasi deyila- 
di.

T eorem a 3.3.2. D ^ X )  - Veyl doirasi bo‘lsin, и holda Im A ^  
0 bo'lganda, (3.3.1) tenglamaning barcha yechimlari L2(0, oo) fa
zoga tegishli. bo‘ladi va Д »(А ) doiraning radiusi Rx  uchun

- l

A m ==  ^2|Im A| • J \ ф , \)l2dx j  (3.3.23)

tenglik. bajariladi.
Isbot. (3.3.13) formulada 6 -> oo da limitga o ‘tib, (3.3.23) 

tenglikka ega boiamiz. Xususan, (3.3.23) formulaga asosan 
ImA ф 0 bo ‘lganda <p(x. A) €  L2(0,oo) boiadi. Ushbu ф(х, A) =  
0(x , A) +  m.(A)y?(.r, A) tenglikdan 0(x, A) G L2(0, oo) kolib chiqadi.
(3.3.1) tenglamaning barcha yechimi 6(x, A) va (p(x, A) yechimlar 
orqali chiziqli ifodalanganligi uchun. (3.3.1) tenglamaning barcha 
yechimlari L2(0, oo) fazoga tegishli boiadi. ■

397



Veyl doirasi yoki nuqtasi holi o ‘rinli bodishi Л ga bogdiqmi, 
yoki q(x) funksiyaga bogdiqmi, degan tabiiy savol tug:iladi. Bu 
savolga quyidagi teoremalar javob beradi.

Teorem a 3.4.1. Agar biror Ao kompleks son uchun

—y" +  q{x)y =  Ao y,

tenglamaning barcha ycchimlari L2(0, oo) fazoga tcgishli bo !lsa, 
ixtiyoriy A kompleks son uchun

- у ” +  Я{х)у =

tenglamaning ham barcha ycchimlari L2 (0, oo) fazoga tcgishli 
bo ‘ladi.

Isbot. ImAo ф 0 , Im A V  0 bo'iib, Q(x) va <p(x) funksiyalar 

- y "  +  q(x)y =

tenglamaning

0(0) =  1. 0'(O) =  0 va p(0) =  0, <p'{0) =  1 

boshlang‘ ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlari bodsin. y(x) 
funksiya esa

- y "  +  q{x)y  =  A y, (3.4.1)

tenglamaning ixtiyoriy yechimi bodsin. (3.4.1) tenglamani quyida
gi ko'rinishda yozib olamiz

- y "  +  q{x)y -  Ao у =  (A -  A 0)y. (3.4.2)

Ushbu
- y "  +  q { x ) y -  A0y =  f (x ) ,  

tenglama uchun Koshi funksiyasi

K (x , t) =  6(x)tp(l) -  <p(x)d(t),
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bo'ladi. Koshi funksiyasi yorclamida (3.4.2) tenglamani quyidagi 
integral tenglamaga kcltiramiz:

X

y(x) =  слв(х) +  c2y>(x) +  (A -  A0) J  [0 {x)<p{t) -  y>(x)9(t)]y(t)dt,

(3.4.3)
bu yerda a, c,\ va Co ixtiyoriy o£zgarmas sonlarni bildiradi. 

fa, x] tayinlangan kesma bo£lsin. iMa’lumki, ushbu

\
(3.4.4)

funksional nornia shartlarini qanoatlantiradi. M  sonini 
quyidagicha aniqlaymiz:

M  — max
r 'X ;Л ocr

b

/  m \ 4 t ,  л /  \<p(t)\2dt
i \ J

a

(3.4.5)

U holda Koshi-Bunvakovskiy tengsizligidan foydalanib, quyidagi 
baholashlarni bajaramiz:

J  [6 {x)ip(t) — (fi(x)e(t)]y(t)dt <

a
x

< |0(z)| J  |<pW| • \y(t)\dt +  Иж)| J  |0(i)| ■ \y{t)\dt
a

< |0(x)|

<

\
J  i v(t)\4t ■ J  m \ 4 t +

+  \ip(x)\

j  j:

J  m \ 4 t -  j  \y (t)\4t
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\
J  \y(t)\2dt.

X

(3.4.G)

Minkovskiy tengsizligidan esa ushbu

I M I  <  k i l  • 1|б|| +  Ы  ■ I M I +

+  |A — Ao|
\

X  t

I I  [0(i)<p(s) -  <p{t)e{s)]y{s)dt dt <

— (|ci| +  |сг|) Л/+|А—Aq|

X  I

j  мцт\ + ш\)2 I \y(s)\2dsdt <

< ( | c i l  +  |c2 | ) M + M | A - A 0|

\
x  1

J  2(\0(t)\2+ И*)|2) J  [?/(s)|2dsrft<
<  (|ci| H- IC21) МЛ-

+M |A -A 0|
\

(|6i(s)|2 +  |v3(s)|2) ds

I X  X

j  |</(6')|2ds J 2 (|0(s)|2 + |̂(5)|2) ds-
a  a

x  t

~ J\y { t ) \2 J  2 [\0(s)\2 + \<p(s)\2) ds
dt )■ <

<(|c,| +  |c2|)M + M | A -A 0| -ds ■ m 2 =
(|ci| +  |c2|) M  +  2M 2|A — А0Ш2/Ц (3.4.7)
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kelib ehiqadi. Oxirgi tengsizlikdan quyidagi baholash

(1 -  2Л/2|Л -  Ao|) |Ы| <  (h |  +  h|) M , (3.4.8)

hosil bodadi. a parametrni tanlash hisobiga, M 2|A — A0| <  \ teng- 
sizlik bajariladigan qilish mumkin. U holda (3.4.8) tengsizlikdan

\
X

J  \v(t)\2dt <  2M(|ci| +  h i ) , (3.4.9)

munosabat kelib ehiqadi. (3.4.9) tengsizlikdan ni cheksizlikka in- 
tiltirsak,

\
OO

j  \y{t)\2dt <  2M  (|ci| +  h|) i (3.4.10)

odinli bodishi ko‘rinadi. Demak, y(x )  6  1/2(0, o o ) . l
Quyidagi teorema amaliy jihatdan muhim ahamiyatga ega.
T eorem a  3.4.2. Agar birork musbat son uchun q(x) >  —kx2 

tengsizlik bajarilsa, Ly =  —y" +  q(x)y Shturm-Liuvill operatori 
uchun Veyl nuqtasi holt o (rinlidir, ya ’ni A parametrning kompleks 
qiymatida —yf'+ q (x )y  =  A у tenglamaning L2( 0, oo) fazoga tegishli 
ycchimlari о ‘za.ro proporsionaldir.

Isbot. Bundan oldingi teoremaga ko‘ra Veyl nuqtasi yoki 
doirasi holi bodishi A ga bogdik emas. A =  0 nuqta spektrga 
tegishli emas deb hisoblaymiz. <p(x) va 0(x) haqiqiy yechimlar 
ehiziqli erkli bodib, /^(O, oo) fazoga tegishli bodsin deb faraz qi- 
laylik.

ip"(x) =  q(x)(p{x) ekanligidan

j  = j  q j t ) ^  _ k j  J [l)du (3 4 n )

a a a.

tengsizlik kelib ehiqadi. Bu tengsizlik chap tomonidagi integralni
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b o d a k l a b  i n t e g r a l l a y m i z :

■dt

i

V(x)<pf{x) <p(a)if/(a) f  (pl2(t)

t 2

у (* У №
t 3

dt. (3.4.12)
x c a1- j  t2

a a

(3.4.11) tengsizlikdan

+  +  f  •jvidt - 2 /  Idt <
a a
x

<  к f  (p2 (t)dt,
m a

ekanligi ko‘rinadi. ip{t) E L2(0, oo) bodgani uchun (3.4.13) clan

(3.4.13)

ip(x)v'{x) f  (f,2{t)
+

№ - * / t3
dt <  ku (3.4.14)

kelib chiqadi. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga asosan

<

\
baholash o'rinli bodadi. 

Ushbu

J  ̂ dt ■  ̂j  y\ t)d t <  k2  ̂ J  ~ p - d t ,  (3.4.15)

H(x) =  j
t 2

dt, (3.4.16)
a
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yordamchi funksiyani kiritamiz. (3.4.14) va (3.4.15) tengsizliklar- 
dan

_ Ф № (х ) +  я ( г )  _  к2 ^ Щ ^  <  ky% (3.4.17)
X~

hosil bo ‘ladi.
Agar x  —> oo bodganda H (x) —> oc bodsin desak, biror xo 

dan boshlab,

Я(.г) -  *;2Л/ Я £ )  -  A:, >  l- H ( x ), 

tengsizlik bajariladi. Bundan esa (3.4.17) ga ko‘ra 

2cp/(x)(/?(rc) >  x 2H (x), x  >  Xo, 

kelib ehiqadi. Oxirgi tengsizlikni integrallaymiz:

J  2 ip'{t)ip(t.)dt >  J  t2 H(t)dt,

XQ  x o

X

4>2(x) >  <p2{x0) +

XQ

J  t2 H{t)dL

Natijada, ip2{x) —> oo ekanligi kelib ehiqadi. Bu esa </?(a;) 6 
L2(0, oo) ekanligiga ziddir.

Demak, # (x )  funksiya chegaralangan bodadi, ya’ni
X

яv M d t  <  oo. (3.4.18)
t~

Xuddi shunday qilib.

/
X

^ - d t  <  oc, (3.4.19)

tengsizlik ham ko'rsatiladi. (3.4.18) va (3.4.19) dan ixtiyoriy x  >  a 
da

s > - s
■dt <  

t

403



ekanligi kelib chiqadi, ya’ni ziddiyat hosil bo iadi. Demak, faraz- 
imiz noto‘g ‘ri.1

N atija  3.4.1. q(x) uzluksiz funksiya quyidan chegaralangan 
bodgan holda, Veylning nuqta holi o'rinli bodadi.

N atija  3.4.2. q(x) uzluksiz funksiya davriy bodgan holda, 
Veylning nuqta holi o ‘rinli bodadi.

Endi p  ning berilgan qiymatida

l =  u \ \  =  9(b ,X )cosj3  +  e ' {b , \ ) sm /3  
Л) cos P +  <£'(&, Л) sin P '

funksiyani ko‘rib chiqamiz. l(A) funksiya meromorf bodib. lining 
qutblari

V?(6, Л) cos p  +  4>'{b, A) sin p =  0, 

tenglamaning ildizlaridan iborat. Bu tenglamaning liollari 

- y "  +  q(x)y  =  Ay t 0 <  x  <  b,

J y(0) cosa  4- y'(0) sin a  =  0,
| y(b) cos P +  y'(b) sin p =  0,

chegaraviy masalaning xos qiymatlari bodgani uchun ular haqiqiy 
o'qda joylashgan va karrasizdir.

Madumki. b ortgan sari Di doiralar kichrayib boradi va ichma 
ich joylashadi. Shuning uchun l(X) =  l(\ ,b ,p )  funksivalar sinfi 
yuqori yarim tekislikda. yotgan chegaralangan sohada b ga nis- 
batan tekis chegaralangan bodadi. Pastki yarim tekislik uchun 
ham ushbu fikrlar o'rinli bodadi. Kompleks analizning klassik



teoremasiga ko'ra bu sinfdan tekis yaqinlashuvchi qismiy ketma- 
kctlik tan lab olish mumkin, ya’ni, cheksizlikka intiluvchi shunday 
bk va fik kctma-ketliklar topilib. quyidagi limit mavjud bo‘ladi:

lim l(X,bk,/3k) =  m (A).
Дг—> e c

Vevershlrass teoremasiga ko‘ra ra(A) funksiya ImA ф 0 sohada 
analitik bo'ladi.

T eorem a 3.4.3. A)+l(p(x, A) bo‘lib, I =  Z(A, b)
bollsin. U holda Im А Ф 0 uchun ushbu

фь(я, A) —» г̂ (дг, A), (6 —> oo), (3.3.19')
b oc

J  \)\2d x —> J  |^(.т,А)|2dx. {b ->  oo), (3.3.19")
о 0

munosabatlar o ‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Quyidagi ikkita holni ко‘rib chiqamiz:
1) Veyl doirasi holida l(A) —> ??г(A), (b —> oc) boigani uchun 

x  va A ning tayinlangan qiymatida

фь(х, A) -  ф(х, A) =  [/(A) -  m(A)]v?(x, A) 0, (6 -> oc). 

bo'ladi va bundan
6

J  \Фь{*-. A) -  A)|2d.r =

О

=  |Z(A) — m(\)\2J  \tp(x, A)|2dx —>■ 0, (b CO,

ekanligi kelib chiqadi.
2) Veyl nuqtasi holida quyidagi tengsizliklar o'rinli: 
ь b

J  IФь(х, A) -  ф(х, A)12dx =  |/(A) -  m(X)\2 J  \ip{x} A)|2dx <
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Bunga asosan ushbu

4-
\

J  \ф{х, X)\2dx — j  \ф{х) A)|2da; 
0 \ 0

<

<
и

J  \фь{х, A) -  ф(х, A) 12dx +

+
\

J  \ф {х,Х )\Ч х- J  \ф{ху X)\2dx
о \ о

baholashlardan (3.4.19") munosabat kelib chiqadi. ■
Lem m a 3.4.1. Veyl-Titchmarsh funksiyasi uchun quyidagi 

munosabatlar о ‘rinli:
1) m(A) =  m(A);



2 ) Л0 son xos qiymat bo'lsa, и holda

lim (Л — Ao) • m(A) =  c ^ 0Л—>A0

bo lladi.
Bu lemmaning isbotlashni o ‘quvcliiga vazifa sifatida qoldiramiz.

T eorem a  3.4.4. Haqiqiy bo'imagan A va A sonlar uchun 
quyidagi tengliklar о ‘rinli:

a ) l̂im W h ^ (x ,  А), гр{х, A) j  =  0; (3.4.20)

o o

b) J  ф(х, Х)ф(х, X)dx =  _  ™ (X )_ (3.4.21)

0

c) . (3.4.22)
0

Isbot. а) в (х , A) +  /(A)^(.t, A) va в (х , A) +  l(\)q>(x, A) 
funksiyalar

7/(6) cos/? +  y'(6) sin/? =  0, 

chegaraviy shartni qanoatlantirganligi uchun

W b{o (x .  A) +  l(\)(p(x, A), 0{x, A) +  l{X)(p(x, A )} =  0, 

bodadi. Bu tenglikdan

\¥ь{ф (х, A) +  [/(A) -  m(A)]v?(a;, A), 

ф (ху A) 4- [/(A) -  m(A)]</?(:r, A )} =  0,

ya'ni

» A ) ,  ^ г ,А ) }  +  [ / (А ) -т (А ) ]1 У ,Ы х ; А), # c , A ) }  +  

+[/(A) -  m(X)]Wb{^ (x ,  A), < (̂x, A)}+ 

+ [ / ( А ) - т ( А ) ] [ / ( А ) - т ( А ) ] 1 У 6{ ^ г , А ) ,  ф , Х ) }  = 0, (3.4.23)
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W b{<p(x, А), ф(х, A)} =
b

=  (Л -  X)J \)ф(х, A)dx  +  Wn{'-p(x, А), ^(aq A)}, 
о

hosil bodadi. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra

k e l i b  c h i q a d i .  G r i n  a y n i v a t i g a  a s o s a n

Wb{<p{x,X), ф{х, A)} =  O'

bajariladi. Bundan ushbu

\
J  \<p(x, X)\2dx > + Q (l), b —> oo,

lim [/(A) -  m(A)] И ^ М *» A), ф(х, A )} =  0,b-*x>
o'ririli bodishi ko'rinadi, bu tenglik Veyl nuqtasi holida

IK A) -  rn(X)\ <  2 Rb =  |  |v|y |v?(x, A)|2dr 

tengsizlikdan kelib chiqadi, Veyl doirasi holida esa ushbu
b

integral chegaralangan bodib, l(A) biror bk ketma-ketlik bo'yicha 
m (A) ga intilishidan kelib chiqadi. (3.4.23) tenglikdagi qolgan in- 
tegrallar ham xuddi shu kabi baholanadi va (3.4.20) tenglik hosil 
bodadi;

b) Grin ayniyatiga asosan ushbu 
ь

(A — А )У  ф(х, А)ф {ху A)dx — 
о

=  Wb{^(®, А), ф{х, A)} -  \Уь{ф {х, А), ф(х, A)},



tenglik bajariladi. Boshlangdch shartlar va (3.4.20) ga binoan
(3.4.21) formula kelib chiqadi.

c) Agar (3.4.21) formulada A sifatida A ni olsak (3.4.22) kelib 
chiqadi. ■

T eorem a  3.4.5. An, A* - qaralayotgan masalaning xos qiy~
matlari bo‘lib. rn =  res m(A) -  Veyl-Titchmarsh funksiyasining \—\n
\n xos qiymatdagi chegimiasi bo ‘Ism. U holda quyidagi tengliklar 
bajariladi:

CO

a) J  tp(x, Х „Щ х, A)dx =  > (3.4.24)

OO

b) [  <̂ 2(.r, A„)dx  =  -— , (3.4.25)
J rn

‘JO

с) J  ip(xy An)ip(x, Ak)dx =  0 , (n Ф k). (3.4.26)
о

Isbot. (3.4.22)tenglikdan
•oo

J  \-wp(xt An 4- iv)\2dx =  \v Im {m (An 4- iv)}| <  |wm(A„ 4- iv)\ 
о

kelib chiqadi. Bundan v 0 bodganda
oc

J  ip2{x .X n)dx

<  oo.

<  oo,

hosil bodadi. (3.4.21) formulaga binoan
oc

/iv
— -0(x, A71. 4- iv)ij)(x. A )dx =  
Tn

fy [7n (A ) -  m(Au 4- ?‘ u)] 1
r„ An 4- iv -  У
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oTinli. Bu tenglikni ushbu
00
J  | — 0(x, An 4  гг») 4- 1 Ari 4- iv) яЬ(х, A)dx  =

00 ^  ; 

iv n/ . . » гшп(Ал 4-ги) , . . . 4
— 0(x, An 4  гг») 4 --------------------- <р(ж, An 4- гг;)
Т п  Т  n

ivm ( А) ги т(А п, 4- ги) 1
A„ 4- гv — A ’

ko‘rinishda yozib olamiz va v ni nolga intiltiramiz, natijada 
(3.4.24) kelib ehiqadi. (3.4.24) tenglikda A =  An 4- iv  deb, uni 
— ga ko:paytirib, v ni nolga intiltirsak, (3.4.25) hosil bo'ladi. 
Agar (3.4.24) formulada A =  А/ь 4- iv  deb, uni f -  ga ko'paytirib v 
ni nolga intiltirsak, (3.4.26) o'rinli bo'lishi ko‘rinadi.1

N atija . (3.4.25) formulaga asosan Veyl-Titchmarsh 
funksiyasining xos qiymatdagi qoldiqlari musbat bo'ladi. 

T eorem a 3.4.6. Agar ushbu

- y ”  4- q{x)y  =  Ay, 0 <  x  <  oo,

y(0) cos ol 4- y'(0) sin a  =  0

chegaraviy masala uchun Veylning nuqta holi o'rinli boiib , 
h(x, A), Im А Ф 0 funksiya

—y"  4- q{x)y  =  Ay, 0 <  x  <  oo

tenglamaning L2(0, oc) fazoga tegishli biror yechimi bo'lsa, u hol
da berilgan chegaraviy masalaning Veyl-Titchmarsh funksiyasi 
uchun quyidagi tenglik o'rinli:

( w — ^  s*n 01 ~  cos tt’
171(1 /i/(0, A) sin ol 4- h(0, A) cos a

Isbot. ф(х, A) =  в(х, A )+ m a(A)y?(x, A) € L2(0, oo), Im A ^  0 
Veyl yechimi bo'lsin, u holda ф (ху A) =  С  -h{x, A) bo'ladi. Bunga 
ko'ra

sin a  -  ma(A) cos a  _  /i'(0, A) 
cos a  4- m a(A) sin a  /i(0, A) *
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Bu tenglikdan ?пл(А) funksiyaning ifodasini topamiz. ■ 
T eorem a 3.4.7. Agar ushbu

- y ”  +  q(x)y  =  Ay, 0 <  x  <  oo,

2/(0) cos a  +  y'(0) sin a =  0 

chegaraviy masala uchun Veylning nuqta holi o'rinli bo‘lib. bu 
masalaning Veyl-Titchmarsh funksiyasi m a(A) bo1 Isa, u holda

-2 /"  +  q(x)y  =  Ay, 0: <  x  <  oo, 

y(O) cos /? +  2/'(0) sin /? =  0 

chegaraviy masalaning Vey 1-Tit chmarsti funksiyasi m^(A) uchun 
quyidagi tenglik bajariladi:

. . .  / W mо (Л) C0S(Q -  -  Sill(Q -  P) (ОЛ 07\Aj -rr j 7TT : 7 .o > •cos(a -  /3) +  m a(A) sm(a — /?)
Isbot. 0(x, A), <p(x, A)r 0(x, A), <p(x, A) orqali ushbu 

- y ”  +  q(x)y  =  A у

tenglamaning
J 0(0, A) =  cos се, J  95(0. A) =  sin a,

I 0'(O, A) =  sin a , \ <p'(0, A) =  — cos a,

f 0(0, A) =  cos/?, (  p(0, A) =  sin/?,

\ 9'(0 ,A) =  sin/?, [ <p'(0,A) =  — cos/?
boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini belgi
laymiz. Quyidagi

ф(х, A) =  0(x, A) +  m0 (X)ip(x, A) € Z r(0 ,00), Im А Ф 0, 

ф(х, A) =  0(x, A) +  mp(\)<p(x, A) G L2(0 ,00), Im А Ф 0, 

munosabatlardan, Veylning nuqta holida i l ) (x , \ )  — С  • V»(x, A) 
bo'lgani uchun

f  0(0, A) 4- mtf(A)<p(0, A) =  C' • [0(0, A) +  ma(A)<p(0, A)],

I  ^'(0, A) +  mp{A)£'(0, A) =  C  * [0'(O, A) +  mn( A y  (0, A)],
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f cos ft +  m-fl(A) sin ft =  С  * [cos a  +  m a(A) sin a]

 ̂ sin /3 — m /3 (A) cos ft =  С  • [sin a: — m^(A) cos a] 

tengliklar bajariladi. Bunga asosan
cos /3 H- me (A) sin ft _  cos a  +  ma (A) sin a  
sin ft — mp(A) cos ft sin a  — m Q(A) cos a  

Bu tenglikdan (3.4.27) kelib ehiqadi. 1

5-§ .R ezolventa  uchun integral tasvir

Bu paragrafda Shturm-Liuvill operatorining rezolventasi 
o‘rganiladi.

Lem m a 3.5.1. Agar f ( x )  €  L2(0, oo) uzluksiz funksiya bo clsa, 
и holda ushbu

X  o c

Ф(ж, Л) =  ф(х, A) J  ip(t, X )f(t)dt +  tp(x, A) J  X )f(t)d t,
0 x

(3.5.1)
funksiya

Ф" +  [A -  д(х)]Ф =  /(ас), (3.5.2)

tenglama va

Ф(0, A) cos a  +  Ф'(0, A) sin a  =  0, (3.5.3)

chegaraviy shartni qanoatlantiradi. Bu yerda ImA Ф 0.
Isbot. Ф{х, A) funksiyaning hosilalarini hisoblaymiz:

*  o o

Ф'(х, A) =  ф'{х, A) J  tp(t, A)f[t)d t +  <p'(x: A) f  X )f(t)d t,
0 X

X  o c

Ф"{х,Х) =  ф"(х,Х) f  <p{t,X)f(t)dt +  v"(x ,X ) J  ip {l,X )f{t)d t+

ya m

412



+[ф'(х. А)</>(х, А) -  ip'(x, А)ф (х, А)]/(ж) =

=  [9(e) -  А]^(.х, A) J  tp{t, A) } {t)d t+
О
ос

W{<p, ф) =

+[д(ж) -  А]<р{х, A) J  фЦ, A) f (t)d t+
X

+W(<p, ф )/(х) =  \q{x) -  А]Ф(х, А) +  W (v , ф )!(х ). (3.5.4)

Boshlangich shartlarga ко'га

sin a  cos а +  т  sin а
— cos a  sin а  — т  cos а

=  sin2 (У — т  sin a  cos а  +  cos2 а  +  т  sin a  cos ot — 1,

bo ‘ladi. Demak, (3.5.2) tenglik o ‘rinli ekan. Ushbu
00

Ф(0, A) =  v>(0, A) J  ФН, A)f(t)d t,
0

oc

Ф'(0, A) =  < '̂(0, A) j  ф П ,\)т <И ,
0

tcngliklardan (3.5.3) chogaraviy shartning bajarilislii kelib chiqa
di.

Lemma 3.5.1 dagi Ф(гг, Л) funksiyaga yarim o£qda berilgan 
Shturm-Liuvill operatorining rezolventasi deyiladi va R \ f(x )  kabi 
belgilanadi.

Ushbu
- y "  +  q(x)y  =  \y, 0 <  x  <  6, (3.5.5)

2/(0) cos а  4- y { 0) sin а  =  0, (3.5.6)

y(b) cos fi -I- y'(b) sin /3 =  0, (3.5.7)

yordamchi chegaraviy masalaning xos qiymatlarini Л va xos 
funksiyalarini ipn,b(x) =  ¥>(я> АП}ь) orqali belgilaymiz.



ipb(xy A) oldingi mavzudagi yechim  bo‘lsin. Chekli oraliqda  
berilgan (3.5.5)+  (3.5.6)+(3.5.7) Shtu rm -Liu v ill operatorining  
G rin  funksiyasi va rezolventasi quyidagi tengliklar bilan aniqlan- 
gan edi:

r  („ i  I  t < x ,G b \x , t ,z )  =  < (3.5.8)
\ ( p [ x ,z m { t , z ) ,  t > x ,

V

Rz,b f(x) =  J  G b {x )t ,z ) f ( t ) d t ) (z  =  u  +  iv ) .  (3.5.9)

' 0
Bundan tashqari R zj J ( x )  rezolventa uchun quyidagicha tasvir  

olingan edi:
00

R z f if(x )  =  V  — -  • Un.b(x), (3.5.10)
z -  X "’b

bu yerda
b

^п,ь{х) — * tyn,b[x)', &n,b =  I  /(^)*+г,б(^)^£,
&n,b J

0

bodib, a Utb sonlar normallovchi o‘zgarm aslarni bildiradi.
(3.5.10) tenglikni quyidagi

b

R zjb fte )  =■ Y i  ' 2 "4 • f  f(t)4>kjb{t)dt, (3.5.11)

ko'rinishda yozib olib, Stiltes integrali va p&(A) funksiya ta ’rifiga 
asosan ushbu

ь
° °  <p(x, A ) /  f(t)<p(t, A)dt 

R z jb f ( x ) =  I  ------------------  dpb(X), (3.5.12)
—  OO

tasvirni hosil qiiam iz.



L e m m a  3 .5 .2 . H a q iq iy  ЬоЧтадап ix tiyo riy  z  son va tayin lan- 

gan x  uchun quyidagi tengsizlik о ‘r in lid ir

[ <p{x, A)

J z  — \
dpb{A) <  K . (3.5.13)

I s b o t .  (3.5.11) tenglikda f ( t )  =  <̂n.&(t) desak.

Rz.b<PnAx ) =  У 2  2f >k'h X\  ' /  <Pn,b(t)iPk,b{t)d t  ̂a k(z  -  ЛкЛ) J
f c = o ..........................0

hosil bodadi. Rezolventa. xossasiga ko;ra

b

I G b {x ,t,z)ip n j,(t)d t  =
J  z  -  Л„.б
о

/>

I G b{ x : t ,z )  • ( — ^ „,6 (t))d t =  — ^ ",b̂
.6 (-2 An.&)

(3:5.14)

teiigliklar oTin li. (3.5.14) teuglik G b{ x ,t ,z )  funksiyaning (t 
bo'vicha) Furye koeffitsiyentlarini berayapti. Parseval tengligiga

asosan
b

f  \ r  ( i \\2 // _  [J  \Gb(x,t,z)\ dt = g  -  л !^  -  J
n  7 i— U  _/v- i

[ ip(x, A)

J z  — X
dpb{ \) .

(3.5.15)

(3.5.15) tenglikdan ushbu
cc 2 ocJ \ t ~ X  dP b M -  J  \G ( x , t , z ) \2dt,

—oo 0

tengsizlik kelib chiqadi.
N a t i ja  3 .5 .1 . Haqiqiy bodmagan ixtiyoriy  z  son va tayin lan-
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o o  0

Г т ( т  \ \
dp{А) <  K .

gan x  uchun quyidagi tengsizlik o ‘ rinli:

f ip(x, A)

I z  — X
(3.5.16)

Bu yerdagi К  o‘zgarm as son lem m a 3.5.2 dagi o:zgarm as sonning  
aynan o'zidir.

Is b o t . a  >  0 ixtiyoriy son bo'lsin. Lem m a 3.5.2 ga ko‘ra
a

J ip{x, A)
z  — X

dpb(X) <  K ,

tengsizlik bajariladi. Xellin ing  ikkinchi teoremasiga asosan oxirgi 
tengsizlikda 6* ketm a-ketlik bo:yicha lim itga o‘tish mum kin:

dp(А) <  K .  (3.5.17)/
<p(x, A)
z  — X

O xirgi tengsizlikda a ni cheksizlikka intiltirsak, (3.5.16) kelib 
ch iq a d i.!

N a t i ja  3 .5 .2 . Ixtiyoriy  a  >  0 son uchun quyidagi tengsizliklar 
o'rinli:

—  0 

/
d p W

A2
<  O O ,

oc

/
dp(X)

X 2
<  oo. (3.5.18)

Is b o t . 1) sin а  Ф  0 bodsin. (3.5.16) tengsizlikda x  =  0 va  
z  =  iv ,  \v\ <  a  desak,

cc

/
sin2 ad p (X ) ^  

X2 +  v 2

hosil bodadi. Bundan esa



kelib chiqadi. Ushbu  
1

<
1

2A2 ~  A2 +  a
tengsizlik va  (3.5.19) tengsizliklardan quyidagi baholashlarga ega 
bodamiz:

—0 

/
dp{X)

A2
<  2 /0

oc

/
d p jA) 

A2
<  2 I< !

2) sin a  — 0 bodsin. (3.5.14) tenglikdan x  bo‘y ich a hpsila olsak,

‘Р п .ь И

0
bodadi. Parseval tengligiga ko‘ra  ushbu  

6

J  \G'b{ x ,t ,z ) \2dt =  J
z  — A

ayniyat o‘rin li. X uddi yuqoridagidek

bi% Ал,й)

dpbi A),

л »

/ z  — A
dpb(A) <  К ,

(3.5.20)

(3.5.21)

(3.5.22)

bodishini keltirib chiqarish mumkin. (3.5.22) tengsizlikda x  -  0

va 2  =  ги, | г? | <  a  desak,
00

cos2 adp(A)

/ < K ,

hosil bodadi. Bundan, xuddi yuqoridagidek qilib. (3.5.18) teng
siz lik lar keltirilib  chiqariladi. ■

L e m m a  3 .5 .3 . Ix tiy o riy  f ( x )  G L 2(0,oo) haqiqiy fu n k siya

va ix tiyo riy  z  =  u  +  iv  haqiqiy bo Чтадап son uchun  
00 00

J \ R J (x )\ 2dx < ^ _ J  f \ x ) d x , (3.5.23)

417



tengsizlik о ‘r in l i

Is b o t . b >  0 ixtiyoriy son bollsin. (3.5.11) tasvir va Parseval 
tengligiga asosan

{ ( т у т )  i

< b t  ( - b j  f2̂  (3-5-24)
o'rinli. b >  a  >  0 ixtiyoriy sonlar bo‘lsin. U holda

a b b

j  \ R : j J  (x )\2dx  <  J  | R zJ>f ( x ) \2d x < ~ j  f 2{t)dt,

0 0 0 
bodgani uchun

a  o o

I  \R zf ( x ) \2d x  <  f 2 (t)dt, (3.5.25)

0 0 
bodadi. (3.5.25) tengsizlikdan (3.5.23) kelib chiqadi.1

T e o r e m a  3 .5 .1 . (Rezolventa uchun integral tasvir.) Ix t iy o riy  

f ( x )  6  L 2(0, oo) fu n k siy a  va ix tiyo riy  z  haqiqiy ЬоЪ падап son  

uchun quyidagi tasvir о ‘r in li:

R J ( x )  =  j  'A X z X} Fx W dp(A). (3.5.26)
—OO

B u  yerda

F ( A) =  I  * i • m  [  f(x ) ip (x , X)dx.
П-t  OO J 

0
Is b o t . D astlab [0 ,n ]  kesmadan tashqarida ay nan nol 

bodadigan va
/ rt(0) cos a  +  / '(0 )  sin  a  =  0, (3.5.27)
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chegaraviy shartn i qanoatlantiradigan f n (x) €  6'2[0, oo) funksi
ya lar uchun (3.5.26) tasvirni isbotlaym iz. b >  n  va a  >  0 ixtiyoriy  
son bodsim U  holda

4'

=  j  fn(x)<p(x , A )dx,

belgilash kiritib , (3.5.12) tenglikni

(p(xy A )F r,(A)
R zjbfn(x) = J

z  — A
dpb( A),

(3.5.28)

(3.5.29)

ko'rinishda yozib olamiz. (3.5.29) tenglikdan ushbu

tp(xy A )F„(A )Rz.bL ■dpb[\) =

— fl 

- /
4>{x, A )fn (A ) 

2 — A
dpb(A)

OC

/
ср(.т, A )fn(A ) 

г  — A
dp6(A ); (3.5.30)

ayniyat kelib chiqadi. (3.5.30) tenglikning o:ng tomonidagi inte- 
grallarni baholaymiz:

'Лф ,  X ) F n(X)

I z  — A
dpb( A)

£  ЭТа" / aw[^ (<)" f =  
Л *,6 < в  I J
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Xuddi shunday qilib,

ip(x, \)F„{\)J z  — A
dpb{ A) < £ ,

a
(3.5.32)

tengsizlik isbot. qilinadi. (3.5.31) va (3.5.32) tengsizliklardan

R.

a

,bfn(X ) ~  j
Ф ,  A )F n(A)

z  — \
dpb( A) <

2 C
(3.5.33)

kelib chiqadi. X ellin ing  ikkinchi teorernasiga koTa —» oo
bo'yicha lim itga o‘tsak,

a

RJn(x) -  J dp{ A)
2 C

2 — A

hosil bodadi. (3.5.34) tengsizlikdan ushbu
00

A )F n(A)

(3.5.34)

R ;f „ { x )  = / dp(A), (3.5.35)

tenglik kelib chiqadi.
En d i teoremani um um iy holda isbotlaym iz. Funksiyalar  

nazariyasi kursidan m adum ki ixtiyoriy f ( x )  €  L 2(0, oo) funksiya



uchun quyidagi shartlarn i qanoatlantiruvchi } n{x ) <E C 2[0, oo) 
funksiyalar ketina-ketligi m avjud:

1) /n(0) cos a  +  / '  (0) sin a  =  0,

2) fn (x ) =  0, x  i  [0, n] ,

3) lim f  [f„(x) -  f ( x ) ] 2d x  =  0.
П-ЮОп

Parseval tengligiga ko'ra f n(x) funksiyalam ing F n(A) Furye  
alm ashtirish lari L 2 (—0 0 , 0 0 ) fazoning norm asi bo'yicha f ( x )I (A)
funksiyaning F ( A) Furye alm ashtirishiga yaqinlashadi. Lem m a  
3.5.2 ning birinchi natijasi va lem m a 3.5.3 ga asosan (3.5.35) teng
likda lim itga o'tish m um kin.1

N a t i ja  3 .5 .3 . (3.5.26) tenglikdan foydalanib, ushbu
00 00

1  R J { x )  ■ g (x )d x  =  J  —y ^ Y ^ d p { A), (3.5.36)
0 - 3 0

formula o'rinli ekanligini ko'rsat.ish mumkin. 1
T e o r e m a  3 .5 .2 . f ( x )  6  L 2(0, oo) fu n k siya  quyidagi shartlarn i 

qanoatlantirsin:

1. f " { x )  -  q {x ) f{x )  e  L 2(0. oo),

2. / (0 )  cos a  +  / '(0 ) sin a  =  0,
л

3. lim W { f { x ) , E x( x )}  =  0 , E x(x) =  /  ip{x, n ) d p { ) i) ,( \ ф  0).
1 Г->О С  + 0

U  holda
CO

f { x )  =  J  <p{x, A)dcr(A), (3.5.37)
-O C

ta sv ir o ‘r in lid ir . bu yerda
o c

<t(A) -  J  f ( t ) E x{t)dt,
о
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bo*libr (3 .5 .3 7 ) integral absolyut yaqinlashuvchidir.

I s b o t . A gar f ( x )  funksiya chckli oraliqdan tashqarida nolga 
aylanadigan bodsa, quyidagi

(A) =  J  f { t )  ( J  <p(t, n )d p(p)  j  d t ,<r\ ,

0 \+0 

tcnglikda intcgrallash tartib in i o‘zgartirsak, 
л

0 \0
ya ’ni

л

or(A) =  J  F (p )d p (p ) , ' (3.5.38)

0
tasvir hosil bodadi. B u  yerda

o c

F W  =  j  x )d t■■

belgilash kiritilgan. Bu tasvir f ( x )  funksiya finit bodmagan hol
da ham o'rinli bodishini lim itga o‘tish  usuli bilan ko‘rsatish  
mumkin. (3.5.38) tenglik, rezolventa uchun olingan (3.5.26) 
tasvirni quyidagicha qilib )'ozishga imkon beradi

R

O xirgi integral lem m a 3.5.2 ga asosan absolyut yaqinlashadi. G rin  
ayniyati va teoremadagi uchinchi shartga muvofiq quyidagi tenglik 
bajariladi:

oc

5(A) = J [jm  -q ( t )m m t)d t=



=  /  / w i  J  w(t,ii)dp(fj,) 1 dt.
.+0

A gar f ( x )  funksiya chekli oraliqdan tashqarida nolga aylanadi- 
gan bo‘lsa.,

A A

d-(A) =  - J  p F ( p )d p (p )  =  -  J  p d a (p ), (3.5.39)

+ o  +o

bo'ladi. B u  formula um um iy hoi uchun ham to:g‘ri bo'ladi, chunki
A

J  pip{t, p)dp{p) €  Z r (0, oo) .
+o

H aqiqatan ham.

J I [ m >(t, fj)dpb(n) |  dt =  j | dt =
о l-i-o J о 71 )

=  Y ,  - j#  =  /  м2Ф ь М .
0<An,6<A "  ^0

Ushbu tenglikdan ixtiyoriy 0 <  a  <  b sonlar uchun

r i r  I '  f
I I I  n<p(t, ix)dpb(n) ( d t -

о U -o  )  +o

tengsizlik o'rinli ekanligi kelib chiqadi. B u  tengsizlikda a w alo  b ni, 
keyinchalik a  ni cheksizlikka intiltirsak, isbotlanayotgan fikrning 
bajarilish i kelib chiqadi. (3.5.39) formuladan

d d (  A) =  — X da(X )  va d a(X )  =  ~ r ~ j (3.5.40)
A

bog lan ish lar hosil qilinadi. Teoremadagi ikkinchi shartdan
oc

/
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in teg ratin g  absolyut yaqinlashuvchiligi ko'rinadi. Bundan  
(3.5.40) tengliklarga asosan

integralning absolyut yaqinlashishi kelib chiqadi. Yo y ilm a haqida- 
gi teoremadan foydalansak, isbot qilinishi zarur bodgan fikrning  
to‘g‘riligi namoyon bodadi.■

6-§. V e y l- T it c h m a r s h  fu n k s iy a s i v a  s p e k t r a l fu n k s iy a  
o ra s id a g i b o g £la n is h la r

T e o r e m a  3 .6 .1 . H aq iq iy  ЬоЧтадап z  n in g  h a r b ir q iym atida  

ushbu t ■

form ula о 1r in li .
Is b o t . Rezolventa uchun olingan integral tasvirda f ( x )  ix ti

yoriy bodganligidan

oc

-00

00

(sin a  7̂ 0) (3.6.1)

-o c

—oo

tenglik kelib chiqadi. G rin  funksiyasining ta ’rifklan

[0(s, z)  +  m(z)<p(x, z)\tp(t, z) , t <  x ,
[0(i, z) +  m(z)g>(ty z) \ip (x , z ), t  >  x ,

boshlangdch shartlarga asosan

(7 (0 ,0 ; z)  =  [cos a  +  771(2 ) sin a] sin a
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Л
00

I  \ • 2 f  sin^CV f /1Xsill a  cos a  +  rn (z)  s n r  a  =  /  dp(Л),
J  z  — A

y a ’ni

771(2) = — ctg a + J

bajariladi. Dernak,

tenglik o 'r in li .l
Iz o h  3 .6 .1 . A gar sin a  =  0 bodsa, u holda

oc

m{z] =  . /  ( l ^ A  +  T T a 5)  +  a
-oo

formula o'rinli. Bu yerda a  o'zgarm as son

771(2) =  —iy fz  +  p (— oo) -I- 6(1)

tenglikdan aniqlanadi.
T e o r e m a  3 .6 .2 . A g a r  (a, b) oraliqning chetki nuqtalan p (A) 

spektral fu n k siya n in g  uzluksizlik  nuqtalaridon iborat bo 'Isa, и hol

da

p(b) — p(a.) =  — - l i m  [  lm { m ( u  +  iv ) } d u .  (3.6.2)
7Г u - >+0 J

tenglik о ‘r in ii  bocladi.

I s b o t .  2  =  и  +  i v y v  >  0 bodsin. Quyidagi

ж » , » ) - 1 ( « a )
7Г Z l

yordam chi funksiya kiritam iz. Teorem a 3.6.1 ga ko£ra

* („ ,„ )  . - i f  (3-6.4)
'  7Г J ( X - U ) 2 +  V 2  '

-oc
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bo'ladi. Oxirgi intcgralni bo ‘ laklab integrallaymiz:
00

-#(«,») = — J  
— 00

oc

- I  [ JL
тс J  du

3

d \  \ ( \ - u ) 2 +  v 2
p ( X ) d \ =

р(Л)(/Л.
(Л -  и )2 +

—ос
Bu tenglikni \a. b\ kesm ada и  bo'yicha integrallasak,

b oc

- /  H{U'V)du = IJ (A -  b ir + - f ^ (A)dA~
a - o c

oc

“  /  ( Л - -а)» +  И Л ) А  (3-6-5)
- o c

hosil bodadi. Oxirgi tenglikni quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:
b oo

-J H { u ,v ) d u  =  i  J  ^  2̂1p(A +  b) -  p(b)]dA—
а  —oc

ос

- -  f  ,2^  , [p(A + a) -  p(a)]rfA + p(6) -  p(a). (3.6.6)
7Г J

—oc

Spektral funksiya a. nuqtada uzluksizligini hisobga olsak, ycv 
tarlicha kichik S >  0 son uchun

\ J  д 2 ^ И Л  +  а ) - р ( а ) ] < а
|A |< *

tengsizlik bajarilish i kelib chiqadi. Ushbu

\ J  W A  +  a )  ~  P ( a ) l d A
|A|><5

2 ’

£ 

<  2 ’

42C



integral kichik v  larda |  dan kichik bodishini ko‘rsatish  mum kin. 
X u d d i shunday qolgan integrallar ham baholanadi. (3.6.6) tenglik
da v  —> 0 bo{y ich a lim itga o'tsak va H ( u } v) funksiyaning aniqla- 
nishini e’tiborga olsak. (3.6.2) formula kelib chiqadi.■

N a t i ja  3 .6 .1 . A gar [a,b\ kesmada m (A ) funksiyaning qutb 
nuqtalari bo'lmasa. u holda ixtiyoriy Л G (a, b) son uchun

p'(A) =  —— lim Im  { m ( \  +  iv ) } ,  (3.6.7)
7Г t’-*+0

tenglik oT in li bodadi.
Is b o t . [a,b\ kesm ada m (A) funksiyaning qutb nuqtalari 

bodmaganligi uchun (3.6.2) integralda integral belgisi ostida li
m itga o'tish mumkin:

b

p(b) — p(a) =  —— [  lim Im  { m ( u  +  iv ) } d u  . (3.6.8)
7Г J  v->+0 

a

Oxirgi tenglikdan A, A +  A  A 6  (a, b) nuqtalar uchun ushbu

А-гДА
p(A +  A A ) — p(A) 1 1  f  i  i  \ " \ \ r i—     =  —  / lim Im  \m ( u  +  iv ) \d u ,

A  A 7 t A A  J  « - > + o
' \ * A . i

formula hosil bodadi. Bundan esa (3.6.7) munosabatning bajaril- 
ishi kelib chiqadi !

N a t i ja  3 .6 .2 . Spektral funksiyaning xos qiymatdagi sakrash  
uzunligi V eyl-T itchm arsh  funksiyasining shu nuqtadagi chegir- 

niasiga teng:

p (Ao +  0) -  p(A0 -  0) =  res 77?.(A) . ‘ (3!6.9)
A=Ao

I s b o t .  Ao nuqta ?n(A) uchun qutb nuqta bodsin. U holda 

quyidagi

m (A ) =  - b L _  +  5 (A), |A -  A0| <  <5, (3.6.10)
Л — A()
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tasvir o'rinli. Bu yerda S yetarlicha kichik m usbat son, g(X) esa 
|Л -  Ло| <  5  doirada uzluksiz funksiya. (3.6.10) tasvirdan ushbu

. . ч c _  i • (и  — Ло — iv )  . . .m(u + w) = _ _ _  + fl(tt + w ),

tenglik kelib chiqadi. Ло — S va Ло +  5 nuqtalar spektral funksiya- 
ning uzluksizlik nuqtalari ckanligidan, quyidagi

p(X  о +  5) — р(Л0 — S) =

A°+d*

=  — — lim [  — +  Im {g{u +  w ) }  1 du =
ttv-h-o J  { (u  — Ло)- H- v~ J

Ao—
- s

=  — lim [  < г ~ ~ т  +  Im {^(Л0 — t +  iu )}  > dt =
7Г t>—n - o y  ( +  u  J

5

=  i  lim [  -o ~ lV о dt — — lim [  Im {(/(Ло — £ +  w )}d £  =
ТГи-4+ОУ +  TTt-4+ОУ

-6

8

= 7^o{arctg (9 - arctg (v) } “ I f Im{s(A° “ ')}di =
- 8

8

=  c _ i  / 1тб/(Л0 — £)cft,
7Г J  

- 8

tengliklar hosil bo:la d i . l
N a t i ja  3 .6 .3 . V ey l doirasi holida m (X )  funksiya Л param etr- 

ning qutb nuqta bo'lmagan haqiqiy q iym atlarida uzluksiz bo‘lib, 
haqiqiy qiym atlar qabul qilganligi uchun n atija  3.6.1 ga ko‘ra  
quyidagi

p'(X) =  — — lim Im { т ( Л  +  iv ) }  =  —— Im m (A ) =  0,
7Tt»-*+0 7r
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tenglik OTinli bodadi. Dem ak, bu holda uzluksiz spektr bodmaydi 
va spektr faqat xos q iym atlardan iborat bodadi.

(3.G.1) formuladan \z \ —> oo intilganda m (z )  Veyl-Titchm arsh  
funksiyasiiiiiig asim ptotikasini topishda ham foydalanishim iz  
m um kin. Shu maqsadda quyidagi

chegaraviy m asalasini qaraym iz. B u  yerda q(x) E  C [ 0, oo) haqiqiy 
uzluksiz funksiya, a  E  R l haqiqiy son.

Agar sin a  ^  0 bodsa. u holda (3.6.12) chegaraviy shartni ush
bu

koTinishda yozish m um kin. (3.6.1) formula (3.6.12) chegaraviy 
short bajarilganda keltirib  chiqarilgan edi. Shuning uchun (3.6.1) 
formuladagi m (z )  va p {A) funksiyalarni mos ravishda m tt(z) 

va Po(A) orqali belgilaym iz. A gar (3.6.11)-н(3.б.13) chegaraviy 
m asalaning spektral funksiyasini p h iA) orqali bclgilasak, u holda 
pn (A) va ph(A) funksiyalar o:zaro

formula orqali bogdangan. Shuning uchun (3.6.1) formulani 

quyidagi

koTin ishda yozish mumkin.
Ikkinchi tomondan p h iA) spektral funksiya uchun ushbu

- y "  -f q (x )y  =  Ay, (0 <  x  <  oo), 

2/(0) cos a  +  y '{0) sin a  =  0,

(3.6.11)

(3.6.12)

2/(0) -  h y (0) =  0, h  =  -  c tg a , (3.6.13)

Po(A) . 9  ■ Phi A) ?cm* cv
(3.6.14)

Sin Q'



asim ptotik formula oT in li ([81]. 397-bet). Spektral funksiyaning  
bu asim ptotikasidan va (3.6.15) formuladan V eyl-Titchinarshning  
m n(z ) funksiyasi uchun asim ptotik formula, topishim iz mumkin.

T e o re m a  3 .6 .3 . ( 3 .6 .1 1) ,  ( 3 .6 .12 )  chegaraviy m asalan in g  

V eyl-T itchm arsh  m Q(z) fu n k siy a si uchun ushbu 5 <  arg z  <  тг — 6 

sohada

i  c tg a  = / l \  , .
m n{z) =  -  c tg a  -  r  ■ +  — —  4- о -  1 , \z \ oo,

s jz  s u r  a  г  s in ' a  \ z j (3.6.17)
asim ptotik form ula o 'r in li bo'ladi. B u  yerda 6 >  0 - biror musbat 

son.

Isb o t . A w a lo  Л =  0 nuqta p/,.(A) funksiyaning uzluksizlik  nuq- 
tasi bo'lsin va p/t(0) =  0 deb faraz qilam iz. B u  holda (3.6.15) teng- 
likdagi integralda bo‘laklab integrallash qoidasidan foydalanib, 

ushbu
о о

dph(X) f  d[ph{ \ )  -  p h ( - o o ) }  ph{A ) -  p i , { - с о )J  d f b W  J
z  — A z — X

_  j  P H W  - P H l - c o ) ^  =  _ p U - o o )  +  _  /  Г \  
J  { z -  А)2 г  \ z j

7 dph{A) _  7 d iP n W  ~  2 \ / X / tt  +  h  -  p,t( - o o ) ] ^ 2 7 d ( V A) _  

J  z - X  J  z - X  kJ z - X
0

Phi A) -  I  v/A +  h. -  p/,(-oo)  
г  — A

ococ

o J  i z  ~  A) 
о

- *  +  w (-o o )  < +
г  y Z  \ z j
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ifodalarni topam iz. B u  yerda quyidagi
OO nr-

d ( V A )2 Г  rf(yA ) _  2 Г dt _ l  Г dt 

7Г J  Z  — X 7 T j  Z  — t 2 7C J  Z  — t2

iin  • 1 .=  — 2тгг r e s    =  —2 m
1

7Г t = J i Z  —  t 2  7Г \  2 -v /S ,

tenglikdan foydalanildi. Topilgan ifodalarni (3.6.15) formulaga 
qo'ysak,

/ \ 1 m a {z) =  -  c t g a + —
sirr  a

Р/Д -ос) = /Т \  +  +  Р/Д-оо)
2  \ z  J  z

i  -  ( \

7 i + 5

=  — ctg a  +

=  — ctg a  d 

ctg a

1
sin2 a

* 5 £ - - U g ( T )
2  y j Z  \ Z  J

sin a  y /z  sin- a
+ ъ 1-

hosil bodadi.
A gar A =  0 nuqta р/ДА) funksiyaning uzilish nuqtasi bodib, 

sakrash uzunligi ao >  0 ga teng bodsa u holda

p(A) =  ph{A) -  a0<9(A),

del) olamiz. B u  yerda

'  0, A < 0,
^(A) = 1, A >  0

H evisayda funksiyasi. Aniqlanishiga к о та  p (-o o )  =  p (-o o )  
bodib, p(A) funksiya A =  0 nuqtada uzluksiz. Shuning uchun
(3.6.16) dan

p
p(A) =  — л/л — / id -p/Д—oo) — ao d- o ( l) , A —> d-oo

7Г
kelib chiqadi. Xuddi yuqoridagidek,

oc oc oo oc
f  dph(X) Г  d p W +  f  d6(X)_=  Г dp{A) ( flp _

J  z - A J  z  A °7 2  -  A J z - A  2
—oo —oo —cc —со
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г h  4 - а 0 а о  =  / 1  \  г h  _  ( 14- — 4-0 - =--  - - + о -
\ f z  z  z  \ z j  s fz  z  \ z  

tenglikni topamiz. Dem ak, bu holda ham (3.6.17) asiinptotik for
m ula o‘rinli bo£lar ekan. ■

7-§. S p e k t r a l fu n k s iy a n i to p ish g a  d o ir  m a s a la la r  y e c h is h
n a m u n a la r i

M iso l 1. Ushbu  

J — у"  =  Ау , 0 <  x  <  oo
1 y(0) cos a  4- y'(0) sin а  =  0, (ctg a  <  0, sin a  ^  0),

chegaraviy masalaning V eyl-Titchm arsh va spektral funksiyalarini 
topamiz. Ushbu

- y "  =  \y..

differensial tenglamaning um um iy yechirni

y (x )  =  ci cos \ f \ x  +  C2
sin \ f \ x

V x
tenglik bilan beriladi. Quyidagi

0(0, Л) =  cos cv, J  ^(0, A) =  sin a ,  
0'(O, Л) =  sin a ,  {  ip'( 0, Л) =  — cos a ,

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechim lari esa

t  j

0 (x , Л) =  cos a  cos V  Ax 4- sin a -
s i n  \ / A x

y/X

ip(x, A) =  sin a  cos V X x  — cos a
sin > f \x

v / X  ’
form ulalar orqali aniqlanadi. q(x) =  0 koeffitsiyent quyidan che- 
garalanganligi uchun V cyln ing  nuqta holi o£rinli bo£ladi. Ushbu

9(x , A) 4- m(A)</?(x, A) =  cos a  cos \/Ax 4- m (A) sin a  cos л/АхЧ-
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sin у /Х х  .. . sin y /X x
+  sin a  -= ------- m ( A) cos a  ——  =

y/X  y/X

=  i | c o s a - f  m (A )s in a  — ~ = s in a  +  - j= in ( X )  cos ег̂ х+

. | c o s  a  -I- 777 (A) sin cx +  — sin a  — -^=тп(Х) со в а ^ е -1^ ,

(3.7.1)
funksiya L 2(0, сю) fazoga tegishli bodadigan qilib. m (A) funksiyani 
tanlasb kcrak. Kom pleks ildizning quyidagi

и  +  \ / и 2 +  v 2 . —и  +  У и 2 -f- v 2
V u  +  iv  =  у -   --------- +  г у   ---------- , v  >  О,

shoxchasini tan lash qabul qilinganligi uchun Im  A > 0 bodganda 

eiyfo  €  L 2(0,oo) va e “ lVXr 0  L 2(0 ,oo),

bodadi. Dem ak, (3.7.1) tenglikda ikkinchi qavs ichidagi ifodani 
nolga tenglash zarur ekan:

i  i-
cos a  +  771(A) sin a  +  —j=. sin a  7= лг(А) cos a  =  0,

v A  v  A

У Х  cos a  +  771(A) У Х  sin a- +  г sin a  -  im (X )  cos a  =  0,

771(A) ( У А  sin a  — i  cos a )  =  —i  sin a  — У Х  cos a ,

sin a  — i\/A co sa : , .
771(A) = ------------ л -  :—  • \o. (.z)

cos a- +  z v A s m a
Shunday qilib, biz V eyl-T itchm arsh  funksivasini topdik. U

(3.7.2) formula bilan berilar ekan. 771(A) funksiya Im A >  0 
to‘plariiga uzluksizligi bo'yicha (3.7.2) formulaga binoan davom  

qildiriladi.
A gar A <  0 bodsa, u holda У А  =  i \ / \ X \  bodgani uchun ushbu

/x. sin a  -I- Ж \  cos a
777(A) —  / — 7 “  ,

cos a  — \/|A| sin a
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tenglik o'rinli bodadi. Oxirgi ifodaning m axraji у / Щ  =  e tg a  
bodganda nolga aylanadi. B u  tenglam a c tg a  >  0 bo‘lganda 
yechimga ega va c tg a  < 0 bodganda yechim ga ega emas. B iz  
qarayotgan m asalada ct.ga <  0. Dem ak, bu holda qutb nuqta 
yo‘q va

Im  {m (A )}  =  0, (A <  0) (3.7.3)

bodadi.
Agar A > 0 bo‘lsa, u holda m (A) funksiyaning m axraji nolga 

aylanmaydi. Im  {m (A )}  ni topamiz:

sin ex. — i y / \  cos ol
ЩХ) = --------, ■ гг   =

cos a  4- i v  A su m

[sin a  — г V A  cos a] • [cos a  — i < / \  sin a] 
cos2 a  +  A sin2 a  

• s in a c o s a ( l  — A) — i \ f \

cos2 a  4- A sin2 a
bodganligi uchun

\/A_
c-os2 a- +  A sinz a

bodadi. (3.7.3) va (3.7.4) tengliklardan natija  3.6.1 gaasosan ush
bu formula kelib chiqadi:

V a

Im {?n (A )}  = ------------    . 2 ' » (A > 0), (3.7.4)
 A c m 4 л

P'( A) = 7r(cos2 a  +  A sin2 a ) ’ ’ (3.7.5)
0, A <  0.

B u  yerda /9(—0) == 0 norm allashtirish shartin i va A =  0 nuqta xos 
qiym at emasligini hisobga olib,



spektral funksiyani topamiz. Oxirgi integrallarni hisoblasak, ush- 
bu

p ( \)  =

r -  2 cos Ос ' ( V A s in a  \
2  — 3- ; - • arctg ( - —  J , Л > 0 .

7Г sin'” а  7Г sin a  \  cos a

о, A  <  0,

formula hosil bo‘ladi.
M iso l 2 . Ushbu

f  — y" =  X y  , 0 <  x  <  0 0 ,
1  y (0 ) cos a  +  7/ ( 0) sin a  =  0, (ctg a  >  0, sin a  ^  0),

chegaraviy m asalaning V eyl-T itchm arsh  va spektral funksiyalari
ni topamiz. Qaralayotgan m asalaning V eyl-T itchm arsh  funksiyasi 
xudrli birinchi m asaladagidck topiladi va (3.7.2) formula bilan  
beriladi, ammo c tg a  >  0 bo‘lganligi uchun b itta  qutb nuqta 
hosil bo'ladi: Ло =  — ctg2 a .  V ey l-T itch m arsh  funksiyasining shu 
nuqtadagi chcgirm asini hisoblaym iz. B u  nuqta oddiy qutb nuqta 
bollganligi uchun

res m ( A )  =  lim (Л — A o ) m ( A ) ,
A=Ao A-+Ao

formula oTin li. Demak,

(1 —  A )  sin a  cos a  . \ f \
m (  A )  =

A  sin2 a  +  cos2 a  A  sin2 a  +  cos2 a

чч f \ \ (1 — A) cos a  v/A(A -  A o ) r a ( A )  =  : г— —
sin a  sin a

(1 + ctg2 a )  cos a  .г ctg a  cos a  . .
—> ------------------:------------------------------г — о—  =  * - — 5 —  > ( А  —> Ло j ,

si
bo‘lgani uchun

sin a  sm~ a  sin3 a

. cos a  
res m (A ) =  2— tt— . 

A=Ao sin a
tenglik bajariladi.
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N atija  3.6.1 va n atija  3.6.2 ga asosan, p (—0) =  0 normal- 
lashtirish shartiga ko*ra yuqoridagilarni hisobga olsak,

p( A) =

r 1 S
f  — « — — r ~ o — d t ,  

7Tq cos2 a  + 1 s n r  a*

0,
2 cos a
sin3 a

A >  0,

— ctg2 a  <  A <  0, 

A <  — ctg2 a ,

b o iish i kelib chiqadi. Ao =  — ct.g2 a  xos qiym atga mos keluvchi 
xos funksiyani t.opishni o‘quvchiga vazifa sifatida qoldiram iz. 

Misol 3. Ushbu

.V . f - y "  =  \ y ,  0 <  X  <  oo,
\  y(0) =  0,

chegaraviy m asalaning V eyl-T itchm arsh  va spektral funksiya lari ni 
topamiz. B u  holda ham, birinchi misolda qodlanilgan am allarni 
bajarsak,

ra( A) =  —i \ ! A,

bodishi kelib chiqadi. B u  funksiyaning qutb nuqtalari 
bodmaganligi uchun spektral funksiya uzluksiz bodadi, berilgan  
chegaraviy m asala xos qiymatga ega bodmaydi. Ushbu

- V %  A > 0,
Im  {m (A )}  =

0, A <  0,

tengiikdan, natija  3.6.1 ga asosan

/ / n  J — n/A, A >  0,
p ( A) =  < 7Г

[  0, A <  0,

kelib chiqadi. p (—0) =  0 norm allashtirish shartiga binoan

P(A ) Зтг
л/А5 , A >  0,

0, A < 0,
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liosil bo'ladi.
M is o l 4 . Ushbu

2 a 2

V c h 2(a x  +  b)V M j ’ (а > 0 - Ь е Л ‘ ). 

y '{0) =  - a t h b  • 1/(0),

S hturm -Liuvill m asalasining spektral funksiyasini topamiz. 
Agar berilgan difFerensial tenglamaning xususiy yechimini

y {x )  =  cos y /X x  4- a(x )
sin y / \ x

v / X  ’
ko‘rinishda izlasak,

у i ( . t )  =  c o s  y f \ x  — a t h ( a x  +  b)
s i n  y f \ x

ч / А  ’

yechim  kelib chiqadi. Agar xususiy yechim ni ushbu 

y (x )  =  л/A s in  VJ^x -I- b(x) cos V~Xx, 

ko£rin ishda izlasak,

sin y / \ x  +  a  th.(ax +  b) cos \ /X x ,

yechim  kelib chiqadi.
Bu  yechim lar uchun

yi(0) =  1, j/l(0) =  - a t h b ,

va
7/2 (0) =  a t h b ,  ?/2(d) =  A -I- a2 — a H h r b ,

boshlang:ich shartlar bajarilad i. B u  yechim lar yordam  id a  tuzilgan 
ushbu

ч V 2( x )  - a t h b y i ( x )  f \  _ i  л2^

» (* )  = — w — 1 ( A ^ ~ a ) i
yechim  csa

3/(0) =  0 , ij'(0) =  l ,

boshlang;ich shartlarn i qanoatlantiradi.
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Quyidagi

0(0, Л) =  cos a
va

<̂ (0, Л) =  sin a  

ip'(0, Л) =  — cos a0'(O, Л) =  sin a

boshlang‘ich shartlar bilan aniqlanadigan 0(x, A) va <p(x. A) 
yechim larni tuzib olamiz. Bu yerda

a t h b  . 1
cos a  =

y / \  +  a2 th~ b 

belgilash kiritild i. Bevosita

va sm a  =
у / 1 +  or th 2 b

v T + a 2 th2 btp( x , A) — т/i (x) =

1 .a t h ( a x  +  b)

2  +  l  2 V X
e .VAx + 1 .a t h ( a x  +  b) 

2 ~ l  2 \ / X
I \/X(

tenglikning bajarilish ini ko‘rish mumkin. Ushbu  

y ( x )  =  C\Vl(x)  +  c2y (x ),

yechim uchun

2/(0) =  C i, i/'(0) =  - a t h b - c i  +  c2, 

boshlang'ich shartlar bajariladi. Bunda

a th  b
c i =

v  1 +  a 2 th 2 b 

deb olsak, quyidagi

1

va c2

0 (x ,A ) = a th  b y i  (x) +

1 +  a2 th 2 b 

\ / l +  a 2 th 2 b

(1 +  a2 th 2 b)

л/ l  +  a 2 th 2 b

(1 -h a2 th 2 b )a th b

A -h a 2

У 1 О&) \  =

2/2 (я) —

v T T

1 J  (A -h a~)a 

a2 £/г2 6 I

A -h a2

94 th  b — (1 +  a2 t/i2 b)a. th b

+

A +  a 2
( 1 -h a 2 th 2 b)

■У2{

! / i ( ® ) +

A +  a 2
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tenglik kelib chiqadi. 6 (x , A) yechim ni quyidagi koTinishda yoza- 
iniz:

0 (z , A) =
1

2(A 4* a2) v l  -f- a 2 £/i2 6

x |  (A 4- a 2 — 1 -  a2 th2 b)a £/?. 6^ 1  +  г - —  ^  j _j_
ч/А

e iV \x+

4-

4-(l 4- a 2 th 2 b)(a  i/ i(a x  4- b) — гч/A)

о 9 , Л  ,a t h ( a x  +  b)
(A +  a  — 1 -  a  th“ 6)a  £/i b f 1 — г  ------ 4-

+ (1 4- a 2 i /г2 6)(a t/ i(a x  4- 6) 4- г\/Х) x\/Aj

Im A > 0 bodganda

0 (x , A) 4- m(A)v?(.T, A) e  L 2(0, oo),

bodadigan qilib m ( A) funksiyani tanlaym iz.
Ushbu

2(A 4- a2) y / l  +  a 2 6[0(a;, A) 4- m(A)<p(x, A)] =

=  | ( A  +  a 2 -  1 - a 2 th2 6 )a th 6  + i f lth ^ — ^  ] +
ч/А

4-(l 4- a 2 th2 b)(a th (ax  4- b) — гч/А)4- 
.a  th (ax  4- 6) \  |  fv/j.

+ m (A )(A  4- a~) ( 1 4- i
ч/А к

4-

4-(l 4- a 2 th2 6) (a th (ax  4- b) 4- гч/А)4- 

4-m (A )(A  4- a 2) ^1 — i -
th(aa: 4- 6) ̂

tenglik o:ng tomonidagi birinchi qo‘shiluvchi L 2(0 , oo) fazoga 
tegishli, ikkinchi qo‘shiluvchi ham shu fazoga tegishli bodishi
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uchun, xususan uning oldidagi koeffitsiyenti x  cheksizlikka intil- 
ganda nolga aylanishi kora к :

(A 4- a2 — 1 — a 2 th2 6 )a th  b ^1 — +

4-(l 4- a 2 th2 b)(a  4- i \ f \ )  4- 771(A)(A 4- a 2) ^1 — ~   ̂ »

(A4-a2 - l —a 2 th2 b)a th b 4 - ( l+ a 2 th2 fc)i\/AH-m (A)(A+a2) =  0 ,
. . .  (A +  a2 -  1 -  0?  th2 b)a th  b . (1 4- a 2 th2 b ) V A

m (A) =    =-------------------г-------- — — 5-------•A 4- a 2 A 4- a 2
771(A) funksiyani Im  A >  0, A ^  —a 2 sohaga uzluksizligi bo'yicha  

davom qildiram iz.
Quyidagi

f  ( l  +  a 2th2 fe)y/A 
I m { m ( A ) } = <  A +  a2 :

0, A <  0, А Ф  - a 2,

tenglik bajarilish i ravshan. Ao =  —a 2 nuqta m (A) funksiyaning  
qutb nuqtasi bo'ladi.

V eyl-Titchm arsh  funksiyasining ushbu nuqtadagi chegirm asini 
hisoblaymiz:

(A — Ao)m(A) =  —(A 4- a 2 — 1 — a 2 th2 b)a th b—

—i(  1 4- a 2th2 b ) y / \  -4  (1 4- a 2th2 b)(a 4- a th  b) , (A —> Ao). 

Demak, 
res m (A) =  (1 4- a2 th2 b)(a 4- a  t.h b),

A=Aq

bo'lar ekan.
N atija  3.6.1 va n atija  3.G.2 ga asosan p (—0) =  0 nornial- 

lashtirish shartiga ko'ra

p( A) =

j ( l  +  a 2 th2 Ь ) \Д  ̂  

n * (t +  a 2)
0, - a 2 <  A <  0,

•(] +  a 2 th2 6)(a  +  a th  b), A <  —a 2,
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bodadi.

Iz o h  3 .7 .1 . Yuqorida ko:rilgan m isolda spektr b ga bogdiq 
cmas.

Agar a  =  л/с. va b =  —4CyfcL belgilash kiritsak, q(x) potensial 
quyidagi ko'rinishni oladi:

Hosil bodgan u (x , t) funksiya

tenglamani qanoatlantiradi. B u  tenglam aga Korteveg-de Friz  
tenglamasi deyiladi. Dem ak, Korteveg-de Friz  tenglamasining 
slm nday yechim lari bor ekanki, ularni Shturm -Livu ill operatori- 
ning potensiali o‘rniga qo'ysa, hosil bo‘lgan operatorning spektri 
t ga bogdiq bodmaydi.

M is o l 5 . Ushbu

Shtu rm -Liu v ill chegaraviy masalasining spektral funksiyasini 

topam iz.
Л ф 0 bodganda

щ  — Guux H- u xxx =  0

- y "  +  2 - y  =  \ y ,  1 <  X  <  O O  .
T  ~

2/(1) = 0 ,  p >  0, p  ф

tenglam aning um um iy yechirni

у (х ,  Л) =  c iy / x J p{ x y / \ )  +  c2 y /x Т р(ж\/А), 

tenglik bilan beriladi. B u  yerda qatnashayotgan
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T  ^  =  J P{z) cos р п  -  J - P{z) 

р sin рте

funksiyalarga mos ravishda Bessel va V eber funksiyalari deyiladi. 
B u funksiyalar uchun ushbu

J p( z ) V p(z) -  Щ Т ( г )  =  ^

ayniyat o‘ rinli.
Im  Л > 0 bodib, z  =  x \ / \  bo‘lsin. U holda 0 <  a rg z  <  f  

tengsizlik bajariladi. |argz| < n  — e bodib, \z\ -> oo bo‘lganda

J p(z) +  i T p(*) =  H p i( z )  ~

j p(z) -  i T p{z) =  H p,2{z ) ~

asimptotikalar o‘rin li bodishi m a’lum.
Um um iy yechimning ko‘rinishidan, bu misolda, V eyln ing  nuq

ta holi o‘rinli bodishi kelib chiqadi, chunki L 2( l ,  oo) fazoga tegish- 
li bodmagan vechim lar m avjud. L 2( l ,o o )  fazoga tcgishli bodgan 
yechim albatta m avjud, bu yechim

y (x , Л) =  у /х Н рЛ( х \/Х ) .

formula bilan berilishi ravshan.
ф (х . Л) =  6(x, A) +  m (\)< p (x , Л) -  V eyl yechim i bodsin. B u  

yerda в (х , Л) va. ip(x, Л) orqali

0 (1 ,A ) =  1 f  <p(l, A) =  0
va <

0'(1,A ) =  O \  y / ( l , A ) ------1

boshlangdch shartlarni qanoatlantiruvchi yechim lar belgilangan. 
Veyl nuqtasi holi bodgani uchun L 2( l ,o o )  fazoga tegishli yechim- 
lar o‘zaro proporsional bodadi:

ф (х , A) =  A y / x H Pii ( x y / \ ) .
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^ (1 , Л) =  1, A) =  —m (A )J

bodgani uchun

^ '(1 ,A ) \ Н рЛ(у/Х ) +

Boshlangdch shartlarga binoan

m ( A) =  —

va in

V '(l.A ) H p Д(л/А)

m ( A )  -  - Л " - ' ' ' " *  1

Я Р.,(^ А )  2
formulalar o'rinli bodadi.

Agar Л >  0 bodsa

Im  {г?г(Л)} =  — ------ ■=—--------- -= -^  (3.7.G)
1 "  7 T J2 (V A )+ T ^ ) 3

bodadi. Oxirgi kasr m axraji nolga aylanm aydi, chunki J p{z) va 
T p(.z) fuiiksiyalarning nollari o‘zaro alm ashinib keladi. Demak, 
[0. oo) to:plam uzluksiz spektr bodadi.

Л <  0 bodsin. U holda
2_

7тг ‘  v г

formulani ishlatib.

H pA(z) =  l e ~ * K ,  ( j )  ,

I m  { 7 7 1 ( A ) }  =  -  Im I  ^  , (A <  0), (3.7.7)

tcnglikni hosil qilam iz. Bu ycrdagi K p(x) Makdonald funksiyasi 
bodib, u quyidagi tengliklar bilan aniqlanadi:

/ V *  Г-р (Х ) -  [p(X )



K p(x) funksiya argumentning haqiqiy q iym atlarida haqiqiy  
qiym atlar qabul qiladi va m usbat q iym atlarida inusbat qiym at- 
lar qabul qiladi. Bundan (3.7.7) tenglik o‘ng toinonida qavs ichi- 
da turgan ifoda haqiqiy bodib, m axsuslikka ega bo'lm asligi kelib  
chiqadi. Demak.

Im {m (A ) }  =  0 ,  (A <  0), (3.7.8)

tenglik bajariladi. N orm allashtirish sharti, ham da (3.7.6) va  
(3.7.8) tengliklar yordamida. ushbu

2 * du
2 J  T‘} I  / — '\ i rT '') (  / — \ 5 ^  ’* 0  J f ( y / u ) + y p ( V u )

0, A €  (~ oo , 0),

formulani keltirib chiqaramiz. Agar и  =  t2 alm ashtirish bajarsak

4 ^  tdt ..

* * 1  J f f i + i f w '  > !!
0, A <  0,

hosil bodadi.

p{ A) =

P( A) =
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8-§, Yarim o‘qda berilgan Shturm-Liuvill to‘g‘ri 
masalasiga doir mashqlar

1. Quyidagi chegaraviy m asalalarning:

1) Spektral funksiyasini B .M .Lev itan  usulida toping;

2) Yo yilm a teoremasini yozing;

3) Parseval tengligini yozing;

4) V e y l yechim larini va V eyl-T itchm arsh  funksiyasini toping;

5) G rin  funksiyasini tuzing;

6) Spektral funksiyasini V eyl-T itchm arsh  funksiyasi yordami-

4  (0) =  0, / К 0 ,  (0) =  0, h >  0.

2. Um um lashgan Parseval tengligi yordam ida quyidagi inte- 

grallarni hisoblang.

da toping;

d)

'V 'l CC

b)

00

3 .Quyidagi chegaraviy. m asalaning spektral funksiyasini toping
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(О <  х <  оо).

а)
-у" + гУ  =  Ау,

{х  +  1) 
у ’{ 0) +  у( 0) =  0

9.
У  =  Ау,~ У  ГзСП X

у (о ) =  о,

-у - с1г(х +  6) 
у'(0) +  th.b ■ у (0) =  О

У =  Ау,

2а2

э)  ̂ ch 2a x
у'(о) =  о,

У =  Ау,

2а2
- у ch 2(a.x +  b) 

У (о) =  О,

У =  Ау,

6)

d)

/ )

/г)

i )

—у" +
2/ Г

У =  Ау,(/l£ — I ) 2' 
у'(0) -  /гу(0) =  О, (/I <  0) 

9
- у "  -  “Т 2 У =  д у> d r  .г
у'(0) =  О,

- у "  - ch" а х  
2/(0) =  О,

- у " -

У =  Ат/,

„ 2а
У  =  Ату,

ch  2 ах
1/(0) -  М О )  =  О,

2а2
с/г2 (ах  +  &) 

у'(0) -  /гу(0) =  0.

У =  Ау,

4. Quyidagi Shturm -Liuvill chegaraviy m asalalari uchun V cy l-  
Titchm arsh funksiyasini va V eyl yechimini aniqlang, hamda yoy
ilm a teoremasi va Parseval tengligini yozing.

a) Furye-Bessel qatoriga yoyish

—у"  +  4p. о l y  =  Ay, 0 <  x  <  6 <  oo,
4x-

у  (6) cos f3 +  y'(6) sin /3 =  0,

1
1) p >  1, 2) 0 <  у  <  1, p  ф -  , 3) p =  0.

/>) Veber qatoriga yoyish

/ /  ,  V  - 1“ У + 4x2

у  (a) cos a  +  y'(a) sin «  =  0

у =  Ay, 0 <  a  <  x  <  oo,
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1) р  >  1, 2) 0 <  р <  1, р  ф i  , 3) р  =  0.

5 ’ . Quyidagi uzlukli koeffitsiyentli chegaraviy m asalalarning
1) Spektral funksiyasini B .M .Lev itan  usulida toping;
2) Yoyilm a teoremasini vozing;
3) Parseval tengligini vozing;
4) V eyl yechim larini va V eyl-T itchm arsh  funksiyasini toping;
5) G rin  funksiyasini tuzing;
6) Spektral funksiyasini V eyl-T itchm arsh  funksiyasi yordami-

da toping;
- y "  =  A p(x)y, 0 <  x  <  oc,

3/(0) =  0.

—y" =  X p (x )y , 0 <  x  <  oo, 

1/(0) =  0,

—y"  =  Ap (x )y, 0 <  x  <  oo, 
y '{0) -  h y (0) =  0, h  <  0,

—y"  =  Ap (x )y , 0 <  x  <  oo, 
!/'(0) -  hy(0) =  0, A > 0 .

I •

Bu yerda
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I V  B O B .  Y A R I M  0 ‘Q D A  B E R I L G A N  
S H T U R M - L I U V I L L  O P E R A T O R I  U C H U N  T E S K A R I  

S P E K T R A L  M A S A L A L A R

l- § .  Y a r im  o ‘q d a  b e r ilg a n  S h t u r m - L iu v i l l  m a s a la s i  u c h u n  
s p e k t r a l fu n k s iy a

Quyidagi Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasini koTib  

chiqamiz:

( - у "  +  Ф )у  =  Л у , (0 <  x  <  oo), (4  1 1 )
\  y'(0) =  h y (0),

Bu yerda q(x) haqiqiy uzluksiz funksiya, h  ixtiyoriy hac|iqiv son 
va Л kompleks param etr deb qaraladi.

Ushbu

{
- y "  +  q {x)y =  А у , (0 <  X <  oo),
2/(0) =  1 , (4.1.2)

2/'(0) =  h ,

Koshi m asalasining yechimini ip(x , Л) orqali belgilaymiz.
T e o re m a  4 .1 .1  ( G .V e y l, 1 9 10  y.). ( 4 -1 .1 )  chegaraviy m asala  

uchun butun o :qda aniqlangan. о ‘suvchi, chapdan u zlu ksiz ,
p {—0) =  0 shart bilan norm allan gan  shunday p(X) fu n k siy a

mavjudki, bunda L 2(0, oo) fazodan olingan ix tiyo riy  f ( x )  fu n k siy a  

uchun
o c  o o

f  f - ( x ) d x =  f  F 2( \) d p ( \) ,  (4.1.3)
0  - o c

tenglik bajariladi. B u  yerda F ( Л) fu n ksiya
n

F n W  =  J  f { x ) ip ( x , \) d x ,  

о
ketm a-ketlikning  Z y A)(—oo, +oo) fazodayi lim it in i bildiradi.448



(4.1.3) tenglikka yarim  o'qda berilgan Shturm -Liuvill chega
raviy  m asalasi uchun Parseval tengligi deyiladi, p { \)  funksiyaga
(4.1.1) chegaraviy m asalaning spektral funksiyasi deyiladi, F { A) 
funksiyaga esa f ( x )  funksiyaning ip{xy Л) yechim lar bo‘y ichayo zil-  
gan Furye alm ashtirish i deyiladi va u

kabi belgilanadi.

Iz o h  4 .1 .1 . Spektral funksiya uniuman olganda yagona emas.
T a ’r i f  4 .1 .1 . A gar p ( \)  spektral funksiya biror Ao nuqta- 

ning kichik atrofida o'zgarm as bodsa, Ao nuqta (4.1.1) chegaraviy 
masalaning regulyar nuqtasi deyiladi. Regulyar bodmagan nuqta
lar to'plam iga (4.1.1) chegaraviy m asalaning spektri deyiladi va u 
E  harfi bilan belgilanadi. Spektral funksiyaning uzilish nuqtala- 
riga (4.1.1) chegaraviy m asalaning xos q iym atlari deyiladi. Spek- 
trning ajralgan nuqtalari to;plam iga spektrning diskret qismi de
yilad i, biz uni P E  bilan belgilaymiz. Qolgan nuqtalar to‘p!amiga 
uzluksiz spektr deyiladi, biz uni C E  bilan belgilaymiz. Uzluksiz  
spektrda joylashgan xos q iym atlar to‘plamini esa P C E  bilan bel
gilaym iz.

Dem ak, quyidagi tenglik o£rinli:

X o s qiymat spektrning ajralgan qismi yoki chegaraviy nuqtasi voki 
ichki nuqtasi bodishi mumkin.

Iz o h  4 .1 .2 . E  spektr quyidan chegaralangan, ammo yuqori- 
dan chegaralanmagan. Xuddi shunday hecli bir q(x) va h  da
(4.1.1) chegaraviy m asalaning spektri [a, b] kesmadan iborat bolla  
olm aydi. Misol uchun q(x) =  0, h  =  0 bodganda spektral

oo

0

E  =  P E  U  C E  U P C E .



f  —■'/л, Л >  0.
po(A) =  < 7Г

l  о, Л <  0,

ko‘rinishda bodadi va spektr E  =  [O.oo) to‘plam dan iborat 
bodadi. Um um an olganda (4.1.1) chegaraviy m asalaning spektral 
funksiyasi uchun ushbu 

2
p(A) =  - \ / A  4- p (-o o )  -  h  +  o ( l) , A - ¥  +oo,

7Г

asiinptotik formula o‘rinli.([82])
A gar Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasi ushbu

f  - y "  +  q (x )y  =  Ay, 0 < x  <  oo.
\  2 /(0 ) =  0 , p (x -) 6  (7 (0 ,0 0 ) ,

• i v
ko‘rinishda bodsa, q(x). =  0 bodgan holda spektral funksiya  
quyidagi .

a W - j  S ' ® '  Л > ° '
[  0, A <  0,

ko‘rinishda bodadi va spektr E  =  [0, oo) to‘plam dan iborat 
bodadi.

T a ’r i f  4 .1 .1 . (4.1.1) chegaraviy m asalaning spektral
funksiyasini topish m asalasiga to‘g‘ri m asala deyiladi.

funksiya ushbu
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T e o r e m a  4 .2 .1  (V .A .M arch en ko , 19 5 0  y il) . p(A) fu n ksiya  

ushbu

(  - y "  +  q (x )y  =  Ay, (0 <  ж <  oo), / 4 9 1 4
\  m  =  % ( o ) ,  . 1  ;

S h tu rm -L iu v ill chegaraviy m asalasin in g birorta spektral 

fu n k siy a si. /3(A) fu n k siy a  esa ushbu

I —y"  + q (x )y  = Ay , (0 < x  < 00),
\  j / ( o )  =  % ( o ) ,

S h tu rm -L iu v ill chegaraviy m asalasin in g biror spektral fu n k siyasi 

bo ‘lib,

/3(А) =  C p (  A), С  =  const,

tenglik b ajarilsa, и holda q(x) =  <?(x) va h  =  h tengliklar 0 ‘r in li 

bodadi. B u  yerda q(x) va q(x) fu n k siy a la r  [0, 00) oraliqda uzluksiz 

haqiqiy fu n k siy a la r , /г, /г esa haqiqiy sonlar.

I s b o t .  <p(x, A) orqali

- у "  +  q (x )y  =  A y,

tenglam aning quyidagi

^(0, A) =  1, (/?'(0, A) =  /г,

boshlang:ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechirnini, ф (х : A) bilan  

esa
- y "  +  q {x )y  =  \ y ,  .

tenglamaning quyidagi

<£(0, A) =  1, <p'(0, A) =  ft,

boshlangdch shartlarn i qanoatlantiruvchi yechirnini belgilaymiz.
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U holda alm ashtirish operatorining xossasiga ko'ra ushbu
X

ф (х, A) =  ip(x , A) +  J  К (.r, A)dt, (4.2.3)

о
tenglik o'rinli bo‘ladi. b 6  [0,oo) ixtiyoriy son bodsin va  
f ( x )  funksiya x  >  b bodganda nolga aylanuvchi ixtiyoriy uzluk
siz funksiya bodsin. U holda f ( x )  funksiyaning ф (х , A) yechim lar  
bo'yicha ushbu

ь

F { A) =  J f{x)<p{x, A)dx, (4.2.4)

0
Furye almasht.irishi m avjud bodib, Parseval tengligi quyidagi

b oc oo

J f ( x ) d x  =  J F 2(X)dp(X) =  cj F 2(X)dp(X), (4.2.5)

0
ko'rinishda bodadi. (4.2.4) tenglikda (p(x. A) o'rniga uning (4.2.3) 
tenglik bilan aniqlangan ifodasini qo'yib, integrallash tartib in i 
o'zgartirsak, quyidagi

b

F ( A) =  J g { x ) < p ( x } \) d x ,  (4.2.6)

о
tenglikka ega bodamiz. B u  yerda

b

g(x)  =  f ( x )  +  J K ( t ,x ) f ( t ) d t .

Ko'rinib  turibdiki, g(x)  funksiya ham  x  >  b bodganda nol
ga aylanadi. (4.2.6) tenglikdagi F ( A) funksiya g(x )  funksiyaning  
(p (x , A) yechim lar bo'yicha yozilgan Furye alm ashtirishi bodadi. 
Shuning uchun Parseval tengligidan

b oc oo b

J  g 2(x )d x  =  J  F 2 (X)dp(X) =  ~  j  F 2(X)dp(X) =~J f 2( x )d x ,
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ь
kelib chiqadi. Demak,

с J  g2(x)dx =  I  f 2(x)d:

y a ’n i

W ĈsWff = ll/ll/>
Quyidagi opcratorni ko'rib chiqamiz:

A f  =  V c l f ( x )  +  J  K ( t ,x ) f ( t ) d t

Ushbu ЦА/11^2 =  | | / | | / y2 tenglikka asosan bu operator L 2(0, b) 

fazoda uni tar bo£ladi. Uni tar operatorlar uchun A* A  — I  tenglik 
o'rinli bodadi.

A* operatorni topish qiyin emas:

A * h (x )  =  \ / c | / i ( x )  +  j  K ( x ,  t)h(t)dt

A * { A f ( x ) }  ning aniq ifodasini topamiz:

A ' { A f ( x ) }  =  VC  ^ / ( . x )  +  J  K ( x ,t ) { A f ( t ) } d t ^

=  С  ■ | / ( x )  +  J  K ( t ,x ) f { t ) d t +

+ j  K ( x ,  t) ( f ( t )  + J  K { s , t ) f { s ) d s  \  f i i j  =

/ 0 X

=  С  ■ < f { x )  +  J K ( t .  x ) f( t )d t  +  J  K { x .  t ) f{ t )d t +
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+

х / b
J  ij K { x .  t ) K ( s , t ) f { s ) d s  j dt

о \ t
Bu yerda integrallash tartib in i alm ashtirib quyidagi

A * { A f ( x ) }  =

=  C - [ f { x )  +  J ^ K ( x ,  t) +  j  K ( x , s ) I < ( t , s ) d s \  f(t)d .t+

0 \ 0 
b  /  X

+ J  + J K { x , s ) K ( t , s ) d s  j  f(t)dt.

formulaga ega bo'lainiz.
A * { A f ( x ) }  =  f ( x )  ayniyat.dan foydalansak,

( C - l ) f ( x )  +  C -  J t) +  j  K ( x , s ) K ( t , s ) d s  \  f(t)d .t+

0 \  0 
6 / a:

J  | I< ( t ,x )  +  J  K { x ,  s ) K ( t ,  s)d s  j f(t ) d t  =  0

tenglik kelib chiqadi. B u  yerda

m  =

t \
K ( x , t )  +  f  K ( x , s ) K ( i , s ) ‘d s , t €  [0 ,x ), 

о
0, t €  [x, 6],

deb olsak, ushbu
2

s  / dt =  0J \ K ( x , t )  + J  K ( x , s ) K ( t .  s)d.

0 I  0
tenglik kelib chiqadi. Bunga kolra.

t

К (x, t) +  J  К (x, s )K ( t , s)ds =  0.
о

454



O xirgi tenglik x  ning liar bir tayinlangan qiym atida  
funksiyaga nisbatan bir jin sli Volterra integral tenglamasidir. 
Bunday tenglam a faqat nol yechim ga ega bo'lishidan K ( x ,  t) =  0 
(t <  x )  kelib chiqadi. Buni (4.2.3) formulaga qo'ysak,

p {x , A) =  ф (х, A),

ayniyat xosil bo'ladi. Boshlang'ich shartlarga ko'ra h  =  h .
Ushbu

- i p "  +  q{ x ) p  =  \ p ,

- p "  +  q (x )p  =  X p , 

tengliklardan foydalanib,

[q(x) -  q {x )}v {x , A) =  0,

bo'lishini topam iz. Bundan va q (x ), q(x) funksivalarning uzluk- 
sizligini hamda. y ( x ,  A) funksiyaning nollarini ajralganligini
e’tiborga olsak, q{x) =  q(x) ayniyat kelib chiqadi. ■

3-§. Umumlashgan funksiyalar xossalaridan foydalanib 
Gclfand-Levitan integral tcnglamasini keltirib chiqarish

1. Bu paragrafda biz teskari m asalalar nazariyasining asosiy 
integral tcnglam asini keltirib chiqarislm ing b itta  usulini kelti- 

ramiz.
Quyidagi

- y "  +  q (x )y  =  Ay, 0 <  x  <  oo, (4.3.1)

1/(0) =  M O ) ,  (4-3.2)

Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasining spektral funksiyasi p{A) 
bo'lsin. B u  yerda h  chekli haqiqiy son bo'lib, q{x) haqiqiy uzluksiz  

funksiya.
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ip{0 ,A ) =  1, V ( 0 ,Л ) =  /г, (4.3.3)

boshlang‘ich shartlarn i qanoat.lantiruvchi yechim ini belgilaym iz. 
L e m m a  4 .3 .1 . Ushbu 

00

J < p { x ,\) ip { t ,\) d p ( \)  =  5 { x - t ) ,  (4.3.4)
— 00

sim volik  ayniyat o ;n n l i  B u  yerda. 5(x ) -  D ira k  delta-funksiyasi.

Bu ayniyatga Parseval tengligining um um lashgan funksiyalar 
orqali yozilishi deyiladi.

Is b o t . Yoyilm a haqidagi teoremaga ko‘ra, ix tiyoriy  ikki m arta  
uzluksiz differensiallanuvchi finit funksiya uchun ushbu

oc

f ( x ) =  J F ( \) ip ( x ,  A ) d p ( A ) ,  ( 4 . 3 . 5 )

— OC

tasvir о‘ппН. B u  yerda
oc

F ( A ) =  |  \) d t .  (4.3.6)
0

Agar (4.3.6) ifodani (4.3.5) ayniyatga qo!yib , D irak  delta- 
funksiyasining ushbu

<р(х, A) orqali (4.3.1) tenglamaning quyidagi

oc

f ( x )  =  J  f ( t ) 5 ( x  -  t)dt,

0

xossasidan foydalansak, quyidagi
OC 0 0  f  0 0

j  f { t ) 5 { x  — t)dt — J I  f{t)< p (x ,X )ip {t,X )d t  lrfp (A ),

(4.3.7)
■oc V O
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tenglik kelib chiqadi. (4.3.7) tenglikning o‘ng tomonida integral
lash tartib in i o‘zgartirsak, ushbu

oc oc (  ос "N

J  f ( t )6 (x - t )dt=  I /(«)< I  <p{x,\Mt,X)dp(X) \dt, 
о о [ - x  J

(4.3.8)
tenglikka ega bodamiz. (4.3.8) tenglikda f(t) funksiya ixtiyoriy  
ekanligini e lib o rg a  olsak, (4.3.4) ayniyat kelib chiqadi. 1

N a t i ja  4 .3 .1 . A gar (4.3.1)^(4.3.2) m asalada q(x) =  0, h  =  0 
desak. (4.3.4) ayniyat ushbu

oc

/  “ 6 л/ X s  COB \/Xtdpo(X) =  <5(x — £), (4.3.9)
—oc

ko’rinishga ega bo‘ladi. Bu yerda

Po(A) =  {  Л >  ° ? (4.3.10)
[  0, A <  0.

2 . A lm ashtirish  operatorining xossalariga ko'ra p (x , Л) yechim  
uchun quyidagi

a:

p (x . A) =  C O S  V X x  +  J  K ( x ,  t) cos V X ld t ,  (4.3.11)
о

tasvir o'rinli. B u  yerda K ( x , t )  funksiya q(x) potensial. ham da  
chegaraviy shartdagi h  soni bilan

q(x) =  2 d K ^ x ) - , h  =  K { 0 : 0), (4.3.12)

form ulalar yordam ida bogiangan.
Xuddi shunday

cos

X

V \ x  =  (p(x, A) +  J  H{x,t)<p(t3X)dt, (4.3.13)

о
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tasvir ham  o;rin li ekaiiligini ko'rgan eclik. A gar t >  x  bo1 Isa,
H ( x ,  t) =  0 bo'lishi ma'lum.

L e m m a  4 .3 .2 . A g a r  0 <  t <  x  bo1 Isa, и holda 
00

J <p(x, Л) cos y /\ld p ( X )  =  0, (4.3.14)
- o o

ayn iyat o ‘r in l i  bo!ladi.

Is b o t . Bu lemmani isbotlash uchun (4.3.14) tenglik chap 
tomonida cos \ f \ t  funksiya o‘rniga (4.3.13) tenglikdagi ifodasini 
qo‘yam iz:

oc

J  cos V^Xtdp(X) =

—oo

=  J p (x , A) |  ip(t, Л) +  J  H (t,s )(p {s . X ) d s \ d p ( \ )  =

- x  к о
ос ОС ( t

=  J  tp (x ,\)< p (t,X )d p (X )+  J  I J H {t ,s ) ip ( x , X )< p (s ,\)d s  >c/p(A).
- o o  -o o  \  0 /

A gar lemma 4.3.1 dan foydalansak va oxirgi integralda intc- 
grallash tartibini alm ashtirsak, quyidagi ayniyatga ega b o lam iz :

oc

J  сp (x , Л) cos V x td p (X ) =

-00

=  6 (x — t) +  J  H (£, 5 ) \ J ip{x, X )ip (s,X )d p(X ) I d s  =
0

t

=  6(x — t) +  j  H ( t , s)d'(x — s)d s  = 5 ( x  — t) 4- # ( f ,  x ) — 0 .1  

0
3. T e o r e m a  4 .3 .1  (/ .M . G e lja n d -B .M . Levitan, 19 5 1  y.). A g a r  

0 < t <  x  bo‘Isa, и holda alm ashtirish  operatorining K ( x ,  t)
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K ( x , t )  + F ( x , t )  + J  K ( x , s ) F ( s , t ) d s  = 0, (0 < t < x ) ,  

о
(4.3.15)

integral tenglam am  qanoatlantiradi. B u  yerda
oo

F ( x , t ) =  J  c o s V X x c o (4.3.16) 
—00

<r(A) =  p(X) -  p o (\). (4.3.17)

Is b o t .  0 <  t <  x  bo'lganda lem m a 4.3.2 ga ko;ra ushbu
oo

J  A) cos V \ t d p ( \ )  =  0, (4.3.18)
-00

tcnglik 0 ‘rinli bo:ladi. (4.3.11) tenglikdan esa quyidagi

J  cos V X x  +  J k ( x ,  s )  cos V X s d s  j  COS V x td p (X ) ■— 0,
- o o  \  о /

(4.3.19)
ayniyat kelib chiqadi, y a :ni

/ 1c o s  V A . t  c o s  V \ t  +  J  K { x ,  s) cos y/X t cos V X s d s  > dp{Л) =  0,
-oc I 0 J
avniyat bajarilad i. Oxirgi ayniyatni p(А) =  po(^) +  <j (A) tenglik- 
dan foydalanib, quyidagi

j  /  cos n/Az cos V X t  +  j  K ( x ,  s ) cos Vxt cos V X s d s  >фо(Л)-Ь

yadrosi quyidagi
X



ko‘rinishda yozib olam iz. (4.3.20) tenglikda integrallash tartib ini 
alm ashtiram iz:

00

j  cos V~Xx cos V \t d p o ( X ) +

- o c

cos \/A s  c o s  y /X td p o W  с ^s "b
0 \ —oc )

cc

j  cos y /X x  cos V \ l d a ( \ ) +

cc

+
-00

X

+ /  / c o s x / A s c o s  \ / \ t d a ( X )  I r i s  =  0.

о
Oxirgi tenglikda lemma 4.3.1 ning natijasini ishlatsak. ham da
(4.3.16) belgilashdan foydalansak, quyidagi

x  x

5 ( x —1 ) + J  K ( x ,s ) 6 ( t  — s ) d .s + F ( x . t ) + J  K ( x ,  s ) F ( s ,  t)d s  =  0, 

о о
tenglik hosil bodadi. B u  yerda 0 <  t <  x  ekanligini e ’tiborga  

olsak, ushbu
X

0 +  K { x , t) +  F ( x .  t) +  J  K ( x .  s ) F ( s ,  t)d s  =  0, 

о
ayniyatga ega bodamiz.

Shunday qilib. biz K ( x ,  t) yadroga nisbatan ushbu
X

K ( x ,  t) +  F (x >  t) 4- J K ( x , s ) F ( s , t ) d s  =  0, (0 <  t <  я ) , 

о
integral tenglam aga cga boddik. B u  tenglam aga teskari m asalalar 
nazariyasining asosiy integral tenglamasi yoki Gelfand- Lev i tan
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integral tenglam asi deyiladi. B u  tenglarnada x  param etr sifati- 
da qatnashadi. x  param ctrning har bir tayinlangan qiym atida  
G elfand-Levitan  integral tenglamasi Fredgolmning ikkinchi tu r in
tegral tenglam asidir.

I-

4-§. G e lf a n d - L e v it a n  in te g ra l te n g la m a s in i k e lt ir ib  
c h iq a r is h n in g  q a t ’iy  u su li

Olclingi paragrafdagi usul umuman olganda q at’iy  omas cdi, 
chunki u yerda qatnashayotgan integrallar oddiy m a’noda uzoq- 
lashuvchi bodishi mum kin. Am m o shunga qaramasdan ko’rib 
chiqilgan usul q at’iy usulga yo’nalish ko'rsatadi.

Ushbu
N

i^ v(x , /;) =  J  cos y /X x c o s  V X td a (X ), (4-4.1)
— X

formula vordam ida F x ( x . t )  funksiyalar ketma-ketligini 
aniqlaym iz. F ^ -(x . t) funksiyalar ketma-ketligi m avjud, chunki bu 
holda spektr quvidan chegaralanganligi sababli (4.4.1) integral 
chekli oraliq bo;y ich a olinadi.

L e m m a  4 .4 .1 . q(x) fu n k siya n in g  [0, oo) orahqda n -  

tartibgacha h o sila la ri m avjud bo‘lib. u la r h a r  b ir chekli oraliqda  

ja m la n u v ch i bo‘b in . U  holda ushbu

N

Ф:у(х*) =  J  cos V X x d a ( X ) i (4.4.2)
— o c

fu n k siy a la r  ketm a-ketligi Ф (х) =  H ( x .  0) fu n ksiyaga chegaralanib  

yaqinlashadi, ham da  Ф(ж) fu n k siya  (n  +  \)-tartib gacha ho sila la ri 

m avjud bo‘lib, u la r  h a r b ir chekli oraliqda ja m la n u v ch i bo4adi.
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I s b o t . Avvalo Ф.у(ж) ketm a-ketlikni ushbu

о N

фЛг(х) =  J cos V X x d p (X )  4- j' cos V X x d a (X ) ,  (4.4.3)

—oo 0

ko'rinishda yozib olamiz. So'ngra x  o‘zgaruvchining ixtiyoriy  qiy- 
m atlarida

J O' 4-- •.

j  cos V X x d p (X ), (4.4.4)

—oc

integral mavjud ekanligini isbotlavmiz.

Ushbu
X

C O S \ / \ x  =  ^ (я , A) +  J  H ( x ,  t)ip(t, Л)dt, (4.4.5)

tenglikni (0, x) oraliqda intcgrallab, integrallash tartib in i 
o'zgartirsak. quyidagi

sin y f \ x

V x
=  1 +  j  H { s ,t ) d s  >y?(£, X)dt,

sin Д /у*
ayniyatga ega bo‘lam iz. K o ‘rinib tu r ib d ik i. -j= ~  funksiya

V A

i 1 +  /  H ( s ,  t jd s , t <  x,
9{t) =  { t

0, t >  x ,

funksiyaning </?(£, A) yechim bo‘yicha yozilgan P iuye alm ashtirish i 
bodadi. Shuning uchun Parseval tengligiga ko‘ra



tenglik o T in li b o iad i. Bu  tenglikdan ushbu
►

dp( A),

0 / n  x 2
sin v  Л.т \/_ r v *  '

\/Л J

integral x  o'zgaruvchining ixtiyoriy q iym atlarida m avjud ekan- 
ligi kelib chiqadi. Bundan esa, (4.4.4) integral m avjud bodishi
ko'rinadi. A gar

* • .4,

<p(x, A) =  cos V \ x  +  J К (x. t) cos ,
0

tcnglikni c ’tiborga olsak,
N

u)(x, N )  =  J  < p ( x ,\) d p ( \) , (4.4.6)
-oc

integral m avjudligini ko:ranhz. w ( x ,N )  funksiyaga Shturm -Liuvill 
m asalasining spektral yadrosi dcyiladi. сео(ж, N )  funksiya ushbu

- y "  =  Ay, y '(0) -  h y { 0) =  0,

masalaning- spektral yadrosi bodsin. M adum ki, h  >  0 bodganda 
(soddalik uchun shunday deb hisoblaymiz)

sin y /X x  1 y / \

0
bodadi. Boshqa tomondan. x  o'zgaruvchining ixtiyoriy chekli 
olzgarish oraliglida quyidagi asiinptotik formula o‘rinli bodadi:

u ( x t N )  =  u 0{x, N )  +  5(1), { N  -»  oo). (4.4.8)

Shuning uchun
X x

J  H ( x , t ) u { t ,N ) d t  =  J  H ( x ,  N ) d t  +  B ( l) ,  (ЛГ —> oo),

0 0
(4.4.9)
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tenglik o'rinli. (4.4.8) va (4.4.9) tengliklarni bir-biriga qo'shsak va  
w (x, N )  funksiyaning (4.4.6) tenglikdagi ifodasini e’tiborga olsak,

N  x  f  n  л

J ( p { x , \ ) d p ( \) +  J H ( x , t ) l  J  i p { t , \ ) d p ( \ ) \ d t  =

=  N )  +  J H ( x ,t ) c j0( t ,N ) d t  +  o ( l) ) ( N - > o o ) .  

о
lenglikka ega bodamiz.

B u  tenglikning chap tomonida integrallash tartib in i 
o'zgartirsak, ((4.4.6) integral mavjud bo‘lganligi uchun bu 
am alni bajarish mumkin) va (4.4.5) formulani e’tiborga olsak, 

ushbu
N

J  cos V X x d p (X )  =

-D O

X

=  ojo(x , N ) +  J  H ( x ,  t)uo(t, N ) d t  +  o ( l) , ( N  -»  oo), (4.4.10) 

о
tenglikka ega bola.miz. Bu tenglikning har ikkala tomonidan  

N  -

J  cos \ZXxdpo(X)^

—oo

funksiyani ayirsak,
N  N

Ф у ( х )  =  j  cos V X x d a (X )  =  uso(x. N )  — — j  C°^T-(iA+
—  00

X

+ J  H (x ,t)uo (t ,N )d t +  o{ 1), (Ar -> o c ), (4.4.11)
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tenglikka ega bo'lam iz. (4.4.7) va (4.4.11) forrnulalardan ushbu
.r

sin \ f 14 t

t
-d t+

X

+ J  H { x ,  t)xA'(t)dt -f 5(1), ( N  -> oo). (4.4.12)
о

tenglik kelib chiqadi. B u  yerda

N 2 N  / -h  f% h  f  sin v A .t
~d\.X n (x ) =  —  [  — — - -----7= cos V X x d X  +  — f  , 0

тгУ (/i2 +  A)>/A ttJ  /i2 +  A
о 0

(4.4.13)
Quyidagi \

“ м - { - ° л ,  x . o ° ;  <“ '‘u 4 )

belgilashni k iritay lik . x x i x ) funksiya N  oo da u (x )  funksiyaga 
chegaralanib yaqinlashadi. Haqiqatan ham, agar x  >  0 bo‘lsa, 
/V -> oo da

X n { x }  =  _ I  j  *  cos i / \ x d \  + ' ± [  ->
7ГJ ( / ^  +  A )V A  7ГJ Л2 +  А

о о

-> —h e ~ lLC -  4 - e ~ hx =  0. 
dx

A gar a; =  0 bo‘lsa, Хлг№) bo‘ladi. Хл'(я) funksiyaning
chegaralanganligi quyidagi

N V x
f  sin V A ; r  A x _  o f  ц  sin jju

J  h2 + \ J  h* + »
s/tf n/ЛГ
f  sin /ха; f  2/г2 /  1

=  J ~7T + J  ~JF ^ +  =  \ n *
s /a
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baholashdan kelib chiqadi. 

Endi

Т/ / ч 2 f  r r . . s in y / N t  . 
V jv(s) =  -  / H ( x , t )    dt =7Tj t

y /N t
dt.

7i j  t 7Г J
0 - 0

(4.4.15)
integralni qaraym iz. B u  yoyilm adan, 0 <  x  <  6 <  oo qiym atlarda  

ushbu

2 f  .am  y / N t  , ,  2 f
-J "<*•*)— £;i

Я ( х ,4 )  -  Я ( х ,0 )
d£+

+-|Я(ж,
7Г

v/]Va

i f <  C ( b ) ,

tengsizlik kelib chiqadi. B u  yerda C'(b) o'zgarmasni bildiradi.
Dem ak, rr o'zgaruvchining ixtiyoriy chekli o'zgarish oralig'ida  

V^v(x) funksiyalar ketma-ketligi chegaralangan bodadi. A gar
00

/ sin s , 7Г 
— ' iS-  2 '

0

tenglikni e’tiborga olsak, (4.4.15) tasvirdan

lim Ул/(гг) =
N -t  oc

# ( r c ,0 ) ,  a: >  0, 

0, rr =  0,

tenglik hosil bodadi.

X '.v ( r r )  va V n ( x )  funksiyalar ketm a-ketligi chegaralanib  
yaqinlashishidan (4.4.12) tenglikka asosan Фд'(гг) funksiyalar
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ketm a-ketligi chegaralanib yaqinlashishi kelib chiqadi, ham da

. .  T /  \ f Н (% ,  0 ) ,  X  ф  0 ,lim  ФдКх) =  < v h  T  ’
|  — h , x  =  0.

Я ( 0 , 0) =  — h  ekanini e’tiborga olsak, Фдг(ж) funksiyalar 
ketm a-ketligi H ( x ,  0) funksiyaga chegaralanib yaqinlashishini 
to p a m iz .l

L e m m a  4 .4 .2 . x  n in g  h a r b ir tayin langan qiym atida tashu- 

v ch isi (0, x ) oraliqda ЬоЧдап ix tiyo riy  g(t) uzluksiz f in it  fu n ksiya  

uchun
X  X

lim I Яд:(.т, t)g (t)d t+  I K ( x ,t ) g ( t ) d t +
N^ooJ J

о

16)-H im  /  <7(0 л J  K ( x , s ) F ^ ( s . t ) d s \ d t  =  0, (4.4.
0 I  0 J

tenglik о ‘r in l i .
Isb o t.. Y o y ilm a haqidagi leoremaga asosan g(t) finit funksiya 

bodganligi uchun ushbu

Jini^ J g{t) < J  <p{x, A)tp(t, X)dp(X) I  dt =  g(x) =  0,
0 l - c c  J

tenglik o‘rin li bo'ladi. Ushbu
t

cos y/X t =  <p(t. A) +  y* H ( t , s)g>(s, A)ds,

formuladan foydalanib, quyidagi lim itn i hisoblaymiz:

1 { Nr 1
lim g{t)< / <p(.r, Л) cos y /\t d p (X )  \ d t  =

0 l-oo J

J J  ip(x, A)v?(£, A)dp(A) \dt+
1 .-0 0
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^  (  1 Г N  . . .

+ N ™ J  / ф . А М в , Л Ж Л ) ds > dt

7 7 I f ?
Q + n ^ L J  ' J  .9{ t ) H ( t ,s ) d t  > < J  ф , \ М з , \ Щ \ )

0 s

oo

= J  x)̂  =
chunki t >  x  qiym atlar uchun p(£) =  0. 

Quyidagi
X

ip(x , Л) =  cos V^Ax +  У  i f  (.x, s) cos y /X s d s ,

0
formuladan foydalanib, ushbu

Л' N

J  ip(x , A) cos \ /X id p { A) =  J  cos \/Ax cos \/A£dp(A)4-

iV

+ I K ( x , s ) l  /  cos \ /A x  cos \ /A sd p (A ) >c/p(A) =

0 l -эо j
N

=  I  cos \/Aa; cos \/A£<ipo(A)+

— 00

iv

+  y  cos - /A x c o s  \ /A M cr(A )+

—oo

+■ J  COS V ~ \ t  COS V \ s d p o ( \ )  ld .s -f



X
r

N

j  K ( x ,  s) < /
0

J
—oo

+

ayniyatui keltirib chiqaram iz. Uni g(t) funksiyaga ko'paytiramiz 
va [0, oo) oraliqda t bo'yicha integrallab, TV -> oo da lim itga 
o'tam iz: ■■ и

OO X

0 =  g(x )  +  Ĵim J g ( t )F ^ ( x ,t ) d t  +  J K ( x ,s ) g ( s ) d s +  

о r ' о
OC (  X  V

+^lim J  g(t) J K ( x ,  s ) F Iv (s , t)d s \ d t . (4.4.17)
о l  о J

B u  tenglikda g(x) — 0 ekanligini etiborga olsak. (4.4.16) ayniyat
hosil bodadi. 1  J

T e o r e r n a  4 .4 .1 . A lm ashtirish  operatorining K ( x , t )  yadrosi

ushbu . \  )
■x

К (x , t) +  F ( x ,  t) +  J К (x , s ) F ( s ,  t)d s  =  0 , (0 <  t <  x ),

° * /■ (4.4,18)
integral tenglam ani qanoatlantiradi. B u  yerda F ( x ,  t) yadro 

N

F .v (x , £) =  J c o sy /X x c o s  \/ \t d c r{X ) ,  (4.4.19)
— o o

ketm a-ketlikning N  —> oo dagi lim it in i bildiradi, bunda :

<т(Л) =  (  Р(Л) "  A > ° ’ (4.4.20)
{  P ( A ) ,  A  <  0.

A g a r q(x) fu n k siya  [0, oo) oraliqda n  m a H a  uzluksiz differen-

s ia lla n u v ch i bo:lsa, F ( x ,  t) fu n k siy a  0 <  t <  x  tolp lam da n  +  1
m arta uzluksiz d ifferensiallanuvch i bodadi.
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I s b o t . Teoreinailing birinchi qisrni lem m a 4.4.2 dan kelib  
chiqadi. DifFerensiallanuvchanligini isbot qilish qoladi xolos.

A lm ashtirish operatorini o'rganganimizda, A (£ , ?/) uchun yozil- 
gan Volterra turidagi integral tenglamadan q(x) funksiya n  mar- 
ta  uzluksiz differensiallanuvchi bodsa, I \ { x ,  t) yadroning x  >  t 

to'plam da n  +  1 m arta uzluksiz differensiallanuvchi bodishi kelib  

chiqadi.
End i Gelfand-Levitan integral tenglam asida K ( x ,  t) funksiya  

madum deb, bu tenglamani F (x >  t) funksiyaga n isbatan qaraym iz. 
U holda bu tenglama Volterra turidagi integral tenglam a bodadi 
va shuning uchvm unga ketma-ket. yaqinlashishlar usulin i qodlash 
mumkin bodadi. B u  yo‘l bilan hosil qilingan qatorni n  +  1 m arta  

hadlab differensiallash mumkin bodadi.■
Iz o h  4 .4 .1 . Quyidagi 

N

Ф х (х ) =

—oo

belgilashlarni e’tiborga olib, 0 <  t <  x  q iym atlar uchun

F ( x ,  t) =  ^ [Ф {х  +  t) +  Ф (х  -  «)], (4.4.21)

F ( x , x)  =  ^[Ф(2х) +  Ф(0)], (4.4.22)

tenglildar olrinli bodishini ko‘rish mumkin.
(4.4.22) tenglikka ko‘ra. agar F ( x ,  t) funksiya x  >  t bodganda 

71+1 tartib li uzluksiz hosilalarga ega bodsa, u holda Ф (х) funksiya  
x  >  0 bodganda n  +  1 tartib li uzluksiz hosilalarga ega bodadi. 
(4.4.21) formuladan esa, aksincha, Ф (х) funksiya qancha m arta  
uzluksiz differensiallanuvchi bodsa, F ( x y t) funksiya ham shuncha  
m arta uzluksiz differensiallanuvchi bodishi kelib chiqadi.

B izga keyinchalik spektral funksiyaning quyidagi oddiy xossasi 
kerak bodadi.
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OO

E W  =  j  f (x) cos y / X x d x ,  
о

tenglik о ‘r in l i  bo ‘Is in . A g a r ushbu 

00
J  E ° -( \) d p ( \)  =  0, (4.4.23)

- o c

tenglik bajarilsa, f ( x )  =  0 bo ‘ladi.

I s b o t . Quyidagi

Teorem a 4 .4 .2 . f ( x )  e  L2(0, oo) ixtiyoriy uzluksiz finit
funksiya bo‘lib, quyidagi

oo x

E ( A) =  f f ( x )  ( p ( x ,\)  +  J  H (x .t ) < p ( t ,\) d t

о
oc f  I

dx  =

=  /  /(*)¥> (*, * )« k  +  /  /  f ( x ) H ( x ,t ) ip ( t , \) d t  >dx*,
о о lo J

tenglikning o‘ng tomonidagi ikkinchi integralda integrallash tart-
ibini o'zgartiram iz:

00 oc I  OC 1

E ( \ )  =  j  f ( t ) p ( t , \ ) d t +  j  |  j  f { x ) H { x , t ) d x \ ip ( t ,X ) d t  =

о о V. t

oo

=  / < / ( * )  + f  f ( x ) H ( x , t ) d x \ v ( t , \ ) d t =  I g(t)<p(t,X)dt.

o I 't J 0
Demak, £ (A )  funksiya g{t) funksiyaning t p { x ,\)  yechim lar 

bo‘yieha Furye alm ashtirishi ekan. Parseval tengligiga ko‘ra ushbu  
00 00 
J g \t ) d t  =  J E 7(X)dp{X),

0
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g 2(t)dt =  0 ,

tenglik o'rinli bodgani uchun (4.4.23) shartga binoan quyidagi

/
о • \ \

tenglik odinli bodadi. Bundan esa g(t) =  0 ekanligi kelib chiqadi, 
y a ’ni

00
f { x )  +  J f ( x ) H ( x ,  t)dx  =  0 , (4.4.24)

t
ayniyat bajarilad i. f ( x )  finit funksiya bodganligi uchun (4.4.24) 
tenglikdagi integral chekli oraliqda olinadi, shuning uchun (4.4.24) 
tenglama Volterra turidagi integral tenglam a bodadi, bundan esa 
f ( x )  =  0 ekanligi kelib chiqadi.■

5-§.Spektral funksiya bo'yicha teskari masala. 
Gelfand-Levitan integral tenglamasi yechirnining 

mavjudligi, yagonaligi va silliqligi

Oldingi paragrafda ushbu

j  - У"  +  Q (x)y =  Ay, 0 <  x  <  oo, (4 5 л .
|  2/ ( 0) =  % ( 0). q(x) €  C n[0, oo),

Shturm -Liuvill m asalasining p{A) spektral funksiyasi uchun 
quyidagi ikk ita  shart bajarilish i ko'rsatildi:

I .  Ushbu
N

Фn { x )  =  cos V X x d a (X ).

tenglik bilan aniqlanadigan funksiyalar ketm a-ketligi N  oo da 
biror Ф(гг) E  C n+l (0, oo) funksiyaga intiladi. B u  ycrda

cr(X) =  {  p{X) x >  ° ’
p(A), A <  0;
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oc

I  E 2(X)dp(X) =  0,
- o c

tenglik o‘rin li bodsa, f ( x )  =  0 bo'ladi. B u  yerda
oo

E(X) =  J  f ( x )  cos y /X x d x . 

о
En d i, biror monoton o'suvchi p(A) funksiya uchun yuqorida- 

gi I va II shartlar bajarilsa, u holda bu funksiya biror Shturm- 
L iu v ill chegaraviy m asalasining spektral funksiyasi bollib, q(x) G 
C "[0 , oo) bodishini ko'rsatamiz.

Ushbu '

F ix >l ) = [̂ф(* + 0 + Ф(* -  i)]>
tenglik yordam ida F ( x , t) funksiyani aniqlaym iz va quyidagi

X

K ( x , t) +  F ( x , t) +  J  K ( x , s ) F ( s , t)d s  =  0 , (0 <  £ <  x  <  oo),
0 *.» 1

(4.5.2)

integral tenglamani tuzam iz.
T e o r e m a  4 .5 .1 . l i a r  b ir tayin langan x  >  0 uchun (4 -5 .2)  

integral tenglam aning yech im i m avjud va yagonadir.

Is b o t . (4.5.2) integral tenglamaning yechimi m avjud va yag- 
ona ekanligini ko'rsatish uchun, Fredgolm teoremasiga kolra, x  

param etrning har bir tayinlangan musbat. qiym atida, ushbu
X

g{t) +  J  F ( s ,  t)g (s)d s  =  0 , (4.5.3)
0

bir jin sli integral tenglam a faqat nol yechim ga ega bodishini 
ko'rsatish vetarli.

II. Ixtiyoriy f ( x )  6  L 2(0, oo) uzluksiz finit funksiya uchun
quyidagi



Teskarisini faraz q ilaylik. y a ’ni (4.5.3) tenglamani qanoat- 
lantiruvchi noldan farqli uzluksiz g(t) e L 2(0, oo) funksiya
mavjud deb faraz qilaylik. (4.5.3) tenglikni g(t) funksiyaga
ko:paytirib, (0 , x) oraliqda t bo‘yich a intcgrallaym iz:

X  X X

J g2(t)dt +  J J F (s .t ) g ( s ) g ( t )d s d t  =  0 . (4.5.4)

0 0 0
F ( s ,£ )  funksiyaning ifodasini (4.5.4) tenglikkaqo'yib, integral- 

lash tartibini o‘zgartirsak, ushbu
X  OO (  X  X  'j

I g\t)dt+ J I J J g(s)g(t) cos>/A 5  COS Vxtdsdl >c//?(A) —

0 - o o  l o o  /—oo V 0 0
o o  ( x  x

- / j / /  9{s)g{t) c o s V x  8 COS y /X ld s d l J  d V x j  =  0 ,

(4.5.5)
- o o  VO 0

ayniyat hosil bodadi. Uni quyidagi
X  OC (  X

J  g 2{t)d .t+  J  < j  g{t) cos y/Xtdt > dp( A) —

О - о о  V 0

OC ( I

-  J  < J  g(t) cos \ /X t  dt > d ^ ~ v^ A j = 0 , (4.5.6)

- o c  I  0 J
kodinishda yozish mumkin.

Parscval tengligidan foydalansak, ushbu

H r  I 2
/ \ / <}(t) cos yf^tdt > dp(A) =  0 ,

- o o  I  0 )
tenglik- hosil bodadi. I I  shartga ko‘ra  bu hoi faqat g(f)  =
0 bodganda bajarilad i. Farazim iz notocg‘ri ekan, y a ’ni (4.5.3)
tenglam a faqat nol yechim ga e g a .l
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G elfand-Levitan  integral tenglam asidan, F ( x ,  t) funksiya t 

bo‘y ich a  qancha hosilaga ega bodsa. К (x, t) funksiya ham t 

bo‘y ich a  shuncha hosilaga ega bodishi ko‘rinacli. Haqiqatan ham, 
ushbu

X

K ( x ,  t) =  — F ( x ,  t) — J  K ( x ,  s ) F ( s 1 t)d s  = 0 , (0 <  t <  re), 
о

tenglik o‘ng tomoni t o‘zgaruvchi bo'yicha qancha m aria  differen- 
siallanuvchi bodsa lining chap tomoni ham t o'zgaruvchi bo'yicha 
shuncha m arta  diflerensiallanuvchi bodadi.

K ( x , t )  funksiyaning x  bo'vicha differensiallanuvchanligini 
tekshirish lem m a 2 . 1.6  ga asoslanib am alga oshiriladi. .

6 -§ . G e lf a n d - L e v it a n  in te g ra l te n g la m a s i y e c h im i 
y o r d a m id a  tu z ilg a n  р (х , Л) fu n k s iy a  u c h u n  d iffe re n sia l 

te n g la m a n i k e lt ir ib  c h iq a r ish

Oldingi paragrafda, I  va I I  shartlarn i qanoatlantiruvchi 
p (Л) monoton o‘suvchi funksiya uchun Gelfand-Levitan integral 
tenglam asining yechim i mavjud va vagona bo lishi ko‘rsatildi. Bu  
K ( rr, t) yeehim yordam ida ushbu

X

ip(x, Л) =  cos \/Л.г +  j  K ( x .  t) cos y/X td t , (4.6.1)
о

funksiyani tuzib olamiz. ip(x. Л) funksiya ushbu

ip{0. Л) =  1 , iff(0, Л) =  —F ( 0 , 0) =  K { 0 ,0 ) =  /г, (4.6.2)

boshlangdch shartlarn i qanoatlantirislii osongina tekshiriladi. 
Quyidagi teorema teskari m asala yechishda muhim bosqich 
hisoblanadi.

T e o r e m a  4 .6 .1 . K ( x . t )  fu n k siya  G e lfa n d -Le vita n  integral 

tenglam asini qanoatlantirsin. U  holda (4 -6 .1)  fo rm u la  orqali
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- y "  +  q { x ) y  =  А у  у  (0 <  x  <  oo), (4.6.3) 

differencial tenglam ani qanoatlantiradi. B u  yerda

=• q { x )  =  2 ^ f ^ .  (4.G.4)

Is b o t . Dastlab F ( x ,  t) funksiyani ikki m arta uzluksiz differen
siallanuvchi deb hisoblaymiz. U  holda K ( x , t )  ham  ikki m arta  
uzluksiz differensiallanuvchi bo‘ladi. Quyidagi

J ( x ,  t) =  K ( x , t) +  F ( x ,  t ) +
X

+ J  K ( x ,  s ) F ( s ,  t)ds  =  0, (0 <  t <  X  <  oo), (4.G.5)

0 . (  , r v -  .•• •- <. . =

ayniyatdan x  bo‘yicha ikki m arta hosila olamiz:
X

Jx =  K x +  F x +  K ( x ,  x ) F  +  J  K x(x, s ) F ( s ,  t)ds =  0 ,
о

Jxx =  K IX  +  F xx +  +  K ( x ,  x ) F :r+

aniqlangan ip(x> A) funksiya ushbu

+  B K { x , s )
F  +

s = x

J  K xx( x ,s ) F ( s ,t ) d s  =  0 . (4.G.6)
d x

(4.6.5) ayniyatni t'bo'yicha ikki m arta differensiallaymiz:
X

J t =  K t + F t  + J  K ( x ,  s )F t (s , t)ds =  0 , (4.6.7)

о
xJ K ( x ,  s ) F tt(s, t)d s  =  0 . (4.6.8)Jtt. — K tt. +  Ftt +

F ( x ,  t) == ^[Ф(х +  t) +  Ф(х -  t)} bo'lganligi uchun,
jLi

F *(x , t) |t=o — O', F tt =  Fxx,
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K t ( x ,t )  L o =  0 , (4 -6-9)

hosil bodadi.
(4.6.8) tenglikda integral ostidagi F tt(syt) funksiya o'rniga  

F $s(s, t) funksiyani qo'yib, ikki m arta bodaklab integrallasak, 
quyidagi

X

Jtt — F t t + K t t + J  K ( x , s ) d F s( s ,t )  — F u + K u + K ( x ,  x ) F x(x, t)— 

0
X

- K { x ,  0) F x{x, 0) -  f K a(x , s ) d F ( s , t) =
о ' '•

=  F tt +  K lt 4- K ( x tx ) F x (x yt) -  K ( x , 0 ) F x( x , Q ) -
X

- I < t{:r ,  x ) F ( x , t) +  K t(x, 0) F  (0 , t.) +  J  К яя(х , s ) F ( s ,  t)d s  =
о

=  F a  +  K lt +  K ( x : x ) F x( s ,t ) —
X

- K t(x, x ) F ( x ,  t) +  J K ss(x, a ) F ( a , t)ds  =  0 , (4.6.10)
0

ayniyat hosil bodadi.
(4.6.5), (4.6.6) va (4.6.10) tengliklardan, 0 < £ < r r < o o d a  

ushbu
Jxx -  Jtt -  q{x) J  =  K xx -  К а  -  q { x ) K +

X

+ J  [ K xx(x, s ) -  K ss(x, s) -  q ( x ) K ( x , s ) ] F { s ,  t)d s  =  0,

(4.6.11)

ayniyat kelib chiqadi, y a ’ni

ip(t) =  K zx( x ,t ) -  K H{x ,t )  -  q ( x ) K { x . t),
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ip{t) 4- J  F ( s ,  t)^p(s)ds =  0 , (4.6.12)
о

bir jin sli integral tenglam ani qanoatlantiradi. Bu  tenglama faqat 
nol yecliim ga ega ekanligi bizga т а 5lum. Demak,

K xx -  q (x ) I<  =  K lt,

ayniyat bajariladi. Bundan tashqari

( L K ( x ,x )  _ l  . f c V n r t t - J .  d K  \ _ n^  — ^q{x ) ? ^ (0 ^ 0 )  U=o

tengliklar ham o'rinli bodadi.
Shunday qilib. K ( x , t )  funksiya quyidagi 

r d2y
L o y  =  ~ d j '

.  1/ ( 0) =  0 ,

Va ' j 2d r y  ,  .
L y  =  - — 2 +  q (x )y ,

y'(0) =  h y ( 0) ,
chiziqli operatorlar uchun ushbu

ж

X f ( x )  — f ( x )  +  J  K ( x ,t ) f ( t ) d t ,

0
alm ashtirish operatorining yadrosi bodar ekan. Shuning uchun

.r

Л) =  cos y f \ x  4- J  К (я , t) cos V x t d t , 
о

funksiya
- y "  4- g (s )y  =  Ay,

tenglam ani va

y (0 ) =  1 , y '(0) =  h  =  - F ( 0 , 0),
•178
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boshlangich shartlarn i qanoatlantiradi. B iz  hozircha bu teoremani 
F ( x ,  t) ikki m arta  uzluksiz differensiallanuvchi bodgan holda isbot 

qildik.
E n d i F ( X jt )  funksiya faqat bir m arta  differensiallanuvchi 

bodgan holni ko'rib chiqamiz. Bu holda K { x , t )  ham faqat bir 
m arta uzluksiz hosilaga ega bo‘ladi. U holda (4.6.5) tenglikni 
faqat bir m arta differensia.ilashim iz mum kin. B unday holda, Ф(гг) 
funksiyani liar bir cliekli oraliqda ikki m arta  uzluksiz differensial
lanuvchi Фп(ж) funksiyalar bilan tekis yaqin lashtiram iz, shu bilan 
birga ixtiyoriy chekli N  soni uchun

N  i

lim I  ^ '„ (z ) -  Ф '(х)\с1х  =  0 ,
n->-x.J

0

K{x,y) =  ^ [ Ф п (ж  + y) + Ф п ( а ;  -  3 / ) ] ,  
bodsin. U holda x  param etrning liar bir tayinlangan qiym atida va 
n  ning yetarlicha katla  qiym atlarida quyidagi

X

F n(:r .  t ) + K n(x, t ) + J  K Tl(x , s ) F n(s, t)ds  =  0 , (0 <  I  <  x  <  oo),

integral tenglama yechim ga ega bodadi va ushbu

. d K n(x ,t )  d K ( x , t )
K n(x, t) - *  К  (ж, t), —  » ^  ,

d l< v (x ,t )  d K ( x ,  t) 

dt * dt ’ 
m unosabatlar b ajarilad i. O xirgi fikrlar I I  bobdagi m ulohazalardan

kelib chiqadi.
Boshqa tornondan qaraganda, oldin isbotlaganim izdek, ushbu

X

ipn(x, A) =  cos \/\x +  J  K n{x, t) cos Vxtdt, (4.6.13)

о
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funksiya quyidagi

(4.6.14)

tenglamani va

Ы 0 ,A ) =  1 , ^n(0 - Л) =  /\n(0 , 0 ), (4.6.15)

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiradi.
(4.6.13), (4.6.14) va (4.6.15) tengliklarda n  chcksizga infcilgan-

boshlang'ich shartlarni qanoatlantirishiga ishonch hosil qilam iz. ■

7-§. P a r s e v a l te n g lig in i k e lt ir ib  c h iq a r is h

1. Oldingi paragrafda biz I  va I I  shartlarni qanoatlantiruvchi 
monoton o'suvchi p{A) funksiya uchun

chegaraviy m asala tuzgan edik.
End i, p(A) funksiya haqiqatan ham (4.7.1) chegaraviy  

m asalaning spektral funksiyasi bo£lishini ko'rsatam iz. Buning  
uchun Parseval tengligi bajarilish in i ko'rsatish yetarli. y a ’ni ix- 
tiyoriy  f ( x )  silliq  finit funksiya uchun

da lim itga o‘tib, (4.6.1) funksiya ushbu

tenglamani va
2/(0) =  1 , y (0) =  K ( 0 , 0),

- y "  +  q {x )y  =  \ y ,  (0 <  x  <  oo), 

V'{ 0) =  h y{  0),
(4.7.1)

(4.7.2)

о — OO
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tenglik bajarilish in i ko'rsafcish yetarli. B u  yerda
00

•F(A) =  J f(x)<p(xt \) d x .  (4.7.3)
о

2 . F ( x , t )  =  ^[Ф(а +  *) +  Ф (® - * ) ]  bodib, K ( x , t )  Gelfand- 
Levitan  integral tenglamasining yechirni bodsin. Bundan tashqari

X

ip(x, A) =  cos V X x  +  J  K { x .  t) cos 

0
x

cos n/a# =  (p(x, A) +  J  H ( x , t)(p(t, A)dt. 

о
bodsin.

L e m m a  4 .7 .1 . Q uyid agi a yn iyat o ‘n n l i

t

H ( x , t )  =  F ( x , t )  +  J  K ( t ,s ) F ( x . .s ) d s  , (0 <  t <  x ). (4.7.4)
о

Is b o t . D astlab  F ( x ,  t) funksiya ikki m arta uzluksiz differen- 
siallanuvchi bodgan holni ko‘rib chiqamiz. B u  holda K ( x , t )  

funksiya ham ikki m arta uzluksiz differensiallanuvchi bodadi va 
ushbu

К  ix  ~  q ( x ) K  =  K tti (4.7.5)

tenglamani ham da

K t\t=о =  0 :
X

K ( x ,  x) =  h  +  q (s)d s , (4.7.6)

о
shartlarn i qanoatlantiradi.

H ( x ,  t) funksiya esa

H xx =  H u -  q { t ) H , (4.7.7)
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tenglamani va ushbu

[Hi -  hH) U  =  o. (4.7.8)
X

H ( x , x )  =  - h - ^ f  q {s)d s =  - K { x , x ) ,  (4.7.9)

' • v • . 0
shartlarn i qanoatlantiradi.

Shunday qilib, lemmani isbotlash uchun (4.7.4) tenglik crng 
tomonidagi funksiya (4.7.7)+  (4 .7 .8)+ (4 .7 .9) m asalaning yechim i

ayniyatlardan quyidagi

Z t { x ,t ) \t=o =  i^ (0 ,0 )F (x ,0 )  =  h F ( x ,  0) =  h Z { x } 0), • ■

tenglik kelib chiqadi, y a ’ni Z ( x , t) funksiya (4.7.8) shartn i qanoat- 
lantirar ekan.

Z ( x , t) funksiya uchun (4.7.9) tenglik bajarilish in i ko‘rsa.tamiz. 
Buning uchun ushbu

ekanligini ko'rsatish yetarli.
Ushbu

о
begilashni kiritam iz. U  holda

Z (x ,0 )  =  F ( x ,0 ) ,

va
t

о

X

Z(x,  x) =  F ( x , x )  +  /  K (x , s )F (x , s )d s ,

о
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tenglik va G elfand-Levitan  integral tenglamasi yordam ida hosil 
qilingan

. X

F ( x ,  x)  +  J  K ( x ,  s ) F ( s ,x ) d s  =  —K ( x , x ) ,  

о

tenglikdan foydalanish kifoya.
End i Z ( x , t )  funksiya (4.7.7) tenglamani qanoatlantirishini 

kodsatam iz:

Z u  =  F a  +  Ĉ ^ F  +  K ( L  t ) - F t +  K t(t, s ) \s=tF +

i

+ J  K u {t, s ) F { x , s)d s,

0
t

Z x — F x + J  I< ( t ,$ ) F x( x ,s )d s ,

Z xx =  F xx +  J  К  (<, 5 ) F xx ( x t s) ds. 

о
Oxirgi ayniyatda F xx(x, s) =  F ss(x, s ) tenglikni ishlatib, bodaklab  
integrallashni qodlasak, quyidagi 

t

ZXx =  Fxx 4" J  s ) d F s(x , s) =  F xx +  K { t ,  i)Ft{x>  t )— 

о
t

- I< ( t , 0) F t(x , 0) -  J  K s{t, s ) d F ( x ,  s) =  F xx +  K ( t ,  t ) F t-  

0
t

—K s{t, s)|s=iF  +  K s{t, s)\s=0F{x,  0) +  J  K „ { t ,  s )F{x ,  s)ds,
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yarn

%xx ==  F xx +  K { t ,  t )F t -  K s {t, s ) \s=tF  +  J  K es{t, s ) F ( x ,  s)d s,

hosil bodadi. 
Demak,

Z x r ^tt ~

I

- q { t ) F ( x , t )  +  J  [I<ss{t, s) -  K it(t, s ) ] F ( x ,  s )d s,

tenglik o'rinli. Bundaii esa, •

%xx ~  % it  +  q (t )%  —
t

=  J  [K M(t , s) -  K u(tt s)  + q{t)K(t , s ) ] F ( x ,  s )d s  = 0 , 

о
chunki,

Kss{t> s) -  K u (t, s) +  q (t)I< {t , s ) =  0.

Shunday qilib, F ( x ,  t) funksiya ikki m arta uzluksiz differensial- 
lanuvchi bodgan holda lemma isbotlandi. F ( x , t )  funksiya faqat 
bir m arta uzluksiz differensiallanuvchi bodgan hoi lim itga od.ish 
usulidan foydalanib ko:r sa t ila d i.i .

3. En d i Parseval tengligini isbot q ilishg ao :tam iz. f ( t )  ixtiyoriy  
silliq  finit funksiya bodib,

00
F (A )"=  J  f ( L M t , \ ) d t  =

0
oo Г  t

=  J  f ( t )  cos V x t  +  , s ) cos V ~ \sd s

о L 0
oo

=  J  9(t) cos V\tdtj (4.7.10)

dt =
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9(t) =  f ( t )  +  J  K ( s , t ) f { s ) d s .  (4.7.11)
t

g(t) funksiya ham  finit va silliq bo'lishi ravshan. Bunclan  
tashqari, F ( A) funksiya g(t) funksiyaning • kosinuslar- bo'yicha 
vozilgan Furye alm ashtirishi bo'ladi. Demak,

00 00 .00  % oc

J  F 2{ \) d p { \)  =  J  F 2( \) d f J a ( \) +  J  F 2(X )d a (X )  =  J g \ t ) d t +

- D C  - D C  - О С  0

O C  (  OC \  “  0 0

4- f  < I  g(t) cos V x t d t  > d a (Л) =  j  g2(t)d t+

4c to7 ' J 4  0 • \

7  f 7  H r  1/  < g  (t) cos \ f \ t d t  > < / g  {x) cos V~Xxdx > d a  (Л) =

bo'lsin. Bu yerda
00

+
- о с  V 0

OC DC (  DC OO 'j

=  J  g2 ( t ) d t +  J i f f  9 ( x ) g ( t )  cos V X x  cos V X td x d L  > d a  (Л) 
о -oo l o o  )0 -00  VO 0

oc oc oo

=  J  g2[t)dt +  J  J  g { x )g (t )F {x ,t )d x d t . , (4.7.12)

0 0 0 
Quyidagi integralning shaklini o'zgartiramiz:

o c  o c  J' DC Л

j  F { x ,t ) g ( l) d t  =  J  F ( x ,  t ) l f { t )  +  J  K { s , t ) f { s ) d s  \ d t  =

0
oc

= J  F ( x , t ) f ( t )  dt +  J  F  ( x ,t )<j J  K ( s , t ) f ( s ) d s j d t .

(4.7.13)
485



(4.7.13) tenglikdagi oxirgi integralda integrallash tartib in i al- 
m ashtiramiz:

oc

I  F { x ,  i)g (t)d t  =
0

oc oo f  s Л

=? J  F ( x , s ) f ( s ) d s  +  J  I j  F ( x ,  t ) K ( s t t)dt l / ( s ) d s  =

о о v о
00

=  J  < F ( x ys) +  J  K f a t y F f a t f d t  / f  (s)d«s.

0 v о J
Oxirgi integralni ikkiga a jratib  yozib. lemma 4.7.1 va Gclfand- 

Levitan integral tenglamasidan foydalansak, quyidagi
0 0  X  f  s  ^

J  F (x ,t )g (t )d t  =  J  < F (ru ,s )-h  J  K ( s , t ) F ( x , t ) d t \ f ( s ) d s +  

о о l  0 )

+ /  F ( M  +  /  K ( s ,t ) F ( x ,t ) d t .  | / ( s ) d s  =
x \ 0

x  oo

=  J  H ( x , s ) f ( s ) d s  — J  K ( s , x ) f ( s ) d s , (4.7.14)

0 a;

tenglik hosil bo‘ladi.
En d i (4.7.12) va (4.7.14) ayniyatlardan foydalanam iz:

oc oc

J  F 2(X)dp(X) =  J  g \ t ) d t +

— о с  0

OO (  X  0 0  ^

J  g { x ) \  J  H ( x ,  s ) f ( s ) d s  — J  K ( s , x ) f ( s ) d s \ d x  =+
0



о с  Г  ОС Л

- /  <7(ж)< J  K ( s , x ) f ( s ) d s  \d x .  (4.7.15)

(4.7.15) tenglik oxiridagi ikkinchi integralda integrallash tartibini 
o'zgartirib yozam iz: : .i,

OC ■ OC OO . (  OO

J  F 2( \) d p ( \)  = J g 2(t)dt +  j  f ( s ) l j  H { x ,s ) g ( x ) dx  y d s —

о 0
o c  (  o c

~I9(X) {
J K ( s ^ x ) f ( s ) d s j d x .  (4.7.16)

g (x )  funksiyaning tuzilishidan ushbu 
00J K ( s , x ) f ( s ) d s  =  g(x)  — f ( x ) ,

tenglik kelib chiqadi. 
Demak,

OC'

J  F 2(X )d p (\)  =  J  / ( s ) jp ( s )  +  J  H ( x , s ) g ( x ) d x \d s .

-00 О I 5 )
(4.7.17)

Ushbu
o o

g(s) +  J  H ( x , s)g (x )d x  =  f ( s ) ,  (4.7.18)
‘  S

tenglik bajarilish in i ko‘rsatam iz. Buning uchun
t

f { t )  +  J  K ( t ,  s ) f ( s ) d s  =  { I  +  K ) f  ,

0
sim volik yozuv kiritib  olam iz. A lm ashtirish  operatorining ta ’rifiga 

ko‘ra
( I  +  K ) ~ -  =  I  +  H ,
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tenglik kelib chiqadi. B u  yerda “yulduzcha” operatorning  
qo'shmasini bildiradi.

Sim volik belgilash yordam ida g (x )  va f ( x )  funksiyalar orasida- 
gi bog‘lanishni

I  g =  f  +  K * f ,

ko‘rinishda yozish mumkin. Undan esa

f  =  ( I  +  K ' ) ~ l 9 =  { I  +  H * )g  =  g +  H ' g ,

kelib chiqadi, y a ’ni (4.7.18) tenglik bajariladi. Buni hisobga olib,
(4.7.17) tenglikni ushbu

o o  o c

J F 2(\)d p (X ) =  J f 2[s)d s,

— o o  0

ko'rinishda yozishim iz mumkin, ya ’ni Parseval tengligi o'rinli 
ekan.

4 . XuJosa qilib, olingan natijalarn i b itta  teorema ko'rinishida  
yozishim iz mumkin.

Teorema 4 .7 .1 . M onoton o 'suvchi p  (A) fu n k siy a  biror

(  ~ y ” +  q {x )y  =  А у ,  0 <  x  <  o o ,
|  y ’(0) =  /12/(0) , h < o o : h e R \  q(x) <E C n [0, o o ) ,

haqiqiy q(x) kocffitsiyentli Shturm .-Liu,vill chegaraviy m a sa la sin in g  

spektral fu n k siy a si bo'lishi uchun quyidagi ikkita s h a ll  b a ja rilish i 

za ru r va yetarli:
N

I .  Фдг(х) =  f  cos \/X x d a (X )  fu n k siy a la r ketm a-ketligi b iror
—00

Ф (х) fu n ksiyaga chegaralanib yaqinlashadi, hamda Ф (х ) fu n k siy a  

[0 , oo) oraliqda n  +  1  m arta uzluksiz d ifferensiallanuvchi bo lib ,
488
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{I  +  K * ) - 1 =  /  +  # * ,



Ф (+ 0 ) =  —h tenglik o ‘nnli. Bu yerda

I I .  Ix t iy o r iy  s illiq  finit. f ( x )  fu n k siya  uchun
oc

- o c

f  E 2(X)dp(X) =  0 ,

tenglikdan f ( x )  =  0 tenglik kelib chiqadi. B u  ycrda

E { A) =  / Д А ) cos y /X x d x .

о
L e m m a  4 .7 .2 . ,4#ar p(A) fu n k siya  o ‘sish  nuqtalari tocp lam i 

chekli lim it ik  nuqtaga ega bo‘Isa, I I  sh a H  bajariladi.

I s b o t . p(A) funksiyaning o£sish nuqtalari to‘plam ini P  bilan 
belgilaylik. Shartga ko‘ra  P  to'plam chekli lim itik  nuqtaga ega. 
Dem ak, A„. G P  ketm a-ketlik t.opilib,

J  E 2 (A) dp (A) <  j  E 2 (Л) dp (A) =  0 , (n  =  1 ,2 , . . .) ,

kelib chiqadi. E ( A) butun funksiya bodib, chekli lirnitik nuqta
ga ega bodgan to;plam da nolga avlanadi. Kom pleks o‘zgaruvchili 
funksiyalar nazariyasidagi yagonalik teoremasiga ko'ra E  (A) =  0 
bo'ladi. Parseval tengligidan

X n —> Ao, n  —у oo 

bodadi. B u  yerda Ao chekli son. U holda ushbu
л?» +£ oc

tengsizlikdan
£7(A„) =  0, (n  =  1 .2 , . . .) ,

OC OC

0 -О С -
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ya’ni /  (x) =  0 kelib chiqadi. 1

8- § .G e lf a n d - L e v ita n  in te g ra l te n g la m a s ig a  d o ir  m is o lla r  

1 -m iso l. Spektral fu n ksiyasi'

f  о ,  Л  <  0 ,
p(A) =  < 2 /— 1 , . (4.8.1)

1 - \ / A  +  -  Л >  0 , (a >  0),
t  7Г a

bodgan Shturm -Liuvill chegaraviy masa.la.sini tuzam iz. B u  holda

, A <  0,

A >  0,

0, A <  0, 
a {X )  =  p(A) -  po(A) =  «( 1

a

bodadi, ya ’ni a(A ) =  J^(A). G elfand-Levitan integral tenglamasi- 
ning yadrosi F ( x , t) uchun ushbu

OO

F ( x , t )  =  /  c o s  n / А ж  c o s  \/A£da(A) =
— o c

o o

1  /* 1
=  -  / cos V X x c o s  v X td (X )d X  =  -  

a y  a
-00

tenglik kelib chiqadi. Uni G elfand-Levitan integral tenglam asiga 
qo'yib, hosil bodgan tenglamani yecham iz:

X

1 I f
K ix ^ t )  d V -  \  K ( x , s )d s  =  0 ,

a ay
•••-' .(!?: 0

x

K ( x , t )  =  — -  — -  [  K ( x .  s)d s. 
a  a j  

о

x

J  K (x , s )d s  =  B{x) ,  (4.8.2)

Quyidagi
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K { x , t )  =  - - ? - B { x ) ,  
a a

ko'rinishni oladi. Buni (4.8.2) belgilashga qo'ysak. 

1 1

belgilashni kiritsak, oxirgi tenglik ushbu

/ a  a
B ( x )

о
bo(ladi. Oxirgi tenglamadan B ( x )  funksiyani topamiz:

—x
B { x )  =

x  4- a
Demak.

К  (x , t) =  —  +
x a 1

a  a x  +  a- a x  +  a" x  +  a
bodar ekan. Undan

q{x) =  2
d K ( x  j :x ,x )  _  /  —2  V  

x  \ x  -b a ydx

Л =  /1 (0 , 0) =  — ,

(x  4- a)'

V?(x, Л) =  cos \ / \ x  —
x  +  a  v/A

kelib chiqadi. A =  0 xos q iym atga mos keluvchi xos funksiya ushbu
x  a

ip(x, 0) =  1 ----------- = -------- ,
x  +  a  x  +  a

tenglik bilan beriladi.
Shunday qilib , biz izlagan Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasi

- y "  +  ——Г2У =  Ay, (0 <  x <  oo),
(x  +  a)

y'( 0) =  - L / ( 0), a
ko rin is lid a  bodadi. B u  chegaraviy m asalaning spektri E  =  P / £ U  
C #  U  P C i ?  uchun quyidagi m unosabatlar bajarilad i:

P £  =  0, C £  =  [0,oo), P C E  =  {0 } .
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f О, Л <  O',
p (  A) =  < 2 r s  (4.8.3)

1  37Г +  a, A > 0, (a  >  0),

bo‘lgan Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasini tuzam iz. B u  hoi
chegaraviy shart nol bo‘lgan holga to£g4ri kelishi spektral
funksiya asim ptotikasining bosh qismidan ko'rinadi. A w a lo  cr(A) 
funksiyani quyidagicha aniqlaym iz:

f ( ) A < 0  f  ^ » A  <  0 ,
(7(A) =  P ( A ) - P l(A) =  | o; A > 0 , PI (A) =  j  A >  0

^ V 37Г

сг(Л) =  а в ( A) bo‘lgani uchun Gelfand-Levitan integral tengiama- 

sining yadrosi

_ /  4 ■ f sin \/Aa;sin V\t , . . .
F -̂JVx =-00

nr
sin л/A x sin V a t

2-m isol. Spektral funksiyasi

I -a6 (A) dX  =  a x t ,
л/А л/А

— o o

ho'ladi. G elfand-Levitan integral tenglamasining o‘zi esa,
i

K ( x .  t) -I- a x t  +  J K ( x ,  s )a s td s  =  0 , 

о
kosririishni oladi. U ni ushbu

K ( x , t )  =  —a x i  — a  A (a ;5s )sd s^  t , 

tarzda yozib olib,

K ( x , s )sds  =  -B(x),
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K ( x , t )  =  —a x t  — a B { x ) t y 

bodgani uchun : ' \

belgilash kiritamiz. U holda

X

J  [—a x s 2 -  a B { x ) s 2] d s  =  B ( x ) \

bo‘ladi. Oxirgi tenglamadan B { x )  funksiyani topamiz: 

B ( x )  =
a x 4

3 4- a x 3 
Demak.

a2x 4t Saxt
I< ( x ,t )  =  —a x t  4-

r IK
q{x) =  2

a x 3 4-3  ax3 4-35

d .K (x , x) f  —6a x 2 \ ' —12ax(ax3 4- 3) +  18a2x 4
d x  \ a x 3 4 - 3 /  (a x 3 4- 3)2
— 12a2x 4 — 36ax 4- 18a2x4 _  6a2x 4 — 36ax  

(a x 3 4- 3)2 (a x 3 4- 3)2
B u  holda <^(x, Л) yechirn ushbu

sin y /X x  S a x  f  sin V x t J

0
formula bilan aniqlanadi. Bundan Л =  0 xos qiym atga mos kelu- 
vchi xos funksiya ushbu

3ax x 3 3ax  
ф ,  А) =  X  -  ^ 3^  ■ у  =  ^ 3 ^ -

ko‘rin ishda bodishi kelib chiqadi.
Shunday qilib, biz izlagan Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasi 

ushbu
6a2x4 — 36ax



ko‘rinishda bodadi. Bu chegaraviy m asalaning spektri uchun 
quyidagi m unosabatlar bajarilad i:

P £  =  0, C E  =  [0 , oo), P C E = { 0 } .

3 -m iso l. Spektral funksiyasi ushbu

{  0 , Л <  0 ,

~\/Л, о < Л < Ai, (4.8.4)

— \ / A “h a ,  A  >  A j  ( f t  >  0 ) ,
7Г

tenglik bilan a.niqlangan Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasini 

tuzamiz.
po(A) funksiya ushbu

f  0 , A <  0,
a > ( A ) = <  —\f\t л >  o,

к  7Г

formula bilan berilganligi uchun quyidagi

<r(A) =  p { \ )  -  p o ( X )  =  |  °  ’
I ft, Л >  A i,

tenglik o‘rinli bodadi, y a ’ni a (X ) =  ав (X — A]).
d.a(X) =  <i£(A — X i)d X  bodishidan foydalanib, G elfand-Levitan  

integral tenglamasining yadrosini hisoblaymiz:
oo

F ( x , t )  — /  cos cos V~Xtda(X) =

—oc

oc

=  J  c o s  V a .t  cos \/X t a d (X  — Xi)d.X  =
- o c

=  f t  COS \ f X \ X  COS \ f X \ t .

B u  holda, Gelfand-Levitan integral tenglamasi ushbu 

К (x, t) -I- ft cos \ / A ix  cos \ f X \t - \ -
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+J K ( x 1 s )a  cos y / x i s  cos y /x it d s  =  0 , 
о

ko‘rinish(la bodadi. B u  tenglamani yechish uchun avvalo uni 
quyidagi

I< ( x ,t )  =  —aco s y / \ \ x cos y / \ \ t —

—a K ( x , s )  cos co s\/a7^  (4.8.5)

shaklda. yozib olamiz. Oxirgi tenglikda qavs ichidagi integralni 
B ( x ) deb belgilab olamiz:

X

J  K ( x ,  s) cos \ f \ \ s d s  =  B ( x ) .  (4.8.6)

U holda (4.8.5) tenglik quyidagicha

K ( x ,  t) =  —a  cos cos \ / \ [ t  — a B ( x )  cos (4.8.7)

yoziladi. (4.8.7) formuladan ushbu

K ( x . s )  =  —a cos y / x i x  cos y f \ [ s  r- a B ( x )  cos y / \ \ s .  

tenglik kelib chiqadi. B u  ifodani (4.8.6) tenglikka qo‘ysak, ushbu
X

J  —a  cos y / x [ x  cos2 y /X \S  — a B ( x )  cos2 \ / A is j  d s  =  B ( x ) ,  

о
tenglik hosil bodadi. Bu tenglikdan B ( x )  funksiyani topamiz:

—a  ( Г cos y fX is d s  ) cos \ f \ \ x
тэг \  V o  'B ( x )  = --------------- j -------------------------•

1 -f a f  cos2 y /X \s d s  
о

Dem ak, bu holda Gelfand-Levitan integral tenglam asining  
yechirni ushbu

К  (a*, t) =  —a  cos y /~ \\X  cos
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+
а  ( J  cos2 y / T is d s J  cos y / \ [ x  cos x/ЛТt 

—
1  +  a f  cos2 -y /X js d s

ya 111

K ( x , t )  =
—a  cos \f X [ x  cos y / \ [ t

1  +  a f  cos2 y /X \s d s  
о

formula bilan beriladi. Bundan

h  =  1 ф , 0) =  - a ,  

/
va

,_л d ,K { x ,x )  „ 
9(a) =  2 - ^ - 2

V
—a cos2 v/Airc

X

1 +  a /  cos2 v T j s d s
\  о

=  2
2 tt\/Ai cos y / \ i x  sin \/A ix  ^ 1  +  a f  cos2 \ f \ i s d s J  +  a 2 cos4 \ /A ix

Demak.

q(x)

1  -f a f  cos2 )

1  ■+• — j  sin 2 \/Airr +  a2 cos 2 \ Д 7х  
—  . 

a x  a  . л г г -  \

1 +  t + v T

M asalan, a  =  2  va Ai =  -  bodsa, h  =  — 2  va
4

g(x)
4 +  2(1 +  re) sin x  +  4 cos x

bodadi. Ushbu
(1 + x  +  sinx)2

x

ip{x, A) =  cos VXx  +  J  К (x, t) cos y/\tdt,

о
4 9 6



formuladan foydalanib, tuzilgan differensial tenglamaning yechi- 
m ini bam topishim iz mum kin. Xususan. a  =  2, A j =  |  bodgan 
holda. Л =  £ xos qiym atga mos keluvchi xos funksiya ushbu

tp(x) =

p(A) =

l + x  +  s in x ’ 
formula bilan beriladi.

Dem ak, topilgan

.. f  4 +  2(1 +  x)  sin re +  4 cos x  \  . 4
— Г ' " ’ 1

p ' ( 0 )  *  —2 y ( 0 ) ,  :■

chegaraviy masalaning spektri uchun quyidagi m unosabatlar 
od'inli:

P E  =  0, С 25 =  [0, oo), P C E = l - \ .

4 -m iso l. Spektral funksiyasi

•a, A <  A i, (A i <c 0, c l >  0),
0, Ai <  A <  0, (4.8.8)

V a ,  a  >  o,

bodgan Shturm -Liuvill chegaraviy m asalasini tuzamiz. Bu  holda

a (X )  =  p(X) -  p0( \ )  =  {

bodadi. y a ’ni a(A ) =  aQ{A -  Ax) -  a. Bundan F ( x ,  t) yadro uchun 

ushbu 00
F ( x , t )  =  J cos V X x  cos y /\t d c r ( \)  =

—oo

oc

=  J  cos \/Ax cos \/Ata<5(A — X \)d X  =

— 00
=  a c  h y / \X \ \  x c  h y / \ X i \ t ,
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tenglik kelib chiqadi.

B u  holda, G elfand-Levitan integral tenglamasi

K { x .  t) +  a c h л / Щ х с Н л / \ Х \ \ t +

X

+ J К  (ж, s) a c h \ / \ X i \ s  • c h \ / \ X i \ t d s  =  0 ,

о
ko‘rinishni oladi. Bu  integral tenglam ani yechamiz: 

K ( x , t )  =  — a c h \ / \ X { \ x c h \ / \ X i \ t —

(ж, s )  a ic h y / \X i \s d s  \  c h y / \X i\t .

Bu tenglikda

j  K ( x ,s ) c h y / \X i\s d .s  =  B ( x ) ,  (4.8.9)

о

belgilash kiritib,

K ( x , t) =  - a c h \ f \ ^ \ x c h \ f \ X ^ \ t  -  a B { x ) c h y / \X \ \t , (4.8.10)

ifodani hosil qilam iz. K ( x , t )  funksiyaning (4.8.9) tenglikdagi ifo- 
dasini (4.8.8) tenglikka qo'yam iz va B ( x )  funksiyani topam iz:

—a \  ( f  c h 2 y / \X \ \s d s  J c h y / \X \ \x  

B ( x )  =  — ^ ---------------•
1  +  a i J  ch 2 y /\X [ \s d s  

о

Demak,
Т/Г(„  _  - a c h  ^ Щ х с к ^ / Щ г
К  (Ж, t )  — x    ,

1  +  a f  ch 2 y / \X \ \s d s  
о 

h  — /1 (0 , 0) =  —a ,
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q(x)  =  —2 a
ch2y/\Xi\x

b o iad i.

1 +  a f  ch 2 y f \ \ i \ s d s  
\  о

1

/

Masalan, a \  =  2 va Ai =  —-  bodsa, h  =  - 2  va

g(x) = 4 — 2(1 +  x‘)5 /ia; +  4с/гх 
( 1  +  x  +  s h x )2

bo'ladi. Ushbu
X

ip(x, A) =  cos y f \ x  +  J  К (x. t) cos y /X t d i ,

formuladan foydalanib, tuzilgan difFerensial tenglamaning yechi- 

mini ham topishim iz m um kin. Xususan, a \  =  2, Ai =  —-  bodgan

holda A =  — ̂  xos qiym atga mos keluvchi xos funksiya ushbu

c h f
1  +  x  +  sh x  

formula bilan beriladi.
Demak, biz topgan

4 — 2(1 +  x) s h x  +  4 ch x
- y ” ~ }y = Ay, (0 <  x  <  oo),

( 1  +  x  +  sh x )2 

2/ ( 0) =  —2 y (0 ),

chegaraviy m asalaning E  spektri uchun quyidagi tengliklar o'rinli:

P J 5 = | -1 J ,  С Е  =  [0,oo), P C E  =  0.
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Mustaqil yechish uchun mashqlar

1. Spektral funksiyasi quyidagi formula bilan berilgan Shturm - 
L iu vill chegaraviy m asalasini tuzing.

О, A <  0,
a) p(A) = {  2  r -  r -

- { y / X  +  arctg \/A), A >  0,
7Г

1  Л 
zf

t +  a*
A t , A > 0,

b) p(X) =   ̂ 7Г q (t 4- а 2сИг2Ь ) \Д

0, A <  0,

- j A L d l ,  A >  0, (a >  0), 
7Tq t +  a1

—a2 <  A < 0,
c) p{ A) =  <

0 ,
—a, A <  —a 2,

K o'rsatm a. B u  m asalalarni yechishda. quyidagi formuladan  

foydalaniladi:

. /

COS OlZ
d z  =  - e " |rv| 

* 2 +  l d 2  •
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V  BOB. BUTUN 0 ‘QDA BERILGAN  
SHTURM-LIUVILL OPERATORI UCHUN TO‘G ‘RI 

VA TESKARI SPEKTRAL MASALALAR

l-§. Parseval tengligi

Ushbu

—y "  +  q (x )y  =  X y , —oo <  x  <  oo, (5.1.1)

Shturm -Liuvill masalasi uchun Parseval tengligini keltirib  
chiqaram iz. B u  yerda q(x) haqiqiy uzluksiz funksiya, Л esa ix- 
tiyoriy param etr.

0(x, A) va (p(xy Л) orqali (5.1.1) tenglamaning ushbu

f 0(0, Л) =  1, f <p(0,A) =  0,
\ 0'(O,A) =  O, \< р '(0 ,А ) =  1 ,

boshlang:ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechim larini belgi- 
lavm iz.

Butun o‘qda berilgan Shturm -Liuvill m asalasiga mos keluvchi 
Parseval tengligini keltirib chiqarish m aqsadida (a, 6) chekli 
oraliqda berilgan Shturm -Liuvill chegaraviy masalasi uchun olin- 
gan Parseval tengligida biror a* —> - o o , 6a ~> oo ketrna- 
ketlik lar bo‘y ich a lim itg a o ‘tish  m um kinligini ko'rsatamiz. Bu usul 
B .M . Levi tan usuli deb yuritilad i.

Yuqorida zikr etilgan g£oyani am alga oshirish maqsadida 
quyidagi chekli oraliqda berilgan Shturm -Liuvill m asalasini ko‘rib 

chiqamiz:

~y" +  q(x)y =  A y , a <  x  <  6 , (a <  0, b >  0), (5.1.2)

f у  {a) cos a  +  y '(a)  sin a  =  0 , . ^
|  y(b) cos [3 +  y'(b) sin {3 =  0.
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(5.1.2)-f(5.1.3) m asalaiiing xos qiym atlarin i A i, Л2 , A*. ...
orqali, ularga mos keluvchi ortonorm allangan xos funksiyala- 
rini esa u i(:r), u o(x), ..., u k(x ). ... orqali belgilaym iz.
0 (x , Л) va ip(x , Л) yechim lar chiziqli erkli bo'lganligi uchun (5.1.2) 
tenglamaning ixtiyoriy yechirni u lar orqali chiziqli ifodalanadi:

и к(х) =  скв( x , A*) +  dk<p{x, A a-)- (5.1.4)

(5.1.2)-f (5.1.3) m asala uchun Parseval tengligi ushbu

J  f 2{x)d x =  /(a:)wjfc(a;)dx| , (5.1.5)

ko'rinishda bo‘ladi. (5.1.4) ifodani (5.1.5) tenglikka qo‘yam iz:

J  f 2(x)dx  =  ^ | ckJ  f(x ) 0 ( x ,  Aa) d x  +  4  J  f { x ) p { x ,  X k)d x  1 .
a  k = l  \  a  . ' a  )

(5.1.6)

Ushbu
ь ь

F ( A) =  J  f{x ) 9 (x , X )d x, G ( A) =  J  f(x)<p(x, X )d x,

a  a

belgilashlarni kiritib , (5.1.6) tenglikni quyidagicha yozam iz: 
ьp OO OC 00

/ f W c t e  =  ^ 4 F 2(Ai )+ 2 ^ c t dt F ( A ,) G ( A A:) + ^ ^ . G 2(At ). 
a  k = 1  Ы  /0 = 1

(5.1.7)
B u  tenglikdagi qatorlarni Stiltes integral! orqali vozish m aqsadida  
quyidagi sakrash funksiyalarini k iritib  olamiz:

б(А) =  <
Y  4 ,  A  >  ° >

0<Afc<A

-  £  4 .  A ^
A<Ajfc<0
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E  Ckdk, Л >  О, 
Va,b{ 

-  Е  c*d*, А <  О,
А<А*<0

С», *( А) =
Е  4 ,  л  >  о .

0<А*<А

Е  4 .  л  ^А<А*<0
Stiltcs integrali ta :rifidan foydalanib, (5.1.7) tenglikni quyidagi 
ko‘rinishda yozam iz:

b oo oo

J  f ( x ) d x  =  J  F 2( \) d £ n. b (X )+  2 J  F ( \) G ( \)d ,T j„  b W +

(1 - o c  - o c

00

+ 1  G 2( X ) d C ,b W ■ (5.1.8)
- o c

L e m m a  5 .1 .1 . h  E  (0, 6) biror son bo‘lsin. U  holda ushbu 

f  x 3(h — x )3 r .
-b—  --------— , г  e  [o, /i),

g(.x) — < f  t3(h  — t)3dt

0 , x  i  [0 , h],

fu n k siya  quyidagi sh a rtla rn i qanoaLlanti.ra.di:

1 ) g{x)  €  C 2 [a, b]\

2 ) g {x )  >  0 ;
b

3) J  g (x )d x  =  1 .
a

Bu lem m a isbotini o‘quvcbiga vazifa sifatida qoldiramiz.
L e m m a  5 .1 .2 . P  =  {( .r . A) : 0 <  x  <  6 , |A| <  N }  boslsin . 

U  holda ix tiyo riy  s  >  0 son uchun shunday h  == h ^ (e ) >  0 507/. 
topiladiki. bunda 0 <  x  <  /i, |A| <  Ar sh a rtla rn i qanoatlantiruvchi
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5.1.10)

(5.1.9)

|0'(ж,А)| <  е, \ ip \x ,  А) -  1 | <  е, 

tengsizliklar bajariladi.

Is b o t . 9(х. Л), 6'(х, А), <£(а;,А), д>'(,х, A) funksiyalar Р  yopiq 
to‘g‘ri to'rtburchakda uzluksiz bodganliklari uchun K an to r teore- 
m asiga ko;ra tekis uzluksiz bodadilar, y a ’ni ixtiyoriy  s  >  0 son 
uchun shunday h  =  h ^ (e )  >  0 son topiladiki, bunda ushbu

(х, A) juftliklar uchun ushbu

|б(ж, A) — 1| <  e, \ц}{х, Л)| <  е,

A - A\x  — x| <  h ,

shartlarni qanoatlantiruvchi (a:, A), (£,’A) G P  ju ftlik lar uchun  
quyidagi tengsizliklar o£rinli bodadi:

9(x, A) -  6 (x , A) < e, < (̂:r, A) -  (p{x, A)

9 '(x , A) — 9 \ x , A) < £, tp'(x\ A) — A)

<

<  £

Bu yerda x  =  0, A =  A desak va boshlangdch shartlarn i inobat- 
ga olsak, (5.1.9) va (5.1.10) tengsizliklar kelib chiqadi !

L e m m a  5 .1 .3 . Ix t iy o riy  e > 0 w l V > 0  so n la r uchun shu n 

day h  =  hftr(e) >  0 son m avjudki, bunda |A| <  N  bodganda

quyidagi tengsizlik lar о ‘r in l i  bo ‘ladi:

1  — e <  F ( \ )  <  1  +  £, - £ < G (  A) < e ,  (5.1.11)

- e  <  F i(A )  <  e, 1 -  £ <  G i(A )  <  1 +  e . (5.1.12)

B u  yerda

h h

F ( A) =  J  g (x )0 (x , \ ) d x } G (A ) =  J  д(х)ч>{х, \ ) d x ,
0 Or

h h

F i(A )  =  J  ( - g f( x ) ) 9 ( x , \) d x ,  G i { \ )  =  J  { -g '(x ))< p (x , X )d x .
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I s b o t .  Lem m a 5.1.2 dagi h  =  h y (e )  >  0 sonini olam iz va  

lemma 5.1.1 dan foydalanib, quyidagi baholashlarni am alga oshi- 
ram iz:

h h

| F ( A ) - 1 |  = J  g(x )9 (x , X ) d x -  J  g {x )d x

n

J g ( x ) [ 0 { x ,  A) -  1 ]d: <

n n

< J  g (x )\0 (x , A) — 1 |dx <  e J  g (x) d x  =

|G(A)| =

n

J  g{x)<p(x, X )dx <

<

h n

j  g {x )\ip {x . A)|rfx <ej g {x )d x  =  e,

1В Д 1 =

n

5(x)6(.t,A)|q - J  g (x )e '{x ,X )d x  

0
h

< J  g ( x ) \Q \x ,X ) \d x  <  e,

<

|Gi(A) -  1| =

n

J  { - g \ x ) ) i f i ( x , X ) d x - l
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r h
j  g{x)tp '(x.X )d x -  j  g (x )d x

0 
h

<

: <  £ . \

L e m m a  5 .1 .4 . H a r  qanday N  >  0 son uchun quyidagi teny- 

sizlik  o {r in li  bo:ladi:

V  Va,b(A) <  \  • [£,. b(N )  -  6( - N ) }  +  I  ■ [C„, b (N )  -  C«. 6( - N ) } .
—N Z Z

(5.1.13)
Is b o t . Sakrash fimksiyasining variatsiyasi sakrash uzunlikla-  

rining yig'indisiga teng bodishini inobatga olib, ushbu

y{va,bW }= 4+1
- N <  Xk< N  - N < X k< N  - N < X k< N

baholashga ega bodamiz. Bundan (5.1.13) tengsizlik kelib  
chiqadi. 1

L e m m a  5 .1 .5 . Ix t iy o riy  £  E  (0, yfb — 2) va N  >  0 so n la r  

uchun shunday h  =  /гдг(е) >  0 son topiladiki, bunda ushbu

l u  b(N ) -  U  b ( - N ) }  +  [Ca, b (N ) -  c«, b ( -N ) }  <
h

-  i  _  4 g  _  £2 • J  t o V )  +  9,2{x)]dx, (5.1.14)
0

tengizlik bajariladi.

Isb o t . Lemma. 5.1.3 dan va (5.1.7) Parseval tengligidan foy- 
dalanib. quyidagi baholashlarni olamiz:

hr  00
/ g 2(x )d x  =  ] T  { c kF ( X k) +  dkG ( X k) } 2 >  

о k= l

>  J 2  { c kF ( X k) +  dkG ( X k) } 2 =

M < *
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= E  cl F %\k) + 2 Е  ckdkF(\k)G'(Xk) + х : 4G2(A,)>
|А*1<Л’ |AjtI<iV |Ад.)<ЛГ

= E  ct F 2(A , ) -2 E  k<4||F(A*)||(7(A*)|+
|AA.|<Ar |Afc|<AT

+ e  4g2(aj > e  4(i -  £)2 - 2 e  Ma-i ■ ( i+ф  >
|Ajfc|<A7 |A*|</V |A/.|<;V

> (1 -  2 s  + £2) E  4 -  (e + Ф  ■ E  (4 + 4) =
1-У<Л' |Ai.|<.V

= (1 — Зе) E  4- (e + -'2)' E  4- (5.1.15)
|A*|<Ar |A*|<JV

Xudcli shu tarzda quyidagi tengsizlikni keltirib chiqaramiz:
h

j g ,2( x ) d x >  E  4 4 Й - ) - 2  E  M * |  • l^ i(A t)| • |G i(A fc)|+
0 |Afr|<-V M < N  .

+ X  dkG i ( x k) > - 2  ^ 2  M * l  • Ф  + e)+ 4 ( !  -  e)2 >
|Afcl<A' |A*|<JV |A*|<iV

>  - ( e  +  e 2) - * 22  (cl  +  dl )  +  ( 1  ~  2 e +  e2) X  d \  =
|Ajtl<Ar |A*|<iV

=  - { s  +  e2) ‘ J 2  4  +  0 - 3 c ) -  X  dk- (5.1.16)
|A*|<iV |Afc|<^

(5.1.15) va (5.1.16) tengsizliklarni qo‘shsak, ushbu

/  [4M + ff'2(z)]cte > (1 -  4s -  e 2) | E  4 + E

(5.1.17)
tengsizlik hosil bodadi. A gar e  €  (0. \/5—2) bodsa, 1—4e—e2 >  0 
bodishi ravshan. B un i hisobga olib, (5.1.17) tengsizlikdan (5.1.14) 
baholashni keltirib  chiqaram iz. ■

L e m m a  5 .1 .6 . H a r  qanday masbat N  so n i uchun a  va b larga  

boglliq ЬоЪпадап .shunday musbat A  =  A ( N )  son topiladihi. bunda
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ushbu
Д*

V  { & ,б ( Л) }  <  A, VjVa.bW} < А , V  {Са,б(А)} <  А,
• Л  — /V

(5.1.18)
tengsizliklar bajariladi, y a ’n i h a r b ir chekli [ ~ N , N ]  oraliq

da 6(А), т?а. ь(Л), Са.ь(А) fu n k siy a la rn in g  v a ria tsiy a s i a  va b 

parametrlarga. nisbatan tekis chegaralangan.

Is b o t . Lem m a 5.1.5 da e sonining aniq b itta  q iym atini olib,
h N {e)

A  =  A(N)  =  !  _  _  .2 ' /  №  +  c/'2(:r)]dx-,
0

desak. lemma 5.1.4 va lem ma 5.1.5 dan (5.1.18) baholashlar o'rinli 
bo'lishi kelib chiqadi. ■

N a t i ja  5 .1 .1 . £a, &(A), r)a. &(A), Са, /#(А) funksiyalarning ta riflari 
va [— /V, Ar] kesmada variatsiyalari a  va b ga nisbatan tck is chega
ralangan bo'lishidan. bu funksiyalarning o'zlari ham shu kesm ada  
a  va 6 ga nisbatan tekis chegaralanganligi kelib chiqadi. B u  fikrni 
isbotlash o'quvchiga vazifa sifatida qoldiriladi.

L e m m a  5 .1 .7 . A g a r f { x )  G C 2(a, b) haqiqiy fu n k siy a  b iror 

[—n , n ] С  (a, b) oraliqdan tashqarida nolga aylan ad igan  bo‘lsa, 

и holda bu fu n k siya  uchun quyidagi tengsizlik о 'r in li bo 4adi:

b  N

f  f - ( x ) d x -  J  { F ‘2( m a . b ( \ )  +  2 F ( \ ) G ( \ ) c h h , b( \ ) +

а  —  N

b

+ G 2(A)dCa,6(A )}| < j j i f  [f"(x ) -  q (x )f(x )]2d x. (5.1.19)
a

I s b o t . f ( x )  funksiya uchun (5.1.5) Parseval tengligini yozam iz:
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Bundan ushbu
n f b

J  f{x )d x  -  J2 | j  f{x)uk{x)dx
M<A- I „

J f{x)uk(x) > , (5.1.20)
a

tenglik kelib chiqadi. (5.1.20) teriglikning o‘ng tomonini baho- 
laym iz. Buning uchun ushbu

Mx) = - q(x)Mx)\>
ayniyatdan foydalanamiz. Bunga ko‘ra  

ь b

J  f(x)uk(x)dx =  - j - J  f{x)[u[.(x) -  q(x)uk(x)]dx =
a  a

b

=  - j-kJ  LП * )  ~ q{x)f{x)]uk(x)dx.

Deinak,
n I

j  f (x )d x - E  | J  f i x)M x)dx
lAtlSJV I „

=  E  Т П  / [ / " ( * ) - '?(z)/(i-)\uk{x)dx
i/4-i>-V {{

^  ' E  \ f  ~  « М Л 1’)] M x)dx i <
| A * I > A  { {  1

-  ^ 2  ■ E  (  J  ~  <?(-c)/(a;)] uk(x)dx
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о

= 7̂2 ' J  \?"(х ) -  q{x) f {x) ]2dx.

Oxirgi tenglikni yozishda ushbu f " ( x )  — q (x ) f(x )  funksiya uchun  
Parseval tengligi qo'llanildi. A gar modul ichidagi yig'indini oldin  
ko‘rganimizdek qilib integral orqali yozsak, (5.1.19) baholash kelib  
chiqadi. I

T e o r e m a  5 .1 .1  ( G .V e y l, 1 9 10  y il) . f ( x )  6  L 2( —o o ,o o ) ix 

tiyo riy  haqiqiy fu n ksiya  bo 4sin. f ( x )  fu n ksiyaga bog'liq bo Чт адап  

monoton o lsuvchi, h a r b ir chekli oraliqda chegaralangan  £ (A ), 
((A ) fu n k siya la r va h a r b ir chekli oraliqda chegaralangan v a iia t -  

s iy a li 17(A) funksiya m avjudki, bunda ushbu

00 00 00

J  f ( x ) d x =  J  F 2 ( \ ) d £ ( \ )  +  2  J  F ( \) G ( X ) d n ( X ) +

OO

+ f  G 2(A)dC(A), (5.1.21)
—OC

tenglik o ‘r in l i  bo‘ladi. B u  yerda
00 00

F ( A ) =  J  f ( x ) 9 ( x , \) d x ,  G ( A ) =  f  f { x ) < p ( x ,\) d x .

- O C  - o c

Iz o h . (5.1.21) tenglikka butun o‘qda berilgan S htu rm -Liu v ill 
masalasi uchun Parseval tengligi deyiladi. Quyidagi m atritsa- 
funksiyaga. esa

-($!«!})■ - ” е л < -  

butun olqda berilgan Shturm -Liuvill m asalasining spektral 
m atritsa-funksiyasi deyiladi. A gar A =  Ao nuqtaning biror atrofi- 
da spektral m atritsa-funksiya o'zgarmas bodsa, A param etrning
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bu qiyrnatiga Shtu rm -Liu v ill m asalasining regulyar qiym ati de- 
yilad i. H aqiqiy o :qning regulyar bodmagan barcha nuqtalaridan  
tuzilgan to ‘plam ga Shturm -Liuvill m asalasining spektri deyiladi. 
A gar spektrning Л =  Ло nuqtasida spektral m atritsa-funksiya uzil- 
ishga ega bodsa, bu qiym atga Shturm -Liuvill m asalasining xos 
qiym ati deyiladi. Spektrning spektral m atritsa-funksiya uzluksiz  
bodadigan nuqtalaridan tuzilgan to‘plamga Shturm -Liuvill masa
lasining uzluksiz spektri deyiladi. Yechim  tilida aytadigan bodsak. 
bu quyidagilarni bildiradi: agar Л =  Ло bodganda Shturm -Liuvill 
tenglamasi noldan farqli, L 2(—0 0 , 0 0 ) fazoga qarashli y (x , Ло) 
yechim ga ega bodsa, bu Л =  Ло qiym at xos qiym at bodadi. 
ana shu y (x . Ло) yechim  esa xos funksiya bodadi; agar Л =  Ло 
bodganda Shturm -Liuvill tenglamasi noldan farqli. L 2(—o c,oo) 
fazoga qarashli bodmagan, chegaralangan yechim ga ega bodsa, 
bu qiym at uzluksiz spektrga tegishli bodadi.

A gar Л =  Ло xos qiym atga ikkita  chiziqli erkli xos funksiya mos 
kelsa, bu xos q iym at ikki karrali deyiladi. A gar Л =  Ло uzluksiz 
spektrning nuqtasi bodib, unga ikkita  chiziqli erkli, noldan farqli, 
chegaralangan yechim lar mos kelsa, bu qiymat uzluksiz spektrning 
ikki karrali nuqtasi deyiladi. Xos qiym at, uzluksiz spektrning ichi- 
da ham . chetida ham , tashqarisida ham joylashishi mumkin (bun- 
day hollarga misol tuzish 0 ‘quvchiga vazifa). Spektr faqat diskret, 
y a ’ni faqat xos qiym atlardan iborat bodishi, yoki aksincha faqat 
uzluksiz bodishi, yoki aralash bodishi mum kin. B ularning ham- 
m asi q(x) potensialning xossalariga bogdiq.

Berilgan q(x) potensial bo'yicha Shturm -Liuvill operatorin- 
ing №(Л) spektral m atritsa-funksiyasini topish m asalasiga, to‘g‘ri 
spektral m asala deyiladi, aksincha Э£(Л) spektral m atritsar 
funksiya bo'yicha q(x) potensialni tik lash m asalasiga teskari spek
tral m asala deyiladi.
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Veyl teoremasining isboti. 1-hol. Nolni o‘z ichiga olgan, 
ixtiyoriy chckli oraliqni (a, b) orqali bclgilaymiz, Dastlab biror 
[—n, n] С (a, b) cbekli oraliqdan tashqarida nolga avlanadigan 
/ n(s) € C2(—oo, oc) funksiyalar uchun (5.1.21) tenglikni isbot- 
laymiz.

Са,б(А), т?а,б(А), Са.ь(А) funksiyalarning [-N ,  TV] kesmada 
o'zlari ham, variatsiyalari ham tekis chegaralanganligi bois, 
Xellining birinchi teoremasiga ko'ra, shunday £|Ь6Л(А), r]rtfc. &fc(A), 
Crtfc,6fc(^) qismiy ketma-ketlik mavjudki, ular mos ravishda biror 
£(A), 77(A), ((A) funksiyalarga intiladilar. Bunda A 6  [—N, iV], 
a* -* —00, -> 00.

Xellining ikkinehi teoremasiga ko'ra £(A). 77(A), C(A) 
funksiyalar [ -N y N] kesmada chegaralanga.n variatsiyaga ega 
bodadi va (5.1.19) tengsizlikda a* —> - 00 , 6  ̂ -> 00 limitga o‘tish 
mumkin:

oc Ar
J f-(x)dx -  f  {F 2(A)rfe(A) +  2F(A)G(A)Aj(A)+

—00 — ;Y
л • (5.1.22)

+  G2(A)dC(A)}| < jp f  [f"n{x ) -q {x )fn{x)]2dx.
- 0 0

(5.1.22) tengsizlikda N —> 00 limitga o'tsak, quyidagi tenglik 
kelib chiqadi

OC OO oc

f  ft(x)dx =  J  F?t( № ( \ )  +  2 f  Fn(X)Gn(X)d.T](X)+
—00 —00 — o c

00

+  J  Gl(X)daX). (5.1.23)
-0 0

2-hol. Endi ixtiyoriy f(x) 6  L2(—00, oc) funksiya uchun
(5.1.21) Parseval tengligi o‘rinli ekanini ko'rsatamiz. Buning
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uchun dastlab  f ( x )  funksiyaga L 2(—0 0 , 0 0 ) fazoning norm asi 
bo'yicha yaqinlashuvchi f n(x) e  C 2( - 0 0 , 0 0 ) finit funksiyalar 
ketm a-ketligini olam iz:

1) fnix ) = 0, s g [-n, n],
2 ) lim /  [/(re) -  f„ (x )]2d x  =  0 .

" ’ ♦0 0 - o o

f n(x) — fm {x) funksiya 1 -holdagi shartlarn i qanoatlantirgani bois 
bu funksiya uchun (5.1.23) tenglik o'rinli bodadi:

• x  o c

I  [fn(x) -  M x t f d x  = J  [Fn(A) -  Fm(A)]4(A)+
- O O  — OC

OO

2 I  [F n(A) -  F,„(A)]-[G„(A) -  G m(A )]*7(A )+

OO

+ 2

- 0 0
00

+ J  [G„(A) -  G m(A)]2dC(A). (5.1.24)
-OC

Bundan tashqari, / л(х) yaqinlashuvchi bodgani uchun, u fun
dam ental bodadi, y a ’ni

00
lim [  [fn{x) -  f m{x)]2dx  =  0. (5.1.25)

n , m -> o c  J  
—oc

(5.1.24) va (5.1.25) tengliklardan [ ] ketm a-ketlik ushbu
у G п(л) J

Ь щ Х)(—oo, oo) vaznli fazoda fundamental ekanligi kelib chiqadi.

Bu fazo toda bodgani uchun ( ) ketm a-ketlikning lim iti
\  ^п(Л) J

m avjud. B u  lim itni ( ) orqali belgilaymiz. En d i (5.1.23)
\  GW J

tenglikda n  -> oo da lim itga o'tam iz. Buning uchun normaning 
ushbu | ||/n|| -  У/ ll  | <  ||/n -  /II xossasidan foydalanamiz. Bunga
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ko‘ra (5.1.23) tenglikning o‘ng tomoni (5.1.21) tenglikning o‘ng 
tomoniga, chap tomoni csa (5.1.21) tenglikning chap tomoniga 
intiladi. I

M is o l. Quyidagi

—y"  =  Ay, ( - o o  <  x  <  oo), (5.1.26)

Shturm -Liuvill masalaning spektral m atritsa-funksiyasini 
topamiz.

Q(x, Л) va <̂ (:c, Л) orqali berilgan tenglamaning ushbu

f 0(0, Л) =  1. f <p(0. Л) =  0.
\9'(  0,A)  =  0, ] y ( 0 , A )  =  l ,

boshlang‘ich shartlarn i qanoatlantiruvchi yechim larini belgi- 

laymiz. B u  holda

г г  , «in УА.Х
0(я, A) =  cos у/ \ х , ip ( x , \)  = ---- -j=— ;v  A

bo:lishi ravshan. Ushbu
- у "  =  л у , a  <  X <  6, 
y(a.) =  0, (5.1.27)

2/(6) =  0 ,

rcgulyar chegaraviy masalaning xos qiym atlari va ortonorm allan- 
gan xos funksivalaririi topam iz. (5.1.26) tenglam aning ushbu

V ( I .A  ) =  5 1 ^ « p ) ,

yechimi birinchi chegaraviy shartn i qanoatlant.iradi. U ni ikkinchi 
chegaraviy shartga qo£ysak, xarakteristik  tenglama kelib chiqadi: 

sin V~\(b  — a)

л/А
Bunga ko‘ra xos qiym atlar ushbu

=  0 .

2 *> 7Г 77."

A"  ( 6 - a ) 2’ n l ’ 2’



b
2 [  sin2 х/Л^л; -  a)

=  /  r -------- d x  =
J  Лп

sonlardan iborat bodadi. Norinallovchi o'zgarmaslarni topamiz:

a

b

=  2 x J  ^  “  » 2 ^ < «  ~  =  1 > A ~ '

a

Demak, ortonorm allashtirilgan xos funksiya-lar quyidagi lar 
bo‘ladi:

,  2  7 r n ( x  -  a ) ,
wn(rc) =  AI    sin —   , n  =  1 , 2 , . . . .

b — a

Bu funksiyalarni (9(ж, A) va уэ(.т, A) orqali chiziqli ifodalaymiz:

wn(s )  =  \ / t — ~ sin \ / X ( z  -  ft) =V u — ft
=  д I~  ~—  sin y /X ^ x  cos v/A^a — \ / 7-^—  sin \/Ana cos v/A^: 

V 0 — a  \  b — a

u n(x) =  — 1 / 7— —  sin \/% ia  • 0 (z , A „)+
\  b — a

+

Bunga ko'ra

\ / T ~ ~  cos V ^ a * An).V 6 -  a

2  2  . 2  / 7 “
cn =  7 sin V  Ana,0 -  a

2
Cndu — . \ Д ; sin х/Апд cos x^Anft,

b — a

d.~ =  7 A„ cos“ \ /  A „ft, 
b — a

bodadi. / (# )  ixtiyoriy finit funksiya bo lib.
oc oc

F (A ) =  J  f (x )6 (x .  X)dx, G (A) =  J  f(x)tp{x,  A)dx,
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b o isin . (5.1.27) m asala uchun Parseval tengligini yozsak, u ushbu  
6

/ 00 o o  o o

f 2(x)d x  =  ^ c 2nF 2 (An)+ 2 ^ c ndn^ ( A „ ) G ( A „ ) + ^ < G 2 (An),

f t  П = 1  7 1 = 1  7 7 = 1

(5.1.28)
ko'rinishda bo'ladi. Q ulaylik  uchun ushbu

/V _  7171Sn — V  Лтп — b — a
belgilashni kiritib  olam iz. Agar sn+i — s n =  j —  ekanini hisobga 

olsak,

00 2
^ c 2 F 2 ( A „ )  =  b ^ a S i n 2  =

7 1 = 1  71= 1

л OO
=  - У " sin2 s na  • F 2(s.2 ) (sn + 1 -  sn),

•7Г /  ^7Г _
7 7 = 1

kelib chiqadi. B u  yerda 6 —>■ oo da lim itga o'tsak. hainda integral 
ta ’rifidan foydalansak,

ĉ2F2(An)  ̂J  sin2 s a F 2{
77=1 •• i ... . .  0

o c  o o

s 2)ds  =

= J  F 2(s)d  ( ^ s )  -  i y  F 2( s ) c o s 2 sa d s,

0 o '
kelib chiqadi. Eng  oxirgi integral R im an-Lcbeg lem m asiga ko‘ra
a —> —oo da nolga intiladi. Dem ak, b —> oo, a  —> —oo bodganda
limitga o^sak,

OC ’ °°
5 > 2 F 2(A „)->  J  F \ s 2)d  ( I s )  =  J F
п= 1  П n

2( A ) d ( i ^

kelib chiqadi. Demak,



b — a

(5.1.28) fcenglikdagi ikkinchi yigdndini ко1 rib chiqamiz:
O O  OO r r —

2 X /  cn d n F ( K ) G ( \ n) =  j — 1~ sin 2 V \ i d  • F (A n) £ (А „ ) =
7 1 = 1  7 7 = 1

OC2   ^

=  s n F ( s 2n)G (s-n) sin 2s„ a  • (s„+j -  s„).
77= 1

B u  yerda b -»  o c da lim itga o‘tsak, ham da integral ta'rifidan 
foydalansak,

2
2 ^ ^ c nd „ F (A n)G (A n)  j  s F ( s 2) G ( s 2) s \ i \2 s a d S j

n=i * {

kelib chiqadi. En g  oxirgi integral Rim an-Lebeg lemmasiga ko‘ra 
a —> — oo da nolga intiladi. Demak, b —> oo, a  -»  —oo bodganda 
lim itga o‘tsak,

o o

2^T^cridnF ( A n)G (A n) —> 0,
n= 1

bodadi. B uiiga ko£ra  77(A) =  0, A £  (—0 0 , 0 0 ) bodadi.
Nihoyat, (5.1.28) tenglikdagi uchinchi yigdndini ko‘rib 

chiqamiz:
00 o c  _____

У2 dlG2(Xn) =  5 3  r z - A ’1 cos2 v^ ’“ G2^  =. 0 CL
7 7= 1  77 =  1

9  00

=  - V  s i  cos2 s„a  G 2(s2 )(.s„+i -  s„).
7Г — 7

77 =  1

Bu yerda 6 —> oc da. lim itga o‘tsak, hamda integral ta'rifidan 

foydalansak,



=  J  G 2(s2)d  -  J  cos 2  5a  • G 2(s2)d ( J ~ s * )  >
о о

kelib chiqadi. Eng  oxirgi integral Rim an-Lebeg lem m asiga ko‘ra. 
a —> - o o  da nolga intiladi. Dem ak, b —> oo. a  —> —oo bodganda 
lim itga o‘tsak,

YA&M J  G 2(X)d

ОО ОС

kelib chiqadi. Demak,

О, Л <  0.

Shunday qilib, agar Л < 0 bo‘lsa,

Щ Х )
0 0 
о 0

agar Л >  0 bodsa,

R (A ) = 7Г
Vx о 

0 i - V A ?
Зтт

B u holda spektr uzluksiz bodib, ushbu E  =  [0. oo) to ‘plam dan il> 
oral. Spektrning chetki nuqtasi bir karrali, y a ’ni oddiy, ichki nuq- 
talari esa. ikki karrali. B u lar yechim ning tuzilishidan kelib chiqadi.
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- у "  +  q (x )y  =  Л у , - o o  < x  <  oo, (5.2.1)

Sh turm -Liu v ill m asalasi uchun yoyilm a tcoreinasini Parseval teng
ligi yordam ida isbotlaym iz. Bu yerda q(x) haqiqiy uzluksiz  
funksiya. Л esa ixtiyoriy parametr.

в(х, Л) va (p(x, A) orqali (5.2.1) tenglamaning ushbu

I  0(O,A) =  1, I  tp(0,A ) =  0,
\  A) =  0. \  ^'(0, A) =  1 3

boshlang ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechim larini belgilay- 
miz.

T e o r e m a  5 .2 .1  ( Yoyilm a haqida). Q uyidagi

( - « < * < » ) .

m .atritsa-funksiya ( 5 .2 .1 )  m asalaning spektral m atntsa-fu nksiyasi 

bo‘Isin . U  holda ix tiyo riy  f ( x )  fin it. uzluksiz fu n k siya  uchun  

quyidagi yo yilm a о ‘r in li:
30

/ ( * )  =  j  { F ( X ) e ( x , X ) d m +

- o c

+ [ F ( \ ) ф .  A) +  G ( \) 6 ( x ,  X )]d n W  +  0 ( Х Ы х . ,  A )dC(A)}.
(5.2.2)

ye?'da
ЭС o c

F (A )  =  J f ( m t , X ) d t ,  G { A ) =  J X)dt. (5.2.3)
- O C  - O C

I s b o t . (7(x) ixtiyoriy finit, uzluksiz funksiya bo‘lsin. / (я )  +  
6/(:r) va / ( ;r )  -  p (x ) funksiyalar uchun Parseval tengligini yozib,
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Ushbu



birinchisidan ikkinchisini ayiram iz:
■X) 0 0

J f { x ) g ( x ) d x  =  J  { F ( \ ) F 1 ( \ ) d S ( \ ) +

- O C  - O C

+ [ F ( \ ) G , ( \ )  +  F (A )G (A ) ]  dr,(A) +  G (A )G i(A )d C (A )} . (5.2.4) 

Bu yerda v
OC 0 0

F i ( A ) =  j  g ( m t , X ) d t t G \( X )  =  J  g(t)<p(t, \) d t .  (5.2.5)
-00  : -oo

(5.2.4) tenglikka Parsevalning umumlashgan tengligi deyiladi.
Agar (5.2.5) ifodalarni (5.2.4) tenglikka qo‘у sak  va  integrallash  

tartib ini o'zgartirsak. (bu mumkin chunki f ( x )  va  g (x )  s illiq  finit. 
funksiyalar) quyidagi tenglik kelib chiqadi:

o c  o c  (  00

J  f (x )g (x )d x  =  J  | J  { F ( \ ) 6 ( x ,  A )d f(A )+
—  О С  —  O C  V .- O C

+ [ F ( A V ( z ,  A) +  G(A)0(®, А)]Л/(А) +  G (A ) ф ,  \ ) d £ { \) g ( x ) d x } }

Bu tenglikda / (x ) 'V a  g (x )  funksiyalarning uzluksizlig in i, ham- 
da g(x) funksiyaning ixtiyoriyligini hisobga olsak, (5.2.2) formula 
kelib chiqadi.■

Iz o h . Um um lashgan funksiyalar yordam ida yoyilm a formu- 
lasini ishlatib, sim volik ko‘rin ishda yozish mum kin:

00
J  {в (х , A)6{t, A)d£(A) +  [в(х, A) +  ip(x, A)0(t, \ ) ] d g { \ ) +

- O O

+ 4>(x, A)<^(f, A )dC(A)} =  £ (s  -  t). (5.2.6)

B u  yerda J(a;) D irak  delta-funksiyasi.
M iso l. Quyidagi

•. : ' - . i

- y "  =  At/, ( oo <  x  <  oo), (5.2.7)
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S htu rm -Liu v ill m asalasi uchun yoyilm a teoremasini yozam iz. f ( x )  

ixtiyoriy  uzluksiz finit funksiya bodsin. B u  holda

0 (x , A) =  cos V X r ,  <p(.r, A) =  —
v  A

bodgani uchun
O C  0 0

F (A )  =  J  f ( x )  cos y /k x d x , (7(A) =  J  f ( x )

- o c  - o c

bodadi. (5.2.7) m asalaning spektral m atritsa-funksiyasining  
elementlari

0, A <  0, f  0, A <  0,

?(A) =  < -V a , a >  o, v{x) =  ° ’ C(A) =  1 A v v ,  a >  o.
7Г Зтг

bodganligi uchun yoyilm a teoremasiga ko‘ra  ushbu

f ( x )  =  J  | F(A) cos V \ x d  ( i\ /A ^  +  G ( A ) - J ^ - rf 1 ,

(5.2.8)

tenglik o'rinli bo'ladi. Du tenglikni sodda ko'rinishda 3'ozamiz:
OC

f ( x )  =  -  J  {  F (  A) cos V X x  4- G (A )\/A sin  V \ x  }  d ( V A). (5.2.9)

Agar

a{k) =  J  f ( x ) e lkxd x , к  =  V \ ,

- o c

alriiashtirish bajarsak,

2 i

bodadi. B u  esa (5.2.9) yoyilm a formulasini yanada soddaroq

F (A )  =  l-[ a ( k )  +  a(k)], G (A )V X  =  I[o ( f c )  -  a(fc)],
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ko'rinishda yozishga imkon beradi:
ЭС ОС

/ 0*0 =  J  a (k )e ~ tkxd k  +  ^ J  a ( - k ) e ikxd k  =
о о

oc 0 oc

=  4 -  I  a {k )e 4 k x dk +  2 -  [  a (k )e ~ ikxd k  = —  [  a {k )e ~ ikxdk. 
Zttj Ъ t J  2tt J

0 -o c  - o c

Shunday qilib. bu holda. yoyilm a formulasi quvidagi kohin isliga  
kcltirilar ekan:

a { k ) e -,kxdk,

- O C

bunda

a(k) =  J
00

ikx.f ( x ) e  dx.

Agar q(x) =  0 bo'lsa. u holda (5.2.6) tenglik quyidagi
ko'rinishda bo‘ladi:

00
1 f  dX

—  I  {cos V X x  cos y/XL 4- sin \ f \ x sin y / \ L } —=  =  S (x  — t).
2k J  V X
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3-§. Shturm-Liuvill masalasining spektral 
matritsa-funksiyasi haqida teoremalar

Ushbu

~ y "  +  q (x )y  =  X y , - o o  <  .t < oo, (5.3.1)

Shturm -Liuvill m asalasini ko'rib chiqamiz. B u  yercla q(x) haqiqiy  
uzluksiz funksiya, Л esa kompleks param etr. (5.3.1) masalaning  
spektral l riatritsa-fuuksiyasi

K l A , - ( S u w ) '  ( - “ < л < “ >' ,5 a 2 )

bo‘lsin.
m + (z) va m ~ (z )  orqali mos ravishda quyidagi m asalalarning  

V ey l-T itd m iarsh  funksiyalarini belgilaymiz:

( - у "  +  Ф ) у  =  zy-. (О <  X <  oo),

\  2/(0 ) = 0 ,

f  -у"  +  Ч(х)у =  4Л  ( - o o  <  x < 0 ) ,
1  2/(0) =  0 .

T e o r e m a  5 .1 .3 . Spektral m a tritsa-fu n ksiyan in y elevientlari 

iLchun quyidagi Jo rtn u la lar о ‘r in l i :

f(A ) =  - l i m -  [  Im  (  — 77— —  . - — . . ч \d x , .  
y—>o 7Г J  [ m + (x  4- vy) -  m  (x  +  zy) J 

0

„ и .  i i „ i / i m ( i -y—*07T J  1^2 n r r ( x  +  iy )  -  m  (x  4- ly )  J 
0

A
1 f  r f m + (x +  iy )  m  (x  4- iy )  1 ,

С A) =  —l im -  / Im  \  — —г г  , ~~~~тsv ' y-tOTrJ { m + {x  +  i y ) - m  (x  +  iy ) )
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B u  fo n n u lalarg a T itch m a rsh -K o d a ira  fo rm u la la r i dcyiladi.

T c o r e m a  5 .1 .4 . A g a r q(x) p o ten sia lju ft f u n b iy a  Ь о Ъ а . spek- 

tral m atn tsa-fu n ksiya diagonal к о ‘rin ish d a  bo‘ladi, y a ’n i 77(A) =  0 
bo ‘lad i.

Is b o t . Agar biz ushbu

m asalalarda x  =  - t  almashtirish bajarsak va q(x) potensial ju ft 
funksiya ekanligini hisobga olsak, quyidagi m asalalar kelib ohiqa-

0(x , Л) va ip(x, Л) yechim lar uchun yozilgan boshlang'ich shart-  
lai'ga kolra, Л) va — </?(£, Л) funksiyalar mos ravishda (5.3.7) 
va (5.3.8) rnasalalarning yechim lari boMadi. Ikkincbi tomondan,
(5.3.5), (5.3.6) m asalalar, ham da x  =  —t alm ashtirishga ko‘ra  
0(—t, Л) va ip(—<,A) funksiyalar ham mos ravishda (5.3.7) va
(5.3.8) rnasalalarning yechim i bo‘ladi. Koshi m asalasining vechi- 
mi yagona ekanligidan 6(—£, Л) =  6(t , Л) va  p ( —t, Л) =  — ip(t, Л) 
kelib chiqadi.

V e y  1-Tit chmarsh funksiyasining ta ’rifiga ко Т а

(5.3.5)

- у "  +  q {x)y  =  Л у, ( оо < х  <  0),
< 2/(0) =  0 , 

2/ ( 0) =  1 ,

(5.3.6)

di:

(5.3.7)

т  = о,
—у +  q{t)y =  Ay, (0 < t <  0 0 ),

2/(0) =  0 , 
2/(0) =  - 1

(5.3.8)

в(х , Л) +  т +(Л)(р(ж, Л) €  L 2(0, о о ) ,
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bo'lganligidan 0 { t , \ )  -  m + (X ) ip ( t ,\)  e  L 2( -o o ,Q )  ekanli- 
gi kelib chiqadi. Bunga ko'ra m “ (A) =  - m +(A) bo‘ladi. 
T itc ln iia ish -K o d a ira  fonnulasiga biiioan 77(A) =  0 bodishi kelib 
chiqadi. ■

4 -§ . S h t u r m - L iu v i l l  m a s a la s i u c h u n  a lm a s h t ir is h  
o p e ra to r i

Ushbu

—y "  +  q {x )y  =  X у , —oo <  x  <  oo, (5.4.1)

Shturm -Liuvill m asalasini ko‘rih chiqamiz. B u  yerda q(x) haqiqiy 
uzluksiz funksiya, A esa kompleks param etr.

T e o r e m a  5 .4 .1 . 0(x, A) va tp(x, A) y e ch im la m i quyidagicha  

tasvirlash m a n ik in :
X

0 (x, A) =  cos y / \ x  +  J  K ( x r t) cos \fxtdl, (5.4.2)
•X

X

sin y /X x  f  Xs i n\ / A£ ,  ^
ip (x , A) =  — д - H- J  K ( x , t ) dt. (5.4.3)

B u n d a  K { x yt) yadro X да bog‘liq emas va q u yid ag i G u rsa  

m a sa la sin in g  yech im i bo ‘ladi:

d - K  d 2K

d t 2 d x 2
q (x )I< , (5.4.4)

X

K ( x , x )  =  ^J q{s)d.s: . . ,,/ (5.4.5)

0
K { x ,  - x )  =  0. (5.4.6)

I s b o t .  (5.4.4)--(5.4.5)-f-(5.4.6) m asala k lassik G ursa  m asalasi 
bodganligi uchun uning yechim i m avjud va yagona bodadi. Bu  
yechirnni I \ { x ,  t) orqali belgilaymiz. (5.4.2) tenglik yordam ida
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tuzilgan funksiyani y ( x ) A) deb belgilab, u (5.4.1) differensiai 
tenglamani qanoatlantirishini ko‘rsatam iz:

y '(x , A) =  -  \ f x  sin V X x  4  К (x, x) cos V X x  4  К (x , —x )  cos V ~ X x +

4
d l <  (re, £) 

drc
cos \fxtdt.

(5.4.5) va (5.4.6) tengliklarni inoba.tga olsak,

y '(x , X) =  — \/Л sin \/Ax 4- |  g ( s ) d s |  • cos \ / X x +

+  / ^ M co sV X ( d t  (5.4.7)
J  d x

— X

kelib chiqadi. Bundan esa ushbu

y ”{x. Л) =  —Л cos \ / X x  4  ]:q(x) cos V X x —

- l \ J  q { s ) d s  1  \/A  sin V X x  + cos V ~ X x +
t = x

4
d K ( x , t )

d x

x o

• cos V X x  4  [  ® cos V x t d t , (5.4.8)
t —  J  d x 2

— X

tenglik hosil bo‘ladi. Ikkinchi tomondan, ikki m arta  bodaklab in- 
tegraliash natijasida.

X

X y(x , Л) =  Л cos V X x  4  A J  К ( x ,  t )  cos V x t d t  =
—x

=  Acos V \ x  +  K ( x , t )  ■ \/A sin  \/A i| —

J  d t
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=  Л cos \/\х+  < - J  q(s)ds 1 • y /X  sin V \x+
d K ( x ,  t)

dt
■cos V \x—

d l \ ( x ,  t)

dt
t — - X

X

cos V\x — J  d ^ 2 ^^ ’ c o s (5-4.9)

kelib chiqadi. (5.4.8) va (5.4.9) tegliklardan (5.4.4), (5.4.5) va  
(5.4.G) ifoclalarni hisobga olib, quyidagilarni keltirib  chiqaramiz:

/ ( , г ,  A) 4- Лу(.т, A) =  \ q ( x ) cos \/A.t4-

4-
( d K ( x .  t) d K  (x , £) 1 
\  +  J
Г (rr, t) d K ( x , t )  

\  d x  dt }
4-

X

/{
t = — x

d 2K ( x : t) d 2I< ( x , 0
ax- a 2

• cos \/Aa;4-

• cos y /X x +

cos y/X td t,

ya  ni

/ ( x ,  A) 4- A y(x , A) =  ig(ar) cos y/X x  4- * cos

+
d K ( x ,  —x) 

d x
cos

X

n/Ax 4- J  q(x)К (x, t) cos y/Xtdt =

x

=  </(x) cos V X x  4- J  q ( x ) I< (x , £) cos \/Ai<ft =  q {x )y(x , A).



Shunday qilib, (5.4.2) tenglik yordamida tuzilgan y(x, Л) 
funksiya (5.4.1) tenglamani va y(0, Л) =  1, y\0, A) =  0 bosh- 
lang‘ich shartlarni qanoatlantiradi. Demak, bu ycchim 6(x, Л) bi- 
lan ustma-ust tushadi. (5.4.3) tenglik ham shu tarzda isbot qili- 
nadi. I

5-§. Gelfand-Levitan-Blox integral tenglamasi 

Ushbu

—y” 4- q(x)y =  Xy, — oo < x < со, (5.5.1)

Shturm-Liuvill masalasini ko'rib■chiqamiz. Bu yerda q(x) haqiqiy 
uzluksiz funksiya. Л esa kompleks parametr.

6(x, A) va <̂ (a;5 A) orqali (5.5.1) tenglamaning ushbu

f  9(0, A) =  1, f v>(0,A) = 0,
\в '(0 ,\)  =  0: у v?'(0, A) =  1,

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini belgi- 
laymiz. (5.5.1) masalaning spektral matritsa-funksiyasi

в д - ( # ! д а О '  < - “ < * < » > ■  <5 -5 -2»
bolsin. U holda Parseval tengligini simvolik tarzda quyidagicha 
yozish mumkin:

/ {0(x, A)9(t, A)c/f (A) 4- [в(х, A)(p(t, A) 4- (p(x, A)0(t, X)]dr)(X)-\-

+ 4>(x, A)ip(t, A)d£(A)} =  S(x -  t). (5.5.3)
Bu yerda £(:r) - Dirak delta-funksiyasi.

Mazkur bobning oldingi paragrafida 9(x, A). ip(x, A) yechimlar 
uchun ushbu

X

в(х,  A) =  cos sf\ x  4- J  K ( x , t) cos V X td t , (5.5.4)
—X
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Awal aytganimizdek, 5?(A) spektral matritsa-funksiya 
bo'yicha q(x) potensialni tiklash masalasiga teskari spektral 
masala deyiladi.

Bu paragrafda (-5.5.3) tenglik va (5.5.4), (5.5.5) integral tasvir- 
laidan foydalanib, teskari spektral masalani yechish jarayonida- 
gi asosiy tenglamani, ya'ni Gelfand-Levi tan integral tenglamasini 
keltirib chiqaramiz.

Agar, (5.5.4) va (5.5.5) tengliklarni cos\/At va Ŝn
v/A

funksivalarga nisbatan qarasak, u Volterraning ikkinchi tur inte
gral tenglarnalari bo‘ladi. Bu tenglamalarni yechsak, quyidagilar 
kelib chiqadi:

integral tasvirlar olingan edi.

Lemma 5.5.1. 0(x, A), <p(x, A) yechimlar va spektral matritsa- 
funksiyamng elementlari quyidagi tenglikni qanoatlantiradi:

-t

=  A) + J  L(t.,s)ip(s,X)ds. (5.5.7)
-t

—00 - 0 0

/ X4s i n \ /A t , / 4 . 
0(x: \ )~ — dij(\)+



+
-ос

ОС

/ , . 4sin Vxt , /ч ч
~ 7 х ~  ()  = °5 (| *1< (5-5,8)

ОС

sin V \t
Vx

Isbot. (5.5.8) lenglikning chap tomoniga (5.5.6); (5.5.7) ifo- 
dalarni qo‘yib, integrallash tart.ibini almashtiramiz, hamda Parse- 
val tengligining (5.5.3) simvolik yozuvidan foydalanamiz:

oc

J  {0(x, A)0(t, A) d£(A) + ip(x, A)0(£, X)di](X) +
- o c

Щ х , X)dri(X) 4 - tp(x, X X ) d ( ; ( X ) } +
t. OC

+ J  L(t,s) J  {0(я. A)0(s, X)d£(X) +  <p(x,X)0(s, X)drj(X) +
-I -00

+0(a\ X)y>(s, X)drj(X) +  ip(x, A)v?(5, A)dC(A)}d«s =
t

= S(x-t) + J  L(t,s)6(x — s)ds =  6(x — t) +  L(t)x)-sigi\(t) =  Q.
-t

Bu yerda 11| < |x| boiganda L(t,x) =  0 ekanligidan
foydalanildi.l

Teorema 5.5.1 (G elf and-Levitan-Blox. 1953 yil). 0(x, A). 
ip(x, A ) yechimlarning integral tasvindagi K(x,t) yadro quyida
gi integral tenglamani qanoatlantiradi:

r
K (x , £) sign a; +  F(x, £) 4- J  К (x, s)F(s, t)ds =  0, (| t\ <  |a;|).

(5.5.9)
Bu yerda oc

F(x , t) =  J  cos Vx X  COS VXtda(X)-\-
— oc

/* sin \/A(.t +  £) . ... f  sin sin >/A t . ... /r _ 1Л*J  ---------------  -d r )(X )+  J  ----— d.r{A), (5.5.10)
o c

+
■00
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bo ‘lib. a(A) = £(A) -  £0(A), r(A) =  <(A) -  f0(A),

f 0, A < 0, ( 0.. A < 0,

Ш = \  A A  A > o, Co(A)=|  -L y p , A > 0. ̂ 7Г l  Зтг
Isbot. (5.5.8) tenglikka (5.5.5) va (5.5.6) integral tasvirlarni 

qo‘yamiz:

J  (f:os y/\x  cos VXL +  J К (x, s) cos V̂ As c o s  y/\tds ̂  d(j(A)-f-

/ ) sin VXx / -  f  rv, sin \/As r- 1< ——j=— cos V At + J  К  (x, s)—- j =— cos v Atds > drj{A)+

+ j  |cos V A x ^  + j  K(x, cos y/Xsds| с
- о с  v  ~ x

ОС (      X

irj( A ) +

/ I sinx/Azsin y/\t f  r>/ .sinx/Assin \/ \t
V a  V a  Ч к { 1 ' ’ ] V a  v A

ds }dr(\)+
—oc

oo 
1 /*

+ — I  |cos \/Aa: cos V \t  +  sin \f \x  sin y/\t j  
о

X oo

+ 1  K (x ,s)A- J  |cos%/As cos x/Af +  sin x/As sin V a i J - ^ - o .
-a- 0

Bu yerda integrallash tartibini almashtirib, F(x, t) belgilashdan, 
hamda q(x) =  0 bo‘lgandagi Parseval tengligining simvolik yozu- 
vidan foydalansak, quyidagi ayniyatni kelt.irib chiqaramiz:

x  x

F(x , £)+J  I< (x ,s)F (s ,t)d s+ 6 (x -t)  +  J  K (x, s)8(s -  t)ds =  0.
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Agar 11\ <  |x| ekanligini hisobga olsak, ushbu

A'(x, t) • sing:c + F(x , t) +  /  A'(x, s)F(s, t)ds =  0.

tenglik kelib chiqadi. ■
Teorema 5.5.2. Biror 3ft(A) matritsa-funksiya musbat 

aniqlangan bo:lib, о‘sish nuqtalar to‘plami chekli limitik nuqtaga 
ega bo 'Isa. (5.5.9) integral tenglamaning yechirni rnavjud va yag- 
ona bo‘ladi.

Izoh. Celfand-Levitan-Blox integral tenglamasining K(x,t)
yechirni K(x, —x) =  0 shartni qanoatlantirgandagina u yor-
damida tuzilgan 6(x, A) va (p(x\ A) funksiyalar, potensiali 

d l( f  д ;. i t )
q(x) = 2------ ——- bo‘lgan Shturm-Liuvill tenglamasining yechi-

dx
mi bodadi. Aks holda, 5R(A) matritsa-funksiya hech bir Shturm- 
Liuvill masalasining spektral matritsa-funksiyasi bo'la olmaydi.

Izoh. K(x, —x) =  0 shart hozirgi kunga qadar 3̂ (A) spektral 
matritsa-funksiya tilida ifodalanmagan.

5R(A) matritsa-funksiya qanday shartlarni qanoatlantirganda 
u biror Shturm-Liuvill masalasining spektral matritsa-funksiyasi 
bodadi degan t.abiiy savol tugdladi. Bu muammoning yeehimi 
Ukrainalik matematik Rofe-Beketov tomonidan berilgan. Bunda. 
butun o!qdagi teskari masala (—oo, 0] va [0, oo) oraliqlardagi 
teskari masalalarga keltiriladi.

Rofe-Beketov teoremasini bayon qilishdan oldin, quyidagi 
ftmksiyalarni kiritib olamiz:

6-§. Rofe-Beketov teoremasi

M d z) =  -  ■
1 m+(z)+m  (2)
2 m+(z) — mr(z)'



> / / \ m+(z)m (z)
Мп {г) =   ^ т .  ( 5 . 6 . 1 )m+(z) -  m~(z)

Bu funksivalar ushbu

M\i(z)Mo2 {z) — Mf2(z) =  — (5.6.2)

Rofc-Beketov ayniyati deb yurililadigan ayniyatni qanoat- 
lantirishlari ravshan. (5.6.1) tengliklardan quyidagi formulalar 
osongina kelib chiqadi:

~M 22{z) \  + Mu{z) fcao\
2 — Mi2(Z) M il (Z)

—( \ M22(z) - \  +  MX2{z)
■| | , |  =  Й Д =  МП M  • (“ J)

Titchmarsh-Kodaira formulalarini (5.6.1) funksiyalar yordami- 
da yozadigan bodsak, ular quyidagi ko‘rinishni oladi:

л
£(A) =  —lim— / Im{Мц(х + iy)}dx,

!/—>07T J 
о
л

77(A) =  lim— /  Im {MX2(x + iy)}dx.
y —>07T J

0
A

C(A) =  —lim— /  Im {M22(x + iy)}dx. 
t/—>07T J 

0
Oxirgi formulalarga Stiltes almashtirishini qodlasak, quyidagi in
tegral tasvirlar kelib chiqadi:

- X  - 3 0

ЭС

M 2o{z) =  J  ( 7 3 ^  +  ЛД  ■-) dC(A) +  a, (5.6.5)
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^ 22(2) =  - -  • + 1), (z -> г00),
tenglik yordamida aniqlanadi.

Teorcm a 5.6.1 (Rofe-Beketov, Ш 7  ?/.). *R(A) matritsa-
funksiya biror —y" + q{x)y = \y , x 6 R l Shturm-Liuvill 
masalasining spektral matritsa-funksiyasi bo'lishi uchun quyidagi 
shartlaming bajanlishi zarur va yetarli: ■ . ,..

1) Imz > 0 boclganda (5.6.5) funksiyalar mavjud va (5.6.2) 
Rofe-Beketov ayniyatini qanoatlantiradi.

2) Ushbu

i  + м ы » )  - 1  +  m „ w  

”**w  -  W 1 тЛг) ■  м „ М -  { ]
funksiyalar mos ravishda biror'

f -y "  +  Q+(x)y =  лг/. 0 < x < oo,
\ y ( 0) =  0,

va
I  - y ” +  Q-(x)y =  ty' < x ^
\  2/(0) =  0,

Shturm-Liuvill masalalarining Vcyl-Titchmarsh funksiyalari 
bo lladi.

Isbot. 3ft(A) spektral matritsa-funksiya bo'lsa, bu fikrlar o'rinli 
ekanligi yuqoridagi mulohazalardan ko'rinib turibdi. Shuning 
uchun yetarlilik qismini isbotlaymiz.

(5.6.5) formulalar yordamida Мц(г), Мгг^), M i2(2) 
funksiyalarni, ular orqali (5.6.6) formulalardan m~(z). m~(z) 
funksiyalarni topamiz. m+(z). m~(z) orqali ^-(х) va g_(x) 
potensiallar bir qiymatli topiladi. Ushbu

' q+(x), x >  0, 
g_(x), x < 0,

bu yerdagi a o'zgarmas son ushbu

q(x) =
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funksiyani tuzib olib, quyidagi Shturm-Liuvill masalasini ko'rib 
chiqamiz:

- у ” -I- q(x)y = \y , -oo < x < oo. (5.G.7)

Bu masalaning spektral matritsa-funksiyasi 9?(A) ekanini isbot- 
laymiz. m+(z) va m~(z) funksiyalar (5.6.7) masalaning Veyl- 
Titehmarsh funksiyalari ckanligi ravshan. Bu masalaning spck- 
tral matritsa-funksiyasini Й(А) orqali belgilasak. u holda uning 
elementlari uchun quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi: 

л
£(A) =  —lim— / Im < —  —г  —г г dx,у—»07T J  ( т+(х + гу) — т~(х +  гу) J

о

ij(A) -  lim - / 1», J i  ■ ! ! ! l£ ± M ± I £ f e ± M }  * ,  
у—>отг,/ [2 т+(х + гу) -  т.-(х + гу) J 

о

С(А) -  - l im i /  Im {  * ,у—+07Г J  { m (x -I- гу) -  m (x +  гу) J
о

Agar (5.6.6) tengliklarni inobatga olsak. bu forrnulalar ushbu
A

|(A) = - l im - /  Im {Л7ц(х +  iy)} dx,
y->07ij

о

л
77(A) =  lim - /  lm{Mio{x + iy)}dx, 

f/-»07T J

A

C(A) =  —lim - I  Im {Mn{x +  iy)} dx,
y->Q7iJ

0
ko'rinishni oladi. (5.6.5) tcngliklargaStiltes teskari almashtirishini
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л

« Л )  =  J  Im  {M u(x +  iy)}dx,
0

A
77(A) =  lim— /  Im {M l2{x + iy)}dx,

Т/-407Г,/
0

Л
((A) =  —lim— I  Im {М22(ж 4- iy)}dx,

0
tcngliklaming 0‘rinli bo'lislii kelib chiqadi. Demak. 5R(A) =  9£(A). 
ya’ni 3£(A) matritsa-funksiya (5.6.7) Shturm-Liuvill masalasining 
spektral matritsa-funksiyasi bo‘lar ekan. I

Izoh 5.6.1. Rofe-Beketov teorenmsiga ko'ra teskari niasala 
yechsak, umuman olganda q(x) potensial x =  0 nuqtada uzilishga 
ega bo‘lishi mumkin.

Izoh 5.6.2. Rofe-Beketov teoremasining shartlari bajarilsa. 
q{x) potensialni birdaniga butun olqda Gelfand-Levitan-Blox in
tegral tenglamasidan foydalanib topish mumkin.

Teorema 5.6.2. 9£(A) matritsa-fiinksiya Rofe-Beketov teore- 
masidagi shaiilami qanoatlantirsa va и diagonal ко‘rinishda 
bo ‘Isa, ya}ni 77(A) =  0 bo‘lsa, и holda q(x) potensial juft funksiya 
bo‘ladi, ya’ni q{—x) =  q(x) bo‘ladi.

Isbot. Rofe-Beketov teoremasiga ko'ra q(x) mavjud. Bundan 
tashqari. u Gelfand-Levitan-Blox integral tenglamasining yechirni 
orqali ushbu

2dK(x, x) /г г  o'*q{x) =  j  (5.6.8)
ax

formula yordamida topiladi. K(x. x) funksiya toq ekanligi- 
ni ko.'rsatamiz. Bulling uchun Gelfand-Levitan-Blox integral
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tenglamasini ko'rib chiqamiz:
X

K(x, I) sign x + F (x’ 1) + /  *  (*, 5jF(s, £)</s =  0, (I t\ <  Ixl),
— X

(5.6.9)
bu yerda

+

F(x, t) = 1  cos y/Xx cos y/\lda(A)+
-OO

f  sin \/X(x + 1) f  sin y/Xx sin y/XtJ  ------------------ dri{X)+j     dr{A). (5.6.10)
■oc

Agar ?/(A) =  0 ekanini hisobga olsak, Gelfand-Levitan-Blox inte
gral tenglamasining yadrosi ushbu

cc oc
F{x,t)= J  c o s  y/\xcos y/\tda(\)+ J

- o c  - o c
(5.6.11)

ko‘rinishni oladi. Bunga ko;ra F (—x, — t) =  F(x,t) bodadi.
(5.6.9) teriglaiTiada x —» —x, t —> —t almashtirish bajarsak, ushbu

—X

—K (—x, — t) signs +  F(x,t) +  J  K ( —x, s)F(s, —t)ds =  0.
a’

tenglama kelib chiqadi. Agar integral ostida s =  —u almashtirish 
bajarib,

—A'(—x, —t) — A(x, t) 
desak, u holda quyidagi tenglama kelib chiqadi:

X

A(x,t)vSignx + F(x,t) +  J  A(x.u)F(u,t) du =  0.
- X

Nihoyat, Gelfand-Levitan-Blox integral tenglamasining yechi
mi yagonaligidan foydalansak, A(x,t) =  K(x,t) ekanligi,
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ya’ni —K ( —x>—t) =  K(x.t) ekanligi kelib chiqadi. Xususan. 
A {—z, —x) =  — А'(ж, ж), ya’ni K(x, x) funksiya toq. Bunga koTa, 
q(x) =  q(-x), ya’ni q(x) potcnsial juft funksiya ckan.i

Izoh 5.6.3. 9?(A) mat ritsa-funksiya ucliun Rofc-Bekctov 
teoremasining shartlari bajarilib, u diagonal ko‘rinishda bo'Isa, 
u holda q(x) potensial x =  0 nuqtada uzluksiz bodadi. Bu filer 
q(x) funksiyaning juft bodishidan kelib chiqadi.

Shturm-Liuvill masalasi uchun quyidagilarni toping:
a) 0(0, A ) = 1, 6>'(0, A) = 0; ^(0, A) =  0, </?'(0,A) =  1

boshlangdch shartlarni qanoatlantiruvchi yechirnlarni toping.
b) m.+( A), m“ (A) Veyl-Titchmarsh funksiyalarini va

яр-(х, А), ф+(ж, A) Veyl yechimlarini toping.
c) 777;+(A), m~(A) Veyl-Titchmarsh funksiyalari bo'yicha 

Mu (A), Mi2(A), Мг2(А) funksiyalarni toping.

funksiyani toping.
e) Spektrini, xos qiymatlarini va xos funksiyalarini toping. 
Yechish. a) Ushbu

funksiyalar. bcrilgan differensial tenglamaning ycchiinlari bodishi 
va ular ushbu

7-§. Masalalar yechish namunalari

1-masala. Ushbu

-y "  -  -p j-y  =  Ay, -00 < ж < oo,

y\ (ж, A) =  cos y/Xx — thx

У2 (х, A) =  л/А sin \f \x  — thx cos y/Xx

2/i ( 0 )  =  1 ,  y ; ( 0 )  =  0 ,
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2/2(0) — 0, 7/2(0) — А 4-1, 
boshlangdch shartlarni qanoatlantirishi osongina tekshiriladi. Л Ф 
- 1  bodganda bu yechinilar chiziqli erkli bodadi. Bu holda

@{x, A) =  cos \/Xx — thx

(p{x, A) A sin \/Xx
A + 1 y/x 

bodadi. A =  —1 bodsin. Bu holda

sin \/Xx
~ 7 x ~ } '

thx cos v/Ax.

у i (Xj — 1) =  cos ix — thx- sin ix =
г

+ eJ — thx- 
2  1 2 i

У2 (х)— 1) =  0 bodadi. yi(a*) =
bodmagan yechimni tuzish uchun Vronskiy determinanti x ga 
bogdiq emasligidan foydalanamiz:

le" shx 1= chx  —shx =c/2 x chx
—— yechimga proporsional 
chx

Ш У
y[ y' =  1,

у chx +  у shx =  ch2x,
, ch2x 4-1 (ychx) =    ,

i i x с
V = 2ShX + 2 +

Bu yerda с =  0 deb olamiz. Bu yechim uchun ushbu 7/(0) =
0? ?/(o) =  1 boshlangdch shartlar bajarilishi ravshan. Demak,
A =  — 1 bodganda

e x̂ ,~ ^  =  d ^ ’ 
bodar ekan. Shunday qilib,

^ x ' ^  =  \ i k + \ shx'

в(х, A)
cos y /X x - th.xS- ^ h ,  А Ф - \ ,

1
chx1

v/A
A = —1



i f (x t A)

Л sin \/~Хх 1 j -
_  )  л Т Т ~ 7 Г ~  ~  x T i th x co sV X x ' А  *  ~ 1' 

+ \ sh x ' A =  - L
b) Butun o'qda berilgan Shturm-Liuvill masalasining Veyl- 

Titchmarsh funksiyalari va Veyl yechimlarining ta’rifiga ko‘ra 
ushbu

ф+ix, A) =  6(x, X) + ra+(A)y?(x, Л) E L2(0, oo), (Irn(A) ф 0), 

ф-(х, X) =  0(x, A) + m~(\)ip(x. A) € L2(—oo, 0), ( Im(A) Ф 0), 
shartlar bajarilishi lozim. ф±(ху A) yechimni quyidagicha yozib 
olamiz:

гр±(х, A) =  f 1 + \  cos v/Ax-f

Am±(A) \  sin y/Xx
+

V a

ЧК1+̂ ) +̂ ( ^ - Ч Р л+
(5.7.1)

Agar biz Im y/X > 0 va elŷ x 6 L2(0, oo), e“,v̂ r ^ £ 2(0, oo) 
bodishini hisobga olsak, ^+(x, A) E L2(0, oo) sliart bajarilishi 
uchun (5.7.1) tenglikda oxirgi qavs x —» oo da nolga intilishi 
kerakligi kelib chiqadi:

1 Л  m+(A)\ 1 /  Am+(A) \  ,
г { 1 +  Т п ) - ^ Д { - T T - ’ J - 1  <5'7'2>

(5.7.2) lenglikdan m+(A) funksiyani topamiz:

1 ( \ i т + (ЛЛ  , ®v/ A m + (A) 1
2(>1 +  T T r j + T T r -  + w j - 0'

+М^ - Н  iy/X 4- 1
m (A)-XTT -  — S7T'
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+ /  \ \ . А + 1772 (А) = г~ ^ д -  (5.7.3)

[5.7.3) ifodani (5.7.1) tenglikka qo'yamiz: 

ф+(х, А) = 1 +  —7=thx ) cos \/А.т +  (г\/Л — thx)— 
v A  У v  Л

=  ^1 +  =thx^ cos х/Л.т +  г ^1 4- -̂ =£/г.г*̂  sin \/Ах,

•0+(;г, А) =  ^1 + —j= th x j е1̂ х. (5.7.4)

Agar biz е~г̂ х G L2(—оо,0), ^ L 2(—оо, 0) bo'lishini
hisobga olsak. (5.7.1) tenglikdan quyidagilarni topamiz:

m~(\) =  (5-7-G)

Л) =  ( l  -  — t/г.г) e " ^ 1. (5.7.7)

ra

. . 1 \/A —iy /\
A/ц (A) =

m +(A)-m -(A) 2t(A + 1) 2(A + 1)

o,
2 m~(A) — m (A) 

m+(A);n~(A) _ (A + 1)2 -г у ^  -г(Л + 1) 
22i J “ m+(A) -  m -{A) ~ A ' 2(A + 1) 2\/A

bo‘ladi.
d) Agar A < 0. A ^ - l  bo‘lsa,

Im {Мц(А)} =  0, Im {M i2(A)} =  0, Im {A'/^A)} =  0, 

bo‘ladi. Agar A > 0 bo‘lsa,

Im (Mii(A)} =  Im {M22(A)} =  “ 7“ ^" ,
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res Мц(A) = lim (A ■+ = “»A=-1 m J a-*-i 2(A +1) 2’

resM22(A) = lim A—  ̂= 0.A=0 v j A-»0 2(A + 1)
Endi spektral matritsa-funksiyani topish uchun quyidagi formu-
lalardan foydalanamiz:

A
£(A) = --lim I  Im {М ц ( х  + iy)}dx ,

7 г у - * о у
о
A

77(A) = -  lim / Im {M n ( x  + iy ) }d x , тгу-юу 
о

A
£(A) = --lim / Im {M22(z + iy)}dx.

7ry->oj
о

Bularga ko'ra 77(A) = 0, A € Л1. Agar A > 0 bodsa.

0 4 ' 0

v'A
= -  [  (1 -  }  -)dx = -a/A -  -  arctg vT,

7Г J X 2  +  1 7Г 7Г
0

bodadi. A =  — 1 va A =  0 nuqtalardagi chegirmalarni hisoblaymiz:

t  =  X 2

dt = 2xd.x

sTx
= -  [  (x2 + 1 )dx + -y/x ,

7 T J  37Г 7Г

542



bo'ladi. Agar A <  О, А ф - 1  bo'lsa, Im{A/„(A)} =  0 va 
res Мц(А) =  j  bo'lgani uchun £(0) =  0 ekanligini hisobga olib,

€(A) =
- j .  A < - 1,
U, - 1  <  A <  0,

-  y/X -  — arctg ч/А, Л > 0,7Г 7Г
bodishini topamiz. Л <  0 boiganda Ini (Л/22(А)} =  0 boiishidan 
C(0) =  0 normallashtirish shartini inobatga olsak, ushbu

0, A <  0,

a X ) = <  A > 0,
о7Г 7Г

tenglik kelib chiqadi.
e) A > 0 bodganda ushbu

Q(x, A) =  cos y/Xx — t/i.rsin \/A.t

(p(x, A) =
A sin \/Aa: 1 cos v/Arr,

A 4-1 УЛ A + 1 
yechimlar chegaralanganligi va Zr(—oo. oo) fazoga tegishli 
bodmasligi ravshan. A =  0 bodsa, bu yechimlar quyidagi 
ko‘rinishda bodadi:

6(x, A) = 1 — xthx, </?(£, A) =  thx.

Bu yechimlardan bittasi ip(x, A) =  thx chegaralangan bodib, u 
L2( —oc. oo) fazoga tegishli emas. Agar A < 0, A ^  — 1 bodsa,

6(x, A) =  chy/\X\x — thx—^ 0  ,
V |A|

***■A) =  ~  r r f ' " *  ' /r a * '
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yechimlar chegaralanmagan. Bu yechimlarning noldan farqli chi- 
ziqli kombinatsiyasi ham chegaralanmagan bo‘lishi ravshan. Agar 
Л =  —1 bo'lsa,

9(x, —1) =  G L2(—oo, oo) 
chx

bo:lib,

yechim chegaralanmagan. Demak. Aq =  — 1 xos qiymat ekan. Nor- 
mallovchi o'zgarmasni hisoblaymiz:

a° =  /  ж Лх = thA-
9oo

Shunday qilib, berilgan masalaning spektri E  =  { -l}u [0 , oo) 
to‘plamdan iborat ekan.

2-masala. 5ft(A) =  A ^ ^  spektral
CW J

matritsa-funksiya berilgan. Bu yerda
1
9, A < —1,

0, — 1 < A < 0.

—л/А — — arctg V a, A > 0,

C(A) =

7Г 7Г

7 7 (A ) =  0 , A G Л 1,

0, A < —1,

—Vw  +  - V \ ,  a >o.
37Г 7Г

Quyidagilarni toping:
a) Rofe-Beketov teoremasidagi M \2 {z), M-n(z)

funksiyalarni toping va Rofe-Beketov ayniyatini tekshiring.
b) Мц(г), M\2 {z), Мг2(г) funksiyalar bocyicha 7ti+(A), 

m ~(A ) Veyl-Titchmarsh funksiyalarini toping.
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с) пгг{А), т (A) bo‘yicha Roffe-Beketov teoremasidagi
p+(A), p-{A) spektral funksiyalarni toping.

Ycchish. a) £(A), 77(A), ((A) bo‘yicba ЛГц(г), А/]2(г), 
M22W  funksiyalarni topamiz. Buning uchun ushbu

-ос -O O

oc

м ф )  -  j  ( ~  +  i r ^ ) dc(A) +

M‘>o(z) =  —zyfz +  o(l); 2: +ZOO,

formulalardan foydalanamiz. Bunga ko‘ra
0

Mn(z) =  j  - L ^ A + l ) - ^ -
— X

ОС

+ [  — d(—\/A — —arctgVA) =J Z  — А 7Г 7Г
0

=  -  [  ~^— 5{X +  l ) d A + — J  —l—  (~ ^ = ~  -7—7  • ^ A  =  
2 /  2: -  A  '  7Г J  z — X \2y/X A  +  1 2y/xJ

- o c  0

= 1 1 _  _i_ ?  V a
2^ + 1 2тгJ  ( A - 2)(A + 1)

0
Bu ycrda 6(A) -  Xevisayda funksiyasi.

Oxirgi integralni chegirmalar yordamida hisoblaymiz. Buning 
uchun ushbu

/(A) =  (A — z)(A + 1)’ 
funksiyani quyidagi kontur bo'yicha integrallaymiz.
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4~rasm.

Koshining chegirmalar haqidagi teoremasiga ko'ra quyidagi 
tenglik o'rinli bodadi:

I  f( \)d \ + j  f ( \) d \+  J  f{X )d\+  j  f(X)dX =

c* >Tu 'h
= 2m( res /(A) + res/(A)). (5.7.8)

A = - l  . A—2

Agar ushbu
J  f(X)d\ =

C r  '

2tt______ _
f  , „  ,  ; iReadt-=0 ( -> 0, {R ->  oo),J  (Re'> -  z)(Re’> + 1) = \ ^ / r J
0 ‘

г



munosabatlarni hisobgaolsak va (5.7.8) tenglikda R  -+ oo, e —» 0 
da limitga o'tsak,

oo
2 I f(X)dX =  2m I — -  +  ^! |  f(X)dX = 2тгг

1 +  г 1 +  г

:clib chiqadi. Bunga ko;ra
oc 

/
Demak,

y/Х  f  1 +  г\/Л
=  7Г

( Л  — ^ ) ( Л  Ч - 1 )  l  г  +  1 
о 4

ж ,  . 1 1  1 1  +  i y / z . i y f z

Мп =
2 г  +  1  *2 2  +  1  2 ( я  +  1 )

Endi Moo(z) ni hisoblaymiz:
00 ’

-  /  ( + i  -  + )  + d / i ) " + “ ’u

1 7  (A *  +  1)(A +  1)=  / ----------——'-=d\ +  a.
2tt J  (A2 +  1)(A - z ) V x

Oxirgi integralni ham oldingi konturdan foydalanib hisoblaymiz. 
Bu holda „ w, .

/(A) =  (Лг +  1)(Л + 1)
(A2 4- 1)(A — z)V~X’ 

deb olsak, ushbu

I  f(X)dX +  j  f{X)dX + J  f(X)dX+ J  f(X)dX =

cr c‘- m * ■ 'h
=  27ri(res/(A) + res /(A) +  res/(A)), (5.7.9)\=i A=-i A = z

tenglik hosil bo‘ladi. Bu holda

j /(A)rfA 
Ся
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[ {Rzelt 4- l)(tfelt + 1)гЯей , л /  l \
/  (JPe“  + !)!№ ' -  г ) Л я  '  " =  ( , 7 l )  (Я ° ° )’

[  Л А)Й -  } ± ! £ ± Ш * 2 ! $  , 0 (уг) о, (Е О),
J  J (е2е-11 +  1)(Ееи — £\^ГЁеЛ =

2тг

res/(Л) =А=1

res /(А) =

(e:2e2l/ 4- 1)(ее** — г)у/Ёеъ

т \ , ь  =  - / ( A ) i^ ,
(zz 4-1)(г 4-1) (гг 4-1)(г 4-1) 1

И * ™ -  2 г ( г - г ) ч Л  ~ - 2 ( 1  -  z z ) ( i g )

(—гг 4-1)(—г 4-1) (—гг 4 1)(—г 4-1) _  1
л— Г ' ' —2г(—г -  г ) / = 5  -2 (1  -  t z ) (^ $ * )  \ /2 ?

г / \ \  2  +  1

S /(A) = “у Г
Bu munosabatlarni hisobgaolib, (5.7.9) tenglikda R  —» oo, e -4 0 
limitga o‘tsak,

(X)

/ (Лг + 1)(Л + 1) JA =  j ^ + I
(A2 +  1)(A -  z)\/A

U
kelib chiqadi. Bunga ko‘ra

, г / x i z + 1М22(г) =  —-• -7 r  + a ,

boiishini topamiz. Bu tenglikdan, xususan.
2  __

•̂ 22(2) = —2 “b ^ o(l), 2 —̂ 4-zoo,

kelib chiqadi. Demak, a =  0 ekan, ya’ni

Г ^ Г
Endi Rofe-Beketov ayniyatini t.ekshiramiz:

M „ ( , ) M 22( 2 )  -  M f 2 ( 2 )  =  ^ T )  • - 0  =  4



+ М Ч  ^ 1 2 ( A )  +  *  _ /xx M n { \ ) - k
m W  =  —  г г  / \ч  m ( л ) =  - \T7V\ > Мц(Л) M u {\)

formulalarga oldingi bandda topilgan ifodalarni qo'yamiz:

b) Ushbu

m+( Л) = m (Л) =  —
г(А -f-1)

y /\ ' K ' лД 
с) m+(A) funksiyani qutb maxsusligi bo'lmagani uchun

' 1 A +  l
p'+(A) =  -  Im {m+(A)} = < 7Г \/A

0,

A > 0, 

A <  0,

A ^  +  V a , a >  o,
p+( A) =  Зтг тг

0, A < 0,
bo‘ladi. (—oo,0) oraliqni x =  — t almashtirish yordamida (0, oo) 
oraliqqao'tkazib olamiz. Bunda hosil bo‘ladigan masalaning Veyl- 
Titchmarsh funksiyasi (—m“(A)) bo'ladi. Biz qarayotgan holda 
—m“(A) = m+(A) bodadi, ya’ni />-(A) ning liojati yo‘q.

3-masala. Ushbu
2

- У  + ■y — Ay, —oo < x < oo
(M + 1)2

Shturm-Liuvill masalasi uchun quvidagilarni toping:
a) 0(0, A) =  1, 0'(O.A) =  0, ^(0,A) =  0, <p'(0,A) =  1 bosh- 

langdch shartlarni qanoatlantiruvc-hi yechimlarni toping.
b) m+(A), m~(A) Veyl-Titchmarsh funksiyalarini va^_(rc, A), 

ip-(x.X) Veyl yechiinlarini toping.
c) m+(A), m”(A) Veyl-Titchmarsh funksiyalari bo‘yicha 

itfu(A), M12(A), M22(A) funksiyalarni toping.

d) 3£(A) = ( ?/̂ x | , A € R l spektral matritsa-
V 'n(x> c w  /

funksiyani toping.
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e) Spektrini, xos qiymatlarini va xos funksiyalarini toping. 
Yechish. a) 1) Uslibu

/ \ \ rr 1 sin VXxyi(x,X) =  cos v Ax------------------------ ,
x +  l  s/A

y2(x, A) =  Vx sin y/Xx +  — — cos V \x
Ж +  1

funksiyalar

// 2
y + X y =  (x +  l f y' 0 < ж < о °  

differentsial tenglamaning yechimlari bodishi va ular quyidagi

,  1/1(0) -  1 , y'li0) = - 1  

2/2(0) =  1, 2/2(0) =  A -  1
boshlangdch shartlarni qanoatlantirishi osongina tekshiriladi. 
А Ф 0 bodganda bu yechimlar chiziqli erkli bodadi. Bu holda

A/ Л  , 1 \  cos\/Ax Л  A — 1 \  sin \/Ax
ф , А )  = , ( л  - 1 + i T I j  —  +  ( л  -  —  j  - 7 7 r ,

,  лч Л  1 A sin\/Ax x cosVXxф ,  A) =  (A +  —  j  - д -  -

bodadi. A =  0 bodsin. Bu holda

V {x + i y V’

(x +  1) V  -  2y =  0

Eyler tenglamasiga ega bodamiz. Bu tenglamaning umumiy yechi- 
mi

j/ =  Ci(a: +  l)2 +  c2— — ■ x -Ы
bodadi. Endi 0(x. O) va <̂ (x,0) yechimlarni topamiz:

6>(a:, 0) = |(ж + I)2 + | -
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' ' 5 ; 3 V"  ‘ t* 3 х  +  1

К - + 1)2 +  !ш . A =
f  \  1  i l  ̂ cos \/X c  i ( \  А -  П  sin \f\x \ j l  П
\A ~ 1  +  z+i) - j t ~ +  И  “  ш )  ~ Т 7 Г '  A  ^  u >

Shunday qilib, x  >  0 da

6(x, A) =

<p(x, A) =  < 3(Г 1)2 Л °>
I .-c cos v  A;c , ( \  i 1 A sin VXx \  _ /  n
t Г ” + к л +  ш )  ~ 7 Г ’ л *  u-

2) Ushbu

/  n ' /г  1 sin y/Xxуi(x, X) =  cos v Ax   7=—,
x — 1 у  A

?/2 (ж, A) =  \/Asin \/Xx -I-----—r- cos \/Xx
X — 1

funksiyalar
2

У +, Ay =  -цдУ» — oo < x < 0 

difForentsiai tenglamaning yechimlari bodishini va ular 

yi(0) = 0, y'i(0) =  l, I 

У з ( 0 )  =  - 1 ,  1/2(0) =  A - 1 
boshlangMch shartlarni qanoatlantirishini ko'rsatish mumkin.
А Ф 0 bodganda bu yechimlar chiziqli erkli bodib, ular

(  1 \  cos yfXz Л  A — 1 \  sin y/X{—x)
в{х.Х)= A —1 + — —  — —  + A '

¥>(*,а)= ( a + z t 7 i )

koTinishda bodadi.
Endi A =  0 bodsin. U holda

—x -t- 1 /  A \  — x +  1  у A v / A
1 \  sin y/Xx x cos yf\x

y/X ~'x + 1  A



yoki

Eyler tenglamasiga ega bo'lamiz. Bu tenglamaning umumiy j'echi- 
rni !

у =  Ci(ж -  l )2 + c2------
X  — 1

Bu ycrdagi C\ va C2 o'zgarmaslarni topish uchun

0(0, A) =  1, 0'(O.A) =  O, <p(0,A) =  0, A) =  1 

boshlangdch shartlardan foydalanamiz:

0 ( x , O )  =  ^ ( ж  -  l ) 2

(:г -  1 )2y" - 2 y  =  0

3V ; 3 x - V
.0  1 1<̂ >(:r,0) = - - { x -  1) - -3V ' 3 x - 1

Shunday qilib, biz izlagan yechimlar .г- < 0 da

| ( * - l ) 2 - § - 4 r  Л =  °-
6(x. A) =  {

+  A ^ o ,

1

<p(x; A) = -Ка;- 1)2-5'^тт- A = 0-
^.со^лх + (a _ _i_) ^  A ^ 0

ko‘rinishda bodar ekan. x € (—oc, oo) bodganda в(х, A) va 
ip(x, A) yechimlarni quvidagicha tasvirlash mumkin:

| ( M  +  i ) !  +  I h U .  *  =  »•

(KW  + 4 !  -  i iA j  ) “«“ *. л =  0'

6(x, A) =  <

ip(x, A) =
x  cos у  Ад 

| z |+ l  A
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b) Butun oqda berilgan Shturni-Liuvill chegaraviy rnasa- 
lasining Vcyl-Titchmarsh funksiyalari va Veyl yechimlarining 
ta’rifiga ko;ra ushbu

•ф+(х, A) = 0(x, A) + m +(\)ip(x, A) e L 2(0, -oo), Im А Ф 0,

ф-(х, A) =  0(x, A) +  m~(X)<p(x, A) € L 2( - oo, 0), Im А Ф 0

shartlarning bajarilishi lozim. Endi ip±{x,X) yechimlarni 
quyidagicha yozib olaniiz:

(  1 -  m±( \)x \ cos \/Ax
I + , j — r _ +

+ ( Am* (A) +  A +
m±(A) -  A + l \  sin y/\x

x 4-1 /  Xy/X
A _ 1 +  i-m * ( A K | + 

X +  1

+  * ( A m ±(A) +  л +  1 e^ +
2 i A / X  V  x +1 J  J

X + 1

1 ( Am* (А) +  Л +  m±(X) X— ■)  }  e - ^ .  (5.7.10)
2iX\/X\ *̂ +  1

Agar biz Im y /\ >  0 da els/Xx E L 2{0, oo), e_,v̂ x ^ L“(0, oo) 
bodishini hisobga olsak, ip+(x, A) E L2(0,oo) shart bajarilishi 
uchun (5.7.10) tenglikdagi oxirgi qavs x —> oo da nolga intilishi 
kerak. Shuning uchun

_ L  (a _ 1 -  m + ( A ) )  -  ( A , n + (A ) +  Л ) =  0. (5.7.11)

Bundan m + (A ) funksiyani topamiz:

m +(A) =  (5.7.12)
A +  I
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A) -  ( у У  + (xV l)(A  + 1))  ^ ^

kelib chiqadi. Xuddi shunday, Im \/A >  0 da

е~1уДх e L2{-o 0, 0), eis/lx ф L2(-oo: 0)

bodishini hisobga olsak. u holda (5.7.10) tenglikdan quyidagilarni 
topamiz:

m (A) =  —

(5.7.12) ifodani (5.7.10) t.englikka qo'ysak,

A + 1  '
i\/X x

c) Mn{A), i\/i2(A),'M22(A) funksiyalarning ta’riflariga ko‘ra
1 1 г А ч/А +  1

Mu( A) = 7n+(A )-m “(A) 2 A2 — A + 1
_  1 m +(A) +  m-(A) _

Mu[X) ~  2 m+(A) -  m-(A) ~
т +(А)?иг(А) 1 г А\ / А- 1

M22(A) 2 A + 1

d) Agar A < О, А ф — 1 bodsa,

Im{Mn(A)} =  0, Im{M12(A)} =  0, Im{M22(A)} =  0 

bodadi. Agar A > 0 bodsa,

Im {A/ц (A)} =  - ^ 9ЛЧ? ,  Im (M22(A)} =  -• ^2 A2 — A + Г  2 A + 1
1 j

bodadi. A =  — 1 va A = -----   nuqfcalardagi chegirmalarni
hisoblaymiz:

r, , , \  ,■ / \ 1 + г\/Зч iX\[X + 1 _ nres Mii A) =  — lim (A   — )   •->=   . 7=7 —
v l+iy/S 2  2(A  -  i± | ^ ) (A  -  >
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я  г  / \ \  1 - / \  1 i A  гЛ\/Л +  1res Мп(Л) =  -lim  (Л  — )-------------- -= =  0.
А=ь ^  2- 2(Л -  ^ ) ( Х  -

res М2г =  -  lim (А + =  0.А=-1 А-+-14 2(А + 1) .
Endi spektral inatritsa-funksiyani topish uchun quyidagi

Titchmarsh-Kodaira formulalaridan foydalanamiz:
л

f(A) =  — lim /  Im {M u {x +  iy)}dx,
7 iy - *Q J

о
л

77(A) =  —lim /  Im {M\o(x 4-'iy)}dx,
7 n i-> Q J

о
A

C(A) =  - - l im  I Im {M^{x +  iy)}dx.
7Ty->Q j

о
Bularga ko‘ra 77(A) =  0, A € J?1. Agar A > 0 bo'lsa, u holda

»»- b I  ̂ ттл - { =
0 k J 0

=  l ' rx  +  ^ V z j  ( f  +  i - ^ з  “  t T y + T l )  ф  +  ^  =

1 / -  1 . A -  \/3A +  1
= -  V A + -----7= In----------7= ----- .

7Г 27г.\/3 A + v3A +  1

((A) =  7 -  /  ^ 7 -da; =  ^->/A3 -  -\ /A  +  i  arctg \/A.
' 2тг./ X +  l 37Г 7Г 7Г

0
Agar A <  0 bo‘ls&, Im {Мц(А)} =  0 bolgani uchun, £(0) =  0 ni
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А < О,
А — л/ЗЛ + 1 \ лу». , ̂  in —-------------- , Л > U,

тг 2тг v3 Л + \/ЗА + 1
tenglikni topamiz. А < 0 bo'lganda 1гп{М22(А)} =  0 bodgani 
uchun. ((0) =  0 normallashtirish shartini inobatga olsak, ushbu

f 0, A <  0,

С(Л) =  \  1 у д з  _ I j x  +  hortgy/X, A > 0,
 ̂ 37Г 7Г 7Г

tenglik kelib chiqadi.
Shunday qilib, berilgan masala faqat uzluksiz spcktrga ega

bodib, u E  =  [0, oo) to'plamdan iborat ekan.

4-masala. 3£(A) =  ^ ^(\) £(A) ^  ̂ ^ ^
matritsa-funksiya berilgan. Bu yerda

0, A <  0,

7Г 27гл/ 3 A -b v3A -Ь 1

77(A) =  0, A 6 if.1,

0, A < 0,

^  ~   ̂ J -У л з _  - y / \  +  —arctgVx, A >  0.
37Г 7Г 7Г

Quyidagilarni toping:
a) Rofe-Beketov teoremasidagi Mn(z), A/]2(2), ^/22(2)

funksiyalarni toping va Rofe-Beketov ayniyatini tekshiring.
b) M n{z\ M i2{z), M22(z) funksiyalar bolyicha 

m+(A), m"(A) Veyl-Titchmarsh funksiyalarini toping.
c) m+(A), m_(A) bo'yicha Rofe-Beketov teoremasidagi

p+(A), (A) spektral funksiyalarni toping.
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Yechish. a) Berilgan £(A), 77(A), С (A) funksiyalar bo'yicha 
M\\{z)) M i2(z), Mo2(2) funksiyalarni topamiz. Buning uchun 
ushbu

A *  f  \  _  /*

A’
M

» - №
- o c  -0 0

00

М ф )  = j  { — j  +  dC(A) + a,
—OO

2  __

7 V /2 2 (2 ) =  —  - \/~ Z  +  o ( l ) ,  2  - >  + 7 0 0

formulalardan foydalariamiz. Bunga ko‘ra

л г / \ f  1 ,, 1 /г  1 A — \/3A + LMu(2) =  /  -d (-v A  H-7= In 7= -------------- ) =
ilw  J  z - А 7Г 27rv/3 A +  \/3A + 1

-00
00

r _J_ f  An/A
2 t t 7  (A — 2)  (A2 — A + 1 )

0
Oxirgi integralni chegirmalar yordamida liisoblayrniz. Buning 
uchun ushbu

m -  ^(A -  z)(A2 -  A +  1) 
funksiyani 4-rasrndagi kontur bolyicha int.egrallaymiz.

Koshining chegirmalar haqidagi teoremasiga ko'ra quyidagi 
tenglik o!rinli bodadi:

J  f{X)dX + J  f{X)dX +  J  f{X)dX +  J  f{X)dX =

c* c‘ rn,c ' L

=  2жi (  res _/(A) +  res _ /(A) +  res/(A)) . (5.7.14)

Ushbu
\ l + i  v/3 \ 1—*\/3 <̂ =A =  и А — й*—

/ f(x)dx =
CR
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—7Г

=  / ( Я ^
Яе'(\/Яет ,, ,г Re clt =z)(R?e2H -  Яе* + 1)

— 2  О, {R -> оо).

2
/  /(A)rfA = I £е'1^  ie cudt

(ё ей — z)(e2e2it — еей + 1)
Зят
=  0 { е \/е ) —у 0 , (е  —> 0 ).

/ ( a ) ! /rc =  - Д А % >

l i sJ W  =  - 2  _ ^ +  р  лД / / ( Л )  =  У 3 ( 1  +  г л / 3 - 2 г ) ’

2
res /(А) =  —р- т= -

л=1^5 >/3(1 — гл/3 — 2z)

munosabatlarni hisobga olsak va (5.7.14) tenglikda R  —> 
e —» 0 limitga o'tsak,

o c

2 I f(X)d\ =  2m ( , Z ~̂Z- -- +  —7=— —7=— — +
2 2 -  2  -b 1 > /3 (1  +  г V o  -  2 г )

2
+-

>/5(1 T *\/3 -  2z) 
kelib chiqadi. Bunga ko‘ra

ex

Jvr-y/x (  l +  izy/z
aX =  7Гг)(А + 1) V* 2 “ - + 1/

Demak,
1  i z y f z  - b  1



= /  ( a 2t t  -  r h )  d[h ^ ~
0

 - 7= + -  arctg VX) +- a =
7 r v A  tt

1 7 (Az + 1)A\/A
2ttJ  (А2 + 1)(А-г)(Л + 1) + a '

0
Oxirgi integralni ham oklingi konturdan foydalanib hisoblaymiz. 
Bu holda

, _  ( A ^ -M ) A n/A
J[ } (A2 +  1)(A — *)(A + 1)

deb olsak, ushbu

I  f(X)dX +  I  f(X )d\+  j  f{X)dX +  J  f(X)dX =

Cr Cc 'Яг ‘L
= 27r«(res/(A) + res /(A) + res/(A) -I- res /(A)) (5.7.15)

A = j  \ ——г X = z  A = — 1

tenglik hosil bo‘ladi. Oxirgi tenglikning chap tarafidagi integral- 
larni quyidagieha baholaymiz va o:ng tarafidagi /(A) funksiyaning 
chegirmalarini hisoblaymiz:

J  /(A)dA =
C/i

J  (Rzeu +  1 )ReilVRe'l
~  J {R2e2it + l)(ReH -  z)(Reu +  1) * “

0

= Q  (^ = p ) - * (R  - » 0°).

J  f(X)dX =
G-:

Endi М 22(2 ) ni hisoblaymiz:

559



1
f  (e zeu +  1)£ eil J s e i ^

J  (s*e*‘ +  l)(ee« -  z)(£eu + i f  °- °)'

л=/^  ̂ 2i(i — z)(i +  l) 2(< — z)(i +  1) 4

f / A > + 1 ) \ / —I  __ ~ г ( г  +  г ^ 7 ?  _  г у / 2

A  — 2г(—г — г)(—г + 1) 2(г + 2)(г —1) 4

= 7 Т 1 !
п \ \  -  -  г )

л=-/() 2(—1 — г) 2(1 + 2)'
Ushbu munosabatlarni va

/ ( A ) | 7- £ =  - / ( A )

ni hisobga olib, (5.7.15) tenglikda limitga crtsak 
00

/
(Лг + 1)Лл/Л = z^z i ( l  -  z)  _  is/2,

(А2 + 1)(A — г)(Л + 1) 2 + 1 2(1 +  2) 2
0

kelib chiqadi. Bunga ko'ra
1 Azyfz l - г  \/2

м ф )  =  - 3 (7 ^ 1  -  +  T } +  a

bodishini topamiz. Bu tenglikdan

M 22( z )  =  ~ y / z  — \  — - y  +  a +  o ( l ) ,  2  —*■ -И 00Z “i ^
kelib chiqadi. Demak, a =  £ + ^  ekau, ya’ni

1 xz>J~z + 1
MvXA ~  “ 2 ' T + l - '

Endi Rofe-Beketov ayniyatini tekshiramiz:
j, r / \ \ /г /4  n r9 / \ 22 /̂2 +  1 iz s f z -  1 . 1
M n (z)M22(z) -  M t2(z) -  ' ^ 7 7 7 7  -  0 -  - 4'
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m+(A) =  - /l2(A) + К rn-(X) = MwWr . i  
1 M n(A) • m M„(A)

formulalarga oldingi bandda topilgan ifodalarni qo‘yamiz:

A2 -  A + 1 i \ y / \  -  1

b) Ushbu

m (A) = 

m-(A) =

i \y / \  -f 1 A + 1
A2 — A + 1 i \ \ f \  — 1
iXVX + 1 A + 1 

m+(A) funksiyani qutb maxsusligi bo'lmagani uchun

I I 1 Av^
p'+(A) = -  Im {m+(A)} = <тг A + l* >

7 Г 0, A < 0,

/ w  )  ^ v ^ - - \ / A  +  - a r c t g V A ,  A > 0P+W  =  S Зтг 7Г 7Г
0, A < 0.

(—oo,0) oraliqni x = — t almashtirish yordamida (0, oo) 
oraliqqa o'tkazib olamiz. Bunda hosil bodadigan masalaning Veyl- 
Titchmarsh funksiyasi (—m”(A)) bodadi. Biz qarayotgan hol
da —7?г“(А) =  m+(A) bodadi. ya’ni />_(A) ni topishning xojati 
yo'q. Aniqrogd bu holda izlanayotgan g(:r) potensial juft funksiya 
bo'ladi.

Mustaqil yechish uchun mashqlar

Quyidagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalalari uchun Vevl- 
Titchmarsh funksiyasini va Veyl yechimini aniqlang. hamda yoy- 
ilma teoremasini va Parseval tengligini yozing.

1 . Furye-Xankel qatoriga yovish 
4p2 — 1

~ V 4х2~ У =  Х У * 0 < x < o ° ’
561



а ) р >  1, b) 0 <  р <  1, р ф 1  , с) р =  0.

2. Chebishev-Erhiit ortogonal funksiyalari bo'yicha yoyish

—у" +  x у = Ay, —oo < a: < oo .

3. Lejandr ko'phadlari bo'yicha yoyish 
„ / 1 о Л . 7Г 7Г

- г /  -  ( j t g  x  +  4 j  у =  л ^> - ^ < x ' < 2 ’

» ( - * ) ■ - » ( ! ) - » ■
4. Lejandrning ergashgan ko'phadlari bo‘yicha yoyish

.. ( 1  л 1 ГП2 \  . 7Г 7Г
-V  ~  Ttgrx +  -  -  — — у = Ay, - -  <  x < -\4  4 cos2 x J 2 2

5. Chebishev-Lagerr ko'phadlari bo'yicha yoyish

-г/" +  i  -  Г )  у = Ay, o <-x <  oo .,16 4x2 2,
6. Lagerr-Sonin ko'phadlari bo'yicha yoyish

-у "  +  (x2 + “ 2“  j  3/ = Ay, 0 < ж < oo,

7. Chebishev-Lagerr ergashgan ko'phadlari bo'yicha yoyish
. ( x m2 m — .

- f a / ) + ( 4 +  4̂  +  ~~Y~  j  y =  Xy' 0 <  x <  ° ° -

8. “Vodorod atomi” tenglamasi
„ . m(m 4- 1) с. .

У +  | ------—2— -  -  T ) У -  Ay, 0 < X  < oo.
X *  X

9. Gipergeometrik funksiyalar tenglamasi x G R l
n , 2(rt -  1)(27 -  1 -  a) ch.x + 2o:2 -  47a + (1 -  27)2 _ u

-У  + --------------------------------- — о------------------------------------У ~  МУ-4 sh“ x
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a i l  — a ) '
10- ~ y +  " Г Т 2— У = Xy' x 6 R  ■4ch x

„ . A c'x Be~x
1 1 . - / + ( —Г ™7 +e~x +  l (e~x + 1)2 У  =  A t /, a; € Я1.
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