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Boris Moiseevich Levitan Ukrainaning Berdyansk shahri-
da, 1914 yilning 7 iyunida tavallud topgan. O‘rta maktab yettinchi
sinfini muvoffagiyatli tugatganidan so‘ng, Xarkov universitetining
ikkinchi kursiga o‘qishga qabul gilinib, uni 1936 yilda tamomla-
gan. U, 1940 vilda doktorlik dissertatsiyasini himoya gilgan va
1941 yilda professor unvonini olishga sazovor bo‘lgan. Asosiy ilmiy
ishlari deyarli davriy funksiyalar nazariyasi, umumlashgan silji-
tish operatorlari nazariyasi va differensial operatorlarning spektral
nazariyasi hamda uning tatbiglariga bag‘ishlangan. Eng mashhur
bo‘lgan ishlaridan biri, 1951 yilda, I.M.Gelfand bilan hamkor-
likda yozilgan, ikkinchi tartibli differensial tenglamani spektral
funksiyasi bo‘yicha tiklashga oid ilmiy ishidir. Ilmiy faoliyati,
oldiniga Xarkov universiteti (1938-1941), so‘ngra Moskvadagi
F E.Dzerjingkiy Artilleriyva Akademiyasi (1944-1961), keyinchalik
esa M.V.Lomonosov nomidagi Moskva davlat universiteti bilan
bog'lig. Ilmiy faoliyati davomida 170 dan ortiq maqgolasi va 8
ta monografivasi chop qilingan. 1962 yilda Davlat mukofoti bi-
lan tagdirlangan. 2004 yilning 4 aprelida AQSHning Minneapolis
shahrida vafot etgan. Uning matematik g'oyalari mangulikka
daxldor.



Ushbu  kitobni  ustozim
B.M.Levitanning  porlog
xotirasiga bag'ishlayman.

SO‘ZBOSHI

Mazkur kitobda chekli va cheksiz oraliglarda berilgan Shturm-

Liuvill operatori uchun tolg‘ri va teskari spektral masalalarni
yechish usullari

keltirilgan, .Matematik fizikaning bir gator
masalalari

Shturm-Liuvill. operatorin.ing xos. giymatlarini va
ortonormallangan xos funksiyalarini topishga keltiriladi. Jum-
ladan, klassik matematik fizikaning asosiy tenglamalari hisoblan-
gan tor tebranishi va issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamalarini Purye
usuli bilan yechishda Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos
giymatlarini, ortonormallangan xos funksiyalarini aniglashga va
ixtiyoriy funksiyani ular yordamida Furye gatoriga yoyishgato‘g:ri
keladi. Bu yo'nalishdagi ilk natijalar D.Bernulii, J.Dalamber,
L.Eyler, J.Liuvill va C.Shturmlar tomonidan olingan. Shturm-
Liuvill operatori spektral nazariyasining asosiy g‘oyalari XX asrda
G.D.Birkgof, G.Afeyl, D.Gilbert, V.A.Steklov, E.Ch.Titchmarsh,
N.Levinson, B.M.Levitan va boshga olimlar tomonidan rivojlan-
tirilgan. 'u eu!

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining

{A,i}™~ 0 xo0s qiy-
matlari va {an}5£Lo

nofmallovchi o'zgarmaslariga yoki spek-
tral funksiyasiga, uning spektral xarakteristikalari deyiladi. Spek-
tral xarakteristikalarni topish va ularning xossalarini o'rganish
masalasiga spektral analizning to‘g‘ri masalasi deyiladi.

Mazkur go‘llanmaning birinchi bobidagi 5-7-paragraflarda

Shturm-Liuvill operatori {An,an}~ O spektral xarakteristikalari
uchun asimptotikalar topilgan. Spektral xarakteristikalar yor-
damida Shturm-Liuvill tenglamasi koeffiisiyentlarini va chega-

raviy shartlarini aniglash masalasiga spektral analizning teskari
masalasi deyiladi.



Bu sohaning kvant fizikasi, elektronika, chizigli va nochizigli
xususiy hosilali tenglamalar nazariyasi, mexanika, kristallografiya,
gcologo-razvedka masalalariga muhim tatbiqlari topilganligi bois
bu mavzu dolzarbligi yanada ortdi. Umuman olganda, teskari
spektral masalani shunday izohlash mumkin::

1. Jismning xossalarini uning tebranish chastotasidan xulosa
gilish. i}y .. "

2. Yerning tuzilishini zilzilalar natijasida hosil bo'lgan tebra-
nishlar yordamida aniglash. ;

Ushbu kitob birinchi bobining 11-12-paragraflarida Shturm-
Liuvill chegaraviy masalasi xos funksiyalarining L2[0,7r] fazoda
to'laligi ko'rsatilgan. Bu teorema ilk bor XI1X asrning oxirlarida
Wr.A.Steklov tomonidan isbotlangan.

Qo‘llanma birinchi bobining 13-paragrafida f(x) funksiyar
ga mos keluvchi xos funksiyalardan tuzilgan gator va cosnx
funksiyalar bo'yicha tuzilgan gator bir xil ma'noda yaqginlashishi,
ya:ni teng yaqginlashish hagidagi teorema isbotlangan.

Shturm-Liuvill operatori uchun qo'yilgan teskari masaialar
V.A.Ambarsumyan, G.Borg, A.N.Tixonov, N.Levinson, V.A.Mar-
chenko, 1.M.Gelfand, B.M.Levitan, M.G.Gasimov, M.G.Kreyn,
L.D.Faddeev, F.S.Rofe-Beketov, V.A.Yurko va boshga olimlar
tomonidan yetarlicha o‘rganilgan.

Teskari masaialar nazariyasining rivojiga muhim turtki bo‘lgan
ilk natija 1929 yilda V.A.Ambarsumyan tomonidan olingan.

Teorema (1929 yil, V.A.Ambarsumyan). Agar ushbu

Y'Y = Xy, afx) e C[O, ],
y'(0) = 0, yH{ir) = 0,
haqiqiy koeffitsiyentli Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos

giymatlan An = n2, n = 0,1,2,... boba, n holda q(x) = 0
bo 4adi.



Bu teorema chegaraviy masalaning bitta xos giymatlar ketma-
ketligini bilgan holda q(x) koeffitsiyentni tiklash imkoni bor ekan
degan g‘oyaga sababchi bo‘ldi. Bu taxmin noto‘g‘'ri bo‘lib chiqgdi.
Odatda, bitta spektr q{x) koeffitsiyentni va chegaraviy shartlarni
yagona aniqlash uchun yetarli emas.

Ambarsumyanning bu natijasi

muhim ekanliligiga birinchi
bollib shved matematigi

G.Borg e'tibor bergan. 1946 yilda
G.Borg Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi uchun teskari spek-

tral masalani o‘zgacha go'yish mumkinligini tavsiya gilgan. Jurn-
ladan, u Shturm-Liuvill differensial operatorini ikkita chegaraviy
masalasining spektrlari, ya'ni umumiy differensial tenglama va
fagat bitta chegaraviy shart bilan farq qiluvchi ikkita Shturm-
Liuvill chegaraviy masalasining spektrlari yordamida qurisiming
yagonaligini ko‘rsatib bergan. Demak, Ambarsum)m@nning natijasi
umumiy qoidadan istisno ekan.

Teorema (1946 yil, G.Borg). Agar Xg < Ai < ..

. < Xn< ..
sonlar ushbu
-yt 4+ ax)yY = Ay, qg{x) e C[O, ],
f y'(0) - hy{0) = 0, he R\
\ y'(mr) + Ay(tr) =0, He R1
chegaraviy masalaning xos giymatlari va ug< fi\< ... < /in< ...

sonlar ushbu

-y" +a(x)y = Ay, q{x) e C[0,Tr],

f 2(0)- hy{Q) =0, heR\
\ y'(mr) + Hy{TT) =0, Hie RL,Hi + H

chegaraviy masalaning xos giymatlari bo‘lsa, n holda Xn va fin

xos giymatlar ketma-ketligi q{x) haqiqgiy funksiyani va /i, H, AT
sonlami yagona aniqglaydi.



Keyinchalik, Borgning bu yagonalik teoremasi umumiy che-
garaviy shart holida 1949 yilda L.A.Chudov tomonidan umum-
lashtirildi.

1949 yilda A.N.Tixonov yarim o'qda berilgan Shturm-Liuvill
operatorini Veyl-Titchmarsh funksi}asi m(z) yordamida yago-
na qurish mumkinligi hagidagi yagonalik teoremasini isbotlashga
muvafFaq boddi. Veyl-Titchmarsh funksiyasi bo'yicha chizigli od-
diy differensial operatorni qurish algoritmi V.A.Yurko tomonidan
batafsil o‘rganilgan. . nm-ron-

Shturm-Liuvill operatorlari spektral nazariyasining teskari
masalasini oTganishda almashtirish operatorlari muhim rol
o'ynaydi. Ular ikkita har xil Shturm-Liuvill tenglamalarining
yechimlarini o‘zaro bogdaydi. Almashtirish operatorlari ilk bor
B.M.Levitan va J.Delsartlarning ilmiy ishlarida keltirilgan. Bu
operator ixt-iyoriy Shturm-Liuvill tenglamasi uchun A.Povzner
tomonidan qurilgan. Spektral analizning teskari masalasini
yechishda almashtirish operatorlari 1.M.Gelfand, B.M. Levitan va
V.A.Marchenkolar tomonidan qodlanilgan. Almashtirish operato-
rining asosiy xossalari qodlanma birinchi bobining 21-22 - para-
graflarida keltirilgan. - -

1950 yilda V.A.Marchenko {A n}”~ xos giymatlar va {o'#i}" =0
normallovchi o‘zgarmaslar ketma-ketligi Shturm-Liuvill chega-
raviy masalasini yagona ravishda aniglashini koasatib bergan.
Qodlanma birinchi bobining 23-paragrafida V.A.Ambarsumyan va
V.A.Marchenko yagonalik teoremalari keltirilgan.

V.A.Marchenko yagonalik teoremasi edon gilingandan keyin
spektral funksiya bo'yicha Shturm-Liuvill operatorini tiklash
masalasi dolzarb bodib qolgan.

Bu masala 1951 yilda I.M.Gelfand va B.M.Levitan tomonidan
yeehilgan. Sodigra teskari masalani yechishning Gelfand-Levitan



usuli B.M.Levitan, |.M.Gasimov va N.Levinson tomonidan
mukammallashtirilgan.

Teskari masalani yechishning bir nechta usullari bor. Bu
usullar ichida Gelfand-Levitan usuli muhim oTinni egallaydi.
Bu usulda almashtirish operatori asosiy rolni olynaydi. Usul-
ning asosiy bosqgichlaridan biri, almashtirish operatorlarining
yadrosiga nisbatan olingan chizigli integral tenglamadir. Bu inte-
gral tenglama teskari masalaning asosiy integral tenglamasi yoki
Gelfand-Levitan integral tenglamasi deb yuritiladi.

Qodlanma ikkinchi bobining 1-7-paragraflarida chekli oralig-
da berilgan Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining {An,an}£i0
spektral xarakteristikalari bo'yicha teskari masalani yechishning
Gelfand-Levitan usuli bayon qilingan.

Ikki spektr yordamida Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi-
ni qurish algoritmi ilk bor M.G.Kreyn tomonidan ishlab chigqil-
di. So'ngra bu algoritm berilgan spektrlar tilida 1964 yil-
da B.M.Levitan va M.G.Gasimovlar tomonidan takomillash-
tirildi. Mazkur kitobning ikkinchi bobidagi 8-9-paragraflarida
G.Borgning yagonalik teoremasi va ikki spektr yordamida teskari
masalani yechishning I.M.Gasimov va B.M.Levitan usuli keltiril-
gan.

1967 yilda C.Gardner, J.Grin, M.Kruskal, R.Miura zamonaviy
matematik fizikaning asosiy tenglamalaridan biri bodgan ushbu

Uf  BUILX4" fixex = 0

Korteveg-de Friz tenglamasiga qo'yilgan Koshi masalasining
yechimini Shturm-Liuvill operatoriga qo'yilgan to‘g‘ri va teskari
masalalardan foydalanib topishga muvaffaq bodishgan. Natija-
da Shturm-Liuvill operatori uchun go'yilgan to‘g:ri va teskari
masalalarni olrganishga bodgan giziqish yana-da ortdi.
B.A.Dubrovin, S.P.Novikov, V.B.Matveev, A.R.Its, V.A.Mar-



chenko, 1.V.Ostrovskiy, B.M.Levitanlar Korteveg-de Friz tengla-
masining yechimini davriy va deyarli davriy funksiyalar sinfida
topishga muvaffaq bo‘lganlar. Bunda B.A.Dubrovin, E. Trubovis
va B.M.Levitanlar tomonidan Shturm-Liuvill operatorining re-
gulyarlashtirilgan izlari formulalaridan foydalanilgan.

Shturm-Liuvill operatorining regulyarlashtirllgan izlari ilk bor
[.M.Gelfand va B.M.Levitan tomonidan hisoblangan. Differen-
sial operatorlarning regulyarlashtirilgan izlarini hisoblash usullari
L.A.Dikiy, V.B.Lidskiy, V.A.Sadovnichiylar tomonidan takomil-
lashtirilgan. Hozirgi kunda regulyarlashtirilgan izlarni hisob-
lashning bir gqancha usullari mavjud. Biz bu kitobning birinchi bo-
bida Shturm-Liuvill operatori izlarini hisoblashning B.M.Levitan
va P.D.Laks usullari bilan tanishamiz, hamda Krum almashtirishi-
ni o‘rganamiz.

Qo‘llanmaning uchinchi va to‘rtinchi boblarida yarim o‘qda
berilgan Shturm-Liuvill operatorini spektral funksiya bo'‘yicha
tiklashning to‘g‘ri va teskari masalalari o‘rganilgan va tatbiqgiy
ahamiyatga ega bo‘lgan bir nechta misollar keltirilgan.

Butun o‘qda berilgan Shturm-Liuvill operatori uchun to‘g'ri
va teskari masalalar qo‘llanmaning beshinchi bobida o‘rganilgan.

Mazkur qo‘llanmani yozishda B.M.Levitanning "O6patHbie
sagadn  [llrypma-Jluysunng” va V.A Yurkoning "Beesenue B
TEOPHIO OOPATHBIX CIEKTPaabHbIX 3ajad'kitoblaridan hamda
muallifning 1982-1993 yillari SamDU Mexanika-matematika va
1994-2007 yillari UrDU Fizika-matematika fakultetlarida maxsus
kurs fanlaridan o‘gigan ma'ruzalar matnlaridan foydalanildi.

Ushbu kitobda nazariy materiallar bilan bir qatorda mustagil
yechish uchun mashqlar hamda ularni yechish namunalari kelti-
rilgan. Mazkur qo‘llanmaning asosiy magsadi, oliy o‘quv yurtlari-
da matematika, tatbiqiy matematika va informatika, mexanika va
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fizika bakalavr yo‘nalishlari bo'yicha tahsil olayotgan talabalarda
spektral analizning to‘g‘ri va teskari masalalariga bo'lgan qizigish-
ni oshirishdan iborat:

Bu kitobdan matematik tahlil, difFerensial tcnglamalar,

matematik fizika va nazariy fizika mutaxasisligi bo‘yicha ta'lim
olayotgan talabalar va magistrantlar shuningdek doktorantlar va
ilmiy.tatqigodchilar foydalanishlari mumkin.
i -Mazkur kitob yozlishida bergan gimmatli maslahatlari uchun
0 ‘zR FA akademiklari Sh.A.Alimov va M.S.Salohiddinovlarga
hamda kitob matnini. tahrir gilishda bergan yordamlari
uchun shogirdlarim A.B.Yaxshimuratov, U.A.Xoitmetov va
<A.A.Reyimberganovlarga samimiy. minnatdorchilik bildiraman.
Kitobxonlarning kitob to‘g‘risidagi tanqidiy fikr va mulohazalarini
mamnuniyat bilan gqabul gilaman.

ahasanov2002@Tnoil.ru , Muallif
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KIRISH

1. Tebranayotgan tor va Shturm-Liuvill tenglamasi.
Dastlab biz ikki uehi mahkamlangan tor tebranishi jarayoni-
ning matematik modelini gqanday qilib Shturm-Liuvill chegaraviy
masalasiga kelishini tushuntirishga harakat gilamiz.

Faraz qilaylik bizga x = 0 va x = [/ nuqtalarda Ox o:qi
bo'yicha gattig mahkamlangan, ogdrligi torning tarangligiga nis-
batan e’tiborga olinmaydigan. t = 0 vaqtda tinch bo‘lgan Ox ab-
sissa o'qida joylashgan tor berilgan bodsin, Tor deganda egishda
garshilik ko'rsatmaydigan, ammo cho'zishda qarshilik koTsatuv-
chi elastik ip (ingichka sterjen) ni tushunamiz. Tor shunday gattiq
jismki, lining uzunligi boshga odchovlaridan anchagina ortiq. Tor-
ga ta’sir qilib turgan T(x, t) taranglik kuchi yetarlicha katta deb
faraz gilamiz. Shu sababli torning egilgandagi garshiligini tarang-
ligiga nisbatan liisobga olmasa hain bodadi. Absissasi x bodgan
nuqtadagi taranglik kuchi, o{sha nugtadagi torning grafigiga urin-
ma yo'nalishida bodadi.

Biz tor siljishi (x,u) tekislikda yotuvchi va ta'sir kuchi
Ox o‘qgiga. perpendikulyar bodgan ko‘ndalang tebranishlarnigina
garaymiz. Bu yerda u - torning muvozanat holatidan siljishini ifo-
dalaydi. n = u(x,t) siljish x va t vaqtning funksiyasidan iborat
bodadi. Agar biz yetarlicha Kkichik tebranishni garasak. u holda
u(x, t) va ux(x, t) giymatlar ham yetarlicha kichik bodib, (u'J2 ni
hisobga olmasak ham bodadi.

Tor tebranishining matematik modelini tuzish uchun
funksiyaga nisbatan differensial tenglama keltirib chigaramiz.

Torning cheksiz kichik bodagi (x,x + dx) ni garaylik. Uning
boshlangdch holatdagi uzunligi dx bodib, t vaqtdagi uzunligi esa



bo'ladi. Demak, kichik tebranisbda torning bu bo'lagida cho'zilish
bo'Imaydi. U holda Guk gqonuniga binoan taranglik kuchi t vaqtga
bog'liq emas, ya'ni T (x,t)m, T(x).

Torning (x, x+dx) bo'lagiga ta’sir etuvchi kuchlarni Ox o'giga
proeksiyalab, Dalamber prinsipiga asosan

T(x 4-dx) cosol —T(x) cosa —0

tenglikni hosil gilamiz. Bu yerdan cosa' « cosa « 1 bo'l.ishini
e'tiborga olsak, u holda T(x + dx) & T(x), ya'ni T taranglik
kuchining x ga bog'liq emasligi kelib chigadi. Demak, T(x, t) = T.

Faraz qilaylik torga T taranglik kuchidan tashgari yana
yo'nalishi Qu o‘qqga parallel F(x,t) tashqgi kuch ta’sir qilsin.
Torning (x, x + dx) bo'lagiga ta’sir etuvchi kuchlarni Ou o'giga
proeksiyasini topamiz:

T sinol —T sina 4- F(x, t)dx.

Bu yerda a va- ol mos ravishda tayinlangan t uchun AB egri chi-
zigning (x, u(x, t)) va (x+dx, u(x-fdx, t)) nuqtalariga o'tkazilgan
urinmalarini Ox o‘qi bilan tashkil etgan burchaklaridir. Nyuton-
ning ikkinchi qonuniga asosan bu kuch o‘z navbatida AB tor

bo'lagining massasi bilan tezlanish ko'paytmasiga teng bo'lishi
12



lozim. Agar p(x) - torning chizigli zichligi bo‘lsa, u holda tor AB

d2u
bo'lagining massasi pdx ga teng bo'ladi. Tezlanish ga teng

bo'lishi ravshan. Bundan
. . d2u
T sina' —T sina + F(x, t)dx = pdx-’;r,
otz

tenglama kelib chigadi.

Endi, ushbu
tga du
sma =
y/1 + tg2a tga = a?
tg o' .
sma = - g -« tga/:iu
\/1+ tg2a’ ax x+dx
tengliklardan foydalanib, yuqoridagi tenglamani quyidagicha
yozish mumkin: e pf m
du du d2u
+ F(Xx, t)dx = pdx—j-,
dx g dX
Bu tenglikning chap tomonidagi ;114
du du
dx x+dx dx’
ifodaga chekli orttirmalar hagidagi Lagranj teoremasini go‘llab,
du du d . d . . du .
- = - u{x+dx,t)--u (x,t) = — 2dx,
dx x+dx

tenglikni  topaniiz. Bundan foydalanib, oxirgi tenglmani

quyidagicha yozish mumkin:

Bu esa tor Kkichik bo'lagining ko'ndalang tebranishlarining
tenglamasidir. Bu yerda p[x) > 0 va T = const. Yuqoridagi

tenglamani ushbu =

o™ sd2u d2u



koainishda yozib olamiz. Bu yerda

VAX) = A (%) =~ _

Torga ta'sir gilayotgan tashqgi kuch F(x,f) = 0 bo'lsa, torning
erkin tebranish tenglamasi

2 dau d2u , S

P )

kelib chigadi. Biz kuzatayotgan torning ikki uchi gattig mahkam-

langan bo'lgani uchun x = 0 va x = | nuqtalarda chegaraviy
shartlar

u{o,t) = 0, wu{l.t) =0 (3)

ko'rinishda bodadi. Bundan tashqari tor tebranish jarayonini bir
giymatli ifodalash uchun go‘shimcha wn siljish va w, tczlikning
boshlang'ich vagtdagi giyma.tlarini berish zarur:

u(x,0) = a(k), ut(x,0) = 6(a). 4)
Endi (2) tenglama yechimini oczgaruvchilarni ajratish yo!li bilan
gidiramiz:

u(x,t) = p{x)ip(t) ©)
Bu tenglikning o‘ng tomonini (2) tenglamadagi u(x}t) funksiya-
ning o;rniga qo'yib,
P2(X)tp(x)ip"{t) = <p"{X)cb(r)

tenglikni hosil gilamiz. Oxirgi tenglikni

¥ (t) ©)
p>-{)ip(x)  f{t)
- ) , x"(x) o)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan — va —— miqdor-

P-(xLL x) ~ (1)

laming birinchisi t ga, ikkinchisi esa x ga bog'liq emas, ya’'ni ular
o‘zgarmas ekanligi kelib chigadi. Bu o'zgarmasni —J1orqali belgi-
lab olamiz. U holda (6) tenglikdan

ip"(x) - /P2{x)<p(x) = O, ™



- dn(b) 4-N7(*) = 0 ©(®)
tenglamalarni topamiz. Shunday qilib. (2) tenglama ikkita
tenglamaga ajraldi. Bulardan biri fagat x ga bogdiq, ikkinchisi
esa fagat t ga bogdig funksiyani o‘z ichiga oladi. (8) tenglamani
yechish oson: . -

ip(t) = C\cos Vxt 4 Cusin V\t. 9)

(9) tenglikda gatnashayotgan cos y/Xt va siny/Xt funksiyalar
davriy funksiyalar bodgani uchun tp(t) funksiya ham davriy bodib,
tq = % (J1 ® 0) son uning davri bodadi. Shuning uchun VX = ~
ga tor tebranish chastotasi deyiladi. (7) tenglama Shturm-Liuvill
turidagi tenglama bodib, u kanonik kodinishda emas. Endi (7)

tenglamada o‘zgaruvchilarni

X

) y=\{p .@

0

ko‘rinishda almashtirib,

. +[A-*0)] = o ' (1)

kanonik ko‘rinishdagi Shturm-Liuvill tenglamasiga ega bodamiz.
Bu yerda p(x) zichlik, T taranglik kuchi bilan Shturm-Liuvill

operatorining q[x) potentsial funksiyasi o‘rtasidagi bogdanish

W
formula orqgali aniglanadi. (3) chegaraviy shartlardan va (5) ham-
da (10) tengliklardan foydalanib, -

i/0) =0, ul)=0 (13)

tenglikni topamiz. (11), (13) chegaraviy masalaga kanonik ko-

rinishdagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi deyiladi. (11);
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(13) Shturm-Liuvill operatori to‘g‘'ri masalasi deganda biz, un-
ing cheksiz ko'p {A n}” xos giymatlarining mavjudligi va un-
ga mos {<pn}nLi xos funksiyalarining L2(0:1) fazoda todaligini
ko‘rsatishdan iborat deb tushunamiz. Agar torning xossalari,
ya'ni p(x) zichligi va T taranglik kuchi ma’'lum bodsa, u holda

An}~! juftliklar ma’lum bodadi va t vaqgt uchun torning lio-
latini

(0]

u(x,ty= YM*)(Cu>cos v v + Cdnsin y/xnt)

71=1
formula orgali topish mumkin.

Teskari masalada bar bir onda torning holati ma’lum
bodmaydi, ammo tebranish chastotalari {x/A”~j”~i va turli tebra-

nishlarda tor ganday tebranishi to‘g‘risidagi ma’'lumotlar masalan,
&n =

ligi izlanadi.
2.

n > I*ma’lum bodadi va torning p(x) zich-

Chegaraviy shartlar haqgida. Tor tebranish jarayoni-
ga, uning chetki nugtalarining mahkamlanish xarakterining ta’siri
muhim rol of&/naydi. Torning chetki nuqgtalari gattiq, yumshoq yo-

ki elastik mahkamlangan bodishi mumkin.

Agar torning chetki nugtasi biror v vektor yo‘nalishi bo'yicha
siljimasa, u holda torning bu chetki nuqgtasi v yo‘nalishga nisbatan
gattiq mahkamlangan deyiladi.

Agar torning chetki nuqgtasi v vektor yo'nalishi bo‘yicha erkin
siljisa, u holda torning bu chetki nugtasi yumshoq mahkamlangan
deyiladi.

Agar R = —ft/x, K > 0 reaksiya kuchi ta’sirida torning chetki

nuqtasi /x kattalikdagi masofaga. siljisa, u holda torning bu uchi
elastik mahkamlangan deyiladi.

R = -kp, reaksiya formulasi k = 00 bodganda gattiq, K =

0 bodganda esa yumshoq mahkamlanishlarni ifodalaydi. Biz tor-



ning chetki x = 0 va x = | nuqtalarini- Ox o'‘gi bo'yicha gattiq
mahkamlangan deb hisoblaymiz.

KTLU

«i

-

Endi yuqoridagi holatlar uchun tor chetki nuqtalarida paydo
bo'ladigan shartlarni keltirib chigaramiz. Buning uchun torning
0 < x < xi (X2< x < 1) kichik bo‘lagini oclamiz. Tor bo‘lagidagi
mahkamlanish tugunlarida /1(0) = — t) (R(I) = —k2u(l, t))
reaksiya va ikkinchi chetida T taranglik kuchlarini garaymiz. Bu
holda torning [0, X\\ va [X\J\ bo'laklariga ta’sir etuvchi kuchlarni
Ou o'giga proektsiyalab, mos ravishda

d~u

-Aiu(0,1) 4- T(xi) sina(xi) + F(xtt)xi- p (x )x =0

va

d2u
-k 2u(13t)+ T (x2 sina{x2) + F(x, t)(I - x2)—p(X)(I—x2~ 2'=0
tenglamalarni topamiz. Bu yerda ushbu

sina(xi) « vix(xu £), sina(xr) ~ ux(x2}t)
tengliklarni e'tiborga olib, yuqoridagi tenglamalarda mos ravishda
x\ —¥0, x2— / da limitga o'tib .. .. >m;

—Kiu(0,t) + Tu'x(0,t) = Of —k2u(l,t) -f Tu'x(l, t) = O,

i K L
chegaraviy shartlarni topamiz. Ushbu )

Ki , k2



belgilashlardan foydalansak, bu chegaraviy shartlar quyidagi
ko'rinishni oladi:

vix{0, t) —/w (0, t) = O.
uz(J, t) + Hu(lyt) = 0.

3.Kvant fizikasining Shredinger tenglamasi. Quyidagi
tenglama

h2 (g4 ad a4y\ w
-bK (3? +37?7 + a?) * - ar'
kvant fizikasining asosiy tenglamasi boiib, bu tenglamaga Shre-
dinger tenglamasi deyiladi. Bu yerda ® z.t) - zarracha
harakatini tavsiflovchi funksiya bodib, unga todqgin funksiyasi dey-
iladi, h = 2nh- Plank doimiysi, m - zarracha massasi, Ep(x,Y, z)

- potensial energiya. Agar bu tenglamaning quyidagi ko‘rinishdagi

qbf»(,y,z:,*} = 'cib/{x,ylr)\e~Tr,
yechimini izlasak, ushbu i
Ir2 ( d2ip 2o d2ip\ . X
-~ {ap N +-a0M+ 0N )+EP{X,Y'2)d = Edp’
tenglama hosil bodadi. Bu yerda E o‘zgarmas bodib, u todiq
energiyani bildiradi. Bu tenglamaga Shredingerning statsionar
(vagtga bogdiqg bodmagan) tenglamasi deyiladi. Ep(x,y,z) va

a/>(x,y, z) funksiyalar fagat x o‘zgaruvchiga bogdiq bodsa, u holda
ushbu

] -L - + E“{x XX x)= Ed{x)"
tenglamaga ega bodamiz. Bu tenglama esa, Shturm-Liuvill

tenglamasiga keltirilishi ravshan. Shuning uchun Shturm-Liuvill
tenglamasi ayrim adabiyotlarda Shredinger tenglamasi deb yuriti-

ladi. Shturm-Liuvill tenglamasining q(x) koeffitsiyentiga potensial
deyilishi ham ana shundan kelib chiqgan.
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| BOB. CHEKLI ORALIQDA BERILGAN
SHTURM-LIUVILL CHEGARAVIY MASALASI

1-§. Xos giymatlarning va xos funksiyalarning sodda

xossalari
Quyidagi masalaga
Ly = -y” +q(X)y = Ay, x € [0, 7, (1-1.1)
ry(0)cosa + y'(0)sina = 0, (112)

I y(7T) cosfi =t y'(7r)sin/s = 0,
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi deyiladi. Bu yerda q(x) e
C[0, 1] haqgiqgiy uzluksiz funksiya boTib, a va berilgan haqiqiy
sonlardir, J1esa kompleks parametr.

Agar (1.1.1) tenglamani y(0) = 0, y(m) = 0 chegaraviy shart-
lar bilan garasak, hosil bo‘ladigan chegaraviy masalaga Dirixle
masalasi deyiladi, agar y'(0) = 0, y'{ir) = 0 chegaraviy shart-
lar bilan garasak, hosil bodadigan chegaraviy masalaga Neyman
masalasi deyiladi.

(1.1.1) tenglamaning q(x) koeffitsiyentiga (1.1.1)+(1.1.2)
Shturm-Liuvill masalasining potensiali deyiladi.

Ta'rif 1.1.1. Agar J1 parametrning biror J1 = AO giymati-
da (I.1.1)-f(1.1.2) chegaraviy masala noldan fargli y(x, Jlo) ¢ O
yechimga ega bodsa, A0 songa (1.1.1)+(1.1.2) chegaraviy masala-
ning xos giymati deyiladi, y(x, Ao) yechimga esa Ao xos giymatga
mos keluvchi xos funksiyasi deyiladi.

(1.1.1) f(1.1.2) Shturm-Liuvill masalasining barcha xos qiy-
matlaridan tuzilgan to‘'plamga uning spektri deyiladi.

1-xossa. y\(x, A) va 72(-U A) funksiyalar (1.1.1) tenglamaning
ixtiyoriy yechimlari bodsin. U holda ulardan tuzilgan

Vi{x, A) 220, A)

W{yi{x, A), y2{x, A)} =
X, A) y2x, A)
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Vronskiy determinant x o'zgaruvchiga bog'liq bo'Imaydi.
Isbot. Bulling uchun ushbu

dx =0

tenglik bajarilishini ko'rsatish yetarli:

- = {Viy'i~ V'm)' =

= YIY2 ~ Y1¥2 = yi[q(X)y2- A yr] - y2blx)w - Ay,] = 0.1

2-xo0ssa. (1.1.1) tenglamaning ikki yechimi chizigli bogdiq

bo'lishi uchun ulardan tuzilgan Vronskiy determinant nolga teng

bo'lishi zarur va etarli.
Isbot. Ushbu

d [Vi{x,A)1l =

yI(x, A)yr(x, A) - yi{x, \)y'2[x, A) _
dx\y2{x,\)I

y%(Xx, A)

- _y%)-l(—,‘lA)\W {m{*> A), y2(x, A)}
ayniyatdan quyidagi

Z—/i@i A} =" Const
2(2,A
munosabatning bajarilishi uchun W {y\{x, A), 12(2,A)} = 0
bo'lishi zarur va yetarli ekani kelib chiqadi. i
3-xossa. (Grin ayniyati).
funksiyalar uchun ushbu
*

Ixtiyoriy y(x), z(x) 6 C2[0,7r]

1
A
J Lyzdx = Wv{y,z}-Wo{y,z} 4J y-Lzdx,
0 R 0
ayni)™at bajariladi.

Isbot. Quyidagi ayirmani hisoblaymiz:

I (zLy - yLz)dx =3 {z[-y" + q(¥)y] - y[-z" + q(x)z]}dx =
o 0
20



T T
\] (*"y - y"z)dx = J (z'y - y'z)'dx =

o
y{x) »z{x)
= Xr{anr} - AN
oy 700 fanr} - WOy, "}
4-xossa. Ixtiyoriy y(x), z(x) € fimksiyalar uchun
ushbu -l -’ . *

v
J Ly =z dx = B@cosa + y'(Qsin a] -[&)sina —rl(Qcos al—

—[y(0) sina —2'(0) cos a] <[£(Q) cosa + /(0) sina]+
+[t/(7r) cos p + y'(TT) sinp] <[—z(n) sinp + z'(it) cosp]+

+ [y(7i) sin P —y*(#) cosP] mz (tt) cosP + :(1m)sin/?]-hJ y =L zdx,

(14-3)
tenglik bajariladi.
Isbot. Grin ayniyatidagi W™y, z} —WO0{y,z} ifodani kerak-
li ko'rinishda yozamiz. Buning uchun quyidagi sistemani tuzib
olamiz:
( y(O)cosa + y'(0)sina = Ui,
I y(0)sina —y'(0)cosa =
y(#)cosp + y'(tt)sinP = U3
y(#)sinP —y'{n) cos/3= (/4.
va undan ushbu
" 2(0) = W\cos0OC+ U2sina,
y'(0) = Uisina —U2cos a,
y(#%) = #3cos + t/4sinp,
2'(tr) = [/3sinp —U\cos/?,
tengliklarni hosil gilamiz. Bularni Grin ayniyatiga qo'ysak, (1.1.3)
tenglik hosil bodadi.m
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Natija 1.1.1. Agar y(x), z(x) G C2[0,7r] bo'lib. y(x) funksiya
(1.1.2) chegaraviy s_rlil_artlarni ganoatlantirsa, u holda

\] Ly ezdx = J y - Lzdxy

0 0
tenglik bajarilishi uchun z(x) funksiya ham (1.1.2) chegaraviy
shartlarni ganoatlantirishi zarur va yetarlidir.

Yugqoridagi natija, (I.1.1)-r(1.1.2) chegaraviy masala yordami-
da aniglangan L chizigli operator L2(0,7r) Gilbert fazosida o‘z-
0‘ziga qo'shma operatorni ifodalashini ko‘rsaladi.

5-xossa. (I.1.1)-r(1.1.2) Shturm-Liuvill masalasining xos qiy-
matlari haqgigiydir.

Isbot. 1= n+iv, i = VAT, (u ® 0) son (1.1.1)+(1.1.2)
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos giymati bo'lsin deb
faraz qilaylik va unga mos keluvchi xos funksiyani y(x) bilan bel-
gilaylik. U holda X = u —iv son ham shu chegaraviy masalasining
x0s giymati bo‘ladi va unga y(x) xos funksiya mos keladi. Quyida-

o T T
(A - A)J \y{x)\2dx :\] (A- \Vy{x)y{x)dx =
T

/ [(Ay)?/ - Y(Ad)] dX =

i} T
Jw oy s apom - ){'}y + aboyDax = J oy - yryyax =

0 0

- 'y - y'ly)dx =
(s Y- YY) y(7r)ctg/3 -y(7T)ctg B

y(0) y(0)
my(0)ctgQ -j/(0)ctga
2



tenglikdan /1= J1ekanligi kelib chigadi. Bu esa farazimizga zid.l

Natija 1.1.2. Xos funksiyani hagigiy gilib tanlash mumkin.
Chunki xos giymat haqigiy ekanligidan garalayotgan tenglama-
ning hagqiqiyligi kelib chigadi. Chegaraviy shartlar esa hamisha
haqiqiy.

6-xossa. (1.1.1)-h (1.1.2) Shturm-Liuvill masalasining turli xos
giymatlariga mos keluvchi xos funksiyalari ofzaro ortogonaldir,
ya'ni Xi & \2 xos giymatlarga mos keluvchi yi(x)} y2(x) xos

funksiyalar uchun ushbu

A
\] yi(x) *y2{x) dx = 0, (1-1-4)
0
tenglik o‘rinli bodadi.
Isbot. Ushbu
5 5

(Ai - A2J yx(x)y2(x)dx =3 [{\T)Y2~ J/i(A2)2)] dx =

= J bl -2/'/ + 9M2/i] - W[—Y2 + q{x)yi}}dx =
0
A 9

= | (221- y"yi)dx =J (@21- y'm)'dx = “« " -0,
0 0 yi %2 g
ayniyatda. Ai @ \2 bo'lgani uchun (1.1.4) tenglik o‘rinli bodishligi
kelib chiqadi.m
T-xossa. (1.1.1)+(1.1.2) Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi-
ning xos qiymatlari oddiy (karrasiz), ya'ni bitta xos qiymatga mos
keluvchi xos funksiyalar bir-biriga proporsionaldir.
Isbot. A xos qiymatga y\(x), y2(x) chizigli erkli xos
pel



funksiyalar mos keladi deb faraz gilaylik. U holda

210y 22(0)

W{yb 22 = \imW{yh.y2} =
X 310) 20)

21(0) 22(0)
m2/i(0) ctga —22(0) ctga
bodgani uchun, Yi(k), 22(2) chiziqli'bogdiq bodadi. Bu esa faraz-
imizga ziddir.i
8-xossa. y{x, A) funksiya Shturm-Liuvill tenglamasining A

bo'yicha uzluksiz differensiallanuvchi ixtiyoriy yechimi bodsin. U
holda T

J y2(x, \)dx = Wy, y}- wo{y, 2},
0
<9y(x, A)

tenglik bajariladi. Bu yerda y = da\

Isbot. Ushbu
-y 4 a{x)y = Ay, (1.1.9)
ayniyatdan A bo'yicha hosila olsak,

-yt ta{x)y =y + AY, (1.1.6)
tenglik kelib chigadi. (1.1.5) va (1.1.6) tengliklarni mos ravishda
y va y funksiyalarga ko'paytirib. bir-biridan ayirsak, ushbu

y'y - y'y = -y 2,

ayniyat hosil bodadi. Bu tenglikni [0, 7] kesmada integrallasak,
ushbu ‘e
T .. He L leee

Jy 2(x, \)dx = J {y'y - yy)dx = W-n{y,y}- WOy, y},
0 0

formula kelib chigadi. 1
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9-xossa. Agar quyidagi chegaraviy masalaning
foy"+aey= Ay, , .
< 2(0)cosa + y'(0)sina = 0, *
Ay(frycosp + y'(n) sinp —0,
x0s giymatlari Ao, Ai, A2,... va xos funksiyalari yo(x), y\(x),
Y2{x), boisa, u holda ushbu
r-y" + [a(x) +cly = \y,
< ?/(0) cosa + y'(0)sina = 0; :(1.1.7)
2(7r) cosp + y'(n)sinP = 0,
chegaraviy masalaning xos giymatlari Ao+c, Aj+c, Ar+c,... vaxos
funksiyalari yo(x), yi{x)}22(2)><=bo‘ladi. Bu yerda ¢ o'zgarmas
son. *
Isbot. Ushbu -l
—y" +q{X)y = (A- o)y, _ i . r m
< 2/(0O)cosa + 2'(0)sina = 0,
N2/(7r)cosp + y\7)sinp = 0,
chegaraviy masala noldan fargli yechimga ega bo'‘lishi uchun
A —c¢ — \n bo'lishi zarur va yetarli. Shartga kolra, bu holda
oxirgi chegaraviy masala yn(x) ¢ 0 yechimga ega.Demak* (1.1.7)
masalaning xosqiymatlari Ao + ¢, Ai + ¢, A% ¢, .. va Xos
funksiyalari 200k), 21(2), ¥2(2), == bo‘ladi.i
(1.1.1),differensial tenglamaning quyidagi

(p(0. A) = —sina, (0, A) = cosa

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini ip(x, A) orgali
belgilaymiz. Xudai shuningdek, (1.1.1) tenglamaning ushbu

(7T, A) = —sinp, z//(7r, A) = cosp

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini ¢p(x, A) orgali

belgilab olamiz. Bu yerda <p(x, A) yechim (1.1.2) chegaraviy shart-
p.]



lardan birinchisini, ¢ (x) /1) yechim esa ikkinchisini qanoatlantira-
di. Bu ip(x, /1) va d(x, JT) yechimlarni mos ravishda (1.1.2) che-
garaviy shartlardan ikkinchisiga va birinchisiga qo'yib, ushbu

LU = (p(T, M) cos B+ 4>, A)sin(3 = 0,

A(A) = (0, A)ycosa -f d'(0, A)sina = 0,

tenglamalarni hosil gilamiz. Bu tenglamalarga (1.1.1)+(1.1.2)
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xarakteristik tenglama-
lari deyiladi. Shturm-Liuvill tenglamasining (p(x, A) va d(x, A)

yechimlaridan tuzilgan ushbu

<px A DX, A)

- PEANT ) pixea)

Vronskiy determinantini garaymiz. Biz yuqorida bu determinant
X 0‘zgaruvchiga. bogdigq emasligini ko‘rsatgan edik. Shuning uchun

ushbu
WA) = W{<p(x,\), d(x:A)} = \imW{ip(x, A), ip{x, A)} =
= limKV{<RE A), d(x, A)},
tengliklarni yozishimixz_>r7rT1umkin. Bu tengliklardan
L A) = A(A) = -A(A),

kelib chiqadi. Bu yerdagi o/(A), AO(A), A(A) funksiyalar A
o'zgaruvchining butun funksiyalari bodib, sanoqglita {An}£L0 nol-
larga ega ekanligini keyinchalik ko'rsatamiz.

A(A) = 0 xarakteristik tenglamaning An, n = 0,1,2,...
ildizlari Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos giymatla-
ridan iborat bodib, <p(x, An) va ¢ (x,Ax) funksiyalar uning xos

funksiyalari bodadi va ushbu

B(x, A) = Cnp(x A,),  Cbeh 0 (1.1.8)
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tenglik bajariladi. Hagigatan ham, A = A, soni A(A) = 0
tenglamaning ildizi bodsa, u holda U A,) = 0 bodgani uchun
(1.1.8) tenglik o'‘rinli bodadi. ~(a:, An) va ¢ (x,Xn) funksiyalar
(1.1.2) chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi, bundan esa A= An
son xo0s giymat hamda <p(x, A») va (x, A,) funksiyalar Shturm-
Liuvill chegaraviy masalasining xos funksiyalari ekanligi kelib
chigadi.

lzoh 1.1.2. Odatda, agar (1.1.2) chegaraviy shartlardan birin-
chisi ushbu y'(0) —hy(0) = 0 ko‘rinishda bodsa, u holda ip(x, A)
yechim ~(0, A) = 1, (p'(0,A) = h boshlangdch shartlarni ganoat-
lantiradigan qilib olinadi. agar (1.1.2) chegaraviy shartlardan
birinchisi 7/(0) = 0 ko'‘rinishda bodsa, u holda ip(x, A) yechim
<20, A) = 0. <//(0,A) = 1 boshlangdch shartlarni ganoatlantiradi-
gan qilib olinadi.

Agar A = Ao soni Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos
giymati bodib, y(x, Ag) unga mos keluvchi xos funksiya bodsa,
u holda 2(0,Ao0) va y'(0, Ao) giymatlardan kamida bittasi noldan
fargli bodadi, aks xolda yechimning yagonaligi hagidagi Koshi
teoremasidan y(x, Ao) = 0 ekanligi kelib chigadi. Bu esa xos
funksiya ta'rifiga ziddir. Xuddi shuningdek. y(7r, Ao) va y'(7r, AQ)
giymatlardan kamida bittasi noldan fargli bodishi ko‘rsatiladi.

Quyidagi
j {x,\ndx, 7=0, 1, 2, ..,

sonlarga (1.1.1)+(1.1.2) chegaraviy masalaning normallovchi
o'zgarmaslari deyiladi. (1.1.1)+(1.1.2) masalaning ortonormallan-
gan xos funksiyalari quyidagi tengliklardan topiladi:
un{x) = — tp(x,A,). n=20,1,2,.:.. /
Qn
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Ta'rif 1.1.2. Ushbu {An}5JLOl {an}£LO0 sonli ketma-ketliklar
juftligiga Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining spektral beril-
ganlari (spektral xarakteristikalari) deyiladi. .

Ta'rif 1.1.3. Monoton o'suvchi, chapdan uzluksiz ushbu

0, A= 0,
— Z “T? A< 0,
oA = WA T (1.1.9)
- A0
0<An<A

funksiyaga Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining spektral
funksiyasi deyiladi...
10-xossa. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining nor-
mallovchi o'zgarmaslari uchun ushbu
<p'(n, JT)AIT), sin/J = 0O,
1.1.10
& o, sin/3~o0, ( )
1 .V sin/3

tenglik o:rinli bodadi. Bu yerda.
[ (A) = <ATT, A) cos /3 + <I(TT, A) sin /3,

funksiya (I.1.1j+(2.1.2) Shturm-Liuvill masalasining xarakteris-
tik funksiyasi, <p(x, A) funksiya esa (1.1.1) tenglamaning

<?0,A) = —sina, y/(0,A) = cosa

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimidir.
Isbot. 8-xossada y(x, A) yechim o'rnida <p(x, A) yechimni olib,
A = An desak, ushbu
T

— _ o (n,K)
on \] (p2{x, \n)dx = d'(r, N,) <pT A,)

®{0.AN) <p(©O, N,) ¥S(m, A,) ¥, An) 0 —sina
<N, A,) N0, ¥>'(Tr,An)  <p'(Tr,An) 0 cosa
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d(n, A,) ip(ir, A,)
_®'(n, A,) Yy, A,)
tenglik hosil bo‘ladi.
Quyidagi ikkita holni ko‘rib chigamiz.
1) sin/? = 0 bodsin. Bu holda A(J1) = @O A), ipGr. An) = 0
bodgani uchun 1
= ¥'(7r.~n)A(An)
tenglik o‘rinli.
2) sin/? ® 0 bodsin. Bu holda ~'(tr,An) = —<\7r, An) ctg/?
bodgani uchun
o (n,K) <p{n A,)
A (TN ) -¥>(*m> An)ctg/3

= A ,)[-0(7T, An) ctg/3 - <p'(tr, An)] =

= . An) cos/3 + <p(r, A,)sin/f3]= -~ "~ A (A )
sinp smp

tenglik bajariladi.l ' e A
Natija 1.1.4. (1.1.8) tenglikdan foydalanib, (1.1.10) tengllknl

quyidagi ko'rinishda yozish rnumkin:
9 J cos/?-A(An), sin/? = 0,
"C'=\ A(A,), sin/? 0.
Natija 1.1.5. (1.1.10) formuladan (1.1.1)4-(1.1.2) Shturm-
Liuvill chegaraviy masalasining

A (A) = A, A)cos/? + </(7r, A)sin/?,

xarakteristik funksiyasi karrali ildizga ega cmasligi kelib chigadi.
Misol. Ushbu
-y" = Ayr 0< x < T,
3(0) - Jly(0) = 0, (1.1.11)
y'(ir) - hy{7r) =
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chegaraviy masalaning xos giymatlarini, ortonormallangan xos
funksiyalarini va spektral funksiyasini topamiz. Awalo ushbu

y"t Ay = 0,
tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

i sin VAX
y(x, A) = Cicos VAX + C\
Va

So‘ngra, quyidagi
<NO,A) =1 <EO0A =/, =

boshlangdch shartlarni ganoatlantiruvchi ip(x, A) yechimni
aniglaymiz:
<t(x, A) = cos VAX + hSny0 X.
v A
Topilgan bu yechim chegaraviy shartlardan birinchisini ganoat-
lantirishi ravshan. Bu yechimni chegaraviy shartlardan ikkinchisi-

ga. qo'yib, xarakteristik tenglamani keltirib chigaramiz:

<p'(x, A) = —Va sin VAX + hcos VAX,

—VAsin VAtt + hcos VAtt —h =] cos VAK + h-— 1=0,
Va

sin VAw/x , ,2
A+ fiz) = 0. -
XIX

Oxirgi xarakteristik tenglamadan xos giymatlarni topamiz:
Ao= -/i2 An= n2, n=1, 2, ..

Bu xos giymatlarga quyidagi xos funksiyalar mos keladi:



Endi esa. normallovchi o'zgarmaslarni hisoblaymiz:
T T
ao :J 4>\> AO)dx = \] e2hxdx = 2—/_e2/tx =~ (e--D
i
0 0
J T
—J J sinnx
an=—J 4>\x, Xn)dx = Icosnx+ h 0 dx =

-
2 n . N
cos“nx H= sin 2nx 4 2 sh2nx bdx =
- /{ n nl J

8 R, hy 1 Ao
= >4[!(:2 +2n|74rn3|nc§nx 42 co8 2nx on2 77%osd2<r1;x)
(n2+ /12y
, nh=1 2 ..
2n2

Demak, (1.1.11) Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining ortonor-
mallangan xos funksiyalari quyidagi funksiyalardan iborat:

2h ;
no(x) = JIX
elr- 1
un{x) = {ncosnx 4-hsinnx}, n=1 2, ..
(r2 4- by

spektral funksiyasi esa (h @ 0 bo‘lganida) ushbu

2h
e2h* i X< 2
p(X) = o, h2< X< 1,
2 r
n> 1,

ro<5v~An2 + /12

formula bilan aniglanadi.



Xususan, h = 0 bo'lganda, (1.1.11) Shturm-Liuvill chegaraviy
masalasi quyidagi ko'rinishni oladi:

'yk"'Ay, 0< X<n

2/(0) = 0, (1.112
, y'{ir) = o.
Bu chegaraviy masalaning xos giymatlari An= n2,n = 0,1, 2, ..

bo‘lib, ularga mos keluvchi ortonormallangan xos funksiyalar

w{x) = un(x) = ¥Y]coenx, n=1 2

bo‘ladi. Normallovchi o'zgarmaslar ketma-ket.ligi esa
an —17 2

bodadi. (1.1.9) fornmladan foydalanib, (1.1.12) Neyman che-
garaviy masalasining spektral funksiyasini topamiz:

A< 0,
0< A< 1,
P(A) = <
A> 1
T Ton<VA
Buni quyidagicha yozish mumkin
A< O,
P(A) — 0< A< 1,
-+ - A> 1

T m J

Bu yerda [a] belgilash a soninihg butun gismini bildiradi.
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Mustaqil yechish uchun mashgqglar

1. Quyidagi o'zgarmas potensialli Shturm-Liuvill chegaraviy
masalalarining xos giymatlarini, xos funksiyalarini, normallovehi
<(&gannaslarini, ortonormallangan xos funksiyalarini va spektral
iunksiyasini toping (0 < x < 7r):

-y = Ay, [-y"=Ay, (-y"= Ay,
2(0) = 0, 6K 2(0)=0, c¢)<y'(0)= 0,
y(n) = 0, 1y(n) =0, 1 y{m=0,
-y Ay, [ -y = Ay,

d)< 2(0) = 0, e) < y'(0) —hy(0) —0,

_ ym=0, { y'(tr) - /mi(tr) = 0.
2. Davriy va antidavriy chegaraviy shartli quyidagi Shturm-
Liuvill masalalarining xos qgiymatlarini, xos funksiyalarini, nor-
mallovchi o‘zgarmaslarini, ortonormallangan xos funksiyalarini

toping (0 < x < 7n):

f -1 = Ay, r-2-= ny,
“K Y(0) = y(tr), m< 2/(0) = -2/M,
( 2I'(0) = 2/(tt), [ 2/(0) = -y'{n).

3.Potensialga 5 sonini goShgandaquyidagi

Ny = Ay, f eyt Ay, ro-y" =y,
a)< y(0) =0, 6K y'(0)=0, C)| y'(0) = o,

k 2W =° 1¥@ I yw="°’
Shturm-Liuvill chegaraviy lalarining xos giymatlari va xos

funksiyalari ganday ofzgaradi?

4. Bitta yechimi quyidagi kohinishda bo‘lgan barcha Shturm-
Liuvill tengla.malarini toping:

rr sinx/Arr



5. Bitta yechimi quyidagi ko'rinishda bodgan barcha Shturm-
Liuvill. tenglamalarini toping:

y = y/\sin \/Xx + b(x) cos VXX.

6. Ushbu

ip(x, A) = Sinfc- - — (-prsinkx - ~ x cos/caA, k = VA
P( ) K Xxn—a \(/CE)] kl J ( )

funksiya quyidagi \
6rrd + 12ax
- » + L

differensial tenglamani ganoatlantirishini tekshiring.

7. Ushbu L2
-H-,. NS Hj— AyAXy,

Shturm-Liuvill tehglarhasiriing umumiy yechimi quyidagi formu-

lalar bilan berilishini tekshiring:

( n 1 sinx/nrn
y = C\m COSV X X---mmnmmmmmmmmmee- pr— +
Yy \% x —a yftx J

+Co O&VX sin VXx + cos y/Xx} , ADQ;

X —a
Y= CI,.; (x - a)2+ CZ-Yjp(-]i A= 0.
8. Ushbu .-* ' - .
2m2
Yy chr(mx + a)¥y A
Shturm-Liuvill tenglamasining umumiy yechimi quyidagi formu-

lalar bilan berilishini tekshiring:

r 4 sin \/Ax \
sv At—m oth(mx + a) e— — |+

+("2 «M\/Asin V-Xx-km eth(mx 4-a) ecos ¥ Xxj , Ad —2n2;
%



ch(mx 4-a) ' V" AFE*E A HE ch(imx + a)) *

9. Ushbu _
2m?2

r* +3W, ™ -bl)y= Xy'
Shturm-Liuvill tenglamasining umumiy yechimi quyidagi formu-
lalar, bilan berilishini tekshiring:

y = C\- ~cos VAX —m e=cth(mx —a) = +

+C2<(Vasin VAX 4 m mcth(mx —a) <cos VAX™ , 'A d —m?\
I f X \

» “ C' - X (r (mi-«“>" SOm]A¢
10. Ushbu

Y — Sy =
cos*{mx 4- a)y AY,
Shturm-Liuvill tenglamasining umumiy yechimi' quyidagi formu-

lalar bilan berilishini tekshiring:

/ .sin V\x\
y —Ci+« cosv Ax4—m tg(mx4 P p—— J =— 14

+C2m(n/asin VAX —m etg(mx 4-a) mcos VAX® , Ad m2

. 1 (" m X \ .
y=Ci  eeeees t4-C2-sin mx 4- a) 4-— F——-—rT1 A= M2
cos(mx4a) \ cos(mx4-a)/
11. Ushbu
/Il 2m2
Y4 — T = \y

sin (mx 4 a:)
Shturm-Liuvill tenglamasining umumiy yechimi quyidagi formu-
lalar bilan berilishini tekshiring: J



-bC™ «(x/X sin n/Ax + T ectg(rarr + a) =cos xX/Xa; , A 7°raz;

. 1 / TYIX \ c
y=Ci | - I‘+C2-Kcosfraa; -ha) — - r)y, A=rnf
sin(mrr -fa) sm(mx -fa))
12. Quyidagi o'zgaruvchan potensialli Shturm-Liuvill che-
garaviy masalalarining xos giymatlarini, xos funksiya-larini, nor-
mallovchi o‘zgarmaslarini, ortonormallangan xos funksiyalarini va

spektral funksiyasini toping (0 < x < %):

a)< y'{0)+y(0) = 0,

y'(tr) + T1[rlJ/W =0,

'y||+W Ar_y:xy’
b) 2/(0)- MO) = 0,

| @)+ NTTT2/W =°, A [°A].

01 y() =0, 1/(0) = 0,
y'(n) + th7ry@zr) =0, 1 y'{-K) + th7ry7r) = 0,
2
Y- Ch2/()K+ a) ﬂﬂ,
e

< y'(0) + tha my(0) = 0,
YO + th(t + a) my(Tr) = 0,

r.Aa 22 \
Y~ Y= X%
A1 210 = 0,
( yrir) -Ff7nth(m7r)y(7r) = O,
>



2m?2 X
-y -0 Y= ],
ul ch 771X
*4 ?/(0) = Q

yim) + Th\\(TTC)Y(TC) = Q

2mn-
=y = 2= Ay,
ch2(ma; + a)
y'(O) + T tha «?/(0) = Q

y'(rr) + T th(m7r + a)y(71) = Q

Ir)

2rri

Y = Ay,
Y +sh(Tx—a) y

NS y'(0) + ra =ctha =2(0) = 0, — o0 W
y'(tc) + ra «cth(m7r —a) ey (tc) = 0.
13. Quyidagi o'zgaruvchan potensialli Shturm-Liuvill che-
garaviy masalalarining xos giymatlarini, xos funksiyalarini, nor-
mallovchi o'zgarmaslarini, ortonormallangan xos funksiyalarini va

spektral funksiyasini toping (0 < x < ToO):

-yj/+-2-y:Ay, }_/+/\ :A2/,
a)\ Y(0) = 0, b1 2/(0) = o,
y'(Te) -b -_/¥(TF) =0, I y'(Tr) 4- cth T =y(1r) = 0O,
2ra2
i Y T iimx 2T A
C)i 2/(0) =0,

y'(tr) 4- mecth(m7r)y(7r) = O,

2
- _ 2 Y= AT, AR Y- Al
Yt amPx sing (1

‘O U oj- oT*' <) | 2/0) = O,
y(rm) = G, I 2/(rr) = 0,
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2m?2

+ -[-27
sirr(mx + a)

)
'(0) —m ectga <y(0) = 0,
y'(Tr) + T ectg(m7r + a) «y(T) = 0.
9
) 212
YT sk mx Y T
3/(0) = 0, 912

,LIK)L'(yrH -sl,qun 21’-|9>l(’WE°ﬂYbr) =0,
h\ y{0) = 0,
» INW) + TIL*ctgm7r « y(7r) = 0,

2712
..,y + cos2(mx + a)N =
I ¥'(0) —1 mtga my(0) = Q
y'(7r) —T -tg(m7r 4-a) =y(7r) = 0.

ot gy

3) < ¥(0) = 0,
I y'M = o,
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2-8. Shturm-Liuvill tenglamasi uchun qo‘yilgan Koshi

masalasi
Quyidagi Koshi masalasini ko'rib chigainiz:

-yt gx)y = \y, 0<x <1, (1.2.1)

(1.2.2)

Bu yerda q(x) 6 C[0, >{§ haqiqiy funksiya bodib, yo, y\ ixtiyoriy
hagiqiy sonlar. e 'e

(1.2.1)4*(1.2.2) Koshi masalasiga ekvivalent bodadigan integ-
ral tenglama tuzamiz. y(:r) funksiya (1.2.1)+(-1.2.2) masalaning

biror yechimi bodsin. (1.2.1) tenglamani avvalo ushbu 1

y" = fix), ' (1.2.3)

So‘ngra (1.2.3) tenglama uchun Koshi funksiyasini tuzamiz, ya'ni

tarkibida t parametr gatnashgan ushbu

Koshi masalasining yechimini topamiz: y - c\x 4-Q,

Y= K(X. t) = X—t.. -

Shuning uchun (1.2.3) tenglamaning umumiy yechimi
X

y(x) = A0+ Alix+ Y (1.2.5)
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ko‘rinishda boiadi. (1.2.2) boshlang(ich shartlardan

A) = yo5 A\ = ¥Yn (1.2.6)

bo'lishi kelib chigadi. (1.2.4) va (1.2.6) tengliklardan foydalanib,
(1.2.5) ayniyatni ushbu

i
Y(s) = 2o+ Y\x+ \] [x-t)[g{t)-\]y(t)dt (1.2.7)

ey 0
ko'rinishda yozamiz. (1.2.7) tenglik izlangan integral tenglamadir.
Bu tenglama Volterraning ikkinchi turdagi integral tenglamasidir.
Shunday qilib, (1.2.1)+(1.2.2) Koshi masalasining yechimi
mavjud bo'lsa, u (1.2.7) integral tenglamani ganoatlantirar ekan.
Aksincha, y(x) funksiya (1.2.7) integral tenglamaning uzluksiz
yechimi bodsa, u (1.2.1)+(1.2.2) Koshi masalasining ham yechimi
bodadi. Hagigatan ham, y{x) uzluksiz ekanligidan (1.2.7) ayni-
yatning o‘ng tomoni differensiallanuvchi bodishi kelib chigadi,
bundan esa chap tomon ham hosilaga ega bodishi ko'rinadi. Un-

dan hosila olsak, ushbu

X
y\x) = 2’1-f\] [2(*) - My(t) dt (1.2.8)
0
tenglik hosil bodadi. (1.2.8) ayniyatdan yana hosila olsak,

y" = [9(x) - Aly(x),
ya'ni :
'y Hox)y =ay,
tenglik kelib chigadi.(1.2.7) va (1.2.8) tengliklarda x = 0 desak,
(1.2.2) boshlangdch shartlarni olamiz.
Teorema 1.2.1. Agar q(x) € C[0,7r], yo> 2i ™~ A1 boflsa, n
holda (1.2.1)+ (1.2.2) Koshi masalasining [0,7r] kesrnada aniglan-

gan ip(x, JT yechimi mavjud va yagona bo'lib, n x o ‘zgaruvchi-
2



ning har bir tayinlangan giymatida A bo'‘yicha ~ tartibdagi butun
funksiyadir, ya'ni tayinlangan x da <p(x, A) funksiya kompleks te-
kislikning ixtiyoriy chegaralangan soxasida kompleks Ta noda dif-
ferensiallanuvchidir.

Isbot.(Mavjudliyi). Koshi masalasi yechimining mavjudligi-
ni isbotlash uchun (1.2.7) integral tenglamaning uzluksiz yechimi
mavjud ekanligini ko'rsatish yetarli. Buning uchun quyidagi funk-

siyalar ketma-ketligini tuzib olamiz:
No(a, ) = yo+ yix, 9nfx, JT) = Yo+ y\x+

+ /(*-i)[e(t)-Alvi._i(i,A)«ft, neN. (1-2'9)
0

Bu funksiyalar ketma-ketmaligi x £ [0,7r], /1€ C giymatlar-
da aniqlangan. R > 0 ixtiyoriy son bodsin. qn{x, A) ketma-ketlik
x € [0,71], WA < R bodganda tekis yaginlashishini ko‘rsatamiz.
Shu maqgsadda ushbu

oc

yO+ <A - <ill (1.2.10)
n~1

funksional gatorni tuzib olamiz. Bu qgatorning xususiy yigdndisi
In(x, A) funksiyaga teng bodishi ravshan. Quyidagi

M = r]r&ai>r<]|(/(:r)|, K = {(?( <£0(f, A,

belgilashlarni kiritib olamiz. U holda ushbu

‘J (x - () - Ayt <

<J n(M + R)Kdt = n(M + R) Kx,
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lipa(x, A) — iz, A)] =

B /(I-t)[q“) = A ei(t, A) — ot \)] dt) <

0

r
2

< /(x-t)(M+R)-7r(1\I+R)K- tdt < (M o+ RPK S
0
tengsizliklar o‘rinli bo'ladi. Umuman |A| < R, z € [0, 7] bo‘lgani-
da quyidagi ;
Klzm (M + R)|"
n!

lon(z, ) = pn-1(z, V)| < , (1.2.11)

baholash o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizlik induksiya usulida osongina
ishot qgilinadi. (1.2.11) baholashga asosan ushbu

R ,[7r (M + R)]"
K+ ZI K < o0,
sonli qator (1.2.10) funksional gator uchun majoranta gator bo'-
ladi. Demak, |A] < R, z € [0,7] to'plamda (1.2.10) gator Ve-
yershtrass alomaliga nsosan tekis yaginlashuvehi bo‘ladi. Uning
yig'indisini ¢(z, A) orqali belgilaymiz. ¢, (z, A) funksiyalarning
uzluksizligidan ¢{z, A) funksiyaning uzluksizligi kelib chigadi.
Agar (1.2.9) tenglikda n — oo da limitga o‘tsak,
z
o(z, A) = yo + 1z + / (x —t)[g(t) — A (t, A) dt,
0
ayniyat hosil bo'ladi. Demak, ¢(x,A) funksiya (1.2.7) integral
tenglamaning uzluksiz yechimi bo‘lar ekan.

(Yagonaligi). Endi (1.2.7) integral tenglamaning ycchimi ya-
gona bo'lishini isbotlaymiz. Buning uchun ikkita ¢(z,\) 2
Y(z, A) yechim mavjud deb faraz gilamiz. Bu yechimlarni integral
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tenglamaga qo‘yib, hosil bo‘lgan ayniyatlarni bir-biridan ayiramiz:
Pl 3) = vl N) = [ (2 = )lalt) = A lple, ) = vt A .
0

Bu tenglikka asosan

(ol N) = (o ] < 7 (01 + ) [ it ) = (e, V)
0
(1.2.12)
bo'ladi. Agar
()= [ lo(t.N) = vVl
0
belgilash kiritsak, (1.2.12) tengsizlik ushbu
Z(x)—nm(M+R)z(z) L0, (1.2.13)

ko'rinishni  oladi. (1.2.13) tengsizlikni e ™ (M+R)* funksiya-
ga ko'paytiramiz va chap tomonni ko‘paytmaning hosilasi

ko‘rinishida yozamiz:
(z(z) e MTRI=Y < 0, (1.2.14)

(1.2.11) tengsizlikda @ = t desak, va hosil bo‘ladigan tengsizlikni
[0, z] oraliqda integrallasak,

2(x) <0
kelib chiqadi. (1.2.12) baholashdan

va'ni ¢(z, A) = ¢¥(z, A) kelib chiqadi. Bu esa farazimizga ziddir.
(Butunligi). p(x, ) yechimning A ga nisbatan butun funksiya
bo'lishini isbotlaymiz. ¢, (x, A) funksiyalarning har biri [A] <
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R sohada golomorf bodishi ravshan. Veyershtrassning kompleks
analizdagi teoremasiga ko‘ra <p(T1, JZT) funksiya | < R soha-
da golomorf bodadi. A4 > 0 son ixtiyoriy bodganligi uchun
ip(x, A) butun funksiya bodadi. A) ning \ tartibdagi bu-
tun funksiya bodishini keyinchalik yechimning asimptotikasidan
foydalanib ko'rsat.amiz.1

Teorema 1.2.2. Ixtiyoriy kompleks A G C da (1.2.1) tengla-
ma. yechimlaridan tuzilgan chizigli fazoning o'lchami ikkiga teng.

Isbot. Bu tasdigning isboti teorema 1.2.1 va birinchi para-
grafdagi 2-xossadan kelib chigadi. =

Mustaqil yechish uchun mashqlar

1. Koshi funksiyasi yordamida quyidagi Koshi masalalariga
ekvivalent bodgan integral tenglamalar tuzing (0 < x < ).

)y = by,
a<
[ -y"+ ax)y= Ay,
c)l 2/(0) = 1,
2/'0) = h.
2. O'zgarmasni variatsiyalash usuli yordamida quyidagi Koshi

masalalariga ekvivalent bodgan integral tenglamalar tuzing (0 <

X < 7o)
-y"+q(x)y = Ayt
b) <y(0)=1
k 2( 0) = 0
-y" + q(x)y = A,
c) 2/(0) = 1,
k1/(0) = h.



3-8. Shturm-Liuvill tenglamasi yechimining
asimptotikasi

Quyidagi Koshi masalasini kofib chigamiz

~y"+ gq(x)y = Xy, 0< x < m (1.3.1)
( Y{0) = 20, (1.32)
1 2/'(0) = 2i-
Bu yerda q(x) € C [0, n] haqigiy funksiya bodib. yo, yi haqiqiy
sonlar.
(1.3.1) -(1.3.2) Koshi masalasining y(x, J1) yechimi mavjud,

yagona va J1 ga nisbatan butun funksiya bodishini isbot gilgan
edik.

Endi, y(x, /1) yechimning |4 00 bodganda asimptotikasini
o'rganish magsadida (1.3.1)-f-(1.3.2) Koshi masalasiga ekvivalent.
bodgan integral tenglama tuzamiz. Buning uchun awalo (1.3.1)
t.englamani ushbu

y" + \y = f{x), (1.3.3)

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu yerda

f{x) = ax) y(x, A). (1.3.4)
Sodigra (1.3.3) tenglama uchun Koshi funksiyasini tuzamiz, ya'ni
tarkibida t parametr gatnashgan ushbu
y"+ Xy = o,
y U=t = o,
y' U= = i,

Koshi masalasining yechimini topamiz:

Y\ x) = —\ VX sin y/Xx + cos VXX,
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) /1t smy/ Xt
CicosVAE-fc2 7j=—=0,

—CivA sinVX t+ QcosVAt = 1,

sin n/AE
cos VX t
= VIA =
—VX sin VX £ cos\/AE
sin VAE SillV a £
1 a
A= 0 VA ,
1 cosVAt Va
02 cos VX t 0 Vat
= = cosVat
—yrxsin VX E 1
. sin TAt rr
Gz ——-—, Q = cosVAE,
V a
sinvat r- F—sinVa X
-=——cos VAX + cosv At
V a ~7T~

= — sinVa(x —t).
Va

Koshi funksiyasi yordamida (1.3.3) tenglamaning umumiy
yechimi quyidagicha ifodalanadi

y(x, A) = AOcos VA x + Ai Sm +
\ VA
X
+~=—J 1(£) sinVa x —£) dt. (1.3.5)

(1.3.4) belgilashni va boshlang‘ich shartlarni inobatga olsak,
(1.3.5) tenglik ushbu

sin\/Ax
+
V a

y{x, KS = yOcos v//Z\x +vyj
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X

+47= 1 q(t) y(t, /) sin AN (x - t)dt, (1.3.6)

ko‘rinishni oladi. Bu tenglik biz izlagan integral tenglamadir. Bu
tenglama Voltemming ikkinchi turdagi integral tenglamasidir, un-
ga Liuvill integral tenglamasi deb ham aytiladi.

c(x, A) va s(x, A) orqgali (1.3.1) tenglamaning quyidagi

f c(0, A = 1, f s(0, A) = 0.
{ ¢(0A)=0 Va |S(O0A=1 m

boshlang‘ich shartlarini ganoatlantiruvchi yechimlarini belgi-

laymiz. Bu yechimlar uchun (1.3.6) integral tenglama ushbu

X

c(x, A) = cos V\x + -":r\] q(t) c(t, A) sinVx (x —t) dt, (1.3.7)

0
s(x, A) = S _ X+ J q{t) s(t, A) sinn/A(x —t) dt, (1.3.8)
0

ko‘rinishlarda bo'ladi.
Lemma 1.3.1. Agar x £ [0,71], VA= k= a+it, | >

T
2 f \q(t)\dt bo'lsa, u holda
Ic(re, A < (1.3.9)
I5(x,A) ] <27, (1.3.10)

baholashlar o ‘rinli bo 'ladi.
Isbot. Quyidagi
c(x, A
F(x,X) =
e\ix '
belgilashni Kiritib olamiz. U holda

c(x, A) = e~xF{x, A
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bo'ladi. Buni (1.3.7) tenglamaga gqo‘yamiz:
X

e*rkF(. T, JT) = coskx + jAJd <j(E)e™F(t. JTsink(x —t)dt,

0
F(x, A) = ~ + \J q{t)F(t, A (1.3.11)
0

Quyidagi baholashlarni bajaramiz:
eikx+ e~ii°( 9?2(7TX—TX _j_ g —*(T.T+rX

|coslcx| =
2 2
< I(e~TX+ e ) < e Mix
gtfcc _  g-tfcx gtffx—rx __ g—itrx+rx
Jsinko\ = _ <
2i 2
< t(e-T*+ er\\ < eld®
“« 9 v

M(A) = max \F(x, A] bo'lsin. U holda yuqorida olingan baho-

0<X<7T

lashlarga ko‘ra (1.3.11) tenglikdan %shbu

IFx, Al < 1+ w Y Jg@®)|MA)<&.
0

tengsizlik kelib chigadi. Bu tengsizlikdan esa
T

M(A) < 1+ M(A) s, Y Jo(i)]ctt,
0
ya'ni

L, X) <1, (1.3.12)

hosil bodadi. Lemma shartiga ko‘ra
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~I\q()\dt>~, (1.3.13)

bodadi. (1.3.12) va (1.3.13) tengsizliklardan ushbu M(X) < 2
baholash kelib chigadi, ya'ni |.F@5A)] < 2 bodadi. Shunday qilib
(1.3.9) baholash isbot qgilindi. (1.3.10) baholash ham shu tarzda
isbot gilinadi.l

TLemma 1.3.2. Agarx G [O,n], X = k= a+ir, § >
2J \g(t)\dt bo‘lsa, n holda

c(z, A) - cosn/Aed < ~ J \qt)\dt =e]r (1.3.14)
(x. A) sin y/Xx
S(X. — <jn2/ ' 1-3.15
ox elg,  (1-315)
XK
c'(.T, A) + YAsin y Xx \Q{t)\dt =er'x, (1.3.16)
0
X
s'(x, A) —cos y/Xx < ‘enNr> (1.3.17)
0

bahola.sh.lar o ‘rinli bo‘ladi.

Isbot. (1.3.7) integral tenglama va (1.3.9) tengsizlikka ko‘ra

X

c(x, A) —cos y/Xx < W(\Jf IRB] = |cE, A] misinAdx —t)\dt <
0

X X

<w / m\ me[ffeeHMdt < i3 1 m\dt ee”,
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bolladi. (1.3.8) integral tenglama va (1.3.10) baholashga ko‘ra

sin y/\x

s(x, A) - Voo "W/ 1eCl = s(t, A = Isink{x - t\dt <

|<r(®) | -cn*.

bo‘ladi. (1.3.14) va (1.3.15) baholashlar isbotlandi. (1.3.16) va
(1.3.17) tengsizliklarni isbot gilish maqgsadida, avvalo (1.3.7) va
(1.3.8) tenglamalardan hosila olamiz:
i
</(£, A) = —\/Asin VXxM-J q(t) c(t\ A) cos V\ (x'—t) dt,
]
i

s'(a, A) = cos>/AxX + \] q{t) s(t, A) cos\/A(x —t)dt.

]
Bu tengliklardan hamda (1.3.9) va (1.3.10) tengsizliklardan foy-
dalanib, ushbu " v' e\e [le i

Ic'(a, A) 4- \/Asin yfix\ < J( K| m\c{t, A] =]cosk(x —t)\dt <

w. * 0

<J PO] =2e[T e |r|(- 4dt < 2J \gft)\dt meM I,

‘v P 0O m. me- h,v>

\Xx, A) —cos \VVAXj < j lo®] =]s(t, Al =]cosk(x —t)\dt <
]
X X
<1 Iffwl«2 "~ e~ dt <+J\qg(t)\dt.en,
0
baholashlarni olamiz.m

50



Natija 1.3.1. Agar x G [0, 71]. VX e==k = a + r1r, | >

T

2f \g(t)\dt bo'lsa, u holda quyidagi

gM*
c(x, JTy = cosVXx + O
uX
c'(x, J) = —\/Asin dAx + £ »
/[ eM*\

s'(x, JTy = cosv Ax + Q_( J,

asimptotik formulalar o‘rinli bo'ladi.
Natija 1.3.2. Agar ip(x, A) orqali (1.3.1) tenglamaning ushbu

tp(0,A) = 1- ~(0,A)« /I -

boshlang:ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini belgilasak, u
holda — - v' oY %

(f(x, A)=c(x, A) + hs(x,A)
J
bo‘ladi. Bundan x G [0, 7r]. y/X = k= a +ir, ] > 2/ |<AP|dt
0

bo‘lganda ushbu

). /\Im V x \x\ .o
<p(x,A) = cosvAx+ £ | — I,

N@rA) = -v /ASin%/AS + g (e lIm'/XH

asimptotik formulalar o'rinli bo'lishi kelib chigadi.
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Mustaqil yechish uchun mashqlar

1. Koslii funksiyasi yordamida quyidagi Koshi masalalariga
ekvivalent bo‘lgan integral tenglamalar tuzing va u yordamida

yechimning asimptotikasini o'rganing (0 < x < #):

-y" + xy = \y, -J/" + xy = Ay,
a)' y{0)=0, b)« 2/(0) = 1,
.Ne =i, . 2/(0) = 0,
-yt 4 Xy = Ay, - 3"+ x2y = Xy,
C)l 2/(0) =1/ d)< O_ =3
.y'(0) = v, 2(0) = 1,
YU Xy =AY, [-y" e x2y - Xy,
&< y{0) - 1, f) \ 2/(0) = 1,
. 2'0) - 0, 1 1/(0) - Ir.

4-8. Shturm-Liuvill tenglamasi yechimining
asimptotikasini aniglashtirish
Quyidagi
-y"+ gq(x)y = Xy, 0< x < T, (1-4.2)
Shturm-Liuvill tenglamasini ko‘rib chigamiz. Bu yerda q(x) 6

C[0, #] hagiqgiy uzluksiz funksiya, J1kompleks paramctr.
c(z, A) va s(x,A) orgali (1.4.1) tenglamaning quyidagi
fc0A=1 f s(0,A) =0
t c'(0,/HT=0 Va \s'(0,A) =1
boshlanglich shartlarini ganoatlantiruvehi yechimlarini belgilay-
miz.
Birinchi bob uchinchi paragrafining i_[k_kinchi lemmasida, agar

X € [0, 7], 3/)? = k= a+ir, X\ >2J \g{t)\dt bo:lsa, u holda
0
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c(x, J1) va s(x, J1) yechimlar uchun ushbu

X
c(x, JI) = coskx + j- mA{x> /1), R(x, A] < ZJ \q(t)\dt me " x.

(o]

X

(1.4.2)

s(x, A) = i sinkx + jp- B(x, A), [£xA)] < 2 j \g{t)\dt =efrx,

(1.4.3)

baliolashlar o'rinli ekanligi kofirsatilgan edi. (1.4.2) va (1.4.3) ifo-

dalarni quyidagi

c(X,A) = COSKX 4 i j q(t) c(t, A) sin A;(x —£)

0

s(x,A) = Sm— + q(t) s(t, A) sinfc(x - t) dt,

0
X

c'(x}A) = -A:sinkx + \] q(t) c(£, A) cos/c(x —£) dt,

s'(re, A) = coshx + \] q(t) s(t, A) cos A,(x —£) dE,

0
tengliklarning o‘ng tomonlariga go'yib,

c(x, A) = cos fcx + [ j g{t)dt ) sinfcx—

\] q(t) sink(2t —x) dt+

0
X

V\] X) smKx ~ *)

+ A
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sin

s(ce, ) = ~k \}\/ J g{t)dt cos kx+
-] WS- Xk
0
-f-j \] C(DB (t, J1) sin/c(x —£) d£, (1.4.9)

c'(x, JT) = —Asin/ex + dt cos/cx+

S (1o
1 /\@ /\
i V.. n 0 \ .
z
+~ \] g{t)A(t, J1) cos/c(x —t) dt} (1.4.10)
1 0
s'(x, JT) = cos fcz + q(t)dt™ sinkx+
-
0
ro\v o\ . Lo e
+-"2\T qg{t)B{t, /1) cos k(x —t)dt. (12.4.11)

0
tasvirlami hosil gilamiz. (1.4.8) tenglikning oxirida turgan integ-
ralni baholaymiz:

X

\] q(t) A(t,JT) sink(x - t)dt



X
< J GO\ \A(L A)] JsinA (x —t) \dt <
0

j Ng®\ . j 2] \g@)\d8eeun .en~-~dt =

0
I T
< 2eMx m |#(s)]ds \dt =< / -e
0 0
Xucldi shuningdek, ushbu

X

§ 1 r

/ q{t) B(t. /) sink(x —t)dt < { = \g{H)\dt = =el
J

(0] « ., y, V

X ( X \

I a) At cosk(x —dt < |, wwis »
J

0

X f

/ qt) B(t. A)ycoslc(z — £)dt < < / |adi > =e1®
J
0 10

tengsizliklarning o'‘rinli ekanligini ko'rsatish mumkin. (1.4.8)-
(1.4.11) tasvirlarda. yuqoridagi baholashlardan foydalansak,
quyidagi asimptotikalarga ega. bo'lamiz:

c(x,\) = cos kx-+—i (t q(t)dt\ sinkx—
\i J

ik j sinki2t - x)dt+ Q j (1.4.12)

X
sinkx

1
s(x, A) = t)dt cos kx+
wm=""" e
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Teorema 1.4.1. Agar <(x,A) orgali (1.4.1) tenglamaning
y>0,A) = 1, */(0,A) =i

boshlang'ich shartlarni ganoatlantimvchi yechimini belgilgsak, u
holda

ip(x, A) =.c(x, A) + hs(x, A)
bo'ladi- Agar q(x) G C[0,7r], x G [0,7r], n/A = A= o+ rT bo:lsa,
n holda ip(x,A) w (™(x, A) funksiyalar uchun ushbu



X
-J q(t) cosk(2t - W cH+E (— J,

u
asimptotikalar o‘rinli boHadiM

Lemma 1.4.1. Agar f(t) € L2(0. x), % > 0, £ = a 4-ir
bo‘lsa, n holda ushbu

|& -> oo, (1.4.16)

11
o

X
J f(t) cosk(2t - x)dt

o

d . |& —» oo, (1.4.17)

\] f(t) sink(2t - x) dt

(o]
asimptotikalar o‘rinli.

Isbot. Ma’lumki, berilgan /(t) G L2(0, x) funksiyaga
L2(0, ) fazoning normasi bo'yicha yaginlashuvchi fn(t) e
CNO, > finit funksiyalar ketma-ketligi mavjud. Demak, ixtiyoriy

€ > 0 son uchun shunday W, = no(e) nomer topilib, n > no(e)

bo‘lganida ushbu

dt < e,

\

tengsizlik ofinli bodadi. Bundan foydalanib quyidagi integralrii

baholaymiz:

f(t) cos k("2t —x)dt <J /W - /n0()|jcosfe(2t - x)\dt+

+ \] fnO(t) cos k(2t —x)dt ,

o
J /00 - /nOWI]cos fc(2t - x)|/1 <
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js IF(t)~ fO(D\2t e xy/x < £ ~E/xy/x.

o

y/n 0(i)cosfc(2t-a:)dt = \Tf"{t)d *'smk (2t

X m

N f13t) sink (2t-x)dt <

-m I < W®F < Ee-en™l, (Ifc] > R(e)).

*Natijada ushbu
\] f(t) cosk(2t —x)di < e~ +,1); ... {\k\ > R(e)},

tengsizlikka ega bodamiz. Bu esa (1.4.16) asimptotik tenglik
o‘rinli bo'lishini bildiradi. (1.4.17) tenglik ham shu tarzda isbot

gilinadi.l 4y .. «\:
Lemma 1.4.2. Agar q(X) 6 CfO, 7], x € [OT], V\ = k =
a + ir bo‘lsa, n holda quyidagi asimptotikalar o‘rinli:

9\t \x

Il f \
c(x, ) = cos I/ g{t)dt j sinkx+Q (W 00)
\o
s(x, A) = p \‘ﬂd Icosfcx—fg (~ ~) (fe] >=00),
il N \ >Irla
/(x, A) = —A;sinfcx+- 1 / q(t)dt 1coskx+Q (el 00)

(1.4.18)
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Isbot. Bo'laklab integrallash goidasidan foydalanib, quyidagi

integrallarni hisoblaymiz:

\] q(t) sin k(2t —x)dt =\] q(t)d ~1 =
0 o '

= ——l-[/\(m) - 40y cos kx 4-—| f/ q'(t) cosk(2t —x)dt, (1.4.19)

2 k 2k J

(0]
X

\] q(t) cos k(2t — x)cft =\] q(t)d ~N =

[0}

X
1 I f '
= ~[<I(a) + *(0)] sin kx ———/ </(E)sin A2f —x)dt. (1.4.20)
2K 2K
0
Lemma 1.4.1 dan foydalanib, ushbu

X

J q(t) sin k(2t —x)dt =

_ ) (1% oo
= (00 coskx+c)>)((?)k(1 | )

X

\] q(t) cosk(2t —x)dt =

1 _le ITRA
= 2k " x)+ 9(0)] sinkx + o1 — | .(|fc|] -> 00),

asimptotikalarni topamiz. Bu ifodalarni (1.4.12)-(1.4.15) formula-
larga qo'ysak, (1.4.18) asimptotik tengliklar kelib chiqadi.l



Teorema 1.4.2. Agar q{x) £ cro.tr].. x £ [0,7], y/X = K
o + ir bo{sa, u holda quyidagi

c(k, ) = coskx + ﬂa(x) sin kx +

* ko a{x) - 50) - ~a2(x) coskx—

1}, /e, rx\
_ A4t fj 9{t)cosk(2t-x)dt + Q (*] -» o0)

50K M) = \ sin kx - TrTRark) cos k x +
K 2kz

) 70) - -
+4/c3 qx) + 1) - ~a2(x) sin kx-

' e\®
_g] q(t) sin k(2t —x)dt + Q_ 00)
~kT
c'0OK, JT) = —K sin /ok+ -a(>k) cos Kx+
q(x) + 7(0) + -a2(x) sinkx—
C
X Ir]
—J q'{t)sin fct —>K)/1 + Q (1fcl-400),

$'0K, ) = cos kX 4- Trn(x) sin kx—

1

v, 90K) - 90) + -a2(K) coskx+



asimptotikalar o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda

X
a(x) = J q(t)dt
o
Isbot. Quyidagi
c(r, M) = coskx --—-a(x) sin kx + m,
( ) oK (x) Ky )
\A\{x, A)] < C -e”X,
s(x, A) = ~sinkx - 7j-0a(x) coskx + ")5

[5i(*,A)| < C -l |
ifodalarni (1.4.4)-(1.4.7) tengliklarning o‘ng tomoniga go'yib,
yugoridagi kabi mulohaza yuritsak, natijada teoremada keltiril-

gan tasdiq kelib chigadi.l
Natija 1.4.2. Agar q(x) G cl[0o,7r], x G [0,F], V\ = Kk =

<-fir bo'lsa, u holda quyidagi

sin kX

ip(x,A) = coskx + + ~a(x)”™ -+
/c

h 1 k
. er / l-l~ 9(/6%'- ~a(,x)l4_ g/?/Wl{E .E@E X
g'(t)cosk(2t-x)dt+Q r . (/c|] -> o00),
ip'(x, A) = —ksin kx + + *aWy coskx+
+ (e + o) + aaf's fapd) oS X

1 F /elTh:\
o q'(t) sink(2t —x)dt + Q y J . (\k\ -» 00),

o]
asimptotik formulalar o‘rinli.
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Mustaqil yechish uchun mashqglar

1. Koshi funksiyasi yordamida quyidagi Koshi masalala-
riga ekvivalent bo'lgan integral tenglamalar tuzing va u yor-

damida yechim asimptotikasining dastlabki ikkita hadini toping
(0< X < 7r):

"xy = X, (-y" - xy =Xy,

©) = 0, S< 2/(0) = 1,

2/(0) = 1, Uu'(°) = 0>
- y" - Xy = Xy, ( —y" - X2y = Xy,
2/(0) = 1, <*K 2/(0) = O,
af) _—!g = Xy, [ Y= by -y,
200) = 1, ){ 20 =1,
No =0, 7'y = h.

5-8. Shturm-Liuvill masalasining xos giymatlari
uchun asimptotik formulalar

Quyidagi
-y" + gf{x)y = Xy,. 0<x < T, (1.5.1)
j 270 - hy@ =0,
* m |\ y{ir) + Hy{n) = 0O- ,

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib chigamiz. Bu yerda
q(x) € C[oV ] haqiqiy funksiya va /r, H chekli haqigiy sonlar.
@ (x,X) orgali (1.5.1) tenglamaning

~O,A) =1, y>'0OA) =1

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.
(3



Aniqglanishiga ko'ra, ip{xyA) funksiya chegaraviy shartlardan
birinchisini ganoatlantiradi. (1.5.1)-r(1.5.2) chegaraviy masala*
ning xos giymatlarini topish uchun bu funksiyani chegaraviy

shartlardan ikkinchisiga go:yamiz:
AU = LW rA)+ Hip(mA) = 0. (1.5.3)

Hosil bo‘lgan tenglamaga (1.5.1)h-(1.5.2) Shturm-Liuvill
masalasining xarakteristik tenglamasi deyiladi. Uning ildizlari xos
giymatlardan iborat bo‘ladi.

Teorema 1.5.1. (1.5.1)+(!.5.2) Shturm-Liuvill masalasining
xos-giymatlaridan tuzilgan toplam quyidan chegaralangan, ya'ni
shunday son mavjudki, undan kichik xos giymat yo‘q.

Isbot. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni Shturm-Liuvill chega-
raviy masalasining xos giymatlaridan tuzilgan to'plam quyidan
chegaralanmagan deb hisoblaylik. U holda, bu.to‘plamdan,-oo ga
intiladigan xos giymatlardan tuzilgan gismiy ketma-ketlik ajratib
olish mumkin bo‘ladi. Aytaylik, {AN} " 0 shu shartni ganoatlanti-

ruvchi ketma-ketlik bo‘lsin. /i,, = -A n > 0 belgilash kiritamiz.
Agar ushbu
f e\ImVx\x\
<p(X,A) =cosVIX +Q (—-0— 1, (JA] -> 00), (1.5.4)

<AX,\) = ->/A'sin VA® + fi(cl?m,/sh , ( Al -> oo0), (1.5.5)
asimptotik formulalarda, A parametrning haqiqiy rhanfiy giymat-
larini garasak va \i = -A > 0 belgilashni kiritsak, quyidagi for-
mulalarni hosil gilamiz:

e ™ x\



(1.5.6) va (1.5.7) asimptotik formulalarni (1.5.3) xarakteristik
tenglamaga qo'yib,

y fjl~ s h + HeHyArTr+ Qie~*) =0, ri-+ oo,

~ + N +am =0,

bo‘lishini ko‘ramiz. pn -+ oo bo‘lgani uchun oxirgi tenglikning
chap tomoni oo ga intiladi, o‘ng tomoni esa nolga teng, ziddiyat.i

Natija 1.5.1. Butun funksiyaning nollar to'pl&mi chekli li-
mitik nuqtaga ega bodmaganligi uchun Shturm-Liuvill chega-
raviy masalasi xos giymatlari to'plami chekli limitik nuqtaga ega
bodmaydi. Chunki xarakteristik tenglamaning chap tomoni A (A)
butun funksiya. Xarakteristik tenglama fagat haqiqiy ildizlarga
ega bo‘lgani uchun xos qiymatlar ketma-ketligi fagat +oo ga in-
tilishi mumkin.

Teorema 1.5.2. (1.5.1)+(1.5.2) Shturm-Liuvill chegaraviy
masalasining cheksizta xos giymati mavjud. Bu xos qiy-
matlami o'sib borish tartibida An, n = 0, 1, 2, .. orqali
belgilasak, ushbu

y/IXn=n+0 (- J, n —oo, (1.5.8)
- \n,

asimptotik formula o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. (1.5.1)+(1.5.2) masalaning xos giymatlari orasidachek-
litasi manfiy bo'lishi mumkin. Demak. n ning biror giymati-
dan boshlab barchasi musbat bo‘ladi. Biz Xn ketma-ketlik uchun
n ning yetarlicha katta qgiymatlaridagi asimptotikasini keltirib

chigaramiz. Buning uchun ushbu
A) =cos /clr + Q_ A —m 00, (1.5.9)

y/(Tr, A) = —/fesin bl + 2(1), K — +00, (1.5.10)

asimptotik formulalardan foydalanamiz. Bu yerda K = n/A > 0.
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(1.5.9) va (1.5.10) ifodalarni xarakteristik tenglamaga
go'yamiz:

—ksmkn + H coskn + 0(1) = O, K —Y -boo.

Bu tenglamadan

(1.5.11)

kelib chigadi. (1.5.11) tenglamaning cheksizta ildizi bo‘lib, bu
ildizlar butun sonlar atroflarida joylashgan bofladi, aks holda
(1.5.11) tenglamao‘ng tomoni nolga intiladi vachap tomoni nolga

intilmaydi. Shuning uchun A

bo'ladi. Bu yerda mn butun son va
5n ~>0, (n — oo):

Rushe teoremasiga asoslanib, mn = n bo:lishini ko‘rsatamiz. Bu-
Iling uchun

f(k) = —ksmkn va g(k) = ip'(n,k2) 4- H(p(s, K2) + ksmkn
funksiyalarni ko‘rib chigamiz. Bu funksiyalarning vyig‘indisi
(1.5.1)+(1.5.2) chegaraviy masalaning xarakteristik funksiyasini
beradi. g(k) funksiya uchun (1.5.4) va (1.5.5) asimptotik formu-

lalarga ko;ra
g(k) =a (e|]lm%) , Ne -» o00),
topamiz.
1
Tn orqgali ushbu K = TL—§ ia, 0 < a < 2m aylanani

belgilaymiz. Bu yerda n natural son.
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1-rasm.

n natural sonning biror no qiymatidan boshlab, aylana usti-

da |f(k)| > |<I(&)| bo‘ladi. Hagigatan ham,

\f(K)\ = |—Asin /il = n —-£Ierasml{7r ln |}

[ff(fc)l = g (= M ) sinn]) _

bodganiuchun

boiadi; xususan n natural sonning biror no qiymatidan boshlab,
ushbu | tengsizlik bajariladi.

f(k) funksiyaning 7n aylana ichidagi karrasiz ildizlari =1, +2,

+(?2r — 1) bo‘lib, 0 soni ikki karrali ildiz bodadi, barcha il-
dizlarining soni 2n ta. Rushe teoremasiga ko‘ra garalayotgan ay-
lana ichida f(k) va f{k)+g (k) funksiyalar bir xil sondagi ildizlarga
ega bodadi. Bunga asosan, f{k)+g (k) funksiya [ n aylana ichidagi
ildizlarining soni 2n ta. Tn+i aylananing ichida esa2(n+ ) = 2nd-2
ta ildizga ega. ya’ni, /n va n+i aylanalar bilan chegaralangan

halgada 2 ta ildiz joylashgan. f{k) + g(k) = </?(= fc2) + tf (I, K2)



juft funksiya bo‘lgani uchun uning T n+i aylana ichidagi barcha
ildizlari: */c0, xfci, tkn-\ bo‘ladi. £kn ildizlarning garala-
yotgan halgada yotishini va haqiqiyligi.ni e’tiborga olsak, A+ 6
(n — + 7i > 7io, ya'ni |A~- ti| < 5, 7i > Tio bo'lishi

ko‘rinadi. Demak,
kn= 71+ 6n, Jn|< 71> 71U (1.5.12)

N ning asimptotikasini o‘rganish maqgsadida (1.5.12) ifodani

(1.5.11) tenglikka go'yamiz: - ..
sin(7T77.+ 7eny = O ( —— 7-), 71 —* 00,
— \n + 5nj
sin(7r5u) = 71 00,
Sh=0Q_ . 11 —00. (1.5.13)

(1.5.13) ifodani (1.5.12) tenglikka go'ysak, (1.5.8) formulaga ega
bo‘lamiz.1 .. T \r w

(1.5.1)+(1.5.2) Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining An,
M=o 1 2, .. xos giymatlari uchun topilgan (1.5.8) asimptotik
formulani yanada aniqlashtirish mumkin.

Teorema 1.5.3. Agar g(x) 6 C[0, m haqiqiy uzluksiz
funksiya bo‘bib, (1.5.1)+(1.5.2) chegaraviy masalaning xos qiy-
matlari {An}2L0 boba, n holda ushbu

V/AA=n+- + — (1.5.14)
7 7

asim.ptotik formula o(inli bo‘ladi. Bu yerda
T

Cl=h+ H-+ famdt, (arge 2. (1.5.15)

0
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Isbot. Quyidagi

A) = cos kx + + ~ fT~~

J q{) sin k(21 - x)dt + Q
o
If

PXA) = —Ksinkx+ 1h+ -/ q(t) dt j coskx+

X

\] g(t) cos k(2t —x) dt+0

(0]

K 5

asimptotik formulalar yordamida xarakteristik funksiyaning

asimptotikasini keltirib chigaramiz:

A (A) = Ip(TT, A) - A(/2(7r, A) =
= —Ksin K+ ( h+ H + i—f/ q(i)dt\ cos KT+

I \j nosk(2t — 7r) dt+Q_

o
Bunga ko‘ra, quyidagi

F(k) = A@A2 + Asinkn — *"h + H + q(t)dt” cos Ax,

(1.5.16)
funksiva uchun ushbu



asimptotik formula o'rinli bo'ladi.
Agar & = F(kn) belgilash kiritsak, kn = n+8n bodgani uchun
(1.5.17) tenglikka asosan {an} 6 |2 ekanligi kelib chigadi. (1.5.16)

ifodaga asosan

(n -fSn)sin(n4-6n)ir— "h + H + N j g(f)cft™ cos(n+6n)m = a,,

ya’'ni
(n + 6n)sin SN - +H + g{l)dt \ cosen7r = (-I)nean,
(1.5.18)
bo'ladi. Ushbu
Sh=Q (~j,'n ->oo0,
asimptotikadan
sinbnm = thn7r+g (1) , cosSnm= 1+ ., (1.5.19)

kelib chigadi. (1.5.19) ifodalarni (1.5.18) tenglikka qo‘ysak,
n5nir+Q —(h +H +7j q(dtj +Q = (-1)n-dn,

yam

11 h+H
= TR *i}CD”H{(-LL* a.+a (i)}
0 /

tenglik hosil bodadi. Buni kn= n + Sn tenglikka qof/sak, (1.5.14)
formulaga ega bo‘lamiz.1

lzoh 1.5.1. (1.5.1) + (1.5.2) chegaraviy masalaning {An}”™i0
x0s giymatlari uchun olingan (1.5.14) + (1.5.15) asimptotik for-
mula q(x) haqiqiy funksiya L 2(0, 7r) fazoga t.egishli bo‘lgan holda

ham ocinli bo'ladi.
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Teorema 1.5.4. Agarq(x) € C I [0, 7] haqiqiy funksiya bodib,
(1.5.1)+ (1.5.2) chegaraviy masalaning xos giym.atla.ri. {An}JLO
bollsa3 n holda ushbu

- ITURE (920
asimptotik formula o‘iinli bo‘ladi. Bu yerda
T

ci = - +TH + m g{t)dt, {/3n} e h-
o

Isbot. Bu holda <p(1,A) yechim va uning hosilasi uchun

1

quyidagi asimptotik formulalar o‘rinli



Bu formulararga asosan, xarakteristik funksiya ushbu

A(fc2) = —xsinkrT+ I h+H + g{t)dt j cos fc7T+

T
in KIT
-fc s zf I g\t)sink{2t - T)dt+Q (J fj,
K k

asimptolikaga ega bo‘lishi ko‘rinadi. Bu yerda

T /T \ A
c= Hh + Mg(n) + g(0] + \]q{t)dt+\i f
0 Vo ' v
Demak, ushbu
J - - LY
Sin k1T

F(fc) = A(fc2) + ksin KTr—7rcicoskn —c ;— , (1.5.21)

c

funksiya uchun quyidagi asimptotika o‘rinii:

F(k) = -~ J q'(t)sink(2t - Tr)cii + 2
o . o 2i{
Endi fc = fon, fon = n+£n deb, ushbu fin = fon-F(fcn) belgilashni
kiritsak, u holda {/?,} € h bo‘ladi, chunki teoremaning shartiga
ko‘ra q'(x) G L2[0, 7r]. (1.5.21) tenglikda fc = fc, desak, u ushbu

sin(n + G)7T _
(n + £n) sin(71+ 5n)7T—7CL COs(71+ 5n)7T—c-
n + & n + 5n’

ko+inishni oladi. Oxirgi tenglikdan

(71 + 6n)2sin 6NTT— 7rci(71 + 6n) cos 8N~ ¢ esin §7r = (- 1) n «fin,
(1.5.22)

kelib chigadi. Oldingi teoremaga ko‘ra ushbu -
ci + ~n) e '(1.5.23)

71 71
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asimptotik formula o'rinli. Bundan esa quyidagi tengliklar kelib
chigadi:

Sill 6n7r = — + + o

n n

n B COS6n7l = 1+ o (N 'joo-
3) ~\n 1y
(1.5.24)

[n+- + — )2 + — + 0

Y, n n/ \ n n —\n3yy
— \n/

1

ip2+LIJ1))(;" N + a QS))l-*CA+a 1':(—1|’-A..
Oxirgi tenglikdan

kelib chigadi. Demak, quyidagilar o‘rinli:
an_ 2"y Sh=Fn"" 4% E A
n n nz
Buni kn = n + 5n tenglikka go'ysak, (1.5.20) formulaga ega
bo‘lamiz.1
Natija 1.5.2. Agar g(x) 6 C71[0, 7] bo‘lsa, u holda
(1.5.1)+(1.5.2) Shturm-Liuvill masalasining /in, n = 0, 1, 2.

x0s qiymatlari uchun quyidagi asimptotik formula o‘rinli:
An=n2+ Co+ — ., {7n}e€ -

Bu yerda

2/i+ 24 1

(o b
m

0
Izoh 1.5.2. Shturm-Liuvill tenglamasidagi q(x) koeffitsiyent-

ning silliglik darajasini oshirish hisobiga (1.5.1)+(1.5.2) chegar-

aviy masalaning xos gqiymatlari uchun olingan (1.5.20) asimptotik
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formulani aneha aniqlashtirish mumkin. Quyidagi teoremani is-
botsiz keltiramiz. bu teoremani isbotlash uchun awalo Shturm-
Liuvill tenglamasining yechimi uchun yanada aniqroq asimptotik
formula olisli lozim ([97]).

TaTif 1.5.1. n rnarta differensiallanuvchi, harnda ra-tartibli
hosilasi L 2(0, 7r) fazoga tegishli bo'lgan funksiyalar to‘plamiga
W giO, 7r) Sobolev fazosi deyiladi.

Teorema 1.5.5. Agarq(x) G W™[0, 1] (m > 1), ya'ni q(x)
potential Sobolev fazosiga garashli bo‘lsa, n holda (1.5.1)+(1.5.2)
chegaraviy masalaning {An}JJLO xos giymatlari uchun ushbu

asimptotik formula o'rinli bo'ladi. Bu yerda
Py €h, cp=0 p>0
Teorema 1.5.6. Agar g{x) € C°°[0. 7] boba, u holda

(1.5.1)+(1.5.2) chegaraviy masalaning {An}*10 xos giymatlari

uchun .
oc

asimptotik formula o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Hisoblashlarni soddalashtirish magsadida h = H = 0
hoi bilan cheklanamiz. Bu holda (1.5.1)-1-(1.5.2) chegaraviy masala
quyidagi ko'rinishni oladi:

-y" + g{xX)y = Xy, x e (0,7], (1.5.25)
1/(0) = 0, y'(trr)=0, ‘ (1.5.26)
Bu yerda q(x) G C°°[0,7r] cheksiz marta differensiallanuvchi

haqiqiy funksiya. (1.5.25) tenglamaning yechimini ushbu



ko‘rinishda izlaymiz. (1.5.27) ifodani (1.5.26) tenglamaga qo'yib,

cr(/i, x) funksiyaga nisbatan
a'+ 2ilia + a2 —q(x) = 0, (1.5.28)

birinchi tartibli differensial tenglamani hosil gilamiz.

Faraz qilaylik, cr(/x,x) funksiya uchun ushbu \

. X 1-5-29)

yoyilma o'rinli bo‘lsin. Bu yerdagi cr*(x) nhoma’lum funksiyalarni
topish uchun (1.5.29) ifodani (1.5.28) tenglamaga qo‘yamiz. Nati-
jada hosil bb‘lgan tenglikda (2ip) parametrning mos darajalari
oldidagi koeffitsiyentlarni solishtirib crk(x) funksiyaga nisbatan

quyidagi rekkurent tenglamalarni hosil gilamiz:

> m ~Ni@a=) = q{x), a[{x)

Im{x) = -<4 i(z) - ~2 = 3,4,5...
- J 1
(1.5.30)

Bu formulalardan foydalanib, &k(x) funksiyalarning bir nechtasini
topishimiz.mumkin:.,. u ;

a2(x) = ~q'{x),

az{x) = q'(x) - {x),

4(x) = + 4q9(x)?'(x), (1.5.31)

B(z) = gaVix) - 5<f{x) - 6q(x)q"(x) + 203(x),

Bu yerda q(x) .funksiyaning hagqiqiyligini hisobga olsak,
(1.5.30)+(1.5.31) tengliklardan c1Lbk) funksiyalarning ham
haqiqiyligi kelib chigadi.

Agar A ® 0 bo(lsa, u holda (1.5.27) formula (1.5.25) tengla-

74



maning ikkita chiziqli erkli yechimlarini beradi:
X
Mo A) = exp < w1 J cr(emydte
0

X
y2(x, A) = exp | -, X + J a{t,-p)dt 1 b=VvX (1.5.32)
0

Bu yerda y/X ildiz qiymati quyidagicha tanlanadi: agar A < 0
bo‘lsa, u holda y/X = =rr, r > 0. Boshga hollarda ildizning
giymati analitik davom qildirish yordamida aniglanadi. y\{x, X)

va Y20k, A) yechimlar yordamida ushbu
z(x, ) = 202, p)220, my - 22(s, 7i)yi(0, m> - (1,5.33)
funksiyani tuzib olamiz. Bu funksiya (1.5.26) chegaraviy shart-
larning birinchisini ganoatlantiradi, ya'ni 2?(0,4) = 0. (1.5.33) ifo-
dani (1.5.26) chegaraviy shartlarning ikkinchisiga go'yib, (1.5.25)
+ (1.5.26) chegaraviy masalaning xarakteristik tenglamasini hosil

qilamiz:
yKtemll 0»/7) ~ 0,M) = 0. (1.5.34)

(1.5.32) tenglikdan foydalanib (1.5.34) tenglamani quyidagi

ko'rinishda yozib olamiz:

exp N 2ifm + j =71{y). (1.5.35)
o)

Bu yerda

+ + 0, —At1)]

(1.5.36) tenglik yordamida aniglangan r(/x) funksiya uchun ushbu
oc
Thl = 1+ Y 'TY +. = const, (1.5.37)



asimptotik yoyilma o‘rinli. (1.5.35) va (1.5.37) tengliklardan
o / i\j

@
-»£ -b*1 +g

(1.5.38)

hosil bo‘ladi. Bu yerda
T

«j+i = \] azj+i{x)dx, 6j = const, /z*= \[Ab
)

r(/i) funksiyaning aniglanishiga kofra.
T(-/i)= 1

bo:ladi. Agar (1.5.36) tenglamaning ildizi bo‘lsa, u holda —/qg
hamshu tenglamani ganoatlantiradi. Bundan (1.5.38) tenglikning
o‘ng tarafida. /ifc ning fagat t.oq darajalari gat-nashishi kelib cliiga-
di. Hagigatan ham, (1.5.38) tenglamada /z* ni -fik bilan, K ni esa

—XK bilan almashtirsak

tenglik hosil bo'ladi. (1.5.38) va (1.5.39) tengliklarni go'shish nati-

jasida
00 ;
\% b2i— = o
hosil bo'ladi. Bundan /A& -* oo bo‘lganda b2j = 0, j =

0,1,2,3,... kelib chiqadi. Shunday qilib, (1.5.38) tenglikni ushbu

= 1V °2j¢#1 =k 1V" (—I1)I&2j+ /1540n
Ne (2N y*+> 27~ (21 M +1° ( }

ko'rinishda yozish mumkin ekan. Bu tenglikdan

W= fer G (I, (1-5.41)
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kelib chigadi, chunki fik -» oc. (1.5.41) ifodani (1.5.40) tenglikka

go‘yamiz va yana shu jarayonni davom ettirib, uchun

(1.5.42)

asimptotik yoyilmani topamiz. Bu yerda C3+i - A ga bog'liq
bodmaydi, lekin u a2j+i, a*.(0) va cr’\(7r) sonlarga bog‘liq bo‘ladi.l

6-§. Chegaraviy shartlarida y(0) = 0 yoki y(n) = 0
bo‘lgan Shturm-Liuvill masalasining xos giymatlari

uchun asimptotik formulalar
1. Quyidagi

y" +a(x)y = by, o<x< T,

(1.6.2)

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib chigamiz. Bu yerda
g(x) € C[0. 7] haqiqiy uzluksiz funksiya va H chekli haqgiqiy son.
s(j:,A) orgali (1.6.1) tenglamaning ushbu

s(0,A) =0, s'0,/1) = 1,

boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.
s(x,A) funksiya aniglanishiga kolra chegaraviy shartlardan birin-
chisini ganoatlantiradi. (1.6.1)+ (1.6.2) masalaning xos giymat-
larini topish uchun bu funksiyani chegaraviy shartlarning ikkin-

chisiga qo'yamiz:
s'(7, 1) + Hs(7,A) = 0. (1.6.3)

Hosil bo‘lga.n  tcnglamaga. (1.6.1)+(1.6.2) Shturm-Liuvill
masalasining xarakteristik tenglarnasi deyiladi. Uning ildizlari

xo0s giymatlardan iborat.
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Teorema 1.6.1. (1.6.1)+(1.6.2) Shturm-Liuvill chegaraviy
masalasining xos giymatlaridan tuzilgan to'plam quyidan chega-
ralangan, yahi shunday son mavjudki. undan kichik xos giyrnat
yo@.

Isbot. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni Shturm-Liuvill
masalasining xos giymatlaridan tuzilgan to'plam quyidan chega-
ralanmagan deb hisoblaylik. U holda, bu to‘plamdan —oo ga inti-
ladigan xos giymatlardan tuzilgan gismiy ketma-ketlik ajratib ol-

ish mumkin bo’'ladi. Aytaylik, {in}” 0shu shartni ganoatlantiruv-

chi ketma-ketlik bb'lsin. fin = —An > 0 belgilash kiritamiz.
Agar ushbu
sin y /\x (_elblv™ e
s{xyA)= — ]=—4Q [— -— I, (lAl->00), (16.4)
/  |lwu/alr\
s'(X,A) = cos VXX 4-Q ( —ji W °°)» (1-6.5)

asimptotik formulalarda, A parametrning haqiqiy manfiy giymat-
larini qarasak va )X = -A > 0 belgilashni kiritsak, quyidagi for-

mulalarni hosil gilamiz:

M 2lbl ee+ & (), (1.6.6)
y/U —V M
Y(a;5A) = ch™Ix + Q_ ~ M*“4 +o00. (1.6.7)

(1.6.6) va (1.6.7) asimptotik formulalarni xarakteristik tenglama-

ga qo'yib,
/ e\V/fWr\
ch”fjrnv + Q =rJ =0, n -> oo,
chdJTnxk /1 \

0, n — 00,
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bolishini ko'ramiz. fin -> oo bo:lgani uchun oxirgi tenglikning
chap tomoni \ ga intiladi, o‘ng tornoni esa nolga teng, ziddiyat.i

N atija 1.6.1. Butun funksiyaning noliar to'plami chekli limit
nuqtaga ega bodmaganligi uchun (I'.6.1)-f-(1.6.2) Shturm-Liuvill
chegaraviy masalasi xos giymatlarining to‘plami chekli limit nuqg-
taga ega bodmaydi. Cliunki xarakteristik tenglamaning chap
tornoni butun funksiya. Xarakteristik tenglama fagat haqiqiy il-
dizlarga ega bo‘lgani uchun xos giymatlar ketma-ketligi fagat -boo
ga intilishi mumkin.

Teorema 1.6.2. (1.6.1)+(1.6.2) chegaraviy masalaning chek-
sizta xos giymati mavjud. Bu xos giymatlami o‘sib borish tartibida
An, n =0, 1, 2, ... orqali belgilasah, ushbu

asimptotik formula olrinli bo‘ladi.

Isbot. (1.6.1)+(1.6.2) chegaraviy masalaning xos qgiymatlari
orasida cheklitasi manfiy bo'lishi mumkin. Demak, n ning biror
giymatidan boshlab barchasi musbat bo‘ladi. Biz An ketma-ketlik
uchun n ning yetarlicha katta qgiymatlaridagi asimptotikasini

keltirib chigaramiz. Bulling uchun ushbu

K —>-boo, (1.6.9)

K -¥ -boo, (1.6.10)

asimptotik formulalardan foydalanamiz. Bu yerda K = n/A > 0.
(1.6.9) va (1.6.10) ifodalarni xarakteristik tenglamaga
qo‘yamiz:

K —m-boo. (1.6.11)
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Bu tenglamadan

WY » o -, :

cos KIr—O0 —>+00, (1.6.12)
kelib chigadi. (1.6.12) tenglamaning cheksizta ildizi. bodib. bu
ildizlar

cos /cir = 0 . tenglamaning ildizlari atrofida joylashgan
bodadi, aks holda (1.6.12) tenglama o‘ng tomoni nolga intiladi va

chap tomoni nolga intilmaydi. Shuning uchun

kn= mn+ i + Sn: (1.6.13)

bodadi. Bu,yerda mn butun son va

6n 0; (n-e>o00). (1.6.14)

Rushe teoremasiga asoslanib. mn —n bodishini ko‘rsatamiz.

Buning uchun f(k) = coskw va g{k) = s'(7r,/c2) + #s(7T,/c2) -
cos kit funksiyalarni ko‘rib chigamiz. Bu funksiyalarning yigdndisi
(1.6.1)+(1.6.2) chegaraviy masalaning xarakteristik funksiyasini
beradi. g(k) funksiya uchun (1.6.4) va (1.6.5) asimptotik formu-
lalarga kolra
/ JIm /dr
(|*Roo), (1-6.15)
N7 fi(—

topamiz. 1. orqgali ushbu K = 0 < a < ZrTaylanani belgi-

laymiz. Bu yerda n natural son.

*n

2- rasm. j
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n natural sonning biror W, giymatidan boshlab, yn aylana ustida

\f(k)\ > \g(k)\ bodadi. Hagigatan, ham
\f(k)\ = |cos/Ck] = |cos{7rnela}] = o ~eHiinajl ~
AN [sin o]

n

bodgani uchun

bo‘ladi. xususan n natural sonning biror no giymatidan boshlab,
\f(k)\
ushbu o> tengsizlik bajariladi.
\9W\
f(k) funksiyaning ildizlari karrasiz bodib, jn aylana ichidagi

o 1 3 f I\ ) ) )
ildizlar -, £ -3 doIn —- 1sonlardan iborat. Ularning soni

2n ta.Rushe teoremasiga ko‘ra garalayotgan aylana ichida f{k)
va f(k) + g(k) funksiyalar bir xil sondagi ildizlarga ega bodadi.
Bunga asosan, f(k) + g(k) funksiya /n aylana ichidagi ildizlari-
ning soni 2n ta. Tn+i aylananing ichida esa 2(n -b 1) = 2n + 2
ta ildizga ega, ya’ni, Tn va Tn+i aylanalar bilan chegaralangan
halgada 2 ta ildiz joylashgan. f(k) + g(k) = s'(Tr, A2) 4- Hs(ir, K2)
juft funksiya bo(lgani uchun uning j n+i aylana ichidagi barcha
ildizlari: +Ajo, +fcn_l, +kn bodadi. £kn ildizlarning

garalayotgan halgada yotishini va Heigiqiyligiim e’tiborga olsak,

/ y .. ( A |
kn e (n,n + 1),n > no, yam g (n+2) < —n > n0
bodishi kod’inadi. Demalk,
kn=n+ ~+5n, \5n\< 1, n>no0. (1.6.16)

6n ning asimptotikasini o'rganish magsadida (1.6.16) ifodani
(1.6.12) tenglikka-qo'yamiz:
cos

('+*»+'*m)
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(1.6.17) ifodani (1.6.16) tenglikka qo'ysak, ushbu

kn=n+~+0Q , n 00, (1.6.18)

formulaga ega bo‘lamiz. Demalk,

=N 5+—(n)’ n (1.6.19)
asimptotik formula o‘rinli ekan. m
Quyidagi teoremalarni isbotlashni o'quvchiga goldiramiz.

Teorema 1.6.3. Agarq{x) € C[0,7r] haqiqiy uzluksiz funksiya
bollib, (1.6.1)+ (1.6.2) chegaraviy masalaning xos qiymatlari
{An}*Lo boba, u holda ushbu

A =t Ve Ao A ~n6'2°%)
asimptotik formula olrinli bo‘ladi. Bu xjerda
m
Ci=— + 4- tydt, {/3,, 12. 1.6.21
- Z7TJ[ q(t) {/3.} e ( )
0

Natija 1.6.2. A<?ar g(x) € C[0, 7] haqigiy funksiya bolib,
(1.6.1)+(1.6.2) chegaraviy masalaning xos giymatlari {An}~10
boba, v holda ushbu

A, = (n + ) 4-c04 Xn,

asimptotik formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda



Teorema 1.6.3". Agar q(x) ¢ C I[0,7] haqigiy funksiya bo'lib,
(1.6.1)+ (1.6.2) chegaraviy masalaning xos giymatlari {A,}£L0
bo‘lsa, n holda ushbu .,

z n+1 n-

asimptotik formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda
T
H 1
Ci — H ,J q(t)dt, {7n} € h-
m
0

Natija 1.6.2'. Npar g(x) G C~fO, 7] haqigiy funksiya bo'lib,
(1.6.1) +(1.6.2) chegaraviy masalaning xos giymatlari {An}~10
bo‘lsa, n holda ushbu

An = (n + ™) +C°+ ™,

asimptotik formula o‘nnli bo‘ladi. Bu yerda

T
2H
Co = T h ’7‘r.f g{t)dt, {w,} e 2>
0
2. Quyidagi ; i
-yt +g(x)y = Xy, 0< X< T, (1.6.22)

/ 2'(0) - % (0) = 0,
\ 2/IM =0
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib chigamiz. Bu yerda
a(.1) G C[0, 7] haqiqiy funksiya va h chekli haqiqiy son.
Teorema 1.6.4. (1.6.22)+(1.6.23) Shturm-Liuvill chegaraviy
masalasining xos giym.atlaridan tuzilgan toplam quyidan chega-
ralangan, yani shunday son mavjudki, undan kichik xos giymat
yo:g
Natija 1.6.3. Butun funksiyaning nollar to‘plami chekli li-

mit nuqtaga ega bo‘lImaganligi uchun Shturm-Liuvill chegaraviy
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niasalasining xos giymatlaridan tuzilgan to‘plani chekli limit nuqg-
taga ega bodmaydi. Chunki xarakteristik tenglamaning chap
tomoni butun funksiya. Xarakteristik tenglama faqat haqiqiy il-
dizlarga ega bo:lgani uchun xos qiymatlar ketma-ketligi fagat + o
ga intilishi mumkin.

Teorema 1.6.5. (1.6.22)+(1.6.23) chegaraviy masalaning
cheksizta xos giymati mavjud. Bu xos qgiymatlami o‘sib borish
tartibida An, n =0, 1, 2, ... orqali belgilasak, ushbu

=n+ "+ .0°» (1.6.24)
asimptotik formula o‘rinli bo‘ladi. v' mm

Teorema 1.6.6. Agar q(x) £ C[0,7] haqiqiy uzluksiz
funksiya bo'lib, (1.6.22)+ (1.6.23) chegaraviy m.asalaning xos
giymatlari {An}~L0:bo‘lsa, n holda ushbu

+N =n+\+— —jJ+-— " (1.6.25)
2 n+ n
asimptotik formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda
n
Q=-+2~-fq)d, w e 1.6.26
T /mo q() ' ( )
0
Isbot. (1.6.22)h-(1.6.'23) masalada t = 7r — X almashtirish ba-
jarsak va ' *e

qi(t) = q(v- 1), z{t)=y(n-t), Hi=nh

belgilashlarni kiritsak, ushbu

—z"+. g\{t)z — Az, 0< X < T, ; (1.6.27)
{ 270t = °r (1.6.28)
ho-:-." ] z'{k) + Hiz(7r) = 0,' ' 1

chegaraviy masala hosil bodadi. (1.6.27)+(1.6.28) chegaraviy
masala xos qiymatlarining asimptotikasi od'ganilgan edi. Bundan

(1.6.25) va (1.6.26) kelib chigadi.1
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N atija 1.6.3'. Agar q(x) € C[o, 7r1 haqiqiy funksiya bo‘lib,
(1.6.22)+(1.6.23) chegaraviy masalaning xos giymatlari {An}~ 0
bo‘lsa, n holda ushbu

Xn= (n+ ") +C°+ X" f1 BE'>1m
asimptotik formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda

-2h 1

Co= --—-t-—
mr 7|'\]
(0]

Teorema 1.6.6'. J16/ar 6?(x) € C~O, t] haqigiy funksiya
bo'lib, (1.6.22)+ (1.6.23) chegaraviy masalaning. xos giymatlari
{A ..}~ 0 bo‘lsa, n holda ushbu

4.l A o
q(t)dt, {x,J 6 lo-

Jdvonalw 2507y
2 n4x 1r
asimptotik formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda
bl
= -+ — h- .
2 = + Z7TJ/ {7n}e * 3
b L0 e A7 U ->
Natija 1.6.3". Agar q{x) 6 C~O, 7] haqiqiy funksiya bolib,
(1.6.22)+ (1.6.23) chegaraviy masalaning xos giymatlari {An}~0
bo‘lsa, n holda ushbu

i\/z vjr
An=]|rc + -] +Co + ">

asimptotik formula o‘rinli boladi. Bu yerda
T .

Co = + « [ q(t)ydt, {u>n}e 12

o
. .0 Cl. N\ /;

3. Quyidagi

~y"+ XY= Az, o< x < (1.6.29)
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\r/M = o,
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib chigamiz. Bu yerda
g{x) € C[0, 7n haqigiy uzluksiz funksiya.

Quyida keltirilgan teoremalar xucldi yuqoridagi usullar yor-
damida isbotlanadi.

Teorema 1.6.7. (1.6.29)+(1.6.30) Shturm-Liuvill chegaraviy
masalasining xos qgiymatlaridan tuzilgan to‘plam quyidan chega-
ralangan, yani shunday son mavjudki. undan kichik xos giymat
yo'q

Teorema 1.6.8. (1.6.29)+(1.6.30) Shturm-Liuvill chegaraviy
masalasining cheksizta xos qiymati mavjud. Bu xos giymatlami

o'sib borish tartibida An, n = 1,2,... orgali belgilasak, ushbu

YA\~ =n+o0 (i), n -» 00, (1.6.31)

asimptotik foimula o‘rinli bo:

Teorema 1.6.9. Agar q(x) € C[0, 7] haqgiqiy uzluk-
siz funksiya bodib, (1.6.29)+(1.6.30) masalaning xos giym.atlari
{An}~=1 bo‘lsa, n holda ushbu

+K =n+ —+ —, (1.6.32)
n n
asimptotik formula o‘nnli bo‘ladi. Bu yerda
T
c3= L €ht (1.6.33)
o

Natija 1.6.4. Agar qg(x) € c[0, 7] haqigiy uzluk-
siz funksiya bo'lib, (1.6.29)+(1.6.30) m.asalaning xos giyrnatlan
{An}~! boisa, n holda ushbu



asimptotik formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda
(o B f] a(t)dt, {o;n} 6 55

Teorema 1.6.9'. Agar q(x) G CNO, ] hagigiy funksiya
boiib, (1.6.29)u- (1.6.30) masalaning xos qiymatlari {An}~™Ij
bo‘lsa, n holda ushbu

nr A3 7n
V An —n H------
n nl
asimptotik formula O'rinli boiadi. Bu yerda
T
c3 = q(t)dt, {7,.} 6 h-

Natija 1.6.4'. Agar q{x) 6 C 1{0, 7n haqiqiy funksiya bo‘lib,
(1.6.29)+ (1.6.30) masalaning xos giymatlari {An}~ bo'lsa, n
holda ushbu

asimptotik formula O‘rinli boiadi. Bu yerda
T

co = q(t)dt, {xn} e /2-
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7-§. Normallovchi o‘zgarmaslarning va normallangan xos
funksiyalarning asimptotikasi
1. Quyidagi
=y +q(z)y =y, 0< <, (1.7.1)
/(0) — hy(0) =0,
y'(m) + Hy(m) =0,

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib chigamiz. Bu yerda

(1.7.2)

g(x) € C[0, 7] haqiqiy uzluksiz funksiya va H, h chekli hagiqiy
sonlar.
w(z, A) orgali (1.7.1) tenglamaning ushbu

O, =1, O,\)=h

boshlang'ich shartlarni qanoatlantuuvuhl yechimini belgilaymiz.
Bu yechim uchun quyidagi

oz, A) = cos VAT + \/_sm\/_ sm\\//x‘:z /q(t’)dt—

0

1 )
t)sin VA2t — z)dt + O <—> , A= +oo, (1.7.3
dblmpt()tlk formula olingan edi. (1.7.1)+(1.7.2) chegaraviy
masalaning xos giymatlarini {A,},-, orqali belgilaymiz. Oldingi
paragraflarda xos giymatlar uchun quyidagi asimptotik formula
keltirib chiqgarilgan edi:
kn=1vA=n + 0y In (1.7.4)

n
Bu yerda

h+H
m

Cyp =

1 ks
+ 57;/ qt)dt, {v.} € L. (1.7.5)
0
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Endi ortonormallangan xos funksiyalar uchun asimptotik for-
mulalarni topamiz. Buning uchun avvalo ¢(x, A,) funksiyaning
asimptotikasini o‘rganamiz. (1.7.4) ni (1.7.3) ga qo'ysak,

@, A,) = cos(n+ )T+ | h+ §/ g()dt EI%?_;S——)E—
1] n
~5 j (t)sin[(n + 8,)(2t — x)]dt + Q 1
2(” + 67,) qit)sin n == (n + 6n)2 ’
0
(1.7.6)
bo‘ladi. Bu yerda 8, = I

L .n ,
(1.7.6) formulani soddalashtiramiz. Buning uchun avvalo
quyidagi tengliklarni olamiz:

1 1 8y 5. \? 1 1
=K1 -L4+ (-] +..p=—4+0{—=],
n+6, n n n n =\n¥)

cos(n + 0p)T = coSNE €O Jp,x — SN N sin OpT =

62 2 53$3
= COSNT 1:1 B + } — sinnz [(5,@ — L4 } =
2! 31
. 1
= cosnT — oprsinnr + 0| —}, n— oo, (1.7.7)
=\n
. 5212 6323
sin(n+4, ) = sinnx [1 - —%'— + ] +cosnz [5,,,.17 - —';—q-"—— + ] =
. 1
= sinnt + d,xcosne + Q ], n->o0. (1.7.8)
=\n

(1.7.7) va (1.7.8) ifodalarui (1.7.6) tenglikka qo‘ysak, ushbu

z
ez, Ay) = cos 71,:):—(:(,:1:““ "o b —/q(t)dt M-E—M,
7 2 7 n
0
formula, kelib chiqadi, ya'ni
oz, Ap) = cosnz + a(z) DT ln—-(—), : (1.7.9)

2 T
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bu yerda

z
a(r) = —cpz +h + = ! /q(t dt, {v.(x)} € . (1.7.10)
0
Endi normallovehi o‘zgarmaslar uchun asimptotik formulalarni
topamiz: '
7 x "
ai:/ (, An)d /(Ob nzdx +111/ a(x) sin 2nadx+
0 0

0

+j +O( ) {B.} € lo. (1.7.11)

(1.7.11) formulada dalajam pasaytirish formulasini va bo‘laklab
integrallash goidasini qo‘llab ushbu

. o
07)& == + L, {ﬁn} & 12.

tenglik o‘rinli bo‘lishini ko ramiz. Bunga ko‘ra

1
7r 28,\1° _ /7 Wy : ]
a, = {5 (1 + Fn)} -1/3 (1 + 77)’ {w) el (1.7.12)

bo‘ladi. (1.7.12) formulaga asosan

1~\E 1

a, V7w 14+

2 1 2 Dn - .
- ;'(1““+0(n2>>’ 242 o) el (1713

bo‘lishi ravshan.

Nihoyat, (1.7.13) va (1.7.9) ifodalarni ushbu
1
un(z) = —p(2, An),

Qn,

tenglikka qo‘'yib, wu,(x) normallangan xos funksiyalar uchun
quyidagi asimptotik formulani keltirib chigaramiz

5 & o
u"(x) = { ;‘i— Ejl{l : {COSTL.’I}—i—(),(];)M + ’}/n(lj)}7
n n

n
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2 inn
Up(T) = \/;{cos ne -+ a(x)smrzm } fyn( , ()} €l

Oldingi paragraflarda q(z) € C*0, ] bo‘lgan holda ¢(z, A)
vechim va {A,} xos giymatlar ketma-ketligi uchun quyiyidagi
asimptotik formulalar olingan edi:

51n Ax , cos VAL

4 B{x) -

_%‘¢mmmﬂmnmw+g(£a>, (1.7.13)

0

3"
kn = VA = +—+L (B} € 1. (1.7.13")
Bu yerda

o(z, \) = cos VAz + A(x) -

.z

1
Alz) =h+ §/q(t)dt,
0

x T

1 h 1
Ba) = 1lo() — a0 - 5 [ attt — 5 { [ atw
0 0
Xuddi oldingi banddagidek, (1.7.13") ifodani (1.7.13’) tenglikka
qo'yib, ushhu

SN Nx

olr, \,) = cosna + {epx + A(z)} - - "

(,2.1"2 COSNT Wn
+{ 02 + 1( )(U’ +]3( )} ‘—,n*,j‘—-f-—l;]}(——) {wn(l)}elg

asimptotik formulani topamiz. Bunga ko‘ra

i T ¢ w -
al == (1 + — n _£> , {@n} €1y, ¢=const.

2 n?  n?
Demak, normallangan xos funksiyalar uchun quyidagi
2 sinn
un(z) =4/ = {cos nx + (—cpx + Alz)) -
™ n
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+C(@)- 5 )+ 5’;5;”), {en(2)} € o
asimptotika o‘rinli. Bunda C(z) funksiya A(z) va B(x) tfunksiya-
lar orgali ifodalanadi.

Shturm-Liuvill tenglamasidagi q(z) koeffitsiyentning silliglik
darajasini oshirish natijasida a,, normallovehi o'zgarmaslar uchun
asimptotikani yanada aniqlashtirish mumkin.

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

Teorema 1.7.1. 1) Agar q(z) € W [0,7], N > 1 Sobolev
fazosiga tegishli bo‘lsa, u holda

, T N+1 Cj Yn
O‘”ZE“LZ;?JJ%NH’ {xn} €1 (1.7.14)
=

asimptotik formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda
coky1 =0, k=0.

2) Agar q(r) ¢ C™[0, 7| cheksiz differensiallanuvchi funksiya
ho'lsa, w holda (1.7.1)+(1.7.2) chegaraviy masalaning nor-

mallovehi o‘zgarmaslari uchun

T ay [75] iy
=4+ =+
"2 n?2 nt onb
yoyilma o‘rinli bo‘ladi.

2. Quyidagi
" +qlx)y=Xy, 0<z<m, (1.7.15)
=0
y(0) =0, (1.7.16)
y'(m) + Hy(m) =0,
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib chigamiz. Bu yerda
g(z) € C0, 7] haqiqiy funksiya va H chekli haqgigiy son.
s(z, A) orgali (1.7.15) tenglamaning ushbu
s(0,A) =0,
(0, A) =1,

92



boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.
Bu yechim uchun quyidagi

x

sin kx 1
s(z,A) = % @ /q(t)dt cos kz+
0
L k Py il 1.7.17
+—2—k§/q(t)n,os (2t — x) ’t+=(—]€T>’ (1.7.17)
0

asimptotik formula olingan edi. (1.7.15)+(1.7.16) masalaning xos
giymatlarini {A, },7, orqali helgilaymiz. Oldingi paragraflarda xos
giymatlar uchun quyidagi asitnptotik formula keltirib chiqarilgan
edi: ‘

1 1 Tn
kn:\/)\n:”/*"—‘ + —, ) € ly. 1.7.18
" 2 * n +% n {m} 2 ( )

Bu yerda
™

- H 1 ,
=— 4 — t)dt. .
a=—+5-1d Ydt (1.7.19)
0

Endi ortonormallangan xos funksiyalar uchun asimptotik for-
mulalarni topamiz. Shu magsadda s(z, A,,) funksiyaning asimp-
totikasini o'rganamiz. (1.7.18) ifodani (1.7.17) tenglikka qo‘ysak,

sin (n + % + 5n) T

‘ :>‘r = P

9(1' l) ’n+%+0n

! ]q(t)dtcoq<n+l+5> +
- N S 468, ) ot

2 (n+%+5n)2 . 2
+ ! jq(t) oS ( + = + 0 ) (2t — z)dt+

— n+z-+9, -z
2(n+%+5n)2 ’ 2

0

) (m) , (1.7.20)
3 T On : '
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bo‘ladi. (1.7.20) formulani soddalashtiramiz. Buning uchun avvalo

quyidagi tengliklarni olamiz:

L S U 60\’ B
n+i+s, n+i _—TI+I+ T+l T
2 70 T3 T3 T3

i 1 . 1 (5,%:):2
sin n+2+5 T = sin n+§ z]1 -~ ’ 4+
( 1) [ ﬁ"‘I
-+ cos n+§ x

—~:sin(n+1)m+Cl(m)cos(n—Fl)m 6( {:Bn 1} €ly,
2 n 2

=

i f 1 6 e oy | ]' e ‘l 52 i
cos | n—+ 5 +0p | T =cos | N+ 5 T |] BB + .-
1 ‘ ()i 3
—sin ('n, + -2—) T [(5,,,:1' - ——3—'— + } =

= Ccos (n + %) T - ;I (z) sin (n + %) T+ /jnqu)v {371(37)} €l

v

formnla kelib chigadi,
a4



Endi normallovchi o‘zgarmaslar uchun asimptotik formulalarni

topamiz:
m 1 N'n )
ol = /sz(x, Ap)dr = ——— - Ty lg {A} € lp. (1.7.23)
e 2

0
Bunga ko‘ra

1 u Xn
o R (%Y ) €l 1.7.24
ey (14 %), en ana

boJadi. (1.7.24) formulaga asosan

| i [2 \n
A YA A . 1.7.25
ay (”*2)\/% ( I n) b} € &, ( )

bo'lishi ravshan. Nihoyat, (1.7.25) va (1.7.22) ifodalarni ushbu
]

Wy, () = s, Ap),

y
tenglikka qo'yib,  wun(x) normallangan xos funksiyalar uchun

asitptotik formula keltirib chiqaramiz:

2 (. 1
Up(T) =4/ —qsin{n+=}z+
T 2

1 CoS (n + ,1) W (;1;)
T | — & t)ydtl - 2 n .
i 2/q() n+1 * n
0 2
3. Quyidagi
" +q(x)y= Ay, 0<z<m, (1.7.26)
y'(0) — hy(0) =0, (17.27)
y(m) =0,

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib chiqamiz. Bu yerda
q(z) € C'0, ) haqiqiy funksiya va i chekli haqigiy son.
(1.7.26)+(1.7.27) chegaraviy masalaning xos giymatlari uchun
quyidagi
. . 1 2 n
kn=+ Ap=n+ -+ T + —5 {’Yn} € ly. (1728)
2 n+s5 n
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asimptotik formula keltirib chiqarilgan edi. Bu yerda

h 1
Cy = — + el (I(I)df (1729)
T 2m, ’
0
Endi ortonormallangan xos funksivalar uehun asimptotik for-
mulalarni topamiz. Buning uchun avvalo ¢(x, A,) funksivaning

asimptotikasini o‘rganamiz. (1.7.28) ifodani (1.7.3) tenglikka

qo'ysak,
1
wlz, An) = cos (n + 3 + 5n> z+
1 [ in (n+ 1+, 1
+ h+—/q(t)dt sin (v 2 )x+_0_ —_—
2 n+3+4d, = (nr+%+5n)

0
(1.7.30)

bo‘ladi. (1.7.30) formulani soddalashtiramiz. Buning uchun avvalo

quyidagi tenglikni olamiz:

1 X 833
- sin,(n + 5) T [(‘)nm -

1 . 1
=cos{n+=)z— d,zsin n+5 T+

2

1 1 in(n+3)z 1
+0(—=]=cos (n+= x~@x-——~—~——sm( 12) +0 (=1, n— oo.
=\ n? 2 n+: =\ n?

2
(1.7.31)
(1.7.21) va (1.7.31) ifodalarni (1.7.30) tenglikka qo‘ysak, ushbu

; 1
n -+ 5)

€r
1 sin ('n, -+ l) T 1
0

sin (n + %) :L'+

1
e(x, A,) = cos (n + —2-) T — T

n+s3 n
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formula kelib chigadi, ya’'ni

i 1
@(x, Ay) = cos (n + %) x+ b(a‘)—g—n—]—(ﬁi?)—SE +0 (i) .

ne g n?
(1.7.32)
Bu yerda
b(z) = —ca + h + 3/ g(t)dt. (1.7.33)

Fndi normmdlovehi o zgarmasiar uchun asimptotik  formula

Ll L]
» ‘ ' 1
o - /~'?J(.l‘./\'.)(i:1: - /(‘()Nl (n 4 z) xdr+
i [

W

topanny,

| l—;n/ b(r) 8in(2n + 1)zdz + O (;12—) : (1.7.34)

(1.7.34) tenglikda darajani pasaytirish formulasini va bo‘laklab
imtegrallash qoidasini go‘llab, ushbu

. 1
ai_§+0<nz)

tenglik o'rinli bo'lishini ko‘ramiz. Bunga ko‘ra

e (e G - e )
R ¥oe) \E(l*()(v;)): Zra(5).

(1.7.35)
ho'lishi ravshan. Nihoyat (1.7.32) va (1.7.35) ifodalarni ushbu

1
Un () = — (@, An),
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tenglikka qo'yib, w,(x) normallunpan xos funksiyalar uchun

asimptotik formula keltirib chiguramiz;

v 2 ] sin (1 Yo
Up(T) = 4/ = {cos (n + ;3) £ I)(.':')H ( "T‘)'_} +
T 2 (N

I
+0 (—2) s &
=\n
4. Quyidagi

Y +qx)y=Ny, 0<z<m, (1.7.36)
y(0) =0, (1.7.37)
y(m) =0,

shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib chigamiz. Bu yerda
q(z) € C'[0, =] haqiqiy funksiya.
Ushbu
sin v A 1
sy A) - mvar, Q (X) , A 400,

v8)
ky = \ Ap =t L} f %%' {%l} € ly,

asimptotik formulalardan

sin nx

1
+Q<—2> , M 400,
AN

1 1
w=nle (reR) - o
Oy, s =\n

va

1 2 1
un(x) = —s(z, \p) = \/; -sinnz + 0 (;}—) , N — +00,

a?l

s(z, An) =

formulalar xuddi yuqoridagi bandlardagidek keltirilib chigariladi.
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Izoh 1.7.1. Yugorida ko‘rilgan chegaraviy masalalarning xos
giymatlari va normallovchi o‘zgarmaslari uchun olingan asimp-
totik formulalar ¢(z) € L?[0, 7] haqigily funksiya bo‘lgan holda
ham o‘rinli.

Mustaqil yechish uchun mashgqlar

1. g(z) € C[0,7] bo'lgan holda, quyidagi Shturm-Liuvill
masalalarining ortonormallangan xos funksiyalari uchun asimp-
totik formulalarni keltivih ehiqaring (0 < o < 7):

(" 1 (o)~ A, ~y" + q(x)y = My,
L g 4'(0) = hy®) -0, 2.¢ y(0)=0,

1 y(m) = 0, y'(r) + Hy(m) =0,

[~y + glz)y = M,

3. ¢ y(0) =0,
y(m) = 0.
8-§. Shturm-Liuvill masalasi bilan bog‘liq bo‘lgan
cheksiz ko‘paytmalar

1. Quyidagi
~ +qx)y=Ay, 0<z<m, (1.8.1)
{ y'(0) — hy(0) = 0,
y'(m) + Hy(m) = 0,
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko'rib chiqamiz. Bu yerda

q(z) € C[0, =] haqigly uzluksiz funksiya va H, h chekli haqiqiy
sonlar.

@(z, A) orgali (1.8.1) tenglamaning ushbu
p(0,A) = 1,
¢'(0,A) = h,
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boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.

Aniglanishiga ko‘ra w(z, A) funksiya chegaraviy shartlardan
birinchisini qanoatlantiradi. Bu funksiyani chegaraviy shartlardan
ikkinchisiga qo‘ysak,

AN) = ¢'(m,A) + Hp(m, ) =0, (1.8.3)
(1.8.1)+(1.8.2) Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xarak-
teristik tenglamasi hosil bo‘ladi.
Teorema 1.8.1. (1.8.1)+(1.8.2) Shturm-Liuvill chegaraviy
masalasining A(X) xarakteristik funksiyasi uchun quyidagi
A — A

n?

AN =r(h-N]]

Sormula o‘rinli. Bu yerda {\,},, orgali (1.8.1)+(1.8.2) Shturm-
Lowwidl chegaraviy masalasining xos giymatlari belgilangan.

Isbot. Ushbu A(A) == ¢'(m, )+ Hp(m. M) funksiyaning butun
funksiyn bo'lishi yuqoridagi paragratinrda ko‘rsatilgan edi. A(2?)
funksiyn juft va uning nollari £\, n = 0, 1, 2, ... sonlardan
iborat. Butun funksivalar nazariyasidagi Veyershtrass teoremasi-
ga ko'ra

00 2
A =C]] (1 - -i-) (1.8.4)
,’_’:0 T

bo'ladi. Bu yerda C = const. A(z?) juft funksiya bo‘lgani
uchun Veyershtrass yoyilmasidagi eksponensial had qatnashmay-
di. O‘zgarmas C sonining aniq qiymatini topish uchun quyidagi
-y =Xy,
y'(0) =0, y(m)=0,
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xarkateristik funksiyasini

Ag(N) = ¢'(m, A) = =V Asin VA,
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tuzib olamiz. Endi birinchi bobning beshinchi paragrafidagi
(1.5.4)+(1.5.5) asimptotikalardan
Juul:
7 ,
¢z, ) = —VAsinvVAz + 0 (ell”’ ‘/X"”) . Al = o0,

@(x, A) = cosVAaz + 0 |A] = o0,

foydalanib, A(A) funksiya uchun ushbu
AN) = —VAsin VAT + ) ((fll“’ ‘/X|") , A > oo,

asimptotikani topumniz,. Quyidapi

3]

Aoy o, (E>0)

e

belgilashni kiritamiz, Natijada, ushbu
A(2?) -~ ~itsinitr + 0 ('), t = oo,
Ag(2%) = —itsinitm,

ifodalarni  hosil qilamiz. A(2%) va  Ag(2?) xarakteristik
funksiyalarning nisbati uchun

A(2?) Q(e”)
Ng(z%) b itsinitmw’ (1.8.5)

formulani hosil gilamiz, Bu verda quyidagi
qn il 1 A (l 2w
Hiniw = Se e ) .

formuladan foydalanib, (1.8.5) tenglikda t — oo bo‘lganda limitga

o'tsak )
Az
lim ——*(———)~ =1,

t"")OOAO (22)
hosil bo‘ladi. Bundan esa ushbu

A(2%)~ — itsinitm, (z=1it, t— 00) (1.8.6)

H

asiinplotikaning o‘rinli ekani kelib chigadi.
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Endi (1.8.4) tenglikdan C o‘zgarmasning qiymatini topamiz:

2 -—.. . .
O lim A(z%) I isinimt

o0 X 2 oo X2 2
(-5 I

LS 2
—it - imt ] (1+f—,,)

= lim nel
t—oc ] 2
11 (1+£)
n=0
00 2 x 2
. Ap— N nc— A,
=,\07rt11)r£10{[11(1+ — >.I~II(1+)\"H2)}.

Quyidagi

2 1
Ap = n2 + ; h+ H+ 5/ q(s)ds + Yn, {'Yn} €l
0

asimptotikadan yuqorida qatnashayotgan cheksiz ko‘paytmalar-
ning yaqinlashuavehiligi kelib chigadi. Ushbu

0 2
ne - A
lim | 4 ——= ) =1,
Fm)n-ml ( ,\” + tz)

C= /\OWH %—25
n=1

tenglikka asosan

bo‘ladi. Bundan

s =i (1% (- 5) T (-5) -

n=1 n=1
o 00
Ay — 22 An — A
=m(h - 25)]] oy =mAe=A)- 11 nn2 ;
n=1 n=1

kelib chigadi.®l
Xulosa. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining A,, n =
0,1,2,3,... xos giymatlari yordamida A(\) xarakteristik funksiya

bir qiymatli aniqlanadi.
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2. Quyidagi
—y 4 q@)y=Ay, 0<z<m, (1.8.7)

y(0) =0,
{ /() + Hy(m) =0, 188

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko'rib chigamiz. Bu yerda
q(z) € C[0, 7] hagiqiy uzluksiz funksiya va H chekli haqigiy son.
s(x, A) orqali (1.8.7) tenglamaning ushbu

s(0,A) =0, &(0,A) =1,

boshlang ich shartlarni qanoatlantiruvehi yechimini belgilaymiz.
(1.8.7) 1 (1.R.8) chegaraviy masalaning  xarakteristik
tenglamasi
AA) = &' (7 A) + Hs(m,A) =0 (1.8.9)
ho‘ladi.
Tecorema 1.8.2. (1.8.7)+(1.8.8) chegaraviy masalaning A(X)
xarakteristik funksiyasi uchun ushbu

AN = H P Az, (1.8.10)

nzo (

formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda fny, no= 0,1,2,3,... orqals
(1.8.7) 1(1.8.8) chegaraviy masalaning xos qiymatlari belgilangan.

Isbot. Ushbu A(A) = §'(m,A) + Hs(m, A) funksiya butun
funksiya bo‘lishi yuqgoridagi paragraflarda ko‘rsatilgan edi. A(z%)
funksiya juft va uning nollari &\/p,, n = 0, 1, 2, ... sonlar-
dan iborat bo‘ladi. Butun funksiyalar nazariyvasidagi Veyershtrass
teoremasiga ko'ra

CH (1 - ;) (1.8.11.)

ho'ladi. Bu yerda C' = const. Bu yoyilmada A(z?) juft funksiya
bo‘lgani uchun eksponentsial had gatnashmaydi. O‘zgarmas C
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sonining aniq giymatini topish uchun quyidagi
—y" = Ay,
y(0) =0, '(m) =0,
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xarkateristik funksiyasini
| Ag(A) = §'(m, ) = cos VA,

tuzib olamiz. Agar ushbu

si h IIm\/Xla:
s(x,»:?f‘-f;—ﬂg("’ — ], P=o,

v ; e|lm \/;\|r
s'(z, \) = cos V Az + o ) [A| = oo,

asimptotikalardan foydalansak, A(\) funksiya uchun ushbu

lhn\/:\_lﬂ'
A(X) = cos Varm + 9 (e , Al = oo,

V2
nsimptotikani topamiz. Quyidagi |
A=2% z=it (t>0)

belgilashni kiritamiz. Natijada, ushbu

‘ etﬂ’
A(2*) = cositm + O (T) , t— 00,
Ag(2?) = cositm,
ifodalarni  hosil qilamiz. A(2?) va Ag(z?) xarakteristik
funksiyalarning nisbati uchun

ae . 2(%)

=1+ —,
No(2?) cos it

formulani hosil gilamiz. Bu yerda quyidagi

(1.8.12)

. 1 B
cositm = Qe”" (1 +e 2m) ,
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formuladan foydalanib, (1.8.12) tenglikda t — oo bo‘lganda limit-
ga o'tsak,

2
thl&Ao(z‘Z) ’

tenglik hosil bo‘ladi. Bundan esa ushbu
A(zH)~cositm, (z=1t, t— 00),
asimptotikaning o‘rinli ekani kelib chiqadi.
lindi (1.8.11) tenglikdan C o‘zgarmasning giymatini topamiz:

A(2? -
¢ lim AR i St

fovw (Y 22 1400 2 2
(-3) "I

[ ,...""_w) o '
. l ‘L(,. ‘"'T/m_ - i ((n+1/2)2 + ¢2) _
RV I’,*I' (1 . ﬁ) toboc (n+1/2)% (g + t2)
-~ Hn

n{f( B ) i )}

n=0) n=(0

Quyidagi

v
1\> 2H 1
Hay = (7' + E) + 7 + —T;/ (](t)dt + Yns {’Yn} € by,
0
asimptotikadan yugorida (atnashayotgan cheksiz
ko‘paytmalarning yaginlashuvehiligi kelib chigadi. Ushbu

oo N .
lim (1+("+1/2) “’”)zl,
(]

t—oc M + t2

==

tenglik bajarilishi ravshan. Demak,

- H‘__i‘_ﬂ__
2 (n+ 1/2)%
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ekan. Buni (1.8.11) tenglikka qo‘yib,

oo X
/‘LT" /IH - Mn - )\
AN = YT _Hn— A
W H,(nﬂ/?) HU i H(n+1/2)2’
yoyilmani olamiz. B
3. Quyidagi
—y'+q@)y=Ay, 0<z <7 (1.8.13)
"(0) — hy(0) =
y'(0) = hy(0) = 0, (18.14)
y(m) =0,

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib chigamiz. Bu yerda
q(z) € C[0, ] haqiqiy funksiya va h chekli haqiqiy son.

(1.8.13)+(1.8.14) masalaning xarakteristik tenglamasi quyida-
gi

AN = ¢, \) =0, (1.8.15)

ko'rinishda bo'ladi.

Teorema 1.8.3. (1.8.1%)1(1.8.14) chegaraviy masalaning
rarakteristik funksiyasi uchun A

K é_n Y

formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda &,, n = 0,1,2,... orgali
(1.8.10)+(1.8.11) Shturm-Liwvill chegaraviy masalasining zos
qiymatlart belgilangan.

Isbot. Ushbu A(A) = ¢(m, A) funksiya 3-tartibli butun
funksiya bo'lishi yuqoridagi paragraflarda qayd etilgan edi. A(z?)
funksiya juft va uning nollari &+/€,, n = 0, 1, 2, ... sonlardan
iborat. Butun funksiyalar nazariyasidagi Veyershtrass teoremasi-

(*H (1 - ——), (1.8.17)

ga ko'ra



bo‘ladi. Bu yerda C o‘zgarmas son. A(2?%) juft funksiya bo‘lgani
uchun (1.8.17) da eksponensial had qatnashmaydi.
Ushbu
A(ZH)~cosimt, (z=1t, t— o),

asimptotikadan
o 1 tz
. A(2?) , cos it ) "1;10 ( + (n+1/2)7)
C == Ihm T T ’l"n T___________ - ’lull -
=PI o 1. “:‘. -POX /2 3 OC C ﬁ
l:]_](l (1 AH) ,,l,I() (l * E") ”I_:I(] (1 + éﬁ)

£n' n + 1/2)) )
]KL‘QH M+ 172 (b + 12)

T e O A (R RV A= (n+1/2?% - &
_tlgra]o{ﬂ (l +_—(/n,+- 1/2)2 )H b+ & +t? )}’

n.:0 n=0

kelib chigadi. Quyidagi
1\? 2n 17
&n _ (’I'L + ‘2°> + 7!_' + ;/ Q(t)dt + “Yn, {’Yn} & l2,
2 :

asimptotikadan yuqorida gatnashayotgan cheksiz ko‘paytmalar-
ning yaqinlashuvchiligi kelib chigadi. Ushbu

lim | (], + (ﬂil_/zf_jﬂ) =1,

00 2
(an() €n +1t

tenglik bajarilishi ravshan. Demak,

v= H n+1/2

ekan. Bundan
0 oC

fn_‘/\ §n"}‘
sov =i 1126 - o

n=0

kelib chigadi. W
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4. Quyidagi

" +qlz)y=Ay, 0<u<m, (1.8.18)
0) =0, :
y(0) (1.8.19)

y(m) =0,

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib cligamiz. Bu yerda
q(z) € C[0, 7] haqiqiy funksiya.

Bu holda (1.8.18)+(1.8.19) masalaning xarakteristik
tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

A = s(m, ) = 0. (1.8.20)

Teorema 1.8.4. (1.8.15)+(1.8.16) chegaraviy masalaning
rarakteristik funksiyasi uchun quyidagi tenglik o rinli:

s e)

A = A [ 22, (1.8.21)

n?

Taad |

Bu yerda n,, n = 1,2, ... orgali (1.8.10) -(1.8.16) chegaraviy
masalaning xos giymatlari belgilangan.

Isbot. Ushbu A(A) = s(m, A) funksiya 1 - tartibli butun
funksiya bo‘lishi ko'rsatilgan edi. A(2?) funksiya juft va uning
nollari #,/7,, n =0, 1, 2, ... sonlardan iborat. Butun funksiyalar

nazariyasidagi Veyershirass teoremasiga ko‘ra

20 L2
Az =C (1 — 1—), (1.8.22)
=cl(-5
bo‘ladi. Bu yerda C o‘zgarmas. A(z?) juft funksiya bo‘lgani uchun
(1.8.22) yoyilmada eksponensial had qatnashmaydi.

Ushbu
sin it
it

A2~ (z=1it, t—00),
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asimptotikadan

00 2
A(ZZ) sinimi ' ™ H (] + ;LTJ)

C = lim —————— = lim 4 = lim ::1 =
t—aaoﬁ(l_‘;_:) faooﬁ(l_*ﬁ%) -3¢ H(l"‘:l—i)
n=1 =] n==l
ol - L n? R < | n* —n, B =
= Wf}jilé [[1 ( + —n—2—> . Jll | -+ I?TW) = 71'71;[1-7;2—
kelihy chigadi. Quyidagi
".
Iy = n" 4 %/ q(s)ds + v, {m} €ly
0
asimptotikadan yuqorida gatnashayotgan cheksiz

ko'paytmalarning yaginlashuvchiligi kelib chiqadi.
Demak,

: e M s 22 T — A
A = (Hn—2> H (1 -;h:) =7rI__[1— n? ’
ne

n=1 n=1

bo‘lar ekan. W

9-§. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi uchun Grin
funksiyasi va uning xossalari

Ushbu
~y" + qlr)y = My + f(z), (1.9.1)

{ y(0) cos a + y'(0) sina = 0, (1.9.2)
y(m)cos 8 + ¢/ (m)sin 8 = 0,
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi berilgan bo‘lsin.
Ta’rif 1.9.1. (1.9.1)+(1.9.2) chegaraviy masalaning Grin
funksiyasi deb, quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi G(x,t,\)
funksiyaga aytiladi:
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1) G(z,t, ) funksiya [0, 7] x {0, 7] to‘plamda uzluksiz;
2) t € [0, 7] parametrning ixtiyoriy tayinlangan giymatida
G(z,t, \) funksiya [0,t) va (¢, 7] oraliglarda ushbu

—y" +q(z)y = Ay (1.9.3)
bir jinsli tenglamani ganoatlantiradi;
3) Gi(z,t, A) funksiyaning = t nuqtadagi sakrashi (-1) ga
teng, ya'ni

G;(I, t7 )‘)‘Jt=t'+0_GIL~("I“7 t; )‘)lz:t——o == 17

4) G(z, t, A) funksiya (1.9.2) chegaraviy shartlarni qanoatlanti-
radi.

Quyidagi Koshi masalalarining yechimlarini mos ravishda
o(x, A) va (z, A) orqali belgilaymiz:

—y" +alr)y = Ay, —y" +q(z)y = Ay,
y(0) = - sine, y(m) = —sin j3,
y'(0) = cos o, Yy () = cos 3.
w(A) = W{p(zr, ), ¥(x, A)} bo'lsin. U holda
W(\) = ©(0,A) $(0,X) | | —sina ¥(0,X) |
©'(0, ) ¢'(0,7) cosa (0, \)
= —[1(0, X) cosx + 9'(0, A) sin ct], (1.9.4)
va
oy | PEN 0N | [emn) —sing |
TP A) YA || PN cosB
= p(m, A)cos B + ¢'(m, A) sin 3, (1.9.5)
bo‘ladi.

1-xo0ssa. w(A) funksiyaning nollari xos giymatlardan iborat
bo‘ladi.
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Bu fikr (1.9.5) tenglikdan kelib chiqadi. Chunki (1.9.5) teng-
likning o'ng tomonida (1.9.3)+(1.9.2) Shturm-Liuvill chegaraviy
masalasining xarakteristik funksiyasi turibdi.l

Teorema 1.9.1. 1) Agar X son (1.9.1)1(1.9.2) chegaraviy
masalaga mos keluvchi bir jinsli masalaning xos qiymati bolmasa,
u holda (1.9.1)+(1.9.2) masalaning Crin funksiyasi movjud va
yagona bo‘lib, u ushbu

L APA)
] /\) | o
(l(-l',/-/\) "'W(ﬁ
P el A) sy
W(A) B

formula bilan beridadi,

2) Agar X son (1.9.1) 7 (1.9.:2) masalega mos keluvchi bir jinsl
masalaning ros quymati bo'lsa, u holda (1.9.1)+ (1.9.2) masalasi-
ning Grin funksiyasi mavjud bo ‘Imayds.

Isbot. Grin funksiyasi ta’rifidan kelib chigib, uni ushbu

ADy(z,\) + Bw(z, ), z<t,

Clglm,\) + DOz, ), x>, L0

Gz, t, \) = {

ko‘rinishda izlaymiz.
Grin funksiyasi ta'rifining birinchi shartiga ko‘ra u uzluksiz
bo‘ladi, demak, quyidagi tenglik bajariladi:

At)p(t, A+ BERb(, )~ C(p(t, \) = DIER(t, A) = 0. (1.9.7)
Uchinchi shartga ko‘ra

AP (L) + B (t, A) = Ce)¢ (8, A) = D' (¢, ) =1

(1.9.8)
bo‘ladi. To‘rtinchi shartdan
[A)p(0, X) + B(t)1(0, \)] cos a+
+{A®)' (0, A) + B{t)y'(0, A)] sina = 0, (1.9.9)
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[C( Ye(m, A) + D(t)p(mr, A)] cos B+
+C @) (7, A) + D(t)Y (7, \)]sin 3 = 0 (1.9.10)

kelib chigadi. (1.9.9) va (1.9.10) tengliklarni quyidagi ko‘rinishda
yozib olamiz:

A®)[p(0, A) cos ax + ¢ (0, A) sin ] +
B{®)[¥(0,X) cosa + ¢'(0. A) sina] = 0, (1.9.11)

C(t)[e(m, A) cos 8 + ¢/ (m, A) sin 3]+
+D(®)[e(m, A) cos B + ¢'(m, A sin 8] = 0. (1.9.12)

Agar ushbu
w(A) = —[(0, A) cos a + ¥'(0, N) sin ],
w(A) = p(m, A) cos B+ ¢'(m, A) sin 3,
formulalarni va boshlang'ich shartlarni e’tiborga olsak, (1.9.11) va
(1.9.12) tengliklar quyidagi ko‘rinishni oladi:
B(t)w(A) = b, (1.9.13)
C(Hw(A) = 0. (1.9.14)
Quyidagi hollarni ko'rib chigamiz.
1) w(X) # 0 bo'lsin. U holda
B(t) = O; C(t)=0 (1.9.15)
bo‘ladi. Bularni (1.9.7) va (1.9.8) tengliklarga qo‘ysak, ushbu

{ Aw(tr )\) - D’l/)(t’ )‘) =0,

1.9.16
AQ(8,A) — Dy'(t,\) = 1, (1.9.16)

sistema, hosil bo‘ladi. (1.9.16) sistemani Kramer qoidasi yordarmi-
da yechamiz:
1 =t A)
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t,A) O ,
A2 - 99,( ) = (p\ta A)a
AUPYI
bo‘lgani uchun
w(t A) @(t, A)
= D(t)=— , 1.9.17
A =253 b= -5 (19.17)
bo‘ladi. Topilgan (1.9.15) va (1.9.17) ifodalarni (1.9.6) tenglikka
qo'yih.,
. ’ /\gi)( ). £ S fn
Gy, ) (1.9.18)
Al A) >t
w(A)

bo‘lishini ko‘ramiz. Demak, bu holda Grin funksiyasi mavjud va
yagona bo‘lib, u (1.9.18) formula bilan beriladi.

2) w(A) = 0 bo'lsin. Bu holda ¥(t, A) = v¢(t, A) bo‘ladi. Buni
(1.9.7) va (1.9.8) tengliklarga qo‘yib,

(A+ By~ C — D¥y)p(t,A) =0, (1.9.19)
(A+ By—C —Dy)¢t, ) =1, (1.9.20)
ho'lishini ko‘ramiz. ¢(t, A) Z 0 bo‘lgani uchun
A+DBy-C—-Dy=0

bo'ladi. Buni (1.9.20) tenglikka qo'ysak, 0 - ¢'(¢, A) = 1 ziddi-
vat kelib chigadi. Demak, bu holda Grin funksiyasi mavjud emas
ekan.mll

Natija 1.9.1. Grin funksiyasi uchun yozilgan (1.9.18) formu-
ladan uning x va t ga nisbatan simmetrikligi, ya'ni G(z,t,A) =
G(t,x, \) kelib chiqadi.

Teorema 1.9.2. (D.Gilbert). Agar X son (1.9.1)+(1.9.2) che-
garaviy masalaga mos keluvchi bir finsli masalaning xos qiy-
mali bo'lnasa. u holda ixtiyoriy f(z) € C[0, 7] funksiya uchun
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(1.9.1)+(1.9.2) masalaning yechimi mavjud va yagona bo'ladi

hamda u ushbu < 4 ~
T
y(x) = 3 G(x,t,X)f(t)dt, (1.9.21)
BAVAN| - o

formula bilan beriladi."JN

Isbot. ' (1.9.21) formula bilan beriladigan funksiya
«(1.9.1)+(1.9.2) chegaraviy masalaning yechimi ekanligini
tekshirib ko‘ramiz. Buning uchun uni ushbu

r . X L. n n

y(x) = J Jor(t,\)F{t)dt

0 X
N n*e 0. NV>f e " e s (1.9.22)
ko‘rinishda yozib olamiz va uning hosilalarini hisoblaymiz:

B, dx, X] f if(i,AM* A), "
y(K) = u nrlJd — /'m -
-bK- i = et 0 , > . uomr- !
0-9.23)
Ushbu y?" = [g0OK) —Aly?, p" = [(/(x) —Ali/>va = un(A)

ayniyatlardan foydalanib; (1.9'2'3) formuladan quyidagi tenglikni
keltirib chigaramiz:
....... y'= KMpa- my- [W -

-'Ghegaraviy sharilar bajarilishi ravshan.
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Yagonaligini isbot qilish uchun (1.9.1)+(1.9.2) chegaraviy
masalaning ikkita yi(x) & yi(x) yechimi mavjud deb faraz qi-
lamiz. y\{x) v&y2{x) yechimlarni (1.9.1)-f(1.9.2) masalaga qolyib,
hosil bodgan avniyatlarni mos ravishda bir-biridan ayirsak, ham-
da u(x) = yi(x) —yo(x) belgilash kiritsak, u{x) funksiya quyidagi
bir jinsli masalani ganoatlantirishini ko‘ramiz:

—u" + g(x)u = Xu,

J u(0)cosa + w'(0)sina = O,
| u(7r)cos/? + sin/3= 0.

Bu masala fagat nol yechimga ega, chunki J1son xos giymat
emas. Demak, u(x) = 0 ekan, ya'ni y\ (.T) = yo (a) ekan. Bu esa
farazimizga zid.lI

Ta'rif 1.9.1. (1.9.21) tenglik bilan beriladigan chizigli integ-
ral operatorga Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining rezolven-
tasi deyiladi.

Izoh 1.9.1. Ushbu

-(p(2)y’) + qix)y = /(*). xek A p(x)>"°
j Qiy(a) + ay’(a) = 0,
\M A +p2y'k) =0,
chegaraviy masalaning Grin funksiyasi deb, quyidagi shartlarni
ganoatlantiruvchi G(x, t) funksiyaga aytiladi:
1) G(x, t) funksiya [a, b] x [a, b] to'plamda uzluksiz; =
2) t 6 [a, bl parametrning ixtiyoriy tayinlangan giymatida
G (x,t) funksiya [a, t) va (t, b] oraliglarda bir jinsli

-(p(a)y’) + a{x)y = 0
tenglamani ganoatlantiradi;
3) Gx{x, £) funksiyaning x = t nuqtadagi sakrashi (
pi*)
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ga teng, ya'ni

GX{X yi ) \X=t+0~""X(X M)\x=t-0 = —
p(t)
4) G (x,t) funksiya chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.
I- Bir jinsli chegaraviy masalaning noldan fargli yechimi

bodmasa, garalayotgan masalaning Grin funksiyasi ushbu

pu@’

COM = e
X > ft,

p(a)w(a)

formula orgali topiladi. Bu yerda <p(x) va ip(x) funksiyalar quyida-
gi 1l ]

-(P(x)y)#+ a(x)y = 0
bir jinsli tenglamaning mos ravishda birinchi va ikkinchi che-

garaviy shartlarni ganoatlantiruvchi biror yechimlari, csx) =
W{<p(x), ip(x)}.
- 2 m ]

Mustaqil yechish uchun mashqlar

1. Quyidagi bir jinsli ho'lmagan chegaraviy masalalarning

yechimlarini Grin funksiyasi yordamida toping:

sy = Ay + f(x), sy = Ay + /(x),
a  20=0Q B< v:(0)=o0.
YM = Y'W = o,
-y" = Ay 4 /(x), -y" = Ay + /(X),
¢) Y'()=o . M  Yo) = o,
yM =0, ( v y'(m) = o,
—y" = Ay + f{x), -y" = Ay + /(X),
ej< y'(0)=y(0), 1)y y'(0) = Nny(0),

y‘(Tr) = yW. y'(Tr) = Ny(Tr).
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2. Quyidagi chegaraviy masalalarning yechimlarini Grin

funksiyasi yordamida toping:

-y " o= fix), -y " o~ fix),
a) { y(0) =0, b) { 2(0) = 0,

(1) = 0, y'(l) =0,

- y" = fix), -yt = (%),
¢) { 20 =0, d) < 2/0) =2/(0), =

Si() + hy'{\) = 0, 2/(1) + 2,(1) = 0,

Y= /M. U+ mA = (x),
e) { 2/0) = hy{0), ft>0, /) <%0 =0,

2(1) = 0, 2/(1) = 0,

-y o+ y = fix), -y" o+ y = fix),
9) { 2/(0) = 0, h) 0)=0,

2(1) = 0, ¥y =0,

y"+ Y = fix), YU ey o= fix),

»  2(0) =0, i { 20 =0

2/(1) = 0, (=0,

2/ - Y = /(%)> -y"+ N2y = fix),
ft) < 2/0) = 2/Q), 0 ( 2i/() = 2/'(),

2/(1) =2/7°(1): 2/(2) + 2¢'(2) = 0,

—2"+ (1 + x2y = /(x),

™M 4(0)= o,
2 =0.
3. Quyidagi davriy va antidavriy chegaraviy masalalarning

yechimlarini Grin funksiyasi yordamida toping:
uz



f-y" = Xy+ f(x), -yt = Ay + /(K),

a)s 2/(0)= J/(7t), b)I y(0) = -y(1r),
(y'(0)=y'M> 1Y'(0) = -2/'W..
-2" + Y= [10K), r-y"= /(a:), m
c) 3/(0) = 2/(mr), d)~ y(0) = —2/(1),
. Y'(0) = Y'M- (1/(0) = —=2/'1).
-y"+ K2y = /(x), KO,
e)( y(-i) = y(i
>y'(-1) = y'(D).
4. Quyidagi chegaraviy masalalarning yechimlarini Grin

funksiyasi yordamida toping:
Tyt y = (%)>
a). 2/4 =0, ,
2y +y'(h) =0, - f

-X " - ry = Ay + f{x)
Y(1) = 0,
y(e) = 0,

X @a¥x2= 1)
ck y@1) =0,
y(e) - ey'(e) = 0,

fooxk3y" - Iy - xy = f{x),
d)< 2/1) = 0,
I 2y'(2) + y(2) = O,

—X A" —Ax3y' —2x2y = /(K).
E=<y@+y@=0
y(2) + 3y'(2) = 0, =
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- (e Tyn +e Ty = /(xk),

W, 2= o/

2(1) = 0,

(-e*y - 2xe\' = /(x),
X 2/(0) = 2y'(0),
1 2/1) = Q

-(coa2xy")' = /(x),
n  2/0) = o
2/(1) =0

~(snh2h) = 1(*),
rN< 2/(0) =0
Y (1) = o,

—COS2XK ®y" + sin2x -y' = /().
li(O) = y'(0),
IY(?) + Y (1) =0,

r-(1 +x2y" - 2xy' = /(X),
bl 2/(0) = 2/(0),

' -2(/§l)+:x(21)y" - 2kl = 10K).,
2/(0) = 0, '

2/(1) + 2/'Q) = O

[ -(3 +x)y" - 2xy' = /(K), m
mA  2/(0) = 2/'(0),
I 2/(1) = 0.
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-(1 + xfy" - 2(i + 1)y'+ by = f{x),
0) 3(0)=0Q
[ 2/(1)= G

( {xy'yY + ~Y = /7(*),
P)I 2/(0)= O
1 2/(1)= O,

)KLZy'y) + Z)-K;%ILQ/: 1(*)>
2/(0) = O,

r

2/(1)

0,

-(1 + cosx)y" + sin>xmy' = /(K),
B) < 2/(0) - 2y'(0) = G

5. Quyidagi chegaraviy masalalarning yechimlarini Grin funk-
siyasi yordamida toping:



I —cos2x =y" 4-sin2x =Y = /(X),
dy< 2/(0) = O,

HS < CO.

—sin2x ey" —sin2x *yl —{ (1),

\Y(0)\ < 00,

» © - *

—sin2x -y" —sin2x <?/ = /(1)
W ]20] < oo,

.O o © -0 .

—h

-2/ + ;(\2/ = 1(*),
AN 13/(0) |<' 00,
2(1) = Q

—~

[ —2y - 2xy + By = [(X),
X ]3O] < oo,
+32/(1) = Q

—~

-X 2y" - 2xy + 2y = /(ay),
*< Iy < oo,
2/U) = Q

~xy" -y " = /(x),
X YO < oo,
YI(1) + 2/(1) = O

-(&3)"+ (1+ al = [0»0>
X 1y(0)] <o0>

2/(1) = O,
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ly(0)] <

{ z?y" 2wy + 2y = f(x),
)
y(1) + y(l) =0,

|y( )1<<>O

oy’ = 2zy + 2y = f(x),
)
2y(1) + /(1) =0,

~(z+ 1)y -y = f(2),
n)g ly(=1)] < oo,
y(0) =0,
[ 2y’ +y = f(z),
0)§ ly(0)] < oo,
| y(1) +y/(1) =0,

~(Vy) + 3 Ay = f(x),
ly(0)] < oo,
y(2) = 0,

1
{ —z%y - ry +n?y = f(x),



10-§. Umumlashgan Grin funksiyasi

Ushbu
Ly = -y" + q{x)y = f(x). 0< x <7, (12.10.2)

F2(0)cosa + 2'(0)sina = 0,
y y(ir) cos/3 -I-y'(7r)smft = O,

chegaraviy masalani ko'‘rib chigamiz.

Agar J1= 0 soni quyidagi n
-y"+a(xty =\y, 0<x<n, (1.10.3)
f 2(0)cosa + 2(0)sina = 0 1Q

| 2/(7r) COSte + 2/(7r) Sin/3 = 0,
bir jinsli masalaning xos giymati bo‘lsa, Grin funksiyasi mavjud

emasligini oldingi paragrafda ko‘rgan edik, ya'ni ushbu
—y"-fgOM2=0, O0<x<T, . (1.10.5)

Fy(0)cosq + 2(0)sina = 0, (1 10 6j
| </(F)cosftd-y/(Tr)smP ~ 0O»
chegaraviy masala noldan fargli yechimga ega bodsa, Grin
funksiyasi mavjud bodmasligini bilamiz.
Ammo bu fikr (1.10.1)+(1.10.2) chegaraviy masalaning yechi-
mi yo'q degani emas. Bu holda f(x) funksiya ganday shartlarni



ganoatlantirganda (1.10.1)+(1.10.2) chegaraviy masala yechimga
ega boiadi va uni ganday gilib topish mumkin degan savollar
tuglladi. Mazkur paragrafda bu savolga atroflicha javob beriladi.

Faraz gilaylik, (1.10.5)+(1.10.6) bir jinsli chegaraviy masala
noldan fargli normallangan <”o(s1) yechimga ega bolsin. Agar yana
boshga bir noldan fargli yechim mavjud bollsa. bu yechim ~o(s)
xos funksi)'aga proporsional boiadi, chunki (1.10.3)+(1.10.4) che-
garaviy masalaning xos giymatlari oddiydir.

Lemma 1.10.1. Agar (1.10.1)+(1.10.2) chegaraviy masala
yechimga ega boba. n holda ushbu

\] f{x)<pO{x)dx = 0,
0
tenglik bajariladi, ya'ni (1.10.1) tenglamaning olIng tomoni unga

mos keluvchi birjinsli chegaraviy masalaning xos funksiyasiga or-
togonaldir.

Isbot. Grin ayniyatiga ko'ra

T s

SN o one Ty + aboymy>Qedx =

0 X, «0

B. L if = Jy(x)L(po(x)dx = Jy(x)-0dx = 0,

U, o .0
boiadi.1

¢ Lemma 1.10.2. Agary(x) funksiya (1.10.1)-h(1.10.2) chega-
raviy masalaning biror yechimi bo(lsa, n holda (1.10.1)+ (1.10.2)

chegaraviy masalaning ixtiyony yechimi ushbu
fir-/  y{x) = y{x) + C-ipo(x), (1.10.7)
Ko ‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda C ixtiyoriy o@garm,as son.

m'Isbot. y(x) funksiya (1.10.1)+(1.10.2) chegaraviy masalaning
ixtiyoriy yechimi bolsin: U holda ip(x) = y(x) —y(x) funksiya
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(1.10.5)+(1.10.6) bir jinsli chegaraviy masalaning yechimi bo'lishi
ravshan. (1.10.5)-*-(1.10.6) chegaraviy masalaning ixtiyoriy yechi-
mi ipo (x) funksiyaga proporsional, ya'ni ¢b(x) = C -<po(x) bo'ladi.
Demak, (1.10.7) tasvir o'rinli ekan.i

Lemma 1.10.3. Agar (1.10.1)-i (1.10.2) chegaraviy masala-

J yoopowax = Q @109

shartni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud bo(sa,-.u yagonadir.
Isbot. (1.10.1)-b(1.10.2) chegaraviy masalaning (1.10.8) shart-
ni ganoatlantiruvchi ikkita yechimi y\(x) ¢ ¥Yr(x) mavjud
deb faraz gilaylik. U holda Tp(X) m= Y\{x) — ¥2(x) funksiya
(1.10.5)+(1.10.6) bir jinsli chegaraviy masalaning (1.10.8) shart-
ni ganoatlantiruvchi yechimi bo'ladi. Bu yechim uchun ushbu
ip(x) = C m<pofx) tenglik o'rinli bo'ladi-. Buni (1.10.8) shartga

ning ushbu

go'ysak.
T
cd vicndx=Q c=Q ipp = Q 21 (8 = y2(xj?
0
hosil bo'ladi. Bu esa farazimizga ziddir, ya'ni yechim yagona
ekan.i
Ta'rif 1.10.1. Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi H (x}t)
funksiyaga (1.10.1)4-(1.10.2) chegaraviy masalaning umumlash-
gan Grin funksiyasi deyiladi:
1) li(x,t) funksiya [0,74] x [0,7r] to'plamda uzluksiz;
2) H(x,t) funksiya [0, t) va (t,7r] oraliglarda ushbu

-H xx+ gq{x)H = “oW "o(i),

tenglamani ganoat.lantiradi;

3) Hx\x=t+0 ~ hJx\x=t-0 .= —1;
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4) H(x,t) funksiya (1.10.2) chegaraviy shartlarni ganoatlanti-
radi;
5) f H(x, t)(po(x)dx = 0, t€ [0,7].
0
Teorema 1.10.1. (1.10.1)+(1.10.2) chegaraviy masalaning
umumlashgan Grin funksiyasi mavjud va yagona.
Isbot. Umumlashgan Grin funksiyasining ta'rifidan kelib

chiqib, uni quyidagi

ko'rinishda izlaymiz. Bu yerda 0(x,t) ushbu

ey q(x)y = <po(x)<pOW,
« y(0) = 0,
X o) = of
Koshi masalaning yechimi, ¢ (x) esa
-y" +a(x)y = 0,
bir jinsli tenglamaning (fo(x) yechimga proporsional bo‘lmagan

yechimidir.
Umumlashgan Grin funksiyasi ta'rifidagi to'rtinchi shartga

asosan
- [0(0,t) + A(t)ifQ(0) + 5(t)~'(0)] cos a+
H{<9(©, t) + -4(E)<"0(0) + ~(0~(0)] sina = 0, (1.10.10)
[O(n, t) + C(t)ipo(n) -f D(t)(Tr)] cos /3+
+[0('K,t) + C(t)ip'0(7r) + (m\sin (3= 0, (1.10.11)

tengliklar kelib chigadi. (1.10.10) va (1.10.11) tengliklarrii quyida-
gi koainishda yozib olamiz:

[0(0,t) cosa + 0'(O.t)sina] + B(t)[(0) cosa + ~'(O)sina] = 0,

[O(7T, t)cosfi + O'(7r, £) sin/?] -I- D(Y)[t/>(7r)cos/3 + V,/(7r)sin$ = O.
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Bulardan
B(t) = 0, (1.10.12)
D(t) = B(7l, t) cos B+ 6°( t).sin (€] (1.10.13)
NTT) cos (3 + 'P(Im)sin/3
kelib chiqadi.
Umumlashgan Grin funksiyasi ta’rifining birinchi shartiga

ko‘ra u uzluksiz bodadi, demak, quyidagi tenglik bajariladi:

AlD)<poft) + B(L)iP(t) - C(t)<po*)* W W ) = 0.
Umumlashgan Grin funksiyasi ta'rifining uchinchi shartiga
ko‘ra
A(twO(t) + B()ip'(t) ~-cw ay-T w = -i,
bodadi. Bulardan ushbu
f{A- CVoW+ (B-D)m =0 '
\{A~o0<Ne +(B-DW) =-ij

(1.10.14)

sist.ema hosil bodadi. (1.10.14) sistemani Kramer qoidasi yordami-
da yechamiz:

0 >0 _ 0
4 = =w [O1- = —"0(0. -
() » -1 nt) (
9 <Po(t) O = (1)
vb(0 -1
Demak,
n -C --1W (1.10.15)
LJ
B —D = (1.10.16)
LJ

bodadi. B va D uchun topilgan (1.10.12) va (1.10.13) giymatlar
(1.10.16) tenglikni ganoatlantiradi. Hagigatan ham, Grin ayni-
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yatiga ko'ra ushbu
r

/'[po(x)LO(x,t) - e(x,t)Lip0(x)]dx =

0

T
FB(x)ipo{i)dx = $ir, §p'0{Tr) - po(-k)e'{n, 1),
o .
<Poft) - 0O(n,t)(p'o(n) - O{Tr)6'{n,t), (1.10.17)
tengliklar o'rinli bo'ladi. (1.10.12), (1.10.13) ifodalarni, (1.10.2)
chegaraviy shartlarni va (1.10.17) tengliklarni hisobga olsak,

quyidagi
B. D o(tr, i) cos fi + 0Xa-, t) sinfi
s>(m) cos fi + "~(r) sin fi
o(7r, t) Ctg fi + 0°(7r.1) ey (s, YU
th(K) ctg 0 +cp’{T() - 1. ®'{n)
m B'(n, v)ipo(tr) - BEK, Bip'0(ir) _y0O(t)
ANIONO(M - N(TIrMM L
tenglik hosil bo'ladi.
Bundan va (1.10.15) tenglikdan
A==-lI +C, Z2=- ~ ' (1.10.18)

w
kelib ehiqgadi. (1.10.12) va (1.10.18) ifodalarni (1.10.9) tenglikka

1

go'yib, ushbu

9{x, t) + C(t)ip0(x) - X < ft,
tf(M) =
0(x, t) + C(*)10,(x) - Y X > t,
formulani olamiz, yahi
H[x,t) = 0(x,t) + C(t)™o(a;) - < . (1.10.19)
X>t.

128



19) ifodani umumlashgan Grin funksiyasining beshinchi
iga go'yamiz:
3 VA'AN ‘
J oxvpodx + cip T ~J ipiegdx+
0 0
~~~J & bl & x =0,

t

T

C(t) = —\] 9(x,t)ipo(x)dx — \] <Pg{X)dx—
0
1Y J ~rx)pox)dx. (].Im
t

(1.10.12), (1.10.13), (1.10.20), (1.10.18) tengliklardan mos ravish-
da B(t), D(t), C(t), A(t) noma’'lumlarning giymatlari topiladi.
Bundan, (1.10.9) tenglikka muvofig, H (x,t) umumlashgan Grin
funksiyasining ifodasi bir giymatli aniglanadi.i

Teorema 1.10.2. Agar (1.10.1)+(1.10.2) chegaraviy masala-
da

™
\] f(x)<po(x)dx = 0,
0
boba, 1 holda (1.10.1)+(1.10.2) chegaraviy masalaning (1.10.8)
shartni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud va yagona bo'lib, n ush-

bu

D y(x) = J H(x,t)f{t)dt, (1.10.21)
0
formula yordamida topiladi.

Isbot. Dastlab (1.10.21) formulani quyidagi ko'Tinishda yozib
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olamiz:
-

y(x) = \] H(x,t)f{t)dt + \] H (x,t)f(t)dt. (1.10.22)
0 X
(1.10.22) tenglikning ikkala tomononi x o‘zgaruvchi bo‘yicha dif-
ferensiallaymiz. Natijada ushbu
.r
y\x) = H (x,x)f(x) -I-J H'x(x, t)f(t)dt—
0

-H {x,x)f(x) + 3 Hx{x,t)f{t)dt,

X

y'(x) = J Hx(x,t)f(t)dt + \] Hx(x,t)f{t)dt,

5 X
YU[Xj= a5(x, x - 0)/(x) + \] H"x(x, t)f(t)dt-
0
-4 (x,x + 0)/(x) + \] H "™ (x, t)f(t)dt, (1.10.23)

X

tengliklarni hosil gilamiz.
Umumlashgan Grin funksiyasi ta'rifining uchinchi va ikkinchi
bandlaridan mos ravishda foydalanib, quyidagi tengliklarni

topamiz:
Hx{x,x - 0)- Hx{x,x + Q = -1, (1.10.24)
Hxx = q(x)H po{x)<fo(t). (1.10.25)
(1.10.24) wva (1.10.25) tengliklarni (1.10.23) formulaga go'yamiz:

y"(x) = -/(.r) + \] [a{x)H (x,t) - <A)(@OPo(t)]/(*)df+
0
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+J [q()H(x, t) - ip0(x)ipO(t)\f(t)dt =

0 0
Teorema shartiga ko‘ra

y' = -f{x) + I(x)y,
kelib ehigadi, ya'ni (1.10.21) formula bilan beriladigan funksiya
(1.10.1) tenglamani ganoatlantiradi. Chegaraviy shartlar bajari-
lishi ravshan.l
Misol. Ushbu

(1.10.26)

chegaraviy masalaning yechimini umumlashgan Grin funksiyasi
yordamida topamiz. Berilgan chegaraviy masalaning yechimini

topishdan oldin. unga mos bodgan .bir jinsli

chegaraviy masalani yechamiz. Ko‘rinib turibdiki, ushbu

funksiya (1.10.27) chegaraviy masalaning normallangan yechimi
bodib, golgan yechimlar (po(”) yechimga proporsional bodadi. De-
mak, (1.10.27) chegaraviy masalaning odatdagi Grin funksiyasi
mavjud bodmaydi. Shuning uchun, uning: umumlashgan Grin

funksiyasini tuzishga tugTi keladi. Awalo ushbu

(1.10.28)
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bir jinsli bodmagan tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

y{x) = ~2(p~ Ay72+ cix + c2 (1.10.29)

Bundan foydalanib, (1.10.27) chegaraviy masalaning umum-
lashgan Grin funksiyasini ushbu

ar + A\x + Bi, x < £
2(6_-0)

X2+ AX HB2, x >t
2(6 —a)

(1.10.30)

ko‘rinishda izlaymiz. Umumlashgan Grin funksiyasining uzluksiz-
ligidan va berilgan chegaraviy shart.lardan foydalanib, quyidagi

A\ —
b—a

AO— 2 (1.10.31)

AN- A2= —1,
B ,-B 2= t(A2—Ai),

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistemadan
BX= B2 ft, (1.10.32)

ekanligini topamiz. Bularni (1.10.30) formulaga qo'yib, ushbu

] 1 x2-h6a-x41+82,x<t,
_J 2(6—2) —a (1.10.33)

rz + mx+ B2 x> t,
2(6 —a) 6—a

tenglikni hosil gilamiz. Oxirgi tenglikdagi B2 ning giymatini
b

H (x)t)dx = 0,

ortogonallik shartidan foydalanib topamiz:
t

1
* + X + t+ Br dx+

b
0—\] #(:r,t)dx:\] 2(6 - a)x 6- a
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0

J dx =
2(6 —a) 6—a

a2+ a6 4- 62
= -t —ta+ + £22(6 - a).

Demak.

—1 o a i a2+ ab+ 6
2(6 —a) b—a 3(6 —a)

\Ilz(e-l) x - a)2+ (t- 6)2- |(O 6)2 , x < t:
: 2(b__la) (t- a)2+ (x - 6)2- I(a 6)2, x > t,
ekanligi kelib chigadi. Shunday qilib,

b

\] f(x)dx = 0, (1.10.34)

bo'lgan holda, berilgan (1.10.26) chegaraviy masalaning ushbu
b
\] y(x)dx = 0, (1.10.35)
a
shartni ganoatlantiruvchi yechimi yagona bo‘lib, u quyidagi
b
y(x) = \] H (x,t)f{t)dt, (1.10.36)
a
formula yordamida topiladi.
Qaralavotgan chegaraviy masalaning umumiy yechimi
b
y(x) = \] H (x,t)f(t)dt + c, ¢ = const (1.10.37)
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tenglik bilan beriladi. Agar (1.10.34) shart bajarilmasa, (1.10.26)
chegaraviy masala yechimga ega emas.

lzoh 1.10.1. Ayrim hollarda garalayotgan chegaraviy masa-
lalarga mos bodgan bir jinsli chegaraviy masalalarning ikkita chiz-
igli erkli yechimi bodishi mumkin. Bu hollarda umumlashgan Grin
funksiyasining ta’rifiga o‘zgartirishlar kiritish kerak bodadi.

Quyidagi chegaraviy masalani ko'rib chigamiz

-y" +a{x)y = f{x), a<x<b, (1.10.38)
ry(a) = ri(b), . (1 1039)
\y'(a) = y'{b). = . K

Bu chegaraviy masalaga mos keluvchi bir jinsli chegaraviy
masalaning ikkita tp\{x) va (pr(®) chizigli erkli ortonormallan-
gan yechimlari mavjud bodsin. U holda bir jinsli bodmagan
(1.10.38)4-(1.10.39) chegaraviy masala yechimi mavjudligining
zaruriy sharti 4 \

b

fx)(pj{x)dx = 0, j = 1.2 (1.10.40)

ko'rinishda bodadi. Qaralayotgan holda ushbu

Syt g(x)y = fix)l a< x <hb (1.10.41)
y(a) = y{b),
Y'(a) = y{b), (1.10.42)

I y()ipj(x)dx =0, j = 1, 2,

a
bir jinsli bodmagan chegaraviy masala yagona yechimga ega
bodadi.

Ta'rif 1.10.1. Quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi H (x,t)
funksiyaga (1.10.38)+(1.10.39) chegaraviy masalaning umumlash-
gan Grin funksiyasi deyiladi:
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1) H (x,t) funksiya [a, 6] X [a, b] to‘plamda uzluksiz; *
2) A(x, t) funksiya [a, t) va (£, b] oraliglarda ushbu \

- Hxx+ q(x)H = + (f2{x)(p2(t),

tenglamani ganoatlantiradi;

3) Hx\x=1N-0 Hijx=f.-0 = —fj
4) H(x,t) funksiya (1.10.39) chegaraviy shartlarni ganoat-

lautiradi;

5) f H(x,0)ipj(x)dx = 0, j = 1, 2 )
0

Mustaqil yechish uchun mashqlar

1. Quyidagi chegaraviy masalalarning yechimlarini umumlash-

gan Grin funksiyasi yordamida toping. [
r-y"=m, (-y"-y: na).
< m = o sy 207 0. L
[ ¢ = 0 =0
iy =Ny =1 -yt - YE fa),
O\ 2/(0)= o, d< 2/(0) = o, |
_{iar) =o, {ikr) = 0,
-y = 1(®), -yt - 4y = [(r),
&)< 2(0) = y(r), 1)- 1(0) = y(mr),
. 2'(0) = {/(T1), 1/0) = {/(A, /
-2 - 2= /(*), f-y" = [a),
9< = n) =yZ
- ¥(0) = -{/(Tr); 1y'(-i) = 1/(1).
21" = [(*), = -yt o= (al),
i\ m2(0) = -2/(0), a+ y() =

1ow = o L 1(1) = 2/(2),



“((1-zV )= 1),
XKoo yD1 < o°>
. 1r/(+1)] < oo.

11-8. Yoyilma teoremasi. Kompleks analiz usuli

Mazkur paragrafda Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi xos
funksiyalarining L2[0, ] fazoda. todaligi ko'rsatiladi. Bu teore-
ma ilk bor X1X asming oxirlarida V.A.Steklov tomonidan isbot-
langan.

Ushbu

Ly=-y"+aq{x)y = Ay, 0<x <, (1.11.1)

f t/(0) - hy(0) = 0O, (1.11.2)
I 1/(70) + Hy{m) = 0,
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi berilgan bodsin. Bu yerda A
- spektral parametr, h va H chekli hagiqiy sonlar, q(x) € C[O0, ]
haqigiy funksiya.
(1.11.1) tenglamaning quyidagi

y20,A)= 1, ip0.A)=h va ~@r,A) =1 V'V*A) = -tf,
boshla.ng{ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlarini <p(T, A) va
¥j(x, A) orgali belgilaymiz. Bu yechimlar yordamida tuzilgan Vron-
skiy determinantini
0;(A) = W{tp(x, A), d{x, A)} =< - 'dy/
orgali belgilaymiz. U holda

¥>(0,A) d(0,\) 1 -0(0, A

WA Y (0,A) VAO.A) h @0, A

= M/(0, A) —=bp(0, A) = A(A),

A) = <2(7r.A) 1p(TT,\) A ) 1
HA) = 133} A \B(7PA) —
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= -[Htp{ir, A) + tp\m, A)] = -A(A),
ya'ni
W(A) = A(A) = -A(A), (1.11.3)
tengliklar o'rinli bodadi.

Yugoridagi paragraflarda cj(A) butun funksiya ekanligi
kod'satilgan edi. Bundan tashgaricu(A) funksiyaning nollari
{An}o°® xos givmatlardan iboratligi ham ko'rsatilgan edi. Xusu-
san, cu(A,) = 0, n=0,1,2,... ekanligidan

b(xyXm)y= Cnp ,Xnl CnpO,n=0, 1,2 .. (1.11.4)
tengliklar od'inli bodishi kelib chiqadi.

Quyidagi

Cnaf = bI(A»), (1.11.5)
tenglik bajariladi. Bu yerda

\] ifi2{x,X n)dx.

Haqigatan ham, ushbu
An) + gq{x)ip(x7A1) = \ny>(x, An),
—h"{x, A) 4- q(X)ip(x, A) = Xdb(x, A),
tengliklarni mos ravishda — A) va <?# A) funksiyalarga
ko'paytirib, bir-biriga go'shsak,

XM (x9A) - d"(x, \)<p(x, An) = (A - A (x, \)<p(x, An),
ya'ni
(A - ANY;0x A)y?(a:, An) = (p*(x, \mP(x, A) - a//(x, X).<p(x} Xn))\

tenglik kelib chigadi. Bunga koTa

(A - A,,)J (X, A)</?(T, A,)da; =

0
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= Yt K)b{x, A) - &{x,\ ), [)]la =
= Y P + ST N,)] - 100, JT) - {0, JT)] =
A0 + A(JT)=03(JT)-LLAN),

a'ni
y K3 -’ . o, »

\] AWV2(x, An)d;X = o) - wi\n)
Bx, AV, AdX =
o Ji;-
ayniyat hosil bo'ladi. Bu yerda. A A, bo'lganda limitga o‘tsak,

ushbu
T

w(A,) = J ip(x, \ntp(x, An)dx = CnJ *>(«, -~)da; = CnQ

tenglik kelib chiqgadi.

Teorema 1.11.1. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi-
ning A,)IN=0 zos funksiyalar sisternasi L2[0, 7] fazoda to‘la
bodadi, ya’ni biror f(x) € L2(0,7r) funksiya uchun

"

J Ancte = 0, 2= 0, 1,2, (111.6)

bo‘lsa, f(x) = O bo'ladi.
Isbot. Berilgan Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining
fr, \ L./®>/MEA ®&* nn7A
5’ W(A) | ip(t, (X)) A), x >t
Grin funksiyasini tuzib olamiz. Agar A son (1.11.1)+(1.11.2) bir
jinsli chegaraviy masalaning xos giymati bo‘lmasa, ya’'ni u;(A) ® 0
bo‘lsa, u holda ushbu

Ly = \y + J(x), : (1.11.8)

I y'(0) - MO) =0, fl 1l 9
\y'Y)+ Hy(m=0,
13



chegaraviy masalaning yechimini

)(Xj):jre(x}l,\)f(t)dt =
0

X

= ny/ AW i + M i>(t, X)f(t)dt

\ 0 s X

(1.11/. 10)
formula bo'yicha topamiz. (1.11.1)+(1.11.2) chegaraviy masala-
ning An xos giymatlari uchun cu(An) = 0 va cu(An) ~ 0 ni inobatga
olib, (1.11.10) tenglik yordamida aniqglangan y(rr, A) funksiyaning
A = An qutb maxsus nuqtalardagi chegirmasini hisoblaymiz: = -

l (

Jl r n
Nesy(x,A) = (v{x, A)J ip{t, Anf(t)dt+

\

+ ¥, A,,)J ip(t, Xn)f(t)dt J = A,,)J f{t)tp(t, X,)dt.

X ) | T (Liiu)

Agar biz (1.11.5) tenglikni ishlatsak,
T

resy[x, A) = A,) [ f(O)tp(t, Xn)dt =
a=a,, ax* J

0
T

kelib chigadi. Bu yerda
un(z) = — (p(v, An),
an

ortonormallangan xos funksiya.
(1.11.6) tengliklarga asosan
resy(rr,A) =0, n=0,1.2,...,
y(rr, A)
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kelib ehigadi. Bundan esa y(x,JT) funksiya har bir tayinlangan
x 6 [0,4] da N€ C o'zgaruvchining bubun funksiyasi ekanligi kelib
ehigadi. Bu butun funksiyaning chegaralanganligini
uchun quyidagi lemmadan foydalanamiz.

Lemma 1.11.1. Agar

ko‘rsatish

z=x+iy €G6=C\ (J {Ix- M| <5 K< <5
n =—0C

bo'lsa, ushbu
Isinz] > ie-2Ssin25e]in2l ., (1.11.12)
Li

m
baholash o'rinli bo'ladi. Bu yerda 0 < 5 < -.

Isbot. z = x + iy £ Gfi bo'lib, y > 0 bo'lsin. Bu holda

A=ce y|sinz\: -y. — L\e-v+ix~y —e-y-ix+y\
- 2i

I2|e"ix(e2ix"2y- D] = 2—\/(I - e_2"c0s2x)2+ (e~2Ysin2x)*.
Agar y > 6 bo'lsa, u holda

A>\(1- e-2ycos2a) > (Il - e~2d) ,

bo'ladi. Agar 0 < y < S bo'lib, \x- Tm] > 6, n € Z bo'lsa,

X —Tui= X desak, 6 < x < n - 6 bo'ladi. Quyidagi uchta holni

Ko'rib chigamiz:
m
agar 26 < 2x < —bao'lsa,



3T
agar — < 2x < 2wm—2d bo'lsa,
z

A > ie“2%]sin2x\ > "Ne_X*|sin(27r —25)\ = sin28.
z z z

Demak. agar z = x 4-iy 6 C5bo'lib, t/ > 0 bo'lsa,
A > min |1 - e~29, ie~Msin2<s5, | j,
bo'lar ekan. Quyidagi tengsizliklar bajarilishi ravshan:

5>5n
Bunga ko'ra ushbu

A > ~e-Msin25 (1.11.13)

baholash o'rinli bo'ladi.
Endi z = x -hiy € Gs bo'lib, y < 0 bo'lgan holni ko'rib

chigainiz. Bu holda

B —eylsin2|= ’i

_ 1]ey+kcy _ e3/-«+y| _ —e_ 2ix42y)| =
2 2

= N1 —e2ycos 2x) + ie2ysin 2x\ =
= AN (1 - e2’cos2a;)2+ (e2’sin2x)2,
bo'ladi. Agar y < -6 bo'lib cos2x > 0 bo'lsa, u holda
B > -2( 1 —e 2l/cos2x) > E:Z)(I - e-25,
bo'ladi. Agary < -8 bo'lib cos2x < 0 bo'lsa, u holda
B > ™ (I —e2ycos2x) >
z z

bo'ladi.
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Agar -8 < y < 0 bolib, |x- wm] > 8, n € Z bolsa, x -
A71= X desak, 8 < X < w—~8 boiadi. Quyidagi uchta holni ko'rib
chigamiz:

T
agar 28 < 2x < —bolsa,
B > ize2y|sin2x| = ’Z\e2y|sin(27rn+ )| =

= Ney|sin2x] > Ne-2<*sin25;
Vil &
mw 37T,
agar —< 2x < — bo lIsa,
z z

B > N1 —e2ycos2x) >
z

z

3T
agar — < 2x < 2Zm —25 bolsa,

B > ~ey|sin2x] > "2§sin27r —29| = "e"2&in28.
z z z
Demak, agar z = x +iy € G$bolib, y< O0bolsa,

B > -e-Msin25, (1.11.14)

baholash 0‘rinli boiadi.

(1.11.13) va (1.11.14) tengsizlikiarni birlashtirib, (1.11.12) ba-
holashni hosil gilamiz. Lemma isbotlandi.

Agar (1.11.12) tengsizlikda z = np = 7(cr + rr) desak.

peGi=c\NQ 1I(T-n] <™, N <A}>

n=—00 ~

bolganda \ , y
(sinp#] > ~e”25sin25 - (1.11.15)
z

bolishi kelib chigadi. .
(1.11.15) tengsizlik yordamida |cj(A)] funksiyani p = y/\ 6 Ga
sohada quyidan baholaymiz. Shu magsadda x 6 [0,%], p = VA =
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a+rr. o > Zj \g(t)\d.t boiganda o'rinli bo’ Igan ushbu

Nie ‘e mL X m
Ic'(x, A) + psinpa:]| <N,
0 o, *e !
ds'(r,A)<2en,
lc(.T,A)]<2eU-;
\8{x,\)\<uy-eifx .o = \ 1

baholashlardan foydalanamiz. Quyidagi tengsizliklar o'rinli:
o “j
A1 = Ipsinprr+ (LLA) —psinp®)| > |psinp#|—]cuA) —psinp7r],

Icj(A) —psin p7] = [P, A) + tf (T, A)l—psinp ] =
= |(c(rr. A) + psinp7#) + hs\ir, A) + Hc{m, A) + hHs(#, A] <

< 2) \q)\dt merr + 2An\ me”k+ 2\H\ me|T|r+ ~ p - =
0

Demak. p € Gs bo‘lib, Jpo| > 2/ \g{t)\dt bo'lsa? (1.11.15) teng-
0 . \
sizlikka ko:ra ushbu

MA)] > Iple* Mer|Tlsin2<5-

-2 { 1 \g\dt+ XN+ \H\+ IhH] >ee' 1 =
W

=W w \le-Msiu25-p- J«@)]dt + JA| + \H\+ j,
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baholash bajariladi. Shunday R* > 0 son topiladiki, bunda
p € Gs bolib, YW\ > R* bolganida

Jw@A)] > \p\en-Cs,
baholash o'rinli boiadi. Bu yerda
C& = je~2*s’n28 = const > 0.

p €& Gs bolib, o]l > R* bolganida (1.11.10) tenglik bilan
berilgan y(x, A) funksiyani baholaymiz:

li(T All < 1 [ (2elTKN®) _i_ .eM(*-*1 x
v, A)l-n M i-ca v 7] )

X

x1 (2e7x+ A eM*) \f(D\dt+
0

+ <J n \J\O\dt 1 =
T\
I+ \p

Bu tengsizlikka asosan y(x, A) butun funksiya chegaralangan

LLL
\p\-Cs\M\p\)

bo:ladi v&p e Ga bolganda

max \y(x, A)} —=0, (JA] -» 00).

0<x<7T
Liuvill teoremasiga ko‘ra y(x, A) = 0 kelib chigadi. Buni (1.11.8)
tenglamaga qo'yib, f(x) = 0 bolishini ko'ramiz. m

Teorema 1.11.2. Ixtiyoriy f(x) € AC[0,#] - absolyut uzluk-
siz funksiya uchun ushbu

0o

f(x) = 7~ 2 anV>(x, An), (1.11.17)
n—0
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funksional gator tekis yaqginlashuvchi bo'ladi. Bu yerda

n N/

an = \] R(x,\n)dx, n=10,1,2,.... (1.11.18)
\

Isbot. (1.11.10) tenglik bilan berilgan y(x, /1) funksiyani
quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

yi{x, A) = - I d(x, A)J A) + q)ifi(t, X))f(t)dt+
\ 0
+<fi(x, A)j A) + q(Of{t, A))din .

Bu tenglikda bo'laklab integrallash amalini bajaramiz:

Y(x, A) = wu N(.r, A) f(t)d<p'(t, A) +</>(x, A)/ f(t)di/>'(t, AN -

W) (b (x>A)/ A)l(i)d« +<Ox, A)/ q[t)f{t)ip{t, A)dtj ,
A) = L) -M O AM * A) - A)/(0)<P'(0, A) -
-0 (x, A)/ X)dt + tp'(ir, A)/(TH)™M (X, A)-
0
- (x, X)FX)tp(x, A) - <p(x, A)/ X)dt)—
- X) [P (x' X)L q(t)g>{t,X)f{t)dt +ip{x, A)/ X)dt
y(X>A) = AM z, A)- AM HCA)]-

_ Alfe) \®(X>A) I X)dt +<p(x, A )/g(D)ip'(t, X)dt

~ W ) (hf{0)dix, A) +A/(Tr)(p(x, A)) -
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i) yP(xA)Sa(*M*,b)f{t)dt +<p{x,X)f g{t)f{t)i>(t,X)dt

y(X, A) = -0 (zi(x, A) + Z2(X, A)). (1.11.19)

Bu yerda g(t) = f'(t) bo'lib,

zi(s, A) = [v>(a, A)J g{t)<p'(t, X)dt +

+<p(x,X)j gt)i>'(t,X)dt \, (1.11.20)

Vem
z22{x, A) = -jby ™ hf{OLLXx, A)+ Hf(ir)tp(x, A)+

i1 e ' m v /e e T \

+ip(X,X)J g{t)<pft, X)f(t)dt +<p(x, A)J q(t)ip{t,X)f(t)dt\ .

(1.11.21)
Yechimlar asimptotikasidan foydalanib ~(rr, A) funksiyani baho-
laymiz. p € Gq, Jp] > R* bo'lsin, uholda ushbu

bI* A< jA T c{(A] B0 Tig) ¢

+ |ple*H =C6 16M(« ) I N\o®\ m]/(i)] -e”xdt+
0

+ e"NxJ I«(t)l .1/(01 eg ™™ *'*)*j —

A3 IM )i + 31A1 @] +92" 1 g(0ii/(0OM <]
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laholash o'rinli bo'ladi. Bu baholashga asosan

ljm_ max =0, 1.11.22
U2y I ( )

bo'ladi. Agar g(t) 6 >X7[0, ] bo'lsa, u holda (1.11.20) ifodada
bo'laklab integra.llash amalini qo'llab, uni quyidagi ko'rinishda

vozamiz:

X "

zi(x. A) = —1y ~P(x, A)J g(t)dip(l, A) +g>(x, A)J g (t)d ™ x)]j

= - 7T (D(x, AN a{x)d;A) - ff(0)v(0, A)]-

-t {x, A)JI g'{t)ip{t, Adt + <p{x, XTI, A)-

o e q

- AD(x, AT - <i{x A g )Tt A)dth = =
= AT - d(x, X)g(0) - d(x, A)JIg'{t)g>(t, A)dt -

—ip(x, A)j g'(t)p(t,X)dt\ . (1.11.23)

Yechimlar asimptotikasidan foydalanib, z2\(x, J1) funksiyani baho-
laymiz. p € Iol > R* bo'lsin, u holda ushbu

M *. 41 <r jig (I»W leM '+ Is(O)leM-) +

s \

+ 9 IeM(MJ \g'{t)\e~xdt + e~ xj\g'{t)\e n-xdt J =
+\p\e”Q
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© = Ll'dﬁ%'\" 1+ 31901 + 9J BO.I<fi =g, (1.11.24)
baholash o'rinli boiadi. Bu baholashga asosan ushbu

Wra Tax]|ri(x,n)]=0, , (1.11.25)
pos
tenglik bajariladi. (1.11.25) tenglik g(t) e L2{0,7) bolganida
ham,bajarilishini kofisatamiz. Ixtiyoriy e > 0 son berilgan bolsin.

U holda shunday gKt) € A(7[0,7#] funksiya topiladiki. bunda
m
\] Iﬂl\/l ot{t)\dt < e~ : (1.11.26)

tengsizlik bajariladi.
p G Gs, Jol > R* boflsin. Quyidagi baholashlami bajaramiz:

M* Ag- flt)] < (el | Ne - gM W wdt+
\ 0

+e ™ j \g{t)-gM\p\eM(v-x)d™j =

nr

i»(0 - A-(01n < r (1.11.27)
0
. . .(1.11.24).,baholashni g£(t) uchun qollasak, bunga kofra shun-
day Re > R* son topiladiki, p € Gs, YW\ > Re bolganida ushbu

1zi(z, A,pB)| < ; (1.11.28)

tengsizlik bajariladi.
Demak, p € Gs, o > bolsa,

Jzi(x, Ap)] < iNi(x,A,p-pH]+ |zix, Afe)] <] + | = e>
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bo'ladi,<ya’'ni (1.11.25) tenglik g(t) e L2(0,1r) bo'lganida ham
bajarilar ekan.
Endi ushbu n

'n(x) - y{x, X)d\,

integralni qaraymiz. Buyerda [y = |-A. = (TV-f |)2].
Chegirmalar hagidagi Koshi teoremasiga asosan quyidagi teng-

lik o'linli: .,
T
tszJ A) + z2{x, A)) A=~ resj/faA),
o n=0 n
- fa Ok A) + z2{x, A)) d\ =
n=0

T
(1.11.29)

Quyidagi integral limitini hisoblaymiz:

! (2i(.T,A)-h22(x,A)) d\= v

En{x) = 2 hj
= |la=(nr+0 eei, 0< << 2r>-=
2r
=J -/ TLOKUI-+ 1)2e«) + 22~ (AT + | )2ei) dt
2Ty
Demak,
lj Il =0. 1.11.
NGB! = 0 (1.11.50)

ekan. Bunga ko'ra (1.11.29) tenglikda TV--* oo bo'lganda limitga
o'tsak
(1.11.31)

n=0
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kelib ehigadi. (1.11.30) ga ko‘ra (1.11.31) gator a: € [0,#] da tekis

yaginlashadi.i

12-§. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi uchun yoyilma

teoremasi va Parseval tengligi

Teorema 1.12.1. Nol soni ushbu

-y -fa{xy = Ay,
y(0) cosa; + y'(0)sina = 0. (1.12.1)
y(7r) Q8RB+ y'(m)sill/5 = 0,

Shturm-Liuvill masalasining xos giymati bo‘lmasa, quyidagi che-

garaviy masala
-y"+a{x)y = \y + f(x),
t/(0) cos a -bt/'(0)sino: = 0. (1.12.2)
2(n) cos 3+ yr(7)sin13= 0.

y(x) = \J G)ty@)dt+ J G(x,t)f(t)dt, (1.12.3)
o o
integral tenglamaga ekvivalent bo‘ladi. Bu yerda G (x,t) funksiya
(1.12.1) masalaning A = 0 giymatga mos keluvchi Grin funksiyasi.
Isbot. Nol soni (1.12.1) masalaning xos giymati bodmagani
uchun G (x,t) Grin funksiyasi mavjud va yagona bodadi. (1.12.2)
masalada ushbu
F(x) = Ay(x) + f(x) (1.12.4)
belgilashni kiritsak. hosil bodgan masalaning yechimi quyidagi
-
y(x) = J G (xA)F{t)dt, (1.12.5)
(o]
formula bilan beriladi. (1.12.4) belgilashni hisobga olsak, bu for-
muladan (1.12.3) integral tenglama kelib ehigadi. =
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(1.12.3) tenglama Fredgolmning ikkinchi turdagi integral

tenglamasidir. w L4
Natija 1.12.1. Nol soni ushbu
-y + qix)y = Xy,
y(0)cosa + y'(0)sina = 0, (1.12.6)
y(ir) cosfi + y'{ir) sinfi = 0,
Shturm-Liuvill masalasining xos giymati bo'lmasa, bu chegaraviy
masala quyidagi ) - o o
y(x) = x j G(x,t)y(t)dt, (1.12.7)
0
integral tenglamaga ekvivalentdir.
Lemma 1.12.1. Agar H (x, t) funksiya [0,7] x [0, ] kvadratda
haqiqiy uzluksiz, simmetrik va noldan fargli bo‘lsa, ushbu

u(x) = A/H(x,t)u(t)dt, (1.12.8)

- . ! u mj
integral tenglama xos giymatga ega, ya'ni X parametming shun-

day Ao giymati mavjudki, bunda (1.12.8) integral tenglama noldan
fargli yechimga ega boiadi.
Isbot. L2[0, w] Gilbert fazosida quyidagi

Au(x) = \] H (x, tyu(t)dt.
0

integral operatorni ko'rib chigamiz. Bu yerdagi integral operar
torning yadrosi H (x:t) ushbu [0,4] x [0,%] kvadratda uzluk-
siz va simmetrik H (x,t) = FI(t, x) funksiya bo'lgani uchun A
0£-0'ziga go'shma va kompakt operator bo‘ladi. A operator-o'z-
o‘ziga qo'shma bo'lgani uchun uning normasi quyidagi formula
orgali topiladi:

IAN\ = sup |(Au,u)].
Ni=i
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Anig yuqori chegaraning ta’rifiga asosan, shunday {u«(rr)} ketma-
kctlik mavjudki, bunda |junj= 1 bo‘lib,

(Aun,un) -)= iio, (n -> 00).
bo‘ladi. Bu yerda uo = N\ yoki /i0= -||1]]
Quyidagilar ohinli:
Iva~o~n] | = (Aun fiQifj, Aitn fiQUA) =
= Unany, 2/io{AiLnyUji) + /ioll™nll ~
— g, il 2/io(A'Un,Un) 4" MolK] ] = 2tQ  2(lq(iAa uju Uii).

Bundan
Aun —fioun-* 0, (n —» 00), (1.12.9)

kelib chigadi. Akompakt operator bodgani uchun {Aun} kctma-
ketlikdan yaginlashuvchi {Aunk} gismiy ketma-ketlik ajratib olish
mumkin, ya’'ni

1 AunkvO, (k -4 00). (1.12.10)

(1.12.9) va (1.12.10) ga asosan
Novrk  ~0) (k —00),

va n
-Jvin. — — o, {K Yo00), (1.12.11)

kelib chiqadi. (1.12.10) va (1.12.11) ga ko'ra
Avo = fio'Uo,
tenglikka ega bodamiz. Bu yerda rro ¢ 0, chunki
- H A - -
[N }Q}@DUI oMnJl = M W o.

Shunday qilib, fiQ® 0son A operatorning xos giymati va n0(x)

-funksiya bu xos giymatga mos keluvchi xos funksiya ekan:
J Hx.Hvo()dt = fijvo(x).
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Bunga ko;ra AO = ~ son (1.12.8) integral tenglamaning xos
giymati bo'ladi, r>o(s) funksiya esa unga mos keluvchi xos funksiya
bo'ladi. m

Teorema 1.12.2. Nol soni (1.12.1) chegaraviy masalaning
xo0s giymati bolmasa, ushbu

u{x) = A/ G(x, tu(t)dt,
0
integral tenglama cheksiz ko p xos giymatlarga ega bo ‘ladi.
Isbot. L2[0,7] Gilbert fazosida quyidagi

Ru(x) = ~ G(x:t)u(t)dt,

0
integral operatorni ko'rib chigamiz. Bu yerdagi integral opera-
torning G(x, t) yadrosi ushbu [0,7%] x [0,%] kvadratda hagiqiy,
uzluksiz va simmetrik G(x,t) = G (t,x) funksiya bo'lgani uchun
R o0'z-o0'ziga go'shma va kompakt operator bo'ladi. Lemma 1.12.1
ga asosan R operatorning po ¢ 0 xos giymati mavjud va un-
ga i'o(x) xos funksiya mos keladi. Bundan tashqari \pO\ = IIi#1»
I ] = 1 deb hisoblaymiz.

Endi

RIU{x) = J G!(x,t)u(t)dt, (1.12.12)
0
operatorni ko'rib chigamiz. Bu yerda
Gi(x, t) = G(x,t) - fiovO{x)vo(t).

(1.12.12) tenglik yordamida aniglangan R\ operator ham o'z-
o'ziga qo'shma va kompakt operator bo'ladi. Lemma 1.12.1 ga
asosan R\ operatorning (4 & 0 xos giymati va Ui(x) € L2[0,7]
xos funksiyasi mavjud bo'lishini, harada ushbu

M = \\Ril
B



tenglik bajarilishini ko'rsatish mumkin. [|vi(:ir)]| = 1 deb hisob-
laymiz.

Topilgan vo(z), VI(x) £ z/2[0,7] funksiyalar o‘zaro ortoganal
bodadi. Hagiqatan ham, ixtiyoriy r\(x) £ L2[0,7#] funksiya uchun

(Riu,v0) = \] fl Gi(tys)u(s)d$ I vo(t)dt =

o \o
= \] J G (t,s)u(s)uo(E)dsdE — Hold J vi(t)vo(s)u(s)dsdt =
00 00

=J u(s) I'J G(s,t)vo(t)dt | ds-
0 Vo /

-/i0 vifydt') ~ju{s)vo(s)dshd =

= (w,#u0) - /lo(w, vo) = (w, /io”™0) - Mo(u, v0) = 0,

bodishidan, xususiy holda (vi,vo) m= 0 kelib chigadi. Shuning
uchun

Rvi = i%ivi+ Avq(x)\] vO(t)vi(t)dt = i?ivi = /xm,
o]
bodadi, ya’'ni /ii son R operator uchun ham xos giymat bodadi va
unga vi(x) xos funksiya mos keladi. Topilgan xos giymatlar uchun
ushbu

-r of foN e -, ,e e s f

/il = |(flit>b tb)| = vi)| < [|19]] = |moa],

ya'ni

IM>IM



tengsizlik o'rinli bo‘ladi. Shu jarayonni yanada davom qildirarniz.
Buning uchun quyidagi integral operatorni tuzib olamiz:

R2u(x) =
0
Bu yerda Go{x,t) = G\(x,t) — H\V\(X)V\(i). Yuqorida
ta’kidlaganimiz kabi R.2 ham o0'z-0'ziga qo'shma kompakt operator
bo'ladi. Shuning uchun shunday V2(x) 6 L2[0, ] funksiya topilib,

bl = 1XR]p M®)Il = i-
O'z navbatida V2(x) funksiya R operator uchun ham xos funksiya
bo'ladi. ya'ni
Rv2 = R2V2 = M2-

Topilgan xos giymatlar uchun

M > bl > bl,
tengsizliklar bajarilishini ko'rsatish mumkin. Uo(x), V\(x) va V2{x)
xos funksiyalar esa, o'zaro ortoganal bo'ladi.
Agar HRmMl ¢ O, m G N bo'lsa, bu jarayonni cheksiz
davom gildirish mumkin. Natijada, {un(x)} ortonormallangan xos

funksiyalar m&vjudligi va ularga mos keluvchi xos giymatlar uchun

lpo I > bl > M > -V, =

tengsizliklar bajarilishi kelib ehigadi.
Endi HRmMl ¢ 0, m G N ekanini isbotlaymiz. Buning uchun
|15t = O deb faraz gilamiz. Bu holda R,n operatorning yadrosi

m
Gm{x,t) = G(x,t) - Y~lnV, {x)vn(t),
n=0
ko'rinishda bo'ladi. Bu tengliklarning ikkala tomonini f(t) G
L2[0,#] funksiyaga ko'paytirib, [0, 7] oraligda integrallasak,
Rmf{x) = Rf{x) - ¥ 'n nWn{x)(f, V,),
n=20
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hosil bodadi. Bu tengliklarning ikkala tarafiga L operatorni ta’sir
gildirib, .er .- .

L(Rf)=/, R- L~I va Lvn= —vn

ekanini inobatga olsak,
m

0= f{x) - ¥2 VnLvn(x){f, vn),

<i'’'ol 1 ; *n=0 .V

ya'ni . j

n=0
bodishini topamiz. Bu esa f(x) € L2[0,#] ixtiyoriy funksiya eka.n-
ligiga ziddir.
Shunday qgilib, R operatorning

ljuol > bl > bl > \tbn\ >

cheksiz kogp xos giymatlari va

L. J - \.v ! -1, J; ... -

-_/ VO(x), Vi{x),...,vm(x),..., =
cheksiz ko'p ortonormallangan xos funksiyalari rnavjud ekan. m
Yugoridagi mulohazalardan (1.12.1) Shturm-Liuvill chegaraviy

masalasining cheksiz ko'p An= — xos giymatlari rnavjud bodib.

ular uchun ushbu
I0]< JAal< IR]< .. < JAn|<

tengsizlikning bajarilishi kelib chigadi.
Teorema 1.12.3. Nol soni (1.12.1) chegaraviy masalaning

xo0s giymati bo‘Imasa. uning Grin funksiyasi uchun .ushbu



tasvir o'‘rinli boiadi. Bu yerda An orgali (1.12.1) masalaning xos
giymatlari va un(x) orqali ularga mos keluvchi ortonormallangan
xos funksiyalari belgila.ngan.

Isbot. Quyidagi yordamehi funksiyani Kiritib olamiz:
X)
(1,12.14)

Bu yerdagi funksional gator Veyershtrass alomatiga ko'ra tekis va
absolyut yaginlashadi. chunki ortonormallangan xos funksiyalar n
ga bogiiqg bo'lmagan o'zgarmas bilan chegaralangan va xos qiy-
matlar uchun ushbu
An= M2+ G+ 7,, {7Tn} e /2,

asimptotik formula o'rinli. Bu gatorning har bir hadi uzluksiz
funksiya bodganligi uchun uning yig'indisi ham uzluksiz funksiya
bo'ladi. Demak, # (x, t) funksiya uzluksiz ekan. H (x;t) simmetrik
bo'lishi Grin funksiyasining simmetrikligidan kelib chigadi.' f .

H (x.t) = 0 ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun teskarisini
faraz gilamiz, u holda yuqoridagi lemmaga ko'ra.shunday A son

mavjudki, bunda vd»:-.:

0
integral tenglama noldan fargli u(x) ¢ 0 yechimga ega. bo'ladi.
(1.12.1) masalaning xos funksiyalari uchun ((1.12.7) integral

tenglamaga ko'ra) ushbu

0
tenglik bajariladi. Bunga asosan

k=0
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bodadi.

(1.12.16) tengliklardan foydalanib, u(x) funksiya un(x), n = 0,
1,2,... xos funksiyalarga ortogonal bodishini ko'rsatamiz:

wo(

=N/ </ HXthun(x)dx\u(t)dt =0. (1.12.17)

Demak, u(x) funksiya un(x), n = 0,1,2,... funksiyalarga ortogo-
nal ekan.

Endi u(.t) funksiyaning o‘zi ham (1.12.1) chegaraviy masa-
laning xos funksiyasi bodishini ko‘rsatamiz. Buning uchun u(x)
funksiya ushbu

0
integral tenglamani ganoatlantirishini ko'rsatish kifoya:



T

= A/ G(xftyu(t)dt.

n{x) funksiya (1.12.1) chegaraviy masalaning xos funksiyasi
bo‘lgani uchun. u un(x), n = 0,1,2,... xos funksiyalardan biriga
proporsional, ya'ni n(x) = Cuno(x) bodadi. u(x) funksiya unQx)
xos funksiyaga ortogonal bodgani uchun

J u(x)uj,0(x)dx = 0, C\] u2o(x)dx = 0, C =0, u(x) =0,
0 0
bodadi, bu esa farazimizga ziddir. Demak, H (x,t) = 0 ekan. Bun-

dan Y,

n=0 n

kelib chigadi. m eV > _'lr
lzoh. (1.12.13) funksional gator absolyut va tekis yagqinla-
shuvchi bodib, uning yigdndisi [0,#] x [0,7%] kvadratda uzluksiz

funksiya bodgani uchun, ushbu

tenglik o'rinli bodadi. Oxirgi tenglikning ikkala tarafini [0, #]

oraligda integrallab,

(1.12.17")

bodishini topamiz. Bu formulaga G (x,t) - Grin yadrosining.izi
deyiladi.
Misol. Ushbu
Ly = -y" = Ay,
y(0) = 0, y(ir) = Q.
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chegaraviy masalaning Grin yadrosining izini hisoblang.
Berilgan chegaraviy masalaning xos qiymatlari An= n2,n = 1,
2, 3,... va ortonormallanga.il xos funksiyalari

un(x) = y”~-sinna;,

topilgan edi. To‘qqgizinchi paragrafda. bayon gilingan algoritm yor-
damida. berilgan Dirixle chegaraviy masalasining A = 0 bodgan
holdagi Grin funksiyasini tuzishimiz mumkin:

Gn = n\t(n-X), x>t.

Endi Grin funksiyasining izi uchun topilgan (1.12.17") forinu-
lani tekshiramiz:

00 u oo J r im 2
VsT-=V — =/ G(Xx)dx = - x(n - x)dx = —.
n=I n=I 0 0

Shunday qilib (1.12.17") formula
W 1 2

m

E 712 6

ko:rinishni oladi.
Teorema 1.12.4. (Yoyilma hagida). Agar f(x) € C20, T
ushbu
| /(0)cosa + /'(0)sina = 0,

y 1(7r)y COS/3 + 1 (rr) sins - 0,

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyony funksiya bo'lsa,
u holda quyidagi

oc

f{x) = '"*2anun{x), (1.12.19)
n=0

tasvir o'rinli bo'ladi. Bu yerda un(x) funksiyalar (1.12.1) chega-
raviy masalaning ortonormallangan xos funksiyalari bo‘lib, an ko-
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effitsiyentlar ushbu

a, = J f(t)un(t)dt, (1.12.20)
(6] »
tenglik bilan aniglanadi. (1.12.19) gator tekis va absolyut yagin-

lashuvchi boladi.
Isbot. Quyidagi belgilashni kiritib olamiz:

-Fr(x) + a()f(x) = g(x). (1.12.21)

Grin funksiyasining xossasiga koTa (1.12.21)+(1.12.18) chega-

raviy masalaning yechimi ushbu
J

f{x) = \] G{x,t)g{t)dt, (1.12.22)
tenglik bilan beriladi. Grin funksiyasi uchun teorema.1.12.3 da
olingan voyilmani (1.12.22) tenglikka qo:yamiz:

un(x)un(t)

) gltydt =
«r il {E A
= 1Y J 9fbun{t)dt >uri(x). (1.12.23)
7= 0 0
E[FJ~Jg\Lﬂi\Ct: Lf(t)un(tdt —
0 0 ST mw

=~ ] f(®Lun@dt -J f unat.
0 0
(1.12.19) qatorning tckis va absolyut yaqginlashishi uning (1.12.23)
ko‘rinishda yozilishidan va xos giymatlar asimptotikasidan kelib

chigadi. 1



(1.12.20) tengliklar bilan aniglangan an, n = 0, 1, 2,
sonlarga f(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari deyiladi.

Teorema 1.12.5.(Parseval tengligi).Ixtiyoriy f(x) € L2[0, 1]
funksiya uchun ushbu

I 12(x)ch = ~ a 2, (1.12.24)
0 710
tenglik o‘rinli bo4adi. Bu yerda, an koeffitsiyentlar ushbu
r
an = \] f(t)un(t)dt, (1.12.25)
0
tenglik bilan aniglanib, un{x) funksiyalar (1.12.1) chegaraviy
masalaning ortonormallangan xos funksiyalaridir.
Isbot. 1) f{x) € C2[0, #] bo‘lsin va u (1.12.18) chegaraviy
shartlarni ganoatlant.irsin. U holda yoyilma hagidagi teoremaga

ko‘ra
00

f{x) =~ a m,(x),
n=0
bodadi. Bu tenglilming ikkala tomonini ham f(x) funksiyaga
ko'paytirib, [0, 1] oraligda integrallasak.

I f2{x)dx = A AGn1 f{x~un{x)dx A~ A
0 n=o o n=0
bodadi.
2) f(x) € Lr[0, m] ixtiyoriy funksiya bodsin. u holda quyidagi
shartlarni ganoatlantiruvchi fn(x) funksiyalar mavjud:
a)fn(x) € C2[0,tr],
b)f\x) chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi,

c) lim_/ (fF(x ) - fn(x)f dx = 0.
V88,

Bu fikr funksional analiz kursida isbot gilinadi.
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/p(x) funksiyalar uchun birinchi bandga binoan Parseval teng-

ligi bajariladi:
/ 50 o
fl(x)dx = ~ (a [n))". (1.12.25"
0 k=0 -
Bu yerda

an) - \] fn(x)uk(x)dx.
0
Xususan fn{x) —/ 71 (oK) funksiyalar uchun ham Parseval tengligi

bajariladi. ya'ni

[ InQk) - IT(Ok)]2c.T = (4n“ 4m) V (1.12.26)
0
Quyidagi belgilashni kiritib olamiz:
aWw = Oj*5, ..), n=1,2,....

/ p(a;) ketma-ket.likning L2[Q n] fazoda fundamental ekanligidan,
(1.12.26) tenglikka asosan

A a® - am = Jfebllh - Im oM =0,

bodadi. Demak, vektorlar ketma-ketligi /2 fazoda funda-
mental ekan. Bu yerda ushbu |H| belgi 12 fazodagi normani
bildiradi. 12 fazo toda bodgani uchun afn) ketma-ketlik biror
a= (ao, ai, ...) € /2 vektorga. yaqinlashadi.

Normaning [IMl — W\ < \\a— V]| xossasidan foydalanib,
guyidagi baholashlarga ega bodamiz:

m m T
[ fn{x)dx - / f\x)dx < \] [fn{x) - f{x)]2dx,
J J
\ 0 \ 0 \ 0

HO £°2 < X lin- a4
\ =0 Vleo” kO
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Bu baholashlarga asoslanib, fn{x) funksiyalar uchun yozilgan
(1.12.25") Parseval tengligida n -> oc da limitga o'tsak, f(x)
uchun (1.12.24) Parseval tengligi kelib chigadi. =

Natija 1.12.1. Agar f(x)}g(x) E 2/2[0,7] ixtiyoriy funksiya-

lar bo'lsa, u holda f(x) + g(x) va f(x) —g(x) funksiyalar uchun
Parseval tengligi

} oo
[ U{x) + g{x)fdx = 53 [a* + bK}2,
i k=0

[ [/(*) - g{x)]2dx = 53 K - h}2,
0 *=0
ko'rinishda bo'ladi. Bularni bir-biridan ayirib, 4 ga bo‘lsak, ushbu

I f{x)g{x)dx = 53 akbk, (1.12.27)
i k=0

tenglik kelib chigadi. Bu tenglikka Parseval tengligining urnum-
lashmasi deyiladi.

Ushbu
-Y n+ a(x)y = Ail,
< 42(0) = —sina,
y'(0) = cos a,

Koshi masalasining yechimini g?(x, J1) orgali belgilaylik.
Quyidagi monoton o‘suvchi

0, A= 0,
P(A) = -A<En<0{%n> A<O
A- A>0>
0<An<A

funksiyaga (1.12.1) chegaraviy masalaning spektral funksiyasi
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deyiladi. Bu yerda

al = j<p\x, Xn)dx.
0
(1.12.24) Parseval tengligini spektral funksiya va Stiltes integ-

rali )'ordanhda, ushbu

f f2(x)dx = \] F 2(X)dp(X),

0 -00
kofrinishda yozish mumkin. Bu yerda

T

F{X) = J \)dt.
0

Parseval tengligining umumlashmasi esa, spektral funksiya orgali
quyidagi tarzda yoziladi:

]

0 -00

-

f(x)g(x)dx = \] F(X)G(X)d.p(X),

bu yerda
y T

G(A) = J g{t)ip(t., X)dt.
0
Teorema 1.12.6. (Rezolventa uchun yoyilma foimulasi).
(1.12.1) chegaraviy masalaning ortonorm.allangan xos funksiya-
lariun(x). 7i= 0, 1, 2. ... bollib, ushbu

an=J f(t)un(t)dt, n=0, 1, 2,
0
sonlar f(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari. bo‘lsin. Agar A

son (1.12.1) chegaraviy m.asa.laning xos giymati bo‘lImasa, v holda
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quyidagi -

-yt a(x)y = \y + f(x),
2(0)cosa + y'(0)sina = 0, (1.12.28)
y{#) cos 13+ y'{n)sin/l = 0O,
chegaraviy masalaning yechimi uchun ushbu
(00)

y{ix,H=VvV — (1.12.29)
=0

tasvir o 'rinli bo‘ladi.
Isbot. JZ1son xos giymat bodmagani uchun (1.12.28) chegara-
viy masalaning yechimi ushbu

y(x,X) = J G (x}t,\)f(t)dt, (1.12.30)
, £ e m 0o ,
ko'rinishda bodadi.(1.12.28) chegaraviy masala yechimining yo-
yilmasi quyidagi ko‘rinishda bodsin:
oc

y(x\ A) = ~2bnun(x). (1.12.31)

U holda

m "

bn=J3 y(x,\)un(x)dx =Y J ¥{x,\)Lun(x)dx =

0 "0
<K V. r
~J Ly(x, X)un(x)dx =
)
=y £ [~y"(x>) + Alun(z) dx =
0
f A 1

1
= T‘Zl_y A) + vn~ > da; = 7/'q|6'1+ Tp‘j’a...



bodadi. Bundan

A n
kelib ehigadi. Oxirgi ifodani (1.12.31) tenglikka qo'yib, (1.12.29)
tasvirni hosil gilamiz.1

Natija 1.12.2. (1.12.29) vyoyilmaga an koeffitsiyentning
(1.12.25) formuladagi ifodasini goVsak, ushbu

tenglik kelib ehigadi. Bu tenglikni

y(x, A) = \] G(x, t, X)f(t)dt,
0
formula bilan tenglashtirib, f[t) funksiyaning ixtiyoriyligini ino-
batga olsak, quyidagi voyilma hosil bodadi:

G (x.t, (1.12.33)
n=0 An_A

lzoh 1.12.1. Teorema 1.12.3 dagi (1.12.13) yoyilma, (1.12.33)
yoyilmaning xususiy holidir. Shunday bodsa ham, (1.12.33) yo-
yilmani (1.12.13) formuladan keltirib chigarish mumkin.

(1.12.33) yoyilmada t = x deb, hosil bodgan tenglikni [0, 7]
oraligda integrallasak va xos funksiyalarning normallanganligini
e'tiborga olsak, Grin yadrosining izi uchun ushbu



tenglik kelib chigadi. Quyidagi
JV (A)=£1,/.
AA
funksiyani kiritib olamiz. N{\) ning giymati A sondan oshmay-
digan xos qiymatlar sonini bildiradi. Bu funksiya yordamida

(1.12.34) tenglikni ushbu

Jroftr, x, zYar = f GNEA >
1.0 -0c

ko'rinishda yozish mumkin. Bu. formulaga Karleman formulasi

deyiladi.
'e lzoh 1.12.2. (1.12.33) formulaga Parseval tengligini go'llasak

kelib chigadi. Bu tenglikning ikkala tarafini [0, #] oraliq bo'yicha

integrallab
w* oc
J J B t\\'2dtdx=52 (Artl :A)2, (1-12.35)
o0 n=0

tenglikni topamiz. Bundan ko'‘rinadiki, Shturm-Liuvill differensial
operatoriga teskari bodgan integral operatorning yadrosi Gilbert-
Shmidt shartini ganoatlantirar ekan. =

Misol. Ushbu., . .. |

by = -y" =ay,
2(0) = 0, y(?r) =0,

chegaraviy masalaning Grin funksiyasi uchun (1.12.35) tenglik-
ning bajarilishini tekshiring.

Berilgan Dirixle chegaraviy masalasining barcha xos giymat-

larif.1.1} -
An=n2, n=1 2 3, ..,



ko‘rinishda bo'lib, A = 0 nuqta xos giymat bo'lImaydj.. Shuning
uchun /1= 0 bo'lganda (1.12.35) tenglik quyidagi ko'rinishni oladi
J J \ewniaxat = v axo (112:36)
00 n=1 n
Bu yerda
1J re(dr —t), x < i,
G(x,£)
T1 o1 —X), ' X>1.

Endi (1.12.36) tenglikni tekshirarniz:

00 1 E 1 7 7

‘dxdt =
00

DI

= 1 J \G(x,t)\2dt + v.] \G{x.t)\ dt dx =

0o 1lo
I a

/2] J t2(IM—x) 2dt + J x2(n —t):dt dx = 36
0 Lo '

Demak, (1.12.36) tenglik quyidagi ko'rinishni oladi:
w 1 4
E I m
— nl=90
lzoh 1.12.3. Ushbu J
-y" +af{xly = \y,
y'(0) - hy(0) = 0, (1.12.37)
2'(a-) + Hypk) = 0,
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini garaylik. Bu yerda q(x) e

C[0, #] haqgiqgiy uzluksiz funksiya bo'lib,



shartni ganoatlantirsin. Bu yerda h va H chekli haqiqgiy sonlar.

(1.12.37) chegaraviy masalaning Grin funksiyasini G (x,t, JT) va
xos qiymatlarini {Jin}~ 0 orgali belgilaylik. (1.12.37) chegaraviy
masalada gq(x) = 0 bo'‘lsa, u holda ushbu

(1.12.38)

chegaraviy masalaning Grin funksiyasini Go(x:t, JT) va xos giy-
matlari ketma-ketligini {A°}£L0 deb belgilasak, quyidagi lemma
o‘rinli bo'ladi.

Lemma 1.12.1 (Gelfand-Levitan). Quyidagi

(1.12.40)
tengliklar o ‘rinli bo(adi.

Isbot. (1.12.39) tenglik bajarilishi 0:z-o‘zidan ravshan. Endi
(1.22.34) formulani (1.12.37) va (1.12.38) chegaraviy masalalar
G (x,t,A) va Go(x, A) Grin funksiyalarining izlari uchun yozib
olamiz:



Quyidagi Ilimitni hisoblaymiz:

lim A2 \] Gq(x,x, A)dx —\] G (x, x, JHdx

A-4A-30
0
= lim A2 o
Ao 51:0 M?lb E71=0M\n A
1 1

_E allHxA’ VAOr-A A,- A

71=0

. An - A° o
:E lim = £ (an- a°).
71=0 Ao ] N o1 71=0'

A "M
Mustaqil yechish uchun mashgqglar

1. Quyidagi o‘zgarmas potemsialli Shturm-Liuvill chegaraviy
masalalari uchun yoyilma teorcmasini va Parseval tengligini yo-
zing (0 < x < Q)

Foy" = Ay, Yy o= oAy, r-y.f= Ay,

a)l 2(0) = o, yi(o) = o, 2(0) = 0, >
[ M = 0, y'(m) = 0, ,4dM = 0, u
f-y"= Ay, -Y*" = ay,

d) | 2(0) = o,
[2'M = o0, y'(tr) - Iry(tr) = O

2. Quyidagi o‘zgaruvchan potensialli Shturm-Liuvill chegara-
viy masalalari uchun yoyilma teoremasini va Parseval tengligini
yozing (0 < x < 7):
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“f+ (dirv-~nr
a) < y(0) + y(0) = o,

o>

y'bl) + —r1y”)

m+o

f » 2h2
~y +{h 7~ y=Xy
b) 2(0) - /12(0) = 0,

y'Uo ke T [Y(k)=0'\V& 10'A

2

-y - -rj-y = A
al X
Z(O)ZO,ZI

N _AM BT 208
)_0’

2/(r) + th'm2(m) = O

( n 2T2 n

J -y -ch”~xV= Xy’
®j ¥(0)=o, '

( y'iP) + mth(nm)y(n) = Q

Y' ch2(mx +a)y Xy

) yQ+ TG0
y () +ntnr +.),-» =0

3. Quyidagi simvolik tengliklar bajarilishini ko‘rsating:

00 i
°) J2 -q cosnxcosni = £(a - £), g (0,7r),
n=0
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bu yerda

0O / T>n=0

b) 12~~P(x~n)p{t,K) = s(x-t), X,te(o.7n),
710
bu yerda

a, = J L(x, \n)dx, n> 0
0
bo‘lib, ~~>(k An) orgali (1.12.1) chegaraviy masalaning A = An xos
giymatiga mos keluvchi xos funksiyasi belgilangan.

13-§. Teng yaginlashish hagida teorema

Bu paragrafda f(x) funksiyaga mos keluvchi xos funksiyalar-
dan tuzilgan gator hamda cosnx funksiyalar bo'yicha tuzil-
gan qator bir xil ma’noda yaqinlashishini B.M.Levitan usulida
ko‘rsatamiz.

Ushbu

- YT+ q(x)y = Ay,

y'(0) —hy(0) = 0O, (1.13.1)
ky'(m)+ Hy(iv) = 0,

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini koaib chigamiz. Bu yerda
q(x) € #] hagiqiy giymatli funksiya.

f(x) e Z/10,%] ixtiyoriy funksiya bodsin. Quyidagi belgilash-
larni kiritib olamiz:

an{x )= f + cos kx cos kt Vdt,

0 n *=|

S'@:J f(t) |Zo |V|X)LI(I)I<'°-
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Bu yerda w{x), K =0, 1, 2, .. orqali (1.13.1) chegaraviy
masalaning ortonormallangan xos funksiyalari belgilangan. Agar

1 2 n
D, (x, t) - - \- + “ X~cos kx Bkt >,
k=0 n k=i )
belgilash kiritsak, u holda
T
sn{x) - an{x) = Y &,(®, t)f(t)dt,

0
bodadi.
Lemma 1.13.1. Shunday oegarrrias M > 0 soni mavjudki, n
ning ixtiyoriy giymatlari uchun ushbu

[®,x*)] < M, x, te[0, 7], (1.13.2)

baholash o(rinli bo(ladi. m=

Isbot. Ortonormallangan xos funksiyalarning quyidagi

. f2 ( , .sinnx) [ 1\
Unix) = y -< cosna; + aPk)—-— >+ Q. 12 I» n —00,
X Jr
I f h ITH 1 f
a(x) = cgx+ h+ -/ q(t)dt, cO — + 2w/
0 ]

asimptotikasiga asosan

2 2
- (x)mM cos kx coskt= - [a(E) cos kx sinkt+
m m

-fa(rr) cos/rf sin AX] + Q = "Na(x) + N+
+/~ oW - aWw]| 5!lxfcll)+g (~ ), (AN3.3)
bodishi kelib chigadi.. a(x) funksiyaning [0, #] kesmada chega-

ralangan ekanligi ravshan.
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Endi ushbu
kt
h 1
1
yigdndining [0, 7 intervalda chegaralanganligini isbot gilamiz.

Quyidagi
a sin (n + t —sin\
Y ] cos kt
k=1
formulaga asosan

2sin

£ § A = J (¢ coskt dt
k=1 o \k=I

X
Msin (n + \)t —sin
(n+ ™) } i -

2sin |

SNMAYE (ih-1 0 e

(»+«

bodadi. Ushbu

X

JZ

funksiya (0, o00) oraligda chegaralangan va x = 7 nuqtada

0'zining eng katta giymatiga erishadi. Bundan 0 < x < Toraligda

ushbu

/1 Ed
M /*sing foo1
o) < 1 — dts dt + -7, (1.13.4)
mE < AT osini ot 2
0 0

tengsizlik ohinli bodishi kelib ehigadi. Bu esa rn(x) funksiyalar
ketma-ketligining tekis chegaralanganligini bildiradi. (1.13.3)

tenglik va (1.13.4) tengsizlikdan (1.13.2) baholash kelib ehigadi.1
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Lemma 1.13.2. Agar g(x) funksiya [0, ¥\ oraligda ikkinchi

tartibli uzluksiz hosilaga ega bo (lib. ushbu

{9'{Q)-hg(0) = 0.

1,qa+a,q.):», (U 3 '5)

chegaraviy shartlarni ganoatlantirsa. n holdan ~ oo da quyidagi
T
Jo
/ 0
integral nolga tekis yaginlashadi.

Isbot. Yoyilma hagidagi va Furye qatorlari hagidagi teore-
malarga asosan, g{x) funksiya uchun yozilgan sn(x) va an(x)
funksiyalarning g{x) funksiyaga. tekis yaqginlashishi kelib chigadi.
Demak, ushbu

-l'o‘\.".-}",: .......... 9 \

sn{x) - an{x) = \] onek, t)g(t)dt,

of . mee /Il | [ - \nm
ayirma nolga tekis yaginlashadi.

Teoremal1.13.1. {B.M.Levitan). Ixtiyoriy f{x) E T][0,7#]
funksiya uchun ushbu sn{x) —an(x) ayirma [0, #] oraligda nolga
tekis yaqginlashadi.

Isbot. f{x) 6 Z/1]0,7%] ixtiyoriy funksiya bodsin. U holda ix-
tiyoriy £ > 0 soni uchun (1.13.5) chegaraviy shartlarni ganoat-
lantiruvchi shunday g£(x) G C2[0, #] funksiya topiladiki, bunda

ushbu .
ir

f 1/0*0 ~ 9e{X)\dx <
w{} r.. 0
shart bajariladi. Bu yerda M > 0 ixtiyoriy son.

'Bu teorema /(x) 6 c[0.w) holida K.Aynsuiiig 'O6MKHoncUHBIC AndbepeHLmanbHble ypawiCums' (M.: 2005, 3-UIKLL
betlar) kitobida ijbotlangon
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$n(a) —&n{x) ayinnani quyidagi tarzda yozib olamiz:

sn(x) - an(x) = J on(x, t) [f(t) - ge{t)]dt+

. - i 0

"

+J dn(x, t)gE(t)dt. (1.13.6)

0
Lemma 1.13.1 ga asosan. quyidagi

"

[ &npx, t) [f(t) - &(«)]dt

" . Jrm

<~ \f(t) - ge{t)|dt < M =277 = |. (1.13.7)

tengsizlik oginli bodadi. Lemma 1.13.2 ga koaa, tayinlangan
£ > 0son uchun shunday TV= N(s) > 0topilib, n > N bodganda

ushbu
-

\] @on{x, t)gs(t)dt < -, xe [0, m, (1.13.8)

baholash o'rinli bo'ladi. (1.13.6) tenglik va (1.13.7), (1.13.8) ba-
holashlarga ko‘ra
[sn(x)-£7,0k)] < e, xe [0, M
bo'ladi.m
lzoh 1.13.1. Quyidagi

-y"+a{x)y = \y,
4 2(0)- % (0) = 0,

y(m= 0,
- 2"+ 9(A)Y =
2.< 2(0) = 0,

JI'(m) + Hy(T) = 0,
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my" + q(x)y = Xy,

3<j 3/(0) = O,

K3(m) = 0.
Shturm-Liuvill masalalari uchun teng yaginlashish hagidagi teore-
mani isbotlashda cosnx, n = 0,1,2,... funksiyalar o'rniga bi-
rinchi va ikkinchi holda cos (n 4- X, n = 0,1,2,... va
sin (n + ])x, n = 0,1,2,... funksiyalar. uchinchi holda esa,

sinnx. n = 1,2,... funksiyalar olinadi.

14-8. Shturm teoremasi va undan kelib chigadigan

natijalar
Ushbu mavzuni quyidagi
~y"= Ay, O0<x <,
2¥(0) = 0,
y'W = >
oddiy chegaraviy masala xos funksiyalarining ildizlarini

o‘rganishdan boshlaymiz. Bu masalaning xos giymatlari

A,=n2 n=20,1,2,..

LN

va xos funksiyalari

po(x) = 1, (re) = cosx, C0S2.X, ..., = cOoS nX.

bodishi ravshan. Bu yerda xos giymatlar o‘sish tartibida joy-
lashtirilgan bodib, ularni nomerlash noldan boshlangan. {n(x) va
ton+i(rr) funksiyalarning (0, #) oraligqa tegishli ildizlarini topamiz:

T 2k —1
m{x) = 0, cosnx =0, nx = -- + TG x = 7_I'( ______)_,
() k(<) _3r r()_ — T()=1111~
—2n’ *2 *“ 2n' 3 2n’ "

2n !
(1.14.1)
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Xuddi shunday Y o

(D) ™ _(r+ 3 rine .

X1 2(n+1)’ X2 2(n+1)’ s \

Jn+1) _ 57 Jn+1) _ *(2n+1) V e =
2(n+1) eee xn+l 2(n+1) »

bodadi. (1.14.1) va (1.14.2) tengliklardan quyidagi xulosalar kelib
chigadi:

1) pn[x) xos funksiyaning (0, #) oraliqdagi ildizlari soni n ta
bodadi;

2) qn(x) va (pn+i(x) xos funksiyalarning (0, #) oraliqdagi ildi-
zlari almashinib kelishadi

X (»+i) < x (n) < A + 1) < XW < < x (n) < a.(«+1)>

ya'ni ipn[x) xos funksiyaning ketma-ket kelgan ixtiyoriy ikkita
ildizi orasida yn+i(x) xos funksiyaning fagat bitta ildizi bor,
Keltirilgan bu ikkita tasdig umumiy holda ham o'rinli bodar
ekan. Bu tasdiglarni. isbot gilishda quyidagi Shturm teoremasi
muhim ofin egallaydi.
Teorema 1.14.1 [Shturm). Quyidagi ikkita

—y"4-a[x)y =0, 0<x <), (1.14.3)

—y"4a[x)y=0 (0<x <T)i (1.14.4)

tenglama berilgan bodib, a[x) > a(x), x 6 [0, #]bo(sin, ham-
da ip[x) va d[x) funksiyalar mos ravishda (1.4,.3) va (1.L,-4)
tenglamalarning noldan farqli ixtiyoriy. yechimlan bodsin. U holda
ip[x) funksiyaning ixtiyoriy ikkita ildizi orasida (p[x) funksiyaning
kamida bitta ildizi bodadi.

Isbot. Ushbu

—ip” 4 a[x)(p

I
o

A (1.14.5)

—ip" 4 a[x)¢ = O, (1.14.6)
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avniyatlarni mos ravishda ¢ (x) va ip(x) funksiyalarga ko‘paytirib,
birinchisidan ikkinchisini ayirsak,
fi'ip - <P+ [a(x) - a(X)](pcp = 0,

tpftp - Pip= [a(x) - aX)\p<p,

(P’ - ') = [a(x) - aX)\<pdp, (1.14.7)
kelib ehigadi.

X\ va x2 orqali ip(x) funksiyaning ketma-ket kelgan ixtiyoriy

ikkita ildizini belgilaymiz. (1.14.7) ayniyatni [£1,22] oraligda in-

tegrallasak,

X0

tp'(x2<p(xd) - <p\xx)pixi) = I (a(x) - a(x)]9 (X)<p()rfx,
X
(1.14.8)

tenglik hosil bodadi.

d(x) funksiya (xi,x2) oraligda ildizga ega emas deb faraz qi-
laylik. Qulaylik uchun (xi,£2) oraligda y?(x) > 0, dp(x) > 0 deb
hisoblashimiz mumkin. U holda (1.14.8) tenglikning 0‘ng tomoni
musbat bodadi. <p(xi) = 0, <p(x2) = 0. <p(x) > 0, x G {x\,x2)
bodgani uchun (p\xi) > 0, ip'(x2 < 0 bodadi.

Agar <p'(xi) = 0yoki v'{x2) = 0 bodsa, yagonalik teoremasiga
ko'ra ip{x) = 0 bodadi. Demak, y/(x\) > 0va "p'(x2) < 0 bodar
ekan. Bu tengsizliklardan quyidagi

P'(X2)P(x2) - 4>'{xi)g>{xi) < O,
baholash kelib ehigadi. Oxirgi tengsizlikdan ziddiyat kelib ehigadi,
chunki (1.14.8) tenglikka asosan ushbu
P'(x2p{x2) - 4>'{xi)<p(xi) > 0,
tengsizlik o‘rinli bodadi. =
Natija 1.14.1. a(x) > m2 > 0 bodsin. U holda ushbu

—y"+a(x)y=0, 0<x<T,
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tenglamaning noldan farqgli ixtiyoriy d(x) yechimi (0, #) oralig-
da ko'pi bilan bitta ildizga ega bodishi mumkin. Hagigatan ham,
Shturm teoremasida n(x) = m2 deb olsak. ikkinchi tenglama

—y"+ my =0,

kofrinishda bo'ladi. Bu tenglama y = enx yechimga ega. <p(x)
funksiyaning ildizlari soni bittadan ko'p deb faraz gilaylik. U holda
tp(x) funksiyaning ketma-ket kelgan ikkita ildizi orasiday = emx
funksiyaning kamida bitta ildizi bodadi. Ziddiyat, chunkiy = e™*
ycchim ildizga ega emas.

Teorema 1.14.2 (Taqqoslash teoremasi). Quyidagi ikkita

—vy”"+a(x)y=0, (0< x < %), (1.14.9)

—y"4-a(x)y =0, (0<x < %), (1.14.10)

tenglama berilgan bollib, a(x) > a(x)> x € [0,#] bo'lsin. ip(x) va
h(x) m.os ravishda (1.L4.9) va (1.L,.10) tenglamalaming ushbu

J ~0)= —sma> |/ ¥0) =" sha>

\ ~(0) = cosor, v?'(0) = cos a,
boshlang‘ich shartlarni qganoatlantiruvchi yechimlari bo‘lsin. U
holda

1) agar p(x) yechimning (0,%] yarim oraligda m ta ildizi
bo‘lsa, p(x) yechimning (0,7#] yarim oraligdagi ildizlari. soni m
tadan kam boimaydi;

2) d(x) funksiyaning k nomerli ildizi g>{x) funksiyaning k
nomerli ildizidan kichik boiadi.

Isbot. Mavjudlik va yagonalik teoremasining shartlari bar
jarilganda, ikkinchi tartibli bir jinsli differensial tenglama noldan
fargli ixtiyoriy ycchimining ildizlari chekli limitik nugtaga ega
bodmasligini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz gilaylik, ya’'ni y(xn) =
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0 bo‘lib, xn a, (n -> 00) bodsin. U holda y(a) = Ova

Xn—a
bodadi. Mavjudlik va yagonalik teoremasiga ko‘ra y(x) = 0
bodadi, bu esa y(x) ¢ 0 shartga zid.

Demak, y(x) yechimning ehekli oraligdagi ildizlari orasida eng
kattasi va eng kichigi hamisha mavjud bodadi.

<p(x) yechimning (0, #] yarim oraligdagi eng kichik ildizini x\
orgali belgilaylik. d(x) yechim (0,x\\oraligda kamida bitta ildiz-
ga ega ekanligini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz gilamiz, ya'ni
yechim (0,x\] oraliqda ildizga ega emas deb faraz gilamiz. Umu-
miylikni buzmasdan, qulaylik uchun (0,Xi] oraligda ip(x) > 0 va
d(x) > 0 deb hisoblaymiz. ip{xi) = 0 bodgani uchun X\ nuqta-
ning yetarlicha kichik atrofida (p(x) kamayuvchi bodadi, bundan
<p'{xl) < 0 kelib chigadi. Ushbu

{Pdb- dw) = [a(x) - a{x)l<pd,
ayniyatni [0,X\\ oraligda integrallaymiz:

- D\x - VN 0X 0) -

[a(x) —a(x))ip(x)(p(x)dXx. (1.14.11)
A .0 Jroon T-
Boshlangdch shartlarni va <€(m) = 0 tenglikni e’tiborga olsak,

PO =] [ax) —a@)(pX)<p()dx, m(1.14.12)
0
kelib chigadi. Ziddiyat, chunki tenglikning chap tomoni noldan
oshmaydi, o‘ng tomoni esa noldan katta.
Demak, ¢ (x) funksiya (0, ret) oraligda kamida bitta ildizga ega
ekan. Bu ildizlardan bittasini X\ bilan belgilaylik, (p(x) funksiya-
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ning (0, #] yarim oraligdagi ildizlarini
X\ <€ X2'Q.. xmi

orgali belgilaymiz.

Shturm teoremasiga ko'ra
(117~2), {X2,X3), (Zm_i,Xm),

oraliglarning bar birida d(x) funksiya kamida bitta ildizga ega.
Har bir oraligdan bittadan ildiz olib. ularni

NX2 NN Xl
orgali belgilaymiz. U holda quyidagi tengsizliklar kelib chigadi:
0< X\ < X\ < X2< X2< ...< Xm-i < Xm< Xm< T.

Bu tengsizliklardan ¢ (x) funksiyaning ildizlari soni m tadan
kam emasligi va <€(ir) funksiyaning k nomerli ildizi <p(x) funksiya-
ning Kk nomerli ildizidan kichik bodishi kelib chigadi.m

Teorema 1.14.3. Quyidagi
—y"+ a(x)y =0, (0<x < T)j (1.14.13)

tenglama berilgan bo'lib, tp(x) va d(x) uning ikkita chizigli erk-
li yechimlari bo'lsin. U holda agar <p(x) funksiya (0, #) oraligda
kamida ikkita ildizga ega bodsa. (p(x) funksiyaning ketma-ket kel-
gan ixtiyoriy ikkita ildizi orasida d(x) funksiyaning yagona ildizi
bodadi, ya'ni (1.14.13) tenglama chizigli erkli yechimlarining il-
dizlari almashinib keladi.

Isbot. xi va xo orqgali (p{x) funksiyaning ketma-ket kelgan
ikkita ildizini belgilaymiz va ¢ (x) funksiya (x\} X2) oraligda ildiz-
ga ega emas deb faraz gilamiz. U holda



funksiya (kb x”) oraliqda uzluksiz bo-'lib, uning chetlarida nolga
aylanadi. Chckli orttirmalar hagidagi Lagranj teoremasiga ko‘ra
shunday xgq € (aq, X2) topiladiki, bunda f'(x0) = 0 bo'ladi, ya'ni

poo - ®o)d'bl) _ W{ip{x0), y(.To)}

nx°e>- h\xid h\x0)
Bu esa ziddiyat, chunki ip(x) va (p{x) chizigli erkli
yechimlardir.B 1<, -,

15-8. Ossillyatsion teoremalar
(p(x, JT) orgali ushbu
-yt A dx)y=\y, 0<x<T, (1.15.1)
tenglamaning quyidagi

b(0,A) = —sina, m ;. (1152)
~ (p(0, 1) = cos a,

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.
Ushbu
<px,JH =0, (0< x < 7n,

tenglamaning ildizlari A parametrga liisbatan funksiya bo'‘lishi
rkvshan. Bu funksiyalar A parametrga nisbatan uzluksiz bo'‘lishini
isbotlaymiz.

Teorema 1.15.1. Agarxq 6 (0, #) son Ao) funksiyaning
ildizi bo'lsa, ixtiyoriy e > 0 musbat son uchun shunday 8 > 0
son topiladiki, bunda JA—Ao] < 8 bodganda ip(x'A) funksiya
\x —Xg\< e oraligda fagat bitta ildizga ega bo:ladi.

Isbot. Agar xo son <p(x;Xo) funksiyaning karrali ildizi bo‘lsa,
ya'ni ip'{xo, AO) = 0 bo'lsa, mavjudlik va yagonalik teoremasiga
asosan ip(x, Ao) = 0 bo:ladi. Boshlang'ich shartlarga ko'ra bunday

bodishi mumkin emas. Demak, v?'(z(h Ao) ™ 0 ekan. Aniglik uchun
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ip'(xo, /lo) > Odeb hisoblaymiz. Uzluksiz funksiyaning xossalariga
ko'ra bu tengsizlik .To nugtaning yetarlicha kichik atrofida ham ba-
jariladi, ya’'ni e > 0 yetarlicha kichik bodib. \x —xg\ < e bo’lsa,
<£>'(1, o) > 0 bo'ladi. Bundan <~(to —£, A0) < 0, <p(to + £, lo) > 0
bodishi kelib chigadi. ¢'{x. A) funksiya J1 ga nisbatan uzluksiz
bodgani uchun (u hatto A ga nisbatan butun funksiya bodishini
bilamiz) shunday 5 > 0 son topiladiki, JA—A0] < 6 bodib,
In—"0] < £ bodsa, ip'(t, A) > 0 bodadi. Demak, JA- Ao] < 5
bodsa, ip(xyA) funksiya \x —Toj < £ oraligda monoton o'suvchi
funksiya ekan. Bundan JA—Ao] < 6 bodganda ip(x, A) funksiya
la —ao] < £ oraliqda ko'pi bilan bitta ildizga ega bodishi mumkin-
ligi kelib chigadi. ip(xo —£, A) va (p(xo 4- e, A) funksiyalar uzluk-
siz bodib, ip(t0 —£, Ao) < 0, (p(To + e, AQ) > 0 bodgani uchun
Ao sonning shunday atrofi topiladiki, bunda ip(To —£, A) < o va
<p(xq + eyA) >0 bodadi. Bu fikrdan esa, JA—A0] < $bodganda,
if(x}A) funksiya |t —To] < £ oraligda kamida bitta ildizga ega
bodishi kelib chigadi.1

Natija 1.15.1. Agar Ai < A2 bodsa, ip(x, Ai) yechim ildizla-
rining soni <p(t, A2) yechim ildizlarining sonidan oshmaydi.

Hagigatan ham, bu holda a(1) = q(x) —Ai, a(T) = g{x) —A2
deb olsak, Ai < A2bodgani uchun a(t) > a(T) bodadi. Taggoslash
teoremasiga ko:ra, ip(t, A2) funksiyaning (0,#] yarim oraligdagi
ildizlari soni ip(t, Ai) funksiyaning (0, #] yarim oraligdagi ildizlari
sonidan kam emas. Bu fikrdan A oshgani sari <At, A) yechimning
(0, #] oraligdagi ildizlari soni kamaymasligi (ort.ib borishi) kelib
chigadi.

A parametr ortgani sari ip(x, A) yechimning (0,7#] oraligd.a-
gi ildizlari nol nugtaga tomon harakatlanadi, ya’'ni yangi iidiz 7r
nugta orqali kirib keladi. * N R4 .
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Misol. ushbu

- y ”o= Ay’
tenglama g>(x, JT) = — ycchirnining ildizlarini topamiz.
VA
Agar A < 0 bo'lsa,
%lra

bodadi va u (0.oc) oraligda ildizga ega bo‘lmaydi, agar A = 0
bodsa,

V2(x, A) = X,
bodadi va u ham (0, 00) oraligda ildizga ega bodmaydi. Agar A >
0 bodsa,
sin y/Xx
<p(x.\) = -j=
yechimning (0, 00) oraliqdagi ildizlari

mIT
nA) = Tb—

bodadi. A parametr ortgani sari bu ildizlar nolga tomon harakat
gilishadi va (0, #] oraligdagi ildizlar soni ortib boradi.
Quyidagi

—y"+q(x)y=Ay, 0<x<T, (1.15.3)

| y(0)cosa + y'(0)sina = 0, M 15 4)
1 y(#)cos B+ y;(#h)sinB= 0,
Shturm-Liuvill masalasini ko'rib chigamiz. Bu yerda q(x) 6
C[0, 7] haqiqiy funksiya, a,/? haqiqiy sonlar.

Teorema 1.15.2(Ossillyatsiya teoremasi).(1.15.3)+(1.15.4)
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi cheksizta Ao, Ai, ..., An, ... X0s
giymatlarga ega. Bundan tashgari Xn xos giymatga m.os keluvchi
yn(x) xos funksiya (0,7r) oraligda n la ildizga ega bo(adi.



Isbot. <p(x, A) orgali (1.15.3) tenglamaning (1.15.2) .boshlan-
g‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini belgilaylik. \g{X)\ <
m, x € (0,7] bo‘lsin. Taggoslash teoremasida

a(x) = q(x)—A a(K = —m —A
deymiz. U holda ushbu
-y (% - Ay =0,

tenglamaning (1.15.2) boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi
] shy/—m —Xx
P(x, A) = —sina e«chV—m —Xx + cos of
y/—m —X

formula bilan beriladi. d(x, A) yechimning aniqlanishiga ko‘ra
shunday M > 0 son mavjudki A < —M bo‘lganda’'(™(a:, A) yechim
(0,7rj oraligda ildizga ega bo‘lmaydi. Bundan, taqqoslash teore-
masiga muvofig A < —M bo'‘lganda (p(x, A) yechimning ham ildizi
yo‘q elanligi kelib ehigadi. Chunki d(x, A) funksiyaning ildizlari
soni ip(x, A) funksiyaning ildizlari sonidan kam bo‘Imaydi.

Endi taggoslash teoremasida a(x) = q(x)— A, a(x) = m —A

deb olamiz. U holda - o<

o o o pe 9. <.

-y" 4 (m- Xy =0,
tenglamaning (1.15.2) boshlangfich shartlarni ganoatlantiruvchi

yechimi ushbu

formula bilan beriladi. A parametr cheksiz oshgani sari bu
yechimning (0,7#] oraligdagi ildizlari soni ortib boraveradi.

Taqgoslash teoremasiga asosan A parametr cheksiz oshgani sari

—y"+ [q{x) - \ww = O,
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tenglamaning (1.15.2) boshlanglch shartlarni ganoatlantiruvchi
& (x, 1) yechimining ham (0, #] oraliqdagi ildizlar soni ortib bo-
raveradi.

Ushbu <p(x, JT) = 0 tenglamani ko'rib chigamiz. Teorema 1.15.1
ga asosan bu tenglamaning ildizlari J1parametrga uzluksiz bog‘liq
boiadi. <?(x,A) = 0 tenglamaning (0, oo) oraliqdagi ildizlarini
xn(A) orgali belgilaymiz. Ikkinchi tomondan A parametr ortgani
sari </2(x, A) yechimning ildizlari nol nugta tomon harakat qgila-
di, ammo nol nugta orqali chigib ketmaydi (chunki ular musbat).
(0,7r1 oraligga yangi ildizlar # nuqgta orgali kirib keladi. Boshgacha
gilib aytganda A parametrning shunday fin giymati borki, bunda
an(Mn) = 1 boiadi.

Demak, /i0, Mb M, e= sonlar uchun ¢(#,~n) = 0 boiadi.
<p(x,/xn) funksiyaning (0, ) oraliqdagi ildizlari

zo(Mn),  (Mn), za_i(Mn),

boiadi, ya'ni ¢(x,yn) funksiya (0, ) oraligda n ta ildizga ega.
Agar (1.15.3)-f(1.15.4) chegaraviy masalada sin/3 = 0 bolsa,
d(x,/7nn) funksiya xos funksiya va /in xos qgiymat boiadi. Bu
xos funksiya (0, #) oraligda n ta ildizga ega bolishini yuqorida
koTsatdik. Demak, sin/3 = 0 bolgan holda teoremadagi tasdiglar
isbotlandi.
Endi sin/3 ® 0 bolsin. U holda

u(x) = d(x, Ai), v(x) = <p(x, A2)

funksiyalarni kiritib olamiz. Bu yerda < X\ < A2< Mn+b
Tagqoslash teoremasiga asosan u(x) va u(x) funksiyalarning
har biri (0,#] yarim oraligda n + 1 ta ildizga ega bolishi kelib
chigadi.
(T, A) funksiyaning Mo, Mb M2, — sonlardan boshqga ildizi
bolmagani uchun mn(Tc) @ 0, p@)olo 0 boiadi.
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u(#) funksiyaning (0, #] oraligdagi eng katta ildizini xn bilan
belgilaymiz. v(.r) funksiya [a;,,#] kesmada ildizga ega emasligi-
ni ko:rsatamiz. Taqqoslash teoremasiga ko‘ra v{x) funksiyaning
(n-f- 1) - ildizi xn dan kichik bo‘ladi, ya'ni v{x) funksiya (0,xn)
oraligda n+ 1 taildizga ega. Agar v(x) finksiyaning [ron, 7] kes-
mada ildizi bor bodsa, uning (0, #] yarim oraligdagi ildizlarisoni
n + 1 dan oshadi. Ziddiyat, chunki v(x) funksiya (0,7%] oraligda
n + 1 ta ildizga ega.

Quyidagi tengsizlik bajarilishi ravshan:

dx [ \u \%

\u vJ \uU v J \ u~v )

oy o2 -2 - - (1

Bu tengsizlikni pia, ] kesmada integrallasak, quyidagi

9 IV (tt)  py(7r\ 2t Mu'(x,)  vi(xm\ 2N n

BT rudd o 57 U W o) vl 5

2 fu(rr) (1

(u(w)  u(wm)J
u'(7r) r/(7r)
u(rr)  V{Ir)’
tengsizlik kelib chiqgadi.
Demak, agar fxn < Ai < Ji< 1 bodsa, ushbu

<€C-mAi)  <iV, 72
¢{m, A2)

- - _3(r A) . . :
tengsizlik o'rinli ekan, ya'ni ~ m’ funksiya (fin, /An+r) oralig-

)

da kamayuvchi funksiya ekan. Bunga ko‘ra ¢(am>ln) = 0 va
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h(7r, IXn+i) = 0 tengliklarga asosan ushbu

LLl, -1x)r -> -00, (A -> Mn+i),

ZOEI_K) —+00, (A->pa),

munosabatlar o‘rinli boiadi.
Demak, (/xn,/in+i) oraligda shunday yagona A,. son topiladiki,
bunda quyidagi

N4 4 =-ctg”n, (1.15.6)
*n)

tenglik bajariladi. (1.15.6) tenglik' (1.15.4) chegaraviy shartlar-
ning ikkinchisi bajarilishini koasatadi, ya'ni </?(x,An) funksiya
(1.15.3)-r(1.15.4) masalaning xos funksiyasi va A,, son xos giymati
boiadi. (0,7) oraligda d(x, An) va ~(x,/xn) funksiyalar ildizlari-
ning soni bir xil bolgani uchun ¢ {x, An) xos funksiya (0,7) oraliqg-
da n ta ildizga ega.l

16-§. Bitta chegaraviy sharti bilan farqg giluvchi
Shturm-Liuvill masalalari

ip(xyA) orgali ushbu
-yt +a(x)y = by, 0<x<T, (1.16.1)
tenglamaning quyidagi
f V(0,A) = 1,
I <00, A) = h,
boshlanglch shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.

Bu yerda q(x) 6 C[0,7] haqiqiy funksiya va h chekli haqgiqgiy son.
Teorema 1.16.1. Ushbu

(1.16.2)

-y" t g(x¥)y = by,
2(0) - hy(0) = 0, (1.16.3)
y'(n) + Hy(n) = 0,
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-yt )Y = T,
Y{0) - hy{0) = O, (1.16.4)
_Y'(#) + Hy{m) = 0,
chegaraviy masalalarning xos giymatlari mos ravishda {A,}*10 va
{An} ~ 0 hoilsin. Agar H > H bo'lsa, un holda {A,}” 0 va {A,}*10
ketma-ketliklaming hadlari almashinib keladi, ya'ni quyidagi

AO<AO<AL<AL<A2< A2< =< A, < An< An+i < ...,
(1.16.5)

tengsizliklar bajanladi.

Isbot. Ossillyatsiya teoremasining isbotida ushbu —fa ~
A, A)

funksiya (1n,un+\) oraliglarning har birida kamayuvchi bo'lishi
ko'‘rsatildi. Bu yerda /Ixg Mb M2: == orqgali ip(7r, A) = 0 tenglama-
ning ildizlari belgilangan. (1.16.3) va (1.16.4) masalalarning xos
giymatlari mos ravishda ushbu

w4 -A-, (1.16.6)
(fifrr, A

<(Tr, A) - .q (1.16.7)
VAT, A) ’

tenglamalardan aniglanadi. H > H bo‘lgani uchun Lp < \n <
Xn < fin+i bodadi.m
Teorema 1.16.2. Ushbu
-y" +a{x)y = Ay,
y'(0) - /13(0) = 0, (1.16.8)
y'(rr) + Hy(n) = 0,

-yt <i2)y = Ay,
y'(0) - Ay(0) = 0, (1.16.9)
y'(tr) + Hy(a) = 0,
chegaraviy masalalarning xos giymatlari mos ravishda{An}*L0 va
{An}“ 0 bo'lsin.Agar h > hbo'lsa, n holda {An}*10 va {A,}£L0
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ketma-ketliklarning hadlari almashinib kelad{i, ya:ni quyidagi

AD<AO<A1<AL1<A2<A2< ..< An< An< An+i < ...

l

(1.16.10)
tengsizliklar bajariladi
Bu teorema xuddi oldingi teorema kabi isbot gilinadi.
d (x}A) orgali (1.16.1) tenglamaning quyidagi

i P0.A) =1,

i <0A) =nh
boshlang‘ieh shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.
Bu yerda h & h. Qulaylik uchun /1 < h deymiz.

Teorema 1.16.3. (1:16.8) va (1.16.9) chegaraviy masalalar
Uchun UShbu "( O

-(h - h) = limn(\J\n—\/A%),;

m

h —h -fj —An
b r-, n=0,1, 2,
Au  An t0 X- An

formulalar o‘rinli. Bu yerda an, n — 0,1,2,... sonlar (1.16.8)
masalaning normallovchi o'zgarmaslarini bildiradi.
Isbot. Quyidagi integralni hisoblaymiz:
on=J gr(x, An)dx. (1.16.112)
0

Buning uchun (1.16.1) tenglamaning ushbu

y(x,A) = d{x,A) 4 M(A)v?(z, A), (1.16.12)
ko'rinishdagi 1
1, av> A+ # y(TT,A) = 0, (1.16.13)

chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi yechimini kiritib olamiz.
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(1.16.12) ifoclani (1.16.13) tenglikka go'yib M(A) funksiyani

topamiz:
Ne ,n) 19
A (1 A) + anEr, A

yVI(A) funksiyaning qutb maxsus nuqgtalari va nollari mos ra-
vishda (1.16.8) va (1.16.9) chegaraviy masalalarning xos giymat-

laridan iborat. bodishi ravshan.
Quyidagi hisoblashlarni bajaramiz:
T

(A - An)\] y(x, A)ip(x, \n)dx =
0

= \] {Xy(x, A) =v?(x, An) - y(x, A) =Anvp(x, An)}ch =

0

= \] {[=r"@m» A) + g(x)j/(x, A)] =p(x, A,) - jl(x, A) [-<p"(x, An)+
0

+J(X)V{X, A1} OX = J {06 Anyjirex, A - 1M (%, ANVI(X, AL)dx =
0

= \] {tp'(X, A,,)y(X, A) - yl(xr A)Q(X1 An)}ldl -

- [\43'(01 A")y(ov A) - J/'(ov AMO! A")] =

fE[l + M(A)] + [ft+ M(A)fE] = ft- ft,

ya'ni ushbu
(™ - An)Y y(rr, A)<p(X, An)dx = h -h :

o]
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tengik o'rinli ekan. Bundam -t; ' ke T -
v - imeJOr

(A- A)J <pxtX)tp[$,Xn)dx+
" 0-V
\Y%
+(A - XM (X)J ip(x, X)ip(x, An)dx= h - h: (1.16.15)
0

kelib chigadi. (1.16.15) tenglikda A’-* An limitgao‘tsak, quyidagi
'Ax,K)dx =h -h, (1.16.16)
0
formula hosil bodadi. Bunga ko‘ra

. iLim
bodadi. Oldingi paragraflarda biz ushbu
=n+-(bzxN +J_j {7.} e Kk,
n 1 mr zZ ftJ n
0 (1.16.18)

j\n=n+l] Iz E +1 fqt)dtt+J, (7»} 6 k (1.16.19)
\% n I VAR n

asimptotikalami va ushbu

(o]0} AK_
OA) = ~(Tr, A) + mA) = Tr(Ao - A)[]

(1.16.20)
k=1
oc

O(A) = ~(r, A) + HPOk,\) = Tr(Ao - A)NM (1.16.21)
fc=l

yoyilmalarni keltirib chigargan edik. (1.16.18) va (1.16.19) formu-
lalardan

~(h - h)= limn{Jin- y/K), (1.16.22)
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kelib chigadi. (1.16.20) formuladan esa

A'(A0) = -TrM (1.16.23)
k=1
va
oc
1 - n /\ .
A'(Ar) = N ( \ (Ln§-24)
forX

hosil bodadi. (1.16.23), (1.16.24) va (1.16.21) ifodalarni (1.16.17)
tenglikka go‘yamiz:

2 fu ul\ 1 TT ~ ~
a®= (I hhs— prolkdtimr—Ko

o2=f{- h)"H . M (n > 1)
A0O-An A,—An %Afc-An. “

Bu ikkala tenglikni birlashtirib yozish mumkin:

~ T 'PQ&/,-T an 140 20 e=n (1ne6-25)

17-8. Krum almashtirishi

Mazkur paragrafda Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi xos
giymatlari va xos funksiyalarining ayrim xossalari bilan ta-
nishamiz.

Ushbu

-yt +q(x)y = Ay, 0<x <1, (1.17.1)
/ 3/(0) - hy(0) - 0, L1722
£ 20() - A2(2) = o,
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib chigamiz. Bu yer-
da /i, H haqiqiy sonlar, A kompleks parametr. (1.17.1)H-(1.17.2)
masalaning xos giymatlarini

A0 < Ai < A2 < e < An <
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orqali, ularga mos keluvchi xos funksiyalarni

orgali belgilaymiz. q(x) G C°°(0, 1) bodsin, u holda w, {x), xos
funksiyalar ham cheksiz marta differensiallanuvchi bodadi.
m Quyidagi funksiyalarni Kkiritib olamiz.

Wn(x) = W{y?o(x), ipi{x), p2(x),  ~n-i(x)};

Wnjk(x) = iy{~o(x),Ni(x);~2(x),...,~ n-1(x),fc(x)},
.\ Wnk(x)
M *)- wn(z)
Teorema 1.17.1. (Krum M.M.)Agar K > n bodsa. ¢n,k(x)
quyidagi. Shturm-Liuvill masalasining Xk xos giymatiga mos ke-
luvchi xos funksiyasi bo‘ladi:

y" “h'[At" gn{x)]y = 0, 0 < x < 1, (1.17.3)
( 200]=0> *] (1.17.4)
\y(l{ = 0.
2u yerda
gn(x) ==/?(x) - 2(In >X,(x))". (1.17.5)
Agar n — 1 bodsa, (1.17.3)-f-(1.17.4) masala regulyar bo‘ladi.
Agar n > 1 bodsa,. - ] .
(n—1
2— *X
n(n- 1)
@- xf '

gn{x) € C(0, 1) bo'ladi. Agar k < n bo‘lsa, vnfcx) =0 bodadi.
Agar K > nbodsa <h,fc(x) funksiya (0, 1) oraligda kK — ta nolga
ega bodadi. Bundan tashgari (pUtk(x): k > n funksiyalar sistemasi
L2(0, 1) fazoda to‘la bodadi.

Izoh.1.17.1. Ayrim adabiyotlarda n = 1 bodganda Krum al-
mashtirishi Darbu almashtirishi deb yuritiladi.
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Isbot. n = 1 bodgan hoi. Bu holda

Wi(x) = ipo(i),. Wu (x) = IV{v3(x),Ni(x)}:

V>o(x) Wi(x)
. _ W Itk (x) Yo(n) Y4M
VW =i <po(X)
Y>0(X)<A() - A ()N i(x)
¥>0(2)
= ¥ofe(x) - "¥H(x) = <dI(x) ~ v{X)<Pk(x) (1.17.6)
bodadi. Bu yerda
Yo = ot
¥>0(X)
Ravshanki, W:v
1,-s , ..2,.n N(x)<po(x) - <p'o(x) ,V o(x < /o (x)
i+ 1 v AW 7 bk
(1°17.7)
<Po(x) + [Ao - ?(X)]<Po(x) = 0,
Z>0(X) = (<AX) - AQv>0(X),
8 » .., n.™)
(2.17.7) wva (1.17.8) tengliklarga ko{ra
Vv'(X) + v2(x) = q(x) —Ao, (1.17.9)

o:rinli bodadi. [m
Quyidagi hosilani hisoblaymiz:
(ro(x)rm(x)) = FOX)<pi,k(X) + qO)tp'Ik{x) =
B= <Po(x)K(x) - u(x)".(x)]+
+V>0(XM (X) - r/(X)¥>*(x) - x(xX)™N.(X)] =

= N)<p’k{x) - V{x)ip'0{x)4Jt(x)+
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s> a ) v H{x ) v\ ) v o{x )y k{x)-v (x )y Q(x)y Xx) = w {x M I(x)-
-V(-nn(le)Nife(®) + v(X)ip'0{x)ipk(x) + v{x)ipa(X)tp'k{x)-
NOWVTTe(x-)} = 4>o0{x)ipl{x) - J, (1.17.10)
J = [9(x) - A0- v2(a)Vo(-E)A(s) + v(x)ip'0{x)<pk{x)+
+v{x)ipa{x)v'k(x) - POx)<p'k{x) =

= {q) - bo)<Pop)<Pk(x) - LI vopx)<Pkix)+

+1pl, (pk» = ~ (1.17.11)
(1.17.10) wva (1.17.11) tengliklarga ko‘ra

(<poW<Pi, JfcM)' = “oW b (®)-AQ(pfc(x)-v?o(x)[g(x)-AQ~™ (") =

= (A0- AK)Vo{x)Vk{x),

o'rinli bo'ladi. Demak,
{4>0{x)<Pi,k(x))' = (A0 - A»*<A)(X)tpk(x)t (1.17.12)

olrinli. Bundan tashgari .v

m(0)= (AW -Ay-rw

_V.(0)«(0) =Vtto)_Vt(0)- 0,
(0)
~o(l)

_AaYo(D)bl 1) = Hvk (1) _ ff k(1) = 0]
Po(ij
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yam I

m {SS-0! u ™ >
(1.17.12) tenglikni [0, »] oraligda integrallaymiz:
V- - _X
Vo (OK) ipi,k (X) - (po (0) ¥=1,M0) = (Ao ™ Ak)J <fo (t) ipk (t) dt.
0

Bu yerda (1.17.13) ni hisobga olsak. *

i
¥o (a) (z) = (AO- At)J Vo M iflk (<) dt, (1.17.14)
0
kelib chigadi. (1.17.12) tenglikni [x, 1] oraligda integrallaymiz:

|
¥o(1) Wk (1) - Vo (z) Vik(z) = (AO- Ait)\] Vo (*) VK it) dt.

. - ced * i e
Bu yerda (1.17.13) ni hisobga olsak,

|
¥o(z) \k(z) = - (Ao~ At)\] ipo (t) Vk (t) dt, m  (1.17.15)

T

kelib chigadi.
Quyidagi hisoblashlarni bajaramiz:

VLK (z) + v.(x) ¥>it(z) = iv'k (z) - v (x) VK (x))'+v (x) Vik (z) =
= VK(x)-v'(x)Vk(x)-v (x)ipk {x)+v \X) (fik {x)-v2(x) VK (z) =
= vk (a;) - iv'ix)+ V2(*)) Vk (z) = .
= [9(z) - Afg¥sfc(x) - [9(x) - AO0]<”. (x) = (A0 - At)Vk (z)
ya'ni 1 .o T e

Vik(z) = (AO- AK) VK (z) - V[x)vi.k (2). (1.17.16)
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(1.17.16) dan hosila olamiz:

A k(x) = (no- Af) gk(K) - v (X)V U (K - v (K ['K(OK) =
= (Ao - AK) ¥ (K) - n' (K (pltk (K) -
-V (K) ((AD- At) 9K (K) - v () ilk (K)) =
= (A0- At) DK - K (K) 0K) -
- (A0- At) w(kK) ipk (OK) + v2 (K) V2i,t OK) =
= (A0- At) =K. (K) - v (k) 9K (K)) + (V20K) - T/ (K)) *=<N*(K) =
= (A0- AD A&t (k) + (K2 (K) - K (K)) phk (OK) =
= [AD- At+ v2(K) - r/ (K] mqRK (K) =
= [(A0- vi(K) + Vv2(K)) - At] =yu.* (oK) = [F1(0K) - At] -<pi,t (K).
(1.17.17)
Bu yerda
\qi(x) = \o-v'(x) + v2(x). (1.17.18)
(1.17.9) tenglikka ko‘ra (1.17.18) ayniyatni quyidagicha yozamiz:
gi(x) = q(x)-2v'(x). (1.17.19)

Agar u(x) =(An<o(a)Y == (InW~ff))1tenglikni hisobga olsak,
(1.17.19) tenglik ushbu

9i(K) = a0K) - 2 (InN7,0x)) (1.17.20)

ko'rinishni oladi. Agar (1.17.6) tenglikni hisobga olsak,

WVIX) = Vg-W - v{x)ipk{x) = y4(n) - =

oK) <Po(y) Y20(xK)
_ FjipyoOk) - Neer)y>'00K) /7 (gtQgA’ n.17.21)
7>0(a) WoM/ "’
kelib ehigadi.

Ma’lumki og(rc) xos funksiya (0,1) oraligda k ta ildizga ega.

Agar f(x) = funksiyani tuzib olsak, u (0,1) oraliqda /c
W ®)
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ta ildizga ega. Roll teoremasiga ko'ta, har bir {xmixnm+i\ m =
1.2..... K — 1 oraligda f'(x) funksiyaning kamida bitta ildizi bor.
Demak, u>\k{X) funksiya (0,1) oraligda kamida /r—1 ta ildizga ega.
Agar ipi,k{x) funksiyaning (0.1) oraligdagi ildizlar soni /c—1 tadan
kofp bo'‘lsa, masalan k ta bollsa, (1.17.13) ga asosan [0,1] kesmada
d\K{x) funksiyaning ildizlar soni k + 2 ta bodadi. (1.17.12) ga
asosan Roll teoremasiga muvofiq ipk(x) funksiyaning (0,1) oraliqda
kamida A+ | ta ildizi bofladi. Ziddiyat, chunki tpk(x) funksiyaning
(0,1) oraligda anig k ta ildizi bor. Demak. ipik{x) funksiyaning
(0,1) oraligda aniq A—1ta ildizi bor ekan. Bu fikrdan (/~(z), k=
1.2...., xos funksiyalar (1.17.3)+(1.17.4) masalaning barcha xos
funksiyaJaridan iborat bodishi kelib chigadi.

Agar A ¢ Jb bodib, y(x) funksiya (1.17.1) tenglamaning ixti-
yoriy yechimi bodsa, ushbu

o Wispa{x), y(x)}  0{x)y*(x) - vO(X)y(x)
engq — W eeeeeeeeeoeeeen

funksiya (1.17.3) tenglamaning yechimi bofadi.

Agar J1= Jlo boflsa, W{<po{x), y(x)} = const bofladi, Bu yerda
y(x) funksiya (1.17.1) tenglamaning ixtiyoriy yechimi. Bundan,
(1.127.3) tenglamaning bitta yechimiuTX— bodishi kelib chigadi.
Quyidagi funksiyalar (1.17.3) tenglama.ni)ng 1 = Ao boflgandagi
chiziqgli erkli yechimlari bofladi:

X 1

(2.17.3)-f-(1.17.4) masalaning ~i,fc(x), k = 1,2,..., X0S
fiinksiyalaridan boshga xos funksiyasi yofi] ekanligini, (1.17.3)
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tenglamaning umumiy yechimi hagidagi fikrlardan foydalanib tek-
shirib kohish mumkin. . mi -

Endi teoremadagi fikrni n > 1 holda isbotlash magsadida
gn~i(x) uchun isbot qilindi deb olib, bu fikr gn(x) uchun ham
o‘rinli ekanligini ko'rsatamiz.

W {x) determinant uchun, ushbu li ? < [

7 WntixWCjx) = Wn(x)W MK(x) - W™ kOW'n{x\ =

(1.17.22)
ayniyat o'rinli bodadi. Bunga ko'ra,

W njk(x) K -ik(x) Wn-U (X)W'n(x)

vVn'm W n(x) Wn™ (x) Wn-rix) Wn(x)
"= w h x )/\ I AN LIS (,) B ,ﬂ. =
1 W' (x)
=W ~Vn-Lk(x) uyr~(—x) ~

= <Fh-i,k(X) - (Pn-iAx') Wn(x) Wn"(x)

= 4>'n-\Ax) _ va_ i(xX)yjn_i,t(x). (1.17.23)
Bu yerda , n
(TA Wn{x) W ~{x) niz_
] " (1)-enm - C A (U7M)
(1.17.23) tenglikdan
¥ om
<ﬁnk(X) = <—P'r'l:i'_'|_“_-lf’)2j;| K-1.iw "n-l.n-IC*)-
- <Pn-i,k(x)vrri(x)<pr-i,n-i{x)), = (1.17.25)

kelib ehigadi. Quyidagi ifodani

..M {WAX).y _ -.whn -0 _
@M-i,n-i W Wn_I(8); W 2_i{x)
w'n{x) nl'_,(x)u-;,(x)

Wn_i(x) W I x)
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Wu{x) U[(x) K -M
Wn-i(x) Wn(x) Wn- Xx).
(1.17.25) tenglikka go'yanmiz:

— UYM—111—I{x )vn—I{x):

4>nk(X) = W{<pn- hn™ (x), Vn-u (*)}. (1.17.26)

Ushbu

vn(x) m (1.17.27)
XY

belgilashni kiritamiz. U holda

ANMPTT.(*) - ¥m»(x)  (<p'In(x)\ PT(x)  ,11?0(35
o it + \Vnn(x)) ~<PT (XY { }
bodadi. (1.17.26) formulaga ko‘ra

{PrARANGDN,K{XY) = VK{pn—7—(")>"P—LA (")} =

or—n—4(") Vn-1,k(X)
(™) Anil™niisnx(x) [an-\(x)  AQy?n_iij(x)
= (An—  AYCon_itni(in(™7i_iYj(x), (1.17.29)
4>nd,n-1W.
VnAx) = - WA{VnNn-I»-1(*)> V>n-1,*(s)}+
rn-l1,n-1wW

+(An-i “ Alny?,_iifc(a;)

I» =1 v 1L(IW 1 (1) - VJi-l,n-1(+.

» , N
V nkx) = - \’/\’%/ M X
In-

Xiy{*n-I,n-1(® )i ¥>n-u*(N)}~

(An-i — AjO)An_ififcm) + (An_i — AK)p'n-ik(x)
dr—n—1(n)
=vU -iM ~fe-iM - ~.-liyn-i,»-~3)
mA-
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Vn-u-ifoM-u-M -~

TV ifiEK
471> -T1(2)Vu-i,IW - v.-i.n-ifidJ -uW
~—(An-l — " 7\
A ml. Pn-ln—Np}
= (% A~ Y ) _ gri{x)+2An-1m XI}
' e . (1.17.30)

bodadi. (1.17.24) formulaga koaa M-

“m<*> - (1 f -f f ) - (hw'w -h -

<P",-I,n-1(®)<Pn-lL,rl-1(x) - fn-I,n-1(*) _ rl Y~\ \ 1
R 7 I\ I<7n—IC*c ) An-I]
Vn-.lln -u x ) e.; " '* ** H
Y\VC i.,-iG)\2= 9ni(x) _ Ani _ wi_i(3)_ (L17.31)

\jPn-ln-1[x) /

<p'nkx) = VnAX) m(2[?n-i- An-i - f _]- gn-1+ 2A,._i- Xk} =

= B ;(*I'I (*f) - 2vn-i(f - At} = <p1,,,k{x) u[* (») - A*.
(1.17.32)
Bu yerda <3
Qn{x) = gn-i{x)-2 v h_1{x). (1.17.33)
(1.17.5) tenglikka ko‘ra -t
gn-i(x) = q(x) — 2(InH/n_i(o;))//, bodadi. Bunga asosan

(1.17.33) ayniyatdan
An{x) = gn-i(x) - 2(InWn(x) - InWn.~Ax))" =

= qx) - 2(InWn-~x))" - 2(InWn(x))" + 2(In Wn. I{x))\
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ya'ni

An(x) = g{x) - 2(InWn(x))"'\ (1.17.34)
kelib ehigadi. (1.17.32) tenglikda k —n deb, (1-.17:28) ayniyatga
go'ysak, < .9 m o o -9

vhix) + vlix) = Qn(x) - A,, (1.17.35)

kelib ehigadi. n,k(x) funksiyalar uchun
“",fc(G)= 0, ™n,c(l)- 0

chegaraviy shartlar bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning uchun
guyidagi asimptotikalarni induksiya usulida' isbot gilamiz:

71— 1

<P«dx). = Cnkl (A: - XKxn[l +Q(x2hx -> O LW, ¢ 0),

0 v
(1:17.36)
Yk(x) = n m .1+ Q(i21 x ~O, (1.27.37)
X . [ i if.e'vi-Mf
u,(X) = n e e[+ 0(x2)], x —0. (1.17.38)
X — .
n = 1bo‘lsin. U holda **(O) = 0 va f.
e X Yomr o "o~
<Pik(x) = A°~ t" [
bodadi. Bu holda ® @ x £ [0>!]* Bularga ko'ra
X - e e e «'N’ eeee’ f
lim~Mu(£) = Ao™A, _ 1T (v = (Ao _ A*)"(0),
~Apo X ~o(0) 0 ? lir |
ya'ni
<PiAx) ~ (Ao - A*V?i(0)x, x "0, <p(0) ® 0. (1.17.39)

(1.17.12) formulaga ko‘ra

VoMuvi.fcte) + w(X)ip\ k{x) = (A0- \K<Po{x)u>k{x),
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MKkX) = (a° ~ Xkbl(X) - IAX) ~
~ (Ao - A[VSfo(0) + xhtpk(0) + Q (x2)]-
-(h + Q{x))(A0 - \Ktpk(0)x + Qf:x2) ~
- ARiplore +Ck2)] ~ I<"u-@)[1 + o a2
yam
Vi k(x) ~ m[l+ Qix% (1.17.40)
o'rinli bodadi. (1.17.39) va (1.17.40) asimptotikaga ko‘ra

B,\_<A'ti_§x) AUW QM i, N 9 » 4
a = - Y -T =-1+0r" , 11741

o'rinli bodadi. Demak, n = 1 bodgan holda (1.17.36), (1.17.37),
(1.17.38) asimptotikalar isbotlandi. (1.17.36)-(1.17.38) asimp-
totikalarni n uchun to‘gai deb olib. ularni n+'l uchun ham to‘g‘ri
bollishini ko‘rsatamiz. (1.17.26) formulaga ko'ra:

VnHLk(x) = Pnkx) - Vixdenki{x) =

= -Ffo'™-jl + S(T2]- -[1 + Q(x2)}pnk(x) = 5(1), x -> 0.
X X
(1.17.42)
(1.17.29) ayniyatga ko'ra:
on,nC*M) n+lfc(®) ~n,n(0)*n+l,/e(0) = (An Afc)\] ~n,n(™)”n,fc(M)dit,
0
bodadi. (1.17.42) ga muvofiq
<Pn,n{x)ipn+\£(x) = (An - Xk)J (PAM<Pn>X*Ne
0
Pl k(x) = (An- AK) =— — l\] 4>n.n{t)’-Pnk{t)dt. (1.17.42")
0
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Bunga ko‘ra x —0 da

-,=0 xi[l+ 0 x2)] I
n ] i
= C,+1nM (Ai- A*K+1[1. o (x 2y ' (1.17.43)
10 ' b v el el
B da Cn\*= 0 0
“Xera n+’ 2n+1Op

(1.17.42") dan hosila olsak,

AL x) = _yl x) +(An_ Afc) ¥4*(x) , -n .i-[1+ g (x2]+

en (ai- AN+ £ x
e "I g g

a +i,tn(Al-At)x"+1[1+0 ~2)]
i=0

+ A0 +0(T2]l= — -[1+0(x% x->0, (1.17.44)
X — X

kelib chigadi. (1.17.44) ga asosan ushbu

tr+l(x) = "tb2+IM = 2 +1. [1+g(x2)], x->0, (1.17.45)
An+ln+I(N) £

asimptotikani- topamiz. Shunday qilib,.- (1.17.36), (1.17,37),
(1.17.38) asimptotikalar isbotlandi. Xuddi shunday usul bilan
shunga o‘xshash asimptotikalami x — 1 bodgan holda ham is-
bot gilish mumkin, bunda x o‘rnida 1 —x lar turadi. Bu asimp-
totikalarga ko‘ra £Yi,fc0) = 0, vnfc(l) = 0 bodadi.
Endi ushbu
<nx) = —XZLI, 1 + 0(1), (1.17.46)
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asimptotikani keltirib chigaramiz. n = 1 bodgan holda (po{x)
funksiya [0, 1] kesmada ildizga ega emasligidan

formulaga ko‘'ra q\(x) € C[0, 1] boflishi kelib ehigadi (q(X) yetar-
licha. sillig). (1.17.46) asimptotika N uchun isbot qilindi deb olib,

7i+1 uchun to‘g‘ri bodishini kodsatamiz:
Qn+ifx) = an{x) - 2n{x) = an{x) - 2{an{x) - A, - TE(K)) =

= 2A, + 2vI(x) - gn(x) =

Shunga o‘xshash fikr x — 1 bodganda ham o'rinli bodadi. =
Krum almasht.irishiga doir misollar keltiramiz.
Misol 1. Quyidagi

(1.17.47)

(1.17.48)
y'W + T1_ 1y(T) =

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos giymatlarini va xos
funksiyalarini topamiz va unga Krum almashtirishini godlaymiz.
Dastlab (1.17.47) tenglamaning (1.17.48) chegaraviy shartlar-

dan birinchisini ganoatlantiruvchi noldan fargli yechimini topib
olamiz. Uni quyidagi ko'rinishda izlaymiz:

ip(x, A) = cos HAX + a(a:)—T¥ ?XK (1.17.49)
VA
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(1.17.49) funksiyaning hosilalarini topib, (1.17.47) tenglamaga

go'yamiz:

A) = —VXsin V=-Xx+ a(x)-—~ X+ a(x) cos VXX,
VA

IF(X A) = —Acos VXX+ afX)- M "r+
VA
t 2 a(X) cos VXX —a(X)y/\smVxx,

(D,(XiA) + A<p(x, A) = za!(x) cos VXX + a"(x s'mVXx
&

a"(x) sin \/Xx\
2a'(x) (cos\A\x + 2a,(x) ~

oxirgi tenglikka ko‘ra

m \ h2 a"ix) , N

a(x) = (7~ T T w r)=am -

Bu yerclagi birinchi tenglikdan

ax) = -/~ 1 +¢'
bo'lishi kelib chigadi. Buni ikkinchi tenglikka qofysak,
a"(x) 2/i3 (hx —1)2 h
a(x) = . .
2a'(x) (hx —1)3 2/i2 /ix 5. _

hosil bodadi. Demak,

) /T h sinvNAX
ip(x, A) = €0S VAX - —-mmmmemmmmmmmeeeee
hx 1 vy \
Bu yechim uchun <p(0, A) = 1 bodishi ravsjhan.
Endi y/(x, A) ni topamiz: [ = .4
uplx, A = _VAsm V Ax + h2 _ siny/Xx _ _.h -cod”
(hx - 12 va -1

y/(0,A) = Nl
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Demak, <%, J1) yechim chegaraviy shartlardan birinchisini
ganoatlantiradi. Buni ikkinchi chegaraviy shartga qo‘ysak, ush-
bu

—AAsin \VIr = 0,

xarakteristik tenglama kelib ehigadi. Bu tenglamaning ildizlari
quyidagi sonlardan iborat:

Bu xos giymatlarga quyidagi xos funksiyalar mos keladi:

h ink )
<Pl4[x3*: <|c4{x, chcs(: cos kx - 1 im, % = '0,1,1-I
X —_—
yam
1 h .
= — sinx,
<A)(2) hx —1 r hx —1

Krum teoremasida n = 1 bodgan holda quyidagi tengliklar o‘rinli
bodadi:

h
WHig) = 0o = T WO =
W [(x) h
W i{x) hx- 1
2h? h2

=0
(hx —1)2 (hx —1)2
Shunday qilib. ushbu

L.y = Ay,
2(0) = 0,
y(ir) = 0,

chegaraviy masalani topamiz. Bu masalaning xos giymatlari A* =
K2, kK= 1,2,..., bodadi.
Krum teoremasida n = 2 bodgan holda

Vo W\
Vo \}i
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Kx- 1 COS X hx_}_Sin X sin a;
(lix-i)2 Sin a; 4-’\_n2j)23in & — 1 C0SX hx —V
(1.17.51)
bodadi. Bundan

rir, , \ cosx «(hx —1) —hsinx

_ (x—Hoosx —sinx .
) (x—hsinx =9 px—v
wi(x)Y i ho2
nn2.(a) sin2x K (hx —1)*’
\ 2N 2 2Ir2 2
b = Tix —MN37* 5in’x  (hx —1)2  sin2
kelib chigadi, ya'ni ushbu

X

-yt = 2oy =AY,
2(0) = o,
. y{in) - 0,:
masala hosil bodar ekan. Krum teoremasiga asosan bu masalaning
xo0s givmatlari \k = k2, k= 2,3,... bodadi.

Krum teoremada n = 3 bodgan holda

ipo(x) ffil(x) <2(x) _ )
¥ (x) vyj2(x)
m x) = v2o(x) f,(x) <92(x), =v>0'(a)

<pi(x) v?2(x)

¥>0(X) /LX)
VIOLd R0 e e (1.17.52)
¥>0(x) 972(x) if0(x) ¥>I(X)
bodadi. Quyidagi determinatlarni hisoblaymiz:
A .
<A)(f) T~fa) _ 2sin2x 1 (1.17.53)

V2o(x) " (s) hx —1’
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(PI(x) R(x)
ip[(x) iP2(x)

= —2c0SX Sin2Xx + sinx cos 2rr+

3h
+;2(hx ) sinx sin 2x. (1.17.54)
(1.17.51), (1.17.53), (1.17.54) larni (1.17.52) tenglikka qo‘ysak
s 4sin3s
W z{x) hx — 1 (1.17.55)

tenglik xosil bodadi. Bunga ko‘ra
12(hx — 1) sin2x cosx  4hsincx
(hx —1)2
topamiz. Endi quyidagilarni hisoblab olamiz:

(1.17.56)

B O = scte* *
Wz(x) hx --1’

2h2 5 h2
- +
(hx —1)2 sin2x  (hx —1)2 sin2g;
Demak, bu holda ushbu

s v= A
J sin2x 4

2(0) = 0,

M = 0,

masala hosil bo;lar ekan. Krum teoremasiga asosan bu masalaning
xo0s giymatlari A* = /c2, k —3,4,..., sonlardan iborat.
lzoh 1.17.1. (1.17.1)+(1.17.2) chegaraviy masala yordamida

(1.17.3)+ (1.17.4) chegaraviy masala bir giymatli tuziladi, ammo
(1.17.3)+(1.17.4) chegaraviy masala yordamida (1.17.1)+(1.17.2)
ga gayt.adigan bo'lsak, Ao < Ai < ... < A*_i sonlarni istalgancha
o'zgartirib, (1.17.1)+(1.17.2) ko:rinishdagi cheksiz ko'p masalani
hosil qgilishmiz mumkin. Masalan, ushbu

-y" + qi{x)v = Ay, 0<x < T,

2/(0) = 0, (1.17.57)

2N =0,
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chegaraviy masala berilgan bodib, uning xos giymatlari Ai < A2
< ... < An < ... bo;lsin va bu xos giymatlarga </?i,i(x), q?i™(x)}
. xos funksiyalar mos kelsin. Ao < Ai ixtiyoriy son bo'lsin.
(1.17.1)-1-(1.17.2) ko‘rinishdagi chegaraviy masalani quyidagicha
tuzamiz. Awalo ushbu

A0- v'+ v2= qi{x), (1.17.58)
Riklvati tenglamasining biror r?(.T) yechimini topamiz. So'ngra
q(x) = gi(x) + 2\ h= =0, H = =um)

deymiz. Bu holda. xosil bodgan masalaning xos funksiyalari ushbu

formulalar orqali topiladi.
Misol 2. gi(x) = 0 bo'lsin. Bu holda

chegaraviy masalaning xos giymatlari A* = k2, Kk = 1,2,..., va
ularga mos keluvchi xos fuksiyalar <fifc(r) = sinfor, k = 1,2,...
bodadi. (1.17.58) tenglamani yechamiz:

v = Ao+ Vv*.
A0 = —a2 < 0 deb olaylik. U holda

_ q( + c2e2ax)
1 —coe2ax

_ 2a2®
ax) = gi(x) + 2v'(x) ~
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boiadi. h = r>0), A = 'y(11) formulaiardan
a(l1+ @szzimn
1 —C8Zfa
kelib chigadi. @ = —1 deb olsak. bu holda quyidagi

h=a

2a?2
R ch2ax'y_ A, 11759
y'(0) = ay(0), (1.17.59)

y'(7r) = —atlma ey (7r).

chegaraviy masala hosil boiadi. (1.17.59) chegaraviy masalaning
xo0s giymatlari Ao = —a2, Ai = 12, A2 = 22, ... sonlardan iborat.
Ao = Ova Ao = a2, a > Obolgan hollar ham shu tarzda ko'rib
chiqgiladi.

18-§. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining
regulyarlashtirilgan izini hisoblashning P.Laks usuli

Ushbu
Ly = -y" + a{x)y = Ay,
y'(0)-/iy (0) = 0, (1.18.1)
L Y'W + Ay(T) = 0,

Shturm-Liuvill masalasini ko'rib chigamiz. Bu yerda q(x) 6
CLLO,~] haqigiy funksiya va 2, - chekli haqgiqiy sonlar. Bu
chegaraviy masalaning xos giymatlari {A,}£LO0 bolsin. Quyidagi
asimptotik formula o:rinli bolishi bizga malum:

m=rfH" S HoH L (el aaso)

Bu yerda

co = — /1 q(x)clx. (1.18.3)
nJ



Agar biz xos giymafclardan ushbu

oc

gatorni tuzib olsak, (1.18.2) asimptotik formulaga ko'ra bu gator
uzoglashuvchi bo'ladi, ya'ni Shturm-Liuvill operatorining oddiy
ma’'nodagi izi mavjud emas.

Agar biz ushbu

oc QU 1 OH
(1.18.4)

n=0
sonli gatorni qaraydigan bodsak, (1.18.2) asimptotik formulaga
ko'ra bu gator yaginlashuvchi bodadi.

Ta'rif 1.18.1. (1.18.4) qatorning yigdndisiga (1.18.1) Shturm-
Liuvill chegaraviy masalasining regulyarlashtirilgan izi deyiladi.

(1.18.1) chegaraviy masalaning regulyarlashtirilgan izi, ilk bor,
1953 yilda I.M.Gelfand va B.M.Levitan tomonidan hisoblangan.
Mazkur paragrafda biz Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining
regulyarlashtirilgan izini hisoblashning P.Laks usuli bilan ta-
nishamiz.

g(x) = 0 bodgan holda, (1.18.1) chegaraviy masalaning xos
giymatlarini {An(0)}”lo orgali, ortonormallangan xos funksiyala-
rini yn{x, 0) orgali belgilaymiz.

Teorema 1.18.1. (P.Laks). (1.18.1) Shturm-Liuvill chegara-
viy masalasining regulyarlashtirilgan izi uchun quyidagi formula

o'rinli:



Isbot. Quyidagi Shturm-Liuvill operatorlari oilasini ko'rib
chigamiz:

Ly = -y" + teq(X)y = A(t)y, 0< X < T,
L 1/(0)-—2% (0).= O.. (1.18.7)
Y(tr) Hay@r) = 0.

Bu yerda t 6 [0,1] parametr. (1.18.7) chegaraviy masalaning xos
giymatlarini An(t) orqgali va ularga mos keluvchi ortonormallangan
xos funksiyalarni yn{x>t) orqali belgilaymiz. Ushbu

Lifyyn — An(t)yn,
tenglikni yn funksiyaga skalyar ko'paytiramiz
(L{t)yn,yn) = Xn(t).
Bundan t bo'yicha hosila olamiz
{L(®)yni;,yn) + (L(t)yn,yn) = An(t), (1.18.8)
(L(E)Y.) = -y " 4- £g(@’)yn + tf(@)?/n = b(t)y, + q[x)yn. (1.18.9)
(1.18.9) ifodani (1.18.8) tenglikka qo'yamiz:
(L(t)yyn;yn) + (g(x)yniyn) + (L(t)ymyn) = Xn(t). (1.18.10)

L (t) operatorning simmetrikligidan foydalanib, (1.18.10) teng-
likni ushbu

< (yn,L(t)yn) + (@{x)yn,yn) + (L(E)yn,yn) = An(t),  (1.18.11)

tarzdayozib olamiz. L(t)yn = An(t)yn tenglikka asosan (1.18.11)
ayniyat quyidagi ko‘rinishni oladi:

ANYIYN5Sm) + @n,ym] + (q(x)ymyn) = K(t),
bnllY nyYn) + (a{x)¥n,¥n) = A,(*),

(tf(z)2n,2n) = An(t),
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(1.18.12) tenglikni t bo'yicha [0,1] kesmada integrallaymiz:
T 1

An(l) - An(0) = J q(x)J yl(x:t)dtdx, (1.18.13)
0 0
va (1.18.13) tenglikdan (1.18.3) tenglikni ayiramiz:

A,(D'A(@'(D:\] Q() | yapk 0 v dt)dx. (118.14)
0 lo

(1.18.14) tenglikdan

£ )~ i Yo -zo

(1.18.15)

kelib chiqgadi.
Ta'rif 1.18.2. Agar ushbu

*

E /N @<\,

n=0 £
sonli gator cheksiz marta difFerensiallanuvchi, 0 va n nugtalar-
ning biror atrofida nolga aylanuvchi ixtiyoriy if>(x) funksiya uchun

yaginlashuvchi bodsa, u holda ushbu

X
n=0 Ef
funksional gator umumlashgan ma’noda yaqinlashuvchi deyiladi.
Lemma 1.18.1 (P.Laks). Ushbu



gator umumlashgan ma'noda yaginlashuvchi bo'ladi va lining
yig‘indisi t parametrga bog‘liq bo‘Imaydi.
Isbot. Ta'rif 1.18.2 ga kofra ushbu
00}
COoSs 2nX,
71=0
gator umumlashgan ma’noda yaginlashuvchi boiadi.
(1.18.16) gatoming umumlashgan ma’'noda yaqginlashuvchi

bolishi, ortonormallangan xos funksiyalarning ushbu

n ) —\ cosn fa ts X + 0
< - >
y {X,) T snX (Xv) vnot' n 00.

a(x, t) = - - r—---a;+ h _ t J q{S)CB'l'y g{s)ds,

asimptotikasidan kelib chigadi. (1.18.16) gator yiglndisini S (x1t)
bilan belgilaymiz

2nOM) -

71=0
va bu funksiyaning t parametrga bogliq emasligini ko'rsatamiz.
Buning uchun t bo'yicha olingan hosila nolga teng bolishini
koasatish kifoya:

S(X,t) 272 YH(%L NYTr("S Nj (1.18.17)
yn{x, £) ™ ]1QmnymipZ i (1.18.18)
Cmn — {¥YnuyT)- (1.18.19)

Xos funksiyalarning ortononnallanganligini, ya’ni



bo'lishini e’tiborga olib, ushbu -

Yraym) "b (YwyT) =
tenglikni hosil gilamiz. (1.18.19) formulaga asosan
®mn *b Qmm= 0, (1.18.20)
bo'ladi.
(1.18.18) ifodani (1.18.17) tenglikka qo'yamiz:
00
S(x,t) = 22T OT,nyn(x, t)ym(x, t). (1.18.21)
n,m=0

(1.18.20) tenglikka. ko'ra (1.18.21) gatorning yig'indisi uchun
S (x,t) = 0 bajariladi. ya'ni S(x, t) funksiya t parametrga bog-liq

emas. Lemma 1.18.1 isbotlandiM -n M A
Bu lemmaga asosan quyidagi tenglik o'rinli: N T
00 .
S(x,t) = S(x,00=£ 2nKO0)= -7!r
n—0
(1.18.15) tenglikning o‘ng tarafidagi gator o'miga S(x, 0) ni

go'yib (1.18.5) tenglikni hosil gilamiz:

00 I
Y [A,()- A»0)- co] = / gq{x)S(xtQ)dx.
n=0 0

Teorema 1.18.1 isbotlandiM
(1.18.1) chegaraviy masalaning regulyarlashtirilgan izini

hisoblashdan oldin, quyidagi

-y" + g(x)y = Ay, 0< x < If, 18
2(0) = o, y(x) = 0,
yordamchi Dirixle masalasining izini hisoblaymiz.
(1.18.22) chegaraviy masalaning xos giymatlarini

Ai, Ar, A 3, An,... orqgali belgilaymiz. Bu holda A, xos qiy-
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matlar uchun quyidagi

A,=n-+cO+ re L 6 h (1.18.23)

asimptotik formula o‘rinli bo'lishi bizga ma’lum. Bu yerda

Q= ~J q(x)dx. (1.18.24)
0
Ushbu
00
A[An-n 2-co], (1.18.25)
7=1

sonli gator (.1.18.23) asimptotik formulaga ko'ra absolyut yaqin-
lashuvchi bo'ladi. Shuning uchun (1.18.25) sonli gator yagona
yig'indiga ega bo'ladi.

Ta'rif 1.18.3. (1.18.25) sonli gatorning yig‘indisiga (1.18.22)
Dirixle masalasining izi deyiladi.

Teorema 1.18.2 (I.M.Gelfand, B.M.Levitan). (1.18.22)
Dirixle chegaraviy masalasining regulyarlashtirilgan izi uchun
quyidagi

I+
A

K - n > -0 , (11826)

71=1
formula olrinli.

Isbot. (1.18.26) formulani P.Laks usulidan foydalanib isbot-
lavmiz. Buning uchun awalo q(x) = 0 holda hosil bo'lgan

Y= Ay,
2(0) = 0, y{ir) = 0,

chegaraviy masalaning xos giymatlarini va ortonormallangan xos
funksiyalarini topib olamiz:

A,(0)=n2, n=12,3,...,
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yn(x, 0) = \/—sinnx, n=1,2,3,....

Somgra Laks teorcmasidagi

2 2 1
! = o . — —sin N X ceeee
(M) =£ wn@o)-- = —sin -
n=I n=l
(e]0)
= oS 2nx, (1.18.27)
i
71=1

funksional gatorning yiglndisini topamiz. (1.18.27) gator odatda-
gi ma’'noda uzoglashuvchi. chunki qator yaqginlashishining zaruriy
sharti bajarilmaydi. Ammo bu gator umumlashgan ma’'noda
yaginlashadi. Umumlashgan funksiyalar kursidan ([21]) bizga

guyidagi tengliklar ma’lum:

Y] cosnx = B —27rn), X £ (—00,00), (1.18.28)

6{cx) = (1.18.29)

(1.18.28) tenglikni [0, 27r] oraligda garasak,

cosnx = 7AfJ(x) -f I(rr —279)], (1.18.30)
n=—oc
boiadi. (1.18.30) tenglikda & o‘rniga 2rr ni go‘yamiz:
oc
y”™ cos2m; = F[E(2K) + $(2(@* —*))], x 6 [0, #]. (1.18.31)
n =—oo
(1.18.29) formuladan foydalanib, (1.18.31) tenglikni quyidagi
ko‘rinishda yozamiz:
oo
1+ 2y~ cos2nNX = N[S{X) + 6(x —m1, X e [o, 7r.
n=1

Demak, ushbu

y”~ cos2nx = 4 1[£(x) + 5(x —7r)], X € [0, 7],
71=1
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formula o'rinli bo'l&r ekan. Bundan foydalanib (1.18.27) tenglikni
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

S(x,0) =~ - %)+ 6{x - )]

(1.18.5) tenglikdan quyidagi

2N [A,- n2- co = J} g{x)S{x,0)dx =

n=1

- J @A +5(x - 1] dx
0

/\\] g(x)dx — /S q{x)5(x)dx

0
T

q(x)6(x — Tr)dx

=h j g~ dx~ + =\¢°~ +
0

tenglik kelib ehigadi. 1

Endi (1.18.1) chegaraviy masalani regulyarlashtirilgan izini
Krum almashtirishidan foydalanib hisoblashimiz mumkin.

Teorema 1.18.3 {B.M.Levitan). (1.18.1) Shturm-Liuvill che-
garaviy masalasining regulyarlashtirilgan i'zi uchun ushbu

2n fhn-n_z- Co]I:r—éLo h2+H2+—If£1(O)+9/(Tr}j
7—0 -

formula o'rinli. Bu yerda

"

@ 17{)d4—2H h)
= - X)ax + Nn).
'ITJq #

0

Isbot. Krum almashtirishi yordamida (1.18.1) chegaraviy
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masalani quyidagi
f-y"+[A- ¢diX)]«/ =0, 0< x < T,
\ 1/(0) = o, (1.18.32)
[ yam) = Q

Dirixle rrmsalasiga keltiramiz. Bu yerda

gi(x) = g{x) - 2v'{x), v{x) = (1.18.33)

<fo(s)) funksiya (1.18.1) chegaraviy masalaning A0 xos giymatiga
mos keluvchi xos funksiyasi. v(x) funksiya esa quyidagi shartlarni
ganoatlantiradi:
v'{x)=qg{x)~ X0-v 2(x), (1.18.34)
v(0) = h, v(n) = —H. (1.18.35)
Agar (1.18.1) chegaraviy masalaning xos giymatlari Ao < Ai <
A2 < ... < A, < .. bodsa, u holda (1.18.32) masalaning xos
giymatlari Ai < A2< ... < An< ... bodadi. (1.18.33) va (1.18.34)
tengliklardan ushbu
qi(x) = 2A0+ 2v2(x) - q(x), (1.18.36)

formula kelib chiqgadi. (1.18.32) chegaraviy masala uchun regul-

yarlashtirilgan izlar formulasini yozamiz:

28 [Ar- n?o ol = T Qi aiw (11%8%7%)
n=1

B

u yerda T

c, =1 j q,x)dx. (1.18.38)

0
(1.18.33) ifodani (1.18.38) tenglikka qo'yib, (1.18.35) formulalarni

inobatga olsak,



= —/ qx)dx + 9 + h) = Qo

mnr7 m

kelib chigadi. Endi (1.18.36) tenglikni (1.18.37) formulaga qo#fyib,
ushbu
V [An- n° <*>]Z -Co- Ad--\h +'da )+ — - ,

n=1

® q(0) + q(r¥
Y [An- [R- Col= --Co - -(h2+ A2+

n=0
izlar formulasini topamiz. 1

Mustaqil yechish uchun mashqlar
1. Quyidagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalalarining izini

P.Laks usuli yordamida hisoblang:

-y" + a{xy = Ay, ! -y" +a{x)y = Ay,
a) { y(o) = 0, b) 1(0) =0,
yorm = 0, y'(rn = 0,
-y" + ACK)Y = Ay, -y" YTy = Ay,
c) - y'(0)=0, d) { y(0) =0,
byM =0, y'(tr) = 0,
y'+a(xy = Ay, -yt <Ay = Ay,
e)  y(0) = y(7r), 1 y(0) = -y(7r),
il(0) = y'M, y'(©) = -y'M,
-yt gy = Ay,
s) 1 ¥(0)- hy{o) =0, ,
ky'(tr) - wfrm = 0.
2. Potentsialida maxsusligi bo'lgan quyidagi Shturm-Liuvill

chegaraviy masalalarining regulyarlashtirilgan izini P.Laks usuli

yordamida hisoblang:
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2
W sy Ay = ap
0O =0

Lormt + S = o,

2/r2
-y"+ (hA"Tyy+gWy= Xy
b 2'(0) - % (0) = O,

y'M + hw_ r¥M = Q

2

N Y T YAy =Xy,
sm X

¢) < y(0)

0,

I yM =0
2
-yt Tl £X3/+ y(x)y - AP
d) Si -
y(0) = Q

y(m = Q
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19-8. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining

regulyarlashtirilgan izini B.M.Levitan usulida hisoblash

Quyidagi  Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini . ko*rib
chigamiz:

~y” + 9(x)y = > 0< X < T, (1.19.1)

(ia.2)

Bu yerda q(x) € C”™O, #] hagiqiy funksiya va /r, H chekli haqiqiy
sonlar.

(1.19.1)+(21.19.2) chegaraviy masalaning xos giymatlarini
Jn, n=0,12,... orgali belgilaymiz. Ushbu

A,=n2+co+ —. {7n} € h
pa

asimptotik formula o'rinli bo'lishini oldingi paragraflarda
ko'rsat,gan edik. Bu yerda

(1.19.3)

Bunga ko*ra ushbu
00

(1.19.4)
n=0
sonli gator absolyut yaginlashuvchi bo'ladi.

Ta'rif 1.19.1.(1.19.4) qgatorning yig‘indisiga (1.19.1)—(1.19.2)
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining regulyarlashtirilgan izi
deyiladi.

Teorema 1.19.1 (B.M.Levitan). (1.19.1)+(1.19.2) Shturmr
Liuvill chegaraviy masalasining regulyarlashtirilgan izi uchun
quyidagi formula o ainli:



1r h+H h2+ H2
~2n ) oqit)dt - — e 2

Isbot. (p(x}A) orgali (1.19.1) tenglamaning
A0,/ = 1, <§(0,/1) = h,
boshlang:ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.

Ushbu

A — N

tez(ir, JT) + Hificir, JT) = 1r(A0 - A )H 20 > (1-19.5)
71=1 —
yoyilma bizga ma’'lum. J1 — —o0 bodganda bu tenglik ikkala
tomonining asimptotikasini o'rganamiz va ularni taggoslaymiz.

Qulaylik uchun = —2va

. y
00 \ I -
F(/z) = 7r(N0+ /2)4 n _ [
Loy N2
belgilashlarni kiritib olamiz. Ushbu
shiTyjjl y—-p712 - 2
71=1
formula yordamida quyidagi
THAO+ /() A SW7r 14
ac) = — »=i -b U
71=1
An+ 2

tenglikni hosil gilamiz va

«-SP-SS)



funksiyaning fi — +00 dagi asimptotikasini o‘rganamiz. Buning
uchun ushbu
oc / o \\ 00-00 /9 \\
inv-w = E in (i =

(1.19.7)
tenglik va quyidagi lemmadan foydalanamiz:

Lemma 1.19.1. Agar Ii2—A,| < a bo'lsa, n holda ushbu

£ {h m
baholashlar 0 Y¥inli bo'ladi.
Isbot. Quyidagicha baholashlarni bajaramiz:
In2 —'M* < kST’ 1 < K] dx
“ (n2+ fi)k ~a ™ (n2+ fjlk~a J (x2+ fi)k
0
. °° 00 ,
& f dt ~ & f dt T a
" ak-\d Ql+Qfe- wikd di, 14-t2 2 /-
A 0 0
(1.19.8) baholashga asosan
W10 IIn2_paglc _ O ,K
A Gs -2~ 14 = vm =7 2,
(1.19.9)
bo:ladi. Ushbu
00 2 \ ~ \ 2 30 1
E IL_zA = =V(A, -n2-co)=1"+
:-f n2+ fj, “ ) Il + 2 “ _ u+ ?i2
00 1 00 -
*CoYlgs npY 1w v
[ j m 1
+“53 (An~ ~C0)--—--- A,- n2- cOn2 e—— 2
71=1 = M +n

(1.19.10)

228



ayniyat bajarilishi ravshan.

Quyidagi
\Y; 1 = _ L=JL_ _ L ,0(e~2xn)
f~ M+ n2 2y/p 2/ 2y/L) 2Mm = K h

(1.19.11)
tenglik o‘rinli bo‘lishi ma’'lum. Quyidagi

supl(An—n2 - co)n2|< oo,

n

baholash o'rinli bo‘lganligi uchun (1.19.11) tenglikdan

T (A n-0ONet] =0L~), (0D

+ 71
kelib chigadi.
(1.19.9), (1.19.10), (1.19.12) va (1.19.7) tengliklardan
cqtt 1
= 3N+ M -+ !l) +a un s (U913)

hosil bodadi. Bu yerda

Sa= ~ ~ cop> (U9-14)
n=20

belgilash kiritildi. (1.19.13) tenglikdan esa
"mop ) (Sa-Aotl)+=W )} =
=1+ + K5 Ao?+Y)+=M ’ (195

kelib chigadi. Bunga ko;ra (1.19.6) funksiya uchun ushbu
FM-(~ +7)X

X
shx A L+ M + | { Sx- Xo+] +¢c~ M)+ 4
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- H *+ (A +¥) eH-
' (1.19.16)
asimptotik formula o‘rinli bodadi.
Endi ip'(M, —/z) + Hip(T,—/z) funksiyaning // — -foo dagi
asimptotikasini o‘rganamiz.
Quyidagi formulalar bizga ma’lum:

X

shJTix 1 f
tp{x, -1,) = chyfjlx+h +— J shyfjl[x - t)q(t)ip(t,

N(x, -lz) = J chy/JI(x - t)q(t)ip(t, -)Lz)cft.
0
Bulardan

-f-~:\] shy/JI(mM —t)chy/Jltq(t)dt + O

f o 0 . /

(1.19.17)
va

1 - N - T

p; (7T, -/x) = i/jIshy/jhr + hchy/Jhr + J chy/JI{m—£)g(t):
x jelix/gr -f h—~ —+ -L J shy/Jut —s)q(s)chyfjlsds

+ & [P P )=\ M A ko g (t)dt
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* 73(0) + \u(Im) + A j q(dt + 1(~J +Q (A)

(1.19.18)
tengliklar hosil bo:ladi.
(1.19.17) wva (1.19.18) tengliklarga ko'ra ushbu

All / "
+ ~g(o) + pi*) + \]q(t)dt + \{\] 4{t)dt *
\d 0 \0

+hH +jjg(t)dt + fi(l) (1.19.19)

formula o‘rinli bo‘ladi.
(1.19.16) va (1.19.19) tengliklardan

= 12(0) + 12(tt) + hH + J awdt+ \(~fon dt

ya'ni ushbu

MMy - n- - ey = Hg(0) + gfir]]:

T

, adt —

h+ H h2+ H2

2

formula kelib chigadi.
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Mustaqil yechish uchun mashqiar

1. Quyidagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalalarining regul-
yarlashtirilgan izini B.M.Levitan usuli yordamida hisoblang:
Yyt a(x)y = Ay, (-y" +a{x)y = Ay,
a) y'(0)-/iy(0) =D, b)l y'(0)- hy(0) =0,
y'(rr) + Ay(tr) = 0, . 1 y(mr) = 0,
"y = A -y YRy = Ay,
(0) = 0, d) 2/(0) = O,
y(mr) = Q
‘(tr) + Ay(tr) = 0O, N ,
(")+ qo}/)(y )—‘ Ay, -y "+ AKXy = Ay,
e){ y'(0) =0, n~ ¥@0=QqQ
y'(tr) = 0, Vo Ky(7r) = O,
B_y" + a(T)y = Ay, syt Fax)y = Ay,
y(0) = 0, fiy 2(0) = y(m).
» 2°0) = y'(Tr),
Yy(T"r)+:qo>’<)y = Ay, v+ q{x)y = Ay,
no 2(0) = -y(rr), *0{ 2'(0) - /1y(0) = Q
. 2'(0) = -y'(Tr), 2(7) - Iry(7) = 0.
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20-8. Almashtirish operatori

Shturm-Liuvill operatorlari spektral nazariyasining teskari
masalaJarini o'rganishda almashtirish operatorlari muhim rol
o'ynaydi. Ular ikkita har xil Shturm-Liuvill tenglamasining
yechimlarini o‘zaro bog‘laydi. Almashtirish operatorlari ilk bor
B.M.Levitan va J.Delsartlarning ilmiy ishlarida vujudga kelgan.
Bu operator ixtiyoriy Shturm-Liuvill tenglamasi uchun A.Povzner
tomonidan qurilgan. Spektral analizning teskari masalasini
yechishda almashtirish operatorlari 1.M.Gelfand, B.M.Levitan va

V.A.Marchenkolar tomonidan foydalanilgan.

Quyidagi

Ly = -y" +g{x)y = Ay, 0< x < T, (1.20.1)
(1.20.2)

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini garaylik. Bu yerda J1spek-
tral parametr, q(x) e C[0, m hagiqgiy funksiya va h, H chekli
hagiqiy sonlar.
c(x, A), s(x, 1), <p(x, A), ipix~X) funksiyalar orgali (1.20.1)
tenglamaning mos ravishda quyidagi
c(0,A) =1, ¢'(0,A)=0; s(0,A) =0, s'(0,A) =1
vs(0,A) = 1, <70, A) = A T, A) = 1, A =,—H
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlarini belgilay-
miz.
Teorema 1.20.1. Shturm-Liuvill tenglamasining c(x, X) ye-

chimi uchun ushbu

X
c(X, X) = cos VXx + [ K(X, t)cos y/Xtdt, (1.20.3)

0



integral tasvir o'‘rinli: Bu yerda K (x, t) haqigiy uzluksiz funksiya
bo ‘lib,

K{x,x)=4] q[t)dt (1.20.4)
0
shartni ganoatlantiradi.
Isbot. Yuqoridagi paragraflarda c(x, J1) funksiya uchun ushbu

c(x, JT) = cos y/Xx + \] —_— — —q(r)c(T, Adr, (1.20.5)
0
integral tenglama olingan edi. Bu integral tenglamada

Sin® -1 ) =j @MSy/A(t-TR
I
formuladan foydalansak. (1.20.5) tenglama quyidigi ko'rinishni

oladi:

c(x, JT) = cos VXx + \] q(r)c(r,A) cosVx(t- r)dij dr.
Integrallash tartibini almashtirib, oxirgi tenglamani

c(x, JI) = cos VXX + \] I\] q(r)c(r, A)cos\/A(t —r)dr | dt,
o Vo /
ko'rinishida yozib olamiz. Hosil bodgan ikkinchi tur Volterra in-
tegral tenglamasini ketma-ket yaginlashish usulidan foydalanib

yechamiz. Buning uchun c(x. A) yechimni
- ' 00)
(1.20.6)
n=0

gator ko'rinishida izlaymiz. Bu yerda

co(x, A) = cos VXX,
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cn+1(rr, /1) = \] A\]q(T)(’\{T,X)cosVX{t~T)drJdt.. (1.20.7)

Endi, matematik induksiya usulidan foydalanib, c, (x, /1), n
1,2,... funksiyalarni ushbu
X

Cn(x, A) = \] K n(x, t) cos y/\ tdt, (1.20.8)

0

ko'‘rinishida tasvirlanishini kofisatamiz. Bu yerda Kn(x,t)

funksiya J1spektral parametrga bog'lig emas.
Dastawal Ci(x,A) funksiyani ushbu

cosa cos/3 = "cos(q + /3 + cos(a —/5)],

tenglikdan foydalanib hisoblaymiz:

Ci(x, A) = \] I\] q(T)cosVXr cosV~X(t —r)dr j dt =

\fasr AT

AN T)cosv™A ™ “ 2r)dr™ dt
Ikkinchi integralda t —2r = s almashtirish bajarib,

Ci(x,A) :AJ cos V xt JJ q{r)dr Jdt+

X 7/

+'l§] (J Q cosVXsds j dt,
\ -t

(0]
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bo:lishini topamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi ikkinchi in-
tegralda integrallash tartibini almashtiramiz. Natijada quyidagi
X /T

ciex,X) = \J cosWAt 1] ofT)dr
0 \o
X / X

+ 7N ) cosy/Xs 1) q | I dt |ds+

J cosV\s \J ¢ ds =

AN\

+ dt 1 ds,

tenglikni hosil gila.miz. Shunday qilib, (1.20.8) tenglik n = 1 holda
to;g‘riligiga ishonch hosil gildik:
X

Ci(x, /T = J Kx(x, f) cos \/X tdt,

t X
S—t S+t
*aOM) = ~J gfmelT+ \j\q +q ds
=\J 2(¢2Ne + 11 q{ZNe, t< X (1.20.9)
0

Faraz qilaylik (1.20.8) tenglik biror n > 1 holda o'rinli bo‘lsin.

236



U holda (1.20.8) tenglikni (1.20.7) formulaga qo'yib,
cnti(x,\) = J3 J q(r)cosVx(t—t)J Kn(r,s)cos V\sdsdrdt =

00 (o]

Xt T
=1J) 1] q(r)\] K.{t,s) cos Y/X(S+ t- r)+
00 0
+ cos >/\(s —t + r) dsdrdt,
tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda awalo integralni ikkiga ajratib
sohigra ushbu s+ t —T= £vas —t+ r = £, almashtirishlarni

mos ravishda bajarsak, quyidagi tenglikka kelamiz:

X

cn+i(.r,A) = \] q(r)\] Kn(mf + 17 - t)cosy/\£dEdrdt+'

(O] t-T
X gl —i
L
+2./ Am(r,( + £—r)cos\/AEdfdTdE.
0 0 r—t

Oxirgi lenglikda integrallar tartibini o'zgartirib,

X
Qrl(@: A) = J K n+1(0x, t) cos v/X
0
ekanini topamiz. Bu yerda
X £
Kn+l(x}*) = ~J QMKn{r,t+ T - Qdr-f

t t-t



Endi (1.20.8) tenglikni (1.20.6) formulaga qo'yib, (1.20.3)
tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda

K (x,t) = ATK n{x,t). (1.20.11)

71=1
(1.20.9) va (1.20.10) tengliklardan foydalanib, ushbu
\Kn(x,t)\ < (Q(xX))n~ ~ , Q) =1 (1.20.12)
0
tengsizlikni hosil qilamiz................

Hagigatan ham, (1.20.9) tenglikdan t < x bodganda

X

VKx{x )Nl e e+ NI K <] e m o= QX),
0 0 0
kelib chiqadi.
Agar biror.n > 1 uchun (1.20.12) tengsizlik bajarilsa, u holda
(1.20.10) tenglikdan foydalanib,

dr+
1)

Ik W KO W r~n

n-1

<IJ oo = ,
00
X
4 (Q(O)n+l(ne_ :11')! < (Q(Z))n+1’r§”-
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baliolashga ega bodamiz. (1.20.12) tengliklardan foydalanib,
(1.20.11) funksional gatorning 0 < t < x < n sohada absolyut va
tekis yaginlashishini payqash qiyinchilik tug'dirmaydi. (1.20.9)-
(1.20.11) formulalardau K (x,t) funksiyaning silliglik darajasi,
ushbu

/

0
funksiyaning silliglik darajasi bilan bir xil ekanligi kelib ehigadi.

(1.20.9) va (1.20.10) tcngliklarga ko‘ra

Ki{x,x) =iy q()dt, Kn+\(x,x) =0, n> 1,

0
bo'lgani uchun

K{x,x) = +J q(t)dt,

0
bo‘ladi.

Xuddi shuningdek s(x, JT) va ip(x, A) yechimlar uchun ham
almashtirish operatorlarining ko‘rinishini topish mumkin. =

Teorema 1.20.2. Shturm-Liuvill tenglamasining s(x}A) va
(/?2(#, A) yechimlari uchun

sin yf\ x f .. .sin V\t,
VA +J yYn (1.20.13)
0
(p(x, A) = cos V\x + \] G (x)t) cos V\tdt> (1.20.14)

integral tasvirlar o'nnli. Bu yei‘da P (x. t) va G(x>t) hagiqgiy uzluk-
siz funksiyalar bo'lib, ularning silligligi ushbu
X
/ q(t)dt,
0
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funksiyaning silligligi bilan bir xil bo‘ladi va ushbu

! T
G(x,x) = h+ AJq(t)dt? (1.20.15)
-0
P(x,x) = "J q{t)dty (1.20.16)

]
tengliklav bajariladi
Isbot. s¥a, A) funksi)'a quyidagi

.4 sin \/Ax FFsin \/A(x —£) ..

= %ix +J — yx— g™ s(x'n)*>
0

integral tenglamani qanoa.tlantiradi. Bu integraltenglamani
quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:
rr w Y
s(x,A) = g™ _ ~+ J J g(r)s(r, A)cos 7A(t —r)drdt.
00 -/

Oxirgi integral, tenglamaga ketma-ket. yaginlashish usulini

go'llaymiz:
oc
e(*,A) = £*,(*, A), (1.20.17)
n=0.
sin y/\x
So{x, A) =

y /X 1

sn+i(x, A) = \] \] g(r)sn(ri A) cos y/x(t- r)drdL.

- - 00 V.
Xuddi teorema 1.20.1 da qodlanilgan usuldan foydalanib, ush-

bu



tasvirni olamiz. Bu yerda

x—&

/H.lm:i / J CﬂF(I:t+ T—E)Nr+

4_*
ﬂ Ckmp{T, t-T + t)dr - \] a(mPN(T, -t-T + £dT df,

2
b aL<(@N, ", WEO=) WiVt

Bu baholashlardan (1.20.17) gator 0 < t < x < n to'plamda
absolyui. va t.ekis yaginlashishi kelib chigadi. Demak.

e

P{x,t) = ™2 pn{x,t).

Eularga asosan (1.20.13) va (1.20.16) tengliklarga ega bo‘lamiz.1
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21-8. Almashtirish operatorining umumiy ko'rinishi*

E chizigli normallangan fazo bodib; A va B uning E\ va E2
gism fazolarida aniglangan chizigli operatorlar boflsin.

Ta'rif 1.21.1. 0 ‘zi va teskarisi uzluksiz bodgan, XA = BX
yoki A = X~IB X shartni ganoatlantiruvchi X : E\ — E2 chiz-
igli operatorga A va B operatorlar uchun almashtirish operatori
deyiladi.

Lemma 1.21.1. Agar € E\ vektor A operatorning A Xxos
giymatiga mos keluvchi xos vektori bollsa, ¢ -= Xip vektor B
operatorning xuddi shu A xos giymatiga mos keluvchi xos vektori
bo ‘ladi

Isbot. LW, = BXif - XA<p = X\ip = \Xg> = Xd.LU

Lemma 1.21.2. A. B, C operatorlar mos ravishda E fazoning
Ely E2, Ez qism fazolarida aniglangan operatorlar bo‘lib, A va B
operatorlar uchun almashtirish operatoii X, B va C operatorlar
uchun almashtirish operatori Y bo'lsa, A va C operatorlar uchun
almashtirish operatori Y X bo‘ladi.

Isbot. Almashtirish operatorining ta'rifiga ko'ta XA = B X,
Y B = CY bodadi. Ikkinchi tenglikdan B = Y~LCY ifodani to-
pib, birinchisiga qo'ysak; ushbu XA == Y~ICY X tenglikka ega
bodamiz, ya'ni (YX)A = C(Y X) tenglik kelib ehigadi.m

Endi yarim o‘qda berilgan Shturm-Liuvill operatori uchun al-
mashtirish operatorining ko'rinishini topish bilan shug‘ullanamiz.

E = C”O, 00) bodib, A va B operatorlar quyidagi

P

A= --J™ +g\(x), 0< m< 00, (1.21.1)
d2

B = ~dx2+ g2 0< x < 00, (1.21.2)

ko'rinishga ega bodsin. Bu yerda g\(xX)y q2(x) funksiyalar [0, 00)
oraligda berilgan uzluksiz funksiyalardir.
2



Ek orqali E fazodagi /'(0) = /i*/(0) (k = 1,2) shartni ganoat-
lantiruvchi, ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar
togplainini belgilaylik. Bu yerda hi va h2 chekli haqgiqgiy sonlar.

Teorema 1.21.1. A va B overatorlarining X : Ey -» E2 al-
mashtirish operatori mavjud bo‘lib, n uchun quyidagi tasvir o ‘rinli:

X
Xf(x) = f(x) + J K (x, (1.21.3)
0
Bu yerda K (x. t) yadro quyidagi

N 02K =~ - - gi(h)K, (1.21.4)
tenglamani va
N _
K{x,x) = h2-hi + [2{s) - qi{s)]lds, (1.21.5)
0
f _ KkIK)L -°, (1.21.6)

.shartlarni ganoatlantiradi. Aksincha, K{x, t) funksiya (1.21.4)
tenglamaning (1.21.5), (1.21.6) shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi bo‘lsa, (1.21.3) tenglik bilan berilgan X operator A va
B chizigli operat.orlar uchun almashtirish operatori bo'ladi.

Isbot. I. Xf(x) € E2 bodgani uchun

(X fY &=0 = h2(Xf)\x=0=  ...... .'

= 12 (0),

x0
tenglik o‘rinli.bodadi. Ikkinchi tomondan, (1.21.3) tenglikdan

hosila olib, ushbu

X 1) = fix) + Koo 0f) » T | (1.21.7)

0
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tenglikda X = 0 desak, quyidagi
(Xf)*U=o=m + tf(0,0)/(0) = /u/(0) =tf(0,0)/(0) =
= (11+ ~(020))/(0)>
ifoda hosil bo‘ladi. f E E\ funksiyaning ixtiyoriy ekanligidan ush-
bu
K{0,0) = h2-h u (1.21.8)
tenglik kelib chigadi.

Endi B (X f) —X (A f) shartni ishlatamiz. (1.21.7) tenglikdan
hosila olib,

(X )" =/"(x) + f(x)-é\X-K(x,x) + K (x,x)f"(x)+

dK_ f(t)dt
+ dX ’

t=x

ushbu

B(Xf)=-(Xf)"+ q(x)(Xf) =-f"(x) - f(x)-dK (x,x)

K (x,x)f'(x) - ~ 1(*)+
UX t=X
d2l<
ro2000x) - 3 (U - «, (*)*) f(t)dt, (1.21.9)

tenglikni hosil gilamiz. Ushbu

\] K (x,t)f"(t)dt = J K (x,t)df'(t) =

0 0
X
= tf(®, x)f'(x) - K(x,0)/'(0) - \] df(t) =
4K Ok £)

g

t=
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X

AK(x,t) d2K (x, £)

VUL St

bodaklab integrallashni ishlatsak, quyidagi

(AT = [1() + g, (O)HX) ]+

+J I<(x, t)[-f'\ 1) + qi(t)f(t)]dt =
0
= -f7(x) + qtOf(x) + MK (X, 1) - ho)
, dK(x, t)
KOGOFDO+ 0 LT fNe- f _ <8
(1.21.10)

tenglik kelib ehigadi.
(1.21.9) wva (1.21.10) ifodalarni bir-biriga tenglab, ushbu

f(x) + q2(x)f{x)~
f fdK di<(x, t)

5 U2 gt o f{x) + qi(x)f(x)+

dK (x,t)
+ ( h\K{xyt) - dt
t=o0

(1.21.11)
tenglikka ega bodamiz. (1.21.11) tenglikda quyidagi

cL K(x,x) dK (x,t) dK(x,t)
+
dx dx dt tox

t=x
formuladan va f(x) funksiyaning ixtiyoriy ekanligidan foydalan-
sak, hamda A"(0,0) = h2 —h\ tenglikni e’tiborga olsak, (1.21.4),
(1.21.5). (1.21.6) tengliklar kelib ehigadi.
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Biz A va B chizigli operatorlar uchun almashtirish opera-
tori (1.21.3) ko'rinishda izlansa, uning yadrosi (1.21.4), (1.21.5),
(1.21.6) shartlarni ganoatlantirishini isbotladik.

K{x,t) funksiya (1.21.4), (1.21.5), (1.21.6) shartlarni ganoat-
lantirishidan (1.21.3) tenglik bilan beriladigan operator A va B
operatorlarning almashtirish operatori bo'lishini ko'rsatish uchun
gilingan ishlarni teskari tartibda bajarish yetarli.

1. Endi esa, (1.21.4)+(1.21.5)+(1.21.6) masala yechimining
mavjudligini va yagonaligini isbotlaymiz. Buning uchun am -
lo almashtirish operatorining ikkinchi xossasidan foydalanib, bu
masala o'rniga soddaroq masalani garaymiz, ya'ni umumiylilmi
buzmagan holda = 0, h\ = 0 yoki /r2 = 0 deb hisoblash
mumkin ekanini ko‘rsatamiz:

JEl= {f(x) e E\ ['(0) = fc!/(0)},
E2= {f(x) € E\ /'(0) = O}.
E3= {f(x)eE\ m = h3f(0)},

bodsin. Bundan tashgari A va B operatorlar uchun almashtirish
operatori ushbu

0
kofrinishda, B va C operatorlar uchun almashtirish operatori esa
quyidagi
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ko'rinishda bo'lsin. U holda A va, C operatorlar uchun al-
mashtirish operatori ushbu

(YX)F(X) = Y [/(x) +] Kxx,t)ft)dt
:/(X) +) Kixnfdes
0

X t
+J1xt) f1) + J K\t s)fs)ds dt =

= f(x)+\] I<i{x,t) + K2(x,t) + J K2{x,'s)Ki(s}t)ds

= /(x) + J K 3(x,t)f(t)dt.

0
ko'rinishda bofladi. Bu yerda

K3(x, t) = Ki(x, t) + K2(x.t) + /| K2(x, s)K\ (s,t)ds.
t
Ii. Demak. (1.21.4)+(1.21.5)+(1.21.6) masalani tekshirishni
R(a) = 0 va hi yoki h2 nolga teng bodgan holda olib borish
yetarli. Biz h2 = 0 bo‘lgan holni ko'rib chigamiz. h\ = 0 bo'lgan
holda ham xuddi shunday bo:ladi.Ushbu

dxi  did = APK. (1.21.14)
K\t=x = - y /| q(s)ds, (1.21.15)
0
K((Xn
Ak(xn) (1.21.16)

D=0~
47
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masalaning yechimi mavjudligini va yagonaligini ko'rsatishimiz

kerak.

Agar bu masalada ushbu £ = x + t, rj = x —t almashtirishni

bajarsak, quyidagi
Kx=  + AN

Kxx= (Kc+iQt+ (Kt+ Kv)v=" + 2AI"+

Kt= L - AW,

= (AT*- /g €- (Ne- AT),= K# - 2K& + Aw,

formulalardan, ushbu

= (V)%

Kl7zo- h yJ afs)ds,

(AT*- A, - =0,

tengliklarni hosil gilamiz.
Endi esa oxirgi masalaga ekvivalent bodgan integral tenglama

tuzamiz. Buning uchun oxirgi masalada quyidagi

K(x,t) = K =A(t,v),

belgilashni kiritib, uni

H' AP=-\a(”™ -)a> (1.21.17)
a

A{a,0) = -h -~ f g(s)ds, (1.21.18)
0

(1.21.19)

(A, -A p- hA)\p=a = 0.
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ko'rinishda yozib olamiz, hamda (1.21.17) tenglikni [0, 7] oraligda
fi bo'yicha integrallaymiz:

%
An(a,V)-A n(@a,0) = -iy q( ~ ) A(<*,Nm (1-21.20)
0
(1.21.18) tenglikka asosan Aa(a,0) = —\qg bo'lgani

wae = (f)-\ofq AaPch (1212)

tenglik o‘rinli bodadi. (1.21.21) tenglikni [77, oraligda a bo'yicha
integrallab, ushbu
~ A{V,V) =

—il«G)*-jl{I’ (ETHyQw
(1.21.22)
ayniyatga ega bodamiz.

Endi A(r},T)) ni hisoblaymiz. (1.21.19) tenglikka ko‘ra ushbu

2Aa¥=a = Aa”a + Aa\pa —-4a|=a+

dAiot od
+(Ap + hA)NQ = (Aa+ Ap + hA)\p=a — 7~  +

+hA{a, a) = e~}Im{ehnA{a, a))’, (1.21.23)
ayniyat bajariladi. (1.21.21) va (1.21.23) tengliklardan quyidagi

(ehaA(a, a))" = -“@\“{9 (f) +J FI( N ) ].
(1.21.24)
formula kelib chiqadi. (1.21.24) ayniyatni [0,77] oraligda a bo'yicha

integrallaymiz va (1.21.18) shartdan foydalanib, quyidagi
A (77,77) = —he~|T—
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(1.21.25)
tenglikni keltirib chigaramiz. (1.21.25) ifodani (1.21.22) tenglikka
go'yib, ushbu . r

r- e

A&V): —he~-te-\jQq (f) da- \e~] erg Q da-
b n e \e n

da—

da, . (1.21.26)

ayniyatga ega bo‘lamiz, ya'ni A(a,/3) funksiya (1.21.26) in-
tegral tenglamani ganoatlantirar ekan. Aksincha, A(a, /3) funk-
siya (1.21.26)" integral tenglamani qanoatlantirsa va q(x)
funksiya uzluksiz differensiallanuvchi bodsa, (1.21.26) in-
tegral tenglamadan foydalanib, Af(a, /3 funksiya (1.21.17)
-t-(1.21.18)-f(1.21.19) masalaning yechimi bo'lishini to‘g‘ridan-
to'g‘ri tekshirib ko'rish mumkin.

(1:21.26) tenglama Volterra turidagi integral tenglama
bo‘lgani uchun uning yechimi mavjud va yagonadir. Buni ketma-
ket yaqinlashishlar usuli bilan ko‘rsatish mumkin.

g(x) funksiya uzluksiz differensiallanuvchi bo'lmasa, uni uzluk-
siz differensiallanuvchi qn{x) funksiyalar bilan yaqinlashtirib,
Kn(x,t) funksiyalar ketma-ket.ligini hosil gilamiz, bu ketma-

ketlikning limiti K (x,t) almashtirish operatorining yadrosi
bo‘ladi.l



Izoh 1.21.1. Shuni aytib o'tish kerakki, K (x7t) yadro /i
parametrga bogdig emas. > m . el

Misol 1. Agar, teorema 1.21.1 ning shartida A va B opera-
torlar quyidagi

A = =0,
dx2

va

d?
B = ~dr+q(x) h2=h"
ko:rinishda berilgan boisa, almashtirish operatori ushbu

Xf(x) = f{x) +j K(x,0ft)dt.

0 > *!

ko‘rinishda bodadi. Bu yerda K(x,t) yadro ushbu
Kxx g(x}K = Ktt)
< K{x,x) = h+ IB q(s)ds, (1.21.27)

&t\t=0 = 0>

masalaning yechimidir.

n) va (fo(x, N) orgali mos ravishda quyidagi

—y"+ q(x)y = Ay, —y" = Xy,
2/(0) =1, ;. ,va < 2/(0) =1
1/(0) = ft, 2/'(0) = 0,

Koshi masalalarining yechimlarini belgilaylik. Bizga madumki

0(x, A) = cos y/\x

bodadi. Almashtirish operatorining hossasiga ko:ra ushbu

<p(X, A) = cos VXX + \] K (rr,t) cos V\td ty (1.21.28)
0
tenglik 0‘rinli bodadi.
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Misol 2. Agar teorema 1.21.1 ning shartida A va B opera-

torlar ushbu
d2
A = + 0 ), fci = h,

, n

dx2' 2
ko'rinishda berilgan bodsin desak, almashtirish operatori quyidagi

X
Xf(x) = [(x) + \] H(x,t)f[t)dt,
0
koTinishda bodadi. Bu yerda H(x,t) yadro ushbu

= Hu- q(t)H,
tf(x,x) = —/i — g(s)ds, (1.21.29)

~o

1 (#t-/itf)|t=0=0,

masalaning yechimidir.

Almashtirish operatorining hossasiga ko‘ra ushbu

X
cos VAX = <X, A) + \] X)dtA (1.21.30)
[0}
tenglik bajariladi.
lIzoh 1.21.2. Bu yerda ham H (x,t) yadro /1 parametrga

bogdiq emas.

Keyinchalik
d-21.3))
[jfx) = (1.21.32)
va
/i= K(0,0) = —#(0,0). (1.21.33)

bogdanishlar muhim ahamiyat. kasb etadi.
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22-8. Teskari masalaning go‘yilishi. Yagonalik

teoremalari

Mazkur paragrafda spektral analiz teskari masalasining
go'yilishi va yagonalik teoremalarini isbotlash usullari bilan ta-
nishamiz. Bu usullarning tatbiqiy ahamiyati juda keng bo‘lgani
uchun wulardan spektral analizning har xil turdagi teskari
masalalarini oTgauishda foydalanish mumkin.

Shturm-Liuvill operatori spektral nazariyasining teskari masa-

lasi ilk bor V.A.Ambarsuinyan [6] tomonidan o’rganilgan.

Ushbu
-y" +a(x)y = Xy} y{o)=0, y\m =0, (1.22.1)

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini garaymiz. Bu yerda q(x) €
C[o, ] hagigiy uzluksiz funksiya.

Agar (1.22.1) chegaraviy masalada q(x) = 0,iG [0, tt] bo'lsa,
u holda An = n2,n > 0 boTishi ravshan.

Teorema 1.22.1 (V.A. Ambarsum.yan). Agar (1.22.1) che-

garaviy masalaning xos qiymatlari uchun, ushbu
A, =n2, n> 0, (1.22.2)

tenglik bajarilsa, u holda q(x) = 0 ,x £ [0, 7] bo‘ladi.

Isbot. (1.22.1) chegaraviy masalaning xos giymatlari uchun

yN\~, = n+ —t (711 6 /2 (1.22.3)

asimptotik formulaning o'rinli boTishi mazkur bobning beshinchi
paragrafida ko'rsatilgan edi. Bu yerda

T

(1.22.4)



(1.22.2) va (1.22.3) tengliklarni tenglashtirib.,

T
co= 0, \] g(x)dx = o, (1.22.5)

0
ekanini topamiz. (1.22.1) chegaraviy masalaning Ao = 0 eng kichik

xo0s givmatiga mos keluvchi xos funksiya yo[x) bolsa u holda
< v yo+-g(x)yo =0, YyO{$) =0, Yo(m) = 0, (1.22.6)

bo‘ladi. Ossilyatsiya teoremasiga asosan yo(s) funksiya (0, ™)
oraligda nolga ega emas. Agar i/0(0) = 0 yoki fOW = 0 bodsa
chegaraviy shartlardan yy(x) = 0 ziddiyat kelib chigadi. Demak.
yOo(x) ~0, x e [O, ]

:Ushbu > 0. <
- . . * N
(00 IW* -/ - Jiro) +/ Giey *-
o 0 0 * 0
n ix=ir
yM \~dx+ yM.
New / oW  a=0
2
fy'o(x)\ dx+ yorIl_y M = (y M \dx.
\yo(x)Jd Yo(tr)  20(0) \yo(x)j
0
tenglikdan
0

hosil bodadi. Oxirgi' tenglikdan y’@ = 0, ya’ni yQ(x) = const
kelib chigadi. (1.22.6) tenglamadan

A0 sHyaX) =Q
q(jr) = 0 ekanligi kelib chigadi.1

Umuman olganda Ao, Ab Ar, ..., An, ... xos giymatlarning,

ya’'ni spektrning berilishi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini
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yagona aniglamaydi. Chunki, ikkita har-xil Shturm-Liuvill che-

va

y'(0)+20) =0, y{ir)+—"—y(m =0
m-f- 1

Shturm-Liuvill chegaraviy masalalari An = n2, n > 0 bir xil spek-

trga ega.
Quyidagi

-y" 4+ q(x)y =y, x € [0, 1], (1.22.7)

r(0) — hy{0) —o, (1.22.8)

y'(\r) + Hy{m) = 0, (1.22.9)

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi berilgan bo‘lsin. Bu yerda
q(x) 6 C[0, ] haqiqiy uzluksiz funksiya, h. H - chekli hagiqiy
sonlar.

<p(xfA) orgali (1.22.7) tenglamaning

boshlang'ich shartlarni gqanoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.

(1.22.7)-(1.22.9) Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos
qgiymatlar ketma-ketligini An, n > 0 orqgali belgilaylik. Bu xos
giymatlarga quyidagi ip(x}Xn), n > 0 xos funksiyalar mos keladi.

Normallovchi o'zgarmaslar ketma-ketligini
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orqali belgilaymiz.

Ta’'rif 1.22.1. Ushbu {An}5JL0 va {an}5JL0 ketma-ketliklar
juftligiga. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining spektral xarak-
teristikalari yoki spektral berilganlari deyiladi.

Ta’'rif 1.22.2. {An}£L0 va {an.)SLo spektral xarakteristikalar
yordamida ((x) funksiyani va h) H sonlarni topish masalasiga
teskari spektral masala deyiladi.

Yugoridagi masalani atroflicha o‘rganish maqgsadida ikkinchi
-y" + q(x)y = Xy, o e [0, ], (1.22.10)

yr(0) —hy(0) = o, (1.22.11)

y(m) + fy(m) = Q 1219
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini garaymiz. Bu yerda q(x) G
C[o0, #] haqiqiy uzluksiz funksiya. h, H -chekli haqiqiy sonlar.
®{x, A) orgali (1.22.10) tenglamaning
®(0, A) = 1, ip'(0,A) = h,
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.
(1.22.10)-(1.22.12) chegaraviy masalasining xos qiymatlar

ketma-ketligini An, n > 0 orqali, norrnallovchi o‘zgarmaslar

ketma-ketligini

.t
J ®2(x, An)dx, n > 0,
o]
orqali belgilaymiz.
Teorema 1.22.2 (V.A.Marchenko). Agar Xn= An, an = 6n,
n > 0 bo‘lsa, n holda ushbu

h=nh, H=4d, gqX = q(x), x G [0, ],

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

256



Isbot. Almashtirish operatori haqgidagi teorema 1.21.1 ga

asosan : <i:-1e q

x
h(x, A) = <p(x, A) + \] K(x, X)dt, (1.22.13)
0
tenglik o'rinli bo'ladi.
Ixtiyoriy f(x) 6 L2(0,7r) fnnksiyaning (f,<p) Furye koeffit-
siyentini (1.22.13) tenglikdan foydalanib hisoblaymiz:

vJ f(x)ip(xt\)dx = \] f(x) ip(x,\) + J K(x,t)(p(t}X)dt dx =

T I
—J-f(x)ip(x,\)dx + J f{x)
o

X
J K(X]j Xjdt dx =
LO

= J f(x)Ifi(x,\)dx + J JK(t,x)f(t)dt <p(x, A)dx =

n

J f(x) + J K{t, x)f(t)dt (p(x,\)dx = J g(x)<p{x,\)dx.

0 L X J 0 ! '
(1.22.14)
Bu yerda-
T
9{x) = f{x) + \] K(t.x)f(t)dt. £ (1.22.15)
(1.22.14) tenglikda A= An,n = 0, 1, 2, ... deb olsak, u holda
ushbu
T ™
an= — {x)p{x\m"x = - f(x)<p(x, \n)dx,
OinJ an
o
-
an= — [ g{x)<p(x, An)dx

®nl
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Furye koeffitsiyentlari uchun an = an: n = 0, 1 2, ... tenglik ba-
jariladi. Parseval tengligiga asosan

X oc A

f\f(x)fdx = bl 2= ]C 1Q]2= [ 9{x)\2dx,
0 n=0 70 0
kelib chigadi, ya’ni

WFly

1blb- (1-22.16)
Ushbu

Af[x) = f{x) + J K {t, x)f{t)dt,

operatorni qaraylik. U holda (1.22.15) ga asosan

Af{x) = 9{x)>

bodadi. (1.22.16) tenglikdan esa

WAF\L2 = ||/][12,

kelib chigadi. Bu esa A operatorning L 2(0,7r) fazoda unitarli-
gini bildiradi. Unitar operatorlar uchun A*A = | tenglik od'inli
bodadi.

A* operatorni topish giyin emas:

A*h(x) = h(x) + \] K(x,t)h(t)dt.
o

A*{Af(x)} ning aniq ifodasini topamiz:

A*[A£(x)}. 5 Af(x) + J K(x,t){Af(t)}dt =
0
T
= (K + J K (i,x) f(t)dt+

X
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+J K(x,t) j/(*) +J K(s,t)f(s)ds”j dt =

= f{x) + \] K(t,x)f(t)dt + J K(x, t)f{t)dt+

X
X ( ™
-

+\] <J K(x,t)K(slt)f(s)ds >dt.

Bu yerda integrallash tartibini almashtirib quyidagi

X ( t
A*{Af{x)} = /(x)+/ K (x,t) +J K Ok s)I<(t,s)cfc  f{t)dt+

o | o]
+ 3 NF(EX) + 0 K (x,s)K (t}s)ds™ f(t)dt

formulaga ega bod4amiz. .
A*{Af(x)} = f(x) ayniyatdan foydalansak

J OjtfF(X, B+ J K(x\s)K(t,s)dsrj f(t)dt+

F3O<K(t) 43 K(s)K(t,s)ds >f(t)dt =0

tenglik keib ehiqadi. Bu yerda
_ _K(x,t)4-f K(x,s)K(t,s)ds, te [Ox],
m =< 0
0, t £ (K 7,

deb olsak, ushbu

\] <K(x,t) + \] IN(x, s)K(t,s)ds > dt =20
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tengik kelib chigadi. Bunga ko‘ra

t
K(x,t) + \] K(xis)K{t,s)ds = 0.
(o}

Oxirgi tenglik X ning har bir tayinlangan giymatida K (x,t)
funksiyaga nisbatan bir jinsli Volterra integral tenglamasidir.
Bunday tenglama fagat nol yechimga ega bo‘lishidan K (x9t) = 0
(t < x) kelib chigadi. Buni (1.22.13) formulaga qo'ysak

y>0erJT) = {x,\),
ayniyat xosil bofladi. Boshlangfich va chegaraviy shartlarga ko‘ra

h=h va H H.

Ushbu

—ip" -h q{x)(p

A,
—p " + a{x)ip = X,
tengliklardan foydalanib,
[a(x) - a{)l(p(x, A) =0,

bo'lishini topamiz. Bundan va q(x), q(x) funksiyalarning uzluk-
sizligini hamda ip(x, A) funksiyaning nollarini ajralganligini
e'tiborga olsak, q(x) = g(x) ayniyat kelib chigadi. m
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I BOB. TESKARI MASALA YECHISHNING
GELFAND-LEVITAN USULI

Chizigli differensial operatorlar spektral nazariyasining teskari
masalalari zamonaviy matematik fizikaning muhim sohalari-
dan biridir. Oldingi bobda Shturm-Liuvill operatori {An}”™ 0 va
K } ~ 0 spektral xarakteristikalari uchun asimptotikalar topil-
gan edi. Bu bobda spektral xarakteristikalar yordamida Shturm-
Liuvill tenglamasining koeffitsiyentini va chegaraviy shartlarini
topish, ya’ni teskari masalani yechish bilan shug'ullanamiz.

Teskari masalani yechishning bir nechta usullari bor. Bu
usullar orasida Gelfand-Levitan usuli muhim olrin egallaydi.
Usulning asosiy bosqichlaridan biri, almashtirish -operatorining
yadrosiga nisbatan oiingan chiziqli integral tenglamadir. Bu inte-
gral tenglama teskari masalaning asosiy integral tenglamasi yo-
ki Gelfand-Levitan integral tenglamasi deb yuritiladi. Teskari
masalani yechish usulini bayon qgilishdan oldin Shturm-Liuvill
masalasi bilan bogdiq bo‘lgan gatorlar va integral tenglamalarga

oid ayrim zaruriy ma’lumotlarni keltiramiz.

1-8. Zaruriy ma’lumotlar

Quyidagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko'rib
chigamiz:

Ly = - y"+q(x)y =Xy, 0<x < T, (2.1.0)

fy'{0)- hy{0) =0,

(2.1.2)
I y'OK) + Hy (OK) = 0.

Bu yerda <?(x) 6 L2(0,tr) haqiqiy funksiya bodib, h,H - chekli
haqiqiy sonlar. Oldingi bobda (2.1.1)4-(2.1.2) chegaraviy masala-
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ning {An}”~ Ova {an}”™10spektlal xaraktenstikalari quyidagi

y/l\, = k,=n+ — + {*.} <I2i

ran = | +’\/_, {Xn}el2, (2.1.3)
I
An®d Amj n ¢ T, an>0. n=0,1,2,...,

shartlarni ganoatlantirishini ko:rsatgan edik. Bu yerda
T

«M = \] <p2(x, An)cte (2.1.4)

0 - e

bo‘lib, ip(x, A) orgali (2.1.1) tenglamaning
~A(0,A) = 1, Vv/(0,A)="A

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi belgilangan.
Lemma 2.1.1. Agar berilgan {An}~10 va {a n}~ 0 hagiqiy son-
lar ketm.a-ketliklari (2:1.3) shartlarni ganoatlantirsa, n holda ush-
bu =
/ \. (cos s/XiX cosn x\
<x)=1 — - XK - - (2-1-5)

funksiya w j(0,27r) Sobolev fazosiqa qarashli bo‘la.di. Bu yerda
«nS - ( 5\I|:]‘:> .-
Isbot. (2.1.5) funksional gatorni quyidagi

aPk) = £ [0 (cos - cosnx) + - “0) cos

ko‘rinishda yozib olamiz. Ushbu

belgilashni kiritamiz va quyidagi

cosylxitx —cosnx —cos(n + £n)sc—cosnx =
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X
= —sin Snx sinnX —2$in2—2 cosnNx =

= —bnx sin NnX — (sin 5nX — 5nXx) sinnX — 2sin2 cos nx
zZ

tenglikdan foydalanib, a(x) uchun yozilgan gatorni ikki guruhga

ajratamiz:
a(x) = Ai(x) + A2(x).
Bu yerda
, . 4 20jx™Ny sinnx 2u;x X—X n
Ai{x) = r Vv E— T — T” ' 0< x < 2T,
moz— N X 2, ,
n=I - 'V e
N2(x) = — COS\/AoN — - + f— — ~T}cosy/Kx-
0oco X n V «n oS/
2 vh-v sin N X
—_ X |_j, X
rto—=
n=|

2 x0~ > . &5~ . 0 SNX /
— 5" (sindnx —dnx) sinn X —-> sin — - cosnx. (2.1.63
2

n=Il n=l

Ushbu
*.=G(L), —h—4=“-{7n}€b,
—\WMn/ ana° n

munosabatlardan, (2.1.6) tenglikda ishtirok gilayotgan funksional
gatorlarning [O,ZEIGraliqda absolyut va tekis yaqginlashishi kelib
chigadi hamda ™ (x) 6 w@a(0,2x). Demak, a(x) G (0,2x)M

Xuddi shuningdek quyidagi lemmani ham isbotlash mumKkin.

Lemma 2.1.2. Agar berilgan {An}£10va {an}*LOhagigiy son-
lar ketma-ketliklari quyidagi

N+l
n =M+ + P=0,P>0,

~ X
~
L
o
1
=<
5

© 3
=

+ a2p+i =
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An 7Am, n 771, an> 0, 71> 0, {Xn}, {Xn} € fc,

shartlami ganoatlantirsa, n holda a(x) € ™ +1(0,27r) bo'ladi
Lemma 2.1.3. {An}~=0va {an}” 0 haqiqiy sonlar ketma-

ketliklari (2.1.3) shartlarni ganoatlantirsin. cq > 0 tayinlangan

son bo‘lsin. Agar {An}£LO va {«n}£LO0 , <*» > 0 hagiqiy sonlar

ketma-ketliklari quyidagi

5= E « n+l1)M)2

.71=0

shartni ganoatlantirsa, u holda

(cos\/\Ix mosV% x

a\x) ~ [ A 6 N~ (0, 2m),

71=0

a.
bo lib,

ol 12001 < e rmn L IEOOIYT < CS,

71=0

60 7acft. Tlerda

An V An + 60 xOinj,

(2.1.7)

¢ 0'zgarmas son {AN}JLO va {arn}£L0 ketma-ketliklarga va oq songa

bog'lig.

Isbot. Lemmaning shartiga ko‘ra

00 00 ~

71=0 71=0

@

< " vV o — - < c5.
\E ¢+ \ (6 )
71=0 n=0

(2.1.7) ifodani quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

1 1
a(x) =V ( (- """""" (COS y/\)O(-'-
anl
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+Tr- (cos \[ \nx — COS ) =

_ "2 n™Ml—2 1CO3\[Knx+
A V aﬂaﬂ V !

2 . (WA —\An)a . (v +V ™)
+23hsm o4 Sin [
Bu qatorlar absolyut va tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Shuning

uchun a(x) uzluksiz funksiya bo‘lib,

oo

MeK)| < < £ >,
n=o0 ' fo;;"".7..

baholash o‘rinli bo'ladi. (2.1.7) tenglikni differensiallab, a'(x) hosi-
lani hisoblaymiz:

\/\isin\/A~" \/A”sin \/A™N X\

) = - E:O - ar ar
e — ViR N i /A xar
- g Qn &n

(sin \[ \'nx —sin n/\nx)
\"

sin v X ;x+
« E

71=0

L, VZ r FC nfat+ VAu",
- X+

— (%/An - y An)cos
Gn

= Ax{x) HA2(x).

2G5



Bu yerda

n(\ Vk . 50—
=Y e smv K X +

N(-ry=£ ~ ( 2,n
Q" Vv 2

~-g(v/An - cos™ {9 .4

+ * £ - vE) (cos _ cos ™

9

(219 tenglikdagi qatorlar absolyut va tekis yaqinlashuvchi
bodib, ushbu

(D. ..........................
Y 2x\< c™"2 Vk - sk ,
=0
baholasli o‘rinli bodadi. tenglikdagi qgatorlar L 2(0,27t) fa-

zoning normasi bo'yicha yaqinlashuvchi bodib. quyidagi
IH i x)\\Li < cS,
baholash o'rinli bodadi. Bu baholashlardan foydalanib, lemma

isbotlanadi.
Teorema 2.1.1. (N. Levinson). Agar

\

N (u 1
( )du >V —-1Inv—c, €= const,
n

|

bo‘lsa, n holda f(x) € L 2(0,tr) funksiya uchun ushbu

m

cosVKxdx =0, n=0,1.2,
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tengliklaming bajarilishidan f(x) = 0 ekanligi kelib ehigadi Bu
yerda -

N(u) = £ 1

Lemma 2.1.4. Agar {An}~LO hagiqiy sonlar ketma-ketligi
(2.1.3) shartlar-ni ganoatlantirsa, u holda
{cosn/n~r}
I J 71=0
funksiyalar ketma-ketligi L 2(0, 7r) Gilbert fazosida to(a sistemani
tashkil giladi.
Isbot. Xn sonlar ketma-ketligi Levinson teoremasining shart-
larini ganoatlantirishini kod'satamiz. Hagigatan ham, yetarlicha

katta n larda An sonlar ketma-ketligi uchun
v ="+ £ (L).
bajariladi. Bundan esa N{u) = [u] + 1 bodib, ushbu

T >0, -
u

tengsizlikning o'rinli bodishi kelib ehigadi. Shuning uchun Levin-

son teoremasining sharti bajariladi. Demak.

00
|cos\/A’\rJ
\%

71=0
funksiyalar sistemasi L 2(0,7r) fazoda toda bodar ekan. m
Lemma 2.1.5. Agar ushbu {An}~10 sonlar ketma-ketligi

(2.1.3) shartlami ganoatlantirsa va ushbu

00

y~cncosy”™a:,

7720
funksional gator L2(0, 7r) Gilbert fazosida nolga yaginlashsa,
n holda On —0, n = 0,1,2,... boladi.
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Isbot. Quyidagi formula yordamida A chizigli operatorni
anigqlaymiz:

A(eosnx) = cosy /\nx.
A operator
A =/+ P,
koTinishga ega ekanini ko'rsatamiz. Bu yerda P kompakt opera-

tor. Buning uchun A operatorning cosnx bazisdagi matritsasini

(amn) orqgali belgilaymiz. U holda ushbu

.
amn = — 1 COS COSdeX =
)
o
-
- m cosnx + 5~ )cosmxdx =
o

.
1
omn + J otn[x) cosmxdx = Jmn+ Pmn,
n7r
0
tenglikka ega bodamiz. Bu yerda
m™
Pmn = --—— / cki(k) cosm xdX.
nnj
0

Parseval tengligidan ushbu

BOE" Y3

gatorning yagqinlashuvchiligi kelib ehigadi. Bu esa P — (Pmn)
operatorning kompaktligini ko'rsatadi. Lemma 2.1.4 ga asosan A
operator L 2(0, 1r) fazoni L 2(0, 1r) fazoga o'tkazadi. Shumng uclum,
Fredgolm teoremasiga ko'ra A~| = B mavjud bo'lib, uning uchun

B =1+ Q,
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tasvir o‘rinli va Q kompakt operator bo'ladi. Bundaii esa

ekanligi kelib chigadi.
Faraz gilaylik, ushbu

00

71=0
funksional gator L 2(0, 7r) fazoda nolga yaqinlashsin. U holda B

operatorni qo'llab, L2(0, 7r) fazoda nolga yaqinlashuvchi

gatorni hosil gilamiz. cosnx, n = 0,1,2,... funksiyalarning or-
togonalligidan Cn —0, n = 0,1,2,... kelib chigadi.1
Teorema 2.1.1. B banax fazosida quyidagi
(/+ My =1/,
(/ + No)yo = /o,

tenglamalarni garaylik. Bu yerda A va Aq operatorlar B banax
fazosida berilgan chiziqli chegaralangan operatorlar, | esa birlik
operator. Faraz qila.ylik ushbu

WA —Aq\ < (2]|ROID~1,



va
i2
IIR-Roll™MaiiReii2 -~ - .~ 11

bodadi. Bundan tashgari ushbu

\\YON <co(\NA-AONN + \\EO\N)

baholash o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda Co o‘zgarmas faqat [|Ro]| va ||/0]
fa bog'lig.
Isbot. Ushbu

I + A= (I + o)+ (A —Ao) —(/ + (A —jd4o)Ro)(7 + Ao),
tenglikdan foydalanamiz. Teorema shartiga ko‘ra
WAN-AOQ) W <1
bo'lgani uchun, quyidagi chizigli chegaralangan operator mavjud:

R= (/+N)-1= R0 + (A0- y4)Ro)_1 =

=R*(1T+E(70-A)Ro0/).
Oxirgi tenglikdan

[IRIl <2]IRoll,

»R ~ «»»E£ iM s 2,Rolj! " A " A
baholashlarni keltirib chigaramiz.

Endi y —Yyo ni baholaymiz. Bunirig uchun ushbu
y —yo= R/ —Ro/o = (R —Ro)/o + R(/ ~ /o)»
tasvirdan foydalanamiz. Natijada

llv - Yoll < 2||Rol|2 mll/oll ®\A - Ao\\ + 2||Ro|| =m||/ - /oil,

kelib chigadi.m



Lemma 2.1.6. Ushbu
|

h(x,u) + \] H{x,t,nW t,ii)dt = f(x,n)t (2.1.10)

0
integral tenglama berilgan bodib, lining H(x,t,fi) yadrosi va
fix . fj) ozod hadi fa param.etrga va x o'zgaruvchiga nisbatan uzluk-

siz bodsin. Agar ushbu
|
d(x,/a) + J H(x,t,/a)ip(t,fa)dt = O, (2.1.11)

birjinsli integral tenglama faparametming /xo giymatida fagat nol
yechimga ega bolsa, n holda /xo nuqtaning biror atrofida (2.1.10)
integral tenglamaning yechimi mavjud hamda x va /x ga nisbatan
uzluksiz funksiya boladi. Agar H(x, £ fa) va /(x, /x) funksiyalar m
marta fa parametr bolyicha uzluksiz differensiallanuvchi bodsa, n
holda (2.1.10) integral tenglamaning yechimi ham fi bo‘yicha m
marta uzluksiz differensiallanuvchi bodadi.

Isbot. 1. (2.1.10) integral tenglamaning #(x,t,/x) yadrosi

uzluksiz bodgani uchun, uni quyidagi
tf (X, t. fi) = #(X, t,/x0) + H(x, t.ff) = HO+ A,

krrinishda yozib olamiz. Bu yerda fi parametrning /X0 nuqta

atrofidagi giymatlari uchun
\H(x,t,n)\ < £,
tengsizlik bajariladi. Qulaylik uchun (2.1.10) tenglamani
O+ HOp+ Hp =/, (2.1.12)
simvolik kohinishda yozib olamiz. Fredgolm teoremasiga ko‘ra
(I + HQ~1operator mavjud. (2.1.12) tenglikka (| + #0)-1 opera-
torni ta’sir qildiramiz:

®+ {1+ Ho)~1H-tp = {I + Ho)-1/. (2.1.13)
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(/ J_HO0)~IH operator normasini hohlagancha kichraytirish
mumkin bo‘lgani uchun (2.1.13) tenglamaga ketma-ket yaqin-
lashishlar usulini goilash mumkin. Bundan esa ¢ (X, fX) yechimn-
ing \Xo nuqgtada uzluksizligi kelib ehigadi.

Il. Differensiallanuvchiligini isbotlash uchun H(x,t.fx)
funksiyani

H =Hm+ H

ko'rinishda yozib olamiz. Bunda
1 dmH
I-rlrm—l:r\';(.ﬂ[)@‘de iv-bl "

Bu yerda fx parametrning fxo nuqta atrofidagi giymatlari uchun
\H{x,t,n)\ < WU- Hole,

tengsizlik bajariladi. Lemma isbotining birinchi gismiga ko‘ra

(/ + Hm)~| operator mavjud. Demak, ushbu

O+ (/+Hny IHp = (I + Hny If,

tenglamaga ketma-ket yaqinlashishlar usulini qo‘llash mumkin.
Bundan esa [x" fX) yechimning \xo nuqgta atrofida «x bo(yicha m

marta differensiallanuvchiligi kelib ehigadi. 1

272



2-§. Gelfand-Levitan integral tenglamasi

Yuqoridagi paragraflarda {An}£L0 va {an}™=0 haqiqiy sonlar
ketma-ketliklari ushbu

-yt o+ g{xX)y = Xy, q(x) €£20, 1), \ (2.2.1)

f 1/(0)- MO) =10, her\ :
\y'(7r) + Ay(tr) = o, [lei?1, i Y
chegaraviy masalaning spektral xaraktenstikalari bodishi uchun

quyidagi

V~Xn = kn= n A h—, n=nh+H + - q(t)dt,
Y n e 20
<n = + —, {Xn} € h, {Xn} € 22, n n
z -

An "Am, ¢ 77, an>0, T7l=0,1,2,...,

shartlarning bajarilishi zarur ekanligi ko'rsatilgan edi.

Endi teskari masalani yechish bilan shugdillanamiz, ya’ni
(2.2.3) shartlarni qanoatlantiruvchi {An}*LO va {»n}~=0 haqiqiy
sonlar ketma-ketliklari yordamida (2.2.1)+(2.2.2) chegaraviy
masalaning q(x) potensialini va chegaraviy shartlardagi h, H son-
larni topish algoritmini keltiramiz. Buning uchun. ushbu

ip(XxjA) = cosVXx +J K (x, t) cos y/Xtdt, (2.2.4)

0 joooe o xd

almashtirish operatoridan foydalanamiz. Bu yerda K (X, t) haqiqiy
X

uzluksiz funksiya bodib, uning silliglik darajasi f q(t)dt funksiya-
0

ning silliglik darajasi bilan bir xil bodadi va
N
K{x, x) = h+ Jq{t)dt, (2-2-5)

0
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shartni ganoatlantiradi. Oxirgi tenglikdan ko‘rinadiki, agar biz
{An}"=o0 va sPektral xarakteristikalar yordamida (2.2.4)
almashtirish operatorining K (x :t) yadrosini topsak, u holda q(x)
potentsialni va /A, H sonlarni quyidagi
J 1N
g(x) = 2— K(xtx)t h = K(+0,4*0), H =1j—h—- 1| q(t)dt}
o
(2.2.6)
formulalardan topishimiz mumkin bodadi.
Almashtirish operatorining I<(X,t) yadrosini topishdan
oldin {An}”~™ 0 va {a7}£L0 spektral xarakteristikalar yordami-
da ushbu

p(x t)y=Y .(cos cos _ cosnxcosnt\ nan

71=0 * a’ a"
funksiyani tuzib olamiz. Bu yerda

Oo j | . "> »
(m n=o0.

F(x,t) funksiyani quyidagi tarzda yozish mumkin:
F(x,t) = ~Makx + £) + a(x —£)].

cos Y/IX~AX  cosnx

a(x) =22
n=0 4 an

Bundan lemma 2.1.1 ga asosoan F(x,t) uzluksiz funksiya

N

bodishi va
F'(x,x) € L 2(0,7t),

kelib ehigadi.
Teorema 2.2.1. Har bir tayinlagan x 6 (0,7] uchun, al-

mashtirish operatorining K(x,t) yadrosi ushbu
K@x,£)+F(x,*)+J K(xis)F(s}t)ds =0, (0 < t< x), (2.2.8)
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chizigli integral tenglamani ganoatlantimdi. Bu integral tenglama
Gelfand-Levitan integral tenglamasi yoki teskari masalaning
asosiy integral tenglamasi deb yuritiladi.

Isbot. (2.2.4) tenglikni cosy/\x ga nisbatan yechib,

X
cosV \x = ip(x, /) —f\] H (x,t)ip(t, A)dt, (2.2.9)

o
tasvirni hosil qilamiz. Bu yerda H(X,t) wuzluksiz funksiya.
(2.2.4) va (2.2.9) formulalardan foydalanib, quyidagi yig‘indini

hisoblaymiz:

A ip(xyAp) cos yIXifit _ y - ( cosYKKiX cosy/XffA

FOBY ~ J K(xus)cosylKsds |,
0

Ip(x, An) cosy /Kt

n=0

=N + r Xn)ds

Oxirgi ikki tenglikning o‘ng tomonlarini tenglashtirib, quyidagi
dy(M) = t) + t) + /3r(a;, t) + U ~x, t), (2.2.10)

ayniyatni hosil gilamiz. Bu yerda



Agar f(x) G AC[0,7r] absolyut uzluksiz funksiya bo‘lsa, u holda
yoyilma teoremasiga ko‘ra

-r

li / 1(£)®:y(a;, t)dt = 0,
NLL W (E)®;y(a;, t)

T T
lim [ H{OIN(xy)dt= [ H{OF{x dt,

JV->00
[0}
T

Jim f(t)IZ,N{x,t)dt:g)[ f(K (x,t)dt,

T w /X
lim J f{t)h N{x,t)dt = J f{t) ” K(x,s)F(s,t)ds

1o 0 \0
n
I\lWE:CJl f(t)h nr(a>£)dE =
)
fin LN rT

= ~Jim X f <ps,A,) f H(t, s)f(t)dt ds —
im o ] p(s ) (t, s)f(t)

0
T

= -1 }UH(t,x)dt



kelib ehigadi. X < t larda K(x,t) = H(x)t) = 0 deb aniqglay-
rniz. Endi (2.2.10) tenglikning ikkala tomonini f(t) funksiyaga
ko'paytirib, [0,7r] oraligda integralayrriiz va hosil bo‘lgan ifodada
N -+ oo bodganda limitga o‘tib, quyidagi

T T

] ok vt + J f(1)F (X, t)dkt+

(0] o

X

j K(x,s)F(s,t)ds dt
I m J
0 .0

-J fIOH{t,x)dt = 0,; -i.;/

tenglikni hosil gilamiz. /(>k) funksiyaning ixtiyoriyligidan

K(x,t) + F{x,t) + \] K Ok S)F($,£)ds — 4 (t,x) = 0,
o
kelib ehigadi. t < x larda H(t,>») = 0 bodishini inobatga olsak
(2.2.8) Gelfand-Levitan integral tenglamasi kelib ehiqadi.m

Endi {«n}*LO va {A~™}"™ haqiqiy sonlar ketma-ketliklari
(2.2.3) shartlarni ganoatlantirsin deylik. U holda (2.2.7) formula
yordamida A(xk,£) funksiyani tuzib olamiz va uni (2.2.8) Gelfand-
Levitan integral tenglamasiga qo:yamiz. Gelfand-Levitan integral
tenglamasi har bir tayinlangan »xx e (0, ] da ikkinchi tur Fredgolm
integral tenglamasidir.

Lemma 2.2.1. Har bir. tayinlangan x & (0, m] da
(2.2.8) Gelfand-Levitan integral tenglamasi L2(0,>) fazoda ya-
gona yechimga ega.

Isbot. (2.2.8) integral tenglama yeehimining mavjudligini
ko‘rsatish uchun, unga mos keluvchi bir jinsli integral tenglama

fagat nol yechimga ega ekanini ko'rsatish yetarli. Buning uchun
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ushbu
X

g(t) + | F(s.t)g{s)ds = 0, (2.2.11)
0
tenglama noldan fargli g(t) yechimga ega. bodsin deb faraz gilay-
lik. U holda

\] g2{t)dt+ | \] F(s,t)g(s)g(t)dsdt = 0,
0 00
yoki

ng(t)dt+ — (J g(t) cos tdt 1 —

-y 'n ([ g{t)cosntdt I =0, (2.2.12)
= v\ )
tenglik o'rinli bodadi. Bu tenglikda t > x larda g(t) = 0 deb

olamiz va ushbu

g(t) cosntdt
I «=0 7\

Parseval tengligidan foydalanamiz. Natijada (2.2.12) tenglik
quyidagi ko‘rinishni oladi:
\ 2
~J 9(t) cosy/X tdtj = 0.

Bu yerda aTl> 0, n —0,1,2,... ekanligini e’tiborga olsak,

X

J g(t) cos \f\ntdt = o, ri= 0,1,2,...



ya'ni

-
\] g(t)cosVKtdt =0, n=0,1,2,

o

kelib chigadi. Lemma 2.1.4 ga asosan {cos funksiyalar
sistemasi L 2(0. n) fazoda to‘la bo‘lgani uchun g(t) = 0 bodishi
kelib chigadi !

Shunday qilib (2.2.8) Gelfand-Levitan integral tenglamasining
yechimi mavjudligi ko‘rsatildi. Endi K(x,t) yechimning silliglik
darajasini aniglaymiz. (2.2.8) integral tenglamaning ko‘rinishidan
K(x.t) funksiyaning t ofzgaruvchi bo'yicha silliglik darajasi
F(x, t) funksiyaning t o'zgaruvchi bo‘yicha silliglik darajasi bi-
lan bir xil ekani kelib chigadi. Lekin K(x,t) funksiyaning X
o'zgaruvchi bo#icha silliglik darajasini to‘g‘ridan-to‘gri aytish an-
cha qiyin.

Faraz qilaylik K(x,t) funksiya (2.2.8) integral tenglamaning
yechimi bodsin. U holda (2.2.8) tenglamada

t Lx, s —sXx,

o:zgaruvchilarni almashtirib, uni

|
K (re, xt) + F(x, xt) + X\] N(x, xs)F(xs,xt)ds = 0, 0< t< 1,

(2.2.13)

ko‘rinishga keltiramiz. Quyidagi

K(x,xt) = ~(t,x),
XF(xs,xt) = #(£,s,x),

-F (x :xt) = /(£,x),
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belgilashlarni kiritsak, (2.2.8) tenglama
|

/ H(tjs,x)"M(six)ds = }(t,x),

0
ko‘rinishni oladi. Bu yerda X = \X parametr Kkiritsak oxirgi
tenglama ushbu
|
rp{t,n) + \] H(t,s,)j)ip(s,n)ds = (2.2.14)
0
ko(rinishga keladi. #(£,s,/i) yadro va ozod had uzluk-

siz ekanligidan lemma 2.1.6 ga ko'ra ip(tyn) funksiyaning uzluk-
siz bodishi kelib ehigadi. Shuning uchun I<(x,t) funksiya X
o'zgaruvchiga nisbatan uzluksiz bodib. uning silliglik darajasi
F(x,t) funksiyaning silliglik darajasi bilan bir xil bodadi. Xusu-
san,

~ K(x,x) e | 2(o,71),

UU Ifctui.
3-§8. Differencial tenglamani keltirib chigarish

Yugoridagi paragrafda (2.1.3) shartni qganoatlantiruvchi
{An}”~LO va {an}”™o haqigiy sonlar ketma-ketligi yordamida
K(x,t) funksiyani topish algoritmi keltirilgan edi. Topilgan
K(x,t) funksiyani (2.2.4) tenglikka qo‘yib,

X
<p(x, A) = cos\f\x 4—\] K (X, t) cos y/Xtdt, (2.3.1)
o
funksiyani aniglaymiz.
Quyidagi teorema teskari masalani yechish jarayonidagi

muhim bosqgichlardan biri hisoblanadi.
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Teorema 2.3.1. Agar K(x,t) funksiya (2.2.8) Gelfand-
Levitan integral tenglamasining yechimi bo'lsa} n holda (2.3.1)
formula orqali aniglangan g>(x, /1) funksiya ushbu

- YT+ q(x)y = Ay, 0<x< T, (2.3.2)
tenglamani va
ip{o,N) = 1, <p'(0, 1) = h: h= K(+0,+0) = -F (0,0), (2.3.3)

boshlang‘ich shartlami ganoatlantiradi. Bu yerda

a{x) = 2-~K{x,x). (2.3.3")
dx
Isbot. |I. Dastlab a(x) € W”iO”n) bo‘lsin deb faraz gilamiz.
Bu yerda
~ fcos”x cosnx\ n I ?, n >0,
Ushbu

J(x,t) = K{x, ) + F(x,t)+ f K{x,s)F{s,t)ds = 0, (2.3.4)
0

F(x,£) = ~Ma(x + t) + aar —£)], (2.3.5)

ayniyatni differensiallab, J<(x, t), Jtt(x, t) va Jxx(X,t) hosilalarni

hisoblaymiz:

JI(x,t) = K h(x,t) + Ft(x,t) + \] I<(x1s)Ft(sit)ds = 0, (2.3.6)

(0]

Jtt(x,t) = Ku(x,t)+Ftt(x,t)+J K (x,s)Ftt(s)t)d& = 0, (2.3.7)
.0

dK(x &)
Jxx(x,t) = K xx(x,t)+FXI(x,t)-\-----E)-(— F(x,t)+K(x;x)Fx(x}t)+
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dK(x,t)
+

F(x,t)+ ( Kxx(x,s)F(s,t)ds = 0. (2.3.8)
dx J

e=x
(2.3.5) tenglikdan
Fu{s,t) = F$s(s,t) va Ftlx>t)\t=Q= 0,

kelib chigadi. (2.3.6) tenglikda t = 0 desak,

8K (x,£)
=0 (2.3.9)
e=0
bodadi. Endi (2.3.7) tenglikda bodaklab integrallash goidasidan
foydalanib,ushbu

dF(s,t)

X

dK(x, s)

F{x,t)+ | Kss{x)s)F(s, t)ds = 0, (2.3.10)
ds J

1=X

tenglikka ega bodamiz. (2.3.4), (2.3.8), (2.3.10) tengliklardan va
ushbu

Jxxipbs0 ) a{w)d )t —

ayniyatdan foydalanib,
Kxx(x,t) - Kit(x,t) - q(x)I<(x,t)]+
X
+J [Kxxip,s) - F ss(x,s) - g(x)F(x,s)]F(s, £)ds = 0,
tenglikni topamiz. Bu esa bir jinsli Gelfand-Levitan integral
tenglamasi bodib, u fagat nol yechimga ega bodgani uchun
[<xx{Xyt) - K tt(x>t) - gq(x)K(xtt) =0, 0 <t< x, (2.3.11)

hosil bodadi.
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(2.3.1) tenglikning ikkala tarafini ikki marta diflerensiallab
<€(1, A) va ip"{X, A) hosilalarni hisoblaymiz:

V2'(x, A) = —V X sin VX x+K(x,Xx) cosVXX+\] K x(x, t) cos Vxtdt,

o
(2.3.12)

(pn{x, A) = —Acos VXX — VXK (X, X)sin VXx+

+ 4- j cos\/Ax 4- \] K xx(x, t) cos vOtott,

(2.3.12")
Endi (2.3.1) tenglikda ikki marta bodaklab integrallash
goidasini godlab quyidagi tenglikni hosil qgilamiz:

X<p(x, A) = Acos \/AX 4- A\] K(x,t) cosVxtdt =

= Acos \/AX 4-F(x, x) n/Asin V \x +

X

K t dK(x, t
dKx.t) cos VXX (x, 1) -/ K tt(x, t) cos Vxtdt.
J

dt t=x Ct 1=0

(2.3.1) va (2.3.12'") tengliklardan foydalanib,

<>, X)+Xip(x, X)-QIPK A) = ~2- - q(x)"j cos VX%

N - *yi
IKOGOL 4 1 kax(x, 1) - K'u(x, 1) - q()KextH] cos
t=0 J
ayniyatga ega bodamiz. Bu yerda (2.2.3"), (2.3.9) va (2.3.11)
tengliklarni inobatga olsak, tp(x, A) funksiya (2.3.2) tenglamani
ganoatlantirislii kelib ehigadi. Endi (2.3.1) va (2.3.12) tengliklar-

da X = 0 deb (2.3.3) boshlangdch shartlarni topamiz.
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M. Umiimiy hoi*ya’iii {An}”~ 0 va {<*,}”0 spektral xarak-
teristikalar (2.2.3) shartlarni qanoatlantirganda teoremani isbot>

laymiz. Bu holda lemma 2.1.1 ga asosan
a(x)ew }{0,271),
bo'ladi. <p(x}A) orqgali ushbu

mrNe A)+4(a;kK 1,A) = AN®,A)r (23 13)
£(0,A) = 1, <p'{0,\) = hy

Koshi masalasining yeehimini belgilaymiz. U holda ¢ (x,A) =

<#(x, A) ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun ushbu

n Xn,(j)

\An.(n « n-\ h

T (Xn,0)} €

n_ * E .~ (j)+ Xn,0)

ORI R A
ko:rinishidagi {ArXj)}n=0 va {<V(j)}n=0 hagiqiy sonlar ketma-
ketliklarini shunday tanlaymizki, natijada ular quyidagi shartni

ganoatlantirsinlar:

5i: (5ZKn+ 1)AU) —>*0, ] — 0o0..
.n=0
Bu yerda

£nG) = yi"n,(J) ~ VXn + <)~ ~nl-
Quyidagi- belgilashni kiritib olamiz:
COSy /ArX(j)X cosnx
j> L
n=0 An.)
Lemma 2.1.2 ga ko‘ra a™-(x) 6 (0, 27v), j > 1 bo(ladi.
Kj(x,t) orqali

Ki(x, t) + Fj(x,t) + f Kj(x,s)Fj(s.iyds =0, 0<t< x,

«'el m
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Gelfaiicl-Levitan integral tenglamasining yechimini belgilaylik. B.u

yerda
FAXSE) = ~aAx+ *) +aAx - 0L
Quyidagi
ag(x)= hj = Kj{+0, +0),
X
<Pj(x, N) = cos y/Xx + \] Kj(x, t) cos V\td t} (2.3.14)
o

formulalar yordamida </j(x),/ij, tpj(x, A), j > 1 ketma-ketliklarni

tuzib olamiz. Teorema isbotini birinchi bandiga asosan ushbu
~V2U(x, ) + qj(X)ipj(x, A) = Ntpj(x9A),
<~(0,A) - 1, y?%(0,A) - ;.
tengliklar o‘rinli bodadi. Lemma 2.1.3 ga asosan
_Iimx Ndj(x) —a)l| Wz\ = 0. (2.3.15)
e
Bundan foydalanib,
lim JIFj(x, t) - F(x,Dllw =0,
3100 2

tenglikni topamiz. Teorema 2.1.1 ga asoslanib, quyidagi limitlarni

hisoblash mumkin:

lim max \Kj(x,t) —K(x>£)|] = 0, , (2.3.16)
j-toc 0<f<x<7r
lim ||q, - <912 = lirahj = h. ‘ (2.3.17)

(2.3.1), (2.3.14) va (2.3.16) tenliklardan

lim max max|y?,-(x, A) —<p(X, A)| = 0,
j ->00 0<X<7T |A|<r

bodishi kelib chigadi. lkkinchi tomondan (2.3.17) ga asoslanib,

ushbu

lim max max|<?,(x, A) —<p(x, A)] =0,
j —o ¢ 0<a<?7T |A|<r



tenglikni topamiz. Bu esa

d(x, A) = b(x, A),

ekanini ko‘rsatadi.l

Izoh. I<(0,0) = -F ( 0,0) bodgani uchun

o‘rinli bo‘ladi. {An} sonlarning asimptotikasidan
LAY
H=w—h \J <itfidt
0
kelib chigadi.

4-§. Parseval tengligini keltirib chigarish

Yuqorida biz {An}JJLO va {an}”LO haqiqiy sonlar ketma-
ketliklari (2.2.3) shartlarni ganoatlantirgan holda ushbu

-y" + q(X)y = Ay, (0<x<7r), (2.4.1)

y'(0) - hy{0)= 0, Y(IT)+ HyM = >
chegaraviy masalani qurishga muva.ffag boddik. Gelfand-Levitan

integral tenglamasini yechib, K (x yt) funksiyani topamiz va ushbu

ip(x, A) = cosy/\x + \] K {x,t) cos y/Xtdt, (2.4.2)
o
funksiyani aniglaymiz. (2.4.2) tenglikni cosy/\x ga nisbatan

tenglama deb garab, uni yechsak quyidagi tenglikni olamiz:

C0s VAX = <p(x, A) + J A0k, A)dt. (2.4.3)

n
286



Lemma 2.4.1. Quyidagi ayniyat o'‘rinli:

t
H(x,t) = F(x.t)+ \] K(t,u)F(x,u)du, 0< t< Xx. (2.4.4)
o)

Isbot: |. Dastlab a(a:) E W1/2(0,27r) bodgan holni ko‘rib

chigamiz. (2.4.3) tenglikni ikki marta differensiallash natijasida

—/Xsin y/\x = <p'(x, A) 4 H(x, X)<p(x,A) 4 vJ H'x(x, t)(p(t, A)dt,

(2.4.5)
—AcosV \x = A) 4 #((#,X)'{x, A)4
fdH(x, x) 4t dH(x, t)
\ dx dx
(2.4.6)

tenglikni topamiz. Ikkinchi tomondan (2.4.3) tenglikning ikkala
tarafini (—A) ga ko:paytirib, so'ngra (2.3.2) differensial tenglamani

inobatga olsak quyidagi ]

—Acos VXX = M(x, A) —q(x)ip(x. A)4

4 J H (Xv A) - q{t)<p{|, A)}dt,

hosil bodadi. Oxirgi integralni ikki marta bodaklab integrallab,

(2.3.3) boshlang’ich shartlarni e’tiborga olsak, ushbu

—Acosy/Xx = ip"\x,A) 4 H (xyx)<f/(x, A)—

/ dH(x,t) f
| dt t—x Fam ez A
dH (x,
;: O hH(x,0)) 4 f (Hu(1) - qOH(Xy 1)<ph A)dt,
t=o Lo

0]
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tenglikka ega bo'lamiz. Oxirgi tenglikni (2.4.6) bilan solishtirib,

ushbu
dH(x,x) (dH(x,t) dH(x, t)
da; - 0 dx " dt e
ayniyatdan foydalansak, quyidagi
o it

i>0(z) + 6i(X)</~(x, A) + J b(x‘ t)ip{t,\)dt = 0, (2.4.7)

kelib chigadi. Bu yerda

hH(x,0)), bi(x) =2dH" "X\ q(x),
*=0 * dx
b(x,t) = H"x(x, t) - H'tt{x "t) + q(t)H(x,t). (2.4.8)

tenglikdagi <p(x, A) o‘rniga uning (2.4.2) dagi ifodasini

(2.4.7)

qo'yib, v

or ;- Y. S

“wmm bQ(X)4- b\(X) cosy/\x 4- \] B (x, t) cos y/Xtdt = 0, (2.4.9)
41 ivu >un 0 "

ayniyatni topamiz. Bu yerda

B(x,t) = b(x}t) 4-bi(x)K(x,t) 4-\] b(x,s)K(s,t)ds. (2.4.10)
t
= (n 4- | deb olsak, quyidagi

Agar (2.4.9) ayniyatda V x

bo(x) 4-J B{x,t)cos (n + 1) ~~dt = 0,

tenglik hosillbodadi. Oxirgi tenglikda n — oo bodganda lirnit-

ga o‘tib Riman-Lebeg teoremasidari foydalansak, bo(x) = 0 kelib

chigadi. Agar (2.4.9) ayniyatda \VA = ~ deb olsak,



hosil bodadi. Bu yerda yana Riman-Lebeg teoremasidan foy-
dalanib, n —¥ oo bodganda limitga o'tsak. 6i(rc) = 0 kelib chigadi.
Natijada, (2.4.9) tenglik

X e T . B

J B(x,t)cosVxtdt = 0,

ko‘rinishni oladi. Oxirgi tenglikdan B(x,t) = 0 ekanligi kelib
chigadi. Nihoyat, (2.4.10) tenglik ushbu |
X

b(x, t) + \] b(x,s)K(s,t)ds = 0,

kod’inishni oladi. Bundan esa, b(xyt) 0 ekanligi kelib chiqadi.
(2.4.5) tenglikda x = 0 desak,

9(0,0) = -/i, (2.4.11)

munosabatni topamiz. bQ(x) = bi(x) = b(x,t) = 0 bodgani
uchun (2.4.8) va (2.4.11) tengliklardan H (x,t) funksiya quyidagi

masalaning yechimi ekani kelib chigadi:
H x{x,t) - Ht{x)t) + g{t)H(x,t) =0, 0<t< x*

dH(x.t)

-hH(x, 0 = 0.
dt ( )

(2.4.12)
Aksincha, agar H(x,t) funksiya (2.4.12) masalaning yechimi
bodsa, u holda (2.4.3) o‘rinli bodadi. Hagigatan ham, ushbu

T(x, A) = <p(r, A) + J H (x, t)ip{t, A)dt,

belgilashni kiritib yuqgoridagi mulohazalarni takrorlasak, quyidagi

VI(X, A) + Xcb, A) = (zdHr ~ + Q)] b, X)~
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— hH(Xy 0) 4

vodt

+J (Hxx(x>t) - Huix<t) + g(t)H(x, A)<#,

0
kelib ehigadi. Oxirgi tenglikda (2.4.12) dan foydalansak, 7 (2,A)

funksiya quyidagi tenglamani ganoatlantirishiga ishonch hosil qi-
lamiz:
y"{x, A) + Xj{x, A) = 0.
Bu yerda
7(,A) =1, Y(0,A) =0,
bodgani uchun 7 (0, A) = cosy/Xx bodadi.

Endi ushbu
t

H(xyt) = F(xyt) 4 \] K (ttu)F(XyU)dUy (2.4.13)
0
belgilashni kiritib, H(x,t) funksiya (2.4.12) masalani ganoat-

lantirishini ko‘rsatamiz.
1) (2.4.13) tenglikni t o‘zgaruvchi bo'yicha differensiallab, t =

0 deb olamiz, u holda

dH{x,t)
= K(0,0)F(x,0) = hF(x,0),
dt <=0
bodadi. Bu yerda H(x, 0) = F(x, 0) ekanini hisobga olsak, ushbu
dH{x,t
X0 hH(x,0) = 0,
dt

t=o0
tenglik hosil bodadi.
2) Gelfand-Levitan integral tenglamasi va (2.4.13) dan

X

H(x,x) = F(xyx) 4 \] K(x}u)F(x,u)du = —K (xtX)
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tenglikni topamiz. Bu yerda (2.2.5) dan foydalansak,

X

H(x,x)= —h — q(t)dt

hosil bo'ladi.
3) Yana (2.4.13) dan foydalanib, quyidagi hosilalarni

hisoblaymiz:

H&x,t) = FZ{x, t) + F(x,t)+ K(t, t)F[(x, t)+
I
dK(t,u) _ . , .
+ dt - F(x,£) + ) K'tt(t,u)F(x, u)du:

i
HX{(x,t) = F~.(x,t) + \] K(t,u)F"x(x,u)du = '

= F"x{x, f) + J K(t, u)Fru(x,u)du =
0

= F.A(X,t) + K(t,t)FI(x,t +dK{t'u) F(X,£)+
- '(X!) (1) (X,) dt ’

u=t

t
+J kut wyFwdu, ‘
0

Yugoridagi formulalardan foydalanib

Nox(x,t)-HU(x,t) + gNe (x,t) = F(x,i)-

ayniyatni topamiz. (2.2.6) va (2.3.11) lardan

A(XLi)-% i) +9(t)%,t) = 0,
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kf-)n

TJ¥ <C-J1) funksiya (2.4.12) ni ganoatlantirganda ush-
CO%vAx = A(x. M+ I H{x, H<p(L, X)dt,
tasvw 0- )
243 AN yuqorida ko‘rsatgan edik. Bu tasvimi
1n tenglashtirib;
/ (#(x,t)- H(x. 1) ?{t, A)dt = 0,
M kfHl gilamiz. Bundan esa
H(x,t) = H(x,t)y
kelib ehiqgadi.

I1- Endi uxnumiy holni korib chigamiz, va’'ni a(x) € 1V](0, 2T
bo Ism ~Bu holda {An(j)}*=0 va {or,,.0)}*=a,j > 1bagqgiqiy sonlar
ketma-ketliklarira shunday tanlaymizki. natijada

aj(x) B IV? (O, 2tt); | > 1,
bo'lib.

vim 1jaj(x) - afX)\\ iyi =

J->2C

bo'lsin. U holda ushbu

lim max \Fj(x,t) — F(x,t)\ = 0,

J -K* 0<r<x<.T

lim max [KAXx, t) —K(x, »] =

[
o

I
o

I|m max Hj(x, t) — H (x, H)]

0<*<Xx<.T

Voatlarnlng bajaralishini kohsatisli mumkin. Yuqorida is-
mui

borlaiig™n x

# y(a\ t) = t) + \]Kj{t, u)Fj(x, u)du,

(0]
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tasvirdaj oo da limitga o‘tib (2.4.4) formulani hosil qilamiz.i

Teorema 2.4.1 (Parseval tengligi). Ixtiyoriy g{x) € L2(0,7)
funksiya uchun

n 00 (= \ A
f g2ydx = JI (J At | (2.4.14)
n=0

Parseval tengligi o'rinli bo'ladi.
Isbot. Dastlab ushbu
.
Q(A) = 1 g{t)<p(t,\)dt
0
belgilashni kiritamiz. (2.4.2) almashtirish operatoridan foydalanib
Q(A) ni quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:

T

Q(A) = J h.(t)cosVXtdt.

o
Bu yerda
-
H 1) —gb'l'\] K(s,t)g{s)ds. (2.4.15)
* * “r
Oxirgi tenglikdan gift) funksiyani topamiz:
m
g(t) = /r(€) + J H{s,t)h{s)ds. (2.4.16)
<

(2.4.15) dan foydalanib. quyidagi hisoblashlarni bajaramiz:

™ mo \

BITEGIER | ATP E) ] F [, 20t -

=Jg(t) jF(i,t) +J K(tiu)F(xlu)du jdt=

o/
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Oxirgi tenglikda Gelfand-Levitan integral tenglamasini va (2.4.4)

ayniyatni e’'tiborga olsak, quyidagi

™ X ™
J h(t)F(x,t)dt = J g(t)H(x}t)dt—\] g(t)K(t, x)dt, (2.4.17)
0 0 X

kelib chigadi. F{x,t) funksiyaning (2.2.7) ko‘rinishidan va Parse-

val tengligidan foydalanib
momr I

-
\] h2(t)d.t+ J J h(x)h(t)E(x,t)dxdt = \] h2(t)dt.+
o o o o
00 - 2'
‘£ J-[»J h(t) cosV K td t\ -+ h(t) cos ntdt
T=0 o .. / \o
_y " Q2{n2) /Q2An) _ Q2(n2\  ~  Q2(™n)
y Y e o s

tenglikni topamiz. Yuqoridagi tenglikda (2.4.17) dan foydalansak,

A = J h2()dt4-J h(x) 1J g(t)H(x}t)dt Jdx—
71=0 - o’ 0 \0

—§ h{x) ~J g(t)K(t,x)dtjdx =

™ ™ /A

=j h\)ydt+J 9(t) i J H{xt)h(x)dx dt—



J heo 1 g(t)K (t. x)dt J dx

kelib chigadi. Bu tenglikda (2.4.15) va (2.4.16) dan foydalansak,
ushbu
m T
Y2 @n = | h2{t)dt+ f g{t)(g{t) - h(t))dt—
II=0 0 $

\] h(x)(h(x) —g(x))dx = \] g2(t)dt
0 0
hosil bodadi.l
Natija. Ixtiyoriy f(x)yg(x) 6 L2(0,7) funksiyalar uchun

umuinlashgan Parseval tengligi

J f(x)g(x)dx = m i \W)dt o J g{t)ip(t, \ n)dt

0 n=0 "Vo IV o
(2.4.18)

o'rinli bodadi.
Endi Gelfand-Levitan algoritmi natijasida topilgan
X
p(x, An) = cos\/XnX+J K{x.t)cosAKtd t (2.4.19)
0
funksiyalar sistemasining o'zaro ortogonalligini ko'rsatamiz.
Lemma 2.4.2. Ushbu
1 (
[ V(t, An)V(t, Am)dt=\ °! MM m’ (2.4.20)
J la,,, n=m,
o v
munosabat o‘rinli.
Isbot. I. Dastlab f(x) 6 14~(0, Tr) bodgan holda quyidagi

oc
f(x) = ~2cnP{x,\n), (2.4.21)
n=0
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gatomi garaylik. Bu yerda

i m - L] i

Cn= — | f{x)tp{x> An)dx. (2.4.22)
I Qn

*:I*

Teorema 2.3.1 va bodaklab integrallash qoidasidan foydalanib,

A+ a(n)™ek, A))di. =

= r[ft/(°) - /'(°) + VK nn)/'(tr) - ¥=>*(>An)/(1r)+

3 <pix, \ ) (" (x) + a{x)f{x))dx],
0 ‘o

tenglikni topamiz. Bu yerda </?(x, A) yechim uchun olingan ushbu

J ...\ sin y/Xx
y2(x,A) = cosy/Xx + | h+i
,m j ~ 7T +

Lf ..taaVX(x-2t) n (e 1~
*+g (—
o \ g (
asimptotikadan hamda {AN}" 0 va {an}~10 spektral xarakteris-

tikalar uchun berilgan (2.2.3) shartlardan foydalanib, n -4 oo da
Cn, y?(x, An) lar uchun ushbu

CE (N A=A, xefa.

asimptotikalarni topish mumkin. Oxirgi asimptotikalardan

(2.4.21) gatorning absolyut va tekis yaginlashuvchiligi kelib chiga-

di. Umumlashgan Parseval tengligidan va (2 .4.22) formuladan foy-
dalanib, quyidagini
T

ff)gx)dx=2cn f Xn)dt =
o n=o i
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m Y _
= \] 9(t)% 2 W it, \n)dt = \] 9 (t)f(t)dt,
0 n=0 0 -\ -
olamiz. g(x) funksiyaning ixtiyoriyligidan f(x) = f(x), ya’ni
oc

fix) = 53 w fa, An),. (2.4.23)

71=0
yoyilma kelib chiqgadi.
Il. K > 0 sonini. tayinlab, f(x) = -<p(x, A*) deylik, u holda
(2.4.23) ga ko‘ra

oc .
<p(x, AK) = Cn,kV>(x, An),
n=0
m
on/t = — [ 'eflit, A/H)<p(i, An)cte, . t
&né
-d-413V N
bodadi. {cosy/X"x} funksiyalar L2(0,7) fazoda chizigli erk-
li va minimal sistema bodgani uchun (2.4.19) ga asosan
{(fi(x} An)3}~ 10 funksiyalar sistemasi ham minimal bodadi. Shuning

uchun
0, K,
CnK  &nkK I n=x
bodadi. m
Navbatdagi ishimiz Shturm-Liuvill chegaraviy' masalasining
ikkinchi chegaraviy shartini keltirib chigarishdan iborat.
Teorema 2.4.2. Ixtiyoriy n,m > 0 butun sonlar uchun
pli*, A») ip"{m,Am)
~r,A L) ® .,bny [ >
tenglik bajariladi.
Isbot. Ushbu {9 (2;, An)}’\LO funksiyalar sistemasining ortogo-

nalligidan va Grin ayniyatidan foydalanib

(p\ir, An)<E(7T, Am) - ~(7T, An) =0, (n ™y, (2.4.25)



tenglikni topamiz. Haqgigatan ham,

T

0= (an AR’ Xn)(p (xtX-ni)dx

(y?(a, An)y? (X .A70)
o

-Y (8, A»)p(sa, Am)) xZq = <p(7r, A,V (tr, AT )-(p'(Tr, An)(p(Tr, Am) -

-y>(0, An)v?'(0, Am) + <™(0, An)y=>(0, An») =

= <p(Tr, V fri "m) - </>V>K)<P{n, Am) -

-1 wh+ he-1= tp (70, An)(/?/ (7T, Are) - 'V iM TI) Are).

Agar biror n da tp(r, An) = 0 bo‘lsa, u holda (2.4.25) dan ixtiyoriy
m uchun ip(ir, Am) = 0 bo‘ladi. Bu esa

asimptotikaga ziddir. Shuning uchun

ixtiyoriy n > 0
ip(fr, An) ~ 0 bo‘lib, (2.4.25) dan

larda
4>\7T,An) (1?(7TT.Am) ~
A = Ay T H = const,
kelib chiqadi. Bu holda

An) + H (p(n,An) = 0, n > 0,

bo'ladi.

Teorema 2.3.1 va lemma 2.4.2 birgalikda {Aﬂ} N Qva {an}~Lo
haqiqiy sonlar ketma-ketliklari ushbu

-<p" + g(xX)tp = \<p,
<pl(Qr A) - Inp{O, A) = 0,
tp'{rr, 1) + H<p(k,\) = 0,

chegaraviy masalaning spektral xarakteristikalaridan iborat ekan-
ligini ko‘rsatadi. Bundan ushbu



tenglik kelib ehigadi. m

Teskari masalani yechish jarayonida olingan natijalarni teore-
ma shaklida bayon gilamiz.

Teorema 2.4.3. {An}~10 va {an}5)L0 haqigiy sonlar ketma-
ketliklari (2.2.1)+ (2.2.2) ko'rinishdagi q(x) 6 T2(0>Ir) koeffit-
siyentli biror Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining spektral xa-
rakteristikalari bo'lishi uchun (2.2.3) shartlarning bajarilishi zarur
va yetarli.

Teorema 2.4.4. {AN}" 0 va {an}~L0 hagiqiy sonlar ketma-
ketliklari (2.2.1)+ (2.2.2) kolrinishdagi q(x) 6 n~[0,7], N > 1
koeffitsiyentli biror Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining spek-

tral xarakteristikalari bo‘lishi uchun ushbu
N+1 /m'> 1
+ = + = > = - i
YN=n Vlvlvl' e =0 p>0 o 7H{x,,}6|2
j=
N+1

T v—v{j
) L vz apf\= o> P >o, W £ h,
=1
An i AM? RN T2 ~ n=o, 172, 3, v

shartlarning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi quyidagi algoritm bo'yicha
quriladi:

1.Berilgan {An}£L0 va {arn}£lo sonl3l' ketma-ketliklari yor-
damida F(x,t) funksiya (2.2.7) formuladan aniglanadi.

2.Gelfand-Levitan .integral tenglamasini yechib K (Xx,t)
funksiya topiladi.

3.Potentsial (/(s) va /1, H sonlar quyidagi

q(x) = 2-7"K(x,x), h = K(Q,0),
ax
-
H=u-h-"J g{t)dt
0
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formulalar yordamida topiladi.
Misol 1. Faraz gilaylik berilgan {An}£L0 va {a n}£|0 sonlar

ketma-ketliklari

A .
A\\nzn?, n>0,aan=Lb n>5b
qo, n= 0,200 7
ko'rinishda boflsin. Bu yerda c*o - berilgan musbat son.
Yuqgoridagi algoritm yordamida, berilgan {An}£|0va {an}™Lo
ketma-ketliklarga mos keluvchi Shturm-Liuvill chegaraviy
masalasini tuzamiz.
1. F(x,t) funksiyani quyidagicha aniglaymiz:
\ Van ,/ cosy/\"x cosyfint cosnx cosnt

R

F{x

cosy/X~XcosVX~ot 11 1
ao a§ ao s

2. Gelfand-Levitan inegral tenglamasini tuzib olamiz
K(x,t) + F{x,t) 4-J K(x,s)F(syt)ds=0, (0<t< x),

K{x,t) + a+ aJ K (x,s)ds = 0.

Ushbu

J K(x,s)ds = f(x)}

belgilashni kiritib, quyidagi tenglamani hosil gilamiz:
K(x.t) = —a —af(x).

Buni belgilashga go‘yib, f(X) ni topamiz:
ax

o = - 1-fax
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Bunga ko'ra

K{x,t) = N—

| + ax

3. g(x) potensial va /r, H sonlarni hamda ip(x, A) yechimni
aniglaymiz:

Q(X) = 27-K(x,x) = Z—/\ 2
ax

[ + ax)
h= A'(0,0) = —a,
H=co-h —\]J t)dt = — ~
2 %) 1+ atr ™
n
r
a sin V~\x
*>(*, A) = cos UWAT+J I<(X, t)cos VAtdt = cosx/Xx-

0

lL+ax y/N
Shunday qilib, ushbu

n 202 i
A awd? A
2'(0) + ay(0) = 0,
V() 4 - y(7T) = 0.

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini topishga muvaffaq bofldik.

Mustaqil yechish uchun mashqlar

Gelfand-Levitan algoritmini qofllab, quyida berigan {An}" 0

va {nn}n:05°nlar ketma-ketliklariga mos keluvchi Shturm-Liuvill
chegaraviy masalasini tuzing.



&k— tl = K I»

2) An=Tr, n> 0, an= aA'2 n= k- 2,
ao, n=0.
T
m> 1
3) Al=az(0<a<l) An=n-, n> lia, =<2
1 7, n =0
m
> 1,

4y A0= a2, (0<a<1), An=n\n> 1;an=.< 2

|'ag n=0Q

f n>1,
5) A0=-a2, Xn:n,n>1;a”=<2
m, n = 0.

6) Ao=-a2 An=n2, n> 1 an= < 2

a0, n=0.
2 1 )
+ n- 1
7YA,=n2n>0 a- 1= T+ dpe N }
n=20.
r2 a,;
I _o=n>1,
8) An=n2:n > 0; anl= T T «(j = const.
71 = 0

T
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5-§. Ambarsumyan sinfi hagida ma’lumot

Ta'rif 2.5.1. Ushbu

-y 7+ af{x)y = Ay,
<YW - MO) = 0, (2.5.1)
ky'(tr) + Hy{rc) = 0,

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasida q(mmr—Xx) = y(x) € C[0, 1

haqgigiy funksiya bodib, H = h chekli haqiqiy son bodsa, bu
masala V.A.Ambarsumyan sinfiga qarashli deyiladi.

</%x, A) orgali Shturm-Liuvill tenglamasining <0, A) = 1,
<//(0,A) = h boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechi-

mini belgilaylik. (2.5.1) chegaraviy masalaning xos giymatlarini
or(lali belgilaymiz.
Teorema 2.5.1. (2.5.1) Shtuim-Liuvill chegaraviy masalasi
V.A.Ambarsumyan sinfiga garashli bodishi uchun, ushbu

~(r,An) = (-1)n,n>0, (2.5.2)

tengliklam.ing bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. (Zaruriyligi). (2.5.1) Shturm-Liuvill chegar-
aviy masalasi Ambarsumyan sinfiga qarashli bodsin, ya’ni
g(ir - x) = gq(x), H = h. Agar A = A, (2.5.1) chegaraviy
masalaning xos giymati bo:lsa, unga mos keluvchi xos funksiya
ip(x, Art) bodadi. Bu holda y(x,An) = (f{n - x, An) ham shu
A = An xos giyinatga mos keluvchi xos funksiya bodadi. Buni
ko‘rsatish uchun (2.5.1) masalaga ip(x, An) funksiyani qolyib,
Tr—x = t almasht.irish bajarish kerak. Bu almashtirish natijasida
tenglama o‘zgarmaydi, ammo chegaraviy shartlarning o‘rinlari
almashadi xolos. (2.5.1) chegaraviy masalaning xos qiymatlari

oddiy (karrasiz) bo‘lgani uchun

ip{-K - x. A,) = bnip{x, A,,), n = 0,1,2,... (2.5.3)
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bodadi. Bu yerda;6n"‘o:zgdrmas sonlar. S
Ossillyatsiya teoremasiga ko‘ra, <p(x,\n) xos funksiya (0,7r)

oraligdan taildizga ega. Bu ildizlarning hammasi karrasiz. (2.5.3)

ayniyatga ko‘ra ip(x, Xn) funksiyaning ildizlari X = | nuqtaga nis-
batan simmetrik joylashgan. Bunga ko‘ra n toq bodsa, X = | son
© (x, An) funksiyaning ildizi bodadi va n juft bo‘lsa, X = | son

9?(ﬂ>An) funksiyaning ildizi bodmaydi.
Agar 1 juft- bodsa, (p (], An) 7~0 bodgani uchun, (2.5.3) ayniy-

atda x = | desak,.
*T o 2 » =bn(p i -
ya'ni.sn = | kelib ehigadi.

Agar i toq bo*lsa, ip (I, An) = 0 bodadi, shuning uchun
< (], An) 1~0 o‘rinli, aks holda differensial tenglamalar kursidagi
mavjudlik va yagonalik teoremasiga ko‘ra v?(x, An) = 0 bodadi.
Ziddiyat, chunki <p(Q An) = 1. (2.5.3) ayniyatdan hosiia olib,
so-ngra X = | desak,

! -
S (]>X) = w(] N |
ya'ni bn = —1 bodadi. Demak, T, An) = (-1)n, 7l =0,1,2,....

I, (Yetarliligi). Faraz qilaylik (p(Tr, An) = (—)n, 1= 0,1,2,...
shart bajarilsin. U holda ¢l(x) = (-\) n@E(T - x, An) funksiya

ushbu m. - . *
-yt +a{n- x)y = \y,
< y'(0) —Hy(0) —o, (2.5.4)
N [ y'(ir) + /iy(7T) = 0,
chegaraviy .masalaning A = Xn xos giymatga mos keluvchi xos

funksiyasi bodadi. Bundan tashqari ushbu

T T
\] fl(x)dx = J (X, Xn)dx
-0 0
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tenglik ham bajariladi. Shunday qilib (2.5.1) va (2.5.4) chegaraviy

masalalarning xos qiymatlari va norrnallovchi olzgarmaslari o'zaro

teng ekan. V.A.Marchenko teorernasiga asosan q{r —X) = <?#),
H = h kelib chigadi.m
Teorema 2.5.2. Agar (2.5.1) chegaraviy masala

V.A.Ambarsumyan sinjiga qarashli bo‘lsa, ushbu
man= (-hHmelnam, n=01,2, .. (2.5.5)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda

A =*A0-a)yn ~r~
Ar=l

Isbot. Ushbu
- b, A+ g{xX)y(x, A) = Aip(x, A), (2.5.6)
ayniyatdan J1 bo‘yicha hosila olamiz
YU M+ a()ipeA) = Ip(x, )+ XX, X).  (257)
(2.5.6) va(2.5.7) ayniyatlarni mos ravishda ¢ (x, /1) va (X, /1)
ga ko:paytirib, ikkinchisidan birinchisini ayiramiz:
VR(.t, ) = <27@HX)D(x, 1) - b (X, A<p(r, N1) =
= [y/0k, A)O(s1, 1) - cp'K, A)y>(x, M]". (2.5.8)

(2.5.8) tenglikni X bo‘yicha [0, 7r] oraligda integrallasak,
T
\] ip2(x, X)dx = (f(rr, M0 (Tr, A) - 0, m~(r3n), (2.5.9)
0
tenglik kelib chigadi. Bu yerda 0(0, /) = 0, 0'(0, /1) = O tenglik-
lar ishlatildi.
(2.5.9) tenglikda N1 = Xn deb. ushbu

yj'(T, A,) + h>p(ir, A,,) = 0,
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tenglikni hisobga olsak, quyidagi'«

T
an = \] E2{x,"\n)dx"'=-hip(Tr}\ n)v(7r\n)-<p*'(Tr,\n)ip(7r,n,) =
o 4L
Im an im <
= -~ (Tr, Am[N(7r, An) + kT, N1,,)]1= -</?(r, An) 4 (An), (2.5.10)

formula hosil bodadi. Bu yerda 4 (A) =  <'(7r, A)*+ hip(7r, A)
funksiya (2.5.1) chegaraviy masalaning xarakteristik funksiyasi.
Oldingi paragraflarga ko‘ra <y,
00 \ _ \
O(A) = <A0-A)]~1~— (2.5.11)
fc=
yoyilma o‘rinli. .
Teorema 2.5.1 ga ko‘ra <™7r,An) = (—I)n bodgani uchun

(2.5.10) tenglikdan (2.5.4) formula kelib chigadi. m
Teskari masala. Faraz qilaylik bizga {An}”i0 hagiqgiy sonlar
ketma-ketligi berilgan bodib. u ushbu
y~Ki= n A~ -F—, {7Tn} € h (2.5.12)
n n n
asimptotikani ganoatlantirsin. U holda (2.5.5) formula yordamida
ushbu

an= (:1)n+RA(An) (2.5.13)

haqiqiy sonlar ketma-ketligini tuzib olamiz. Bu ketma-ketlik

uchun- -*1e o o ; *

=72 + m e h , (2.5.14)

I n
asimptotika o'rinli ekanini koTsatamiz. Buning uchun teorema

2.4.3 dan foydalanamiz. Spektri {An}~ 0 bodgan qo(x) €
-k2(0,7r), h0O, Ho G R 1 koeffitsiyentli Shturm-Liuvill chegar-
aviy masalalari cheksiz ko‘p. Shulardan biri {An, a®= f}%LO

spektral xarakteristikalarga mos keladi:

-ay" + gqo{x)y = \y, (2.5.15)
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r J W()- JloY(O) = o,
\y'(7¢c) + HOy(n) = O. 1

J

Bu chegaraviy masalaning xarakteristik funksiyasi uchun quyidagi

tenglik o'rinli:
w 1 —n

Oo(1) = ~(tr, 1) + HBYO(IM, A) = Tr(Ao - A)A A r ~ = O (J)-

K=1
Bu yerda <po(z, A) orgali (2.5.15) tenglamaning <po(0, A) =

1,

~o(0) A) = hO boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yeehi-
mi belgilangan. (2.5.15)-f(2.5.16) chegaraviy masalaning a® = |,
n > 0 normallovchi ol!zgarmaslari uchun (2.5.10) formula ofrinli,

ya'ni

= a° :J (P%{x, Xn)dx = -<po(k, A,)[(A,). (2.5.17)

Bu tenglikdagi (po(ir, A,) ketma-ketlikning n —= 00 dagi asimp-

totikasini topish uchun ushbu

sin \V/A:

VA A) = cos \WXx-f {ho + 1jj <oft)dt VA

-‘j'—'Q]X @/ s’ vIA(2t —K)eN + Q

asimptotik formuladan foydalanamiz. Bunda »x = T va VA
~ /yn

\/A"= n+ L iin= — I —deb olsak, u holda guyidagi
n n

. sin(n + |)7r
~o(Tr, An) = cos(?z + In)7T+ ~/i0+ ~J go(t)dt
n+ 5n
T
1

"2(d ™ )/ 9oW Sin((n+ W(R2E - *)N1 + ™ V(n+
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= (—D H?]\< —J[ go(t)smn(2t —ir)dt-Jrg f\n—

2
\ O0A
(2.5.18)
asimptotikaga ega bodamiz. Bu yerda
= - - |/ goWsin(2€ - 7nNncft + £ ‘ I, {cn} 6 fe-

<~so(7r, AN). ketma-ketlikning (2.5.18) asimptotikasini (2.5.17) ga
go'yib, ushbu
A =-[-D«+ b4 (An)
z n

tenglamani hosil gilamiz. Bundan
m

A(@>- -n .1,-& - «-> «* |2M9)
mn

tenglikni topamiz. Endi topilgan (2.5.19) asimptotikani (2.5.13)
tenglikka qo'yib ushbu

Nz (] £ 1) = e (AT e 2

asimptotikani hosil gilamiz. Shunday qilib {A,.}*10 va {an};JI0O
sonlar ketma-ketliklari teorema 2.4.3 ning shartlarini ganoat-
lantirishini ko'rsatdik. Bungako'raGelfand-Levitan algoritmi yor-
damida ushbu
~y" + gfy = Ay,
Y(0)-Mm0) =0, . (2.5.20)
y'{m + a7/(7r) = o,
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini tuzamiz. Bu yerda q(x) €
L2(0,7t), h, H e R}.
Endi bu chegaraviy masalaning Ambarsumyan sinfiga tegish-
li ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun <p(ar,An) = (—)n ekani-
ni ko'rsatish yetarli. Shu magsadda an = —7, Aa)A(An) va
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an= (—l)n+tlA(An) ifodalarni solishtirib '«
A i) = (-1)n, n=0,1,2,...

tengliklarni topamiz. Teorema 2.5.1 ga asosan (2.5.20) =che-
garaviy masala Ambarsumyan sinfiga tegishli bodadi, ya'ni
air —x) = q(x), H=h. = < n =« Ve
Shunday qilib, klassik asimptotikani ganoatlantiruvchi bitta
{An}~ 0 spektr yordamida Ambarsumyan sinfiga tegishli yagona
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini topish mumkin.

6-§. Chegaraviy shartlarda y(aT) = 0 gatnashgan
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi uchun teskari masala

Quyidagi

-yT+g(x)y = Ay, (0O<x< T ' (2.6.1)

f y'(0) —hy(0) = 0,
\ y) =0 "~
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini qaraylik. Bu yerda q(x) €
C{0, m] haqigiy uzluksiz funksiya va h chekli hagiqiy son. Birinchi
bobning olt.inchi paragrafida (2.6.1)-(2.6.2) chegaraviy masalaning
finxos giymatlari va an *normallovchi o~garmaslari uchun ushbu
VA = n4-l+ Mn ¢ tbni no T , {Xn} € 22,
2 [n+1)T n
(2.6.3)

(1) = av

a)=| +7-, ctp>0, n>0 {X">}€la (264

v

asimptotikalar olingan edi. Bu yerda



ip(x, A) orgali (2.6.1) tenglamaning
<p{0,A) = 1, <//(0,A) = A =

boshlangfich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini belgilay-
lik. U holda (2.6.1)-(2.6.2) chegaraviy masalaning xarakteristik
funksiyasi d(A) = V?(tt, A) kofrinishda bo‘lib, uning uchun ushbu

00 AN

(“ 6
formula o'rinli.
Birinchi bobning sakkizinchi paragrafida ushbu
-yt +ax)y = Ay, (2.6.7)
y'(0) - Ay(0) = 0, y'(7r) + Ay(7r) = 0, (2.6.8)

chegaraviy masalaning A(A) = v?'(T, A) + Hip(1r, A) xarakteristik
funksiyasi uchun
@ A*-A
J1(A) = (A0 —A)JIJ —, (2.6.9)
k=1
formula ofinli bo'lishi kofisatilgan edi. Bu yerda {An}” 0 orgali
(2.6.7)-(2.6.8) chegaraviy masalaning xos giymatlari belgilangan.
Ular uchun ushbu

/AN=n+ —+ —, An”™ Am, m, ' <h, (2.6.10
ynnmrl‘l m n”~m, {in) (2.6.10)

-
¢Gi—h H (]gJ q(t)dt.
o
asimptotika ofinli.
Lemma 2.6.1. (2.6.1)-(2.6.2) va (2.6.7)-(2.6.8) chegaraviy
masalalaming xos giymatlari almashinib keladi, ya'ni

AN~ Yo~ A, n > 0, (2.6.11)
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tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Isbot. Quyidagi

AWHip{x,\),ip{x,n)} = (A—n)<p{x, X)ip(x, I—)|

ayniyatni [0,7] oraligda integrallaymiz:

(A-u) \] <p(, V(P fi)dx = W{(p(x, A),.<a(x.A)}*=£ =
0

= tp(M, AV (tt, f]) - <pin, fj.)-
-tp(0,X)ip*{0,fi) + tp'(0,X)ip(0,13,) = d(\)<p'(ir,id.)-(p'(Tr,\)d(iA) =
= d(\)[A(p.) - Hd(iD)} - [A(A) - HA{A)]d(p) =
= d(A)AC*t) - A (A)<ag.

Oxirgi tenglikda g -> A limitga o‘tsak,

T
\] q2{x, \)dx = d(A)A(A) - A(A)d(A), (2.6.12)
0

kelib ehigadi. Bunda F(A) = ;KLI,(A). d(A) = é’Krf(A). Xususan,
(2.6.12) tenglikda A = An deb olsak,

A
an= J R(x, \n)dx = —A(A,)d(An), (2.6.13)
0
hosil bodadi. (2.6.12) tenglikni quyidagi ko{rinshda yozish
mumkin: T

a 4 [ * 4* .-
0
d(A)A(A) - AA)d(A) = d,M(A)\ W on

= — 1 -k {~w)\v o {]d

311



Bu tenglikdan funksiyaning (—oo0,80), (finHn+1), n > 0

oraliglarda monoton kamayuvchiligi va
ro AA)
A—=fint

kelib chigadi. Bundan va xos giymatlarning (2.6.3), (2.6.10)

asimptotikalaridan (2.6.11) tengsizlik kelib chigadi. m
ip(x, JT) yechimning asimptotikasidan foydalanib quyidagi tas-
digni isbotlash mumkin.

Lemma 2.6.2. (2.6.1)+(2.6.2) va (2.6.7)-h(2.6.8) chegaraviy
masalalaming xarakteristik funksiyalan uchun

A(AN) = (-ir +1] + {*.} 6 h,

d{xn) = (-1)" + Ww 6 h,

(2.6.14)
asimptotikalar o‘rinli. Bunda

signA(An) = ()n+l, n > 0,
signd(An) = (—)n, n > 0.

Yugoridagi paragraflarda go'llanilgan usullar yordamida

(2.6.1)-(2.6.2) kohinishdagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi
uchun ham teskari masalani yechish mumkin. Bu holda Gelfand-
Levitan integral tenglamasining yadrosi ushbu

~ fcosO ~ Qcosy/jmt 2 . 1. 1.1
1 m

- cos(n + r) xcos(n + -)IN
a- 2 2 ]

F(X’t) =

n=o 1

ko‘rinishda bo'ladi.

Teorema 2.6.1. {An}JJLOva {04”}r—o haqiqiy sonlar ketma-
ketliklari (2.6.1)+(2.6.2) ko'rinishdagi g{x) 6 L2(0.7r) koeffit-
siyentli biror Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining spektral xa-

rakteristikalari bo‘lishi uchun (2.6.3)-(2.6.4) shartlaming bajaril-
ishi zarur va yetarlidir.
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Misol. Quyida

m

1)L||'|:'\[n+|3/ , NPo =i 2

(Qo, M=o,

2)no=0, /n,= (n +0 ,n>1 awWw =", n>0

sonlar ketma-ketliklari berilgan. Bu yerda ao - ixtiyoriy musbat
son. Gelfand-Levitan algoritmi yordamida berilgan {An}£L0O va
{an'}n=0 sonlar ketmarketliklariga mos keluvchi (2.6.1)+(2.6.2)
ko‘rinishdagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini tuzing.

7-8. Differensiallanuvchi va absolyut uzluksiz funksiyalar
sinfida teskari masala

Quyidagi
-yt a{x)y= Ay, 0<x <, (2.7.1)

f 2(0) - hy(0) = 0O,

\ y'(o) + ffy(0) = o, 1
chegaraviy masalani garaylik. Bu yerda q(x) potensial m-marta
differensiallanuvchi hagiqiy funksiya bodib, g¥y\x) € LI(0,7r) va
h, H - chekli hagiqiy sonlar. (2.7.1)-r-(2.7.2) chegaraviy masala-
ning xos giyinatlarini {An}£L0 va normallovchi ozgarmaslarini
{™J5S=0 orgali belgilaylik. U holda {A.n}JLO va {ori}” =0 ketma-
ketliklar uchun quyidagi asimptotikalar o‘rinli:

n =n+i +—+tfb + 7 ’ {2-7.3)

an= . ) . 0 (274

Bu yerda

"H LT awa .
ao — - - q(t)dt, u(2.7.5)

0
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ao, va b0, o‘zgarmas sonlar, 1 = [—]. Agar m juft son
bodsa, u holda

1
\n

in = o(l) va vn = o
agar m toq son bodsa, u holda J
varn=5(l)

bodadi. Bu asimptotik formulalarni m = 0, ya'ni q(x) € LI{0,7r)
hoi uchun isbotlaymiz. Umumiy hoi ham shu tarzda amalga oshi-
riladi.
£(x, A) orgali (2.7.1) tenglamaning =
y?(0,A) = I, ip'(0,A) = /i, (2.7.6)
boshlangdch shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini bclgilaymiz.

U holda (2.7.1)+ (2.7.2) chegaraviy masalaning xos giymatlari,

ushbu ‘ .,'m
ANTr,A) + Ay?(7rA). = 0, (2.7.7)

xarakteristik tenglamaning ildizlaridan iborat bodadi.

.Yuqoridagi paragraflarda ip(x, A) uchun

X
<p(x, A) = cosn/Ax + \] K (x,t) cos Vxtdt, (2.7.8)
0 /IC o /ce. |
X mee T -
cos y/Xx = ip(x>A) + \] H(x,t)ip(t,\)dt, (2.7.9)
0

tasvirlar olingan edi. Bu;yerda K(x,t) va #(0k,£) - (m + 1)
tartibdagi hosilalari bilan jamlanuvchi funksiyalar bodib,

X

K(x,x) = h+ ~J gft)dt, dKé:’t) =0, (2.7.10)
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X -

H(x,x) = -h -~ J q(t)dt, ~ hH(x, t)J = 0,
° (2.7.11)

K(x,-t)=0, H(x,-t) =0, t>0, - (2.7.12)

K{x,t) = 0, H(x,t) = 0, t> X, . (2.7.13)

shartlarni qanoatlantiradi. Agar m > 1 bodsa, 1 holda

AN T SR T - OM K (i), (2.7.14)

(27.15)

od'inli bodadi.

Agar m = 0 bodsa, u holda K (x,t) funksiyaningbirinchi hc
lalari L1(0,7r)fazoga tegishli bo‘ladi. Shuning uchun (2.7.7) xarak-
teristik tenglama quyidagi -ko'rinishni oladi:

— Yy /\'sSin n/ATE + [AATT, 7r) + 9] cosVATr+
-
+\] [HK(nJ) + "K{x,t)\ x*]cosV\tdt = 0. (2.7.16)

Bunga asosan, n —> 00 da An —» -boo bodishi ravshan. Bundan

tashqari yetarli katta n larda (birinchi yaginlashishda)
sin VIARK+ Q (y=") = *>
bodadi. Rushye teoremasidan foydalanib,
“\N/vr =T7m+ 0 (- ),
r + O \n

ya'ni

asimptotik formulani keltirib chigaramiz. Endi
n =7+ —+ —, (2.7.17)
n n -

315



deb olamiz. Bunda/n —0 (n —00). (2.7.16) tenglamaga asosan:

. . - .
iy «*+ b +o0 LW ( K{*»>K)+H\ [+ Ol ~
(J»n n —\nrJ n [Kd ) Tiz
m™
HK(x,t) + — K(x,t) cos y/Xntdt = 0.
~ X
(2.7.18)
Bu yerda
T
d
/ cos ~tdt -> 03 n — 00,
(2.7.19)

bodgani uchuii (2.7.18) tenglikdan

aar,7ry + 4
Qg =m—r (2.7.20)
I

kelib chigadi. Agar ushbu
-
mri)= h+ ~J q(t)dt
0
tenglikdan foydalansak,

T

1 .
a0 =e-----—---- + — [ q(t)dt,
r a®

koeffitsiyent topiladi.

Shunday gilib, m — 0, ya'ni q(x) 6 LI(0, n) holda (2.7.3)
asimptotika isbotlandi. Endi on lar uchun (2.7.4) asimptotikani
keltirib chigaramiz. Buning uchun (2.7.8) tasvirdan foydalanib

y 4 sinnx sinnx =/I\
y7(x, An) = cosnx —a0 LK (x,x) —
n \nJ

asimptotik formulani topamiz. Oxirgi tenglikdan ko'rinadiki ye-
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tarli katta n larda

0
bajariladi. Bu esa q(x) E Lx(0,7r) bodgan holda (2.7.4) asimp-
totikaning o'rinli ekanini bildiradi.

Berilgan {An}~ 0va {cvn}” 0 haqigiy sonlar ketma-ketliklari:
ganday shartlarni ganoatlantirganda (2.7.1)+(2.7.2) ko‘rinishdagi
biror chegaraviy masalaning spektral xarakteristikalari bodishi
mumkin degan savolga quyidagi teorema javobberadi.- \

Teorema 2.7.1 (l.M.Gasimov, B.M.Levitan). {A *}~
va {a,}~ 0 hagiqiy sonlar ketma-ketliklari (2.7.1) +(2.7.2)
kolnnishdagi} q(x) (g(m\x) '€ LI(0,/K)) koeffitsiyentli Shturm-
Liuvill chegaraviy masalasining spektral xarakteristikalari bo ‘lishi
uchun quyidagi shartlarning bajarilishi zarur va yetarlidir:{

(2.7.22)

cosnxcosni (2.7.23)

funksiyaning (m + 1) - tartibli hosilalari (0 < x,t < Tr) sohada
jamlanuvchi..

Isbot (Zarunyligi). Faraz gilaylik {An}£LOva {a n} * 0 haqiqiy
sonlar ketma-ketliklari (2.7.1)+ (2.7.2) ko'rinishdagi m)(rc) E
L1(0}7) koeffitsiyentli Shturm-Liuvill chegaraviy. masalasining
spektral xarakteristikalaridan iborat bodsin. U holda yuqorida
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keltirilgan usul yordamida (2.7.21), (2.7.22) asimptotikalar o'rinli
bodishini ko'rsatish mumkin.

Endi (2.7.23) tenglik yordamida aniglangan F (x,t) funksiya-
ning (m + 1) - tartibli hosilalarining jamlanuvchi funksiya ckani-
ni ko'rsatish lozim. Buning uchun t < x deb olamiz. (2.7.21)-
(2.7.22)asimptotikalardan (2.7.23) gatorning yaginlashuvchiligi
(hech bo'Imaganda L2(0,7r) fazoning normasi bo'yicha yaginla-
shuvchiligi) kelib chigadi. Shuning uchun quyidagi

it X t
J J F(u)v)dudv = —J J cos ¥ Xqucos y/x~vdudv—
00 00

x t

Xt °° .
r'% / J/f<fcoeVEncoeVS® 2cosnu cosnv Ldudv,
| I J

*

o 0

tenglikda cosy/X”x funksiyani tp(x, Aw) orgali ifodalaymiz, ya’'ni

X
AB\fXNX = <X,

0

tasvirdan foydalanamiz. Bunda H(x, t) funksiyaning (?n + 1)-

tartibli hosilalari jamlanuvchi, chunki g~ (x) G L!(0,7r). Bu al-

mashtirish natijasida quyidagi tenglikka ega bo'lamiz:

X t - .
\] J F(u,v)dudv = S I7/ m\n)y{v,An)dudv+
o

00 n=1 %



X t fUVvV -

+ 5 i f duJ dv
n=l§ o Vrono
xt 2 sinnx sin nt
T W - n2
n=
Oxirgi ifodada Parseval tengligidan foydalansak, ushbu
' ,o m(" me - V
I \] F(u, v)dudv = J dU\] H(s,u)ds4r\] duJ H(s,u)ds-\-

00 o] 7 0 u . n

+\] dsj H(g,s)duJ H(v,s)dv,
0 0 s. . - f

tenglikka ega bodamiz, [ |

Bii teiiglikning ikkala tomoniga da operatorm_ qorlilaymiz.
Natijada ushbu fod - ;-
t ir--
F(x,t) = H(x,t) + H(tyx) + \] H (xrs)H (t,s)ds1
0
tenglik hosil bodadi. t < x bodganda H{i, x) = 0 bodgani udhun
t

r y - v

F(x,t) = H(x,tf+ / H(x, s)H(t, s)ds~ "' (2.7.24)

e m-T*, r

»oee

bodadi. (2.7.24) tenglikdan F(x, £) funksiyaning (m -f 1) - tartib-
dagi hosilalari jamlanuvchi ekani kelib chigadi, chunki i/(x, £)
funksiyaning (m + 1) -tartibli hosilalari jamlanuvchi.

Teorema isbotining yetarlilik gismi xuddi 2-4-paragraflardagi-
rlek ko'rsatiladi. m .. o 4L

Teorema 2.7.2 {An}”™ 0 va {an}J*LO hagiqiy sonlar ketma-
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ketliklan ushbu

y/K=n+ —H-b+o0 (—",/m™ A
1 T — /

« .-b+ M oc K (2725)
an> 0,n = 0,1,2, ...;a0,tti,60 = const,
sha.rtlarn;i ganoatlantirsa, n holda shunday absolyut uzluksiz q(x)
funksiya va h, H haqiqiy sonlar topilib, {A ~}” va {an}” Osonlar
ketma-ketliklari (2.7.1)-(2.7.2) ko'‘nnishidagi chegaraviy masala-
ning spektral xarakteristikalandan iborat bo 4adi.
Isbot. Teorema 2.7.1 ga asosan ushbu

F(x, t) = — cos \Aoa: cos \/Aot—
Qo
1 ( cos yfXnXcosV K t
r > cosnx cos nt
m N\ on m

n=1 4

funksiyaning birinchi tartibli hosilalari (0 < & < T, 0<t<7r)
togplamda absolyut uzluksiz ekanligini ko'rsatish kifoya. Bulling
uchun quyidagi

ooNn / N N \
a(fa) = ¥Y" (— cosy/XnX —- cosnx ), (2.7.26)
N~ ve*n ™ /

funksiyaning birinchi tartibli hosilasi 0 < x < 2% oraligda
absolyut uzluksiz ekanligini ko‘rsatish yetarli. Agar {An}JJLO va
{<*»}£Lo ketma-ketliklarning asimptotikalarini (2.7.26) ga go'ysak,
u holda. birinchi tomondan, ikki marta differensiallash mumkin
bodgan qatorlar ajralib ehigadi, bu gatorlarning ikkinchi tartibli

hosilalari L1(0, 7r) fazoda yaginlashadi. Ikkinchi tomondan, ushbu

sinnx
X n

T —x
ko‘rinishidagi gator ajraladi. Bu gatorning yig'indisi —-—, x G

(0,27t) ga tengligi matematik analiz kursida ko'rsatilgan. Xusu-
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san, bu funksiyaning birinchi hosilasi absolyut uzluksiz funksiya
bo'ladi. =

Teorerna 2.7.3. {An}jJI0 va {an}”™o hagigiy sonlar ketma-
ketliklari (2.7.1)-(2.7.2) ko‘rinishdagi q(x) (qn(x) 6 Z/'(0. it)) ko-
effitsiyentli Shturm-Liuvill masalasining spektral xaraktenstikalari
bo ‘lishi uchun ushbu

. do _ ai n f_.
\/An—n\ ——————— +H— {7n} 6 hy
n n 6 né6

a . b) i m ,
“n=2 +

AndAMB Mg 77, /in>0, 7=0,1,2,..,

asimptotikalami ganoatlantirishi zarur va yetarlidir.

Teorema 2.7.4.{An}~ 0 va {«n }”™ hagiqgiy sonlar ketma-
ketliklari (2.7.1)-(2.7.2) kolrimshdagi g(x) € C~OjTt] koef-
fitsiyentli Shturm-Liuvill masalasining spektral xaraktenstikalari

bo‘lishi uchun ushbu
y)\n_ n\---gg—l-—-- + .y An‘/LArry n 771,
, T Tr

=7+ + + = n>0, 7=0,1,2 ..
2 7 n

(2.7.27)

asimptotikalami ganoatlantirishi zarur va yetarlidir.

Isbot (Zarunyligi). Faraz qilaylik, {Ag}*10 va {an}” 0 son-
lar ketma-ketliklari (2.7.1)-(2.7.2) ko'‘rinishidagi q(x) 6 C'00™, 7
koeffitsiyentli Shturm-Liuvill masalasining spektral xarakteris-
tikalari bo‘lsin. U holda \nva an uchun (2.7.27) asimptotikalar-
ning o'rinli ekanligi 1 bobda ko'rsatilgan edi.

(' Yetarliligi). (2.7.27) asimptotikalami ganoatlantiruvchi Anva
an sonlar uchun (2.7.1)-(2.7.2) ko'rinishidagi q(x) e C'oo[0,7r]
koeffitsiyentli chegaraviy masalaning mavjudligini ko'rsatamiz.

Berilgan {A,,}" va sonlar ketma-ketliklari yordamida
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tuzilgan ushbu
A ri > 9 'l
a(ty=V {— cosy/X™ —%cosnx\ m (2.7.28)
_ T J
funksiyaning cheksiz differensiallanuvchi ekanligini ko‘rsatish Ki-
foya.

N ixtiyoriy natural son bodsin. Agar (2.7.28) tenglikka (2.7.27)
asimptotikalarni qo‘ysak, u holda bir tomondan N marta had-
lab differcnsiallash mumkin bodgan gator hosil bodadi, ikkinchi
tomondan x o;zgaruvchining ko‘phadlariga ko‘paytirilgan ushbu

(o]0}

E na-(2n1<4d +2), (2.7.29)
71=2 71

00
(2k<N + 2), (2.7.30)
n n=I .
ko'rinishidagi gatorlarga ajraladi. Bu gatorlarning yig‘indlari
0 < x < T bodganda cheksiz differensiallanuvchiligini ko'rsatsak
teoremaning yetarlilik gismi isbotlangan bodadi. Shu maqgsadda
(2.7.29) gatorni 2k marta, (2.7.30) gatorni (2k — 1) marta dif-
00 sinTIX
ferensiallab, Y ko‘rinishdagi qatorni hosil gilamiz. Bu qa-

n=1 n
0 <k

torning yigdndisi — — , x € (0,27t) ga tengligi matematik analiz
z

T™—X
kursidan ma’'tum. Ushbu f(x) = —-—, x 6 [0,27r] funksiyani
cheksiz marta differensiallash mumkin. m
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8-§. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ikki spektr
yordamida tuzish algoritmi

1946 yili G.Borg, Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi uchun
teskari spektral masalani o'zgacha qo'yilishini tavsiya qildi. Jum-
ladan, Shturm-Liuvill difFerensial operatorini fagat bitta chegara-
viy shart bilan farg qiluvchi ikkita Shturm-Liuvill chegar-
aviy masalasining spektrlari yordamida tuzishning yagonaligini
koarsatib berdi.

1964 yilda 1.M.Gasimov va B.M.Levitan ikki spektr yordami-
da Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini tuzish algoritmini ishlab
chigdilar.

Bu paragrafda G.Borg yagonalik teoremasini va ikki spek-
tr yordamida teskari masalani yechishning 1.M.Gasimov va
B.M.Levitan usulini keltiramiz.

Shu magsadda quyidagi chegaraviy masalalarni qaraylik:

-y" + a{x)y = Ay,
y'(0)- MO)=0, . (2.8.1)
y'(7ry + Hy(7i) = 0,

-y "+ a{x)y = Xy,
y'(0) - Aiy(0) = O, (2.8.2)
«/(tr) + Ay(tr) = 0,
-y" +a{x)y = Ay,
y'(0) - M0) = 0, (2.8.3)
YUTF) + |7|y(7r) = o,
-y" + ax)y = Ay,
1/(0) - MO) =0, (2.8.4)
_y'(tr) + Ay(tr) = o.
Bu yerda q(x), q(x) & C[0,7r] haqigiy uzluksiz funksiyalar bo‘lib,
h, hi, h, h\, H va A chekli hagiqiy sonlar.
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(2.8.1), (2.8.2), (2.8.3) va (2.8.4) chegaraviy masalalarning xos
giymatlarini mos ravishda {An}£L0, {m,}S=0i {*n}£=0 va {£n)S=0
orgali belgilaylik;.

y(x, JT) va dp(x, JT) funksiyalar (2.8.1) va (2.8.3) masalalardagi
differerisial tenglamalarning mos ravishda ushbu

DO, A) =1, ip(0,A) = h, ¢[0,A) =1, tp(0 A) = ft,

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlari bo‘lsin. Bu
chegaraviy masalalarning. normallovchi o'zgarmaslarini mos ra-

vishda - . ,
™ ™
On=/ d\xy\minx, .an=J g2(x,.\n)dx, n =0,1,2, ...
. , 0= if B
orgali belgilaymiz. TY

Teorewa 2.8.1. (G.Borg) Agar An = An, (M —,.¢n, n =
0, 1 2, .. bolsa, n holda

X' a{x) = q(x), h=nhf ~ =/} H —tf,

bodadi. v 'V \%

Isbot. Birinchi bobdagi. (1.16.25)formuladan foydalanib,
berilgan {A,}“ 0, {"n}~ O spektrlar yordamida {an}”~o nOl-
mallovchi o'zgarmaslar ketma-ketligini aniglaymiz:

-(hi —h) = lim y/\it), (2.8.5)

M-*o0

n="°_. 2" - e (2-8-6)
Mh nk=o » [ i
fcn ;

it- .- A\
Xuddi shuningdek, {An}£LO va {£ n}£L0 spektrlar yordamida

{an}”™o normallovchi o‘zgarmaslar ketma-ketligini topamiz:



&n= kl v I_I-* y'. n=0 12 ... (2.8.8)
Hn~An“|mfik~An

Teorema shartlaridan foydalanib, ushbu
h\ —h = h\ —h, (2.8.9)
Qi=an, n=0,.1, 2, (2*8.10)
tengliklarni hosil gilamiz.

Shunday qilib. teoremaning shartlari bajarilganda {An, an}”i0
va {Anj an}f£=o spektral xarakteristikalar ustma-ust tushar ekan,
ya'ni

An= An. &n = 7i 0,1 2 ..
V.A.Marchenko yagonalik teoremasiga asosan q(x) = q(x), h = h,
H = H tengliklar bajariladi. (2.8.9) tenglikda h = h ekanligini
e'tiborga olsak, hi = hi kelib chiqadi. =

lzoh. Borg., yagonalik. teoremasi,, chegaraviy shartlarida
() = 0 gatnashgan Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi uchun

ham oTinli bo'‘lishini ko'rsatish mumkin.
Buning uchun quyidagi chegaraviy masalalarniqaraymiz:

-yt +a{x)y = \y, (2.8.11)

f y'(0) - hy(0) = 0,
[ yXity + Hy(%) = O,

-yt ax)y = \y, (2.8.13)
Jrto)-M o0)-o0, (2814)
\ 2IM = o

-y" +a{x)y = Xy, (2.8.15)
f V() - M) =0 6)
I y{n) + Hy{TT) =0, ol

-y" + a(x)y = Xy, (2.8.17)
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rto)-«o) = o,
[2IM =0

Bu yerda q(x), q(x) G C7[0,7r] haqiqgiy uzluksiz funksiyalar bo:lib.
/i, h, H va H chekli haqgiqgiy sonlar. (2.8.11)-(2.8.12). (2.8.13)-
(2.8.14), (2.8.15)-(2.8.16) va (2.8.17)-(2.8.18) chegaraviy masala-
larning xos giymatlarini mos ravishda {An}, {*n}, {An} va {4,}
orgali belgilaylik. (2.8.11)-(2.8.12) va (2.8.15)-(2.8.16) chegaraviy
masalalarning norrnallovchi o'zgarmaslarini mos ravishda an va
dn orqali belgilaylik. U holda quyidagi tasdiq o‘rinli.

Terema 2.8.2 (G.Borg). Agar An = \n, fjn = Ot n > 0
bodsa, v holda

a(x) —aq(x), h=h> H=#,
bo lladi.

Isbot. A(A) va d(A) orgali mos ravishda (2.8.11)-(2.8.12)
va (2.8.13)-(2.8.14) chegaraviy masalalarning xarakteristik
funksiyalarini belgilaylik. U holda

an= -A(An)d(An), (2.8.19)

formula o‘rinli bo'lishini oltinchi paragrafda koTsatgan edik.

Agar (2.8.15)-(2.8.16) va (2.8.17)-(2.8.18) chegaraviy
masalalarning xarakteristik funksiyalarini mos ravishda A(A) va
d(A) orgali belgilab olsak, u holda

=" A(An)d(An)) 7" 0,
O‘rinli bo'ladi. Teorema shartlaridan foydalanib ushbu
n >0,

tenglikni hosil qgilamiz. Bundan ko'rinadiki {An,a,}”™n va
|ar> dn] spektral xarakteristikalar ustma-ust tushadi.

V.A.Marchenkoning yagonalik teoremasidan

ACK) = q(x)y h=h,4H = H,
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kelib ehigadi.m

Endi ikki spektr yordamida teskari masalani yechishning
I.M.Gasimov va B.M.Levitan usulini keltiramiz.

Teorema 2.8.3. {An}”™ 0 va {/*n}*L0 haqiqiy sdnlar ketma-
ketliklari. (2.8.11)-(2.8.12) va (2.8.13)-{2.8.14) ko'rinishdagi
g(x) G L2(0,7r) koeffitsiyentli Shturm-Liuvill chegaraviy masala-
larining spektrlari bo‘lishi uchun ushbu

1) Ao < Jio< Ai < fii < X< Ne< A3< ..'< An< Un<
Anti N ees

2) VNi = oo h—l_l,{Xn}E h, )(/]]an n+8+7(n_+7T\_7I'b

a; M Wi, {xn } e /2,
shartlarning bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. Teorema shartlarining zarurligi yuqoridagi paragraflar-
da ko‘rsatilgan edi. Bu yerda biz teorema shartlarining yetarlili-
gini koTsatamiz.

Faraz qilaylik, {An}£10:va {Mn}*0 ~a®dy sonlar ketma-
ketliklari teorema shartlarini ganoatlantirsin. Ushbu

m \ \ (00) -\
A =% (N o-A)N ~ &)=M r171"-
=1 71 n=o(n + 2/

funksiyalarni tuzib olamiz. Teoremaning ikkinchi shartidagi
asimptolikalarga asosan yuqoridagi cheksiz ko'paytmalar yaqin-
lashuvchi bo'ladi. (2.8.19) formula yordamida ushbu

an=  A(An)d(An), r

ketma-ketlikni tuzib olamiz. Endi- {Ah}”0 va {{AIKILO sOI"8*
ketma-ketliklariga Gelfand-Levitan usulini qo'llab q(x) funksiya
va Ir, H sonlarni topamiz.

Teorema 2.4.3 dan foydalanish magsadida {an} sonlar ketma-
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ketligi ushbu
T v 1

@n= 7N n {*»} 9
asimptotikani ganoatlantirishini ko‘rsatamiz. Ar> fin laming
asimptotikalarini bilgan holda an laming asimptotikasini aniglash
giyin masala. {an} ketma-ketlikning asimptotikasini topish
uchun teorema 2.4.3 dan foydalanamiz. Speklri {An}*LO bodgan,
(2.8.11)-(2.8.12) ko‘rinishdagi, qo(x) € Lr(0,7r), /ro, #ci 6 RI
koeffitsiyentli Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi cheksiz ko:p.
Shulardan biri {An, a® = |} spektral xarakteristikaga mos kela-
di:

(-y" + qo(x)y = Ay,

I y(0) - oy(0) = 0, y(m+ HO{7m) = 0.
Bu chegaraviy masalaning xarakteristik funksiyasi uchun quyidagi
tenglik o‘rinli:

Ao(J1) = 7r(Ao - X)f] = O(A).
M=1
Xuddi beshinchi paragrafdagidek, ushbu
A(An) = (-ir+1] +~,
asimptotik formulani keltirib chigarish mumkin. Xuddi shu-
ningdek. spektri {Mn}£L0 bodgan, (2.8.13)-(2.8.14) ko‘rinishdagi,
gi(x) € L2(0,7r) koeffitsiyentli cheksiz ko;p Shturm-Liuvill chega-
raviy masalasi mavjud. Shulardan bittasi a4n = §] spektral
xarakteristikalarga mos keladi:
f Y7+ qi{x)y = Ay,
\ Y'(0) ~ Niy(O) = 0, y{m) = 0.

Bu chegaraviy masalaning xarakteristik funksiyasi uchun quyidagi
tenglik o‘rinli:



Bundan tashqari ushbu

D
d(A») = (.-IT + ~ , {xPleh,

asimptotik formula bajariladi. Bu yerda
sign 4(A,) = (1),I+1. n > 0, signd(An)= (—)n, n > 0.

Bu topilganlarga asoslanib, an uchun ushbu

a, = -N(A,VMA,) = - [(-1)n+lf + f ] (-1T +

- xf?
2 n {X£°}€
asimptotikani topamiz. Endi teorema 2.4.3 dan foydalanib,

{An, spektral xarakteristikaga ega bo‘lgan yagona
-yt ax)y = Ay,
y\0) - MO) = 0,
y{m+ Hy{m =0, ,

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini tuzamiz.

Endi quyidagi
'+ D)y = Ay,
y'(0) - hy{0) = 0, (2.8.20)
y(tr) = 0,

chegaraviy masalani garaymiz. Bu chegaraviy masalaning spek-
trini orgali belgilaylik. U holda fin = /h, n > 0 ekani-
ni ko‘rsatsak teorema isbotlangan bo'ladi. (2.8.20) chegaraviy

masalaning xarakteristik funksiyasi d(A) bo‘lsin. U holda
ocn = -A (A n)d(An), (2.8.21)
tenglik bajariladi. Bu yerda
NAy=1r(Ao-A)n ™0 dA)=n f L=t-

»-1 N n-0 («+5)
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Ikkinchi tomondan (2.8.20) chegaraviy masalaning tuzilishiga

Ko'ra Y
an= -F (An)d(An), (2.8.22)
bodadi. (2.8.21) va (2.8.22) tengliklardan d(An) = d{\n, n> 0
kelib ehigadi. . , « f|e
Quyidagi
- d(\)-d(A
(A)" AA) .

butun funksiyani tuzib olamiz. Bu yerdagi d(A) va d(A) xarak-
teristik funksiyalar uchun ushbu

[d(A)j < Ce N d(A) <Celrl, r = Im%/A
asimptotikalarning: o'rinli ekanini ko'rsatish mumkin. Buning
uchun ip(xyA) yechimning quyidagi

vKz,A) = a (eili*);
asimptotikasidan foydalanish kifoya. Endi [(A) xarakteristik
funksiya uchun topilgan - e ji. =l .

IAA)] > Caln/Ale”, %WA=pe Gs, Y\> R*

baholashdan foydalanib,

W AJK qg#1, Ae Gs, Y\> R*

tengsizlikni. topamiz. Analitik funksiya moduli maksimum
printsipiga va Liuvill teoremasiga asosan 2(A) = 0, ya'ni d{\) =
d(A) bodadi. Buridan esa yn= An, n > 0 kelib ehigadi. =

Teorema 2.8.4. {An}”I0 va {/in}*=0 Na®®dY sonlar ketma-
ketliklari mos ravishda ushbu

-yt +ax)y = Ay, (0<x <7,
y:;m - hiy{0) = 0, hxeR\ (2-8.23)
y'ifi) + Hy(ir) = 0, H 6 A1,
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[ -y" + Ay = Ay, (0< X< ),
- y{0)—lay(0) = 0, h26 N1, (28.29)

~2/(r) + A /(1) = 0,
ko'rinishdagi a(x) € L2(0, 7r) koeffitsiyentli Shturm-Liuvill chega-

raviy masalalarning spektral xarakteristikalari bodishi uchun

quyidagi
1) Ao fiQ< Ai < /ii < ... <An< [il1<cAn+i < ...
2)'/K = n+—+—,{7n} e I2. =n+—+— ,{%} e l2
2 7 Tb

T
shartlarning bajarilishi zarur va yetarli. Bu yerda

Im{g(rr)} = 0; h\®/i2, ™~ dc2, h2 - hi= T1(2- CI).
(2.8.25)
Isbot. Zaruriylik gismi yuqoridagi paragraflarda ko'rsatilgan
edi. Quyida biz teorema isbotining yetarlilik gismini ko‘rsatamiz.
Faraz qilaylik {An}*LO va {/in}%Lo haqigiy sonlar ketma-
ketliklari  teorema  shartlarini  ganoatlantirsin.  Quyidagi
funksiyalarni tuzib olamiz:

0 \ —\ Oun —X
O(A) = Tr(A0- A)Y [ - AIA) = T(20- A)D e m

n=l n"
Teorema ikkinchi shartidagi asimptotikalarga asosan bu cheksiz

ko'paytmalar yaqinlashuvchi bo‘ladi. Ushbu

(29X>
formula yordamida {an}£10 hagiqiy sonlar ketma-ketligini tu-
zib olamiz. Endi {An}~10 va {a,}” 0 sonlar ketma-ketliklariga

Gelfand-Levitan algoritmini qo'llab q(x) funksiyani va h, H son-
larni topamiz. Buning uchun avvalo {a n}” o sonlar ketma-ketligi
quyidagi

«, =17 m e 12 «<n>0 n=0,12.. (282
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shartlarni ganoatlantirishini ko'rsatishimiz lozim. Shu rnagsad-
da teorema 2.3.4 dan foydalanamiz. Spektri {A ,}” 0 bodgan
(2.8.23) ko'rinishdagi qo(x) G L2(0,7r), /ro, #0 € H1 koeffitsiyentli
Shturm-Liuvill chegaraviy masalalari cheksiz ko'p. Shulardan bit-

tasi 1 An,,a4°Vv Vo spektral xarakteristikalarga mos keladi:

-y" + Qo{x)y = Ay, 0<x < it
y'(0) - hOy(O) = 0, (2.8.28)
_Yy'(v) + HAoy(tT) = 0.

Bu chegaraviy masalaning xarakteristik funksiyasi

<0 - A
Ao(A) = ¥0O(7r, A) + Ho<po{il; A) = Tr(A0- A4 n- — = AO(A)
n=t L
ko‘rinishda bo’ladi. Bu yerda ipo(x,\) orgali (2.8.28) tenglama-
ning’-- 1,;’ ec -m ‘i*-h 1 . V weji* P R S |

VO@QA) =1, VOOA) = f)

boshlangdch shartlarni qganoatlantiruvchi ‘ycchimi belgilan-

-n.

gan. (2.8.28) chegaraviy masalaning {°4° j normallovchi
o'zgarmaslar ketma-ketligi uchun quyidagi y -

- v T

=400 = \ = j <pl{x;\,)dx = r-ip0(n, AN)4(A,) (2.8.29)

formula o'‘rinli. Awalo biz (2.8.29) tenglikdagi {<JM)(r>An)}*LO
ketma-ketlikning asimptotikasini topamiz. Buning uchun po(x, A)
yechimning ushbu -
- f x

m<po{x, A) = cos Vxx + \hO+ - go{t)dt
r.. ¢

sm VAa:
a

DN HON ae
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asimptotikasidan foydalanamiz. Bu yerda x = 1, Va = Va; =
n4-6n 51= —H deb, (1T} AN) uchun quyidagi WU

¥o(m, A,) = (-1)“ + = {On} 6 12,

_Dn+|
0 , - 2 Jqo(t)5|n2ntdt4- n

]
asimptotikani topamiz. Bu ifodani (2.8.29) tenglikka qo'yib

tenglamani hosil gilamiz. Bundan esa ,

A(A,) = (-1)n+1] + {(*»} 6 12 (2.8.30)

hosil bo‘ladi.
Xuddi shuningdek, yana teorema 2.4.3 dan foydalanib,
= —3 spektral xarakteristikaga mos keluvchi
2Jn=0

(2.8.23) kohinishdagi q(x) G L2(0,7r), h, H G R koeffitsiyentli
yagona Shturm-Liuvill chegaraviy masalani tuzib olamiz:

-Y'+ai¥y=A, 0<  m,
'(0) - %(0) =0, (2.8.31)
v 2/'(tr) 4- Ay(7r) =

¥>£, A) orgali (2.8.31) chegaraviy masaladagi differensial
tenglamaning (0,A) = 1, £(0, A) = h boshlang’ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz. U holda bu chegaraviy
masalaning xarakteristik funksiyasi uchun
00 _ 4
A(A) = O\T,A) + Nd{T, A) = 7r("0- A)JIJ —g = a1

n=1
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tenglik crrinli bo'ladi. Endi Ai(An) = A(A,) ketma-ketlikning
asimptotikasini topish uchun almashtirish operatoridan, ya'ni
<p(x, A) yechimning ushbu
X
<p(x, A) = cos VXx 4-J K (x, t) cos Vxtdty
0

<E'(x,A) = - ¥XsinV\x+

+ K (x,x) cos V\x + J K'x(Xyt) cos Vxtdty
0
integral tasviridan foydalanamiz. Bu yerda x = 7r, VA = =
n 4 5Myén= F4_F' {7n} 6 h deb

Ai(An) = -(n -I- &) sin(n 4- 5n)™ +

1/~ \
+ /1+4 + - [ g(E)dE Jcos(n + &,5)7T+

m n
+J  Kx(ir, t) cos(n 4- + M) K (kyt) cos(n 4- S)tcft
0
tasvirni hosil gilamiz. <£(x, A) va <£'(x, A) funksiyalarning integral
tasvirida x = T, VVA = =n4S, Sn= 4- 7n} € h
o v n* Nt
e

0= Ai(/xn) = A(/X,) = -(n 4 &)sin(n4 &)7r+ (Ir+ A+

4~]) q(t)dt] cos(n + ~nyTra-

0
A

4] K'x(iTyt) cos(n 4 4 A4J) K(7Tyt) cos(n + G)tdf
0 0
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tenglikni hosil gilamiz. Bu tengliklardan foydalanib

Ai(An) = Ai(A,) - Ai{fin) = -(n 4-6n)sin(n 4- 5n)Tr+
4-(n 4- 6n) sin(n 4- £n)Tr+

A
4 ~raH+ | adty Jeostn 4 £)7r - cos(n 4 )] 4-

4-\] [K'X(T, L) - N K (T, /)][cos(n 4 )t - cos(n 4 6n)t]dt

0
tasvirni topamiz. Bundan

Ai(An) = (-lI)n(c2-c nT+ {A} €12 (2.8.32)

2 - Cl)‘] [Kr(T,i)4 - HK(7T,t)]tsin ntdt

0
kelib chigadi. Topilgan (2.8.30) va (2.8.32) asimptotikalami
(2.8.26) tenglikka qo'yib, (2.8.25) dan foydalansak, (2.8.27) ke-
lib chigadi. (2.8.26) formulaga muvofiq barcha an, n > 0 sonlar
bir xil ishorali. normallovchi o‘zgarmaslarning asimptotikasiga bi-

Ai =

noan yetarli katta n larda an > 0. Demak, oin>0, n > O.
Endi teorema 2.4.3 dan foydalanib, {A,, ctn}*LO spektral

xarakteristikaga ega bodgan yagona " fi
-yT4q(x)y = Ay, a{x) e L20,7),
< y'(0) - /uy(0) =0, hieR\ (2.8.33)
y'(7r) 4- tfy(7r) = 0, H e R1,
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini topamiz. (2.8.25) formu-

ladagi ushbu /
2= hi + (Q2—Q)7T

335



tenglikdan foydalanib h2 sonini topib olamiz va quyidagi
-yt a(x)y = Xy,
yw - hxy{0)=10, ' (2.8.34)

y{nr) + Hy{®) = 0,
chegaraviy masalani gqaraymiz. Bu chegaraviy masalaning xos qiy-
matlarini {rn}”10 orqali belgilaymiz. Agar rn= /xn.n —0,1,2....
ekanligini ko'rsatsak teorema isbotlangan bo’ladi. Bulling uchun
(2.8.33) chegaraviy masaladagi differensial tenglamaning
¥>0,A) = 1, <p'(O,\) = hi,
va
~(05A) — 1, A = TR
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlarini mos ra-
vishda ip(x}A) va (@} A) orqali belgilaymiz. U holda ushbu
-m _ N1, A) 4 Hd(m, A
maw NA)-+ A ANAND!
funksiyaning qutb maxsus nugqtalari va nollari mos ravishda
{An}*=0va {r,}~ Osonlardan iborat bodib, ular almashinib kela-
di, ya'ni
A<tg< ... <A< Th< An+i < ... .
<NX, A) va @ (x}A) yechimlarning A -4 4-00 dagi asimptotika-
sidan foydalansak,
m(A) -4 -1, A-4 -boo
kelib chigadi. Ikkinchi tomondan (2.8.26) formulaga asosan
— = 7——— res m(A).
Qi  h2 KN\
Shuning uchun, Mittag-Leffler teoremasiga ko:ra
m{A) 1 ~ 1
Ko—ni = Tho—Ri * X anlKTAY (2.8.35)
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Endi quyidagi

«=0

funksiyani garaylik. Bu funksiyani ushbu
™(A) = 1+ * (2.8.36)

ko'rinishda yozish mumkin.
(2.8.35) va (2.8.36) tengliklardan
ra(A)
12 —h\

hosil bo‘ladi. Bundan esa, rn= fin,n = 0,1,2,... kelib ehigadi. m

m(A) =

9-8. Xos giymatlar asimptotikalari bo‘yicha norrnallovchi
o‘zgarmaslar uchun asimptotik formula keltirib chigarish

Ushbu
-y" +q{x)y = Ay, 0< X< (2.9.1)

differensial tenglamani garaymiz. Bu yerda q(x) hagiqiy uzluksiz
funksiya. Bu t-englamani quyidagi

y'(0) - /uy(0) = 0, y'(tr) + Ay(Tr) = 0, (2.9.2)

yoki
y'(0) - h2y{0) = o, y'{7m)+ Hy{m) = 0, (2.9.3)

chegaraviy shartlar bilan garab, ikkita chegaraviy masala tuzib
olamiz. Bu yerda h\}ho va H lar hagiqiy sonlar bo‘lib, hi & "2-

(2.9.1)+(2.9.2) va (2.9.1)+(2.9.3) chegaraviy masalalarning
xo0s giymatlarini mos ravishda {An}*LO va {"n}£Lo oigsli belgi-
laymiz.
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Quyidagi

(2.9.4)
Un An-:o0Hk A,
AMm
formula oldingi paragraflarda keltirilib chigarilgan edi. .
Bu paragrafda An va ketma-ketliklarning asimptotikalari

yordamida an uchun asim'ptotik formula keltirib chigaramiz. Bun-
da (2.9.4) formuladan foydalanamiz.
Agar g(x) yetarlicha sillig funksiya bodsa, u holda quyidagi

I\, =n+ - +-3+o\\
n M v

2.95
, .oa, a o ~ 1 ( ’
asimptotikalar o:rinli bodadi. Bu yerda
-
hi+H ' 1 f = w , h2+ H I f
. g(s)ds,
«°0=- N + N [ 9(s)ds’ a°=- ~ + 2nj
0 0
bodib,
ao- a0= --(hi - h2 o (2.9.6)
"
(2.9.5) tengliklarni kvadratga ko‘tarib ushbu
An= n24-2a04--4 4-0 f— 1y
.. f J >T< . (2-9.7)

asimptotikalarni hosil gilamiz. Bunda G = Og4- 2aj, = dQ 4
2a[.

Awalo (2.9.6) formulaga asosan h2—h\ ayirmani hisoblaymiz.
an sonlar ketma-ketligining asimptotikasini keltirib'cliigarish od-
diy einas, shuning uchun uni bir nechta etaplarga bodamiz.

a) dn = n (1+

~cheksiz ko'paytmani
ﬁ)l\ Vk-KJ
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garaymiz. Bundan

bodishi kelib chigadi. (2.9.7) asimptotik formulalardan foydalanib,
yetarlicha katta n 7k larda

IkK—[a ™ C
Ne - An n
tengsizlikni hosil gilamiz. Bu yerda va keyinchalik C orgali
o‘zgarmas sonlarni belgilayiniz, umuman olganda, ular turlicha
bolishi mumkin. Yig‘indi belgisi ostidagi logarifmni darajali ga-
torga voysak

tenglik kelib chigadi.
Lemma 2.9.1. Agar Ffif. —A*] < a, k = 0,1,2,... bollsa} n
holda

(2.9.8)

bo'ladi. Bu lengsizlikning o‘'ng tomonidagi yig'indi yetarlicha kat-
ta n larda quyidagi



integrallar yig‘indisi bilan bir xil tartibga ega boladi'.Bu mtegral-
lar quyidagicha baholanadi:

n— -n-1
r dx, < C_r dx
J (fin- x2p - s |
o 1 p > 1,
— Vnp
0° c» MW
[ dx £ f dx ( I\
\] (x2- I™M)p ~~riPd (x- y/jQP =\nP/ ' P>
4L ., 71+1
[ele]
| X nl7hi
_In ) -01 — 1.
J Xr-11n 270 x + vy jivn n

Bu baholashlar yordamida lemma-2.9/1 isbotlanadi.
(2.9.8) baholashdan quyidagi

oo 1 o
c (-1r 1(h-P k\P <cV-v7
N P \Pk-KJ =
[ P2 .- .eB p
n3Z—4JIp — Vn3/
p=0 \
kelib ehigadi. Shuning uchun
0o /A* /_f\z
Mn=r ~ _ Vv__ —me (2.9.9)
M - 247 Wk . M

b) Shunday qilib, bizga (2.9.9) tenglikning o‘ng tomonidagi

yig'indilarning asimptotikasini'o‘rganish kerak bo‘ladi. Birinchi
yig'indini quyidagicha yozib olamiz:



— N —_ o _ A +
+;i 2(a°~ OML

T k—~ —2(a° ~ ao)] 2(a° —OoNe + ft + ft-

E

F_([:ﬂ(
(2.9.10)

Bu yerda tabiiy belgilashlar kiritilgan. (2.9.5) formulalardan

o _ Ao— A" Ao — _ /4 —Ao / 1\

Jo- fio- A,- An(j _g) - n2 +=U V"’

ft = t- 5 IKmg 7Mc) 2(a0—flo)] —7~[(Mn~ An) —2(a0—ao0)] =

asimptotikalar kelib chigadi. Bu yerda
oc
N=Y1 “ A9 - 2(*o* o0)]-
fe=I

c) Endi ft yighndini, garaymiz:

n MatAfc —Me —2(qq —ap)] —(cp —G) »
k=i ~n{Pk ~n)
c0~ c6 @ I1
+
k™

Ak va fik sonlar uchun yozilgan (2.9.7)asimptotik formulalardan
Nat[Af- L, Kk~ 2(a0 - Og)] - (co - ¢ = g(fc_1),
kelib chigadi. Shuning uchun

w[Afc - Mt - 2(q0- go)] - (go- Cp) <

i -K ,bl ~ 1O
Kbl
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i Shob ke X\ 28
ki
bodadi. Demak,

52= £ 0~ 5l+g / 1
An

S"S2 va S3 lar uchun topilgan asimptotik formulalarni
(2.9.10) formulaga go'ysak,

M G- GO t~f 1

'I\; ------------ + 2@ 0O+ — — Si+Q [-3
An

(2.9.11)
kelib chigadi. Endi Si yigdndining asimpotikasini o'rganamiz.
Ravshanki, B

Sl

ﬁ] 5 f2+ 2ao0+G(fc"2)-A n
K
1
- E n 0 1 \Y
o * - 1_+
n (*2- a’){l+k2-X,, (
-y 23V 1 Vo "
% fc2 - An °M1 (fca - A")2 7551 (fe2 - a» W, A 2)
(0
* R " An 1
N -
o P+ et Lnkake- Ay
2
Bu yerda biz = 1—x + tenglikdan foydalandik.
] ] 1+ 4 14+ x
Qiyudagi
1 1
O

b fof2 —A)2 =Vn3
A
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baholashdan, lemma 2.9.1 ga asosan

°° 1 e2] 1 / 1\

12)
51=5 ~20S (v-K)2+=w )" (2-9-
kifin kn '

asimptotikani olamiz.
d) Endi (2.9.9) yoyilmadagi ikkinchi yig'indini qaraymiz.
(2.9.7) asimptotik formulalardan foydalanib quyidagi

Kt k™M
(2.9.13)
baholashni olamiz. Shuning uchun (2.9.11), (2.9.12) va (2.9.13)
asimptotikalardan ushbu

Ato—\a . '
= ao —ao) +
in®, o ( ) n* E. 2—an
&

[4ac(ao~a0)+ 2(@0 a0)2]«53 .2 _ 4 )2*"=(n3) 5~ ~ 14)
K
asimptotika kelib chigadi.
Endi

E , P=12
Kin
gator yig'indisining asimptotikasini o‘rganamiz. Shu magsadda,
quyidagi tenglikdan foydalanamiz:
-

2\/X

(2.9.15)
AL
p = 1 holni ko'rib chigamiz. \A”~ = n + e bo'lsin, bu yerda-

an n,i / 1N



(2.9.15) formuladan

\% 1 =1 Ctg™\/"n 4
~ K2- 1" 2Xn 2V % —Mmr
o
1
Ctg 7TE —
2n2 2(n+ e) W 2ne 4-e2
1 TTE@27N -f B) CBAE—2(n 4-e) sin 7TE 4
22 2e(n 4-e)(2n 4-s) sin e —'n4

4-0

+ N + 0 (2.9.16)
an2 6n2 - (?)m

asimptotika kelib ehigadi. Quyidagi formula ham shu tarzda
keltirib chigariladi:

17T

& (fk2_ m2 12+ += |L]- (2.9.17)

(2.9.14), (2.9.16) va (2.9.17) formulalar va elementar almashtirish-
lar yordamida quyidagi

nr 3
inon= N N4lio— 4-"g"(ao —"0)24--(ao —a0)
nr

asimptotika kelib ehigadi. Shunday qilib, biz ushbu
1 3

T -
= 1+T\/ -d 4-no — Aq 4* "£~(a0 — a'0)2 4- -(a0 — a” -|-a (I)
asimptotik formulaga ega bo'ldik.
Endi (2.9.4) formuladagi —— ko'paytuvchini garaymiz.
M An
(2.9.7) asimptotika va (2.9.6) dan quyidagiga ega bo‘lamiz:
h2—h\ hi
N XN p@0—ao) 4-~r- 4-Q (M)

2(™o - °0) 2(a) - a0n2
W



(2.9.5) va (2.9.6) formulalarga ko‘ra
h2 —hi T 0—cg _ 80+ a0 af —a\
2@>- a0 2’ 2(a(, - a0) 2 ao - a0’
Nihoyat,normallovchi o‘zgarmaslaruchun quyidagi asimp-
totik formulani keltirib chigaramiz:
mom 712/ a
ngag St la—a —aomipiy JI+O 1),

bu yerda

S = uo —Xg4- [(fc —A.) + 2(a0 —OQ)].
k=1

Q7 normallovchi o'zgarmaslar ketma-ketligi uchun topilgan
asimptotikadan foydalanib, quyidagi tasdigni isbotlash mumkin
([82)).

Teorema 2.9.1. (Yetarlilik shartlari). Agar {An}$JL0 va
{"n}n=0 baqigiy sonlar ketma-ketliklari quyidagi

L Ag< flo< Al < [Al < A2 < 2 < em< < Mh -l <

2. = nH—-H—nr+0 T= \ Y- N+ =+ 4-fE (-4

n nn —Vn/
a0 ¢ ag,
shartlarni qganoatlantirsa, u holda shunday absolyut uzluksiz

g(x) 6 AC[0,7t] funksiya hamda h\, h2 va H haqiqiy sonlar
topilib, {A,}ELO va {/xn}SLO baqgiqiy sonlar ketma-ketlildari mos
ravishda ushbu

-y "+ qx)y = Ay}

y\O0) - hiy{0) = 0, y\7r) + A2/(7r) =

/M2 (=0,

y'(0) - h2y(0) = 0, y'(n) + Hy(7) = 0,
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chegaraviy masalalarning xos qiymatlaridan.iborat bodadi.. Bu
yerda
ho —hi = A(a!0 —ao)

10-8. Shturm-Liuvill operator! xos giymatlarining
asimptotikasi va potensialning silligligi orasidagi aniq
-’ “ bog'lanish

Teorema 2.10.1. Agar hagiqiy q(x) funksiya W ${0, 7) fazoga
tegishli bolsa, u holda ushbu

y" - qf{x)y +uy =0, O<a<rmm, . (2.10.1)

yjjl hagiqiy bolganida quyidagi

Shturm-Liuvill tenglamasi A
Ko ‘rinishdagi

X . w(x) | , t.un(x) ! un+i(x,\)

A) = XX 2.10.2
yix, A) = e n cay oAy 2P
yechimga epga bo:ladi.
Bu yei'da
1 X
LL(x) =
1z cP (2.10.3)
Uk{x) = b[iiA;_i(i)JdE, K> 2, L = — - <2x;
frolib, ushbu
viti{x, A) = e'Jkm+1(a;, A), (2.10.4)
funksiya

b[v,I+i(z, A)] + A2u,+i(x, A) = —AeiAl'L[un(X)].
differencial tenglamani va

e iin+1(0,A) = 0, < +1(0,A) = 0,
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boshlang‘ich  shartlami qanoat.lantiradi. Bundan tashqari

{y(x, A), y(x. A)} funksiyalar juftligi (2.10.1) differencial

tenglama yechimla.ri.ning fundamental sistemasini tashkil giladi.
Qisqalik uchun ushbu

I L I R S 2

\
x) = 1

(2.10.5)
P{x,A)]
belgilashlarni kiritib olamiz. U holda (2.10.2) formulani quyidagi
tarzda yozish mumkin:

y(x, A) = exp JNAT + J a(/., X)dtj . (2.10.2")

Lemma 2.10.1. Agar q(x) G WE(O, 7r) bo‘lsa, n holda ushbu

]
+7,+i(x, A) (2.10.6)
2rA
< +1(z,A) = iAelA unti(x) - g(t)vm+i(t)dt +
(o]
+7,4i(x, A), (2.10.7)

tasvirlar ocinli. Bu yerda

X
45X\ = \ J e-2Mx-0 . L [un(t)}dt,
0

bo'lib. 7n+i(£, A), 7n+i(.T, A) funksiyalar X bo'yicha Lo{—oo\ 00)
fazoga tegishli hamda x daraja bilan eksponensial turdagi
funksiyalar.

Isbot. (2.10.1) tenglamaning c¢(0.A) = 1, c¢'(0,A) = 0,
s(0, A) = 0, s'(0, A) = 1 boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi
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yechimlarini c¢(x,A), s(x, A) orqgali belgilaymiz. U holda quyidagi

vh+l(x,X) = -inJ [s(x, A) c{t, JT) - s(t, A)c(x, A)] elXIL[un{t)]dt,

(2.10.7"
tenglik o‘rinli. Ushbu

ip(t,x, A) = s(x, A)c(t, A) - e(t, A)c(x, A),

funksiya £ o‘zgaruvchi bo'yicha (2.10.1) differensial tenglamani
hamda
X, A)i=x = 0, X, X\L=x = -1,

boshlangdch shartlarni ganoatlantiradi. Bunga koYa u A boVicha
(x —t) darajali eksponensial turdagi funksiya bodadi. Demak.
(2.10.7") tenglikka asosan tn+i(x, A) funksiya Abogichax darajali
eksponensial turdagi funksiya bo'ladi.

rn+1(x,A) funksiya quyidagi tenglamani ganoatlantirishi

ravshan:
X

vn+l(x, A) = —i j sin A(X —H=etXt =L [un+i(t)]dt+

0

+J swox 10 virice, Ayt (210.8)
0
Bu tenglamani bir marotaba iteratsiya gilsak, ushbu

( X X

vn+l(x,X) = eiXx m| j Llun(t)\dt+#J e~2X* L [u n{t)]dt+

J + in+i{Xy A)

2rA
0

tenglik kelib chigadi. Bu tenglikka asosan 7,+i(x, A) funksiya
A bo'yicha x darajali eksponensial turdagi funksiya bodadi.
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7;i+i(x, A) G L'2(—o0; 00) bo'‘lishiga to'g'ridan-to”~ri hisoblash
yodi bilan ishonch hosil gilishimiz mumkin.
(2.10.8) tenglikni x bo'yicha. differensiallab, (2.10.7) formulani

keltirib chigaramiz. =
lzoh 2.10.1. (2.10.3) rekurent formulalarga asosan

tenglik o‘rinli bodadi. Bu yerda g(t) G Wj (0,-Tr),
Bunga ko‘ra ushbu \

® ., \)= +J e~2MxV mL[un{t)]dt =

(o]

= 13 e-2iA(*-0 . qW (t)dt+
0

LL1IM>

tasvir o'rinli bodadi. Bu yerda

X
g(X,A)=J e-**x-¥Y Ne
0
funksiya J1 bo'yicha eksponensial turda bodib, uning darajasi 2x
dan oshmaydi, hamda u L2(—o0, 00) fazoga tegishli bodadi.

(2.10.1) tenglama va ushbu
1/(0)- M0) =0, i/W - Hy(m=0, (2.10.10)

shartlar yordamida hosil gilingan Shturm-Liuvill chegaraviy
masalasini ko'rib chigamiz. Bu chegaraviy masalaning xos qiy-

matlarini

Mo, Mi? M2,
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orgali belgilaymiz. M.G. Gasimov, B.M. Levitanlarning [28] ishida
Xx0s giymatlar uchun quyidagi asimptotik formula olingan:

00

I— U, a° 0 R 1 o2 A
n 2r k=0 <0°
Mazkur paragrafda bu asimptotik formulani yanada
aniqlashtiramiz. Shu magsadda, biz D.Sh.Lundinaning [90]
magolasida olingan natijani bayon qgilamiz.
Teorema 2.10.2. Agar q(x) haqgigiy bo'lib, W2(0> q)
fazoga tegishli boba, u holda (2.10.1)+(2.10.10) chegaraviy
masalamng /i* = \\ xos giym.atlari k — 00 bo‘lganida quyida-

gi asimptotik tenglikni ganoatlantiradi:

* ook 4 E k2j+1
I<2j+I<n+3

N2l —|E(L + uio) - #)

«<WM"*" rlc
K ek(Hth)
fen+2 fan+3
Zfa yerda 6k ketma-ketlik H, h larga bog'liq emas,
00 00
5Z Bb*12< 0°’ $ N bl A>D)2 < »=-
fc=0 fc=0

Isbot. y(x, A) va y(X A) funksiyalar (2101) tenglaman-

g yechimlar fundamental sistemasini hosil gilganligi sababli
(2 10 1) (21010) masala lioldan fargli yechimga. ega bo'lishi
uchun ushbu

f h@u/(mm il A}Z] - DZLA. oo A)A)]:ZO,O

l\ H [xiy{ir, z 24(tr, [xiy'(n, A) + £22/'(tt,

sistema noldan fargli x\, £2 yechimga ega bo‘lishi zarur va ye-
tarlidir. Bu sistemaning determinantini nolga tenglab, quyidagi
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xarakteristik tenglamani hosil gilamiz:
hj/(0,A) -y "(0.J71) h2/(0,A) —y'(0, A]
# 2/K ) - 2/(r, ) Hy(Tr, A) - jraT, A)
yam
(/i2/(0, A) - y'(0, A)) m{Hy(TTr,\) -y'(TTr, \))~
~(hy(0,A) ~ v*O,A)) «(Hy(n,A) — A)) = o.
Ushbu
2/(0,A) = 1, y'{0,A) =i\ + c(0, A),
y'(ir, A) = y(T A) =(rA + <1(mr, A)),
tengliklarni hisobga olib, xarakteristik tenglamani quyidagi tarzda

yozamiz:

1 h |, c(0A i, H
2/(7T, A) T tA iA 1T iA iA
1 H

h of0A , ATA
AwA) 14 "R 1 AlA

Bu tenglama ildizlarining kvadratlari (2.10.1)4-(2.10.10) masalan-
ing xos qiymatlari bilan ustma-ust tushadi.
Oxirgi tenglamani (2.10.2") formula yordamida ushbu

exp { 2i(A7r 4- Im\] a(t}Adt)

bl1_N1 +£ M H a{7T.A)

iX i\ iX iX \
ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan (2.10.5) belgilashlarga mu-
vofigq, A* = y/LL, sonlar quyidagi tenglamaning ildizlari ekani kelib

= expy2zIm

chigadi:
f o/ h a{0, A~ irr.. .;j



tIn+HOr, )

(rMri
ya'ni
N—km=Im~AIn 1A +aC-nl _
/1 iX )
_n w {>x)-H <(TT) - Hwun(n)
iX +

+ An]LA2 " [rvn+l@r, A) + < +1(1T, A) - Hnn+10k A)]

(2.10.12)
Ushbu

iX eu,+i (A, T+ UTHL (A, ) = e“ J7* o< +1 (1T, A),

tenglikni hisobga olsak, hamda (2.10.6), (2.10.7), (2.10.9) formu-
lalardan foydalansak, quyidagi kelib chigadi:

Apin+2 e L (M A) + <+1 (T, A) - Hun+l (r, A)] =

%%Fg? " ZFE)ICI\+2 (LT IW -Vi (fdt- Hunt\(m) |+
0

T

¥ ad annt (Ddt
2(rh) o

1~ 1+£
leTL]rmr th#(cfﬁ&&ﬁ A.01.A)

(2rA)"+1y (*A)"+2+ (rA)"+3

Bu yerda

5(X)=1-j e-*/*) e (t)dt + e~"Xkmyn+l (tt, A)

352



T

q
N A) J 2-MAOr-0 .p/d dt _

4 “In+i (8-, A),

funksiyalar eksponensial turda bo'‘lib, darajasi 2 dan oshmaydi,
hamda ular L2(—00, 00) fazoga tegishli. Shunday qilib, (2.10.12)
xarakteristik tenglamani quyidagi tarzda yozish mumkin:

(7(0, A)
A—K)T=ImlIn™1 — +
rA
{ _
y f q(tun+i (<) dt
ui (7r) — H
In 1+ ) +... 4+ )
iX (iA)"+3
| 1+ (2IA)
-In l+«v(m)-//

Bundan A -> 00 da quyidagi tenglik kelib chigadi:

A AL+ T ")
= —Im
Wfp(o) A\ m ;7 ONe M)
4 «(rA)n+2 rA/ (rA)n+2 (rA)*+3

LK = A2 (2.10.1)+(2.10.10) masalaning xos giymati bo'‘lsin.
Bizga /c — 00 da ushbu

Af. —k + 9k, X
asimptotikalariiing o‘rinli ekanligi ma’'lum.

Oldingi tenglikda A = A* desak, quyidagi kelib chigadi:

, H—h —u\ (7 C2pt+l
< §L+ A — 4 e 2p+1
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T

= _im  CDN 3 e2iMkr-tyam o df A+ 2H -« (M)

(2ik) ™" ik
(6]
Hh) WO 0y 1, H\  a(H,h, At)
(I\)n+2 4(ikym2 vV ikJ (ifc)” +3
Bu yerda
E m < 00
lc=0

Agar biror [/ (J1) funksiya eksponensial turda bo'lib.
L2(—00, 00) fazoga tegishli bo‘lsa, u holda quyidagi fikrni isbot-

lash giyin emas:

KK+eK= T + BKIF + LW ,

Ei/(fi2<°°- E i/'wi2<cx3” E2ili(fgi2< °°-
fc=0 fc=0 fc=0

Bu faktdan foydalanib, yuqoridagi tenglikni quyidagicha

yozish mumkin:

H—h— r
OkK + (7
K4 Q (K 4- OK) 4 !
m
I S (M\t) (1L —2rA (77 —t)) dt
= —Im e n — 2, — X
(2ik) &1 .
24 -Ui("™M)\ e-"N(1-iM / H\
.( ik ) (ik)n+2 4{ik)n+2 >\ i k)
ek(Hyh)
*ofam3
Bu yerda 5 (k) miqgdor /1, H larga bog‘lig emas, hamda
o . 2 (00]
E pw <°o0, E in-Ni2< >
A:=0 k:Q
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shartlarni ganoatlantiradi. Bu yerdan, xususan hatto n —
bo'lganida ham
a N—A + AK \->] A 2
e’ ii + T Ela*2< »
k=0 t
bo'lishi kelib chigadi. Demak, quyidagi tenglik o'rinli
n-.Jf —h- Ww(m Chpti
intl /e r Oh —1-
+ (2.10.13)
Faraz qilaylik, 0* lar ushbu . - SV,
6,1 - |
'ee+ {T ' 1 I + --4+ (WL )55 +T
(2.10.14)
tenglamadan aniglanadigan bodsin. U holda
= E n (21015)
4 3<2j+1<00
(2.10.13) tenglikdan (2.10.14) tenglikni ayirsak,
(ft- ft). =(i+2 (p)) - Im gp; w«* me>*
“h-kjh +u”™-H)
Ik no+ ?%n+?- blf(:'-r|1+%)
kelib chigadi. Bu yerda (2:10.15) tenglikni ishlatsak. (2.10.11) for-

mula kelib chigadi.m " ,

lzoh 2.10.2. Yuqorida isbot gilingan teoremadan ushbu

*oox o+ e bm + -
I<2j+l<n+2
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"+ gpn2> w } £b

(2.10.16)
formula kelib chigadi.
lzox 2.10.3. (2.10.1)-t-(2.10.10) masala bilan birgalikda
(2.10.1) tenglama va ushbu

2/'(0) - hy(0) = 0, y\ir)- H'y(m) = 0, (2.10.17)
chegaraviy shartlar bilan berilgan chegaraviy masalani ko‘rib
chigamiz.

(2.10.1) -b (2.10.17) masalaning Vk —  xos giymatlari uchun

ham (2.10.11) tenglik o'rinli, ammo unda H o'rnida H' ni olish
kerak xolos. Agar (2.10.11) formuladan, H ning o'rnida H' ni
go'yish yordamida xosil bo'lgan formulani ayirsak, u holda

AF-& = £ §E£f+
1<2j+1<7i+3

(2.10.18)
00

£ w 2<OC
k=0
Teorema 2.10.3. Hagigiy q(x) funksiya ~21(0, 7t) fazoga
tegishli bo‘lishi uchun (2.10.1)+(2.10.10) va (2.10.1)+(2.10.17)
masalalaming fik = \\, Wk — £l xos giymatlari uchun quyidagi
asimptotikalar bajarilishi zarur va yetarlidir:
i Y B i K
1< 2/~ < , +2fc2j+l n
-~ = £ jw +~ (2.10.19)

1<2j+l<n+3
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Bu yerda
00 00

53 i 2< °°> X! it i2< 00e
j=0 =0

Isbot. Teoremaning zaruriylik gismi (2.10.16) va (2.10.18)
tengliklar yordamida oson isbot-lanadi.

Yetarlilik gisminiisbot  gilamiz.gq(x) EW™(0,7r) bo'lib,
q(x) &M T+1(0, 1) debhisoblaymiz. Bu yerda m <n. Aniqglik
uchun m = 21 deb hisoblaymiz. U holda (2.10.16) va (2.10.18) ga
asosan quyidagilarga. egamiz:

\ _ . \% N2j+l 4- - rm™ma4 ~
k A+ 2N N2J+i + 2 (ZIC);ml & knmt2'

1<2j+l<m+2

\ P = c2j+l 2 (A - ff) , y pmm &
A & e2j+i F (lor N 2k km+r
1<2j+1<m+3 4 7

Bu yerda

-

:A\] cos 2ktdt,
0
.

52-= -J qMm\t) mt esin 2Ll *.
0
Bu formulalarni (2.10.19) shartlar bilan taqqoslab, quyidagi-
larni olamiz:

1) b2j+l=wagtl 1< 2j+ 1< m+ 1, 1m(-1) mCTk=f

’

(2.10.20)
@
5 > fcp <«), (2.10.21)
2) Cy+1=0y+b 1 <m2j+ 1< m+ 1,
24 - HY) , ~ C2M -C 2U3 . a

— Gn esr- £ 4p
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X bl 2<07; [2.10.22)
*=1—
Faraz qilaylik
?(-)(x) = gWQt) + 99> (x), ' (2.10.23)

kohinishda bo‘lsin. Bu yerda .. n

- A™0OK - X)= - m)(x), £ Dk-x) = <En)(xj.
Uholda (2.10.20)'gako'ra
°0

0' (-1)''<I2\NX) =..$3 ~ 0082fer>
fc=l

boladi. Bu yerda (2.10.21) shartni hisobga olsak, g”~1(x) G
W2 (071 kelib ehigadi.

Ikkinchi tomondan x - g(1)(x) funksiyaning x = f ga nisbatan
toq gismi bo‘lgan ushbu

4m)(x) (x - + N ?2[m)(x),

funksiya uchun (2.10.22) ga asosan quyidagi tenglik o‘rinli bodadi:

n-tf (H- W [[WM (,m_1) +1,l-.w
m
@
_ N7 C#+3. ~Hiidsin 2/crc+”MN ~ sin 2fex.
fo=1 2 ©
Ushbu
> sin2k, - (M m - lim) (8-»),

tenglikni, hamda (2.10.23) shartni hisobga olsak,
4m(x) (a- 1) 9m)(x) e W2(0,tr),

ekani kelib ehigadi. Bundan gf I\ x) funksiyaning W }{0, tt) fazoga
garashli bo'lishi kelib ehigadi, ya'ni q(x) G WK™+1(0, #). Bu esa
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yugorida gilgan farazimizga zid keladi. Demak. q(x) £ W=h(0, 1)
ekan. m toq son bodgan hoi ham xuddi shunday isbotlanadi. =
M.G. Gasimov va B.M. Levitanlarning [28] ishlarida. {/**},
{w} ketma-ketliklar q(x) € L2(0,7t) haqigiy potensialli (2.10.1)
tenglama va (2.10.10). (2.10.17) chegaraviy shartlar yordamida
hosil gilingan chegaraviy masalalarning xos giymatlari bodishi
uchun bu ketma-ketliklar almashinib kelishlari, hamda quyidagi
a ek /— ¢ BK
K ~k' ~ k~~~k=k W

ocC oc

N|EtR<oc, ~|”"NM]2<o0o0

asimptotikalarni ganoatlantirishlari zarur va yetarli ekanligi isbot
gilingan.

Bu fikr teorema 2.10.3 dan. hamda quyidagi natijadan kelib
chigadi.

Natija 2.10.1. {/~}, {t~} ketma-ketliklar q(x) 6 W? (0,7
hagigiy potensialli (2.10.1) tenglama va (2.10.10), (2.10.17)
chegaraviy shartlar yordamida hosil gilingan chegaraviy
masalalarning xos giymatlari bodishi uchun bu ketma-ketliklar
almashinib kelishlari hamda (2.10.19) asimptotik tengliklarni

ganoatlantirishlari zarur va yetarlidir.
11-§. Teskari masala yechimining turg‘unligi

Mazkur paragrafda Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi
uchun qo'yilgan teskari spektral masala yechimining turg‘unligi
ko'rsatiladi. Bu masala ilk bor xususiy holda X.Xoxshtadt
t-omonidan o'rganilgan. So‘ngra bu masala V.A.Yurko tomonidan
umumlashtirilgan.

Ushbu

LjV = —y" + g{x)y = Xy, 0< x <n, (2.11.1)
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2/(0) - hy(0) =0, yU-%) =0, j = 1,2, (2.11.2)
Shturm-Liuvill chegaraviy masalalarini garaymiz. Bu. yerda
g(x) £ L2(0,7t) hagigiy funksiya va h hagigiy son. Xnj (71 >
0, j = 1,2) orgali Lj (j = 1,2) operatorning xos giymatlari-
ni, hamda ip(xy\) orgali (2.11.1) tenglamaning <0, /1) = 1
ip'(0, A) = h boshlangdch shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi-
ni belgilaymiz. U holda Anj xos giymatlar Aj(A) = <94“ U(7t,A)
xarakteristik funksiyaning nollari bilan ustma-ust tushadi va ular
ushbu

\/AN[=n +Q + 7--a + An2 = Ti4—b—~ (2.11.3
nA=n o2(r| +N)TT Q/!’ n n ( )

asimptotikalarni  ganoatlantirishi  yuqoridagi paragrafiarda
ko'rsatilgan edi. Bu yerda

Xnj} ~ g j — 12

Hisoblashlarni soddalashtirish maqgsadida, a = 0 deb
hisoblaymiz. U holda (2.11:3) asimptotikalardan

E c1~-Ccu T oy ganz < 00, (2.11.4)

sonli gqatorning yaginlashuvchiligi kelib chigadi.

Endi Lj. operatorni shunday tanlaymizki, natijada ushbu
oc

Ny, (A0l —Ag + AN2— A 3 < 00, (2.11.5)
n—o
gatpr yaqinlashuvchi bodsin. J1 soniga Ars} va Anj spektrlarning
yaginligini xarakterlovchi miqdor deb ataladi. Bu yerda An,j son-
lar ketma-ketligi Lj operatorning xos giymatlaridan iborat bodib,
ular ushbu

4 *m Xn,l



asimptot.ikalarni ganoatlantiradi. Bu yerda

(2.11.5) shartdan a = a kelib ehigadi.
L2 operatorning norrnallovchi o‘zgarmaslar ketma-ketligini

T

orgali belgilab olamiz.
L2 operatorning norrnallovchi o‘zgarmaslar ketma-ketligini esa

0
orgali belgilaymiz. Bu yerda d(x, A) funksiya quyidagi
- 1o\ -
—y" 4'q(x)y :\y, y(O) - 1, y(O) = h,

Koshi masalasining yechimi. U holda Lj operatorning Anj xos
giymatlari
Aj(A) = 7, 1) xarakteristik funksiyaning nolaridan iborat
bo'ladi.

Awalo quyidagi yordamchi lemmalarni isbotlaymiz.

Lemma 2.11.1. Shunday di soni topilib, A < bo'lsa, n
fiolda

oc

(2.11.6)
n=0
baholash o'rinli bolladi
Isbot. L2 operatorning an norrnallovchi o'zgarmaslari uchun

ushbu ee 4

-A 2An2 410112, n>0, A2A) = A-02A), (2.11.7)
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tengliklarning o‘rinli ekanligi oldingigi paragraflarda ko'rsatilgan
edi. Bu yerda Aj(A) yarim tartibli A ning butun funksiyasi
bodgani uchun Adamar teoremasiga ko‘ra uni

N,(A) = B70 (1 -~-), j=12, (2.11.8)

ko'rinishda yozish mumkin. Hisoblashlarni soddalashtirish magsa-
dida, A= 0 soni Lj, j = 1,2; operatorlarning xos giymati emas
deb hisoblaymiz. Bundan foydalanib, quyidagi

Aj(A) _ Bjyr Afrjynr / Akj - Akj\
N ) = B,1Yoxk M { am -n J’

ifodani hosil gilamiz.
Tenglama yechimlarining va xos qiymatlarining asimp-

totikalaridan foydalanib quyidagi limitlarni hisoblash mumkin:
v (A)

lim -
n4ooﬁf }

\rllmlg-t"\ —%
n-4-00 \ Akj—A 1 T

Demak.

fdlr~ =L (2-1L9)
1k=0 XkJ

(2.11.8) dan foydalanib

ft -rT}'I AnA
A2(An2) = " Y’\~n “
VatK%_IV y 2

tenglikni topamiz. Oxirgi tenglikda (2.11.9) inobatga olinsa, un-
dan ushbu
A2(An2) _tt fA2—ANN
A 2(An2) yAk2- An2J’
K

tenglik kelib chigadi. Endi (2.11.7)-(2.11.9) formulalardan foy-

3G2



dalanib,

Afe,i —An2 I—I Aa,2 — An,2
= - pg AB—AR E:O A*2 — AN
in

yoki

/c=0 E:t%

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerda
[(]i) _ AKE— ATfA AN — A
e!
Aki An2 Afg AR

Ushbu oi 0
* - E « I +E «
k=0 ﬁﬁ]

belgilashni kiritaylik. U holda quyidagi
A*i A*g An,2 * An,2
+
E ~ E E NG, - ~n.2 At —AmA
n=

0 72=0 A:=0

0 0 (|aa2 — Afc2 irAn,z An,2

<
* EE 2 —An2 T Aw2- An2:
7 kmn
1 1
<" AR- A2 5 E +E - "
o M IA*2- An2| £ £ |/m ~ An'2*
\ M» [

1

B IN 4 E v = A

tengsizlikka ega bodamiz.

(2.11.10)

Quyidagi
® . P, 00 .
E7|fc2_n2|:liin2_ IG'E |Q_f2~

=1 1 fc=71+1
4t
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ool c BN v’AV ¢ Y 4
tengsizlikdan foydalanib, ushbu
00 1

E jiw T 1" 21" (271111)
K

baholashni topamiz.
Xos giymatlarning (2.11.3) asimptotikalaridan

N
L Y vms M oo B
h2- A2 k2- n2  (K2- n2)(Ait2- A2

kelib chigadi. Bunga muvofiq

|Ac2—Ani2| < T2-n 2p @
Oxirgi tengsizlikdan va (2.11.11) dan foydalanib, ushbu

00

(2JU2)
Kon
tengsizlikka ega bodamiz.
Xuddi shuningdek, ushbu

g8 (p +k [ 61U 2u13»

tengsizilik o‘rinli ekanligini ham ko‘rsalish mumkin. (2.11.10),
(2.11.12) va (2.11.13) tengsizliklardan
oc

£ > M<Ccn,.
k=0
baholash kelib chigadi.



Endi 5\ > 0 sonni shunday tanlaymizki, agar A < 5\ bo'‘lsa, u
holda On < J. Ushbu [E] < | sharfcni ganoatlantiruvchi barcha <
larda quyidagi tengsizlik o'rinli:

o ISl ifi
lini- 01l < £ W-<J2Kf=rrb ~w

fc=1 *=1

Bimi e'tiborga olsak, ushbu

DO oc

&n
in="<j. a- o +E H i-e <20

oh =0 fqzh-,
baholashga ega bodamiz. Logarifmik funksiyaning xossasidan foy-

dalanib.

— - 1 < 40,
a,

tengsizlikni topamiz. Bundan esa

lon cA A

kelib chigadi. Bu yerda an ketma-ketlikning yaqinlashuvchiligi

e’'tiborga olindi. Yuqoridagi tengsizliklardan

00 00
Aldn-Qnl <C~™2en<CA,
71=0 n=0

kelib chigadi. m
Shu bobning 2-paragrafida ushbu

ip(x, A) = cos y/Xx + f K (x,£)cos V\tdt,

0
I\N(x,x) = h+ \fq(t)dt,
< _0 (2.11.14)
A) = cos \/Ax + f K (x, £) cos \f\tdt,
0

K{x,x) = li+ || {AE)<#
0
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integral tasvirlardan foydalanib K (x,t) va K (xyt) yadrolar uchun

I<(x,t) + F{x,t) + vJ K(xys)F(syt)ds =0, 0< t< x,

K(x,t) + F(x,t) + \] K (xys)F (syt)ds = 0, 0< t < x

Gelfand-Levitan integral tenglamalari keltirib chigarilgan edi. Bu

yerda ~4 <

00 ! 1

F(x\*) = z2 (— cosVA”~ncosy/Kjt- — cosnxcosnt ,

n=0 an

an \

<=\ (n>1, a°=m
Bu funksional qatorlar 0 < x,t < n sohada absolyut va tckis

yaginlashishi ravshan, chunki

E A,0—n + Q. T < OO

n=0

0o T

E AL~ T+ e'e}

n=0

Lemma 2.11.2. Shunday 62 > 0 soni topilib, A < 82 shart
bajarilsa, n holda quyidagi

IK(x,t) - K(x,t)I< C/l, 0< X<t< T, (2.11.15)
<Cajg—Am (2.11.16)
An2NIT, An2) <C An2 —AIR (2.11.17)

tengsizliklar oainli bo'iadi.



Isbot. Ushbu

0w /i
F(xtt) = (— cosy/X~"x cos y/XXat-
7=0 \a*
1
— COS cos ,
an
yoki
o ="E +0 - 6'(r - 0).
71=0

funksiyani baholayrniz. Bu yerda

Faraz gilaylik, A < S] bo‘lsin, u holda

lon)l < = -

— Jcosn /X~ +
£%, onl/ v

1
+u COS - CoOsy/\r2n <

< C"g- &\+ pgr712-
baholash o:rinli bodadi. Bu yerda lemma 2.11.1 dan foydalansak,
F(x,t)\ <CA,

ega bodamiz. Bundan va Gelfand-Levitan integral tenglamasining
yagona yechimi mavjudligidan (2.11.15) kelib ehigadi.
(2.11.14) integral tasvirga asosan

NMadVO = “ \Am sindV fa + Kfad*)cos \Am T+
m
+/ if'.fa, i) cos y/Xn,itdt,
0 —
o(7r, Ang) = d(nm, A,a) - (7, Ang) = COSy/X~™In - COSYA,a7r+
T [Z—

4% K(n, t)(cos y/Aji'it —cos n/Angg)c
(2.11.18)



kelib chiqgadi. ip(x, A) yechimning va y/Xmn laming asimptotikasi-
dan foydalanib, j \-v
<271, And)| < C,

baholashni olish mumkin. Agar A < 62 bo'lsa, u holda (2.11.15)
baholash va (2.11.18) tasvirga asosa.n

IA(TF,A,,A)I <C \f/\n,

tengsizlikni keltirib chigarish mumkin. Bundan esa (2.11.16) kelib
chigadi. Xuddi shuningdek, (2.11.17) tengsizlikni ham isbotlash
mumkin. =

Lemma 2.11.3. g(x) G CJ[0, n] uzluksiz funksiya va
00

52 zn —n\ < 00 shartni ganoatlantiruvchi {znH{JLO har xil son-
n=0
lardan tuzilgan ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Quyidagi

7

b= J g(x) cos znxdxi

sonlar uchun

oc
- ] 0=X l"l <0
.n—O "y

shart bajarilsa, n holda
- \gX\ < M6r

baholash O‘rinli bo‘ladi. Bu yerda M o kgamnas son fagat {zn}£L0
to‘plamga bog'lig.

Isbot. {cos2na:}™=0funksiyalar sistemasi L2[0.7] fazoda to‘la
bodgani uchun, en koeffitsiyentlar g(x) funksiyani yagona aniglay-
di. Quyidagi

T T
\] g(x) cosnxdx = en 4-\] g(x)(cosnx —cos znx)dx>
0 0
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tenglikdan

ocC oo ~ \%
g(x) = cosnx + — cosnx / g(t)(cos nt —cos Znt)dt,
n=0 n=0 J

kelib chigadi. Oxirgitenglikdan<j(x) funksiya ushbu

-
~NOok)=e(x) + J H(x,t)g(t)dt, (2.11.19)

0
integral tenglamaning yechimi ekanligi ko‘rinadi. Bu yerdagi ush-

bu
00 N
e(x) = y~cosnx, H((xt) = — cosns(cos nt-cos znt),
n=0 n=0 Qn
funksional gatorlar 0 < xyt < T sohada absolyut va tekis yaqin-
lashuvchi bollib,

2 00
le(x)]<-0, . [4(x,01 <

baholashlar ofinli bofadi.
Endi ushbu

.
y{x) = \] H(x,t)y(t)dtt y(x) e C[O, 7r], (2.11.20)

0
bir jinsli integral tenglama fagat nol yechimga ega ekanligini

kofrsatamiz. Hagigatan ham,

D 1 }
y(x) = Y2 ~ocosnx (cosn**" cos
n= ‘an 0

tenglikdan ushbu



yoki

fyL #(£)xos znNdx-="y 3
o
hosil bo'ladi. Oxirgi tenglikdan esay(x) = 0 ekanligi kelib ehigadi..
Shunday qilib, (2.11.19) integral tenglama yagona yechimga ega
va undan
mQ (X)\< MO,

baholash kelib, ,ehigadi. 1 ¢

lzoh 2.11.1. Lemma 2.11.3 isbotidan ko‘rinadiki, agar yer

tarlicha kichik 5 > 0 son uchun {*n}*LO ketma-ketligini
ushbu e - N

EANEAY o (] |

n—0 t™

tengsizlikni ganoatlantiradigan qilib tanlasak, u holda. M soni
{"n}55=0 ketmarketlikning tanlanishiga bog‘'lig bo‘lmaydi.

Teorema'2.11/1.\Shunday'5 > 0 soni topiladiki, bunda agar
A <8 shart bajarilsa, n holda

k- Ellem = o™ *k(x)" "x)l< CA> h- h <CA
(2.11.21)
:baholashlar o‘rinli bo'ladi.
Isbot. Quyidagi

S(E2A) + a{X)(p(x, A) = X<p(x, AT

A) 4 q(x)(p(x, A) = A<p(x, AV
tengliklardan birinchisini <p(x, A) ga, ikkinchisjni esa <%, A) ga
ko'paytirib, hosil bo'lgan ifodalarning ikkinchisidan birinchisini

ayiramiz va uni 0 dan 7 gacha integrallab, ushbu

" J

\] g(x)tp(x, A)<E(X, A)dx = <E(7r, A<E(TT, A)—(7r, A<E(TT, A)+h—r,
0

(2.11.22)
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tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda

a(x) = qx) - q(x).

Ushbu
h+ %1 g(x)dx=0, h= h- h, (2.11.23)
0
tenglildarni e’'tiborga olib, (2.11.22) ifodani quyidagi
T

I q(x) (v(x, A)dp{x,A)- 0 dx =
0
= <p'(n, X)g(TT, A) - A), (2.11.24)
ko*rinishda yozish mumkin. d(x>A) va <Ng,JT) yechimlarning
(2.11.14) integral tasvirlaridan foydalanib, <p(.T, A)<E(x, A) —" ayir-

mani quyidagi tarzda yozib olamiz:

(b,X)Cb(X,X) - 1=
j.
= Ncos2y/\x + \] [K Q{t) 4- 1<(x, it)] cos V Xx cos s/ \tdt+
0

X X

+J J [M*r>t)K (x9%)] cos JAt cos VXsdlds.
00
K(x.t) va K(x.t) funksiyalarni K (x,—t) = K(x, t), K{x. —) =
K (x.t) formulalar bo'yicha davom gildirsak, oxirgi tenglik

mfix, A)<p(x, A) - “ =

X
1 | f
= - CoS2y/Xx+ 2/ Ne t) + Kixi*)]Jcos "A(*T ~ t)dt+

—X

X X

\] [1<{x, t)K {x, s)] cos VA(£ - s)dtds,
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koddnishni oladi. Bu yerdagi hirinchi va ikkinchi integrallarda
X —~t s —b
mos ravishda T = ) var = —2— almashtirish bajarib,

<p(x, X)p(x, /) —~ = - ~cos2\/AX 4-2] [K(x, x —2t)4-
4-AT(x, & —2r) Jcos 2x/11c/T4-

+ vJ K{x,s)J K (x:s —2r) Q,0n2y/\rdrds >,
X

tenglikni hosil gilamiz.

X
y>(s, A)<E(X, A) - ~ i C0S2\/AX 4- \] V (X, r) cos 2\//1tdr

o

(2.11.25)
tasvir hosil bodadi. Bu yerda

V(x,t) = 2[K(x,x - 2r) 4 K (x.x- 2r)]+
X—2r
+\] K(x,s)K (x,s-2r)ds+ \] K(x,s)K(x.s 4 2r)ds.

2t —x

(2.11.26)
Bu ifodadan Foydalanib va (2.11.15) tengsizlikni e’tiborga olib,
A < 62. 62 > 0 bodganda

\V{x,t)\<C%

bodishini ko'rsatish mumkin. Endi (2.11.25) ni (2.11.24) tenglik-
ka qo'yib. hosil bodgan ifodani A = A7ii va A = A,® bodganda
hisoblasak,

n

\] g(x) cos2y/\~xdx =~'(Tr, AM )E(7r, Anf),
0
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/,q(x) cos2 \noxdx = p'(rT, ATR)<E(T, 17),

tengliklar hosil bo:ladi. Bu yerda

a0 = 2 A + | vexgindes (2.11.27)
Quyidagi
~2n+Hl = 2\ /A1, 22, = 2\JIXn2,
A2n+l = \6 (N5 ANj<A(TT. An)? A2y = (" XM)HTT, Ani2),

belgilashlarni Kiritib, lemma 2.11.3 dan foydalansak, A <
J2 > 0 bo'lganda
ly®] < Ccn,

baholash hosil boladi. <(0) funksiya (2.11.27) Volterra integral
tenglamasining yechimi bo'lgani uchun

l9¥] < CA,

tengsizlik o'rinli bodadi. Bunga va (2.11.23) tcnglikka asosan
< Ci\ kelib chigadi.
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11l BOB. YARIM 0 ‘QDA BERILGAN
SHTURM-LIUVILL CHEGARAVIY MASALASI

1-§. Parseval tengligi

Quyidagi
—y"+ag(x)y = \y. 0< x < oo, (3.1.1)

y(0) cosa + j/(0) sina = 0 (3.1.2)

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko:rib chiganiiz. Bu yerda
q(x) € C[0,00) haqiqgiy funksiya, a berilgan haqgigiy son va A
kompleks parametr.

ip(x. A) orgali (3.1.1) tenglamaning

y(0)=sina, y'{0) = —cosa, (3.1.3)

boshlangdch shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.
f(x) e L2(0,00) ixtiyoriy haqigiy funksiya va b - ixtiyoriy
musbat son bodsin. Quyidagi regulyar chegaraviy masalaning

—y" + g(x)y = Ay, (0<a?<6), (3.1.4)

y(0) cosa + ?/(0)sina = 0, (3.1.5)

y(b) cosft + y'(b) sinft = 0O, (3.1.6)

x0s giymatlari va xos funksiyalarini mos ravishda A va
np{x) = n = 0,1,2,... orqgali belgilaymiz. Nor-

mallovchi o'zgarmaslar ketma-ketligi quyidagi
b
ané= \] A,b(x)dx,n = 0,1, 2, (3.1.7)
0
tengliklardan aniglanadi.
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Chekli oraligdagi .(3.1.4)-(3.1.6) chegaraviy masala uphun
Parseval tengligi ushbu

f fi'-c)dx = [ f(x)ipnb(x)dx\ (3.1.8)
i n=0 nbli
ko‘rinishda bol™di.
Yuqoridagi yigfindini Stiltes integral! orgali ifodaJaymiz. Bu-

ning uchun quyidagi

(_ . fr e.4 =A< o,
M\) = A<Ant-° 1 :
E -2 >M>0
0*K,b<xan,b-

(3,1.9)

funksiyaui kiritamiz.
Stiltes integralining ta'rifiga ko'ra, (3.1.8). tenglik quyidagi
koairiishni oladi'

b mb
J f2(x)dx =J F2(X)dpb(X)r (3.4.10)
0 m' 0 J: o
bu yerda
6
F(X) =] f(x)ip(x,X)dx, (3.1.11)
a

belgilash kiritilgan.

(3.1.10) tenglikda cheksizlikka intiluvehi bk ketma-ketlik
bo'yicha limitga o'tish mumkin ekanligini.ko‘rsatamiz. Buning
uchun avvalo quyidagi lemmalarni isbotlaymiz.

Lemma 3.1.L, Ushbu
p={(X}/NJo< x<a -N <A< N}

soha berilgan bo'lsin. U holda ixtiyoriy £;> 0 sonuchun shunday

h = hm(e)> 0 son topilib, 0 < x < h, JAK Nshartlami
375



ganoatlantiruvchi barcha (x, \) nugtalar uchun
\ip(x, JT) —sina] < £, ly/(x, M)+ cosa] < e, (3.1.12)
tengsizliklar bajariladi
Isbot. (p(x: A) va ipr(x, JT) funksiyalar P to‘g'ri to'rtburchakda
tekis uzluksiz, ya'ni ixtiyoriy e > 0 uchun shunday h = /i v(£) > 0
topiladiki, barcha Ok, A), (#, A) € P, X—x\ < h] J1—A] < h
nugtalar uchun

<p(X,\)-<p(X,\) < £'1 <p'{X!A)' ip'(X,A) <£1

tengsizliklar o:rinli bodadi. Bu tengsizliklarda x = O A = J1desak
va boshlangdch shartlarni e'tiborga olsak lemma isbotlanadi.B
Natija 3.1.1. Agar sina @& 0 bodsa, u holda shunday h =
hN > 0 son mavjud bolib,
h

(3.1.13)

tengsizlik bajariladi. Hagigatan ham, sina > 0 bodgan holda lem-
ma 3.1.1 dae = ~sina deylik. U holda

-~e < Jl) —sina < s,
— sina < ip(x,JT) —sina < ~sina,
V(x, J1) > - sina,

h
[ 1 .
- /[ ip(x,/Mdx > - sina > 0O,

0
bodgani uchun (3.1.13) tengsizlik o‘rinli bodadi.
sind < 0 bodgan holda lemma 3.1.1 dae = sina deylik. U
holda



h
1 f 1
-- /| <p(x,\)dx > --sina > 0,

bo‘lgani uchun (3.1.13) tengsizlik bajariladi.
Natija 3.1.2. Agar sina = 0 bo'lsa, u holda shunday h =

hpj > 0 mavjud bo'lib,
ipJ <p(x,\)dxj >~ (3.1.14)

tengsizlik o:rinli bodadi. Hagigatan ham, lemma 3.1.1 dae = \

desak, u holda

~\ < <p'x,X)+ . <1 —4>x, A) > 1,

S\ {x- h)>hji-x),

h h
\] <p'(x, A) (a; —h)dx > "J (h —x)dx,
0 0
} I f x 2\ h
{x- h)dy{x,A) > - fte -y J ,
0 0
n

Ok- o, AP - \] v{x, X)dx > hi2

]
h
| f 1
23 ?2(*»*)<& > J
0
bo‘lgani uchun (3.1.14) tengsizlik bajariladi.1
Lemma 3.1.2. Ixtiyoriy musbat N soni uchun b ga bog'liq

boUTaman A = A(N) > 0 soni topilib,
VblA)}= Y! Jn =MN)- Pbi-N) < A,

-iV<ANbh<AT n»%
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tengsizlik bajariladi, yani p&(A) Junksiyalarning o‘zgarishlari b ga
nisbatan tekis chegaralangan bo‘ladi. '
Isbot. Ikkita holni ko'rib chigamiz:

sina ® 0 bodgan holda-(3.1.10) PaTseval tengligihi

i 0< x < hy.
f(x) =, h
0, x>kj .\

funksiyaga qodlaymiz* bu yerda h soni riatija. 3.1.1 dan olindi:

J hf oc (;-h . 2

iN\x)dx =J~dx =\=j W ¢ , X)dx > dpb(X) >

-N K O

EN n, -

> /\sinZa\] dpb{\) = ~sin2a\pb{N) - Pb{~N)},

ya'ni quyidagi lé\~ N

Pb(N) - pbhN) < -r:rj- .
i PPN - PORND < 3retla

baholash o'rinli. =
sina = 0 bodgan holda (3.1.10) Parseval tengligini ushbu

LoVl
-J, 0<x < h,
Hx) =

0, x>1/i, m

funksiyaga qodlaymiz, bu yerda k soni natija 3.L2 dan olingan:
H
ff{x)dx:/ > 4 = |/ ¢ , Adx  dphA) >

-0C
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{1l -

+ J dpb[X) = A\pb{N)-Pb{-N)\ =

P..{N) - pe{-tO <

kelib ehigadi. =
Natija 3.1.3. (pb(A)} funksiyalar to'plami [N, N] kesmada

b ga nisbatan tekis chegaralangan to'plam. Hagiqatan ham.
Pb(A)-p6(-A)< A(N), A€[0,/1,
bodgani uchun
0 < PbW < A(N) + P6(—A) < A(Ar),

tengsizlik o'rinli bodadi. A € [N. 0] bodsa. —(A) < p{—A) —
p{A) < N1(;¥) bodgani uchun —A(N) < p(A) < 0 bodadi.

Teorema 3.1.1. (Xdiming birinchi teoremasi) Chegaralan-
gan kesmada aniqglangan tekis chegaralangan funksiyalar sinfming
variatsiyalari ham. tekis chegaralangan botsa, bu sinfdan yaqin-
lashuvchi funksiyalar ketma-ketligini tanlash mumkin.

Natija 3.1.4. Lemma 3.1.2 va uning natijasiga ko'ra p&A),
A E [-N, N] funksiyalar sinfidan pi»i(A) — p(A) yaqginlashuvchi
ketma-ketlik tanlash mumkin.

Teorema 3.1.2. (Xellining ikkinchi teoremasi) Chegara-
langan kesmada aniglangan yaginlashuvchi funksiyalar ketma-
kctligining variatsiyalari. ham tekis chegaralangan bo{lsa, n hol-
da limitik funksiyaning variatsiyasi chegaralangan bo‘ladi va har
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ganday F (A) uzluksiz funksiya uchun

N N
MnJ F(X)dpbk(X) = J F(X)dp(X),
-N
tenglik o‘nnli bo‘ladi.
Lemma 3.1.3. Quyidagi
fn(x) B C2[0.00), fn(x) = 0. x > n,(n < h).
/,(0) cosa + /'(0) sina = 0,

shartlarni ganoatlantiruvchi har ganday f n(x) funksiya uchun

n N n
vJ fn(x)dx~ \] F%{X)dpb{X) < jp f [/»W - g{x)f,{x)]2dx,
0 -N 0
(3.1.15)
tengsizlik bajariladi
Isbot. (3.1.10) Parseval tengligiga binoan
n 00
\] fl(x)dx =\] F 2(X)dph(X), (3.1.16)
0 —e0
bu yerda
n
Fn{A) = J fn{x)(p{x, Aydx .
0
Bo'laklab integrallash natijasida
b
F.{A) = ~\T/»(*)Ne . A) - g{x)ip(x,A)]dz =
0
b
= ~\f A)[/«(*) - I®)/r.(®)]rf®, (3.1.17)
0

tenglik hosil bo'‘ladi.
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(3.1.16) va (3.1.17) tengliklarga ko'ra

7 N
I r
J fneodx- / F2NdRN) = [ F{\)dpb\)
0 N APA

\\!N b/ dvv

720 1j MXAK W - 2(MAWIET 1 b 6() <

P~T vo

/N ﬂ,PlV\ a ey (-FT Lasa) =
0 J

71

N
0C 1

*

= ™2/ “ 3N 1)]2n em
0
Xellining ikkinchi teoremasiga asoslanib, (3.1.15) tengsizlikda

bk — 00 ketnm-ketlik bo'yicha limitga o'tish mumkin:
n A’ 7
f fl(x)dx-J F*(\)dp(X) < J[f" (X)-g (X)fn(X)fdx.

0 -N 0
(3.1.18)

(3.1.18) tengsizlikda N —00 limitga 0‘tsak,
n oc
I £{x)dx =J F*\)d.p(\), (3.1.19)
0 -00
tenglik kelib chigadi.
(3.1.19) tenglik ixtiyoriy f(x) € L2(0,00) funksiya uchun
o'rirjli ekanligini ko'rsatamiz. Funksiyalar nazariyasi kursidan

ma’lumki, ixtiyoriy f(x) e L2(0,00) funksiya uchun quyidagi
A



shartlarni ganoatlantiruvchi fn(x) 6 C2[0,oc) ketrna-ket.lik topi-
ladi:
1) fnix) —0, x>n,

2) fn{0)cosa 4-/'(0)sinQ = 0,
oc

3) IJ]I% [fn(x) - f(x)]2dx - O.
Ushbu f n{x) —fm{x) funksiyalar uchun (3.1.19) tenglikni yoza-
miz:
00 00
J [Fn(A) - Fm(A)]>(A) = j [fn(x) - fmX)\~dx . (3.1.20)
—o0 0

(3.1.20) tenglikdan
00

Um [ [Fn(A) - Fm(A)]l2rfp(A) = 0, (3.1.21)
m=eJ

kelib chigadi, ya'ni Fn(A) ketma-ketlik L2 (—o0, 00) fazoda fun-
damental ekan. Ushbu fazo tola bolganligi uchun Fn(X) ketma-
ketlikning F(A) limiti mavjud bo‘ladi. Quyidagi

[0 0] oc 00
I fn(X)dx - . J/ p{x)dx < J/ [fn{x) - f(x)]2dx
\ 0 \ 0 \J] O
® @
I F2{\)dp{\) - I F2(A)dp(A) <
\ \ -00

\] [Fn(A) - F(A)]4>(A),

tengsizliklarni ishlatib, (3.1.19) tenglikda n -> oo limitga o‘tsak.

oc 00

\] f2{x)dx= \J F2(\)dp{\), (3.1.22)

—O0C
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tenglik kelib ehigadi. d

Pb(X) funksiyalar monoton o‘suvchi bo'lganligidan. p(X)
funksiyaning moiioton ~o'suvehiligi kelib .ehigadi...

Shunday qilib,. biz quyidagi teoremani isbot qildik.

Teorema (Veyl). (3.1.1)+(3.1 2}j chegaraviy rpasala uchun
butun o'‘gda aniglangan, monoton o'suvchi, chapdan. uzluksiz.
p(—0) = 0 shart .bilan normallangan shunday p{\) funksiya
mavjudki, L2(0, oo) fazodan olingan. #xtiyoriy f(x) funksiya uchun

oc 00

I H{x)dx = jTF 2{\)dp{\).,

tenglik bajariladi. Bu yerda F(X) funksiya
|

n
F.{A) = J f{x)ip{x,\)dx,
0
ketma-ketlikmng L2 (—00, 00) fazodagi limitini bildiradi.

(3.1.22) tenglikka yarim o:qda berilgan Shturm-Liuvill chega-
raviy masalasi uchun -Parseval tengligi. deyiladi, p(A) funksiyaga
esa (3.1.1)+(3.1.2) chegaraviy masalaning spektral funksiyasi de-
yiladi, F(X) funksiyaga f(x) funksiyaning ip(x, /1) funksiyalar
bo'yicha Furye almashtirishi deyiladi va

F(X)=1- |-0ré1 J f(x)(p(x, X)dx,
0
orgali belgilanadi. Parseval tengligini isbotlashning bu usuliga
B.M.Levitan usuli deyiladi.

p(A) spektral funksiya biror Ao enhuqtaning. kichik atrofi-
da o'zgarmas bo'‘lsa, Ao ga regulyar nuqta deyiladi, regulyar
bo'Imagan nugqtalar to'plamiga spektr deyiladi va E harfi bilan
belgilanadi. Ma’'lumki, Shturm-Liuvill regulyar rhasalasinihg spek-

tri xos giymatlardan iborat. Biz garayotgan holda esa, xos giymat-
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lar spektrning biror gismi bo‘ladi xolos. Ular mavjud bo'Imasligi
ham mumkin.
lzoh. Spektral funksiya umuman olganda yagona emas.
(3.1.1)+(3.1.2) chegaraviy masala.ning spektral funksiyasini topish
masalasiga to‘g‘ri masala deyiladi.
Misol. Ushbu
—yl—Ay, 0< x < o0,
2/'(0) = 0O,
chegaraviy masalaning spektral funksiyasini topamiz.

Dastlab,
)< x < 6

regulyar chegarvaviy masalaning xos giymatlari va ortonormallan-
gan xos funksiyalarini topamiz. Buning uchun berilgan differensial

tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

Ushbu
FOlA) =1 $'(0,A)=0
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xarakteristik tenglama kelib chigadi. Xarakteristik tenglamadan

x0s giymatlarni aniglaymiz:
e/ —_ n
A, = Juz,n—f), 1, 2, ..

Endi esa normallovchi o‘zgarmaslarni topamiz:

b
Qq:\] \dx = 6,
0
b b
o f 97Mnx . f (1 1 27Tw1 b
l cm-— dx = 7/ jdr=-, n=1,2,....
0 0

Demak, ortonormallangan xos funksivalar quvidagilardan iborat:

UoW = [ Mn@) = Y bCOS'T~" 7 = 2’

T
Agar sTb = belgilash kiritsak, u holda Sn+U — s7li6= —

bo'‘ladi.
/(.t) 6 L2(0,00) ixtiyoriy funksiya bo‘lsin. U holda Parseval
tengligi quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

/M X =x ~ (Sbh = ~ x *?2(<») m

=-0C -x<snb<oc

Oxirgi tenglikda 6 o0 da limitga o‘tsak,

,J f{x)dx = F2(s2ds = ~ j F2(s2)ds = 2J FAAMA),
(6] -OC. 0 0

tenglik kelib chigadi. Demak, berilgan masalaning spektral

funksiyasi

pA = J n> o
[ O A<Q
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bo lib, spektri E = [0, 00). to'plamdan iborat bo‘lacli.

16 E = [0,00) bodganda berilgan tenglamaning kamida bitta
noldan fargli. chegaralangan yechimi mavjud bodib, bu yechim
L 2(0, oo) fazoga qarashli emas, ya'ni bu holda spektr uzluksiz,

X0s giymat voq.

2-§. Yoyilma haqgidagi teorema

Ushbu paragrafda awalo Parsevalning umumlashgan tengligi
deb at.aluvchi ayniyatni keltirib chigaramiz, solngra bu tenglikdan
foydalanib. yoyilma hagidagi teoremani isbotlaymiz.

Kvadrati bilan jamlanuvchi f(x),g(x) € L2(0,00) hagiqgiy

funksiyalar berilgan bo1lib,

84 o
F(X) = \] f{x)ip(x,\)dx, G{A) = J g(x)ip(x,\)dx,
0 0o =

bo‘lsin. U holda f(x)+g(x) va f(x)—g(x) funksiyalarning ip(x, /)
bo'yicha Furye almashtirishlari mos ravishda F (JT) + G(A) va
F (A) —G(A) bo'ladi. Parseval tengligiga ko‘ra

00 oc

I [/(™) + a)]<b=j [F(A)+ G(A)]p(A),

0 — 00

oc 00_

1 [f{x) —g(x)]2dx —J [F(A) - G(A)]2dp(A),

0 " -00
tengliklar o‘rinli bo'ladi. Bu tengliklarning birinchisidan ikkin-
chisini ayirsak, : ; / ;

oc 00

1 f(x)g(x)dx=J F(A)G(A)dp(A), (3.2.1)

0 —00 j
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ayniyat hosil bodadi. (3.2.1) ayniyatga umumlashgan Parseval
tengligi deyiladi. f(x) = g{x) bodgan holda (3.2.1) oddiy Parseval
tcngligiga aylanadi.

Teorema 3.2.1 (Yoyilma haqgida). Agar f(x) 6 L2(0,00)

funksiya uzluksiz bo'lib,
0oC

J X)dp(X), (3:22)
—oc
integral absolyut va har bir chekli oraligda tekis yaginlashuvchi

bo‘lsa, n holda f(x) funksiya uchun

/[(x)= f F(X)<p{x,X)dp(X), (3.2.3)
—0C
t.asvir o ‘rinli bo‘ladi.
Isbot. (3.2.1) tenglikdagi g(x) funksiya [0,00) da uzluksiz
bodib, [0. 71] kesinadan tashgarida aynan nolga teng bo‘lsin. U
holda

I f(x)g(x)dx :\] F(X)\\]g(x)ip{x,\)dx >rf?2(A),  (3.2.4)
0 -oc lo J
tenglikdagi integral absolyut yaginlashuvchi bodgani uchun inte-

grallash tartibini almasht.irish mumkin:

4 ( o i
f f(x)g(x)dx —f I F{\)<p{x, X)dp{X) U (x)dr,
0 0 w0

@
ARORP - e

(3.2.2) integral tekis yaginlashuvchi bo'lgani uchun u x ga nis-
batan uzluksiz bo'ladi. (3.2.5) tenglikda gavs ichidagi ifoda uzluk-
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siz bo'lgani va y(x) funksiya ixtiyoriy ekanligidan

P o
f(x) - J F{\)v(x, X)dp(X) = 0,
—ac

tenglik kelib chigadi, ya'ni (3.2.3) tasvir o‘rinli bodadi.l
Misol. Ushbu

j —y" —Ay, 0< x < oo.
\ 3/'(0) = 0,
chegaraviy masala uchun yoyilma teoremasini yozamiz.

Bu masala uchun

<£(®, A) = cos V\x, p(A)-m1 7 N>
[ 0 A<DO,
bo'lishini yuqorida ko'rsatgan edik.
f(x) € L2(0,00) ixtiyoriy uzluksiz finit funksiya bo'lsin. U
holda

00)
F(A) = J f(x) cos VXxdx. (3.2.6)
o . \ \mm . \ . .,
bo'lib,
00
f{x) = \] F (A)'cos VXxd
0
bodadi. Oxirgi tenglikni quyidagi ko'‘rinishda ham yozish mumkin
@/ n
f{x) =~/ [ f(t) cosptdi >cospxdp. (3.2.7)
0 Vo

(3.2.7) tenglikdan
(00]

f(x) = \|7~r I H (p).cos pxdp,

0
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kelib chigadi. Bu yerda
H(p) = Y -J f(t) cosptdt,
0
Furyening kosinus almashtirishidir.

3-§. Veyl doirasi va nuqtasi3

Quyidagi

by = -y" + g(s)y = Ay, 0 < x< oo, (3.3.1)

y(0)cosa 4-y'(0)sina = 0, (3.3.2)
chegaraviy masala yordamida hosil bodgan L opcratorni ko‘rib
chigamiz. Bu yerda q(x) € C[0, 00) haqiqiy uzluksiz funksiya.
Mazkur paragrafda L operatorning rezolventasini topishda kerak
bodadigan, (3.3.1) tenglamanirig L2(0, oo) fazoga tegishli yechim-
larini o'rganamiz. Buning uchun quyidagi ayniyatlardan foy-
dalanamiz:

1) AgarF(x) va G(x) funksiyalar (3.3.1) tenglamaning J1= Ai
va J1 = JRgiymatlarga mos keluvclii biror yechimlaribodsa, u
holda

b b
(A - A2)\] F(X)G(x)dx = \]IG(A’\) - F m(X2G)}clx =
0 0

6
- J [G(-F" + gF) - F(—G" + qG)]dx =
0
b
- (FG"- GF")dx = (FG1- GF)|6= WHF, G }-W 0{F,G},
0

3Bu pnraRr.ifni yuzishdu akadimik Sli.A.Alimovnlug “MaTemaTuyeckue. NPUULMNM dneKkTpopasseakn’ nomll ma'ruralar
matnidnn fovdalnnildl
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ya w
b

(Ai - Aa)\] F(X)G(x)dx =WDb{F,G} - WO{F, G},  (3.3.3)

0
tenglik o'rinli bo;la.di.
2) Agar (3.3.3) tenglikda Ai = u+iv, = u—iv bo'lib. G =

F bodsa, u holda (3.3.3) tenglikni quyidagicha yozish mumkin

b
2iv\] |F(2)]2dx = WHF, F} - WO{F, F} .
0
Bu tenglikdan

b
2v\] \F{x)fdx = iIWO{F:F} - iWb{F,F}, (3.3.4)
0
kelib ehigadi.
3) 0(a,A) va ip(x. A) orqali (3.3.1) tenglamaning
f 0(0,A) = cosa ya f ¥(0A) = sina
~ 0'(0,A) = sina <N, A) = —cosa
boshlangdch shartlarni ganoatlaritiruvchi yechimlarini belgilavlik
va uning
y{b) cosp 4-y'(b)sinP = 0, (3.3.6)
shartni ganoatlantiruvchi quyidagi
A) = 9(x}A) 4- Itp(x, A), (3.3.7)
yechimlarini ko'rib chigaylik. ¢ (x, A) yechimni (3.3.G) shartga
go‘yib I ni topsak,
N 9(b,A)cosp + 9'(b,A)sinP
<p(6, A) cos P 4- P& A)sinp’
tenglik hosil bodadi. Bundan esa
= & /)ctg/j + g(v), /)
<pb, A)ctgp + tp(b, A)’ 1w v’
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ekanligi kelib chigadi. Bu yerda x = ctg/?, 0 € R belgilashni

olib,
0(6, X)x + 9'{b, A)

V26, A)x + v?'(6, J)
haqiqiy argumentli ratsional funksiyani tuzib olamiz va uni £ =
x + iy. i — y/— o:zgaruvchiga nisbatan kompleks tekislikga
davom qildirib ushbu
6(b,X)z + 6'(b,X)

U ~ o ,X)z+ <f/(b)\) ( J
kasr-chizigli akslantirishni hosil gilamiz. Bu kasr-chizigli akslan-
tirish haqiqiy o;gni aylanayoki to*g-ri chizigga odkazishi mumkin.

Avvalo, kompleks o'zgaruvchili funksiyalar nazariyasida
uchraydigan quyidagi tasdigni isbotsiz keltiramiz.
Lemma 3.3.1. Agar QP —PQ & 0 bo'lsa, u holda ushbu

Mz 4- N
f{fz) =TITg’' MQ -pN™*° (3-3-10)
formula bilan berilgan / : C -> C kasr-chizigli ahslantirish,

haqigiy o‘gni aylanaga akslantiradi. Bu aylananing radiusi va
markazi mos ravishda

(3.3.11)
\QP - PQ\ v '
uo = /(<?), (3.3.12)

formulalar yordamida topiladi.

Bu lemmani isbotlash uchun F(x) —cjgl = R ayniyat bajaril-
isliini tekshirish yetarli.

Lemma 3.3.2. Agar ImA ¢ O boba, 1 holda (3.3.9) tenglik
bilan aniglangan I(z) funksiya. haqigiy sonlar o'qgini Cb aylanaga

akslantiradi. Bu aylananing radiusi va markazi mos ravishda

Rb= 7~2]ImA] =J \<pix A)|2<€rj w0=-(3-3.13)
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formulalar orgali aniglanadi

Isbot. Yuqoridagi [(z) akslantirishga lemma 3.3.1 ni
goilaymiz. Buning uchun awalo MQ —PN ®0vaQP —PQ ® 0
shartlar bajarilishini ko;rsatamiz. Qaralayotgan holda

M = N = —ff(b}X_i P = ip(b,\), Q = ip'(b, A).
Bu ifodalardan
MQ —PN = WHh{<p, 0} = WO{v, 0} = 1

va
QP-PQ = Wh{"<p}
kelib chigadi.
(3.3.4) formulada F(x) = v(x,\) deb olib. Wo{ip,(p} =
tenglikdan foydalansak.

b
Wh{<P't<p} = 2iv J \<pOe\)\2d x (3.3.13)
0

formula hosil boiadi. Demak, v = ImJ1® 0 bo'lgani uchun QP —
PQ @ 0 bo'ladi. Endi (3.3.11) formuladan foydalanib. quyidagi

hisoblashlarni bajaramiz:

o _o_ INP-MQ\ _ 146y (6 A) - fi(b, Xblb, A] _

6 RP - PQ] Mb,Ay (6,A)- Mb, AMb, A)|
“\Wh{eM\ = - 1
Wb{<p>0 N\  \Wh{ip,v}\'
Bu yerda (3.3.13") va — —1 tengliklardan foydalansak,

(3.3.13) formulalardan birinchisi kelib chigadi.
Cb aylananing markazini topish uchun (3.3.12) formuladan fov-
dalanamiz:

w=If = A)(b, A) - Q1b, \):m:?A)

° N\ A)) tp(bﬁ)(p'(b, A) - <p'6 \{b, A)

0



Wh{ 0><p} w
WbW, ¢}’

Hagqiqiy sonlar o‘gi komplcks tckislikni yuqori va pastki yarim
tekisliklarga ajratadi. Shu bois (3.3.9) tenglik bilan aniglangan
I(z) akslantirishning uzluksizligidan yuqori yoki pastki yarim
tekisliklarning bittasi Dy doira ichiga, ikkinchisi esa [, doira
tashgarisiga akslanishi kelib ehigadi. D/, doiraning markaziga zq

nuqta akslanadi. Bu yerda zo = Bu kompleks sonning
mavhum gismini hisoblaymiz:
t r / V@O X)\_ijv(6,A) dob Al
" m{ <pb A)J 2\v?(M) <?(M)J
i <p'b. X)d(b. A)v—qa'(b, A)<p(b, A) i Wb{<f, q)}. (33.15)
2 1~ |2 2 |G, A

Bu tenglikni (3.3.13") formuladan foydalanib, ushbu

(3.3.16)
ko:rinishda yozish mumkin. Shunday qilib, doiraning markaziga

o‘tadigan zg nugta uchun
b

- %! *
mi= gy AT eam

o‘rinli bodadi.
4) v = ImA > 0 bodsin. U holda (3.3.16) tenglikka ko‘ra

ImrO= Im >0 (3.3.18)

D, A
bodadi. Bundan esa Zg = — nugtaning yuqori yarim tekis-
likda joylashganligi kelib ehigadi. Ushbu zq = - nugta 1(z)

akslantirish natijasida oo nuqgtaga od.adi, va ni doira tashqarisiga

393



oltadi. Demak, Imz > 0 yuqori yarim tekislik doira tashqarisiga
odadi. Xuddi shuningdck, (3.3.17) tenglikdan

nizg=1m " ™Y <o
I b A) J

kelib chigadi. Bundan esa, Im 2 < 0 quyi yarim tekislikning doira

ichiga akslanishi kod'inadi.

3-rasm.

5) I(z) akslantirish natijasida hosil bodgan doirani A bilan
belgilaylik. v = ImA > 0 bodgan holda | G A bodishi uchun
Im2 < 0 bodishi zarur va yetarlidir, ya'ni i(z —2) < 0. (3.3.9)

6 A)+ Iy (M)
Q(b, \) + lip(b, X)
ifodani topamiz va Im z ni hisoblaymiz:

formuladan

2Im2 = ifz — 2)_ _B(bx)+_uit'é’\) ! ’O(_ML' \L%M)

0(6, A) + lip(b, A) 96, A) + 706, A)

\8{b, \) + i<pfb, \)\2
Wb{0 + hp,0 + lip}
|06, A) + M6, A)J*
Demak, v = Im A > 0 bodganda | G A, bodishi uchun

iWb{0 + lip, 6 4-lip} > 0
314



tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. Xuddi shuningdek, v =
ImA < 0 bo'lganda | € Dbbo'lishi uchun

iwu{O+ Ip,9 + Ip} <O

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini ko'rsatish
mumkin.

Bu ikki fikrni quyidagicha umumlashtirishimiz mumkin. Agar
ImA 770 boisa, u holda/ 6 Db bodishi uchun ushbu

P—WiJfe + lip,JThp} >0 (3.3.19)
ImA

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Endi (3.3.19) shartga teng kuchli bo‘lgan quyidagi tasdigni
keltiramiz.
Lemma 3.3.3. Agarv = ImA & 0 bo‘lsa. v holda | nuqta Db
doiraga iegishli bo4ishi uchun
b
I Poa. A) + hp(x. A)[2dir < (3.3.20)
0
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Isbot. (3.3.4) tenglikda F(ar) = 6{x,X) + Ip(x,\) deb olsak,
u holda

2\/\] a.(x,A) +Ip(x,A)1lx =

= %Wg{9 + Ip, 0+ hp} —i\Vb{6 + Ip,6 + Ip} (3.3.21)
bo'ladi. Bu yerda Wo ni hisoblaymiz:
WD{0+ Ip,0 + Ip} =
- WO{e, B} + iwO0{ip. 9} + IWq{6. ¢p) + \Wa{<p, d}.
(3.3.5) boshlang'ich shartlardan foydalanib,

Wo{0,6} = Wo{p.,p} = 0,
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n/o{0,<?} = - If MM>,0} = 1

tengliklarni topamiz. Bulardan
Wqo{O+ I(p,0f /<<%}= 1 —I'= 2rim/

tenglik kelib ehigadi. Bundan foydalanib, (3.3.21) tenglikni
guyidagicha yozish mumkin:
v
—2—V ------- 23 10(x, /1) + ly>(x, A)|2cEr = \;W b{9 + /y?, 0+ hp}.
0
Bu yerda (3.3.19) tengsizlikni gqodlasak, (3.3.20) kelib ehigadi.m
Lemma 3.3.4. Agar b' > b bo‘lsa, n holda Dy doira Db
doiraning ichida yotadi.
Isbot. Faraz qgilaylik, I nugta Dy doirada yotsin. U. holda
lemma 3.3.3 ga asosan
6
J O (x,\)+ lip(x,\)\2dx <_
)

tengsizlik bajariladi. b' > b bodgani uchun

\ now lf_ T 7
100x, 1) H hp(x, JHj2dx < [/ |OCr, /) + 1np(x, JHj2dx < ---—--- -

] 0
bodadi. Bunga va lemma 3.3.3 ga asosan | 6 Db kelib ehigadi. =
Demak, {Db} doiralar ichma-ich joylashgan ekan. Bu holda
ularning kesishmasi D (J1) doiradan yoki m(A) nuqtadan iborat
bodadi. Bu limitik D®(A) doiraga Veyl doirasi, limitik m(A) nug-
taga esa Veyl nugtasi deyiladi.
Teorema 3.3.1. Agar m(X) - Veyl nuqtasi yoki D 00(A) Veyl
doirasiga tegishli bolgan biror nugta bo4sa, u holda ixtiyony A €
C\R kompleks son uchun (3.3.1) tenglamaning

rp(x, A) = 0(x, A) + m(\)<p(x, A)
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yechimi L2{0,00) fazoga tegishli bodadi va ushbu

(3.3.22)

tengsizlikni ganoatlantiradi.
Isbot. Bu m(A) nuqta doiralarning barchasiga tegishli
bo‘lgani uchun
b
| xA¢ m@a (T, Affdx < —tMMA) L Z A
0
tengsizliklar o‘rinli boiadi. m(A) son ftga bog’lig emasligini hisob-
ga olib, bu yerda b — 00 da limitga o:tsak, (3.3.22) hosil boiadi.
|
Ta'rif 3.3.1. dp(x, A) = 0(x,A) + m(\)<p(x,A) yechimga Veyl
yechimi. ?n(A) funksiyaga esa Veyl-Titchmarsh funksiyasi deyila-
di.
Teorema 3.3.2. D" X) - Veyl doirasi bo‘lsin, n holda Im A~
0 bo'lganda, (3.3.1) tenglamaning barcha yechimlari L2(0, oo) fa-
zoga tegishli. bo'ladi va O,»(A) doiraning radiusi Rx uchun
-1

Am= ~2lImA =3 \ ¢, \)I2dx] (3.3.23)

tenglik. bajariladi.

Isbot. (3.3.13) formulada 6 -> oo da limitga o‘tib, (3.3.23)
tenglikka ega boiamiz. Xususan, (3.3.23) formulaga asosan
ImA ¢ 0 bo‘lganda <p(x. A) € L2(0,00) boiadi. Ushbu ¢(x, A) =
0(x,A)+ m.(A)y?(.r, A) tenglikdan 0(x, A) G L2(0, oo) kolib chigadi.
(3.3.1) tenglamaning barcha yechimi 6(x, A) va (p(x, A) yechimlar
orgali chizigli ifodalanganligi uchun. (3.3.1) tenglamaning barcha

yechimlari L2(0, oo) fazoga tegishli boiadi. m
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4-§. Veyl doirasi va nuqtasi hagida teoremalar

Veyl doirasi yoki nugtasi holi o‘rinli bodishi /1 ga bogdigmi,
yoki q(x) funksiyaga bogdigmi, degan tabiiy savol tug:iladi. Bu
savolga quyidagi teoremalar javob beradi.

Teorema 3.4.1. Agar biror Ao kompleks son uchun

—y" + q{x)y = Aoy,

tenglamaning barcha ycchimlari L2(0, 00) fazoga tcgishli bollsa,
ixtiyoriy A kompleks son uchun

-y T+ Ay =

tenglamaning ham barcha ycchimlari L2(0, 00) fazoga tcgishli
bo ‘ladi.

Isbot. ImAo ¢ 0,ImAV 0 bo'iib, Q(x) va <p(x) funksiyalar

-yt ax)y =

tenglamaning

0(0)= 1.0©)= 0 va p(0) = 0,<pf0) = 1

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlari bodsin. y(x)
funksiya esa

-y"+a{x)y = Ay, (3.4.1)
tenglamaning ixtiyoriy yechimi bodsin. (3.4.1) tenglamani quyida-
gi ko'rinishda yozib olamiz

-y" +a{x)y - Aoy = (A- AD)y. (3.4.2)
Ushbu
-yt a{x)y- Ay = f(x),
tenglama uchun Koshi funksiyasi

K(x, 1) = 6(x)tp(l) - <p(x)d(t),
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bo'ladi. Koshi funksiyasi yorclamida (3.4.2) tenglamani quyidagi

integral tenglamaga kcltiramiz:

y(x) = a1B(x) + c2y>(x) + (A - AO)\] O{)<p{t) - y>(x)9(tly(t)dt,

(3.4.3)

bu yerda a, c\va @ ixtiyoriy ofzgarmas sonlarni bildiradi.
fa, x] tayinlangan kesma boflsin. iMa'lumki, ushbu

(3.4.4)

\

funksional nornia shartlarini ganoatlantiradi. M  sonini

quyidagicha aniglaymiz:

ro N °f
M —max / m\4t, n j \p)\dt (3.4.5)
b i \ a

U holda Koshi-Bunvakovskiy tengsizligidan foydalanib, quyidagi

baholashlarni bajaramiz:

\] B{)ip(t) —(fix)e(n]y(dt <

a

< IO(Z)I'J 1<PM = \y(H)\dt + V|>K)I'J 1001 =\y{t)\dt <

a

< |0(x)|\\] y(H\te J m\dt.

i it

+ NP\ J m \4t- j Yy(D\4t
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\j WL e

Minkovskiy tengsizligidan esa ushbu

I < kil o 2[6]] + bl wlM 14

X

+ JA—Aoly 11 [0%)<p(s) - <p{t)e{s)ly{s)dt dt<

\
—(I6il + oD 1A+ | A—Aq] J ML\ + L) 21 Vy(s)\eict <

<(lcil + [c2[)M +M IA—AOI\ \]x 2Mt)\2+ M)BJ [@Rﬂk

< (Ici] H 123 M-

+M | A-AO] (16912 + M3S)I2) dS

lx HoRis) 2 (03] =g (<) S01E

~I\y{D\2 J 2 [\0(s)\2+ \<p(s)\2) dis )

<(Jel+ E2DM + M [ A-A0] dsmm 2=

(Icil + I2DM + 2M2]A— AOLLEL| (3.4.7)
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kelib ehigadi. Oxirgi tengsizlikdan quyidagi baholash
@- 2n2pn- Ao Ibll < (h] + h]) M, (3.4.8)

hosil bodadi. a parametrni tanlash hisobiga, M 2JA—A0| < \ teng-
sizlik bajariladigan gilish mumkin. U holda (3.4.8) tengsizlikdan

X
J \W(O\2dt < 2M(Jci] + hi), (3.4.9)

munosabat kelib ehigadi. (3.4.9) tengsizlikdan ni cheksizlikka in-
tiltirsak,

[e]e]
-

J winadt < 2m (it + hp) (3.4.10)

odinli bodishi ko‘rinadi. Demak, y(x) 6 1/2(0,00).I

Quyidagi teorema amaliy jihatdan muhim ahamiyatga ega.

Teorema 3.4.2. Agar birork musbat son uchun q(x) > —kx2
tengsizlik bajarilsa, Ly = —y" + g(x)y Shturm-Liuvill operatori
uchun Veyl nugtasi holt o (rinlidir, ya’'ni A parametrning kompleks
giymatida —yf+q(x)y = Ay tenglamaning L 2(0, oo) fazoga tegishli
ycchimlari o ‘za.ro proporsionaldir.

Isbot. Bundan oldingi teoremaga ko‘ra Veyl nuqtasi yoki
doirasi holi bodishi A ga bogdik emas. A = 0 nugta spektrga
tegishli emas deb hisoblaymiz. <p(x) va 0(x) haqigiy yechimlar
ehizigli erkli bodib, /~(O, 00) fazoga tegishli bodsin deb faraz qi-
laylik.

ip"(x) = q(x)(p{x) ekanligidan

j :jqjt)’\_kj\][lﬁ.l(34n)

a a

tengsizlik kelib ehigadi. Bu tengsizlik chap tomonidagi integralni
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bodaklab integrallaymiz:

mct
i
VX)<pf{x) <p@)if/(a) f (pl2(t) y(*YNe 4
XC al j t2 ts
a a
(3.4.11) tengsizlikdan

+ + f ejvidt -2 / Idt <
a a
X

< kf (p2(t)dt,
m a

ekanligi ko'‘rinadi. ip{t) E L2(0, 00) bodgani uchun (3.

ip(x)v'{x) . f (f2{t)
Ne - t3

dt < ku

kelib chigadi. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga asosan

< JA dtl/j y\t)dt < lQAJ~p-dt,
\

baholash o'rinli bodadi.

Ushbu
)«
N t2
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4.13) clan

(3.4.14)

(3.4.15)

(3.4.16)



yordamchi funksiyani kiritamiz. (3.4.14) va (3.4.15) tengsizliklar-

dan

_® Ne (x)+a(r) _ MWL N < k% (3.4.17)
X~
hosil bo‘ladi.

Agar x —> 00 bodganda H(x) — oc bodsin desak, biror xo
dan boshlab,

A(r) - =274 £) - A, > IH (x),
tengsizlik bajariladi. Bundan esa (3.4.17) ga ko'‘ra
2c0/ (X)(/2(rc) > x2H (x), X > Xo,

kelib ehigadi. Oxirgi tengsizlikni integrallaymiz:

J 2ip'{t)ip(t.)dt > J t2H (t)dt,

XQ X0

432(x) > q2{x0) + \] ©2H{t)dL
XQ
Natijada, ip2{x) — oo ekanligi kelib ehigadi. Bu esa <%a) 6
L2(0, oo) ekanligiga ziddir.
Demak, #(x) funksiya chegaralangan bodadi, ya'ni

X

ﬂlt\/l dt < oo. (3.4.18)
Xuddi shunday qilib.

/" -dt < oc, (3.4.19)

tengsizlik ham ko'rsatiladi. (3.4.18) va (3.4.19) dan ixtiyoriy x > a
da
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ekanligi kelib chigadi, ya'ni ziddiyat hosil bo iadi. Demak, faraz-
imiz noto‘g'ri.1

Natija 3.4.1. q(x) uzluksiz funksiya quyidan chegaralangan
bodgan holda, Veylning nuqgta holi o'rinli bodadi.

Natija 3.4.2. q(x) uzluksiz funksiya davriy bodgan holda,
Veylning nugta holi o‘rinli bodadi.

Endi p ning berilgan giymatida

I = u\\ = 9(b,X)cosj3 + e'{b,\)sm/3
JNcosP + <E(& JN)sinP*
funksiyani ko'rib chigamiz. I(A) funksiya meromorf bodib. lining
qutblari
V26, 1) cosp + 4>{b, A)sinp = 0O,

tenglamaning ildizlaridan iborat. Bu tenglamaning liollari

-y" + gq(x)y = Ayt 0< x < b,

J y(0) cosa 4-y'(0)sina = 0,

| y(b)cosP + y'(b)sinp = 0,
chegaraviy masalaning xos giymatlari bodgani uchun ular haqiqiy
o'qda joylashgan va karrasizdir.

Madumki. b ortgan sari Di doiralar kichrayib boradi va ichma
ich joylashadi. Shuning uchun I(X) = I(\,b,p) funksivalar sinfi
yugori yarim tekislikda. yotgan chegaralangan sohada b ga nis-
batan tekis chegaralangan bodadi. Pastki yarim tekislik uchun
ham ushbu fikrlar o'rinli bodadi. Kompleks analizning klassik



teoremasiga ko'ra bu sinfdan tekis yaginlashuvchi gismiy ketma-
kctlik tanlab olish mumkin, ya’ni, cheksizlikka intiluvchi shunday
bk va fik kctma-ketliklar topilib. quyidagi limit mavjud bo'ladi:

Jim (X bk /39 = m (A).

Vevershlrass teoremasiga ko‘ra ra(A) funksiya ImA ¢ 0 sohada
analitik bo'ladi.

Teorema 3.4.3. A)+1(p(x, A) bo'lib, I = Z(A b)
bollsin. U holda Im A ® 0 uchun ushbu

hb(s, A) — PXgr, A), (6 —>00), (3.3.19")
b (e
J \\2d x—J  |NT,A)|2dx. {b-> 00), (3.3.19")
0 0

munosabatlar o ‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Quyidagi ikkita holni ko'rib chigamiz:

1) Veyl doirasi holida I(A) — ??r(A), (b —oc) boigani uchun
X va A ning tayinlangan giymatida

Pb(x, A) - h(x, A) = [[(A) - mA)VAx,A) 0, (6->oc).

bo'ladi va bundan
6

\] \®b{*-. A) - Al2d.r =

o)
= 128 —m(\)\2J \tp(x, AJ2dx —=0, (b  co,

ekanligi kelib chigadi.
2) Veyl nuqgtasi holida quyidagi tengsizliklar o'rinli:
b

b
\] kou(x, A) - b(x, A)dx = |/(A) - m(X)\ZJ \ip{x} A)|2dx <
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Bunga asosan ushbu

PR \bix ON2dx — | \dpoA) e <
0 \ 0

< \] \dos{x, A) - (x, A)Rdx +

+ J N\ {x,X)\Ux- J \p{xyX)\2d x

0 \ o

baholashlardan (3.4.19") munosabat kelib chigadi. =

Lemma 3.4.1. Veyl-Titchmarsh funksiyasi uchun quyidagi
munosabatlar o ‘rinli:

1) m(A) = m(A);



2) JO son xos giymat bo'lsa, n holda

Ai_%(” —A0) *m(A) = c”™O0

bo lladi.
Bu lemmaning isbotlashni o‘quvcliiga vazifa sifatida qoldiramiz.
Teorema 3.4.4. Hagiqiy bo'imagan A va A sonlar uchun

quyidagi tengliklar o ‘rinli:

a) NimW h~"(x, A), rp{x, A)j =0 (3.4.20)
b) J d(x, X)d(x, X)dx = _ ™M(X)_ (3.4.21)
0
c) . (3.4.22)
0

Isbot. a) B(Xx,A) + /(A)™(.t,A) va B(X,A) + I\)g>(x, A

funksiyalar
7/(6) cos/? + y'(6) sin/? = 0,

chegaraviy shartni ganoatlantirganligi uchun
Whb{o(x. A) + I(\)(p(x, A), 0{x, A) + KX)(p(x, A)} = O,

bodadi. Bu tenglikdan
\b{d(x, A) + [[(A) - mA)V?(a;, A),
t (xyA) 4- [[(A) - m(A)]<2(r, A)} = 0,

ya'ni

» A ), ATLA)Y+ [I(A)-T(A)ILY bl X;A), #c,A)} +

+H/(A) - mX)JWB{"™ (x, A), <Nx, A)}+

+[/(A)-T(A)][/(A)-T(A)]I1Y6{~r,A), d,X)} =0, (3.4.23)
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kelib chigadi. Grin aynivatiga asosan
Wh{<p(x, A), d(x, A)} =
b
= (J1- X)\] \)d(x, A)dx + Wn{'-p(x, A), ~(aq A)},

0
hosil bodadi. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra

Wh{<p{x,X), b{x, A)} = O J \<p(x, X\2dx >+Q(l), b—>o0,

bajariladi. Bundan ushbu

N U(A) - mAINAM*> A), d(x, A)} = 0,

o'ririli bodishi ko'rinadi, bu tenglik Veyl nuqgtasi holida

IKA) - m(X)\ < 2Rb = | Jv]y V2(x, Al2dr

tengsizlikdan kelib chigadi, Veyl doirasi holida esa ushbu
b

integral chegaralangan bodib, I(A) biror bk ketma-ketlik bo'yicha
m (A) ga intilishidan kelib chigadi. (3.4.23) tenglikdagi qolgan in-
tegrallar ham xuddi shu kabi baholanadi va (3.4.20) tenglik hosil
bodadi;

b) Grin ayniyatiga asosan ushbu
b
(A—A)Y d(x, A {xyA)dx —
0

= Wb{*(®, A), d{x, A)} - Wr{d{x, A), d(x, A)},



tenglik bajariladi. Boshlangdch shartlar va (3.4.20) ga binoan
(3.4.21) formula kelib chigadi.

c) Agar (3.4.21) formulada A sifatida A ni olsak (3.4.22) kelib
chigadi.m

Teorema 3.4.5. An, A* - garalayotgan masalaning xos qiy~
matlari bo‘lib. rn = \gnm(A) - Veyl-Titchmarsh funksiyasining

\n xos giymatdagi chegimiasi bo‘Ism. U holda quyidagi tengliklar

bajariladi:
a) J tp(x, X, WL x, A)dx = > (3.4.24)
(o]
b) [ <2(r,A)dx = —, (3.4.25)
J rn
c) J ip(xyAn)ip(x, Ak)dx = 0 ,(n @ k). (3.4.26)

0
Isbot. (3.4.22)tenglikdan
L]
J \wp(xtAn4-iv)\2dx = WIm{m(An4-iv)}] < [Jwm(A, 4 iv)\ < 00.
0

kelib chigadi. Bundan v 0 bodganda

oC

\] il{x.Xndx < oo,

hosil bodadi. (3.4.21) formulaga binoan

oc

Y fy[7n(A) - m(Au4-? 1
—-0x, AL&- V)if)(x. Adx = yl7rn(a) - m( wl
n

r, And-iv - Y
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oTinli. Bu tenglikni ushbu

[
J »  rwn(An4-rn)
I—O(x An4 ) 4o - <p(K, An4-rv) Aab(x, A)dx =
ivm(A)  rnt(An4-rn) 1
A, 4r1v —A’

ko'rinishda yozib olamiz va v ni nolga intiltiramiz, natijada
(3.4.24) kelib ehiqadi. (3.4.24) tenglikda A = An 4- iv deb, uni
— ga ko:paytirib, v ni nolga intiltirsak, (3.4.25) hosil bo'ladi.
Agar (3.4.24) formulada A = Ab4-iv deb, uni f- ga ko'paytirib v
ni nolga intiltirsak, (3.4.26) o'rinli bo'lishi ko‘rinadi.l1

Natija. (3.4.25) formulaga asosan Veyl-Titchmarsh
funksiyasining xos giymatdagi goldiglari musbat bo'ladi.

Teorema 3.4.6. Agar ushbu

y "4 q{x)y = Ay, 0< x < 00,
y(0) cosa 4-y'(0) sina = 0

chegaraviy masala uchun Veylning nuqta holi o'rinli boiib,
h(x, A), Im A ® 0 funksiya

—y" 4-g{x)y = Ay, 0< x < 00

tenglamaning L2(0, oc) fazoga tegishli biror yechimi bo'lsa, u hol-
da berilgan chegaraviy masalaning Veyl-Titchmarsh funksiyasi
uchun quyidagi tenglik o'rinli:

(w — N oshol~ cos tt
mqQ /i/(0, A) sin o1 4- (0, A) cos a
Isbot. dp(x, A) = B(Xx, A)+ma(A)y?(x,A) € L2(0,00), I mA~™ 0
Veyl yechimi bo'lsin, u holda ¢ (xyA) = C -h{x, A) bo'ladi. Bunga
ko'ra
sina - ma(A)cosa _ /i'(0, A)
cosa 4 ma(A)sina /i(0, A) *
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Bu tenglikdan ?nn(A) funksiyaning ifodasini topamiz. m
Teorema 3.4.7. Agar ushbu

y"+q(x)y = Ay, 0<x < oo,
2(0)cosa + y'(0)sina = 0

chegaraviy masala uchun Veylning nuqgta holi o'rinli bo‘lib. bu

masalaning Veyl-Titchmarsh funksiyasi ma(A) bollsa, u holda
-2/"+ q(x)y = Ay, 0:< x < o0,
y(O) cos/? + 2/'(0)sin/? = 0

chegaraviy masalaning Veyl-Titchmarsti funksiyasi m”(A) uchun

quyidagi tenglik bajariladi:
mo(J) S Q (on o7\
cos(a Gﬁa mamsm(a —/
Isbot. 0(x, A), <p(x, A)r0(x, A), <p(x, A) orgali ushbu
-y "+ a(x)y = Ay
tenglamaning

J 0(0, A) = cosce, J %¥0.A) = sina,

I 00, A) = sina, \ <p'(0, A) = —cosa,

f 0(0, A) = cos/?, ( p(0, A) = sin/?,

\ 9'(0,A) = sin/?, [ <p'(0,A) = —cos/?
boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlarini belgi-
laymiz. Quyidagi

d(x, A) = 0(x, A) + mO(X)ip(x, A) € Zr(0,00), ImA & 0,
d(x, A) = 0(x, A) + mp(\)<p(x,A) G L2(0,00), ImA & 0,
munosabatlardan, Veylning nugta holida il)(x,\) — C <V»(x, A)

bo'lgani uchun
f 0(0, A) 4- mtf(A)<p(0, A) = C' =[0(0, A) + ma(A)<p(0, A)],
I ~(0, A) + mp{A)£'(0, A) = C *[0'(O, A) + mn(AYy (0, A,
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f cosft + m-fl(A)sinft = C *[cosa + ma(A) sina]
~sin/3—mB(A) cosft = C e[sinac —m”(A) cos a]
tengliklar bajariladi. Bunga asosan
cosBHme(A)sinft _ cosa + ma(A)sina
sinft —mp(A) cosft sina —m QA) cosa
Bu tenglikdan (3.4.27) kelib ehigadi. 1

5-§.Rezolventa uchun integral tasvir

Bu paragrafda Shturm-Liuvill operatorining
o'‘rganiladi.

Lemma 3.5.1. Agarf(x) € L2(0,00) uzluksizfunksiya bodsa,
1 holda ushbu

rezolventasi

DK, JT) = d(x, A)\] ip(t, X)f(t)dt + tp(x, A)\] X)f(t)dt,

0 x
(3.5.1)
funksiya
"+ [A- p)]® = /(ac), (3.5.2)
tenglama va
®(0, A)ycosa + P'(0, A)sina = 0, (3.5.3)

chegaraviy shartni ganoatlantiradi. Bu yerda ImA & 0.
Isbot. ®{x, A) funksiyaning hosilalarini hisoblaymiz:

D'(x, A) = p'{x, A)J tp(t, Af[t)dt + <p'(x: A)f X)f(t)dt,

0 X
P{x,X) = Cb"(X,X)f <p{t,X)f(t)dt + V"(X,X)\J ip{l,X)f{t)dt+
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+Hp'(x. A<>X A) - ip'(x, At (x, A)J/OK) =

= [9(e) - AJM(X, A)\] tp{t, A)Ht)d t+
0

oc
+[aGK) - Al<pix, A)\] U, Af()dt+
X
+W(<p, ©)7(x) = \afx) - A]®(x, A) + W (v, d)!(x). (3.5.4)

Boshlangich shartlarga ko'ra

sina cosa+ T sina

Wi<p, ¢) = _
{ P Cb) —C0Ss a SiIna —T C0Sa

= sin2(¥ —T sinacosa + cos2a + Tsinacosot —1,

bo‘ladi. Demak, (3.5.2) tenglik o'rinli ekan. Ushbu

®
®(0, A) = (0, A)\] ®H, Af(t)dt,
0
.OC
®'(0, A) = <¥0, A) N \)T<U,
0

tengliklardan (3.5.3) chogaraviy shartning bajarilislii kelib chiga-
di.
Lemma 3.5.1 dagi &(rr, /) funksiyaga yarim ofijda berilgan

Shturm-Liuvill operatorining rezolventasi deyiladi va R\ f(x) kabi

belgilanadi.
Ushbu
-y" o+ q(x)y = \y, 0 < x < 6, (3.5.5)
2/(0) cosa 4-y {0)sina = 0, (3.5.6)
y(b) cosfi -I-y'(b) sin/3= 0, (3.5.7)

yordamchi chegaraviy masalaning xos giymatlarini /1 va Xos

funksiyalarini ipnb(x) = ¥(s>Al}p) orqgali belgilaymiz.



ipb(xyA) oldingi mavzudagi yechim bo'‘lsin. Chekli oraligda
berilgan (3.5.5)+ (3.5.6)+(3.5.7) Shturm-Liuvill operatorining

Grin funksiyasi va rezolventasi quyidagi tengliklar bilan aniqglan-

gan edi:
Eblx, t,2) = L t<x, (3.5.8)
\ (p[x,zm{t,z), t> x,
Rz,bf(x) = J Gb{x)t,z)f(t)dt) (z = u+ iv). (3.5.9)

'0
Bundan tashgari R zjJ(X) rezolventa uchun quyidagicha tasvir

olingan edi:
(00]

Rzfif(x) = v — - «Un.b(x), (3.5.10)
z- X"Db

bu yerda
b
n,b{x) — *tyn,b[x)', &nb= 1 /(")*+r,6("M"E,
&n,b J
0
bodib, a UWbsonlar normallovchi o‘zgarmaslarni bildiradi.
(3.5.10) tenglikni quyidagi
b

Rzjbfte) —mY i ' 2 "« f f(t)4>kjb{t)dt, (3.5.11)

ko'rinishda yozib olib, Stiltes integrali va p&(A) funksiya ta’rifiga

asosan ushbu

b
0 <p(x, A)/ F(£)<p(t, A)dt

PT1 1¢S L R — dpb(X), (3.5.12)

tasvirni hosil giiamiz.



Lemma 3.5.2. Haqiqiy boYTagan ixtiyoriy z son va tayinlan-

gan x uchun quyidagi tengsizlik o‘rinlidir

[ <p{x, A)

dpb{A) < K. (3.5.13)
J z —\

Isbot. (3.5.11) tenglikda f(t) = <n.&(t) desak.

hosil bodadi. Rezolventa. xossasiga ko;ra

b
JI Gb{x,t,z)ipnj,(t)dt = 7 - n.6
(o]
]
G ot o (— N, dt = — A" 3:5.14
b{x:t,z) «( -,6(t))dt 2" mae ( )

teiigliklar oTinli. (3.5.14) teuglik G b{x,t,z) funksiyaning (t

bo'vicha) Furye koeffitsiyentlarini berayapti. Parseval tengligiga

asosan
P ip(x, A)
. 1P(X,
I \GHx,1,z)\edt = g - N - J\g L dpbpy).

(3.5.15)

(3.5.15) tenglikdan ushbu

2 oc
J\t~X dPb M - J \G(x, t,z)\2dt,
—o0 0
tengsizlik kelib chigadi.

N atija 3.5.1. Haqiqiy bodmagan ixtiyoriy z son va tayinlan-
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gan X uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli:

;ro i, )

dp{A) < K. (3.5.16)
I z —X

Bu yerdagi K o‘zgarmas son lemma 3.5.2 dagi o:zgarmas sonning
aynan o'zidir.
Isbot. a > O ixtiyoriy son bo'lsin. Lemma 3.5.2 ga ko‘ra
a

J R amneo <

tengsizlik bajariladi. Xellining ikkinchi teoremasiga asosan oxirgi
tengsizlikda 6* ketma-ketlik bo:yicha limitga o‘tish mumkin:

Pl A) dp(A) < K. (3.5.17)
/ z —X

Oxirgi tengsizlikda a ni cheksizlikka intiltirsak, (3.5.16) kelib
chiqgadi.!
N atija 3.5.2. Ixtiyoriy @ > 0 son uchun quyidagi tengsizliklar
o'rinli:
—o oc
dpw dp(¥) _

/ A2 < 00, / N 0. (3.5.18)

Isbot. 1) sina ® O bodsin. (3.5.16) tengsizlikda x = 0 va
z = iv, W\ < a desak,

cc
sin2adp(X) ~

X2+ v2

hosil bodadi. Bundan esa



kelib chigadi. Ushbu

1 1
<

2A2 ~ A2+ a
tengsizlik va (3.5.19) tengsizliklardan quyidagi baholashlarga ega

bodamiz:
—0 o
dp{X i
p{X) _ 270 dpjA) < 2l
A2 / A2

2) sina —O0 bodsin. (3.5.14) tenglikdan X bo‘yicha hpsila olsak,

Pn.sl

) (3.5.20)
bi%  Ani)
0
bodadi. Parseval tengligiga ko‘ra ushbu
6
\] \G'b{x,t,z)\2dt = \] A dpbiA), (3.5.21)
Z p—
ayniyat o‘rinli. Xuddi yuqoridagidek
dpb(A) < K . (3.5.22)
[ z—a

bodishini keltirib chigarish mumkin. (3.5.22) tengsizlikda X - 0

val =, |?| < a desak,

® 2adp(A)
cos2a
p o
hosil bodadi. Bundan, xuddi yuqoridagidek qilib. (3.5.18) teng-
sizliklar keltirilib chigariladi. m
Lemma 3.5.3. Ixtiyoriy f(x) G L2(0,00) haqiqiy funksiya

va ixtiyoriy z = u + iv haqiqiy boYTagan son uchun
00 00

J\RJI(x)\2dx <~ _J f\x)dx, (3.5.23)



tengsizlik o‘rinli
Isbot. b> 0 ixtiyoriy son bollsin. (3.5.11) tasvir va Parseval

tengligiga asosan

(TyT) |

<bt ( bjf2 By

o'rinli. b> a > 0 ixtiyoriy sonlar bo‘lsin. U holda
a b b
i \R:jJ (x)\2dx < J |RzBf(x)\2dx < ~ j f2{t)dt,
0 0 0
bodgani uchun
I \Rzf(x)\2dx < f2(t)dt, (3.5.25)
0 0
bodadi. (3.5.25) tengsizlikdan (3.5.23) kelib chigadi.1
Teorema 3.5.1. (Rezolventa uchun integral tasvir.) Ixtiyoriy
f(x) 6 L2(0,00) funksiya va ixtiyoriy z haqiqiy bobnagan son
uchun quyidagi tasvir o‘rinli:

RJI(x) =) AXz¥X KW dp(A). (3.5.26)
—@®
Bu yerda

F(A) = | *iem f(x)ip(x, X)dx.
(A) =1 Xiem [ (x)ip(x,X)
0
Isbot. Dastlab [0,n] kesmadan tashqarida aynan nol
bodadigan va

/rt(0) cosa + /'(0)sina = 0, (3.5.27)
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chegaraviy shartni ganoatlantiradigan fn(x) € 6'2[0, oo) funksi-
yalar uchun (3.5.26) tasvirni isbotlaymiz. b > n va a > 0 ixtiyoriy

son bodsim U holda
= j fn(x)<p(x, A)dXx, (3.5.28)

belgilash kiritib, (3.5.12) tenglikni

" - A)Fr,(A
RZben(X) = J (POymIFe( ) dpb(a), (3.5.29)
zZ —A
ko'rinishda yozib olamiz. (3.5.29) tenglikdan ushbu
t A)F,.(A
RZbL P(XyA)F..( )-dpb[\) _
1 oc
406 AR o PETAMAY sy (3.5.30)
- 2 — A / r—A

ayniyat kelib chigadi. (3.5.30) tenglikning o:ng tomonidagi inte-

grallarni baholaymiz:

i, X)Fn(X) dpbiA)

zZ —A

£ o4 /av\[’\ Q' 2

n*6<s



Xuddi shunday qilib,

Jip(x, \)FL{\)

dpb{a) < £, (3.5.32)
z—A a

tengsizlik isbot. qilinadi. (3.5.31) va (3.5.32) tengsizliklardan

a

® , A)Fn(A 2C
Ropme) - |, o) < (35.33)
kelib chigadi. Xellining ikkinchi teorernasiga koTa —» 00

bo'yicha limitga o‘tsak,

a

RJn(X)J oA dp{A) 2¢ (3.5.34)

hosil bodadi. (3.5.34) tengsizlikdan ushbu

00

A)Fn(A)
R;f,,{x) = / dp(A), (3.5.35)

tenglik kelib chiqgadi.

Endi teoremani umumiy holda isbotlaymiz. Funksiyalar

nazariyasi kursidan madumki ixtiyoriy f(x) € L 2(0, oo) funksiya



uchun quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi }n{x) <€ C 2[0, 00)

funksiyalar ketina-ketligi mavjud:
1) /n(0) cosa + /' (0)sina = 0,

2) fn(x) = 0, x i [0,n],

3) dim f [f.(0) - f(x)]2dx = o

Parseval tengligiga ko'ra fn(x) funksiyalaming Fn(A) Furye
almashtirishlari L?(A)(—OO,OO) fazoning normasi bo'yicha f(x)
funksiyaning F (A) Furye almashtirishiga yaginlashadi. Lemma
3.5.2 ning birinchi natijasi va lemma 3.5.3 ga asosan (3.5.35) teng-
likda limitga o'tish mumkin.1

N atija 3.5.3. (3.5.26) tenglikdan foydalanib, ushbu

00 00
]. RJI{x) mg(x)dx = J —y~rY~dp{A), (3.5.36)
0 “30
formula o'rinli ekanligini ko'rsat.ish mumkin.1
Teorema 3.5.2. f(x) 6 L2(0, oo) funksiya quyidagi shartlarni

ganoatlantirsin:
1 f'{x) - q{x)f{x) e L 2(0. 00),

2. /(0) cosa + /'(0)sina = 0,
n
3. lim W {f{x),Ex(x)} = 0,Ex(x) = 7 ip{x,n)dp{)i),(\ ¢ 0).

ir->oc

U holda

Cco
f{x) = \] <p{x, A)dcr(A), (3.5.37)

tasvir o‘rinlidir. bu yerda

<t(A) - J f(t)Ex{t)dt,

(o]
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bo*libr (3.5.37) integral absolyut yaqinlashuvchidir.
Isbot. Agar f(x) funksiya chckli oraligdan tashqgarida nolga
aylanadigan bodsa, quyidagi

<A) = \] f{t) (J <p(t,n)dp(p) j dt,
0 \+0

tcnglikda intcgrallash tartibini o‘zgartirsak,

n
0 \O
ya’'ni
n
or(A) -J F(p)dp(p), * (3.5.38)
0
tasvir hosil bodadi. Bu yerda
FW = j x)dtm

belgilash kiritilgan. Bu tasvir f(x) funksiya finit bodmagan hol-
da ham o'rinli bodishini limitga o‘tish usuli bilan ko‘rsatish
mumkin. (3.5.38) tenglik, rezolventa uchun olingan (3.5.26)

tasvirni quyidagicha qilib )'ozishga imkon beradi

Oxirgi integral lemma 3.5.2 ga asosan absolyut yaqginlashadi. Grin

ayniyati va teoremadagi uchinchi shartga muvofig quyidagi tenglik

S@B=) | -q()mmt)dt=

bajariladi:



=/ /w i J w(t,ii)dp(fj,) 1dt
+0
Agar f(x) funksiya chekli oraligdan tashqarida nolga aylanadi-

gan bo‘lsa,

A A
d-(A) = -\] pF(p)dp(p) = - \] pda(p), (3.5.39)
+0 +0

bo'ladi. Bu formula umumiy hoi uchun ham to:g‘ri bo'ladi, chunki

A
\] pip{t, p)dp{p) € Zr(0, oo0) .
+0

Hagigatan ham.

‘] I_[m>(t, fj)dpb(n) | dt= j d:

o HO J o] il )

= Y, -j# = [/ mM20bM.
0<AnB<A " ~0

Ushbu tenglikdan ixtiyoriy 0 < a < bsonlar uchun

rir 1’
I Il n<p(t,ix)dpb(n) ( dt-
o U-o ) +0
tengsizlik o'rinli ekanligi kelib chigadi. Bu tengsizlikda awalo b ni,

keyinchalik a ni cheksizlikka intiltirsak, isbotlanayotgan fikrning
bajarilishi kelib chigadi. (3.5.39) formuladan
dd(A) = —Xda(X) va da(X) = ~r~j (3.5.40)
A

boglanishlar hosil qgilinadi. Teoremadagi ikkinchi shartdan
oc

/
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integrating absolyut yaqinlashuvchiligi ko'rinadi. Bundan

(3.5.40) tengliklarga asosan

oc

-00
integralning absolyut yaqinlashishi kelib chigadi. Yoyilma haqgida-
gi teoremadan foydalansak, isbot qilinishi zarur bodgan fikrning

to‘g‘riligi namoyon bodadi.m

6-8. Veyl-Titchmarsh funksiyasi va spektral funksiya

orasidagi bog#flanishlar

Teorema 3.6.1. Haqiqiy bo4YTagan z ning har bir giymatida

ushbu t m
(00}

(sina ™0) (3.6.1)
-ocC
formula olinli.
Isbot. Rezolventa uchun olingan integral tasvirda f(x) ixti-

yoriy bodganligidan

—00

tenglik Grin funksiyasining ta’rifklan

G(z,t; z) =
N(s, z) + m(z2)<p(x, 2)\tp(t, z), t< X,
[0Gi, 2) + m(2)g>(tyz)\ip(x,z), t> x,

boshlangdch shartlarga asosan

(7(0,0;2) = [cosa + T7l(2)sin a] sin a
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bajariladi. Dernak,

00
. inf
silla cosa + rnlz)\snrza = ; sin CVdfp(/%,
J A

g g+

tenglik o'rinli.l
Izoh 3.6.1. Agar sina = 0 bodsa, u holda

oc
m{z] = ./ (I"A +TTab) +a
-00
formula o'rinli. Bu yerda a o‘'zgarmas son
771(2) = —iyfz + p(—o0) -I-6(1)

tenglikdan aniglanadi.

Teorema 3.6.2. Agar (a, b) oraligning chetki nuqtalan p(A)
spektral funksiyaning uzluksizlik nugtalaridon iborat bo'lsa, n hol-
da

p(b) —pP@) = —7FIJT+OJ[ Im{m (u + iv)}du. (3.6.2)

tenglik o‘rinii bodadi.
Isbot. 2 =un+ivy v > 0 bodsin. Quyidagi

)K>>,»)—:7LI_ 71 («a)

yordamchi funksiya kiritamiz. Teorema 3.6.1 ga kofra

(o) - (36.4)

- f
rd (x-u)y2+ v2

-0C
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bo'ladi. Oxirgi intcgralni bo‘laklab integrallaymiz:

[00)

3

) =—J gV \(\-u )2+ ve POOAE
—©

oc

- JL
T:J[ du (- mn)2+ PUDUA.
—ec

Bu tenglikni \a. b\ kesmada 1 bo'yicha integrallasak,
b oc
- HONAELT (- bir+-fr(a)da-
a -0C
oc

/ (N-ay»+W N)A (3-6-5)
-0C

hosil bodadi. Oxirgi tenglikni quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

b 00
'J H{u,v)du =i J ~ 721p(A + b) - p(b)]dA—
a —0cC
oc
gt Jf 27N L [p(A + a) - p(@]rfA + p(6) - p(a). (3.6.6)

Spektral funksiya a nugtada uzluksizligini hisobga olsak, ycv

tarlicha kichik S > 0 son uchun

\NJ 2" N+ a)pla))ca
[A]<*

tengsizlik bajarilishi kelib chigadi. Ushbu

\ J WA+ a)- Pla)ldh - o
IA=<5
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integral kichik v larda | dan kichik bodishini ko‘rsatish mumkin.
Xuddi shunday qolgan integrallar ham baholanadi. (3.6.6) tenglik-
da v —>0 bofyicha limitga o'tsak va H (u}v) funksiyaning anigla-
nishini e’tiborga olsak. (3.6.2) formula kelib chigadi.m

N atija 3.6.1. Agar [a,b\ kesmada m(A) funksiyaning qutb

nugtalari bo'Imasa. u holda ixtiyoriy /1 G (a, b) son uchun
'(A) = —lim Im {m (\ + iv)}, 3.6.7
pA) = —lim 1m {m (1 + iv)} (36.7)

tenglik oTinli bodadi.

Isbot. [a,b\ kesmada m(A) funksiyaning qutb nuqtalari
bodmaganligi uchun (3.6.2) integralda integral belgisi ostida li-
mitga o'tish mumkin:

b
p(b) —p@) = — [ lim Im {m(u + iv)}du . (3.6.8)
Tl v->+0
a

Oxirgi tenglikdan A, A+ AA 6 (a,b) nuqgtalar uchun ushbu

A-TOA
P(A+ AA) —p(A) _ 11 } lim 1m {m (u l ivﬁ\alu,
AA 7tA A J «->+0
Y * A o

formula hosil bodadi. Bundan esa (3.6.7) munosabatning bajaril-
ishi kelib chigadi !

N atija 3.6.2. Spektral funksiyaning xos giymatdagi sakrash
uzunligi Veyl-Titchmarsh funksiyasining shu nuqtadagi chegir-

niasiga teng:
p(Ao + 0) - p(A0- 0) = res 772.(A) . ‘ (3'6.9)
A=Ao
Isbot. Ao nuqta ?n(A) uchun qutb nuqgta bodsin. U holda

quyidagi

m(A) = -b L _ + 5(A), A- A0l < & (3.6.10)
n—A)
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tasvir o'rinli. Bu yerda S yetarlicha kichik musbat son, g(X) esa

[N - No|] < 5 doirada uzluksiz funksiya. (3.6.10) tasvirdan ushbu

c_i*U —TJo—iv)

m(u +w)' = + fl(tt + w),

tenglik kelib chigadi. /lo —S va Jlo+ 5 nuqtalar spektral funksiya-

ning uzluksizlik nuqtalari ckanligidan, quyidagi

p(Xo+ 5) —p(10—S) =

A+d*

= —— lim —+1Im {Q{U+ w)} ldJ—

ttv-h-o .][ {(u —No)- H v~
Ao—

-S
= —Ilim [ < r~~T+Im{"(J‘IO—t+ |u)}>d
mt—n-oy ( +
5
=i lim -0~IVo d ——1lim )[ Im{(/(JlTo — £+ w)}dE =
TTn-4+0 + TTt-4+0O
-6

=7"o{ady(9 -aug(v) }* | f IR ")d =

8
= c_i 7|_‘]/ 116/(/10 — £)cft,
-8
tengliklar hosil bo:ladi.l
N atija 3.6.3. Veyl doirasi holida m(X) funksiya /1 parametr-
ning qutb nuqta bo'Imagan haqiqiy giymatlarida uzluksiz bo‘lib,
haqiqiy qiymatlar qabul qilganligi uchun natija 3.6.1 ga ko‘ra
quyidagi

p'(X) = _7_Tt!>i-*m+0|m {T(n +iv)} = TImm(A) =
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tenglik OTinli bodadi. Demak, bu holda uzluksiz spektr bodmaydi
va spektr fagat xos qiymatlardan iborat bodadi.
(3.6.1) formuladan \z\ — oo intilganda m(z) Veyl-Titchmarsh

funksiyasiiiiiilg asimptotikasini topishda ham foydalanishimiz

mumkin. Shu maqgsadda quyidagi
-y" -fq(x)y = Ay, (0 < X < 00), (3.6.11)
270)cosa + y'{0)sina = 0, (3.6.12)

chegaraviy masalasini garaymiz. Bu yerda gq(x) € C[0, oo) haqiqiy
uzluksiz funksiya, a E R | haqiqgiy son.
Agar sina ™ 0 bodsa. u holda (3.6.12) chegaraviy shartni ush-
bu
2/(0) - hy(0) = 0, h= - ctga, (3.6.13)

koTinishda yozish mumkin. (3.6.1) formula (3.6.12) chegaraviy
short bajarilganda keltirib chigarilgan edi. Shuning uchun (3.6.1)
formuladagi m(z) va p{A) funksiyalarni mos ravishda m tt(z)
va Po(A) orqgali belgilaymiz. Agar (3.6.11)-H(3.6.13) chegaraviy
masalaning spektral funksiyasini phiA) orqali bclgilasak, u holda
pn(A) va ph(A) funksiyalar o:zaro

Po(A) gir%*g-:hm)? (3.6.14)
formula orgali bogdangan. Shuning uchun (3.6.1) formulani

quyidagi

koTinishda yozish mumkin.

Ikkinchi tomondan phiA) spektral funksiya uchun ushbu



asimptotik formula oTinli ([81]. 397-bet). Spektral funksiyaning
bu asimptotikasidan va (3.6.15) formuladan Veyl-Titchinarshning
mn(z) funksiyasi uchun asimptotik formula, topishimiz mumkin.

Teorema 3.6.3. (3.6.11), (3.6.12) chegaraviy masalaning
Veyl-Titchmarsh mQ(z) funksiyasi uchun ushbu5 < argz < m—6
sohada

i ctga =/1\ -
mn{z) = - ctga - r m — — 4-0 -1, \z2\
Sjzsur a rsin'a \zj

00,
(36.7)
asimptotik formula o'rinli bo'ladi. Bu yerda 6 > 0 - biror musbat
son.

Isbot. Awalo /1 = 0 nuqta p/,.(A) funksiyaning uzluksizlik nug-
tasi bo'lsin va p/t(0) = 0 deb faraz gilamiz. Bu holda (3.6.15) teng-
likdagi integralda bo‘laklab integrallash qoidasidan foydalanib,

ushbu

(o] (o]
J deb®y)  Jf dlph{\) - ph(-00)}  ph{a) - pi{-co)

zZ—A z —X
_j PHW -PHIl-co)® = _pU-00) +_ /T\
J {z- A)2 r \zj

7 dph{A) _ 7 diPnW ~ 2\/X/tt + h - pt(-00)]~2 7 d(VA) _

\] z-X J z-X k\] z-X

0

oc

PhiA) - | v/A + h.- p/,(-o0)

r—A o J iz~ A
o

-* + w(-00) < 4+
r yZ \zj
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ifodalarni topamiz. Bu yerda quyidagi
(e]e] nr-

2 Tef(yA)y _ 2 T dt _ I T dt
7n] z —X 7Tj Z —t2 YCJ z —12

B 1 i

in e .
= —27rr Ies = —2m
m t=13iz — t2 m \ 2-v/S,

tenglikdan foydalanildi. Topilgan ifodalarni (3.6.15) formulaga

qo'ysak,
P/A-oc =/T\ + + P/A4-o00
mafz)\: - ctga+—1 A-oc) A-00)
sirra 2 \z J z
i - (N 1
=_ctgad_ *SEUQ(T)
7 i +5 sin2a 2 yiz \z']
ctg a
= —ctga + + b 1
sin a ylz sin-a
hosil bodadi.

Agar A = 0 nuqta p/OA) funksiyaning uzilish nuqtasi bodib,

sakrash uzunligi ao > 0 ga teng bodsa u holda

P(A) = ph{A) - a0J(A),

del) olamiz. Bu yerda

"0, A<DO,
~NA) =
) 1, A>0
Hevisayda funksiyasi. Aniglanishiga koTta p(-oo0) = p(-00)

bodib, p(A) funksiya A = 0 nuqtada uzluksiz. Shuning uchun

(3.6.16) dan

p
p(A) = %n/n — /id-p/0—o00) —ao d-o(l), A —d-o0

kelib chigadi. Xuddi yuqoridagidek,
00 oc

oc ocC
f dph(X) FrdpWw + f d6(X)_= T dp{A)( fip _
z - A Jz a 7T 2-a J z-a 2
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r h4-a0 fao

q 40/1 \ —_ r
\fz z

_— E"‘O( L
z \zj sfz 2 \z

tenglikni topamiz. Demak, bu holda ham (3.6.17) asiinptotik for-
mula o‘rinli boflar ekan. m

7-8. Spektral funksiyani topishga doir masalalar yechish

namunalari

Misol 1. Ushbu
J —y" = Ay, O< X < 00
1 y(0)cosa 4-y'(0)sina = 0,

(ctga < 0, sina ™ 0),

chegaraviy masalaning Veyl-Titchmarsh va spektral funksiyalarini
topamiz. Ushbu

-y" = \y.

differensial tenglamaning umumiy yechirni

sin \f\x
y(x) = cicos\fix + Q2

V X
tenglik bilan beriladi. Quyidagi
0(o, cOos ¢V, J ~(0, A) sin a,
0'(0, 1) = sina, { ip'(0,/1) = —cosa,

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlari esa

t

0(x, /1) = cosa cosV Ax 4-sin a-

Sin /A

yIX

. ) sin >f\x
ip(x, A) = sina cos VXX —cosa

vix

formulalar orgali aniglanadi. q(x) = 0 koeffitsiyent quyidan che-

garalanganligi uchun Vcylning nuqta holi ofinli bofladi. Ushbu

9(x, A) 4- m(A)</?(x, A) = cosa cos \/Ax 4-m(A) sin a cos n/AxY-
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sin y/Xx

. sin y/Xx
+ sin a -=--——-—-m(A) cos a — =
y/IX y/X
= ilcosa-f m(A)sina —~=sina + -j=in(X) cos er™ x+
[cosa - TMT(A) sincx+ — sina —-*=Tn(X) copa™e-1" |

(3.7.1)
funksiya L 2(0, cto) fazoga tegishli bodadigan qilib. m (A) funksiyani

tanlasb kcrak. Kompleks ildizning quyidagi

. m+ \In2+v2
Vu + iv =

—MN + Yun2fv2
y_ _________

shoxchasini tanlash qabul gilinganligi uchun Im A > 0 bodganda

eiyfo € L2(0,00) va e“IVXr 0 L2(0,00),

bodadi. Demak, (3.7.1) tenglikda ikkinchi gavs ichidagi ifodani
nolga tenglash zarur ekan:

i I
cosa+ 771(A) sina + —=.sin a 7=r|r(A) cosa
VA v A

1]
o

YX cosa + [Tl(A)Y X sina+ rsina - im(X) cosa

1l
o

7710 (YA sina —icosa) = —isina —Y X cosa,

sina —i\/Acosa: , .
____________ n- = - \(l (.z)

cosa-+ zvAsma
Shunday qilib, biz Veyl-Titchmarsh funksivasini topdik. U

(3.7.2) formula bilan berilar ekan. 771¢a) funksiya Im A > 0

to‘plariiga uzluksizligi bo'yicha (3.7.2) formulaga binoan davom
gildiriladi.

Agar A < 0 bodsa, u holda YA =

i\/AX\ bodganiuchun ushbu

/X. sina -I- X

\ cosa
777(A) -

/- 7 .
cosa — \/]A| sina

433



tenglik o'rinli bodadi. Oxirgi ifodaning maxraji y/lll = etga
bodganda nolga aylanadi. Bu tenglama ctga > 0 bo‘lganda
yechimga ega va ctga < 0 bodganda yechimga ega emas. Biz
garayotgan masalada ct.ga < 0. Demak, bu holda qutb nuqta

yo‘q va
Im {m(A)} =0, (A<0) (3.7.3)

bodadi.
Agar A > 0 bo‘lsa, u holda m(A) funksiyaning maxraji nolga

aylanmaydi. Im {m (A)} ni topamiz:

sin ex — iy /\ cos ol

|.|.|,X) = - mrr =

cosa 4-iv Asum

[sina —rVA cosa] *[cosa —i</\sin a]
cos2a + Asin2a
. sinacosa(l —A) —i\f\
cos2a 4- Asin2a
bodganligi uchun

Im{?n(A)} = - - 2» (A >0), 3.7.4
n(An c-02a- + Asthsa ( ) ( )

bodadi. (3.7.3) va (3.7.4) tengliklardan natija 3.6.1 gaasosan ush-

bu formula kelib chiqadi:
V a
P'(A) = 7r(cos2a + Asin2a)’ ’ (3.7.5)
0, A< 0.

Bu yerda /9(—0) =0 normallashtirish shartini va A = 0 nuqta xos

giymat emasligini hisobga olib,



spektral funksiyani topamiz. Oxirgi integrallarni hisoblasak, ush-

bu

r- 200§OC gVAsina \
_ 2 — & ;- earctg ( - — J,ﬂ>0.
p(\) = Tsin'’a Tsin a \' cosa
0, A <0,

formula hosil bo‘ladi.

Misol 2. Ushbu

f—y"= Xy, o0<x<00,
1 y(O)cosa + 77(0ysina = 0, (ctga > 0, sina ~ 0),

chegaraviy masalaning Veyl-Titchmarsh va spektral funksiyalari-
ni topamiz. Qaralayotgan masalaning Veyl-Titchmarsh funksiyasi
xudrli birinchi masaladagidck topiladi va (3.7.2) formula bilan
beriladi, ammo ctga > 0 bo‘lganligi uchun bitta qutb nuqta
hosil bo'ladi: /lo = —ctg2a. Veyl-Titchmarsh funksiyasining shu
nugtadagi chcgirmasini hisoblaymiz. Bu nuqta oddiy qutb nuqta
bollganligi uchun

res m(ay = lim (J1 —ao)n(a),
A=Ao A-+A0

formula oTinli. Demalk,

(- aysinacosa . \f\

mCA) = . .
A sin2a + cos2a A sin2a + cos2a

yy AN (1 —A)cosa v/A
(A - Ao)ra(A) = : Ff—
sin a sin a

(1 + ctg2a) cosa .rctga cosa . .
— ; r— o— = *—5— > (A — Jloj,
sin a sm~ a sin3a
bo‘lgani uchun
. cosa
res m(A) = 2— t—.
A=Ao sin a

tenglik bajariladi.



Natija 3.6.1 va natija 3.6.2 ga asosan, p(—0) = 0 normal-

lashtirish shartiga ko*ra yuqoridagilarni hisobga olsak,

r 1 S
- — rmo— dt A >0,
7Tq cos2a + lsnr a*
pP(A) = 0, —ctg2a < A< 0,
2cosa
A < —ctg2a,
sin3a
boiishi kelib chigadi. Ao = —ct.g2a xos giymatga mos keluvchi

xos funksiyani t.opishni o‘quvchiga vazifa sifatida qoldiramiz.

Misol 3. Ushbu

vV . f-y" =\y, o < x < 00,
\ y(0) =0,

chegaraviy masalaning Veyl-Titchmarsh va spektral funksiyalarini
topamiz. Bu holda ham, birinchi misolda godlanilgan amallarni
bajarsak,

ra(A) = —i\!lA,

bodishi kelib chigadi. Bu funksiyaning qutb nuqtalari
bodmaganligi uchun spektral funksiya uzluksiz bodadi, berilgan

chegaraviy masala xos giymatga ega bodmaydi. Ushbu

V% A >0,
Im {m (A)} =
0, A<0O

tengiikdan, natija 3.6.1 ga asosan
/(n \] —dA, A>0,
p(A)=<T
[ 0 A<0O,

kelib chigadi. p(—0) = 0 normallashtirish shartiga binoan

n/AS, A > 0,
P(A) 3
0, A<0O,
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liosil bo’'ladi.
Misol 4. Ushbu
2a2
\Y ch2(ax + b)Vv. MJ’ (@>0-ben").
y'{0) = -athb -l/(0),
Shturm-Liuvill masalasining spektral funksiyasini topamiz.

Agar berilgan difFerensial tenglamaning xususiy yechimini
sin y/\x
vix

y{X) = cos y/Xx 4-a(x)

ko‘rinishda izlasak,

. sin Yy FX
Yice) - cos YFAX —ath(ax + b)
u/A

yechim kelib chigadi. Agar xususiy yechimni ushbu
y(x) = s/Asin VI*X -I- b(x) cos V~XX,
kofrinishda izlasak,
sin y/\x + ath.(ax + b) cos \/Xx,

yechim kelib chigadi.

Bu yechimlar uchun
yi(0) = 1, j/1(0) = -athb,

va
720y = athb, A(d) = A--a2—aHhrb,

boshlang:ich shartlar bajariladi. Bu yechimlar yordamida tuzilgan

ushbu
4 V2(x) -athbyi(x) f\ i 2~

»(*) = — w — I (A~ ~a)i
yechim csa

0 =0, o) =1,

boshlang;ich shartlarni ganoatlantiradi.

437



Quyidagi
0(0, 1) = cosa <0, ) = sina
va
0'(0, /1) = sina ip'(0, M) = —cosa

boshlang‘ich shartlar bilan aniglanadigan O0(X, A) va <p(x.A)

yechimlarni tuzib olamiz. Bu yerda

athb . 1
cosa = va sma =
y/\ + a2th~b y/l + orth2b

belgilash kiritildi. Bevosita

vT+ a2th2btp(x, A) — 7i(x) =

1 .ath(ax+b) gyax+ 1 ath(@x+b)
2+ 1 2VX 2 ~ 1 2\/X
tenglikning bajarilishini ko‘rish mumkin. Ushbu

y(x) = C\VI(x) + c2y(x),
yechim uchun
20)=ci, i/0)=-athb-ci+ c2,

boshlang'ich shartlar bajariladi. Bunda

athb 1+ a2th2b
ci = va c2
v 1+ a2th2b \/l + a2th2b
deb olsak, quyidagi
1 . 1+ a2th2b)
0(x,A) = ath byi(x) + —

W1+ a2th2b A-ha2

(1 -ha2th2b)athb
A -h a2 vlog \ =

1 J (A-ha¥Yathb— (1 + a2t/i2b)a. thb
i(®
vTT a2£/r26 1 A+ a2 ey
(1-ha2th2hb)
+ ny20K) |

A+ a2
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tenglik kelib chigadi. 6(X, A) yechimni quyidagi koTinishda yoza-

iniz:
1
0(z, A) =
2(A 4~a2)v |l f-a2£li26
x| (A4al—1- alth2b)afn6/~1l + r-— N~
u/A
4-(1 4 a2th2b)(a i/i(ax 4 b) —rusa) SV
9 n ,ath(ax + b
4 (A+a0—1- a th“6)ag/ibfi1—r (ax+ b 2
XVA

+(1 4-ali/mB)(at/i(ax 4 6) 4- r\/X)

Im A > 0 bodganda
0(x, A) 4- m(A)V?(.T, A) e L 2(0, 00),

bodadigan gilib m (A) funksiyani tanlaymiz.
Ushbu

2(A 4-a2)y/l + a2 6[0(a;, A) 4- m(A)<p(x, A)] =
= |[(A +a2- 1-a 2th26)ath6 + iflthr —~ 1+
u/A
4-(1 4- a2 th?2 b)(ath(ax 4- b) —ru/A)4-
.ath(ax 4- )\ | i
+m(A)(A 4-a~) (14 K

u/A

4-(1 4- a2 th26)(a th(ax 4- b) 4- ru/A)4-
_ th(aa: 4- 6)™
4-m(A)(A 4-a2) N1 —i-
tenglik o:ng tomonidagi birinchi qo‘shiluvchi L 2(0, oo0) fazoga

tegishli, ikkinchi qgo‘shiluvchi ham shu fazoga tegishli bodishi
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uchun, xususan uning oldidagi koeffitsiyenti X cheksizlikka intil-

ganda nolga aylanishi korak:

(A 4-a2 —1—a2th2 6)ath b ~1 — +
4-(1 4-a2th2 by(a 4-i\f\) 4-TTI(A)(A 4-a2) " — ~ Ny
(A4-a2- | —a2th2 b)ath b4-(I+a2th2 fc)i\/AH-m(A)(A+a2) = 0,
(A+a2- 1- @ th2b)ath b .(1 4-a2th2b)VA
m(A) = = r — — Beee- .
A4-a2 A4-a?

771(A) funksiyani Im A > 0, A~ —a2sohaga uzluksizligi bo'yicha

davom qildiramiz.

Quyidagi
f (I + a2th2 fe)y/A
Im{m (A)}=< A+ a2 :
0, A<O0 A ®-a2
tenglik bajarilishi ravshan. Ao = —a2 nuqta m(A) funksiyaning

qutb nuqtasi bo'ladi.
Veyl-Titchmarsh funksiyasining ushbu nuqtadagi chegirmasini

hisoblaymiz:
(A —Ao)m(A) = —(A4-a2—1—a2th2 b)ath b—

—i(14-a2th2b)y/\ -4 (14-a2th2b)(ad-ath by, (A — Ao).

Demak,
res m(A) = (1 4-a2th2 b)(a 4-ath b),
=Aq
bo'lar ekan.
Natija 3.6.1 va natija 3.G.2 ga asosan p(—0) = O nornial-

lashtirish shartiga ko'ra
j (I+a2th2b)\g~
n *(t+ a2)
0, -a2< A<Q,
(] + a2th26)(a + ath b), A< —a2,

P(A) =
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bodadi.

Izoh 3.7.1. Yugorida ko:rilgan misolda spektr b ga bogdiq
cmas.

Agar a = nlc. va b = —4CyfclL belgilash kiritsak, q(x) potensial

quyidagi ko'rinishni oladi:

Hosil bodgan u(x, t) funksiya
W —Guux H-uxxx = 0

tenglamani qanoatlantiradi. Bu tenglamaga Korteveg-de Friz
tenglamasi deyiladi. Demak, Korteveg-de Friz tenglamasining
simnday yechimlari bor ekanki, ularni Shturm-Livuill operatori-
ning potensiali o‘rniga go'ysa, hosil bo‘lgan operatorning spektri
t ga bogdig bodmaydi.

Misol 5. Ushbu

T ~
+ 2-y=\y, 1<x =< o0

-y
2/(1) =0, p>0 p
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining spektral funksiyasini

topamiz.
1 0 bodganda

tenglamaning umumiy yechirni
y(x, M) = ciy/xJIp{xy/\) + c2y/XT p(xk\/A),

tenglik bilan beriladi. Bu yerda gatnashayotgan
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va
T ~ = JP{z)cospn - J-P{2)
p sin pre
funksiyalarga mos ravishda Bessel va Veber funksiyalari deyiladi
Bu funksiyalar uchun ushbu

Ip()Vp(2) - W T (r) =~

ayniyat o‘rinli.

Im 1 > 0 bodib, z

X \/\ bo‘lsin. U holda 0 < argz < f
tengsizlik bajariladi. |argz| < n —e bodib, \z\ -> oo bo‘lganda

Ip(z) +iTp(*) = Hpi(z) ~

ip(z) - iTp{z) = Hp2z) ~

asimptotikalar o‘rinli bodishi ma’lum.

Umumiy yechimning ko‘rinishidan, bu misolda, Veylning nuqg-
ta holi o‘rinli bodishi kelib chigadi, chunki L 2(l, oo) fazoga tegish-

li bodmagan vechimlar mavjud. L 2(l,00) fazoga tcgishli bodgan
yechim albatta mavjud, bu yechim

y(x, 1) = y/xHpA(x\/X).

formula bilan berilishi ravshan.

h(x. M) = 6(x,A) + m(\)<p(x, 1) - Veyl yechimi bodsin. Bu
yerda B(X, J1) va. ip(x, 1) orgali

0(1,A) = 1 f <p(l, A) = 0
va <
0'(1,A)

o \ y/(1,A)

boshlangdch shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlar belgilangan.

Veyl nuqtasi holi bodgani uchun L 2(l,00) fazoga tegishli yechim-
lar o‘zaro proporsional bodadi:

P (x, A) = Ay/xHPii(xy/\).
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Boshlangdch shartlarga binoan

~, N =1, A) = —m (A)J
bodgani uchun
~Y(LLA \H p(y/X) +
meay = — A PAI(y/X)
V'(LLA) H p4(n/A)
va in
m (A) - -n 1

AP, (~A) 2
formulalar o'rinli bodadi.

Agar /1 > 0 bodsa

Im {r2r(J1)} = — - B=— =N (3.7.G)
1 " 7TI2(VAY+ T ~ ) 3

bodadi. Oxirgi kasr maxraji nolga aylanmaydi, chunki Jp{z) va
T p(.z) fuiiksiyalarning nollari o‘zaro almashinib keladi. Demalk,
[0. 00) to:plam uzluksiz spektr bodadi.

J1 < 0 bodsin. U holda
2— .
HpA(z) = le ~* K, (j) ,
7Tr ‘vr
formulani ishlatib.

Im {772(A)}y = - Im | ) (A < 0), (3.7.7)

tecnglikni hosil gilamiz. Bu ycrdagi K p(x) Makdonald funksiyasi
bodib, u quyidagi tengliklar bilan aniglanadi:

/v xT-p(X) - [p(X)



K p(x) funksiya argumentning hagqgigiy giymatlarida haqiqgiy
giymatlar gabul giladi va musbat giymatlarida inusbat giymat-
lar gabul giladi. Bundan (3.7.7) tenglik o‘ng toinonida gavs ichi-
da turgan ifoda haqiqiy bodib, maxsuslikka ega bo'Imasligi kelib
chigadi. Demak.

Im{m(A)} =0, (A < 0), (3.7.8)
tenglik bajariladi. Normallashtirish sharti, hamda (3.7.6) va
(3.7.8) tengliklar yordamida. ushbu

2 = du

3T =i T, [\
p(ay = *0 IRy fu)+yPIV i
0, A € (~oo, 0),
formulani keltirib chigaramiz. Agar n = t2 almashtirish bajarsak
4 N tdt
p{A) = **1 Jffi+ ifw ' > 1
0, A < 0,

hosil bodadi.
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8-§, Yarim o‘qda berilgan Shturm-Liuvill to‘g‘ri
masalasiga doir mashglar

1. Quyidagi chegaraviy masalalarning:

1) Spektral funksiyasini B.M.Levitan usulida toping;

2) Yoyilma teoremasini yozing;

3) Parseval tengligini yozing;

4) Veyl yechimlarini va Veyl-Titchmarsh funksiyasini toping;
5) Grin funksiyasini tuzing;

6) Spektral funksiyasini Veyl-Titchmarsh funksiyasi yordami-

da toping;
d)
4 (0)=0, /KO, 0 =0 h> o
2. Umumlashgan Parseval tengligi yordamida quyidagi inte-
grallarni hisoblang.
vl (¢85
b)
0

3.Quyidagi chegaraviy. masalaning spektral funksiyasini toping
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O < x < 00).

2ir
-yt ry = Ay, —y" Y = Ay,
a) Tk y 6) ' e — 2 y
y'{0) + y(0) = 0 y'(0) - /ry(0) = O, (/1 < 0)
9 9
~ Y = Ay, Syt oo =
Y CF? X y d) y (]-rz.ry Ay>
y(0) = o, y'(0) = G,
- Y = Ay, -yt o- y = A1/,
y clr(x + 6) /) y ch" ax 5
y'(0) + th.b my(0) = O 2/(0) = O,
2a2 ” 2a Y= A
3) n Ch2axy =AY ) “Y 7 chaax e
y'(0) = o, 1/(0) - MO) = O,
2a2 2a2
_ = Y = Ay,
y ch2(a.x + b)y AY: i) c/r2(ax + & y
Y() = O, y'(0) - /ry(0) = O.
4. Quyidagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalalari uchun Vcyl-

Titchmarsh funksiyasini va Veyl yechimini aniglang, hamda yoy-
ilma teoremasi va Parseval tengligini yozing.

a) Furye-Bessel gatoriga yoyish

—y"+4p4 oly =Ay, 0<x < 6< o0,
X_

y (6) cos f3 + y'(6) sin /3= 0,

1
) p>1 2)0<y<1lpoh-, 3)p=0.
A Veber gatoriga yoyish

v

uy”_"_ '1y:Ay,0<a<X<OO,
2

4%
y(a) cosa + y'(a)sin« = 0
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Hp>1 20<p<lpdi, 3p=0.

5’. Quyidagi uzlukli koeffitsiyentli chegaraviy masalalarning
1) Spektral funksiyasini B.M .Levitan usulida toping;

2) Yoyilma teoremasini vozing;

3) Parseval tengligini vozing;

4) Veyl yechimlarini va Veyl-Titchmarsh funksiyasini toping;
5) Grin funksiyasini tuzing;

6) Spektral funksiyasini Veyl-Titchmarsh funksiyasi yordami-

da toping;
-y" = Ap(x)y, 0 < X < oc,
3/(0) = O.
—y" = Xp(x)y, 0 < X < oo,
1/(0) = 0,

—y" = Ap(X)y, 0 < X < oo,
y'{0) - hy(0) =0, h <o,

—y" = Ap(x)y, 0 <X < oo,
1/'(0) - hy(0) = 0, A>0.

Bu yerda
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IV BOB. YARIM 0 °‘QDA BERILGAN
SHTURM-LIUVILL OPERATORI UCHUN TESKARI
SPEKTRAL MASALALAR

I-§. Yarim o‘gda berilgan Shturm-Liuvill masalasi uchun

spektral funksiya

Quyidagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini koTib

chigamiz:

(-y"+®)y=17ny, (0<Xx< 00), (4 11)
\ y'(0) = hy(0),
Bu yerda q(x) haqiqiy uzluksiz funksiya, h ixtiyoriy hacligiv son
va J1 kompleks parametr deb garaladi.
Ushbu
"+ g{x)y= Ay, (0< X< 00),
10) = 1, (4.1.2)

() = h,
Koshi masalasining yechimini ip(x, /1) orgali belgilaymiz.
Teorema 4.1.1 (G.Veyl, 1910 y.). (4-1.1) chegaraviy masala
uchun butun o:gda aniqlangan. o‘suvchi, chapdan uzluksiz,
p{—0) = 0 shart bilan normallangan shunday p(X) funksiya
mavjudki, bunda L 2(0, oo) fazodan olingan ixtiyoriy f(x) funksiya

uchun

f f-(x)dx= f F2(\)dp (), (4.1.3)

tenglik bajariladi. Bu yerda F (/1) funksiya

Fnw = J f{x)ip(x,\)dx,
o

ketma-ketlikning zy A)(—oo, +od¥fazodayi limitini bildiradi.



(4.1.3) tenglikka yarim o'gda berilgan Shturm-Liuvill chega-
raviy masalasi uchun Parseval tengligi deyiladi, p{\) funksiyaga
(4.1.1) chegaraviy masalaning spektral funksiyasi deyiladi, F{A)
funksiyaga esa f(x) funksiyaning ip{xy/) yechimlar bo‘yichayozil-
gan Furye almashtirishi deyiladi va u

00

kabi belgilanadi.

lzoh 4.1.1. Spektral funksiya uniuman olganda yagona emas.

Ta'rif 4.1.1. Agar p(\) spektral funksiya biror Ao nuqta-
ning kichik atrofida o'zgarmas bodsa, Ao nuqta (4.1.1) chegaraviy
masalaning regulyar nuqtasi deyiladi. Regulyar bodmagan nuqta-
lar to'plamiga (4.1.1) chegaraviy masalaning spektri deyiladi va u
E harfi bilan belgilanadi. Spektral funksiyaning uzilish nuqtala-
riga (4.1.1) chegaraviy masalaning xos giymatlari deyiladi. Spek-
trning ajralgan nugtalari to;plamiga spektrning diskret gismi de-
yiladi, biz uni P E bilan belgilaymiz. Qolgan nuqtalar to‘p'amiga
uzluksiz spektr deyiladi, biz uni C E bilan belgilaymiz. Uzluksiz
spektrda joylashgan xos giymatlar to‘plamini esa P C E bilan bel-
gilaymiz.

Demak, quyidagi tenglik ofrinli:
E=PEUCEUPCE.

Xos giymat spektrning ajralgan qismi yoki chegaraviy nuqtasi voki
ichki nuqtasi bodishi mumkin.

lzoh 4.1.2. E spektr quyidan chegaralangan, ammo yugqori-
dan chegaralanmagan. Xuddi shunday hecli bir q(x) va h da
(4.1.1) chegaraviy masalaning spektri [a, b] kesmadan iborat bolla

olmaydi. Misol uchun q(x) = 0, h = 0 bodganda spektral



funksiya ushbu

f —wm n> o
po(A) = < T
| o, n <o,
ko‘rinishda bodadi va spektr E = [0.00) to‘plamdan iborat

bodadi. Umuman olganda (4.1.1) chegaraviy masalaning spektral

funksiyasi uchun ushbu

2
p(A) = -\/A 4-p(-00) - h+ o(l), A-¥ +oo0,
m

asiinptotik formula o‘rinli.([82])

Agar Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi ushbu

f-y" +g(xX)y = Ay, 0<x < oo.

\ 2/(0) = 0, p(x-) 6 (7(0,00),
e| \'

ko‘rinishda bodsa, ((X). = 0 bodgan holda spektral funksiya
quyidagi

aw -j sS'® n=-°

[ 0, A <O,

ko‘rinishda bodadi va spektr E = [0,00) to‘plamdan iborat
bodadi.

Ta'rif 4.1.1. (4.1.1) chegaraviy masalaning spektral

funksiyasini topish masalasiga to‘g‘ri masala deyiladi.
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2-8. V.A. Marchenko yagonalik teoremasi

Teorema 4.2.1 (V.A.Marchenko, 1950 yil). p(A) funksiya
ushbu

(-y" +q(x)y= Ay, (0<sx< o0, 14914

Voom = % (o), 1

Shturm-Liuvill ~ chegaraviy = masalasining  birorta  spektral

funksiyasi. /3(A) funksiya esa ushbu
| ooy = A 0 < <@)
\ j/(0) = % (o),

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining biror spektral funksiyasi
bo ‘lib,
/3(A) = Cp(A), C = const,

tenglik bajarilsa, n holda q(x) = <?(x) va h =_h tengliklar O‘rinli
bodadi. Bu yerda q(x) va q(x) funksiyalar [0, oraligda uzluksiz
haqigiy funksiyalar, /r, /r esa haqiqgiy sonlar.

Isbot. <p(x, A) orqali

-y"+a(x)y = Ay,
tenglamaning quyidagi
~(0, A) = 1, /7@©, A) = I,

boshlang:ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechirnini, ¢ (x: A) bilan
esa

-yt o+ afx)y = \y
tenglamaning quyidagi

<€0,A) = 1, <p'(0,A) = ft,

boshlangdch shartlarni ganoatlantiruvchi yechirnini belgilaymiz.
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U holda almashtirish operatorining xossasiga ko'ra ushbu

X
P(x, A) = ip(x,A) + \] K (., A)dt, (4.2.3)
o
tenglik o'rinli bo‘ladi. b 6 [0,00) ixtiyoriy son bodsin va
f(x) funksiya X > b bodganda nolga aylanuvchi ixtiyoriy uzluk-
siz funksiya bodsin. U holda f(x) funksiyaning ¢ (X, A) yechimlar
bo'yicha ushbu

b
F{A) = \] f{x)<p{x, A)dx, (4.2.4)

0
Furye almasht.irishi mavjud bodib, Parseval tengligi quyidagi

C Qo
\Tf(x)dx = J F2(X)dp(X) = CJ F 2(X)dp(X), (4.2.5)
0
ko'rinishda bodadi. (4.2.4) tenglikda (p(X. A) o'rniga uning (4.2.3)
tenglik bilan aniqglangan ifodasini qo'yib, integrallash tartibini
o'zgartirsak, quyidagi
b
F(A) = Jg{x)<p(x}\)dx, (4.2.6)
o]
tenglikka ega bodamiz. Bu yerda

b
g(x) = f(x) + \] K(t,x)f(t)dt.

Ko'rinib turibdiki, g(x) funksiya ham x > b bodganda nol-
ga aylanadi. (4.2.6) tenglikdagi F (A) funksiya g(x) funksiyaning
©(x,A) yechimlar bo'yicha yozilgan Furye almashtirishi bodadi.

Shuning uchun Parseval tengligidan
b

\] g2(x)dx = j F2(X)dp(X) = ~ ]

0o

F 2(X)dp(X) :~jf2(x)dx,
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kelib chigadi. Demalk,
b

CJ g2(x)dx = I f2(x)d:

ya'ni

WACsWAF = II/II/>

Quyidagi opcratorni ko'rib chigamiz:
Af=Veclf(x) + \] K(t,x)f(t)dt

Ushbu UA/11~2 = ||/||/ tenglikka asosan bu operator L 2(0, b)
fazoda unitar bofladi. Unitar operatorlar uchun A*A —1 tenglik
o'rinli bodadi.

A* operatorni topish giyin emas:

A*h(x) = \/c|/i(x) +J K(x, t)h(t)dt

A*{Af(x)} ning aniq ifodasini topamiz:

A'{Af(x)} = VC ~/(.x) +J K(x,t){Af(t)}dtA
= C m|/(x) +J K(t,x)f{t)dt+

+J K(x,t) (f(t) +J K{s,t)f{s)ds \ fiij =

/ X
= C m<f{x) + JK(t. x)f(t)ydt + \] K{x. t)f{t)dt+
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x b
+\] IJ K{x.t)K(s,t)f{s)ds j dt
o |\t
Bu yerda integrallash tartibini almashtirib quyidagi

A*{AT(x)} =

= C-[f{x) + \] AK(x, 1)+ ] K(x,s)I<(t,s)ds\ f(t)d.t+
0 \ 0

+ j +j K{x,s)K(t,s)ds j f(t)dt.

formulaga ega bo'lainiz.

A*{Af(x)} = f(x) ayniyat.dan foydalansak,

(C-I)f(x)+C-J )+ K(x,s)K(t,s)ds \ f(t)d.t+
0 \ 0

6 / i
J II<(t,x) + \]aK{x, s)K(t, s)ds Jf(t)dt = o

tenglik kelib chiqadi. Bu yerda
t \
K(x,t) + f K(x,s)K(i,s)ds, t € [0,x),
m = o
0, t € [x, 6],
deb olsak, ushbu
2

\] \K(x,t) +\] K(x,s)K(t.s)ds /7 dt= 0
0 1 0

tenglik kelib chigadi. Bunga kolra.
t

K (x,t) + \] K (x,s)K(t,s)ds = 0.

(o]
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Oxirgi tenglik X ning liar bir tayinlangan giymatida
funksiyaga nisbatan bir jinsli Volterra integral tenglamasidir.
Bunday tenglama fagat nol yechimga ega bo'lishidan K(x,t) = 0
(t < x) kelib chigadi. Buni (4.2.3) formulaga qo'ysak,

p{x, A) = d(x, A),

ayniyat xosil bo'ladi. Boshlang'ich shartlarga ko'ra h = h.

Ushbu

-ip" +a{x)p =\p,
P+ q(x)p = Xp,

tengliklardan foydalanib,

[a(x) - a{x)}v{x, A) = 0,
bo'lishini topamiz. Bundan va q(x), q(x) funksivalarning uzluk-
sizligini  hamda. y(X,A) funksiyaning nollariniajralganligini

e’'tiborga olsak, gq{x) = gq(x) ayniyat kelib chigadi. m

3-§. Umumlashgan funksiyalar xossalaridan foydalanib
Gclfand-Levitan integral tcnglamasini keltirib chigarish

1. Bu paragrafda biz teskari masalalar nazariyasining asosiy
integral tcnglamasini keltirib chiqarislming bitta usulini kelti-
ramiz.

Quyidagi

-y" + g(x)y = Ay, 0< X < oo, (4.3.1)

1/(0) = M 0), (4-3.2)

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining spektral funksiyasi p{A)
bo'lsin. Bu yerda h chekli haqiqiy son bo’'lib, g{X) haqiqiy uzluksiz

funksiya.



<p(x, A) orgali (4.3.1) tenglamaning quyidagi

ip{0,A) = 1, V (0 1) = /1, (4.3.3)

boshlang‘ich shartlarni ganoat.lantiruvchi yechimini belgilaymiz.
Lemma 4.3.1. Ushbu
00
\] <p{x,V)ip{t,\)dp(\) = 5{x-t), (4.3.4)
—0
simvolik ayniyat o;nnli Bu yerda. 5(x) - Dirak delta-funksiyasi.
Bu ayniyatga Parseval tengligining umumlashgan funksiyalar
orqgali yozilishi deyiladi.
Isbot. Yoyilma haqgidagi teoremaga ko‘ra, ixtiyoriy ikki marta

uzluksiz differensiallanuvchi finit funksiya uchun ushbu

Qc
f(x)= \] F(\)ip(x, aA)dp(A), (4.3.5)
—oc
tasvir o‘nnH. Bu yerda

oc
F(A)= | \dt. (4.3.6)

0
Agar (4.3.6) ifodani (4.3.5) ayniyatga qolyib, Dirak delta-

funksiyasining ushbu

oc
f(x) = \] f(t)5(x - t)dt,
0
xossasidan foydalansak, quyidagi
.OC 00 f 00
J f{t)5{x —t)dt—\] I f{{t)<p(x,X)ip{t,X)dt Irfp(A),

moc VO
(4.3.7)
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tenglik kelib chigadi. (4.3.7) tenglikning o‘ng tomonida integral-

lash tartibini o‘zgartirsak, ushbu

oc oc ( oc 'N

J f()e(x-t)ydt= 1 /()< 1 <p{x,\Mt,X)dp(X) \dt,

0 0 [-x J
(4.3.8)

tenglikka ega bodamiz. (4.3.8) tenglikda f(t) funksiya ixtiyoriy
ekanligini eliborga olsak, (4.3.4) ayniyat kelib chiqadi.1

N atija 4.3.1. Agar (4.3.1)~(4.3.2) masaladaq(x) = 0, h =0
desak. (4.3.4) ayniyat ushbu

oc

/ “ 6/Xs COB\/Xtdpo(X) = <5(x —£), (4.3.9)
—oc

ko’rinishga ega bo‘ladi. Bu yerda

Po(A) = { n>-°? (4.3.10)
[ o, A <O
2. Almashtirish operatorining xossalariga ko'ra p(x, /1) yechim

uchun quyidagi

a
p(x.A) = cosVXX+\] K(x, t)cosVXIdt, (4.3.11)
o
tasvir o'rinli. Bu yerda K(x,t) funksiya q(x) potensial. hamda

chegaraviy shartdagi h soni bilan
g(x) = 2dK™ x)-,h = K{0:0), (4.3.12)

formulalar yordamida bogiangan.
Xuddi shunday
X
cos V\x = (p(x, A) + \] H{x,t)<p(t3X)dt, (4.3.13)

(0]
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tasvir ham o;rinli ekaiiligini ko‘'rgan eclik. Agar t > X bolsa,
H(x, t) = 0 bo'lishi ma'lum.

Lemma 4.3.2. Agar0 < t < x bolsa, n holda
0

\J <p(x, 1) cos y/\ldp (X) = 0, (4.3.14)
-00
ayniyat o‘rinli bolladi.
Isbot. Bu lemmani isbotlash uchun (4.3.14) tenglik chap
tomonida cos \f\t funksiya o‘rniga (4.3.13) tenglikdagi ifodasini

qo‘yamiz:

\T cos VAXtdp(X) =

—00

= J p(x, A)| ip(t,/‘l)+v.] H(t,s)(p{s. X)ds\dp(\) =

-X K

o
J1J
= jctp(x,\)<p(t,X)dp(X)+ \] H{t,s)ip (x, X)<p(s,\)ds >c/p(A).

-00 0o \ 0 /

Agar lemma 4.3.1 dan foydalansak va oxirgi integralda intc-

grallash tartibini almashtirsak, quyidagi ayniyatga ega bolamiz:

C
j @ (X, M cos Vxtdp(X) =
-00

= 6(x —t) + \J H (£ 5\ \] ip{x, X)ip(s,X)dp(X) Ids =

0
ot
= 6(x —1) +J H(t,s)d'(x —s)ds =5(x —t) 4-#(f, x) —0.1
0
3. Teorema 4.3.1 (/.M.Geljand-B.M. Levitan, 1951 y.). Agar

0 < t < x bolsa, n holda almashtirish operatorining K(x, t)
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yadrosi quyidagi

X
K(x,t) FF(x,t) +J K(x,s)F(s,t)ds —Q © <t<x),

(o]
(4.3.15)
integral tenglamam qanoatlantiradi. Bu yerda
00
F(x,t)= c o s V X x ¢ 0 (43.16)
—@
<r(A) = p(X) - po(Y). (4.3.17)

Isbot. 0 < t < X bo'lganda lemma 4.3.2 ga ko;ra ushbu

00

\] A)cos Vitdp (\) = 0, (4.3.18)
-00
tenglik O‘rinli bo:ladi. (4.3.11) tenglikdan esa quyidagi

\] cos VXX + J k (x, s) cos VXsds j cosVxtdp(X) =0,

00 \ o /

(4.3.19)

ayniyat kelib chiqgadi, ya:ni

/ 1cus VA.tcos VT + \] K{x, s)cosy/Xt cos VXsds >dp{/n) = o,
-c | 0 J

avniyat bajariladi. Oxirgi ayniyatni p(A) = po(") + ¥(A) tenglik-
dan foydalanib, quyidagi

j / cos n/Az cos VXt + ] K(x, s)cos VXt cosVXsds >ho(n)-b



ko‘rinishda yozib olamiz. (4.3.20) tenglikda integrallash tartibini

almashtiramiz:
(00)

j cosV~Xxcos Vitdpo(X)+

-0C

cos \/As cos Y/IXtdpoW c”s'd

0 \—oc )
cc

+ J cosy/XxcosV\lda(\)+
-00

X

+/ /cosx/Ascos \\tda(X) Iris = 0.

o
Oxirgi tenglikda lemma 4.3.1 ning natijasini ishlatsak. hamda

(4.3.16) belgilashdan foydalansak, quyidagi
X X

5(x—1)+J K(x,5)6(t —s)d.s+F(x.t)+J K(x,s)F(s, t)ds = 0,
o o

tenglik hosil bodadi. Bu yerda 0 < t < X ekanligini e’tiborga

olsak, ushbu

0+ K{x,t) + F(x.t)+\] K(x.s)F(s, t)ds = 0,
0

ayniyatga ega bodamiz.
Shunday qilib. biz K(x, t) yadroga nisbatan ushbu

X
K(x, t) + F(x> 1) 4—\] K(x,s)F(s,t)ds = 0, (0 < t< 5),
o
integral tenglamaga cga boddik. Bu tenglamaga teskari masalalar

nazariyasining asosiy integral tenglamasi yoki Gelfand-Levitan
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integral tenglamasi deyiladi. Bu tenglarnada X parametr sifati-
da gatnashadi. X paramctrning har bir tayinlangan qiymatida
Gelfand-Levitan integral tenglamasi Fredgolmning ikkinchi tur in-

tegral tenglamasidir.

4-§. Gelfand-Levitan integral tenglamasini keltirib

chigarishning qgat’iy usuli

Olclingi paragrafdagi usul umuman olganda qat’iy omas cdi,
chunki u yerda gatnashayotgan integrallar oddiy ma’noda uzoq-
lashuvchi bodishi mumkin. Ammo shunga garamasdan Kko’rib
chigilgan usul gat’iy usulga yo’nalish ko'rsatadi.

Ushbu

N
inv(x, /) = \] cos y/Xxcos VXtda(X), (4-4.1)
X

formula vordamida Fx(x.t) funksiyalar  ketma-ketligini
aniglaymiz. F~-(x. t) funksiyalar ketma-ketligi mavjud, chunki bu
holda spektr quvidan chegaralanganligi sababli (4.4.1) integral
chekli oralig bo;yicha olinadi.

Lemma 4.4.1. q(x) funksiyaning [0, 00) orahqda n-
tartibgacha hosilalari mavjud bo‘lib. ular har bir chekli oraligda
jamlanuvchi bo‘bin. U holda ushbu

Dry(x*) = \] cos VXxda(X)i (4.4.2)
funksiyalar ketma-ketligi ® (x) = H(x. 0) funksiyaga chegaralanib
yaqinlashadi, hamda @(x) funksiya (n + \)-tartibgacha hosilalari
mavjud bo‘lib, ular har bir chekli oraligda jamlanuvchi bo4adi.
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Isbot. Avvalo ®.y(>k) ketma-ketlikni ushbu

0 N
1
PhIT(x) = J cos VXxdp(X) 4—J cos VXxda(X), (4.4.3)
—o00 0

ko'rinishda yozib olamiz. So'ngra X o‘zgaruvchining ixtiyoriy qiy-

matlarida
J O 4- o

j cosVXxdp(X), (4.4.4)
—oc
integral mavjud ekanligini isbotlavmiz.

Ushbu

wnnx=qu+JHu¢m@mm, (4.4.5)

tenglikni (0, x) oraligda intcgrallab, integrallash tartibini

o'zgartirsak. quyidagi

sin y fix i
= 1+ j H{s,t)ds >y?£ X)dt,
V X
sin 4
ayniyatga ega bo‘lamiz. Ko‘rinib turibdiki. F ~ funksiya
VA
i 1+ / H(s, tjds, t < X,
oft) = { t

0, t> X,

funksiyaning </%£ A) yechim bo‘yicha yozilgan Piuye almashtirishi

bodadi. Shuning uchun Parseval tengligiga ko‘ra



tenglik oTinli boiadi. Bu tenglikdan ushbu

/ n x2»
sin v J1.T \
dp(A),
\/n ]

integral X o'zgaruvchining ixtiyoriy giymatlarida mavjud ekan-
ligi kelib chigadi. Bundan esa, (4.4.4) integral mavjud bodishi

ko'rinadi. Agar

<p(x, A) = cos V \x + \] K (x. t) cos ,

0
tcnglikni c’tiborga olsak,
N
u(x,N) = \] <p(x.\)dp(Y), (4.4.6)
-oc

integral mavjudligini ko:ranhz. w (x,N) funksiyaga Shturm-Liuvill

masalasining spektral yadrosi dcyiladi. ceoOk, N) funksiya ushbu
-y" = Ay, y'(0)- hy{0) =0

masalaning- spektral yadrosi bodsin. Madumki, h > 0 bodganda

(soddalik uchun shunday deb hisoblaymiz)

siny/Xx1 y/\

0
bodadi. Boshga tomondan. X o‘zgaruvchining ixtiyoriy chekli

olzgarish oraliglida quyidagi asiinptotik formula o‘rinli bodadi:

U(XtN) = u0{x,N) +5(1), {N -» o0). (4.4.8)
Shuning uchun
X X
\] H(x,t)u{t,N)dt = \] H(x, N)dt + B(l), (JIr —o00),
0 0

(4.4.9)
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tenglik o'rinli. (4.4.8) va (4.4.9) tengliklarni bir-biriga qo'shsak va
w(x, N) funksiyaning (4.4.6) tenglikdagi ifodasini e’tiborga olsak,

N f n n

J (p{x.\)dp(\)+ J H(x,t)l J ip{t,\)dp(\)\dt =

= N)+\] H(x,t)cjo(t,N)dt + o(l)) (N->00).
o
lenglikka ega bodamiz.
Bu tenglikning chap tomonida integrallash tartibini
o'zgartirsak, ((4.4.6) integral mavjud bo‘lganligi uchun bu
amalni bajarish mumkin) va (4.4.5) formulani e’tiborga olsak,

ushbu
N

\] cos VXxdp(X) =

-DO

= ojo(x,N )+ J H(x, thuo(t, N)dt + o(l), (N -» 00), (4.4.10)
o

tenglikka ega bola.miz. Bu tenglikning har ikkala tomonidan

j cos \ZXxdpo(X)"
—0
funksiyani ayirsak,
N

N
dy(x) = J cos VXxda(X) = uso(x.N) ——J GAT'(iAd'

— 00

X

+ \] H(x,t)uo(t,N)dt + o{1), (Ar->oc), (4.4.112)
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tenglikka ega bo'lamiz. (4.4.7) va (4.4.11) forrnulalardan ushbu

sin \f#t
.

dt+

X

+J H{x, t)xA'(t)dt -f5(1), (N -> o00). (4.4.12)
o
tenglik kelib chigadi. Bu yerda

N h2 % h jFlsin V/A-.t
Xn(x)= — [ —— -——-T=cos VXxdX + —f ,0 ~d\.
Ty (/i2 + A)>/A ) /i2+ A
[} 0

(4.4.13)
Quyidagi \

“*m -{-°n, x.0°; <"u4g)
belgilashni kiritaylik. x X ix) funksiya N oo da u(x) funksiyaga

chegaralanib yaginlashadi. Haqgigatan ham, agar X > 0 bo‘lsa,
/N -> oo da

Xn{x}= _1]j * cosi/\xd\ + '+ [ ->
T (I~ + A)VA T3 n2+ A
(o] (o]

-> —he~IC- 4-e~hx= 0.
dx

Agar a = 0 bo‘lsa, XnrNe) bo‘ladi. Xn'(a) funksiyaning
chegaralanganligi quyidagi

N VX
f sinVA;rAx _ o f usinjju

J H+\ J K+»

s/tf AT
f sin /xa; f 2/r2 /1

= J ~7TT +J -oFr~r+=1\n=

sla

4C5



baholashdan kelib chigadi.

Endi
\'I;/_ /()q 27|]f I_rlr( t).siny/Ntd.t
jv(s) = = X, t =
INt
Yt
7j t T J
0 - 0
(4.4.15)

integralni garaymiz. Bu yoyilmadan, 0 < x < 6 < oo giymatlarda

ushbu
z_jc " amy/Nt , £2 if A(x,4) - A(x,0) dE+
! ) 1
v/]Va

+- .
W|F|()K, i f < c(b),

tengsizlik kelib chigadi. Bu yerda C'(b) o'zgarmasni bildiradi.
Demak, rr o'zgaruvchining ixtiyoriy chekli o'zgarish oralig'ida
V~v(x) funksiyalar ketma-ketligi chegaralangan bodadi. Agar

(00]
/ sins , m

- B 2
0
tenglikni e’tiborga olsak, (4.4.15) tasvirdan

. #(rc,0), a > 0,
lim Yn/(rr) =
N -toc =0,

tenglik hosil bodadi.
X'v(rr) va Vvn(x) funksiyalar ketma-ketligi chegaralanib

yaginlashishidan (4.4.12) tenglikka asosan ®ga'(rr) funksiyalar
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ketma-ketligi chegaralanib yaginlashishi kelib chigadi, hamda

0,
lim $akx) = L rge oppxeo
| —h, x = 0.
A4(0,0) = —h ekanini e’'tiborga olsak, ®ar(k) funksiyalar

ketma-ketligi H(x, 0) funksiyaga chegaralanib yaginlashishini
topamiz.l
Lemma 4.4.2. x ning har bir tayinlangan giymatida tashu-

vchisi (0, x) oraligda boYpan ixtiyoriy g(t) uzluksiz finit funksiya

uchun ) )
’\Ili/r\%ojl an:(T, t)g(t)dt+J| K(x,t)g(t)dt+
(o]
-Him /@1\] K(x,s)F~(s.t)ds\dt = 0O, (4.4.16)
0 lo J
tenglik o‘rinli.

Isbot.. Yoyilma hagidagi leoremaga asosan g(t) finit funksiya

bodganligi uchun ushbu

Jini’\\] g{t) < \] <p{x, A)tp(t, X)dp(X) 1dt = g(x) = 0,
0 I-cc J

tenglik o‘rinli bo'ladi. Ushbu
t

cos y/Xt = <p(t. A) + y* H(t, s)g>(s, A)ds,
formuladan foydalanib, quyidagi limitni hisoblaymiz:

lim g{t)i / <p(r, ) cosy\tdp(X) \dt =
0 I-oo J

\] \] ip(x, A)V2(£, A)dp(A) \dt+

1.-00
407



~ (1 rN

+N ™ ] /d .AM B, 0K n) ds>dt

77 1£?

Q+nALJ ' J Of{t)H(t,s)dt ><J @ ,\M 3\l \)
0 S

chunki t > X qiymatlar uchun p(£) = 0.

Quyidagi
X

ip(x, 1) = cos VMAXx+ Y if (x,s)cosy/Xsds,
0

formuladan foydalanib, ushbu

J ip(x, A) cos \/Xidp{A) = \] cos \/Ax cos \/AEdp(A)4-

iv
+ | K(X,s)l / cos\/Ax cos\/Asdp(A) >c/p(A) =

0 I-30 j
N
= | cos\/Aa;cos \/A£<ipo(A)+
- 00
iv
+y cos-/Axcos \/AMcr(A)+

—e0

+a J COSV~\tCOSV\isdpo(\) Id.s-f



X N

r
+j K(x,s)< /
0 —e0
ayniyatui keltirib chigaramiz. Uni g(t) funksiyaga ko'paytiramiz
va [0, 00) oraligda t bo'yicha integrallab, TV -> oo da limitga

o'tamiz: 1] n

0
0= g(x) + ’\Jimj g(t)F M (x,t)dt + J K(x,s)g(s)ds+
o r ' o
ocC (X \%
+’\Iim\] g(t) \] K(x, s)Fi(s, t)ds \dt. (4.4.17)
o l o J
Bu tenglikda g(x) — 0 ekanligini etiborga olsak. (4.4.16) ayniyat
hosil bodadi.1 J
Teorerna 4.4.1. Almashtirish operatorining K(x,t) yadrosi
ushbu N\ )

K (x, t) + F(X’-D+ \TK (x,8)F(s,t)ds =0, (0 < t<x),

° * /m (4.4,18)
integral tenglamani ganoatlantiradi. Bu yerda F(x, t) yadro

F.v(x, £) = j cosy/Xxcos \\tdcr{X), (4.4.19)

ketma-ketlikning N — oo dagi limitini bildiradi, bunda :

<ty = ( PU) " A > e’ (4.4.20)
{ P(A), A < 0.
Agar q(x) funksiya [0, oo) oraligda nmaHa uzluksiz differen-
siallanuvchi boilsa, F(x, t) funksiya 0< t < xtolplamda n +
marta uzluksiz differensiallanuvchi bodadi.
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Isbot. Teoreinailing birinchi qisrni lemma 4.4.2 dan kelib
chigadi. DifFerensiallanuvchanligini isbot qilish goladi xolos.

Almashtirish operatorini o'rganganimizda, A(£, ?/) uchun yozil-
gan Volterra turidagi integral tenglamadan q(x) funksiya n mar-
ta uzluksiz differensiallanuvchi bodsa, I\{x, t) yadroning x > t
to'plamda n + 1 marta uzluksiz differensiallanuvchi bodishi kelib
chiqgadi.

Endi Gelfand-Levitan integral tenglamasida K (X, t) funksiya
madum deb, bu tenglamani F(x> t) funksiyaga nisbatan garaymiz.
U holda bu tenglama Volterra turidagi integral tenglama bodadi
va shuning uchvm unga ketma-ket. yaqginlashishlar usulini qodlash
mumkin bodadi. Bu yo'‘l bilan hosil gilingan gatorni n + 1 marta
hadlab differensiallash mumkin bodadi.m

lzoh 4.4.1. Quyidagi

N
Ox(x) = Jf cosVXda(X), ®(x) — lim oy(x),
—0

belgilashlarni e’tiborga olib, 0 < t < X giymatlar uchun

F(x,t) = Mo{x+ t)+ d(x - «)], (4.4.21)

F(x,x) = ~M@(2x) + @ (0)], (4.4.22)
tenglildar olrinli bodishini ko‘rish mumkin.

(4.4.22) tenglikka ko‘ra. agar F(Xx, t) funksiya x > t bodganda
71+1 tartibli uzluksiz hosilalarga ega bodsa, u holda ® (x) funksiya
X > 0 bodganda n + 1 tartibli uzluksiz hosilalarga ega bodadi.
(4.4.21) formuladan esa, aksincha, ®(x) funksiya gancha marta
uzluksiz differensiallanuvchi bodsa, F (x yt) funksiya ham shuncha
marta uzluksiz differensiallanuvchi bodishi kelib chiqgadi.

Bizga keyinchalik spektral funksiyaning quyidagi oddiy xossasi
kerak bodadi.
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Teorema 4.4.2. f(x) e L2(0,o00) ixtiyoriy uzluksiz finit
funksiya bo'lib, quyidagi
@
EW = j f(x)cosylXxdx,
o
tenglik o‘rinli bo‘sin. Agar ushbu
)
\] E°-(\)dp(\) = 0, (4.4.23)
-oc
tenglik bajarilsa, f(x) = 0 bo‘ladi.
Isbot. Quyidagi
00 x
E(A) = ff(x) (p(x,\) + \] H(x.t)<p(t,\)dt dx =
)
oc f I
=/ [(*)¥>(, Y)«k + / / f(X)H(x,t)ip(t,\)dt >dx*,
o] o lo J

tenglikning o‘ng tomonidagi ikkinchi integralda integrallash tart-

ibini o'zgartiramiz:

00 oc 1 oc 1
E()) =) f()p(t,\)dt+ j | j f{x)H{x,t)dx\ip(t,X)dt =
o o V\Vt
0
= /< /(%) +ff(x)H(x,t)dx\v(t,\)dt= Ig(t)<p(t,X)dt.
o | 't J 0

Demak, £(A) funksiya g{t) funksiyaning tp{x,\) yechimlar

bo‘yieha Furye almashtirishi ekan. Parseval tengligiga ko‘ra ushbu

ng\t)dt = jDE 7(X)dp{X),

0
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tenglik o'rinli bodgani uchun (4.4.23) shartga binoan quyidagi

g2(t)dt = 0,
o <\ \
tenglik odinli bodadi. Bundan esa g(t) = 0 ekanligi kelib chiqadi,
ya’'ni

f{x) + ij(x)H(x, t)ydx = 0, (4.4.24)

t
ayniyat bajariladi. f(x) finit funksiya bodganligi uchun (4.4.24)
tenglikdagi integral chekli oraligda olinadi, shuning uchun (4.4.24)
tenglama Volterra turidagi integral tenglama bodadi, bundan esa

f(x) = 0 ekanligi kelib chiqadi.m

5-8.Spektral funksiya bo'yicha teskari masala.
Gelfand-Levitan integral tenglamasi yechirnining
mavjudligi, yagonaligi va silligligi

Oldingi paragrafda ushbu

i -Y"+Q(X)y= Ay, 0<X < 00, (45n.

| 270) = % (0). q(x) € Cn[o, oo),
Shturm-Liuvill masalasining p{A) spektral funksiyasi uchun
quyidagi ikkita shart bajarilishi ko'rsatildi:

I. Ushbu
N
®Pn {x) = cos VXxda(X).

tenglik bilan aniglanadigan funksiyalar ketma-ketligi N oo da

biror ®(rr) E C n+l (0, 00) funksiyaga intiladi. Bu ycrda

cr(X) = { p{X) x> °’
p(A), A< 0

472



1. Ixtiyoriy f(x) 6 L2(0,00) uzluksiz finit funksiya uchun
quyidagi

I E2(X)dp(X) = o,

tenglik o‘rinli bodsa, f(x) = 0 bo'ladi. Bu yerda

00
wg: J f(x) cos y/Xxdx.
o

Endi, biror monoton o'suvchi p(A) funksiya uchun yuqorida-
gi | va Il shartlar bajarilsa, u holda bu funksiya biror Shturm-
Liuvill chegaraviy masalasining spektral funksiyasi bollib, q(x) G
C"[0, 00) bodishini ko'rsatamiz.

Ushbu )

Fix>t) = q(* +0 + &(*- i)>

tenglik yordamida F (x,t) funksiyani aniglaymiz va quyidagi

K(x,t)+ F(x,t)+J K(x,s)F(s,t)ds =0, (0 <£< x < o0o),

0 x|
(4.5.2)

integral tenglamani tuzamiz.

Teorema 4.5.1. liar bir tayinlangan x > 0 uchun (4-5.2)
integral tenglamaning yechimi mavjud va yagonadir.

Isbot. (4.5.2) integral tenglamaning yechimi mavjud va yag-
ona ekanligini ko'rsatish uchun, Fredgolm teoremasiga kolra, X

parametrning har bir tayinlangan musbat. giymatida, ushbu

X
g{t) + \] F(s, t)g(s)ds = 0, (4.5.3)
0
bir jinsli integral tenglama fagat nol yechimga ega bodishini

ko'rsatish vetarli.



Teskarisini faraz qilaylik. ya’'ni (4.5.3) tenglamani qganoat-

mavjud deb faraz qilayli (4.5.3) tenglikni

lantiruvchi  noldan farqli uzluksiz g(t) e L2(0gQo) funksiya
@Jnksiyaga

ko:paytirib, (0,x) oraligda o‘yicha intcgrallaymiz:

\ng(t)dt + \] \j F(s.t)g(s)g(t)dsdt = 0. (4.5.4)
0 00
F(s,£) funksiyaning ifodasini (4.5.4) tenglikkago'yib, integral-

lash tartibini o‘zgartirsak, ushbu

I gm'hjo I\] \.] mos>/A5 cos \m>c//?(A)

-em VO o0

oo ( x X

-/ j 7 7 9{s)g{t) cosVx8cosy/XldsdlJ d vxj =0,

-00 VO 0
(4.5.5)
ayniyat hosil bodadi. Uni quyidagi
X oc (
\] g2{t)d.t+ \] q g{t) cos y/Xtdt > dp(A)—
(0] -0o0 VO
@ (
- \] <J g(t) cos \/IXt dt >d ~~v~Aj= 0, (4.5.6)
-oc 10 J
kodinishda yozish mumkin.
Parscval tengligidan foydalansak, ushbu
}_I\ r/ <) cos yf"tdtl >2 dp(a) = 0,
00 10 )
tenglik- hosil bodadi. Il shartga ko‘ra bu hoi fagatg(f) =

0 bodgandabajariladi. Farazimiz notoaq‘ri ekan, ya'ni (4.5.3)

tenglama faqgat nol yechimga ega.l
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Gelfand-Levitan integral tenglamasidan, F(x,t) funksiya t
bo‘yicha gancha hosilaga ega bodsa. K (x,t) funksiya ham t
bo‘yicha shuncha hosilaga ega bodishi ko‘rinacli. Hagigatan ham,

ushbu
X

KX, 8 = —F(x, 1) —J K(x,s)F(sit)yds = 0. 0<t< I8
o
tenglik o‘'ng tomoni t o‘zgaruvchi bo'yicha gancha maria differen-
siallanuvchi bodsa lining chap tomoni ham t o'zgaruvchi bo'yicha
shuncha marta diflerensiallanuvchi bodadi.
K(x,t) funksiyaning X bo'vicha differensiallanuvchanligini

tekshirish lemma 2.1.6 ga asoslanib amalga oshiriladi. .

6-5. Gelfand-Levitan integral tenglamasi yechimi
yordamida tuzilgan p(x, /1) funksiya uchun differensial

tenglamani keltirib chiqarish

Oldingi paragrafda, | va Il shartlarni ganoatlantiruvchi
p(J1) monoton o‘suvchi funksiya uchun Gelfand-Levitan integral
tenglamasining yechimi mavjud va vagona bo lishi ko‘rsatildi. Bu

K (rr, t) yeehim yordamida ushbu

X
ip(x, 1) = cos\Vl.r + j K(x.t)cosy/Xtdt, (4.6.1)
0

funksiyani tuzib olamiz. ip(x. ) funksiya ushbu
ip{o. My = 1, iff(0, M) = —F(0,0) = K{0,0) = /, (4.6.2)

boshlangdch shartlarni ganoatlantirislii osongina tekshiriladi.
Quyidagi teorema teskari masala yechishda muhim bosqich
hisoblanadi.

Teorema 4.6.1. K(x.t) funksiya Gelfand-Levitan integral
tenglamasini ganoatlantirsin. U holda (4-6.1) formula orqali
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aniglangan ip(x> A) funksiya ushbu

Syt a{x)y= Ay (0<x < 00), (4.6.3)

differencial tenglamani ganoatlantiradi. Bu yerda

= q{x)=z 2 r fr (4.G.4)
Isbot. Dastlab F(x, t) funksiyani ikki marta uzluksiz differen-

siallanuvchi deb hisoblaymiz. U holda K(x,t) ham ikki marta

uzluksiz differensiallanuvchi bo‘ladi. Quyidagi

I(x, 0 = K(x,t) + F(x, t)+

+\] K(x,s)F(s,t)ds =0, (0 <t< x < 00), (4.G.5)

0 (v e < . _

ayniyatdan X bo‘yicha ikki marta hosila olamiz:

X

Jx = Kx+ Fx+ K(x,x)F +\] K x(x,s)F(s, t)ds = 0,

o
JXx = KIX + Fxx+ + K(x, x)F:r+
+ BK{x,s) J
d F +J Kxx(x,s)F(s,t)ds = 0. (4.G.6)
X

s=x

(4.6.5) ayniyatni t'bo'yicha ikki marta differensiallaymiz:

Jt= Kt+Ft+\] K(x, s)Ft(s, t)ds = 0, (4.6.7)
(o]
Jtit. — K tt + Ftt + J K(x, s)Ftt(s, t)ds = 0. (4.6.8)

F(x,t) =~[®d(x+ t) + &(x - t)} bo'lganligi uchun,
i

F*(x, t) [t=0 — O, Ftt = Fxx,
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bodadi. (4.6.7) tenglikda t = 0 desak,
Kt(x,t)L o= 0, (4-6-9)
hosil bodadi.

(4.6.8) tenglikda integral ostidagi Ftt(syt) funksiya o'rniga
F $s(s, t) funksiyani go'yib, ikki marta bodaklab integrallasak,

quyidagi

X
Jtt —Ftt+Ktt+\] K(x,s)dFs(s,t) —Fu+Ku+K(x, x)Fx(x, t)—
0

-K {x, 0)Fx{x, 0) - fK a(x,s)dF(s,t) =

o
= Ftt+ KIt4- K (xtx)Fx(xyt) - K(x,0)Fx(x,Q)-

<o, x)F(x, ) + Kt(x,0)F 0, 1)+ J K aa(x,s)F (s, t)ds =
o

= Fa+ Klt+ K(x:x)Fx(s,t)—

-K t(x, x)F(x, t) + J K ss(x, a)F(a, t)ds = 0, (4.6.10)
0

ayniyat hosil bodadi.
(4.6.5), (4.6.6) va (4.6.10) tengliklardan, 0<£<rr<ooda

ushbu
Jxx - Jtt- gq{x)J = Kxx- Ka - q{x)K+
+J [Kxx(x,s) - Kss(x,s) - q(x)K(x, s)]F{s, t)ds = 0,
(4.6.11)
ayniyat kelib chigadi, ya’ni

ip(t) = Kzx(x,t) - K H{x,t) - g(X)K{x. 1),
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funksiya quyidagi

X
ip{t) 4-\] F(s, t)*p(s)ds = 0, (4.6.12)
o
bir jinsli integral tenglamani gqanoatlantiradi. Bu tenglama faqat
nol yecliimga ega ekanligi bizga Ta Sum. Demak,
Kxx- g(x)I< = K It,
ayniyat bajariladi. Bundan tashqari

U=o ~

(LKAX,X) ——l"q{x)? ’tf(}/"nd)tt_‘]' dK\ n

tengliklar ham o'rinli bodadi.

Shunday qilib. K(x,t) funksiya quyidagi

r d2y
Loy = ~dj'
C@Oy=0,

Va & y o
Ly = - —2+ a(x)y,
y'(0) = hy(0),

chiziqli operatorlar uchun ushbu

XK
Xf(x) —f(x) + J K(x,t)f(t)dt,
0

almashtirish operatorining yadrosi bodar ekan. Shuning uchun

) = cosyflx 4-\] K (s, t) cosVxtdt,
o

funksiya
-y" 4-g(s)y = Ay,

tenglamani va

y@@ =1, y@=nh=-F00,
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boshlangich shartlarni ganoatlantiradi. Biz hozircha bu teoremani
F(x, t) ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi bodgan holda isbot
qildik.

Endi F(Xjt) funksiya fagat bir marta differensiallanuvchi
bodgan holni ko'rib chigamiz. Bu holda K{x,t) ham fagat bir
marta uzluksiz hosilaga ega bo‘ladi. U holda (4.6.5) tenglikni
fagat bir marta differensia.ilashimiz mumkin. Bunday holda, ®(rr)
funksiyani liar bir cliekli oraliqda ikki marta uzluksiz differensial-
lanuvchi ®n(k) funksiyalar bilan tekis yaqginlashtiramiz, shu bilan
birga ixtiyoriy chekli N soni uchun

N i

r{ir>n—x.\]| ~r(z) - o' )\elx = 0,

K{x,y) = "[0n{x +y) +0nfa;- 3]
bodsin. U holda X parametrning liar bir tayinlangan giymatida va
n ning yetarlicha katla giymatlarida quyidagi
X

Fn(Cr. t)+Kn(x,t)+J KTI(x,s)Fn(s,t)ds = 0, (0 <1 < X < 00),

integral tenglama yechimga ega bodadi va ushbu
. d K n(x,t) dK(x,t)
K n(x, t) -* K (x,t), — » A ,
dl<v(x,t) dK(x, t)
dt * dt ’
munosabatlar bajariladi. Oxirgi fikrlar Il bobdagi mulohazalardan
kelib chigadi.

Boshga tornondan qaraganda, oldin isbotlaganimizdek, ushbu

ipn(x, A) = cos \/\x+ \T K n{x, t) cos Vxtdt, (4.6.13)

(o]
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funksiya quyidagi

(4.6.14)
tenglamani va
bl 0,A) =1, ~n@-m = nn@,0), (4.6.15)

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiradi.
(4.6.13), (4.6.14) va (4.6.15) tengliklarda n chcksizga infcilgan-
da limitga o‘tib, (4.6.1) funksiya ushbu

tenglamani va
20 =1, y@ = k(0,0

boshlang'ich shartlarni qanoatlantirishiga ishonch hosil gilamiz. m
7-8. Parseval tengligini keltirib chigarish

1. Oldingi paragrafda biz | va Il shartlarni ganoatlantiruvchi

monoton o'suvchi p{A) funksiya uchun

-y +afy =y, (0 <x < oo, @71

vi{0) = hy{0),

chegaraviy masala tuzgan edik.
Endi, p(A) funksiya haqgigatan ham (4.7.1) chegaraviy
masalaning spektral funksiyasi boflishini ko'rsatamiz. Buning
uchun Parseval tengligi bajarilishini ko'rsatish yetarli. ya’'ni ix-

tiyoriy f(x) sillig finit funksiya uchun

(4.7.2)
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tenglik bajarilishini ko'rsafcish yetarli. Bu yerda

*F(A) = \.T)f(x)<p(xt\)dx. (4.7.3)
(o]
2. F(x,t) = ~[®(a+ *) + & (®-*)] bodib, K(x,t) Gelfand-

Levitan integral tenglamasining yechirni bodsin. Bundan tashqari

ip(x, A) = cos VXX + J K{x. t) cos
0

cos n/a# = (p(x, A) + \] H (x, t)(p(t, A)dt.

o
bodsin.

Lemma 4.7.1. Quyidagi ayniyat o‘nnli
t
H(x,t) = F(x,t) +J K(t,s)F(x..s)ds, (0<t< x). (4.7.4)
o)
Isbot. Dastlab F(x,t) funksiya ikki marta uzluksiz differen-
siallanuvchi bodgan holni ko‘rib chigamiz. Bu holda K(x,t)

funksiya ham ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi bodadi va

ushbu
Kix ~ q(x)K = K tti (4.7.5)
tenglamani hamda
Kt\t=o = 0:
x
K(x,Xx) = h+ g(s)ds, (4.7.6)
o

shartlarni ganoatlantiradi.

H(x, t) funksiya esa

Hxx= Hu- g{t)H, 4.7.7)
i



tenglamani va ushbu
(4.7.8)

[Hi- hH)U = o
-~ f g{s)ds = -K{x,x), (4.7.9)

H(x,x) = -h
0

'e Yy e

shartlarni gqanoatlantiradi.
Shunday qilib, lemmani isbotlash uchun (4.7.4) tenglik crng

tomonidagi funksiya (4.7.7)+ (4.7.8)+(4.7.9) masalaning yechimi

ekanligini ko'rsatish yetarli.

Ushbu

begilashni kiritamiz. U holda
Z(x,0) = F(x,0),

va

ayniyatlardan quyidagi
Zt{x,t)\t=o = i~ (0,0)F(x,0) = hF(x,0) = hZ{x}0), m

tenglik kelib chigadi, ya’ni Z(x, t) funksiya (4.7.8) shartni ganoat-

lantirar ekan.
Z(x,t) funksiya uchun (4.7.9) tenglik bajarilishini ko‘rsa.tamiz

Buning uchun ushbu
X
Z(x,x) = F(x,x) + | K(x,s)F(x,s)ds,
o
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tenglik va Gelfand-Levitan integral tenglamasi yordamida hosil

gilingan

F(x,X) + \] K(x, s)F(s,x)ds = —K(x,x),
(o]

tenglikdan foydalanish kifoya.
Endi Z(x,t) funksiya (4.7.7) tenglamani qganoatlantirishini

kodsatamiz:
Zu=Fa+ C ~ F +K(Lt)-Ft+ Kt(t,s)\s=tF +
i
+J Ku{t,s)F{x,s)ds,
0

t

ZX —FXx+ \] I<(t,$)Fx(x,s)ds,

Zxx = Fxx+ \] K (<5) Fxx (xts) ds.
o
Oxirgi ayniyatda F xx(x, s) = Fss(x, s) tenglikni ishlatib, bodaklab
integrallashni qodlasak, quyidagi

t
b’@ I;XAJ s)dFs(x,s) = Fxx + K{t, i)Ft{x> t)—
(o]

t
- I<(t,0)Ft(x, 0) - \] K s{t,s)dF(x,s) = Fxx+ K(t, t)Ft-
0

t

—K s{t, s)]s=iF + Ks{t, s)\s=0F{x, 0) + \] K, {t, s)F{x, s)ds,
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yarn

XX = Fxx+ K{t, t)Ft- K s{t, s)\s=tF + \] Kes{t, s)F(x, s)ds,

hosil bodadi.
Demak,

|
Zxr Mt~ -q{t)F(x,t) + J [I<ss{t, s) - K it(t, s)]F(x, s)ds,

tenglik o'rinli. Bundaii esa, .

%xx ~ %it + q(t)% —
t
=1 KM(ts) - Ku(tts) +q{t)K(t, s)]F(x, s)ds = 0,
0]
chunki,
Kss{t>s) - Ku(t,s) + q(t)I<{t,s) = 0.

Shunday qilib, F(X, t) funksiya ikki marta uzluksiz differensial-
lanuvchi bodgan holda lemma isbotlandi. F(x,t) funksiya fagat
bir marta uzluksiz differensiallanuvchi bodgan hoi limitga od.ish
usulidan foydalanib ko:rsatiladi.i .

3. Endi Parseval tengligini isbot gilishgao:tamiz. f(t) ixtiyoriy
sillig finit funksiya bodib, 0

F(AY'=J f(LMt,\)dt =

00 r t
= \] f(t) cosVxt + ,s) cos V~\sds dt =
o L 0
00

= J 9(t) cos V\tdtj (4.7.10)
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bo'lsin. Bu yerda
00
9(t) = f(t) + \] K(s,t)f{s)ds. (4.7.11)
t
g(t) funksiya ham finit va sillig bo'lishi ravshan. Bunclan
tashqgari, F(A) funksiya g(t) funksiyaning ekosinuslar- bo'yicha

vozilgan Furye almashtirishi bo'ladi. Demak,

00 .00 % oc
J F2{\)dp{\) = J F 2(\)df.]a(\)+».] F 2(X)da(X) = J g\t)dt+
oc ( ocC AN 00

4- f < | g(t)cosVxtdt >da(/1) = j g2(t)dt+
4c to/' 4 0 e\

7 3T gt cos\nitdt o</ g 0 cos V-xxdx >da (1) =

-oc VO

= J g2 (t)dt+ \TI Tf 9(x)g(t) cos VXx cos VXtdxdL >da (/1)

8 -0®booo 0 )
= J g2[t)dt + \] \] g{x)g(t)F{x,t)dxdt. , (4.7.12)
0 00
Quyidagi integralning shaklini o'zgartiramiz:
j F{x,t)g(dt = J F(x, t)If{t) + J K{s,t)f{s)ds \dt =
0

= F(x,t)f(t) dt+ Jr (x,t)<j 3 K(s,t)f(s)dsjdt.

(4.7.13)
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(4.7.13) tenglikdagi oxirgi integralda integrallash tartibini

mashtiramiz:
oc

I F{x, i)g(t)dt =

0
oc oo f s n
:?J F(x,s)f(s)ds + \] I j F(x,t)K(stt)dt I/(s)ds =
(o) o VO
0
= \] <F(xys) + J KfatyFfatfdt /f (s)d«s.
0 v 0 J

al-

Oxirgi integralni ikkiga ajratib yozib. lemma 4.7.1 va Gclfand-

Levitan integral tenglamasidan foydalansak, quyidagi

N

J F(x,t)g(t)dt = J <F(ru,s)—h\] K (s, t)F(x,t)dt\f(s)ds+

o o | 0 )

+/ F(M +/ K(s,t)F(x,t)dt. |/(s)ds =

X \ 0
= \] H(x,s)f(s)ds —\] K(s,x)f(s)ds, (4.7.14)
0 a

tenglik hosil bo‘ladi.
Endi (4.7.12) va (4.7.14) ayniyatlardan foydalanamiz:

J F 2(X)dp(X) = \] g\t)dt+
—oc 0

N

+\] g{x)N\ J H(x,s)f(s)ds—\] K(s,x)f(s)ds\dx =
0



oc r oc n

-7 Fex< ] K(s,x)f(s)ds \dx. (4.7.15)

(4.7.15) tenglik oxiridagi ikkinchi integralda integrallash tartibini

o'zgartirib yozamiz: s,

oc " oc 0. ( oo
J F2(M)dp(\) =Jg2(t)dt+j f(s) Ij H{x,s)g(x)dx yds—
o 0
0c ( a
\.] K(srx)f(s)dsjdx. (4.7.16)

~ 1 DY

g(x) funksiyaning tuzilishidan ushbu
\jDK(s,x)f(s)ds = g(x) —f(x),

tenglik kelib chiqgadi.

Demak,

J F2(X)dp(\) = \] /(S)jp(s) + J H(x,s)g(x)dx\ds.

-00 o I 5
(4.7.17)

Ushbu

g(s) + \J H(x,s)g(x)dx = f(s), (4.7.18)

S

tenglik bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning uchun

t
f{t) + \] K(t,s)f(s)ds = {I + K)f,
0
simvolik yozuv kiritib olamiz. Almashtirish operatorining ta’rifiga
ko‘ra
(I +K)~- =1+ H,
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boiadi. Bundan esa,
{I+ K*)-1=/ + #~*,

tenglik kelib chigadi. Bu yerda “yulduzcha” operatorning
go'shmasini bildiradi.
Simvolik belgilash yordamida g(x) va f(x) funksiyalar orasida-
gi bog‘lanishni
| g=f + K*f,

ko‘rinishda yozish mumkin. Undan esa
f=(+K)~I19={l+H*)g=9g+H'g,

kelib chigadi, ya’ni (4.7.18) tenglik bajariladi. Buni hisobga olib,
(4.7.17) tenglikni ushbu

\T F2(\)dp(X) = JfZ[S)dS,
—oo0 0
ko'rinishda yozishimiz mumkin, ya’ni Parseval tengligi o'rinli
ekan.
4. XulJosa qilib, olingan natijalarni bitta teorema ko'rinishida
yozishimiz mumkin.

Teorema 4.7.1. Monoton o'suvchi p (A) funksiya biror

(~y"+a{x)y = Ay, 0<x < oo,
| y'(0) = A0y, h<oo:heR\ gq(x) €Cn[0o00),

haqiqgiy q(x) kocffitsiyentli Shturm.-Liu,vill chegaraviy masalasining
spektral funksiyasi bo'lishi uchun quyidagi ikkita shall bajarilishi
zarur va yetarli:

I. ®ar(x) = —fGI)COS \/Xxda(X) funksiyalar ketma-ketligi biror

® (x) funksiyaga chegaralanib yaginlashadi, hamda ®(x) funksiya

[0,00) oraligda n + | marta uzluksiz differensiallanuvchi bolib,
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@ (+0) = —h tenglik o‘nnli. Bu yerda

Il. Ixtiyoriy sillig finit. f(x) funksiya uchun
oc
f E 2(X)dp(X) = 0,
-0cC

tenglikdan f(x) = 0 tenglik kelib chigadi. Bu ycrda

E{A) = / OA) cosy/Xxdx.
o
Lemma 4.7.2. ,4#ar p(A) funksiya o‘sish nuqtalari toplami
chekli limitik nuqtaga ega bo‘lsa, Il shaH bajariladi.
Isbot. p(A) funksiyaning ofsish nuqtalari to‘plamini P bilan
belgilaylik. Shartga ko‘ra P to'plam chekli limitik nuqtaga ega.
Demak, A, G P ketma-ketlik t.opilib,

Xn —Ao, n —y 0o
bodadi. Bu yerda Ao chekli son. U holda ushbu
e oc
\] E2(A)dp (A) < J E20ndpa) =0, (n=1,2,..),

tengsizlikdan

£7(A,) = 0, (n=1.2,..),
kelib chigadi. E (A) butun funksiya bodib, chekli lirnitik nugta-
ga ega bodgan to;plamda nolga avlanadi. Kompleks o‘zgaruvchili
funksiyalar nazariyasidagi yagonalik teoremasiga ko'ra E (A) = 0

bo'ladi. Parseval tengligidan
oc ocC
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ya'ni / (x) = 0 kelib chigadi.1

8-5.Gelfand-Levitan integral tenglamasiga doir

misollar
1-misol. Spektral funksiyasi’
f 0, n<,
p(A)= < 2 /— 1 , . (4.8.1)
1 vva+- n>0,@ >0,
t T a

bodgan Shturm-Liuvill chegaraviy masa.la.sinituzamiz. Bu holda

0, A<O,
a{X) = p(A) - po(A) = « 1
A > 0,
a
bodadi, ya’'ni a(A) = J~(A). Gelfand-Levitan integral tenglamasi-
ning yadrosi F(x,t) uchun ushbu

a

F(X,t) = / cos wia x co. VAEda(A) =

—oc
oo

f* l
/ cosVXxcos vXtd(X)dX = -
ag a
-00
tenglik kelib chigadi. Uni Gelfand-Levitan integral tenglamasiga
qo'yib, hosil bodgan tenglamani yechamiz:
X
_ 1o
KixAt) d V- \ K(x,s)ds =0,
a ay
ooe-! (17 0
X
K(x,t) = — —- [ K(x. s)ds.
a aj

o]
Quyidagi

\] K(x,s)ds = B{x), (4.8.2)
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belgilashni Kkiritsak, oxirgi tenglik ushbu

K{x,t) = --g-Ba{x),

ko'rinishni oladi. Buni (4.8.2) belgilashga qo'ysak.

1Bx
/ a()

o

bo(ladi. Oxirgi tenglamadan B(x) funksiyani topamiz:

B{x) =
X 4-a

Demak.
a 1
K(x,t)= — +
a ax + a- ax + a" X + a
bodar ekan. Undan
dK(xjx) _ /7 —2 Vv

=2
atx) dx \x -bay (x 4- a)'
n=7/1@0,0=—,

V2(x, ) = cos\/\x —
X +a V/A

kelib chigadi. A = 0 xos qiymatga mos keluvchi xos funksiya ushbu
X a
ip(x,0) = 1 =

x+a x+a'

tenglik bilan beriladi.

Shunday qilib, biz izlagan Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi

-yt + —RY = Ay, (0< x<00),
(x + a)

y'(0) = -L7(0),
korinislida bodadi. Bu chegaraviy masalaning spektri E = P/£U

C# UPCIi? uchun quyidagi munosabatlar bajariladi:

PE =0, C£ = [0,00), PCE = {0}.

~191



2-misol. Spektral funksiyasi

f o, n<o,
p(A) =< 2rs (4.8.3)
1 3r +a, A>0 (a>0),
bo‘lgan Shturm-Liuvill chegaraviy @ masalasinituzamiz. Bu hoi
chegaraviy shart nolbo‘lganholga tofj4ikelishi spektral
funksiya asimptotikasining bosh gismidan ko'rinadi. Awalo cr(A)

funksiyani quyidagicha aniglaymiz:

F()A<D fory A
(7(A) = P(A)-PI(A) = | 0o; A>0, PI(A)= ] A >

n

0,
0
vV 37r

cr(J) = a8 (A) bo‘lgani uchun Gelfand-Levitan integral tengiama-

sining yadrosi

/ 4Am f sin \/Aa;sin \/\t e
00 T =
nr

sin ZWAxsinVat
I -a6 (A) dX = axt,
n/A n/A

—oo0

ho'ladi. Gelfand-Levitan integral tenglamasining o‘zi esa,
K(x.t) - axt + J K(x, s)astds = 0,
o]
kosririishni oladi. Uni ushbu
K(x,t) = —axi—a A(a;Ds)sds” t,
tarzda yozib olib,
K (x,s)sds = -B(x),
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belgilash kiritamiz. U holda
K(x,t) = —axt —aB{x)ty

bodgani uchun : "\
\] [—axs2- aB{x)s2 ds = B(x)\

bo‘ladi. Oxirgi tenglamadan B{x) funksiyani topamiz:

B (x) ax4
X) =
34-ax3
Demak.
az2x 4t Saxt
I<(x,t) = —axt 4-
ax34-3 ax34-35
K (x,x) f —bax2\' —l12ax(ax34-3)+ 18a2x4
q{x) = 2
dx \ax34-3/ (ax3 4-3)2
—12alx4 —36ax 4- 18a2x4 _ 6alx4 — 36ax
(ax3 4-3)2 (ax3 4- 3)2

Bu holda </(x, /1) yechirn ushbu
sin y/Xx Sax f sinVxt)

0
formula bilan aniqglanadi. Bundan /1 = 0 xos qiymatga mos kelu-

vchi xos funksiya ushbu

ko‘rinishda bodishi kelib chigadi.

Shunday qilib, biz izlagan Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi

ushbu
6a2x4 — 36ax



ko‘rinishda bodadi. Bu chegaraviy masalaning spektri uchun

quyidagi munosabatlar bajariladi:
PE£ =0 CE = [0,00), PCE={0}.
3-misol. Spektral funksiyasi ushbu
{ 0, n<20,

~\/N, o< 1< Aj, (4.8.4)

—\/A*ha, A > Aj (ft > 0),
m

tenglik bilan a.niglangan Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini
tuzamiz.

po(A) funksiya ushbu

f 0, A< 0,
a>(A)=< Af\t N> 0o
K T

formula bilan berilganligi uchun quyidagi

<r(A) = \) - X) = o’
(A) = p{Y) - po(X) |I it n> Ai

tenglik o‘rinli bodadi, ya'ni a(X) = aB (X —A]).
d.a(X) = <if(A—Xi)dX bodishidan foydalanib, Gelfand-Levitan

integral tenglamasining yadrosini hisoblaymiz:

00

F(x,t) —/ cos cos V~Xtda(X)

—O0C
oc

= \] cosVa.t cos\/Xtad(X —Xi)d.X
-0C

= ftcos \fTX\X cos \fX\t.

Bu holda, Gelfand-Levitan integral tenglamasi ushbu

K (X, t) -I- ftcos \/Aix cos \fX\t-\-



X
+\]K(xls)a cos y/xis cosy/xitds = 0,

o
ko‘rinish(la bodadi. Bu tenglamani yechish uchun avvalo uni

quyidagi
I<(x,t) = —acos y/\\x cosy/\\t—

—a K (x,s) cos cos\/a7” (4.8.5)

shaklda. yozib olamiz. Oxirgi tenglikda gavs ichidagi integralni

B (x) deb belgilab olamiz:

X

J K(x, S)cos \fl\sds = B(x). (4.8.6)

U holda (4.8.5) tenglik quyidagicha
K(x,t) = —acos cos \/\[t —aB(x) cos (4.8.7)
yoziladi. (4.8.7) formuladan ushbu
K(x.s) = —acosy/xix cosyf\[s r- aB(x) cosy/\\s.

tenglik kelib chigadi. Bu ifodani (4.8.6) tenglikka qo‘ysak, ushbu

J  —acosy/x[x cos2 y/X\S —aB(x) cos2 \/Aisj ds = B(x),
o

tenglik hosil bodadi. Bu tenglikdan B(x) funksiyani topamiz:

—a ( cos yfXisds ) cos \f\lx

Btx) = et .
1 -f af cos2y/X\sds
o]

Demak, bu holda Gelfand-Levitan integral tenglamasining

yechirni ushbu

K (a*, t) = —a cos y/~\\X cos
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a (J cosy/Tisdsd cosy/\[x cos ¥NTt
. _

| + af cos2-y/Xjsds

ya 11
K(x.t) = —a cos \fX[x cos y/\[t
1+ af cos2y/X\sds
o
formula bilan beriladi. Bundan
h=1p ,00=-a,
va
/ V
N d,K{x,x) " —a cos? v/Airc

9(a) = 2- "

l+ar costTjsds
\ o

2tt\/Ai cos y/\ix sin \/Aix M| + af cos2 \flisdsJ + a2cosd \/Aix
=2

l-faf cos? )
Demak.
| me—j sin2\/Airr + a2cos2\ A Tx
a(x) -
ax a . nirr-\
1+t +v T
Masalan, a = 2 va Ai = 7 bodsa, h = —2 va

4+ 2(1 + rg)sin x + 4cosX

969 (1 +x + sinx)2

bodadi. Ushbu

X
ip{x, A) = cos VXX + \] K (x, t) cos y/\tdt,



formuladan foydalanib, tuzilgan differensial tenglamaning yechi-

mini bam topishimiz mumkin. Xususan. a = 2, Aj = | bodgan

holda. 1 = £ xos qiymatga mos keluvchi xos funksiya ushbu

tp(x) = -
I+ x + sinx
formula bilan beriladi.
Demak, topilgan
f4+ 2(1 + X)sinre+ 4cosx \ . 4
_ r rn 1 1
p'(0) * —2y(0), u

chegaraviy masalaning spektri uchun quyidagi munosabatlar
od'inli:
PE =0, C2=[0,00), PCE=1-\.

4-misol. Spektral funksiyasi

«a, A< Ai, (Ai <0, ¢1> 0),

p(A) = 0, Ai< A<DO, (4.8.8)

V a, a > 0
I 7T

bodgan Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini tuzamiz. Bu holda

a(X) = p(X) - po(\) = {

bodadi. ya'ni a(A) = aQ{A- Ax) - a. Bundan F(x, t) yadro uchun

ushbu

F(x,t) = j)cos VXX cosy/\tder(\) =

—00
oc

= \] cos \/Ax cos VAta<5(A — X\)dX =

-
= achy/\X\\xchy/\X i\t,

497



tenglik kelib chiqadi.

Bu holda, Gelfand-Levitan integral tenglamasi

K{x.t)+ achn/lW xcHAa/AX\\t+

+J K Ok s) ach\/\Xi\s «ch\/\Xi\tds = 0,

o]
ko‘rinishni oladi. Bu integral tenglamani yechamiz:

K(x,t) = —ach\\X{\xch\/\Xi\t—
Ok, s) aichy/\Xi\sds \ chy/\Xi\t.

Bu tenglikda

j K(x,s)chy\Xi\sd.s = B(x), (4.8.9)
[0}
belgilash kiritib,

K(x,t) = -ach\f\A\xch\f\X "\t - aB{x)chy/\X\\t, (4.8.10)

ifodani hosil gilamiz. K(x,t) funksiyaning (4.8.9) tenglikdagi ifo-
dasini (4.8.8) tenglikka go'yamiz va B(x) funksiyani topamiz:

—a\ ( fch2y/\X\\sds J chy/\X\\x

B(X) =— ~ e .
1 + ail ch2y/\X[\sds
o

Demak,
T/F&k _-ach Ml xck™M/W T

K , ) — X
1+ afch2y/\X\\sds

o

h—/1@0,00=—a,
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ch2y/AXi\x

q(x) = —2a
1+ afch2yfllilsds
\ o /
boiadi.
Masalan, a\ = 2 va Ai = —- bodsa, h = -2 va

(x) = 4 —2(1 + x95/ia; + 4c/rx
90 = (I + x + shx)2

bo’'ladi. Ushbu

X

ip(x, A) = cosyflx + \] K (x. t) cos y/Xtdi,

formuladan foydalanib, tuzilgan difFerensial tenglamaning yechi-

mini ham topishimiz mumkin. Xususan, a\ = 2, Ai = — bodgan
holda A = —” xo0s giymatga mos keluvchi xos funksiya ushbu
chf

1+ x + shx
formula bilan beriladi.

Demak, biz topgan

4 —2(1 + Xx) shx + 4chx}
7~ = Ay, 0< X < ,
R4 (I + x +shx)2 y o o)

20y = —2y(0),

chegaraviy masalaning E spektri uchun quyidagi tengliklar o'rinli:

PJ5=]-1J, CE = [0,00), PCE =0
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Mustaqil yechish uchun mashqglar

1. Spektral funksiyasi quyidagi formula bilan berilgan Shturm-
Liuvill chegaraviy masalasini tuzing.
o} A < 0,
a) pA)={ 2 r- r-
-{y/X + arctg \/A), A > 0,
m

In t+ a*

At, A > 0,
b pX) = ~ Fh (taazcnrb)g
0, A <0,
RSN
¢ pA) = < N <o
—a, A< —a2

Ko'rsatma. Bu masalalarni yechishda. quyidagi

formuladan
foydalaniladi:

COS o1z IM
z=-e"
/7 *2+1d 2
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V BOB. BUTUN 0 ‘QDA BERILGAN
SHTURM-LIUVILL OPERATORI UCHUN TO'G'RI
VA TESKARI SPEKTRAL MASALALAR

1-8. Parseval tengligi

Ushbu
—y" + q(x)y = Xy, —oo0 < X < oo, (5.1.1)

Shturm-Liuvill masalasi uchun Parseval tengligini Kkeltirib
chigaramiz. Bu yerda g(x) haqigiy uzluksiz funksiya, /1 esa ix-
tiyoriy parametr.

0(x, A) va (p(xyn) orqali (5.1.1) tenglamaning ushbu

f 00,10 =1 f <p0A) =0,
\ 0(0,A) =0, \<p'0,A)=1,

boshlang:ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlarini belgi-
lavmiz.

Butun o‘qda berilgan Shturm-Liuvill masalasiga mos keluvchi
Parseval tengligini keltirib chigarish maqgsadida (a, 6) chekli
oraligda berilgan Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi uchun olin-
gan Parseval tengligida biror a* — -o00, fa ~> 00 ketrna-
ketliklar bo‘yichalimitgao ‘tish mumkinligini ko'rsatamiz. Bu usul
B.M.Levitan usuli deb yuritiladi.

Yugorida zikr etilgan gfoyani amalga oshirish maqgsadida
quyidagi chekli oraligda berilgan Shturm-Liuvill masalasini ko‘rib

chigamiz:

1
“y+ C(X))/: Ay, ac< x <6, (a<0, b>0), (51.2)

f y{a)cosa + y'(a)sina = 0, .on
| y(b) cos[3+ y'(b)sin{3= 0.
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(5.1.2)-f(5.1.3) masalaiiing xos qiymatlarini Ai, n2, A*.

orqgali, ularga mos keluvchi ortonormallangan xos funksiyala-
rini esa ui(ir), uo(x), .., uk(x). .. orqgali belgilaymiz.
0(x, M) va ip(x, M) yechimlar chizigli erkli bo'lganligi uchun (5.1.2)

tenglamaning ixtiyoriy yechirni ular orgali chiziqli ifodalanadi:
nK(x) = ckB(x, A*) + dk<p{x, Aa) (5.1.4)

(5.1.2)-f(5.1.3) masala uchun Parseval tengligi ushbu

\] f2{x)dx = /(a))wijfc(a;)dx| , (5.1.5)

ko'rinishda bo‘ladi. (5.1.4) ifodani (5.1.5) tenglikka qo‘yamiz:

N
\] f2(x)dx = | dd f(x)0(x, Aa)dx + 4 \] f{x)p{x, Xk)dx 1

a k=1 '\ a Lt a

)
(5.1.6)
Ushbu

b

b
F(A) =J f{x)9(x, X)dx, G(A) = vJ f(x)<p(x, X)dx,

belgilashlarni kiritib, (5.1.6) tenglikni quyidagicha yozamiz:

b [ele} oc 00
/ fWecte =~ 4 F2(Ai)+2~ c tdtF(A,)G(AA + ~ ~ .G 2(At).
a k=1 bl /0=1
(5.1.7)
Bu tenglikdagi gatorlarni Stiltes integral! orgali vozish magsadida

quyidagi sakrash funksiyalarini Kiritib olamiz:

Y 4, A>D
6(A) = < 0<Af<A

- £ 4. AN
A<Ajfc<0
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E &k N1>Q

Va,b{
E odr A<Q
A<A*<0
oen B 100
G, A =
E 4. qnh
A<A*<O

Stiltcs integrali ta:rifidan foydalanib, (5.1.7) tenglikni quyidagi
ko‘rinishda yozamiz:

b 00 00
J f(x)dx = J F2(\)dEn.b(X)+ 2J FOOWG(\)d,Tj, bW +
a -oc -ocC

00
+1 G2(X)dC,bWm (5.1.8)

-0C
Lemma 5.1.1. h E (0, 6) biror son bo‘lsin. U holda ushbu
f  x3(h —x)3 roo.
b — , r e [o /),
g(x) — < f t3(h —t)3dt

0, x i 0, h]
funksiya quyidagi shartlarni ganoallanti.ra.di:
1y g{x) € C 2[a, b]\

2) g{x) > 0;
b
3) J g(x)dx = 1.

a
Bu lemma isbotini o‘quvcbiga vazifa sifatida qoldiramiz.
Lemma 5.1.2. P = {(r.A): 0<x < 6, |Al < N} bodsin.
U holda ixtiyoriy s > 0 son uchun shunday h =h~(e) > 0 507/.

topiladiki. bunda 0 < x < /i, |JA] < Arshartlarni ganoatlantiruvchi
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(x, A) juftliklar uchun ushbu

160k, A) — 1] < e, \ui{x /D] < e, (5.1.9)
[0'0k,A)| < e, \ip\x,A)- l|<e, 5.1.10)

tengsizliklar bajariladi.
Isbot. 9(x. /1), 6'(x, A), <£(a;,A), B'(x, A) funksiyalar P yopiq
to‘g‘ri to'rtburchakda uzluksiz bodganliklari uchun Kantor teore-
masiga ko;ra tekis uzluksiz bodadilar, ya’'ni ixtiyoriy s > 0 son

uchun shunday h = h~(e) > 0 son topiladiki, bunda ushbu

\X —x| < h, A-A
shartlarni ganoatlantiruvchi (a;, A), (E,’A) G P juftliklar uchun
quyidagi tengsizliklar ofinli bodadi:

9(x, A) - 6(X,A) <e, <NrA) - (p{x,A) <

9'(x,A) —9\x,A) < £, tp'x\A) — A) < £

Bu yerda X = 0, A = A desak va boshlangdch shartlarni inobat-
ga olsak, (5.1.9) va (5.1.10) tengsizliklar kelib chigadi !

Lemma 5.1.3. Ixtiyoriye>0w IV >0 sonlar uchun shun-
day h = hftr(e) >0 son mavjudki, bunda |[A] < N bodganda
quyidagi tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi:

l—e< F(\) <l+£ -£<G(A)<e, (5.1.11)
-e < Fi(A)<e, 1- £<Gi(A)<1l+e. (5.1.12)

Bu yerda

h h
F(A) = \] g(x)0(x,\)dx} G(A) = \] ae)u>{x,\)dx,
0 Or

h h
Fi(A) _J (-g (x))9(x,\)dx, Gi{\) = J {-9'(x))<p(x, X)dx.
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Isbot. Lemma 5.1.2 dagi h = hy(e) > 0 sonini olamiz va

lemma 5.1.1 dan foydalanib, quyidagi baholashlarni amalga oshi-
ramiz:

h h
[F(A)-1] = J g(x)9(x,X)dx-J g{x)dx
n

Jg(x)[0{x, A) - 1]d: <

n n
<J g()\0(x, A) —1]dx < evJ g(x) dx

n

IG(A)I = J g{x)<p(x, X)dx <

h n
< ] atnipix. Airx <€) gixydx =

o

-§
<_|3
«

—~

x

N

®

—~

x

>
N—r

o

x

A

h
<\] g (x)\Q\x,X)\dx < e,

n
1Gi(A) - 1] = J {-g\x))ifi(x,X)dx-1
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r h
J oot (xX)dx - J g(x)dx <
0

< £

Lemma 5.1.4. Har gqanday N > 0 son uchun quyidagi teny-
sizlik ofinli bo:ladi:

V Va,b(A) < \ <[£,.b(N) - 6(-N)} + | m[C, b(N) - C«6(-N)}.
—N z z

(5.1.13)

Isbot. Sakrash fimksiyasining variatsiyasi sakrash uzunlikla-

rining yig'indisiga teng bodishini inobatga olib, ushbu

y{va,bW}= 4+1

-N < Xk<N -N<Xk<N -N<Xk<N
baholashga ega bodamiz. Bundan (5.1.13) tengsizlik kelib
chigadi.

Lemma 5.1.5. Ixtiyoriy £ E (0, yfb —2) va N > 0 sonlar
uchun shunday h = /rar(e) > 0 son topiladiki, bunda ushbu

lu b(N) - U b(-N)} + [Cab(N) - c«b(-N)} <

h
i ag _ £2-\] toV) + 9,2{x)]dx, (5.1.14)
0
tengizlik bajariladi.
Isbot. Lemma. 5.1.3 dan va (5.1.7) Parseval tengligidan foy-
dalanib. quyidagi baholashlarni olamiz:
h 1)
/ g2(x)dx = 1T {ckF(Xk)+ dkG(Xk)}2 >
0 k=1
> J2 {ckF(Xk)+ dkG(Xk)}2=
M<*
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= E cF®%\k) +2 E ckdkF(\KG'(Xk) + X: 4GAA,)>

|A<<T |AjtI<iV 1An)<T
= E ctF2A,)-2E KRR+
1AA] <Ar JAc|<AT
+e 4gdaj>e 4(i-£2-2e Maimi+p >
IAifcl<A7 IRV TARY
>A- 2s+£)E 4- e+o mE (4+4)=
1-y<J1 AL I<V
—a—3E 4-(e+-2" E 4- (5.1.15)
| A*]<Ar A<V

Xudcli shu tarzda quyidagi tengsizlikni keltirib chigaramiz:
h

jg ,2(x)dx> E 440N -)-2 E M *| «INi(At)] < |Gi(AT)|+

0 |Afr|<V M <N

+ X dkGi(xk) > -2 ~2 M *| e0 +e)+ 4 (! - e)2>
| Afcl<A! 1A |<v | A |<iv

> -(e +e2)- *22 (cl +dl) + (L ~2e+e2 x d\=

JAjti<Ar |A*|<iv
= -{s+e2)"J2 4 +0 -3c)- X dk (5.1.16)
|A*|<iv A <~

(5.1.15) va (5.1.16) tengsizliklarni go‘shsak, ushbu

| [AM +RXlde> (1- 45- e ] E 4+ E ai ¢,

(5.1.17)

tengsizlik hosil bodadi. Agare € (0. \/5—2) bodsa, 1—4e——e2 > 0

bodishi ravshan. Buni hisobga olib, (5.1.17) tengsizlikdan (5.1.14)
baholashni keltirib chigaramiz. m

Lemma 5.1.6. Har ganday masbat N soni uchun a va b larga

bogllig bobnagan .shunday musbat A = A(N) son topiladihi. bunda
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ushbu
o

vV {&,6(M} < A, \‘{jVa.bW} <A, \{/{Ca,G(A)} < A,
(5.1.18)
tengsizliklar bajariladi, ya'’ni har bir chekli [~N,N] oralig-
da B(A), ™ab(1), Cab(A) funksiyalarning variatsiyasi a va b
parametrlarga. nisbatan tekis chegaralangan.
Isbot. Lemma 5.1.5 da e sonining aniq bitta giymatini olib,
hN {e)
A=AN)=1!_ _.2° /] N + o/20r)]dx-,
0
desak. lemma5.1.4 valemma 5.1.5 dan (5.1.18) baholashlar o'rinli
bo'lishi kelib chigadi. m
N atija 5.1.1. £a, &(A), Na. &(A), Ca, /#A) funksiyalarning ta riflari
va [—/V, Ar] kesmada variatsiyalari a va b ga nisbatan tckis chega-
ralangan bo'lishidan. bu funksiyalarning o'zlari ham shu kesmada
a va b ga nisbatan tekis chegaralanganligi kelib chigadi. Bu fikrni
isbotlash o'quvchiga vazifa sifatida qoldiriladi.
Lemma 5.1.7. Agar f{x) G C 2(a, b) haqiqiy funksiya biror
[n, n] C (a, b) oraligdan tashqgarida nolga aylanadigan bo’lsa,
n holda bu funksiya uchun quyidagi tengsizlik o'rinli bo4adi:

f f-(x)dx- J {F2(ma.b(\) + 2F(\)G (\)chh,b(\)+

b

+G2(A)dCab(A)} < jjif [f(x) - q(x)f(x)]2dx.  (5.1.19)

Isbot.f(x) funksiya uchun (5.1.5) Parseval tengligini yozamiz:
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Bundan ushbu
n fb

1 txydx - 32 || foukixdx

M<A- |,

J H{Xx)uk(x) > , (5.1.20)

a

tenglik kelib chiqgadi. (5.1.20) teriglikning o‘ng tomonini baho-

laymiz. Buning uchun ushbu

ayniyatdan foydalanamiz. Bunga ko‘ra
b b
J fO)uk(x)dx = - j-J f{X)[u[.(xX) - g(x)ukX)]dx =

a a

b

= -j-kl 1 *) ~ g{x)f{x)Juk(x)dx.

Deinak,
.n |
J f)dx- £ 1 fix)Mx)dx
IAtISIV |,
= E TOLLL/"(*)-22)0-)\uk{x)dx
ildi>-v {
N "E \f ~«MAODIMX)Xi <

IA=1>A  {{ 1

- 72 mE (] ~ <2(-c)/(&;)] uk(x)dx

509



(o]

=72
- \] \?"(x) - g{x)f{x)]2dx.

Oxirgi tenglikni yozishda ushbu f"(x) —q(x)f(x) funksiya uchun
Parseval tengligi qo'llanildi. Agar modul ichidagi yig'indini oldin
ko‘rganimizdek qilib integral orgali yozsak, (5.1.19) baholash kelib
chigadi.l

Teorema 5.1.1 (G.Veyl, 1910 yil). f(x) 6 L2(—o0o0,00) ix-
tiyoriy haqiqiy funksiya bo4sin. f(x) funksiyaga bog'lig boYTagan
monoton olsuvchi, har bir chekli oraligda chegaralangan £(A),
((A) funksiyalar va har bir chekli oraligda chegaralangan vaiiat-
siyali 17(A) funksiya mavjudki, bunda ushbu

00 00 00

J t0dx= Jd Faydeq) + 2J FOye0dn(x) +

00
+f G 2(A)dC(A), (5.1.21)
—oc
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda
00 00
F(A)= \] f(x)9(x,\)dx, G(A)= f f{x)<p(x,\)dx.

Izoh. (5.1.21) tenglikka butun o‘qda berilgan Shturm-Liuvill
masalasi uchun Parseval tengligi deyiladi. Quyidagi matritsa-

funksiyaga. esa

-($'«<!P)m - one

butun olqda berilgan Shturm-Liuvill masalasining spektral
matritsa-funksiyasi deyiladi. Agar A = Ao nuqtaning biror atrofi-

da spektral matritsa-funksiya o'zgarmas bodsa, A parametrning
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bu giyrnatiga Shturm-Liuvill masalasining regulyar giymati de-
yiladi. Hagqiqiy o:gning regulyar bodmagan barcha nuqtalaridan
tuzilgan to‘plamga Shturm-Liuvill masalasining spektri deyiladi.
Agar spektrning /1 = J/lo nuqtasida spektral matritsa-funksiya uzil-
ishga ega bodsa, bu qgiymatga Shturm-Liuvill masalasining xos
giymati deyiladi. Spektrning spektral matritsa-funksiya uzluksiz
bodadigan nuqtalaridan tuzilgan to‘plamga Shturm-Liuvill masa-
lasining uzluksiz spektri deyiladi. Yechim tilida aytadigan bodsak.
bu quyidagilarni bildiradi: agar J1 = Jlo bodganda Shturm-Liuvill
tenglamasi noldan farqli, L2(—00,00) fazoga qarashli y(x, Jio)
yechimga ega bodsa, bu /1 = Jlo giymat xos giymat bodadi.
ana shu y(x. /lo) yechim esa xos funksiya bodadi; agar /1 = Jlo
bodganda Shturm-Liuvill tenglamasi noldan fargli. L 2(—oc,00)
fazoga garashli bodmagan, chegaralangan yechimga ega bodsa,

bu giymat uzluksiz spektrga tegishli bodadi.

Agar J1 = Jloxos giymatga ikkita chizigli erkli xos funksiya mos
kelsa, bu xos giymat ikki karrali deyiladi. Agar /1 = Jlo uzluksiz
spektrning nugtasi bodib, unga ikkita chizigli erkli, noldan farqli,
chegaralangan yechimlar mos kelsa, bu giymat uzluksiz spektrning
ikki karrali nuqgtasi deyiladi. Xos qiymat, uzluksiz spektrning ichi-
da ham. chetida ham, tashqgarisida ham joylashishi mumkin (bun-
day hollarga misol tuzish O‘quvchiga vazifa). Spektr fagat diskret,
ya’'ni fagat xos giymatlardan iborat bodishi, yoki aksincha fagat
uzluksiz bodishi, yoki aralash bodishi mumkin. Bularning ham-

masi q(x) potensialning xossalariga bogdig.

Berilgan Q(X) potensial bo'yicha Shturm-Liuvill operatorin-
ing Ne(J1) spektral matritsa-funksiyasini topish masalasiga, to‘g‘ri
spektral masala deyiladi, aksincha 3£(1) spektral matritsar
funksiya bo'yicha q(x) potensialni tiklash masalasiga teskari spek-

tral masala deyiladi.
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Veyl teoremasining isboti. 1-hol. Nolni o'z ichiga olgan,
ixtiyoriy chckli oraligni (a, b) orgali bclgilaymiz, Dastlab biror
[, n] C (a b) cbekli oraligdan tashgarida nolga avlanadigan
In(s) € C2(—oo0, oc) funksiyalar uchun (5.1.21) tenglikni isbot-
laymiz.

Ca6(A), T706(A), Cab(A) funksiyalarning [-N, T kesmada
ozlari ham, variatsiyalari ham tekis chegaralanganligi bois,
Xellining birinchi teoremasiga ko'ra, shunday £]|b6/T{A), Aric &(A),
QGticeld”™) gismiy ketma-ketlik mavjudki, ular mos ravishda biror
£(A), TI(A), ((A) funksiyalarga intiladilar. Bunda A 6 [N, iV],
a* -* —00, -> 00.

Xellining ikkinehi teoremasiga ko'ra £(A). T7i(A), CA)
funksiyalar [-NyN] kesmada chegaralanga.n variatsiyaga ega
bodadi va (5.1.19) tengsizlikda a* —- 00, 6-> 00 limitga o‘tish
mumkin:

Ar
3 f-()dx - f {F2(A)rfe(d) + 2F(A)G(A)Aj(A)+

n - (5.1.22)
+ G2(A)ACA} < jp f [F'n{x)-g{x)fn{x)]2dx.

(5.1.22) tengsizlikda N — 00 limitga o'tsak, quyidagi tenglik
kelib chigadi

ac a oc
f ft(x)dx = J F2t(Ne (\) + 2f Fr(X)Gn(X)d. T](X)+

—00 —00

—oc

00
+J Gl(X)daX). (5.1.23)
-00
2-hol. Endiixtiyoriy f(x) 6 L2(—00, oc)funksiya uchun
(5.1.21)Parseval tengligi  o'rinli ekaniniko'rsatamiz. Buning
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uchun dastlab f(x) funksiyaga L2(—00,00) fazoning normasi
bo'yicha yaginlashuvchi fn(x) e C2(-00,00) finit funksiyalar

ketma-ketligini olamiz:

D tix)=0Q s g[-n, n,

2)  lim / [/(re)- f,(x)]2dx = 0.

"' 00-00

fn(x) —fm{x) funksiya l-holdagi shartlarni ganoatlantirgani bois
bu funksiya uchun (5.1.23) tenglik o'rinli bodadi:

-x oc

I [fn(x) - Mxtfdx =J [Fn(A- AGA)JAA)+

-00 —o0cC

+2 1 [Fn(A) - F.(A)-[G.(A) - Gm(A)]*7(A)+

-00
00

+J] [G,(A) - Gm(A)]2dC(A). (5.1.24)
-0oC
Bundan tashqgari, /n(x) yaqginlashuvchi bodgani uchun, u fun-

damental bodadi, ya’ni

0
lim [ [fn{x) - fm{x)]2dx = 0. (5.1.25)
n, m->oc J
—oc
(5.1.24) va (5.1.25) tengliklardan [ J] ketma-ketlik ushbu
y Gn(n)

b X)(—oo, 00) vaznli fazoda fundamental ekanligi kelib chigadi.

Bu fazo toda bodgani uchun ( ) ketma-ketlikning limiti
\ ~n()J

mavjud. Bu limitni ( ) orqgali belgilaymiz. Endi (5.1.23)
\ GW J

tenglikda n -> oo da limitga o'tamiz. Buning uchun normaning

ushbu | [|/n]| - Y/Il | < ||[/n- /Il xossasidan foydalanamiz. Bunga
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ko‘ra (5.1.23) tenglikning o‘ng tomoni (5.1.21) tenglikning o‘ng
tomoniga, chap tomoni csa (5.1.21) tenglikning chap tomoniga
intiladi. |

Misol. Quyidagi
—y" = Ay, (-00 < X < 00), (5.1.26)

Shturm-Liuvill masalaning spektral matritsa-funksiyasini
topamiz.

Q(x, /1) va <\c, M) orgali berilgan tenglamaning ushbu

f 0(0, /1) = 1. f <p(0./1) = O.
\9'(0,A) =0, ]Jy(0,A) =1,
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlarini belgi-

laymiz. Bu holda

. A) )Ir\r 0. «inv}’A.X
A = COS X = e m=—
o(s, A , , i

bo:lishi ravshan. Ushbu
-y" =qay, a< X< 6,
y(@.) = o, (5.1.27)
) =0,

rcgulyar chegaraviy masalaning xos giymatlari va ortonormallan-

gan xos funksivalaririi topamiz. (5.1.26) tenglamaning ushbu
V(ILA) =51 " «p),

yechimi birinchi chegaraviy shartni ganoatlant.iradi. Uni ikkinchi
chegaraviy shartga gofisak, xarakteristik tenglama kelib chigadi:
sin V~\(b —a) -0
n/A )
Bunga ko‘ra xos giymatlar ushbu

2%

ot

A" (6-a)2 n I'2



sonlardan iborat bodadi. Norinallovchi o'zgarmaslarni topamiz:

b
2 [ sin2x/N~n; - a)

=/ ﬁn -------- dx =

-

Demak, ortonormallashtiriigan xos funksiya-lar quyidagilar
bo‘ladi:

wn(rc) = Al ’ sin7—rn(x i a)’ n=12, ...
b—a

Bu funksiyalarni (90k, A) va ya(.1, A) orqali chiziqli ifodalaymiz:

wn(s) = Vu—_ftsin \/X(z - ft) =

= ,ql~0 ~— sin y/X~X cos v/A™a — }/7—’\— sin \/Ana cos V/A":

—a b—a
un(x) = —l\/ Z>_—_a sin \/%ia <0(z, A,)+
T\ pcosVnar An).

Bunga ko'ra

2 2 L2 7
cn = 6 sin 'V Ana,
- a

2
Cndu — b \ A ;sin x/Ang cos x™AnNft,
a
d~= 17 A, cos“ \/A,ft,
b—a
bodadi. /(#) ixtiyoriy finit funksiya bo lib.
oc oc

F(A) = \] f(x)6(x. X)dx, G(A) = \] f(x)tp{x, A)dx,
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boisin. (5.1.27) masala uchun Parseval tengligini yozsak, u ushbu
6

00 0o 0o
/f2(x)dx =~ ¢ BF 2(An)+2~ ¢ ndn™ (A,)G (A,)+ "~ <G 2(An),

ft n=1 71=1 77=1

(5.1.28)
ko'rinishda bo'ladi. Qulaylik uchun ushbu

Sn — V/)(TI'I - b7Ela

belgilashni kiritib olamiz. Agar sn+i —sn = j— ekanini hisobga

olsak,
wm 2
A ¢ 2F 2(A.) b A~ a Sin2
71=1 71=1
n @
= -y "sinlsna «F 2(s.2)(sNt+l - sn),
AN
77=1

kelib chigadi. Bu yerda 6 —moo da limitga o'tsak. hainda integral
ta’rifidan foydalansak,

/\Cj:@ /B sin2saF2{s2)ds =
77=1 - . . 0

oo

:\] F2(s)d (~s) - iy F2(s)coslsads,
0 0

kelib chigadi. Eng oxirgi integral Riman-Lcbeg lemmasiga ko‘ra
a — —oo da nolga intiladi. Demak, b — 00, a — —o0 bodganda
limitga o”sak,

@ , oo
5 > 2F 2(A,)-> \] Fis2)d (1s) = J F2(A)d (in
n=1 n n
kelib chigadi. Demak,



(5.1.28) fecenglikdagi ikkinchi yigdndini kolrib chigamiz:

2X / endnF(K)G(\n) = i)—_lgsinZV\id cF(AN)£(A,) =
2 OC,\

= snF(sB)G(s-n)sin 2s,,a *(s,,+j - S,,).

Bu yerda b -» oc da limitga o‘tsak, hamda integral ta'rifidan

foydalansak,

2
2~nend,,F(AN)G(An) j SF(s2)G(s2)s\i\2sadSj
n=i *{
kelib chigadi. Eng oxirgi integral Riman-Lebeg lemmasiga ko‘ra
a — —oo da nolga intiladi. Demak, b —o00, a -» —00 bodganda

limitga o‘tsak,

22T~ eridnF (ANn)G (An) — 0,
n=1
bodadi. Buiiga kofra 7(A) = 0, A £ (—00, 00) bodadi.
Nihoyat, (5.1.28) tenglikdagi uchinchi yigdndini ko‘rib

chigamiz:
00 oc _
Y2 dIG2(Xn) = 53 rz-A’'lcos2vh "t G2 =
9 00
= -V sicosls,aG2(s2)(s.+i- s.).
mo—7

Bu yerda 6 — oc da. limitga o‘tsak, hamda integral ta'rifidan

foydalansak,



(0 0] (0.9

= J G 2(s2)d - \] cos25a «G 2(s2)d (J~s*) >

[0} o

kelib chigadi. Eng oxirgi integral Riman-Lebeg lemmasiga ko‘ra.

a — -o0o0 da nolga intiladi. Demak, b —o00. a — —o00 bodganda

limitga o‘tsak,

YA&M ] ¢200a

kelib chigadi. Demak,

O, n<o.
Shunday qilib, agar 1 < 0 bo‘lsa,
) 00
X
LU' o0
agar /1 > 0 bodsa,
VX 0
R(A) = s
i-VA?
31T

Bu holda spektr uzluksiz bodib, ushbu E = [0.

00) to‘plamdan il>

oral. Spektrning chetki nuqgtasi bir karrali, ya’ni oddiy, ichki nuqg-

talari esa. ikki karrali. Bular yechimning tuzilishidan kelib chigadi.
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2-§8. Yoyilma tcoremasi
Ushbu

-y" +q(x)y =1y, -oo <X < oo,

(5.2.1)
Shturm-Liuvill masalasi uchun yoyilma tcoreinasini Parseval teng-
ligi yordamida isbotlaymiz.

Bu yerda q(x) haqgigiy uzluksiz
funksiya. /1 esa ixtiyoriy parametr.

B(x, /1) va (p(X, A) orgali (5.2.1) tenglamaning ushbu
I 0(0,A) = 1, | tp(0,A) = O,
\ A)

0. \ ~'0,A) = 13
boshlang ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlarini
miz.

belgilay-
Teorema 5.2.1 (Yoyilma haqida). Quyidagi

(-« <*<»).

m.atritsa-funksiya (5.2.1) masalaning spektral matntsa-funksiyasi
bo‘lsin. U holda ixtiyoriy f(x) finit. uzluksiz funksiya uchun
quyidagi yoyilma o'rinli:

D

/(*) =] {F(X)e(x,X)dm +
+[FA) D . A+ G()6(x, X)]dnW + 0(Xblx., A)dC(A)}.
ye?'da

(5.2.2)

F(A) = jf(m t,X)dt, G{A)= J

-0cC

X)dt.  (5.2.3)

-0cC

Isbot. (7(x) ixtiyoriy finit, uzluksiz funksiya bo‘lsin. /(a) +
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birinchisidan ikkinchisini ayiramiz:

\] f{x)g(x)dx = J {FOO)FL1(\)dS(\)+

-oc -oc

+[F(\)G,(\) + F(A)G(A)] dr,(A) + G(A)GI(A)dC(A)}. (5.2.4)

Bu yerda \%

oc 00
Fica)= | g(mex)dtet 6\(x) = J g(<p(t, )dt.  (5.2.5)
-00 : -00
(5.2.4) tenglikka Parsevalning umumlashgan tengligi deyiladi.
Agar (5.2.5) ifodalarni (5.2.4) tenglikka go‘ysak va integrallash
tartibini o'zgartirsak. (bu mumkin chunki f(x) va g(x) sillig finit
funksiyalar) quyidagi tenglik kelib chiqgadi:

oc

\] f(x)g(x)dx = \]

—o0c Vv.-ocC

00
J {F(\)6(x, AYdf(A)+

+[F(AV(z, A) + GAO®, AN/(A) + G(A) D , \)dE{\)g(x)dx}}
Bu tenglikda /(x)'Va g(x) funksiyalarning uzluksizligini, ham-

da g(x) funksiyaning ixtiyoriyligini hisobga olsak, (5.2.2) formula

kelib chigadi.m
Izoh. Umumlashgan funksiyalar yordamida yoyilma formu-

lasini ishlatib, simvolik ko‘rinishda yozish mumkin:

0

J {B(x, A)6{t, A)JE(A) + [B(X, A) + ip(x, A)O(t,\)]dg{\)+

+ &(x, AN, A)AC(A)} = £(s - t). (5.2.6)

Bu yerda J(a;) Dirak delta-funksiyasi.
Misol. Quyidagi

-y" = A/, ( 00< X < 00), (5.2.7)
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Shturm-Liuvill masalasi uchun yoyilma teoremasini yozamiz. f(x)

ixtiyoriy uzluksiz finit funksiya bodsin. Bu holda

0(x,A) = cos VXr, <p(r,A)= —
v A

bodgani uchun

oc 0o
F(A) = \] f(x) cos y/kxdx, (7(A) = \] f(x)
-0cC -0C
bodadi. (5.2.7) masalaning spektral matritsa-funksiyasining

elementlari
0, A < 0, f 0, A< 0,

2(A) = < -Va, a>o, WX)=° CcA=1Avv, a>aQ
mr 31T

bodganligi uchun yoyilma teoremasiga ko‘ra ushbu

) = |F(A) cosVixd (INAN +aay-an ot 1,

(5.2.8)

tenglik o'rinli bo'ladi. Du tenglikni sodda ko'rinishda Jozamiz:
f(x) = - \] { F(A)cos VXX 4- G(A)\/Asin V\x }d(VA). (5.2.9)

Agar

a{k) = \] f(x)elkxdx, k= V\,
-0C

alriiashtirish bajarsak,
F(A) = Ha(k) + a(k)], G(A)VX = b[io(fc) - a(fe)l,

bodadi. Bu esa (5.2.9) yoyilma formulasini yanada soddaroq
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ko'rinishda yozishga imkon beradi:

X c
N\
7 0%0 = J a(k)e~tkxdk + J a(-k)eikxdk =
(o] o]
oc 0 oc
= 4- 1| af{k)edkxdk + 2 - a(k)e~ikxdk = — a{k)e~ikxdk.
Zttj { ) -bt} ( ) 2ttJ[ { )
0 -ocC -ocC

Shunday qilib. bu holda.yoyilma formulasi quvidagi kohinisliga

kcltirilar ekan:

a{k)e- kxdk,

bunda 0
ak) = 4 F(x)e ®x.

Agar g(x) = 0 bo'lsa. u holda (5.2.6) tenglik quyidagi

ko'rinishda bo‘ladi:

w0
1 f ) ) dx
— | {cos VXX cos y/XL 4-sin \f\X sin y/\L%—Z = S(x —1t).
2kJ X
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3-§. Shturm-Liuvill masalasining spektral
matritsa-funksiyasi hagida teoremalar

Ushbu
~y" +q(x)y = Xy, -o0o < .t< oo, (5.3.1)

Shturm-Liuvill masalasini ko'rib chigamiz. Bu yercla q(x) haqigiy
uzluksiz funksiya, /1 esa kompleks parametr. (5.3.1) masalaning

spektral Iriatritsa-fuuksiyasi

KIA-(Suw )' (-%<n<=“> 5a2)

bo‘lsin.
m +(z) va m~(z) orqgali mos ravishda quyidagi masalalarning

Veyl-Titdmiarsh funksiyalarini belgilaymiz:

(-y"+®)y =2zy~ (0< X< 00),

\ 20y =0,
fo-y™+ UxXy= 401 (00 < x<0),
1 20)=0.

Teorema 5.1.3. Spektral matritsa-funksiyaniny elevientlari
iLchun quyidagi Jortnulalar o‘rinli:

f(A):'I)',E;o' dx,.

7I'\6[ Im ([HZY(YIVw Smo(x 4 z'y)q3

R )i/L*O?%'\éim(lfi\z_ nrr(x + iy) - m (x 4-1y) J

A
1 fr fm+(x+iy) m (x4iy) 1,
ST R M mix ) m xTiy))
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Bu fonnulalarga Titchmarsh-Kodaira formulalari dcyiladi.
Tcorema 5.1.4. Agar q(x) potensialjuftfunbiya boba. spek-
tral matntsa-funksiya diagonal ko‘rinishda bo‘ladi, ya'ni 7I(A) = 0
bo‘ladi.
Isbot. Agar biz ushbu

(5.3.5)
-y" +a{x)y =1y, ( oo<x<0),
<20 =0, (5.3.6)
20y =1,
masalalarda x = -t almashtirish bajarsak va q(x) potensial juft

funksiya ekanligini hisobga olsak, quyidagi masalalar kelib ohiqa-

di:

(5.3.7)
T =Q
v+ a{t)y = Ay, (0 <t< o0,
20y = 0, (5.3.8)
20y = -1
0(x, J1) vaip(x, 1) yechimlar uchun yozilgan boshlang'ich shart-
lai'ga kolra, Nn) va —</E N) funksiyalar mos ravishda (5.3.7)

va (5.3.8) rnasalalarning yechimlari boMadi. Ikkincbi tomondan,
(5.3.5), (5.3.6) masalalar, hamda X = —t almashtirishga ko‘ra
0(—t, N va ip(—<,A) funksiyalar ham mos ravishda (5.3.7) va
(5.3.8) rnasalalarning yechimi bo‘ladi. Koshi masalasining vechi-
mi yagona ekanligidan 6(—£, /1) = 6(t, 1) va p(—t, 1) = —ip(t, N)
kelib chigadi.

Veyl-Titchmarsh funksiyasining ta’rifiga koTa

B(X, JT) + T +(UN(plx, N) € L2(0,00),
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bo'lganligidan 0{t,\) - m+(X)ip(t,\) e L2(-00,Q) ekanli-
gi kelib chigadi. Bunga ko‘'ra m“(A) = -m +(A) bo‘ladi.
Titclniiaish-Kodaira fonnulasiga biiioan 77(A) = 0 bodishi kelib
chigadi.m

4-8. Shturm -Liuvill masalasi uchun almashtirish

operatori

Ushbu
—y" + q{x)y = Xy, —oo0 < X < oo, (5.4.1)

Shturm-Liuvill masalasini ko‘rih chigamiz. Bu yerda q(x) haqigiy
uzluksiz funksiya, A esa kompleks parametr.
Teorema 5.4.1. 0(x, A) va tp(x, A) yechimlami quyidagicha

tasvirlash manikin:

X
0(x, A) = cosy/\x + vJ K (x rt) cos \fxtdl, (5.4.2)
. sin y/Xx f Xin\/AE£, n
ip(x,A) = — 4o - HJ K(x,t) dt. (5.4.3)

Bunda K{xyt) yadro X pga boglig emas va quyidagi Gursa
masalasining yechimi bo‘adi:

d-Kodx (x)I< (5.4.4)
dtz2 dx2 ’ o
X
K(x,x) = A\] g{s)d.s: . .,/ (5.4.5)
0
K{x,-x) = 0. (5.4.6)

Isbot. (5.4.4)--(5.4.5)-f-(5.4.6) masala klassik Gursa masalasi
bodganligi uchun uning yechimi mavjud va yagona bodadi. Bu

yechirnni I\{x, t) orgali belgilaymiz. (5.4.2) tenglik yordamida
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tuzilgan funksiyani y(x)A) deb belgilab, u (5.4.1) differensiai

tenglamani ganoatlantirishini ko‘rsatamiz:
y' (X, A) = - \fx sin VXx 4 K (x,x) cosVXx 4 K (x,—x) cos V~Xx+

d 1< (re £)
cos \fxtdt.
drc

(5.4.5) va (5.4.6) tengliklarni inoba.tga olsak,

y'(X, X) = —\/Nsin \/AX 4- | g(s)ds| ecos \/Xx+
+/ "~ M cosVX(dt (5.4.7)
J dx

—X

kelib chigadi. Bundan esa ushbu

y”{x. M) = —Acos \/IXx 4 ]:q(x) cos VXx—

-1V g{s)ds 1 VVAsinV Xx + cos V~Xx+
t=x
X O
4 de(X’t) ecosVXx 4 [ ® cos Vxtdt, (5.4.8)
X

t— J dx 2
—X

tenglik hosil bo‘ladi. Ikkinchi tomondan, ikki marta bodaklab in-

tegraliash natijasida.

X
Xy(x, 1) = NcosVXx 4 A\] K (x,t) cosVxtdt =

—X

= Acos V\x + K(x,t) m\/Asin \/Ai] —
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OO v \x—
dt

= Ncos \/\X+ < -] Q(s)ds 1+y/x sin V\X+

X

di\(x, t
(x. 1) cosVIX —J d~ 2anr'¢c o s (549

a

kelib chigadi. (5.4.8) va (5.4.9) tegliklardan (5.4.4), (5.4.5) va
(5.4.G) ifoclalarni hisobga olib, quyidagilarni keltirib chigaramiz:

/(,r, A) 4 Ny(T, A) = \q(x)cos VA.t4-

dK(x.t dK (x,£€)1
4- ( ( ) ¢ ) *cos \/Aa;4-
\ +
r t dK(x,t
.9 (1) ecosy/Xx+
\ dx dt ey
d2K (x:t d2I<(x,0
4,/ ( ) (x cos y/Xtdt,
ax- a2
ya ni
/(x, A)d-Ay(x, A) = ig(ar) cos y/XX 4 *Cos

X

+ dK();, —x) cos n/Ax 43 Q(X)K (x, t) cos y/Xtdt =
X

X

= </(x)cos VXx 4-J q(x)I<(x, £) cos VAi<ft = q{x)y(x, A).



Shunday qilib, (5.4.2) tenglik yordamida tuzilgan y(x, /T
funksiya (5.4.1) tenglamani vay(0, /) = 1, y\0, A) = 0 bosh-
lang‘ich shartlarni ganoatlantiradi. Demak, bu ycchim 6(x, JT) bi-

lan ustma-ust tushadi. (5.4.3) tenglik ham shu tarzda isbot qili-
nadi. |

5-8. Gelfand-Levitan-Blox integral tenglamasi

Ushbu

—”4q(X)y = Xy, —e0< X < C0, (5.5.))
Shturm-Liuvill masalasini ko'ribachigamiz. Bu yerda q(x) hagiqiy
uzluksiz funksiya. J1esa kompleks parametr.
6(x, A) va <\@g5A) orgali (5.5.1) tenglamaning ushbu
f9OA=1 fw0A=0
\B'(0,\) =0 yVwV0OA-=1,
boshlang’ich shartlarni - ganoatlantiruvchi - yechimlarini  belgi-
laymiz. (5.5.1) masalaning spektral matritsa-funksiyasi

BA-(#!1ga0' < <*<h>n $-5-2»
bolsin. U holda Parseval tengligini simvolik tarzda quyidagicha
yozish mumkin:

/ {0(x, AS(E, A)e/(A) 4 [B(x, A)p(t, A) 4 (p(x, A)O(E, X)]dn)(X)-\-

+2>(x, Aip(t, A)JE(A)} = S(x - ). (55.3)
Bu yerda £(:r) - Dirak delta-funksiyasi.
Mazkur bobning oldingi paragrafida 9(x, A). ip(x, A) yechimlar
uchun ushbu

B(x, A) = cos sf\ x 4—».] K (x,t) cos VXtdt, (5.5.4)

—X
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integral tasvirlar olingan edi.

Awal aytganimizdek, 5XA) spektral matritsa-funksiya
bo'yicha q(x) potensialni tiklash masalasiga teskari spektral
masala deyiladi.

Bu paragrafda (-5.5.3) tenglik va (5.5.4), (5.5.5) integral tasvir-
laidan foydalanib, teskari spektral masalani yechish jarayonida-
gi asosiy tenglamani, ya'ni Gelfand-Levitan integral tenglamasini
keltirib chigaramiz.

Agar, (554) va (555) tengliklarni cosVAt va Sh A

V
funksivalarga nisbatan garasak, u Volterraning ikkinchi tur inte-
gral tenglarnalari bo'ladi. Bu tenglamalarni yechsak, quyidagilar
kelib chigadi:

-t

A+ J L(t.s)ip(s.X)ds. (55.7)
-t
Lemma 5.5.1. O(x,A), (x A) yechimlar va spektral matritsa-
funksiyamng elementlari quyidagi tenglikni ganoatlantiradi:

—00 -00

/

X4sin\/At , /4.
0(x:\)~ —dij(\)+



oC

‘ , .8IAVXE | [y
4 -M () =95 (1< (659
Isbot. (5.5.8) lenglikning chap tomoniga (5.5.6); (5.5.7) ifo-
dalarni qo'yib, integrallash tart.ibini almashtiramiz, hamda Parse-
val tengllglnlng (5.5.3) simvolik yozuvidan foydalanamiz:

J {0(x, A)O(t, A) dE(A) + ip(x, A)OE X)cil() +

UJ.X. Xdri(X) 4- tplx, XX)d (5 (X) }+

t oc

+J L(t,s)J  {0(a. A)O(s, X)dE(X) + <p(x,X)0(s, X)drj(X) +

- 0
+0(a\ i<)y>(s, X)drj(X) + ip(x, AWV2(5, A)dC(A)}ds =

= S(x-t) +J L(t;s)B6(x —s)ds = 6(x—0) + L(t)x)-sigi\(t) = Q

-t
Bu yerda 11 < |x| boiganda L(t,x) = O ekanligidan

foydalanildi.l

Teorema 5.5.1 (Gelfand-Levitan-Blox. 1953 yil). O(x, A).
ip(x, A) yechimlarning integral tasvindagi K(x,t) yadro quyida-
gi integral tenglamani qano?tlantiradi:

K(x,psigna+ F(x,£ 4] K(xS)F(s,t)ds=0, (t\< JaD.

(659
Bu yerda

oc
F(X,t) = J cos VXx cos VXtda(X)-\-
—oc

J/* sinVA(.t + £) . d r).(X)L sin_sin>/At N /(5 5}63*

=00
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bofib. a(A) = £(A) - £0A), r(A) = <(A) - fO(),
f 0 A<Q (o a<o
L =\ AA A>a  CO(A)|-Lyp. A> O

Isbot. (5.5.8) tenglikka (5.5.5) va (5.5.6) integral tasvirlarni
go'yamiz:

J (f@/\x oos VXL + J K (X,S) cos V¥Asco s y/\tds Ad(j(A)-f—

/ ysinVXx iy of K, S)ﬂ‘J\/_A_SoosvrAtds >drj{A)+

+J JoosV A x A +J K(x, cosy/Xsds| Grica)+

/ 1smx/Azsm yAt T/ sinx/Assin\/\t

Va V a Y k{1'"] Va VA

ds }dr(\)+
—&

@
+ 2 " jcos VA cos V\t + sin\Fix siny/tj
(0]

X 00
+1 K(X,5)A-J |cos%/Ascosx/Af + sinx/AssinV a iJ-" -0 .
& 0
Bu yerda integrallash tartibini almashtirib, F(x, t) belgilashdan,
hamda g(x) = 0 bo‘lgandagi Parseval tengligining simvolik yozu-
vidan foydalansak, quyidagi ayniyatni kelt.rib chigaramiz:

F(x, £)+) 1<(x,8)F(s,t)ds+6(x-t)+J K(x,s)8(s- t)ds= 0.

531



Agar 1N\ < |[x] ekanligini hisobga olsak, ushbu
A'(x,t) singc+ F(x,t)+ / A'(x,s)F(s,t)ds = Q.

tenglik kelib chigadi. =

Teorema 5.5.2. Biror 3ft(A) matritsa-funksiya musbat
aniglangan bolib, o'sish nuqgtalar toplami chekli limitik nugtaga
ega ho'lsa. (5.5.9) integral tenglamaning yechirni ravjud va yag-
ona bo'ladi.

Izoh. Celfand-Levitan-Blox integral tenglamasining K(x,t)
yechimi K(x, —) = O shartni ganoatlantirgandagina u yor-
damida tuzilgan 6(x,A) va (p(XAA) funksiyalar, potensiali
qx) = 2 boflgan Shturm-Liuvill tenglamasining yechi-
mi bodadi. Eﬁ(s holda, 5R(A) matritsa-funksiya hech bir Shturm-
Liuvill masalasining spektral matritsa-funksiyasi bo'la olmaydi.

Izoh. K(x, —) = Oshart hozirgi kunga gadar 3YA) spektral
matritsa-funksiya tilida ifodalanmagan.

6-8. Rofe-Beketov teoremasi

RA matritsa-funksiya ganday shartlarni ganoatlantirganda
u biror Shturm-Liuvill masalasining spektral matritsa-funksiyasi
bodadi degan tabily savol tugdladi. Bu muammoning yeehimi
Ukrainalik matematik Rofe-Beketov tomonidan berilgan. Bunda.
butun dqdagi teskari masala (—eo, O] va [0, 0o) oraliglardagi
teskari masalalarga keltiriladi.

Rofe-Beketov teoremasini bayon qjlishdan oldin, quyidagi
ftmksiyalarni Kiritib olamiz:
I m+(z)+tm (2

Mdz) = 5 8nmi2) —mr(z)’



> [\ mt@m (2)
Mn{r) = m+(z) i m~("Z)T . (5.6.1)
Bu funksivalar ushbu
M\i(z)Mo2{z) —Mf2(z) = — (562
Rofc-Beketov ayniyati deb yurililadigan ayniyatni ganoat-
lantirishlari ravshan. (5.6.1) tengliklardan quyidagi formulalar
osongina kelib chigadi:
~M2{z) \+ Mu{z) fcao\
2 — Mi2(2) Mil (2)
—£\ M22(z) -\ + MX{2)
f,|=W 4 = MOM - ()
Titchmarsh-Kodaira formulalarini (5.6.1) funksiyalar yordami-
da yozadigan bodsak, ular quyidagi ko‘rinishni oladi:
n

£(A) = —hm—f Im{Mu(x + iy)}dx,
1/—=07T 0

n
MA) = Iim—/ Im{MXYx + iy)}dx.

y—07T1

C(A) = g IM{M2(x + iy)}clx
0

Oxirgi formulalarga Stiltes almashtirishini godlasak, quyidagi in-
tegral tasvirlar kelib chigadi:

- X -30
ac

M 20{z) = \] (73~ + JI m) dC(A) + a, (5.6.5)
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bu yerdagi a o'zgarmas son ushbu

N22)=-- =+ 1), (z->100),
tenglik yordamida aniglanadi.

Teorcma 5.6.1 (Rofe-Beketov, w7 2). *R@ matritsa-
funksiya biror —y" + gfX)y = \y, x 6 RI Shturm-Liuvill
masalasining spektral matritsa-funksiyasi bo'lishi uchun quyidagi
shartlaming bajanlishi zarur va yetarli: ]

1) Imz > 0 bodganda (5.6.5) funksiyalar mavjud va (5. 6 2)
Rofe-Beketov ayniyatini ganoatlantiradi.

2) Ushbu

i+ M bl ») -1+ m ,w

R - W 1 Tine M,M- { 1
funksiyalar mos ravishda biror’
f-y"+QHX)y=nr. 0<x< 00,
\y (0)=0,

I -y 7t Q(x)y = ty' <x A’

\ 200 =0,
Shturm-Liuvill masalalarining Vcyl-Titchmarsh  funksiyalari
bolladi.

Isbot. 3ft(A) spektral matritsa-funksiya bo'lsa, bu fikrlar o'rinli
ekanligi yugoridagi mulohazalardan ko'rinib turibdi. Shuning
uchun yetarlilik gismini isbotlaymiz.

(5.65) formulalar yordamida Mu(r), Mrr), Mi2(2)
funksiyalarni, ular orgali (5.6.6) formulalardan m~(z). m~(z)
funksiyalarni topamiz. m+(z). m~(z) orgali ~-(x) va g (X)
potensiallar bir giymatli topiladi. Ushbu

" gr(x), x>0,
g (x), x<0,
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funksiyani tuzib olib, quyidagi Shturm-Liuvill masalasini ko'rib
chigamiz:

y”+gX)y =\y, -00<x< oo (BGT)
Bu masalaning spektral matritsa-funksiyasi 9(A) ekanini isbot-
laymiz. m+(z) va m~(z) funksiyalar (5.6.7) masalaning Veyl-
Titehmarsh funksiyalari ckanligi ravshan. Bu masalaning spck-
tral matritsa-funksiyasini A(A) orcali belgilasak. u holda uning
elementlari uchun quyidagi tengliklar o'rinli bo‘ladi:

A = _“ﬁly_r%’) Im? THx+ iy —1~(x + iy} J o

A L T 1y 1wl "
j(A) - lim gl, |l_I_+IX++I\r/Iy)+I£f& )5

O ety Mmook moxrn)a”
Agar (5.6.6) tengliklarni inobatga olsak. bu forrmulalar ushbu

A

|(A) = 'liﬂo%ié Im {/17u(x + iy)} dx,

n

A = litg| Im{Miofx + iy)}dx,

A

A = —Him- I Im{Mn{x + iy)} dx,
y>Qrg 0

ko'rinishni oladi. (5.6.5) tcngliklargaStiltes teskari almashtirishini
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go'llasak, ushbu

n

«Jl) = J Im {Mu(x + iy)}dx,
0

A
A = lim—/ Im{M12{x + iy)}dx,

T/-407T,[

n
((A) = —Him— Im{M22(x4- iy)}dx,
0
tengliklaming O'rinli bo'lislii kelib chigadi. Demak. 5R(A) = 9EA).
ya’'ni 3(A) matritsa-funksiya (5.6.7) Shturm-Liuvill masalasining
spektral matritsa-funksiyasi bo‘lar ekan. |

Izoh 5.6.1. Rofe-Beketov teorenmsiga ko'ra teskari niasala
yechsak, umuman olganda g(x) potensial x = 0 nugtada uzilishga
ega bo'lishi mumkin.

Izoh 5.6.2. Rofe-Beketov teoremasining shartlari bajarilsa.
afX) potensialni birdaniga butun olgda Gelfand-Levitan-Blox in-
tegral tenglamasidan foydalanib topish mumkin.

Teorema 5.6.2. %(A) matritsa-fiinksiya Rofe-Beketov teore-
masidagi shaiilami ganoatlantirsa va u diagonal Ko'rinishda
o'lsa, yahi 71A) = 0 bolsa, v holda q(x) potensial juft funksiya
boladi, yani gf—x) = q(x) boladi.

Isbot. Rofe-Beketov teoremasiga ko'ra q(xX) mavjud. Bundan

tashqari. u Gelfand-Levitan-Blox integral tenglamasining yechirni
orgali ushbu

ofx) = 29K %) 58

formula yordamida topiladi. K(x.x) funksiya toq ekanligi-
ni ko.'rsatamiz. Bulling uchun Gelfand-Levitan-Blox integral
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tenglamasini ko'rib chigamiz:

X

K(x, Dsignx+ F X' )+/ * (*5F(s,£<5=0 (1t < Ixl),

—X

(56.9)
bu yerda
F(x,t)= 1 cosy/Xxcosy/\lda(A)+
@
£ 3l SYACCE D i T SMYRXSNYIXE 0 (5610)

Agar %(A) = 0 ekanini hisobga olsak, Gelfand-Levitan-Blox inte-
gral tenglamasining yadrosi ushbu

(8 a
Fix,t)= J ... yAxcos y/Atda(\)+d

(5.6.10)
ko'rinishni oladi. Bunga koyra F(—x, —) = F(x,t) bodadi.
(5.6.9) teriglaiTiadax —» —x, t ——t almashtirish bajarsak, ushbu

—K (=%, —¥)signs + F(x,t) + J K (—x, s)F(s, —)ds = Q.
d
tenglama kelib chigadi. Agar integral ostida s = —d almashtirish
bajarib,
—A'(—, =) —A(X, 1)
desak, u holda quyidagi tenglama kelib chigadi:

A(X,HvSignx + F(x,t) + J A(X.u)F(u,t) du= 0.
Nihoyat, Gelfand-Levitan-Blox integral tenglamasining yechi-
mi yagonaligidan foydalansak, A(x,t) = K(x,t) ekanligi,
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ya'ni —K (—¢c—t) = K(x.t) ekanligi kelib chigadi. Xususan.
A{—=z, —x) = —A(k ), ya’ni K(x, X) funksiya tog. Bunga koTa,
g(x) = g(-x), ya’ni g(x) potcnsial juft funksiya ckan.i

Ilzoh 5.6.3. 9(A) matritsa-funksiya ucliun Rofc-Bekctov
teoremasining shartlari bajarilib, u diagonal ko'rinishda bo'lsa,
u holda g(x) potensial x = 0 nuqgtada uzluksiz bodadi. Bu filer
g(x) funksiyaning juft bodishidan kelib chigadi.

7-8. Masalalar yechish namunalari

1-masala. Ushbu
-y" - -pj-y = Ay, -00 << 00,

Shturm-Liuvill masalasi uchun quyidagilarni toping:

a) 00,A) = 1, 66QA =0 NO,A = 0, <204 = 1
bashlangdch shartlarni ganoatlantiruvchi yechirnlarni toping.

b m+(A), m“(A VeylTitchmarsh funksiyalarini va
ap-(x, A), 0K A Veyl yechimlarini toping.

0 =+A), m~(A) Veyl-Titchmarsh funksiyalari bo'yicha
Mu (A), Mi2(A), Mr2(A) funksiyalarni toping.

funksiyani toping.
€) Spektrini, xos giymatlarini va xos funksiyalarini toping.
Yechish. a) Ushbu

Y\ 0K A) = cosy/Xx —thx

Y2(x, A) = n/Asin\f\x —thx cosy/Xx
funksiyalar. berilgan differensial tenglamaning ycchiinlari bodishi
va ular ushbu

2/i(0) = 1, y;(0) = O,
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2(0) —0, 72(0) —A4-1,
boshlangdch shartlarni ganoatlantirishi asongina tekshiriladi. 1 ®
-1 bodganda bu yechinilar chizigli erkli bodadi. Bu holda

@x A) = cos\/Xx —thx" VXX .
~7x~1}
A sin\/X
(ofx A A+ 1S|ny/X X thx cos VIAX.

bodadi. A= —& bodsin. Bu holda
yi (Xj —1) = oosix —tth sinix =

+ €] le" _ shx 1
,  TIXT o, T X EIXE
Y2(x)—1) = O bodadi. yi(@*) = —— yechimga proporsional

bodmagan yechimni tuzish uchun \%B(nskiy determinanti X ga

bogdig emasligidan foydalanamiz:
wy _ L
iy 7
y chx + yshx = chzx,
(ychx)’ = ch2x 4-1
[ I X C

V =2ShXx+2 +
Bu yerda ¢ = 0 deb olamiz. Bu yechim uchun ushbu 7/(0) =

0? 7(0) = 1 boshlangdch shartlar bajarilishi ravshan. Demak,
A= —1 bodganda

eX,~N=d”~ ~Ax"N =\ik +\shx
bodar ekan. Shunday qilib,

oosy/Xx-thxs™ h , AD -\,
B(X, A ] VIA

chxl A= —



N sin V~Xx 1 j-
if(xtA) - ) nTT~77r~ ~XTithxcosVXx' a* ~1

+ \ shx' A=-1L
b Butun o'qda berilgan Shturm-Liuvill masalasining Veyl-

Titchmarsh funksiyalari va Veyl yechimlarining ta'rifiga ko‘ra
ushbu

(tix, A) = 6(, X) + rat(A)y2(x, /) E L2(0, 00), (Im(A) ¢ 0),
®-(x, X) = 0(x, A + m~(\)ip(x. A) € L2(—e0,0), (Im(A) ® 0),
shartlar bajarilishi lozim. gp+(xyA) yechimni quyidagicha yozib
olamiz:

pe(x, A = f1+ \ oos VIAX-F

Am=(A) \ siny/Xx
UKW ) (N -U P ot

(5.7.0)
Agar biz Imy/X > Ovaely* x6 L2(0,00), e“V*r ™ £2(0, 00)
bodishini hisobga olsak, “+(x,A) E L2(0,00) sliart bajarilishi
uchun (5.7.1) tenglikda oxirgi gavs X — 00 da nolga intilishi
kerakligi kelib chigadi:
10 m+(A\ 1 JTAMA)  \
r{1+Tn)-~40 {-TT-"J -1 &7
(5.7.2) lenglikdan m+(A) funksiyani topamiz:
1L (\NiT+ U1 , ®AmM+ (A) 1
2CG1+T Trj+T Tr-+w j-0
+MA - H iy/X 41
m@-XTT - — S7T'
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2B =i*p- (573)
[5.7.3) ifodani (5.7.1) tenglikka qo'yamiz:

(X, A) = 1+ —F=thx) cosVAT+ (T'V1 —thx)—
VA Y v 1
= M+ =thx™ cos X1+ 1M 4 =frr* sin VAX,

(r,A) = M+ 4=thxj el x. (5.7.4)

Agar biz e~ x G L2(—00,0), AL2(—e0, 0) bo'lishini
hisobga olsak. (5.7.1) tenglikdan quyidagilarni topamiz:

m~(\) = 579

Mm=(l-—thrne""1 (.7.7)
ra

1 VA —iy\

Au (A = m+(A)-m-(A)  2tA+1) 2A+ D)

2 m~(A)—m A
m+(A);n~(A) _ (A+1)2 -ry” -r(1 +1)
21 J* mt(A) - m-{A~ A '2A+]) 2VA
bo'ladi.
d Agar A< 0 A”™-Il bolsa,
Im{My(A)} = 0, Im{Mi2(A)} = O, Im{A'/"A)} = O

bo'ladi. Agar A> 0 bo'lsa,

Im (Mii(A)} = Im {M2(A)} = “ 7",



bodadi. A= —1 va A = 0 nuqtalardagi chegirmalarni hisoblaymiz:

AAMHA = IO oaeg) =2

W@ZWA+]§:0'
Frdl qekirdl natritsafurksiyani topish Lohun cuyickgi famus
ldarckn foycHareniz

A
BA) = --lim 1 Immu(x +iy)dx,
"0
A
d@:ﬁ&r}gg IM(Mn (x +iy)}dx,
A

£A = ;;{,Qoé IM{M2AZ + iy)} dx.
Blatpkdrand) = 0, A€ J1 Agar A> 0 bodsa

Lfl) @- }, Jix=-alA- - augvT,

t = X2

dt = 2xd.x

SIX

=- [ (x2+ 1dx +-y/x,
7T 37 m

542



bo'ladi. Agar A < Q A ¢ -1 bo'lsa, Im{A/,,(A)} = Ova
res Mu(A) = j bo'lgani uchun £(0) = 0 ekanligini hisobga olib,

-] A < -1,
€(A) = U, -1 < A< 0,

-Ty/X - Tarctg WA, 1> 0,

bodishini topamiz. /1< 0 boiganda Ini (J1/2(A)} = 0 boiishidan
C(0) = 0 normallashtirish shartini inobatga olsak, ushbu

0, A< (Q
ax)=< A> 0
o7r m
tenglik kelib chigadi.
€) A> 0bodganda ushbu
sin VAt

QM A) = cosy/Xx —tfi.r

_ A sinVAa: 1
PXA= a1 yn A+t
yechimlar chegaralanganligi va Zr(—eo.00) fazoga tegishli
bodmasligi ravshan. A = 0 bodsa, bu yechimlar quyidagi
ko‘rinishda bodadi:
6(x, A) = 1 —xthx, <AEA) = thx.

Bu yechimlardan bittasi ip(x, A) = thx chegaralangan bodib, u
L 2(—ec. 00) fazoga tegishli emes. Agar A< 0, A" —& bodsa,

cos VAT,

6(x, A) = chy/\X\x —thx—" |£\)|
\Y%

ki VAVEE ~rr f'"* "Ira*



yechimlar chegaralanmagan. Bu yechimlarning noldan fargli chi-

zigli kombinatsiyasi ham chegaralanmagan bo'lishi ravshan. Agar
N= —1 bo'lsa,

o(x,—1) = chx G L2(—e0, 00)
bolib,

yechim chegaralanmagan. Demak. Ag= —% xos giymat ekan. Nor-
mallovchi o'zgarmasni hisoblaymiz:

a’=/ » Jx=thA- @
Shunday qilib, berilgan masalaning spektri E = {-1}u [0, oo)
to'plamdan iborat ekan.

2-masala. 5ft(d) = A N N gpektral

CwW
matritsa-funksiya berilgan. Bu yerda
&, A< —1,
0, —1< A<

—AA—arctgVa, A>0Q
m m

17(A) = 0, A G N1,
0, A< -4,
CA) =
@ —Vw +-V\, a>o.
37 m
Quyidagilarni toping:
a) RofeBeketov teoremasidagi M\2{z), M-n(z)

funksiyalarni toping va Rofe-Beketov ayniyatini tekshiring.
b Mu(r), M\2{z), Mr2(r) funksiyalar bogicha i+(A),
m~(a) Veyl-Titchmarsh funksiyalarini toping.
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¢ nrr{A), T (A) boyicha Roffe-Beketov teoremasidagi
p+(A), p-{A) spektral funksiyalarni toping.

Ycchish. a) £(A), 7A), ((A) boyicba nru(r), A/M2(r),
M22W funksiyalarni topamiz. Buning uchun ushbu

-oc -00

0cC

Md)-j (~ +irn)deA)+

M>@) = —zyfz + o(l); 2 +Z00,
formulalardan foydalanamiz. Bunga ko‘ra
0
Mn(z)=j -L~A +1)-"

—X

J[ d(—\/A —_[arcthA) =

=5 b 3 X ndaey N —X\§y/X o 2y/xJ A=

=11 i? Va
2N+ 1 2TrJO(A-2)(A+l)

Bu ycrda 6(A) - Xevisayda funksiyasi.

Oxirgi integralni chegirmalar yordamida hisoblaymiz. Buning
uchun ushbu

I(A) = A—2)(A+ 1)
funksiyani quyidagi kontur bo'yicha integrallaymiz.
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4~rasm

Koshining chegirmalar hagidagi teoremasiga ko'ra quyidagi
tenglik o'rinli bodad:

| f()d\+] FO)d\+ I £X)d\+ | FO)dX =

c* >Tu 'h
= 2m( es /(A) + resi(A)). (5.7.8)
Agar ushbu
J f00d\ =
ot B .
%1; Re'> - Z)(Re>+ ineadt-‘:g (nfpg™> 0, {R-> 00),



munosabatlarni hisobgaolsak va (5.7.8) tenglikdaR -+ oo, e -0

da limitga o'tsak,
@®
= — - 4+ A
2|1 f(X)dX 2rrr|1+r o
clib chigadi. Bunga kojra
f1+ VN
/(n—A)(nq-1):7r| r+o1
0] 4
Demak,
Mn:.ll 11 + iy /z . iy fz
21 + 1 2+ 1 2(a + 1)

Endi Moo(z) ni hisoblaymiz:
®

- /l'I ( + i N + ) + d / i ) 1] + (128}
. 1] AEDAY B _qiia
2ttd (A2+ 1)(A - z)Vx

Oxirgi integralni ham oldingi konturdan foydalanib hisoblaymiz.
Bu holda

I(A) = (Ir+1 J'I

@= &‘ e
deb olsak, ushbu

| fogax+ | fax+ J foxdx+ J fdx =
Cr c- m* m 'h
=27i(res/(Ay+ Tes/(A) + resi(A), (57.9)
tenglik hosil bo'ladi. Bu holda
i I(A)rfA
o
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T {Rzelt4 |)(tfelt+ Drsteit , n/ |\
| @Pe* +DINe'- r)la "= (,71) GIERE

J[“A)VI J} (Jiﬂ;ﬁ;l)géﬂ*—f)wgﬂ 0yr) o E O

5 ¢ (4 O

2r(r-r)un ~ -2(1 - )(ig)
(—Fra4-1)(—4-1) (—Frd4)(—41) _ 1

res /(A) =
= —2r(—- r)/=5  -2(1 - tz)("$*)  \/2?

S J(A) ==y T
Bu munaosabatlarni hisobgaolib, (5.7.9) tenglikdaR —»00, e-4 0
limitga o'tsak,

YO+ D+ D) JAZ A +
6 (A2+ 1)(A - 2)VA

kelib chigadi. Bunga ko'ra
Mzz(ri‘— -4 rl +.
boiishini topamiz. Bu tenglikdan, xususan.
“002)=—2 ‘b~ ofl), 2-L4z00,
kelib chigadi. Demak, a = 0 ekan, ya’ni

rAr
Endi Rofe-Beketov ayniyatini t.ekshiramiz:

M, ()M 22(2) - Mf2(2) =~ T ) -0 = 4



b) Ushbu
+MY NO12(A) + % Ixx M n{\)-k

m W = _MU.(N) m (n) = - MTJ{,()
formulalarga oldingi bandda topilgan ifodalarni go'yamiz:
r(A-f-1)
m+ = m = —

0 AN @ nA
¢) m+(A) funksiyani qutb maxsusligi bo'lmagani uchun

"1 A+
A> Q,

PHA) = - Im{m+(A)} =< T VA
0, A<Q

A ~ +V a, a>o,
ptA = 3T T
0, A<
bo'ladi. (—e0,0) oraligni x = —¢ almashtirish yordamida (0, c0)
oraliggao'tkazib olamiz. Bunda hosil bo'ladigan masalaning Veyl-
Titchmarsh funksiyasi (—m*“(A)) bo'ladi. Biz garayotgan holda
—m*“(A) = m+(A) bodadi, ya'ni />-(A) ning liojati yo‘q
3-masala. Ushbu
2
< X<
v M+ l)25/—Ay, —60< X < 00
Shturm-Liuvill masalasi uchun quvidagilarni toping:
a) 00, A = 1, 0CA) = 0, M0A) = 0 L©OA = 1 bosh
langdch shartlarni ganoatlantiruvc-hi yechimlarni toping.
b) m+(A), m~(A) Veyl-Titchmarsh funksiyalarini va™_(rc, A),
ip-(x.X) Veyl yechiinlarini toping.
¢ m+(A), m”(A) Veyl-Titchmarsh funksiyalari bo‘yicha
itfu(A), M12(A), M2(A) funksiyalarni toping.

d XA = ( M x|, A€ RI spektral matritsa-

V h(x> /
funksiyani toping. b cw
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€) Spektrini, xos giymatlarini va xos funksiyalarini toping.
Yechish. a) 1) Uslibu

yI(X,)z)\ = (mVrAx-------.l.--_.S_in-y_).(_)_(_1

x+ | s/A
y2(x, A) = VX siny/Xx + >|<__1008V\X
+
funksiyalar

/) 2
y +Xy= (x+Ify'" 0<x<o0°

differentsial tenglamaning yechimlari bodishi va ular quyidagi

10)- 1, ylio)= -1
20=1, 20=A- 1

boshlangdch  shartlarni - ganoatlantirishi asongina  tekshiriladi.
A ® 0 bodganda bu yechimlar chizigli erkli bodadi. Bu holda

A n , 1 \cosVAx n —l\ sin VAX

o A) = (n- 1+ 0T 1] — (n - — 17

l smVAx X COSVXX
¢, A =(a+— 574 :
bodadi. A= 0 bodsin. Bu holda

V {x+iyV
x+1)V -2y=0
Eyler tenglamasiga ega bodamiz. Bu tenglamaning umumiy yechi-
mi

j/ = Ci(aa + 1)2+ c2—
i i ) B

bodadi. Endi 0(x. Q va <\(x,0) yechlmlarnl topamiz:
6@ 0 = |ok+ N2+ | -

0



"5, 3V ' tr 3 x+ 1
Shunday qilib, x > 0 da

-+ + 1w . =
6(x, A) = K-+ 1)2+ w
fv 10 1 acosuxe i (v A-nosin WX \jin
\A~ 1+ z+i) -je~+wu « w ) ~T7" A~ u>
<¥XX,A)— T < cos3v(A'c 1)(2\ i 1. Asin VXx n :|>
t M +kn+w)~70"n *
2) Ushbu
. ] 1 siny/Xx
yl(x,%- o5V Ax - y)é—,
P20k A) = VAsin \/Xx Ixjoos VXX
funksiyalar

Yy + Ay = 2-LI,,IJ,Y>> —00<x<0
difForentsiai tenglamaning yechimlari bodishini va ular
yi(Q =0, vi@=1, |
vao) = -1, 120 =A -1
boshlangMch  shartlarni  ganoatlantirishini  ko'rsatish - mumkin,

A ® 0 bodganda bu yechimlar chizigli erkli bodib, ular
( 4 1\ ocosyfXz /i A—I1\, siny/X{—x)

B{x-X)= __tll_A_+\A —x+1y  Avlh
\ siny/XX X cosyA\X
¥>(*a)= (a+zt7|) y7x sl A
koTinishda bodad.

Endi A= 0 bodsin. U holda



yoki

(r- 1)y"-2y =0

Eyler tenglamasiga ega bo'lamiz. Bu tenglamaning umumiy j‘echi-
mi !

y = Cipk- 1)2+ c2—-

X —1

Bu ycrdagi C\ va @ o'zgarmaslarni topish uchun
00,A =1 0(0A=Q 0A) =0, A=1
boshlangdch shartlardan foydalanamiz:
e =R 2 3 x-v

= . Ly 10 _1 1
</\>(r’0) - 3{\)( l) 3 X - 1
Shunday qilib, biz izlagan yechimlar < 0da

*.1)2-8-4 = °-
6 A= 1 . +r Ao
1
. -Ka 25~T- A0
PeA = AcotMix+ (a1 )N AN O

ko'rinishda bodar ekan. x € (—ec, 00) bodganda B(x, A) va
ip(x, A yechimlarni quvidagicha tasvirlash mumkin:

[(M + i)+ IhU. ¥z e
6(x, A) = <

(KW +41- 1iA ) “«* n=0
ip(x, A) =

X cosyAq
[z]+1 A
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b) Butun oqda berilgan Shturni-Liuvill chegaraviy masa-
lasining Vcyl-Titchmarsh funksiyalari va Veyl yechimlarining
ta’rifiga kojra ushbu

«d(x, A) = 0(X, A) + m+(\)ip(x, A) e L2(0,-00, IMADQ,
B-(X, A = 0%, A) + m~(X)<p(x, A) € L2(-00,0), IMA®O
shartlarning bajarilishi  lozim. Endi ipx{X,X) yechimlarni

quyidagicha yozib olaniiz:
( 1- me(\)x\ cosVAx+

I + j —r

+ (AME(A) + A+ m£(A) - A+ 1\ siny/\x

X 4-1 I XylX
A 1+i-m*(AK|+
X+ 1
+ ot (Amz(A) + n+ 1er +
2insx V X+1 JJ
X+1

Sy (A @ + T+ mi(X) - X—9}e-". (57.10)

Agar biz Imy/\ > OdaelsX E L2{0,00), e v*x” L*(0, 00)
bodishini hisobga olsak, ip+(x, A) E L2(0,00) shart bajarilishi
uchun (5.7.10) tenglikdagi oxirgi gavs X — 00 da nolga intilishi
kerak. Shuning uchun

L@_1- m+@)) - (An+a)y+ my = 0. (5.7.10)
Bundan m +(A) funksiyani topamiz:

mA) =L (5.7.12)
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(5.7.12) ifodani (5.7.10) t.englikka qo'ysak,

A- (yY + VDA +1D) A n
kelib chigadi. Xuddi shunday, ImVA > Oda
e~lylk e L2{-00,0), eis/lx pL2(-00:0)
bodishini hisobga olsak. u holda (5.7.10) tenglikdan quyidagilarni
topamiz;

m(A:—A+1

i\/Xx

) Mn{A), iViZA),M2(A) funksiyalarning ta’riflariga ko'ra

1 I TAWA + 1
n+H(A)-m “(A) 22 —A+ 1

_ 1l m+@ + m-(A) _
Mu[X) ~ 2 m+(A) - m-(A) ~

T +(A)Mr(A) IrA\/A-1
M2(A) 2 A+1

d) Agar A< Q Ad—Z bodsa,
Im{Mn(A)} = 0, Im{ML2(A)} = 0, Im{M2(A)} = 0
bodadi. Agar A> 0 bodsa,

Mu(A) =

m{Ny (M)} = - 5 I Im (M2(A)} = -~

+ T A+l
bodadi. » = —tvaa = 1 nugfcalardagi chegirmalarni
hisoblaymiz:

res I(/Iii’A\):—Illm {/\a 1+rl354 'XQHl ="
v I+iy/S 2 2(A - x| ™MA - >
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Mnem = lim o1 Ay ] NI+ 1 -0
p M = i 1t A ) -

AME= - AmBr o) 70

Endi spektral inatritsa-funksiyani topish uchun quyidagi
Titchmarsh-Kodaira formulalaridan foydalanamiz:

n
f(A) = — I|m / Im{Mu{x + iy)}dx,
%0

Tiy-*

n
mA) = —hm/ Im {M\o(x 4-y)}dXx,

7ni-

A
CA) = --lim | Im{M~{x + iy)}dx.
7Ty->Q6

Bularga ko'ra 71A) = 0, A€ J?1. Agar A> 0bo'lsa, u holda

b | MTTIH

=I'ix+ AV zj(f+i-23 “tTy+TIl) p +~ =

l \/3A + 1
\/A '2'??\/3 "A'I"\'igﬂ +1
A - /\
((A) = 72Tr(S . 7da >/A3 \/A + . arctg VA.

Agar A < 0bofls& Im{Mw(A)} = 0 bolgani uchun, £0) = O ni

555

11

J



y» M n ey )
T 2mv3 1+ V3A+ 1

tenglikni topamiz. A < 0 bo'lganda 1Iri{M22(A)} = 0O bodgani
uchun. ((0) = 0 normallashtirish shartini inobatga olsak, ushbu

f 0 A<Q
CU) :\A%fl?’ _*_jx + J/]lortgy/X, A> 0,

tenglik kelib chigadi.
Shunday qilib, berilgan masala fagat uzluksiz spcktrga ega
bodib, uE = [0 00) to'plamdan iborat ekan.

4-masala. A = ~~(0)) EAHN AN
matritsa-funksiya berilgan. Bu yerda

0, A< 0
T T 3ADV3A b 1
) = 0, ABifl,
0 A< 0

N~ N Jyn3 -y /\+_—arctgVx, A >0
3r T T

Quyidagilarni toping:

a) Rofe-Beketov teoremasidagi Mn(z), A/]2(2), "22(2)
funksiyalarni toping va Rofe-Beketov ayniyatini tekshiring.

b) Mn{z\ Mi2{z), M2(2) funksiyalar ~ bolyicha
m+(A), m"(A) Veyl-Titchmarsh funksiyalarini toping.

¢) m+(A), m_(A) bo'yicha RofeBeketov teoremasidagi
p+(A), (A spektral funksiyalarni toping.
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Yechish. a) Berilgan £(A), 74A), C(A) funksiyalar bo'yicha
M\{z)) Mi2(z), Mo2(2) funksiyalarni topamiz. Buning uchun
ushbu

M A*F N I*
» - No A
-00
00
M) =) {—j+ dC(A) + a,
—D
7V/22(2) = —-2v~z +o(l), 2 -> +700

formulalardan foydalariamiz. Bunga ko'ra

_ 1,11/ 1 —\3A+ L, _
WHylo) = f L RGA L R EReT)
rJ ?‘0 AnVA

_Zt_tb (A—Z) (A2—A+ 1)
Oxirgi integralni chegirmalar yordamida liisoblayrniz. Buning
uchun ushbu
m - @A- (2 A+ )
funksiyani 4-rasrndagi kontur bolyicha int.egrallaymiz.
Koshining chegirmalar hagidagi teoremasiga ko'ra quyidagi
tenglik olrinli bodadi:
J #))dx + J f§x)dx + J f§xydx + J f§X)dx =
c* c' mc 'L
=24 ( res_/(A)+ res_[(A)+ res/(A)) . (5.714)
A: I+ i/lv/:% )\71—*‘7‘\[1 <=
Ushbu
[ f(x)dx =
CR
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-

Ae'(VAet

(A A D)ReH- sex+ et

—2 Q {R -> 00)
f
= - N . .. ecudt
Qe 2 (eem—z)f(%iem —eein+ 1)
= 0{e\Ve) —vy 0, (e —0).
I(a)llre= -0 A % >
lig w = 2 _~+p ng /1 ()= ¥Y3(lL+ rnl3-2r)"

A= <p s

iR M =SB o)
munosabatlarni hisobga olsak va (5.7.14) tenglikda R —
e — 0 limitga o'tsak,

21 fQQd\=2m ( , 22 —+ F— o —+

- 2-b1 >/3(1 + rVo - 2r)
2

+-
ST *V3- 22)
kelib chigadi. Bunga ko'ra

y/IX X 7r( | + izylz

DA+ D V*2 _+ 1/
Demak,

1 izyfz -b 1



Endi M 2(2) ni hisoblaymiz:

:/0(a2tt-rh)d[h’\~

-F+ iIarcthX) +a=

rvaA

1 7  (Az+ 1)AVA

21'% @+ 1)(Ar)y(n+1) +a'
Oxirgi integralni ham oklingi konturdan foydalanib hisoblaymiz.
Bu holda

_— (AN-M)AAA
J 3} A+ HDA—DNA+D
deb olsak, ushbu
I fX)dX+ | f(X)d\+ j f{X)dX + J f(X)dX =
Cr Ce ‘Ar ‘L

= 2r«(resl/(A) + res/(A) + res/(A) - res/(A))  (5.7.15)
tenglik hosil bo'ladi. Oxirgi tenglikning chap tarafidagi integral-
larni quyidagieha baholaymiz va o:ng tarafidagi /(A) funksiyaning
chegirmalarini hisoblaymiz:
J 1(A)dA =
Ch

J (Rzeu+ 1)ReilVRe'l
- g {R2Zt + [)(ReH- z)(Reu+ 1) *=

=Q ("=p) - * R-»0).

J f00dx =
G
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1
f (ezeu+ DEeillsei A

J (s*e* + )(ee« - z)(Feu+ i f °- °)'

n=n N 2i(—2)(i+ ) 2<—2)(i+ ) 4
frIA> + )N/ —l o o~r(r+ 1?2 ry/2
A —2r(——)(—F+ 1) 2+ 2)[r—L) 4
=7T1!
n\\ - - T
n=10) 24— A1+
Ushbu munosabatlarni va

I(A)|7-£= -/(A)

ni hisobga olib, (5.7.15) tenglikda limitga crtsak

® ,
(r+ DNnn = z’z i(l- 2 _isl2,
é A2+ DA—T)(1+ 1) 2+1 201+2) 2
kelib chigadi. Bunga ko'ra
LAzyfz | -r \/2
Mp)=-307"1- +T }+a

bodishini topamiz. Bu tenglikdan

M 22(z) = ~2/z —\i‘_-)( +a+o0(l), 2—m-1M00
kelib chigadi. Demak, a= £+ ~ ekau, ya'ni
1 x>kz+ 1

MVvXA ~ “2'T + |- '
Endi Rofe-Beketov ayniyatini tekshiramiz:

M) - DB - 27701 R o,

5G0
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b) Ushbu

m+(Ak = - /Lz/l(ﬁw K_ m-(X) = MI\\%,\,Q/A()'I
formulalarga oldingi bandda topilgan ifodalarni go'yamiz:

A- A+1 i\y/\- 1
i\y/\ -1 A+ 1
R—A+1 iWf\ —

IXVX + 1 A+1
m+(A) funksiyani qutb maxsusligi bo'lImagani uchun

m (A =

m-(A) =

I | 1A
pHA) = - Im{m+(A)} = <11 A+ I* >
0 A<Q

P+w - )S A3ITV N -\ﬂ{A + ;rarcthA, A>0

0, A< O
(—00,0) oraligni x = —t almashtirish yordamida (0, 00)
oraliqga o'tkazib olamiz. Bunda hosil bodadigan masalaning Veyl-
Titchmarsh funksiyasi (—n”’(A)) bodadi. Biz garayotgan hol-
da —r“(A) = m+(A) bodadi. ya’ni /> (A) ni topishning xojati
yo'g. Anigrogd bu holda izlanayotgan g(ir) potensial juft funksiya

bo'ladi.

Mustaqil yechish uchun mashqglar

Quyidagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalalari uchun Vevl-
Titchmarsh funksiyasini va Veyl yechimini aniglang. hamda yoy-
ilma teoremasini va Parseval tengligini yozing.

1. Furye-Xankel gatoriga yovish

4p2 —1

~V A2~Y = xy* 0<Xx<0°’
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-y

a)p>1 bo<p<Lpdl, Qp=o0

. Chebishev-Erhiit ortogonal funksiyalari bo'yicha yoyish

—y'+xy=Ay, —e0< a<00.

. Lejandr ko'phadlari bo'yicha yoyish

., /1o N . T T
/- (jtg x+ 4jy= > oA <xt< 2

»(-*)m-»(1)-»m

. Lejandrning ergashgan ko'phadlari boyicha yoyish

me \

gy T T
-V \ tgrx+-4 - CO?Zﬂy_Ay’ --2<X<-2

. Chebishev-Lagerrko'phadlari bo'yicha yoyish

T+ 16 et D) YTA, 0<x< 0.

. Lagerr-Sonin ko'phadlari bo'yicha yoyish

-yt (x2+ % 2] 3= Ay, 0< X< 0o,

. Chebishev-Lagerr ergashgan ko'phadlari bo'yicha yoyish

: (X m m— :
-fa/)+ (4+ 4’\+~~Y~j y= )(y' 0< x< °°-

. *Vodorod atomi” tenglamasi

i G
Y+ |=——2—-T)Y- Ay, 0<x <00

9. Gipergeometrik funksiyalar tenglamasi x G R
n,2(t- 1)(27- 1- a)chx+202- 47a+ (1- 27)2 _ u
1 il Y= M-

4sth -
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ail —a)’

10- ~y +"BFe-Y=Xy' X6R m

1. - (Df,  BeX

oo+ (Y (e~x+ 12 =AY g€l
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