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Mamlakatimizda ta’lim tizimini isloh gilishga va uni zamon
i.ilablari bilan uyg‘unlashtirishga katta ahamiyat berilmoqda.

Aynigsa, matematika fanining o‘rni, uning barcha fanlami
0 /.lashtirishga va ulaming rivojiga asos ekanligini hisobga olib,
lining rivojiga alohida e'tibor garatilmogda. Maktabgacha ta’lim
muassasasidan boshlab, o‘rta ta’lim maktablari hamda oliy
11 limning mavjud dasturi zamon talabiga javob bera olmay qolgani
o'rinli ravishda tangid qgilindi.

Darslik 16 bobga, ya’ni birinchi jild 7 bobga, ikkinchi jild 9
bobga ajratilgan. Har bir mavzuda asosiy tushunchalar va muhim
lormulalar keltirilib, mavzuga doir tipik misollar yechib ko'rsa-
lill.an. Dars jarayonida va mustaqil ishlash uchun masalalar beril-
fMii. Masalalar osondan murakkabga prinsipi asosida joylashtirilgan.
linr bir mavzuda murakkab masalalar * wva ** bDelgisi bilan
ajialilgan. Barcha masalalarning javoblari keltirilgan.

I)avr talabidan kelib chiqib, darslik amaliy mashg‘ulotlarda va
uiiislagil o°‘rganish maqgsadida fbydalanishga mo‘ljallangan.

Darslikdan amaliy mashg‘ulot jarayonida foydalanishda
iliavzuga doir asosiy tushunchalar amaliyot o‘gituvchisi tomonidan
Kcllirilib, tipik misollar yechib ko‘rsatilgandan so‘ng, misollami
i .lilashga malaka hosil bo‘lgach, masala ishlashga Kkirishish
niiimkin.

IYlavzuni mustaqil o‘zlashtirishga kirishishda, awalo, diggat
bilan asosiy tushunchalar va formulalami o‘zlashtirib, so‘ngra
scrhib ko'rsatilgan masalani tushunib olish va uni mustagil ravishda
> <lull chigish hamda ishlanishi bilan solishtirish kerak. Agar ish-
laii(.an masala yoki misolingiz javobi kitobdagi javobga mos kelsa-
Ciila berilgan navbatdagi masalalami ishlashga o‘tish maqsadga

Birinchi jild amaldagi foydalanilayotgan o‘quv adabiyotlarida
aifiiili’i) soat kamligi uchun Kiritilmagan, lekin mutaxassislik
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fanlarini o‘rganishda muhim ahamiyatga ega bo‘lgan quyidagi
mavzular bilan to‘Idirilgan:

- Vektorlaming amaliy masalalami yechishga qoilanishi;

- Birjinsli tenglamalar sistemasini yechish;

- Ikkinchi tartibli egri chiziglaming umumiy tenglamasini
kanonik ko‘rinishga keltirish;

- Amaliy masalalami yechishda funksiyaning eng katta va eng
kichik giymatlarini go‘llash;

- Aniq integralning amaliy masalalami yechishga tatbiqi.

Ikkinchi jild esa quyidagi mavzular bilan to‘ldirilgan:

- Ikki o‘lchovli integralning fizikaga tatbiglari.

- Rikatti differensial tenglamasi.

- Eyler differensial tenglamasi.

- Differensial tenglamalar sistemasini birinchi integral yor-
damida yechish.

- 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli bo‘Imagan
differensial tenglamalar sistemasini integrallash usullari.

- Chegirmalami integral hisoblashga go‘llash.

- Birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarni
yechish.

- Bir jinsli boimagan to‘lgin targalish va issiglik targalish
tenglamalariga doir masalalar yehish.

- Elliptik tipdagi tenglamaga Dirixle masalasini to‘gri
to‘rtburchakda va halgada yechish.

- 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli tenglamalar sistemasini va
integral tenglamani Laplas tasviri yordamida yechish va boshgalar.

Birinchi jildda 1085 ta masala va misollar keltirilgan bo‘lib,
ulardan 153 tasini yechib ko'rsatilgan. Ikkinchi jildda 1400 ta masa-
la va misollar keltirilgan bo'lib, ulardan 386 tasini yechib ko'rsa-
tilgan. Masala va misollar foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxatida
keltirilgan kitoblardan olingan yoki mualliflar tomonidan tuzilgan.

Darslikning 1-jildi B.l.Jamalov va A.M.To‘xtabayev, 2-jildi
Yu.P.Apakov tomonidan yozilgan.
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| BOB. OLIY ALGEBRA ELEMENTLARI
I 8. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar

Ikkinchi tartibli determinant

ko‘rinishidagi ifoda ikkinchi tartibli determinant,

A=aua2-alza2 ayirma esa iming son giymati deyiladi.
3 5

determinantni hisoblang.
-2 -l

Yechish. Z 51:4-(-1)—5(-2)=3+1o=13.
2. j 63=8 tenglamani yeching.

. 14 2
Yechish. -3n:-6=8, -3x=14, X =-—=-4

3 3
Uchinchi tartibli determinant

Quyidagicha
au ai2 al3
A=aa1 a2 &
ald R aw
belgilanadigan va son giymati
A—j gy Q] raZas ~ ch (1)
gateng bo'lgati ifodaga 3-tartibli determinant deyiladi.
3-tartibli determinantni hisoblash uchun uchburchak goidasi:



t k hinchi tartibli determinantni hisoblashning Sarrius usuli:

(+) () (+)
M a\v2 ~ a1
M amr [«
) ) 6

15u usulda uchinchi tartibli determinant jadvali yoniga 1- va
usUinlar takroriy yoziladi, 1- asosiy diagonalga parallel uchta
di;wonal elementlami o‘zaro ko‘paytirib, ularni yig‘indisi olinadi.
”yordamchi diagonal va unga parallel uchta diagonal elementlari
k<>paytirilib, ulaming ayirmalari olinadi. Natijada (1) formula hosil
In ladi.

2 4
3. determinantni hisoblang.
Yechish.
12 4
0 I -1 11-(-2)+2-(-1)-3+0-5-4-3-1-4—5-(-1) e1- 02¢(-2) =
15 -2

-2-6+0-12 +5+0 =-20 +5=-15.
Determinantning xossalari

leterminatning xossalari ularning tartibiga bog‘lig boimagani
iii'hun, xossalarni asosan uchinchi tartibli determinantlar uchun
keltiramiz.

1°. Determinatning mos satrlari va ustunlari oTinian almash-
lirilganda uning giymati o ‘zgarmaydi.

2° Agar determinantning ikki satr (ustun) elementlari o°‘zaro
Alniiishtirilsa, uning qgiymati o°‘zgarmaydi, ishorasi esa garama-
4;ushisiga almashadi.

3°. Agar determinant ikkita bir xil elementli satrga (ustunga)
vj'a boisa, unolgateng.

4°. Determinantning biror satr (ustun) elementlarini ixtiyoriy «
(inj-n ko‘paytirish determinantni shu songa ko‘paytirishga teng
kuchl idir.



5°. Agar determinant nollardan iborat satrga (ustunga) ega
bo‘lsa, u nolga teng.
6°. Agar determinantning ikkita satr (ustun) elementlari o‘zaro
proporsional bo‘lsa, u nolga teng.
7°. Agar determinantning biror satrining (ustunining) liar bir
elementi ikkita qo‘shiluvchining yig‘indisidan iborat bo‘lsa, u holda
bu determinant (quyidagi ko‘rinishdagi) ikkita determinantlar
yig‘indisidan iborat bo ‘ladi.
Masalan:
01+6, 2 «3 11l «12 «13 4 «@2 «3
Q@th2 2 3= @2 23 *t b2 2 «3
Qb @ @B dl @ @B B @ 3B
8°. Agar biror satr (ustun) elementalarini istalgan A*o,
umumiy ko‘paytuvchiga ko ‘paytirib boshga satrning (ustunning)
mos elementlariga qo‘shilsa, determinant giymati o ‘zgarmaydi.
Ikkinchi tartibli determinantlarni hisoblang:

4. B 2 8. sin1l°  sin89°
5-1 -c0s1° c0s89¢
4 -2
5. g loga 1
3 -5 1 log, b’
2 10 ab ac
6. * " bd cd
1 -tga
11. ¢ 1
Ja+4b mJa-yfb . ctoa
‘Ja-'Jb  sfa+'D
Tenglamalami yeching:
n X x+\ 4 15. C(.)S8J'I sin5x =-Om
-4 x+I1 sin8x cosb5n
X 3x X+3 x+2
. =34; 16. :
13 1 4 6-2X x+2 o
- 2x-1 \
14, %t g 17. 2770 X =6,
2 X Xx+2  x-1
Uchinchi tartibli determinantlarni hisoblang:
i 1-2 1
18. 2-3 1; 19.4 3 2
4-1 -5 5 0 1



2 3 1 a o0
20. 06 | 25. c d
122 0 e 0
2-13 111
21. 3 2-1 26. Xy z
I3 -2 x2 1 72
8 9 27 sina cosar 1
22. 6 12 12 27. sinp cosp 1
13 26 39 sin? cos/ 1
I a 1
23. a a O
a 0 -a
X -1 X
24. 1 & -1
v 1

lenglamalarni yeching:

I T 6 3 jed
28. 2 4 9=0: 29. 4 x+2 2
X 2 3 2x 1 0

2 8. Yuqori tartibli determinantlar

n-tartibli (n>4) determinantlar va ularni hisoblashni o‘rganish
Mcluiii nvvalo, quyidagi yordamchi tushunchalar kiritamiz:
Algebraik to‘ldiruvchi va minorlar.
Neterminantning biror elementining minori deb, shu element
Lt M satrini va ustunini o‘chirishdan golgan elementlardan hosil
IH%|)>m determinantga aytiladi.
Determinant aa elementining minori  Mik (k=123 bilan
lu-b-ihmadi.
Determinant aj elementining algebraik to‘ldiruvchisi deb
i ( 2" Mu songa aytiladi.
i\ 11 .«lan, quyidagi uchinchi tartibli determinantni olaylik:
av
A=a2 a2
ad a



au elementining algebraik to‘ldimvchisi
bo'ladi,
a2 elementining algebraik to‘Idiruvchisi esa
4 2=(-i)3%m 3= bo*ladi.

Bu Kiritilgan tushunchalar yordamida quyidagi xossani
isbotlash mumkin (xossalar tartibini saqlab golamiz).

9°. Determinantning biror gatoridagi barcha elementlami mos
algebraik tofldiruvchilari bilan ko‘paytmasidan tashkil topgan
yig‘indi shu determinantning giymatiga teng.

Yuqori tartibli determinantlar

n ta satr va n ta ustundan tashkil topgan ushbu

2
A= )

determinantga n -tartibli determinant deyiladi. To‘rtinchi tartibli
determinantni garaymiz.

Determinant!arning yuqorida keltirilgan 9°-xossasini qoilab,
ya’ni biror satr yoki ustun elementlari bo'yicha yoyish usuli bilan 4-
tartibli determinantni biror ustun yoki satr elementlari bo‘yicha
yoyilganda hosil bo‘ladigan determinantlar 3-tartibli bo'ladi. 3-
tartibli determinant tushunchasi esa bizga ma’lum. n-tartibli
determinantlar uchun yugorida aytilgan barcha xossalar, jumladan,
determinantning biror qator elementlari bo‘yicha yoyish formulasi
ham o‘rinli bo‘ladi.

Istalgan tartibli determinantni hisoblash quyidagi usullardan
biri orqgali bajarilishi mumkin:

a) algebraik to‘ldiruvchilar yordamida satr yoki ustun bo‘yicha
yoyish usulidan foydalanish;

b) biror satrdagi (ustundagi) bittadan boshga barcha element-
lami nolga aylantirib, so‘ngra shu satr (ustun) bo‘yicha yoyib, ya’ni
tartibini pasaytirib;



() bosh (yordamchi) diagonaldan bir tomonda yotuvchi barcha
dementiami nolga aylantiriladi, ya’ni uchburchak ko‘rinishga
Uclliriladi.

30. Determinant hisoblansin:

2 14 3
5 0-10
A 2.163
1 5-12

Yechish. Determinantni hisoblash uchun uni ikkinchi satr
elementlari bo‘yicha yoyib chigamiz. U holda

A —@\"21 722722 A2A/25  N4N24 ~

1 4 3 2 4 3 2 1 3 2 1 4
=-5-16 3+02 6 3+12-13 -02-16
5-12 1-12 15 2 1 5 -1
=-5(12+60+3-90+3+8)+(-4 +3+30+3-30-4)=20—2=18
bolUadi. Demak, yuqori tartibli determinantni hisoblash, determinant
liirlibini ketma-ket pasaytirish yoii bilan amalga oshiriladi.

2 -104

4 2 -1 3
31. A 2 0 3 -a

1 1 0 -2

ilclcrminantni tartibini pasaytirish usuli bilan hisoblang.

Yechish. Buning uchun ikkita elementi nolga teng bo‘lgan
uchinchi ustunni tanlaymiz va uning ikkinchi satrida joylashgan
* hmentidan boshga barcha elementlarini nolga aylantiramiz. Bu-
nio); uchun ikkinchi satr elementlarini 3 ga ko ‘paytirib, uchun-
iIn salrning mos elementlariga qo‘shamiz va hosil bo‘lgan
ilcicmiinantni  uchinchi ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz:

2 -1 0 4 2 -1 0 4
2 -1 4
4 2 -1 3 4 2 -1 o 6 s
= =(-1)e (-1)M
-2 0 3 -4 0 6 o 5 DD
1 1 -2
1 1 0 -2 1 1 0 -2

Nosil gilingan uchinchi tartibli determinantda birinchi ustun-
inii)', uchinchi satri elementidan yuqorida joylashgan elementlarini



nolga aylantiramiz. Buning uchun awal uchinchi satmi (-2)ga
ko‘paytirib, birinchi satrga qo ‘shamiz, keyin uchinchi satrni (-10) ga
ko‘paytirib, ikkinchi satrga go‘shamiz, hosil bo‘lgan determinantni
birinchi ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz va hosil bo‘lgan
ikkinchi tartibli determinantni hisoblaymiz:

0 -3 8 .
A= 0 -4 25 =
25
1 1 -2
2 10 0
0 10 2

determinantni uchburchak ko‘rinishga Kkeltirib hisoblang.

Yechish. Determinant ustida quyidagi almashtirishlami
bajaramiz:

birinchi ustunni o‘zidan o°‘ngda joylashgan ustunlar bilan
ketma-ket 3 ta (toq) o‘rin almashtirib, to‘rtinchi ustunga o ‘tkazamiz;

birinchi ustunning birinchi satridan pastda joylashgan
elementlarini nolga aylantiramiz;

ikkinchi ustunning ikkinchi satridan pastda joylashgan
elementlarini nolga aylantiramiz;

uchinchi ustunning to‘rtinchi satrida joylashgan elementini
nolga aylantiramiz;

(-1) ko‘paytuvchi bilan hosil bo‘lgan uchburchak ko ‘rinish-
dagi determinantning bosh diagonalda joylashgan elementlarini
ko‘paytiramiz.

2 10 I 00 2 100 2
301 010 3 010 3
10 2 02 11 02 1 1
010 1020 00 2 -2
100 2 100 2
010 3 010 3
001 -5 00 1-5
00 2 -2 000 8



Icterminantni ikkinchi satr elementlari boyicha yoyib hisoblang:

0 -1 -1 3 00 -1
b ed b ac d
33. 34, .
11 1 1 i1 1
-3 -2 -4 -1 -3 -2 -4
Ieterminantni 3-ustun elementlari bo‘yicha yoyib hisoblang:
5 1 x 8 1 -1 a -1
-4 -1 - -1 -2 b -1
35. yoos 36.
8 -1 z 12 -2 0 ¢ 1
4 -1 r 7 o o
Determinantni hisoblang:
1 3 0 4 13 20
37 07 15 42 01 -2 7
0o -1 1 -2 2 -5 5
0 6 2 8 2 -5 2 3
0 3 0 1 133 1 2
- - 8 2
38. 7 1 2 2 43. 5 8 7
5 5 0 0 4 B 3 -2
-4 -6 0 -2 7 88 4 5
0o 0 1 -1 1 5 7 2
3
39 3 080 a4 0 6 7
-2 -5 3 4 2 -8 -7 -3
3 0 7 3 -1 6 -5 -4
7 10 2 0 31
-1-3 1
40. 3 3 0 O 45, 0
2 10 -2 3 0 4 1
1 6 -1 0 3 2 2 2
3 2 0 1 0 0 0 0 2
3 5 0 4 00 03 0
41. 46.
0 0 3 00 4 0 O
5 4 2 0 5 0 0 0 O
0 6 0 O 0

a ning ganday giymatlarida tenglik o‘rinli bo‘ladi?

0 3 0 1 0 0 1 -1
7 1 043 -2 3 o 8 0
47. -O 48. =-30:.
5 -5 0 0 -2 a+4 3 4
-4 -6 0 -2 3 0o 7 3



0

7 1 3 2 0 1
49, 220 0y, 50. > ° T
2 10 -2 a-2 0 3 3
1 6 -1 0 2 -4 4-a 0
Quyidagi yuqori tartibli determinantlarni hisoblang:
-2 3 4 +a 1 1 1
1 -4 3 1 1-a 1 1
o2 1 1146 1
4 3 -1 1 1 1 1-b
R .22
-l 2 -4 2 2 2. 22
52. -1 -3 -9 27 55 2 2 3.2 2
-1 4216 64 '
02 0 0 2 22.mn12
212 0 2 22 2 m
53. 0 12 10 2
0 0 1210
000 I2
56*. 1370, 1644, 2055 va 3425 sonlari 137 ga qoldigsiz
13 7 0
bo ‘linadi. 160 : ‘; determinant ham 137 ga goldiqgsiz bo‘linishini
3 4 2 5
isbotlang.

57*. Determinant xossalaridan foydalanib quyidagi n-tartibli
determinantlarni ko ‘rsatilgan giymatlarga tengligini isbotlang:

I 1 1.1
1 o 1.1
1 1 0.1 = -
a) HI;
1 1 1.0
1 2 3 . n
-10 3 ..n
-1-2 0 ..n
=nl!
b) 1.5 5. p =N

-1 0



N8. ( hizigli tenglamalar sistemasini Kramer goidasi bilan
yechish

Ikkita x, va  noma’lumli chizigli tenglamadan iborat ushbu
fauxt +alxr =6,

[tfF*, +azx2=\ ©)
sislcma ikki noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi deyiladi,
bimda an, an, aru 022 - (3) sistemaning koeffitsiyentlari, 5,b - ozod
hadlardir.

Azl w2
asosiy determinant,
aw b

— 0 av -
A’c'_bz o A a4

yordamchi determinantlar deb nomlanadi. Agar A* o bo‘lsa, (3)
li-nglamalar sistemasining yechimi quyidagicha topiladi:

_A, A,
_-A X’"A (4)
Xuddi shuningdek, uchta jg va noma’lumli  chizigli

k-nglamalardan iborat
anx, + anx2 + anx3 =6,

a2k, + a2x2 +a2x3=h2 (5)
BX + QX2 + q3%3 “ b3
sislema uch noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasi deyiladi.

A=
asosiy determinant,
h a2 ap 1, K a3 an an h
MM=b2 ap aB,A*=ar b2 B, . _ 0A az
b3 (0% am ad h a3 a3, a2 n

yordamchi determinatlar deb nomlanadi, agar A”o bo‘lsa, (5)
luiglamalar sistemasining yechimi quyidagicha topiladi:



(4) va (6) formulalar (3) va (5) tenglamalar sistemasini yechishning
Kramer formulasi deyiladi. n*o bo‘lsa, sistema yagona yechimg
ega bo‘ladi.

A=0 hamda &p A2 A lardan hech boMmaganda bittasi noldan
fargli bo‘lsa, sistemaning yechimi mavjud emas.

a=ova J/m=0*2=AB=0 bo‘lsa, sistema cheksiz ko‘p yechimga
ega bo‘ladi.

f% -{-3x_—1 . . . .
58.<I m)54 chizigli tenglamalar sistemasi yechilsin.

Yechish. Asosiy va yordamchi determinantlarni hisoblaymiz.

1 3

A=, 4 16=7,
A,d:'l 3 5= LR P
5 -1 A= 2 5 ’

u holda, Kramer formulasiga asosan,
=A_=Z14=2 A T _ 4
n A -7 * AT
Demak, sistemaning yechimi(2;-1)
iX+2x2=3
" (3x +6x2=1
Yechish.

sistemani yeching.

1 2_0A_3 2 6 .pot 3
36 T 16 T3

Demak, berilgan sistemaning yechimi mavjud emas.

A

60. Quyidagi sistema yechilsin: .

Yechish. Bu holda asosiy va yordamchi determinantlar nolga

teng:

3 13

2 2 1
A= =0, A =0, A = =0.
46 7 4 2

26 2
Demak, ixtiyoriy ko‘rinishdagi (te R) sonlar juftligi

sistemaning yechimi bo‘ladi, ya’ni cheksiz ko‘p yechim mavjud.



2X, -X2+x}=4
3Fl+2xr-x,=1  sistema yechilsin.
1X +X2- 2Xb=-3

1001 4 -1 1 2 4 1
=3 2-1 E%o0 A.=1 2 -1=-10, a2=3 1 -1
1 1 -2 -9 = 1 -3 -2
2-14
3 2 1=-20
1 1 -3
n holda, Kramer formulasidan
. = -10_:1 x2:-A' 0 =0, x,——-—'20=2.
A -10 vV A -10 ” A -10

Demak, (1;0;2) sistemaning yechimi bo‘ladi.
Chizigli tenglamalar sistemasini Kramer goidasi bilan yeching:

I+2x2-x3=3 fx+y~3z =~
X, +5X2- 6X, =1 69. [2x->"+z=2 ;
X, +8x2-10x3=1 [Ox+2y-4z=1
,-X2+3x3=7 L +3x2-4x3=-1
70. -5x2+x3=7 ;
G +x2-x, =1 +x2-3x3=3
64. \5x, +3x2- 2jc3=2"' X, +X2- X3= 2
[3x, +2x2-3x3=0 X,-3x2+x3=-1;
| 5x, +2x2+5x3=4 , - X2+2x3=5
3%, +5x2-3x3=-1 72, 2X, +2X2-x 3+x4=4
-2n, - 4m2+3x3=1 4%, +3x2-X, +2x4=6
X.ak 2X2+X3=8 8xX,+5x2-3x3+4x4=12 ~’
4+ 2Xx2+X, =10 ; 3%, +3x2- 2x3+2x4- 6
4@+ 3x2- 2x, =4 73 2X, +5x2+ 4x3+ X, =20
C T 2X2+3X, =-2 X, +3x2+2x3+ x4 =11
M7. LW, +8x2-x3=8 2X, +10x2+ 9x3+ 7x4=40 ~’
[qq+x2+8x3:O 3X, +8x2+ 9x3+ 2x4 =37
[~2x +X, - X, =7 2X-"-67 +3=-1
14n, + 5x2- 3x, =-5 7x-4y+2r-15/=-32 .
X, +3X, - 2x, =1 X-2y-4r+9/=5

X-y +2r-6/=-8
17 | TERMSZ DAVLAFPEDAGOGIKA
INSTITUTI KUTUBXONASI



12x- 4y +3z =1 +2y+3z=5

75. <x-2.y+4z=3 ; 17. X-y-z =1
[3x-y +52=2 +3>+47=6
f2X-y+z=2 X, -X2+x3=4

76 |3X+2y+22:‘2; 78 Xt+2x2-x3=1
(*-2>>+z=1 , +X2—2x, =-3

4 8. Matritsalar. Matritsalar ustida amallar.
Quyidagi

P
7 @

koTinishdagi jadval (mx«)-tartibli matritsa deyiladi.

aik-element xuddi determinantdagi kabi /-satr, k-ustunga joylash-
gan bo‘ladi. Ba’zan (7) yozuv, gisqalik uchun, |a&), (/=rT, k=TH)
ko‘rinishda yoki /)=|a,4 ko'rinishda ham belgilanadi. Ravshanki,

(7) matritsa m ta satr va u ta ustundan iborat.
Barcha elementlari nolga teng bo‘lgan matritsa no! matritsa
deyiladi.
ro o o on
0000

VO 0O 0 oy
Xususiy holda, m=n bo‘lganda,

(8)

ko‘rinishidagi matritsa kvadrat matritsa deyiladi.

«Il«2»...a,, (8) matritsaning bosh diagonal elementlari deyiladi.
Agar (8) matritsada bosh diagonalda turgan elementlardan boshqga
barcha elementlari nol bo‘lsa, uni diagonal matritsa deyiladi:



an 0 .. O~

O a2 .. O
v ° 0 - amj
(*)) matritsada an=a2=...=aT=1bo‘lsa, yani,
1T o .. on
ol . o
E =
OO

birlik matritsa deb ataladi.
(K) kvadrat matritsaning elementlaridan tashkil topgan determinant
A matritsaning determinanti deyiladi va det(A) yoki \a\ kabi
belgilanadi. Shu o°‘rinda eslatib o‘tamiz: matritsa sonlarning tartibli
jndvali, determinant esa elementlaming ma’lum kombinatsiyasidan
hosil gilingan birgina sondir.

an R

A= ad a2

Agar det(/4)=o0 bo‘lsa, bu holda A matritsa xos matritsa,
ilet(a)pO bo‘lsa, A xosmas matritsa deyiladi. Kvadrat (8) matritsa-
ning satr elementlarini mos ustun elementlari bilan almashtirishdan
hosil bo'lgan

/r& lm \

diit

matritsa transponirlangan matritsa deyiladi va At kabi belgila-
nadi. Determinantning I°xossasiga asosan det(/i) =det(yf).

Ikkita
°m X w - O

0,2
A= a2l /2 'a2n’b:b2| b2 W D2,

vam  an2 A Kr w bmj



matritsalar berilgan bo‘lib, A matritsaning har bir elementi B
matritsaning mos elementiga teng, ya’ni ak=bk bo‘lsa, u holda A va
B o0°‘zaro teng matritsalar deyiladi va A=8B Kkabi yoziladi. Ta’rif
bo‘yicha ikkita (10) ko‘rinishdagi (mxn) tartibli matritsalarning

anxbn antbn . @ pintblin’
ppp o 02D o0 & m a2, +bn
& UA+b,2 = ant o

goida bo‘yicha hisoblanadi, ya’ni mos elementlari go‘shiladi yoki
ayiriladi. Matritsalanii qo‘shish quyidagi xossalarga ega:

1°. a+o=a;

2°. A+B =B +A.
A matritsani a *0 songa ko‘paytmasi deb, uning har bir elementini
a songa ko ‘paytirishdan hosil bo‘lgan

aain

act
aAm

matritsaga aytiladi. Matritsani songa ko‘paytirish quyidagi
xossalarga ega:

3°. a(pA) ={aP)A\

4°, a(A +B)=aA+aB;

5°. (a+0)A =aA +PA .

2 4 \\ ffl 2 11
79. Agar A=( b =\ bo Isa,
A+B, A-B, 2A-3B matritsalartopilsin.
Y echish.
2 41 f0 2 0 f2+0 4+2 1414 B 6 2
A+ B- + H =
0 2, 11 1 2) t1+41 0+1 2+2y Jo 1 4]
s 4T " 2n T2:0 4-2 11 2 2 O
A-B =

[-1 0 2 2, v 1-1 0-1 2-2 2 -1 0



0 2 8 22 "0 6 3
6 213 1 2,°f% 04 3 3 6y

4-0 8-6 2-3/11 4 2 -1'

-2-3 0-3 4-6J_P5 -3 -2;

Endi ikki matritsa ko ‘paytmasi tushunehasini kiritamiz. Bunda
kolpaytiriladigan matritsalar birinchisining ustunlar soni ikkin-
i liisining satrlar soniga teng bo‘lishi talab gilinadi.

(mxwtartibli A matritsaning (unx*)tartibli B matritsaga
ko‘paytmasi deb (mvk) tartibli shunday ¢ matritsaga aytiladiki,
lining ctj elementi A matritsa r-satri elementlarini B matritsa j -
nstinining mos elementlariga ko ‘paytmalari yig‘indisigateng, ya’ni

cld=anbld + al2b2J+... + a,kbkj .
matritsalar I<o‘paytmasi C = A-B, ko‘rinishda belgilanadi.

80. Matritsalar ko ‘paytmasi topilsin:

1 -f)

2 1 =
hid

11-3B =2\[_21

(2 1

J 1>
Yechish. A-B mavjud, chunki a matritsa ikkita ustundan s

matritsa esa ikkita satrdan iborat:

a -l ) y-2-M  [-1-1-1 on
A-B = rl 2-2+11 2-1+11 3
N e A2+ M +M 2

/i ko‘paytma mavjud emas, chunki B matritsada 2 ta ustun, A

matritsada esa 3 ta satr mavjud.
Agar A va B matritsalar bir xil tartibli kvadrat matritsalar

bo'lsa A-B va B-A ni hisoblash mumkin.

8l. A= 1 B- bo‘lsa, A-B va B-A topilsin.

Yechish.
AR = 2 -3) (4 -3W2-4-3-2 -2-3-3-6-1 "2 -24n
5 1J\2 6J (5-4+12 -5¢3+l¢6; V2 .9,
4 -34(2 -3W4-2-3-5 -4+3-3¢T r-| 151
BAZ 2 6I\5 1J4102+65 -203+601] va4
Bu misoldanko‘rinadiki, umuman olganda, A-B®B-A.
2



Matritsalarni ko'paytirish quyidagi xossalarga ega:
1°. (a b)-c=a (b-c);
2°.(a+b) c=ac +b c ;
3°. (J1-A) B=HA(A B);
4°. A E=E A=A;
5°. Am=0m=0. (Bunda O-matritsa).
82. Agar a:j{/\__l:( f boisa, /(/)=t2-2t+3 ni hisoblang.
Yechish.
12v12 12 1 0Wo0 o
M ia-ii 141 oino o
Berilgan matritsalar ustida amallarni bajaring:
172 "3 4 OV
83.N=-34-2 B= 2 31 c=2A-3B;
10 ;1.0 4,
3-2)6 -2190
2 6 4 1, C=A-2B;
-5 7 0 4 ud 4 5 29

5 3 2
85. a= B= 2A-B =?
-4 4 1

-3 _ 2
15 B= ) 3A-2B =?

5 7 12 4
-10 23-2
3 2 V10 1

'2 VT fi VIiT

AB =7

90. A= 2 34  B=025 AB=7?
r 45 1, J -1 4,

A va B matritsalarni ko'paytiring:






‘13 -P n 1
105. A=2 1 2 B= 23
o o ,101'
o -13
106.a= L 30 g3 o5 2
2 51 4 -2 1.
13 1 210
107. A- 2 0 4 B=1-1 2 AB=1 BA=?
12 3y 321

A va B matritsalar berilgan. Quyidagi tenglamani qaiioat-
lantiruvchi X matritsani toping:

1 -4 0 fl 3 7s
108. A+2Xx-4B=0. A= 6 -2 4 pg= -2 05
0 8 oy 453,
"7 21 51 r5 4 3 O
109. 5A+3X-B=0, A= 3 -2 4 -3 ¢gS=2 3-2 1
U 11, 3 0 2 4
A matritsaning berilgan n-darajasini hisoblang:
110. "2 s, 113. a= - o= ©
]
11LA:(5 ,2} "5 114. A . a/ Ne
112. A=( 2* = n-15] 115, AH[J, 1 nz=

Matritsalar ustida amallami bajaring:

li i\
116. A= 131 , E-birlik matrisa ia2+\a+se=i
vy
20
3421

. B= 13, c=f13]
10 5§ ° 43



n2-3 n
118. A=10 2 , B=2

45 3,
E-birlik matritsa AxBxC-3£=?
4 3 '5 7 _
119. A- 51 B="1, A2-AB +2BA=?
120. Quyidagi matritsalar berilgan: A= B=
(= 2
_1—8 1
Agar Ai=2, x2=-1 /3=1 bo‘lsa, D=a 1A+/12B+/13C matritsani
toping.

Berilganlar bo'yicha f(A) ni toping:

121. {x) =x2-3x, A=" 2

14"
122. 1 =xz-5x+3, A,
2 1N
123. f(x) =x*-x+i, A—3 1 2
1-1 0

124. f(x)=x2-2x+x A

125. f(x) =x, ~2x2+w4, A= 31
2,
10 2
126. f(x) =3x2-4x+t A 0 0-1
m 1 G
%000
0200
0010
0000

128. Agar A=" “ 3, [(*)=*3*2+5*+4, g(x)=x2-2x+n bo‘lsa,

127. /(x)=x4-2x2+3x-5, A=

2/(A)-3g(A) ni toping.
129. Agar B=p*)> f(x)=x2-2x+\,g(x)=3x+5 bo‘lsa,/(B)-2"")

ni toping.



B matritsa A va X matritsalaming ko‘paytmasidan iboral
bo‘lsa (b=ax Yyoki b=xa ), X matritsani aniglang:

A342 211 645 > (645 211 342 \
131*. A= 457 992 719 B= 719 992 457
v123 403 842 V842 403 123
n342 211 6454 457 992 719\
132*. A= 457 992 719 - B = 342 211 645
v123 403 842, 123 403 842,
<332 211 123 > 996 633 369 n
133*. A= 457 992 719 9 B= 457 992 719
vi23 403 842 123 403 842j
<111 203 343 > "333 812 343"
134*, A= 209 121 514 B = 627 484 514
V221 106 678y 663 424 678"

5 8. Teskari matritsa

Ushbu kvadrat matritsani garaylik:

Agar A B=B A=E bo'lsa, B matritsa A matritsaga teskari
matritsa deb ataladi. A matritsaga teskari matritsani A-l kabi
belgilash gabul qgilingan. A-B kvadrat matritsaga teskari /I'l
matritsani topish quyidagicha amalga oshiraladi:

1. det(a) hisoblanadi. Bu o‘rinda n =ckx(A)~o bo‘lishi kerak-
ligini eslatib o‘tamiz, aks holda teskari matritsa mavjud bo ‘Imaydi.

2. A matritsa determinantining har bir at, (/,/=123../?)

elementi algebraik to‘ldiruvchisi Aw ni hisoblaymiz va aa mat-
ritsani quyidagicha tuzamiz:



Ishonch hosil gilish uchun A-A 1= A 1mA = E ni tekshirib ko‘rish

yelarli.
<1 0 -24
135 a 3 1 0 matritsaga teskari matritsa topilsin.
-12 4
Y cchish.
1 0 -2
A=3 1 0 =-10*0.

-1 2 4
Demak, teskari matritsa A1 mavjud. Matritsa determinantining
burcha elementlari algebraik toidiruvchilarini hisoblaymiz:

10 30 3 1
= =4, An=- =-12, A= =7,
2 4 -1 4 102
5 __o -2 _ _ 1 -2 q L P
2 4 1 4 !
. 0 -2 1 -2 10
Ayj = =2, Afl=—o ==, j = =1,
V) 1 0 T 0 A 1

lopilganlarni (11) ga go‘ysak:

4 ALy %< 4 -4 27
ﬂ-:h i AX ~p ~To -12 2 -6
yas J1I3 733 v 7 -2 1>
Tekshirish:
<4 -4 2nf1 0 -2
n'-A:-iO 2 2 -6 310
M 12 4y
4-12-2 0-4+4 -8+0+8 7 "10 0 0' f1 0 on
p 12+6+6 0+2-12 24+0-24 ~ 0 -10 0 =010
7-6-1 0-2+2 -14+0+4 10§O 0 -103 o0 0 gk

I )emak, A 1 matritsa, A matritsaga teskari matritsa ekanligi

kelib chiqdi.



J1 matritsaga teskari matritsani toping:

136. aJ 3 6] 42

3’ 142. A= 1-1 0

137. h= "2 "2

42y’ [4-12

138. o= 43 143. n= 1 1-2

65 0-13

139.. °°* N 4T

210 144, a- 2 22|1

140. n= 0 2-1 /

v J 145, a= 5-2 2

12 3 2 23

141. A- 2 2 3 '
334y

Berilgan matritsaga teskari matritsani toping va ko‘paytirish
bilan tekshiring.

146. {~ A -l T
(3 154. 2 11
J o
7. /
- 0 0 O
148, >
00-,0
149 S 4 155. 4
- 03 00
1-1 M
150. 2 1-2 00 0
W23 12 00
3 11 00
151. 1 -2 2 156. | 10
W -3 -l Vi1 M
2 -1 -1 | -3 0 0%
152. 3 4 -2 0 10 0
3-2 4 B 5 021
o 0

—~+ Vv
1
=P
S PNON



n li va ¢ parametrlaming ganday giymatlarida A va B

mMHi il:;;ilar o ‘zaro teskari matritsalar bo‘ladi?
‘a-1 -2 3 > "10 r
I5N* A= o 1 c-2 . -8 3 -6
4 b -3 J -4 2 -3]
'‘a-3 3 5 Pi .2 .14
159*. a= o ¢c 3 1 5= -15 29 12
v-5 1 6-4, JO -19 -8,
"a-2 0 1 3 -2 3
160*. 1= -8 6+4 -6 . p= 0 -1 2
u-4 2 ¢, .4 2 -3,
a -2 -4 3 5
161’ A= -15 6+20 12 B= o0 2 3
10 -19 2c -1 -1
"2 -3 T f 2 -r
162*. A4 a 2, g= b 1 0
.5-7 ¢ v-3 -1 2,
11 0-4, ( 5 0
1 1

163.* A5| 3 1} b= b —20
V-1 0 a | 1 0

a ning ganday giymatlarida berilgan matritsaga teskari matritsa
wjivjiidligini aniqlang:

/2 4 -1\ /2-a 1 1\
164. a-2 2 1 ; 165*. 1 2-a 1
vV 0 0 3/ VI 1 2 - a
[/ -1 2 a\ /a 0 az2-
166.1a-1 5 aj; 1671 1 0 a
Va 30/ V3 2 4

<8. (hizigli tenglamalar sistemasini yechislming matritsa usuli

Rizga quyidagi uch noma’lumli uchta tenglamalar sistemasi
bri ilgan bo‘lsin:
ans, + ’2x2 + anxb=6,
e auxxt azx2+ 02x3=h2 . (12)
¢ ,taix2+ =63
Tenglamalar  sistemasi koeffitsiyentlari au, (i,j=12.3),
v V. v,- noffla’lUmlar va bt, (/=123) ozod hadlardan



\
an Y2 aB m (bN
A= aJ ap aB, x= x, B= b2
P awl 3,
matritsalami tuzamiz.
Matritsalami ko‘paytirish amaliga asosan, (12) sistemani,
quyidagicha yozish mumkin
A-X =B. (13)
Bu tenglamalar sistemasining matritsalar ko‘rinishida yozili-
shidir. Aytaylik, A matritsaga teskari A~ matritsa mavjud bo'lsin.
(13) tenglikning har ikki tomonini A-] ga chapdan ko‘paytirib,
A~ mA-X =A-[mB ni hosil gilamiz.
A"-A=E va E X =X ekanini e’tiborga olsak,
X = A~ mB (14)
hosil boiadi.
(14) formula (12) tenglamalar sistemasini teskari matritsa
yordamida yechish formulasidir.
168. Kramer usuli bilan yechilgan 61-misoldagi tenglamalar
sistemasini teskari matritsa usulida yechilsin.

Yechish.
2 -1 IN .
A= 3 2 -l ,x:xz,B:f;ZI
1 -2 ~
A=det(") =-10*0.
4i=i ; —3 A2— 1 ; =5, A3:?i i
A~ -1 l__| _2 l_m _wZ -1 .
1 -2 1 -2 11 '
4=t |, ag=-2 5 A}b—z 1,
T2 -1 3 -1 7 3 2
(1) formulaga asosan
(-3 -1
A=01 5-5 5
,1 -3 7

teskari matritsani topamiz. Bundan (14) formulaga binoan



-3 -1 - "4 N12 1 3N 10" T
\ n[B=-0,\- 5 -5 5 1 =-0,1- 20-5-15 =-0,1 0 = 0
J 3 7, u4-3-211 -20, 3.
lavob (1; 0; 2)
Chizigli tenglamalar sistemasini matritsa usulida yeching:

Xi- x24x3= 2 'X+y —3z=—1
169. 2xr +x2 - 2%, =§6: 175. 2x —y +z —2 ;
X+ 2x2+ 3x3 =2 I3x + 2y —47 —1
3xa+ X2+ x3=2 X1+ 3x2 —4x3= —1
170. Xj- 2x2+ 2x3:=-j ; 176, x1—gx2+*3- 7
4xx- 3x2- x3=5 . 2X1+ x2—3x3=3
3XX + X2 4-x3 =15 3% 4-x2 —x3 —2
171. 5xx+ x2+ 2x3 ¥ 20; 177.\2xt - 3x2+ x3- -1;
6xi —x2 + x3 ==10 Xi~x2+2Xx3=5
3x! + 4x2—x3=2 2XX+ 2X2—x3+ x4 = 4
172. 3xx—2x2+ x3 = 24; 178% 4xX+ 3Xx2—x3+ 2X4 =6
2X* - X2+ x3=8 " )8xx+ 5x2- 3x3+ 4x4 = 12°
xx- 2x2+x3=0 3xt + 3x2 —2x3+ 2x4= 6

173. 2xr - x2- 1=0 ;
3Xx+ 2x2- x3--4 =0
Xj —2x2 4-2x3 -=-1

174,  3xr+ x2+x3=2 ;
4Axr —3x2—x3 =5

7 8. Matritsaning rangi

Biror (»2x«)-tartibli ~=jlajj matritsa berilgan bo‘lsin. A
matritsaning ixtiyoriy k ta satrini va ixtiyoriy « ta ustunini olib
(C min(w,«)), (Axa-)- tartibli kvadi*at matritsa tuzamiz. Bu kvadrat
matritsaning determinanti a matritsaning «  tartibli minori

deyiladi.
179. Quyidagi 4x5-tartibli
2 -4 3 10
1 -2 1 -4 2
0 1 1 31
4 -7 4 -4 g

matritsani garaylik. Ushbu



A 2 1

-2 1 -2 -4
=0, =3 1 =-40, 0 1 3

-7
4 -7 -4
determinantlar garalayotgan matritsaning mos ravishda ikkinchi,
uchinchi hamda to'rtinchi tartibli minorlaridir.

A matritsa yordamida hosil gilish mumkin bo‘lgan barcha
minorlar orasida noldan fargli bo‘lgan eng yuqori tartibli minorni
topish muhimdir.

Shuni ta’kidlash kerakki, agar A matritsaning barcha « -tartibli
(k=mm(m,n)) minorlari nolga teng bo‘lsa, undan yuqori tartibli
bo‘lgan barcha minorlari ham nolga teng boiadi.

Ta’rif. A matritsaning noldan fargli minorlarining eng yuqori
tartibi uning rangi deyiladi va rang A kabi belgilanadi.

0.

180. A= matritsaning rangini toping.
1
Yechish.
113
11 13
=0, - 11 2=0
i1 1277
113

Demak, A matritsaning noldan fargli minorlarining eng katta tartibi
2 gateng ekan. Bundan rangA=2. Ta’rif bo'yicha 0 matritsaning
rangi O deb olinadi.

Matritsalaming rangini topish ko'p hollarda murakkab boiadi.
Chunki unda bir gancha turli tartibdagi determinantlami hisoblashga
to'g‘ri keladi.

Quyidagi elementar almashtirishlar natijasida matritsaning
rangi o‘zgarmaydi:

1) ikki gator elementlarini o‘zaro almashtirish;

2) biror gatomi o‘zgarmas songa ko'pavtirish;

3)biror gatorga boshga gatomi o°‘zgarmas songa ko'paytirib
go ‘shish;

Bu tasdiglar determinantlaming xossalaridan kelib chigadi.



[ in. nil.irining har biri noldan fargli boiib, golgan barcha
<I' wmnil.m nolga teng bo‘lsa, u holda A diagonal ko‘rinishdagi
muni i deyiladi. Ravshanki, bunday diagonal ko‘rinishdagi
m.iliil .ming rangi 5 ga teng bo‘ladi. Aynan shu va yuqorida
i.ililr.m domentar almashtirishlardan foydalanib, matritsani rangini
wjuming ikkinchi usulini bayon gilamiz.

Ili/.ga quyidagi = matritsa berilgan boisin:

mL iming rangini topish talab etilsin. Bu matritsaning rangini
TuHida aytilgan elementar almashtirishlar yordamida diagonal
l'i11inishli matritsaga keltirib topamiz.
/ matritsaning hech bo‘lmaganda bitta elementi noldan farqgli
I'u I in. Uu elementning satrlari va ustunlarini o‘zaro almashtirish
widnmida birinchi satr birinchi ustunga chigaramiz va birinchi satr
t IciiH-iillarini shu elementga bo‘lib, ushbu
f1l a2 .m dm

a2l a2 an (15)

Kl <2 me anmj

Kn'pnylirib, ikkinchi ustunga go‘shsak, so‘ng -a'u ga ko‘paytirib
in Ininchi ustunga go‘shsak va h. k. Birinchi ustunni -a'in ga ko ‘pay-
wmih 1 ustunga qo‘shsak, natijada hosil boigan matritsaning birinchi
ealnlagi elementi a[{=1, qolgan elemetlari esa nollar bo‘lib goladi.

Xuddi shunga o°‘xshash (15) matritsaning birinchi ustundagi

I clan boshga elementlari nolga aylantiriladi. Natijada

(r@r o . o~

0 az az,

,0 an anmn



matritsaga ega boiamiz. Bundan ranga =rangA Kkelib chigadi.

4 matritsaga yugoridagi elementar almashtirishlarni bir necha
marta qoilash natijasida u diagonal ko ‘rinishidagi matritsaga keladi.
Bu diagonal ko‘rinishli matritsaning rangi berilgan A matritsaning
rangi boiadi.

Matritsalaming rangini aniglang:

(2 5 1% 12345
181. 382 x 2 3451
120 187'34512
312\ V4 5 6-33;
182. 6 2 4 10 0 -5
W36 188, 13 0 1
2 14-37 2-9 4 2
183. 4 158 7 1 5 18 -8 -y
2 17 4 13 -9 P35
3110-2" 189. 2 11 3174
184. 150 2 -1 s 7 9 1 7
0133-1y 1 110
|43 190, 113 0
185 31 ©2-103
i'%l 3 15 2,
2 1-3n
15 -2
186. , 3
1-1-Y

Matritsalar rangini ko‘rsatuvchi eng yuqori tartibli minomi
aniglang:
(2 o

191. 0 o
lo -il 194. oo0o0
12 w 0 2
192. 2 55
"y 2 -1
193. rz sy 195. 42 2
4 6

r



13000 "1-2 4 ON
1%. 24000 ; 198. -1 351
,00023, 21 40,
(42 O
<7 20 10-40
10-30 40
Mai litsalar rangini eng yuqori tartibli minor yordamida
iiiiii|liuig:
1-2 10N 1000t
199.5 1611 23000
4 371 202. 00500
a-11-1 00060
200. 2 o013 000038
3 -122
1 2-3 4
2 4-6 1
201*. 4 -8 121
-1-2 386

43 6 -9 12
Ikinentar almashtirishlar yordamida matritsani rangini

10 2 Q12-f
2 1 3 02 4 -2
203~ 1 1 5 206. 13-24
-4 -2 -6 16 4 1
o 1 7 241417 5
i ARG O
0 21 '2 ' 7 pamn
204 5 1 3005
3 1
5 0
223
205. 140
1 8 6

208. y ning ganday giymatida i’i :ZL matritsaning rangi r=Il ga
li iif bo'Indi.



A matritsa rangi r=2 ga teng boiadigan y ning giymatlarini
toping:

1 3 -4 r2 -1 4 04
2009. r 0 1 5 211 ac 4 20 -r
4 3 -33 8 -4 8 v
r 2 3 v6 -3 12r,
A=0 Y2 4 VvV 0 1>
0 0 b 212. At 3 4 1,
H J—lZy

Elementar almashtirishlar yordamida matritsaning rangini
aniglang:

25 31 17 43 A

75 94 132

oqgx 5 94 58 13

75 94 54 134

25 32 20 48, \

'47 -67 35 20! 155
; 214*. 26 98 23 -294 86
-428 1 1284 52,

8 8. Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usuli

n ta noma’lumli m ta tenglamalar sistemasini gqaraymiz
KN+n,22+-+all=b1l

(16)

an,l + aw2X2 + - + annXn = bn,

Agar chizigli tenglamalar sistemasi yechimga ega boisa, u
birgalikda, agar yechimga ega boimasa, u birgalikda emas deyiladi.
Quyidagi elementar almashtirishlar natijasida tenglamalar siste-
masi 0‘ziga teng kuchli sistemaga almashadi:

D Istalgan ikki tenglamaning o‘rinlarini almashtirilsa;

2) Tenglamalardan istalgan birining ikkala tomonini noldan
fargli songa ko‘paytirilsa;

3) Tenglamalardan birini istalgan hagigiy songa ko ‘paytirib,
boshga tenglamaga go‘shilsa.

Agar n>m Dboisa, n-m ta bir xil nomaiumli hadlami teng-
liklaming o‘ng tomoniga olib o‘tib, 0‘ng tomonidagi nomaiumlarga
ixtiyoriy giymatlami gabul giladi deb, tenglamalar sistemasini n=m



i "li i Ldtirib olish mumkin. Shuni e’tiborga olib, (16) sistemani
n ni lioli uchunyechamiz.

< iiilins usuiining mohiyati nomaiumlami ikkinchi tenglamadan
Iniihliib, ketma-ket yo'gotib. oxirgi teglamada bitta nomaium
o/>>Irxiv-ha davom ettiriladi va oxirgi tenglamadan yuqoriga garab
....ni lumlarni ketma-ket topib, yechim hosil gilinadi.

I (Hdam. (16) sistemada birinchi tenglamaning har ikki
imiii*1itj Mga boiib, teng kuchli ushbu sistemani hosil gilamiz:

8L, .y =A.
il e au
A21*M1 a22X2 ‘ az2nXn ~ "2 . (17)

anx\ +a,ix2+ - + m n=bn
Hii inchi tenglamani a2x ga ko‘paytirib, ikkinchi tenglamadan,
4, im ko'paytirib, uchinchi tenglamadan va hokazo an ga ko‘pay-
iii iI> wu Iciiglamadan ayiramiz. Natijada yana berilgan sistemaga
i. He 11H hii ushbu yangi sistemani hosil gilamiz:
h +a[2+... +a[lmn=b[

(18)

adrex2 +... + @amxn=b'n
lin r.icmada quyidagicha belgilashlar kiritilgan:

«* X ah=aik- ™ a n, = b’=b,-~a, [,*=2,3,
<m oj! an

\),ai (4) sistemada biror tenglama chap tomonidagi barcha
i -u Uii-.iycntlar nolga teng, o‘ng tomoni esa noldan fargli bo‘lsa,
\il'ni

Qo+ G2 +... + 0xn= bk (19)
I inn .lulaj’i tenglama hosil boisa, sistema birgalikda emas boiadi
i r.Imi .Ini yerda yakunlanadi.

Al 1 (19) ko‘rinishdagi tenglama hosil boimasa keyingi
111"l nHe,a o'liladi.

I giulam. Ikkinchi tenglamani a2 koeffitsiyentga boiamiz,

Inm | buip.an sistemaning ikkinchi tenglamasini ketma-ket



cn  kKo'puylirib, uchinchi, toitinchi va hokazo tenglamalardan
iiymmiiz.

Biz bu jarayonni oxirgi tenglamada x, nomaium qolguncha
davom ettirsak, dastlabki sistemaga teng kuchli

X2+...+ d2xn=b";
(20)
xn-i+<-A=K_|I
Xx=b"
ko‘rinishdagi sistemaga ega boiamiz. =*,=K qgiymatini (n-1)
tenglamaga go‘yib -V, ni topamiz va hokazo, bu ishni x, topilgunga
gadar davom ettiramiz.
215. Quyidagi tenglamalar sistemasi yechilsin:
2q+x,-x3=1
3xj +2x2- 2x3- 1.
x1-x 2+ 2x3=5
Yechish. Birinchi tenglamaning barcha hadlarini a,,=2 ga
boiib,
xj +0,5x2- 0,5x3=0,5
<3X, +2x2- 2x3=1
X,—x2+2x3=5
sistemani hosil gilamiz. Birinchi tenglamani 3 ga ko'paytirib
ikkinchi tenglamadan, sovngra uchinchi tenglamadan birinchi teng-
lamani ayiramiz:
A +0,5x2-0,5x3=0,5
-0,5x,-0,5x3=-0,5
-1,5x2+2,5x3=4,5
Ikkinchi tenglamani 0.5 ga boiib, so‘ngra uni -1.5 ga ko‘paytirib ,
uni uchinchi tenglamadan ayiramiz.
Natijada
X, + 0,5x, - 0,5%, =0,5
x2-x 3=-]
x3=3

hosil boiadi.



1imuliii ketma-ket x3=3, x2=-1+3 =% .»=0,5-0,5%,+0,5x3=1  lami
i'ifi,nni/.  Shunday qilib, berilgan  sistemaning yechimi
v v, 2 x =3 dan iborat ekan.
X+2x2+4x3- x4+ 3x5=7
216. mx, +x3+x5=4 sistema yechilsin.
X2+ 2x4-x5=6
Yechish. Bu sistemada uchta tenglama beshta nomaium
Imi' )>imligi uchun x4 va x5 lami 0°‘ng tomonga olib oiamiz.
t +2x2+4x3=T7+x4-3x5
m2xj +x3= 4 - x5
X2=6—=2x4+ x5
Misol uchun x4=2, x5-1 giymatlami qo ‘ysak
Xl +2x2+4x3=6
o<2X,+X3=3
x2=3
sistema hosil boiadi. x2=3 ekanini e’tiborga olsak,
JjXj +4x,=0
[2x;+x3=3
sistemaga ega boiamiz. Birinchi tenglamani 2 ga ko ‘paytirib, undan
ikkinchi tenglamani ayirsak

Ix1+ 4x3=0
|7x3=-3

hosil boiadi. Bundan —, X.=3, X 12
772 m 7

Bu sistemada x4 va *5 nomaiumlarga boshga giymatlar berib,
yangi yechim hosil gilish mumkin ekanini, boshgacha aytganda
n>m boiganda yechim yagona boimay cheksiz ko‘p boiishini
eslatib o ‘tamiz.

Tenglamalar sistemasini birgalikda boiish-boimasligini, uni
yechmasdan turib aniglash usuli bilan tanishamiz.

(16) tenglamalar sistemasini koeffitsiyentlaridan tuzilgan n=m
tartibli hamda m*(n + 1)- tartibli kengaytirilgan



/
"l 12 e DN w12 -

. . b2
A= A Q2 a2, A= A R N

«l «2 m «m «M  me «m
matritsalami tuzib olamiz.

Teorema. (Kroneker-Kapelli teoremasi) (16) tenglamalar
sistemasi birgalikda bo‘lishi uchun A va A" matritsalaming ranglari
teng boiishi, ya’ni rangA=rangA" bo‘lish zarur va yetarli.

Keltirilgan teoremadan quyidagi xulosalar kelib chigadi:

1. Agar rangA>rangA bo‘lsa, (16) sistema yechimga ega
bo‘Imaydi.

2. Agar rangA=rangA'=k Dbo‘lsa, (16) sistema yechimga ega
bo‘lib,

a) k<n bo‘lganda, tenglama cheksiz ko‘p yechimga ega bo'ladi;

b) k=n boisa, sistema yagona yechimga ega bo ‘ladi.

X, +3x2=2
217. A-2>2=3 tenglamalar sistemasi yechilsin.
4x, +9x2=11
Yechish. Bu yerda n=2,m =3, ya’ni m>n.
'L 3n 132
A= 1 , A= 1 -2 -3
J n 9 11
rangA =2 chunki,
7 3
"3 =-17*0, 1 -2 -3 =0
1 -2
4 9 1

bo‘lishini e’tiborga olsak, rangA'=2, demak, bu sistemaning
yechimi mavjud. Berilgan sistemaning birinchi ikki tenglamasini

birgalikda yechsak, xi=-j~, x2=y~ Kkelib chigadi. Bu sonlar
uchinchi tenglamani ham ganoatlantiradi.

4X,i+9x2:4| —17j+9-ﬁ=]_‘l_

Demak, sistemaning yechimi bo‘ladi.



<lii/igli tenglamalar sistemasini Gauss usulida yeching:

X 4-2x2- x3=3 raxr + 2x2- x3=1
2IK.  2xj + 5x2- 6x3=1; 220.15xx+ 3x2- 2x3 =2
3x, + 8x2 —10x3 —1 —
: (3x! 4-2XZ- 3x3= 0
XI- X24 3x3=1 C5xj + 2x2+ 5x3 = 4
19, 2xt + x2- x3= -3; 221. [3xx+ 5x2—3x3 = -1.
3xx4x2—3x3=1 (—2xx—4x24-3x3= 1

longl:imalar sistemasini birgalikda yoki birgalikda emasligini

hiring:
X, +2x, 3x34x4=1 r 4xt + x2+ 3x3+ 2x4+ x5= 3

. 2x, W2+ 2x4 =3 % | —2y1+x2+ 2x4+ 3x5=0
222 X 224 | X! —A4x2+ 3x3+ x4 = 2

5x2 —6x3+4x4 = 5 _
3xj + X2+ 5x3+ x4 = 2 13XX—2x2+ 6x3+ 5x4+ 4xs = 4

22.%,  -Xi+ 4x2+ x3+ 3x4= 1
mSxj + 7x2- 3x3+ 5x4= 2
1 parametming ganday giymatlarida tenglamalar sistemasi
1u r.ilikda bo‘ladi?
Xi —x2 + 2x3 = 3 XX + 5X2 —2x34- 3x4 = 2
2xj + 5x3= 7 230.  4Xi4x2- x3—3x4=2;
—Ix142x24x34 12x4 = a
C P4 2x2- x3= 3 —XI - 4x2+ 2x3+ 3x4 = 3
22(>. X, & 6X2—5x3= 7 231. -4xa253x22+42x334£1—£<44: —2
Xr —15x2 + 4Xx X4=a
X4&Ox2—7x3-a43 %, - 3Xx24 43+ 2x4= 5

X, 4 3x2—2x3 =1
227. OXF 4-X2 —4x3 = 4 232. -3x! + 2x2+ 3x34-x4= —4 ;
8Xi - 10x2+ 2x3+ 2x4 = a

+ 8x2+ (a—7)x3=5

X, +X2+ (a+ 9)x3=6

2X(- x3+ 3x4= 10 —x1+ 3x2- 2x3+ 4x4=15
2H. ! 3xj —x2+ 2x3+x4= 8 233, 2xr+ 3x2- 4x3+ 3x4= -4 .
©IHg - 2x2+ 3x3 + 4x4 = 18 4xr+ 1Sx2- 16x34- 17x4 = a

| 3xj —x24 2x3=a
/mcl+ 3x2 —2x3+ 4x4=1

n =X 4-2x2+ x3+x4= 2
22). | 3Xr+2x2=1
VIX 4 5x2+ x3+ ax4=5
I mneker-Kapelli teoremasi yordamida tekshiring va birgalikda
Imi liMiilaiini yeching:
(X 4 X2—x34-x4=1 (2xr 4-3x2—x3 =4
b 3 - X24-2x4 =0 ¥l —2x2+ 2x3 =1
(Xi- 2x24-X34-X4= 2 236. XX 4 X2 4 3x3= 7"
/X1 x2+3x3—1 2x1 —x2 + 2x3 = 2
21V 4X| + x24-4x3 =4
(Xx, 4- 3X2 —2x3 = 2



Fxx+ 2x2+ 3x3 = 2 240 [XX—2x2 + 3x3+ 4x4 = —2 _
1 " ( 2Xj —4x2+ x3—x4 =3
IXX —3x2 + 4x3 —4x4 = 2

2XI + 3x2 - x3 =
13X! + 5x2 + 2x3 = 3

Xi+ 3x2 - x3 = 3 241. 2xx 4-3x2+ x3+ 5xd =1

IXX + X2 4+ 2%x3 = & 3xr + 5x3 + 4x4 = 10
238. Skt dx2 — 7x3 = 0 —5x2+ 3x3—x4 =1

Xr X2 — 7x3 =

242. 2\x—10x2+ 3x4 =0
XX- x2+ 3x3 =3 xa —20X2 + 6x3+ x4 = 2
+ 2x2+ x3 = -1 243 XT + 2X2—Xx3+ 4x4+ x5= 1

239, 2@x + 3x2 + 4x3 = 3; o —3x2+ 2x3+ x4- xs = 3"

3fx + 5x2 + 5x3 = 0

9 8 ntanoma’himli chizigli tenglamalar sistemasi

anxi+ aix2+ - +auxn=b[
a2x, + a2x2+... +a2xn=b2
(21)

la,, X1+ arx2 +... + apX, = b,
(21) tenglamalar sistemasi « ta noma’lumli chizigli tenglamar
sistemasi deyiladi.
(21) tenglamalar sistemasini yechishning Kramer va matritsalar
usullarini koframiz. Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlardan
asosiy determinantni

va uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasidagiga o ‘xshash
yordamchi AXP AX,,..,Ay, determinantlami tuzamiz. Ular yuqori
tartibli determinantlami hisoblash usuli bilan hisoblanadi. Bu yerda
ham agar Ao bo‘lsa, Kramer formulasiga asosan

AX, Ac, AX

A " A A
yechimni hosil gilamiz. Bu yechim yagona yechim bo‘ladi. Agar
(21) sistemaning koeffitsiyentlari va noma’lumlaridan A, va X
matritsalar



«n a\2 a\n

f*1
a2l a2 * an b2 X2
A = , b = , X =
’al <*) mE amj uPn/
o " MMi".iiiuii ) bIBICUWML s1a = n iiuiuct yuuaii iiiuiiuviu.

\)4ii n/ o boisa, A ga teskari a~ matritsa mavjud boiadi va
I.ni mu sistemaning matritsalar ko‘rinishidagi yechimi x =a-~b
ho'Imli.
Afar A=0 boiib, &wAx2,....Axn lardan agalli birortasi noldan
i Hili boisa, (21) sistema yechimga egaboimaydi.
O)ir A=0 boiib, Ax=Ax2=..=Axn=0 boisa, (21) sistema
*Ini ./ ko‘p yechimga ega boiadi.
21+ x2- 5x3+x4=28
Y- 3x2- 6X4=9 . . -
244, tenglamalar sistemasi yechilsin.
2x2- x3+ 2x4=-5
XX+ 4x2- 1x3+6x4=0

Vciliish. Sistemani Kramer usulida yechamiz.

2 1 -5 1
X 3 0 -6 1 -5 1 1 -5 1
1-3 0-6
=2-2 -1 2-2-12--3 0 -6=27
0 2-12
4-7 6 4-7 6 2-12
14-76
\ uddi shu usul bilan hisoblashni davom ettirib, quyidagilami
I/ Ax, = 81, Ay2=-108, Ax3=-27, At4=27.

Drmsik, sistema yagona yechimga ega, chunki A*o. Bu
n hi csa

\v, 8l _Ax2_—08_ t x =AXi=z?Z=_i x Ax4=27=1

S ST W *2~ A~ 27 ~ *3_ A~ 277 x4 A 27
1 I 1.1) boiadi.

(.7 1) tenglamalar sistemasining \-b 2=..=bn- 0 boigan holini
In‘'mmlz.

anxl +a,%2+... +ahxn=0

«2,*, +axx2+...+a2xn=0

“iXI+a,22+" +a,, A=0



(22) tenglamalar sistemasini birjinsli, chizigli tenglamalar sistemasi
deyiladi.
Osonlik bilan ishonch hosil gilish mumkinki, xl=x2=...=xn=0

(22) sistemaning yechimlari boiadi va bu yechimni trivial yechim
deb ataladi. Agar (22) bir jinsli sistemanig asosiy determinanti A
noldan fargli boisa, bu sistema faqat trivial yechimga ega boiadi.
Chunki bu holda /l, =/L4 =..=Axn=0 va Kramer formulasiga asosan
xI=x2=...=xn=0 boiadi.

Demak, (22) sistemaning notrivial yani noldan fargli yechimi
mavjud boiishi uchun g =0 boiishi zarur ekan.

tenglamalar sistemasi yechilsin.

Yechish. =x2=0 trivial yechim ekani ravshan.

bundan ko‘rinadiki, sistemaning notrivial yechimi boiishi mumkin.
Haqgigatdan ham xI=x2=t (j -ixtiyoriy haqiqiy son) sistemaning
notrivial yechimi boiadi.

Chizigli tenglamalar sistemasini yeching:



Il BOB. VEKTORLAR ALGEBRASI
10 8. Vektor. Vektorlar ustida amallar.

Vektorlar. Fizika, mexanika, texnika va matematikada,
i v, ikki xil kattaliklar bilan ish ko‘riladi. Ulardan biri o‘zining
m giymati bilan to‘la xarakterlanib, skalyar miqdorlar yoki
I.ilvni lar deb ataladi.
Ikkinchi tur kattaliklami toia xarakterlash uchun ulaming son
[i ni.illarigina yetarli boimay, balki yo‘nalishi ham berilgan
Ihi li lii kerak.
<) /ining son giymati bilan birga yo‘nalishi ma’lum boiganda
i"" la xarakterlanadigan kattaliklar vektor migdorlar yoki vektorlar
'li It alaladi.
I ta’rif. Yo‘nalishga ega boigan kesma vektor deb ataladi.
<klurlar boshlanish va tugash nugtalari orgali ab, b c... kabi yoki
m/  ko'rinishida belgilanadi.
Veklorning son giymati uning moduli yoki uzunligi deyiladi va
i| bilan belgilanadi.
Ikki a va b vektorlar bir to‘g‘ri chizigda yoki parallel to‘g‘ri
*In iglarda yotsa, bunday vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.
Bitta tekislikda yoki parallel tekis-
liklarda yotgan a va » vektorlar komplanar
-~ vektorlar deb ataladi.
a va b kollinear, bir xil yo‘nalishli,
uzunliklari teng vektorlar bo‘lsa o‘zaro teng
vektorlar boiadi.
1sl,1K 1- shaklda o‘zaro teng vektorlar tasvirlangan.

Vektorlar ustida amallar

I.Vcktorlarni qo‘shish. a,b,c vektorlar berilgan boisin. Bu
"li"il.iini  boshini biror O nuqtaga ko‘chiramiz. Ikki a va



vektorlami yigindisi deb tomonlari a va 1 vektorlardan iborat
parallelogrammning O uchidan chiggan OC dioganaliga teng c
vektorga aytiladi (parallelogramm qoidasi) va a+b=c .

2. Vektorlarni ayirish. Parallelogramning ikkinchi dioganali
AB gateng J vektor a va s vektorlami ayirmasi deyiladi.

3-shald

3. Vektorni songa ko‘paytirish.
a vektorni k (x-const) soniga ko‘paytmasi deb, uzimligi \ka ga

teng boigan ¢ vektorga aytiladi. c=ka. Agar k>0 boisa, c vektor
yo‘nalishi a vektor yo‘nalishi bilan bir xil, aks holda esa ¢ vektor
yo‘nalishiga garama-qgarshi boiadi. Agar k=0 boisa, c=ka=Q=0
boiadi.

4. Vektorlarning proyeksiyasi.

M nugtaning berilgan o‘gdagi proyeksiyasi deb, shu ™
nugtadan o‘gga tushirilgan perpendikulyarning asosiga aytiladi.

ab vektor boshining (A nuqta) proyeksiyasini uning oxirining
(B nugta) proyeksiyasi bilan tutashtiruvchi nf vektor ab
vektoming o‘qdagi taslikil etuvchisi yoki komponentasi deyiladi.
vektoming I o'qqa proeksiyasi deb uning L, tashkil etuvchisining
£ o0°‘g yo‘nalishida yoki unga garama - garshi yo'nalganligiga

46



IH.ilI" musbat yoki manfiy ishora bilan olingan uzunligiga aytiladi
i 1 ilnikl).
3

"
a-"—-——

4-shakl

Vektoming | o°‘qqga proyeksiyasi bunday belgilanadi: npfAB.
licniak,
XI5 =%|p5,].

Proyeksiyalarning asosiy xossalari

l.a vektoming t o°‘qqa proyeksiyasi a vektor modulining bu
vi llor bilan o'q orasidagi burchak kosinusiga ko‘paytmasiga teng,
viiani
npfa - a CcoS(p, P=\a,Afj’
*.Vektoming o'gdagi proyeksiyasi skalyar migdordir.
blkki vektor yig‘indisi uning o‘qqga proyeksiyasi go‘shiluvchi
M lloiinrning shu o ‘gqgaproyeksiyalari yig‘indisiga teng, ya’ni
Tip,(a+b)=Mp;a+ Mp,b.
I. A o'zgarmas sonni proyeksiyadan tashqariga chigarish
miinikin:
Mp,(N1a) = XMp/U.
1 ta’rif. al],a2...,an sonlaming mos ava2,...an vektorlarga
In pnylmalari yig“‘indisiga, ya’ni
ala, +a2a2+a3ab+...+anan
ilivlaca vektorlarning chizigli kombinatsiyasi deb ataladi.
\ (a’rif. Orasida noldan farglilari ham boigan shunday
sonlar mavjud boisaki, ular uchun vektorlarning chizigli
mbiiiatsiyasi nolga teng, ya’ni



boisa, ar,a2,...,an vektorlar chiziqli bogiiq deb ataladi.
Agar (1) tenglik fagat a, =or2=...=an=0 boiganda o‘rinli
boisa, uholda axa?2,...,an vektorlar chizigli erkli deb ataladi.

4-ta’rif Istalgan a vektorni , ta chizigli erkli
vektorlarning chizigli kombinatsiyasi orgali ifodalash mumkin
boisa, u holda bu vektorlar fazoning bazisi deb ataladi.

Bazisni hosil giladigan vektorlar soni fazoning oichami
deyiladi. Bazisga kiruvchi vektorlar bazis vektorlar deyiladi.

To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida boshi 0 dan
chiggan om  vektor berilgan boisin (5-shakl).

Bu vektoming OX, QY,

OZ o‘qglaridagi proyeksiya-

larini  topish uchun, OM

vektor oxiridan YOZ tekisli-

giga parallel tekislik oikazib,

bu tekislikni OX o‘gi bilan

kesishgan nugtasini Mi, XOY

tekisligiga parallel tekislik X

oikazib bu tekislikni OY o'qi

bilan kesishgan nugtasini M2, OXY tekisligiga parallel tekislik
oikazib, bu tekislikning OZ nugtasini M s deb belgilaymiz.

oM vektoming OX, OY, Oz koordinata o‘glaridagi
proyeksiyalari mos ravishda OMi, OM2, OM3 ga teng boiadi.

Bu proyeksiyalaming har biri om vektoming ofglardagi
komponentalaridir. Chizmadan ko‘rinib turibdiki, om vektor
omx L 2 om: vektorlarning yigindisiga teng:

W =1 +Wr2+oml. 2

Ko‘pincha koordinata o‘glariga mos keluvchi asosiy birlik
vektorlami tanlab olish qulay boiadi.

OX, OY, OZ o‘glaridagi birlik vektorlami mos ravishda i,j,k
lar bilan belgilaylik.

OM\,0M2,0M3  vektorlar OM vektoming bazis vektorlari

boiadi. \omX=x, \oMi\=y, 10M3\=z lami (2) ga qo‘yib



om ix+jv+kz tenglikni hosil gilamiz. 5-shakldan ko‘rinadiki,
()M vektoming uzunligi parallelopiped diogonalining uzunligiga
li'iig boiganidan wom\=sx2+y +z2 bo‘ladi.

256. a={6;3;-2>vektoming uzunligini toping.

257. Vektoming ikki koordinatasi x=4, y=-12 berilgan. |4=13
boisa, uning uchinchi z koordinatasini toping.

258. A(3; —1; 2) va B(— 1; 2; 1) nuqgtalarning koordinatalari
berilgan boisa, ab va ba vektorlarning koordinatalarini toping.

259. 5 ={3;-i;4}vektoming boshi m (1 2;-3) nugtada boisa, uning
oxiri N nugtaning koordinatalarini toping.

260. a= {; —3 —1} vektoming oxiri (1; —1; 2) nugtada
boisa, uning boshining koordinatalarini toping.

261. a vektoming uzunligi berilgan. \a=2 va «= 45° p= 60°,
/=120°. a ning koordinata o'glaridagi proyeksiyalarini toping.

262. a ={12; —15; — 16} vektoming yo‘naltiruvchi
kosinuslarini aniglang.

263. a= ~;11} vektoming yo‘naltiruvchi kosinuslarini

aniglang.

264. Quyidagi burchaklar vektoming koordinata o‘glari bilan
hosil gilgan burchaklari boiadimi?

1) «=45° p =60° y= 120°; 2) a =45°, ~=135°,/ = 60°%
3)a =90° p =150y ~ 60°?

265. Vektor ox va 0z o‘glari bilan mos ravishda a =120° va
y = 45° bm-chaklami hosil giladi. Uning oy o°‘qi bilan hosil gilgan
burchakni toping.

266. a vektor uzunligi fa=2 boiib, ox va oy o‘glari bilan hosil
gilgan burchaklari «= 60°, p = 120° boisa, uning koordinatalarini
aniglang.

267. Uzunligi 3 ga teng boiib, radius vektori koordinata o‘g-
lari bilan bir xil burchak hosil gilgan M nugtaning koordinatalarini
toping.

268. Berilgan » va svektorlar bo‘yicha quyidagi vektorlami
yasang:

1) a+b; 2)a-b; 3)b-a', 4) -a-b.
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269. Quyidagilar berilgan: |[d=i3, [*|19 va \a+b\ = 24. \a-b\ ni
hisoblang.

270. |g=11J =2 va [« =30 bo‘lsa, |a+*j ni hisoblang.

271. 3 va bvektorlar o‘zaro perpendikulyar boiib W=5 va
M=12 boisa, |at*| va ja—*|ni toping.

272. a va ivektorlar orasidagi burchak ¢ = 60° boiib, [g=5va
=8 bo‘lsa, [at*| va [a—=jni aniglang.

273. a va bvektorlar orasidagi burchak »=120° va |4=3, [}=5
boisa, [at+* va |a—* lami aniglang.

274*, Quyidagi tengsizliklar bajarilishi uchun a va bvektorlar
ganday shartlami bajarishi kerak:

Ila+*1=Ja— *| , 2)la+ £j>]a— fe|, 3) la+il<]a— 6].

275. 5 va J vektorlar ganday bo‘lganda s+b vektor a va »
vektorlar orasidagi burchakni teng ikkiga boiadi?

276. O nugta ABC uchburchakning ogirlik markazi boisa,
quyidagi tenglikni isbotlang: W +os+o0c=0,

277. a, p ning qanday qiymatlarida a=— 2I+i]+pk #
b=ai— 6]+ 2k vektorlar kollinear boiadi.

278. s= 3 —5 8 va i= {; I, —4} vektorlarning yigindisi va
ayirmasi uzunliklarini aniglang.

Il 8 Ikki vektoming skalyar ko‘paytmasi

Ta’rif. Ikki ava b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi deb, bu
vektorlar uzunliklari bilan ular orasidagi burchak kosinusining
ko‘paytmasiga teng boigan songa aytiladi.

a-6=|<7j-|"j-cos"> (3)

Bu yerda 9 - ayai vektorlar orasidagi burchak

Skalyar ko‘paytmaning ba’zi xossalarini keltiramiz.

10. a-b=~ba

2° . (l.a)-b=2mam)

3° a-(b+c)=a-b+a-c;



5°. Agar aLi> boisa, ab =0 va aksincha .

4° va 5° xossalardan 1j va I bazis vektorlar uchun quyidagi
lengliklami topamiz.

2 =y =k2=i, i-j=idc=j-i=j-k =k-i =k-j =0.

Teorema. Agar a va » vektorlar o‘zlarining koordinatalari
bilan berilgan boisa, a={x,yl,zi}, b={x2,y2,z2) u holda ularning skalyar
ko™paytmasi quyidagi formula bilan aniglanadi

(a-b) =xl -x2+y,-y2+zl-z2. (@)

Teoremadan quyidagi ikkita muhim natija kelib chigadi:

1 ava b vektorlar orasidagi burchakni

oBp= , A X +Y "\2+Z|: D— 5)

4'xl+y?+zt-4xl+yl+zl
formula bilan aniglanadi.

4. x,x2+y\y2+zx2- 0  vektorlarning perpendikulyarlik sharti.
279. [4j=3, 16/=4, (p=60", a-b=7
Yechish. (3) formulaga asosan asb =3+4m0s60 =6.
280. a(2;-3;4), a(5;1;-6), a-6=2.
Yechish. (4) fonnulaga asosan a-b = 2-5—3-1—4-6 =—47.
281. c=2a+3b, |a=4, [4=5 ~=60", |d=">
Yechish. 4-xossaga asosan

B=\l(c —2a+3b) ="4a2+12a-b+9 .

a2=16, b2=25, a b=4-5 cos60‘=10 boigani uchun

p| = V4-16 +12-10 + 9-25 = /409 *20,22.
282. a=3i+j-k, b=2i+2j+k, cosp="?
Yechish. (3) - formulaga asosan

cos(p- — W S —=—¥:KO,7UJ.
A32+ 12+ (-1)2V22+22+1z WI1
283. m ning ganday giymatida a=2i+3j-k, b=i-5j+mk
vektorlar perpendikulyar boiadi.
Yechish. Vektorlarning perpendikulyarlik shartiga asosan
2e1+3¢(-5) +(-1)m=0, tn= 13.



284. a va b vektorlar <=|a-burchak hosil giladi. a =3 ,
M =4 bo‘lsa, quyidagilarni hisoblang:

1) ab ; 2) a2; 3) b2 4) (a+bf j  5)(3i—2) (i+ Ay ;
6)(«—b)2;  7)(3a+ 2bf .

285. a va b vektorlar o‘zaro perpendikulyar; c vektor ular
bilan j burchak hosil giladi. Agar |[§ =3, W =5, |a= 8 boisa,
quyidagilarni hisoblang:

1)(35—2  (b+3¢) 2)(a+b+C)2; 3)(at 2b—3c)2 .
286*. Tenglikni isbotlang va geometrik ma’nosini aniglang:
(at+h)2+(a-b)2=2(a2+b2).

287*. a, b va c birlik vektorlar uchun a+b+c =0 tenglik
bajarilsa, ab +ab+ca ni hisoblang.

288. a, b va c vektorlar uchun a+b+c= 0 tenglik bajarilib,
\a\ =3, |6] =1 va |c| =4 boisa, ab+bc +ca ni hisoblang.

289. a, b va c vektorlar bir-biri bilan o‘zaro 60° burchak hosil
giladi. |[s| =4, |i|=2 va |d=6 boisa, p=d+b+£ vektoming
uzunligini toping.

290. |0|=3, [§=5boisa a ning ganday giymatlarida a+ab \a
a-ab vektorlar perpendikulyar boiadi.

_ . _ A(i+2j\+3k
291.0 =i+2j+ K ~—--—--m-———- vektoming modulini hisoblang

va yo'naltiruvchi kosinuslarini toping
292. (a+bycT hisoblang, agar
la| =4, [%=-JI, |c| =3, (a,Ab) = 120% (5,1c) = 45“.
293. a va b vektorlar #=~ burchak hosil giladi vala\=5s,

M =i. p=a+ b Vvaq=a—1b vektorlar orasidagi burchakni toping.
294. a={ —2,—4} , b={6;—3 2} boisa, quyidagilarni

hisoblang:

Dab  2) niR; 3) awy 4)(2a—b)(a+ 2b) / 5)(a+ b)2; .6)(5—h)?2.



295. a(-i;3-7),8(2;-1;5 va C (0; 1, -5 nugtalar berilgan.
Quyidagilarni aniglang:

1) (2ab— cB) (2BC+m); 2) ylas2;3) 4ac2.

296. To‘rtburchak uchlarining koordinatalari berilgan: A (1; -2;
2), 5(1; 4; 0), c(-4; 1, 1) va D(-5;-5; 3). Ac va XX) diognallaming
o'zaro perpendikulyar ekanini ko'rsating.

297. a ning ganday giymatlarida s=aT —3]+2«k va b=J+2] —aic
vektorlar o'zaro perpendikulyar bo ‘ladi.

298. Uchburchak uchlari koordinatalari berilgan: A(-1; -2; 4),
B(-4;-2; 0) va C(3;-2; 1). B uchidagi burehakni aniglang.

299. Uchburchak uchlari koordinatalari berilgan: A(3; 2;-3),
B(5; 1; -1) va C(l;-2; 1). A uchidagi tashqgi burehakni aniglang.

300. Uchlari A(l; 2; 1), B(3;-I; 7), C(7; 4;-2) nuqtalarda
bo‘lgan uchburchakni ichki burchaklarini aniglang va teng yonli
ekanini ko‘rsating.

301. a= {3 4; 5} va b ={i;2;-3} vektorlar berilgan. xa =9, xb =-4
shartlami ganoatlantiruvchi va Oz o‘giga peipendikulyar 5
vektorni toping.

302. a= ZF-]+3k, b =J3-3#2/7 va c=3[+2/-4A vektorlar beril-
gan. m= 5 xb =-ii, xc= 2 shartlarni ganoatlantiruvchi x vektorni
toping.

12 8. Vektorlarning vektor va aralash ko‘paytmasi
Ikki vektoming vektor ko‘paytmasi

Ta’rif. Ikki«vai vektor-
laming vektor Kko‘paytmasi
deb shunday c¢ vektorga ayti- ¢
ladiki, bu vektor a va b vek-
torlarga perpendikulyar, uzun-
ligi tomonlari a va h vektor-
lardan tuzilgan parallelogramm
yuziga teng, yo‘nalishi ¢ vektorning uchidan garaganda a vektordan
b vektorga oiisbning eng gisga yoi soat strelkasi harakati
vo'nalishiga garama-qarshi bo‘lishi kerak. (6-shakl).



Vektor ko‘paytma axb yoki [ah] ko‘rinishda yoziladi.

Ta’rifga ko‘ra,
lcl=[a-£1 = [fil-{ljlsin G,

bu yerda ¢ - ava b vektorlar orasidagi burchak.
Vektor ko'paytma quyidagi xossalarga ega:
1. [ab] =-[ba];

3. (a+6)-c =[ac]+[6c];
4. Agar al|li boisa, j\zE]=o.

1 va 4 xossalardan foydalanib 1],k bazis vektorlar uch
quyidagi formulalami topamiz:
[»1-°

W=-*,_pl]=o; n="r,
H=j; M=-T, bl =o.
I-teorema. i va i vektorlar o‘zlarining koordinatalari bilan

berilgan boisin:
S={X,y,,Zt}, bLUb,2r).

U holda a va » vektorlarning vektor ko‘paytmasi quyidagi
formula bilan topiladi:

/I i K
. ; J
Y, zi. 4 X X,
b ’ i+ k =X i 6
[a ]:Y;_> 2", XZ]+ N zi (6)
Y2 Z2

303. r va v vektorlar o‘zlarining koordinatalari bilan berilg

a =(2;5;7) va F=[1;2;4] [ab] topilsin.
Yechish. (6) formuladan foydalansak.

i j ok
2 5 7=6i—j-«
i 2 4

natijani olamiz.



Biz ikki a va b vektorlar uchun |
skalyar va vektor ko‘paytma tushun-
chalari bilan tanishdik. Bizga ixtiyoriy A
3 taab va c vektorlar berilgan bo‘lsin.
a vektorni » vektorga vektor ko‘-
paytirib, [ab] vektorni hosil gilamiz. [r
i| vektorni ¢ vektorga skalyar ko‘-
paytirib, [«b]c sonni hosil gilamiz.
Berilgan ab va c¢ vektorlami bunday
tartibda ko‘paytirish vektor-skalyar yoki aralash ko‘paytma deb
ataladi.
2-teorema. «v va c vektorlarning aralash ko‘paytmasining
absolyut giymati, shu vektorlarga qurilgan parallelopipedning
hajmiga teng.

Natija. Wir ="\(axb)-c\.

a,i va c vektorlar koordinatalar bilan berilgan bo'lsin.
s ={A,.rl,z,}, b={X2Y2Z2} va c={X2Y323}

I oz A XM
!L»]"lg?' Z’H—ZZ J'IZJ+X2 n
vektorni c=xJ+Yj+z%k vektorlarga skalyar ko‘paytiramiz.

. X, Y Z
v M4 L oxt o Xioyr_
([ab™) = X v 72+\r322 x2+z’x2 » X2 y2 22
x3y, z3
Demak,
X, Y z\
[ablc x2 rr z2 @)
Xr Y3

a={x[r1zl}, b={x2y2z2 va c=<x,x,z} vektorlarning aralash kKo ‘paytmasi
nolga teng boiishi uchun ular komplanar boiishi zarur va yetarli.
304. a={1;23}, /={34 va c¢={252> Vektorlarga qurilgan
parallelopipedning hajmini toping.
Yechish. (7) fonnulaga asosan



5 Z 1 2 3
vV=x2 z2=-1 3 4

X, 0~ 2 5 2

305. ava b vektorlar = burchak hosil giladi. |5 =6 |*| =5
bo'lsa, |[i]| ni hisoblang .

306. |a\ = io, |5l =2 va ab=12 boisa, |[iW4] ni hisoblang .

307.1a =3 | =26 va [[a*]| =72 boisa, ab ni hisoblang .

308. a va b vektorlar o‘zaro perpendikulyar, shuningdek,
51=3 j4 boisa, hisoblang:

+%) (a-
2)\[{3a-b)(ya-2b)\.

309. ava b vektorlar =~- burchak hosil giladi. |5 = 1 \i»=2
boisa, hisoblang:

1 Y\a bj;2) [(25 +b)(a + 2M)]1;
3)[(a + 3b)(3a —6)]\

310. a+b va 5-6 vektorlar kollinear boisa, a va » vektorlar
ganday joylashgan boiadi?

311*. Tenglikni isbotlang: [5 v]2+ (ab)2= am2.

312*. Tengsizlikni isbotlang

labd <adbl

Qanday holda tenglik oiinli boiadi?

313*. a b vac vektorlar uchun a+b+r= 0 tenglik oiinli
boisa,

I36] = ISc] = [ca] ni isbotlang.

314. a, b, c vad vektorlar uchun [36] =[crf]; [55]=\bd] muno-
sabatlar oiinli boisa, 5-d va u-g vektorlar kolleniar boiishini
isbotlang.

315.5= {3, 2} va v = {i;2;-i} vektorlar berilgan. Quyidagilarni
aniglang:

Dlaii] :  2)[(25 +b)b\ ; 3)[(2a-b )(2a + LL], .

56



316. A(2; -1; 2), B(I:2; — 1) va C(3; 2; 1) nuqgtalar berilgan.
Quyidagi vektor ko‘paytmalarni aniglang:

1) [ab bc ]; 2) [(Sc-2 ca) cB].

317. | =3 2; 4 kuch va uning go'‘yilish nugtasi A(2; -1; 1)
berilgan. Koordinatalar boshiga nisbatan kuch momentini toping.

318. ?={;-4; 5} kuch va uning qo‘yilish nugtasi M 0(4;-2; 3)
berilgan. A(3; 2; -1) nuqtaga nisbatan kuch momentini toping.

319. 0={3;4;-2} kuch va uning qo‘yilish nugtasi C(2;-I;-2)
berilgan. Koordinatalar boshiga nisbatan kuch momentini va
moment Dbilan koordinata o'qlari orasidagi burchaklaming
kosinusini toping.

320. A(L; 2; 0), B(3; 0; — 3) n C(5; 2; 6) nuqtalar berilgan.
ABC uchburchakning yuzini toping.

321. Shunday x vektorni topingki, u a=p;-3 i) va *={;2; 3}
vektorlarga perpendikulyar va  x@J + 2]-ik) =\o tenglik o‘rinli
bo‘ladi.

322. a b, r vektorlar ganday uchlik(o‘ng yoki chap) hosil
giladi:

Na=k b=ic=j 2)a =i, b =k ¢ =j;
3) a=j,b = ,c=kK 4)a=i +*jb=j,c=K
5 a-7+j, b=J—j, c=j; 6 a=1+y,b=i-j,c =k

323. a b,r o‘zaro perpendikulyar va o°‘ng uchlikni taslikil
etadi. Agar[5| =4. \v\=r, W=b, boisa asr ni hisoblang.

324. c vektor a va b vektorlarga perpendikulyar, a va h
vektorlar esa 30° li burchak hosil giladi. Agar \s\ = § |6]=3, |c|= 3
bo‘lsa, asr ni hisoblang.

325*. a b,c vektorlar [ab] + [k]+ [S3] = 0 shart bajarilgan-
da komplanar bolishini isbotlang.

326. 5= 3h b ={-2;2;)} c= 826 bo‘lsa, abc i
hisoblang.

327. 5, b, ¢ vektorlar komplanar bo‘ladimi?



1) a= {2;3; -1}, b= {I; -1;3}, c= {1 9; -11};
2) a= §-2 1} b= 2133 =B 1 -Z;
3) 5= {2, -1, 2}, b= {I;2;-3}, c= {3;-4; 7}.
328. A(l; 2;-1), B(@O; 15, C(1;2,1, D{(2 13
nuqtalar bir tekislikda yotishini ko‘rsating.
329. Uchlari A(2;2;2), B(4;3;3), C(4;5;4) va D(5:5:6) nuqgta-
larda boigan uchburchakli piramidaning hajmini toping.
330. Uchlari A (2; -1; 1), B (5; 5;4), C (3;2; -1)va D (4; 1; 3)
nuqgtalarda bo‘lgan tetraedmi hajmini aniglang.



111 BOB. TEKISLIKDA VA FAZODA ANALITIK
GEOMETRIYA

13 8. Tekislikda analitik geometriyaning sodda masalalari

Analitik geometriya kursida asosan figuralarni ularning
algebraik tenglamalari yordamida o‘rganiladi. Bu o°‘rganishning
asosini koordinatalar metodi tashkil giladi. Analitik geometriya fani
tekislikda va fazoda analitik geometriyaga boiib o‘rganiladi. Biz
asosan tenglamalari birinchi va ikkinchi darajali algebraik teng-
lamalar bilan ifodalaniladigan geometrik figuralar bilan shug‘ul-
lanamiz. Biz o ‘rganadigan geometrik figuralar sinfi fan va texnikada
juda muhim rol o ‘ynaydi.

O nugtada kesishuvchi o‘zaro perpendikulyar x*x va Y'Y
to'g'ri chiziglami garaylik (1-shakl). oXxva or nurlami musbat,
ox' va oY' nurlami manfiy yoimlish deb qabul gilamiz va bu
nurlarda yagona birlik kesma tanlab masshtab kiritamiz. Hosil
boigan sistema to‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasi deb
nomlanadi. Bunda ox nurni x o‘qi yoki absissa 0‘qi, oy nurni v
o‘qi yoki ordinata o‘qi deyiladi. Tekislikdagi ixtiyoriy M nugta
olaylik va bu nugtadan x va y o‘qlariga parallel to‘g‘ri chiziglar
oikazaylik. Bu to‘g‘ri chiziglar x va y o‘gni mos ravishda
x=a,y =b nuqtalarda kesib o‘tsin. Bu nuqgtalami P va Q bilan
belgilaylik. M nuqgtaga (ab) sonlar juftini mos qo‘yamiz va bu
juflikni M nuqtaning koordinatasi deb ataymiz, Mf(ab) kabi
belgilaymiz. Shu tarzda tekislikdagi barcha nuqtalar va (x,y) hagiqiy
sonlar juftligi orasida moslik o‘matib chigish mumkin.

Endi ba’zi muhim formulalarni keltiraylik.

Dekart koordinatalari sistemasida biror M(a,b) nugta berilgan
boisin. Bu nuqtaning ox o°‘gidagi proyeksiyasi Mox(a,0), Oy
o‘gidagi proyeksiyasi Mor(0,b), ox o0‘giga nisbatan simmetrik boi-
gan nuqtasi M'oq(a,~b), Oy o°‘giga nisbatan simmetrik boigan



fx'=x-a
\y'=y-b
oxy Dekart koordinatalar sistemao‘glarini O nuqta atrofida ¢ burc
Koordinata boshiga nisbatan burishda yangi o xr koordinatalar
sistemasi hosil boisin. oxy koordinatalar sistemasidagi M™(x.y)
nugtaning oxy' Kkoordinatalar sistemasidagi koordinatalarini
quyidagi formula orgali topiladi:
X' = Xcos @+ _ysing>
[y ’=-xsin (p+y cosg?
331. A(3;8) B(-5;14) nugtalar orasidagi masofasini toping.
Yechish. (1) formuladan foydalanib,
d =J{-5-3)2+(14-8)2="64 +36 =tOga ega bo‘lamiz.
332. A(-1;3) B(3;-2) AB kesmani 15 nisbatda bo'luvchi
C nugtani va AB ning o‘rtasi D nuqtani koordinatalarini toping.

Yechish. (2) formula orgali C nuqgtani, (3) formula orqali
D nugtani koordinatalarini topamiz:

(9)

o 145, 1+3
1+15
3-3 3-2
=0 =0.
1+1.5 05

Demak, C(i.4;0), D(l;0.5) ekan.
333. Uchlari A(l;-2), B(3;4),C(-7;6) nuqtada bo‘lgan
uchburchak yuzini toping.
Yechish. (6) formuladan foydalanamiz.
I
I Z8+14+4+6+28-6 =64, 5 =2—-64=32.

o N -

I
3 -
2 4
334, A(2135°) nuqtani Dekart, £- "°) nugtani qutb
koordinatalar sistemasidagi koordinatalarini toping.

Yechish. (7) formuladan "2°°513%° =2 A (Lv2i4r),
ry = 2sin 135° = \/2



-n/3 ekanligini topamiz. B nuqgtaning ikkala
(3:arcth~3~ zarctgi3
2
koordinatalari ham manfiy bo‘lgani uchun 3- chorak burchagi ya’ni
<=210° ekan. Bundan B(//3;210°) ekani kelib chigadi.
335. Koordinata o‘glarini 60° ga burish natijasida M(4,-2)
nuqtaning vangi koordinatalar sistemasidagi koordinatalarini toping.
Yechish. (9) formulaga ko‘ra
fx' =4c0s60°-2sin60° bc'=2-n/3 o .
w hosil gilamiz.
[y'=-4sin60° -2 cos60° [y =-2-& -1
336. Quyidagi nuqgtalami Dekart koordinatalar sistemasida
belgilang.
A(2; 3),5(-5;1),C(-2; -3),D(0; 3),E(-5;

337. Quyidagi nuqtalami absissa va ordinata o‘gidagi
proyeksiyalarini toping.
A(2;-3),B(3;-1),C(-5;1),D(-3;-2),E(-5;-1).
338. Quyidagi nuqtalarga absissa va ordinata o‘glariga va
koordinata boshiga nisbatan simmetrik nugtalami toping.
DA@2; 3); 2)B(—3; 2); 3)C(-1; -I);
4)D(-3; -5); 5)E(-4; 6); 6)F(a;b).
339. Uchburchakning tomonlari o‘rtalarining koordinalari
M(L;-1),7V(-1; 4) va P(-2; 2). Uchlarini koordinatalarini toping.
340*. Uchlari A(l;-3) va s(4;3) nugtalarda bo‘lgan kesma teng
5 gismga bo‘lingan. Bo‘linish nuqtalarining koordinatalarini toping.
341. Uchlarining koordinatalari berilgan uchburchakning
yuzasini hisoblang:
1)A(2; -3),B(3;2)vaC(-2; 5);
2)M,(—3; 2),M2(5;-2),M3(l; 3);
3)M(3; -4)M-2;3),P(4; 5).
342*. Uchlarining koordinatalari 1n(3;6), B(—;3),C(2;—1) boigan
uchburchakning C uchidan tushirilgan balandligini toping.



343. Uchta uchining koordinatalari berilgan parallelogramm
yuzasini hisoblang:

A(-2 3),B4 -5),C(-3; 1.

344*, Uchburchakning yuzi s =4, ikkita uchi A(2; 1), B(3;-2)
bo‘lib, C uchi ox o‘gida yotadi. C uchini koordintasini toping.

345*, Qutb koordinatalari sistemasida quyidagi A(3;-") ,

5 t - -
B(5; —n) nugtalar berilgan. ABCD parallelogrammning diagonallar

kesishgan nugtasi qutb boshi bilan ustma-ust tushadi. C vaD nugta
koordinalarini toping.

346. Qutb koordinatalari sistemasida quyidagi A( 8; -~n) va

B(6; j) nugtalar berilgan. AB kesma o ‘rtasini koordinatasini toping.

347. Koordinata o‘glarini parallel ko‘chirish natijasida
koordinata boshi O nuqta

0'(-1;3) nuqgtaga o‘tsa, M(2;-1) nuqtaning yangi sistemadagi
koordinatalarini toping.

348. Koordinata o‘glarini 60° ga burish natijasida ganday nuqta
(-2;4) nugtaga o ‘tadi.

14 8. Tekislikda to‘g‘ri chizig tenglamalari.
Tekislikda to‘g‘ri chizigga doir turli masalalar.

Maktab geometriya kursidan ma’lumki, to’g'ri chiziq eng
sodda geometrik shakllardan biri boMib, u ta’riflanmaydi.
To‘g‘ri chizigning turli tenglamalarini keltiramiz.
To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi.
y =kx +b (10)
(10) tenglama to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli teng-
lamasi deb ataladi. Bunda to‘g‘ri chizigning ox 0 ‘qi musbat yo‘nali-
shi bilan hosil gilgan burchagi a , to‘g‘ri chizigning ordinatalar
o‘gidan ajratgan kesmasining kattaligi b ga teng va tga =«
munosabat o ‘rinli.
To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi
Ax+By+C=0 (11)



(11) tenglama to‘g‘ri cliizigning umumiy tenglamasi deyiladi.
Burida a2+b2>0, n(A;B) to‘g‘ri chiziqga perpendikulyar boigan
ixliyoriy vektor (normal vektor).

1) A*o, 8*0, C=0 boisa, Ax+sy=o bo‘lib, to‘g‘ri chiziq
koordinatlar boshidan o‘tadi, chunki o(o, 0) nugtaning koordinatlari
leuglamani ganoatlantiradi.

2) a=0, B*0, ¢*0, boisa, y=-5 boiib, or o‘gdan . kesma
ajratib, ox o‘giga parallel to‘g‘ri chizig tenglamasi bo‘ladi.

3) b=0, a*o, c*o boisa, x=~ boiib, ox o‘gdan- kesma

ajratib, oy o°‘qiga parallel to'g'ri chizig tenglamasi boiadi.
4) a=0, =0, B*0 boisa, y=o0 boiib, ox o‘gining tenglamasi
liosil boiadi.
5) 5=0, ¢ =0, A*0 boisa, *=0 boiib, oy 0°‘gining tenglamasi
liosil boiadi.
To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi
mefi :y.ﬁIL (12)

(12) tenglama to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi deyiladi.
llunda (xLy,)to4<i chizigga tegishli biror nugtaning koordinatalari,
s(nnn) shu to‘g‘ri chiziqga parallel boigan biror vektor.

To‘g‘ri chizigning paramertik tenglamasi

(13)

(13) tenglama to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamasi
deyiladi. Bu tenglama (12) tenglamani t ga tenglab hosil gilinadi.

To‘g‘ri chizigning kesmalarga nisbatan tenglamasi

To‘g‘ri chiziq koordinat o‘glaridan mos ravishda a va »
Kcsmalar ajratib o‘tsin ya’ni to‘g‘ri chizig A(a, 0)va b (o b)
miqtalardan o‘tsin. U holda bu to*‘g‘ri chiziq tenglamasi quyidagi

2 ) =1 (14)

k-nj'.lama orqali ifodalaniladi. Bu tenglamaga to‘g‘ri chizigning
li",malarga nisbatan tenglamasi deyiladi.



Ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasi
L Y-y1 (15)
*2~-X  Y2-Y1
(15) tenglama berilgan ikki nugtadan o ‘tuvchi to'g'ri chiziq
tenglamasi deyiladi.
Bunda to‘g‘ri chiziq (xy,), (x2y2 turli nuqtalar orgali o‘tadi.
(15) quyidagicha ham ifodalash mumkin:

X vy 1
1 N 1=0- (16)
*2 ¥ 1
To‘g‘ri chizigning normal tenglamasi
jecosar + Asina—p =Q (17)

(17) tenglama to'g'ri chizigning normal tenglamasi hosil
bo‘ladi. (11) tenglamada A2+s2+c2>0 shart bajarilsa, bu
tenglamani (17) ko‘rinishida yozish mumkin.

Bunda p-koordinata boshidan to‘g‘ri chiziqga o‘tkazilgan
perpendikulyar uzunligi, a-perpendikulyar bilan OX o°‘gning
musbat yo‘nalishi orasidagi burchak.

Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak

y =kix +6,, y =k +b2 to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak

K, —
formula orgali aniglanadi. Agar to‘g‘ri chiziglar Ax +By+Cx=0,
Ax +B% +C2=0 umumiy tenglamalari orgali berilgan bo ‘Isa,

cosa =—f Afo‘%LB’BZ M'gs'l
mJja2+ B2 myjA2 +B2

formula orgali aniglanadi.
Nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa Mo(xo-y,)
nugtadan 1:Ax +By +C =0 to‘g‘ri chizigqacha boigan masofa
d _ W, +Byo+Q

formula orgali aniglanadi.



J149. A(-1;1),B(1;3)nugtalar orgali o‘tuvchi to'g‘ri chizigning
Iinli lcnglamalarini yozing, Oxo‘qi bilan hosil gilgan burchakni
i.>4iij’, 0(0;0) nugtadan to‘g‘ri chiziqgacha masofani hisoblang.

Ycchish. (15) tenglamadan = kanonik tenglamani

fX —t —
In>il gilamiz. Bundan shu to:g‘ri chiziqningf( "+]) parametrik,
vi2 0umumiy, —+ =1kesmalar bo'yichavay=x+2 burchak

I «>*Hi(siyentli tenglamalarini hosil gilamiz. Oxo‘gi bilan hosil
Iihmu burchagi a =arctg\ =45"ekanini topamiz. (20) formula orgali
<) nuqtadan to‘g‘ri chiziggacha boigan masofa d=J2
mkmiiligini topamiz. /&y +2=0 umumiy tenglamani -Ja2+B2=-72
I'l boiib, —\= =y-\f2 =0 yoki jccosl35° +ysinl35°-~32 =0 to‘g‘ri
ﬂ2x+v2 y YOKI J y g

tlii/igning normal tenglamasini hosil gilamiz.

350. y =-3X+1,y =2x+\ to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni
miiglang.

Ycchish. =-3,k2=2 boigani uchun (18) formuladan
- 2-(-3) _— L .
iy -1, yokia =45 ekanini aniglaymiz.

351. Berilgan nugqtalardan qaysilari 2x-3y-3 =0 to‘g‘ri
i hi/iggategishli?

M/(3; 1), M2(2; 3), M3(6; 3), M4(-3; -3). M5{3; -1), M6(1 ; 1).

352. 2x-3y- 12=0 to‘g‘ri chizigni koordinata o‘glari bilan
I <;ishish nuqgtalarini toping. Grafigini yasang.

353. To‘g‘ri chiziglar kesishish nugtasini va orasidagi
biirchagini toping:

3x-y-14=0, 2x+y -6 =0.

354. Uchburchakning tomonlari tenglamalari x-3y =0,
\ v+2=0, 3x+y—10=0 Dboigan to‘g‘ri chiziglarda yotsa,
ni liburchakning uchlari koordinatalarini, yuzini va burchaklarini
loping.

355. To'gii chiziglar orasidagi burchakni aniglang.

)3x—y +5=0, 2x+y-7 =0;



2)x4i-y4v-5=0,(3+N )x + JE -S)y +7 =0;

) X3+y42-2 =0, x46 —3y + 3=0.

356*. Agar uchburchakda A(2;-1), B uchidan o‘tkazilgan
balandlik 3x- 4y + 27 =0, C uchidan o‘tkazilgan bissektrissa x +
2y — 5 = 0, tenglamalari ma’lum boisa, tomonlari tenglamalarini
tuzing.

357*. m va n ning ganday gqiymatlarida quyidagi to‘g‘ri
chiziglar

mx+8y +n =0, 2x +my—1=0

1) Parallel boiadi; 2) Usma-ust tushadi; 3) Perpendikuly
boiadi?

358. n-1;3)nugtava3x-y-4=0 to‘g‘ri chiziq berilgan.

1) Nugtadan to‘g‘ri chizigqacha boigan masofani toping;

2) Nugtaning to‘g‘ri chizigdagi proyeksiyasini toping;

3) To‘g‘ri chizigga nisbatan nuqtaga simmetrik nugtaning
koordinatasini toping.

359*. M(4;3) nugta orgali o‘tuvchi va koordinata o‘glari bilan
kesishib 3 birlik yuza ajratuvchi to‘g‘ri chizigning koordinata
o‘glari bilan kesishgan nuqtalari koordinatalarini toping.

360. Umumiy tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chizigning tu
tenglamalarini tuzing.
1)3*—4>’-10 = 0 2) 5n;-12y+ 26 = 0 3) 24x-10"+ 39 = 0.

15 8. Ikkinchi tartibli chiziglar.
Aylana, ellips, giperbola va parabola.

Tekislikda
Ax2+2Bxy +Cy2+2Dx +2Ey +F =0 (21)
tenglama bilan aniglanuvchi  chiziglar
ikkinchi tartibli chiziglar deb ataladi.
Bunda A2+B2+C2>0.

Aylana. Markaz deb ataluvchi nugta-
dan teng uzoqlikda yotuvchi tekislik nugta-
larining geometrik o‘miga aylana deyiladi
(5-shakl). Aylananing kanonik tenglamasi
(x-af+(y-b)2=R2 (22)
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| ) li-nglama bilan aniglanadi. Bunda A/0(a;6)nugta aylana markazi,
a niasofa aylana radiusi deb ataladi.
Xususan, a=o,b=0da (22) tenglamadan quyidagini topamiz:
Xx2+y2=R2 (23)
Iki tenglama markazi koordinatalar boshida yotuvchi va radiusi
i; cn long aylanani aniglaydi.
M= T72008?
[y =Rsit\t’
(4) icnglamalar sistemasiga aylananing parametrik tenglamaiari
deyiladi.

Aylana bilan bitta No(x,;y,,) umumiy nuqtaga ega bo‘lgan
in' @ 1i chiziq aylanaga shu nugtadan o ‘tkazilgan urinma deb ataladi.
* jv¢ Rz aylananing No(xo;y0) nuqgtasidan o‘tuvchi urinma
b-ii|'J;imasi quyidagicha boiadi:

>t e[0;2;1] (24)

XX0+yy0-R 2=0. (25)
\ijir,1>) markazli aylanaga No(xay(l) nuqtada o'tkazilgan urinma esa
(X- a)(x,, -a)+ (Y- b)(>0- b) =R2 (26)

Uq rinishda boiadi.

ICllips. Fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nugtagacha
boigan masofalaming yigindisi o‘zgarmas migdorga teng boigan
i kislik nugtalarining geometrik o'rniga ellips deyladi (6-shakl).

/ va I ellipsning fokuslari, M ellipsning ixtiyoriy nugtasi boisin.

6-shakl

mm| 2c, [FW |=rx |FJvl |=r2 boisa, ellipsning ta’rifiga ko‘ra



I+r1, =23, (27)
bu yerda a- o‘zgarmas musbat son (2a>2c) va b2-a 1- c2.
(28)
(28) tenglamaga ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi.
Ellipsda 4 (g0> n2(-a;0), 5,(0;6), B20;-b) nugtalarga uchlar,
4 41 IBA .l kesmalarning 2a, 2b uzunliklariga mos ravishda katta
va kichik o‘glar, a, b sonlarga mos ravishda katta va kichik yarim
o‘glar, Fm |, \Fam\ kesmalarning r ,r2 uzunliklariga fokal radiuslar
deyiladi.
[x =acost
y :bsim,/e[o\zxq (29)
tenglamalar sistemasiga ellipsning parametrik tenglamalari
deyiladi.
s=- kattalikka ellipsning ekssentrisiteti deyiladi. Bunda
o<e<\, chunkiO<c<u. M nuqtadan dxd2 masofada o‘tuvchi va
tenglamalari *=+j dan iborat boigan to‘g‘ri chiziglar ellipsning

direktrisalari deb ataladi. Direktrisalar ushbu
A =s (30)

al az
tengliklami ganoatlantiradi. Bu tengliklardan ellipsning fokal
radiuslari uchun
r,=a- SX, r2=a+sx (31)
formulalar kelib chigadi.
Ellipsning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

P zi—seosq) (32)
(32) formula orqali aniglanadi.
Ellipsga M0O(x0;y0) nuqtada oikazilgan urinma
ar +§'Byr0L:> (33)

formula orgali aniglanadi.



(iipcrbola. Fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nuqgtagacha

l4i masofalar ayirmasining moduli o‘zgarmas miqgdorga teng
Ihi ||mii tekislik nugtalarining geometrik o‘rniga giperbola deyiladi
i/ ilmkl).

va F2 ellipsning fokuslari, M giperbolaning ixtiyoriy
iuii'asi boisin.

7-shakl

|[N\F21=2c, |F\M I=1\, |FM |=/; Dboisa, ellipsning ta’rifiga ko‘ra
Ir,-r2|= 2a, (34)

Iniyerda a- o'zgarmas musbat son (2a<2) va fr=c2-a2

$br-| (35)

(1w Icnglamaga giperbolanlng kanonik tenglamasi deyiladi.
(iiperbolada A(a;0), AZ-a;0), B,(0;b), B2(0;-b) nugtalarga uchlar,
Mrl!, \BA\ kesmalarning 2a, 2b uzunliklariga mos ravishda
Imiligiy va mavhurril/yV/[, \Fam\ kesmalarning r{,r2 uzunliklariga

Inl.al ratliuslar deyiladi.
fx =ach?
y =bsht



tenglamalar sistemasiga giperbolaning parametrik tenglamalari
deyiladi.

8=2a kattalikka giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi.
Bunda £>1 chunkic>a. M nugtadan dx d2 masofada oiuvchi va
tenglamalari x=zf dan iborat bo‘lgan to'g'ri chiziglar

giperbolaning direktrisalari deb ataladi. Direktrisalar ushbu

'|!|'_|' :az =e A37>
tengliklami ganoatlantiradi. Bu tengliklardan giperbolaning fokal

radiuslari uchun
r~a —sx, r2=a +sx (38)

formulalar kelib chigadi.
Giperbolaning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

P:| —£COS(p £39)

(39) formula orgali aniglanadi.
Giperbolaga Mox0;y0) nugtada o ‘tkazilgan urinma

A-n =l (40)
tenglama orqali aniglanadi.
Giperbolaning asimptotalari
y =tx (41)
tenglama orgali aniglanadi.
Parabola. Direktrisa deb ataluvchi berilgan to‘g‘ri chiziq va

unda yotmagan fokus deb ataluvchi nuqgtadan teng uzoglikdagi
tekislikdagi barcha nuqtalar to ‘plami parabola deyiladi (8-shakl).

Agar *= parabola direktrisasi, F";°j parabola fokusi

boisa, u holda parabolaning kanonik tenglamasi
y2=2px (42)
(42) orgali aniglanadi (p >0).



p
2

lot mula bilan aniglanadi.
Parabolaning Mo(xo,y0) nuqtasidan o‘tkazilgan urinma teng-

liimasi
yy0=p(x +x0) (44)
( 14) orgali aniglanadi.
Parabolaning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

I-cos<p
(1S) formula orgali aniglanadi.

361. Berilgan aylananing markazi va radiusini toping:
2x2+2y2-8x+ -4=0.

Yechish.Tenglamani quyidagicha yozib olamiz:
(X2-4x)+(y2+~y) =2.

Qavslar ichidagi ifodalami toia kvadratga keltiramiz:



— -
362. va N(-2;— ) nuqtalardan o‘tuvchi ellipsning

kanonik tenglamasini tuzing.
Yechish. M va N nugtalaming koordinatalari i +b2 =1- ellips
a

tenglamasini ganoatlantirishi kerak.

25 3
4a* gh bundan i< 10 natijagakelamiz.
a2 5b2

Demak, ellips tenglamasi: 2(’2+\)'/2:,1 ko‘rinishda ekan.

2 2
363. Giperbolaning £--2_=i tenglamasi berilgan. Bu

giperbola elementlarini aniglang.
Yechish. Giperbola tenglamasiga asosan a=3, b=4 fokuslar

esa absissalar o‘gida yotadi.

c=nla2+b2=79+16=5 giperbola ekssentrisiteti: s =—=3
a

Fokusi va uchlarining koordinatalari quyidagicha:
F(5;0);F,(-5;0),A(3;0),4(-3;0),5(0;4),5,(0;-4).

Giperbola asimptotalarining tenglamalari : y =~ x,y =~ x .

Giperbola ixtiyoriy M(X,y) nuqgtasining fokal radiuslari:
v=-3 +-x, r2=3+~x . Direktrisalarining tenglamalari: x=~, x=~~;

364. Quyidagi shartlami ganoatlantimvchi aylana tenglama-
larini tuzing.

1) Markazi koordinatalar boshida radiusi i? = 3 ga teng;

2) Markazi C(2; -3) nugtada radiusi =7 ga teng;

3) Markazi C (6; -8) nuqgtada va koordinatalar boshidan
o‘tuvchi aylana;

4) Markazi C(1; -1) nugtada va 5x-12>-+ 9 = 0 to‘g‘ri chiziqga
urunuvchi aylana;

5)A(1; 1),5(1; -1) va c(2; 0) nugtalardan o ‘tuvchi aylana;

365. Qutb koordinatalar sistemasida aylana tenglamasini
berilgan. Aylana markazi va radiusini toping.
1)p =4cos0; 2)p = 3sinS; 3)p=-2cosfl; 4) p=- 5cosfl;
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S) p = 6COS(E-<?>; 6)p = 8sin«?-£); 7) p = 8sin (E<?).

366. Agar quyidagilar ma’lum boisa, markazi koordinatalar
birihidii, koordinatalar o'glariga nisbatan simmetrik boigan,
|u] ii'ihiri Ox o‘gida yotuvchi ellips tenglamasini tuzing.

1) Yarim o‘qglari 5 va 2;

2) Katta o‘gi 10, fokuslar orasidagi masofa 8;

D Kichik o‘gi 24, fokuslar orasidagi masofa 10;

4) Fokuslar orasidagi masofa 6, eksentrisitéti s :-3;

5) Katta 0‘qi 20, eksentrisiteti £ -3

367. x-y-5 = 0 to'g'ri chizigga urunuvchi fokuslari Fi (-3; 0)
\il,(3;0)boigan ellips tenglamasini tuzing.
368. Oox va Oy o‘glari bo‘yicha mos ravishda qi va g2

I liiisiyentlar bilan siqilish natijasida =i ellips x2+y2=16
i,hmaga o‘tsa, qi va g2 ni toping.

369. Agar quyidagilar maium boisa, markazi koordinatalar
iMciliiila, koordinatalar o‘glariga nisbatan simmetrik boigan,
PF>kuslari Ox o'gida yotuvchi giperbola tenglamalarini tuzing.

1) Haqiqiy o‘gi 10, mavhum o‘qgi 8;

2) Fokuslar orasidagi masofa 10 va mavhum o‘qi 8;

3) Fokuslar orasidagi masofa 6 va eksentritsiteti e ==|;

4) Hagigiy o‘qi 16 va eksentrisiteti s =~ ;

5) Asimptotalar tenglamasi y = +~x, fokuslar orasidagi masofa

6) Direktrisalar orasidagi masofa 22, fokuslar orasidagi masofa

7) Direktrisalar orasidagi masofa | va eksentritsiteti s =2 .

370. 5x - 6y-16 = 0, 13x-10"-48 = 0 to‘g‘ri chiziglarga
urunuvchi o‘gqlari Ox va Oy o‘glarida yotuvchi giperbola
i nj'Jiimasini tuzing.

371. 0 ‘glari Ox va Oy o‘glarida yotuvchi, A@4(> ; 3) nuqgtadan
(iMuvchi va



9x+2 y-15 = 0 to‘g‘ri chizigga urunuvchi giperbola tengki
masini tuzing.
372. Parabola uchi koordinata boshida bo‘lib, quyidagilar
ma’lum boisa, parabola tenglamasini tuzing.
1) p = 3, shoxlari Ox o‘gi musbhat yo‘nalishi bo‘yich;t
yo‘nalgan va Ox o‘giga nisbatan simmetrik;
2) p = 0.5, shoxlari Ox o‘gi manfiy yo‘nalishi bo‘yichii
yo‘nalgan va Ox o‘giga nisbatan simmetrik;
3) p =1, shoxlari Oy o‘gi musbat yo‘nalishi bo‘yich;i
yo‘nalgan va Oy o‘giga nisbatan simmetrik;
4) p = 3, shoxlari Oy o‘gi manfiy yo‘nalishi bo‘yicha
yo‘nalgan va Oy o‘giga nisbatan simmetrik;
373*. P(-3; 12) nugtadan y2=\Ox parabolaga urinma
o0‘tkazilgan. P nuqtadan urinish nugtasigacha masofani toping.
374. Quyidagi parabola uchining koordinatasini va fokusning
koordinatalarini toping.
)y= !x2+x+2; 2jh=4x2-8x+7; 3)y :-jx2+ 2X- 7.

16 8. Ikkinchi tartibli chiziglarning turlari.
Ikkinchi tartibli chiziglarni kanonik koi inishga keltirish.

Quyidagi ikkinchi tartibli chizigning berilgan boisin:
AXx2+2Bxy +Cy2+2Dx + 2Ey +F =0. (46)
Quyidagicha belgilash kiritaylik:
A B D
n=B C E
D E F
Quyidagi sxema orgali (46) tenglamaning turini aniglash
mumkin:

A B
B C

S a*o A=0
A>0 Ellips Nugta
r<o Giperbola Kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar jufti

£=0 Parabola Parallel to‘g*ri chiziglar jufti



1Jizga biror (46) koi'inishidagi tenglama berilgan bo‘Isin.
x=*'cosor-/sinflr, y - ysin« +y'cosa (48)
a burchakni shunday tanlash mumkinki, (48) almashtirish
iihlninida (46) tenglamani quyidagicha yozish mumkin

A'x2+C'y,242D'X'+ 2E'y<«F' =0. (49)
375. Quyidagi chizigni tumi aniglang va kanonik ko‘rinishga
h Hiring:
5x2+4xy +8y2+8x+14j+5=0.
Yechish.

I Avval chizig turini aniglaymiz. Berilgan tenglamani (46)
li'iij’lama bilan taqqoslab A=5B=2,C=82=4,£=7,F =5ekanini
lopamiz. (47) formuladan

5 2 4
s 02 36>0, A=2 8 7 =200+56+56-128-245-20 =-81 #0.
28 4 75
Nemak, berilgan chiziq ellips ekan.
2. Berilgan tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiramiz. (47)

iliniishtirishdan foydalanib berilgan tenglamani quyidagicha
vn/amiz:
My'cosor- y sina f +4(x cosa -y siiia)(x’sina +y cosa) +8(Vsina +y cosa f +
ift{\,cosa-ysina) + 14(x,sinQr+ycos«) +5=0
yoki
('cos2a +4sinacosa +8sin2a)x'2+(5sin2a - 4sina cosa +8cos2a)y'2+
N <sin« coscr+4(cos2a - sin2a)]*'/ + (8cosa +14sina)*" +
1(14cosor—8sina)y'+5=0
u in xy oldidagi koeflitsiyentni nol boMadigan gilib tanlaymiz.
Vn'ni,
I(i < a-sin2o)+6sinacosa=0 yoki Itg'a- 3tga-2 =0. Bundan tga, =2,
1ni topamiz.
Shuni ta’kidlash kerakki, tga ning qiymatlari o‘zaro perpen-
HKnlyar bo‘lgan ikki yo‘nalislini anigladi. tga=2 holni garasak,

tilt¥ holda x' va y' lar o‘mi almashadi (9-shakl).



9-shakl.
tga - 2 boisin, u holda sina=4=, cosa =-1= boiadi. U holda
\5 75
Ox2+4y2+-Ax —j-y' +5=0, VOki 9 *2+_ x' +4 yo.
AR . ! e T Y?

275'
Qavslar ichidagi ifodalami toia kvadratga keltirib

qQ/+1) HAy"ik) =f+5-5ydd

tenglamaga ega boiamiz. Demak, koordinata o‘glarini
parallel ko‘chirib x’=x"-m— ,/ =y"+~ ~ , quyidagi tenglamani hosil
gilamiz:

. X2y 2
9x2+4y2= , yoKi — +-
4 1/4  9/16

nimizdek, ellipsning kanonik tenglamasi.
376*. Quyidagi 2-tartibli chiziglarni kanonik koTinishga
keltiring, chiziq turini aniglang va grafigi sxemasini chizing.
1) 4x2+ 9y2- 40x+ 36y + 100 = 0; 2) 9x2— 16y2-54x-64y- 127 = 0,
3) 9x2+ 4y2+ 18T - 8y + 49 = 0; 4) 4x2-y2+ 8x- 2y + 3 = 0;
5)/+ 8 - 6y + 11=0. 6) 4x2+4y2+ 8x -16y -29 = 0;
377. Quyidagi 2-tartibli chiziglarni kanonik ko ‘rinishg;i
keltiring, chiziq turini aniglang.

=1. Bu esa awal ta’kidlaga-



1)3x2+10xy + 3/-2x-14v-13 = (;

2) 25x2- l4xy + 25/+ 64x - 64y -224 = O
3)4xy + Y + \6x + 127-36 = 0;

4) 7x2+ 6Xy - y2+ 28x + I2y + 28 = (;
5)19x2+ 6xy+ 1ly2+ 38x+ 6y+ 29 = (;

6) 5n2- 2xy + 5y2- 4x + 20y + 20 = 0.

17 8. Fazoda tekislik tenglamalari

Berilgan L,r,;wz) orgali n(A;B;C) vektorga perpendikulyar
n'luvchi tekislik
A(x-xD)+B(y-yl)+C(z-2])=0 (50)
li'iij-lama orgali ifodalaniladi.
'ns Wi>zi)5M 2(x2,y2,z2) va M 3(x3,y3z3) nuqtalardan o‘tuvchi tekislik
|*-*i zZ-Z,
x2-x, y2-3 z2-z,'=0 (51)
Fji-~i Ys~4 Z3~Z
i iip>lamaorgali ifodalaniladi.
Tekislikning umumiy tenglamasi
Ax +By+Cz+D =0 (52)
nni'lama orgali ifodalaniladi. Bunda A2+B2+C2>0.
i oboisa, By+Cz+D-0 OX o‘qqaparallel tekislik;
H O0Dboisa, AX+cz-rD=0 OY o0°‘qga parallel tekislik;
C 0boisa Ax+By+D=0 OZ o0'qqa parallel tekislik;
/) 0 boisa, Ax+By+cz=0 koordinatalar boshidan o‘tuvchi
i<l imlik hosil boiadi.
Ll :Alx+By +Cg +DI=0, Q2:A*x+B% +C2z +D2=0 tekisliklar
ni,iz;iilagi burchak
e AAFSS GG N
s j_JAhf+Bj+Cj -jAl+BI+Cl fa)
| mt) formula orqali topiladi.
Xususan,

J y= boisa, tekisliklar parallellik boiadi;



9-shakl.
tga =2 boisin, u holda sina=-%, cos«=-4= boiadi. U holda
5 \VS

9x2+4Y2+ 36 i -5.
7sX-Ny+5-“eyoki +7?T 4 25"
Qauvslar ichidagi ifodalami toia kvadratga keltirib

g\/l W\) = f+s - 5yoki

tenglamaga ega boiamiz. Demak, o (-koordinata o‘glarini

llel ko‘chirib x'=x"--~,y*=y"+ 1 idagi i hosi
parallel ko‘chirib x'=x Y =Y 4ds quyidagi tenglamani hosil

gilamiz:

9X"2+4y’2=?1 yoki 714”516: I. Bu esa awal ta’kidlaga-
nimizdek, ellipsning kanonik tenglamasi.

376*. Quyidagi 2-tartibli chiziglarni kanonik ko‘rinishga
keltiring, chiziq tnrini aniglang va grafigi sxemasini chizing.
1) 4x2+ 9 /- 40x+ 36y + 100 = 0; 2) X2—16/-54x-64.y- 127 = (;
3) 9xz+ 4y2+ 18x - 8y + 49 = 0; 4)4x2-y2+ 8x-2y + 3 = (;
5y + 8 - 6y + 11=0. 6) 4x +4/ + 8x -16y -29 = (;

377. Quyidagi 2-tartibli chiziglarni kanonik ko‘rinishga
keltiring, chiziq turini aniglang.



1) 3x2+10xy + 3y2-2x-14y- 13 = (;

2) 5m2-14xy + 25/+ 64x - 64y -224 =0
3)dxy + 3/+ 16x + 127-36 = 0

4) 7x2+ 6xy - / + 28x + 12j + 28 = (;

5) 19jc2+ 6xy+ 11/+ 38m+ 6y+ 29 = 0;

6) 5x2- 2xy + 5/ - 4x + 20y + 20 = 0.

17 8. Fazoda tekislik tenglamalari

Berilgan M "~y ~) orqali n(A;B;C) vektorga perpendikulyar
n luvehi tekislik

A(x-x)+B(y-y)+C(z-z1)=0 (50)
liii)>lama orqgali ifodalaniladi.
7 M2(x2,y2,z2) va M3(x3y3z3) nuqtalardan o‘tuvchi tekislik
x-xt y-)\ z-zl
x2~xi Yr~Yi 72—z =0 (51)

*3~*1 ¥3-Y1 Z3~14
Iciii’lama orqali ifodalaniladi.
lekislikning umumiy tenglamasi
Ax+By+Cz+D =0 (52)

inif-lama orgali ifodalaniladi. Bunda A2+B2+C2>0 .
1 0 boisa, By+Cz+D=0 OX o‘qqga parallel tekislik;
n Oboisa.tAx+Cz+D=0 OY o°‘qqa parallel tekislik;
¢ 0 boisa ,Ax+By+d=0 OZ o'qqa parallel tekislik;
/) 0 boisa, Ax+By+cz=0 koordinatalar boshidan o ‘tuvchi
ill.i;;lik hosil boiadi.
L :Ax +BY +Clz+ 4 =0, M ,:ix+fiz¥+CZ +22=0 tekisliklar
ui.inidagi burchak
L a,a,-i_-_loz_b;“,‘+c,c2ll
JAl +Bj +Cj-jA]+BI +C2
I"t) formula orgali topiladi.
Xususan,

Cos <

" =£1 boisa, tekisliklar parallellik boiadi;
A B2 c2



AA2+B,B2+C,C2=0 boisa, tekisliklar perpendikulyarlik boiadi;
é‘izuzinrz :Eé:yz boisa, tekisliklar ustma-ust tushadi.

Koordinata o‘glarini daf0),6(0,b,0),C(0,0,c) nugtalarda kesib
o‘tuvchi tekislik

a b o1 (54)
tenglama bilan aniglanadi. Bu tenglamani tekislikning kesmalar
bo‘yicha tenglamasi deyiladi.

Mi(xvyvz{ nugtadan & Ax+By+Cz+D -0 tekislikkacha boigan
masofa

_|N»,+4u+C*, + []
Ja2+B2+c2
(55) formula orqali topiladi.
Tekislikning normal tenglamasi

x-Cosa+y-Sin/] +zcosy-p =0 (56)
(56) formula orqgali ifodalaniladi. Bunda p koordinata boshidan
tekislikka tushirilgan perpendikulyar, cc,/3,y shu perpendikulyai
bilan mos ravishda i,j,k orasidagi burchaklar.
Ql:Ak +Bty +Cx +Dr=0, 02:A% +B% +C2% +D2=0 tekisliklar Kkesi-
shish to‘g‘ri chizigini o‘z ichiga oluvchi tekisliklar dastasi
tenglamasi

Alx +Bly +Cf + Di+A(AX +B% +CZ +D2) =0 (57)
(57) formula orgali aniglanadi. Bunda A - ixtiyoriy hagiqgiy son.

378. M(4;-5;7) nuqta orgali o‘tib, YOZ tekislikka parallel
boigan tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish. YOZ tekislikka parallel boigan tekislik tenglamasida
B=Cc=0 yoki Ax+D=0 boiadi. Oxirgi tenglikni A ga boiib
4+ =0ni hosil gilamiz. Bundan x-4 =o tekislik tenglamasi hosil
boiadi.

379. x+y-1=0 va 2x-y +j3z+3 =0 tekisliklar orasidagi
burchakni toping.

Yechish. Tekisliklar orasidagi burchak formulasiga ko‘ra,



COoSh + e =2-1 N, [=are, .
NT+1+0r o7 2%+<-Dl +u/3’
380. M(-I;1;-2) nugtadan 2x-3y+6z-11=0 tekislikkacha
IH)‘lgan masofani aniglang.
Yechish. Berilgan nuqtadan tekislikkacha boigan masofa
Ibrmulasiga asosan,

\-2-1-1-3-2-6-U\_28 _,
N22+(-3)2+62 7

381. Mj(0;1;3) va M2(245 nuqgtalardan o‘tuvchi va OX o‘gga
parallel tekislik tenglamasini tuzing.

382. OX o'gidan va Mi(0;-2; 3) nugtadan o‘tuvchi tekislik
Icnglamasini tuzing.

383. x+2y+2z-8 =0,x+y-6 =0 tekisliklar orasidagi bur-
chakni toping.

384. (2;2;-2) nugtadan oiuvchi va x-2y-3z=0 tekislikka
parallel tekislik tenglamasini tuzing.

385. Mx{-1;-2;,0) va M2(;12) nuqgtadan oiuvchi hamda
vi2v+2z- 4=0 tekislikka peipendikulyar tekislik tenglamasini
luzing.

386. M{(1;-1;2), M22l;2) va M3114) nugtalardan oiuvchi
tekislik tenglamasini tuzing.

387. OZ o‘qdan o‘tib, 2x+y-4$z =Q tekislik bilan 60° Ii
burchak tashkil etuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

388. 4x+3>-52-8 =0 va 4x+3y-5z +12=0 parallel tekisliklar
orasidagi masofani toping.

389. (4;3;0) nugtadan Mj(1;3;0),M2(4-1;,2) va M33,0;) nuqta-
lardan oiuvchi tekislikkacha boigan masofani toping.

390*. 3x- 4y- z+5=0, 4x-3y +z+5=0 tekisliklar kesishib hosil
gilgan o‘tmas burchakka bissektrisa boiuvchi tekislik tenglamasini
lu/ing.

391*. Kubning ikkita yogi 2x-2>;+z-1=0,2x-2y +z+5=0
Ickisliklarda yotsa, kub hajmini toping.



18 §. Fazoda to‘g‘ri chiziq tenglamalari.
To‘g‘ri chiziq va tekislikning o‘zaro vaziyati.

Fazoda to‘g‘ri chizig tenglamasi,
Q. :Ax+Bfy+Cz+D(=0, Q, :AX+By +CZ+[ =0 tekisliklaming
kesishish sifatida
\AjX+ B,y +C\z+ D{=0
AX +B% +C2Z +D1=0
orgali ifodalaniladi.
s=ml +nj+pk  vektor, to'g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori
boisin.
To‘g‘ri chizigning vektor tenglamasi,

r=rl+t-s (59)
(59) orgali ifodalaniladi. Bunda/,™ -radius vektorlar.
Berilgan nugtadan o‘tuvchi to'g'ri chizigning

kanonik tenglamasi

*oxl Y-Y\ rz~zl
m n p

tenglama orgali ifodalaniladi.
To'g‘ri chizigning parametrik tenglamasi
X=X, +tm
y =y,+tn (61)
z =zY+tp
tenglama orqali ifodalaniladi.
Berilgan M A7 57) va M2(x2;y2,z2) nugtalardan o'tuvchi
to‘g‘ri chizig tenglamasi esa
X-X, _ V-y, "™ Z-Z| (~2)
X2~xi  Yr~Yu z2~1zi
tenglama orqali ifodalaniladi.

Bizga to‘g‘ri chiziglar berilgan
m, n, p, i} n2 p2
bo‘lsin. Bu to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak
cos(p= m~”™ +nn +prp, (63)

jmf +nf +p] wjm2+n2+p\
(63) formula orgali topiladi.



ANKQyQz0O nugtadan /,»— b.=Z J1 f_& to‘g'ri chiziqqécha
n\

13, 7,
in.isofani
(64)

(64) formula orqgali topiladi. Bunda  Mx(xvyvzyelx. (64) ni
ililyidagicha yozish mumkin:

— LO — 2 2
R e s+ T 5 TR wTF
n} p, Pi m, m} n, (65)
ylm[+nf+pf
Bizga1.-— i A A to'g'ri chiziq,

1? Ax+By+Cz+D -0 tekislik va MOxQy0z0) nugta berilgan boisin.
To'g'ri chizig va tekislik kesishish nuqtasini topish formulasi
quyidagicha:
X—Xj _y—=¥Y]_ zZ—zI
m n P (66)
Ax+By+Cz+D =0
To‘g‘ri chizigni tekislikda yotish sharti:
[Am +Bn+Cp =0

(67)
+By+Cz+D =0
To‘g‘ri chizig va tekislik orasidagi burchak sinusi:
sinw= Am +Bn +Cp (68)

mJa2+B2+C2-yjm2+n +p
To'g'ri chiziqg va tekislikni parallellik sharti:
Am +Bn+Cp =0 . (69)
To'g'ri chiziq va tekislikni perpendikulyarlik sharti:

monop (70)
MO nuqta va / to‘g‘ri chizigdan o'tuvchi tekislik
X~Xx0 Y-Yo z-~1z0
Xi~xo Y~Yo z,~: =0 (71)

m n
icnglama bilan ifodalaniladi.



I to‘g‘ri chizigni o‘z ichiga oiuvchi, Q tekislikka peipehdikulyar
tekislik tenglamasi
X-Xj y-yj z-z,

m, rtj p, =0 (72)
A B C
tenglama bilan ifodalaniladi.
392. To‘g‘ri chizigning quyidagi tenglamasini kanonik shaklga

keltiring:
(2x-3y-z-9 =0
(x-2y+z+3=0
Yechish. 1-usul. To‘g‘ri chizigga tegishli biror nugtasini

aniglaymiz:
-0 x =27
2x-3y-9 =0=> y=15. Demak, m 1(27;15;0)exKw.
Xx-2y+3=0 z=0
To‘gii  chizigning yo‘naltiruvchi  vektori esa vektor
ko‘paytmadan
i j ok
S="nl,n2~"=2 -3 -1 =-5i-3j-k
1 -2 1
ekani kelib chigadi.
Bundan, X'27-y';5:~z" yoki X2T =Y epanligini
olamiz.
2-usul. z ni parametr qilib tanlab, x va y ga nisbatan

: fx=5z +27
yechamiz: j -3 +15

Bu tenglamalardan z ni topamiz:
in:z, Y=15 _, Bundan XAT Y1 2 ekanligmi olamiz.
393. M(2,-5,3) nuqgtadan o'tib, Oy o‘qga parallel boigan
to‘g‘ri chizigning tenglamasini tuzing.
Yechish. y(0,1,0) izlanayotgan to'g'ri chizigni yo‘naltiruvclii
vektori bo‘ladi, chunki shartga asosan, to‘g‘ri chizig Oy o0°‘qga
parallel. Shunga ko‘ra, to‘g‘ri chizigning paramertik tenglamasi



*y =t-5hosil boiadi.
z-3
394. Ai(4; -3; 1), A?(5; -3; 0) nugtalardan oiuvclii to‘gri
chiziqg tenglamasini tuzing.
Yechish. (5) fonnuladan foydalanib,
x-4  Vv-(-3) z .. x-4 Vv+3 2-1
y°kl ekamn>toPamlz-
2 kasrning maxraji 0 ekanligini 0 ga boiish emas, yo‘naltiruvchi
vcktoming ordinatasi deb tushunish kerak. Ushbu noqulaylikdan
parametrik tenglamaga oiish yordamida qutilish mumkin. Y a’ni,

X=t+4
my =~3
Z—~t-fl

\2x+y —2—3=0
X+y+z—1=0

395. to‘gii chizigni koordinata tekisliklari

hi lan kesishish nuqgtalarini togping.
396%, 1X72Y"32-5 =0 i chizigni koordinata tekislik-
[2x-y-z +2=0
liiridagi proyeksiyalarini toping.
397, f5x-y-2z-3=0
\3x-2y-5+2=0
\il4y -7z-11 =0tekislikka perpendikulyar tekislik tenglamasini
In/,ing.
398. M] (2; 0; -3) nugtadan oiuvchi va quyidagilarga parallel
Imi' Igan to“g‘ri chizigni kanonik tenglamasini tuzing:
1) a= {2;-3;5}; 2) £ 2=Z+2=fzi 3) Ox 0‘qi;

4) Oy o0:qi; 5) 0z 0'qi.

399. Mi(/—4; -5; 3) nugta va = 2 =1 £§2 :2§b£_~5l
In 1,'ri chiziglar kesishish nugtasi orgali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
Inij-’lamasini tuzing.
400. To‘g‘ri chiziglar orasidagi o ‘tkir burchakni toping:
X-3_y+2_ z X+2_y-3_z+5
2 ~T~~T~-3T"

to‘g‘ri chizig  orqali oiib,



401. Quyidagi to‘g‘ri chiziglarni parametrik tenglamasini
tuzing:
[ 2x+3y-2z=0
[3x-5y +2z +\=0
[x+2y-z-6 =0
2) 3X—y +z+1=0
402. To‘g‘ri chiziq va tekislik kesishish nuqgtasini toping:
4 x-1 y+1 7

1) ——=2—=— 2x+3y+z-1=0;
2) X3-¥:3 =231y vezas=0;

x+2 y-1 z-3
3) = = ~2~ Wx+2y~27+6=0-
403. Quyidagi ikki to‘g‘ri chiziglar orasidagi eng gisga
masofani toping:
1) x+2-Y+4 _z+4 . x-21_y-2\ _z=2
3 4 -2 6 -4 -1
2) X=2t -4; y= -t+4; z=-2t-1, Xx=- 4t -5; y= -3t+5; z= -5t+5;
3) £x1=Z*1=£7zi; x=61+9; 5/: -2t 2= -t+2.
3 2 -2

404. Parallel to‘g‘ri chiziglar orgali o‘tuvchi tekislik tengla-
masini tuzing:
x-2 _y+1_z-3 Xx-1_y—=2_z+3
3 ~ 2 -2 3 "2 vA~
405. Mi (-6: 1; -5), Mm2(7; -2; -1) va Mi (10; -7; 1) nuqgtalardan
o‘tuvchi tekislikka nisbatan P(3; -4;-6) ga simmetrik nugtaning
koordinatasini toping.

406. P(I; -1; -2) nugtadan N to‘g‘ri chiziggacha

masofani hisoblang.
407. P(2; 3;-1) nugtadan quyidagi to‘g‘ri chiziglargacha maso
fani toping:
x—5 y z+25
D 5 2 .
2) x=t+l; y=t+2, z=4t+13;
[ 2x—=2y+z+3=0
[2x-2y +22+17=0

86



408. Mi (2; -2; 1) nugta va x=2t+l; y=-3t+2; z=2t-3 to‘gri
chiziq orgali o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

19 8. Ikkinchi tartibli sirtlar

if fazoda quyidagi tenglamani garaylik:
ouxr +2auxy +2auxz + a2y 2+2a2yz +a’z2+2bw +2b2y +2b,z +c =0. (73)
(73) tenglama orqgali berilgan geometrik shakl ikkinchi tartibli
sir! deyiladi. Agar (73) tenglama yechimga ega boimasa, mavhum
sirt deyiladi.
(73) tenglamani muhim xususiy hollarini garab chigamiz.
Markazi C (a. [3 y) nuqtada, radiusi r boigan sfera
(x-af +(x-p)2+(x-y)2=r2 (74)
U-nglama orgali ifodalaniladi.
Ellipsoid tenglamasi:
}j‘/ fbl’ +/(; 1 {ab,c>Q).
Birpallaligiperboloid tenglamasi:
X2 y2 12
=1 (a b, c>0).

Ikkipallali giperboloid tenglamasi:

Elliptikparaboloid tenglamasi:

— +"~=2z (p,q>0).
P q
Ciiperbolikparaboloid tenglamasi:

=2z (p,q>0).

Konus sirti ten%lamasi:
X y®

=0 (a,b,c>0).
b2 «c2

Nugta
X2+y2+22=0.



Elliptik silindr tenglamasi:

Giperbolik silindr tenglamasi:

2 b (a,b>0) (83)
Parabolik silindr tenglamasi:
y2=2px (p>0). (84)
Keshuvchi tekisliklarjufti tenglamasi:
ax2-b2y2=0 (a,b>0). (85)
Parallel yoki ustma-ust tushuvchi tekisliklarjufti tenglamasi:
x2-a2=0 (a>0), z2=0. (86)
Tof Tichiziq tenglamasi:
*2+1=0. (87)

Quyida bulardan ayrimlarining chizmalari keltirilgan.
Ellipsoid.

10-shakl

Bir va ikki pallali giperboloid.



11-shakl 12-shakl

Elliptik va giperbolik paraboloid.

13-shakl 14-shakl

Komis.



Elliptik silindr.

16-shakl

Giperbolik va parabolik silindr.

17-shakl 18-shakl



409. Markazi c(-5;3;2) nuqtada va 2x-2.y +z-4 =0 tekislikka
nrinuvchi sfera tenglamasini tuzing.
Yechish. Markazdan tekislikkacha masofa, ya’ni radiusni
topamiz:
9> (-5)-2-3,2-41.6
WA+4+1
tenglamadan (x+5)2+(y-3)2+(z-2)2=36 ekanini topamiz.

2 2 w2

410. v-2=0 tekislik bilan E+§+§
liosil bo‘lgan ellipsni uchlari koordinatalarini toping.

=1 eIIiEsoid kesilishidan

Yechish. Tenglamada y =2 ekanini inobatga olsak, X2+3Z/2: !

yoki §+E:1 hosil bo‘ladi. Bundan a=Vs, b=sj45, A\(~11;2;0) ,

A-(/812;0) Bi(0;2;- V£5),B20;2; V H) bo‘ladi.

411. Quyidagi shartlar asosida sfera tenglamasini tuzing:

1) Markazi C(0; 0; 0), radiusi r=9;

2) Markazi C (5; -3; 7), radiusi r=2;

3) Markazi C(4; -4; -2) va koordinatalar boshidan o‘tadigan
sfera;

4) Markazi C(3; -2; 1) va ™ (2; -1; -3) nugtadan o‘tadigan
sfera;

5) A(2; -3; 5) va S(4; 1; -3) diametrial garama-qgarshi nugtalar
boMadigan sfera;

6*) Markazi koordinatalar boshi va 16x-15v-12z+75=0
Ickislikga urunuvchi sfera;

7) Mi(3; 1; -3), Mr'(-2; 4; 1) va M3 (-5; 0; 0) nuqtalar orqali
oiuvchi va 2x+j;-2z +3=o0 tekislikka urunuvchi sfera ;

8) MiG; -2; -1), M2(- 5; 10; - 1), M3(4; 1; 11), M4(- 8; -2; 2)

nuqtalar orgali oiuvchi sfera.
2 2 2

412. x - 2 = 0 tekislik bilan ?g+g+5 =1 ellipsoid

kesilganda hosil boiagan ellips yarim o‘glari va uchlari
koordinatalarini toping.



2

413. z + 1 = 0 tekislik bilan '3;5+‘|‘ ‘~‘E=1 bir pallali

0
giperboloid kesilganda hosil bo‘lgan giperbolaning yarim o'qlari va

uchlari koordinatalarini toping. _—

414, y + 6 = 0 tekislik bilan y +X- =6z giperbolik paraboloid

kesilganda hosil boigan parabolaning uchini va p parametrini
toping.

415*. yr+z2 = x elliptik paraboloid va x+2y-z =0
tekislikning kesishishidan hosil boigan kesimning koordinata
tekisliklaridagi proyeksiyalarini tenglamasini tuzing.

416*. Yasovchilari x+y-2z-5 = 0 tekislikka perpendikulyar
boigan silindr, x2+y2+z2=1i sferaga tashqgi chizilgan. Silindr
tenglamasini tuzing.

417. Quyidagi to‘g‘ri chiziq va sirt kesishish nuqtalarini
toping:

Wrajve 22 o x:3 y-4 zt2

8 36 9 3 -6 4’

=1 Y ¥ z+2.

~N16 9 4 *4-3 4 -
y2_rx+l_y-2_z+2" X2 y2_ X_y-2_1z+\
AT 4T ~Z2,~T~ -1 ~ -4 7 'V ~T~Z3~~"2~~~2~"

418. (x-2)2+ (y-I1f +z2= 25, x2+y2+z2= 25 ikkala sferaga

ham tashqi chizilgan silindr tenglamasini tuzing.
419.  Uchi  (3;-1;-2) nuqtada boigan, yasovchilari

X +y -1 tengjama orqa]j berilgan konus tenglamasini tuzing.
X-y+2z=0
420. Uchi koordinatalar boshida, yasovchilari
(x +2)2+(y -2+ (z- 3)2= 9 sferaga urinuvchi konus tenglamasini
tuzing.

421. 4x2+ 16y2+ gz2= | ellipsoidga x-2y+ 2z+ 17 = 0 tekis-
likka parallel gilib urinma o‘tkazilgan. Berilgan tekislik va urinma
orasidagi masofani toping va urinma tenglamasini tuzing.



IV BOB. MATEMATIK ANALIZGA KIRISH

20 8. TVplamlar va ular ustida amallar.
Haqiqiy sonlar to‘plami. Matematik belgilar.

To‘plam tushunchasi. To‘plam matematikaning boshlang‘ich.
ayni paytda muhim tushunchalaridan biri. Uni ixtiyoriy tabiatli
narsalarning (predmetlarning) ma’lum belgilar bo‘yicha birlashmasi
(majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan, javondagi kitoblar
In‘plami, bir nugtadan o'tuvchi to'g'ri chiziglar to‘plami,
N"—51+6=0 tenglamaning ildizlari to'piami deyilishi mumkin.
To‘plamni tashkil etgan narsalar uning elementlari deyiladi.
Matematikada to‘plamlar bosh harflar bilan, ulaming elementlari
csa kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan, a,b,c -to ‘plamlar,
n,h,c - ularning elementlari.

Ba’zan to‘plamlar ularning elementlarini ko‘rsatish bilan
yoziladi:

A={2,4,6,810,12},N ={1,2,3, ..,n,.}.Z ={ ...-2-1,0,1,2...}.

Agar a biror A to‘plamning elementi bo‘lsa, aeA kabi yoziladi
va «a element A to‘plamga tegishli» deb o‘giladi. Agar a shu
lo'plamga tegishli bo'linasa, uni a» A kabi yoziladi va «a element A
lo'plamga tegishli ernas» deb o‘giladi. Masalan, yuqoridagi A
(D'plamda 10  ,15

Agar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo‘lsa, u
chekli to‘plam, aks holda cheksiz to‘plam deyiladi. Masalan,
I {2,4,6,8,10,12} chekli to‘plam, bir nugtadan o ‘tuvchi barcha to‘g‘ri
chiziglar to‘plami esa cheksiz to'plam boiadi.

A to‘plamning elementlari orasida biror xususiyatga (bu xusu-
liyatni P bilan belgilaymiz) ega bo‘ladiganlari bo‘lishi mumkin.
Hunday xususiyatli elementlardan tuzilgan to‘plam quyidagicha

{xe Alp) (yoki ba'zan [P|xea))
belgilanadi.



Masalan, ratsional sonlar: Q :\I— meZ,neN>.
n

I-ta’rif. A va B to‘plamlari berilgan boiib, B to‘plamning
barcha elementlari A to‘plamga tegishli boisa, B to'plain A ning
gismi (qismiy to ‘plami) deyiladi va

Ba A (yoki An B)
kabi yoziladi (1-shakl).

Yugoridagi misollarda, A ¢ N ¢z munosabat o'rinli.

Agar A to‘plam elementlari orasida P xususiyatli elementlar
bo'Imasa, u holda

{xeA\ P}
bitta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam boiib, uni bo‘sh
to‘plam deyiladi. Bo‘sh to‘plam 0 kabi belgilanadi. Masalan,
x2+x+1=0 tenglamaning haqiqiy ildizlaridan iborat A bo‘sh
to‘plam boiadi:
0 ={xe/?|x2+x+1=C}.

Har ganday A to‘plam uchun Ac¢ A, 0 ¢ A deb garash mumkin.

Odatda, A to‘plamning barcha gismiy to‘plamlaridan iborat
to‘plam p(A) kabi belgilanadi. Masalan, A ={a,b,c) to'plam uchun

P(A) ={{a}.{b}.{c}.{a,b} {a,c}.{b,c}.{a,b,c},0}
boiadi.

Chekli, n ta elementli to‘plamning barcha gism to‘plamlari
soni 2' ta boiadi.

2-ta’rif. A va B to'plamlari berilgan boiib, Ac B, Be A
boisa, A va B bir biriga teng to'plamlar deyiladi va A=B kabi
yoziladi.



Demak, A=B tenglik A va B to‘plamlaming bir xil
elementlardan tashkil topganligini bildiradi.

To‘plamlar ustida amallar. Ikki A va B to‘plamlar berilgan
bo‘Isin.

3-ta’rif. A va B to‘plamlarning barcha elementlaridan tashkil
lopgan E to'plam A va B to‘plamlar yig'indisi (birlashmasi)
deyiladi A[jB kabi belgilanadi (2-shald):E=A\JB.

Demak, bu holda aeAa.UB dan aeA, yoki ae s, yoki hir
vaqtda aeA, aeB bo‘lishi kelib chigadi.

2~shakl. 3-shakl.

422. A={1; 2; 5; 8 va B={2; 4; 8; 10} to‘plamlarning
birlashmasini toping.

Yechish. Ta’rifga ko‘ra, A\IJB={\\ 2; 4; 5; 8; 10} bo‘ladi.

4-ta’rif. A va B to‘plamlaming barcha umumiy
cleinentlaridan tashkil topgan F to‘plam A va B to‘plamlar
ko‘paytmasi (kesishmasi) deyiladi va A[)B kabi belgilanadi (3-
shakl):F =Af]B.

Demak, bu holda aeAf]B dan bir vagtda aeA, aeB bo‘lislii
kclib chigadi.

423. A={1; 2; 5; 8 va B={2; 4; 8; 10} to'plamlarning
kesishmasini toping.

Yechish. Ta’rifga ko‘ra, An>B={ 2; 8 }bo‘ladi.

5-ta’rif. A to‘plamning B to‘plamga tegishli bo'lImagan
barcha elementlaridan tashkil topgan G to‘plam A to‘plamdan s
lo'plamning ayirmasi deyiladi va A' B kabi belgilanadi (4-shakl):
d=A\B w



4-shakl 5-shakl

Demak, aeA\B dan as 4, aeB bo‘lishi kelib chigadi.

6-ta’rif. A to‘plamning B ga tegishli bo‘lmagan barcha
elementlaridan va B to‘plamning A ga tegishli bo‘lmagan barcha
elementlaridan tuzilgan to‘plam A va B to‘plamlarning simmetrik
ayirmasi deyiladi va AAB kabi belgilanadi (5-shakl):

AAB = (/4\i?)U (B\yi).

Demak, aeAAB bo‘lishidan aeA, a£B yoki aeB, a<tA
bo‘lishi kelib chigadi.

424. A={1; 3; 5; 7; 9} vaB={4,; 6; 7; 8; 9} to‘plamlar berilgan.
A\B,B\A,AAB to‘plamlami toping.

Yechish. Yuqoridagi ta’riflardan, A\B={1; 3; 5}, BA ={4; 6;
8} ekani kelib chigadi. Bundan  JU16={1;3;5}1{4;6;8} ={1;3;4;5;6;8}
ekani kelib chigadi.

7-ta’rif. Aytaylik, aeA, aeB bo‘lsin. Barcha tartiblangan
(a,b) ko‘rinishidagi juftliklardan tuzilgan to‘plam A va B to‘plam-
laming dekart ko‘paytmasi deyiladi va AxB kabi belgilanadi.
Demak,

AxB ={(a,b)J]ae A,beB).

Xususan, A=B bo‘lganda AxA =A2 deb garaladi.

425. A={4; 5; 7} va B={-1; 2; 3; 4} to‘plamlar berilgan
bo‘lsin. U holda A va B (B va A) to‘plamlaming dekart
ko ‘paytmasini toping.

Yechish. Ta’rifga ko‘ra
Ax B ={(4"1),(4;2),(4:3).(4;4),(5:-1), (5:29(5;3),(5:4). (7:—),(7: 2), (7;3), (7; 4)}
BxA ={(-%4),(—15),(—1;7).(2:4),(2;5),(2:7),(3;4),(3:5).(3;7), (4: 4), (4; ),

(4;7)} bo‘ladi.

8-ta’rif. Aytaylik, S va A to‘plamlar berilgan bo‘lib, Aas

bo'lsin. Ushbu
S\A
96



lo'plam A to‘plamni s ga to‘ldiruvclii to‘plam deyiladi va CA yoki
(A kabi belgilanadi:
CA=S\A.
Masalan, caN ={0,-1,-2,-3,...}.
To‘plamlar ustida bajariladigan amallaming ba’zi xossalarini

kolliramiz.
A, B va D to‘plamlari berilgan bo‘Isin.

1) AcB'BcD boisa, AcD boiadi;

2) AuA =A,AnA =A boiadi;

3) AczB boisa, AvjB =B,AnB =A boiadi;
4) Av)B =B\jA,Ar\B =Br\A boiadi;

6) AcS boisa, AnCA =0;

7) C(AkjB)=CAnCB, C(An B)=CAuCB, bundaAczS,Bc S.

426. Ushbu (/,1'8)n (A\A)=(NuB)\(N1nB) tenglikni isbotlang.

Yechish. ae(J1\5)u(5\/1) bolsin.

U holda ae(A\B): aeA, a<fB
yoki ae(B\A): aeB, aiA boiadi.

Bundan esa °e(AuB),a*(AnB)
boiib, az{A*B)\(Ac~B) bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, (*"BM B\A)<=(AuB)\(AnB)

Aytaylik,ae (AUb)\ (a15) bolsin. U holda

ae(A[JB): aeA yoki aeB,
aé(Ar\ S):ai A, a<£Byokiae A a<i B yoki a<f£A,aeB
Itoladi. Bundan esa aeA\B yoki aeB\A boiib, ae(A\B)U(B\A)
bolishi kelib chigadi. Demak, (A*B)\(AnB)c:(A\B)u(B\A) "

Bu munosabatlardan talab gilingan tenglikning o‘rinli bolishi
(opiladi.

To‘plamlar ustida bajariladigan amallarni bayon etishda
lo'plamlaming ganday tabiatli elementlardan tuzilganligiga e’tibor
gilinmadi.

Aslida, keltirilgan amallar  biror universal to'plain deb
iitaluvchi to‘plamning qismiy to‘plamlari ustida bajariladi deb
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garaladi. Masalan, natural sonlar to‘plamlari ustida amallar
bajariladigan bo‘lsa, universal to‘plam sifatida barcha natural
sonlardan iborat N to‘plamni olish mumkin.

Matematik belgilar. Matematikada tez-tez uchraydigan so‘z
va so‘z birikmalari o‘rnida maxsus belgilar ishlatiladi. Ulardan
muhimlarini keltiramiz:

1) «agar ... boisa, u holda ... boiadi» iborasi «=>» belgi orgali
yoziladi;

2) ikki iboraning ekvivalentligi ushbu «<=>» belgi orgali
yoziladi;

3) «har ganday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so‘zlari o‘rniga
«V» belgi ishlatiladi;

4) «mavjudki», «topiladiki» so‘zlari o‘miga «3» mavjudlik
belgisi ishlatiladi.

Haqgiqiy sonlar va ularning to‘plami. Cheksiz davriy
bolmagan o‘nli kasr bilan ifodalanadigan son irratsional son

deyiladi. Uni — (mez, n&N) Kko‘rinishida yozib bolmaydi.

Ratsional va irratsional sonlar umumiy nom bilan hagigiy son
deyiladi. Barcha haqgigiy sonlar to‘plami R harfi bilan belgilanadi.

Aytaylik, E ={x) biror haqgiqiy sonlar to‘plami bolsin: EczR.
Agar

3MeR,VXef :x<M
(B3meR,VXeE :x >ni)

boisa, E to‘plam yuqoridan (quyidan) chegaralangan deyiladi.
Agar E to'plam ham yuqgoridan, ham quyidan chegaralangan boisa,
E chegaralangan to‘plam deyiladi.

Agar

1) VxeE : x<a ;

2) Ve>0, 310e  : x0>a-s
boisa,

a =supE =sup{x}
son £,to‘plamning anig yugori chegarasi deyiladi.



Agar
1) Vxe E : x>1/7?;
1) Vc>0,30eE : x0<p +s
111 INil,
/I infE =inf{x}
..... [ 1)‘plamning anig quyi chegarasi deyiladi. Quyidagicha
i plninlarni garaylik. Ushbuto ‘plamlar
j . Aiisx<b\ =[a,b\- segment yoki kesma;
I»mAa mx <bj=(a,b)- interval,
I i Au<x<b]-[a,b)~ yarim interval;
j<> Aa<x<b)=(ab]- yarim interval
tli'h ataladi.

427 .Ushbu E =\x =-~-:n "N
[ n2+4 J

i" pi;iinning aniq yugori hamda aniq quyi chegarasi topilsin.
Yechish. Ravshanki, V«e/V uchun O<-"2— <|

m +4
hu Inili. Demak, Dberilgan to‘plam chegaralangan.  Oxirgi
iniiiiusabatdan vxe E uchun x = ~ — <1 bo‘lishi kelib chigadi.
n2+4 n

V/;>0 sonni (o<tm< i) olib, £'to‘plamda, uning

*e_51_ > Mlzf)
n2+4° vV £
2
minciili garalsa, uning uchun tengsizlikbajariladi.
<'liunki
’:r—->l-s:>n2>n2+4-nm_4e:>n3>4v_s)|:>
i +4
:>/))§>-4 (_I_:_g._) M>, M_ﬂ
........ topamiz: SupE =Jm/;|x = ‘meA'j =1.

xuddi shunga o“xshash infE =infjx =- ~:ue M = 0bo‘ladi.



428. Quyidagi to‘plamlarni elementlari orgali yozing.

1) vA={x|xeiV ,x<6} ;

2) A={x|xeZ,-7 <x<2};

3) A={X|x<eN, x<30, x —tub son} ;

4) ~={x|xeiV,48 ning bo‘luvchisi};

5) A="xjxez, 2x2- 5x+2=0};

6) A=[x\xeQ, 2x2- 5x+2=0];

7) A=|xjxeR, x2—x- 6<0}.

429. 0 ‘quv markazida 100 ta talabadan, 70 tasi ingliz tilini, 45
tasi fransuz tilini, 23 tasi har ikki tilni biladi. Nechta talaba na ingliz
tilini, na fransuz tilini biladi?

430. Agar A={235,813}, B={59,13,17} bo‘lsa, quyidagi to‘p-

g VJB 2)ArnB 3)A\B 4)B\A
lamlarmtoping: 5)nar 1)Bx/1LBxB
431. Agar c={1,3,5,7,9}, £={3,6,9,12} bo‘lsa, quyidagi to‘plam-
Cuih 2)Cr\D \D_ 4)D\C
lam, topmg: Jo))c,cll,/lovI 6))CrxD %%xc s))DxD
432. Agar A=[14],8 =[25] bo‘lsa, quyidagi to‘plamlarni
. V)AvjB 2)ArnB 3)A\B 4)B\A
topmg. 5”AAB  6)AxB 7)BxA s)BxB
433. Agar c =[35),D—4,7] boisa, quyidagi to‘plamlarni
_1)Cui) 2)CnE> 3)C\D 4)D\C
toping. 5°CM) 6°CxD 7)DxC 8)DxD

434. A={ab,cd} to‘plamning barcha qism to‘plamlarini
tuzing.

435. To‘plamning anig yuqori va aniq quyi chegaralarini
toping.

M ={x|xeif, |x+2|<5};

2)A ={x\x e R, |X-2| <2} ;

AN ={x|xei?, 2<|x +1|<5}.

436*. Quyidagilami isbotlang:

1HAd (a”jB)=a;



I1)A\(B\C)=(A\B)u (An C);
(/<uS)=n(A)+n(B)- n(AnB), bunda n(A) - a to‘plamning
e kiiu-nllari soni.

21 8. Sonli ketraa-ketliklar. Ketma-ketlik limiti.
Yaginlashuvchi ketma-ketlik xossalari.

Sonlar ketma-ketligi tushunchasi. Har bir natural n songa
‘e haqigiy x,. sonini mos go ‘yuvchi
[ i«-> , =123,..) (1)
il Lmlirishni garaymiz.
I-ta’rif. 1- akslantirishning akslaridan iborat ushbu
XU X2, X3, (2
ill plain sonlar ketma-ketligi deyiladi. Uni {*} yoki *m kabi
I'l-b'jlunadi.
(«=1,23,...) sonlar (2) ketma-ketlikning hadlari deyiladi.
nin'iftinn,
in 1,11 1
n 2 3 n
2) Xn=(-1)" :-1, 1,-1,...,(-1)i,...
\) x, ="{fn: i, 42,
4)xn=11,1,1,.
S) 03;033; 0333;...; 0.333..3;... .

n Ta

I'n Noiilar ketma-ketliklaridir.

Hiror {*,} ketma-ketlik berilgan bolsin.

2-laYif. Agar shunday o‘zgarmas M soni mavjud bolsaki,
i Hvoriy xn(«=1,23,..) uchun xn<mMm tengsizlik bajarilsa (ya’ni
i\i /( N\x,,<M bo‘lsa), {x,} ketma-ketlik yugoridan chega-
eninngan deyiladi.

Via’rif. Agar shunday o‘zgarmas m soni mavjud bolsaki,
" Hvoriy N,(«=1,23,..) uchun xn>m tengsizlik bajarilsa (ya’ni,
iin in N:x,,>m boisa), {*} ketma-ketlik quyidan chegara-
ifunitiiii deyiladi.



4-ta’rif. Agar {*,} ketma-ketlik ham yuqoridan, ham quyidan

chegaralangan boisa (ya’ni 3 neN: m<xn<M boisa), {*}
ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.
437. Ushbu Xs, =;— (n=1,23,...) ketma-ketlikning
+n
chegaralanganligi isbotlansin.
Yechish. Ravshanki, \ve JT uchun xn :4— >0
+n

boiadi. Demak, garalayotgan ketma-ketlik quyidan chegaralangan.
Ma’lumki,0<(«-2)2=u2-4u+4 boiib, undan 4u<4+12 ya’ni,

_—<
A+n2 4

bolishi kelib chigadi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning yugoridan
chegaralanganligini bildiradi. Demak, ketma-ketlik chegaralangan

5-ta’rif. Agar {*,} ketma-ketlik uchun

VA/e R, 3n0eN : x»>M

boisa, ketma-ketlik yugoridan chegaralanmagan deyiladi.

Sonlar ketma-ketligining limiti. Aytaylik, ae R son hamda
ixtiyoriy musbat s son berilgan bolsin.

6-ta’rif Ushbu

Uf(a)={xe Rha-£<x<a +s}-(a-s, a+s)

to‘plam a nuqtaning s —atrofi deyiladi.

Faraz qgilaylik {x,} ketma-ketlik va aeR soni berilgan
bolsin.

7-ta’rif. Agar ixtiyoriy s> 0 son olinganda ham shunday L
natural soni mavjud bolsaki, n>u tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha natural sonlar uchun

kn-d\<s ®)

tengsizlik bajarilsa, (ya’ni Vs>0, 3n0eN, Mn>n0:\xn- a\<t:
boisa), a son {»} ketma-ketlikning limiti deyiladi va a:rlli_rg)x,

yoki n->o00 da x,~>a kabi belgilanadi.

Yugorida keltirilgan ta’riflardan kolinadiki s ixtiyoriy musbal
son boiib, natural n0 soni esa s ga va garalayotgan ketma-ketlikka
boglig ravishda topiladi.



438. Ushbu x,,= - n=123,..) ketma-ketlikning limiti O
u I Icii); bolishi isbotlansin

Ycchish. Ravshanki, -M-O =- Dbo’lib, -<e(e>0) tengsizlik

inha n . bo‘lganda o‘rinli. Bu holda no +1 deyilsa, ([«]-a
nimiin katta bo‘lmagan uning butun gismi), unda v«>n0 uchun

i: boiadi. Ta’rifga binoan lim- =0.

439. Ushbu x,, =— . («=1,23,..) ketma-ketlikning limiti 1 ga

n+
It up, bolishi isbotlansin.
Yechish. Ixtiyoriy s >0 son olamiz. So'ng ushbu |*,-1j <e

(Hii’si/likni garaymiz. Ravshanki, W N - Unda yuqo-

n+1 n+1

)i tengsizlik <s ko‘rinishga keladi. Keyingi tengsizlikdan
1 1 bolishi kelib chigadi. Demak, limit ta’rifidagi noe v
“lutitin 1L, -1 +1 olinsa (s>0 ga ko‘ra noeN topilib), v«>«0

ni Inin |v, - 1<mbo‘ladi. Bu esa lim——=1bo‘lishini bildiradi.
noon 4-1

440. Ushbu xn=(-1)" (n=123,..)
Mina ketlikning limiti mavjud emasligi isbotlansin.

\ cchish. Teskarisini faraz gilaylik. Bu ketma-ketlik a limit-
i iiibolsin. Unda ta’rifga binoan,

VAi->0, 3«0ejV, \in>n0: [(-1)" - a\<s
Im Indi. Ravshanki, « juft bo‘lganda \\-c\<s,.n tog bo‘lganda
i ) <9< yani \+a\<e boiadi. Bu tengsizliklardan foydalanib
nmini/ :
29(1-a+@+a)|qd1- a\+|1- al<2s .

15n tengsizlik s >1 bo‘lgandagina o”rinli. Bunday vaziyat e >0
e....mi?” ixtiyoriy bo‘lishiga zid. Demak, ketma-ketlik limitga ega
iTUH.



8-ta’rif. Agar {x,,} ketma-ketlik chekli limitga ega boisa, u
yaginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

Yaginlashuvchi ketma-ketlikning xossalari

1-teorema. Agar {xn} ketma-ketlik limitga ega boisa, u
yagona boiadi.

2-teorema. {x,} ketma-ketlik yaqginlashuvchi boisa, u
chegaralangan boiadi.

3-teorema. Agar {X,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va
limxn=a boiib, a>p (a<q) boisa, u holda shunday noen

«=>00

topiladiki, ~ >n0 bolganda xn>p (xn<q)boiadi.
4-teorema. Agar \xn} va {z,} ketma-ketlik yaginlashuvchi
boiib,

1) limxn=a, limzn=a

W->o00 ->co

2) \/neN uchun x, <y,, <zn
boisa, u holda {y,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va limy,=a
boiadi.
5-teorema. Aytaylik, \xn} va {y,,} ketma-ketliklari berilgan
boiib,
limx,, =a, limy,,=b, (as R, beR)

ft—00 n—00
bolsin. U holda n —e da (c-xj->c-tf;
X, HY,, /Sa+b; X,y -Mab; y—->b-(6*0), yani

a) VceR ma lim(c*x,) =culim x,,;
n->00 «->00
b) lim(x, +.y,,) =limxn +lim V,,
n—00 »=>00 /1—00 H

C lim(x, w,)=Ilimx, *limy,,;
M->co 77->00 >CC

lim x,,
d) lianr-= —, (feM0)

limy
bo‘ladi.
Monoton ketma-ketlik tushunchasi.
Aytaylik, {*.}:

Xy X2, %50, o 4)
ketma-ketlik berilgan bolsin.



»la’rif. Agar (4) ketma-ketlikda vneN wuchun  xn<xmi
Pnr .i/Jik bajarilsa, {xn} o‘suvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar (4)
leimi kctlikda VvneN uchun x, < tengsizlik bajarilsa, {xn}
(iil'ly «‘suvchi ketma-ketlik deyiladi.

10-ta’rif. Agar (4) ketma-ketlikda vneN uchun x,,>xmx
i. uj-m/ lik bajarilsa, {*} kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar
i liI<Ima-ketlikda vneN uchun x,>x,4 tengsizlik bajarilsa, {xn}
M4y kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi.

441. Ushbu x,,=— : -
n 12 3

i mmn ketlik gat’iy kamayuvchi ketma-ketlik bo‘lishini ko‘rsating.
\ cchish. Hagigatdan bam, berilgan ketma-ketlik uchun

. n+1 n+2
> X~ T
IMIlib. vne.N uchun jc ,-r =— -— =-" —<0

n+l n n(n+1)
I» Lhli. Unda xmi <x,, bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa garalayotgan
I mlina kcllikning gat’iy kamayuvchi bolishini bildiradi.
(Zsuvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom
i II hi inonoton ketma-ketliklar deyiladi.

442. Ushbu x :nf+l (n=123,...) ketma-ketlikning qat’iy
" {iiMhi ckanligi isbotlansin.
Ycchish. Bu ketma-ketlikning wn-hamda («+J)- hadlari
i imMi
n2 1 w12 1
*» rr+1l n2+1’*4#1 («+1)2+1 (»+D2+1

I"i hull. Ravshanki, <\ .Shu tengsizlikni e’tiborga olib,
e

[T

[ >]1—TF—=xn. Demak, VvneN uchun x,,<:
(«+1)2+1 n +1

........... . garalayotgan ketma-ketlikning gat’iy o‘suvchi boMishini
bllihnidi.

< U-orcma. Agar {xn} ketma-ketlik

1) 0 “Niivchi,



2) yuqgoridan chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega

boiadi.
7-teorema. Agar {* }ketma-ketlik
1) kamayuvchi,
2) quyidan chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega boiadi.

8-teorema. lim(l +-; =e. (5)
n

Ushbu limit 2-ajoyib limit deb ataladi. Bu e soni irratsional son
boiib, e=2,718281828459045...boiadi.

443. Quyidagi limitni toping: lim"2"+1
Yechish. 2-ajoyib limitdan foydalanib quyidagini topamiz:

. Cfiei (e le| = frf i _ . -
liml o JI limj 1+ ZnJ I|mf|+2n)1 2, 2n=k deb belgilash Kiritsak,

lim liml 1+ =2=Ve boiadi.

n->QoL

Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari. {x,} ketma-
ketlik berilgan bolsin. Bu ketma-ketlikning qismiy ketma
ketligining limiti {*,} ning gismiy limiti deyiladi.

11-ta’rif. {,,} ketma-ketlik gismiy limitlarining eng Kkattasi
berilgan ketma-ketlikning yuqori limiti deyiladi va |1r>nmx,,kabi
belgilanadi.

{xn} ketma-ketlik gismiy limitlarining eng Kicliigi berilgan
ketma-ketlikning quyi limiti deyiladi va iLrpo_.*,,kabi belgilanadi.

Masalan, ushbu  {*,}:12, 31,2 3,1, 2, 3,.. ketma-ketlikning,
yuqgori limiti lim x,, =3, quyi limiti esa nl\i(!ox,,zlboiadi.

Umuman, {x,} ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari
quyidagicha ham kiritilishi mumkin.

9-teorema. {x,} ketma-ketlik C limitga ega bolishi uchun

B = e

bolishi zarur va yetarlidir.



144. Quyidagi ketma-ketliklarning dastlabki 5 ta hadini

vo/mg:
) x~3; 2)%,=(-i)"+i;
—-V-Iil; 4) xn:coslﬂ,
n 2
5) x,=n1- 2u+3 ; 6) Xx =—;
n!
7K :I 1 8) x,:hl%(-ll;

) * =0 x =1, x;2=x,+xM -Fibonachchi ketma-ketligi.
445. Quyidagi ketma-ketliklarning umumiy hadi formulasini

\Vt>/lng
milill . -
3’ 5 7’9" * ,8'27,64,125™"
1)31@,7,61,..;, 4) 21— 131415 .
S)-11-11,. ; 6) 2,4,24.24,...
7) -2,5,-10,17,-26,... ; 8) ;

" 26241070 ,O)J ) 45% ......
446. Quyidagi  ketma-ketliklardan  qaysilari  quyidan

1in jealiingan, yugoridan chegaralangan, chegaralangan, o‘suvchi,
1 minvnvchi boMishini aniglang.

Hn —n, 2)xn—n:-1,
( OII fH ™
\ . ) ! n2+1
) X,,=-U"*-2«;- 74
Nif.=(-2)" 8) x,=2-;
=)V, ; 10) x, ="y.
*147. Quyidagi ketma-ketliklaming limiti a ekani ta’rif
w1.11mid,l ko‘rsatilsin.
Iy xn="H a=y: 2) xn= Mg =3,

n

107



) _2u-2 2 3al-1

Xpy=—2 —, «=-, [
57+ 2 5 3
448. Quyidagi ketma - ketliklarning limitlarini toping.
. Nb- 2N +5
DIim— . .; 2) K
) N-*»61 + 1 ) '#%)2/72- 2«3+ 7’
) n2-r+3 2 i n3- 100/?+5
1) M8n2 218+ 5 ! M8 100r72- 27410
6) lim, ° 2
/7-3  3/7-1
7) limfv/@n +u- 3w 8) HTg\n/«3-4/72-V|):
n-x0o\ N-»0
9) lim 10) 727772
VBI7 + Vs + -\/3u >/4n6+3 - 1
. " . 1
11) |IIJ% 12) liml — +—1—+ .+
»ul +2 +..+« 3-5 (2n-|)-(2n+|)j
[
13) lim Z+19 : 14) kTl 2n +3)
) ulA-11/ 207+ 1)
o, 2 124"
15) HT 16) lim
) Ln+3 )
T -1 ey b
CseTn+] 18**) lima7r\1n-y/7r...or .

22 8. Funksiya tushunchasi. Elementar funksiyalar sinfi.

Funksiya ta’rifi, berilish usullari

Aytaylik, XczR,YczR to‘plamlar berilgan bo‘lib, * va r
o‘zgaravchilar mos ravishda shu to‘plamlarda o°‘zgarsin: »en ,
y<zY.

I-ta’rif. Agar A to‘plamdagi har bir x songa biror / qoidagn
ko‘ra vy to‘plamdan bitta y son mos qo‘yilgan bo‘lsa, x to‘plamd;t
funksiya berilgan (aniglangan) deyiladi va f:x->y Yyoki y =f(x)
kabi belgilanadi. Bunda X - funksiyaning aniqlanish to‘plaini
(sohasi), Y - funksiyaning o‘zgarish to‘plami (sohasi) deyiladi.



crkli o‘zgaruvchi yoki funksiya argumenti, y esa erksiz
oV.garuvchi yoki funksiyaning giymati deyiladi.

449. x =(-°0,+ 00), fF=(0,%00) bo‘lib, / qoida/:x->>=x2+1
I»" I in. Bu holda har bir xeX ga bitta x2+leYy mos qo‘yilib,

Y=x2+1
ltniksiyaga ega bo ‘lamiz.

450. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 0 ni
..... go‘yish natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu Dirixle
Inultsiyasi deyilib, u d (x) kabi belgilanadi:

. fl , agar x ratsionalson bo'lsa,
D(x)= _ .
[0, agar x irratsional son bo'lsa.

Shunday qilib, y =f(x) funksiya uchta: x to‘plam, vy to‘plam
vj liar bir x<=X ga bitta yeY ni mos qo‘yuvchi / qoidaning
fm11lislii bilan aniglanar ekan.

Ickislikda dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislikda-
s (\./(x)) nuqgtalardan iborat ushbu \(x,f(x))}={(x,f(x))\xeX,f(Mey}
In plum y =f{x) funksiyaning grafigi deyiladi.

Masalan,

y=x2-1 (xeX =[-2,2])
Imikniyaning grafigi 6-shaklda tasvirlangan.

6-shakl.

I imksiya ta’rifidagi / qoida turlicha bolishi mumkin.

n) Ko‘pincha x va y o‘zgaruvchilar orasidagi boglanish
ini miikiliir yordamida ifodalanadi. Bu funksiyaning anaiitik
iiii Idii berilishi deyiladi. Masalan, y =11-x2.



b) Ba'zi hollarda xeX, yeY o0°‘zgaruvchilar orasidagi
bog‘lanish jadval orgali bo‘lishi mumkin. Masalan, kun davomida
havo haroratini kuzatganimizda, tx vagtda havo harorati z;, t2 vaqtda
havo harorati T2 va h.k. bolsin. Natijada quyidagi jadval hosil
boiadi.

t- vaqt h h h
T—harorat & T2 T3 T,

Bu jadval t vaqt bilan havo harorati T orasidagi boglanishni
ifodalaydi, bunda t-argument, T esa t ning funksiyasi boiadi.

C) X va y o°‘zgaruvchilar orasidagi boglanish tekislikda biroi
egri chizig orqgali ham ifodalanishi mumkin (7-shakl).

7-shakl.

Masalan, 7-shaklda tasvirlangan L egri chiziq berilgan bolsin.
Aytaylik, [«*] segmentdagi har bir nugtadan olkazilgan perpen
dikulyar L chizigni fagat bitta nuqgtada kessin. v xe[a,6] nuqgtadan
perpendikulyar chigarib, uning L chizig bilan kesishish nugtasini
topamiz. Olingan x nuqtaga kesishish nugtasining ordinatasi y ni
mos qo‘yamiz. Natijada har bir xs[a,b\ ga bitta y mos qo'yilih,
funksiya hosil boiadi. Bunda x bilan y orasidagi boglanishni
berilgan L egri chiziq bajaradi.

Funksiyaning chegaralanganiigi. f{x) funksiya XcR to p
lamda berilgan bolsin.

2-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni topilsaki, Vxe\
uchun f(x)<M tengsizlik bajarilsa, fix) funksiya X to‘plamda
yuqoridan chegaralangan deyiladi. Agar shunday o‘zgarmas m



lopilsaki, ¥ xeXx uchun f{x)>m tengsizlik bajarilsa, /(*)
llinksiya x to‘plamda quyidan chegaralangan deyiladi.

3-ta’rif. Agar f(x) flmksiya X to‘plamda ham yuqoridan, ham
Jitvul;m  chegaralangan bo‘lsa, /(*) funksiya x to‘plamda
i li''iiralangan deyiladi.

451. Ushbu fix) :I+JC funksiyani chegaralanganligini ko ‘r-
'ling.

Ycchish. Ravshanki, YxeR da f(X)=I—+X >0. Demak, beril-
cun liinksiya R da quyidan chegaralangan. Ayni paytda, f{x)
lunksiya uchun

I'D’ladi. Endi

Iki esa f(x) funksiyaning yugoridan chegaralanganligini
I'lldiradi. Demak, berilgan funksiya R da chegaralangan.
4-ta’rif. Agar har ganday m> o son olinganda ham shunday
\' nuqgta topilsaki, f(x0)> A/tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya
\ Id plamda yuqoridan chegaralanmagan deyiladi.

Davriy funksiyalar. Juft va toq funksiyalar. f(x) flmksiya
\ R to‘plamda berilgan bo‘lsin.

5-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas T(T¢0) son mavjud
i, huki, vxeX uchun

) x-TeX, x+T&X

W) f(x +T)=f(x)
Im I'a, f(x) davriy funksiya deyiladi, T son esa f(x) funksiyaning
tluvri deyiladi.

Masalan, f(x)=sinx, f{x)= co& funksiyalar davriy funksiyalar
Im lilt, ularning davri 20 ga, f(x)=tgx, f(x)=ctgx funksiyalarning
elit\iii'sa n ga teng.



Aytaylik,V xeX (x ¢ R) uchun -xe x bolsin.

6-ta’rif. Agar vxeX uchun f(-x)=fix) tenglik bajarilsa, f{Jj
juft funksiya deyiladi. Agar VxeXx uchun f(-x)=-f(x) tenglik
bajarilsa, f(x) toq funksiya deyiladi.

Masalan, /(x)=x2+i juft funksiya, /(x)=x3+x esa toq
funksiya boiadi. Ushbu f(x)=x2-x funksiya juft ham emas, toq
ham emas.

Monoton funksiyalar. Faraz gilaylik, f(x) funksiya X<zR
to‘plamda berilgan bolsin.

7-ta’rif. Agar v x,,x2eX uchun x,<x2 bolganda /(x,)</(x,)
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi deyiladi.

8-ta’rif. Agar Vxl,x2e X uchun x, <x2 bolganda /(x,)>/(x,)
tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya x to‘plamda kamayuvclii
deyiladi.

0 ‘suvchi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan
monoton funksiyalar deyiladi.

452. Ushbu /(x)=1—+ funksiyaning A=[l,+ 00 to‘plani(la
X

kamayuvchi ekanligi isbotlansin.
Yechish. [l,+<*) da ixtiyoriy x, va x2 nuqtalarni olib, x,<.\,
bolsin deylik. Unda
. X, X, X, +X,X2-X 2-X,X,2
nxa-12)=1+4 - dx%e = (A+X)A+x8) -
Cxx-x 2+Xj ox2(x2- X)) _ (X{-X2)(I-X] *x2)
L+x2)L+x\) @L+x\)L+xj)
boiadi. Keyingi tenglikda x, - x2<0,  1- x, sx2<0
bolishini e’tiborga olib, /(x,)-/(x2)>0 ya’ni, /(x)>/(x2) ekanini
topamiz. Demak, x, <x2 = /(x,)>/(x2).
Teskari funksiya. Murakkab funksiyalar. y =f(x) funksiyn

XciR to‘plamda berilgan boiib, bu funksiyaning giymatlaridan
iborat to‘plam

Yf={/(x) IxeX}
bolsin.

Faraz qgilaylik, biror gqoidaga kola Yf, to‘plamdan olingan har

bn r ga x to‘plamdagi bitta x mos go‘yilgan bo‘lsin. Bunday moslik
nilijasida funksiya hosil boiadi. Odatda, bu funksiya y =f(x) ga
ur.balan teskari funksiya deyiladi va x =f ~'(y) kabi belgilanadi.

Masalan, y=~x+1 funksiyaga nisbatan teskari funksiya

X 2y - 1boiadi.

Yugorida aytilganlardan y =f(x) da x argument, y esa X ning
Iimksiyasi, teskari x =f~\y) funksiyada y argument, X esa v ning
Innksiyasi bolishi ko ‘rinadi.

Aytaylik, Yvf to‘plamda wn=F{y) funksiya berilgan bolsin.
Natijada X to‘plamdan olingan har bir x ga vf to‘plamda bitta y :

| i X->y (y- fix)),
vii vt to‘plamdagi bunday y songa bitta u:

F:y->u wm=F(y))
(in mos go‘yiladi. Demak, X to‘plamdan olingan har bir x songa
bitta 1. son mos go‘yilib, yangi funksiya hosil boiadi: u=F(f(x)).
<)datda bunday funksiya murakkab funksiya deyiladi.

Elementar funksiyalar. Elementar funksiyalar kitobxonga
m tin maktab matematika kui'sidan malum. Biz quyida elementar
limksiyalar haqgidagi asosiy ma’lumotlami bayon etamiz.

1 Butun ratsional funksiyalar.

Ushbu

y =a0+ax +ax2+...+anx""!+anxn
lit rinishdagi funksiya butun ratsional funksiya deyiladi. Bunda
ol,....an— 0‘zgarmas sonlar, neN . Bu funksiya R={°°, +») da

imiglangan.

Butun ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:

a) Chiziqli funksiya. Bu funksiya

y-ax +b (a~0)

k(rinishga ega, bunda a,b 0‘zgarmas sonlar.

Chizigli funksiya (-o0 +o00 da aniglangan a>0 bolganda
m Mivclii, a<0 bolganda kamayuvchi, grafigi tekislikdagi to‘g‘ri
i lii/.iqdan iborat.



b) Kvadrat funksiya. Bu funksiya
y =ax2 +bx +c (a*0)
ko‘rinishga ega, bunda a,b,c - 0‘zgarmas sonlar.
Kvadrat funksiya R da aniglangan bo‘lib, uning grafigi
parabolani ifodalaydi.
2. Kasr ratsional funksiyalar. Ushbu
a0 +atx +ax2+...+ anxn
b0 +bX +b2x2 +... +bmxm
ko‘rinishdagi funksiya kasr ratsional funksiya deyiladi. Bunda
a0, au..,a,, va b0, bu ...om lar o‘zgarmas sonlar neN, meN. BIl
funksiya
X = (-00, +co) \ {x\bQ+blx +...+bmxm=0}
to‘plamda aniglangan.
Kasr ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:
a) Teskari proportsional bog‘lanish. U

y :; d =const)
ko‘rinishga ega. Bu funksiya
X =(-00,0) U (O.+00) = R\ |0!
to‘plamda aniglangan, toq funksiya, a ning ishorasiga garab
funksiya (-00, 0) va (0,+ 00) oraliglaming har birida kamayuvchi yoki
0‘suvchi bo‘ladi.
b) Kasr chizigli funksiya. U ushbu
, - axth
CX+d

ko‘rinishga ega. Uning grafigini y =- funksiya grafigi yordamidn
chizish mumkin.

3. Darajali funksiya. Ushbu

y =xa, (x>0)
ko‘rinishdagi flmksiya darajali fimksiya deyiladi.

Bu funksiyaning aniqglanish to‘plami a ga bog‘lig. Darajali
flmksiya a>0, bo‘lganda (0, + o009 da o°‘suvchi, a<0 bolganda
kamayuvchi boiadi. y =xa funksiya grafigi tekislikning (0,0) va
(1,1) nugtalaridan o‘tadi.



4. Ko‘rsatkichli funksiya. Ushbu
y =ax
ke iinishdagi funksiya ko‘rsatkichli funksiya deyiladi. Bunda a<R,
i -0, a*l. Ko‘rsatkichli funksiya (-«,+o00) aniglangan, Vxer da
i 0; a>1 bolganda o‘suvchi; o<a<\ bolganda kamayuvchi
lio'ladi.
Xususan, a=e bo‘lsa, matematikada muhim rol o‘ynaydigan
i e* funksiya hosil bo‘ladi.
Ko'rsatkichli funksiyaning grafigi Ox o°‘gidan yuqorida
loylashganva tekislikning (o,i) nugtasidan o ‘tadi.
5. Logarifmik funksiya. Ushbu
y =log,,Xx
| iinishdagi funksiya logarifmik funksiya deyiladi. Bunda a>0,
in1
Logarifmik funksiya (0,+o0) da aniglangan, y =ax funksiyaga
ni'ilmtan teskari; a>l bo‘lganda o‘suvchi, o<a<l bo‘lganda
kimiayuvchi bo‘ladi.
Logarifmik funksiyaning grafigi oy o‘gining o‘ng tomonida
loylashganva tekislikning (1,0) nugtasidan o‘tadi.
6. Trigonometrik funksiyalar. Ushbu
y =sinx, V=cosx, Yy =tgx, y =ctgx,
SeCX:---:-I--, Ccosecx =—
COSX smXx
linikiyalar trigonometrik funksiyalar deyiladi.
7. Teskari trigonometrik funksiyalar.
Ushbu y =arcsmx, y=arccosx, y=arctgx, y=arcctgx funksi-
viilmi teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.
8. Giperbolik funksiyalar. Ko‘rsatkichli y =ex funksiya

sordnmida tuzilgan ushbu

. ex-e~x ex +e~x ex-e~x ex +*-*
S/iX = =mmmmmmmee , chx = , thx= 37, cthx=-
2 2 e +e e*-e~Xx
liink liyalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik
kosiuus, giperbolik tangens, giperbolik kotangens) funksiyalar

dryiladi.




453. Quyidagi ilinksivalarning aniglanish sohasini toping.

1)y:\nx+2; 2)y:\/9-x2+—|;
X_
3) y =arcsmyflx ; 4) y =Jsmx +V16-x2;
5)y =arccos-§f7; 6) y =arccoscosx .
454, Quyidagi funksiyalarning giymatlar sohasini toping.
1) y =3x2-12x +13; 2) y=4-3sin2x ;
3) j ="arctgx; 4) y =%/[4-x +3 ;
5) j =42 4f5; 6) y=Incos24x -1.
455, Quyidagi fimksiyalaming juft - togligini aniglang.
1)y- = 2) y =xb- 2x4:
3) j =4xcosx; 4) y=2*+1;
5) y=x4sin3x; B)y- °© ;e |

456. Quyidagi funksiyalar davriy bo‘ladimi? Mavjud bo‘lsn,
eng kichik musbat davrini toping.

1) j =cosl; 2) >=sin3x+rfg-2x;
3) y =sin3xcos3x ; 4)y =cosx2;
5) > =|sin2x]; 6) y =arctgtgx.

457. Quyidagi berilgan funksiyalar uchun /(/(x)),g(/(x))./(9(x))
murakkab funksiyalami toping.

1) /(x) =x3 g(x) =x -1; 2) f(x) =[x g(x) =cosx.

458. Quyidagi fimksiyalardan gaysilarining teskari funksiyakiri
mavjud? Agar teskari funksiyalari mavjud boisa, teskari
funksiyalarini toping.

1)j=x; 2)y =2x3+5; 3) y - 2x2+)\;
4 A+ 1+ 2); 5 , = - N 6
)7 drle(tr2) ) 1+2 ) [2x, x> 0.

459. Quyidagi funksiyalami monotonlikka va chegam
langanlikka tekshiring.

1)y =c,ceR; 2)>- = C0S2X; 3)>'=—— 5



4)y =tgsmx; 5)y =n2x +5; 6)y =\ ’ ’
[x , x*O.

23 8. Funksiyaning limiti. Ajoyib limitlar.

Limitga ega boigan funksiyaning xossalari.

To‘plamning limit nuqtasi. Aytaylik, biror A'zR to'plam va
», ®A nugta berilgan bolsin.
1-ta’rif. Agar x0 nugtaning ixtiyoriy
Us{x0)=(x0-e, x0+s) (Vs>0)

iilmlida X to'piamning x0 nuqgtadan fargli kamida bitta nuqgtasi

In»'lsa, ya’ni
Vs >0, 3xe X, x®dXg: |x- x0\<s

lin Isa, x0 nugta X to'piamning limit nuqtasi deyiladi.
460. Quyidagi to‘plamlaming limit nuqgtalarini toping:

. X =[0,1]; 2. x =(0,1);

3x =i il . 4. x =iv={,23,..}.

Yechish.

1 A=[01] to'piamning har bir nugtasi shu to'piamning limit
nuglasi boiadi.

2. A=(0,1) to'piamning har bir nuqgtasi va x =0, x =1 nuqtalar
Im lo'plamning limit nugtalari boiadi.
3. x=jl, i, .. to‘plamning limit nugtasi x0=0 boiadi.

4.X =N ={1,2,3,...} to‘plam limit nuqtaga ega emas.
Keltirilgan ta’rif va misollardan ko'rinadiki, to'piamning limit
nnglasi shu to‘plamga tegishli bolishi ham, bolmashgi ham

ninmkin ekan.
Funksiya limiti. Faraz gilaylik, /(x) funksiya A'c <to'plam-

iln berilgan boiib, xo nugta X to'piamning limit nugtasi bolsin.
2-ta’rif. Agar Vs>0 son olinganda ham shunday S =s(s)>0
inpilsaki, 0<|x- x0l<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vx uchun
\f(x)-b\<s



tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning xo0 nuqtadagi limili
deyiladi va lim f(x) =b kabi belgilanadi.

461. Ushbu f(x) _x2-] funksiyaning x0=I nuqgtadagi limiti 2

ga teng ekani ko'rsatilsin.
Yechish. Vs >0 uchun 5=s deb olsak, u holda |jcI<n
(x ® D tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x da
x2-1 9

X —1
boiadi. Demak, lim-—- =2
] X-1

462. Quyidagi limitni toping: fim ' ™ -2

Yechish. x-lo*o ekanidan foydalanib
7TATT-3 (n/FI'I 3)(7"T+3)

m_
*>|o(x 10)(’\/x T+3) AL +3) 6

ni hosil gilamiz.
Ajoyib limitlar. Odatda quyidagi

m~ =t ©

limfl +—4 =£ (7)
xJ

Q%O+XV:e (8)

(6), (7) va (8) formulalar ajoyib limitlar deyiladi. Xususan, (6) |
ajoyib limit, (7) va (8) 2-ajoyib limit deb ataladi.
Funksiyaning o‘ng va chap limitlari.
3-ta’rif. Agar vs >0,33 >0, Vx 6 (x0- 5 x0): |/ (x)- b|<s
boisa, b son /(x) funksiyaning x0 nuqtadagi chap limili
deyiladi va
b=x_1ixrcr|)0/ (x) =f(x0- 0)



I.nbi belgilanadi.
4-ta’rif. Agar Ve >o0,3d >0, vxe (x0, x0+()): \f(x)-b\<£

Ini Isa, b son fix) funksiyaning xo nuqtadagi o‘ng limiti deyiladi

\Y[
b :&Of{x) =f(xa+0)
Jdibi belgilanadi.
Masalan,
1, agar x >0 bo'lsa,
fix) = 0,agarx =0 bo'lsa,
-1, agar x <0 bo'lsa
limksiyaning 0 nugtadagi o°‘ng limiti 1, chap limiti -1 bo‘ladi.
Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari.
Faraz gilaylik, fix) funksiya xczR to‘plamda berilgan boiib,
- Vk nugta X ning limit nuqgtasi bolsin.
1-xossa. Agar x-"x0da fix) flmksiya limitga ega bo‘lsa, u
yngona bo‘ladi.
2-xo0ssa. Agar )l(Lr}w[O/(x)zb, (7?—ehekli son)

bo'lsa, u holda x0 nugtaning shunday Us(xQ (s>0) atrofi

inpiladiki, bu atrofda fix) funksiya chegaralangan bo‘ladi.
3-xossa. Agar lim f(x) =b bo'lib, b<p bo‘lsa, u holda xo

nuglaning shunday Us(x0) atrofi topiladiki, bu atrofdagi giymatlar
uchun f (x)<p bo‘ladi.
Faraz qilaylik, fix) va gix) funksiyalar x cR to‘plamda
bi-rilgan bo‘lib, xosR nuqgta A to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.
4-xossa. Agar Ii>m0/(X)=bx, le gfx) =b2 bo‘lib, Vxea da

ito <g(x) tengsizlik bajarilsa, u holda bx<b2, ya’ni
Im f(x)< limg(x) bo'ladi.

5-xossa. Faraz qilaylik, Ii[n/(X)= , lim g(x) =b2, (?,b2e R)

lnnillar mavjud bo‘lsin. U holda
a) \/ceR da lim(cw(*))=climfix);



b) lim (f(x) +g(x)) = lim f(x) + lim g(x);

X-«0 *~>*Q

O im0 m(x)) = Jim 1(x) mlim 9(x);

lim f(x)
d) Agar z*o bo‘lsa, Ilim -
*Fe g (X) )B%g{x)
bo‘ladi.
463. Ushbu lim—tf—t X. +ee-+*— n |jmjt hisoblansin.
*» n-1

Yechish. Bu limitni yuqoridagi xossalardan foydalanib
hisoblaymiz:
Unx+xl+x\...+x"-n=bt H & 1- | ) + ( ~ -1

x-\ x-1
Ifm N 0 +X+ D)+ .+ X ~+x+H]D) [
x>\ X “1

=1+2+3+...+,, = N |

464. Ushbu fim- “CO3X " limit hisoblansin.

Yechish. Ma’lumki, Il-cosx =2sin2;j. Shuni hisobga olib

topamiz:

sin sin |
lim 2 «lim 2
x—=0 X x>0 X ‘2"
2 2

Funksiya limitining mavjudiigi
1-teorema. Agar f(x) funksiya x0 nuqtadagi chap va o Lij’
im f(x), lim /() limitlar mavjud va X_I>i_p;0/(*)=x_li»g10/(x) bo‘lsa

u holda funksiya x0 nuqtada lim/(x) limitga ega bo‘ladi.



Faraz gilaylik, f(x) funksiya X cR to‘plamda berilgan boiib,
x0)c;X bolsin (y> o).

2-teorema. Agar f(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi boiib,

n yugoridan chegaralangan bo‘lsa, funksiya x0 nuqgtada lim /(x)

limitga ega boiadi.

3-teorema. Agar f(x) funksiya X to‘plamda kamayuvchi
bo'lib, u quyidan chegaralangan boisa, funksiya x0 nuqtada
Im / (X) limitga ega boiadi.

Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar. Aytaylik, a(x)
hamda j3(x) funksiya lap X cR to‘plamda berilgan boiib, x0eR
nugta X to‘plamning limit nuqtasi bolsin.

5-ta’rif. Agar lima(x) =0 boisa, a(x) funksiya x-»x0 da

(licksiz kichik funksiya deyiladi.

Masalan, x->0 da a{x)=sinx funksiya cheksiz kichik funksiya
boiadi.

6-ta’rif. Agar lim/?(X)=w boisa, /2(X) funksiya x-»x0 da
cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan. x->0 da /?2(*)=- funksiya cheksiz katta funksiya
X

boiadi.
7-ta’rif. Agar IimJe’)\(’\)zl boisa, a(x) va /2(*) funksiyalar
X

\ >x0 da ekvivalent funksiyalar deyiladi va a{x)~ J3(x), x->x0
| abi belgilanadi.
Malumki, x->0 da

. . X
sinx ~ x, tgx ~ X, arcsinx ~ X, arctgx ~ X, loga(l+x) ~ Tna' In(l +x) ~ X,
na

a*- |~xlIna, ex-1 ~X, (1+a)w-1- nec
munosabatlar o ‘rinli boiadi.
In(l + §xarcsinx)sin5x

465. lim——F—- r—Xg——————m hisoblang.

Yechish. x->0 da 6xarcsmx->0 ekanini inobatga olib,
ml vivalent munosabatlardan quyidagini hosil gilamiz:



In(1 + 6xarcsinx) ~ 6xarcsinx - 6x2, sin5x~5x,

ex- 1~ x, tgx2~ x2

Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalarning xossalari

1) Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalar yig‘indisi cheksiz
kichik funksiya bo‘ladi;

2) Chegaralangan funksiyaning cheksiz ~ kichik  funksiya
bilan ko ‘paytmasi cheksiz kichik funksiya bo‘ladi;

3) Agar a(x) (a(xW o) cheksiz kichik funksiya bo‘lsa, -aj(;<)
cheksiz katta funksiya bo‘ladi.

4) Agap j3(x) cheksiz katta funksiya bo'lsa, cheksiz

kichik funksiya bo‘ladi.
466. Ta’rif yordamida quyidagi tengliklami isbotlang.
1) lim(3x+2)=-1; 2) lim(2- x) =1:
X——1 7 x->]

3) lim—=~-; 4) limx2= 4.
*3x 3
467. Quyidagi limitlarni hisoblang.



24 §. Funksiyaning uzluksizligi. Uzilish turlari.

Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari. Faraz qgilaylik, fix)
lunksiya X aR to‘plamda berilgan bo‘lib, x0eX nuqta X
in plamning limit nugtasi bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar Xl_i»rlwof(x) =/(x0) 9)

hollsa, f{x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi.
Demak, fix) funksiyaning xo nuqtada uzluksizligi ushbu
1) lim f(x)=b ning mavjudligi,

2) b=f(x0) bo‘lishi
mliarllarining bajarilishi bilan ifodalanadi. (9) ni quyidagicha ham
vozish mumkin:
lim fix) - f[ limX]. (10)

468. Ushbu/(x) =x4+x2+i funksiya Vx0eR nugtada
n/luksiz bo‘lishini ko'rsating.

Yechish. lim/(x) = lim(x4+x2+l) =x, +Xxj +1=/(x0 ekanligidan
J iifga ko‘ra berilgan funksiya uzluksiz bo‘ladi.
fl, agar x*O bo'lsa,
[o, agar x=o bo'lsa
limksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Ravshanki, vx0eR nuqtada Ilim/(x)=1 bo‘ladi.

469. Ushbu f(x) =(signxs =

I)emak, qaralayotgan funksiya Vvx0eR; x0*0 nugtada uzluksiz
liti' ladi. Ammo /'0)=0 bo‘lganligi sababli lerp/(x)"/(O) bo‘ladi.

Demak, f(x) funksiya x0=0 nuqtada uzluksiz bo‘Imaydi.
I'unksiya uzluksizligini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.
2-ta’rif. Agar ve>0 son olinganda ham shunday <=S(e)>0
mn (opilsaki, VxeXf) us(x0) uchun \f(x)~ f(x0)\<s tengsizlik
bajarilsa, /(x) funksiya x0nugtada uzluksiz deyiladi.



Odatda, x-x0 ayirma argument orttirmasi, /(x)-/(x0) es;i
funksiya orttirmasi deyilib, ular mos ravishda Ay va A/ kabi
belgilanadi:

Ox=x - x0, Al =fix) - /(x0)=f(x0+Ax) - f{x0).
Unda flmksiya uzluksizligining 1-ta’rifidagi (9) munosabat usbbu
lim A/=0 (11)

Ax—0

ko‘rinishga keladi. Demak, (11) mimosabatni funksiyaning Vv,
nuqtada uzluksizligi ta’rifi sifatida garash mumkin.
Aytaylik, fix) funksiya XczR to'plamda berilgan boiib,
x0e X nugta X to‘plamning o‘ng (chap) limit nuqgtasi bolsin.
3-ta’rif. Agar x_|Lr(r)1+0/(x) =/(x0) (X_>Iixrgo fix) =f(x0))

bo‘lsa, fix) funksiya x0 nugtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz
deyiladi.

Demak, fix) funksiya jonuqgtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz
bolganda funksiya ning o‘ng (chap) limiti uning x0 nuqtadagi
giymatiga teng boiadi:

I ("0 +0)=f(x0) (f(xQ- 0)=f(x0)).

Keltirilgan ta’riflardan, fix) funksiya x0 nuqtada ham
o‘ngdan, ham chapdan bir vagtda uzluksiz boisa, flmksiya shu
nugtada uzluksiz bolishini topamiz.

Umuman, f(x) funksiyaning n0 nuqtada uzluksiz bolishi,
Vs> o berilganda ham unga kola shunday 5 =Sis) >0 topilib,

Vxe Us(x0)c X => fix) 6 Us(f(x0))
bolishini bildiradi.

4-ta’rif. Agar /(x) funksiya X ciR to‘plamning har bir nugta-
sida uzluksiz boisa,/(x) flmksiya X to‘plamda uzluksiz deyiladi.

5-ta’rif. XcIR to‘plamda uzluksiz boigan flmksiyalardan
iborat to'plam uzluksiz funksiyalar to ‘plami deyiladi va C(X) kabi
belgilanadi.

Masalan, f(x)eC[a, b] bolishi, f(x) flmksiya ning [aji\
segmentining har bir nuqtasida uzluksiz, ya’ni /(x) flmksiya (ab)
intervalning har bir nuqgtasida uzluksiz, a nuqtada o‘ngdan, h
nugtada esa chapdan uzluksiz bolishini bildiradi.



1-teorema. fix) va g(x) funksiyalari XczR to‘plamda
berilgan bo'lib. x0e X nugtada uzluksiz bo‘lsin. U holda

a) VceR dac-f(x) funksiya xo0nuqtada uzluksiz boiadi;

b) f(x) +g(x) funksiya xBnugtada uzluksiz boiadi;

c) fix) m(x) funksiya xo0 nuqtada uzluksiz boiadi;

d) ) (g(x)*0) funksiya x0 nuqgtada uzluksiz boiadi.
g(x

470. fix) =X, xeR boisa, u holda f(x)eC(R) bolishini
ko'rsating.

Yechish. Hagigatan ham, Vs>o0 ga ko‘ra s =e deyilsa, u
holda

VX, \x-x0\<S: |/(x)-/(x0)] =|x-x01kS =s
boiadi.

471. /(x) = axm+a,x™4 +..+amlx +am- meN, a0,al,...,amsR
bolsin. U holda fix) e C(R) bolishini ko‘rsating.

Yechish. Bu tasdigning isboti 470-misol hamda 1-teoremadan
kelib chigadi.

Funksiyaning uzilishi. Aytaylik, /(x) funksiya {a b) da
( 'o<a<b<+x) berilgan boiib, x0e (a, b) bolsin.

Ma’lumki, /(x) funksiya ning xo nuqtadagi o‘ng va chap
limitlari

[(*0+0), [/ (x0-0) (12)

mavjud boiib,

I(X, - 0)=/(*,) =/(x0+0) (13)
lenglik o'rinli boisa, u holda /(x) funksiya xo nuqgtada uzluksiz
bolar edi.

Agar f{x) funksiya x0 nugtada uzluksiz bolmasa, unda x0
nuqgta f(x) funksiya ning uzilish nuqtasi deyiladi.

6-ta’rif. Agar (12) limitlar mavjud va chekli boiib, (13)
lengliklarffing birortasi o'rinli bolmasa, x0 nuqta fix) funksiyaning

Bunda



ayirma funksiyaning x0 nuqtadagi sakrashi deyiladi.

472. | ) =[x] funksiya x=p (pez) nuqtada birinchi fur
uzilishga ega bolishini ko ‘rsating.

Yechish. Ma’lumki, f(p +0)=p, f(pa-0=p-1
bo‘lib, f (p+0)"/ (pqg 0) bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya
X=p (peZ) nugtalarda 1-fur uzilish hosil gilar ekan.

Agar hech bo'Imaganda (12) limitlaming birortasi mavjud
bolmasa yoki cheksiz bo‘lsa, x¢ nugta f(x) funksiyaning ikkinchi
tur uzilish nugtasi deyiladi.

473. Ushbu

flmksiya x=0 nuqgtada ikkinchi tur uzilishga ega boiishini
ko‘rsating

Yechish. Bu funksiyaning x=0 nuqtadagi o‘ng va chap
limitlari mavjud emas. Demak, berilgan funksiya x=() nuqtada 2-
tur uzilish hosil gilar ekan.

2-teorema. Agar y =f(x) funksiya xQeX nuqtada, u=F(y)
flmksiya esa yoe Yf nuqtada (yo=f(x0)) uzluksiz bo‘lsa, F(f(x))
funksiya x0 nugtada uzluksiz bo‘ladi.

3-teorema. [a,b]aR da monoton bo‘lgan /(x) funksiya shu
[a,b\ning istalgan nuqtasida yoki uzluksiz bo‘ladi, yoki birinchi tur
uzilishga ega bo‘ladi.

Shuni ta’kidlash joizki, barcha elementar funksiyalar o ‘zining
aniglanish sohalarida uzluksiz bo ‘ladi.

Nugtada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xossalari.

Faraz qgilaylik, f(x) funksiya X<zR to‘plamda berilgan bolib,
x0e X bo‘lsin.

1. Agar /(x) funksiya x0eX nuqtada uzluksiz bo‘lsa, /(x)
funksiya x0 nuqtaning biror u#(x0) atrofida chegaralangan bo‘ladi.

2. Agar /(x) funksiya x0eX nuqtada uzluksiz bo‘lib, /(x0)*0
bo‘lsa, /(x) funksiyaning biror Us(x0) dagi ishorasi /(x0) ning
ishorasi kabi bo‘ladi.



474, Ta’rif bo‘yicha berilgan funksiyalami VxteR da
uzluksizligini ko ‘rsating.
1) /(x) =C 2) I'(X) =Xs 3) /(x) =sinx
475.  f(x) :\X+1,n'- 0, fimksiyam W0eR nuqtada uzluk-
[I, x<o;
sizligini ko‘rsating va grafigini chizing.
476. f(x)=\x +I,x-°’ funksiyani x0=0 nuqtada uzluksiz
[0, x<0;
I'Inasligini ktrrsating. grafigini chizing va uzilish turini aniglang.
477.  Berilgan funksiyalaming uzilish nugtalarini toping,
uzilish turini aniglang va grafigini chizing.

DNI(x)=--; 2 ) f{x) =tgx;
X
3) 1 (%) RRMEE 4) fix) =arctg-X_a
n n
COSX,—5<x<—7
5) /(x) =—1!-t ; 6)/(x) =
142" X2---)-i-(-. 11<x< I

16 4



V BOB. BIR O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING
DIFFERENSIAL HISOBI

25 8. Funksiyaning hosilasi. Hosila topish goidalari.
Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari.

Funksiya hosilasining ta’rifi. Misollar. Faraz gilaylik, f(x)
flmksiya (a,b)cR da berilgan bo'lib, xoe(a,b), x0+Axe(a,b)
bo‘lsin.

Ushbu Af(x0)=f(x0+Ax)-f(x0) ayirma fix) funksiyaning xo
nugtadagi orttirmasi deyiladi.

1-ta’rif. Agar ushbu

Lt f(x0+Ax)-f(x0)

=0 AX
limit mavjud va chekli bo‘lsa, shu limitga fix) funksiyaning xo
nuqtadagi hosilasi deyiladi Va rdi yoki f oy yekio ()
kabi belgilanadi. Demak,

f =i
0= 1% A - /)
Agar x0+Ax=x deyilsa, unda Ax=x-x0 va AXx—0 da x->x0

bo'lib, (1) munosabat quyidagi

rbl - Iton w ()
X0 X-x0
ko‘rinishga keladi.
478. Funksiyaning  berilgan nuqgtadagi hosilasini toping:
f(x)=x, x0eR.
Yechish. Bu funksiya uchun
f{x)~f(x0) x-xQ
X-x0 X-Xq

bo‘lib, lim f (x)- f (xo K I
X=*x0 X - x0

bo‘ladi. Demak, fix) =(x)' =1.



17"). Funksiyaning hosilasini toping:/(x) =|x| - xeR.

Ycchish.

Agar x>0 boisa, uholda /(x)=x boiib, /(w*)=1boiadi.

Agar x<o boisa, u holda f(x)=-x boiib, f'(x) =-1 boiadi.

Agar x0=o0 boisa, u holda X_’B—- =i§i boiib, x-»o da bu
MILiming limiti mavjud boimaydi. Demak, berilgan funksiya
i nuqtada hosilaga ega boimaydi.

mISO. Funksiyaning hosilasini toping:/(x)=x|x| , xe R, x0eR.

Ycchish.

Ix()>0,x>0, x*x0 uchun

f(x)-f(x0) XIX|-XO|)£0|_ x2-Xo _ %q

X-x0 X - x0 X - X0

boiib, lim —~ SN =2x0=2|x0lboiadi.
X0

*>40 X -

/(x)-1(x 0) _-X2+X0

b) x0<0, x <0, X*x0 uchuil
X - x0 X - x0

=-X-x0

boiib, lira /(Jc)~/(*0)=-2x0=2|x0i boiadi.
X~*X0 X-Xaq
d) x0=0, x £x0 uchun /W _JJJElI-| xboiib,
X —0 X

im m m , 0
*_**0 X - 0

boiadi. Demak, vxe R da /'(x) = (x|x])' = 2 1xj.
*481. Funksiyaning x0=0 nugtadagi hosilasini toping:
X sin— agar x*0 bo'lsa,
I(*)=""x
0, agar x =0 bo'lsa.

AN oo\ neol g

Yechish. -——1— =sm-
X - x0 x-0 X

lib, uning x->o0 dagi limiti mavjud emas. Demak, berilgan
l.siya x0=0 nugtada hosilaga ega emas.



Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari. Faraz gilaylik, fix)
funksiya XczR to‘plamda berilgan bo‘lib, (x0-S, jO)cl (5>0)
bo“Isin.

2-ta’rif. Agar ushbu lim limit mavjud bo‘lsa, bu

MOO0 X —xgq

limit f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi chap hosilasi deyiladi va
f'(x0-0) kabi belgilanadi: f'(x0- 0)= lim

X.-+x0-0 X -

[ifol _
X

Aytaylik, f(x) funksiya XczR to'plamda berilgan bo‘lib,
(Xg, x0+J) c X (S>0) bo‘lsin.

. . f(x)_ f<x ) .. . .
3-ta’rif. Agar ushbu lim —-—=_ g limit mavjud bo‘lsa. bu
*>*040 X —X

limit fix) funksiyaning *0 nuqtadagi o‘ng hosilasi deyiladi va
['(a'o +0) kabi belgilanadi:

Neo+0)= Ilim /w -/fa>,
*>* +0 X —X0

Masalan, f(x)=\x\ funksiyaning x(0=0 nugtadagi o‘ng hosilasi
/'(+0) =i, chap hosilasi /'(—8) =— bo‘ladi.

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib
chigadi:

1. Agar fix) funksiya x0 nuqgtada /'(*<,) hosilaga ega bo‘lsa, u
holda bu funksiya xo nugtada oiig f'(x0+0) hamda chap fix 0-0)
hosilalarga ega va f'(x0- 0)=/'(*,,) =f'(xa+0) tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

2. Agar f(x) funksiya x0 nugtada o'ng f'(x0+0) hamda chap
f'(x0- 0) hosilalarga ega bo‘lib, f(x0- 0)=f'(x0+0) bo‘lsa, u holda
fix)  funksiya x0 nuqtada f'(x0) hosilaga ega va
f'(x0-0) =f'(x0) =f\x Q+0) tengliklar o‘rinli boiadi.

Hosilaming geometrik hamda mexanik ma’nolari. Fara/
gilaylik, fix) funksiya {a,b) da berilgan bo‘lib, x0e(a,6) nugtadn
f'{x0) hosilaga ega bo‘lsin. Bu fix) funksiyaning grafigi 1-shaklda
tasvirlangan  egri chizigni ifodalasin:



1-shakl.

Hu /' chizigda M0(x0,y0), m(x,y) nuqtalami olib, ular orgali
ir litvHii / kesuvchini garaymiz.

N..(v.l(ac0))e i-L, M (x,f(x))er, M -»Mo0 da / kesuvchi limit
i"t hi / chizigga M0 nuqtada o‘tkazilgan urinma deyiladi.

I nnksiyaning x0 nuqtadagi f'(x0) hosilasi urinmaning burchak
lin Hlilsi-ntini ifbdalaydi:

f(xo)=tga .
Miinmailing tenglamasi
Y=f{x0)+f(x0)(x-x0)

1- imislula boMadi.

Normal tenglamasi

y =f(x0)- fiXO):O-XO)
i miim.ihda bo‘ladi.
IInnikatdagi P nuqtaning t vaqtdagi oniy tezligi v(t), o‘tilgan
i 1 \olUning hosilasidan iborat bo‘ladi:
v(t) =s\t).
Iliirakatdagi P nuqtaning t vaqtdagi oniy tezlanishi a(t), v(t)
i* hkmii|' llosilasidan iborat bo ‘ladi:
a(0=v'(0.
Hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi. Faraz
J4*h hk, f(x) funksiya (a, b)czR da berilgan bo‘lsin.



Teorema. Agar f(x) funksiya x0e(a,b) nuqtada chekli f'(x0)
hosilaga ega bo‘lsa, u holda f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz
bo‘ladi.

Eslatma. Funksiyaning biror nuqtada uzluksiz bo‘lishidau
uning shu nugtada chekli hosilaga ega bolishi har doim ham kelib
chigavermaydi. Masalan, f(x)=\x\ flmksiya x=0 nugtada uzluksiz.
ammo u shu nugtada hosilaga ega emas.

Hosila hisoblash qoidalari

Ikki funksiya vyig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va
nisbatining hosilasi. Aytaylik, fix) va g(x) funksiyalari (a,b)c:R
da berilgan boiib, x0<=(a,b) nugtada f'(x0) va g'(x0) hosilalarga
ega bolsin. Uholda f{x)xg(x),fix)-g(x), ) (9(x0*0) funksiya

g(x

xo nuqtada hosilaga ega boiib ular uchun quyidagi formulalar
o‘rinli:

(f(x) £g(x) A =f\x 0) g'(x0) 3)
(f(x) my(x))" =f'(x0) my(xa) +f(x0) my'(x0) , 4)
fix)] _ fix Qeg(x0)~ f(x0) my'(x0
9ix)J 92(x0) ©)
(4) formuladan
(c-/(x))" =c-I"(x) (6

hosil boiadi. Bunda c-o0 ‘zgarmas son.

482. Funksiyaning hosilasini toping: f(x)= >z’(-+1
Yechish. (5) formuladan foydalanib hisoblaymiz:
f (x-D)(x2+1)-(x-1)(x2+1)" x2+1--2x(x-1) 1+2x—x2
x2+1)2 ” (x2+1)2 ~{x2+1f"'
483. Hosila ta'rifidan foydalanib, berilgan funksiyalarniu,
hosilalarini toping:

1) 1(x)=2x2+7x-3; 2)/(x)=x3+5x2-2; 3) f(x)=— .
X +1

4) f(x) =4x; 5) /(x) =V A,



mN4.  A*)=") funksiya berilgan. /'(-2) =/'(2) ekanligini

I'lt ulling.

NS /(*)=|x2-5x +§ funksiya x=2,x =3 nuqtalarida hosilaga
LR iligini ko‘rsating. Shu nugtalarda o‘ng va chap hosilalami
HIIIILL,

IH> Funksiyaning berilgan nugtadagi hosilasini toping.
Dr (4x+i)(3x-i) /(1)="?
91 (m—DE—2)(n:3)..Gc—) v(i)-?

3x+1
X ""yerT N1)=?
J) -
IN7. Qanday nugqtalarda y = funksiya grafigiga oYka-

ili'mii urinma OX o°‘gning musbat yo‘nalishi bilan 45" li burchak
1' hi il riadi? Shu nugtada funksiya grafigiga o ‘tkazilgan urinma va
i**imill Icnglamasini tuzing.

188. y=~ wva y=x2 funksiyalar kesishish nugtasidan

nil i'illmu urinmalarining burchak koeffitsiyentlarini toping va
in i"lirorasidagi burchakni toping.

IN> Ji(/)=1+\6t-t2 qgonun bilan harakatlanayotgan moddiy
iHh|i.miiij> t=1 s dagi oniy tezlik va tezlanishini toping . Moddiy
urn jlii gnclion to‘xtaydi?

'8, Elementar funksiyalarning hosilalari. Murakkab,
imlikonuas, teskari va paramertik usulda berilgan funksiyaning
hosilalari. Logarifmik differensiallash.

I Irmentar funksiyalarning hosilalari hosila ta’rifidan va hosila
nil ili goiilalaridan foydalanib aniglangan.

M0. (logux)'=—— , ekani ko‘rsatilsin. Bunda a>Q a® 1, *>0.
X Ina

\ u liish. f(x)=\ogax flmksiya uchun



fix)=logax aniglanish sohasida uzluksiz va HmII+— I{Y r

ekanidan foydalanib, (Iogax)'z)—(logOe:E; ni topamiz. Xuslsan,
(inx)'=- bo‘ladi.
X

Shu kabi wusullar bilan quyidagi hosilalar jadvalini hosil
gilamiz.

-1
L (o) =0 2 T mex
4 5 6
-9 (fj=r 0°5¢*) - ina
r r
7 (Inx) =— 8 (sinx) =cosx 9 (cosx) =—sinx
X
10 11 _ 12 ( M - =1 _
*) ctgx) = . arcsmx
(&%) CUSZX (ctgx) sin X ) X7
18 e ; i 14 (arctgx) A~ 15 farcctng i +1’\2
VIi-X2
16 (shx) - chx 17 (chx) =shx 18
19

Bu jadvalda shx,chx,ihx,cikxfunksiyalar mos ravishda giperbolik

sinus, giperbolik kosinus, giperbolik tangens va giperbolik
kotangens funksiyalar boiib, ular quyidagicha aniglangan:

e*-e* _e*+ex shx ex-e~Xx chx ex+ex
slvc = -2----—--- chx = , thx —, Ccthx =—= ——-—,
2

2 chx  ex+e x| shx ex- ex
Murakkab funksiyaning hosilasi. Faraz gilaylik, y=f(x)
funksiya XaR to‘plamda, g(y) funksiya {/(xX)\xeX} to‘plamd;i
berilgan boiib, x0eX nugtada f'{x0) hosilaga, yo0e {fix)\ xe x|
nugtada (yo =f(x,,)) g'(>n) hosilaga ega bolsin. U holda g(/(.»))
murakkab flmksiya x0nuqtada hosilaga ega boiib,




(9(F(x))%~g"(f(x0))-f(x0) (7)
liti'ludi.
I I-misol. y =In(x+,/TT7) funksiyaning hosilasini toping.
Ycchish. (7) formula bilan tagqoslab g(x) =Inx, f(X) =x + 11 +x2
[liinligidan,

E0)=— FO)=1+- X o X VN2 ni topamiz.
\j\ +x2 \I +X2
liti) —=-——1—.. dan va (7) formuladan foydalanib
fix) X+J177
¢ (|(x))V— ----- j—_ -=__ L= ekanini topamiz.
> x+N ~T jus

leskari funk5|yan|ng hosilasi. Aytaylik, y =f(x) funksiya
I,i /) da berilgan, uzluksiz va gat’iy o‘suvchi (gat’iy kamayuvchi)
I>n lib xoe(a,b) nugtada f'(x0) (/'(*o)*°) hosilaga ega bo‘lsin. U
kilhi v /.'(y) funksiya jo (n =/(%)) nuqtada hosilaga egava

(8)
bn'Iftdi.

492. (arctgx)'=—*— ekani ko ‘rsatilsin.
1+ X
Yechish. Teskari funksiya hosilasini hisoblash formulasiga
ir.iriilll (y-arctgx, x=tgy)
' = (arctgx)" cos ! !
= (arctgx)' = --—---= -
y g Otgy)" & l+/g2y 1+x2

Ihi ludi.

Oshkormas funksiyaning hosilasi. Bizga biror F(x,y)=0
m likorinas funksiya berilgan bo‘lib, y = v(x) funksiyaning y' =y (x)
Iniiilasini topish talab etilsin. Buning uchuny=y(x) ekanligini ino-
Inilya olgan holda tenglamaning har ikkala tomonidan x bo‘yicha
Ine.ila olib, so‘ngra hosil gilingan tenglamani y'=y'(x) ga nisbatan
\.ilush kerak.

493. Oshkormas funksiyaning hosilasini toping: x2+y2=4.



Yechish. Tenglikni ikkala tomonidan x bo‘yicha hosila
olamiz: 2x+2yy' =o.
M t 1 X1
Bundan y'm topamiz: y'=— .
y
Parametrik usuida berilgan funksiyaning hosilasi. Agar

v=y(x) funksiyada o‘zgaruvchilar X=x parametrik usuida beril

y =y()
gan bo‘lsa, u holda
e dy oy \Y)
dx  x\t) (9)
bo‘ladi.
494, :4C_05t bo Isa, gy ni'topFns.
y =3sirU dx
Yechish. (9) formuladan —=—  =—smi=--tgt ekani
dx  (3smt) 3cosf 3
kelib chigadi.

Logarifmik differensiallash.
495. SAmX)WV  (u{x) >0) funksiya uchun, u'(x) va v'(x) lar
mavjud bo‘lsin. U holda
([«o0r0)'=k*)]ut V') INuGo + ¥ 100

ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Ushbu y=[u(x)Jw ni logarifmlab,

In? =v(x)Inu(x),
so‘ng murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan
foydalanib topamiz:

—y"'=v'(X) eInu(x) + v(x) — A—u'(x),
ym u(x)

y =y V'(X)*Inu(x) +Vv(x) .u(x) *U'(x)

:k*)]VVV V'(x)In u(x)+/I\/I_(/;(_)”.(X)

Demak,

M) =uv-Inu-v'+v-uv leu".

136



ii ni*llk o'rinli ekan.
1%. lJshbu f(x)=x*, g(x)=xx

llinK".iyalarning hosilalari topilsin.

Ycchish. (10) formuladan foydalanib topamiz:

[ Ax) = (X'v) =xx mMn X+ x x4 =xx (Inx +1),

= ) = (x/w ) =X Inx-f'(x) +/(x)-xyw-1 =
V' oeInx -(xx(Inx +1)) + xx m&x ~ =

o V' ¥ I (xnInx(In x + 1) +1).

497. Quyidagi funksiyalarning hosilalami jadval va hosila
oli'ill gqoidalari yordamida toping.

) y- * 2) y =y[x; 3) >=5smx +3cosx;
)y =5(tgx~x); 5) y= 1 6) y = 2xarcsinXx ;
ex +l

_ : - : o tox
Dy =log-2; 8) y =shx—ch+2chx; 9y arctgx
*>8 Quyidagi murakkab funksiyalarning hosilalarini toping.
1)y =(2x3+5)4; 2) y =tgé ; 3) y =cos2x;
o) y =tg2\nx; 5) y=sin 6) y =Intg-;

7) ¥ - InAV2sinx + 1+ V 2sinx-17; 8) y = —tg2y[x +Inaosn/x .

499. Quyidagi funksiyalarning hosilalarini  logarifmik
mil I' i*iisiallash yordamida toping.

1) v=x*2; 2*) M(sSinx)®*;

i*vv=(2y- |[Y "+2 . p**y v=(*~1)(x-2)(x-3)(x-4)(x-5)
(bx+4)2"1-x X+D(x+2)(x +3)(x +4)(x +5)

500. Quyidagi oshkormas funksiyalarning hosilalarini toping.

1) W+j3-3xy=0; 2) yX- xy=o;

t) x1+ y2Anx—4 =0; 4) x2siny + x1lcosx-2x-3y+i=0.

501. Quyidagi paramertik usuida berilgan funksiyalarning
Ivmilalarini toping.



x-cht

y =sht ’
x =e 'sin/ y = 5sirt/
y =¢'cost x =5cos/
502. Quyidagi funksiyaga teskari bo‘lgan funksiyaning

berilgan nugtadagi hosilasini toping.
1) y =2x--cosx, y0=-~; 2) x =shy, x0=y/3 .

27 8. Funksiyaning differensiallanuvchiligi.
Funksiyaning differensiali.
Yugqori tartibli hosila va differensiallar.

Funksiya differensiali tushunchasi. Faraz gilaylik, f(x)
funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, x0e (a,b), x0+Axe (ays) bo‘lsin.

Ma’lumki, Af(x0)=f(x0+Ax)~/(x0) ayirma f(x) funksiyaniuy,
x0 nugtadagi orttirmasi deyiladi.

1-ta’rif. Agar afix,, i ni ushbu

Al (x0) =J1 mAx +aAx oD

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, fix) flmksiya x0 nugtadu
differensiallanuvchi deyiladi, bunda A =const, Ax->0, daa ->0.

Teorema. fix) funksiya xe(a,b) nuqtada differensiallanuvchi
bolishi uchun uning shu nugtada chekli f'(x) hosilaga ega bo‘lislii
zarur va yetarli.

2-ta’rif. Fimksiya oittirmasidagi f'(x0)-Ax ifoda f(x) funksi
yaning x0 nuqtadagi differensiali deyiladi va df(x0) kabi
belgilanadi:

df(x0) =f (x 0)-Ax .

Aytaylik, x<=(a,b) nugtada differensiallanuvchi fix) funksi

yaning grafigi 2-shakl tasvirlangan egri chizigni ifodalasin:



2-shakl.

K iliirilgan chizmadan ko'rinadiki,

¢ t
——=tga
AC g

Ivi lib, /)C =tgamAC =f'(x)-Ax bo‘ladi.

Ncinak, f(x) funksiyaning * nuqtadagi differensiali funksiya
mul (x, fix)) nuqgtada o'tkazilgan urinma orttirmasi DC ni
ilii'Inlnr ekan.

Iam/ gilaylik, f{x) =x, xeR bo‘lsin. Bu flmksiya differen-
111hnnivchi bo‘lib, df(x) =(x)'-Ax=Ax, ya’ni dx=Ax boiadi. Demak,
i,i /1 didifferensiallanuvchi f(x) funksiyaning differensialini

df(x) =fix) mix (12)
i " iiiiishda ifodalash mumkin.

Milsalan, of(sinv) = cosxclx .

I'iinksiya differensialining sodda qoidalari. Faraz gilaylik,
mo \,i i;(X) funksiyalari (a b) da berilgan bo‘lib, xe(a,b) nugtada
illlifiviisiallanuvchi bo‘lsin. U holda xe (a, b) da

1) (/(ce(x)) =cdf(x), c=const;

") /(F(x) +9(xj) =df(x) +dg(x);

) () g(x)) =g(x)df(x) +f(x)dg(x);

- (9(Y)0).



w

503. Ta'rifdan foydalanib, ushbu f{x)=x-ix1 funksiyaning
Xg—2 nuqtadagi differensiali topilsin.

Yechish. Bu funksiyaning x0=2 nugtadagi orttiraiasiin
topamiz:

0/(2) =1(2 +AX)- /(2) =2+Or-3(2 +Ar)2- 2+12 =

=—31eAx - 3/1x2 =-1 1eAx +(-3/1x) BX.

Demak, df(2)=-11.dx.

Funksiya differensiali va taqribiy formulalar. Funksiya
differensiali yordamida taqribiy formulalar yuzaga keladi.

Avytaylik, /(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lib, x0e(a,/u
nugtada chekli f'(x0) hosilaga (f'(x0)*0) ega bo‘lkin. U holda
Ox->0 da

Nf(x0) =f'(xo)mAx+ 0(AX)
bo‘ladi. Bundan,
Af(x0)~df(x0),
ya’ni
f(x0+Ax)* f(x0) +f (x0)-Ax @0
tagribiy formula hosil bo'ladi

504. Ushbu sin 29° miqdor tagribiy hisoblansin.

Yechish. Agar /(*)=sinx, x0=30° deyilsa, unda ()
formulaga ko‘ra

sin 29° 1 sin30° + cos 30° M29° - 30°) « =05- — m * 0,4848
360° 2 360°
bo‘ladi.

Funksiyaning yuqori tartibli hosilalari. Faraz gilaylik, f(\)
funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, Vvxs(a, b) da f'(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Bu fix) funksiyani g(x) orgali belgilaymiz:

g(x) =f'(x)  (xe(a, b)).

3-ta’rif. Agar xQe(a,b) nuqtada g(x) funksiya g'(x0) hosilaga

ega bo‘lsa, bu hosila f(x) funksiyaning x0 nugtadagi ikkinchi

tartibli hosilasi deyiladi va /" (x0) yoki ix kabi belgilanadi.

Xuddi shunga o‘xshash, /(x) ning 3-tartibli f'"(x), 4-tarlibli
f IV{x) va hokazo, tartibli hosilalari ta’riflanadi.
140



| Irnuman, / (x) funksiyaning «-tartibli hosilasi f {n)(x) ning
...... Bea j\x) funksiyaning (n+x)-tartibli hosilasi deyiladi:
(14)
Oilatda, f(x) funksiyaning /"(*), /"'(*), .. hosilalari uning
inpii tartibli hosilalari deyiladi. Shuni ta'kidlash lozimki, fix)
mni siyaning xe(a,b) da n-tartibli hosilasining mavjudligi bu
niml. siyaning shu nuqta atrofida I- 2- .., (u-1)-tartibli hosilalari
niti\ iticlligini taqoza etadi. Ammo bu bosilalaming mavjudligidan
larlibli hosila mavijudligi, imiuman aytganda, kelib chiga-
\ 11 niaydi.

Masalan, /(n-)=?f-ll)|f)! funksiyaning hosilasi f\x) =\x\" bo‘lib,

Ini limksiya x=0 nuqtada hosilaga ega emas, ya’ni berilgan
ivil iyaning x=0 da birinchi tartibli hosilasi mavjud, ikkinchi

S05. f(x) =ax, a>0, xeR, funksiyaning «-tartibli hosilasini
Yechish. Bu funksiya uchun (a*)' =axina,
(ax)" =(ax\na)' =ax(\na)2,
(liiuiman  (ax)w =ax(\na)n bo‘ladi.
506. f(x) =sinx funksiyaning «-tartibli hosilasini toping.
Ycchish. Bu funksiya uchun
A

(sinx)'- cosx =sin :{eesx)' =

Umuman, (sinx)1 bo‘ladi.

S07. f(x) =xa x>0, aeR funksiyaning «-tartibli hosilasini

i" 110,
Ycchish. Bu funksiya uchun
(xa)' =cex*-', (x“)" = (ax™')' =a(a- [)xa2
inmunail, (x*)(,) =a(a-1)(a-2)...(a-n +I)xa~" bo‘ladi.



boiib, undan  (Inx)(n =—" —--—- bolishini topamiz.

Faraz qilaylik, [/ (x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan
boiib, Vxe(a, b) da f ({x) va g(](x) hosilalarga ega bolsin. Il
holda:

1) (cw (*){) =c o w(x), c—const;

2) (f(x)x g(x)f>=/»>() £g"(x) m

3) () ()T = C kK mCTRX) (15)

\ek=»W-D-("- A+ D" My =¢(x)

boiadi.
(15) formula Leybnits formulasi deyiladi.

508. Ushbu y =x2cos2x funksiyaning «-tartibli  hosilasi
topilsin.

Yechish.  Leybnits formulasida fix) =cos2x, g(x) =x2 deb
olamiz. Unda bu formulaga kola, ayni paytda g(x)=x2 funksiya
uchun k>2 bolganda gw (x)=(x2w =0, (k>2)
bolishini e’tiborga olib topamiz:

(x2co0s2x)(n) = C°x2(cos2x)(n) + Cj,(x2)" mcos2x)(n 1) + C2(x2)"(cos2x)(""»

Ravshanki, (cos2x)(° =2" cosf2x +nm ]
(cos2x)(" 4 =2" lcos|2x + (« -1)"J =2" Lsinj"2x +n
(cos2X)n) =2~ cos"2x+(U- 2) j=-2"2cos 2x+n j .

Demak, (x2c082x),")=2" ™~2-""]cos|*2x +f]j +2,;«sin

Funksiyaning yuqgori tartibli differensiallari.
Faraz qilaylik, /(x) funksiya (a,b) da berilgan boiib
Vxe (a, b) nuqgtada fix) hosilaga ega bolsin. Ravshanki, /(o

funksiyaning differensiali
df(x) =f'(x)dx

boiib, bunda dx =Ax funksiya argumentning ixtiyoriy orttirmasi.



I ta’rif. f(x) funksiyaning xe(a b) nuqtadagi differensiali
In\) ning differensiali  f(x) flinksiyaning xe(a,b) nugtadagi
il I mchi tartibli differensiali deyiladi va d2fix) kabi belgilanadi:
i /(» d(df(x)).
Xuddi shunga o‘xshash, fix) funksiyaning uchinchi d3f(x),
I- 11mchi d*f(x) va h.k. tartibdagi differensiallari ta’riflanadi.
Umuman, fix) flmksiyaning wu-tartibli differensiali d"f(x)
ww)’ differensiali fix) flmksiyaning (n+1)- tartibli differensiali
drviladi:
d"+Hf(x) =did"fix)).
5009. Ushbu fix) =xe~x funksiyaning ikkinchi tartibli diffe-
Kkn .iali topilsin.
Yechish. Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini
iiuliga ko‘ra topamiz:
d'J\x) =didfix)) =didixe~x)) = dixde~x + e~xdx) = d(-xe~xdx + e~xdx) =
= -d(xe~x)dx + (de~x)dx = -{xde~s + e~xdx)dx - e~x{dx)2=
=x-e~x(dxf -e~xidx)2-e~x{dx)2 = (jc-2)e~xidx)2.
DilTerensiallashqoidasidan foydalanib topamiz:
it’f{x) =d{dfix)) = d(fXx)dx) =dx-d{f(x)) =dx-F"{x)dx = £ (x){dx)\
<I'f(x) = did2(x)) =/"(x)(<fe)3,

J"fix) =f M(x)idxT (16)
11 .dan, yuqorida keltirilgan misol uchim
1/ ' (xe~x) = ixe~x)"idx)2 =(e“* —xe~x)’idx)2 =
t- N-<T*-xe~x)idx)2=ix-2)e~xidxf
Ihi Hidi.
Aytaylik, fix) va gix) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib,
> (i/, B nugtada s-tartibli differensiallarga ega bo‘lsin. U holda:
) 4"(cw\x)) =cmdnfix), c=const\
m) il"ifix) £ g{x)) =d"fix) £d"gix);
) d"ifix) mix)) =dnf{x)-gix)+ Cid’>'fix)-dgix) +
| =+ Chd nkfix) mikg{x) +...+ fix) mingix)
Ihi ladl.



Differensial shaklining invariantligi. Aytaylik, y =/<i
funksiya (a, b) da differensiallanuvchi bo‘lib, x o°‘zgaruvchi oV,
navbatida biror t o‘zgaruvchining [a,/?] da differensiallanuvchi
funksiyasi bo‘Isin:

x=<t) (I<=[«/?], x=(p(t)s[a, £]).

Natijada

y - f(x) =
bo‘ladi. Bu funksiyaning differensiali

<fy=(f(<p(t)))dt = f'((pit)) m(p'(t)dt =f'(ip(t)) micp{t) = f'(x)dx

bo‘lib, u (12) ko‘rinishga ega bo‘ladi. Shunday qilib, y =f{\)
funksiyada x o‘zgaruvchi erkli bo‘lgan holda ham, u biror i
o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lgan holda ham vy =f(x) funksiya
differensialining ko‘rinishi bir xil bo‘ladi. Odatda bu xususiyal
differensial shaklining invariantligi deyiladi.

y =fi<p{t)) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali quyi-
dagicha bo‘ladi:

d2y =d(df) = d(f'(x)dx) = df'(x) mix + f'(x) ml(dx) =
=f"(x) mdx)2+f'(x)d2x

Bu munosabatni (16) munosabat bilan solishtirib ikkinchi
tartibli differensiallarda differensial shaklining invariantligi xossasi
o‘rinli emasligini topamiz.

510. Funksiyaning differensialini ta’rif yordamida toping.

1) fix)-x2+3x-2 ; 2) f(x) =x3+3x ; 3)/(x)=3x-2.
511. Funksiyaning differensialini toping.
1) /(x) =8"x; 2) f(x) =Inx; 3)/(x) =sinx;

4) /(x) =e*2; 5) /(x) =xhix-x +1; 6) f(x) =tgA.
512. Quyidagilami tagribiy giymatini hisoblang.

1) /(x) =x3+3x2—2x+4, /(1.98)»?; 2)/(x) =cosx,/(63°)<«? ;
3) I(x) = /(5.05)*?;  4) f(x) =Vx2+2x+12, /(3.96)«?;

5 M ; 6)"258 ; 7) In0.98.
513. Funksiyaning berilgan nuqtada 3-tartibli hosilalari va
differensiallarini toping.

1) /(x) =e342,x0=0; 2)/(x) =sin2x, x0=



3) 1 (X)=1In3x, x0=1; 4) | (x)=nl+2x,x0=0.

514*. Funksiyaning x0=0 nuqtadagi n -tartibli hosilalarini
loping:

1) /(x) =x3- 2x2+4X+6; 2)/(x) =e2" ;

3) I(x) = ; 4) /(x) =In(i+2x);

5) /1 (x) =xIn(l +x); 6) /(x) =x3sinx.



VI BOB. HOSILANING TADBIQLARI
28 8. Differensiallanuvchi funksiyalar hagida asosiy teoremalar

Bu teoremalar funksiyalami tekshirishda muhim rol o‘ynaydi.

1-teorema (Ferma teoremasi). f(x) funksiya XczR to‘p
lamda berilgan. x0e X nugtaning atrofi uchun

Us(x0) =(x0-S, x0+5)czX (S>0)

bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

1) vxe Ug(x0) da f(x) <f(x0) (f(x) >f(x0)),

2) I'(n,)mavjud va chekli bo‘Isin.
U holda f'(x0)=o0 bo‘ladi.

2-teorema (Roll teoremasi). Faraz gilaylik, f(x) funksiya
[a, b] da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) /(x)eC[a, ],

2) vxe (a b) da /'(x) mavjud va chekli,

3) fia) =fib) bo‘lsin.
U holda shunday x0e (a, b) hugta topiladiki, f'(x0) =0 bo'ladi.

3-teorema (Lagranj teoremasi). Faraz qilaylik, fix) fuimsiyii
[a, b] da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) / (x) e C[a, b],

2) Yxe (a, b) da fix) hosila mavjud va chekli bo'lsin.
U holda shunday ce (a, b) nugta topiladiki,

f(b)-f(a) =f'(c)(b-a)
bo“ladi.

1-natija. Aytaylik, fix) funksiya (a, h) da : ix) hosilaga ora
bo‘lib, Vxe(a by da f(x) =0 boisin. U holda \/xe(a,b) da
f(x) =const bo'ladi.

2-natija. f(x) va g(x) funksiyalari (a,b) da fix), <'()
hosilalarga ega bo‘lib, vxe(a,b) da f'{x) =g'(x) bo‘lsin. U holda
\/xe(a,b) da f (x) =g(x) +const bo'ladi.
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4-teorema (Koshi teoremasi). Aytaylik, /(x) va g(x)
limksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin.

1) f(x) e C[a, b], g(x) e C[a, b],

2) We (a, b) da f\x) va g'{x) hosilalar mavjud va chekli;

3) Vj:e(a, b) da g'(x);*0 bo‘lsin.

1 holda shunday ce(a, b) nuqta topiladiki,
m - m _flc)
g(b)-g(a) g'(c)
lio'ladi.

515.  Vx\x"etf  uchun |[sinx'-sinx"| <|x'-x"|  tengsizlik
i .bollansin.

Yechish. Aytaylik, x'<x" bo‘lsin. /(x) =sinx ga |x', x"] da
I'iijj'ianj teoremasini qo'llaymiz. Unda shunday ce(x', x") nuqta
topiladiki,

|sinx'-sinx" | = | cosc|-(X"-X)
lio'ladi. Agar \/teR da |cost j<I| ekanini e’tiborga olsak, unda
vugoridagi munosabatdan

|sin x'-sin X" | <|x'-x"| (W, x"eR)
bo' lishi kelib chigadi.

516. Ushbu

ii'iii".sizlik isbotlansin.
Ycchish. [b,a\ segmentda /(x) =In(X) funksiyani garaymiz. Bu

lunksiya shu segmentda uzluksiz va (b, a) da f'(x) =~ hosilaga ega.

Hiula Lagranj teoremasiga ko‘ra shimday c¢ (b<c<a) nuqta
topiladiki,

Ina-]bnb =\ bo'ladi. Ravshanki, b<c<a = -<’\<[]b.
a- c a ¢

liiliudan —xinf b bo“lishi kelib chigadi.
a
Lopital qoidalari. Ma’lum shartlarda funksiya limitini

In .ohlash goidalari o‘rganilgan edi. Ko‘p hollarda bunday shartlar
. i|l.n ilinaganda, ya’ni



x —2xgda f(x) -» 0, g(x) =0: —ning limiti 1 —
gdaf(x) -» 0, g(x) o0 9 5
()

X —X,, da f(x) =+00, g(x) —=+co: ~ — ning limiti f—
9(x) ~00

x —»x0da f(x) =+00, g(x) —=+o00: /'(x)- g(x) wwglimiti (90- 0,

x —»x0da fo= >0. g(x)—»0: (/(x))**"* rawglimiti

x —»x0cfaf(x) =1, g(x)—»+o00: (/(W (X)w«glimiti [I°°]

x—=>x0 da /(x)->o00,g(x)->0: /(x)g(x) ni limiti oo°ni topishdn
flmksiyaning hosilalariga asoslangan goidaga ko'ra hisoblash qulas
bo‘ladi. Bunday usul bilan flmksiya limitini topish Lopilnl
goidalari deyiladi.
5 va Eko‘rmishidagi hollar

5-teorema. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) flmksiyalar (a, b) dtt
berilgan bo'lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1 X%i (x) =0, X_IAiQ?O g(x)=0;

2) vxe(a, b) da f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud;

3) Vxe (a b) da g'(x) PO;

4) Ushbu X/I\lm Y (Ee . R mavjud. U holda Ilim —~ 1|

bo‘ladi.
517. Ushbu

munosabat isbotlansin.
Yechish. /(*)=(tax)“af-J, g(x) =x-e funksiyalari uchun

(1, e) da 5-teoremaning barcha shartlari bajariladi:

N

D limf (x) = im [ ((Inx)* - (=" )]1=0

limg(x) =lim(x- ¢e) =0;



2) f'(x) =a(tax)“le— —F—V |, g'(X) =%

3) g'(*) =1*0;
«(TXT-.bATC
N TR VI “ £ Ki mEZE.
g'(x) A>e 1 o
| Hunak,
(inx)“ - [ %xT B
[ImM =lim--------- _=fz
*%g(x) ¢ X —e e

6-teorema. Aytaylik, /(x) va g(x) funksiyalar (a, +«<) da
hn ilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
D lim/ (x)=0, Ilim g(x)=0;
2) We (a, +00) da g'(x) hosilalar mavjud;
3 WE(a, +0) da g'(x) * G,
4) Ushbu lim---—=£ mavjud (feR). U holda lim----- =i
9'(x) *9(x)
bnMiidi.
2 I
S18. Ushbu Ilim —-—=-——Ilimitni hisoblang.
OMLu2arctgx - n

"IL.
Yechish. Agar f(x) =e®2-l, g(x) =2arctgx2- s deyilsa, ular

in linn 6-teoremaning barcha shartlari bajariladi, jumladan,
—a 0 =1 —ibo'li
J\x) & X g'(jo 1+ijo ib,

22

«>0g (X)  Fote 4X *>i¢° 2X 2
1+ x4
IP>lutli. 6-teoremaga ko‘ra

ImzZM =IlmzZW= M —£|_z!— = _|
V-Moxg(X)  *>Ry(X) *oke2arctgx -A7 0 2

" hull.



7-teorema. Faraz qgilaylik, fix) va g(x) funksiyalar (a,b)iln
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlami bajarsin:
1) lim f(x) =00, lim g(x) = oo,

2) Yxe (a, b) da f'(x), g'(x) hosilaiar mavjud;
3) Wxe(a b) da g'{x)*(

4) Ushbu lim £ A) mavjlud. U holda
« ‘-0g'W -

x*b-0g (x)
bo‘ladi.

8-teorema. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,+>)
da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

) Jim 100 =@ _lm 99 =an

2) Vxe (a, +c0) da f'(x), g'(x) hosilaiar mavjud;

3) W6 (a, +c0) da g ()"0

4) Ushbu ,Ji%g.(x):4 (feJ) mavjud. U holda ,Eﬂg(x) -4
boladi.

0<00, c0 o0, I, 0° ko‘rinishidagi hoilar
Bu ko‘rinishdagi anigmasliklar ~ — hollarga keltirilib, so'nr

yuqoridagi teoremalar qo ‘llaniladi.

519*. Ushbu * limit hisoblansin.

olamiz. Ravshaiiki

Sodda hisoblashlar yordamida topamiz:



= limsinx

x>0 2X
1. Xcosx- sinx_ (xcosx —sin x)
Lim -mmmmmmm e = Jm3- -----------------
oA 7% /]

Demak, limfHAV @ 6
SapVv o x J

520. /(*) =% ? - 1 funksiya uchun x=0 nuqta va (-1;1) oraligda

iina teoremasining shartlarini tekshiring.

521. f(x) =x2- 4x+5 funksiya uchun x-2 nuqta va (1;3)
niiiligcla Ferma teoremasining shartlarini tekshiring.

522. /(*)==sinx funksiya wuchun [o;2m] kesmada Roll
P"irmasim go‘llashmuinkimni?

523.  /(x) =x(x-1)(x-2)(x-3)ko‘phad hosilasining ildizlari
luiiliiliy va (0;2)71;2).(2;3)oraligda yotishini isbotlang.

524. /(x) =x3 egri chizigda shunday nuqta topingki, bu
iniijladan imga o ‘tkazilgan urinma A(-1;-1) va B(28) nuqtalami
luiaslitiruvchi vatarga parallel bo‘lsin.

525. Lagranj teoremasidan foydalanib tengsizliklami isbotlang.

1) |arctgb- arctgak|b- a]; 2) ex>1+x (X>0).

526.f(x) =x2 va g-(X) =x3 funksiyalar uchun a) [-1;1]; b) [1;2]
11 .malarda Koshi teoremasi o‘rinli bo‘ladimi?

527. Quyidagi limitlami Lopital qoidasidan foydalanib
writing.

iv. ex-e X - _l-cosx .

im—2-2 o IM— 7ol ; hm
*:3x4 - 81)7 ¥ sinx 1 1- cos4x

14  xcosx-sinx e r x-arctgxe u f x 1



29 8. Funksiyaning monotonligi, ekstremumlari, graflgini
gavariq va botigligi

Funksiyaning to‘la tekshirish

Funksiyaning monotonligi. Faraz gilaylik, fix) funksiya
(a, b) da berilgan bo‘lsin.

Ma’lumki, V¥, a2 £(a, b), uchun

* <x2 =/(*,)</(x2) (/(x)</(x2)

bo‘lsa. /(x) flmksiya (a, b) da o'suvchi (qgat’iy o°‘suvchi),
W, X2e (a, b) uchun x <x2 =/(x,)>/(x2) (/(*,) >f{x2) bo‘ls;i,
fix) funksiya (a, b) da kamayuvchi (gat’iy kamayuvchi) deyiladi.

1-teorema. Aytaylik, fix) flmksiya {a b) da berilgan bo‘lih.
VWX E{a b) da f\x) hosilaga ega bo‘lsin./(x) funksiyaning (a, b) da
o'suvchi bo‘lishi uchun Vxe (a,b) da/'(x) >Obo‘lishi zarur va
yetarli.

2-teorema. Faraz gilaylik, fix) funksiya O, b) da berilgan bok
lib, e (a,b) da f\x) hosilaga ega bo‘lsin. fix) flmksiya (a, b) da
kamayuvchi bo‘lishi uchun vxe{a,b) da fix) <0 boiishi zarur va
yetarli.

Demak, (a, b) da

f'ix)>0 =>fix) o‘suvchi = f\x)> 0,

fix) <0 =>fix) kamayuvchi =>f\x)< 0,

fix)>0 =>fix) gat’iyo‘suvchi =fix)=>0,

fix) <0 =>fix) gat’iy kamayuvchi => f\x)< 0
bo“ladi.

528. Ushbu fix):cXL2 funksiyaning o°‘suvchi, kamayuvchi

boiish oraliglari topilsin.
Yechish. Ravshanki, /'(*)=x-2~*(2-xIn2) bo‘ladi. Ushbu

fix) >0, x-2~*(2-x\n2)> o tengsizlik xejV, y~J dao‘rmli boladi
Demak, fix) funksiya xefo, ’)3 da o‘suvchi, (00, O)U(— i
V' In2 In2

da kamayuvchi boiadi.



Funksiyaning ekstremumlari. Faraz gilaylik, f(x) funksiya
\ R to‘plamda berilgan bo'lib. x0e X bo‘lsin.

1-ta’rit Agar shunday s> 0 son topilsaki,

VXeus(X0) =(xq- 3. x0+S) a x nuqtalarda
f(x)< f(x0) (/) >/(x0y)
i'ij'si/lik  bajarilsa, fix) funksiya x0 nuqtada maksimumga
(inmiinumga) erishadi deyiladi, x0 nuqgtaga esa fix) funksiyaning
maksimum (minimum) nuqtasi deyiladi.

2-ta’rif. Agar shunday S >0 son topilsaki, Vx<=Us(x0)\{x0}

Iy ijc i) nuqgtalarda
fix) <f(xQ (f(x) >f(x0))
I' lij'si/lik bajarilsa, f(x) fimksiya x0 nuqtada gat'iy maksimumga
Igal’iy ininimumga) erishadi deyiladi.

I'unksiyaning maksimum hamda minimumi umumiy nom bilan
hiling ekstremumlari, maksimum hamda minimum nuqtalari esa
lining ekstremum nugtalari dejaladi.

3-teorema. Faraz qgilaylik, f(x) funksiya x cR to‘plamda
lit iilgan bo‘lib, X0€ X nugtada ekstremumga erishsin.

Agar .fix) fimksiya xo nuqtada f'(x0) hosilaga ega bo‘lsa, u
Imlda /'(x0) =0 boiadi.

3-ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nuqta uning
siulsionar (kritik) nuqgtasi deyiladi.

I"slatma. Agar / (x) fimksiya biror nuqtada ekstremumga
mr.lisa, u shu nuqtada hosilaga ega bo’lishi shart emas. Masalan,
mo |{ funksiya x0=0 nuqgtada minimumga erishadi, birog u shu
imijtada hosilaga ega emas.

lNemak, f(x) funksiyaning ekstremum nuqtalari uning statsio-
ii.ii hamda hosilasi mavjud bo'lImagannuqtalari bo‘lishi mumkin.

4-ta’rif. Agar shunday 5 >0 son topilsaki,

Vxe(x0-<5, x0 da g(x)>0 yoki Vxe(x0-", x0) da g(x)<0
I"mla g(x) funksiya xO nugtaning chap tomonida ishora saglaydi
tlcyiladi.

Agar shunday S> 0 son topilsaki,

V,vs(X0 XOHY) da g(x) >0 yoki Vxe (X0, X0+S) da g(x)<O0



bo'lsa, g(x) flinksiya x0 nugtaning o'ng tomonida ishora saqlaydi
deyiladi.

4-teorema. Aytaylik, fix) funksiya XczR to'plamda berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlami bajarsin:

1) 3J>0, VxeUs(xQa x ga f'(x) hosila mavjud;

2) [(*<>)=0;
3) fix) hosila xo nugtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora
saqlasin.

Agar fix) hosila x0 nugtani o‘tishda ishorasini olzgartirsa,
fix) funksiya x0 nuqgtada ekstremumga erishadi.

Agar fix) hosila x0 nuqgtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa,
fix) funksiya xo nuqtada ekstremumga erishmaydi.

5-teorema. fix) funksiya XczR to‘plamda berilgan bo‘lib,
quyidagi shartlami bajarsin:

1) f(x)eCiX):

2) 35 >0, \/xeUj{x0)\{x0} ga f'(x) hosila mavjud va chekli;

3) fix) hosila .10 nugtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora
saqglansin.

Agar f'{x) hosila x0 nugtani o‘tishda ishorasini o°‘zgartirsa,
fix) funksiya x0 nuqtada ekstremumga erishadi.

Agar fix) hosila x0 nugtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa,
fix) funksiya xo0 nuqtada ekstremumga erishmaydi.

6-teorema. Faraz qilaylik, fix) funksiya X cR to'plamda
berilgan va meN, m>2, x0eX bo‘lib, quyidagi shartlami
bajarsin:

1) 35 >0, Wxeus(xo)a x da f mi{x) hosila mavjud;

2) / (*°(x0) hosila mavjud;

3) I'(x0)=/"(x0)=...=/ M))(x0 =0, f mx0)*o0.

U holda m=2k, ksN bo'lganda fix) funksiya x0 nugtada
ekstremumga  erishib, / (MY(x0)<o  bo'lganda x0 nuqtada
maksimumga, f (mMixo)>0 daminimumga erishadi.

Agar m=2k+\, keN bo‘lsa, fix) funksiya x0 nuqtada
ekstremumga erishmaydi.



Xususan, agar x0 nugta fix) funksiyaning statsionar nugtasi
bo‘lib, fix) funksiya x0 nuqtada chelcli f\x 0)* 0 hosilaga ega
bo‘lsa, shu nugtada fix) funksiya /"(*,)<0 bo‘lganda maksi-
mumga, /"(x0)>0 minimumga ega bo‘ladi.

529. Ushbu fix') =2~ -5\fx*x +1 funksiya ekstremumga
tekshirilsin.

Yechish. Bu funksiya R =i~x>+) aniglangan bo‘lib, u shu
to‘plamda uzluksiz. Uning hosilasini topamiz:

Nx) =2 §J -5 2f- - 1yp >

Ravshanki, funksiyaning hosilasi xI =1 nugtada nolga alanadi:
/'(1) =0; ®2=0 nugtada esa funksiyaning hosilasi mavjud emas.

Hosila ifodasidan ko‘rinadiki, x=1 nuqtaning chap tomonidagi
nuqtalarda fix) <0 o‘ng tomonidagi nuqtalarda fix) >0 bo‘ladi.
Demak, berilgan funksiya x=I1 nuqtada minimumga erishadi va
min/(x) =/(1)=-2 bo‘ladi.

Yana hosila ifodasidan ko‘rinadiki, x=0 nuqtaning chap
tomonidagi nuqtalarda fix) >0, o°‘ng tomonidagi nugtalarda
fix) <0 bo‘ladi.

Demak, fix) funksiya x=0 nugtada maksimumga erishadi va
raax/(x)=/(0)= 1 bo'ladi.

Funltsiyaning qgavariqligi va botigligi. Faraz gilaylik, fix)
flmksiya ia,b) da berilgan bo‘lib, x,, x2eia b) uchun x, <x2
bo‘Isin.

fix) funksiya grafigining (x, / (xj)), (X2, /(x2) nuqtalaridan
o0‘tuvchi to‘g‘ri chizigni v=/(x) desak, u quyidagicha

Wx) = fix,)+ f(x2)
X2 -X, X2 -Xj
bo‘ladi.

5-ta’rif. Agar har ganday oraliq (x,, x2)c=(a, b) da joylashgan
Vxe (x,,x2) uchun fix) <lix) ifix) </(xX)) bo‘lsa, fix) funksiya
ia, b) da botig (gat’iy botiq) funksiya deyiladi.



6-ta’rif. Agar har ganday oraliq (xt, x2)cz(a, b) da joylashgan
Yxe(xn x2) uchun f(x)>1(x) (fix)>I(x)) boMsa, f(x) funksiya
(a, b) da qavariq (gat’iy gavariq) funksiya deyiladi.

Botig hamda gavarig funksiyalarning grafiklari 1-shaklda
tasvirlangan:

|-shakl.

Aytaylik, a, >0, a2>0, a, +a, =1 boiib, Vx, x2e(a, b) bo‘lsin.
Funktsiyaning botigligi hamda gavarigligini quyidagicha ta’riflash
ham mumkin.

7-ta’rif. Agar / (an taxr)< / (X)+aj (x2) bo'lsa, f(x) funksiya
(a,*)da botig deyiladi.

8-ta’rif. Agar f(akl+ax2>alf(xl)+a%(x2) boisa, f(X) funksiya
(a, b) da gavariq deyiladi.

530. Ushbu f(x) =x2 fimksiya R da gat’iy botiq funksiya
bo‘lishini isbotlang.

Yechish. 7-ta’rifdan foydalanib topamiz:

f(alxl +a2)=(alxl +a2x2)2=(0;1y2+2alaIx2+ (a2n2)2<

<a,22+axa2{x] +x2)r +a2x\ =orx,2(al+a2) +ax2(al +a2)=

=a,xf +a2\ =auf (x,)+a2f (x2)

7-teorema. fix) fimksiya (a,b) intervalda botiq (gavariq)
bolishi uchun (a b)yda f(x) >0 (f"(x) <0) boiishi zarur va yetarli.

531. Ushbu f(x) =Inx (x>0) funksiya qavarig boMishini
ko ‘rsating.

Yechish. Bu funksiya uchun f "{x) =—y <o



bo‘ladi. Berilgan fix) =Inx funksiya (o,+a) da gat’iy qavariq
bo“ladi.

Funksiyaning egilish nuqtalari. Faraz gilaylik, fix) funksiya
X ¢ R to‘plamda berilgan bo'lib, xo0e X, (x0-8, x0+8)aX, S>0
bo‘lsin.

9-ta’rif. Agar fix) funksiya (x0~8, x0) da botiq (gavariq),
(x0, x0+8) da gavariq (botiq) bo‘lsa, X0 nugta fix) funksiyaning
egilish nuqtasi deyiladi.

Aytaylik, fix) funksiya (x0-8, xa+8) da fix) hosilaga ega
bo‘lsin. Agar Vxe(x0-S, x0) da fix) >0 (/"(x) <0),

Vxe(x0,x0+S,) dafix) <0 ifix) >0),
bo‘lsa, fix) funksiya x0 nugtada ekstremumga erishadi va demak,
/"(x0)=0 bo‘ladi. Demak, fix) funksiya egilish nugtasida fix) =0
boMadi.

532. Ushbu  fix) =x3 funksiya x0=0 nugtada egilishini
ko‘rsating.

Yechish. Bu funksiya uchun fix) =6x
bo‘lib, vxe{-8,0) da fix) <0, vxe(0,8,) da fix)>0 (&>0)
boiadi.

Funksiya grafigining asimptotalari. Faraz qilaylik, fix)
funksiya X R to'plamda berilgan bo'lib. x0 nugta x to‘plamning
limit nugtasi bo‘Isin.

10-ta’rif. Agar ushbu lim fix), lim fix)
x->xG+0 X—»*0-0

limitlardan biri yoki ikkalasi xam cheksiz boisa, x=x0 to‘g‘ri
chiziq fix) funksiya grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.

Masalan, /(x) =- funksiya grafigi uchun x=o0 to'g’ri chiziq vertikal
X

asimptota bo‘ladi.
Aytaylik, fix) funksiya (x0,+00) da aniglanganbo‘Isin.
11-ta’rif. Agar shunday «k va b sonlari topilsaki,
f(X) =kx+b+a(x) (X->00 da «(.r)-»0)
bo‘lsa, y=kx+b to‘g‘ri chizig fix) funksiya grafigining og‘ma
asimptotasi deviladi.



8-teorema. f(x) funksiya grafigi y =kx+b o0g'ma asimptotaga
ega bo ‘Hshi uchun

fgmm v—l:/C, Vlim (f(x)-kx) =b

bo‘lishi zarur va yetarli.

Yechish. Bu funksiya uchun « = lim = lim —— —=;

boiadi. Demak, y =x+2 to'g’ri chiziq berilgan funksiya grafigining
0g‘ma asimptotasi boiadi.
Funksiyaning to‘la tekshirish sxemasi
1) Funksiyaning aniglanish sohasi topiladi;
2) Koordinata o‘glarini kesuvchi nugtalar topiladi;
3) Funksiyaning juft-togligiga tekshiriladi;
4) Uzluksizlikka tekshiriladi, uzilish nuqtalar topiladi va turi
aniglanadi;
5) Funksiyaning monotonlik intervali topiladi, lokal mak-
simum va lokal mimimumlari hisoblanadi;
6) Funksiyaning qavarig- botiqglik intervali topiladi;
7) Funksiyaning asimptotalar va giymatlar sohasi topiladi;
8) Funksiyaning grafigi yasaladi.
534, Funksiyani toiiqg tekshiring va grafigini yasang:
x2
I (=
Yechish. 1) Funksiyaning aniglanish sohasi maxraji nolga
aylanadigan nuqtalardan boshga barcha nugtalar to‘plami:
iXj)=(-"Nu(i+oo0).

2) x=o0da quyidagini hosil gilamiz; y(0)= .- =0,

x=onugta koordinata o°‘glarini kesib o tuvchi yagona
nuqta.
3) Funksiyaning juft-toqgligiga tekshiramiz.



2(—x-1) 2(x +1)
y{-x)®y(x), y(-x)th-y(x).
Demak, fimksiya juft ham, tog ham emas;
4) x=1nuqta uzilish nugta. Shu nugtada o'ng va chap limitini
hisoblaymiz:

lim 00 lim . = 4+>
rN-02(x —) =>402(x -1)

x=1nugta 2-tur uzilish nugta ekan.

5) Funksiyaning monotonlik intervalini hisoblash uchun
funksiyaning 1- tartibli hosilasini hisoblaymiz va son o‘qini
quyidagi intervallarga bo‘lamiz:

(-00;0)u (0;1)u (1;2)u (2;+qo) .

2x—2  2(x- )2’
Bu intervallarda funksiya hosilasining ishorasini aniglaymiz.

yX-1) =5 >0, y'(05)=-15<0, V'(15)=-15<0, V(3= ;>0

0 1 2
(-»0)u(2;#00) intervalda funksiya o‘sadi, (0;l)u(l;2) intervalda

funksiya kamayadi. x=0 nuqta lokal maksimum, ym(0)= 2(83 1)=°>

v (2)==22_ =2 bo‘ladi.

ry in

6) Funksiyaning gavarig- botiglik intervalini topamiz. Buning
uchun 2- tartibli hosilani hisoblaymiz:
(2x- 2)(x- D2- 2x(x —2)(x-1) __1_
y ~ 2(x- 14 ~(x-1)3-

Funksiya (-°%1) intevalda qavariq, (1;+*)intervalda botiq
bo“ladi.

7) x=1to*g‘ri chiziq funksiyaning vertikal asimptota bo‘ladi.
0 ‘g‘ma asimptota quyidagicha ko‘rinishda bo‘ladi: y =kx +b,

bunda k= lim b= lim (/(x) - kx).



; . . In -x~+X
K=Ilim b=lim X =i
ooe» 2x(a-- B 2 2x- ) 2 ’Lgilﬂ 2(x-\)

Demak, o‘g‘ma asimptota y =0,5(x+1).
Funksiyaning giymatlar sohasi E(y) =(-go;0)u (2; +oc)ekan.
8) Yugoridagi natijalarga tayangan holda funksiyaning grafini

yasaymiz.Awalo vertikal, og‘ma asimptotlami yasaymiz, keyin bir
necha giymatlami topamiz va grafik yasaymiz.

2-shakl

535. Quyidagi funksiyalarning o°‘shish va kamayish oralig“ini
toping:

1. y =x2-6X+%\ 2. y=x3-9x2-21x +l; 3. y =x3+3x2+3x +1 ;
4.y =x*-2x2+5; 5.y =xex; 6. y=e"2;

7.y =2x+4~x; 8. y=2x-e2x; 9. y =x\nx .

536. Quyidagi funksiyalarning ekstremumlarini toping:

l. y =x2-4x+5; 2. y=2x3-6x2~18x+1; 3. y =3x*-4x*+3'

4. y=xj1-x2; 5. y=x20 -x " 6.

7. y=X-in(i+x); 8. 9. y =Inx- 2arctgx .



537. Quyidagi funksiyalaming berilgan kesmadagi eng katta va
eng kichik giymatlarini toping:
1. y =x3- x2+15x +1, [-2;6] ;

3.y="~~1~1L;

2. y=4x4-2x2+2, [0;2];
4. y=x-2sfx, [0:4];
5. v=2x-tgx, [0;;—]; 6. y =in2x-x2+x, [0.5;2],

538. Quyidagi funksiyalaming qavarig-botiglik oraligiarini
toping. Egilish nuqtalarini aniglang:

1.y =x3-3x2+4x-1" 2.y =x4-6x2+x ; 3.y =_Xi7 '
4-y=~x22+4 "’ 5.y ={x+e-*; 6.y =x2Inx.
4.y =-Jx2-x ; 5y=
540*. Quyidagi funksivalami tekshiring va grafigini
yasang:
1. Y=3¢-5*3* 2.y X§+I‘ 3 y- @H)(<49).
X2- X
4 _f12-1 . 5. v ax _
=, X2+4 T,
2x-\ X2 - .
Y (x2° 8. y=7_5 9. j;=Ix(x-4)3;
X3
10-y~x2-| ’ Duy I-x2
13 X 14, .~ *
YT w2
* x2-1 .
16 = 17. Y= 1041 -
X3 A .
19. v 3x2 20. y=*ex; 21. yhe 2272;
[
2 gyn 23y 24.y-1 1
25,y =x2: 26. 2™y 27. jrxIn2*:
— . X .
28.my =x3; 29. Y=y’ 30. y=-*IniNl



Ko‘phad uchun Teylor formulasi:
P(X)=P(xXO)+"N I(x -x O)+" (x - x OfF +..+~ 0 ) (x -x0Q" (1)

bo‘ladi.

Ixtiyoriy funksiyaning Teylor formulasi va uning qoldiq
hadlari. Faraz qgilaylik, /O) funksiya (a,b) da berilgan bo'lib,
x0g (a,h) bo‘Isin. Bu funksiya x0 nugtaning

U, (*b)=(x0-S,x0+S)cz (a,b) S>0
atrofida /'(*), /"(x),..../()(x),/(H)(X) hosilalarga ega boisin.

I(x) =/(*,) + (x-x0)+..+ o (x- x0r+R,, (x) (2)

1
Bu (2) formula f(x) funksiyaning Teylor formulasi deyiladi.
(2) formuladagi R,,(x) esa Teylor formulasining qoldig hadi deyiladi.
Endi goldig had R,,(x) ni aniglaymiz.
a) Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi:

f(x) =F(X0) +— A 1(X-X0)+~ |~ (x-Xx0)2+..+

©)
+/ N (x -xX 0r+~M > (x-x0ryzi-n
n n
bodadi. Bunda bunda c=x0+8(x-x0) (0<<9<l).
b) Lagranj ko‘rinishidagi qoldig hadli Teylor formulasi:
(c=x0+B{x-x0), 0<#<1)
(4)

formula hosil bo‘lib, uni /(*) funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi
goldig hadli Teylor formulasi deyiladi.
d) Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi:
f(x) =f (x0) + (x-x0)+* (x-x0)2+..+
(5)

+'}(?:1]~\X - (x-xo0y +o((x-x0)n), (x-»x0)

bo‘ladi.



Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari. /(x) funksiyaning
I’eano ko'rinishidagi goldig hadli Teylor fonrnilasini olamiz:

FOO) ST(XO A (X - X O+ " - (X - X 002+

f(N(x )
+""r_1\ ~(x~xoy +o((x-x0)n), (x->x0)

Bu tenglikda x0=0 deb, ushbu

1 2! n\

formulaga kelamiz. (6) formula f(x) funksiyaning Makloren
formulasi deyiladi.

1) f(x) =ex bo'lsin. Bu funksiya uchun [0)=1 / @0)=1
bo‘lib,

ex=|+x+§ +§+ —V!+o(x"), x-->0
bo‘ladi.

2) f (x) =(L+x)a, a eft bo‘lsin. Bu funksiya uchun

/1(0) =1 / W@O)=a(a-1)...(a- n+l)

bo‘lib,
*= k\
bo‘ladi. Xususan, — =fx 1+o(x"), X O
1~x to
-:[:l:-)-(: ]t%-l)*x*"'o(xu), X —m0
bo‘ladi.

3) fix) = In(l +x)bo‘Isin. Bu funksiya uchun
/(0) =0, / W()=(-1)W(*-1)!
bo“lib,
~n (-\\kxk
ta(l +x) _m.l 0 +o(xn), x->0
bo‘ladi.

Shuningdek, In(l-x) = +o(x™), X->obo‘ladi.

Y
K



4) |/ (x)=sinx boisin. Bu funksiya uchun /(0)=0,
y(2+1)(0) = (-1)* boiib,

L2% H

sfo* = ED( * ik, + (02

bo‘ladi.

5) f(X)=cosx bo‘lsin. Bu funksiya uchun /(0)=1
/ (2i)(0) =K-i)* boiib,
COSX = A (-1)* —o-+0(xa), X->0 boiadi.
*0 (@*)!

541. Ushbu /(x) =32

funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.
Yechish. Bu funksiyani quyidagicha /(x) = 1
3x+2  2[l+-|x

1
yozib, so‘ng - :/):<0(_1)'x +°(*"p x-m0

boiishidan foydalanib topamiz:

3x+2 to 2

542. Teylor formulasidan foydalanib y =1fx funksiyani (x-1)5
hadigacha yoying.

543. Makloren formulasidan foydalanib y =ax funksiyani x3
hadigacha yoying.

544. Makloren formulasidan foydalanib 729 ni 10 amglikcla
hisoblang.

545. Makloren formulasidan foydalanib f/& ni 10 laniglikda
hisoblang.

546. Makloren formulasidan foydalanib quyidagi limitlami
hisoblang.

sinx-x I-casx . Incosx +x2

H\'nm------—; 2) lim-—-5—"3) lip

Yo X X X X* sm xtgx



VII BOB. ANIQMAS VA ANIQ INTEGRAL

31 8. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral tushunchasi.
Integrallash usullari.

Boshlang‘ich funksiya tushunchasi. Faraz gilaylik, f(x) va
F(x) funksiyalari (a.b) <<R intervalda berilgan bo‘lib, F(x) funksiya
shu (a,b) <R da differensiallanuvchi bo‘Isin.

1-ta’rif. Agar (a,b) intervalda F'{x)=f(x) (xe{a,b)) bo'lsa,
(a.b) da F(x) funksiya fix) ning boshlangich funksiyasi deyiladi.

Masalan, /(x) =- funksiyaning (0,+°0) da boshlang‘ich funksiyasi
X

F(x) = Inx bo‘ladi, chunki (0+00) da F'(x) = (in*)'=- =f(x).
X

Aytaylik, f(x) va F(x) funksiyalari [a,b] segmentda berilgan
bo‘lib, F(x) funksiya shu [a,b] da differentsiallanuvchi bo‘Isin.

2-ta’rif. Agar (a,b) intervalda F'(x) =f(x) (xe(a,b)) bo‘lib, a
va b nugtalarda esa F*{a+0)=f(a), F'(b-0)=f(b) tengliklar o‘rinli
bo'lsa, [ab] segmentda F(x) funksiya fix) ning boshlang‘ich
funksiyasi deyiladi.

1-teorema. Agar (a,b) intervalda F(x) va ®(x) funksiyalarning
har biri fix) flinksiyaning boshlang‘ich fimksiyasi bo‘lsa, u holda
F(x) va ®(x) funksiyalar (a,b) da bir-biridan o‘zgarmas songa farq
giladi: Fix) - ®(x)=C

@(X)- F(x) =C. (C=const)

Natija. Agar (ab) da F(x) funksiya fix) ning biror
boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda /(*) funksiyaning (a,b) dagi
ixtiyoriy boshlang‘ich funksiyasi d(x) uchun
®(X)=F(x) +C. (C-const) boiadi.

Eslatma. (a,b) da berilgan har ganday funksiya ham
boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lavermaydi.



547. (-11) intervalda berilgan funksiyaning boshlangich
funksiyaga ega emasligini ko ‘rsating:

-1, agar -1 <x <0 bo'lsci,
f (x)=+ -0,agar x =0 bo'lsa,
1 agar 0<x<I bo'lsa

Yechish. Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni berilgan funksiya
(-1,1) da boshlang‘ich funksiya F(x) ga ega boisin: F'{x) =f{x)
(xe(-1,1)). Ravshanki, F'(0)=/(0)=0 boiadi. Bu F(x) funksiyaga
[ox] segmentda (0<x<I) Lagranj teoremasini goilab topamiz:
F(x)- F{O)=F{c)m =/(c) x =x (ce (0,x)). Keyingi tenglikdan

F(x)-F(0) F(x)-F(0) &
X X
boiib, F(+0)=1 boiishi kelib chigadi. Bu esa F'(0)=f(0)=0
munosabafga ziddir. Demak, qaralayotgan f(x) funksiya (-1,1) da
boshlang‘ich funksiyaga ega boimaydi.

2-teorema. Agar fix) <C(a,b) boisa, u holda f(x) funksiya
(a,b) da boshlangich funksiyaga ega boiadi.

Funksiyaning anigmas integrali. Integralning xossaiari.
Aytaylik, (a,b) da /(x) funksiya berilgan boiib, F{x) funksiya
uning biror boshlangich funksiyasi boisin: F’(x) =f(x) (x e (a,b)).

3-ta’rif. Ushbu Fix) +C (xe (a,h)) ifoda f{x) funksiyaning
anigmas integrali deyiladi va \f(x)dx kabi belgilanadi. Bunda j -
integral belgisi, fix) integral ostidagi funksiya, / (x)dx integral
ostidagi ifoda deyiladi.

Demak, J/ (x)dx=F(x)+c (C=const)
548. Ushbu Jx3fe anigmas integral topilsin.
Yechish. Anigmas integral ta’rifiga ko‘ra, shunday F(x)

funksiya topilishi kerakki, F'(x) =x3 boisin. Agar F(x) =X ’deyilsa,

ravshanki, F’{x)=x3 boiadi. Demak,jVtfr= x4+C (C=const).

Endi anigmas integralning xossalarini keltiramiz. Bundan buyon
anigmas integral hagida gap borganda uni garalayotgan oraliqda
mavjud deb, ya’ni integral ostidagi funksiya garalayotgan oraligda



boshlang‘ich funksiyaga ega deb qaraymiz va oraligni ko‘rsatib
o‘tirmaymiz.

Anigmas integralning xossalari.

1) d(jf(x)dx) =f(x)dx;

2) JdF(x) - F(x)+C  (C=const); .

3) J[/m(*)+g(x)\Ix =If(x)dx +Jg(x)dx ;

4) \kf(x)dx =k\f(x)dx, bunda k 0‘zgarmas son va ktO.

549. Ushbu anigmas integralni toping: 1=J 5 2- 3sinx)dx.

Yechish. Aniq integralning 3) va 4) xossalaridan foydalansak,
unda J(r~"T —3sinx)dx =5]—2-dx - 3Jsmxdx bo‘lishi kelib chigadi.

bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

Endi(-cosx)' =sinx, (arctgx)' = 1
+ X

5|— - 3jsin xdx =b5arctgx + 3cosx + C .

Demak, / =5arctgx+3cosx+C .

Asosiy anigmas integrallar jadvali

Elementar flmksiyalaming hosilalari jadvali hamda anigmas
integral ta’rifidan foydalanib, sodda fbnksiyalarning anigmas
integrallari topiladi. Ulami jamlab, jadval ko ‘rinishiga keltiramiz:

1) JO«dx=C, C =const.

2) J-d>c=x +C.

atl
3) \xadx =-— +C, ce*-1)
) a+1l ( D

s M od+c  (x0).
X

faxdx =------ IC, (a>0, ad\).
Ina

Je*dx =ex +C.
6) Jsinxc& =—eosx +C,
7) | cosxdx =sinx + C.



8) I~ =tgx+C, (xjt —+7m,neZ).
cos X 2

9) fm ..=-ctgx +C, (XPTT, n<s.2).
sin~x

4 dx f arcsinx+C
16) \[jﬁ: XE' [-arccosx + C (1<x<d
jji- b dx [ arctgx + C,
VI+x2 |- arcctgx+ C.
12) Jshxdx = chx +C.
13) Jcfcafo =shx + C.

14) f *L =-ctta +C.
Jsh x

15) J:E_"/r';)-( =thx +C.

Anigmas integralni integrallash usullari.
0 ‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli.

Faraz gilaylik, /0) funksiyaning anigmas integrali
\f(x)dx @
berilgan bo‘lib, uni hisoblash talab etilsin.

Ko‘pincha, o‘zgaruvchi x ni ma’lum qoidaga ko‘ra boshga
0‘zgaruvchiga ahnashtirish natijasida berilgan integral sodda
integralga keladi va uni hisoblash oson bo‘ladi.

Aytaylik, (1) integraldagi o‘zgaruvchi x yangi o‘zgaruvchi t
bilan ushbu

t = <px)
munosabatda bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

1) cp(x) funksiya differensiallanuvchi boism;

2) g(t) funksiya boshlang‘ich funksiya G(oga ega, ya'ni

(A0 =g(0, Jg(t)dt =G(1)+C,; 2
3) f(x) funksiya quyidagicha
f(x) = a(<P())-<p' () 3)

ifodalansin. U holda



bo‘ladi. Shu yo‘l bilan (1) integralni hisoblash o'zgaruvchini
almashtirib integrallash usuli deyiladi.

Bu usulda, o‘zgaruvchini juda ko'p munosabat bilan almash-
tirish imkoniyati bo'lgan holda ular orasidan garalayotgan integralni
sodda, hisoblash uchun qulay holga keltiradiganini tanlab olish
muhimdir.

550. Berilgan anigmas integralni toping: /= J‘-e %

Yechish. Awalo berilgan integralni quyidagicha
rdx _r exdx
Nex+e* FeX+l
yozib olamiz. Bu integralni o‘zgaruvchini almashtirish usulidan
foydalanib hisoblaymiz:

d e =t
4 exax =S - arctgt+ G =arctge+ C
exdx = dt

551. Berilgan anigmas integralni toping:

I = N %0, R).
5V7Ta (@=haeR)

Yechish. Integralda o‘zgaruvchini quyidagicha almashtiramiz:

X+4x2+a =t.Unda dt =d{x+Jx2+a)=(1+ = )dx=
4x2+a

=2Ax +a+#lfa=-j=L=dx boiib, undan-~===— bo‘lishi kelib
Vx2+a nix2 +a ~Jx2 +a 1

chigadi. Natijada 1=Jy =In/|+C=Inx +-Ix2+a +C boiishini

topamiz.
Bo‘laklab integrallash usuli

Faraz gilaylik, u(x) va v(x) fimksiyalar uzluksiz u'(x), v'(x)
hosilalarga ega bo‘Isin. U holda

Ju(x) mv(x) =u(x) *v(X) - Jv(x)du(x) (5)



ham yozish mumkin. (5) formula bo‘laklab integrallash fomiulasi
deyiladi. Uning yordamida Ju(x) w/(x)dx integralni hisoblash

ju'(x) w(x)dx integralni hisoblashga keltiriladi.
552. Ushbu anigmas integralni toping:jxcosxdx.

Yechish. Bo'laklab integrallash formulasidan foydalanib
topamiz:

n=x, du =dx

J' xcosxcfc = -Jsinxdx =

cosxdx =dv v =sinx

= xsinx + cosx + C.
553. Ushbu anigmas integralni toping:

o (N&N, a&R, ad 0).
(x2+a2)" K
Yechish. Bu integralda ,dv=dx deb olsak, u
(x2+a2)n
2mdx Jadi .
=- =x bo‘ladi. (5) fonnuladan foydalanib
holda du (x2+a'd X (5) y
topamiz:

- +2 dx
(x +a) ’ ng (x2+a2)"4
X dx dx

+2n T a2
(x2+a2)n (x2+a2)" " ﬁ(x2+a2r\_

Natijada /,, = - +2n-1,,-2nd1w il bo‘ladi. Bu tenglikdan
(x2+a)
1 X 2n-\ 1 m
"1 2na2(x2+a2" 2n a2 (6)

bo‘lishi kelib chigadi. Odatda, (6) munosabat rekkurent formula
deyiladi.
Ravshanki, n=1bo‘lganda

d(=)
2 - _arctg—+C
a a

bo'iadi. n=2 da,

1 x 1 1 X 1 X
W * , --—+—r-arctg—+ C
(x +a) 2a x +a 2a 2~ (x~+a) 2a a

bo‘ladi.



554. Anigmas integralning xossalari va anigmas integrallar
jadvali yordamida quyidagilami integrallang:

1 j(x4-2x3-6x2+8x+ 7)dx; 2—j~————x
/ 3 x4x 1, .
4'fF Tr~—_ 1
5. 6. J2'325%3V x;
. A . 10. i- €0S2X
J1p (ag9cos2x 5 ‘ J4co£-’)<sin X
555. 0 ‘zgaruvchinialmashtirib integrallash usuli yordamida
quyidagilami integrallang:
1. J(5 —2jQ6its; 2. jV (1-2x4) d&;
3.f, 1 dx, 4. fWi-Jc*;
ET Eak E 2Vl dx
CJLATT J2+Nx+1 '
7. |x Z2)y™ate; 8. J- xInxIn(Inx)
mrctg-Jx
9 f A . 10%. XK noo.
¢fg2x ’ J([L+X)7x
556. BoMaklab integrallash usuli yordamida quyidagilami
integrallang:
1. jx~fc; 2. Je/c/x;
3. IxF dx ; 4. fe*+x) <iv,
5. jV *sin 5xii6c ; 6. Jxe*sinxdx;
7. JIn(x + 2)tfe; 8. Jlog2(l-2x)<&;
9. [x2sinIxdx\ 10*. jcos'JIxdx.



Sodda kasr-ratsional funksiyalarni integrallash
Ushbu

ko‘rinishdagi funksiyalar sodda kasr-ratsional funksiyalar deyiladi,
bunda me N; A,B,C,a.p.q - haqiqgiy sonlar boiib, x2+px+q kvadrat
uchhad haqigiy ildizga ega emas, ya’ni q- PZ_ >0.

m =1 boiganda sodda kasrlaming integrallari

f— dx, |-AV~-r dx
X-a X +px+q

lar quyidagicha hisoblanadi:
J— -dx=A j ——=A\n\x-a\+C;
X-a X-a

r Bx+a r Bx +C

J—— i dx = J- -dx -
X +pXx+q
(x+p 1+ (g-R))
x+2=t x=t-FP
2 2
P _,2
dx = dt, =a
q 4
Bp c dt
Jtzn-n2 +a

—Inf/2+a2) + (C - )—arctg—+C, =
2 2 °a a

B 2C-B X+"
In(x2+ px +9) + P arctg -+C,.

557. Integrallang: J- X+3 tx

X - 8x+25-

Yechish. Maxrajdagi kvadrat uch haddan toia kvadrat
ajratamiz: x2- 8x+25=(x-4)2+9 hamda x-4=t,dx=dt almashtirish
kiritib, quyidagini hosil gilamiz:



\

x*3 gxe L= grar_ gt -

"X -Sx+25 St2+9 2st2+9 1t2+y
=-In \t2+9j+-arctg- +C=- Inlx2- 8x+251+-arctg-—- +C
2 " 3 b3 2 " 3 3
Aytaylik, meN,m>l bo‘lsin. Bu holda sodda kasrlaming

integrallari
Bx+C

J' -dx . ! -
(x- a)m (x“+px+q¥Y
lar quyidagicha hisoblanadi:

J—~7~  dx=Aj(x-a)-"d(x-a) =
(x-af

dx

x+£:t. -<-?

Bx+C _ 2 2

I ‘ox + )n-dX—
(x +px+q dx = d, .

2idt dt
2J(t2+a2y' +(C 2B% *+a2)m
B 1 r pCr dt
2 (m-)(t2+a2)ml 2 ](@2+a2f"

N . dt . . .
Keyingi munosabatdagi J|-(t2+a2)w integral awalgi mavzudagi, (6)

rekkurent formula yordamida topiladi.
Kasr ratsional funksiyalarni sodda kasrlarga yoyib
integrallash
Bizga 0I) (n<m) kasr ratsional fimksiya berilgan bo‘Isin.
X

Bunda, mM(x),Qm(x) mos ravishda darajali ko‘phadlar. Agar

n>m bolsa, u holda = Mx)+ (s<m) ko'rinishida yozib
QJx) QJx)
olishimiz mumkin. Ko‘phadning integrallash sodda bo‘lgani uchun
to‘g‘ri kasr - ratsional fimksiyani integrallash masalasiga kelamiz.
Faraz gilaylik
QMx) =(x-alad(x-a2@m.s(x- a)“e

B(x2+ P\X+q,f (Xx2+ pX +q2f~ m..«(x2+prx +qr)R
boisin. Bunda a,+a2+..+a,+ 2([ +p2+..+[1)- m va



D=pf- 4, <0,i=1,r. U holda quyidagicha

Pn(x) _ 4i , 4r , A 4q, 141 4>2 Lo+ N2+ o+
Qmx) x-~al (x-ax2 (x-a,)d x-a, (,v-a2)2 (x-a2)“2
A 4a, . M., x+Nu I M & + N |A+

X-a, (x-a,) (x-a,) * +tAA+E  (x2+ pA+N]

Muwx+w | MZ+H2 [ MZX+pN2 ~ MAX +NA~ A
(X1+p™X+07hj3 X +Prx +H2 (x2+p o+ (2 +pX+q "
Mnx+Nd , MrX+Nr2 | | Mrpx+Nm
X+pm+qr "“x2+p x+qg” [x1+prx +qry

ko‘rinishda sodda kasrlarga yoyish mumkin bo‘ladi. Demak, beril-

gan kasr-ratsional funksiyani integrallash, bir nechta sodda kasr rat-

sional fimksiyalami integrallash masalasiga keltirib yechilar ekan.
372

558. Ushbu —---- 2-———- to‘g ‘ri kasrni sodda kasrlarga yoying.
X -4X  -HAX

Yechish. Bu kasrning maxraji
X3+4X2+ 4X = X(X2+4X +4) =x(x +2)2

bo‘lgani  uchun 3F* NB— =- +—2-+— C~ boiadi. Uni
X +4x +4x x x+2 (x+2)

338 A KRB O SmshidA yozib, ushb

X +4x" +4x X(x +2)
3Xx2+8=A(x +2)2+Bx(x +2)+Cx =
=(A+B)x2+(4A +2B +C)x +4A

tenglikka kelamiz. Ikki ko‘phadning tengligidan foydalanib, ushbu

A+B =3

A +2B+C=0

4an=8
sistemani hosil gilamiz va uni yechib A=2, B=I, ¢ =-10
bo‘lishini topamiz. Demak, 3f —=-+—+ ~10

X3+4AX2+4X X X+2 (X +2)2
559. Ushbu kasr-ratsional funksiyani integrallang:

X~ +4x +4x



Yechish. Integral ostidagi ratsional funksiyani sodda kasrlar-
ga yoyamiz (awalgi misolga garang):

3x2+8 2 1 10
x3+4x2+4x X XxX+2 (x+2)2
r 3x2+8 \ clx dx dx .
Demak, "-r-2X8p2 gy =292 21091 =
X +4x +4x 1X X +2 (x+2

= 2Inlid+ InjT+2|H  --+C.

560. Ushbu kasr-ratsional funksiyani integrallang:

Yechish. Integral ostidagi funksiya kasr-ratsional funksiya
bo‘lib, u noto‘g‘ri kasrdir. Bu kasming surati xb+2x4+2x2-\ ko‘p-
hadni maxraji x(x2+1)2 ko‘phadga bo‘lib, uning butun gismini
ajratamiz:

X6 +2x4 +2x2-1 XN+ 2XM + X
XN+ 2.X4+ X2 X
x2—1
D K X6+2x42%x2-=1 + X2
EMAT 3687 T T xixe #)e
. X2-1 P . .
Endi ~ to‘g'ri kasmi sodda kasrlarga yoyamiz:

X(x2 + 1j
x2-1 A Bx+C Dx+E
x(x2+1)2 x x2+1 (x2+1)2°
x2- \=A(x2+1)2 + (Bx+C)x(x2+1) +(Dx+ E)x =
=(A+B)x4+Cx3+ (2A +B +D)x2+(C+ E)x +A.

Keyingi tenglikdan A=-1, B=I, C=0, D=2, E=0
e . . P CAT X 2jc
boiishini topamiz. Demak, =—t-=—+7— " nm
x(x2+1) * ook +1 (x2+If
T,.... X6+ 2x4+2x2-1 1 X 2X
Natijada, -------- b 3-—-=X— +

X (X2 +\)2 X x2+1  (x2+i)2



if 20 dx-x2 Inlrl | 1Ti(x2+1) | rd{x2+)\)
+V 407 2 TAHS)TATC+)AN 7

i_?____ In|2f| —In(x2 + 1)-—--—\2--]-'---]: C

bo‘ladi.
561. Quyidagi sodda kasr-ratsional funksiyalarni integrallang.
3 I dx
-dX; 3) |-
1-2x X~+121 5
dx 5dx
4>[3n.= (x-5)2 6) hrs 2%)7
: o P
0 4427 8)!2x - 3x+4" %) s
) X+5 r 1-3x
0k 2¥+6+5“’ o e FE 1D fe i
14)] dx . .CAur dx
N u .
Bl({ Tox + (x2+6) 15% >t _6x + 10)

562. Quyldagl kasr-ratsional funksiyalarni sodda kasrlarga
yoyib integrallang.

1 f-f ; 2 — r *>»—

) | fe o )AXJ|+7dx 3)/\ i

4) f--2x+72A; 5) J——2x AT; 6)f-~-;
2-X-X J(x-2){I-x) X -64

74 f dx _ o\ r dx r dx
M-x4’ x3- 3x+2° Jx4+2x3-13x2-14x +24°

10)J 3 4:x dx; 11) 12) f— iE ' 12
#X - 2X +Xx-2 X2+x +1 J(x+|)(x+3)

i3) f --—dx; 14) ; 15*;J |, dx
J(x2+x +1)(x2+1) X +2x +3 J 2x2(x2+l)-

33 8. Trigonometrik funksiyalarni integrallash

Ushbu
j 1C(sin x, cos x) dx @)
integralni garaymiz. Bunda tf(sinx,cosx) funksiya sinxva cosx ga
nisbatan kasr-ratsional funksiya.



bo ‘lib, | R(sin x, cos x) dx =2~R

Ravshanki, R

funksiyasidir.
Demak, (7) integralni hisoblash f=tg~ almashtirish bilan

ratsional funksiyani integrallashga keladi.
563. Trigonometrik funksiyani integrallang: j-

Yechish. Bu integralda ?=tg | almashtirish bajarib topamiz:

r dx r

1+ sinx
+r 2

Ayrim hollarda t=cosx, t=smx,t =t& almashtirishlar qulay
boiadi.

Aytaylik, Ji?(sinx,cosx) A integralni topish talab etilsin.

1) i?(-sinx,cosx) = -i?(sinx,cosx) boisa, t- cosx

2) i?(smx,-cosx) = -/2(sinx,cosx| boisa, t=sinx

3) JA—sinx,—eosx) = /?fsinx,cosx) boisa, t=tgx
almashtirishlar bajarib oson integrallash mumkin.

564. Trigonometrik funksiyani integrallang: j sin3xcos4xdx.

Yechish. Integral ostidagi funksiya uchun
_R=sinx,cosx) =-i?(sinx,cosx) boiadi. Shuning uchun cosx=t deyilsa,
unda - sinxdx =dt boiib,



Jan 3awos axdx= f(/2-1)t*dt =24 C=-tos —am 5+C
1 1 ' 7 5 7 5

bo‘ladi.
Adgar integral
Jsinmxcosnxdx,Jcosmxcosnxdx,Jsin mxsinnxdx

ko‘rinishda bo"lsa,
a) sinxcosp =i [sm(a +[) +sin(a - /)] ,
b) cosacos/?=i[cos(a +f}) +cos(a-/J)],
C) sin asin [?2=I [cos(or - //) cos(a +M]
mos formuladan foydalanib hisoblanadi.
565. Trigonometrik funksiyani integrallang: |sin fsin 3xsin5xdx.

Yechish. Yugoridagi formulalardan foydalanib quyidagicha
shakl almashtirishlar bajaramiz:

sin 2xsin 3xsin5x = sin 2x --2 *(cos4x - cos6x) = -zsin 2XC0S4X - ?sin 2XC0S6X =
= —(sin6X - sin 2x - sin 8X + sin 4x)

Natijada, j‘sinxsinstinSxA:-8(1?2058x+c052x--:!3-0056x-?cos4x3+C
hosil boiadi.

Agar integral jR(tgx)dx yoki JR(cigxdx ko'rinishda berilgan
bo‘lsa, mos ravishda t=tgx yoki t=ctgx almashtirishlar yordamida
integrallanadi.

Agar integral f;gb-r)—(dx va Jfgi _ o ko‘rinishida bo‘lsa bu
integrallar quyidagi formullalar orgali hisoblanadi:

103547* 2: Jcn;\ X +\I;1-|—E'-n§/'c_os4 Ax* ®)

a8 G R Y ©

Boiaklab integrallash orgali hosil qilinadigan «tartibini
pasaytirish» formulasi orgali

fsin"x& = - —cosxsin""1x + - — - fsin"™2xdx (0)

J nJ

jcos" XdX - —sinxcos'11x +—-jcos"“2XdX (11)
il n

178



(10) va (11) ko‘rinishidagi integrallarni integrallash mumkin.
566. Trigonometrik funksiyani integrallang: \Srtxdx.

Yechish. (10) formula orqgali integrallaymiz:

fsin6xdx = - —cosxsin3x +—fsin4xdX =- —cos*sin5a + — —-cosxsm 3x + —fsin* xdX_|=
3 6 61J 6 6" 4 S

1 5 .3 5f 1 1) »
=—"c0s.Tsm X ------ cosxsin x+- — oosxsm.r+—xX"'+C =

6 24 8V 2 2]
|

. .5 5 .3 5 . 5
- — COSjrsm X ----=-COSXSUTr X ------- cos.xsm.x4--=-X +C.
6 24 16

567. Trigonometrik funksiyani integrallang.

of 17+f£)3(cosx ’ 5-(?;(sx 3)-I:Z-Sdsxinx

- si dx
4)1 7-53in?<x+ 6cosx T+Zlirr]1)]<1-dx: 6*>f2- JU3sinX + cos X
7> Jem eosn B) Ieossyax, 9 {Sooe
10)| cos3xdx 11) 35in’ xcos2 12) | sin3xcos8xc&;
13) Jsinxsin—sin—dx;  14) jctglxdx; 15) \tgi~dx.

34 8. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

fi?(x, "j——-)dx ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash.
\cx +d
Ushbu
lax +b
lex+d
koiinishidagi integrallarni garaymiz. Bu integral o°‘zgamvchini
almashtirish yordamida ratsional funksiyaning integraliga keladi:
lax +b g, 0.-tnd
cx+d ct" - a

)dx , ad- be*0o, (12)

ax +b

ydx =1
cx +d

dxJArzZArt-'dt
(a-ct")

_\g I fl.iad ~ bc)nt"~xdt
a-ct (a-ct"y



ox+d) \I\ex +d

integralda =d almashtirish ratsional funksiyaning

integraliga olib keladi.

568. Ushbu Viex li:dx integral toping.

Yechish. Bu integralda f= Vix almashtirishni bajaramiz.
Unda

T oy ot et

bo‘ladi. Ravshanki, f dF =t- arete/ +C.
V +i

Demak. -2arc<gjjxi +c .
J/r(x.nloc2 + ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash.
Bizdan

[1(x,n/w:2 +bx +c)dx (13)

ko‘rinishidagi integralni integrallash talab etilsin. Bunda integral-
dagi a4 c-haqgiqiysonlar bo‘lib, a*0,D =b2-4ac*0 bo4sin.

1) ax2+bx+c kvadrat uchhad ildizga ega bo‘Imasin.
Ma’lumki, bu holda axz +bx+c kvadrat uchhadning ishorasi a nitig
ishorasi bilan bir xil. Shuning uchun a >0 bo‘ladi va garalayotgan
integral quyidagi almashtirish yordamida ratsional funksiya
integraliga keladi.

(13) integralda ushbu

t-=4ax +4ax2+bx+c (yoki t=-Jax+ blax2+bx +c)
almashtirishni bajaramiz. U holda
ax +bx +¢ =t2-2-Jaxt +ax’
t — - 2(vat +bt +cs[a) N

X=Tr
2ylat +b Q'lat+by



: - +bt +
blax5+bx+c- Jat2+bt +cJa

2vat+b
bo‘ladi, Natijada

jR(x,-Jax2 + bx + c)dx =
—iR t2-c \fat2 + bt + CyJo') 2(ylat2+bt +cn[a) at

B 2yat +b 2-Jal+ Db . (2Jat+2
bo‘ladi.
569. Ushbu | ----- — integral hisoblansin.
Ji+AX2+X+1
Yechish. Bu integralda /=x+4x2+x+1

S . .. t2-1 , 12+] +1
valmashtirishni bajaramiz. Natijada x=Y~~t * ~ =2( 2f dt

bo-lib,f--—--,~ m -=2f “m+/+1dt bo'ladi.
ex+fx2+x+1 J (1+2)2

Agar 2(/2+1+1) _2 3 3
f(l +27?) t 1+2/ (1+20
boTishini e’tiborga olsak, unda

N

/9 4 n it
P2+ xl Vo 142/ (1+2))
=2Inll - — Inil+ 20\ + -—-—-———=+ C -
W= A50557)

:ZIn‘x+n/x2+x+I - §|nli+2x+2n]x" +x+||I

—+C
2(1 + 2x + 2n/x" +x +1)

bo‘lishi kelib chigadi.

2) an2 +bx +¢ kvadrat uchhad turli x, va x2 haqigiy ildizga
ega bo‘lsin:
ax2+bx +c=a(x-x1)-(x-x2).
Bu holda (1) integralda ushbu /=——fax2+bx+c almash-

tirishni bajaramiz. Natijada

X=-ax2+x,t2_ -Jax2 +bx +c = ~*2}/ , dx = 2A(*1~*f- dt
t —a r-a (t -ay
181



*
570. Ushbu 1 =J_x +3x+2 dx integral hisoblansin.
X+YX2+3X+2

Yechish. Ravshanki, x2+3x+2=(x+1)¢(x+2). Shuni e’tiborga

olib berilgan integralda t=—4—Jx2 +3x+2 almashtirislmi baiaramiz.

Uholda
2—F 2/n (P
boll]1,
n bodadi.
x +Jx2+3x +2 J(t-2)-(t-1)-(t +1)3
3 16 17 5 1
~22 - 4? 4 27 108 18 3

ndi : :
(/-2)-(/-D)-(/+Dh3 t-1 t-2 t+1 (?+1)2 (?+D3
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:
r - i72:4|/ _ q__qi _____ J._@ i dt

[ = -df = -
(r-2)-(?-1)-(r +233 4)72-1 214-2
17 r dt 5r dt 1r dt 3

_ L _ins-
8 T A UE s T3dEEsTa M
16, i 17 ] 5 1 1 1
----- Vo LA )y - +C,
27" TR T8 TR T8 )2

Binomial funksiyalarni integrallash.
Quyidagi binomial ko‘rinishidagi fimksiyaning integralini
garaylik:
\x m(a + bxnY dx. (14)

Bunda aeR,beR,m,n,p - ratsional sonlar. Bu integral
quyidagi hollarda ratsional fimksiyaning integraliga keladi:

\)p -butun son. Bu holda m va n ratsional sonlar
maxrajlarining eng kichik umumiy karralisini 8 orqali belgilab, (14)
integralda



almashtirish bajarilsa, (14) integral ratsional fimksiyaning integ-
raliga keladi.

571. Ushbu I = |— tfr integral hisoblansin.
(1+Vx)
Yechish. Bu integralni quyidagicha

r J -
f—24=-dx= 3x2{|+x3y 2dx

J(L+I1Txf
yozib, bunda p=-2 bo'lishini aniglaymiz. Integralda x=tb
almashtirish bajarib / = 6f /8 -dt bo‘lishini topamiz.
Ravshanki, =r,-2r +3- 4 .
@+/2)2 t2+1 (/2+])

Demak,Jn=j~ \ +3/~4daictgt+\'771+\ arctg “‘+C
boUib,
I =—y[x* -4\fx +18"x - 2larctgyfx + ~bJ}-+C bo‘ladi.
5 Mx + |

2) M*+1 " putun son. Bu holda (14) integralda

=tn almashtirishni bajarib Jxm(a + bx™)pdx = -1\{a +bt)p -tqdt bo‘li-

shini topamiz, bunda q=~ --\. So‘ng p ning maxrajini s deb
n
1

z ={a+bty almashtirishni bajaramiz. Natijada (14) integral ratsional
fimksiyaning integraliga keladi.

572. Ushbu J integralni hisoblang.

n+v?
Yechish. Bu integralda

Vjv t 0 |
f xax - —fXx(1+-T) 2dx, m=l,n==-,p=~-

bo‘lib, "}i =3bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib, berilgan integralda,
21

t=(1+x3)2



2 3 ; ]
1+x3=t2 ,x =(t2- 1)2 , dx=Ut2- 12 -2tdt

bo‘lib, \x(\ +x*)2dx=3\{t2- \)212dt =3 ~ - 6~ +13+c, t=il+x3 bo'ladi.

J 1
3) +P - butun son. Ma’lumki, (14) integral x=t"
almashtirish bilan ushbu
1 Mo I \p
\(a+bt)pmt "~dt=-\(a +bt)p-td4t=- \ - t ~ d t
n n3 ns\ t )
1
ko‘rinishga keladi. Agar keyingi integralda almashtirish

bajarilsa (s soni p ning maxraji), u ratsional funksiyaning
integraliga keladi.

I
573. Ushbu J m = integral hisoblansin.
x M2+ 3x

Yechish. Ravshanki. f— = \x~2{2 +3x2) 2dx.
x2j2 +3x2 J

Demak, m=-2,n=2,p=- 1 m+l
2 n

boiib ,-—-—-- ip -butun  son boiadi. Berilgan integralda
2;? ? Ii+3 almashtirish bajarib,
xe2. = N tdt
"12-3 J(t2- 3)3
'x2-"243x2° 7 T

bo‘lishini topamiz.



Ba’zan yuqoridagi almashtirishlar ancha giyinchilik tug‘dirishi
mumkin. Ba’zi xususiy hollarda quyidagi usul va almashtirishlar
irratsional funksiyalami integrallashga qulaylik tug‘diradi.

1) Agar integral J___ (MxgN)dx ko‘rinishda bo“lsa, x - d - -

(x-d)\lax2+bx +c *
almashtirish yordamida hisoblanadi;
2) Agar integral |n(x,n/<r -jrjbfr ko'rinishda bo‘lsa, x =asmt
yoki x —acost almashtirish yordamida hisoblanadi;

3) Agar integral  ~r(x,\[x —a \dx ko‘rinishda bo'lsa,

v=-r—yoki x =—— almashtirish yordamida hisoblanadi;
sm/ cost

4) Agar integral JR[x,yla2+x2\Ix ko‘rinishda bo‘lsa, x=atgt
yoki x =actgt almashtirish yordamida hisoblanadi;

m X" +axml+...+a, KkO‘rinishdagi integraldan ushbu
5) 1- Vax" +bx +c

_F(MM+ Q dx =(A0xm, +...+ A,, D n/mar +bx +c + AmJ -j= o

IYfax2 +bx +¢ Vox2+bx +c
formula asosida algebraik gismini ajratish mumkin. Bunda
ALA2,...,Am lar noma’lum koeffitsiyentlar boiib (15) tenglikni ikki
lomonini differensiallab va maxrajdan qutgargandan so‘ng chap va
o‘ng tomonidagi bir xil darajali x lar oldidagi koeffitsiyentlami
tenglashtirib topiladi.

574. )} % integralni hisoblang.

145x2.-2x +1

(15)

Yechish. x=- almashtirish bajarib hisoblaymiz:

dt
ch o }'|~2 _ dt
I AIsxo—ax + 1 dX:.dt J1 15 Jjt2-2t+5
r
-Ink +c= =—n -1+nx- -X+5 +C

575. J-lal~n2dx integralni hisoblang.



x =asin/ rt 22 rori-—— r
nwoa -x dx= I\'Ta~ -cr sin'/ -acostdt = IVa'cos"/ eacostdt =
dx = acostdt

1+¢0s2 u .
=a2j cos2tdt =a2J..+ (Q_,9§~/dt =— +—Jcos2tdt - & ¢ H-@-3|HQ7+€~

2 4
t =arcsin:
a 2X
=— arcsm — + -------—-- A+ C =
H H R 2X 2 a 4 a a*
sin2i = 2sin<-cos/:

— arcsm—+ —\Ja2- x 2+C.
2 a 2

576. Jn - “A+4dx integralni hisoblang.

Yechish. (4) formula yordamida hisoblaymiz:
| T EIX A koA A2 w2 fox+2+/8)- X
AX2+2x+2 3 yIx2+2x+2
Tenglikning har ikkala tomonini differensiallasak, quyidagi
ko‘rinishga keladi:
X3+2x2+3x+4 _

X +2x+2

=(24,x + T ,)\/x2 +2x +2 + (aox2+ Alx + A2)-

—_—— o+ —===di-A=r

VX2+2X+2  VX2+2X+2
bunda,

X3+ 2X2+3X+4 = (2A0 + A ) (x2+2X +2) + (Agx2+ Ax + A){x + 1)+ A3

X3+ 2X2+ 3X + 4 =3AK3+ (5Au+ 2A )x2+ (4A0+ 3AL+ A)x + (2Al + A2+A})
34. =1

5A0+2A.=2

. . 1 | 7 5 .
e bu sistemam yechib, A0=-,A,=-,A ,=-,A =- ni
4A0+ 34+ A2=3 i 0 3 .

2A1+N - =4

olamiz. Natijada quyidagiga ega bo‘lamiz :
X +2x"+3x+4

J dx-
nix +2x+2

6 2 6 2

X2+ —X+—Wx2+2x +2+—nx +1+n/x2+2x + 2



577. Quyidagi irratsional fonksiyalarni integrallang.;

I r dx t 2 f dx t n

"T /X2 +13% + 41 "JIn/x2-4x +8° V—3jc2- 2n:

VR S —y 6. f2/2x5
n—x2+2x +8 l—x2 1+n/2x —5

7 f----’ll‘x'7 dx; §.fbll-x-t-z-------1--rfl; 9. PR x2dx;

JVXx+5 (x+5)3 J

10. f- | = <iv: 11. f . (x~-3 a; 12. f ,~~ 16 A;
Xy3x-x2 nix2-2x +3 na —Ix +32

13. f—/ A= 14% [thx"Sxy[x +3dx’, 15, f-——-3..—dx.
Sx3n 7

35 8. Aniq integral. Aniqg integralni integrallash usullari.

fix) funksiya biror |a,/)]c R kesmada aniglangan va shu
kesmada chegaralangan bo;lsin. Ushbu

a=x0<x, <x2<mk,, <X,=b
munosabatda bo‘lgan x0, xu x2,..xnx, xn nuqtalar to‘plami  \a,b]
kesmani  bo‘laklash  deyiladi va P ={x0, xx x2,..xn1 xjkabi
belgilanadi.

Bunda har bir xk (A=1,2,...,») nuqta [a,b\ kesmaning bo‘luvchi
nugtasi, [xkyxk] (1=12,...,n) kesma esa P bo‘laklashning oralig‘i
deyiladi.

Quyidagi A =Tax{/ix4} , Axt =xk-xk1 migdor P bo‘lak-
lasiming diametri deyiladi. Har bir bo‘laklash orag‘idan ixtiyoriy

e [xk,xkM nugtalar tanlaymiz va quyidagi

%:'/(4) a**=m ) o[*+/(£2) e*2+ -+ /(#,) -A*. (16)
integral yig‘indi yoki Riman vyig‘indisi deb ataluvchi (16)
yig‘indini garaylik.
Agar



limit mavjud, chekli, P bo‘laklash va 4 ni tanlanishiga bog‘lig
bo‘lmasa, /(x) fimksiya [a,b] kesmada Riman ma’nosida
integrallanuvchi deyiladi. Limitning giymati esa fix) funksiya

[ct,b] kesmadagi aniq integrali deyiladi va \f{x)dx kabi belgilanadi.
M _ a

Demak,
Jf dx:=lirm /(& )-Axk . 18
(x)dx 1 (& )-Ax (18)

Bimda a va v aniq inregralning mos ravishda quyi va yuqori
chegaralari deyiladi.

Aniq integralning geomertik ma’nosi.

Agar Vxe|>,6], fix)>0 bo‘lsa, anig integralning giymati
quyidagi 1-shakldagi x=a,x=b.y =0>=/ (x) chiziglar bilan chegre-
langan egri chizigli trapetsiyaning yuziga teng.

1-shakl
Aniq integralning asosiy xossalari

Agar integral ostidagi funksiyalarni integrallari mavjud bo‘lib,
a<b boisa, quyidagi xossalar o‘rinli:

b a

1. J/(x>& =-J/(x>fe;

2 |1 (k-0



3. j/(x)cfe =jj/(x)cfc + |/ (x) N ;

a b c

4, jb(f(x)ig(X))dx :jf(x)dxi rg(x)dx\

5. Jc/ (x)dx = Cj"/(X)C&
6. Agar Vxe(a b),/ (X)>0(/(x)<0) bo‘lsa,
frcjbv>(), ~/(.v)(iv<oj bo‘ladi;

7. Agar Vxe(a.b), f(x)>g(x) bo'lsa, J/(x>&> Jg(X)cfa bo‘ladi;
4 a

8. Agar Vxe[a,b], m</(X)<M boVisa, m(b-a)<jf(x)dx<M (b~a)

a

baho o ‘rinli boMadi;
9. 0 ‘rta giymat haqidagi teorema. Agar /(x)eC[a,b] bo‘lsa,

shunday “e[a,b] topilib, |/(x)Jx =f(£)(b-a) tenglik o‘rinli bo‘ladi;

10. Agar/(x) uzluksiz funksiya va ®(x) =J/(t)dt bo‘lsa, uholda

o'(x)=/(X) bo‘ladi;
11. Nyuton-Leybnits formulasi. Agar J/(x)A =F(x) bo‘lsa, u

holda |/ (x)dx = F(x)|| =F(b)- F(a) bo‘ladi.

578. Ta’rif yordamida quyidagi aniq integralni hisoblang:

2

jx 2x.
0

Yechish. f(x)=x2a=0,b=2, berilgan kesmani teng n bo‘lakka

bo‘lsak, u holda Ax, :-—n- :-n bo‘ladi. 4 =xt deb tanlasak, xk:—n ,

f(xky =~ k=0,1,-.n bo'ladi.

Demak,



JjVdx=1limJ/(4)A x, =1lim £~ ® =K ra®rJ*2=Km4—" 1)(2n+1) =
)] A A A-KOin' wn »» U 6

4limfl+-]1f2 +-1
«J1

mn 5
579. Aniq integralni baholang: J COSX 4.
M + X
Yechish. |cosx|<i, x>5 <—<52 tengsizliklardan va 8-

m/l + X

COsX

xossadan dx <852=0.32 ekani kelib chiqgadi.

+ X
580. Aniq integralni hisoblang: je 3dx.
3

Yechish. Nyuton-Leybnits formulasidan

Je2dx =3e~ =3e2-3e =3e(e- Dekanini topamiz.

581. y:n/x+\£<: fimksiyaning (1,4) intervaldagi o‘rtacha

giymatini toping.
Yechish. 0 ‘rta giymat hagidagi teoremaga ko'ra
4 t 2\

/(C) = \'m dXS\{rX+"]dX=§[\4x3+§x3

ekanini topamiz.

0 ‘zgaruvchilarini almashtirish formulasi

Aytaylik, aniq integralda x o ‘zgaruvchi ushbu

X = (pit)

formula bilan almashtirilgan bo‘lib, bunda (pit) funksiya quyidagi
shartlarni bajarsin:

1) (pitye C[a,p] bo‘lib, (pit) fimksiyaning barcha gqiymatlari
[a,b\ ga tegishli;

2) (pfcc) =a, (piP) =b;

3) (pit) funksiya [a,p\ da uzluksiz (p'(t) hosilaga ega bo‘lsin. U
holda



\

bo‘ladi.
582. Ushbu jvI - x 2dx integral hisoblansin.
0

Yechish. Berilgan integralda n=sin/ almashtirishni bajaramiz.
Unda

Jvl - x2dx = Jn/l—sin21costdt = Jcos2tdt =

1.1
2%
21

T

. 2 _7
—sin 2t) ~
4 o 4

= g(zid- ZlCOSZt)dt =(
bo‘ladi.
BoMaklab integrallash formulasi
Aytaylik , u(x) va v(x) funksiyalarning har biri [a,b] segmentda
uzluksiz u'(x) va v'(x) hosilalarga ega bo‘lsin. U holda
3u(x)dv(x) = (u(x) n/(x))b - blv(x)du(x) (20)
a a a

bo‘ladi.
Agar fix) - toq funksiya bo‘lsa, u holda Jf(x)dx =0;

a

Agar f{x) -juft funksiya bo‘lsa, u holda Jf(x)dx = 2~f(x)dx\

0

Agar f(x), T - davrli davriy funksiya bo‘lsa, u holda
j f{x)dx =~f{x)dx bo‘ladi.

a 0

2
583. Ushbujx Inxdx integral hisoblansin.
1
Yechish. Bu intervalda h(xX)= Inx,<iv(X) = x deb

du(x) =-1dx,v{x) =X2 bo‘lishini topamiz. Unda (20) formulaga ko‘ra:



584*. Ushbu jox(x- 2)(x- 4)(x- 6)(x- 8)(x- 10)(x-12)dx integral

hisoblansin,
Yechish. 0 ‘zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib
hisoblaymiz:
X-6 =t
©r —_ -
J X (X-2)(x- 4)(x—6)(x- 8)(x-10)(x-12)dx = « ‘tOJ'tG’d;‘dt
X=0,t=-

x=12,t=6

= J e+ Gt gy 2)t—2)(t- 4)(t—@d::j\ t(t2- 2 2)(t2- 42)(t>- @k =0.

Oxirgi integralda, chegarasi 0 ga simmetrik bo‘lgan oraligdagi toq
fimksiyaning integrali 0 ekanidan foydalanildi.

585. Aniq integralni ta"rifyordamida hisoblang:1

1 2) jxa eV,

586. Quyidagi aniq integrallarni baholang:

EN~Wdx-, a}v5+25in.

587. Quyidagi fimksiyalaming berilgan oraligdagi o‘rtacha
giymatini toping:
1) f(x) =x2, [4;5]; 2)f(x) =x3+2x -1, [0;1];

3)/(x) =5-2sinx + 3cosx, Tn

588. Quyidagi aniq integrallarni hisoblang:



10 ] e2dx 11 I xeiix 12 e 20sx0X;

0

£ f
2e2 4 15
13) fcosln-A; 14) jVsinxcfo; 15) Jarcsin-alx:.
2 2 0 0 i

36 8. Aniq integralni tagribiy hisoblash

b
To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi. Jix)ax aniq integralni

y

e-taqribiy hisoblash talab etilsin. a,0n kesmani

\ a =x0<X, <x2< <X, =b
munosabatdabo‘lgan nta gismga bo‘laylik.
Xk:a+kb_-_§ , X ’: X_kf_)(_ls-'_\:a+{'k+_ _tl_-_a_, XM _Xk:_b_:gva
n *- 2 2 N n

yk=f(xk,k =0,n bo‘lsin. U holda

1 (21)
i Mw I 2 J nas' »
(21) formula to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi o‘rinli. Bu
taqribiy hisoblash xatoligi quyidagi

e"form ula bilan ifodalanadi.

T 24«

Trapetsiyalar formulasi.
M(*>&-b £ [/ (x°)+/fe)+/(Xi)+i(x2)+...+ [(X,_)]. (22)
|‘/’| *

(22) formula trapetsiyalar formulasi deyiladi.
Bu tagribiy formulaning xatoligi rvi.fr(x) funksiya [a,,; da
uzluksiz /"(*) hosilaga ega bo‘lishi shartida ,
K=-~rT-f"(C) (Ce(a,b))
bo‘ladi.
Simpson formulasi

Jroxaydx *N [/ (x O)+/(x2,)+4(/(x,))+fix,)+ ..

mitix 2 D)+ 2(/(x2)+/(x4) + ..+ [(x 72)]. (23)
193



(3) formula Simpson formulasi deyiladi.
Bu taqribiy formulaning xatoligi®, fix) funksiya [a/?] da
uzluksiz f vl(x) hosilaga ega bo‘lishi shartida,

Cz(a,b
2880n4 (Cz(2.0))
bo‘ladi.
589. Trapetsiya formulasi orqgali aniq integralni tagribiy
giymati hisoblansin: n=>5.
02+X
Yechish. /(x) =— , ~"=0.2.
2+X n
K 0 1 2 3 4 5
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 1 1 1 1 1
K 2 22 24 2,6 2,8 3
2(12()( 0,5 + 0,333 +0,4545 + 0,4167 + 0.3846 + 0,3571 ]« 0,2+ 2,0296 » 0,4059
Endi xatolikni baholaymiz.
(2+x) (2 +x)’ (2+x)

f (x) funksiya [0,1] da statsionar nuqtalarga ega emas.
Demak,

Tl CON= 5508 0=5'1 1 Tr2s i * 0100083 <0*° 0L
590. Aniq integralni 0.01 aniglikda tagribiy hisoblang.

3)jexdx ; 4) Je-xax.
0 0

591*. Aniq integralni trapetsiya formulasi yordamida n=10
uchun taqribiy hisoblang.



Anig integralning ta’rifida integrallash chegaralari chekli va
integral ostidagi funksiya [ab] oraliqgda chegaralangan deb olingan
edi. Bu shartlardan hech bo‘lmaganda birortasi bajarilmasa, integ-
ralning aniq integral ta’rifi 0‘z ma’nosini yo‘qotadi. Biroq nazariy
va amaliy mulohazalarga muvofiqg aniq integralning ta’rifi bu
cheklanishlar bajarilmaydigan hollar uchun ham umumlashtirilishi
mumkin. Bunday integrallar bizga tanish bo‘lgan aniq integrallarga
x0s bo‘Imagan gisgacha xosmas integrallar deb aytiladi.

Xosmas integrallaming ikki asosiy turini garaymiz.

1. Uzluksiz funksiyalarning cheksiz oraliqg bo‘yicha xosmas
integrallari. /(*) funksiya [a+®) oraligda berilgan va uning
istalgan gismi  [a+A] da integrallanuvchi, ya’ni istalgan A>a da

aniq integral mavjud bo‘lsin. Bu holda iim(f(x)dx=j limitga fix)
fimksiyaning [a,») oraligdagi xosmas integrali deyiladi va
quyidagicha belgilanadi: /:3/(*)<* ::iimaf(x)dx.

limit chekli bo‘lsa, xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi.
Limit mavjud bo‘lmasa yoki cheksiz bo‘lsa, xosmas integral
uzoglashuvchi deyiladi.

IM  funksiyadan (-»,a] oraliq bo‘yicha olingan xosmas integ-
ral ham xuddi yugoridagiga o ‘xshash aniqlanadi:

JI(X)<&= tim A(x)dx.
f(x) funksiyadan (-00400) oraliq bo‘yicha olingan xosmas

integral quyidagicha aniqglanadi: Jf(x)ck=| f(x)<tx+jf(x)dx , bu yerda

a istalgan son. Oxirgi integrallarda o'ng tomondagi ikkala integral
ham vyaginlashsa chap tomondagi integral ham vyaqinlashuvchi



deyiladi. 0 ‘ng tomondagi integrallardan agalli bittasi uzoqlashsa,
chap tomondagi integral ham uzoqlashuvchi boiadi.

592.} (1dx integralning yaginlashishini tekshiring.

+*)
Yechish. errx7 =arcigx jir}gjarctgx-arct{giil Z ©  Demak,
integral yaginlashuvchi va j ga teng.
2. Chegaralanmagan funksiyalarning chekli oralig

bo‘yicha xosmas integrallari. (a,b\ intervalda uzluksiz va x=a da
aniglanmagan yoki uzilishga ega bo‘lgan fix) fimksiyaning xosmas

integrali quyidagicha belgilanib aniglanadi: {’f{x)dk-.:lvmif-(x)dx.

Oxirgi limit mavjud bo‘lsa, xosmas integral yaginlashuvchi aks
holda uzoglashuvchi deyiladi. Bunday integrallarga 2-tur xosmas
integral deyiladi.

Integral ostidagi fix) funksiya uchun Fix) boshlang‘ich funsiya
ma’lum bo‘lsa, Nyuton - Leybnits formulasini qo‘llash mumkin:

b
Jixgde = liraFQ)] | =lim{F(e)- Fa+0i

Shunday qilib. x->a da Fix) boshlang'ich funksiyaning limiti
mavjud bo‘lsa, xosmas integral yaqinlashuvchi, mavjud bo'Imasa,
xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi. [ah) intervalda x=b nuqtada
uzilishga ega bo‘lgan fix) funksiya xosmas integrali ham shunga
o‘xshash bo'ladi, ya’ni

Y Mdx=lirad / (xdx=limF{x)  =lim[F(6-£-)-F(a)].

fix) funksiya [ab] kesmaning biror *=c nuqtasida uzilishga ega

bbo‘lsa xosLnas integral quyidagicha aniqlanadi:
C

\f(x)dx =\f(x)dx+\f(x)dx. 0 ‘ng tomondagi integrallardan aqalli bittasi

uzoglashuvchi bo‘lsa, xosmas integral uzoglashuvchidir. 0 ‘ng
tomondagi ikkala integral ham yaqinlashuvchi bo‘lsa, chap
tomondagi xosmas integral yaqginlashuvchi bo‘ladi.

593. o integralning yaginlashuvchiligini tekshiring.
X



Ycchish.*->0 daf(x) :;l;—-x» demak,
)

limf-=dx=1im2%j =Ilimr2n/4-2n/r"|=2-2=4.

c~>0i v e

DemakJ-A integral yaginlashuvchi.

i _ Oylx
N Il\‘/:%integralning yaginlashuvchiligini tekshiring.

Yechish. x->o0 da = x=0 nuqta [-1,8 kesmaning

i'lil. 1 inigtasi. 2-tur xosmas integrali formuladan foydalansak,
Ay jv <€siim3-UXN +3VFj=0+3+6=9 bo'iadi. Demak,

' in,is integral yaqginlashuvchi.
Xosmas integrallarning asosiy xossalari.

berilgan

1) Tagqosiash alomati. Bizga J/(x)dx, Jg(x)dx berilgan
ho'lib, |

1 A
|/(*)dx, Jg(x)dx integrallar mavjud bolib,

0
\fxe[a,A], o</ (X)<g(x) bo‘lsa, u holda J/0)dx uzoglashsa,

+50

a

| nfv)dx ham uzoqlashadi, JgO)dx yaqginlashsa, |/(x)dx ham

vnclinlashadi.

+00

2) Bizga 7j Z0)dx, Jg(x)dx berilgan bo‘lib, J/(x)dx, |g(x)dx

mii')>rallar mavjud bo‘lib, veecs. 1 |im‘?zi‘3\=/>0bo‘|sa, u holda
g(x

| /1v)dx va J g(x)dx bir vagqtda yaqinlashadi yoki uzoqglashadi.

+0 +B

1) | /(x)|dx yaqginlashsa, u holda J /0c)dx ham yaginlashadi va

a

[ ]
liii holda Jf(x)dx absolut uzoglashuvchi deyiladi.



595. Xosmas integrallarni hisoblang yoki uzoglashuvchi
ekanini ko ‘rsating:

2 3)bl b
4) ( 5)1 -
& >c 0
e QWX 8> o IWX(-x) ’ )9 >j(x-1)2"
10)/* -; yf-i+x >, 12¥) T £ —-—-- .
oX 14x2 2 (x- DMIn (V- 1)
596. Xosmas integrallarni yaqinlashishga tekshiring:
I, r dx 0. e‘dx AnFfe~ndx
Ne*-\ , IVI1-'cosx; *>{— *
2
e r . Lodx _u\r dax iv rcosxefc
H{M77 5 ¢ 6){'1 2

38 8. Aniq integralning tatbiqiari
Aniq integralning geometrik masalalarga tatbigiari

Tekis yuzani hisoblash. y =fix) funksiya grafigi, x=a,x =b
ikkita to‘g‘ri chiziglar va ox o‘qgi bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiyaning yuzi ) )

s =Jydx = | f(x)dx (24)

a a

formula bilan hisoblanadi
Umumiy hoi, ya'ni w=f{x), y2=f2x), /,(x)>/,ii chiziglar
bilan chegaralangan yuza

S =] U,()-1;,(*)]<& (25)
1

aniq integralga teng bo‘ladi.
x=<p{y), y =¢, y =d, x=0 chiziglar bilan chegaralangan yuza



S2= fxdy= [<p{y)dy (26)
Je c

..... linlegral bilan hisoblanadi.

L . fx=x(t) . .
b.gri chiziq parametrik § / tenglama bilan berilgan

bo Isa, yuza

S3=| y(t)x'(t)dt (27)

kninula bo‘yicha hisoblanadi.
Qutb  koordinatalar sistemasida berilgan egri chizigli
Morning yuzi

S,="\p\(p)dcp, (28)

bn yerda cp=a, g>=p,(a<p).
597. xy=S x=h x=e,y=0 chiziglar bilan chegaralangan yuzani
bi.oblang:

9
Yechish. y=- bo‘lib, (1) formulaga asosan,
X
S [i%&=]—A1 =8InX A=8(Ine-Inl) =8 bo‘ladi.
598. y=x2y2=x chiziglar bilan chegaralangan yuzani toping:
YechishJE/':XZ’ tenglamalar sistemasidan
< v,~-x=0,8=0;x2=1 Kkesishish nuqgtalarining abtsissalari boiib,
ini Ml/a S =j[s[x - x2~dx= 2= % 0j—F3—O |=—Dbo‘ladi.
2
i i I[,x—3cost . i
599. Ellipsning AN parametrik tenglamasidan foyda-

liinib lining yuzini toping.
Yechish. Ellips koordinata o‘glariga nisbatan simmetrikligidan

loytlalanib, hamda x=3cost tenglamada x=0,x=3 bo‘lganda =1,

I () bo‘lganligini hisobga olib,



S=4jydx =-4j2sin/(-3sin/)«A = 24jsin2tdt =24j-—COs2t dt =12j (I - cos2t)dt =
0 2

o 2 . i
=12/ 2 - =sm2/ 2 =12 —-0

0o 2 o 2
ni hosil gilamiz.

Egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash. To‘g‘ri burchakli
koordinatlar sistemasida y=f (x) funksiya [a, b]kesmada silliq

(ya’ni >’=/ (9 hosila mavjud) bo‘lsa, bu egri chiziq yoyining
uzunligi

I =jyjl +{y")2 dx (29)
formula yordamida hisoblanadi.
Egri chiziq parametrik tenglama %v w bilan berilgan bo‘lsa,
yoy uzunligi
I=]j(x"f+(y")2dt (30)
aniq integral bilan hisoblanajfji.

Sillig egri chizig qutb koordinatalarida r=r(<p), (a<(p<p)
tenglama bilan berilgan bo‘Isa, yoy uzunligi

I =\"1r2(<P)H{>"(<P))*d(p (31)

formula bilan hisoblanadi.
2 2 2

600. x3+y3=a3 astroida yoyining uzunligini toping.
Yechish.Astroida koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik
bo‘lganligi uchun 1/4 gism yoy uzunligini topamiz.
Ne 7
Oshkormas funksiy; hosilasiga asosan —r +—r/ =0 bundan,
3x3  y*

y’:-f3/~;/(. Yoy uzunligi formulasiga asosan,
Y



1=471+(y'YCK =4bl1 + My / dx=4M\~jdx =
0 0

1
' 2
4j~-dx =4 ylajx 3dx =4 ?2Ja- :42- ila ar-0 =6a
%
Iw'ladi.
Aylanma jism hajmini hisoblash. y=f(x),x=a,x=b,y=0
<lii/iglar bilan chegaralangan figuraning 0OX o‘gi atrofida
nylanishidan hosil bo‘lgan jismning hajmi

W=ajy2x=2rjf 2(X)otc (32)

imig integral bilan hisoblanadi.
x=(p(y),y=c,y=d,x=0 chiziglar  bilan chegaralangan
li>imining or o‘gi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jismning
linjini
W =ttIxdy ~7TJ q2(y)dy (33)

Ini mula bilan hisoblanadi.

17=Y/(X) va y2=12{x) (0</2(x)</(x)) egri chiziglar, hamda
* n,x=b, to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri chiziqgli
Impetsiya ox o°‘q atrofida aylanishdan hosil boiganjism hajmi

K=a](y?-%)cbc (34)

liirmula bilan hisoblanadi.
601. y2- 2x parabola, x=3 to‘g‘ri chiziqg va ox o°‘qi bilan
i hegaralangan figuraning ox o‘qi atrofida aylanishidan hosil
ImMgan jismning hajmini hisoblang.
Yechish. Masala shartiga ko‘ra * 0 dan 3 gacha o‘zgaradi.
emak, \/x:nRijx:nf]Zxdx:nxzf)- nB2- @=9n .
(o] (0]

2 2
602. +E =i ellipsning or o‘qi atrofida aylanishidan hosil
a

Ixilgan jism hajmini hisoblang.



tenglamasidan x2=a2 1-™ J bo‘lib, integralning chegaralari

==-b, d =b boiadi. (10) formulaga asosan,

W~n}m2[t-~fy = \dy-1p -1 y\*b-K jlI'Y
=qa2[b- (-6)]- A ~(~bf]=2nad- Mnab="aad
Demak, W="nabd. a=b=R bo‘lsa, shar hosil bo‘lib

\Vth=~7IR3 boiadi.

Aylanma jism sirtining yuzini hisoblash. y =f(x), a<x<b
egri chizig AB yoyini ox o‘gi atrofida aylanishdan hosil bo‘lgan
jism sirtining yuzi

Sm=27c\y™ +{y'fdx (35)

formula bilan hisoblanadi.
x =x(t), y =y(t), te[tv t2] parametrik tenglama bilan berilgan

egri chizigni ox o‘qi atrofida aylanishdan hosil bo‘lgan jism
sirtining yuzi

Sa =2a-{yj{x")2+(y")2dt (36)
formula bilan hisoblanadi.
603. A +f =1 to‘g‘ri chizigning koordinata o‘glari bilan

kesishib hosil gilgan kesmasini ox o‘qi atrofida aylanishidan hosil
boigan jism yon sirtini yuzasini hisoblang.
\
Yechish. 0<x<2,Y:b(\\z(-yy =7 ekanligini inobatga olib
(35) formuladan quyidagini topamiz:

Sm=2n)3[\-~*chJ-*){2-x)dx =

3nA3a-I" X2 v2
2X =37I3n-.



Inersiya momenti. Mexanikada moddiy nuqta harakati muhim
in liuiiclialardan bin hisoblanadi. Odatda, oichami yetarli darajada
Kifliik va massaga ega bo‘lgan jism moddiy nuqta deb garaladi.

Aytaylik, tekislikda m massaga ega boigan A moddiy nuqta
I'd bo‘lib, bu nugtadan biror/ o‘ggacha (yoki o nugtagacha)
boigan masofa r gateng boisin. Ushbu J =mr2 migdor A moddiy
nnglaning / 0'gqga (o nugtaga) nisbatan inertsiya momenti deyiladi.

Masalan, A=A(x,y) moddiy nuqtaning koordinata o‘glariga
lunula koordinata bosbiga nisbatan inertsiya momentlari mos

idvishda
Ix=mR2, Jy=m2, JQ nijpl-+y2

ludadi. Massaga ega boigan AB egri chizigning koordinata
o'glariga hamda koordinata boshiga nisbatan inertsiya momentlari
niiiq integrallar yordamida topiladi:

XA OFTIYK,
-Jy=pA&iTRx)dx (37)

= (X2t 1 )+ 2 ok

0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi. Biror jismni & o‘qi
Im'ylab, shu 0‘q yo‘nalishida boigan F=HX) kuch ta’siri ostida @
iiii<|ladan b nugtaga (a.<b) oikazish uchun bajarilgan ishi

A=Ak (38)

Iminula bilan ifodalanadi.

604. Yintsimon pmjinaning bir uchi mustahkamlangan,
iKkinchi uchiga esa F= F(X) kuch ta’sir etib, prujina qgisilgan (2-
Nluikl)



2-shakl

Agar prujinaning qisilishi unga ta’sir etayotgan F(x) kuchga
proportsional boisa, prujinani a birlikka qisish uchun F(x)
kuchning bajargan ishi topilsin.

Yechish. Agar F(x) kuch ta’sirida prujinaning qisilish
miqgdorini x orgali belgilasak, u holda F{x)=kx boiadi, bunda «-
proportsionallik  koeffitsiyenti  (qgisilish  koeffitsiyenti).  (15)
formulaga ko ‘ra bajarilgan ish

A =Jkxdx = ka

boiadi.

605. Quyidagi chiziglar bilan chegralangan shakl yuzini
hisoblang:

1)y =2x- x2,y =0 2) v—0,y =2x2+ L, x=—, x=1;

3)y =x2-x, y =3X; 4) y - x2- 2x+2,y=2+4x-x 2.

606. Quyidagi chiziglar bilan chegralangan shaklni OY o‘qi
atrofida aylanishidan hosil boigan jism hajmini hisoblang:

1)y2-6x,y=0,x=3 ; 2 y=—y=x,v=0,x=2;
X
3) 4y =x2,8y=x3 ; 4) xy=4,x=1,x=4.y=0.

607. Quyidagi chiziglarni berilgan oraligdagi uzunligini
hisoblang:

)y =7j-,0<x<2; 2) y =~j2x-x2-1, M-<x<lI;
iV=-"N - — = i —
v At 4) x=Incosj, 0<y< T

204



608. Quyidagi chiziglar bilan chegralangan shakini OX o‘qi
(ilmlida aylanishidan hosil boigan jism sirt yuzasini hisoblang:

\)y =2ch”,0<x<2; 2) v=Xx3,0<x<”;

2 2
3*)iL +%L=]; 4) x=t-smt, j =l-cos/ birarkasi.
a

609. Moddiy nugqta v=100+8 tezlik gonuni bilan harakat-
liumiogda. Vaqtning [0;10] oralig‘ida gancha yo‘lbosib o‘tadi?

610. Agar prujinani 1 sm ga cho‘zish uchun IN kuch talab
, Lllsa, 4 sm ga cho‘zish uchun gancha ish bajarish kerak?
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318.
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411. 1) x2+y2+22=8l; 2)0*-5)2+(v+3)2+(z- 7)2=4;

V) U-4)2+("+4)2+(z +2)2=36; 4 ) -3)2+(>+2)2+(z- 12=18; 5)
(*-3)4([f)2+(z-1)2=21; 6) x2+y2+22=9; 7) (X-1)2+(y+2)2+(z-3)2=49;
X) (m+2)2+(y- 4)2+(z- 5)2=81.

412.3, s\ (2;3;0), (2;-3;0), (2;0;s), (2;0;-7?). 413. 4.3; (4;
0;-1),

(-4; 0; -1). 414. 15; (0; -6; -f).

415. o Xy:{f ;4 +" - - 0Oxz:{";Q0+522-4T0 Oyz: { » 2*-z=0,

416. 5x2+5y2+ 2z2-2xy + 4xz + 4yz -6 = 0

417. 1)(3; 4;-2) (2;6; - 2); 2) (4; -3; 2); 3) kesishmaydi; 4) To‘g‘ri
dii/iq sirtga tegishli. 418. x2+ 4y2+5z2-4xv-125 = 0.

419. 3 X2- Sy2+722- 6Xy+10xz - 2yz-4x + 4y -4z +4 = 0.

420. x2+ 4y2-4z2+ 4xy +12xz - 6yz = 0.



IV BOB

428. 1) A={1,2,3,4,5}; 2) N={-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1};

3) N={2,3,57,11,13,17,19,23,29}; 4) A={1,2,3,4,6,8,12,16,24,48};
5) N={2}:6) 4={052}; 7) N=[-2,3]. 429. 8.

430. )A uB=1{2,35891317} 2)AnB = {513} 3)A\B ={2,3,8}
4)B\ A={9,17} 5)AAB = {2,3,8,9,17}

6)AxB-- 1'/BV2 3\ 5 PV 1 \*TL WV 2 [V

432. 1)Nn.B =[1,5] 2)ArnB =[2,4] 3)/AS =[l,2)

4)5\ /4= (4,51 5)/40B=[1,2) u (4,5]

6)AxB tekislikdagi uchlari (1,2),(1,5),(4,5),(4,2)nuqgtalarda bo'lgan

kvadratning nuqtalari 435. 1) supA=3,intA=-1 2) supA=4,infA- 0

3) supA- 4,inf/1=-6

444. 1) 1,3,9,27,81 2) 0,2,02,0 3) 2,|,[,|,] 4)0,-1,0,1,0 5) 2,3,6,11,18
111 1 13 7 15 31

6)71,-,-,—,— 7)

2624120 * 24816 32

445, l)/\:/\ 2)X|'|:\3)X n=-" - 4)X|7|=Ai1
2/2-1 " 2« + i n

5)xn=(-\y 6)xn=3+ (-1 7) xn=(-1)n(n2+1) 8) x,,: 1

3yi —

9) 10) xn=w(l) 446. 1) ¥, quyidan chegaralangan 2)

8)-10,-1,0,-1 9) 0112358

yiigoridan chegaralangan 3) chegaralangan 4) chegaralangan 5)
\', yuqgoridan chegaralangan 6) \, chegaralangan 7)
chegaralanmagan,monoton emas 8) \,  chegaralangan 9) quyidan
chegaralangan 10) ikkinchi hadidan boshlab \

w8 D 2-,304*5-1 6070, 8§ ,9¢] 105
11)3 12) = 13) €2 14) e 15) e4 16)0 17)1 18)

453. 1) (0400) 2) [-3,1)m (13] 3) [0.2] 4) M ,-jtu [<U] 5)



6) (-«,-k») 454. 1) [14c0) 2) [1,713) (-~ y j 4) (3,00) 5) -~,0)
6) co.- 1] 455. I)toq 2)juft 3)toq 4)juft yoki toq emas 5)toq 6)toq
456. 1) davriy, eng kichik musbat davri mavjud emas 2) davriy, r =2n

5 davriy, T-j 4)davriy emas 5)davriy, F= 6) davriy, [=n

457. 1) x9x3- 1 (x-13 2) [x|,cos| X,cosx| 458. 1)y =x 2) y- X7

\) Aniglanish sohasida teskari funksiyasi mavjud emas.

mfx, x <0,
4) y=-2+10*" 5)y=log2-"— 6
)Y )Y 92"+ 6)y o x>0,

459. ) monoton, chegaralangan 2) chegaralangan 3) kamayuvchi
4) chegaralangan 5) o‘suvchi 6) kamaymaydigan funksiya

467.1); 2); 3) 92 4); 54 6)2 )15 8)0 9) 10)
®

)ed 12) e2 13) 1 14)% 15) 2 18Py ')
21) 1

22) I@2—0)=1/(2 +0)=2  23) /(3-0) =i/ (3 +0)=0

2

18)0 1% | 20) 06

24) /(Z - 0)=+00,/(§ +0)=0

477. 1) x=0 2-turuzilishnugta~ 2) x=222n nez 2-tur uzilish

nuqtalar
t) x=42 2-tur uzilish nugtalar 4) x=a 1-tur uzilish nuqta,

['(a~0) =-~,f(a+0)=~ 5) x=0 1-turuzilish nugta,
[(0)=1,/(+0)=0 6) x=" 1-tur uzilish nuqta,

[(£-0) =—  /(+0)=0

213



483. 1)4x+7 2)3x2+ 10x3)—— - 4) —1=5) A=
) ) )(x+1)2 ) 2yjx )ﬁx

485. I'(2- 0)=-1,/'(2+0)=1/'(3- 0)=-1,/'(3 +0) =1
486. 1) 23 2)10! 3) -1.5 4) -2 487. 0(0,0),y=x,y=-x 488. arctgi
489. 14,-2, 7

497. 1) —= 2) — 3) 5cosx-3sinx 4) 5tgX 7) — ... 8) 2shx
x3 1Ix2 xIn2log 2 x
498. 1) 24x2(2x3+5)3 3) -sin2x 6) — 7) ] 8)
v ’ sinx v4sin2x - | 2x
499. D) x2*(I1+2Inx) 4) y=e>x-J+¥ 23. 1) = 2)
Ay-x1y)
y(y-xIny)

501. 2)2/+1 4) —etgt 502. 1)5 2)0.5 510.1) #(x) =(2x+3)<fe 2)
cN(X) =(3x2+3)N13) df{x) =hdx 511. 4) ~(X) =—2xe xdc 5) <i/(X)=\nxdx

6)df(x) =1 L dx 512.1) 19.56 2)0.4557 3)1.4948 4)5.9777 5)
8.0625 6)4.0078 7)-0.02 513. 1) 27e2 2)0 3)2 4)  514. 1)0, (
«>0)2) 2

3) HJ-b ~ - 7):{5:~4n) 4) 2"(n-N! 5) (-N)"_‘nt!

VI BOB

524. \(/1;1) 527. l)TOS;Z)-I;3)1—6; 4)--6'8)I 9)e2

535. 1L (-00;3)\, (3;°0)Y 2. —1;7)\, (-®;-1)->(7;00)/" 3. (-00;00)s
6. i-°50)/\ (0;00)\ 9. (O;é)\. Gr;»)ll

536. 1 xni,=2 2. xnl=;sXx=—2% 4. vym—~ ,xm —

8-xrin=-i, xmx=1 9.ekstremum mavjud emas. 537. 1. Eng kichik giymat:
><-2)=-73, eng katta giymat: >()=8 2. Eng kichik giymat: X°-5)=i-75,



eng katta giymat: y(2)=58 3. Eng kichik giymat: y(l)=-3, eng katta
c)iymat: y(0)=0 4. Eng kichik giymat: j)=-1, eng katta giymat:
M0)=y(4)=0 5. Eng kichik giymat: M0)=0, eng katta giymat: y(~)=—1

0. Eng kichik giymat: y(2)=In4-2, eng katta giymat: >d)=In2.538. 1

x L (=xy-DA (I;<u

2. =1 kDN (<ohva(l;0)* 5. x=1, (-ma-3lj,(30) 0

539. I.x=I vertikal asimptota, y=\ gorizontal asimptota 2.x =2 vertikal
asimptota, >=2x+5 0g‘ma asimptota. 3. x =+2 vertikal asimptota, y=+X
0g‘ma asimptota 4.y =+(.*-0.5) og‘ma asimptota 5. y =0 gorizontal
asimptota 6. x=0 vertikal asimptota,y =0 gorizontal asimptota. 544.
3.072 545. 1.6487

546.1) 4 2) 1 3)i
VIl BOB

554, |.-X5--x 4-2x3+4x2+7x+C 2. -x3--x2-In\x\-- +C
5 2 3 2 X

| 2 1
3. -X3-x +arctgx+C 4. bsjx-——x2~Ix+C 5. 5ex—r+C
3 15 X3

6. 2250 1C 7. L<+isinx+c 8. tgx-x+C 9. -ctgx—lx+C
In2250 2 2 2

10. —4ctgx—4tgx+C
555. 11(5- 2x)7+C 2. -3—2(1- 2xf4+c
3. --42-Ix+C 4.--(I-xX)Vb:x--(l-xfrx+¢c

5. N (x+1)2- 3>/x-MmI+31n1l1+y[x+\ |+C

6.

I7—tl+—5t5+3/4-5t3-I2t2+4LLI+24|n(f2+2)-’\%5 arctgzlté\ +C, t=\/x+lI
1, ie'A+C 8. In|Injtax|| +C 9. Mn|sin2xI+C  10. (arctgyfxj +C

556. le*(x—)+C 2. 2e~(y/x-1)+C



3. AX3-x +arctgx +C 4. NeX+/xe2x-N-eX+3ex(x2-2x+2) +-4x 4+C
5. jnhe2(2sin5x-5c0s5x) +C 6. ~“xex(s\nx-cosx) +*excosx + C

7. C—x+(x+2)In|x+21 8. ((x- 0.5)In(x—2x)- x) +C

9. —7cos7x+z)xsin7x+le cos7x+C  10. 2</dx8LlJa{x+cos>/x),+c

561. 1) In|x+7|+C 2) “ In|]-2x|+C 3) jrarctg-* +C

1 2X \
- : —p=
6) 12 (3-2%) +C 7) 74 arctghy + +a) +C 8) 23 arctg \}53 +C
11) j In(2x2+2x +3) + arctg " +
14) 1 'x(x2+10) 1 X +C

If (x-3)(3x2-18x +32) +3arctg(x- 3) +C

(x -6x +10)
562. 1?]ilnX+3+C 2) -]ln +C 3)-In X3 ¢
18 x-3 7 x+7 5 x+2
+ X-2Y
Hh **? 1c 5 +C
(x-1) x-1
6) — (4-x)2 1 X+2+C
96 X +4x+16 T ~c°rcgl£
9 —mX*2 73 +C
30 x—1 70 x+4 X +1
ilglﬂ')—lyzarctgx—g'fr-l—f-c 1 5)———5-Zarctgx- S7x4+ 103x2+32
3V2 v2 16 16x(x2+ )2
567.1) arctg M +C 2) — arctg V3 X_‘
V6 V5*il+C
2tgn-3-yfs
+C 6) -+C

3)v?|n2/\|_3 +\5



14) -~clgh + ~etgX-ctgx - x+C 15) 2ig3™-6tg” +x+C
1

577. 1L Inx+65+yx +Bx+41 +C 3. -\Jéaan(S:c+l)+C

4. arcsTnf--'éf&C- 5. -3n/l - x2+13arcsinx +C

7. -t}—In3+11+C, t = t/x-7 9. -x\fa-x2+arcsin-i+C
42

VIe 2 B3 X 041 (x2-2x-3)Ix2-2% +3 +C
\3

13. - +C 14. 5x3+3 +C 15
4x 101

VYT \ 1+ c

585. 1)0.5 2) i 3) e 586. 1)0</<1 2) 12</<16 3 )~ < /< 7
587.1)12)j 3) -(ar-2) 588.1) 17.5-61n6 2) 325 3)In~4)ee-e
5 arc tg4e 6) 14 7) I{I5 g) 3"3-;r 9) ~ 9 10) A4e 11) 2(2°+3)

12) 13) e2-1 14) 0.089 15)j +~ -3

590.1)0.916 2)0.693 3)2.320 4)0.882 591.1)0.69377 2)0.78458
3)0.84259 4)0.23661.595. 1)0.5 2) uzoglashuvchi  3)*-

4)a>|,a—1;a <l uzoglashadi 5)1 6)05 7)2 8) a 9)6

|0)a<|,l—; a >1,uzoglashuvchi ~ 11) 22 12)1.5
-a

596. 1) uzoglashadi 2) uzoglashadi
1) yaginlashuvchi 4) uzoglashadi
5) uzoglashadi 6) absolut yaginlashuvchi.
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matematika» kafedrasi professori.

1956-yilda Namangan viloyati Chortoq tumanidatug'lgan.

1979-yilda Namangan davlat pedagogika institutining matematika fakultetini imtiyozli
diplom bilan tamomlagan. 1989-yilda 0 ‘zR FA V.T.Romanovskiy nomidagi Matematika
institutida nomzodlik dissertatsiyasini, 2016-yilda O ‘zbekiston Milliy universitetida
doktorlik dissertatsiyasini himoya gilgan.

Matematikaning xususiy hosilali differensial tenglamalar, yuqori tartibli karrali
xarakteristikali tenglamalar va aralash parabolo-giperbolik tenglamalar sohasida ilmiy
tadgiqotlar olib boradi. Uning rahbarligida 1ta PhD himoya gilingan, 1ta DSe va 2 ta PhD
ilmiy izlanishlar olib borishmoqgda.

Olimning «Oddiy differensial tenglamalardan misol va masalalar» (Turgunov N.,
Gafarov l.lar bilan hammualliflikda) o'quv go'llanmasi, «K Teopuu ypaBHeHUi TpeTbero
nopsagka € KpaTHbIMW XxapakTepucTtukamum» monografiyasi hamda «Oliy matematika»
darsligi nashr gilingan. 200 dan ortiq ilmiy maqolalari (shulardan 30 dan ortig'i nufuzli
xalgaro nashrlarda) chop etilgan.

Fizika-matematika fanlari nomzodi, Namangan muhandislik-qurilish instituti Ta’lim
sifatini nazorat gilish bo'limi boshlig'i.

1977-yildaNamangan viloyati Chortoq tumanidatug'ilgan.

1999-yilda Mirzo Ulug'bek nomidagi O'zbekiston Milliy universiteti mexanika-
matematika fakultetini tamomlagan.

2008-yilda O'zR FA V.T.Romanovskiy nomidagi Matematika institutida nomzodlik
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parabolo-giperbolik tenglamalar sohasida ilmiy tadgiqotlar olib boradi.
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