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SO¢‘Z BOSHI

Oddiy differensial tenglamalar fanining XXI asrdagi rivoji va uning xalq
xo‘jaligining turli tarmoqlariga tadbiglari o‘zining ilmiy va amaliy ahamiyati bilan
ajralib turadi.

Ushbu uslubiy go‘llanmada invoyutsiya tushunchasi batafsil keltirib o‘tilgan
bo‘lib, involyutsiya gatnashgan oddiy va xususiy hosilalai differensial
tenglamalarga oid ko‘plab ma’lumotlar va misollar keltirilgan. Uslubiy go‘llanma
uch bobdan iborat.

Qo‘llanmaning birinchi bobi tayanch tushunchalardan tashkil topgan bo‘lib,
involyutsiya tushunchasini o‘rganish uchun boshlang‘ich ma’lumotlar: o‘zgarmas
koffisientInvi chizigli differensial tenglamalar, o‘zgarmasni variatsiyalash usuli,
involyutsiya va uning xossalari, Eyler va Lagranj tenglamalari bayon gilingan.

Ikinchi bobda invoyutsiya xossasini o‘rganish uchun, oddiy differensial
tenglamalar nazariyasidan ma’lumotlar, oddiy differensial tenglamalar
involyutsiyasi chizigli differensial tenglamalar invoyutsiyasi, chizigli differensial
tenglamalar sistemasining involyutsiyasi keltirilgan va ularga doir bir gancha
misollarni ishlab umumiy yechimlari keltirib chigarilgan.

Uchinchi bobda involyutsiya xossasiga va maxsus potensialga ega bo‘lgan
xususiy  hosilali differensial tenglama uchun aralash masalaning qo‘yilishi va

uning klassik yechimini toppish ko‘rsatilgan.



1-BOB. ASOSIY TUSHUNCHALAR.

Involyutsiya xossasiga ega bo‘lgan oddiy differensial tenglamalarni
yechish jarayonida almashtirishlardan so‘ng Eyler yoki Lagranj tenglamalari hosil
bo‘ladi. O‘z navbatida bu tenglamalar almashtirishlar yordamida o‘zgarmas
koeffisiyentli chizigli tenglamalarga olib o‘tilishi va yechilishi mumkin. Shuning
uchun bu bobda asosiy tushunchalar gatorida o‘zgarmas koeffisiyentli chizigli

differensial tenglamalar uchun Eyler va Lagranj tenglamalarini ko‘rib chigamiz.

1.1. O‘zgarmas koeffisiyentli chiziqli differensial tenglamalar.
Biz n-tartibli o‘zgarmas koeffisiyentli chizigli
Liy]=y" +ay"? +--+a,y=F(t) (1.1.1)
differensial tenglamani garaymiz, bu yerda a,a,,....,a —o‘zgarmas kompleks
sonlar, f(t) gandaydir oraliqda berilgan t o‘zgaruvchining kompleks funksiyasi.

(1.1.1) tenglamaning chap gismi n—tartibli chizigli differensial operator deyiladi

va L[y] kabi belgilanadi. (1.1.1) tenglamaning o‘zi esa
L[y]=f (1) (1.1.2)

ko‘rinishda yoziladi.

Dastlab n- tartibli  bir jinsli o‘zgarmas koeffisiyentli tenglamani
garaymiz.

1. Bir jinsli tenglamalar. Har bir
L[y]=y"+ay" Y +--+a,y
operatorga yoki bir jinsli
L[y]=0 (1.1.3)

tenglamaga (1.1.3) tenglamaning yoki L[y] operatorning xarakteristik ko‘phadi

deb nomlangan
D(p)=p"+a,p"+--+3
(1.1.4) ko‘phadni mos qo‘yamiz.



Lemma 1.1.1. Ixtiyoriy nmarta uzluksiz differensiallanuvchi f(t)

funksiya uchun quyidagi:

L[e"f (t)]=¢"| D(2)f + D'l(f) Frt D(nr)]g’” f(“)] (1.15)

formula o°rinli.
Isboti. L[y]=y", (0<k<n) bo‘lsin, u holda D(p)=p* bo‘lib, agar
| >k bo‘lganda D" (1)=0 bo‘lgani uchun

L[e“f()J—S o1 (1) =301 S ). 1) - KED ) iy
Z

1d' K It « D ) ity 0]
T—ﬂ(ﬂ)f '(t)=¢ ZTf (t)=e ZTf (t)

1=0

Biz bu yerda ikki funksiya ko‘payitmasining k- tartibli hosilasini hisoblashda
Leybnits formulasidan foydalandik.

Demak, (1.1.5) formula L[y]=y" xususiy hol uchun isbotlandi. (1.5.1)
formulaning umumiy holda to‘g‘riligi L[y] operatorning L[y]=Yy", (0<k <n)
ko‘rinishdagi operatorlarning chizigli kombinatsiyasidan iborat ekanligidan kelib
chigadi.

Lemma isbotlandi.

Lemma 1.1.2. A— soni D(p) xarakteristik ko‘phadning k Kkarrali ildizi
bo‘lsa, u holda y,=e*, y,=te’ ...,y =t“"e¢* funksiyalar bir jinsli (1.1.3)

tenglamaning yechimlari bo‘ladi.

Isboti. 21— soni D(p) xarakteristik ko‘phadning k karrali ildizi bo‘lgani
uchun  D(4)=D'(4)=---=D*?(1)=0,D"(1)=0

(1.1.5) formulani y; =t'e** (0< j <k-1) funksiyalarga tadbiq qgilib,

k D™ n
yltlev ]| A s DA S )0

chunki | > j bo‘lganda %(t') 0. Lemma isbotlandi.



=0 bo‘lsin. U

Lemma 1.1.3. r=0,12,.... k-1 uchun L[tfe“]t .

holda A soni xarakteristik ko‘phadning karraligi k dan kichik bo‘lmagan ildizi
bo‘ladi.

Isboti. 1.1.1-lemmaga ko‘ra

. C D(A)d(t D (A) d" (t"
,=e [D(i)t +%%+...+ (A)d( )}

L[t'e”]

t= r! dt" |lt=0

dk

chunki k>r bo‘lganda e

(t')=0. Bundan tashqari k<r bo‘lganda

=0. Shuning uchun

d .
W(t)t=o

L[te™] =D"=0 (r=01,..,k-1)

Demak, A xarakteristik ko‘phadning k dan kichik bo‘lmagan ildizi bo‘ladi.
Lemma isbotlandi.

Endi bir jinsli (1.1.3) tenglamaga qaytamiz. Aytaylik D(p) xarakteristik
ko‘phad m (m<n) ta turli 4,4, .., A, ildizlarga ega bo‘lsin. Bu ildizlarning

karraliklarini

k. ,K,,...,k  bilan belgilaymiz. U holda 1.1.2-lemmaga ko‘ra

k-1
n=e, y,=te", .,y =tle™,

yk1+l = ejzt ' yk1+2 = te%t ’ "-’yk1+k2 :tkz_le%t ! (116)

funksiyalar ham bir jinsli (1.1.3) tenglamaning yechimlari bo‘ladi. k; +---+k_  =n
bo‘lgani uchun (1.1.6) formula (1.1.3) tenglamaning n ta yj(t) yechimlarini
aniglaydi.

Lemma 1.1.4. Agar y,,»,,....y, funksiyalar (1.1.6) tengliklar bilan

aniglansa, u holda



Y1(0) Y2(O) yn(o)
0 v:(0) .. y(0)

o) i) .. v ()

Isboti. Faraz qgilaylik (1.1.7) determinant nolga teng bo‘lsin. U holda bu

£0 (1.1.7)

determinantning satrlari orasida
bey " (0)+ b,y " 2(0)+---+b, ,y;(0)=0 (1.1.8)
(j=1.2..n)
chizigli bog‘liglik mavjud, bu yerda b, ,b, ,...,b,_; koeffisiyentlarning barchasi bir
vaqgtda nolga teng emas.
L[y]=b,y" Y +b,y™ 2+ xb_
differensial operatorni garaymiz. Bu operatorga darajasi n—1 dan ortmagan
Dy(p)=bop" " +bp"* -4 by
xarakteristik ko‘phad mos keladi.
]1=1,2,...,k; bo‘lsin, u holda (1.1.8) munosabatni

L[tre“t] t

yoki

L[treﬂlt] t

Ozo (r=01,...k-1r=j-1)

ko‘rinishda yozishimiz mumkin.

1.1.3-lemmaga ko‘ra 4, soni Dl(p) xarakteristik ko‘phadning karraligi k, dan
kichik bo‘Imagan ildizi bo‘ladi. Xuddi shu kabi j=k, +1,...,k, +k, ko‘rinishda
tanlab 4, soni D;(p) xarakteristik ko‘phadning karraligi k, dan kichik bo‘Imagan
ildizi bo‘lishini va hakozo 4 soni D,(p) xarakteristik ko‘phadning Karraligi k.,
dan kichik bo‘lmagan ildizi bo‘lishini isbotlashimiz mumkin. Shuning uchun har
bir ildizni karraligi bilan hisoblab D;(p) xarakteristik ko‘phadning ildizlari soni
k,+---+k,=n ga teng bo‘ladi degan xulosaga kelamiz. Ammo bu mumkin
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emas, chunki D,(p) xarakteristik ko‘phadning darajasi n—1 dan ortmaydi. Hosil

bo‘lgan ziddiyat lemmani isbotlaydi.

1.2. O‘zgarmasni variantsiyalash usuli.

Bir jinsli bo‘Imagan chizigli tenglamalarning xususiy yechimlarini topish
ko‘p hollarda o‘zgarmasni variantsiyalash usuli bilan amalga oshiriladi. Biz
ikkinchi tartibli tenglama va matritsa ko‘rinishida berilgan tenglamalar sistemasi
uchun ko‘rib o‘tamiz.

Dastlab ikkinchi tartibli

y"+a(x)y’ +b(x)y = f(x) (1.2.1)
tenglamani garaymiz. Aytaylik y;(x),y,(x) funksiyalar (1) tenglamaga mos bir
jinsli gismi bo‘lgan

y"+a(x)y’+b(x)y =0 (1.2.2)
tenglamaning yechimlari bo‘lIsin. (1.2.1) tenglamaning xususiy yechimini
Y(x) = Cy(x)y;(x) + C,(x)y, (%) (1.2.3)
ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda C,(x), C,(x) noma’lum funksiyalar.
y'(x)=[C(x)y, (x) + C5(x)y, (x)]+ Cy (x)y1 (x) + C, (x)y5 (x)
C,(x), C,(x)  noma’lum funksiyalarni shunday tanlaymizki kvadrat qavs ichida
joylashgan funksiya nolga teng bo‘lsin, ya’ni
C{(x)y1(x) + Cy(x)y,(x)=0 (1.2.4)
bo‘lsin. U holda

Y'(x)= Cy(x)y;(x) + C,(x)y3 () (1.2.5)

(1.2.3) va (1.2.5) ni (1.2.1) tenglamaga qo‘yilsa va guruhlansa
Cy (x)Ly(x)+a(x)y; (x)+b(x)y; (x)]+ C (x)yz (x) + a(x)ys (x) + bx)y, (x)]+
+CL(x)y1 () + Ca(x)yz(x) = (x)
tenglikni va bundan y,(x),y,(x) funksiyalar (1.2.2) tenglamaning yechimi

ekanligidan
Ci(x)y1(x) +C3(x)yz(x) = f(x) (1.2.6)
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tenglikni hosil gilamiz. Natijada C,(x), C,(x) noma’lum funksiyalarni aniglash
uchun (1.2.4) va (1.2.6) dan iborat bo‘lgan
{Cl'(X)yl(x) +Cy(x)y,(x)=0,
C{(x)y1(x) +Ca(x)yz(x) = f(x)
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. (1.2.7) sistemani Kramer qoidasi bo‘yicha

c;(x)=—M, c;(x)—w (1.2.8)

(x) o)

munosabatlarni hosil gilamiz, bu yerda

(1.2.7)

olx) =

(1.2.9)

n(x) y, (xi

nlx) yylx

(1.2.8) tengliklarni [x,,x] kesmada integrallash va hosil bo‘lgan C,(x), C,(x)
noma’lum funksiyalarning ifodalarini (1.2.3) tenglikka qo‘yib (1.2.1)

tenglamaning

=t (1.2.10)

xususiy yechimini hosil gilamiz.

Misol 1.21. y"+u?y=g(x) tenglamaning y(0,x)=0, y'(0, )= u
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topamiz.

Yechilishi. Berilgan tenglamaning mos bir jinsli gismi: y” + 2y =0 bo‘lib,
uning umumiy yechimi y;(x)=cos ux, y,(x)=sin ux ildizlarga va bizda
f(x)=g(x) bo‘lgani uchun (1.2.10) formulaga ko‘ra berilgan tenglamaning

Xususiy yechimi

X

y(x)=|

0

cosyt  sinut
COS zX  SIN uiX

ko‘rinishga ega bo‘ladi, chunki

.it)dt = 1')fsin p(x—t)g(tpt
Hyo

a)(t)



COS LiX singx |
_usingx ucos x|

Berilgan tenglamaning umumiy yechimi mos bir jinsli gismining umumiy yechimi

=

bilan bu tenglama xususiy yechimlari yig‘indisiga teng bo‘lgani uchun, u
y(x)=C, cos ux + C, sin yx+%fsin u(x—t)g(t)dt
0
ko‘rinishga ega. y(0,u)=0, y'(0, )= boshlang‘ich shartlarga ko‘ra
C, =0, C, =1 ekanligini aniglaymiz.
Javob. y(x)=sin ux +%Tsin u(x—t)g(t)it
0

Endi sistema uchun umumiyroq bo‘lgan holni garaymiz:
X'=Alt)X + f(t), X(0)=x, (1.2.11)

o(t)e(t)

ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda ®(t) bilan X'=A(t)X sistemaning ®(0)=E

sistemaning umumiy yechimini topamiz. (11) sistema yechimini X (t)

shartni ganoatlantiruvchi fundamental matritsasi belgilangan. U holda
X'(t)='(t)e(t)+ 2(t)e'(t)
bo‘lib, (1.2.1) ga ko‘ra
@'(t)c(t)+ d(t)e'(t) = Alt)X + f(t),
yoki

Bundan

bo‘lgani uchun berilgan sistemaning xususiy yechimi
t
X(t) = D(t)e(t) = o (t)] 0 (5)F (s)ds
0

va umumiy yechimi esa
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t
X(t)= () +d(t)[ D (s)f
0

ko‘rinishga ega bo‘ladi. X (0)=x,, ®(0)=E boshlang‘ich shartga ko‘ra

izlanayotgan yechim
t
X(t)=(t)x, +D(t)] 0 (s)f (s)ds
0

dan iborat.

1.3. Eyler va Lagranj tenglamalari.
Differensial tenglamalar orasida oddiy almashtirishlar vositasida
o‘zgarmas koeffisiyentli tenglamalarga o‘tuvchi o‘zgaruvchi koeffisiyentli

tenglamalar ham uchraydi.

n n-1
d 3’ +a,t" dy

2y bt ) ra,y =0 (1.3.1)

a,t"

ko‘rinishdagi tenglamaga Eyler tenglamasi deyiladi, bu yerda a,, a,....,a,

X

o‘zgarmas sonlar. Agar (1.3.1) tenglamada t ni e" bilan almashtirsak
tenglamaning ko‘rinishi o‘zgarmaydi. Demak, (1.3.1) tenglamada x erkli
o‘zgaruvchini

=Int, t=¢" (1.3.2)
almashtirish bilan kiritsak, u holda x ni x+C bilan almashtirishda tenglama
o‘zgarmaydi, ya’ni hosil bo‘lgan yangi tenglama x ni oshkor ko‘rinishda
saglamaydi. Erkli o‘zgaruvchini almashtirishda tenglama chizigli tenglamaga
o‘tmaganligi uchun, biz o‘zgarmas koeffisiyentli chizigli tenglamaga ega bo‘lamiz.

Bu tasdigni hisoblashlar vositasida bevosita tekshirishimiz mumkin. Biz y

funksiyaning t Dbo‘yicha hosilalarini (1.3.2) formula bo‘yicha x bo‘yicha
hosilalari orgali ketma-ket ifodalaymiz:
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dy_dy dx__.dy
dt dx dt dx '

2 2
M:e_xi e_xﬂj:e_zx M_ﬂ ’
dt? dx dx dx?  dx

3 i 2 3 2
d—??/:e‘xi e d—Z—ﬂ e z—Bxd ¥+2ﬂ ;
dt dx_ dx® dx dx dx dx

Biz ko‘ramizki, t bo‘yicha olingan birinchi, ikkinchi va uchinchi tartibli

-X —2x —3x

hosilalarni gatnashgan ifodalar mos ravishda e’ e va e

ko‘paytuvchilarga ega. Faraz gilaylik t bo‘yicha olingan k — tartibli hosila

dky ~ dky dk—ly dy
at [d_ad—ad_

ko‘rinishga ega bo‘lsin, bu yerda «,,«,,....,a,_; — o‘zgarmas sonlar. U holda t

bo‘yicha olingan (k +1)— tartibli hosila

d*ty o d (d 'y} axd*y d*y dy
arr e &(d? e g g ke,

—(k+1)x

ko‘rinishga ega bo‘ladi va yana gavs oldida e ko‘paytuvchi , gavslar ichida

esa x bo‘yicha birinchi tartibli hosiladan boshlab (k +1)—tartibli hosilagacha

ifodalarning chizigli kombinatsiyalari joylashgan. Demak ko‘rsatilgan xossa

ixtiyoriy k natural soni uchun isbotlandi. Biz hisoblangan hosilalarni (1.3.1)
d¥y

tenglamaga qo‘ysak, har bir k uchun e ifodani a,t* =a,e" ko‘paytirishlozim

bo‘ladi va shu bilan birga x ni o‘zida saglovchi ko‘rsatkichli ko‘paytuvchilar
gisqaradi hamda o‘zgarmas koeffisiyentli chizigli tenglama hosil bo‘ladi.
Misol 1.3.1. Ushbu

2
M+3tﬂ+y:0

t2
dt? dt

tenglamani garaymiz. t = e* almashtirish bizga



tenglamani beradi. Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi: k?+2k +1=0 bir
xil
k, =k, =-1 ildizga ega bo‘lgani uchun x o‘zgaruvchi bo‘yicha umumiy yechim
y =e7%(C, +C,x)
ko‘rinishga ega. Kiritilgan almashtirishga ko‘ra t o‘zgaruvchi bo‘yicha umumiy

yechim
y:%«a+cgn0

ko‘rinishda bo‘ladi.

Biz almashtirilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasi Kkarrali
ildizlarga ega bo‘lmagan holda e* = (ex)k xususiy yechimga ega bo‘ladi, demak

dastlabki tenglamada bu yechim t* ko‘rinishda bo‘ladi. Shuning uchun bevosita

xususiy yechimni bu ko‘rinishda izlash va uni (1.3.1) tenglamaga go‘yish mumkin.

Agar

o dm (e
dt™

ckanligini e’tiborga olib bu ko‘rinishdagi ifodalar (1.3.1) tenglamaga qo‘yilsa va

t =k(k-1)..(k=m+1x*, m<k

hosil bo‘lgan tenglik x* ga gisgartirilsa k ni aniglash uchun n— darajali

k(k=1)....(k=n+1)+ak(k-1)...(k—n+2)+ .-+

(1.3.3)
+a, k(k-1)+a,_k+a,=0

algebraik tenglamani hosil gilamiz. Avvalgi mulohazalardan (1.3.3) tenglama x

o‘zgaruvchi bo‘yicha topilgan xarakteristik tenglama bilan ustma ust tushadi.
(1.3.3) tenglamaning har bir k oddiy ildiziga (1.3.1) tenglamaning t* xususiy
yechimi, (1.3.3) tenglamaning ikki karrali k ildiziga (1.3.1) tenglamaning t* va
t“Int xususiy yechimlari mos keladi va hakozo. k=« +if go‘shma kompleks
ildiziga t# =e¥™  tenglikka binoan  (1.3.1) tenglamaning ikkita
y =t“cos(BInt) va y=t*sin(gInt) xususiy yechimilari mos keladi.

Misol 1.3.2. Ushbu
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2d2y

dy
tc"—+3t—=+5y=0
dt? dt y

tenglamani garaymiz. Bu tenglamaning xususiy yechimini y=t* Kko‘rinishda

izlaymiz va berilgan tenglamadan
k(k-1)+3k+5=0
yoki
k?+2k+5=0
xarakteristik tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama k=-1+2i qo‘shma

kompleks ildizlarga ega bo‘lgani uchun berilgan tenglamaning umumiy yechimi
y :%[C1 cos(2Int)+C,sin(2Int)]

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Differensial tenglamalar orasida oddiy almashtirishlar vositasida
o‘zgarmas koeffisiyentli tenglamalarga o‘tuvchi o°‘zgaruvchi koeffisiyentli
tenglamalar orasida Lagranj tenglamasi deb nomlangan
d"y
dt"

ko‘rinishdagi tenglamalar ham uchraydi bu yerda a,, a,,....,a, o‘zgarmas sonlar.

n-1 dyn_l
dtn—l

(at+b)" +a,(at +b) +~-+an_1(at+b)%+any:0 (1.3.4)

(1.3.4) Lagranj tenglamasida x erkli o‘zgaruvchini

x=In(at+b), at+b=¢" (1.3.4)
tengliklar yordamida almashtirilsa o‘zgarmas koeffisiyentli chizigli tenglama hosil
bo‘ladi.

Bir jinsli bo‘lmagan Eyler tenglamasining o‘ng tomoni P(t) ko‘phadning
chekli sondagi arifmetik amallardan tashkil topgan > e”P(t) ifodasidan iborat
bo‘lsa, u holda almashtirish natijasida hosil bo‘lgan o‘zgarmas koeffisiyentli bir
jinsli tenglamaning o‘ng tomoni > t“P(Int) ko‘rinishga o‘tsa bunda ham xususiy

yechimlarni topish bilan integrallashni amalga oshirilishi mumkinligini eslatamiz.
Endi Eyler va Lagrang tenglamalarini yechishga oid misollardan namunalar

keltiramiz.
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Misol 1.3.3. Quyidagi tenglamani yeching.

2
Yechilishi. Berilgan tenglamaning xususiy yechimini R =r* ko‘rinishda
izlaymiz. Natijada
k?+k-n(n+1)=0,

xarakteristik tenglama tenglamani hosil gilamiz. Uning ildizlari

1 An(in+1)+1 1 4n(in+1)+1
-—+ , Ky =—=—
2 2 2 2

bo‘lgani uchun tenglamaning umumiy yechimi
R =%[Clr“ +C2r‘“] , o :%q/4nin+li+1
r

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

K =

Misol 1.3.4. Quyidagi tenglamani yeching:
t2y" —4ty' + 6y =t

X

Yechilishi. Berilgan tenglamada  x=Int, t=e" almashtirishi go‘llash

bilan bu tenglama bir jinsli bo‘Imagan

2
dy5g

dx? dx

tenglamaga o‘tadi. Bu tenglama mos bir jinsli gismining umumiy yechimi

+6y=¢e"

y =Ce® +C,e™
Xususiy yechimini esa y= A4e" ko‘rinishda izlaymiz va bu xususiy yechim
y:%ex bo‘lgani uchun almashtirish nati-jasida hosil bo‘lgan tenglamaning
yechimi
2x 3x 1 X
y=Ce" +Cyhe +Ee
bo‘lib, (1.3.2) almashtirishga ko‘ra berilgan tenglamaning yechimi

y=Ct? +Cyt° +%t
15



funksiyadan iborat bo‘ladi.
Misol 1.3.5. Quyidagi tenglamani yeching.
t?y" —ty’' + 2y =tInt
Yechilishi. (1.3.2) almashtirish bu tenglamani

d’y ,dy

— -2

dx dx

tenglamaga o‘tadi. Bu tenglama mos bir jinsli gismining xarakteristik tenglamasi
k? -2k +2=0

o‘zaro qo‘shma k =-1+i kompleks ildizlarga ega bo‘lgani uchun uning umumiy

+2y =xe"

yechimi

y = e *[Cycosx + C, sin x]
ko‘rinishga ega. Xususiy yechiminiesa  y =(A4x+ B)e* ko‘rinishda izlaymiz va
bu xususiy yechim y =xe* bo‘lgani uchun almashtirish natijasida hosil bo‘lgan

tenglamaning yechimi
y =e *[Cicosx + C, sin x|+ xe*

bo‘lib, (1.3.2) almashtirishga ko‘ra dastlabki tenglamaning yechimi

yz%[ClcoslnHCzsinInt]+t|nt

funksiyadan iborat.
1.4. Involyutsiya tushunchasi va uning asosiy xossalari.

Qandaydir f akslantirish berilgan bo‘lib, bu akslantirishda P nugtaning
tasviri P'=f(P) nuqta bo‘lsin. O‘z navbatida P"=f(P’),P"=P vya’ni
f o f(P)=P bo‘lsin. Demak, f akslantirish involyutiv akslantirish bo‘lishi uchun
quyidagi shartlarning biri o‘rinli bo‘lishi kerak:

1) ixtiyoriy P nuqgta uchun
f(f(P)=P (1.4.1)
tenglikning bajarilishi yoki
2) ixtiyoriy P nuqgtauchun P’= f'(x) munosabat bilan birgalikda
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P'=f(P) (1.4.2)
munosabat bajarilishi, ya’ni har qanday akslantirish o‘ziga teskari akslantirish
bilan ustma ust tushishi lozim.

Shu sababli ko‘plab geometrik adabiyotlarda, masalan [1] da o‘ziga teskari
akslantirishlar bilan bir xil bo‘lgan akslantirishlarga involyutiv akslantirishlar
deyiladi. Shuningdek geometriyada butun son o‘gida aniglangan haqiqiy
argumentli (1.4.1) tenglikni ganoatlantiruvchi f(x) funksiyaga kuchli involyutsiya
deyiladi.

Kuchli invoyutsiyalar to‘plamini Y  bilan belgilasak, u holda har bir
f(x)eY funksiyaning grafigi y=x to‘g‘ri chizigga nisbatan simmetrik
joylasgan bo‘ladi. Agar G  bilan Oxy tekislikning y=x to‘g‘ri chizigga
nisbatan simmetrik joylashgan funksiyalar to‘plami bo‘lib, bunda har bir x
element uchun bu to‘plamning x absissaga ega bo‘lgan yagona nuqtasi mos kelsa,

u holda G to‘plam Y to‘plamdagi birorta f(x) involyutiv akslantirishning grafigi
bo‘ladi.

Kuchli invoyutiv akslantirish bo‘ladigan f(x) akslantirishni quyidagi
tartibda hosil gilishimiz mumkin. Faraz qilaylik hagigiy o‘zgaruvchili g(x,y)
funksiya barcha tartiblangan (x, y) haqgigiy nugtalar to‘plamida aniglangan bo‘lib,
g(x,y)=0 tenglikdan g(y,x)=0 tenglik kelib chigsin. Ma’lumki, xususiy holda
9(x, y)=g(y, x) tenglik bajarilsa, odatda g(x,y) funksiyaga simmetrik funksiya
deyiladi. Agar har bir x uchun g(x, y)=0 tenglamani ganoatlantiruvchi y = f(x)
funksiya mos kelsa, u holda y = f(x)e Y bo‘ladi. misollar keltiramiz:

1. g(x,y)=x+y-C bo‘lsin. U holda g(x,y)=0 tenglikdan g(y,x)=0

tenglik kelib chigganligi uchun y = f(x)= x—C bo‘ladi;
2. 9(x,y)=x3+y®-C bo‘lsin. U holda g(x,y)=0 tenglikdan g(y,x)=0
tenglik kelib chigganligi uchun y= f(x)=%x-C bo‘ladi.  Yugorida bayon

etilganlardan tashgari  f(x)e Y, f(x)=x munisabatlarni ganoatlantiruvchi
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involyutiv funksiyalarning to‘plamining elementlari  monoton lamayuvchi

funksiyalardir, ya’ni

lim f(x)=—c0, lim f(x)=+w (1.4.3)

X—>+00 X—>—0

munosabatlar o‘rinli. Endi quyidagi tasdigni keltiramiz.

Teorema 1.4.1. f(x)=x munosabatni ganoatlantiruvchi har bir uzliksiz
f (x)— kuchli involyutsiya yagona qo‘zg‘almas nuqtaga ega.

Isboti.(x)= f(x)—x kuchli involyutsiya xossasiga ega bo‘lgan uzluksiz
monoton funksiya bo‘lgani uchun uning grafigi y=x to‘g‘ri chiziqga nisbatan
simmetrik joylashgandir, ya’ni bu funksiya (1.4.3) munosabatni ganoatlantiradi.
Ma’lumki, (1.4.3) tenglik yagona x=x, nuqta uchun o‘rinli bo‘lgani uchun
f(x,)—%, =0, ya’ni f(x,)=x,. Teorema isbotlandi.

Demak, f(x)— kuchli involyutsiya bo‘lsa, u holda u yagona gqo‘zg‘almas nugtaga
ega bo‘lishini ko‘rib o‘tdik. Endi involyutsiyaning turlarini ko‘rib chigamiz.

ox+ f

Buni hun f(x)=
uning uchun f(x) o

kasr chizigli almashtirishni gqaraymiz.

Kasr chizigli almashtirish proyektiv tekislikning har bir M nuqgtasini uning M’
nugtasiga o‘tkazsin, ya’ni M(x,) va M'(x;) nugtalari uchun

f(M)=M", f(M")=M
tengliklar bajarilsin va shu bilan birgalikda x, = x; bo‘lsin. Aytilganlarga ko‘ra

koordinatalar bo‘yicha

aXy + X:axé+ﬂ
Ho+S8 0 48

tengliklarni yozamiz. Oz navbatida bu tengliklardan

{;/xox(’) + 0Ky —axy — B =0,

!/
Xg =

PoXo + Ko —axy— =0
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Sistemaning birinchi tenglamasidan ikkinchi
tenglamasini hadlab ayirib
S(xh—xo)+a(x; —%,)=0, yoki (5+a)x;—%,)=0
18



tenglikni hosil gilamiz. Ammo x, = x; bo‘lgani uchun & = -« bo‘ladi.
Demak, f(x) kuchli involyutiv akslantirish bo‘lganligi uchun , u
f(X): oxX + ﬂ
X—a

ko‘rinishda bo‘lishi lozim. Endi bu invoyutsiyaning go‘zg‘almas nuqtalarini

topamiz.

f(x)=x tenglik bajarilishi uchun

ax+ﬂ:X,
X—-—a
ya’ni
w:—2ax— =0

tenglik o‘rinli bo‘lishi kerak. A =a?+ By belgilash kiritamiz. U holda quyidagi
hollar bo‘lishi mumkin:

a) agar A>0 bo‘lsa, u holda garalayotgan involyutsiya ikkita
haqigiy qo‘zg‘almas nugtalarga ega bo‘ladi va bu involyutsiya
giperbolik involyutsiya deyiladi;

b) agar A=0 bo‘lsa, u holda garalayotgan involyutsiya yagona
haqiqiy qo‘zg‘almas nuqgtaga ega bo‘ladi va bu involyutsiya
parabolik involyutsiya deyiladi;

c) agar A <0 bo‘lsa, u holda garalayotgan involyutsiya
haqiqiy qo‘zg‘almas nugtaga ega bo‘Imaydi va bu involyutsiya
elliptik involyutsiya deyiladi;

Bu mulohazalardan f —kuchli involyutsiya bo‘lishi uchun u parabolik
involyutsiya bo‘lishi lozim. Demak, quyidagi tasdig o‘rinli.
Teorema 1.4.2. Agar

£ (X) _ oxX + ﬂ
X—a
akslantirishda a®+ Sy =0 bo‘lsa, u holda bu akslantirish kuchli involyutsiya
bo‘ladi.
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2-BOB. INVOLYUTSIYA XOSSASIGA EGA BO‘LGAN ODDIY
DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
2.1. Differensial tenglamalar involyutsiyasi
Dastlab biz differensial tenglamalar involyutsiyasining ta’rifini keltiramiz.

Ta’rif 2.1.1. Agar f,(x), f,(x),..., f,,(x) akslantirishlar involyutsiyalar bo‘lsa,

u holda
F(xy(£.00) (£ ()Y (£ () ¥ (X)) Y (£)y™ (T (x)) =0 (21.0)
ko‘rinishdagi tenglamalarga involyutsiya xossasiga ega bo‘lgan tenglamalar
deyiladi.
Endi involyutsiya xossasiga ega bo‘lgan differensial tenglamalar uchun ba’zi
mulohazalarni keltiramiz.
Teorema 2.1.1. Agar
y'=F(x, y(x), y(f(x)) (212)
tenglama uchun quyidagi shartlar bajarilsin:
1) f(x)—yagona qo‘zg‘almas nugtaga ega bo‘lgan  uzluksiz
differensiallanuvchi funksiya;

2) F(x,y(x), y(f(x)))—barcha argumentlari bo‘yicha aniglangan va bu

argumentlar bo‘yicha uzluksiz differensiallanuvchi funksiya;

3) (2.1.2) tenglama y(f (x)) argumentga nisbatan bir qiymatli yechimga ega,

ya’ni
y(f(x))=G(x, y(x), y'(x)) (2.1.3)
U holda
V()= T+ Ty () T 1) F(x, y(x) y(F(x) (2.1.4)

S () oy(f(x))
munosabat o‘rinli bo‘lib, bu yerda y(f(x)) (2.1.3) tenglik bilan beriladi hamda

(2.1.2) tenglamaning
y(%)= Yo, ¥'(%)= F (X9, Yo, Yo) (2.1.5)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi bo‘ladi.
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Isboti. Dastlab (2.1.4) tenglama (2.1.2) tenglamani differensiallash yo‘li
bilan hosil gilinishini ko‘rsatamiz. Buning uchun (2.1.2) tenglamani x bo‘yicha
differensiallaymiz:

V0= a9 Y0 gy YU 0= 5 g s v 0+

OF )=+ F i)+
+W-F(X, y(F OO Y(F(F())- £(x)=— N y'(x)

OF :
S F(x, y(f (x)), y(x))- £'(x)

ya’'ni (2.1.4) tenglama o‘rinli ekanligini ko‘ramiz. Teoremani isbotlashda (2.1.2)

ning o‘ng tomonidagi ifodadan hamda involyutsiyaning f(f(x))=x xossasidan
foydalandik. Boshlang‘ich shartlardan (2.1.5) ni hosil gilish uchun esa

y'(f(x))= F(x, y(f (x)), y(x)) (2.1.6)
tenglamada x ning o‘rniga x =x, giymarni go‘yamiz va f(x,)=x, ekanligini
¢’tiborga olamiz. Teorema isbotlandi.

Endi y(x) funksiyani oshkormas holda saglovchi

y'=F(y(f(x)) (2.1.7)
ko‘rinishdagi differensial tenglamalarni garaymiz.
Teorema 2.1.2. Agar (2.1.7) tenglamada quyidagi shartlar bajarilsa:
1) f(x)-yagona Qo‘zgalmas x, nuqtaga ega bo‘lgan  uzluksiz
differensiallanuvchi kuchli involyutsiya;
2) F(y(f(x)))—butun son o‘gida aniglangan uzliksiz differensiallanuvchi
qat’iy monoton funksiya bo‘lsin. U holda
y"(f(x))=F'(y(f(x))- F(y(x))- £(x) (2.1.8)
oddiy differensial tenglamaning
Y(%0)= Yo, V(%)= F(¥5)
boshlzng‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi (2.1.7) tenglamaning y(x, )=y,
boshlangich shartni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat bo‘ladi.

Isboti. Berilgan tenglamani x bo‘yicha differensiallaymiz. Natijada
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y"(x)=F'(y(f (x))- y'( (x))- £'(x)
tenglikni hosil gilamiz. Ammo
F(E(x)=x y'(x)=y'(f(x))=F(y(f(x))=F(y(x)

bo‘lgani uchun

va shu bilan birga

tenglikdan
y(f(x))=F(y'(x))
kelib chigadi. Teorema isbotlandi.

Yuqorida keltirilgan teoremalardan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Agar yuqoridagi 2.1.1-chi va 2.1.2-chi teoremalarda

_ax+p
f(x)= —a

,a’+py>0

akslantirishlar giperbolik involyutsiya bo‘lib, (2.1.2) va (2.1.7) tenglamalar

(—oo, aly) yoki (a/y, + ) oraliglarda aniglangan bo‘Isa, u holda bu teoremalar

0°z kuchini saglaydi.

Eslatma.l) Agar x, nugta f(x) involyutsiyaning go‘zg‘almas nugtasi bo‘lib,

X > X, bo‘lsa, (2.1.2) va (2.1.7) tenglamalar kechikkan argumentli differensial

tenglamalar bo‘lad.

3) Agar x, nugta f(x) involyutsiyaning qo‘zg‘almas nugtasi bo‘lib, x < x,

bo‘lsa, (2.1.2) va (2.1.7) tenglamalar ortgan argumentli

tenglamalar bo‘ladi.
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2.2. Argumentida involyutsiya gatnashgan bir jinsli be‘Imagan birinchi
tartibli boshlang‘ich shartli masalaning yechimi.
Quyidagi boshlang‘ich shartli masalani garaylik

y' () +ax"y (3) = g() + ==

y(xo) =yo, ¥'(%0) =1 (2.2.2)
Bunda a = const,a # 0,neR, x, # 0, g(x) — berilgan funksiya

(2.2.1)

(g(x) #0). y1 =g(x0) +— ( 5 —axg " Yo
Endi biz yuqoridagi (2.2.1), (2.2.2) boshlang‘ich shartli masalani y(x) = ¢(x)
yechimini topish bilan shug‘ullanamiz. ¢@(x) — ikkinchi tartibli hosilasigacha
uzluksiz bo‘lgan funksiya. Quyidagi teoremani keltiramiz.
Teorema 2.2.1. Yuqoridagi (2.2.1) tenglamani involyutsiyadan qutgarish
natijasida ikkinchi tartibli Eyler tenglamasini integrallash masalasiga keladi.
Isboti. Yuqgoridagi (2.2.1) tenglamadan bir martta x bo‘yicha hosila olamiz.

Natijada

y"(x) + nax™ 1y (i) —ax"" %y’ (—) g9'(x) - (2.2.3)

2(x)
va(2.2.1)dany G) [g( ) + — y'(x)] ga tengligi ma’lum.
(2.2.3) tenglikdan

1 g 1
y@y—aﬂzp< e (%—@@) (>Y(O]

(2.2.1) tenglikda involyutsiya hossasidan foydalanib f:x—>% akslantirish

bajarsak,

y' G) + ;Lny(x) =g (l) + g(11> (2.2.4)
tenglik hosil bo‘ladi.
Yugoridagi y G) va y’(i) larni (2.2.4) tenglikka olib kelib go‘yamiz.

1 I} g,( ) " 1
2|90 =y () - (mm ()y@ﬁ

23

a
+x—nY(X) =



. ) *(9'0 - £2) -

x2y" (x) — nxy'(x) + a’y(x) = ax™ (g G) + .
—nx (g(x) + e )) bunda
_ n l ; 2 / _ g' (%)
d(x) = ax <g (x) + g(%)) +x (g (x) gZ(x)) (g(x) + )) desak,
berilgan (2.2.1) tenglamamiz ushbu

x%y" (x) — nxy'(x) + a’y(x) = d(x) (2.2.5)

ko‘rinishga keladi. (2.2.5) tenenglama esa ikkinchi tartibli Eyler tenglamasini

integrallash masalasiga keldi. Teorema isbotlandi.
Endilikda (2.2.5) tenglamani umumiy yechimini topish  bilan

shug‘ullanamiz. (2.2.5) tenglamada x = e’ almashtirish bajarib quyidagi:

—(n+ 1)— + a?y = d(et) = h(t) (2.2.6)

dt2
(2.2.6) tenglamani bir jinsli gismini — —(n+ 1) -+ a’y =0 (2.2.7)

xarakteristik tenglamasini tuzsak:
k*—(n+1Dk+a*?=0 =>A=n+1)?-

n+1-vA n+1+vA
2

2

1-hol. A> 0 bo‘lsin u holda k; = k, =

Bu holda (2.2.7) tenglamaning umumiy yechimi: y, (t) = C,e*1t + C,e*z2t
(2.2.6) tenglamaning umumiy yechimini o‘zgarmasni variatsiyalash usulida
topamiz. Quyidagi:
{ C,'(t) e¥t + ¢,/ ()ekt =0
k,C,'(t) ekt + k,C,'(t)ek2t = h(t)

tenglamalar sistemasini garaylik, algebreyik hisoblashlar natijasida sistemadan

C,(t) = f M2) s+t
S okzeklz_k1z !

t h(z)e(kl—kz)z
0 kzeklz - k1
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Demak, (n + 1) — 4a? > 0 bo‘lganda (2.2.6) tenglamaning umumiy yechimida

t = Inx almashtirish bajarganimizda (2.2.5) ning umumiy yechimi:

Inx  h(z) Inx h(z)eF1-k2)?
y(x) =[C1; — f md Z]x k14 [f de + Cz]xkz (2.2.8)
y(x0) =yo, ¥Y'(x0) =1 (2.2.9)
_ n+1-VA n+1+vVA 2 2 _
Bunda k; = > ky =——, A= (n+ 1)* — 4a* va h(Inx) = d(x).
2-hol. A< 0 bo‘lsin u holda k; = nti-iV-a k, = ntitiVoa

2

Bu holda (2.2.7) tenglamaning umumiy yechimi:

(n+1

y,(t) =e 2z (Clcoc(—)t +C25m(—)t)
(2.2.6) tenglamaning umumiy yechimini o‘zgarmasni variatsiyalash usulida
topamiz. Quyidagi:

( — _
Cl’(t)coc(g)t + C{(t)sin(?)t =0

Ik_\/z__A Cl’(t)sin(g)t + \/?CZ’(t)coc(%A)t = h(t)

tenglamalar sistemasini garaylik, algebreyik hisoblashlar natijasida sistemadan

2 t _ —
C.(t) = _\/T_A i h(z)sm< > )zdz+C21
t A —
CZ(t)z\/%_AJO h(z)cos( 2A>zdz+C22

Demak, (n + 1)? — 4a? < 0 bo‘lganda (2.2.6) tenglamaning umumiy

yechimida t = Inx almashtirishbajarganimizda (2.2.5) ning umumiy yechimi:

y(x) = e(nzl [(C2, — fmx h(z )sm( )Zdz)coc(—)lnx +
= " hz) cos (S2) zdz + €25)sin () na] (2.2.10)
y(X0) = Yo, V' (xio) =" (2.2.2)

Bunda A= (n + 1)? — 4a? < 0 va h(Inx) = d(x).

n+1
2

3-hol. A= 0 bo‘lsinuholda k; = k, =
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n+1

Bu holda (2.2.7) tenglamaning umumiy yechimi: ys(t) = (C; + tC,)e z *

(2.2.6) tenglamaning umumiy yechimini o‘zgarmasni variatsiyalash usulida

topamiz. Quyidagi

nt1, nti,
Ci'(tHe 2 "+C/()e 2z t=0
n+1 n+1 n+1 n+1 n+t
TC{(t)eTt +Cy(t)(eZ "+t e 2 %) = h(t)

tenglamalar sistemasini qaraylik, algebreyik hisoblashlar natijasida sistemadan

t n+1

C.(t) = —f t-h(z)e™ 2z ‘dz+ C3,
0

t _n+1,
C,(t) =j h(z)e 2 "dz+ (C3,
0
Demak, (n+ 1)? —4a? =0 bo‘lganda (2.2.6) tenglamaning umumiy
yechimida t = [nx almashtirish bajarganimizda (2.2.5) ning umumiy yechimi
(2.2.11)

n+1

y() = x7 [€3,— [t h(2)e” 7 tdz + Inlxl ([ (e T tdz + €3,)]

y(xo) =¥o, V' (x_lo) =W (2.2.2)
Bunda A= (n + 1)? — 4a?=0 va h(Ilnx) = d(x).
Biz berilgan masalani yechimini umumiy holda topdik. Yuqgoridagi umumiy

yechimda gatnashgan o‘zgarmaslarni (2.2.2) boshlang‘ich shartdan topiladi.

Misol 2.2.1 (Zilbershteyin). Quyidagi tenglamani yeching:

y'(x)= y(a

Yechilishi. Berilgan tenglamani yechish uchun x=¢e', y(x)=g(t)

almashtirish kiritamiz. U holda

bo‘lgani uchun

bo‘ladi va bundan tashgari t=Inx bo‘lgani uchun
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bo‘lib, Zilbershteyin tenglamasi
g'(t)=e'g(-1)
ko“tinishni oladi. Hosil bo‘lgan tenglamani yana bir bor differensiallash bilan
g"(t)=e'g(-t)—e'g'(~t)=g'(t)- 9(t)
ya’ni
9"(t)-g'(t)+g(t)=0
o‘zgarmas koeffisiyentli differensial tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamaning

xarakteristik tenglamasi

k?—k+1=0

va uning ildizlari
Ky, =liiﬁ
22

bo‘lgani uchun hosil gilingan oddiy differensial tenglamaning umumiy yechimi

[ tv/3 tﬁ}

g(t)=e2?|C, cos—=+ C, sin7

bo‘ladi. Bu tenglamadan

t
Q'(t)—%g(’t)+§e{—qsin§+c2 cos%}

% C1+\/§C2 t\/§ Cz_\/§C1 . t\/§
=€ > COS > + 5 SIn >

bo‘lgani uchun

tenglikka ko‘ra

!t t/3 /3] J[C+43C,  t/3 C,-3C, . t4/3
e 2 Clcos7—Czsm— =e > Ccos > + > sin 5
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Bu tenglikdan Clzcl%ﬁcz’ -G, =C2‘T*@Cl, ya'ni C, =+/3C, ekanligini
aniglaymiz. Demak,
t t
g(t)=C2e{x/§cost\f+sint\é§}:2C2e{cos%cos§+sin%sin§ =

t
=Ce2 cos Z—ﬂ
6 2
bu yerda C =2C, .

Ammo g(t): y(x), t =Inx bo‘lgani uchun berilgan tenglamaning yechimi
y(x)=C/x cos(% ?In\xg

dan iborat.
Misol 2.2.2. Quyidagi tenglamani yeching:

F(x)+ o f(ljzo

X

t

Yechilishi. Berilgan tenglamani yechish uchun x=e', f(x)=g(t)

almashtirish kiritamiz. U holda

bo‘lgani uchun
1 _
f(;j: f(e ‘): g(-t)

bo‘ladi va bundan tashqgari t=Inx ekanligi e’tiborga olinsa

(=gt} = g't)=e"g't)
bo‘lib,berilgan tenglama
e™'g'(t)+a’g(-1)=0,
yoki
g'(t)=-a"e'g(-1)
ko‘tinishni oladi. Hosil bo‘lgan tenglamani yana bir bor differensiallash bilan
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g"(t)=—c’e'g(-t)+a’e'g'(-t)=g'(t)-a*g(t)
ya’ni
g"(t)-9'(t)+a’g(t)=
o‘zgarmas koeffisiyentli differensial tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamaning
xarakteristik tenglamasi

k?—k+a*=0
va uning ildizlari
1, .J1-a*
k,, ===i
) 2

bo‘lgani uchun hosil gilingan oddiy differensial tenglamaning umumiy yechimi

t
e2[C, +C,t], agar |o| = 1 poilsa,

V2
g(t)= e; CoosV42 L o gpt4at -1 agar \a\>ibo'lsa
1 2 2 2 ’ \/E ’
11-4a* 1-1-4a* 1
Ce 2 +Ce 2  agar|e/<—=bo'lsa

J2

bo‘ladi. Ammo g(t)= f(x), t=Inx bo‘lgani uchun berilgan tenglamaning

yechimi

JX[C, +C, In|x|}, agar |a|= 1 bo'lsa,

NG
Vaa* —1In[x] Vaa* - |n\x\
2

f(x)=1+/x| C, cos

1+1-4a" 1-J1-4a* 1
Cxx 2 +Cx 2 , agar|a|<—=bo'lsa

J2

+C,sin

,agar |a|> = bo'lsa,

ﬁ

ko‘rinishga ega.
Yugorida keltirilgan misollarni yechilishidan foydalanib quyidagi teoremani
isbotlash mumkin.
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Teorema 2.2.2. Ushbu
y'(x)= ax” y(lj , 0<x<+m, y(1)=y, (2.2.12)
X

ko‘rinishdagi tenglamani integrallash mumkin.

Isboti. Berilgan tenglamani x bo‘yicha differensiallash natijasida
y"(X) = afx” ‘WG) —a®x?y(x) (2.2.13)
tenglama hosil bo‘ladi. Berilgan (2.2.12) tenglamadan

y(lj ~Lxy(x)

X (04

bo‘lgani uchun bu tenglamani bir gator murakkab bo‘lmagan hisoblaslar

yordamida
x?y"(x)= Axy'(x)+ e’ y(x)=0 (2.2.14)
Eyler tenglamasi ko‘rinishida ifodalashimiz mumkin.
(2.2.14) tenglamada x=e', y(x)= g(t) almashtirish kiritamiz. U holda
y(x)=yle')=g(t)

bo‘lgani uchun

y(lj =ylet)=g(-t)

X

bo‘ladi va bundan tashqgari t =Inx ekanligi e’tiborga olinsa

tengliklar hosil bo‘ladi. Bu tengliklarga ko‘ra (17) tenglama
g"(t)-(8-1)g'()+a’g(t)=0 (2.2.15)

ko‘rinishni oladi.
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Endi  y(1)=y, boshlang‘ich shart e’tiborga olinsa, u holda x=e',x, =1

bo‘lgani uchun t =0 bo‘lganda g(0)=y(1)=y, va
y'(x)=ax” y(%
X

berilgan tenglamadan y'(1)=ay, bo‘lgani uchun g'(t)=xy'(x) tenglikdan
9'(0)=y'(1) = @ y, ekanligini ko‘ramiz.

Demak, (2.2.15) tenglamani

9(0)=yo,, 9'(0)=ay, (2.2.16)

boshlang*ich shartlar bo‘yicha integrallash mumkin. Teorema isbotlandi.

Isbotlangan teoremada hosil bo‘lgan differensial tenglamani integrallaylik.
Misol 2.2.3. Ushbu

g"(t)-(B-1)g'(t)+a"g(t)=0
(2.2.15) tenglamani
9(0)= Yo, 9'(0)=ay,
(2.2.16) boshlang‘ich shartlar boyicha yeching.

Yechilishi. Xarakteristik tenglama
k?—(B-Lk+a’=0
ko‘rinishdagi kvadrat tenglama bo‘lib, uning diskriminanti
A=(B-1) -4a?
Quyidagi hollar bo‘lishi mumkin:
1-hol. A >0 bo‘lsa, u holda xarakteristik tenglama ikkita haqiqiy
K, :%(ﬁ+l—\/Z), K, :%(,B+l+x/K)
ildizlarga ega. Bu holda (2.2.15) tenglamaning umumiy yechimi
g(t)=C,e"’ +C,e*
bo‘lgani uchun
g'(t)=Cke"" +C,k,e

bo°lib, (2.2.16) chegaraviy shartlarga asosan
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{ C,+C; =Y,
kiC, +k,C, = ay,
tenglamalar sistemasini yozamiz. Bu sistemani yechib, noma’lum

, C, =
K, —k Yor ©o K, —k, Yo

C, =

koeffisiyentlarni aniglaymiz. Demak,

9(t)= Y [(@—k e —(a—k, )]

k, —k,
(2.2.15),(2.2.16) masalaning yechimi bo‘ladi. Endi x=e', y(x)

belgilashlarni va
=%(ﬂ+1—\/K), Ky :%(ﬂ+1+JZ)
ekanligi e’tiborga olinsa, u holda (2.2.12) masalaning yechimi
y(x) = k) (K, e

yoki to‘laroq holda

p+1
> J(B+1)2-4a?
S [ 1-2 1V —4a? )k 2
y(x) G i (pr1-2a+ (g 417 — 4k +

(B+1)-4a?
+(2a+,8+1—\/(,8+1)2—4a2}< 2

ko‘rinishda ega bo‘ladi.

2-hol. A=0 bo‘lsa, u holda xarakteristik tenglama ikkita teng haqiqiy
1
ky =k, = E(ﬂ"‘l)

ildizlarga ega bo‘lgani uchun (2.2.15) tenglamaning umumiy yechimi

,b’+1
g(t)=(C, +C,t)e 2

bo‘lgani uchun va
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g,(t):[(cl+czzt>(ﬂ+1)+cz}ei”t

bo‘lib, (2.2.16) chegaraviy shartlaega asosan

C; = Yo,
+1
C,+C 'BT =Y
tenglamalar sistemasini yozamiz. Bu sistemani yechib, noma’lum

a—-p-1

Ci=VYo C,= 2 Yo

koeffisiyentlarni aniglaymiz. Demak,
p+1

(t)=22[2+(2a—p-1)k 2

(2.2.15),(2.2.16) masalaning yechimi bo‘ladi. Endi x=e', y(x)=g(t)

belgilashlarni va ekanligi e’tiborga olinsa, u holda (2.2.12) masalaning yechimi

p4
y(x) :%[2+(2a—ﬂ—1)ln|x|}

ko‘rinishda ega bo‘ladi.

3-hol. A <0 bo‘lsa, u holda xarakteristik tenglama ikkita lompleks

Ky 5 :%(,B +1%iy/4a —(,8+1))
ildizlarga ega. Bu holda (2.2.15) tenglamaning umumiy yechimi

g(t)=eﬂ2+lt C cost‘/4a2_('3+l)+c sint\/4“2_(ﬂ+1)
1 2 2 5

bo‘lgani uchun g(0)=y,,9'(0)=ay, boshlang‘ich shartlar e’tiborga olinsa, u
holda
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2

g'(t):eﬂ?ﬂt.ﬂ' C.c t\/405 —ﬂ+1 CCosi t\/4a —ﬂ+1)
2 1 2 >

+e ?
2

[M{_Clsint\/w ;ﬂ+1 1C,c0 tJ4a ;ﬂ+1}.J4“2‘(ﬂ+1)

bo‘lib, (2.2.16) chegaraviy shartlaega asosan

Ci= Yo,

+1 4o’ —(p+1
& ¢, Y Z(ﬂ )¢, —ay,

tenglamalar sistemasini yozamiz. Bu sistemani yechib, noma’lum
20— -1
Ci=Yy G = > b
Jaa® - (B +1)
koeffisiyentlarni aniglaymiz. Demak, (2.2.15),(2.2.16) masalaning yechimi

gt)= 20 VX Jae® —(B+1) cost‘/ a’- 'B+l)
Jaa? - (B +1)

0

+ (20:2 - —1)sin

t\f4a? —(,B+1)]
2

bo‘ladi. Endi x=e", y(x)=g(t) belgilashlarni e’tiborga olinsa, u holda (2.2.12)

masalaning yechimi

o Yo x/*t T (4, COS\/4a2—(,B+1)In\x\+
)2 (M{m 5+1) /

J4a? - (B+1)In|x

(Za o 1)S|n 5 ]

ko‘rinishda bo‘ladi.

2.3. n — tartibli involyutsiya qatnashgan Eyler tenglamasi

Quyidagi

anx™y™ () + @y 2"y () + o+ agxy’ (0) +y G) =q(x) (23.1)
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tenglamani  garaylik. Bunda a; = const,k = 1,n,neN, q(x) # 0 —berilgan
funksiya.

Teorema 2.3.1. Yuqoridagi (2.3.1) tenglamani involyutsiyadan qutgarish
natijasida 2n —tartibli bir jinsli bo‘lmagan Eyler tenglamasini integrallash
masalasiga keladi.

Isboti. (2.3.1) tenglamadan

v (3) = q00) — axy’ (@) =+ — aux"y™ (x) (232)
ni topamiz va (2.3.2) dan ketma-ket n martta x bo‘yicha xosila olib birin ketinlikda
yozamiz. Bizda talab qilingan narsa (2.3.1) tenglamani 2n —ta’rtibli Eyler
tenglamasiga  kelishini  ko‘rsatish,  shuning uchun uning o‘zgarmas

koeffitsiyentlarini anig son bilan keltirib o‘tmaymiz. Olingan natijalarni yozamiz:
1) ¥ (3) = () + a10x?y" () + @y x3y" () + -+

a1(n—1)xn+1y(n) (%) + ag,x™t 2y D (x);
2) ¥ (3) = 4200 + az0x®y' (@) + apux*y” (x) + - +

az(n—1)xn+zy(n) (x) + a2nxn+3y(n+1) (x) + az(n+1)xn+4y(n+2) (x);

3).y" (i) = q3(x) + azox*y' (x) + azx°y" (x) + - + A (n— 1)xn+3y(n) (x) +

asnxn+4y(n+1) (x) + a3(n+1)xn+5y(n+2) (x) + a3(n+2)xn+6y(n+3) (x);

1 ! 144
n) ¥ (2) = 4a() + anox ™0y () + @ x ™Dy () + -+

an(Zn—Z)xSn_Zy(Zn_z) + an(Zn—l)xgn_ly(zn_l) (x) + an(zn)xBny(Zn) (x);

Bunda a;; = const,i = 1,n,j = 0,2n, q;(x) — berilgan funksiyalar.

Yugorida berilgan (2.3.1) tenglamada f: x — 1 akslantirish bajarsak quyidagi

=y ® (3) + tno1 5y (3) -+ @2y Q) +y(0) = q() (233)
(2.3.3) tenglikdagi y(”)(;),y(”‘l)(;), ...,y’(;) lar o‘rniga yugorida olingan

natijalarni olib kelib go‘yamiz:
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anxin [40(0) + Apex ™Dy () + 4 x ™2y (x) + - +
an(2n—2)x3n_2y(2n_2) + an(2n—1)x3n_1y(2n_1) (x) + an(Zn)x3ny(2n) ()] +
An-1 ﬁ [@n (%) + Arox ™Dy () + an x ™Dy (x) + - +
n(zn-2% "2y D 4 Ay 001y Y D () + @y 3Ty FV (0] + - +

1 ! r
a [q1 (%) + ajox®y’ (x) + a1 x3y" (x) + - + a1(n—1)xn+1y(n) (x) +

a1, x™ 2y ™D ()] + y(x) = () (2.3.4)
(2.3.4) tenglamani soddalashtirib ixchamlasak,
banx®y @™ (x) + byp_1x* Ly D (x) + -+ byxy' (x) + y(x) = g(x) (2.3.5)
ko‘rinishga keladi. Bunda b; = const,i = 1,2n,neN, g(x) —berilgan funksiya.
g(x) — funksiya va berilgan o‘zgarmas koeffitsiyentlarni aniq ko‘rinishini
hisoblab topish ham mumkin. Lekin, biz berilgan (2.3.1) tenglamani 2n — tartibli
Eyler tenglamasini integrallash masalasiga kelishini ko‘rsatishimiz kerak edi. Bu
teoremadan xulosa qilib shuni aytish mumkin ekanki, agar (2.3.1) tenglama bir
jinsli bo‘lsa, u holda (2.3.5) tenglama ham bir jinsli bo‘lar ekan.
Biz quyidagi tenglamani garaymiz
a-y™(x) =y +q(x) (2.3.6)
bunda a = const,n € N, q(x) —ozod had.
Endi (2.3.6) tenglamaga f(x) involyutsiyani  ta’sir etkazsak. Natijada quyidagi
tenglama hosil bo‘ladi:
a-y™x) =y(f () +qx) (2.3.7)
Teorema 2.3.2. Agar (2.3.7) tenglamada f(x) =§ bo‘lsa, u holda (2.3.7)

tenglamani involyutsiyadan qutgarish natijasida (2n) — tartibli Eyler tenglamasiga
keladi.

Isboti. (2.3.7) tenglamada f(x) =§ bo‘lsa, u holda quyidagi ko‘rinishga
keladi.
a-y™x) =y G) + q(x) (2.3.8)

Bu tenglamani n ning hususiy hollarida tekshirib chigamiz.
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a) n = 1da (2.3.8) tenglama ushbu ko‘rinishga keladi:

a-y' @ =y(3)+q( (2:3.9)
Bundan esa y G) =a-y'(x) —q(x) (2.3.10) ni topamiz va undan bir martta x
bo‘yisha hosila olamiz natijada ushbu tenglik hosil bo‘ladi.
y' G) = —x%(ay"(x) —q'(x)) (2.3.11). (2.3.9) tenglamada involyutsiya
xossasidan foydalansak ushbu tenglikka ega bo‘lamiz:
a-y' (3) =y +4© (2312)
(2.3.11) va (2.3.12) tengliklardan quyidagi natijaga ega bo‘lamiz:
(ax)?y" (x) + y(x) = g(x) (2.3.13), bunda g(x) = —ax*q'(x) — q(i)-
2) n = 2 da (2.3.9) tenglama ushbu ko‘rinishga keladi:
a-y"() =y (3)+a( (2.3.14)
Bundan esa y G) =a-y"(x) —q(x) (2.3.15) ni topamiz va undan ikki martta x

bo‘yisha hosila olamiz natijada ushbu tengliklar hosil bo‘ladi.

y' G) = —ax?y""(x) + x%q' (x) (2.3.16)
y'"! G) = ax*y® (x) + 2ax3y® (x) — x*q" (x) — 2x3q’ (x) (2.3.17)
(2.3.14) tenglamada involyutsiya xossasidan foydalansak ushbu tenglikka ega
bo‘lamiz:
a'y"(;)=y@+4Q) (2.3.18)
(2.3.17) va (2.3.18) tengliklardan quyidagi natijaga ega bo‘lamiz:
a?x*y® (x) + 2a?x3y® (x) — y(x) = g1 (x) (2.3.19)

Bunda g,(x) = x*q"" (x) + 2x3q' (x) + q(%) .

Demak, yuqoridagi a) va b) lardan kelib chiggan holda n — tartibli uchun ham
quydagini yozishimiz mumkin. Ya’ni (2.3.9) tenglamani involyutsiyadan qutgarsak
natijada quyidagi tenglik hosil bo‘ladi.

1) Agar n — juft son bo‘lsa, bunda a; = const,i = 0,(n — 1), neN
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aox®"y ™ (x) + a;x®" Ty () + o+ a2y (6) — y(x) = f(x)

2) Agar n —tog son bo‘lsa, bunda a; = const,i = 0,(n — 1),neN

ax?™y M (x) + a;x® 1y CrTD () 4 e 4 @y XMy D () + y(x) = f(x)
Yuqoridagi 1) va 2) tengliklarni ham induksiya metodidan foydalanib isbotlash
mumkin bu unchalik giyinchilik tug‘dirmaydi.

Misol 2.3.1. Quyidagi ikkinchi tartibli

y'(x)= ij

tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechilishi. Berilgan tenglamani x bo‘yicha ketma-ket differensiallab

m __i f E (v) _i ! l i " 1
y (X)_ X2 [Xj’ y (X)_xs y(X)+X4 y(xj

tengliklarni hosil gilamiz.

Endi berilgan tenglamada f x> almashtirish bajarsak, berilgan tenglama

X
y”(l] = y(x)
X

ko‘rinishni oladi. Bundan va yuqorida hosil gilingan ikki tengliklardan

Xy (x)+2x°y"(x) - y(x) =0
Eylerning oddiy differensial tenglamasini hosil gilamiz. Tenglamaning
xarakteristik ko‘phadi: k(k —1)k —2)k —3)+ 2k(k —1)k —2)-1=0

L4 1+\/§_1+\/2+2\/§ : —1+\/§_1+i\/—2+2\/§
B T 2

=1+ , Ky, =11
2 2 4 2

kl,z =

ildizlarga ega bo‘lgani uchun berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi:

y(x)-x[clch[m I||} (W I||ﬂ

+x[Cscos[%2\/gln|x|}+C4sin[“ 2+2V5 > In n| |H
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2.4-§. Yugori tartibli involyutsiya gatnashgan differensial tenglamalar
Ta’rif 2.4.1. Ushbu

Qry™ () + Qo1 y V() + -+ QY () +y(f(X) = g(x)  (24.1)
tenglamaga n- tartibli o‘zgarmas koeffitsiyentli differensial tenglamalarni bitta

argumentiga involyutsiyani ta’siri deymiz.

Bunda Q; = const,i =1,n , neN ,f(x) —involyutsiya, ya’ni f(f(x)) = X.
g(x) —ozod had.
Ta’rif 2.4.2. Ushbu

Py ™ (x) + Poogy V() + 0+ Py (F(0)) + y(F () = q(x) (2.4.2)
tenglamaga n- tartibli o‘zgarmas koeffitsiyentli differensial tenglamalarni n ta

argumentiga involyutsiyani ta’siri deymiz.

Bunda P; = const,i =1,n ,neN, f(x)—involyutsiya, ya’ni f(f(x)) =X,
q(x) —ozod had.

Teorema 2.4.1. Agar (2.4.1) tenglamada f(x) = a — x,aeR ko‘rinishda
bo‘lsa, u holda (2.4.1) tenglama chekli gadamlardan so‘ng (2n) — tartibli neN
o‘zgarmas koeffitsiyentli oddiy differensial tenglamani yechish masalasiga keladi.

Isboti. (2.4.1) tenglamada f(x) = a — x,aeR ga teng bo‘lsa, unda (2.4.1)
tenglama quydagicha bo‘ladi.

Qry™ () + Quory" V() + -+ @y (1) +y(a—x) = g(x) (2.4.3)
y@a—x)=gx) = Qy'(x) == Quo1y™ V() — Quy™(x) (24.4)
Hosil bo‘lgan (2.4.4) tenglikdan ketma-ket n marta x bo‘yicha

differensiyallaymiz:

—y'(@a—x)=g'(x) — Q" (x) — -+ — Queyy ™M) — Quy™V(x) (2.4.5)
(D" y™(a—x) = gM™(x) = Qy™ P (x) — - — Qo y P (x) —
Qny®™ (x) (2.4.6)

Agar (2.4.3) tenglikda (a—x) involyutsiya bo‘lganligidan x~ (a —x)

almashtirish bajarsak, natijada:
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Qny™@(a—x)+ Quoyy™ PV(a—x) + -+ 0y’ (a—x) +y(x) = gla—x)
(2.4.7)

bizda (2.4.7) tenglikdagi ushbu: y™ (a — x),y™ VY (a — x), ...,y'(a — x) ifodalar
yugoridagi tengliklarda topilgan, ularni (2.4.7) tenglikka olib kelib go‘yamiz.

(D" Qulg™ () — @y ™V (x) = -+ = QoY P V() — @y (1)]
+(—D" 1 Qno1 [0V () = Qy ™ (x) — - = Qo1 y PP (%) —
Qny @ V4 + (mDQ1[9' () = Q1" (%) — =+ = Qg y ™ (x) —
Qny ™M ()] +y(x) = g(a—x) (2.4.8)

(2.4.8) tenglama esa (2n) — tartibli o‘zgarmas koeffitsiyentli oddiy differensial
tenglamaga keldi
Teorema 2.4.2. Agar (2.4.2) tenglamada f(x) = a — x , aeR Kko‘rinishda
bo‘lsa, u holda (2.4.2) tenglama chekli gadamlardan so‘ng (2n + 1) — tartibli neN
o‘zgarmas koeffitsiyentli oddiy differensial tenglamani yechish masalasiga keladi.
Isboti. (2.4.2) tenglamada (x) = a — x , aeR desak quyidagi tenglama hosil
bo‘ladi.
Py () + Py HM(a—x) + -+ Py'(a—x) +y(a—x) = q(x) (24.9)

(2.4.3) tenglamadan x bo‘yicha bir martta xosila olamiz. Bunda (a — x)’ = —1
Py ™0 = Poy™@(@—x) == Py"(@a=x) —y'(@a=x) = ¢'(x)
(2.4.10)

(2.4.9) — va (2.4.10) — tengliklarni go‘shamiz. Natijada quyidagi tenglik hosil
bo‘ladi:

Yy +yW () = Poiy™(a—x) +y(a—x) = q(x) +q'(x) (2.4.11)
(2.4.9) tenglamada (a — x) involyutsiya bo‘lganligidan x~ (a — x) almashtirish
bajaramiz:

yW(a—x) + Py + o+ Py’ (0) +y(x) = q(a —x) (24.12)
(2.4.12) tenglikni P,_; ga ko‘paytirib songra hosil bo‘lgan tenglikni (2.4.11) ga
qoshish natijasida quydagi tenglikni hosil gilamiz:

Y +y W) + apo y V) + o+ agy (1) + agy(x) +y(a—x) =

q(x) +q'(x) + agq(a — x) (2.4.13)
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(2.4.13) tenglikda ag = P,_1,a; = PiPp_1, ..., @y = Pp_1Pp_1 .

(2.4.13) tenglamani teorema 2.4.1 ga ko‘ra yechsa ham bo‘ladi. Lekin, bizda ba’zi
funksiyalar  borligidan (2.4.13) tenglamadan n martta x bo‘yicha
differensiyallaymiz:

yED @) + YA () + apy @D + -+ ay ™) + agy @) +
(-D"y®(@-x) = ¢ @) + gV (x) + apq™(a - x) (2.4.14)

(2.4.12) tenglikni har ikki tarafini (—1)" ga ko‘paytirib quydagini hosil gilamiz:
D"y (@ —x) + (D) [Proyy" () + o+ Py’ (1) + y(0)] =

(=D"q(a —x) (2.4.15)
Endi (2.4.14) tenglikdan (2.4.15) ni ayiramiz, natijada:

Yy (x) + y@W (x) + ap y@ Y () + o+ agy " () + agy ™ (x) -
—~(=D)"[Prcry @ V) + -+ Py (0) + y(0)] = ¢ () + ¢V () +
+a,q™ (a — x)— 1Ing(a — x) (2.4.16)

Agar g™ (x) + gD (x) + aoq™ (a — x)— 1nq(a — x) = a(x) desak, u holda
quydagi
Yy (x) + yB (x) + ap_ y @D () + -+ agy " () + agy ™ (x) -

—(=DMPucry™ V@) + -+ Py (x) + y(0)] = a(x) (2.4.17)
tenglamaga ega bo‘lamiz.

(2.4.17) tenglama esa (2n+ 1) — tartibli o‘zgarmas koeffitsiyentli oddiy
differensial tenglamaga keldi.

Teorema 2.4.3. Agar (2.4.1) tenglamada f(x) ixtiyoriy involyutsiya ya’ni
f(f(x)) = xbolsa, u holda (2.4.1) tenglama chekli gadamlardan so‘ng m —
tartibli oddiy differensial tenglamani yechish masalasiga keladi.

Bundam = n,m,neN.

Bu teoremani hususiy isboti sifatida quydagi:

a) n = 1 bo‘lganda

Qy' () +y(f(x)) = g(x) (2.4.18)

b) n = 2 bo‘lganda

Q2y" () + Q1y'(x) + y(f (x)) = g(x) (2.4.19)
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c) n = 3 bo‘lganda
Q¥ (x) + Q2y" (x) + 01y (x) + y(f (x)) = g(x) (2.4.20)
tenglamalar [36], [37] va [38] maqolalarda involyutsiyadan qutgarilib oddiy
differensial tenglamani yechish masalasiga olib kelingan. Lekin, umumiy n —

tartibli uchun umumiy holda ko‘rilmagan.
Quyidagi
ay'(x) + by() +y(3) = () (24.21)
tenglamani garaylik. Bunda a, b = const,a # 0, q(x) —ozod had.
Teorema 2.4.4. (2.4.21) tenglama chekli gadamlardan so‘ng ikkinchi tartibli

oddiy differensial tenglamani integrallash masalasiga keladi.
Isboti. (2.4.21) tenglamadan

y () = at0) — ay' () — by(x) (2.4.22)
topamiz va (2.4.22) tenglikni bir martta differensiyallaymiz:

— x—12y’ (i) =q'(x) —ay"” (x) — by'(x) bundan quydagiga ega bo‘lamiz:

y'(3) = —2%(q' () — ay" () — by’ (x)) (2.4.23)
yuqgoridagi (2.4.21) tenglamada involyutsiya hossasidan foydalanib x ni % bilan
almashtiramiz:

o () +br(2) +y0 =) 2429
(2.4.24) tenglikka vyuqoridagi (2.4.22) va (2.4.23) tengliklarda topilgan

y (1) Y G) ifodalarni olib kelib go‘yamiz. Natijada quydagi

X

—ax?(q'(x) — ay" (x) — by' (x)) + b(q(x) — ay'(x) — by(x)) +y(x) = q (3)

tenglikka ega bo‘lamiz va uni soddalashtirsak,
(ax)?y" () + ab(x? = 1)y'(x) + (1 = b)y(x) = q (3) + (ax? = b)q(x)

Qulaylig uchun g(x) = q G) + (ax? — b)q(x) desak,
(ax)?y"(x) + ab(x®> — 1)y'(x) + (1 — bH)y(x) = g(x) (2.4.25)
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tenglik hosil bo‘ladi. (2.4.25) tenglik oddiy differensial tenglamani integrallash
masalasiga keldi.
Yuqoridagi (2.4.25) tenglamani yengillashtirish uchun uning yechimlarini b =
—1,b = 0,b = 1 bo‘lgan hollarda garaymiz.

1. b = —1 bo‘lsa, unda (2.4.25) tenglama quydagicha bo‘ladi

(ax)?y" (x) — a(x* = Dy'(x) = g(x) (2.4.26)
y'(x) = P(x) deb belgilash kiritsak, y" (x) = P'(x) bo‘ladi.
, 1 1 g
P’ (x) —5(1 —x—2>P(x) = o

P -L(1-5)per=0 > [L=Lf(1-2)as

P(x) = eé(mé) h(x) => h'(x) = (g(x))z e_%(x+%)

hGo = 22 i az + ¢, P(x) = el 2D il gz 4 ¢y)

y(x) = fox(eé(ﬁ%) ft 9() e_é(z"%)dz)dt + C; fox eE(H?)dt + C,

0 (az)?

2. b =1 bo‘lsa, unda (2.4.25) tenglama quydagicha bo‘ladi
(ax)?y" (x) + a(x* — 1)y'(x) = g(x) (2.4.27)
y'(x) = P(x) deb belgilash kiritsak, y"'(x) = P'(x) bo‘ladi.

g(x)
(ax)?

P’(x)+l(1—i2)P(x)=0 => fd—Pz—lf(l—x—lz)dx

P’ (x) +§(1 —x—lz)p(x) _

P(x)=e ~a(r3) h(x) => h'(x)= 900 ,2(x+3)

(axy? ©
heO = [§ 22 e d#dz+ ¢, P(x) = e7al** )(fx(ga(zz))z *)dz + ¢
y(x) = fgc(e_%(t"'%) fot (ga(z))z (Z+ )dz)dt + le e a(t"' >dt + G,

3. b = 0bo‘lsa, unda (2.4.25) tenglama quydagicha bo‘ladi

(ax)?y" (x) + y(x) = g(x) (2.4.28)
Bundan x = e® almashtirish bajarsak u holda quyidagi ifodalar hosil bo‘ladi.
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14} dz d —_
y(x) = y(eh), x?y"(x) ==5— == =>
2 (dzy _dy

7 E) +y=g(et) (2.4.29), (2.4.29) tenglamani bir jinsli gismini

umumiy yechmini topamz:

2 24, /5% 2
2 (d%y dy) . . 212 2 . __a“tva*-4a
a‘|l—=——)+y=0 =>a*k*—-a*k+1=0,k; ) =————
(dt2 ac) 7Y » L2 2a?
a’+vVa*—4a? a’-va*—4a? a’+vVa*—4a? a’-va*—4a?

y1=Ce 22 4+ 22 | =Cx 2 +Cx 22
(agar a* — 4a? = 0 bo‘lsa). (2.4.28) tenglamaning hususiy yechmini y, desak,

u holda (2.4.28) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi.

a’+Va*-4a? a’—Va*-4a?
y, + Cix  2a2 4+ C,x 202, a*—4a*>>=0

y(x) =

1
y, + x2[C,coslnx + C,sinlnx], a* — 4a? < 0.

2.5-§. Misollar yechish
Biz bu bo‘limda involyutsiya xossasiga ega bo‘lgan birinchi va ikkinchi
tartibli differensial tenglamalarni yechishga oid misollar yechishdan namunalar
keltiramiz.

Dastavval agar a(a(x))=x bo‘lsa, u holda a(x) involyutsoya eslagan holda

involyutsiyalarga misollar keltiramiz.

Masalan a(x)=%1-x" meN , a(x)= ax+b funksiya va uning xususiy
cx—a

hollari  bo‘lgan a(x):l—x,a(x):%,a(x):xil,a(x):z—f funksiyalar

involyutsiyaga misol bo‘la oladi. Shuning uchun birinchi darajali involyutsiyaga

ega bo‘lgan birinchi tartibli oddiy diferensial tenglamalarni umumiy holda
y'(x)= y(a(x))

ko‘rinishda berilishi mumkin. Agar x ni «(x) bilan almashtirsak
y'(a(x))=y(x)
ifodani va differensial tenglamani differensiallash bilan

y'(x)=a'(x)y(e(x)) = a'(x)y(x),
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ya’ni ikkinchi tartibli Eyler tipidagi
y"(x)—a'(x)y(x)=0
tenglamani hosil qgilamiz. Endi involyutsiya gatnashgan oddiy differensial
tenglamalarni yechishga misollar keltiramiz:
1-misol. Ushbu
y'(x)=y(1-x)
tenglamani yeching.

Yechilishi. Berilgan tenglamada x ni 1—Xx bilan almashtirsak,

y'(L-x)=y(x)
tenglikni hosil gilamiz. Berilgan tenglamani differensiallash bilan
y'(x)=-y'(1-x)=-y(x)
yoki
y"(x)+ y(x)=0
tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamaning umumiy yechimi
y(x)= Cycosx + C,sin x

ko‘rinishga ega va bu yechimda x ni 1—x bilan almashtirosh va differensiallash

bizga

y(@-x)=C cos(d—x)+C,sin(1—x) va y'(x)=—C;sin x+C, cosx
tengliklarni beradi. Berilgan tenglamaga ko‘ra
—C;sin X+ C, cosx = C, cos(1— x) + C, sin(1— x)
tenglikni hosil gilamiz. Bir gator hisoblashlardan so‘ng bu tenglikdan

C,cos1+C,sinl=C,,
C,sin1-C, cosl=-C,

1+sinl

Bundan C, = C, bo‘lgani uchun berilgan tenglamaning

umumiy yechimini
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y(x)= C1(1+5|:1sin X +COS xj = C(sinx + cos(1— x))
coS

ko*rinishda ifodalashimiz mumkin, bu yerda C = ilcl.
(60

Javob: y(x)=C(sin x+cos(1-x))
2-misol. Ushbu

tenglamani yeching.

Yechilishi. Berilgan tenglamada x ni a—x bilan almashtirsak,

, 1
y(a—x)=—=
(@-x) y(x)

tenglikni hosil gilamiz. . a(x):a—x akslantirishning qo‘zg‘almas nuqtasi

a—x=X tenglikdan X=— bo‘lgani uchun berilgan tenglama uchun boshlang‘ich

a
2

. a [ a 1 1 . . .
shartlarni  y E =Yor Y E =——<=—ko‘rinishida olishimiz mumkin.

_a) o
y(“ 2)

Berilgan tenglamani differensiallash bilan
yy(0-y2 () _,

y(x) )

tenglamaga kelamiz. Bu tenglamani

ko‘rinishda yozib integrallash bilan
, 1
Y (x): —2)’(36)
Yo

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani yana bir bor integrallash bilan
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yx)= Cew(%}

Yo

umumiy yechimni va y(%)= Yo boshlang‘ich shartga ko‘ra C = yoexp[— ;sz
Yo

ekanligini aniglaymiz. Shuning uchun berilgan tenglamaning yechimi

ko‘rinishga ega.

3-misol. Ushbu

tenglamani yeching.

Yechilishi. Berilgan tenglamada x ni Ll bilan almashtirsak,
¥ —

y(xi_lj =y(x)

tenglikni hosil gilamiz. Berilgan tenglamani differensiallash bilan

/()= 1)2y(X]=— L ()

(x-1 x-1 (x—1)2

yoki bundan
(x =1 y"(x)+ ¥{x)=0
tenglamani hosil gilamiz.

Bu tenglamaning yechimini y:(x—l)k ko‘rinishida izlasak,
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xarakteristik tenglama k(k—1)+1=0 ko‘rinishda bo‘lib, uning oldizlari
|f

k= E + —— bo‘lgani uchun bu tenglamaning umumiy yechimini

y(x) = Vx —1|Cicos+/3IN/X—1+C, sin /3 In/x—1]

ko‘rinishda ifodalashimiz mumkin.

Endi bu funksiyani berilgan tenglamaga qo‘yamiz. Buning uchun x ni Ll
x_

bilan almashtirsak bu funksiya

Y(X 1] [ClcOS\/§|n\/— C smx/§lnx/—]

funksiyaga, va bu funksiyaning hosilasi
y'(x)= 2%/—1[(61 +\/§C2)cos\/§ln Vx-1+(C, —\/§C1)sin\/§ln \/x—l]
X_

bo‘lgani uchun berilgan tenglamaga ko‘ra
2C, = C, ++/3C,, 2C, =C, -3¢,
Bundan C;+C; =0 bo‘lgani uchun berilgan tenglamaning yechimi y(x)=0

dan iborat.
Javob: y(x)=0

4-misol. Ushbu

y'(x)= y(z—j)

Yechilishi. Berilgan tenglamada x ni x—f bilan almashtirsak,
¥ —

tenglamani yeching.

y(x—ﬂj =y(x)

x-1

tenglikni hosil gilamiz. Berilgan tenglamani differensiallash bilan
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(x —1)2 x—-1 (x —1)2

yoki bundan

(x=1)"y"(x) +2y(x)=0

tenglamani hosil gilamiz.
Bu tenglamaning yechimini y:(x—l)k ko‘rinishida izlasak,
xarakteristik tenglama k(k—1)+2=0 ko‘rinishda bo‘lib, uning oldizlari
iv7

k= E + - bo‘lgani uchun bu tenglamaning umumiy yechimini

- \/E[Clcosﬁln\/pH C,sin J71n \/X——l]

ko‘rinishda ifodalashimiz mumkKin.

Endi bu funksiyani berilgan tenglamaga qo‘yamiz. Buning uchun x ni X—Jri
x_

bilan almashtirsak bu funksiya

y(ij} = \/;/i—l [(Clcos 7In2+C,sin/7In 2)cos\/7ln\/x—1]+

+%[(Clsin\/7ln2—C2 cos/7In2)sin/7 Inx—1]

uning hosilasi esa
y'(x)= #m[(q +\/7C2)cos\/7ln\/x—1+ (C, —\/7C1)sin\/7ln \/x—l]

bo‘lgani uchun berilgan tenglamadan

C,+~7C, = 242(CyeosTIn2+C, sin/7In2
C, —7C, = 272(C,sinv7In2—-C, cos/7 In2

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu sistemadan C,=C

munosabatni hosil gilamiz, bu yerda
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a = 27/25in(\/7 In2) — 4sin(2+/2 In2) - 24/14 cos(+/7 In2) .
Shuning uchun berilgan tenglamaning umumiy yechimi
y(x)= Cﬁ[(a-l—ﬁ)cos 7 In\/x——1+(a—x/7)sin ﬁlnx/x——l]
ko‘rinishga ega.

Javob: Y(x)= C\/x——l[(a +ﬁ)€0Sﬁ|nm+(a —ﬁ)sin J7Inx=1),

bu yerda @ = 2/25in(\/7 In2) - 4sin(2+/2 In2) - 2414 cos(+/7 In 2)
5-misol. Ushbu

tenglamani yeching.

Yechilishi. Berilgan tenglamani x bo‘yicha ketma-ket differensiallab

y(x)=-— y’ﬁ,

X X

W)(y)= 2 (1)+i (Ej
W)=y LS

tengliklarni hosil gilamiz.

Endi berilgan tenglamada f :x—>l almashtirish bajarsak, tenglama
X

y”ﬁ = Y(x)
X

ko‘rinishni oladi. Agar bu tenglikni hisobga olsak, yuqgorida hosil gilingan ikki

tengliklardan

2 m 1
0=~ 250+ L yi)

ya’ni
x*y™)(x)+2x°y"(x)- y(x)=0
Eyler tenglamasini hosil gilamiz. Bu tenglama uchun xarakteristik tenglama
k(k —1)k —2)k —3)+2k(k -1)k —2)-1=0,
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yoki

k(k-1)k —2)k -1)-1=0
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tenglamani

(k2 -2k +(k? —2k)-1=0

ko‘rinishda yozsak,

k?—2k = k?—2k =

—1+\/§ 2 —1—\/5
2 2

Bu tengliklarning har ikkala gismiga 1 ni qo‘shish natijasida

(k 1) 1+\/— (k—l)z— \/g—l

tengliklarni hosil gilamiz. Bundan xarakteristik tenglama ikkita haqigiy va ikkita

kompleks:

1+\/§_1+\/2+2\/§ : —1+\/§_1+i\/—2+2\/§
2 T2 2 T 2

ky, =1+ , Ky, =11

ildizlarga ega bo‘lgani uchun berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi

y(x):x{clch[”;T , \j {JZZT i \H

+xlcgcos[@m\x\}+c45i [W In \]]

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
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3-BOB. INVOLYUTSIYA XOSSASIGA EGA BO‘LGAN XUSUSIY
HOSILALI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

Biz ushbu bobda involyutsoya va maxsus ko‘rinishdagi potensialga ega
bo‘lgan differensial tenglama uchun aralash masalani tadqiq gilamiz.
3.1-§. f(x) =1-— x involyutsiya xossasiga ega bo‘lgan birinchi tartibli xususiy
hosilali differensial tenglama uchun aralash masalaning qo‘yilishi
Biz quyidagi:
1 au(xt) _au(ét)
pi ot o0& |E=1-x
u(x,0)=o(x), u(0,t)=0 (3.1.2)

+q(x)u(x,t), xe[0,1], te(—o0 ;+0), (3.1.1)

aralash masalani garaymiz. Bu yerda quyidagi shartlar:

1) p— hagigiysonva S#0 ;
2) q(x)eC'0,11, q(x)=q(l-x), a(x)- Haqigiy funksiya;

3) p(x)e C*[0,1] va »(0)=0, ¢'(1)=0
bajariladi deb hisoblaymiz.

(3.1.1) tenglama v(x)=1-x involyutsiyani o‘zida saglovchi eng soda
xususoy hosilali differensial tenglamadir. Involyutsoyaga ega bo‘lgan tenglamalar
ustida ko‘plab tadgigotlar olib borilmogda (masalan [1] va unda Kkeltirilgan
adabiyot-larga garang).

(3.1.1)-(3.1.2) masalaning yechimini topish uchun Furye usulidan
foydalanamiz. Biz keltirgan shartlar masalaning klassik yechimini, ya’ni har
ikkala argument bo‘yicha uzluksiz differensialanuvchi yechimni toppish
imkoniyatini beradi. ¢(x) funksiyaga nisbatan go‘yilgan shartlar tabbiy bo‘lib , bu
funksiya (3.1.1)-(3.1.2) chegaraviy masaladan kelib chiquvchi xos funksiani
ganoatlantiradi. q(x) funksiyaga go‘yolgan shart esa masalani tadgiq gilishdagi
ko‘plab muammolarni osonlashtiradi va yechim ko‘rinishining yaxshi shaklini

beradi.
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Ishda [2] ning usullaridan foydalaniladi va bu usul funksional gatorni hadlab
differensiallashdan chetlanishga imkoniyat yaratadi.
Fur’e usuliga ko‘ra u(xt)=y(x)-T(t) belgilash kiritamiz. Natijada (3.1.1)

tenglama

% W(x)-T'(t) = =) T(t)+ ax)y(x)-T(t)

yoki

Tt _ y@-x)+a(x)y(x)
BiT(t) y(x)

ko‘rinishda yozilishi mumkin. Oxirgi tenglikning chap gismi fagat tga, o‘ng gismi

esa fagat x ga bog‘liq funksiyalar bo‘lgani uchun , bu tenglik o‘zgarmas sondan
iborat, ya’'ni

T() _y@-x)+axyix) _,

BiT(t) y(x)
Bundan y(x) funksiya uchun
y(1-x)+a(x)y(x) = (), (3.1.3)
»(0)=0 (3.1.4)

xos giymatlar masalasini, T(t) funksiya uchun esa T(t)=ce*"”* ifodani hosil
gilamiz.
2. (3.1.3)- (3.1.4) masalaning yechimini topamiz. (3.1.3) tenglamada xni 1—xga
almashtirib, y(x)=z,(x), y(l-x)=z,(x) belgilashlar kiritsak,
Z/(x)+q(L—x)z,(x) = 1z,(x),
= 2(x)+a(x)z,(x) = Az, (x)

tenglamalarni hosil gilamiz. Agar z(x):(zl(X)J belgilash kiritsak, bu tenglamalarni

2,(x)

vector matritsa usuli bilan
2 SHE S o) o))

yoki  z(x)= [Z(();))j ga nisbatan
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Bz'(x)+ P(x)z(x) = Az(x) (3.1.5)

Drak sistemasi ko‘rinishida yozishimiz mumkin, bu yerda

B:[O _1J , P(x)z(q(x) 0 )] va z,(x)=z(1-x).

10 0 q@-x

Teskarisi ham o‘rinli: agar z(x):[zl((x)j funksiya (3.1.5) sistemaning yechimi
Z,(X

)
bo‘lib, z(x)=z,1-x) tenglik bajarilsa, u holda y(x)=z(x) funksiya (3.1.3)
tenglamaning yechimi bo‘ladi.
3.1.1-lemma. (3.1.5) tenglamaning umumiy yechimi
z(x)=z(x,1)=TV(x,A) (3.1.6)

ko‘rinishga ega, bu yerda
T =( 1i 1‘] , V(x,4)= diag(ul(x)e’“x, uz(x)eﬂx) ,
u,(x)= exp[ijx‘q(t)dt] : u,(x)= exp[— iiq(t)dt} ,

c TR
c =[ lj, c..c, — ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
C

2

Eslatma 1).8 matritsani diognal ko‘rinishga keltiruvchi, ya’ni T*BT {(‘) OJ

tenglikni ganoatlantiruvchi

ol el Yot el

matritsalar mavjud bo‘lib, bu matritsalarga teskari matritsalar mos ravishda

1 i 1 i —-i 1 —-i 1
P R | S e (e
201 1 2\1 —i 201 1 201 -1

ko‘rinishga ega.
Eslatma 2). (3.1.5) tenglamaning umumiy yechimi komponentalari
bo‘yicha quyidagi ko‘rinishga ega:
z,(x)=cu,(x)e " —c,iu,(x)e*'*, z,(x)=—ciu(x)e " +ciu(x)e*
bu yerda

54



wuﬁmm{@mnm)um0=w{}qmnm}

Isboti. Dastlab (3.1.5) sistemadagi B=((1) _olj matritsani  kanonik

ko‘ronoshga  keltiramiz. B matritsaning  xarakteristik  tenglamasi
|B—KkE| =0 < k?+1=0 tenglama =i ildizlarga ega bo‘lgani uchun uning kanonik

shakli D =diag(i,—i) ko‘rinishda bo‘lib bunga T™'BT = D tenglik orqali erishiladi.

Agar -I- — (all alZ

aZl a22

BT=TD<:>[O _1)'(311 ain:(an alz]_(i 0_]@(—8.21 —azzjz(aﬂi- —alzi-j
10 Ay Ay 8y a,)\0 —I ay a, a,l  —a,l

ko‘rinishda ifodalashimiz mumkin. Oxirgi tenglikdan a, =1a, =-i,a, =-i,a,, =1

j almashtirish matritsasi bo‘lsa, u holda bu tenglikni

: . . 1 —i : :
bo‘lgani uchun almashtirish atritsasi T:( i 1') dan iborat/ Bu matritsaga

teskari matritsani topamiz.

1 —-i|1 0 1 -i |1 0 1 —i 1 0 1 0 |1/2 i/2
. - ] - . - ]
—-i 1 |0 1 0 2 |i 1 0 1 |i/2 1/2 0O 11i/2 1/2
1/2 i/2

bo‘lgani uchun bu tenglikdan T =[_
i1/12 1/2

] ekanligini aniglaymiz. Endi (3.1.5)

tenglamada z =Tv almashtirish kiritamiz. U holda

BTV/(x)+ P(x)Tv(x) = ATv(x)
tenglik hosil bo‘ladi. Hosil bo‘lgan tenglikni chapdan T~ matritsaga ko‘paytirilsa

T BTV/(X)+ T P(X)Tv(x) = AT *Tv(x),

yoki

DV/(x)+T *P(xJTv(x) = Av(x),
yoki nihoyat

V(x)+ R(x)(x) = AD™V(x) (3.1.7)

tenglamani hosil gilamiz, bu yerda

R(x)= DT *P(JT = D"g(x),

chunki g(x)=q(1—x) simmetriklikdan PR(x) ham diognal matritsa bo‘ladi.
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Endi (3.1.7) sistemani komponentalari bo‘yicha yozsak bu sistema ikkita

Vi(x) =g () = =), (%) g0, () = A, (x)

tenglamalarga ajraladi. Bu tenglamalarning umumiy yechimlari mos ravishda

vl(X) = vl(x,ﬂ) = Clul(x)e—z L v, (x) =V, (x, ,1) — CZUZ(X)e/lix

Bu yerda u/(x),u,(x) lemma shartida aniglangan funksiyalar, c,,c,-ixtiyoriy

o‘zgarmas sonlar.

Nihoyat (3.1.7) tenglamaning yechimini matritsa ko‘rinishida yozib (3.1.6)

formulani hosil gilamiz. Lemma isbotlandi.
3.1.2-lemma. (3.1.3) sistemaning umumiy yechimi
y(x)=y(x.2)=colx, 2)
ko‘rinishga ega, bu yerda

1

—ijq(t)dt

p(x, A)=u(xle © e —ju,(x)e*"*, c—ixtiyoriy o'zgarmas son

Isboti. Agar z(x)=[zl(x)j funksiya (3.1.5) sistemaning yechimi bo‘lsa va
Z2

(x)

z,(x)=z(1-x) bo‘lsa, u holda y(x)=1z(x) funksiya (3.1.3) sistemaning yechimi

bo‘lishi yugorida ko‘rsatolgan edi. Xususiy holda bundan
2,(1)=12(0)
tenglikni hosil gilamiz. (3.1.6) va (3.1.9) dan
cu,(0)—ic,(0)= —ciu, (L' +c,u,(1)e"
yoki
& [u(0)+iu, @' |= cylu, @ +iu, (0)

—ijq(t)dt

u,0)=1u,(0)=1,u,e ®  =u;*(1) bo‘lgani uchun (3.1.10) dan
e i+iu@e | = cu, 0 vy @e ]
Bundan ¢, =c,u,(1e*’ bo‘lgani uchun

y(x) = Zl(X) = Clul(x)e_/“ " —cyiu, (X)e/“ Y= Cz(”(XJ“)
bo*lib, bu (3.1.8) ni ishotlaydi.

Endi masalaning xos giymati va xos funksiyalarini topamiz.
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3.1.3-lemma. (3.1.3)-(3.1.4) chegaraviy masalaning xos giymati

4 —2m+aneN, buyerda a=%+jq(t)dt | (3.1.11)
0

va unga mos xos funksiya
Yo (x)= p—x)e>™¢) —ip(x)e>™, (3.1.12)
bu yerda p(x)=u,(x)e**.
Isboti. (3.1.4) va ( 3.1.8) ga ko‘ra xos giymatlarni topish uchun ¢(0,4)=0,
yoki

fate | iCefalan
u, (0 * e —ju,(0)e*® =0,yokie “° =e"
Bu tenglikdan
A, =2m+a,ne’

1
X0S giymatlarni topamiz, bu yerda a = % + jq(t)dt :

0

Endi masalaning vy, (x)=¢(x,2,) xos funksiyalarini topamiz.

ul(x):exp[iiq(t)dt]:exp[iiq(t)duiq(t)dt]:exp(a_il[q(t)dt]zeixUz(l_x)

Biz bu yerda yana q(x) potensialni simmetrikligidan foydalandik.

Demak, yugoridagi belgilashlarga asosan

" (X’ /1”) _u (X)e—loq(t)dteﬂn i1-x) iu, (X)ezﬂ ix _ U, (X)e—ia 2Mi(1Y) gial-x) _
—iu, (X)-¥™ 6™ =u, (1-x)e" P _jy, (x) e =
- p(1-x) e (%) p2rix
Lemma isbotlandi.
3.2-§.Masala xos giymati va xos funksiyalarining xossalari
Dastlab {y,(x)} funksiyalar sistemasining xossalarini tekshiramiz.

3.2.1-lemma. {y,(x)} funksiyalar sistemasi L,[0,1] fazoda to‘liq ortonormal

sistemani tashkil giladi.

Isboti. Xos funksiyalari {y,(x)} bo‘lgan L operatorni garaymiz:
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Ly = y'2-x)+q(x)y(x), y(0)=0
Bu operatorga go‘shma bo‘lgan L operatorni topamiz. Aytaylik z(x)eW,[0,1]
bo‘lsin. U holda

1

(1y,2)= [y x) + oy 0GR = [y~ ek + )y =

.l[y, X)2(L—xix + jq (x)z(x)x = y(2)z(0)+ I y(x)z'(L—x)+ z(x)g(x)dx

0

Bundan L*z(x)=z'(l— x)+a(x)z(x), z(0)=0, ammo q(x) haqigiy funksiya bo‘lgani
uchun, u holda L=L" bo‘lib bundan xos funksiyalarning ortogonalligi kelib
chigadi.

Endi {y,(x)} funksiyalar sistemasining to‘laligini ko‘rsatamiz.

Aytaylik f €L[0]] bo‘lib, f funksiya y ,nez funklsiyaga orthogonal bo‘lsin. U
holda

)= j Ya (X)mx = jm[p(l— X)e 2™ _jp(x )™ ]dx _ j‘ﬂl—_xjp(x)e 2mix
i Tple o= [T -1 TRl =0

{ez”“‘x} trigonometrik sistema tola bo‘lgani uchun oxirgi tenglikdan
f(L—x)+if (x)=0,xe[0,] (3.2.1)
ayniyatga ega bo‘lamiz. (3.2.1) tenglikda x ni 1-x ga almashtirib hosil bo‘lgan
tenglikni i ga ko‘paytirib
if (x)+i2f(1-x)=0 (3.2.2)
ayniyatga ega bo‘lamiz. (3.2.1) va (3.2.1) tengliklarni hadlab qo‘shib f(x)=0
ekanligini ko‘ramiz. Lemma isbotlandi.
Eslatma. 3.2.1-lemmadan (3.1.11) xos qiymatlar bir karralliligi kelib
chigadi.

3.2.2-lemma. Aytaylik y2(x)= Y (%) bo‘Isin, bu yerda |y,|-L,[0;11 fazodagi

|2

norma. U holda y°(x)=»vy,(x), bu yerda
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Isboti.

-

= 30T a5 b el

J' (1-x)p(x)p~*"™dx - '[p (x)pL— xe*™dx

Uchinchi va to‘rtinchi integrallarni bo‘laklab integrallash, ularga Kkiruvchi

eksponentalarni chegaralanganligi hamda |p(x)|=1 ekanligini e’tiborga olsak

Iy, = 2+0(L/n) ekanligini ko‘ramiz, bundan esa lemmaning tasdig‘I kelib chigadi.
L operatorning L,[0;1] fazodagi aniglanish sohasini D, bilan belgilaymiz.
3.2.3-lemma. Agar f(x)e D, bo‘lsa, u holda bu funksiyaning {y,(x)} xos

funksiyalar bo‘yicha Fur’ye qatori [0;1] kesmada absolyut va tekis yaqinlashadi.
Isboti. f(x) funksiyaning {y,(x)} xos funksiyalari bo‘yicha Fur’ye gatori

00

> (f,y, b2y, (x) i(f yop2ye

ko‘rinishga ega. Aytaylik ., hagigiy soni L operatorning xos giymati bo‘lmasin.
E birlik operator uchun (L-xE)f =g bo‘lsin. U holda f =R, g buyerda R, - L
operatorning rezolventasi. Shu bilan birga

(L= uoE)yn = (A = p10)yys

bndan yr? = (/10 - :LIO )R,uo yrcl) Va

(9.v°)

(f.v2)=(R,9.v0)=(0.R, )=

Ao = Hy

Shuning uchun

S (Fy2 (0= Zlf (g,yS)YS(X)

—00 —00

2

! :O(%j va i\(g,y;’} <o bo‘lgani uchun lemmaning tasdig‘i

Ao = Ho
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Koshi Bunyakovskiy tengsizligi va y°(x) xos funksiyaning chegaralanganligidan

kelib chigadi.
3.2.3-lemmadan Y'|c,| gatorning yaginlashishi kelib chigadi. Shuning uchun

x)=>"c,e?™ funksiya (—oo+) oraliqda uzluksiz va davri 1 ga teng bo‘lgan

davriy funsiyadir, bu yerda c, = (f(x),y, (x))y?
3.2.4-lemma. x €[0:1] bo‘lganda

n(@:%[w(x)wa—x)] (3.2.3)

2p(x
formula o‘rinli.

Isboti. 3.2.3-lemmaga ko‘ra x € [0;1] bo‘Iganda

o(x)= Z(co Yo l2Ya(X) Zc Y, (x Zc [P x)e2) —ip(x)e2™ ],

bundan
o(x)= p—x)f,1—x)-ip(x)f(x) (3.2.4)
va
o{L—x)= p(x)fo(x)—ipl—x)f, 1-x) (3.2.5)
(3.2.4) va (3.2.5) dan
ip(x)+ (1 x) = 2p(x), (%) (3.2.6)

(3.2.6) dan esa (3.2.3) kelib chigadi.

Eslatma. f,(x) funksiya davriy bo‘lgani uchun [0;1] kesmadagina berilgan
gilymati bilan butun son o‘gida bir giymatli aniglanadi. Shuning uchun f,(x)
funksiya qator bilan emas balki (15) formula bilan beriladi.

3.2.5-lemma. Agar  ¢(x)eC'01], p(0)=¢'(1)=0 bo‘lsa, u holda f,(x)
funksiya butun son o‘qida uzluksiz differensiallanuvchi bo‘ladi.

Isboti. (3.2.3) formuladan f,(x) funksiyaning [0;1] kesmada uzluksiz

differensiallanuvchanligi (kesma chetlarida bir tonlamali hosilalar tushuniladi)

kelib chigadi. f,(x) davriy funksiya bo‘lgani uchun, bu funksiya x=nneN

nugtalardan boshga butun (—o,+00) son o‘gida uzluksiz differensiallanuvchi
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bo‘ladi. f;(n—0)= f;(n+0) ekanligini ko‘rsatamiz. f,(x) funksiyaning davriyligiga
ko‘ra
f;(0+0)= f;(0-0)
(3.2.7)
ekanligini ko‘rsatish yetarli. (3.2.6) ifodani differensiallab
i¢'(x)— /(1 —x) = 2p'(x)f, (x) + 2p(x) 5 (x) (3.2.8)
tenglikni hosil gilamiz. (3.2.8), lemma shartlaridan va
f,(0)= f,(1), f;(1-0)= f;(0-0)
shartlardan
2p'(0)f,(0)+2p(0)f;(0+0)=ig'(0),  2p'(1)f,(0)+2p(2)f5(0-0)=-i¢'(0)
tengliklarga va bulardan
2[p'(0)+ip'@)]f,(0)+2[p(0)f;(0+0)+ip'()f;(0-0)]=0 (3.2.9)

tenglikni hosil gilamiz. Shu bilan birga

p(0)=1, plt)- exp(—i jq<t>dt}eia e =1, u5(x) = ia(h; ()

p'(0)=-iq(0)+ia, p')=0qlt)=a
hamda g(0)=q(2). U holda p’(0)+ip'(l)=0 bo‘lib (3.2.9) dan (3.2.7) kelib chigadi.
Lemma isbotlandi.

Eslatma. ¢'(1)=0 shart tabbiy, chunki barcha xos funksiyalar bu shartni

ganoatlantiradi.

3.3-§.Masalaning klassik yechimi

Furye usuliga ko‘ra (3.1.1)-(3.1.2) masalaning u(x,t) yechimi formal ko‘rinishda

> oy e = Ye,y, (ke (3.3.1)

gator ko‘rinishida ifodalanadi, bu yerda c, = (f(x),y,(x))yZ2.
3.3.1-lemma. Barcha xe[0;]] va te(-o,400) lar uchun (3.3.1) qator

absolyut va tekis yaginlashadi va uning uchun quyidagi
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ZC Y, ()™ = e [plL-x)f,(1—x+ Bt)-ip(x)f, (x+ A)]  (3.3.2)

formula o‘rinli, bu yerda p(x)=u,(x)e™.
Isboti. (3.3.1) gatorning yaginlashishi 3.2.3-lemmadan kelib chigadi. Keyin

S0k =S o) i -
aﬂ|t|: 1 X ZC eZzznll X+pt) ok ZC e27zn| X+ /3t i|

Bundan (23) kelib chigadi.
3.3.1-teorema. Agar ¢(x)eC'01], ¢(0)=¢'(1)=0. q(x)e [0} q(x)= g x)
bo‘lsa, u holda (3.1.1)-(3.1.2) masalaning klassik yechimi mavjud va u
u(x,t)=e*"[p—x)fo L —x+Bt)—ip(x)f, (x+ A)], (3.3.3)

ko‘rinishga ega, bu yerda p(x):exp(aix—ijq(t)dtj, f,(x) davri 1 ga teng bo‘lgan
0

davriy funksiya bo‘lib [0,1] kesmada

f00)= o)+ ol -] (334)

Isboti. Yugorida agar (3.3.4) tenglik bilan berilgan f,(x) funksiyani butun
son o‘gida 1 ga teng davr bo‘yicha davom ettirsak, uholda son o‘gining barcha
nuqgtasida uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo‘lishi ko‘rsatilgan edi. Endi
(3.3.3) formula bilan berilgan u(x,t) funksiya (3.1.1)-(3.1.2) aralash masalaning
yechimi bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Dastlab u(x,t) funksiya (3.1.1) tenglamani ganoatlantirishini ko‘rsatamiz.

L u(x,t) = ae™ [p(L—x)fo(1— x-+ ) —ip(x), (x-+ A+

ol

4 1gem [p(—x)fs(—x+ Bt)—ip(x)fy(x+ At)]
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U (6t E=1-x

=20 [P £)fy1- £+ ) - £) -+ )~ Pa-X)To(e + A)-inl) il + ],
= e [ p'())f (x+ A) = p(X) g (x+ A) = p'A=x) Ty (L= x+ A)=ipA—x)fg(L-x+ A)]

Hisoblanganlarni (3.1.1) formulaga qo‘yib
e {fo(1—x+ ptfap(l—x)+ip’Q—x)~ p{L-x)a(x)]+ fo(x+ A)-aip(x)+ p'(x)+ip(x)a(x)] + }
140 ) F oLty +ip(a ) |+ 50 A PG+ (]
tenglikni hosil gilamiz.Oxirgi ikkita kvadrat gavslardagi ifodalar nolga teng. p(x)
va p/(x) ifodalarinig oshkor ko‘rinishlarini qo‘ysak birinchi va ikkinchi
kvadratdagi ifodalarining ham nolga tengligini ko‘ramiz. Demak u(xt) funksiya
(3.1.1) tenglamani ganoatlantiradi.
Shu bilan birga x €[0]1] bo‘lganda
u(x,0)= plL-x)f,(@—x)—ip(x)f,(x)= o(x)
ya’ni boshlang‘ich shart bajariladi.
Nihoyat,
u(0,t)=e**[p()f, (At)-ip(0)f, ()] =0,

ya’ni chegaraviy shart ham bajariladi. Teorema isbotlandi.

3.4. f(x) =1/ xinvolyutsiya xossasiga ega bo‘lgan birinchi tartibli xususiy

hosilali differensial tenglama uchun aralash masalaning yechimini topish

Quyidagi
ou(x,t | du(e, t 1
ug;; )=é ugi)’ e=—1<x<c t>0 (3.4.1)
u(x, O) = (po(X),ut(x, 0) = @1 (x) (342)
u(1,t) =ulc,t) =0 (3.4.3)
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aralash ~ masalani  garaylik. Bunda i? =-1,¢> 1,8 = const, # 0,

i ou(e,0)
B Oe

o‘zgaruvchilar bo‘yicha ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo‘lsin.

©o(x), p;(x)eC?[1,c], @.(x) = va u(x,t) berilgan soxada x va t

3.4.1-teorema. (3.4.1) tenglamani involyutsiyadan qutqarish natijasida ikki
o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli bir jinsli giperbolik tipdagi xususiy hosilali
differensial tenglamaga keladi.

Isboti. Bizga berilgan (3.3.1) tenglamadan t boyicha bir martta hosila

olamiz:

0%u(x,t) ii(@u(e, t)) _ia <6u(€, t)) (3.4.4)

otz Bat\ 0de | Bae\ ot
(3.4.1) tenglamada involyutsiya hossasidan foydalanib f:x—>i akslantirish

ou(st) i'au(x,t)
ot B ox

bajarsak ushbu tenglikka ega bo‘lamiz. Buni (3.4.4) teklikka

olib borib go‘yamiz.

0%u(x,t) B i? 9 (ou(x,t) (3.4.5)
t2  B2oe\ Ox o
Eslatma: 2L&8 = 2 %, €= xiga tengligini yodga olamiz, bunday

tenglik bajarilishiga sabab biz doimo x ni i orgali ifodalay olamiz.

Yugoridagi eslatmadan foydalanib (3.4.5) tenglamamiz quyidagicha
%u(x,t)  x_,0%u(x,t)
otz ([2) dx2

ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli giperbolik tipdagi xususiy hosilali differensial

(3.4.6)

tenglamaga keladi. Teorema isbotlandi.
Endi berilgan aralash masalamizni yechish bilan shug‘ullanamiz, yuqoridagi
(3.4.1) tenglama involyutsiyadan qutqarilish natijasida (3.4.6) ko‘rinishga

kelganini hisobga olib quyidagi masalaga duch kelamiz:

d2u(xt) _  xyp 0%u(xt)
atz - (ﬁ) axz ) xE[l, T[]; t > 0 (347)

tenglamani (3.4.2) va (3.4.3) shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topishdan

iborat bo‘lsin.
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Bu aralash maslamizni chegaraviy shartlari 0 bo‘lganligidan Furye usulidan

foydalanib yechamiz. Unga ko‘ra yechim

u(x,t) =y(x) T(t) (3.4.8)
ko‘rinishda gidiriladi. (3.4.8) ni (3.4.7) ga olib borib go‘yamiz, va
% = ( 222 (S:;) —a = const (3.4.9)
ga ega bo‘lamiz. (3.4.9) dan:
{ 2y"(x) + B?ay(x) =0 (3.4.10)
T"(t) + B?aT(t) =0 (3.4.11)

(3.4.3) chegaraviy shartdan: u(1,t) = y(1)T(t) =0, u(c, t) =y(c)T(t) =0
Biz T(t) # 0 yechim gidiramiz. Bundan ushbu
x2y"(x) + B2ay(x) =0, (3.4.12)
tenglama (3.4.2) va (3.4.3) shartlarni ganoatlantiruvchi masalaga ega
bo‘lamiz. 3 a topish kerakki, shu a ga mos yechim y(x) # 0 chigishi kerak.
(3.4.12) da y(x) = x* almashtirsak
x2k(k — Dx*2 + B2ax* =0 (3.4.13)
tenglikka kelamiz, bundan xaraktiristik tenglamani tuzsak k? —k + f%a =0

tenglama hosil bo‘ladi. (3.4.10), (3.4.3) chegaraviy masala fagat a > ﬁ dagina 0

dan fargli yechimga ega bo‘ladi. Shuning uchun a > # da

y(x) = Vx[C,cos (/4B?%a — 1inx) + C,sin (V4F2%a — 1inx)]

(3.4.3) chegaraviy shartdan

a, = #((%) ) Vo (x) = Ism—lnx n=1,2,. (3.4.14)
yechimga ega bo‘lamiz. (3.4.11) tenglamadan esa quyidagini
(ﬂ)2+1 (ﬂ)2+1
T,(t)=A cosm;ﬂt + aninl";—ﬂt (3.4.15)
hosil gilamiz. (3.4.15) va (3.4.14) dan:
(7 ‘41 (7 ‘41 _
u,(x,t) = [A,cos 122 t + B,sin zg t] Cn\/%sm (% Inx) (3.4.16)

65



Yechimlarga ega bo‘lamiz. (3.4.1) tenglama chizigli va bir jinsli bo‘lganligi
sababli, (3.4.16) yechimlarning cheksiz yig‘indisi ham yechim bo‘ladi.
Endi (3.4.1), (3.4.2) va (3.4.3) masalaning yechimini

2 2
(”_") +1 (ﬂ) +1
Inc Inc

X . mn
25 28 t]\/%sm(ﬁlnx) (3.4.17)

gator ko‘rinishida izlaymiz. Agar bu gator tekis yaginlashuvchi bo‘lib, uni xva t

u(x, t) = Yp=q1|ancos t + Bpsin

bo‘yicha ikki marta hadlab differensiallash mumkin bo‘lsa, gatorning yigindisi
ham (3.4.1) tenglamani ganoatlantiradi. (3.4.17) gatorning har bir hadi (3.4.3)
chegaraviy shartlarni ganoatlantirgani uchun uning yig‘indisi u(x, t) funksiya ham
bu shartni ganoatlantiradi.
(3.4.17) gatorni t bo‘yicha differensiallaymiz:
u(x, t) =

mn 2 mn 2 s 2
) 41 ) 41 () 41
Z;‘{;l%[—ansin (l";g t+,8ncos%t]\/§sin (%lnx) (3.4.18)

(3.4.17) va (3.4.18) da t = 0 deb, (3.4.2) boshlang‘ich shartlarga asosan ushbu

mn 2
) 41
00 = Bty [osin(tns), 160 = T g, i (2

Inc
tengliklarni hosil gilamiz. Bu formulalardan «,,, 5,, koeffitsientlar topiladi.

Endi (3.4.17) gatorni va uni ikki marta differensiallash natijasida hosil
bo‘lgan gatorlarning tekis yaginlashuvchanligini ko‘rsatsak, (3.4.17) qator bilan
aniglangan u(x,t) funksiya hagigatdan ham (3.4.1), (3.4.2), (3.4.3) masalaning
yechimidan iborat bo‘ladi. Quyidagi teorema o‘rinlidir.

3.4.2-teorema. Agar ¢,(x) funksiya [1,c] segmentda ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lib, uchinchi tartibli bo‘lak-bo‘lak uzluksiz hosilaga ega
bo‘lsa, ¢,(x) esa uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib, ikkinchi tartibli bo‘lak-
bo‘lak uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa, hamda

Po(1) = @o(c) =0, 91(1) =1(c), @5 (1) = 0" (c) (3.4.19)
muvofiglashtirish shartlari bajarilsa, u holda (3.4.17) gator bilan aniglangan u(x, t)

funksiya ikkinchi tartibli uzluksiz hosilaga ega bo‘lib, (3.4.1) tenglamani, (3.4.2)
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boshlang‘ich va (3.4.3) chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.. Shu bilan birga
(3.4.17) gatorni x va t bo‘yicha ikki marta hadlab differensiallash mumkin bo‘lib,
xosil bo‘lgan gatorlar ixtiyoriy t da 1 < x <c oraligda obsalyut va tekis

yaginlashuvchi bo‘ladi.
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