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MA'RUZA Nel

MAVZU: Differensial tenglama hagida tushuncha. Mashqlar

Reja:
L Differensial tenglama xaqida tushuncha.
2. Differensial tenglamaga olib kelinadigan ba'zi masalalar.
3. Differensial tenglamalar nazariyasining asosiy tushunchalari.

Tayanch so’z va iboralar: differensial tenglamalar, differensial tenglamaga olib
kelinadigan ba'zi masalalar, oddiy differensial tenglama, xususiy xosilali differensial tenglama,
differensial tenglama tartibi, differensial tenglamayechimiyoki integrali, integral egri chizig.

1.Tabiatda uchraydigan turli jarayonlar (avtomobil harakati, tayyorani uchishi, fizik,
ximik va biologik jarayonlar va h.k.) o,z harakat qonuniga ega. Ba'zi jarayonlar bir xil qonun
bo,yicha sodir bo,lishi mumkin, bu hol esa ularni ishni o,rganishni osonlashtiradi. Ammo
jarayonlarni tafsiflaydigan qonunlarni to‘g‘ridan-to'g‘ri  topish har doim ham mumkin
bo,lavermaydi. Bu harakat gonunlarini tavsiflovchi no'malum funksiyalar va hosilalarini o,zaro
bog,lovchi munosabatlar differensial tenglamalar deyiladi. Jumladan

d —f(ry)
dx
birinchi tartibli oddiy differensial tenglama deyiladi.
F (x,y,yf) - 0 birinchi tartibli hosilaga nisbatan yechilmagan oddiy differensial tenglama
deyiladi.
y —f (X, y,y',...,y(Ml)) - n-chi tartibli yuqori tartibli hosilaga nisbatan yechilgan oddiy
differensial tenglama deyiladi.
F(Y,y'....y () —0 - n-chi tartibli oddiy differensial tenglama deyiladi.
Agar f(x,y,y',...y(r1) vyoki F(x,y,y'....,y(n) funksiyalar XY, ¥,y
argumentlariga nisbatan chizigli bo, Isa tegishli differensial tenglama chizigli deyiladi.

2. Differensial tenglamaga olib keladigan ba'zi masalalar.
1-masala. Massasi m bo,lgan jism v(0) —v0 boshlang,,ich tezlik bilan biror balandlikdan

tashlab yuborilgan. Jism tezligining o,,zgarish gonunini toping.
Nyutonning 2-gonuniga ko, ra

Bu yerda F -jismga ta'sir etayotgan kuchlar yig,indisi.
Jismga fagat 2 ta kuch ta'sir etishi mumkin deb faraz qiliylik.

1) havoning garshiligi: F —kv, k>0
2) yerning tortish kuchi: F2—mg

Shunday gilib, matematik nuqtai-nazardan

a) F —F2;

b) F —+F;

¢)F —F +F2 teng bo,lishi mumkin.

a F —+2~ mdV—mg " —g N Jdv —Jgdt”™ vi(t)—gt+c ,

v(0) —v ~ V(0) —C —0, C —const.
M(t)—g +\W



b) F=F A ~~=~kv~ f— =- —fdt” InM=- —+InC~ v(t)=Ce m,
m

dt Jv
o

v(0) =v0”™ v(0)=C =v0™ v(t) = v

9mY _ 9V
K K
————— Ing-—-v =t+InC~ g-—-v=Ce m~
k m
1 k K
kv =é\e_t- - —- (’t)N—‘ C/\le Tt+—mg, v(/O\) =vo, CA1:_ Ln@ .
m k k
k
220)=C, +f =w”™ C,=w-f ~ v20)=(vo- mg)e-" +f

Endi differensial tenglamalar fanining asosiy tushuncha va ta'riflarini keltiramiz.

3. Ta'rif Erkli o zgaruvchi va noma'lum funksiya hamda uning hosilalari yoki
differensiallarini bog‘lovchi munosabat differensial tenglama deyiladi.

Agar differensial tenglamadagi no'malum funksiya fagat bitta erkli o,zgaruvchiga
bog,lig bo,lsa, bunday differensial tenglama oddiy differensial tenglama deyiladi.

Agar differensial tenglamadagi no'malum funksiya ikki yoki undan ortiq erkli
o,,zgaruvchilarga bog,lig bo,lsa, bunday differensial tenglama xususiy xosilali differensial
tenglama deyiladi.

Ta'rif. Differensial tenglamaga kirgan hosilalarning eng yuqori tartibi tenglamaning
tartibi deyiladi.

Misollar.

1) ¥'- ¥Ycosx-x2y =0 ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama.

2) X(1- y2dx+y@1+x2dy =0 birinchi tartibli oddiy differensial tenglama.

dz dz
3) x— =y — birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama bo,ladi

dx dy
(z=12z(xy)).

Ta'rif. Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb tenglamaga qo,yganda uni
ayniyatga aylantiradigan har ganday differensiallanuvchi y = p(x) funksiyaga aytiladi.

Ta'rif. Differensial tenglama yechimining grafigi integral egri chiziq deyiladi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutgnHos M.C., HacputanHos rH. Opanii  andpdpepeHUMan TeHrnamanap.
TOLWKEHT, * ¥Y36eKNCTOH”, 1994,
2. MoHTpsrnH J1.C. O6bIKHOBEHHME andhepunancHbie ypaBHeHMsa. M.:Hayka, 1969.
3. CtenaHoB B.B. Kypc anddhbepeHumnanbHbiX ypaBHeHMiA. M.: Tn3.dun3- mar. nutepartypa.1958
4. 9nbcronby, J1.E. AuddepeHumnanbHble ypaBHEHUS U BapualMoHHOe ucuuneHre. M.: Hayka..
1965.
5. dnnmnnnos A.®. C60pHUK 3aga4 No agndchepeHUMasibHbIM ypaBHeHUsIM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustagqil ta’'lim mavzulari
1. Differentsial tenglamalarga keltiriladigan ba'zi (fizika, matematika, biologiya, igtisodiyotga
oid) masalalar.



2. Birjinsli va umumlashgan bir jinsli differensial tenglamalar.
Glossariy

Differensial tenglama - Matematika, fizika va texnikaning ko,pchilik masalalarini
yechishda ko,pincha izlanayotgan va berilgan o,zgaruvchi miqgdorlar orasidagi funksional
bog, lanishni birdaniga topish giyin bo,ladi, lekin erkli o,zgaruvchi izlanayotgan funksiya va
uning xosilalarini bog,lovchi tenglama tuzishga muvaffag bo,linadi. Bunday tenglamalar
differensional tenglamalar deyiladi.

Differensial tenglama tartibi - Differensial tenglamaga kirgan hosilalarning eng yuqori
tartibi tenglamaning tartibi deyiladi.

Birinchi tartibli differensianal tenglamalar - erkli o,,zgaruvchi, izlanayotgan funksiya va

uning birinchi tartibli funksiyasini o,zaro bog,laydi. Shuning uchun uni F(x,y y)—0
ko, rinishda yoziladi.
Differensial tenglamaning yechimi - differensial tenglamaning yechimi yoki integrali

deb tenglamaga qo,yganda uni ayniyatga aylantiradigan xar ganday differensiallanuvchi

y —HXx) funksiyaga aytiladi.

Differensianal tenglamalarni yechish - tenglamani ayniyatga aylantiradigan barcha
funsiyalarni topish demakdir.

Keyslar banki

Keys: Masala o’'rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: y - xy —a(l+xvy ).
Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:

= keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

= to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1 Differensial tenglamalar deb nimaga aytiladi?
oy —f(xyyl y(n-1) .
Quyidagi " ww Y ) tenglama ganday tenglama turiga kiradi?
Oddiy differensial tenglama deb ganday tenglamaga aytiladi?
Xususiy xosilali differensial tenglama deb ganday tenglamaga aytiladi?
Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb nimaga aytiladi?

o wN

Amaliy mashg’ ulot-1
1 Quyidagi keltirilgan masalalarni yechish uchun grafik chizib, gidirilayotgan funksiyani

y —y(x) deb belgilab, agar grafik dekart koordinatalarida chizilgan bo,Ilsa, masala keltirilgan
miqgdorlarni ~ y,y deb belgilab, ular orasida bog,lanish hosil gilish kerak. U holda masalada

keltirilgan fikr diffrensial tenglamaga keltiriladi, undan qidirilayotgan funksiya y —y (x ni
topish mumkin.
2. Fizik masalada birinchi bo,lib, aniglash kerakki, gaysi o,,zgaruvchini erkli (x) va qaysi

0,,zgaruvchini gidirilayotgan funksiya (u) deb olish kerak. So,ng erkli o,zgaruvchi x ™ ortirma
olsa, gidirilayotgan funksiya u gancha orttirma oladi:



y(X+ AX) - y(x)

Bu ifodani Ax gabo,lib va Ax” 0 da limitga o,tib, differensial hosil gilamiz. Ko,pgina
masalalarda shunday qo,shimcha shartlar borki, ular orqali differensial tenglama yechimidagi
o,zgarmaslarning giymatlarini aniglash mumkin. Ba'zan differensial tenglama hosilasini fizik

dy
ma'nosi orqali juda oson tuzilishi ham mumkin: axir t-vaqt, dt Y miqgdorning vaqt bo,yicha
0,.zgarish tezligi.

Ba'zi masalalarda, differensial tenglama tuzish uchun fizik gonunlardan foydalanish
mumkin. Odatda ular masalalar oldida keltiriladi, yoki juda keng targalgan, hammaga tanish
bo, ladi.

Masalan, Nyutonning ikkinchi gonuni, harakat migdorining o,,zgarishi gonuni va hakazo.

Misol 1 10 litr suv solingan idishga 2 litr minut tezlikda aralashma kelib tushadi,
aralashmaning har bir litrida 0,3 kg tuz bor. Idishga tushayotgan aralashma suv bilan aralashadi
va yangi aralashma shunday tezlik bilan idishdan chiqib ketadi. Idishda 5 minutdan keyin gancha
tuz bo,ladi?

yechish: t-vaqt bo,lsin, u(t) t- vaqgt ichida idishdagi tuz migdori bo,Isin. (tajriba boshidan
beri) vagqt t dan t+ At ga o,zgarganda idishdagi tuz o,zgarishi y(t + At)-y(t) ni topaylik. 1-
minutda idishga 2 litr aralashma qo,shiladi. Bu 2At hajmda 0,3'2'A =0,6A tuz bor. Ikkinchi
tomondan At vaqgtdan so,ng idishdan 2At aralashma chiqib ketadi. t vaqtda (10 litr) suvda y(t)

kg tuz bo,lIsin. 2At litrli chiqib ketayotgan aralashmada 0,2 At'y(t) tuz bo,lishi mumkin, agar
bu At vagt ichida idishdagi tuz miqdori o,,zgarmas. Lekin bu t vaqgt ichidagi tuz migdori At~ 0
da cheksiz kichik (chik) miqdorga o,zgaradi. Shuning uchun chigib ketayotgan 2At litr
suyuglikda
0,2t«(y(t) +2) kg

tuz bo,ladi, 0, agar A ~ 0 bo,lsa. Shunday qilib, (“t+ At) vaqt ichida idishga
kirib kelayotgan suyuglik ichida 0 6At tuz chigib ketayotgan suyuglik ichida

0 2 «At(y(t) +a) kg tuz mavjud.

Bu vagt ichida tuz miqdorini o,zgarishi.

y(t+At)- y(5-=0,6-0,2(y(t)+a), a—= 0
At .
y'(t)=0,6 =0,2y(t) .
Chunki a ~ 0, At™ 0.
3 -02—

Bu tenglamani yechib; y()= -ce funksiyani olamiz. —= 0 tuz yo,q edi, shuning
uchun y(0)=3-ce02°=3-¢c=0; ¢=3 yani, y=3-3e°2e —=5 minutda idishda
¥(5)=3-e" 23=3-3e" - 1,9 kg tuz goladi.

Misol-2: O,q v° =400 m/sek tezlik bilan harakatlanib, h=20 sm qalinlikdagi devorni

teshib, undan vi = 100 m/sek tezlik bilan uchib chigadi. Devorning qarshilik kuchi o,qgning
harakat tezligi kvadratiga proporsional deb olib, 0,,qning devor ichida harakatlanish vaqti T ni
toping:
yechish: Nyutonning ikkinchi qonuniga binoan o,,q harakatning differensial tenglamasi
m i kv2 (1
ko, rinishga ega (manfiy ishora devorning garshilik kuchi o,,gning tezligiga garama-garshi
yo,,nalgan bo,lgani uchun olindi).



K

Bu o,zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. O,zgaruvchilarni ajratib va m ni K1 orqali
belgilab,

ot
%
ni hosil gilamiz, bu yerdan
-- —kt-C - —kt+C.
\Y yoki v
t = 0 da v=voboshlang,ich shartdan S = 1 AOni aniglaymiz; shuning uchun
- —Jot + — (2)
v vO

Agar bu munosabatda v _Vl deb olsak, f__'[? bo,ladi va binobarin, izlanayotgan T vaqt

— T +—
1 0, tenglamadan topiladi, bu yerda
T—f-. - (3)
k- W-  v0)

T uchun topilgan ifodada noma'lum k1 kattalik ishtirok etyapti. Uni aniglash uchun (2)
umumiy yechimini quyidagicha gayta yozib olamiz:
dx VO
dt 1+ kvl

dx

bu yerda v tezlik dt bilan almashtirilgan. Bu tenglamadan integrallab topamiz:

X—In(l+Kk vt)+c
k1l

t—0 da x—0 (0,q devorga kiradi) va shuning uchun CI —0, t—T va X —h (0,9

h—InL+kvT)

devordan chigyapti) shuning uchun 1 . (3) tenglamadan
v O
T kvT
1+ k,vOl — G
bu yerdan 1. Shuning uchun h ning ifodasi ushbu ko, rinishda bo,ladi:
1 h
h—In k1 Inve
kv yoki VoL
1

kL ning topilgan giymatini (3) ifodaga qo,yib, izlanayotgan T vaqtni topish uchun
formula hosil gilamiz.
h ~1 O
T-—n (4)
In W1 vOy
vl
Sonli hisoblashlarni bajarib



v0—400 , v —100— -,h—20cm geb6onmn6 IT —0,00108
ceK ceK { sekintopamiz.

Misol-3: Aylanish o,qgining O nugtasiga joylashtirilgan yorug,lik manbaidan chigadigan
hamma nurlar reflektor ko,zgusidan bu o,,gga parallel bo,lib gaytishi uchun reflektor ko, zgusini
gaysi aylanish sirti bo,yicha silliglash kerak.

yechilishi: lIzlanayotgan aylanish sirtining meridian kesimini olamiz. Koordinatalar
markazini 0 nugtada tanlaymiz, OX o,gni esa aylanish o,qi bo,yicha yo,naltiramiz. Agar OX 0,q
bilan egri chizigning M (x,y) nuqgta siga o,tkazilgan AT urinma orasidagi burchakni a orgali

belgilasak, u holda masala shartiga ko,ra: <SMT —a . Ikkinchi tomonidan, burchaklar tushish

n/
burchagi (<OMN) va gaytish burchagi (<NMS) ni ' 2 ga to,ldiruvchi burchaklar bo,lgani

sababli < OMA —< SMT va bundan < OMA —a . Shunday qilib, OAM uchburchak teng yonli va

OA=0OM. Chizmadan: OA—AP OP—y Yy x’ OM —Vx +y , natija ushbu differensial
tenglamani hosil gilamiz:

— - X—*I2+y2 @
y
yoki differensiallarda yozsak,

ydx - (X +yjx2+y2)dy —0

Bu x va u ga nisbatan bir jinsli tenglama. x —yz va mos ravishda dx —zdy +ydz o,rniga
go,.yish yordamida bu tenglamani o,.zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiramiz:

y(zdy +yds-) —y (z W z 2+1)dy yoki yds —Vz 2+ \dy, bu yerdan
dz _dy
nz2+1 'y yoki In(-z+Vz 2+1) —ny - Inc.



ya'ni

z +n/z 2+1 = —.
c
irratsionallikni yo,qgotib, bu tenglamani soddalashtiramiz:

yechilishi: Izlanayotgan aylanish sirtining meridian kesimini olamiz, OX.

fy - z T —+ -2+ =1
Ve J yoki ¢ c .
Eski x 0,zgaruvchiga gaytib, quyidagi umumiy integralni hosil gilamiz:

y2=2¢ (2)

Bu simmetriya o,qi OX o0,q bilan ustma-ust tushadigan, parametri p=c bo,lgan va uchi
c

koordinatalar boshidan chap tomonda 2 masofada yotadigan parabolalar oilasidir. Demalk,
aylanish sirtlari aylanish paraboloidlari bo,lib, ularning

C
y2+z2=2c X+—

vV 2
. , . . 2 . Y+z N . . . .
tenglamalari ma'lum qoida bo,yicha u™ ni orgali almashtirish bo,yicha hosil
bo,ladi.
Agar ko,zguning diametri d va chuqurligi h berilgan bo,lsa, parabola tenglamasidan
d
x+C—=F’|,y=i c=
2 2 deb, S ning giymatini aniglash mumkin: 8h u holda parabola tenglamasi
d2
y2= o X+-
4 (xususiy integral), aylanish paraboloidining tenglamasi esa
d2 44+ _.d2 n
h2 A6 3 o, tadi
1. Y'=(x+y)2 .arctg(x+y) =x+c.
2 y'=(8x+2y +1)2 8X +2y +1=2tg(2x +c¢)
2 (2x+3y - 1)dx+ (4x +6y - 5)dy =0 X+2y +3«n/2x+3y - 7/ =c.
N (2x - y)dx + (4x- 2y +3)dy = 0. 5x+10y +¢c =3In110x- 5y +6 1
5 Y =10y 10*+10-y =C.
y+sinX+y—sinX_y Inﬂy=c—23in:
6. 2 2
z
Jz'=cos™Mz- 1), ctg———é-——— t+c, z -1=2nk, keZ
X'—x—=2t—-3 2t+x- 1=ce—
o (t+2x)x'=1. t+2x+2=ce
10, S'=Vat+2n-1 >/A4t+27-1 - 2In(V4t+2s-1 + 27 =t+c
TEST
. . *Brklio‘zgaruvchiva  Erklio‘zgaruvchiva  Noma'lum Erkli 0‘zgaruvchi va
gfferensm:l;riglarmdeb no'malumfunksiyava  no’malumfunksiya  funksiyani no’ malumfunksiya
mega aytilad: uning hosilalariyoki ~ bog'lovchi bog' lovchi hosilalari yoki

differensiallarini nunosabatiar munosabat differensiallarini



Oddiy differensial tenglama
deb nimega aytiladi?

Differensial tenglama erkli
0‘zgaruvchiga nechta erkli
0‘zgaruvchigabog'ligbo‘lsa,
xususiy hosila differensial
tenglama deyiladi?
Differensial tenglamaga
kirgan hosilalarning eng
yugpori tartibi nima deb
ataladi?

Differensial tenglamaning
yechimi eki integrali deb
tenglamaga go'yganda uni
ayniyatga aylantiradigan
nimaga aytiladi?

quyidagi tenglarma nechanchi
tartibli differensial tenglama
Y'-y'cosx- X2y =0
quyidagi differensial
tenglamaning tartibini
aniglang:

X@- y2)dx- y(@- x2)dy =

quyidagi differensial
tenglamada erkli o‘zgaruvchi

Birinchi tartibli oddiy
differensial tenglanmani

urmumiy ko' rinishini aniglang.

Birinchi tartibli differensial
tenglamaga go'yilgan Koshi
mesalasini aniglang:

bog'lovchi munosabatlar  differensial tenglama  differensial tenglama. bog' lovchi

differensial tenglama deyiladi. deyiladi. muncsabatlar
deyiladi. differensial tenglama
deyiladi.
; \ no'malum Agar no'malum
* Agar no'malum Agar no'malum Agar . . .
furksiyabittaerkii  funksiya ikidtaeridi ?&‘?&y?gmﬁ?g'; ?&ﬁfgﬁfggl
o‘zlgaruvchlga bog'liq o‘z‘garuvchlga bog'liq bog'ligbo'lsa, bog'liqbo'lsa
bo'lsa, bunday bo'lsa, burdsy bunday differensial  bunday differensial
dlff(?rerl_slal ten_glama dlfft?ren_sml ten_glarm tenglama oddiy terglarma oddly
?g%?;ggzg}fgi Sg%ngey?fgi differensial tenglama  differensial tenglana
' ' deyiladi. deyiladi.
*yokiundanortiq  SYOKIUNGBNOMIq i ndanortiq 4 YOKI undanortig

* Differensial tenglama  Differensial tenglama Differensial tenglama Differensial

tartibi 0'Ichami 0'Ichovi tenglama yechimi
* Har gar  Harcendayilishga | oy Har qanday Wzluksiz
differensiallanuvchi - egabo’lgan gy dionaiga aytiladi. funksiyaga aytiladi
funksiyaga aytiladi. funksiyaga aytiladi. : '
*2-tartibli 1-tartibli 3tartibli Atartibli
*1 -tartibli 3tartibli S-tartibli 0-tartibli
0
*2 ta 5ta 3ta 1ta
TFROyy)=0 Fxy.c)=0 h(y,—)=0 y=f(xY)
~NJy'=f (x,y) ry=f (x,¥) Jy'=f (x,Y) JY=f (x V)
l—=0=—0 [™%=*0 = —0 W x0=—0 N »0=-0



MA'RUZA Neo2
MAVZU: O‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar.

Reja:
1 Birinchi tartibli differensial tenglama.
2. O,,zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama.
3. O,,zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama.

Tayanch so’'z va iboralar: birinchi tartibli differensial tenglama, o zgaruvchilari
ajraladigan differensialtenglamalar, o zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama,
0 zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama, birinchi tartibli differensial tenglama xususiy
yechimi, birinchi tartibli differensial tenglama umumiyyechimi.

1. Birinchi tartibli oddiy differensial tenglama umumiy ko, rinishi quyidagicha bo,ladi:
Fxyy)—0, 1)

bu yerda x -erkli o,zgaruvchi, y -no'malum funksiya va y'—d -noma’lum funksiya hosilasi.
X

Agar (1) ni y' ga nisbatan yechish mumkin bo,Isa, u holda

y'—f (xy) (2)
bo,ladi.
(2) dan differensial ishtirok etgan ko,rinishga o,tish oson, ya'ni
M (x,y)dx + N (x,y)dy —0 3)
ko,.rinishga.

Hagigatan, agar y'—d desak, f (x,y)dx- dy—0, bu yerdan M (x,y) — (x,y),
X

N (x,y) —1 va aksincha (3) dan (2) ga o,tish oson.
Differensial tenglamani umuman aytganda, bitta funksiya emas, balki funksiyalarning
butun bir to,plami ganoatlantirishi mumkin. Ulardan birini ajratib ko,rsatish kerak, yani x —x0

bo,lganda y —y0 ko,rinishdagi shart berilishi kerak. Bu shart boshlang,ich shart deyiladi va
guyidagicha yoziladi:

ylx% —y0 (4)
Ushbu,
Jjy'— (xy) (2)
[ylx2 —yo0 (4)

(2) , (4) masala Koshi masalasi yoki boshlang‘ch masala deyiladi.
Teorema.( Koshi yoki yechimning 3 va ! hagidagi teorema). Agar (x0,y0) nugtani o,z

ichiga olgan D » R2 sohada f (x,y) funksiya uzluksiz va uzluksiz fg xususiy hosilaga ega
y

bo,lsa, u holda (2) differensial tenglamaning (4) boshlang,ich shartni qganoatlantiruvchi
y —p(X) yechimi 3 va !bo,ladi.

Ta'rif. Birinchi tartibli differensial tenglamaning  umumiy yechimi deb quyidagi
shartlarni ganoatlantiruvchi y —<p(x,C), C —const funksiyaga aytiladi:

1) u ixtiyoriy o,zgarmas C ning mumkin bo,lgan har ganday giymatida differensial
tenglamani ganoatlantirsa;

2) boshlang,ich y|bHO—yo shart ganday bo,lganda ham undan o,zgarmas C ning

shunday C
giymatini topish mumkinki, y —p(x,C0) funksiya berilgan boshlang,ich shartni



ganoatlantirsa, ya'ni y0=p(x0,C0).

Ta'rif. Differensial tenglamaning umumiy yechimidan o‘zgarmasning mumkin bo‘lgan
giymatlarida hosil gilinadigan yechim xususiyyechim deyiladi.

2. Differensial tenglamaning eng sodda turi o0 zgaruvchilari ajralgan tenglamadir.
Uning umumiy Ko'rinishi:

M (x)dx+ N (y)dy =0 (5)

Bu tenglamaning muhimligi shundaki dx oldidagi funksiya fagat x ga bog'‘lig, dy

oldidagi
funksiya fagat y ga bog‘lig. Bu tenglamaning umumiy yechimini topish uchun, uni hadlab
integrallash orgali hosil gilinadi:

fM(x)dx +f N (y)dy =C, C =const.

Bu yerda o‘zgarmas C ni berilgan tenglama uchun qulay bo‘lgan istalgan ko'‘rinishda olish
mumkin.

1-misol.
xdx+ydy =0, M (x) =%, N(y) =y

— + =C”"N x2+y2=2C=C2
1

2 2
2oy 2ch2

Bu markazi koordinatalar boshida bo,lgan, radiusi Cj bo,lgan kontsentrik aylanalar oilasidan

iborat.
MI(x)N1(y)dx +M: (x)N2(y)dy =0 (6)
ko,rinishdagi differensial tenglama o zgaruvchilari ajraladigan tenglama deyiladi.
(6) da N (y)M2(x) ®0 ifodaga bo‘lib, uni o,zgaruvchilari ajralgan (5) tenglamaga

keltirish mumkin:

Moo X 4T
buni esa integrallab umumiy yechim topiladi.
Ushbu
y' =f1(x)f2(y)
ko'rinishdagi tenglama ham o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. —=— desak, u holda

dx
dy =f1x)f i(y)\:f2(¥) ~ O,

dy = f (x)dx,
f2(y)

integrallasak
f R = ff (x)dx+C

ffa(y) f
bo'ladi.
2-misol. Quyidagi differensial tenglamani umumiy yechimini toping.
X(1+y3dx- y2(1+x2dy =0.
Yechish.

X(A+y3Jdx- y21+x2dy =0 :(1+x2)(L+yJ ™0



2
X dx—y dy —0
1+Xx 1+y'
integrallaymiz.

f—~dx- f y dy—dAnC
J1+x2 Ji+y3 6

bu yerda o‘zgarmas C -ni yechim ko'‘rinishi oson bo'lishi uchun 6—|nC deb oldik. Natijada

1In1+x2: 4Anl1+y3}—InC
2 1 13 1 1 6
hosil bo‘ladi. Bundan

(1+x23—C(1+y3)2 (7)
ega bo'‘lamiz.

(1+x2)(1+y3) po
shartdan
y —1

bo‘lishi mumkin. Bu y —1 chizig yechim bo‘lib, (7) yechimlar oilasida yotmaydi. Shuning
uchun berilgan tenglamani umumiy yechimi

(1+x23—C(1+y32 y—1
bo'ladi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutgnHos M.C., HacputanHos rH. Opanii  andpdpepeHUMan TeHrnamanap.
ToLKeHT, “ Y36eKnucTtoH”, 1994.
2. MoHTpsrnH J1.C. O6bIKHOBEHHME andchepumnancHbie ypaBHeHMsa. M.:Hayka, 1969.
3. CtenaHoB B.B. Kypc andchepeHumnanbHbiX ypaBHeHMiA. M.: Tn3.dun3- mar. nutepartypa.1958
4. 9nbcronby, J1.E. AuddepeHumnanbHble ypaBHEHUS U BapualMoHHOe ucuuneHre. M.: Hayka..
1965.
5. dnnnnnos A.®. C60pHUK 3aga4 No andichbepeHUMansHbIM ypaBHeHUsIM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustagqil ta’'lim mavzulari
1. Hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli differensial tenglamalar. Yechim tushunchasi.
Xususiy va umumiy yechim.
2. Chiziqgli differensial tenglamalar. yechimning xossalari.

Glossariy

Xosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli tenglama - y f (™ y) ko'rinishdagi
tenglama.
Koshi masalasi - vy f (™ y) tenglamaning y(x0) —y 0 shartni ganoatlantiruvchi
yechimini topish masalasi.
Yechimning mavjudlik va yagonaligi xaqgidagi teorema - Agar (~ y0) nugtani o'z
df
ichiga olgan D ™~ R2 soxada f ( y) funksiya uzluksiz va uzluksiz dy xususiy xosilaga ega

bo‘lsa, u xolda (2) differensial tenglamaning (4) boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi y —f (x)
yechimi Z va !bo‘ladi.
Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi - Birinchi tartibli



differensial tenglamaning umumiy yechimi deb quyidagi shartlarni qganoatlantiruvchi
y —f(x,c),c —const funksiyaga aytiladi:

a) y ixtiyoriy o‘zgarmas C ning xar ganday giymatida differensial tenglamani ganoatlantiradi.

b) boshlang‘ich Y 0 0 0 shart xar ganday bo‘lganda xam o‘zgarmas C nin
giymatini  topish mumkinki, y ~(x ,c0) funksiya berilgan boshlang‘ich shartni

ganoatlantiradi, ya'ni y° —"(x0, c0).
Xususiy yechim - Differensial tenglamaning umumiy yechimidan o‘zgarmasning
mumkin bo‘lgan giymatlarida xosil gilinadigan yechimlar xususiy yechimlar deyiladi.

O ‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama - M (x)dx + N (y)'dy —0 ko’ rinishdagi
tenglama.

Keyslar banki
Keys: Masala 0’'rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching:

(x+13dy- (y- 2)2dx —0

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
= keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

= to'plangan ma’'lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1 Birinchi tartibli oddiy differensial tenglamaning umumiy ko‘rinishi ganday bo'ladi?
2. Koshi masalasi deb nimaga aytiladi?
3. Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi deb qaysi shartni
ganoatlantiruvchi funksiyaga aytiladi?
4. Differensial tenglamaning eng sodda turi ganday ko‘rinishida bo'‘ladi?
5. Qanday ko'rinishdagi differensial tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama
deyiladi?
Amaliy mashg’ulot-2
O‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar quyidagicha yozilishi mumkin:
y'—f (x)'g(y) @
yoki quyidagi ko‘rinishda
M (x)'N(y)dx +p(x) Q(y)dy —0. (2)

Bunday tenglamalarni yechish uchun tenglamaning ikkala tomonini shunday ifodaga
ko'paytirish kerakki, tenglamaning bir tomonida fagat x, ikkinchi tomonida fagat u o‘zgaruvchi
golsin. So‘ngra ikkala tomonini integrallash kerak. Bo‘lishda extiyot bo‘lish kerak, chunki
ifodani nolga aylantiruvchi giymatlarida yechim yo‘qolib golishi mumkin.

Misol 1 Quyidagi tenglamani yeching.

X"y 2y '+ 1—y. 3
Tenglamani (2) ko'rinishga keliramiz.
xa/zg¥_y- L X2y dy —(y - L)dx.
Ikkala tomonini x (y 1) gabo‘lamiz:
y2 , dx
—d —
y-1 X

O'zgaruvchilari ajratildi. Tenglamani ikkala tomonini integrallaymiz:



\"N—dy=f"2; Y +y+iInjy-1]=-1 +c.
Jy-1 J x 2 X

X (y 1) gabo'lishda x=0vay -1=0 yani y =1 yechimlar yo*qgolishi mumkin.

Ravshanki, y = 1 funksiya (3) ning yechimi, x = 0yechim emas.

2. y =f (ax+by) ko‘rinishdagi tenglamalar o‘'zgaruvchilari ajraladigan ko'rinishga
z =ax+by yoki z a +by+” c- ixtiyoriy o‘zgarmas, almashtirish yordamida keltirish
mumkin.

Misol-2. (xy +y)dx + (x +x)dy =0 differensial tenglamani umumiy yechimini toping.

yechish: x”~0, y ~0 deb faraz qilib, berilgan tenglamaning ikkala gismini xu ga
bo‘lamiz. Natijada o‘zgaruvchilari ajralgan quyidagi tenglamaga ega bo'lamiz:

1+ jdx+, 1+1 1dy:0.
v ¥YJ
uning integralini topamiz:

ff1+1Jdx+f|1+1 dy=Ink }

x+tink fFInly EInk |
In Xy fFlInexty=InJc }] Xxyexy=c.
Oxirgi tenglik berilgan differensial tenglamaning umumiy integralidir. Uni topishda
X0 y ™0, deb gabul gilgan Edik. Ammo x =0 va y =0 ham berilgan tenglamaning yechimi

bo'‘lishini osongina tekshirish mumkin. Ikkinchi tomondan, ularni umumiy integralida ¢ =0 deb
topish ham mumkin.

Demak, x = y = 0 berilgan tenglamaning xususiy yechimi.
Misol 3. x(y +1dx y (1+x )dy = 0 differensial tenglamaning umumiy yechimini
toping.
yechish: Tenglamani (1+x )(1+y ) 0 gabo'lib, o‘zgaruvchilarini ajratamiz:
xdx y2 0
1+x2 1+y3
Integrallab, quyidagiga ega bo'lamiz:
—An1+x21- —4dn11+y3& —nc.
2 3 6

Bu yerda kelgusi o'zgartirishlarni osonlashtirish uchun ixtiyoriy o‘zgarmas sifatida
h r (1+x23=C
_y/\
,g\lnC olindi. Yuqoridagi ifodani potensirlab, umumiy yechimni hosil gilamiz: Yllg'r)\// )2 c.
Misol 4: Ushbu "Jl y ~dx+ x ~dy = 0 tenglamaning umumiy integralini toping.

n 2 n 2

Tenglamaning ikkala tomonini ~ x V 'y ko'paytmaga bo'lib, o‘zgaruvchilari
ajralgan

d d
X y _ 0
my
tenglamani hosil gilamiz, bu yerdan umumiy integralni topamiz:

arcsinx + arcsiny = arcsinc. Agar bu tenglikda sinuslarga o‘tadigan bo‘lsak, umumiy
integralning algebraik shaklini hosil gilamiz:



xyjl-y2+yV1- x2—C.

y ga bo‘lishda y +1 yechimni yo'qotishimiz mumkinligini gayd gilamiz.
Bevosita tekshirish y —t1 ni hagigatan ham yechimlar ekanligini ko' rsatadi.

y ~%8—0 boshlang‘ich shart S ni topishga imkon beradi (C—0) va

xV1 Y~+yVi1 —0 xususiy integralga olib keladi.

N tgx'sin ydx+cos x ctgydy —0. N . ctgd/ —tg2x+¢c

2.xy -y —y jlb: XMi+y2 —cy; y —0.

3 xyy'—1- x2 ifb: x?+y? —ncx?
a+cx

4 y-xy'—a@+xy) ip: Y Tax+d

N Bextgydx + (1- ex)sec2ydy —0 ilb: gy —(1 - ex)3;

6.y'g —y ilb: y —€sinx

I

7 (x+13dy- (y- 2)2dx —0 2-y 2(x+1)2'

ilb:
g sec2x'secydx —ctgx'sinydy. ilb: tg2x +sin2y —
9 (y +xy)dx+ (x- xy)dy —0 jib: x-y+in Ky }<.
10. yy'+x —1. jlb: (x- D2+y2—c2
N sina'sinf3da —cosa ' sinf3dP Ib: cosP —€ cosa
12 1+(1+y ey —0 ilb: (ey + Dex—<.
M Zexsinydx —(ex- 1)secydy. ilb: >\| o Tt
14. x2(2yy'-1) —1. iib: X(y2+c) —x2-1
15. y2+x2y '—0; y(-l) —1 J/b x+y —0
16. 2(1+ex)yy'—ex; y(0) —0. j/b: 2ey2 —ex+1.
f M

X2+y-2—2 In  +1

17 Q+x2)y3x- (y2- )x3y —0; y(1) —1 ilb: Vy y
2

+ —

18 (xy2+x)dx+ (x2 - y)dy —0; y(0) —% o VP xe
y'sinx—ylIny;, y f] —.
19. j/lb: y —1
y'—(2y +Dctgx; y y9siA x—1.
20. j/b: 2
TEST
Birinchi tartibI‘i differensial jy —f (xy) —f (xy) fy'—f (x y) Ay (X Y)
tenglamaga qo'yilgan Koshi 1 1 Y

mesalasini aniglang: -] ° Ix = |'&° ][y\:LHO—yO ! HX% yo



Birinchi tartibli oddiy
differensial tenglarma umumiy

y=f("c

*0(xy,c)=0 F(x —y)=0 =f (x,c
yechimi ko' rinishini aniglang; ] & =y) y =f (xc)
O'zgaruvchilarga ajralgan M 10x)dx + _
oddiy differensial tenglamani M j (x)dx+ N (x)dy = 1 ( ) MExy)dx+NeY)dy=av (x,y)dx+ N (x
aniglang. +Nj(x,y)dy =0
O‘zgaruvchilarga gjraladigan M j (x)N (y)dx + M (x,y)dx + M 1(y)dx + Mj (X)dx +
oddiy differensial tenglamani
aniglang. +M2(x)N2(y)dy =0 *tNy)dy=0 +N (x,y)dy=0 +N(xy)dy=0

Quyidagi differensial
tenglanma umumiy yechimini
toping:

1+x3) =Inc@l+y?2
( ) @+y (1+x2J = (1+y3f @+X2) =c@+y3

X(@A+y3)dx-y21+x2)dy =0+x2)3=ec(1+Yy3)2

Birinchi tartibli chizigli oddiy
differensial tenglanani

ko' rinishini toping.

Quyidagi funksiyani bir
jinslilik o‘Ichovini aniglang:

f (X)=Vx +y2

Quyidagi funksiyaning bir
jinslilik o‘Ichovini aniglang:

f (x,9=Xx-xy
X+y

f (X,y) 0o0'lchovli 1jinsli
funksiyani ko' rinishini
aniglang:

Birinchi tartibli birjinsli
differensial tenglamani
yechishda ganday alneshtirish
bajariladi?

M (X, y)dx+N(x,y)

Y+PY=Q(X)  y=f(xy) YFP(Z=Q(X)
*1-0'Ichovli 2-0'Ichowvli 3-o‘'Ichovli 4-0'Ichovli
*0'Ichovi yo'q 2-0'Ichovli 1-0'Ichovli 0-0'Ichovli
_ 11N
*fxY)=pfyj fxy)=px+Y) f y)=pkxy) f ¥)=p —
VxyJ
* 7= Z=Xy Z=X-y Z=X+y
X



MA'RUZA Ne3
Mavzu: Bir jinsli diferensial tenglamalar va ularga keltiriladigan tenglamalar.
Reja
1 Birjinsli funksiya. Misollar.
2. Birjinsli diferensial tenglama. Misollar.
3. Birjinsli diferensial tenglamaga keltiriladigan tenglamalar. Misollar.

Tayanch so’z va iboralar: n-o ‘Ichovli birjinslifunksiya, birjinsli differensial tenglama,

f N

birjinsli differensial tenglamaga olib kelinadigan tenglamalar, — —f
dx alx + bly +c1l

ax + By + ¢

ko ‘rinishdagi tenglama, umumlashgan birjinsli tenglama.

X va y ga nisbatan bir jinsli tenglama o‘zgaruvchilarini almashtirish yordamida osongina
o‘zgaruvchilarga ajraladigan tenglamalarga keltirish mumkin. Bir jinsli tenglamaga ta'rif
berishdan oldin bir jinsli funksiyaga ta'rif beraylik.

Ta'rif. Agar f (x,y) funksiyada x va y o‘zgaruvchilarni mos ravishda tx va ty ga
almashtirganda (t- V parametr) tn ga ko‘paytirilganda yana o‘sha funksiya hosil bo‘lsa, ya'ni

f (tx ty)—tnf(x y)
shart bajarilsa, f (x,y) funksiya n o Ichovli bir jinsli funksiya deyiladi. (n-funksiya bir
jinsliligining o‘lchovi deyiladi).

Bir nechta misollar ko' raylik.

1-misol.

f(xy)—% +yT
funksiya bir o‘Ichovli bir jinsli funksiyadir, chunki,
f (tx, ty) —y](tx)2+ (ty)2 "I +y 2 —t¥ (X, y).

2-misol.
f(xy)—
X+y
0 o'‘lchovli birjinsli funksiya bo‘ladi, chunki
f(tx,ty) —tx-y — — 0 (X, )
(tx, ty) tx+%§/ (x+y) x+y x.y)
ya'ni
f ty) —10f(x,y) .
Tasdig.
f (tx, ty) —10f(x,y)
shartga bo'ysinadigan 0 o'‘lchovli birjinsli funksiyani
f (xy)—R3)
ko'rinishida yozilishi mumkin.
Isbot. Hagikatdan ham, t parametrni tanlab olish mumkin bo‘lgani uchun t —— deb
X
olamiz.
U holda

Fy)—f (K ) —F (x5 y) —F @y) —R3).

2-misoldagi f (x,y) funksiyani quyidagicha yozish mumkin:



f(XY)= =" =— x = V()
XL+Y) 1+Y X
X X
Biz quyidagi 0 o‘lchavli birjinsli funksiya bilan ish ko‘ramiz.
Ta'rif. Agar 1-chi tartibli —=f (x,y) differensial tenglamaning o‘ng tomoni x va y ga
nisbatan 0 o‘lchovli bir jinsli funksiya bo‘lsa, u holda bunday tenglama bir jinsli tenglama

deyiladi.
Shunday qilib bir jinsli tenglamani

—= ) (1)

ko‘rinishda yozish mumkin ekan.
Bir jinsli (1) tenglamani —=u(x) o‘rniga qo'yish yordamida o'‘zgaruvchilari ajraladigan
X

tenglamaga keltirish mumkin, u holda y =uex, bu yerda u-yangi izlanayotgan funksiya.
Keyingi tenglikni differensiallab, y'=u'x+u ni hosil gilamiz. y va — giymatlarini (1) ga
go'yamiz va quyidagini hosil gilamiz:
u'x + u = cp(u)
u'x =cp(u) - u
0‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama. Bundan
du = = ($>(u) - udx\x(g(u)- u)~o
du dx
(p(u)- u X
hosil gilamiz.
Buni integrallaymiz:

r du rdx r du i, N
| ---mmomeee- = 1l— " leeeeeee- =Inx +InC
Jpw-u JIx  J(pu)-u
I} ¢ du
INCjxJ]=f du ~ Cx=elJu-u

Jcep(u) - u
Integrallashdan so‘ng u o‘rniga L nisbatni go'yib, (1) tenglamaning umumiy yechimini hosil
X

gilamiz.
Ushbu
M (x,y)dx +N(x,y)dy =0 (2)

tenglamada M (x,y), N (x,y) lar bir xil o‘lchavli bir jinsli funksiyalar bo‘lgandagina (2)
tenglama bir jinsli tenglama bo'ladi.
Bu 2 ta bir xil o‘lchovli bir jinsli funksiya nisbati 0 ulchovli bir jinsli funksiya
bo‘lishidan kelib chigadi.
(2) ko'rinishdagi tenglamani yechish uchun uni dastlab (1) ko‘rinishga keltirish kerak:
_M*y)
N Y)
nisbat 0 o‘lchovli birjinsli funksiya bo'ladi.
Masalan,
(y 2- 3x2)dy +2yxdx =0
tenglama bir jinslidir, chunki y2- 3x2 va  2yx funksiyalar ikki o‘lchovli bir jinsli
funksiyalardir. Tenglamani yechishdan oldin uni hosilaga nisbatan yechilgan shakliga keltirish



kerak:

Yy
xl-yl 3-(yY

Quyidagi
2’ _f’(__?_)E_J_r_P yre T (3)
dx vax+by+c =
ko'rinishdagi tenglama bir jinsli tenglamaga keltiriladi. Buning uchun x va vy -larni o‘rniga
yangi u va v o‘zgaruvchilarni quyidagicha kiritamiz:
X—u+a, y—Vv+P (4)
Bunda a va P - larni shunday tanlaymizki, tenglama bir jinsli tenglamaga aylansin. Bunday
almashtirishda dx —du, dy —dv bo‘ladi. Bularni (3) ga qo'yib quyidagini hosil gilamiz:
dv N (au+bv)+(aa +bp+c) N
du Lau+bv)+(axa +b¥ +c)y
Quyidagi tengliklar bajarilsa, (5) tenglama birjinsli bo‘ladi:
jaa +bP +¢c —0

Yaa +b6B+c —B (6)

Bu sistemani a va P ga nisbatan yechib, a va P ni (4) ning o‘rniga qo'yib, (3) tenglamani bir
jinsli giladigan giymatlarini aniglaymiz.

ab
Agar o —O0bo'lsa, u holda (6) sistema yechimga ega bo‘lmaydi. Bunday holda (3)
a

tenglama o‘zgaruvchilarini ajraladigan tenglamaga
z —ax+by

o‘rniga qo'yish orqali keltiriladi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutgnHos M.C., HacputanHoB rH. Opanii  audpdpepeHUMan TeHrnamanap.
TOLIKEHT, “ ¥Y36eKNCTOH”, 1994,
2. MoHTpsaruH J1.C. O6bIKHOBEHHUWE auddhepumanbHble ypaBHeHUs. M.:Hayka, 19609.
3. CtenaHoB B.B. Kypc andpepeHumnasnibHbIX ypaBHeHNn. M.: Tn3.dus- mar. nutepartypa.1958
4. 9nbcronby J1.E. AnddepeHunanbHble ypaBHEHUS U BapuaLlMoHHOe ucuunieHve. M.: Hayka..
1965.
5 ®oununnos A.®. C60pHUK 3aga4 no auddepeHunasibHbiM ypaBgHeHnsaM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustagqil ta’'lim mavzulari
1. Integral chiziq. Koshi masalasi. Yechimning mavjudligi va yagonaligi hagida teorema.
2. O‘zgarmasni variatsiyalash usuli.

Glossariy
Birjinslifunksiya - Agar f (~ y) funksiyada x va y o'‘zgaruvchilarni mos ravishda tx

va ty ga almashtirganda (t-V parametr) t ga ko'paytirilganda yana o‘sha funksiya hosil bo'lsa,
ya'ni
f (fxty) —tnf (x,y)

shart bajarilsa, f (x,y) funksiya n o‘lchovli birjinsli funksiya deyiladi.



Bir jinsli tenglama - Agar 1-chi tartibli y f (xy) differensial tenglamaning o‘ng
tomoni x va y ga nisbatan 0 o‘lchovli bir jinsli funksiya bo‘lsa, u holda bunday tenglama bir
jinsli tenglama deyiladi.

Keyslar banki

Keys: Masala o' rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: 2x%y "= X2+Yy2

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
= keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

= to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar

1. no'‘lchovli birjinsli funksiya deb nimaga aytiladi va u gqanday shartni bajaradi?
2. Birjinsli tenglama deb ganday tenglamaga aytiladi?
3. Birjinsli tenglama ganday ko‘rinishda bo‘ladi?
2 2
4. (y 3x )dy + 2yxdx = 0 tenglamani birjinsli ekanini isbotlang?

1 2 2
5. f (x,y) Vx +y funksiyaqanday funksiya turiga kiradi?

Amaliy mashg’ulot-3
Bir jinsli tenglamalar

y = f%/y xJ yoki M (x,y)dx + N (x,y)dy =0

ko'rinishda yozilishi mumkin. Bu yerda M,N lar bir xil darajali bir xil jinsli funksiyalar
yani
M (kx, ky) = kM (X, y)

N (kx,ky) = kN (x,y), VkeR

Bir jinsli tenglamani yechish uchun tenglamada Y ~* yoki % ~ “almashtirish bajarish
kerak. Natijada tenglama o‘zgaruvchilari ajralgan ko'rinishga keladi.

Misol 1 xdy = (x +y)dx tenglama yechilsin. Bu tenglama bir jinsli differensiya tenglama

dy =i+y
chunki dx X .
y = tx desak, dy =tdx+xdt. Bu ifodani tenglamaga qo‘yamiz:

d
x(tdx + xdt) = (x + xt)dx ~ xdt =dx " dt:—x’\ t=In |x |+c.
X

Eski o‘zgaruvchilarga gaytamiz.
y =x(In [x kc)
Undan tashqgari x = 0 yechim bo'lish davrida yo‘qgotilgan edi.

Misol-2. 2x2y1: x2+.y2 differensial tenglamaning umumiy va boshlang‘ich shartni

ganoatlantiruvchi xususiy yechimni toping.
2 2 2
yechish. 2x va x y funksiyalar ikki o‘lchovli bir jinsli bo‘lgani uchun berilgan

tenglama bir jinsli bo‘ladi.
Y =Xxu,

y'=xu'+u



almashtirish bajaramiz.
2x2(u + xu'") —x2+ (xu)2,
2x2(u+xu') —x2(1+u2),x o

deb tenglamani ikkala gismini x gabo‘lamiz. So'ngra o‘zgaruvchilarni ajratamiz:

du 2
2u+2x— —l+u
dx
2xdu —1- 2u + u2)dx.
d d d cd cdu- 1. . . .
! “\ 7 NG S T T
(u- 12 x (u- 2 J2x Ju-12 2

11 —z—in I Finc, 1—1- u)In(c™Jix).
u_

Y
Oxirgi ifodani u ning o‘rniga x giymatini qo‘yamiz:

1— 1- Y In(eNIKk D,  x—(x-y)In(cNI ).
Uni u ga nisbatan yechib, berilgan defferensial tenglamani umumiy yechimini topamiz:

X
Y —x-
In (c"J7X])

y(1) 0 boshlang‘ich shartdan foydalanib, o‘zgarmas s ning giymatini aniglaymiz:

1
0—1- Inc —1, c—e
Inc’
Demak, berilgan tenglamaning xususiy yechimi quyidagicha ko'rinishda bo'ladi:
X
Y —x -
1+ InNjT]j
2. Birjinsli tenglamaga
ax+by+c
y —f

ax+hy+c y
tenglama koordinata boshini
jax+by+c —0
[ax +by +c —0
chiziglarning kesishish nugtasiga ko'chirilgandan so‘ng keltiriladi. Agar to‘g‘'ri chiziglar

kesishmasa a-x+by—k(ax+by va tenglama y —F(ax +by) ko'rinishga keltiriladi va bu

tenglama z —ax+by yoki z —ax+by+c almashtirish bilan o‘zgaruvchilari ajraladigan
tenglamaga keltiriladi.

3. Ba'zi tenglamalar y —z  almashtirish yordamida bir jinsli tenglamaga keltiriladi.

Odatda m soni oldindan noma'lum. Uni topish uchun y —z  almashtirishni tenglamaga
go'yiladi va bir jinslilik sharti talab gilinadi. Agar shunday m ni topish mumkin bo'‘lsa tenglama
bir jinsli tenglamaga keltiriladi, aks holda yo'‘q.

Misol-3: 2x 9y +y —4x tenglamani almashtirish yordamida bir jinsli ko'rinishga
keltiring.

yechish: y —z  deb quyidagiga kelamiz:



é>42n11.4nn6 mx = o +7  =d4x

Bu tenglama bir jinsli bo‘ladi, agar barcha xadlarining darajalari teng bo'lsa:
4+(2m-1)=4m=6 bu yerdan m=3/2 . Shunday qilib tenglamani bir jinsli ko'rinishga

V— 32 . . . .
y=12z almashtirish bajarib keltirish mumkin.
—:y"frEZ y=yJi1fyT;
Misol-4: Ushbu X yoki A VAN bir jinsli tenglamani

umumiy yechimini toping.

yechish: O‘ng tomoni nol o‘lchovli birjinsli funksiyadan iborat.

Y =u _ , ,

X almashtirish bajaramiz, u holda y ux”™ y ux+u.uvay ning giymatini
tenglamaga qo‘yamiz:

u'x+u=u+n/l+u2=>u'x =V1i- u2
Quyidagi o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamani hosil gilamiz:

du k- du . - —
X =>A-u o f—
dx yoki ™~ u
integrallab topamiz:
arcsinu =Inx+Inc.
. n . —=u —=sin(Incx)
Bu yerdan =sin(ncx)- Endi X debo‘rniga qo‘ysak, x ni hosil

gilamiz. Bu yerdan u ni x orqali ifodalash oson: y = xsin(Incx).
Umumiy yechimni topdik.

Amaliy mashg‘ulot Ne 3

N (x2+y2)dx- 2xydy =0 Yy y2=X2- X
y-xy'=—Inx . X

2. — j: —=Xxe

3 xdy- ydx=ydy; y()=1 jix=-y@+inpy)

4.y-xy"=x+yy" i arctg;+ Inc\\;x28+ y2=0.

E ydy+(x- 2y)dx =0. Fx=0-xncly-x)

XY M

j:e x+lnecx=0

7 (y2- 3x2dy + 2xydx=0; y(1)=-2 j: 3y =8(x2-y2)

y-Xy'=xsec—; y(1)=" sin—+1In |x [F0O
8. X j: X

X

8 (By 2+ 3xy + x2)dx = (x2+ 2xy)dyjfs (X+y)2=cx3E xy .

'y
y’ y/\ /yX
=-N - : r
X (pj;lg:}LI cx=v Y

10. Vx 1 j: VX



~o(xy-ylarctgy —x; Y —0

12 (y2- 3x2)dy + 2xydx —0; y(0) —1 j:
y2- 2xy- X2 _

13. Y Ty lioxy T2 YD1

YI—dP{ | +2xdy-y —0; y(0)—/5
14. dx dx

X-ycos— dx+xcosy dy —0
15. X= X i
16, (8Y + 10x)dx + (5y + 7x)dy —O.

17.

—tg—
18. X X
ds s t
dt t s
r
xy = 1+In—]; y() —L.

19.

20. yje
quyidagi differensial
tenglamada erkli o‘zgaruvchi
d d *21a
nechta: x ce —y—Z
dx dy
Birinchi tartibli oddiy
differensial tenglamani *F(XYy,y)—0
umumiy ko'rinishini aniglang.
Birinchi tartibli differensial Ny —f A YY)
tenglamaga go'yilgan Koshi
mesalasini aniglang: %0 —0
Birinchi tartibli oddiy
differensial tenglama umumiy *o(x,y,c)—0

yechimi ko' rinishini aniglang:
O'zgaruvchilarga ajralgan
oddiy differensial tenglamani
aniglang.

M Xx)dx+ N (x)dy —1
O‘z_garl_JvchiIal_’ga ajraladigap M Y(x)#j (y")dx +

oddiy differensial tenglarmeni
aniglang.

Quyidagi differensial
tenglama umumiy yechimini *
toping:

x(@+y3)dx- y 201+ x2)dy (0+x2') =ecl+y5)

+M 2(x)N2(y)dy —0

Birinchi tartibli chizigli oddiy
differensial tenglarmani
ko' rinishini toping.

*Y+P(x)y —Q(x)

N
- TX +y —ex

XY —y (y2+x2). j:

1+x3) —nc(@+y2

X,

y3—y2- x2

Yy —X.

j:y2—5+ 2V5x.

sin—+In x }=.
X

Jj:(x+y)22x+y)3—

%2

x —xe 37
siny —CX
J: X
s2—2t2Inc
j ‘
j:. Y —xe
TEST
5ta 3@ 1@
F(xy,c,)—0 o (y,Y)—0 y —f x,Y)
fy'—f/\ y) fy'_f (Xy) fy'_f (Xy)
AN — 0 [Y'X%O—O [y" X0 —0
F(xy,y)—0 y —f (=¢) y —f (x,¢)
Mj (x)dx +

Mxydx+Nxy)dy—mj(x,y d +N (xd
+Nj (x,y)dy —0

M (X, y Jok+
+ N (x,y)dy —0

Mj (ydx+
+N (x,y)dy —0

Mj (x)dx +
+Ni(x,y)dy —0

2
(1+x2 N —(1+y 3f 1+x2) —c(@1+y3

M (X, y)dx+N(x,y)

y —f fey) —+P(x)z —Q(x)



Quyidagi funksiyani bir
jinslilik o‘Ichovini aniglang:

*1-0'Ichovli 2-0'Ichovli 3-0'Ichovli 4-0'Ichowvli
f (X)=Vx2+y2
Quyidagi funksiyaning bir
jinslilik o‘Ichovini aniglang:
*0'Ichovi yo'q 2-0'Ichovli 1-0'Ichovli 0-0'Ichovli
f(x,Y)= x-x—
X+y
MA'RUZA Ne4
Mavzu: Birinchi tartibli chizigli tenglamalar.
Bernulli, Rikkati, tenglamalari.
Reja
L Chizigli tenglama va uni yechishning o‘rniga qo'yish usuli.
2. Ixtiyoriy o‘zgarmasini variatsiyalash usuli.
3. Bernulli tenglamasi.
4. Rikkati tenglamasi.

Tayanch so’z va iboralar: birinchi tartibli chizigli tenglama, o ‘rniga gqoYyish usuli,
ixtiyoriy O zgarmasni varitsialash usuli, Bernulli tenglamasi, Rikkati tenglamasi.

1 Ta'rif. Noma'lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chizigli (birinchi darajali)
bo‘lgan tenglamalar birinchi tartibli chizigli tenglamalar deyiladi.

Birinchi tartibli chizigli tenglamalarning umumiy ko‘rinishi quydagicha bo'ladi:

—+P(X)¥Y=Q(x), 1)
bu yerda P(x), Q(x) lar x ning ma'lum uzluksiz funksiyalari (yoki o‘zgamasidir).

Agar (1) tenglamanig o‘ng tamoni Q(x) =0 bo‘lsa, (1) tenglama chizigli birjinsli (
boshgacha ma'noda ), aks holda, ya'ni Q(x) ~ 0 bo‘lsa chizigli birjinsli bo‘lmagan tenglama
deyiladi.

Aytaylik, (1) tenglama bir jinsli bo‘Imasin, ya'ni Q(x) ~ 0 teng bo'‘lsin. Bu tenglamani
integrallash (yoki yechimini topish)ning ikki usulini keltiramiz. Birinchisi a) o‘rniga go'yish
usuli va ikkinchisi b) o‘zgarmasni variatsiyalash usuli.

Bir jinsli chizigli tenglama bo‘lgan holni alohida garab chigish shart emas, chunki
Q(x) =0 bo'lganda (1) tenglama ayni vaqtda o‘zgaruvchilarni ajratiladigan tenglama bo‘ladi.

a) o‘rniga qo'yish usuli. (1) tenglamada y =u« deb o‘zgaruvchini almashtiramiz.
Bu bilan y o'‘rniga izlanyotgan yangi o‘zgaruvchi, masalan, u ni kiritgan bo‘lamiz, shu sababli
ikkinchi o‘zgaruvchi v ni yordamchi o‘zgaruvchi deb garab uni o'z hoxishimizga ko‘ra
tanlashimiz mumkin. Kelgusida shunday gilinadi ham, ya'ni (1) da y =u« almashtirish

bajaramiz. y va y' ning u va v orqgali ifodalarini (1) ga quyamiz:

y'=uv+u
u'v+uv' +P(x)uv = Q(x)
u'v+u(v'+P(x)v) = Q(x) (2)

Yordamchi funksiya v ni tanlash mumkinligidan foydalanib, uni o‘rta qavs ichidagi ifoda 0ga
aylanadigan qilib olamiz, ya'ni

V'+P(x)v=0 3)
talab gilamiz. Bu o‘zgaruvchilarga ajratiladigan tenglama. (3) dan



V'+P(X)v=0" — =-P(X)dx”™ InM=-fP(X)dx+InC~

v =Ce fP(x4 (4)
v -ni bu ifodasini (2) tenglamaga qo‘ysak, u uchun o‘zgaruvchilari aratiladigan tenglamani hosil
gilamiz, ya'ni (3) o‘rinli bo'lsa (2) quyidagicha bo'ladi.
u'v=Q(x)
(4) dan esa

Ce-P (¥du'=Q(x)

Cu'=Q(x)efRx)d : (5)
Cdu = Q(x)efPXdxdx
f Q(x)efPXddx + Cj (6)

y =u< bo'‘lgani uchun (4) va (6) dan (1) tenglamaning umumiy yechimi uzil-kesil quyidagicha
ko'rinishida bo'ladi:

- [P(x)dx X)dx
yv=e £ tom)é Bi%dx+C 7)

3) tenglamaning integrallashdan hosil bo‘lgan C o'zgarmas u ni v ¢
kupaytirganda qisgarib ketgani uchun (4) yechimda oldindan C =1 deb olish va (3) chi
tenglamaning umumiy yechimi o‘rniga

-fp(x)ax
3

xususiy yechimni olish mumkin edi, amalda shunday gilinadi. O‘rniga quyish usuli bitta (1)
tenglamani o‘zgaruvchilarga ajraladigan ikkita (3) va (5) tenglamalarning yechimlarini izlashga
olib keladi.

1-misol. —- ay =ehx tenglamani o‘rniga qo'yish usuli bilan yeching.
b) O‘zgarmasini variatsiyalash usuli. Bu usulda bir jinsli bo‘lmagan (1) tenglamani
(Q(x) ™ 0) yechimini izlash o'rniga dastlab unga mos bir jinsli
y'+P(x)y =0 (8)

tenglamani yechamiz, bu tenglama o‘zgaruvchilari ajladigan tenglamadir. Uning umumiy
yechimi:

— +P(X)y =0 — =-P(xX)dx ™ y =Ce fRXdX . 9)
dx y

Bu yerda C o‘zgarmasni C = C(x) funksiya deb garaydigan bo‘lsak, u holda C(x) formulani

shunday tanlab olish mumkin ekanki, (9) funksiya bir jinsli bo‘lmagan (1) tenglamaning
yechimi bo'lar ekan.

(o

C(x) funksiyani topishi uchun y = C(x)e J funksiyaning hosilasini hisoblaymiz, y

va y' ning ifodalarni (1) tenglamalarga qo‘yamiz, ya'ni

— =C (xien"*"' - C(x)P(x)e~IP(Xx*
bo‘lgani uchun (1) tenglama ushbu tenglamaga o‘tadi:

C (X)e ™xdx - C(X)P(x)e-PW™* + C(x)P (x)e"QoXd = Q(x)
C (x)efRXYx =Q(x) (10)

Biz yana o‘zgaruvchilari ajraladigan va noma'lum funksiya C(x) bo‘lgan tenglamani hal
gilishga keldik.  (10) dan



C'(x) —Q(x)e \PX)ck
dC (x) —O0 (x)e\PRbdx

C(x) —] Q(x)e\PXddx + Cx

kelib chigadi. Bu (10) ni umumiy yechimi bo‘ladi. C(x) ning tanlangan ifodasini (9) tenglikka
go'yib bir jinsli bo‘lmagan (1) tenglamaning izlanayotgan yechimini yana (7) ko'rinishda hosil
gilamiz:

- [P (x)dx

JP(x)dx
Y=e¢ J | Q(x)e dx +C (7)

Oldingi (7) bilan bir xil bo*lar ekan.

Bu usulning nomi Co‘zgarmasni x ning funksiyasi deb qarab, uni
variatsiyalaganimizdan (o‘zgartirganimizdan) kelib chiggan.

Bu usul o‘rniga quyish usuli kabi (1) tenglamani o‘zgaruvchilarga ajratiladigan ikkita (8)
va (10) tenglamaga keltirildi.

2-misol. g—yctgx —asinx tenglamani o‘zgarmasni variatsiyalash usuli bo'yicha
X

yeching.
3. Bernulli tenglamasi.
Bernulli tenglamasining umumiy ko‘rinishi:

Y +P(x)y —Q(x)ynneR, (11)
bu yerda n—const. n—0 da Bernulli tenglamasi chizigli tenglamaga aylanadi, n—1 da
o0‘zgaruvchilarga ajraladigan tenglama bo'ladi, chunki uni

Y'+[P(x)- Q(xX)]Y—0
ko'rinishga keltirish mumkin. Shuning uchun n ¢ 0, n ¢ 1 deb faraz gilamiz.
Bernulli tenglamasini tegishli o‘rniga gqo'yish orqali chizigli ko‘rinishga keltirish mumkin.
Buning uchun tenglamaning ikkala gismini yne¢ 0 ga bo‘lamiz:

A+ P (XAr—Q(X)

yn yn
—z deylik, u holda
ynl y
z —(n-9y-ny—1-n) 'y
Y

va Bernulli tenglamasi ushbu ko'rinishga keladi:

-L z'

% 1- n

z mP(xX)z —Q(x)
1- n

z'+(1- nN)P(X)z—1- n)Q(x)
Bu z ga nisbatan birinchi tartibli chizigli tenglama, bu tenglamani yechishni bilamiz. Misol
ko'riladi.
4.Rikkati tenglamasi.
Ba'zi tenglamalar o‘zgaruvchini almashtirish yordamida Bernulli tenglamasiga keltiriladi.
Masalan, Rikkati tenglamasi uning bitta xususiy yechimi ma'lum bo‘lganda Bernulli
tenglamasiga keltiriladi. Ushbu

y'+p(x)y +a(x)y2—f (x) (12)
ko‘rinishdaga tenglama Rikkati tenglamasi deyiladi.



Y—¥ (x) funksiya (12) tenglamaning xususiy yechimi bo‘lsin. Agar y —y (X)+z
almashtirishni bajarsak

y'=yHx)+Z' N yHX)+ 2"+ p (X)(y-6x)+2) +q(x)(y-6x)+ D2 —F (%)
kelib chigadi.

y '(x)+p (X)y (x)+a(x)—=2(x) — (x)
ekaniligini e'tiborga olsak, ushbu
z'+[p(x) +2q(x)y (x)]z+0q(x)z2—0

Bernulli tenglamasi hosil gilamiz.
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Mustagqil ta’'lim mavzulari
1. O‘zgaruvchilari ajralgan va unga keltiriladigan differensial tenglamalar.
2. Bernulli va Rikkati tenglamalari.

Glossariy
Birinchi tartibli chizigli differensial tenglama - Noma'lum funksiya va uning hosilasiga
nisbatan chizigli (birinchi darajali) bo‘lgan tenglamalar birinchi tartibli chizigli tenglamalar
deyiladi.
Chizigli bir jinsli differensial tenglama - y +P(x)y —0(x) tenglamada Q (x) —O0
bo’lgan hol.

Bernulli tenglamasi - ¥ +P(x)Y Q(x)y ,ne R ko'rinishdagi tenglama.

Rikkati tenglamasi - y +p(x)y +q(x)y —f (x) ko’'rinishdagi tenglama.

Keyslar banki

Keys: Masala o'rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: dx
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
« keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

to'plangan ma’ lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1 Birinchi tartibli chizigli tenglamalar deb (nima) ganday tenglamaga aytiladi?
2. Bernulli tenglamasining umumiy ko‘rinishi ganday?
3. Ba'zi tenglamalar o‘zgaruvchilarga almashtirish yordamida ganday tenglamaga
keltiriladi?
4. Qanday ko'rinishdagi tenglama Rikatti tenglamasi deyiladi?
5. Rikatti tenglamasi orgali Bernulli tenglamasini keltirib chigaring?



Amaliy mashg’ulot-4
1.y +a(x)y =b(x) (1) tenglama chizigli tenglama deyiladi. Uni yechish uchun avval
bir jinsli y +a(x)y =0 (2) tenglamani yechish kerak. Uni o‘zgaruvchilarini ajratib yechish
mumkin.
— =-a(x)dx
Y
Umumiy yechimdan o‘zgarmas s ni ¢ =c(x) funksiya deb va topilgan yechim y =y(x)
ni (1) ga qo'yib s(x) topiladi.
2. Ba'zi tenglamalarda x o‘zgaruvchini funksiya, u o‘zgaruvchini argument deb olinsa,
chizigliga aylanadi.

Masalan: y = (2x+y )y , y =y(x) tenglamani quyidagicha yozamiz:
ydx= @x+y Yoy r D=y 2
dy 'y

va tenglama (1) ga o‘xshab yechiladi.
Bayon gilingan bu usul ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash (yoki Langranj) usuli
deyiladi. O‘rniga qo'yish usulini kiritish mumkin.
3. Bernulli tenglamasi
y +a(x)y =b(x)yn (3)
1

n-1
ikkla tomonini y ga bo'linib, y almashtirish bajarib, chizigli tenglamaga

keltiramiz.
4. Rikkatti tenglamasi:

y +a(x)y +b(x)y2=c(x)  (4)
umumiy holda kvadraturalarda yechilmaydi. Lekin uning biror —(x) xususiy yechimi

topilsa tenglama y = —4(x) +z almashtirish yordamida Bernulli tenglamasiga keltiriladi. Ba'zan

(4) tenglamaning xususiy yechimi o‘ng tomon s(x) ko‘rinishga garab topilishi mumkin.
. n ;

N i b
Masalan: vy y ~ tenglamada y = almashtirish bajarsak, chap va o‘ng
tomonda bir xil hadlar paydo bo‘ladi. Noma'lumlar oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirib
xususiy yechimni topamiz, lekin buni har gachon ham qilib bo‘lmaydi.

, ~ 6 a
Y+2¥=— S ) S Y=-
Masalan: x  tenglamada yuqoridagi fikrlashlar xususiy yechimni X
ko'rinishda olishga undaydi. Uni tenglamaga qo'yib, a noma'lumni topamiz.
a a2 2a 6
y =— — — —4—=— -a+2ax=6
X X X X

N 2ax- (a- 6)x0=0" 2a=0" a+6=0.
bunday a yo‘q.

Misol-1: (x x)y +y =x (2x 1) tenglamaning umumiy yechimini va y(-2)=2
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimni toping.

yechish: Berilgan tenglamaning ikkala gismini x -x ~0 gabo'lib, uni (1) ko'rinishdagi
tenglamaga keltiramiz:

y _ x2A2x-1)

Y +
X2- X X2- X



1 1 « x2(2x-a) x(2x-1J

Bunda a(x) —x2- x x’(x-a)\’ x(x- 1) X-1
- \a(x)dx
y-=€61 | 1 b(xX)eXa(x)ddx + ¢
Quyidagi formulaga asosan berilgan tenglamaning
umumiy yechimi quyidagi ko'rinishda bo'ladi:
dx dx
: x(2x- 1) -
y — | (<1 x(2x )e x1)dx + ¢
\ x-1

Bu yechimdagi integrallarni topamiz:

1
dx A, B A—1,B—1
X(X-1) x x-1 x(x-12
11 -1
4. \K— InKPIn k- 10
X Xx-1 X
a)
\X(ZX b I) X;(lev—_\X(ax:ll) L X-1 ax —
1 x-1 1 x-1
—\(2X - ) dx —(x2- X);
X-1 X-1
bunda musbat va manfiy ishoralar x x  tenglamadan hosil bo‘ladi. Topilgan

(a) va (v) integrallarni umumiy yechimga qo‘'yamiz:
x-1
y — XY £(x2- x)+c) — KtXx2- X)+c) —
X-1

X
—t e (£X(X- )+c) —X - .
X-1

Undan y( 2) 2 shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimni ajratib olamiz:

2 . 2
2 —4 - Con c—3’\y—x——3x
-2 -1 X-1
d
yl- 2xy —3
Misol-2:  dx differensial tenglamani umumiy yechimini toping.
yechish: Bu tenglamaning barcha hadlarini x2ga bo'lib, qayta yozamiz:
dy 2 3
dx  x2X %3
a(x)— 2, b(x) —2
Demak, berilgan misolda X X bo'lib berilgan tenglama
+a(x)y —b(x)
dx tipdagi birinchi tartibli chizigli differensial tenglama ekan. Berilgan

tenglamada y —u'v deb olamiz, u holda
dy du dv

dx almashtirishdan so‘ng quyidagiga ega bo‘lamiz:



2 . .
xv—qy——+ux/x—qy———2v/=3 *)
yoki dx dx
X —qy———z"v =0
Bu yerda v ni shunday tanlaymizki, dx bo‘lsin. Xuddi shuningdek
d
v x——l—J——— U 2 dv du
dx X u™k =0 D 2u=0 . .
tenglamada u ni  dx bo‘lsin deb tanlash mumkin.
dv ~
X =mmmmn 2v=0
dx tenglamada o‘zgaruvchilarni ajratib, v ni topamiz:
dv ,dx
—2— =0 2
Y X bundan Inv-2Inx = ¢ yoki v=cx . Yuqoridagi aytib o‘tilgani ¢ = 1

bo‘lganidagi v = xzxususiy yechim bilan cheklanish mumkin. v ning ifodasini almashtirilgan (*)
tenglamaga go'yib u ni topamiz:

xziu =3 du = 3ax
dx Void X
1
U=—-+cC y=uw
bundan X formulaga u va v uchun topilgan ifodalarni qo'yib,
berilgan chizigli differensial tenglamaning umumiy yechimini hosil gilamiz:
y=cx? 1.
X
dy 3 32
________ y =-X
Misol-4;: Ushbu ~  x Bernulli tenglamasini umumiy integralini topaylik.
\ 31 = _x3
Tenglamani ikkala gismini u2 ga bo'lib, quyidagini hosil gilamiz: y2 dx xvy
1 1 dy dz
y deb olamiz; uholda y x va tenglama ushbu ko‘rinishga keladi:
dz .3 3
—-3—-7 =X
dx x
dz 3 n
----- —7 =0

Bu chizigli tenglama variatsiyalash usuli bilan integrallaymiz. Bir jinsli dx x
c
tenglamaning umumiy yechimi: x3 . Bu yerda c=c(x) deb quyidagini hisoblaymiz:
dz dc(x) 1 3c(x)

4
dx dx  x3 " vachizigli birjinsli bo‘lmagan tenglamaga go‘yamiz:

de(x) 1 3c(x) |3c(x) _~ C(x)=xL+c
dx X X 4 x3 yoki dc(x) = x bu yerdan 7 , binobarin
4 - 1
bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning umumiy yechimi 7 X bo'ladi z ni y bilan

almashtirib, quyidagini hosil gilamiz:

— +-r , o .
1.y 7 x vyoki 7 dx  x JrY=cx+x
2

— +t— =X Y E X+ —



10

11

12

13

15.

16.

17.

18

1+yndx —"1+y2siny - xy)dy

y 2x- (2xy + 3)dy —0

xXy'+Y-ex—0; y(a)—b

-1-x—0; y(0)—0
1- x2

1
Y- ygx —-——--; y(0) —0
COSX

y -3y "
X

2 e~
y y

Y'cos X - y sinx —sin2x

. (a2+x2)y '+ xy —1

. Y'- ytgx —ctgx

. Y'+ay —eN
2ydx + (y2- 6x)dy —0
1

Y —
2X-—

Y
2y lny +y - x

X(y"-Y)—1+x K
. y'+ch,(X)-®(X)®,(X) _01

.y —cedi® +@ (x)-1

19

20

21.

. Y'-ytgx —secx; y(0)—0

Xy'+¥Y-ex—0; y(a)—b

Xy Y —X; y()—o
X +1

t(1+ 12)dx —(x +xt2- 12)dt;

Y
]

: XV1+y2+C0Sy —C

x —cy2 _1

Yy
ex ab- ea

X X

] 1+ X
y —(xV1- x2 +arcsinx).
v 1- X

j? Yy —CX3- X2

J:

IE

c-¢€
y_“ 27 -
C- COS2X

.Y
j: 2C0S X
Inc(x +Va2+x2)

a2+ x2

2N
X
Y—e In[ |+--é- +cex

- berilgan funksiya.

X
—u
COS X

ex+ab- ea
Y-—m

X
Y —-—-r(x- 1+ In] x
x+1( IxD

. X —tarctgt



Quyidagi funksiyaning bir
jinslilik o‘Ichovini aniglang:
*0'Ichovi yo'q

feo=xy

f (X,y) 0o0'lchovli 1jinsli
funksiyani ko' rinishini
aniglang:

Birinchi tartibli birjinsli
differensial tenglarmani
yechishda ganday alneshtirish
bajariladi?

‘]-' ( ax+by+c I
> Maxtby+cqy
a b
laA= 0
a b
o¥g@ nday almeshtirish
@*

dy = f( ax+by+c I

dx Vax+by+cqg

*f (xY)=plfy ]

Q> X=a+uy=/73+v

egareda Az © 0 o 2T TDY

a b
bo'lsa, ganday almeshtirish
bajariladi.

Birinchi tartibli chizigli
tenglamani yechish usuli

* Ixtiyoriy 0'zgarmasni
nomini aniglang.

variatsiyalash usuli

O'miga qo'yish usulida
ganday almeshtirish bajariladi?
Umumlashgan birjinsli
tenglameda ganday
almeshtirish bajarilishini
aniglang.

Quyidagi tenglarmaning
umumiy yechimini toping:

*y = uv

*Y=za

*y =xsin(Incx
y +Vx2-y2 y ( )
X
Tenglamaning umumiy
yechimini aniglang:
1 sin X

*y =1 (c- cosx)
Y+ Y= x
X

TEST

2-0'lchowvli

f(xy)=p(x+V)

Anigmas
koeffitsientlar usuli

y = xIn(sin cx)

y =1 (c- sinXx)
X

1-0'Ichovli 0-0'Ichowvli
(11
fxy)=pxy) f&x¥)=p —
Vxy J
Z=X-Y Z =X+ y
Xx=au,y =3 X=zy
z=hy z=ax+c
Ketma-ket Ketma-ket yo ‘qotish
yaginlashish usuli usuli
y =uv2 y=u+yv
- y =uv
Y=y
y = xIn(coscx) @ <c

y =—(c- cossin x)y =1 (c- arccos x)
X X



MA'RUZA 5

5. Mavzu: To'liq differensialli tenglama. Integrallovchi ko' paytuvchi.
Reja:
1 To'liq differensialli tenglama .
2. Funksiya to'liq differensialli bo'lishining zaruriy va yetarli sharti.
3. Integrallovchi ko'paytuvchi.

Tayanch so’'z va iborlar: to‘liq differensial tenglama, tenglama to‘liq bbilishining
zaruriy vayetarli sharti, integrallovchi ko paytuvchi.

1. Agar
M (x,y)dx + N (x,y)dy —0 (D

tenglamaning chap tomoni birorta U (x,y) funksiyaning to‘liq differensiali, ya'ni
M (x,y)dx + N (x,y)dy =dU (X, y)

bo‘lsa, (1) tenglama to‘liq differensialli tenglama deyiladi. Bu holda uni quyidagicha yozish
mumkin:

dUu(x,y) —0
Buni integrallash bilan quyidagi umumiy integralni (yechimni) hosil gilamiz:

U(x,y) —C
Quyidagi savolning yuzaga kelishi tabiiy: qanday shartlarda (1) tenglama to‘liq differensialli
dU(x,y) —0 tenglama bo‘ladi va U (x,y) funksiya qganday topiladi? Quyidagi teorema bu
savolga javob beradi.
2. Teorema. Ushbu

M (x,y)dx + N (x,y)dy )
differensial ifoda (bu yerda M (x,y) va N (x,y) funksiyalar xOy tekislikning D sohasida
aniglangan va uzluksiz bo ‘lib, uzluksiz
dM(x,y) dN (x,y)
va

xususiy hosilalarga ega) birorta U/( X,y funksiyaning tolig

dy dx
differensialli bo ‘lishi uchun D sohaning barcha nuqtalarida
dM dN
—————— —_— 3
dy dx ®)

shart bajarilishi zarur vayetarlidir.
Isbot. Dastlab bu shartning zarurligini isbot gilamiz. Buning uchun shunday U (x,y)

funksiya mavjudki, uning uchun dU —M (x,y)dx + N (x,y)dy bo‘ladi deb faraz gilamiz
va (3) tenglikni isbot gilamiz. U (x,y) funksiyaning to'‘liq differensialli
DU du

du (x, dx + d
(x.y) ™ a3y y
ifoda bo'‘ladi. U (2) ga teng bo‘lgani sababli istalgan dx va dy uchun o‘rinli bo‘lgan
M (x,y)dx + N (x,y)dy = dx + dy
dx *—

ayniyatga ega bo‘lamiz. dx va dy oldidagi ko'paytuvchilarni tagqoslab topamiz:

du du
M (X, yf— . N(xy) —
dx dy



1-tenglikning ikala tomonini u bo'yicha, 2-tenglikni x bo'yicha differensiallaymiz, natijada:
dM  dau 8N _ dU
dy dxdy’ Dx  dydx

N ™
Ue CZ(D) bo‘lgani uchun-(-j--z-u---= 4 bo'ladi.
dxdy dydx
Teorema shartiga ko'ra aralash hosilalar teng bo'ladi, ya'ni
du daJ
dxdy dydx
) . dM dN ) . . . o
Bularni chap tomoni ------ R mavjud bo'‘lgani uchun (xususiy hosilalar uzluksizligidan)
dy dx
N ™ daJ _ dau
bu hosilalar mavjudki, ya'ni U e C (D) bo‘ladi, ----——--= ------—-- aralash hosila teng bo'ladi.
xdy  dydx
dM dN . o
Bundan ------= - kelib chigadi.
dy dx

Endi yetarliligini isbtlaymiz. Buning uchun (3) shart bajarilgan deb, faraz gilamiz. (2)
ifoda birorta U (x,y) funksiyaning to‘liq differensialli bo‘lishini, ya'ni

du n du A/ n
— =M (X,y), — =N(xvy) (4)
dx dy

tenglik o‘rinli ekanligini isbot gilamiz.
Bu bilan masala xususiy hosilalai ikkita differensial tenglamadan iborat (4) sistemani
ganoatlantiruvchi U (x,y) funksiyani topishga keltiriladi:

(4) tenglamalarning birinchisini olamiz:
————— =M (x,y) buni [x0,x]oralig bo'yicha integrallab quyidagi yechimni topamiz:

dx
X

U(x,y)=fM(x,y)dx+p(y) (5)
bu yerda x0 D sohaning birorta P0(x0,y0) nugtasining absissasi p(y) esa uning VC
0‘zgarmasning o‘rnini bosuvchi birorta funksiya, chunki x bo'yicha differensiallasak, yana
oldingi tenglama hosil bo‘ladi (p'x(y) = 0). p(y) ni shunday aniglaymizki, (4) tenglamalarning
ikkinchisi ham ganoatlantirilsin. (5) ni ikkala gismini y bo'yicha differensiallaymiz, u holda

du d "

— M (x,y)dx + p(y)
dy dy

"0

du

birog --—- = N (x,y bo'lgani uchun va aniq integralni parametr bo'yicha differensiallash
dy

teoremasiga ko‘ra

— fM (X, y)dx = fdM (X = dx
ayt (X,y) / éy—)



bo‘lgani uchun
N(x,y) —I dx +p'(y)
dy

dM dN
Shartga ((3) shart)------—---—-- ga ko'ra
d

p'(y)—N(xy)- 1dNq,y) ~

Keyingi integral

FAN(LY) * N y) o—N(Xxy)- N(xy)

x0

ga teng, shu sababli
p (Y)—N(X,Y)-N (x,Y)+N(x0,¥Y)=>p (¥Y)—N( 0)
ni [Yo,¥Y] gacha integrallaymiz (y bo'yicha) bu yerdan

p(y) =N y)dy +C
-0

buyerda yo D sohadagi PO0(x0,y0) nugtaning ordinatasi , C -0‘zgarmas.
p(y) ni topilgan giymatini (5) tenglikka qo'yib, quyidagini hosil gilamiz:
X Yy
U(x,y)=IM (x,y)dx + | N(x,y)dx + p(y) (6)
Shunday qilib U (x,y) funksiyaning mavjud ekanligini isbotlanibgina golmasdan, hatto
bu funksiyani topish uchun formula ham keltirib chigarildi.

Aslini olganda tegishli masalalar yechganda tayyor (6) formuladan foydalanmasdan,
umumiy holdagi kabi yo‘l tutish mumkin (yoki aniq integrallarni anigmass integrallar bilan
almashtirish kerak)

Misol ko'riladi.

1-misol. (7x + 3y)dx + (3x - 5y)dy —0

M
3. Agar ------———-- shart bajarilmagan bo'‘lsa, u holda (1) tenglama to‘liq differensialli

tenglama bo‘lmaydi. Birog bu tenlamani ~(x,y) funksiyaga ko‘paytirish bilan uni to'liq
differensialli tenglamaga keltirish mumkin. Bunday funksiya berilgan differensial tenglama
uchun integrallovchi ko‘paytuvchi deyiladi. Har ganday differensial tenglama uchun
integrallovchi  ko'paytuvchi mavjud, Birog uni topish oson emas. (1) tenglamaning
integrallovchi ko‘paytuvchisini ganday izlanishini ko‘rsatamiz.

Ushbu

fi(x,y)M (x,y)dx +fi(x,y)N(X,y)dy =0



tenglamato‘lig diffrensialli tenglama bo'lishi uchun

d(uM) d(p.N)

dy dx
yoki
Ol IM_ grou - dN
dy dy d dx
N LL M Al rdM dNA
Al =y 7
dx dy dy dx ")
shart bajarilishi kerak.
(7) tenglik birinchi tenglamaning integrallovchi  ko'paytuvchilarining differensial
tenglamasidir, chunki uning har bir yechimi (1) tenglamaning ikkala tomoniga

ko‘paytirilgandan so‘ng wuni to'liqg differensiallardagi tenglamaga  keltiriladi. 4 (x,y) ni
topish uchun xususiy hosilali (7) differensial tenglamani integrallash kerak. Umumiy holda
bu masalani yechish qgiyin. Agar uy, fagat birgina x yoki y o‘zgaruvchiga bog‘liq bo'lsa,
masala ancha soddalashadi. Biz shu ikki holni garaymiz.

1-hol. y = 4 (x) bo'lsin. U holda (7) tenglama ushbu ko'rinishini egallaydi.

du (x) (dM dN~
N — =

dx oy dx
yoki
dM dN
dy (x) _ dy dx dx
L (x) N
bu yerdan
dM dN
nu=f ¥ Facsc,
N
ya'ni
dM dN
S AN XL dx
- N
u(x)=e (8)
(VCo'zgarmas nolga teng deb olingan, chunki gandaydir bitta integrallovchi
ko‘paytuvchiga ega bo'‘lsak, kifoya).
dM dN
dy dx . . .
Bu holda---------------- ifoda y - ga bog'lig bo'lmasligi ravshan.
N
. - oy
2-hol. y = u(y) bo'lsin. U holda (7) tenglama ushbu ko'‘rinishda bo'ladi: ---—-- =0
dx

Lid ~y) dM  dN\
M =-y,
dy dy dx



yoki

dM dN
du(y)— dy dxdy
u(y) M y
bu yerdan
J-yL _yLdy
u(y) —e (9)
bu yerda C —0 deb olingan.
dMm UN
¥— dx . ]
Bu holda ---------------- ifoda x -ga bog'‘lig emas.
M
(1) tenglamani to'lig diferensialli tenglama ko'rinishiga keltirish uchun garalayotgan xususiy
dM UN
hollarda odatda quyidagicha yo‘l tutiladi.--------------- ifoda tuziladi va uning N ga nisbati
dy dx

olinadi. Agar bu ifoda y ga bog'lig bo‘Imasa, integrallovchi ko'paytuvchini topish uchun (8)
. dM  UN. . . L
formuladan foydalanish kerak; aks h o ld a ----------—-—--- ifodaning M ga nisbati olinadi, agar bu

nisbatx gabog'lig bo‘lmasa, u holda x gabog'lig bo‘lmagan u ko'paytuvchi mavjud va uni
(9) formula bo‘yicha topish mumkin.

U —U(®(x,Y)) -ko'rinishidagi integrallovchi  ko'paytuvchi. ®(x,y) - berilgan
funksiya

M (x,y)dx + N (x,y)dy =0 (1)

AU ljfdu _ ydM dNg
dx dy dy dx @

du_du d® du_du d®
dx d® W' dy d® dy’

NN\
gdu UnArUu de (dM_UNA

d® dx d® dy Ndy  dx)

N\
G J9D_ 08y, U
y

dM UN
1 du _ Wy dx

u d® ATd® ™M d®
Ux dy



No)=e™ - —Ff (a)=f(ax,))

bog‘ligbo‘lsa ~ (1) tenglamauchun u =~ a(x,y)) integrallovchi ko‘paytuvchi
D a(x,y) =% a(xy) =y~ u(x), u(y) mavjud.

da n da
2) a(x,y)=X+Yy (10)da — =1, — =+#1
dx y
dM dN
dy
= +
N+ a(xty)
bo‘lsa, u holda u = 1 (x + y ) mavjud.
3) o(x,y) =x2+*y2(10) da
°0 =2X, Dt=+2—
dx O—
dM dN

dy D =a(x2ty?)
2(XNtyM)

bo‘lsa, uholda 1 = 1 (x2 £ y2) mavjud.

454a(/x,y)q=x-y (10} da da =y, da _x
dx dy
DM DN
IW dx
=a(x

JN - XM (xy)
bo‘lsa, u holda u, = 1, (x *y) mavjud.
5 a(x,y)=— (10) da

X
da y 1

dx _ x2 D— x



dy dx /Y4

—®(-)

-— N-—M X
X X

bo‘lsa, u holda u —u (~) mavjud.
X

u(x,y) —u (x)u (/5 ko'rinishida integrallovchi ko‘paytuvchi gidiramiz:
JIy~ . du fdM UNA
—u
dx dy Ndy  dx) @)

u((x,Y)—u(x)u2(y) ni(7) ga gqo'yamiz.

Nuz() -MagM yuyy" —uIx)u,(Y) dy u()|u(x)u2(y)o|oo

jy--1_du(x) M 1 yu2y) UM UN

u((x) W u2(y) dy dy Wk
dM UN
—N/ (X)- M7Z2%y),
dx
bu yerda
1 Uu(x) Uu(x)
/ dx,
I (X) U(x) WK U (%) ( x)dx
9%
u-x) —eJ
UuuY) —/ (y)dy =*/,(y)— 1 Uu(2
u (y) u(y) vy
/
u2(y)—e| 2AY)
Misol.

(y4-4xy)dl +(2xy3- 3x2)dy —0 (x >0,y >0) (1/4y3<x<2/3y3J
tenglama umumiy yechimini toping. Bu tenglama to‘liq differensialli bo‘lmaydi.

M —y4- 4xy, N —xy3- 3x2
va

dMm ., 3, UN , 3 N dMm UN
—————— —4yJ- 4x, — —3y - 6X N - —

dy dx dy dax
Berilgan tenglama u(x,¥) —A (x)u (4 ko'rinishidagi integrallovchi ko'‘paytuvchiga
ega, chunki



DM DN . 3 3 N4 3 . N2 ,4 42 T2 2
————————————— =4y - 4x- 2y -6x)=(2xy -3x )— (¥ - 4xy)=—=N— M —
Dy dx X Yy X y
Bundan
2 2 f2adx j- dy
¥1(x) =-, Wily)=~, MX)=e x =2, u2yy)= =Yy2.
X y

Demak, u (x,y) = x2y 2. U holda
X2Y2(Y4- 4xy)dx + x2y 2(2xy3- 3x2)dy =0~

N (Xx2y6- 4x3y 3)dx + (2x3y 5- 3x4y 2)dy =0
Oxirgi tenglama uchun esa

DM

..... _ox§ 8104 2 DN
Dy

=6X§/ 5—150x§

Bundan tenglama to'lig diffenrensialliligi kelib chigadi. Bu esa tenglama to‘liq yechildi degani.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutgnHos M.C., HacputanHos rH. Opanii  andpdpepeHUMan TeHrnamanap.
TOLIKEHT, “ ¥Y36ekuctaH”, 1994.
2. MoHTpsArnH J1.C. O6bIKHOBEHHME andchbepunancHbie ypaBHeHMsA. M.:Hayka, 1969.
3. CtenaHoB B.B. Kypc audpepeHumnanibHbIX ypaBgHeHWiA. M.: Tn3.du3- mat. nutepartypa.1958
4. 9nbcronby, J1.E. AuddepeHumnasnbHble ypaBHEHUS U BapualMoHHOe ucuunieHre. M.: Hayka..
1965.
5. dnnmnnnos A.®. C60pHUK 3aga4 No gndicbepeHuMasibHbIM ypaBHeHUsIM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustagqil ta’'lim mavzulari
1. O'zgaruvchilarigi nisbatan birjinsli va umumlashgan bir jinsli tenglamalar.
2. To'la differensial tenglamalar.

Glossariy
To'liq differensial tenglama - Agar M y)dx + y)dy —0 tenglamaning chap
tomoni birorta U(x,y) funksiyaning to'liq differensiali, ya'ni M (x,y)dx + N(x,y)dy =dU(x,y)

bo‘lsa, (1) tenglama to‘liq differensialli tenglama deyiladi.
To'la differensial tenglama bo’lish zarur va yetarli sharti - Ushbu

M (x,y)dx +N(x,y)d— differensial ifoda (bu yerda M (x,— va N(x,— funksiyalar xCy
DM (x,y) dN(x,y)
tekislikning D sohasida aniglangan va uzluksiz bo'lib, uzluksiz dy va dx

xususiy hosilalarga ega) birorta U(x,y) funksiyaning to‘lig differensialli bo‘lishi uchun D
DM DN

sohaning barcha nuqtalarida dy  dx shart bajarilishi zarur va yetarlidir.



9.

dMm

Integrallovchi kopaytuvchi - Agar Wy
tenglama to'liq differensialli tenglamaga aylantirish uchun tenglamani ko'‘paytirish lozim
bo’lgan u (x,y) funksiya.

UN

shart bajarilmagan bo‘lsa, u holda (1)

Keyslar banki

y'+ ° +y2-—0

Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: X+1
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
« keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

= to'plangan ma’'lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1 Qanday tenglama to'liq differensialli tenglama deyiladi?
2. Qanday shart bajarilmasa N(x,y)dx+N(x,y)dy=0 tenglama to'liq differensialli tenglama

deyiladi?

3. Berilgan differensial uchun integrallovchi ko‘paytuvchi deb nimaga aytiladi?
4. N(x,y)dx+N(x,y)dy=0 tenglama to'liq differensialli tenglama bo'lishi uchun ganday

shart bajarilishi kerak?

(y4 - 4xy)dx + (2xy3- 3x2)dy —O

(x>0,y >0) (1/4y3<2/3y3)

tenglama to'liq differensial tenglama emasligini isbotlang?

5.
y'ty —xJy
9
T

dy ~
2Xy— -y +x—0

dx
ydx +f x———lx@/\dy—o

vV 2 )

3xdy —y(1 +xsinx - 3y3sinx)dx
Xy"+ " [xy —y
y l+Xy —xy3
yY +y3—x+1 y(l)—1
(1- x2)y'-xy —xy2; y(0) —0,5

10 y '+2xy —2XYy

Yy

11. Y T x4}

IE
i

Y —

Amaliy mashg’ulot-5

y—fx— 2+ce 2 ’

D y(x2+cx)1

y2—xIn-
X

1
X2 —a

.y 33+ ce@x) —x

Xx>0. —Inc ; x<0. ——Incx
X X X

1
2—a 2
1+cex
y3—x+ce x; y3—x- 2el x

1

j: 3>M1- x2-1

j:

—CeX —X2+-
2
Y
1
Y —
@+x)[c+Inu+x |



12. y™-1(ay '+Y) = x j.ny"=cea +nx-a
f£J2 n

)

~y@d+Inx+cx)=1

. 2 2
13. vY J jix =yfc-y
14 xy'+y =y2Inx

15 Y'- ytgx+¥Y2cosx =0 . Y(x +¢) =secx

= ¢ + In(cos x
y +2y = 24y ye ( )+th

16 X C0S2X i

X
17 xy'-4y- x24—=0 y =—In lcxI

7

2. hd 1

ydy___?._y__ dx = —]2( Yy 2 =Ce «x _b
18. X X j: a

Y= ¥R - ¥2, A(x) -
19. K x) berilgan funksiya.

Kx)
Y=
j: X+C
20. 2xylny- x)y'=y & xy(c- In2y) =1
TEST

O'miga go'yish usulida
ganday almeshtirishbajariladi?
Umumlashgan birjinsli
tenglamada ganday . _
almeshtirish bajarilishini Y=za y=z+x
aniglang.

Quyidagi tenglamaning

umumiy yechimini toping:

*y:uV y:ual y:uv2 y=u+v

y = uv

Vi k2 YD *y =xsin(Incx) y = xIn(sin cx) y = xIn(coscx) Q| X <
X
Tenglamaning umumiy
yechimini aniglang: _ ) . _ )
1 sin x *y =1 (c- cosX) y=1(c- sinx) y ;(c cossin x)y %((c arccosx)
Y+ Y= X X
X X
Quyidagi tenglamelami gaysi . _ | _
bin Bernuili tenglarresi *y+P(x)y =e(x)ya Y POYTOON2EFH y+Q(x)y 2= F (x) y +QX)y2=F (X)ya
hisoblanadi:
Bernulli tenglamesi ganday " il - N
tenglamega keltiriladi? Chizigli Birjinsli Eyler Rikkati
1

Rikicati tenglamesini aniglang. y+P(x)y +Q(X)Y2=1 (xi+0 (x)y 4= F(X) x2y"+P(x)y2 = 0 y+p(x)y3=Q(x)

Rikkati tenglamesi awal . . O'zgaruvchil

anaylmannaga II<EItiriIadi? * Bernulli Lagrany : ajralga:]arga Klero
Rikiati tenglamesining 4

yechishda ganday almeshtirish * Y= —qx)+z y=uw y =- Q -

bajariladi. v



Differensial tenglamato'lig

bo'lishining zaruriy va yetarli
shartini aniglang: UN dM dM _ UN dM  dN dM _ d2N

(M (X, y)dx + N (x,y)dy —()) dx W W WK dx2  Uy2 dxdy dxdy



MA'RUZA Ne6 (Ne7)
Mavzu: Koshi masalasi yechimi mavjudligi va yagonaligi .

Reja
1 Koshi masalasi hagida tushuncha.
2. Mavjudlik va yagonalik teoramalari. Koshi, Pikar-Lindelef, Peano teoremasi.
3. Ekvivalentlik lemmasi. Gronuoll lemmasi.

Tayanch so’z va iboralar: birinchi tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasi,

Koshi teoremasi, Pikar - Lindelef teoremasi, Pikar teoremasi, ekvivalentlik lemmasi, Gronuoll

lemmasi.

Koshi masalasining go'yilishi:
N (X,Y) (1)
dx

tenglama berilgan bo‘lib, unda f (x,y) funksiya R2 tekislikning D sohasida aniglangan,
uzluksiz va | interval Ox o‘gidagi interval bo‘lsin, x0ni o'z ichiga oladigan | intervalni va shu

I intervalda aniglangan uzluksiz differensiallanuvchi hamda ushbu

10.(x,p(x)) e D (xel)
< 20.p(x) —f (x,p(x)) (xel)

f.p (x0) —o,(x0,—0)e D

shartlarni ganoatlantiruvchi y —p (x) funksiyani topish talab etiladi. Bu masala gisgacha

jy, fx¥) @

1y (x0) —0 (2)
kabi yoziladi va (1) tenglama uchun Koshi masalasi (yoki boshlang'ich masala) deyiladi.
Yugqoridagi 10, 20 va 30 shartlarni ganoatlantiradigan funksiya | intervalda Koshi masalasining
yechimi deyiladi.

Har bir (1) ko‘rinishdagi differensial tenglama uchun Koshi masalasi (1) va (2) ning
yechimi bormi? Agar bunday yechim bor bulsa yagonami?- degan savollarga javob berish kerak
bo‘ladi. Bu savollarga javob beradigan teoremalar mavjudlik va yagonalik teoremalari deb
yuritiladi. Quyida ulardan asosiylarni keltiramiz va Koshi-Pikar teoremasini isboti bilan beramiz.

1-TEOREMA(Koshi teoremasi). Agar f (x,y) funksiya D sohada aniglangan va

df(x y)

uzluksiz bo‘lib, uning y boYyicha xususiy hosilasi --—--—-- - — , biror G(G ¢ D) sohada

dy



aniglangan va uzluksiz bo ‘Isa, u holda:

10 (1) tenglamaning x0- ni 0 Z ichiga oladigan biror intervalda aniglangan va har bir berilgan
(x0,¥0) e G nugta uchun y (x0) = y0 boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud.

20. Agar (1) tenglamaning ikkita y = (p(x) va y =/ ( x) yechimlari x0 da ustma-ust tushsa,
ya'ni (p(x0) =/ ( x0) =y0, bo'lsa, u holda bu y = (p(x) va y =/ ( x) yechimlar aniglanish
sohalarining umumiy gismida ustma-ust tushadi.

TA'RIF. Agar f (x,y) funksiya D sohada aniglagana bo‘lib, shu funksiya uchun

shunday L > 0 son mavjud bo'lsaki, ixtiyoriy (x,y ) e D, (x,y2) e D nugtalar uchun ushbu

F (X YD)-f (X ¥2)]<L\2- yj (L)
tengsizlik bajarilsa, u holda f (x,y) funksiya D sohada y argumenti bo‘yicha Lipshits

shartini ganoatlantiradi deyiladi, L esa Lipshits o zgarmasi deyiladi.

2-TEOREMA (Koshi-Pikar-Lindelef teoremasi). Agar

dy = f (x,Y) 1)
dx
tenglamada f (x,y) funksiya:
10 D = |]J(x,y): x0- a<x <x0+a,y0-a<y<yO+a] tugri to‘rtburchakda uzluksiz

(demak, unda chegaralangan, ya'ni 3M > 0 |f(x,y) <M ) bo'lsa,

20 y argumenti boyicha Lipshits shartini ganoatlantirsa, u holda (1) tenglamani (2)

boshlang‘ich shartni ganoatlantiradigan va |x- xO]< h, h=min(a,-"- intervalda

aniglanganyagonayechimga ega bo‘ladi.
3-TEOREMA(Peano teoremasi). Agar f (x,y) funksiya D sohada aniglangan va
uzluksiz bo'lsa, u holda D sohaning berilgan (x0,y0) e D nugtasi uchun (1) tenglamaning

ikkinchi shartini ganoatlantiradigan kamida bittayechimi mavjud b o ‘ladi.

Pikar teoremasini isbotiga o‘tishdan avval zarur ikki tasdigni keltiramiz:

1-Ekvivalentlik lemmasi. Agar y = (p(x) funksiya x0 nuqgtani o z ichiga olgan biror |
intervalda aniglangan bo'lib, (1) va (2) Koshi masalasiningyechimi bo‘lsa, u holda y = (p(x)

funksiya | intervalda

X

Y(x)=—0+ff (Fy(r))dr 3)
X



integral tenglamaning yechimi bo‘ladi, va aksincha, agar y —p(x) funksiya | intervalda
uzluksiz bo‘lib, (3) tenglamaning yechim bo‘lsa, u holda y —p (x) funksiya (1) va (2) Koshi
masalasining hamyechimi b o‘ladi.

Isbot. vy —p(x) funksiya (1) tenglamaning yechimi bo‘lgani uchun uni ayniyatga

aylantiradi, ya'ni:

“ax PR

Bu ayniyatni x0 dan x gacha (x0e I, x e I) integrallaymiz. (p (x0) —yO0 ekanini hisobga

olib):

p(x) —o0+ If (T,p(T))dT

X0

Bundan y —p(x) funksiya (3) integral tenglamaning yechimi ekani kelib chigadi. Endi
y —p(x) funksiya (3) tenglamaning yechimi bo‘lsin. Undan p (x0) —y 0 ekani va

IO(X)—JOIX(OI +1f* P L —0+J (If (* P(0)do —F (xp(x))
X X

dan y —p (x) funksiya (1) tenglamaning yechimi ekanligi kelib chigadi. Lemma isbot bo'ldi.
2-Gronoull lemmasi. Agar u(x) funksiya [x0,x0+ h] intervalda u(x) > 0, uzluksiz

bo'lib, shu intervalda ushbu

X
u(x) <A+B]Ju(r)dr, A>0,B>0 4

x0

integral tengsizlikni ganoatlantirsa, shu u(x) funksiya uchun quyidagi
u(x) < AeBx x0), x e[x0,x0+ h] (5)
tengsizlik o ‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Ushbu
u(x) —e B2 (x)
belgilashni kiritamiz. Lemma shartiga ko‘ra u(x) > 0, bo‘lgani uchun v(x) >0 va v(x) ham
[x0,x0 + h] intervalda uzluksiz bo‘ladi. Shuning uchun v(x) funksiya o‘sha yopiq intervalning

biror x , x e[x0,x0+ h] nugtasida maksimumga erishadi. (4) munosabatga u(x) funksiya

uchun ifodani qo'yib, x —xx deymiz:



X
eBX-x0Qv(x ) =u(X) <A+ Bf eBr Xv(r)dr <

x1 e B(r-x0)
<A+ Bv(x)feBrx)dr =A+Bv(x)

X0
= A+ v(x)eB-x0+ v(x)
Bundan v(x ) < A kelib chigadi. Demak,

u(x) = v(x)eB(XX) < v(x)eBxx) < AeB(XX)

ya'ni u(x) < AeB(x x0). Lemma isbot bo'Idi.
Gronoull lemmasidan  natija sifatida A =0 bo‘lganda (5) ga ko'ra

u(x) =0, x e [x0,x0+ h] kelib chigadi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutguHos M.C., HacputgnHos rH. Opanii  andpdpepeHUMan TeHrnamanap.
ToLKeHT, “ Y36eKnUcToH”, 1994.
2. MoHTpsArnH J1.C. O6bIKHOBEHHME andchepunancHbie ypaBHeHMsa. M.:Hayka, 1969.
3. CtenaHoB B.B. Kypc andchbepeHumnanbHbiX ypaBHeHMiA. M.: Tn3.dun3- mar. nutepartypa.1958
4. 9nbcronby, J1.E. AuddepeHunasnbHble ypaBHEHUS U BapualMoHHOe ucuunieHre. M.: Hayka..
1965.
5. dnnmnnnos A.®. C60pHUK 3aga4 No gndichbepeHumansHbIM ypaBHeHUsIM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustagqil ta’'lim mavzulari
1. Chiziqgli differensial tenglamalar. Yechimning xossalari.
2. Integrallovchi ko' paytuvchi va uning mavjudligi hagida teorema.

Glossariy
=f (xY)

tekislikning D sohasida aniglangan, uzluksiz va | interval x o‘qidagi interval bo‘lsin, x0 ni 0'z
ichiga oladigan | intervalni va shu | intervalda aniglangan uzluksiz differensiallanuvchi hamda

10 (x,cpx)eD (xel)

f 2
Koshi masalasi - dx tenglama berilgan bo‘lib, unda f S y{lfunksiya R

2V (x) =f (x,P(xX))(xel)

ushbu ~ P(0O -9 ( 0—9) shartlarni ganoatlantiruvchi y =~ (x) funksiyani topish

jy' =t (x¥) (D
—=x)=y (2)

talab etiladi. Bu masala gisqacha 1 4 T7kabi yoziladi va (1) tenglama uchun Koshi
masalasi (yoki boshlang‘'ich masala) deyiladi.

Koshi teoremasi - Agar f (~y) funksiya D soxada aniglangan va uzluksiz bo‘lib,
df(x,¥)

uning y bo‘yicha xususiy xosilasi Dy , biror G(G e D) soxada aniglangan va uzluksiz



bo‘lsa, uxolda :

10 (1) tenglamaning Xo-ni o'z ichiga oladigan biror intervalda aniglangan va xar bir berilgan
(Xo,y0) e G nugta uchun ¥ (x0) —0 boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud.

20 . Agar (1) tenglamaning ikkita y —p(x) va y —/(x) yechimlari x0 da ustma-ust tushsa,

yani p(x0) /(x0) -0, bo‘lsa, u xolda bu y p(x) y /(x) yechimlar aniglanish
soxalarining umumiy gismida ustma-ust tushadi.

Lipshits sharti - Agar f 7X,y) funksiya D soxada aniglagana bo'lib, shu funksiya uchun

shunday L >0 son mavjud bo'lsaki, ixtiyoriy (X_z)e D (X_z)e D nugtalar uchun ushbu
F (xY)-f (xY2)< ANf- Y— (L)

tengsizlik bajarilsa, u xolda f (x,y) funksiya D soxada u bo'yicha Lipshits shartini
ganoatlantiradi deyiladi, L esa Lipshits o‘zgarmasi deyiladi.
Koshi-Pikar-Lindelefteoremasi - Agar

ax V) (1)

tenglamada f (x,y) funksiya:
N DX Y): X0- a<x<x +a —8-b <y <-0+b j

tugri to' rtburchakda uzluksiz(demak, unda chegaralangan, ya'ni "M >0\f (Xy)I<I\/I) bo‘lsa,
20 y bo'yicha Lipshits shartini ganoatlantirsa, u holda (1) tenglama (2) boshlang‘ich shartni

X-xn<h, h- minlra, 0
ganoatlantiradigan va \Y ) intervalda aniglangan yagona yechimga ega
bo'ladi.

Peano teoremasi - Agar f (x,y) funksiya D sohada aniglangan va uzluksiz bo‘lsa, u

xolda D sohaning berilgan (Xo,Y0)e D nugtasi uchun (1) tenglamaning ikkinchi shartini
ganoatlantiradigan kamida bitta yechimi mavjud bo'ladi.

Gronoull lemmasi. Agar u(x) funksiya [Xo,xo+ h] intervalda u(x)> 0, uzluksiz
bo'lib, shu intervalda ushbu

u(x) < A +Bu(r)dr, A >0,B =0

integral tengsizlikni ganoatlantirsa, shu u(X) funksiya uchun quyidagi
u(x) < AeBx-X0),x e [x,x0+ h]
tengsizlik o‘rinli bo'ladi.

Keyslar banki
Keys: Masala o’'rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching:

(1- x2)y'-xy —xy2; y(0) —0,5 .

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
= keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

= to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).



Nazorat uchun savollar

1 Koshi masalasi ganday qo'yiladi?
2. Koshi masalasi deb nimaga aytiladi?
3. Lipishu o‘zgarmasi deb nimaga aytiladi?
4. Ekvivalentlik lemmasini isbotlang?
5. Gronoull lemmosini isbotlang?
Amaliy mashg’ulot-6
~ o xdx = (x2- 2y + ))dy i. X2=cey+2y
2 (X+1)(yy-pn=y2 jry2=c(x+1)2- 2(x+1)
3 x(e—y)=2 j: e~y =exl+x
N (x2- Dy 'siny +2xcosy = 2x - 2X3 e cosy = (x2- )lnc(x2- 1)
X
Y(x) =fy(t)dt—x +1
5 0 j: ¥Y=2e 1
J(x- Dy(t)dt =2x + | y(t)dt
6 o0 0 j:y= 2e
2
X2—+Xy+X2y2=4;, y=- -
7. X Xususiy yechim.
2 4
j:7 T x ox - x
§y1+y2+—2£=6, y=-l—x-e_. y =- +12/3
X j X CX +X
9. ¥ -(2x +1)y+y2 =-x3; y =X - xususiy yechim.
X
Y=X+--
j: X+cC
g Y12 +y2=5XGoy =X+ 2 qusfy yechim 7Y X+27peX i
1 X 2 X X X %/—ex 1
11.y + ye y =e +e’' y=e Xususiyyechim j: X+cC
TEST
dy ( ax+by+c ~
dx Vax+by+c
a b *z=ax+bhy z = ax -
tenglameda A = =0 N
ab
bo'lsa, ganday almeshtirish
bajariladi.
Birinchi tartibli chizigli
tenglamani yechish usuli * Ixtiyoriy 0'zgarmesni Anigmas iﬁsﬁ;ﬁﬁwﬁ
nomini aniglang. variatsiyalashusuli~ koeffitsientlarusuli Y2

O'miga go'yish usulida xy = B _
qenday almeshtirishbajariladi? y=w y =u y =uv2

Z=ax+tc

Ketma-ket yo ‘qotish
usuli

y =u+v



Umumlashgan bir jinsli
tenglamada ganday . . u
almeshtirish bejarilishini Y —za y —z+X y—
aniglang.

Quyidagi tenglamaning

umumiy yechimini toping:

y —uv

Vi iy Y *y —xsin(Incx) y —xIn(sincx)  y —xlIn(coscx) mx
X
Tenglamaning umumiy
yechimini aniglang:
1 sin X

YT x

Quyidagi tenglamelami gaysi DA . .
biri Bernulli tenglarresi *y+P(x)y —Qix)y" Y P+ NY2—FK) y'+Q(x)y2—F (x) y'+Q(X)y2—F (x)y
hisoblanaci

Bernulli tenglamesi ganday [ N N
tenglamega keltiriladi? Chizigli Birjinsli Eyler Rikiati

*y —X(c— COS X) y _X(C_ sin X) y —X(C- cossin x)y —X(C- arccosx)

*

1 '
Riketi tenglanesini aridang. y'+P Ay +Q()y2—Lm(y)-e(x)y4—F (x) xay'+p(x)yz —o ° P 0Y SO

Rikicati tenglamesi awl . . O'zgaruvchil
cpry terlarege kelirlad * Bernuil Lagranj et Klero



MA'RUZA Ne 8.

Mavzu: Hosilaga nisbatan yechilmagan tenglamalar. Parametr kiritish usuli.

Reja:
1 Hosilaga nisbatan yechilmagan birinchi tartibli tenglama.
2. n-chi darajali birinchi tartibli tenglama.
3. y - ga nishatan yechilgan va x gatnashmagan tenglama.
4. X - ga nisbatan yechilgan va y gatnashmagan tenglama.
5.y yoki x ga nisbatan yechilmagan tenglama.

6. Parametr kiritish usuli.

Tayanch so’z va iboralar: hosilaga nisbatanyechilmagan 1-chi tartibli tenglama, n-
darajali birinchi tartibli tenglama, y-ga nisbatan yechilgan va x gatnashmagan tenglama, x-ga
nisbatan yechilgan va ugatnashmagan tenglama, uyoki x-ga nisbatan yechilmagan tenglama,

parametr kiritish usuli.

1 Shu paytga gadar hosilaga nisbatan yechilgan, ya'ni

—=f (XY) 1)
ko‘rinishdagi differensial tenglamalarni tekshirish bilan cheklanib  keldik. Birog, oldingi
ma'ruzalarda aytib o'‘tilganidek, birinchi tartibli tenglama umuman aytganda,

F(X=Y)=0 (2)
ko‘rinishga ega bo'lishi mumkin, shu bilan birga (2) ko‘rinishdagi tenglamadan (1) ko‘rinishdagi
tenglamaga har doim ham o‘tish mumkin bo'‘lavermaydi. Bunday holda (2) tenglama hosilaga
nisbatan yechilmagan differensial tenglama deyiladi. (2) differensial tenglamani integrallash
masalasini parametr Kiritish usuli bilan hosilaga nisbatan yechilgan tenglamani integrallash
masalasiga keltirish mumkin.

(2) tenglamaning ayrim xususiy hollarini garab chigamiz va ularni integrallash yo'llarini
ko'rsatamiz.
2. n-darajali birinchi tartibli tenglama. n-darajali birinchi tartibli tenglamaning chap

tomoni — ga nisbatan butun ratsional funksiyadan iborat, ya'ni quyidagi ko'rinishga ega:
(Y)n+ PL(Y )nd+ P2 (Y )n2+...+Pn-1Y + Pny = 0,
bu yerda n butun son, p ,p2,p3,...,.p8a lar x va y ning funksiyalari.
Bu tenglamani y' ga nisbatan yecha olamiz deb faraz gilaylik. Bunda ¥ uchun, umuman

aytganda n ta har xil ifoda hosil bo'ladi:



Y —fI(x,)yY), Y—f2(x,yl..~ y'—n(x,y) . 3)
Bu holda (2) tenglamani integrallash birinchi tartibli n ta (1) tenglamani integrallashga keltirildi.
Ularning umumiy integrallari(yechimlsri) mos ravishda quyidagilar bo‘lsin:
/,CJ —0, v2(x,/ ,C2) —0,...,dn(x,/ ,Cn) —0 4)
(4) integrallarning chap tomonlarni o‘zaro ko'paytirib, nolga tenglaymiz:
| ,CD =th2(x,/ ,C2) = =dn(x,/ ,Cn) —0 . (5)
Agar (5) tenglamani y ga nisbatan yechadigan bo‘lsak, (2) tenglamaning yechimini hosil
gilamiz. Hagigatan ham, (5) tenglamaning har ganday yechimi (4) tenglamalarning birini,
binobarin, (1) tenglamalarning birontasini va shunday gilib, (2) tenglama (1) tenglamalarga
yoyilgani uchun uni ham ganoatlantiradi. Umumiylikka ziyon keltirmasdan, (5) dagi barcha

Q. C2,...,Cn o‘zgarmaslarni bitta C bilan almashtirish va tenglamani

PUX Y,C) =d2(X,Y,C) =..«dn(x,/ ,C) —0 (6)
ko'rinishda yozish mumkin, bu (2) tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi. Bunga ishonch hosil
gilish uchun (6) tenglamaning n ta tenglamaga ajralishini ko' rish mumkin:

®1X/,C) —0, »2(XY,C) —0, ., ®n(x,/ ,C) —0 (7)
Bu yerda C - istalgan giymatlarni qgabul qiluvchi ixtiyoriy o‘zgarmas, shu sababli (4)
tenglamadan hosil gilinadigan barcha yechimlar (7) tenglamadan hosil gilinadigan yechimlar

orasida bo'ladi.

Misol. Ushbu (y‘)2—X§; —0 tenglamaning umumiy integralini topamiz. Tenglamaning
a
chap tomonini ko‘paytuvchilarga ajratib, quyidagini hosil gilamiz.

¢-" -4 ~)—0,
a a

JX JX
bu vyerdan y - - il —0 va y + s —0. Bu ikkala tenglama o‘'zgaruvchilari ajraladigan
a a

tenglamadir. Uning umumiy integrallari:

jy -~ -C —o, 4ymdif -C —0.
3a 3a

Shuning uchun berilgan tenglamaning umumiy integrali ushbu ko‘rinishda bo'ladi:

(fy - C)2- =0,

3. y ga nisbatan yechilgan va x gatnashmagan tenglama. y ga nisbatan yechilgan va

X gatnashmagan tenglama



Y=P(y) (8)
ko'rinishda bo‘ladi.
Bu holda parametr Kkiritish usulini qo‘llash magsadga muvofigdir. U garalayotgan
0‘zgaruvchilarni parametr orgali ifodalash va yechimni parametrik shaklda izlashdan iborat.
y' =p deylik. U holda berilgan tenglama
Y=9(P) 9)
kurinishda yoziladi. Agar x ni p va C orqali ifodalovchi yana bitta tenglama topish mumkin
bo‘lsa, u holda bu ikkita tenglamadan iborat to‘plam (8) tenglamaning parametrik shakldagi
umumiy yechimi bo‘ladi. Ulardan p ni yo‘qotib, x,y va C orasidagi munosabatni, yana

odatdagi shakldagi umumiy integralni hosil gilish mumkin.

Ikkinchi tenglamani quyidagicha topamiz. y'=p tenglikni dx =— Kko'rinishda gayta
P

yozib olamiz, bu yerdan x :ij + C . Bu yerdagi integralni bo'laklab integrallaymiz:

fdy=y +fydp +C=y +C.
JP p Jp p J p
Demak,
x=y + fv(p)dp +C (10)
P P

(10) va (9) tenglamalar sistemasi (8) tenglamaning parametrik shakldagi umumiy yechimi
bo‘ladi. Agar iloji bo‘lsa, bu tenglamalardan p ni yo‘qotib, ®(x,y, C) = 0 shakldagi umumiy
integralni hosil gilamiz.
4, X ga nisbatan yechilgan vay gatnashmagan tenglama. x ga nisbatan yechilgan vay
gatnashmagan tenglama
x=p(yf) (11)
ko'rinishga ega.
Yugoridagidek ish ko‘ramiz. y' =p deymiz. Tenglama quyidagi ko'rinishda yoziladi:
x =P(P) (12)
y' =p tenglikni bunday yozib olamiz: dy = pdx.Bu yerdan
y =fpdx=px-JIxdp+C
yoki
Y=PP(P)—fV(P)dP +C (23)

(12) va (13) tenglamalar sistemasi (11) tenglamaning parametrik  shakldagi umumiy



yechimidir. Ulardan p parametrni yo‘qotib, ®(x,y, C) —0 umumiy integralni hosil gilamiz.

Shuni gayd etish lozimki, (9), (10),(12) va (13) tengliklardagi p o0‘zgaruvchi ixtiyoriy
parametr rolini 0‘ynaydi va istalgan boshga harfbilan almashtirilishi mumkin.

5. x yoki y gatnashmagan, biroq y yoki x ga nisbatan yechilgan boMishi shart
bo‘lmagan tenglama. x yoki y gatnashmagan, biroq y yoki x ga nisbatan yechilgan bo'lishi
shart bo‘lmagan tenglama ushbu ko'rinishga ega:

F®,Y)—0 (14)
yoki

F(xy)—0
Shu bilan birga tenglamadan y ni (birinchi tenglamada) yoki x ni (ikkinchi tenglamada),
shuningdek, p —y ' ni t parametr orqali ifodalash mumkin deb faraz gilamiz. Yuqoridagi 3 va 4

hollardagi kabi bu yerda ham tenglamaning umumiy yechimi parametrik shaklda hosil bo’ladi.

Masalan, F (y, p) —0 tenglama bo'‘lgan holni ko' raylik.
y —p(t) deb, tenglamadan p —y(t) ni yoki aksincha, p —y(t) deb tenglamadan y —p(t) ni
topdik deb faraz gilaylik. U holda, bir tomondan dy—pdx —y(t)dx, ikkinchi tomondan

dy —p'(t)dt. Bu dy uchun ikkala ifodani taggoslab, y '(t)dx —p'(t)dt ni hosil gilamiz. Bu

yerdan
dx—p (t)dt va x—TP(t)dt+C .
y () Cy (1)
Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:
x—P®dt+c
ry (1) (15)
Y —P(t)

Misol. y —a-J1+y'2 tenglamaning umumiy yechimini topaylik. p —y'—sht deymiz, u
holda y —aVi+sh2t —acht.

Ushbu E —p tenglikdan dx —— ni topamiz. dy —asht dt bo‘lgani uchun dx —adt va
X p

x —at- C . Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:
jx—at- C
ly —asht

t parametrni yo‘gotamiz. Buning uchun birinchi tenglamadan tni topib, 2-chi tenglamaga

qo yamiz. Matfada t —**~&  va umumiy yechim

a



bo'ladi.

6. Parametr Kiritish usuli.

F(x,y,y) =0 (1)
tenglama ushbu x =/(u,v), y =r(u,v), y'=a(u,v), (u,v-parametrlar) parametrik ko'rinishda
yozilgan bo‘lsin, u holda

F({/(u,v),x(u,v),a(u,v))=0
tenglamaga egamiz. Agar /,%,a funksiyalar biror ochig T to‘plamda aniglangan va

differensiallanuvchi bo'lsa, unda

ax=3Lau+- 8 e, ay=2qusdhay
Du dv \V
bo‘ladi. Endi
— =a)(u,v
Ix )(u, V)
bo‘lgani uchun
N du+Drdv=a(u,v) d/ du +—(—j—£d\’/
Du Dv du dv

tenglama u va v parametrlar orasidagi differensial bog'‘lanishni ifodalaydi. Bu tenglamani

guyidagicha yozish mumkin:

du du Dv Dv

Agar%‘i—— a dD/J’\ 0 bo'lsa, uni no'malum funksiya, vni esa erkli o‘zgaruvchi deb, ushbu

d/ dr

du a D/ Dv
(2)

dv. oz ., d/

du du

hosilaga nisbatan yechilgan differensial tenglamaga kelamiz. Shunga o‘xshash, agar

ad/ - ~ 0 bo'lsa, u holda ushbu
Dv Dv
v u
du”_d/_dr ©
dv dv

differensial tenglamaga kelamiz.



Agar (2) yoki (3) differensial tenglama kvadraturalarda integrallansa, u holda berilgan (1)
tenglama ham integrallanadi. Hagigatan ham, agar (2) tenglamaning umumiy yechimi
u—u(v,C) bo‘lsa,

u—u(v,C)
<X —y(u(v,C),v)
.Y —X(u(v,CXv)
(bu yerda, v-parametr, C - o‘zgarmas) (1) tenglama umumiy yechimining parametrik ko‘rinishi
bo‘ladi.
(3) uchun umumiy yechim
v—v(u,C)

X —y(u,v(u,C))
Y—X(u,v(u C))

ko‘rinishda (bu yerda, u -parametr, C - 0‘zgarmas) bo“ladi.
Masalan, F(x,y,y') —0 tenglama y —f (x,y") ko‘rinishda yozilish mumkin bo‘lganda

u—x, v—y'. x—f (y,y") ko‘rinishda yozilganda esa u—y, v—y' deyilishi lozim. Birinchi

holda
X—X
<y —f (x,v)
y'—v
va
U
dx= vy
dv . ¥f
dx
differensial tenglamaga ega bo‘ladi.
Ikkinchi holda
x—f (Y,v)
<y Y
V' —v
va
df
é\y= Vv
dv gyt

differensial tenglamaga ega bo‘ladi.



Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutguHos M.C., HacputguHos r.H. Opanin  anddepeHuman TeHrnamanap.
TOWKEHT, “ Y3b6ekncTtan”, 1994.
2. MoHTpsaruH N1.C. O6bIKHOBEHHME AnddepunanbHble ypaBHeHnsa. M.:Hayka, 19609.
3. CtenaHoB B.B. Kypc audhdepeHumnanbHbix ypaBHeHuid. M.: Tnus.du3- mat. nutepatypa.1958
4. 9nbcronsy J1.E. OndhepeHunanscHble ypaBHeHUA U BapMalMOHHOe ucuuneHune. M.. Hayka..

1965.
5 ®unnunnos A.®. C60pHUK 3aaa4 no auddepeHumnanbHbiMypaBHeHnAM. M.: Hayka, 1979 (5-e

n3gaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari
1. O‘zgarmasni variatsiyalash usuli. Bernulli va Rikkati tenglamalari.
2. Parametr kiritish yo‘li bilan tenglamalarni integrallash.

Glossariy

y ga nisbatan yechilgan va x gatnashmagan tenglama - ¥ p(y) Kko‘rinishda
bo‘lgan tenglama.

X ga nisbatan yechilgan vay gatnashmagan tenglama - x —p(y) ko‘rinishga ega
tenglama.

Keyslar banki
Keys: Masala o0’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching:

(x+y2)dx- 2xydy —0
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
» keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni
keltiring (individual va kichik guruhlarda);

» to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
Hosilaga nisbatan yechilmagan differensial tenglama deb nimaga aytiladi?
n chi darajali birinchi tartibli tenglama ganday ko ‘rinishda bo‘ladi?
u-ga nisbatan yechilmagan va x gatnashmagan tenglama ganday ko‘rinishda bo‘ladi?
X-ga nisbatan yechilgan va u gatnashmagan tenglama ganday lo‘rinishda bo‘ladi?

P OD

5 F(|,y,y )—0 tenglamani paralitrik ko‘rinishda ganday yoziladi.

Amaliy mashg’ulot-7
To‘liqg differensialli tenglamalar.
Integrallovchi ko‘paytma.

Ushbu tenglamani garaylik:
M (x,y)dx +N(x,y)dy =0 @)
Agar (1) tenglamaning chap tomoni biror F(x,y) funksiyaning to‘liq differensiali bo‘lsa
(1) tenglama to‘lig differensialli tenglama deyiladi. Bunday holda (1) tenglamani yechish uchun
dF —+Fj +Pj —M(x,y)dx+ N(x,y)dy —0 ekan|igidan F(x-—3—c yechimni olamiz,
dM _ UN

bu yerda s-ixtiyoriy konstanta. Buning uchun dy  dx bo‘lishi kerak.



Misol-1: Berilgan (2x +3x"3dx+ (k -3 —=2)d—=0
DM _ DN
dy  dx

shartni tekshiramiz:

DM=3x2, DN=3x2
dy dx

Demak, berilgan tenglama to‘lig differensialli tenglama. Shuning uchun
Fx=2x+3k2y, Fy=y3- 3y¥

Bu yerdan T - g9 X = (X 3xqdx+p(v) =x2+x3y+ p). BRI punksivaiii-ispish
uchun F =x +xy +p(y) ifodani Fy =X 2y gaqo‘yamiz:
*34P'(y) =k - 3N\ p(y)=-3Y2.

Demak p(3=-Y +¢c
F=x2+x¥ -y3=c.
deyish mumkin.

Misol-2: Ushbu (2xy +3y )dx+(x +6xy 3y )dy=0. differensial tenglamani yeching.
Bu tenglamada M (x,y) = (2xy + 3y2), N(x,y) =k +6xy-3y bo‘lib,
DN(X,y) =!m (x2+6xy - 3y2) = 2x + 6y
dx dx
dM(*y) =S (2*—+3—2)=2*+6—
Dy dx

bo‘ladi.
DM(X,y) _ DN(Xx,y)

Demak, dy dx
Bu esa berilgan tanglamaning chap tomonidagi ifoda biror funksiyaning to‘lig
differensiali bo‘lishini bildiradi:
du(x,y) = (2xy + 3y 2)dx + (x2+ 6xy - 3y 2)dy.

Ravshanki,
Dng,Y) =2xy +3y2,
du(x y) =*2+6-y- 3y2 (**)
dy
=2xy +3y 2
Endi dx

tenglikning har ikki tomonini x bo‘yicha integrallab topamiz:
U(XY) = ] (@xy +3yDdx=2y -+ 3y2c+ (f) = xy + 3xy2+c(y).

Bu tenglikdagi S(u) ni topish uchun
u(X,y) =x2 +3xy2+c(y). (***)

ni u bo‘yicha differensiyalaymiz:
x,y) = d (*2y +3*y2+c(y)) = x2+6xy +cy).
Dy Dy

Demak (**) munosabatga ko‘ra



X2 —6xy +c(y) —x2+6xy- 3y 2

ya'ni ¢ (y) —3y bo‘ladi.
Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamadir. Uni yechamiz:

c'(Y)—3y2" d%(y)—3y2“ dc(y) —3ydy
y

Noc(Y)—Y3+Cl
Bunda SZixtiyoriy o‘zgarmas son. Topilgan s(u) ni (**) tenglikdagi s(u) ni o‘rniga

t —X2y +3xy2- y3+ Cy

goysak, unda u(x, y)
ekanligi kelib chigadi.
Shunday qilib, berilgan tenglamaning yechimi

ulX,y) —x2 +3ny2-/ +c—=l

ya'ni x2y+3xy2 - ¥ —¢' boladi.
Bunda S*-o0‘zgarmas son.
2. (1) tenglama to‘liq differensialli bo‘lmasa quyidagicha ish yuritiladi. (1) tenglama biri
m(x,y) * 0 funksiyaga ko‘paytiriladi:
m(x,y) M (x,y)dx +m(x,y) *N (x, y)dy —0 "
shundan so‘ng bu tenglama to‘liq differensiyalli tenglamaga aylansa, uni yugoidagi usul

bilan yechish mumkin. Bu holda m(x,y) funksiya integrallovchi ko‘paytma deyiladi.
Agar M [ -differensiallanuvchi, bir paytda 0 ga aylanmasa integrallovchi ko‘paytma

mavjud. Lekin, umumiy holda m(x,y) ni topish uchun biror bir goida yo‘q. Ba'zi tenglamalarni
yechishda integrallovchi ko‘paytma topish uchun mavjud ushbu formulalardan foydalanish
mumkin:

d(x,y)ydx +xdy, d(y2) —2ydy

d! 1 ”
y y va hakazo.

Misol-3. Tenglama yechilsin:
ydx - (4x2% +x)dy —0 A

Avvalo, to‘liq differensialni tashkil etuvchi ko‘paytmalarni ajratamiz.

ydx - xdy — x2d Y
bo‘lganligidan (5) tenglamani -x ga bo‘lamiz va hosil gilamiz:

d Y +4ydy —0~ d ——td(2y )—0
X dx

Bu yerdan
Y +2y2—¢
X
Bo‘lishda x —0 yechim ¥o‘qoti|gan edi.
Izoh: (5) tenglamani -x ga bo‘lgandan keyin to‘liq differensialli tenglama olganimiz

uchun integrallovchi ko‘paytma X ga teng.

Misol-4: Ushbu (x+y )dx " §§¥8¥_8 tenglamani yeching. Bu tenglamada
M (X,y) —x+y2, N(Xx,y) —2xy



DM(ky)=2  dN(x¥)=_2

bo‘lib, D— : Dx
DM(X Y) 1 DN(Xy)
bo‘ladi: Dy dx

Berilgan tenglama to‘la differensial tenglama emas. Integrallovchi ko‘paytmani topamiz.
DM(x,y) DN(x,y)

Dy Dx
Avvalo N (X,Y) ni hisoblaymiz:
DM(x,y) DN(x,y)
Dy dx 2y - (-2y)
N (X,Y) -2 xy X
d Intu(x” 2 MXx) =—
Unda dx x bo‘lib, In™(x) =-21Inlx( *2 bo‘ladi. Berilgan tenglamani

M x) =
) X ga ko‘paytirsak, u to‘la differensial tenglamaga aylanadii:

X+Z dx- W, -dy =0
X X

Bu tenglamaning chap tomonidagi ifoda uchun
+ -
X+y2 « 2Xy y = 1 . 2xydy y2dx:
X X X X
2 (
=dIn|x|-d— =d InIXI- Y-
X \Y} XY

d Inlx|-— =0
bo‘ladi. Unda tenglama ushbu v X Y ko‘rinishga keladi. Bu tenglamaning yechimi

In|x|-— =Inc,
X

X=cC -elz
ya'ni X bo‘ladi.

3. Ba'zan (1) tenglamada biror p(x,y) funksiyaning to‘liq kvadrati ajratilsa, u holda (1)
tenglamada (x,u) o‘zgaruvchilardan (x,z) ni (z ) o°‘zgaruvchiga o‘tilsa tenglama
soddalashadi, bu yerda z y).

Misol-5:  ydx—{x y +x)dx=0 tenglama yechilsin. Yuqoridagi misoldek to‘liq
differensialga ajratamiz:

d ¥ 1llxydy=0
VX

= Y/ desak,

Y ? Y, i
dz+=dz=0" z +y'Inz =e® =—+y In
X /\y,JDe'
yechimga kelamiz.

Misol-6: (x—+—4)dx+ (*2- *y3)dy =0.
tenglama yechilsin. Hadlarni shunday ixchamlaymizki, to‘liq differensial ajralsin:
x(ydx + xdy) +y 3(ydx - xdy) =0,



xd(xy)+y 3 —0.

/
Xy —t, ——V
x ga bo‘lib, y deb almashtirish bajaramiz:
N
du+u—2d\/—0’\ d—l:+g\2-/ —0" u'+v’ —C.
v u® v
X2
L (cHy)dx + (c+2y)dy —0 p THTY2E
3
,  (x2+y2+2x)dx + 2xydy —0 §+xy2+X2—C
x4 3 2 y3
5 (x3- 3xy2+2)dx- (3x% - y2)dy —0 Vur adka il
\ . xdy- ydx
xdx +ydy —a x +y - 2arctg—C
4. X +)’2 X
2xdx y2- 3x2d 0
y 2 3
5 Y y Xy &
" T, oxA
(x+ey)dx+ey 1- x dy—0; vy(0)—= — +yey —2
6. I y) 2
dx +2 Ydy —0
X . AX2+y 2—¢x
3x2eydx + (x3®y - 1)dy —0 . XPYy-y —€
N e~ydX+ (1- xe~y)dy —0 Ly tXey —¢
2x cos2ydx + (2y - x2sin2y)dy —0 . x2c052y ’+?y —
TEST
Quyidagi tenglamaning
umumiy yechimini toping:
Y x2- Y9 *y —xsin(Incx) y —xIn(sin cx) y —xIn(coscx) Q>| X =
X

Tenglamaning umumiy
yechimini aniglang:

,1 Sin x xy X[C' cos X) y X(C_ sin x) y—)éc- cossin X)y—x(c- arccosx)
Y%y T x
Quyidagi tenglamalarni gaysi .
bin Bernulli tenglamasi * [+ P(x)y —Q()y* YO y +Q(x)y 2—F (x) ¥ +Q(X)y 2—F (X)y
hisoblanadi:
Bernulli tenglamasi ganday * Chizigli Birjinsli Eyler Rikkati

tenglamaga keltiriladi?

*

I L 1 '
Rikkati tenglamasini aniglang. y'+p(x)y + Q(X)y 2—L (y)fQ (x)y4 —F (x) X2y 4P (X)y2 —0 y'+P(x)y 3—Q (x)

O‘zgaruvchilarga

Rikkati tenglamasi avval
ajralgan

qanday tenlamaga keltiriladi? Klero

*Bernulli Lagranj



Rikkati tenglamasining
yeg:hi_shd_a ganday almashtirish * Y —YI(x)+ A
bajariladi.

Differensial tenglamato‘liq
bo‘lishining zaruriy va yetarli
shartini aniglang: UN  dM
(M(x,y)dx + N(x,y d —0) dx dy

Quyidagi Koshi masalasini
yeching:
j2x cos2ydx + (2y - x2sin 2y XAcoM2y +y 2—0

Y x6—0

Quyidagi tenglama uchun
integralovchi ko‘paytuvchi
ganday bo‘ladi: X Mx) —* 2

(x2- y)dX+ (x2y 2+ x)dy -:0 X

y— y— DR
£3 dM _ d2N dM _ dN
B dx2  dy2 dxdy  dxay

x2g2y+y2—0  yZcos?y #x2—8 x2sin2y +y2—0

u(x) —x2 UX)—A ¢ ~(x) —x3



MA'RUZA Ne 9

Mavzu: Maxsus nuqta va maxsus yechim.

Reja:
1 Maxsus nugta.
2. Maxsus nuqta turlari.
3. Maxsus yechim.
4. O‘ramalar.

Tayanch so’z va iboralar: maxsus nugta, tugun maxsus nugta, dikritik tugun maxsus
nugta, egar maxsus nugta, fokus maxsus nuqta, markaz maxsus nugta, maxsusyechim, o rama
chizig.

TA’RIF. Differensial tenglama yechimining mavjudligi yoki yagonaligi buziladigan
nugtasi bu tenglamaning maxsus nuqtalari deyiladi.

Boshgacha qilib aytganda, Koshi teoremasi shartlari buziladigan nuqgtalar maxsus
nuqtalar deyiladi. Maxsus nuqtalar orgali yo birorta ham integral egri chizig o‘tmaydi, yo bir
necha chiziq o ‘tadi.

Koshi teoremasini shartlari fagat yetarli bo‘lib, zaruriy emasligini gayd qilib o‘taylik.
Shuning uchun f (x,y) funksiyaning uzilish nuqtalari orasidan va 3—; hosila mavjud bo‘Imagan
nuqtalar orasidan izlash kerak, birog bu nugtalarning hammasi ham maxsus nugtalar bo‘lishi
shart emas.

Integral egri chiziglar maxsus nugta atrofida o‘zini har xil tutishi mumkin. Maxsus
nugtalarning mumkin bo‘lgan ayrim turlari bilan misollar orgali tanishamiz. Birjinsli

,_ a*+by
az2xX+ b2y
differensial tenglamani qarash bilan chegaralanamiz. Bu tenglamaning ko‘rinib turgan maxsus

nugtasi (0,0) bo‘lib, unda o‘ng tomon aniglanmagan. Koeffitsientlar orasida turli munosabatlar

maxsus nuqta (koordinata boshi) atrofida integral egri chiziglar joylashishining u yoki bu tipiga
olib keladi.
1-misol. Ushbu

y' =2y (1)

tenglamani tekshiramiz. O ‘zgaruvchilarni ajratib va integrallab umumiy yechimni topamiz:



Y =Cx2 2)
Shunday qilib, umumiy yechim uchi koordinatalar boshida bo‘lib absissalar o‘giga urinadigan
parabolalar oilasidan iborat ekan. Maxsus nuqta atrofida integral egri chiziglar joylashishning
umumiy ko‘rinishi 1-rasmda tasvirlangan. Integral egri chiziglari ana shunday joylashgan
differensial tenglamaning maxsus nugtasi tugun deyiladi.

2-misol. Ushbu tenglama berilgan:

y'=y 3)
Uning umumiy yechimi y = Cx, ya'ni koordinatalar boshidan o‘tuvchi barcha to‘g‘ri chiziglar

(ordinata o‘gi ham, chunki yechimni x =Cy ko‘rinishda yozish mumkin edi) oilasidan iborat.

Bunday nugta ham tugun (dikritik tugun) deyiladi. Ushbu hol oldingi holdan har bir integral egri
chizig maxsus nuqtada o‘zgaruvchi yo‘nalishiga egaligi bilan farq giladi. (2-rasm).
3-misol. Ushbu

= -y (4)

tenglama uchun umumiy integral xy = C dan, ya'ni asimptotalari koordinata o‘glaridan iborat
bo‘lgan giperbolalar oilasidan iborat. Xususiy holda, C=0 da x=0 va y =0 (koordinata

o‘glari)ni hosil gilamiz. Bu integral egri chiziglar koordinatalar boshidan o‘tadi, golgan hamma

chiziglar esa maxsus nuqgta orgali o‘tmaydi. Bu turdagi maxsus nuqta egar deyiladi.

4-misol. Ushbu tenglamani garaymiz:

y :X+y (5)
X—~Y

y =ux o‘rniga qo‘yish (5) ni
xﬂl _ 1+u2
dx 1-u

ko‘rinishga keltiriladi, bu yerdan o‘zgaruvchilarni ajratib va integrallab topamiz:



InC +arctgu - i|n(1 + u2) —In x

yoki

xV1+u2 —Ceardgu

Eski o‘zgaruvchilarga gaytsak,

V T T /2 —Ceatyy. (6)

Qutb koordinata (x —pcosp, y —psin p) larga o‘tib, (6) tenglamani p —Cep ko‘rinishga
keltiramiz. Bu koordinatalar boshi atrofida cheksiz sondagi (p”~-ro da) o‘ramalar hosil
giluvchi logarifmik spirallar oilasidir. Maxsus nuqta atrofida integral egri chiziglar oilasining
ko‘rinishi 4-rasmda keltirilgan. Bunday maxsus nugtafokus deb nomlanadi.
5-misol. Ushbu tenglamani garaylik:
X

|/ — (7)
y

Bu tenglamani integrallash x2+y2—C —C2 ni, ya'ni markazi koordinatalar boshida bo‘lgan

radiusi Q ga teng aylanalar oilasini beradi. Maxsus nugta orgali bitta ham integral egri chiziq

o‘tmaydi(5- rasm). Bunday maxsus nuqta markaz deyiladi.

2. TA’RIF. Differensial tenglamada uning umumiy yechimidan ixtiyoriy o zgarmasning
xech bir giymatida hosil gilinishi mumkin bo imagan yechimi maxsusyechim deyiladi.

Maxsus yechimning grafigi umumiy yechimga kirgan integral egri chiziglarning o ramasi
deb ataluvchi chizigdan iboratdir. Bu chiziq o‘zining har bir nuqtasida oilaning u yoki bu
integral egri chizig‘iga urinadi shu bilan birga o‘ramaning turli nuqtalarida oilaning turli integral
egri chiziglari urinadi(6-rasm).

Demak, o‘ramaning (maxsus yechimning) har bir nuqtasi orgali eng kamida 2 tadan

integral egri chizig‘i o‘tadi, ya'ni uning har bir nugtasida yechimning yagonaligi buziladi.



Bunday nuqtalarni biz maxsus nuqtalar deb atadik. Shunday qilib, maxsus yechim maxsus
nuqtalardan iboratdir.
Agar F(x,y,y') =0 tenglamaning umumiy integrali ®(x,y,C)=0 bo‘lsa, o‘ramani

topish uchun quyidagi tenglamalar sistemasi xizmat giladi:

® XYC)=0 . (8)
® (x,¥,C)=0 ")

Bu yerda C ni yo‘gotib, y =p(x) funksiya hosil gilamiz. Agar bu funksiya differensial
tenglamani ganoatlantirsa va ®(x,y,C) =0 oilaga tegishli bo‘lmasa, u holda u tenglamaning

maxsus yechimii bo‘lib, uning grafigi ®(x,y, C) =0 oilaning o‘ramasidan iborat bo ‘ladi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutguHos M.C., HacputguHos r.H. Opanin  anddepeHuman TeHrnamanap.
TOWKEHT, “ Y3b6ekncTtan”, 1994.
2. MoHTpsaruH N1.C. O6bIKHOBEHHME AnddepunanbHble ypaBHeHnsa. M.:Hayka, 19609.
3. CtenaHoB B.B. Kypc audhdepeHumnanbHbix ypaBHeHuid. M.: Tnus.du3- mat. nutepatypa.1958
4. 9nbcronsy J1.E. OndhepeHunanscHble ypaBHeHUA U BapMalMOHHOe ucumneHne. M.. Hayka..
1965.
5 ®unnunnos A.®d. CoopHMK 3aa4d no anddepeHUnanbHbiM ypaBHeHnsaM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari
1. To‘la differensial tenglamalar. Integrallovchi ko‘paytuvchi va uning mavjudligi hagidagi
teoremalar.
2. Lagranj va Klero tenglamalari.

Glossariy

Maxsus nuqta - Differensial tenglama yechimining mavjudligi yoki yagonaligi
buziladigan nuqgtasi bu tenglamaning maxsus nuqtalari deyiladi.

Tugun maxsus nugta - Maxsus nuqta atrofida integral egri chiziglar joylashishning
umumiy ko‘rinishi 1-rasmda tasvirlangan. Integral egri chiziglari ana shunday joylashgan
differensial tenglamaning maxsus nugtasi tugun deyiladi.

Egar maxsus nugta - Maxsus nuqgta atrofida integral egri chiziglar joylashishning
umumiy ko‘rinishi 3-rasmda tasvirlangan. Integral egri chiziglari ana shunday joylashgan
differensial tenglamaning maxsus nugtasi egar deyiladi.

Fokus maxsus nugta - Maxsus nuqta atrofida integral egri chiziglar oilasining ko‘rinishi
4-rasmda keltirilgan maxsus nugtafokus deb nomlangan.

Markaz maxsus nuqta - shbu tenglamani garaylik:

B X
2 2 2 y
Bu tenglamani integrallash x 'y = = 1 ni, yani markazi koordinatalar boshida bo‘lgan

r
radiusi 1 ga teng aylanalar oilasini beradi. Maxsus nuqta orqgali bitta xam integral egri chiziq
o‘tmaydi(5- rasm). Bunday maxsus nuqta markaz deyiladi.

Maxsus yechim - Differensial tenglamada uning umumiy yechimidan ixtiyoriy



o‘zgarmasning xech bir giymatida hosil gilinishi mumkin bo‘Imagan yechimi maxsus yechim
deyiladi.
Keyslar banki
Keys: Masala o0’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching:
(x2+y2+2x)dx +2ydy —0

Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:
» keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

» to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1. Differensial tenglamasining maxsus nuqtalari deb nimaga aytiladi?
2. Maxsus nugta atrofida integral egri chiziglarjoylashishining umumiy ko‘rinishini
tasvirlang?
Differensial tenglamaning maxsus yechimi deb nimaga aytiladi?
Maxsus nuqta yechimi deb nimaga aytiladi?
5. Maxsus yechimning grafigi ganday chizigdan iborat?

> w

Amaliy mashg’ulot-8
N (Bx +2y)dX + (2x - 3)dy —0 j. x3+2xy- 3y —C

2 (3xy - 4xy2)dx + (x3- 4x2y +12y 3)dy —0 o Xy - 2x¥ 2+3y4—C

X2C0S 2y
2 (xcos2y +1)dx- x2sin2ydy —0 ji 2 *X—C
4 (2x3- xy2)dx + (2y 3- x2y)dy —0 i x4- X2yz+y4—c
n
xdy
M Y1 dx x +arctgl—c
5 X +Y VX Y i X
6 eydx + (xey - 2y)dy —0 j" Xey-y2—e
v yxy-1dX + xy In xdy —0 j-lxy—C
xdx +ydy _ ydx- xdy
Jx2+y2+Y —C
TXw X p T
1 X *COS2
y +Sin X *C0S (Xy)dx+- X dy + sinydy —0
9. c0os2(xy) c0S2(xy) i tg(xy) - cosx - cosy —¢
10 (1+xyjx2+y2)dx+ (! +>/x2+y2)ydy —0 . —D(-—2Z)3+x--y2—C

TEST
Quyidagi Koshi masalasini
yeching:
j2x cos2ydx + 2y - X28in 2y )dycoS- y +y 2 —0 XAg2Y + Y2 —0 yzcoszy +x2_4 x2sin2y +y2—0
Y [x6—0
Quyidagi tenglama uchun

integralovchi ko ‘paytuvchi * M x) — u(x) —x2 MX)—-r ~(x)—x3
ganday bo‘ladi: X X



(x2- y)dX+ (x2y 2+ x)dy =0

Koshi masalasini yechimining

mavjudlik shartini aniglang: . .
oS (x,y) —uizluksiz 92 mavudva  f (x,y)—2artibli -—-mavjudva

| =1 (xY) ’ dy _ hosilasi mavjud dy

ly peX= Y0 uzluksiz

Koshi masalasini yechimining 4%

yagonalik shartini aniglang: ~ *=2-—-- mavjud va f (x,y) —2-tartibli mavjud va

= y hosilasi mavjud Y
[ Y=10) uzluksiz ostiast mavju uzluksiz
ly peX=Y0

uzluksiz

f (X,y)—uzluksiz

y '= — tenglamani (0,0)

X - -y
maxsus nugtasini nomini * dikritik tugun Egar Tugun Fokus
aniglang.

y '= —¥ tenglamani (0,0)
X *Tugun Fokus dikritik nugta Markaz

maxsus nugtasini nomini

aniglang.

Y = ——tenglamani (0,0)
X *Egar Fokus Markaz Tugun

maxsus nugtasini nomini
aniglang.
* + y i
y = -—-= tenglamani
X-y * Fokus Egar Dikritik tugun Markaz
(0,0) maxsus nugtasini
nomini aniglang.

y = -—-tenglamani (0,0)

y * Markaz Fokus Dikritik tugun Egar
maxsus nugtasini nomini
aniglang.

Differensial tenglamada uning
umumiy yechimidan ixtiyoriy
0‘zgarmasning hech bir
giymatida hosil gilish mumkin
bo ‘Imagan yechim nima deb
ataladi.

* maxsus yechim Xususiy yechim umumiy yechim maxsus nugta



MA'RUZA Ne 10
Mavzu: Lagranj va Klero tenglamalari
Reja:
Klero tenglamasi
Klero tenglamasining umumiy yechimi
Lanranj tenglamasi
Lagranj tenglamasining umumiy yechimini parametrik ko ‘rinishi.

PWODN

Klero tenglamasi . Quyidagi
y =%y +yly’) 1)
tenglama Klero tenglamasi deyiladi, bunda y(y') Vy'- ning funksiyasi. Tenglamani yechish
uchun y' = p(x) belgilash kiritamiz. U holda (1) tenglama
y=*p+y(p) )
ko‘rinishga keladi.

Bu tenglamani, y’ :%) ekanini hisobga olib, differensiallaymiz:
X
, dp, dp ,
—=p +XP +¥ (P G, —=p,
dp o \dp
p=p+xqgg+Vv (PG
bundan
X+ +¥'(p)x =0,
dx ) dx
yoki
i * = 0.
dr)J(( (p))
Bu tenglama
=0
P (3)
yoki
x+y’(p) =0 (4)

bo‘lgan holda ayniyatga aylanadi. Har ikki holni garaymiz.
A) (3) tenglamani tegrallaymiz:

jdp=0~ p=C.
Endi quyidagi

jy="p+y(p)

Ip =c¢
tenglamalar sistemasidan p parametrni  yo‘qotsak, berilgan (1) tenglamaning umumiy
yechimini hosil gilamiz:

y =Cx+y(C) (%)

Geometrik nugtai-nazardan bu yechim tugri chiziglar oilasini tasvirlaydi.

Hosil gilingan (5) yechimni tenglama bilan solishtirib, Klero tenglamasining umumiy
yechimi undagi y' hosilasini ixtiyoriy o‘zgarmas C ga almashtirish orgali hosil gilinishini
ko‘ramiz.

B) (4) tenglamada p ni x ning funksiyasi sifatida topamiz. Quyidagini



jy =@ +up)

\p —Po(x)
tenglamalar sistemasidan p parametrni yo‘gotib

Y —xPo(x) + ¥ (Po(x)) (6)
funksiyani hosil gilamiz. Bu funksiya (1) tenglamaning yechimidir. Hagigatdan ham, bunga
ishonch hosil gilish uchun (6) dan / ni topamiz:

| —Po(X)+X A + (Po(X))" )
dx dx

yoki
\ , dPo(x
Y —P0() + (x + W(Po()) T 30
(5) ga ko‘ra oxirgi ifoda quyidagi ko‘rinshga keladi, yani x+"'(p)—0 dan

Y,—Po(x). (7
Endi y va y' ning (6) va (7) formuladagi giymatlarini (1) tenglamaga go‘ysak,

xPo(x) + ¥ (Po(x)) = xPo(x) + ¥ (Po(x))

ayniyat hosil bo‘ladi. Demak, (6) hagigatdan ham berilgan tenglamalarning yechimi ekan. Bu

yechimni (5) umumiy yechimdan C ning birorta ham qiymatida hosil gilib bo‘Imaydi.
Ma'lumki, bunday yechimlar maxsus yechimlar deyiladi. Ko‘rayapmizki, bunday yechimni

Jy =P+ (p)
Ix+¥'(P) —0
sistemadan yoki quyidagi
jy —~xC+7(C)
Ix+w(C)—0
tenglamalar sistemasidan C ni yo‘qotib hosil qilish mumkin. Ma'lumki bu yechim
y —Cx+/~(C) umumiy yechimning o‘ramasini aniqlaydi. Demak, Klero tenglamasining
maxsus yechimi y —Cx + " (C) to‘g‘ri chiziglar oilasining o‘ramasini aniglaydi.
Shunday qilib, Klero tenglamasini yechish uchun avvalo berilgan tenglamada y"' ni
C ga almashtirib, uning umumiy yechimini topish kerak:
y —Cx +iy(C).
Shundan so‘ng quyidagi
Jy —xC +7(C)
Ix + w'(C) —0
sistemadan C ni yo‘qotib, maxsus yechimni (uning grafigi integral egri chiziglar oilasining
o‘ramasi bo‘ladi) topish kerak.
Misol. y —xy'+ (y'- y'2) tenglamani yeching.
Yechish. y —xC + (C - C2) umumiy yechim bo‘ladi. Bu tenglikning ikki tomonidan C

bo‘yicha hosila olib, hosil bo‘lgan sistemani birgalikda yechamiz:

+
YA 0 —x+(1-20)~ ¢t

Buni umumiy yechimga go‘yib berilgan tenglamani maxsus yechimni hosil gilamiz:

X +1)2
y &7

Lagranj tenglamasi. Ushbu



Y=xP(Y') + ¥ (Y0 (8)
tenglama Lagranj tenglamasi deyiladi, bunda p(y"), y(y"') lar y' ni ma'lum funksiyalari.
Bunday tenglamani ham p parametr kiritish usuli bilan yechiladi. y'=p(x) deb
belgilaymiz. U holda (8) tenglama ushbu ko‘rinishga keladi:

Y="*p(p)+¥(p) (9)
Buni x bo‘yicha differensiallab,

< t W \dp , .dp
=y = +* - + -
p=y =p((p) |0(|0)OIX y(p)dx,

yoki
p-p()=XP(p)+¥'(p)dp (10)
tenglamani hosil gilamiz. p - p(p) ~ 0 yoki p - p(p) =0 hollarni garaymiz.
a) p-p(p) ™0 bolsin. (10) ni ? ga nisbatan yechib, quyidagi ko‘rinishda
p

yozamiz:

dX, v p.(p) w'(p)
dp p-p(E) p-p)

Hosil gilingan tenglama x va ? ga nisbatan chiziglidir va demak

xX=0" C) (11)
umumiy yechimga egabo‘lamiz. (11) ni (9) ga qo‘yib, uni p va C orgali ifodalaymiz:
y=ao(.C)p()+w(p)=f(p.C) (12)

(11) va (12) bizga Langranj tenglamasining umumiy yechimini parametrik ko ‘rinishni
beradi:
jXx=®(A C)
1y =f (P,C)
Bu sistemada p parametrni yo‘gotib, Langranj tenglamasining umumiy yechimini
quyidagi ko‘rinishda hosil gilamiz:
F(x,y,C)=0.
Tenglamaning umumiy yechimidan hosil bo‘lmaydigan maxsus yechimi bo‘lishi
mumkin. Bu quyidagicha bo‘ladi:
b) p - p(p) =0 bo‘lsin, ya'ni biror p =p0da p(p0) =p0bo‘lsin. Ushbu

jY=XP(p)+¥(p)

\p =p0
sistemadan p ni yo‘qotib,

Y ="*p(p0)+y (p0)
yechimni hosil gilamiz. Bu esa Langranj tenglamasining maxsus yechimidir.

Misol. y =x+y'3 tenglamani yeching.
Tenlamaning umumiy yechimi

x=3(n(p-1)+(p+1 )+C

y =3(In(p -1) +(pi 1)9+C+p5



va maxsus yechimi y —x +1 bo‘ladi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutguHos M.C., HacputguHos r.H. Opanin  anddepeHuman TeHrnamanap.
TOWKEHT, “ Y36eKncTtoH”, 1994.
2. MoHTpsaruH N1.C. O6bIKHOBEHHME AnddepunanbHble ypaBHeHnsa. M.:Hayka, 1969.
3. CtenaHoB B.B. Kypc audhdepeHumnanbHbix ypaBHeHuid. M.: Tnus.du3- mat. nutepatypa.1958
4. 9nbcronsy J1.E. OndhepeHunanscHble ypaBHeHUA U BapMalMOHHOe ucuuneHne. M.. Hayka..
1965.
5 ®unnunnos A.®d. CoopHMK 3aa4d no andepeHUnanbHbIM ypaBHeHnsaM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari

1.y — (x y) tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi hagidagi teoremaning isboti.
2. O‘ng tamoni maxsus ko‘rinishda bo‘lgan chizigli o‘zgarmas koeffitsientli differensial
tenglamalar sistemasini yechish.

Glossariy
Klero tenglamasi - Quyidagi y —xy +“¥(y ) tenglama Klero tenglamasi deyiladi.
Klero tenglamasining umumiy yechimi - y —xy +¥(y) Kko’rinishdagi Klero
tenglamasining umumiy yechimi y —Cx + " (C) dan iborat.

Lagranj tenglamasi - Ushbu y —xp(y )+~ (y ) tenglama Lagranj tenglamasi deyiladi

Keyslar banki
Keys: Masala o0’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching:
(x2+y 2+ 1)dx - 2xydy —0

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
« keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni
keltiring (individual va kichik guruhlarda);

» to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1. Klero tenglamasi deb nimaga aytiladi va u gqanday ko‘rinishda bo‘ladi?

2. Klero tenglamasini maxsus yechimi y —ox y\)(cglto‘g‘ri chiziglar oilasining
o‘ramasini ganday aniglaydi?

3. Logranj tenglamasi deb nimaga aytilidi va u ganday ko‘rinishda bo‘ladi?

4. Logranj tenglamasining umumiy yechimi ganday ko ‘rinishda bo‘ladi?

5. Logranj tenglamasining maxsus yechimi ganday ko‘rinishda bo ‘ladi?

Amaliy mashg’ulot-9

1 fx+y2%x-2xy&y—6 o Inix]- 5 =
. X X2
—l——
2 y(L+xy)dx- xdy —0 j-y 2
—dx + (y3- Inx)dy —0 ~ _Inx+~y2—¢
3. X iy 2



4 (xcosy - ysiny)dy +(xsiny +y cosy)dx =0 - (xsiny +y cosy - siny)ex=c

M=1; x+Y¥=C
J:

. 1
Inn =Incosy; x siny +—cos2y =C

N (x2-y)dx+xdy =0

g 2xtgydy+ (x2- 2siny)dy =0

7 (e- y2)dx+ydy =0 Uu=e y2=(c- 2x)e
1 X X3=C
g (1+3x siny)dx - xctgydy =0 M_'siny siny
=-;xy-Iny=0
A yAx+(yx- 1)dy =0 " y i y
_ 1. — 3
10, (x2- 3y 2)dx +2xydy = 0 M_X_’ Y=o+
TEST
Differensial tenglamada uning
umumiy yechimidan ixtiyoriy
giigf:{%aasmglrlﬁ?gﬁ Irrnu mkin * maxsus yechim Xususiy yechim umumiy yechim maxsus nugta
bo ‘Imagan yechim nima deb
ataladi.
Maxsus yechimni topish *jAX Ac)=0 IRy yLe)=0  jo(*,¥)=0 jo(x,¥,c)=0

formulasini toping. 1d (x—¢)=0 H (x——4c)=0 1dc(xy)=0 1 (xY,c)=0

Klero tenglamasini aniglang. , - : '
J e oy eyMm y=*y2+y(y) y=*+y(y) Y=xO)FHY)

Klero tenglamasini umumi

yechimi Ko'rinishini aniqlar){g. Ty =cox+y(c) y=x+y(c) y=*()2ty(c) Y=cX+y(c)

Klero tenglamasini maxsus — % '

yechimini aniglang. Y=*p0(x)* Wp 0(x)) x=ypM +yM *=YPY)+Y(y) YEEPO)y O

Lagranj tenglamasining . . . N —v'n(*)+

ko‘rinishini aniglang. *x=yply)+yly) y=*py)+yy) *=YPm+y®) ¥ 7Y P)+y(x)

Lagranj tenglamasining - ' .

maxsus yechimi ko‘rinishini ~ * vy = *p(p0 ) y'=*p(P0)+¥ (0, Y=y'p(p0)+wip )*=Yp(p0)+¥({ )

aniglang.

Quyidagi tenglamaning

maxsus yechimini toping: *y = X+1 V= X+ 3 y = X+2 y = x+4

Y=*+y'

Birinchi tartibli chizigli
tenglamada Q(x) ganday B B _
bo‘lsa, chizigfi birjinsli “Q()=0 Q0)* 0 90 =1 ==
tenglama deyiladi?

Ushbu y = Cx chiziglar

| B— . / 2/
oilasi qaysi diffirensial *xy' =3y Y7=3Y/3 >3
tenglamaning yechimi?

Al



MA'RUZA Ne 11
Mavzu: Yugori tartibli differensial tenglamalar. Koshi masalasi. Mavjudlik va
yagonalik teoramelari.
Reja:

1 n- tartibli differensial tenglama.
2. Yechim, umumiy yechim, xususiy yechim tushunchalari.
3. Koshi masalasini qo‘yilishi.
4. Koshi, Pikar-Lindelyof va Peano teoremalari.

Ushbu

F(xy,/ ,.,y<l)—0 (1)
ko‘rinishdagi tenglama n- tartibli oddiy differensial tenglama deyiladi. Bu yerda
F(x,y,y',....y () funksiya (n+2) o‘lchovli Rm2 fazoning Dk sohasida aniglangan. Ko‘p
hollarda (1) tenglama ushbu

y) (XY, Y,..., YD) (2)
ko‘rinishga keltiriladi. Bu tenglama yugqori tartibli hosilaga nisbatan yechilgan yoki kanonik
ko‘rinishdagi n- tartibli  oddiy differensial tenglama deyiladi. (2) tenglamada

f Xy, Vy',..ymD) funksiya (n+1) o‘lchovli Rntlfazoning Dndl sohasida aniglangan.

Agar (1) va (2) da n—1 bo‘lsa, 1-tartibli oddiy differensial tenglamaga ega bo‘lamiz.
Bu holni biz ko‘rganmiz. Endi n>2 bo‘lsin.

1-Ta'rif. (2) tenglama berilgan bo‘lib, f (x,y,y',....,y(D) funksiya Rnm—fazoning
Dntl sohasida aniglangan bo‘lsin. Agar | intervalda aniglangan biror y —p(x) funksiya
uchun quyidagi uchta
10. p(x) e Cn(l)
2°.(X,p(x),p"(X),..., p(N-D)(X)) e xel ’ 3)
30. pM(x) —F (x, p(x), p'(X),.... p () (x)), x e 1"
shart bajarilsa, u holda y —p(x) funksiya 1 intervalda (2) differensial tenglamaning yechimi
deyiladi.
(2) tenglama yechimining grafigi, ya'ni y —p(x) funksiyaning grafigi uning integral
chizigi deyiladi.
Eslatib o‘tamizki, 1- tartibli  differensial tenglamalardagi  kabi  yuqori tartibli
differensial tenglamalarda ham yechim ba'zida oshkor y —p(x) ko‘rinishda yozilsa, ba'zida

oshkormas ®(x,y) —0 funksiya ko‘rinishida yozilishi mumkin.  Yechimni  ba'zan
parametrik ko‘rinishda x —x(t), y —y(t) te | (t- parametr) izlash ham qulay bo‘ladi.

2-Ta'rif. (2) differensial tenglama va x,C ,C2,..., C,, o‘zgaruvchilarning biror o°‘zgarish
sohasida aniqlangan xamda x bo‘yicha n marta uzluksiz differensiallanuvchi
y —p (x,Cl,*M2,...,Cn)
(4)
funksiya berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy (x,y,y',...,y (1) e Dntlnuqta uchun ushbu
y —p(XC=L2,...,Cn)
y'—p'(x, C=€2,...,Cn)

Ny () —p (H1)(x, C~€2,..., Cn)

munosabatlar Cx C ,...,C larning



CL—AL(X T, Y., Y(HD)
C2—Wi(X/,Y",...Y(D) A

C —W(Xy,y'..,y(MmD)
giymatlarini bir giymatli aniglasa va bu qiymatlarni ushbu

Y —p"XxC=€,....Cn) @)
tenglikka go‘yish natijasida (2) tenglama hosil bo‘lsa, (ya'ni tenglamani ganoatlartirsa), u
holda (4) funksiya (2) tenglamaning Dntl sohasida aniglangan umumiy yechimi deyiladi.

Shunday qilib, (2) differensial tenglamaning umumiy yechimi n ta ixtiyoriy
0‘zgarmasni 0°z ichiga oladi.

(2) differensial tenglamaning barcha yechimlarini topish asosiy masaladir.
Umumiy yechim formulasi (4) ni olaylik. Unda C ,C2,...,,C,, larga ma'lum qiymatlar bersak,
tegishli yechim hosil bo‘ladi. Umuman aytganda, (2) tenglamaning (4) formula o‘z ichiga
olmagan yechimlari ham bo‘lishi mumkin.

(2) differensial tenglamaning umumiy vyechimi formulasi (4) dan CxC2,...,C,
larga giymatlar berib, hosil gilinadigan har bir yechimi (2) tenglamaning xususiyyechimi
deyiladi.

Xususiy yechimni izlash Koshi masalasining yechimini izlashga keladi. Agar (2)
tenglama, (x0,y0,y0,...,y0(-1)) e DKL nuqgta va ushbu

y (x0) —Y0, ¥Y'(x0) —0. . . ¥(n-1)(x0) —yo(n-1) (8)
munosabatlar berilgan bo‘lsa, (2) differensial tenglamaning (8) tengliklarini
ganoatlantiradigan yechimini izlash (2) tenglama uchun Koshi masalasi deyiladi. Unda (8)
tengliklar boshlang‘ich shartlar, x0,y0,y'0,...,y0(-]) giymatlar esa boshlangich giymatlar

deyiladi. n—2 bulganda Koshi masalasi aniq geometrik ma'noga ega. Masalan,
y0—f (x,y,y9Q tenglama uchun y(x0) —y0, y'(x0) —y0 shartni ganoatlantiruvchi integral
chiziq tegishli sohaning (x0,y0) nugtasidan berilgan /0 burchak koeffitsientli urinma bilan
o‘tishi lozim.
Agar (2) differensial tenglamaning umumiy yechimi (4) ma'lum bo‘lsa, tegishli
Koshi masalasini yechish uchun ushbu
p(® CI,C2...,Cn) —Yo,

p (X0, C—C2,..., Cn) —/0,

p<"-1)(Xo0,C,,C,,...,Cn) —0o (-1,
tenglamalar sistemasini Cx C ,...,C larga nisbatan yechish kerak bo‘ladi. Bu sistema yagona
yechimga ega bo‘lishi, bittadan ortiq yechimga ega bo‘lishi yoki umuman yechimga ega
emasligi mumkin. (9) sistema yagona yechimga ega bo‘lganda (2), (8) Koshi masalasi yagona
yechimga ega deyiladi. Aks holda tegishli Koshi masalasida yagonalik buzilgan bo‘ladi.

Agar (2) differensial tenglamaning xususiy yechimi ®(x,y) —0 ko‘rinishda berilsa, bu
munosabat berilgan differensial tenglamaning integrali deyiladi. Agar umumiy yechim
oMy, CL,C2..,C )—0 ko‘rinishda yozilgan bo‘lsa, bu munosabat (2) tenglamaning
umumiy integrali deyiladi.

(2) differensial tenglamaning barcha (xususiy  va maxsus) yechimlarini topish
differensial tenglamani integrallash jarayoni bo‘ladi. Tenglamani integrallash jarayoni noaniq
integrallarin  hisoblashga kelganda differensial tenglama kvadraturalarda integrallanadi
deyiladi.



Endi  (2) differensial tenglama uchun yechimning mavjudlik va yagonalik
teoremalarini keltiramiz.
1-Teorema (Koshi teoremasi ). Agar (2) differensial tenglamada ushbu

f XYY, B E L nfh
Dy "dy" " " Dy(
funksiyalar Dl ¢ R sohada aniglangan va uzluksiz boisa, u holda:
10 (2) differensial tenglamaning biror | integralda aniglangan,
¥Y(x0) = Yo, y (x0) = ¥0,..., ¥Y(n-1)(x0) = YOI  ((Xo0, Y0, Y0,...,—9n-1) e Dntl)
boshlangfich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud.
2. Agar y=p(x),xef va y=y(x),xel2 funksiyalarning har biri (2) differensial
tenglamaningyechimi bo 1ib, berilgan x0 uchun
p(x0) = ¥(xA p'(x0) = ¥'(X°),... pAr>(x°) =y (n-1)(*0)

boisa, y =p(x) vay =y(x) yechimlar aniglanish sohalarining umumiy gismida ustma-ust
tushadi. Boshgacha aytganda, agar xOe f n 12 nugtada p(i)(x0) =y (i)(*), i=0,1,...,n-1
bofisa, uholda f n 12 intervalda p(x) =y (x) boiadi.

3-Ta'rif. Agar f (x,y,y',....y(n1) funksiya Dnd ¢ Rntl sohada aniglangan bo‘lib,
bu funksiya uchun shunday L - 0 son mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy (*xy ,¥{,....,y {n-1) e DKH,
(*2,y2,y2,...,y2nl)) e DBA nuqtalar uchun ushbu

nl
f*y IL,YL.,4n))- f (x,Y.,Y,..Y "I < i:OHﬂ)- 2~ L-0 (L)

tengsizlik  bajarilsa, u holda f (x,y,y',...,y(%1) funksiya Dnl sohada y,y',....,y(+D) lar
bo‘yicha Lipshits shartini ganoatlantiradi deyiladi, L esaLipshits o zgarmasi deyiladi.
2-Teorema (Pikar-Lindelyof teoremasi). Agar f (x,y,y',....y(l) funksiya

Dl ¢ Rntl sohada aniglangan va uzluksiz bofib, shu D sohada y,—....y (*]) lar boyicha

Lipshits shartini ganoatlantirsa, u holda har bir (x0,y0,y",...,y0n1) e DBL nugta uchun
shunday o zgarmas h>0 son topilsaki , natijada (2) tenglamaning (8) boshlangich
shartlarini ganoatlantiradigan va | = {x:|x- x0|< h} oraligda aniglangan yagona yechimi

mavjud b o fadi.
3-Teorema (Peano teoremasi). Agar f (x,y,y',...,.y(+d)) funksiya Dntl sohada

aniglangan va uzluksiz bofib, (x0,y0,¥0,...,y0n1)e DBA bofisa, u holda (2) differensial
tenglamaning (8) boshlangich shartlarini ganoatlantiradigan kamida bitta yechimi mavjud.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutguHos M.C., HacputguHos r.H. Opanin  anddepeHuman TeHrnamanap.
TOLWKEHT, “ ¥Y306eKUCcToH”, 1994.
2. MoHTpsaruH N1.C. O6bIKHOBEHHME AnddepunanbHble ypaBHeHnsa. M.:Hayka, 19609.
3. CtenaHoB B.B. Kypc audepeHumanbHbixX ypaBHeHUn. M.: Tn3.®u3- mat. nutepatypa.1958
4. 9nbcronsy J1.E. OnddhepeHunanscHble ypaBHeHUA U BapMalMOHHOe ucumneHne. M.. Hayka..
1965.
5 ®unnunnos A.d. CoopHMK 3aga4d no andepeHUmanbHbIM ypaBHeHnsaM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari
1. Hosilaga nisbatan yechilmagan birinchi tartibli differensial tenglamalar va ularni integrallash



usullari.
2. Eksponensial matritsani hisoblash.

Glossariy

Umumiy yechim - (2) differensial tenglama va X’C]5C2’ "Cn o°‘zgaruvchilarning biror

0°‘zgarish soxasida aniglangan xamda x bo‘yicha n marta uzluksiz differensiallanuvchi
y — (x,CI,Cr,...Cn)

funksiya berilgan bo‘Isin. Agar ixtiyoriy \(/X y yX/*SX(nﬁe Dn+-— nugta uchun ushbu
Y— (x,Cl,C2,..,Cn)

Y'—'(x,Q,C2,..,Cn)
y/\ — <,']XXC_1Q1--'1 Cv)
c.C,.C

munosabatlar “572’” "n laming
C—¥—+X,¥,Y ' ...y(n-1))
<C2 —"2(X /,¥",..Y(-1)
C, —¥n(x,y,y"',../(n-1))
giymatlarini bir giymatli aniglasa va bu giymatlarni ushbu
y)—p<t(x,C+€,,...C,)
tenglikka go‘yish natijasida (2) tenglama xosil bo‘lsa, (ya'ni tenglamani ganoatlartirsa), u xolda

(4) funksiya (2) tenglamaning Dn+l soxasida aniglangan umumiy yechimi deyiladi.
Koshi teoremasi - Agar (2) differensial tenglamada ushbu

f(x,y,/,:..,yfﬁﬁ\-y.q}f C‘l]f

y'dyr *dy@

funksiya lar 5)’,”4’-18 Bnﬂ soxada aniqlangan va uzluksiz bo‘lsa, u xolda:
10. (2) differensial tenglama ning biror | integralda aniglangan,

y (x0) =0, y Qxo0) —0,... Y ™4 (x0) —yo(n1),(x0,y0,y0,..yo(]) e Dn#)
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud.

20. Agar y —p(x),xeli va y —¥(x), xe”2 funksiya larning xar biri (2) differensial

tenglamaning yechimi bo‘lib, berilgan 0 uchun
p (x0) —¥ (xoX p (x 0) —¥'(x0),..., p (N-1)(x0) —x(n-1)(x0), bo‘lsa Y —p(x) vayY —w(x)
yechimldar aniglanganglanish soxalarining umumiy gismida ustma-ust tushadi.

Boshgacha aytganda, agar e l—= 12 nugtada p (Xo) ¥ (Xo),* 0.1..n 1bo‘lsa, u xolda
|- ~2intervalda p(x) —¥(x) bo‘ladi.

Peano teoremasi - Agar fx ¥y Yoy funksiya D

m—soxada aniglangan va
uzluksiz bo‘lib, (Xo,yoyo,..yo )eD «H bo‘lsa, u xolda (2) differensial tenglamaning (8)
boshlang‘ich shartlarini ganoatlantiradigan kamida bitta yechimi mavjud.

Keyslar banki

X2

YDP- Y'x-¥Y+— —0

Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: 2 .
Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:

» keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni



keltiring (individual va kichik guruhlarda);

« to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1 Qanday ko‘rinishdagi tenglama p-tartibli oddiy differensial tenglama deyiladi?
2. Differensial tenglamasining yechimideb nimaga aytiladi?
(n-1)

y(™ RV _ , - , .
tenglamaning xususiy yechimi deb nimaga aytiladi?

3. f(

4, y(n) =8 (M348 (0 kenglama uchun.Koish masalasi deb nimaga aytiladi?
5. Koish masalasini yagona yechimga ega bo‘lishini isbotlang?

Amaliy mashg’ulot-10

N (sinx+e—dx +cosxdy =0 j. M=ey;, e —€0osx=c+X
» (xsiny +y)dx + (x2cosy +x Inx)dy =0 i Inu=-1In* u :}(; *siny +Inx=c¢
3 (x2+y2+2x)dx +2ydy =0 j: (X2+y2e* =c
1 y =
4 (x2+y)dx- xdy =0 i u=-  X-r=C
Xy 2+2In—=c
5, *¥3+Y+ (*IY2- x)—4=0 i Yy
o (x2+y2+1)dx- 2xydy = 0 i, *2. Y21 = ex
7 (y +x2)dy + (x - xy)dx =0 j: x2+y2=C(y-1)2
1
2y + dx+ 3y +x+ dy=0 )
(xtg f (xtg) J.y3+xy +2xy2+In(x+y)=c
TEST
Birinchi tartibli chizigli
tenglamada Q(X) ganday w
%) 8% = QE)* 0 Q(x)=1 -=

bo‘lsa, chizigli birjinsli
tenglama deyiladi?

Ushbu y = CXx chiziglar . A |
oilasi qaysi diffirensial — =3y y = e Xg// Moo >3
tenglamaning yechimi?

y / = a*a + by ~tenglam

aava p ning ganday

giymatlarida *__ . _=1 a+f =1 -1 -1 =1 a-f=1
y = z malmashtirish f3 a a

yordamida birjinsli

tenglamaga keltiriladi.

y'+2ye* - y2=e2+¢e*

Rikkati tenglamasini bitta *Y1 =e* Yl =g Vi =eX y=*+1
Xususiy yechimini toping.

Agar ylvay2- birinchi tartibli

chizigli tenglamaning ikkita

turli yechimlari bo‘lsa, *Y=—4+A - ) X= 2 —= Yozib bo‘lmaydi
tenglamaning umumiy yechimi Y2

ylva y2yordamida ganday



yoziladi?

Quyidagi funksiyalardan gaysi

y 2dx - (xy + x 3)dy —O ten * 4 1 1
glama uchun integrallovchi X3 y X2
ko‘paytuvchi bo‘ladi?

Quyidagi funksiyalardan gaysi

Y(x +y)dx + (xy + —dy — *— : L
tenglama uchun integrallovchi Y X2 X3
ko*paytuvchi bo‘ladi?
e * L funksiya quyidagi e -Xdx -

Yy

~»xydx- (X2 + -
tenglamalardan gaysi biri “y x+ (ex-y)dy =4 beryay
uchun integrallovchi
ko‘paytuvchi bo‘ladi?
Agar

M(xyd +Nxyd —0
tenglamada M (x,y) va *m(x,y)—{xM +yN m(x,y) —xM +yN

funksiyalar bo‘lsa, u holda

integrallovchi ko‘paytuvchi

ganaga ko ‘rinishda bo‘ladi?

Shunday egri chiziglarni

topingki, uning har bir

nugtasiga o ‘tkazilgan urinma 1

koordinata o‘glari bilan *Xy —ta?2 Yy Xy —2a2
birgalikda yuzasi 2a2ga teng a

bo‘lgan uchburchak hosil

qilsin.

MA'RUZA Ne 12

-(2y +xe~x)dy —0

Y2

Hammajavoblar
noto‘g ‘ri

_ m(x,y)—{xN +yl
N (x,y) mHtartibli birjinsli mey)— X+

Y—a

Mavzu: n-tartibli differensial tenglamalar.Tartibi kamayadigan differensial tenglamalar

Reja:

1 n- tartibli differensial tenglamalarning kvadraturada integrallanuvchi ba'zi turlari.

2. Tartibi kamayadigan differensial tenglamalar.

Tayanch so’z va iboralar: yn—f (x) kortinishidagi tenglama,

F(xy®) —0

kotinishidagi tenglama, F(y(@l),y ) —0 koTinishidagi tenglama, F(y(#2),y ) —0
kotinishidagi tenglama, F(y () —(yM)k+a (Y(n)kl+...+ j(y()+a —O0 kotinishidagi

tenglama

Lyn—f (x) ko‘rinishdagi tenglama. Mavjudlik va yagonalik

teoremasining



shartlarini bajarilishi uchun f (x) funksiya biror 1 intervalda uzluksiz bo‘lishi yetarli.

Shunday deb faraz gilaylik. Bu holda differensial tenglamani n marta ketma-ket integrallab ,

umumiy yechimni topish mumkin:
XXX

Y9 = ] ] o f*)dxdx..dx + _A(* - *o)nd+
00

* (n-2)!
(1) formula y (@ =f (x) tenglamaning barcha yechimlarini o0‘z ichiga oladi
umumiy yechim bo‘ladi. Maxsus yechimlar yo‘q.
2. F(x,y() =0 ko,rinishdagi tenglama. Agar bu tenglamani y () ga nisbatan

(*- *o)n2+ ...+ _n-1(*- *o)+ _n. (D)

yechish  mumkin bo‘lsa (yani ym = fkix), K=1,2,....), u holda bu tenglamalarning
integrallab, berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimini topamiz.

F(x,y () =0 tenglama y (N ga nisbatan yechilmasin deylik. x va y (n) lar parametrik
ko‘rinishda yozilishi mumkin deb faraz gilamiz, ya'ni x=y(t), y( =x(t). U holda
dynd) =y (dx ga ko‘ra dy(nl) = x(t)y '(t)dt. Bundan

y () = x(t,C1), y@@2 = X2(t,CL,C2),....¥Y = Xn(t,C1,C:,...,.Cn) .

Shunday qilib umumiy yechim x =y(t), y =x,(t,_, ,..., ) bo‘ladi.

3. F(y(mD,y(n) =0 ko‘rinishdagi tenglama. a) Tenglamani y (0 ga nisbatan yechish
mumkin bo‘lsiniy(m) =f (y(nd). Agar z=yMl) desak, z'=f (z) ga kelamiz. Bu
o‘zgaruvchilari ajraladigan birinchi tartibli differensial tenglama. Uning umumiy yechimi

*=_ +f-N-

1 ff(2)
bo‘ladi. Bu tenglik z ga nisbatan yechilishi mumkin bo‘lishi ham, bo‘lmasligi ham mumkin.
Agar uni z ga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa, (yani z=y (*x_)), u holda
y() =y(Xj,C) dan y=yn(t,_ ,_ ,...._ ) umumiy yechim Kkelib chigadi. Mabodo

yugoridagi tenglik z ga nisbatan yechilmasa, yana parametr Kiritish usulidan foydalaniladi.

b) Tenglamani y (0 ga nisbatan yechish mumkin emas, ammo y (0 = x(t), YD = y(t)
parametrik ifoda ma'lum deylik. U holda dynhD=y(ndx dan dxzdy{?ﬁl) =¥"(t)‘ va

y®  X(1)

*=jy (t)dt +_ kelib chigadi. Endi dy(n+2) =y (Ddx dan

x(t)

—n )=J—nDdx+ 2 =jy(t)-Y in dt+_2
ni hosil gilamiz. Shunga o‘xshash muloxazalar yuritib,
dy(3 =y 2dx,...., dy = ydx

tengliklarni integrallaymiz va y =Jy'dx+_ dan y uchun parametrik ifodani topamiz.
Ma'lumki, x ning parametrik ifodasida bitta (_) ixtiyoriy o‘zgarmas, Yy (n2) da ham bitta
(L), y(3 da2ta(C2va C3),., y(Hnl) da n-2 ta, y daesa n-1 ta ixtiyoriy o‘zgarmas

gatnashadi. U holda x va y laming parametrik ifodalarida n ta ixtiyoriy o‘zgarmas
gatnashadi. Demak,

X= + 1, —=Syd* + n(=Xn(t,_2_3,..,_n))

va



umumiy yechim bo‘ladi.

4. F(y W2,y ) —0 ko,rinishdagi tenglama. Ushbu z —y (n2) almashtirish berilgan
tenglamani F (z,z0)—0 ko‘rinshga olib keladi.
a) Oxirgi tenglamani z'" ga nishatan yechish mumkin bo‘lsin deylik:

z0—f (z).Bu tenglama 1) bandda ko‘rilgan usul bilan integrallanadi, yani
22z20=2f (2)z0" d(z)2—=2f (2)dz™ z'2—=2Jf (z)dz+C "

Aoz —an2df @)dz+C A dx ——. dz A x+C2—J dz
N f(z)dz+Cl1 tV f (z)dz+Cl1
Oxirgi tenglikdan z- ni topib bo‘lsa, u holda z —y (n2) almashtirishdan tenglamani

umumiy yechimini topish mumkin. Agar z- ga nisbatan yechilmasa yana parametr Kiritib
umumiy yechim topiladi.

b) Berilgan tenglama y (0 ga nisbatan yechilmasin, ammo y (™2 —¥(t), y @ —(t)
parametrik  ifoda  ma'lum deylik. Ma'lumki, dy@) —y (ndx, dyw2 —y (=Ddx. Bu
tengliklardan

dy(d) _ dy(n2)
yo oyl
yoki
Y(«Ddy(l) —y @dy (2 —z (1)¥'(t)dt
munosabat kelib chigadi. Bundan
y-" —12\x(t) ¥ (1)dt+C

Keyingi mulohazalar 2 banddagi kabi bo‘ladi. x uchun topiladigan ifodada ikki
ixtiyoriy o‘zgarmas (Cj va C2) gatnashadi. Oxirgi tenglamani ketma-ket integrallab borsak,
yana C3,C4,..,C,, - ixtiyoriy o‘zgarmaslar ishtirok etadi. U holda umumiy yechimni bunday
yozish mumkin:

x—fd tl +C—F ¥ 1) +C—
y +ij2f Z (t)¥ '(t)dt + C2
y —®(t,C2,C3,...,Cn).
5. F(y @) —(y @)k +ay M)kl +... +ak (y([) +at —0, a, —const,, —12,...k

ko‘rinishdagi tenglama. Bu differensial tenglamani y (0 ga nisbatan k- tartibli algebraik
tenglama deb garaymiz. Uning haqgiqiy ildizlari p ,p2,....ps, s <k bo‘lsin. U holda
y{n —p ,j —1,2,...,s differensial tenglamani n marta integrallasak,

Y —Pi----- C, - 9---——-+C x+C
It 1(n-1) n2 n n
kelib chigadi. Undan:
n' ( X1 X2 A
pj — w-C—HN-1)!- ..-C™2~2~C™IX-Cnj

Shu topilgan p - ni berilgan tenglamada y (W) o‘rniga go‘ysak, uning umumiy yechimi

fn\f v -1 v?2

N n R
VXmVy - 1(n-1)\ll C n-2 HZZ -/é‘c n-i1xn-1 C n JJ
hosil bo‘ladi.

Agar



(YIn)k+a,(x,Y,Y ...,y (dD))(y )k-1+ ..+ a,u (X, ¥, Y ...,y D) (—m ) +
+a, (x,y,y',...,yn1))=0, a, e_(Dn,)

differensial tenglama ko‘rilsa, u holda uni y(n) ga ko‘ra k- tartibli algebraik tenglama deb
garash mumkin. Agar haqiqiy ildizlarni topish mumkin bo‘lsa, u holda ushbu yuqgori hosilaga
nisbatan yechilgan
Yoy =p,*.Y.Y,...¥(n1), ] =1,.2,..S S<K
tenglamalarga ega bo‘lamiz.
2. a) n- tartibli differensial tenglamada noma'lum funksiya y va uning ketma-ket

kelgan xosilalari y,Vy',..., y («1) gatnashmasin deylik. U holda differensial tenglama

F(X,y(K),y @#D),...y(m) =0, k=1n @
ko‘rinishda yoziladi. Bu holda y(#® =p(x) deyilsa, F(x,p(x),p’(*),...,p (-Kk)(x)) =0
(n - K) - tartibli differensial tenglama hosil bo‘ladi, ya’ni tenglama tartibi k birlikka pasayadi.
Agar uni integralldash mumkin desak, ®(x,p(x),_,C2,...,Cnk) =0 ni hosil gilamiz. Endi
p(x) =y® bo‘lgani uchun ®(x,y([K,_, C2..,Cnk)=0 ni hosil gilamiz. Bu K - tartibli
differensial tenglamani integrallasak umumiy yechimga ega bo‘lamiz.

b) Agar n - tartibli differensial tenglamada erkli o‘zgaruvchi oshkor holda gatnashmasa,
ya'ni tenglama

FYY',.,—<)=o0 (2)
ko‘rinishda bo‘lsa, y ni yangi erkli o‘zgaruvchi, y"=p(y) ni yangi noma'lum funksiya deb,
ushbu almashtirishni bajaramiz (x"y, y~p):

) , o » dp dp dy dp .
y =p(y)"y =%y =k TegyTeoe ”
. dy" d , dp dy rdp Jdpr 2d p dp 2 2, 2
Y =k =al (P ax =P [ap +7ay 2=pP gy *P({)2=P P *pp .

Bu hisoblashlar yordamida miqdor p,— ,...,d ,p miqdorlar orqali ifodalanishini
dx dy dy

matematik induksiya usuli bilan ko‘rsatish mumkin. Shu  almashtirishni  bajarsak,
(n-1) - tartibli

Fin p P AR g
dy dy
differensial tenglamaga kelamiz. Demak, ko‘rilayotgan holda differensial tenglamaning
tartibini bittaga kamaytirish mumkin. Agar hosil bo‘lgan tenglamaning umumiy yechimi
®(—=P,~. M Cn]) =0
yoki

GIO(—,dX,__,.., Ccnl)=0

bo‘lsa, shu munosabat berilgan F(y,y',...,y(n) =0 tenglamaning oralig integrali bo‘ladi.

Endi berilgan differensial tenglamaning umumiy integralini topish uchun uning oraliq integralini
1-tartibli differensial tenglama sifatida integrallash kifoya.

c)Agar (2) F(y,vy'...,y() =0differensial tenglamada F(y,y'...,y(n) biror
d(y,y',...,y(D)) funksiyaning to‘lig differensiali bo‘lsa, ya'ni

F(—,Y,...,—(n))Zd CD(_’yv!y
dx



munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda (2) tenglamaning bitta birinchi integrali
o (y,y',....y (D)) —C Kko‘rinishda yoziladi. Bu esa o‘zgaruvchi navbatida berilgan differensial
tenglamaga qaraganda tartibi bitta kam (n -1) - tartibli differensial tenglamadir.
s)Agar F(x,y,y',....y (M) —0 tenglama y,y',....,y (Dargumentlariga nisbatan bir jinsli,
ya’ni
F Oty ty',.. ty(n) —tkF (X, y,y ..., y ()
bo‘lsa, u holda y —efzdx, z —z(x) yoki y'—yz almashtirish bajarib tenglamani tartibini bir
birlikka pasaytirish mumkin.
Misol. xyy0—y - xy')2 tenglamani yeching.
d) Agar F(x,y,/ ...,y (n) —0 tenglama umumiy holda birjinsli bo‘lsa, ya’ni
XN kx
Y~ kny
Y'N kmily/
YON km2y0

y@”" kmy [0
almashtirish natijasida, tenglamani bir jinsli giladigan m- ni tanlash mumkin bo‘lsa, u holda
x —et, y —u(t)em almashtirish bajarib, tenglamani tartibini pasaytirish mumkin. Hosil bo‘lgan

tenglama uva t- ga bog‘lig bo‘lib, t oshkor gatnashmaydi. Bu biz ko‘rgan b) holga to‘g‘ri
keladi.

Misol. x3y 0—y - xy")2 tenglamani yeching.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutgnHos M.C., HacputguHos r.H. Opaunin - gudpbepeHuman TeHrnamanap.
TOLWKeHT, “ Y36eKncToH”, 1994.
2. MoHTparuH J1.C. O6bIKHOBEHHUE AnddepumanbHble ypasHeHns. M.:Hayka, 19609.
3. CtenaHoB B.B. Kypc guddepeHumanbHbix ypasHeHuid. M.: Tns.dus- mat. nntepatypa.1958
4. 9nbcronsy J1.E. AndepeHumanbHble ypaBHEHUA U BapnalMoHHOe ncuunieHve. M.: Hayka..
1965.
5 ®ununnos A.®. C60pHUK 3afay no guddepeHumanbHbiM ypaBHeHnaM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari
1. Mavjudlik va yagonalik teoremasi.
2. Matritsali differensial tenglamalarni integrallash.

Glossariy
—f

y(m (x), ko’rinishidagi tenglamayechimi -
y(x) =3 J .. f(x)dxd]..d| o Xeweyadd - fA | (Xerxo) 2 BG40 Xo)R

X0 X0 X0 ‘
integraldan ibonat.

p/ f (1K NN
Lipshits sharti - Agar f (x,y,y ,..y ) funksiya n# soxada aniglangan

bo‘lib, bu funksiya uchun shunday L>0 son mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy



xy ,—..y D)) e Dnd,(X,¥2,y2,..y2 nl)) e DnH,
nuqtalar uchun ushbu

nl
f(xwyaw—mJWfOOngwxmm<Lé)H@-ﬂ@L'O

tengsizlik bajarilsa, u xolda, J‘(/*M_éf(”l)l funksiya I:)n+1 soxada Yoo M) lar

bo‘yicha Lipshits shartini ganoatlantiradi deyiladi, L esa Lipshits o‘zgarmasi deyiladi.
Keyslar banki

Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: y =*+y —ny .
Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:
» keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

» to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1 p-tartibli differensial tenglama ganday ko‘rinishda bo‘ladi?

2. F(*ly )= o tenglamani umumiy yechimi ganday ko‘rinishda bo‘ladi?
3. p- tartibli differensial tenglamada no'malum funksiya u va uning ketma-ket kelgan

xosilalarj ¥ T A Loy (- D gatnashmasi, u xolda differensial tenglama ganday
ko‘rinishda yoziladi?

4. Qanday munosabat berilgan F(yly ~.~y ) = o tenglamaning oraliq integrali bo‘ladi.
5. Tartibi kamayadigan differensial tenglama deb nimaga aytiladi?

Amaliy mashg’ulot-11
Hosilaga nisbatan yechilmagan tenglamalar.

1. FC*y,y ) =0 tenglama quyidagicha yechilishi mumkin.
a) Tenglama y ga nisbatan yechib olish, ya'ni y ni x,u orqgali ifodalash. Bir necha

y =f (x,y) ko‘rinishdagi tenglamalar paydo bo‘lishi mumkin. Ularni har birini yechish kerak.
b) Parametr kiritish usuli.

F 7~ vy) =0 tenglamani u ga nisbatan yechish mumkin bo‘lsin, ya'ni tenglamani

y =f (x,y ) ko‘rinishda yozish mumkin bo“Isin.
U holda

p ={, =—= @

deb —f (*,p) ()
tenglikni olamiz. (2) tenglikni ikkala tomonidan to‘liq differensial olamiz va dy ni pdx bilan
almashtirib quyidagini olamiz:

M (x,p)dx + N (x,p)dp =0

Agar bu tenglama yechimini * =p(p) ko‘rinishda topish mumkin bo‘lsa F* y,y )=0
tenglama yechimining parametrik ko‘rinishda topamiz:
*=p(P)y =(p(PXp).
*=f (y,y ) tenglama ham shu ko‘rinishda yechiladi.
Misol-1. y =*+y - Iny tenglama yechilsin. p =y parametrik kiritsak



y —X+p-Inp 3)
tenglikni olamiz. (3) ning ikala tomonidan to‘liq differensial hisoblaymiz va dy —p d deymiz:

dy —dx+dp- —, pdx —dx+dp- —,
P

p
(p - Dx—-L dp.
P
dx —dp* x—np +C
a) p *1bo‘lsa, p
Buni (3) ga go‘yib olamiz:
x—np +c, y—p +¢ )
rni yo‘qotsak P e
Y —eXc+c. (6)
b) p —1 bo‘lsa (3)-tenglik asosida
y —x+1 (7) ni olamiz.
Misol-2: Ushbu
|2 X2
Y -[ex-Y+y —0
differensial tenglamani yeching.
X2
P(X,Y,Y)—Y2 Yex-Y+—
Bu tenglamada 2 Dbo‘lib, u tenglama u ga nisbatan
yechiladi:
y —y]?'- y x+ 22,

Keyingi tenglamada y —p deb, uning har ikki tomonini differensiallaymiz:

y—p2- Px+ 2

dy —d —2pdp - pdx +xdx —(2p - x)dp - (p - x)dx.

Endi dy —y "J —p "'dx bo‘lishini e'tiborga olib topamiz:

pdx —(2p - X)dp - (p - X)X~ p —(2p - X)Ep +x 7
X

A (2p-X)°&—2p-X" &—1 (2p - x*0)

dp =i
Ravshanki, ~ tenglamaning yechimi p —x + ¢ bo‘ladi.
2 X2
. Y—P - px+ . . . .
Yuqoridagi 2 hamda p —x +c tengliklardan r ni yo‘qotib topamiz:

2 2
y —(x+¢)2- (x+c)x+~ N +Cx+C2
Bu berilgan tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi.
2. F Xy )—0 tenglamaning y —p(x) yechimi maxsus deyiladi, agar uning har bir

nugtasidan boshga yechim o‘tadi va uning urinmasi y —p(x) urinmasi bilan bir xil va bu



nuqtaning ixtiyoriy kichik atrofida u bilan ustma-ust tushmaydi.

Agar F~ YY), Fy, Fy hosilalar uzluksiz bo‘lsa F(x,y,y )—0 (8) tenglamaning
maxsus yechimi
N
F, — ( :ﬂ:
v d—j 9)
Tenglamani ganoatlantiradi. Shuning uchun maxsus yechimni topish uchun (8), (9)

tenglamalardan y ni yo‘qgotish kerak:

F(x,y,y") —9, x,Y,¥)—0
dy :

Hosil bo‘lgan p(x,y) —0 tenglama egri chizigning diskriminantasi deyiladi.
Diskriminanta chizigning har bir shoxi F(x,y,y ) —0 tenglamani yechimi bo‘ladimi degan
savolga javob berish kerak, ya'ni uni har bir nuqtasida boshga yechimlar urinib o‘tadimi deb
tekshirish kerak.

Misol-3: y —x+y'-Iny"’ (10)
tenglama maxsus yechimlari topilsin.

Bu tenglikni y bo‘yicha differensiallaymiz:

0—1-1
y
(10) va (11) tenglamadan y ni yo‘qotamiz.
(11) tenglamadan )}’ _1.Uni (10) tenglamaga go‘ysak, diskriminanta chizig tenglamasini
olamiz:
y —x+1 (12)
Tekshirib ko‘ramiz: bu chizig maxsusmi? Buning uchun avvalo, u (10) tenglamaning
yechimini tekshiramiz: x+1—x+1 (ayniyat). Demak, (12), (10) tenglamaning yechimi. Endi
uning maxsuslikka tekshiramiz, ya'ni unga boshga yechimlar har bir nugtada urinib o ‘tadimi

degan savolni ravshanlashtiramiz. y —/1(x), y —2(x) yechimlarning x —X0 nugtada urinish
shartlarini topamiz:

y1(x0) —y2(xoX ¥ 1(x0) —Y'2(x0) (13)
(6), (12) yechimlar uchun bu shartlar ushbu ko ‘rinishlarni oladi:
el0c+c—x0+1, e00c—1

Ikkinchi tenglikdan ° ~%0 munosabatni topamiz. Uni birinchi tenglikka go‘ysak
1+ X0 —1+ X munosabatni olamiz. Bu tenglik barcha x0lar uchun o‘rinli. Shuning uchun har bir

x0da (12) yechim (6) oilaning har bir egri chizig®i bilan urinadi, bu chizig uchun ° =0 o*rinli.
Shunday qilib, har bir nugtada (12) yechim birorta ham nugtada ustma-ust tushmaydigan
(6) yechim bilan urinadi va (12) yechim maxsus.
Agar yechimlar oilasi parametrik ko‘rinishda yozilgan bo‘lsa, urinish shartlari shu kabi

tekshiriladi. Bunda y —p ekanligini nazarda tutish kerak.
3. Agar chiziglar oilasi * x,y,c)—0 F(x,y,y,) —0 ning yechimi bo‘lib, y —p(x)

urinishdagi bog‘lamga ega bo‘lsa, u tenglamaning maxsus yechimi bo‘ladi. Agar ¢ x,y,c)
funksiya 1-hosilalarga ega bo‘lsa, bog‘lamni topish uchun S ni

-n

p(Xy, c) =0, p (Xy,c)=0
c



Tenglamalardan yo‘qotish kerak va bu chizig bog‘lam bo‘lmasligini tekshirish kerak
ya'ni uni har bir nugtada oila a'zolari urinib o‘tishini aniglash kerak. Bu tekshirishni 2-punkt
oxiridagi keltirilgan (13) shartlar asosida olib borish kerak.

| (¥Y*)2- 2 ¥Y'+1=0 j- (XZ2+1- 2cy) (x2+c2- 20)) = 0; x2-y2=0
2. 4(yD2-9x=0 ji: (y+c)2=x3
Y+c =0
3 —yDh2- (xy+1y+*=0 i Y Yy
4. Y(¥Y1)_- 2xyl+¥ =0 j:.y +Cc =2cx; x -y =0
1 ni3 .
5 (y"2+y2=1 y(0) :12 i y —?coin --2--smx

jx=sinp +1Inp
6 *=siny'tiny’ [y =psinp +cosp +p +¢

|x=ep+pep+c

7. Y=y i ly =p 2P
X = 2p-—-?--+c
= p
Y=(Y)2+2Iny" i y=p2+2inp
4y =x2+p2; In|p - x|=C+lX
9. 4—=x2+(¥)2 i: p-X
2 2
25y +arctgl=c, x=InY *P
2y j: Yy 2p —
TEST
Agar

M (x,y)dx + N(x,y)dy =0

tenglamada M (x,y) va *m(x,y)=[*M +yN in(x,y)=xM +yN mx.y)= * +—
N (*,y) m-tartibli birjinsli Y= M + N
funksiyalar bo‘lsa, u holda

integrallovchi ko‘paytuvchi

ganaga ko‘rinishda bo‘ladi?

Shunday egri chiziglarni

topingki, uning har bir

nugtasiga o ‘tkazilgan urinma 1

koordinata o‘glari bilan *Xy = +a?2 y=— Xy=+_a?2 Y=a
birgalikda yuzasi 2a2ga teng a

bo‘lgan uchburchak hosil
qilsin.

Differensial tenglamalar tuzish
yo‘libilan y = cx chiziglar
oilasiga ortogonal chiziglar
oilasini toping.

m(x,y)= [XN +yl

*2y2+x2=c Y =¢x Y=-c*2 y2+2*=c¢

(2*3- xy2)dx + ...
ngidgg_i_tenglamalardan gaysi *(x2+y)dX- xdy=0 xy/ Cos%:y’jos-s-/--- yl = y3
bin birjinsli tenglama emas? +(2Y3- *2y)dy =0 2(xy2 - x3)



yl+: P(X)Y —a (x)

tenglamani integrallovchi 1Pex)dx - 1Px)dx ;P (x)dx 1P 2(x)dx
ko‘paytuvchi ganaga *e e

ko‘rinishda bo‘ladi?

Agar chizigli differensial
tenglama Klero tenglamasi
bo‘lsa, uning integral

chiziglari oilasi nimadan iborat
bo‘ladi?

Berilgan tenglamaning tipini *Chizigli Bernulli o zgaruvchil Rikkati
aniglang: ari ajraladigan

y Sinx. y 'cosx— 1

*To‘gri chiziglar

astasi Giperbolalar Aylanalar Parabolalar

y-x2

YA A— teng|amani ) Ty —eX +x2 y —cx+ X2 y —CxX™g y —CX2+ 2X3

yechimini aniglang.

(2xy + 3x2)dX+ x2dy —0  *x2y +x3—c¢ X2Y + Y3 —C X3y- X—c X 3
tenglamaning umumiy y
yechimini toping

Qanday almashtirish - Y —zx _

yordamida * 2y 2 z—4y

y —y2- 2 tenglamani bir
X

jinsli tenglamaga keltirish
mumkin?

MA'RUZA Ne 13
Mavzu: n- tartibli chizigli tenglamalar.
Chizigli bir jinsli teglamalar xossalari.

Reja
1 n- tartibli chizigli tenglamalar.
2. n- tartibli chiziqgli differensial operator.
3. Chizigli birjinsli teglama yechimlari xossalari.

Tayanch so’z va iboralar: n-tartibli chizikli tenglama, n-tartibli chizikli differensial
operator, n-tartibli chizikli birjinsli tenglamayechimlarining xossalari

1 n- tartibli differensial tenglamalarning muhim xususiy holi n- tartibli chizigli

differensial tenglamalar bo‘lib, ular

y @ +p-6)y @D +... + Pn-1(x)y "+ Pn(x)y —q(x) 1)
ko‘rinishda yoziladi. Bu yerda p (X),...,p"(X), p,» (X), g(x) - funksiyalar biror 1 intervalda
aniglangan va uzluksiz bo‘lib, q(x)- funksiya (1) tenglamaning o ng tomoni yoki ozod hadi,
p (X),....pNi(X),p.,(X) - funksiyalar esa uning koeffisiyentlari deb yuritiladi.

Agar (1) tenglamada q(x) - funksiya I intervalda aynan 0 gat eng bo‘Imasa, u holda (1)
tenglama chizigli bir jinsli boimagan tenglama deyiladi. Agar q(x) =0, xe I bo‘lsa, mos
differensial tenglama

YN + Py (D) +... + Pn-1(x)y 0+ Pn(x)Y —0 (2)
bo‘lib, chizigli birjinsli tenglama deyiladi.

Endi (1) differensial tenglama uchun Koshi masalasi yechimining mavjudligi va
yagonaligi bilan shig‘ullanamiz. (1) tenglamani yoqori hosilasiga nisbatan yechish mumkin:



yM =a(x)- plx)y@D - ...- pn-1(x)y0- pn(x)y . 3)

Umumiy belgilashga ko‘ra [y (W =f (X,y,Y',..., y (1)) ]
f(*—=y0..y(D) =q(x)- plx)y () - ...- pni(x)y 0 pn(x)y . (4)
Bu funksiya Dnd = {(*,y,y',..y(rD)) :xel,-ro< y() <+r0,1=0,12,...,n- 1} sohada
aniglangan. Agar p (*),..., p,,_i(*), p.» (*), q(*) - funksiyalar [*xx2]=1 oraligda uzluksiz bo°‘lsa,
u holda (4) funksiya tegishli Dndl sohada x,y,y'...,.y(tl) bo‘yicha Lipshits shartini
ganoatlantiradi. Hagigatdan ham, f funksiya x,y,y',....,y(D) bo‘yicha -t <y() <+ga,

(i=0,12,..,n-1) intervalda uzluksiz va uzluksiz hosalalarga ega, chunki ﬂ[;{') =-p (x) va

p,_.(X) [xI,x2] - da uzluksiz. Agar ’%lﬂ’%]f 0 =L,L-0 i=012,..,n-1,
Dy(

max(L ,L,. ..Ln)=L- 0 dasak, f funksiya Lipshits shartini qanoatlantiradi. Bundan

x0e [*, x2] uchun (1) tenglama y(x0) =yO0, y (i)(x0) = y(i), i = Ln-1 shartni ganoatlantiruvchi
yagona yechimga egaligi kelib chigadi.

2. Endi (2) differensial tenglamani alohida o‘rganaylik. Noma’lum funksiya y(x) ga
nisbatan (2) tenglamaning chap tomonida ko‘rsatilgan amallar (differensiallash,
p (x) funksiyalarga ko‘paytirish va qo‘shish) qo‘llanish natijasida n- tartibli chizigli
differensial operator deb yuritiladi va L[y] deb belgilanadi, ya’ni:

LIY]=Y([M) + pl(xX)Y(HD +... + p,,-1(X)Y"+ pn(X)Y (5)

Bu operatitor yordamida (1) va (2) tenglamalar
LIyl =a(*) (1)
Lly] =0 (27)

ko‘rinishda yoziladi.

Kiritilgan L[y] operatorning muhim ikki xossasi bor:

10, L[-++ 2] = L[]+ L[-2], *te Cn, 2e Cn;

20.L[Cy] =CL]y], y e Cn, C =const;

Bu xossalar aslida haqiqiy o‘zgaruvchining kompleks funksiyalari uchun ham o‘rinli, C
ham kompleks bo‘lishi mumkin. Birinchi xossani isbot etish uchun (5) ifodadagi y va uning
hosilalarini qo‘yamiz:

LIYI+ YA = (Y1+YI(n) + pl(X)(YL+ ¥Y2)(+D) +... + p,; L (X)(YL+ ¥2)"+ p,, (X)(Y1 + ¥2) =
= (y1n + p1()ylnd) +... + p,,-1(X)y1 + p,,(x) Y1) + (y2) + p1(X)y2,-) +... + p,,-1(X)y2 + p ,,(X) ¥2) =
= L[y-]+L[-2]

Bu xossadan ushbu

K K N
L[E—]=£ Lly]l,ye Cn,i=1k
i=1 i=1
formulaning to‘g ‘riligi kelib chigadi.

Ikkinchi xossa ham birinchi kabi isbot etiladi. Yuqoridagi ikki xossadan ushbu natija

kelib chiqgadi:

L[£Cy,]=£ CMy,], (6)
bu yerda _, _,..., Ck- ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar. L[y] operatorning yuqorida Kkeltirilgan

xossalariga asoslanib muhim teoremalarni isbotlash mumkin.
1-teorema. Agar y =y (x), y =y2(x) funksiyalar 1 intervalda (2°) tenglamaning



yechimlari bo‘lsa, u holda y —y (x) +y2(x) funksiya ham 1 intervalda (2°) ning yechimi
bo‘ladi.

Isbot. Teorema shartiga ko‘ra L[y ]—0, L[y2]—0. Bundan 10-chi xossaga ko‘ra
L[Y +y2]—L[y ]+ L[y2] —0. Teorema isbot bo‘ldi.

2-teorema. Agar y (x) funksiya | intervalda (2’) tenglamaning yechimi bo‘lsa, u holda
Cy (x) (C - ixtiyoriy o‘zgarmas) funksiya ham | intervalda (2’) ning yechimi bo‘ladi.

Isbot. Shartiga ko‘ra L[y ]—0, L[y2] —0. 20-chi xossaga ko‘ra L[Cy]—CL[y ]—0
kelib chigadi. Teorema isbot bo‘ldi.

1-natija. Agar y (X), y2(x),..., yk(x) funksiyalar 1 intervalda (2’) tenglamaning yechimi

k
bo‘lsa, u holda shu intervalda * Cy funksiya ham (2°) ning yechimi bo‘ladi.

Isboti 1va 2-teoremalardan kelib chigadi.

3-teorema. Agar koeffitsiyentlari p.(x), xe I (i—L,2,..,n) haqgigiy bo‘lgan (2°)
tenglama y(x) —u(x) +iv(x) kompleks yechimga ega bo‘lsa, u holda u(x) va v(x), xel har
biri (2°) tenglamaning yechimi bo‘ladi.

Isbot. L[u(x)+iv(x)] =0 dan L[u(x)]+iL[v(x)]=0 ga ega bo‘lamiz. Bu ayniyat
bajarilishi uchun L[u(x)] =0, L[v(x)] =0 bo‘lishi zarur va yetarli. Teorema isbot bo“Idi.

Agar l-natijada k —n bo‘lsa, u holda n ta ixtiyoriy o‘zgarmasni 0‘z ichiga olgan

y —QyKx)+C2x)+... + C'y" (X) (7)

funksiya ham (2°) tenglamaning yechimi bo‘ladi. (2°) tenglama n- tartibli bo‘lganidan uning
umumiy yechimi formulasi n- ta ixtiyoriy o‘zgarmasni oz ichiga olishi lozimligini biz bilamiz.
Unday bo‘lsa, (7) formula bilan berilgan funksiya (2’) tenglama uchun umumiy yechim bo‘la
oladimi. Bu savolga javob y (x),y2(x),....,y (X) yechimlar orasidagi munosabatga bo‘g‘lig.
Buni keyingi mavzuda ko ‘ramiz.

MA'RUZA Ne 14
Mavzu: Funksiyalarning chiziqgli bog‘ligligi.
Fundamental yechimlar. Vronskiy determinanti. Xossalari.
Reja:
1.Chizigli bog‘liq va chizigli erkli funksiyalar.
2. Funksiyalarning chizigli bog‘ligligiga misollar.
3. Vronskiy determinanti.

Tayanch so’z va iboralar: n-tartibli chizikli tenglama, n-tartibli chizikli differensial
operator, n-tartibli chizikli birjinsli tenglamayechimlarining xossalari, chizigli boglik va
chizikli erklifunksiyalar, Vronskiy determinanti va xossalari.

Biror | intervalda aniglangan * (x),”2(x), .,% (x) funksiyalar berilgan bo‘lsin.

1- Ta’rif. Agar bir vagtda nolga teng bo‘lImagan shunday axa 2,...,ak o‘zgarmas sonlar
mavjud bo‘Isaki, | intervalda ushbu

alM(x)+a2°2(x) +...+aNek(x) =0 (1)

ayniyat o‘rinli bo‘lsa, u holda ~(x),"2(x), .,% (x) funksiyalar | intervalda chizigli bog1iq
deyiladi.

Agar yuqorida aytilgan axa?2,...,ak sonlar mavjud bo‘lmasa, yani (1) ayniyat
o‘zgarmaslarning fagat nolga teng giymatlaridagina, ya’ni ax—a 2 —..—ak —0 o‘rinli bo‘lsa, u
holda ~(x),p2(x), .,% (x) funksiyalar |1 intervalda chizigli erkli deyiladi.



Natija. Agar | intervalda w(x) =0,1 <i<k bofisa, u holda w (x),w (x),..., (x)

funksiyalar | intervalda chizigli boglig bo iadi.
k

Hagigatan, C;*0,C —C2—..—C" —CHl—..—Ck—0 deb tanlasak, " C 2* 0 va
=

C,y(x) = 0 bo‘ladi.

Agar A 12 A ..., Am ba'zi kompleks sonlar, f (x),f2(x),..,f (x) lar x ga nisbatan

ko‘phadlar bo‘lsa, ushbu
F(X) —f1(x)e™+ f2(x)eAx +... + f m(X)eA'
ko‘rinishda yoziladigan har bir F (x) funksiya kvazikophad deyiladi.

1-lemma. Ushbu F(x) — (x)eAx+f2(x")eAx +... + f m(x)eAnkvazikophad berilgan va
A, A2 A ... ITlar o zaro turli sonlar bo isin. Agar shu kvaziko phad biror 1 intervalda aynan
nolga teng boisa, u holda hammaf (x), f 2(x),..., f m(x) kophadlar nolga teng bo 1adi.

Isbot. Isbotni m soni bo‘yicha induksiya bilan isbotlaymiz. m sonni kvaziko‘phadning
tartibi deb ataymiz. m —L1 bo‘lganda 1-lemma to‘g‘ri, chunki bu holda F(x) —f (x)eA va
f (x)eA =0, xe | ayniyatdan fj(x) =0 kelib chigadi. Endi m-1 dan m (m > 2) ga induktiv
o‘tishni bajaramiz. Agar F(x) ko‘phad | intervalda aynan nolga teng bo‘lsa, u holda bu natija
ushbu

G(X) pH(F(x X ™)
kvaziko‘phad uchun ham o‘rinli (bu yerda p - differensiallash operatori, 1 esa fmXx)
ko‘phadning darajasi). Bevosita hisoblash yordamida
G(xX) —g-&)e(A-A) +g2(x)e(A )+...+gml(x)e(VI-A)
ni ko‘rsatish mumkin, bunda
gi(xX) —P + 11 - "m)1af (x), i —12,...,m- 1
G(x) kvaziko‘phadning tartibi m-1 ga teng. Shu G(x) kvaziko‘phad 1 intervalda aynan
nolga teng bo‘lgani uchun induksiya faraziga ko‘ra barcha g(x), g2(x),..., *”(x) ko‘phadlar I
da aynan nolga teng. Faraz etaylik, f (x),f2(x),...,fmx(x) ko‘phadlardan birontasi masalan,
f (x) nolga teng bo‘lmasin, ya'ni fj(x) * 0,xe I . Shu fj(x) ko‘phadning darajasi k bo‘Isin,
yani f (xX)—a X +axkl+..+a ,bunda a * 0.Bevosita tekshirish mumkinki:

g-&) —(p + J— Am)MF (x) —/1 - K )Haoxk + ...

Endi g(x) =0, xe | ayniyatga ko‘ra (A - AmM¥a —O0 tenglikka ega bo‘lamiz. Ammo
A * Amga ko‘ra bundan a —O0 kelib chigadi. Bu ziddiyat f (x),f2(x),..., f m1(x) ko‘phadlar |
da aynan nolga tengligini isbotlaydi. Demak, F (x) —f m(x)eAX ga egamiz. Bundan F(x) =0
bo‘lishi uchun fm(x) ko‘phadning barcha koeffitsientlari nolga tengligi kelib chigadi. Shunday
gilib, F(x) =0, xe |l ayniyat o‘rinli bo‘lsa, fmx) =0, x e | ayniyatlar ham o‘rinli bo‘lish
isbot etildi. 1-lemma isbotlandi.

Misollar. 1 Ushbu 1 x, x2, ..., xk funksiyalar (-ro,+ro) intervalda aniglangan bo‘lib,

ular shu intervalda chizigli erkli. Bu tasdiq ixtiyoriy, chekli intervalda ham o‘rinli.

Agar teskarisini faraz etsak, bir vagtda nolga teng bo‘lmagan axaz2,...,ak lar (ya'ni
k

A a 2*0) uchun ko‘rilayotigan chekli yoki cheksiz intervaldan olingan x ning barcha
H

giymatlarida
a0+a x+a x2+...+akxk=0



ayniyat o‘rinli bo‘lishi kerak. Ammo algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra bu tenglik x dan
ko‘p bo‘lsa k- ta giymatidagina o‘rinli. Bu ziddiyat yuqoridagi fikrni isbotlaydi .
2. Ushbu
en* s ekXy ...y eKY Ky ¥ Kygl * ]

funksiyalar istalgan 1 intervalda chizigli erkli. Buni isbot etish uchun shu funksiyalar I
intervalda chizigli bog‘lig bo‘lsin deylik, ya'ni bir vaqgtda nolga teng bo‘lmagan shunday
a,a 2,...,as sonlar mavjudki, I intervalda

F(xX) =a edX+a22l>+... +asekk=0
ayniyat o‘rinli. Bu ayniyatning chap tomonida turgan funksiya kvaziko‘phad bo‘lib, unda
f (x)=a, ,fs(*) =as. l-lemmaga ko‘ra F(x)=0 ayniyat bajarilgan bo‘lsa, undan
al=a2=..=as=0 kelib chigadi. Bu esa axa?2,...,as larning tanplanishiga zid. Demak,
berilgan funksiyalar 1 intervaloda chizigli erkli

X
3. Ixtiyoriy 1 intervalda ushbu 1, cosx, cos2— funksiyalar chizigli bog‘ligdir.
Hagiqatan,

a -f+ a2-cosx+ a3-cosz*—= 61

X
ifodada ax=1a2=1a3=-2 deyilsa, trigonometriyadagi 1+ cosx =2cos2— (bunda

X - ixtiyoriy) ayniyat hosil bo‘ladi.

Yugorida funksiyalarning chizigli bog‘ligligi va erkinligi tekshirildi. Tekshirish ta’rif
bo‘yicha olib borildi. Agar px(x), (©2(*),..., pk(x) funksiyalar I intervalda aniqlangan va uzluksiz
bo‘lishidan tashgari yana ba'zi shartlarni ganoatlantirsa, tekshirish soddalashadi. Shu maqgsadda
px(x),p2(*),...,P (*) funksiyalar I intervalda (k -1) tartibgacha hosilalarga ega bo‘lsin deylik,

yani p (x) e CkA(l), i =1Lk .Ushbu

Pi p2 .. Pk

" 2 . Pk
wx)=wrpa.aeg=" P )

Pilk) P2 .. pkid)
determinant Vronskiy determinanti yoki Vronskian deyiladi.
1 -Teorema. Agar px(x), (22(x),..., (k(x) funksiyalar 1 intervalda chizigli bog1lig boib,

(k -1) taribgacha uzluksiz hosilalarga ega bofsa, u holda 1| intervalda bu funksiyalardan

tuzilgan Vronskiy determinanti aynan nolga teng bo iadi.
K

Isbot. Teoremaning shartiga ko‘ra axa?2,...,ak, £ a 2* 0 laruchun | intervalda

i=1
aP-(x)+a22(x)+..+takdx(X)=0
ayniyat o‘rinli. Uni (k -1) marta differensiallab,
aip (x)+a2P2(x) +..+akPk(x) =0

alP(k-1)()+" f -1M*) +... +akPkk-1)(X) =0

ayniyat hosil gilamiz. Bu ayniyatlarni axa2,...,ak—arga nisbatan tenglamalarning bir jinsli
K

sistemasi deb garash mumkin. Ammo £ aJZ* 0 bo‘lgani uchun bu sistema trivialmas (trivial
i=
bo‘lmagan (noldan fargli)) yechimga ega. Algebradagi ma'lum teoremadan sistemaning



determinanti (ya'ni Vronskiy determinanti) aynan nolga teng bo‘lishi kelib chigadi.
Isbot etilgan teorema funksiyalarning chizigli bog‘lig bo‘lishi uchun faqgat zaruriy shartni
beradi. Boshqacha aytganda agar biror | intervalda (k-1) marta uzluksiz differensiallanuvchi

w (x), w (x),...,~ (x) funksiyalardan tuzilgan Vronskiy determinanti aynan nolga teng bo‘lsa,
bundan u funksiyalarning chizigli bog‘ligligi, umuman aytganda kelib chigmaydi. Masalan,
quyidagi ikki funksiyani olaylik.
[- (x-2)2, 0<x<2 . 0 0<x<2
Wey— 2<x<a PO o2 2<x<a
Bu funksiyalar 0 <x <4 oraligda X[w,i]=0. Ammo w (x), w (x) funksiyalar shu
oraligda chizigli erkli. Hagigatan ham, 0 <x <2 da
-(x-2)2 0
- 2(x-2) 0
2<x<4da
0 (x-2)2 - 0
0 2(x-2)
Bulardan O0<x<4da W(x)=0. Ammo, 0<x<2 da cxw(x)+”"w (x)=0 ayniyatdan
a —0, 2<x<4 da shu ayniyatdan a2 —0 kelib chigadi. U holda w (x), 2(x) funksiyalar
shu oraligda chizigli erkli.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutgnHos M.C., HacputguHoB M.H. Opauin - gudpcbepeHuman TeHrnamanap.
ToOLWKeHT, “ Y36eKncToH”, 1994.
2. MoHTparuH J1.C. O6bIKHOBEHHUE AnddepumanbHble ypasHeHns. M.:Hayka, 19609.
3. CtenaHoB B.B. Kypc guddepeHumanbHbIX ypasHeHnid. M.: Tns.®dus- maT. nntepatypa.1958
4. 9nbcronsy J1.E. AnddepeHumanbHble ypaBHEHUA U BapnaLMoHHOe ncuuneHve. M.: Hayka..
1965.
5 ®ununnos A.®. C60pHUK 3afay no guddepeHumanbHbiM ypaBHeHnAM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari
1. Maxsus yechimlar va ularning mavjudligi.
2. Avtonom sistemalarning xolatlar tekisligi.

Glossariy

Chizigli bog’ligfunksiyalar - Agar bir vaqtda nolga teng bo‘lmagan shunday a*a2..,ak

o°‘zgarmas sonlar mavjud bo‘lsaki, I intervalda ushbu

al191(x)Qa292(x)Q.Q akok(x)=0 1)
ayniyat o‘rinli bo‘lsa, u xolda 91(x), 92(x),... 9k(x), funksiyalar | intervalda chizigli bog‘liq
deyiladi.

Chizigli erklifunksiyalar - Agar yuqgorida aytilgan ala2 .a k sonlar mavjud bo‘Imasa,
ya'ni (1) ayniyat o°‘zgarmaslarning fagat nolga teng giymatlaridagina o‘rinli bo‘lsa, u xolda
91(x), 92(x),. 9Kk(x), funksiyalar I intervalda chizigli erkli deyiladi.

Vronskiy determinanti - Ushbu

w—uw2,. . wk

W(x) —W w12, k] —

k-1)

COws Y P



determinant Vronskiy determinanti yoki Vronskian deyiladi.

Keyslar banki

Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: y(yD2- 2xyl+y =0
Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:
« keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

« to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1 ° intervalda chizigli bog‘liq funksiyalar deb nimaga aytiladi?
2. ° intervalda chiziqgli erknli funksiyalar deb nimaga aytiladi?

3. Kvazi ko‘pxadini ta'riflang?

4. Kanday ko‘rinishdagi determenant Vranskiy deteminanti yoki Vronslan detsiladi?
5. Tenglamalarning birjinsli sistemasi deb ganday ko‘rinishdagi sistemaga aytiladi?
Amaliy mashg’ulot-12

1 Y=(yD2+2Iny'

2 4y =*2+ Q)2
* Y2+ (YD)2
3. 2y

4, YY) +Y (*-y)-*=0

5 X(y) +2xy -y =0

6. Y=-+(>’r§2
1
* =2yl 9
7 Y (y)2

Agar chizigli differensial
tenglama Klero tenglamasi
bo‘lsa, uning integral

chiziglari oilasi nimadan iborat dastasi
bo‘ladi?

Berilgan tenglamaning tipini *Chizigli
aniglang:

y sin X+y "cos X=1

, 3y - X2 *y = cx3+ x2

= ol tenglamani -
y % g

yechimini aniglang.
(2*—+ 3x2)dx + x2dy = 0 *x2y + X3=¢

tenglamaning umumiy

*To‘gri chiziglar

c=2p - Lre
p
jo I—=p2+2Inp
4y=x +p; Injp-x|=C+-
j P
22 “+p’
pe¥y°+arctgl=¢c, x=InY *P
J: Yy 2p —
2,2 2
ji—=*+cva* +—=¢
2
1+—+1 =c
i: yoki (y - ¢)2=4cx
* _
. y:!'+£( C)Z’y:_T
j:
X:gp ----]2; g’=%'+c
j: p p
TEST
Giperbolalar Aylanalar Parabolalar
Bernulli o0 zgaruvchil Rikkati
ari ajraladigan
y = cx + X2 y = cxe* y =cx2+ X3
X2Y +¥3=C Xy-X=c X8 -¢



yechimini toping
Qanday almashtirish
yordamida *

y —y2- 2 tenglamani bir
X

jinsli tenglamaga keltirish
mumkin?
Quyidagi tenglama qaysi tipga *to‘la differensial
tegishli
(xcosy - y2)dy + (siny + x"dx —0

Boshlang‘ich shartli masala ~ *1
nechta yechimga ega

Y '—Xy- ¥3, ¥(0) —0
Tenglamaning tipini aniglang  *Birjinsli

y

Xy —y - XeX

USth y'__ _ *X —Ccy3+y2
3X-y2

tenglamaning yechimini

toping.

Ushbu y —cx2 chiziglar g = 2

sinfning differensial
tenglamasini toping

Y —zx

Bernulli

Bernulli

y —3x3+ cx2

2
Y'—yx

MA'RUZA Ne 15

z—y?2

X ganisbatan
chizigli

yechimga ega emas

Chizigli

y —CXx3+ X2

e

z—4y

hosilaga nisbatan
yechilmagan

to‘la differensial

y —cx + X2

Vi’ Y

Mavzu: Funksiyalarning chizigli bog‘ligligi. Vronskiy determinanti. Xossalari.
Fundamental yechimlar. (davomi)

Reja

1.Funksiyalar chizigli bog‘ligligini Vronskiy determinanti yordamida tekshirish.
2. n- tartibli chizigli birjinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi haqida teorema.

3. Fundamental yechimlar sistemasi.

Tayanch so’z va iboralar: fundamental yechimlar sistemasi, funksiyalar chizigli
bog1ligligini Vronskiy determinanti yordamida tekshirish, n-tartibli chizigli birjinsli differensial
tenglamaning umumiyyechimi hagidagi teorema.

2- TEOREMA. Agar w (x), W, (x),...,p,, (x) funksiyalar

yM+M x)yd +... + Pn(x)Y —0 1)

yoki
Lly] —0 (1)
tenglamaning | intervalda aniglangan va tegishli boshlang‘ich shartni ganoatlantiradigan

yechimlari bo‘lib, ulardan tuzilgan Vronskiy determinanti biror x —x0,x0¢e I

teng bo‘lsa, u holda 1 intervalda W[™xwW,...

chiziqli bog‘liq bo‘ladi.

nugtada nolga

w]=0 va w(x),"2(x),...,p,(x) funksiyalar

Oldingi mavzuda isbot etilgan 1-teorema chizigli bog‘liglikning zaruriy shartini, bu 2-

teorema yetarli shartni beradi.

Isbot. Ushbu tenglamalarni ko ‘ramiz:



aiPi(*o)+a P (*o)+..+a,P,(*0)=0
A&iP"(*0)+a_P_(*0) +..+a,Pn(*0) = 0 @)
1 I / —_
aipt7 90y +a_PW)(*0) + . +anP,~ (*0) =0

Bu sistemada axa?2,...,an larni noma'lum deb garaymiz. (2) sistemaning determinanti
W[p (X),p (X),...,pn(X)] =W(X) =0 bo‘lgani uchun shu sistemaning nolga teng bo‘lmagan

(trivialmas) yechimlari ham bor. Ulardan birortasi a0,al,...,al bo‘lsin. Endi ushbu
P(x) =a"P'(x) +a2P2(x) +..+a,P,(x) 3)

funksiyani ko‘raylik. Bu funksiya 13-ma'ruzadagi natijaga ko‘ra | intervalda aniglangan bo‘lib,
(1°) tenglamaning yechimidan iborat. p(x) funksiya uchun boshlang‘ich shartlar quyidagicha

yoziladi:

p(*0)=£_ap (*oX
< = (@)
PO(0)=£, arp J(*0), j =12, - "

(2) munosabatlarga ko‘ra, ravshanki p(x)=10, P'(x0) =0, .., P(;1)(x) =0 . Teoremani
isbot etish uchun p(x) =0, xe | ekanini ko‘rsatish lozim. Ammo Pikar teoremasiga ko‘ra fagat
p(x) =0, xel yechimgina p(x0) =0, p,(*0)=0, ..., P("4Y** =0 boshlang‘ich shartlarni

ganoatlantiradi. Demak, p(x) =0, xel. Bundan £” (a0)2* 0 tengsizlikka ko‘ra

i=1
P(*),p(™),...p (x) funksiyalarning I intervalda chizigli bog‘ligligi kelib chigadi. Endi, agar
p(x) funksiyadan (n-1) - tartibgacha hosilalar olsak, n ta ayniyatga ega bo‘lamiz. Uning
determinanti W [p,p,...,p]1=0, *e I Dbo‘ladi.
3-TEOREMA. (1’) tenglamaning 1 intervalda aniglangan p(x),p (*),....p (X)
yechimlari chizigli erkli bo‘lishi uchun bu yechimlardan tuzilgan Vronskiy determinanti |
intervalning biror x nuqtasida noldan fargli bo‘lishi zarur va yetarli. Shu bilan birga agar
W(x)* 0 bo‘lsa, u holda W(x) *0, xel ; agar W(x) =0 bo‘lsa, u holda W(x) =0, xel
bo‘ladi.
Isbot. Yetarliligi. W(x) * 0 deylik. p(x),p (*),....p (X) yechimlarning chiziqgli erkli
ekanini ko‘rsatamiz. Bu yechimlar chizigli bog‘lig bo‘lsin, ya'ni axa?2,...,an, £ (a0)2* 0 lar
i=1
uchun I intervalda
a-Pl(x) +a2P2(x) +..+a,P,(x) =0
ayniyat o‘rinli. Undan (n -1) tartibgacha hosilalar olib, x = x deymiz:
aiPl(*0)+a P _(*0)+..+a,P,(*0)=0
aiP"(*0)+a P_(*0)+..+anP,(*0)=0

ap )(o)+”~ nh(*o0)+... +a,,p,)(*0)=0
n
bundan £ (a0)2* 0 bo‘lgani uchun W(x) =0 ekani kelib chigadi. Bu esa W(x ) * 0 ga zid.

i=1

Demak, W(x)* 0bo‘lsa, p(*),p (*),...p (X) yechimlar chizigli erkli. Ammo



W(x0)*0 bo‘lsa, W(X)*0, xel bo‘lishi ham kelib chigadi. Hagiqatan, agar
W(Xj) —0, x * x0 bo‘lsa, bundan I da W(x) —0 masalan, x —x0 da ham W (x0) —0 ekani
chigadi, bu esa W(x0) * 0 ga zid.

Zarurligi. w (x),*2(x),...,~(x) funksiyalar I intervalda (1’) tenglamaning chizigli erkli
yechimlari bo‘lsin. U holda W(x0) * 0 bo‘ladi. Aks holda W(x0) —0 dan W(x) —0, xe |l va
demak, w (x),p2(x),...,p, (X) yechimlarning chizigli bog‘ligligi kelib chigar edi. Teorema to‘la
isbot bo‘Idi.

Ushbu w (x),2(x),...,~(x) funksiyalar I intervalda (1°) tenglamaning (x0e I )

w A~ —1 w2AX°)—0, .., (Pn(xo0) —0

Ww(x°) —0 P2(x°) —1, ..., wn(X0)—o

wy' -D(Xo) —0, u+l)(Xo) —0, ..., wr1)(Xo) —1
boshlang‘ich shartini ganoatlantiruvchi yechimlari bo‘lsin. Endi (1°) tenglamani
YN — P1(X)Y(MD) - P2(X)Y(2) - ...- Pn-1(X)Y"'- Pn(x)Y
ko‘rinishda yozsak, bu tenglamaning o‘ng tomoni y,y'y",...,y(-) larga nisbatan ixtiyoriy
sohada Lipshit shartini ganoatlantiradi. Ko‘rinadiki, Dn2 ¢ Rnt2 sohada Pikar teoremasining
yugoridagi shartlarini har birini ganoatlantiradigan yagona yechimi mavjud. Shuning uchun

10..0
01..0

W[y (x0X LR(X0),..., w (X0)] — —1* 0
00 ..1

tengsizlikka ko‘ra n- tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglamaning nta chizigli erkli
yechimlari mavjud. Endi umumiy yechim hagidagi teoremani keltiramiz.
4-TEOREMA. Agar w(x), w, (x),...,~(x) funksiyalar (1°) differensial tenglamaning I

intervalda aniglanmagan chizigli erkli yechimlari bo‘lsa, u holda umumiy yechim ushbu
Y—w () + C2P2(X) + ... + C'P* (X) (5)
(C,C2,...,C - ixtiyoriy o‘zgarmaslar) formula bilan yoziladi.
Isbot. w (x),M(x),....,~(x) funksiyalar 1 intervalda chizigli erkli bo‘lgani uchun
W[y ,y¥2,...,yn]* 0, xe I . Masalan, x0e |l nugtada ham W(x0) * 0. Endi y —ux), xel
funksiya (1°) tenglamaning ixtiyoriy boshlang‘ich shartni, ya'ni

w(xo) —yo, uy(xo) —y0,..., w"-1 (xo) —yon)
munosabatlarni ganoatlantiradigan yechimi bo‘lsin. Bunda ikki holni garash lozim bo‘ladi.

Avvalo | intervalda w(x) =0 bo‘lishi mumkun. Bu yechim (5) folmuladan
(C —C2—..—C —0 bo‘lganda) hosil bo‘ladi. Endi p(x) * 0, xe I bo‘lsin, (5) ga ko‘ra
Y0 —a luX0) + a 2P2(X0) + ... + a "y (X0)
Y0 —aduf(X0) + a2p2(X0) + ... + anPn(X0) (6)
v _apipnxo)+  FHxo) +... + anpfth (xo)
Ko‘rilayotgan holda (6) sistema C ,C2,...,C - larga nisbatan asosiy determinanti W(x0) * 0
bo‘lgan birjinsli bo‘Imagan sistemadir. Bu sistema yagona C°, CB,..., C° yechimga ega. Demak,
p(xX) —CINX)+CINMN(X) +... +Cuw (x) . Olingan wy(x) yechim ixtiyoriy boshlang‘ich shartni



ganoatlantiradigan sodda (trivialmas) yechim bo‘lgani uchun (5) formula umumiy yechim
formulasidir. Teorema isbot bo“Idi.

Biz yuqorida n ta chiziqgli erkli yechimlar ((1’) tenglama uchun) mavjudligini ko ‘rsatdik.
Bundan (1) tenglamaning chizigli erkli yechimlari maksimal soni ndan kam emasligi kelib
chigadi. Ammo n -tartibli chizigli bir jinsli (1°) tenglamaning chizigli erkli yechimlari soni n
dan ortig bo‘lmaydi. Hagigatan, isbot etish uchun (1°) tenglamani ixtiyoriy (n+ () ta yechimi
chizigli bog‘liq ekanini isbot etish yetarli. p(x),p (*),....p (X), xe I funksiyalar (1°)
tenglamalarning yechimlari bo‘lsin. Agar p (x),p (*),...p (X), x e I funksiyalar chizigli erkli

bo‘lsa, u holda yuqgorida isbotlangan 4-teoremaga ko‘ra shunday _ 0,CB,...,Cl o‘zgarmas sonlar
topiladiki, ushbu

PhH (*0) = COPI (*0) + C2PJT*N + ..+ COP,,(*0X * e |
ayniyatga ega bo‘lamiz. Bundan p (x),p (*),....P j(*) yechimlarning 1 intervalda chizigli
bog‘liq ekani kelib chigadi. Agar p (x),p (*),....p (X) funksiyalar I da chizigli bog‘lig bo‘lsa,
u holda

aiPix)+a P x)+...+a,P,(x) =0, *el, £i:l(a0)_* 0
ayniyat o ‘rinli. Demak,
aP(X)+a2P2(X)+..+a,P,X)+0mPnH(X)=0, *el
ayniyat ham o‘rinli. Bundan yana p (*),p (*),..., pul(x) yechimlarning | intervalda chizigli
bog‘ligligi kelib chigadi.
1-TA’RIF. n—tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglamaning chizigli erkli
yechimlari p (x),p (*),....,p (X), x e I yechimlarningfundamental sistemasi deyiladi.

Bu ta’rifga va 4-teoremaga ko‘ra bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimini
topish uchun fundamental sistemaga tegishli hamma yechimlarni ixtiyoriy o‘zgarmaslarga
ko“paytirib go‘shish kerak.

5-TEOREMA. Agar biror | intervalda aniglangan p (X),p (*),...p (X) funksiyalar

chizigli erkli bo‘lib, n marta uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiyalar yagona
n - tartibli chizigli birjinsli differensial tenglama yechimlarini fundamental sistemasi bo ‘ladi.

Isbot. Berilgan fundamental sistemaga ushbu ikkita chizigli bir jinsli differensial
tenglama mos kelsin deylik:

YO +pi(x)y @D +... +p,, (X)y =0, (7)

yo +q,(x)y@) +... +q,(x)y =0, (8)

buyerdap (x) e C(l), g(x)eC(l),i=12,..n.Endi p (X)) =q (x), i=1,2,...,n, xe | ekanini
isbotlaymiz. Buning uchun (7) dan (8) ni hadma-had ayiramiz:

[p.(x)- q.()y @) +... + [p..(x) - q.(*)ly =0 (9)

Bu differensial tenglama ham (7), (8) tenglamalar kabi p (*),p (*),....,p (X) yechimlarga ega.

(9) tenglamada biror j (1<j <n) wuchun pj(x)-q.(x)*0, xel bo‘lsin. U holda

p;(*)- g (*)* 0 bo‘lganda (9) tenglama (n-1) - tartibli bo‘ladi va u n ta chizigli, erkli

P(*),p(™),..p (X) yechimlarga ega bo‘lishi kerak. Bu ziddiyatdir. Shunday Kkilib,

pi(x)=qj(*X *el.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutguHos M.C., HacputguHos .H. Opanin  anddepeHuman TeHrnamanap.
TOWKEHT, “ Y3b6ekncTtan”, 1994.
2. MoHTpsarun N1.C. O6bIKHOBEHHME AnddepunanbHble ypaBHeHnsa. M.:Hayka, 19609.



3. CtenaHoB B.B. Kypc audhdepeHumnanbHbix ypaBHeHUid. M.: Tnus.du3- mat. nutepatypa.1958
4. 9nbcronsy J1.E. OndhepeHunanscHble ypaBHeHUA U BapMalMOHHOe ucumneHne. M.. Hayka..

1965.

5 ®unnunnos A.®. CoopHMK 3aa4d no andepeHUmanbHbiM ypaBHeHUsaM. M.: Hayka, 1979 (5-e

n3gaHue).

M ustaqil
1. Parametr kiritish yo‘li bilan tenglamalarni

ta’lim mavzulari
integrallash.

2. Chegaraviy masalalar uchun Grin funksiyasini qurish.

Glossariy

Chizigli birjinsli differensianal teng

lamalar - yuqoridagi (1) da Q(x) = 0 bo‘lsa.

Yechimlarfundamental sistemasi - n- tartibli chiziqgli bir jinsli differensial tenglamaning
chizigli erkli yechimlari 91(x), 92(x),.., 9n(x), x € | yechimlarning fundamental sistemasi

deyiladi.

Keyslar banki

Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: y —y ) +2Iny .
Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:

keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar

1 funksiyalar chizikli bog‘ligligini. Vronskiy determinanti yordamida tekishring?

2. p- tartibli chizigli bir chizigli differensialtenglamani umumiy yechimi xaqida teremani
aniglang?

3. Fundamentalechimlar sistemasi deb nimaga aytiladi?

4. Fundamental yechimlar sitemasi o‘rnli bo‘ladigan teoremanini isbotlang?

Amaliy
1 ¥(2y -yl —y2sin2x i
2 4
2. Y +Y =Y
3 X(¥Y-xy)2—xyR- 2¥yl
4. y(xyl-y)2—¥- 2xyl
5 YyUyyl- 2x) —XR2- 2y2
6 y2+4xyl- y2- 2x2y —x4- 4x2
7. Y- 2xyy 12 =2Y1 j
Boshlang‘ich shartli masala ~ *1
nechta yechimga ega
Y'—Xy- ¥3, ¥(0)—0
Tenglamaning tipini aniglang  *Birjinsli

mashg’ulot-13
. Incy —xzsinx; y —0

arctgd+—In((4-1) /(u +1)) —&x +<

4—1-(1ly2); y—0; y —+1
X2+ (cy+1)2—; y—0
(ex+1)2—1-y2;, y—=1

2(x- C)2+2y2—€2; y —£X

i Y —ce* - x2
.y —€Xx-¢ 4xy —1
TEST
2 yechimgaegaemas 3
Bernulli Chizigli to‘la differensial



_d{
V-HXI

Ushbu y'= ¥ 0
3*-y2

tenglamaning yechimini
toping.
Ushbu y =cx2 chiziglar

sinfning differensial
tenglamasini toping

F(x, y (K,y (KL()...

tenglamaning tartibini
pasaytirish uchun ganday
almashtirish bajariladi?

F(y,—/ ,..,yn)=0..
tenglamaning tartibini
pasaytirish qanday
almashtirish bajariladi?

F(Xx,——,...,—n)) =0
tenglamada gaysi
almashtirish bajarilsa, y va

uning xosilalariga nisbatan bir
jinsli deyiladi.

aox,,y(n}+ax,,-lyy-( +....

..+a,-iyl+a,y =0
(buyerda ai- 0‘zgarmas son)
Eyler tenglamasining
harakteristik tenglamasini
yozing.

a0(*)y" +a, (x)y7+
+a2(x)Y=1 (x)
X0 < x < *j tenglama uchun

umumiy chegaraviy masalani
yozing.

*X=cY +y2 y =3x3+cx2 y =cx3+ X2
2
-2 Fe=
K Y =y*
y() =o
k-1 .
Ly k=12 y 1 = z y'=z
(n-2)
*y'=p(y) y ntl) = z y (n) = z

* Agar y ning o‘rniga
Ky , ¥’ ning o‘rniga

k= vaxk Agar y vauning bir

- Agar x argument
necha tartibli
¥ ()ningoTniga  xosilalari gatnashmasa SRS
Ky ( ) qoYyilganda
tenglama 0 “zgarmasa.
aon(n-1)(J1-2)...(n O+ a N2
aon,+a.lr -1+
+all (1-1)(N1-2).... A~ fta) += o a
+ ....a,,_A +aa=0

a—#xo0)+>X *0)=0

10)=10 yi)=y

Y (*1)+M Xi)=0

y =cx+ X2

2

y( =z

y'p=2

Agar x ning
o‘rnigakx , y ning
o‘rniga k= vax

k jy(,,) ning

o‘rniga
Ky ( )qoyilganda

tenglama
0‘Zzgarmasa.

an(n—)+a (n-"Xn
“--a,,.-.Jdn N)+ an=

y(*o)=Y



MA'RUZA Nel6
Mavzu: Ostrogradskiy-Liuvill formulasi.
Reja:
1.0Ostrogradskiy-Liuvill formulasini keltirib chigarish.
2. Ostrogradskiy-Liuvill formulasini go‘llanishi.
3. Misolllar.

Tayanch so’z va iboralar: Ostrogradskiy - Liuvillformulasi, Ostrogradskiy - Liuvill
formulasini go ilanilishi.

Fundamental sistema mos chizigli birjinsli differensial tenglamani to‘la aniglagani uchun
bu differensial tenglamani topish masalasini go‘yish mumkin.

Endi w(x), w (x),...,~(x) funksiyalar | intervalda aniglangan bo‘lib, yechimlarning
fundamental sistemasini tashkil etsin deylik. Ixtiyoriy uy(x), x e I yechim shu funksiyalar bilan
chizigli bog‘lig bo‘lgani uchun w(x),(x),...,~(x),p(x) funksiyalardan tuzilgan vronskian
aynan nolga teng bo‘ladi (y — (x), y —p(x)):

YL ¥2 .. yn 'y

y' y2 .. oyn Yy
Wy*¥2,...,Yn Y] — —0. (1)
y(m) y(-) .ymd vy

yo y2y . g YO
Aslida biz izlangan differensial tenglamani yozdik. Bu tenglama chizigli bir jinsli ekaniga
ishonish uchun (1) dagi determinantni oxirgi ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz:

WIYLY2,....y,ly 0 - C e y(d +...+ (-1)n Y—0 (2
Sl Sy y(-D) y(n) .yl
YO oy vO v v ..y

Ravshanki, chizigli erkli yechimlartichun W[y ,y2,...,yn] * 0. Shuning uchun (2) tenglamaning
N
hamma hadlarini W [y,y2,...,yn] * 0 ga bo‘lamiz. Natijada

LIy] —Ym +P,(X)¥Yw-1) +... + Pn(x)y —0 3)
ko‘rinishdagi tenglama hosil bo‘ladi. Masalan, (3) dagi p (x) uchun ushbu
Y, 12 .. yn
y- 12 .. yn

y.(2) 12n2) YD

vy, /20 ..y'n
P — Wi yo,.., i

munosabat chigadi. Bundan vronskian uchun muhim formula chigarish mumkin. Uning uchun
avval



Y, Y2 v, -

dW(x) d yl y2 y y . yn
dx dx ,

y('-D) y(nd ... y'nd) y|'.a y&n ) ... y (-

yin. ygy ..y@

ayniyat o‘rinli ekaniga ishonch hosil gilamiz. Yo‘l elementlari bo‘yicha determinant hosilasini
olamiz:

v v y yl y2 .. yn yl y2 .. yn
' yl y2 n n
dW(x) _ d yl y2 Y, y + LN g +
dx dx oo PTUToonErs
yrD y2) ..y'n)
yin 729 YO g sz YO
yl y2 .. yn yl y2 .. yn H
yl y2 . yn iyl y2 . yn
YD) yan)) . y'nd) g ST i K0
s & .y'n S Ry y'n

Ravshanki, vronskianning hosilasi n ta n- tartibli deterﬁinantlaif yig‘indisidan iborat bo“lib,
oxirgisidan avvalgi (n-1) tasining har biri 2 ta bir xil yo‘l elementlariga ega. Shuning uchun
ular nolga teng bo“lib, fagat oxirgi determinant qoladi. Bu esa izlangan déterminantdir. Shunday
gilib ushbu B

W' (x) =

Pi(x) — W(x) @N

formula hosil bo‘ladi. Uni birinchi tartibli o‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama kabi
integrallaymiz:

X
W (x) —Ce-f;opl(?)d?, x el, xel.

Bundan x —x0da C —W(x0). Demak,

W (x) —\N(xO)é_ga(FPF.Q(.j? (4)

formulaga egamiz. Bu formula Ostrogradskiy-Liuvill nomi bilan ataladi. Ostrogradskiy-Liuvill
formulasidan avavldan ma'lum natija (ya'ni W(x0) —0, bo‘lganda W(x) —0, xe |, W(x0) * 0
bo‘lsa, W(x) * 0, x e |l ekani kelib chigadi.
Yana bu formuladan ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamalarni ularning bitta
xususiy yechimi ma'lum bo‘lganda integrallash uchun foydalaniladi. Hagiqatan,
Y'"+Pi(x)y"+P2(x)y —0
tenglamaning xususiy yechimi y —u(x), x e I, bo‘lsin. (4) formulaga ko‘ra

¥(x) Y

vi(x)y
yoki

foiax

v(X)Y - Y¥ (x) —C-e 1



Bu birinchi tartibli differensial tenglama bo‘lib, unign chap tomoni n = ga ko‘paytirilishi

V()

natijasida to‘liq differensialga keladi, ya'ni

d_ _ C(  -Ipit)K

X V(x) V (x)
Bundan

Y f—g‘-'(—e_jp(*)dkd +C

vix) I wily T
yzcwﬁ}&%%ApWMﬂ+CWU)

kelib chiqgadi.

Misollar. 1 Fundamental sistemasi p (x) =cosax, p (x) =sinax bo‘lgan differensial
tenglama tuzilsin.

(2) formulaga ko‘ra

cosax sm ax y

- asmax acosax y =0

a2cosax - az2sinax y”

yoki
cosax sin ax cos ax sin ax - a sin ax a cosax
: y”- Y+ o @=°
- a sin ax a cos ax -a 2cosax -a 2sin ax -a 2cosax -a 2sinax
Bundan:
ay’+ady =0
yoki
Y’+azy =0.
2. Yechimlarning fundamental sistemasi p (x) =" p (x) =cosx bo‘lgan tenlamani
tuzing.
1 cos X y
0 sin x y =0
0 cosx y”
yoki
y”- ctgxy'=0
bo‘ladi.
3. y”+x—y'+y tenglamaning bitta yechimi — = sn)1(* bo‘lsa, uning umumiy yechimini
toping.
Yugoridagi formulaga ko‘ra
-J2ak
sin X X2e sin X
Y:-X C +c-J-2in9x -dx <
ya'ni

sin X _
Y = -5-~(C2- Cictg™) .

4. Yechimlarining fundamental sistemasi x, x2 bo‘lgan tenglamani tuzing. Izlanayotgan
tenglama



2X y —0
0 2 v
yoki
Xy - 2xy +2y —0
bo‘ladi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutguHos M.C., HacputguHos .H. Opanin  anddepeHuman TeHrnamanap.
TOWKEHT, “ Y3b6ekncTtan”, 1994.
2. MoHTpsarun N1.C. O6bIKHOBEHHME AnddepunanbHble ypaBHeHnsa. M.:Hayka, 19609.
3. CtenaHoB B.B. Kypc anddepeHumanbHbixX ypaBHeHUn. M.: Tn3.®u3- mat. nutepatypa.1958
4. 9nbcronsy J1.E. OnddhepeHunanscHble ypaBHeEHNA N BapualUMoOHHOe ucunneHne. M.. Hayka..
1965.
5 ®unnunnos A.d. CoopHMK 3aga4d no andepeHUmanbHbIM ypaBHeHUsaM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari
1. Lagranj va Klero tenglamalari.
2. Shturm-Liuvill masalasi. Xos sonlari va xos funksiyalar.

Glossariy
-fp ?)j
Ostrogradskiy-Liuvill  formulasi - W (x)Ce X0 GIl,x G1 formula

Ostrogradskiy-Liuvill nomi bilan ataladi.

Keyslar banki

13 H
Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: y (y-2|y ) —y

Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriqglar:
» keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

» to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1.Determinantlardan hosila olish qoidasi ganday bo ‘ladi?
2. Ostrogradskiy-Liuvill formulasini keltirib chigaring?
3. Ostrogradskiy-Liuvill formulasidan kelib chigadigan zaruriy va yetarli shart nimadan
iborat7
4. Ostrogradskiy-Liuvill formulasi go‘llanishga doir misollar keltiring?

Amaliy mashg’ulot-13

1. Sy +(yD)2 —x(x+y) i

b : xpy]2\ncp =1; y =+ “~2\ncp
o Xy —xyy +1 i A cp
3. Yoy’ 't J. Xy —y2mp3, y (2p +6) —p4; y —0



4 V- Y=Ylnwl
5 yl=exty
6 v =xyt-xy®

1 .7
7. Y =Xy +yy:8

8 YCy- xyn3=yr

a0(*)— +a, (x)y7+

+a2(x)y="1 (x)
X <X <X tenglama uchun

umumiy chegaraviy masalani
yozing.

*

a—7(x0)+ M *o0 )=0

Y (*1)+M Xi)=0

a0(*)y,, +a, (X)y7+a2(x) ' =/ (x)

tenglama uchun umumiy
chegaraviy masalaning Grin
funksiyasi ko ‘rinishini yozing
(YA(x) vayaXx) - tenglamani
yechimlari)

y"=J/14 y(o)=o,
y(1) = 0 chegarviy
masalaning Grin funksiyasini
ko‘rosating.

| SinsCosx
G(x,8)= .
ISinxCoss
0<x<s
S<X<—

ko‘rinishdagi Grin funksiyasi
gaysi chegaraviy masalaga
tegishli?

y" =Ny,y(0)=0,y(/)=o0
masalaning hos giymati va
hos funksiyalarini toping.

Agar o‘zgarmas koeffitsentli
yugqori tartibli chizigli
tenglamaning o‘ng tomoni

Pm(XP ", (Pm(x)- KO p*ad)
ko‘rinishida bo‘lsa, bitta
hususiy yechim gaysi
ko‘rinishda bo‘ladi?
(Hammajavoblarda s -
karralilikni bildiradi)

ax"ay™J+a* "ty 0+

G)2(4 7

G(*,s)= Ix "4

0< X<s

s<x<l1

YyH+Y=f X

y (0)=0, y—)=0 y(0)=0, y(")=0

JHE00
yt(x)=Sin— Xx
e
K =123

X

i _X=Inc+y=e*
[:xp2=cdp |-1; y =xp- XD 3y=0

L. 2pX=cCc-CcP2 py=c, 3_x3=-=27y4
. y2=2c3X+c2 27xy2=1

TEST
J7(*0) = Yo y(*i)=¥- —(*0)= Y
<<
G(z,e)=
2X .
G(x,s) = S G(X,5) = f(s iX G(x,5) = Ps + )X
[s(x+1) A2 () [s(x + 1)
0<x<s 0<x<s 0<x<s
s<x<l1 s<x<l1 s<x<1
".y=1 4 "Ly =f (x
ya+n 4 N y (x)
y* (0)=0, y 1(0)= ¥(—
y(")=0 y(")=0
k= Nk = o
v2J ¥ ‘)m
yk (x) = Cos — x yk(X)=Sin?x y k= Cos— x
-

—1= Xs-Bm(*)er

X=Int +el



.. tamx/ +ay —f(x)
ko‘rinishidagi Eyler
tenglamasini 0‘zgarmas
koeffitsientli chizigli
tenglamaga keltirish uchun
ganday almashtirish bajariladi?
(x>0 deb faraz qiling).

a (xy/ita(xy;+a (x)/—0
tenglamani yechishda ushbu
Ostrogradskiy -Liuvill

formulasi qo‘llaniladi:

*P(x)—*f
yi y2 _Qe-\PXdx (x) ao(%()

y' y2 e

bu formuladagi r(x) deb

nimaga teng?

Quyidagi funksiyalardan gaysi

biri chizigli bog‘lig? *6x + 9, 8x+12

Mavzu: O‘zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinsli tenglamalar

1  Xarakteristik ko ‘phad.
2. Xarakteristik tenglama .

M= 2.0

ao(x)

X+2,X—2

MA'RUZA Nel7

Reja

g \ a%(x)
PO
Sinx, Cosx

3. Xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari har xar xil va haqiqgiy.

p(x) —a (x)

X2+ 2X,
3x2-1,x+4



Tayanch so’z va iboralar: n-chi tartibli o zgarmas koeffitsientli chizigli birjinsli
differensial tenglama, xarakteristik kopxad, xarakteristik tenglama, xarakteristik tenglamaning
barcha ildizlari xar xil xaqigiy bo 1gan xol.

0 ‘zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinsli tenglama quyidagi ko‘rinishda bo“ladi:

u (Qpiy(FNQPZY (+2)Q ... .Qp.,-yn DQpnyqO (1)
bu yerda r1r2,_,rnkoeffitsientlar yugoridagi ko ‘rilgan umumiy holdan fargli o‘laroq
o‘zgarmasdir. Bu holda xususiy yechimlarning fundamental sistemasini izlash n-chi darajasi bitta
algebraik tenglamani yechishga keltiriladi.

Xususiy yechimlarni dastlab ugerxko‘rinishida izlaymiz:
EndiuD qre'x,u OO qr2erx,.,u(gq uqr'e’xbo‘lgani sababli (1) tenglamaning chap tomoni
uchun quyidagini hosil gilamiz:

L[e”] +'e™+p-r'- +..+pn P+p - —e-(rn+-r'-+..+pn +-)

Shunday qilib, (1) tenglamada ugurxo ‘rniga go‘yish uni

end(r)q0 (2)
ko‘rinishga keltiriladi, bu yerda f(r)grnQpln Q.....QpnlrQpn-ni berilgan differensial
xarakteristik ko‘phadi deyiladi.
(2) ifodadagi erx ko‘paytuvchi X ning hech ganday giymatida Oga aylanmaydi. Shuning uchun r
son

f(r)q0 @)
tenglamaning ildizi bo‘lgan holda va fagat shundagina ygerx funksiya o‘zgarmas koeffitsientli
chizigli birjinsli (1) differensial tenglamani ganoatlantiradi.
(3)algebraik tenglama berilgan differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi. U
(1)differensial tenglamadan izlanayotgan funksiyaning hosilalarini r noma'lumning mos
darajalari bilan almashtirishdan hosil bo‘ladi, bunda funksiyaning o‘zi nolinchi tartibli hosila
sifatida r ning nolinchi darajasi, ya'’ni 1 bilan almashtiriladi. (3) xarakteristik tenglamaning
yechimi (1) differensial tenglamaning birorta xususiy yechimlari sistemasini beradi. Bunda (3)
xarakteristik tenglamaning ildizlari har xil bo‘lishi mumkin. Shuning uchun shar gaysi holni
alohida-alohida garaymiz.
Xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari hagigiy va har xil, ya'ni xarakteristik tenglama karrali
ildizlarga ham, kompleks ildizlarga ham ega emas.
Algebraning asosiy teoremasidan ma'lumki algebraik tenglama uning darajasi gancha bo‘lsa,
shuncha ildizga ega bbo‘lgani uchun xarakteristik tenglamaning roppa-rosa n ta har xil
rir2,_.,rnildizi bo‘ladi.bu ildizlarning har biriga differensial tenglamaning xususiy yechimi mos
keladi. Demak, n ta xususiy yechimini topamiz:

y —“ ...y, —e? )
Endi YI5"Yn funksiyalar sistemasi fundamental, ya'ni, y1y2,_ .,y nfunksiyalar chizigli erkli
ekanligini ko‘rsatsak yetarli bo‘ladi. Buning uchun bu funksiyalar sistemasining Vroskiy
determinantini tuzish lozim. Biz ng3 bilan chegaralanamiz. Ixtiyoriy n uchun xuddi shunday
ko ‘rsatiladi.
ng3 vroskian ushbu ko‘rinishda bo“ladi:
il
[/-,YZ,)’S! —rjenmem.@( e (rirr2ers) rir2r3
r2ed r2ed| ren T
W (%)

Bu yerda determinantning har gaysi ustunidan erx ko‘rinishdagi ko‘paytuvchi gavs tashgarisiga
chigarilgan. So‘nggi determinantni uchburchak goidasidan foydalanib hisoblaymiz.
Determinantning uchunchi ustunini 1-chi va 2-chi ustunlaridan ayiramiz. U holda



ill 1 1 1 1

T3 T ri-rx2-r13 13 302 s

: = ' : q(r1-r3)(r2-r3) g(r1-r3)(r1-r3)[r2Qr3-r1-r3]q

g-(r1-r2)(r1-r3)(r2-r3)

bu yerda 1-chi ustundan rlr3umumiy ko‘paytuvchi 2-ustundan a3 umumiy ko ‘paytuvchi
tashqariga chigarilgan va 3-chi tartibli determinant 1-chi satri bo‘yicha yoyish orqgali 2-chi
tartibli determinantga keltirilgan. Shunday qilib, 3ta funksiyadan iborat sistema uchun

WIy1,y2,y3]0e(rlQ2Q3)x (-1) 3(r1-r2)(r1-r3)(r2-r3)
Umumiy holda ham xuddi shunga o‘xshash ushbu formula o‘rinli bo‘lishni ko ‘rsatish mumkin:

11.... 1
rir2 rn
rn-1r n-i 1 e(fi+-‘-+m)*
W Ay A ynlq 2 n

11. 1

rir2 rn

rf-lri}-i ot | |

buyerda 172 ... » o qCEDN(rEr) (rdrd) L (rm)(r2-rd _ (rnl-r)~0 Vandermand determinanti

deyiladi. Bundan
WIyLy2........ ynlae(rlQ.... Qrix(-1)n(rl-r)(r1-r3) _.(r1-rn)(r2-r3_(rn-1-r)"0
Xarakteristik tenglamaning barcha r1r2, _,rnildizlari shartga ko‘ra turlacha, erxfunksiya esa hech
ganday x larda nolga aylanmaganlagi uchun
WI[yLy2,........ ,yn]"o0
Bu bilan xarakteristik tenglamaning barcha r1r2, _,rnildizlari haqgigiy va har xil bo‘lsa, xususiy
yechimlar sistemasi (4) fundamental bo‘lishni isbatladik. Demak, bu sistema funksiyalarining

YXEIX+...+ _rev )

chizigli kombinatsiyasi differensial tenglamaning umumiy yechimini beradi.
Misollar.
1L yDOoooon-5ynoobQeyD Dgo tenglama uchun TS-SrZQGrqO xarakteristik tenglama z290,
r2q2, r3q3 ildizlarga ega. Fundamental yechimlar sistemasi yiql, y2qe2x, y3qe3x . Differensial
tenglamaning umumiy yechimi

y =C+CceX+cERX

2. yn Ny-5yMN O00DQ4yqO tenglama uchun xarakteristik tenglama r4-5r2Q490O, uning ildizlari
r]2gx 1, r34+2. Differensial tenglamaning umumiy yechimi yqCiexQC2'xQC32xQC3e"

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutgnHos M.C., HacputguHos r.H. Opgunin - gudpbepeHuman TeHrnamanap.
TOLWKeHT, “ Y36eKncToH”, 1994.
2. MoHTpsarnH J1.C. O6bIKHOBEHHUE anddepumanbHble ypasHeHns. M.:Hayka, 19609.
3. CtenaHoB B.B. Kypc guddepeHumanbHbix ypasHeHuid. M.: Tns.dus- mat. nuteparypa. 1958
4. dnbcroney J1.E. AnddepeHunanbHble ypaBHEHUA U BapuaLMOHHOE ucuuneHve. M.: Hayka..
1965.
5 ®unnunnos A.®. CoopHMK 3afau Nno gudepeHynanbHbiM ypasHeHUaM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3fgaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari
1. Yugori tartibli differensial tenglamalar. ,, - tartibli differensial tenglamalar.
2. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalarni darajali gatorlar yordamida integrallash.

Glossariy



O zgarmas koeffitsientli chizigli birjinsli tenglama - O‘zgarmas koeffitsientli chizigli
birjinsli tenglama quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
u (QpiyE"NQPY (M2)Q- »..Qp..-yn DQPnyqO (0
bu yerda r1r2, _,rnkoeffitsientlar.
Harakteristik kophad - (1) tenglamada uqurxo‘rniga qo‘yish uni
end(r)qo (2)
ko‘rinishga keltiriladi, bu yerda f(r)grnQpln Q....QpnlrQpn-ni  berilgan differensial
xarakteristik ko‘phadi deyiladi.
Harakteristik tenglama -
. : . . HOLN . (3)
tenglama berilgan differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

Keyslar banki

Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: y () -13y "+36y —0

Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:
» keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

« to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar

1 O-‘zgarmas koeffitsentli chizigli bir jinsli tenglama ganday ko‘rinishda bo‘ladi?
2. Xarakteristikko‘p xad deb nimaga aytiladi?
3. Differensial tenglamaning xarakteristik tenglama deb nimaga aytiladi?
4. Xarakteristik tenglamaning barcha ildizlpri xar xil va xagiqiy bo‘lishini ko ‘rsating.
5 Ixtiyoriy =~ n —3uchun Vranskiy determinanti ganday ko‘rinishda bo‘ladi?
Amaliy mashg’ulot-14
X
1.y —xyl+yD i Y—-Lx+C;y— -
2. Y—xyl+yl i X —C%*+ G maxsus yechim yo g
3 Y —Xyhl+yll+(y])2 j.y —ex+>/1+c2; x2+y2—1
1
y —Xy +— y —exX+-; y2—4x
4, Y i: C
2
y —€X - c?; y X
5. j:
6, Y —vl-ajl+(yD2 j.y —cx- ayfl+c2; x2+y2—a2
1 2
Y—xy + ; —€X +-----; Y —1,5x3
% Pl e
TEST
axrmy(+ax" Y-+ ..
Lo+ an-ix / + a,y —f (x) t
ko‘rinishidagi Eyler *x —e X —e t = = X —In|t + et

tenglamasini 0°‘zgarmas
koeffitsientli chizigli
tenglamaga keltirish uchun



ganday almashtirish bajariladi?
(x>0 deb faraz qiling).

a (*)+H+ta(*)—=+a (*)y=0
tenglamani yechishda ushbu
Ostrogradskiy -Liuvill

formulasi go‘llaniladi: “p(X)= 2" Py = alpy
yi y2 _Qe-Jp(k aoig%) ao(x)
y” y2 e

bu formuladagi r(x) deb

nimaga teng?

Quyidagi funksiyalardan gaysi

biri chizigli bog*lig? *6X+ 9, 8%+ 12 X+2,X—2
2*+1)yn+4xy7- 4y =0

(2*+1)yn+4xy7- 4y 9% 2 %2

tenglamaning bitta xususiy *e e
yechimini toping.

Ushbu (* —a) +by2=(
chiziglar oilasi qaysi
diffirensial tenglamaning
yechimi?

y = a(*)z almashtrish
yordamida

Xy "= 2xy"+ (*2+2)y = O

tenglamada birinchi tartibli
yoqotib soddalashtring.
Yechimni

y 1= ax + b ko‘rinishda
izlab,

X2 "Inx - xy'+y = Otengl
amaning bitta xususiy
yechimini toping.

a ning ganday giymatlarida
y“"+ay =1,

y(0)=0, y(l) = 0 masala
yechimga ega emas?

a ning ganday giymatlarida

Y +ay=f (X

y(0) =0,y (@)=70
chegaraviy masalaning Grin
funksiyasi mavjud bo‘ladi?

y "+ 4y '+ 3y = 0 tenglaman
ing umumiy yechimini yozing.

*2"+z=0

*_q=* y =2*+1]

*a = (2— 1—2 - _

*a*K—2

*y=ce“*+ce~X vy = e F+c2

MA'RUZA Nel18

Mavzu: O‘zgarmas koeffitsientlar chiziqli bir jinsli tenglamalar.

Reja

pl4)-

Sinx,

ff

Cos*

r2

*(yY +Y2)2=-—Y 2+ Y2=4—vyy 4 _ =

z2"+4z2=0

a=(2— 1)2—

a=k>?

y=ce +c2e y

1 Xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari har xil kompleks ildizlarga ega.

2. Xarakteristik tenglamaning ildizlari karrali.
3. Misollar.

p(™)=a (*)

*2 + 2X,

3*2-1,x+4

X 3

Hech birining
yechimi emas

Y-=*+2

a=0

a* K—

= c>e’£ +c2e



Tayanch so’z va iboralar: xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari xar xil kompleks
ildizlarga ega bofigan xol, xarakteristik tenglama. 1 karrali r —0 ildizga ega bo 1gan xol,

xarakteristik tenglamaning 1 karrali r* 0 ildizga ega boigan xol, xarakteristik
tenglamaning karrali kompleks ildizga ega bo 1gan xol.

f(r)g0 xarakteristik tenglamaning ildizlari har xil kompleks ildizlarga ega bo‘Isin.
Umumiy yechim uchun
y — +...+c'eV (1)

ifodaga olib kelgan mulohazalar bu yerda ham o°‘z kuchini saglaydi. Biroq (1) ifodada noqulay
chunki e(@ix ko‘rinishdagi kompleks funksiyalarga ega, biz esa hagiqiy funksiyalar bilan
cheklangan edik. Shuning uchun (1) ifodani xarakteristik tenglama kompleks ildizlarga ega
bo‘lgan holda ham fagat hagiqiy funksiyalarga ega bo‘ladigan qilib o‘zgartirishni magsad qilib
go‘yamiz.

Aytaylik, rqaQbi xarakteristik tenglamaning kompleks ildizlaridan biri bo‘lsin. f(r) ko‘phad fagat

haqiqiy koeffitsientlarga ega bo‘lgani uchun, algebradan ma'lumki r ga-bi go‘shma kompleks
son ham xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘ladi, ya'ni

f(Ng°a>f(r)a°g>f(r )af(r)q°g>r-ildiz.
axbi qo‘shma kompleks sonlarjuftiga 2 ta xususiy yechim
ykae(@Q* )xva ysge<-“)x
mos keladi. Bu 2 ta yechim o‘rniga ularning ba'zi kombinatsiyalarini ko‘ramiz, bular ham L[y]q0

(2) tenglamani yechimlari o‘ladi. Chunonchi, y kq(ykQy9)/2 va y 1q(yk-y9)/2i funksiyalarni
ko‘raylik. Bu ham (2)ni yechimlari.
Eylerning quyidagi formulalaridan

eix+e~ix . eix- e~ix , Hix S

LI SX ——=-=-==--- ,S|nx—-----2-i----(l —¢0s X £ i sin X)
foydalanib, y kva y sni quyidagicha o‘zgartiramiz:
- _ Y tY _e(athix+e(abx__eax(ebxt e cacoshx
2 2 2
y —YK- N —e(ath)x- e(ahi)x —ea sin bx
2v

Shunday qilib, xarakteristik tenglamaning qo‘shma kompleks ildizlari jufti rksgatbi ga
differensial tenglamaning xususiy yechimlari jufti ykgeaxcos bx, ysgeaxsinbx ni mos Kkeltirish
mumkin. Umuman yechimni yana xususiy yechimlarni ixtiyoriy koeffitsientli chizigli
kombinatsiyasi kabi hosil gilish mumkin, birog bu yechim endi (1) ko‘rinishga ega bo ‘Imaydi.
Xarakteristik tenglamaning har bir r hagigy ildiziga erx ko‘rinishdagi xususiy yechim,
xarakteristik tenglamaning qo‘shma kompleks ildizlari jufti atbi ga eaxcos bx, eax sin bx
ko‘rinishdagi xususiy yechimlar jufti mos keltiriladi.
Misol. 1 y 12y1Q5yqg° differensial tenglamaga mos xarakteristik tenglama r2-2rQ5q°. Uning
ildizlari r12g1+2i. U holda differensial tenglamaning umumiy yechimi ygclexcos2xQc2exsin2x,
bo‘ladi.

2. y111-8yq°. r3-8q° xarakteristik tenglama. Uning ildizlari rlg2, r23q-z""3 .

U holda umumiy yechim yqcle2xQc2e-xcos #3x Qc3exsin N X

Xarakteristik tenglama ildizlari orasida karrali ildizlar ham bor bo‘lsin. Bu holda (1) ifoda
umumiy yechim uchun o‘z kuchini yagotadi, chunki chizigli erkli yechimlar soni h dan kichik
bo‘ladi. Haqgiqatdan, agar r xarakteristik tenglamaning a karrali ildizi bo‘lsa,u holda unga a ta
emas, balki 1ta yerx yechim mos keladi va fundamental sistemani hostl gilish uchun (a-1)ta
yechim yetishmaydi. Bunday holda yetishmayotgan xususiy yechimlarni ganday topishni



aniglaymiz.
1)Dastlab, xarakteristik tenglama a>1 karrali (rq0) yechimga ega bo‘lgan holni tekshiramiz.
Xarakteristik tenglama bu holda
f(Nq(r-0)a 9(r)qrad(r), 9(r)-(n-a)-chi tartibli ko‘phad, ya'ni
9(r)grn-aQp, ma Q....... Qpnrabo‘lgani uchun
ra9(r)gra(rm-aQpl r-a1Q...Qpn-a)q0
r’QplrmliQ..Qpn-araq0, pn-a™0
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Yuqoridagiga ko‘ra tenglama r ning kichik darajalarini o‘z ichiga
olmaydi. Bu holda (2) differensial tenglama ushbu ko‘rinishda hosil bo‘ladi:
™) yOQply(n1)Q....Qpnay(@q0, ya'ni yuqoridagiga ko‘ra bu yerda a dan past tartibli hosilalar
gatnashmaydi.
Bunday tenglamani (a-1)dan yugori tartibli barcha hosilalari aynan 0ga teng balgan darajasi a
dan yugori bo‘lmagan istalgan ko‘phad gqanoatlantiradi, ya'ni ygf(x)gaxalQ....QaalxQQa
(a-1) tartibli ko‘phad (*)ni ganoatlantiradi.
Bunday ko‘phadlar cheksiz ko‘p, biroq ularning orasidan o‘zaro chizigli erkli bo‘lgan a tasini
tanlab olish mumkin. Buning uchun
ylql, y20x, y30x2, ....... yagxal
deb olish yetarli.
Bufunksiyalar sistemasi chizigli erkli. Ikkinchi tomondan, darajasi

(a-1)dan vyuqori bo‘lmagan har qanday ko‘phad bu sistema funksiyalarining chizigli
kombinatsiyasi sifatida hosil gilinish mumkin.
Shunday qilib, a karrali rq0 ildiz uchun differensial tenglamaning a ta chiziqgli erkli yechimlari
topiladi, ya'ni ylql, y2gx, y3gx2....... , yagxal,
Endi (3) f(x)gO xarakteristik tenglamaning a karrali bo‘lgan ildizi ri*O sondan iborat bo‘Isine (2)
tenglamada yqgz Irxdeb, o‘zgaruvchini almashtiramiz. U holda yODqgzD DlrixQrizlrix
ynnnnqzDDD ol/Q ri’zll
yDOOOoODgzDoooonNraganrf OoOOlrixQ3nrzD DIrixQ ri3zlrix
Bu ifodalarni (2) tenglamaga go‘yib noma'lum funksiyasi z bo‘lgan differensial tenglamani hosil
gilamiz. U n-chi tartibli o‘zgarmas koeffitsientli chizigli tenglama bo‘ldi, chunki uning barcha
hadlari Irix ko‘paytuvchiga ega bo‘lib, uni qisqartirish mumkin. Bu tenglamani z 'QqizQ’
DQ....QqnmiznnQgngO (4)
ko‘rinishda yozamiz. Xarakteristik tenglamasi ya'ni zqglkx (4) almashtirish bajarishdan hosil
bo‘lgan tenglama:

knQqglkn1Q ..... Qgn-1kQqng0 (5)
bo‘lsin. Agar k son (5) xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lsa, u holda zqlkx (4)differensial
tenglamani ganoatlantiradi. Biroq u holda

y = ze¥ = eKke‘D( = e‘K”d* (6)

(2) differensial tenglamani ganoatlantiradi va rgkQrl son (3)xarakteristik tenglamaning ildizi

bo‘ladi. Aksincha (4) tenglamada Z:)\f'eﬁi,)'(almashtirish bajarib (1) tenglamani hosil qgilish

mumkin. Shuning uchun (3) xarakteristik tenglamaning har bir r ildiziga (5) xarakteristik
tenglamaning kqr-rlildazaga mos keladi. Shunday qilib,(3)va (5)xarakteristik tenglamalarning

ildizlari orasida r =k +r"tenglik mavjud shu bilan birga (3) tenglamaning har xil ildizlariga
(5)tenglamaning har xil ildizlari mos keladi va aksincha.

(3)xarakteristik tenglama a karrali rgrlildizlarga ega bo‘lgani uchun (5)xarakteristik tenglama a
karrali kg0 ildizga ega bo‘lishi kerak. Hagigatdan ham (3) tenglamaning rqrl ildiziga (5)
tenglamaning kqO ildizi va (5) tenglamaning har xil ildizlariga (3)tenglamaning har xil ildizlari
mos kelgani uchun kqO ildizning karraligi rqrlildizning karraligiga teng bo‘lishi kerak. Biroq
bunday holda yuqgorida isbot gilinganiga ko‘ra (4) differensial tenglama o‘zaro chizigli erkli
bo‘lgan ushbu a ta yechimga ega bo‘ladi:z1g91, zZx, z3gx2, .....,zagxal

bular (2)differensial tenglamaning ushbu ko‘rinishdagi a ta yechimini beradi: ygz



y, — 1,...,ya —X"“-ierix
Shunday qilib, (3) xarakteristik tenglamaning a karrali rlildiziga differensial tenglamaning rosa
a ta har xil yechimi mos keladi. Yana xususiy yechimlar sistemasi hosil bo‘lib, unda n ta
funksiya bo‘ladi. Hosil gilingan xususiy yechimlar chizigli erkli bo‘ladi.
Avvalgi mulohazalarimizda karrali r1ildiz hagigiy son deb faraz gilinmagan edi. Shuning uchun
barcha mulohazalar karrali ildizlar kompleks bo‘lgan xal uchun ham o‘z kuchida qoladi.
Masalan,axbi kompleks ildizlar jufti 2 karrali bo‘lsa, unga quyidagi ko‘rinishdagi 4 ta xususiy
yechim mos keladi:
eaxcos bx, eaxsin bx, xeaxcos bx, xeaxsin bx.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutguHos M.C., HacputguHos MH. Opgnin anddepeHumnan TeHrnamanap.
TOWKEHT, “ Y3b6ekncTtan”, 1994.
2. MoHTpsaruH N1.C. O6biKHOBEHHME AnddepunanbHble ypasHeHnsa. M.:Hayka, 19609.
3. CtenaHoB B.B. Kypc aundhdepeHumnanbHbix ypaBHeHuid. M.: Tnus.du3- mat. nutepatypa.1958
4. 9nbcronsy J1.E. OnddhepeHunanscHble ypaBHeHUA U BapMalMOHHOe ucuuneHune. M.. Hayka..
1965.
5 ®unnunnos A.d. CoopHMK 3aga4d no andepeHUmanbHbiM ypaBHeHnsaM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari
1. Kanonik ko‘rinishdagi n- tartibli differensial tenglamalar yechimining mavjudligi va
yagonaligi hagidagi teorema.
2. Yuqori tartibli oddiy differensial tenglamalar uchun Koshi masalasi yechimining mavjudligi
va yagonaligi hagida teorema.

Glossariy
Chizigli birjinsli differensianal tenglamalar - yugoridagi (1) da Q(x) = 0 bo‘lsa.
Harakteristik kophad - (1) tenglamada uqurxo ‘rniga qo‘yish uni
end(r)q°
ko‘rinishga keltiriladi, bu yerda f(r)grnQpIniQ.....QpnlrQpn-ni  berilgan differensial
xarakteristik ko‘phadi deyiladi.
Harakteristik tenglama -

f(ra°
tenglama berilgan differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

Keyslar banki

Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: yV+2y"+y"—0 .

Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriqglar:
« keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

« to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar

1 F Sr}l _Oxarakteristiktenglamaning ildizlari xar xil kompleks ildizlariga ega bo‘lsa, u
xolda umumiy yechim ganday ko‘rinishda bo‘ladi?
2. Xarakteristik tenglamaning kopleks ildizlari ganday ko‘rinishda bo‘ladi?

3. (Qo*shma) Xarkteristik tenglamaning qo‘shma kompleks ildizlari jufti Tk,s a “ B ga
differensial tenglamaning xususiy yechimlari jufti ganday ko ‘rinishni mos keltirish mumkin?



4. p- tartibli o‘zgarmas koeffitsentli chizigli tenglama ganday ko‘rinishda bo‘ladi?

5. Xarakteristik tenglamani ildizi ganday ko‘rinishda bo‘ladi?

1. y —xyl+yl+y?P

2. Y—(1+Y)x+YD

Y — 1 Y1Q2x + Y1)

4. y —xyl+yl

Y—Qxy1+ l~T
5. Y
xyl
2Y —3 )/
6. Y +2

7 y—y~r+arl-yB

f1 A

X—Y T r——
8 w Yy

aXay{p+ax' IV( ..

. tanix/ +aty —f (x)
ko‘rinishidagi Eyler
tenglamasini 0‘zgarmas
koeffitsientli chizigli
tenglamaga keltirish uchun
ganday almashtirish bajariladi?
(x>0 deb faraz qiling).

a (x)y/;+a (x)y;+a (x)¥Y —0
tenglamani yechishda ushbu

Ostrogradskiy -Liuvill
formulasi go‘llaniladi:

yi y2_Qe-\P(*

y' y2 e

bu formuladagi r(x) deb
nimaga teng?

Quyidagi funksiyalardan gaysi
biri chizigli bog‘lig?

2x+1)ylL+4xy7- 4y —0

N
tenglamaning bitta xususiy *e

yechimini toping.

*X —e

POO—i )

*6x + 9, 8x+12

Amaliy mashg’ulot-15

y —<(x+1)+c2; y — (le)z
J

X—ce p-2p +2
[y —<(1+p)ep- p2+2
Xx—1(cP 2-P

1 — 2
Y—6(2cP2+P)
y H{cwWVx+1); y—0

X—ct 2t ; y 20t 3t, t—

. Cy—x-c)2; y—0 Ba y —4x

.y —€tx+a

ji (c- xX)y —€2; y —4x

TEST
X —e t x —Inlt
— ai(x (\ ao (x
Py = aigxy JORE
ao(x) a (x
X+2,Xx—2 Sinx, Cosx
-2 x2
e e X

X —In|t + et

p(x) —a (x)

X2+ 2X,
3x2-1,x+4

X 3



Ushbu (x - a)2+by2 —1

chiziglar oilasi qaysi *y 1+Y2)2— 1Y 2¥Y'+Y'2—4yy yy"+ Y 2 —o0
diffirensial tenglamaning

yechimi?

y —a(x)z almashtrish

yordamida

Xy "- 2xy'+ (x2+2)y —0  *z"+z 0

tenglamada birinchi tartibli
yoqotib soddalashtring.
Yechimni

y —ax + b ko‘rinishda
izlab,

Xy "Inx- xy'+y —0tengl
amaning bitta xususiy
yechimini toping.

a ning ganday giymatlarida
y ”+ ay _1’

y(0) —0, y(I) —0 masala
yechimga ega emas?

a ning ganday giymatlarida

/ +ay — (x)
o o ° *a*K2n2 a—kn
y(°) —°,y (1) —
chegaraviy masalaning Grin
funksiyasi mavjud bo‘ladi?

y"+4y '+ 3y —0tenglaman
ing umumiy yechimini yozing.

Hech birining
yechimi emas

z
0

z'4 4z 0 Zr 2z 5

*Y_ x y —=2x+1 Y—2x -1 Y—x +2

*a—(2n-1)n2 Do — N a—0

I
V)
N2
o
*
~
5

*y —ex+ce-X y—€ex+c2eX y—<¥x+ce X y—<€¥x+ceX



MA'RUZA Ne 19
Mavzu: Chizigli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar
Mavzu: Bir jinsli bo‘Imagan o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli differensidl tenglamalar va
ularning xususiy yechimlarini topish usullari. (O ‘ng tomoni maxsus ko‘rinishda bo‘lgan
tenglamalar).
Reja

1 Chizigli birjinsli bo,,Imagan differensial tenglamaning umumiy yechimi haqida teorema.
2. Xususiy yechimni topish hagidagi teorema.
3. Chizigli bir jinsli bo,,Imagan differensial tenglama xususiy yechimlarini topishning anigmas
koeffitsientlar usuli.
4. Xarakteristik tenglama ildizi karrali bo,,Igan hol.
5. Xarakteristik tenglama ildizi kompleks bo,,Igan hol.
6. Misollar.

Tayanch so’z va iboralar: n-tartibli chizigli birjinsli bo imagan differensial tenglamani
umumiy yechimi hagidagi teorema, (isboti bilan), chizigli bir jinsli bofimagan differensial
tenglamalar, n-tartibli chizigli bir jinsli boimagan differensial tenglama, n-tartibli bir jinsli
bo 1magan differensial tenglamani yechishning anigmas koeffitsientlari usuli.

Birjinsli boimagan chizigli differensial tenglama deb
y (M +Pi(X)y (D + p2(x)y (+2) +... + p—(X)y" + pn(x)y =q(x) 1)

ko, rinishdagi tenglamaga aytiladi.
Chizigli differensial operator ifodasidan foydalanib, (1) tenglamani

L\y\ = q(x) (2)
ko, rinishda yozish mumkin. Bu (2) tenglamaga mos bir jinsli tenglama
L\y\=0 (3)

bo,,ladi.

1-TEOREMA (Chizigli birjinsli bo‘lmagan tenglamaning umumiy yechimi hagidagi
teorema). Chizigli birjinsli bo1magan tenglamaning umumiy yechimi bu tenglamaning xususiy
yechimi va unga mos birjinsli tenglamaning umumiyyechimiyig indisidan iborat.

Isbot. (2) tenglamaning birorta xususiy yechimini y - orgali, bu tenglamaga mos bir
jinsli (3) tenglamaning umumiy yechimini Y - orqgali belgilaymiz. Bunga ko,,ra

LM =qg(xX L\W\=0.
Endi quyidagicha funksiya tuzamiz:
y=sy+Y. (4)
Bu funksiyani (2) tenglamaga go,yib, L operatorning additivlik xossasidan quyidagiga ega
bo,,lamiz:
L\y]=L\y + Y\=L\y]+L\Y\=q(x) +0=q(x) .

Shunday qilib, y =y +Y funksiya berilgan (2) tenglamani ganoatlantiradi, ya'ni uni
yechimi bo,ladi. Endi (4) ifoda umumiy yechim ekanini isbotlash goldi.

Agar y1,y2,....y funksiya birjinsli (3) tenglamaning fundamental yechimlar sistemasini
tashkil gilsa, u holda uning umumiy yechimi bu funksiyalarning chizigli kombinatsiyasidan
iborat bo,,ladi:

Y=Cly1l+C%2+...+Cryn,
bu yerda Q ,C2,...,Q -ixtiyoriy o,zgarmaslar .
U holda (4) ifodani quyidagicha yozish mumkin:
y=y+Qy +C2%:2 +... +Cmf. (5)
(5) ifoda (2) tenglamaning umumiy yechimi ekanini ko,,rsatish uchun ushbu

Y(x0) = Yoy (x0) =y 0>..>Y (™1 (x0) = y0"“B (6)



boshlang,,ich shartlar ganday bo,lishdan qat'iy nazar Q,c2..,ca o0,zgarmaslarni yagona
ravishda topish mumkin ekanligini ko,,rsatish kerak.
(5) funksiya (6) boshlang,,ich shartlarni ganoatlantirsin
¥Y(x0) =¥ (xc) +CJ1 (xc) +C2Y2(xc) +... +Csa¥a(x0) =Yo
YXX0) =Y X0) +C1YLX0) +C22(X0) +... +C/a(X0) =0

Y(@EU)(*0) =Y1a-""(00) +CIY, a4 (%) +C ,A 1M X0) +... +C.Y,>#],(%0) = Yo&"
yoki

CLY1(XQf £ C2UNDY & = £ CAYSING) =)0 - IKO)

O +C2(X0) +... +CsYa(X0) =y '- YXx0) 7

C 1Y1(A-1) (X 0) + C 2Y 2(-1) (X 0) + ... + C aYsa(A-1) (X0) = YO0(4-1) - Y (A-1) (X 0)
Natijasida C ,C -, C noma'lumlarga nisbatan s - ta algebraik tenglamalar sistemasi (7)ni hosil
gilamiz. Bu sistemaning asosiy determinanti x =x0 nuqtada y ,y2,..,y funksiyalarning
Vronskiy determinantidan iborat, ya'ni
W(x0) =WTJy (x0), Y2(*"X-.~ ¥a(x0)] ~ 0
bo,ladi, chunki y ,y2...,yn funksiyalar chizigli erkli. Shunday qilib, (7) sistema yagona
yechimga ega. Bu yechim Kramer formulasi yoki Gauss usuli yordamida aniglanadi.

Bu yerdan (5) funksiya yoki (4) qgaralayotgan (1) yoki (2) differensial tenglamaning
umumiy yechimi ekani kelib chigadi. Teorema isbot bo,,Idi.

Shunday qilib, bir jinsli bo,,Imagan chizigli tenglamani yechishning bir jinsli tenglamani
yechishdan fargi fagat bir jinsli bo,,Imagan tenglamaning birorta xususiy yechimni topishdadir.

Xususiy yechimlarni topishda quyidagi teoremadan foydalanish magsadga muvofiq.

2-TEOREMA. Agar bir jinsli boimagan (2) tenglamaning ong tomoni 2 ta
funksiyaning yig‘indisidan iborat, yahi Ly] =q (x) +q2(x) bo’sa, bunday tenglamaning
xususiy yechimini ong tomonlari mos ravishda q (x) va g2(x) bo‘lgan xuddi shunday
tenglamaning xususiy yechimlari yig ‘indisi sifatida hosil gilish mumkin.

Isbot. L[y]=q (x) va L[y]=q2(x) tenglamalarni garaymiz. y va y2 funksiyalar mos
ravishda birinchi va ikkkinchi tenglamalarni qanoatlantirsin deylik, ya'ni L[y]=q (x),
Lly2]=g2(x)« . . |

Chizigli L operatorning additivlik xossasiga ko,,ra

Lyi +y 2] =L[yi]+L[y2] =qi(x) +q2(x),
ya'ni y =yx+y2funksiya L[y] =q (x) +q2(x) tenglamani ganoatlantiradi. Shuni isbotlash talab
gilingan edi.

Chizigli bir jinsli bo,,Imagan tenglamaning xususiy yechimlari q(x) maxsus ko, rinishga
ega bo,,lganda anigmas koeffitsientlar usuli bilan topiladi.

Anigmas koeffitsientlar usuli koeffitsientlari 0,,zgarmas va o,hg tomoni maxsus
ko, rinishda bo,,lgan bir jinsli bo,,Imagan tenglamalar uchun tadbiqg gilinadi.

Agar o,,ng tomonda ko,,rsatkichli funksiyalar, sinuslar, kosinuslar va ko,,phadlar yoki

ularning butun ratsional kombinatsiyalari turgan bo,,Isa, u holda anigmas koeffitsientlar usuli bir
jinsli bo,,Imagan tenglamaning xususiy yechimini topishga imkon beradi.

(1) tenglamani a =4 bo,lgan hol uchun tekshirish yetarli, chunki ixtiyoriys uchun
uzundan-uzun hisoblash kerak xolos.

g(x) =Pm(x)ek ni olamiz. U holda (1) tenglama



y +PY +Py" +P3Y +Pay =Pn(x)e (8)

ko,,rinishda bo,,ladi, bu yerda Pm(x) - m-chi darajali ko,phad, p ,p ,p ,p4- koeffitsientlar
0,,zgarmaslar.

(8) tenglamani tekshiramiz. Uni xususiy yechimini y =Q(x)elt shaklda izlaymiz. Bu
yerda Q(x) - darajasi va koeffitsientlari tanlash lozim bo,,Ilgan noma’lum ko,,phad. y =Q(x)elc
(Q =Q(x)) funksiyani (5) tenglamaga go,,yamiz:

paY =Qek

p3 ¥ ' =Qkek+Q'ek

po Yy 7= Qk2ek +2Qkek + Q'ekk

Pi v " =Qksek+3Q'k2ekk +3Qrkekk + Q"'ek«

1 yIV = Qkdek +4Q k3ekk + 6 Q™ ek + 4Q ""kekx + QVekk

Chap tomonda turgan koeffitsientlarga ko,,paytirib, qo,shib va o,xshash hadlarini
ixchamlab, quyidagini hosil gilamiz:

R(kd+pk3+pk2+pk +p )+Q'(4k3+3pk2+2pk +p )+Q'(6k2+3pk +p )+
+Q"(4k +Pi) +QIVe =Hn(")ekx

Tenglikning chap gismida Q oldidagi koeffitsient (8) tenglamaning r o,rniga k
qo,,yilgan xarakteristik ko,,phadi, ya'ni (8) ga mos xarakteristik ko,,phad

fAry =r* +Pir® +Par? +pI +Pa
da r =k qo,yilgan
f (k) =k4+Pjk3+pXk2+pk +p4.
Q' oldidagi koeffitsient f ‘(k) dan, Q” Q", QIV- lar oldidagi koeffitsientlar esa sonli

koeffitsientlari kerakligicha tanlab olingan xarakteristik ko,,phadning mos ravishda keyingi
hosilalaridan iborat, ya'ni

4k3+3pk2+2pk +p :{/'f (k)
6k +3pk +p =2L|'f "(K)

1
4k +Pi = - f ngk)

1=V " V(k
Bundan foydalanib va hosil bo,lgan ifodani ek ga gisqartirib, quyidagiga, ega bo,,lamiz:
Qf(K)+1Qf'(k)+ 1Qf "(k)+1 Q Je(k)+ 1 QU IV(k) =Pm(x) 9)

(9) tenglikda Q(x) - ko,,phadning anigmas koeffitsentlarini topish uchun (9) tenglikni chap va
0,,ng gismlaridagi ko,,phadlarning darajalari bir xil bo,lishi, ya'ni chap gismining darajasi o,,ng
gismining darajasi kabi m- ga teng bo,,lishi kerak.

1) Agar k son xarakteristik tenglamaning ildizi bo,lmasa, f (k) 0 va Q ko,phad
asosan (9) tenglikning chap gismida bo,,ladi. Shuning uchun chap gismning darajasi Q - ning
darajasi bilan bir xildir (chunki Q- ning hosilalari Q - nikidan past darajasiga ega) va anigmas
koeffitsientlarni topish imkoniga ega bo,,lishimiz uchun Q(x) ko,,phadning darajasi m bo,,lishi
kerak. Binobarin, o,ng gismi Pm(x)ek ko,rinishiga ega va f (k) 0 bo,lganda, xususiy
yechimni



y=Qn(xe (f (K)*0)
shaklda izlash kerak.

2) Endi k son xarakteristik tenglamaning ildizi bo,,Isin. Agar bu ildiz oddiy bo,,lsa, u
holda f (k) =0 biroq f "(k) ®0. Agar ildiz a >1 karrali bo,,Isa, u holda
f (k) =f (k) =...=f a-1)(k) =0

birogq f (a)(k) PO bo,ladi (f (r) =(r - K)aq(r)).

Keyingi holda (9) tenglamaning chap tomoni Q ko,phadga ham, uning (a-1)
tartibgacha hosilalariga ham ega emas. Masalan, a =3 bo,,Isa,
(f (k) =f '(k) =Ff "(k) =0, f "(k) PO) (9) tenglik quyidagi ko,,rinishga ega bo,,ladi:

I Q f(k)+1Q"'fV(k)=P,(x).

(9) tenglikning chap qismi Q(a)(bizning holda Q™ dan ) boshlanadi. Shuning uchun Q
ko,,phadni Q(a) hosila m darajaga ega bo,,ladigan qgilib tanlash kerak. Bu holda Q ko,,phadning
0,Zi m+a darajaga ega bo,ladi. Bundan tashqgari, (9) tenglik Q(a)ning koeffitsientlarini
aniglashga imkon beradi. Qning darajasi a dan past bo,,Igan bircha hadlari (9) ga kirmaydi,
shuning uchun ular ixtiyoriy bo,,lishi mumkin va ularni 0 ga teng deb hisoblash mumkin.

Demak, Q ko,,phadning kichik hadini a darajali deb, butun ko,,phadning o,,zini esa xa
ning darajasi m bo,,Igan ko,,phadga ko,,paytmasi deb hisoblash mumkin, ya'ni

Q=0xma +axmal +.. +amxafl+amtxa +fimaxal +... +antax +amtad
ko,,phadda
Q2 O .. Oma OmedH O
deyish mumkin,chunki Q(a)-ni hisoblasak bu koeffitsientlar gatnashmaydi. Shuning uchun
ularni ixtiyoriyligidan 0 ga tenglash mumkin. U holda
Q=akma +oxmal +... +anxadl +amixa =

=xa(aixm +a2ml +... +anx +amH) =xaQm(x)

Shunday qilib, agar bir jinsli bo,,Imagan tenglamaning o,,ng gismi Pr(x)etx ko,,rinishga
ega bo,lsa, va k son xarakteristik ko,,phadning a> 1 karrali ildizi bo,lsa, u holda xususiy
yechimni

Y =xaQm(x)ekk
ko, rinishda izlash kerak. Bu hol rezonans hol deyiladi.

Yuqoridaga mulohazalar k son kompleks bo,lganda ham o,z kuchini saglaydi. Agar
berilgan tenglamani o,,ng tomoni

ea{Pm(x) cos bx + Pn(x) sin bx]
ko,,rinishga ega bo,lsa, (bu yerda Pn(x), Pm(x) - lar m dan katta bo,Imagan ko,,phadlar), bu
funksiyani Eyler formulasi yordamida
e<"DRm(x) +elI' » Rn(x)
ko, rinishga keltirish mumkin (bu yerda R (x)va R (x) - lar m-chi darajali ko,,phadlar). Bu

holda xususiy yechim avvalgi mulohazalar yordamida izlanadi.
Xususiy yechimni izlashning yakuniy goidasi quyidagichadir.
a) agar K =a *ib xarakteristik tenglamani ildizi bo,,Imasa, xususiy yechim

Y =e°[Qmn(x) cos bx +Qn(x) sin bx]
ko, rinishda izlanadi (bu yerda Q (x) va Q (x) - lar koeffitsientlari noma'lum bo,,Igan m-chi
darajali ko,,phadlar).
Shuni eslatib o,tish kerakki, Pn{x) va Pm{x) - lardan birining darajasi mdan kichik



bo,,Isa, ham Q (x) va Q (x) - ko,,phadlar m-chi darajali gilib izlanadi.

Hagagatdan ham ular turlicha bo,,Isa, u holda ko,,phadlardan biridagi yetishmayotgan
darajalar oldidagi koeffitsientlarini 0 ga teng deb olish mumkin.

b) agar k =a zib xarakteristik tenglamaning a> 1 karrali ildizi bo,,Isa, u holda xususiy
yechim

y =xaea{Qm(x) cos bx + Qm(x) sin bx]
ko, rinishda izlanadi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
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5 ®unnmunnos A.®. Cé0pHMK 3agay no guddpepeHynanbHbiMypasHeHmam. M. Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari
1. Yuqori tartibli tenglamalarning tartibini pasaytirish.
2. Matritsali differensial tenglamalarni integrllash usullari.

Glossariy
Birjinsli bo‘lmagan chizigli differensial - Bir jinsli bo,,Imagan chizigli differensial
tenglama deb

y @ +P1(x)y () +p2(x)y (1 +... + Pn-1(X)y "+ Pn(x)y = q(x) (1)
ko,,rinishdagi tenglamaga aytiladi.
Chizigli bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning umumiy yechimi haqidagi teorema -
chizigli bir jinsli bo,,Imagan tenglamaning umumiy yechimi bu tenglamaning xususiy yechimi va
unga mos birjinsli tenglamaning umumiy yechimi yig,,indisidan iborat.

Keyslar banki
Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching:

BAYML +48yV +12y V+y ' =0

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
» keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);
* to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar

1 Birjinsli bo,,Imagan chizigli differensial tenglama deb ganday ko,,rinishdagi tenglamaga
aytiladi?

2. chizigli bir jinsli bo,,Imagan tenglamaning umumiy yechimi xaqgidagi teoremani
isbotlang?

3. Chiziqgli birjinsli bo,,Imagan differensial tenglamaning yechimini anigmas koeffitsientlar

usulini tushintiring?

Chiziqli operatorning additivlik xossasini ayting?

Xusiy yechimni izlashning yakuniy goidasini ayting?

SENE

Amaliy mashg’ulot-16



Tartibi pasayadigan tenglamalar.
1. Agar tenglamaga u kirmasa, u

F(x,yMyk#),...,ym) =o.

ko, rinishda bo, Jadi. Y® =2 deb tenglamaga tartibini pasaytirish mumkin:
F(x,z,z(@2,..,z (nk) =0
2. Agar tenglamaga x kirmasa, ya'ni
F(y,y@...y M) =0,
u holda u ni erkin o,,zgaruvchi deb, 3‘/(]) ni ya'ni p(y) funksiya bilan almashtirish mumkin.

Misol-1: 2yy =y +1 tenglamadaxyo,qg. y =p(y) deymiz, u holda
y .=dv_=dp(y) _ =
dx dx dy dx

Tenglamaga, y =p, y =p 'p almashtirishlarni kiritsak, 2vp'p =p +1 munosabatni

olamiz. Uni yechib, P ~'IQy 1 ni olamiz. Shuning uchun, ¥ ~'IQy ” bu yerdan topamiz:
4(Cy-1) =C2(x+C2) .

Misol-2: Ushbu )\//»+)\//'2:2e~y tenglamani umumiy yechimini toping.

yechish: y ~p(y) y p 'p deb,Bernulli tenglamasini hosil gilamiz:
2e~y

pp'+p =2ey yoki P +P :'p

p =u'v o,rniga qo,yishdan foydalanamiz, bu yerdan p =u v +uv . Keyingi tenglama
quyidagicha yoziladi:

uv +uv +uv =2y uv +(v+v)m =28y
um yoki uv .
v funksiyaning shunday tenglaymizki, gavs ichida turgan ifoda nolga teng bo,,Isin:
vV'+v =0 (1)
uv :_Z_gty_
U holda upr  (2)
(1) tenglamani integrallaymiz:
dv _
v yoki Inv=-y, buyerdan v=e Y (3)

(3) ni (2) ga qo,.yib, quyidagini hosil gilamiz:

uu'=2evy u—=2ev+C
e y yoki udu =2e dy, bundan integrallab, topamiz: 2
yoki

u= 4ey+2C1L n
Topilgan u va v funksiyalar bo,,yicha ((3) va (4) formulalar) izlanayotgan r oraliq
funksiyani tuzamiz:
p =uw =+4e~"\J4ev+2CX

yoki p=xJdey+2Ce 1"
dy
P'=1X almashtirish bajarib, 0,,zgaruvchilari ajraladigan tenglama hosil gilamiz:



dy=+J4e y+2(\e ?
dx Y y (\1
Buni integrallab, umumiy integralni topamiz:
+1 "Me" +2C =x+C2
yoki
¢ =C

“1bu yerda 2 .
yyon, vy®

(x +C2)2 =en

IVl g™
3. Agar tenglama ga nisbatan bir jinsli ya'ni y Vv ni K KYLKYS

lar bilan almashtirganda o0,,zgarmasa, tenglama tartibi y yz deb almashtirish bajarilsa
pasayadi, bu yerda z yangi noma'lum funksiya.

7m
4. Agar tenglama x,u ga nisbatan bir jinsli bo, lsa, ya'ni x ni kx ga, uni XY ga (bunda

y' KEy” 0a, )YHKAZy" ga va hakazo almashtiriladi). Uni tartibini pasaytirish mumkin. Bunda
m ni topish uchun har bir xaddagi k ning darajalari tenglab hosil gilinadi.

Masalan: 2x y - 3y =x bunday almashtirishdan so,,ng chap tomonda 4 +(m-2) o,ng

tomonda 4 hosil bo,ladi, yani 4+m -2=4. Bu yerdan m=2. Agar hosil bo,lgan
tenglamalardan m ni topib bo,,Imasa tenglama ko,,rilgan ma'noda bir jinsli bo,,Imaydi.

Shunday m topilgach, x=e, y =z almashtirish bajarish kerak, bu yerda z  z(t)
yangi noma'lum funksiya, ~-yangi erkli o,,zgaruvchi. Natijada t ni o,z ichiga oshkor olmagan
tenglama hosil gilamiz: uni tartibini pasaytirish mumekin.

5. Agar tenglamaning ikkala gismini x bo,,yicha biror funksiyasi bo,,yicha to,liq hosilasi
ko, rinishga keltirish mumkin bo,,Isa, uning tartibini osongina pasaytirish mumkin.

y'=y2r L A(iny) =(ny)'A Iny' =Iny +Ine, y' =yc,
Misol: Y tenglama tartibi
pasaydi.
Amaliy mashg,,ulot Ne 13

L YL jio ¥ =X2IN>/x +oX 240K +C3
" - 1 2= ¢2 o :
y' = +cly2= c2+
2. 2y. T2,
3 y":l_ylz y =In eX+c | x+c2
Xy"+y' =o y =c +c2in [x |
5. yyll =y12 Y = clec2x
6. yyll+yR2=0 Y =%V +c2
7 (1+x2)y "+yl2 +1=0 y =(1+C2)1n x+c | x +c2
(x-c)2=aln sinY—
yll+y12) =ayl a
x3 x?
S y =-—t--—-+cX In X p-cx +c,
9 Xy'"t+y'=1+x 12 2 1 2 3
yl+yp=1 y =sin(c +x) +~x +c3

10. y +y =1



TEST

a ning ganday giymatlarida
y"'+ay =1,

y(0) =0, y(1) =0 masala
yechimga ega emas?

a ning ganday giymatlarida
Y'+ay =f (x)

y(0) =0,y (1)=0 Zadkn2 a=kn - 2% adkn
chegaraviy masalaning Grin
funksiyasi mavjud bo‘ladi?

y ”+4y'+3y =0 tenglaman
ing umumiy yechimini yozing.

*Y =Cc¥~X+c2e-X y:ce_>'<L+c2e y=ce' +ce y=ce’ +c

*

tﬁngTafr?an;néou):mn(w)iy y=e (CCos3x-+Caing. ¥ =&3 (CC0sx+CAIm?Y =e*(Cposd +CArd)v =e 2(ctCos2x +c2>
yechimini yozing.

y*- 2y’ +y =0

tenglamaning umurmiy xy =(cl+c2xy  y=(cl+c2y Y T (C1FCX2)e y=cex+clx

yechimini yozing.

y - 2y7- 3y =x2ex

tenglamaning bittaxususiy Y =X(AX2+Bx +o)exy = (AX2Z +BX *+ gy piay 1 B)ex  y = AxZex
uchimi ganday ko‘rinishda

izlanadi.

y " - 4y 7+8y =Sin2x ) . _

tenglamaning bittaxususiy Y =ASIN2x +BCosxCY = (AX +B)SIN2X 4y=AdSin2x+BQsx y =x(ASin2x +BC
yechimi gaysi ko'rinishda + (cx + B)Cosx

bo‘ladi?

ava b ning ganday

giymatlarida a=0

y"+ayl+by=0 *a=0 b <0 a>0 a <0
tenglamaning yechimlari b>0 b>o0 b<o
-ga M x N fada

chegaralangan bo‘ladi?

ava b ning qanday

giymatlarida a=0

y'"+ayl+by =0 *a >0 a=0 a<0

tenglamaning hamma b>0 b<0 b>o0 b<o

yechimlari x  +aa da nolga
intiladi?

X3y m +xy1-y =0 Eyler
tenglamasini yeching.

*

y=lc +2H+c g
y =x(c +c2Infx +c3In2Y ~et+ezh k+"h2g =C +C2X +C3X



MA'RUZA Ne 20-21
Mavzu: Chizigli bir jinsli bo‘Imagan differensial tenglamalar yechish usuli. Eyler
tenglamasi
Reja

I.Ixtiyoriy o,,zgarmasni variatsiyalash usuli.

2.Misollar .

3.Eyler tenglamasi.

4.Eyler tenglamasining xarakteristik tenglamasi.

Anigmas koeffitsientlar usulining tadbiq gilinish sohasi tor va cheklangandir. O,,ng gismida
hech bo,Imaganda tgx yoki kasr ko,rsatkli funksiya turgan bo,lsa, anigmas koeffitsientlar

usulani qo,llab bo,,Imaydi. Shuning uchun bir jinsli bo,Ilmagan tenglamalarni yechishning
go,.llanish sohasi ancha keng bo,,Igan yana bir usuli bilan tanishib chigish kerak.

Ixtiyoriy o,,zgarmaslarni variatsiyalash usuli o,,ng gismi ganday bo,,lishidan gat'iy nazar har
ganday bir jinsli bo,Imagan chizigli tenglama uchun go,llanishga ega bo,lib, mos bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi ma'lum bo,lgan barcha hollarda bir jinsli bo,Imagan
tenglamaning umumiy yechimini tenglamaning umumiy yechimini topishga imkon beradi.
Anigmas koeffitsientlar usulini bayon gilganimizdagidek, bu yerda ham 4-chi tartibli tenglamani
garash bilan cheklanamiz, ya'ni a =4 uchun ko,,ramiz.

Shunday qilib,
y (&) +P1(X)y ) +p2(X)y (#2) +... +Ps-1(x)y"' +Psa(X)y =q(x) (1)
bo,Isin, bu yerda p ,p2,p3,p4,q- lar x ning ixtiyoriy funksiyalari, ushbu
Y —LCiy1+C2+C33+C4ay4 (2)
ifoda (2) tenglamaga mos L[y] =0 bir jinsli tenglamani umumiy yechimi bo,lib, ma'lum deb
faraz gilamiz.

O,,zgarmaslarni  variatsiyalash usulida umumiy yechim (2) ga o,xshash ko,,rinishda
izlanadi, lekin bu vyerda ixtiyoriy o,zgarmaslar X ning noma'lum funksiyalari bilan
almashtirilgan. Noma'lum funksiyalar avvaldagidek C ,c2,c3,c4 harflar bilan belgalanadi.
Boshgacha aytganda, yechim

Y =cu1X)¥Y +c2(x)¥2+C3(x)¥Y3+C4(x) Y4 (3)
ko,,rinishda izlanadi.

O,,zgarmasni  variatsiyalash usuli birinchi tartibli chizigli tenglama uchun qaralgan
0,,zgarmasni variatsiyalash usuliga o,,xshaydi. Noma'lum funksiyalarni (3) ifoda (1) tenglamani
ganoatlantiradigan qilib tanlash talab etiladi. Buning uchun (3) funksiyaning hosilalarini topib,
ularni (1) ga go,,yamiz. Bunda 4-ta noma'lum funksiya uchun fagat 1-ta tenglama hosil bo,,lishni
ko,,rish mumkin. Shuning uchun bu 1-ta tenglamaga yana 3-ta (s tartibli tenglama bo,,Igan
umumiy holda (s-1) - ta) tenglamani hosil bo,ladigan sistema birgalikda (yechimga ega)
bo,.ladigan gilab go,,shish mumkin.

Biz bu 3-ta tenglamani tezda kerakli shaklda yozishimiz mumkin edi, biroq boshga yo,|
tutish magsadga muvofiqdir. Qo,,shimcha tenglamalar ketma-ket shunday tanlanadiki, (3)
funksiya va uni hosilalarini (1) tenglamaga qgo,,yish natijasida hosil bo,,ladigan asosiy tenglama
eng sodda ko,,rinishga ega bo,,Isin. C (x), C (x), C3(x), C4(x) o,,zgaruvchilar oldidagi 1-chi 3-ta
hosila C,C ,c ,C o0,zgarmaslar oldidagi hosilalarga o,xshash ko,rinishga ega bo,lashga
harakat gilamiz.

Bunda sistema fagat birinchi tartibli C"(x), C"(x), C"(x), C"(x) hosilalarga ega bo,,ladi.

(3) funksiyani differensiallashdan boshlaymiz, bunda qisqalik uchun barcha
funksiyalarda x argumentni yozmaymiz:

Y =Cly1+C2Y2+C33+Cay4+CIlY1+C2Yy2 +C3Y3+C4aYy4

Qo,shimcha tenglamalarning birinchisi sifatida bu ifodaning 2-chi yarmini 0ga

tenglaymiz, ya'ni



CYy +C2y2+C3¥Y3+Cly4 =0 4)
deymiz. U holda y' ifoda C (x), C2(x), C3(x), C4(x) funksiyalar o,,zgarmas bo,,Igandagi kabi
ko, rinishga ega bo, ladi. So,,ngra

Y =Clyl1+C2Zy2+C33+C4ay4
dan hosila olamiz:
Y'=C vy +Cx2 +C3¥y"+Cayd +C[y +C2y2 +C3y +C4y4.
Yugqoridagiga o,,xshash, 2-chi qo,,shimcha tenglama sifatida

Cyl+C2y2 +C3y3+Caya =0 (5)
ni olib, golgan gismini tashlab yuboramiz. U holda 3-chi tartibli hosilasi quyidagi ko,,rinishga
ega bo,,ladi. (5)dan

y"=CNY"+C2y2 +C3¥Y" +Cay4
bo, ladi. Bundan hosila olamiz:
y2=C Y +C2y2'+Csy3+ Cay" +C X +C2y2 +C3y" +C"y4
bu yerdan
CX+C2y2 +C3¥3+C4yl =0 (6)
deb, yana bir marta 2-chi golgan gismini tashlab yuborish mumkin.
Bundan ham soddalashtirish mumkin emas: 3-ta go,,shimcha tenglama go,shib bo,lindi.
Ya'ni y-ning va uning hosilalarini o,rniga qo,yishda ularni ko,paytirish lozim bo,lgan
tenglamaning koeffitsientlari bilan gaytadan yozib chigamiz:
ps Y=Clyl+C2/2 +C3¥3+C4aY4
po Y'=CY +Cz; +C33+Cay;
p2y"=CY +Cy2 +C33+Cay"
A YO=Cwy1'+Cx2+C,y3+ CNyI
1 yV=CYY+C¥T +C,yf +Cdy : +CYy1"+C X + C3¥3 +Cdy4
1-chi ustuning elementlarining tegishli ko,,paytuvchilarga ko,,paytmalarini alohida
go,,shib quyidagini hosil gilamiz:
Qy +7™Ny " Qpiy"+cipsy +CIPsy =ci[y1]
Bu ifoda y funksiyani (1) tenglamaning chap gismiga go,yish natijasidir, u mos bir jinsli
tenglamaning yechimi bo,,lganligi uchun L[y ] =0.
Mos ravishda Cz2L[y2], CaL[y3] va CalL[y4] ga teng bo,lgan, golgan ustunlarning
yig,,indisi ham Oga teng bo,,ladi. Demak, tenglama quyidagi ko,,rinishga ega bo,,ladi:
CY"+CoMT +Cy3"+cay " —q (7)
Shunday qilib, C (x), C2(x), C3(x), C4(x) noma'lum funksiyalarni topish uchun (4), (5),
(6), (7) dan iborat 4-ta tenglamalar sistemasini hosil qgildik:

CY1+C2+C33+Cl4=0

Cyl+Cy2 +C)y, +Cy4 =0

Cy"+C%2 +Cy" +C\yA=0

CY"+C y2+C3y"°+ Cly4 =q(x)

(8) sistemani esda yaxshi saglab qolish uchun quyidagini aytib o,tamiz. noma'lumlar
bo, lib, C"(x),C"(x), C"(x), C"(x) hosilalar, koeffitsientlar bo,lib ma'lum fundamental sistema

Vronskiy determinantining satrlari xizmat qiladi, barcha tenglamlarda ularning o,,ng tomonlari,
oxirgi tenglamadan tashqari (u yerda q(x) - berilgan (1) tenglamaning o,,ng qismi turadi), o ga
teng.

(8)

(8) sistema chizigli algebraik tenglamalarning bir jinsli bo,Imagan sistemasidir, u



birgalikda, chunki bu sistemaning determinanti D =W\yxy2,...,yn\»0. Uni yechib quyidagini
hosil gilamiz:
C'x)=p xX\ C2(x) =?2(xX C3(x) =?23(xX  C4(x) =Pa(x\
bu yerdan
C (X)=Jp (x)dx +K , C2(x) =J (r(x)dx +K 2,

C3(x) =J p3(x)dx +K , C4(x) =jp 4(x)dx +K4.

Bu yerda K ,K ,K (K - ixtiyoriy o0,zgarmaslar (differensial tenglamalarda ixtiyoriy

0,,zgarmaslar odatda anigmas integral belgisiga qo,,shib yozilmaydi) hosil bo,,Igan ifodalarni (3)
tenglikka qo,yib, bir jinsli bo,Imagan (1) tenglamaning umumiy yechimini ushbu ko, rinishda
hosil gilamiz:

y =y Jp (X)dx+y2jp 2(x)dx +y3J p3(x)dx +y4J p4(x)dx +

+ K11 +K2Y2 + K3Y3 + K4Y4

Birjinsli bo,,lmagan (1) tenglamaning umumiy yechimi ikki gruppa hadlarga bo,,linishini
aytib o,,taylik: ulardan 1-chisi ixtiyoriy o,,zgarmaslarga ega bo,lmay, bir jinsli bo,,Imagan
tenglamaning xususiy yechimidan, 2-chi gruppa hadlar esa mos bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimidan iborat. Shunday qilib, yana 1-teoremaning natijasini hosil qildik.

Keltirilgan isbotda p ,p2,p ,p - koeffitsientlar x ning funksiyalari deb faraz gilinadi.
Shuday qilib, bir jinsli bo,,lmagan tenglamaning integrallash uchun mos bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimini bilish yetarladir. Biroq amalda koeffitsientlari o0,,zgarmaslar bo,,Igan yoki
unga keltiriladigan tenglama bilan cheklanishimizga to‘g‘ri keladi, chunki fagat ular uchungina
bir jinsli tenglama yechimlarining fundamental sistemasini topish usullari ma'lumdar.

Misol ko,,raylik.
1 y”+y"=tgx tenglamani yechimiz:
Mos birjinsli tenglamaning umumiy yechimi:
(*) y =C +C2cosx +C3sinx,
ya'ni
y”+y’=0" r3+r =0 xarakteristik tenglamasi r(r2+1) =0, » r =0, r23=+i "
Y1=1, ¥2 =cosX, y3 =sin X
(*) kelib chigadi.
Bunday tenglama uchun (8) sistema quyidagi ko,,rinishda bo,,ladi:
C”+C”cosx +C”sinx =0
<C”m - C”sin x +C”CcosSX =0
C”m - C”cosx - C”sin x =tgx
C”+C”cosx +C”sinx =0
- C’sinx +C”cosx =0
- C”cosx - C”sin x =tgx
2-chi tenglamaning ikkala gismini sin xga 3-chi tenglamaning ikkala gismini cosx ga

2
ko, paytirib go,shsak, C” = -sinx ni hosil gilamiz. U holda 2-chi tenglamadan C” = -2l
COS X
kelib chigadi. 1-chi va 3-chi tenglamalarning ikkala gismini qo,,shib, C”=tgx ni topamiz, ya'ni
. sin2x
C":th, Cn: 'SInX, Cn: _________ )
COS X

Integrallash ushbuni beradi:



1) dC =tgxdx » C :J]cosde+K N C :-J]dg%%sxx)+K N C =-Incosx+K .

2) dC2 =- sin xdx " C2—-Jsinxdx’\ C2=cosx +K2.

2
B sMex _ cgs X g A
3)dC3 = --—--r-- Y dx 8: = -I dx C3 =sin x « Int/g(—l—r5+K4
Cc 1 1 X -
(= dx =—n tg(—+— ) +C formuladan foydalanildi).
J cosax a 2 4

Shunday qilib tenglama umumiy yechimi:
X n
y=Cy +C%2+C33=-Incosx- Intg(—+—) +K +K2cosx +K3sinx, K =K +1
bo,,ladi.

3. EYLER TENGLAMASI.

Eyler tenglamasi koeffitsientlari o,,zgaruvchan bo,,Igan differensial tenglama bo,,lib, uni
koeffitsientlari o0,,zgarmas Dbo,lgan tenglamaga keltirish mumkin. Ushbu tenglama Eyler
tenglamasi deyiladi.

x"y@ +Pwxnly (nl + P2x* 2y {n2) +... + Pnixv'+pry =q(x) 9)
buyerda p ,p2...,pn- 0,zgarmas sonlar.

Shunday qilib Eyler tenglamasining koeffitsientlari darajasi funksiyalardir, shu bilan
birga koeffitsientning darajasi u bilan birga turgan hosila tartibiga teng.

Eyler tenglamasi erkli o,,zgaruvchini x =et (yoki t=Inx) o,rniga go,yish orgali
koeffitsientlari 0,,zgarmas bo,,Igan chizigli tenglamaga keltiriladi.

Hagigatdan ham x =et, ya'ni t=Inxdeylik (x >0 deb faraz gilinadi; x <0 uchun
t =In|]xq] deb hisoblash kerak).

t- ni oralig argument deb hisoblab va o =— ekanlagini nazarda tutib, y - ning X
X X
bo,,yicha hosilasini topamiz;
dy =dy d~=dy 1 ~* ,=xdN=dy_ A
dx dt dx dt x dx dt

(y(x) =y(t(x)) -murakkab funksiya).
Murakkab funksiyani differensiallash goidasigi ko,,ra, X bo,,yicha yana differensiallasak,

di=dxflY+£E£/--V |, (1,)
dx dt xJ dt M xJ
bu yerdan
;X?g@ :Q%Y-é‘y, (12)
dx2 dx2 dt

Yana x bo,yicha differensiallab, quyidagini hosil gilamiz.

dy _dy f1Y d f 2”7 diy 1 f1) dy f 2
dxs dts ~xJ dt2 A x3) dtz2 x ~x2J) dt N X
va binobarin,

” 7\ =N _an
Xy _X3dx3 dtef S * (13)

(10), (12) va (13) tengliklar quyi hosilalar uchun xry(rb ko,,paytma y - ning t bo,yicha



0,,zgarmas koeffitsientli hosilalari orgali ifodalashini ko,rsatadi. To,lig matematik induksiya
metodidan foydalanib, bu xossa istalgan s - lar uchun o,,rinla ekanligini isbot gilish mumkin, bu
yerdan istalgan tartibli Eyler tenglamasini o0,,zgarmas koeffitsientli tenglamaga Kkeltirish
mumkinligi kelib chigadi.

1-misol. x3"- x2y"+2xy"'- 2y =0 tenglamani yeching.

Yechish. x =eldeb (10), (12) va (13) tengliklardan foydalanib, quyidagini hosil gilamiz:

Ay 303 ,,dn) fdy a0y,
v dt dx dtj dx dt dt

yoKi

G (e L
dt dx o dt

ya’'ni koeffitsiyentlari 0,,zgarmas bo,,Igan chizigli tenglamani hosil gildik. Uning xarakteristik
tenglamasi
r3- 4r2+5r- 2=0
bo, ladi. Bundan
r3- 4r2+4r +r-2=0" r(r2- 4r+4)+r-2=0"
N(r-2)(r-12=0" ru =1r =2

kelib chigadi. U holda tenglamaning umumiy ydchimi

y =Ce'+C2et +C32
yoki eski o,,ski 0,,zgaruvchilarga qaytsak (t =Inx),

Y=Cx+CxInx+Cx2
bo,,ladi.

Uugorida aytilganlar Eylerning
sy () +poetly @) +pX Yy (%2 +... +Pn-Ixy"+pry =0 (14)

bir jinsli tenlamasini erkli 0,,zgaruvchini almashtirmasdan (x =e ), bevosita integrallashga
imkon beradi. Hagigatdan ham, koeffitsiyentlari o,,zgarmas bo,,Igan o,,zgartirilgan tenglamada
karrali ildizlar vyo,,gligida xususiy yechim en ko,rinishga, ya’'ni Eylerning dastlabki
tenglamasida y =xrko,,rinishga ega. Shuning uchun argumentni o,,zgartirib o,,tirmasdan, darhol

Eyler tenglamasining xususiy yechinlarini y =xr ko, rinishda izlash mumkin:
d K(x*)

dxk
bo,,Igani uchun barcha k <r larda

=r(r-1)..(r- (k-1))xrk, (k<r)

dli(xK)
XK-}T 1 =r(r-1)..(r- (k-1))xr
dx
bo,,ladi.
Bu ifodani (14) tenglamaga qo,yib va xrga qisqartirib, r- ni topish uchun - chi
darajali algebraik tenglamani hosil gilamiz:
r(r- D-.(r- (a-1)) +p'r(r- -.(r- (- 2)) +... +Pn-2r(r -1) +Pn-Ir +Pn =0. (15)
(15) algebraik tenglamani Eyler tenglamasi uchun xarakteristik tenglama deyiladi. U
0,,zgartirilgan, koeffitsiyentlari o,,zgarmas bo,,Igan tenglama uchun ham xarakteristik tenglama
bo,ladi. Agar (15) tenglama s - ta turli r, r2, ..., r ildizlarga ega bo,lsa, a- ta xususiy yechim
topiladi. U holda Eyler tenglamasining umumiy yechimi

y =Cxld+C2x2+... +Crxr*
funksiya bo,ladi. a> 1karrali r ildizga
xrl xalnx, x'I(Inx)2, ..., x'I(In x)al



ko, rinishdagi a - ta xususiy yechim mos keladi.
Kompleks go,,shma axib ildizlarjuftiga x° cos(bln x) va xasin(blnx) yechimlar jufti
mos keladi.
2-Misol. x3 " +2x2y"- xy'+y =0 tenglamani yeching.
Yechish. y =xralmashtirish bojaramiz. U holda
Y=~ xy' =
y"=r(r-1)xr2 "~ xy"=r(r-1)xr
ym=r(r- D(r- 2)xr3~ x3F"=r(r - D(r- 2)xr.
Bularni tenglamaga qgo,,yib va xr - ga gisqartirib ushbuga ega bo,,lamiz:
r(r- D(r- 2)xr +2r(r-1)xr- rxr +xr =0,
r(r- D(r- 2)+2r(r-1) - r +1 =0,
(r-202(r+1)=0" ~ =1r =-1,
ni topamiz. Bu ildizlar 3-ta xususiy yechimni beradi:
y =X, y2=xInx, y =x
Shunday qilib umumiy yechim ushbu ko,,rinishda bo,,ladi:
Y=Cx+CxInx+Cx 1
Eyler bir jinsli bo,lImagan tenglamasini o0,,zgarmaslarni variasiyalash yordamida
integrallash mumkin. O,,ng gismining ba’zi turlari (q(x) - maxsus ko,,rinishda bo,,lganlari) uchun

anigmas koeffitsiyentlar usulini ham qo,llanish mumkin, shu bilan birga buni o0,zgarmas
koeffitsiyentli tenglamalarga o,,tgandan so,,ng ham, o,,tmasdan ham bajarish mumkin.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutgnHos M.C., HacputanHos T[.H. Opguii audpbchbepeHuman TeHrnamanap.
TOLLUKeHT, “ Y36ekncToH”, 1994,
2. MMoHTparnH J1.C. ObbIKHOBEHHVE andbdhepLmanbHble ypasHeHus. M.:Hayka, 1969.
3. CtenaHoB B.B. Kypc audhdhepeHumanbHbIx ypasHeHWn. M.: Tr13.®un3- mat. nuteparypa.1958
4. 9necronsy J1.E. AndhepeHumansHble ypaBHEHUST 1 BapuaumoHHoe ucuuieHre. M.. Hayka..
1965.
5 ®dunnnnos A.®. CoopHMK 3aga4 Mo guddepeHumanbHbIMypaBHeHusm. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari
1. O,,zgaruvchilarigi nisbatan bir jinsli va umumlashgan bir jinsli yuqori tartibli tenglamalarni
integrallash.
2. Yechimning davomiyligi. Davomsiz yechimlar.

Glossariy
Yuqori tartibli differensianal tenglama - s tartibli differensianal tenglama umumiy

ko, rinishi F(~ y.,y ,..,y =0 Kkabiyoziladi.

Eyler tenglamasi - Eyler tenglamasi koeffitsientlari o0,,zgaruvchan bo,Igan differensial
tenglama bo, lib, uni koeffitsientlari o,,zgarmas bo,,Igan tenglamaga keltirish mumkin. Ushbu
tenglama Eyler tenglamasi deyiladi.

Keyslar banki

Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching:

y"-5y'+4y =0; y(0) =5; y'(0)=8.

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:



» keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni
keltiring (individual va kichik guruhlarda);
» to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1 O,,zgarmaslarni variatsialash usulida umumiy yechim qaysi ko, rinishda izlanadi?
2. O,,zgarmaslarni variasiyalash usuli gaysi tenglama uchun garalgan o,,zgarmasni
variatsialash usuliga o,,xshaydi?
3. Eyler tenglamasi koeffitsentlari ganday bo,,ladi va uning ko,,rishiniayting?
4. Eyler tenglamasi uchun xarakteristik tenglamasi deb nimaga aytiladi va ganday
ko,,rinishda bo,,ladi?
5. Eyler tenglamasini umumiy yechimi ganday ko,,rinishda bo,,ladi?

Amaliy mashg’ulot-17

1+c%X
1 yyl=Vy2+yl2y™ y'y" VTR Y T
x=c +In ¥~ €2
o XV¥=y2+y'Jy2I A ji Y+c2
X =C ---- n Y
3. yR-vyll=y21 ji C  Y+e2
4 YYu+YR-yulny =0 j:.xzcyZ-yIny +c2
_ 3 2/3
5. 3yY =y+yB+l YO =-2,y'Q=0 ;. X= - 0+2
2+yR- 2 =0; y(0)= 0)= .
6. Y2+yLR-2yyn=o0; y(0)=1y\0)=1 i Y=ex
yz_ e _©
7 yyl+YR+YY1 =0; y(0)=h y(-1) =0 o Te-1 o1-e
TEST
a ning ganday giymatlarida
y'+ay =1,
y(0) =0, y(1) =0 masala ra=(n-yn2 = ~ = a=@n-n2n a=0
yechimga ega emas?
a ning ganday giymatlarida
y"+ay=f (x) :
y(0) =0,y (1) = 0 *adopk2n?2 a =kn a:lkzn2 a pkn
chegaraviy masalaning Grin

funksiyasi mavjud bo‘ladi?

y ”+4y’+3y =0 tenglaman
ing umumiy yechimini yozing.
y”+2y"+10y =0
tenglamaning umumiy
yechimini yozing.

*Y=ce-x+c2e-X y=ce Xx+c2e y=ce +c2 y=ce +c2e
*

y =e- (CCos3x+CAix * =eX(CCosx+CArP  =e*(ACos3X+CAMX )/ ¢ (ctCos2x +¢ 240k



yl-2y7+y =0

tenglamaning umumiy *Y =(cl+c2xyY Y =(cl+c2ex
yechimini yozing.

yl- 2y7- 3y =x2ex

tenglamaning bitta xususiy *y =X(Ax2 +Bx +cleyy =(AX2 +Bx +
uchimi ganday ko‘rinishda
izlanadi.

y"- 4y’ +8y=Sia2x _ _ .
tenglamaning bitta xususiy y =ASif2x +BCos2.%¥ =(AX +B)Sifi2x +y=AxSm2x+BQmsx y =x(ASm2x +BC
yechimi qaysi ko'rinishda + (cx + B)Cosx

bo‘ladi?

ava bning ganday

giymatlarida a=0

" - *a =0 >0 <0
y"+ayl+by =0 a b <0 a a
tenglamaning yechimlari b>0 b>0 b<0

-ga M X fada

chegaralangan bo‘ladi?

ava bning ganday

giymatlarida a=0

" — *3 >0 =0 <0
y" +ayl +by =0 a b <0 a a
tenglamaning hamma b>0 b>0 b<0

yechimlari X  +a da nolga
intiladi?
*
" T =2 +c2nx+c |
XY™ +xy' -y =0 Eyler | in2 = cezink+¢,h 2y ks 'Q"} =c +/X +1X
tenglamasini yeching. y =x(c +c Injx+c In

y = (Cl+C2X2)eCy :C)eX+A e_X

o= X2(AX +B)ex y =Ax2ex

MA'RUZA Ne 22-23
Mavzu: Chegaraviy masalalarni qo’yilishi.
Grin funksiyasi, xossalari.
Mavzu: lkkinchi tartibli chizigli differensial tenglamani sodda ko‘rinishga keltirish.

Chegaraviy masalalar. Grin funksiyasi.

Reja.
Chegaraviy masalalar hagida tushuncha.
Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamani sodda ko,,rinishga keltirish.
Grin funksyasi, xossalari.
Shturm-Liuvill masalasi.

RN NN

Chegaraviy masalalar haqgida tushuncha.

Avval ko, rilgan diffrensial tenglamalar uchun Koshi masalasi bilan tanishganmiz. Sodda
gilib aytganda, Koshi masalasi berilgan nugtadan o,,tadigan integral egri chizigni izlashdan
iborat edi. Agar integral egri chizigning berilgan ikki nuqgtadan o,,tishi talab etilsa, bu masala
Koshi masalasidan farq qilib, berilgan ikki nuqtaning har biri uchun alohida olingan Koshi
masalasi yechimiga ega bo,,Isa ham, bu qo,,yilgan masala yechimga ega bo,,Imasligi mumkin.

Birinchi tartibli differensial tenglama uchun masala qgisgacha

(cjiX =f x ¥YX Y(x0)=Yoy(x) =Y (1)
kabi yozilishi mumkin. Agar y(x0) =y0 shartni ganoatlantiradigan yechim mavjud bo,,Isa, u

yechim y(xt) =y shartni ham ganoatlantiradimi yoki yo,,gmi degan savolga javob berish

lozim bo,ladi. Bu holda tegishli savolga bevosita tekshirish bilan javob berish mumkin.
Masalan,



Y':T yEe=1YQ=1
masala yechimga ega emas. Haqgigatan, y =Inx+C berilgan tenglamaning umumiy
yechimi, y(e) =1 shartga ko,ra 1=Ine+C” C =0. Demak, y =Inx yechim y(e) =1 shartni
ganoatlantiradi. Ammo bu funksiya y(1) =1 shartni ganoatlantirmaydi, chunki
¥(1) =In1 =0 cp1. Shunga o,,xshash, ushbu

Y':T y()=1Y¥@1)=0
masala yechimga ega. Bu yuqoridagi mulohazalardan ko,rinib turibdi.
Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar uchun
y"=f (X Y,y'X y(X0) =Y0,y(x1) =Y1
masala qo,,yilishi mumkin. Bu masalada integral egri chiziq (x0,y0)nugtadan qanday y”-
burchak koeffitsient bilan o,tishi avvaldan berilgan emas. Misol sifatida ushbu
y'+y =0 y() =0 y(x1)=v

masalani tekshiraylik. Berilgan tenglama xarakterstik tenglamasining ildizlari H va umumiy
yechim y =Cxcosx +C2sinx dan iborat. Bundan, y(0) =0 shartni ganoatlantiradigan yechim
y =C2sinx, C =0 ekani kelib chigadi. Agar x: =kn (k-berilgan ixtiyoriy butun son) bo,,Isa,
y(kn) =C2sinkn =0 (C2-ixtiyoriy bo,Ilganda ham). Agar x: ckn bo,lsa, u holda

yl=C2sinx dan C =_v=,sinx ¢ 0 tegishli yechim y-—y_ sinx dan iborat.
sin x sin x

[Ca)

Ko,,rilayotgan masala yechimga ega. Ammo vy (0) =0, y(n—) =0 shartlarni ganoatlantiradigan
trivial  bo,,Imagan yechim esa mavjud emas. Buning isboti C2¢0 bo,lganda
Czsi’\n—:CZCpO dan ko,rinadi. Agar berilgan chizigli tenglamaning trivial y =0 yechimni

olsak, bu yechim wuchun y(0)=0,y(x®Y =0 (x - berilgan ixtiyoriy  son)  shartlar
ganoatlantiriladi.

Yugorida go,yilgan va Koshi masalasidan farg giladigan masala ikki nugtali
chegaraviy yoki baribir, chetki masala deb yuritiladi. Masala bundan umumiyroq ko,,rinishda
ham qo,,yilishi mumkin.

Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamani sodda ko ‘rinishga keltirish.

Ushbu

Y?’+P1(X)Y1+P2(X)Y =p(X) (2)
tenglamaning
y (x0) =Y0, y (x1) =71 (3)
shartlarni  ganoatlantiradigan yechimini topish masalasi (2) tenglama uchun ikki nuqtali
chegaraviy masala deb vyuritiladi. (2)-(3) masalani o,,zgaruvchini almashtirish bilan sodda
ko, rinishga keltirish mumkin. Chunonchi,

z=Y.- Yo- Y1 Yo (X- X0), XX
x1. xo

deb almashtirish bajarsak, z(x0) =0, z(x =0 ga ega bo,lamiz. Bu almashtirish natijasida
tenglama yana ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamaga o,,tadi. Bunga bevosita hisoblash
bilan hosil gilish mumkin.

Ko,,pincha (2) tenglamani tekshirishga qulay bo,,Igan boshga kurinishda yoziladi. Agar



(2) ning ikki tomonini e”AX)* funksiyaga ko,,paytirsak,

(P(x)y")"+a(x)y =f (x) (4)
ko, rinishdagi tenglamaga ega bo,lamiz. Yuqoridagi mulohazani e'tiborga olib, (4) tenglama
uchun

¥Y(x0) =0, Y(xi)=0 (5)
shartni ganoatlantiradigan yechimni topish masalasini go,,yishimiz mumkin.

Agar f (x) @0 bo,,lsa, (4)-(5) masala bir jinsli bo‘lmagan, f (x) =0 bo,lganda esa bir
jinsli masala deb yuritiladi.

Grinfunksyasi, xossalari.

(4)-(5) masala uchun Grin funksiyasi.

Ikki argumentli G(x,s) funksiya quyidagi to,rtta shartni ganoatlantirsin:

lo. G(x,s) funksiya x bo,yicha x0<x <x intervalda uzluksiz bo,lib, s - tayinlangan
va X0<s<x;
20. G(x,s) funksiya x0<x <x intervalda x ¢ps dan boshqga barcha nugtalarda ushbu

(p(x)y") +q(x)y =0 birjinsli tenglamaning yechimidan iborat;
30. G(x,s) funksiya G(x0,s) =G (x,s) =0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi;
40. x =s nugtada G'(x,s) hosila birinchi tur uzilishga ega bo,lib, uning sakrashi

1 gateng, yani G'(s+0,s)- Gk(s- 0,s) =—2- yoki GX(s,s +0)- GX(s,s- 0)=-- 1
P(s) * X P(s) X X P(s)
u holda G(x,s) funksiya go,yilgan (4)-(5) chegaraviy masalaning Grin funksiyasi deyiladi.
1-teorema. (Gilbert teoremasi) Agar (4)-(5) masalaning Grin funksiyasi ma'lum

bofisa, bu masalaning yechimi,
o

y =J G(x,s)f(s)ds (6)
X
formula bilan vyoziladi, aksincha agar y =y(x)) funksiya goyilgan masalaning yechimi
bo‘sa, uni (6) kofinishda ifodalash mumkin (bu yerda f (x) - uzluksiz funksiya).
Endi qo,,yilgan masalaning Grin funksiyasini tuzish bilan shug,ullanamiz. Bundan
Grin funksiyasining mavjudligini ta'minlaydigan yetarli shartlar kelib chigadi.

Ushbu
(P(X)y ")+ a(x)y=0 (7)
bir jinsli tenglamaning y(x0) =0, y(xt) =0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiradigan yechimi
y =0 bo,,Isin.
(7) tenglamanig y(x0) =0, y'(x0) =yod0 boshlang,ich  shartni ganoatlantiradigan

yechimini y (x) deb belgilaylik, bunday yechim mavjud, chunki, p,p" va q lar x0 nugta
atrofida uzluksiz.
Bu yechim, umuman olganda, ikkinchi y(x)=0 chegaraviy shartlarni

ganoatlantirmaydi. Ma'lumki, y =Cy (x) (bu vyerda C -ixtiyoriy o0,zgarmas son) funksiya
y(x0) =0 chegaraviy shartni ganoatlantiradi. Xuddi shunga o,xshash tenglamaning y(x) =0
chegaraviy shartlarni ganoatlantiradigan trivial  bo,,lmagan yechimi y (x) ni topamiz.
Cy (x) ham y(x) =0 chegaraviy shartni ganoatlantiradi (bu yerda C -ixtiyoriy 0,,zgarmas

son).
Grin funksiyasini quyidagi ko,,rinishda izlaymiz:



G(x s) =\Clyl(™ xo<x<S,

, | C2Y2(xI S<x<xv
Bu vyerdagi Cj va C2 larni shunday topamizki, Grin funksiyasi 1o va 40 shartlarni
ganoatlantirsin, ya'ni 1o G(x,s) funksiya tayinlangan s uchun x bo,yicha uzluksiz bo,,lsin,

xususiy holda x =s da ham uzluksiz:

Ciy1(s) - C2Y2(S =0 (8)
va 40 G(x,s) funksiya x =s nugtada birinchi tur uzilishga ega bo,lib, uning sakrashi ——
P(s)

ga teng bo,,Isin, ya’ni
C2/2(s)- Clyl(s) == 9
(5)- Chs) =5 ©)

Ravshanki y1(x) funksiya bilan chizigli bog,,lig bo,,Igan funksiyalar Cy (x) ko,,rinishga
ega bo,ladi. y (xj) @0 bo,lganidan Cy (x) 0, (Cxp0) bo,ladi. Shu bilan birga y2(x) =0
bulardan yi1(x) va y2(x) larning chizigli erkliligi kelib chigadi. Demak, mos Vronskiy
Y1 Y2

y’y2
(8)-(9) sistemadan Cj va C2 larni topamiz.

[ 2(s) r_ yi@s)
C1 TEWEN 2 wis)p(s)

Bularni etiborga olsak Grin funksiyasi

determenanti W(x) = tekshirilayotgan x =s nuqtada noldan fargli bo,,ladi. Shuning uchun

"Y2(s)Y4X) <X <s,
G(xs) =i W(s)p(s)
Y-48)Y2(0) g <y < .
W(s)p(s)
ko, rinishga ega bo,ladi. yi1(x) va y2(x) xususiy yechimlarni shunday tanlash mumkinki,
natijada W(s)p(s) =1 bo,ladi. Bu holda qo,,yilgan masalaning Grin funksiyasi

fy2(s)Y-xX xo<x <s

ly-s)Y2(xX s <X <X—
formula bilan beriladi. Bu formuladan qo,,yilgan masala uchun Grin funksiyasining simmetrikligi
ko,,rinib turibdi.
Misol. Quyidagi

G(x, sf=

n
y"+y =f xX  y(0)=" y(n) =0

chegaraviy masalaning Grin funksiyasini toping.
Yechish. Eng avval y"+y =0 tenglamaning y(0) =0 shartni ganoatlantiruvchi

y =C sinx yechimini topamiz. So,ngra shu bir jinsli tenglamaning Y(E):O shartni

ganoatlantiruvchi y2=C2cosx yechimini topamiz. U holda Grin funksiyasini quyidagi
ko,,rinishda izlaymiz:
C sinx, 0<x<s,
G(x,s) =i

Czcosxﬁ s <X <r2|__

Grin funksiyasi x =s nuqtada uzluksiz bo,,Igani uchun



C sins- C coss =0
munosabatga, hosilasi esa X =s nuqtada uzilishga ega bo,,Igani uchun p (x) =1 ni hisobga olsak,
-C2sins- C coss =1

munosabatga egamiz. Bu ikki tenglamalar sistemasidan C =coss, C2=sins larni hosil

gilamiz. Demak, go,,yilgan masalaning Grin funksiyasi,
- cosssinx, 0<x<s,

G(xs)=i T
- sinscosXx, S<X<—.
I 2

Eslatma. Biz

(P(x)y")+a(x)y =0
tenglamaning y(x0) =0, y(xt) =0 shartlarni ganoatlantiruvchi trivial bo,lmagan yechimi
mavjud emas deb faraz qildik. Bu shart go,yilgan (4)-(5) masala yechimining mavjudligini
va yagonaligini ta'minlash bilan birga, go,yilgan masala Grin funksiyasining yagonaligini
ham ta'minlaydi.
Shturm-Liuvill masalasi.
Shturm-Liuvill masalasi quyidagicha qo,,yiladi:
Parametr Xning shunday giymatlari topilsinki, u giymatlarda ushbu
LIYI=7Y, Y(x0)=Y(x) =0 (10)
chegaraviy masala aynan nolga teng bo,Imagan yechimga ega bo,,lsin.
Parametr Xning tegishli giymatlari mavjud bo,lIsa, uni (10) masalaning xos sonlari,
unga mos yechimni esa xos funksiyalari deyiladi.
Shturm-Liuvill masalasiga bitta misol keltiramiz. Ushbu
y"+Jy =" y(0)=y(1)=0 (11)
masala qo,,yilgan bo,,Isin.
a) 1> 0 bo,,Isin. Ma'lumki, y "+Ay =0 tenglamaning umumiy yechimi

y =A0s-\"*X +B sin -\"*x
bo,ladi. y(0) =0 chegaraviy shartdan A =0 kelib  chigadi. y(1) =0 chegarviy shartdan
sind N =0, N =a2r2(a=0,1,2,..) kelib chigadi. Bu holda masalaning yechimi (5 g0
bo,,Iganda yechim trivialmas ) y =BnsinTx, a=1,2,... bo,ladi.
b) nN=0 bo,lsin. (11) tenglamaning  umumiy  yechimi y =Ax+B bo,ladi.
y(0) =y (1) =0 chegaraviy shartlardan A =B =0 kelib chigadi. Demak, (11) tenglamaning
tegishli shartlarni ganoatlantiradigan trivialmas yechimi mavjud emas. -

. : . - ~J .
c) <0 bo,lsin. (11) tenglamaning umumiy yechimi y =Ae4 X+Be 4r X bo,,ladi.
chegaraviy shartlardan A+B =0, Ae” +Be F*=0 Kkelib chigadi. Bu sistemadan A =B =0

ni topamiz.
Demak, yechim y =0. Yugorida ko,rilgan uchta holga ko,ra quyidagi xulosaga

kelamiz: Nin=n2r2(n=0,1,2,...) bo,lsa, (11) masala cheksiz ko,p y =BnsinTx, a=172,..
yechimlarga ega. Agar Jinpa2n2 bo,lsa, (11) masala  fagat trivial  yechimga ega.
N =qa2r2(s =0,1,2,..) lar (11) masalaning xos  qiymatlari, ularga mos  keluvchi
y (8=0,1,2,..) funksiyalar esa (11) masalaning xos funksiyalari bo,,ladi.

Foydalanish uchun adabiyotlar



1 CanoxutgnHos M.C., HacputauHos [.H. Opgnii andpdpepeHuman TeHrnamanap.
TOLKeHT, “ Y36ekuctaH”, 1994,

2. MoHTparnH J1.C. ObbIKHOBEHHVE AndidepumnanbHble ypaBHeHNs. M.:Hayka, 1969.

3. CtenaHos B.B. Kypc anddepeHumanbHbIxX ypaBHeHWn. M.: Tn3.®uns3- mat. nuteparypa.1958
4. 9nbcronsy J1.E. AndchepeHumanbHble ypaBHEHUST U BapuauyoHHoe ucuuieHre. M. Hayka..
1965.

5 ®dunnmunnos A.®. CéopHMK 3agay no guddepeHynanbHbiMypaBHeHmsmM. M. Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari
1. n- tartibli chizigli differensial tenglamalar va ularning umumiy xossalari.
2. Yechimni cheksiz davom ettirish hagida teorema.

Glossariy
Ikki nugtali chegaraviy masala - Ushbu
Y?+Pi(X)Y1+P2(X)Y =p(X) (2)
tenglamaning
y (x0) =Yo, y(xi) =Y— 3)

shartlarni  ganoatlantiradigan yechimini topish masalasi (2) tenglama uchun ikki nuqtali
chegaraviy masala deb yuritiladi.

Grinfunksiyasi - Ikki argumentli G(”,s funksiya quyidagi to,,rtta shartni
ganoatlantirsin.

10. G(x,s) funksiya x bo,yicha xo <x <x intervalda uzluksiz bo,,lib, s - tayinlangan va
X0 <s <X]

20 G{x,s) funksiya xo <x <x intervalda x ¢ps dan boshga barcha
nuqtalarda ushbu (py ) +qy =0 birjinsli tenglamaning yechimidan iborat.

30 G(x,s) funksiya G(Xo,s =G(Xl,s =0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.
1

40. x =s nuqgtada Gx(x,s xosila birinchi tur uzilishga ega bo,,lib, uning sakrashi p (s ga
Gx(s +0,s) - gx(s- 0,s) =- " gx(s,s +0) - gx(s,s-0)=- 1
teng, ya'ni p(s) yoki p(s buxolda
G(x,s) funksiya qo,,yilgan (4)-(5) chegaraviy masalaning Grin funksiyasi deb ataladi.

Gilbert teoremasi - Agar (4)-(5) masalaning Grin funksiyasi ma'lum bo,,Isa, bu

masalaning yechimi,
X_

y =JG(x,s)f(s)ds
X (6)
formula bilan yoziladi, aksincha agar y =y(x)) funksiya qo,,yilgan masalaning yechimi bo,,Isa,
uni (6) ko,,rinishda ifodalash mumkin. (bu yerda  f(x) - uzluksiz funksiya)

Shturm-Liuvill masalasi —masala quyidagicha qo,,yiladi:
Parametr Xning shunday giymatlari topilsinki, u giymatlarda ushbu

LNA=1Y, Y(x&3=Y(xi) =0
chegaraviy masala aynan nolga teng bo,,Imagan yechimga ega bo,,Isin.

Keyslar banki



Keys: Masala ~ o'rtaga  tashlanadi: Differensial tenglamani yeching:
X3 "-3xY "+6xy'- 6y =0

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
» keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);
* to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
Birinchi tartibli differensial tenglama uchun masala ganday ko,,rinishda yoziladi?
Ikki nugtali chegaraviy masala deb nimaga aytiladi va u ganday ko, rinishda yoziladi?
Bir jinsli masala deb nimaga aytiladi?
Grin funksiyasi uchun ikki argumentli G(x,c) funksiya ganoatlantiruvchi shartlarni
ayting?
5. (Grin fu) Shturli-Liuvil masalasi ganday go,,yiladi?

Eanl SR

Amaliy mashg’ulot-18

_2’\/)X2__§
1 2yl+(yR- 6x)yn=0; y(2)=0,yL2)=2 o3 3
3eX
2 YY2+WY1-YR=0; y(0) =Lyl 0)=2 .’ " 2+e¥X
(x+c2+1)2
3. Yl=xy'2+y "2 i + -clx+1)2 +c2 y =c
(x +1)3
4. Y =xy"Hy -y 2 T e e mineed g = Ty T
5. Y'Y"=3(y")2 J. X=qy +czy +c,
6. Y [1tyR]=3y'(y")2 ji (X +C2)2+(y +c32 =c2
2 N
(y u)2_ y y wi_ 1_ y:02 Xed(' -1edX
J: <
TEST
(2x+1)y" +4xy"' - 4y =0
tenglamaning bitta xususiy x g "2X e "2Xx2 e X X3
yechimini toping.
Ushbu (x - a) +by2 =1 ff 2 r
chiziglar oilasi gaysi (WHY22=--3 2YY"+Y'2=4yy yy +yY =0 Fﬁ%‘{gﬁgg
diffirensial tenglamaning y
yechimi?
y =a(x)z almashtrish
yordamida
Xy "- 2xy'+(x2+2)y =0 *2"+z2=0 N==O 2"+4z =0 7" - 47 =0
tenglamada birinchi tartibli
yoqotib soddalashtring.
Yechimni
y =ox+bko'rinishda *_1 =x y =2x +1 Y1=2x-1 Y1=X+2

izlab,



X2y ”InXx - xy'+y =0 tengl
amaning bitta xususiy
yechimini toping.

a ning ganday giymatlarida
y +ay =1,

y(0) =0, y(I) =0 masala *a=(2n-1)n2 a=2n-Yn wllac, < a=o
yechimga ega emas?

a ning ganday giymatlarida

y"+ay=f (x) 5 5

y(0) = o,y(l)zo *a pkan?2 a =kn a=k%n a ppkn

chegaraviy masalaning Grin
funksiyasi mavjud bo‘ladi?

y”+4y'+3y =0 tenglaman
ing umumiy yechimini yozing.
y”+2Y +10y =0
tenglamaning umumiy
yechimini yozing.

yl/- 2y1+y =0
tenglamaning umumiy *Y =(ci +c2xyY
yechimini yozing.

yH- 2y! - 3y =x2ex

tenglamaning bitta xususiy *Y =X(AXZ + Bx + C)eyy = (AX2 + BX + wny,_ x2(Ax +B)ex  y =Ax2ex
uchimi ganday ko‘rinishda

izlanadi.

y'" - 4y 7+ 8y =Sin2x ) . . .
tenglamaning bitta xususiy *y =ASin2x +BCosxCy = (AX + B~)SIN2X +y=AxBin2x+BQsx y =x(ASin2x +BC
yechimi gaysi ko‘rinishda + (cx + B)Posx

bo‘ladi?

*y =ce-x+c2e-X Yy =cte-x+c2eX y=c¥x+c2e-X y=c¥x+c2eX

*

Y =(ci +c2Y Y =(cl+c2X2)e y=cyex+cex

MA'RUZA: Ne 24
Mavzu: Differensial tenglamalarning normal sistemalari.
Reja:
1.Normal sistema.
2.Yechim, xususiy yechim va umumiy yechim tushunchalari.
3.Mavjudlik va yagonalik teoremasi.
4 Normal sistemalarni yechish hagida lemma.
5.Misollar.

Tayanch so’z va iboralar: normal sistemasi, normal sistemasini yechimi, xususiy
yechimi va umumiy yechimi tushunchasi, normal sistemalar uchun Koshi masalasi yechimining
mavjudligi vayagonaligik hagida teorema, normal sistemalar yechimi hagidagi lemma.

Ba'zi jarayonlar yoki hodisalarni tavsiflash uchun ko,pincha bir necha funksiya talab
etiladi. Bu funksiyalarni izlash sistema tashkil etadigan bir nechta differensial tenglamaga olib
kelishi mumkin. Birinchi tartibli differensial tenglamalar sistemasini yuqori tartibli bitta
differensial tenglamadan yordamchi funksiyalar kiritish yo,,li bilan ham hosil gilish mumkin.

Hagigatan ham,

y'=f(x,Y,Y,Y,.., Y*I) (1)
tenglama yuqgori hosilaga nisbatan yechilgan n- tartibli differensial tenglama bo,,Isin.



Quyidagicha belgilaylik:

y=-1
Y'=yl =¥2
y"=y2 =y,

Y@#D) =Ya1 =Ya

YA =ya=f (x -"Y),..,¥9)
Shunday qilib, s - tartibli 1 ta tenglamadan quyidagi birinchi tartibli s - ta differensial
tenglamalar sistemasi hosil bo,,Idi:

-1 =Yy2

y2 =y,

S )
ys =y

ya =f (x -",Y),...,Y9)

Hosil gilingan tenglamalar sistemasi
y1=f1Ux-",¥2..,Y9)
—=2=f2("-",¥2,...,¥4)
S, (3)
y1 =fni(x -",¥2,...,¥9)

Ya=fn-"¥2.., %)

sistemaning xususiy holidan iborat. Bunday sistema (3) differensial tenglamalarning normal
sistemasi deyiladi. Bunda tenglamalar soni noma’lum funksiyalar soniga teng deb faraz gilinadi.

(3) sistemani yechimi deb, sistemaning hamma tenglamalarini ganoatlantiradigan s - ta
y ,¥2...,yn funksiyalar to,,plamiga aytiladi.

(3) sistemaning xususiy yechimi deb ushbu x =x0 da

Y1ICO =Y ¥Y2(x0) =—4), ..., ¥a(x0) =Y, 4)

(bu yerda x0,y10y20,..,yr0- berilgan sonlar) boshlang,ich shartlarni ganoatlantiradigan
yechimga aytiladi.

Y10, Y20,. .,¥m - sonlarni ixtiyoriy C,C ,...,C o0,zgarmaslar bilan almashtirib, (3)

sistemaning £ - ta ixtiyoriy o,,zgarmasga bog,,liq bo,,Igan umumiy uchimini hosil gilamiz.

(3) normal sistema uchun Koshi masalasining mavjudligi va yagonaligi to‘g‘risidaga
teorema o,,rinlidir.

TEOREMA (Mavjudlik va yagonalik teoremasi). Agar (3) normal sistema

tenglamalariningong tomonlari o zlariningxususiy hosilalari, yani f ,f ... f ,f—-,i,j =In

bilan birgalikda x0,y 10 y20,...,yr0 - giymatlarningatroflarida uzluksiz bo‘sa, u holda

Y1CO =VYI0, ¥2(x0) =), ..., ¥4(x0) =¥ro
shartlarni ganoatlantiruvchiyagona y (x), y2(x),..., yn(x) yechim mavjuddir.
Oldin keltirilgan 5 - tartibli differensial tenglama yechimining mavjudlik va yagonalik
teoremasi bu teoremaning xususiy holidir.
A - tartibli 1 ta differensial tenglama tenglamalarning normal sistemasiga keltirilishi
mumkinligi yugorida ko,,rsatilgan edi. Umuman aytganda, buning aksi ham o,,rinli, ya'ni



Lemma. Birinchi tartibli n- ta differensial tenglamaning normal sistemasi n - tartibli 1-
ta differensial tenglamaga ekvivalentdir.

Isbot. Hagigatan ham, (3) sistema tenglamalaridan ixtiyoriy birini olamiz va uning ikkala
gismini x bo,yicha differensiallaymiz. Natijada (misol uchun 1-tenglamani olamiz)

dx dx cVi dx dy2 dx dvh dx

va %ﬂ_zy” (i =1,n) hosilalarni ularning f (x,y ,y2,...,yn) ifodalari bilan almashtirsak,
X

d2y— d‘-l: dfrf d fA N dfi f
d’x2 dx dy—JI * dy2 J2* dynJ .
ya'ni
d 2y, \
a2 _ F2(X Y-Y2,..3h) ()
ko, rinishdagi tenglikni hosil gilamiz. (5) tenglikni (3) sistemani e’tiborga o,lib differensiallash
natijasida quyidagiga ega bo,,lamiz:

d%/, drF2 ﬂglF?_f oF, T dF,, 0
dx dx ayr dy2 dy ’
yoki
A _ sk Y(Y2....50) (6)

dx3
Xuddi shunday davom ettirib quyidagini hosil gilamiz:

d( =F4tX Y yin., }’*)\

dnlyi N g (7)
dxn =Fmi(x Y Y2,...,¥Yn)

dry—

dxny = PN YAY2,..90)

Hosil bo,,lgan tenglamalarni (3) sistemaning birinchi tenglamasi bilan qo,,shib yozamiz,
natijada ushbu yangi sistemani hosil gilamiz:

-(3/ Xl_ =fi(x Yny2,.>yn)

d i
diyz =F2(x ¥Y(,¥2,.>Yn)

d y—
dxn Fn(x Y-¥2,.>Y0)

(8)-chi sistemaning birinchi n-1 ta tenglamasidan, umuman aytganda, (n- 1) ta noma'lum
y2,y ,...y funksiyalarni y funksiya va uning n-1 gacha (u ham kiradi) hosilalari orgali

ifodalash mumkin, ya'ni
Y2 =g2(x Y-y™.2Ny ()
¥3=g3(x Y(y(™ y(n0) n

Y =gn(x Yyl . y(n(Q)



Bu ifodalarni (8) tenglamalarning oxirgisiga qo,,yib, nomallumy funksiyaga nisbatan
A - chi tartibli bo,,Igan bitta
> _N
ddxil Ctljyx1 dx?}/lll1 ©)
differensial tenglamaga kelamiz.

Agar (9) sistemaning umumiy yechimini y ="(x,C ,C2..,C ) ko,rinishda yozsak,
golgan funksiyalarni topish mumkin, buning uchun (8) sistemaning dastlabki (9-1) ta
tenglamasidan topilgan y2,y ..,y laming hosilalari uchun topilgan (10) ifodani qo,yish kerak.
Shunday qilib, ushbu funksiyalar sistemasini hosil gilamiz:

Y1=plx,CLC2...,cn)
¥2=P2(x,CLC2,...,cn) (11)

[¥a =Pn(x, C",C2,...,Cn)
Bu (11) funksiyalar sistemasi (3) differensial tenglamalar sistemasining umumiy yechimi
bo,,ladi.

Misollar.
1-misol. Ushbu
-y
_adx z
-z
=y
H(

differensial tenglamalar sistemasini yeching.
Yechish. Sistemaning 2-chi tenglamasini differensiallab quyidagini hosil gilamiz:

—27 e
x*2 —x
J j 2
rom ni uning birinchi tenglamadagi ifodasi bilan almashtiramiz, ya'ni — =— . U holda
X > Z
d2
dx2 z

Nixoyat, 2-chi tenglamaga ko,ra y - ni % bilan almashtirib, bir noma'lumli 2-chi tartibli
X

tenglamaga ega bo,,lamiz:

-Z
—2 -X
—x%2 Z
ya ni
2
z =m
z

Bu tenglamada erkli o,,zgaruvchi x oshkor gatnashmaydi, shuning uchun uni tartibini
pasaytirish mumkin (z"=p(z) almashtirish bajarib(3-tur)). Birog uni zz"- z,2 =0 ko,,rinishda
yozib olib va tenglikning ikkala gismini z2 ga bo,,lib, chap tomon anig hosiladan iboratligini
ko,,ramiz. Hagigatan ham,

z ZZ-Z12



f

. N

va bu tenglamamiz IZ— I =0ko,,rinishga ega bo,,ladi, bu yerdan
z
? =C N z'=Cz.
z

Topilgan oraliq integraldan o,,zgaruvchilarni ajratib va integrallab, z- ni hosil gilish oson, bu
bizga z funksiyaning x va 2 ta ixtiyoriy o,,zgarmas gatnashgan ifodasini beradi:

-7
— =Cx¢”™ Inz =Cx+InC » z=Cex.
z

y == bo,,Igani uchun z ning ifodasini differensiallab
*

y:/\ e N
ni hosil gilamiz. Shunday qilib, sistemaning umumiy yechimi quyidagi ko,,rinishda bo,,ladi:
y =CCelx z=CeQx.
2-misol. Ushbu differensial tenglamalar sistemasini

i
*
= =2Y- 2
H(

¥||X:0 :2n/37 ZI><:0 :0

boshlang,,ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechish. Sistemaning 2-tenglamasini x bo,,yicha differensiallaymiz:

-2z _2-Y -z
dx dx dx

ol ni 1-tenglamaga ko,,ra y +z bilan almashtiramiz:
X

-2 dz

—- =2(y +z)—-- :

dx y dx
yoki

d2z —2y +2z2—z .

dx

2-chi tenglamaga ko,,ra 2y - ni % +2z ga almashtiramiz: = =3z . Natijada chizigli bir jinsli
X —>*

differensial tenglamani hosil gilamiz: 3—22 3z =0. Uning xarakteristik tenglamasi r - 3=0
X

bo,lib, u r =w/, r2=-V" ldizlarga ega. U holda umumiy yechim quyidagi ko,,rinishda
bo, ladi:
z =CeSx +C2e-SX.

Uni x bo,yicha differensiallab, — =CjVBe” - C2V 3 eni hosil gilamiz. Sistemaning 2-chi
*
tenglamasiga ko,,ray =" ~-z +zj bo,,Igani uchun

Y=ClI(1+S)e'rx+C2(L- n/3)e"

ni hosil gilamiz.
Shunday qilib, sistemaning umumiy yechimi topildi:



Y=0-(1+S)eSx +0™(1-S)e-Sx, z=Cedlx +C2-5x.

Xususiy yechimni topish uchun Q va C2 larning ularga mos giymatlarini boshlang,,ich
shartlardan foydalanib topamiz:

C-2L 3+4c 1 =2J3
2 2 .

Q+Q =0
Bu yerdan Q =2, C2=-2. Demak, berilgan sistemaning xususiy yechimini quyidagi
funksiyalar sistemasidan iborat bo,,ladi:
Y=(1+S)edXx- (1-S)e~Sx =2shSx +243ch43x,

z =2eSx - 2e~Sx =4shy[3x.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutgnHos M.C., HacputanHos T.H. Opguii audbchbepeHuman TeHrnamanap.
TOLLUKeHT, “ Y36ekncToH”, 1994,
2. [MoHTparnH J1.C. ObbIKHOBEHHVE andbdepLmanbHble ypasHeHus. M.:Hayka, 1969.
3. CtenaHoB B.B. Kypc audhdhepeHumanbHbIx ypasHeHWn. M.: Tr13.®un3- mat. nuteparypa.1958
4. 9necronsy J1.E. AndchepeHumanbHble ypaBHEHUST 1 BapuaumoHHoe ucuuneHre. M.. Hayka..
1965.
5 ®unnnnos A.®. CoopHMK 3aga4 Mo guddpepeHumanbHbIMypaBHeHusm. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari
1. Umumiy yechimning xossalari. Mavjudlik va yagonalik teoremasi.
2. yechimning boshlangich giymatlarga va parametrlarga uzluksiz bog,,ligligi hagida teorema.

Glossariy
y( = Y(,¥2,...Yn)
I (=f2(x Y(,¥2,...yn)

Normal sistema - Vh  fn(X,¥("y2,“.~n) sistemaning xususiy xolidan iborat. Bunday
sistema (3) differensial tenglamalarning normal sistemasi deyiladi.

Normal Sistema umumiy yechimi - (3) sistemani uchimi deb, sistema ning xamma
tenglamasini ganoatlantiradigan n-tay1y2”,y nfunksiya to,,plamiga aytiladi.

Normal sistema xususiy yechimi - sistemaning xususiy yechimi deb ushbu x =xoda

Yy1=y 10, y2=Yy20,...,yNn =yno

(bu yerda xo, yw , y2,y20,.,yn,yno-berilgan sonlar)
Boshlang,,ich shartlarni ganoatlantiradigan yechimga aytiladi.

Keyslar banki

Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: (3x+2)y +7y =0.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
» keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);
» to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar



1 Differensial tenglamalarning normal sistemasi deb nimaga aytiladi?
= FIxIYLY2,..Ys)
-2 =f2KxW!1 ys)
2. "7 fnOdLY2,Y5) sistemaning yechimi deb nimaga aytiladi?
3. Mavjudlik va yagonalik hagidagi teoremani ayting?
4. Normal sistemalarning yechish hagidagi immani ayting?
dg=2-Y -g'
5. ax  dx ni x bo,yicha differensiallang?
Amaliy mashg’ulot-19
1 X2(y2- 2yy")=y2 .y =cx(Incx)2 y =cx
In |y FIn [x2- 2x+c¢_|+f------ 2—%¢-—----- Yy =¢C
2. Xy "%/'(y +y') ] 1] (X 1)2+q -1 2
3 AXYY'=x2-y4 ] 4qy2=4x+x(clIncx)2
4, xy"=(y-x )Y -x"-X) j y=-xIn(c2Ingx); y =cx
" 1
y)g +y¥:3xy +%¥¥ —=¢C - 3In —c ; y =cx
5 X J: X
. TEST
y" +2Y +10y =0 _ — : : — -
tenglamaning umumiy y =e (CCosx+Ca&ir3. Y eX(QCosx+CSinx  =ex(QUos3X+CSIN3 )y =eX(ciCos2x +  ->inx
yechimini yozing.
y"-2y7+y —0 _ C
tenglamaning umumiy *Y =(c1+CaXy y—(cl +c2y Y =(C1+cx2)e y=cex+re x
yechimini yozing.
y - 2y7- 3y =x2ex
tenglamaning bittaxususly "V =X(AX2+Bx +cjexy =(AX2+BX + o oAy 1BYex  y —Ax2ex

uchimi ganday ko‘rinishda
izlanadi.

y " - 4y 7+ 8y =Sin2x
tenglamaning bitta xususiy
yechimi gaysi ko'rinishda
bo‘ladi?

ava b ning ganday
giymatlarida

ymT+ay7+by=0
tenglamaning yechimlari

Ax N mada
chegaralangan bo‘ladi?

ava b ning qanday
giymatlarida
yT+ay7+by=0
tenglamaning hamma
yechimlari x  -+pga danolga
intiladi?

X3y m+xyl1-y =0 Eyler *

*y =ASin2x +BCosxCY =(AX +B)Sif)X 4y=AxBin2x+BxCosx y =x(ASin2x +BC 0s2x

+ (cx + B)Cosx

a=0

*a=0 a>0 a<o0
b<0

b>0 b>0 b<0
a=0

*a>0 a=0 a<0
b <0

b>0 b>0 b<0

y —x2(c Fe2in|X+t In2k

y =¢ +c2Injx+c3In2] —=c +CXx +CX°



tenglamasini yeching. y =x(¢j +* Injx+c |n2X)

yLw- yy=3(2- x2)

tenglamani bitta xususiy *y = (AX2 + Bx + c)xy =(AX2 +Bx +c™2y =(Ax2 +Bx +¢
yechimi ganday ko‘rinishda

izlanadi?

Quyidagi tenglamalardan gaysi Y 4 /.1 _

biri Eyler tenglamasi *x2y /- 9xyl +2ly TOXYL+Yy1+Yy =0 x?y ¥ +xy’ + W= Xys - 9y 1+2(xy =0
hisoblanadi?

ey =(Ax +B)ex

Y—va
[ -Jpdx dx
Y2 = C—y—(J e *y' oty !J(X)"'VQ(X):Q/"- qu){X)'FyZ_Ll :))’"' y'p{X)+YQ(X):V +y'p 2(X)+y

funksiyalar qaysi
tenglamaning ikkita chizigli
erkli yechimlari bo‘ladi?

MA'RUZA Ne 25

]Mavzu: Chizigli va bir jinsli sistemalar
Reja:
1 Chiziqli operator va uning xossalari.
2. Vektor funksiyalarning chizigli bog,,ligligi va erkliligi.
3. Yechimlarning fundamental sistemasi.
4. VVronskiy determinanti.

Tayanch so’z va iboralar: chizigli birjinsli differensial tenglamalar sistemasi, chizigli
bir jinsli differensial tenglamalar sistemasini vektor-matrisali ko'inishi, chizigli bir jinsli
differensial tenglamalar sistemasi umumiyyechimi xagida teorema

1.Keyingi mulohazalarning qulayligi uchun L operatorni
LI¥T=dy - A(x)y (1)
tenglik yordamida kiritamiz. Agar p :di va E - birlik nx n matrisa bo,,Isa, (1) ni yana ushbu
X

LIyl = (PE - A(x)y
ko,,rinishda yozish mumkin.
Xossalari.
lo Agar C - ixtiyoriy o,,zgarmas son bo, Isa, L[Cy] =CL[y] ayniyat o,rinli.
20. Agar C ,Q ,...,Q ixtiyoriy o,,zgarmas sonlar bo,,lsa,

LL CyV\lech,y nj
i=( i=(

ayniyat o,,rinli, bunda y (), y @\...,y (m -biror vektor funksiyalar.

Bu xossadan foydalanib, quyidagi teoremani isbotlaymiz.

TEOREMA. Agar pm(x), p@(x),...,.pM(x) vektor funksiyalarning har biri biror 1|
intervalda



&y —AX)Y @
tenglamaning yechimi bo‘sa, u holda bu funksiyalarning chizigli kombinatsiyasi ham yechim
boadi.

Isbot. Teoremani shartiga ko,ra L[p()(X)] =0, xel,i=1m. Shuning uchun 2-
xossadan foydalansak, L[X ¢,—~)]—X c 1 yn]—0.

i=1 i=1
TA’RIF. Agar bir vagtda nolga teng bo,magan shunday a,a 2,...,ak 0,zgarmas
sonlar mavjud bo,,Isaki, ya'ni X af d0, ular uchun biror I intervalda ushbu
i+

alp0)(x) +azp@)(x) +... +ako@(¥M=0

ayniyat o, rinli bo,,Isa, u holda fg@M\

p00). 580).... pl¥l0:  pHo = P @)

P*)(x)
vektor funksiyalar 1 intervalda chizigli bogfiq deyiladi. Agar yugoridagi ayniyat fagat
a —a —.= 0 bo,lgandagina o,rinli bo,lsa, u holda p(D(x),p)(x),...,p(K)(x) vektor

funksiyalar | intervalda chizigli erkli deyiladi.
TEOREMA. Agar x ning | intervaldan olingan kamida bitta x0,x0e I giymati uchun
p (x0),p()(x0),...,p M(x0) vektorlar chizigli bogflig bofisa, u holda (3) yechimlar I

intervalda chizigli bogfliq bofadi, boshgacha aytganda, agar (3) yechimlar 1 intervalda
chizigli erkli bo‘lsa, u holda x ning I intervaldan olingan bironta ham giymatida (3) yechimlar
chizigli bogiq bo‘lmaydi.
Isboti: (3) vektorlar chizigli bog,liq bo,lIsin, ya'ni a ,a ,---,am X a 20 sonlar uchun
i=1

a 1P () (x0) + a iP-'ﬁL(XO) +..+a npr%r?EXO) =0
tenglik o, rinli. Endi

p(x) =ap j(x) +azp(j(x) +.. +akp()(x)

deb belgilaylik 1- teoremaga ko,,ra shu p(x) vektor funksiya ham dﬁl =A(x)y tenglamaning
X

yechimi bo,,ladi. Ammo p(x) funksiya teoremaning shartiga ko,ra x =x0 nuqgtada nolga teng.

Shuning uchun p(x) =0, xel yani aP (x)+aP (x)+..+aP (x)=0,xel teorema
isbot bo,,Idi.

o Ay
—x0) =—0
bu Koshi masalasini yechimi ikkita ya'ni, y =0 va

y =p(x) =ap Q) +ap@)(x) +.. +anp(m(x) funksiya bo,layapti. Mavjudlik va yagonalik
teoremasiga ko,,ra p(x) =0, x e I bo,,ladi.
TA’RIF: Agar biror | intervalda aniglangan



rp Xx))
- 2
pm(). 700,00 PHo = PPN i=1n (4)

p (IX(x).
vektor-funksiyalar sistemasi (1) tenglamaning chizigli erkli vektor-yechimlari sistemasini
tashkil etsa, u holda bu sistema yechimlarning fundamental sistemasi, yoki gisgacha,
fundamental sistema deyiladi.
TEOREMA. Differensial tenglamalarning chizigli bir jinsli sistemasi uchun
fundamental sistema mavjud.

Isbot. Chizigli bir jinsli (1) sistemani olamiz. Yana biror a() a( 0 0 zgarmas

vektorlar sistemasi chizigli erkli bo,,lIsin. O,,zgarmas vektorlarning bunday sistemasi mavjud.
Buni ko,,rsatish uchun

(N (on (0
a= " a@= "  ap=

Y Yy wy
deb tanlash yetarli, chunki bu vektorlardan tuzilgan matrisa determinanti noldan farqli(1-ga

teng). Endi ushbu p<¥)x0)=a(), p@)(x0)=a@3..., p(N(x0) =a@ boshlang,,ich shartlarni
ganoatlantiradigan (4) yechimlar sistemani ko,,ramiz, tanlashga ko,,ra
pm(x0), p@Xx ), ..., p)(x0) vektorlar chizigli erkli, demak, (4) yechimlar sistemasi

fundamental yechimlar sistemasini tashkil etadi.
TEOREMA (Umumiyyechim haqgida). Agar (4) yechimlarfundamental sistemani tashkil
etsa, u holda barchayechimlar ushbu

p(xX) =Cip(D(X) +C2p (2)(X) + ... + Cnp(n)(X) (5)
formula bilan topiladi, bunda Q,C2,...,Q ixtiyoriy o zgarmaslar.

Isbot. Biror p(\x) funksiya | intervalda aniglangan bo,lib, (1) tenglamaning

p *xXx0) =pP =y (0),x e I boshlang,ich shartni ganoatlantiradigan yechimi bo,,Isin. Ushbu
Co( (X +C2p  (x@ +..+C*p (x0)=¥O (6)
vektor tenglamani ko, raylik bu Q,C2...,Cn larga nisbatan chizigli algebraik tenglama
sistemadan iborat. Agar y(’ =0 bo,lsa, (6)dan p(>(x ), p(J(x), .., p (x ) vektorlar chizigli
erkli bo,,Igani uchun Q =C2=... =Cn=0 kelib chigadi. Bunda p (*\x) -trivial yechim bo,,ladi.
Endi y(@0 0 bo,lsin. U holda (6) sistema bir jinsli emas. Uning determinanti

p(M(x0), p@(x ), .. p{nN(x0) vektordan tuzilgan bo,,lib, teoremaning shartiga ko,,ra ular chizigli
erkli va demak, ulardan tuzilgan determinant noldan fargli. Shuning uchun (6) dan yagona
C°,C2,...,Cn larni topamiz. Demak, p*\x) yechimni bunday yozishimiz mumekin:

p(9(x) = CpN(X) +Cnp@)(x) + .. +Cp'XXx)
Shunday qilib (2) tenglamaning ixtiyoriy yechimi uchun tegishli C°,C2,...,Cn 0,,zgarmaslarning

(ixtiyoriy yechimi uchun tegishli) yagona usul bilan tanlash mumkin.
Bu ta'rifga ko,ra (5) formula (2) tenglamaning umumiy yechimi ekanini isbotlaydi.
Teorema isbot bo,,Idi.

4.(2) tenglamaning 1 intervalda aniglangan n- ta yechimi p@)(x),p@(x),....p(")(X)
berilgan bo,,Isin. Bu vektor funksiyadan ushbu matrisani tuzamiz.



P @..pK.pLn"

2 = PB-PRPO -

P 1)-.pAK)-.p)

Unda 1-ustunda p(L)(x) vektorning koordinatalari, k- ustunda p(K)(x), k=2,n
vektorning koordinatalari joylashgan. Shu matrisaning determinanti (2) sistema uchun Vronskiy
determinanti deyiladi va W(x) vyoki WI[p®,p@,.--,P(n)] deb belgilanadi, ya'ni
det Z(x) =W(x).

Ravshanki, agar p(2)(x),p@)(x),....p(N)(x) yechimlar chizigli erkli bo‘lsa, u holda
Vronskiy determinanti x ning | dan olingan bironta ham giymatida nolga aylanmaydi.
Hagigatan ham, p (D)(x),p (2)(x),...,p(N)(x), x e I vektor funksiyalar chizigli erkli bo‘lgani uchun
ushbu

ap (Ox) +aPp@(x) +... +a,,P(N)(x) =0, x e |
ayniyat fagat a —a2——an—0 bo‘lgandagina o‘rinli. | intervaldan olingan ixtiyoriy

tayinlangan x uchun X aP ()(x) =0, j =15 sistemani (a,a2...,a larga nisbatan) ko‘raylik.
i=1

U bir jinsli bo'lib, fagat trivial a —a2—..—an—0 yechimga ega. Demak, bu sistemaning
determinanti uchun W(x) 0, x e I munosabat o‘rnli. Bu mulohazalardan yuqoridagi yechimlar
chizigli bog‘liq bo‘lsa, W(x) =0, xe I ayniyat o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. Yechimlar
fundamental sistemani tashkil etsa, tegishli (7) matrisa integral matrisa yoki fundamental
matrisa deb yuritiladi. Endi Z(x) matrisaning ustunlari (2) tenglamaning yechimlari bo‘lgani
uchun Z(x) matrisa ushbu

£ =ANZ ®)
matrisali tenglamani yechimi bo‘ladi.

Lemma. Agar Z*(x) matrisa (8) tenglamaning | intervalda aniglangan biror matrisali
yechimi bo‘lsa, u holda tartibi 1 boigan ixtiyoriy o zgarmas C matrisa uchun Z*(x)C matrisa

hamyechim bo ‘ladi.
Isbot. Hagigatdan (8) tenglamaning ikki tomonini o‘ngdan C matrisaga ko‘paytiramiz.

-Z (x) C wA(X)Z*(x)C
dx

yoki C —eonst bo‘lgani uchun
27 ¢ wAX)Z*X)C).

Bundan lemmani isboti kelib chigadi.

TEOREMA. Agar Z(x) matrisa | intervalda aniglangan uzluksiz va uzluksiz
differensiallanadigan ixtiyoriy p(j)(x), j —,....a vektor yechimlardan tuzilgan boib,
determinanti |1 da noldanfargli bo‘lsa, uholda bu Z(x) matrisa (2) tenglamaning | intervalda

aniglanganfundamental sistemasi bo ‘1adi.
Isbot. Avvalo detZ(x) g0, x e I . Shuning uchun Z(x) matrisa fundamental bo‘ladi.

Z(x) matrisa yechim bo‘lgani uchun ushbu
-Z (1 =AKX)Z(x), xel 9)
dx

ayniyatga egamiz. Bunda Z(x) matrisaning determinanti shart bo‘yicha noldan fargli. Shuning



uchun bu matrisaga teskari Z 1(x) matrisa mavjud, ya'ni ushbu
Z(x)Zx) =Z-\x)Z(x) =E
(E - birlik matrisa) tenglikni ganoatlantiradigan Z_1(x) matrisa mavjud. Bunda Z_1(x) matrisa,
masalan
(Z(((Q) ... Zn((x))
2309 = det Z(x) 10
VZIn(x) .. Zm(x)Y
formula bilan topilishi mumkin, bunda Z (x)- Z(x) matrisaning pj(x), i,j =(n
elementining algebraik to‘diruvchisi. Endi (9) ayniyatning ikki tomonini o,,ngdan Z _1(x) ga
ko,,paytiramiz:

dZ(X) o .y —
dx Z~'(x) =A(X) - (11)
. . : : . . dZ(x)
Bu ayniyatdan A(x) matrisaning a..(x) elementlari yagona usul bilan aniglanadi. i va
Z 1(x) matrisalarning elementlari 1 intervalda uzluksiz bo,lgani uchun A(x) matrisaning
elementlari ham shu intervalda uzluksiz. Teorema isbot gilindi.
Misol. Ushbu

Y(=-Y2, Y2=¥
sistema uchun

YYX) va y@e =,

~\&in x Y SX Y

vektor-funksiyalar -t <x <+ga intervalda yechim bo,ladi. Buni bevosita tekshirib ko,,rish
mumkin, y(D(x) va y@(x) yechimlar fundamental sistema tashkil etadi. Bu yechimlardan
Vronskiy determinanti tuzamiz.

COSX - sin X

W(x) = . =C€0S2X +sin2x =1 g0 .
sin X CcosX

Demak, W(X) 00, -ro< x <+ga. y(& v& $@(x) yechimlar fundamental sistema tashkil

. . . (o-1N ... @osx - sinxA )
etadi. Berilgan sistemada A(x) = . Shunday qilib, . matrisa
VI oY \Wsin X cosx Y
dz (0 -1 (\Z
dx \1 oy

matrisali tenglamaning fundamental matrisasi bo,,ladi. Endi fundamental matrisasi

Z(x) =_,.
\Sin X cosx Y
bo,,lgan chizigli bir jinsli sistemani tuzaylik.
dZ(x) sinX - COSX
dx N COSX - sSmXy
. _— . COSX - Sin X . _
Endi Z 1(x) matrisani topamiz. Avvalo detZ(x) = . =Cc0s2Xx +sin2x =1, algebraik
sinX CoOSX

to,,Idiruvchilar.
A\ =cosXx, Adg =sinx, AR2=-sinx, A2=C0SX .

A(( IVRLRE n

. Bundan
VA £y W sinx  cosxyY

Shuning uchun Z :(x) =



(A” AZj dZ(x)z _(-sinx - cosxY cosx sinx/l @ -1j
Al A Ay dx cosx - sinxjy-sinx cosx 1 0
Shunday qilib, berilgan fundamental matrisaga yagona matrisali differensial tenglama

. . . . . cosx  sinx/1 -
mos keladi. (1) matrisali tenglamanin umumiy yechimi Z(x) = . *C ko'rinishda,
\f sinx cosxJ

berilgan normal sistemaning umumiy yechimi esa,
(Y (X)) (cosx -sin” cosx  -sinxj (Cj (Ccosx- C sinx®

C

W2(x)J sin X COSX sinx  CoSX B2 ( sinx+C2cosx
ko‘rinishda yoziladi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutgnHos M.C., HacputauHos T[.H. Opaunii andpdpepeHuman TeHrnamanap.
TOLUKEHT, “ Y306eKMCTOH”, 1994,
2. MoHTparnH J1.C. ObbIKHOBEHHWE AndidepumanbHble ypaBHeHns. M.:Hayka, 1969.
3. CtenaHoB B.B. Kypc anchdpepeHumansHbIx ypasHeHWA. M.: Tn3.®u3- mat. nnTtepatypa.1958
4. 9nbcronsy J1.E. AndchepeHupnanbHble ypaBHEHUST U BapuaumoHHoe ucuuieHre. M. Hayka..
1965.
5 ®unnmunnos A.®. CéopHMK 3agay no guddepeHynanbHbiMypaBHeHmsm. M. Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari
1. Birjinsli chizigli differensial tenglamalar. Yechimning asosiy xossalari.
2. yechimning boshlangich giymatlar va parametrlar bo‘yicha differensiallanuvchanligi hagida
teorema.

Glossariy

Chiziqgli bog’liq sistema - Agar bir vagtda nolga teng bo‘lsa hunday a Ak 0‘zgarmas
sonlar mavjud bo‘lsaki, ular uchun biror J intervalda ushbu

ay (X)+a2p (x)+..+ap (x) 0 ayniyato‘rinli bo‘lsa, u xolda

PI()(X)
p0(x):20@(x).....p BropBx) =
Pn\Xx) (2)
vektor funksiyalar I intervalda chizigli bog‘liq deyiladi.
Fundamental sistema - Agar biror | intervalda aniglangan
—Pif(x)
p 0(x),p@x).pFlx) px) =
Po(x) 1=1s (4)

vektor -funksiyalar sistemasi (1) tenglamaning chizigli erkli vektor -echimlari sistemasini
tashkil etsa, u xolda bu sistema yechim larning fundamuntal sistemasi, yoki gisgacha,
fundamental sistema deyiladi.

Umumiy yechim xaqida teorema - Agar (4) yechim lar fundamental sistemani tashkil
etsa, u xodlda barcha yechim lar ushbu



p(x) =C(pm(x) +C2p (2)(x) +.... +Cnp (N)(x)
C, C.

©®)

formula bilan topiladi, bunda 1 ixtiyoriy o,,zgarmaslar.

Keyslar banki

y-ty-+4 =0
Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: X X
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

» keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni
keltiring (individual va kichik guruhlarda);

* to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1 Chizigli operator va uning xossalarini ayting?
2. Vektor funksiyalarning chizigli bog,,ligligi deb nimaga aytiladi va u ganday ko,,rinishda
bo,,ladi?
Fundamental matritsa deb ganday matritsaga aytiladi?
Vranskiy diterminanti ganday tuziladi.
5. Qanday matritsa fundamental matritsa bo,,ladi?

> w

Amaliy mashg’ulot-20

Y'"= 2Xy-—y '+4y2- 4y

1
] X2y =cxg(exInc2x), c2(x +¢ ) W Y(=x2+%x% - ¢ ; x& Incx =-1

2 X (2yy"ry9) =1- 2xyy' y 4(cy—- 1) =c—n c2x

3 X2(YY"-Y72)+xyy'=(2xy'- 3y)4x j. cy=x312 y =-2x31\ncx

4 x\y'2- 2yy")=4x3yy'+1 . 2cXy =(cX-c)2-1; xy==+1

5 YV'+Xyy"-xy2=x3 y Soxy =c2 X1+ X

TEST
Quyidagi tenglamalardan qaysi , | , 1. /.1 _.
biri Eyler tenglamasi x2y - XY A2y =g 0 1y 4y =0 X?Y XY Y E)xyn - 9y1+2(xy =0
hisoblanadi?
Y—va
[ -Jpx)dx ok

Y2=cMye *y" 4y DR +HYQX =" - m)+YAL =" YPXHYS, y p2Ax)+Y
funksiyalar gaysi

tenglamaning Ikkita chizigli

erkli yechimlari bo'ladi?

y "+9y =0 tenglamaning

M (n,-V) nugtadagi o‘tuvchi

va shu nugtada *y =Cos3x - 1 Sin3x y =Cos3x +% Sin3x y =Cos3x + Sin3x y = Cos3x - Sin3x
y +1=x- n to'g' 3

chizigka urinuvchi integral

egri cnzigni toping. .

y +16y =0 tenglamaning _ Y = ce- B y =cedx+ck-x Y =Ce- cosdx+c+
umumiy yechimini toping y =C cos4x +C2sin4x



y"+4y =0 tenglamaning ¥y =C C0S2X +C2siN2X y =creX +ce 2x Y —ee-4X y =C C0S2X +cx C
umumiy yechimini toping

Berilgan differensial y =bx4+4x2 —1=5x2+4 y =ax2+bx+c
tenglamaning xususiy 5 4 5%3 _ 2

yechimini aniglang: y :EX R +7X

y -y’=5x2+4

Berilgan tenglamaning tipini ~ * o'zgaruvchilari to'la differensial Bernulli Y ga nishatan
aniglang: ajraladigan chizigli

(x +3x2)—+xy =0

Xususiy yechimi — =xex "y - 2y+y =0 y'-2y'-3y =0  y.y=0 y +2y +y =0

bo‘lgan chizigli o'zgarmas

koeffitsientli differensial

tenglamani ko‘rsating.

Xususiy yechimi y =x2ex *y" +3y"+3y'+y =0 y"- ¥ =0 y' - Y=0 Y +3Y"'=0
bo'lgan chizigli  o‘zgarmas

koeffitsientli differensial

tenglamani ko‘rsating.

XUSLSly EChmn aATEs — »y (00 +b-+) ey =X(02 +x )6k =X(oxHb)ed Y =axzenx
toping

y - by +4y =4x2eX



MA'RUZA Ne 26
Mavzu: Chizigli bir jinsli bo‘Imagan sistemalar

Reja
1 Chizigli birjinsli bo‘lmagan sistemaning umumiy yechimi xaqidagi teorema.
2. O‘zgarmasni variatsialash usuli. Koshi formulasi.
3 Chizigli birjinsli bo‘lmagan sistemaning yechimini yugoridan baxolash.

Tayanch so’z va iboralar: o‘zgarmas koeffitsientli bir jinsli chizigli differensial
tenglamalar sistemasi, chizigli bir jinsli differensial tenglamalar sistemasini xarakteristik
tenglamasi, chizigli bir jinsli differensial tenglamalar sistemasini xarakteristik tenglamasini
ildizlari xaqiqiy va xar xil bo‘lgan holda sistemaning umumiyyechimi.

Ushbu

1)
—

sistema berilgan bo‘lsin. Bunda A(x) kvadrat matritsa va b(x) 0 ustun vektor | intervalda
aniglangan va uzluksiz. Chizigli L operator yordamida birinchi sistema
LIy ]=b(x) (1)
ko‘rinishda yoziladi.
1-TEOREMA. Agar /(x), xe | vektor funksiya unga mos bir jinsli bo‘lmagan (1)
tenglamaning biroryechimi bo‘lib, p(x), xe | vektorfunksiya unga mos birjinsli

o)

tenglamaning yechimi bofsa, u holda shu vektor funksiyalar yig‘indisi p(x) +/(x) bir jinsli
bo‘imagan tenglamaning yechimi bo‘ladi.

Isbot. Bevosita L[p(x) +/(x)]-ni hisoblaymiz. L[p(x)] w0, L[/Z(X)] wb(x) ekanligini
hisobga olsak, ushbu L[p(x)+/(x)] =L[p(x)] +L[/(x)] wO+b(x) wb(x) ayniyat teoremani
isbot etadi.

2-TEOREMA(umumiy yechim hagida). Chizigli bir jinsli bo‘lmagan sistemaning
umumiy yechimi uning biror xususiy yechimi bilan mos birjinsli sistema umumiy yechimining
yigindisidan iborat.

Isbot. Agar birjinsli (2) sistemaning fundamental matritsasini Z(x), birjinsli bo‘Imagan
sistemaning xususiy yechimini /(x) desak, teoremaning tasdig‘i bo‘yicha bir jinsli bo‘lmagan
sistemaning umumiy yechimi y(x) =Z(x)C +/(x) (C- ixtiyoriy o‘zgarmas ustun vektor)
ko‘rinishida yoziladi. Z(x)C +/ (x) vektor-funksiya (1) tenglamaning yechimi. Endi bu yechim
umumiy ekanini isbotlaymiz. y —y 0(x), x e I vektor-funksiya (1) tenglamaning 7 (x) dan farqgli
ixtiyoriy yechimi bo‘lsin. U holda yagona CO0- o‘zgarmas vektor uchun 1 intervalda
y0(x) —Z(x)C0+/(x) ayniyat o‘rinli ekanini ko‘rsatish mumkin. Hagigatdan, y0(x) funksiya
y0(x0) =y0, /(x) funksiya /(x0)=/ boshlang‘ich shartni qanoatlantirsin. Ushbu
yo=Z(x)C+/0 yoki

Zxo)c =Yo-/17, X(—o-/ n2¢o
i=1

vektor tenglamani ko‘ramiz. Bundan Z(x0) matritsaga teskari matritsa mavjudligi uchun (chunki
det Z(x0) —W(x0) ¢p0) yagona CO- ni topamiz:

Shunday qilib, y0(x) funksiya uchun
y 0(X) wZ(x)Z-4(x0)(y 0- 7 0)+/(x)



formulaga ega bo,,lamiz. Teorema isbot bo,,Idi.

2. O‘zgarmasni variatsiyalash usuli. Koshi formulasi. O,,zgarmasni variatsiyalash
usulini J.Lagranj nomi bilan ataladi. Uning mazmuni quyidagicha.
Ushbu

pm(x), P@(X),....p(MN(X)
funksiyalar 1 intervalda (2) tenglamaning fundamental sistemasi bo,lsin. (1) tenglamaning
yechimini quyidagi
Y=ai(x)pE(x)+ (x)p@Q(x) +.. +an(x)p ) (x) (3)
(a (x),xel,i=1.2,..,n- biror noma'lum skalyar funksiyalar) ko,rinishida izlaymiz. Bu (3)
funksiya uchun avvalo a (x), i =1,2,...,n funksiyalar I intervalda differensiallanuvchi bo,,lishi

zarur. Qolgan shartlarni (3) funksiya yechim bo,,lishi shartidan chigaramiz. Shuningt uchun (3)
funksiyani (1) tenglamaga go,,yamiz:

|r=( da(ij)r(xlp'"(x)+ Ii:( a (X)L p m(x)) =b(x)
Ammo L(p()(x)) =0 bo,lganidan quyidagiga egamiz:
p () (x) =b(x) (4)

= dX
Topilgan venktor tenglama skalyar funksiyalar dad-9<), ., d § Jn (uchun chizigli bir jinsli
X X

bo,,Imagan tenglamalardir. Uning determinanti vronskiandan iborat.
pm(x), p@(x),...,p(M)(x)- vektor- funksiyalar 1 da fundamental sistemani tashkil etgani
uchun bu vronskian noldan fargli. Demak, (4) vektor-tenglamadan

d %(x ,i=1,2,...,n funksiyalarning yagona ifodasini topamiz:
X

da 0 —sj(x),i =12, .. .n, xel.
dx
Bundan

a (x) =JSj(z)dz+C ,xel,i=12,...,n
X0
(C,C,...,C - ixtiyoriy o,,zgarmaslar) topilgan ifodalarni (3) ga qo,,yamiz:

Y=L, Cp(X)+Lp (,)(X);Jod,('DdT- ()

Topilgan ifodadan Q,C2,...,C - lar ixtiyoriy o,,zgarmas bo,lgani uchun L g,pO)(X) =p(x)
i=(

vektor-funksiya (2) tenglamaning umumiy yechimi bo,ladi. y(x) =L p 9(x)\$i(j)d.T vektor
=1 X0
funksiya esa birjinsli bo,,Imagan sistemaning xususiy yechimidir.
Shunday qilib, umumiy yechim hagidagi teoremaga asosan (5) formula (1)
tenglamaning umumiy yechimini ifodalaydi.
O,,zgarmasni variatsialash usulidan bir jinsli bo,,Imagan tenglama uchun Koshi masalasini
hal gilishda ham foydalanish mumkin. Hagigatdan, bizga ushbu

%IB: =AX)y +b(xl xel, y(x0)=y0 (6)

masala berilgan bo,lIsin. (2) tenglamaning x =x0 bo,lganda birlik matritsaga aylanuvchi
fundamental matritsasini  Z(x,x0) deylik. Demak, Z(x0,x0) =E. Bunday matritsa (2)



tenglamaning normal fundamental matritsasi deyiladi. Agar uzluksiz differensiallanuvchi
noma'lum c(x) vector-funksiya uchun c (x)=y0 tenglik bajarilsin desak, (6) masalaning
yechimini

y —Z(x,x0)c(x) (7)
ko‘rinishda izlash mumkin. Avvalo y(x0) =Z(x0,x0)c(x0) =Ey0=y0. Endi (7) vector-
funksiyadan hosila olib, (6) ga go‘yamiz:

—Z(X,X0)c(x) +z (x,x )—€(x) =A(X)Z(X,x )c(x) +b(x)
—% —%

Bundan,

—ZQ(XXO) WA (X)Z(x, x0)

ayniyatga ko‘ra quyidagiga ega bo‘lamiz:
Z(X, xO)-Cdg(< >=p(x).
Bu tenglamaning ikki tomonini chapdan Z_1(x, x0) matritsaga ko‘paytiramiz:
-Cé))((>:z 1(x, x0)b (x).

Endi x dan x gacha (xel,x el)integrallab topamiz:

c(x) =c(x)+]Z_Ut,x )b(r)dr. (8)
Topilgan ifodani (7) ga qo‘ysak, quyidagi formulaga kelamiz:
f X
Y(x) =Z(x,x0) YO+ ]Z 1(t,x )b(r)dr
Vv
yoKi
X

y(X) =Z(X,x )y0+]Z(x,x )Z_1t,x )b(r)dr. 9)

Bu (9) formula (6)masalaning yechimini beradi va Koshiformulasi deb ataladi.
Agar (9) formulada y 0 vektor ixtiyoriy bo‘lsa, bu formula chizigli tenglamaning umumiy
yechimini beradi.
Koshi formulasining yana sodda ko‘rinishda yozish mumkin. Buning uchun ushbu
Z(x,r) wZ(x,x )Z1(t,x ), xel,x el,re I, T<x (10)
ayniyatni isbot etamiz. Quyidagi
®M)(x) =z (x,r), ®)(x) =Z(X,X)Z Lt.X )
belgilashlarni kiritamiz. Ravshanki,
oDty =Zt,vy =E, 0 Q) = Z(t. X )Z (+.X)=E,
demak,
®O(r) —®@Q(T) . (11)

Shubhasiz, ®()(x) matritsa — =A(x)Z (*) tenglamaning yechimi, ®(2)(x) matritsa ham shu
*

tenglamaning yechimi bo‘ladi.
(10) ayniyatdan foydalanib (9) formulani
Y(x) =Z(x,x0)Y0+] Z(X,T)b(T)-T (12)

0

ko‘rinishda yozish mumkin.



Ba’zi tabiiy shartlar bajarilganda chizigli bir jinsli bo‘lmagan sistemaning yechimini
yuqoridan baholaymiz. (1) tenglamada A(x) matritsaning normasini bunday aniglaymiz.

IAOANEPAX), L\od—i% Wl frx<?

Lemma. Agar ushbu y =y (x) vector-funksiya g <x <2 oraliqda (1) tenglamaning

—x ) =Y0, g <x <q boshlangich shartni ganoatlantiradigan yechim bo‘sa, u holda
g <x <g2oraligda ushbu

X Ak
| < jb(rje 0 —>en (13)
%
tengsizlik o finli.
Misol. Ushbu chizigli birjinsli bo‘lImagan
[yl=-¥2-2
—2=_s+sinx, bix) =L
\Sin xJ

sistemaning umumiy yechimi topilsin.
Mos birjinsli sistemaning fundamental sistemasi topilgan edi
Ccosx™ sin x
YO —ginx 1Y@ Seosx 3

Endi bir jinsli bo‘lmagan sistemaning xususiy yechimini izlaymiz. Buning uchun
o‘zgarmasini variatsiyalash usulini go‘llaymiz, ya'ni yechimni (8) ko‘rinishda yozamiz. Unda

Yd)(x) —p (D(x), y((x) —p (A(x) bo'lib, _E_')EX) i =12 funksiyalar uchun (9) sistemadan

foydalanamiz.

cosx- € -sinx=€2=1
- —* —*
sinx° +cosx-  =sinx
—* —*
Yozilgan sistemaning determinanti 1ga teng. Shuning uchun
1 - sinx _
—€ =cosX +5in 2 x

dx Sin X cosXx

_co Cosx 1

_ . =sinXCcosx- SinX;
dx sinx sinXx

C (x) =J (cosx +sin2x)—x =J (cos x + C;JSZX)dX =
=sin x +-4x —Lsih B +(
2 4

1

c 2(x) =J (sin xcosx - sin X)—x% =1 ('Eﬁn 2X - sin x—

—10052x +cosx +C .
4 2

Endi berilgan sistemaning umumiy yechimini yozish mumkin:



(cosx) 1 (- sinx”
. +(— C0S2X +CosX) +
\Sin x Y 4 V cosxyY
sin X

+C—.
¢ \sIn X y+C2V COSXY

1 1,
y(Xx) =(sin x +?(—4 sin 2x)

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutgnHos M.C., HacputanHos T[.H. Opguii audpbchbepeHuman TeHrnamanap.
TOLLUKeHT, “ Y36ekncToH”, 1994,
2. [MoHTparnH J1.C. ObbIKHOBEHHVE AnddhepLmanbHble ypasHeHus. M.:Hayka, 1969.
3. CtenaHoB B.B. Kypc audhdpepeHumanbHbIx ypasHeHWn. M.: Tr13.®un3- mat. nuteparypa.1958
4. 9nbcronsy J1.E. AndchepeHumansHble ypaBHEHUST 1 BapuaumoHHoe ucuuneHre. M.. Hayka..
1965.
5 ®unnnnos A.®. CoopHMK 3aga4 No gudpdpepeHumanbHbIMypaBHeHuam. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari
1. Chizigli boglig va chizigli erkli funksiyalar.
2. Yechimning Lyapunov ma'nosida turg,,unligi.

Glossariy
Umumiy yechim xaqida teorema - Chizigli bir jinsli bo,,Imagan sistema ning umumiy
yechimi uning biror xususiy yechimi bilan mos bir jinsli sistema umumiy yechimining
yig,.indisidan iborat.
Norma fundamental matritsa - (2) tenglamaning xqx0 bo,,Iganda birlik matritsaga
aylanuvchi fundamental matritsasini z(x,x0) deylik. Demak, z(x,xOQE. Bunday matritsa (2)
tenglamaning normal fundamental matritsasi deyiladi.

Keyslar banki

Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: x y = 4xy +6y =x.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);
to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
Bir jinsli bo,,Imagan tenglamaning yechimi ganday ko, rinishda bo,,ladi?
Chizigli birjinsli bo,,Imagan sistemaning umumiy yechimi hagidagi teoremani ayting?
O,,zgarmaslarni variatsiyalash usulini mazmunini ayting?
Birjinsli bo,,Imagan sistemaning xususiy yechimi ganday ko,,rinishda bo,,ladi?
Koshi formulasi deb ganday masalaga aytiladi?
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Amaliy mashg’ulot-26
O‘zgaruvchi koeffitsentli chizigli tenglamalar
1 Bu paragrafning ko,,pgina masalalari chizigli differensial tenglamalar nazariyasining
umumiy usullari yordamida yechiladi yoki ikkinchi tartibli differensial tenglamalarning sifat
nazariyasi asosida yechiladi.
2. Agar n- tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglamaning ulxususiy yechimi ma'lum
bo,,Isa, tenglamani tenglamani chizigliligini saglab, tartibini pasaytirish mumkin. Buning uchun

tanglamada y =y z almashtirish bajarish kerak va z '=n deb tartibini pasaytirish kerak.



Birjinsli chizigli
a (X)Y"+a (x)y '+o (x) =0
teglamani tartibini pasaytirish uchun yuqoridagi usulni go‘llash mumkin, fagat uning biror ul
xususiy yechimi ma'lum bo'lishi kerak. Lekin, osoni Ostogradskiy Luivill formulasi:

Yy Y =ce JpXr< p(x)=0(x)
Y\ Y2 ao(x).

dan foydalanish yaxshi, bu yerda YI, ¥2- ikkita ixtiyoriy xususiy yechimlar.
Misol-1: (x' +1)y™ )xy'+2y =0 (1)
tenglamaning bita yechimi h~™. Ostogradskiy Luivill formulasiga asosan,

Yoo Y2 _ dhen

YIY'5- Y\Y2 =C(x2+1)

Y\ ¥y?2
ma'lum ekanligidan u2 uchun chizigli tenglama oldik. Soddarog, u quyidagicha yechiladi.
2 —2

Tenglamani ikkala tomonini Y1 ga bo‘lamiz va chap tomonda Y. ning hosilasini olamiz:

Yie—2-Y1Y2 c(x2+])
bZ1 Y1
Y1=X Jigidan topamiz:
—2 X-+"dx+C —Cfx- ] +C
Vi X V X

y =C(x?-1) +(x .

Jc

bu (1) tenglamaning umumiy yechimi.

2. Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamaning xususiy yechimini topish uchun
umumiy usul yo‘q. Ba'zan, oddiy tanlov asosida xususiy yechimni topish mumekin.
Misol: (1- 2x")y™2y"+4y =0 (2)

tanglamani algebraik ko‘pxad ko‘rinishdagi yechimi topilsin.

Avvalo ko‘phad darajasini topamiz, tenglamaga )y:xn+ ko‘phadni qo‘yamiz:

-2x A7 -1)xn Axnt.. =0 Eng katta daraja oldidagi koeffitsientni 0 ga

tenglaymiz; ~2%(7-1) +4=0, 5 -7-2=0

Bu yerdan ﬂl:2 (HZ_—l yaramaydi, s >8 bo‘lishi kerak). Demak ko‘phad 2-tartibli.

Xususiy yechimni y =x +ax+b ko‘rinishda izlaymiz. Uni tenglamaga qo‘yamiz:
(4a+4)x +2+2a+4b —0

Demak, 40+4—0,2 +20+4b—0. Bu yerdan a—1, b—0 vya'ni xususiy yechim

y =X - x ko‘rinishga ega.
3. Ba'zi misollarni yechishda quyidagi usuldan foydalanish mumkin.

C
- N - If())] —,L<t<pga c,a =const, a> 0
1)u +(@+f (t)) =0 tenglama * () tIM,0 ' : holda t
U (1) :const+0(—1 I, U (t)=sint+0
da vt ko‘rinishdagi chiziqli erkli 2 ta yechimga ega.

2) U= (- f (U9 tonglama t da quyidagicha yechimlarga ega:



U—y=— Ga- U2)=e ¢d-

L Y9y '=0 j y =c cos3x +c28in 3x +¢3
2. y(M-13y "+36y =0 Cy=cex+cea+r x+c™ X
3 yIV =8y "- 16y j Y = @\ + cXx)eX+ (c3+ o4x)e-2(
' T e i
4. YINV=16y ] Yy =ce +ce- +C3cos2x+C sm2x
5 ¥Y™-Qy'-(2y =0 i y=cex+ce x+c > X
6 Y -3y™3y-y=0 i y =cex+c2axex+cXex
TEST
Quyidagi tenglamalardan gaysi " , J /1
biri Eyler tenglamasi XY - OXY 2Ly =0y fy = xyexy/+ 1y =nxylr- 9y 7+2 (xy
| ¢ Oxy” +y/+y =0 X
hisoblanadi?
Y—va
M -Jp(X)dx dx
Y2 =cey(Je *y 1+y1m() +YQR) =0 £- YPR+yaqu="" PO i o)y
funksiyalar gaysi

tenglamaning ikkita chizigli
erkli yechimlari bo‘ladi?

y”’+9y =0 tenglamaning

M (n,-V) nugtadagi o‘tuvchi

va shu nuqtada *y =Cos3x - 13 Sin3x y =Cos3x + 13Sin3x y =Cos3x +Sin3x y =Cos3x - Sin3x
y +1=x-n togn

chizicha urinuvchi integral

egri chzigni toping. .
y +16y =0 tenglamaning _ Y =ce-16x y =cedx+ce-x Y =Ce- cosdx+c+
umumiy yechimini toping y =C cos4x+c sin4x
y"+4y =0 tenglamaning *Y =C C0S2X+C SiN2X y =g +c2e-X Y =ce-4x Yy =C COS2X +CXC )S2X
umumiy yechimini toping
Berilgan differensial y =5x4 +4x2 y—=5x2 +4 y =ax2+bx+c
tenglamaning Xususiy 5 - 5x 2
yechimini aniglang: y =—X ---x-- +7X

LA 12 3
y'"-y =5x2+4
Berilgan tenglamaning tipini * o'zgaruvchilari to'la differensial Bernulli Y ga nishatan
aniglang: ajraladigan chizigfi
(x+3x2)y"' +xy =0
Xususly yechimi y =xex Y -2y +y =0 y?-2y™-3y=0 y-y=0 y +2y +y =0

bo'lgan chizigli o'zgarmas

koeffitsientli differensial

tenglamani ko‘rsating.

Xususiy yechimi y =x2e~x *y"+3y”+3y'+y =0 y™ y' =0 Y'-y¥Y=0 Y'+3Y"=0
bo'lgan chizigli 0‘zgarmas

koeffitsientli differensial

tenglamani ko‘rsating.



Xususiy yechimni anigmas *\ = — = + =
koeffitsientlar usuli bilan y =(0x2 +bx-+o)e y =x(oxz +bx+c)edy =x(ox+bjeX y =oxxX

toping
y -5y +4y =4x2eX



MA'RUZA Ne27

Mavzu: O‘zgarmas koeffitsentli chiziqli diferensial tenglamalar sitemasi
Reja

Chizigli birjinsli o‘zgarmas koeffitsientli tenglama

Chizigli bo‘lmagan o‘zgarmas koeffitsientli tenglama

Xarakteristik tenglama

Misollar

BN

Tayanch so’z va iboralar: chizigli tenglama, normal sistema, chizigli sistema matritsa,
vektor-matritsa, birjinsli tenglama, trivalyechim, xarakteristik tenglama.

1.Agar normal (dinamik) sistemada f ,f ,...,f funksiyalar izlanayotgan funksiyalarga

nisbatan chiziqli bo‘lsa, u holda bunday tenglamalar sistemasi chizigli sistema deyiladi, ya'ni
normal sistemadan

Y = /1K, X, .. XN)
Y2 =/2(X(,x2"\7xn) A

yn =f n(x(,x2™.'xn)
bu ta’rifga ko‘ra chizigli sistema uchun ushbu ko‘rinishda bo'lishi kelib chigadi:

iy j:( +apy? +-alda +h1
YE—%(JZ:OZM+a22>/2+ o asiv +12
-_— X .. l (2)

ys ='3/;' =agy)tagyp+..agyq +byg

bu yerda barcha an koeffitsientlar va b (i,k —,),...,n) ozod hadlar, umuman aytganda, x ning
ixtiyoriy funksiyalaridir. Agar vektor-matritsa belgilaridan foydalansak, (2) chizigli sistemani
oddiy va qgisgacha yozish mumkin. Komponentalari y (x),y2(x),...,yn(x) bo‘lgan y(x) vektorni

kiritamiz va uni ustun matritsa shaklida, ya'ni a ta satrli va 1 ta ustunli matritsa shaklida
yozamiz:

Wa(x)J
Bunday vektorning hosilasi elementlari dastlabki vektor elementlarining hosilalaridaan
iborat bo‘lgan yangi ustun matritsadan iborat deb aytishimiz tabiiydir:

-Y(X)
dx

vYHj
U holda komponentlari (2) sistemani ozod hadlaridan iborat vektorni b(x) orgali, sistema

koeffitsientlari matritsasini esa A(x) orqali belgilasak:



fag e .. ain "

a2ia2-. ah
A(x) =

dad - amy
U holda (2) sistemani vektorlar gatnashgan
d
Y0 = AG0y (0 +b(9 3
ko, rinishda yozish mumkin. Bu tenglik differensial tenglamalar chizigli sistemasining vektor-
matritsa shaklidagiyozuvi deyiladi:
Agar (1) da A(x) =const bo,,Isa, u holda bu tenglamani (0,,zgarmas koeffitsientli chizigli

differensial tenglama)

d{j(xx) = Ay(x) +b(¥) @

tenglamani chizigli birjinsli bo1magan o zgarmas koeffitsentli tenglamalar sistemasi deyiladi.
Agar (4) da b(x) =0 bo,lsa, u holda

dy (x)
ax —AYK) (5)
chizigli birjinsli o zgarmas koeffitsentli tenglamalar sistemasi deyiladi.
Biz quyida (4) ko, rinishida vektor-matritsali tenglamalarni integrallash (yechish) bilan
shug,,ullanamiz. Avval (5)-chi birjinsli tenglamalar sistemasini yechimini

y =aek (6)
ko, rinishida izlaymiz, bunda
an
a
a =
\any

biror haqiqiy yoki kompleks son. (6) koordinatalar ko,,rinishida

y( a ,y2 a2 ,.,yn are (67)
bo,,ladi.
Bu funksiyalardan hosila olib (5) ga qo,,yamiz:

8?5 —akekx, ake =ekAa
dx
yoki ak =Aa .Bundan
(A- kE)a =0 (7)

bo,ladi, E - birlik matritsa. (7) vektor-matritsa tenglama koordinatalar ko, rinishida quyidagicha
bo,,ladi:

(aii - K)a—+a-Za2+..+a(an=0
adiai+(a2- k)a2+..+a2an=0 (7)
anai+ara2+..+(am- k)an=0
(5) bir jinsli tenglamaning y =0 trival yechimi bor ekani ravshan. Shuning uchun bu
tenglamaning trivial (y ¢0) bo,lmagan yechimini izlaymiz, ya'ni (6) da 0,¢ 0 (yoki
a2 +a\ +...+a2 ¢0) bo,,lsin.
Shunday qilib, (7) yoki (7’) axaz2,...,an larga nibatan chizigli bir jinsli algebraik



tenglamalar sistemasidan iborat. Bu sistema trivial bo‘Imagan (« ¢ 0) yechimlarga ega bo‘lishi
uchun bu sistemaning determinanti 0 ga teng bo‘lish zarur va yetarlidir (bu chizigli algebra
fanidan bir jinsli tenglamalar sistemasi yechimi to‘g‘risidagi teoremaga ko‘ra). Bu shart
quyidagidan iborat:

A-KE—o. (8)
A - KE - bu, A- KE matritsaning determinanti yoki koordinatalar ko‘rinishida
all- k a2 . An
a2l 2 k ..O]n:O (8")
agf Agp .. Ag- K

xarakteristik tenglama.

Bu k-ga nisbatan s -chi tartibli algebraik tenglama bo‘lib, uni (5) tenglamaga mos
xarakteristik tenglama deyiladi. (8’) tenglama algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra s ta ildizga
ega. Biz oi} elementlar hagigiy bo‘lgan holni ko‘ramiz. Bunda ildizlar ichida komplekslari

bo‘lsa, ularga qo‘shma bo‘lgan kompleks sonlar ham ildiz bo‘ladi. Har bir ildizga mos (6)((6"))
yechimni topish lozim. (8’) tenglama o‘zaro fargli ildizlari a ta bo‘lishi ham mumkin. Shu
hollarni alohida ko‘ramiz.

1) Xarakteristik tenglamaning ildizlari haqigiy va har xil.

Bu holda har bir k =kj,j =1 ni (7) tenglamaga qo‘yib mos a (1) vektorni topamiz. Shu

bilan s ta
il = e =15,
yechimni topamiz. Bu yechimlar chizigli erkli, chunki
D (a(DekX) +D (a(2ekxX) +... +Dn(a(nNekx) =0 *)
ayniyat fagat 1 —D2—..—bn—0, bo‘lgandagina o‘rinli bo‘ladi. Demak, topilgan vektorlar

yechimlarning fundamental sistemasini tashkil etadi. Shuning uchun umumiy yechimni yozish
mumkin bo‘ladi, ya'ni

y=c (a(V X +c (a(V X+..+c (a(ekx)
Izoh: (*) ayniyatni birinchi tenglamasini olamiz.

a (X a ()>eX..., a (NekX k. dky, i pj funksiyalar a <x <b da chizigli erkli, ya'ni

D (a(Qeky +D (a(2ekX +... +Dn(a (NeKx) w0
ayniyat fagat 4 —1 —.—f1 —0 bo‘lgandagina bajariladi. Avval O =0 ligini ko‘rsataylik.
Buning uchun ayniyatning ikkala tomonini a (DekXga bo‘lamiz va hosila olamiz:

O (™ -k)a@e@Kx+...+0 {kn- k)a (Ne rkDx) w0

Bu ayniyatning har ikkala tomoninng a (2e(kx ga bo‘lib, yana hosila olamiz. Bu protsessni
(n-1) marta takrorlab

Dn(kn - k1)(kn - k,)...(kn - k,, 1)a<ne<da ka()x) w0
ayniyatni hosil gilamiz. Bundan Dn=0 kelib chigadi. Dn=0 ni boshlang‘ich ayniyatga go‘yib,
yana yuqoridagi jarayonni takrorlasak, DBj =0 ni topamiz. Shu usulni ketma-ket qo‘llab,

Dn2 —D,, 3—.. —D —D —9 larni hosil gilamiz.
1-Misol. Ushbu



sistemani integrallang.

"2 1-k 2
Yechish. Bu holda A = ) bo, lib, xarakteristik tenglama =0 yoki
\2 (Y 2 1-k
((-k)2-4 =0 ko, rinishga ega. Tenglamani yechib k = ---k2 =3 ildizlarni topamiz. lldizlar

hagiqiy va har xil. Avval k =-m ga mos yechimni ko,,ramiz:

y@=a@ex=2" e-
\A 8 Y

Bunda a (1 va a (1 larni topish uchun
@-(-1))alp+2a@ =0
12a@) +@- (-())a(0 =0

sistemaga ega bo,,lamiz. Uni soddaroq

12a) +2a( =0

a(D)+2af =0
yoki a(1 +a2)=0 ko,rinishida yozish mumkin. Bundan a() =( desak, a(1 =-( bo,,ladi.
Shunday gilib, Y@ ={ 7

(Y
Agar k =3 bo,,lsa, quyidagiga ega bo,,lamiz:

yO =a@ex=a = &

vafdy
va
(1-3)a(g3+2a(3=0
12a(@ +(1- 3)awz =0
yoki

- 2a(2 +2a () =0
2a(2 - 2a(2 =0

sistemadan a () =a{d =( deb tanlansa bo,,ladi. Demak,

yg=m "

Shunday qilib, bo,,rilgan sistemaning umumiy yechimi

:CL l)e-x+C (1)e3x
V- (Y LY
ko, rinishda yoki koordinatalar bo,,yicha

W =c-e-x+C2%>

[y2=-Cex+C2X

ko, rinishida yozish mumkin.

2). Xarakteristik tenglamaning ildizlari haqigiy va ularning ichida Kkarrali ildizlar ham
bor.

Karrali bo,,lmagan oddiy ildizlarga mos yechimlarni avvalgi holdagi kabi topiladi. Endi
k =k ildiz y karrali bo,,Isin deylik. Bu holda mos yechim

y{) = (a0 +a9x +... +ay -x -1)ekx
ko, rinishda izlanadi, bu yerda



a'g) j=°v-1.

Vi
Karraliga doir misol ko‘raylik.
2-Misol. Ushbu
\y[ =3Y1- 4Y2
[y2 =y"- y2
sistemani integrallang.
3- 4 3-k -4
Yechish. Bu holda A :( l bo‘lib, xarakteristik tenglama =
V-1 1 -1-k

yoki- (1+Kk)(3 +k)+4 =0 ko‘rinishga ega.
Bundan k2- 2k+1—0" (k-1)2—0 bu tenglamaning ildizlari o‘zaro teng va k12 =1
Demak, k =1 ildiz haqiqiy va ikki karrali. Mos yechimni
'1 = (0" + b"x)ex

Y2 = (02 + b2X)eX
ko‘rinishda izlaymiz. Bundan,
yj—by +(a +bx)ex—a +b +bx)ex
Y2 —b2ex +(a2 +b2X)eX —{a2 +b2 +b2X)eX
Endi bu ifodalarni berilgan sistemaga gqo‘ysak
[(O +b +bx)e%=3(a +bx)ex- 4(0 +hb2x)ex/:ex
1(a2+b +bx)ex=(a +bx)ex- (a +h2x)ex/:ex
Bu yerdan:
O +b +bx =3a - 40 + (3b - 4b )x
a +b2+b2x=a -a +(b - b )x
mos koeffitsientlarni tagqoslab topamiz:
X°:a+b =3a-40; a +b =a - 02 b -3b =-4b +3b
x1l:b —3b4b; b —b-b;

Oxirgi ikkita tenglamada b =2b kelib chigadi. Shuning uchun b2=C ni ixtiyoriy
o‘zgarmas deb olsak, b =2C2, b =C bo'‘ladi. Birinchi ikki tenglamadan a =  +b Kkelib
chigadi. Bunda a ixtiyoriy bo‘lib qoladi. Agar a2=C desak, a =2Q +C2 ga ega bo‘lamiz.
Shunday qilib, yechimni

y =(2( +C +2Cx)ex
Y2 =(C +C2x)ex
ko‘rinishda yozish mumkin.

3). Xarakteristik teng ildizlari ichida oddiy va karrali kompleks ildizlar ham bor.
Masalan, k —a=ib ildizlar oddiy ildiz bo‘lsin. Bu holda mos yechimlar

y (@ —a (eaxcosbx, y(d —a (Qeoxsin bx



ko‘rinishida izlanadi.
Agar k—a =ib son y karrali kompleks ildiz bo‘lsa, yechim

y(@ =@M +tx +... +a”jx ¥1)eaxcos bx

y(@ =(a@ +a"2x +... +aY2"xY Deasin bx
ko‘rinishda izlanadi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutgnHos M.C., HacputauHos T[.H. Opgnii andpdpepeHuman TeHrnamanap.
TOLKeHT, “ Y36eknctaH”, 1994,
2. MoHTparnH J1.C. ObbIKHOBEHHVE AndidepumanbHble ypaBHeHNs. M.:Hayka, 1969.
3. CtenaHoB B.B. Kypc anchdpepeHumanbHbIX ypasHeHWA. M.: Tn3.®u3- mat. nnTtepatypa.1958
4. 9nbcronsy J1.E. AndchepeHupnanbHble ypaBHEHUST U BapuaumoHHoe ucuuieHre. M.. Hayka..
1965.
5 ®unnmunnos A.®. CéopHMK 3agay no gudpdepeHynanbHbiMypaBHeHmsm. M. Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari
1. Vronskiy determinanti va uning xossalari.
2. Chizigli tenglamalar sistemasi muvozanat holatining turlari.

Glossariy
Chizigli sistema - Agar normal (dinamik) sistemada f1f2 .....fmfunksiyalar izlanayotgan
funksiyalarga nisbatan chizigli bo‘lsa, u holda bunday tenglamalar sistemasi chizigli sistema
deyiladi
Chizigli birjinsli o‘zgarmas koeffitsentli tenglama - Agar (4) da b( )(xjgO() bo‘lsa, u
dy

holda dx qAy( ) chizigli birjinsli o‘zgarmas koeffitsentli tenglama deyiladi.

Keyslar banki
Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching:

(1+x)2y "- 3(1+x)y '+4y =(1+x)3.

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
» keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);
» to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1 Qanday tenglamalar sistemasi chizigli sistema deyiladi?
2. Chiziqgli birjinsli bo‘lmagan o‘zgarmas koeffitsientli tenglama deb ganday tenglamaga
aytiladi?
Chizigli birjinsli o‘zgarmas koeffitsientli tenglama deb ganday tenglamaga aytiladi?
4. Harakteristik tenglama ganday ganday ko‘rinishda bo‘ladi?

w



5. O,,zgarmas koeffitsientli chizigli differensial tenglamaning yechimi ganday ko,,rinishda

bo,,ladi?
Amaliy mashg’ulot-27
N yN+2y Tty =0 i. Y =c(+c2x +c3e~x+cixe-x
2. N =/ -) J;y =cie +c2 +cX +c-x  +..+cnix +cn
3 yNV+y =0

XX X
c cos—{: +c25'm’\X/: ‘|+e E

J:
64ymi +48yV +12yV+y "=0

. Y=c +cX+cXz)co0s+(c4+ X +cx2)sin +cx +C

4 YN+TN a+2nyty 2+.+\Y+Y=0 Ji Y =ex(c +c2x+c x2+... +xy'1--
5. Y1=-Y; ¥(0)=2; ¥(0)=0; y\0)=-( j:y =(+cosx.
6. yv=Y y(0)=o0; y\0)=V y"(0)=0 Joy"™0) =1 yIM0)=2
7. y"-5Y+4y =0; y(0)=5; ¥(0)=8 o y =4ex+eX
TEST
Xususiy yechimi y =xex *Y - 2y+y =0 T 0 Y-Y=0 y +2y +y =0

bo‘lgan chizigli o'zgarmas

koeffitsientli differensial

tenglamani ko‘rsating.

Xususly yechimi y =x2ex *y ™ +3y"+3y"+y =0 y”-y =0 y'-Y=0 Y*+3y '=0
bo'lgan chizigli 0‘zgarmas

koeffitsientli differensial

tenglamani ko‘rsating.

Xususiy yechimni anigmas *y = — = +b)eXx =
koeffitsientlar usuli bilan y =(@x2+bx-+c)eX y =x(ax2+bx-+c)edy =x(ax+bje y maxEX
toping

y -5y +4y =4xEeX
X =e,y =- et funksiya
quyidagi tenglamalar
sistemalaridan gaysi birining y =3x+4y Y =3y- 2x y =y - 4x y =3x+y
yechimi bo'ladi?

X =2X+Yy X=X+y X=x-y X=x- 3y

x2
fy=x *y = c2e0X , Y = c2edX, Y =c(c2e , Y = c2eX2,
Z :—)Z( ;= 1 _____ o (ixz 7 = 1 e _ox 77 -- 1 Q-Cl)( T— 1 E,cixZ
nochiziqli sisteraning 26 (62 2¢c(c2 2¢(c2 2cic2

umumiy yechimini ko‘rsating.

i[\x:3;+2x tenglamalar  *y — cot 4+ coe5 X =C€- +c2e5 X =CX' +C2e5 x=cet+2c2%’
y =3x+4y _ ‘=

sistemasini yechimini y =-chel+3c2eq Y~ C8 ~*+3c2 by =cel +3c2e’ty =-clet +3c%eq
ko'rsating.

ifx -y tenglamalar *Ata 3ta 2ta 1ta

ly =x



sistemasining nechta chizigli
bog'ligsiz yechimlari bor?

*

A matritsaning AA A A E . E E AOAL A2
e Phomsatiichli funksiyani o' sE+AA2 A3, AEHTATT A ";&:E"T_z! 3

e A ko‘rsatkichli funksiya
uchun *AB =BA AB bBA AB

=E A=B+E
eAtb =eA*eB=¢eBecA
tenglik gaysi shartda o'rinli?
K =AX matritsali
_E -
tenglamaning *X (t) =etA - X () —AeET X (t) =e-A
X (0) =E shartni

ganaatlantruvchi yechimini
toping.

-+






MA'RUZA Neo28
Mavzu: Chizigli bir jinsli bo‘Imagan o‘zgarmas koeffitsentli tenglamalar sistemasi
Reja:
1 Chizigli birjinsli bo‘lmagan sistema
Chizigli birjinsli bo‘lmagan o‘zgarmas koeffitsientli sistemani yechish usuli
3. Misollar

no

Tayanch so’z va iboralar: chizigli birjinsli differensial tenglamalar sistemasi, chizigli
birjinsli differensial tenglamalar sistemasi umumiyyechimi haqgidagi teorema, chiziqgli birjinsli
bo 1magan o zgarmas koeffitsientli sistemani yechish usuli.

Avvalo eslatamizki, biz

i TAYFb(X) (1)
ko‘rinishidagi vektor-matritsali tenglamaga yoki

A =apg +aly2+. +aldk+h1

dx
-2
=a2M +a2Y2 +... +a2iya +h2
—% (2)
33 =adAM +arY2+... +asya +bn

tenglamalar sistemasiga egamiz va uning umumiy yechimini mos bir jinsli tenglama umumiy
yechimi bo‘yicha o‘zgarmasni variatsialash usuli (Lagranj usuli) yordamida topishimiz mumkin.

Ba'zi hollarda b(x) vektor-funksiya maxsus ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu maxsus
ko‘rinishdagi funksiya kvazi ko‘phaddan iborat bo‘lib, bunday funksiya gmx)ekk ko‘rinishga
egava

gn(x) =

\on (x)J
(gi (x) - mi chi tartibli ko‘phad (m—max{m ,mz2,...,mn})) m-chi tartibli ko‘phad k -hagiqiy yoki
kompleks son bo‘ladi.
Agar k-kompleks son bo‘lsa, elxk—eKHIRx —e KV Kk —eKk(cosk2x +isin k2x) formulaga
ko‘ra  vektor-matritsali  tenglamaning o‘ng tomoni o‘rnida gm(x)e kcoskx  va

g (x)ekixsin k x vektor-funksiyalar olinadi. (Bu xuddi anigmas koeffitsientlar usuli bilan bir
xil).
) 1.Agar k son xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lmasa, unga mos xususiy yechim
hm(x)ekk
ko‘rinishda izlanadi, bunda hm(x) -koeffitsientlari noma'lum bo‘lgan, tartibi esa g mXx) vektor-
ko‘phadning tartibi bilan bir xil bo‘lgan m-chi darajali vektor-ko*phaddir.
2.Agar k-son xarakteristik tenglamaning y ™ 1- karrali ildizi bo‘lsa, u holda unga mos
xususiy yechim
by (x) ek
ko‘rinishda izlanadi.
1-misol. Ushbu



ly—=Y1+2y2+e

ly =yi+y2+e3
sistemani integrallang.
Yechish. Avval xarakteristik tenglamani tuzamiz va yechamiz. U tenglama

1-k 2
5 k:O yoki ((-k)2-4 =0 ko,rinishga ega. Bundan k:- 2k-3 =0.Uning ildizlari
l_

k =3, k2=-1. Berilgan sistemada b(x) =ex, b2(x) =e x bo,lib, bunda k =3 xarakteristik
tenglamaning 1 Kkarrali ildizidir. Buni hisobga olgan holda xususiy yechimni

y =b,ex+ (b2+b3x)e*

y2=aex+(a2+a3x)exX
ko,,rnishda izlaymiz. Tegishli hosilalar olib, ularni berilgan sistemaga go,yamiz va so,,ngra
o‘zgartirishlar bajaramiz:

yU OjgbjexQ(b3Q3 b2Q3 bax)e3x

yU 2q«iexQ(av,3a2Q3a,<x)e3x
IbXd x + (b3 +3b2 +3b3x)IX =b jx + (b2 +b3x)IX +2aJx +2(a2 +b3x)IX +1x
ajx+(a3+3a2+3ax)IX =2bJIx+2(b2 +b3x)IX+a jx+ (a2 +a3x)IX+1X
[ x + (b3 +3b2 +3b3X)IX =(b +2a +1)Ix+(b2+2a2+ (b3 +2a3)x)IX
[ad +(a3+3a2+3a3x)l =(2b +a )l +(2b2+a2+1+(2b3+a3)x)l
[bx=b +2a +1,b3+3b2+3b3x =b2 +b3x +2a2 +2a3x
[a =2b +a ,a3+3a2+3a3x =2b2+2b3x +a2+a3x +1
Qa +1=0,b3+3b2=b2+2a2,3b3 =b3+2a3
[2b =0,a +3a2=2bh2+a2+1,3a =2b3+a3

a1:-2—;b =0
<b +2b =2a
2b =2a

2b =a +2a -1

a =b3=—,a2=—,b2=0
oxirgi tenglamalarda 2 4 kelib chigadi.
Shunday qilib, berilgan sistemaning xususiy

y =(e<l3>gy2: f Ix+(1_i1 x) 13X
yechimi 2 2 4 2 ko, rinishga ega bo,,ladi.
Mos birjinsli sistemaning umumiy yechimni ham topish giyin emas (oldingi mavzuda bor).
Ushbu

fy_=c—eBX+Cze X

| Y2 =cie3X - c2e~X
vektor-funksiya tegishli umumiy yechim ekanligini bevosita tekshirib ko,,rish mumkin. Shunday
qgilib berilgan bir jinsli bo,,Imagan sistemaning umumiy yechimi



y =oe3X+c2e X+ 1 xe3X

y. =ce3X-cy X-leX+(" +X)e3X
2 2 2 2 4 2

vektor-funksiyadan iborat.
0‘zgarmas variatsiyalash usuli. Agar

—dy;( —A(x)y +b(x) 3)

tenglamaga mos bir jinsli

- =AX)Y
dx (4)

tenglamaning umumiy yechimi ma'lum bo‘lsa, u holda bir jinsli bo‘lmagan tenglamanineg
umumiy yechimini topish mumkin. Bu o‘zgarmasni variatsiyalash usulining mohiyati bilan
amalga oshiriladi. quyida shu usulning mohiyati bilan tanishamiz.

A

.y =X cMJ)(x) : : : - :
Aytaylik, El funksiya (4) tenglamaning umumiy yechimi bo‘lsin. bu formulada

si,s2,...,.sn lar ixtiyoriy o‘zgarmaslari ekani ma'lum. Endi (3) tenglamaning yechimini shunga

o‘xshash
|
y—*%gi...50ai®e 1> o

A
Ko‘rinishda izlaymiz. (5)funksiya (3) tenglamaning yechimi bo‘lsin deylik. u holda quyidagiga

ega bo‘lamiz:
y —%ai 00pd QX1 K, co ()
Topilgan ifodani (3) ga qo‘yamiz:

j>:<1g '(x)vj(x)+j>i(191u )dﬂx @(@)—A()ﬁlgj BIPHIFH

— (PO X)) =AX)p()(X)

Bundan dx ekanini hisobga olib quyldaglga ega bo‘lamiz:

Xg (4209 +X91®E”(x>m ®]—X91(X)[A((X)] i

yoki
X 9 (x>pu) () —b(x)
H

Topilgan (6) sistema uchun b(x) DObo‘lganidan n 6 A/ Marga nisbatan chizigli birjinsli
bo‘Imagan sistemadan iborat. Uning determinanti:
Wgf 'n, * ™ 0 x I Demak, (6) dan * ~laming yagona ifodalarini
topamiz:  (X) =¥ Xx)
Bundan gj (%> j h (x)dx +C . Bu ifodani (5) ga qo‘yamiz:
A A

Y =X GP j>x) +X p°'>x) —f hj(x)dx
I+ i+ (7)

bu yerda Cj lar ixtiyoriy o‘zgarmaslar.



O,,zgarmasni variatsiyalash usulining mohiyati ana shundan iborat. Topilgan (7) formulaga
digqat bilan e'tibor gilsak, bu formula mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
n

o J=I " ar bilan bir jinsli bo,,Imagan tenglamaning yechimi (xususiy yechim)
1

no _ Y—=Y2+m

~Np ()(¥) =J hj (x)dx )

= lar yig,,indisidan iborat. 2-misol. Ushbu Y2 =-Y—

sistemani integrallang. Xarakteristik tenglama ildizlari kig=—+k =im
fcosx +isinx cosx  sinx

ad= N a@ex= ex= (cosx+isinx) =
Yy Yo YoY% Vsin X+1c0sXY  Vsin XY \Me0s XY g i
yechimlari.
yechish: mos birjinsli tenglamaning umumiy yechimini topamiz:
Y1=Y2
V=-yY—
y =C CcOSX+C Sinx

~ COosx e sin X
Y2=Y==-Cly ginyy ~ \eosXY
yoki umumiy yechimni
sinX

: +C
VsinXY \E0sXY g rinishda yozish mumkin.
Sistemani 0,,zgarmasni variatsiyalash usuli bilan integrallaymiz. yechimni

Y =ci

sinx
Y=gi()y, anyo 9200
V- sinxy VEOSXY  |ar ko, rinishda izlaymiz. . va 92(X) larni topish uchun
g1(x)
<g\,(x)cosx +g\MXx)sinx =m L
COSX
ushby ~ 9(()sin x +gmixjcosx =0 sistemaga egamiz. Undan Wql 9i(X) qtgx va
92(x)
g (X) =X+ci,g2(x) =- In|"sx\ +c2 kelib chigadi. Shunday qgilib umumiy yechimni yozamiz:
—/é‘nifb(ﬂ {(;osX sinx
Y =ci +c2 - InJcosx
V£ sin XY \pOSXy V sinxy \EosXy
Anigmas koeffitsientlar usuli
Y =Y y( =- Y2cosx

1) [Y2 =Y—+eX 2) Y2 =-¥i+sinx
O,,zgarmasni variatsiyalash usuli

YI=Y2+1
< . I =¥Y2 +cosX

|
1) YZ:y+§nX 2) |y2 :-y1+]_

Foydalanish uchun adabiyotlar



1 CanoxutgnHos M.C., HacputauHos [.H. Opgnii andpdpepeHuman TeHrnamanap.
TOLKeHT, “ Y36ekuctaH”, 1994,

2. MoHTparnH J1.C. ObbIKHOBEHHVE AndidepumnanbHble ypaBHeHNs. M.:Hayka, 1969.

3. CtenaHos B.B. Kypc auddhepeHumanbHbIxX ypaBHeHWn. M.: Tr3.®uns3- mat. nuteparypa.1958
4. 9nbcronsy J1.E. AndchepeHumanbHble ypaBHEHUST U BapuauyoHHoe ucuuieHre. M. Hayka..
1965.

5 ®dunnmunnos A.®. CéopHMK 3agay no guddepeHynanbHbiMypaBHeHmsmM. M. Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari
1. Yechimning fundamental sistemasi. Ostrogradskiy -Liuvill formulasi
2. Bir jinsli bo‘Imagan n- tartibli chizikli differensial tenglamalar va ularning umumiy va
xususiy yechimlarini topish. yechimning xossalari.

Glossariy
Normal chizigli sistema - Agar normal (dinamik) sistemada f1f2 ....fm funksiyalar
izlanayotgan funksiyalarga nisbatan chizigli bo‘lsa, u holda bunday tenglamalar sistemasi
chizigli sistema deyiladi.
Chizigli differensianal tenglamalar - Agar birinchi tartibli differensianal tenglamani

-y =P0ey +Q(¢ N _ _
-X (1) ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa.

Keyslar banki

Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: X% "-6y =Dinx

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
» keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);
» to'plangan ma’'lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
Logranj metodini izohlang?
2. Agar k son harakteristik tenglamaning ildizi bo‘lmasa, unga mos xususiy yechim ganday
ko‘rinishda izlanadi?
Bir jinsli sistemaning umumiy yechimi ganday ko‘rinishda bo‘ladi?
4. Chizigli birjinsli bo‘lmagan sistemaning determinanti ganday ko‘rinishda bo‘ladi?

=

w

Amaliy mashg’ulot-28

1 Y3y +2y —0; y(0) L y'(0)—1 Y=ex

oy "4y —0; y(0) —0; y'(0) =2 y =sin 2x
3 Y'+2y'—0; y(0) L y'(0)—9 y—

L y" :g - Y(0)=a; y'(0)=0 y =ach>gl
5y +3Y —0,y(0) —0; y(3) —0 Yy =0

6. Y'tny =0, y(0)=0; y(1)=0 y —esin nx

TEST



Xususiy yechimi y = xex *y -2y+y=0
bo'lgan chizigli o'zgarmas

koeffitsientli differensial

tenglamani ko‘rsating.

y'-2y -3y =0

Xususiy yechimi y =Xe~x *y"'+3y"+3y'+y =0 y”- ¥y =0

bo‘lgan chizigli o‘zgarmas
koeffitsientli differensial
tenglamani ko‘rsating.

Y-y=0

y +2y +y =0

y"+3y '=0

Xususiy yechimni anigmas *y =(ax2 +bx+c)ex y =x(ax2 +bx+c)edy =x(ax+b)eX y =ax2ex

koeffitsientlar usuli bilan
toping
y - by +4y =4x2eX

X =e ,y =- et funksiya

I fX=2X+Yy X=xX+y X=x-y X=x- 3y
quyidagi tenglamalar
sistemalaridan qaysi birining y =3x +4y Y =3y - 2x y =y - 4x y =3x+y
yechimi bo‘ladi?
fy =x 2 y > X
Ty = - = cz2ec , =c(c2e = c2eX2,
| 7 *y_czeQ)(, Y c(c2e Y c2e
7z =X 1 (X2 z = g7l peX 2= 1 ecxe
7 Z = - e _
nochizigli sistemaning 2clc2 zeiez 2c(c2 2c(c2
umumiy yechimini ko'rsating.
ifX=y * X tenglamalar  *x = c et+c est X=ce +ce” X =oe' +c2” x=cet+2c2ed
Ly =3x +4y =-cCce +3c2 by = | dy =-cet+3c2ed
sistemasini yechimini y =-c et+3cest ¥~ y =cel +3c2e~y =
ko‘rsating.
ifx -y tenglamalar
ly =x *4ta 3ta 2ta 1ta
sistemasining nechta chizigli
bog'ligsiz yechimlari bor? .
A matritsaning
~. A~ N3 A_, . EEE 2 AL A2, .
eAko‘rsatkichIi funksiyani A=p+D A2 A8 ,eA_E Tyt _A+1! 3 —E---l-!+—2!+- i
ko'rsating. ro2 3
A .
e ko‘rsatkichli funksiya
uehun *AB =BA AB ¢ BA AB =E A=B+E
eAB=eAmB=eBmA
tenglik qaysi shartda o‘rinli?
(1;[( = A&V matritsali
tenglamaning *X (1) =etA X (t) =teA X (t) = AeET X (t) =e-A
X (0) =E shartni

ganoatlantruvchi yechimini
toping.



MA'RUZA 29
Mavzu: Chizigli differensial tenglamalarning normal sistemasi uchun chegaraviy
masalalar.

Reja:
1 Masalaning go‘yilishi
2. Birjinsli chegaraviy masala.

Tayanch so’z va iboralar: chizigli differensial tenglamalarning normal sistemasi uchun
chegaraviy masalalar, birjinsli chegaraviy masala.

Chizigli normal sistemalar uchun xam n-tartibli chizigli differensial tenglamalar uchun
go‘yilgan chegaraviy masalalarni ko‘rish mumkin.

Ushbu
-y1
dX = f 1(x ,Y ,..¥Ya X
<
-Y4a
dX = f n (X Yy , .--Ya >

normal sistema berilgan bo‘lib, f1...fnfunksiyalar (nQ1) o‘lchovli fazoning biror DnQL soxasida
aniglangan va uzluksiz bo‘lsin. DnQLsoxadan ikki nugta olamiz.

(x0,y1(x0),...,yn(x0))€DnQ1 (x1y X1, ,Y,, (X €D
Chegaraviy masalani go‘yilishi: agar (1) normal sistema uchun

gi(xo,y1(x0),...,yn(x0)); y(x1),.,yn(x1qo; iql,.n (2)

munosabatlar berilgan bo‘lib, sistemaning (2) shartni ganoatlantiradigan yechimini izlash talab
etilsa, u xolda normal sitema uchun chegaraviy masala qo‘yilgan deyiladi.
Agar giqyi(x0-y1 igl,n bo'lsa, (2) cheraviy shart koshi masalasining shartiga aylanadi.
2.Endi (2) munosabatlarda gi funksiyalar quyidagi ko‘rinihda bo‘lsin.

Si(Y> = {= (a(),y (x0>>+ (a2(),yY (x1>>- Al= s"(¥y>- Al

gn (¥Y> = faf"l,y (x0>>+ (a2(a),y (x(>>- A = si(y>- An (3)

Hunjja alG == (Plﬂ >,a10 2---""3@‘ :1’2;5 =1 0’zgarmas vektorlar, A An- oczgarmas soniar
(a,u) gavslar skalyar ko‘paytmani bildiradi. Agar Al=.=An=0 bo‘lsa, masala birjinsli

chegaraviy masala deyiladi.

Aks xolda biz birjinsli bo‘Imagan chegaraviy masalaga egamiz.

Keyingi muloxazalarni chizigli tenglamalarning normal sistemasi uchun yuritamiz. Bizga ushbu
L(p)ygo birjinsli normal sistema berilgan bo‘lib, chegaraviy shart

sO0(y>=10;S =(,2,...n (4)

ko‘rinishda bo‘lsin. Boshgacha aytganda, bir jinsli normal sistema uchun bir jinsli chegaraviy
masala qo‘yilgan bo‘lsin. Muxim teoremani keltiraylik.
TEOREMA. Agar Y({)(X),y@(x),...y(m(x) vektor funksiyalar biror J intervalda

-XA(x) y tenglamaning chizigli erkli yechimlari bo‘lsa, u xolda L(p)yq0, S?(y>=0;S =12...n



chegaraviy masala trivialmas yechimga ega bo,,lishi uchun ushbu

o= Jayw) §a) - Sol (A

gO(y ),90(y"™ )---g0(y (n))

determinantning nolga teng bo,,lishi zarur va yetarli.

Bir jinsli chegaraviy masala uchun Grin funksiya kiritish mumkin. Bir jinsli bo,,Imagan
sistemaning xususiy yechimini shu Grin funksiya orgali yozish xam mumkin. Shunga o,,xshash,
chizigli vektor-differensial operator L uchun xos sonlar va xos vektor-funsiyalar tushunchasini
kiritish, golaversa, chegaraviy masalalarni xam o,,rganishimiz mumkin.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutgnHos M.C., HacputanHos T[.H. Opguii audpbchbepeHuman TeHrnamanap.
ToLukeHT, “ Y36ekuctaH”, 1994.
2. [MToHTparnH J1.C. ObbIKHOBEHHVE audbdhepLumanbHble ypasHeHus. M.:Hayka, 1969.
3. CtenaHoB B.B. Kypc guchdpepeHumansHbIx ypasHeHWA. M.: Tn3.®u3- mat. nnTtepatypa.1958
4. 9nbcronsy J1.E. AndchepeHumansHble ypaBHEHUST 1 BapuaumoHHoe ucuuneHre. M. Hayka..
1965.
5 ®dunnnnos A.®. CoopHMK 3aga4 No guddepeHumanbHbIMypaBHeHuam. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustaqil ta’lim mavzulari
1. Umumiy yechim hagida teorema. O,,zgarmasni variatsiyalash metodi. Koshi formulasi.
2. O,,zgarmas koeffitsientli chizigli differensial tenglamalar, Eyler tenglamasi.

Glossariy
dyl

d'x = fi(x,Y,--¥Ym)-

M kY, -y
dx — T NEY, -y

Chegaraviy masala qo'yilishi - normal sistema
berilgan bo, lib, f1...fn funksiyalar (nQ1) o,Ichovli fazoning biror DnQL soxasida aniglangan va
uzluksiz bo,,Isin. DnQLsoxadan ikki nugta olamiz.

(x0,y1(x0),...,yn(x0))€DnQ1 (x1y xb..,,yn(x1€DnQ1
Chegaraviy masalani go,,yilishi: agar (1) normal sistema uchun

gi(xo,y1(x0),...,yn(x0)); y(xo,...,yn(x1qo; igl,.n
munosabatlar berilgan bo,,lib, sistemaning (2) shartni ganoatlantiradigan yechimini izlash talab
etilsa, u xolda normal sitema uchun chegaraviy masala go,,yilgan deyiladi.

Keyslar banki
Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching:

y®-2y@-16y +32y =0
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
» keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);
» to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1 Chegaraviy differensial tenglamalarning normal sistema uchun chegaraviy masala ganday



go'yiladi?

2. Birjinsli chegaraviy masala ganday bo‘ladi?

3. Normal sistema uchun chegaraviy masala trivial yechimga ega bo'lishning zaruriy va
yetarli shartini ayting?

Amaliy mashg’ulot-29

9 . x>/3
Y=g2 C COS-------- +C sin-—--— + X3+ 3x2
1 yn_y'+y=X3+6 J 1 % 2 % J
X 1 2x
Ce +ce +C
y.v+y'_ 6y:)(e2 . 10 25

1 X2 1
= (Cy+ C) @ X+ 008 X +-4-EX—g€ X
2 y" 2y+y —sinx+shx y=(etepext o 4 8

y=C +CcY X+—xX+— (2co0s X - sin2x)
j: 1 2 2 20

. X .
y =ex(c cos2x +¢ sin2x) + —exsin2x

4 y"+y'=sin2x

5 y'- 2y'+5y =exsin2x

g y'- 2y 8y =ex- 8c0s2x y =ce~X+CcZE&A-1 ex+1 (3cos 2x +sin 2x)

H y1ryil=2x—1—3e . y=cCc +7ex- 3xex- X- X
j: 12

8 y'"t2y'ty=exteX ji y=V

1 ex
g y"- 2y 10y = sin3x +ex y =(c cos3x +c sin3x)ex+— (sin3x + 6c0s3x) +—

X +1
y - 4y 4y = 2e2x+ X y =(c +CX +x2)ex+ "
10. 2 j:

TEST
A o

e ko'rsatkichli funksiya

uchun *AB = BA AB ®BA AB=E A=B+E

eAB =eA B=¢eB <A
tenglik gaysi shartda o‘rinli?

tenglamaning X (1) = etA - X (t) —AeET X (t) = e-A
X (0) = E shartni
ganoatlantruvchi yechimini
toping.

Agar chizigli birjinsli
sistermaning har bir yechimi
t~ +ga danolgaintilsa u
holda nol yechim...

Agar chizigli birjinsli
sistermaning har bir yechimi *Turg'un, lekin

t~ +pgadachegaralangan asimptotik turg'un enes
bo‘lsau holda yechim...

Agar chizigli birjinsli sistera *Turg'unemes Turg'un, lekin Asimptotik turg'un Bunday yechim

Turg'un, lekin
*Asimptotik turg'un asimptotik turg'un Turg'unemes
ermes

Bunday yechim
mavjud emes

Bunday yechim

Turg'unenes Asimptotik turg'un mavjud



hechbo ' Imaganda bitta asimptotik turg'un mavjud emes
chegaralanmegan enmes

(t” +nada) yechimga ega

bo'lsa, u holda nol yechim...

Agar sistmaning birorta

yechimi Lyapunov ma’nosida *Hamma yechimlari Qolganyechimlari  Hanmma yechimlari - . )
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dz dz L
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dx dx
tartibli xususiy hosilali *z=p(x2+y2)  z=p(X *Y ) z=x2-y2) Z=P(X +y2)
tenglamaning umumiy
yechimini ko' rsating.
vy %
dx dx

tenglamaning y = 1 da *z =2xy z =2xy3 z = 2xy2 z = 2xNy
z = 2x bo'lganyechimini
toping.



MA'RUZA Ne 30, 31
Mavzu: Avtonom (muxtor ) sistemalar.Xossalari.
Reja:
Normal avtonom sistema.
Avtonom sistema
Avtonom sistemaning xossalari
Avtonom sistemaning traektoriyasi.

A WDNp

Tayanch so’'z va iboralar: avtonom sistema, normal avtonom sistema, dinamik sistema,
xarakat traektoriyasi, mavjudlik, yagonalik traektoriyalari, muvozanat xolat, yopiq traektoriya,
muzonat nugta, tinchlanish nugtasi, sikl.

Differensial tenglamalarni normal sistemasini quyidagicha yozamiz:
x(=f({t,x(,-..xn>
2=F2(t,X(,-..Xa>
—{
xn=fn(t,x1,-.-,xn> X —t (1)

yoki vektor ko‘rinishda xqgf(t,x) (2) (1) dat- erkli o‘zgaruvchi, x1,...xnlar
no'malum funksiyalar va

dt ,iql,n (2)

TA’'RIF: Agar (1)sistemada f1(x1x2 .x n), f2Ax1x2 .x n), f(x1x2 .x n funksiyalar t ga

oshkor bog‘liq bo‘lmasa, u xolda bunday normal sistemani birinchi tartibli differensial
tenglamalarning normal avtonom sistemasi deyiladi. Shunday qilib, normal avtonom sistema

ushbu

X(=f1(x(,..-xn>

<X2=f2(x(,..-xn>

xn=fn(x(..-xn> (3)

ko'‘rinishda yoki xqgf(x) vektorli ko‘rinishda yoziladi. Qayd qilib o‘tamizki, ixtiyoriy normal
sistemani tenlamalarni sonini bittaga oshirish xisobiga avtonom sistemaga keltirish mumkin.
Xagigatdan, (1) sistemada tqXnQl deb, XrQlgl tenglamani xosil gilish mumkin. Bunda (1)

sistema o'rniga



Xx1=f1(Xa+1,X1,X2-..,Xa >

X2=f2(xXn+1,x1,X2-. Xa >
<

Xg=fn(xn+1,x1,x2---Xa>

Xa+1=1 (5)

avtonom sisemaga ega bo'lamiz.
Avtonom sistemalarning fizika va texnika masalalaridan kelib chizigligish ma'nosiga garab, erkli
0‘zgaruvchi sifatida t vaqgt olindi. Bundan keyin biz shu belgilashni gabul gilamiz. Ta'rifdan
ko'rinadiki, avtonom sistemalar bilan tasvirlanadigan noma'lum funksiyalarning o‘'zgarish
gonuni vagt o'‘tishi bilan o‘zgarmaydi. Fizikaviy gqonunlarda odatda shunday bo'ladi.

Agar (3) sistemada erkli o‘zgaruvchi t sifatida vagtni tushunilsa, bu sistema dinamik
sistema deyiladi.

Endi avtonom sistema xossalarini ko‘ramiz. Bundan keyingi muloxazalarimizda (4)
vektor tenglamadagi f(x) vektor funksiya biror Dn€Rn soxada Aniglangan va birinchi tartibli
xususiy xosilalari bilan uzluksiz deb faraz gilamiz.

1-TEOREMA. Agar x —p(t) vektor funksiya (4) vektor tenglamasining biror yechimi

bo‘lsa, u xolda ixtiyoriy 0‘zgarmas S lar uchun * = P* (0 = O+ ©) yeyior funksiya (4)
tenglamaning yechimi bo'ladi.

Isbot. Murakkab funksiyani differensiallash qoidasi bo‘yicha sodda xisoblashlar yordamida
qguyidagini topimiz:

d " i
P =GP0 =ggp e+ o) = da+cwp(t+c) ---- SR ate)el=

= p(ttcC)

Endi P*(t>funksiya (4) tenglamaning yechimi ekanini isbotlaymiz. Teoremaning shartiga ko‘ra
xq 9 (t) funksiya (4) tenglamaning biror yechimi, demak ushbu 9 (t)gf(9 (t)) ayniyat ixtiyoriy t da
o‘rinli. Bunda t ni tQc ga almashtirsak, 9 (tQc)qf(p(tQc)) ga ega bo‘lamiz.

Topilgan munosabatdan (t)gp(tQc)qg f(p(tQc))qf(P*(t)
Shu bilan teorema isbot bo'ldi.
(3) avtonom sistemaning xar bir xgp(t) vektor yechimiga n o‘lchovli fazoda (x1...xngx
nugtaning xarakatini mos keltiramiz. Xarakat davomida X nugta o‘sha fazoda biror chiziq
chizadi. Shu chizigni x nugtaning xarakat traektoriyasi deb ataymiz. Avtonom sistemalarda
no‘gtaning xarakati to‘g‘risida to‘lig ma'lumotga ega bo'lishi uchun nugtaning fagat
traektoriyasini berish yetarli emas, buning uchun traektoriyada,

LX x=p (t

I 4=\

a X=y (t



xech bo‘lmasa, xarakat yo‘nalishini xam berish lozim. (chizma)

2-TEOREMA. Agar xqg9 (x) va xqy(t) vektor funksiyalar (4) tenglamaning 2 ta ixtiyoriy
yechim bo'‘lsa, u xolda bu yechimlar yo birota nugtada xam kesishmaydi, yo butunlay ustma-ust
tushadi. Boshqgacha aytganda, agar t1pt2 bo'lib, 9 (t)g”™(t2 bo'‘lsa, u xolda y(t)g9 (tQc), cqtl-t2
munosabat o'‘rinli bo‘ladi. (a, b -chizma)

Isbot. teoremani isbotlash uchun 9 (t) yechim bilan birga d*(t)q9 (tQc),
cqtlt2yechimni xam ko'ramiz. (1-teoremaga ko‘ra). Bundan gp*(**th O p O N -

2™ (t)qy(t2) ya'ni g (t2)qy(t2)

Shunday qilib, (4) tenglamaning ikkita xqV*(t) va xqy(t) yechimlari boshlang‘ich
giymatlarga ega. (tlgt2 da). Demak, mavjudlik va yagonalik teoremasining shartlari bajariladi
va yagonalik o‘rinli, ya'ni xqd(t) xqy(t) yechimlar ustma-ust tushadi.

(Aniglanish intervallarining umumiy gismida). Bu esa teoremani isbot etadi.

Agar tiqt2 bo‘lsa, u xolda cp(ti)g\|]/(ti)gx bo‘ladi. Bundan yana O va : teoremasiga ko'ra

¢ (~yO) bo'ladi.

YO ( tQs), sg txqt2
tenglikda ikkita ¢(t) va y(t) yechimlar traektoriyalari ustma-ust tushadi, lekin bu yechimlar
guyidagi ma'noni anglatadi: 1-yechimga tegishli nugta traektoriya bo‘ylab ma'lum masofani (s)
tqc vaqtda bosim o‘tgan bo‘lsa, u xolda 2-chi yechimga tegishli nuqgta traektoriya bo‘ylab bu
masofani (s) t vagtda bosib o‘tadi.

Endi avtonom sistemaning aloxida olingan bitta xqd(t) traektoriyasi o‘z-o‘zini kesa
oladimi yoki yo‘gmi degan savol go‘yaylik, ya'ni quyidagi xol bo'‘ladimi:

Bu savolgajavob avtonom sistemaning 3- muxim xossasini ochib beradi.

3-TEOREMA. xqd(t) funksiya (4) tenglamaning rit<r2 intervalda aniglangan biror
yechimi bo‘lsin. Agar p(™"p"2), t¥M2 va rktltxr2 bo'‘lsa, u xolda shu xqd(t) yechimni -
ro<t<Qro intervalga davom ettirish mumkin.
Isbot. 2-teoremasiga ko'ra (™2 bo‘lgani uchun xqd(tQc), cqtlt2 funksiya xam yechim
bo‘ladi, ushbu hONhON), ri<t<r2ayniyat o'rinli. Bu ayniyatdan ¢”) funksiya rit<r2intervalda
aniglangani uchun ¢ O ) funksiya
rk[c]<t<r2Q[c] intervalda aniglangan bo‘ladi. Xagigatdan, riktQc<r2 tengsizlikdan C>o0
bo‘lganda rlc<t<r2 va demak, yechimni rldan chapga s miqdorga davom ettirish mumukin;
shunga o0 ‘xshash C<0 bo‘lganda ri<t<r2-c ya'ni yechimni r2dan o‘ngga -cq[c] migdorga davom
ettirish mumkin bo‘ladi. Xar ikki xolni birlashtirib, yechimni ri-[c]<t<r2Q[c] intervalga davom
ettirish mumkinligini gayd gilamiz. Shu intervalda aniglangan ¢”) yechim uchun (bu yechim
uchun ¢ (™" p"2), t¥M2) baribir p()(~ d (DO ~ ) ayniyat o'rinli.

A1)(tQc)g V*(D(tQc) desak,

V*E ((t)g b @) t1Qc)g t(tha d(t2),

ya'ni V*(Q((tDg (2 bundan avvalgidek V*()(tQc)= V*(1)(t) ekani kelib chigadi. d*(1)(t)funksiya
rk[c]<t<r2Q[c]intervalda aniglangani uchun oxirgi ayniyatdan foydalanib mavjudlik intervalini
yanada kegaytirish mumkin. Boshgacha aytganda, rl-2[c]<t<r2Q2[c] intervalda aniglangan



yechimni qurish mumkin. Tegishli yechimni 9 (K(t) deb belgilaymiz. Shunga o‘xshash, mavjudlik
intervali rlk[c]<t<r2Qk[c] dan iborat bo‘lgan 9 K(t) yechimni qurish mumkin. Yuqoridagi
tengsizlikda k~-ro da limitga o‘tsak, -ro<t<Qro interval xosil bo‘ladi. ((rlva r2 ) qanday
bo'lishidan gat'iy nazar)
Shu intervalda aniglangan yechimni 9 °(t) deymiz. Shunday qilib teorema isbot bo‘ldi.
4-TEOREMA. (muvozanat xolat va yopiq traektoriya xaqida.)
Agar (4) tenglamaning biror (p(t) yechimi uchun (p(ti)qcp(t2, tmt2 tenglik bajarilsa,
qguyidagi biri ikkinchisini inkor etadigan ikki xol yuz berish mumkin;
1 Barcha t lar uchun (p(t)ga, aqconst, a O Dn
2. Shunday musbat son T mavjudki, t uchun p(tQT)q p(t) tenglik bajarilib, o<[tlt2<T
bo‘lganda p(x)"d(x2) tengsizlik o‘rinli.
1) xolda vagtenglama o‘tishi bilan ¢(t) nugta xarakat gilmaydi, u doim Dn
to‘plamning a no‘qtasida bo‘ladi. Shu ¢O) yechim va a nugta (4)
tenglamaning, ya'ni normal avtonom sistemaning muvozanat xolati yoki
muvozanat nugtasi deb xam ataladi. (b-chizma)
2) xolda xqop(t) yechim davriy yechim, uning grafigi yopiq traektoriya yoki
sikl (davra) deb ataladi. (a-chizma.)
TA'RIF. Ushbu gO™pO~”) (6) ayniyat o‘rinli bo‘ladigan xar bir
s”™0 son xqd(t) yechimining davri deyiladi.
xqop(t) yechimning barcha davrlaridan tuzilgan to‘plamni F bilan belgilaymiz. Xozir F
sonli to‘plamni ba'zi xosalarini tekshiramiz.
1° . Agar SDF bo‘lsa, u xolda -SDF bo'‘ladi. Xagigatdan xam, (6) da, ya'ni qE)Md(tQC)
ayniyatda t ni t-c ga almashtiramiz: p”-C” d(X). Bundan -CDF kelib chigadi.

, | c) AC ,eF
2 . Agar d(t)gd(tQCi), iql,2,3,.. .k, ya'ni C;DF bo'‘lsa, u xolda ¢(Xth(1:C)! | yyani 1l ,
bo‘ladi. Xagigatan p~""hOP )

(t ni tQS2, bilan almashtiramiz.)
h(t)=(tQc=h(tQclQc?) va xakozo.

XXc,)
9(t)=9(tQck-1)=9(tQck-2QCk-1)=. .=9(tQ =1
X c >
Db NoN N PQ 1
30. F to'plam yoyiq.

Xagigatdan ushbu C1C2.C k ketma-ketlik F to‘plam elementlaridan tuzilgan bo'‘lib
biror, Co ga yaqinlashuvchi bo‘lsin. CoEF ekanini ko'rsatamiz. Ravshanki, ¢(t)qd(tQCk ).
Shuning uchun dy(t) funksiya ning uzluksizligiga ko‘ra argumentda limitga o‘tish mumkin, ya'ni
quyidagi amallar o'rinli:

p(o) = j}%: p(o) = Ii}%p(t +c) = P(t+ Q%Ck) = p(t+c0)

Demak, CcEF va F -yopiq to‘plam.
40. F to'plam o dan fargli sonlarni o'z ichiga oladi, chunki (6) da S0 (t1\t2)
Endi teoremani isbotiga o‘taylik. F to‘plam uchun quyidagi ikki xol bo'lishi mumkin:

1 F to‘plam barcha xaqiqiy solar to‘plamidan iborat.
2) F to‘'plamda shunday kichik musbat T son mavjudki, u to‘plam shu butun T
songa butun karrali sonlardan iborat.
Boshga xollar bo‘la olmaydi. Buni isbotlaymiz. F to'plamda musbat sonlar bor, chunki a F
bo‘lib, C-C lar uning elementi.

1-xol. F to'plamda eng kichik musbat son bo‘lmasin, yani E>0 uchun shunday C davr
topiladiki, S<D bo'ladi. 2-xossaga ko‘ra m-butun bo‘lsa, me xam davr bo‘ladi. S<D bo'‘lgani
uchun xaqigiy So uchun shunday butun m topiladiki, [Co-mc]< tengsizlik bajariladi. Bundan So
con F to'plamning limit nugtasi ekani kelib chigadi. Shu bilan birga F to‘plam yopiq bo'lgani



uchun SoDF vay lar barcha xaqiqiy sonlar to‘plami bilan ustma-ust tushadi.

Endi F to‘plam barcha xaqigiy sonlar to‘plami bilan ustma-ust tushmasin, deylik.
Yugorida isbotlanganiga ko‘ra bu xolda F to‘plamda eng kichik musbat son T mavjud S- davr
bo‘lsin. U xolda shunday butun m sonni tanlash mumkinki, ushbu [C-mT]<T tengsizlik
bajariladi. Bunda S-mT”0 deylik. Ammo S va mT lar davr bo‘lgani uchun C-mT xam davr
bo‘ladi. Demak, [C-mT] xam davr bo‘ladi. Shuning uchun [C-mT]>0 va [C-mT]<T
tengsizliklardan F to‘plamning T dan kichik bo‘lgan musbat son davri mavjud. Bu bo'lishi
mumkin emas, chunki T son F to‘plamda eng Kichik musbat davr edi.

Ziddiyat SgmT bo'lishi kerakligini isbotlaydi. Demak, SgmT. Shunday qilib, ko'rilayotgan xolda
F to‘plam T ga karrali sonlardan iborat.

Natija gilib aytganda, davrlardan tuzilagna F to‘plam yo barcha xaqigiy sonlardan
iborat yoki unda eng kichik T>0 mavjud va F to'plam shu T ga karrali sonlardan tashkil topgan.

Birinchi xolda (p(t) yechim uchun xagiqiy son davr bo'ladi, bu fagat (p(t) vektor funksiya
o‘zgarmas vektordan iborat bo‘lgandagina mumkin, ya'ni agar (p(t)jga a Dn bo‘lsa, xam
¢ O M~ tenglik bajarilaveradi. Biz muvozanat xolatiga egamiz.

Ikkinchi xolda eng kichik musbat davr T soni ¢”) yechimning davri (eng Kkichik musbat
davri) bo‘ladi. Biz davriy yechimga egamiz. Shunday qilib, teorema to‘liq isbotlandi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutgnHoB M.C., HacputanHos T[.H. Opamin auddpepeHUman TeHrnamanap.
ToLKeHT, “ Y36eKkuctaH”, 1994.
2. MoHTpsaruH J1.C. ObblKHOBEHHME andichepLmaribHble ypaBHeEHUS. M.:Hayka, 1969.
3. CtenaHoB B.B. Kypc anddhepeHumarnbHbIX ypaBHeHNA. M.: Tn3.duns3- mat. nnTepatypa.1958
4. 3nbcronby J1.E. OAnddepeHuyarnbHble ypaBHEHUS U BapuaumoHHOE vcuuieHre. M.: Hayka..
1965.
5. dununnos A.®. C6opHMK 3aaa4 No anddepeHUManibHbIM ypaBHeHUAM. M.: Hayka, 1979 (5-e
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Mustagqil ta’'lim mavzulari
1. Bir jinsli bo‘lmagan o‘zgarmas koeffitsienti chizigli differensial tenglamalar va ularning
xususiy yechimlarini topish usullari.
2. Differensiallar tenglamalar sistemasi. Differensial tenglamalar sistemasini normal ko'rinishga
keltirish.

Glossariy
Normal avtonom sistema - Agar (1)sistemada f1(x1x2 .x n), fAx1x2 .x n), fA(x1x2 .x n
funksiyalar t ga oshkor bog‘lig bo‘lmasa, u xolda bunday normal sistemani birinchi tartibli
differensial tenglamalarning normal avtonom sistemasi deyiladi. Shunday qilib, normal avtonom
sistema ushbu

« (=f1(x1,...Xn,

< x 2:f2(x1,...Xn)

~Xn=fn (X1,.. -Xn)
ko‘rinishda yoki xqf(x) vektorli ko‘rinishda yoziladi.
Normal avtonom sistema xossalari —

Agar x = vektor funksiya (4) vektor tenglamasining biror yechimi bo'‘lsa, u xolda

ixtiyoriy o‘zgarmas S lar uchun x = @*(t) = v(t + ¢ vektor funksiya (4) tenglamaning yechimi



bo'ladi.

Agar xq(x) va xqy(t) vektor funksiyalar (4) tenglamaning 2 ta ixtiyoriy yechim bo‘lsa,
u xolda bu yechimlar yo birota nugtada xam kesishmaydi, yo butunlay ustma-ust tushadi.
Boshgacha aytganda, agar ticht2 bo'‘lib, ¢p(“"y”~2 bo'lsa, u xolda y(~cpO"), cqtit2
munosabat o'rinli bo*ladi.

xgd(t) funksiya (4) tenglamaning ri<t<r2 intervalda aniglangan biror yechimi bo’lsin.
Agar g(t)gop(t?), ti™Mt2 va ri<tite<r2 bo'lsa, u xolda shu xqdi(t) yechimni -ra<t<Qro intervalga
davom ettirish mumkin.

Davr - Ushbu ¢qp(~=pO”) (s8) ayniyat o'rinli bo‘ladigan xar bir s™0 son xqd(t)
yechimining davri deyiladi.

Keyslar banki

d

y:y+z
<ax

dz X4y 4
dx y

Keys: Masala o’'rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching:
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

to'plangan ma’ lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1. Differensial tenglamalarni normal sistemasini ganday ko'rinishda yozish mumkin?
2. Birinchi tartibli differensial tenglamalarning normal avtonom sistemasi deb nimaga
aytiladi va u ganday ko'rinishda yoziladi?
3. Dinamik sistema deb nimaga aytiladi?
4. x nugtaning harakat treaktoriyasi deb ganday chiziqgga aytiladi?
5. Normal avtonom sistemasining muvozanat holati yoki muvozanat nugtasi deb nimaga
aytiladi?
Amaliy mashg’ulot-25

_ x 1 Ne 4 X2 X
" \ y=Cc +C € -—- (cos x + 3sin X ) -----=----=-
~yt- 3y =X+ cosX i 12 10 6
2 Y'Y =2Xxsinx i y =ce +ce - Xsinx- COSX

ex .
y =ce X+tcexX- (sin 2x + 2 cos 2x)
IE
. X . (
Yy =C C0S2X +c¢ sin2x- —(3sin2x + 2cos 2x) +
IE
N Y- 2y '+ 2y =4exsinx j Yy =ex(c cosx+c sinx- 2X oS X)

y '- 4y =ezsin2x

4 y"™d4y =2sin2x- 3c0s2x +(

g Y 49y=2xsinx+xeX

y=cC cos3x +¢c sin3x+(—xsinx L coSsX +———(— (3x-2)e
i 1 2 4 (6 54

, , y =ceX+ce x+2(2- 3x)+— (2x2- x)eX
7 yl-2y- 3y =x(1+.ix) i 1 2 9 (6
X 5,X 3 3.2

= + - — —_—
n Y- 2Y =3x+2xex i y C1 c2e 2xe 4X 4X



y " 4y'+ 4y = xe™

9.

10 Y "+2y - 3y =2xe X+ (X+1)ex
Agar chizigli birjinsli sistena
hech bo'‘lmaganda bitta
chegaralanmegan *Turg'unemes

(t” +pada) yechimga ega
bo'lsa, u holda nol yechim...

Agar sistmaning birorta

yechimi Lyapunov ma’nosida *Hamma yechimlari
turg'unbo’lsa, u holdabu turg'un
sistemaning ...

Nochizigli sistenalami

yechishda integrallanuvchi

kormbinatsiyalarni topiladi.

Bunda teng kasrlar hossasidan

foydalaniladi. Agar KC + KA +... + KON

0 a2 an Kfy +Lbo+...Kb,

b( b2 ". bn
bo'lsa, u holda ixtiyoriy

K ,K2,....Knlarda
2 . 2_

X +y = c2z birinchi integral
gaysi sistemani y
ganoatlantiradi?
y —Z-x—"= obirinchi

> X *
tartibli xususiy hosilali z—p(x2+y2)
tenglamaning umumiy
yechimini ko' rsating.

-2 -2

Y ix—=0
> =%

tenglamaning y = 1 da *z = 2Xy
z —2x bo'lganyechimini
toping.

j:

f 3N

X
Y= C +CX+-—-

~

vl 2 6J

y =ce X+cEx- MN(2x2+x)e XK+ — (2x2 + 3x)ex

TEST

Turg'un, lekin
asimptotik turg'un
emes

Qolgan yechimlari
turg'un emes

KIH +k202 + ... 465

Ka + +__+Kkran

—* 5 2
2y-z y z

z=p(x +y )

z = 2xy3

Asimptotik turg'un

Hammayechimlari
asimptotik turg'un

(KDL+HeQ+.... +ser_(t!
KH+HdP+ 46tV

z=p(x2- Y2)

z=2xy2

Bunday yechim
mavjud emes

Ba’'zi yechimturg'un

ﬂm+KG+-+ Q
B2

z—p(x +y2)

z —2Xyly



MA'RUZA Ne 32
Mavzu: Avtonom sistemaning xolatlar fazosi.
Reja:
Holatlar fazosi.
Avtonom sistemaning muvozanat nuqtalari.
Skalyar avtonom tenglamaning xolatlar tugri chizig‘i va muvozanat holati.
Misollar.

P WDNp

Tayanch so’z va iboralar: Avtonom sistema, holatlarfazosi, holat traektoriyalari, holat
tezliklari, muvozanat nugta, limit nugta ta rifi, turg‘un, noturg ‘un, yarim noturg ‘un.

1 Xolatlar fazosi.
Avtonom sistema

X1 = X2, ..., Xn)

X2 = f2(X1, X2,...,.Xn)

Xn = fn~n X2,..., Xn) (3)

(3) ning o'ng tomon(i)dagi n-o‘:)c}{ovli fazoning biror ochig A to‘plamda aniglangan. Shu
S 0 0
to'plamning xar bir(x 1x 2,.., X n) =X nugqtasiga ushbu
fi(x°l1 f2( X f n(X») f (X0°),(fi(x°)),...fn(x0))

n ta sonlar ketma-ketligini mos keltirish mumkin. Bu sonlarni n o‘lchovli fazonin xo nuqgtasidan
chigarilgan f(xo) vektorning koordinatalari deb garash mumkin. Bundan ko‘rinadiki, avtonom
sistemaga ochiq to‘plamda aniglangan vektor maydon mos keladi. Avtonom sistema ~ vektor,
N f(x) >maydon.

Xo nugta to‘plamning nugtasi bo‘lsin. Avtonom sistemaning geometrik ma'nosi nuqtai-
nazaridan shu xo nugtaga undan chigadigan f(xo) vektor mos keltirilgan. Mavjudlik va yagonalik
teoremasiga ko‘ra (3) sistemaning d(t0gx0 shartni ganoatlantiradigan xqd(t) yechimi mavjud.
Bu yechimga tqto da traektoriya xo nugtadan o‘tadigan nugtaning xarakati mos keladi. Xarakat
davomida xqd(t) yechimni belgilaydigan nugtaning to momentidagi tezligi f(xo) vektor bilan
ifodalanadi, ya'ni

fP ) \= =f (xo0)
A dt } tb 0

Endi xolatlar fazoni tushunchasini kiritamiz.

TA'RIF: (3) avtonom sistemaning xolatlar fazosi deb shunday n o‘lchovli fazoga
aytiladiki, unda shu sistemaning yechimlari traektoriyalar bilan, sistemaning o‘zi esa vektor
maydon bilan tavsiflansa. Traektoriyalar holat traektoriyalari deyiladi. Vektorlar xolat tezliklari
deyiladi.

5-TEOREMA. Agar a_(ai n u g t a (3) sistemaning muvozanat nuqtasi
bo‘lishi uchun, ya'ni shu sistemaning (p(t)Da, aqconst ayniyat o‘rinli bo'ladigan xqcp(t) yechimi
mavjud bo'lishi uchun Dn soxaning a nugtasida xolat tezligi nolga teng bo‘lishi zarur va yetarli.
Isbot: (zarurligi) a€Dn nugta muvozanat nugta bo‘lsin. U xolda (3) sistemaning (t)ga ayniyat
o'‘rinli bo'ladigan xgd(t) yechimi mavjud.

f(@=d (pt)=d a=0
Shuning uchun dt dt
Demak, f(x) funksiya xolat tezligi xga nugtada nolga aylanadi.
(yetarliligi) a Dnnugtada f(a)gO. Bu xolda 9 (t) Da funksiya (3) sistemaning yechimi bo'ladi.



<p)=aec\aeDn <pt)=M = =~ =0 f(a) =0=>"-=f(a)=> <p®) = a
Xagigatdan, -t -t va -t
yechim ekan.
Natija. (3) avtonom sistemaning muvozanat nugtalari ushbu

71(al-an>=0

fn(al,--an>=0 n

chekli tenglamalar sistemasining yechimlaridan iborat.
Muvozanat nuqtaga misollar.

1). % = _1)3tenglamaning muvozanat nugtasi xql nugtadan iborat, chunki (x-1)° tenglama
shu xgl yechimga ega.

— =(X- D3(x+2)
2). -t tenglama 2 ta xql, xg-2 muvozanat nugtasiga ega.
ij = \XxXx

o= V2
3). (N ®72,71,72> -Xafjly, J/UL®0.,72®0 sistemaning muvozanat nugtasi

X =0 Jx =0
1N2X2=0 1X2=0

koordinata boshidan iborat. Chunki bu sistema uchun (7) tenglama kelib
chigadi.
fA = axj - bx2
4), +a”2 (b™0,a-xaqigiy son) sistemaning muvozanat nuqgtasi (xolati) xam koordinata
r —bx- =0
Ibxj + <o”2 = 0
boshidan iborat, chunki sistema faqat trivial yechimga ega (chunki bir jinsli

tenglamani determinanti kelib arObr*O—»xigO, x2q0 chiqadi)

Muvozanat nuqtalari sanogli yoki sanogsiz bo‘lishi mumkin, xususan, X gsinx uchun
xgkP, (k- butun son) nugtalar muvozanat nugtalari bo‘lib, sanogli to‘plamni tashkil giladi.

n =0
[y2 =
5) sistema uchun x1go chizig muvozanat xolatini beradi. Bu sanoqgsiz to‘plam.
Agar xiqO, iql,n cistema berilgan bo'lsa, muvozanat nugtalari n o‘Ichovli fazodan iborat.
'Xt= 0O,i = 1,n
xk=ak d Ok =\,n
Agar sistema berilgan bo‘lsa, uning muvozanat nugtasi mavjud
emas, chunki f~0.
2. Skalyar avtonom tenglamaning xolatlar tug‘ri chizig'i va muvozanat xolati (nugtasi).

Ushbu x gf(x) (8) skalyar avtonom tenglamani ko‘ramiz. Bunda f(x) butun son, R to‘gri chizigda

uzluksiz va uzluksiz differensial lanuvchi funksiya. Yana qo‘shimcha faraz gilamizki, f(x)
funksiyaning nollari ular berilgan avtonom tenglamaning muvozanat nugtalaridir, limit nugtaga
ega bo'‘lImasin.

Limit nugta ta'rifii a € Rn nugta x € Rn tuplamni limit nuqtasi deyiladi, agarda a

nugtaning”~”(a)atrofida x to‘plamni a dan fargli kamida 1 ta nugta bo‘lsa, n“ <alboMsa 00 Da
limit nugta bo'Imaydi.



X 3 3b0'isa 00O1,2,3, limit nugta bo' Imaydi.
Bu farazga ko‘ra f(x) ning nollari butun tugri chizigli chekli yoki sanogli sondagi
intervallarga bo'‘ladi. Eng chap intervalning chap oxiri -ga, Eng o0‘ng intervalning o‘ng oxiri Qro

bo‘ladi. Shu intervallar sistemasini V  bilan belgilaymiz.

Agar f(x) funksiya R 1to'gri chiziqda bittaxam o gaegabo‘lmasa, V  sistema bitta
(-ot;Qot) interval dan iborat bo'lib, f(x) -bitta xonolga ega bo‘lgan V  sistema 2 ta
(-ma, x0) (x0,Qro) intervaldan iborat bo‘ladi, yani S ~ -~ Xo\(Xo, +10)}

X0

6-TEOREMA. X sistemaning biror intervalini (a,b) deylik, ya'ni(a,b)€E va xc€(a,b)
bo'lsin. Agar xqd(t),rit<r2berilgan tenglamaning (to, x0), ri<t<r2boshlang‘ich giymatlariga ega
bo‘lgan yechimi bo'lsa, u xolda F(x)>0 bo‘lganda ushbu a”(t)<b, ri<t<r2
limp(t) =a, limp(t) =b
= =2 munosabatlar o‘rinli. Shunday qilib, xar bir(a,b) interval 1 ta xolat
traektoriyasidan iborat.

Teoremani isbotsiz beramiz. Keltirilgan teorema (8) tenglama yechimlarining muxim
xossasini beradi. Navbatdagi xossani bayon etishdan avval ba'zi tushunchalarni kiritamiz.
Berilgan (8) tenglamaning biror muvozanat nugtaqgtasini v, undan chap va o0‘ng tomondagi eng
yaginterval muvozanat nugtalarini ava s deylik, ya'ni

a b c

Demak, (a,b)€ V ¢ ) xar bir (a,b) yoki (b,s) intervalda f(x)"0. Shu f(x)
funksiya ning musbat yoki manfiyligiga garab (a,b) va (b,s) intervallarda xolat nuqgta t ortishi
bilan b ga yaqginlashadi, yo undan uzoglashadi.

L2 X -
a b c

TA'RIF. 1) Agar xar ikki (a,b) va (b,s) intervallarda xam xolat nugtasi t ortishi bilan b
ga yaginlashsa, u xolda b muvozanat nugta turg'un deyiladi.
2) Agar t ortishi bilan xar ikki intervalda xam xolat nugtasi b nugta dan uzoglashsa, u
xolda b nugta noturg‘un (turg'unmas) deyiladi.
3) Agar t ortishi bilan xolat nugta bir interval da b ga yaginlashib, ikkinchi interval da undan
uzoglashsa, u xolda b nuqgta yarim turg‘un deyiladi.
Misollar.

a b c — ¢ > p— a b c

*gx tenglamaning bitta xqO muvozanat nugtasi bor. Demak, bqO, va ~ g{(-c0,0),(0,Qco)}
iborat. Ravshanki, (-ga,0) intervalda xolat nugtasi b dan uzoglashadi, ya'ni x<0 bo‘lgani uchun
xarakat o‘ngdan chapga bo‘ladi. (0,co) intervalda esa xarakat chapdan ungga bo‘ladi. (chunki

x>0),ya'ni xolat nuqgtasi vat o'‘tishi bilan b nugtadan yana uzoglashadi. Shunday qilib, x gx
tenglama uchun bg0 nugta turg'unmas muvozanat nugtadir. Shunga o‘xshash, agar xq-x
tenglama ko'rilsa, xq0 nugta turg'un muvozanat nugta ekanini ko‘rsatish mumkin.

Shunday qilib, (8) tenglama uchun b muvozanat nugta atrofida , anigrog‘i (a, b) va (b, s)



intervallarda xolat nuqgtasining xarakati tug‘risida quyidagi teorema o'rinli.
7-TEOREMA. 1) (8) tenglamaning muvozanat nugtaqtasi b turg'un bo‘lishi uchun (a, b)
interval da f(x)>0 va (b,s) f(x)<0 bo'lishi zarur va yetarli;

a Muvozanat nugta b turg'unmas bo‘lishi uchun (a,b) da f(x)<0, (b, s) da f(x)>0
bo'‘lishi zarur va yetarli;
b. Muvozanat nugta b yarim turg‘un bo‘lishi uchun f(x) funksiyaning ishorasi (a,b)

va (b, s) intervallarda bir xil bo'liish zarur va yetarli, ya'ni
1). f(x)>0 , x€(a,b), x€(b,c)
2). f(x)<0 , x€(a,b), x€(b,c)
Bu teoremaning isboti yuqoridagi muloxazalar va ta'riflarga asosan ravshan.
8-TEOREMA. (8) tenglama uchun b muvozanat nugta bo'lib, f(x) funksiya shu nugta da
25Q1 (S-natural son)- tartibgacha uzluksiz xosilalarga ega bo'lsin.
1) Agar ushbu fDO(b)q...qf<S )(b)qO, 25(b)qO (9) munosabatlar bajarilsa, b nugta yarim
turqun muvozanat nugta bo'ladi.
2) Agar ushbu fD D(b)q... gf<S ) (b)qO, ¥25(b)qO (10) munosabatlar bajarilib,
a) 23 (b)<0, bo'lsa, b -turg'un (1011 0O)
b) 23Q)(b)>0, bo'lsa, v- turg'unmas (10N OO 0O) muvozanat nugta bo'ladi.
Isbot. (8) tenglamada f(x) funksiya biror k- tartibgacha uzluksiz xosilalarga ega bo‘lIsin. U xolda
f (x) funksiya uchun xqgb nugta ning atrofida Teylor formulasini yozamiz:

FOY=f @)+ - (x-b)+f (0)+~ - (x-tf +v o (x- b)k+O((k- b)K,

O0(a)-a ga nishatan yugori tartibli cheksiz kichik migdor.

Bunda y . Endi kg2S bo'lsin. U xolda (9) munosabatlardan foydalansak,

f(X) = (x- bfS+0((x - b)-S),
(29)! formulaga ega bo‘lamiz. x€(a,b) deylik. Bu xolda
x<b”x-b<0 shuningdek, x€(b,c) bo‘lsa, x-b>0 , x>b. Ammo (x-b)2S>0 bo‘ladi. Shuning uchun

X f(x)--~ix-br
formulaning o‘ng tomonidagi o((x-b) )>o ifoda (29) xadning ishorasiga

signf(x) = sign f&0) ,x e (a,b),xe (bc)

ta'sir eta olmaganidan (29)! munosabat o'‘rinli. Lekin
29(b)™0. Shuning uchun f(x) funksiya (a,b) va (b,c) intervallarda bil xil ishoraga ega. Demak,
(9) munosabatlar bajarilganda b nugta yarimta turg‘un bo‘ladi, ya'ni

25)(b)>0"f(x)>0,x€(a,b), x€(b,c)

25)(b)<0MNf(x)<0,x€(a,b), x€(b,c)
Oldingi teoremaga ko'rab yarim turg'un .
Endi (10) munosabatlar o‘rinli bo'lsin deylik. U xolda Teylor formulasida kq2SQ1, Sqo,1,2, .
deb topamiz:

f (25b)
f(x)=f (x - b)ZSHL+ O((x - b)2SH),
(2S+()

Bu formulada o‘ng tomonning ishorasi birinchi xad bilan aniglanadi, ishoragaO((x- I ), xad
ta'sir eta olmaydi.

Avval (a,b) interval ni ko‘raylik. Unda x-b<o, demak, O((x- b) ) >o0. Bundan (a,b) da f(x)

ning ishorasiO((x - B ), ning ishorasiga teskari bo'lib chigadi, ya'ni (a,b) intervalda

signf(x) = -sign----—----= X e (a,b),
(2S+()! (11)



(b, s) interval uchun x-b>o0, (x-b)2Q1>0 va (b,c) da

fesam) . o

@s+1u (12)
Topilgan (11) va (12) munosabatlardan f(23QL)(b)>0 bo‘lsa, f(x)>0, x€(a,b), f(x)<0, x€(b,c). Bu
xolda ta’rif bo'yicha b nugta turg'un bo*ladi.
Agar f(2Z3Q)(b)>0 bo'lsa, ushbu f(x)<0, x€(a,b), f(x)>0, x€(b,c) tengsizliklarga egamiz. Bu
xolda esa b nugta turg'unmas bo‘ladi. Teorema isbot bo'ldi.

signf(x) —sign

1 Ushbu xgsinx tenglama uchun muvozanat nugtalari sinxqO tenglamaning
ildizlaridan iborat.
lldizlar xgnP (n- butun son) ko‘rinishda yoziladi. Bu xolda f1(x)g(sinx)Igcosx bo‘lib, cosx>0
bo‘ladi, agar xq2kP, k-butun son.
cosx<0 bo'ladi , agar xq(kQ1)P, k-butun son.

4-teoremaga ko'ra, xq2kP Kko'rinishdagi nugta turg‘unmas, xq(2kQ1)P ko'rinishdagi
nugtagtalar esa turg‘un bo'ladi.

Qayd qilib o‘tamizki, berilgan tenglamaning muvozanat nugtalari sanogli bo'lib, limit
nugtaga ega emas.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutguHoB M.C., HacputauHos T[.H. Opganin gudbcbepeHuman TeHrnamMasiap.
TOLWIKEHT, * ¥Y36eKNCTOH”, 1994.
2. MoHTparuH J1.C. O6bIKHOBEHHVE andbhepumasibHble ypaBHeHUA. M.:Hayka, 1969.
3. CtenaHoB B.B. Kypc auddepeHumaibHbIX ypaBHeHNA. M.: Tn3.du3- mar. nvtepaTypa.1958
4. 3nbcronby J1.E. AndhdepeHuyasbHble ypaBHEHUA U BapuauuoHHOE vUcHWieHVe. M.: Hayka..
1965.
5. ®unnunnos A.®. C60pHUK 3a4a4 Mo anddepeHUmasibHbIM ypasHeHaM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustagqil ta’'lim mavzulari
1. Differensial tenglamalarning normal sistemasi uchun mavjudlik va yagonalik teoremasi.
Gronuolla-Belman lemmasi.

2. Chiziqgli differensial tenglamalar sistemasi. y —A(X)Y + F(x) sistema uchun mavjudlik va
yagonalik teoremasi.

Glossariy

Avtonom sistemaning xolatlarfazosi - avtonom sistemaning xolatlar fazosi deb shunday
n o‘lchovli fazoga aytiladiki, unda shu sistemaning yechimlari traektoriyalar bilan, sistemaning
0'zi esa vektor maydon bilan tavsiflansa. Traektoriyalar holat traektoriyalari deyiladi. Vektorlar
xolat tezliklari deyiladi. (3) avtonom sistemaning xolatlar fazosi deb shunday n o‘Ichovli fazoga
aytiladiki, unda shu sistemaning yechimlari traektoriyalar bilan, sistemaning o‘zi esa vektor
maydon bilan tavsiflansa. Traektoriyalar holat traektoriyalari deyiladi. Vektorlar xolat tezliklari
deyiladi.

Turg'un nugta - Agar xar ikki (a,b) va (b,s) intervallarda xam xolat nugtasi t ortishi bilan
b ga yaqginlashsa, u xolda b muvozanat nugta turg‘un deyiladi.

Noturg'un nugta - Agar t ortishi bilan xar ikki intervalda xam xolat nuqtasi b nugta dan
uzoglashsa, u xolda b nugta noturg‘un (turg'unmas) deyiladi.

Yarim turg’un nugta - Agar t ortishi bilan xolat nugta bir interval da b ga yaginlashib,
ikkinchi interval da undan uzoglashsa, u xolda b nugta yarim turg'un deyiladi.

Keyslar banki



Keys: Masala o’'rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching:
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

to'plangan ma’ lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
Avtonom sistema ganday ko'rinishdagi sistemdan iborat bo‘ladi?
Avtonom sistemaning xolatlar fozosi deb ganday fazoga aytiladi?
Muvozanat nuqtalari ganday to‘plamni tashkil etadi?
Limit nugta ta'rifini ta'riflang?
Qanday vaziyatda muvozanat nuqgta turg'un deyiladi?

g s WwNpE

Amaliy mashg’ulot-32
I Y"+Y=2XC0SXC0S2X

. X X . X 3 .
Yy =C €0S X+C_sin X+ —c0s X+----sinX —_€0s 3X +--—- sin 3X
2 4 4 8 32

2 y"-2y =2xex(cos x- sinx) i y =ce N +cZ2x2+xexsinx +excosx

y =C cosX +c sinx+cosxIn
3. Y'+¥=g i

. . X

y =C cosx+c sinx+sinx<«n ctg-
4. y'"+y =ctgx i
5 Yi-2y +y:; .y =(c +cX)ex+xexIn |x |

II+ l+ _e'~X
6.y 2y y__X i y=(c+cx)e x+xe XIn |x |
1
, Y Y=o j; ¥ =¢ cosxc sinx +xsinx +cosx In Jeosx |
1
Y Y=y j y=ccosx+c sinx- xcosx+sinx In(sinx)
9 Y'"-Y=thx ji y =cex+c2 x+ (ex+e x)arctgex
10 y - 2y =4x2x ji: y =CEXi2+cZ2 XP+ex
TEST
<(X:y+2x tenglamalar *X = c et+c e5 X=ce t+c2ed Xx =Cx' +c25 x=c” +2c2%
[y = 3x+ 4y =-ce +3c2 b ‘ly=-c”™ +3c2e’
sistemasini yechimini y =-c et+ 3c e y = y = cxel+3c2e’ly=-c ¢
ko'rsating
=y
tenglamalar *4 ta 3ta 2 ta lta

ly =x



sistenmasining nechta chizigli
bog'ligsiz yechimlari bor?

A metritsaning

A
e ko'rsatkichli funksiyani

ko' rsating.

A
e ko'rsatkichli funksiya

uchun

eAtS =eA B =¢eB <A
tenglik gaysi shartda o' rinli?

2= AX netritsali
-+

tenglanmaning
X (0) = E shartni

ganoatlantruvchi yechimini

toping.
Agar chizigli birjinsli

sistermaning har bir yechimi
t~ +ga danolgaintilsa u

holda nol yechim...
Agar chizigli birjinsli

sistermaning har bir yechimi
t N +padachegaralangan

bo'lsau holda yechim...

Agar chizigli birjinsli sistera

hech bo ' Imaganda bitta
chegaralanmegan

(t”™ +gada) yechimga ega
bo'lsa, u holda nol yechim...

Agar sistmaning birorta

yechimi Lyapunov ma’nosida
turg'unbo'lsa, u holdabu

sistemaning ...

*

A A2 A3

o' =E+—+ 4+

r 2r 3

*AB = BA

*X (t) =etA

*Asimptotik turg'un

*Turg'un, lekin
asimptotik turg'un enes

*Turg'un emes

*Hanmma yechimlari
turg'un

eﬁ II:J+—+_ +—+,
2 3

AB ®BA

Turg'un, lekin
asimptotik turg'un
ermes

Turg'unemes

Turg'un, lekin
asimptotik turg'un
emes

Qolgan yechimlari
turg'un emes

HAoaE BBy
123’

AB =E

X (t) —AeET

Turg'unemes

Asimptotik turg'un

Asimptotik turg'un

Hammayechimlari
asimptotik turg'un

ﬁ IIE\---A+A2+- -+
il 2! 3

A=B+E

X (t) = e-A

Bunday yechim

mavjud emes

Bunday yechim
mavjud emes

Bunday yechim
mavjud emes

Ba'zi yechimturg'un



MA'RUZA Ne33-34

Mavzu: Chiziqli o‘zgarmas koeffitsientli bir jinsli sistemaning holatlar tekisligi
Reja

A matritsaning xos sonlari hagiqiy, har xil va odan fargli
A matritsaning xos sonlar go‘shma kompleks
Ikkinchi tartibli chizigli birjinsli sistemaning holatlar tekisligi
Misollar
Tayanch so’z va iboralar: chizigli o zgarmas koeffitsientli bir jinsli sistema, sistemani
kanonik ko ‘rinishi, turg‘un tugun, noturg‘un tugun, turg‘unfokus, turg'unfokus, markaz.

A WDNp

1.Sistemaning kanonik ko‘rinishi

Bizga ushbu
X —anxi + aux2
X2 —O21X1+ O2X2 (13)
Chizigli o‘zgarmas koeffitsientli birjinsli sistema berilgan bo'lsin. Bu sistemaning determinanti
D= allaP
a2k2

(AXqgD,D-xos son, X-xo0s vektor, A-0‘zgarmas matritsa )bo'lib,(13)sistema uchun
koordinata boshi (0,0)muvozanat nugta bo‘ladi. Ammo undan boshga muvozanat nugtalar ham
bo‘lishi mumkin. Agar D 0 bo‘lsa, (13)sistemaning koordinata boshidan boshga muvozanat
nuqtasi bo‘la olmaydi. Agar D 0 bo'lsa, ravshanki, A(ay), i,jql,2 matritsaning har ikki xos
sonlari Odan fargli bo*ladi.

Hozir biz A matritsa xos sonlariga garab, (13)sistemaning ko'rinishini soddalashtirish bilan
shug‘ullanamiz.

A) A matritsaning xos sonlari haqiqiy, har xil va Odan fargli. (Di, DiDO, MrMno)
Ularni (xos sonlarni) Diva 2 deylik. Bu holda (13) sistemani maxsusmas almashtirish
bl =K¥x
ida vy - s . .
yordamida 2Y2 (14)ko'rinishga keltirish mumkin.
Buni ko'rsataylik. Quyidagicha almashtirish bajaramiz:
N fy
Sx dx2 P
=aS-Pydo
ax1l+Px2 °y252 ¥S

X +Sx2 aS—Pyd 0 Sx Sx2
Hosilalarni hisoblab, (13)dan foydalanamiz:
— —ax1l+ px2—a(allxl+alXx 2>+ P(a2x1+ a2x2>—(all+a2lP) X1+ (O12a + O2P) X2
Y2 —YX1+Sx2 —a(allx1+ al?Xx2>+ S(a2lx1+ a2X2>—(ajj¥Y +a 2jS) X1+ (012Y + O2S)x2
Bu ifodalarni mos ravishda =Y va ~2Y2 larga tenglashtiramiz:

(ana +a2P)x(+ (a2la + a2P)x2 —Al(ax1+Px2)

(ally+aZIS) X1+ (O1ZY+ O2S) X2 —"2 (¥YXL+ Sx21
Endi x1va x2lar oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirsak, ushbu

f(an -~ )a +a2p =0 x
alza + (02-\)p =0 X (16)
Mall- N>Y+a2sS =0
lalzy+ (02- A2)S =0 x1
(17)

Xn



sistemalarni hosil gilamiz. Ravshanki AlA2-xos sonlar bo‘lgani uchun

aii Njai2

AA-) = =0,
az2ia22 - Aj j=1,2
aj—Am
A (A)) = =0
Shuning uchun atzaz - Al .Bu tenglikka asosan (16) va (17) sistemalar ~ P va

£
));, larga nisbatan trivial bo‘lmagan (0Odan fargli) yechimlarga ham ega (algebradan ma'lumki,
bir jinsli tenglamalar sistemasi Odan fargli yechimga ega bo‘lishi uchun bu sistemaning

determinanti A = Obo'lishi zarur va yetarli) xususan

a=an,P=-(all-Ai);/=a2, S=-(all-A2 (18)
deb tanlasa bo‘ladi. Agar (18) tengliklardan foydalansak, (15) almashtirish maxsusmas (bir
giymatlik) almashtirish bo‘la oladimi? Shuni tekshiraylik. Quyidagiga egamiz:

aS-p =-aZ(all-A2)+aZ(all-Ai)=aZl(all-Ai- all+ A2) = aZ2(A2- Ai)

Bundan @21 ¢ 0 bo‘lganda aS-Py d0ekani kelib chigadi, ya'ni (15) almashtirish maxsusmas.
Shunday qilib, (13) sistemani uning matritsasi haqiqiy har xil va odan fargli xos sonlarga ega
bo‘lganda (14) ko'‘rinishida yozish mumkin. Bu (14) sistema ko'‘rilayotgan holda (13)

sistemaning kanonik ko'rinishi deyiladi.
B) A matritsaning xos sonlari go‘shma kompleks.

Ularni A L +iv,A2 = iv,vg 0 deylik. Avvalo (18) giymatlardan foydalansak, (15)
almashtirishni bunday yozish mumkin:

jY =a2X - (aii -Ai)X2
IY2=2a2Xi - (aii A2)X2
Shu almashtirish formulalari AlA2lar kompleks bo‘lganda ham o‘rinli, A va A lar o‘rniga
0‘zgarmas ifodalarini go‘yamiz:
jyi =a2X - (aii - L1-1V)X2
1Y2=a2Xi- (aii- L+ iv)X2 (19)
jVi =Ui+iVv2
Bundan agar \ U( deb belgilasak, u xolda (19) dan, ya'ni
jY =adX- (aii - L)X2+iVX2
\Y2=a2iXi - (aii - N9Xi - iVX2 (19)
Shundan
jUi =a2iXi- (aii - L)X2
{U2 =\
Kelib chigadi. Sodda hisoblashlar yordamida (14),(19)va (20)larga ko'ra quyidagiga egamiz:

dy duU duUy

G - att g = M vt

(20)

(yi = Alyidan)

sU VvV
Qi +i-Qf =(L +iv)[a2ixi- (aw - L -1v)x2]= (L +iv)[a2\xi - (aw - L)x2 +iv)x2] =

(L+i)(Ux+U2)=U -vU2+i(vUl +1U2)
shunday qilib, ushbu
du(+ .du2=1lui+vJ2+iy[ji + 2)X+ =0 X=0y=o0
dt dt X+iy=0" x =0,y =0.tenglikdan



du. = vUj + /ul2
—t (21)
munosabatni hosil gilamiz. Shu (21)sistema berilgan sistemaning xos sonlari kompleks bo‘lgan
holda kanonik ko‘rinishdan iborat.
2. Ikkinchi tartibli chizigli birjinsli sistemaning holatlar tekisligi.
Xos sonlar hagigiy va kompleks bo‘lgan hollarni alohida tekshiramiz.
A) A matritsaning xos sonlari hagigiy, har xil va odan farqgli.

Xos sonlarni 2L va 2 desak, ularga mos kelgan chizigli erkli xos vektorlarni topish

mumkin. (ya'ni yechish (A -2 E )xqo dan x1(1),x12) va x21),x22 topiladi, yechimni

= h(be2t, = 1,2 ko'rinishida gidiriladi). Shuning uchun (13)sistemaning umumiy yechimi

x =cfile2 +czhwee2 ~ 4)
ko‘rinishda yoziladi. Uni yana

x=gHY'+ S 25)
bunda

L=~ =~ (26)

ko‘rinishda h()) va h(2vektorlar bo‘yicha yoyib yozish mumkin. $(va $2sonlar holat tekisligida
to'g'ri burchakli Dekart koordinatalaridan iborat bo‘lishi shart emas, bu h(>va h( >vektorlar
bo'yicha yo‘nalgan o*‘glarga bog'‘lig.

Holatlar tekisligini R deylik. Unda $(va $2 o‘glar h() va h( >
vektorlar bo'yicha yo‘nalgan bo'ladi.
Affin almashtirish yordamida R holat tekisligini shunday R* tekislikka akslantirish mumkinki,

unda h° va h(>
vektorlar o‘zaro perpendikulyar ~va "2 birlik vektorlarga o‘tadi.
R tekislikning (™ ,”2) nugtasi R* tekislikning to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalariga o‘tadi,

yani X =$(h +h $2bo'lsa, R* da X =$P11+$272,~ 1~ 2bo‘ladi. Ko'rilayotgan holda (13)
sistemani (14)kanonik ko‘rinishda yozish mumkin. (14)sistemaning traektoriyalari R* tekislikda
chiziladi, chunki unig xos vektorlari (1,0) va (o,1)dan iborat. Endi (14)sistemaning

traektoriyalarini tasvirlashga o‘tamiz. Avval va 2 <2 <0 yoki 2 >20>0
tengsizliklar o‘rinli  bo‘lsin. (26) dan ko'rinib turibdiki, birinchi chorakda chizilgan

n

0
traektoriyalarni ham yozish mumkin. Undan tashgari, 2 ~» bo‘lgan holda SiDO, S290

bo‘lsa, $1= 1 ,$2= , ya'ni $( o‘giga egamiz. Unda S1>0 bo‘lganda harakat o‘'ngdan
chapga, C10 bo'‘lganda esa chapdan o‘ngga bo'ladi. Boshgacha aytganda, t” + pgada Sning

) ) ) lim $l =Hmocyt =0 ) ) o
ishorasidan gat'iy nazar, t“+m ™@ va koordinata boshidan ikki tomonda harakat

shu nugtaga ((0,0)nugta ) yo‘nalgan bo‘ladi. Xuddi shu xususiyat $20°‘giga ham tegishli. Endi
SXko, C2>0 bo'‘lganda, ya'ni | chorakda traektoriyalarning qavarigligini tekshiraylik. Ravshanki,

T’ 0 =N (2 -2 le'™)-
Kaééglfm dgx Q( )



f xX)>0 =E£EL(A-A )eAAt >0
60TUK da Ci

Bundan | chorakda traektoriyalarning qavarigligi pastga garaganligi (ya'ni botigligi) kelib

chigadi. Ushbu

lim =limcL(a2-A)ieAt =0
2

Ti X munosabatdan t + 0 da trektoriyalar absissa 0‘qiga

dli =CaAeA<0,dT2 =C AeAt <0
urinish chigadi. I chorakda dt dt bo‘lgani uchun T(vaT2lart
ortirish bilan kamayadi va demak, harakat yuqoridan pastga hamda o‘ngdan chapga yo‘nalgan
bo‘ladi. (1-chizma) Traektoriyalar chekli vaqtda koordinata boshiga kela olmaydi. Koordinata
boshi berilgan sistema uchun yagona muvozanat nuqtasidan iborat bo‘lib, u mustaqil yechimdir.

Qolgan choraklardagi traektoriyalarni shu chizilgan traektoriyalardan ularni T2va T{o‘qglarga
nisbatan simmetrik aylantirish yordamida hosil gilamiz. Shunday qilib, butun tekislikda

traektoriyalar chizildi deyish mumkin. (1-chizma) A2 > A > 0 bo‘lganda ham xuddi shu usul
bilan traektoriyalar chiziladi. Traektoriyalar avvalgisidan farq gilmasada, ularda yo‘nalish teskari
bo'ladi. (2-chizma) 07)

Xos sonlaming n2>Di>0 giymatlariga mos manzara (1-chizma) turg‘un tugun deyiladi.
2< i<0 giymatlarga mos manzara esa (2-chizma)noturg'un tugun deyiladi.

Xos sonlar uchun Di<0, D2>0 va IM2<0, Di>0 tengsizliklar o‘rinli bo‘lgan holda ham xuddi

yuqoridagiga o‘xshash mulohazalar yuritib butun tekislikda traektoriyalarni chizish mumkin.

Ularni chizmalari quyidagicha bo‘ladi:(3,4-chizma)



Har ikki holda ham hosil bo‘lgan manzara egar deyiladi. Misollar. 1-misol.

X1 =X +X

31

X2 = 4x +3x2 A— —9-4-—-5d0

sistemaning traektoriyalari chizilsin va muvozanat nuqtasi atrofidagi manzara aniglansin.
f-3( -3-2 1

A —
l4 31 -3-
A matritsani yozamiz: V > J Bu matritsani xos sonlarini topamiz: 4 3-2 yoki

(3QD)2-490. Bundan 3QDql2g>Diq -1, D2g -5. Ravshanki, X2<Xi,/X2/>/Xi/ xos sonlar har xil va
manfiy bo‘lgani uchun biz turg'un tugunga egamiz. Endi shu manzarani chizaylik. Buning uchun

he =
@ O

x0s vektorlami topish kerak. O0ig-1 ga mos vektor vh2 ushbu

v - 3h2)) o . .
Ah(Dg(-1)h(D) yoki vah1 3h2”J V 2 J sistemadan topiladi. Ravshanki, biz
-2hi(1)Qh2 DO tenglamaga egamiz va undan hi(1)gl, h2(1)g2 deb olish mumkin. Agar hi(1)ql,
hi(1)g2 desak ham o‘sha yo'nalish chigariladi. Shunga o‘xshash D2g5 xos songa mos xos vektor
topiladi.
fh)~

h(2)
Vh2 J

Endi tekislikda koordinata boshidan shu vektorlar yo‘nalishida
to'g'ri chiziglar o‘tkazamiz. Absalyut giymati bo'yicha Kichik xos
son Dig-1 bo‘lgani uchun traektoriyalar shu xos songa mos h(J)
vektor yo'nalishiga tDQD da urinadi (5-chizma).

B) A matritsaning xos sonlari kompleks .

Bu holda xos sonlar qgo‘shma kompleks bo‘lib, ularni

h@ =

A="+iy,I =~ ,y,yd 0deb belgilaymiz. yni doim y<o deb
garash mumkin. Agar h(1) va h(? lar hagiqiy vektor bo‘lsa, mos xos

vektorlarni h va h deb belgilanadi va bunday aniglanadi:

(1> -

'h@) bunda h(1) va h@lar chizigli erkli aks xolda hva h lar chizigli bog‘lig bolar
edi. Shuning uchun h(1) va h(@ haqiqgiy vektorlarni R tekislikda (Z1va 2 larni) xos yo‘nalishlar
deb garash mumkin. Endi R* tekislikda traektoriyalarlarni quramiz. Ko'rilayotgan holda
berilagan sistemaning kanonik shakli ma'lum.

=~1 - PR

Uni yozaylik : ((21) da Ulg Q, U2gZ2 desak) M2 =YE- "2 (21) bu sistemaning umumiy
(t) = CeNtos(yt + v)

yechimi [*2(t>=Ce sin(™ +v) ko'‘rinishda yoziladi. Unda t ni parametr deb garasak biz
traektoriyalarning parametrik tenglamasiga egamiz. Ularni qurish uchun qutb koordinatalariga
o'‘tish qulaylik tug'diradi. Shu maq sadda ~qgpcosp,”2qpsinp(p,p qutb koordinatalari ) deylik.

Shuning uchun yuqorida yozilgan umumiy yechim P =Ce (c 0L, p=y +v (v ™~ 0)
ko‘rinishini oladi. Bu munosabatlarga ko‘ra t o*sishi bilan burchak ham o‘sadi. (chunki y<odeb
grayapmiz). Boshgacha aytganda koordinata boshidan chigadigan nur (gqi(t),g2(t)) nugtadan o‘tib
sekundiga y radian tezlik bilan soat stelkasiga garshi yo‘nalishda buriladi. (ya'ni uning grafigi



logorifimik spiraldan iborat).(27) dan t ni chigaramiz: p 7#+v”~7t p v~ t p Vv/y

7 -7 -P -® -Y -®
p=ce-=Ce7 cCce7 =7 =Ke7 ,K=ce7 =const yani P =Ke7 traektoriyalarning

ko'rinishi u>0, u<0, p,g0 giymatlarga garab har xil bo‘ladi. u<0 bo‘lsin. 7 ~ 0 bo‘lgani uchun

limp =0 limp = +0a
t’\-I-LIJp , chunki, 7 <o va P ,

Demak, t™-Qra da holat nugtasi koordinata boshiga yaginlashadi.(6-chizma) hosil bo‘lgan
manzara turg'un fokus deyiladi. Agar p>0 bo'lsa, yuqoridagi kabi mulohazalar yordamida
noto‘g‘ri fokus manzarasini qurish mumkin. (7-chizma). Agar p,q0 bo'lsa, (28)formulada
pgK(Kgconst) kelib chigadi. Bu esa, markaziy koordinata boshida bo‘lgan konsentrik
aylanalardan iborat(8-chizma) hosil bo‘lgan manzara markaz deyiladi.

Misollar. 1-misol.

jxi=3xi- X2 f3(]

Ushbu 24X + 34 sistema uchun \ﬁ% va
3-A(

43-A tenglamadan Dqg3D2i. Demak, Dg3, Dg2. Dg3Q2i
x0s son uchun xos vektorni izlaymiz.
£3- i] 3\ - h2] f@B+2i)\

fK ] = (3 + 2i) _
N yoki WA\ #3h2. M3+ 2i)h
3\ - h2 =3\ +2ihl - h2 = 2iK

(R +3n,=3n,+ 2ih, | Lan, = 2ih

Bundan 2 . Oxirgi 2 tenglamaning biri 2-sidan hosil

h=
gilinishi mumkin. Shuning uchun hlgl, h2g-2i deb tanlansa bo'ladi. Endi vektorni
bunday tasvirlaymiz.

fo
= hg=  h@='"
2 ko' rinadiki, vektorlar izlangan bo'lib,
ular absissa va ordinata o‘qglari bo'yicha yo'nalgandir. Ko‘rilayotgan holda Dq3>0 bo‘lgani
uchun biz noturg‘un fokus manzaraga egamiz.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutauHoB M.C., HacputgnHos [.H. Opauin andpdpepeHUMan TeHrnamasap.
TOLWKeHT, * ¥Y36eknctaH”, 1994.
2. TToHTpsAruH J1.C. ObblKHOBEHHME andichepLmaibHble ypaBHeEHUS. M.:Hayka, 19609.
3. CtenaHoB B.B. Kypc anddhepeHumanbHbIX ypaBHEHNA. M.: Tn3.duns3- mat. nnTepatypa.1958
4. 3nbcronby J1.E. AndhdepeHuyasnbHble ypaBHEHUA U BapuaumoHHOE vcuuieHVe. M.: Hayka..
1965.
5 ®ununnos A.®. C60pHUK 3aaa4 Mo anddepeHumasibHbIM ypaBHeHAM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustagqil ta’'lim mavzulari
1. Chizigli bir jinsli tenglamalar sistemasi yechimlarining xossalari. Ostrogradskiy-Liuvill
formulasi.
2. Chizigli bir jinsli tenglamalar sistemasining umumiy yechim hagida teorema. Chizigli bir



jinsli bo‘lgan tenglamalar sistemasi. Yechimlarning xossalari.

Glossariy
Xj = anxr+ al2x2

Chizigli o‘zgarmas koeffitsientli bir jinsli sistema - X2 a2iXi + a22X2 ko'rinishdagi
sistema.

Chizigli birjinsli differensianal tenglamalar - yuqoridagi (1) da Q(™ =0 bo'lsa.

Yuqori tartibli differensianal tenglama - n tartibli differensianal tenglama umumiy

ko‘rinishi F(x"y,y .,y ,...,y =0 kabi yoziladi.

Keyslar banki
fx=x-y +2sint

Keys: Masala o'rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: YW =2x-y
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

= keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

< to'plangan ma’'lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1 Chizigli o'zgarmas koeffitsientli bir jinsli sistemaning determinanti ganday ko'rinishda
bo'‘ladi?
2. Berilgan sistemaning xos sonlari ganday kononik ko‘rinishdan iborat bo'ladi?

Amaliy mashg’'ulot-33-34

1. x3y"-3xy'+3y=0 y=cx +cx L +ex’

j:
= +cx’
2 xzy"-2y =0 X

3 Xy "+2xy- n(n+1)y=0 .y=cx +ox )

4  XxX2y'+5xy+4y =0 j Y=x2(c+cC InXx)
£ XY "tXy'+y =0 j y =c cos(Inx)+c sin(Inx)
XY PHY +y =0 Y= (ci+c2inX)L
6. X dx j: X
=+ &2
7 X" Xxy'-3y=0 j y= X
0 X¥'"+xy+4y =0 my =c cos(2Inx)+c sin(2Inx)

o X¥'"- 3x¥"+6xy- 6y =0 y =cx+cx2+cx3

j:

. 4
KO Bx+2)y"+7y'=0 i y =ci+c2(3x+2)- —



TEST

Xususly yechimni anigmes ;= = =x(ox+b)ex y=ax®X
koeffitsientlar usuli bilan y =(0x2+bx+c)ex y =x(ox2+bx+c)ed =x(ox+bjex y

toping
y - 5y +4y =4x2X

X = e,y = —et funksiya

quyidagi terglamelar X=2x+y X=x+y X=x-Yy X=x- 3y
sistermalaridan gaysi birining y =3x+4y Y =3y- 2x y =y - 4x y =3x+y
yechimi bo'ladi?

X 2
fy'=x *y = c2e QX , Y=C20X, y=cClCe , Y=C2eX,
y =—)Z( L= 1 e L_‘[XZ z = 1 e cx z2/— L 9'°1XZ'-— 1 P

nochizigli sistemening 3€1€> 2c(C2 Jele) 2¢(c2

urmumiy yechimini ko' rsating.
in:y "o tenglamelar  xx = cyxe' + c2em X €0 texd X oe'+ e T x=cyl+2ced
[y =3x + 4y
sistermesini yechimini y =—€yl+3c2e&
ko' rsating.

Ix=y

| tenglamalar

ly =x *Ata 3ta 2ta 1ta
sistemasining nechta chizigli
bog'ligsiz yechimlari bor?
A natritsaning

y—ee"+3cZe y Cy]_+ 3026"y:_€y-+30295

*

eﬁ—g+—+7 +§+ eA—A+E+ E+E+_eﬁ= é\___le\_féz_i. S+

A
- r 2 3 1 21 3

A N
e ko'rsatkichli funksiyani  eA=E+
ko' rsating.

A A2 A

e
A o

e ko'rsatkichli funksiya

uchun *AB = BA AB ®BA AB =E A=B+E

eAtB=ecAB=¢eB A
tenglik qaysi shartda o' rinli?

X = AX natritsal
-t

tenglamaning X (t) = e A X () = teA X (t) —AeET X (t) = e-A
X (0) = E shartni

ganoatlantruvchi yechimini

ponrhizioi irjired

Agar chizigli birjinsli ) .

: ; - L Turg'un, lekin .
sistermaning har bir yechimi A . ) . i ; Bunday yechim
t~ +1a danolgaintilsa, u Asimptotik turg'un asimptotik turg'un Turg'unemes mavjud
holda nol yechim...

Agar chizigli birjinsli
sistermaning har bir yechimi *Turg'un, lekin ‘ : . . Bunday yechim
t~ +padachegaralangan asimptotik turg'un emes Turgun enes Asimptotik turg un mavjud enes

bo‘lsau holda yechim..



MA'RUZA Ne 35
Mavzu: Turg'unlik nazariyasi . Turg‘un ko‘pxadlar.

Reja:
1 Turg'un ko'phad.
2. Raus-Gurvits belgisi.

Tayanch so’z va iboralar: turg'un kophad, koeffitsientlari xaqigiy bo‘lgan turg‘un
ko phad, ko phadli turg ‘un bo ‘lish sharti, Raus-Gurvits belgisi.

1- TA'RIF: Agar koeffitsientlari xaqigiy
L(P)gaoPhnQaiPn1Q .. Qan-1PQan (1)
ko'phadning barcha ildizlari (nollari) xaqigiy gismi manfiy bo‘lsa, u xolda (1) ko'phad turg‘un
ko‘phad deyiladi.

Turg'un ko'phad larning ildizlari kompleks o‘zgaruvchining tekisligida mavxum o‘qdan
chapda joylashgan bo‘ladi . umumiy xolni ko‘rishdan avval nql,2,3 bo‘lgan xollarda ko‘phad
turg‘un ligini tekshiramiz.
ngl bo‘lganda (1) ko‘phad aopQalgL(p) ko‘rinishini oladi. Bu ikki xad yagona Pg-alao, a#0
ildizga ega. -aYao <o bo'lishi uchun aova al(a1*0) koeffitsientlar bir xil ishorali bo'lishi zarur va
yetarli. Demak, birinchi tartibli chizigli tenglamaning ildizi manfiy bo‘lishi uchun uning
koeffitsientlari bir xil ishorali bo'lishi zarur va yetarli.

Agar ac>0 deyilsa, a>0 bo‘lganda 1- chi tartibli ko'phad turg'un bo'ladi. Endi ng2

bo‘lsin. Bunda biz 2-chi tartibli L(p)gagp2QalpQa2, ac>0 ko'phadga egamiz.
Yugorida ac>0 deb oldik. Agar ac<O bo‘lganda -L(p)qL*(p) deb belgilasak, L*(p) uchun P
oldidagi koeffitsient musbat bo‘ladi. L(p) va Lx(p) ko'phadlar ekvivalent bo‘lgani uchun L*(p)
bilan ish ko'rish mumkin. Bu muloxazada n-tartibli ko'phadlar uchun xam aytishi mumkin.
Shuning uchun doim aoc>0 deb olinsa bo'‘ladi. Yuqoridagi kvadrat uchxadning ildizlari ushbu

p =-aix”ai-4ao0a2_ ai + L ai "2 a2
1,2 2a0 2a0 X 2a0 a0
formulalar bilan xisoblanadi. Bundan diskeriminant
a
2

an2-4aoa2<0 noldan kichik bo‘lganda ildizlarning xaqiqiy gismi 40 dan iborat bo*ladi.
a a

a—y Obo‘lganda 2a0 <o (ac<0) va ko‘'phad turg‘'un bo‘ladi. Agar a— 0 bo'‘lsa, 2a0 <o
bo‘ladi. Bu xolda ko‘phad turg‘'un bo‘la olmaydi. Agar diskriminant nolga teng (Dqo) yoki
noldan katta (D>0) bo'‘lsa, a>0, a2>0 bo'lganda P12<o tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, ya'ni

a

DqoqP12q 2a0 <0 bo'ladi. (D>0) bo‘lganda
D =a2- 4a0a2y 0™ a Y 2MNaoaz2

a_+vD a_-4D a +~NJD
p = — T p =— = — b <0
1,2 2a0 1 2a0 2a0 >0
p __»_§_1+ VD _ ____gl—Jd
2 2ao0 2a0>0
bo‘lishi uchun a— >0Q> a2l-(al2-4acaxoq> al2-al>-4acaZ>oq>aoca2, ac>0,a2>0 bo'‘lganda

aocaz>oq>p2x<o ekan.
Bu xolda ko‘phad yana turg'un bo'ladi. Boshqga xollarda ko‘phad turg'un bo‘la olmaydi.
Agar ko'phad turg'un bo'lsa, ildizlar formulasidan al>o0, a2>o0 kelib chigadi. Shunday qilib,
kvadrat uchxad turg'un bo'lishi uchun uning koeffitsientlari musbat bo'lishi zarur va yetarli.
1-TEOREMA. Ushbu L(p)gPnQalPniQ..,QarnlPQan ko'phad turg'un bilishi uchun uning



koeffitsient lari musbat bo'lishi zarur.

Isbot. L(p) ko'pxadning koeffitsient lari xagiqiy bo‘lgani uchun uning ildizlari soni (karrali
ildizlarining karrasi xam xisobga olinganda) n ta bo‘ladi. shu bilan birga ko‘phad ning k ta ildizi
kompleks bo‘lsa, unda uning yana k ta ildizi mos ravishda qo‘shma kompleks bo‘ladi. Ularni

MDA =12 .kya Ap,P —12..n- 2k deb belgilaymiz. Shartga ko‘ra ko'phad turg'un.
ju, <0j =12,.kAp <0,p =12,...,n- 2K

Shuning uchun . Endi L(p) ni quyidagicha yozish
mumkin.
K
L(P) —TTIP - (Mj +iyp)\P - (Mj - "Y7)]<M1 (P - fip)
k n-2k
—J_I'I_l[ P2- P(Uj - iy)- P(Uj +iy)+ (u2j +i2yj2) 1= J_I'Izl(P - dAp) —

k k k

k
. . i S5 o ;
—jl‘l_l(P2-2 PM + (M2j + |2y,2)>-Jr|_l(P -Ap) _jn—l(P2+0 Hlp +0255L) Jrl—l(P + B%B ),

bunda ©°{=-2 uj>0,’\§> :Mf+Yf>O,Bp=-2p>O

Demak, L(p) ko'phad koeffitsientlari musbat bo‘lgan P QalpQa2 va PQb ko'rinishdagi
ko‘phadlarning ko'paytmasi  shaklida yoziladi. Bunday ko‘phadlarni ko'paytirib chigsak,
koeffitsientlari musbat bo‘lgan ko‘phad chiqgishi ravshan. Bu musbat koeffitsient ta'rif bo'yicha
ala2 ™ anlarga teng bo'ladi. Bundan al>o, a2>0,..,,ar>o. Teoremgt isbo’gbo‘ldi.

2-TEOREMA. Koeffitsientlari xaqgiqiy bo‘lgan L(p)gaop Qalp -Qa2pQa3 ac>0 ko'phad
turg'un bilishi uchun ala2a3 koeffitsientlar musbat va al*a2>ac*a3 tengsizlik bajarilishi zarur va
yetarli.
Umumiy xolda ko'phadning turg'unligi shartini bayon etamiz. Eslatib o‘tamizki, biror matrsa
berilgan bo'lsin, uning k -tartibli bosh minori deb, ushbu

A"P11P12..-P1n
p= P2(P22-—P2n

VPn (Pn2 —Pnn
P11 P12 m-- |k 7
P21P22-- 2Kk

"PK(PK2-- Kk J (gPK) (det PkgAk(P))
matritsaning determinantiga aytiladi. O‘sha minorni AKP) deb belgilaymiz.
3-TEOREMA. (Raus-Gurvits belgisi) Ushbu L(p)gagpnQalpnlQ .Q anlPQan ao>0
koeffitsientlari xaqiqiy bo‘lgan n- tartibli ko‘phad berilgan bo'lsin. quyida ko‘phadning ao,al,.,an
koeffitsientlaridan n- tartibli matritsa tuzamiz:
n

ao,ce.oa-- O
O,C)_«L,es (@)

VO""On 20nJ

2) ko'phad turg‘un bo'lishi uchun Q matritsaning xamma bosh minorlari AXQ),A2Q),.A NQ)
musbat bo'lishi zarur va yetarli.
3-teoremadan 2-teorema xususan kelib chigadi. Xagigatdan, 2- teoremada ng3 edi.
Shuning uchun 3 - tartibli Q matritsani tuzamiz:



fa ,a3...0N
Q = a0,a2..0 = a ,a2- a0,a3

Vo,a ..a
Bundan A1(Q)gal
a , a ] O
a—a3 AB(Q): 0,a 2 a3,A 2(Q)
A2(Q)= —ala2 aOa3
ao ,a2 VO, a ..oa
a2> 22 5o
3-teoremaga ko'ra ac>0, al»>0, a3>0, alaZaoca3>0. Oxirgi tengsizlikdan a kelib
chigadi.
Endi ng4 bo‘lganda
r ,a3,0,0 ]
a o0, ,a4o0
Q = 0,a ,a ,0
VO, a0, ,a4d.
matritsaga ko'ra: AlQgalA2Q)alaz-aca3;
a ,a30
A3(Q) = a0,a2,0 = aja2a3- a2a4- ataxz=a (a”™ -aa)-
V0, a ,a3.

- a(2a4 = a3,A2(Q) - a(2a4

al a ,0, 0

aog, a , a4,o
A—HQ)=o0,a1, a,o0 = a-A3(Q)

0, ao, & a4

0,a0,a2 a4

Bu minorlarning musbatligi shartidan

ac>0, al»o0, a30,a4>0
A3(Q)qa1a2aa-ao,a32,—af,a4>0 tengsizlik kelib chigadi. ng5 bo‘lganda Q matritsa quyidagicha
bo'ladi:

Na ,a3,a5,0,0 "
aQ,az2,a4,0,0
Q= 0a,a,a .o
O,a ,a ,a ,O
v0O,0,a ,a ,a5.

va xakozo.
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Mustagqil ta’'lim mavzulari
1. Yechimning mavjudligi va yagonaligi hagida teorema. O‘ng tamoni maxsus ko'rinishda
bo‘lgan chizigli o‘zgarmas koeffitsientli differensial tenglamalar sistemasi.
2. Matritsa ko'rinishdagi chizigli tenglamalar sistemasi. Koshi integral formulasi. Eksponensial
matritsa. Matritsali differensial tenglamalarni integrallash.

Glossariy
Turg’'un kophad - Agar koeffitsientlari xaqigiy
L(P)gaoPhnQalP Q... Qa”PQan (1)

ko'phadning barcha ildizlari (nollari) xaqigiy gismi manfiy bo‘lsa, u xolda (1) ko'phad turg‘un
ko'phad deyiladi.

Raus-Gurvits belgisi - Ushbu L(p)gaoprQaiprniQ .Q aniPQan, aoc>o koeffitsientlari
xaqgigiy bo‘lgan n- tartibli ko‘phad berilgan bo‘lsin. quyida ko‘phadning ao,ai.,an
koeffitsientlaridan n- tartibli matritsa tuzamiz:

f O2,03 ,0~ ...0 n
Og ,02 ,04 .. .0
O,0” ,0~ .... 0

VO --..0n -2 ,0n J

Keyslar banki
fx=2x-y

Keys: Masala o'rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: [Y ~x+”e
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
« keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

< to'plangan ma’'lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

2) ko'phad turg‘un bo'lishi uchun Q matritsaning xamma bosh minorlari A1(Q),A2(Q),.ANQ)
musbat bo'lishi zarur va yetarli.

Nazorat uchun savollar
Qanday ko‘rinishdagi ko‘phad turg‘un ko'phad deyiladi?
Turg'un ko'phadning ildizlari ganday o*‘qgdajoylashgan bo'ladi?
Birinchi tartibli chizigli tenglamani ildizi ganday bo'lishi zarur va yetarli7
Kvadrat uch hadning ildizlari ganday formulalar bilan hisoblanadi?
Qanday shart bajarilganda ko‘phad turg‘un bo'ladi?

o WD R

Amaliy mashg’ulot-35

vy’ =X Y=ex%-2
X2

1 ] X

y.+ =0
2 X X2 y ¥=Cc°s(inx)+c¢ sin(Inx)



3 X2y - 4xy +6y =X

5 Xy'+2Y = (Ox

g x2y"- 6y =12Inx

X' 2xy'+ 2y =4x

O xJ'"+3x% '+xy=6InX

@+x)2Y"- 31+x)y +4y = (1+x)3

9 X2y " 4xy'+6y = X5

lo x"+xy'+y =X

y”+9y =0 tenglamaning
M (>K,-2) nugtadagi o‘tuvchi
va shu nuqtada

y +1=X->K to'g'ri
chizigka urinuvchi integral
egri chzigni toping.

y +16y =0 tenglamaning

umumiy yechimini toping

y"+ 4y =0 tenglamaning
umumiy yechimini toping
Berilgan differensial
tenglamaning xususiy
yechimini aniglang:

y"-y =5x2+4

Berilgan tenglamaning tipini
aniglang:

(x+3x2)Y +xy=0

Xususiy yechimi y = Xex

bo‘lgan chiziqgli o‘zgarmas
koeffitsientli differensial
tenglamani ko‘rsating.

Xususiy yechimi y =XZ&x *Y +3y +3¥+y=0 y™-y'=0

bo‘lgan chizigli o‘zgarmas

J ¥Y=(x+02[c+c Inx+m]+(x+()

iy =(x+1) [c+c  x+1)]+(x+1)
5x 2+
T +CX c
i3
3 ¢
y =cx +—j—2|nx+(—
i X 3
i: y =cx +cx2- 4xInx
c +c Inx+In x
D R —
J X
Yy = m-CcX +c2 X
j:

X .
y =—+c cos(Inx) +c¢ sin(Inx)

TEST

*y = C0S3X - 3—Sin3x y =Cos3x + %SinSx y = Co0s3x + Sin3x y = Cos3x - Sin3:

*

Yy =C C0S4x +C sin4x

*y =c cos2X+C sin2x y =ce X+c2 X

* 0‘zgaruvchilari
ajraladigan

*Y -2y+y=0

Y=ce-B y =ce&+c2-x
Y =ce-4

y =5x4+4x2 ym=5x2+4

to‘la differensial Bernulli

X L3 = Y-y=0

y =ce- cos4x+c+

Yy =c C0S2X +C XC >52X

y =ax2+bx+c

Y ga nisbatan

chiziqgli

y +2y +y=0

y"+3y 1= 0



koeffitsientli differensial
tenglamani ko‘rsating.

Xususiy yechimni anigmas *y = (0x2+bx+c)ex y =x(0x2+bx+c)e2=x(0x+b)ex y =ox2e2x
koeffitsientlar usuli bilan
toping

Yy - 5y +4y =4x2eX

X = e,y = —et funksiya

. X=2x+Yy X=x+Yy X=x-y X=x- 3y
quyidagi tenglamalar *
sistemalaridan gaysi birining y = 3x + 4y Y =3y - 2x y =y - 4x y =3X+y

yechimi bo‘ladi?



MA'RUZA Ne 36
Mavzu: Lyapunov ma'nosida turg‘unlik.

Reja:
Muvozanat nugtasining turg‘unligi.
Asimptotik ut nuqgta.
Lyapunov ma'nosida noturg‘un yechim.
Lyapunov-Puonkare terremasi.

A WDN

Tayanch so’z va iboralar: muvozanat nugta, turg‘unlik, vektorfunksiya, vektor yechim,
avtonom sistema, asimptotik turg‘unlik, noturg‘unlik, 1-chiyaginlashishi sistemasi.
Muvozanat nuqgtasining turg‘unligi.

X i = f i(xi--x n)
X2 = f 2(X1---Xn)
X n = fn (X1 - X n)

(3)

xqf(x) (4)

(3) avtonom sistemada Xl: F(X Xn)),. Xn:;‘l\g'xl-'xl‘a funksiyalar xolatlar fazosining Dn
soxasida aniglangan va birinchi tartibli xususiy xosilalari bilan uzluksiz deb garaymiz. Turg'un
lik belgilarini bayon etishda esa xatto 2-tartibli xususiy xosilalarning uzluksizligi xam talab

etiladi, ya'ni fi(XI,.Xn) e (Dn) Dn soxadan olingan aqg(al, .a n nuqta (3) sistemaning muvozanat
nuqtasi bo'‘lsin, demak, f(a)qo vektor tenglik o'rinli.

Shu a nugtaning turg‘unligini so‘z bilan tushuntiraylik: agar tqo momentda (3)
sistemaning a(a€Dn) nuqgtaga yetarli yaqin interval nugtadan chigadigan yechimi o‘zining butun
keyingi o‘zgarishi davomida, ya'ni t ning barcha t>o0 giymatlarida shu a nuqgta ga yaqinligicha
golsa, u xolda muvozanat nugta a ni turg'un deb ataladi.

Keyingi muloxazalarimizda 0,t(t = (Ti,.Tn)), p(0,T) =T boshlang‘ich giymatlarga ega
bo‘lagn yechimni 9 (t,q) deb belgilaymiz. Albatta muvozanat nugtasi A ning atrofidagi
yechimlar tekshirilishi turg'un likning aniq ta'rifi uchun kerak. Shuning uchun shubhasiz, 0
deb tanlanadi. Demalk, 9 (t,q) vektor funksiya uchun ushbu

P T -fPT)),
dt (5)

9 (0,M)g™""(0,M-boshlang'ich shart bajarilishi) munosabatlar o‘rinli.

2- TA'RIF: 1) Agar shunday p>0 muvjud bo‘lsinki, [™a]<p bo‘lganda (4) vektor
tenglamaning 9 (t1,g) yechimi t ning barcha musbat(t>0) giymatlarida aniglangan bo'lsa;
2) xar bir musbat son ye>0 uchun shunday musbat 5>0, 5<o0 topilsinki,[*-a]<5 t ning barcha
musbat giymatlari uchun [9(t,0-a]<o V t>o0 tengsizlik bajarilsa, u xolda (4) vektor tenglamaning
muvozanat nugtasi a Lyapunov ma'nosida turg‘un deyiladi.

3- TA'RIF:Agar Lyapunov ma'nosida turg'un bo‘lgan nugta a uchun

] lim\pt,C)- a =0

3) shunday musbat son G>0,G<p,J-g bo‘lsaki, [Z-a]<G bo‘lganda ushbu t
munosabat bajarilsa, u xolda (4) vektor-tenglamaning muvozanat nuqgtasi a asimptotik turg'un
deyiladi.

[9 (t,2)-a]<E tengsizlikni koordinatalar bilan yozsak, W (~ a NH({tE a) +.(AtL) a°) <E
YPi(t,™) - a)y< IgnE - (Pn(t,4) - an) < IgnE,

tengsizlikka ega bo lamiz. Bunga ekvivalent n ta



N~ K =nk >0,i=1n
=1

tengsizlikni yozishimiz mumkin. Agar shu tengsizliklardan kamida bittasi o‘rinli bo‘lmasa,
tegishli 9(t,Z2) vektor -echim Lyapunov ma'nosida noturg'un deyiladi. Bunga misol gilib, xolat
tekisligidagi egar manzarasini keltirish mumkin.

Endi n- tartibli chizigli birjinsli avtonom sistemani olaylik. Bular uchun quyidagicha teorema
o‘rinli.

4- TEOREMA: Bizga chizigli bir jinsli o‘zgarmas koeffitsientli sistema xgAx berilgan
bo'lib, 9(t,2) vektor funksiya tenglamaning boshlang‘ich giymatlariga ega bo‘lgan yechimi
bo'lsin. Agar A matritsaning barcha xos sonlari manfiy xaqiqiy gismlarga ega bo‘lsa, u xolda
shunday musbat T va a sonlar topiladiki, ushbu

Ipt1f|| < # - _’t> 0 (6)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan ma'lumki, agar A matritsaning xos sonlari manfiy xaqiqiy
gismlarga ega bo'lsa, u xolda 9(t,0 yechim uchun (6) tengsizlik o‘rinli ekan. Chizigli bir jinsli
sistemada aqo bo'‘ladi. Shuning uchun ye-biror musbat son bo‘lsa, Sqye/T deb olish mumkin. Bu

Ip((H] srjfle-,f - e- <E,

xolda (2- ta'rifni tekshiramiz) [Z]<E/t bo‘lganda T chunki
e <1—>0t>0
Demak, chizigli bir jinsli avtonom sistema uchun ago nugta Lyapunov ma'nosida turg'un .
Bundan tashqari, (6) tengsizlikka ko‘ra T deb ixtiyoriy kichik musbat sonni olinsa xam
iim|ptE)| —O0
- tenglikka egamiz.
Demak, ago nugta Lyapunov ma'nosida asimptotik turg'un bo'lar ekan.
Agar A matritsaning biror xos sonining xaqigiy gismi 0 ga teng bo'lib, golganlariniki manfiy
bo‘lsa, u xolda muvozanat nugta Lyapunov ma'nosida turg'un bo‘ladi. Ammo u asimptotik
turg‘un bo‘Imaydi.(chunki (6) tengsizlik o‘rinli bo'lmaydi).
Agar biror xos sonning xaqiqiy gismi musbat bo‘lsa, muvozanat xolat turg'un bo‘la olmaydi.
Shu munosabat bilan noturg'un muvozanat xolatining (nugtasining) ta'rifini keltiramiz.

4- TA’'RIF: agarda shunday musbat son M mavjud bo‘lsaki, (4) tenglamaning xar bir
9(t,Z) yechimiga mos traektoriyasi ushbu [Z-a]<” shaming Z Z”a nugtasidan boshlanib, shu
shardan albatta chigsa va unga boshqga gaytib kelmasa, (boshgacha aytganda , shunday musbat
son TqT(Z) topilsaki, tqT(Z) bo'lganda 9(t,Z) yechim aniglangan va t ning shu yechim aniglangan
t>T giymatlarida [p(t,Z2)-a] > u tengsizlikni ganoatlantrsa, u xolda (4) vektor tenglamanin
muvozanat nugtasi a butunlay noturg'un deyiladi.
Noturg'un muvozanat nugtasi umuman aytganda butunlay noturg'un bo'la olmaydi.
Butunlay no turg‘un muvozanat nugta siga misol qilib, no turg'un tugun nugtasi, no turg‘un
fokus nugtani (no turg'un tugilma tugun va fokus nugtalarni) keltirish mumkin.

Lyapunov-Puankare TEOREMAsi.
Biz quyida keltiradigan teorema muvozanat nugta sining asimptotik turg‘'un bo'lishi xaqgida
bo'lib, u yetarli shartni beradi. Ko'pincha bu teoremada tavsiya etiladigan metodni birinchi
yaginlashishi bo‘yicha turg‘un lik yoki Lyapunov-Pauankarening birinchi usuli deb yuritiladi.
Mazkur usul avtonom sistemalar uchun bayon etiladi. Bizga (3) avtonom sistema berilgan bo'lib,
ag(al, . a n uning muvozanat nugtasi bo'lsin. Ushbu
xiqaiQyi, iql,2....n (7
almashtirish yordamida yangi yly2 .y n noma'lum funksiyalarni Kiritamiz. Ravshanki, xiqyi.
Endi (3) tenglamaning o0‘ng tomonida xam (7) almashtirish bajarib, xar bir fi(x1,..xn) funksiyani
a nugta atrofida Teylor gatoriga yoysak, quyidagiga ega bo‘lamiz:
fix) —fi(o)+ ++ (0)(Xj- g>+Ri,1—.2-n
(x) ()j:(d>£j)(1q 81

yoki (7) ni almashtirishdan yigxi-ai



f (a+y)=f(a)+ ~Mra2yj+Ri,i=2n
Aoy (8)
bunda R-yangi y1..yn noma'lumlarga nisbatan 2- tartibli kichik miqdorlar. Farazga ko‘ra, a
nugta muvozanat nugtasi bo'‘lgani uchun fi(a)go. Shuning uchun xigyigfi(aQy) ekanini xisobga
olib (3) sistemani quyidagi ko'rinishda yozamiz: (yangi no'malum funksiyalar bilan):

di(a) )
Y1 = X ~ N Vi + Riji=2n

Agar aiq O(j (9) deb belgilasak, oxirgi sistemani bunday yozish mumkin:

Vi =X ajVj +Ri,i=2n
: . AR b . (10)
Agar(10) sistemada goldiq xadlarni tushirib goldirsak, xosil bo‘lgan ushbu

n

yi =X ar,y,,i=2n

(11)
sistema birinchi yaginlashish sistemasi deyiladi.
5-TEOREMA: (Lyapunov-Penkare teoremasi)
=@j)=(fo. 1+ . : . o
Agar V j ymatritsaning barcha xos sonlari manfiy xaqiqiy gismlarga ega

bo‘lsa, u xolda (3) sistemaning muvozanat nuqtasi a asimptotik turg'un bo‘ladi. To'laroq
aytganda, shunday son t>o, J-ni, [Z-a]<T bo‘lganda ushbu

tE)-all -®-* (12)

tengsizlik o‘rinli bo'ladi.

6-TEOREMA: Agar a= U 2 jaX1 matritsaning barcha xos sonlari musbat xaqiqiy
gismlarga ega bo‘lsa, u xolda (3) sistema ning muvozanat nuqgtasi a butunlay turg'un mas
bo'ladi.

A= rCfi(a)n
7-TEOREMA: Agar v %y matritsa xos sonlari ichida kamida bittasi musbat
xagiqiy gismga ega bo‘lsa, u xolda muvozanat nugtasi noturg'un buladi.

Misol 1
Matematik mayatnik tenglamasini, ya'ni ushbu I9 Qgsing qo tenglamani ko'raylik yoki kanonik
0‘zgaruvchilarda (9g9 19qg92da) 9209 g-g/e sin 9 g-g/e sin bl
jPi =p2

1 ]
p2=- 8 snp (13)
sistemani ko‘raylik. Bu avtonom sistemaning muvozanat nugta lari(0,0), (kP,0) nugtalardan
iborat bo'lib, sanogli to‘plamni tashkil giladi. Bu nuqgta larni turg'un yoki no turg‘unligini
tekshirish uchun fagat 2 tasini, ya'ni a(1)q(o,0) va a@q(P,0) nugtalarni tekshirish yetarli. Avval
a(1)g(0,0) nugta ni olaylik. Mos 1-chi yaqginlashish sistemasi.
F1(91,92)q92,92(91,92)g-g/e sin ¢

Nefi _ 0 Cfi (0-,0) -5

CPi c Pi

cfi - 4 Cfi (0,0) -1

CcpP2 CcP2

cf2 -g--cospl Cfi(0.0) _ g cosO = - g
cP2 e CP(

cf2 _ g Sf2(0,0) _ 4

CcpP2 CcpP2



.~ fF (0,0 0 . &1 (0,0) 8/.(0,0)
pr=_ - pj I —12 p>= —N-mme P+ e p2
Bulardan j— 8pj bo‘ladi. Ya'ni 8pj 8pj

8/2(0,0)  8/2(0,0) o g
p2— lp(+~" " Lip2 b2=—p(

8p 8pj yoki e ko‘rinishda bo'lib, Ag(af)gq( e ) .Bu
matritsaning xos sonlarini topamiz : [AgXE]qo ya'ni
- Al

=0~ a2+4 =0~ ﬂ2+g—,g>0,|>0,ﬂ(‘2:+—g’\ﬂ =+ -9
e e

- g ,—4 M e 12 M e
e

A =1M"—g F92= \ e
Bundan ko'rinadiki, xos sonlarning xagiqiy gismlari 0 ga teng. Bundan (o, o) nugta berilgan(13)
sistema uchun Lyapunov ma'nosida asimptotik turg'un emas. (5-teoremadan). Ammo
mayatnikning kichik tebranishlari uchun sin kg2 va bu xolda (0,0) turg'un bo'ladi.
Shunga o‘xshash a(2)q(P,0) ga mos birinchi yaginlashish sistemasini xisoblash kerak.

= p2 0,1
2= A = A —Jg,A2— ]
P % A bo'lib, e X0s sonlari ya'ni Vge \%
4,1
- g ,—o . .
e xo0s sonlardan biri musbat bo‘lgani uchun

(P,0) nugta da (13) sistema uchun Lyapunov ma'nosida noturg‘un. (7-teoremadan).

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutaMHoB M.C., HacputgnHos [.H. Opauin andpdpepeHUmMan TeHrnamasap.
ToLWKeHT, * ¥Y36eknctaH”, 1994.
2. TToHTpsAruH J1.C. ObblKHOBEHHME andichepLmaribHble ypaBHeEHUS. M.:Hayka, 19609.
3. CtenaHoB B.B. Kypc anddhepeHumanbHbIX ypaBHeEHNA. M.: Tn3.duns3- mat. nnTepatypa.1958
4. 3nbcronby J1.E. AndhdepeHuyasnbHble ypaBHEHUS U BapuauuoHHOE vcuuieHVe. M.: Hayka..
1965.
5 ®ununnos A.®. C60pHUK 3a4a4 Mo anddepeHUmasibHbIM ypaBHeHAM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustagqil ta’'lim mavzulari
1. Yechimning davomiyligi. Yechimning boshlangich giymatlarga va parametrlarga uzluksiz
bogligligi hagida teorema.
2. Yechimning boshlangich giymatlar va parametrlar bo'yicha differensiallanuvchanligi hagida
teorema.

Glossariy

Turg'un nugta - a nugtaning turg‘unligini so‘z bilan tushuntiraylik: agar tqgo momentda
(3) sistemaning a(a€Dn) nuqtaga yetarli yagin interval nugtadan chigadigan yechimi o‘zining
butun keyingi o‘zgarishi davomida, ya'ni t ning barcha t>o0 giymatlarida shu a nugta ga
yaginligicha qolsa, u xolda muvozanat nugta a ni turg'un deb ataladi.

Lyapunov ma'nosida turg‘un nugta - 1) Agar shunday p>o0 muvjud bo‘lsinki, [<;-a]<p
bo‘lganda (4) vektor tenglamaning 9 (t1qg) yechimi t ning barcha musbat(t>0) giymatlarida
aniglangan bo'lsa;

2) xar bir musbat son ye>0 uchun shunday musbat 5>0, 5<o0 topilsinki,[Z-a]<5 t ning barcha
musbat giymatlari uchun [p(t,Z2)-a]<o V t>o0 tengsizlik bajarilsa, u xolda (4) vektor tenglamaning
muvozanat nugtasi a Lyapunov ma'nosida turg‘un deyiladi.

Assimptotik turg’un nugta - Agar Lyapunov ma'nosida turg‘un bo‘lgan nugta a uchun



iim pt"™>- 0=0
3) shunday musbat son G>0,G<p,J-g bo'lsaki, [Z-a]<G bo'lganda ushbu

munosabat bajarilsa, u xolda (4) vektor-tenglamaning muvozanat nuqtasi a asimptotik turg'un
deyiladi.

Butunlay noturg’'un nugta - agarda shunday musbat son M mavjud bo'lsaki, (4)
tenglamaning xar bir 9(t,Z) yechimiga mos traektoriyasi ushbu [Z-a]J<”™ shaming Z Z"a
nugtasidan boshlanib, shu shardan albatta chigsa va unga boshga gaytib kelmasa, (boshgacha
aytganda , shunday musbat son TqT(Z) topilsaki, tqT(Z) bo‘lganda 9(t,Z) yechim aniglangan va t
ning shu yechim aniglangan t>T giymatlarida [p(t,2)-a] > v tengsizlikni ganoatlantrsa, u xolda
(4) vektor tenglamanin muvozanat nuqgtasi a butunlay noturg'un deyiladi.

A-(a)-f/0 1

Lyapunov-Penkare teoremasi - Agar v j Jmatritsaning barcha xos
sonlari manfiy xaqigiy gismlarga ega bo‘lsa, u xolda (3) sistemaning muvozanat nugtasi a
asimptotik turg'un bo‘ladi. To'larog aytganda, shunday son o, J-ni, [Z-a]<T bo'‘lganda ushbu

Ip(t,e)- 0 ~dE- Oy -
tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Keyslar banki
\x=2x+y + 2¢'
4
Keys: Masala o’'rtagatashlanadi: Differensial tenglamani yeching: 1Y x+ Y e
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
= keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

= Kkeltiring (individual va Kkichik guruhlarda);

to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
Muvozanat nugta turg'un deb nimaga aytiladi?
Lyapunov ma'nosida turg'un deganda nimani tushunasiz?
Asimtotik turg'un deb nimaga aytiladi?
Butunlay turg'un deb nimaga aytiladi?
Lyapunov - Puankare birinchi usuli deb nimaga aytiladi?

asrwdNp

Amaliy mashg’ulot-36
O‘zgarmas koeffitsientli chizigli sistemalar
1 aoY(r>+aMn]) +...+anY'+a,y =0 (D

ko‘rinishdagi chizigli o‘zgarmas koeffitsientli tenglamalarni yechish uchun xarakteristik
tenglama

OoOA +o04d +..+anHd+o0 —0 )

A A
tuzish kerak va uning hadlari 4,..., n larni topish kerak. U holda (1) ning umumiy yechimi

CleFk ko‘rinishdagi (ﬂl_EZL ning sodda yechimi) va ECm(+Cm2X+ _+kaxk-1Le9(
ko'rinishdagi (A—k -karrali yechim) xususiy yechimlarning yig‘indisidan iborat. (1)-tenglama
yechimi hagiqgiy yoki kompleks bo‘lishi mumkin. Agar (1) tenglama koeffitsientlari hagiqiy

bo‘lsa, uning yechimini 1 ildizlar kompleks bo‘lganda ham, haqigiy ko'‘rinishda yozish
mumkin. Har bir oddiy kompleks ildizlar 4—a + ® uchun (1)-tenglama umumiy yechimida
Cie - ABP X+ Ce"XSinP X

ko‘rinishdagi xadlar ishtirok etadi. Agar HA—a - ildizlar k-karrali bo‘lsa (1) tenglama
umumiy yechimida



Pk eaxcos J3x+ QkH (x)eaxsin IJX

Qo' shiluvchilar hosil bo‘ladi, bu yerda Pkl\gvx)’ Qk—I\gx? ixtiyoriy k-1 darajali ko'phadlar.

Misol 1y 2y 16y + 32y = 0 tenglama yechilsin.
Xarakteristik tenglama tuzamiz.

)
y = deb olamiz:

JI5- 2J14-16J1+32=0" (J1-2)(J14-16) =0~ (J1-2)2(1+()(J12+4) =0,
NnN=n=2 N=-2, Nn=2, J1=-2i.
Bayon etilganiga muvofiqg.
y = (cx+cX)eX+ e X+ c4cos 2x +c5sin 2x

(Cl+ Cx ko‘phad darajasi —J'I2— 2 ildiz karrasidan past).
Misol-2: 'y -2y +5y =0 tenglama uchun r -2r +5=0 harakteristik tenglama

= 1% 2i
Ir],2 ' ildizlarga ega. Differensial tenglamaning umumiy yechimi:

y =CeXcos 2X +c2Xsin 2X y =ex(c cos 2x +c2sin 2x) uy™ 8 =0

tenglamaning harakteristik tenglamasi: r - 8=0. Chap tomonni ko'paytuvchilarga ajratib,

(r 2)(r +2r+A) =0 ni hosil gilamiz, bu yerdan r ~ [% 1+i™ . Differensial
tenglamaning umumiy yechimi:
y = cBX+ cZ2~Xxcos Xy/3+ cE~Xsinx"\J3.

yoki ¥ =ceX+e- (c2cosxyJ3+ c3sinx*J3).

Nihoyat y - 13y +36y =0 tenglama uchun harakteristik tenglama: r +13 +36r =0;

=0 =221 r, =430 . . . . . .
uning ildizlari 1 23 B! dan iborat. Differensial tenglamaning umumiy yechimi:

y =C +C cos2x +cC sin2X +c4cos 3x +c5sin 3x

2. Chizigli, o‘zgarmas koeffitsientli, 0‘ng tomoni bo+bxX+."+bX , e , ¢ 0 s Px
funksiyalarning yig‘indisi, ko'paytmasi ko'rinishda bo‘lsa, xususiy yechim anigmas
koeffitsientlar usuli bilan topiladi. Anigmas koeffitsientlar usuli 0‘ng tomonga garab yechimni
tenglamaga go'yib topiladi. Xususiy yechim topish jadvalini keltiramiz.

Ne O'ng tomon ko'rinishi Xususiy yechim ko'rinishi
1 Anpoeyx (4) y —= XsQm(x)erx.
t A
a) = , agar 7 (1) ning yechimi emas.

b) S=k, agar 7 (1) ning k karrali ildizi bo‘lsa
2 eax(P(x)cosPx+Q(x)sinPx) (5) yh=Xseax(Rm(x) cos P x+ Tm(x) sinPx)

a) s =0 agar a +* (1) ning yechimi emas.

b) S =k, agar a +*P (1) ning k karrali ildizi.

Bu yerda IDm Tm P\(/?/()’ QM9 ko‘phadlarning tartibiga teng ko'phadlar.

1) Agar o'ng tomon cosPX, sin@x larni o'z ichiga olsa ularni Eyler formulalari
eiP+qg-IRx eix—e X
C0S PX = ----mmemmmo- , SINPX =
2 2i

asosida o‘zgartirish zarur.



2) O'ng tomoni (5) ko'rinishlardagi tenglama yana quyidagicha yechilishi mumkin.
Avval o‘ng tomon P(Qe(*+ip> uchun (1) tenglama yechiladi. Bu yechimning haqiqiy gismi 0‘ng
tomon p(x)e c¢OSPx uchun, mavhum gismi o‘ng tomon p(x)e sinPx uchun xususiy yechim

bo‘ladi. Agar o‘ng tomon bunday f +—+f funksiyalar yig‘indisi shaklida bo‘lsa, xususiy
yechimlar har har bir tomon uchun alohida olinadi va qo‘shiladi.

Ixtiyoriy bir jinsli bo‘lmagan chizigli differensial tenglama yechimi mos bir jinsli
tenglama umumiy yechimi bilan bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning bita xususiy yechimi
yig‘indisiga teng.

Misol-1: y - 6y +9y =xe cos2x (8) tenlama yechilsin. Xarakteristik tenglama
yechilsin. Xarakteristik tenglama.

A3- 642+94—0, 1 —3, 4 —0.

Shuning uchun bir jinsli tenglama umumiy yechimi 0= (Q +™x)e +C ga teng. O'ng
tomon ikki xad vyig'indisidan iborat. 1-had uchun y —a +1p—3 ikkinchi had uchun
y =a +ip =3+ 2i.Bu sonlar har xil bo'lganidan xususiy yechimlarni alohida izlash kerak:

Y- 6y4+9y = xe¥, (9)
y "- 6y "+ 9y =eXcos 2x (1o)
y =3 ga ikki karrali S=2 ildiz mos keladi, shuning uchun uning xususiy yechimi

2 N a—1 g= _—l
M x (ax+b)e ko'rinishda olinadi. Uni (8) ga qo'yib 8 18 ni topamiz.

So‘ng, a +p —3+2 son xarakteristik tenglama yechimi emas. Shuning uchun (10) ning

xususiy yechimini x2=e3<\(/00052x+d5|n2x)] ko rinishda iozlaymioz. Uni. (10) oga qo<yi'll5j

c=- - d="-1 + o+
topamiz: 52 26 . Tenglamani umumiy yechimi ¥~ ¥° Yl Y2 ko'rinishda bo'ladi.

Misol-2: yV+2Y"+16—=0

tenglama r -8r +16r—0 harakteristik tenglamaga ega, uning ildizlari:
r—0 r_—2i r —2i . . . R
1 ' 23 " 45 . Umumiy yechim quyidagicha yoziladi:

y =Cc +C c0s2x +C sin2x +¢4x cos 2x + C X sin 2x
3) Birjinsli bo'lmagan
ay(re+aly(nd) +... +any="1 (x) (11)
ixtiyoriy tenglama o‘zgarmaslarni variatsiyalash usuli bilan yechiladi. (11) da bir jinsli (f
= 0) tenglamaning umumiy yechimi ¥ CM+ -+ QOn yechimi topilgan bo‘lsin. Bu holda (11)

ning yechimi y Cl(Xyl + -.+°n(x> Kko'rinishda izlanadi. °I(x) funksiyalar quyidagi
sistemadan topiladi:
C1YL+C2Y2+ ..+ChYn=0,

c1Y1+c2Y2+..+c\y\ =~

C'ly(n’')+ C\yIl> +... +c'n—m’) —0,

o°(c"— +...+c\yi"1'1—f (x).

Eyler tenglamasi



axry @ +... +aknly(nl +... + andxy = f (x) (12)

da x e (x>0) yoki x e (x<0) deb o‘zgartirish bajarilsa chizigli o‘zgarmas
koeffitsientli tenglamaga keladi. Hosil bo‘lgan o‘zgarmas koeffitsientli tenglama
aoWw ~N-1)..~A-TH()+..+an M~ -1) +anl1+an=0

k., (K
Xarakteristik tenglamaga ega bo‘ladi. Xarakteristik tenglama tuzishda har bir x y

ko‘paytma (12) da 1 ga kamayuvchi J1(J1-1)..-(J1-k + () ko'paytma bilan almashtiriladi.
Misof® X¥ - X "+2xy'- 2y =x3 (13)
Xarakteristik tenglama tuzamiz:
- no- 2)-n-1)+21-2=0 (14)
(N-1)(N2-3N0+2)=0, N =1 =2

y0={cx+cA)et+ce?2

bu holda bir jinsli tenglama umumiy yechimga ega. (13) ning xususiy

yechimini topish uchun (14) ni ochib chigamiz. J1 4J/1 +5/1 2 =0 . Bu harakteristik tenglama
asosida 0‘ng tomonli tenglama tuzamiz:

3
Y— 4Y1+ 5Y— 2Yl=e (x=et
3 soni harakteristik tenglama yechimi emas, shuning uchun xususiy yechimni Y =ae
1
a=—
ko'rinishda tuzamiz. Uni oxirgi tenglamaga qo'yib 4 ni topamiz.

Demak, umumiy yechim

Y=Yot+Yi=(CitcAY +cEA+2ed=
=c +c InX)x+"x2+—x3 (x>0)

1 ko'rinishda topiladi. x < 0 da shunga o‘xshash yechim topiladi, fagat In(x) o‘rniga Inix |

dy:Z
dx
dz Yy =C COSX+ C sinX
=-Y _ ] )
olinadi. 9% i Iz =c cosx- ¢ sinx
By _
dx y =e x(C cosx +C sinx)
dz <
tY+3z z =—eX[(c2- 2c)cosx - (¢ +2c)sinx]
2 dx i
dy
=-3y-z
dx y
dz IY =(ci- c2- cix)e
=Y-z

5 X i [z =(cix +c2e-x



dx
dt
dy
dt
dz
4 dt
dx

dt:y+Z

=X+z
dt

dz

= X+ y
dy
dx

dz
=X+y+z

:y+z

y”+ 9y =0 tenglamaning

M (>K—1) nugtadagi o‘tuvchi
va shu nugtada

y +1=x- >Kto'g'n
chizigka urinuvchi integral
egri chzigni toping.

y +(6y —0 tenglamaning
umumiy yechimini toping

y"+ 4y =0 tenglamaning
umumily yechimini toping
Berilgan differensial
tenglamaning xususiy
yechimini aniglang:
y"-y’=5x2+4
Berilgan tenglamaning tipini
aniglang:
(x+3x2)—+xy=0

Xususiy yechimi — —Xex
bo'lgan chizigli o‘zgarmes
koeffitsientli differensial
tenglamani ko' rsating.

Xususiy yechimi y =Xe~x *y" +3y"+3y'+y =0 y™-y' =0

0‘zgames
differensial

bo‘lgan chizigli
koeffitsientli
tenglamani ko' rsating.
Xususiy yechimni anigmes
koeffitsientlar usuli bilan
toping

N
X=cY +e 2 ¢ cos— t+Csin— t
v2 3 3 33

="™G\/3- ¢ >/3  c9V3+c_ ,
<y =qe'+e 5"CIN3 " C (o3 3 3sin
Vv 2 J
NN - > >3 - >
z =ce'+e 2 ¢ 3’1/3 C%cos—/stbr 2/3 ----- sin—/%
\Y; 2 2 J

X=qge '+cx
<y =¢3- +ce

ji z —fc +Cle +c'e

y =c +c2X- ( (Xx2+X)

<

Z =c2X-c¢c +1 (x2- x-1)
TEST

*y = Cos3x - % Sin3x y = Cos3x + %SInSx y = Co0s3x + Sin3x y = Cos3x - Sin3.

*
Y =ce-¥ y =c e 4&C0S4x+c +

y =C cos4x+c sin4x

y =cedx+Cc2—X

*y =C C0S2X+C SiN2Xy =ce X+ C2—X Y—¢ce-4 Yy =C c0S2X+CXC >
* y =5x4+4x2 Y1=5x2+4 y =ax2+bx+c
5 4 5X 2
=—X - +7X
(2 3
* o‘zgaruvchilari to'la differensial Bernulli Y ga nisbatan
ajraladigan chizigli
*Y - 2y+y=0 y"-2y"-3y=0 y".y=0 y +2y +y=0
y'-¥=0 Y'+3y'=0

*y = (0x2+bx+c)ex y=x(ox2+bx+c)edy =x(0x+b)e2X y =ax®2X



y - 5y +4y =4x2X

X =¢€,Y = - et funksiya

o X=2x+y
quyidagi tenglamalar *
sistemalaridan gaysi birining
yechimi bo‘ladi?

y =3x+ 4y

X=x+y
Y =3y - 2X

X=x- 3y
y =3x+y



MA'RUZANe 37
Mavzu: Differensial tenglamalarni yechishni tagribiy usullari.

Reja
1 Eyler usullari.
2. Korreksiya usuli
3. Prognoz usuli.
4. Aniglashtiradigan usul.

Tayanch so’z va iboralar: differensial tenglamalarni yechishni taqgribiy usullari, Eyler
usullari, korreksiya usuli, prognoz usuli, aniglashtiradigan usul.

Bundan awvvalgi paragraflarda chekli ko'rinishda integrallanadigan differensial
tenglamalarning ayrim turlari garalgan edi. Ular unchalik ko'p emas, bunga oliy texnika yurti
kursining chegaralanganligi sabab emas. Gap shundaki, burday turdagi tenglama lar, umuman,
kam. Birog amaliy masalalalar ko'pincha turli-tuman differensial tenglamalarga olib keladiki,
ularni yechish uchun tagribiy usullarga murojaat gilishga tugri keladi.

Differensial tenglamalarni tagribiy yechishning turli usullariga ko‘pdan-ko'p kitoblar
bag‘ishlangan. Odatda ular xisoblash matematikasi usullariga maxsus bag‘ishlangan bo‘limda
o‘rganiladi. Shunday bo'‘lsada, o‘quvchini differensial tenglamani tekshirishning ana shu
tomonlari bilan tanishtirish mavsadida bu usullarning eng soddalari ustida gisqacha to‘xtab
0‘tamiz.

Bu material bilan tanishishni ketma-ket yaginlashish usulidan boshlaymiz. Bu usul

boshlang‘ich  sharti y'x_X’B A bo‘lgan ylgf(x,y) differensial tenglamaning yechimiga
yaginlashadigan funksiyalarning {yn} ketma-ketlikning istalgan funksiyasini masalamizning
tagribiy yechimi deb deb gabul gilish mumkin. Bunday ketma-ketlikni tuzish bilan misol orgali
tanishish magsadga muvofig.

Differensial tenglamaning yechimini grafik usul yordamida xam ishlash mumkin, buning
uchun tenglama uchun aniglaydigan yo‘nalishlar maydonidan foydalaniladi.

Agar uzoq liniyalardan, ya'ni maydonning bir xil yo‘nalishi nuqgtalaridan tuzilgan
chiziglardan foydalanilsa, maydonni tuzish ancha yengillashadi. Birorta izoklinani kesib o‘tuvchi
barcha integral egri chiziglar kesishish nugtalarida Ox o‘qga bir xil burchak ostida og*‘gan.

Izoklinaning ta'rifidan uning tenglamasidan tuzish usuli kelib chigadi:  yIgf(x,y)
tenglamaning chap tomonini biror R kattalikka tenglash kerak, u xolda f(x,y)gR tenglama (R -
parametr) izoklinalar oilasining tenglamasi bo‘ladi. R parametrga turli R1R2,_R n, giymatlar
berib, berilgan differensial tenglama ning turli izoklinalarni tashkil gilamiz

Masalan, izoklinalar yordamida Y= % differensial tenglamaning izoklinalar oilasining
tenglamasi: x/2gR yoki xq2R, OU bo'‘lgan o‘qga parallel tugri chiziglar izoklinalar bo'ladi(1-
rasm)

R0 deb xg0 izoklinani (OU o‘gni ) xosil gilamiz, uning barcha nuqtalarida maydon yo‘nalishi
OX o0'‘qga paralel. Rgl da xqg2 izoklina ni olamiz, uning barcha nugta larida maydon OX o‘q
bilan 450 burchak tashkil giladi;

Rgl deb, xg-2 izoklinaning barcha nugtalarida maydon yo‘nalishi OX o‘q bilan - 450 burchak
tashkil etishini ko'ramiz va xakozo.

Agar birorta nugta, masalan Mo(-2, 3) nuqgtani olsak, u xolda bu o‘q orqali o‘tuvchi integral egri
chizigli tagriban yasash mumkin, bunin uchun egri chizigga xar bir nugta da o‘tkzilgan urinma
mmaydonning bu nuqgta dagi yo‘nalishi bilan bir xilda bo‘lishidan foydalanish kerak.
Chizmadan ko'rinib turibdiki, integral egri chiziq parabolani eslatadi. Bu tabiiydir: ylgx/2
tenglamaning umumiy yechimi yq(x24)Qc parabolalar oilasidan iborat, y/iq-QZqB 2boshlang‘ich
shart esa bu parabolalardan birini aniglaydi. Ikkinchi misol sifatida y gX Qy~ differensial



tenglamaning yo‘nalishlar maydonini yasaymiz. Bu tenglamaning _izoklinalari markazi
koordinatalar boshida bo‘lgan konsentrik aylanalardan iborat bo‘ladi: x™Qy gR (2-rasm)
Rqo da nuqgta ni koordinatalar boshi O (0,0) ni xosil gilamiz, bu nugtada maydonning yunalishi
OX o‘qqa paralel, Kql da x’Qy’ql aylanaga egamiz, uning xar bir nugta sida maydon yo*nalishi
OX o'q bilan 450 burchak tashkil etadi va xakozo.
Agar tayin nugta ni, masalan, koordinatalar boshi O(0,0) ni olinsa, undan o‘tuvchi integral egri
chizigni yasash mumkin. 2-rasmda bu egri chizigdan tashgari yana 2 ta egri chizig bilan
tasvirlangan.
y1lgf(x,y) differensial tenglamaning berilgan M o(x0,y0) nugtadan o‘tadigan integral egri chizig'ini
yo'nalishlar maydonini avvaldan yasab o‘tirmasdan, siniq chiziq ko'rinishda taqribiy yasash
mumkin. Buning uchun quyidagi usuldan foydalanish mumkin.
xau tekislikda Ou o‘qga paralel va OX o'q bilan obsissalari xo,xIrx2,... bo‘lgan Ao, A™A2,...nugta
larda kesishadigan tugri chiziglar o‘tkazamiz. (3-rasm.)
xqgxo tugri chizigda Mo(xo, ug nugta olib, integral egri chizigning o‘rnini bosadigan siniq
chizigni bu nugtadan boshlab chiza boshlaymiz. Tenglamaning o‘ng tomoniga Mo nugtaning
koordinatalarini qo‘yamiz va bu nugtada integral egri chizigga o‘tkazilgan urinmaning burchak
koeffitsientini xisoblaymiz: tgxoqylogf(xo,yo) Agar vertikal tugri chiziglar bir-birlariga yetarlicha
yaginterval olingan bo‘lsa, u xolda egri chizigning xqgxo va xqxl1 to‘g‘'ri chiziq orasiga
joylashgan gismini unga Mo nugtada o‘tkazilgan urinma kesmasi bilan almashtirish mumkin. Uni
yasash uchun Mo nugtadan y Jogtgao burchak koeffitsienti yuqorida xisoblangan nur o‘tkazamiz.
Bu yasashni birmuncha soddalashtirish mumkin. Bunin uchun OX o‘gning koordinatalar
boshidan chap tomonida ROgl masofa R qutb olish va Ou o‘qda ONogf(xo,yo) kesma ajratish
kerak. Agar No nugta ni qutb bilan to‘g‘'ri chiziq yordamida tutashtirsak, ONdPOqf(xo,yo0)q
tgao. Endi Mo(.) dan PNoga paralel to'g‘ri chiziq o‘tkazsak, urinmaning MoM 1 kesmasini xosil
gilamiz, bu bilan egri chizigni (xo,x1) oraligda Mo, M 1kesmaga almashtiramiz.
Bundan keyingi yasash xuddi shunday davom ettiriladi.
M 1(x1y] nugtani integral egri chizigning nugtasi uchun gabul gilamiz. U1lordinatani rasmdan
topamiz, uning giymatini x ning giymati bilan birgalikda tenglamaga qo‘yamiz va
tgalgygf(xLyJd ni xisoblaymiz. So‘ngra Ou o‘gda ONI1gf(x1yl) kesma ajratamiz, N 1nugtani R
gutb bilan to‘g‘ri chizig kesmasi yordamida tutashtiramiz va M lnugta dan xqx2 to‘g‘ri chiziq
bilan M2(x2,u2) nugta da kesishguncha MIM2/RN1to‘g‘ri chizig kesmasi 0'tkazamiz. Shundan
s0'ng xuddi shu yasashni M 2 nugta uchun bajaramiz va xakozo.
Bu yasashlarni xam o‘suvchi, xam kamayuvchi absissalar yo‘nalishida bajarish mumkin. MoM 1,
M2M3. siniq chizig Mo(xo, ug) nugta dan o‘tuvchi izlanayotgan integral egri chizigni taqribiy
tasvirlaydi. U Eyler siniq chizig'i deyiladi.
OR kesmani va ONo, ONLON2 kesmalarni yasashda koordinata o‘glarida gabul gilingan
masshtablardan boshgacha masshtabdan xam foydalanish mumkin, chunki RNo, RN1RN2
kesmalarnin yo‘nalishlari bu kesmalar uchun olingan masshtabning tanlanishiga bogliq emas.
Birinchi tartibli differensial tenglamaning taqgribiy yechimini grafik topishning ko‘rib chigilgan
usuli Eylerning siniq chiziglar usuli deyiladi.
Bu usul amalda ko'p o'llaniladi, birog tavsiflangan grafik shaklda emas, balki sonli shaklda
ishlatilib, uni tatbiq qgilish natijasida tagribiy yechimning giymatlari jadvalini xosil gilamiz.
Xagigatdan xam, birinchi nugta ni yasashning yozidayoq uning ordinatasini ushbuga teng deb
olamiz: yi1gyoQylo(x1-x0)qyoQ(x1-xo)f(xo,y0)
Agar x0,x1,x2,..nuqtalar bir-biridan bir xil masofada bo'ladigan gilib tanlangan deb faraz gilsak
va ular orasidagi bu masofani ngxR1-xR deb belgilasak, quyidagiga ega bo‘lamiz:

y 1qyoQyIbohayoQhf(xo,yo),

y2qyoQyIbhay1Qhf(x1,y1),

YRQ1qyRQyIRhayRQhf(XR,yR)
Konkret amaliy masalalarni xal etishda sonli metodlar boshga taqribiy metodlarga nisbatan
ancha qulay, chunki u yechimni kelgusida xam foydalanish uchun yarogli bo‘lgan shaklda



topishga imkon beradi. Biroq Eyler usuli mazkur xol uchun xar xolda qo‘pol yaqginlishishni
xam beradi.(xatto hqo,1 gadamda nisbiy xato bitta?)
Aniglikni oshirishning imkoniyatlaridan biri egri chizigni uning oraliq oxirida emas, balki uning
o‘rtasida o'tkazilgan urinmasidan almashtirishdan iborat. Buning uchun (XRXRQ) oraliq
o‘rniga o‘rtasida Xr nugta bo‘lgan (XRLXRQ) oraligni garaymiz. Agar bu oraliqda integral egri
chizigni absissasi Xr bo‘lgan nugtada o‘tkazilgan urinma bilan almashtirsak, uning burchak
koeffitsienti y'Rgf(xRyR) ga teng bo'ladi va oraliq uzunligi 2h ga teng bo‘lganligidan:
AyRg2hy'Rg2hf(xR,yR), 2)
YRQ1qyR-1QAyqyR-1Q2hyIRqyR-1Q2hf(xR,yR) 3)
Ancha anigrog natija beradigan bu formulalar Eylerning aniglashtrilgan usuli deyiladi. Uni
go'llanishdagi kichik bir giyimnchilik shundan iboratki, keltirilgan formulalarni fagat Rql dan
boshlab tatbiqg gilish mumkin, bu y2qyoQ2hyIRyyoQ2hf(x1y] ni topishga imkon beradi. Bu yerda
uo emas, balki ulxam ma'lum deb faraz gilinadi. ulni topish uchun Eylerning odatdagi usulidan
foydalanish mumkin. Yana xam yaxshirog‘i, Eyler usuli bo'yicha dastlab y/2 ning giymatini
xi/Z1xoQh/2 «yarim nuqtada» xisoblab olishdir.
Eylerning aniglashtirilgan usuli ko‘rilgan usullar kabi mexnat talab gilsada, odatda, ko‘proq aniq
natijalar beradi. Birog u muxim bir kamchilikka - bargaror emas kamchiligiga ega: gadamlar
soni katta bo‘lganda bu usul o‘rdamida topilagn tagribiy yechim giymatlari anig yechim atrfida
0'‘sib borish tartibida tebran boshlaydi. Bunday tebranishlarni sezganda bu usuldan voz kechish
va boshga anigroq usullarga murojaat gilish kerak.
Differensial tenglamalarni tagribiy yechishning turli g‘oyalarga, ko‘pincha Eyler usuliga
tayanadigan bunday sonli usullari burchak u orttirmani iloji boricha aniqg xisoblashga keltiriladi.
Natijada formulalarning murakkablashib, xisoblashlarning esa cho‘zilib ketishi tabiiydir. Xozirgi
paytda prognoz va korreksiya usullari deb ataluvchi usullar keng qo'llanilyapti. Biz bu sinfning
eng sodda namoyondasiga to‘xtab o‘tamiz; nomning kelib chigishi bayon qilish borasida
ko‘rinadi.
Yana ixtiyoriy (XR XRgl oraligni olamiz va barcha XR giymat lar bir-biridan baravar
uzoqglashgan deb faraz gilamiz. Quyidagini yoza olamiz:

XRL
Ny — R - yR — ] Y1(x)dx
Xr ()
Bu integralni xisoblash uchun aniq integrallarni taqribiy xisoblash formulalaridan birini,
masalan, trapetsiyalar formulasini  go‘llash  mumkin. U xolda (4) formulani

AYRgh/2(yIRQY IRQ) ko'rinishda yozish mumkin.
(5) formulani izlanayotgan yechimning AYR orttirmasini  xisoblashda tatbiq etishda ul
xosilasining giymati fagat X Rnugta da emas, balki X Rglnugta da xam ma'lum deb faraz gilinadi.
Uni Y IRQIg(xRALYRQY differensial tenglamadan xosil gilish mumkin: birog buning uchun bizga
0‘sha izlanayotgan yRQl kerak bo‘ladi. Murakkab axvolga tushib qoldik. Undan quyidagicha
gutulish mumkin:
Dastlab biron-bir sodda usul yordamida yRQL ning giymatni xisoblaymiz. Bu giymatni
differensial tenglamaga go'yib, u yerdan yJIRQL xosilaning giymatini xosil qilish mumkin.
Natijada (5) formuladan va izlanayotgan funksiyaning tuzatilgan, yangi orttirmasini xisoblash
imkoniyatiga ega bo‘lamiz. (korreksiya). Agar prognoz Eylerning aniglashtirilgan usuli
bo'yicha gilinayotgan bo‘lsa, bayon etilayotgan prognoz va korreksiya usuli uchun gilinadigan
amallar ktma-ketligi quyidagicha bo'ladi:
YRQ1q YR-1Q2hyIR (prognoz)
Y 1RQIq f(XR,YR)
YRQ1g YRQh(yIRQYRQL)/2 (korreksiya)

Prognoz va korreksiyaning boshga usullari xuddi shunday g‘oyaga asoslangan bo'lib, bayon
etilgan usuldan shunisi bilan farq giladiki, yechimning navbatdagi giymat tini prognz qilishda
xam, korreksiya gilishda xam boshqga, murakkabroq bo'lsada, anigroq formulalar qo‘llaniladi.



Masalan, (4) formula da integralni xisolashda korreksiya uchun trapetsiyalar formula sidan emas,
balki anigroq bo‘lgan parabolalar formulasidan foydalanish mumkin.

Funksiyaning navbatdagi nuqtada prognoz gilingan va korreksiyalangan giymat lari orasidagi
ayirma xosil bo'lgan tagribiy yechimning xatolari tugrisida fikr yuritishga imkon beradi, bu esa
aniq yechim noma'lum bo‘lib, baxolashning boshga usullari mumkin bo‘lmagan yoki juda xam
mashaqqatli bo‘lgan amaliy masalardajuda muximdir.

Endi differensial tenglamani sonli yechish zaruratiini keltirib chigaradigan fizikaviy maslani
ko‘rib chigamiz.

Misol. Elektr zanjirig:gl temir o‘zakli g'altak ulangan. (1-rasm) O‘zakning magnitlanish egri
chizig'i igl/N(A9QB9 ) formula orgali berilgan, bu yerda i-amper xisobidagi tok, N -g‘altakdagi
o'‘lchamlar soni, gr-magnit ogimi.

Magnit ogimini toping. Magnitlanish egri chizig'ining A vav V koeffitsientlari o‘zakning
fizikaviy xossalari va o‘ramlarining konstruktiv xususiyatlari bilan belgilanadi.

yechilishi: Kirxgof gonuni bu zanjir uchun dt ko'rinishga ega bo‘ladi. Bu yerga i
ning yuqoridagi o‘zakning magnitlanish egri chizig'i qonunidagi giymatini keltirib qo‘ysak,
ushbu differensial tenglamaga kelamiz:

e = R (Ad +B p3)+n 7
N dt

bu yerda vaqt sekund xisobida o'Ichanadi.

Oddiy elektrotexnikaviy po‘lat uchun Aq0.6105 Bq0.33 10"deb olish mumkin. Xususiy xolda
yeql8V, Rq300 Om va Ngloo deb olib va magnit ogimini lo-8Bb~ql0-5da, vaqtni esa
millisekundlarda (yeqlo-) T o‘lchab, tenglamani dT ko'rinishga
keltiramiz. Agar S kalit Tgo momentda ulansa, differensial tenglamamiz uchun boshlang'ich
shart F(0)g0 bo'ladi.

Biz xosil gilgan tenglama chekli ko‘rinishda yechimga ega emas. Sonli metodlarni gallash qulay
bo‘lgani uchun bunday tenglamalar odatda o‘lchamsiz shaklga keltiriladi. Mazkur xolda bu
guyidagicha amalga oshirilishi mumkin. Fizikaviy muloxazalardan 1 cheksiz ortganda F ogim
to'yinishga intilishi kelib chigadi. Ogimning to‘yinishga mos maksimal giymati Fm endi

*® =0
0‘zgarishsiz qoladi, ya'ni uning uchun dt bo‘ladi. Shuning uchun Fmgiymatni differensial
ab =0
tenglamadan, u yerda dt deb, xosil gilish mumkin. Natijada ushbu sodda kub tenglamaga

kelamiz: 0,01F3Q1.8Fm-18qo

Bu tenglama yagona xaqiqiy ildizga ega: Fmq7,58023

Biz endi differensial tenglamani F(T)gFmy(T) deb olib, o‘lchamsiz shaklga keltirishimiz mumkin.
U xolda u vaqt T ning o‘lchamsiz funksiyasi bo‘ladi. Tenglama Frrqu18—1.8 Fny-0.01 F3y3 yoki
y102.37460-1.8y-0.57460y3 ko' rinishga keltiriladi.

Boshlang'ich shartdan esa u(o)qo ekanligi kelib chigadi.

Xosil gilingan tenglama ga (O, 0,5) oraliqg uchun hqo.o5 gadam bilan Eylerning aniglashtirilgan
usulini go‘llash mumkin. Xisoblashlar jadvalda keltirilgan. ¢ ning veberlar xisobidagi yakuniy
giymatlari (6) usulda keltirilgan.

1) ey (3) (4) (5) (6)

X y Ay 0.57460y3 Y1 0]

0 0 0.0594 0 2.3746 0
0.025 0.594 0.1134 0.1204*10-3 2,2676
0,05 0,1134 0,2169 0,8379*10-3 2,1697 0.8595*105
0,10 0,2170 0,1978 0,5871*10-3 1,9781 0,1645*1056
0,15 0,3112 0,1797 0,1731*10-1 1,7971 0,2359*104
0,20 0,3967 0,1625 0,3587*10-1 1,6246 0,3007*104

0,25 0,4737 0,1461 0,6108*10-1 1,4608 0,3591*104



0,30 0,5428 0,1306 0,9189*10-1 1,3057 0,4114*104

0,35 0,6043 0,1160 0,1268 1,1601 0,4580*104
0,40 0,6588 0,1024 0,1643 0,0245 0,4994*104
0,45 0,7067 0,0900 0,2028 0,8997 0,5357*104
0,50 0,7488 0,5676*104

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutguHoB M.C., HacputauHos T[.H. Opganin gudbcbepeHuman TeHrnamasiap.
TolkKeHT, “ Y36ekuctaH”, 1994.
2. MoHTparnH J1.C. O6bIKHOBEHHVE andhepumasibHble ypaBHeHUA. M.:Hayka, 1969.
3. CtenaHoB B.B. Kypc anddpepeHumanbHbIX ypaBHeHWA. M.: Tn3.dun3- mart. nutepartypa.1958
4. 9nbcronby, J1.E. AnddhepeHupasibHble ypaBHEHVA U BapuauyioHHoe vcuuieHve. M.: Hayka..
1965.
5 ®unnunnos A.®. C60pHUK 3a4a4 Mo anddepeHumasibHbIM ypasHeHaM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustagqil ta’'lim mavzulari
1. Avtonom sistemalar. Avtonom yechimining xossalari.
2. Chizigli bir jinsli ikkinchi tartibli o‘zgarmas koeffitsientli avtonom sistemaning xolatlar
teksligi.

Glossariy
Chizigli differensianal tenglamalar - Agar birinchi tartibli differensianal tenglamani

iy =P(x)y +Q(x)
dx ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa.

Chizigli birjinsli differensianal tenglamalar - yuqoridagi (1) da Q(x) = 0 bo'lsa.

Yugori tartibli differensianal tenglama - n tartibli differensianal tenglama umumiy

ko‘rinishi F (Xy*y .,y ,...,y =0 kabi yoziladi.

Keyslar banki
x=x-y +X

Keys: Masala o’'rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: 1Y~"x~Y
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
« keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

= Kkeltiring (individual va Kkichik guruhlarda);

to'plangan ma'’lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1 Differensial tenglamalarni tagribiy yechishda Eyler metodi qanday usul?
2. Shterler usulini aytib bering.
3. Differensial tenglamalarni tagribiy yechishda ketma-ket yaginlashish usuli?

Amaliy mashg’ulot-30
Chegaraviy masalalar.
1 Chegaraviy masala
a0(x)y "+a (x)y +a2(x)y =f (x), Xo<x <. n



ay (Xo)+Py(x°) = , Y¥Y (Xi)+ TY(XN =

(2) ni yechish uchun, avvalo (1) masala
umumiy yechimi topiladi, so‘ng u (2) chegaraviy shartlarga qo'yilib o‘zgarmas koeffitsientlar

aniglanadi. Koshi masalasidan fargli o‘laroq chegaraviy masala har doim ham yechimga ega
emas.

2. (1), (2)-masala uchun G(X:'S Grin funksiyasi quyidagicha aniglanadi:

G(x,8\ X0 =x <x\ X <s <x\da aniglangan va har bir s uchun quyidagi xossalarga ega.
1) x ~s uchun u

aoxX)Y"+aA\(x)y'+azy =0
tenglamani ganoatlantiradi;

2) x=x°, x =x\da chegara shartlarni fanoatlantiradi;

1
3) x =s dax bo'yicha uzluksiz, uning x bo'yicha hosilasi “o0(s) ulushga ega:
G(s+0,5) =G(s- 0,9)
1

a(s)"
(s) (@)
Grin funksiyasini

topish uchun (3) ning 0 ga teng bo‘lmagan Y& ¥Y2(X xususiy
yechimlarni topish kerak. Ular mos ravishda (2) dagi birinchi, ikkinchi chegaraviy shartlarni

Gx/x=st0 Gx!x=s0

ganoatlantirishi kerak. Agar Y((x) (2) ikala shartni ganoatlantirmasa Grin funksiyasi mavjud va
uni

G(x s)=la ¥YI(X), X<X<S
XS  \b¥Yr(x), s<x<x2 (5)
ko'rinishda izlash mumkin. a,v funksiyalar S ga bog'‘lig va (4) ni ganoatlantirishi kerak:

by2(s) =ay+s\ by 2(s)- ay \(s)=—"~

ao(s) .
3. Agar Grin funksiyasi mavjud bo‘lsa (1), (2)
y(x) =JG(x, s)f(s)ds

X

chegara masala yechimi

ko‘rinishda topiladi.
4. Masala ao(x)y"+ai(x)y'+ =Jly (6)

aY'xQ)+Py(x0)=0 7YX\ +ry(xy=0 (7)

Differensial tenglamada xos sonlar masalasi deyiladi, bu yerda J1 xos son uchun yechim

y(x) ®0 bo‘lishi kerak. (6), (7) ning bunday yechimi xos funksiya deyiladi. Ya'ni (6), (7) da

dy=/7/_
<cadx z
dz 1
J1 son uchun y(x) ~ 0 yechim qidiriladi. dx 2¥ J:
2c
Y=
< (c2- Xy
w=uC\

c2- X



X=X—y —Sr
X =Y (rc2sin2t+ 2c¢ cos 2t)

<y:)(+y
4-=3X+ 2 y =ee(c - ¢ cos2t+c sin2t)
— — =eg(-c - 3 2t+3c sin2t

(ﬂ_l K3 =1+20 i z =eg(-C C cos C sin 2t)
X=2X—y —=#
y =bx-2y-bz X=c¢C +ce
2-=37—X+y Sy =3 +ce-

(ﬂ:O’/\:ﬂ:l) i 2 =-C1+(c2- c3e-
i =4y- 2-Z- 3X
<y =z+X x=cel+cy 1
§i-=6x-6y +52 y =cY +c22

=1 N= = . Z =2cxZX-ce

(N=1,~=2/1 =1) i _
M= 2jc—3y x=3cY +ce *+3sint
[ =jc- 2y +2sint i /I\y=0f‘ +e§ *- cost+2sint
X=X -y +2smt X =c cost+c sint+1sint- 1lcost
[y —=2x-vy i [Y=C(sint+cost)+c (sint- cost)- 2tcost+sint+cost
\X=2X -y x=(c +ca- e
[y=x+2el f j—=[A++(C2+2t- -2] e
Jx=4x- 3y+sint x=cY +3c22a+cost- 2sint
[y=2x-y-2cost i ly =cY +2cY 2+2cost- 2sint

TEST

yu- 2y7- 3y —x2eX
tenglameningbittaxususly — TY = X(AX2+ Bx +cjexy = (Ax2+ Bx + Cy*x2(Ax + B)ex  y —Ax2eX
uchimi ganday ko' rinishda

izlanadi.

y" - 4y 7+ 8y —Sin2x

tenglanmaning bitta xususiy

*y = ASin2x + BCos2 &y = (AX + B)SIN2x 4y = AxSinx+BQx y = X(ASin2x + BC

yechimi gaysi ko' rinishda + (cx + B)Cosx

bo‘ladi?

ava b ning ganday
giymatlarida a=0
y" +ay7+ by —0 *3=0 a>0 a<o

b<0

tenglamaning yechimlari b>0 b>0 b<o0
- A XN Fada

chegaralangan bo'ladi?

ava b ning ganday

giymatlarida a=0

y" +ay7+ by —0 *a>0 a=0 a<0

b<0

tenglamaning hantma b>0 b>0 b<0
yechimlari x ™ +ga danolga

intiladi?

x3y I+ xy' - y —0 Eyler _ y =Crc iniXscsin2Pp ~2ereznbdresn 2l ¢y oy 4 Cx
tenglamesini yeching. y —X(c +c in]X+c in2x)



y -y =3@2-x)
tenglamani bitt;xmiy *y = (AX2 + Bx + ¢ xy=(Ax2+Bx+cY)x2y = (Ax2+ Bx + ¢
yechimi ganday ko' rinishda

izlanadi?

__dagltengl a_lrdanqaySI* 2y /- 9xyl+ 21y = x2//+x/+l = xyl/-9y1+21ixy=0
bl_rlEerrt_engIanm x2y! y y_onyl+y|+y:0 y y Xy yy - 9y Xy =
hisoblanadi?

ey = (Ax + B)rx

N va

r - Jpx)dx dx

V2T CWJe fy ey B HYQM= g - iz =" Y POYREIS, sy

funksiyalar gaysi
tenglarmaning ikkita chizigli
erkli yechimlari bo'ladi?
y "+ 9y = 0 tenglamaning
M (>k ,-— nugtadagi o‘tuvchi
*y = C0s3X - 2 Sin3x y=Co0s3x + 2 Sin3x y = Cos3x + Sin3x Y = Cos3x - SMx
va shu nugtada o y 3 y 3
y +1=x-> togn
chizigka urinuvchi integral
egri chzigni toping. .
y + 16y = 0 tenglamaning ) Y= ce-B y =cedx+cx- * Y=Ce- C0s4x+C+ sm
urmumiy yechimini toping y =c cos4x +c SIn4x



MA'RUZA Ne 38
Mavzu: Xususiy xosilali differensial tenglamalar va uni yechish usullari

Reja:
1 Yechimning mavjudligi va yagonaligi.
2. Birinchi tartibli xususiy xosilali, chizigli birjinsli tenglamalar.
3. Chizigli bir jinsli tenglama uchun Koshi masalasining yechilishi.

Tayanch so’z va iboralar: birinchi yaginlashish sistemasi, Lyapunov- Punkare
teoremasi (5-teorema), butunlay noturgun bo‘lishi, Lyapunov ma’'nosida noturgun bo‘lishi
xaqgidagi teorema (7-teorema).

TA'RIF: agar tenglamada noma'lum funksiya ikki yoki undan ortig o‘zgaruvchiga
bog‘liq bo'lsa,, u xolda bu tenglama xususiy xosilali differensial tenglama deyiladi. zqz(x,.y)
xususiy xosilali differensial tenglama.

F(U,dU ,En |=o
dx dy _— . Sl
tenglama 1-tartibli xususiy xosilali tenglamalardan.

du du dau danm d
AU, gx @y “ax—~dy— axay

tenglama xam 2-tartibli xususiy xosilali  differensial
tenglamalardan biridir.

Xususiy xosilali differensial tenglamalardan erkli o‘zgaruvchilarning soni bittadan ortiq bo‘lgani
uchun bunday tenglamalar cheksiz ko'p yechimga ega ekanligini kutish mumkin. Endi xususiy
xosilali differensial tenglama yechimlarining mavjudligi va yagonaligi xaqidagi S.V.
Kobalyovskaya teoremasini keltiramiz.

Kovalyovskaya teoremasi: Agar x1gx da

du “ 1 dm-1U
U=F(x2t. X" = PLX2. Xn)'"cbclT'l = C*JT'J!(NQ--"ﬁ)("dX m-1 = r-1(x2 xn)
1
boshlang‘ich shartda berilgan ¢0,db...qusl funksiyalar boshlang‘ich (x2,.x n) nuqtaning(l)
atrofida analitik funksiya, f funksiya esa o0‘zgaruvchi argumentlarining ushbu boshlang‘ich
giymatlari xq1o,x20,xro

(AE_I'I

= Vi(x2,..xn ),....

Uoqo(x20,. X n(Q), «dxn>?

xN=x01
m m
Kdxn O vdxn fnxX P _
atrofida
rdmu > (o du  dm\U
de(mJ =f( X2,...Xn, U, dx, dxm-
analitik bo'‘lsa, u xolda
diJ du dnU)
ax  ax\dx2 - el tenglamaning (x10,x20,xr0 nugta atrofida analitik bo‘lgan birdan-

bir yagona yechim mavjud.
Shunday qilib, Kovalyovskaya teoremasiga asosan 1), 2) masalaning yechimi
boshlang‘ich 0,1 . ¢ rlfunksiya lar yordamida aniglanadi.
Koshi masalasining geometrik talqini.
Erkli o‘zgaruvchilarning soni 2 ta bo‘lgan xolda 1-tartibli xususiy xosilali differensial
tenglamani integrallash masalasi xamda Koshi masalasi juda sodda geometrik talginga ega.
1-tartibli f(x,y,z,p,q,)q0 tenglamani yoki xususiy xosilalardan bittasiga nisbatan yechilgan



ushbu Pqf(x,y,.z,q) tenglamani tekshiramiz. f(x,y,z,p,q,)qo ga yoki Pgf(x,y,.z,q) tenglamaning
yechimini topish zgf(x,y) funksiya topish demakdir.
Paf(x,y,z,q,) tenglama uchun Koshi masalasi bunday qo‘yiladi:
Paf(x,y,z,q,) tenglamaning shunday yechimi topilganki, u yechim x o‘zgaruvchi ning berilgan
boshlang‘ich giymatida u o‘zgaruvchi ning berilgan funksiya siga teng bo‘lsin, ya'ni xgxo da
zqp(y) tenglama fazoda egri chizigni ifodalaydi. Demak, Koshi masalasi berilgan xgxo, zqp(y)
egri chizigdan o‘tuvchi integral sirtni topishdan iborat.
xgxo , zgp(y)
Egri chizig maxsus ko'‘rinishga egadir: y YOZ tekislikka parallel bo‘lgan xgxo tekislikda
yotuvchi yassi egri chizigdan iborat..
Xususiy xosilali bitta noma'lum funksiyali 1-tartibli tenglamalar ~ 2 ta”sodda ~xossaga-"ega.
lo. Ular bitta funksiyaga bog'lig bo‘lgan umumiy yechimga egadir.
20. Xususiy xosilali 1-tartibli tenglamani integrallash masalasi oddiy differensial tenglamalar
sistemani integrallashga keladi.
Ushbu M 1(x1,x2,..xn)(dU/dx1) Qx2(X1,..xn)
N N

— '|'xn(X:|.,X2,..-xn§—Qu — 6

Qx2 12 Qxn Q)
tenglamani 1-tartibli xususiy xosilali va bir jinsli tenglama deyiladi. 1) tenglamaning x1_xn
koeffitsientlari berilgan(xlo,...xrf) nuqgta biror atrofida aniglangan, o‘zlarining 1-tartibli
xosilalari bilan uzluksiz xamda bir vaqtda nolga aylanmaydi deb faraz gilamiz. Masalan:
Xn(x1o, . x m)”0 deb xisoblashimiz mumkin.

d. dx2 dxn
1-TEOREMA. x1L,(x1-. x> x2(x1,..xre xn(x1,— xr> sistema
vz pXl,..Xp>=cC integralning chap gismi xusuciy xosilali
AgU aqu _
x1 (X(,X2,--xn>J—+ x2 (x(,X2,-.-Xn —+ ...+ xn (x(,x2,-xn> = 0
1 2 n tenglamaning

yechimidan iborat.
2- TEOREMA. 1) tenglamani ganoatlantiradigan V p(x1..xn) funksiyaning

QX( = QX,Z\ = = @é}

n A * . * i *
XEOCTxp > XX x> XA X0~ siskemaning

o'zgarmas songa tengiashtirifsa,
birinchi integrali xosil bo'ladi.

3-TEOREMA. Ushbu UgF(9 I(x1,..xn), 92x1..xn ,.9nl(x1l..xn funksiyasi (bunda
F-V funksiya) 1) tenglamaning umumiy yechimidan iborat, 1) tenglamaning barcha
yechimlarini o‘zgaruvchi ichiga oladigan yechimdir.

Misol. Ushbu Q Q2 o} tenglamaning umumiy yechimi topilsin. Bu

tenglamaga mos oddiy differensial tenglamalar sistemasi  quyidagidan iborat:
Qx  Qx2 Qx,,

X X X,
X 1 X X ,
........ = C,-— = C2,--. -, = Cn-1,(xn * 0)
Bu sistemaning chizigli erkli 1-integrali X x X berilgan
U :(*)(_ !X:|---an;)y
tenglamaning umumiy yechimi X x x“ u —v nolinchi darajali bir jinsli
funksiyadir.

1)  tenglama uchun Koshi masalasi quyidagicha qo'yiladi:

1) tenglama ning shunday Uqf(x1 .x n) yechim topilsinki, u ushbu Uxqgxrogo (x1,x2,.xn)
boshlang‘ich shartni ganoatlantrsin, bunda xon berilgan xaqigiy son, p(x1x2 ..x n) berilgan
uzluksiz differensiallanuvchi funksiya, 1) tenglamaning umumiy yechimi UgF(p192.,9 nl
formula bilan aniglanadi. Koshi masalasini yechish uchun Uxqgxroge (x1x2, . x n) shartga ko‘ra
funksiyani shunday aniglashimiz kerakki, F (bbh2..,,9 n')xngXngp (x1,.xnl)



2)  tenglik bajarilsin. Ushbu

<Pi(”" X 2,..x n-i 0xn ) = D (
<P2 (" X 2,..Xn-1 0xn ) = o 2
® n-1 (A" X 2,..Xn-1,0xn ) = d n -1 (3)

3) belgilarni kiritib (2) tenglikni quyidagicha yozamiz.

Fgn1n2,.~An-17(xbx2,...,xn-1) n(4)
4) Biz xnfunksiyani (x1...xr0) nugtada noldan fargli deb faraz gilamiz, ya'ni Xn(x1x2, .,x m)™0.
U xolda (3) sistemani xech bo‘lmaganda (x1,...xr0) nugtaning biror atroflicha x1...xn10 larga
nisbatan yechish mumkin bo’ladi.

X 1 = W 1(®(,P 2 ,emdn-1)
X 2 = W 2(d (,d 2, amdn-1)
X n-1 = W n-1 (~"™1, 2 ,.. ® n-1)

i funksiyalar ¢~ ~0,..,.xM0) giymatlarni gayd gilganda ularga mos wi funksiyalar %O
q(igl,2,...n-1) giymatlarni gabul giladi. Shu bilan birga di funksiyalar xosilalarga ega bo'‘lgani
uchun wi lar xali differensial lanuvchi bo'ladi.

Endi F sifatida bo'ladi.

Fo(chl,h2,..cpn-1)gb[W(chl,d2,..con-1), W2(cbl,ch2,..con-1),.., Wn-I(chl,h2,..con-1)] (6) funksiya olsak, bu
funksiya 1)tenglamani va Uxngxrqd(x1,...xn1) shartni ganoatlantiradi. Xagigatdan (6) ifoda
xususiy yechimllarning funksiyasi bo‘lgani uchun, o‘zi xam 1) tenglamaning yechimidan iborat
bo‘ladi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1 CanoxutguHoB M.C., HacputauHos T[.H. Opganini gudbcbepeHuman TeHrnamasiap.
ToLKeHT, “ Y36eKnucTtoH”, 1994.
2. MoHTparnH J1.C. O6bIKHOBEHHVE andhepumasibHble ypaBHeHUA. M.:Hayka, 1969.
3. CtenaHoB B.B. Kypc anddepeHumanbHbIX ypaBHeHWA. M.: Tn3.dun3- mart. nvtepartypa.1958
4. 9nbcronby, J1.E. AndhepeHupasibHble ypaBHEHVA U BapuauyioHHoe vcuuieHve. M.: Hayka..
1965.
5 ®ununnos A.®. C60pHUK 3a4a4 Mo anddpepeHUmaribHbIM ypasHeHaM. M.: Hayka, 1979 (5-e
n3gaHue).

Mustagqil ta’'lim mavzulari
1. Avtonom sistemaning muvozanat xolati. Xolatlar fazosi va traektoriyasi.
2. Turg'unlik nazariyasi. Lyapunov ma'nosida turgunlik. yechimning turgunligi.

Glossariy
Xususiy hosilali differensial tenglama - agar tenglamada noma'lum funksiya ikki yoki
undan ortig o‘zgaruvchiga bog'liq bo'lsa,, u xolda bu tenglama xususiy xosilali differensial
tenglama deyiladi. zqz(x,.y) xususiy xosilali differensial tenglama.
Kovalyovskaya teoremasi - Agar x Igx0da

du dm-1U dm-1U
u=do(x2,."xn)-*=9\(x2 xny*-m -v=m \ (X2 xny.-—— m -[=m \ (X2 -xn)
Xt dx1 (D

boshlang‘ich shartda berilgan ¢, . ¢ wl funksiyalar boshlang'ich (x2, . x ) nugtaning
atrofida analitik funksiya, f funksiya esa o0‘zgaruvchi argumentlarining ushbu boshlang‘ich
giymatlari xq10,x20,xr0



= P Il(x2, Xn X ..

quqJO(XZO,...XnO), K dxn

rdmuU n rdmu nX" = xxit
\EXnM 5 \EXnM I XX R

atrofida
frdmu n duU dA~ U
N ‘ Kc,i)sx(mJ = f(X 1,X2,....Xn,UlCIX dXm
analitik bo‘lsa, u xolda
dw diu dnmJ

)
dx2 dodx2 gy tenglamaning (x10,x20xr0) nugta atrofida analitik bo‘lgan birdan-

bir yagona yechim mavjud.
Keyslar banki
\x=y +tga-\

I . . . ly =- X+t
Keys: Masala o'rtagatashlanadi: Differensial tenglamani yeching: y o
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

to'plangan ma’ lumotlardan foydalanib, go'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1 Xususiy xosilali differensial tenglama deb nimaga aytiladi?

2. Kovalevskaya teoremasini ishbotlang?

3. Chizigli birjinsli tenglama uchun Koshi masalasi ganday yechiladi?

4. Xususiy hosilali, 1- tartibli va birjinsli tenglama ganday ko'rinishda bo‘ladi?
du du.
N A

5. Yy tenglama ganday tenglama turiga kiradi?

Amaliy mashg'ulot-31
O‘zgarmas koeffitsientli chizigli sistemalar
1 Yugqori tartibli tenglamaga keltirish usuli. Soddaroqg chizigli sistemalar bitta yuqori
tartibli tenglamaga noma'lumlarni yo‘qotish usuli bilan keltirish mumkin.

x=y*+1 y=2el-x. Y i yo'qotamiz. Birinchi tenglamadan Y =% 1. Uni

Misol
ikkinchi tenglamaga qo‘yamiz: x+x-2e gu yercian x c cost+c2sint+e. Qeman
y = —€ sSint+c cost+et-1

2. Umumiy ko'rinishdagi sistema

=a,Xl+.....+aln xn
@)
Xy =a,X,, +....+amx,
dx 1

Bu yerda ar (1) ni vektor ko‘rinishda x —ax cleb yozish mumkin, bu
yerda



all-..aln

X= A = [ail] =
an,_...am
vxnJ
Bunday sistemani yechish uchun avval
0On 4 alz.aln
A-SE |= 02Zla2—1-..-an
Aa

Xarakteristik tenglama ildizlari 1 topiladi. Har bir 1 ga cv e xususiy yechim mos

c,=const, vl- A

. . .1 .
keladi. Bu yerda | matritsaning ~1x0s soniga mos xos vektor.

1 K
Agar karrali 1 ildiz uchun chizigli erkli v,..,v xos vektor mos kelsa, unga

cviel +c vke2t . . K 2| . . .
1 k yechim mos keladi, bu yerda x0s sonning karraligi. Agarda K karrali xos

son 2 ga m < K chizigli erkli xos vektorlar mos kelsa, unga mos keluvchi xususiy yechim el ni
K-m-chi darajali ko‘phadga ko*paytirishdan hosil bo‘ladi, ya'ni
X =(a+bt+... +dtkm)e2,

.......................................... (3)
X =(p +qt+... +stkim)el

~ b,...d,™ q,...,s koeffitsientlar (3) ni (1) ga go'yib topiladi. O‘ng va chap tomonda t
ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlar tenglashtirib, a, b, ..., s lar uchun chizigli sistema
topiladi va uning umumiy yechimi topiladi. Umumiy yechim Kk ta 0‘zgarmaslarga bog'liq bo'lishi

kerak, k-A ning karrasi.

Har bir 1 uchun shunday yechimlar topilib, ular go’‘shilib, (1)-sistemaning umumiy
yechimni topish mumkin.
Misol: Sistema yechilsin.

X = +y+ y — Z— +Yy+2£
Xarakteristik tenglama tuzamiz va yechamiz:
2-4 1 1
-2 -4 -1 =0 (5)
2 12-4

tuzamiz va topamiz:

p +y=0
-2a-2p-y =0 (6)
2a+p =0

Bu sistema elementlari (5) dan A=2 da olinadi. Uni yechib (1, -2, 2) xos vektorni

topamiz, chunki 2a — P —y .Demak, 1 =2 ga

x —*, y —2e*, z —2e* @

xususiy yechim mos keladi.

4 —
Ikki karrali ildiz 23 ga ushbu matritsani olamiz:



ri1 1 n
-2 -1 -1
v 2 1 ly
Uning tartibi n = 3 rangi r = 2. Chizigli erkli xos vektorlar soni m=n - 2 = 1 ga teng.

son ikki karrali xos son, K> mbo'lganligi uchun yechimni n-m-1 darajali ko'phadni e ga
ko' paytirib topamiz:
x=(a+bt)y, y=(c+dt)y, z =(f +gt)ee n

a, ..., g koeffitsientlarni topish uchun (8) ni (4) ga qo‘yamiz va ko‘phadda t ning mos
darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglab ushbu sistemani olamiz:
b+d+g =0, b=a+c+f,

-2b-d-g=0, d=-2a-c-f, 9
2b+d+g=0, g=2a+c+f.
Bu sistemaning umumiy yechimini topamiz. Chap tomondagi 2 ta tenglamadan

b—0 g —d ni topamiz. Ularni qolgan tenglamalarga qo‘ysak,
0O—a+c+f, d—2a——f (HO)

ni olamiz. Qolgan tenglamalar ularning natijalari bo‘ladi. (10) sistemani a, f ga (masalan)
yechamiz a—d, f —d-c.
Shunday qilib barcha noma'lumlar ¢, d orgali ifodalandi. Q=" =d deb

a Qb ° f ¢c2 d g Q ni topamiz. (9) ning umumiy yechimi topiladi. Topilgan a,
v, ..., larni (8) ga go'yib va (7) xususiy yechimni go‘yib ushbu umumiy yechimni topamiz:
X =-CcXke+CER2A,
y =(c +cA)e--acIE,
z (¢ —C—<2%e +2ce
3. (1)-sistemani boshgacha yechish usuli.

Har ganday matritsa uchun shunday bazis borki, bu bazisda matritsa jardan forasi(ga)
matritsaning kvazi diagonal ko'rinishidan iborat, ya'ni diagonal bo'ylab katakcha matritsalar

joylashgan, qolgan elementlar o ga teng. Har bir jordan katakchasi p ~0 shartiga ega. p ~1

h h
o‘lchovli katakchaga bazisdan olingan shunday p vektorlar mos keladiki, ular quyidagi
tengliklarni ganoatlantiradi:

Ah =4h(, h 0, (2 -xos son).
Ah2=1h2+h ,

Ah =ih +h, (1)

Ahp —1 P + hp-l
h vektor 1 xos songa mos xos vektor h,...,hp vektorlar unga birikkan vektorlarga har

h h *
bir seriya 1 5 p vektorlarga x = A-Ix sistemaning shunday chizigli erkli yechimlari mos keladi,



x1=e/N\ X =e/l|—K +h

N2 t
x3=e/l —h +-K +h 12
2! 2 (12)

t N
-N e h +..+—h i+h
(P-r  (p-2)! 2 T pi py
Bu yerda x dagi yuqori indeks-yechim nomeri. Bunday yechimlarning umumiy soni

xXp=-e/l

matritsa tartibiga teng. Ular x = Ax sistemaning fundamental yechimlar sistemasini tashkil etadi.

4. Agar J1 lar orasida kompleks sonlar bo'‘lsa, bayon etilgan usul kompleks yechimlarga
olib keladi. Agar tenglama koeffitsientlari haqiqiy bo‘lsa, bu yechimlarning haqigiy va mavhum
gismlari ham chizigli erkli yechim bo‘lishidan foydalanib, bu yechimlarni haqigiy ko'rinishda
yozish mumkin.

Misol: x ~4x~Y’' >- 5i+2y sjsierna yechilsin. Harakteristik tenglama tuzamiz va

yechamiz.
4-N -1 _
—0, N—3+2i
5 2-Nn

N1 - 6N+13=00 N1=3+21- 41437 uchun (a,v) xos vektor topamiz:

f(1- 2i)a- b=0 a=1
15a- (1+2i)b=0 b=1- 2i
@Ay = (1- 2i)e@IN

Xususiy  yechim x=¢€

sistema  koeffitsientlari  haqiqiy
bo‘lganligidan J1=3 2i ga mos yechimni gidirmasligi mumkin. Topilgan yechimning haqiqiy
va mavhum gismlari xususiy yechim bo‘ladi.
e At =e3(cos2t +isin2t)
Formuladan

X =Ree@Rit =ed3cos2t, y =Re(l- 2i)e{3t2At =e3(cos 2t + 2sin 2t)

x2=/me@BR2t=e3sin2t, y =/m1l- 2i)ef3A)t = e3(sin 2t- 2cos 2t)
Umumiy yechim ularning kombinatsiyasi bo'ladi.
X = X \+ €2X2, Y=cW\+c22
5. Ushbu sistemani yechish uchun (normal emas)
axx() +ax{n+...+alxk +bwy () +buy (Nl +... +bry =0

a/ +V T4 vaax+bdy +bliy 4. +EAY=0.
xarakteristik tenglama tuziladi.

alin+aJl1 1+..+aln BaTn+ B\Whi+... + b\n
. = X
“ 0N +a3[1|pl+___+a21 20 In+ b jllnjl+...+ b2n
Uning ildizlari topilgach, xususiy yechimlar (12) kabi topiladi.
6. Birjinsli bo‘Imagan chizigli sistema yechimi
X =anx +...+amxn+ftt); i=1,..,n (13)
agar ozod had f (1) bO+BN+..+bmm eat, cosfit, sinfat funksiyalarni yig‘indisi, ko‘paytmasi
shaklida bo‘lsa anigmas koeffitsientlar usulida yechish mumkin.

f@®=p,@t==d "t t dfad=0) .

Agar Isa xususiy yechim

X =Qms(tyY ,i=X..:n (14)



Ko‘rinishda izlanish mumkin. Bu yerda Qmis(t) m+s darajali ko‘phad, m maxT .
Agar y xarakteristik tenglama yechimi bo‘lmasa, s —0, aks holda s ni y ning karraligiga teng
son. Ko‘phadning noma'lum koeffitsientlari 0 ga tenglab sistemalardan topiladi.

Agar f (t>=e cosp, e sinp lardan tuzilgan bo'lib, y —a + ® bo‘lsa ham shunday
ish gilinadi.
Misol:
X=4x-y+ed(t+smt)
y =X+2y +te3cost (15)
Avval mos bir jinsli X~"X~Y' y—y+x sistema umumiy yechimini topamiz.
11=1 =3 bo'‘lganligi uchun n.2 dan X=(Clt+C2»e , *0=t +c2 Cle (15) sistemada

te ,e sint, te cost funksiyalar uchun a +p sonlar mos ravishda 3,3 +1, 3+1 teng. Shuning
uchun ushbu sistemalar xususiy yechimlari alohida topiladi:
X=4x-y +ted, y =X+2y (16)
X=4x-y +edIsmt, y=x+2y-+tedcost a7

(16) uchun @ TRI = 3=1=2, s=2 m=1 &4519a asosan
X = (at3+bt2+ct+d)ed

yl=(z 3+gt2+ht+ )"

(17) sistema uchun a+pi=3+ipA2 s=0 m=1

Xususiy yechim ;& = (kt + e)eZsint+ (mt + n)e3cost,

y2=(pt+q)e3sint(r +s)e3cost
noma'lumlar koeffitsientlarni topib ushbu umumiy yechimni olamiz:
X=x0+xl+X2, ——0+" +Y2

7. Birjinsli bo'lmagan ushbu sistema yechimi

X, =a,x +ta/X7+..+a x + fi(t), i=2,..,n

agar mos bir jinsli (fl =0) sistema yechimi topilgach o‘zgarmaslarni variatsialash usuli bilan
topilishi mumkin. Buning bir jinsli sistemaning umumiy yechimida o‘zgarmas 1

koeffitsientlarni funksiya CIW deb olib, yechimni sistemaga qo'yib u yerda CIQ), larni topish
zarur.

A
8. e funksiya quyidagicha kiritiladi:

A A2
eA=E+- +— +..., (Ex=x)
12 (18)

Qator ixtiyoriy matritsa uchun yaginlashadi. Xossalarni sanab o‘tamiz:
a) agar - —CMC- bo'lsa, e- —CeMC-
b) agar AB —BA bo'lsa, e-tB —eA«<B—B<A—B*

dx
- -r =-x, x(0)=E
V) X =e matritsa dt tenglamani ganoatlantiradi.
A
e ni topish usullari:
1) Tenglamalar sistemasini yechish usuli

V) Xossaga asosan, e'" ning /-ustuni X =AX sistemaning X ~ Xk~-®



boshlang‘ich shartidagi yechimidir, i x ning i- koordinatasi.
2) Matritsani jordan formulasiga keltirish usuli. Faraz gilaylik shunday s borki, C -Ac

jordan formasiga kelsin, ya'ni yki koordinatalardan iborat, ye matritsada diagonaldan yuqoridagi
ym_q "

birinchi egri gator 0 ga teng. Shuning uchun =, m- ning tartibi F va e ni (18) gator

asosida topish mumkin.

B _ JIE A
e =e bo'lganidan

eX - e]'IE+F - eI'IE EF - efl .EF

N

ki A
e katakchalardan e matritsa tuzib, € ni
a) xossa asosida topamiz.

dy dy
—=z,— =
Misol. Ushbu dx dx differensial tenglamalar sistemasini yechamiz.
(2) xarakteristik ko' pxad
-r 1
=0
1 -r

ko‘rinishga ega, ya'ni r2-]1= 8 bu yerdan 12
topish uchun xizmat giladigan ushbu
(au - Nkx+alZk2+auk3=0,

“a2k\+ (a2- rk2+azk3=0,
ak+ak+(@a -nk Oo.
sistema ko' rinishda bo' ladi:
-ki+k2=0, j
ki-k2=0. J
kK\+ k2= 0,j

Bu sistemadan k( =k( ni hosil gilamiz. r=-1 uchun k +7~2 0~ bu yerdan

k£2) - —k£2) . Shunday qilib yechimlarning ikkita sistemasini hosil gilamiz:

y@D=k"ex, z @D =k"ex,
y@=k[2e-x, z@=-k()-x
Kil ya koeffitsientlarga ixtiyoriy sonli giymatlar berish mumkin. K@=kt

guyidagini hosil gilamiz:
yd) =ex, z () =ex,
Y@ =e~x, z D =-e~x.

demak, umumiy yechim quyidagi ko'rinishda bo'ladi.
y =cex+cZx~X, Z =o¥X- ck~x,

C 1
bu, cl ni 2 ga almashtirsak 2 yechim hosil bo'ladi:
Ushbu differensial tenglamalar sistemasini yechamiz:
dy—
=-TA+Y2,
dx
Y,
dx

Bu sistemaning harakteristik tenglamasi:



-7-r 1
—0

-2 -5-r yoki r2+12r+ 37 =0,

buyerdan r12 6 |.Agar M~ 6+l bo‘lsa, K, k2 koeffitsientlarni topish uchun
(—1- )kl +k2=0 ]
-2k +(1- )k2=0J
Sistemaga ega bo‘lamiz. Bu yerdan kz=@+ik; k =1
hosil gilamiz:

deb ikkita xususiy yechimni

y@=e@6rx yl =a+i)efBix
- k k L ) ) )
r——r6 -1 bo'‘lganda 1va 2 koeffitsientlar ushbu algebraik tenglamalar sistemasidan
topamiz.
(-1+i)k +k2=0 ]
-2k +(1+i1)k2=0,J

demak, K (1 i)kl, buyerda k{ 1da

yl9=ec X y(@=(@1-i)e(6l)
Xususiy yechimlarni beradi.
Hosil gilingan xususiy yechimlar o‘rniga ularning kombinatsiyalarini olish mumkin:

-d)  YA+Y M e(-6Hxte(-6fx , _6xerxte-IX , &,

2 2 2
v() _ v(2 g (-6+0" _ X _  -rx
>f)y=» e e 2 o ) sinX
2 2i 2
Y?2+YT _ A+r>Mer>+ (1-i)e (6% _ e-6x(1 +i)e;
AQ) = =
2 2 2
, - ie-"x  g6x

) =e &(cos x - sinx).

@ =Y9" YD = Q+iy-@hx_fi-jycemxzesxas Y X- q-ix
2i

=e® i = e &(sin x + cos x).
i

Bular hagiqiy funksiyalardir. Shunday qilib, sistemaning umumiy yechimi quydagicha
ko‘rinishda bo'ladi:

Yy =CVY & COSX+e o SiNX,

y2=ge "X(cosx - sinx) +ce X(cosXx + sinx).

yoki
y =e &(c cosx+cC sinx),
y =e &[(c +C)cosx- (c - C)sinx].
\X=2x+y + 2¢' Ix =Ccy*+Cc2Z+te* - ed*
1 [y=x+2y- 3e4 j.jy =-ce*+ce3* (t+ler - 2ea
X=x-y +SX fx =c cos2t- ¢ sin2t+2t+ 2

5 \y=5x-y j. 1Y =(C +2c2)cos2t+(2¢c -c 2)sin2t + 10t



\X=2x -y Xx=cyl+cxz3+et(3cost- sint)

3 [y=2y-x-5¢e‘sin/ j [y=cet- c23+et(3cost+sint)
\x=y +tg2- 1 fx =c cost+c sint+tgt
4 Wy =-x+igt N ly =—€ sint+c cost+2
X =2y -X
1t fx =cel+2c22- elln(ex + 1) + 2eZarctget
y=4y-3x+ i 1Y=cQ+3c22- elIn(e2+ 1)+ 3e2arctget
5, ex+1 j. =cQ+3czx2- elln(e )+ 3edarctge
X=-4x -2y +
y «-1
Jx=c +2ck2 t+2etiny-11
=6x+3y-
6. y y a(-1 j. [y=-2c - 3cz2~t- 3e~tIn et-11
TEST
a ning ganday qiymatlarida
y"+ay=1,
* = - S - = —_ -
YO = 0. y(1y= 0 a a=(2>x-2pKr ®S (X % ®=C a=o
yechimga ega emes?
a ning ganday giymatlarida
I+ ay=f (x) .
y(0) = 0,y (1) = 0 *adk2n?2 a=kn a:I'<2n2 a~ kn
chegaraviy mesalaning Grin

funksiyasi mavjud bo'ladi?

y" +4y' + 3y = 0 tenglaman
ing umumiy yechimini yozing.
y"+2y"'+10y =0

*y =cy-Xx+c2e-X y=ce-x+C2Xx Y=C¥X+C2-x% y=cex+cesx
*

(CE0s3x +CSindx y = eX(CEosx + CHrx'y =ex(CEos3x +ClIr«y = e (c1Cos2x + ¢2>

tenglamaning umumiy y =¢-

yechimini yozing.

yl-2yl+y =0 ) X

tenglamaning umumiy *Y = (Ci+ c2XY y=(ci+cay 7T (C1+c2X2)e y-cex+cex
yechimini yozing.

yH- 2y! - 3y =x2ex
tenglameningbittaxususiy ~ *Y = X(Ax2+Bx +cex = (Ax2 + Bx +
uchimi ganday ko' rinishda
izlanadi.
y" - 4y 7+ 8y = Sin2x )
tenglarrening bitta xususiy *y = ASin2x + BCos ¢y = (Ax + B)Sin2x 4= AxZSin2x+Bx0sx y = x(ASin2x + BC
yechimi gaysi ko' rinishda + (cx + B)Posx
bo‘ladi?
ava b ning ganday
giymatlarida a=0
y" +ayl+by=0 *a b<0
tenglamaning yechimlari b>0 b>0 b<O
- N x " mda
chegaralangan bo'ladi?
ava b ning ganday 0
. . a=
aiymetlarica *a>0 a=0 a<o
y" +ayl+by=0 b<O0
tenglamaning hamma b>0 b>0 b<0
yechimlari x ~ +aa danolga

o/ = X 2(AX + B)ex y = Ax2ex

1l
o

a>0 a<o



intiladi? .
x3y M+xyl-y =0 Byer =c\t+c2h k +c3h2\y_x30 FozmXee InZi?/

o 2
tenglamesini yeching. y =x(+c2hix+c In2” =C +7X +eX



