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П РЕД И СЛО ВИ Е

Курс сопротивление материалов, входящий в раздел 
общеинженерных дисциплин технических вузов, даст 
студентам основные знания и навыки по расчету проч­
ности, надежности, устойчивости и выносливости конс­
трукций, машин, сооружений и являсгся базовым при 
изучении таких специальных курсов как детали машин, 
динамика и прочность машин и т.д.

Учитывая важность глубокого изучения данною 
курса, в учебных планах вузов предусматриваются лек­
ционные. практические и лабораторные занятия, а так­
же самостоятельное выполнение студентами в течение 
двух или трех семестров от шести до двенадцати расчст- 
но — проектировочных работ (РПР). Обычно, каждая из 
141Р включает в себя от одной до трех или четырех за­
дач из одного, или нескольких разделов курса. Несмот­
ря на зто, до сих пор отсутствует единый сборник задач 
или пособие по выполнению РПР поданному курсу.

В известных сборниках задач, пособиях, например в 
11-5). даются только отдельные задачи для РПР или 
контрольные работы, но они имеют следующие недос­
татки: в (1,2) многовариантные задачи для РПР приве­
дены только по отдельным разделам курса и в каждом 
варианте, как правило, имеются от пяти до десяти задач 
(в академических группах обычно от пятнадцати до 
тридцати студентов); |3.4| предназначены только дли 
колледжей.

Отсутствие специального сборника задач или посо­
бия создаст определенные трудности для студентов, в 
частности, требует выполнения большого обьема работ 
в ходе решения задач РПР.
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Данный сборник содержит от одного до десяти и 
более задач РПР но всем оснопным разделам курса со­
противления материалов. Каждая задача составлена в 
виде контрольных работ из тирдцати вариантов и со­
провождается несколькими примерами и указаниями по 
их выполнению. Основные задачи, примеры и указания 
по их выполнению составлены авторами самостоятель­
но, за исключением отдельных задач, позаимствованных 
из |1-5|. Число вариантов каждой задачи доведено до 
тридцати, и в связи с этим, внесены изменения в ис­
ходные данные задач и примеры их решения.

Большинство задач пособия и примеры их выполне­
ния могут быть использованы при освоении курсов 
«Прикладная механика* и «Техническая механика».

Пособие является переводом на русский язык книги 
данного автора «Матсриаллар дошил иги- \исоблаш- 
лойи\алаш ишлари» (Ташкент, Молия, 2005). В предла­
гаемом издании пособия устранены технические допу­
щения. а также материалы дополнены новыми приме­
рами решения задач и включены три новых раздела с 
учетом пожелании и рекомендаций специалистов.
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Г л а в а  I .  Растяж ен ие и сжатие

Задача 1.1. Ступенчатым стержням длиной ступенек 
в, Ь, е и площадью поперечных сечений F и 2F прило­
жены центральные силы Р|. Р? и Р3. Построить эпюры 
продольных усилий, нормальных напряжений и пере­
мещений поперечных сечений стержня. Общая длина 
стержня (I) равна сумме a+b+с, ступеньки с размерами 
а. Ь, с расположены сверху вниз от закрепленного конца 
стержня (см.рис. 1.1). Данные взягь из таблицы 1.1.

(Е=2 I 0 " "  1(71=1,6 10* Д-)
W ,\Г

Рисунки задачи I I .

II III IV V

/и. ***к — 1
Л 1 Г.

♦ ГТ~
г, ♦—I 1

г.

VII VIII IX
t
X

г.

XI XII
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Таблица !. I.

No а ь с 104F КИ Р, 10'’Р> !0'4Рт
м м 2 Н

1 0.10 0 15 0 16 11 10 1.5 0.6
2 0 20 0.25 0 26 12 20 2 5 0.7
3 0.30 0 35 0 36 13 3.0 3.5 0.8
4 0.40 0 45 046 14 40 4.5 0.9
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5 0.50 0.55 0.56 15 5.0 5.5 1.0
6 0.60 0.65 0.66 16 6.0 6.5 0.6
7 0.70 0.75 0.76 17 7.0 7.5 0.7
8 0.80 0.85 0.86 18 8.0 8.5 0.8
9 0.90 0.95 0.96 19 9.0 9.5 0.9
10 0.25 0 15 0.10 11 1.0 1.5 1.0
11 0.35 0.25 0.20 12 2.0 2.5 0.6
12 0.45 0.35 0.30 13 3.0 * 3.5 0.7
13 0.55 0.45 0.46 14 4.0 4.5 0.8
14 0.65 0.55 0.56 15 5.0 5.5 0.9
15 0.75 0.65 0.66 16 6.0 6.5 1.0
16 0.85 0.75 0.76 17 7.0 7.5 0.6
17 0.95 0.85 0.86 18 8.0 8.5 0.7
18 0 10 0.15 0.10 19 9.0 9.5 0.8
19 0 20 0.25 0.20 18 8.0 8.5 0.9
20 0.30 0.35 0.30 17 7.0 7.5 1.0
21 0.40 0.45 0.40 16 6.0 6.5 0.6
22 0 50 0.55 0.50 15 5.0 5.5 0.7
23 0.60 0.65 0.60 14 4.0 4.5 0.8
24 0.70 0 75 0.70 13 3.0 3.5 0.9
25 ОКО 0 85 0.80 12 2.0 2.5 10
2<» 0 15 0 25 0.35 12 2.0 2.5 0.6
27 0 25 0.35 0.45 13 3.0 3.5 0.7
2Н 0.35 045 0.55 14 4.0 4.5 0.8
29 0 45 0.55 0.65 15 5.0 5.5 0.9
30 0 55 0 65 0.75 16 6.0 6 5 1.0

Ука шния к решению шдачи 1.1.
Л Определить продольные силы и нормальные на­

пряжения. ы к ш и к а ю ш и с  и сечениях ступенчатого 
ыгржпи Нпйти перемещения поперечных сечений.

Дпно: рис. I I. F= 1.6 I()-'м 2; а=0,55м; Ь=0,65м; 
с 0.75м; Р|-6-1(ИН; Р2*6.5 10*Н; Р3=6,6 ^ Н .
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/ / / / / / / /

Рис 1.1.

Решение
1) Обозначив особые сечения стержня через А. В, С, 

D получаем расчетную схему, изображенную на рис 1.1.
2) Продольные усилия, нормальные напряжения, 

возникающие в поперечных сечениях ступенек, абсолют­
ные удлинения и перемещения поперечных сечений оп­
ределяются из выражения:

-  на участке Al3(0<xi<a)

ДЛ

Nab=-P2+P| + Pj.

П Р, I Pt I Ру 

2 FV I

Л'

дг
ОАВ=-Г^

Fab 2 F

if\P. I Р I /* ,)о

г E l­

's



с , „  . <пД I Рх \ l\)a _  (nР2 I Рх I Р3)а . 
8в- 8д+ Д 1а в = 0 + ------—  2 E f  •

На участке ВС (а<Х2̂ а+Ь)

F  2/*'ВС * - Г

Nк ВС  (Рх I /’ )с 
£FK. " 2£ F  ’

V Л  , Л , Л, , Л , ( " f . 1 Р < 1 f 3> *.4  - 1 А/Ж » ^4Л 1 " 2£/Г 2£ F

На участке CD (а + Ь < Х з< а + Ь + с )

N -р „  "с »  Л д, Ц-|,СР Лс N cd-Рз. ^  . р . Ыс„ .  ^  . & ..

(пЛ I P. I Р,)а
5d=8c+A1cd=A1ab+^bc+A1cd-----^2Et'--- *

( (Рх I Р,)Ъ х Ръс 
2 E F  E F

Ответ: 8а=0, 5в=0,61 10'4м, 8с~1 .94 10‘4м, 
5d=3,48 10'4м.

Б.Построить эпюры продольных сил, нормальных 
напряжений и перемещений поперечных сечений по 
длине стержня (рис. 1.2)

Дано: рис. 2Д9; Р (=Р: Р2=2Р: Р3=4Р: F t=2F: F2=F 
F3=25r.
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Решение
Разбиваем стержень на учатстки, начиная ел сво­

бодного конца. Границы участков проходят через точки 
приложения внешних сил и места изменения размеров 
поперечного сечения. Эпюра продольных сил приведена 
на рис. 1.2.

Для построения эпюры перемещений достаточно 
определить премещения сечений, совпадающих с гра­
ницами участков, так как между указанными сечения­
ми эпюра линейна.

Упкум п _)цк>(ю 'V

Рис. 1.2.
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Сечение Л неподвижно, то есть 6Л=0.
Перемещение сечения В равно изменению длины (в 

данном случае удлинению) участка АВ (участка V) 
стержня:

м I ~>P1 pi
Е  2,5F Е  ■ 2,5F E F

Перемещение сечения С равно алгебраической сум­
ме изменений длин участков V и IV  стержня:

п __ . а * . * _  N J N .J 3 Р1 _Сц—Aly+Aljv-------- I ------- . -------П
Е  2,5F Е  2,5 F  Е  2,5F

Е  2,5 F  E F  

То же самое можно записать несколько компактное:

Аналогично,

60=5с+А11П= 8 с+ % ^ . 0,8^ n ^ - .  m,2-P l
E F  E F  E F  E F

Значения 5н и 6м указаны на эпюре (рис. 1.2, г).
Тангенс угла наклона эпюры к оси абсцисс пропор­

ционален наормальным напряжениям, возникающим в 
поперечных сечениях данного участка стержня. Напри­
мер. на рис. 1.2, г

п



_  SM n AJy o\ 
» "1tg(pt=— — -  —  F-I I * E  E-2,5F

В данном предыдущего примера (рис. 1.2) построить 
эпюры перемещений от действия каждой из сил в от­
дел ьности.

Решение. При действии силы Р|=Р (рис. 1.3, а) де­
формируется (растягивается) весь стержень. Границами 
участка служит сечения С, К, М — места изменения 
размеров поперечного сечения; перемещения этих сече­
ний:

„ р  21 P I
6{ — „ 0,8 < I? Л г г? иЕ  ■ 2,5F E F

_ с P2J п о П  Р21 п о Р1S, „ S.-1 --- , 0,8--- 1 --- . 2,8---
А f E F  E F  E F  E F

v v P l O q r l  n с p l r l.. SK I „  2,8— 1 0,5— 1 3.3-
E  2,5F E F  E F  E F

При действии силы Рг (рис. 1,3,в) сжимаются участ­
ки АС и СП стержня. Участки DK и КМ  не деформиру­
ется, и все поперечные сечения этих участков переме­
щаются на ту же величину, что и сечение D.

Сила Р* растягивает участок АВ стержня.
На всех эпюрах стрелки указывают направления пе­

ремещений.
Если просуммировать все три эпюри перемещений, 

получим, как следует из принципа независимости дей­
ствия сил. эпюру 8 от совместного действия всех задан­
ных сил (эпюру, представленную на рис. 1.3).
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Рис 1.3.

Задача 1.2. Статически неопределимым ступенчатым 
стержням длиной ступенек АВ=а, ВС=Ь, CD=c и пло­
щадью поперечных сечений F и 2F (см. Рис I 4) при­
ложены центральные силы Р| и Рр- Построить эпюры 
продольных усилий, нормальных напряжений и пере­
мещения поперечных сечений стержня. Данные взять из

таблицы 1.2. (Е=2 I0111L |о|=1,6 108- г ).
W М
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Рисунки задачи 1.2.
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Таблица 1.2.

№ а Ь с 104F 10 4Р, ю-4р2
м М2 н

1 1.10 1.15 1 16 21 1.0 1.5
2 1.20 1.25 1.26 22 2.0 2.5
3 1.30 1.35 1 36 23 3.0 3.5
4 1.40 1.45 1.46 24 4.0 4.5
5 1.50 1.55 1.56 25 5.0 5.5
6 1.60 1.65 1.66 26 6.0 6.5
7 1.70 1.75 1.76 27 7.0 7.5
8 1.80 1.85 1.86 28 8.0 8.5
9 1.90 1.95 1.96 29 9.0 9.5
10 1 25 1.15 1.10 21 1.0 1.5
11 1.35 1.25 1.20 22 2.0 2.5
12 1 45 1.35 1.30 23 3.0 3.5
13 1.55 1.45 1.46 24 4.0 4.5
14 1.65 1.55 1.56 25 5.0 5.5
15 1.75 1.65 1.66 26 6.0 6.5
16 1.85 1.75 1.76 27 7.0 7.5
17 1.95 1.85 1 86 28 8.0 8.5
18 2.10 2.15 2.10 39 9.0 9.5
19 2.20 2.25 2.20 38 8.0 8.5
20 2.30 2.35 2 30 37 7.0 7 5
21 2.40 2.45 2.40 36 6.0 6.5
22 2.50 2.55 2.50 35 5.0 5.5
23 2.60 2.65 2.60 34 4.0 4.5
24 2 70 2.75 2.70 33 3.0 3.5
25 2 80 2.85 2.80 32 2.0 2.5
26 2.15 2 25 2 35 42 2.0 2.5
27 2.25 2.35 2.45 43 3.0 3.5
28 2.35 2.45 2.55 44 4.0 4 5
29 2.45 2.55 2.65 45 5.0 5.5
30 2.55 2.65 2.75 46 60 6.5
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Указания к решению задачи 1.2.
А. Дано: рис. 1.4; F=20cm’ ; а-  1.10м; Ь=0.5м; 

с=2.20м;
Р|=4104Н; Р2=6 104Н; Р,=4 106Н.

Решение
1) Активные и реактивные силы, действующие на 

стержень, расположены на центральной оси. Поэтому 
задача является один раз статически неопределимой. 
Для решения необходимо составить одно уравнение пе­
ремещения (деформации). Расчетную схему составим 
следующим образом:

- закрепление в нижнем конце стержня убираем;
- действия закрепления в нижнем конце стержня 

заменяем неизвестной реактивной силой Rn>. в резуль­
тате получится расчетная.

1//1.U /////' 1
a 2 F

a 2 h

Рис I 4 Рис 1 5



2) Составим уравнение равновесия статики:

IX= 0. Ra+Pi-P2-Rd=0 (а)

В данном уравнении имеются две неизвестные реак­
тивные силы Ra и Rp.

3) Напишем выражения для продольных сил, нор­
мальные напряжения и абсолютных удлинений:

- на участке CD

Ncd- Rd.^cd- “pr1» - ^ cd - ^

на участке ВС

° Г r, n r  ’ -№ r.nf  m ■ F  &f"Bl

F( D '  2F  EFcd

Nbc=P2+Rd, C B C = ^ . Д '. «

на участке AB

у  _ n in  in  _ .V - П P I P, I /?,.Nab— Pi+ P2+Rd, ^ a b - - ^ . — !— ;---l± .

дI S k a b  (r)
4Я » _____

4) Перемещения сечений А, В. С. I) стержня опре­
деляются из выражения:

- сечение А  жестко закренлено. поэтому

о о , с Л\„ АВ6л=6л+Д1.\в-йл+ —— ---
АН



, (ni^ I Л i /?д)а _  (гЦ  I R i  RD)a .
° A 2£r 2EF

- перемещение сечения С

8c= 8b+AIdc=8c+  Л ' ; , Д С  ~ 8c + ( ^ '  j y  :2 Eh

- перемещение сечения D

( (Д  I Я „)с  _  (fl/> I P, I Яр)а + (Л  i Яд)6 +
D C 2£F 3E F  E F

(/>? ' * д)с (Д)
E F

Выражение называется уравнением премещения и 
служит лля определения неизвестной реактивной силы 
Rb- Правая часть данного уравнения равно нулю, так 
как нижний конец стержня жестко закреплен, то есть:

X =5 f  (P l 1 *,->) _  (n/7, I P , I Л,.,)а + ( Pz 1 *.•> +
D C 2 EF 2 E F  E F

R,.c 0J  rrrr

Последнее уравнение запишем в виде

A (P2~Pi)+RDa'*"2bP2+2RDb+RDC=0

или

RD(a+2b+c)=-a(P2-Pi)-2bP2=0.

IX



Следовательно.

_  а(Р2пР,)\ 2ЬР2 
D a I 2b I с

Ответ: 5Л=6в-6п=0> 6С=5 10'7м.
Б. Определить площадь поперечного сечения Е чу­

гунного стержня (рис. 1.6, а) из условия прочности.

Дано: рис. 1.6, а; [5-|=33-^-г; [5с]=90-^-г;
мм мм

Решение. Отбросим связи и заменим их действие на 
стержень реакциями Rr и Rc- Силы, действующие на 
стержень, показаны на рис. 1.6. б. Получается система 
сил, направленных на одной прямой. В этом случае ста­
тика дает одно уравнение равновесия, а именно:

£z=0. RB+RC-2P-P=0.

Получается одно уравнение с двумя неизвестными, 
следовательно, задача один раз статически неопреде­
ляемая.

Для составления уравнения перемещений можно 
использовать одно из следующих условий: перемещение 
сечения В 6ц=0, либо перемещение сечения С 6С=0 (се­
чения В и С жестко закреплены).

В рассматриваемом примере составления уравнения 
перемещений используем условие 5^=0. Дтя этого от­
бросим «лишнее» закрепление и заменим его действие 
на стержень реакций Rc- В результате получается стер­
жень, закрепленный одним концом (статически опреде­
лимый стержень) и нагруженный, кроме заданных сил Р 
и 2Р неизвестной пока силой Rc (рис. 1.6). Применив 
принцип независимости действия сил, представим урав­
нения перемещений в виде:
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5 c - 8 q 2 P )+  5a p ; +  8 c (r c ) = 0 ,

то ссть перемещение от действий всех сил равно атге- 
браческой сумме перемещений от действия каждой силы в 
отдельности:

. 2Р 2а АРа
<>С(2Р)----— — = — —  - укорочение участка ВК;

Ьг EI-

S _  /'-Зя 00 п АРа
°С (Р )—  — =-3.87—— - сумма укооочений z 1.6F  EF

участков В К  и KL,

* К  о , R, За R, 2а , „ Га0C(Rc)=------ + —1---- + —Е---- = 4.7-----
Е  \.2F Е  1,6/' E F  E F

Сумма укорочений участков ВК. KL. LC.



Подчеркнем, что определяя перемещение сечения С 
от каждой силы п отдельности, предполагаем, что она 
действует только одна, конечно, соответствующей ей 
реакцией в закреплении В, а остальные силы в это вре­
мя отсутствуют.

Подстатив найденные значения 6с(2Р). &С(Р)< St(Rc) п 
уравнение перемещений, получим

_4^._з,87  — + 4 .7 ^ - 0 .
E F  E F  E F

откуда Rc= l,67 I’.

Из уравнения равновесия Rb+R( =ЗР находим 
RB—I.33P.

Реакции получаются положительными. Это указы­
вает на то, что выбранные направления реакций соот- 
ветствуег действительным направлениям.

На рис. I 6. d представлена эпюра продолных сил.
Эпюру перемещений строим, начиная с левого кон­

ца стержня; при построении используем эпюру N. По­
строение эпюры перемещений служит в некоторой сте­
пени для контроля правильности решения задачи. Дей­
ствительно. начиная строить эпюру от левого закреп­
ленною конца и получая в сечении С ординату эпюры, 
равную нулю, тем самым имеем подтверждение пра­
вильности определения реакций Вычисления характер­
ных ординат эпюры 6 не приводим, ограничиваясь их 
указанием на чертеже (рис 1.6, в).

Эпюры нормальных напряжений представлены на 
рис. 1.66. д. Читателю рекомендуется построить эпюру 
а самостоятельно.

Как видно из эпюры о. участки II и III испытывают 
значительную недофузку. Но уменшить площади попе­
речных сечений этих участков нельзя, так как в стати­
чески неопределимых стержнях распределение сил зави­
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сит от соотношения жесткости участков и изменение 
плошали приведет к необходимости выполнения всего 
расчета заново - при других жесткостях участков полу­
чим другие опорные реакции.

Наибольшие напряжения расгежения возникаю! в 
поперечных сечениях участка 1 стержня.

Условие прочности:

тахар=1,39-^<[стД

F>  1,39— „ 1.3940—-- 1.69 Ю ’ млЛ 
К 1  33

Задача 1.3. Расстояния между нижними концами 
ступенчатых стержней и недеформируемой горизон­
тальной плоскостью равны Д=5 10'-м. Под действием 
центральных сил нижиие концы стержней упираются к 
горизонтальной плоскости и в результате образуются 
статически неопределяемые задачи. Построить эпюры 
продольных усилий, нормальных напряжений и пере­
мещения поперечных сечений стержня. Данные взять из

таблицы 13 (Е=2 1011 [о|=1,6108— .
м мм

Рисунки задачи 1.3.
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Таблица 1.3.

Nu и 1 1) 1041- 10 4h io-4p2 10- %
M M 2 H

I I -10 } is 2 H) 21 1.0 1.5 1.6
j«• 1 Ml 2 -?*> 2 2(> 22 2 0 2.5 2.6
\ 1 6C 2.3 5 2 36 23 3.0 3.5 3.6
4 1.70 2 45 2 46 24 4.0 4.5 4.6
S 1 80 2.55 2.56 25 5.0 5.5 5.6
6 1 90 2 65 2.66 26 6 0 6.5 6.6
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7 1.20 2.75 2.76 27 7.0 7.5 7.6
8 1.30 2.85 2.86 28 8.0 8.5 8.6
9 1.40 2.95 2.96 29 9.0 9.5 9.6
10 1.55 2.15 2.10 21 1 0 15 16
11 1.65 2.25 2.20 22 2.0 2.5 2.6
12 1.75 2.35 2.30 23 3.0 3.5 3.6
13 1.85 2.45 2.46 24 4.0 4.5 4.6
14 1.95 2.55 2.56 25 5.0 5.5 5.6
15 1 25 2.65 2.66 26 6.0 6.5 6.6
16 1.35 2.75 0.76 27 7.0 7.5 7.6
17 1.45 2.85 0.86 28 8.0 8.5 8.6
18 2.50 1.15 0.10 39 90 9.5 9.6
19 2.60 1.25 0.20 38 8 0 8.5 8.6
20 2.70 1.35 0.30 37 7.0 7.5 7.6
21 2.80 1.45 0.40 36 60 6.5 6.6
22 2 90 1.55 0.50 35 5.0 5.5 5.6
23 1.60 1.65 0.60 34 4.0 4.5 4.6
24 1.70 1.75 0.70 33 3.0 3.5 3.6
25 1.80 0.85 0.80 32 20 2.5 2.6
26 1.15 0 25 0.35 42 2.0 2.5 2.6
27 1.25 0.35 0.45 43 3.0 3.5 3.6
28 1.35 0.45 0.55 44 4.0 4.5 4.6
29 1.45 0 55 0.65 45 5.0 5.5 5.6
30 1.55 0.65 0.75 46 6.0 6.5 6.6

Указания к решению задачи 1.3.
А.Дано: рис 17. а

Решение
Под действием растягивающей силы Р силы нижне­

го конца стержня упирается к горизонтальной плоскос­
ти В результате образуется один раз статически неопре­
деляемый стержень (рис. 1.7, б) Расчетная схема задачи 
припедсна на рис. 1.7, в.

Выражения для продольных усилий, нормальных 
напряжений и абсолютных удлинений, возникающих в 
сечениях АВ. ВС, СД имеют вид:
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Рис 1.7.

А

в

с

,у ,/у

2 F

R m w Iw

и сечении СД

Ngi R;> л/ ^  ^cd£NCD- RD- Gcd - Т Г42"» "FOT - 2 F £ FCi) 2£/-'

В сечении ВС

N b c - P i + R d .

Л У  P, t A / N т-ВС I * „ ) c . 

'  f ,  ■ F  ' ■ £ f , ■ ^  ’

Kl Г» ‘V 4« Л  1Nab-Pi+k-d- <r,e . 1 •-■
*

2 £ Г
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Б. Для стержня (рис. 1,8 а) построить эпюры про­
дольных сил, нормальных напряжений и перемещений 
поперечных сечений, если до нагружения его силами Pi 
и Р2 между правым торцом и неподвижной опорой В
имеется малый затор Д=0,5-^-

E F

.7
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I't iiifn' I ели при нагружении стержня силами Pi и 
I II рсмвшспис правого торца бруса меньше зазора, то 
нитчиг правой опоры a lt никакой роли не играет и,
• и hhuicimio, задача статически определима. Если при 

ж«нци стержня заданными силами зазор не только 
H|H4I nflrri H. но и возникает сила взаимодействия между 
I |им вручи и опорой В, то задача статически неопре-

'iMMMri
111" дно i.ii ая, что правая опора отсутствует, найдем

| г ........ и 1C сечения В o t Применив принцип не за-
....ими! in действия сил.

I /|г (Т„ - перемещение сечения В от действия только 
никой силы Р|=Р Сила Pi растягивает часть АС стерж-

I псе сечения, принадлежащие части СВ стержня, 
мгргмсщаются на одну и ту же величину, равную удли- 

' ■ 11 к > AIac^

Ра Ра
(7 = ------ ,, 0,5---- ,

* Е -2F E F

где ов - иеремешение сечения В от действия только 
одной сипы Р 2 = 1 ,5 Р . Сила Рг растягивает часть стержня 
A I), при jtom сечения, принадлежащие части BD
• м рФим. перемещаются и ту же величину, равную уд- 
шнгинн» Д|дп:

.. \JSPa \,5Р 2а „ РаО „ =---- I ------- „ 3--- .
в E F  E2 F  E F
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Следовательно. <т =0,5-^- + 3- ^  = 3 5-^-
Е Г  E F  ’ E F

Так как a R> д. следовательно, задача статически 
неопределима. Силы действующие на стержень, показа­
ны на рис. 1.8. б Уравнение равновесия имеет вид:

Р + 1,5Р-( Ka + R b )-0, Ra+ R b =2,5P.

Составим равнение перемещений. Для этого, счи­
тая попрежнему. что правая опора отсутствует, заменим 
ее действие на стержень неизвестной пока силой RB 
(рис 18 6) Известно, что правый торец стержня может 
перемешатся только на величину А, эта мысль выражена 
уравнением перемещения, то есть <тп -А.

Применив принцип независимости действия сил. 
перепишем уравнение перемещения в виде

cr« = <Js +CJB(RB)= A.

Значение <ти определено выше

<rv=3.5---
E F

Перемещение сечения В от действия силы R-В

_ _  лв2а RB2a Rna^b(Rb)-AIaB— -- ----- --- = -3-^- .
Eh Е  2 F  E F

Подстатив значения <тд и <j b (Rbi в уравнение пере­
мещений и учитывая, что
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« г РаД=0,5-- ,
F.F

ПОПуЧИМ

3.5— п З 0 , 5 ^ .
EF El' EF

откуда R b =P Тогда

RA=2,5P-P=1.5P

>1 юры N и ст представлены на рис. 1.8 в, г.
i цюим эпюру перемещений:

с 1.5 Ра . Ра 
^ T 2 F -  ~EF'

, „  „  Ра 0,5Ра .  Ра Ра 0,5Ра Ра
**  ’ £ ? ' I T z F ” £ F ' E F  £ F  ' £ F '

P a  _ Pa ^ P a  .
"  E F '  £ F  *

Перемещение сечения В получается равным Л, так 
► ilk это условие (6g=Д) было положено в основу рас 
крыши статической неопределимости. Эпюра. 6 прсд- 
11пилена на рис. 1.8, д.

Урваиение перемещения напишем из следующею 
услонии. Перемещение 6[) нижнего конца стержня рав­
но трансе заданному значению Л, то ссгь 6|)—Д.

Правая часТь этого выражения равно
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S ,1 ,*1 ( Л 1 1 &DC
SD^IAB+AIBC+AICD^ ' °  1 — — 7 ^ -1  D2 E F  E F  2 E F

Отсюда найдем

(P i +Ri))(a+2b)+R.DC=2EFA.

Данное уравнение служит для определения неиз­
вестной реактивной силы R[>

Задача 1.4. Расстояния между нижними концами 
ступенчатых стержней и нсдсформнрусмой горизон­
тальной плоскостью равны Д=4 10м(см. Рис. 1.9, а). Под 
действием центральных растягивающих сил и в резуль­
тате изменения температуры материала стержня на ДТ[- 
Т<) нижние концы упираются к горизонтальной плоско­
сти.

Построить эпюры продольных усилий, нормальных 
напряжений и перемещения поперечных сечений 
стержня. Данные взять из таблицы 1.4.

<Е=2 10“  —  [о|=1.6 108Д->. 
м ' м*

Рисунки задачи 1.4

in IV

ж.

1*

77 ■•rrrrrrr ГГ
VI
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Таблица 1.4.

hFp^io-4p]W

2.15
2.25

2.16
2.26

1 40
1.50

21
22

M*
1.0
2.0

1
1.5
2.5

1.6
2.6

ДТ
град
30
31



3 2 35 2.36 1 60 23 3.0 3.5 36 32
4 2 45 2.46 1 70 24 4.0 4.5 4.6 33
5 2.55 2.56 1.80 25 5.0 5.5 5.6 34
6 2.65 2.66 1.90 26 6.0 6.5 6.6 35
7 2.75 2 76 1 20 27 7.0 7.5 76 36
8 2 85 2.86 1.30 28 8.0 8.5 8 6 37
9 2.95 2.96 1.40 29 9.0 9.5 9.6 38
10 2.15 2.10 1.55 21 1.0 1.5 1.6 39
11 2.25 2.20 1.65 22 2.0 2.5 2.6 40
12 2.35 2.30 1.75 23 3.0 3.5 3.6 41
13 2 45 2.46 1.85 24 4.0 4.5 4.6 42
14 2.55 2.56 1.95 25 5.0 5.5 5.6 43
15 2 65 266 1 25 26 6.0 6.5 6.6 44
16 2.75 0.76 1.35 27 7.0 7.5 7.6 45
17 2.85 0.86 1.45 28 8.0 8.5 8.6 46
18 1.15 1.10 2.50 39 9.0 9.5 9.6 47
19 1.25 1.20 2.60 38 8.0 8.5 8.6 48
20 1.35 1.30 2.70 37 7.0 7.5 7.6 49
21 1.45 1.40 2 80 36 6.0 6.5 6.6 50
22 1.55 1.50 2.90 35 5.0 5.5 5.6 51
23 1.65 1.60 1.60 34 4.0 4.5 4.6 52
24 1.75 1 70 1.70 33 3.0 3.5 3.6 30
25 0.85 0.80 1.80 32 2.0 2.5 2.6 31
26 0.25 0.35 1.15 42 2.0 2.5 2.6 32
27 0.35 0.45 1.25 43 3.0 3.5 3.6 33
28 0.45 0.55 1.35 44 4.0 4.5 4.6 34
29 0.55 0.65 1.45 45 5.0 5.5 5.6 35
30 0.65 0.75 1 55 46 6.0 6.5 6.6 36

Указания к решению задачи 1.4
Дано: Рис 1.9, а, Р = 104 Н ; I i :=I4m ; F  = 1100 см2.

|о] — 130 : Д1°=+50С°изменение температуры 
л ш ‘

Решение
1) Под действием силы 1 и в результате изменения 

температуры материала на ДТ схема стержня принимает
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пил, изображенный на рис. 1.9, б.

_ У̂Л'А,У»У.У/.'У/.'7

ЖЯЧТНПЛШ/ПП/

Рис 1.9.

2) Основная расчетная схема приведена на рис 1.9.

3) Уравнение равновесия сгатики имеет вид.

ХХ=0. то есть а - Р + Rb = °- 

Напишем уравнение перемещения 

Л1|+Д1р-Л1кл=0’

(а)

( б )

где
D ' 

X V I  */»/, _  R li
Д||=(1|+Ы Д1а- A,RA 1 5 E F  E F

А=125 10 7 коэффициент линейного расширения ма­
териала стержня от температуры.

5) Наилем неизвестную реактивную силу,
и.вставляем численные значения в полученные выра-
ж е н и я :

Л, - 1 u>‘ 4 10- -  m s  10“ 4.ч,
А!Р Е Е  2 10' 1110*
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Al,=(l I-!2) At а = (1400+4000) 50 125 Ю*7 =

I I  - 25 - Ю^м,

Rl
А 1к=-^ + 7^ - .  Alp+Alt — AIra.

JbF i,5 E F

Кд= ; 1 4 3 , , — i i ± 3- . , . и » , .
/, , /t 14- 10s 4 I03

1.5FF F F  2-10*-1650 ' 2-10' 11

6) Вычисляем внутренние силы и нормальные на­
пряжения

X X | = - N j + RA = О, N| = RA = 189kH (сжатие), 
I X 2 = - N2 -  P + Ra = o, N2 = Ra -  P  = 8,9kH (сжа­

тие),

18900 .......... . H
c* i

<Ti~—- „ -----„ 11,4-1 O’ -Ц-,
F, 1600 m 2

a 8,094 TO5—
F, 1100 W

7) Проверяем условие прочности и определяем до­
пустимое значение площади поперечною сечения 
стержня:

И

Задача 1.5. Одна точка абсолютно жесткого бруса 
защемлена шарнирной опорой. До момента приложения 
вертикальной силы Q брус при помощи шарнирной
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_г_пжнях удерживается в гори- 
»  « « У *  стал ь н ы х с г е р ж н  ^ р о д о л ы ш е у с и л и я  и

:гс: ир— и=,,яе силы 0 Т ысвзт"
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Рисунки МДДЧ 1.5-1.6.
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Таблица 1.5.
№ а b с F АТ 0 Р 133рм 10'4м2 град кН кН1 0.10 0.15 0.16 11 30 1.6 100 52 0.20 0.25 0.26 12 31 2.6 110 43 0.30 0.35 0.36 13 32 3.6 120 з4 0.40 0 45 0.46 14 33 4.6 130 25 050 0.55 0.56 15 34 5.6 140 1
6 0.60 0.65 0.66 16 35 | 66 150 5

зх



7 0 70 0.75 0.76 17 36 7 6 160 4
К 0.80 0.85 0.86 18 37 8.6 170 3
9 0 90 0.95 0.96 19 38 9.6 180 2
10 0.25 0.15 0.10 11 39 1.6 190 1
II 0.35 0.25 0.20 12 40 2.6 200 5
12 0.45 0.35 0.30 13 41 3.6 210 4
13 0.55 0.45 0.46 14 42 4.6 220 3
14 0.65 0 55 0.56 15 43 5.6 230 2
15 0.75 0.65 0.66 16 44 6.6 240 1
16 0.85 0.75 0.76 17 45 7.6 250 5
17 0.95 0.85 0.86 18 46 8.6 100 4
18 0.10 0.15 0.10 19 47 9.6 ПО 3
19 0.20 0.25 0.20 18 48 8.6 120 2
20 0.30 0.35 0.30 17 49 7.6 130 1
21 0.40 0.45 0.40 16 50 6.6 140 5
22 050 0.55 0.50 15 51 5.6 150 4
23 0.60 0.65 0.60 14 52 4.6 160 3
24 0.70 0.75 0.70 13 53 3.6 170 2
25 0.80 0.85 0.80 12 54 2.6 180 1
26 0.15 0.25 0.35 12 55 2.6 190 5
27 0.25 0.35 0.45 13 56 3.6 200 4
28 0.35 0.45 0.55 14 57 4.6 210 3
29 0.45 0.55 0.65 15 58 5.6 220 2
30 0.55 0.65 0.75 16 59 6.6 230 1

Указания к решению задачи 1.5.
А.Дано: Рис, 1,10; Q = 105 Н; F = 5 10'4 м2; А = I м; 

Ь = 2 м;

С = 3 м; Е = 2 10" Д-; [о]= 1.6-108Д-.
лг лС

Решение. Под действием силы Q происходит незна­
чительное вращение бруса АВ вокруг шарнирной опоры 
н точке А, изменения длины стержней и в результате 
Прус принимает новое положение относительно гори-
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Го“ вй Гр~ , Сечение в бруса пе~ 8 по- 
вест;^ П̂ ^ н:/Г „ Г ММ,С̂ , Нзаа̂ ,аТ Н0Г  He" 3-схемах (рис. 1.11-1.12). Указаны в расчетных

(/
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f

л I I ,  ■■

Ш ~ = ^ в
^ 7 7 Z 2 Z H ZZZ2Z21Т И Ш Ш

J
Рис. 1.10.
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г
Г

п I
.  I-- I

.7

'1!f^Zn2n77hT?; / ) > }

Рис. I II.

‘Д”

iff. Av,
/J /?

Г '
\
I)

Ч>

Рис. 1.12,

'й'
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Д I in мним yi>.n»i 1сние равновесия статики

)(МЛ 0. N|a -  Qb + N ? (а+с) = 0.

II jihhhom уравнении участвуют две внугреииие не- 
мимчшмг силы N 1. N2 Кроме того, реактивная сила 
И*, но шикающая на шарнирной опоре тоже является 
М*'М ммч той , то есть, в задачу входят фи неизвестные
• М’1Ы

1мдичи является один раз статически неопредели­
мой, hi к как все активные и реактивные расположены в 
0/1110(1 плоскости и не пересекаются

Рис. 1.13.

3) Составляем уравнение перемещения (рис. 1.13); 
Используя условия подобия треугольников ДАСС и 

ДАВВ'. напишем следуюшую пропорцию

СС ВВ
----„ ----  fal

1C А В

Чдесь СС =Д11. ВВ'=ДЬ АС = а, АВ = а+с согласно 
условиям задачи

Следовательно, равенство (2) приводится к виду

4 ;



Д/, дл
- ~ Т ~ -  (2 ').a a le

ния
Данное равенство является уравнением перемеще-

4) Далее, используя закон Гука Д]---- последнее
E F

уравнение напишем в виде

Ж
№  ЕЛ

a a le

Здесь 1,=Ь, 12 = с, F, = F, F2 = 2F, Е, = Е 2 = Е, по­
этому

■V ,/> N2c
а 2(а I с)

Отсюда найдем

3 Лг IV
2N|=— или Ni=-^-=0,18N2. (3)о 16

5) Уравнения (1) и (3) образуют замкнуту ю систему 

[aN xribQ i N2(a i с ). 0,(4)
1[Nlm \,\s n 2.

Данная система имеет решение

N, = 4.8 IО4 Н. N2 = 0,9 104 Н.
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(») Найдем нормальные напряжения:

02= ^  = ̂ =  48 1 0 * 4 :F, 5 F, 10 л,’

7) Определяем абсолютные удлинения стержней

А/ Ж  4,8 • 104 • 3 0,6
1 " E F /  E F  " 2 10й -5-104 ” 625

N2l2 М2с 069 104 3 267 
" 2 EF " 2 2 10" -5 104 ’’ 2 104 “

8) Перемещение сечения, куда приложена сила, оп­
ределяется из условия подобия треугольников АСС‘ и 
A D D '. Из рис. 1.12 найдем

DD• С С  
DA " А С ’

Здесь AD = Ь. АС = а, СС ' = Д1|.

Следовательно,
0.6

ЛДСС 6ДА _ « 5  _ Ы „ 192. |0« . „
„  „  „  I  7 Z ,  I V  I I .

АС а 1 62:>

9) Допустимые значения площади поперечных сече­
ний стержней определяются из следующих условий

,V N
/\ >
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В, Дано, рис 1.14,

0= 1 2  Ю4 Н: F = 6 1<И м2; а = 2.м:
В = 3,0; с = 1.0 м.

1) Обозначим через Nj и N 2 продольные силы, воз­
никающие в стержня ЛВ и CD соответственно. Приня­
тие направления векторов этих сил указаны в схеме 
расчета (рис 1 15)

2) Уравнение статики принимает вид

IM o (P i) = -Ni(b+c) - Nibsin 45° + aQ = 0. ( 1)

В это уравнения входит неизвестные силы N) и N2, 
задача один раз статически неопределенна.

3) Дополнительные уравнения получаем, используя 
условия подобия треугольников Д АОЛ' и Д СОС':

АА' АО АЛ Ь I с --- „ ---  или —  , — —  (2)сс со сс ь
4) При помощи закона Гука получаем следующие 

выражения

Д|дЕ =  А Л '  =
F.F

Далее

= С К  А/,,, Af,V2h7 N j2 b  N2b
" sin 45" " sin 45° " Т Г Г 'Т Г " Л  FE  " E F  '

2 h r ---
5
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Рис. 1 И Рис. 115

Подставляя полученные выражения в равенство (2). 
будем иметь

N,a . SJb  _ b + c 1
E F

Отсюда

Л .a 1 j ^1 - или — = 2 (3)
S\b 3 s\

5) Полученные выражения (1) и (3) образуют замк­
нутую систему относительно неизвестных сил N i b N 2

N | = 2Nt. -N](b+c) - Njb sm 45° + aQ = П.

Отсюда найдем:

2N2 <b+c) Nib sin45° + aq = 0
или

45



В Дано, рис 1.14;

Q = 12 I04 Н; F  = 6 Ю'4 м2; а = 2,м;
В = 3,0; с = I 0 м.

1) Обозначим через N] и N 2 продольные силы, воз­
никающие в стержня ЛВ и CD соответственно. Приня­
тие направления векторов этих сил указаны в схеме 
расчета (рис. 1.15).

2) Уравнение статики принимает вил

1М 0(Р|) = -N|(b+c) — N2b-Sin 45° + aQ = 0 ( 1)

В это уравнения входит неизвестные силы Nj и N2. 
задача один раз статически неопределенна.

3) Дополнительные уравнения получаем, используя 
условия подобия треугольников А ЛОЛ' и А СО С ':

АЛ' АО А А Ь I с 
С С ' С О ^ С С '  ~  <2>

4) При помощи закона Гука получаем следующие 
выражения

,\'.и
А1де = АЛ' = —— hF

Далее

СС = ^  ^ CD N2'foh'‘ N2\2b \\b
sin 45° ' sin 45° " Л  F E  " ~EF

2 E F
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*----М—:--►ft

Рис I 14. Рис 1 IV

Подставляя полученные выражения п равенство (2). 
будем иметь

\,а N7b _ b + c _ [

Отсюда

/./■' (-Г

\ ЭЬ 3 л 2

5) Полученные выражения (1) и (3) образуют замк­
нутую систему относительно неизвестных сил Ni b N 2

N ,  = 2N2. -Ni(b+c) - N2b sin 45° + aQ = 0.

Отсюда найдем

-2N2 (b+c) - N2b sin45° + aq = 0
или

45



или

N 2 = 2 , 4  104 Н.

в

w

Далее, из уравнения (3) найдем 

N] = 4.8 104 Н.

Рсчн ^ Н« ч З Г с т Срж,',сйЖо : Г ,  В01ИИКаЮЩИ': » "«»с-условий: ’ опРедслякугся из следующих

&  48 103
*1 " 6.1 О*4 8 107 —

л/

N, о,= 2
Я  " 2 6 10

24 i О3 т и
2 10 —Я« " л#

ла Q* оп^сляю тся Г Л с 'Г  6РУС3' КУЛ“ ' " ' “ " « “ на си-
ДОАА, ДОВВ ^рис Т ,б Т  " ТРеУГОЛкт^

8) Допустимые значения площади нолеречных сечс-
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иий стержней определяются из следующих условий:

Задача 1.6. Абсолютно жесткий брус при помощи 
неподвижного шарнира и двух стальных стержней с 
площадью поперечных сечений удерживается в горизон­
тальном положении, и первоначальные усилия, возни­
кающие под действием (см. рис. задачи 1.5) определить 
усилия, возникающие под действием внешней силы О и 
в результате изменения температуры материала стержня 
с площадью поперечного сечения 2F на ДТ. Данные

Указания к решению задачи 1.6

Дано; Рис. 1.17; дТ = 10°С; <3вн = 005 м; doc = 
0.04м; 1—12 м.

Решение
I) Основная и расчетная схемы приведены на рис. 

1.18-1 19 соответственно.

взять из табл. 1.5 (Е-2 1011— (о)=1.6 10*—7)

I-
D

Рис 1.17 Рис. 1 18.
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2) Уравнение равновесия статики имеет вид

N bhs — N cd 2А = 0 или Nbh  ~ 2Ncd (а)

Задача яатяется один раз статически неопредели­
мой, так как все активные и реактивные расположены в 
одной плоскости и не пересекаются.

Составляем уравнение перемещения. Из рис. 1.19 
найдем

СС = 2ВВ (б)

Перемещение шарнира С на основании закона Гука 
имеет

N I5С = С С ’ = Д1Се> = :
CD

- перемещение шарнира В равно разности эластиче­
ских удлинений стержня НВ под действием приращения 
температуры и внутреннего напряжения

В В ' = 5в = A'lBH = A>BH(T) - A1bH(Ni = а21дТ -
СГ,и

Подставляя носледние выражения в уравнение (б)
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получаем

или

N J  -г- ^вн  21 H a L -  1(а21лТ 
EFCP

N CD + 4 Л У  _  4 а Е д Т  

Fcd Fbh

Отсюда найдем

N b h  =  к Н ,  N c d  =  2 0 .5  K h .

Найдем нормальные напряжения, возникающие в 
стержнях

e ' L , 20,9A .
т  ’ F  " 3.14 502 нм 2ВН ———

20,5401 
” 3.14-40 леи

Задача 1.7. Для абсолютно жесткого бруса требуется

°ПР^Дреактивные силы, вникающие в стержнях, выра­
зить через q и а или М и а;

- испЪльзуя данные таблицы 16, вычислигь про­
дольные усилия и нормальные напряжения, возникаю­
щие в стержнях;

- для материала со свойствами [о,,) - 160 опре
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Таблица 1.6.

№ Ва­
ри­
ант

Q
kll/м

F
kH

M,
кНм

a 1. 12 ki кз

I 1 80 1.2 13 1.4 11 1.3 1.4
II 90 1.3 1.5 1.6 1.2 1.4 1.5
II I 100 1.4 1.6 1.7 1.3 1.5 1.6
IV 110 1.5 1.7 1.8 1.4 1.6 1.7

II I 30 1.4 0.8 1.8 1.2 1.5 0.5
II 40 1.6 0.9 1.9 1.3 1.6 0.6
III 50 1.8 1.0 2.0 1.4 1.7 0.7
IV 60 2.0 1.1 2.1 1.5 1.8 0.8

III I 55 1.3 1.2 16 1.4 1.5
II 60 1.4 1.3 1.7 1.3 1.6
111 65 1.5 1.4 1.8 1.2 1.7
IV 70 1.6 1.5 1.9 1.1 1.8

IV 1 60 1.5 1.1 1.3 1.1 2.5
11 55 1.6 1.2 1.4 1.2 2.6
III 50 1.7 1.3 15 1.3 2.7
IV 45 1.8 1.4 1.6 14 2.8

V 1 75 1.5 0.9 1.4 1.1 1.2 1.4
II 80 1 4 1.1 1 6 12 13 1 5
III 90 1.3 1.2 18 1.3 1.4 16
IV 95 1.2 1.3 2.0 14 1.5 1.7

VI 1 20 1 1 I 3 I 6 11 2.5
11 25 1.2 1.2 1.5 12 2.8
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I I I
IV

30
35

1.3
1.4

1.1
1.0

1.4
1.3

1.3
1.4

3.2
3.4

V II I 85 1.6 1.4 1.5 1.4 0.8 1 3
II 90 1.7 1.5 1.6 1.3 0.9 14
III 95 1.8 1.6 1.7 1.2 1.0 1.5
IV 100 19 1.7 1.8 1.1 1.1 1.6

V III I 40 1.2 i .6 1.3 1.1 2.2
II 45 1.3 1.7 1.4 1.2 2.4
III 50 1.4 1.8 1.5 1.3 2 6
IV 55 1.5 1.9 1.6 1.4 2.8

IX I 20 1.1 1.1 1.3 1.1 1.4 2.0
II 25 1.2 1.1 1.4 1.2 1.6 2.1
I I I 30 1.3 1.2 1.5 1.3 1.8 2.2
IV 35 1.4 1.3 1.6 1.4 2.0 2.3

X I 50 1.2 1.3 1.1 1.1 2.5
II 55 1.3 1.4 1.2 1.2 2.6
III 60 1.4 1.5 1.3 1.3 2.7
IV 65 1.5 1.6 1.3 1.4 2.8

Задача 1.8 . Стальной стержень (Е=2 10s МПа) нахо­
дится под действием продольной силы Р и собственного 
веса (у=78 к И/м-'). Найти перемещение нижнею копна 
стержня Данные взять из рис. Задачи 1.1. и табл. 1.1.

Указания к решению задачи I 8.

А.Определить перемещения сечений 1-1 и 11-11 
стержня (удельная сила тяжести равна у).

Дано: рис. 1.20; I, =|2 = I; F2 =3Ft; Р = 4yF|l.

Решение
Перемещение сечения 1-1 равно удлинению верхней 

части стержня являются сосредоточенными нагрузками, 
а собственная сила тяжести—равномерно распределен­
ной нагрузкой
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Применяя принцип независимости действия сил.
имеем

8, Д/
Ра ( itl a GB]a GB:a
E F , EF, EF2 EF2

где Оц = yFi'i - сила тяжести нижней части; Gbi = 
YF2(12 - a) - сила тяжести участка верхней части, рас­
положенного ниже сечения 1-1; Оц2 = ур2а — сила тяже­
сти участка, расположенного выше сечения 1-1.

Перемещение сечения 11-11 равно удлинению всего 
бруса, то есть

5н = Д1н + д|в

Удлинение нижней части складывается из удлине­
ний от силы Р (сосредоточенной) и силы тяжести этой 
части (распределенной!):

Удлинение верхней части складывается из удлине­
ний от сосредоточенной силы, равной Р + G h , и рав­
номерно распределенной нагрузки - силы тяжести G» 
этой части:
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III
IV

30
35

1.3
1.4

1.1
1.0

1.4
1.3

1.3
1.4

3.2
3.4

V II I 85 1.6 1.4 1.5 1.4 0.8 I 3
II 90 1.7 1.5 1.6 1.3 0.9 1.4
III 95 1.8 16 1.7 1.2 1.0 1.5
IV 100 1.9 1.7 1.8 1.1 1.1 1.6

V III I 40 1.2 1.6 1.3 1.1 2.2
II 45 1.3 1.7 1.4 1.2 2.4
111 50 1.4 1.8 1.5 1.3 2.6
IV 55 1.5 1.9 1.6 1.4 2.8

IX I 20 1.1 11 1.3 1.1 1.4 2.0
II 25 1.2 1.1 1.4 1.2 1.6 2.1
III 30 1.3 1.2 1.5 1.3 18 2.2
IV 35 1.4 1.3 1.6 1.4 2.0 2.3

X I 50 1.2 1.3 l.l 1.1 2.5
11 55 1.3 1.4 1.2 1.2 2.6

II I 60 1.4 1.5 1.3 1.3 2.7
IV 65 1.5 1.6 1.3 1.4 2.8

Задача 1.8. Стальной стержень (Е =2 Ю5 МПа) нахо­
дится под действием продольной силы Р и собственного 
веса (7=78 кН/м’). Найти перемещение нижнего конца 
стержня. Данные взять т  рис. Задачи 1.1. и габл. 1.1.

Указания к решению задачи 18.

А.Определить перемещения сечений 1-1 и 11-11 
стержня (удельная сила тяжести равна у).

Дано: рис. 1.20; I, =|2 = 1; F2 =3F|; Р = 4уГ,1.

Решение
Перемещение сечения 1-1 равно удлинению верхней 

части стержня являются сосредоточенными нагручками, 
а собственная сила тяжести—равномерно распределен­
ной нагрузкой
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Применяя принцип независимости действия сил.
имеем

8Х „ А/, Ра  | ( 'на  ,
/;/•; £ f 2 /;/•;

где Оц = vF|h _  сила тяжести нижней части; G Bi = 
у| 2<|2 - а) - сила тяжести участка верхней части, рас­
положенного ниже сечения 1-1; G r2 = ур2а ~ сила <я^е' 
сти участка, расположенного выше сечения 1-1

Перемещение сечения 11-11 равно удлинению всего 
бруса, то есть

Удлинение нижней части складывается и:* удлине­
ний от силы 1* (сосредоточенной) и силы тяжести этой 
части (распределенной!):

Удлинение верхней части складывается h : j  удлине­
ний от сосредоточенной силы, равной Р ~ Gh. и рав­
номерно распределенной нафузки — силы тяжести G B 
■пой части:

8н = А1н  + А>в

E F X 2EFX " EF, 2EFX
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Эпюра 6

Эпюра N — 1 1 °У
P+GH+G„

Задача 1.9 Абсолютно жесткий брус опирается на 
шарнирно неподвижную опору и прикреплен к двум 
стержням при помощи шарниров (рис. задачи 1.5.).

ребуется: I) найти усилия и напряжения в стержнях 
выразив их через силу Q; 2) найти допускаемую нагруз- 
ку °Д оп . приравняв большее из напряжений двух 
стержнях допускаемому напряжению [о| = ">40 МПа и 
*шас прочности К=!.5; 4) сравнить величины' Q „on 
полученные при расчете по допускаемым напряжениям 
и допускаемым нагрузкам Данные взять из рис I 5 и
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Указания л. решению задачи 1.9.
Для определения двух неизвестных сил в стержнях 

надо составить одно уравнение статики и одно уравне­
ние деформаций.

Дчя ответа на третий вопрос задачи следует иметь в 
виду, что в одном из стержней напряжение больше, чем 
в другом. При увеличении нагрузки напряжение в пер­
вом стержне достигнет предела текучести раньше, чем 
во втором. Когда это произойдет, напряжение в первом 
стержне не будет некоторое время расти, при увеличе­
нии нагрузки система станет как бы статически опреде­
лимой. нагруженной силой О (пока еще независимой) и 
усилием в первом стержне:

N | = 0|F|. ( I )

При дальнейшем увеличении нагрузки напряжение 
и во втором стержне достигнет предела текучести:

N2= G2F2- (2)

Написав уравнение стати™ и подставив в него зна­
чения усилий (1) и (2), найдем из этого уравнения пре­
дельную грузоподъемность Q ‘ .

Задача 1 10 Жесткий брус прикреплен к двум сталь­
ным стержням с площадью поперечного сечения F, 
опирающимся на неподвижное основание. К брусу при­
креплен средний ступенчатый спальной стержень с за­
зором Д=|к (см. рис. данной задачи). Требуется (без 
учета собственного веса): 1) установить, при какой силе 
Н зазор закроется; 2) найти реакцию основания в ниж­
нем сечении среднего стержня при заданной силе Н и 
построить эпюру продольных сил для среднего стержня:
1) найти усилия и напряжения в крайних стержнях при 
ища н ной силе Н; 4) установить, насколько фадусон на­
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до охладить средний стержсиь, чтобы реакция основа­
ния в нижнем сечении среднего стержня при заданной 
силе Н обратилась в нуль. Данные взять из табл. 1.5.

Указания к решению задачи 1. 10.
При решении всех пунктов задачи следует учиты­

вать, что ввиду симметрии системы усилия в крайних 
равны между собой.

Для ответа на первый вопрос надо приравнять пере­
мещение нижнего сечения срслнего стержня от сил Н 
зазору А. Это перемещение равно сумме деформаций 
участков среднего стержня от продольных сил. возни­
кающих от сил Н, и деформации любого из крайних 
стержней (для тех схем, в которых силы И взаимно 
уравновешены, усилия и деформации для крайних 
стержней равны нулю).

Для ответа на второй вопрос надо алгебраическую 
сумму перемещений нижнего сечения среднего стержня 
от сил Н и от реакции основания на средний стержень 
R приравнять зазору А. При вычислении этих переме­
щений надо также учитывать деформации участков 
среднего стержня от силы Н и деформацию любого из 
крайних стержней (которая для некоторых схем равна 
нулю)

Дтя ответа на третий вопрос надо рассмотреть усло­
вия равновесия верхнего бруса, на который передаются 
силы Н и К от среднего стержня и два усилия крайних 
стержней.

Дтя ответа на четвертый вопрос надо приравнять 
перемещение нижнею сечения сечения среднею стерж­
ня от сил Н (и от деформации любого из крайних 
стержней, если силы Н не уравновешены) сумме и тем­
пературною укорочения среднею стержня:

Д (Н ) = А + А, = (Зс + сат.
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Рисунки задачи 1.10
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Глава 2. Теория напряженного состояния

Задача 2.1. Для напряженною состояния, изобра­
женною на рис. 2.1. определить экстремальные значе­
ния нормальных и касательных напряжений, а также 
направления главных площадок. Данные выть из табл 
2.1.Знаки напряжения для условия взять из таблицы 2.1.

Таблица 2 I.

№ Задача 2 1 Задача 2 2 Задача 2 3
Ох Хх Ох Оу *х ov

И
!07 Г м

И
107 —и

h
10'—2м

1 1.1 0.1 0 6 2.1 1.1 1.6 1.6 1.1 1.2
2 1.2 02 07 22 1 2 1.7 1.7 1.2 1.3
3 1.3 0 3 0 8 2.3 13 1.8 1.8 1.3 1 4
4 1.4 04 09 2.4 1.4 19 1.9 1.4 1.5
5 1.5 0 5 1 0 2.5 1 5 2.0 2.0 1.5 1 6
6 1.6 0 6 1.1 2.6 1.6 2.1 2.1 1.6 1 7
7 1.7 0.7 1.2 2.7 1.7 2.2 2.2 1.7 1 8
8 1.8 0 8 1.3 2 8 1.8 2.3 2.3 1.8 1 9
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9 1.9 0.9 1.4 2.9 1.9 2.4 2.4 1.9 2.0
10 2.0 1.0 1.5 3.0 2.0 2.5 2.5 2.0 2.1
11 2.1 1.1 1.6 3.1 2.1 2.6 2.6 2.1 2.2
12 2.2 1.2 1.7 3.2 2.2 2.7 2.7 2.2 2.3
13 2.3 1.3 1.8 3.3 2.3 2.8 2.8 2.3 2.4
14 2.4 1.4 1.9 3.4 2.4 2.9 2.9 2.4 2.5
15 2.5 1.5 2.0 3.5 2.5 3.0 3.0 2.5 2.6
16 2.6 1.6 2.1 3.6 2.6 3.1 3.1 2.6 2.7
17 2.7 1.7 2.2 3.7 2.7 3.2 3.2 2.7 2.8
18 2.8 1.8 2.3 3.8 2.8 3.3 3.3 2.8 2.9
19 2.9 1.9 2.4 3.9 2.9 3.4 3.4 2.9 3.0
20 3.0 2.0 2.5 4.0 3.0 3.5 3.5 3.0 3.1
21 3.1 2.1 2.6 4.1 3.1 3.6 3.6 3.1 3.2
22 3.2 2.2 2.7 4.2 3.2 3.7 3.7 3.2 3.3
23 3.3 2.3 2.8 4.3 3.3 3.8 3.8 3.3 3.4
24 3.4 2.4 2.9 4.4 3.4 3.9 3.9 3.4 3.5
25 3.5 2.5 3.0 4.5 3.5 4.0 4.0 3.5 3.6
26 3.6 26 3.1 4.6 3.6 4.1 4.1 3.6 3.7
27 3.7 2.7 3.2 4.7 3.7 4.2 4.2 3.7 3.8
28 3.8 2.8 3.3 4.8 3.8 4.3 4.3 3.8 3.9
29 3.9 2.9 3.4 4.9 3.9 4.4 4.4 3.9 4.0
30 4.0 3.0 3.5 5.0 4.0 4.5 4.5 4.0 4 1

Указания к решению задачи 2.1.

Дано: рис. 2.1.

т т  гг

ох = - 525Ю 5-^ •; оу = - 525 105-Ц-; тх = - тх =
М“ ' .и

650 105Д-. 
м

Решение
1) Вычисляем главные напряжения
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а мах -  Ol ~

-------- ----------- < л1 Н
(525 П 225)2 I 46502 10 „ 6 10 —j

о м,п =

_______________ ___________
ft I  1(525 п 225)г I 4650? • 10’ . Л7,5 1° -^т

п

Рис. 2.2 РИС 2 3

2) Вычисляем главные касательные напряжения

W = ^ ( ff. 1 4r-' -
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x'<>n - \j(&, - о )' +4г =

- — М-525 - 225)' + 4650' I О5 = -7,5 107 —
' I с '

31 НайДем направлении главных напряжений.

Tga0 = 2 г 2 650
1-75= -tg60°.-525-225

Следовательно.

2а0 = -60°. а0 = -30°

Направления главных на­
пряжений указаны на Г  
рис.2 3.

Задача 2.2 Для напря­
женною состояния, изо­
браженного на рис. 2 4 оп­
ределить касательные и 
нормад ы I ыс напряжения, 
во шикающие на площад­
ке mn, образующие угол
а=30° с нормальным напряжением оа. Вычислить глав­
ные напряжения Данные взять ич табл.2.1.

гг,

f '
г нЦ—
1 1 °

тг .

-й>г.

Рис. 2 л

Указания к решению задачи 2 2 
Д ‘Но: Рис. 2.5;
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са =5 107-^V; <jp =2.5 \07—2 : та =-т„=-| 25 \07—2 
м* м м

Решение

1) Напряжения, возникающие на площадках, парал­
лельных площадке шп принимают постоянные значе­
ния. так рассматриваемый параллелепипед имеет беско­
нечно малый объем. На грани треугольной призмы, об­
разованного площадкой m|n 1 действуют нормальные и 
касательные напряжения (рис. 2.6)

Рис. 2.6
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Напишем уравнения равновесия сил, действующих 
на грани призмы (рис. 2.6.) Для этого сумму проекций 
всех сил на направления нормального и касательно­
го хм напряжения приравняем нулю. Обозначим пло­
щадку, соотвествующую гипотенузе основания призмы, 
то есть площадку' АВ через F. Напишем уравнения рав­
новесия сил, действутощих на грани призмы (рис.2.7).

onF - caFcos2a - 0(vsin2a + xaFsinacosa - x(1Fsinacosa=0, 

xnF - aaFsinacosa + opsinacosa -xaFcosu - tuFsin2a=0,

Здесь учтено, что площадка СВ равна на Fcosa, 
площадка СА = на Fsina.

о | = 575 Ю5 Ю5

г

Рис. 2.7. Рис 2.8.

Отсюда

an= a„cos2a + o(isin2a  - 2XaFsinacosa , 

тп = (a ,- ap) sinacosa + x„(cos2a - sin2a).
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Учитывая, что

li  cos 2а . : 11 cos2а9 sin2a=2sinacosa 
COS’ cl ».  -- sln "

Последние уравнения приводим к виду

c n=cos2a - T„sin2a, xa= sin2a - ta cos 2a

Напишем значения напряжении au и для рассмат­
риваемого случая и производим вычисления

5 п 2.5 
_ 1 1 cos2a - i<,sin2a = —  

°ч  -> 2 

L i^ . l0 7sin60° = (125+3750.5+125-^-) Ю5 =
1 Л

//
420.7 Ю ''—?м

- 2 5
_(7 , I «7̂  sjn2a . Х(х cos2a - 2

а 2
_ И 

1 125 0,5 107=2б2 2 Ю5 Л(:

Вычис 1ясм главные напряжения

О)
ri 2.5

1 1(7 | 4(п1.1 25)' 10
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Найдем направления площадок

ig2a, = -- 2 г,.
СГ П0\,

- 2125
n— Q-, ПО.ЗЗ

Отсюда найдем , = _1 °о i с '

~  на S

°« +/ “  ^ + V S " e ^ n p a B^ “ “ oa правнлы>°- Равенство 
в нашем случае

500-250=523-273=250.

Рис. 2 9.

состоим , V L p !S m ,o ro  " Г р ^ 'Т , ” "  напряженного 
ходом определить нормальные и 'Р^Фичсским мс- 
"ИЯ на площадке, образующие у г о Г « 'з о "ЫС " а" РЯЖ' '  

" < " > " >  напряжения a



иия главных напряжений. Данные взять из табл 2 I

Указания к решению задачи 2.3.
Дано: Рис. 2.10.

Решение
Круг Мора строится в следующей последовательнос-

1) В плоскости (а,а) проводим горизонтальную л и 
вертикальную т оси (рис 2.11).

2) Выбираем масштаб чертежа, исходя из заланны.х 
значении напряжения ах. о., и тх

3) В плоскости (о.а) найдем точку А (ох.ту) с абцис- 
сои ох и орлинатои tv В заданном напряженном 
состоянии ох > 0. Гу < 0 (рис 2 10), поэтому абцисса а, 
выбираем положительной, а ординату tv - отрицатель­
ной

4) A icl'ioi ичпым образом выбираем ючк\ В (on.tx) с 
абписсой Оу и ординатой тх При лом  точка A c o o ibc i- 
ствует напряжениям, возникающих в вертикальных 
плошалках. а точка В - в тр и  юшальных площадках.

>) Соединив точки А и В найдем тчку  О, распою 
жепнои па горичотальной оси Г1 юшади. по'пчающих-

Рис. 2 10. Рис. 2 11
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ся при этом прямоугольных треугольников ОаА и ОЬВ 
равны, так как углы Bob и ЛОа, а также стороны ЬВ и 
аА этих треугольников равны между собой (согласно ад- 
кону  ̂парности касательных напряжений тх =-ту).

^умма сторон ЬО и а() треугольников равно ах - ov

Поэтому каждое из этих сторон равно —' * ° ' Слело-
2

вагсльно, абцисса точки О равно

А ордината равно 0. то есть 0 < —' ^ °  -, 0) и данная
точка будет центром круга Мора.

6) Построим крут с центром в точке О и радиусом, 
равным ОА -  ОВ. Данный крут с радиусом равным

называется кругом Мора.
7) Из точки А и В проводим прямые, параллельные 

ординате. Точка с пересечения прямой, проведенной 
через точки А с кругом называется полярной точкой. 
1очка пересечения прямой, проходящей через точки с 
кругом называется полярной точкой.

8) На круге выбираем произвольную точку М, будет 
нормальные напряжения пп и т„. возникающие на пере- 
пендикулярной площадке и (а - площадка расположен­
ная под углом а к нормальному напряжению) , то есть
М - М(оа,та). Очевидно, что точка С имеет координаты 
оч и та. то есть С = (ох, т„).

9) Выразим координаты точек М и С через угол
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10) Выразим напряжения о„ и ха через ах, оу и хч 
= o*cos2(x+oy sin2a+xxsin2a.

т = <T>-sin2a -xxcos2a.
2

I I )  Подставляя выражения для напряжения о„ и ха в 
выражение (а) получаем

а, (I - cos: а)  - <7, sin ' а -  г. sin а
( °3 ~ —------------------

sin 2а - г, (1 + cos 2а)

Так как

1- cos2a— sin2a, sin2a - 2 sina cosa, 1+ cos2a - 2 cos*a. 

то

„  (a , -<7v.)s in a - 2r,cos«sina _
~ ((yx-<jv)sm a- 2 r cosacosa

Таким образом, произвольная прямая МС, соеди­
няющая Kpvi Мора с полярной точкой образует у т л  а  с 
нормальным напряжением оу и прямая МС проходит 
параллельно площадке действия напряжения и х„. 

Выводы:
- для определения направления элементарных пло­

щадок на которых действует напряжения а„ их,, необхо­
димо провести прямые точек М (оа О  и туярны х  точек



С при этом площадки а распологаются параллельно к 
прямым МС;

- для определения значения напряжения а0, та, воз­
никающих в произвольной площадке а из полярной 
точки С проводят прямую параллельную данной пло­
щадке. абцисса точки пересечения прямой с кругом 
Мора соответствует напряжению оа , ордината — каса­
тельному напряжения в заданном заранее масштабе.

Задача 2.4. Стальной кубик (см. рис.) находится под 
действием сил, создающих плоское напряженное со­
стояние (одно из трех главных напряжений равно ну­
лю). Требуется найти: 1) главные напряжения и направ­
ление главных площадок; 2) максимальные касательные 
напряжения, равные наибольшей полуразности главных 
напряжений; 3) относительные деформации ех, е у , и  е2; 
4) относительное изменение объема; 5) удельную потен­
циальную энергию деформаций. Данные взять из табл.
2 .2 .

Таблица 2.2.

№ Ох СТу № о. CTV № <7v Ov
МПа МПа МПа

I 10 10 10 XI 10 10 10 XXI 10 10 10
II 20 20 20 X II 20 20 20 XXII 20 20 20
III 30 30 30 X III 30 30 30 X X III 30 30 30
IV 40 40 40 XIV 40 40 40 XXIV 40 40 40
V 50 50 50 XV 50 50 50 XXV 50 50 50
VI 60 60 60 XVI 60 60 60 XXVI 60 60 60
VII 70 70 70 XVII 70 70 70 XXVII 70 70 70
V III 80 80 80 XVIII 80 80 80 XXVIII 80 80 80
IX 90 90 90 XIX 90 90 90 XXIX 90 90 90
X 100 100 100 XX 100 100 100 XXX 100 100 100
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Рисунки задачи 2.4.
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Задача 2.5. Для заданного напряженного состояния 
(табл.2.3) определить следующее: относительные дефор­
мации в главных направлениях; относительные измене­
ния объема; среднее значение относительного измене­
ния объема; полную удельную потенциальную энергию 
деформации; удельную потенциальную энергию изме­
нения объема; удельную потенциальную энергию де­
формации изменения формы;

- проверить выполнение условия теории прочности; 
вычислить напряжение токт: вычислить полное напря­
жение.

Указания к решению задачи 2.5.
1) Относительные деформации, возникающие в 

главных направлениях

1 | 
ех „ -̂ [<7, n к{а, i а,)], £2 „ — [<?2 Л *«т31 <?,)].

CL л-*

еъ „ -к<т3 n i а 2)\.
Е

2) Относительное изменение объема

0=ei + Е2 + Ез-

3) Октаэдральное нормальное напряжение

ст. I ст, I аГГ -!--- i--- -иОКТ " >

4) Среднее значение относительного изменения объ­
ема
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0 ~  а \ *  ° г  1 ° \

3 К

Здесь К - модуль изменения объемной деформации

К= ------ .
3(1 fi 2 к )

5) Относительное изменение объема

р  1 п 2к
а г ' >•

6) Полная потенциальная энергия

777.

7) Удельная потенциальная энергия изменения объ­
ема

1 п 2к
" д ’ ~6Е~  ' °г ' а ' У ■

8) Удельная потенциальная энергия изменения объ­
ема

1 fi Л” . . 
а- " 1ЬЬ

I (а, Л<тг) 2 1 (<т, n a 3)2j.

9) Первая теория прочности

<*1 * 1<т]
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10) Вторая теория прочности

01-к(о|+оз) < [<т|.

11) Третья теория прочности
Таблица 2.3.

№ Ol 07
МПа

1 1 0.75 0.5
2 2 1 75 1.5
3 3 2.75 2.5
4 4 375 3.5
5 5 4.75 4.5
6 6 5.75 5.5
7 7 6.75 6.5
8 8 7.75 7.5
9 9 8.75 8.5
10 10 9.75 9.5
11 11 10.75 10 5
12 12 11.75 11.5
13 13 12.75 12.5
14 14 13.75 13.5
15 15 14.75 14.5
16 -14.5 -15
17 -13.5 -14
IX -12.5 -12.75 -13
19 -11.5 -11.75 -12
20 -10.5 -10.75 -11
21 -9.5 -9.75 -10
22 -8 5 -8.75 -9
23 -7.5 -7.75 -8
24 -6. -6.75 -7
25 -5.5 -5.75 -6
26 -4.5 -4.75 -5
27 -3.5 - 5.75 -4
28 -2.5 -2.75 -3
29 -1.5 -1.75 -2
30 -0.5 -0.75 -1

О)+аз < [ol-

12) Четвертая теория 
прочности

— [(<Т, П<7,)’ I (<7^ СУ,)'
2
I (сг, П<Т3)2)<[сГ|

13) Октаэдральное ка­
сательное напряжение

т - J(c г, псг3)2 1окт ^ V 4 -

yjI (0\ ftfT,)' I (fT, П(Т, У

14) Полное напряже
ние

Р O K I  \  Р , л т  *
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Глава 3. Сдвиг. Расчеты на срез и смятие. 
Расчет заклепочных соединений

Таблица 23.
№ |о„| 1*с р 1 [огм! Р

МПа кН
1 70 30 170 + 10
2 75 35 175 + 15
3 80 40 180 +20
4 85 45 185 + 25
5 90 50 190 +30
6 95 55 195 +35
7 100 60 200 +40
8 105 65 205 +45
9 110 70 210 +50
10 115 75 215 + 55
11 120 80 220 +60
12 125 85 25 +65
13 130 90 230 +70
14 135 95 235 +75
15 140 100 240 +80
16 145 105 240 -80
17 150 110 240 -75
18 145 100 235 -70
19 140 95 230 -65
20 135 90 225 -ею
21 130 85 220 -55
22 125 80 215 -50
23 120 75 210 -45
24 115 70 205 -40
25 НО 65 200 -35
26 100 60 195 -30
27 95 55 190 -25
28 90 50 185 -20
29 85 45 180 -15
30 80 40 175 -10

Задача 3.1.
Стержня I и IF со­
единены штифтом III 
и нагружены растя­
гивающими ( + ) или 
сжимающими (-) 
усилиями

Л

А и т

--- cL.шиш

Рис .31

На рис 31 указаны только растягивающие усилия. Знаки 
(+) или (-) усилия Р определяются по данным таблицы
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i— •*. t ‘; l ' Z T T r.
НО заданным в и о л .  м
IocmI _ _  ___

//Указания к решению задами 3.1

Дана: Рис. 3.2; Ы = Ш  £ :  № * ®  ^ ;Ы = "

JL р=+зокН.
■ ^Реш ете 1> Определяем лиамор штифта и. усла.ия 
пучности срез

Г ~Т /> 1 / '

,. Ж — .
Е ^ Ё Э

III
ч ,

ш I

Рис. 3.

!«/

Рис, 3.2

ж/--
— < [^ Ь

( , К1.» I >»</>» 
К * I I
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Откуда

D  ̂ I I ?  -  f t 30 Ю5 . . .и шш> /----- — --- ------  15 5uju\л[тк) V 3,14 80

Принимаем d1IIm = 16 мм.
2) Определяем диаметр стержня I из условия проч­

ности на растяжение (сечение стержня, ослабленное от­
верстием для штифта показано на рис. 3.2)

или

ml
-— bd^d

30 ю 3 Н
и - х п г ^ : — S l2 0 wfi!6</

4

Откуда

94.2d2 - I920d - 30-103 = 0.

Решив квадратное уравнение, получим d=30 8 мм 
Основываясь действующим стандартом, принимаем
О «51 ММ>

3) Определяем наружный диамегр стержня из ус­
ловия прочности на растяжение (сечение стержня II 
ослабленное отверстием для штифта показано на рис!
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° ри ' тЮ2 .m l1 - .n — - n d JD f id )
4 4

___________ 30_I0;___________ <120— ,
■ 11/in2 Ч14-312 MMM z £ . n n 16(D n 31)

4 4

Откуда

94,2D2- 192D-6I 103 = 0.

Решив квадратное уравнение, получим d = 37,7 мм. 
)сновываясь действующим стандартом, принимаем d 

ММ
4) Определяем толщины стенок стержня II из усло- 

»ия прочности на смятие (рис. 3.3, 6)

а  ____ L —  . 30 10J—  268_ g _  [(Тсму
"  < A D  "  « )  16 ( 3 8  Ь 3 1) * ' г

Увеличим наружный диаметр стержня так, чтобы 
соблюдалось условие прочности на смятие.

осм-1°См1

И
Или в нашем случае 268 >248---7 -

М М

Из условия прочности, найдем

Р_
rf„< Dftd)

или
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о  > _ 10 10J + 31 16 240
^ 2 4 0  " 38,8 UW

Окончательно принимаем D=39 мм

н с й Г ™ ' "  ! ; Т сРреГзИЗ ” " ‘™

Тга = <С [т 1
”  2 c ( D - d ) ~ l c p ] '

или

с> — — Z L _ _ _ = 30 10'
2с (D - d )[rcp | 2(39 -  31) 80 “  23’4мм

Принимаем с = 24 мм. 

ней ч а , ° т и " “  Г Г с % з  И:‘ УС'ЮВИЯ ПРОЧНОСГИ Верх-

Led

Откуда

30 1 о3
2</[rJ 2 31 80 ~ 6,° 5лСИ

Принимаем с—6 мм.
Задача 3.2. Два толстых листа соединены пои пойм­

ай третьего листа и наклепок (рис. 3.4). Толстым лис
ситы"РИЗн1киЫ РаСТЯГИВаЮЩИС (+) и сжимающие (-) 
таб-i 1 V  п внешней силы определяются по данным 
аб.1. 3.2. проверить прочность такого заклепочною со­

единения по заданным значениям величин [оР|. т<
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|осм1 Данные взять из табл. 3.2.

Таблица J.2 .
№ |Ог,1 ||тср||<*см 8 &СР [ II III Р

//
2.U.M

мм Количество на­
клепок в сече­
ниях стержня

кН

1 105 60 190 6 1 1 2 2 +280
2 110 65 195 7 2 1 2 2 -285
3 115 70 200 8 3 1 2 3 +290
4 120 75 205 9 4 1 2 4 -295
5 125 80 210 10 5 1 2 3 +300
6 130 85 215 11 6 1 2 3 -305
7 135 90 220 12 7 1 2 4 + 310
8 140 95 225 13 8 1 2 2 -315
9 145 100 230 14 9 2 2 3 +320
10 150 105 235 15 10 2 2 4 -325
11 155 110 245 16 11 2 2 3 +330
12 160 105 250 17 12 2 2 3 -335
13 155 100 250 18 13 2 2 4 +340
14 150 95 250 19 14 2 2 3 -345
15 145 90 245 20 15 2 2 2 +350
16 140 85 240 20 15 2 2 3 -355
17 135 80 235 19 14 2 2 4 +360
18 130 75 230 18 13 2 2 3 -365
19 125 70 225 17 12 2 2 3 +370
20 120 65 220 16 11 2 2 3 -340
21 115 60 215 15 10 2 2 4 +335
22 110 65 210 14 9 2 2 3 -330
23 100 70 205 13 8 2 2 2 +325
24 105 75 200 12 7 1 2 2 -320
25 110 80 195 11 6 1 2 4 + 315
26 115 85 190 10 5 1 2 3 -310
27 120 90 195 9 4 1 2 2 + 305
28 125 95 200 8 3 1 2 3 -300
29 130 100 205 7 2 1 2 3 + 395
30 135 105 210 6 1 1 2 3 -390

si



A t  A  /4  A

TI7 Vi/ VI/ V/ VL/ VI/

I
i i ; 0

0р 1
♦  l i

;©

i i - 0
!
i
i *  © 10

$

Рис. 3.4.

Указания к решению задачи 3.2 

Дано: рис. 3.4; |<тр|=140 - ^ у ; |тСр)=Ю0
.XLU М М

н1<5с м 1=240 -- г; Р=+550кН, 5 = 16 мм, 5к = 10 мм, b =
мм*

280 мм. Ьн =270 мм, 20 мм.

Решение
Расчет включает проверку прочности заклепок на 

срез, стенок отверстий в листах и н а к л а д о к  на смятие, 
листов и накладок на растяжение.

I) Пронерку прочности заклепок на срез выполняем 
по формуле

Р
*сг » . - • — \?1 I- пкоа

4
82



550 кН соI rs

Рис. 3.5.
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Сечения листов

М Ч-П Ш-Ш

Рис..1.6.

Сечение накладки

Ш-Ш

Рис. 3.7.

случае к СГ° Р‘,Иу С1Ъ,Ка
сматриваемом случае k=2) yx<_r>CJI,wx ^клспок (в рас- 

Подставляя числовые значения, получаем

г —
9 2

550 10’ и
--------- 97

3,14 20-’ ли*

формуле: чмнтис выполняем по

--- -----< I (Т |nS~....d 1 (U *!\АЧ
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В заданном соединении 5 < 25к. то есть расчетная 
площадь смятых стенок отверстий в соединяемых листах 
меньше, чем стенок отверст ий в накладках. Следователь­
но, напряжения смятия для листов больше, чем накла­
док. и 5* = 5 = 16 мм.

Подставляя числовые данные, получаем

3) Проверяем прочности листов на растяжение по 
формуле:

где N — продольная сила в опасном сечении; F h e t to  ~ 
площадь нетто, то есть плошаль поперечною сечения 
личета за вычетом ее ослабления отверстиями для за­
клепок опасного сечения.

Для определения опасного сечения строим эпюру 
продольных сил для листов (рис. 3.5.). при построении 
эпюры воспользуемся допущением о равномерности 
распределении силы между заклепками (данном случае

кажллая и» заклепок передает силу, рашито * . Пло-
9Р

щади ослабленных сечений 1-1. II- II. III- III различны, 
поэтому ясно. каждое из них опасное Производим про­
верку прочности кажлого из указанных сечений (на рис 
3.6-3 7 показаны ослабленные сечения листа)

Сечение 1-Г. II- II. I I 1-1II соотвественно:

9 16 20 мм~

U =

550 10550 10
= 143 И

S i b - 2 d )  16( 280-2 20)
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' I I  »

'I I I

1Р
9

7-550-10*
9

S (b n ld ) " 16(280 пЗ 20}'

АР 4 550 10'
9 9

121
//

мм

76 5 —
J(/>n4 </)" 16(280 п 4 20)" ’ мм2

Опасным оказалось сечении 1-1; напряжение в этом 
сечении выше допускаемого примерно на 2%, то есть 
можно считать, что прочность соединимых листов дос­
таточна.

Проверка накладок аналогична проверке листов. 
Эпюры продольных сил для двух накладок приведены 
на рис. 3.5. Очевидно, что для накладки опасным явля­
ется сечение III- III — это сечение имеет наименьшую 
площадь (рис. 3.6) и в нем возникает наибольшая про­
дольная сила N max = 0,5Р

Напряжение в опасном сечении накладки

\Ш Х  '•

0,5Р 0,5 550 10’ . . .  Н145-
<т (b, n Ad) 10(270 п 4 20) ми

Напряжения выше допускаемых примерно на 3,5%, 
то есть прочность накладок достаточна.

и -U S

Рис. 3.8
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Задана 3.3. Используя заданные в табл. 3.3. значения 
величин 4,. <1. Idpl. IdcMl и I'cp l определить J W W D »  
высоту I головку стержня, нагруженною "
силой Р (рис 3.8). Расчет выполнять, исходя из условия 
равно прочности стержня на растяжение, головки на срез, 
и ее опорной поверхности на смятие.

Табл 3.3.

No la J  Цхгр^ осм ! do 1 a №
Н

2им
мм

1 60 20 170 12 10 ■ш ую
? 65 25 175 14 12 17
3 70 30 180 16 14 1 ою

4 75 35 185 18 16 19
5 80 40 190 20 18 20
6 85 45 195 22 20 21
7 90 50 200 24 22 22
8 95 55 205 26 24 23
9 i 00 60 210 28 26 24
10 105 65 215 30 28 25
11 110 П (\/ \J 220 32 30 26
17 115 75 225 34 32 27
13 120 80 230 36 34 28
14 125 85 235 38 36 29
15 130 90 240 40 38 j 30

Указания к решению задачи

ил
мм

мм

135
140
145
150
155
160
155
150
145
140
145
140
135
130

95 1245 40 3
100 250 38 3
105 255 36 2
МО 260 34 :
115 265 32
120 270 30
115 265 28
110 260 26
105 255 24
100 250 22
95 245 20
90 240 18
85 235 16
80 23С И
75 225 1 1 п, 1

20
18
16
14
12
10

|аэ|=250 МПа,

do = 34 мм, 5 -3 2  мм

8~



Решение
1) Определяем допускаемую нагрузку из условия 

прочности стсржия на растяжение

т . .  140 ■ 10* - 1' 4 ° ’032> и ! , 2,6 10' / /
4 4

2) Определяем диаметр опорной поверхносги голов­
ки из условия сс прочности на смятие

м » ТГ — м ] •
К

Принимая, Р = [Р,,] получаем

г/*!
&СМ ■' ~Z — \&СМ I •

4
Откуда

^ (D 2 fid02)

* J-4-112’6 l0 t I 0.0.342 , 0,0417.w . 41.7,m.w.
V r̂[cr J  0 у 3,14 250 10

Принимаем D — 42 мм
3) Определяем высоту головки из условия прочности 

на срез.

Р
Г< г » "77 — (Гг д ] •

С V

Площадь среза равна боковой поверхности цилинд­
ра высотои 1 и диаметром do (в место возможного среза 
условно показано на рис. 3.8 волнистыми линиями). 
Принимая [Р]= (Рр]. получаем
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r  =J L = I5 4 s [ r „ l .
<r FCP nd0i

Откуда

, ^ \P\ _ 112-6 10------- О.ОЮ55л< = \0,55мм
т1„[тк ] 3,14 • 34 • 1 O'* • 100 ■ 10 

Принимаем 1=11 мм.

Задача 3.4. по заданным в табл. 3.4. значениям па- 
раметров [о„|. [осм! " М  проверить прочности закле- 
точного соединения изображенного на рис. 3.9. данные 
из табл 3 4

Таблица 3.4.

о, I |т 1 5 I 5. 1 II III D1 t 1 ь I d 1 с
№ Н

>ми
мм Количества 

заклепок в 
сечениях

кН Mf1

1
•)

105 60 190 6 1 1 2 2 280 50 120 14 21)
110 65 195 7 2 1 2 2 285 51 122 15 21

3 1 \5 70 700 8 3 1 2 3 290 52 124 16 21
4 170 75 7.05 9 4 1 2 4 295 53 126 1/ 23
5 Р5 80 710 10 5 1 2 3 300 54 128 18 24
6 130 85 715 11 6 1 2 3 305 55 130 19 25
7 135 90 220 17 7 1 2 4 310 56 132 20 26
к 140 95 775 13 8 1 2 2 315 57 134 21 21
9 145 100 730 14 9 7 2 3 320 58 136 22 28
10 150 105 735 15 10 2 2 4 325 59 138 23 29
1 1
| ?

155 110 745 16 11 2 2 3 330 60 140 24 30
160 105 7,50 17 12 2 2 3 335 61 147 25 31

i : 155 100 750 18 13 2 2 4 340 62 М4 76 32
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14 150 95 250 19 14 2 2 3 345 63 146 27 33
15 145 90 245 20 15 2 2 2 350 64 148 28 34
16 140 85 240 20 15 2 2 3 355 65 150 29 35
17 135 80 235 19 14 2 2 4 360 66 152 30 36
18 130 75 230 18 13 2 2 3 365 67 154 31 37
19 125 70 225 17 12 2 2 3 370 68 156 32 38
20 120 65 220 16 11 2 2 3 340 67 154 31 37
21 115 60 215 15 10 2 2 4 335 66 152 30 36
22 110 65 210 14 9 2 2 3 330 65 150 29 35
23 100 70 205 13 8 2 2 2 325 64 148 28 34
24 105 75 200 12 7 1 2 2 320 63 146 27 33
25 110 80 195 11 6 1 2 4 315 62 144 26 34
26 115 85 190 10 5 1 2 3 310 61 142 25 33
27 120 90 195 9 4 1 2 2 305 60 140 24 32
28 125 95 200 8 3 1 2 3 300 59 138 23 31
29 130 100 205 7 2 1 2 3 295 58 136 22 30
30 135 105 210 6 1 1 2 3 290 57 134 21 29

Указания к решению задачи 3.4.
Дано. Рис. 3.9; |ор)=160 МПа; 1тСр)=140 МПа; 

|всм !=320 МПа; d = 23 мм; 1 = 45 мм; t = 60 мм; 6 =
12 мм; 5к = 14 мм; Р = 280 кН.

Решение
1) Проверяем прочность полосы на растяжение. На 

рис. 3.10 показана эпюра продольных сил для полосы, 
построенная на основе допущения, что каждая заклепка

передает усилие равное — , где п - общее число закле-
п

пок. Расчет следует выполнить для сечения I — I , в ко­
тором возникает наибольшая продольная сила N | = Р, и 
для сечения I I  — II. усилие в котором меньше, чем Nj

4 Р(N 2 = — ), но и расчетная площадь также меньше.
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Для ССЧСНИЯ I — I.

тI
Рис. 3.9.

fs '•
Ш)

Рис. 3.10.

А’, Г 280 10._____ „ 149 |0‘ Па =
° х " уш и щ S ( h f i J ) "  0.012(0.18 ft 0.023) ’

149 М П а < [а р].

41



Где Fheti — так называемая площадь нетто сечения
I — I, то сеть расчетная площадь — нолная площадь за 
вычетом плошади отверстий для заклепок.

Для сечения П — II

»  —  -280 10’
ои = = --- =----- 5----------- = 139 10°

F h i: „  o ( h - 2 d )  0,012(0,18-2 0,023)
Па = 139 МПа .

2) Проверяем прочность заклепки на срез.

Р  I О5
т( ,.= — —  =-- = 135 Ю 'Па = 135 МПа.и mi' 5 3.14 0.023'п--- -----------

Условие прочности на срез выполняется, так как 135 
< 140.

3) Проверяем прочность соединения на смятие, учи­
тывая, что 5 < 5К

Р 980 10 '
а , = —  = — --- -=203 10"Па = 203 МПа,

ndS 5 0.023 0.012

Расчет показывает, что прочность соединения обес­
печена. Возможно даже небольшое уменьшение толщи­
ны полосы, так как расчеты на растяжения и смятие 
обнаруживают некоторые резервы прочности.

Глава 4. Геометрические характеристики плоских сечений

Задача 4.1. Задавая различные значения параметрам 
а. Ь, с, d. 1 вычислить осевые моменты инерции заштри­
хованных участков заданных на рисунках плоских сече­
нии относительно центральных осей и осей Z, Y, парал­
лельных центральным осям (1>Ь>а).
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Рисунки задачи 4.1.
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Указания к решению задачи 4.1.
А. Провести сравнения главных моментов инерции 

и радиусов инерции труб, изображенных на рис. 4.1. и
4.2. вычислить наименьшие моменты сопротивления се­
чения относительно центральной оси.

Решение а, Ь, с, d, I.
Рассмотрим первое сечение.
1) Площадь заштрихованного участка
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2) Расстояние or центральной оси Z0 ДО центра тя­
жести трубы равно

S,
•с • рV 20

Где

. т  а _ лоп----- и п —
4 2 8

Следовательно,

8 7,215а
п0,055а

3) Используя правило параллельного переноса коор­
динатных осей, вычислим момент инерции сечения от­
носительно центральной оси Zo-

Jz „НЛ.1 л*). 2a (4^ - i 8aJ (0,055a)2l|n
12

« 1 ,  ^ 1 (£ | 0,055а)3!1 . 10.33а2.
64 4 2 J

4) Момент инерции относительно вертикальной оси

2о_аe L n - - . ,2,62а
12 64
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5) Главные радиусы инерции

. [77 110,33а4 1Л /Л 12.62а4 Л „
' ' V F  " V7,2I5a’ " ’ '' '  V F  ’ 1(7,215а1 - '

6) Сравнивая полученные значения радиусов инер­
ции, видим, Э, 1по радиус инерции сечения относи­
тельно оси z в два раза больше, чем радиус инерции от­
носительно оси Y.

Производя аналогичные вычисления для второго се­
чения, получаем

F  = 7а2, Yc = 0,07а, J* = 10,З4, J y = 2,59а4, iz =

1,22а, iy = 0,61а.

7) Моменты сопротивления сечения относительно 
центральной оси Z:

W . ~ ^ — я 10,33а „ 5,027а3; 
г Умчи 2,055а

W J - 1Q,3u 4 97а3* " V- " т m ” ’̂7/u »/лмш 2,07а

8) Сравнения значения радиусов инерции двух сече­
ний: - радиусы инерции двух сечений почти равны (их 
отношение приблизительно равно единице).

Б. Определить координаты центра тяжести для тре­
угольного сечения и полуокружности, изображенного на 
рис. 4.3 и 4.4.

Решение
Треугольное сечение.
1) Так называемые произвольные оси Y.Z проводим 

так. как показано на рис. 4.3.
2) На расстояние Y от оси Z выделим элементарную
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площадку со сторонами Ьу и площадь данного элемен­
т н о г о  сечения равна dF = by dy. Используяусловия 
подобия треугольников с углами 1, 2. 3 и , , У4

b = —{h-y)dy.
П

Следовательно.

dF = -(h- y)dy.
И

3) Статические моменты сечения относительно осей 
У и Z

.S'. = J YdF = \yH-(h-y)dF = £ j (yh -у' W F = dF =

bf h' h3 \

h\ 2 3
bh2

, .4, :  2 a-b \ bh y + (a- h )h y--- -— } +*>.

где

2 h
bh + y(2a — b)

2h
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I

,//• ч

h )

. «/

1

V
h/

Г '/

: \ *\г -------------

о /*\ / 1 
Л

Рис. 4.3. Рис.4.4

4) Координаты центра тяжести 

bh: bh
S  с h S  \ r (a + b) Y  - -j- -  6 _  n 7  __ °.i _  6_________

c F  bh з c F  bh
a + b

3

4.3

2 2 

Hemp тяжести треугольного сечения показан на рис.

Рассмотрим теперь полуокружность.
5) Положения произвольных осей Y. Z показаны на 

рис. 4 4 Сечение имеет симметрию (ось Y). Поэтому 
цент р тяжести данного сечения будет расположен на оси 
Y, то есть Zc = 0.

6) На расстояние У от оси Z выделим элементарную 
площадку высотой ciy, шириной by и площадью сечения 
dF = bydy. Очевидно, что by = 2rsin(pdy, у = г coscp, dy = 
-г sinnxiip.

7) Статический момент инерции
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8) Ордината центра тяжести

2г
S. з 4»-

Центр тяжести полуокружности показан на рис 4.4.

В .Вычислить центробежные моменты инерции отно­
сительно осей, параллельных катетам прямоугольного 
треугольника. Катеты треугольника равны Ь и h.

Решение. Проводим параллельные к катетам тре­
угольника оси V , Z и Y[. Вычислим осевые моменты 
инерции J y, J z, J yi •

Здесь c= —  . так как площадь треугольника равно F

“ 1. j
36 ’ '■ 36



исключая с получаем

3; 1, _ bh 
зб; (а)

Согласно правилу новорота координатных осей

Jy i= Jy cos2a + J z sin:a + 2Jyzsinacosu. (б)

Здесь

b h smu =— . cosa = — .
I I

Приравнивая правые части выражения (а) и (б), по­
лучаем.
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Ы\ _ h h 1 ' л V hh 
+ ---

36/’ 36 , / J 36 J  J / /

3 , 1Ъ Ь  лСокращая последнее равенство на -— г будем иметь

Здесь

./ . = o h '
72

Задача 4.2. Вычислить главные моменты инерции 
плоских сечений, изображенных на рис. Данные взять 
из табл. 4.1.

I г

[
1Ш/////М/Л

L s « J
! 1

VI VI I I
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/>,

Таблица 4.1.

№ Ol t| d| h| Cl t-> d2 h?
мм

1 10 4 2.0 20 12 5 3.0 22
2 11 5 2.5 22 13 6 3.5 24
3 12 6 3.0 24 14 7 4.0 26
4 13 7 3.5 26 15 8 4.5 28
5 14 8 4.0 28 16 9 5.0 30
6 15 9 4.5 30 17 10 5.5 32
7 16 10 5.0 32 18 11 6.0 34
8 17 11 5.5 34 19 12 6.5 36
9 18 12 6.0 36 20 13 7.0 38
10 19 13 6.5 38 21 14 7.5 40
11 20 14 7.0 40 22 15 8.0 42
12 21 15 7.5 42 23 16 8.5 44
13 22 16 8.0 44 24 17 9.0 46
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14 23 17 8.5 46 24 18 8.5 48
15 24 18 9.0 48 23 3 8.0 46
16 24 3 8.5 46 22 4 7.5 44
17 23 4 8.0 44 21 5 7.0 42
18 22 5 7.5 42 20 6 6.5 40
19 21 6 7.0 40 19 7 6.0 38
20 20 7 6.5 38 18 8 5.5 36
21 19 8 6.0 36 17 9 5.0 34
22 18 9 5.5 34 16 10 4.5 32
23 17 10 5.0 32 15 11 4.0 30
24 16 11 4.5 30 14 12 3.5 28
25 15 12 4.0 28 13 13 3.0 26
26 14 13 3.5 26 12 14 2.5 24
27 13 14 3.0 24 11 15 2.0 22
28 12 15 2.5 22 10 16 1.5 20
29 11 16 2.0 20 9 17 1.0 18
30 10 17 1.5 18 8 18 0.5 16

Указания к решению задачи 4.2.
А.Вычислить главные моменты инерции таврового 

сечения, изображенного на рис. 4 6

Решение
В плоскости ZY абцисса центра тяжести равно ну­

лю, так как в данной плоскости сечение имеет ось сим­
метрии. Найдем ординату центра тяжести. Для таврово­
го ссчения условно разделим на два четрыехугольника с 
площадью сечения F| = 34 = 12 см2 и Гц = 2 12 = 24 
см2.

Тогда ордината центра тяжести таврового сечения 
будет

у 1';У' + - 12 -2 + 24 -5 = И4 _  ̂
*. F  F, + F„ 12 + 24 36

Через центр тяжести (точка С) проводим главные
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оси инерции V и Z q. и вычислим главные моменты 
инерции относительно этих осей

Jzo = J /, + a i FI + J + а : Fib

где

bh' 3 4' ч г/, bh 12 3./ =---=---- = 16см . J 7 -- -  e-a
12 12 1 2  12

8 см1

! см

I см

-
\W\V\W\V' \\\\\ Л\\\\\\\\\\\\\\
\ \ \ \ \ \ \ \ \ V , \ \ \А \\ 1 1 ! \ w m w m u u v

///
7 /

/ / 
//  
// г> > с

> /У / ■//
'//

4.5 си л с. и 4.5 см
--------------------------------------ь-

12 см

Рис. 4.6.

Подставляя полученные значения, будем иметь 

J zo - 16 + 22 12 + 8+ I 2 24 = 96 см4. 

Аналогично

у v •* 12 12
= 297см*
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Здесь J y > J zo. поэтому оси У  и Z соответственно бу­
дут осями максимума и минимума

Задача 4.3 - Для заданного в табл. 4.2. поперечного 
сечения, состоящею из шнеллера и равнобокого уголка 
или из двутавра и равнобокою уголка, или из швеллера 
и двутавра (рис Зацачи 4 3). требуется: 1) определить 
положение центра тяжести; 2) найти осевые (экватори­
альные) Ир центробежный мометы инерции относи­
тельно случайных осей, проходящих через центр тяжес­
ти (zc и ус); 3) определить направление главных цен­
тральных осей (и и v); 4) найти мометы инерции отно­
сительно главных центральных осей; 5) вычертить сече­
ние в масштабе 1:2 и указать на нем все размеры в чис­
лах и все оси

Рисунки задачи 4.3.

У

II
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Таблица 4.2

№ Схема Швеллер Равнобокий
уголок

Дву­
тавр

1 I 5 40x40x4 18
2 II 6.5 50x50x4 20
3 II I 8 56x56x4 22
4 IV 10 70x70x6 24
5 V 12 70x70x8 27
6 VI 14 75x75x6 18

V II 14а 75x75x8 20
8 V III 16 S0x80x6 22
9 IX 16а 80x80x8 24
10 X 18 90x90x6 27
11 X I 18а 50x50x4 18
12 X II 5 100x100x8 20
13 X III 6.5 100x100x10 22
14 X IV 8 250x250x20 24
15 XV 10 180x180x12 27
16 XV I 20 160x160x10 22
17 X V II 20а 70x70x6 18
18 X V II 22 70x70x8 20
19 X IX 22а 75x75x6 22
20 XX 24 75x75x8 24
21 X X I 24а 70x70x6 27
22 X X II 27 70x70x8 18
23 X X III 30 75x75x6 20
24 X X IV 33 75x75x8 22
25 XXV 36 70x70x6 24
26 XX V I 40 70x70x8 27
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27 XX V II 36 75x75x6 36
28 X X V III 33 75x75x8 18
29 X X IX 30 125x125x10 20
30 XXX 27 140x140x12 22

Указания к решению задачи 4 3.

А. Вычислить осевые моменты инерции J  . J .  и 
./ . относительно осейУ| Z i для неравнобокого уголь 
ника 110*70*8 мм (рис. 4.7).

Дано: рис. 4 7; j z = 54.6 csH. Jy = 172 см , 
J y ==J 32.3 см4. F = 13.9 см2, tga = 0.4000, Y t) 1,64 
см, 70=3,61 см и ф = 21°48' (данные берутся из табли­
цы сорчамента).

Решение. Согласно теореме

J и+  Jv  = -ly Jz-

Г  >' V

.
\

11 с м  , ' г  и
. ; ... 1 т

I у ... v\ \\\\\\\\ У
С * г L

1 СМ
Л.
V 
. \

.

у

- * а
чГС*
W

1

■/* 1.(

3,6 U и \
/ * 2*Т )\

6 СМ 1
0

Рис. 4.7. 
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Получаем

Jy ~ Jmax~ Jv + Jz - Ju  = 172+54,6-32,3=194,3 c m 4. 

Центробежный момент инерции

sin 2 /J + J bl cos 2/i.

где p = 90° - a = 90° - 21°48* = 68°12\
Относиiельно 1лавных осей U и V имеем J uv = 0 

поэтому
. 194,3-32.3
■':=---— -----0.690 = 55.9см

Если вместо осей U. V взять оси Y, Z, то 

J . - J
t *г sma + J vzcos2a = 0.

Откуда

•7- = =---^ z IZ ^ 43036 = 58,7 0,952 = 55,9см*

По правилу параллельного ренесонов осей

J Ул —Jy + b2F = 172 + 2,39- 13,9 = 251 см4,
J . x = Jy + n2P = 54.6 + 9.362 13,9 = 1272 см4,

Л,.-, = Jyz + abF = 55,9 + (-9 36) 2,39 3,9 = -256 см4

Здесь точка О имеет отрицательную ординату, поэто­
му параметр а имеет отрицательное; значение а = -9 36 
см.

1 Ю



Б. Определить геометрические характеристики 
составного сечения, состоящею из двух швеллеров 
№ 10 и № 14 а (рис: 4.9).

Дано: швеллер № 14а; F| = l8.5icM2; J у — 563,7 
см4; J  - 53,2 см4; \'о = 1.71см. hi — 14 см. Ь| = 5,8 см, 
dj = 0.6 см, t| = 0,95 см

Швеллер N° 10 швеллер, F 2 = 12,74см ;̂ J^  = 25.6
см4; J zl = 198.3 см4: Z q = 1,52см. h2 = 10 см. Ь2 = 5.8 
см. d2 = 0,58 см, t2 = 0,85 см.

Решение
1) вычерчиваем в масштабе составного сечения и 

проводим центральные оси V j. Z\ и У2, Z 2 (рис.4.8).
2) Проводим вспомогательные оси Z и У  парал­

лельно сторонам контура составною ссчсния так, чтобы 
оно лежало в положительном квапратс.

3) Вычисляем площадь составного сечения

F = Fi + F2 = 18,51 + 12,74 = 31.25 см?.

4) Вычисляем статические моменти сечения относи­
тельно соей Z и У:

5 = ^  — + F2(h, + ZQ) = 18.51 + 12,74 15,52 = 327,29
2

см\

Sz=FlY't + h\^=  18,51 + 1,71 12.74 — 95,35 см ’.

5) Определяем расстояния от воспомогательных 
осей Z и У до центра тяжести составного сечения (точка 
С):
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Наносим на чертеже центр С и проводим централь­
ные оси Zo и Yn.

6) Вычисляем осевые и центробежные моменты 
инерции относительно центральных осей Z0 и Y"0:

Л  “ Л ,  + F i ° i 2 + ^, + F?.«2 • а ! = Z c -у =3,4~ cm. 32 = hj 

+ Zo — Zc = 5,05 cm.

Следовательно.

J°y = 563,7 + 18.51 3,472 + 25.6 + 12.74 5.052 = 1136
c m 4;

J 4 = J :X + р 1с.2 + Л 3 + f 2 c; . с | Yc - Y<> = 1.34 cm. c, =

- Yc =1,95 cm

Окончательно

J : = 53,2 + 18.51 1.342 + 198.3 + 12.74 1.95 = 333 cm4;

_ y >,*,+ p ia ic i + *Л,( , + F2a2C2 = F ia ic  + F2a2C2l8,51

3,47 1.34 + 12.74 5.05 1,95 = 209 cm4

7) Определяем угол наклона главных осей к цен­



тральным осям оси Z q и Yo-

v„2 a = = 2 209— = -0,520yg zaо _уо  333-1 136

или 2ао = -27°30 ао = -13°45 .

Рис 4 9

Так как угол ао отрицательный, то откладываем его 
от оси Yo по часовой стрелке и проводим главную цен­
тральную ось U. а перпендикулярно к ней вторую рав­
ную ось V.

8) вычислим главные моменты инерции:

J Li = ,/“ cos2ao + JjS in 2ao - J^sin2ao,
Jv = J ” sin2ao + /” cos2ao +J^sin2ao:

где
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sinoo -0.238. Sin2oco -  -0,462, coscto = 0,972, cos2tb, =
0 ,8 8 ? 2 ,

Следовательно,

= 1136 0.972? + 333 (-0,238)- - 209 (-0,462) =1187
c m 4;

J v = l l 3 6  (-0.238)* + 333 0,9722 - 209 (-0,462) = 282
c m '1;

9) Проверка

Ju  + Jy  = Jy  + J .'.

J °  - J °
= ~ 2 z sin2or0 + ./,°z cos 2^, = 0,

в рассматриваемом случае

I 187 + 282 = 1 136 + 333 = 1469 см4.

1136-333 ,
---------(-0,462) + 209 0.887 = -184 + 184.

Ю) Определяем главные радиусы инерции:
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СМкладываем на главных осях инерции U и V значе­
ния радиусов инерции и строим на них эллипас инер­
ции (рис 4.8)

Глава 5. Расчет вала на прочность

Задача 5.1. Для цилиндрического вала из стального 
материала требуется:

1 (Построить эпюры крутящих моментов;

Рисунки задачи 5.1.



Таблица 5. /.

Схе­
мы

Вари­
ант

M , м 2 Мз а b с
Н м м

I 1 200 150 100 0.15 0.20 0 30
2 190 160 1 10 0 16 0 21 0 31
3 180 170 120 0.17 0 22 0.32

IT 4 200 150 600 0 20 0 30 0 20
5 210 160 610 0.21 0.31 0 21
6 220 170 620 0.22 0 32 0.22

III 7 400 100 200 0 30 0 25 0.30
8 410 110 210 0.31 0 26 0.31
9 420 120 220 0 32 0 27 0 32

IV 10 100 300 150 0 40 0 11 0 15
11 110 310 160 0.41 0 12 0.16
12 120 320 170 042 0.13 0.17

V 13 200 100 700 0.15 0.20 0.10
14 210 110 710 0 16 0 2! 0 11
15 220 120 720 0.17 0.22 0.12

V I 16 300 400 800 0 20 0.35 0 20
17 310 410 810 0.21 0.36 0.21
18 320 420 820 0.22 0.37 0.22
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V II 19 400 210 300 0 30 0 15 0 20 |
20 410 220 310 0.31 0.16 0.21
21 420 230 320 0.32 0.17 0 22

V III 22 300 800 150 0.25 0.26 0.27
23 310 810 160 0.26 0.27 0.28
24 320 820 170 0.27 0 28 0.29

IX 25 510 400 300 0.30 0 20 1 0 25
26 520 410 310 0 31 0 21 0.26
27 530 420 320 0.32 0 22 0 27

X 28 300 600 200 0.40 0.15 0 20
29 310 610 200 0.41 0 16 0.21
30 320 620 210 0 42 0 17 0.22

2) Из условия прочности материала определить до­

пустимое значение диаметра вала ((i| — 60 ) напи
\t\i

сать значение диаметра вала в виде целою числа со
I лас но стандарту;

3) Используя принятое донуешмое значение диа­
метра построй!ь эпюру угла закручивания вала <р. Дан­
ные взять из таблицы 5.1

У казании к решению задачи 5.1.
А. Построить эпюры крутящих моменюв и наи­

больших касательных напряжений для вала изображен­
ною на рис. 5.1.

Дано: рис. 5 1. а и 5.2 
Решение
I Гринятые здесь правило знаков кру1 ящих моментов 

и их энюра приведены на рис 5.3 и рис 5.1 соо1ветст- 
венно



Рис. 5.1.

Рис. 5.2 Рис. 5.3.

Вычисляем максимальные касательные напряже­
ния в поперечных сечениях каждого участка. Знак 
касательного напряжения обусловлен знаком крутя­
щего момента:

- на первом участке
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- на втором участке

„ =^ = _ м _ = 5 .м_
Г,'“‘ W ксГ - J ' ’

I ' l l  ---------------

на третьем участке

W P( л (1 5 с/) d '

- на четвертом участке

« _ м "' W  А/
“  и-;,,,. л-f 1.5 л '  ' ,/3 ‘

16

Эпюра наибольших касательных напряжений пред­
ставлена на рис 5.1, в.

Б Для заданного в;ша (рис. 5.4) уголь поворота се­
чения а , если брус нафужен распределенным моментом 
ин тенсивностью т .

Решение
Крутящий момент в произвольном поперечном се



“ Г  М* ~ " ' Х TiiK К:'К КРПЯЩ„„ „оисит „ з м е .

ПО формуле,1ИНС ВаЛа’ ТО У,ОЛ :,акрумивания определяем

a  W
g  ---  ^  ^  я -  —  -1 (  (  (  (

1 1 ' 1 1 '

/  /  / “

i  v v \ v \ v 1 1 (
'  4 4  4  |  v  \  ч — --------

V

Рис. 5.4.

«’ =0
, MXdx

OJn

В рассматриваемом примере мх =тх  и J P nD4

Поэтому

* h il Ц („ Г

32.

построить эпюрув. Дл я заданного вала (рис 5 5 о) 
углов пот,рота поперечных еечений (Э,,юр7 ф)

Решение '

ТО В r e t  P n ^ / „ : r ~ H,a, a n K ,P a  К Р У 1Я " ‘ ИХ —
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4М

\!

. ' 4 т ./

М«у»и W
" Г Л !

)n r )f4 *  <

i J P 1
14.12 M iiiu f 

Рис. 5.5.

10. >6 ,;м Г

Угол поворота сечения вала с постоянным (в 
пределах каждого участка) поперечным сечением и 
крутящим моментом определяется по формуле:

G J„

Эпюру углов поворота ссчснин строим, начиная от 
закрепленною конца. В пределах каждого из участков 
вала эпюра <р линейна, поэтому достаточно определить 
углы поворота только для граничных сечений участков.

Угол поворота сечения /. равен нулю, так как это
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сечение закреплено, н> есть <pi =0
Угол поворота сечения К, равный углу 

закручивания участка KL.

_ М ” ’1п _  5 Ма _ 1() , Ма
G JPIl G n (l.5 j)4 G d '

32

Угол поворота сечения I)

М'.;Ч... Ма Л/ 2а , „ „  Ма
<Pd ~ V , + = <ок + — Ю I --- ---- ---- — = 14 12----

G J,,„ Gd Gn(l.5d) Gd '
32

У юл поворота сечения С

М " I „  Ма М  2а Ма
<РС =<Р1Л<Р,х; = <Рп + — —  = Ы.12-------- -  = 34.52----G Jm Gd4 О'лтг Gd*

32

Угол поворота сечения В

М'л1, Ма М 2а Ма
<Р.‘< = <Р, +^д=^< +7ГГ^ = 34-527Т7ТТ;— г = 24.32-07,., G</4 Gd'

Эпюра угла представлена на рис 5.5, в..
Задача 5.2. Для заданной схемы привода требуется:

1) построить эпюры крутящих моментов для валов /, IT, 
I I I ;  2) используя заданные значения |x*i (<nJ и ^ определить 
из расчел» на прочность и жесткость требуемые диаметры 
валов /. //. ///. для каждою из валов значение диаметра, 
определенное расчетом, округлить до четною или, 
оканчиваю) дсгося на пять числа мштлимстров; 3)
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определить требуемую мо.иноегь ,лекЧх>днига,еля. 
Данные н:$ять из таблицы 5.2.

Р и с у н к и  ладами 5.2

л >./
4 \! .*• ,•*1 1 J

- 1

- г г
/

— V. ' .
1'

О
Л

VI
I,/

V-

К-\!
/*■

т т -

12?



Таблица 5.2.
Л

I

j

% Вари 
ант

I
I I  
Ш

м ,

380
390
400

М.

400
260
270

>1 А/ 
i

j 250 
1 380 
360

\Mi
Гм

260
240
220

iM s

15(1
160
170

\м б

1230 
210 
200

п ot 
мин 
150 
160 
170

IZ ,

20
21
79

^2

45
46
47

А?

25
26

%4

60
61

*2

I V
V
V I
\/тт

420
400
410

2/0
250
260

440
420
380

180
190
200

170
170
180

210
220
730

120
110
Ю0

22
24
75

60
62
64

28
30

О Z 
80
82
ЯЛJ

Л

VII
VH I
IX
V

390
400
410

300
ЗЮ|
270

150
160
170

230
250
240

120
140
150

180
210
700

210
215
7?0

21
23
75

54
55
56

JZ
23
21
9П

о Ч

90
95
ЯПЛ

X I
X II

360
280
400

2/0
380
290

210
200
180

230
350
370

140
150
60

250
260
270

180 
190 
140 1

25
26
27

55
56
57

21
22
23

oU
61
62
63



5 X III
X IV
XV

410
400
390

260
280
250

180
190
200

310
320
340

180
190
200

230
240
250

1 15 
120 
130

20
21
22

65
66 
67

22
23
24

70
71
72

6 XV I
X V II
X V III

390
400
410

500
490
480

180
190
200

240
250
260

200
210
220

200
270
280

145
150
155

26
27
28

58
59
60

20
21
22

65
66 
67

п X IX
XX
XX I

430
440
450

350
360
360

230
240
250

250
260
260

210
220
230

260
270
280

140
150
160

22
23
24

65
66 
67

26
27
28

80
81
82

8 X X II
X X III
X X IV

500
490
480

210
220
230

280
270
290

200
210
220

230
240
250

160
170
180

115 
120 
125

21
23
25

75
74
73

22
23
24

90
95
90

9 XXV
XXV I
X X V II

340
350
360

250
260
270

300
290
280

250
260
260

270
270
280

180
190
200

105 
100 
115

23
24
25

59
60 
61

28
29
30

84
85 
85

10 X X V II
I

X X IX
XXX

460
470
480

490
480
470

300
310
320

330
320
330

300
310
320

250
240
230

115
ПО
115

20
21
22

59
60 
61

25
26 
27

78
79
80

Указания к решению задачи 5.2.

А. От электродвигателя на вал ! передастся 
мощность Лг кВ т . С вала 1 на в; л 2 мощность N  j к В т  и 
к рабочим машинам мощности N2 к В т  и Лг) кВ т . с 
вала 2 к рабочим машинам поступаю! мощности N4, Лг5 
и N(, к В т  (рис. 5.6, а). Определить диаметры валов d| и 
d? из условия прочности и жесткости. Сечения валов 1 
и 2 считать по всей длине постоянными
Частотаврашсния электродвигателя диаметры

и им
шкивов D/, D2, D j и D j мм заданы.

Дано: рис. 5.6.. а; N —20 к В т ; i\ ' i  = I5  к В т ; N2= 2 
к В т ; N3=3 к В т ; N4=7 к В т ; N5=4 к В т ; Ыб=4 к В т ;
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[x j = 25— ; [ф] = 0 .2 5 ^ ;и  = 970 — ; D, = 200 мм ;
ЛШ .и мин

А  = 400 мм ; Z)3 = 200 мм ; Д, = 600 мм ;

Решение
На рис. 5.6, изображен вал 1. На него поступает 

мощность N, и снимаются мощности /V/, N2, А'з- 
Определим частоту вращения, угловую скорость и 
внешние скручивающие моменты М/, М2, М3.

„, = ^- = 970 -—  = 485— . щ, = ^  = - 1-4 485 а 50 .8-^;
D3 400 мин 30 30 с

N  20 10’ . пл„  |у ДА, 15 Ю3 „ пв „М = —  = ------= 394 Ям. Л/, = —1 = ------ = 295 Им,
со 50.8 со, 50.8

Л/, = = 1 1 2 - = 295 Ям . А/, = —  = = 59.5 Нм 
со, 50.8 со, 50.8

Строим эпюру крутящих моментов для вала и (рис. 
5.6), в). При этом, двигаясь от левого конца вала, 
условно считаем моменты, соответствующие мощностям 
Л'/ и N3 , положительными, а /V -отрицательным. 
Расчетный (максимальный) крутящий момент 

= 354.5 Нм.
Из условия прочности

_  ™ \ 6 Ш Х  _  ^ \6МА\ ^ \ .  | гш г - ... - я — IГГ. J »<* г яа,
Т б ”

диаметр вала 1
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d>>
16M i6MAX _  16-354.5 10 _ A7uw 

31425

Из условия жесткости

я G jht,
1 Г

диаметр вала

м 16M/U 180 32
О х '[г] \

354.5 180 32 10 =56g
8-104 -Юб - 3.14 - 0.25

Окончательно принимаем с округлением 
стандартного значения di=58 мм.

Частота вращения вала 2

„  = „  R j. = 970• —  = 162-^-,
'h  г» /СЛЛ \ J1 IU

200 об

/Л 600 мин

его угловая скорость

П т. 3 14 162 _ ^ Р Ф  
= С '

ММ

до
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Рис. 5.6.

м о ш ж кГлг 5 6,' /  "  ,о6р'1жс"  2; на юл поступает ’ /. ■» с в.«ла снимаются мощности N4 n\ \  - 
Вычислим внешние скручивающие моменты* ‘
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Л/, = - L̂ = 15 10 - 882Я , 
' fiT, 17

. . .  JV4 7 103Л/4 =-- =----- = 412 п т :
672 17

5 6 Й7, /77, 17

Эпюра крутящих моментов для вала 2 показана на 
рис. 5.6, д. Расчетный (максим;шьный) крутящий 
момент М2бМлХ=470 Нм.

Диаметр вала 2 из условия прочноти

, 16Л/,t o
V 4 ']

16 470 10’
314 25

= 46mm

Диаметр вата 2 из условия жесткости

>’ 470 180 32 -10*М,„Мах 180 32 _ 4 _____________________
О л : [4] “  ^8 104 106 3 142 0,25

= 6 lm

Окончательно принимаем dj-62 мм.
Задача 5.J. Для заданного тарнсмиссионного вата 

постоянного сечения требуется: 1) построить эпюру 
крутящих моментов (ординату эпюры выразить через 
угловую скорость вала со) 2) определить из условия 
прочности допускаемое значение угловой скорости вала 
со; 3) при найденном значении со построить эпюру углов 
поворота сечений, считая левый шкив неподвижным

с Л //
\

г = 40---г
V гит /
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Рисунки задачи 5.3.
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XI а '  '<>
O.IN-. 0.4 N */<„, " ?N
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у VI V Л0
0.7N- »«m 0.IN П.2 Sn

L
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Таблица 5.3.
№

I
I I
I I I

a

0.
0.2
0.3

b 
M  

0.1 
0.2 
0 T

L

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6

I M, 
\

550
600
650

T  m?
H m

400
450
550

П (,

550
600
650

-  M 
М Па 
30 
35

IV U.4
0.5
0.6

0.4
0.5
0.6

40V
VI

700
750
800

600
650
70П

700
750
800

45
50
ccV I I

V III
IX
v

0.7
0.8
0.9

0.7
0.8
0.9

0.7
0.8
0.9

850
900
950

750
800
850

850
900
950
1000
1050
1100

J J 

60~ 
65

A
X I 

. X II _

1.0
11
1.2

1.0
1.1
1.2

1.0
11
1.2

1000
1050
1100

900
950
1000

/и
75
80
85
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X III 1.3 1.3 1.3 1150 1050 1150 90
X IV 1.4 1.4 1.4 1200 1100 1200 95
XV 1.5 1.5 1.5 1250 1150 1250 100
XV I 1.6 1.6 1.6 1300 1200 1300 30
X V II 1.7 1.7 1.7 1350 1250 1350 35
X V III 1.8 1.8 1.8 1400 1300 1400 40
X IX 1.9 1.9 1.9 1450 1350 1450 45
XX 2.0 2.0 2.0 1500 1400 1500 50
X X I 2.1 2 1 2 1 1550 1450 1550 55
X X II 2.2 22 2 2 1600 1500 1600 60
X X III 2.3 2.3 2.3 1650 1550 1650 65
X X IV 2.4 2.4 2.4 1700 1600 1700 70
XXV 2.5 2.5 2.5 1750 1650 1750 75
XX V I 2 6 2.6 2.6 1800 1700 1800 80
X X V II 2.7 2.7 2.7 1850 1750 1850 85
X X V III 2.8 2.8 2.8 1900 1800 1900 90
X X IX 2.9 2.9 2.9 1950 1850 1950 95
XXX 3.0 3.0 3.0 2000 1900 2000 100

Задача 5.5 для валов, изображен лых на рис. 
построить эпюры крутящих моментов, наибольших 
касательных напряжении, определить потенциальную 
энергию деформации и вычислить работу внешних 
скручивающих моментов. Данные взять из табл. 5.4.

Рисунки задачи 5 5

и ч. м
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Таблица 5.4.

№ Схе­ а b с (1 А/, Л/' Л/i М4 /г/
ма лг Нм МПа

1 I 0 1 0 6 0.2 0.3 800 600 1000 1100 25
2 II 0.2 0.7 0.3 0.4 900 700 1100 1200 30
3 III 0.3 0 8 0.4 0.5 1000 800 1200 1300 35
4 IV 0 4 0.9 0.5 0.6 1100 900 1300 1400 40
5 V 0.5 10 06 0 7 1200 1000 1400 1500 45
6 VI 0 6 0 1 0 7 0 8 1300 1100 1500 1600 50
7 V I I 0 7 0.2 0 8 0 9 1400 1200 1600 1700 25
8 V I I I 0.8 0.3 0 9 1.0 1500 1300 1700 1800 30

Работа момента Л/
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Таблица 5.5.

№ Схе­ D d ш п Р № Схе­ D d m n P
ма С( Н ма см H

1 I 6 0.6 6 6 30 16 VI 6 0.6 6 6 30
2 II 7 0.7 7 7 40 17 V II 7 0.7 7 7 40
3 III 8 0 8 8 8 50 18 V III 8 0.8 8 8 50
4 IV 9 0.9 9 9 60 19 IX 9 09 9 9 60
5 V 10 1.0 10 10 70 20 X 10 1.0 10 НО 70
6 VI 11 1.1 11 11 80 21 I 11 1.1 11 11 80
7 V II 12 1.2 12 12 90 22 II 12 1.2 12 12 90
8 V III 13 1.3 13 13 30 23 II I 13 1.3 13 13 30
9 IX 14 1.4 14 14 40 24 IV 14 1.4 14 14 40
10 X 15 1.5 15 15 50 25 V 15 15 15 15 50
11 I 16 1.6 16 16 60 26 VI 16 1.6 16 16 60
12 II 17 1.7 15 15 70 27 V II 17 1 7 15 15 70
13 III 18 1.8 14 14 80 28 V III i 8 1.8 14 14 80
14 IV 19 1.9 13 13 90 29 IX 19 1.9 13 13 90
15 V 20 2.0 12 12 50 30 X 20 20 12 12 50

Глава 6. Построение эпюры внутренних 
перерывающих сил 

изгибающих моментов при плоском изгибе.
Подбор сечения балки

Задача 6.1 Написать выражения Q и М для каждого 
участка балки, построить эпюры внутренних сил и 
моментов, определить значение М мах- Даннис взять из 
табл. 6.1.
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Рисунки задачи 6 I
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Л1
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К M- *1

; i i l i

Таблица 6. 1

№ I1
kH

M
к

Нм

Q
К

Н/м

a b с лVI № Р
кН

М
к

Нм

Q
К

Н/м

г»а b с d

м м
1 1 1 1 1 1 2 0 2 16 1 1 1 4 1-L 2 0.2
2 2 2 2 2 2 3 0.3 17 2 2 2 1 2 3 0.3
3 3 3 3 3 3 4 04 18 3 3 3 2 3 4 0.4
/i"T 4 4 4 4 1 2 0.5 19 4 4 4 3 1 2 0 5
5 5 5 5 1 2 3 0 6 20 5 5 5 4 2 3 0.6
6 6 6 6 2 3 4 0.2 21 6 6 6 1 3 4 0.2
H •» 7 7 3 1 2 0.3 22 7 7 7 2 11 2 0.3
8 8 8 8 4 2 3 0.4 23 8 8 8 3 2 3 0.4
9 9 9 9 1 3 4 0.5 24 9 9 9 4 3 4 0 5
10 10 10 10 2 1 2 0 6 25 10 10 10 1 1 2 0 6
11 11 11 1 3 2 3 0 2 26 11 11 1 2 2 3 0.2
12 12 12 2 4 3 4 0.3 27 12 12 2 3 3 4 0.3
13 13 13 3 1 1 2 04 28 13 13 3 4 1 2 04
14 14 14 4 2 2 3 0.5 29 14 14 4 1 2 3 0.5
15 15 15 5 3 3 4 0.6 30 15 15 5 2 3 4 0 6
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Указания к решению задачи 6 I

А. На балку приложены равномерно распределенная
т  г

нагрузка с интенсивностью q—  и внешний момент Л/
м

Построить эпюры внутренних перерезывающих сил и 
изгибающих мометов. онрсделить значения О иглу и 
Ммлх-

Дано: рис. 6.1. a; q = 2 10*— ; а=\ м ; АГ=1.5 !04 Нм
м

Решение
Балку разбиваем на отдельные участки. Участок от 

левою конца, то есть от сечения х=0 до сечения х==4а 
назовем первым участком, участок от сечения х=4а до 
сечения х=4а+а вторым участком.
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Для произвольного сечения /-/ первого yliaCIK.I 
Н11НИШСМ выражения внутренней перерезывающей силы 
и и иибаюшего момента (0 < X i< 4 a )-

-перерезывающая сила Qx1- ~ЯХ/-прямая линия. 
Подставляя выражения для рсактивннх сил. получаем

O.Staa + \ .5qa + qa - 3qa = 0.

или

3qa - 3qa = 0

i i l i i U  i
. ..

............

- ч щ ;'

I

Ш 1> J

Рис. 6.2

Напишем выражения перерезывающей си n.i 
из1 ибаюшего момента для произвольною сечения 1-1, 
расположенною на расстояние х1 от левою конца балки
(О < х I • ^ л)

Перерезы наюшая сила
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O ' = A — qxx =0.5 qa-qx, - прямая линия;

Изгибающий момент

? :
А/г 1 = Ах, + М п - = 0.5qa х, + qa2 - q —

парабола.
Значения перерезьвающей силы на границах первого 

участка

Q (0) = 0 5qa.Q (a) = - 1.5qa , 

и значения изгибающего момента на трех точках

В  = —  qa = 48 \0* Н :
5

Е  Мц ~ А 5а - 4qa-3a — Р\а+М+Рза=0,

откуда

A = — qa = 4,4 104 Н.
5

Проверка:

X Z - А +В - -Iqa — 2qa - aa=0

или



7,6 10*

Рис.6.3.

Выражения перерезывающей силы Ql « 
ду-i на первом участке принимают изгибающего момента М х на р

вид (0 < XI < 4а):
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V l- A - q x ,  A/' = Ax — q—~
2 '

В левой границе пеоиот 
в1(0) = Л = 4.4 • 104//и А/'СО) = 0 я п УЧЗСТКа
есть в точке С Правои гРанице, то

w : W  = A/;,8, = 4 .4 8 - ^  = 3.2 10‘

0 ( f e )= W (8 )  = 4,4-8 = -3.6IO'//

изгибающего моментГ ' ппипяп, значсния параболы 
перерезывающей силы, получаем1™ 3”  НУ1" ° '  ура™ енне

Q\= A -  qx = о

Откуда

А _ 4.4 I О4
Ю4 ~ 4,4 w

изгибающего мом ен^^лсмТм етъ *  "  пыражсШ|с

< Л - * Ш шЧЗЛл *  

изгибающеГО°мст” ет и, парабТлГя ЭГЮра
силы -  ИЗ прямой ас, И зги б Х л .»  ’ “ ПереРы к»°Щей 
участке имеет ^ .... “  “
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Нм. а перерезывающая сила в данном сечении равна 
нулю (рис. 6.3, б и в).

Рассмотрим теперь второй участок (0 < JC2 < 10). На 
этом участке

м "  = Ах-4qa(x - 2d)-/}(*--4а )М "4,4х-  8(*  - 4) -  4(х -  8) 
Q* = A — Aqa — Р{ = 4,4- 4 1 2  — 2-Г2--2-1-2 = 4,4 — 12 = —7,6 104 И

В граничных сечениях данного участка:
- в сечении С

x = 8 .w, М " =3,2 104 Нм и Q " =-7,6 10*11;

- в сечении В

х = 10м. М " =-1,2 104 Н  и g "  =-7,6 104Я ;

На втором участке эпюры перерезывающей силы и 
изгибающего момента состоят из прямых линий.

На третьем участке (0 < *з < 2 л)

М 1,1' ~ —Р2х, Q = P.

В граничных сечениях данного участка:
- в сечении D

Л/"'(0) = 0 и Q'J1 (0) = /* = 2 • 104 Н\

- в сечении В

М "' (2) = —4 104 Нм и Q“\2 ) = P  = 2 104Я ;

Эпюры перерезывающей силы и изгибающего 
момента приведены на рис. 6.3, а и б.
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Максимальные значения перерезывающей силы и 
изгибающего момента Qmax =7.6 Н  ва М мах = 12* Ю4 
Нм соответственно.

Задача 6.2. Для заданных двух схем балок (рис. 
задачи 6.1) требуется написать выражения Q и М  для 
каждою участка в общем виде, построить эпюры Q и М, 
найти Мтлх и подобрать: а) для схемы (а) деревянную 
балку круглого поперечного сечения при |о) = S М П П ; 
б) для схемы (б) стаиьную балку двутаврового 
поперечного сечения при [а] = 160 М Па. Данные взять 
из табл. 6.1.

Глава 7. Главные напряжения и полная цроверка 
прочности балки

Задача 7.1. Для заданной балки требуется (рис. 6.1, б 
задачи 6 1):

определить опорные реакции; 
построить эпюры Q и М\
произвести подбор сечения двутавровой балки; 
проверить сечения балки по касательным 

напряжениям;
- построить эпюры нормальных а, касательных т, 

главных сп з. и экстремальных касательных ?мах и о м ш  
напряжений в неблагоприятном сечении балки и 
онределить их направления;

проверить прочности балки по 1лавным 
напряжениям.

Данные взять из таблицы 6.1 (|ст|= 160 М Па. |т] = 
100 М Па ).

Пример решения задачи 7.1.

Дано: рис. 7.1. а; Р  ==40 кН', q = 30 кН/м\ а = 0.8 ,ч; / =
4 .«;
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|о| = 160 М Па; |т) = *00 МПа.

Решение
I. Определение опорных реакции:

П а  + 1 У ^ у  40 4.8+ 30_8 
И=----- 1 4

„  Т  ~ /* ' 30 8 ~ 40 08 - 52 kit
U = I ~ 4

2. Построение эпюр Q и М. На консоли (0 < х, <а): 
В пролете между опорами (0 <xj 5 О-

(У  = -/? + qx1 = -52 + 30х,; С>:(0) = -52 кН  ;

= _52 + 30 4 = 68 кН  ; Л/* - - - - 52*’ -
, 30.x:

30 16 „  ... 
м;<0> = 0 ; М , (0  = 52 4 --- —  - 32 *//«

Гак

Qr = - В  + <?х3 = -52 + 30х, 0

При

52-> = —  = 1.73 м 
30

15л



ю

(U '\  - ч о х т г  30-1.732v1” » 'мах -52-1.73-------- - 45 кНм

При

30 
Имеем

х2 = Ц -1  = 3.46 и

Л//(3.46) = 0 .

По этим данным на рис. 7.1 построены эпюры О и
2 Подбор сечения двутавровой балки Так как Милу 

45 кпм, то

*
t l a

%т т

7 Щ

ь
Ри с . 7.2.
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ил Мшх _45-»0а
[а ]  16 ю7

— 28 i см' ■

По сортаменту для двутавра №  22 а имеем 
Wy = 281 см3,

Ошх" И  ,00 = iV~ Jr -  100 = 2812~-4—  100 = 1 0 6 > 5%

(перенапряжение). ^
Для двутавра №  24 имеем W % — 289 см~,

-[а\ 100 =
W - w '

и
]00 =

281-289
289

100 = 2.77%
И

(недонапряжение). _
Выбираем двутавр №  24, для которого И,

смз j  = 3460 см4, S0 ---163 см\ И = 24 см, Ь = U .5 см, 
t = 0 95 см, а —Ь0 -  0.56 см, h0-h-2t -  22.1 см (рис. 7.2). 
'Этот двутавр будет работать при максимальном 
нормальном напряжении в крайнем волокне 
опасною сечения.

Таблица 7.1.

№ Z а ёт OI 03 tg2(*o «I

см МПа
1 12.00 ! 11 0 ±55.5 I I I 0 -0.00 90"U’

7 11.05 102 2 ±51 102 0 -0.0392 -Г7’

3 11,05 102 44 ±67 118 -16 -0.S630 -20°24’

4 5.52 51 53 ± 59 84 -34 -2.08 -32°10'

5 0.00 0 56 ±56 56 -56 оо 45°0‘

6 -5.52 -51 53 ±59 34 -84 2.08 32°10'

155



7 -1105 -102 44 ±67 16
8 -11 05 -102 2 ±51 0
9 -12 00---- - - III 0 155.5 0

-118
102
I I I

0.8630
0.0392
0.00

I T
o°o-

20° 24 '

Ъщ . Mna xm™ч п а х

Рис. 7.3.

MAX
_  ^  шх 45 103

TT = 156 10 Я а  = \56М П а289 10

4. Проверка сечения балки по касательным 
напряжениям Так как 0 .ш  = 68 кН , то КаС‘,,ельньш

Г..... - & ш х *0 _  68 -IQ* I6 M Q - *
V ,  0.56 10-' 3460 Ю-4 "  57 10*Ма^ Н ”  Ш М П а .

™ в н ы х ? * 1Т ъ С Э" ЮР Нормаль,,ых касательных х, ыавных 0 | з и экстремальных наипнигпши т
напряжений п неблагоприятном сечении^алк»^ и 
определение их направлений.
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П отношении главных 
напряжений неблагоприятным 
является сечение над левой 
опорой (при подходе к ней 
справа), в котором Q = 68кН  и М 
= -32 к Им.

Нормальное напряжение в 
произвольной точке, находящейся 
на расстояние >■ от нейтральной 
оси.

а ~ -  —  -
32 10'z

./ 3460 10
= 92,5 10 г.

Статические моменты S\ для 
девяти точек двутавра (рис. 7.2) 
вычисляются по формулам

S , = -s\  -  о,

s 2y = 5 3. =-S\ =-S*. = {% ---).
2 2

Рис.7.4.

с,4 с 6 С 2 , Л  Л  К  \ С-1 ,О V  = —о j/ = О V + Я —  (------ ) = о V Ч------
4 2 8

S 5v = S \ + d ^  = S \ = - S \  + ̂  
4 8 32

32

Главные напряжения <У\ и 03, экстремальные 
касательные напряжения т.мах и tmin вычисляются по 
формулам
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fт, =^-(<T+V(72 +4r J ) 

O’, = |(< r-V< r + 4 r )

— — ■'/«г* + 4r? .

7" —  ̂ /— 2 i Г‘ ш --- “  V U  + 4 Г  .

Статический момент части площади стенки по одну 
сторону от ординаты

Л' - М / Л  У | _ ° ’56Г22Л- 0  /
‘ 2 { Т ~ У = 0,28(122- У )

Статический момент части сечения по одну сторону 
ординаты v

■>
у '

с -  126 + 0 ,28 ( l22 -> ,2)=  160 -  0,28 >• 

Касательные напряжения для точек полки

< Нг = — -̂-----—
ч

а для точек стенки
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r  = i£
2 J .

Две взаимно перпендикулярные наклонные 
плоскости являются главными плоскостями напряжений 
в данной точке балки, когда

В произвольной точке поперечного сечения балки, 
находящейся на расстояние z от нейтральной оси у, 
нормальные о и касательные х напряжения 
определяются по формулам

M z QS0 о = — , г =---
J y  V >

Значения а. х, xmax min, а^з, Ig2a. аи аА для у, 
отвечающие девяти точкам сечения дв>тавра (рис. 7.2) 
приведены в таблице.

Таблица 7.2.

№ У,
см

а X m̂ax
min

03 tg2a ai а3

МПа
1 12,00 111 0 ё55,5 111 0 -0.00 с0'0 9'' 0
2 11,05 102 2 ё51 102 0 - -0 °Т 88°53'
3 11,05 102 44 ё67 118 -16 -0,863

20°2А'
69°36‘

4 5,52 51 53 ё59 84 -34 -2,08
32° 10'

57°50'
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5 0,00 0 56 ё56 56 -56 оо 45°0' 45о0‘
6 -Ь,Ь2 -51 53 ё59 34 -84 2,08 32” 10' 122°Ю
)

11,05
-102 44 ё67 16 -118 0,863 20°24' 110°241

8
11,05

-102 2 ё51 0 -102 Р,0392 \°Т 9Г7’

9
12,00

-111 0 ё55,5 0 -111 0,00 0°0' 90°0’

.зпюры напряжений изображены на рис. 7.3. 
Направления главных напряжений в рассмотренных 
точках сечения показаны на рис. 7.4.

6. Проверка прочности балки по главным 
напряжениям. Наиболее опасной точкой в 
неблагоприятном сечении является точка 3. В этой 
точке 0 |, — 118 МПа и с\ = -16 МПа. Проверяем 
прочность » этой токе по третьей по третьей гипотезе 
прочности согласного неравенству а|-аз <[о). Так как 
118+I6=I34<I60, то выбранное сечение прочно и по 
главным напряжениям.

Задача 7.2. Стальная балка пролетом / (в метрах) 
имеет сечение, состоящее из двутавра и двух 
приваренных к нему горизонтальных листов (рис. 7.5). 
По двум таким балкам, уложенным параллельно, 
перемещается двухосная тележка крана, несущая полез­
ную нагрузку и собственный вес, в сумме составляющих 
2Р, причем на одну ось (на два колеса) передастся

п - 1 1
давление---- 2Р . на другую -  2Р , где коэффициент

и п
п характеризует распределение общей нагрузки между
осями Таким образом, нагрузки nrf каждую из балок
равны:
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p = iz i .p  „  Р2 Л . Р ,

где р — половина общей нагрузки на тележку (рис. 7.6, 
а).

Остальные данные взять из табл. 7.2. Требуется. 1) 
вычислить момент сопротивления сечения и 
наибольший изгибающий момент, который балка может 
безопасно выдержать при [ст| = 160 Мпа: 2) определить 
наиболее невыгодное положение тележки п пролете, при 
котором изгибающий момент получает наибольшее 
значение; 3) найти наибольшую силу Р  (половину 
обшей нагрузки на тележку), которую балка может 
безопасно выдержать (собственный вес балки не 
учитывать); 4) рассчитать сварные швы, 
прикрепляющие листы к двутавру, по наибольшей 
поперечной силе (когда больший груз тележки стоит у 
опоры балки); [/) = 90 МПа.

Если первый (левый) груз больше второго (правою), 
то эпюра изгибающих моментов при опасном 
положении нагрузки будет иметь вид. указанный на рис. 
7.6, б. Левая опорная реакция

P .(l-x ) РЛ 1-х-а ) Р (п -  !)(/- *)
А = — -------- + ^ ------ :-------- = ------------7-------- +

Наибольший изгибающий момент под силой Р\

Указания к решению задачи 7.2

nl

п
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он изменяется по закону параболы. ,
Приравняв нулю первую производную от А// по х, 

найдем положение сечения, в котором возникает 
максимальный изгибающий момент, и вычислим 
величину М\ в зависимости от силы Р.

Глава 8. Перемещения при изгибе. Метод начальных 
параметров

Указания к решению задачи 8 1.
А. Найти уравнения изогнутой оси и угла поворота 

поперечных сечений для консольной балки

Решение
Уравнение внутреннего изгибающего момента для 

произвольного сечения балки х принимает вид

М (х )= М л + А х - Ч ^-

Таким образом, уравнения изогнутой оси и угла 
поворота поперечных сечений рассматриваемой балки 
принимают вид соответственно:

Нх)=  1

0 (х) = —— 
£/.

4 2 6 6 24 )

ql х t ,х п х qx-----Plx + ql —  + Р -----—
2 2 2 6,у ч  ̂  ̂ у

Эти деформации свои наибольшие значения 
принимают в свободной конце консоли, то есть на 
правой границе.

Если на балку действует только распределенная сила q 
(Р  ■= 0), то

z (i) — — —  S L  и вц ) = — — -2L .
E Jy 8 Е/, 6
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Б. Для заданной балки определить максимальное 
значение деформации изгиба.

Решение
Уравнение внутреннею изгибающею момента для 

произвольного сечения балки имеет вид

М (х) = Ах - qx: qlx ax'

Подставляя, данное выражение в дифференциальное 
уравнение изогнутой оси балки, получаем

a ' z
dv E J ■ v

qlx qx
~2 2

Проинтегрировав два раза, будем иметь

dy E J„
f qlx2 qx'^ + c = qx' ' 1 x '
{  4 6 j E J , ,2 2,

+ С :

z(x)
E J .

qix qx* i

V 12 24
+ Cx + D  — qx

\2E J  /  2
+ Cx -\-D.

Найдем постоянные С и I). В сечениях А и В  балки 
имеем условия <:(0) = 0 ва ;(/) = 0. Подставляя эти 
условия в основные уравнения, получаем:

г(0) = - ^ — I / - - I  + C 0  + D -  о: 
12/-:./ { 2

г (7) = — I / - -  I + CI + D  = 0 ■ 12/:./.1 2
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Отсюда найдем

0 = 0  и с  = — ^
24EJ,.

с л ^ ш и й Х 30" '  УРаВНеНИЯ «Формаций буду, „ MeTb

<//3
E J Д 2 2 ; 24£У

*</) =_  <?*
12£/. /- - I- ql*x 

24 E J.

В = А = ~-

Рис. 8.4.

Чтобы найги максимальные значения изогнутой оси
балки необходимо вести поиск эигтрма^ши функдии z{x). экстремальных значений

Приравняем нулю уравнение в(х) = —
dx



Данное уравнение имеет решение -V, = - .

Подставляя данное решение в уравнение z(x), получаем

z(x)ma\ ~ '|
11

5ql‘
2 2 ) 24 U . 384/:./.

Глава 9. Статически неопределимые задачи 
при плоском изгибе.

Балки переменного сечения.
Температурные напряжения при изгибе

Задана 9.1. Для стальной балки прямоугольного
четы-рехугольного сечения ( ь - — = 1О си ) требуется: 1)

2
раскрыть статическую неопределимость; 2) построить 
эпюры перере-зывающей силы и изгибающего момента;
3) определить наибольшие прогибы каждого участка 
балки. Данные взять из табл. 9.1.

Рисунки чалачи 9 I .

м1J
-4--------------------------- V

!7
П

Ч--- »

1 1 I 1 - Т ' т

s

-------- -----г
с

Ч----- ¥

....

и
л ?,й г

!П П [Г П Т

/7?.
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Таблица 9.1.
Л*

1
г 11 м 
0.5 1.9 0.5

2 0.6 1.8 0.6
3 0.7 1.7 0.7
4 0 8 1.6 0.8
5 0.9 1.5 0 9
Ь 10 1.4 0.5
7 1.1 1.3 0.6
8 1.2 1.2 0.7
9 1.3 1.1 0.8
In 1.4 1 0 0 9
11 1.5 0.9 0 5
12 1.6 0 8 0.6
13 1.7 0.7 0.7
14 1.8 0.6 0.8

J5 |.9 0.5 0.9

_ iL
кН/ 1 кН

5 10
6 11
1 12
8 13
9 14
5 10
6 11
7 12
8 13
9 14
5 10
6 1 1
7 12
8 13
9 14

&1L
16 20
17 2.1
18 2.2

11
12
13
14 19 2.3
15 20 2.4
11 21 2.5
12 22 2.6
13 23 2.7
14 24 2.8

25 2 9
26 3.0

12 27 3.1
13 28 3.2
14 29 3.3
15 30 .14

-1L

15
И

1.9 0.5 
1.8 0.6 
1.7 0.7 
16 0.8 
1.5 0.9 
1.4 0.5 
1.3 0.6 
1.2 0.7 
1.1 0.8 
Ю  09 
0.9 0.5 
0.8 0.6 
0.7 0.7
0 6 0.8 
0.5 0.9

K ILL
л<

kIL
IL
А_

5 10 11
6 11 12
/ 12 13
8 13 14
9 14 15
5 10 11
6 11 12
7 12 13
8 13 14
9 14 15
5 10 11
6 11 12
7 12 13
8 13 14
9 14 15

Указания к решению за<)ачи У. /. 

б а ,™  (риСсКР9ЬТ). СТатическ>»  неопределимость заданной 

Решение
Уравнение равновесия статики дает

Ш в = 0  или м л _ 3?1+А1 = 0
2 (а)

h S Z T " " *  момент Ма и сила 4  яв-'|яю™
Напишем уравнение перемещения Ятя этого 

рассмотрим уравнения начальных параметров

168



МА

( ЕЖ
В

Рис 9.1.

z(x) - z„ + 9ax +
EJ

М . х1 AxJ i/x* qix-o)*— !—  +----- + л_-------L.
2 6 24 24

0 {x) = 0,+
EJ„

Ax3 ax3 q(x-u )2
M  ,x  +---- -—  + — ------

2 6 6

Условия на опорах:
1) г(0) = 0 и 6(0) = 0 в сечении л = 0;
2) z{l) = о в сечении х = I.
Используя первые условия, найдем zo = 0. во 

Подставляем второе условие в основное уравнение:
= 0.

M f  | ЛУ дУ | д(1- а )' _ Q
2 6 24 24

(б)

Уравнения (с) и (5) служат для определения момента 
мл и реактивной силы А.

Б. Раскрыть статическую неопределимость заданной 
балки (рис 9.2).

Решение
Условие равновесия статики
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I М л = 0 или Л/„ - *£_ +BI = 0. (В) (в )
«

В данном уравнении изгибающий момент Мц и 
реактивная сила В являются неизвестными.

Напишем уравнение перемещения:

Ах
E J

_Ч Х [ д(х-а)*
24 24

Л* 3 _ <jx' q ix-a)'
2 6 6

Условия на опорах:
О £(0) = 0 в сечении х — 0;
2) z(l) — 0 и в{1) = 0 в сечении х - I

в(х) = ва+ 1
0 17 Т

Подставляя 
уравнение г(л).

Рис 9.2.

первое условие в универсальное 
найдем zq = 0. Подставляя второе 

условие в уравнения -(*) и в(\), получаем:
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Уравнения (в), (г) и I.U  , = 0 служат для определения 
реактивных сил А я В, изгибающего момета Мв и угла 
СЮ 5 Раскрыть статическую неопределимость заданной 
балки (рис. 9.3>.

Решение
В данной задаче реактивные моменты Ма. Mg ч 

силы А, В являются неизвестными, то есть задача дна 
раза статически неопределимая.

а

Рис. 9.3

Напишем уравнения равновесия статики.
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Универсальные уравнения.

:(*) - ^  л- +

в(х) ~ вп + Ё г [ и , х  + ~ +

Условия ма опорах

р  ■ Пспвых условий. Наилем -VI = О И А  -  ~  0 
Вторые условия дают: ^  ~ 0

б 24 24

= О.

статики Уравнениями

с г  « ж  г г ,сн ,,я



(к долях ai2)', 2) построить эпю ры  Q и А/, 3) построить 
эпюру прогибов, вычислив три ординаты в пролете и 
две на консоли Данные взять из табл. 9.1.

Указания к решению задачи 9.2.
Для отпета на первый вопрос нужно выбрать 

основную  систему в пиде свободно лежащей на двух 
опорах балки и составить уравнение деформаций, 
выражаюшес мысль, что суммарный угол попорота на 
левой опоре от заданной нагрузки и от опорною  мо­
мента равен нулю.

М ожно также решить задачу иначе, составив лва 
уравнения: I) уравнение статики в виде суммы 
моментов всех сил относительно правой опоры; 2) 
уравнение метода начальных параметров, выражающее 
ту мысль, что прогиб на правой опоре равен нулю. H i 
этих двух уравнений можно найти изгибающий момент 
и реакцию  на левой опоре.

Для отпета на третий вопрос целесообразнее всего 
использовать метол начальных параметров, так как два 
начальных параметра (^ „ ^ ,)  известны, а два других (Л/о. 
Д>) будут найдены в процессе выполнения первых двух 
пунктов задачи.

При построении эпюры прогибов надо учесть, что 
упругая линия балки обращ ена выпуклостью вниз там. 
тле изгибающий момент положительный. и 
выпуклостью вверх там, где он отрицательный. Нулевым 
точкам эпюры М соответствуют точки перегиба упругой 
линии.

Задача 9.3. Определить прогиб свободною  конца 
заданной балки переменного сечения. Д анны е взять из 
табл. 9.2.
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Рисунки задачи 9.3.

.и
/ J

/»• J  р

1М-Г1

Z _ J ± [ V

« А . "

ж"'

/ /  V

' \
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Таблица 9.2.

№ Схема п к. N° Схема ч к
1 I 0.1 1,5 16 VI 10 6
2 II 0.2 2 17 VI т 0 9 7
.1 III 0.3 3 18 VIII 0 8 8
л IV 0.4 Л 19 IX 0.7 9
S V 0 5 5 20 X 0 6 10
6 VI 0.6 6 21 I 0.1 1.5
7 VII 0.7 п( 22 II О го 2
8 VIII 0.8 8 23 III 0.3 3
9 IX 0.9 9 24 IV 0.4 4
10 X 1.0 Ю 25 V 0.5 5
1 1 VI 1.0 6 26 VI 0.6 6
12 VII 0.9 7 27 VII 0.7 7
13 VIII 0.8 8 28 VITT 0.8 8
14 IX 0.7 9 29 IX 0.9 9
15 X 0 6 10 30 X 1.0 10

Задача 9.4. Для балок с учас!ками, имеющими 
различные жесткости, определить углы поворота и 
прогибы в сечениях А и В.

Рисунки задачи 9.4
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Указания к решению задан 9.3-9.4.
А.. Для заданной балки с участками, имеющими 

различные жесткости, определить углы поворота и 
прогибы и сечениях А и В (рис 9.4).

Решение
Применяем графоаналитический метол На рис 9 4 

А/
показана эпюра — . принимаемая в качестве 

ф иктивной нагрузки

Рис. 9.4.
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Из эпюры на рис 9.4 получаем

« < = & * = Ч < Ч + < *  + < а )— i « L .
1 6 0  '

г , = к = щ 1 1 + Ц
3 2 ^ ' И т 2 / з/>/-

3 2 16£ /
Злссь

«И. «5 И -  плошааи треугольников I 2 и ? 
составляющих эпюру i l .  Например.Л/

EJ 
уф  _  ЗР/2  

64F J

** = LLIL
2 2 2К/

-I г

/

t
/;

/V
-.7/

■тг

•ч /  
/  V

'1'
1/ д-

' • " Г
L L l l f  L L ! ± r  г г г

Рис. 9.5.

П остроим эпю ру £  (РИС 9 5) ^  а б с о л ю т о

“ и ^ Г э Г , Г ки ординаты ее равни м>л,°

180



а) ~2 со\+2 й)2-

где

о\ =
П  I I Г Г

4 EJ 4 2 32EJ
<у. =

/У'
64£,/

Отсюда найдем

згГ
(о ----------

32/-;/

Отсюда углы поворота у опор

в .  = « . . “ ■ "21 
2 6 4 £ /

и прогиб в середине

0)1  2 1 /  7 / ' / ’
= --------(£>,—01 -----= ------------

*  2 2 2 3 3 4 384 EJ

Задача 9.5. П остроить эпю ры  прош бов для балок, 
равномерно нагреваемых сиизу на всем протяжении 
балки или в отдельном пролете Принять, что 
температура изменяется по высоте сечения балки по 
линейному закону.
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Рисунки задачи 9.5,
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Указания к решению задачи 9.5.
А. Построить эпюр изгибающих моментов для 

балки, нагреваемой на ( градусов: а), б) сверху по всей 
длине балки; в) снизу в левом пролете. П рипять, что 
температура изменяется по высоте сечения батки по 
линейному закону.

Дано: рис. 9 6.
Решение
Если батка подвергается неодинаковому нагреву 

сверху и снизу, то уравнение трех моментов имеет вид:

Л С Л  + 2Л/.(/. + /„_,)+ = - 3 — a(,J„ + и . Л  а >It

где (п -  разность температур нижних и ь 'рхних волокон 
в н -  м пролете. г„ + /~тоже н ( п + 1)-м  пролете, а -  
коэф ф ициенг тепловою  расш ирения материала, h -  
высота поперечного сечения балки

в)
Рис. 9.6.
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нагреваемой сниау „ / “^ “ « П ж ч н о га  сечения 
максимальное норм ;1льное н а т т ? ^ 08 ' ° пРсДелить 
эпюру прогибов. П ринять 7  И ПостРоить
по высоте сечения балки по тинейнп^ 3^ 3 изменяется 

Дано: рис. о 7  ' ИНомУ закону.
Решение

а) По уравнению (а) получаем

2 h f J = -№ < * ! _  
И '

Откуда

и  ~ _  ^EJai. \4  
I ~  -------- / /  <7 =  _ 1 L

W

Рис.9.7.

Определяем реакции опор:

Л ,* - Л , *  i *lEJca
2  h i

™ <М *Р«циаль„ое v,линии балки Уравнение упругой
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М  al _  Л/, + R{x at _ at 3 at
T l ~ ~ h ~  ID h ~ 2 h  2 2 h lX

Интегрируя это равнение дважлы с учетом 
начальных условий

г = 0 и : ' = в  = 0,

получим

а х '  а(х: 
■ +

4hl Alt

21 ,  a tl}
При х = —  имеем максимальный прогиб -----

1 3 27/г
б) Учитывая симметрию  системы относительно 

средней опоры, сводим задачу к случаю, рассмотрен­
ному выше.

Глава 10. Миогоиролстныс балки

Задача 10.1 Раскрыть статическую неопределимость 
заданной многопролетной балки методом трех моментов 
и произвести подбор сеч ен и я  д вутавра (о п р едели ть  
ном ер  п р о ф и л я ). Д ан н ы е  взять  из табл. 10.1 (|<т1 = 
160 МПа).
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Рисунки задачи 10.1

tfX X ZITITX ZH
I

■i----г

II / Ф * +

m

M

Г T! 1 I !»»•«» t 1
V

A

'/.oy " Y  ,
(г- *i

►L >

'" 'TVTTTTTTTtTT»*
ix

.w

188



*7Щ
-4*4

/  I
r r i i r r

!« '* *

■■ Д ■■ j
4 *4 -V

j j i

V:V i n i i i a i i

N

x „
-i--------*

J l
+ - И  +

1Г -I  1i4
^ ►-< ► * —►

r “
Л -

4 M ...-  *•

i x i x f
“ Г

h %  '

v/л

„!ТШ

4 Л ‘
LSpLfci-

— - f
1УТТТ I T il----

yfo' " ►< -

TT** T T il

ЛТ "  Г \

imT,H  r x
I t —  * *  --------- - r W T

.44 f T T m r - i - — (
' :4* — ---и  -5ST ♦*

189

'ум 
....................................................................



Таблица 10.1

Лт а ь с м & а Ь с ч W /'
м кН/м кПм кИ М кН/м кН.н кН

1 1.0 0.5 1.9 5 10 11 16 2.0 05 1 9 5 10 II
1 I I Оо 18 6 II 12 17 2 1 06 1 8 6 11 12
3 1.2 07 1.7 7 12 13 18 2.2 0.7 1.7 7 12 13
4 1.3 08 1 6 8 13 14 19 2.3 08 1 6 8 13 14
5 1 4 0 9 1.5 9 14 15 20 24 09 1 5 9 14 15
6 1.0 05 1.4 5 15 16 21 25 05 1.4 5 15 16
7 1 1 0 6 1 3 6 10 12 22 26 06 1.3 6 И) 12
8 1 2 07 1 2 7 II 13 23 27 0.7 1.2 7 11 13
9 1.3 08 1 1 8 12 14 24 28 0.8 1.1 8 12 14
10 1.4 0.9 10 9 13 15 25 29 0.9 1.0 9 13 15
II 1.5 0 5 09 5 14 11 26 3 0 0.5 09 S 14 11
12 1 6 06 08 6 15 12 27 3.1 0 6 08 6 15 12
1.1 1 7 0.7 07 / 10 13 28 3.2 0 ' 07 7 10 13
14 1.8 08 06 8 II 14 29 3 3 08 06 8 11 14
15 1 9 09 0.5 9 12 15 30 34 09 0.5 •> 12 15



Указания к реш ению залами 10.1.

А а зя  заланной балки построить эпюры 
перерезывающих сил и изгибающих моментов (рис.

10. 1)

Р е ш е н и е
О бщий вил уравнения трех моментов

М„ |1П +  2М„(1„ +  1.,+|) + Mn+il«+i _6V« '

Здесь.

I-'/' | ^-+А '+1
" "  / U

- ф иктивная сила, возникаю щ ая в сечении раздела

6,U!П остроим основную систему и напиш ем уравнения 
трех моментов (р и .10.2 , а):

Мои +  2 М 1 (1L +  Ь)  +  ^2>2 -  -6EJy(0'B+0  , ). (а)

М 11г +  2 М2(>2 + !з> + M3I3 -  -6E Js(0 2„ + 0 /, I. <б'

Злесь.

M o = M *  = 0. 0'fl+ 0 > °
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. н
q = \.Х HI -  

.1/

Ш Ш Д  ITT
'тщА н Л.1/ Ш  З.И

Рис. 10.1

Значения у п о в  в поворота в сечениях А и В берем 
из стандартных таблиц:

Я*] . Я1]
24 FJ 24 EJ

П одставляя последние выраж ения в уравнения трех 
моментов (а) и (б) получаем

12 М, + ЗМ 2 =  -6 EJy 0 +
24 EJ ‘ /

3 М. +

12М2 =  - 6 EJy
 ̂ I Q  ^

- b i ^ + o
2AEJ.

Отсюх

4М , + М 2 = -4.05. М, + 4М 2 = -4.05

или

М, = 0.81 Ю4 Нм, М2 = 0,81 104 Нм. 
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Рис. 10.2.
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Учитывая влияния данны х опорных моментов и 
внеш них нагрузок, построим эпюры перерезывающ их 
сил и изгибающих моментов длля элементарных 
(простых) балок (рис. 10.2 , б и в).

Далее совмещ ая полученные эпю ры методом 
слож ения эпюр фиктивны х сил. получаем искомые 
эпю ры  перерезывающ ей силы и изгибаю щ ею  момента 
(рис 10.3, а и б).

Б Для заданной бглки построить эпюры 
перерезывающ их сил и из] ибающих моментов (рис. 
104).

Решение
Разбивая заданную балку на элементарные балки, 

образуем основную схему расчета (рис. 10.5) жестко 
закрепленную  границу заменим неподвижным 
ш арниром и добавим элементарную балку длиной 1о = 
0 , а жесткость материала — бесконечно больш ая 
величина Действия правой консольной части заданной 
балки заменим моментом М4 = -М

Далее, напиш ем три уравнения трех моментов, так 
как задача является три раза статически неопределимой:

М„1 1 + 2M ,(li + 1?) + М 212 “ - 6EJy<0 ' ,+ e  •); (в)

М |1 -> + А 2 М 2( 12 + 1з) + M 3I3 = -6E Jy(0^,+ 0 (г)

М 213 + 2M i(h + I4) + M 4 I4 = -6EJy(0 ,̂ + 0  ). (d)

где м „ = 0 . 1, = 0 . 0 ' =  0 , \ \ А, -  -М » -3  I04 Нм
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W I '.I

Рис. 10.4.

Углы поворота опорных сечений балки берем из 
специальной таблицы:

0 ..
,.г  1 9  1 о4 , РаЫ1, + />) _ 33,6-10
М И  • А ’ =  ----------------------------7 "  х

— — f f\FJ I 6 t J v24/:./ 6 /••/, 0 ' '  у

ql\ 32 Ю 1 . P a b { U + a )  38,4 104

24 EJ, 6 / . / , 6 £ J , 6 / : / ,

где a — 3m, b — 2m

Рис. 10.5.
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Если вы раж ения для опроных сечений отсутствуют в 
специальны х таблицах, то вы раж ения таких углов 
требуется определять отдельно. В рассматриваемой 
задаче в специальны х таблицах выражение для угла 
9 \  отсутствует. Д ля определения вы раж ения угла 9 ' 
правую элементарную  балку будем рассматривать 
совместно с консольной частью (рис. 10.6 ) и напиш ем 
уравнение перемещ ения
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Здесь. Л = 0,6  104 Н -  опорная сила на левой

“ ""п о д с т а в л я я  условия «0> = 0 и z(5) = 0 в уравнение 
начальных параметров, получаем:

Далее подставляем выражения для углов поворота 
(вы раж ения (в), (г) и (d)) в уравнения трех моментов и 
совместно реш аем, будем иметь М , -  2,65 Нм. М 2 
2,71 Ю4 Нм и М 3 =  1.24 Нм.



Подставляя значения опорных моментов М |, Mi. 
М 3, и учитывая действия внешних сил, ностроим  эпюры 
перерезывающ их сил и изгибающих моментов (рис
10.7).

Совмещ ая полученные эпюры методом слож ения 
эпю р фиктивных сил, получаем искомы е эпю ры 
перерезывающие силы и изгибаю щ ею  момента (рис
10.8 ).

В. 10.9. Построить эпюры внутренних силовых 
факторов для заданной многопролстной балки. 
П роизвести подбор сечения двутавра.

Дано: рис. 10.9: |а ] =  160 МПа: Е = 2 Ю6 М П а

Решение
О бозначим неизвестные реактивные изгибаю щ ие 

моменты, возникаю щ ие на опорах через M i, М 2 и Мг 
(М<) =  -40 0,5 =-20 кН м).

Рис 10.9

198



Уравнения трех моментов:

M0li + 2М i(l 1 +  h )  +  м 2’>2 =  ' 6V f  ;

М,12 +  2М 2(Ь + 1-'> +  Мз1з =  ' 6У 2 ;

М21з +  2М31з = - 6 V f .

Определяем фиктивные реактивные силы:

V f  = 8.9  +  45 -  Ю = 43.9 кНм. V * =  -20 кНм, V f  = 0.

Подставляя значения фиктивных ™  5
трех моментов, получаем Mi ■>
кНм, Мз = -9,9 кНм. т10„ ыа пеяктивных моментов. 

Используя данные значения реактивны
будем строить эпюры изгибающих моменте .

Реактивные силы на опорах.
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V0 =  I 11.9 кН; V, =  75.2 k m :

V2 =  -17 кН; V3 =  19,9 кН

М аксимальное значение изгибающего м омента 
М мдх =  33,4 кН  возникает в сечении х-1.3 м. 

Произведем подбор сечения балки:

Из таблицы сортамента выбираем номер проф иля 
д в п а в р а  №  22а. для которой V/y — 254 см 3.

Г. Построить эпю ры  изгибающих моментов для 
многопролетной балки переменного сечения (рис 
10. 11).

Решение
Н еподвижную опору па левом конце бачки 

заменяем  неподвиж ным ш арниром и вводим 
дополниту.тьную часть длиной '«о — 0 В результате, 
получаем расчетную схему, изображенную  на рис. 10 11.
б.

П остроим эпюры изгибающих моментов для 
отдельных элементарных балок (рис 10. 11, в).

И я ибающие моменты Mi и Мг , возникаю щ ие на 
первой и второй опорах и звссш ы, на третьей опоре

W = М
= 240см .

И

М 3 = -Р  1 =  -5 10" Нм

Н апиш ем уравнение трех моментов:

6а \а  6а)2Ь:I L. ■

и 7 '

200



Здесь:
Мо =  О; М 3 = -5 Ю4 Нм; 1| =  0; i2 =  6 м; b  = 4 м.

J2 = 2J; J 3 =  J;

5-3 . 5 3 _ _
(Oi = 0; (Ojb? = — —  4 + — 2 -  - 15 ,

^ = - 5 - 1 2 + ^ 2  =  15;

^ , = - 1 - 1 . 4 + |  2 |  3 =  18-
2 2 j

Н а вю ром  участке эпю ра состоит из параболы с 
ординатой:

Т аким  образом.

2 м \ 6 , ,  6 6 (-15 )
- Ц - + м ^ - п г

\ {  6 г  4 4  ^ 5 4 6  15 6 18
1 — f 2 Л/ ,| —  * ----------- = -------------------

2./ 4  2 ./ . / J J  6  2./ 4./
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О т сю д а

4М | +  2М 2 =  5, 6 М | +  28М 2 =  -29

или

М| = 1,98 Ю4 Нм и М2 = -1,46 Нм.

учасггк^балкиТ И3™6аюшие м° м<="™ для кажаого

cnopaZToTx < Z Cr ° ~  иеЖДУ ПеРВ0Й И ЭТОр°й

М —  - х  +1,98 = 1,98 -  2,24дг, А/(0) = 1,98 104Нм .

М(3) =  1,98 -2,24 3 =  4,74 I04 Нм;

- на участке 0 < х < 6 м .

М = 1 0 - |х  + |,98 = 11,98 -  2,24х,М (3) =  5,2 6 -10* Нм,

М (6 ) =  1,46 104 Нм;

< 2м) "а У'ИСТКС Ж * ЛУ етОР° Й " 7ретЬей опоРами (0 < х

VI = 4 5 v _ ^ ii тал,  ~ 5 + |,4 6
2 ----- -̂---- * = 1.46+3.615*-!, 5*’ ,

М(0) = 1,46 Ю4 Нм; М (2 ) = -0,23 I04 Нм;

- на участке 2 < х < 4  м
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М = 4,5x- - 3 ,2 ( jc- 1) -1,46 +  — _ 4j54 + 2,385x ,
4

М(2) =  -0,23 104 Нм; М (4) =  5 104 Нм;

О кончательная эпюра изгибающего момента 
приведена на рис. 10. 11, г.

П родифференцировав один раз по х из уравнения 
изгибающего момента, получаем уравнение 
перерезывающ ей силы:

- на участке между первой и второй опорами

- Q =-2,24 104 Н;

- на участке между второй и третьей опорами (0 £ х 
< 2м)

Q =  3,615 -  Зх, Q(0) =  3.615 104 Н. Q(2) = 3,615 -
3 2 =  2,385 104 Н; Q =  -2,385 104 Н, (2 < х < 4 м).

Найдем реш ение уравнение перерезывающей силы 
Перерезываю щ ая сила имеет реш ение на участке 0 < х < 
2м:

Q =  3,615 -  Зхо =  0,

Отсюда

И згибаю щ ий момент в данном сечении имеет 
значение М м дх = 0,72 Ю4 Нм. Эпюра
перерезываю щ ей силы  приведена на рис 10. 11, д.

О пределяем реактивные силы:
- на первой опоре Ri =  -2.24 104 Н:
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- на второй оиоре R.2 =  3,615 — (-2,24) =  5,855 104
Н;

- на третьей опоре R 3 =  5 — (-2,385) =  7,385 104 Н. 
О бщ ий вид схемы расчета балки, находящ ейся под

действием всех внеш них нагрузок приведен на рис. 
10 I I , е.

Проверка. Если все реактивные силы и изгибающие 
моменты определены правильно, то должны 
выполняться следующие условия:

!Z = -2 ,2 4 + 5 ,855+ 7 ,385-3  2-5= 13,24-13,24=0;

I M , =  1 ,98+10-5,855 6 -7 ,385  10+3 2 7+5 11=

108,98-108,98=0.

Кроме того, прогибы на опорах должны равняться 
нулю. Проверим выполнение данного условия на второй 
опоре. В данном случае Оо =  0, iq  =  0, Mo =  1 ?98 10'* 
Нм, Qo =  2.24 I04 Н Следовательно, прогиб по методу 
начальных параметров:

^ z = M L i L « 4 V + I 0 £ = 3 i  
2 6 2 2

то есть, на второй опоре прогиб равен нулю
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Af • 10’ to ? = ; 10' -M
p -i  \0‘H

' 4
r  '4'r
—̂ ь Г - Т т т т - ^

M=1 9* 10' Kv M = lf ,{* 

\4-> in* it

Г - МП* HI 1

^2.24 I0‘ // frgSVIO'»

Р ис .  10.11

T7.Я5-10* H
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- на второй опоре Rj = 3,615 — (-2,24) =  5,855 • 104
Н;

- на третьей опоре R3 =  5 — (-2.385) = 7.385 104 Н. 
О бш ий вил схемы расчета балки, находящейся иол

действием всех внешних нагрузок приведен на рис. 
10. 11. е.

Проверка. Если все реактивные силы и изгибающие 
моменты опрелслены правильно, то должны 
выполняться следующие условия:

L Z = -2 .24+ 5 ,855+ 7,385-3  2-5= 13,24-13,24=0; 

1 М | = 1 ,98+10-5,855 6 -7 ,385  10+3 2 7+5 11 =

108.98-108,98=0.

Кроме того, прогибы на опорах должны равняться 
нулю. Проверим вы полнение данного условия на второй 
опоре. В данном случае во =  0, 7о = 0, Mo = I?98 I04 
Нм. Qo = 2,24 1 04 Н Следовательно, прогиб по методу 
начальных параметров:

2 6 2 2

то есть, на второй опоре прогиб равен нулю
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хлава П . Расчет прочности плоскнх вам

факторов3 ? УПЧГ КГ ^ „ ННН‘“  СИЛ™ “
Рамы. Д анны е взять из т а б л .^ | 1 ° И плоской

ш штз
Mil

>

:  и н и
— x l

м III

d t  '

И '

П

пш

17

лГ-

VII
■Г&!?

И ДТИ
. ----Lэг*

■^Я V VIII п

Hi ШМ ■'{,'(

>
I------iL

VI

206



Таблица ILL

№ Схема q P M a b с d 1
kH
M

kH k H m M

1 1 1 2 3 0.2 1.2 1.1 1.3 1.1
2 II 2 3 4 0.3 1.3 1.2 1.4 1.2
3 III 3 4 5 0.4 1.4 1.3 1.5 1.3
4 IV 4 5 6 0.5 1.5 1.4 1.6 1.4
5 V 5 6 7 0.6 1.6 1.5 1.7 1.5
6 VI 6 7 3 0.7 1.7 1.6 1.8 1.1
7 VII 7 8 4 0.8 1.8 1.7 1.9 1.2
8 VIII 8 9 5 0.9 1.9 1.8 2.0 1.3
9 IX 9 10 6 0.2 2.0 1.9 2.1 1.4
10 X 10 11 7 0.3 2.1 2.0 1.3 1.5
11 XI 1 2 3 0.4 1.2 1.1 1.4 1.1
12 XII 2 3 4 0.5 1.3 1.2 1.5 1.2
13 I 3 4 5 0.6 1.4 1.3 1.6 1.3
14 II 4 5 6 0.7 1.5 1.4 1.7 1.4
15 III 5 6 7 0.8 1.6 1.5 1.8 1.5
16 IV 6 7 3 0.9 1.7 1.6 1.9 1.1
17 V 7 8 4 0.2 1.8 1.7 2.0 1.2
18 VI 8 9 5 0.3 1.9 1.8 2.1 1.3
19 VII 9 10 6 0.4 2.0 1.9 1.3 1.4
20 VIII 10 11 7 0.5 2.1 2.0 1.4 1.5
21 IX 1 2 3 0.6 1.2 1.1 1.5 1.1
22 X 2 3 4 0.7 1.3 1.2 1.6 1.2
23 XI 3 4 5 0.8 1.4 1.3 1.7 1.3
24 XII 4 5 6 0.9 1.5 1.4 1.8 1.4
25 I 5 6 7 0.2 1.6 1.5 1.9 1.5
26 II 6 7 3 0.3 1.7 1.6 2.0 1.1
27 III 7 8 4 0.4 1.8 1.7 2.1 1.2
28 IV 8 9 5 0.5 1.9 1.8 1.3 1.3
29 V 9 10 6 0.6 2.0 1.9 1.4 1.4
30 VI 10 11 7 0.7 2.1 2.0 1.5 1.5
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Задача 11.2. Для заданной требуется: I) написать 
уравнения равновесия; 2) определить реактивные силы; 
3) построить эпю ры продольных и поперечных сил, 
изгибаю щ их и крутящ их моментов; 4) произвести 
подбор сечения цилиндрическою  стержня ([а] =  160 
М Па).

Д анны е взять из табл. 112.

Рисунки 11 2.

1т

i t

III

Ш Ш 1

1.5 

II

1.5

Of!
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Таблица Л . 2.
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4 IV 4 6 8 19 XIX 4 6 8
5 V 5 7 9 20 XX 5 7 9
6 VI 6 8 10 21 XXI 6 8 10
7 VII 7 9 5 22 XXII 7 9 5
8 VIII 8 10 6 23 XXIII 8 10 6
9 IX 9 I у 24 XXIV 9 1 7
10 X 10 2 8 25 XXV 10 2 8
11 XI 1 3 9 26 XXVI 1 3 9
12 XII 2 4 10 27 XXVI 2 4 10
13 XII 3 5 5 28 1 3 5 5
14 1 4 6 6 29 XXVIII 4 6 6
15 XIV

XV
5 7 7 30 XXIX

XXX
5 7 7

Задача 11.3. Н а рис. а. изображена нагруженная в 
своей плоскости рама, вертикальные элементы, которой 
имеют моменты инерции J, а-горизонтальные элементы
— к!; на рис. б-изображена нагруженная 
перпендикулярно своей плоскости рам ’ сделанная из 
стержня круглого сечения (G = 0 .4Е). 1ребуется для 
обеих рам: 1) установить степень статической 
неопределимости и выбрать основную систему; 2 ) 
написать канонические уравнения; 3) построить эпюры 
М от единичных сил и от заданной нагрузки; 4) найти 
перемещ ения; 5) найти величины лиш них неизвестных;
6) построить окончательные эпюры внутренних силовых 
({►акторов М, N и Q схемы на рис. а и Ми. Мк и Q для 
схемы на рис б. Д анны е взять из табл. 11.3.

Рисунки задачи 11.3.
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Таблица 11.3.

№ Схема а b 1 h Р Ч к
м Н к Н

м

1 1 0.5 0.2 1.1 1 500 I 0.5
2 II 0.6 0.3 1.2 2 600 2 0.6
3 III 0.7 0.4 1.3 3 700 3 0.7
4 IV 0.8 0.5 1.4 4 800 4 0.8
5 V 0.9 0.6 1.5 5 900 5 0.9
6 VI 1.0 0.7 1.6 1 1000 6 1.0
7 VII 1.1 0.8 1.7 2 1100 7 1.1
8 VIII 1.2 0.9 1.8 3 1200 8 1.2
9 IX 1.3 1.0 1.9 4 1300 9 1.3
10 X 1.4 1.1 1.1 5 1400 10 1.4
11 I 1.5 1.2 1.2 1 1500 11 1.5
12 II 1.6 1.3 1.3 2 1600 12 1.6
13 111 1.7 1.4 1.4 3 1700 13 1.7
14 IV 1.8 1.5 1.5 4 1800 14 1.8
15 V 1.9 1.6 1.6 5 1900 15 1.9
16 VI 0.5 0.2 1.7 1 500 1 0.5
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17 VI]
18 VIII
19 IX
20 X
21 1
22 11
23 III
24 IV
25 V
26 VI
27 VII
28 VIII
29 IX
30 X

0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5 

6
I 7 
.8 

1.9

[ 0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7

1.8
19
1.1
1.2
1.3

2
3
4
5 
1

600
700
800
900
1000

2
3
4
5
6

0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0 8 1.4 2 1100 7 1.1
1.20.9 1.5 3 1200 8

1.0 1.6 4 1300 9 1.3
1.1 1.7 5 1400 10 1.4
1.2 1.8 1 1500 11 1.5
1 3 1.9 2 1600 12 1.6
1.4 1.1 3 1700 13 1.7
1.5 1.2 4 1800 14 1.8
1 6 1.3 5 1900 15 1.9

Указания к реш ению  здцач 11.1 — Ц.З.

п я ^  " ОСТ1ЮИТЬ ЭПЮрЫ изгибаю щих моментов для рамы заданной на рис. 11.1.

Решение

На неподвиж ном ш арнире два и на неподвижной 
опоре три неизвестных. Следовательно, задача л в” р!, за 
ст.п нчески неопределимая.

4 - 1
51 ■4 -

/
Ч -■«
«♦-

J 4Г>
•*

Рис. II I.

I:

V

Рис. II 2. Рис. I I
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V 1

Г»|< II - Рис ll.s
I I

Гу
v_\l

14

Pile PlIC II

Освободим р а ч у  от ненодвижно ш арнирной опоры 
и построим осн овную  систему (рис 11,2). на основную 
систему действую т внеш ние силы и две неизвестные 
реактивные силы Х | и Xi.

Напишем две канонические уравнения, так задача 
является два раза статически  неопределимой:

О] 1X1+612X2 + А ц , =  0; 821X1 +822X 2+А2Ч =  0.

Перемещения 8 ц , 812= 521. Д1й- ^Чи определяем по 
формуле В ерещ агина Для этою  раздельно построим 
эпюры изгибаю щ их моментов, возникаю щ их на раме от 
действия внешних, и  единичных сил (рис 11.3 -11.5):

1 ?
- I  I - I  

_ 2____ 3
EJ.

+ ■
I I I  4 /'
EJ. 31 J .
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*  *  П 2 1 Г  Зз = £ , = - —~  = - ------; Л, = -  ч-
EJy 2 EJy ’ 4EL: '

Sn = r  1 1 - 1 =  /3
2 3 3E ly  ’

_ y  Щг]_ =  J _  ^  / - /  1 q p  s .4

' б ' Ч .  ^  2 2 EJ 2 1 l - ~ z T T
A,- =

№ -™ ОДСИШ1ЯЯ Э™ пеРем еЩения в канонические уравнения, получаем

г  , /3 5 */< . 
3 ^ / .  ' 2 E J t 8 E J ~  ’

/ ’ r  ,  /3 I <//4
Л ' + Т 7^------- 4 — = 0 .2 £ / ,  ' 2E J  4 £ /> у

Отсюда А > ^ / ,  X 7 = ~ q l .
4 ■ 2 8 4

Увеличивая М, и М2 в эпюрах единичных сил в 
оответствии сил X! и Х2. получаем эпюры изгибающих 

моментов м , „ М2 (рис. 11.6-11.7). Суммируя 
полученные эпюры М , м 2 и Мчполучаем эпюры 
изгибающих моментов (рис. 11.8).

Б. Построить эпюры внутренних силовых факторов 
, ыя  заданной на рис. 11.9 рамы.

Решение
Данная задача является три раза статически 

неопределимой S -  „ -  m -  * -  j  .  3 ‘ Оевоболим рлГ,"
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неподвижного шарнира и основную с и н е м у  р.кчг1 а 
(рис. 1 1 .2 ). на основную систему приложим вне и к. 
силы и неизвестные реактивные силы Х |, Х 2 и Х}.

Напишем три канонические у р а в н ен и я , так к ак  
задача является три раза статически н ео п р ед ел и м о й :

8 11Х 1+8 12Х 2+ 813Х 3+ А 1Р  — 0 .

821Х1+822Х2+823Х3+А2Р — 0-

831X 1+ 532X2+ 833X3+ А * =

По методу Верещагина построим раздельно  эпю ры  
изгибающих моментов, возникаю щ их о т  Действия на 
раму внешних сил и единичных сил (11.11 1 • ‘



, I f 6,4 4 „ I 49 6
Д>„ = — I —  3 + 2 • 4 • 3 I = —

EJ.EJ. I 3

Г-2

II

\ I

Рис.

r  - 1

M
У х /

©
Рис. 11.13.

Рис. 11.15.
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Ill

©

34

15

Рис. 11.16. Рис. 11.17.

Л>Р = - у 1EJ

П одставляя значения перемещ ения в канонические 
уравнения, получаем:

64 „  24 „  8 .. 41.6
-------- А, + --------А з + --------А з + -------= 0 ;
3 EJy ' E JV & Iy E Jt

EJt ' EJ, ' EJy EJ,

-JL.x , + ^ - x  2-+— -xy+ ^ -  = o. 
£ 7 V EJy EJy 3 £ / ,

Отсюда:

X , =  - Z  1 0 * / / ;X 2 =
4

—  104 / / ; X3 = 
15

\0AH
15
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Эпюры внутренних силовых факторов приведены на
рис 11.15-11.17.

| / ’ = 2 10* 

1 “

Н
I , . 10' //

Ж

Flic. II 18. Рис 11.19.

Рис 11.20.

+

>)
V 10* //w к

Рис. 11.21.

Рис. 11.22.

П роверим правильности построенных эпюр. 
Разобьем  эпю ры изгибающих моментов на раздельные 
эпюры н перемнож им их с эпю рами из!ибаю щ их
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моментов единичных сил (рис. 11.18-11.22). Если при 
этом получается нулевые перемещ ения, то эпюры 
изгибающих моментов построены правильно. В 
рассматриваемой задаче:

4 7 4 2 4 6 4  3
2 - 4 - 2  — — - 4- 2 — — — • 4 -— + -— • 4 • 2 + .3  = 0 .

5 2 3 15 3

В. Построить эпюры изгибающих моментов для 
рамы, заданной на рис. 11.23.

Решение
1) Рама три раза статически неопределимая S =  п — 

m =  6 — 3 =  3.
2) Основную систему можно выбрать несколькими 

способами (рис. 11.24-11.25).
3) напиш ем три канонические уравнения:

8| | X |+6i2 Х2 5(з Хз+Aip =  0;

621 Х 1+022 Х2 823 Хз+Д2р -  0 .

831 Х |+532 X2 833 Хз+Дзр -  0.

В общем случае коэффициенты  этих уравнений не 
равны нулю. Поэтому требуется реш ить данную систему 
с тремя неизвестными. Но если заменить схема расчета, 
изображенной на рис. 11.26, то объем работ по 
вычеслению коэффициентов канонических уравнений 
несколько сокращ ается.
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Эпюры внутренних силовых факторов приведены на
рис. 11.15-11.17.

Г  = 2 10* U г , 10* I I

&

Рис. 11.18. Рис II 19

А. = • 10* II 
4

- П

Рис 11.20

~ДГ| . 1 ;Т I
о

Л , -  10' Ими

Рис. 11.21.

1—

/А/.—

/
/ ... ттгш

Рис. 11.22.

П роверим правильности построенных эпюр 
Разобьем  эпю ры изш баю щ их моментов на раздельные 
эпюры и перемнож им их с эпю рами изгибающих
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моментов единичных сил (рис. 11.18-11.22). П аж  при 
этом получается нулевые перемещ ения, то эпюры 
изгибающих моментов построены правильно. В 
рассматриваемой задаче:

В. Построить эпюры изгибающих моментов для 
рамы, заданной на рис. 11.23.

Решение
1) Рама три раза статически неопределимая S = п -  

m =  6 — 3 =: 3.
2) Основную систему можно выбрать несколькими 

способами (рис. 11.24-11.25).
3) напиш ем три канонические уравнения:

В общ ем случае коэф ф ициенты  этих уравнений не 
равны нулю. Поэтому требуется регш лъ данную систему 
с г[ремя неизвестными. Но если заменить схема расчета, 
изображенной на рис. 11.26, то объем работ по 
вычеслению коэффициентов канонических уравнений 
несколько сокращ ается.

4 7 -4  2 4
2 4 - 2 - -  4 - 2 - —  4 -  + —  4 2 +

5 2 3 15 3

5h-X i+5|2  Х2 8|з Хз+Ai,, -  0;

8 2 1 X 1 + 8 2 2  Х г  §23 Х 3+ Д 2 Р — 0.

831 X 1 + 8 3 2  Х 2  833 Х 3 + Д 3 Р  -  0 .
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Рис. 11.25. Рис. 11.26.

На основную  систему приложим заданные силы и 
единичные силы Н аправления единичных сил 
совпадают с выбранными напрвлениями неизвестных 
неактивных сил (рис. 11.27-11.28).

Д ля полученных рам, метод сечения построим 
эпюры внутренних моментов.

Канонических уравнения в этом случае сохраняю тся 
в общ ем виде, то есть:

6ц Х |+ 5 |тХ 2  6 ц  Хз+Aip = 0;

8д X 1+522 X2 S23 Хз+Д2Р = 0.
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6з| Х |+5з2 Х2 5зуХз+Дзр -  0.

Здесь Xi, Х2 и Х3 -  лиш ние неизвестные 
соотвстсл нующие каноническим уравнениям
эквивалентной системы (рис. 11.26). К оэффициенты  
8 12= 8|2  и 8?з =  823 при вычеслеиии перемещ ения 
превращаются нулю, так как умножение симметричных 
эпю р на антисимметричных эпю р всегда дает ноль 
П оэтому последние канонические уравнения разделяют 
на дна самостоятельные уравнения:

Рис 11 29- Рис И ЗО.

8 ц Х |+8 | з х 3+ Д |Р -  0;

8т| x i+833 X3 S33 хз+Дзр = 0. 
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522-Х2+Д2р =  0. (а)

Первые два уравнения последней системы содержит 
только Х| и Хз, а третье уравнение — только Xj.

Савободные члены и коэф ф ициенты  последних 
уравнений определяем по формуле Верещагина:

5 и = ^ г \ 2 а 2 а \ 2 а 2 = Т Ё Г  ( р и с ‘ 1, 28 ) ;

х  s: 1 1 "I 4 д 2Аз ~<5з1 = — -  - 2 а  2а \ =  — — (рис. 11.28 и И ЗО);
г^/ 2 г ./

А ' 1 I  1 2 2  _о ,7 = — — —а' —а  + 2а а
EJ Д  2 3 2 ~

14 а '
3 £ / .

(рис. 11.29);

\ . = E J
7 <3

■qa'-----а  =  -
qa_
EJ,

(рис. 11.27 и 11.28);

Л;'  EJ,
\. ^ - a  - a  + - q a '  a \  = - ^ -  (рис. 11.27 и

13 2 4 2 Ч ) 8 EJV

11.29);

^ = - Т г [ \  ^ а 1 + 2а = <РИС И-27 иEJД-> 2 2 J 6 8 £ />
1.30);
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4) Полученные выраж ения подставляем в уравнения
1

(а) и сократим их на величину

16

FJ

a 3 X i  + 4а2 • Хз - q a3 — 0;

4 а 2 X, - 6 a X 3 - ^ q a 3 =  0;

14 з v  9 л
—  a J X? - - q a 4 = - 0 .
3 8

Отсюда найдем неизвестные Х |. Х2 и Х3:

27 . 1 5 2
х^ ш ч а ' х ''  =  п ча'-х^ Т ( , ч а '

Силы Xi, Х2 и Х3 имеют положительные знаки, 
следовательно, знаки неизвестных сил на схеме расчета 
указаны правильно.

Теперь увеличим все эпюры единичных сил в 
соответствии к силам X, и в результате получим эпюры 
изгибаю щ их моментов, возникающ их от действия сил 
X ,. Х2 и Х 3 (рис. 11.31 -11.33).

UW 'Л7 П
12

п ; Ряс. 11.32.
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Эпюру действия внеш ней силы на основную 
систему (рис. 11.27) сложим на эпюру изгибающ их 
моментов, возникаю щ их от действия сил Х \.  Х2 и Хз 
(рис. 11.31-11.33). Таким образом, получаем эпюру 
изгибающих моментов, возникаю щ их в заданной раме. 
Эпюру изгибающего момента, возникаю щ его в первой 
части рамы от действия распределенной нагрузки 
построим методом сечения (рис. 11 26). И згибаю щ ий 
момент на данном  участке изображается в следующем 
виде-

Мх = Х2х+Х з-я —  =  -^ -q ax  + —  аа2 - q —-
1 2 112 36 2

Отсюда:

Мх(0) =  —  qa2 = 0,139qa2 
36

- растянутое волокно расположено в наружной части 
рамы:

\ / f  '  \ _ 27 j  j .  ^  2 а -  121 2 A I I о  2Мх<а)= -----qa2+  —  qaz - q — = ---------qaz — 0 .1 12qa*.
112 36 2 1008

- растянутое волокно расположено во внутренней 
части рамы и имеют отрицательные значения
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36
(/а )([

- Ча
л(>

Рнс. 11.33.

Ча

Чи

Рис. 11 34.

Найдем максимальное значение изгибаю щ ею  
момента в рассматриваемом участке:
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Отсюда

или

qa-qxo = О
27

_  27
*о ------ а.

112

Следовательно,

=  А /  - i l ? „  V  +  _5 _  ^ 1 2 »  

И 2 112 36 2

7 2 9  -4a + - L qa! — Z ? 2 _ „ „ > - J 7 9 2 l
1 2 5 4 4  3 6 Ч“  5 5 8 8 » "

в о з н й ^ ш и Т  ” ИВ„ °  Г - , № ™ “  « ,^  ш и п  сечении D данного участка равно 
у ^ -< /я  , а в сечении В

Мх = 2 £ _ _ 2 7  2 _ * а  5 2 4 7

2 и ?  /с— = “ ------
11Z 6  3 6  Ю 0 8

рамь| С* аТОе В°ЛОКНО расПОЛ° * е™  в наружной стороне 

Рассмотрим участок CD рамы.



в середине участка да

М = ——qa ' ; 
36

В сечении С

У й 27 2 5 , 103 ,
М = ----- q a ------- qa = ------- q a ' ;

112 3 6  1008

В сечении Л

К « 1 ? 27 ? J. 5 2 _L 65 тМ = —fla - ----- +  — qa + ------------- qa
6 112 ' 36 1008

- сжатое волокно расположено в наружной части 
рамы.

Эпюра изгибающею момента приведена на рис.
11.34.

Глава 12. Косой изгнб. Изгиб с растяжением

Задача 12.1. Деревянная балка прямугольною 
поперечною сечения нагружена вертикащной силой Р в 
точке А и горизонтальной силой Р в точке В (обе точки 
расположены на оси балки) На опорах балки Moiyr 
возникнут как вертикальные реакции, так и 
горизонтальные реакции, направленные перпендикуляр­
но плоскости чертежа. Требуется:

1) построить эпюры М,,ерт и М ор и установить 
положение опасною  сечения;

2) подобрать размеры поперечного сечения к и b 
при допускаемом напряжении [а]= 8 МПа;

3) определить положение нейтральной линии в 
опасном сечении балки и построить для этого сечения
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эпюру нормальных напряжений в аксонометрии. 
Данные взять из габл. 12.1.

Рисунки задачи 12 1

К А

а
А

11 'Л-----------
А

£  т Р
к

П
Р

Ь

/ Г
а

а —¥ * ------------------

Ьо



17
А В К Н

^  ' - Е Е
*  , Ч \ . *1

I и

П A |^-*J

4 £
</

5'

л
/* А |^ Н

GE1 t
«  • с- Г Г  + р

Н А
м Л . £/■* »

в * с
т а -

/,  */>
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Таблица 12.1

№ Схема P. кН a в
M

с h
~b

1 I 1 0.6 i.l 0.6 0.62 II 2 0.7 12 0.7 0.73 III 3 0.8 1.3 0.8 0.84 IV 4 09 14 0 9 0.9
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5 V 5 1.0 1.5 1.0 1.0
6 VI 6 1.1 1.6 1.1 1.1
7 VII 7 1.2 1.7 1.2 1.2
8 VIII 8 1.3 1.8 1.3 1.3
9 IX 9 1.4 1.9 1.4 1.4
10 X 10 1.5 2.0 1.5 1.5
11 XI 1 1.6 1.1 1.6 1.6
12 XII 2 1.7 1.2 1.7 1.7
13 XIII 3 1.8 1.3 1.8 1.8
14 XIV 4 1.9 1.4 1.9 1.9
15 XV 5 2.0 1.5 2.0 2.0
16 IV 6 2.1 1.6 0.6 0.6
17 V 7 2.2 1.7 0.7 0.7
18 VI 8 2.3 1.8 0.8 0.8
19 VII 9 2.4 1.9 0.9 0.9
20 VIII 10 2.5 2.0 1.0 1.0
21 IX 1 2.6 1.1 1.1 1.1
22 X 2 2.7 1.2 1.2 1.2
23 XI 3 2.8 1.3 1.3 1.3
24 XII 4 2.9 1.4 1.4 1.4
25 I 5 3.0 1.5 1.5 1.5
26 II 6 2.6 1.6 1.6 1.6
27 III 7 2.7 1.7 1.7 1.7
28 XIII 8 2.8 1.8 1.8 1.8
29 XIV 9 2.9 1.9 1.9 1.9
30 XV 10 3.0 2.0 2.0 2.0

12.2-задача. Для заданного стального бруса 
требуются: 1) построить эпюры Мгор и М вер (ординаты 
эпюр выразить через F или q); 2) составить выражение 
полного прогиба свободного конца бруса; 3) определить 
допускаемое значение нагрузки из условия, что полный 
нрогиб свободного конца бруса равен 10мм; 4) при 
найденном значении допускаемой нагрузки вычислить 
напряжение в опасной точке бруса. Данные взять из 
табл. 12.2.
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Порядок выполнения решения: силу Р  следует 
разложить на два направления; вертикальное и 
горизонтальное. Далее, надо найти опорные реакции 
для произвольного сечения, определяемого полярными 
координатами г и <р, написать выражения М. N, Q и 
давая различные значения <р (не реже чем через 30°), 
построить эпюры по точкам. При определении радиуса 
кривизны нейтрального слоя г(> необходимо вычесления 
производить точно, так как величина го близка к 
величине /-, при определении с придется иметь дело с 
малой разностью величин г и го- Для проверки 
вычислений рекомендуется воспользоваться приближен­

ной формулой с= — , где J — момент инерции
гГ

поперечного сечения относительно центральной оси; F
— площадь поперечного сечения.

Рисунки задач 12.2.

ir
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Таблица 12.2.

№ Р M а, м № P M а, м
1 O.lqa qa2 0.5 16 0.6qa 0.5qa2 0.5
2 0.2qa 0.9qa2 0.6 17 0.7qa 0.4qa2 0.6
3 0.3qa 0.8qa2 0.7 18 0.8qa 0.3qa2 0.7
4 0.4qa 0.7qa2 0.8 19 0.9qa 0.2qa2 0.8
5 0.5qa 0.6qa2 0.9 20 qa O.lqa2 0.9
6 0.6qa 0.5qa2 1.0 21 O.lqa qa2 1.0
7 0.7qa 0 4qa2 0.5 22 0.2qa 0.9qa2 0.5
8 0.8qa 0.3qa2 0.6 23 0.3qa 0.8qa2 0.6
9 0.9qa 0.2qa2 0.7 24 0.4qa 0 7qa2 0.7
10 qa O.lqa2 0.8 25 0.5qa 0 6qa2 0.8
11 0. lqa qa2 0.9 26 0.6qa 0.5qa2 0.9
12 0.2qa 0.9qa2 1.0 27 0.7qa 0.4qa2 1.0
13 0.3qa 0.8qa2 0.5 28 0.8qa 0.3qa2 0.8
14 0.4qa 0 7qa2 0.6 29 0.9qa 0.2qa2 0.9
15 0.5qa 0.6qa2 0.7 30 qa 0 .lqa2 1.0

Указания к решению задач 12.1-12.2.

А. Вычислить нормальные напряжение в указанных 
на рис. 12.1 точках. Положение главных центральных 
осей инерции и геометрические характеристики 
поперечною сечения показаны на рисунке.

Решение
Брус работает на совместное действие растяжения и 

изгиба в вертикальной и горизонтальной плоскостях. 
Нормальное напряжение в произвольной точке 
поперечного сечения вычисляется по формуле



Слсдонательно,

N 18Р

Вычисляем нормальные напряжения в точках 
сечения 2 -  2 в рассматриваемом сечении.

N = 18Р, Мх = 38Р и Мч = 0.

Тогда нормальные напряжения в рассматриваемом 
сечении вычис ляют по формуле:

N А/, 
а  = — +

Рис 12.1 

2V



Cewnue I ! Сечение 2-2 Сечение 3-3 

9 4 /  ы  
Щ

V 4 t
Е Г

12

\У

10

•А = 30 ,6 /' 
•/, = 5 .7W  

F-90

Точка 3 лежит на оси OZ. следовательно. OZ3 = 0 и

18Р р
9 ~82 8 Т

N  18 р  р 
ст, = + 0  = i ~  = 2 - -/Г 0^2 о ? '

В точке 4

Л’ М,— + —г.
^  Л

O’,

В точке 5

„  N  М. а ,  = — + _ ^
^  Л

В точке 6 

_ Лг Л/.

~  9<?2 30.6<f

18P 3P8
9 £ 2 30.684

18/’
r> c-2

3/*o

■2,16<У*2,21-Т
S ‘
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N = I8P. Мх = 55Р 28 = Р5.

Точка 7 соиплдлет с центром сечения, 
следовательно, Z7 = О, Y7 =  0 ва

D 7 = ----1-0 — 0 — --—г  — 2 -г- .
7 Г 9£-

Точка 8 (ys =  2.165. xs = 0)

Л , Л/ 7 18Р , 5Р д  ^ l£g
а . = — т ——7 .0 -— г -i------ тт 2,160 = 2,35—=■.

8 / J v 8 96  30,6£4 о

Нормхчьные напряжения в точках сечения 3 — 3.

Точка 9 <У9 = 2.165. Х9 = 25)

г ш - Z L  м . 2.0,4;
F J J  9 У 30.6Л4 >.75<*' о2

Точка 10 (хю =  25, ую -  1.165)

N М.  „  Л/, I8P , 5Р£ , PS  ос<«7,„ = — i Zin + --- К„ = —г 4 ------ — 1.16 а ------- — 2d = 2,54
" f- J  J  0 9<J- 30.6 S'  5,75 J 4

Точка 11 (X|i = 0. уп =  3,845)

cx , = 'V + М<- Z„ 4 Yu ~ 3.84с') 0 * 1.37
F J  J, 9S2 30.6<>( “  о

Точка 12 (X12 =  0.55. у 12 =  1.165)
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N  М  М  1 8 /1 5 P S  P S  „ Р
<т,, — —  4----- *-Z.3 + — 1‘- 1,2 = —гг н------------ 1,16S ----------- - 0,5<? = 2 ,11 — .

'• F  У, 14 J z 12 9 S 2 30.6<Г 5 ,7 5 8  S :

Точка 13 (Х|з = 0,55. уи  = 3,848)

N М  | 8 /> 5 р §  P S  Р
< » „ = -  +  —  7.п +  —  > ' , э = ^ г + - ^ - £ т  ------^ ~ 7  065<J = 1,29—у

F  Л  У, 9 J - 30,6^ 5,75 Л S

Т о ч к а  14 ( х j 4 =  28 ,  у н  =  1 ,1 6 8 )

Л' \ {  18 Р  SP S  P S  Р
= — I----- Z u  + — - г 2, 16 о ------- 2 5  = 2 .7 -Ц-.

/  V, “  J . 11 9 J  3 0 .6 J  5,75<> с1)'

Б. Консоль нагружения на свободном конце силой Р 
= 3 кН Вычислить нормальные напряжения п угловых 
точках опасного сечения и определить прогиб на конце 
консоли. Материал -  сталь. Е = 2 Ю5 МПа.

Дано: рис. 12.3; b = 4 см; h = 12 см; I = 120 см; 
л

а = — рад.
6

Решение
Опасное сечение балки совпадает в сечении в 

заделке. Здесь изгибающие моменты
Mz = PIcosa =  3.12 кН м, Му =  Plsina = 1,8 кН м. 
Нормальные напряжения в крайних волокнах от 

этих моментов:

az = ± ^ .  = ±32,5 МПа. а у = ± ^  = ±56,2 МПа.
Wz у Wy

Суммарные напряжения в угловых точках опасного 
сечения:

о | -  88,7 МПа. а 2 -  -23,7 МПа,
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03 = -88,7 М Па, o 4 t -  23,7 М Па.

Рис. 12.3. 

Прогиб в направлениях осей х и у.

,  = Z^i!HLf l ^ -o ,6 7 5 c ^ , 
3EJ.i, —

f>  =

P l'c o s a  _

3 Ej\

Полный прогиб

/  = = 0.687см
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, л кП
распределенной кафузкой интенсивности q= 10— .

м
Главные моменты инерции сечения = 847 см4, Jy = 
61,4 см. угол, составленной плоскостью наибольшей 
жесткости со стенкой балки, <р =  0,3816 рад tgcp = 0,4. 
Толщина стенки I =  8 мм. Определить максимальные 
напряжения и максимальный прогиб (рис. 12.4).

Решение
Наибольший момент

Мт ах=  = 5кН м
О

Положение нейтральной линии определяется 
отклонением сс от оси z на угол а:

tga = ^-tgcp =  5,5, а  =  1,39 рал.

Построение нейтральной линии показывает, что 
опасными точками являются токи I и 2. Вычисляем 
координаты этих точек (рис. 12.5):



Наибольшее напряжение

( ycos<p z sin у ) _  i20 МПа.
J, j

Прогиб в отрицательном направлении оси у

_  5ql* cosff _ 0 о j 14см
J 384EJ,

Полный прогиб

у  = _ А -  = 0,633с.м. 
cos а
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Г. Ш арнирно опертый по концам швеллер нафужен 
равномерно распределенной наф узкой интенсивности

tcH
q=500—  . Швеллер расположен так, что его стенка 

м

образует с вертикалью у юл а - — рад. Пролет швеллера
6

1=4м, линия действия нафузки проходить через изгиба. 
Определить номер швеллера из условия, что 
допускаемое напряжения [сг|=160 МПа.

Дано: рис. 12.6.

Решение
Максимальный изгибающий момент (в середине

пролета) М.г!лх = -^—=  10кН м.
8

Максимальные изгибающие момс1ггы в главных 
плоскостях балки

Mz= Mimi»cos — =8.66 kH м. My=Mnuxs in ^  |= 5 кН м.

Моменты сопротивления определяем из условия

о = — + --- -■И'. W

При действии только Му необходимый момент 
сопротивления

Wz=  ^  -  54 см3,
[<х|

что соответс I вует швеллеру №12. при действии только 
Му необходимый момент сопротивления
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Р и с . 12.6 .

\V = ^ - =  31.2 см3,
И

что соответствует швеллеру М- таким образом, номер 
швеллера должен быть более № 2 •

Выбираем швеллер № 27, для которо

W =^Ll =  31,2 см3 и Wz =  308 см3.
У И

Проверяем:

M.Z. + — = 160 М Па =1о|.
°  .гг II/

245



Условные прочности вынолняются.
Д. Брус нрямоугольиого bxh подвергается косому 

изгибу момеггтами Mz и Му. Определить из ^условия 
прочности отношение сторон сечения к = — , при 
котором брус имеет минимальный вес. ^

Дано: рис. 12.7.

Решение
Из условия

где

Следует

Площадь сечения бруса
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*-----------*■
b

Рис 12.7.

|3 6 (М .+ Ш ,) ' 
F = hb = ''

М инимальный вес бруса при минимальном 
значении площади сечения F, Из условия минимума

dF =0 получаем
dk

, h М,
к Г м .

Глава 13. Криволинейные стсржии

Зглача 13 1. Для заданных криволенейных стержней 
требуется: I) построить эпюры внутренных силовых
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IX
/ С

№ Схема а Ь с г Р Я М
м кН кН

м
кНм

1 I 1.0 1.0 1.5 1.0 1.0 0.5 1
2 II 1.1 1.1 1.6 1.1 1.1 0.6 2
3 III 1.2 1.2 1.7 1.2 1.2 0.7 3
4 IV 1.3 1.3 1.8 1.3 1.3 0.8 1
5 V 1.4 1.4 1.9 1.4 1.4 0.9 2
6 VI 1.5 1.5 2.0 1.5 1.5 0.5 3
7 VII 1.6 1.6 2.1 1.6 1.6 0.6 1
8 VIII 1.7 1.7 2.2 1.7 1.7 0.7 2
9 IX 1.8 1.8 2.3 1.8 1.8 0.8 3
10 X 1.9 1.9 2.4 1.9 1.9 0.9 1
11 I 2.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.5 2
12 II 2.1 1.1 I I 1.1 1.1 0.6 3
13 III 2.2 1.2 1.2 1.2 1.2 0.7 1
14 IV 2.3 1.3 1.3 1.3 1.3 0.8 2
15 V 2.4 1.4 1.4 1.4 1.4 0.9 3
16 VI 1.0 1.5 1.5 1.5 1.5 0.5 1
17 VII 1.1 1.6 1.6 1.6 1.6 0.6 2
18 VIII 1.2 1.7 1.7 1.7 1.7 0.7 3
19 IX 1.3 1.8 1.8 1.8 1.8 0.8 11
20 X 1.4 1.9 1.9 1.9 1.9 0.9 2
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21 1 1.5 1.0 1.0 1.0 1.0 0.5 3
22 II 1.6 1.1 1.1 11 11 0.6 1
23 III 1.7 1.2 1.2 1.2 1.2 0.7 2
24 IV 1.8 1.3 1.3 1.3 1.3 0.8 3
25 V 1.9 1.4 1.4 1.4 1.4 0.9 1
26 VI 2.0 1.5 15 1 5 1.5 0.5 2
27 VII 2.1 16 1.6 1.6 1.6 0.6 3
28 VIII 2.2 1.7 1.7 1.7 1.7 0.7 1
29 IX 2.3 1.8 18 1.8 1.8 0.8 2
30 X 2.4 1.9 1.9 1.9 1.9 0.9 3

Задача 13.2. Построить эпюры М, N, Q и найти 
значения нормальных напряжений в опасном сечении 
кривого стержня. Данные взять из табл. 13.2.

Рисунки задач 13.2.
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Таблица 1 3 .2 .

No Зхема а Р г 1 d Сечения стержня

рад Н см
1 I 5 ООО 20 4.1 Knvr с диаметром d.

2 11 15 100 21 4.2 Прямоугольный четы­
рехугольник со сторо­
нами а и 2d.

3 III 20 200 22 4.3 прямоугольный четы­
рехугольник с основа­
нием d и вершиной 
1.5d.

4 IV 25 1300 23 4 4 Равнобокий треуголь­
ник с основанием и 
вершиной d

5 V 30 140( 24 4.5 Квадпаг со воронами d.

6 VI 35 150 25 4 6 Кольцо с диаметрами 
l . ld  и d

7 VII 40 160 26 4.7 Круг с диаметром d.

8 VIII 45 170 27 4.8 Прямоугольный чеш рех- 
угольник со сторонами d 
и 2d

9 IX 50 180 28 4.9 Прямоугольный четы­
рехугольник с основа-
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| нием d и вершиной 
1.SA

10 X 55 190 29 I 5.() Равнобокий треуголь­
ник с основанием и 
вершиной d.

1 11 I 60 2004 30 | 5.1 Квадрат со сторонами d12 ([ 65 210<) 20 5.2 Колыю с диаметрами 
l , ld  и d

13 III 70 220( 21 5.3 | Круг с диаметром dГ 14 IV 75 230( 22 5.4 1 Прямоугольный четы­
рехугольник со 
сторонами d и 2d1 15 V 80 2400 23 5.5 Прямоугольный четы­
рехугольник с основа­
нием d и вершиной 
l,5d.

1  ̂^ VI 85 1000 24 4.1 Равнобокий треуголь­
ник с основанием и 
вершиной d

1 17 VI | 90 1100 ^ 5  14.2 Квадрат со сторонами <1
1 18 VIII 0 1200 26 4 .3 I Кольцо с диаметрами 

I ,Id  и d
1 19 IX 5 1300 27 4.4 Круг с диаметром d _____
1 20 X 15 1400 28 4.5 Прямоугольный четы­

рехугольник со 
сторонами d и 2dГ 21 1 20 1500 29 4.6 Прямоугольный четы­
рехугольник с основа­
нием d и вершиной 
1,5d.

| 22 

г-*-»

II 25 600 30 I 4.7

1

Рапнобокий треуголь­
ник с основанием и 
«ершиной d.

1 23 III 30 1700 20 14.8 Кдадрат со сторонами и

1 ^
IV ib  1800 21 I 4.9 кольцо с диаметрами 

, Id и d
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25 V 40 1900 22 5.0 Круг с диаметром d.
26 VI 45 2000 23 5.1 Прямоугольный четы­

рехугольник со 
сторонами d и 2d.

27 VII 50 2100 24 5.2 Прямоугольный четы­
рехугольник с основа­
нием d и вершиной 
l,5d.

28 VIII 55 2200 25 5.3 Равнобокий трехуголь­
ник с основанием и 
вершиной d.

29 IX 60 2300 26 5.4 Квадрат со сторонами d.
30 X 65 2400 27 5.5 Кольцо с диаметрами 

1,1 d и d

Указания к решению задач 13.1-13.2.

А. Построить эпюры внутренних силовых факторов 
для заданного криволинейного стержня (рис. 13.1).

Примечания: 1. При расчете криволинейных 
стержней необходимо обратить внимание на следующее:

- сечения стержня имеют ось симметрии;
- стержень изгибается в плоскости и располагается в 

плоскости симметрии;
- внешние силы действуют на стержень в плоскости 

симметрии (рис. 13.2);
- продольная сила направлена вдоль оси N  х, 

перерезывающая сила Q — вдоль оси г, а изгибающий 
момент берется относительно оси у пространственной 
системы координат.

Внутренние силы связаны следующими дифферен­
циальными соотношениями:

Л dM d l i  dO dQ Л dN dNQ = ------= ------- ; N = p —  =  — 0  = - p — = ----- ;
ds pd(p ds p<p ds pep
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Здесь: s -  криволинейная координата; ds = pd<p -  
длина бесконечно малого участка стержня; р — радиус 
кривизны; ф -  угол (рис. 13 3)

II.

1’нс. 13.2.

I г

Рис. 13 4

2. Внешнюю силу Р необходимо разбить на 
горизонтальные и вертикальные составляющие. Затем 
опорные реакции выражают полярные координаты г и 
Ф Далее, задавая значения ф =  0,15°, 30°, 45 и т. Д.
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производят вычисления значения реактивных и 
внутренних сил

При расчетах можно воспользоваться нриблеженной 
J

формулой с = ——, здесь Jy и F момент инерции 
rF

относительно нейтральной оси и площадь поперечного 
ссчсния стержня

Решение
Определяем опорные реакции:

- из уравнения X  = 0 найдем Н в -  0;
Зг

- из уравнения ^ М я =5Яв + М  - 3 P - q -  — = 0

найдем Яд = 2.4 Ю4 Н;
из уравнения J'i \1 л = 5Re + М  — 2Р -  д • 3 3.5 = 0

найдем Rb = >.6 10'* Н;
определение внутренних сил, возникающих на 

участке BD стержня (0 < Х| < 3) На этом участке

Рис. 13 6
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2 *  = *:+ /?«cosfl=0 ; Y,z  = Q'p + Rasinfl; 

--M p  + R*sin^;

здесь (рис. 13.4).

~R a® ~ Кл (г — r ) =  RAr(l-cos<p|).

На криволинейном участке CD ( — £ « , £  — )■
V  4  * 2

= ^  + /?<c o s ^ = 0 ;  X Z = ^  + /?4s in ^ = 0 ;  

X  = ^ r 0  - cos^Jj) + Л/ -  A/^ = o.

На к ри волин ей ном  участке Л С  ( 0 < ^  < — ):



Таблица 13.3.

X. ф N Q м
Х| = 0 0 5,6 I04 Н 0

xi = 1,5 - - 4.275 104 Нм
м 0 -0,6 ю 4 н 6,3 104 Нм

xi = 3 м

-е о II о N'p = -2,4-104 Н Q l =  0 М х =  0<р

£ II t/i о N l = -2,32 104 Н<р Q\  = 0.62-104 М \ =  0,164 104
Н Нм

Ф1 = 30° N \ =  -2,08 104 Н е ; =  1,2 ю* н Л/1 = 0.163 ю4<р '
Нм

Ф1 =  45° N x = -1,7-Ю4 Н<р J Q)p— 1,7-1 о4 н М \ =  1,4-10* Нм<р >
Ф2 = 45° N l = - \ J  104 Н<Р > Q l =  1,7-Ю4 Н М \ =  2,9-104 Нм

ф2 =  60° Л’*= -1.2 Ю4 Н Q l =  2.09 104 М \ =  3.9 104 Нм
Н

Ф2 =  750 ,\'1= -0,6 ю 4 н е ;= 2 ,з 2 - ю 4 М \=  5,06 104
н Нм

Ф2 =  90° N 1 = 0<Р Ql =  2,47-104 M l =  6.3 104 Нм<Р
Н

Значения внутренних сил, вычисленные по 
полученным выше формулам, приведены в табл. 13.3, а 
их эпюры — на рис. 13.5-13.7.

Глава 14. Внсцснтрсннос сжатие и растяжсмнс стсржнсй. 
Растяжение или сжатие с изгибом

Задача 14.1. Чугунный короткий стержень, 
поперечное сечение, которого изображено на рисунках 
данной задачи, сжимается продольной силой Р,
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приложенной в точке А. Требуется n  
наибольшее растягитют,.,. р о̂у/5Тся *) вычислить
напряжения " п “ „  с е ^ Г Г "  С* Има™ «  
напряжения через Р и выразив эти
Допускаемую натузк^’р пои Г СРЫ сечемия: 2> найти 
И ДО||ускаемых напряжениях Г ^ Т Г и П Т
на растяжение |о р|. Д ан „ ые в-1ть и ™  6л и *  |о ' 1 и

Рисунки задачи 14.1.

■ Ш
п
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Таблица 14.1.

№ Схема a в с d K l К ]
M МПа

1 I 1.0 2.0 1.0 3.0 60 20
2 II 1.5 2.5 1 5 3.5 70 21
3 III 2.0 3.0 2.0 4.0 80 22
4 IV 2.5 3.5 2.5 4.5 90 23
5 V 3.0 4.0 3.0 5.0 100 24
6 VI 3.5 4.5 1.0 5.5 110 25
7 VII 4.0 5.0 1.5 6.0 120 26
8 VIII 4.5 5.5 2.0 3.0 130 27
9 IX 5.0 6.0 2.5 3.5 140 28
10 X 5.5 2.0 3.0 4.0 150 29
11 XI 6.0 2.5 1.0 4.5 60 30
12 XII 1.0 3.0 1.5 5.0 70 20
13 XIII 1.5 3.5 2.0 5.5 80 21
14 XIV 2.0 4.0 2.5 6.0 90 22
15 XV 2.5 4.5 3.0 3.0 100 23
16 1 3.0 5.0 1.0 3.5 110 24
17 II 3.5 5.5 1.5 4.0 120 25
18 III 4.0 6.0 2.0 4 5 130 26
19 IV 4.5 2.0 2.5 5.0 140 27
20 V 5.0 2.5 3.0 5.5 150 28
21 VI 5.5 3.0 1.0 6.0 60 29
22 VII 6.0 3.5 1.5 3.0 70 30
23 VITI 1.0 4.0 2.0 3.5 80 20
24 IX 1.5 4.5 2.5 4.0 90 21
25 X 2.0 5.0 3.0 4.5 100 22
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26 X] 2.5 5.5
27 XII 3.0 6.0
28 х ш 3.5 2.0
29 XIV 4.0 2.5
30 XV 4.5 3.5

1.0 5.0 110 23 I
1.5 5.5 120 24
2.0 6.0 130 25
2.5 3.0 140 26
3.0 | 3.5 150 27

Указания к решению задачи 14 I
А. Полоса толщины t =  10 мм растягивается силой Р

-  50 кН с эксцентриситетом е - ~  (рис. 14 1) 

ШИРИНУ Ь при ДопУскаемом напряжении [о|

Решение
Условие прочности при внецентренном растяжении:
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В данном случае

h  b : _ Ь 
Yp =  0. * , = ^ .  2 = - .  * , - j 2

Получаем

Откуда

2Ь(

5 Г А > --------= 7,8см
” 2 / И

Б Определить допускаемую глубину х выреза в 
полосе сечения 60x10 мм, растягиваемой по оси силой 3 
=  15 кН Допускаемое напряжение принять равным \ с \  
=  120 МПа. Конуситраиией напряжений пренебречь

(рис. 14.2).

Изгибающий момент в ослабленном сечении 

и . И .  Плошадь и момент сопротивлении в

г- _  _  W  -  fослабленном сечении F =  (Ь — x)t, -  ^



Наибольшие напряжения в ослабленном сечении 
приравняются допускаемому:

Р м  Р+ —  = ----------+ = [<т], х = 23,5 мм.
F W ( Ь -  х)( ( b - x f t

В. На кормке стальной полосы, работающей на 
растяжение, появилась трещина (рис. 14.3). Чтобы 
трещина не распространялась, на се место была 
оыфрезерована галтель. Найти, насколько увеличилось 
от этого напряжение в полосе. Размеры сечения полосы: 
b =  100мм, t = 8 мм, глубина галтели а =  10 мм, 
растягивающая сила Р = 50 кН. Концентрацией 
напряжений можно пренебречь.



Решение
Напряжение в неослабленном сечении с  =  75 МПа. 

В ослабленном сечении полосы с галтелью нагрузка

передается с эксцентриситетом е = ~  = 0,5см. Имеем

растяжение с изгибом; о = 111 МПа, следовательно.

напряжение увеличилось — —-----100 = 48% .

Глава 15. Изгиб с кручением

Задача 15.1. На рис. изображена в аксонометрии ось 
ломанного стержня круглого поперечного сечения, 
расположенная в горизоггпшьной плоскости и имеющая 
прямые углы в точках Л и В. На стержень действует 
вертикальная нагрузка Требуется: I) построить 
отдельно (в аксонометрии) эпюры изшбающих и 
крутящих моментов; 2) установить опасное сечение и 
найти для него расчетный момент по четвертой теории 
прочности. Данные взять из табл. 15.1.

Рисушш задачи 15.1.
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Таблица 15.1,

№ Схема а № Схема а № Схема а
1 I 0.6 11 I 1.1 21 I 1.2
2 II 0.7 12 II 1.2 22 II 1.3
3 III 0.8 13 III 1.3 23 III 1.4
4 IV 0.9 14 IV 1.4 24 IV 1.5
5 V 1.0 15 V 1.5 25 V 0.6
6 VI 1.1 16 VI 0.6 26 VI 0.7
7 VII 1.2 17 VII 0.7 27 VII 0.8
8 VIII 1.3 18 VIII 0.8 28 VIII 0.9
9 IX 1.4 19 IX 0.9 29 IX 1.0
10 X 1.5 20 X 1.0 30 X 1.1

Задача 15.2. шкив с диаметром D| и с углом наклона 
ветвей ремня к горизонту оц делает п оборотов в минуту 
и передает мощность N кВт. Два других шкива имеют 
одинаковый диаметр 1)г и одинаковые углы наклона 
ветвей ремня к горизонту oti и каждый из них передает 

N
мощность — . Требуется: I) определить моменты,

приложенные к шкивам, по заданным N и п; 2) 
построить эпюру крутящих моментов Мкр; 3) 
определить окружные усилия t| и (2- действующие на 
шкивы, по найденным моментам и заданным 
диаметрам шкивов D| и D2; 4) определить давления на 
вал принимая их равным трем окружным усилиям; 5) 
определить силы, изгибающие вал в горизонтальной и 
вертикальной плоскостях (вес шкивов и вала не 
учитывать); 6) построить эпюры изгибающих моментов 
от горизонтальных сил Мгор и от вертикальных сил 
Мверт; 7) построить эпюру суммарных изгибающих

моментов, пользуясь формулой А/лу, = + M]trm
(для каждого поперечного сечения вала имеется своя
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плоскость действия суммарною изгибающею момента, 
но для круглого сечения можно совместить плоскости 
М изг для всех поперечных сечений и построить 
суммарную эпюру в плоскости чертежа; при построении 
эпюры надо учссть, что для некоторых участков вала 
она не будет прямолинейной); 8) при помощи эпюр М кр 
(см. п 2) и Мизг (см.п. 7) найти опасное сечение и 
определить максимальный расчетный момент (по 
третьей теории прочности); 9) подобрать диаметр вала d 
при [а] — 70 МПа и округлить его значение. Данные 
взять из табл. 15.2.

’исунки задачи 15.2.
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Таблица 15.2.

№ Схема N, n, a в c D, d 2 | ✓v°1*1 a °

к В т oo
MUH M град

1 I 10 100 0.5 0.6 0.7 1.1 i . i U
10

0

9 II 15 200 0.6 0.7 0.8 1.2 1.2 10

III 20 300 0.7 0.8 0.9 1.3 1.3 20 20

4 IV
V

25 400 0.8 0.9 10 1.4 1.4 30 30

5 I 30 500 0.9 1.0 1.1 1.5 1.5 40 40
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6 VI 35 600 1.0 11 1.2 1.6 1.6 50 50
7 VII 40 700 1.1 1.2 1.3 1.7 1.7 60 60
8 VIII 45 800 1.2 1.3 1.4 1.8 1.8 70 70
9 IX 50 900 1.3 1.4 1.5 1.9 1.9 80 80
10 X 55 100 1.4 1.5 1.6 1.1 1.1 90 90
11 I 60 200 1.5 1.6 1.7 1.2 1.2 0 0
12 II 65 300 1.6 1.7 1.8 1.3 1.3 10 10
13 III 70 400 1.7 1.8 1.9 1.4 1.4 20 20
14 IV 75 500 1.8 1.9 0.5 1.5 1.5 30 30
15 V 80 600 1.9 0.5 0.6 1.6 1.6 40 40
16 VI 85 700 0.5 0.6 0.7 1.7 1.7 50 50
17 VII 90 800 0.6 0.7 0.8 1.8 1.8 60 60
18 VIII 95 900 0.7 0.8 0.9 1.9 1.9 70 70
19 IX 100 100 0.8 0.9 1.0 1.1 1 1 80 80
20 X 10 200 0.9 1.0 1.1 1.2 1.2 90 90
21 1 15 300 1.0 I I 1.2 1.3 1.3 0 0
22 11 20 400 1.1 1.2 1.3 1.4 1.4 10 10
23 III 25 500 1.2 1.3 1.4 1.5 1.5 20 20
24 IV 30 600 1.3 1.4 1.5 1.6 1.6 30 30
25 V 35 700 1.4 1.5 1.6 1.7 1.7 40 40
26 VI 40 800 1.5 1.6 1.7 1.8 1.8 50 50
27 VII 45 900 1.6 1.7 1.8 1.9 1.9 60 60
28 VIII 50 100 1.7 1 8 1.9 1.1 1.1 70 70
29 IX 55 200 1.8 1.9 0.5 1.2 1.2 80 80
30 X 60 300 1.9 0.5 0 6 1.3 13 90 90

Задача 15.3. На круглый сплошной плл,

оприаюшийся на два подшипника и делающий п—— ,
мин

посажены три п/к ива диаметром D |. D?, D 3 см 
имеющий пес Q[. Q2, Q\ кг. Ведущий шкип D| и D3, 
передающим мощность N 2 и N 3 к отдельным 
механизмам. Углы наклона ветвей ременных передач (ц, 
« 2- «з отсчитываются от вертикальной оси Z против 
часовой стсрлки. Расстояния между центрами шкивов и 
подшипников, соответственно равны а. Ь, с, с,
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откладывается на схеме слева на право по оси вала В 
схемах вала цифрамаи обозначены номера шкивов, а 
буквой «-П» - подшипники (табл. 15.3.). определить 
диаметр вала по третьей теории прочности при 
допускаемом напряжении [о] с модулем сдвш а

н
G = 8  Ю10 — . Данные взять из табл. 15 3 

м

Указания к решению задач 15 1-15.3.
00

Дано: Схема — П21ПЗ. п = 3 6 0 — , N 2 = 30 л. С., N 3
м

=  40 л С , Di =  45 см, D 2 = 63 см. D3 = 90 см, Qi = 
420 Н, Q2 = 580 Н, Q3 = 880 Н, щ = 30°, о2 =  315°. а ;  = 
150°, a =  24 см. b =  70 см. с = 84 см. е = 38 см,

[сг] = 108- ^  (рис. 15.1).
м*

Решение
1) Мощность на ведущем шкиве D| равна

N, = N 2 + N 3 = 30 + 40 = 70 л.с.

2) Вычерчиваем в заданном масштабе схему вала и 
отдельно шкивы D |, D 2 и D-» с ветвями ременных 
передач и силами натяжения, а также изгибающими 
силами и силами псса. приложенными к центру вала 
(рис. 15.2-15.4). на шкивах через центр пала проводятся 
оси координат Y и Z, соответственно направленные 
влево и вертикально вверх. Крутящий момент на 
ведущем шкиве D | направляется против часовой 
стрелки, а на ведомых шкивах D 2 и D3 — п0 часовой 
стрелке.
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Рис. 15.3. Рис. 15.4.

3) Определяем крутящие моменты Мк, приложенные 
к шкивам:

Рис 152

М К1 = 716 , 2 = 7 1 6 ,2 -^ -  = 1393Нм ; 
п  360

Л/ = 7 ! 6 . 2 ^ -  = 716,2—  = 5 9 1  Н м  ; 
п  360
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/V 70
А/ = 716,2—1 = 716,2——- = 196Нм 

м  п 360

При равномерном вращении вала крутящий момент 
Mki на ведущем шкиве уравнивается крутящими 
моментами Мк.2 и Мкз иа ведомых шкивах, то есть

M bi = Мб2 М бз = 597 + 796 = 1393 Нм.

4) Строим эпюру кру|яш их моментов. Проводим 
сечения на участках а, Ь, с, е. вала и составляем 
уравнения Мк:

- в сечение I М \  = 0;

- в сечение II М " = Мб2 =  597 Нм;

- п ссченис III М —-М бз —М б : — M bi= -796 Нм 
Построенная эпюра имеет форму двух

прямоуюльииков (рис. 15.5).

Рис. 15.5 .
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5) Определяем изгибающие силы Р, действующие на 
вал в сечениях посадки шкивов:

р  = 3, = ^ I I I  = 6 1396 = 18560#; 
1 1 Ц  0,45

/> = 3 / , = ^  = ^  = 5680Я: 
А  0,63

/>1= 3 ,  = 6Л̂ = 9̂6 = 5300Я.
Д  0,90

6) Определяем нагрузки, изгибающие вал в 
вертикальной плоскости:

V, =  P,cos(X| -  Q, = 18560 0,866 -  420 = 15650 Н;

V2 = P2cosa2 -  Q2 = 5680 0,707 -  580 = 3430 H;

V3 = P3cosa3 -  Q3 =  5300 (-0,866) -  880 = -5470 H;

7) Определяем нагрузки, изгибающие вал в 
горизонтальной плоскости:

Н, = Pisinai = 18560 0,5 =  9280 Н:

Н2 = P2sina2 =  5680 (-0,707) = -4010 Н;

Н3 = P3sina3 = 5300 0,5 = 2650 Н;
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Рис. 15.6.

8) Строим зпюру изгибающих моментов Му от 
нагрузки V. действующих в вертикальной плоскости. 
Вертикальные нагрузки вызывают в „«ш ш пникзх
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вертикальные реакции Az, Bz, величина которых 
определяется, как для простой балки, лежащей на двух 
шарнирных опорах. Положительные нагрузки V, 
изгибающие ван, направляются вверх, отрицательные — 
вниз. Используя уравнения статики, определяем 
опорные реакции: Az =  -11520 Н, Bz =  -2090 Н, Ау =  - 
340 Н, Ву = -7580 Н.

Эпюры изгибающих моментов Mz и Му приведены 
на рис. 15.6, а и б.

9) Определяем суммарные изгибающие моменты для 
отдельных сечений вала и сторим эпюры суммарнах

изгибающих моментов по формуле Ми -  у]М 2 + ЛZ’,,,,, :
- в сечении х = 0,24 м

М„ = у] М1ОР + M ir  = V275652 + 8 2 2 = 2766 Нм\

- в сечении х =  0,94 м

Л/„ = + м ;„г = л/284282 +31302 = 8990Нм;

- в сечении х = 0,78 м

М„ = + Ml, Г = >/2074’ + 1007-’ = 23 ЮНм:

Эпюра суммарных изгибающих моментов (рис 15.6, 
д) условно строится в плоскости чертежа и имеет в 
средней части криволинейное очертание.

Опасным сечением вала, установленным по эпюрам 
суммарных изгибающих и крутящих моментов, является 
сечение по середине шкива D | в котором действует 
наибольший изгибающий момент М| =  8990 Нм и 
крутящий момент Мк =  796 Нм

10) Вычисляем расчетный момент по третьей теории 
прочности
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ит  =  4 к  * Hi =  ' / 8 ', 9 ° i +  7 9 6 >  '  ш5"'

1) Определяем необходимый диаметр вала

' ■ ч
32Л/,.Ш _

п \а \  '

32 9025
-----  _ О ”

3,14 108

округляя диаметр вала до блиясайшего стандартною

РаТ 2Г в Г и с л я Ме Г у ? д : '^РУНивания вала на ^астк ах  
а b с. е, и строим эпюру углов закручивания. >гл 
закручивания определяются по формуле:

<Р = GJP

где 1 -  длина участка, JP -  полярные инерпии.
Для сплошного круглого сечения вала полярный

момент инерпии

_ т1̂ _ _ ЗЛ 4 10000 _ оя 1 
J " 32 32

На участке а крутящий момент М =о,
следовательно, угол закручивание ФдЕ -  о .

На участке b крутящий момент N 1 ,- 5 9 .Нм

закручивания фЕк = 0.00053 рад. ^  Нм
11а участках с и е крутящий момеш М к 

Угол закручивания этих участков ФЕк = -0 00123 рал
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В соответствии с эпюрой крутящих моментов угол 
закручивания отрицательный. Для построения эпюры 
<р крайнее левой сечение вала принимается за 
неподвижное, например, сечение А . На участке ЛЕ 
скручивание вала не происходит, так как угол фек = О 
Сечение к поворачивается по отношению к сечению Е 
на угол (фек = 0.00053 рад . При положительном 
значении угла фек, его ордината откладывается в 
сечении к вверху от оси эпюры. Угол поворота сечения 
L по отношению к сечению А равен алгебраической 
сумме углов закручивания на участке вала

9a l  — Ф е к  9K L  = 0-00053 - 0.00123 = -0 00070 рад .

Учитывая отрицательное значение угла ф ^ ,  его 
ордината откладывается в сечении L вниз от оси эпюры. 
Соединяя полученные точки прямыми линиями, 
получают эпюру углов закручивания ф (рис. 15.6, д). 
Угол закручивания фдь в зависимости от знаков эпюры 
крутящих моментов, может быть положительным, 
отрицательным и, в частном случае равным нулю. При 
отсутствии крутящего момента, сечения вала на 
последнем участке поворачивается на угол, равный углу 
поворота поперечного сечения 'предыдущего участка.

13) Определяем наибольший относительный угол 
закручивания вала и проверяем его жесткость. Угон 
закручивания, приходящийся на длины вала, 
вычисляется по наибольшему крутящему моменту 
эпюры М к. При допускаемом относительном угле 
закручивания в градусах на один метр длины вала 
условие жесткости имеет вид

в = т м ША̂ т
/It'd ..

< [* ],
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где [0] - допускаемый угол закручивания 0.5° на 
один метр длины вала.

Подставляя значения, получаем

.  1 8 0 A W 1 0 0  _  180 - 796-10 5 = g„ 
tlGJp 3,14-8-10’ -981

на один метр.

Следовательно, условие жестокости вала 
выполняется.

Глава 16. Устойчивость сжатых 
стержней

Задача 161. Стальной стержень длиной II — 
сжимается силой Р. Требуется: 1) найти размеры 
поперечного сечения при допускаемом напряжении на 
простое сжатие [о] =  160 МПа (расчет производить 
последовательными приближениями, предварительно 
задавшись коэффициентом (р =  0,5); 2) найти 
критическую силу и коэффициент запаса устойчивости. 
Данные взять из табл. 16.1.

Таблица 16.1.

№ Р,
кН

L,
м

Схема
закрепления

концов
стержня

Форма сечения стержня

2
3
4
5
6

100
150
200
250
300
350

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

\ I
а------►»- i t

~ х 1 / / / / / * 1 / 1 1  /
[/ О  1 / /  /  /  / и  | / \  H r

! 1
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9
10 
11 
12

200
250
300
350
400
450

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6

Л1

* !1 ! /  / 
l i t  

/ / / / / .♦

l.5«

•п
13
14
15
16
17
18

300
350
400
450
500
550

2.5
2.6
2.7
2.8 
2.8 
3.0

VIII

i / / п  i
2i ( \ i  К Л 4

f ' : ! i. '

19
20 
21 
22
23
24

200
250
300
350
400
450

2.6
2.7
2.8 
2.8
3.0
3.1

IV

. / / / / /  /  /  /  /

25
26
27
28
29
30

500
550
600
650
700
750

2.9
3.0
3.1
3.2
3.3
3.4 
Д

0 . 2,1

Задача 16.2. Проверить на устойчивость стойки, 
показанные на рисунке. Данные взять из табл. 16.2.



Рисунки задачи 16.2.
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Таблица 1 6 .2 .

№ Схема PkH L, м № Схема PkH L, м
1 I 100 0.5 16 I 100 0.7
2 II 150 0.6 17 II 150 0.8
3 III 200 0.7 18 III 200 0.9
4 IV 250 0.8 19 IV 250 1.0
5 V 300 0.9 20 V 300 1.1
6 VI 350 1.0 21 VI 350 1.2
7 I 400 1.1 22 I 400 1.3
8 II 450 1.2 23 II 450 1.4
9 III 500 1.3 24 III 500 1.5
10 IV 550 1.4 25 IV 550 0.5
11 V 600 1.5 26 V 600 0.6
12 VI 650 0.5 27 VI 650 0.7
13 I 700 0.6 28 I 700 0.8
14 II 750 0.7 29 II 750 0.7
15 III 800 0.8 30 III 800 0.8

Указания к решению задач 16.1-16.2.

А. Для колонны, изображенной на рис. 16.1, 
определить допускаемое значение силы Р. Материал 
колонны сталь СтЗ, требуемый коэффициент запаса 
устойчивости [пу] — 3.

Решение. Допускаемое значение силы F найдем из 
расчета колонны на устойчивость.

Предельное значение гибкости для материала 
ко. онны (для стали СтЗ) А,пред — ЮО.

Определим гибкость колонны

imm
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где

Рис. 16.

/ = i — j I"1" _ l ^ _ n  _  /1 „2

= - f \  + c-' -7  120 I f 100
1 +  -

U 2 0 j
: 2>9,2m m

В данном случае любая центральная ось является 
главной и все центральные моменты инерции равны 
между собой.

Подставляя числовые значения, получаем

я =  0 ,7 .7 0 0 °

3 9 ,2
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Так как гибкость колонны оказалось больше 
предельной гибкости, критическую силу вычислим по 
формуле Эйлера:

(0,7 • 70000)5
= 4,36 ■ 10 Я  = 436АЯ,

где

г 4, ЗД41204
"" "<Й~( )=  6 4 ~ 1 -

100^
. 120 ;

= 5 3 0-104* * 4.

Тогда

Р 436 
[jP] = = ——- = 145,3&Я.

К ]  з

Б. Определить допускаемое значение силы Р для 
кронштейна из хромомолибденовой стали (рис. 16.2, а).

Дано: а Пц = 5 4 0 - ^ т ; Е =  2,1-Ю5- ^ ;  а т =600 Н
мм" м м 2 ’ м м 2

[п] =  2,5 — для растянутого стержня; [пу] =  4 — для 
сжатого стержня.

Решение
Вырезая узел В и рассматривая его равновесие, 

определяем силы в стержнях АВ и ВС (рис. 1636):

] Г у  = 0 ,  - F N Bc  sin 30° -  0, N BC =  2Р;

^ и -  0 ,  -  N a b  + N b c  c o s  30° =  0, N a b  =  1,73P .
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Рис. 16.2.

v

/V

/VK

Рис.16.3.

Определим [Р] из условия прочности стержня АВ

= = = 0 ,865^- <[<т],
° лв Fab 2 - 2  b Ь-
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P - b 2[a]
0,865

Допускаемое напряжение

[а] = —  = = 240— .
[и] 2,5 лш 2

Подставляя числовые значения, получаем

102 - "МО [Р] = = 27,ЪкН.
1 0,865

Определим допускаемое значение силы Р из условия 
устойчивости стержня ВС.

Предельная гибкость для заданного материала

Откуда

Ди/жй

Гибкость стержня

к -Е /3,142 -2,1-105

° ,щ V 540
= 62.

. fdBC . , АС 100
Л = “ -, где ц =  1, 1ВС = . = — = 200лш,

/ sin 30 0,5mm 7

J ' I 2 b ' b T =  0,29b = 0 ,29x  10 = 2 , 9 m m .
A V12■2b 

Подставляя числовые значения, получаем
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Я = ^  = 69.
2,9

Так как гибкость стержня больше предельной 
гибкости, то критическую силу вычисляем по формуле 
Эйлера:

[ N  г . ] =  (— J ^  =  ^1 =  2 1,6кН.
М  4

Но

[NBC] = 2[Р]уст.

Откуда

2[Р]Уст= ~[Л^Л ] = ~  21,6 = 10,8кЯ .

Допускаемое значение силы F должно быть принято 
из условия устойчивости стержня ВС, то есть 10,8 кН.

В. Проверить на устойчивость сжатую стойку 
трубчатого из хромомолибденной стали (рис. 16.4).

Дано: Р = 150кН; опц = 540 МПа; Е = 2,15 105; 
[пу] =  3,5.

Решение
Определяем предельную гибкость для материала 

стойки:

Е . /2,15 ■ 105 -106

ЯПР‘"Д _3,14V 540-106 ~ 63'

Для определения гибкости стойки вычисляем

287



момент инерции ее поперечного сечения (в данном 
случае любая центральная ось главная и все 
центральные моменты инерции равны между собой):

г _ 7 _ ^ 4 л '„4\ ЗД4-762 1 -
^64 V 

76 J 81,4 10~8.w4

Рис. 16.4. 

Затем площадь сечения:

nd 3,14 -762

И радиус его инерции

1 -
64
76.

= 1319лш3

; . =,•= 81,4 104Amin 1 л / ------- — t -----------------=
1319

2 4 ,8 л ш .
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Коэффициент приведения длины ц = 0,7. 
Гибкость стойки

Так как гибкость стойки больше предельной (А. > 
^ПРЕд). то критическую силу определяем по формуле 
Эйлера:

Определяем коэффициент запаса устойчивости и 
сравниваем с заданным:

В. Для заданной стойки двутаврного поперечного 
сечения (рис. 16.5) определить допускаемое значение 
сжимающей силы. Материалы стойки — сталь стЗ, 
коэффициент запаса устойчивости [пу] =  2.0. Выяснить, 
как измениться допускаемая нагрузка, если длина 
стойки уменьшить вдвое.

u l
Решение. Определяем гибкость стойки Л = -— .

Коэффициент приведения длины jj. =  0,5; imjn =  iy =  
2,63 см;

3,142 • 2,15 ТО5 • 106 ■ 81,4 ■ 18~8 
(0.7 2.5)’

= 564ТО3Я  = 564кН .

min
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О 5 ■ 7 9 • 103 
Л = — Ш ~ 137.

26,3

Для стали СтЗ ?1Пред = 100, следовательно, А->^пруд и 
формула Эйлера применима.

Определяем допускаемое значение сжимающей 
силы:

[/> ]- Ркр _ 7г2/Г'/ п„„ = 3,142 • 2,0 ■ 105 ■ 10б • 260 ■ 10~8 _
К ]  [nyW f  2(0,5 ■ 7,2)2 “

= 198 ■ 103Н -  198 кН

Где принято Е = 2,0 • 105 МПа,
Jmin Jy = 260 СМ4.

*

[L
№ 24а

- -  v

Рис. 16.5.

При уменьшении длины стойки вдвое критическая 
сила возрастает не в четыре раза, как можно было бы
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ожидать, исходя из формулы Эйлера, а меньше.
Гибкость укороченной стойки = 68,5, то есть 

меньше предельной, и формула Эйлера неприменима. 
Определяем допускаемую нагрузку

ГР1_ ^ /  _ ( y - b \ ) F  
К] К]

= ( 3 1 0 - 1 . 1 4 . б а д - 10‘ . 3 7 4 . | ( И =
2

Таким образом, критическая сила возросла лишь в 
2,29 раза. Этот пример подтверждает, что использование 
формулы Эйлера в области ее неприменимости 
приводит к завышенному значению критическую, а 
значит, и допускаемой нагрузки.

Глава 17. Динамические силы. Упругие колебания

Задача 17.1. на двух балках двутаврового сечения ус­
тановлен двигатель весом Q, делающий п оборотов в 
минуту. Центробежная сила инерции, возникающая 
вследствие неуравновешенности вращающихся частей 
двигателя, равна Н. Собственный вес балок и силы со­
противления можно не учитывать. Требуется найти: 1) 
частоту собственных колебаний о  0; 2) частоту измене­
ния возмущающей силы со; 3) коэффициент нарастания

колебаний (5 = — —— (если коэффициент (3, определяе­

мы по этой формуле окажется отрицательным, то в 
дальнейшем расчете следует учитывать его абсолютную 
величину); 4) динамический коэффициент кд = 1 +
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fit н
f o ^ ~ l + Q ^ ; ^  наибольшее нормальное напряже­

ние в балках ад = кдаСт- Данные взять из табл. 17.1. 

Рисунки задачи 17.1.

/ и о

П)
п
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LX ^
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=rr

—►

Таблица 17.1.

№ Схема Дву­
тавр

0 H n a b с 1
kH об

мин
1 I 16 11 1.1 400 1.1 0.1 0.9 0.8
2 II 18 12 1.2 450 1.2 1.1 1.0 0.9
3 III 20a 13 1.3 500 1.3 1.2 1.1 1.0
4 IV 02 14 1.4 550 1.4 1.3 1.2 1.1
5 V 22a 15 1.5 600 1.5 1.4 1.3 1.2
6 VI 22 16 1.6 650 1.6 1.5 0.9 0.8
7 VII 24a 17 1.7 700 1,7 0.1 1.0 0.9
8 VIII 24 18 1.8 750 1.8 1.1 1.1 1.0
9 IX 27a 19 1.9 800 1.9 1.2 1.2 1.1
10 X 27 20 2.0 850 2.0 1.3 1.3 1.2
11 I 16 11 1.1 900 1.1 1.4 0.9 0.8
12 II 18 12 1.2 950 1.2 1.5 1.0 0.9
13 III 20a 13 1.3 1000 1.3 0.1 1.1 1.0
14 IV 02 14 1.4 400 1.4 1.1 1.2 1.1
15 V 22a 15 1.5 450 1.5 1.2 1.3 1.2
16 VI 22 16 1.6 500 1.6 1.3 0.9 0.8
17 VII 24a 17 1.7 550 1.7 1.4 1.0 0.9
18 VIII 24 18 1.8 600 1.8 1.5 1.1 1.0
19 IX 27a 19 1.9 650 1.9 0.1 1.2 1.1
20 X 27 20 2.0 700 2.0 1.1 1.3 1.2
21 I 16 11 1.1 750 1.1 1.2 0.9 0.8
22 II 18 12 1.2 800 1.2 1.3 1.0 0.9
23 III 20a 13 1.3 850 1.3 1.4 1.1 1.0
24 IV 20 14 1.4 900 1.4 1.5 1.2 1.1
25 V 22a 15 1.5 950 1.5 0.1 1.3 1.2
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26 VI 22 16 1.6 1000 1.6 1.1 0.9 0.8
27 VII 24а 17 1.7 400 1.7 1.2 1.0 0.9
28 VIII 24 18 1.8 450 1.8 1.3 1.1 1.0
29 IX 27а 19 1.9 500 1.9 1.4 1.2 1.1
30 X 27 20 2.0 550 2.0 1.5 1.3 1.2

Задача 17.2. Валик и жестко соединенный с ним ло­
маный стержень того же поперечного сечения вращают­
ся с постоянной угловой скоростью со вокруг оси АВ. 
Требуется: 1) построить эпюру изгибающих моментов от 
сил инерции, возникающих на вертикальном CD и го­
ризонтальном DE участках ломаного стержня; силы 
инерции самого валика можно не учитывать (при изо­
браженном на рис. Положение ломаного стержня силы 
инерции складываются с силами собственного веса, но 
последними ввиду их незначительности при построении 
эпюры М можно пренебречь); 2) найти допускаемое 
число оборотов валика в минуту при допускаемом на-

кН
пряжении [а] =  160 МПа и у =  78—г-. Данные взять из

м
табл. 17.2.

Указания. Для упрощения вычислений рекомендует­
ся производить их сначала в общем виде, обозначив ин­
тенсивность сил инерции на горизонтальном участке 
через q. Равнодействующие силы инерции на горизон­
тальном и вертикальном участках, опорные реакции, 
ординаты эпюры М надо выразить через q и 1.
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Рисунки задачи 17.2.
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Таблица 17.2.

№ Схема а b с d № Схема а b с d
м м

1 I 0.10 0.1 0.5 0.1 16 II 0.10 0.1 0.5 0.1
2 II 0.15 0.2 0.6 0.2 17 I 0.15 0.2 0.6 0.2
3 III 0.20 0.3 0.7 03 18 II 0.20 0.3 0.7 03
4 IV 0.25 0.4 0.8 0.4 19 III 0.25 0.4 0.8 0.4.
5 V 0.30 0.5 0.9 0.5 20 IV 0.30 0.5 0.9 0.5
6 VI 0.35 0.6 1.0 0.6 21 V 0.35 0.6 1.0 0.6
7 VII 0.40 0.7 0.5 0.7 22 VI 0.40 0.7 0.5 0.7
8 VIII 0.45 0.8 0.6 0.8 23 VII 0.45 0.8 0.6 0.8
9 IX 0.50 0.9 0.7 0.9 24 VIII 0.50 0.9 0.7 0.9
10 X 0.55 1.0 0.8 1.0 25 IX 0.55 1.0 0.8 1.0
11 XI 0.60 0.6 0.9 0.6 26 X 0.60 0.6 0.9 0.6
12 XII 0.10 0.7 1.0 0.7 27 XI 0.10 0.7 1.0 0.7
13 XIII 0.15 0.8 0.8 0.8 28 XII 0.15 0.8 0.8 0.8
14 XIV 0.20 0.9 0.9 0.9 29 XIII 0.20 0.9 0.9 0.9
15 XV 0.25 1.0 1.0 1.0 30 XIV 0.25 1.0 1.0 1.0

Указания к решению задач 17.1-17.2.

А. Призматической стержень длиной 1 несет два гру­
за весом Qi и СЬ и движется равноускоренно верти­
кально вверх, проходя за первые t секунд путь S (рис. 
17.1). Определить необходимую площадь F поперечного 
сечения стержня и его динамическое удлинение, если 
удельный вес материала стержня у, модуль продольной 
упругости Е и допускаемое напряжение на растяжение 
[о ] .

Р еш ен и е

Наибольшая статическая продольная сила в верхнем 
сечении стержня

Мах N =  Qi + Q2 + yFI.

297



I Q ,

] Q ,

Рис. 17.1.

Наибольшее статическое нормальное напряжение

Так как ускорение заданного движения а  =  Щ- на­

правлено вертикально вверх, то динамический коэффи-

/ 1кд = 1 +  - .  
g

298



Максимальное динамическое напряжение

По условной прочности,

шаход = кд ш аха < [а ],

или

max а  =

Отсюда необходимая площадь поперечного сечения 
стержня

Удлинение стержня площадью поперечного сечения 
F при статическом действии сил

Динамическое удлинение стержня А1д = кдА1.
Б. К  грузу Q =  1 кН, укрепленному на конце приз­

матического стержня длиной 1 =  1 м и площадью попе­
речного сечения F =  1 см2, подвешен груз Qi =  20 Н, 
который вращается на плече р =  8 см, с частотой
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n—2400 ------(рис. 17.2, а), модуль продольной упругости
мин

материала стержня Е =  2 105 МПа.
Определить амплитуду вынужденных колебаний гру­

за, не учитывая массу стержня и сил сопротивления.

/

Рис. 17.2.

Решение
Так как линейное перемещение (удлинение) точки 

подвеса груза при статическом действии силы Q в на­
правлении колебания
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$  =  Q L  = ____ M ° 3 ' L  =  — — M  = 0,005CM .
EF 2-10" 110 2-10

To круговая частота свободных продольных колеба­
ний:

^  = д/9,81-2-104 -  443—.со
5

При вращении неуравновешенного груза Qi возни­

кает центробежная сила Ро — — в $ р ,  составляющая ко-
g

торой в направлении колебаний будет гармонически 
возмущающей силой (рис. 17.2,6) Рв = Posincot, вызы­
вающей вынужденые колебания.

Угловая скорость вращения груза Qi является круго­
вой частотой вынужденных колебаний и равна

лп к -2400 Л(О -  —  = ---------- = 2Ь1—
0 30 30 с

Возмущающая сила имеет максимальное значение

р  = 0 - 0 ?  п = 20-2512 8 10— = 10300#  = 10,ЗЛЯ.
П  g  оР 9,81

От статического действия силы Ро в направлении 
колебания удлинение стержня

_ Ц _ = 10300 -1—  = 52 -! 0~5 = 0,52см 
EF 2-10" 1 10"

Так как коэффициент нарастания колебаний
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То амплитуда вынужденных колебаний системы 
приобретает значение

А=р50= 1,47 0,052=0,08 см.

В. Определить частоту и период колебаний груза 
массы m =  500 кг, расположенного на балке двутаврово­
го сечения; 20 а (рис. 17,3), без учета и с учетом массы 
балки. Длина балки 1 =  4м, Е =  21 0 5 МПа.

Решение 
Случай а):

3 EJ- жесткость с =

- период Т = —  = 0,322.
со

Приведенная масса балки

Здесь т о  =  22,7 кг — масса одного метра балки. Час­
тота с учетом массы балки



Период

Случай б):

Т" = - ^ -  = 0,329с. 
19,10

48 EJ
жесткость с -----

48EJ П41
- частота (0 - л \— л—  /о,ич .

V ml с

- период Т =  0,0805 с. 

Приведенная масса балки

тпр = 1 1  maW K e,< o  = 74' 817 Г = 0 '084035 \ [ ( т  + т  )1 J с



Ц ____ / ..... ^
----------------1

1 '  J
9 9  ..... *

ш ш ш

в) т

/ т

Рис. 17.3.

Случай в)

- жесткость с = 192 EJ  
13

192 EJ  . . , 1
-частота со = Л----- г— =156,1—;

V m l с
- период Т=2/156,1 =  43 с.

13Приведенная масса балки тпр = —  т01 = 33,7кг,

со
48 EJ

Кт + тпР)1
= 1 5 1 -, Т' =  0,0416с.

Г. Определить частоты собственных линейных и уг­
ловых колебаний диска диаметра D =  0,36м и массы m 
=  15 кг, приклеено к концу консоли длины 1 = 0,5 м.



жесткоть EJ =  0,5 кН м2. массой консоли пренебречь 
(рис. 17.4).

Решение
Уравнения движения системы

-  8ф<р - 1 т ф  “  5ф ХП1Х ф, - 5Хф - § х р  J т ф  ”  8ххП 1Х  X, 

Соответствующее уравнение частот

(5фф5хх -  8^ )rnJmco4 -  б^Дхх +6ххШ) ш2 +  1 =  0.

E J т

1

D

1

Рис. 17.4.

{  Л . /

/

Рис. 17.5.

Учитывая, что



И введя обозначения

.2/2
z  -

marl
EJ ’ 

Получаем

0,00135z2 -  0,2z + 1 = 0 .  

Корни этого уравнения:

Z] =  5,18, Z2 =  142,9.

Частоты

E/z, 1 /£Jz,
- 26,31с ' у т1* '

Д. Д иск массы ш =  5 кг и с моментом инерции 
Jm= 0 ,l кг • м2 жестко укреплен на стальной раме в узеле
С. Определить частоты свободных линейных и угловых 
колебаний диска. Стержни рамы круглого сечения диа­
метра d =  1 см, 1 =  1 м. Исследовать формы колебаний 
Е =  2 ■ 105 М Па (рис. 17.5).

Решение
Уравнения движения

- 5Ф<Р Jm(p - 8фЧт х —ф, - 8Х(р - 5Хф 1тФ - 8ххт х —х,

Решение ищем в виде

ф =  A] cos cot, х =  А2 cos cot.

После подстановки получаем
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( -  Sqxp Jm(02 - 1 )  Ai +  5<pX mco A2 =  0,

Sx<p Jm «о2 A) + (8XX mco2 -  1)A2 =  0. 

Уравнение частот 

(5ФФ§хх -  <5l)mJmco4 -  (Ŝ ipJm - 5xxm)co2 + 1 = 0 .

В данном случае 

I
8  =

12
, 8  = 8  -  ■

3EJ *  xf 3EJ
2 12 

3 EJ

Где

J
nd
~64

- момент инерции сечения рамы. 
Приняв обозначения

.2; 2m arl 
3 EJ

■ = z

Представим уравнение частот в виде

Л,
т

1 +L l
m l2

z +1 = 0,

или

0,2z2 -  2,02z + 1 = 0 .  

Корни этого уравнения:
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Частоты

Zi =  0 ,4 9 7 5 , z 2 =  100.

l3EJz.4=v*̂
Первая частота

щ = 5 ,4 1 -. 
с

Вторая частота

ох, = 76 ,75-.
с

Отношение амплитуд

А 2 _ 1 - S „ O mo f 1-----!!!----
3 EJ 1 У -

Л S^m af I1 т о} Z 1т
2 EJ

Отношение амплитуд

1 ~ S „ J mor
. IJ о)21-----=----

3 £ / _  1

Л S m o rqx 12тоо2 Z 1т
3EJ

Для первой части
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А = 2 — .
A, рад

Для второй части

А, ’ рад

Е. Определить частоты и формы колебаний систе­
мы, состоящей из трех дисков с моментами инерции 
J! =0,2кг • м2, J2=0,3 кг • м2, укрепленных на стальном 
валу с жесткостями cj =0 , 1  кН ■ м, С2 — 0.2 кН • м (рис. 
17.6)

—

—Ш с, ш  с

пт
г —т  ^ —

HZ
Рис. 17.6.

Решение
Уравнения движения системы

-J 1Ф1 - т  + С}(ф2 - 9i) = 0,
-12Ф2 _  С1 ((ф2 - Ф1) + С2(ф 3 " Ф2) = 0,
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-J3<P3 - С](ф3 - ф2) =  0. 

Решение ищем в виде

Ф1 =  A|coscot.

После подстановки получаем

(JIсо2 -  d )  А, + С1А2 = 0,

CiA, + (J2co2 _  С| _  С2) д 2 + сзАз = ^

С2А2 + (J3co2 —с2)А3 = 0,

Приравняв определитель 
уравнение частот системы нулю, получаем

со

Одна из частот равна нулю. Ненулевые 
лучаем из уравнения

to4 - 3500оо2 + 2 ■ 106 = 0,

частоты по-

«1 =  2 6 ,8 - ,  со2 =  5 2 ,7 4 -.
с

Отношения амплитуды

с

А) : А2 : A3 =
c , -J , co2 ' ' C2 - J 3<y

: 1 :
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Для первой частоты

А, : А 2 : А3 = (-2 ,853) : I : 1,561.

Для второй частоты

Ai : А2 : А3 =  0.219 : 1 : (-2,561).

Глава 18. Теория удара

Задача 18.1. На двутавровую балку, свободно лежа­
щую на двух жестких опорах, с высоты h падает груз Р. 
Требуется: 1) найти наибольшее нормальное напряже­
ние в балке; 2) решить аналогичную задачу при усло­
вии, что правая опора заменена пружиной, податли­
вость которой (т. е. осадка от груза весом ' :Н) равна а;
3) сравнить полученные результаты. Данные взять из 
табл. 18.1.

Указание. При наличии упомянутой в п. 2 пружины 
Дет = Af + РЛсг- где — прогиб балки, лежащей на же­
стких опорах, в том сечении, где приложена сила Р (при 
статическом действии от силы Р; (3 - коэффициент, ус­
танавливающий зависимость между осадкой пружины и 
перемещением точки приложения силы Р. Вызванным 
поворотом всей балки вокруг центра шарнира левой 
опоры как жесткого целого (коэффициент р находят из 
подобия треугольников.).

Рисунки задачи 18.1.

п ■

А

77ГТ"
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Таблица 18.1.

№ Схема Дву­
тавр

Р h 103а a b с d
см м

~кН
м

1 I 20 500 5 21 1.1 1.1 0.6 1.6
2 II 20а 600 6 22 1.2 1.2 0.7 1.7
3 III 24 700 7 23 1.3 1.3 0.8 1.8
4 IV 24а 800 8 24 1.4 1.4 0.9 1.9
5 V 27 900 9 25 1.5 1.5 1.0 2.0
6 VI 27а 1000 10 26 1.6 1.1 0.6 1.1
7 VII 30 1100 11 27 1.7 1.2 0.7 1.2
8 VIII 30а 1200 12 28 1.8 1.3 0.8 1.3
9 IX 33 1300 13 29 1.9 1.4 0.9 1.4
10 X 36 1400 14 30 2.0 1.5 1.0 1.5
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11 XI 20 500 5 21 1.1 1.1 0.6 1.6
12 XII 20а 600 6 22 1.2 1.2 0.7 1.7
13 XIII 24 700 7 23 1.3 1.3 0.8 1.8
14 XIV 24а 800 8 24 1.4 1.4 0.9 1.9
15 XV 27 900 9 25 1.5 1.5 1.0 2.0
16 XVI 27а 1000 10 26 1.6 1.1 0.6 1.1
17 XVII 30 1100 11 27 1.7 1.2 0.7 1.2
18 XVIII 30а 1200 12 28 1.8 1.3 0.8 1.3
19 XIX 33 1300 13 29 1.9 1.4 0.9 1.4
20 XX 36 1400 14 30 2.0 1.5 1.0 1.5
21 XXI 20 500 5 21 1.1 1.1 0.6 1.6
22 XXII 20а 600 6 22 1.2 1.2 0.7 1.7
23 XXIII 24 700 7 23 1.3 1.3 0.8 1.8
24 XXIV 24а 800 8 24 1.4 1.4 0.9 1.9
25 XXV 27 900 9 25 1.5 1.5 1.0 2.0
26 XXVI 27а 1000 10 26 1.6 1.1 0.6 1.1
27 XXVII 30 1100 11 27 1.7 1.2 0.7 1.2
28 XXVIII 30а 1200 12 28 1.8 1.3 0.8 1.3
29 XXIX 33 1300 13 29 1.9 1.4 0.9 1.4
30 XXX 36 1400 14 30 2.0 1.5 1.0 1.5

Указания к решению задачи 18.1.
А. Явление удара возникает при резком изменении 

скоростей движения соприкасающихся тел, систем или 
их частей. Имеются в виду только простейшие случаи 
соударения движущегося тела (ударяющее телом) при 
следеющих допущениях:

1) ударяющее тело абсолютно жесткое;
2) ударяемое тело имеет одну степень свободы, и его 

обобщенные перемещения пропорциональны соотвес- 
тствующим обобщенным силам при статическом и ди­
намическом действиях;

3) удар неупругий, в процесс которого не происхо­
дит отделения ударяющего тела от ударяемого, но об­
щие деформации последнего упругие;

4) вид деформации ударяемого тела такой же, как и 
при статическим нагружении соответствующей обоб­
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щенной силой, приложенной вместе соударения в на­
правлении удара;

5) скорость ударяющего тела мала, по сравнению со 
скоростью распространения ударных волн, а время со­
ударения значительно больше времени распространения 
этих волн по всему объему ударяемого тела.

При указанных допущениях обобщенные динами­
ческие усилия Рд напряжения рд и перемещения 8Д в 
ударяемом теле приближенно могут быть найдены по 
формулам

Рд = кдР, рд = кдрд, 5Д =  кд5. (1)

Здесь Р, р и 5 взять при статическом действии на 
ударяемое тело обобщенной силы, приложенной вместе 
соударения в направлении удара, а кд -  безразмерный 
динамический коэффициент, большей единицы.

Если ударающее тело весом Q при встрече со скоро­
стью vo и вызывает в элементах последнего поступа­
тельные перемещения, то динамический коэффициент

1 + 1 + * =  1 + i+  v°
0 8 1 , KQo 

Q

=  l

+ i +
T 1

и  l + k,Qo
(2)

Q

Где 8  = Q -  линейное перемещение точки соударе­

ния при статическом действии груза Q в направлении 
удара; С — жесткость ударяемого тела при данном виде
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его деформации; кь -  коэффициент приведения массы 
ударяемого тела в точку соударения (определяется так

же, как и колебаниях); Т  потенциальная энергия

движения груза Q к моменту соударения- U = ^ ~  - по-
2

тенциальная энергия упругой деформации ударяемого 
тела при статическом действии Q.

Из формулы (2) видно, что чем больше жесткость С 
ударяемого тела, тем больше динамический коэффици­
ент кд. при внезапном приложении груза Q, когда vq =

К —2. (3)

При ударе без учета массы ударяемого тела когда Q0

1 Г 2 1
h

0̂
_gS_

1 +  J 1  +
Qg

= 1 + J l +
Т_
U

(4)

Если не учитывать массу ударяемого тела, то увели­
чивается динамический коэффициент, что дает увели­
чение запаса прочности.

Если

g S  Qg U

То с погрешностью до 5 % динамический коэффи­
циент можно подсчитывать по формуле
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k' = , + j s = i + j i r i + # -  <5>

если же — >110, то с погрешностью до 10% можно 
g 8

принять

следует иметь в виду, что пользование формулами 
(5) и (6) не дает увеличения запаса прочности.

В том случае, когда собственный вес ударяемого те­
ла очень велик (Qo -»«>), кд 2/

При горизонтальном ударе выражение (2) должно 
быть заменено формулой

* а  =
Vo 1 _ vlC  1 _ T 1

g S  j KQo ,

Q \
Qg i +  * .&  , 

Q \
U l + K,Qo

Q

(7)

В этом случае, пренебрегая массой ударяемого тела, 
получаем увеличение запаса прочности, хотя кд будет 
определятся по формуле (1).

Если собственный вес ударяемого тела мал, а на нем 
расположен тяжелый груз Q i, по которому производить­
ся удар грузом Q, то в формулах (2) или (7) значение 
kmQo надо заменить значением Qj.

При расчете ударяемых систем с параллельным, по­
следовательным или смешенным соединением элемен­
тов жесткость системы С можно определять соответст­
венно по формулам соответственно:
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с =  Т ,с <- С = у С =
La 1 1 1 ‘

1

Если ударяющее тело совершает вращательное дви­
жение и создает в ударяемом теле деформации, опреде­
ляющиеся угловыми перемещениями, то можно пользо­
ваться формулами, приведенными выше, но в них сле­
дует заменить линейную скорость vo на угловую соо, а

массы — и - - н а  моменты инерции Im и Imo относи- 
8 g  

тельно осей их вращения.
Расчет на прочность при ударе производят по фор­

мулам, которые установлены для статического нагруже­
ния. Условие прочности можно записать в следующим 
виде:

где max рд — наибольшее динамическое обобщенное 
расчетное напряжение; ртах — наибольшее обобщенное 
напряжение при статическом действии груза Q, а [ря] - 
соответствующее обобщенное динамическое допускае­
мое напряжение.

В практических расчетах следует учитывать, что при 
ударном нагружении тело приобретает склонность к 
хрупкому разрушению, в сильной степени зависящую от 
состава и структуры материала тела, скорости нагруже­
ния, температуры и концентрации напряжений.

Б. Поперечный удар. Дано: h=5 см, 1=м, 1=2000см4, 
W =200cm 3, Q0=20H, Е=2 105МПа, [од]=  120 МПа 
(рис. 18.1). Определить Q с учетом и без учета массы 
балки.

m a x  рд кдРтах — [Р д ]) (8)
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Решение ,  ___
При статическом действии груза Q прогиб свободно­

го конца 8  = 0 — ', прогиб произвольного сечения бал-
3 EJ

ки, находящегося на растоянии х от заделки, по форму­
ле метода начальных параметров,

Поэтому коэффициент приведения массы балки в 
точку соударения

2 U
dx =

33
140

Динамический коэффициент по формуле (2)
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С другой стороны, так как при статическом дейст­
вии груза Q наибольшее нормальное напряжение балки

<?.„ = ^  = Q  1(200 • 10-‘) = у  ■ 10‘ Ла,

То по формуле (8) найдем динамический коэффи­
циент

_  [а]  _  120 ТО6 -2 _  24 ТО3

m̂ax Q Ю4 "  Q

Следовательно,

2 4 1 0 3 , L 12 10s --------- = 1+ 11 +--------- ,
Q V Q+ 60

Откуда

g ^ i ^ Z . l O 3# .
13

Задаче удовлетворяет только один корень



13

Без учета массы

Q = 6J ^ - ~ 5 7 0 H .

24 Т 0 _  2h-3EJ  

Q ~У & 3

Поэтому

242 -106 - 242 -10* -11» t = -------- ^  :------- - = 480Я.
*  2h-3EJ  2-0,5-3 2 10" 2 105

Таким образом, если не учесть массу балки, то безо­
пасный вес падающего груза снижается на

5 2 0 - 4 80 , 10 0 д 8 о/о 
520

Глава 19. Циклические напряжения.
Расчет вала на выносливость

Задача 19.1. В опасном сечении вала с диаметром d 
действует крутящий момент Мк и изгибающий момент 
Ми. Вал сделан из углеродистой стали (предел прочно­
сти которой равен а п, а предел текучести ат) и не имеет 
резких переходов, выточек, канавок; поверхность его 
чисто обработана резцом.

Определить коэффициент запаса прочности в опас­
ном сечении вала, приняв нормальное напряжения из­
гиба изменяющимся по симметричному циклу, а каса­
тельные напряжения кручения — по пульсируещему 
циклу (от нуля до максимального значения).

Коэффициенты концентрации напряжений и мас-
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масштабные коэффициенты можно считать соответст­
венно одинаковыми для нормальных и для касательных 
напряжений. Данные взять из табл. 19.1.

Порядок выполнения решения: 1) найти 
максимальные нормальные напряжения и максимальные 
касательные напряжения; 2) по эмприческим формулам 
найти предел текучести при кручении и пределы 
выносливости при кручении и изгибе; 3) найти 
действительный коэффициент концентрации напряжений

по формуле К= 1,2+0,2 ° н ~ 40 •
110 ’

Таблица 19. /.

№ D М к |М и СТП От № D М К М и оп Отмм Нм МПа мм Нм
----LL.

м Па
1 25 200 200 510 240 16 40 350 200 510 240
2 26 210 210 520 24 17 41 340 210 520 24
3 27 220 220 530 250 18 42 330 220 530 250
4 28 230 230 540 250 19 43 320 230 540 250
5 29 240 240 550 260 20 44 310 240 550 260
6 30 250 250 560 260 21 45 300 250 560 260
7 31 260 260 570 270 22 25 200 260 570 270
8 32 270 270 580 270 23 26 210 270 580 270
9 33 280 280 590 280 24 27 220 280 590 280
10 34 290 290 600 280 25 28 230 290 600 28011 35 300 300 510 240 26 29 240 300 510 240
12 36 310 310 520 24 27 30 250 310 520 24
13 37 320 320 530 250 28 31 260 320 530 250
14 38 330 330 340 250 29 32 270 330 340 250
15 39 340 340 350 260 30 33 280 340 350 260

4) найти масштабный коэффициент по формуле Рм
— 1,2 + 0,1 (d — 3), где d — в сантиметрах, 5) найти ко­
эффициенты запаса прочности по нормальным и каса­
тельным напряжениям, 6) найти общие коэффициенты 
запаса прочности по усталостному разрушению и теку­
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чести.
Задача 19.2 В опасном сечении круглого ступенчато­

го вала (рис. 19.1) с диаметрами D и d и переходом по 
круговой галетли с радиусом г, действуют изгибающий 
момент Ми и крутящий момент.

Таблица 19.2.

№ D,
мм

R -  Ра­ М„ Мк оь От Способ обработки 
поверхности валадиус

галтели,
мм

кгм
ю ?-

И
м2

1 40 2.0 160 250 32 18 Полирование

2 42 2.0 170 300 35 20 Полирование
3 46 2.0 180 340 40 22 Тонкая шлифовка
4 50 2.5 190 380 43 24 Тонкая шлифовка
5 55 2.5 200 420 48 26 Тонкая обточка
6 58 2.5 210 460 52 28 Тонкая обточка
7 62 3.0 220 500 60 30 Грубая обточка
8 64 3.0 230 580 65 32 Грубая обточка
9 68 3.0 240 640 68 34 Полирование
10 70 4.0 250 700 70 36 Полирование
11 40 4.0 260 250 72 38 Тонкая шлифовка
12 42 4.0 270 300 32 40 Тонкая шлифовка
13 46 5.0 280 340 35 18 Тонкая обточка
14 50 5.0 290 380 40 20 Тонкая обточка
15 55 5.0 300 420 43 22 Грубая обточка
16 58 2.0 160 460 48 24 Грубая обточка
17 62 2.0 170 500 52 26 Полирование

18 64 2.0 180 580 60 28 Полирование

19 68 2.5 190 640 65 30 Тонкая шлифовка
20 70 2.5 200 700 68 32 Тонкая шлифовка

21 40 2.5 210 250 70 34 Тонкая обточка
\

22 42 3.0 220 300 72 36 Тонкая обточка
23 46 3.0 230 340 32 38 Грубая обточка
24 50 3.0 240 380 35 40 Грубая обточка
25 55 4.0 250 420 40 30 Полирование

26 58 4.0 260 460 43 32 Полирование
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27 62 4.0 270 500
28 64 5.0 280 580
29 68 5.0 290 640
30 70 5.0 300 700

48 34 Тонкая шлифовка
52 36 Тонкая шлифовка
60 38 Тонкая обточка
65 40 Тонкая обточка

Мк вал изготовлен из углеродистой стали с пределом 
прочности аь и пределом текучести а.,.. Способ обработ­
ки поверхности вала указан в таблице. Необходимо оп­
ределить полный коэффициент запаса прочности в 
опасном сечении, приняв нормальные напряжения из­
гиба изменяющимися по симметричному циклу, а каса­
тельные напряжения кручения — по пульсирующему 
циклу от нуля до максимальной величины. Данные 
взять из табл. 19.2.

Г

Рис. 19.1.

Указания к решению задач 19.1-19.2.
А. При действии нагрузок, изменяющихся по вели­

чине или по направлению, в элементах конструкций 
возникают переменные напряжения. Переменные на­
пряжения испытывают валы и оси машин, кривошип- 
но-шатунные механизмы, пружины и пр. Нагрузки, вы­
зывающие переменные напряжения, называются цикли­
ческими или повторно-переменными нагрузками. Сово­
купное! ь последовательных значений переменных на­
пряжений за один период процесса их изменения носит 
название цикла напряжений. Число циклов в единицу 
времени определяет частота изменения напряжения.
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Продолжительность цикла во времени характеризирует
период цикла Т.

Разрушение материала от воздействия переменных 
напряжений происходит при напряжениях значительно 
меньших предельных значений. Характер разрушения 
материала в этом случае существенно отличается от ха­
рактера разрушения при статических нагрузках. Процесс 
разрушения начинается с образования микротрещин, 
которые постепенно распространяются вглубь материа­
ла, уменьшая площадь поперечного сечения детали.

5 Трещины возникают в материале обычно в опасных 
сечениях и в очагах концентрации местных напряжений 
(галтели, выточки, надрезы и т.п.). Прогрессирующее 
развитие трещин и увеличивающееся ослабление сече­
ния внезапно приводит к разрушению материала. На 
поверхности излома отчетливо видны две зоны. Зона 
постепенного разрушения от развития трещин с гладкой 
притертой поверхностью, и зона внезапного разрушения 
с зернистой структурой хрупкого излома.

Явление разрушения материала при переменных на­
пряжениях называется усталостью. Способность мате­
риала воспринимать многократное действие переменных 
напряжений, не разрушаясь, называют выносливостью 
или усталостной прочностью. Наибольшее переменное 
напряжение, при котором материал выдерживает без 
разрушения неограниченно большое число циклов на­
гружения, называются пределом выносливости. При 
изучении переменных напряжений предполагается из­
менение их во времени по синусоидальному закону.

Основными параметрами цикла переменных нор­
мальных напряжений (рис. 19.2, а) являются:

1. Максимальное о м а х  и минимальное gmin п о  ал­
гебраической величине напряжения цикла.

2. Коэффициент асимметрии цикла г = ^"ах--.
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3. Среднее напряжение <7Я| = <Tmax + ° т'п ■

4. Амплитуда цикла а  = .
2

Из приведенных выражений видно, что 

омах — от  + оа и omin от  - оа.

В зависимости от характера нагрузки циклы напря­
жений могут быть различного вида. Если экстремальные 
напряжения неодинаковы по величине, цикл называется 
асимметричным циклом (рис. 19.2, а). При этом

о м а х  *■ o m i n ;  o m > 0; оа * 0 и г < 0.

Различают знакопеременный и знакопостоянный 
асимметричные цикли. При одинаковых, но обратных 
по знаку экстремальных напряжениях имеет место сим­
метричный цикл (рис. 19.2, б), у которого

о м а х  =  о; omin =  -о; от  =  0; а а = о и г =  -1.

Частным случаем асимметричного цикла является 
пульсирующий цикл, показанный на рис. 19.2, в. Для 
него постоянное статическое напряжение (рис. 19.2, г) 
представляет предельный случай асимметричного цикла 
г параметрами

о м а х  = о; <тмш = 0; от  = <та =  у  и г =  1.

Циклы, имеющие одинаковые коэффициенты асим­
метрии, называются подобными циклами. Наиболее 
опасным циклом является симметричный цикл, так как 
для него предел выносливости имеет наименьшее зна­
чение. При действии переменных касательных напря­
жений используется аналогичные термины и соотноше-
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испытаний м атериальна*вьш осливость^о “  ° СНОВании
вых образцов подвергается т»й Серия одинако-
зок, последовательно с н и ж а е м ы х ^  Переменных наФУ- 
го образца. испытании каждо-

л , пР; “ “ “ п е“ я числ°  т к л ° в
зультатам ис’п ь п а З Т Т о р д ”  а° Т Т  РС' 
кривая, называемая конвой n L n n l строится
Наибольшее н ап р л ж ен Г п р и  и ™ (РИС' ' 9 3>‘

N

Рис. 19.3.

Для стальных образцов составляет а  =  П ^  и
Лов ограничиваете,, предельной величиной Ч" СЛ° Цик-

N„=.™  ГкГ ГГ ЦИЫОВ' ~ и Ми°- ч™ ‘

принимается н а „ б о л \ш е Г н ? п р Г „ Т Г Л  МЭТерИМа
разеп выдерживает, не р а з р Х Т Й з Г е Г Г н „ °  I
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Долговечность материала определяет число циклов, 
выдерживаемых образцом до разрушения, при напряже­
ниях, превышающих предел выносливости. Между пре­
делами выносливости стали при изгибе
о.], кручении т-i, и растяжении-сжатии clip в случае 
симметричных циклов существуют установленные опы­
тами приближенные соотношения:

C-ip =  0.7о_1, и i -ь  =  0.58с-1.

Для определения пределов выносливости сталей при 
симметричных циклах по пределу прочности Оь исполь­
зуются следующие эмпирические зависимости

c - ip =  0,4аь; о- ip = 0.28оь и т_ь =  0.22аь-

Усталостную прочность материала при различных 
циклах-напряжений характеризует диаграмма выносли­
вости.

На выносливость элементов конструкций, находя­
щихся в реальных условиях эксплуатации, оказывают 
влияние свойства материалов, вид деформации (растя­
жение-сжатие, изгиб и кручение), асимметрия цикла, 
местные напряжения, абсолютные размеры детали, чис­
тота обработки поверхности и др. Основные факторы, 
влияющие на предел выносливости, учитываются спе­
циальными коэффициентами.

Влияние размеров детали учитывает масштабный 
коэффициент £о, представляющий отношение предела 
выносливости o-ido стандартного образца диаметром do 
=  7-й Омм к пределу выносливости а .ы  детали заданных 
размеров диаметром d при симметричном цикле напря­
жений, т.е.
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Опыты показывают, что с увеличением размеров де­
тали, предел выносливости понижается. Величина мас­
штабного коэффициента определяется по кривым гра­
фика (рис. 19.4) в зависимости от диаметра и материала 
детали или приближенно по формуле при отсутствии 
концентрации напряжении

=  1,2 + 0,1 (d -  3),

где: d — диаметр в см.
Масштабные коэффициенты принимают одинако­

выми для нормальных и касательных напряжений, 
предполагая еа = £т. Влияние концентрации напряжений, 
вызванной наличием на детали галтелей, выточек, рез­
ких переходов и т.д., учитывает эффективный коэффи­
циент концентрации напряжений Ка. Указанный коэф ­
фициент представляет отношение предела выносливости 
гладкого стандартного образца см, при симметричном 
цикле напряжений к пределу выносливости образца с 
концентратором напряжений см к- Применительно к 
нормальным напряжениям

Эффективный коэффициент концентрации ка по­
нижен по сравнению с теоретическим коэффици-ентом 
концентрации напряжений К.

Зависимость между ними определяется выражением

Ка=  1 + q(K -l),

где: q — коэффициент чувствительности материала к 
концентрации напряжения.
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Величины теоретических коэффициентов конц­
ентрации напряжений К  для круглых образцов с учетом 
вида деформации и концентратора приведены в таблице
19.3. Значения коэффициента чувствительности q в за­
висимости от теоретического коэффициента конц­
ентрации напряжений К и предела прочности материала 
<ть устанавливаются приближенно по графику (рис. 
19.5).

Аналогично определяется эффективный коэффици­
ент концентрации напряжений Кт при кручении, с за­
меной в приведенных выражениях обозначения а  на т.

Рис. 19.4.
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Рис. 19.5.

При практических расчетах для приближенного оп­
ределения эффективного коэффициента концентрации 
сталей с пределом прочности

оь =  4 • Ю10 -  13 ■ Ю10 Ц г .
м

Используется эмпрические формулы:

Таблица 19.3.

Виды деформации и концентраторы К
Изгиб и растяжение
1. Полукруглая выточка на валу.
Отношение радиуса выточки
к диаметру вала — r/d
0.1 2.0
0.5 1.6
1.0 1.2
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__________ _______ — а —
2.0
2. Галтель
Отношение радиуса галтели ^  1
к диаметру вала — г/d  u 1.75
0.0625 1.50
_ а 1.20
0.125 1.10
— и
0.25

2.00

— (fc 1.80
0.50 1.20
_ 1.10
3. Переход под прямым углом 
Крученке

1. Галтель 
Отношение радиуса галтели 
к диаметру вала — r/d 
0.02 
0.10 
0.20

1.6+2.0

7 . итппночные канавки________ ________

ч ппя деталей с чисто обработанной поверхностью 
п р и  отсутствии выточек, резких переходов и шпоночных

канавок

сг, 4 • 108
Кс =  1,2 + 0,2

6) при наличии на деталях выточек, резких перехо- 

дов и надрезов

<7,4 10
К„ =  1,5 +  1,5
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Эффективные коэффициенты концентрации напря­
жений, вычесленные по этим формулам, принимаются 
одинаковыми для изгиба для кручения. Влияние со­
стояния поверхности детали учитывает коэффициент 
качества поверхности Рп, представляю-щий отношение 
предела выносливости о .щ  при симметричном цикле 
напряжений полированного образца к пределу вынос­
ливости ст. 1 п образца с заданной обработкой поверхно­
сти:

°-\п

Этот коэффициент одинаков для всех видов дефор­
маций. В зависимости от способа обработки коэффици­
енты качества поверхности имеют слудеюшие величины: 
Рп

полирование 1.0 
тонкая шлифовка 1.07 1.20 
тонкая обточка 1.10 -*• 1,28 
грубая обточка 1,19 1,66 
наличие окалины 1,38 -г- 3,00.

Минимальные величины Рп относятся к сталям с

переделом прочности а ь = 4 Ю10 — , а максимальные —
м

Ц
к стали с о ь -  4 • 1010— Для промежуточных значений

м
пределов прочности коэффициенты Рп определяются 
путем линейной интерполяции. При определении эф ­
фективного коэффициента концентрации по эмпириче­
ским формулам коэффициент качества поверхности 
обычно не учитывается.
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На основании изложенного определяются коэффи­
циенты снижения предела выносливости при симмет­
ричных циклах для нормальных и касательных напря­
жений

рс = М арп и Рх = ktetpn -

Действительный предел выносливости рассматры- 
ваемой детали для нормальных напряжений 

_ _  g-. _
- , д  A  W /

Аналогично вычисляется предел выносливости в 
случае касательных напряжений

г  =  £=l =  _ _ L l _
- «  р , К ,е,р„

Пределы выносливости при асимметричных циклах 
нормальных и касательных напряжений находят, ис­
пользуя следующие зависимости

_  ^-1 ' 
rJ,~ КаеаРпо а + ¥ астт ’

_  -̂1 ' 
гД~ K ae J nTa + V S m

Где: \|/а и v|/T - коэффициенты чувствительности ма­
териала к асимметрии цикла.

Значения этих коэффициентов в зависимости от 
предела прочности материала аь, приводятся в таблице
19.4.

335



Таблица 19.4.

Коэффициенты
чувствительности

материала

И
Пределы прочности сть в 109 Гм

35-55 52-75 70-100 о о •I- NJ О 120-140
у а - при растя­
жении и изгибе

0 0,05 0,10 0,20 0,25

ц/т - при круче­
нии

0 0 0,05 0,10 0,15

Сущность расчета элемента на выносливость заклю­
чается в определении фактического коэффициента запа­
са прочности при заданных его размерах, предваритель­
но установленных при статическом расчете на проч­
ность.

Коэффициент запаса прочности при симметричном 
цикле нормальных напряжений представляет отношение 
действительного предела выносливости детали к макси­
мальному напряжению цикла

Аналогично определяется коэффициент запаса 
прочности при кручении

М̂АХ

При асимметричных циклах и касательных напря­
жений коэффициентов запаса прочности соответственно 
равны
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В случае сложного напряженного состояния полный 
коэффициент запаса прочности вычисляется по форму-

Дополнительно находятся коэффициенты запаса 
прочности по сопротивлению материала пластическим 
деформациям, т.е. по отношению к пределам текучести. 
Коэффициенты запаса прочности по нормальным и ка­
сательным напряжениям при этом определяются фор­
мулами:

После определения полного коэффициента запаса 
прочности по сопротивлению усталости для сравнения 
вычисляется полный коэффициент запаса прочности по 
сопротивлению пластическим деформациям. При расче­
те вала на изгиб с кручением прочность оценивает пол­
ный коэффициент запаса прочности, вычисленный по 
наименьшим значениям т|а и т^.

Ниже приводится проверочный расчет приводного 
вала, испытывающего изгиб с кручением на выносли­
вость, и определение полных коэффициентов запаса 
прочности.

Б. В опасном сечении круглого ступенчатого вала 
(рис. 19.1) с диаметрами Б и б и  переходом по круговой 
галтели с радиусом г, действуют изгибающий момент 
М и и крутящий момент Мк- Вал изготовлен из углеро-
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диетой стали с пределом прочности аь и пределом теку­
чести o z. Способ обработки поверхности вала указан в 
таблице. Необходимо определить полный коэффициент 
запаса прочности в опасном сечении, приняв нормаль­
ные напряжения изгиба изменяющимися по симмет­
ричному циклу, а касательные напряжения кручения — 
по пульсирующему циклу от нуля до максимальной ве­
личины.

Дано:

D =  46 мм; М и =  200 Нм; сгь = 48  1 07Д - ;
л г

г =  3 мм; M r  = 340 Нм; а ь = 2 4 Ю 7-^ - .
м

Способ обработки поверхности вала — тонкая об­
точка. Наименьший диаметр вала в опасном сечении

d =  D -2r =  46-6 =  40 ММ.

Решение
1. Определяем максимальные нормальные напряже­

ния изгиба

а  — —313 10s ^
" "  W m i3 j lS  10 '

2. Вычисляем максимальные касательные напряже­
ния кручения

_  М к _  \ 6 М К _  16-34000 _ ^ п Ь Н_ 
шх Wp та? 3,14-43 --2 'м
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3. Устанавливаем основные характеристики циклов 
напряжений. Нормальные напряжения изменяются по

симметричному циклу от о иАХ = 3 1 8 1 0  —у до

О = 318 • 105 . Коэффициент асимметрии, среднее 

напряжение и амплитуда цикла соответственно равны.

,  <Гщ, _ - 3 1 8 1 0 5 - ._  1 
318 105

„  3 1 8 1 0 5 + ( - 3 1 8 Ю 5) _

2 2

„  О ы - О и »  318 • 10s +  (—318 - 10s) _  , ,  „ . ,  ns Н_
а ~  2  2 м

Касательные напряжения изменяются по пульси- 

рующему циклу tmin 0 до хмах =  27-106—у. Аналогично 

получаем:

г  Тилл 270 105 г  = Ь ш . =  о И ть =та- ^ -  = ------—  = 1 3 5 1 0 -5 - .
^М АХ

4. Используя эмпрические зависимости, вычисляем 
предел текучести при кручении и пределы выносливо­
сти образца для симметричных циклов изгиба и круче-



н
о .  1 =  0 ,4 0 а ь =  0 ,4 0  • 48  107 =  19,20 - 10? —м

т_1 -  0,580.1 =  0,58 • 19,20 • 107 =  11,14 • 107-^ -
м 7

5. Оределяем действительный предел выносливости 
вала при симметричном цикле изгиба по формуле:

° -\
° - \ д  ~ '

Предварительно находим коэффициенты снижения '  
предела выносливости. Эффективный коэффициент 
концентрации напряжений К<, вычисляется по формуле:

К<, =  1 + q (К  — 1).

Значения теоретического коэффициента концентра­
ции напряжений при изгибе приводится в таблице 19.3. 
Определим этот коэффициент при отношении радиуса
галтели к диаметру вала

С = -  = —  = 0,075. 
d  40

Из таблицы видно, что отношению С ' =  0,0625 со­
ответствует коэффициент К ' =  1,75, а отношению С "
=  0.125 — коэффициент К "  =  1,50. путем линейной ин­
терполяции находим величину теоретического коэффи­
циента К для отношения С =  0,075 '
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ГГ _ Г Г  ( ^ " X C - C )  5 (1 ,75- 1,50X0,075-0,0625) _  [ ?0 
(C " - C ') ’ 0,125-0,0625

Коэффициент чувствительности материала q опре­
деляется по графику на рис. 19,5 с учетом величины 
теоретического коэффициента концентрации напряже­
ний К и предела прочности сь- При К =  1,7 и аь =  48

Ю7—  коэффициент чувствительности материала со-
м 2

ставляет q = 0,48, эффективный коэффициент концен­
трации напряжений в этом случае равен.

Ка =  1 + 0,48(1,70 -  1) =  1,34.

Масштабный коэффициент еа устанавливают по 
кривой 2 графика, приведенного на рис. 19.4. для вала 
диаметром 400 мм, изготовленного из углеродистой ста­
ли, при умеренной концетрации напряжений е0 =  1,30. 
Коэффициент качества поверхности выбирают в зави­
симости от рассмотренных выше способов обработки 
поверхности. При тонкой обточке стали с переделом

прочности <т. = 4 • 108—г- соответствует коэффициент
м

s НРп =  1,10, а с переделом прочности <тл =14-10 — - ко-
м

эффициент /?^ = 1,28. Путем линейной интерполяцими 
определяем значение коэффициента качества поверхно-

7 Н
сти Рп Для стали с переделом прочности <УЬ = 48  -10 —j

м

п Ч . Ф 'п - 0 п Х о ь - а ь) (1 ,28 -1 ,10X 48-40 )-1 0 * _ 1 М .
^  " U 0 +  ( 1 4 - 4 ) .  108 

Подставив в формулу действительного предела вы­
носливости вала при изгибе коэффициенты Ко =  1,34,
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£<, — 1.30 и Рп — 1,11, вычисляем его значение

£7
19,20 10

= 9,93 ■ 107 —у  .
~хд 1,34 1,30 -1,11 м

6. Коэффициент запаса прочности по нормальным 
напряжениям равен

Действительный предел выносливости вала при 
пульсирующим цикле кручения находим по формуле:

Определение коэффициентов снижения предела вы­
носливости при кручении аналогично определению этих 
коэффициентов при изгибе. Эффективный коэффици­
ент концентрации напряжений Кт вычесляется по фор­
муле:

Применяя линейную интерполяцию между значе­
ниями К! = 1,80 при Q  =  0,02 и К2 = 1,20 при С2 =  
0,10, приведенными в таблице 19.3, находим теоретиче­
ский коэффициент напряжений К для

Kt = 1 + q ( K -  1).
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Согласно графику (рис. 19.5), при ■ К — 1,40 и
7 ЯсгЛ =48 -10 —j-, коэффициент чувствительности мате- 

м
риала к концентрации напряжений q = 0,33.

Следовательно, эффективный коэффициент концен­
трации напряжений равен

К, = 1 + 0,33(1,40 -  1) = 1,13.

Масштабные коэффициенты при кручении и изгиба 
принимаются одинаковыми, т.е.

8Т = £а = 1,30.
Коэффициент качества поверхности Рп = 1,11- 
По таблице 19.4 находим коэффициент чувствитель­

ности материала к асимметрии цикла ц/х при кручении.

Для стали пределом прочности сгь = 4 8 -107—-этот ко-
м

эффициент равен i|/T = 0. Подставив в формулу действи­
тельного предела выносливости вала при кручении ко­
эффициенты Kt = 1,13, е х = 1,30, рп = 1,11 и \\1Х = 0 вы­
числяем его значение

11,14-Ю7 -2,70-10^ ^ 3  6 6 ,1q7 Я
_=13,66-107 , 

гЛ 1,13-1,30 -1,11-1,35-107 ЛГ

8. Коэффициент запаса прочности по касательным 
напряжениям составляет

, ^ , 1 3 . 6 6 - 1 0 ^  
h тш х  2,70-10’

9 Полный коэффициент запаса прочности по сопро­



тивлению  усталости

„ _  П Л  _  3,12-5,06
/ ' т  I т т 2,65.

+  ?Гг л/3,12 + 5,06

10. Коэффициенты запаса прочности по норм;ги. 
ным и касательным напряжениям, определяемые по <и 
ношению к пределам текучести

• _  о т 26-107 о 1 „ . тт 15,08 • 107 . _
Va ----------=  . =  8 ,17 , 77г =  —1—  =  ---------  =  5

м а х  3,18 • 10 т 2 ,70-107

11. Полный коэффициент запаса прочности по 
противлению материала пластическим деформациям

8 , 1 7 - 5 , 5 8

V 8 , 1 7 ! + 5 , 5 8 г
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Глава 20. П РИ ЛО Ж ЕН ИЕ

'Экспериментальные и теоретические данные, используемые 
при выполнении расчетно-проектировочных работ

Таблица 1.
Модуль упругости и коэффициент Пуассона некоторых

материалов _______________________
1̂ именование 

м;периала
Модуль упруго­

сти

Е  , МПа

Модуль упру­
гости

G  , МПа

Коэффициент 1 
Пуассона / /

* 1 vI ун серый, 
белый

Оo'40•I-1 /-, 4.5 • 104 0.23 +  0.27

Ковкий чугун 1.55 • Ю5 - —

Vi породистые 
стали

(2.0 +  2.1) • 10 s

ОО
С•1*ооб 0.24 +  0.28

1|п  ированные 
стали

(2.1 + 2 .2 )  • Ю5

оо
о•I-оо
о 0.25 +  0.30

Медь прокатан­
ная

1.1 • 105 4.0 • 104 0 .3 1 + 0 .3 4

Медь холодно­
тянутая

1.3 • 105 4.9 • 104 -

Медь, литье 0.84 • 105 - —

Фосфористая  
Ороп m катаная

1.15 • 10 s 4.2 • 104 0.32 +  0.35

Латунь холод­
нотянутая

(0 .91+ 0 .99 ) • 105 (3 .5 +  3.7) • Ю4 0.32 +  0.42

Корабельная 
на 1 yin. катаная

1.0 • 105 - 0.36

Марганцовистая 
Промт катаная

1.1 • 105 4.0 • 104 0.35

Алюминий
катаный

0.69 1 Ю5 (2.6 +  2.7) • 104 0.32 +  0.36

Алюминиевая 
проволока тяну­

тая
0.7 • 105 - -
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П родолж ение табл . 1.
Алюминиевая 
бронза, литье

1.05 • 105 4.2 ' 104 -

Дюралюмин
катаный

0.71 • 105 3.7 • 104 -

Цинк ката­
ный

0.84 • Ю5 2 . 2  ■ 1 0 4 0.27

Свинец 0.17 • 105 0.70 • 104 0.42
Лед 0 .1  • 1 0 s (0 .2 8 -0 .3 ) • 104 -

Стекло 0.56 • 105 2 . 2  • 104 0.25
Гранит 0.49 • 105 - -

Наименова­
ние материа­

ла

Модуль упругости 
Е , МПа

Модуль упру- 
гос-ти G  , 

МПа

Коэффи­
циент Пу­
ассона /J

Известняк 0.42 • 105 - -

Мрамор 0.56 • 105 - -

Песчаник 0.18 • 1 0 5 - -

Каменная 
клад-ка: из 

гранита 
из известняка 

из кирпича

(0 .0 9 -0 .1 ) • 105 

0.06 • 1 0 5 

(0.027 — 0.030) • 105
- -

Бетон при пре- 
аеле прочности: 

10 МПа 
15 МПа 
20 МПа

(0 .146-0 .196) • 105 

(0 .164-0 .214) ■ 105 

(0 .182-0 .232) • 105

-
0 .1 6 -0 .1 8
0 .1 6 -0 .1 8
0 .1 6 -0 .1 8

Дерево: вдоль 
волокно по­
перек воло­

кон

(0 . 1 0 - 0 . 1 2 ) • 1 0 5 

(0 .005-0 .01) • 105

0.55 • 104

-

Каучук 0.00008 • 1 0 5 - 0.47

Текстолит (0 .0 6 -0 .1 ) • 1 0 5 - -

Гетинакс (0 .10 -0 .17 ) • 105 - -

Бакелит 43 • 102 - 0.36
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Висхомлит
(«ИМ-44»)

(40 +  42) • 102 - 0.37

Целлулоид (14.3 +  27.5) • 102 — 0.33 +  0.38

Т а б л и ц а  2. 
Ориентировочные величины основных допускаемых 

напряжений

Наименование мате­
риала

Допускаемое напряжение, МПа
На растяжение На сжатие

Чугун серый в отливках 28 +  80 120+150

Сталь Ос и Ст. 2 140 140

Сталь Ст. 3 160 160

Сталь Ст. 3 в мостах 140 140

Сталь углеродистая 
конструкционная в 

машиностроении 60 +  250 60 +  250

Сталь легированная 
конструкционная в 

машиностроении
100+400  
и выше

100 +  400 
и выше

Стали марок 30ХН, 
40ХН, 30ХМА, 

30ХНМА

500 +  600 
и выше

500 +  600 
и выше

Медь 30+120 30+120

Латунь 70+140 70+140

Бронза 60+120 60 +  1 2 0

Алюминий 30 +  80 30 +  80

Алюминиевая бронза 80+120 80+120

Дюралюмин 80+150 80+150

Текстолит 50 +  70 50 +  70

Г етинакс 50 +  70 50 +  70

Бакелизованная фанера 40 +  50 40 +  50

Сосна вдоль волокон 7 +  10 1 0 + 1 2

Сосна поперек волокон - 1.5 +  2
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Дуб вдоль волокон 9 -ИЗ 1 3 -1 5
Дуб поперек волокон - 2 - 3 .5

Каменная кладка до 0.3 0 .4 - 4
Кирпичная кладка до 0 . 2 0 .6 - 2 .5

Бетон О *1- о 1 - 9

Таблица 3.

Коэффициенты (р уменьшения допускаемых напряжений 

при продольном изгибе

Г ибкость 

i

Значения (р для

стали 
марок 4, 
3, 2, ОС

стали 
марки 5

стали
СПБ

чугуна дерева

0 1 .0 0 1 .0 0 1 . 0 0 1 . 0 0 1 . 0 0

10 0.99 0.98 0.97 0.97 0.99
2 0 0.96 0.95 0.95 0.91 0.97
30 0.94 0.92 0.91 0.81 0.93
40 0.92 0.89 0.87 0.69 0.87
50 0.S9 0 . 8 6 0.83 0.57 0.S0
60 0.85 0.82 0.79 0.44 0.71
70 0.81 -0.76 0.72 0.34 0.60

80 0.75 0.70 0.65 0.26 0.48
90 0.69 0.62 0.55 0 . 2 0 0.3S
1 0 0 0.60 0.51 0.43 0.16 0.31
1 1 0 0.52 0.43 0.35 - 0.25
12 0 0.45 0.36 0.30 - 0 . 2 2

130 0.40 0.33 0.26 - 0.18
140 0.36 0.29 0.23 - 0.16
150 0.32 0.26 0 .2 1 0.14
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160 0.29 0.24 0.19 - 0 . 1 2

170 0.26 0 .2 1 0.17 - 0 . 1 1

180 0.23 0.19 0.15 - 0 . 1 0

190 0 . 2 1 0.17 0.14 - 0.09

2 0 0 0.19 0.16 0.13 - 0.08

Т а б л и ц а  4. 
Значения функций rj = ex p ( - /?x ) (co s /L v  + s in /?x)  и

//, = exp ( -  /3 x)(cos Р  х + sin (3 х ) р  = 4|-

для расчета балок на упругом основании

fix п Л 1
(Зх п Л,

0 . 0 1 . 0 0 0 0 1 . 0 0 0 0 3.6 - >1659 -0.01241

0 .1 0.9907 0.8100 3.7 -0.034U / -0.00787

0 .2 0.9651 0.6398 3.8 -0.03138 -0.00401

0.3 0.9267 0.4888 3.9 -0.02862 -0.00077

0.4 0.8784 0.3564
/ ак

-0.02786 0 . 0 0 0 0 0

0.5 0.8231 0.2415 4.0 -0.02583 + 0.00189

0 . 6 0.7628 0.1431 4.1 -0.02309 0.00403

0.7 0.6997 0.0599 4.2 -0.02042 0.00572

/ 4 Ж
0.6448 0 . 0 0 0 0 4.3 -0.01787 0.00699

0 .S 0.6354 -0.0093 4.4 -0.01546 0.00791

0.9 0.5712 -0.0657 4.5 -0.01320 0.00852

1 .0 0.5083 -0.1108 4.6 -0 . 0 1 1 1 2 0.00786

1.1 0.4476 -0.1457 4.7 -0.00921 0.00898

1.2 0.3899 -0.1716
% *

-0.00898 0.00898

1.3 j 0.3355 -0.1897 4.8 - -0.00748 0.00892
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1.4 0.2849 - 0 . 2 0 1 1 4.9 -0.00593 0.00870
1.5 0.2384 -0.2068 5.0 -0.00455 0.00837

X * 0.2079 -0.2079 5.1 -0.00334 0.00795

1 .6 0.1959 -0.2077 5.2 -0.00229 0.00746
1.7 0.1576 -0.2047 5.3 -0.00139 0.00692
1 .8 0.1234 -0.1985 5.4 -0.00063 0.00636

1.9 0.0932 -0.1899 / Я 0 . 0 0 0 0 0 0.00579

2 . 0 0.0667 -0.1794 5.5 + 0 . 0 0 0 0 1 0.00578
2 .1 0.0439 -0.1675 5.6 0.00053 0.00520
2 . 2 0.0244 -0.1548 5.7 0.00095 0.00464

Продолжение табл. 4.

2.3 0.0080 -0.1416 5.8 0.00127 0.00409
0 . 0 0 0 0 -0.1340 5.9 0.00152 0.00356

2.4 -0.0056 -0.1282 6 . 0 0.00169 0.00307
2.5 -0.0166 -0.1149 6 .1 0.00180 0.00261
2 . 6 -0.0254 -0.1019 6 . 2 0.00185 0.00219
2.7 -0.0320 -0.0895

% *
0.00187 0.00187

2 . 8 -0.0369 -0.0777 6.3 0.00187 0.00181

2.9 -0.0403 -0.0666 6.4 0.00184 0.00146

3.0 -0/04226 -0.05632 6.5 0.00179 0.00115
3.1 -0.04314 -0.04688 6 . 6 0.00172 0.00087
Л -0.04321 -0.04321 6.7 0.00162 0.00063

3.2 -0.04307 -0.03831 6 . 8 0.00152 0.00042
3.3 -0.0422л -0.03060 6.9 0.00141 0.00024
3.4 -0.04079 -0.02374 7.0 0.00129 0.00009
3.5 -0.03887 -0.01769

Уля
0 . 0 0 1 2 0 0 . 0 0 0 0 0
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Таблица 5.

Коэффициенты линейного расширения некоторых 
материалов 
а  (на Г С)

Наименование материала а
Алюминий 255 • 1(И

Магний 255 • КН

Медь 167 • КН

Бронза (170 — 230) -10-7

Латунь (170-230) -10-7

Бетон (100-140) -10-'

Лед 507 • 10-/

Сталь (100-130) -ю-7

Каменная кладка (4 0 -7 0 )  -Ю-'

Дерево (2 0 -5 0 )  -НИ

Целлулоид (20 — 36) -10-7 _ >

Т а б л и ц а  6.

Значения определенных интегралов, встречающихся при 
нахождении усилий и перемещений в стержнях и кольцах

с круговой осью

№ / ( / ? ) ) f { p ) d p
0

1 sin Р l-cos(X

2 cos (3 sin (X

3 sin" [5
1 . „ 1 

- - s i n  2 a  + - a  
4 2

4 cos2 Р —cos2 a  + —cc 
4 2
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5 sin3 ft 1 ,  3 2---СОвЗ»-----COSO' + —
12 4 3

6 cos3 ft 1 . .  3 .— sin3or + — sin a  
12 4

7 f t  sin ft s i n a - # c o s a

8 f t  cos ft c o s a  +  o ; s i n « - l

9

ft

2 a s ' m a - ( a 2 - 2 )cosor - 2

10 f t  2 СОЛ f t 2 a c o s a  + (a 2 — 2 )sinor

11 f t  sin f t ' 1 - 1 -л 1 „ 1—or  — a sm  2 a — cos2 ar + — 
4 4 8  8

12 f t  cos2 f t 1  ̂ 1 • 1 о 1— a ' + —a s m 2 a  + - c o s 2 a —  
4 4 8  8

13 s in /? c o s /? 1 . ,—sin' a  2
14 ,v/« f t  cos 2 f t — (l -  cos3 a )

15 sin2 f t  cos ft 1 ■ 3—sin a  
3

16 s in 2 f t  c o s 2 ft 1 1 • „—a ----- sin4ar
8  32

17 sin  2 /? 1 1------ cos2 a
2  2

18 c o s 2 /? 1 . „ 
—sin 2  a
2
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П родолж ение табл . 6.

19 /?sin 2(3 —sin 2 a - — arcos2 ar 
4 2

2 0 /? c o s 2  J3 —cos2 a  + — orsin2 a -  — 
4 2 4

21 sin ( a -  /3) 1 - c o s o r

2 2 cos [ a -  0 ) sin  a

23 sin/? sin (a-/?) i . l
—sinar— acosar 
2  2

24 sin/? cos[ a ~ P ) 1
—arsinor 
2

25 cos(3 sin(ar-/?) 1
—orsinar 
2

26 c o s /?  cos(ar-y5) 1 . 1—smff + —acosa  
2 2 •

Таблица 7.

Соотношения между единицами измерения некоторых ве­
личин

1. Длина..................................  1 см = 10' 2 л<
2. Масса..................................  \ г  = 10'J кг; 1 кГ ■ сек:/м = 9.81 кг
3. Площадь.............................. 1 см2 = 10"4 м2
4. Объем.................................... 1 см3 = 10'6 м3
5. Сила....................................... 1 дин = 10' 5 н; 1 кГ — 9.81 н
6 . Плотность....................  1 г/см3 = 103 кг/м3', 1 кГ ■ сек'/м3 = 9.81 кг/м3
7. Удельный вес.......................  1 дип/см3 = 10 н/м3', 1 кГ/м 3= 9.81 н/м3
8 . Работа и энергия................... 1 эрг = 10"7 дж; 1 кГ ■ м = 9.81 дж
9. Мощность...................... 1 эрг/сек = 10' 7 вт; 1 кГ - м/сек = 9.81 вт
10. Давление..................... 1 дин/см' = 10' 1 н/м'; 1 кГ/м‘ = 9.81 н/м~
11. Модуль линейного растяжения...............................  1 дин/см' = 10'
н/м2;
12. Модуль сдвига........................... 1 дин/см2 = 10' 1 н/м2;
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13. Модуль всестороннего сжатия..............  1 дин/см7 =10"' н/лг.
14. Динамическая вязкость............  1 из = 10"' и ■сек/м2\

1 кГ ■ сек/м: = 9.81 н ■ сек/лс . 

Т а б л и ц а  8.

Расчетные (нижние) критические нагрузки (напряжения) 
в задачах устойчивости оболочек

Г. Круговая цилиндрическая оболочка при осевом
сжатии. Расчетное напряжение а = к Е —, где R -  ра-

R
диус оболочки, И — толщина оболочки, коэффициент к 
определяется из таблицы

R
h

<250 500 750 1 0 0 0 1500

к 0.18 0.14 0 . 1 2 0 . 1 0 0.09

2 . Круговая цилиндрическая оболочка при внешнем 

давлении. Расчетное напряжение p = o.92v4—  , где R , h ,
V г 2

L радиус, толщина и длина оболочки соответственно, 
коэффициент к определяется из таблицы

R
h

<250 500 1 0 0 0 1500

V 0.7 0 . 6 0.5 0.4

3°. Круговая цилиндрическая оболочка при кручении. 
Расчетное напряжение Л = о 7kE—J —  где коэффициент к

R V I: '
определяется из таблицы

R
h < ^50 500 1 0 0 0 1500

К 0 . 8 0.7 0 . 6 0.5
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4°. Сферическая оболочка при внешнем давлении (R- 
радиус оболочки, h-толщина). Расчетное давление

где коэффициент v определяется из таблицы
R2 ___________

R
И < 250 500 750 1 0 0 0 1500

V 0.3 0.24 0 . 2 0 0.16 0.15

Т а б л и ц а  9.
Некоторые таблицы единиц Международной системы 

(СИ) 
9.1. Основные единицы СИ

Величина Раз­
мер­
ность

Единица
наименовани» *" ^значение

русское между­
народное

Длина L метр м m

Масса М килограмм кг kg
Время Т секунда с s

Сила электри­
ческого тока

I ампер А А

Те рмодинамиче - 
ская температура

в кельвин К К

Сила света J кандела кд ed
Количество ве­

ществ
— моль моль mol

9.2. Дополнительные единицы СИ
Величина Размер­

ность
Глинина

наименование Обозначение
русское между­

народное

Плоский радиан рад rad
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угол
Телесный

угол
— стерадиан ср sr

Площадь L1 квадратный
метр

9.3. Производные единицы СИ, имеющие собствен­
ные наименования

Величина
Единица Выражение производной 

единицы
наиме­

нование
обоз­

начение
через 

дру-гие 
едини­
цы СИ

через основ­
ные единицы 

СИ

Продолжение табл. 9.

Частота герц Гц - с -1

Сила ньютон Н - м • кг ■ с *2

Давление паскаль Па Н /м 2 M '1 ■ кг • с -2

Энергия, рабо­
та, количество 

теплоты
джоуль Дж Н м м2 • кг • с -2

Мощность, по­
ток энергии

ватт Вт Дж/с м2 • кг • С"3

Электронный
заряд

кулон Кл А ■ с с • А

Электронный
по-тенциал,

нап-ряжение,
Э.Д.С.

вольт В Вт/А м2 - кг • с*2 • А' 
1

Электрическая
емкость фарада Ф Кл/В

M '2 • КГ"

1 • с4 • А2

Электрическое
сопротивление ом Ом В/А

м2 • кг - с 2 • А*
2
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Электрическая
проводимость сименс См А/В

M '2 • КГ'

1 •с2 • А2

Поток магнит­
ной индукции вебер Вб В с

м2 - кг-1 с- 
2 -А-1

Магнитная ин­
дукция

тесла Т Вб/м 2 кг • с-2 • А-1

Индуктив­
ность

генри Г Вб/А
м2 • кг • с ' 2 • А' 

1

Световой поток люмен лм - кд - ср

Освещенность люкс лк — м ' 2 • кд ■ ср

Т а б л и ц а  10.

Внесистемные единицы и их связь с единицами системы
СИ

Кпинипа измерения
Величи­ наименова­ сокращен­

на ние ное
обозначе­

ние
Длина микрон

ангстрем
мкм

А
1 мкм = Ю' 6 м 

1А = 10‘10 м

Масса тонна
центнер

карат

т
Ч

1 т =  10J кг 
1 и, = Ю2 кг 

1 карат = 2  • 1(Н кг

Время час
минута

ч
мин

1 ч =  3600 сек 
1 мин = 60 сек

градус О
Г = — - рад 

180
Плоский

угол
минута

секунда и
Г = -  10 - рад 

108
l' = JL .10 -'рад  

648
Площадь ар

гектар
а
га

1 <а = 1 0 - м2 
1 га =  1 0 4 м2

Объем Литр л 1 л = 1.000028 • 10-J m j

Угол по­
ворота оборот об 1 об =  2 л: р а д
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Продолжение табл.10.

Угловая
скорость

об/мин

об/сек
1 об! мин = —  рад/сек 

30
1 об/сек  = 2 л  рад/сек

Сила тонна-сила тс 1 тс = 9.80665 103 н
Работа Ватт-час вт-ч 1 вт-ч =  3.6 • 103 дж
Мощ­
ность

лошадиная
сила л.с

1 л.с. =  735.499 вт 
{~15кГм/ сек)

Давле­
ние

бар
миллиметр

ртутного
столба

миллиметр
водного
столба

техническая
атмосфера

физическая
атмосфера

бар 

лш.рт.ст. 

мм. вод. ст.

am или 
кГ/см2 

атм

1 бар — 1 0  ̂н/м2

1 лш.рт.ст.=133.322 н/м2

1 мм. вод. ст. =9.80665 
н/м2

1 am = 9.80665-10 4 н/м2 

1 атм =1.01325 1 0 5 н/м2
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Секториальные геометрические характеристики прокатных
двутавров

(При вычислении а  приняты G = 8 104 МПа и £  = 2 .1105 МПа)

Т а б л и ц а  22.

№

про­

филя

Секториаль-
ный момент 

инерции

К

в см6

Секгориапь-
ная

площадь 
дла крайней 

точки 
профиля

й*МАХ * 
см*

Секгориаль-
ный момент 

инерции

Момент
инерции

при
чистом

кручении

J К  в
см4

Упругая
югнбаэ-

крупшьная
харисте-ристнка

а- К
тем4

10 644.3 15.25 42.26 2.873 0.04122

12 1353 20.10 67.33 4.243 0.03457

14 2560 25.54 100.23 5.911 0.02966

16 4879 32.25 151.30 8.406 0.02562

18 8219 38.90 211.28 11.37 0.02295

20 -  
Ь

13121

13857

46.15

47.05

284.31

294.50

14.81

17.85

0.02074

0.02215

22 -  
Ь

22773

23930

55.91

56.90

407.33

420.55

20.32

24.06

0.01844

0.01958

24 -  
Ь

33799

35426

64.48

65.57

524.15

540.25

25.57

30.12

0.01698

0.01800

27 -  
Ъ

52987

55414

76.08

77.92

690.99

711.21

31.93

37.60

0.01515

0.01000

а 76704 88.38 867.93 3883 0.01289

30 А 80114 89.75 892.60 45.78 0.01475
с 83612 91.13 917.50 55.23 0.01587

а 107106 100.69 1064.3 46.19 0.01281

33 ^
с

111780 

116520

102.21

103.73

1093.6

1123.3

54.49

65.74

0.01363

0.01466
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Продолжение табл. 22.

№

про­

филя

С ектор паль­

мы й момент 
инерции

Л

В

Секториаль-

ная 
площадь 

для крайней 
точки 

профиля

®МАХ в
см1

Секториапь-

ный момент 
инерции

W(U в см'

Момент
инерции

при
чистом

кручении

J к  в
см4

Упругая
изгибно-

крутильная
характе­
ристика

в см'1

а 154820 115.19 1344.0 56.85 0.01183

36 А 161210 116.85 1379.6 66.72 0.01256

167760 118.51 1415.6 79.99 0.01348

а 228900 134.13 1706.6 68.75 0.01070

40 А 237950 136.00 1749.6 80.68 0.01137

247210 137.85 1793.3 96.55 0.01220

а 376630 159.75 2357.6 95.31 0.00981

45 А 390770 161.86 2414.4 111.3 0.01041
С 405220 163.96 2471.5 131.8 0.01113

а 611990 187 10 3270.9 131.2 0.009038

50 А 633900 189 44 3346.2 150.3 0.009504
С* 656270 191 79 3421.8 174.9 0.010070

а 906350 216.79 4180.8 159.9 0.008198

55 А 937220 219.36 4272.5 182.7 0.008617
С

968720 221.94 4364.8 211.5 0.009119

а 1349900 251.22 5373.4 195.5 0.007427

60 а 1393200 254.04 5484.2 221.9 0.007790

1437300 256.86 5595.7 255.3 0.008226
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