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SO‘ZBOSHI

Ushbu «Algebra va matematik analiz asoslari (Il gism)»
darsligi shu nomli kitob 1 gismining uzviy davomi bo‘lib,
akademik litseylar va kasb-hunar kollejlari uchun mo'l-
jallangan hamda shu fan bo‘yicha akademik litseylar va kash-
hunar kollejlari olquv rejasiga asosan aniq fanlar yo'nalishi,
tabiiy fanlar yo'nalishi, shuningdek, matematika umumta’lim
fani sifatida o‘rganiladigan guruhlarining algebra va matematik
analiz asoslari kursining o‘quv dasturidagi barcha materiallarni
0'z ichiga oladi.

Mualliflarning SamDU qoshidagi akademik litseyda to”pla-
gan ish tajribalari asosida yaratilgan va o‘n bobdan iborat
bo'lgan ushbu darslikda quyidagi mavzular yoritilgan:

e Trigonometrik funksiyalar.

* Nostandart tenglamalar, tengsizliklar va sistemalar.

e Sonli ketma-ketliklar va ularning limiti.

Funksiyaning limiti va uzluksizligi.
Hosila.

Integral.

Differensial tenglamalar.

 Kombinatorika elementlari.

« Ehtimollik nazariyasi va matematik statistika
elementlari.

e Chizigli algebra elementlari.

Har bir bob paragraflarga, paragraflar esa bandlarga bo'lin-
gan.

Darslikning vyaratilish jarayonida o'/.larining gimmatli mas-
lahatlarini ayamagan SamDU qoshidagi akademik litsey-
ning oliy toifali matematika o'gituvchilari 13 l.Usmonov va
Z. A. Pashayevga, shuningdek, Kkitob qo'lyozmasini kompyuter-
da sahifalagan |. Nasimov va A. Siddigovga 0'z minnat-
dorchiligimizni bildiramiz.

Aynigsa, Kkitobni diqgat bilan o‘gib chigib, uning sifatini
yaxshilash bo'yicha gimmatli maslahatlar bergan Samargand
viloyati Ishtixon tumanidagi 21- o'rta maktabning oliy toifali
matematika o‘qgituvchisi, 0 ‘zbekiston Respublikasida xizmat
ko‘rsatgan Xalq ta’limi xodimi A. A. Nasimovga samimiy
tashakkur izhor etishni o'z burchimiz deb bilamiz.

Mualliflar
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I B O B

TRIGONOMETRIK
FUNKSIYALAR

I-§. Sonli argumcntning trigonometrik
funksiyalari

1. Burchaklar va yoylar. Markazi O nuqtada bo‘lgan R

radiusli aylanadagi A va B nuqtalar uni ikki gismga —yoylarga
ajratadi (l.1-rasm). Yoyning A va B nuqtalari yoyning uchlari,
golgan nuqtalari esa yoyning ichki nuqtalari deyiladi.

Uchlari A va B nuqtalar boMgan yoy uning fagat uchlarini
ko‘rsatish orgali kjAB ko'rinishda yoki uchlari A va B nugtalar
bo'lgan yoylarni bir-biridan farglash uchun yoyning uchlari va
yoyning biror ichki K nuqtasini ko‘rsatish orgali vjAKB
ko‘rinishda belgilanadi (12-rasm).

Agar AB kesma aylananing diametri bo'lsa, AB yoy yarim
ay/ana deyiladi. Agar AB kesma aylananing diametri bo‘lmasa
va AB yoyning har ganday ichki nuqtasini aylananing markazi
bilan tutashtiruvchi kesma AB kesmani kesib o‘tsa (kesib
o‘tmasa), AB yoy yarim aylanadan kichik (mos ravishda yarim
aylanadan katta) deyiladi.

Aylananing markazidan chiquvchi va berilgan yoyni kesib
o'tuvchi barcha nurlardan tashkil topgan vyassi burchakni
berilgan yoyga mos markaziy burchak, berilgan yoyni esa shu
markaziy burchakka mos yoy deb ataymiz (1.3-rasm).

Yoy uzunligi metr (m) va uning ulushlarida, shuningdek,
fut, duym, angstrem, mikronlarda ham oichanadi (1 fut =
=12 duym » 30,479 sm, 1 angstrem = 1+ 10~8 sm, 1 mikron=
=1+ 10 3 mm).



1.4-rasm. |.5-rasm. 1.6-rasm.

Geometriya kursidan ma’lumki, markaziy burchakning gra-
dus o‘lchovi va yoyning gradus oMchovi quyidagicha aniglanadi:

1) yarim aylanaga mos markaziy burchak 180° ga teng (1.4-
rasm);

2) yarim aylanadan kichik AB yoyga mos markaziy
burchakning gradus o‘lchovi OA va OB nurlar hosil gilgan
odatdagi burchakning gradus o‘lchoviga teng (bu yerda O -
aylana markazi, 1.5-rasm);

3) yarim aylanadan katta yoyga mos markaziy burchakning
gradus o‘lchovi 360° - a ga teng, bu yerda a - to'kliruvchi
burchak (yarim aylanadan kichik yoyga mos markaziy
burchak)ning gradus o‘lchovi (1.6-rasm).

4) yoyning gradus o‘lchovi shu yoyga mos markaziy
burchakning gradus o‘lchoviga teng (1.7-rasm).

Burchak va yoylarning burchak kattaligini oMchashda gradus-
ning ulushlaridan ham foydalanishga to'g'ri keladi. (lradus va
uning ayrim ulushlari orasidagi bogManishlarni keltiramiz:

1° = 60" (minut, dagiqa), I = 60" (sekund, soniya).

Buyuk o‘zbek olimi Mirzo Ulug‘bek o‘z asarlarida sekundning
A ulushi solisa(tersiy)dan ham foydalangan. lining asarlarida

1 daraja = 60 dagiga, 1 dagiga 60 soniya,
1 soniya = 60 solisa(tcrsiy)
ekanligi keltiriladi.

1.7-rasm. 1.8-rasm.



1.9-rasm. 1.10-rasm.

Tekislikda to'g'ri burchakli XOY Dekart koordinatalari siste-
masi kiritilgan bo'lsin. Marka/.i koordinatalar boshida bo'lgan
R radiusli aylanani garaymiz (l.K-rasm). Bu aylana OX o'gning
musbat yarim o'gini A nuqtada kessin. OA radius boshlangich
radius, A nuqta esa boshlang'ich nuqta deb ataladi.

OX o'gning musbat yarim o'gini koordinatalar boshi (qo'z-
g‘almas nuqta) atrofida musbat yo'nalish(soat strelkasining
harakat yo'nalishiga qgarama-garshi yo‘nalish)da va manfiy
yo‘nalish (soat strelkasining harakat yo'nalishi)da istalgancha
uzluksiz siljitish (harakatlantirish) mumkin deb hisoblaymiz.

OX musbat yarim o'g qo'zg'almas O nuqta atrofida musbat
yo'nalishda siljitilsa, OA radius biror OB radiusga o4adi. Agar
OA va OB radiuslar ustma-ust tushsa (1.9-rasm), siljitish
natijasida A nugta aylanani bir yoki bir necha marta to‘liq aylanib
chiggan bo'ladi. Bu holda biz boshlang'ich tomoni OA va oxirgi
tomoni OS bo'lgan aylanish burchagiga ega bo‘lamiz. Uning gradus
o'lchovi 360° ek ga teng, bu yerda «k — aylanishlar soni.

Agar OA va OB radiuslar ustma-ust tushmasa, A nuqta
aylanani to'liq aylanib chigmagan yoki aylanani bir yoki bir necha

marta aylanib chigib. yana AR yoyni
bosib o'tgan bo'ladi. Bu holda boshlan-
g'ich tomoni OA va oxirgi tomoni OR
bo'lgan burish burchagiga ega bo'lamiz.
Bu burish burchagining gradus o'lchovi
quyidagicha aniglanadi:

1 A nugta aylan
chigmagan bo'lsa (1.10-rasm), burish
burchagining gradus o'lchovi AR yoy-

1.1l-rasm. ning gradus o'lchoviga teng;



1.12-rasm. 1.13-rasm.

2) A nuqgta aylanani k (keN) marta aylanib chigib, yana
AB yoyni bosib o'tgan bo'lsa (l.l1l-rasm), burish burchagining
gradus o‘lchovi 360° ek + a ga teng, bu yerda a — shu AR
yoyning gradus o ‘lchovi.

Endi OX musbat yarim o'gni go'zg'almas O nuqta atrofida
manfiy yo‘nalishda siljitamiz. Xuddi yuqoridagi kabi muloha-
zalar yuritib, gradus o'lchovlari -360° ¢k (k - aylanishlar soni)
bo'lgan aylanish burchaklariga hamda gradus o‘lchovlari -
360° ek - a (bu yerda Ae{0; 1, 2; 3; ..} ga teng bo'lgan
burish burchaklariga ega bo‘lamiz (1.12- va 1.13-rasmlar).

Gradus oMchovi 0° ga teng burchakni ham qaraymiz. Bu
burchak boshlang'ich nuqta o0‘z o‘rnida harakatsiz turgan
holatga mos keladi. Shu sababli uni burish burchagi sifatida
ham, aylanish burchagi sifatida ham qarash mumkin.

Mashqglar

1.1. 1) Markaziy burchak 18° ga teng. Gradus oMchovi shu
markaziy burchakning gradus o'lchovidan 3| marta katta bo'lgan
markaziy burchakka mos yoyning gradus oMchovini toping;

2) Gradus o‘lchovi 54° li yoyga mos markaziy burchakning
gradus o'lchovidan 3 marta kichik bo'lgan markaziy burchak-
ning gradus o'lchovini toping.

1.2. 1) 3600° li burchak aylanish burchagi bo'la oladimi?

2) -3600° li burchak 0° Ili burchakka tengmi?
3) -542° li burish burchagida nechta aylanish burchagi
bor?



1.3. 1) Markazi koordinatalar boshida bo‘lgan R = 3 sm
radiusli aylana chizing. Boshlang'ich radiusni 540° buring va
hosil boigan yoy uzunligini toping;

2) Markazi koordinatalar boshida boigan R = 3 sm radiusli
aylana chizing. Boshlang'ich radiusni -270° buring va hosil
bo‘lgan yoyning uzunligini toping.

2. Burchak va yoylarning radian o‘lchovi. Koordinatali
aylana. Burchak va yoylarning burchak kattaliklarini o‘lchash-
ning yana bir sistemasi — radian o'lchovi sistemasi bilan
tanishamiz.

R radiusli aylanani qaraylik (l.14-rasm). Uzunligi 27i/?bo‘lgan
bu aylanada umumiy ichki nugtaga ega bo‘lmagan va har
birining uzunligi R ga teng bo‘lgan 2n ta yoy mavjud. Bu
yoylardan har birining, shuningdek ularga mos har bir

markaziy burchakning burchak Kkattaligi 349I = ISF(?I ga tengdir.

Demak, uzunligi aylana radiusiga teng yoyning va unga mos
markaziy burchakning burchak kattaligi aylana radiusiga bog‘lig
emas. Shu sababli, uzunligi aylana radiusiga teng bo Igan yoy-
ning burchak kattaligini sliu aylana yoylarini o‘lchashda o ‘Ichov
birligi sifatida, unga mos markaziy burchak kattaligini esa
burchaklarni o‘lchashda oMchov birligi sifatida olish mumkin.

Uzunligi aylana radiusiga teng yoy 1 radianli yoy, unga mos
markaziy burchak esa / radianli burchak deyiladi (l.15-rasm).

Yugoridagi mulohazalardan quyidagi bog‘lanishlarni olamiz:

1 radian =I8I_L|i|, 1° =T radian .

Bu ikki tenglik yordamida radian o‘lchovidan gradus
o ‘Ichoviga o'tish va gradus oMchovidan radian o‘Ichoviga o ‘tish
formulalari hosil bo'ladi:

1.14-rasm. 1.15-rasm.



I-misol. 120° ni radianlarda, » va 5 (rad)larni esa gradu-
slarda ifodalang.

Yechish. a = U (rad) formulaga ko‘ra

120 =W (rad):T
tenglikni, orad = formulaga ko‘ra

\YJ /
lengliklarni hosil gilamiz.

2-misol. Radiusi R =5 (uzun. birl.) bo‘lgan aylananing
uzunligi / = 10 (uzun. birl.)ga teng yoyini graduslarda va
radianlarda ifodalang.

Yechish. 1=10(uzun. birl.) =2 (rad) = 2 (rad) va
/=2 (rad) = ) = )° ~ 114°19'52" tengliklarga egamiz.
3-misol. Agar radiusi R =4 bo'lgan doiraviy sektorning
yoyi 3 rad ga teng bo'lsa, shu sektorning S yuzini toping.
Yechish. Yoyi n rad ga teng doiraviy sektor (yarim
doira)ning yuzi (bu yerda R — radius) ga teng bo'lgani
uchun, yoyi 1 rad bo'lgan doiraviy sektorning yuzi " ga,
yoyi a rad ga teng bo'lgan doziraviy sektorning yuzi esa a-ey 2

ga teng. Shu sababli S =3¢ =24 kv. birlik.

Eslatma. 5 ning graduslarda ifodalangan aniq giymati ga

(eng. Uning graduslarda ifodalangan taqgribiy qiymatini hosil qilish uchun
n ni uning kerakli aniqglikdagi taqribiy giymati bilan almashtirish kerak

bo'ladi. Masalan, n « 3 deb olinsa, 5=(—) =300° ga ega bo'la-

*

miz. Xuddi shu kabi, 1°=— rada 0,017 (rad), I(rad) =(— )
180° 1*>

' 57°17'44'" munosabatlar hosil gilinadi.



Tekislikda XOY Dekart koor-
dinatalari sistemasi Kiritilgan
bo'lsin. Markazi koordinatalar
boshi O (0; 0) da bo'lgan R =1
radiusli aylananing /4(1;0)
nuqgtasini boshlang'ich nuqta, OA
radiusini esa boshlang'ich radius
deb ataymiz (l.16-rasm) va shu
aylanada koordinatalar sistemasini
quyidagi tartibda kiritamiz.

Boshlang'ich nuqta /1(1; 0) ni

yangi koordinatalar sistemasining koordinatalar boshi (sanoq
boshi) sifatida olamiz. Uning yangi koordinatalar sistemasidagi
koordinatasi 0 ga teng. Boshlang'ich radiusni 0(0; 0) nugta
atrofida a radianli burchakka buramiz (bu yerda va bundan
keyin aylanish burchagi burish burchagining xususiy holi si-
fatida qaraladi). Natijada A nuqta aylananing biror B(x\ y)
nuqtasiga o'tadi (1.16-rasm). B{x\ y) nugtaning yangi koor-
dinatasi (aylanadagi koordinatasi) a ga teng deb gabul gilamiz
va B (a) ko'rinishda belgilaymiz.

Masalan, C (0; 1) nugta boshlang'ich radiusni O (0; 0)
nuqta atrofida | rad burchakka burishdan hosil gilinadi. Shu
sababli, uning yangi koordinatalar sistemasidagi koordinatasi
| ga tengdir (1.16-rasm).

Aylananing har bir nuqtasi aylanadagi koordinatalar siste-
masida cheksiz ko'p koordinatalarga ega, chunki boshlang'ich
radiusni 0(0; 0) nugta atrofida a, a £ 2n, a + 45, ..., ya'ni
a = 2kn, keZ burchaklarga burish natijasida boshlang'ich
nugta aylananing ayni bir B nuqgtasiga o'tadi va a = 2kn, k&Z
sonlarning har biri B nuqtaning koordinatasi (aylanadagi
koordinatasi!) bo'ladi.

Yuqoridagi usul bilan koordinatalar sistemasi kiritilgan birlik
aylana koordinatali aylana (yoki koordinatalar aylanasi) deb
ataladi.

4 -mi sol. Koordinatali aylanada J/(5-yn|. N1~-5"n]|
nuqtalarni belgilang.

Yechish. 1) 52n=2<2n+((n+-|j bo'lgani uchun
n/|5”n| va + nuqtalar koordinatali aylanada ustma-

10
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1.17-rasm. 1.18-rasm.

ust tushadi. D(n) nuqtani (l.17-rasm) musbat yo‘nalish

bo'yicha | =45° burchakka burib, A/(5%n) nuqtani hosil
gilamiz;
2) N va M nugqtalar AD diametrga nisbatan simmetrik

nuqtalar bo'lgani uchun M nuqtani shu diametrga nisbatan
simmetrik almashtirib, Sim-52n) nuqtani hosil gilamiz (1.17-
rasm).

5-miso 1l Koordinatali aylanada 2 va -3 sonlarini belgilang.

Yechish. 2 sonining koordinatali aylanadagi tasviri (koor-
dinatasi 2 ga teng bo'lgan nuqta)ni topish uchun uzunligi 1
radian (aylana radiusi)ga teng bo'lgan yoyni boshlang'ich A
nugtadan boshlab, musbat yo'nalishda ketma-ket ikki marta
go'yamiz (1.18-rasm).

-3 sonining koordinatali aylanadagi tasvirini topish uchun
uzunligi 1 radianga teng bo'lgan yoyni boshlang'ich A nugtadan
boshlab, manfiy yo'nalishda ketma-ket uch marta go'yish
yetarli (1.18-rasm).

1.4, Aylana radiusi R = 10 sm, yoyi / (sm), yoki a (rad),
yoki a° birliklarning birida berilgan. Yoy qolgan ikki birlikda
ifodalansin:

) / =1 2; 5 10; 20; 30;

2) a = 2° 10° 10°30%; 60°, 90°, 180° 350° -30°; -45°;

3) a = 360°;, 540°;, 700°, 720°30'; 750,5°; 1000,5°; -450°;
660°;

4) a = 2; 5, 10; 20n; 50,5n; -5; -n; -5n (rad).



1.5. Quyidagi nuqtalar birlik aylanada belgilansin hamda
ularga aylana markaziga, gorizontal va vertikal diametrlarga
nisbatan simmetrik joylashgan nuqtalar topilsin:

A (n/8), B (2n/3), C (5n/8), D (36°), E (220°), F (-75°),
G (4), H (-5).

1.6. Muntazam sakkizburchakning ikki go‘shni tomoni
orasidagi burchagini graduslar va radianlarda ifodalang.

1.7. Aylana radiusi R =6 dm. Yoylar a° kattalikda berilgan.
Ularni radianlarda ifodalang va mos sektorlarning yuzini
toping:

a - 12°; 15° 22°30"; 24°;, 30°, 45°; 60°; 72°; 90°; 120°%
180°; 225°;

270°; 315°; 330°.

1.8. Jism “ =t rad/s burchak tezlik bilan aylanmoqda. U
/ = 10 s da ganday burchakka buriladi? 2 min da-chi?

3. Sonli argumcntning sinusi, kosinusi, tangensi
kotangensi. Tekislikda XOY Dekart koordinatalar sistemasi
kiritilgan va / haqiqiy son berilgan bo‘lsin. t haqigiy songa
koordinatali aylananing koordinatasi t ga teng boMgan B(t)
nuqtasini mos qo‘yamiz (l.19-rasm).

B(t) nugtaning abssissasi t sonning kosinusi, ordinatasi esa
t sonning sinusi deyiladi va mos ravishda cos/, sinr orgali belgi-
lanadi.

B(t) nuqta ordinatasining shu nuqta abssissasiga nisbati
(agar bu nisbat mavjud bo‘lsa) t sonning tangensi deyiladi va

tg/ orgali belgilanadi.

B(t) nuqta abssissasining shu
nuqta ordinatasiga nisbati (agar bu
nisbat mavjud boMsa) t sonning
kotangensi deyiladi va ctgt orgali
belgilanadi.

Sonning sinusi, kosinusi, tan-
gensi va kotangensi tushunchalari-
ning aniqglanishidan ko‘rinadiki,

tg/ = X! (cos™ 0), (1)
cost

va



Cg/ = c2si (sin/”0) (2)
&

i
sin /
immosabatlar o‘rinli va koordinatali aylananing B(t) nuqtasi
XOY koordinatalar sistemasidagi B(cost; sin/) nuqta bilan
ustma-ust tushadi. B(cost; sin/) nugta birlik aylanada yotgani
sababli, uning koordinatalari shu birlik aylana tenglamasi x2

i y2 = | ni ganoatlantiradi:

cos2/ +sin2/ = 1 3
Sonning sinusi va kosinusi tushunchalarining aniglanishidan
ko'rinadiki, ixtiyoriy / haqigiy son uchun £(cos/; sin/) nuqta
birlik aylanada yotadi. Shu sababli, (3) tenglik / ning har ganday
haqigiy qiymatida o‘rinli.
n
1-misol. 0, j, n, — sonlarining sinusi, kosinusi, tan-
gensi va kotangensini toping.

Yechish. 0, 2 n, 32T sonlariga koordinatali aylananing

,1(0), D(k), nuqtalari mos keladi (1.19-rasm).

Hu nugqgtalar XOY koordinatalar sistemasida mos ravishda
quyidagi koordinatalarga ega: A (1; 0), C (0; D), />( I, 0),
7 (0; - 1.

Sonning sinusi, kosinusi, tangensi va kotangensi tushun-
chalarining aniglanishiga ko'ra, quyidagi longliklarga ega
boMamiz:

cos 0 = 1; cos-| = 0; cos n = ml; cosy O;

sin 0 = 1; siny = 1; sin n=0; sindp =-1;

tg 0 =0; tg-|] —mavjud emas; tgn 0; tg”™ - mavjud
emas;

ctg 0 — mavjud emas; ctg-| = (); ctg 1 — mavjud

emas;, ctg” =0.

2-misol. sinﬁ, cos4f, tg%, cth larni hisoblang.

Yechish. Koordinatali aylanada ~ m nuqtani yasaymiz

(1.20-rasm) va bu nuqgtaning XOY koordinatalar tekisligidagi
koordinatalarini aniglaymiz.



OBC teng vyonli to'g'ri burchakli uchburchakda OB2 =
=0C? + BC2= 2BC2bo'lgani uchun 2BC2= 1 yoki BC = —m

ga ega bo‘lamiz. B nuqtaning abssissasi ham, ordinatasi ham

musbatdir. Demak, B nugta B {"-\ nuqta bilan ustma-
ust tushadi. sina, cosa, tga, ctga larning aniqglanishiga ko‘ra,

r r A
sin| =, cos| =", tg|=" =1, ctg| =1

T
tengliklarga ega bo'lamiz.

3-misol. O va -4 ning sinusi, kosinusi, tangensi va
kotangensini toping.

Yechish. B (?) nuqgtani yasaymiz (1.21-rasm) va bu
nuqgtaning dekart koordinatalarini topamiz. ¢ nugtaning
dekart koordinatalari musbat sonlardir. OBC to'g'ri burchakli
uchburchakda BC =\()B =\ \=\ bo'lgani uchun Pifagor

teoremasiga ko'ra OC =sj\2-(*)2=" bo'ladi. Demak, B (g)

nuqgta B nuqta bilan ustma-ust tushadi. Son argument-

ning sinusi, kosinusi, tangensi va kotangensining aniglanishiga
ko'ra .
i
sinl 4, CO0S|=]|, = ctg| = V3.

1.20-rasm. 1.21-rasm.
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N ( va B nugtalar OX o'gga nisbatan simmetrik

bo’lgani uchun /) f- £j nugta ~(-yi - j) nuqgta bilan ustma-

nsl lusliadi. Shu sababli

_(_!):#c

2
y msint, y - cost, y =tgt va y =ctgt formulalar bilan anig-

langan funksiyalar asosiy trigonometrik funksiyalar deyiladi.
Ularning ayrim asosiy xossalarini keltiramiz.

. y =sin/ funksiya chegaralangan funksiya va barcha teR
tar uchun |sinf|<l munosabat o'rinli.
Isbot. Biror teR uchun [sin/|>] bo'lsin. U holda [sin2/j =

=|sin/" >1 boMgani uchun sin21+co0s21- |sint\2+ |cosr|2>

>|sint\2+ 0 =|sint\2>1, ya’ni sin2t +cos2t > 1 tengsizlikka ega

bo‘lamiz. Bu esa (3) ga ziddir.

Demak, barcha teR sonlar uchun |sin/|[<l munosabat
o'rinli va sinf funksiya chegaralangan funksiyadir.
2°. y =cost funksiya chegaralangan va barcha teR lar uchun

Icos/l <1 munosabat o Tinli.

n IC n n 3k
a 0 6 A 3 5 n 5 2n
sina 0 21 g g 1 0 1 0
T oo 1 0 1
tga 0 1 1 v3 Mavjud 0 Mavjud 0
n emas emas
Mavjud 1 Mavjud Mavjud
ctga emas Y3 1 n 0 emas 0 emas

15



Isbot. VteR da 0 <sin2 < 1 bo‘lgani uchun cos2 = 1 -
-sin2/< 1bo'ladi. Oxirgi tengsizlikdan, V/e/? da |cos/|<I| ekani
ko‘rinadi. Demak, cos/funksiya chegaralangan funksiya va VteR
da |cos/l< 1.

1°, 2°- xossalardan, y = sin* va y = cosx funksiyalardan har
birining qgiymatlar sohasi [-1; 1] kesmadan iborat ekanligi
kelib chigadi.

Trigonometrik funksiyalarning ayrim burchaklardagi giymat-
lari jadvalini keltiramiz:

(L, | Mashqglar

1.9. Ushbu sonli giymatlarga kosinus teng bo‘la oladimi? Sinus-
chi?

1) 0,562; 2) -0,562; 3) 1,002; 4) -1,002;

5 6) -E#=f, a>0 b>1; 7 1 8) n

) \I(" 1b~ ) % )

9) 10 Iy n -n/i2

1.10. 1) Agar (x=10° 90°; 1,5m boMsa, sina+

+ cosa va 2(1 - cos<<) m toping;

2) y =sinZa + 2cos2(x ifoda gabul giladigan eng katta giymatni
toping.

1.11. R radiusli halga OX o'gining musbat yo'nalishi
bo‘yicha yumalab bormoqda (1.22-rasm). O'gning 1 birlik kesma
uzunligi R ga teng. Harakat boshida aylananing M nugtasi O
nugtada turgan boMsin.

" £90%)
f R MK \
\ Vet )
N
0 ON=y jMN

1.22-rasm. 1.23-rasm.
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1) Agar M nuqta u rad ga burilsa, aylananing 0} markazi
ganchaga siljiydi?

2) ()} markaz (c= 3; y - 1) nuqtaga kelishi uchun JV
nuqta qgancha burilishi kerak?

3) O] nuqta 5 birlik/s tezlik bilan siljimogda. M nugtaning
burchak tezligini toping.

4) Oi nuqgta sekundiga R masofaga siljisa, J/ nugtaning
t momentdagi o'rnining koordinatalarini toping.

1.12. Geografik kengligi 0 ga teng bo'lgan parallelda geogralik
u/.unliklarining fargi ¢ ga teng bo'lgan ikki Ava B nugta olingan
(1.23-rasm). Yer shari radiusi R ga teng. uAB =/ ni toping.

1.13. A nugtaga 120° burchak ostida qo'yilgan 10 N va
12 N Kkattalikdagi ikki kuchning teng ta’sir etuvchisini toping.

1.14. Daryo qirg‘og‘idagi tepalikdan shu qirg'oq gorizontal
yo'nalishga nisbatan 30°, narigi qirg'oq 15° burchak ostida
ko'rinadi. Daryoning kengligi 100 m. Tepalikning balandligi va
uning uchidan daryo qirg'og'igacha bo'lgan masofani toping.

1.15. Yer radiusi R ga teng. Shimoliy yarim sharda geografik
uzunligi X ga, kengligi @ ga teng bo'lgan B nuqta olingan.
Toping:

1) B nuqtadan ekvator tekisligigacha bo'lgan masofa;

2) B nugtaning ekvator tekisligidagi proyeksiyasining koordi-
natalari (abssissalar o'qi ekvator bilan nolinchi meridian Kkesi-
shuvidagi nuqta ustidan o'tadi). Hisoblashlarni R =6367 km,
X - 30° va ¢ = 60° uchun ham bajaring.

1.16. ABOA da OA - OB - R, MA = R(Il cos/ ), BM=
= /?sin/, OM - Rcost (I 24-rasm). Isbot qiling:

sint = xyj(1l-cos/)( I+cosr); AB =RMN2(1- cosl).



1.17. Teng yonli AOB uchburchak yuzi 64, MA =8 (1.24-rasm).
AB -?

1.18. Yer sathidan EK = h (l.25-rasm) balandlikda
joylashgan E kuzatuv punktidan gorizont chizig'idagi L nuqgta
gorizontal yo'nalishga nisbatan ZNEL = a burchak ostida
ko'rinadi (Abu Rayhon Beruniyning «Qonuni Ma’sudiy» asari-
dan). Agar h ~3 km va R = 6367 km bo'lsa, a ni toping.

1.19. 1.26-rasmda V Venera va E Yer orbitalari aylana
ko‘rinishida tasvirlangan, Yerning S Quyoshdan uzoqligi rE=
=149500000 km.

Oddiy kuzatishda Venera Quyoshga nisbatan a ~ 46° burchak
ostida chetlashgan ko'rinadi. Bu chetlanish ko'pi bilan gancha
bo‘lishi mumkin?

1) Veneraning Quyoshdan rv uzoqgligini hisoblang.

2) Venera sutkalik harakati davomida Quyoshdan a qadar
ortda qolishi mumkin. U holda u kechasi ko'rinadi. Aksincha,
a gadar oldin o'tgan bo'lsa, ertalab. Quyosh chigmasdan oldin
ko'rinadi. Nima uclum, tushuntiring.

1.20. 1.24-rasmda tasvirlangan koordinatali aylanada uAB =t

1) /, 360° +/, 360° I, -360° +/, Ink +t keZ yoylarga
mos nugqtalar ustma-ust tushadimi? Agar ular ustma-ust
tushsa, bu nuqgtalarga mos trigonometrik funksiyalar o'rtasida
ganday bog'lanishlar mavjud bo'ladi? Misollar keltiring. Shu

ishni nk +r, keZ va y +/- keZ nuqtalar uchun takrorlang;

2) yuqoridagi ishni B(t) nugtaga O markazga nisbatan
simmetrik bo'lgan £(s + /) nuqtaga nisbatan ham bajaring.

4, Trigonometrik funksiyalarning davriyligi. Trigonometrik
funksiyalarning davriyligi hagidagi teoremalarni keltiramiz.

| -teorema. cost va sin/ funksiyalarning har biri davriy
funksiya va ularning asosiy davri 2n ga teng.

Isbot. Ixtiyoriy teR son uchun K(t), L(t + 2n), M(t -
-2n) nugtalar koordinatali aylanada ustma-ust tushadi. Shu
sababli ularning Dekart koordinatalari bir xil:

x = cost = cos(f - 2n) = cos(t + 2n),
y = sin/ = sin(r - 2n) = sin(t + 2n). (1)



Demak, cos/ va sin/ funk-
siyalar davriy funksiyalar va 2n
soni ulardan liar birining biror
davridir. 2n soni ulardan har biri
uchun asosiy davr bo'lishligini
ko'rsatamiz.
0 < T{<2«ksoni cos/ ning davri
deb faraz gilaylik. U holda, masa-
lan, /=0 da cosO = cos(0 + T{=
I, ya’ni cosT, = 1bo‘lishi kerak.
Koordinatali aylanada abssissasi 1
ga teng bo'lgan fagat bitta (1; 0) nugta mavjud va unga
/[ 2nk, keZ sonlari mos keladi. I, son esa bu sonlar orasida
mavjud emas. Demak, farazimiz noto'g'ri, kosinus funksiyaning

asosiy davri 2n sonidan iborat. Shu kabi, masalan, /=-y da

sinf =sin(f +7i) =1 tenglikni ganoatlantiradigan va 2n dan

kichik bo'lgan T, musbat son yo'q. Demak, T =2n soni sinus
funksiyaning asosiy davri.

2-teorema. tg/ davriy funksiya va uning asosiy davri n
ga teng.

Isbot. t~” +nk, k&Z bo‘lsin. K(t), L(t + n), M(t - n)
nuqtalarni qaraymiz. L(t + n), M{t - k) nuqtalar ayni bir
xil Dekart koordinatalariga ega, ya’ni ular ustma-ust tushadi.
Shu nugtalarning umumiy abssissasi x, umumiy ordinatasi esa
y bo'lsin (1.27-rasm). U holda, tg(/+ n) =tg(/- n) =- bo'ladi.
K(t) va L(t + n) nuqtalar diametral garama-garshi nuqtalar

bo'lgani uchun K{r) nuqtaning abssissasi -x ga, ordinatasi
esa -y ga tengdir (1.27-rasm). Shu sababli,

tgt:_/\ =N :tg(/+]’|) :tg(/'ﬂ).

Demak, tg/ funksiya davriy funksiya va t - n soni uning biror
davridir. Bu son tg/ ning asosiy davri ekanini ko'rsatamiz. T son

tg/ ning asosiy davri, ya'ni barcha t ¢ +nk, k&Z sonlari uchun
tg(/ + 7) =tg/ tenglik o'rinli bo'lsin. Oxirgi tenglik / =0 da ham
bajariladi: tgT = 0. Bu yerdan T = nk, keZ ekanini ko'ramiz.
Shunday qilib, tg/ ning asosiy davri nk, keZ sonlari orasidagi
eng kichik musbat son, ya’ni n sonidir. Demak, T =n.



3-teorema. ctgt davriy funksiya va uning asosiy davri
n ga teng (mustaqil isbotlang).

Mashqglar

1.21.y = 1- cost funksiyaning davriyligini isbot qiling va
asosiy davrini toping.

1.22. 1 f(x) =sinx, g(x) =J, 0 bo‘lsa, g°f kompozitsiya
davriy funksiya bo‘la oladimi? / ° g -chi? Agar shunday boisa,
davrini toping.

2) Agar | va | sonlari / funksiyaning davrlari bo'lsa,
vi- soni ham uning davri bo'lishini isbot qiling.

3) y = cos(ax) ning asosiy davrini toping.

4) y =ncosx njlig aniglanish sohasini toping va davriylikka
lekshiring.

5 )Quyidagi funksiyalarning davriy emasligini isbot qiling:

y = sinjc3;
y =sin v+cos(xfi).

1.23. Funksiyalarning davrini toping:
1) y = sinbx + cos4x; 2) y =cosx + 2sin4,9x;

3) y =Jsin4,3x- sin 10v+3.

5. Sinus va kosinus funksiyalarning xossalari. Sinus va
kosinus funksiyalarning xossalari bilan tanishishni davom
ettiramiz.

~1

1.28-rasm. 1.29-rasm.
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1) sin/ funksiya argumentning / = nA, Ae/ giymatlaridagina,
cos/funksiya esa argumentning / = -| + nA, Ae-/ giymatlaridagina

nolga aylanadi. Hagigatan, koordinatali aylanada fagat ikki
/1(0) =/1(1; 0) va D{k) = D{-1; 0) nugtaning ordinatasi nolga
teng, ya’ni y =sin/ =0 (1.27-rasm). Bu nuqtalarga 2nA, AeZ
va n + Ink, k<aZ sonlar to‘plamlari mos. Bu ikkala to'plamni
hitta {n/c, kezZ} to'plamga birlashtirib yozamiz. Shu Kkabi

koordinatali aylanada fagat ikki c|-|[J =C(0; 1) Va ~ (") =
=/'(0; -1) nuqta abssissasi nolga teng (1.27-rasm), ya’ni

V=cos/ =0. Bu nuqtalarga » +2nk, ~ +2nk =j +(2k + 1)n,

AeZ sonlar to plamlari yoki jj +4, Ae ZJ to‘plam mos;

2) cost —juft funksiya, sin/ —toq funksiya. Hagiqatan, /2(/)
va /?,(-/) nugtalar abssissalar o‘giga nisbatan simmetrik joy-
lashganligidan (1.28-rasm) ularning abssissalari teng, ordina-
talari esa fagat ishoralari bilan farq qiladi. Demak, cos(-/) =
=cos/, ya’ni cost juft funksiya, sin(— = -sin/, ya’ni sin/ toq
funksiya;

3) agar B(t) nugta koordinatali aylana bo‘ylab n qadar
siljitilsa, cost va sin/ funksiyalar o‘z ishoralarini o°‘zgartiradi:

cos(/ + n) = -cos/; (1)
sin(/ + n) = -sin/. (2)

Haqgiqatan, B(t) va R n + t) nuqtalar koordinatalar boshiga
nisbatan simmetrik joylashganligidan (1.28-rasm) ularning
koordinatalari garama-qarshi ishorali boladi;

4) A (@ 0, C (@O D. )Ll 0, F (0 -1) nuqgtalar
koordinatali aylanani to'rt chorakka ajratadi (1.29-rasm). Agar
/M0) nuqgta A dan C gacha siljitilsa, A nuqgta abssissasi | dan
0 gacha kamayadi, ordinatasi esa 0 dan | gacha o‘sadi. Demak.

0 <i <R oraligda (I chorakda) sin/ funksiya nomanfiy va 0
dan 1 gacha o'sadi, cost ham nomanfiy, lekin 1 dan 0 gacha
kamayadi. Qolgan choraklarda ham shu kabi ma’lumotlarni
to'plab, quyidagi jadvalni tuzamiz:



Funksiya o« o= r<1 <9 n<ts<- Y<r <2n

musbat, musbat, musbat, musbat,
sin/ 0 dan 1gacha 1dan 0 gacha 0 dan -1 gacha -1 dan 0 gachc

o0 ‘sadi kamayadi kamayadi 0 ‘sadi

musbat, musbat, musbat, musbat,

cos/ 0 dan 1gacha 1dan 0 gacha 0 dan -1 gacha -1 dan 0 gacha

o'sadi kamayadi kamayadi 0 ’sadi
(iip) Mashqlar
1.24. | - cos/ funksiya (Mirzo Ulug'bek bu funksiyani sahm

/ funksiya dob atagan) ishoralarining saqlanish oraliglarini,
nollarini, juft-togligini aniglang, 180° + a yoy sahmining 1+

+cosa ga tengligini tekshiring, a yoy sahmi |- cosa ga teng.
1.25. sin/, cos/ va | - cos/ mos ravishda:
1) | ga teng bo'lishi mumkinmi?
2) lj 1 r r_t o * I » » ga-Chi ?
>Ja” +0 \la +b yja +b

1.26. Quyida / ning giymatlari ko'rsatilgan. B(t) nugta qaysi
chorakda joylashgan, sin/, cos / lar ganday ishoraga ega
bo‘ladi?

1) 2) 3) 4) 260m 5) 3; 6) 3,13;
7 1,7n; 8) 1,78n; 9) -1,78n; 10) -2,8; 1) -4;
12) -1,31; 13) 49600; 14) 356°; 15) 247°36'42™;

16) 34680°; 17) -674°; 18) -107° 13'55".
1.27. Ayniyatlarni isbot qiling:

1) MLi +cosx _ -——-- L— bunda sin.v * 0, cos* * O0;
COSX SIN.I' — COSx SIN X

)L +EAE) - Ji . 3) sjnx . WX + cosX + sindY _ ].
C0S30' SN 30 A

4) sinX - cosX = sindx - cos4;

5) sinX - sinXxcosX - cosdx = 1 - 2c0sZ;

6) cosX + sinXx e cosdx - sin&x = 1 - 2sin4x;

7) 6(sindx + cos4x) - 4(cosbx + sintx) = 2.



1.28. sinx - cosx = m bo'lsin. sinx va cosx ni hisoblamay,
giiyidagilarni toping:

) sinlv - cos¥; 2) sindx - cos4x.

1.29. Tenglamalarni yeching:

) sinlOx = 0;2) cos5x = 0; 3) sinj =0; 4) cosj =0;
5) sin"2x--||=0; 6) sin"6x+ =0; 7) cosj" 0;

S) sin(|+]|) =o.

1.30. Ifodalarni soddalashtiring:

1) 2cos(i + x) + 3cos(-x) + cos(ti - Xx);

2) sin(1 + x) - 2sin(jt - x) - 3sin(-x);

3) 4cos(-x) + 5sin(rc + x) - 2sin(n - x) - 6cos(n i n).
1.31. a) Quyidagi funksiyalarni juft-toglikka tckshiring:

1) sin%; 2) COoSoX; 3) sing&; 4) 5cosSX + 6cos4x;

5) 3sinX - 2sinZ; 6) 3sinX + 4cosX; 7) 4snr aj nil
sin v

b) Ifodalarning ishoralarini aniglang:

1) 3|n£3T—co6’Z-n:; 2)] smin-sm %—n—cos%?l;

3) sin 0,9 cos(-1) cos 4.

1.32. Sinus va kosinus funksiyalar gaysi choraklarda bir xil
ishoraga ega?

1.33. Agar:

1) cos/ = 3sin/; 2) cost- sin2; 3) sin/ = 2cosd; 4) cos/

sin4/ bo'lsa, / qaysi chorakka tegishli bo'ladi?

1.34. Agar: 1) / burchak ikkinchi chorakka tegishli va
cos/ =-| bo'lsa, sin/ nimaga teng bo'ladi?

2) / burchak uchinchi chorakka tegishli va sin/ =-| bo'lsa,
cos/ nimaga teng bo'ladi?

1.35. Qaysi biri katta:

1) sin45° yoki sin-|; 2) cos45° yoki cos|; 3) sin50°
yoki c0s50°7?

1.36. Ifodalarning giymatlarini hisoblang:

1) sin240°; 2) co0s240°;, 3) sin”™ ;  4) sin(-7);



5) cos(-"yj; 6) cos2 (-lin) +sin2 (-");

3cos(-180)¢
cos 180"

7) cos gecos 90°

c0s2 30° _ sin245°
sin2 30°  sin245°

1.37. f{x) = 6sind.v 3cos4x funksiyaning /(0), /|-|j, f{-
giymatlarini hisohlang.
1.38. Ayirmalarning ishoralarini aniglang:

1) sin38° - sin40°; 2) cos51° - s0s21°; 3) sin|-sin]|;
4) sin48° - sin52°; 5) cos|-cos|; 6) sinl32° - sinl52°;
7) cos-"-cos”; H sin®-sin” ; 9) sinl2° - cos732°.
1.39. Funksiyalarning o'sish va kamayish oraliglarini toping:
) y=sin®; 2) y-cos™; 3)y -sinbx; 4)y =cos5x;
5) y =sin(x +-|); 6) v=cos|x+|); 7)y=4 s i n 5
8) v=sin|j +3); 9) v-cosXx 10) y =sin2”;

1) v=-3cos4”; 12)y cos(5x +60°); 13) y =sin(Zv - 60°).

1.40. Funksiyalarning o'sish va kamayish oraliglarini toping:

4) y =yjsinx\;  5)y sindx + 2sin2xcosX + cOs4X ;
6) V=C0S2X +sin2x ; 7) y =cosx +sin2x;

8) y = V3sin(ix +j).

1.41. Funksiyalarni o'sish va kamayishga tekshiring:
Dy -sinx + 1; 2) Y =c0S3X - COS5X +6X ;

3) y - (cos2x + 3)(1-4sinx);4) y=cos-|x-sin|x +3x-7.



1.42. | imksiya n' ning gaysi giymatlarida aniglanmagan?

. — . COS X
) v _si‘r]1;<” 2) 'V_;%E’ 3y I-sinjc 5
4) v- 0,8sin - 0,75; 5) vy =g2)c'gs)lzl._l,1.

1.43. Quyidagi funksiyalarning eng kichik musbat davrini
lo|)ing:

)y - cosdy; 2) y = 10co0s0,5x;

3) y =2cos|3x - -|J; 4) y =9cos(oo/ + ), w*0;

5) y =-30sin(5x +]); 6) y ="sin(g - 2jc);

7 y=|sin(4ax +jj; 8) y=/4sin(co/+(p), AeR,w*0;
9) y =10co0s4.v-8sin(5x +/j; 10) y =-10cos|- +4sin|;
1)y =5cosxsin2x; 12) y = cos.x42

1.44. Funksiyalarning aniglanish sohasini toping, maksimal
va minimal giymatlarini hisoblang; agar x ning giymati /6
dan a/3 gacha ortsa, funksiya gqanday o‘zgaradi?

1) y =sin(f - x); 2) y =cos(45° - x).

6. Tangens va kotangens funksiyalarning xossalari.

1) Tangens va kotangens davriy funksiyalardir va ularning
asosiy davri T =4 (4- band, 2, 3- teoremalar);

2) tg/ va ctgt — toq funksiyalar. Hagiqatan, cosu * 0 da

=cos( /) =iffr = _tg' ga’sin/*° da ctg(-/)=-ctg/ga ega
boiamiz. Tangens va kotangenslarning davri s ga teng va ular
tog funksiyalar bolgani uchun Ig(n - /) = tg(rc +(-/)) = tg(-/) =
= -tg/, ctg(rc + (-/)) = -ctg/, ya’ni
tg(a“ 0 =-tg/, (D
ctg(a—0 =-ctg/. (2)
tengliklar o'rinli boMadi;
3) |0; yj oraligda tgt funksiya 0 dan +oo gacha o'sadi, ctg/
esa +oo dan 0 gacha kamayadi.

Haqiqatan, |0; -|]j da sin/ va cos/ musbat, sinus o'suvchi,
kosinus kamayuvchi, demak, tg/ o‘suvchi, xususan, / =0 da



tg0 =-~y =Y =0 bo'ladi, / burchak "~ ga yaginlashganda sin/
giymati 1 gacha o‘sadi, cos/ esa 0 gacha kamayadi, natijada

=tg/ funksiya +00 gacha o'sadi, aksincha = ctg/ funksiya

0 gacha kamayadi.
Olingan xulosalar hamda tangens va kotangensning toq

funksiyaligidan foydalanib, 1--|; Qg oraligda ularning manfiy

ekanligini, tg/ funksiyaning -oo dan 0 gacha o‘sishini hamda ctg /
ning 0 dan -oo gacha kamayishini aniqlaymiz. Uchinchi va
to‘rtinchi choraklardagi holatlarini aniglashda ularning xossalari

T =n davr bilan takrorlanishidan foydalanamiz. Xususan,
[f; y ) dagi holat ((); dagiga, (f; a) dagi holat 1;0
dagiga o ‘xshash.

4) / ning tg/, ctgtfunksiyalar aniglangan giymatlarida quyidagi
ayniyatlar o finli:

tg/ctg/ =1, /| * 4", Ke Z, (3)
1+tg2/ =—+ , t*f +kn, ke Z, (4
cos t |
I+ctg2/ =—L -, /*kn, K&Z. (5)
sin t

(3) ayniyat ~ =~ va ctg/= = tengliklarni ko'paytirish

orgali, (4) va (5) ayniyatlar esa sin2/ + cos2/ = 1 tenglikning liar
ikkala gismini avval cos2/ ga, so‘ng sin2 ga bo'lish orqgali hosil
bo'ladi.

Miso l. Agar tg/=--| va te d) bo‘lsa, sin/, cos/, ctg/
ning giymatini topamiz.

Yechish . 1l chorakda sin/>0, cos/< 0, u holda ctg/< 0. (3)
ayniyat bo'yicha ctg/=-]; (4) ayniyat bo'yicha:

cos2/ =— —-= | cost=-~j= = . Shu kabi (5)
A B ns 13

bo‘yicha sin/= [3 nitopamiz.



Ylashqglar

1.45. Ifodalarning giymatini toping:
) Mg30°)2- (/>ctg45°):; 2) (</ctgj)3- (/>ctg ;

3) trctg- J +b2ctg2£ - c 2ctg2| ;

4) asin iitgl,2k - bcos\ ,5n + ctgresin 1,8n;
5 a2 I-cos™l +72cos2(-31,Irt)ctg”; 6) a2tg3 -£ 2ctg2~ .

1.46. Quyidagi giymatni asosiy trigonometrik funksiyalarning
gaysi biri gabul gila oladi:

1) 4 xi-fl>°; 2)~+ijfl>0; 3) "+2a2H a>0;
"2 a 3a ’ 4a2
4)7 1> , >0, b>0, adb; 5 a+b,C|>0,6>O,9|*/>.
1.47. Ayniyatlarni isbot qiling:
NN =g] . = sinXx: =]
1) g sinx; 2) cosxtgx sinx; 3) l=sin2x+ '
4) cos~A+cos2x =1; 5) (1 - cosX)(1+ctgX) =1
ctg2x
6) cos2* tg2* + cosX = 1; 7 (1 +tgXx)(1- sin2% =1,
8) (tgx + )2+ (tgx - 1N2=—5 ; 9 ... - itl|-£ = 1;
CcoS X 1fCtg X tg X

10) (1 - cosa +sina)2= 2(1- cosa)( | + sina);

12) ctg2actg2p +ctg2a + — I

siirp sin'asin p

., 2'm2 ~A"N2 .7~ ct8 l;
sin“asm™p  sin“pP

148 Silla =A ;a b , A> 0, b> (i, O<a< LII b()‘lsa, cCOSa va
) , 5
tga n tOpI g

- H 7 - ...../\ _. - - _
1.49. ctiga = -1 ekani ma’lum. %%lons%_Sé:Pr?;\ kasrning giyma
tini toping.



1.50. cosa =-0,5, 90° <a < 180° bo'lsa, sina, tga va ctga ni
toping.

n n
1.51. sina=--, ~-<a<2k bo‘lsa, cosa, tga, ctga ni

toping.
1.52. Ifodalarni soddalashtiring:
i) ctg2a - cosZ2a + cosZactg2a; 2) cos2a + sin2atg2a - tg2a;

3) sin2a ----—--- - 4) cos2a - . -
1l+ctg a 1+tg a

1.53. Barcha trigonomctrik funksiyalarni

)sina; 2) cosa; 3) tga; 4) ctga orgali ifodalang.
1.54. Isbot qgiling:

1) tga + ctga > 2, bunda tga > 0O;

2) &Y-™=*12." :—ZthDJZX;
SX

tgX-SirixXcC

3™ srnix _copT + _— ke - 2tgx . 4) sjn3x _sjn6 x <L
tg x ctg .v  sinjfcosjc ; 4

1.55. Agar sinx +cosx = 15 bo'lsa, quyidagilarni hisoblang:
1) tgx + ctg; 2) tgbc+ctg3*; 3) tgdx+ctgax.

1.56. Agar cos(x +sin(x = bo‘lsa, cos4x + sin4x ni toping.

1.57.y = funksiya ((); oraligda kamayuvchi funksiya
ekanligini i:>bot qgiling.

1.58. y - —~funksiya (0; j-) oraligda o‘suvchi funksiya ekan-
ligini isbot qiling.

1.59. Ayirmalar ishorasini aniglang:

1) tgl64° - tgl65°; 2) tg379° - tglOO; 3) ctg!87° - ctg6*®;

4) tg(5”n) - tg”™inj; 5) ctgl - tg| .

1.60. xe(n; 2n) oraligda quyidagi funksiyalarning monoton
o‘sish va monoton kamayish oraliglarini aniglang:

Ny=tgx; 2) _y=ctgv;3) y =--12 ;4) y =—1— ;5)>"-ctgd

l+ctgzx 1+tg X



1.61. Y =\ltg(sinx) funksiyaning aniglanish sohasini toping,
Dti lunksiya gabul giladigan eng kichik va eng katta giyinatlarni
hisoblang, agar x ning giymati - dan ” gacha ortsa, y funksiya
ganday o ‘zgaradi?

2-§. Trigonometrik funksiyalarning
grafiklari

1 Sinus va kosinus funksiyalarning grafigi. y - sinx funksiya
grafigi sinusoida, y =cosx funksiyaning grafigi esa kosinusoida deb
ataladi. Ularni yasashda trigonometrik funksiyalarning xossa-
laridan foydalanamiz.

sinx - davriy funksiya va uning asosiy davri T=2n boigani
uchun, OX o‘gida uzunligi 2n ga teng bo‘lgan biror oraligni,
masalan, [-4; n] oraligni ajratamiz (1.30-rasm) va unda
grafikning mos gismini yasaymiz. Agar sinusning toq funksiya
ckani e’tiborga olinsa, [-n; n] oraligning yarmi [0; n] bilan
chegaralanish, sinx =sin(n - x) ekani, ya’ni x va n- x nuqtalar

f ga nisbatan simmetrikjoylashganliklari ham nazarda tutilsa, [0;
A | oraliq bilan chegaralanish yetarli. Shu oraliqda yasalgan gismi
x = to‘g‘ri chizigga nisbatan simmetrik akslantirilsa, grafikning
|j ; n] dagi gismi hosil gilinadi, natijada grafikning |(); n| dagi

gismi chizilgan boMadi. Bu gism (0; 0) koordinatalar boshiga

nisbatan simmetrik akslantirilsa, |-n; n| oraligdagi gismi hosil
bo'ladi. Endi uni 2n davr bilan son o‘gi bo'yicha davom ettirish

tloldi. Grafikni [0; ~ | oraligda geometrik yasash uchun
koordinatali aylananing | choragini (AC yoyni, 1.30-rasm)
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1.31-rasm.

/?,, B2, ... nuqtalar bilan tcng bo‘laklarga ajratamiz. O Xo‘gining
shu oralig'i ham slumcha tcng boMakka ajratiladi. Agar aylanadagi
bo‘linish nuqgtalaridan OX o'giga parallel va OX o'gidagi bolinish
nugtalardan OY o'giga parallel to'g'ri chiziglar o'tkazsak, ularning
kesishish nugtalari izlanayotgan sinusoidada yotgan bo‘ladi.
Nugtalar ustidan u/.luksiz chi/ic| chizamiz. U sinusoidaning eskizi
bo‘ladi.

y = cosx kosinusoidani ham yuqorida ko'rsatilgan tartibda
yasash mumkin. Funksiyaning asosiy davri T = 2n. Demak,
grafikni uzunligi 2n ga tcng biror oraligda, masalan, [-n; n]
oraligda yasash, so'ng uni son o‘qgi bo'yicha 2n davr bilan ikki
tomonga davom ettirish kerak. cosxjuft funksiya bo‘lganidan bu

oraligning [0; 7] gismini, cos(ti - X) =-cosx munosabatga ko'ra
esa yanada kichik [0; 11 oraligni tanlaymiz. Unda yasalgan grafik
Ox o‘gidagi x = ™ nuqgtaga nisbatan simmetrik almashtirilsa,
grafikning x =n gacha qismi hosil bo'ladi. Bu gism ordinatalar
o‘giga nisbatan simmetrik almashtirilsa, grafikning [—#; n] dagi
gismi hosil qilinadi. Grafikning [0; ~] dagi gismi yugorida
sinusoidani yasashda ko'rsatilgandek hosil gilinadi. Lekin bunda

grafikdagi nuqta ordinatasi koordinatali aylanada unga mos nuqta
abssissasiga teng bo'lishi kerak.



Kosinusoidani yasashning boshga yo'li sinusoidani ~ gadar

cluipga parallel kolchirishdan iborat.
1.31, 1.32-rasmlarda mos ravishda sinusoida va kosinusoida

tasvirlangan.

(g\) Mashqlar

1.62. y - cosx funksiya grafigi (1.32-rasm) bo'yicha slui
Innksiyaning monotonlik oraliglarini ko‘rsating.

1.63. Funksiyalarning grafiklarini yasang:

I)v = 3cosx; 2)>' =-2sinx; 3)y =|cosx|;

4)y =cos| x I 5) y =sin(x-|); 6) «sinx-1J ;

7) y - [cosx]; 8)>> = {cosx}; 9) y 3sin|x +|j.
1.64. Grafiklarni chizing:

1) |y | = cosx; 2) |y |=cos| x |; 3)|v]; Isinx [
4) b cosx—f6 5 y- 1- cos| x|

1.65. Funksiyalarning aniglanish sohasini, giymatlari soha-

larini, o'sish. kamayish va ishoralarining saglanish oraliglarini.
maksimum va minimum nugqtalarini ko‘rsating, grafiklarini
yasang:

)y =cosx+3; 2) y =2sin]|j - 2.vj;

3) y - 3cos(T- 2x); 4) y = 5) v=-(1 - cosx).

1.66. 1) y - sinx funksiyaning grafigini yasang. Sinusoidani
siljitish yordamida kosinusoidani hosil qiling;

2) sinusoidani 2 birlik yuqoriga va 1 birlik chapga surish nati-
jasida ganday funksiyaning grafigi hosil bo'ladi? Shu funk-
siyaning xossalarini uning grafigi bo'yicha aniglang.

1.67. Quyidagi funksiyalarni juft-toglikka, davriylikka tekshi-
ring va grafiklarini yasang:

1)>’=sin3x; 2)y =c0s3X; 3)j ="sinx;
4) y =|cosx; 5).v=3sinx; 6)y=3cosx;
7)y=sinx+3; 8)y-cosx-3; 9) y- 3sin 0,5x+ 1,

10) y = 2c0s3x - 1



1.33-rasm.

2. Sinusoidal tebranishlar. Tebranma harakat trigonometrik
funksiyalar orqali ifodalanadi. Matematik mayatnikning harakat
tenglamasi, o'zgaruvchan elektr toki kuchi yoki kuchlanishining
0‘zgarish gonuniyatlari bunga misol bo‘la oladi. Eng sodda
tebranma harakat sinusoidal (yoki garmonik) tebranishlardir.

Biror nuqta radiusi A ga teng aylana bo‘yicha w rad/s burchak
tezlik bilan harakat gilayotgan bo‘lsin. Nugta /s da ot radianga
teng yoy chizadi. Agar aylananing markazi koordinatalar bo-
shida joylashtirilgan va /=0 vaqt momentida nuqta biror B0(a)
nugtada turgan boisa, t vagtdan so'ng u B{w + a) ga keladi.
B nuqta koordinatalari:

x=A cos((o/+a) (D

u=A sin(oor+a). (2)

Bunga garaganda B nuqtaning t ga bog'liq ravishda harakati
davomida uning x va y koordinatalari O X\a OKo'qglari bo'yicha
ko'pi bilan \A\ gadar oldinga-keyinga siljiydi, tebranadi va
o'tilgan masofa (1) va (2) munosabatlardagi sinus va kosinus
giymatiga bogMiq bo'ladi. Bu harakat sinusoidal tebranishdir. (1)
va (2) tenglikdagi A son tebranishning qulochini ifodalaydi va
tebranish amplitudasi deyiladi, o esa 2jc vaqt birligi ichidagi to‘liq
tebranishlar soni bo'lib, burchak chastotasi deyiladi. a son
nugtaning aylanadagi boshlang'ich o'rni, ya'ni boshlang'ich faza.

(1) va (2) funksiyalarning asosiy davri T =— (isbot qiling!).

(I) yoki (2) garmonik tebranishlar grafigini sinusoidadan foy-
dalanib yasash maqgsadida (2) funksiya ifodasini y = A sinco™ + —
ko‘rinishda yozamiz. Bunga garaganda grafikni yasash uchun sint



sinusoidani OX o'qi bo'yicha A koeffitsiyent bilan cho'zish, OY
0'gi bo'yicha w koeffitsiyent bilan gisish va koordinatalar boshini

/( -; () nuqgtaga akslantiruvchi parallel ko'chirishni bajarish
kerak.

Misol y 2sin +yj funksiya grafigini yasayniiz.

V echish.y =sin/ sinusoidani OY o'qi yo'nalishida 2 marta

cho'zishni va Ot o'qi bo'yicha | qadar chapga parallel
ko'chirishni bajaramiz (1.33-rasm).

@ M ashglar

1.68. Formulalar bilan berilgan garmonik tebranishlarning
amplitudasi, davri, boshlang'ich fazasini toping va grafigini
yasang:

) v=3sin(2/ +-|); 2) y =0,8sinTr|/ +|j; 3) y =2,5sin(0,5/ + 1);
4)y =3,5sin”0,5ii/-]j; 5)y =2nsindr; 6)y =3sin(2/ - 1).
3. Tangens va kotangens funksiyalarning grafigi. tgx toq

funksiya, davri T= Kk bo'lganidan lining grafigini 0; ~ oraliqda

vasash, so'ng uni koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
akslantirish va abssissalar o'gi bo'yicha nA\ keZ lar gadar
surish kerak bo'ladi.
Markazi O, (-1; 0)
nuqtada bo'lgan birlik
avlananing n/iC =  yoyi
long uzoglikda olingan B{|
B2,... nuqtalar bilan bir
necha teng bo'lakka
bo'lingan bo'lsin (1.34-
rasm). Bu nugtalar va Ox
nuqtadan o'tkazilgan
OtB{, 0,72, e to'g'ri
chiziglar Al tangenslar
chizig'i bilan Tv T2, ..
1 Algebra, 1l gism 33



nuqtalarda kesishsin. Chizmaga qaraganda AT{=tg |, AT2 = tg-j
va hokazo. 7, ... huqgtalardan OX o'giga parallel va
X =-|, j, .. nuqtalardan OY o‘giga parallel o‘tkazilgan to‘g‘ri
chiziglarning kesishish nuqtalari belgilanadi. Ular ustidan
o'tadigan egri chizig tgx funksiyaning grafigi (tangensoida)
bo'ladi.

Grafik x =| to'g'ri chizigqa tomon yaginlashganida yugoriga
cheksiz ko'tariladi. Endi koordinatalar boshiga nisbatan markaziy
simmetriya, so'ng abssissalar o‘qi bo‘yicha nk, k&Z davrlar
bilan parallel ko‘chirishlarni bajarish grafikning kattaroq oraliq-
dagi davomini beradi (1.35-rasm).

ctg.v funksiyaning grafigi (kotangensoida) ham shu kabi
yasaladi (1.36-rasm).

1.69. Quyidagi funksiyalarning xossalarini tekshiring va
grafiklarini yasang:

1)y = ctg2x; 2) y =ctg|2x - -|j; 3)y =ctg]| ;
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4) >= 2ctgx; 5)" =|ctg2x |;

Gy =i tg2x;
7) y=|tg2x|; 8) i =tg2(x +{y 9) y =ctg|x|;
10)y=tgx-|; 11) ¥ =[ctgx]; 12)y ={ctgx};
13 y=tg| .

3-8. Qo‘shish formulalari

1. Ikki burchak ayirmasining va yig‘indisining kosinusi va

siiiusi. Chizmada (1.37- rasm) ZBOA =a, ZCOA =@ tp=p - a,
BDICE, CQIOB, DE =BE, DB =EF = OE - OE =cosa - cosp,
(JB=0B - OQ - 1- coscp, CQ =sinqj, CD = CE - BF =sinp -
sina, CDB va CQB to‘g‘ri burchakli uchburchaklar umumiy
CZ?gipotenuzaga ega. Pifagor teoremasi bo‘yicha:

BC2=CQ2+QB2=CD2+DB2
yoki
sin2(p + (1 - cosip)2 = (sinp - sina)2 + (cosa - cosp)2,
sin2p + 1 - 2coscp + cos2p =
=sin2p - 2sin(3sina + sin2a + cos2a - 2cosacosp + cos?i,

(D
(1) munosabat bo'yicha va funksiyalarning xossalaridan foy-
dalanib, yana boshga formulalarni topish mumkin:

cos(a + P) = cos(a - (~P)) =
= cosacos(-p) + sinasin(-p),

cos(a + P) = cosacosp - sinasinp. (2)
Xususan:

a) cos("-a) =coscosa +

J | 1100
+sin|sin a = 0ecosa + E F

e|m®ina =sina « 1.37-rasm.
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cos|j +aj=cosj cosa-sin sina =0ecosa - lesina =-sina ;

cos(-|-aj =sina; (3)
cosly +aj =-sina . (4)
b) sin - aj=cos -ajj=cosa,

sin +aj=cos(y-(y+ajj=cos(-a) =cosa .
Demak,

sin (y - aj = cosa; (5)

Sin(f+a)=cosa- (6)
a = p burchak sinusi uchun formulalar yuqorida topilgan
formulalardan foydalanib chiqariladi:
sin(a+P)=cos”™-(a +P)j=cos|(-]-aj-pj =

=cos(-]-a)cosp +sin - ajsin p=sinacosp+cosa sinp

yoki
sin(a + P) =sinacosp+cosasinp. @)
Agar (7) formuladagi p o‘rniga -p qo'‘yilsa, natijada:

sin(a-p) =sinacosp-cosasinp. (8)
M iso 1. cos150° va sin 150° ni topamiz.

Yechish. (4) va (6) formulalar bo‘yicha:
cos 150° = cos(90° + 60°) = -sin60° = -

sin 150° = sin(90° + 60°) = cos60° = .

(iill Mashqlar

1.70. Hisoblang: 1) sinyj; 2) cosd4p 3) cos”;4) sin4n,
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1.71. Agar sinx =| ; sin/ =|; 0<x<”; |</< n bo‘lsa,
cluyidagilarni toping:

)sin(x-r); 2)sin(x+0; 3) cos(x - /); 4)cos(x +)).

1.72. Agar cosx = -0,8; siny = 0,4; a<x<”? y <n
bo'lsa, quyidagilarni toping:

[)cos(x+y); 2) cos(x-y); 3) sin(x +y);  4)sin(x->>).

1.73. Ifodalarni soddalashtiring:

1) cos(x + /)sin(x - t) +sin(x + /)cos(x - /);

2) cos(a + P)cos(a - P) - sin(a + P)sin(a - P);

3) cos(45° + a)cos(45° - a) + sin(45° + a)sin(45°  <x);

a, cos(a—p)—s_ina sinp , sin(p+a)-2 sin «xcosp ,
SAELRY £87n adsp ™ ' COs(a+p)+2sin<xsinp
cos(a+P)+sinasinp . cos(a-p)-sinasin|l
cos(a+P)-cosacosp ’ > cos(a~P)-cosucosp

1.74. Ayniyatlarni isbot qgiling:
1) cos(45°-a) ="2(cosa +sina); 2) sinasinp clg«ctgp * 1;

3) sin(a - P)sin(a + P) = cos2p - cos;
4) sin2x cosx + c0s2X sinx = sin3x;
5) sin(a + P) + cos(a - P) = (sina + cos<x)(sinp t cosp);

sin(a-p) | sin(p-y) | sin(y-a) g
cosacosp COSPCOSY COSYcCOsa

1.75. Funksiyalarning juft-toqligi va davriyligini tekshiring
hamda grafiklarini yasang:

1) y =cosxcos™ +sinxsin”™; 2) y sinxcos-sin“cosx.

2. Ikki burchak yig‘indisi va ayirniasiniiiK tangensi va
kotangensi. 1-banddagi formulalardan foydalanamiz. Buninguchun
cos(a+P)"~ 0, ya’ni a+p*~+kk, As/ va cosu * 0, cosp O

bo‘lishi, ya’ni a va p lar » + kK , ke Z ga teng boMmasligi kerak.
Shu shartlardan quyidagilarga ega bo'lamiz:



sina +SinP

tg(a + P)~ Sn”a+P* _ sinacosp+cosasin p _ cosa cosp _ tga+tgp
cos(a+p) cosacosp-sinasinp 1 sjna sinp 1-tgatgP'
cosa cosp
Bundan:

Xuddi shunday,
t9(2-P)= fge @

Quyidagi formulalar ham shu kabi hosil gilinadi:

lAN 1 N
Ctg (a * P) ctgaéctgp ’ (3)
cls (a- p )= SGH9nL;, ®
ctga-ctgp

Misol. ctg ni hisoblayniiz.

clo—eto— 4 >3-3 1+s/3
Yechish. ctgpf—ctg(’\+’\)-———— = | Zleme s
13 41  ctgh+ctgs V34 V343 1-v'3

Mashqglar
1.76. Agar sin(2a + p) = 2sinp bo'lsa, tg(a + P) = 3tga bo‘lishini
isbot qiling, bunda p ¢ kn, keZ.

1.77. (1)—4) formulalarning chap qismlarini uning o'ng
gismlaridan hosil giling.

1.78. Hisoblang:
1) tg75°; 2) ctg ; 3) ctglo5°; 4) tgl5° 5) ctg15°

1.79. Berilgan: 1) tgx= 1,5, tgy=-0,5; 2) ctgx= 1,5, ctgy =-0,5.
Toping: 1)tg(.y-v); 2)tg(x+.v); 3) ctg(x-j); 4)ctg(x+>").

1.80. Berilgan: tgu =| , ctgp =| , tgy = 1. Hisoblang:
Dtg(a +p+y); 2)ctg(a+p+y), 3)tg(a +p-y).



{026°+1q34" cuzgcuz% +1
1.51. Hisobfang: fj 1920711¢3% By _ 5 2 5—.
1~tg26°tg34 ctg|- ctglg

1.82. Ayniyatlarni isbhot giling:

"MS* %) 2>c,s(f-v)="71 e 3) <*x* =
| A .
ctgAaJ\—ctgr)\—qj—l c4 1 tg(o+£) =
ctg(f+a)+ctg(f-a) ~~ 3~ CtS« 'ctBP " 1  tg<X4 tg|i

1.83. Ifodalarni soddalashtiring:

ctg(a-p)-ctgp-1 . tg(a-P)-tgq

ctgP+ctg(q-P) °’ ' 1+tg(g-p) tga ’
_Ig5£-tg2£ . ctg5x-ctg4j<4l
I+tg5x-tg2x ’ ' ctg5x-ctg4x

1.84. Ikki egri chiziq orasidagi burchak shu chiziglarning kcsi-
shish (umumiy) nuqgtasidan o’tkazilgan ikki urinma orasidagi
Inirchakka teng. Quyida ko‘rsatilgan funksiyalar grafiklari
orasidagi burchak tangensini toping:

Dy =x2va y =-3; 2) y:X vay =x2\

+1
)y =3x2+Ax- 6vay =x2+Xx +3; 4)y-n’va m=--,
1.85. ABC uchburchakda tg/l : tg# :tgT- | : 2 : 3. Shu

burchaklarning tangenslari va sinuslarini toping.

3. Keltirish formulalari. Oldingi bandlarda a u, a+a, a,
w+a burchaklar sinusi, kosinusi, tangensi, kotangensi uchun
formulalar chigarilgan cdi. Ulardan hamda ikki burchak yig‘indisi

va ayirmasi formulalaridan foydalanib, L-+a , 29 = a burchaklar
uchun formulalarni chigara olamiz. Bu formulalar bir burchak
funksiyasini boshga burchak funksiyalari orgali ifodalashga,
xususan, o‘tmas burchak funksiyalarini o'tkir burchak funksiya-
lariga keltirishga imkon beradi. Masalan,
cos a+aj=cos(-|+(n+a)j=-sin(a+a)=sina. (1
Shu kabi.

39



Keltirish formulalari ko'p, ularni esda saqlash magsadida
ushbu mnemonik goidadan ham foydalanamiz (yunoncha
mnemonikon — ko‘p qoidalar majmuasini yodda saqlashni
yengillashtiruvchi usul):

1) agar argument 2n = a ko'rinishda bo'lsa, trigonometrik
funksiyaning nomi o'zgarmaydi;

2) agar argument |+ta, ~ *a ko'rinishda bofsa, funksiya-

ning nomi o zgaradi (sinus kosinusga va aksincha, tangens
kotangensga va aksincha);

3) berilgan trigonometrik funksiya argumenti qaysi chorakda
yotgan bo ‘Isa, funksiyaning o Ssha chorakdagi ishorasi izlanayotgan
funksiya oldiga qo'yiladi.

Keltirish formulalarini quyidagi jadval ko'rinishida umum-
lashtiramiz:

3
n- xon+ x A +a 27 - @ 2n + a

I -« i* - 2
sina cosa cosa sina -sina -cosa -cosa -sina sina

cosa sina -sina -cosa -cosa -Sina sina cosa co0sa
tga ctga -ctga -tga tga ctga -ctga -iRa tga

ctga tga -tga -ctg(x ctga tga -tga -ctga ctga

Miso I. a) cos(l5n + a); b) tg(n + a) ifodalarni o‘tkir

burchak trigonometrik funksiya ko‘rinishiga keltiramiz, 0 <a <

Yechish. a) cos( 72k +n +a) =cos(n: +a). Bunda n+a
burchak, demak, 151 + a burchak ham, uchinchi chorakka
garashli. Bu chorakda kosinusning ishorasi manfiy, hosil
bo‘ladigan funksiyaning nomi kosinusligicha qoladi. Demak,
cos( 15n + a) = - cosa;

b) uchinchi chorakda tangens musbat. Natijada tg(n +a) =tga
hosil bo‘ladi.



Mashqgiar
1.86. Bir necha keltirish formulasini geometrik usulda ishot-
laiig.

1.87. Ifodaning giymatini toping:

1) sin 1080°; 2) cosl080°; 3) tgl080°;
4) ctgl080°; 5) 1080° li yoy sahmini; @i sin(7|nj;
7) cos(-"tt); 8)tg(-~n); 9) ctg(-jit).
1.88. Ifodalarni soddalashtiring:

t
) sin(-5&)cos(51n)-sin(2fi)cos(ifi); 2) A .

1.89. Ayniyatlarni isbot giling:
1) 2sin(~+a)cos(Ib7i+p) l+tgVa+l .

cos(a-p)+2cos|r+ajcos|ry+(3j \ 1+tg (Tr-a+L)

sin( "y-+aj+cosfyp+aj

2) A msin(5n +a) +cos()n <) 12

_2(cos(4n+a)+sin a)

in(l 1 - « i
sin( ) COSj ilthH ?)

3) - -fz - 22 N-ctg'x
cosfiy"—xj|cosC H [tg(x-1 1n)
4, Ikkilangan va uchlangan argumcntMing trigonometrik

funksiyalari. Agar a + p burchak trigonometrik Innksiyalari
formulalarida a =p deyilsa, 2a burchak trigonometrik funksiyalari
formulalari hosil qgilinadi. Ular 2a argument funksiyasini a
argument funksiyasi orqali ifodalashga imkon beradi:

sin2a = 2sinacosa; (D cos2a cos’a-sin2a; (2)

tg2a = ; 3) ctha : (4)
1-tg a 2Ctga
Aksincha, a argument funksiyasini 2u funksiyasi orgali ham
berish mumkin. Chunonchi, | =sin2a + cos2a ayniyat va (2)
formula bo'yicha |+ cos2a =2cos2a va |- cos2a = 2sin2a yoki



cos2a=2cosa - 1 5)
cos2a= 1- 2sinZa (6)

hosil gilinadi. (5) va (6) formulalarni quyidagi ko'rinishda ham
yozish mumkin:

cos2a = 1+¢°s2a; (7)
sin2a = I~c"s2a . (8)
Agar cosa * 0 bolsa, (1) tenglikning o‘ng gismini sin2a +

+c0s2a ga, ya’ni 1ga, so'ng surat va maxrajni cos2a ga bo'lsak,
quyidagini hosil gilamiz:

sin2a = 2”2anco3® =

= ~cos y
sin a+cos a sin ra+co§2a
cos2a
bundan:
sin2a = 9)
1+tg a " y’
Shu kabi:

cosa m0 fa cos2a =

: (10)
¥tg a
Shuningdek, ctg2a = va (3) formula bo'yicha:
ctg2a = ax* k GZ (1)

Uchlangan argument 3a ning trigonometrik funksiyalarini

yuqorida topilgan formulalardan foydalanib topish mumkin.
Masalan,

sin3a = sin(2a + a) = sin2acosa + cos2asina =
= 2sinacosZ2a + (1 - 2sin2a)sina = sina(2(cos2a - sin2a) + 1) =
=sina(2(l - 2sinZ2a) + 1) =sina(3 - 4sinZ),

sin3a=sina(3-4sin2).

(12)
Shu kabi: cos3a = cosa(4cos2a - 3).



Mashqglar

1.90. sina =-0,83, n<a <y- bo‘yicha sin2a, cos2a, tg2u 1
loping.

1.91. cosa =-0,4, sina < 0 bo'yicha sin2a, cos2a, tg2« m
loping.

1.92. tga = -3 bo'yicha ctg2a ni toping.

1.93. Agar O<a <| bo'lsa, sin2a<2sina boiishini isbot giling.
1.94. ctga=-1,2, j <a <a bo'yicha sin3a, cos3a, cos4a, tg4a

ni toping.
1.95. Agar tga = 0,3, tgp = 0,4 bo‘lsa, tg(2a - P) ni toping.

1.96. Ayniyatlarni isbot qiling:

4) 1 2cos.21_ tg2/ _ ctg/ ;
isind/

=l+sin|t; 2cos21-1

sin /+tg? .

7) l+cosl= 1o/

1.97. Ifodalarni soddalashtiring:
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6) 1+ 2cos2a + 2cosda + 2cos6a;

/ \ ! i (l1+tg2a)cos(”+2a)
7) cos(”-2altg(bn-a) +sin|1”5+2a); 8) -------- S
5. Yarim argumentning trigonometrik funksiyalari. Bu formu-

lalar oldingi bandda berilgan (4)—(11) formulalardagi a o‘rniga y
ni qo‘yish orqgali hosil gilinadi. Jumladan,(7),(8) formulalar bo*-

yicha cos2 f , sin2f =b|sa yoki
/l+cosq .
2 (D
sin % 1-cosa 2

Agar (2) tenglik (1) ga hadma-had bo‘linsa:

I-cosa
I+cosa (3)

tenglik hosil bo'ladi. ctga =t— bo'lgani uchun
ga

tgf :

ctg!
tenglik ham o'rinlidir.
(1)—"1) formulalar trigonometrik funksiyalar giymatlarining

modulini topishga imkon beradi. Ularning ishoralari esa *
argumentning gaysi chorakka tegishli ekaniga bogliq.

Misol. sina=-y, | <<k ekani ma'lum. siny, cos"-,
tgy ni topamiz.

Yechish. Shartdan foydalanib ”~ <j <j boMishini aniqg-

laymiz. Bn oraligda barcha trigonometrik funksiyalar musbat.
Yuqorida topilgan formulalardan foydalanamiz. Oldin cosa ni
topaylik:

cosa =\Jl-sin2a =-1 -1
U holda:

(B Srt=f¥YWf' of =73
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Yiirim argumentning tangensi uchun yana bir formula hosil
singy
tlillsh maqgsadida tgy =—- tenglikning o‘ng qismidagi kasr

cosy

«ntill va maxrajini 2sina ga ko‘paytiramiz:

2 9n2a 2.b£2sa
, a _ 2 2 _ 1l-cos«
2 2cos* sin* sin(2-|) sinra
2 2
tgf = JL£Osa. (5)
2 sina

Agar surat va maxraj 2cosy ga ko‘paytirilsa,

t a = _sina_ (O]
2 1l+cosa
(5) va (6) formulalar bo‘yicha:
t a sina _ 1+cosq
2 1l-cosa sina
Mashqglar
1.98. Berilgan: 1) a =-|;2) a = ;3)cosa 0,4. <+a<n;

*l)ctga =4, n<a <-n; 5)sina=0,8; 450" < a < 540°.
Toping: sin|-; cos™-; tg-|.

1.99. sinl5°, cosl5°, sin 18°, coslS", sin 12", cosl2° lar
hisoblansin.

1.100. Ifodalarni soddalashtiring:

) Jlecosba . 2) M +cos 10* ; 3) 2cos2l -cosa;
1In
n\  l+cosda . ]Vl , 2 «+1
sin4a ’ ' | 9 +(1§_41

1.101. Ayniyatlarni isbot giling:

1) 1-cos(-| +a) =2cos2
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tg|Ji~ -ctgS

2) I+cos(™ +a) =2sin2(j-y); 3) — =-cosa
tg |+ctg|n-a

4) tglir-  +ctgy =2dtgex;  5) sinda +cost, - 3reosda

6) cosda - sinda = cos2a.

6. Trigonometrik funksiyalarni yarim argument tangensi orqali

ifodalash. sina va cosa ni tg® orqgali ifodalashda sina =
=2siny cosy , cosa =co0s2y -sin2y va sin2y +cos2y =1

2sin-cosy
formulalardan foydalanamiz. sina = — —=— tenglikka ega-
cos Tsin >

miz. Bn tenglikdagi kasrning surat va maxrajini cos2y * 0 ga
bo'lib.

2tgy
sina = ---—-- — (D
+tg2y

cos2”-sin2”

tenglikni hosil gilamiz. Xuddi shu kabi, cosa = ------—-- teng-
cosZ’;+sin2';
lik yordamida quyidagi tenglik hosil gilinadi:
Mg2f
cosa = ---—-- H (2)
I+tg2f

tga va ctga ni tgy orqali ifodalash uchun (1) ni (2) ga va

aksincha, (2) ni (1) ga hadma-had bo‘lish yetarli. Natijada
quyidagi tengliklarga ega boMamiz:

2tgf
tga = ----- 3
I-tg2f
ctga = -——--f-. 4
2 tgy

Mi sol. Agartgy =-| bo'lsa, 283> “ ni hisoblang.



Yechish. (I)va (2) formulalarga ko'ra,

sina =————IA" = - ‘}27, cosa =—%? =f?

i+(-t) '3 e *

2+ —
. 2+3cosa _ 1 1
tuindan 39035 = =77 oy -
[ %) Mashqglar

1.102. Ifodani soddalashtiring:

) tga-cos2a . A COsZa_—CO_sZatha .
I+tg“a 1+tg a
1.103. tgy =" boMsa, sinx, cosx, tgx, ctgx ni toping.

1.104. sinx + cosx =" bo'lsa, tg"- ni toping.

1.105. Ayniyatni isbotlang:

my cosa I+th_. . cosa ctg{-l .
1-sina | tg—"’ l+sina  ctg”N+| "’
(, a "2
3) tgy+ 1+sin (x m 4) 1lsin (xfcosa _ a
I-sina’ I+sina-cosa 2
19277
2
5)cos2y(l +tg|| =1+sina; 6) sin2|(ctg|-1) =1-sina.
7. Trigonometrik funksiyalar yiglndisini ko‘paytmaga va

ko‘paytmasini yig‘indiga aylantirish. Ikki burchak yig‘indisi va
ayirmasi sinusi munosabatlarini hadma-had go ‘shaylik:

sin(a + (3 = sinacosp + cosasinp
sin(a —P) = sinacosp - cosasinp

sin(a + P) + sin(a - P) = 2sinacosp,

bundan:



sina cos @=|-(sin(a + (39 +sin(a - P)). D

Shu kabi ikki burchak kosinusi yig‘indisi va ayinnasi munosa-
batlarini hadma-had go‘shsak va ayirsak, quyidagi formulalar
hosil bo'ladi:

cosa cosp =y (cos(a +p) +cos(a- p)), (2)

sinasinp =" (cos(a- P)- cos(a+p)). (3)

Trigonometrik funksiyalar ko‘paytmasini yig'indi yoki ayirma
ko'rinishiga keltirish magsadida a + p=u, a - p =v deb olamiz.

Bulardan a = p= larni topib, (!) formulaga go‘ysak,
natijada:

sin w+ sin v —2sin C 0 S. @

(4) formulada v ni -v ga almashtirsak,

sin n- sinv =2sin cos : (5)

(2) va (3) formulalar bo'yicha quyidagi tengliklar hosil
bo'ladi:

CcoS U +cosun=2cos cos ipy 6)
COSW -C0Si> = -2 sin sin @)
1-miso 1. cos45° +cos 15° ni hisoblaymiz.

Yechish. (6) formula bo'yicha:

cos 45° + cos 15° = 2cos —" W° cos 45°~|5* =

=2c0s60°cos30° =2 my e-y- =-y-o
Tangens va kotangensga taallugli formulalarni chigaraylik:
tgw + tgu = s'’nuU + s‘nv = siimcosu+cost/sin v _ sin(»+i>)

cosum cosv cosu COS'[; cosumcosv '’
bundan

tgf/ + tgu = — u+v) , VI,I/I(*)L& +nK, k&Z. (8)

cos ncos
Quyidagi formulalar ham shu tartibda keltirib chiqgariladi:

LQW-TQU = oooteemesis r/, V*%]21+ nk/, k/e ZT, R} (9)



_ sm(/+i>) . ATH
CtgW 4 CtgU = Siasinr v V*nk, K £, &10)
ctgw - ctgu = §- é'nrl/’ U vink, KeZ. (11)

2 misol Agar mn+v +w=n bo‘lsa, ctg;/ + ctgu - tgw =
ctgw ctgu tgw bo‘lishini isbot gilamiz.

Yechish.

ctg//+ctg V- tgw=ctgw + ctgu - tg(n-(/-/ +i>)) = ctgw+c[gu +tg(w+ V) =
sin(»+i>) | sin(»+i>) _ sin(m-L>)(cos(«+i;)+sin«sin v) _ Sin(t/+1>)CQSMCOSU _
sin «sin cos(«+u) sin «sin vcos(«+i>) ~ sin «sin vcos(</n>) ~

= ctgw ctgu tg(w + v) =ctgw ctgu tg(rc - w) = -ctgw ctgu tgw

(ru Mashgqglar

1.106. Trigonometrik funksiyalar yig'indisi ko‘rinishida
yozing:

1) 2sin22°cosl2° 2) sinxsin(x - 1);
3) 4sin35°co0s25°sin 15°; 4) 8cos3°cos6°cosl2°cos24°.
1.107. Hisoblang:
1) cos80°cos40°c0s20°; 2) tg35°tg55°.
3) 2cos80°-cos20° 4) c0s20°co0s40"cos80°;
sin 10
5) c0s9°c0s27°cos63°cos8 I; 6) sin20in40in60ain80°.
1.108. Ko‘paytma yoki ko'paytmalar ko'rinishida tasvirlang:
1) cos43° + c0s37°; 2) sin76° - sin26°;
3) sin57° - cos64°; 4) sin 18° + cosl5°;
5) sin”~-cos”; 6) cos6.v b Ccos4x;
7) cos2a - cos2P; 8) cosa - cosp;
9) ctg2a - ctg2P; 10) cosx+ c0s3Xx + c0S5X + COS7X;

1) sinx + sin2x + sin3x + sin4x;
12) sin20° + sinl0° + sin30°;
13) cosa +cosp +sin™”™ 14) sin2x-cosx-sin5x;

15) cos +Xx)-cosl™ - x)-sinx;
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16) sin(5a + (3 + sin(3a + ) + sin2a;

17) Vctga +cosa + >/ctga- cosa, 0<a <

18) 1- ctga; 19) 1+ ctga;

20) 1- tga; 21) 1- sin(n - x) + cos(ji - X);
22) ctga + ctg2a - tg3cx.

1.109. Ayniyatni isbot qgiling:

sin(/+s)-sin(/-.v)
sin(r+s)+sin(/-.v) ¢ b~Ctgi',

2) 2(1 +sintsins+costcos5) = 4co0s2

3) (sin3f +sin5/)2+ (cos3/ + cos51)2= 4cos2r,

4) tg20° + tg40° + tg80° - tg60° = 8cos50°;

5) ctg620° - 9ctg4 20° + 1lctg220° =

6) cos 9°cos 27°cos 63°cos 81° + cos 12°cos 24°cos 48°cos 96° = 0;
S'in)r/]a s'in(—rH--Qal

7) sina +sin 2a +sin 3u +... +sin na = — - =

. ha (/i+1)a
sin— cos----------

8) cosa +cos2a +cos3a+ .+co0s/?a = ------mmmzo—- - — >

shfe
9) Agar sina +sill = 2sin(a + p) va ~ *kn bo‘lsa,
tgf +tgf = 3 bo‘ladi;

10) Agar 0<x <” bo'lsa, V1+sinx-n/l-sinx =2sin”

bo’ladi.
1.110. Yig'indini hisoblang;

1) cosa + 2cos2a + 3cos3a + ... + n cosmx;
cosacos2a cos2acos3a cos9acoslOa

3) sina - sin2a +sin3a - ... + (-1)" sin n a.
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8. (iarmonik tchranishlarni qo'shish. 1) y A sin(o>/ + a)

garmonik tebranishni ikki garmonik tebranish vyig'indisi ko'ri-
nishida yozishda sin(x + z) = sinxcos™ + cosxsinz formuladan
foydalanamiz:

y =A sin(cof +a) = A cosasincot +A sinacosco/,
bunga C, - A cosa, C2=A sina belgilash kiritsak:

y =Ain(co/ +a) = C|Sinco?+ C,cosco/, A="C2+C2; (D

2) ikkita garmonik tebranishning C, sinco/ + C2 coscot yig'in-

tlisini A sin co/+—coscof] ko‘rinishda yozib olaylik. +

t(y) =1 bo‘lgani uchun 7j-=cosa, Q- =sina tengliklar

o'rinli bo'ladigan ae[0; 2n] son mavjuddir.

Bu yerdan ikkita garmonik tebranishning C, sincof+ C2cos cor
vig'indisini C, sinco/' + Ci cosa»1=A sin(cuf +a) ko'rinishda yozish
mumkinligi va garmonik tebranishlarning yig'indisi ham garmonik
tebranish bo'lishini ko'ramiz;

3) bir xil o chastotali ikki C(sinco/ + C2cosco/ va a sinco/ +
\b coscot garmonik tebranish vyig'indisi (C, + tf)sinco/ + (C2 +
i/>)cosco/ bo‘ladi, bunda - yig‘indining chastotasi, A
amplitudasi, A =yJ(Q +a)2+(C2+Dh)2.

Yig'indining amplitudasi va boshlang‘ich fazasini qo'shiluvchi
tebranishlar amplitudalari va boshlang'ich fazalari orgali ifoda-
laylik:

C " /ljCOSaj, C2=/l+cosa-,, a =/lXosa2, b - /I-,sina7 bo'lsin. U
holda:

A2=(C, +a)2+(C2+b)2=(A\ cosa, +A2co0sa2)2+
t(A\ sina, +A2sina2) =A. cos' a) +2AtA2cosa] cosa2+
+A2cos2a2+A2sin2a, +2/1, 12sina, sina2+A2sin2a2 =

=A2+2AXA2cos(al - a2)+A2 2
Yig‘indi tebranishning a boshlang'ich fazasi quyidagi tenglik-
lardan biri bo'yicha topiladi:

cosa =" — =-L(/'] cosa! + A2cosa?2), 3)



sina = ; =;|jM, sina, + A2sina2), (4)

Alsin (xi +Aj sin ay

t9a = A(cwa (A2 cos 00~ (5)

Har xil chastotali garmonik tebranishlarni go'shish masalalari
oliy matematika kurslarida qaraladi.

Miso 1.y =5sin 9jc +\/75 cos9jc funksiyaning eng katta va
eng kichik giymatlarini toping.

Yechish. Funksiyani y = Asin(cof +a) ko‘rinishda tasvir-
laymiz:

y =J52+(n/75)2m ... ®in.ax + 75 —cos9x
[sis2 +(sf75)2 \js2 +(\f15)2

= 10-”" sin 9x +y-c0s9xj = 10sin (9x + -|j.
Bu yerdan, -10 < 10sin |9x +-jj < 10 tengsizlikka ega bo‘lamiz.

AN(if)= 10' (w4) = *» tengliklar o'rinli va barcha xeR larda

-10 <y(x) <10 boMgani uchun j(x) funksiyaning eng kichik
giymati -10 ga, eng katta giymati esa 10 ga teng bo'ladi.

(i]l) Mashqglar

1.111. Ifodalarni A sin(w/ +a) ko‘rinishga keltiring:
1) 3sin5f + 4cos5/; 2) llsin(3/--|j +V23c0s"3?--|j;
3) 12sin"2/ +-|j + 5c0s"2/*+ -|j.

1.112. Quyida berilgan funksiyalarning eng katta va eng Ki-
chik giymatlarini toping:

1) 60sin3x - 1lcos3x; 2) -12sin4x + 5cos4x;

3) 2sinx +\[5cosX; 4) 4sin"3x- - 3cos(3x-"j.
1.113. Garmonik tebranishlar yig'indisini toping:

)y =4sin3/ va y =5sin(3/-y);

2) y =6sin[it+ vay =sin(2/--|j;
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3) y =2sin"5/ —yj va
ym5sin (5/+jj;

4)y=3sin6tvay =2sin"6/--|j.
1.114. 0 ‘zgaruvchan tok tarmo-
g'ida / tok kuchi va tvaqt orasidagi
bog'lanish | = Insin(a>t + ¢) orgali
beriladi, bunda Im~ tok kuchining
amplitudaviy giymati, o — teb-
ranishning doimiy chastotasi, @ —
lok kuchi bilan kuchlanishning fazaviy farqgi. Agar Im=3, =600,
® 12 bo‘lsa, boshlang'ich fazadagi tok kuchining maksimal
giymatini va sekundiga davrlar sonini toping.

1.115. Boshlang'ich t0 vaqt momentida R = \OM\ radiusli
aylanadagi M nuqta o‘zi turgan gism aylana bo'ylab o burchak
tezlik bilan harakat gilmoqgda (1.38-rasm). U t vaqtda
9= ZMOM{ burchakka burilgan, ¢ = cat va M,(X; y) nuqtaga
yetgan. Harakat davomida OX o'gidagi x nuqta MN diametr
bo'yicha, OY o'gidagi y nugta KL diametr bo'yicha borib-
gaytadi va bu harakat garmonik tebranish gonuniyati bo'yicha
o'tadi.

1) Koordinatalari shakli o'zgaruvchan to'g'ri burchakli uch-
burchak OxMx ning katetlari ekanidan foydalanib, x va y
nuqtalarning garmonik tebranishlari tenglamalarini tuzing;

2) bunday tenglamalarni () * 0 va burilish burchagi ¢ + ¢0 ga
teng bo'lgan hoi uchun ham tuzing;

3) R= 10 sm, ¢0=0, ¢ = 30° (X 90°; 1X0° 270° 450° da
jism ganchaga siljiydi?

4) 03=2n:/Tva t= 10 s bo'lsa, bir to'lig tebranish uchun keta-
digan T vaqtni hisoblang, ¢ ning giymatlarini 3- savoldan oling.

4- 8. Trigonometrik tenglamalar
va tengsizliklar

Noma'lum son fagat trigonometrik funksiyalarning argumenti
sifatida gatnashgan tenglama (tengsizlik) trigonometrik tenglama
(trigonometrik tengsizlik) deyiladi.
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sina = m, cosa = m, tga = m, ctga = m ko‘rinishdagi
tenglamalar eng sodda trigonometrik tenglamalardir. Bu
tenglamalarda tenglik belgisi tengsizlik belgisi bilan almashtirilsa,
eng sodda trigonometrik tengsizliklar hosil bo'ladi.

Odatda trigonometrik tenglamalarni (tengsizliklarni) yechish
bitta yoki bir nechta eng sodda trigonometrik tenglamalarni
(tengsizliklarni) yechishga keltiriladi.

1 sina=m ko‘rinishdagi eng sodda tenglama. Arksinus. sina=w
tenglamani yechish birlik aylanadagi shunday B(a) nuqtani
topishdan iboratki, uning y - sina ordinatasi m ga teng bo‘lishi
kerak. Buning uchun gorizontal diametrga parallel bo‘lgany =m
to'g'ri chiziq bilan birlik aylananing kesishish nuqtalarini topish
kerak. Uch hoi boMishi mumkin:

a) agar \m\ > 1 bo'lsa, y =m to'g'ri chizig aylanani kesmay,
undan yuqori yoki gnyidan o'tadi (1.39-a rasm). Demak, bu
holda tenglama yechimga ega emas;

b) agar \'m\ = 1 bo'lsa, to'g'ri chiziqg aylanaga yo yuqoridagi

B\ nuqtada yoki quyidagi B2(--j) nuqtada urinib o‘tadi
(1.39-~ rasm). Bu holda tenglama yagona ildizga ega: a =  yoki
a =--|. Agar funksiyaning T = 2n asosiy davri ham e’tiborga
olinsa, yechimni a =" +2nk, keZ "a=-y +20A Kezj
ko'rinishda yozish mumkin;

d) \m\\ < 1 bo'lsa, y =m to'g'ri chiziq aylanani B”clg) va
B2(n - a0) nuqtalarda kesadi(1.39-fIf rasm). Demak, tengla-

maning yechimi shu nuqtalarning koordinatalari bo'lgan barcha
sonlar to'plamlarining birlashmasi bo'ladi:

1.39-rasm.
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{a0 + 2An, kezZ\u{n - a() + 2An, ke/\.

Yechimni x = a0+ 2kn, keZ\ x =n (0 i 2An, AeZ
ko'rinishda ham yozish mumkin.

Yechimning geometrik tahlilida y = m to'g'ri chi/.ig bilan
sinusoidaning kesishish nuqtasi haqgida ham gapirilishi mumkin.

I-misol. sina = § tenglamani yechamiz.

Yechish. y =-~ (y<1)to'g'ri chiziq koordinatali aylanani

(- va B2 nuqtalarda kesadi (1.39-d rasm). B{ nugta
barcha y +2kk, k eZ sonlar to'plamiga, B2 nuqta esa barcha
~ +2kn, ke Z ko‘rinishdagi sonlar to'plamiga mos. Barcha

vechimlar to'plamini a =-|+2An, keZ\ a=-y +2An, AeZ

yoki \M +2kn, AeZju +2An, AeZ| ko'rinishda yozish
mumkin.
2-misol. a) sina = 1; b) sina =-1; d) sina =0

tenglamalarni yechamiz.

Yechish. a) Koordinatali aylanada faqat bitta # m
nuqtaning ordinatasi 1 ga teng (1.39-b rasm). Yechim:

a=j+2nk, keZ;
b) B2(-y) =B2(0; -1) nuqta bo'yicha a =--| +2nA, AeZ,;

d) ordinatasi 0 boMgan nuqta ikkita: /1(0) va D(n) (1.39-d
rasm). A nuqtaga 2An, AeZ, |) nuqtaga esa n +2An, AeZ sonlar
mos keladi.

Javob: a=2A1 AeZ; a n+2A1 AeZ

\m < 1day=m to'g'ri chiziq va o'ng yarim birlik aylana yagona
umumiy nuqtaga ega bo'ladi. Shu sababli sina=m (| m \< 1)

tenglama _ f’ 2 ora*44a tegishli bo'lgan yagona x0yechimga
ega. sina =m tenglamani ganoatlantiruvchi a0 f somm

sonning arksinusi deyiladi va aresin/?/ orqali belgilanadi. Ta'rifga
ko'ra



r sin(arcsin/??) = m (1

va
/ m - (arcsinm) (2)
\ a bo'ladi. Aksincha, sina = m va -|<
0 I 4 <a <] bo'lsa, a =arcsin/» bo'ladi.
v ZAarcsin(-m))  3-misol. a) arcsiny;b) arcsin(-"j;
d) arcsinj®-y-j ifodalarni hisoblay-
1.40-rasm. .

miz.

Yechish . a) sinx :yl? bo'yicha X =£, x2=*f. Arksinus-
ning ta’rifi bo'yicha -~ < x <| bo'lishi kerak. Bu shartga x(=|
to'g'ri keladi. Demak, arcsiny =y-

b) sin (—) =—y, - A<-1 N1 bo'lgani uchun arcsin  -j) =

bo'ladi.

d)sin|-|j =-y, Demak, arcsinjm?@j:q.

I.40-rasmdan y=m va a = arcsin/w sonlari orasidagi bog'lanish
ayon bo'ladi. Chizmada a =arcsin/?? va -a = arcsin(-w). Demak,

arcsin(-//?)=-arcsin//?. 3)

Shunday qilib, [/ < I bo'lgan holda sina =/// tenglamaning a
yechimi {arcsin/?? + 2kn, keZ\u{n - arcsin/?? + 2kn, keZ\
to'plamlar birlashmasi ko'rinishida yoki a = arcsin/?? + 2kn, keZ;
a = - arcsin//; + 2kn, k™Z ko'rinishda yoki bu keyingi ikki
formulani birlashtirib,

a=(-l1)Aarcsin/??+kn, k"Z (4
ko'rinishda yozish mumkin.

4-misol. a) sina—7, b) sina=-- tenglamalarni
yechamiz.

Yechish. a) sina =y tenglama yechimini (4) formula

bo'yicha a = (—1)\k arcsiny +kn, Kk e Z ko'rinishda yozamiz;



b) (3) munosabatga ko'ra arcsin = arcsin | .

Yechim: [-arcsin”™ +2/rc, K e Zj u|rc +arcsin| +2An, K e zj

yoki a = (-1)*H arcsin » + kn, k e Z ekanligi kelib chigadi.

(1P | M ashglar

1.116. Tenglamalarni yeching va grafik yordamida tusliun-
nring:

1) sinx =-0,5; 2) sinx - -0,75; 3) sinx =0,2; 4) sinx =|;
5)sinx =" ;6) %3sinx+1=0;7) 5sinx- 7=0; 8) 6 sinx- 2=0.
1.117. Tenglamalarni yeching:

D 4sinx-1=0; 2) -2 sinX +sinx+1=0;

3) 3 sin - 4sinx - 0,75 = 0; 4) V3sinx- 2sin2x =0.
1.118. Qiymatini toping:

1) arcsin |;— 2) arcsin '7'2- 3) arcsin0,5.
1.119. Hisoblang:

1) arcsin(sin30°); 2) arcsin(sin

3) arcsin(sin2); 4) arcsin(sin 10).

1120. arcsina quyidagi giymatlarni gabul gila oladimi?

n f; 2)-3mr 3) -£; 4)J; 5 -J; 6) V3 7)) -1
8) 4V5.

2. cosa = m ko‘rinishdagi enu sodda tciiglama. Arkkosinus.
Koordinatali aylanada olingan liar gaysi H(a) nuqtaning

1.41-rasm.
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abssissasi X=cosa ga teng. Shunga ko'ra berilgan m bo'yicha
cosa = m tenglamani yechish nuqtaning X = m abssissasi bo'yicha
unga mos a = a0 yoy Kkattaligini topishdan iborat. Uch holni
garaymiz:

1 -ho>. W\> 1 da X = m vertikal to'g'ri chizig aylanani
kesmaydi (1.41-a rasm). Bu holda tenglama yechimga ega emas.
Masalan, cosa = 2,8 tenglama yechimga ega emas, chunki
m=2.8>1

2-hoi. Agar W\= 1 bo'lsa, to'g'ri chizig aylanani fagat bir
nugtada, ya ni yo /1(1; 0) nuqtada, yoki [ -1; 0) nuqtada kesadi
(1.41-6 rasm). A nuqtaning aylana bo'yicha koordinatasi a = 2nk,
keZ. Shunga ko ra cosa = | ning yechimi a = 2nk, AeZ sonlar
to plami bo ladi. Z)(-I; 0) = O(n +2nk) ekani e’tiborga olinsa,
cosa = -1 ning yechimi a = n+ 2nk sonlar to'plami bo'ladi.

3 -hol WX 1lbo'lsa, Xx=m to'g'ri chiziq aylanani ikki nuq-
tada kesadi (1.41-of rasm). Ulardan biri 5,(a0) nuqta 0 < an< n
yuqgori yarim aylanada joylashadi. a0 son m sonning arkkosinusi
deyiladi va a0= arccosm orqali belgilanadi. Ta’'rifga ko'ra cosa =
=cos(arccosw) =m v a0 < arccosm < n bo'ladi.

Shu kabi BZ—aO) nugta uchun: cos(-a0) - cosa0= m. Bundan
-a0 = arccosw yoki a0 = -arccosw. Demak, WN\< 1, keZ da
cosa = m tenglamaning yechimi {arccosm + 25K, K&Z}\]|
u{-arccosm +2nk, keZ} sonlarto'plamlari birlashmasi bo'ladi. Uni

{xarccoS? +2nk, keZ] (1)
yoki
+arccosw +2nk,keZ (2)
ko'rinishda ham yozish mumkin. l.42-rasmdan, OY o'giga
nisbatan simmetrik joylashgan ~(arccos/?/) = B)(a) va
#2(arccos(-/r/)) = BZI’] - a) nugtalar bo'yicha a = arccosm va
n - a =arccos(-w) bo'lishini aniglaymiz. Undan:
arccos(-") = n_ arccosw (3)

hosil gilinadi, bunda 0 <a < Tt

1-miso 1. cosa = -y tenglamani yechamiz.

Yechish. cos-| =cos™~ = bo'ladi. Demak, X -—

to'g'ri chiziq koordinatali aylanani B{(arccos”-) = A nuqtada

va abssissalar o'giga nisbatan B, ga simmetrik joylashgan
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/N] arccos=Bi nuqtada ke-
sadi. Yechim Bi nuqta bo'yicha

¢1Ink, Kk eZ sonlar to'plami va fl,
nugta bo'yicha -~"+2nk,keZz

sonlar to'plami birlashmasi bo'ladi:

cosa=4; (E+271, hZ)u
2 16 1

u(-f+2kn, KeZzj yoki

Ly
/]
|

N\

1.42-rnsm.

a=ié+2kn, KeZ.

2-miso 1. arccos(- ni hisoblang.

Yechish. (3) formulaga ko'ra, quyidagini topami/:

arccos ij=sa-arccos—=n-y -/

3-miso 1 cosx = -m tenglamani yeching.

Yechish.x ==arccos|-]j+2nk, keZ ga cgami/,

ko'ra x = = (a-arccos|j+2nk, k& Z bo'ladi.

4-misol. cosx =1 tenglamani

yordamida yeching.

y = cosx funksiya

. () ga

grafigi

Yechish. Ayni bir XOY koordinatalar sistemasida y = cosx

va Y =y funksiyalar grafiklarini yasaymi/ (1.43-rasm).

Bu grafiklar cheksiz ko'p nuqtalarda kcsishadi. y = cosx
funksiya davri 2k bo'lgan davriy funksiya bo'lgani ncluin berilgan
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tenglamaning [-9; s] kesmadagi barcha yechimlarini topish va
golgan yechimlarni shu yechimlar orgali aniglash mumkin.

[-5; si] oraligda y = cosx funksiya grafigi ¥ = \funksiya grafigi
bilan ikkita kesishish nuqtasiga ega. Kesishish nuqtalarining
X, =—arccos-i, X2 =arccos” abssissalari berilgan tenglamaning

[-a; a] dagi barcha yechimlaridir. Shu sababli barcha yechimlar

guyidagicha aniglanadi: x =tarccos”™ +2nk, K Z .
5-miso 1 arccos(cos53°) ni toping.
Yechish. arccos(cosm) =m, (0 <m <n) ayniyatdan foy-

. o _ A , . .
dalanamiz. 53° = U V@ 0< 7|(1J < g bo'lgani uchun bu ayniyatga

ko'ra

arccos(cos 53°) = arccos(cos 717 )=~ .
\Y% 1o(@J 1loU

L Mashgqglar

1.121. Tenglamani y = cosx funksiya grafigi yordamida yeching:
I)cosx=0; 2) cosx=0,5; 3) cosx =-];

4) cosx = --y-; 5) cosx = 2,4; 6) 2cosx +V3 = 0.
1.122. Ifodaning giymatini toping:
1) arccosf-"j; 2) arccos(-0,5); 3) arccos(cos30°);

4) arccos(cos(-30°)); 5) arccos(sin30°); 6) arccos(cos2);
7) arccos(cos(-2)); 8) arccos(sin2)); 9) arccos(sin(-2));
10) arccos(cos88); 11) arccos(singe).

1.123. Tengliklarning to'g'riligini tekshiring:
1) arccosx = -arcsinx; 2) —arccosx = g +arccosx.

1.124. Ifodaning giymatini toping:

1) cos(arccos-”"-arcsin , ; ; 2) sinfarccos\+arcsin , |
1.125. Tenglamani yeching:

I)cos2x -3 =0; 2) cos2x = j; 3) 6cosx+3=0;

4) 3cosx - 5=0; 5) 2cos2x- 1=0; 6) 4cos2x- 1=0.
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1.126. Tenglamani yeching:

1) cos2x - 2cosx = 0; 2) 2cosX - cosx = 0;
3) 2cosX - cosx -1=0; 4) 2cosZ - 3cosx +1=0.
3. tga = m va ctga = /n*ko‘rinishdagi eng sodda tcnglamalar.

Arktangens va arkkotangens. Koordinatali aylananing liar hir
//(d) nugtasi Dekart koordinatalar sistemasidagi biror H (x, j)
nnqgta bilan ustma-ust tushishini va x = cosa, y sina ckanini
bilamiz. Shunga ko'ra, noma'lum a gatnashayotgan tga m yoki

cost =m teng'aman‘ng barcha yechimlarini koordinatali aylana

bilan ~ = ya’ni y — mx to'g'ri chizigning kesishish nuqtalari
yordamida aniglash mumkin. m ning har ganday qiymatida
V = mx to'g'ri chiziq aylanani O (0; 0) nugtaga nisbatan sim-
metrik bo'lgan va B2nugtalarda kesadi (1.44-rasm). Ulardan

hiri —--y<a<y o'ng yarim aylanada yotadi. Bu nuqta //,(</,,)

bo'lsin. Ikkinchi nugta BXaO+n) bo'ladi. Demak, tga m teng-

lamaning barcha yechimlari to'plami a = a0 +2kn, k>/ va a
(a0 + n) +2kn, keZ sonlar to'plamlari birlashmasidan iborat.
Harclta yechimlar
a=a0+kn, k&Z n
formula bilan aniglanadi.

m sonning arktangensi deb f--|; oraligda yoladigan

sluinday a songa aytiladiki, lining uchun tga = m bo'ladi. m
sonning arktangensi a =arctgm orqgali belgilanadi. Ta’rifga asosan,
liar ganday m son uchun quyidagi munosabatlar o'rinli bo'ladi:

tg(arctgw) = m, ~\< arctg/w < -|. (2)

Aksincha, tga = /2, _4d.<a <i
bo'lsa, a = arctgm bo'ladi.
Yuqgoridagi shartlardan va tan-
gens toq funksiyaligidan tg(-a) =
-tga =-m bo'lgani uchun quyidagi
tenglik o'rinli bo'ladi:
arctg(-m) = -arctg/H 3

Arkkotangens tushunchasi ham
sliu kabi kiritiladi. I.44-rasm.
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m sonning arkkotangensi deb (0; K) oraligda yotadigan
shunday a songa aytiladiki, lining uchun ctga = m bo'ladi. m
sonning arkkotangensi a = arcctg/w orgali belgilanadi. Uning uchun
quyidagi tenglik o'rinli:

arcctg(-A?;) ——arcctgm. 4)
l1-misol. a) tgv=-7~3; b) ctgv=-V3 tenglamalarni
yechamiz.
Yechish. a) tg(--]) = -\3, demak, x-~"+nk, ke Z.
b) ctg-» = -%/3, demak, X=’;}'I+I'IK, kezZ .
2-misol. a) arctg(-V3); b) arcctg(-V3j sonlarni topamiz.

Yechish. a) (3) formula bo'yicha arctg(-V3j=

= —arctgV3 = ;
b) (4) formula bo'yicha arcctg(-n/3) =a--|] ="
Gl 1 M ashqglar

1.127. Tenglamani yeching (grafikdan ham foydalaning):
1) tgx=- ", 2) ctgx = —V3; 3)ctgx =0,2.
1.128. Ifodaning giymatini toping:

1) arcctgf--yj; 2) arcctgl;, 3) arctg(-1); 4) arctgO;

5) arcctgO.
1.129. Hisoblang:

1) tgfarcsin-yj; 2) ctg(arcsin0,5);
3) tg(arccos0,5); 4) ctg(arctg(—L));
5) tg(arcctg(-2)); 6) sin(arcctg(V3));
7) cos™arctg™h-"-jj; 8) cos(arcctg(-0,8)).

1.130. arcctgx = | - arctgx tenglikning to‘g‘riligini tekshiring.



1132. arctgx quyidagi giymatlarni gabul gila oladimi? arcctgx-chi:

1)0; 2) -0,01; 3) -1; 4) a/2;
5) 3a/2; 6) N ; 7) -1; 8) Aa?
4. Tenglamalarni yechishning asosiy usullari. Trigonometrik

lenglama noma’lum argumentning trigonometrik funksiyalariga
nisbatan

R(z) =%z" + +...+anx+ an=o0 @

ko'rinishdagi algebraik tenglamaga keltirilishi mumkin, bunda z
orgali sin/jc, cos>.x, tgLv, ctgXx funksiyalardan biri ifodalangan.
Algebraik tenglama kabi (1) trigonometrik tenglamalarni yechish-
da yangi noma'lum kiritish, ko'paytuvchilarga ajratish va hokazo
nsullar qoilaniladi. Jarayon eng sodda trigonometrik tengla-
malardan birini yechishgacha boradi. Trigonometrik tenglamalarni
yechishda asosan quyidagi hollar uchraydi:

1) R(f (x)) = 0 tenglamada R trigonometrik funksiya belgisi

ostidaxga bog'lig bo‘lgan/(x) ifoda turibdi./(x) =z almashtirish
orgali tenglama eng sodda R(z) =0 trigonometrik tenglamalardan
biriga keltirilishi mumkin. Uning z-Zi ildizlari birma-bir/ (x) =z
ga qo‘yiladi va x ning giymatlari topiladi.

1-miso 1. si'1(10x +f) = -y tenglamani yechamiz.

Yechish. Misolimi/.da /(x)=10x+]. Tenglamaga

A
|OX+E=§ almashtirish  kiritsak, sin£=\% tenglama hosil

bo'ladi. Uning yechimi: z =(-D* y +KK, ke Z . Bu 10x+]| =T ga
go‘yiladi vajavob topiladi:
X=io(_8+(_1)A3+kn) keZ m
2-misol. tg(x2+6x +]) =7y~ tenglamani yechamiz.
Yechish. z=X2+6x +”" almashtirish kiritamiz. Tenglama

tgh =~ ko'rinishga keladi. Undan z="+kn, keZ ni topamiz.



U holda x2+6x +" —%+KK, ke Z yoki v2+6x- KK=0, k&Z.
Kvadrat tenglamaning ildizlari x = —3+%9+KK, ke Z, bunda

9+kKkK>0 yoki k>--~=-286...,, ya'ni k=-2; -1; 0; 1;... .

Javob: x=-3xN9+kn, keZ, k>-2.

2) sinx = sina, cosx = cosa va tgx = tga tenglamalar. Bu
tenglamaiar mos ravishda x = (-1)*a + KK, k&Z, x = #+a + 2nn,
n&Z, x=a +mn, meZ formulalar yordamida yechilishi mum-
kin.

3-miso 1 cos(bx - 45°) = cos(2x +60°) tenglamani yeching.

Yechish. 5x- 45° = +(2x+ 60°) +360%, keZ tenglamalarni
yechamiz. 5x-45° = +(2x+60°) +360%, AeZtenglikdan x= 35° +
+120°/:, K&Z yechimlar guruhini, 5x- 45° = -(2x+ 60°) + 360%),

keZ tenglikdan esa x =y”-15° +360% j, keZ yechimlar

guruhini topamiz.
Shunday qilib, x = 35° + 120°/:, AeZ; X =y (—15° +360%),
knZ.
4-misol. sinx2=sin(6x - 5) tenglamani yechamiz.
Yechish. x2=(-1)*(6x- 5) +KK, AeZtenglama hosil bo'ladi.

Agar Kjuft bo'lsa, ya'ni K-2n, neZ da x2=6x- 5+ 2K, n&Z
kvadrat tenglama kelib chigadi. Uning yechimi

12 =3x"9-(5-2nn), neZ, n>

Agar K tog bo'lsa, ya'ni k=2m +N\meZ da x2=-6x +5 +(2m +
+1)3, meZ ko'rinishda bo'ladi va bundan

X]2=-3+xJ9 +(5+2(m+1)a), me Z, m>||_— o 3
A

3) f(R(x)) =0 tenglamada R trigonometrik funksiya boshqga
/funksiya belgisi ostida turadi. R(X) = z almashtirish masalani
f(z) =0 tenglamani yechishga keltiradi. Bu tenglamaning r,, z2, e
ildizlari bo'yicha R(X) =zx R(X) =z2,  tenglamalar majmuasini
hosil gilamiz. Uni yechish bilan masala hal gilinadi.

5-miso 1 sin& +3sinx +1,25=0 tenglamani yechamiz.



Yechish. sinx =z almashtirish natijasida zZ} +3z + 1,25 =0
kvadrat tenglama hosil bo‘ladi. Uning ildizlari 2A\=-5, z2= -1.
sinx = -5 tenglama yechimga ega emas. sinx = -1 tenglama x =-90°+
i 360%, keZ yechimlarga ega.

4) Ba’zan berilgan tenglamani ko paytuvchilarga ajratish
usulidan trigonometrik funksiyalar yig‘indisini ko'paytma ko'ri-
nishiga keltirishda foydalaniladi.

6-misol. 2cosx -2sin2x —242 sinx +J2 =0 tenglamani
yechamiz.

Yechish. sin2x=2sinx cosx almashtirish tenglamani 2cosx-
4sin xcosx-2/2 sinx +>/2 =0 ko‘rinishga keltiradi. Uning
chap gismini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
2cosx(l - 2sin x) +>2(1 - 2sin x) =0,
(1-2sinx)(2cosx +52) =0,

bundan: : _
[L-2sinx =0, sinx =0,5,

[2co5%x +d2 =0, cosx = —A
Javob: ((-1)* 30°+ 180%, Kez} u (£135°4360% . Kez j.

7-misol. yl +ysinx =cosx tenglamani yeching.

[cosx £ O,

Yechish. Bu tenglama 1, > yoKki
| +Asinx mcos x

Icosx >0,
tenglamalar sistemasiga leng kuchlidir (VI

Isin x| sin x +yj = (
cosx £ 0,
[cosx >0, sinx =0;

bob, 7-§; 1-band). cosx £ 0, bo"\&ni

Isin x|]sinx + =0,

sinx = -y

uchun berilgan tenglamaning barcha yechimlari x = 2KkK, k&Z
va X =~y +2kn, ke Z formulalar bilan aniglanadi.
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Javob: |J2Aq, AeZ} u +2A1, AeZ]|.

) Mashgqglar

1.133. Tenglamani yeching:

1) sinlox =--7;

3) tglox =\/3;
5) sin(6x-60°)=-1;

7) tg(5x-45°) =0;

9) cos2(2.v-45°) =i,

11) sin2(7x-]j = 3;

13) tg2 5x -y) = -1;

2) coslOx =y ;
4) ctg10x =" ;

6) cos(4x+30°) =0;
8) sin2 S = Zj ;

10) tg2 (6x-j) =3:

12) cos2(4x + )=—4

14) sin(4x2) =0,5;

15) cos2x2 = 0,25; 16) tg] = -1.

1.134. Tenglamani yeching:

1) sin4dx cos3x tg8x = 0; 2) cos4x=-cosbXx;

3) tgbx = -tg|]; 4) sinl Ix=-sinl5x;

5) cos4x = cosx; 6) tg3x=-ctg5x;

7) sin % = cos ﬂ 8) tg(brc-x) = -ctg(2x +]):
9) sin £6 = sin gr(; 10) sin (x2 - -]) = - cos X3;
11) ctg7 = -ctg” ; 12) ctgVx =tg2x ;

13) cos22x +3cos2x +2 = 0; 14) tg25x - 3tghx - 4 = 0;
15) sinx2= -sin3x2; 16) sinx+sin2x +2=0;

17) \/2(cos3x +sin3x) = sin 2x .

5. Xususiy usullar. 1) Agar tenglama tarkibida har xil trigono
etrik funksiyalar gatnashsa, ularni bir ismli funksiyaga kelti
ih, so'ngra almashtirishlarni bajarish kerak.
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1 iniso 1. 3sinX +4sinx+2cos2x-7 =0 tenglamani yechamiz.

Yechish. cosZ = 1 - sinZ almashtirish berilgan tengla-
Hiiini 3sin2 +4sinx +2 - 2sin2x- 7 =0 yoki sinX t 4sin.v -5 =0
kn'miishga keltiradi. Oxirgi tenglamadan sinx z almashtirish
IntJin\ik, ”2+4r-5 =0 kvadrat tenglama hosil bo'ladi. Bu kvadrat
longlama r, =-5, z2= 1 ildizlarga ega. z = sinxekanligini e’tiborga
olsak, sinx = -5 va sinx=1 tenglamalar hosil bo'ladi. Ularning

hirinchisi yechimga ega emas, ikkinchisi esa x = {+2£n, Ke/
vechimlarga ega.

2) Chap qismi sinx va cosx ga nisbatan ratsional funksiya
bo'lgan R(sinx, cosx) = 0 tenglama. Oldingi bandlarda ko'rsatib
o'lilganidek, nva v ga nisbatan ratsionalfunksiya deb, giymatlari
M va Vv larni go'shish, ko'paytirish va bo'lish orgali hosil bo'la-
iligan funksiyaga aytiladi. R{sinx, cosx) = 0 tenglamada:

a) agar sinx (yoki cosx) fagat juft daraja bilan gatnashayotgan
bo'lsa, cosx= 1 (mos ravishda sinx= u) almashtirish bajariladi;

b) agar bir vagtda sinx ifoda -sinx ga, cosx esa -cOsx ga
nimashtirilganda RSN, cosx) funksiya o'zgarmasa, ya’ni R(sinx;
cosx) = /?(-sinx; -cosx) bo'lsa, tgn = z almashtirish bajariladi.

2-misol. cos4x +3sinx- sindx- 2 =0 tenglamani yechamiz.

Yechish. cosxfunksiya fagatjuft daraja bilan gatnashmoqda.
cos4x= (1 - sin)2= 1- 2sinZ +sin4dx bo'lganidan tenglama faqgat
sinusga bog'liq: 2sin2x- 3sinx +1=0; endi bu tenglama sinx= 1"
almashtirish bilan 2u2- 3w + 1= 0 ko'rinishga keladi. Buning
ildizlari: UN=] , u2= 1 Shu tariga masala sin x =” va sinx= leng
st)dda trigonometrik tenglamalarni yechishga keladi. Bu tengla-
malar berilgan tenglamaning barcha yechimlarini beradi:

x = (-1)* %+nk, k&Z\ x :{-‘2+2r|&, keZ.

3-miso 1. sinZ +2sin2x +5cos2x- 4 = 0 tenglamani yechamiz.

Yechish. Tenglamani sin +4sinx cosx +5cos2x -4=0
ko'rinishda yozib olaylik. Bu tenglamani x ning cosx ni nolga
aylantiradigan hech ganday giymati ganoatlantirmaydi, chunki
cosx = 0 bo'lganda sin =1 bo'lib, tenglamadan -3=0 noto'g'ri
tenglik hosil bo'ladi. Bundan tashqgari, sinx va cosx oldidagi
ishoralar bir vaqtda o'zgartirilganda, tenglikning chap qismi
o'zgarmaydi. Demak, tgx = walmashtirishni bajarish mumkin.



Tenglamaning ikkala gismini cos2xga bo‘lamiz:

tg2x +4tgx +5 “‘]2— =0
00s” X

_L—=1+tg2x bo'lgani uchun
3tgXx - 4tgx -1 =0
tenglama hosil bo'ladi. Bu tenglamada tgx = t almashtirish
bajarsak, 32 -4t - \= 0 tenglamaga ega bo'lamiz. Bu kvadrat
tenglama ildizlarga ega. Topilgan ildizlar yordamida berilgan

tenglamaning barcha ildizlarini aniglaymiz:

X=arctg+nk, AeZ; x =arctg +nk, keZ.

3) /?(sinx; cosx) = 0 tenglamaning chap qismi sinus
kosinusga nisbatan bir jinsli funksiya, ya’ni, agar sinx va cosx bir
vaqgtda biror X ga ko'paytirilsa, tenglamaning chap gismi Xn ga
ko'paytirilgan bo'ladi: tf(Xsinx; ?icosx) = XnR(sinx; cosx), bunda
n - funksiyaning bir jinslilik darajasi, o'zgarmas miqdor. Bu
holda tenglikning ikkala gismi cos"x ga bo'linadi va tgx = u
almashtirish bajariladi. Agar tenglikning barcha hadlari cos”x
ga bo'linadigan bo'lsa, u holda cos'* qavsdan tashqari chigarilsa,

berilgan tenglama ikki tenglamaga ajraladi.
4-misol. 9coséx - 4sin3xcos3k = 0 tenglamani yechamiz.
Yechish. Tenglamaning barcha hadlari cos3« ga bo’linadi.
cos3X ni gavsdan tashqariga chigaramiz:

. cos3x =0,
cos3x(9cos3x-4sin3x) =0

9cos3x-4sin3x =0.
cosx = 0 tenglama izlanayotgan yechimning bir turkumini
beradi: x=] +nA, ke Z. Ikkinchi tenglama cosx va sinx ga
nisbatan birjinsli. Uning ikkala gismini cos3xga bo'lamiz (cosx*
50, ya'ni X*=*xj +nk, Ke Z hoi garalyapti). Natijada: 9-4tg3 =
=0 tenglamaga ega bo'lamiz. Bu tenglama yechimning yana bir

turkumini beradi: X - arctg 3—- +nk, Ke Z .

Ba’zan oddiy almashtirishlar tenglamani unga teng kuchli bir
jinsli tenglamaga keltirishi mumkin. Masalan, cos2x — 6sinxcosx =4
ning o'ng qgismini sin +cosX ga (ya'ni 1 ga) ko'paytirish

va



tenglamani cos - 6sinxcosx = 4(cosX + sin2x) yoki 3cos2x+
t(>sinx cosx +4sinZ = 0 bir jinsli tenglamaga aylantiradi.
I misolda ham shunday yo‘l tutish mumkin edi.

4) Agar trigonometrik tenglamada x dan boshga yana 2x, 3x
va liokazo argumentning ko‘p karrali trigonometrik funksiyalari
ham gatnashayotgan bo‘lsa, ular ikkilangan, uchlangan argu-
ment trigonometrik funksiyalari yordamida faqat bir argumentga
bog'lig trigonometrik funksiya orgali ifodalanishi mumkin.

5-miso 1. sin3xsinx - sin22x +sinx - 0,25 = 0 tenglamani
yechamiz.

Yechish. sin2cp = 2sincp coscp, sin3(p = 3sincp — 4sin3p, COSp =

I -sinp formulalardan foydalanib, tenglamani ushbu ko'ri-
nishga keltiramiz:

3sin2 - 4sindx - 4sin ¢ (1 - sin2) +sinx - 0,25 =0

yoki ixchamlashtirishlardan so‘ng: sin2 - sinx +0,25 = 0.

Yechimi: x = (-1)*- 30° + 180°/:, AeZ.

6 -m iso 1. cos31sin6/ - cos41lsin5/ =0 tenglamani yechamiz.

Yechish. Karrali argument trigonometrik funksiyalari formu-
lalaridan foydalansak, ifoda ancha murakkab ko‘rinishga keladi.
Bu o‘rinda ko‘paytmani yig‘indiga aylantirish formulalaridan
kelib chigadigan quyidagi tengliklardan foydalanish qulay:

cos 3t sin 6t = -i—sin 9t +”-sin 31,

cos4rsin5r = ~sin 9t +y sin/.

Bu ifodalar berilgan tenglamaga tatbiq etilsa va shakl almash-
tirishlar bajarilsa, sin3? - sin/ = 0 yoki 2sin/cos2/ = 0 tenglama

hosil bo‘ladi. Uning yechimlari t~nk\\t k e Z son-

lardan iborat. Bu sonlar berilgan tenglanianing barcha yechim-
laridir.

5) a sinx +b cosx = ¢ ko'rinishdagi tenglamalarni yechishning
eng qulay usuli yordamchi burchak kiritish usulidir.

Agar ¢ — 0 boisa, yechish usuli bizga tanish boMgan bir jinsli
tenglama hosil bo'ladi.

c*0, al+b2¢0 bo‘lsin. Tenglamaning ikkala tomonini ham

V«2 +b2 ga bo‘lamiz:

- a- cosx+ , b sinx=
sla2-+H2 N2 -Ho2 Na2-+H2 '



=1 bo'lgani uchun , a =sin ®
WR2HRJ  vvAa2+,2 N2 +Ho2

va -~y =coscp tengliklar o'rinli bo'ladigan ¢ son mavjuddir.
va —+6“

Bu yerda,
cos X sin  +sin x cos<p = ———  yoki 3T (X +®) =
tenglama hosil bo'ladi. Hosil bo'lgan bu tenglama ...-.....ii1 bo'l-
yla2+b2
gandagina yechimga ega: X = -¢ +(-1)" arcsin — +nn, neZ.
la2-+HP

7-miso 1l w3 cosx +sin x =2 tenglamani yechamiz.

Yechish. Tenglamaning ikkala tomonini +P2 =2
ga bo'lsak, -"-cosx +ysinx =1 hosil bo'ladi. y =siny,

y =cosy bo'lganligi uchun

siny cos X +cosy sin X = 1=>sin

=>x+g= 1+2kn =>x=6i+2£Tr, keZ .

8 -misol. 2sinx +3cosx =4 tenglamani yechamiz.

Yechish. 4 > 1 bo'lgani uchun tenglama yechimga ega
v2 +3
emas.
6) Ba’zi trigonometrik tenglamalar chap yoki o'ng tomonini

baholash yo'li bilan oson yechiladi.
9-miso 1 cos2x +cos3x +cos4x = 3 tenglamani yechamiz.
Yechish. Tenglamaning chap tomonidagi yig'indi cos2x = 1,
cos3x = 1, cosdx = 1 tengliklar bir vaqtda bajarilgandagina 3 ga
teng bo'ladi. Bu tengliklar bir vaqtda bajarila olmaydi. Demak,
tenglama yechimga ega emas.
I0-miso 1l 1-cos23x +sin22x =0 tenglamani yechamiz.
Yechish. Tenglamani quyidagicha yozib olamiz: sin2x +
+sin23x = 0. Bundan, sin22x = sin23x = 0 sistema hosil bd'ladi.



sm2v=0 tenglama x =nk, X =j +nn ildizlarga ega. X =] +nn,
n( z sonlari sin23x =0 tenglamani ganoatlantirmaydi. x JKildiz

esa sin23x = 0 tenglamani ganoatlantiradi. Demak. berilgan
tenglama x = Tk k&Z ildizlarga ega.

7) /’(sinx xcosx, sinxcosx) =0 ko'rinishdagi tcnglamalar (bu
yerda P bilan sinx = cosx ga nisbatan ratsional funksiya
belgilangan). Bu kabi tenglamalar sinx ® cosx = t almashtirish
vo'li bilan yechiladi.

I 1-misol. sinx +cosx= 1- 2sinx cosx tenglamani yechami/.

Yechish. sinx +cosx = 1almashtirish kiritsak, sin2x t
12sinxcosx + cosX = t2yoki 2sinx cosx =t2- 1boiadi va tenglama
I=1-(/2- 1) ko'rinishga keladi. Bu tenglamaning tx= 1; 2=-2
ildizlari yordamida sinx +cosx = 1; cosx +sinx = -2 tenglamalarni
hosil gilamiz.

sinx +cosx = 1tenglama x = (-1)* | +kn, k& Z ildizlarga
ega.
cosx +sinx = -2 tenglama esa yechimga ega emas. Demalk,
berilgan tenglama x = (-1)A + K e Z ildizlarga ega.
Mashqglar

1.135. Tenglamani yeching:

1) 2sinX& +cosX -2 = 0; 2) 2sinZ +cosx = 0;
3) sinxcosx = 0; 4) sin2 +sinx - cos& +1=0;
5) sinxcosx =" ; 6) COsS22x +sin2x = 2.

1.136. Birjinsli va unga keltiriladigan tenglamani yeching:
1) sin - 2sinxcosx +cosX = 0;

2) 7cosZ - 3sinzZ = 0;

3) cos22x- 10sin2xcos2x + 21sin2x= 0;

4) 8sinX - cosX = 0;

5) cosZ - 2co0s2x - 4sin2 = 0;

6) sin23x+ 7c0s23x= 6Sin3XC0s3X;

7) cosBX +cos4x sin2x = cos3X sin3X +CcosX sin4x;

8) 2sin4x - 6sin3x cosx — 23cosX sinX = 0;
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9)10cos2j-3sinx-5 =0; 11) sin6x +cos6x =" ;
10) cos4x — sin4x = 2sin2x; 12) sin& +cos& = cos2x.
1.137. 0 ‘rniga go‘yish usulidan foydalanib yeching:

1) cos + 1 = 2C0sX;

2) 3cos2xsinx+ 1= 3c0os2X+ sinx;

3) 6cos3X +6sin2 — 3cosx -3 = 0;

4) 5sin2 cosx +6c0osX — 10cosx +6 = 0;

5) 1+sin2x = (| - cos2)2

1.138. Tenglamalarni yeching:

1) cos2x+cosx=0; 2) cos3x=2c0s2x- 1;
3) 2cosx=4sinxcosx- 1, 4) cos2-3sinxcosx=-I;
5 '(/SInX——S(iIIr;) +Q:osx——65;(? =1-

6) 2cOs(-] +Vx)+I =0;

7) (cos5x +cos7x)2 = (sin5x +sin7x)2;

8) sin24x - cos2x= 2sindx Co0s4x;

9) sin32x - 5sin22x +4 = 0.

1.139. Tenglamani sinx + cosx = t almashtirish yordamida
yeching:

1) 2(sinx +cosx) +sin2x +1=0; 2) sin X +cosXx = 1+s" 2X ;

3) sin42x +c0s42x = Sin2XC0S2X.

1.140. Tenglamani baholash usuli bilan yeching:

1) 2sinxx +3cos& = 5; 2) (cos2x - cos4x)2=4 +c0s23x;

3) sin3x +cos2x +2=0.

1.141. Tenglamani yordamchi burchak Kkiritish usuli bilan
yeching:

1) 12cosx - 5sinx = -13; 2) sinx +cosx = \2;

3) /3sinx -cosx = 1.

6. Universal almashtirish. 3-8 ning 4-bandidagi (9) va (10
formulalardan foydalanib, x* (2k + I)n, keZ giymatlar uchun
quyidagi munosabatlarni hosil gilamiz:



Agar /?(sinx;cosx) = 0 tenglamada (1) va (2) almashtirishlar
bajarilib, tg] =z o'rniga qo‘yish tatbiq etilsa, chap tomoni r ga
nisbatan ratsional funksiya bo‘lgan tenglama hosil bo'ladi:

/
R 3
U-

(3) tenglama ildizlarini (agar bu ildizlar mavjud bo'lsa)
birma-bir \86=2z ga go'yib, X ning izlanayotgan giymatlari
topiladi. tga ifoda a = | +kn, kK e Z giymatlarda aniglanmaganligi
sababli x ning x= (2K +1)n, K&Z giymatlari alohida tckshiriladi.

M iso 1. 3sin/ - cos/= 3 tenglamani yechamiz.

Yechish. (1) va (2) formulalardan foydalanib, sin/ va cost
ni tgy orgali ifodalaymiz, so’'ng tgy =" almashtirishni kiritamiz.

Natijada, -= 2 ratsional tenglama hosil bo'ladi. Uning
1+z +z

ildizlari z, = 1, Z2= 2. Ularni ketma-ket tgj =z ga go'yamiz.

tg-y =1 tenglamadan t="+2nk,keZ ni, tgy =2 tengla-

madan esa t= 2arctg2 +2nk, keZ ni hosil gilamiz.

M ashqglar

1.142. asinx+ bcosx- ¢ tenglamani yeching. Tenglama a, b, ¢
larga nisbatan ganday shartlarda yechimga ega bo'ladi?

1.143. Tenglamalarni yeching:

l-cosx _ | .

1) 4sinx- 7cosx = 7; ;
I+sinx 2’



3) V3cos X-sin X =1; 4) 2sin (X +yj -sin(x - |j =n/2;

5) cosx - cos(rc - 2x) - 2=0; 6) 2sin6x ="2(1 -cos4x) ;

7) ctg(2x + - ctg(2x - =0; 8) sin x cosx sin 2x =" ;
9) sin(x +20°) +sin(2x 4 40°) 4-sin(3x +60°) = 0;

10) y/3cos2 x 4-(>/3 - 1)sin xcos X -sin2x =0 ;

11) V3 cosx 4-sinx =0

12) n/3+2(2sin X —-cos2x) +"3- 2(2 sin X 4-c0s2Xx) =2 ;

1.144. Grafik yordamida taqgribiy yeching:
1) sinx =x - 0,5; 2) sinx =x 4-1; 3) x = 14-0,5sinx.

7. Trigonometrik tenglamalar sistemasi. Trigonometrik tengla-
malar sistemasini yechishda yuqorida ko‘rilgan tenglamalarni
yechish usullaridan va trigonometrik formulalardan foydalaniladi.

Quyida tenglamalar sistemasini yechishning o'ziga xos
Xususiyatlari bilan tanishamiz.

f5sinx =sinj\

1-misol. < . tenglamalar sistemasini yecha-
[Bcosx =2 - cosy

miz.
. . . . (5sinx =siny, -
Yechish. Berilgan sistemani < ko'rinishda
[2-3 cosx = cosy

yozib olamiz. Bu sistemaning kvadratga ko'tarilgan tenglamalarini
hadma-had go'shsak,

25sinX&4-4- 12c0SX49cos2x = 1
yoKki
16cos 4 12cosx -28 =0

tenglama hosil bo'ladi. Hosil bo'lgan bu tenglamani cosx ga

nisbatan yechib, cosx = I, cosx = —-- tenglamalarga ega bo'lamiz.

1
cosx = —- tenglama yechimga ega emas. Demak, cosx= 1bo'lishi

zarur. cosx = 1, ya'ni x = 2rtn, neZ da sinx = 0 bo'lgani uchun



[VO =siny,
12 3 1=cosy
(A + 1) n, keZ ekanligi topiladi.
Javob: x=2na aed y = @A + 1n, keZ.

sistemaga ega bo'lamiz. Hu sistemadan. y =

sinjc+siny =y,

| -mlIso 1. tenglamalar sistcmasini yecha-
X+j =f
mi/..
Yechish:
. . . - 4
sinx+siny . 3sinZylasiyt -y,
X +Y =y
BsinGcosXeY = 7 cos XY
6 2 3 3"
X+y=1 X+y-ym
cos XY <1 shart bajarilmaganligi uchun sistema ycchimga ega
emas.
L, Mashqglar

1.145. Trigonometrik tenglamalar sistemasini yccliing:

sin x +siny =1, [4sinxcosy |,
) \x+y =T, D sgx-go 0

4cosxcosy =3, Cos X 1cos V 16,

3) 4 sin xsiny = -1,

8.  Trigonometrik tengsizliklarni isbotlash. l1ligonometrik teng-
sizliklarni isbotlash masalasi ba’zan algebraik tengsizliklarni
isbotlash masalasiga keltiriladi.

1-miso 1. 4cosx - 3sinx < 5 tengsi/.likni isbot gilamiz.

Yechish. tgy =z, x* n +2nA, AeZ universal o'rniga
go'yish tengsizlikni quyidagi ko'rinishga keltiradi:
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E A1-z2) 6z
HZ 1+7'

<5=>97 <+,

+6.2+1>0=>(3z+1H2>0 (1)
I LA (1) tengsizlik z ning har qganday

giymatida o‘rinli. Demak, berilgan
tengsizlik barcha x * K + 2nk, keZ

LA\ larda bajariladi. Tekshirish tengsiz-
likning jc = K +2nk, k<=Z uchun ham
-45-rasm. o'rinli ekanini ko'rsatadi.
2-miso 1. ABC uchburchakda
2
tg é"'thl +tg27>1 tengsizlikning bajarilishini isbot

gilamiz.
Isbot. ABC uchburchakning A, B va C burchaklari uchun

(tgy-tgy)2+('8y-18§)2+ (tgf-tgf)250
yoki

1924 -nig? Brtg2 §->tgy 19 +tgy gy +tgy tgy

munosabat o'rinli ekanligi ravshan. Bu yerda geometriya kursida
ma’lum bo'lgan

tengliklardan foydalansak (bu yerda a, b, ¢ — uchburchakning
mos ravishda A, B, C burchaklari qarshisidagi tomonlar,

atbtc
2

3-misol. O<a<n bo'lsin. U holda sina <a <tga boiishini
isbot qgilamiz.

Isbot. Birlik aylanada (1.45-rasm) ByOB va OEEX
uchburchaklarni yasaymiz, WB"AB = 2a, vjAB = a bo'lsin. 1-§
ning 1l-bandida keltirilgan mulohazalarga ko'ra BL<<JAB<AE
bo'ladi. Bundan

), isbotlanishi kerak bo'lgan tengsizlikni hosil gilamiz.

sina<a <tga (1)
bo'ladi.
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1.146. Tengsizlikni isbotlang:
1) ctg2a < 0,5ctga, 0 < a < n
2) sin&a - sinéa < 0,25;

3) _¥Y3< 3sina_<Y3;
2 -t-cosa

4) cosAcosB cosC <L A +B+ C = 180°;

5) cos(cosx) > 0, bunda XxeR',

6) COSX — Sinx — cos2x > 0;

7) V5—2sin X >6Sinjc—1;

8) aniglanish sohasidan olingan ixtiyoriy x da [Jtgx+ctgx|] > 2;

9) |3sinx — 4cosx |< 5;

10) a va p o‘tkir burchaklar uchun sin(a + P) < 2sina + sinP;

11) agar a va p o‘tkir burchaklar uchun sin(a + P) = 2sina
o'rinli bo‘lsa, u holda a < P;

12) a ning barcha giymatlarida sinacosa < 0,5 bo'ladi;

13) - N +-"->4; 14) —L-+- "> 8.
sin a cos a sin a cos a

9. Eng sodda trigonometrik tengsizliklarni yechish. sinx >
cosx > m, tgx > m, ctgx > m kabi ko'rinishdagi tengsizliklarni
yechishda koordinatali aylanadan yoki trigonometrik funksiya-
larning grafiklaridan foydalanamiz.

1-misol. a) sina>0; b) sina>m, 1<m<1; B) sina<m
tengsizliklarni yechamiz.

Yechish. a) sina > 0 ning yechimlar to'plami sinu-
soidaning abssissalar o'qidan yuqorida joylashgan bo’'laklari bilan
aniglanadi (1.46-a rasm). Bu bo'laklardan biri abssissalar o’'qining
(0; n) oralig'iga, golganlari undan 2n/c, k&Z uzoqliklarda
joylashgan oraliglarga mos keladi. Demak, 2nk <a < (2k + I)n,
k&Z ko'rinishdagi oraliglarda yotuvchi a sonlargina yechim
bo'ladi.

b) sina > m tengsizlikni yechamiz, bunda -1 < m < 1 Birlik
aylananing ordinatalari m dan katta bo'lgan nuqtalari y —mto'g'ri
chizigdan yuqorida joylashadi. Ular MBN yoyni hosil giladi

m,



(1.46-6 rasm). Bu yoyga M(a0) va N(n - a0) nugtalar kirmaydi.
Shunday qilib, sina > m tengsizlikning yechimi (a0; n - a0)
interval yordamida aniglanadi. a0 = arcsin/n va y = sinx funksiya
davriy funksiya bo‘lgani uchun berilgan tengsizlikning barcha
yec'himlar to’'plamini

U (arcsin m+2An; n-arcsin ant+2An)

yoki° kez

arcsinw + 2An < a < n - arcsinm + 2An, keZ
ko‘rinishda yozamiz.

sina > m tengsizlik m> | da bajarilmaydi, m< -1 da esa barcha
a larda bajariladi.

d) sina < m tengsizlikni yechish a = -r o‘rniga qo‘yish orgali
yugorida garalgan holga keladi: sin®>-w. Uning barcha yechimlarini
yozamiz:

arcsin(-w) + 2nA < z < n - arcsin(-w) + 2nk, k<=Z
arcsin(-m) = -arcsin/H va z = -a. bo‘lgani uchun berilgan
tengsizlikning barcha yechimlari quyidagicha bo'ladi:
-n - arcsinm + 2kn < a < arcsinm + 2kn, k&Z.
2-misol. a) cosa >m; b) cosa < m tengsizliklarni
yechamiz.

Yechish. a) m > 1 da tengsizlik yechimga ega emas,
M<-1 da esa a ning barcha giymatlari tengsizlikni ganoatlantiradi.
Biz —1 < /77 < 1bo'lgan holni gqaraymiz. \A\-drasmga garalganda
m < cosa < 1 ga B2AB{yoy mos keladi, bunda BXa0) va BX-a0)
lar x = m to'g'ri chiziqg bilan koordinatali aylananing kesishish
nugtalari, A(0) —hisob boshi nuqtasi. Demak, cosa > m teng-
sizlikning yechimi —a0O<a <aOyoki —arccosm < a < arccosw, Yyoki
funksiya davri e’tiborga olinsa, —-arccosm + 25K < a < arccosm +

1.46-rasm.



I cos(x < T tengsizligini yechish
H Nz almashtirish orgali yugorida
tjiirulgan tengsizlikka keltiriladi:
i'os,” « in. Bundan -arccos(-/«) +2kn<
e % arccos(-m) +2kn, k&Zni topamiz.
;A a va arccos(-/w) = n — arccosm
bo'lgani uchun

arccos/a +2kn <a <2(k + Iym —
-arccos/l/, keZ

bo’ladi.
3 -misol. tga<mvatga > mtengsizliklar yechimini topamiz.
Yechish. arctgm ta’'rifidan foydalanami/ (1.47-rasm).
/1,(g0) nugta EAC yarim aylanani EAB{va //,(' yoylarga

illatadi, bunda ~(”7) ya C (). Undan E, B{, (‘nuqgtalar
i lilgariladi. EAB, yoyda tgacw, #,Cyoyda esa tgu «m tengsi/.lik
bajariladi. Demak, tga <m tengsizlikning yechimi
- j +kn <a <arctgm +kn, ke /,
tga > m tengsizlik yechimi esa
arcXxgm+kn <a <j +kn, k</
bo’ladi.
Shu kabi ctga < m, ctga > m tengsizliklar yechimi mos

ravishda arcctg/w +kn <a < n +KkK, keZ va KK <wu < arcctg/» +kn,
ktiZ bo’ladi.
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4 -miso 1. ctgx < ltengsizlikni yechamiz.

Yechish. y= 1to‘g‘ri chiziq y = ctgx kotangensoidani cheksi
ko‘p Ag, A2 .. nuqtalarda kesadi (I.48-rasm). Hosil bo‘ladigai

oraliglardan biri Z; % . Kotangensning davrini ham e’tiborg

olib, yechimni » +nk <X <n+nkK, Ke Z ko'rinishda yozamiz.

Mashqlar

1.147. Tengsizlikni yeching:

1) sinx < 0,5, bunda xe —
3) sinx<y-, xe[-T T];
5) sinx>-y, xe[-9; n];

7) sinx>-y-, xe [0; 2n].
1.148. Tengsizlikni yeching:

1) cosx <-, x6 [0; 2n];
3) cosx >-y, xe[-n; nj;
5) cosx >y, xe

7) cosx <—y-, xe[0; 2n];

1.149. Tengsizlikni yeching:

1) tgx < n/3, f);

3) tgx<1 xe[o; nl;

5) ctgx<lI,xe(-1; Y);

7) tgx < 2; 8) t92x>zb

1.150. Tengsizlikni yeching:

1) /3cos2x +1>0, x e [0; n];

2) \Bsin2x +1> 0, x e 273 K

2

4)

6)

2)
4)
6)

8)

2)
4)

6)

; 2) sinx < 1;
sinx >-y-, x e [0; 2n];

sinx<-"-, xg[o0; 2n1;

cosx>y,xel[0; 2n];
A

cosx<y-, xe[-n; nJ;
/2

cosx<y-, xe[O0; n];

cosx < ——L'/f}, xe[-n; n

1.
> —
tgx > 73, xe( 20
s i
> - &
Az < xG6( 27 1y

ctgx >—1, X G[0% nl4.

9) ctgx< - 1.



1.151. Tengsizlikni yeching:
i) sinx>-0,80, y I\

2) sinx <-0,80, xe j
J cosx >0,6, xe[o; n];

4) cosx <0,7, xe[n; 2n].

10. Trigonometrik tengsizliklarni intervallar usuli bilan yechish.
/(/) >0 yoki f (t) <0 trigonometrik tengsizliklarni yechishda
iiliervallar usulidan foydalanamiz. Shu magsadda oldin/ (0
limksiyaning TO asosiy davri, f (r) = 0 tenglamuning |O; 7,)
oraligda yotgan ildizlari va uzilish nuqtalari topiladi Illai ]O; 70)
oraligni bir necha intervalga ajratadi. Sinash nugqlalari usuli
gollanilib, funksiyaning intervallardagi ishoralaii iiniglanadi.
funksiyaning xossalaridan, jumladan, juft-toqligidan Ibyda-
lanish ishni osonlashtiradi.

I-miso 1l /(a) =cos2a - cos3a <0 tengsizlikni yechamiz.

Yechish. 1) cos2a ning davri: cos(2a i 2n) cos2(u + 7)),
bundan 2a +2n=2(a + I',), I, = i; shu kabi cos.lu ning davri

/1 :'—251 mBu sonlarning eng kichik umuniiy bo'linuvchisi , ya’ni

70=2n soni / (x) funksiyaning asosiy davri bo'ladi;

2) / (a) =0 tenglama ildizlari 2a = +3u  2nk, A</ munosabat

bo'yicha aniqglanadi. Bizga ular ichidan (0; /0) oraligda yotganlarini
aniglash yetarli, golganlari TO davr bilan takrorlanadi. Oraligning
a =0 chap uchida/ (0) =0, ya’ni /(x) <0 tengsi/lik bajarilmaydi.
Demak, oraligning chap uchi ochiq goladi. Oraligning ichida yotgan
ildizlarni topamiz. Shu magsadda munosabatdagi Kga ketma-ket O,
1, 2, .. giymatlar berish va a ning giymatlari ichidan (0; 2n)

intervalda yotganlarini ajratish kerak. Ular: y
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3)/ funksiya son o'gida uzluksiz;
4) (0; 2n) oraliq (0; &], [*; 1, &], [&; &],

8n. 2n) intervallarga ajraladi;

5) I0; vy oraligdan sinash nuqtasi sifatida | ni olaylik. Unda

/ (y) =cos-y-cosy =-y ++>0°+Demak, bu oraligda berilgan
r2ne 4n+ 6n. 8n'
L5 TJ' _5°' 5 _
oraliglarda bajarilishini ko'rsatadi. Yechim ushbu oraliglar bir-
lashmasidan iborat:

(N +2An; N~ +2En)n (N +2e€n; | +2 h he zZ .
2-miso 1. /(a) =tga -tgy > 0 tengsizligini yechamiz.

Yechish. 1) tga ning davri I, =n, tgy ning davri T2= 3n.

I, va T2 ning eng kichik umumiy bo'linuvchisi, ya'ni / ning
asosiy davri TO= 3n. Tengsizlikning [0; 3n] oraliqdagi yechimini
topish yetarli. Qolganlari son o'qida 3n davr bilan takrorlanadi;

2) tga-tgy =0 tenglamaning ildizlari: a =3nk,keZ.
Ulardan [0; 3] oraliqda yotgani 0 va 3n;

3) / funksiya cosa = 0 va cosy =0 da, ya'ni a =—-+nk,

k&Z nuqtalarda uzilishga ega. Shu jumladan ~
nugtalar garalayotgan [0; 3] oraligda joylashgan;

4) topilgan nugqtalar [0; 3n] oraligni 0; y >2Kf 2211
31. 5=

5 . % -1 gismlarga ajratadi;

5) sinash nuqtalari yordamida berilgan tengsizlik yechim
ushbu intervallardan tuzilganligini aniglaymiz:

3nK\ y +3n1A), ~ +3nA; 4p+3n/p keZ.
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/ lot) funksiya. Shunga ko‘ra hisoblashlarni |(; 3n] da emas,
MKi da bajarish ma’qul. Haqgiqgatan,/(<*) >0 tengsizlik
(I, " jda bajarilsa, 0 da/(a) <0 tengsizlik bajariladi.

Yechish: (-y +30& -| +3nA|, (3rA; y +3n0/1; ), AeZ.

Mashqglar

1.152. Tengsizliklarni yeching:

1) sin3x<-cos3x; 2) sin3x< cos3x; 3) sin3x cos3x> 0;
mf) cos3xtg3x> 0: 5) sin2x +tg2x< 0; 6) tg2x > >/3;
. < <1 < :
7) ctg J%urc"f’) 1; 8) COSXC0S3X < COS2XC0S4X;
9) sink x— ams* x <’x¢; 10) (1 - ctgx)sin2x> 1;

I1) 3sin2x - 1> sinx + cosx.
11. Trigonometrik funksiya giymatini taqribiy hisoblash.

0 <x < - da sinx<x<tgxbo‘lishini bilamiz. Ikkinchi tomondan
. 2
ekanligidan cosx =1-2sin2] >1
I - ni olamiz. Bu tengsizlik va tgx = munosabatdan

loydalanib, ixchamlashtirishlardan so‘ng ushbu go'sh tengsizlik
hosil bo‘ladi:

3
X -y- <sin X <X < tgx. n

1-miso I. sin0,05 giymatini 0,01 gacha aniglikda topamiz.
Yechish. (1) bo'yicha:

q,05_ 0.000]%5 < sin0 05 <0 05. 0,0499 < sin 0,05 < 0,05,

bundan sin® U5x~ 205200499 _ (o an

Yuqgori aniqglik talab qilingan hollarda ushbu formulalardan
foydalanish mumkin (isboti oliy matematika kursida o ‘rganiladi):

sinx = X-yj--"--..

. @)



COSX = 3

2-misol. a) sinO, 15; b) cosO,15 ni 104 gacha aniqlikda
topamiz.

Yechish. Talab etilayotgan aniqglikka erishish uchun (2) va
(3) formulalarni gqanday darajali hadgacha olishni bilish kerak:

= 0,00056 > 0,0001, = 0.000021 < 0,001.

Demak, (2) formula beshinchi darajali hadgacha, (3)
formula esa to'rtinchi darajali hadgacha olinishi yetarli.
Hisoblashlarga o'tamiz:

0153 0 IS5

a) sin0.15 * 0,15 - 1= %P>« 0.14948;
0 12 0 1s4

b) cos0,15 * 1- * 0,98876.

1.153. Ifodaning qiymatini 0,0001 gacha aniglikda toping:
1) sin0,24; 2) co0s0,18; 3) tg0,15;
4) sin31°; 5) co0s23°; 6) tgle©.

5-8. Teskari trigonometrik funksiyalar

1. Arkfunksiyalar va ularning asosiy xossalari. Ushbu
y =sinx, -] <x<j (1
funksiyani garaymiz.

X argumentning giymatlari dan ~ gacha o'sib borganda y
ning giymatlari -1 dan 1 gacha o‘sib borishi va [-1; 1] kesmani
toMdirishi bizga ma'lum (1.31-rasm). Bu yerdan, Yy ning [-1; 1]
kesmadagi bar bir giymatiga sinx =y, - <x <-y shartlarni

ganoatlantiruvchi birgina x sonni, ya’ni x = arcsin y sonni mos
go'yish mumkinligi kelib chigadi.

Har bir ye[-1; 1] songa uning arksinusini mos qo'yib,
quyidagi funksiyaga ega bo‘lamiz:



x=arcsiny, -1<y< 1 (2)

X va Yy o'zgaruvchilarning (1) shartni ganoatlantiruvchi har
(Janday giymatlari jufti (2) shartni ham ganoatlantiradi va
aksincha, shu juftlik uchun (2) shart bajarilsa, u holda x va y
uchun (1) shart ham bajariladi (isbotlang). Demak, (I) va (2)
funksiyalar o‘zaro teskari funksiyalardir.

Odatda funksiyaning argumenti x bilan, funksiyaning o'/.i esa
r bilan belgilangani uchun (2) da x ni y bilan, y ni esa x bilan
almashtirib, quyidagi funksiyaga ega bo'lamiz:

y =arcsinx, -1 <x< I. ()]
n. K

2 - 2.
funksiya bo‘'lgani uchun uning ayrim xossalarini y  sinx.

arcsinx funksiya y =sinx, x < funksiyaga teskari

V6 f - f Mn'sS'Yan*né xossalaridan hosil qilish mumkin.

| y = arcsinx funksiyaning aniglanish sohasi | I; 11 kesmadan
iborat, chunki y - sinx funksiyaning qiymatlari sohasi | I; ]
kesmadan iborat.

2°. y = arcsinx funksiyaning giymatlari sohasi | *; kesma-

dan iborat, chunki y =sinx, -1 <x <] funksiyaning aniglanish

sohasi ;( 2 kesmadan iborat.

Eslatma.y = sinx funksiya (-oo; +cc) oraligda leskiirlinmivchi emas,
cluinki har ganday ye[-I; I] songa sinx =Y shartni ganoalhmtiruvchi
cheksiz ko‘p Xe(-00; +00) sonlar mos keladi. Y - sin\ funksiyaning
leskarilanuvchi bo'lishligini ta’'minlash uchun uniiin nnlglanish sohasi

sun’iy ravishda toraytiriladi va aniqlanish sohasi sif'atida | kesma

olinadi.

3°. > = arcsinxfunksiya [-1; 1j kesmada o'sadi, chunki y =sinx

funksiya JZC" ™ kesmada o'suvchi funksiyadir.

4°. y =arcsinxfunksiya togfunksiya. ya'ni arcsin( x)  arcsinx
tenglik barcha xe[-I; 1] lar uchun o'rinli (garang, 4- § ning
I-bandi).

5°. y =arcsinx funksiya davriyfunksiya emas.
Hagigatan ham, y = arcsinx funksiya davriy funksiya va T* 0
son y = arcsinx funksiyaning biror davri, ya’ni barcha xe[-1; 1]
&



lar uchun arcsin(x + 7) = arcsinx tenglik bajariladi deb fara.
gilaylik. U holda bu tenglikdan x =0e[-I; 11da arcsinT=0 ga egf
bo'lamiz. Demak, T-0. Bu esa 7VO0 ekanligiga zid. Shunday qilib
y =arcsinx funksiya davriy funksiya emas.

y = arcsinx funksiya y = sinx, -] <x<| funksiyaga teskari
funksiya bo'lgani uchun, uning grafigini y = sinx. -] <x<]|
funksiya grafigini y =X to'g'ri chizigga nisbatan simmetrik almash-

tirish bilan hosil gilish mumkin (1.49-a rasm).

l"arixiy ina’lumot

Mirzo Ulug'bek o'zining «Zij» asarida sinusni jayb, 1-cosxr
sahm (x), arksinusni esa jaybi makus (teskari sinus) deb atagar
Bu funksiyalarni doiraviy segmentda tasvirlagan (1.49-6 rasn:
hozirgi yozuvlar bizniki) va ularning ayrim xossalarida
foydalangan.

y = cosx, 0 <x < & funksiya teskarilanuvchi va unga teskari
funksiya y =arccosx, -1 <x< 1 funksiyadan iborat ekanligi xuddi
yuqoridagi kabi mulohazalar yuritib hosil gilinadi.

y = arccosx funksiyaning asosiy xossalarini keltiramiz:

1°. y = arccosx funksiyaning aniglanish sohasi |- 1; 11kesmadan
iborat.

2°. y = arccosx funksiyaning giymatlari sohasi [0; r© kesmadan
iborat.

3°. y =arccosx funksiya [-1; 11kesmada kamayadi.

4°. y = arccosx funksiya juft funksiya ham emas, toqfunksiya
ham emas (4-8, 2-band.).
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5°. y =arccosxfunksiya davriy emas.

y = arccosx funksiyaning grafigi
y cosx, 0 <x < rt funksiya grafigini
y xto‘g‘ri chizigga nisbatan simmetrik
iilmashtirish bilan hosil qilinadi (1.50-

rasm).

y = arcsinx va y = arccosx funk-
siyalarning asosiy xossalarini jadvalda

kcltiramiz:

Xossalar

Aniglanish sohasi
Qiymatlar sohasi

Monotonligi

Juft-togligi
Davriyligi

Yy =arcsinx
[-L 1]
K. A
27 2.
[-1; 1 oraligda
o'suvchi
toq funksiya

davriy emas

y = arctgx, XeR funksiya y = tgx,

| I

i -y arccos

1,50-iiism.
Funkslyu
Y —arccosx
[-L 1
10; nl
[-1; 11oraligda
kainayuvchi
juft emas, toq emas
ilavrly emas

-N <x <n funksiyaga,

r - arcctgx, X&R funksiya esa y =ctgx, 0 < X <N funksiyaga teskari
funksiyadir. Ularning asosiy xossalarini jadval ko’rmisluda kcltiramiz:

Xossalar

Aniglanish sohasi

Qiymatlar sohasi

Monotonligi

Juft-togligi

Davriyligi

y =arctgx
(-00; ‘K]))

(-f: N
(-o0; +oo) Oraligda
o'suvchi

toq funksiya

davriy emas

Kunknlya
r arcctgx

( >; +oo)

;9

( <= +o0) oraligda
kainayuvchi

jnft emas, loq emas

tlavriy emas
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y = arctgx va Yy = arcctg* funksiyalarning grafiklari mos
ravishda |.51-rasm va |.52-rasmlarda tasvirlangan.

y = arcsinx, y = arccosx, Y = arctgx va y = arcctgx funksiyalar
teskari trigonometrik funksiyalar deb ataladi. Boshga funksiyalar
kabi, bu funksiyalarning ham ba’zi nuqgtalardagi aniq giymat-

larini, masalan, arcsin \=- , arccosl =0, arctg=

arcctgV3=-jr ekanligini ko'rsatish mumkin. Umumiy holda esa

turli hisoblash vositalari (grafiklar, jadvallar, kalkulatorlar va
h.k.) yordamida bu funksiyalarning taqribiy giymatlari kerakli
aniglikda hisoblanadi.

1-misol. Kalkulator yordamida arcsin0,5773 ~ 0,615,
arccos0,5773 «0,836 ekanligini topish mumkin.

2-miso 1. y = arcsin(x2 + 1) funksiyaning aniglanish soha-
sini va giymatlari sohasini topamiz.

Yechish. y =arcsinx funksiyaning aniglanish sohasi [-1; 1]
kesmadan iborat. Shu sababli, y = arcsin(x2 + 1) funksiya x ning
-1 <X 2 + 1 <1 shart bajariladigan barcha giymatlaridagina
aniglangandir. -1 <x2 + 1 <1 tengsizlik x =0 bo'lganda va fagat
shu holda bajariladi.

X =0 bo‘lganda, j’(0) = arcsin(02 +1) = arcsin 1= . Shunday
gilib, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi {0} to'plamdan,

giymatlar sohasi esa |y|] to'plamdan iborat.

3-iniso l y = arccos(2 ?unksi'yaning aniglanish sohasi va

giymatlari sohasini topamiz.

Yechish. Bu funksiya x ning x*0 va -1 <x2 + 1< 1
shartlarni ganoatlantiradigan barcha giymatlaridagina aniglangan.

Q
&
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* ning X* O, -1 <x2+ 1<1 shartlar bir vaqtda o'rinli bo'ladigan
glyinati mavjud emas. Shunday qilib, berilgan funksiyaning
aniglanish sohasi, shuningdek, giymatlar sohasi ham bo'sh
lo'plamdir.

4-miso 1. y = arcsinx, -i<x <0 funksiyaning aniglanish
sohasini va giymatlar sohasini topamiz.

Yechish. Funksiyaning berilishidan ko'rinadiki, uning

aniglanish sohasi (-i; 0 oraligdan, giymatlar sohasi esa y
arcsinx funksiya [-1; 1] kesmada o'suvchi va y(- i) = ,y(0) =
0 bo'lgani uchun oj oraliqdan iborat bo'ladi.

Mashqglar

1.154. a) Quyidagi funksiyaning aniglanish sohasini toping:

1)y —arcsin(x+ 1); 2) y = arccos ; 3) y=arccos”.

b) y = arcctg - 3 funksiya son o'gi bo'yicha chegaralan-
ganmi?

d) y = 1- cosx (sahm)ga teskari funksiyani ta’riflang, ifodasini
yozing, aniqlanish va o'zgarish sohalarini toping, monotonlikka
(ekshiring, grafigini yasang.

1.155. Jadvaldagi bo'sh kataklarni to'ldiring (hisoblashlarni
EHM yoki mikrokalkulatordan foydalanib bajaring):

X 0,7
arcsinx 0,85 (rad)
arccosx 0,9 (rad)
arctgx -n/6 (rad)
arcctgx 0,3

2. Arkfunksiyalar gatnashgan ayrim ayniyatlar. Teskari trigo-
nometrik funksiyalarga berilgan ta’riflarga ko'ra, masalan,

Y =sinx, <x < | vax =arcsic>\. =\<y<\ bir ma'noli muno-
sabatlardir. Agar y = sinx tenglikda x o'rniga arcsiny qo'yilsa,
ushbu ayniyat hosil bo'ladi:
sin(arcsiny) =y, -1 <y< 1. (1)
Shu tariga quyidagi ayniyatlarni ham olish mumkin:



cos(arccosy) -y, -1 <y< 1, (2)
tg(arctgj) =Y, -co<j;<+co, 3

ctg(arcct&v) =Y, -oo<y < +oo. 4)

Agar x = arcsiny tenglikda y o'rniga sinx go'yilsa:

arcsin(sinx) =x, - <x<-]. (5)
Shu kabi:

arccos(cosx) =X, 0 <x< n, ()

arctg(tgx) =x, - j<x<j, @)

arcctg(ctgx) =x, 0 <X <Tr (8)
1-misol. arcsinx +arccosx =y (bu yerda, |x |< 1)

ayniyatni isbot gilamiz.
Isbot. |x |< 1bo'lsin. U holda arcsinxva | - arccos x ifodalar

ma’noga ega. arcsinx, |-arccosx sonlarining har biri y =

K. K

=sinx funksiyaning o'sish oraliglaridan biriga, Xxususan, P

oraligga tegishli va sin(arcsinx) = X, sin arccos xj = x
tengliklar o'rinli. Shu sababli arcsin x = -arccosx .

2-misol. arcsin(sinx) ifodani hisoblaymiz.

Yechish. Har ganday XeR son uchun sinxe[-I; 1] bo'lgani
sababli arcsin(sinx) ifoda barcha xeR sonlar uchun ma’noga ega

n K

va arcsino ning ta’rifiga ko'ra, arcsin(sinx)< 2

arcsin(sinx) = y bo'lsin. U holda siny = sinx, ye - ;‘ 2—
shartlar bajariladi. siny = sinx bo'lgani uchun, x = (- )ky + kn

yolii. y= pkno_ (= m Z(t—l)\ EkK—X)\ (bu yerda k&Z)
bo'ladi. Bu yerdan ko'rinadiki, M <| bo'lishi uchun \kn-x\<?
bo'lishi yetarlidir.

Shunday qilib, arcsin(sinx) = (-1)x¥{k - ti), bu yerda Kk son

Vim—x] <-| tengsizlikni ganoatlantiradigan butun son.
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Mashgqglar
1.156. Ayniyatni isbotlang:
cos(arcsin x) =V1-x2 ;

arccosx =arcctg A ,-1<x<1
V1 x 2

arcctgx = arccos X
Nx 2!

arctgx = arcsin-=IM=, -00<X<+(o0

N\ox?

2 arcsin x = arcsin 2xVI -x2j, 0<x£";

arctg(tgx) = x - KK, K- < x <kn +" ;

cos(arctgx)= ri— ; 8) sin(arctgx) —-»i « .
V1+x2 sl v2

157. Ifodaning giymatini toping:

arctg(tg3); 2) arcsin(siivl);

arccos”™cos; 4) arcctg|ctg”j;
arccos ;in(-1j 6) arcsin (cos™ n);

arctg(ctg4”j;

. \3 .

2 arcsin A 3arccos(--j) arcctgl,
cos(2arccosx); 1())cos( "arccosx);
) cos (arctg M; 12) arcsin(sinlO0);

3) sin(3 arcsinx).

Teskari trigonometrik funksiyalar <]atnash}>aii tenglamalar
va tengsizliklar. Teskari trigonometrik funksiyalar gatnashgan
tenglamalarni yechishda teng argumentlarda hir xil ismli trigono-
metrik funksiyalarning giymatlari ham teng bo’'lishidan, ya’ni



trigonometrik funksiyalarning bir giymatlilik xossasidan foyda-
laniladi.

Ko'pchilik hollarda arkfunksiyalar ko‘rinishida berilgan teng
argumentlarning bir xil ismli trigonometrik funksiyalarini
tenglashtirib, berilgan tenglamaga nisbatan soddaroq tenglama
(masalan, algebraik tenglama) hosil gilish mumkin boiadi. Hosil
gilingan tenglama berilgan tenglamaga umuman olganda teng
kuchli emas, chunki bir xil ismli trigonometrik funksiya
giymatlarining tengligidan shu funksiya argumentlarining tengligi
kelib chigmaydi.

1-m iso 1. arcsin | x +arcsin = arcsin x tenglamani yecha-
miz.

Yechish. Tenglamaning aniglanish sohasi jc ning ||x]|<I,

11Xl <1, IX] < 1tengsizliklar bir vaqtda bajariladigan giymat-

lari to'plami {x |x] < 1} dan iborat.
Berilgan tenglama chap va o‘ng tomonlarining sinuslarini
tenglashtiramiz:

sin (arcsin | x +arcsin | x \& sin(arcsin x).

Yig'indining sinusi formulasidan va sin(arcsina) = a,

cos(arcsina)=sdl1-a2 (bu yerda Ja |< 1) ayniyatlardan foyda-
lanib.

i XN ]-Ty'2+] x €l -T5x2=x -
tenglamaga ega bo'lamiz. Bu tenglama x, = 0, x23=*1 ildizlarga
ega. Ularning har birini tenglamaga bevosita go'yib ko'rib, bu
ildizlar tenglamani ganoatlantirishini ko'ramiz. Masalan, x = 1
uchun

arcsin —+arcsin | = arcsin | +arccos™ =" .

2-miso 1. (arcsinx)3+ (arccosx)3=t3tenglamani yechamiz.

Yechish. a3+ fta = (a + b)3 - 3ab{a + b) ayniyatdan
foydalanib va arcsinx +arccosx = | ekanligini nazarda tutib,
quyidagi tenglamaga ega bo'lamiz:



(f) ~—3 f earcsin x mrccosx n-

yoki

arcsin x earccos X = -= KI1.

y =arccosx, (M~f) desak, y2-£y-1liL =( kvadral tcng-

lama hosil bo'ladi. Bu kvadrat tenglamaning ildizlari absolut
giymati jihatidan 5 dan katta bo'lgani uchun berilgan tenglama
yechimga ega emas.

3 -miso 1l 2arcsinX - barcsinx+ 2 =0 tenglamani yechamiz.

Yechish. arcsinx =z almashtirish berilgan tenglamani
2z 2 - 5r +2 = 0 kvadrat tenglamaga keltiradi. Uning ildizlari
z] =0,5, z2= 2. Lekin z2 ildiz -] < arcsinx <| bo'lish shartini
ganoatlantirmaydi. zt ildiz bo'yicha arcsinx =y tenglamani

luzamiz. Bu tenglamaning yechimi x =sin0,5.
Endi arkfunksiyalar gatnashgan tengsizliklarga doir misollar
garaymiz.
4-misol. arctg2x-4arctgx +3>0 tengsizlikni yechamiz.
Yechish. arctgx =Yy deb olsak, berilgan tengsizlik quyidagi
ko'rinishni oladi:
y2-Ay+3>0.

Bu tengsizlik y < | yoki y > 3 bo'lganda bajariladi. Eski
o'zgaruvchiga gaytib, arctgx < 1va arctgx > 3 tengsizliklarga ega
bo'lamiz. arctgx< 1ltengsizlik xe(-o00; tgl) yechimlarga, arctgx> 3
tengsizlik esa xe(tg3; +oo) yechimlarga ega.

Javob: (-oo; tgl)u(tg3;+co).

5-miso 1. arcsinx >arccosx tengsizlikni yeching.

Yechish. Tengsizlikning aniglanish sohasi [-1; 1] kes-
madan iborat.

X < 0 bo'lganda arcsinx < 0, arccosx > 0 bo'lgani uchun
berilgan tengsizlik manfiy yechimlarga ega emas. 0 <x< | bo'lsin.

U holda arcsinxe”O; va arccosxe”O; bo'ladi. [©;

oraligda sinx funksiya o'suvchi bo‘lgani uchun, xe]o; 1] bo'l-



ganda berilgan tengsizlik sin(arcsinx) > sin(arccosx-)

teng kuchlidir. Bu yerdan x > JlI - x2 tengsizlikni h ten®s'z*<xa
~sil qgilamiz.

X >N -x2 tengsizlikni |Q; I] oraligda yechib,
olamiz.
M ashqglar

1.158. Tenglamani yeching:

. . -2
Dl arcsin x - 5 arcsin X + A =0;

2) arccoszx 1 arccos X +y)2/ =0;
3) arctg2x-yy arctgx +yy =0 ;

4) arcsin |x2 - 5x +j) = ;

5) arcsin [x2 -3x +]j=Vy ;

6) arcsin x +arcsin X\3 =y ;

7) sin(2arcsinx)+ cos(2arcsinx)=l;
8) sin arccosxj =1.

1.159. Tengsizlikni yeching:

1) -] <arcsin(x2 -4) <y ;

2) | <arctg23x - 2arctg3x < 3;

3) arccosx < arcsinx; 4) arctgx< arcctg-
1.160. 1) Agar:

tga = , tgp = ,a+@=45°
bo'lsa, x ni toping;
2) ABC uchburchakda:
AA=a, Z5=p, ZC=y,a:p:y=1:2:3, BC n
bo'lsa, lining perimetrini toping.
94



/ bob bo‘yicha topsltiriq

| -6-topshiriglar hamma uchun, 7—8-topshiriglar variant-
liu bo'yicha bajariladi. Hisoblashlarda EHM, mikrokalkulator
va jadvaldan foydalanisli ma’qul.

Flropshirigning mazmuni. Jism O nuqtadan (1.53-
lasm) gorizontga nisbatan a burchak ostida uoboshlang'ich Iczlik
bilan otilgan. Tashgi kuchlar ta’sir etmaganda u s= v(t to'g'ri
chi/igli tekis harakat gilgan va / vaqtdan so'ng biror B(X, Y')
ungtaga kelgan bo'lar edi, nugta koordinatalari x = vOt costx, y '

iX{, / sina. Lekin jism Yerning tortish kuchi ta’siri ostida harakat
2

chi/.ig'idan chetga chiqgadi va / vagtdan so'ng — qadar quyida

joylashgan A(X, y) nuqtaga keladi (havo garshiligi hisobga
olinmagan holda):

X-v{tcosa; (D

y =vo0/sina-£y-. 2)

Qolgan vagt momentlarida ham harakat shu tarzda davom
ctadi.

(2) munosabat bosh had koeffitsiyenti ishorasi manfiy, ozod
liadi nolga teng bo'lgan kvadrat uchhad. Demak, jism parabolik
Irayektoriya bo'yicha harakat giladi.

Shu kabi, vQboshlang'ich tezlikning tashkil etuvchilari vx =
uocosa, V =t;0/sina. Lekin gravitatsiya ta’siri ostida jismning /
vaqt paytidagi Vv tezligi

3

0 X M X I.53-rasm.
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vv=vQsina-gr 4
tashkil etuvchilarga (koordinata o'glaridagi proeksiyalarga) ega
boiadi.

Toping:
1) jismning fvaqt momentidagi V tezligi;
2) jismning y=f{X) ko'rinishdagi harakat tenglamasi;

3) gancha vaqtdan so'ng jismning eng yuqgoriga (C nuqta)
ko‘tarilishi, t= tc ;

4) eng yuqori qanday balandlikkacha ko'tarilishi (yc);
5) jism borib tushadigan masofa (XM\

6) jism eng uzoqga borib tushishi uchun u O nuqtadan
gorizontga nisbatan ganday a burchak ostida otilishi kerakligi;

7) vO= 10 km/s tezlik va gorizontga nisbatan a = 10° + 5%,

k =0; 30 burchak ostida otilgan jism ganday balandlikkacha
ko'tariladi va ganday masofaga borib tushadi?

8) ganday a burchak ostida otilgan jism 5= 1+0,1£ (km),
k =0; 30 uzoglikka borib tushadi?

9) ikkinchi jism H = 0,5 + 0,05/: (km) balandlikdagi L
nugtadan o‘ng tomonga garab y = 1+ 0,05A" (km/s) tezlik bilan
to‘g‘ri chiziqli tekis harakat qilib bormoqgda. O nuqtadagi birinchi
jism gorizontga nisbatan ganday burchak ostida otilsa, u ikkinchi
jismga borib tegadi va bu gancha vaqtdan so‘ng sodir boiadi?

K=0; 30.

Ko‘rsatma: 1) v=yjW+vg . (3) va (4) munosabatlardan

foydalanilsa, natijada v =Jvq -2g #\0Otsina - 1;

2) (1) munosabat bo'yicha J=w, Q5 ni topib, (2) ga
go‘ysak:

y = xtga -
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4 harakat bosliida v = VO bo'lgan te/.lik harakat davomida
Iwimayib borib, C nuqtada nolga tcng bo'ladi: 0 = uGsina - dt,

. vn sina
himdan i( = ——;

l) (2) parabola C uchining ordinatasi ifodasidan foydalanilsa,
Vc21 s a 258 a
Yc r .n

4-7-f

5) (1) munosabat va tc giymatidan foydalanilsa,

iin sin” / 2a
S:(OM( =2xc =2v0- 0 ecOSa = ——— ;
V2 sin 2a
6) oldingi savol bo'yicha topilgan S =— --—- munosabatga
9

garaganda 5 masofa sin2a = 1, ya'ni a = 45° da eng Kkatta
i]iymatga erishadi.
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Il BOB

NOSTANDART TENGLAMALAR,
TENGSIZLIKLAR VA ULARNING
SISTEMALARI

I-8. Nostandart tenglamalar

Tashqi ko'rinishi odatdagi tenglamalardan keskin farq giladigan
tenglamalar (masalan, 2 nl= cosx, X2 + 4xcos(x>0 + 4 = 0),
shuningdek, tashqi ko'rinishi odatdagi tenglamalarga o'xshaydigan,
lekin odatdagi usullar bilan yechish mumkin bo'Imaydigan
tenglamalar (masalan, sin7x + cos2x =-2, sin4x — cos = 1 va
hokazo) ham uchraydi. Bunday tenglamalarni nostandar
t tenglamalar deb ataymiz.

Nostandart tenglamalarni yechishning umumiy usuli mavjud
emas. Shu sababli bunday tenglamalarni yechishda funksiyalar-
ning grafiklaridan, tnrli xossalaridan, tengsizliklardan va hoka-
zolardan foydalanishga to'g'ri keladi. Buni misollarda qgarab
chigamiz.

1-mi sol. 2lAl=cosx tenglamani yechamiz.

Yechish. x=0 son tenglamaning yechimi ekanini ko'ramiz
(11.1-rasm).

Barcha x ¢ 0 sonlar uchun 2 xI> 1> cosx bo'lgani uchun
berilgan tenglama x = 0 dan boshqga yechimlarga ega emas.

2-miso 1. sinx=x2+Xx + 1 tenglamani yechamiz.

Yechish. 11.2-rasmday =sinx vay=x2+x+ 1funksiyalarning
grafiklari tasvirlangan.

xe]-I; (] bo'lsa, sinx <0, x2+x + 1 >0 bo'lgani uchun
tenglamaning [-1; 0] oraligga tegishli yechimi mavjud emas.
Y,
X

Il.I-rasm.
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xg[-1; 0] lar uchun sinx < 1, x2+x + 1 >0 bo'lgani sababli
tenglama [-1; O] dan tashgarida ham yechimga ega emas. Demak,
berilgan tenglama yechimga ega emas.

Eslatma. 1-misoldagi tenglamaning (shuningdek, 2-misoldagi teng-
lamaning ham) yechilishini bayon etishda grafiklarni chizish shatt emas
cdi. Grafiklarni chizish esa tenglamani yechish usulini topish imkonini
berdi. Quyida keltiriladigan misollarda u yoki bu funksiyaning grafigini
chizish katta qiyinchiliklar tug'diradi. Shu sababli. bu misollarning
yechilishini grafik chizish bilan bog'lash magsadga muvofig emas.

3-misol. 2cosy = 3A+3 X tenglamani yechamiz.
Yechish. Barcha xe R lar uchun

2cosj<2, 3V+3jr>2

2 cosh- =
tengsizliklarga egamiz. Shu sababli, berilgan tenglama +

3* +3"A=2
tenglamalar sistemasiga teng kuchlidir. Bu sistemaning ikkinchi
tenglamasi x =0 dan iborat yagona yechimga ega. X = 0 son sis-
temaning birinchi tenglamasini ham ganoatlantiradi. Shuning
uchun, x = 0 sistemaning va berilgan tenglamaning ham yagona
yechimi bo'ladi.

4-misol. 2/2(sinx +cosx) cosy = 3+cos2>> tenglamani
yechamiz.



Y ec hish. sinx +cosx =V2sin +xj bo'lgani uchun berilgan
tenglamani 2sin  +Xxjcosy = 1+cos2y ko'rinishda yozib olish
mumkin. Oxirgi tenglama Jcosy -sin  +xjj +|l -sin2(] +xjj =0
yoki ]Jcosy-sin™ +xjj +cos2(] +xj =0 tenglamaga teng
kuchlidir. Hosil qgilingan tenglama cosy =sin” +Xxj,
cos]-] +xj =0 tengliklar o'rinli bo'lgandagina to'g'ri tenglikka
aylanadi, boshgacha qilib aytganda, u

cosy =sin” +xj,
cos(-] +xj =0
tenglamalar sistemasiga teng kuchlidir.

Sistemaning ikkinchi tenglamasi x, = | +2mn va x2 =~ +2«4

(m, neZ) yechimlarga ega. Birinchi tenglamadan y, = 2kn, y, =
=(2p +1)a larni topamiz (bu yerda k, peZ).

Shunday qilib, berilgan tenglama x, =~+2mn,y]=2kn,
(m, keZ) va x2=" +2/m, y2 =(2p+\)n, (n, psZ) yechim-
larga ega.

5-miso |. sin7x+ cos2x= -2 tenglamani yechamiz.

Yechish. Barcha xe R lar uchun sin7x>-1, cos2x>-I

bo'lgani sababli berilgan tenglama Js'n*"A N sistemaga teng
(cos2x = -1

kuchlidir. Birinchi tenglama X =~" +~"~" ke Z yechimlar

guruhiga, ikkinchi tenglama esa X - j +nn, ne Z yechimlar

guruhiga ega. Har ikki guruhga tegishli x largina sistemaning
yechimi bo'la oladi. Ularni aniglaymiz:



~N+~ =24+nn (K, HQ /).

Bundan, K= 2 + 3,51 ekanligini topib, keZ ekanini e’tiborga
olsak, n=2p (peZ) bo'lishi kelib chigadi.

Demak, X =" +2np (peZ) sonlargina sistemaning, binobarin,
berilgan tenglamaning ham yechimlari bo'ladi.

6 -misol. log2x+(x-1)log2x-6+2x =0 tenglamani
yechamiz.

Yechish. Tenglamaning chap tomonini t =1log2 ga nisba

lan kvadrat uchhad sifatida garab, odatdagi standart usulda ko‘-
paytuvchilarga ajratamiz:

(logx +2)(logx +x - 3) =0.
Bu tenglama log = -2 va log2x = 3 - x tenglamalarga ajraladi.
IJlaming birinchisi X = \.dan iborat yagona yechimga ega. log =

=3-x tenglama esa x= 2 dan iborat yagona yechimga ega.

Hagigatan ham, x> 2 bo'lganda log2x > log2 = 1> 3 - x teng-
sizlikka, 0 < x < 2 bo'lganda esa logx < log2 = 1< 3 - x tengsiz-
likka egamiz. x<0 da esa tenglama ma’noga ega emas.

Demak, berilgan tenglama x =" va x =2 yechimlarga ega.

M ashqlar
Tenglamani yeching.
2.1. 2W =sin x . 2.2. 2-3M =2cos]|.
2.3. 2sinx = 5x2 +2x +3. 2.4, 427" =sin(NVX) +4.

2.5. cosx +cosy - cos(x +V) = 1,5.

2.6. |sin2 x +— L- +1cos2 x + =12 +ysin v.
cos2

2.7. tg4x +tg4d}¥ +2ctgX ectgy= 3 +sin2(x+v)-

2.8.8 -x-2v+23-'-x =0.

2.9. Xx*2v=x(3 - x) +2(2v- 1.



2.10. log2 cos2xy +— N = —»—
" cos Xyl y 2y+2

2.12. sinda x +coslbx = 1.

2.13. Vsin3x +Vcosix = -Jl .

2.15. ¥ +sin2 3x =sin X +2cosx.

2-8. Nostandart tengsizliklar

Oldingi bandda nostandart tenglamalar garaldi. Nostandart
tenglamada tenglik belgisi tengsizlik belgisi bilan almashtirilsa,
nostandart tengsizlik deb ataluvchi tengsizlik hosil bo'ladi.

Nostandart tenglamalarni yechishning umumiy usuli mavjud
bo'Imagani kabi, nostandart tengsizliklarni yechishning ham
umumiy usuli mavjud emas. Shu sababli, nostandart tengsizliklarni
yechishda ham shu tengsizlikka xos bo'lgan chuqur mantigiy
fikr yuritishga to'g'ri keladi.

Nostandart tengsizliklarni yechishga doir ayrim misollar bilan
tanishaylik.

1-misol. cosx >y2+\y-Xx2 -1 tengsizlikni yechamiz.

Yechish. X=wn y =v sonlaridan tuzilgan (w; u) juftlik
berilgan tengsizlikning yechimi bo'lsin. U holda quyidagi to'g'ri
sonli tengsizlikka ega bo'lamiz:

cosn>v —+ (1)

(1) tengsizlikda ildiz ostidagi ifoda nomanfiy sondir, ya’ni
V — ul—1> 0 dir. Shu sababli,

V>unl+1, (2)
n>1. 3)

tengsizliklar to'g'ridir.
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Nt} ir - 1>0 ekanligini e’tiborga olib, (1) va (1) lengsi/lik—
limlan

COSN>V2+NV-Uu2-1>\V2> |

Imgsizlikni hosil gilamiz. Biroq cosu < 1 Shu sababli quyidagi
miniosabatlar o‘rinlidir:

1>cosnU>V2+\Nv-1n2-1>v2>1. 4)

Ikiesa | =cos = Vv2 +Nv-1n2-1=v2 =1 ekanligini ko‘rsatadi.

Oxirgi tenglikdan, (3) tengsizlikni e'tiborga olsak, v=1, n=20
ckanligi kelib chiqadi.

Yuqoridagi mulohazalar, (0; 1) juftlikdan boshqga juftliklar
berilgan tengsizlikning yechimi bo‘la olmasligini va (0; 1) juft-
likgina berilgan tengsizlikning yechimi bo'lishi mumkinligini ko*rsa—
ladi.

(0; 1) juftlik, hagigatan ham, berilgan tengsizlikning yechimi
boMishligini ko‘rish qiyin emas. Demak, berilgan tengsizlik yagona
yechimga ega: jc= 0,y = 1.

£
2-misol. sin2n < 2kinA tengsizlikni yechamiz.

Yechish. Tengsizlikning aniglanish sohasi R dan iborat va
har qanday Xe R son uchun quyidagi tengsizliklar o'rinlidir:

X

sin 29 <1, ®B)

2V > 1. (6)

X
Bu tengsizliklardan, barcha xg Ruchun sin2n <2lsinxl tengsizlik

bajarilishi kelib chigadi. Oxirgi tengsizlikning barcha yechimlari

to'plami R dan sin 29 = 2" J1L tenglamaning barcha yechimlari
chigarib tashlansa, berilgan tengsizlikning yechimlari to‘plami hosil

boiadi.
X

(5) va (6) munosabatlardan ko'rinadiki, sin2n = 2d"* teng-
lama quyidagi sistemaga teng kuchli:



(7) sistemaning birinchi tenglamasi x = rclog2 (-] +2nk\,

K-0, 1, 2, .. yechimlarga, ikkinchi tenglamasi esaX=nn, /7=0,
+1, £2, ... yechimlarga ega. (7) sistemaning yechimlarini topish
uchun

nlog2 (| +2nA)=n/l, A =0, I, 2,...; 7=0; #£1; *x2; ..)
yoki
++2nk =2n, (k =0, 1, 2,...; 7=0; #*1; *x2; ..)

tenglamani garaymiz. Oxirgi tenglikning chap tomoni irratsional

son, 0'ng tomoni esa ratsional sondir. Shuning uchun bu tenglama
X

va (7) sistema yechimga ega emas. Demak, sin2a =2lsmxl

tenglama yechimga ega emas. Bu yerdan, berilgan tengsizlik barcha
xe R sonlarida bajarilishi kelib chigadi.

3-miso 1 arcsin—+JX - 1> 1 tengsizlikni yechamiz.

<1
Yechish. sistemani yechib, tengsizlikning anig-
X -1>0

lanish sohasi [2; +°°) dan iborat ekanligini ko'ramiz.

Barcha x > 2 larda Jx*- 1> 1 va arcsin - >0 tengsizliklar to‘g‘ri

boMishini ko'rish qiyin emas. Bu tengsizliklardan ko'rinadiki,
berilgan tengsizlik o‘zining aniqglanish sohasidagi barcha x lar
uchun, ya’ni barcha xe|2; +») lar uchun o‘rinli boiadi.

4-misol. min{2x-x2, x- 1}> tengsizlikni yechamiz.

Yechish. min{2x - x2, x - |} ni topib olamiz. Buning uchun,

1-75. 1+75

2xX —=x2 > X - 1tengsizlikning yechimlari to‘plami , )

oraligdan iborat ekanligidan foydalanamiz.

1-75 . 1+V5" .
Xe 9 larda 2x -x2> x- 1boMgani uchun



min {2x-x ,jc-1}=x -1,

I-V5. 1-H/5"
2' 2
min {2x - x2, Xx -1}=2x -Xx2 va
=L». N
n 2
min {2x-x , x-1}=2x-X
oIS

munosabatlar o‘rinlidir (II. 3-rasmga garang).

2X -Xx2, x< N da,

min{2x -x , X -1}= X - #< X<+ # da,
xeR

2X -X2, x > N da

munosabatdan foydalansak, berilgan tengsizlik quyidagi majmua-
ga teng kuchli ekanligini ko'ramiz:

2X-X2>-j,

X=-1>-vy,

IN\6 < MN< 115

2X— X~ >~],
X >

Bu majmuani yechib,
berilgan tengsizlikning bar- /
cha yechimlarini topamiz:

I1.3-rasm.
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1B Mashqlar
Tengsizlikni yeching:
2.16. - (y( +x>yjx2+y2-1+1

2.17. -Xx-y2-\jx-y2-1>-1 .

2.18. Vsinx +7cosx > 1. 219, H+Wx2-1 >1.

2.20. Igx +Vx2-1>0. 2.21. log2 (x2 +3)+7x2 -1 > 2.
2.22. X +2V< \/rx +3. 2.23. X+2* +V/ T >2 +V ™,
224, 2 N> x. 225.2 ~ -xlgx >0.

2.26. SIX- 1+V4 -x2 +tgy >i.
2.27. VIgsin x < x - 134.

2.28. > .

lgW=i)
2.29. cos2(x +1) lg(9-2x-x2)> 1V2.

2.30. (4x-x2 -3)log2(cos2av + 1) > 1.
2.31. cos(x +3tgx) +(tgx - tg2x)2 < -1.

2.32. sin(sin x) < -y.

2.33. (sin X +cos x ) < 2cosvl.

2.34. | sin2{5x}<2*sinxl.

2.35. sin{x} < sin({x} +1).

2.36. Vx -1 +Ix +log2x > 2. 2.37. Jx - 1+2A+IlogT x <6.

2.38. +3> X +2X. 2.39. <> {2x}.

240. max{x2 -2x,



3-8. Nostandart sistemalar

Nostandart sistema deyilganda ganday sistemalar nazarda
lutilishi quyidagi misollardan oydinlashadi.

. 2/ =4y2+1, . .
l-miso 1. sistemani yechamiz.
2N <2y

Yechish. Sistemadagi tenglamadan 2V=2y2 +j tenglamani

hosil qilib, sistemadagi tengsizlikda IxX ni 2y2+” bilan

almashtiramiz:

2X =2y2 +j,
2y2 +i < 2y.
Bu sistemadagi tengsizlik ~ 0 tengsizlikka teng kuchli
bo'lgani uchun y =] dan iborat yagona yechimga egadir. y =]

giymatni sistemadagi tenglamaga qo'yib, ;=0 ni topamiz. Demak,

berilgan sistema (O; y) dan iborat yagona yechimga ega.

X2 -2Xy +12 =0,

2-miso 1. 2 Hyz <60, sistemani yechamiz.
xe Z

Yechish. Agar (x; V) juftlik sistemaning yechimi bo‘lsa, u
holda (-x; -y) juftlik ham sistemaning yechimi boMishligini ko‘rish
giyin emas. Shu sababli, x > 0 holni garash yetarli.

Agar x = 0 bo‘lsa, sistemadagi tenglama noto'g‘ri tenglikka
aylanadi. Demak, x > 0 bo'lishi zarur (x > 0 bo'lgan hoi
garalmogdal).

Sistemadagi tenglamadan y ni topaylik: y = x\zc)l(—IZ = é _Ii *0 ‘rta

arifmetik va o‘rta geometrik miqgdorlar orasidagi munosabatni



ifodalovchi a+b> 2\Jab (a> 0, b>0) tengsizlikdan foydalanib,

y > °y =20/3 yokiy 2> 12 ekanligini ko'ramiz. Bunga ko‘ra,

sistemadagi tengsizlikdan, x 2<60 -4y 2<60 -4 « 12 = 12 ni,
ya'’ni x 2< 12 ni olamiz. x >0, xe Zekanligini e’tiborga olsak, x = 1,
X =2, X = 3 bo‘lishi zarurligini ko'ramiz.

X = 1bo‘lsin. U holda, tenglamadan y= 12 ekanligini topamiz.
Lekin (1; 12) juftlik uchun x 2 +4y 2 < 60 shart bajarilmaydi.
Demak, x= 1| soni sistemaning yechimini aniglamaydi.

X = 3 soni sistemaning yechimini aniglamasligi shunga o ‘xshash
ko‘rsatiladi.

X =2 bo'lgan holni garaymiz. Tenglamadan y =9 ekanligi topiladi.
(2; 9) juftlik sistemadagi golgan shartlarni ham ganoatlantiradi.
Demak, (2; 9) — yechim.

Yugoridagi eslatilganiga asosan, (-2; -9) juftlik ham sistema-
ning yechimi bo‘ladi.

Shunday qilib, sistema (2; 9) va (-2; -9) dan iborat ikkita
yechimga ega.

ftg2x +ctg2x = 2sin2 y,

3-mlso 1. < sistemani yechamiz.
[sin y+cos z=\

Yechish. tg2x +ctg2x >2, 2sin2y <2 bo'lgani uchun

tgz ictg x=2,
sistemadagi birinchi tenglama \ ’ sistemaga teng
[sin-y =1
kuchlidir. Shu sababli, berilgan sistema quyidagi sistemaga teng
kuchli bo'ladi:
tg2x +ctg2x = 2,
esin2y =1,

sin2y +cos2 z = 1.

Bu sistemani quyidagicha yozib olish mumkin:



tg2x =1,
-sin2y =1,
cos2Z=0.
Oxirgi sistemadan x =f +j K, y =j +nl, z=~nm bo'lishli-
gini topamiz (bu yerda keZ, leZ, meZ).
y6 +y3 +2x2 :ijy—x_2y2,
4-misol. I-— <)
4xy +y +7>2x +s)l+(2x -y)
sistemani yechamiz.

Yechish. [/ (z) =\lz—-z2 funksiyani qaraymi/. Wn funksiya

I ga teng eng katta giymatga ega, ya’ni ixtiyoriy r liagigiy son

uchun f(z) =y]z—~z2 munosabat o'rinlidir.
(x*; y*) juftlik berilgan sistemaning yechimi bo'lsin 11 holda
0°*)6 +(¥Y*)3 +2(x*)2 = \¢*y *— (x*)2(y*)" S-j gaega bo*lami/.
Demak, berilgan sistemaning har ganday (\& r*) yechimi
quyidagi sistemaning ham yechimi bo'ladi:
(Y*)6 +{y*)3 +2(x*)2 <=,
AX ¥y * +(y*)3+" > 2(x*)2 + WL (2n* r*)2.

Bu sistemaning birinchi tengsizligidan ikkinchi tengsizligini
avirsak,

0'*)6 +2(x*)2 —4x*(y*)3-x£x-2( W IN+(2x*-y*)2

tengsizlik va shakl almashtirishlardan so'ng

((Y*)3-2x*)2£ - +(2x*-y*)2

tengsizlikni hosil qgilamiz. Bu tengsizlikning chap tomoni > 0,
o'ng tomoni esa < 0 ekanini ko'rish giyin emas. Demak, bu
tengsizlik



J(y*) -2x*=0,
IVI +(2Xx*-y*)2 =1
sistemaga teng kuchlidir. Oxirgi sistema quyidagi yechimlarga ega:

XI'=0, T*=0; x2=-1, jJ =-1; x3 =1, f =1,

Demak. (0; 0). (-j; =-ij. (=j; D juftliklargina (*) sis-
temaning yechimi boMishi mumkin. Bu juftliklarni (*) sistemaga
go‘yib ko'rish bilan, (- - lj juftlikgina (*) sistemaning yechimi

boiishiga ishonch hosil gilamiz.

Mashqglar

Sistemani yeching:

3%+4 = y2+1, X +y +r=2,
2.41. 2.42.

3X < gl 2Xy-z2 =4.

X+y+Z=4, y2 +Xy-r2 =4,
2.43. 2.44,

2Xy-z2 =16. X +35y = 8.

X2 -2y7Z = -1, log2 (w+u)-log3 (u-v)-
2.45, 2.46. m, ;

y+r-x= 1L Ju2 -v2 =2.

- 4tev COSX —COSY =sin(x +y),

2.47. 2.48.

(4x)es = (3>)e3.

2X2 - Xy +10 =0, 2x2 —Xy +9=0,
2.49. x2 +y2 <90, 250. 2x2+ r <81,

xe Z. xe Z.
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SONLI KETMA-KETLIKLAR VA
ULARNING LIMITI

I1-8. Cheksiz sonli ketma-kctliklar

1. Ketma-Kketlik tushunchasi. Har bir natural son n (/< N) ga

biror goida bo'yicha xnhaqigiy son mos qo‘yilgan bo'lsin. Il holda
X, X2 X3, ... N

sonli ketma-ketlik berilgan deyiladi va bu ketma-ketlik (vj ko'ri-
nishda belgilanadi.

n,, Xy Xnsonlar, mos ravishda, (1) ketma-ketlikning birinchi
hadi, ikkinchi hadi va n- hadi deyiladi.

xn ketma-ketlikning umumiy hadi deb ataladi.

Ketma-ketlikning aniqlanishidan ko'rinadiki, kotma kellik
natural sonlar to'plamida berilgan y - f (/) funksiynilii Sluining
uchun ketma-ketlik natural argument!! funksiya deb ham vyiiriti-
ladi.

1-misol. Umumiy hadi Xn = -y bo'yicha sonli kotma ketlik
n

tuzish uchun unga tartib bilan n = 1; 2; 3; ... go'ynmi/. Natijada
quyidagi ketma-ketlik hosil bo'ladi:
[P I V- e [
4' 9' 16’ /27 (My e
2-miso 1 Har bir tog natural songa 3 ni, har bir juft natural
songa esa 5 ni mos keltiramiz:

Natijada 3; 5; 3; 5; 3; 5; 3; 5; ... cheksiz sonli ketma-ketlikka
ega bo'lamiz. Uning umumiy hadini bir necha formula bilan,
masalan, an=4 + (-1)" yoki an=4 +(-1)" +sinn// formula bilan
berish mumKkin.

Cheksiz sonli ketma-ketliklar turli xil usullarda berilishi
mumkin. Shu usullardan ayrimlarini keltiramiz.



1 Ketma-ketlikning umumiy had formulasi bilan berilishi. Bi
usulda s-hadning giymatini shu hadning tartib nomeri bilai
bog'lovchi formula beriladi (1-misol). Umumiy had formulas
yordamida ketma-ketlikning istalgan hadini topish mumkin, ya’n
bu formula ketma-ketlikni to‘la aniglaydi.

2. Ketma-ketlik 0'z hadining tartib nomeri bilan shu hadninj
giymati orasidagi moslikni so'zlar orgali ifodalash yordamid;
berilishi mumkin (2-misol).

3. Ketma-ketlikning rekurrent usulda berilishi. Agar ketma
ketlikning dastlabki bitta yoki bir nechta hadlari berilgan bo'lib
keyingi hadlarni shu berilgan hadlar yordamida topish imkonin
beruvchi formula (rekurrent formula) ko'rsatilgan bo'lsa, ketma
ketlik rekurrent usulda berilgan deyiladi. (Rekurrent so'zi lotii
tilida gaytish degan ma’noni beradi.)

3-miso 1l a, =3, an=2"+an x-4 (n>2) bo'lsa, {an} ketma
ketlikning a2 ay adhadlarini topamiz.

Yechish. Bu yerda {an} ketma - ketlik rekurrent usuld;
berilgan. ax- 3 bo'lgani uchun rekurrent formula a =2" mn X-i
ga asosan

a2=22mx-4=4+3 -4 =8,
a3=23mm2-4 =88 -4=60,
ad=24+a~—4 =860 -4 =476
ekanligini topamiz.

Ketma-ketlik jadval yoki grafik ko'rinishida berilishi ham mumkin
Ketma-ketlikning grafigi diskret nuqtalar to'plamidan iborat bo'lad
(lotincha — discretus —uzlukli, alohida gismlardan iborat).

Agar ketma-ketlikning dastlabki bir nechta hadlari berilgai
bo'lib, keyingi hadlarni berilgan hadlar orqgali ifodalash usul
aytilmagan bo'lsa, bu hadlarning berilishi ketma-ketlikning to'lic
aniglanishi uchun yetarli bo'Imaydi. Masalan, 3; 5; 7; . . . ketma-
ketlikni 2 dan katta toq sonlar yoki 2 dan katta tub sonlar ketma
ketligi sifatida, shuningdek, xn = 2n + 1 +sinn/i formula bilat
berilgan ketma-ketlik sifatida ham garash mumkindir.

Dastlabki hadlariga ko'ra ketma-ketlik uchun biror umumi;
had tanlash usullaridan birini keltiramiz.

4 -m iso 1. Ushbu jadval bilan berilgan sonli ketma-ketlikninj
umumiy hadini topamiz:



n 2 4 6 S
an 6 6 26 54

Jadvalda ketma-ketlikning 2, 4, 6, 8- hadlari berilgan.

Yechish. Bu holda jadvalni oddiy kuzatishning o'zi yetarli
emas.

Shuning uchun chekli ayirmalar usuli, ya’ni fidn <lt, - an
dan foydalanamiz:

Birinchi Aan chekli ayirmalar an ning ketma-kel joylashgan
giymatlari ayirmasidan iborat: 6 - (-6) = 12, 26 -6 20. 54
- 26 = 28.

Shu kabi, [02%/; ikkinchi ayirmalar dan ning kctma-kcl joy-
lashgan giymatlaridan iborat: 20 - 12 =8, 28 - 20 m8.

N\an ayirmalar bir xil. Demak, (an) ketma-ketlik y ax' i
+bx +c kvadrat funksiya giymatlaridan iborat. Formulada a, b.
¢ —noma’lum. Ularni topish uchun jadvaldan ixtiyoriy (//, uj
juftlik bo'yicha tenglamalar sistemasini tuzami/. Masalan,
(2; -6), (4; 6), (6; 26) juftliklar bo'yicha:

-6 = a 2 +b-2 +c,

6 = i-42 +b-4 +c,

26 =a 62 +b w8 +c,
bundan a=1, b=0, ¢ = -10.

Demak, izlanayotgan umumiy had formulasi an mnl- 10 dan
iborat bo'ladi.

({.LI Mashqglar

3.1. Umumiy hadi formulasi bilan berilgan ketma-ketlikning
dastlabki bir nechta hadlarini toping:

1) Xn=2r? +1; 2) X, =2" +3;
K Algebra, Il gism 113



3) xn=se +1; 4) Xn=siny-;

5) X,, = In g +sin (Tca+-]) - 6) XM= cosn2;

7) X, =tg« +sin(n«); 8) XN = 1-sin2 /N - cos2 Mnnmn.

3.2. Rekurrent formula bilan berilgan ketma-ketlikning dastlabki
5 ta hadini toping.

1) orj=l, am+1=3am-1, (m> 1);

2) ax=2, ant =o, +n, (N> 1);

3) g =-1, an=3"-1, (n>2);
4) a, =2, a2 =3, gnt+ =o0,,-0,,_, ,(1?7> 2).

3.3. Ketma-ketlikning berilgan dastlabki hadlariga ko'ra, uning
/7-hadi uchun mumkin bo'lgan biror formula tanlang:

poro2o3 o4 st 1. 4. 9. 16,
2 22° 23° 247 - 3° 9 27 gL' e

2) L|.2I: (If; (If: (if m" & L 6 6 20 15

3) T T0r 201" 3017 e 7 2' 57 10" 17 ees
.1 1. . 1. 8. 15. 24.

4 8) 0;

) I; w ° 303’ 4va’ ) 2" 3" 4’ 5

3.4. an=3n+5 + 2" ketma-ketlik quyidagi rekurrent formula
yordamida berilishi mumkinligini isbotlang:

a, = 13; a2=29; ar2=5an# - 6an (n> 1).

3.5. ax=0, a2=1, an=an2+an_, (n > 3) rekurrent formula
bilan berilgan ketma-ketlik Fibonachchi ketma-ketligi, uning hadlari
esa Fibonachchi sonlari deyiladi. Fibonachchi ketma-ketligining
dastlabki bir nechta hadlarini toping. Fibonachchi ketma-ketligining
A-hadi uchun formula toping.

2. Chegaralangan ketma-ketliklar. {*,} cheksiz ketma-ketlik

berilgan bo'lsin.
Agar {xj ketma-ketlik uchun shunday bir a haqgigiy son topilib,

barcha n natural sonlar uchun xn>a, (Xn< a) tengsizlik bajarilsa,
{xi} ketma-ketlik quyidan (yuqoridan) chegaralangan deyiladi.
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Agar {x @} ketma-ketlik uchun ikkita a va b hagigiy sonlar topilib,
barcha n natural sonlar uchun a <xn< b tcngsi/lik bajarilsa. {x(}
ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.

Bunda a son {x/i} ketma-ketlikning quyi chegarasi, b son esa
yugori chegarasi deyiladi.

Il -misol. xn - ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik

ekanligini isbot gilamiz.
Isbot. Barcha n natural sonlar uchun quyidagi tengsizliklar
io'g‘ridir:

X =M"->>1=E = 0-
" n+1— n+1 ’

r = -1
"1 - 1M

Demak, 0 < Xn< 1 tengsizlik barcha n natural sonlarda o‘rinli.
Bu esa {xj ketma-ketlikning chegaralanganligini ko‘rsatadi.

Teorema. Agar {xn} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsa, n
holda shunday M > 0 son topiladiki, barcha n natural sonlar uchun
IXj < M tengsizlik bajariladi va aksincha, {xn} ketma-ketlik uchun
shunday bir M > 0 son topilib, barcha n natural sonlarda xn\ M
tengsizlik bajarilsa, {xn} ketma-ketlik chegaralangan bo'ladi.

Isbot. {X/;} ketma-ketlik chegaralangan boisin. U holda
shunday a va b hagigiy sonlar topiladiki, barcha n natural sonlarda
a <xn< btengsizlik bajariladi. Ja \a |b | sonlarning eng kattasini
M bilan belgilaymiz: M= max(] a\\N\b ).

U holda a >-\a % -M, b <No\< M bo'lgani uchun barcha n
natural sonlarda -M<xn< M yoki N1 \&M bo'ladi.

Endi {@} ketma-ketlik uchun shunday bir M> 0 son topilib,
barcha n natural sonlarda n \& M tengsizlik o'rinli bo'lsin. U
holda, - M < xXn< M tengsizlikka ega bo'lamiz. a=-M, b= M deb
olsak, {xj ketma-ketlikning chegaralangan bo'lishligini ko'ra-
miz.

2-misol. xn=(-1)" +-f— ketma-Kketlikning chegaralangan
n -+

ketma-ketlik ekanligini isbotlang.
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Isbot.

<-1>"+4 2 (- b~ =i+4- <i+4 =i+1=2
A2 +1 —+ n +1 n
munosabatlardan ko'rinadiki, barcha n natural sonlarda |xn\x 2
tengsizlik o‘rinli. Demak, isbotlangan teoremaga ko‘ra 0} chega-
ralangan ketma-ketlikdir.

Ketma-ketliklar orasida chegaralanganlik sharti bajarilmaydigan
ketma-ketliklar ham mavjuddir. Ular chegaralanmagan ketma-
ketliklar deyiladi. Quyida biz chegaralanmagan ketma-ketlikning
gat'iy matematik ta’rifini beramiz.

Ta 'rif. Agar ixtiyoriy M> 0 son uchun, shunday bir N natural
son topilib, N\ M tengsizlik bajarilsa, {xj ketma-ketlik chegara-
lanmagan ketma-ketlik deyiladi.

3 -niiso 1 xn=n2ketma-ketlik chegaralanmagan ketma-ketlik
ekanligini isbotlaymiz.

Isbot. M ixtiyoriy musbat son bo'lsin. [XN“% M tengsizlikni
natural son n ga nisbatan yechamiz:

[n21> M @>n2>Mo n>FM, (/ —natural son).

Oxirgi tengsizlikdan ko'rinadiki, ta’rifda so‘z borgan N natural
son sifatida J-M dan katta bo'lgan har ganday natural sonni

olish mumkin. Biz YY¥=[-/g71+1 natural sonni olamiz. Bu son

uchun M =W2 =([Va7]+i)" >([7n7] +{/n7})" =(>/¥)m =n/,

ya'ni [XNx M bo'ladi.
Demak, {X/(} ketma-ketlik chegaralanmagan ketma-ketlikdir.
Agar ketma-ketlikning hadlarini to'g'ri chiziqdagi nugtalar bilan
tasvirlasak, chegaralangan ketma-ketlikning hamma hadlari biror

oraligda yotishini ko'ramiz. Masalan, Xn =" ketma-ketlik chegara-

langan va uning hamma hadlari fO; 1] oraligda yotadi.

Chegaralanmagan ketma-ketliklar uchun esa buning aksidir
ya’ni, har qanday oraligni olmaylik, chegaralanmagan ketma-
ketlikning bu oraligda yotmaydigan hadlari albatta mavjud
boiadi.



Mashglar

3.6. Ketma-ketlikning chegaralanganligini isbollang:

IN V 72/1~71

i , 1IN Y = b,
) xn - 2+HF 3 wm V.U
_a +-1)n . (-1)"
ni > 4) x/
3/7-1 nr+

3.7. Ketma-ketlikning chegaralanmaganligini isbotlang.

1) a,=(-1)" n; 2)an=n2-n\ 3)a,=";

4) 1, =n+(-1)" -1, 5) a,,=«sin”; &) an=n2cos”f.

3.8. {x]j va {y/} ketma-ketliklar chegaralangan ketma-ketliklar
bo‘lsa, quyidagi ketma-ketlikni chegaralangan yoki chegaralan-
maganligi hagida nima deyish mumkin:

X
1) xnYhi 2) o 3) Xn +yn, 4) Xn—yn?
n

3.9. ) Agarxn<yn(n= 1, 2, 3, ...) bo‘lib, {yn} chegaralangan
ketma-ketlik bo'lsa, {x} ketma-ketlik chegaralangan bo’lishi
shartmi?

2) W <] ys |bo'lsa-chi?

3.10. 1) @\=1, a2=2, a2 ="L+L, (n>\) rekurrent formu-
an

lalar bilan berilgan ketma-ketliklarning chegaralanganligini
isbotlang;

2) a) yuqoridan chegaralangan, lekin quyidan chegara-
lanmagan;

b) quyidan chegaralangan, lekin yuqoridan chegaralanmagan;

d) quyidan ham, yuqoridan ham chegaralanmagan ketma-
ketlik tuzing.

3) an - 1+2 +3 +'" +n ketma-Kketlikning chegaralanmaganli-
gini isbotlang.

3. Monoton ketma-ketliklar. {xn} ketma-ketlik berilgan bo'lsin.
Agar ketma-ketlikning ikkinchi hadidan boshlab, har bir hadi
o'zidan oldingi haddan katta (kichik) bo'lsa, ya'ni xn{ > xn



(xs#+1 < Xr) shart barcha natural n sonlar uchun bajarilsa, {xj
ketma-ketlik o'suvchi (kamayuvchi) ketma-ketlik deyiladi.
1-m iso 1. Xn=3«3ketma-ketlik o'suvchi ekanini isbotlang.
Isbot. xrmH -Xxnayirmani garaymiz:

XM |-nn= 3(n+ 1)3- 3m3=3(/B+3M2+3n+1)-353=3(392+3a +1).

Bu ayirma n ning istalgan natural giymatida musbatdir. Shu sababli,
barcha n natural sonlarda xrm# > xn, ya'ni {xn} ketma-ketlik
o‘suvchidir.

2-miso1. =— ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligini
isbotlang.

Isbot. Bu ketma-ketlikning hamma hadlari bir xil ishorali
bo'lgani uchun @ nisbatni bJahoIaymiz:

X _ (N+12 _ e N j
XN J_ (n+1)2

Xn>0 bo'lgani uchun, barcha natural nlarda xnm#t <xntengsizlikka
egamiz. Demak, {¥/;} kamayuvchi ketma-ketlikdir.

Agar {x,} ketma-ketlikning ikkinchi hadidan boshlab, har
bir hadi o'zidan oldingi haddan kichik (katta) bo'lmasa, ya’ni
X - XN (xs# - Xn) tengsizlik barcha n natural sonlarda bajarilsa,
P} ketma-ketlik kamaymaydigan (o ‘'smaydigan) ketma-ketlik

deyiladi.
Masalan, 1; 2; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 4; 4; . . . ketma-ketlik kamay-
maydigan, 1; I; I; I; I; 1; i; 1; 1; 1; .. ketma-ketlik esa

o'smaydigan ketma-ketlikdir.

Har ganday o'suvchi ketma-ketlik kamaymaydigan ketma-ketlik
bo'lishini, har ganday kamayuvchi ketma-ketlik esa o'smaydigan
ketma-ketlik bo’lishini eslatib o'tamiz.

O'smaydigan ketma-ketliklar va kamaymaydigan ketma-
ketliklar (umumiy nom bilan) monoton ketma-ketliklar deb
ataladi.

3-miso 1 X, = . ketma-ketlikni monotonlikka tekshi-
ramiz.



Yechish. xaN\~xn - -f\N~IP\~—~. ] *¢ tengsizlik//
ning barcha natural giymatlarida o'rinli. Demalk, ixtiyoriy // natural

son uchun Xnf <xn tengsizlik to'g'ridir. Bu yerdun, {v({J ketma-
ketlikning monotonligi kelib chigadi.

N\
4-misol. n> 2 bo'lsa, x«=(*+") ketma-ketlikni
monotonlikka tekshiramiz.
Yechish.
1A
n
1. « K b
/
‘I \n
1
n A -+ <1
Jo\N 2]

tengsizlikdan, {xsa} ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi kelib

f \n
chigadi (Eslat Ta : 1+-<1 +u ~_ +..= | +4r ).
n n2 { nm2j

Demak, {xa} ketma-ketlik monoton ketma-ketlikdir.

. -, [—2/1—1), agar« =2A-1, k=1, 2, 3,
5-misol. x =4« wir P oom 3
[2, agar« =2A, k=1, 2, 3, ..

ketma-ketlikni monotonlikka tekshiring.

Yechish. Ketma-ketlikni, uning hadlarini ko'rsatish orqali
beraylik:

-1, 2, -3 25 -4 2
Bu ketma-ketlik monoton ketma-ketlik emas, chunki juft

nomerli har ganday hadi o'zidan oldingi haddan ham, shuningdek
o'zidan keyingi haddan ham katta.

Mashglar

3.11. an sjn - yin  ketma-ketlik kamayuvchi ekanligini isbot-
lang.
3.12. Ketma-ketlik monoton ekanligini isbotlang:

1) a, 2) a,,=2" -1.
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3.13. a, b, cva d sonlar orasida ganday munosabat bajarilsa,

an ketma-ketlik: 1) o'suvchi; 2) kamayuvchi bo'ladi?

4. Progressiyalar. Ketma-ketliklarning muhim xususiy holi
bo'lgan progressiyalarni garaymiz. {}cheksiz sonli ketma-ketlik
berilgan bo'lsin.

Agar Pt ketma-ketlik uchun shunday o'zgarmas d son topilib,
barcha n natural sonlar uchun xwi=Xxn-+d tenglik o'rinli bo'lsa,
P etma-ketlik arifmetik progressiya deyiladi.

Agar {xj ketma-ketlik uchun shunday g ® 0 o'zgarmas son
topilib, barcha n natural sonlarda xnf = xn my tenglik bajarilsa
va Xj * 0 bo'lsa, {xd} ketma-ketlik geometrik progressiya deyiladi.

d son arifmetik progressiyaning ayirmasi, g son esa geometrik
progressiyaning maxraji deyiladi.

1-miso1. an=kn +m (bu yerda k, m - o'zgarmas hagiqiy
sonlar) ketma-ketlikning arifmetik progressiya, b = cakrm (bu
yerda ¢ ® o, a>0, K>0, m>0) ketma-ketlikning esa geometrik
progressiya bo'lishligini isbotlang.

Isbot. nning istalgan natural giymatida

ana ~an = (k(n ++mj—(kn +m) =icva " = 2GR = a

ya'ni aftt=an-+k, bnix=braktengliklar o'rinli. Demak, {an}ketma-
ketlik ayirmasi d = K bo'lgan arifmetik progressiya, {bn} ketma-
ketlik esa maxraji q=akbo'lgan geometrik progressiyadir.

1 -teorema. Ayirmasi dga teng bo 1gan {an) arifmetik progres-
siyaning umumiy hadi uchun
an=ax+(n-\)d, (1)

maxraji q ga teng bo'lgan {bj geometrik progressiyaning umumiy
hadi uchun esa

b=b\.CTx 2
tenglik o rinlidir.



Isbot. Arifmetik va geometrik progrcssiyalarning ta'rifldan
quyidagilarga ega bo'lamiz:

a2= +d, B2=m f/

a3 =a2+d, A, =/>2 </,

Q =$3 +d. 64 4.
(//-1)ta a=ad+d, (3 (n-l)ta B=bt (, 2

x5 )

fl-l = an-2 +d, K\ - fyi2 Q-

«@ =an +d, K~ \G

(3) dagi tengliklarni hadma-had qo'shib, (4) dagi tengliklarni
esa hadma-had ko‘paytirib,

{a2+a}+a4+a5+.. +an ) +an=a" +(a2+a}+ad+.. +an2+

+V,) +(n-Nd

(W - A -i) bn=bx {02 by .. &, ) M
tengliklarni hosil gilamiz. Bu tengliklardan teoremaning tasdig‘i
o'rinli ekanligi kelib chiqgadi.

2-misol. (an) ketma-ketlik ayirmasi d bo'lgan arifmetik

progressiya, (bn) ketma-ketlik esa maxraji q bo'lgan geometrik
progressiya bo'lsin. U holda ixtiyoriy n va K natural sonlar uchun.

a=a, Hn-k)d 5)
b=bk q'-k ©6)

tengliklar o'rinli boiishini isbotlaymiz.

Isbot. 1-teoremaga ko'ra, an=ax+ (n - D" va ak=a, +
+(£- Dt/ tengliklar o'rinli. Bu tengliklarning ikkinchisidan, r/(=
=ak-(k - I)c/ ni topib, birinchisiga go'ysak va ixchamlashni
bajarsak, isbotlanishi kerak bo'lgan (5) tenglik hosil bo'ladi.

(8) tenglik ham shu tarzda isbotlanadi.

Natija. (an) arifmetik progressiyaning ayirmasi d uchun

d= a::Ek (n®K) tenglik, (bn) geometrik progressiya maxraji q
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uchun esa g\ munosabat o 'rinli
>2

(Mustaqil isbotlang).

2 -teorema. {an} ketma-ketlik ayirmasi d bo'lgan arifmetik
progressiya, N\n) ketma-ketlik esa maxraji q bo'lgan geometrik
progressiya bo'lsin. Agar m, n, p, K natural sonlar uchun m+n =p
+k tenglik bajarilsa.

Q)
8)
tengliklar o rinli bo 1adi.

Isbot. m, n, p, Knatural sonlar uchun m-+n =p +K bo'lsin.
U holda, 1-teoremaga ko'ra

am—+an=24, +(m +nNn - Z)d: 20, _|_(p +k- 2)d — ap+ak
va

tengliklarga ega bo'lamiz.

3-misol. (an arifmetik progressiyada axd = 310, aZB= 418
bo'lsa:

a) progressiya ayirmasi d ni; b) a4 ni; d) a9+aJ] ni; e)ox
ni; f) abni topamiz.

b) a4 = a7+ (41 - 17)d =310 +24 « 18 = 742;
d) 9+31 = 17 +23 bo'lgani uchun 2-teoremaga ko'ra
aq+ad=ax +al} =72s;

e) 20 +20 = 17 + 23 bo'lgani uchun 2ad= al7 +aZb= 728,
20 = 364.

f) 05= flr + (5- 17)" = 310 - 12- 18 =94,
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4-misol. Barcha hadlari musbat bo'lgan {bn) geometrik
progressiyada bb= 320, Zi0= 5120 bo'lsa, quyidagilarni topamiz:

a) geometrik progressiya maxraji g ni; b) hn ni; d) bAni;
e) b9 ni; o bHnI.

Yechish: a)

w=1, 2, 3, ..) bo'lgani uchun >0 va, demak, q -2;

b) 613= b6 mf13-6 = 320 27 = 320 » 128 = 40960;

d) b4=h-mm6 =320+22 =L =80;

e) 7+9=6 + 10 bo'lgani uchun b, s « X bm=
=320 5120 = 1638400;

f) 8+8=6 +10 bo'lgani uchun b* =~ = 5, 163X400 ,

|bs |= 1280. 6g>o0 bo'lgani uchun B%= 1280 ga ega bo'lamiz.
Endi arifmetik progressiya dastlabki n ta hadlarining yig'in—-

disi Sn=a, +a2+o03+ .. +an2+ +an uchun formula hosil
gilamiz:
2Sn=(a  +(2 +<Vi) +  +a,2>+mmt+ i+ f

+K-i +a2) +(an+aX.

Bu tenglikning o'ng tomonida n ta qo'shiluvclin mavjud bo'lib,
1+n=2+(n-1)=3+N-2)=..=(n-2)+3m(n |)+2-n+1
tengliklar o'rinli. Shu sababli 2-teoremaga ko'ra go'shiluvchilarning
hammasi a, +anga tengdir.

2Sn =(fl] +a,)/7 tenglikka ega bo'ldik. Bundan.

formula hosil bo'ladi.

5 -misol (an) arifmetik progressiyada a)) m364 bo'lsa, SV ni
toping.

Geometrik progressiya dastlabki / ta hadining yig'indisi uchun
formula chigaramiz. (bn) geometrik progressiya, (Csa uning max-
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raji bo'lsin. (bn) geometrik progressiya dastlabki n ta hadining
yig'indisini Snbilan belgilaymiz.

Agar g = 1bo‘lsa, Sn= nbxbo'ladi.

g * 1 holni garaymiz.

$ ~SNQ ~1 +h +ee+h | +bri) - @\ +bj +... +tn\+bn)g =

=A -bnq
tenglikdan Snni topamiz:

6 -miso 1 (bn) geometrik progressiyada /1 = 3, =2 bo‘lsa,
,5,, ni toping.

Yechish. /5, =A «~"=«1=3-210 = 3-1024 = 3072 bo'lgani
uchun

Mashqglar

3.14. (an) arifmetik progressiyaning ayirmasi d bo'lsin.

1) Agar d> 0 bo'lsa, (an) ning o'suvchi;

2) agar d <0 bo'lsa, (an) ning kamayuvchi;

3) ag?r d = 0 bo'lsa, (an) ning o'smaydigan ketma-ketlik
bo’lishini isbotlang.

3.15. Arifmetik progressiyaning 2- hadidan boshlab, har bir
hadi o'zidan oldingi va keyingi hadlarning o'rta arifmetigi bo'lishini
isbotlang.

3.16. 1) Ayirmasi noldan fargli bo'lgan arifmetik progressiya-
ning chegaralanmagan ketma-ketlik ekanligini isbotlang.

2) - 5 n formulani mustagil isbotlang.

3.17. {bn} ketma-ketlik maxraji <bo'lgan geometrik progressiya
bo'lsin. Quyidagilarni isbotlang:

1) g<O0 bo'lsa, {bn} ketma-ketlik monoton bo'Imaydi.

2) 5>0, g> 1 bo'lsa, {bj ketma-ketlik o'suvchi bo'ladi.

3) A >0, 0< g< 1lbo'lsa, {btMN\ketma-ketlik kamayuvchi bo'ladi.

4) <0, g> 1bo'lsa, {bn} ketma-ketlik kamayuvchi bo'ladi.
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5) b{<0, 0 <<7< 1 boisa, {bn} ketma-ketlik o'suvchi bo'ladi.

6)

3.18.

1) (bn) geometrik progressiyaning ikkinchi hadidan

boshlab, har bir hadining kvadrati go'shni hadlar ko'paytmasiga

lengligini isbotlang:

N a\d n

1 110 -10 n
2 4 I 13
4
3 5 26
3
4 4 26
5 3 12
6 2 15

b& =bn i

an S’
105
3—
210
-10

n+], (n> 2).

2) (an) ketma-ketlik arifmetik progressiya ekanligini bilgan holda
har qaysi satrdagi berilgan uchta ma’lumotga ko'ra qgolgan
noma’lum miqgdorlar giymati topilsin:

N

10

11

12

0 0,5 5
-9 ! -75
2
28 0

0,2 52 137,2
30 b —

4 4
0.3 50.3 2551,2

3) (bn) ketma-ketlik geometrik progressiya bo'lsa, har gaysi
satrdagi berilgan uchta ma’lumotga ko'ra qolgan nomaium
miqdorlar giymati topilsin.

N

1
2
3
4
5

6

b\
1

>
WHN -

n Sh

10

8 2

7 145K
567 847

| 127
128 128
6561
262144
4 30



2-8. Ketma-ketlikning limiti

Limit tushunchasi matematik analiz fanining muhim tushun
chalaridan biridir. Biz dastlab ketma-ketlikning limiti tushunchasi

bilan tanishib chigamiz.

1. Ketma-ketlikning qirgimi. Cheksiz kichik ketma-ketliklar.
{a} cheksiz ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Uning dastlabki N-1ta
hadini tashlab yuborishdan hosil bo'ladigan XN XNH, XN#2 ..
cheksiz sonli ketma-ketlik {x/¢ ketma-ketlikning N- girgimi deb

ataladi va {*« }=N ko'rinishda belgilanadi.
{x,;} ketma-ketlikning dastlabki bir nechta girgimlarini kel-

tiraylik:
X,, X2, X3, x4, X5, .. @ —-qirgim, {*,}=1);
X2, x3, x4, x5, ... (2-qirgim, {x,,}*“=2);

x3, x4, x5, ... (3-qirgim, {x,}“=3).

Agar barcha n > N natural sonlar uchun \xn\< e tengsizlik
bajarilsa, {x, y¥N qgirgim O ning e - atrofida yotadi deyiladi.

1-misol. x, =" ketma-ketlik berilgan. a = 0 sonning
e=0,01 —atrofi uchun {x}ketma-ketlikning shu atrofda yotadigan
biror girgimi mavjud yoki mavjud emasligini aniglaymiz.

Yechish. Bunday girgimning mavjud yoki mavjud emasligi
Ixj <0,01 tengsizlikning biror N natural sondan boshlab, barcha

natural sonlar uchun bajarilishi yoki bajarilmasligiga bog'ligdir.
Shu sababli, |xj <0,01 tengsizlikni n natural songa nisbatan

yechib olishimiz tabiiydir:
!x,|l<o,01, h <0,01 <:>n|< 0,01 <=>W> 100.

N= 101 sonini olamiz. U holda barcha n > 101 natural sonlari



I >cm;tk, & = 0 sonning e = 0,01 -atrofi uchun xXn m- ketma-
krtlikning shu atrofda yotadigan girgimi mavjud. Bunday qirgim

%tliitida, masalan, {*u}I'=t01 qirgimni olish mumkin. Bu qirgimdan

keyingi girgimlar ham shu atrofda yotishini eslatib o'tamiz.
Ma’lum bo'lishicha, a = 0 sonning ixtiyoriy e — atrofini olmay-

lik, x, =" ketma-ketlikning shu atrofga tegishli bo'ladigan biror

i/iri/fimi mavjud bo ‘ladi, ya hi ixtiyoriy 8> 0 son uchun shunday N
notural son mavjudki, barcha n > N natural sonlar uchun Xj <i
tengsizlik bajariladi.

2-misol. a = 0 sonning ixtiyoriy e-atrofi uchun Xxn =m

ketma-ketlikning shu atrofga tegishli bo'ladigan biror qirqimi
mavjudligini isbotlang.

Isbot. e — ixtiyoriy musbat son bo'lsin. |xj <e tengsizlikni n
natural songa nisbatan yechib olaylik:

N\ n e

I? dan katta biror natural son Mni, masalan, N =[1J+ 1 natural

sonni olamiz. U holda barcha n> N natural sonlar uchun

bo'ladi, ya'ni {xj ketma-ketlikning {x,}~=N qgirgimi o sonining
e —atrofida yotadi.

{<} ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar a = 0 nuqtaning ixtiyoriy
e —atrofi uchun, {xM ketma-ketlikning shu atrofda yotuvchi biror
{x,.}*=N girqimi mavjud bo'lsa, {x/} ketma-ketlik cheksiz kichik
ketma-ketlik deyiladi.

A 3 0 XN-1 X2

IH.lI-rasm.
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2-misoldan, Xn —— ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-
ketlik ekanligi kelib chigadi.

Cheksiz kichik ketma-ketlikning aniqglanishidan ko'rinadiki,
agar {xi ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik boba, n holda
o ning har ganday atrofini olmaylik, bu atrofda ketma-ketlikning
biror hadidan boshlab barcha hadlari yotadi (I11. 1-rasm).
Atrofdan tashgarida esa kopi bilan chekli sondagi hadlar golishi
mumkin.

Agar 0 nuqta atrofining radiusini kattalashtirib boraversak,
cheksiz kichik ketma-ketlikning hamma hadlari nolning biror
atrofiga tushib goladi. Bundan, cheksiz kichik ketma-ketlik chegara-
langan ketma-ketlikdir, degan xulosa kelib chigadi.

M ashqlar

3.19. Ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini
isbotlang:

* = - =0: = -

1) *,, 45 ; 2) xXn=0; 3) X, H‘"-4’
4) x" =all; 5) xn=~1L -; 6) Xn = -j— .
in- T+

3.20. Ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik emasligini
isbotlang.

n 1-2- 42— —¢ 2——¢ 2 —e . 2) {"—til .
20 T3 T4t 5 2n J*
3) Xn=n+1; 4) xn=1-n; 5) xn=n2-1.

3.21. Ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladimi:

1 =1-"; 2) jc,=1 +(-1)"; 3)x,=-1-;
" a -3
4) x»"T3N7; 5) '» =H)v +1?

2. Cheksiz kichik ketma-ketliklar haqidagi asosiy teoremalar.
Cheksiz kichik ketma-ketliklami grek alifbosi harflaridan foydalanib,



u, Gy , = kabi belgilash qulaydir. Cheksiz kichik ketma ketlikl.n
lingidagi teoremalarni shu belgilashlarda bayon etami/.

| -lcorema. an, @ ketma-ketliklar cheksiz kichik ketma
ketliklar bo ‘1sa, yn=ufl +(3; ketma-ketlik ham cheksiz kichik ketma
ketlik bo'ladi.

Isbot. e ixtiyoriy musbat son bo'lsin. o ning |-atrofini

ijaraymiz. ancheksiz kichik ketma-ketlik bo'lgani uchun shunday
N, natural son topiladiki, uning a \J hadidan boshlab barcha hadlari

garalayotgan atrofda yotadi, ya’ni barcha n> TV, lar uchun Ja, |<*

tengsizlik bajariladi. Xuddi shu kabi $ncheksiz kichik ketma-ketlik
bo'lgani uchun shunday N2 natural son topiladiki, uning @v,
hadidan boshlab barcha hadlari qaralayotgan atrofda yotadi, ya’ni
barcha n > N2 natural sonlar uchun JR|<f bo'ladi.

N, va N2 sonlaridan katta bo'lgan ixtiyoriy N natural sonni

olib, {«,}~=n va {P<}—=w girqgimlarni garaylik. Ularning har biri

0 sonining qgaralayotgan | - atrofida yotadi:

la,.1<l, (n>N); |P,.I<f, (n>N).

Shu sababli ketma-ketlikning {yA¥’=w qirgimi O sonining
r - atrofida yotadi:

IY«] = m h«]+|Pd < 2 +2__€' (bu Yercla n_N e

Demak, ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday N natural son
mavjudki, barcha n> N natural sonlarda Yy,, <e tengsizlik o'rinli,
ya’'ni yricheksiz kichik ketma-ketlik.

2 -teorema. {}chegaralangan ketma-ketlik, an esa cheksiz
kichik ketma-ketlik bo'lsa, yn=xn mn ketma-ketlik cheksiz kichik
ketma-ketlik bo ‘ladi.

Isbot. {m}ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik bo'lgani
uchun, shunday M> 0 son mavjudki, barcha n natural sonlar
uchun

Wi \<M
tengsizlik bajariladi.
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e ixtiyoriy musbat son bo’lsin. 0 sonining — -atrofini olamiz.

an cheksiz kichik bo'lgani uchun, shunday TV natural son
mavjudki, uning a*hadidan boshlab barcha hadlari olingan atrofda

yotadi, ya'ni barcha n>Tvda |x,] < —jj bo'ladi.

{Y<}—=W qirginini garaymiz. n> TVlarda
M=K mMN\=N[N\anX M mjlL=¢e

bo'lgani uchun, bu qirgim 0 sonining £ —atrofida yotadi. Demak,
yncheksiz kichik ketma-ketlik.

3-teorema. Agar an @( ketma-ketliklar cheksiz kichik
ketma-ketliklar bo'lsa, an - PA ketma-ketlik ham cheksiz kichik
ketma-ketlik bo 'ladi.

Isbot. xXn= -\ chegaralangan ketma-ketlik, (3 esa cheksiz
kichik ketma-ketlik bo'lgani uchun {x, (3} ketma-ketlik cheksiz
kichik ketma-ketlikdir (2-teorema). Shu sababli,

Y,=a, -P,=a, +(-1)m =a, +xnm,

ketma-ketlik cheksiz kichikdir (1-teorema).
Isbotlangan teoremalardan quyidagi natijalar kelib chigadi.

1-natija. Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklarning
algebraik yig‘indisi ham cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi
(Isbotlang).

2 -natija. Cheksizkichik ketma-ketliklarning ko paytmasi ham
cheksiz kichik ketma-ketlikdir.

3-natija . afl cheksiz kichik ketmo-ketlik bo'lsa, ¢ man (c =

=const) va ok (K - natural son) ketma-ketliklar ham cheksiz
kichik ketma-ketlik bo'ladi.

3.22. Cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladigan bir nechta ketma-
ketlik tuzing.

3.23. Ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini
isbotlang:



N24. xn= ketma-ketlikni o zgarmas son bilan chcksi/
Hi Ink ketma-ketlikning yig'indisi ko'rinishida tasvirlang.

C Cheksiz katta ketma-ketliklar. {@} ketma-ketlik berilgan
bo'lsin. Agar ixtiyoriy £> 0 son uchun, unga bog'lig bo'lgan
shunday bir N= N(E) natural son topilib, barcha n > N natural
sonlarda XNk E tengsizlik bajarilsa, {M}ketma-ketlik cheksiz katta
ketma-ketlik deyiladi.

I-misol. XxXn=n2 ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik
bo'lishligini isbotlaymiz.

Isbot. £ ixtiyoriy musbat son bo'lsin. |gfr]= n2 =n2> E teng-
si/likni natural son n ga nisbatan yechib, n>J}E ni olamiz.

N=[+/£]+1 sonni qaraylik. U holda barcha n > N natural sonlar
uchun

\=n2 > N2 =([>/£] +If + :(Af -

ya'ni |x,|> E tengsizlik bajariladi. Demak, Xn- n2 ketma-ketlik
cheksiz katta ketma-ketlik.

Cheksiz katta ketma-ketlikning aniqlanishidan ko'rinadiki, agar
{V(} cheksiz katta ketma-ketlik bo'lsa, u holda nolning liar ganday
atrofmi olmaylik, {xfi} ketma-ketlikning biror XNhadidan boshlab

barcha hadlari shu atrofdan tashqarida yotadi.
Cheksiz katta ketma-ketlik bilan cheksiz kichik ketma-ketlik
orasidagi munosabatni ifodalovchi teoremani isbotlaymiz.

Teorema. a) Agar {w} ketma-ketlik cheksiz katta ketma-

ketlik bo'lib, x ®0 (n =1, 2, 3, ...) bo'lsa, yn =— ketma-ketlik
cheksiz kichik ketma-ketlik bo ‘ladi.



b) £ 'm ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo'lib, yn®o

(n=1 2, 3, ..) boisa, xn =— ketma-ketlik cheksiz katta ketma-
ketlik bo adi. "

Isbot. a) e — ixtiyoriy musbat son, {Xn} esa cheksiz katta
ketma-ketlik bo'lsin. Nolning j -atrofini olamiz. {@} ketma-ketlik
cheksiz katta ketma-ketlik bo'lgani uchun shunday N =
natural son topiladiki, barcha n > N natural sonlar uchun
Xn =P j >-, ya'ni yn|< e tengsizlik bajariladi.

Demak, ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday N natural son
topiladiki, barcha n > N lar uchun |j,,]<e bo’ladi. Bu esa {yn}
ning cheksiz kichikligini bildiradi.

b) E —ixtiyoriy musbat son, {yn} esa cheksiz kichik ketma-
ketlik bo'lsin. {y} ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo'lgani

uchun >0 songa bog'lig bo'lgan shunday N = natural

son topiladiki, barcha n > N natural sonlarda W, )—01i< 7\j yoki

] > E tengsizlik bajariladi. Bu esa {pa}ketma-ketlikning cheksiz
katta ketma-ketlik ekanini bildiradi.

2-misol. X, =— >0 (buyerda a>0) ketma-ketlik cheksiz
rP(

kichik ketma-ketlik ekanligini isbotlaymiz.

Isbot. yn=na (a > 0) ketma-ketlikning cheksiz katta ketma-
ketlik ekanligini isbotlaymiz. E ixtiyoriy musbat son bo'lsin.

Iv..] = na > E tengsizlikdan n>Eu ni topamiz. N = Ea +1 deb

olsak, barcha n > N larda

\a i \a (1N
WN\=na>Na= Ea +1 Ea +\Ea Ea

tengsizlik bajariladi. Demak, {yn\cheksiz katta ketma-ketlik. U



holda isbotlangan teoremaga ko'ra X,, = — ketma-ketlik cheksiz
kichik kctma-ketlikdir.

Cheksiz katta ketma-ketlikning aniglanishidan uning
chegaralanmaganligi kelib chigadi. Chegaralanmagan ketma-ketlik
cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lishi shart emas. Masalan, I, 0, 2,
0 3 0 40,5 0, 6, 0, 7, ... ketma-ketlik chegaralanmagan
ketma-ketlik boMib, u cheksiz katta ketma-ketlik bo‘la olmaydi.

{/} ketma-ketlikning cheksiz katta ketma-ketlik ekanligini
X —>°0 ko'rinishida belgilaymiz.

Agar {X }cheksiz katta ketma-ketlikning biror hadidan boshlab
barcha hadlari musbat (manfiy) bo‘lsa, buni (mos ravishda
y —>-«j) ko‘rinishda belgilaymiz.

1-misolda va 2-misolda garalgan {x } ketma-ketliklar uchun
X = +00 munosabat bajariladi. Xn - -n ketma-ketlik uchun esa
Xfi— @ munosabatga ega bo'lamiz.

7 = (-1)" «n ketma-ketlik uchun zn-"*°° bo'lib, zn" +°°,
z —-0® laming hech biri o‘rinli emas.

Mashqglar

3.25. Ketma-ketlikning cheksiz katta ketma-ketlik ekanligini
isbotlang:

1) Xn=n2+ 1;

3) Xn-3n - 4;

3.26. Ketma-ketlik +°°, <= va « lardan qaysi biriga intiladi:

1) Xn=1- n2\ 2) Xn= n2+3n + 1;
3) m,= (-1V'/j3 4) x, =1 7?

4, Ketma-ketlikning limiti. {3/} ketma-ketlik va a hagiqiy son
berilgan bo'lsin. Agar an=xn-a ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-
ketlik bo‘lsa, a son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va

lim xn =a ko'rinishida belgilanadi.

1-miso1. lim = 2 ekanligini isbotlaymiz.

n-)oo n
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Isbot. a,, = -2 = - ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-

ketlikdir (garang, 1-band). Ta’rifga ko'ra ﬁ_r;;o"T =2

1-teorema. lim x,, =a bo‘sa, 1 holda {x \ketma-

ketlik a son bilan cheksiz kichik ketma-ketlikning yig'indisi
ko'rinishida tasvirlanadi va aksincha, agar xn ketma-ketlikni 1
soni bilan cheksiz ketma-ketlikningyig'indisi ko'rinishida tasvirlash
mumkin bofsa, v holda /Ili_r)gox,, =a bo'ladi.

Isbot. Ilim x,, =a bo'lsin. U holda a =x -a ketma-ketlik

[7— >00

cheksiz kichik ketma-ketlikdir. a/ =xn- a tenglikdan xXn=a +an
tenglikni hosil gilamiz. Demak, agar lim Xn =a bo'lsa, {xj
N—>00 n

ketma-ketlikni a son bilan cheksiz kichik ketma-ketlikning yig'indisi
ko'rinishida tasvirlash mumkin.

Endi xn=a +anbo'lsin, bu yerda an— cheksiz kichik ketma-
ketlik. U holda an=Xn-a tenglikka ega bo'lamiz. Ketma-ketlik

limitining ta’rifiga ko'ra lim Xn =a tenglik o'rinlidir.

1-natija. or ketma-ketlik cheksiz kichikibo isa, lim an=o0
bo'ladi.

2-natija. O'zgarmas ketma-ketlikning limiti o'ziga teng:
lima=a.
)

Isbot. a=a +0 bo'lgani uchun 1-teoremagako'ra, H[Q“O =a.

2-miso1. lim = -mekanini isbotlang.

Isbot. ="+ tenglikka egamiz. a,, =y " ketma-ketlik

o'zgarmas son bilan cheksiz kichik ketma-ketlikning ko'paytmasi
sifatida cheksiz kichik ketma-ketlikdir. Shu sababli isbotlangan 1-

teoremaga ko'ra r!im - ! tenglik o'rinlidir.
- ]

2-teorema. Agar {vj ketma-ketlik limitga ega bo'lsa, bu
limit yagonadir.



X, (n> V)

X, X, af£ a a+2 X,
111.2-rasm.

Isbot. |l|'_r>r<1nxn=a’ /I7|_n>gox,, =b bo'lsin. I-teorcmag;i ko'ra

Xn=a +an (an —cheksiz kichik ketma-ketlik), xn="b + (A (]i/
cheksiz kichik ketma-ketlik) tengliklar o’rinli.

Bulardan, 0 = xn- xn=a - b + (an - Pa) tenglikka ega
bo'lamiz. aa-P,, ketma-ketlik cheksiz kichikdir. 1-teoremaga ko'ra

oxirgi tenglikdan r“Lm 0 = a - b munosabatni hosil gilamiz. 2-natijaga
>0

ko'ra a-b=o0, yania=h

3-teorema. Agar ketma-ketlik limitga ega bo ‘Isa, n holda n
chegaralangan ketma-ketlik bo'ladi.

Isbot. lim xn =a bo'lsin. U holda e = 1 son uchun shunday

n —=00

N natural son topiladiki, barcha n > N lar uchun |x,]-]ql<
< Ix, a\\ yoki WX 1+ | tengsizlik bajariladi.

Ixl. Pe1 <= w4l sonlarning eng kattasini m bilan, I+]a] va
m sonlarning eng kattasini esa M bilan belgilaymiz. U holda
quyidagilarga ega bo'lamiz:
Mi<m< M,

pei</?/< M.

X il <m<M,
Xl<1+H< M (n> N).
Demak, barcha n natural sonlar uchun |x,] < M tengsizlik
bajariladi, ya’ni {/(} chegaralangan ketma-ketlikdir.
a,,=Xn — a ketma-ketlikning cheksiz kichik bo'lishligi ta’rifini
yozib, ketma-ketlik limiti ta’rilining boshgacha ko'rinishiga kelamiz:
Agar ixtiyoriy e > 0 son uchun, shunday bir N = N(E) natural
son topilib, barcha n> N natural sonlarda YW1 -a\<z tengsizlik
bajarilsa, o son P \ketma-ketlikning limiti deyiladi.



Ix, —a\<t tengsizlikni a - r <xn < a +e ko‘rinishda yozib

olish mumkin. Bu yerdan ko'rinadiki, agar lim Xn =a bo'lsa, a
n_

ning ixtiyoriy e-atrofini olmaylik, {m} ketma-ketlikning biror XN
hadidan boshlab barcha hadlari shu atrofda yotadi (111.2-rasm).

M ashqglar

3.27. Ketma-ketlikni o'zgarmas son bilan cheksiz kichik ketma-
ketlikning yig'indisi shaklida tasvirlang va limitini toping:

I) X,,_ ni; ’ I) K J '
3> X' =2t t 4) (nz +\)(ni -\

3.28. Isbotlang:

1) lim AP =i 2) lim 371
n— 4 #H 17—

3) lim =1 4) IimMTr—=1-
’;— ' [T—00 2/7+ 1 2

5) "!jm ifr =2; 6) lim M ~1)” =0 ;
7 lim =0; 8 lim-2" - =-j
) n—>°°yl}]) ) /1500 2/7 +3 2

5. Limitlar hagida asosiy teoremalar. Oldingi bandlarda ketma-

ketlikning limitini hisoblash hagidagi masala ochiq golgan edi. Endi
shu masalaga gaytamiz.

l-teorema. Agar lim xn=a, limyn=b bo'lsa, nholda
n -

17—

{x +y } ketma-ketlik ham limitga ega va IJIi’\I:)no (X,, +yn) =
=a+b= Jim n, + lim yn tenglik O rinli.

Isbot. lim xn=a, lim j’, =b bo'lgani uchun a, =x,, -a va

N—>°° A0 n n

$,,=yn-b ketma-ketliklar cheksiz kichik ketma-ketlikdir. U holda
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rheksiz kichik anva (h ketma-ketliklarning yig'indisi sifatida y,,—
(M(+yn)-(a +b) ketma-ketlik ham cheksiz kichik ketma-ketlikdir.

Shu sababli,
lim (xn +yn) —a+b= lim xn + lim vy,, .
( yn) di,, Y

2-teorema. Agar lim x, =a, fIim yn=b bo'lsa, 1 liolda
e

ft—>o00

M.} ketma-ketlik limitga ega va 1j[i_m>m(x,,yn)=ab

n A Y* tenglik bajariladi.
Isbot. I|m Xn —a, lim yn=>b bo'lgani uchun a =X -a va
ft—>0 ft—>00

M=yn-b ketma-ketliklar cheksiz kichik ketma-ketliklardir. Shu
sababli cheksiz kichik ketma-ketliklar yig'indisi bo'lgan xlyll-ab=
afin+ban+a $ n ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlikdir.

Demak,
I|m (Xnyn) ab = I|m xn mim yn.

ft— > — >00 ft—>o0

3-teorema. Agar lim xn-a, I|m yn=b bofib, bg O

ft—>o00 — >00

bo‘lsa, n holda j~-j ketma-ketlik n ning biror giymatidan boshlab
mahoga ega va lim — =7 bo'ladi.
«—>00 Y1 "

Bu teoremaning isboti oldingi teoremalarning isbotiga qaraganda
giyinroq bo‘lgani uchun uni keltirmaymiz, lekin limitlarni
hisoblash jarayonida undan keng foydalanamiz.

Keltirilgan teoremalardan quyidagi natijalar kelib chigadi.

1-natija. lim (Xn-yn)= lim X, = lim yn.
ft— >o00 ft—>o0 ft—>o0

2 -natija. lim (cxn)=c- lim xn, (C =const).
ft—>o0° /7—»°0

3-natija. lim (x, )k = I |im Xn?‘, (k = natural son).

4-teorema. Agar X <y <2z bo'lib, I|m Xn=1lmz,=a

//—>00

bo'lsa, lim yn =a bo'ladi.
ft—=°



Isbot. |lim yn-a va lim zn=a bo'lgani uchun x,=a +a,

Z,=a+$,, tengliklar bajariladi, bu yerda an, (3V— cheksiz kichik
ketma-ketliklardir. Shu sababli, a +an<yn<a+ yoki an<yn-
—a< @ntengsizlik o'rinlidir.

e ixtiyoriy musbat son bo'lsin. ancheksiz kichik ketma-ketlik
bo'lgani uchun shunday A, natural son topiladiki, barcha n > TV
natural sonlar uchun tengsizlik bajariladi.

(3n cheksiz kichik ketma-ketlik bo'lgani uchun shunday N2
natural son topiladiki, barcha n > N2natural sonlar uchun P, <e
tengsizlik bajariladi.

N, va N2natural sonlardan katta bo'lgan N natural son olaylik.
U holda barcha n > N lar uchun an>-e, (3 < e tengsizliklar bir
vagtda bajariladi. Aynan shu n > N lar uchun -e <an<yn-a <
< N < e tengsizlikka ega bo'lamiz. Demak, ixtiyoriy e > 0 son
uchun, shunday N natural son topiladiki, barcha n > N lar uchun
-e <yn- a<eyoki baribir W1 - 8\< e tengsizlik bajariladi. Bu esa
Ij.j_@myn — a ekanligini tasdiglaydi.

1-misol. Ilim 2" — 1 ni hisoblang.
a—>"° 3n -5/1+4

Yechish. Keltirilgan teoremalardan va natijalardan foydalana-
miz:

2+1--L lim 24 -J-
* +334 A N G20 n ,2
Him an = lim — = 2=
n—>° 3N -5«+4  1->°° 3-—+— jm
n 2 lim 3-1+4
bid /1—>00 n ,2
lim 2+ lim -- lim AO- 2+3 lim -- lim A-
_ 7—>00 M->0ca /7—00 " a—gd1 M=>°yf 2+30-0 2
lim 3- lim 1+ lim 4 3-5 lim —+4 lim — 3-5 0+4-0 3

MN—>o00 n—>o00M fl—>0072 /7-->00 /7 /7—>00 "2
2-misol. r!im (N\JH1-yfn) ni hisoblaymiz.

Yechish. hm (Ve Tonymy = 1im CETENEAOIIRIAN)
M—>00 NH\\In
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0 =0.
s1+0+1

3-misol. Jig (« +2"~+3/r +o0 =
f
=1j nb +/\+ +—  — -0
2o 7 b))

4-misol lim " =0, (9 K2 ekanini isbotlaymiz.

Isbot. PJ=y-L boisin, bu yerda a >0. Xn =0, yn ="NN,

v, = ketma-ketliklarni garaymiz. Ular uchun Xn<yn< zn
tengsizlik o'rinlidir. Hagigatan ham,

o<bl"=zZ—L— = _ <—)} =7
(1+a)" 1+ra—i(rmsbat go'sh) 1+m n-

lim xXn = lim zn =0 bo'lgani uchun lim JgM™\=o.

H—>o00 Yl—>co N —>o00

Demak, ixtiyoriy e> 0 son uchun shunday N= /Me) natural

son topiladiki, bl" = gn <e tengsizlik bajariladi. Buesa lim gn =0
1 M—>o00

ekanligini bildiradi.
M ashglar

3.29. {an}va {*} ketma-ketliklar uchun Jaj < |bn\?=1,2,3,...)
va lim bn =0 bo'lsin. U holda lim a, =0 bo'lishini isbotlang.

fl—>00 // ->o00

3.30. Limitni hisoblang:

1) iim W - 2) lim "3-3"2+2 .
’ N— 394 -5n3+8

3) lim («5 -21n2 +3//-4); 4) lim "7om"

17—»°° wW— 2t —2/7+1



5) lim (Va2 +1-V/r"T); 6) lim Ul- 4
> n— 5n -n

N lin T TES 9 AUBABs

3.31. Ketma-ketlikning limitini toping:

» ""=T7TS7te-<N<I>UN<»;
nJl+3+5+...+(2/bMN
2) NN - _|1 - ;
2/ +//+1
3) h=wng +5" ; 4) 7 - ¥-x2" m
C\ . - [ /a0 14243+ ..+/?
A m7iA . 6) Yy ————- 7.

3.32. Limitlarni toping.

2« -1
imln +T3+- +( " | : 2> lim
2«+ 1
3) lim(llIn+2 - \in) ; 4) lim (\Ue +3n -ZJn-3).
H-*00 A—>00

6. Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teorema. Matema-
tik analizning niuhim teoremalaridan birini keltiramiz.

Veyershtrass teoremasi. Agar kamaymaydigan
(o'smaydigan) {«/(+ ketma—ketlik yuqoridan (quyidan) chegaralangan
bo Isa, nholda bu ketma-ketlik limitga ega bo 'ladi.

Bu teorema oliy matematika kursida isbotlanadi. Biz bu teore-
maning tatbigiga doir ayrim misollar garash bilan chegarala-
namiz.
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I-misol. vy, = +") ketma-ketlikning limiti mayjudligin
ko'rsatamiz. Shu magsadda xn = {I +t\_H ketma-ketlikni garay
miz. Xn ketma-ketlik quyidan chegaralangan kctina kctlikdn

Xn> 0. Uning o‘smaydigan ketma-ketlik ekanligi I-<j, .1 band,
4-misolda ko‘rsatilgan.

Veyershtrass teoremasiga ko‘ra {} ketma-ketlik limitga ega:

lim 1+L
li + f = . — =1 | +
'm(D ' %U;quﬂ lim |+. «_'Q*>( ')
fsa\ ft

tenglikdan, fltl_rgDQ+Ft% limitning ham mavjudligi kelib chigadi.

Bu limit e harfi orqgali belgilanadi:

f{l_n;éo\(/l+?t?] =e, (e =2,71828), (D

(e = 2,7182818284...).

e son irratsional son ekanligi, shuningdek, uning hech bir
butun koeffitsiyentli algebraik tenglamaning ildizi bo‘la olmasligi,
ya’'ni transsentdent son ekanligi isbotlangan. (1) limit ko'pgina
matematik tadgigotlarning asosida yotuvchi ajoyib limitlarning
biridir. @ son matematikada alohida ahamiyatga egadir. Bunga siz
oliy matematika bilan shug‘ullanganingizda ishonch hosil gilasiz.

2 -miso 1l Mamlakat aholisi yiliga 2 % o'sadi. 100 yilda mamla-
kat aholisi necha marta ortadi?

Yechish. Abilan mamlakat aholisining dastlabki sonini belgi-

lasak, bir yildan keyin aholi soni A+(w, ) «2=(I+ +A gateng
boiadi. Ikki yildan keyin aholi soni A'(l+ 50/ ga, yuz yildan

I N
keyin esa ~ ( 1+510) ® ga ten8 bo'ladi, ya’ni yuz yildan keyin

o/ aNg G v .
aholi soni /1 -1 +">) - martaortadi.
'j[ \}+— —e ekanligini e’tiborga olib, @ M=o ~c deb

hisoblashimiz mumkin. Demak, mamlakat aholisi soni yuz yildan
keyin taxminan e2= 7,89 marta ortadi.



M ashqiar

3.33. an=\Jl +\R+sjl +... +sji ketma-ketlikning limitin
N ta ildiz
toping.
3.34. Rekurrent usulda berilgan ketma-ketlikning limitga egc
ekanligini isbotlang va limitini toping:

» a<s4 "’ 2» 4 —

3.35. Ketma-ketlik n —hadining formulasini toping va shu ketma-
ketlikning limitini hisoblang:
- a.+1
1) a\=3, “n\ = — ' (""r2) ;

2) @ =1, « =1- an=%a,,_Xx-\a,_2, (n> 3).
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Ilv BO It
FUNKSs
Waning limiti va

N Quksizligi

I-8. Funksiya
n,ng limiti
I. Funksiyaning nugtadagi bjr
tomonlama limiti.
- r X" 1 bo'lsa.

X, agar a-> | bo ‘ica funksiya berilgan
bo'lsin. Bu funksiyaning giym ’
grafigini (IV.l-rasm) yasaymi?. ar jadvalini tuzamiz va uning

X (0] 0.5 0.6 0,7 0.8

1
y 1,5 0,75 0,66 0.59 0,54 1,1 1,2 1.3 15 2 3

o ) 05 19 18 17 15 1 0
Jadval va grafikni kuzatib, X a

lashganda funksiyaning giymatir*Urnent * son>Ea chapdan yaqin-
yaginlashganda esa 2 sonidan aF * son'dan, o‘ng tomondan
lasdiglash mumkin. Islalgancha kam farq qiladi deb
0,5 soni berilgan y=f(x) fu
limiti, 2 soni esa berilgan y = J*siyaning X= 1 nuqtadagi chap
o'ng limiti deyiladi. (mh) funksiyaning X = 1 nuqtadagi
Funksiya chap va o‘ng limjn.
beramiz. Dastlab, chap limit t;jv |[n'n8 Qat’iy matematik ta’rifini
y =f(x) funksiya Va x =a nill rfini keltiraylik.
ip () SIM WRIhWh A dRiM Ikiihik IO>]? 'k er>lgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy
shunday bir N hagigiy son {&Mj:ln
N va a sonlar orasida yotuvchj ~ '
cha vlar uchun (N<x<a) |[/(\} &~
<e tengsizlik bajarilsa, beR s ~
f(x) funksiyaning x=a nuqt™ *
(yoki x— dagi) chap limiti deyjj »
Funksiyaning x->0 dagi c h ~ 1
miti lim f(x) =b ko‘rin;,
X—=>a-0 "

shda

143



belgilanadi. x-»5 - 0 belgisi x ning a ga chapdan intilishini, ya’ni X
argument a ga a dan kichik bo'lib intilishini bildiradi.

Yugorida keltirilgan misoldan, lim fix) =0,5 ekanligi kelib
chigadi.

Funksiyaning X—>a dagi o'ng limiti tushunchasi ham x->« dagi
chap limiti tushunchasi kabi ta’riflanadi.

Agar e >0 son uchun a dan katta bo‘lgan shunday M hagiqgiy
son topilib, a va M sonlar orasida yotuvchi barcha X lar (a <X <
< M) uchun Fix) - b ] < e tengsizlik bajarilsa, b son y =/(x)
funksiyaning X = a nuqtadagi (yoki x->o0 dagi) 0'ng limiti deyiladi

va lim /(x) =b ko'rinishda belgilanadi.
X-10+0

Yuqorida garalgan misoldan lim fix) 2 gaegabo'lamiz.

x -m +0

Funksiyaning xX-"a dagi chap limitining geometrik ma’nosi
quyidagicha:

bar ganday e > 0 son uchun a dan kichik shunday N son
topiladiki, //va o sonlari orasida yotuvchi barcha x lar uchun
funksiyaning grafigi y = b- evay =b +£ to'g'ri chiziglar bilan
chegaralangan yolakda yotadi (IV.2-a rasm).

Agar / (x) funksiyaning x->a dagi o'ng limiti b songa teng
bo'lsa, u holda uning geometrik ma'nosi quyidagicha bo'ladi:

liar ganday s > 0 son uchun ¥ dan katta shunday M son
topiladiki, a va M sonlar orasida joylashgan barcha x lar uchun
funksiyaning grafigi y = b- e\ay =b +e to'g'ri chiziglar bilan
chegaralangan yo'lakda yotadi (IV.2-b rasm).

j y=f
77
/
b ! n(7y/(ﬂ>’\}
_g ! AL ITIA ST
' 1
1
0 a M }
b)

1Y.2-rasm.
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1V.3-rasm. 1V.4-rasm.
Funksiyaning X=a nuqtadagi chap va o‘ng limitlari uning slui
nugtadagi bir tomonlama limitlari deyiladi.

I-misol. lim (x +1) = 3 ekanligini isbotlang.
X=>2-0

Isbot. g ixtiyoriy musbat son va x < 2 bo'lsin. U holda
V() -3]=lic+1—=3]=]ljc —2 |=2 —jc<e bo'lishi uchun 2 —-e<
» v<2 bo'lishi yetarlidir. Demak, ta’rifdagi N son sifatida 2- e sonni
voki 2 —e dan katta, lekin 2 dan kichik bo'lgan har ganday sonni

olish mumkin. Buesa lim (X +1) =3 ekanligini ko'rsatadi (IV.3-
X—2-0

rasm).

2-miso1. lim Jx =1 ekanligini isbotlaymiz.
X140

Isbot. s ixtiyoriy musbat son va x> 1bo'lsin. U holda
x-I -1
et sfrH 2
tengsizlik bajariladi. Bu yerdan ko'rinadiki, [f{X) —1 |<e bo'lishi
uchun <s va X > | bo'lishi, ya’ni 1 <x < 2e+ 1 bo'lishi
yetarlidir. Demak, ta’'rifdagi M son sifatida (1; 2e+ 1) oraligdagi
har ganday sonni olish mumkin. Bu esa Hm Vx =1 ekanligini

ko'rsatadi (IV.4-rasm). * A 1+0
i} f-2x + < 1bo'l C oL
3-misol. ll(x)\: L 3, agar X bo'lsa, funksiyaning

[3x-5, agar x > 1 bo'lsa
Xx-~1 dagi bir tomonlama limitlarini topamiz.
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Y, Yechish. x< 1 boisin. U holda,
N f(x) = -2x+3. Demak, Ilim f(x)—~

= lim (-2x +3) =—2-1+3=1
X-=>1-0

Agar x > 1bo'lsa, /(x) = 3x- 5 bo'lib,

(IV.5-rasm).
IV.6-rasmda y =i funksiyaning grafigi

iv.5-rasm tasvirlangan. Grafikni kuzatib, x argument
0 soniga chapdan
ganda funksiya giymatlari -oo ga (mos ravishda +oo ga) yaqinla-

shadi deb tasdiglash mumkin: _lim - = -oo lim — = +o0.
*->0-0 * n->0-0

Cheksiz chap limit va cheksiz o'ng limit tushunchalarining
gat'iy matematik ta'rifmi keltiramiz.

Agar ixtiyoriy E< 0 (£”>0) haqigiy son uchun shunday N <a
hagigiy son topilib. barcha xe(/V; a) lar uchun /(x) < E (mos
ravishda, /(x) > E) tengsizlik bajarilsa,/(x) funksiyaning a nugtadagi
chap limiti -oo (mos ravishda +oc) ga teng deyiladi va

lim /(x) =-x (mos ravishda Ilim /(x) =+pga) ko'rinishda
x->a-0 X-">a-0
belgilanadi.

Agar ixtiyoriy £<0 (£>0) haqgiqgiy son uchun, shunday M < a
hagigiy son topilib, barcha xe(o; M) lar uchun/ (x) < E (mos

ravishda/ (x) > E) tengsizlik bajarilsa,

Y. / (X) funksiya ning a nugtadagi o'ng
limiti -oo (Mos ravishda +o0) ga teng
deyiladi va lim /(X) =-0o0 (mMos

Tar O X ravishda, lim /(x) =+o00) ko'ri-

xX->a+0

nishda belgilanadi.
4-misol. hm * =_o0 tenglikni

IV.6-rasm. isbotlang.
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Isbot. E ixtiyoriy manfiy son va * <o b(Z|sin. U holda
/(n)=i< £ tengsizlik *<x <0 tengsizlikka tcng knchlidir. Bu

yerdan ko'rinadiki, ta'rifda so'z borgan N son sifatida (—; ()
oraligdagi har ganday sonni olish mumkin.

5-miso 1L I;\r(? - = +>° tenglikni isbotlang
Isbot. E ixtiyoriy musbat son va * > 0 bo'lsin U holda
/ (X) =->£ tengsizlik 0 < x <~ tengsizlikka teng kuchlidir. Bu

verdan ko'rinadiki, ta’rifda so'z borgan M son sifatida (0; -M
oraligdagi har ganday sonni olish mumkin.

Hagigatan ham, A/e (O; y) bo'lsin. U holda, barcha

ve©; M) lar uchun f(x) =i * \ =E tengsizlik bajariladi.
Demak, Ilim - =+m.
X=>0+0 X
M ashqglar
4.1. lim f(x) =b ekanligini isbotlang, bunda-
X=»a -+
N/(x) =AX-2, a=1 b=2 2)/(x) = a=gq, b=0;
3)/(x) =Vx, 0=9, b=3; 4)/(x) =x2- ZNa=\b=0
4.2. lim f{x) = b ekanligini isbotlang, bunda-
X->a-0
4 X2 —I agar X>a bo Isa,
1) /(*) = «=2 b=3

[x+1, agar X <a bho Isa

r/ \ (x2—, agar x <a bo'lsa,
2) /(*) = o=2, b=1.
[x+I, agar X >a bo Isa,

4.3.f{x) funksiyaning x= a nuqtadagi bir tomonlama limitlarini
toping:

[Vx agar X > a bo'lsa,
l) /( ) = 0=4

[x +4, agar x <o bo'lsa,



2. Funksiyaning nuqtadagi limiti./(x) =X- 2funksiyaning x= 2
nuqtadagi bir tomonlama limitini hisoblaymiz:

lim /(x) = lim (x-2)=2-2 =o0;
X->2-0 Xx->2-0
lim /(x) = lim (x-2)=2-2 =o0.
X->2+0 X->2+0
Bu yerda lim /(x) = lim fix) ekanini ko'ramiz.
X->2-0 jc—»2+0

Agar lim /(x) = lim f(x) =b bo'lsa, bson/ (x) funk-
X-"a-0 X—>a+0

siyaning x->a dagi limiti deyiladi va )I(i_n/gaf(x) =b ko'rinishda
belgilanadi.

Shunday qilib, agar ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday M va
N sonlar topilib (bunda N <a < A/), ('V; M) oraligda yotuvchi
barcha x lar uchun (a nugta bundan mustasno bo'lishi mumkin)
[/(x) - b | < etengsizlik bajarilsa, beR son y =/(x) funksiyaning
x— dagi limiti deyiladi.

1-misol. lim(x2 +2)=2 ekanini isbotlang.

Isbot. Ilim (x2+2)=02+2=2va lim (x2+2)=02+2=2
x->0-0 *~>0+0

bo'lgani uchun lim(x2 +2)=2.

2-miso 1. lim N =2 ekanligini isbotlang.
Y—>4
Isbot. t ixtiyoriy musbat son bo'lsin. x> 0 bo'lgani uchun,

|/(X)-2]= Vx-2 = <Jgl<M < | x_4]
\[x+2
tengsizlik o'rinli. Demak, [ (X) —2 <ebo'lishi uchun |x -4 <eva
X >0 bo'lishi, yani 4-e<x<4 +e, x >0 bo'lishi yetarli. Bu
yerdan ko'rinadiki, ta’rifdagi N son sifatida (4 - ; 4) oraliqdagi
liar ganday musbat sonni, M son sifatida esa (4; 4 +e) oralig-



IV.7- rasm. IV.8- rasm.

dagi har ganday sonni olish mumkin. Bu esa lim Vx = 2 ekanligini
X—>4
bildiradi (IV.7-rasm).

a nugtani o‘z ichiga olgan har ganday ochig oraligni uning
dirofi deb ataymiz. (a - 8; a +5) oralig (bu yerda 5> 0) a nugtaning
o - citrofi, 8 >0 son esa atrofning radiusi deb ataladi.

Agar b son y =f (x) funksiyaning x-»tf dagi limiti boisa, u
holda \f(X) - B\.<s tengsizlik a nugta biror atrofming barcha
nugtalari uchun (a nugta bundan mustasno bo'lishi mumkin)
bajarilishini ko'rish givin emas. lim f(x) =b ning geometrik

X-*a
ma’nosi 1V.s-rasmdan ko'rinib turibdi:

3-misol. [0; 4] kesmada quyidagicha aniglangan y =/(x)
funksiyani qaraymiz:

jX -1, agar 0 < x <3 bo'lsa,
[3- %, agar 3<x <4 bo'lsa.

Bu funksiyaning grafigi 1V.9-rasmda tasvirlangan.

lim /(x)
>3-0 X->3-0
lim (3-x) =3-()=3
X->3+0

tengliklardan ko'rinadiki, Iim3/(x)
X —
limit mavjud emas.
Endi funksiyaning nuqtadagi

cheksiz limitini garaymiz. Agar
y =f(Xx) funksiyaning X = a nug-



lim /7 (x) = -y-

(6] Mo
lim f(x) = +0

a) b)
1V. 10- rasm.

tadagi chap limiti ham, o'ng limiti ham +oo0 (-oc) ga teng bo'lsa,
fix) funksiyaning x = a nuqtadagi limiti +00 (mos ravishda -00) ga

teng deyiladi va lim/(x) =+ (mos ravishda lim f(x) =-00)
ko'rinishda belgilanadi (IV. 10-rasm).
Agar xlim fix) =+co bo'lsa, ixtiyoriy £>0 son uchun shunday

Y a) va (a\ M) intervallar topiladiki, bu intervallardagi barcha n
lar uchunfix) > £ tengsizlik bajariladi.

Agar lim /(x) = -co bo'lsa, ixtiyoriy £<0 son uchun shunday

(V; a) va ia\ M) intervallar topiladiki, bu intervaldagi barcha n
lar uchun fix) < e tengsizlik bajariladi.

4-misol lim 2~ =+00 ekanligini isbotlang.
X-*0 M

Isbot. £ ixtiyoriy musbat son va x ¢ O bo'lsin. U holda

-j? <x <0,
tengsizliklar sistemasiga

teng kuchlidir. Bu yerdan ko'rinadiki, ta’rifda so'z borgan N son
sifatida oj oraliqdagi, M son sifatida esa (O; oraligdagi

har ganday sonni olish mumkin. U holda (N\ ™M) oraligdagi
barcha x* 0 sonlar uchuntix) > e tengsizlik bajariladi. Demak,
lim 27 = . 4.

X->0 U
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Agar )I(l_r/r\waf(x) =+ yoki )I(/l\rga/(x) =-00 bo'lsa, / (x)
lunksiya X = a nuqtada (x-»a da) aniq ishorali cheksiz limitga ega
deyiladi.

Agar f(x) funksiyaning X = a nuqtadagi bir tomonlama limit-
larining biri +00 ga, ikkinchisi esa -00 ga teng bo'lsa,/(x) funksiya
\ a nugtada anigmas ishorali cheksiz limitga ega deyiladi.

> =1 funksiya x = 0 nuqtada aniq ishorali cheksi/ limitga
(4-misol) ega, y =1 funksiya esa x = 0 nuqtada anigmas ishorali
cheksiz limitga ega (1-band, 4—5-misollar).

V= a nugtada aniq ishorali yoki anigmas ishorali cheksi/ li-
mitga ega bo'lgan/(x) funksiya shu nuqtada cheksiz katta funksiya

deyiladi va lim /(x) = o ko'rinishda belgilanadi.

Y -rr, ¥ =- funksiyalarning har biri x =0 nuqtada cheksiz
katta funksiyalardir lim pr =400, lim - o0
x—+am X—>a X

1, agar x * 0 bo'lsa, o
5-misol. f(x)= funksiyaning gra-
m, agar x >0 bo'lsa

figi 1V. 11-rasmda tasvirlangan. lim f(X) lim 1=1 va
X ->0-0 1 20-0

lim /Ux)= |Ilim - =+¢p tengliklarga cgamiz. Bu yerdan

X=»0+0 X=>0+0 *

ko'rinadiki,/(x) funksiya x = 0 nuqtada cheksi/ katta funksiya
ham emas, shuningdek chekli limitga ham ega emas.

Agar I|m /(x) =( bo‘lsa,/(x) funk5|ya X=a nuqtada cheksiz

AlChkaunkSIya deyiladi. Masalan, r vx 4, y= \IX—2 funk-
siyalarning har biri x =4 nuqtada cheksiz kichikdir.

Cheksiz kichik va cheksi/ katta I'unk-
siyalar orasidagi munosabatni ifodalovchi
teoremani isbotsiz keltiramiz.

Teorema. Agarf(x) funksiyax=a
nugtada cheksiz katta (cheksiz kichik)

1
/()
nugtada cheksiz kichik (cheksiz katta)
funksiya bo 'ladi.

funksiya bo'lsa, funksiya x = a



l-eslatm a. Funksiyaning x—a dagi (yoki x-*a - 0, yoki je->a + 0
dagi) limitining ta’rifida x * a qgiymatlar garaldi, a nuqtaning o'zida
funksiya aniqlanmagan bo'lishi ham mumkin.

2-eslatma. Funksiyaning dagi (yoki x-+a -0 dagi, yoki
X-+a + 0 dagi) limitining ta'rifida ta'kidlanayotgan M va N sonlar e va

a ga bog'liqdir.

gi) Mashqglar

4.4. Tenglikni isbotlang:

1 lim (3n +5)=5; 2) lim I/x=2; 3) lim. =1;
v—>0 x->8 " K ¥=0.2
i
4) lim £=4—=4; 5) lim 2— =\m 6) lim-=1
V=>4 yfx-2 xN2 x2-5x+6 5 w 1Xx

4.5. Limitlarni hisoblang:

1) lim (4n: -5); 2) lim Vx2 +7; 3) lim six2+36 ;
/2 x =>3 x —>8

4) lim(x3 -5); 5)lim » ; 6) Hm »
V->9 jc—>3 X—~3 x->0

3. Funksiyaning nuqtadagi limiti hagidagi asosiy teoremalar.

Oldingi bandlarda funksiyaning nuqtadagi limiti tushunchasini
garadik. Bu bandda funksiyaning nuqtadagi limiti hagidagi asosiy
teoremalarni keltiramiz va limitni hisoblash masalasi bilan
shug‘ullanamiz.

1 -teorema. f(x) funksiya x—>a da Ko pi bilan bitta limitga
ega bo'lishi mumkin.

2-teorema. Agar lim/(x) =/ (beR) bo'lsa, x=a
X
nugtaning biror atrofida f (X) funksiya chegaralangan bo ‘adi.
3-teorema. Agar )I(i_;\g/(x) =6 bo'lib, by 0 bo‘lsa, x = a

nuqgtaning shunday bir atrofi topiladiki, bu atrofdagi barcha x lar
uchun (x= a bundan mustasno bo'lishi mumkin) f(x) ning ishorasi
b ning ishorasi bilan bir xil bo 1adi.
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4-teorema. Agar lim f{x) =b bo'lib, x=a nuqtaning biror
X"a

atrofidagi barcha x ®a lar uchunf (1) >0 (f(xX) <o) bofisa, b>o
(mos ravishda, b <o) bo adi.

5-teorema. Agar X =a nugtaning biror atrofidagi barcha
X * a larda (p9) </(x) <g(x) bolib, lim cp(x) = lim g(xX)=b s,
X—+a X-ya
lim / (x) =b bo'ladi.
X-*a
6 —teorema. O zgarmasning limiti 0 ziga teng: 1imc=c.

X-HI

7-teorema. O zgarmas kopaytuvchini limit belgisidan
tashgariga chigarish mumkin: lim (k s (x)) = K #im f (X).
X—a X—>a

g -teorema. Agar f(x), g (x) funksiyalar x-"a da chekli
limitga ega bo'lsa, /(x) g (x), f{x)g (x) funksiyalar ham x->s
da chekli limitga ega va

lim(/(x)=g(x))= lim/(x)* limg(x),

X->a X=+a X >a
lim(/(x)g(x))= lim/(x) «lim g(x)
X~>a X-"a

tengliklar o'rinlidir.

9-teorema. Agarf (x), g(x) funksiyalar x-»a da chekli

. . fi lim / .
limitga ega va limg(x)*o bo'lsa, Mt x) gl -%92) tenglik
. g . X—a
o'rinli bo'ladi.
Bu teoremalarning isboti oliy matematika kursida qaraladi.Biz
shu teoremalarning tatbigi yordamida limitlarni hisoblaymiz.
1-misol. lim(x2 +4x-5) limitnihisoblaymiz.
X->3

Yechish. Yuqgoridagi teoremalarga asosan

lim(x2 +4x-5) = I|m X2 +lim(4x)- lim 5

X—>3 X-> X-»3 X->3
=lim X elim x +4 lim x-5 =3-3+4-3-5 16.
X->3 X->3 X->3

2-miso 1 lim limitni hisoblaymiz.
10+2x



Yechish. Ilim (10+2x) =10+2m® =204 0 bo'lgani uchun
X
9-teoremani bevosita qo'llash mumkin:

lim (7x-5)
lim 7x-5 _ x5 755 _30_ic

X->5 10427, Iir;15 (10+2x) 10825 20
X_

. “ il

3-misol. lim-—— limitni hisoblaymiz.
Xx->2 X 1

Yechish. [lim(x-2) =0, lim x2 -4 =0 bo'lgani uchun
X->2 X->2

9-teoremani bevosita qo'llash mumkin emas (bu holda jj

ko'rinishdagi anigmaslikka ega bo'lamiz). x->2 bo'lgani uchun
x¢ 2 deb hisoblash mumkin. Shu sababili:

lim = lim U+2)(e2) = lim (x +2) =4
X—42 *-2  X->2 X-=>2

J
4-misol lirn T¥22%% |imitni hisoblaymiz.
X =»2 X3-x-6
Yechish. Bevosita limitga o'tish rfatij@sida j} ko'rinishdagi
anigmaslik hosil bo‘ladi. jc* 2 lar uchun

x3+3x2-9x+2 _ (X-2)(x2+5x+l) x2+b5x¢+l
X3-X-6 (X-2)(x2+2x+3) x2+2x+3
tenglik o'rinli bo'lgani sababli

lim *3+7x2 -9x+2 _ F  x245xH _ 24524 i 4

*>2  X3—X—6 *S2 X2 H42X+3 242243 n'
5-misol. lim —=4— limitni hisoblaymiz.
X->0 VI+x-1

Yechish. Bevosita limitga o'tsak, 2 ko'rinishdagi anigmas-
likka ega bo'lamiz. Anigmaslikni ochish uchun kasrning surat va

maxrajini VI +x +1*0 ga (maxrajining qo'shmasiga) ko'paytirib
olamiz:

lim —p\f(—_ = lim — X(\ﬁ"l(f;l)_ — Iim X(v/i+X+l)
X->0 n/l+x-1 je—0 (VI+x —1) (V/I+x +1)  x->0



6 -misol. lim 2, j— limitni hisoblaymiz.
X—1 hb+x-3

Yechish. Buyerda ham jj ko'rinishdagi aniginaslikni ochish
kerak. 26 +x =t 3 deb olamiz (0'rniga qo'yish usuli). x->I da

t=1126+x 3 bo'lgani uchun

lim = lim 2~ 3-26>-2 = Hm 2(r-3)(/2 +3,+9) =54
x->1 \N/26+x-3  ?->3 r 3 r->3 t-3

10-teorema. Agar limg(x) =0 va lim/(x) =b*0
x~>a

X->a
(be R) bo'lib, x= a nuqgtaning biror atrofida (x = a nuqtaning o'zi
bundan mustasno bo ‘lishi mumkin) g(x) ¢ O bosa, lim T <
x"N>a S(x>
bo ‘ladi.
lim g(x)
Isbot. lim ] =T=0 bo'Igani uchun 2-band-
jt—>f1/(x) lim f(x) b
X—+a
dagi teoremaga ko'ra, lim M: o bo'ladi.
x-"a S(x)
7-misol lim limitni hisoblang.
x-*2 AT T -1

Yechish. lim (\/x-I -1) =0, Iim(3x +4) =10 bo'lgani

X=->2 X=>2

uchun 10- teoremaga ko'ra, lim ,ir 4 =oo bo'ladi. Hisoblashni
x->2 VX-1-1

quyidagicha rasmiylashtirish mumkin:

lim 3x+4 =y 32'4 = A = 00,
X->2 N T — 1 w -1 o
Mashqglar

4.6. Limitlarni hisoblang:



4) lim £+ 6 ; 5lTExb2; 6 lim

x->2 x2-4 >3 x-3 x->3  %[x+3-2
4.7. Tengliklar to‘g‘rimi:
=0. 2) lim x!+£5x76x1 =_1
» ™M27?7 14 X-»-2 X -3x-10 7
34 lim U+*)U+2x)(I+3x) 2) lim N i
X ->0 X X-»l x2 -1 4’
5 lim i*S =i; 6) lim Y& - .
X ->2 X -4 X->4 VX-2 3
7) vi T LW, A = 9 o\ Iim ~Ax~I~-2 _ 1.
8 2+
9) lim~r2=1; 10) lim p - p =8§;
X—»16 VX-4 9 X==0 N 1+X-"N-%x 2
2A
11) lim S - S =3
X->1 g 2-X 1-x3 y X =X
. - f x+flx w2
12) lim ax
X->2 Y x-2 Vx-V2
4, Funksiyaning cheksizlikdagi limiti. Biz natural argumentli

funksiya (sonli ketma-ketlik)ning limiti tushunchasi bilan tanishmiz.
Bu limitni natural argumentli funksiyaning +00 dagi limiti sifatida
talgin etish mumkin.

Bu bandda uzluksiz argumentli y=f(x) funksiyaning +oo dagi,

-00 dagi va oo dagi limiti tushunchasi bilan tanishamiz.

Dastlab, funksiyaning cheksizlikdagi chekli limiti tushunchasini

garaylik.

(T; +o00) oraligda aniglangan (bu yerda T —biror haqiqiy son)

y =f(x) funksiya va AeR son berilgan boisin. Agar ve > 0 son
uchun, shunday Me(T; +400) son mavjud bo‘lib, Vxe(M; +o00)
sonlar uchun F(x) - A | < e tengsizlik bajarilsa, A son f (x)
funksiyaning +oo dagi limiti deyiladi va



lim f(x) =A ®

ko'rinishda belgilanadi.

F{X) - A ]<etengsizlik A-z<f(X)<A+& tengsizlikka teng
kuchli bo'lgani uchun (1) tenglikning o'rinli bo'lishi geometrik
jihatdan quyidagini anglatadi:

agar lim f{x) = A bo'lsa, Ve > 0 son uchun shunday M
X—+0
son topiladiki, y =f(x) funksiyaning (M; +oc) oraliqdagi grafigi

y =/4-evay =" +eto'g'ri chiziglar bilan chegaralangan yo'lakda
yotadi (IVV.12-rasm).

1-miso1. lim - =0 tenglikni isbotlaymiz.
X —>+00 X

Isbot. y=1 funksiya (0;+oo) oraligda aniglangan funksiyadir.
Uning +oo dagi limiti O ga tengligini isbotlaymiz. e ixtiyoriy musbat
son bo'lsin. Fix) - A | <e tengsizlikni tuzamiz: l—+—o <c yoki

<e.x >0 ekanligini e’tiborga olib, oxirgi tengsizlikdan x > - ni
hosil gilamiz. Bundan, ta’rifdagi M son sifatida ji dan k;itla bo'lgan
har ganday son olish mumkinligi ko'rinadi. Demak, )&inﬂk(—)zzo

tenglik o'rinlidir.
Endi y =/(x) funksiya berilgan bo'lib, y =/( x) funksiyaning
x—=>+00 dagi limiti hagida gapirish mumkin bo'lsin.

Agar XIim f(-x) =A bo'lsa (bu yerda /left), A son f{x)
~>+00

funksiyaning x-»-oo dagi limiti deyiladi va lim f{x) = A
ko'rinishda belgilanadi.

IV.12-rasm.
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2 -misol. lim — =0 tenglikni isbotlaymiz.

JC—»—00V X J
Isbot. /(x) =-7, f(-x) =7 funksiyalarni garaymiz.
/(-x) funksiyaning x*+-n dagi limiti mavjud va 0 soniga teng
(1-misol) bo'lgani uchun Xli_>_m€0/(x) =0 tenglik o'rinlidir.
Agar lim f{x) =A va lim f(x) =A tengliklar bir vagtda
o'rinli b(f';:o(bu yerda /'Ie/?x)fii\O son y =T (x) funksiyaning x—>00
dagi limiti deyiladi va )I(i_r}n@f(x) = A ko'rinishda belgilanadi.

3-misol )Ig'_)m;( = 0 ekanligini isbotlaymiz.

Isbot. lim - =0, Ilim - =0 bo'lgani uchun (1- va 2-
X -»+00 x X —>-X X
misollar), lim - =0 tenglik o'rinlidir.
X->00 X
lim —=o0 Ilim - =0 ekanligi, geometrik jihatdan, x ning
X -y+y: X \.Y—-x X |

yetarlicha katta musbat giymatlarida (yetarlicha kichik manfiy qgiy-
matlarida) y =~ funksiyaning grafigi y =0 to'g'ri chizigga yetar-

licha yaginlashib kelishini, lim - =0 ekanligi esa x ning moduli

n -=x X

yetarlicha katta bo'lgan giymatlarida y =" funksiyaning grafigi
y =0 to'g'ri chiziqga yetarlicha yaqin bo'lishini bildiradi (V. 13-
rasm).

Agar lim /(x) =0 bo'lsa, / (X) funksiya x->+co da cheksiz
kichikfunksiya deyiladi.

1-misolda y =" funksiyaning x-"~+co

da cheksiz kichik ekanligi isbotlandi.
Funksiyaning x—>+co da, shuning-
—>» dek, x—c da cheksiz kichik funksiya
bo'lishligi yugoridagiga o'xshash ta’rif-
lanadi.
Funksiyaning nuqtadagi limitining
xossalari bu bandda qaralgan limitlar
IV.I3-rasm. uchun ham o'z kuchini saglaydi.



4-misol. [lim 6n, =1 limitni hisoblaymiz.

X-»+00 v--0,9

Yechish. Bu limitni sonli ketma-ketlikning limitini hisoblash-
da tutilgan yoidan foydalanib hisoblaymiz:

7 64-A-
Hm bxi+xj. = ,im ..iL-g =6%0j) =6.

Endi funksiyaning cheksizlikdagi cheksiz limiti tushunchasini
garaymiz.
/(x) funksiya biror (T™\+m) oraligda (bu yerda TeR)

aniglangan funksiya va lim -=0 boisin. U holda,/(x)

X —>+x ] \X)
funksiyaning x->+pa dagi limiti m ga teng deyiladi va
lim f(x)=m ko'rinishda belgilanadi.

X —>+oc

5-miso 1l lim (x2+5)=m ekanligini isbotlaymiz.

X->+00 4

1
- I - "2 v -
Isbot. Ilim —&— = lim Ar-= =0 bo’'lgani uchun yuqgo-
X->+*> x +5 ««1l + 1 1+0
X2

ridagi ta'rifga ko'ra lim (x2 +5) =m bo'ladi.

Jt->+oc

Agar Hm /(x) =m bo'lib, f (X) funksiya biror (M\ +°0)

X —>+00

oraligdagi barcha x larda fagat musbat (fagat manfiy) giymatlar

gabul qilsa, lim /(x) =+m (mos ravishda Ilim /(x)--00)

X-++00

deyiladi.
6 -misol. lim (5-x2) = -m ekanligini isbotlaymiz.
Isbot. lim (5-x2) = ekanligi 5-misoldagidek ko'rsatiladi.

*->+00

(3; +00) oraligdagi barcha x sonlar uchun, 5-x2<0 ekanligini

ko'rish giyin emas. Demak, lim (6-x2)=-m.

Ai->+00
Agar lim /(x) = m tenglik bajarilsa, /(x) JUnksiya x-»+ga da
X=>+°° -
cheksiz katta funksiya deyiladi. Masalan, y =x1+5vay =5 -xl

159



funksiyalarning har biri x->+o0o da cheksiz katta funksiyalardir
(5- va 6-misollar).

x-»-00 Va x->oc dagi cheksiz limit va cheksiz katta funksiya
tushunchalari yuqoridagiga o‘xshash aniglanadi.

Mashqglar

4.8. Limitlarni hisoblang:

Um (2»-3)(3»,5>(4,-6) . 2) ,im
X->00 3n +X-1
. (x +1)2 *

3) hrnX 27, 4) nT U tl
X—s00 X -+ x~oc  3x+7

5) lim : 6) lim 2Xx+3.
X=X X -1 X->« X3-8X+5 ’

7) lim A~ + 3:8<3- 72
X->® X3 +5

9 lim I~ M
Vx4 +1

11) lim-"=%xi;
x— X+<]x

8) lim — ;
x-rf- 10+XVX

10) lim 4X +1.
X+1
12) lim

AN X SIXHXHIN

5. Funksiya grafigining asimptotasi. y=f(X) funksiya va uning

grafigi ' berilgan bo'lsin. Agar I' chizigning shunday bir
M(xO; f(x ) nugtasi va shunday bir /to‘g‘ri chizig mavjud bo'lib,
M nugtadan boshlab hisoblanganda, I chizigning va / to‘g‘ri
chizigning mos nugtalari orasidagi masofa X—>a + 0,
X->8 - o, x->+00, x—>—co) da cheksiz kichraysa, | togTi chizig
I grafikning asimptotasi deyiladi.

Funksiya grafigining vertikal, gorizontal va og‘ma asimptotalari
mavjud bo'lishi mumkin. Ularni alohida-alohida garab chigamiz.

Agar lim /(x)yoki lim f (x) limitlarning agalli birortasi
X->a+0 X">a-0

+Qo YOKi -00 ga teng bo'lsa, x=ato'g'ri chiziq/funksiya grafigining
vertikal asimptotasi deyiladi.



IV.14-rasm. IV.15-rasm.

1 -misol.y=log-,(x+3) funksiya x=-3 vertikal asimptotaga
ega, chunki lim log2 (X + 3) = -co (IV.14-rasm).

X->-3+0

2-misol. x=—1to'g'ri chizig ¥= funksiya grafigining
vertikal asimptotasidir, chunki J'm, — = +°c (jy 15-rasm).

Agar I|m f (x)=Db, lim / (x) =b shartlarning aqgalli biror-

tasi bajarllsa, y = b togri chizig y =f{x) funksiya grafigining
gorizontal asimptotasi deyiladi.

3-misol. Ilim —Ll,-—o bo‘lgani uchun y =) to'g'ri chiziq

X —>+oc N&H
Y=\ funksiya grafigining x-»+oo dagi gorizontal asimptolasi

boiadi. Bu to'g'ri chizig shu funksiya grafigining x > Jo dagi
gorizontal asimptotasi hamdir (IV. 15-rasm).

4-misol. lim (2 +3n) =2 bo'lgani uchun x 2to'g'ri chiziq

—>—00

y =2+ 3X funk5|ya grafigining gorizontal asimptotasidir (IV. 16-
rasm).

Agar I|m [f(X)-(kx +b)] =Q I|m [/(x) (AXx+P)]|=

—>+00 —>—co

tengliklarnmg aqalli birortasi bajarllsa, y = kx +hto'g'ri chiziq

f (x) funksiya grafigining og'ma asimptotasi deyiladi, bunda K* o.
5-misol. y=X+j"-1 funksiyay =X - | og'ma asimptotaga

ega (IV. 17-rasm).
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IV. 16-rasm.

A A - . _ _ .

Agar '-g]m ” k, (k*0) va llm (/(x) —kx) =b chekli
limitlar mavjud bo'lsa, y=kx-+b to'gri chiziq f (x) funksiya
grafigining x-t+cc dagi og'ma asipmtotasi bo'lishligi, shuningdek,

lim =Kva lim (f(x) -kx) =b chekli limitlar mavjud

X —-00 X X ——o00

bo'lsa, y =kx+b to'g'ri chiziq f(x) funksiya grafigining x—>-00

dagi og'ma asimptotasi bo lishligi oliy matematika kursida isbotlanadi.
Biz funksiyaning og'ma asimptotasini izlashda shu tasdiglardan

foydalanamiz.
4,
6 -misol. /(x) ="— L funksiya grafigining og'ma asimpto-
tasini topamiz. v e

Yechish.

k= lim 171= lim -4 =-= 1, b= lim (/(*)-1le*) =
X-++X

X~>+CC X WV->+00 X (X +6)
=Jim -Xj =0 bo'lgani uchun y - X to'g'ri chiziq / (X)

funksiya grafigining x-n-.0 dagi og'ma asimptotasi bo'ladi. y - X
to'g'ri chizig shu funksiya grafigining x—>-00 dagi og'ma asimptotasi
bo’lishligini ham ko'rsatish mumkin.

Kasr-ratsional funksiya grafigining asimptotasini topishning yana
bir usulini keltiramiz.



/ (x) =7y & funksiya berilgan bo'lsin. Suratdagi ko'phadni
4

X +6
maxrajdagi ko'phadga bo’lib, -~ ekanligini ko‘ramiz.
X +6 4 x +6
X—>+0 da —>0 bo'lgani uchun Ar-~-x -» 0 bo'ladi. Bu esa
x +6 X +6

y =x to'g'ri chizig y = A_tl funksiyaning asimptotasi bo'lishini
\346
bildiradi (6 -misol bilan solishtiring).

(nwm) M ashqlar

A
4.9. /(x) =" funksiva grafigining gorizontal asirnptotalarini

. x4 +l
toping.

4.10. f(x) = funksiya grafigining vertikal asirnptotalarini
toping. xtne

4.11. fix) = vecos” funksiya grafigining og'ma asirnptotalarini
toping.
4.12. Funksiya grafigining asimtotalarini toping:

=—V . =
Dy (x—Z)E” 2) Yy X2 +9
3) y=\2-4 ; 4) y= "
5) V_A(Z-r_l : 6) y:sinx
Vx -1
7) y =Xxarctgx; 8) >=x(2 +sin
9) y:arcsinx—; 10) y=arccosx—.

2-8. Funksiyaning uzluksizligi

1. Funksiyaning nuqtada uzluksizligi va uzilishi. Funksiyaning
nuqtadagi limiti tushunchasini o'rganganimizda, funksiya
garalayotgan nuqtada aniglanmagan bo'lishi ham mumkinligi aytildi.

Endi y =f (X) funksiya X= a nuqtaning fagat o'zidagina emas,
balki uning biror atrofida ham aniglangan bo'lsin.

Agar )I(i_rgaf(x) =f(a) tenglik bajarilsa, y =/(x) funksiya x =a
nuqgtada uzluksiz deyiladi.



1-misol. / (X) =2x +1 funksiyani
X = 1 nuqtada uzluksizlikka tekshiramiz.

Yechish. Barcha hagiqiy sonlar to'p-
lamida aniglangan bu funksiyaning grafigi
IV.l8-rasmda tasvirlangan.

/(1) =2- 1+1=3 va lim/(x) =

=lim(2x +1) = 2+1+1 = 3 bo'lgani uchun

X->\

lim f(x) =/(1) tenglik o'rinlidir. Demak,
A—1

berilgan funksiya x = 1 nuqtada uzluksizdir.

2
2-miso 1. (X)) = x—\ funksiyani x = 1
4, agar X = 1 bo'lsi

agar X ¢ 1 bo'lsa,

nuqtada uzluksizlikka tekshiramiz.

Yechish. ¢(1) =4 va lim”"p =lim(x+ 1) = 1+1=2

Nn->1 x -\ JC->1
munosabatlardan lim ¢g(x)#d(1) ekanligini ko'ramiz. Demalk,
berilgan ¢(x) funksiya x= 1 nuqtada uzluksiz emas (IV. 19-rasm).

X = a nugtada uzluksiz bo'lgan funksiyalarning uzluksizlik ta’ri-
fidan va funksiyaning nuqtadagi limitining mos xossalaridan kelib
chigadigan asosiy xossalarini keltiramiz:

1°. Agary =/(x) vay =g(x) funksiyalar x = a nuqtada uzluksiz
fix)

bo'lsa, f{x) =g (x), f{{x) m (x) va 009

ham x= a nuqtada uzluksiz bo fadi.

ig ia) * o) funksiyalar

2°. Agar fix) funksiya x= a nuqtada uzluksiz bo'lsa, v holda
X —a nugtaning shunday bir 8-atrofi topiladiki, fix) funksiya bu
atrofda chegaralangan bo'ladi va agarfia) ¢ o bo'lsa, bu atrofda
fix) ning ishorasif (&) ishorasi bilan birxi! bo'ladi (1vV.20-rasm).

Endi funksiyaning nugtada chapdan va o‘'ngdan uzluksizligi
tushunchalarini ta’riflaymiz.

Agar lim /(x) =/(a) lim /(x) =/(a)) tenglik bajarilsa,
0 \x->0+0 /

X->a-

y=f{x) funksiya x = a nugtada chapdan (o ngdan) uzluksiz deyiladi.
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IV.19-rasm. IV.20-rasm.

. X , agar X >0 bo'lsa, . .
3-misol. y:I 9 funksiyani va X 0

[3, agar x <0 bo'lsa
nuqtani gqaraymiz. Bu funksiya x = 0 nugtada aniglangan va bu
nuqgtada/ (0) =02=0 ga teng giymat gabul qgiladi.
lim f(x) lim 3=3 va Ilim fix) : lim x2=0 0
x->0-0 A£9-0 JA=0+0 *=>0+0
tengliklardan ko'rinadiki, lim fix) & f (0), _lim f(X) =/(())
X=>0-0 i->040

munosabatlar bajariladi. Demak, garalayotgan funksiya x = 0
nugtada o'ngdan uzluksiz, lekin chapdan uzluksiz emas (IV.21-
rasm).
X = a nugtada chapdan ham, o'ngdan ham uzluksiz bo'lgan
funksiya shu nuqtada uzluksiz bo'ladi va,
aksincha, X = a nuqtada uzluksiz bo'lgan
funksiya shu nuqtada chapdan ham, o'ng-
dan ham uzluksiz bo’'ladi (isbotlang). Bu
yerdan, 3-misoldagi j(x) funksiyaning
X = 0 nuqtada uzluksiz emasligi kelib
chigadi.

Agar lim /(x) =f{a) tenglik ma’noga
X~>a
ega bo'Imasa yoki bajarilmasa,/(x) funksiya
x = a nuqgtada uzilishga ega iuzluksiz emas)
deyiladi va x = a nuqta funksiyaning uzilish
nugtasi deb ataladi. IV.ZI-riism.



2-misoldagi ¢(x) funksiya x = 1 nuqgtada, 3-misoldagi _y(X)
funksiya esa x =0 nuqtada uzilishga egadir.

Agar /(x) funksiya o‘zining uzilish nuqtasi X = a da chekli bir
tomonli limitlarga ega bolsa, x =a nuqta/ (x) funksiyaning birinchi
tur uzilish nugtasi deyiladi. Birinchi tur uzilish nugtasi X = a dagi

chekli bir tomonli limitlar teng, ya'ni lim f(x)= Ilim /(x)
- - - —|-O _ge n‘ -
bolsa, X =a nugta tuzatib (yo'qotib) bo'ladigan uzilish nugtasi deyiladi.

2-misoldagi ¢(x) funksiya x = 1 nuqtada tuzatib boladigan
uzilishga ega. Funksiyaning x = 1 nugtadagi giymati sifatida 4 ni
emas, balki MTd(x)= lim d(x) = lim ¢(x) =2 ni olsak, d(x)

xX—1 X—1-0 X—>1+0

funksiya x= 1 nuqtada uzluksiz bo'lib goladi (IVV. 19-rasm).

Agar x = a nuqtada / (x) funksiya birinchi tur uzilishga ega
bo'lib, Iim / (xX) ¢ lim /(x) munosabat bajarilsa, /(x)

0 Xx-»a+0

funksiya x = a nuqtada «sakrashga» ega deyiladi va

lim /(x)- lim /(x) ayirma funksiyaning X = a nuqtadagi
X->a+0 X-*a-0
sakrashi deyiladi.

3-misoldagi .y(X) funksiya x = 0 nuqtada birinchi tur
uzilishga ega va lim y(x) =3, lim y(x) =0 munosabatlar

x->0-0 Xx-»0+0
o‘rinli. lim y{x)* Ilim y(x) bo'lgani uchun y(x) funksiya
.v-»0-0 xX->0+0

nugtada x = 0 nuqtada sakrashga ega va bu sakrash 0 - 3= -3 ga
teng (sakrash pastga garab sodir bo‘ldi!) (IV.21-rasm).

Agar y = / (X) funksiya x = a nuqgtada uzilishga ega bo‘lsa va
X —a nugta funksiyaning birinchi tur uzilish nuqgtasi bo‘lmasa,
x = a nugta funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqgtasi deyiladi.

[1, agar x <0 bo'lsa,
4-misol. f(x)=4di [

ni funksiya x =0
-, agar X >0 bo Isa

nuqgtada ikkinchi tur tuzilishga ega, chunki Ilim /(x) =1,
x->0-0

lim f(x) =+4m (1-8 2-band, 5-misol) bo‘lgani uchun berilgan

xX->0+0
funksiya x = 0 nuqtada uzilishga ega va bu uzilish birinchi tur
uzilish emas (IV. 11-rasm).



jriv M ashqglar

4.13. Funksiyani x =0 nuqtada uzluksizlikka tekshiring:

Ux, x>o0,
1) >=x3; 2) y =
X2, Xs 0;
-X +1, X <0,
3 1 >0 4 -X, X>0,
= X , X s =
) Y )y X+2, X<0;
3, Xx=0;
X2 -2X, X >0,
§) y =\ X* oy=!
2, X=0; [3-X%, x<o
4.14. y =f(x) funksiyalar berilgan:
>
1
, 2 ) 3
1% 4AVH2 ) X -9 ) X2 -6x+9
X2+2x-8
4) \){I—Z(— 5) X+3

Funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping.

4.15. IV.22-rasmda tasvirlangan grafik bo‘yicha, grafigi
tasvirlangan funksiyaning (a; b) oraligga tegishli bo'lgan uzilish
nuqtalarini toping.

a)

IV.22- rasm.



4.16. Funksiyaning uzilish nuqgtalarini ko‘rsating (isbotini
keltirish shart emas):

1) Y—S( 2) y-tgx; 3 y:;é':-l—, 4) y :’;d~_l;

5) y=[X1; &) j =tgx+ctgx; 7) j ={x}; 8) y =tg2x.
4.17. Butun son to‘g‘ri chizigida aniglangan va

1) 0 1va 2 2) -1; Ova 3

3) nn,neZ; 4) | +2nn,neZ

nuqtalardan fargli boigan barcha nugtalarda uzluksiz bo'lgan
funksiya quring.

4.18. Funksiyaning uzilish nuqtalarini va uzilish turlarini
aniglang:
(x2 -4, agar x <2 boisa,

1) fix)= )
[6 - 2%, agar x >2 boisa;

2) fix)—i9-X2’ agar x <1 boisa,
(2x +3, agar x >1 boisa;
X +4, agar X <-1 boisa,

3) fix)=<x2 +2, agar ~1 <x <1 boisa,

2X agar X > 1 boisa;
4 1(x) =2 5 (0=,

4.19. y =T (x) funksiya berilgan. Funksiyaning uzilish nuqgtala-
ridagi bir tomonli limitlarni, sakrashlarni va [-4; 4] kesmadagi
grafigini yasang:

(4x +5, agarx<-| bo‘lsa,

1) /(x) =
[x2 -4x, agarx>-1 bo'lsa;
' +2, <2 boisa,
2) /(x) = X' +2, agar x <2 boisa
X +1, agarXx >2 bo'lsa;
-X, agar X <0 boisa,
3) /(x) = -x(x-1)2, agar 0 <X <2 boisa,

X-3, agar X > 2 boisa;
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-2X, agar jc<o0 bo'lsa,

4) f(x) =\¥fx, agar 0<x <4 bo'lsa,
1 agar X >4 bo'lsa.

4.20. Agar:
1) /(x) =(x2+1)5, x0 =0; 2) /(*) = 5, \§ = -5:
3) /()= T X>=%5 HI(") Vxmi

boisa, A ning ganday giymatida

F (x) f/(x), agar x * xo bo'lsa,
X =
[A agarx = xo bo'lsa

funksiya x =x0 nuqtada uzluksiz bo'ladi?

2. Funksiyaning oraligda uzluksizligi. Agar y=f(Xx) funksiya X
oraligdagi barcha nugtalarda uzluksiz bo’'lsa, /(x) funksiya shu
oraliqda uzluksiz deyiladi.

1-misol. y =x 2 +x + 1 funksiya X = (-00; +00) oraligda
uzluksizmi?

Yechish. (-g0; +00) Oraligdagi barcha x = a nuqta uchun

lim ~(x) = lim(x2 +x +1) =a2 +a+1=/(a)
X—>a X-*a

tenglik o'rinli bo'lgani sababli, y(x) funksiya X = (-oc; +c0) oraliqda
uzluksizdir.

2-misol. y = funksiya x = (0; 5) oraligda uzluksizmi?

Yechish. Berilgan funksiya x = 3e(0; 5) nuqtada aniq-
lanmagan. Shu sababli, u X = 3 nuqtada uzilishga ega. Demak,
berilgan funksiya x = (0; 5) oraligda uzluksiz emas.

Kesmada uzluksiz bo'lgan funksiya bir gator ajoyib xossalarga
ega. Shu sababli X= [a\ b] bo'lgan holga alohida to'xtalami/.

Agar y =f(x) funksiya barcha xe(a; b) nugtalarda u/luksiz
bo'lsa va x = a nuqgtada o'ngdan, X =b nugtada esa chapdan uzluksiz
bo'lsa, f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz deyiladi.

Endi kesmada uzluksiz bo'lgan funksiyaning xossalarini il'oda-

lovchi teoremalarni va ularning geometrik talginini keltiramiz.
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l-teorema. Agar fix) funksiya N\ B\ kesmada uzluksiz
boisa, bu funksiya W\ B\ oraligda chegaralangan bo‘ladi, yahi
shunday o'zgarmas M >0 son topiladiki, barcha xe[a; B\lar uchun

/1 <M
tengsizlik bajariladi (IV.23-rasm).

y=f{x) funksiyaning [@\bJ kesmadagi grafigi [-M; M\yo'lakda
joylashgan.

2 -teorema. “NN\B\kesmada uzluksiz boigan f (x) funksiya
shu oraligda o'zining eng katta va eng kichik giymatlariga ega
bofladi (IV.24-rasmga garang: /(c) =a —eng Kkichik giymat,
fid) =p —eng katta giymat).

3-teorema. [a b] kesmada uzluksiz f (x) funksiya uchun
fia) f{b)< o bo'lsa, funksiya nolga teng giymat gabul giladigan,
ya hi /(c) =0 bofadigan kamida bitta c&ia; b) nugta mavjud bo ‘ladi
(IV.25-rasm).

4-teorema. fix) funksiya N\b] kesmada uzluksiz va min
{fia),fib)) = A, max{/ (1), fib)} = B bolsa, fix) funksiya A va B
orasidagi har ganday C giymatni gabul giladi (IV.26-rasm).

/(c,)=¢C, fic)d=C, /(c3=C
IV.25-rasm. 1V.26-rasm.
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f(x) >0, .vs(a, b) fix) mo, At (<. h)
IV.27-rasm.

5-teorema. Agarf (x) funksiya \b] kesmada uzluksiz va
(a; b) intervalda nolga aylanmasa, v shu oraligning barcha ichki
nuqgtalarida bir xil ishorali bo'ladi (IV.27-rasm).

y=c (c=const), y =x", y=ax(a =0, a ¢ 0), y = log (a>0,
ag0), y =sinx, y =cosx, y =tgx, Y = ctgx, y =arcsinx, y = arccosx,
y =arctgx va y =arcctgx funksiyalar eng sodda elementarfunksiya-
lar, ular ustida chekli marta arifmetik amallar, shuningdck
funksiyadan funksiya olish (funksiyalar superpozitsiyasi) amalla-
rini bajarishdan hosil bo‘lgan funksiyalar esa elementar funksiya-
lar deb atalishini eslatib o‘tamiz.

Masalan, y =sin(In +cosx - x2-t+arctg(cosx?2) + 1) funksiya
elementar funksiya, 1-bandda keltirilgan 2-misoldagi funksiya esa
elementar funksiya emas.

Oliy matematika kursida quyidagi teorema isbotlanadi.

Teorema. Barcha elementarfunksiyalar o zining aniglanish
sohasida uzluksizdir.

3-misol y:—y—51—6 funksiya uzluksiz boiadigan barcha
X -9X+

nugtalar to‘plamini topamiz.

Yechish. Berilgan funksiya elementar funksiya va uning
aniglanish sohasi (-oo; 2)u(2; 3)u(3; +oo) to‘plamdan iborat.
Yuqorida keltirilgan teoremaga ko'ra bu to'plam izlangan
to‘plamdir.

4-misol. j =(1 +x)r funksiya uzluksiz bo‘ladigan barcha
nuqtalar to‘plamini toping.

Yechish. Bu funksiya darajali-ko'rsatkichli y //()I',°
funksiyaning xususiy holi boiib, darajali-ko'rsatkichli funksiya



lidir. Bundan garalayotgan funksiya elementar funksiya ekanligi
va uning aniqlanish sohasi (-1; o)u(o; +co) to'plamdan
iboratligini ko'ramiz.

Yuqorida keltirilgan teoremaga ko'ra, (-1; 0)u(0; +00) to'plam
izlangan to'plamdir.

1 Mashqglar

4.21. Funksiyalarning uzluksizlik oraliglarini toping:

D YT e

4 y=

X<2,X¢o,

6) /(x) =jO, x =0,

X, X>2.

4.22. fix) funksiyaning x =k, /, m, n dagi giymatlarini
hisoblang, ishoralarining saglanish va nollari mavjud bo’'lgan
intervallarini aniqlang, [a; b] oraligdagi nolini e gacha aniglikda
toping («kesmani teng ikkiga bo'lish» va al-Koshiy usullarini tatbiq
cting, mikrokalkulator yoki EHM dan foydalaning):

O/ W =x3-6Xx+5 K=-3, /=-2, m=15 n=2, a=|,
b-m, s=0,001;

2)f(xX) =x3- Ax-3, K=-15, /=-1,2, m-0, n=A a=-15,
b=-1,2, 8=0,001;

3)fiX) =X3-3x+2=0, k=-3, /=-1, m-2, n=3, a=-3,
b=o0, s=o0,01.

4.23. M +/IT-—=0 tenglama [0,5; 1,5] kesmada ildizga ega
ekanini isbot giling va shu ildizni 0,01 gacha aniqglik bilan toping.

4.24. Tengsizlikni yeching:

1) (x +5)(x - 4) > 0; 2) X +4)(x-3) <0

3) (x +2)(x +4)(x +5) > 0; 4) (x2-D(x +s8)<0.
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4.25. Tengsizlikni yeching:
) (x- D7Ax +2)(X +4)10> O; 2) X 3-4X2-X +4>0.
4.26. Tengsizlikni yeching:

X3 +27 >0 ) x2-9 ~0.

(x4 -16)(x2-25) X3 -2x2 +4x

3. Ajoyib limitlar. Ko‘pchilik hollarda limitlarni hisoblash masalasi

: sin X
>I<I—TO x = M
lim(l +-X)x =e (2)

X—0
formulalar yordamida hal etilishi mumkin. Ulardan birini,

masalan, (1) tenglikni isbotlash bilan cheklanamiz. sinC x) - sin x

tenglik barcha x * o sonlari uchun o'rinli bo'lgani sababli, (I)
tenglikni x->0 +0 bo'lgan hoi uchun isbotlash yetarlidir.

x—0+0 bo'lsin. U holda xe]0; -]j va sinx >0 deb hisoblash

mumkin.
Birlik aylananing 2x radianli MN yoyini qaraymiz (I1V.28-

rasm). U holda M N =2x va MN =2sinx, 2MK = 2tgjc tengliklar

o'rinli bo'ladi, chunki M nugtaning ordinatasi sinxga, MK uzunlik
esa tgx ga tengdir.

MN <M N< 2MK yoki 2sinx< 2x< 2tgx, ya’'ni sinx< x< tgx
ekanligini ko'ramiz. Bu tengsizlikning hamma hadlarini sinx>0

ga bo'lib, <— !

- va demak,
sSinx COsX

COSX < Sinx < ®)

tengsizlikka ega bo'lamiz.
y = cosx funksiya uzluksiz bo'l-

gani uchun lim cosx = coso = |
x->0

tenglik o'rinli bo'ladi.
I-§, 3-band, 5-teoremaga ko'ra,
(3) tengsizlikdan lim "% 1

x->0 *

ekanligi kelib chigadi. IV.28-ra.sm.
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I-misol. lim—— limitni hisoblaymiz (K0, Md¢0).

A'—0 mx

Yechish. kx=tdeb olamiz. x-»0 da 0 va, aksincha, f->0
da x->0 ekanini ko'rish giyin emas. U holda (1) tenglikka ko'ra

[imsinkx _ 1 lim ks'n  =—1im shkx _ k jjmsint _k_ j_A
v >0 mXx mx >0  kx mX>0 kx mX->0 t m m
bo'ladi.
2-misol. lim limitni hisoblaymiz (k¢ 0, m0).
Yechish. MbL =m _ =~ ,sinto._L __ bolgani
Sin mx K mx SIn MxX K mx Sin mx
kx

uchun 1-misolga ko'ra

lim smkx = lim ™ sinkx 1 . Wiim Wk, lim _ |
x—0 Sin mx K mx sin mx K x-*0 mx x->0 sin mx
kx kx

m k_1_ k
K mMm m m

bo'ladi.

3-misol |im U)s\ ~os9a Hmitni hisoblaymiz.
X0 Y2

Yechish €0s5x-c0s9x _ 2sin7xsin 2x _ 2 .sin 7x sin 2v
X2 X2 * *
bo'lgani uchun lim cos®A~<o0s9v =2- lim sin7x . Mt 311.2* =
x->0 X XN0 X X

=2-y-- =28 tenglikka egamiz.
(1) tenglik birinchi ajoyib limit, (2) tenglik ikkinchi ajoyib limit
deb yuritiladi.
X
4-misol. >|<'>ar (>0, a® 1) limitni hlsoblaymlz

Yechish. y =ax - 1tenglik yordamida yangi o'zgaruvchi
kiritamiz. U holda, x =logf(l +y) bo'lgani uchun

v T TgigEs YoM @

tenglik o'rinli bo'ladi.
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x->0 da >->0 ekanini va, aksincha, da x->0 ekanini
ko‘rish giyin emas.

1
loga(l +y)1 uzluksiz funksiya bo'lgani uchun (2) tenglikka

ko'ra Qr;]ologfl(H y)I =log,, \I/i_r;b(l +y)y

teng-
likka egamiz. U holda
lim-—-=1lim =Ina
a->0 X y-> ()
log,; (1>y)m yl_igologn (I+y)"
4-misolni yechlsh #ara.yonlda rlmzl) 19 >(, o b Jiam
isbotlanganligini eslatib o'tamiz.
Mashqglar
4.27. Hisoblang:
1) |Im sin 3a 2)
x-30 3a a—0 4a
. 1g4A .
= 4) lim .
VUG 3 ) osnon
5) g%tg?x : 6) /|\In‘!) Jtctgbx
4.28. Limitlarni hisoblang:
. sin 13x i SiN 3a
D 40 13 2) My Sn e
sin 16a U ‘.
3Li™Mo 12, o 4 Jim ISt
5 lim-~1; 6) lim xctg3x.
A—S0 7A A0

4.29. Limitlarni hisoblang:

1)

im ; 2) lim ?in4"
x >0 sin 3a A->0 2a c0S 3A



3) lim-== i’@iﬂ?ﬂir A

x->0sin  2x

5) lim ?*c°s5* ; 6) iim
> x"O0 sin3x >x_+0 sin26x ’
7) limbc”™x 8)limarcjn3x.
x->0 5xz T X_»0 5n:
9) limih s li . 10) lim-if-;
x->0 AN\ "7 x-+0 arctgx ’
11) lim cosx-cos3 x 12)iim 4~
x->0 x2 x->0 SIn3*
3 ,imbcollx 14) lim [~c™ x
" x->01-cos2x ’ x_>0 2x tg2x ’
. ie in6xtg2x
15) lim 5x mctg3x ; 16) Tim <22
x->0 x->0 Xz
sin N-x
17) lim (1-x)tg"; 18) lim
2’ X-"sinjA+x

19) lim sin 2xctgx; 20) lim

X —=T1 jr->— X—

4.30. Limitlarni hisoblang:

1) lim(1 +3jo)x; 2) lim(1+7x)
x->0 x->0

3) Jimil2iitli>; 4 UmMitM,
X->0 X n->0 7X
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V B O B
HOSILA

1-8. Funksiyaning hosilasi va
difTerensiali

1. Funksiya orttirmasi. Biz funksiyalar giymatlari jadvallarini

tuzish jarayonida funksiyaning Af{x) =f{xM) - f(x) chekli
ayirmasi bilan tanishganmiz. Unda funksiya argumentning diskret
giymatlarida garaldi, funksiya o'zining bir/(x0) giymatidan ikkinchi
f(x0+ Ax) giymatiga sakrab o'tgandek bo'ladi, bunda Ax=h —

jadval gadami. Endi biz argumentning uzluksiz o'zgarishiga bog'liq
masalalarga o'tamiz.

To'g'ri chizigli harakat gilayotgan nuqtaning x vaqt momentidagi
koordinatasi (o'tilgan masofa) fix) bo'lsin. Nugta Ax=Db-a vaqt
oralig'ida MAf@\ - \f(b) - f @\ gadar ko'chadi. Agar bunda
A/>0 bo'lsa, ko'chish musbat yo'nalishda, J1/<() bo'lsa, ko'chish
manfiy yo'nalishda bajarilgan bo'ladi.

x0=a dan x ga ko'chishdagi Ix=h =x - a ayirma argumentning
a nugtadagi orttirmasi, Af{a) =/(x) -f(a) ayirma funksiyaning
shu nuqtadagi orttirmasi deyiladi.

1-misol. Argumentning boshlang'ich giymati <7=5,
orttirmasi h =0,1./(x) =x2funksiya orttirmasini topamiz.

Yechish. Argument a=5 dan h =0,1 ga ortgan: a +h =5,1.
U holda A4/(5)=/(5,1)-/(5) =5,12-52=1,01.

2-miso 1. Argument orttirmasi hga teng./(x) =kx +Ichiziqgli
funksiya orttirmasini topamiz.

Yechish. f(a +h)= k(a+/?)+/;
Af(a) =f(a +h) -f(a) =k(a +h) +1- ka - 1 =kh.
3-misol Kubning tomoni aga teng. Agar tomonlar h gqadar
orttirilsa, uning hajmi ganday o'zgaradi?

Yechish. Tomonlar h ga orttirilgandan so'ng uning hajmi
(« +A)3ga teng bo'ladi. Natijada kubning hajmi
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aAV- (a +1)3- a3 =3a2M+3ah2 + B

ga ortadi.

5.1. x =a dan x = b ga o'tishda / funksiya qgabul giladigan
orttirmaning fizik, geometrik ma’nosini tushuntiring, berilgan sonli
ma’lumot bo'yicha orttirmani toping:

1) f(x) — o'tkazgichning ko'ndalang kesimidan x vaqtda
o'tadigan elektr miqdori (a =4s, b=7s,/ (x) =5x Kl, Kulon);

2) /(x) —to'g'ri chizigli harakat gilayotgan jismning x vaqt
ichida o'tgan yo'li (a =0, b=2s,/(x) =x2 + 18x m);

3) f(x) —birjinsli bo'lImagan sterjenning bir uchidan boshlab
X uzunlikdagi gismining massasi (a =0, b =0,35 m, f(x) =2x2 +
+3x kg).

5.2. Kubning qgirrasi 1sm (5 sm; 10 sm). Agar girra 1sm ga,
0,5 sm ga, 0,2 sm ga orttirilsa, kubning hajmi ganchaga ortadi ?

5.3. A\ B\kesmada [/(x) orttirma va [x orttirmaning ishoralari
bir xil. Shu kesmada funksiya o'suvchimi (kamayuvchimi)?
Ishoralar har xil bo'lsa-chi?

5.4. Funksiyaning a nuqtadagi orttirmasini toping:

1) fix) =2x 2-x, ci—4, h =0,1;

2)/(x) =-4 +3x +x 2, a =-2, h =0,01,;

3)/(x) =x - 2x3, a—\ h--0,2.

5.5. Funksiya argumenti li orttirmani gabul qgilib, x - b giymatga
erishgan./funksiya orttirmasini toping, bunda:

1) f(x) =9x- 1, #=165 b =09,41;

2) f{x) =Jx +1, h =2,65, b=7,41.

5.6. Doira radiusi R- 6 sm, u h sm ga uzaytirilsa, doiraning
yuzi ganchaga o'zgaradi? Bunda: 1) A=0,3 sm; 2) h =-0,3 sm.
Chizmada tasvirlang.

2. Funksiya hosilasi. y =x2 funksiya grafigining (1; 1) nug
yaginidagi holatini kuzataylik. V. \-a rasmda parabolaning h - 2
uzunlikdagi ]0; 2] kesma ustidagi gismi tasvirlangan. Chiziq o'z
egriligi bilan shu nuqtadan o'tuvchi y =kx + I urinuvchi to'g'ri
chizigdan keskin farq giladi. Shu nuqta atrofini kattaroq tasvirlaylik
(V.lI-b rasm). Parabolaning nisbatan kichik h =0,2 uzunlikka ega



V. I-rasm.

bo'lgan [0,9; 1,1] kesmadagi gismi uncha egri emas. [Ox = 2 ning
yanada kichik giymatlarida parabola va to'g'ri chiziq kesmalari
deyarli ustma-ust tushadi, ya’ni parabola (1; 1) nugta yaginida
«chizigli kichik» holatida bo'ladi. IJ boshga nugtalar yaginida ham
shunday «chizigli kichik» xossasiga ega bo'ladi. Fizika nuqtayi
nazaridan «chizigli kichiklik» xossasi mos IlI/ik jarayon deyarli tekis,
deyarli doimiy tezlik bilan ro'y berayotganini anglatadi.
Matematikada «chizigli kichik holatdagi funksiya» tushunchasi
differensiallanuvchi nomi bilan ataladi (1o tdifferentia —ayirma).
Holatni matematik jihatdan tushuntiramiz.
Agar x =a dan x =a +h ga o'tishda/funksiya orttirmasini

Af=f(a +h)-f(a) =(k+<x)h (1)

ko'rinishda berish mumkin bo'lsa, / funksiya x =a da differensial-
lanuvchi funksiya deyiladi, bunda kK - son, <x(X) funksiya

Ox = /0 da cheksiz kichik, Hlnwa{x) =0.
Masalan, /(x) =kx + I chizigli funksiya orttirmasi
Af=f(a +h)-f(a) =k(a +h) +1- ka - I =kh,

ya'ni a(x) =0 bo'lishini ko'ramiz. Demak, chizigli funksiya x ning
barcha giymatlarida differensiallanadi.
Boshga differensiallanuvchi funksiyalar uchun Ax va O/
orttirmalarning fagat taqgribiy proporsionalligi o'rinli bo'ladi:
f(a +h) -f(a)~ kh,
bundagi chetlanish a(x) ga teng.



1-niisol x2 funksiya x ning istalgan giymatida differensial-
lanadi. Hagigatan, funksiya x dan x +hga o'tishda

A/=(x +h)2- x2- (2x +h)h
orttirmaga ega, undagi 2x ta'rif bo'yicha k ni, h esa a funksiyani
ifodalaydi, Iin;e{j =0.
(1) tenglikdan: =K+a, bunda h=(x +h) - x -
=AX, Iirrda(x) =(). Bularga ko'ra:

lim

(2)

1}
=

va
lima(x) = \Walf(x+h)~ix) =A)=0

Aksincha, bu limitli ifodadan (1) tenglikni hosil gilish mumkin.
Shu tariga ushbu teorema isbot gilinadi.

Teorema. k- lim— N <> limit mavjud bo ‘lgandagina
f (x) funksiya differensiallanadi va uning orttirmasi
A/=/(x+ h) - fix) = =ik +a)h
bo 1adi, bunda Iimoa(x) =0.

A/=(A +a)h tenglik funksiyaning differensiallanishini xarak-
terlaydi. Masalan, v doimiy tezlik bilan to'g'ri chizigli tekis hara-
kat gilayotgan jism t vagtda s = vt +s0 masofani bosib o'tsin,
bunda 50 —harakat boshlanguncha o'tilgan masofa, s bog'lanish
y - kx + I funksiyaning o'zi, k =v, x =t,  =s0 y =s. Mexanika
nuqtayi nazaridan kson harakat tezligi, geometrik jihatdan to'g'ri
chizigning burchak koeffitsiyenti migdorini ifodalaydi. k ning giymati
xga bog'lig. Demak, kson biror funksiyaning xususiy giymatidan
iborat. Bu funksiya/(x) funksiyaning hosilasi deb ataladi vafix)
orqali belgilanadi.

fix) ning x nugtadagi qiymati ushbu formula bo'yicha topiladi:
FEx )= bm BXEN)-T0Q ) ¢ A 3
J a-»0 h h
bunda Ax-h —argument orttirmasi.
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Shunday qilib, funksiya orttirmasi f(x+ h) -f(x) ={k +a)h
ko'rinishda berilgan bo'lsa, k son hosilaning giymatini beradi.

Jism /=10 boshlang'ich vagt momentida /(/,) koordinatali
nugtada, t=1t0 + At momentda f(t0 + At) koordinatali nugtada
bo'lsin. [?0; t0+ At] vaqt oralig'ida Af=f(tQ+ At) -f(t0) masofani

o'rtacha uoTt(0 =~- tezlik bilan o'tadi, bunda At=(t0+At) -t~

o'tgan vaqt. O'rtacha tezlikning /—0 dagi limiti, ya'ni f'(t0)
hosila to'g'ri chizigli harakatning tf momentdagi oniy (bir lahzadagi)
tezligim ifodalaydi:

voni (/0>= lim A =f*(10).

Bir jinsli sterjenning x uzunlikdagi gismining massasi f(x) =
=kx, bunda k son —sterjenning chiziqgli zichligi. Agar sterjen bir
jinsli bo'Imasa, uning h uzunlikdagi AB gismining massasi f(x0+
+ h) -f(x Q bo'ladi, bunda x0 giymat sterjenning A boshlang'ich
uchining koordinatasi. /ZIftgismning o'rtacha zichligi:

*0-nO=/(*0~~ /JUOW -U,) +a,

bunda 0 nuqtadagi chizigli zichlik k(x0)=Ilim kon (/) =/"'(n0)

bo'ladi.

Har ganday /doimiy sonning hosilasi nolga teng. Chunki,
/=0 &+ lyozuvi bo'yicha k = =0 ni olamiz. Demak, (kx +/)' =k
Lekin (x2)' =2x bo'ladi. Chunki f(x +h) -/ (x) =(v+It)2-x2=(2x +
+h)h bo'lganidan, (k +a)h yozuv bo'yicha k = 2x olinadi.

lo; b] yopig kesmaning a nuqtasida/ funksiyaning o'ng tomonii,
hnugtasida esa chap tomonli differensiallanish i hagida so'z borishi
mumkin:

a +8) = mfﬁ-@fﬁ)'f@) (b-20) =N

)- f(b-h)-f(b)
h

0 h

2-misol. (3) formuladan foydalanib, /(e*) =— funksiya

hosilasini topamiz, bunda a —biror doimiy son, A=/, Ay =f(x +
*M\) -f(x), x PO.
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Yechish.Ay=-2- - £="™-ax-am.=- aXt- , u holda:

X+ 0X X X(x+/4x) X (X +4x)
/

N = lim (——— foe) = - - 3,

V*/ Ox—0\ x(x+[4x)/ y2 =

3 -misol 1y=x; 2)y=x2 3)y =ax2+6x +c; 4) y =x3
funksiyalarning hosilalarini topamiz.

Yechish. 1)y =x= 1lex+0, bundan k=y' =1, ya'ni x' =1
bo'lishini aniglaymiz. Bu misolda (3) kabi limit formulalardan
foydalanishga hojat bo'Imadi;

2) (1) formula bo'yicha:

Ay = (X +AX)2- x2=X2+ 2X *Ax + (Ax)2- (AX)2=(2X + Ax) *Ax.

Orttirma Ay - (k +a) mAx ko'rinishda tasvirlandi. Unda
lima =0, k=2x. Demak, (x2)' =2x;

x->0
3) funksiya orttirmasi:
Ay =a(X +Ax)2 +b(x +Ax) +c - (ax2+bx +c) =
=lax wAx +fl(Ax)2 + b- Ax.
Funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbati:

== T emmememmeee =lax +a- AX+b;
Ax Ax

topilgan nisbatning Ax-»0 dagi limiti:

y'=lim (lax +amAx +b) - lax +b.
Ox->0

Demak, (ax2 +bx +c)' =lax +h\
4) A(x 3) =(x +AX)3- x 3=(3x2+3x *Ax + (AX)2 *AX,

y' = lim = lim (3x2 +3x *Ax +(Ax)2) =3x2.

Ox—0 O0*  Ox—0

5.7. Funksiyalarning differensiallanishini isbot giling:

1) n/x, x>0; 2) -i,x/0; 3) -N,x*h;
4) --\]L, X>0; 5 --j, -v*0; 6) x4.
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5.8. 5.4-mashqda keltirilgan funksiyalar hosilalarini toping.
5.9. Funksiyalarning hosilalarini toping:

1) gx-l; 2) 5-7x2; 3) JTx;
4) 2 +sffx ; 5) x3+>/3; ® 5x2;
7) 8) -x3+7; 9) Jx ;
10) 7n+1; 11) (x2-x+ 1)'.

5.10./(x) funksiyaf'{x) hosilasining x= a nuqtadagi giymatini
toping:

1) 4-5x2,<3=1;

2) A4 +V6X

3) x3,a--1 a=3, a=-0,5.

5.11. f(x) =x3-] x2+10%-2, f\0)=2/'(-1)- 2 /41)="?

5.12. n, n2,n 3, i, Vx funksiyalar hosilalarini ku/ating, ular-
ning tuzilishida ganday umumiylik bor ?

5.13. y =yfx funksiya hosilasini toping.

5.14. Jismning aylanma harakatida coburchak tezligi va v chizigli

tezligi orasidagi bog'lanish @= ~munosabat orqali ifodalanadi, R —
aylana radiusi. Oniy burchak tezlik tushunchasini ta’riflang va uning
Ifodasini hosila orgali bering.

5.15. Qattiq jismning issiglikdan chizigli kengayishi / - 0 =
e altit-t0), bog‘lanish orqali ifodalanadi, bunda /,va / jismning

va { temperaturalardagi uzunligi, a —jismning issiglikdan chizigli
kcngayish koeffitsiyenti (jism moddasining tabiatiga va turiga bog'liq
kiittalik). Oniy chizigli kengayish tushunchasini ta’rillang va uning
[lodasini hosila orgali bering.

5.16. Nobalandlikdan Vo boshlang'ich tezlik bilan yuqoriga tik
olliganjism it) =ho +v0t- Ay- gonun bo'yicha harakat gil-
inoqda. Agar A0=5m, u0=2,5 m/s, g~ 10 m/s2bo’lsa, jismning
hvligi uning vOtezligidan 5 marta kichik bo'lgan vagi momentidagi
htilnndligini toping.

5.17. /=0 momentdan boshlab o'tkazgich orgali o'tgan elektr
(ill]tlori C/it) =2,5/2- 31formula bo'yicha hisoblanadi. Ixtiyoriy



vaqt momentidagi tok kuchini hisoblash uchun formula chigaring va
5-sekund oxiridagi tok kuchini hisoblang.

3. Funksiya differensiali. Agary=f{x) funksiya orttirmasi uchun
tuzilgan Ay =f(x +Av) -fix) =(&+a) wAx fonnulaga K =fix) giymat
go'yilsa, so'ng lim a =0 bo'lgani uchun fix + Ax) - fix) ~
~f{x) mAx yoki ~ °

fix +AX) —fix) Hix) Ax (1)

tagribiy formulaga ega bo'lamiz. Bu munosabatdagi f'{x)- Ax
go'shiluvchi y =fix) funksiyaning berilgan n giymatdagi
differensiali deyiladi va dy yoki dfix) orqgali belgilanadi, ya’'ni

dy=f(x)-Ax. (2)

xerkli o'zgaruvchining dx differensialini topaylik. x '=1vay=x
bo'lishini nazarda tutib, (2) munosabat bo'yicha dx=fix) mAx =

=x"' mAX = 1«Ax=Ax, ya'ni dx =Ax ni olamiz. (2) munosabat
dfix)=fix)dx (3)

ko'rinishga keladi. Shu kabi, (1) munosabatga muvofiq/(x)
funksiyaning x =a nuqta yaginidagi giymati uning shu nugtadagi
/(a) giymati bilan / '(a) mh differensialining yig'indisiga teng,
bunda Ax =/.

y =f (x) funksiya biror oraligda uzluksiz va gat’iy monoton
bo'lsin. U holda unga teskari x =d(=0 funksiya mavjud. Ay =
=/ (x +AX) - fix) PO da AX =dq> +A¥) - dq>) PO va ,Ax-"0 da

Ay—0, Av-"0 da Ax-"i) bo'ladi. Natijada: Ai — yoki

Roay = Tjmtar

va
elx =dip(y)=<p'(y)dy ()
munosabatlarga ega bo'lamiz.

(1) formula tagribiy hisoblashlarda keng go'llaniladi.

Misol. 'y =x 3 funksiyaning x = 3,0184 dagi qiymatini
e =0,005 gacha aniqlikda topamiz.

Yechish. 3,0184 =3 +0,0184. Shunga ko'ra, a =3, h =
=0,0184 deb olishimiz mumkin. / (3) =33=27,/'(3) =3x2=27.
(1) munosabat bo'yicha fix + Ax) =(3 +0,0184)3 =27 +
+27 +0,0184 =27,4968. Vujudga keladigan xatolik:



(X +AX)3- (X3+3x2 +[IX) =3X(AV)2+([Ix)3=3 u8 m),01842+0,01X43=
=0,01842 +9,0184 <0,022 «9,02 =0,003608 <0,004 <e.

5.18. /(x) funksiyaning x= a dan x= b ga o'tishdagi chekli
ayirmasi, orttirmasi, hosilasi, differcnsiali tushunchalarining
ma’nosini fizik va geometrik misollar yordamida tushimtiring.

5.19. Differensiallarni toping:
) M x); 2)dIx; 3) t/(5v2); 4) AYr); 5)d(kx +1).
5.20. Tagribiy hisoblang:

1) 2) 3) «Y46  4) $/24.7.

4, Funksiya grafigiga urinuvchi (olg‘ri chizig. y=f(x) funksiya
grafigida yotgan M(x0; y0) va N (x 3,) nuqgtalar ustidan kesuvchi
(a) to‘g‘ri chizigni o'tkazaylik (V.2-rasm). Uning tenglamasi:

=2>()
Y)  +1-*0
yoki

=1 + 0)

bo‘ladi, bunda Ax=x, - x0=h, dy =y{- y0=f(x0+h) - f (x0), N
nuqtani go'zg'almas M nugta tomon/ (x) chiziq bo'yicha siljitsak,
(o) kesuvchi M nugta atrofida burilib harakatlanadi va A/nugtadan
o'tuvchi (b) urinmaga yaqinlashadi. Urinma esa og'ma bo'lsin, u
holda Ax =x, - x0 oralig gisqaradi. Bunga garaganda kjiNM—0
yoki Ox->0 da (a) kesuvchi (b) urinma holatida bo'ladi.
Natijada (a) to'g'ri chiziq kkes burchak koeffitsiyentining
NM-*0 dagi limiti (b) urinmaning kwt =tgcp burchak koef-

fltsiyentiga teng bo'ladi. kkes =" <y 0 504ganjjan qUyj_

ilngilarga ega bo'lamiz:



V.2-rasm.

va

Y=/(xo0) +/'(*0)(*-x0). (2)
Bu nuilohazalarda urinma og‘ma, ya’'ni *90° deb olindi. Urinma
vertikal bo'lgan holda tgd aniglanmagan bo‘ladi (tg90° =+°°).
Misol. Abssissasi x=-3 bo'lgan nuqtaday =9-x 2egri chiziqga
urinuvchi to'g'ri chiziq tenglamasini tuzamiz.

Yechish. (2) formuladan foydalanamiz. Bizda f'(x) =(9 -
-x2)' =-2x, K=/"(-3) =-2 +(-3) =6. U holday =(9- (-3)2 +
+6 *(x--(-3)) =6x +18.

M ashqglar

5.21. Abssissasi x0= 1 bo'lgan nuqtada y = 2x2 egri chizigga
urinuvchi to'g'ri chizigning tenglamasini tuzing.

5.22. Ordinatasi y§=-2 bo'lgan nuqtada y =x2- 4x + 1 egri
chizigga urinuvchi to'g'ri chizigning tenglamasini tuzing.

5.23. y=-2x+ 6 to'g'ri chizigga parallel bo'lgan va y=x2- 6x 4
+5 parabolaga urinuvchi to'g'ri chizigning tenglamasini tuzing.

5.24. B(2; -5) nuqtadan o'tib, y =x2- 6x + 5 parabokigii
urinuvchi to'g'ri chiziglar tenglamalarini tuzing.

5. Differensiallanuvchi funksiyaning uzluksizligi. Oldingi
boblardan funksiyaning uzluksizligi hagida bir gadar ma’lumolgn
egamiz./(x) funksiyaning x =a nuqtada uzluksiz bo'lishi uchun

1) f(a) =b, unda b —aniq giymat; 2) lim f(x) =b bo'lishi

kerak. Bu shartlardan agalli biri bajarilmay qolsa, funksiya \ n



nuqtada uziladi. Masalan, </(ex)=~f funksiya x=2 nuqtada
uzluksiz. Chunki/(2) =1, lim,/(.v)= 1. Lckin iu=1 da uziladi:
V=

1-shart bajarilmaydi (funksiya aniq giymatga ega emas). Uning
grafigiga, masalan, (1; 3) nugta kiritilishi bilan tu/iladigan ushbu

funksiya ham uzilishga ega: endi 1-shart bajariladi, 2-shart esa

bajarilmaydi: HT-L,- =°° (cheksiz limit). Masalani oydinlashtirish
A—>1 -1
maqgsadida ushbu teoremadan foydalanami/:

Teorema. Agarf (x) funksiya x=a nuqtada dfff'erensiallan-
sa, u shu nuqgtada uzluksizdir.

Isbot. anuqgtada/ funksiya differensiallansin: /(<7 +h)-f(a)=
= (k +a)h. Lekin /~=0da a->0 va \\m(k +a)/i» (k +0)0 =0 .

Bundan rI\i;no(/(a +h)- f(a)) =0 voki rIi@o(/ (« +/) - f(a).

Bu esa/funksiyaning x =a nuqtada uzluksizligini bildiradi.

Teskari fikr noto‘g‘ri, funksiya biror nuqgtada uzluksiz bo'lsa-
da unda differensiallanmasligi ham mumkin. Masalan, |x |funksiya
barcha nuqtalarda uzluksiz, lekin x=0 da dirtercnsiallanmaydi.

Hagigatan, funksiya ifodasini \)t\zJi*’ aé3r X ? 0 b’SIa’ ko'ri-
- jc, agar v<0 bo'lsa

nishda yozaylik. Funksiyaning x =0 nuqtadagi oilg tomonli va
ehap tomonli limitlari teng:

lim |x|= lim x =0, lim IX = lim (-x)«0.
A—>+0 x —>+0 x —>9 X 0

Demak, |x] funksiya x=0 nuqtada uzluksiz. Lckin u shu
nuqtada differensiallanadimi? Ixtiyoriy x =1li da y = |x|] = |//1

illyuiatini berishi kerak bo'lgan o’ng va chap tomonli limitlar



teng emas. Demak, * =0 nuqtada |x |[funksiyaning hosilasi mavjud
emas, funksiya bu nuqgtada differensiallanmaydi, grafigi o'z
yoiialishini o‘zgartiradi.

Giih Mashqglar

5.25. Quyidagi funksiyalarning x =a nuqtada uzluksizligi, lekin
unda differensiallanmasligini isbot giling:

H/(*)=I-310=3, 2)f(x)=x+\x-2\,a=2;

3) fix) =~7, a=0.
5.26. Quyidagi funksiyalar x= 0 nuqtada diflferensiallanadimi?

) /<n) =® ; 2) /<*) =-2|n]; 3) =
4 /U )=4 ; 5) /(;t)J - 2.agar,<0bo-lIsa,
4 [X, agar x >0 bo Isa.

5.27. Funksiyalarning gaysi biri sonlar o'gida uzluksiz?

1) /7(x) =k2-4]; 2) /(x) =-M;
fx-2, agar x <0 bo'lsa,

3) f(x) =
[x2-2, agar x >0 bo'lsa;
fx-2, agar x <0 bo'lsa,

4) f(x) =

[x2, agar x >0 bo'lsa.

oy tri’x)q:\xz’ agarx<I bo'lsa,

funksiya a va b ning
lax +b, agar x >1 bo'lsa

ganday giymatlarida x = 1 nuqgtada differensiallanadi?

2-8. Funksiyani differensiallash gqoidalari

1. Chizigli kombinatsiyalarni differensiallash. / funksiyaning

f(x+h)-f(x)

h
limitning albatta mavjud bo'lishi zarur ekanligini bilamiz. fix)

biror x nuqtada differensiallanishi uchun fix) :H/r\no



hosilani topish /7 (x) funksiyani differensiallash deyiladi. Funksiya
differensiali df (x) =f '(x)dx ko'paytmaga tengligini bilamiz.
Differensiallash masalasi f'(x) hosilani topishga keladi. Quyida
biz differensiallash qoidalari bilan tanishar ekanmiz, unda
garalayotgan funksiya hosilaga ega deb gabul gilinadi.

1 -teorema. C doimiy kopaytuvchini hosila bclgisi ostidan
chigarish mumekin:

(Ne ))'= Cf\Xx). (n
Isbot. A(CF(X)) =Cf(x +h) - Cf(x) =C(f(x +/;)-f(x)) =
=C+J/ Bundan: lim” - =Clim~M-=Cf".
N0 n h—=0 h
2-teorema. f va gfunksiyalar differensiallanadigan
nuqtalardaf +gfunksiya ham differensiallanadi va
(fG)+g(x)y=Ff(x)+g'(x) (2)
bo ‘ladi.
Isbot. f (X) +g(x) funksiyaning [x; x + /] kesmada qgabul
giladigan orttirmasi:
A(f(x) +g(x)) =(/(x +h) +g(x +h)) - (f(x) +9(x)) =
={f(x+ h) - /(x)) +(g(x +h) - g(x)) =A/(x) +Ag(x),

bundan A</<A)+g(A>_ A u )+ Ag(a) j engijj(njng tomo-
h h h
nida A—0 da limitga o'tsak,
lim =lim 4MNE£) + |im a*(£>.
/—0 A n—0 « A—0 n

chap tomondagi limit (f (x) +g(x))' ga, o‘ng tomondagi limit
f'(x) +9'(x) ga teng. Demak, (f(x) +g(x))' =f'(x) +g'(x).
1-misol. f(x) =-x3-5x2+|x+7 funksiyaning hosilasini
topamiz.
Yechish. /'(*) =(-*3F+(-5x2)U (| x)'-+7"; (-*'>"' =

/ V
e -3x2, (-5%x2)'=-5 «2x =-10x, (|| 7' =< Hundan,

fAx) =-3x2-10x +].



2-misol. Abssissasi x0= 1bo'lgan nugtada / (x) =2x 2- 3x
funksiya grafigiga urinuvchi to'g'ri chizig tenglamasini tuzamiz.

Yechish. Bizda/ (1)=2+12- 3¢1=-1,/'(x) =(2x2- 3x)' =
=292x- 3=4x - 3, bundan/ '(1) =4 +1- 3 =1 Bu giymatlar
urinmaning y-f(x0) +/'(x0)(x - x 0) tenglamasiga qo'yilsa, y =-\ +
+ le(x- 1) =x- 2 yoki y =x- 2 hosil gilinadi.

n,2
3-miso 1 Jismning erkin tushishda o'tadigan masofasi s =

formula bo'yicha topiladi. Tushishning O=1s; 2 s dagi oniy tezligini
topamiz (g =10 m/s2).
Yechish. Oniy tezlik v(t0) =s'(t0) ga teng, bunda

U holda v(1) =gml » 10 m/s, v(2) = 10-2 =20 m/s.

Mashqlar

5.29. / funksiya uchun Ja- /; a + h] kesmada tuzilgan
f(a+hr)]-f(a) /(a)-;](a-h) f (a+h)-f(a-h) va  f'(a)

ifodalarning giymatlarini (mikrokalkulator yoki EHM yordamida)
hisoblang, bunda uchinchi kasr ifodaning giymati, ya’ni birinchi
va ikkinchi kasrlarning o'rta arifmetigi f\a) uchun yaxshiroq
yaqginlashish bo'lishini tekshirib ko'ring (A=0,1; 0,01; 0,001):

1) /(x) =x3- 2x2+4, a =3; 2) fix) =3V x-6x, a=9.
5.30. Funksiyalarning hosilalarini toping:

1) x3-4\/x +x-5; 2) -2x3+3x2+4;

3) 5x2+3\/x-4; 4) NMN+JX.

5.31. x0= 1 nuqgtada y - 2x3 egri chizigga urinuvchi to'g'ri
chizig tenglamasini tuzing va uning shu urinish nuqtasidan
abssissalar o'gi bilan kesishuvigacha uzunligini toping.

5.32. Abssissasi X0 =2 bo'lgan nuqtada y =3x3- 6x2- 4 egri
chizigga o'tkazilgan urinmaning tenglamasini tuzing.

5.33. Ordinatasi y0--2 bo'lgan nuqtada y =x3-1-x-1"-
egri chizigga o'tkazilgan urinuvchi to'g'ri chizig tenglamasini tuzing.



5.34. x0 =-3 nuqtada y =x 2 + bx +5 parabolaga urinuvchi
to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyenti va OXo'qgi bilan kesishish
nugtasini toping.

5.35.y -x2-9 parabolaga uning abssissalar o'gi bilan kesishish
nugtalarida urinuvchi to'g'ri chiziglaming burchak kocfTitsiyentlari
va ordinatalar o'gi bilan kesishish nugtalnrini toping.

5.36. Jism h0balandlikdan v{boshlang'ich te/lik bilan yugoriga
tik otilgan. Uning t\aqt momentidagi oniy tczligini toping.

5.37. 60 sm uzunlikdagi bir jinsli yupga AH sterjenning
massasi m =4x2 (g larda) gonun bo'yicha tugsimlangan.
Sterjenning A uchidan x0=20 sm va x,, - 50 sin u/oqlikda turgan
nuqtalardagi chizigli zichlikni toping.

5.38. O'tkazgich orgali t=0 vagt momentidan boshlabo'tadigan
elektr migdori q(t) - 5/3 - 1 formula bo'yicha topiladi. I vaqt
momentidagi tok kuchining kattaligini toping.

5.39. Jism 5(0 =10t +t2qgonun bo'yicha to'g'ri chi/.igli harakat
gilmogda. Uning /=2; 5; 7 (s) vagt momentidagi oniy tczligini
toping.

5.40. y =1- 15x -x 2 parabola bilan ~“Ko'qgining kesishish
nugtasida shu parabolaga urinuvchi to'g'ri chiZigning tenglamasini
tuzing.

5.41. Nugtaning koordinatalar to'g'ri chi/igi bo'ylab harakat
gonuni x =2 + 10/ - 0,3/2 (m) tenglama bilan ifodalanadi.
Nugtaning t0=6 (s) momentdagi tezligini toping. llarakat gachon
to'xtaydi?

5.42. Nugtaning koordinatalar to'g'ri chizig'i bo'yicha harakat
gonuni x =r3- 6f2+4(m) tenglama bilan ifodalanadi. Qaysi vaqt
momentida tezlik 0 ga, 5ga, 6 ga teng bo'ladi?

2. Darajali funksiyani va funksiyalar ko'puytinasini difTcrcn-
siallash. Agar geometrik progressiya hadlari yig'indisi uchun ushbu

I+x +x2+..+xn 1= -, x * ltenglikka x = qo'yilsa, nati-

jada

-1 x| a'M(b-a)'

yoki
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an\ +an-2b+... +amKkbk +... +bf 1 brl‘):;” ,

yoki
bn- an=(b- a{a"'~[+amZb+... +arkbex+... +0™]) (1)
ayniyat hosil bo'ladi. Hisoblashlarda uadan foydalanamiz.
1 -teorema. / (x) funksiya differensiallanadigan nuqtalarda
uningf n(x), ne N, darajasi ham differensiallanadi va
(f"(x))' =nf'HXx) -fix), (2)
d(f"(x)) =nf""-4x)-fdx (3)
munosabatlar o'rinli bo'ladi.
Isbot. Af'(x) =f n(x +h) -f n{x) bo'lsin. (1) ayniyat bo'yicha
Af n(x) =(f (x +h)-f(x))\fn-\x +/) +f{x) +h) +.. +
+H k=\x)frk(x +h) +... + fnAX)\
(ikkinchi qgo'shiluvchi n ta go'shiluvchidan iborat) yoki
as” (a) f(x+h)-f(a)
V4 /
/%" (x)-f"-k(x +/) +. )~
Keyingi tenglikda /4 ) bo'lganda limitga o'tamiz. Teorema sharti
bo'yicha f(x) funksiya differensiallanuvchi, demak, u uzluksiz
funksiya va shunga ko'ra limff (x +h) =f ¢x) va B[gof(x+h])1~f(x)
=f\x). Kvadrat gavslar ichidagi n ta go'shiluvchining har biri-

ning 1”0 dagi limiti f ~\x) ga, jami yig'indi nf" Hx) ga teng.
Shu tariga (2) va (3) tengliklar hosil bo'ladi. Teorema isbotlandi.
Xususan, f(x) =x" uchun:

(x")' =nx"1-x"=nx""l*l=nx"-I

d{xn) =nxrdx. 4)
Keyinrog, (2) formula daraja ko'rsatkichning har ganday
giymatida o'rinli ekani isbotlanadi. Buning uchun daraja asosining
musbat bo'lishi, n butun son bo'lganda esa asosning fagat noldan
fargli bo'lishi talab gilinadi.
1 -misol n=1 0; -m (bunda me N) va x ®0 uchun 7/ (x) =
=x n funksiya hosilasini topamiz.



Yechish. 1)a=1 da (X)) =1mM =1ex°=1¢1=1 ya'ni
Xx'=1
2) n-0da (x0) =0-ex° 1=0, ya'ni ()" =0;
3) n=-m, we TVda (x =-mx 1=-mx
2 -miso 1 (6m2- 5x +7)3 funksiyaning hosilasi va differen-
sialini topamiz.
Yechish. Bizda/(x) =6x2- 5x +7,f '(x) 12x -5, n =3
(2) va (3) formulalar bo'yicha:
((6x2- 5x +7)3)' =3(6x2 5x +1)1e(12x 5)
va
d(6x2- 5x +7)3=3(6x2- 5x 47)- (12x 5)dx.

3-misol. vx4 ,x> 0 funksiya hosilasini topami/.

Yechish. ifodani x~ ko'rinishda yo/anii/. l)ar"ja ko'rsat-
kichi natural son emas, lekin asos musbat son. (2) lormuladan
foydalanamiz: ¢ 4

X5
4-misol. —y1 Vfunksiyaning hosilasini topami/,.

Yechish., —~—- =(3x2-4)2,/(x) =3x2 4, /'(v) 6x, n==2
(3x -4)

X
C=((3x2-4)-2) =-2m(3x2-4) 21 v~

~(3n:2-4)2 ) <.v\/2

4)
5-misol. Vx2+9 funksiya hosilasini topami/.
Yechish. /(x) = x2 + 9, f'(x) 2X. n=";

(Vx2+9)' =((x2 +9)%)‘= | -(x2 +9)|2 ! *2X
to

2-teorema. / vag funksiyalar differensiallanailigan x nuqgtada

ularningfg ko paytmasi ham differensiallanadi va bu ko paytmaning
hosilasi va differensiali

W=f'g+fg\ (4)

d{fg)=fdg+gdf (5)
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formulalar bo'yicha hisoblanadi, bundaf =/0x), g =g (x).
Isbot. A(fg) =f(x +Ax) g(x +Ax) —£(x)g (x) yoki f(x +Ax) =
=f (x) +A/(x), g(x +Ax) =g(x) +Ag(x) bo'lgani uchun,
A(fg) =(f+ AD{g +Ag)-fg=fg+f-Ag+g-Af+ Af- Ag-fg =
=f-Ag +g-Af+Af-Ag.
Shartga ko'ra / va g funksiyalar x nuqtada differensiallanuvchi
bo'lganidan

lim —=f", Ilim — =g,
Ox—0 An- ax™O o~
lim Ag= lim (—-Ax) = lim — ¢ lim Ax =¢'-0 =0.
Ox—0 Ox—»o\[x | Ox—0 A* [Ox—0
U holda:
ijg)" = lim lim (/ +g *Ag) =/ limy +
W >0 OV Ox—>01 a-v a*  ax / Ax->0 Av

o li A i i =fq" ' '-0=fqg’ !
P Ty i, A0 =107 0T 4770 =g of
Shu kabi g'=y, f =y-, (fg)' = bo'lganidan dijg) =
=fdg +g”'bo'ladi.
6-misol / (x) =(x 3+6x- 3)(x 2+4x +5) funksiya
differensialini topamiz.

Yechish. (4) va (5) formulalar bo'yicha:
fix) =(x 3+6x - 3)'(X2+4x +5) +(x 3+6x - 3)(x2+4x +5)' =
=(3Xx2+6)(Xx2+4X +5) +(x 3+6X - 3)(2x+4) =5x4+ 16x3+33x2+
+42x+ 18,

df=(5x4+ 16x 3+33x2+42x + 18)dx.

ail Mashqglar

5.43. Funksiyalarning hosilalari va differensiallarini toping:

1) (x3- 5x + 1)(x2- 5x + 1);
2) (x4- 6x + 1)(x3+x2- 2);

)
3) (Vx-\)i\fx +4); 4) VX(x3-2x +2);
5 (x2- 4x +2)3 6) (8x- 3)12 7)(Vx +3'U
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5.44. (uvw)' hosila uchun formula chigaring.

5.45. y =\fx - 1 egri chizigning gaysi nuqtasida unga o'tkazilgan
urinma abssissalar o‘qi bilan 450 li burchak tashkil etadi?

5.46. y =x 3+x - 7 chizigning gaysi nuqtalarida unga o'tkazilgan
urinmay =13n:-4 to'g'ri chizigga parallel bo'ladi?

5.47. f(x) =-|x3 - 2x +1 funksiyaning/ (« +h) giymatlarini
taqribiy hisoblash uchun formula tu/ing, uning yordamida

quyidagi ma’lumotlar bo'yicha hisoblashlarni bujaring va hisoblash
xatoligini baholang:

)o=3,/7?= 0,01; 2) a=4, b o,1.
3. Kasrni differensiallash.
1-teorema. fix) funksiya differensiallanadigan va noldan

fargli bo ‘lgan nuqgtalarda 377&)- funksiya ham dif/crrnsiallanadi va
ushbu tenglik o'rinli bo'ladi:

"(X |
/(*)/ /-((A)' M
Isbot. Oldin funksiyaningorttirmasini topami/..
1 1 J(x-ih) Kx)
f(x)lI  f(x+h) fix) /<\tiln /(V)
. ﬂ'fix) . . - e
Endi Ax orttirmalar nisbatining 2 =n\ »o0 dagi limitiga
o'tamiz:
1\ im f(x+h) f(x) .
\fix)l - AM%--—f 1o 1h"<@FTITTHj’TfT(&) =-/ /2 (x)
fix)
/2(%)"

Teorema isbot qgilindi.
2-teorema. f vagfunksiyalar differensiallanadigan vag* o

bo ‘lgan nugtalarda —funksiya ham differensiallanadi va ular uchun

ushbu tenglik o 'rinli bo 'ladi:



Isbot. ;—funksiyaning differensiallanishi uning / va -s

funksiyalar ko‘paytmasidan iboratligidan kelib chigadi. (1) formu-
ladan foydalanamiz:

1-misol ﬁ'—z funksiyaning hosilasini topamiz.
V4 +

Yechish. Bizda/=n:3-5 g=x4+3,/'=3x2, g'=4x 3va
(2) formula bo'yicha:

(-3-5V _ (A4+3)-3x2-(x3-5)-4.v3 _ -x6+20x3+9x2

X4 +3 (x4+3)2 (x4 +3)2

(l9p) Mashglar

5.48. Funksiyalarning hosilasini toping:

1 2) -4 7; 3

) X +5 ) (x-5) ) # x+5
41 *1+v' *i> m 4x3+3x2-5x +I

) x5 ’ 4x-|

5.49. Hosilalarningko'rsatilgan nugtalardagi giymatlarini toping:

1 f(x)= JIX ,/'(0), /°(2);

2) f{x) :xz-ﬂ\rx~\n - 1), 7'(0,2).

5.50. Abssissasi 2 ga teng bo'lgan nuqtada y :4IX% funksiya
SIX

grafigiga urinuvchi to'g'ri chizigning tenglamasini tuzing.
4. Trigonometrik funksiyalarni differensiallash.

1)/ (x) =sinx funksiya hosilasini topamiz:

Af(x) =sin(x +h)- sinx =2cos(x +-]jsin

sm(x+|/5I sin x

——————— =7cos r/ R SIn%
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lekin kosinusuzluksiz funksiya, shunga ko'ra lim cos].v +"j =cosx.

sin®
Ikkinchi tomondan, I'nl _T==%* bo'lishi oldingi boblarda isbot
2
gilingan edi. Shunday qilib,

e u/ .
fsmx) =lim I[| -------- W COSX
=9
yoki
(siuv)' =cosv (1)
va sinus funksiya differensiali:
d (sirLY) =cos \YA. (2)

2) cos(x +h)-cosx =-2sin(x + sin | orlttrimming h ga
nisbatining /#—0 dagi limiti yuqoridagi kabi almnshtirishlardan
so'ng quyidagini beradi:

(cosx)'=-sinx, (3)
d(cosx) =-siwcdx. (4)

3) bo'linma, sinus va kosinusning hosilalari loi mulalaridan

foydalansak, quyidagilarni hosil gilamiz:

__cosx-(sin v)' sin \(cos \)

tgx)' =(fe .V,
(19%)" = {8 N
€0S N1-cos r-sin x (- sin x) |
(3052}1' C(-Z)S n
yoki
(tgx)' =—y -, ()
cos A
d(tgx)= ~ (6)
c0S X
4) Shu Kkabi:
t e 7
(Ctgx)" ==y < 7
d(ctgx) =— C)

Sin X
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1-misol. Sinusoida va tangensoida koordinatalar boshida
OXo'qgini ganday burchak ostida kesishini aniglaymiz.

Yechish. O (0; 0) nugtada sinusoidaga urinuvchi y =kx
to'g'ri chizigning kK =tga burchak koeffitsiyentini topishimiz
kerak, bunda a —izlanayotgan burchak. k =(sinx)" =cosx. Lekin
O (0; 0) nuqgtada cosO = |. Demak, k =tga =1, bundan a =4/4.

Shu kabi k =(tgx)' =— bo'yicha x =0 da kK =1, bu safar

Cos

ham bundan a =4/4 bo'lishi aniglanadi.

2-misol. Abssissasi x0 = Dbo'lgan nuqtada kosinusoidaga
urinuvchi to'g'ri chiziq tenglamasini tuzamiz.
Yechish. Urinmaning y - y0 =k(x - x0) tenglamasiga

yQ==Cos| =", K=(cosx0)' =-sinx0 =-% go'yilsa,
hosil bo'ladi. Bu yerdan y =- ~x +yy +

3-misol. ctgf™ +0,001) ning tagribiy giymatini topamiz.
Yechish. 7/ (x0+N) ~f (x0) +/ '(*o) ' ~ formuladan
foydalanamiz. Bizda f(x) =ctgx, f'(x) =----y— x0 =J, h=
sin X

=0,001. Misolda izlanayotgan giymatning gqanday aniglikda bo'lishi
aytilmagan. Bu aniqglik 0,001 gacha kattalikda bo'lsin, deylik. U
holda

ctg (£ +0,001) * ctgf - —L_ 0,001 =1- -2L1,, =0,998.
u 1 4 sin2] FLL 2
2

Agar burchak graduslarda berilgan bo'lsa, formulalardan foyda-
lanishda radian o'lchoviga o'tiladi. Masalan,
€0s28° =co0s(30° -2°) =cos] |--"~j =cos”™ - sin ™ =

="-+1-"~ =0,8660+0,5-0,0349 =0,883.

Shu maqgsadda tayyor jadvallardan yoki mikrokalkulator va
EHMning imkoniyatidan ham foydalanish mumkin.



5. Murakkab funksiya hosilasi. Oldingi bandlarda funksiyalarni
differensiallash jarayonida biz hosilaning ta’'rifidan foydalandik.
Agar murakkab funksiyalarni differensiallash zarur bo'lsa, maxsus
goidalardan foydalanish qulayroq.

Teorema. fix) funksiya x nuqgtada, git) funksiya t =fix)
nuqtada differensiallansin. U holda gifix)) murakkab funksiya
ham x nuqtada differensiallanadi va ushbu tenglik o'rinli bo'ladi:

(O{f(x) Y=gV (x)) fix). (1
Isbot. t=f(x), t+ v=J\x+ h) bo'lsin. g(t) funksiya orttirmasi:
A(Q(/(x))) =g(f(x +h)) - g(f(x)) =g(t +v) - g(t). Shart

bo'yicha g funksiya t=f(x) nuqtada differensiallanadi. Shunga
ko'ra:

Hgifi*))) =(@'() +® =(g'() +a)(f(x+ h) - /(x)), (2
bunda a migdor u->0 da cheksiz kichrayadi. Biz v =0 da a =0
deb gabul gilamiz. (2) tenglikning ikkala gismini h ga bo'lib, h—0
bo'yicha limitga o'tamiz. U holda i>>0 bo'lganidan a->0 bo'ladi.
Natijada:

lim =lim (g'(t) +a) «lim ™ =g\t)- f\x) =
11->0 n A-»0 A-»0 n
=g"(f(x))-f"(x).
Ishot bo'ldi.

1-misol. Agar g(t) =tn, t=f(x) bo'lsa, g '(t) =(t n)’ =
mnt 1ot =nif{x))n1f{x) bo'ladi.

2-misol. cos(x3- x2- 2) funksiyaning hosilasini topamiz.

Yechish. f=x3-x2- 2, §/) =cos/bo'lsin. U holda: g 'it) =
m- sint, fix) =3x2- 2x. U holda: (cos(x3- x 2- 2))' =-sin(x3-
- X2- 2)*(3x2- 2x).

Mashgqglar

5.51. Hosilalari va differensiallarini toping:

1) cos4x ; 2) 5157 3)tgx +ctgx;

4) sin3x-c0S3X; 5) 3 6) (X3-4)cos2 X ;
Cos X

7) 3x2cosx +(x3+5)sin x ; 8) 'if88%>¥1



9) ixsinx. FO) 6sin3 x +4tgb5x .

I-sinx
5.52. Hosilaning ta'rifidan foydalanib isbot giling:
1) (tg2x)' =— %= ; 2) (ctgx) =— * |
cos 2X sin X
3) (cos2x)' =-2sin2x; 4)(sin3x)" = 3cos3x.

5.53. Ifodalarning taqribiy giymatlarini toping:

1) sin (E +0,02); 2) cos(] +0,001); 3) tg(] +0,00Ql);

4) tgn-0,02); 5) ctg(-y-0,003); 6) sin74°;
7) c0s31°30;  8) ctg59°30\

5.54. x0 nuqtada / funksiya grafigiga urinuvchi to'g'ri chiziq
tenglamasini tuzing:

) fix) =sin3x, x0=y ; 2)/(x) =xcosx, x0=y;

3) /(x) =tg3x, x0 =-]; 4) f(x) =~ctgx, x0 =y

5.55. Funksiyaning hosilasini toping:

1) (5x-1)%; 2) sin (bx +
3) sin 7x* -7 4) 3x  --
) sin2 3x
5) 4sin2x- I; 6) COSS/X ;
7) Vsin 2x ; 8) VCos3 7X +sin3 7x ;
9) wtgx-"ctgx; 10) y =sin-!-;
11) y =sin(sin x); 12)y =Jtgj;
13) y =sinVI +x2 ; 14) y =M1+ (tgx +y ) ;

15) y =cos2i”™ -.
1+VX
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5.56. X0 nuqtada / funksiya grafigiga urinuvchi to'g'ri chizigning
tenglamasini tuzing:

1) f(x) =cosx, x0=": 2)J(x) -sin(.v2 3V+I), x0 =];

3) f(x) =tg(3/x), x0=n3; 4)/(x) =ctg(x4-g), x0=1J.

5.57. f(a +h) ~f(a) +f'{a) «h formuladan loydalanib,
funksiyalarning giymatini 0,001 gacha aniglikda toping:

1) sin(]-0,003); 2) cos(] +0,002); 3) tg(j+ OQOQ1);
4) sin6l°;  5) cos30°30"; 6) tg59°30".
5.58. Quyidagi funksiyalarni tekshiring va grafigini yasang:

1) fix) =sin.v+1sin 3x +1sin5x ;

2) fix) =cosx +|cos3x +-|cos5jc .

5.59. Tekislikda olingan O va A nuqtalar orasidagi masofa
s ga teng. A nuqtadagi E yoritilganlik eng katta bo'lishi uchun
B lampochka shu tekislikdan ganday balandlikda ilinishi kerak?
(OB —?) A nuqtadagi yoritilganlik E =1 .EPE formula bo'yicha

hisoblanadi, bunda r = AB, ¢ = ZBAO', argument sifatida ¢
burchakni oling; / —yorug'lik kuchi (V.3-rasm).

6. Teskari trigonometrik funksiyalarni differensiallash.

Agar y =d(x) va y =\|/¥ funksiyalar o'zaro teskari bo'lsa,
illuming grafiklari n =x bissektrisaga nisbatan simmetrik jovla

V.3-rasm.



shishini bilamiz. Shunga ko'ra, biror A(xO\y0) nugtada ggrafikka
urinuvchi / to'g'ri chizigga y =x to'g'ri chizigga nisbatan simmetrik
B(y0, x0) nugtada \i grafikka urinuvchi 12 to'g'ri chizig mavjud
(V.4-rasm).

Demak, x0 nugtada @ funksiyaning differensiallanishidan yO0
nugtada W funksiyaning differensiallanishi kelib chigadi (gat’iy
isboti oliy matematikada beriladi). Xususan, trigonometrik
funksiyalarning differensiallanishidan teskari trigonometrik
funksiyalarning differensiallanishi kelib chigadi. Bundan foyda-
lanamiz:

1) Agar y =arcsinx bo'lsa, siny =x bo'lishini bilamiz, bunda

U holda (siny)'=x"'= 1yoki murakkab funksiya hosilasi

formulasi bo'yicha cosy ¢y '=1yoki y' = y ga ega bo'lamiz.

cos

Lekin -j<y<-1 da cosy >0, cosy = -sin2y =m\-x2,
natijada:
(arcsinx)' = J — , (x(< 1,
Viox &
Aarcsin x) = -'%—, <1 )
vI-x2

2) Shu kabi quyidagilarni hosil gilamiz (unda |x]< 1)

®)
(4)
3) y =arctgx bo'yicha tgy =x, lekin (tgy)' = my' =1 edi.
Cos2 1
Bu tenglikka cos2y =— L - =—1Ll- go'yilsa, natijada:
I+tg y  \#X
arctgx)' =—L1-, 5
(arctgx)" =11 (5)
d(arctgx) =
(arcetgx)' =-——L-, U
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d{arcctgx) = ( 8)

\+X
1-misol Quyidagi funksiyalarning hosilalarini topamiz:
a) 2x e arctg24x;  b) x 3 earcsin3x; d) ---- L

arcsin 2v
Yechish.
a) (2x earctg24x)' =2x "' earctge4x +2x e (arctg24x)’

=2(arctg24x +x mlarctgax e T 12—7 *(4x)") =2arctg4x marctgdx +
+ *

+—— )
1+16N1-2

b) (x3 earcsin 3x)' =(x3)'arcsin 3x +x3(arcsin 3x)" =

\
=3X2 *arcsin3x +x3 m —(3x)"' =3x2 arcsin 3x +
~N97?
d) — r-tr- =2((arcsin2x) )' =-2 --——-—-Ll——--(arcsin 2x)' =
\arcsin 2x1 arcsin ~ 2x
aresin 2x \jl-(2x)2 arcsin2 2x-\I\-4x2

2-misol. Xgq =y nuqtaday =arcctg3x funksiya grafigiga uri-

nuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzamiz.
Yechish. Tenglamaniy =y0 +k{x -x 0) ko'rinishda izlaymiz.

Masala shartiga ko'ra xo =], yo =arcctg(3s =arcctg1=],
K=y' =(arcctg3x)’ =-— 7 ,/(x0)=—-J— =-A Urinma:
1+91 1+9-14)

3-miso 1. a) arcsin 0,48; Db) arctg 0,96 ifodalar giymatlarini
0.001 gacha aniglikda topamiz.
Yechish. a) /(x +h) ~/(x) +f'(x)h taqgribiy lormuladan

IOydalanamiz. Bizda
2.



I—- +(-0,02) =
V1-0.52

arcsin 0,48 =arcsin(0,5 - 0,02) =arcsin 0,5 +

-1 099 =0,5236-0,0231 =0,5005 =0,501;

b) arctg0,96 = arctg(l - 0,04) = arctgl +I_|TE *(-0,04) =
+

=4-0,02 =0,765. |x]<1lbo'lganda arctgx va arcctxni aniqroq

hisoblash maqgsadida quyidagi taqribiy tengliklardan foydalanish
mumkin:

arctgx =x -y -+"-+..+(-1)""%™~+Tx ne Nm 9)

arcctgx =f - arctgx. 9"
4 -miso I. arctg 0,3 giymatini 1104 gacha aniglikda topamiz.

Yechish. Shunday natural n sonni topish kerakki, unda

<0,0001 bo'lsin. /=2 da =0,00048 >0,0001, lekin

n,7
n=3da —y- =0,00003 <0,0001. Shuning uchun n - 3 deb
olinishi kifoya. U holda:

arctgh,3 =0,3-033 4033 037 _f 59ng |

ann Mashqglar

5.60. Funksiyalarning hosilalarini toping:

1) y =arcsin2 3x ; 2) y =arccos2 VX ;

3) y =arctg3x4; 4) y =arcctg(ctgx);

5) y - arcsin x - arccosx ; 6) y =arccos . nn:
X

I\ v =~varccosv ° X v=arcshx m

1-x

y =xarcsin x +V1- x2 ;

arccos v'

10) y =x min x earctgx ;



11) y =sfx earctgx ; 12) y =arcsin - ;

13) y =arcsin

5.61. 0,001 gacha aniglikda hisoblang:

1) arcsin(-0,47); 2) arctg(v3-0,003); 3) arccos0,52.
5.62. Funksiyalarning grafiklarini yasang:

1) y =arcctgb j ; 2) y=3x-arctgj m 3) y =niarctgx .

7. Yugori tartibli hosilalar. /7 '(x) hosila x ning funksiyasidan

iborat. Uning (f'(x)Y hosilasi (albatta, u mavjud bo'lsa)/ funksiya-
ning ikkinchi hosilasi yoki ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi vaJ *(X)
orqali belgilanadi. Ta’rif bo'yichp (f'(x))'=f"(x). Shu kabi (/™)' =

(f"')'=flw va hokazo. Masalan, /(x) =x3 funksiya uchun
/' =3x2,/" =3 «2x, /"' =3 2 +1=6,/ N=6"=0.

To'g'ri chizigli harakat gilayotgan nugta /vaqt ichida 5 masofani
o'tgan va v =) tezlikka erishgan bo'lsin. Agar tezlik (/; t +At)
vaqgt oralig'ida Au orttirma olgan bo'lsa, ~ nisbat tezlikning vaqt
hirligi ichida o'rtacha o'zgarishini ko'rsatadi va o'rtacha tezlanish

deb ataladi. t momentdagi tezlanish sifatida v ~ ) ~ ~ hosila gabul
gilinadi. Lekin v tezlikning o'zi s\t) =~ birinchi tartibli hosila.
Demak, tezlanish s kattalikning ikkinchi tartibli hosilasi bo'ladi:
n «s"(t). Shu kabi (n- 1)- tartibli hosiladan olingan hosila funk
siyaning n- tartibli hosilasi bo'ladi:
(f(n-\)y =/(=),
[losilaning tartibini ko'rsatuvchi n sonni daraja ko'rsatkichidan
liirg gilib, rim raganilarida yoki kichik gavslar ichiga olib yo/iladi
y", yIV, yv, y(6), y«> va hokazo.
/ (X) =x m me IV funksiyadan olinadigan n- tartibli hosila
(x™M () = (MmxmRY{r = (M(m - \)xT~2)0H2\ umiiman,
X" <'t=m(m- )(m- 2)..(/»- n+Lx" ", mrn (n

ko'ilnishda bo'ladi.
A



Xususan, m- nbo'lganda (xX")(m=m(m - 1)(m-2) ... *3 X
X 2e+1=m!ga ega bo'lamiz. Masalan, (x4)iv=4 3 «2 « 1=41 =24,
m<nda (jc")I"=0 bo'ladi. Hagigatan, (x (M- ((x4IM/=(24)' =0.

1-misol (x 3+3)6«(x2- 5)3 funksiyaning n =24- tartibli
hosilasini topamiz.

Yechish. Qavslar ochilib, ixchamlashtirishlar bajarilsa, bosh
hadi x24 bo'lgan, ya'ni m=24-darajali ko'phad hosil bo'ladi. m=n
bo'Imogda. Shunga ko'ra ((x 3+3)6(x2- 5)3)<A =(x 4+A x B+
+B mx 2+ .. +M){) = ((1) formula) 24 -23 « .. *(24 - 24 +

+1)x24 24+0+ 0+ ... +0 = 24!, bunda A, B, ..., M —
ixchamlashtirishlar natijasida hosil bo'ladigan sonlar.
Mashqlar
5.63. Hosilalarni toping:
D (x2+3x-1) ; 2) (x" +3x- 1"
3)(3x5- 2x2 +3)(4); 4) -’i;j:g 5
6) o 7) 8) ((x2- 4)5-(x3+1)10)<45);

9) ((x2-4)5-(x3+1)10)(40);  10) (x4 -2 x3)(7);

f n(as)

11
) X2+9x+20,

5.64. ( \(n) uchun formula chigaring.
I x+a l

5.65. So'nmas tebranma harakat s =A$\x\"- tenglama bilan

ifodalanadi, bunda T — tebranish davri, A —amplitudasi, 5 -

turg'unlik holatidan og'ish. Harakatning v - s' tezligi va v'=s"
tezlanishini toping.

8. Ko'‘rsatkichli, logarifmik va darajali funksiyalarning hosilasi.
Dastlab y =enfunksiyaning hosilasini hisoblaymiz:

Ly - e*"* ex =ex(eh-\), ~- =e:
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bo'lganligi uchun j*m -h~~e*mya’'ni (ex)' =ex.

y =eu(x) funksiya berilgan bo'lsa, murakkab funksiyani diffe-
rensiallash qoidasiga ko'ra

bo'ladi.

y =ax funksiyani differensiallash uchun <v =r"In" muno-
snbotHan foydalanamiz:

(ax)" =(exlnay =exlna -(x-\na) =ax «l,w/.
Demak, (ax)' =ax mna.
1-misol. (e3n) =eix «(3n)" =3<3n.
2-misol. y =3n hosilasini hisoblaymiz.

Yechish. y'=3n mn3.
U mu man,
(a“(x) Y =au(x) u'(x) \na.

3-misol. (3sinv)' =3sin* cosx-In 3.

y - log,, x logarifmik funksiya x =ay funksiyaga nisbatan tes-
kari funksiya bo'lgani uchun teskari funksiyani differensiallash
goidasiga ko'ra

bo'ladi. Demak, (log,, x)' =— . Xususan, (Inx)' =" .

Agar y =log,, u{x) funksiyani differensiallash talab etilsa,

hn'ludi.
4-misol. a) y =log3x; b) y - log45x funksiyalar hosi-
liilnrini hisoblaymiz.

Yechish. a) y':_—f&', b) j/ =—
jc

xIng '
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Biz (xnY=ux , ne N ekanliginiko‘rganedik. Endi ¥ - x
ae R funksiyani differensiallash goidasini keltiramiz. y =xa =
inv bo‘lganligi uchun

/ =(eulnx Y =ealnx (aln x)' =xa m -i =axa-'
Demak, (xa)' =axa* . Funksiya murakkab bo'lgan holda,

(w(x))*) =a(w(x))“1 u'(x)
bo'ladi.

3

5-misol. v=5x 4 funksiyaning hosilasini hisoblaymiz.

-1-i I
Yechish. = 4 =-|x 4-
Mashqglar

5.66. Funksiyalarning hosilasini toping:

1) y =2A; 2) Y=~"\ 3) y=x 10";
4) y=eXcosx; B) v=gosv. B =110

\" e X 1+10-V

7 Y= ; =sin(2 v).

) Y= Xy =sin(2 v)

5.67. Funksiyalarning hosilasini toping:

1) y=log-, x ; 2) y=In2x; 3) y =xlgx:
4) yzgézl)—( ; 5) }/=xsinxlnx; 6)y=FX;
Y= X y- jnsinx-

5.68. Funksiyalarning hosilasini toping:

i\ _(x+4)2 N X2 . [+Vx .

Yy ==+~ y = 1+v2x —A=

[+\2x

= -Lb-: = I+
D Y=3n 8) v
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3-§. Hosilaning tatbigi

1. Funksiyaning ekstremumlarini aniqlash. Agar Ja\ b\ kesmada
f(x) funksiya o‘suvchi bo'lsa (V.5-rasm) shu kesmaga tegishli
ixtiyoriy x=x, abssissali nuqtada/(x) grafigiga o'tkazilgan urinma
ClYo'gining musbat yo'nalishi bilan dpo'tkir burchak tashkil etadi.
0 ‘tkir burchak tangensi esa musbat, >0, bundan kK =/'(x,) >0
ni aniqlaymiz.

Shu kabi |/ e\ da / funksiya kamayuvchi bo'lsa, ¢ o'tmas
burchak va k =tgd =f*(x) <0 bo'ladi.

/funksiya o'suvchi, ya'ni x, <x, +Abo'lganda/(x,) </(x, +h)
bo'lib, argumentning Ax = (x, + h) - X, = h orttirmasi va
funksiyaning unga mos Ay =/(x, +h) - /(x,) orttirmasi bir xil
ishorali, funksiya kamayuvchi bo'lganda esa garama-qarshi ishorali
bo'ladi.

1 -teorema. Agarx, nugtadaf funksiyaning hosilasi/'(x,) >
>0 bo‘lsa, shu nugta yaginida argumentning Ax =h va funksiyaning
0> =/(x0+h) - f (x0) orttirmalari bir xil ishorali, f\x{) <0
bo'lganda bu orttirmalar garama-garshi ishorali bo'ladi.

Jsbot. Shartga ko'ra x0 nugtada f hosila mavjud. U holda
x =x0dan x =x0+h ga o'tishdagi funksiya orttirmasini

*f=f(xj+h)-/(x,) =(/'(x,) +a) *h
ko'paytma ko'rinishida yozish mumkin. a funksiya A—=0da cheksiz
kichik, lima =0. Shunga ko'ra A~=0daf vaf +a lar x, nuqta

V.5-rasm. V.6-rasni.
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yaqginida bir xil ishoraga ega bo'ladi. Demak, ikki hoi bo'lishi
mumkin:

1) yof >0, u holda ko'paytmadagi Afva A orttirmalar bir xil
ishorali;

2) yokif <0, bu holda Af va A orttirmalar har xil ishorali. lIsbot
bo'ldi.

X0 nugtaning (V.5-rasm) chap yaginida f'(x0- A) <0, o'zida
f'(x{) =0 (chunki (*!,/(*!)) nugtadan o'tuvchi urinma (XYo'giga
parallel, @=0, tgdb=0), o'ng yaqinida /'(x0+ A) >0. Shu bilan
birga / ning x0 nuqgta atrofidagi giymatlari x( dagi giymatidan
kichik emas, f(x0 + It) >/(x0), ya'ni / (jc) funksiya x0 nuqtada
minimumga erishadi. Aksincha, /(x3xA) </(x3), ya'ni funksiya x3
nugtada maksimumga erishadi. Maksimum va minimum nugqtalarini
birgalikda funksiyaning ekstremum nugqtalari deb ataladi.

Shunday qilib, funksiyaning nugtada ekstremumga (ekstremal
giymatga) ega bo'lishi uning shu nuqtada va uning atrofida ganday
giymat gabul qilishiga bog'liq. Ekstremum nugqtasida/' =0 bo'lib,
unda / grafigiga urinma OX o'qiga parallel bo'ladi. Lekin hosila
mavjud bo'Imagan (funksiya differensiallanmaydigan) nuqtalarda
ham funksiya ekstremumga ega bo'lishi mumkin. V.6-rasmda A
maksimum nugtasidan o'tgan urinma OKo'giga parallel ((p=90°),
f'(x =a) =tg90° =00 Chizmadagi C maksimum nugtasidan esa
bittadan ortig (chizmada ikkita) urinma o'tayotganligidan bu holda
ham hosila mavjud emas.

2-teorema. / funksiyaning hosilasi x0 ekstremum nugtada
yo nolga teng, yoki mavjud emas.

Isbot. To'rt hoi bo'lishi mumkin: 1)f*(x0) >0: 2) f'(x0) <0:
3) f'(x0) =0; 4) f'(x0) hosila mavjud emas.

Agarf'(x{) >0 bo'lsa, 1-teoremaga muvofiq x0 nuqta yaginida
Af va Jix orttirmalar bir xil ishoraga ega bo'ladi:

[xX0- M\ x(I] kesmada Ax=x0- (x0- h) =/ >0 va Af=/(x0) -
-/ (x0- h) >0;

X0; xQ+ ?]da Ox= (x0+A)-x0=h >0, Af=f(x0+A) -/ (x0) >0.

Bunga garaganda [x0- A x0+ Al kesmada /(x0- A) </(x) <
</(x0+A) o'rinli, ya'ni x0—ekstremum nuqtasi emas.

Shu kabi, agar f'(x0) <0 bo'lsa, / funksiya x0 nugtada ekstre-
mumga ega bo'lmasligi isbotlanadi. Demak, f'(x) =0 bo'ladigan
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yoki f'(x) mavjud bo'Imagan nuqtalar ekstremum nugqtalari
bo'lishi mumkin.

Bu teorema ekstremumlikka «shubhali» nuqgtalarni aniglashga
imkon beradi. Ular orasidan hagigatan ham ekstremum nuqtalari
ajratib olinishi kerak. Masalan, 7 (i) =(jc - 2)3 funksiyaning hosilasi
f'(x) =3(a'- 2)2va o'zi ,v= 2 da nolga aylanadi. Lekin bu nuqta
ekstremum nugtasi emas. Chunki v=2 dan chapda (x- 2)3funksiya
manfiy, o'ngda musbat, ya'ni funksiya grafigi bu nuqtada buriladi.

V.6-rasmda funksiya B nugtada bukiladi, x =dda uziladi, uning
chap va o'ng tomonlarida hosila mavjud va tnili ishoralarga ega,
nugtaning o'zida ekstremumga ega emas. V.5-rasmda garchi x2
nugtada /' =0 bo'lsa-da, bu nuqtada ekstremum yo'q, grafik
bukilishga ega.

1 -misol. y =x3—Y2- x funksiyaning maksimum va
minimumini topamiz.

Yechish. Ekstremumga ,shubhali” nuqtalarni topamiz.
Buning uchun y * =0 tenglamani yechami/. y' ,Wil- 2x - 1=0
tenglamaning ildizlari va 1 Funksiyaning nugta
atrofidagi holatini tekshiramiz:

1. .
*< 4 da 3 1 V> dda
y'>(0 =© yl1o0

Bu nuqgtada y ' ning ishorasi «+» dan «-» ga 0'/.garmoqda.

Demak, funksiya = da maksimumga erishadi, funksiyaning

hu giymatini topish uchun x - ni funksiya ifodasiga go'yamiz:

jc= 1 nugta ham shu kabi tekshiriladi:

n<lda X=1da > 1da
V<0 >
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Funksiya 1 =1 da minimumga erishadi. Uni hisoblaymiz:
/(1) =13- 12- 1=-1. Shunday qilib, jjj —funksiyaning
maksimum nuqgtasi, (1; -1) —minimum nugqtasi.

2 -misol \[x* funksiya ekstremumga ega bo'lishi mumkin
bo'lgan nugtalarni aniglaymiz va ekstremumlarni hisoblaymiz.

2 2
Yechish. y'=(vx2 X3

=n\{0}.

Barcha x*0 nuqtalarday'~O. Demak, x*0 da hosila mavjud,
lekin u nolga teng emas, funksiya ekstremumga erishmaydi.

X =0 da esa hosilaning ta’rifi bo'yicha:

=1lim - J — =lim = lim =oo
7'(0) /=50 ¢ 0 /. »o)if

Hosilaning x =0 nuqta atrofidagi ishoralarini aniglaymiz:
hosilaning ishorasi manfiy, °0 orgali musbatga o'zgarmoqda. x =0
nuqtada funksiya hosilasi mavjud emas, lekin unda funksiya

minimumga erishadi (V.7-rasm). Uni topamiz: y =\0"= 0

Shunday qilib, (0; 0) —minimum nugqtasi, unda funksiya grafigi
sinadi.

x<0da x=0da x> 0 da

y'< 0 00 » ©

V.7-rasm.

212



Mashqlar
5.69. Funksiyalarni ekstremumga tekshiring:

1) x3+x2+6; 2) X3+Xx2-X+3;

6) ifx2(x +9);

N 8) yf(x~-2)2 +\](x +2)2 ;
9) ax2+bx+c, a>0, a<0; 10) x +~, a>0, x >0.
2. Funksiyaning kcsmadagi cny katta va cny kichik giymatlarini

topish. Bu turdagi masalalar bilan oldin ham shug'ullanganmiz
(Koshi tengsizligi va hokazo). Endi ularda liosilaning tatbigi bilan
tanishamiz. V.8-rasmda/(x) uzluksiz funksiyaning |«; b\ kesmaga
mos giymatlari to‘plami [m; M\ kesmadan iboratligi tasvirlangan.
Bu giymatlardan eng kichigi >ekich =mga, eng kattasi yckit = M
ga teng.Ular [in; b] kesmaning uchlariga (masalan, chizmada
x =b ga), ekstremum beradigan, ya'ni hosila nolga aylanadigan
nugtalarga (B, D minimum nugqtalariga, Emaksimum nugqtasiga),
V.7-rasmda tasvirlanganidek hosila cheksizlikka aylanadigan
nuqgtalarga (O nugta — minimum nugqtasi, eng kichik giymat
nuqtasi), V.9-rasmda tasvirlangandek x= cuzilish nugtasiga to'g'ri
kelishi mumkin. Keyingi holda funksiyaning eng katta qiymati
/(c) =M, eng kichik giymati /(c) =0.

Uzluksiz funksiyaning [a; b\ kesmadagi eng katta va eng kichik
giymatlarini izlash tartibi quyidagicha:

Y

O a b X a ¢0 h X

V.8-rasm. V.9-rasm.
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a) funksiyaning kesma uchlaridagi f(a) va f(h) qgiymatlarini
topish;

b) hosilaf =0 bo ‘ladigan nuqgtalarda funksiyaning giymatlarini
topish;

d) hosila mavjud bo‘'lImagan nuqtalardagi funksiyaning
giymatlarini topish;

e) bu topilgan barcha giymatlardan eng katta va eng kichigini
aniglash kerak.

Ba'zan quyidagi hollardan foydalanish ishni yengi lashtiradi:

1) agar f(x) funksiya x{ nuqtada o'zining eng katta (eng
kichik) qiymatini gabul gilsa, f(x) +A, f (X) B (bunda B >0)
funksiyalar ham, shuningdek, f(x) > 0 bo'lganda f{x))n, ne N
ham shu nuqtada o'zining eng katta (eng kichik) giymatini gabul
giladi. Fagat B<0 bo'lganda/(x) * B funksiya, aksincha, eng kichik
(eng katta) giymatga erishishi mumkin. Masalan, y =x2 kabi y =
=3x2+5,y =(x22 y =3m - 5 funksiyalar ham [-1; 2] kesmada eng
katta giymatni 1 =2 da, eng kichik giymatni x =0 da gabul qgiladi;

2) agar/ funksiya x0 nugtada eng katta (eng kichik) giymatni
gabul gilgan bo'lsa, shu nuqgtada -/va j funksiyalar o'zlarining
eng kichik (mos ravishda eng katta) giymatini gabul giladi.

1-miso 1. 12 sonini shunday ikki qo'shiluvchiga ajrataylikki,
ularning ko'paytmasi eng katta bo'lsin.

Y echish. Birinchi go'shiluvchi x, ikkinchisi 12 - 1 bo'lsin.
Masalay =x(12 -x) ning 0 <x< 12 kesmadagi eng katta giymatini
topishga keladi. y* =12 - 2x =0 bo'yicha x =6 ni topamiz.
Funksiyaning [0; 12] kesmaning uchlaridagi va x =6 dagi
giymatlarini topish, so'ng ulardan eng kattasini aniglash kerak:

/(0) =0, /(12) =0, /(6) =36.

Demak, 12 soni 6 va 6 dan iborat go'shiluvchilarga ajratilsa,
ko'paytma eng katta bo'ladi.

2-misol. Kesimi to'g'ri to'rtburchak shaklida bo'lgan steijen-

ning bukilishga qarshiligi Q - kxy2
munosabat bo'yicha hisoblanadi, bunda

y K —proporsionallik koeffitsiyenti. Kesim
ganday bo'lganda sterjen eng katta
garshilikka ega bo'ladi?

V. KOrasm. Yechish. V.10-rasmdan



y2=d2-x2 Q- kx(d2-x2),0<x<d
larni aniglaymiz. Q' =kd2-3 kx2=0 tenglamaning ildizlari:
va -j=. Ulardan ildiz [0; o\ kesmada joylashgan. Q=kx(d2-

-x 2) funksiyaning x, =0; x2 =-j=; x3=d lardagi giymatlarini

topish va ulardan giymati eng kattasini aniqlash kerak. x, =0 va

x-,=d da =0, Xx=4= da esa =K m= . bundan
Q n Q n/3,1 3 J
y = Hd
V3
batda olinishi kerak.
3-misol. x +r =C bo'lsin, x, ~ —o'zgaruvchi kattaliklar,
C —doimiy son. x =£bo'‘lsagina, x"ko'paytma eng katta bo'lishini
isbot gilamiz.
Isbot. 1-misol natijalaridan foydalanamiz. y=x(C-x) yoki
y = Cx-x2funksiyaning (-00; +00) intervaldagi eng katta giymatini
topishimiz kerak. Funksiya intervalning uchlarida -oo ga aylanadi.
Ekstremum beradigan nugqtalarini aniglaymiz: y' =C- 2x =0,

Shunday qilib, kesimning bo'yi va eni X =V2 - \ nis-

bundan x0 =y . Unda:

n XCXO0 X =x0
y' | 0 +

X =£da funksiya maksimumgaerishadi. Bur =C - x =C - k =k
ga to'g'ri keladi. Demak, funksiya x=r da eng katta giymatga ega
bo'ladi.

4-misol. y=x4(27-x4) funksiyaning [-2; 2] dagi eng
katta giymatini topamiz.

Yechish. 3-misol xulosasidan foydalanamiz. Funksiya x ning
ixtiyoriy giymatida aniglangan vajuft ekanidan uni |(); 2] kesmada
garash kifoya. Topilgan natija (simmetriyaga ko'ra) barcha | 2; 2]
kesmaga nisbatan umumlashtiriladi. Funksiya ifodasi v mug har
ganday qiymatida musbat bo'lgan x 4 va 32 - x 4 ko'paytuvehilar
ko'paytmasidan iborat, ularning yig'indisi x4 +(32 -x-) 32
o'zgarmas. Demak, x =2 da funksiya x ning x4 32 x 4tenglikni



ganoatlantiaivchi giymatlarida eng katta qiymat-
ga erishadi. Eng katta giymat y =24 (32 —24) =
=256.

5 -misol Radiusi Rbo'lgan doira ichiga

chizilgan to‘g‘ri to'rtburchaklardan yuzi eng
kattasini topamiz.

Yechish. Chizmadan y =V4/?72-x 2,

to'rtburchak yuzi S =x~AR2- x1 , bunda x
va \VaR2-x 2 Kko'paytuvchilar musbat, demak, S >0. 5 va S2

funksiyalar o'zlarining eng katta giymatlarini bitta x nugtada gabul
giladi. Bu nugtani topamiz (V.ll-rasm):

(M2) =(xX\[AR2-x 2)' =(AR2x2-x 4)" =
=8R2x -Ax3 =0.
Buning ildizlari: 0, R\I2, -R~I. Lekin 0e[0; 2R\, nT2e[0
2R\. Endi S 2=x2(AR2- x2) funksiyaning 0; rJi ; 2R nuqtalardagi
giymatlarini hisoblaymiz. x =0 va x= 2Rda funksiya nolga aylanadi
S va S 2funksiyalar eng katta giymatni x = R\jl da gabul giladi
Bu holda ¥ =NAR2- (R\fl)2 =R\I2, ya'ni x =y bo'Imoqgda

Demak, doira ichiga chiziladigan to'g'ri to'rtburchaklardan yuzi
eng kattasi kvadrat bo'lar ekan.

1S) Mashqglar

5.70. Funksiyalarning eng katta va eng kichik giymatlarini toping:
1 x +3%X, xel0; 9; 2) x5- 6x4 +9x3 + 1, xe[-3; 3];
3) x3+x2-x+2, xe|-I; 1, 4) 2 , xe[0; 6].

5.71. 5.53-mashqda keltirilgan trigonometrik ifodali funksiya-
larning eng katta va eng kichik giymatlarini toping.

5.72. Funksiyalarning eng kichik giymatlarini toping:

1) Y=X+ 16 x>12- 2) y =5x +:N\-, x> 1

3) y =(y+D)(y+4> x >0 4) y = (2x+5)(5x+14), x >0.
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5.73. Ko'ndalang kesimi to'g'ri
to'rtburchak shaklida kanal ga/ilmoqda y X
(V.12-rasm). Uning n chuqurligi va y
kengligi 2x +y =3 (m) shart bo'yicha
aniglanadi, bunda kesim pcrimctri H vV |2.rMm
berilgan. x va y ning ganday giymatlarida
kesimning yuzi eng katta boiadi?

5.74. To'g'ri to'rtburchakli parallelepipednmg balandligi asosi-
ning diagonaliga teng va asosining yuzi 4 nr’. Asosining tomonlari
va balandligi ganday uzunlikda tanlansa, patalHcpipedning hajmi
eng Kichik bo'ladi?

5.75. O'tkazgichning har kilometr u/unligiga sail ho'Indigan
Q gquwat Q=9x +~+2 formula bo'yicha hisoblanaili, X —har
kilometrga to'g'ri keladigan garshilik. x ninn quiulay giymatida Q
eng kichik giymatga ega bo'ladi?

5.76. Elektr elementi beradigan energiya W 1 \ formula
bo'yicha hisoblanadi, bunda E —doimiy elektr yuiiluvchi kuch,

r — doimiy ichki garshilik. x ning ganday giymatida W energiya
eng katta giymatga ega bo'ladi?

5.77. Tomoni a ga teng kvadrat shaklidagi tunukaning burehak-
laridan shunday bir xil kvadratchalar kesib olinishi kerakki,
natijada chekkalari bukilsa, hajmi eng katta bo'lgan cjiiti hosil bo'lsin
(V. 13<7 rasm). Kvadratchalarning tomoni ganday bo’lishi kerak?

5.78. Vx-2 +VI6-x funksiyaning eng katta giymatini toping.

5.79. Ko'rsatilgan kesmada/ (x) funksiya gabul giladigan eng
katta giymatni toping:

a) -7n4+100x3, [0; 141]; b) -n4 +4x 10; 4].
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5.80. /(Xx) =|ic- 11+1x - 2] +1x - 3] +1x - 4] funksiyaning eng
kichik giymatini toping.

5.81. ABC uchburchakda (V.13-b rasm) AB asosga parallel
qgilib shunday KL to'g'ri chiziq o'tkazingki. hosil bo'ladigan KLMN
to'g'ri to'rtburchakning yuzi eng katta bo'lsin.

5.82. Radiusi a ga teng bo'lgan yarim shar atrofiga hajmi eng
kichik bo'ladigan konus chizing.

5.83. Balandligi hga, asosining radiusi rga teng bo'lgan konus
ichiga hajmi eng katta bo'lgan silindr chizing.

5.84. Transport xarajati f(v) =a +bv 3formula bo'yicha hisob-
lanadi, bunda a va b —o'zgarmas sonlar, v —transport harakat
tezligi, a —amortizatsiya xarajatlari, bv 3—yonilg'i hagi. Qanday
tezlik bilan harakat gilinsa, 5 masofani o'tishdagi xarajat eng kam
bo'ladi?

3. Lagranj teoremasi. Funksiyaning o‘sishi va kamayishi.
(Lagranj Jozef Lui, 1736-1813, fransuz matematigi va
mexanigi). Biz oldingi bandlarda funksiyaning nuqtadagi holatini
tekshirish bilan shug'ullandik. Funksiyaning butun bir oraligdagi
holatini o'rganishda bir gator teoremalarga tayaniladi. Ulardan
biri Lagranj teoremasi bo'lib, u ko'rsatilgan oraligda funksiya
orttirmasi bilan hosilasi o'rtasidagi bog'lanishga bag'ishlanadi.

f{x) funksiya Ja\ b\ kesmada uzluksiz bo'lsin. /to'g'ri chiziq
/funksiyaga uringan holda A nugta tomon to'xtovsiz burilib borsin
(demak, funksiya uzluksiz hosilaga ega, V. 14-rasm). U holda Ava
B nugtalar orasida shunday C nugqta topiladiki, unda urinma AB
vatarga parallel bo'lib goladi. Bu holda urinmaning f\c) =tgqi

burchak koeffitsiyenti vatarning burchak koeffitsiyentiga

V. 14-rasm.



teng boiadi, bunda a <c <b. Bunday xossaga ega bo igan C
nugtaning mavjudligini Lagranj teoremasi ta’kidlaydi:

1 -teorema (Lagranjteoremasi). /(n)funksiya |, A kesmada
uzluksiz va uning ichki nugtalarida dif/crensiallanuvchi bo’lsin
U holda bu kesmadh shunday x =c nuqta topiladiki, undo ushbu
tenglik o'rinli bo’ladi:

1-xulosa. Agarf (x) funksiya [a\ b\ kesmada uzluksiz.
kesmaning ichida funksiya hosilasi nolga teng bo'lsa, /(1) funksiya
la: b\ kesmada o'zgarmas funksiya bo’ladi.

Isbot. Shart bo'yicha /'(c) =0. U holda ixtiyoriy xe{a; b)
uchun:
fix) -fia) =f{c)ix-a) =>/(x)-fia) =0 <=>/(x) =f{a) =const.

2 -xulosa. [a\ b\ kesmada uzluksiz bo‘lganf (x) va g(x) funk-
siyalar kesmaning ichida bir xil hosilaga ega bo'lsa {yahifix) =
=g '(x)), bufunksiyalar o zgarmas go ‘shiluvchi bilanginafarqg qgiladi.

Isbot. Istalgan xeia\ b) uchun
fix) =fia) +f{c){x - a) va gix) =gia) +g'{c){x - a)
bo‘lsin. Shartga ko'ra/'(c) =g'(c). Shunga ko'ra
f(c)ix - a) =g'{c){x - a) =>/(x) - g{x) =f(a) - gia) =A =const.
Demak, f- g=A yoki /=g +A
2-teorema. Agarf(x)funksiya X oraligda uzluksiz, hosilasi

esa shu oraligda musbat (yoki manfiy) bo’lsa, funksiya oraligning
ichki nugtalarida o'sadi (mos ravishda kamayadi).

Isbot. x, vax2nuqtalar A'oraligdan olingan vax, <x2bo'lsin.
Shartga ko'ra oralig ichidaf >0, jumladan ce(x,; x2) nugtada
/'(c) >0. Lagranj teoremasiga muvofiqfix2)-/(*,) =/'(c)(.v,
-X,), bunda /'(c) «(x2- Xj) >0. Bunga garaganda fix,) >/(v,),
ya'ni X oraligda fix) funksiya o'sadi.

X dafix) <0 bo'lgan hoi ham shu kabi garaladi.

Teoremaning kuchaytirilgan ko'rinishi: AgarJfunksiya
X oraligda uzluksiz, hosilasi nomanfiy (nomusbat) va Jagat ichki
nugtalarning chekli to'plamida nolga teng bo'lsa, f funksiya shu
oraligda o'sadi (kamayadi).



V.5-rasmda tasvirlanishicha (x0; x3|kesmaning ichki x2nuqtasi-
dagina/' nolga teng (unda funksiya grafigi bukiladi), golgan nuqta-
larda funksiyaning hosilasi musbat va funksiya o'sadi.

3-teorema. Agarffunksiya x0nugtada uzluksiz, hosilasi shu
nugtaning chap yaginida musbat (mos ravishda manfiy), o'ng
yaginida manfiy (musbat) bo 'Isa, f funksiya x0 nugtada maksimumga
(minimuniga) erisliadi.

Isbot. x0dan chapda/'>0 bo'lsa, unda funksiya o'sadi, x0
dan o‘ngdaf <0 bo'lsa, bu tomonda funksiya kamayadi. U holda
funksiya X0 nuqtaning o'zida nuqgtaning chap va o'ng yaqinidagiga
nisbatan kattarog qiymatni gabul giladi. Demak, x0 nugta —
funksiya maksimum nuqtasining abssissasi.

Teoremaning funksiya minimumiga oid gismi ham shu Kkabi
isbotlanadi.

5.85. Quyidagi funksiyalar va kesmalar uchun Lagranj teore-
masida ko'rsatilgan x -c ning giymatini toping:

Hx3+2x - 1, |I; 2]; 2) x4+4x- 1 [-1; 1]
3) (x-2)(x2+9), 1-2; 2|; 4) (x2+4)(x2+9), [-4; 4]
5.86.7(x) =x2- px- g funksiya va istalgan [«; B\ kesma uchun

c= (5.85-mashqgqga garang) tenglikning bajarilishini isbot qi-
ling.
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5.87. Funksiyalarni o'sish-kamayishga tckshiring va grafiklarini
sxematik tasvirlang:

1) y =x5- 3x3- 5 2) y =2en
3) y =5(x?- 15c2+36v- I

5.88. 1) 5.69-mashqgda keltirilgan funksiyalarni o'sish va kama-
yishga tekshiring;

2) V. 15-rasmda/'(x) vag'(x) hosila funksiyalarning grafiklari
tasvirlangan./va g funksiyalarning grafiklarini sxematik tasvirlang:

3) y =x2+ 7 funksiyaning o'zgarishini tekshiring.

4, Funksiya grafigining qavarigligi. Hi/ (]iiyi sinllardanoq
y = Ax2 + Bx + C kvadrat funksiya grafigi (parabola) A >0 da
gavarigligi bilan pastga, A <0 da qavarigligi bilan yuqoriga
yo‘nalganligini bilamiz. A sonning ishorasi shu funksiyaclan olingan
y" hosilaning ishorasi bilan bir xil: y 7 =(Av’ i I\ i ()" (2Ax +
+BY =2A. Bu ta'kid har ganday funksiya ueliuu o'rinlidir (bunda
botiglik gavariglikka nisbatan garama-qgarshi yo'nalish deb qgaralishi
kerak).

1-teorema. Agarf (x) funksiya \a: A kesmada uzluksiz,
kesmaning ichidaf" (x) >0 (mos ravishdaJ" <0) ho 'Iso, Jfunksiya
grafigi shu kesmada gavarigligi bilan pastga (mos ravishda yuqoriga)
tomon yo'nalgan bo’ladi.

Isbot. (a; b) daf ”(x)> 0 bo'lgan holm qaraylik (V.16-«
rasm). Ixtiyoriy ce(«; b) nuqgtani tanlab, Me\ ./(<)) nugtadan /
grafigiga urinma o'tkazamiz. Urinma to'liq grafikning ostiga
joylanishini, ya’'ni

Yeg.chiz. —Yurin. =/W " V(c) +1< HT (\ >0
bo'lishini isbot gilishimiz kerak. x<c nugtani olaylik (n <c hoii
ham shu tariga garaladi). |c; x] kesmaga nisbatan | agranj
teoremasini go'llaymiz: f(x) -/(c) =/'(ct)(x- c), bunda <<c, <v.
U holda

>eg.chiz. “ >urin. = 17 (¢c) +f'(Ci)(x-c)] - 1/(0 Ff./7°(( )+ - ¢)] =

=(f"(C)-f*(c))(x-c). (1)

Shu kabi f'(x) funksiya va [c; cj kesmaga nisbatan Lagranj

teoremasi qo'llanilsa: f*(cX) -f*{c) =f"(c2)(cl-r), bunda c<c,<
<c¢,. U holda (1) munosabat quyidagi ko'rinishga keladi:
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V. 16-rasm.

V.17-rasm.

-Awn-in=/"(c2)(c, - ¢c)(x- C), C<C2<Cr

c, va v nuqtalar ¢ nuqgtaning bir tomonida yotganligidan
(c, - ¢)(v- c) >0, shart bo'yicha esa f" >0. Demak, keyingi
tenglikdan =cgchi/ - vinM >0 bo'lishi ma’lum bo'ladi.

[a\ b] kesma ichida /- (a) <0 bo'lgan hoi ham shu kabi garaladi
(V.\6-b rasm).

2-teorema. Agar Ja\ b\ kesmada fix) funksiya grafigi
gavarigligi bilan pastga (mos ravishda yugoriga) tomon yo ‘nalgan
bo'lsa, (a; b\ kesmaning ichida bu grafik AB vatarning ostiga (mos
ravishda ustiga)joylashadi, bunda A(a:

v fib)), Bib; fib)) (V.17-a, b rasm).
Isbot. Funksiya grafigi gavarigligi

bilan pastga yo'nalgan bo'lsin (V. 18-

rasm). Bu holda grafik uning ixtiyoriy

nugtasidan o'tkazilgan urinmaning

0 c b X ustiga joylashadi. Xususan, A nuqta
A’ nugtadan, Besa B' dan yuqorida,

C urinish nugtasi AB vatardan quyi-

V.18-rasm. da joylashgan bo'ladi. Bu hoi AB



yoyning barcha C nugqtalari ucluin o'rinli. Hu hoi AB yoyning
barcha C nuqgtalari uchun o'rinli bo'lganidan yoy to'laligicha AB
vatarning ostiga joylashadi.

Grafik qavarigligi bilan yuqoriga garagan hoi ham shu kabi
isbotlanadi.

1 -misol / (X) =x6 funksiya grafigi gavarigligi bilan qaysi
tomonga yo'nalganligini aniglaymiz.

Yechish. /7"(x) =(x b)" =(6x 5)' =30x4. Bunda 3()x 4r 0 va
fagat x=0 da nolga aylanadi. Demak, / (n) =xh funksiya grafigi
barcha nuqtalarda gavariqgligi bilan quyi tomonga yo'nalgan.

2-misol. /(x) =x 4-6 x 2+5 funksiya grafigi gavarigligi bilan
yugoriga va quyiga tomon yo'naladigan oraliglarni topamiz.

Yechish. f\x) =4x3- 12x,f"(x) =12x2- 12=12(x- 1)(v+1).
Bu tenglik x=-1 vax= | da nolga aylanadi. Intervallar usuli bilan " (x)
ifoda ishoralari saglanadigan oraliglarni aniglaymiz (jadvalga
garang).

(00 =) (1,0 (3 +)

X-1 - - +
X +1 - + +
£ + - +

( °°%-1jva 1L +°°) intervallardaf(x) funksiya grafigi qavarigligi
bilan quyiga, [-1; 1] da esa yugoriga yo'nalgan.

5.89. Qi-iyidagi funksiyalarning grafiklari gavarigligi bilan
yugoriga va quyiga tomon yo'nalgan oraliglarni toping:
1) 3x 4- 4x 3 2) x 3- 3x 2+8x+ 1,

3) (x- 4)4 4) 4XA .

5. Funksiya grafigining bukilish nugtalari. V.5-rasmda tasvir-
lanishicha, / funksiya x2 nugtada f* =0 hosilaga ega bo'lsa-da,
funksiya unda ekstremumga erishmaydi: grafigi bukilib, urinma-
ning bir tomonidan ikkinchi tomoniga (chizmada urinmaning
ostidan ustiga) o'tadi. Bunday nuqtalar/(x) egri chizigning bukilish
nuqtalari deyiladi.



l1-teore ma. Agar c nuqtada f funksiyaning ikkinchi tartibli
hosilasi uzluksiz va noldan farqli bo'lsa, C(c; /(c)) nuqtada f
funksiya grafigi bukilmaydi.

Isbot. Shart bo'yicha /7"(c) ®0 edi. /"(c) >0 bo'lsin. f*
funksiya uzluksiz bo'lganligidan ¢ nugta yaginida ham musbat.
Bunga garaganda/grafik qavarigligi bilan pastga yo'nalgan bo'lib,
C nugtadan o'tuvchi urinmadan yuqorida joylashadi, demak, grafik
urinmani kesib o'tmaydi, bu nuqtada bukilmaydi.

/"(c) <0 bo'lgan hoi ham shu kabi isbotlanadi.

Xulosa. f(x) funksiya grafigi C(c; /(c)) nugtada bukilishi
uchun yo ¢ nugtadaf' =0 bo fishi, yoki ¢ nugtaf" funksiya uchun
uzilish nugtasi bo 'lishi, yoki ¢ nuqtadaf' hosila mavjud bo ‘Imasligi
kerak.

Bayon gilingan xulosa bukilish nuqtasi bo'lish uchun zaruriy
shartni beradi, lekin bu yetarlilik sharti emas. Masalan, y =x4
funksiyaning y" = 12x2 ikkinchi tartibli hosilasi x =0 da nolga
aylanadi, lekin bu nuqtada grafik bukilmaydi (V. 19-rasm).

2-tcore ma. f(x) funksiya c nuqtada differensiallanuvchi va
¢ nugtaning h rudiusli teshilgan atrofida f ™ hosilaga ega bo '/sin
Agar ¢ nugtadan o'tishda f " hosila ishorasi o'zgarsa, C(c; /(c))
nugta ffunksiya grafigining bukilish nugtasi bo'ladi.

Isbot. c nuqtadan chapdan o'ngga o'tishda/" ishorasi «-»
dan «+» ga o'zgarsin. Bu holda / funksiya grafigi [c- B\ c] chap
kesmada gavariqligi bilan yugoriga garagan va ¢ nuqtadan o'tuvchi

urinmadan quyida joylashgan bo'ladi.
Ic; ¢ +h\ o'ng kesmada esa qavariqligi
bilan quyiga garagan bo'lib, o'sha urinma-
ning ustiga joylashadi. Demak, c nuqtada/ (n)
egri chiziq urinmaning ostki tomonidan ustki
tomoniga o'tadi.

Shu kabi ¢ nugtada /" ishorasi «+» dan
«-» ga o'zgarsa, / egri chizig urinmaning
ustki tomonidan ostki tomoniga o'tadi.
Demak, ikkala holda ham c nuqta funksiya
bukilish nugtasining abssissasi bo'ladi.

Bukilish nugtalari funksiya grafigining
gavariqg va botiq gismlarini bir-biridan ajratib

V. 19-rasm. turadi.
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Misol. /(x) =\xA- 12jt +{ funksiya grafigi bukilishga

egaligini tekshiramiz.

Yechish. 7/"(x)=i\xA- \2x2+6)" =(2.x' 24XY 6x2- 24=0.

Tenglamaning ildizlari: x =-2, x =2. Bu giymatlarda/( 2) =/(2) =
=-34. Grafik (-2; - 34) va (2; - 34) nugtalarda bukilishi mumkin.
X =—=2 nuqtaning x>-2 yaqinidaf" =6x2- 24 >0, x <-2 daf" >0,
ya'ni  x =-2 da f" ning ishorasi o‘zgarmoqgda. Demak,
C,(-2; 34) —bukilish nugtasi. Shu kabi C2(2; -34) ham bukilish
nuqgtasi ekani aniqglanadi.

5.90. 1) 5.89-mashqda keltirilgan funksiyalar grafiklarining

bukilish nuqgtalarini toping;
2) y =-x 1B funksiya grafigining bukilish nugtasini toping.

6. Funksiya grafiklarini yasash tartibi. Funksiya grafigini

(x; f{x)) nugqgtalar bo'yicha yasashdan oldin funksiya va uning
grafigining xususiyatlari o‘rganilishi kerak. Bunda quyidagi
ma’'lumotlar to'planadi:

1) fix) funksiyaning D(f) aniglanish sohasi, £(/') giymatlar
sohasi, uzluksizligi;

2) funksiyaning juft-toqligi;

3) grafigining OX o'qi bilan kesishish nuqtalari (funksiyaning
nollari). Bulling uchunfix) =0 tenglama yechilishi kerak;

4) funksiyaning nollari va uzilish nuqtalari abssissalar o'gini
funksiya ishoralari saglanadigan oraliglarga ajratadi. Bu oraliglarda
funksiyaning ishoralari;

5) uzilish nuqtalari yaqinida va cheksizlikda funksiyaning holati
va asimptotalari;

6) funksiyaning o'sisli va kamayish oraliglari;

7) maksimum va minimumi;

8) grafigining gavariqligi, bukilish nugqtalari;

9) funksiya va uning hosilalari giymatlari jadvali tu/iladi (bunga
oldin topilgan va boshqa kerakli nugtalar ham kirililislii mumkin);

10) funksiya grafigining eskizini chizish va xulosalar.

1 -misol. fix) =x 3+6x 2 +8x funksiyani tekshiramiz
grafigini yasaymiz.

15 Algebra, Il gism 22s
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Yechish. 1) Funksiya x ning har ganday giymatida aniqlan-
gan, ya'ni D(f) =(-°°; +00);

2) /(-n) =(-x)3+6(-x)2+ 8(-x) =-x 3+6x 2- 8x. Bunga
garaganda /(-x) of (x) va f(-x) o -/(-x), ya’'ni garalayotgan
/(x) funksiya juft ham emas (OKo'giga nisbatan simmetrik emas),
tog ham emas (koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik emas);

3) grafikning abssissalar o'gini kesish nuqtalarini topamiz.
Buning uchun x 1+ 6x2+8x =0 tenglamani yechamiz. Uning
ildizlari: 0; -4; -2. Kesishish nuqtalari: A(-4; 0); B(-2; 0);
0(0; 0) (V.20, V.21-rasmlar);

4) / (x) funksiya son o'gining barcha nuqtalarida uzluksiz.
Uning nollari son o'gini to'rtta ishora saqlanadigan intervalga
ajratadi (V.20-rasm). Tasvir bo'yicha funksiya (-4; -2) da
maksimumga, (-2; 0) da minimumga ega bo'lishi kerak;

5) lim (x3+6x2+8x) = lim x3(l+- +-y) =

X —»-K*> X X
= lim x3mlim (1+—+-"-) =+ el = 4=
X—>kS X—=+t» X X

Shu kabi lim (x3+6x2 +8x) =—s0. Demak, asimptotalarga
X->-00

ega emas, uzilish nugtalari yo'q;

6)—) funksiyaning o'sishi, kamayishi va ekstremum nugqtalari:

f'(x) =(x3+6x2+8x) =3x2+ 12x +8 =0.

Bu tenglamaning ildizlari x, 2 =-2 +]V3 yoki tagriban x, =
=-3,155 va x2~-0,845. Funksiya x, nugtada maksimumga.



x2 nuqtada minimumga erishadi, hunda x,e(-4; -2), x2(-2; 0).
Ularda funksiya giymatlari /(x,) =2,996, /(x2) =-3,079.

(-00; x,] kesmada Demak, unda funksiya o‘sadi; [x,;
x-] daf <0, unda funksiya kamayadi;

[x2; +00) da f> 0, funksiya o'sadi;

8) f"(x) =(x3+6x2+8x)" =(3x2t 12a iH)' =6x +12./" =0
tenglamaning ildizi x =-2. Ciralikning hukilishini tekshiramiz.
Xx<-2 da/"<0, x>-2 daesa/">(), ya'ni x> 2 dan o'tishda
/" hosila o'z ishorasini o'zgartirmogda. Demak, bu nuqgtada
f(x) egri chizig bukiladi. Bu nuqtadan chap lomonda grafik
gavarigligi bilan yuqgoriga, o'ng tomonda esa gavariqligi bilan pastga
garaydi. Bukilish nugtasidan o'tuvchi urinuvchi to'g'ri chizigning
burchak koeffitsiyenti k-f'i-2) =-1,301;

9) to'plangan ma'lumotlarni quyidagi jadvalga joylashtiramiz:

X (o0 -4) -4 (-4; x,) m=-3,15 -2) -2 (-2; x2
fix) - 0 + =29 4 0
f'(x) + + + 0 1.301
fix) - - - - i) +
Funk- manfiy, OX musbat,  maksi-  nuishat, oX IUMlIfiy,
siya o'sadi, o'gini  o'sadi, mum  kamayadi, 04]illl kamayadi,
qavarigligi kesadi qavarigligi gavarigligi  ki'smli, qavarigligi
yugoriga yugoriga yuqoriga  lltlkllisll pastga
yo'nalgan yo'nalgan yo'nalgan mudlitsi yo'nalgan
davomi
X x2=-0,845 (x2; 0) 0 < o-)
fix) -3,079 - 0 +
fix) 0 + +
fix) + + + +
Funksiya minimum manfiy, OX o'gini musbat,
o'sadi, kesadi o'sadi,
qavariqgligi qavariqligi
pastga yo'nalgan pastga yo'nalgan

10) tekshirish natijalari bo'yicha funksiya grafigini yasaymiz
(V.21-rasm).

2-misol. f (x) =2 funksiya grafigini yasaymiz.
U+l)



Yechish. Funksiya ifodasini /(x) =x-5 +4 Sx+| sodda

(x+1)2
ifodalar yig'indisi ko'rinishiga keltiramiz va tekshirishni bajaramiz:
1) funksiya x =-1 dan tashgari hamma joyda aniglangan, x=-1
da I|m /(x) =-°°, lim /(x) =-«>, ya’'ni bu nuqtada grafik

X —»- X —=>H

cheksiz u2|I|shga ega va x =-1 to'g'ri chizig —vertikal asimptota.
Tarmoglarning ikkalasi ham quyi tomonga cheksiz yo'nalgan
(V.22-rasm);

2) funksiya tog ham emas, juft ham emas (tekshirib ko'ring);

3) funksiya graligi OX o'qini B(1; 0) nuqgtada kesib o'tadi;

4) x =-1 va x =1 nuqtalar OX o'qini (-<»; -1), (-1; 1),
(1; +°°) intervallarga ajratadi. Funksiya (-°°; -1) va (-1; 1) da manfiy,
(1; 40°) da musbat;

5) og'ma asirnptotalarini aniqlaymiz:

3

lim I = lim -0
V—>€D(V D)- V(1 +—)2
3L
.V_5+4(At+|)2 3+i
K = lim = lim = lim 1-2 +4. -1
x—e X (x+\)2
b= lim (/(x)-Ax)= lim -5+4- 3xH -5,
JC—+o00 X —>+00 (n-+1)2

Nugta x y y'y"

I —00 uzilish
5 -13,5 +0- maksimum
1 0 +0+ -0+ bukilish
7 -14,2
0 -1
-0,5 -13,5

5 1,78

Mmoo w >

-(-00 +00

V.22-rasm.
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Demak, og'ma asimptota H=x - 5 to'g'ri chizigdan iborat;

6) y,=(x-1)2(x+5), y»=24 ._xzlr- ikkala hosila hamx =-1
(D)3 (x+l)4

nugtadan boshga hamma joyda aniglangan. y* =0 tenglama x, =-5
va x2=1lildizlarga ega. Ularday, =/(-5) =- 13,5, y2=/(1) =0.
Birinchi hosila (x,; y,) nuqgta atrofida va o'/.ida «+», 0, «-»
tartibda ishora almashtiradi, (x2; y2) atrofida «+», 0, «-» ga, y '
esa «-», 0, «+» ga ega. Demak, (-5; -13,5) nuqgta funksiyaning
maksimum nugqtasi (chizmada A nuqta), B( 1 0) — bukilish
nugtasi. B nuqtadan chapda grafik gavarigligi bilan yuqoriga, o'ngda
esa quyi tomonga yo'nalgan;

7 lim (/(x)-(x-5))>0, lim (/(x)-(x-5))<0. Demak,

grafikning o'ng tarmog'ining 4-(3*|-|)-1 >0 bo'lgan, ya'ni x >
X+

dagi gismi va grafikning chap qismi shu asimptotadan quyida
joylashadi. O'ng tarmoq (-]; - 5]j nugtaday =x - 5 to'g'ri
chizigni (asimptotani) kesib o'tadi va quyi tomonga cheksiz
yo'naladi: x—1 da y—-=;

8) olingan natijalarni jadvalga to'ldiramiz va grafik eskizini
chizamiz:

(LWp Mashqglar

5.91. Funksiyalarni tekshiring va grafiklarini yasang:

) (x-D2X(x +1); 2 )~ A 3) £=4; 4) 2

5) ; 6) 7 7)) MNT F -S/o0TTiF; 8) -A=r|\

9) X3- 6x2+2x-4.

5.92. 5.69 va 5.89-inashqlarda keltirilgan funksiyalarning
grafiklarini yasang.

7. Hosila yordamida tengsizliklarni isbotlash. X a nuqtada
J\x) funksiya uzluksiz vaf{a) =0 bo'lsin. Agar (< =) kesmada
f >0 bo'lsa, shu kesmada funksiya o'suvchi va x >wun larda
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fix) >/(a), ya'ni/(x)>0 bo'ladi. Aksincha,/'<0 bo'lsa, funksiya
kamayadi va x>0 larda fix) <fia), ya'ni fix) <0 bo'ladi. Bu
ta'kidlar bizga ma'lum. Ulardan tengsizliklarni isbotlashda
foydalanamiz.

1-miso1. x> lda -]34/1-0 >vbtengsizlikning bajarilishini isbot
gilamiz.

Isbot. /(x) :-I_ll,p-\/x bo'lsin. Bundan: /'(-*) =" - 7=

x=1da/ (1) =0, (I, t°) daf =>0. Demak, x >1da/(x) >/(1),
ya’'nifix) >0. U holda

x>lda-*>Vx (1)

bo'lishi ma’lum bo'ladi.

Bu misolni biz Koshi tengsizligidan foydalanib. osonroq hal
gilishimiz mumkin edi. Lekin har vagt ham shunday bo'lavemiaydi.

2-misol. Agar a >0, x >0, n>1bo'lsa, (a +x)" >a'l+
+na"_Ix tengsizlikning o'rinli bo'lishini isbot gilamiz.

Isbot. f(x) =ia +x)" - ia" +na'~x) bo'lsin. x =0 da/(0) =o.
Ikkinchi tomondan, fix) =nia +x)"1 - nanK Agar n > 1, x >0,
a >0 bo'lsa, nia +x)" | >nan-, ya'ni fix) >0 bo'ladi. Demak,
(o; +00) da f(x) >0 va

(a+x)”>a" +na"~x (2)
o'rinli bo'lar ekan.

3-misol. Agar a>0, x>0, n>2 bo'lsa,

(rt +x)" >an+na"-'x + an—2x2 (3)

tengsizlikning o'rinli bo'lishini isbot gilamiz.

Isbot. fix) =(a+x)n-ja" +namix + )a''~2x 2) bo'lsin.
bunda/ (0) =o.
fix) =nia+x)"1-na™"™-nin- 1)a-X =
=nba +x)" 1- - in - 1)0"2x);

agar x >0 va n >2 bo'lsa, f(x) >0 bo'ladi. Bunga garaganda
(0; +°°) da fix) >0, demak, (3) tengsizlik ixtiyoriy a >0 va
X >0, n>2dao'rinli.

Endi ikkinchi tartibli hosiladan foydalanib, muhim tengsizlik
lardan yana birini isbot gilamiz.



Agar [a; D\ kesmada J"'(x) >0 bo'lsii, har ganday X 0 <X<1
son uchun

f(Xb+(\-X)a)<XJ\b) +(\ X)J}{a) (4)
tengsizlik va shu shartlarda f**(x) <0 bo'lsa,
f(Xb + (1 -X)a)>Xf(b) +(1- X)J(d) (5)

tengsizlik bajariladi.

Isbot. |]a b] kesmada f""(x)> 0 bo'lsa (V IN rasm), f (x)
grafikning shu kesmadagi gismi AB vatardan quyida joylashgan
bo'ladi. Shunga ko'ra ixtiyoriy x =ce [a\ b] nuqtada cCordinata
cC, ordinatadan katta bo'la olmaydi: cC<cC{ Ordinatalarni./(n)
egri chiziq va AB vatar tenglamalaridan foydalanib topamiz. Agar
Matar =f(a) +j~ (f(a)-f(a)) tenglamaga x =cva ~ =/
almashtirish Kkiritsak, cC, =f(a) + X(f(b) - f(a)) =Xf(b) +
+(1 -X)f(a) ni hosil gilamiz, bunda 0 <X < 1 bo'ladi.

Shu kabi cC =/ (5) ga =" bo'yicha c=Xb +(1 - X) topib

go'yilsa, cC =f(Xb + (1 - X)a) bo'ladi. Agar topilgan natijalar
cC <cC, ga qgo'yilsa, (4) tengsizlik hosil gilinadi.

/" <0 bo'lgan hoi ham shunday isbotlanadi. X=" bo'lgan
xususiy hoi uchun (4) bo'yicha

/M b N « W 6)

w )

ga ham ega bo'lamiz

4-misol. (A} <&AL niisbot gilamiz, bunda a>0, b>().

S c-a AZ-O
Isbot. Bizda f(c) =f{~") =("r) >"=(.  b.a

f ' >0. (6) munosabatdan foydalanamiz. / (@) =a\ / (b)=b"

bo'layotganidan, bular (6) ga qo'yilsa, berilgan tengsi/lik hosil
bo'ladi.

Mashqglar
5.93. Tengsizliklarni isbot giling:
) a>0, £>0;
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2) (~)2 a>Q 6>Q VWXe [0; 1];

3) "§ ~ remy b’ " -0, b- 0" Xel0; 1J;
4 (~)P a>0, 6>0, p> I,

5)as+Z28> |, a>(), b>0, a+b=1

8.  Nyuton binomi. (lot.  —ikki, yunoncha nomos —qism,
had). Isaak Nyuton (1643—1727) —buyuk ingliz olimi. Nyuton
binomi formulasi Nyuton ijodidan ancha oldin, xususan,
samargandlik olimlar G'iyosiddin Jamshid al-Koshiy, Ali bin
Muhammad Qushchining asarlarida uchraydi.

(o +x) binom 0'z-0'ziga n marta ko'paytirilgach, natijada

(a+x)"=T0+ Tx + T2+ X 3+.. +Ttkn (1)
ko'phad hosil bo'ladi. Tenglikning o'ng gismini binom yoyilmasi
deb ataymiz. Noma’lum TO0, 7',,... ,Tnlarni topamiz. Shu magsadda
(1) tenglikka x =() ni go'yamiz, T{=a" hosil bo'ladi. T, ni topish
uchun (1) tenglikni differensiallaymiz:

((a +x)"Y =n(a +x)/_1ma +xY =n(a +x)a_1,

(TQ+ WX+ N\x 2+... + Tx "Y =T\ +2 TX +... +nTtx n>x
yoki
N +2TX +... +nTA th]=n(a +x)nH (2)

(2) tenglikka x =0 go'yilsa, T\="an~x hosil bo'ladi.
T2 ni topish uchun (2) tenglikni differensiallaymiz va hosil
bo'ladigan
2T2+32¢TX +... +n(n - ) *Tj?~2=n(n - |)(0 +x)n2
. . . . rin(n-1) ,-1
tenglikka x =0 ni gqo'yamiz. Natijada: ‘T =—3—a =
Shu kabi takror differensiallashlar va natijalarga x =0 ni
go'yishlardan so'ng

T _ n(n-\)(n-2) n-3 T _ a(//7-1)(a8-2)(a-3) ., 4
[ Tiy— = Coy4 - a ‘




ni topamiz. a" kningoldida turgan kasrni (’* orqali belgilaylik, u
holda ifoda

Tt =ci,"k )

ko‘rinishga keladi. C* kasr son (1) binom yoyilmasining (k + I)-
hadi koeffitsiyenti, qgisqacha, binomial koeffitsiyent deyiladi. (1)
munosabatni quyidagi ko'rinishda yozamiz:

(a+x)n =C?a" +Clan-xx +... +Ckan-kxk +.. +C~x", (4)
bunda C§ =C" =1deb gabul gilinadi. (4) formula Nyuton binomi
formulasidan iborat. Agar 1¢2- 3- ...e n ko'paytma n\ (//-laklorial)

orgali almashtirilsa, Ck ni topish formulasi yanada ixcham ko'ri-
nishga keladi:

_ n(n-iy...{n-k+\)(n-K)(n-k-\y...-3-2 \ _ n\ »K _ n\ ,
n \2-... k (n-K)(n-k-\)-...-2 \ K\(n-k)\' " _ Kk'.(n-k).
Hisoblashlarda 0!= 1deb gabul gilinadi.
Binomial koeffitsiyentlarning ayrim xossalari:
1) koeffitsiyentlarning yuqori indekslari 0 dan n gacha o'zgarib
boradi; yoyilmada jatni n + 1ta had bor. Ixtiyoriy (k + 1)- hadi
C kan-+kxk (6)
ko'rinishga ega;
2) agar (4) fornuilaga a =x =1 qo'yilsa,

2" =C,,°+C" +C2 +... +C" (7
hosil bo'ladi, ya'ni «-darajali binom yoyilmasidagi koeffitsiyentlar
yig'indisi 2" ga teng;

3) agar (4) formulaga a =1, x =-1 qo'yilsa:
0=¢% -Cl+L2-C3- —,

yani Cf +C2 +C4 +... =C\ +C3 +CI +.... Bunga garaganda toq

o'rinda turgan binomial koeffitsiyentlar yig'indisi juft o'liiula
lurgan koeffitsiyentlar yig'indisiga teng;

4) agar (5) formulada k o'rniga n - k go'yilsa,
C k =C%~k K
formula hosil bo'ladi;
2U



Demak,

1-misol. cip - coo N0 = 499500

2-misol. (a+x)6binom darajasini yoyamiz.
Yechish. Bi/da n =6, binomial koeffitsiyentlar soni yettita.
Ularni topamiz:

(4) formula bo'‘yicha:

(a +jos =a 6 +6a X + 15a 4c2 +20a X 3+ 15a X 4 +6ax 3 +Xx 6.
3-misol. (a-jc)ebinom darajasi yoyilmasini topamiz.
Yechish. Masala 1-misolda jco'rniga -x ni qo'yish bilan hal

gilinadi:

(a-jos=a6-6a X +15a 4 2- 20a X 3+ 15aX 4 - 6ax 5 +x6.
Shu misolni (a +x) binomni 0'z-0'ziga olti marta ko'paytirish,
so‘ng ixchamlashtirishlarni bajarish orgali ham yechgan bo'lardik.

Lekin bu ish nisbatan mushkul ekani tushunarli.

4-misol. (a 2+Jx )5 binom darajasini yoyamiz.
Yechish. #/=5. (4) munosabatda a o'rniga a~2ni, x 0'rniga
/x ni qo'yish kerak. Binomial koeffitsiyentlar:

U holda:
(a-2 +\[x)5 =(a 2)5+5(a-2 )4 *>/x+10(a“2)3(%x2+
+10(a'2)2(7x)3 +5a"2(Vx)4 +(Vx)5 =a“10 +5a-8Vx +
+10a“6x +10a~4x\fx +5a~2x2 +x2VX.



[¥)

BI Mas htjlar

5.94. Hisoblang:
D el c2cj, ¢l el clheNecel (a

1 1 /9% /79%
z' N1000" Y 000" *4000° ™ 1000-

5.95. Cim = C Z bo'lishini tekshiring.

5.96. (4) formuladan foydalanib, binomlarni yoying:

1) (@ +x)4 2) (3 -in)4 3 (+- Ds;
4) (x +2)5 5) (a - 36)4 6) (y« +2)
7 (Va-2) : 8) 9) X3 +72
10) (j-4%*)5; 11) (V5-V6)°; 12) (n/3-1)7

5.97. 5.96- mashqda keltirilgan binomlar yoyilmalarida
ganchadan had bor?

5.98. (4) formulani matematik induksiya metodi yordamida isbot
qgiling.

5.99. Hisoblang:

N 3 +r 3 +r 3 . r° r3+Fl C2+C2 F1+F3 I'O—

3) +(CJ) +(c4) +(03) +(c4)

9. Nyuton binomidan taqribiy hisoblashlarda foydalanish.

Bu hagda qgisman ushbu darslikning 1-gismi, V bobida
ma’lumot berilgan edi. Endi hisoblashlarni bajarishda oldingi
bandlarda berilgan yangi ma’lumotlardan ham foydalanamiz.

x2 son yetarlicha kichik bo'lganidan, u tashlangan va (1 +x)2
=1+2x +x2 bo'yicha (1 +x)2=1+2x taqribiy formula tuzilgan
bo'lsin. Vujudga keladigan chetlanish (formula xatoligi) r - x}
bo'ladi. s xatolik x ning kattaligiga bog'liq. Hisoblashlarda bu
e’'tiborga olinishi kerak. Masalan, x ning ganday giymatlarida 1
xatolik 0,005 dan ortmasligini bilish talab gilinsin. r =x 0,005
tengsizlikni yechish kerak bo'ladi. Undan |x] <0,07 ni topamiz.
Demak, |x] ning 0,07 dan kichik giymatlarida formula bcradigan
xatolik 0,005 dan ortmaydi.
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Shu kabi formula yordamida topiladigan taqgribiy son xatoligi
r <0,0005 chegarasida boiishi uchun x2 < 0,0005, ya'ni |x] <
<0,022 bo'lishi, aksincha, binomda |x] <0,022 bo'lsa, (1 +x)2=
1 +2x taqribiy formula bo'yicha topilgan natijadagi xatolik 0,0005
dan ortmaydi. Shu tartibda amalda ko'p ishlatiladigan (1 +x)3«
= 1+ 3x va boshga formulalarni tuzib olish mumkin (jadvalga
garang; ichki kataklarda [x giymatlari keltirilgan).

Formula e=0,005 e=0,0005 e=0,00005
(1 +x)2=1+2X 0,07 0,022 0,007
(1 +.v)3=1+3x 0,04 0,012 0,004
iy I-x 0,06 0,022 0,007
IFx =1+jlx 0,19 0,062 0,020
Viev =11 X 0,20 0,065 0,021
1-miso I. 1,()3S3 ni hisoblaymiz.

Yechish. (1 +x)3=1+3x formula bo'yicha:
1,0383=1+3 0,038 =0,114.
Bizda x =0,038 <0,04. Jadvaldan e <0,005 bo'lishini o'qib
olamiz. Demak, 1,0381=0,114, ¢ <0,005.
2-misol. 1,0018xni e=0,0001 gacha aniqglikda hisoblaymiz.
Yechish. Nyuton binomi formulasidan foydalanaylik:

1,0018x =(1 +0,0018)s =1+8-0,0018 +] ~ 0,00182 +...+ 0,0018*.

Yoyilmada shunday hadni topishimiz kerakki, u va undan
keyingi barcha hadlar birgalikda ¢ dan kichik bo'lsin. Ikkinchi
hadning ¢ dan katta ekani uning yozuvidan ko'rinib turibdi
Uchinchi had:

-0,00182 =28m0,00000324 =0,000091< 0,0001.

Keyingi hadlar yanada kichrayib boradi. Uchinchi va keyingi
hadlarni tashlaymiz. Natijada: 1,00188=1+8 ¢0,0018 = 1,0144.

Yuqgorida Keltirilgan misollarda natural ko'rsatkichli binom
formulalaridan foydalanildi. Lekin bu formula istalgan haqiqiy



ko'rsatkichli daraja uchun bajariladi. Fagat Y\ <Y\ bo'lishi shart.
Yoyilmada cheksiz ko'p qo'shiluvehilardan iborat yig'indi hosil
bo'lishi mumkin. Yoyilmada gancha had goldirilganda i/.lanayotgan
natijada zarur aniglikda bo'lishini bilish uchun go'shimcha tek-
shirishlar bajarilishi zarur.

3-misol. ni e =0,0()| aniglikda hisoblaymiz.

Yechish. 3/098 1+(-0,02) =(I t( (102))'~, bunda

n=\, a =>x =-0,02 bo'Imogda. Nyuloii binomi lormulasi
bo'yicha:
L) (1 P2

| +(-0,02))1B8 =1+i-(-0,02)+" -i-(-0,02) t W im

m(-0,02)2 +...=1-0,07-0,004-0,000044
Talab etilayotgan aniglikni oldingi ikki had ta’minlay oladi.
Javob: </0798 - 0,993.

(“p) Mashqglar

5.100. Yugorida keltirilgan jadvaldagi barcha roimulalarning
aniqligini tekshiring.
5.101. xning Kichik qiymatlari uchun

N a

(1 +x) 1+nx+ I)-A>

Ibrmulaning o'rinli bo'lishini tekshiring.
5.102. 1) (1 +0,05)6; 2)1,0034; 3) 0,9957, 4) 1,00()3o0s;

5 1,005 ni 0,001; 0,0005; 0,0001 gacha aniglikda hisoblang.

10. Tenglamalarni taqribiy yechish (Vatarlar va iiriniiialar
UMillari). Biz tenglamalarni tagribiy yechishning ikki usuli  ildiz
yotgan oraligni ketma-ket ikkiga bo'lish va al-Koshiy usuli bilan
lunishmiz. Ularda [o; b] kesmada qgaralayotgan /() lunksiyaning
uzluksiz, monoton bo'lishi vaf{a) f(b)< o0 tengsizlikning bajari-
lishi talab etiladi, chunki shu holdagina \a\ b\ da yagona ildiz
mavjud bo'ladi. Shu shartlarning bajarilishi talab gilinadigan yana

Ikki muhim usul bilan tanishamiz.
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1)  Vatarlar wusuli. /(x)
tenglamaning shu oraligda yotgan
x* ildizini e aniglikda topish kerak
bo'lsin. A(a; /(a)) va B(b; f(b))
nuqtalardan o'tkazilgan AB\atar OX
o'gqini x, nugtada kessin, yx=0
(V.23-rasm).

a nuqtada / (a) wf "(a) <0
boisa, x0o=a vax, nuqtalar izlanayotgan x* ildizga boshlang'ich
va birinchi yaqginlashish bo'ladi (aks holda,f(b) f"(b) <0 bo'lsa,
X0 =bh, x, lar yaqginlashish bo'ladi). Agar e < |x x0] bo'lsa,
masala hal gilindi va x X, deb gabul gilinadi. Aks holda shu
kabi hisoblashlar [x,; b\ kesma va A{B vatarga nisbatan
takrorlanadi va hokazo. x, yaginlashishni aniglash uchun AB

vatarning y =f (a)+]c (b)-T(a) |

qo'yilib, x, topiladi:

x-a) tenglamasiga x=x,, y =0

Xi=a- "% e/(q). 0

Shu kabi, x9 yaginlashishni topishda (1) dagi a o'rniga
qo'yiladi:
X2 =X. b «/(X,)
va hokazo, har gaysi xkyaginlashish oldin topilgan xk xbo'yicha
aniglanadi:
b-xk-\
f(b)-f(x k) [(Xk1)- (2)
Bujarayonda B nuqta qo'zg'almas bo'lishini, xkyaginlashishlai
X* anig yechimga quyi tomondan yaginlashib borishini ko'ramiz.
Agar f(b) ®"(b) <0 bo'lsa, A nugta qo'zg'almas bo'ladi va x* ga
yaginlashishlar
Xk-1 - .
Xk:Xk'l-.f(Xk~1)-/(a) f(*k-1) 3
munosabat bo'yicha aniglanadi. Bu holda xkyaginlashishlar x* ga
0'ng tomondan yaginlashadi.
1-misol. x4- 5x2+8x - 8 =0 tenglamani e =0,0001 gacha
aniglikda yechamiz.
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Yechish. Ixtiyoriy tartibcki v =-3, b =-2,9 nugqtalarni
tanlaymiz. Ularda /(-2,9) =-2,52... <o, /( 3) 4 >0, demak,
/(-2,9) w/(-3) <0 bo'lishini ko'ramiz. Lunksiya( 3; 2,9) intervalda
uzluksiz, monoton, demak. yagona ikli/ga ega. Uni lopishda

vatarlar usuli qgo'llanilganda, oldin M) boshlang'ich yaginlashish
aniglanadi.

/" =(4a3- 5a +8)'=- 12a2- 5, /"(-2,9) >0, ./"( 3) >0;
/(-2,9) «/"(- 2,9) <0.
Demak, x0=-2,9. U holda:

X, =-2,9--(-2,5219) =-2,93867, /(a, )=-0,11166.

I* - a0]=0,0386 >e, ya'ni hali talab gilingan aniglik ta’minlangan
emas va hisoblashlar davom ettirilishi kerak:

X, =-2,93867- _UJ 11004 -(-0,11166) =-2,94033, f(x 2) =

=-0,0473m
Lekin Je- a'11=0.0017 >c: hisoblashlar yana davom ettiriladi:

a3=-2,94033 - «-0, 00473) * -2,94040,

|8 - a2]=1-2,94040 - (-2,94033)1 =0,00007 <e.

Talab gilingan aniqlikka erishildi. Javob : a*=-2,94040.

2) Urinmalar usuli. Agar/(a) funksiya \a\ b\ kesmada
uzluksiz, differensiallanuvchi va/(«) -f(b) <0 bo'lsa, kesmaning
uchlaridan birida /(a) grafigiga o'tkaziladigan urinma OX o'gini
albatta kesadi (V.24-rasm). Kesishish nuqtasi /(a) =0 tenglama



ildizining biror yaginlashishini beradi. Boshlang'ich yaginlashish
sifatida [a; b\ kesmaning shunday uchi (V.24-a rasmda B nuqta,
V.24-b chizmada A nuqta) tanlanadiki, unda/ funksiya va uning
f" hosilasi bir xil ishoraga ega bo'lsin. Undan o'tkaziladigan urinma
OX o'gini albatta kesadi va xxyaqinlashishni beradi. Bu holda
boshga uchidan o'tkaziladigan urinma OX o'gini [a\ b] kesmada
kesmasligi mumkin. Barcha xk yaginlashishlar uchun yuqoridagi
kabi rekurrent formulani tuzish magsadida A(a\ 7(«)) yoki B{b\
f (b)) dan o'tuvchi urinma tenglamasigay =0 go'yiladi. Jumladan,
A nugtadan o'tuvchi urinmaningy =f(a) +f'(a)(x - a) tenglamasi
bo'yicha
0 =f(a) +f'(a)(x- a),

yoki
=a-4 ~ <,
X =a 7(3) :
rekurrent munosabatni, B nuqta bo'yicha esa
-_ A /49) /T
f(b) (}

ni hosil gilamiz. Agar boshlang'ich yaginlashish sifatida xo =a
yoki x0=b tanlangan bo'lsa, qolgan xk yaginlashishlar ushbu
rekurrent formula bo'yicha topiladi:
vV -V J (XK-1) K,
4 k-" f(xk\): (
2-misol. x4-5x2+8x-8=0 tenglamani urinmalar usulini
qo'llab yechamiz. 1-misolda ko'rsatilganidek, e =0,0001 bo'lsin.

Yechish. /(x) funksiya [-3; —2,9) kesmada differensiallanadi
Unda

/" =(x4- 5x2+8x - 8)"=(4x3- IOx+8)' =12x2- 10 >0,
/(-3) >0, /(-2,9) <O0.

Bu kesmada / " va /(-3) laming ishoralari bir xil musbai
Boshlang'ich yaginlashish sifatida xo =-3 ni olamiz. (6) formuladan
foydalanamiz:

/(-3) =(-3)4- 5(-3)2+8 ¢(-3) -8=4,
/'(-3) =4 +(-3)3-10- (-3) +8 =-70.
U holda
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i, =-3--" =-2,942857... 2,")4286,

e, =|-2,94286-(-3)] >r .
hisoblashlar davom ettirilishi kerak:

/(x,)* 0,15777,/ '(5,)*-64,5168; x2- -2,94041,
e2=1-2,94041 - (-2,94286)1 =0,00044 >i;
fix,) * 0,0002809 * 0,00028, /'(x2) * -64,2873,

X3~-2,94041; e3=]3- x2]=0<e

bo‘lmoqda. Zarur aniglikka erishildi, hisoblashlar to'xtatiladi. 1/la
nayotgan ildiz: -2,9404.

5.103./(x) =0 tenglamaning ildizlarini 0,01 aniglikda toping:
1) 2x 3- 6X +5=0;2) x4+4x- 1=0;3) x4+x2+6x - 8 =0.
5.104. lldizlarni 0,0001 aniqglikda toping:

1) Yr39; 2) V2IT: 3)734; 4) tf56A; 5) 3/544.
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VI BOB
INTEGRAL

1-8. Anigmas integral

1 Integrallash amali. Boshlang'ich funksiya. Biz Fix)
funksiyaning F'(x) hosilasini topish zarur bo'lsa, funksiyalarni
differensiallash qoidalaridan foydalanganmiz. Agar hosila
jc argumentning funksiyasi bo‘lib, uni f(x) orqali belgilasak,
F'{x)=f{x) bo'ladi va F(x) funksiya differensialini dF(x) =F"(x)dx
yoki dF(x) =f(x)dx ko'rinishda yozish mumkin bo'ladi. Aksincha.
funksiyaning biror X oraliqda berilgan /(.X) hosilasi bo'yicha shu
o’ iligda aniglangan F(x) funksiyaning o'zini topish talab etilsa,
fix) funksiyani integrallash amalidan, ya'ni integrallash nomi
bilan ataluvchi maxsus qoidalar va formulalardan foydalaniladi.
Izlanayotgan Fix) funksiya fix) uchun boshlang'ich funksiya
vazifasini o'taydi. Integrallash amali \ belgisi bilan belgilanadi
(lotincha untegrare —tiklash).

Shunday qilib, biror X oraliqdagi barcha i lar uchun F'ix) =
=t{ic) o'rinli bo'lsa, Fix) funksiya shu oraliqda s (jc) funksiyaning
boshlang'ich funksiyasi deyiladi.

Mateniatikaga integral atamasini shveysariyalik matematik
logann Bernulli (1667—1748) Kkiritgan va integral hisobdan
birinchi sistematik kurs tayyorlagan. Uning shogirdi Peterburg
fanlar akademiyasining haqiqiy a’zosi Leonard Eyler (1707—
1783) integrallashni jfdx belgisi orgali belgilagan. Hozirgi zamon
belgilashlarini esa fransuz matematigi J.Furye (1768—1860)
kiritgan.

1-misol. Agar F'ix) =fix) =4jc3X&R bo'lsa, boshlang'ich
funksiya Fix) =x 4 va umuman, F(x) + C =x4 +C bo'ladi, bunda
C - ixtiyoriy o'zgarmas son. Chunki {Fix) +C) =(4 +C)
=4x3 +0 =4.V3

Differensiallash va integrallash amallari o'zaro teskari

amallardir. Fix) funksiyani integrallash jfdx =Fix) +C ko'ri
nishda yoziladi. Xususan, yugoridagi misol bo'yicha bi/



J4x3dx =x4+C ga ega bo'lamiz,

bunda C =const.

Teorema. Agarf (x) funksiya X
oraligda [Ax) boshlang'ich funksiyaga
ega bo'lsa, F(x) + Cfunksiya ham f (x)
uchun boshlang'ich funksiya bo'ladi,
bunda C —ixtiyoriy o 'zgarmas son. X da
f(x) funksiya boshga ko'rinishdagi
boshlang'ich funksiyaga ega emas.

Isbot. Barcha x&X lar uchun F'(x) = f(x), chunki shu
oraligda Ax) funksiya/(x) funksiya uchun boshlang'ich fimksiya.
Lekin ixtiyoriy C haqigiy son uchun (Ax) + O' =/(x). Demak,
J/(x)i/x =F(x) +C . Shu bilan birga/(x) funksiya X da boshga
ko'rinishidagi boshlang'ich funksiyaga ega bo'la olmaydi.
Hagigatan, biror ®(x) ham /(x) ning boshlang‘ich funksiyasi
bo'lsin, deb faraz qilaylik: ®'(x) =/(x). U holda har bir < X
uchun (x) =®'(x) - F'(x) —0 bo'ladi. ¢p'(x) =0 bo'lgani uchun
(x) = C bo'ladi. Demak, ®(x) - Ax) = C. Bundan ®(x) =[4x) t
+ C, ya’ni ixtiyoriy boshlang'ich funksiya Ax) + C ko'rinishiga ega
bo'ladi.

Shunday qilib,/(x) funksiyaning barcha [Ax) + C boshlang'ich
funksiyalarini topish uchun awal ulardan birini, masalan, Ax)
ni topish, so'ngra unga istalgan Ce/? o'zgarmas sonni go'shish
kifoya. C ixtiyoriy bo'lgani uchun funksiyaning boshlang'ich
funksiyalari cheksiz ko'p bo'ladi.

Qo'shiluvchi Cson integra/lash doimiysi, Ax) + C boshlang'ich
funksiyalar to'plami f(x) funksiyaning \f(x)dx anigmas integrali
deyiladi.

Berilgan / (x) funksiyaning barcha boshlang'ich funksiyalari
grafiklari y = Ax) funksiya grafigini OY o'qi bo'yicha C qadar
siljitishdan hosil gilinadi va shu yo'l bilan boshlang'ich funksiya
grafigini berilgan nuqta orqgali o'tishiga erishiladi (VI.I-rasm),

2-misol. y =x2 funksiyaning grafigi A(1 2) nuqgtadan
o‘tuvchi boshlang'ich funksiyasini topamiz.

Yechish./(x) =x2 funksiya uchun F(x) =~r- +C, chunki
| '(x) - x2 Shunday C sonni topamizki, y = ! funksiyaning
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grafigi /1(1; 2) nuqta orgali o‘tsin. Oxirgi tenglikka x =1,y =2
giymatlami qo‘yib, 2=~+C ni hosil gilamiz. Bundan C =].
Demak, F(x) ="-+

Anigmas integralning xossalari:
1) Ixtiyoriy C son uchun ushbu tenglik o‘rinli:

d(\f(x)dx) =f(x)dx. (1)

Hagigatan, ff(x)dx =F(x) +C va F'(x) =/(x) bo'lgan-
ligidan:

d(jf(x)dx) =(F(x) +C)'dx =F'(x)dx =f(x)dx-
3-misol. Jcosxdx =sinx +C bo'ladi. Chunki (sinx +Q" -
=cosx va d( jcosxdx) =d (sin x +C) =t/(sin x) =cosxdx.

2) Ushbu tenglik o'rinli:

Chunki J-'(x)<Vx) =J/ (x)dx - F(x) +C.
4-misol. jcosxdx = [(sinx)'Jx =sinx +C-
3) Ushbu tenglik o'rinli:
| (cp(x) +V(/(X))dx = (X)X +IV (x)dx. )
Hagigatan, J<p(x)Jx =®(x) +C, Va JV(x)cfx =¥ (x) +C2
bo'lsin. U holda ®'(x) =« (x), 'F'(x) =Vv|/(x) va shunga ko'ra
[((x) +N\Nieydx = [ (@'(x) +7*(xrdx = [(P(x) +T(x))" /1’
=® (x) +4'(x) +C = j\p(x)Ix + ]\|/(Xflfx,

bunda C=C, +C2

4) O'zgarmas ko'paytuvchini integral belgisi ostidan chigarish
mumKkin:

jkf(x)dx =k jf(x)dx , kK —O0'zgarmas son. ()



Hagigatan, F'(x) =f(x) va (A/(x))" =kF '(x) =kf (x)
bo'lganidan,

AKkf(x)dx =KF(x) +C A/ (X)</X.

Jumladan, 2 va 4-xossalarva a *-1 udiim (v"'1)" (x+Il)xa
bo‘yicha darajali funksiya uchun

foadx ZE-H"I(a +I)x(|dx:Kt|- t-Ct (S)
hosil gilinadi.
5-misol. /=J(4x3-9x2+6x-X)dx ni hisoblaymiz.
Yechish. 3va 4-xossalarga asosan:
1=4 Jx3dx - 9Jx2dx +6 Jxc/x Xfdx.
(5) formula bo'yicha:

Jx3cfx =~- +C, jx2dx =~ +C, Ixt/x="-iC, Wv x+C.

/ =4 ~4—9—"3— +6 —42r—8x +C =x4-3x3i3n2 HviC\

Biz C ni bir marta yozdik, chunki o'zgarmaslar yig'indisini
bitta o'zgarmas bilan almashtirish mumkin.

6 -misol. | = [ xn/x--y \dX integralni hisoblaymiz.
5 n 4*1 bl
Yechish. ’\=J(X4-8X—3 dX:i—lX fC =
v ) 4—+1 l'l
» AX27N . +4x-2 +C.
Mashqglar

6.1. Ax) funksiyaning/(x) funksiya uchun boshlang'ich
hmksiya bo'lishini isbot giling:

1) F(X)=*—+2cos3x, 7 (x) =x5-6sin 3x;
2) F(x) - arctg22x, f(x) = .

\+4x2
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2
3) F(x) =tg33x-sin 5x, /(x) =9/ -3n-5c085X ;

cos 3Xx

4) F(x) =arcsin(xs8), /(x) = 1 ;
n/1-y16

5) F(x) =sin \[x- cos(x2), f (x) =C(2)SVI +2xsin(x2);

6) F(x) =x5COXX--4-, / (X) =5x4 cosXx-x5sinx+ 8cosx
SInXx sin X

6.2. Integrallarni hisoblang:

1) Jxec/x; 2) JIx2 %/xIX;
3) X six 4) J/x4J:3 dx-

6.3. / (x) funksiya uchun 1(x0; y0) nugtadan o‘tuvchi bosh-
lang'ich funksiyani toping:

N/(x) =3x- 1 Al 3) 2)/ (x) =4x+ 3, A(12);
3) /(x) =Vx, /19 10).
2. Integrallash formulalari. Funksiyalarni integrallashda ularning

differensiallash natijalariga asoslaniladi. Differensiallashning har
bir F'(x) =/ (x) formulasidan integrallashning unga mos
jf(x)dx =A(x) +C formulasi hosil bo'ladi. Integrallash jadvalini
keltiramiz:

Ne J/(x)Ix =F(x) +C F'(x) =f(x)

1 j‘xadx=a+I +C, a*-1 f\*_ﬁl +C)=4-_F1[x“ =xa,a* 1

2 Jcosxdx =sinx +C (sinx +C)" =cosx

3  Jsinxdx =-cosx +C  (-cosx +C)' =-(-sinx) +0 =sinx

4 = + tgv+C)' =—> x*™ +2kn, keZ

S tgx +C (tgv +C) — )

5 f & = ctgx +C (—Gth+Cy =-[—L-) =—L-,

sin“ A vV sin xJ SN x
X¢pnk, KgZ
6 f =arcsinx +C (arcsinx +C)' =—A—. K <

A\ ~x2 vI-x2



7 ' —F=arctgv +C (arctgv +C)" =—LI-

I+x2 l4+x2
8 jVaz - x2dx =~\fer-x1 + | 2 +yaresinf+cj =
, arcsin- +C \« X1, HlEM
9 JVVX =ex +C (< 1C) ¢
o axdx =, +C (o tO' (xIna

x >0 da Iy Invil, (Inx fC’) =
11 =In]x] +C =, X <0 da f; - In(-x) +C
(In(-x)+C)'—i-(-1)-1

1-misol. /= 1f2M+* }jlJL -dx integralni hisoblaymiz,
(I+x3)VI-x2

N <1e
Yechish. Dastlab integral ostidagi ifodani soddalashtiramiz:

- 2(I+x2)-\Ill-x2 _ 2(1+x2) y/1.)2

(1+x2)\/1-x2 (1+x2 )V1- je2 (1fjc2 )\/|-nr
2 1

V1-X2 1+n-2

Jadvaldagi 6, 7- formulalar bo'yicha:

1=2) - | M2 =2arcsin x arctgx t

v 1- je2 1+Xx

2-misol. /=[l—4—+—"—1dx nj hisoblaymiz, bunda
sin X cos X]

Xx*nk, X®N +2nkKk, keZ.
Yechish. Jadvaldagi 5,4- formulalar bo'yicha:

1=5f dx +6f dx =-5ctgv t6tgx +C .

sin - X cos X



3-misol. | - J(7cosx-6sinx)c/x ni hisoblaymiz:
Yechish. Jadvaldagi 2,3- formulalar bo'yicha:
1=1 jcos xdx - 6 Jsin xdx =7sin x +6 cosx +C .

d\A\
4-misol. f----— =- f—"Nl—=1 =-arctgw +C =
JE;Z+X% al 1+(Q|2 a Ji 2 a
\a!
=-arctg”™ +C, iu =~ almashtirish vajadvaldagi 7 - formuladan

foydalandik).

5-misol. \eixdx njhisoblaymiz.

Yechish. jV x<k=]je3xd(3x) =y e3x +C.

6-misol. j-2 n' hisoblaymiz.
Yechish. J Nl =in(x +2) +C.
(L] Mashqlar

6.4. Integrallarni hisoblang:
1) J@AN\/x +2x)dx ;  2)](7cosx--—--—-L}—)dx, x ¢ kK, k&Z\

3) H<1; 4) i(asi"™ * - N o

5) jj —y - — dx, M} <1;6))-:yHdXx, X pKK, Ke Z;

lcos x N\~ / sin X
7) J u™Nusex . 8) fx4-jc3 . 9) ftg23x</x
J X244 J 1 J
6.5. v=e~3funksiyay '=-3e~3x tenglikni ganoatlantiradimi?
6.6. y =ext funksiya = tenglamani ganoatlantirishini

isbot qiling.



6.7. Integrallarni hisoblang:

1) \Vdx-, 2) \e2xdx; 3) je svf/jr; 4)jVAcos(e-x)rfx.
6.8. Integrallarni hisoblang:

') 2) 3 I g

4) J~-U-; 5) Jtgbxi/x; 6) Jtg(4jc-1)dx;

(I+x2)arctgx VI+x2arctgx

3. 0 ‘zgaruvchini almashtirish usuli. Ushbu usul (boshgacha

aytganda, o‘rniga qo'yish usuli) jadvalda ko‘rsatilmagan
integrallarni jadvaldagi biror ko‘rinishga keltirib hisoblash
maqgsadida go‘llaniladi. Usulning asosida murakkab funksiyani
differensiallash qoidasi yotadi: Ad(/)) funksiya berilgan va
X =p(0 almashtirish kiritilgan boisin. U holda:
(F(y(t)y =F4xW(t) =/(x)p"(O =/(cp(O)cp'(O va
Jf(x)dx =F(x) +C
bo‘lganidan quyidagiga ega boiamiz:
\f(4>(1))y" (t)dt =F(y(t)) +C (1)
yoki
\f(4>(1))dy(t) =F(q>(t)) +C . (2)
Demak, Ad(/)) funksiya /(p(O)h'(O funksiyaning bosh-
lang'ich funksiyasi ekan. Xususan, y(t) =kt +b bo'lsin. U holda:
®'(0 =k yoki <) =kdt va (2) bo'yicha
jf(kt +b)kdt =F(kt +b) +C
yoki
Af(kt +b)dt =j-F (kt +b) +C. (3)
I-misol. /[ =Jsin(10x +8)Jx va />=i(7x 8)4 (/x

integrallarni hisoblaymiz.
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Yechish. Integrallash jadvalidagi 1va 3- formulalarga muvofiq:
/, =--"cos(10x +8)+C, 12=jj (7x-8)5+C =j-5(7x-8)5
2-misol. ~=J]*3cos(x4)dx integralni hisoblaymiz.
Yechish. (x4) =4x3 bo'lganligidan, x4 =t almashtirish
kiritamiz. U holda d(x4)=dt yoki 4x3dx =dt va bundan

X 3dx =’Zf, u holda

. A A
/—|4 Jfcostdt = sint+C ) sin(x4) +C..

3-misol. | =jcos3xsin xdx integralni hisoblaymiz.

Yechish. (cosx)' =-sinx bo‘lganligidan cosx =t almashtirish
Kiritamiz. U holda dt =d{cosx) =(cosx) 'dx =-sinxcfx va

/=|1/3(_jo =_zl+c =_co”x +c

4 -misol. integralni hisoblaymiz (x * +kn, keZ).
J COS4 X 1

Yechish. sinxJx =-"/(cosx); cosx =f almashtirish kiritamiz.

fsinrfc =_fNE | =-f4 =_f/-4~=_li+c =1 — L-+C-
J cos4 X J cos4 X Jt J 3 J cos) X

5-misol. j'Ja2- x2dx n\ hisoblaymiz, bunda a >x.

Yechish. x =<f) =a sint bo'lsin,bunda te -j;j .U
holda:
®’(t) =acost, dx - acostdtva

j\la2 - x 2dx =a2jV 1- sin2t costdt =a2 Jcos2 tdt.
Lekin cos2t = *°s” . Shunga ko'ra
2 . .
jVtf2 -x 2dx =~ J(1+cos2t)dt =  jdt +~- j'cos2fr//

= g™ F+C=¢ +” sintcost+C.
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Bizda a sin/ =x, sin/ =-, cosf =\fl-sin2/= 1- -

az2
t —arcsm —
At

- = in - AN a. ~y % —
i\IaZ X 2dx ) arcsm<t+2 lm&l]aiix +C

"y-arcsin - +4 'fal x* t(’ .
6-misol. [—m dx integralni hisoblaymiz., bunda X > %
2x -1 V

Yechish. (2x3- 1)'=s6x2bo'ladi. 2x 1- | /almashtirish
kiritamiz. U holda 6x 2dx =dt,

MU—dx = [—=Int+C =In(2x'  D-+C.
2X -1

Misol natijasiga ko'ra ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya

h hbu tenglik o'rinli bo'ladi: fZ In]/ +C.
uchun ushbu tenglik o'rinli bo'ladi: f /(x) " n|/(x)|

Mashqlar

6.9. Integrallarni hisoblang:
N I3 e QIBe  JULS

4) [, dx 5) fcosdxdx, () f— ——.
VI-25%2 on (5%-8)

6.10. Integrallarni algebraik yig'indiga ajratish yo'li bilan toping:

1) \x*-6x\+x+ dx- 2) fEIXT7x4-5%x2 ,4"T2 dx.
J X3 J XjX

3) J"sin2 5xdx ; 4) Jcos2 5xdx ;

5) Jsin3xcos3xa'x ; 6) jcos 18xsin \6xdx ;

7) jsin22xsin2xdx; 8) jCOS6XCOS3XJX.
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6.11. Integrallarni o'zgaruvchilarning almashtirish usulini
go'llab, hisoblang:

1) J(5x-6)7dx;  2) jVT6x +1\dx; 3) 3 Sxdx
vie-x4 '

4) fsin 4xdx- 5) fcoslIixdx m 6) J= &

) fsin 4xdx ) xax ) 99n2(6x-|)

7) f—, dxm— ; 8) [(sinx-cosx)2dx

Jsin 8xcos‘ 8x

dx
9>hr</|6-:6x-7>fz v 10>‘]x2-6x+17

612. Integrallarni hisoblang:

1) 2) J-f= 3) fx2sin(x3)Jx;
J 1+x6 Vi-X
4) J(3x2 +1)COS(x3 +x - 1)dx; 5) Jarcsin-TY- ;
VI-x2
rarctg ixdx ~  Tctg 9xdx o. [sin 8x ¢COS5 8xrfx.
J  119x2 ’ J sin2 9x

4. BoMaklab integrallash. #=w(x) va v =u(x) funksiyalar
differensiallanuvchi funksiyalar bo'lsin. Bizga ma’lumki,

d(uv) =udv +vdu (1)
bo'ladi. (1) ni integrallab,

uv = + W w
yoki

judv =uv —jvdu (2)

ni hosil gilamiz.
(2) formula bo'laklab integrallash formulasi deyiladi.

(2) formula \lu~ integralni undan soddarog bo'lgan \v~u
integralni integrallashga keltiradi
1-misoi. Jx sinxdx integralni hisoblaymiz.

Yechish. n =x, dv =sinxc/x deb faraz qilsak, n =x ning
differensiali du =dx ga, dv =s\nxdx ning ikkala tomonini integrallasak
v =-cosxga ega bo'lamiz. Topilganlarni (2) formulaga go'ysak:

Jxsin XdX =-XCOSX+ jcosxt/x =-xcosx +sinx +C .



2-misol. jxexdx integralni hisoblaymiz.

Yechish. «=x, dv =¢e'dx deb olami/. Bundan du dx, 0 =ex
(2) formulaga asosan

jxexdx =xe' fc'dx JH c' o,

Boiaklab integrallash usuli o'/garuvchilarni almashtirish usuliga
nisbatan qo‘llash sohasi torroq bo‘lsa-da, lekin shu usul yordami
bilan hisoblanadigan ko‘plab integrallar mavjud, Masalan:

\xke axdx\  \xk \nm dx\ Jaresin ay/v: Ja" wsaxdx.

(fjp Mashqlar

6.13. Integrallarni hisoblang:

1) Jxsin2xJx; 2) Ja-COS.via; AV A DS
4) JIx3 xdx ; 5) JInxdx ; () JviInay/v ;
7) jV cosxdx- 8) ”“x2exdx- 4) Jn* WA/

10) Jarcsinxt/x.

2-8. Aniqg integral

1. Egri chizigli trapetsiya yuzi. Boshlang'ich Imiksivii orltirmasi.
Aniq integral. Ko'p masalalar, jumladan, vassi shakllarning
yuzlarini hisoblash masalasi integral hisobi orgali liiil etiladi.

Geometriya kursidan bizga quyidagi aksiomalar ma’lum:

1) har ganday F shakl nomanfiy S(F) yu/,ga ega;

2) tomoni 1 ga teng kvadratning yuzi 1 ga leng;

3) teng shakllarning yuzlari teng, ya'ni t\ /, bo'lsa, J{/,)
=S(F2) bo'ladi;

4) shaklning yuzi uning barcha kesishmas gismlari yu/larining
yig'indisiga teng.

Quyidan OXo'qgi, yugoridan nomanfiyy =/(x) funksiya grafigi,
yon tomonlaridanx =fl, x =b to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan
shakl egri chizigli trapetsiya deyiladi (V1.2-rasm).

1-teorema. Agarffunksiya [a, b\ oraligda monoton bo ‘Isa,
Fegri chizigli trapetsiya kvadraturalanadi (yuzini hisoblab bo'ladi).
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n H Fk

V1.2-rasm. O a=\ X \ X =b

Isbot. / (x) funksiya [a, b] kesmada o'suvchi, deylik.
Istalgancha kichik e >0 son uchun har doim shunday ®, va ®2
ko'pburchaklar topiladiki, ®, shakl F ning ichida yotadi, ®2 esa
Fni o'z ichiga oladi va ikkala ko'pburchak yuzlari ayirmasi uchun
5(@,) - 5(®() <e bo'ladi. Ko'pburchaklarni yasash magsadida
[a\ b] kesmani a =x0 <x, <... < xn_x<xn=b nuqtalar bilan n ta
teng gismga ajratamiz va bu nuqgtalardan OYo'qiga parallel to'g'ri
chiziglar o'tkazamiz. Ular Aegri chizigli trapetsiyani FO, Fx ...,
Fn_xgismlarga ajratadi. Har qaysi [x", x"+] kesmada birining
balandligi f(x k), ikkinchisiniki f(xk#) bo'lgan ikkita to'g'ri
to'rtburchak yasaymiz./(x) funksiya o'suvchi bo'lganidan birinchi
to'rtburchak /’trapetsiyaning Fkqismi ichigajoylashadi, ikkinchisi
Fkni o'z ichiga oladi. Barcha 0 <k <n - 1 lar uchun birinchi
to'rtburchaklar birlashmasi (®2 pog'onali shakl) F ichiga
joylashadi, ikkinchi to'rtburchaklar birlashmasi (®2 pog'onali
shakl) F ni o'z ichiga oladi. Yetarlicha katta n larda 5(®" -
- 5(®2) <e bo'ladi. Hagiqgatan,

5(P2)-5(P, )=-"E[/(x1)+..+/ (x, 1) +/(x,)]-
=N E[/(X0)+/(xi) +..+/(x]_0)] =
=A[f(xn)-fF(XON=~A[f(b)-f(a)\.
Bu ayirma n ning yetarlicha katta giymatlarida e dan kichik
bo'ladi.

/ (x) funksiya nomonoton bo'lganda [a, b] kesmani / (x)
funksiya monoton bo'ladigan gismlarga ajratiladi va har bir gism
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uchun teorema alohida go'llaniladi.

f (x) funksiyaning boshlang'ich funksiyalari to'plami F(x) + C
bo'lsin. F(x) + C funksiyalarning |a, b\ kcsmadagi orttirmasini
topamiz:

AF =(F(b) +C)-(F(a) +C) =F(b) /(«), AF« F(/>)-F(a).{I)

Bundan ko'rinadiki, f (x) funksiya /+x) boshlang'ich
funksiyaning [a; b\ kesmadagi A/'orltirmasi ( sonning tanlanishiga
bog'liq emas.

I-misol. y =3x2 funksiya boshlang'ich I'unksiyalarining
[’ 'a [10; 20] kesmalardagi orttirmalariui topami/.

Nechish. F(x) =J3x2dx =x3 f(’, (* ixtiyoriy 0'/garmas.
(1) munosabat bo'yicha: [1; 2] da J¥ 2" 1" 7. ]I(); 20] da
AF =203 -103 =7000.

f(x) funksiya ixtiyoriy F(x) boshlang'ich fimkslyasining
[a\ b] kesmadagi AF(x) :F(b)-F(ab) orttirmasi funksiyaning

shu kesmadagi aniq integral! deyiladi va J/( n)<A orgali belgilanadi:
b 0
Jf(x)dx =F(b) F(a)
a
F(b)~ F(a) ayirmani F(x)\h bilan belgilaymiz. 11 holda quyidagi
tenglik hosil bo'ladi:

@)
a
(2) tenglik Nyuton—teybnisformulasi deb ataladi, a va b Integ-
raHash chegaralari deyiladi.
K

2-misol. 1) Jcosxdx =sinx|g =sing9—sino 0
0
ib

a

Quyida aniq integral xossalarini isbotlashda Nyuton—Leybnis
formulasidan foydalaniladi.
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1-xossa. Funksiyalar yig‘indisining aniq integrali shu
funksiyalar aniq integrallarining yig‘indisiga, o'zgarmas son va
funksiya ko'paytmasining aniq integrali esa shu funksiya aniq
integralining 0 ‘zgarmas songa ko paytirilganiga teng:

b b b
JA ) +72 (x))ax = W xyax + Iz (x)ax ; 3)
b a b
1/4/(x)dx =AJ/ (x)dx. 4)
a
b

Hagigatan, /i (x)dx =Fx(b) - Fx(a), jf2(x)dx = F2(b)~

-F 2{a) bol\/lsin.aU holda
t\]KII(X) +f 2(x))dx =(Fx{b) + F2(b))-(F Xa)+ F2 (a))=
b

a
b

=(Fx(b)-F2(a)) +(F2(b)~ F2(a)) = \fx(x)dx + Jf 2(x)dx.

a a
2-xo0ssa. Agar integrallash chegaralari almashtirilsa, aniq
integral o'z ishorasini o'zgartiradi:
b a
\f(x)dx =-\f{x)dx. (5)

h “ h a
Hagigatan, Jf(x)dx =F(b)~ F(a) =-(F(a) - F(b)) =- Jf(x)dx.

3-x0ssa.” a

jf(x)dx =0 (6)
Chunki \f(x)dx =F(a)-F(a) =0.

a
4-xo0ssa. Ixtiyoriy a, b, ¢ sonlar uchun ushbu tenglik o finli:

b c b

\f(x)dx= \f(x)dx+\f{x)dx. W)

Hagiqatan, ) ) :
c b

ji(x)dx+ ji(x)dx =(F(c) - F(a)) +(F(b) - F(¢) =
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5-xossa. Agar | b\ kesmada f(x) >o (yokif(x) <o bolsa)
b
uning shu kesmadagi 17(x)</x anit/ integrali hum shunday ishoraga

ega ho'ladi.
Haqigatan/(x) =F(X) >0, ym'm /L) funksiya o'suvchi bo'lsin.

U holda D >a bo'lganidan 1(b) >/{a) yani \b) I\a) >o,
b
AM{X)dXx> 0 bo'ladi (f (x)<0 holi hain shu kabi Isboilanadi).

3-misol. N -33'/( kesmada sinv 0. uning shu kesmadagi
aniq integrali ham manfiy bo'lishini ko'rsatami/.
31c/2

J sinXdX = -cosx =-(cos 4™ cos n) 0 (N .

Mashqglar

6.14. [0; 4] kesma necha gismga bo'linsa, \ 0, \ 4, 0,
yZXZChizinar bilan chegaralangan shakl uchun M) J'(®,) <
<0,1 bo'ladi?

6.15. Doiraning yuzga egaligini isbotlang.

6.16. Integrallarni hisoblang:

2 4
I) \xbdx- 2) J'2\fxdx ; \ |' I)
0 0 a
K 8 t/1
4) josinxdx; 5 34 Ifx+2x)dx; (i) fI\/U—AJl(]X
a/2 0 Mil*" *
6 8
7) js/2x-3dx; 8 J4 Yn (I 4)dx;
2 1
K
4
9) y(2cos2Xx-\)dx; 10) J\/x 1x .
H 2
6
6.17. Integrallarni hisoblang:
3 2
1) j"(x2—4 +5)dx; 2) T~y VA,
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3 a/ 3

3) 1(6x2—=2x)dx; 4) ] (sin 2x - cosx)dx\
-2 0
/2 ﬂ

5) | sin2a/y, 6) |(1- cosx)2dx;
“kl2 0

8
8) J(4 /x+2x)dx ;
0

dx

4) Jd = v

2. Nyuton—Leybnis teoremasi. Matematik analizning muhim
goilanishlarga ega bo'lgan asosiy natijalaridan biri ingliz mate-
matigi Barron (1630—1677) tomonidan geometrik shaklda bayon
gilingan, lIsaak Nyuton (1643—1727) va Leybnis (1646—
1716) tomonidan bir-birlaridan mustaqgil ravishda uzil-kesil
isbotlangan ushbu teoremadir.

Teorema. (Nyuton—Leybnis teoremasi). f (x) funksiya [a: b\
kesmada nomanfiy, uzluksiz va unda chekli sonda ekstremumlarga
ega bo'lsin. Shu a<x< b kesma ustida joylashgan va yugoridan
f (X)funksiya grafigi bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning
yuzini S(x) orqali belgilaylik. U holda S(x) funksiya /(x) ning
boshlang'ich funksiyasi bo'ladi, ya hi [a\ b\ kesmada S '(x) =/ (X)
tenglik bajariladi (V1.3-rasm).

Y,

VI1.3-rasm.
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Isbot. Biz ixtiyoriy xe\a, b\ nuqgta uchun S'(x) =/ (x)
tenglikning bajarilishini isbot gilishimiz kerak, bunda

$'(x) :2210

Aniglik uchun h> 0 deb olamiz. JT'(x+ /) - 5(x) ayirma PTQN
egri chizigli trapetsiyaning yuziga teng./(x) funksiyaning [x; x +
+h] dagi eng katta giymati M ga, eng kichik giymati m ga teng bo'lsin.
U holda PTQN chizigli trapetsiya umumiy asosi [x; x+ h],
balandliklari mos ravishda m va M ga teng ikki to'g'ri to'rtbur-
chakning o'rtasida joylashadi. Ularning yu/lari:

mmh <S(x+h)-S(X) <M /# />0 (D
yoki

bunda m va M lar h ning tanlanishiga bog'lig. /(x) funksiya x
nuqgtada uzluksiz bo‘lganidan, /—») da uning [x x +Ii\ kesmadagi
m va M giymatlari birgalikda umumiy f(x) limitga intiladi:

fmm =lim M =1 (x), $'{x) :2_%19{“”; RNTIVY

Xulosa:y =/(x) (a <x <b) egri chiziq ostida joylashgan
egri chiziqli trapetsiyaning S' yuzi fix) funksiyaning \a\ h\
b
kesmadagi aniq integraliga teng: S = \f(x)dx.
a

Isbot. y45CZ)shaklning 5yuzi (VI1.3-rasm) JI(x) funksiyaning
[a; b] kesmadagi S =Sib) - Sia) orttirmasiga teng. Lekin 5(x)
ning o‘zi / (x) ning boshlang'ich funksiyasi. Shunday qilib,
b
S=S(b)-S(a)=jfix)dx.
a
1-misol OXo'qgi, x =2, x =6 to'g'ri chiziglar vaf(x) =x3
funksiyaning grafigi bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning
S(x) yuzini topamiz.
Yechish. x3funksiyaning boshlang'ich funksiyalaridan biri

4
F(x) =— +C bo'lsin. Nyuton—Leybnits formulasi bo'yicha:
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2-misol. jrnyﬂ}'-'k"zdx integralning giymatini hisoblaymiz.
-R

Yechish. y =\NR2-x 2 tenglikni x2+y 2=R2 ko'rinishda
yozish mumkin. Bu esa har ganday M(x\ y) nuqta radiusi R
bo‘lgan va markazi (0; 0) nuqtada joylashgan aylanada yotishini
bildiradi. Egri chizigli trapetsiyaning [-/?; R] kesma ustida
joylashgan gismi yarim doiradan iborat va uning yuzi . ga
teng:

\ s[R2 - x 2dx =%nR2.
R
Integrallash formulasi ham shu natijani beradi:

| \[r2- x2dx =[-y-arcs'n g +f » X2

= (arcsin I-arcsin(-1)) = -(-f)) =~ .
Agar [a; b] kesmada / (x) funksiya musbat va manfiy qiymat-
b

larni gabul gilsa, \f(x)dx ning qiymati egri chizigli trapetsiya-

ning abssissalar o'qaidan yugorida va quyida yotgan gismlarining
ayirmasiga teng boiadi. Umuman, y= (x) vay2=f2{x) (fAx) >
>/j(x)) uzluksiz funksiyalar grafiklari va x =a, x =b, (a <b)
to‘g'ri chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzi /(x) =f 2(x)
-/,(x) funksiyaning [a; b\ kesmadagi aniq integraliga teng:
b
S =J/(x)dx . (2)
a
Isbot. Shaklni OX o‘gidan yuqgoriga joylashadigan qilib, «
birlik yuqoriga parallel ko‘chiramiz (bu bilan shaklning yu/i
o‘zgarmaydi). /,(x) funksiya /j(x) +k ga, f2(x) esa /2(x) +«k ga
almashadi. U holda:



S =)/ 2(x) +k)dx- 3/, (x) +k)dx = I(F2(x)dx + Kjd x -
b

b b b b
-3/, (X)dX - Kev=0f2(x)dx - a7, (x)dx = jl(x)dx.

Ta’'kid isbotlandi.
Xususan, agar/ (X) uzluksiz funksiya |< b\ kesmada manfiy
bo'lsa, Y=[X) egri chizig, OX o'qi, x ava v b (li<h) to'gri
h
chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzi J(X))dX aniq
il
integralga teng bo'ladi.
3-misol. Y= X2+2 va Y =x2+ 3x parabolalar va x= 1, x =2
to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan shaklning vu/ini topamiz
(V1.4-rasm).

Yechish. [1 2] kesmada y:x2+3X parabola y:x2+2
paraboladan yuqori joylashadi. /(x) =(x2+3x) (x2i2) 3x-2
(2) formula bo'yicha:

2 2
5= J(3x-2)Jx =(]x2-2x) =6-4 |Jt2 2z,

y=X



4-misol. y =x3kub parabola, y - - 1to'g'ri chizig, OKo'qi
bilan chegaralangan shaklning yuzini topamiz (V1.5-rasm).

Yechish. Misolda fagat bitta x =0 integrallash chegarasi
ko'rsatilgan. Ikkinchi integrallash chegarasini limitniy =x 3va j>=-1
chiziglarning kesishish nugtasi beradi: x 3 =- 1, bundan x =- 1.
(2) formuladan foydalanamiz. [-1;0] kesmada kub parabolay =-1
to'g'ri chizigdan yuqori joylashganligini ham e’tiborga olsak:

/X) =x3- (-1) =x3+ 1lva S=1J](x3+Ddx =hj- +x

N
-l=-4; N 2,

5-misol. x =0, j =0, x =2 to'g'ri chiziglar va y =1
funksiya grafigi bilan chegaralangan shaklning yuzini topamiz.

Yechish. lzlanayotgan yuz dx integral bilan ifodalanadi.
0

x +|1 =1 almashtirish kiritamiz. U holda:
2

=Jj =In|f]=In]x +71 =Inx+7p =In9- In7=In].
0

Mashqglar

6.18. Agar:

1) a=1 b=3 fix) =x3-1;

X
5 a=-1, b=3 fix) =x2+2;

6) o=I, Z=8,/(x) =VWx
bo'lsa, yuqoridan fix) funksiya grafigi, yon tomonlaridan x =o
va x =b to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiyaning yuzini toping.



6.19. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shaklning vuzini
toping:

1) y =-, y =Ax, x =1y =0;

2) Yy =X2+2, V=2X+1;

3) y =x2-6X+9, y =x2t4x +4,y =0;

4) y =12 +1 y =3t- X3;

5) y =x2,y =2\[2X;

6) y =VX, ¥y =\1A-bx, y =0.

6.20. Y= giperbola, x=3, y - 0, x 6 to'g'ri chiziglar

bilan chegaralangan shaklning yuzini toping.

6.21. Erkin tushayotgan jismning dastlabki to'rt sekundda
o'tadigan masofani toping.

2 2
6.22. Ava B ni \(Ax+B)2dx =0, J(Ax +B)lxdx =16
-2 -2

tengliklar bajariladigan qilib tanlang.

6.23. Balandligi H m, asos radiusi R m bo'lgan silindr shaklidagi
idishdan solishtirma og'irligi 6 =78 * 103 N/m3 bo'lgan benzinni
so'rib chigarish uchun sarf bo'ladigan ishni hisoblang.

6.24. Yuqori asosi 50 m, balandligi 16 m, quyi asosi 28 m
bo'lgan trapetsiya shaklidagi vertikal to'g'onga suv ganday kuch
bilan bosadi?

3. Geometrik va fizik kattaliklarni aniq inti'Kral yordamida
hisoblash. Aniq integral yordamida o'zgaruvchan harakat jarayo-
nida o'tilgan yo'lni, egri chizigli shakllarning yuzini topish
mumkinligini ko'rdik. Umuman, aniq integral yordamida geometrik
va fizik kattaliklarning o'lchamini topish uchun: 1) noma’lum
kattalik o'lchami F{b) giymat ko'rinishda izlanadi; 2) buning
uchun F'(x) =f(x) hosila topiladi; 3) F{x) funksiya J\x) ning
aniq integrali sifatida hisoblanadi; 4) topilgan natijaga x =b giymat
qo'yiladi vajavob topiladi.

1-misol. YOZ tekislikdan x birlik uzoglikda unga parallel
bo'lgan a tekislik (A) shaklni kessin (V1.6-rasm). Kesim yuzini
5(x) orqgali belgilaylik. Shakl x=a va x =b (0 <a <b) tekisliklar
oralig'ida joylashgan bo'lsin. Shaklning Khajmini topamiz (hajm
tushunchasi geometriya kursida beriladi).
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Yechish. Shaklning x=xo tekislik bilan kesimini ®(x0), uning
yuzini S(x0) orqgali belgilaylik. y =S '(x) funksiya uzluksiz va x, <
<x, da ®(x,) kesimning YOZ tekislikdagi proeksiyasi ®(x2) ning
proeksiyasi ichida yotsin, ya'ni shakl a dan b ga tomon kengaysin
(5(x) funksiya o'suvchi ma’nosida). Shaklning [a; b] kesmaga
mos qismining hajmi Mx) bo‘lsin. V'(x) hosilani topamiz. Shu
magsadda biror xo giymatni olib, unga h >0 orttirma beramiz.
Shaklning a, va a2 tekisliklar orasidagi gismining hajmi Mx0+h)-
- V(x0) bo'ladi va ushbu qo‘sh tengsizlik bajariladi:

hS(x0) < Mx0+h)- Mx0) <hS(x0+h), (1)

bunda hS(x() - shu gismning ichiga to'liq joylashadigan silindrik
shaklning hajmi, hS(x0+h) —o‘sha gismni 0‘z ichiga olgan
silindrik shaklning hajmi. Qo‘sh tengsizlikni quyidagi ko‘rinishda
yozamiz:

S (X0) < V(xo+h)/i\fx° - <S(xn+h).

y =S(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz, /?-»0 da 5(x0 +h) ning
giymati ham, vt'X)+,)- M-xo) ning giymati ham S(x0) ga intiladi:
ru,)*= lim >/rot*~~(Jro) =S(x0

) ) (ro+"~"(Jro) =S(x0) _

Demak. y = M(x) funksiya y = Six) funksiyaning boshlang'ich
funksiyasidan iborat. Nyuton—Leybnis formulasi bo'yicha:
b
\Six)dx =Vib)-Via) =V- 0=V,
a
V=\Six)dx. (2)

Umuman, [a; b\ kesmada uzluksiz va nomanfiy bo'lgan fix)
funksiya grafigi bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning OX
0 qi atrofida aylanishidan hosil bo ‘ladigan jismning hajmi (VI.7-
rasm) ushbu formula bo'yicha hisoblanadi:

b
L=njs2(x)dx. (29

2-misol. Asosining yuzai S va balandligi H ga teng bo'lgan
piramidaning hajmi V ni topamiz.

Yechish. Piramida uchini koordinatalar boshi sifatida gabul
gilaylik, OX 0'qi esa balandlik bo'yicha pastga yo'nalgan bo'lsin.
O uchdan x uzoglikda o'tkazilgan ko'ndalang kesim yuzi Q(x)
bo'lsin. U holda
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V1.6-rasm. VI1.7-rasm.
bundan Q(x) - -%jx2"'xe |0; H\:

Q(x) — uzluksiz, o'suvchi funksiya, uning ko'ndalang
kesimining asosdagi proyeksiyalari ichma-ich joylashadi. Bunga
garaganda piramida shunday shaklki, uning istalgan x ga to'g'ri
keladigan ko‘ndalang kesimi boshqgalari bilan go'shilib ketmaydi,
demak, uning hajmini (2) formula bo'yicha topish mumkin:

H H

o

3-misol. Rradiusli shaming hajmini topamiz.

Yechish. Sharyarim doiraning (XYo'qi atrofida aylanishidan
hosil bo'ladi. Yarim aylananing tenglamasi y =vR2- x2 . (2)
formula bo'yicha:

Fizikada yuqgorida bayon gilingan hisoblash sxcmasi nisbatan
sodda ko'rinishda go'llaniladi. 1zlanayotgan kattalik «cheksiz ko'p
sonli cheksiz kichik miqgdorlar yig'indisi» sifatida, aniq integral
esa shunday yig'indining o'zi deb garaladi.

Miso 11ar.

1) To'g'ri chiziqg bo'ylab v(t) tezlik bilan harakat gilayotgan
jismning [/,; t2\vaqt oralig'ida o'tgan masofasi:



5=1]v(t)dt. (3)

2) Tok kuchi vaqt bo'yiché\elektr miqdorining hosilasiga teng,
ya'ni

Q= \Kt)dt. (4)

3) Sterjenning massasi M uzunligi / chizigli zichligi 6(1)
bo'lsa, 5(/) =m'(l) bo'ladi. U holda /=/ dan /=/ gacha oraliqdagi
sterjen massasi:

(5)
bunda 8(1) —shu /ning uzluksiz funksiyasi.

Mashqglar

6.25. Jism v(t) =3t+C (m/s) tezlik bilan to'g'ri chizigli harakat
gilmogda. U =0 dan t2=3 (s) gacha vaqt oralig'ida 30 m o'tgan.
C ni toping.

6.26. Asosining radiusi R =4 m, balandligi H=5 m bo'lgan,
vertikal o'rnatilgan silindrik idishdan suvni so'rib olish uchun
sarf bo'ladigan ish migdorini hisoblang.

6.27. I(t) tok kuchi t vaqtning uzluksiz funksiyasidan iborat.
r, =0 dan t2=20 c gacha vaqt oralig'ida Q =10 K elektr miqdori
o'tgan. Tok kuchini toping.

6.28. Dastlabki 10 sekund davomida o'tkazgichdan o'tayotgan
tok /(r)=8r3—1 gonun bo'yicha o'zgargan. Shu vaqt ichida o'tkaz-
gichdan gancha tok o'tgan?

6.29. x2="hy va y 2=bx egri chiziglar bilan chegaralangan
shaklning LW ~o” atrofida aylanishidan hosil bo'ladigan jismning
hajmini toping.

6.30. y =-x +2,5t0'g'ri chiziq va xy =1 gi perbola bilan chega-
ralangan shaklning OA'o'qi atrofida aylanishidan hosil bo'ladigan
jismning hajmini toping.

4.  Aniq integralning giymatini taqribiy hisoblash. Agar integral
ostidagi f(x) funksiyaning F(x) boshlang'ich funksiyasi elementar

funksiyalar orqgali ifodalanmasa, yoki nisbatan murakkab tuzilishga
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b
ega bo'lsa, yoki anigjavobga ehtiyoj bo'lmasa, J/(.v)dv Integral

tagribiy hisoblanadi. SIni magsadda oldingi bandlarda keltirilgan

ma’lumotlardan ham foydalanamiz. .

1) agar a <b \a J\ b ] kesmadaf (x) >0 bo'lsa, J/U’'Mv >0
bo'ladi;
b b
2) agar [a, b\ kesmada do(n) <i)/(v) bo'lsa, IV(X)<ly< |d(x)ax
bo'ladi;
3) agar [a, b\ kesmada m <f (x) <M bo'lsa,

b
m(b-a) < \f(x)dx <M (b-a) (1)

bo'ladi.
Hagigatan, qo'yilgan sharglarga asosaﬂ:
n

Jmdx <Jf(x)dx< [Mdx.

a a a
Bundan (1) qo'sh tengsizlik kelib chigadi.

2
1-miso 1 17 \x2dx <4 bo'lishini isbot gilamiz.
I
Yechish. x2funksiya [1; 2] kesmada o'suvchi, shunga ko'ra

uning shu kesmadagi eng kichik giymati m =12=1ga, eng katta
giymati esa M= 21=4 ga teng. (1) tengsizliklar bo'yicha:
2

1(2-1)<jx2dx<4 (2-\)
yoKki 1

2
1< \x2dx< 4.

I
Albatta, yuqorida keltirilgan misolda olingan natijaning aniqligi

past. Aniqroq natijani olish uchun \a\ b\ kesmani gismlarga
ajratamiz. Bu gismlar yetarlicha kichik vaf(x) funksiya uzluksiz
bo'lsa, f(x) ning har qaysi gismdagi eng kichik va eng katta
giymatlari o'rtasidagi farqg ham yetarlicha kichik bo'lishi mumkin.
Har bir gism uchun integral giymati nisbatan aniq bo'ladi, u
holda ularning yig'indisi \a: b] kesma bo'yicha olinadigan integral
giymatiga istalgan aniglikda teng bo'la oladi. Xususan, integral



giymati yotgan chegaralarni yetarlicha aniglikda hisoblash mumkin.
Shu magsadda turli taqribiy formulalardan ham foydalanish
mumkin.

/(jc) funksiya [a\ b] kesmada monoton o'suvchi bo'lsin. Kesmani
a =x0<x, <... <xn=b nuqtalar bilan teng n gismga ajratamiz. Har
gaysi \WKk\xk+] kesmada funksiyaning eng kichik giymati/ (xK),

eng katta giymati f(x k), kesmaning uzunligi *kf ~xk =~
ga teng bo'ladi. U holda

f(x)dx<iff(xM ). (2)
a

[0, b] kesmaga tegishli golgan gism kesmalar uchun shunday
qo'sh tengsizliklar tuziladi va ular jamlanadi:

~ Y L f(x K)<\f{x)dx<AYrf{xk). (3)
*=() a kKA
h
Bu tengsizliklar jf(x)dx integralni quyidan va yuqoridan
a

baholaydi, integralni hisoblash masalasini /(x) funksiyaning
x0=a, X,...., xA=b nuqtalardagi giymatlarini hisoblashga keltiradi.
[a; b) kesma gancha kichik bo'laklarga bo'linsa, integral giymati
shuncha aniq baholanadi.

Hisoblashlarda (3) dagi quyi va yuqori chegaralarning o'rta
arifmetigidan foydalanish mumkin:

YF(x)dx « ~ (/bI>2/(/-) +f (x x) +... +/(X,,_, ). (4)
a
Bu munosabat trapetsiyalarformulas! nomi bilan ataladi. Bunday
atalishining sababi formula bo'yicha hisoblashlarda [xk; x AH] kesma-
lardagi egri chizigli trapetsiyalar odatdagi trapetsiyalarga almashgan
bo'ladi.
2
2-misol. \x2dx integralning giymatini 0,01 gacha aniglikda

I
hisoblash uchun [1; 2] kesma necha gismga bo'linishi kerak?



Yecliish. Masalaning shartiga ko'ra —n-(4 - 1) <0,01,

bundan n >300 ni topamiz. Kesma 300 gismga ajratilishi kerak.
2

3-misol. 1-misolda biz J* 2dx intcgralning 1 va 4 dan iborat

I
chegaralarini olgan edik. Agar f1, 21 kesma teng o‘n bo'lakka
ajratilsa, (3) bo'yicha baho quyidagicha bo'lar edi:

2
0,1 (12 +1,12 +... +1,92)< \x2dx <01 (1J 2 t-1,22 +... +22),

i

2

2,185< \x2dx< 2,485.
I
Topilgan chegaralarning o'rta arifmctigi intcgralning aniqroq

giymatini beradi: (2,185 + 2,485)/2 =2,335. Intcgralning aniq

giymati:
2 =338 =2313,
w =T . =-3 ~
(jBp) Mashqlar
6.31. Integrallar giymatini baholang:
2 n/2 1
H f  XT; 2) fsin20,5madx\  3) f(v2 2x +2)dx.
1 *A+3)’ 0 (
1/2
6.32. ~ =arcsiny = J tenglikdan foydalanib, n<3\[3
VI-A2

bo‘lishini isbotlang.
6.33. Integrallarni trapetsiyalar formulasi bo'yicha hisoblang

(«=10):
1) \xAdx; 2) \~~2 ; 3) /7= |
) 0 2vI£
4) J cos3xdx ; 5 Jsin3xdx; 6) j tgxdx.
0 0

0
Bunda funksiyalar giymatini 0,001 gacha aniqglikda ding.

Hisoblashlarda mikrokalkulatordan foydalaning.
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Vil BOB

g 7/ DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

I-8. Eng sodda differensial tenglamalar

1. Differensial tenglama haqgida tushuncha. Differensial tengla-
malarga olib keluvchi masalalar. Biz shu paytgacha noma’lum-
larning qgiymati sonlar bo'lgan tenglamalar bilan ish ko'rgan
edik. Matematikaning ko'pgina tatbigiy masalalari o'rganilayotgan
jarayonlarni ifodalovchi noma’lum funksiyalar va ularning hosila-
larini bog'lovchi munosabatlarga keladi.

Bunday munosabatlarni ifodalovchi tenglamalar differensial tengla-
malar deyiladi. Agar bunday tenglamadagi noma’lum funksiya bir
argumentli bo'lsa, tenglamani oddiy differensial tenglama deb ataymiz.
Biz asosan oddiy differensial tenglamalar bilan shug'ullanamiz.

Misol. Agar v(t) tezlik ma’lum bo'lsa, s(t) yo'lni topish
masalasi s'(t) =v(t) differensial tenglamani yechishga keladi.

Jumladan, v(t) =8/- 5 bo'lsa, u holda s(t) ni topish masalasi
s'(t) =8f-5 differensial tenglamani yechishga keltiriladi.

Umuman, fizika, texnika, biologiya, kimyo, tibbiyot va iqgtiso-
diyotning ko'pgina amaliy masalalari

y )=k HY (1)
differensial tenglamani ganoatlantiruvchi y(r) funksiyani topish-
ga keladi, bu yerda k —berilgan biror o'zgarmas son. (1) teng-
lamaning yechimlari esa y (t) =eekx ko'rinishdagi har ganday
funksiyadan iborat ekanligini ko'rish giyin emas. ¢ 0'zgarmas
ixtiyoriy son, shunga ko'ra (1) differensial tenglamaning yechimi
cheksiz ko'p.

Misoillar:

1  Boshlang'ich temperaturasi T ga teng bo'lgan jism temperatu-
rasi 0 ga teng bo'lgan muhitga joylashtirilgan bo'lsin. Tempe-
raturaning [/ vaqt ichida AT qadar pasayishi 4T=-k T mAt bilan

ifodalanadi, bunda k =const, AT =T(t +At) - T(t). *~o'g7'="
niunosabatdan, T'(t) =-kT(t) tenglama hosil bo'ladi, unda T'(t)
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hosila temperatura pasayishining oniy tezligini ifodalaydi. Birinchi
tartibli differensial tenglama hosil bo'ldi.

2. Nyutonning ikkinchi gonuni bo'yicha moddiy nuqtaning

fvagt momentidagi tezlanishi a -F ga teng, bunda F —nuqtaga

ta'sir etayotgan kuch, m —nuqta massasi. a tezlanish x nuqta
koordinatasining vaqt bo'yicha olingan ikkinchi tartibli hosilasiga
teng ekanligidan ushbu ikkinchi tartibli differensial tenglamaga
ega bo'lamiz:

A\) =mx"(f). (2)

3. Muhitning unda harakat gilayotgan nuqtaga Fqarshilik kuchi
nugtaning v tezligiga proporsional va shu tczlikka garshi yo'nalgan,
ya'ni F(l) =-kv{t) yoki (2) tenglikka asosan mx"{t) =-kuv(t),
yoki v(t)=x '(/) bo'lganligidan mx"(t) =-kx'«) va shu kabi x"(t) =
=(x \t)Y =v \t) bo'lganligidan mv'(t) =-kv(t).

4, m massali nuqta F tortilish kuchining ta’siri ostida yerga
tushmoqda, ya'ni

F(t) =-yM M 4

X-(t)
bunda y —gravitatsiya doimiysi. M —Yer massasi, x —nugtadan
Yer markazigacha masofa (tenglikdagi ,,minus"” ishorasi F kuch
koordinatalar o'qida manfiy yo'nalganligi sababli go'yilgan).

Tenglikni (2) munosabatdan foydalanib, mx'\l) =-y M(m
xz(D

ko'rinishda, yoki x= Rva F=-mg ekanligidan Y =mg yoki

yM =R2g bo'lgani uchun x"(t) =- R ~ ko'rinishda yozish
x| (1)

mumkin.

5. Nugta uning muvozanat holatidan chetlanishiga proporsional
va shu holat tomon yo'nalgan kuch ta'siri ostida harakat gilmoqda.
Muvozanat holatini koordinatalar boshi sifatida gabul gilamiz. U
holda F(t) =-kx(t) bo'ladi va (2) tenglik mx"(t) =-kx(t)
ko'rinishga keladi.

6. Radioaktivparchalanish masalasi. Radioaktiv modda massasi
0'zgarishining oniy tezligi berilgan vagt momentida shu massaga
proporsional, ya’'ni v(t) =-km(t) (minus ishorasining qo'yilishi



massaning kamayib borishi sababidan). Lekin v(t) =m'(t)
bo'lganligi uchun tenglama quyidagicha yoziladi: m \t) =-km(t).
Bu yerda k —moddaning radioaktivligiga bog'liq 0'zgarmas son.

Bu'tenglamaning yechimlari m(t) =ce~kt funksiyalardan iborat
bo'ladi.

Agar vaqgtning boshlang'ich t =0 momentida radioaktiv
moddaning massasi m(0) =m0 bo'lsa, u holda m(0) =c~° =¢
bo'ladi.

Bundan:

m(t) =m(e~K 3)
ekanligi kelib chigadi.

Radioaktiv moddaning massasi ikki marta kamayadigan vaqt
oralig'i T radioaktiv moddaning yarim yemirilish davri deyiladi.
Agar bizga T ma’lum bo'lsa, k ni topish mumkin. Hagigatan,

t=Tda (3) dan =Tie~K' ni olamiz. Bundan k = ; K ning
topilgan giymatini (3) ga qo'ysak, u quyidagi ko'rinishni oladi:
_t
m{t) =tn() w2 1.
Masalan, radiy uchun T ~ 1550 yil. Shunga ko'ra
A= =0,000447 .

Million yildan keyin radiyning boshlang'ich massasidan

m(\Ob ) ~moe-447 =0,6 10 1% m0
goladi.

Ko'pgina amaliy masalalar davriy jarayonlarni o'rganishga
keladi. Masalan, matematik mayatnik yoki torning harakati,
o'zgaruvchan tok, magnit niaydon bilan bog'liq bo'lgan jarayonlar.
Bunday jarayonlar garmonik tebranishlar deyiladi. Garmonik
tebranishlar

y" (1) =o2jf (/) (5)

differensial tenglamani yechishga keltiriladi, bu yerda co—berilgan
musbat son. Bu tenglamaning yechimlari

y(/) =Acos(co/ +) (6)

ko'rinishdagi funksiyalardan iborat, A va ¢ o'zgarmas sonlar
masalaning shartlari bo'yicha aniglanadi.



Masalan, agar y(t) erkin tebranayotgan tor nuqtasining t
momentdagi muvozanat holatidan chetlanishi bo'lsa, u holda
y(t) =/4cos(cor +) bo'ladi, bu yerda A —tebranish amplitudasi,
w —chastota, dp—boshlang'ich faza.

Garmonik tebranishlarning grafiklari sinusoida ko'rinishida
bo'ladi.

Yugorida garalgan misollar mazmunida nuqta koordinatasidan
iborat x(t) kabi noma’lum (izlanayotgan) funksiyalar, ularning

x"(t) kabi hosilalari va f erkli o'zgaruvchilar gatnashadi.
Demak, ulardan tuzilgan tenglamalar differensial tenglamalardir.
Tenglama tarkibidagi hosilaning eng yuqori tartibi shu tenglama-
ning tartibi deyiladi. 2—5- misollarda ikkinchi tartibli, 1, 6- mi-
sollarda birinchi tartibli differensial tenglamalar garaldi.

7.1. y =3¢ 7 funksiya y' =-7y tenglamani ganoatlantirishini
isbotlang.

7.2. To'g'ri chizigli harakat gilayolgan jismning tezligi
v(t) - 3t- 2t2ga teng. Harakat boshlangandan to to'xtaguncha
o'tgan yo'lIni toping.

7.3. Quyidagilardan qaysilari differensial tenglama va ganday
tartibli:

1) (y")4=#3+*-3; 2)/ :IX*;

3) tgy =sinx +1; 4) y" - 5y" +4 =cos .v?

7.4. Massasi m bo'lgan moddiy nuqta og'irlik kuchi ta’sirida
erkin tushmoqgda. Havo qarshiligini hisobga olmasdan nuqtaning
harakat qonunini toping.

7.5. Qarshilik ko'rsatuvchi muhitda jismning erkin tushish
differensial tenglamasini tuzing, bunda muhitning garshiligi jism
tezligi kvadratiga proporsional.

7.6. y= F(x) egri chiziq /1(0; 1) nugtadan o'tib, uning har bir
nugtasidan o'tgan urinmaning burchak koeffitsiyenti urinish nuqta-
sining koordinatalari ko'paytmasining ikkilanganiga teng. Shu egri
chizigni toping.

2. Eng sodda differensial tenglamalarni yechish. Differensial
tenglamaning yechimi deb, shu tenglamaga go'yilganda uni
ayniyatga aylantiruvchi ixtiyoriy funksiyaga aytiladi. Yechimning
18 Algebra, 1l gism 273



grafigi tenglamaning integral egri
chizig'i deyiladi.

Biz 1-bandda differensial teng-
lamani cheksiz ko'p funksiyalar
ganoatlantirishi hagida fikr yuritgan

x edik. Bu yechimlar majmuasi umumiy
yechim deyiladi. Umumiy yechimdan
birortasini ajratib ko‘rsatish uchun
funksiyaning argumentni birorta qiy-
matiga mos keladigan giymatini
ko'rsatish lozim. ya'ni jc=x(da y =
bo'ladigan shart berilishi kerak. Bu

shart boshlang'ich shart deyiladi va v(x0) =y0 ko‘rinishida yoziladi.
Differensial tenglamaning boshlang'ich shartni ganoatlan-
tiruvchi yechimi uning xususiy yechimi deb ataladi.

I-miso .y ' =1ldifferensial tenglamaning umumiy yechimi
y =x + C funksiyadan iborat, bunda C - ixtiyoriy son. Buni
tekshiramiz.

Yechish. y'" =(x +C )" =1 Topilgan natija berilgan
tenglamaga qo'yilsa, 1 =1 ayniyat hosil bo'ladi. C ning turli
giymatlariga tenglamaning turli xususiy yechimlari mos keladi.
Ular koordinatalar tekisligida y =x bissektrisaga (C =0 holi)
parallel to'g'ri chiziglar to'plamini tashkil etadi (V11.1- rasm).

Umuman, y '= F(x) (1) ko'rinishdagi
tenglamalar eng sodda differensial tengla-
malardir. (1) tenglamani yechish uchun uni

j. =f(x) ko'rinishga, so'ngra dy =f(x)dx
ko'rinishga keltiramiz. Endi tenglikning ikkala
gismini integrallasak fdy =ff(x)dx yoki
v =|f(x)dx gaegabo'lamiz. Agar F(x) funk-
siya f(x) funksiyaning boshlang'ich funk-
siyalaridan biri bo'lsa, izlanayotgan umumiy
yechim quyidagi ko'rinishda bo'ladi:
y =jf(x)dx= F(x) +C. (2)
Differensial tenglamani yechish uni

integrallash deyiladi. Odatda differensial
VII.2-rasm. tenglamaga o'zgarmas C ni aniglaydigan



boshlang'ich shartlar go'yiladi. Y
2-misol. y' =2x differensial Y= X
tenglamaning 3(1) =-2 shartni
ganoatlantiruvchi xususiy yechi-
mini topamiz.
Yechish. Dastlab umumiy
yechimini topamiz:

dy =2xdx,
J2xdx =2 -~ +C =x1+C. \Il.3-rasm.

Bu yechim y =x 2+ C parabolalar oilasini ifodalaydi (VI1I.2-
rasin). C ni y(l) =-2 shartdan foydalanib topamiz: -2 =12+ C,
bundan C =-3. Demak, izlanayotgan xususiy yechim >'=n-2-3
ekan.

y'= F(\ 3) ko'rinishdagi differensial tenglama ham y' =J (x)
tenglama kabi tahlil gilinadi.

3-misol. y' =" tenglamaning umumiy yechimi y= Cx (C —
ixtiyoriy doimiy) funksiyadan iboratligini tekshirami/ va (v - |,
y =1), (x =0,y =0) giymatlarga mos xususiy yeehimlarini
topamiz.

Yechish. y =Cxvay ' =C ifodalarni berilgan tenglamaga
go'ysak, tenglama ayniyatga aylanadi: C = Demak, y = Cx
umumiy yechim. Xususiy yechinini topish uchun y =Cvga oldin
x= 1, v= 1ni go'yamiz: C= 1 Bunga mos xususiy yechim v=x
bo'ladi (V11.3-rasm).

Endiy =Cxga x =0,y =0 ni qo'yamiz: () =('m0. Bu tenglik C
ning bitta emas, balki har ganday giymatida bajariladi, ya'ni (0;
0) nugtadan cheksiz ko'p y = Cx to'g'ri chiziglar o'tadi (VI 1.3-

rasm). (0; 0) nugta y'=” differensial tenglamaning maxsus
nuqtasidan iborat.

4-misol v' =-- tenglamani yechamiz.

Yechish. Tengléma ifodasi ustida zarur almashtirishlarni
bajarib, yechinini topamiz:

AN ydy =-xdx, Jydy =-j xdx,
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, =rEtE—ekny (I
C —ixtiyoriy son. Tenglamaning integral
chiziglari umumiy markazi O (0; 0)
koordinatalar boshida joylashgan
konsentrik aylanalardan iborat (VI1.4-
rasm). Bu holda 0(0; 0) nugta undan
birorta ham aylana (integral chiziq)
o‘tmaydigan maxsus nuqta. Demak,
yechim markazi teshilgan nuqta boigan
aylanalar oilasidan iborat.

Eng sodda ikkinchi tartibli y" =/ (x) differensial tenglama
z=y"' vaz =(y'Y =y" almashtirish orgali r' =/ (x) birinchi
tartibli tenglama ko‘rinishiga keltirib yechiladi:

Z=\f(x)dx= F(x) +C],

bunda F funksiya / ning boshlang‘ich funksiyalaridan biri,
C —ixtiyoriy son. y' =z bo'lgani uchun:

y =j(F(x) +C])dx =®(x) +C|X+C2,

bunda ® funksiya F ning boshlang'ich funksiyalaridan biri,
C, —ikkinchi ixtiyoriy son.

5-misol. y" =x2tenglamani yechamiz.

Yechish. Berilgan tenglama ikki marta integrallanadi:

y' =jy"dx =jx2dx = +C,,
y-s ¥-+C )dx- ~ +Cxx+C2- "y +C|X+C2.

Birinchi tartibli tenglamaning umumiy yechimida bitta, ikkinchi
tartibli tenglamada esa ikkita ixtiyoriy 0'zgarmas gatnashayotganini
ko'rdik. Umuman, «-tartibli differensial tenglamaning yechimi n
ta ixtiyoriy songa bog'liq bo'ladi.

6 -misol. Moddiy nugta a(t) = 10 m/min2 tezlanish bilan
to'g'ri chizigli harakat gilmogda. t=3 min da S - 52 m masofani
o'tgan va 47 m/min tezlikka erishgan. Harakat tenglamasini tuzamiz.

Yechish. Tezlikni x'(t), tezlanishni n"(t) orqgali belgilaylik.
Quyidagilarni hosil gilamiz:



x'=v =jx*dt=j\0dt =\Q +C{=47 V& /=3 da 10 « 3+ C,=47,
bundan Cj = 17,
S =x =jx'dt =j(Wt +Ci)dt =5t2 +17t +C2,

532+ 17 m3 +C, =52, C2=-44.
Izlanayotgan tenglama; v=5/2+ 17/ - 44.

7-misol. x"(t) +w2(0x =0, bunda <@ (/) =+, differensial
tenglamaning yechimi x = Cjcosu)/ + Casino)/ ko'rinishda
ifodalanishini ko'rsatamiz, bunda C, va C, - ixtiyoriy o'zgar-
maslar, va x(0) =x0, x'(0) =u( shartlarni ganoatlantiruvchi
xususiy yechimni topamiz.

Yechish. xyechim ifodasi bo'yicha x ' =-C~mruot + C2(ocosco/
va x" =-C,cooscof - Czosinco/ hosilalarni topib, berilgan teng-
lamaga qo'yilsa, ushbu ayniyat hosil bo'ladi:

- Cloecosoof- C2omsing)/ +a)2(C,cosw2 + Gsint>/) =0.
Endi /=0 bo'lgan holga mos xususiy yechimni topamiz:
x(0) =C,cos0 + C2sin0, C] =x,,,
x '(0) =-C,iosin0 + C2cocos0 =C2au=u?, C2 ~~m
U holda umumiy yechim munosabati bo'yicha:

X = ancosod +V—(B sin co/.

Mashqlar

7.7. [/ funksiya ko'rsatilgan differensial tenglamaning yechimi
bo'lishini tekshiring:

) v-1 [ =ii + 1 +c-
)y 1 3,3 ]

2) xy'-2y =2x4,/ =Cx2 +x4;
3) y' =1+cosy,f =2arctg(x +C);

4) (x2+y2)/ =2xy,f = :



5) / = =

7.8. C,, C2, C3ning ixtiyoriy giymatlarida F funksiya quyidagi
differensial tenglamaning yechimi bo'lishini isbot giling:

Dy =2{y" - Dectgx, 2F(x) = C,c0s2x +x2 + CX% + C3;

2) (ym2+y'=xy" y=C £ -C2n+C2.

7.9. (3 - x)y 5 =8(x +2) funksiya yy" =0,4(x +2)(y")~
differensial tenglamani va y(2) =32, y'(2) =40 boshlang'ich
shartlarni ganoatlantirishini tekshiring.

7.10. y(x +2) =-x - 6 funksiya 2y - 307)2 =0 differensial
tenglamani va y(0) =-31, y'(0) =1, y"(0) =-1 boshlang'ich
shartlarni ganoatlantirishini tekshiring.

7.11.Jismx"(0 =2 tenglama bo'yicha to'g'ri chizigli harakat
gilmoqda. Tenglamaning umumiy yechimini va x(2) =6, x"'(2) =4
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

2-8§. Birinchi tartibli oddiy differensial
tenglamalar

1. 0 ‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar. Agar differensi

tenglama
y' =(p(*My) (1)

ko'rinishda, ya’'ni chap gismiday' hosila, o'ng gismida biri xga,
ikkinchisi y ga bog'liq bo'lgan ikki funksiyaning ko'paytmasi turgan
bo'lsa, bunday differensial tenglamani yechishda x vay ga bog'liq
ifodalar bir-birlaridan ajratiladi. Ikki hoi uchraydi:

1) agary =y0da vo0) =0 bo'lsa, y0~ yechimlardan biri bo'ladi.
Hagiqgatan, y0 o'zgarmas sonligidan (y0)' =0 va ¢(x) * i[/{0) =
=i(X) 0=0,ya'ni (1) tenglama 0 =0 dan iborat ayniyatga aylanadi;

2 )1y * 0 bo'lgan sohada (1) munosabat - =dpX)\]i(y)
yoKi =g (x)"x ko'rinishga keladi va
v(.v)

@
integral olinadi. Demak, \U® ® 0 da (1) differensial tenglama
(2) munosabatni ganoatlantiruvchi yechimga ega. Slumingdek.



vCVo) =0 ni ganoatlantiruvchi y =y( funksiyalar ham (1)
tenglamaning yechimlari bo'ladi.

Misol. y '=(1 +y 2(x + 1) differensial tenglamaning umu-
miy yechimini va _y(0) = 1 boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi
Xususiy yechimini topamiz.

Yechish. 1+y2funksiya hech ganday y()da nolga aylanmaydi.
Tenglamadagi o'zgaruvchilarni ajratami/, so'ng integrallashni baja-
ramiz:

=(\+y 2)(x+\), -£—=(x+\)dx, =|(I +x)dx,

1+V 1+y1
2
arctgy =x +A- +C, y =1g X? +X +C

bunda C ixtiyoriy son oraligdan olinadi (argumentga n

ning qo'shilishi tangens giymatini o'zgartirmaydi). Xususiy yechimni
topish uchun oldin C ni topish magsadida umumiy yechimga

x =0,y = 1larni qo'yib, arctgl =C yoki C =" ni olamiz, so'ng

C =y ni umumiy yechimga gqo'yamiz: y :tg( ) +'*+I

Mashqlar

7.12. Differensial tenglamalarni yeching:

)y '=9+y2; 2) y'=xy3; 3)/ =

4)y/=B757; 5) y =x5sjl-y2; 6) VI-x2 y"'=2jy -
7.13. y "=x 3 2 differensial tenglamaning y( 1) =2 boshlang'ich
shartni ganoatlantiruvchi yechimini toping.

7.14. Differensial tenglamalarni yeching:

Dyy"=1; 2)y" =2yy
2. Birinchi tartibli chi/igli differensial tenglamalar.
® +a(x)y =b(x) (N

ko'rinishdagi tenglamalar birinchi tartibli chizigli differensial
tenglamalar deyiladi. Bu tenglamalarni yechishning bir necha
usullari mavjud. Biz quyida ixtiyoriy o'zgarmasni variatsiyalash
usuli (Lagranj usuli) bilan tanishamiz.
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Buning uchun (1) tenglamadagi b(x) =0 boigan quyidagi
% + =0

bir jinsli tenglamani gqaraymiz. Bu tenglamani yechish uchun uni
quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

N o=-a(x)dx.
Bundan birjinsli tenglamaning umumiy yechimi y =Ce~"a{x)dx

boiadi. Berilgan (1) tenglamaning umumiy yechimini topish
uchun C ni C(x) deb hisoblab,

y =C{x)e a(x)dx 2)
dany ' ni topamiz:
y' =C'(x)eMa(x)dx-C (x)eMa(x)dx a(x).

C(x) ni topish uchun y va y' ni topilgan ifodalarini (1) ga
go'yib, C(jc) ga nisbatan quyidagi tenglamaga ega boiamiz:

C'(x) =b(x)enaix)dx.
Bundan
C(x) =C +\b(x)eiaix)dx , (3)
bu yerda C —ixtiyoriy o'zgarmas. (3) munosabatdagi C(x) ni
(2) ga go'yib, (1) tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

V=e\a{X)dX ¢ 4jp(x)eSa(x)dxdx~ (4)

(1)  tenglamaning y (x0) =y0 boshlang'ich shartni ganoatlan-

tiruvchi xususiy yechimi quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

\

j a(t)dt X Ja(t)dt
y =e¢ X" yo+J b(x)eT dx. (5)

1-misol. y'+y cos.v =j-sin 2x tenglamani yechamiz.

Yechish. Berilgan tenglamada a(x) =cosx, b(x) ="-sin 2x .

y'+ycosx =0 tenglamaning umumiy yechimini topamiz:



N =-ysinx yoki N =-cosxdx. Bundan Iny =-sin x +InC,
y =Ce sinne Topilgan umumiy yechimdan C= C(x) deb hisoblab,
uning hosilasini topamiz:
y' =C'(x)e C(x)e "X cosx
y'vay —C(x)e ifodalarni berilgan tenglamaga qo‘ysak,
C'(x) =esnmx sinxcosx ni olamiz. Bundan

C(x) =Je*,nx sin xcos xdx =sin X ee smx - esinA +C]|.

C(x) ning topilgan giymatini y =C(x)e-sinA ifodaga qo'ysak,
chizigli tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha bo'‘ladi:
y (sinx - 1) +C, =sinx - 1+Ci e~
2-misol. y'-2xy =ex tenglamani yechamiz.
Yechish. Tenglamani yeQChishda (4) formuladan

foydalanamiz. a(x) =-2x, b(x) =e  bolganligi uchun berilgan
tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha topiladi:

V: -f2 xdx q

y = {020 cpy Vo x =¢ CH+p>" e dx

=ex [C+Jdx,=ex [C+x+Cj]=ex (C+x)=x+Cm

No) Mashqlar

7.15. Differensial tenglamalarning umumiy yechimini toping:

1) / +7=*; 2) xy'-3y=-x2; 3)y'--~ =cosx-1
7.16. Y - ytgx = !

ganoatlantiradigan xususiy yechimini toping.

differensial tenglamaning y (0) =1 shartni

7.17. xy'— i—=x differensial tenglamaning y(()) = | shartni

ganoatlantiradigan xususiy yechimini toping.



VIill B OB

KOMBINATORIKA
ELEMENTLARI

I-§. Kombinatorikaning asosiy qoidalari

1. Kombinatorikada niina o‘rganiladi? A={\, 2, 3} va B{a, b}
to'plamlar elementlaridan shunday juftliklar tuzaylikki, ulardagi
birinchi o'rinda A ning tartib bilan olingan elementi, ikkinchi
o'rinda B ning tartib bo'yicha olingan elementi yoziladigan bo'lsin.
Hosil bo'ladigan juftliklar to'plamini AxB orqali belgilasak,

AxB ={(1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)).

Agar birinchi o'ringa 5elementlari qo'yiladigan bo'lsa, yozilish

tartibi bilan oldingisidan farg giladigan
BxA ={(a 1), (a, 2), (a, 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)}
to'plam hosil bo'ladi.

(1, @), (1, A .. juftliklar (ikkitaliklar) tarkibidagi elementlar
shu juftlikning komponentalari yoki koordinatalari deyiladi
(lotincha components —tashkil etuvchi).

Shu kabi berilgan A B, C to'plamlar elementlaridan
tartiblangan uchtaliklar, umuman, k ta to'plam elementlaridan
tartiblangan « taliklar to'plami tuziladi. k ta har xil elementli
to'plam uzunligi n =« ga teng deyiladi. Masalan, (1,9, 25) va
(y/r, TsIT V625 ) uchliklar teng va bir xil uzunlikda (n = 3),
komponentalari: 1=VT, 9=WT, 25 =V625. Lekin (a, b, ¢) va
(c, 1, b) uchliklarning uzunliklari va koordinatalari bir xil bo'lsa-
da, lekin ular teng emas, chunki koordinatalar turli tartibda
joylashgan. (1, 2, 3) va (1, 2, 3, 4) lar uzunligi har xil, demak
o'zlari ham teng emas.

k talikda komponentalar to'plamlardan va boshga narsalardan iborat
bo'lishi ham mumkin. Shunga ko'ra ({a, b}, ¢) va {A a} ¢)
ikkitaliklar teng, chunki {a, b}va {b, a}bitta to'plam. Lekin ((a, b),
¢) va (/5 a), ¢) ikkitaliklar teng emas, chunki (8, b) juftlik (> a)
juftlikka teng emas. (a, b, c), ((a, b), ¢), (a, (b, ¢)) lar ham har xil:
birinchisi uchtalik, ikkinchi va uchinchisi har xil ikkitaliklar.

Birorta ham komponentaga ega bo'lmagan (ya'ni 0 uzunlikdagi)
k talik bo'sh k talik deyiladi. To'plamda elementlarning tartibi rol

2X2



o'ynamaydi. k talikda rol o'vnaydi, to'plamda elementlartakrorlan-
masligi kerak, k talikda koordinatalar takrorlanishi mumkin.

1 -misol. A={1,2} B =4{a b, ¢} to'plamlardan quyidagi
ikkitaliklar to‘plamlarini tu/.ish mumkin:

{(x, a), (I, b), (I, ), (2, 8), (2, b), (2, O},
{@ 1), (8 2), 1 1), & 2) (c 1) (c 2)}
{@ 1), (1 2), (2, 1), (2, 2)}

2-misol. 1) 40 xil boll va 13 xil gaykadan bittadan olinib
necha xil juftlik tuzish mumkin?

2) 1dan 150 gacha natural sonlar orasida 2, 5, 7 sonlaridan
hech biriga bo'linmaydigani gancha?

3) 1,2, ..., 9 ragamlaridan nechta nch xonali nomerlar tuzish
mumkin?

Bu tur masalalar fan, texnika va ishlab chigarishda ko'plab
uchraydi. IJlar bilan matematikaning sohalaridan biri —
kombinatorika shug'ullanadi. Yugoridagi kabi masalalarni yechish
hagida 2-8 da alohida to'xtalamiz.

Mashqlar

8.1. A={2 3, 4, 1} to'plam elementlaridan ikki xonali sonlar
tuzing. Qanday « taliklar hosil bo'ladi? Ularning komponentalarini
ko‘rsating.

8.2. Uchtaliklar tengmi?

) (1, {1, 2, 3} 2 3), (1, {1 2, 3} {2 3});

2) (1, {4 2 3} 2 3, (1 {2 1 3} 2 3).

2. Kokpaytmani topish qoidasi. Ushbu masalani garaylik:

1-misol. Birinchi elementi A = {a, /, ¢} to'plamdan,
ikkinchi elementi esa B = {2, 3} to'plamdan olingan juftliklar
tuzamiz. Bunday juftliklar oltita bo'ladi:

(a, 2), (a, 3),
3tasatr (b, 2), (b, 3),
(¢, 2), (c, 3),

2 ta listim
A va B to'plamlar elementlari sonini mos ravishda n(A), n{B)
orqali, juftliklar sonini esa n(AxB) orqali belgilasak, n(AxB) =
=n(A) m(B) ekanligini ko'ramiz.
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Bu tur masalalarni yechishda quyidagi teoremadan foydalanamiz.

Teorema. Ava B chekli toplamlar elementlaridan tuzilgan
juftliklar soni shu to plamlar elementlari sonlarining ko paytmasiga
teng:

n(AxB) =n(A) m{B). (1)

Isbot. A={af ..., aj va B={bv ..., bk}bo'lsin. Ular bo'yicha
quyidagi juftliklarni tuzish mumkin:

(A1.bY), - (@] . h )
\@m, b\), ... (am-pk)
K ta ustun
jami mk =n(A) m(B) ta juftlik tuziladi.
Umuman, m ta At, ..., Am chekli to'plamlardan tuziladigan m
taliklar soni jami
HA{X .. XAl =n{AX m. m(A] (2)
ta bo'ladi.

2-masa la. 32 har xil harfva 10 ta turli ragamdan tarkibida
oldin uch harf, ulardan keyin ikki ragam bo'ladigan nomerlardan
gancha tuzish mumkin?

Yechish. Harflar to'plamini A ragamlar to'plamini B orqali
belgilaylik. Ulardagi elementlar soni n(A) =32, n{B) = 10. Talab
gilinayotgan har bir nomer Ax A x Ax B x B beshtalik bo’ladi.
(2) formula bo'yicha ularning soni

N(AXAXAXBXB)=32 32 m32 «10 « 10 = 3276800 ta.

Umuman, agar | talikning birinchi komponentasi 4, usul bilan
tanlanishi mumkin bo'lsa, uning ixtiyoriy tanlanishida ikkinchi kom-
ponenta n2usul bilan tanlansa, oldingi ikki komponentaning ixtiyo-
riy tanlanishida uchinchi komponenta n xil usul bilan tanlansa,
umuman, to I-komponentagacha shunday qilinsa, hosil bo'ladigan
| taliklar soni / «//, «... m{ta bo'ladi.

3-masala. Nechta har xil ragamli uchtalik tuzish mumkin?

Yechish. Har xil ragamli uchtaliklarni tuzishda birinchi
komponentani 10 xil usul bilan, har bir shunday tanlashda
ikkinchi komponentani 9 xil usul bilan, oldingi ikki ragamning
har bir shunday tanlashda uchinchi ragam ham 9 xil usul bilan
tanlanadi. Jami bunday uchtaliklar soni 10 <9 «9= 810 ta bo'ladi.
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Mashqlar

8.3. To'rt xil bolt va uch xil gaykadan bittadan olib necha xil
juftliklar tuzish mumkin?

8.4. «Daftar» so‘zidan undosh va unli harllarni necha xil usul
bilan tanlab olish mumkin? «Qalam» so‘zidan-chi?

8.5. 2 kitob, 3 daftar va 4 galam bor. Ulardan bittadan olinib
komplektlar tuzilmoqchi. Bu ishni necha xil usul bilan qilish
mumkin?

8.6. Savatda 10 dona olma va Xdona nok bor. Vali undan yo
olmani, yo nokni oladi, shundan so'ng Noila qolgan nievalardan
ham olma, ham nokni oladi. Bunday tanlashlar soni gancha
bo'lishi mumkin? Valining qaysi lanlashida Noilaning tanlash
imkoni Kkatta bo'ladi?

2-8. Kombinatorikaning asosiy rorinulalari

1. O'rinlashtirishlar. m= 4 ta elementli X {1,3,5.7} to'plam
elementlaridan ikki xonaii sonlar, ya’'ni juftliklar tu/.aylik: 13,
15, 17, 35, 37, 57, 31, 51, 71, 53, 73, 75. Bu sonlar tartiblangan
gism-to'plamlardan iborat. Ular jamming sonini JI, ta deb
belgilaymiz (o'gilishi: «4 elementdan 2 tadan olib tu/.ilgan

o'rinlashtirishlar soni»). Bizda ~4 =12 bo'Imoqda. Ixtiyoriy m

uchun bu sonni hisoblash formulasini topaylik. liar qaysi
juftlikning birinchi komponentasi yo 1, yo 3, yo 5, yo 7, ya’'ni
uni m =4 ta ixtiyoriy tanlash imkoni bor. Agar birinchi kompo-
nenta tanlangan bo'lsa, ikkinchi komponenlani tanlash uchun
m - 1= 3 xil tanlash imkoni goladi. Demak, jami juftliklar soni
M =4-(4-1) ta, ya'ni A =4-3 =12 ta bo'ladi.

m ta elementli A"to'plam elementlaridan k tadan olib tu/.ilgan
o'rinlashtirishlar deb, X to'plamning k uzunlikdagi tartiblangan
gism-to'plamlariga aytiladi, bunda k< m. Ularning soni:

An=m(m- - (k- 1) (1)

Hagigatan, 1- komponenta ixtiyoriy tartibda m xil tanlanadi.
U holda 2- komponenta uchun m - 1 xil tanlanish va hokazo
oxirgi k- komponenta uchun m - (k - 1) tanlanish imkoni qoladi
va bunda hech gaysi komponenta takror tanlanmaydi. Barcha k



uzunlikdagi o'rinlashtirishlar soni ko'paytmani hisoblash qoidasiga
muvofiq (1) formula bo'yicha topiladi.

Yugorida garalgan misolga gaytaylik. Lekin endi berilgan m =4
ta elementli X = {1, 3, 5 7} to‘plam elementlaridan komponcn-
talari takrorlanadigan jut'tliklarni ham tuzish talab qilinsin. Ular:

n 13 15 17

55 53 57 51 Jami 4 <4 =42=16tajuftlik.
7 75 73 71

Umuman, m ta elementli A'to’'plam elementlaridan tuzilgan
tak-rorlanadigan k ta komponentali « taliklar soni k ta bir xil
to'plam  to'plam X x X x .. x X elementlarining soniga teng
(2-§, 2-band, 2-teorema). Bu son k ta n(X) ko'paytuvchi
ko'paytmasidan iborat:

n(X)e/(X)m. m{X)=(/(X))k =mk.
m elementli Xto'plamning elementlaridan tuzilgan va kompo-
nentalari takrorlanadigan k taliklar m elementdan « tadan olib
tuzilgan takrorli o'rinlashtirishlar deyiladi. Ulaming sonini Am

orqali belgilaymiz (A harfi ustidagi chiziqgcha elementlar tak-
rorlanishi mumkinligini ko'rsatadi). Ushbu formula isbot gilindi:

Ak =mKk. ()
1 -miso 1 30 o'quvchisi bo'lgan sinfdan boshliq, yordamchi
va kotib necha xil usul bilan saylanishi mumkin?
Yechish. Bunday ixtiyoriy saylash 30 elementdan 3 tadan
olinib tuziladigan takrorsiz o'rinlashtirish, ya'ni komponentalari
takrorlanmaydigan uchtalik bo'ladi. Bundagi tanlash usullari soni:

4 =30+929 +28 =24360 ta.

2-misol. 1 2 3, 4,5, 6,7 8,9 ragamlaridan nechta uch
xonali nomerlar tuzish mumkin?

Yechish. Bunday nomerlar X ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
to'plam elementlari gatnashadigan uchtaliklardan iborat. Ularning
soni (2) formula bo'yicha =93 =729 ga teng.

3-misol. n(X) =k\nn(Y)=/bo'lsin. *to'plamni Kto'plamga
akslantirishlar sonini topamiz.

Yechish. X to'plam elementlarini nomerlaymiz: X= {x,, ...,
xKk} A'to'plamni Y ga o'tkazuvchi har gaysi / akslantirishga o'sha



elementlarning obrazlari (nusxalari)dan tuzilgan
(/(x.), ....H(xB)

k talik mos. Va. aksincha, Y to'plam elementlaridan tuzilgan
yK « talikning berilishiZakslantirishni bir giymatli aniglaydi: X4
element y.ga o'tadi. Demak, A to'plamni Y to'plamga akslantirish-
lar soni Y to'plam elementlaridan tuzilgan k taliklar soniga teng.
n(Y) =/bo’lganidan (2) formula bo'yicha bu son I kga teng.

4 -misol. 5 ta har xil daftarni uch bola o'rtasida necha xil
usul bilan tagsimlash mumkin?

Yechish. Tagsimlashning har bir usuli daftarlar to'plamini
bolalar to'plamiga akslantirislulan iborat. Bunday akslantirishlar
soni 35=243.

Umuman, k ta elementli Xto'plamni m ta elementli Yto'plamga
akslantirishni k ta elementni m quti bo'yicha joylashtirilishi deb
tushuntirish mumkin. Bunday joylashtirishlar soni mkga teng bo'ladi.

5-misol {a,b, c\d) to'plamning barcha gism to'plamlarini
yozamiz.

Yechish. o, W} {b} {c} {d}. {a b\ {a ¢), & d], {b
ch {, d], {c, d). {a b ¢} fa, d), fa,c d), \bc, d} fa, b,
A\ d\, jami 16 ta.

Bu misolda 24 = 16 bo'hnogda. Umuman, k ta elementli
to'plamning gism to'plamlari soni 2k ta bo'lishini matematik
induksiya bo'yicha isbot gilish giyin emas.

8.7. a, b, d. e, f harflaridan gancha uch harfli so'z tuzish
mumkin? Har qaysi so'zda albatta b harfi bo'lishi talab gilinsa-
chi?

8.8. Sexda 6 ishchi ishlaydi. Ulardan uch kishiga uch turli,
ya'ni har bir kishiga bir xildan buyum tayyorlashni necha usul
bilan topshirish mumkin?

8.9. 8 ta har xil kitobdan 3 tasi necha xil usul bilan tanlanishi
mumkin?

8.10. Qo'mitaga 7 kishi saylangan. Ular orasidan rais,
yordamchi, kotib necha usul bilan tanlanishi mumkin?

8.11. Agar har bir o'quvchiga bittadan ortiq kitob berilmasa,
6 ta kitobni 10 o'quvchiga necha xil usul bilan targatish mumkin?
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8.12.6 ragamiga ega bo'lmagan besh xonali nomerlardan gancha
bo'ladi? 0 va 6 ragamiga ega boimaganlari-chi?

8.13. 10 ta har xil detalni 3 ta qutiga necha xil usul bilan
joylashtirish mumkin?

8.14. Komplektdagi 14 ta detaldan 4 tasida «1», 4 tasida «2»,
3 tasida «3» va qolgan 3 tasida «4» belgi qo'yilgan. Komplektdan 4
ta detalni tanlab olish va ularni biror tartibda joylashtirish yo'li
bilan belgilaining nechta har xil kombinatsiyasini tuzish mumkin?

2. Takrorsiz o‘rin almashtirishlar. X- {1, 3, 5} to'plam bo'yicha
135, 315, 351, 153, 531, 513 o'rinlashtirishlar tuzilgan boisin.
Bu uchtaliklarda komponentalar takrorlanmagan, bir martadan
kelgan, yozilish tartibi bilangina farg giladi. Umuman, takrorsiz
o'rinlashtirishlarda komponentalar soni k shu A'to’plamning jami
elementlari soni m ga teng, ya'ni m =k bo'lsa, o'rinlashtirishlar
bir xil elementli bo'lib, elementlarning yozilish tartibi bilan farqg
gilinadigan bo'ladi. Bizning misolda ularning soni A3 =3-21=6
ta. Ularda elementlar takrorlanmaydi, fagat o'rinlari almashadi.

m ta elementdan tuzilgan takrorsiz o'rin almashtirish deb, shu
elementlardan m tadan olib tuzilgan o'rin almashtirishlarga ayti-
ladi. Ularning soni R orqali belgilanadi (fransuzcha permutation —
o'rin almashtirish). Ta'rif bo'yicha

Pm = A"\, yoki Pm=m(m - D..(////- m +1)=m(m- 1) -...- 1=
=///, yoki Pm=ml (1)

1 -misol. 3detalni 3 qutiga necha xil tartibda joylashtirish
mumkin?

Yechish. Detallarni xv x2, x3 orqali, qutilarni 1, 2, 3 orqali
belgilaylik. Natijada (x,, x2, x3), (x,, X3, X2, (X2 X,, x3), (X2, x3,
X,), (X3, xp x2), (x3 x2 Xj) o'rin almashtirishlar olinadi. Ularning
soni R}=3+2+1=6 ta.

8.15. 7 xil Kkitobni 7 o'quvchiga necha usul bilan targatish
mumkin?

8.16. Hech ganday ikki komanda bir xil ochko olmagan bo'lsa,
8 komandani turnir jadvaliga necha usul bilan joylashtirish
mumKkin?
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8.17. Qutiga 6 xil A B, D, E, Ao6' detal ketma-ket joylash-
tirilishi kerak. Agar 5 ning A dan oldin joylashtirilishi mumkin
bo'Imasa, unda detallar necha xil usul bilan joylashtirilishi
mumkin? Agar B detal A dan keyin joylashtirilishi talab gilinsa-
chi?

3. Takrorsiz kombinatsiyalar. Endi X to'plam elementlaridan
k taliklar emas, balki gism-to'plamlar tuzaylik. Ular o'z
tarkiblaridagi elementlari bilan bir-birlaridan farq giladi. Masalan,
X={a b, d, e,f] to'plam bo'yicha tuzilgan k = 3 ta elementli
{a, d,f\, {a e, f\, {b, d, e\ uchtaliklar bi/ aytayotgan gism
to'plamlardandir.

m ta elementli X to'plamning k ta elementli gism to'plamlari
shu elementlardan k tadan olib tuzilgan takrorsiz kombinatsiyalar
deyiladi. Ularning sonini C* orqali ko'rsatamiz (fransuzcha
combination —kombinatsiya).

1 -misol. {a b, d, e, f}to'plam bo'yicha har birida uchtadan
har xil element bo'lgan 10 ta kombinatsiya lu/ish mumkin:
{a, b, d}, {abe} {abf){ade} {adl@e]l{d
e}, {b e 1), {b d 1), {d e f}

Kombinatsiyalar sonini hisoblash formulasini chigaraylik.
Yugoridagi misolda ko'rsatilganicha berilgan 5 elemcntdan 3 tadan
olib jami 10 kombinatsiya hosil gilinadi. Lekin har bir kombi-
natsiyadan oltitadan o'rin almashtirish tuzish mumkin. Masalan,
bitta {a, b, d} kombinatsiyadan (a, b, d), (a, d, b), (b, a, d), (b,
d, a), (d, a, b), (d, b, a), jami oltita o'rin almashtirish hosil
bo'ladi. Bunga garaganda jami 5 elementdan uchtadan olib tu/.ilgan
takrorsiz o'rinlashtirishlar soni 6-10 =60 ta, ya'ni VIII bob,
2-8, (1) formulaga asosan A5 =5-4-3 =60 t;i bo'ladi. Biz
Aé =c8 -3l ga ega bo'lamiz. Bundan cé topiladi.

Umuman, m elementdan « tadan olib tuzilgan o'rinlashtirishlar

soni =k\Cm bo'ladi, bundan kombinatsiyalar soni uchun
ushbu formulalar olinadi:

fk _ Ant _ m{m-\)...(m-k+\)
m K! 1-2-3-..,K (U
yoki

A Cc D E B

VIIlLI-rasm.
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T K\(T-K)\"

2-misol. 20 o‘quvchidan 3 kishilik go'mitani necha usul
bilan tanlash mumkin?

Yechish. Tanlashlar soni; C& = =1140.

3-misol. klaa harfiga va nta b harfiga ega bo'ladigan k+n
taliklar sonini topamiz.

Yechish. k+ntaliklar tarkibi ma’lum. Ular harflarning tartibi
bilangina bir-biridan farq giladi. Bu tartib a harflari turgan o'rinlarni
ko'rsatish bilan bir giymatli aniglanadi (chunki golgan o'rinlarni
b lar egallaydi). Boshgacha aytganda, o'rinlarning (kK + n) ta
elementli to'plamida k ta elementli (k uzunlikdagi) gism to'plam
tanlanishi kerak. Bu esa c£-+ usul bilan gilinish mumkin.

4 -misol. AB kesmada C, A E nugtalar belgilangan (VIII. 1-
rasm). Jami nechta kesma hosil bo'ladi? (bunga AB kesma ham
kiradi).

Yechish. Nugtalar soni 5 ta. Har ikki nugta izlanayotgan
kesmalardan birini beradi. Bunda ikki nugtaning yozilish tartibi
rol o'ynamaydi. Masalan, AC va CA —bitta kesma. Shunday
gilib, {A, A, C, A E}to'plamning ikki elementli gism to'plamlari

sonini aniglashimiz kerak. Ular C2 =yy =10 ta.

Binomial koeffitsiyentlarning ayrim xossalarini keltiramiz:

1) (x +a)"™ binom yoyilmasida har gaysi xf~kak ifoda oldid
turgan koeffitsiyent C* kombinatsiyalar soniga teng. Hagigatan,
agar (x +a)m==(x +a)(x +a) m.. «(x +a) (mta ko'paytuvchi)
ko'paytmadagi gavslar daraja ko'rsatkichlaridan foydalanilmay va
ko'paytuvchilarni o'rin almashtirmay ochilsa, natijada x va a
harflaridan tuzilgan m uzunlikdagi barcha mtaliklarning yig'indisi
hosil bo'laredi. Masalan,

(x+a)3=(x+a)(x +a){x +a) =
=XXX +XXa +Xxax +xaa +axx +axa +aax +acia.

Qo'shiluvchilardan, masalan, k =2 ta a harfiga va m - A

=3-2 =1tax harfiga ega bo'ladiganlarini sanasak, ular 3 ta. Bu

esa (1) formula bo'yicha hisoblab topilganiga teng: C§‘ :jT-f =3,
Umuman, yoyilma tarkibida xmkak ga ega bo'lgan hadiga



o'xshash, ya’'ni m- kta x harfiga va K ta a harfiga ega bo'lgan m
taliklar soni C{m K)+k ga, ya'ni C* ga teng. Shunday qilib,

(x +a)ym=ClIxm+Cjtix m-a +... +C~xnrkak +... +C"'am (3)

bo'ladi.
2) Agar (3) yoyilmaga x =a ni go'ysak, quyidagi hosil bo'ladi:
&S, ¢, +..+C* +..+C) =2". @)
3) Agar (2) tenglikdan foydalansak:
s~rn-k wj _ ffi ! _ rAm-k _ flk .\
m ~ (m-kK)\(m-(m-k))\ ~(m - k)N k \'m ~ m'
aih Mashqglar

8.18. 20 kishi ichidan 4 vakilni necha usul bilan saylash
mumkin?

8.19. Bir aylanada yotgan 5 ta nuqta ustidan nechta vatar
o'tkazish mumkin?

8.20. Bir kishida 10 ta kitob, ikkinchisida 12 ta kitob bor.
Almashtirish uchun ularning har biri necha usul bilan 3 tadan
kitob tanlashlari mumkin?

8.21. Lotereya biletidagi 49 nomerdan 5 tasini necha xil usul
bilan o'chirish mumkin? Necha holda tanlangan 5 ta nomerdan
uchtasi tirajdan keyin topilgan bo'ladi? Necha holda 5 ta nomer
to'g'ri topilgan bo'ladi?

8.22. Binom yoyilmasi va Muavr formulalaridan foydalanib,
ayniyatlar isbot qilinsin:

1)J =C -3C3+32G5-33Cj+...=-]sinf;

2) 2"-1 =1+C2+C4 +... =C\ +C3+..;

) Cll +C\ocosPp+C2cos2gp+... +C" cosmp=2" c0os" ~c0Os-y.

4. Takrorli o'rin almashtirishlar. Jami k=3 ta ax a2, a}
elementdan Pk= =31=6 ta o'rin almashtirishlar tuzish
mumkinligini bilamiz:

(ax a2, a3), (ax a3, a2), (a2 ax a3),
(a2, a3, ax, (a3, ax a2, (a3, a2, aX.



Bu uchtaliklarda har bir element fagat bir martadan gatnash-
moqgda: kx=k2=k3=1 Endi shu elementlardan (ax a{, a,, a2
av 03), (o,, a2, a3, a{, av a3) oltiliklar tuzilgan bo'lsin. Bular
ham fagat elementlarning tartibi bilangina farqg giluvchi o‘rin
almashtirishlardan iborat. Lekin bu holda a, element kx=3 marta,
a2element k2=1 marta, a3element k3=2 marta takrorlanmoqgda
va k= kx+k2+k3=6. O'rin almashtirishlarni yozishni yana davom
ettirish mumkin. Ularning sonini P(kx k2, k3), ya'ni R(3, 1, 2)
orqgali belgilaylik, bunda (3, 1, 2) yozuv oltitaliklar tarkibida 4,
element 3 marta, a2 element 1 marta, a3 element 2 marta
takrorlanishini ko‘rsatadi. P(3, 2, 1) takrorli o‘rin almashtirishlar
sonini topish talab gilinsin.

Ta'rif. Takrorli orin almashtirish deb, tarkibida o, harfi
K\ marta, ..., am harfi km marta gatnashuvchi Kk =kx+k2+ ... +km
uzunlikdagi har ganday k talikka aytiladi. Takrorli o‘rin almash-
tirishlar sonini P{kv ..., km) orqgali belgilanadi.

P(@3, 1 2) sonini topishning yo'llaridan biri o‘sha oltitalik-
larning hammasini tuzish va sanash. Lekin a. komponentalar soni
va Kj takrorlanishlar ko‘p bo'lsa, bu yo‘l noqulaydir. Umuman, P(kv
...7 Ky Ni hisoblash uchun formula kerak bo'ladi.

K talik tarkibida A ta o'ringa axharfini Ckl usul bilan o'rin
almashtirish orgali yozish mumkin. U holda qolgan k - kxta
o'ringa o2ni Ck2k™ usul bilan o'rin almashtirib yoziladi. Shu kabi,

«3 Ni AK-K{-kl * e amni CkK\ usul bilan °‘rin almash-
tirib yozish mumkin.
Jami o'rin almashtirishlar soni ko'paytirish qoidasiga muvofiq,

K KR .. km-\
ta bo'ladi. Topilgan munosabatni soddalashtiraylik. Shu magsadda

ri — Kkl i ii
* T m-P\ formuladan foydalanamiz. Natijada
_ K\ (k-k\)\ (k-k\ ,..-km_\)!
Pk, km)_k\\(k-kx)\ k2 \(k-k\-k2 )\ km \{k-k\ ~...-km )!

bunda (k-kx- ...- km)! =0! =1 yoki gisqartirishlardan so'ng

_ K\
PURX e KM) = ek 1 M
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bunda k =kx+k2 +... +km.
Takrorsiz o'rin almashtirishlar (1) formulaning kx=k2 =...=

=km=1 bo'lgan xususiy holidir.

1-misol Bandning boshida garalgan misolda talab gilingan
barcha oltiliklar soni:

P(3" '« 2) =3l Tb =bK
2-misol. 30 ta detalni 5 ta har xil gntigii ft tadan necha xil
usul bilan joylashtirish mumkin?
Yechish. Masalaning shartiga ko'ra A 30, A =A2=... =A6=
=6, m =5 (1) formula bo'yicha usullar soni:

P{b- 6" «e
3-misol. Yuqgoridagi misolda qutilar bir xil bo'lsa-chi?
Yechish. Qutilar har xil bo'lganda oldingi misol natijasiga

ko'ra jami o'rin almashtirishlar soni A(ft, 6, < (3 6) = ta

(61

edi. Qutilar bir xil bo'lsa, qutilarni almashtirish detallarni joylash-
tirish usullari soniga ta’sir gilmaydi. Bunga qaraganda joylash-
tirish usullari soni 5! marta kamayadi.

Javob: ~r~(6, 6, 6, 6, 6) =-0l

51 5(61!)

4-misol. «Raketa» so'zida harflar o'rni almashtirilsa, nechta
«s0'z» hosil bo'lishi mumkin?

Yechish. Ikki hoi bo'lishi mumkin:

1-hoi. «a» harfi k2 =2 marta takrorlanmoqda. Ulardan biri
ikkinchisi bilan o'rin almashganda «so'z» 0'zgarmay golaveradi. Shu
sababli hosil bo'ladigan «so'z»lar soni takrorli o'rin almashtirishlar
soni uchun yugorida chigarilgan (1) formula bo'yicha topiladi:

pil2 43 1 N o ol W T 30 m
2-hol Hosil bo'ladigan «so'z»larda harflar fagat bir martadan
gatnashsa, ya’'ni takrorlanmasa, buning uchun, masalan, ikkala
,,a“ harfi ikkita alohida olingan element deb gabul gilinsa, takrorsiz
o'rin almashtirishlarga ega bo'lamiz. Bu holda ularning soni 2-
band, (1) formula bo'yicha hisoblanadi:

P=06l=1e¢2 3 ¢4 m5 6 =720.



Izlanayotgan sonni (1) formula bo'yicha ham topish mumkin edi:
/>(11111 1):1\ T T 1T |\11:720-

Takrorsiz o'rin almashtirishlar soni uchun 2-band, (1) formula
ushbu bandda chigarilgan (1) formulaning xususiy holidan iborat.

(1) formula bo'yicha P(m -k, k) = =Ck bo'ladi. Bu
tenglikdan foydalanib. Nyuton binomi formulasini quyidagicha
yozamiz:

(x+a)ym=P(m, Q)xm+P(m-\, \)xm{a+...+ />0, m)amd
yoki

(x+a)m:tm P(m-k, k)xmkak, )

yoki, umuman: =
(A +x2+...+x,)k ='Zp (k\. ==>kt)x\' -X K , (3)
bunda k va t —ixtiyoriy sonlar, k{+,...,+ kt=kK —nomanfiy
butun sonlar yig'indisi, xususan, x, =x2 = .. =1 da

tk =~ P(kx, ..., k,) bo'ladi.

5-misol. 1) (a+b+c¢)2 2) (a +b+¢)3 3) (a +b +c)d
ifodalarni (3) formuladan foydalanib yoyamiz.

1) (a+b+c)2 =X P(ki, k2, k3)aklbkjck , bunda yig'indi
barcha (kv k2, k}) uchtaliklarga nisbatan tuziladi va k =kx+k2 +
+k3=2. Uchtaliklar:

(2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2), (1, 1, 0), (1 0, 1), (0, 1 1.
Ulardagi takrorlanishlar soni:

P(0, 0, 2) =/>0, 2, 0) =/>2, 0, 0) =0!.0].2j=1’

/AL 1, 0)=/1 0, 1)=P(0, 1, O=TTfroT =2-

Natijada ifoda ushbu ko'rinishga keladi:
(@a+b+c)2=a2+b2+c2+2ab + 2ac + 2be.

2) Yechish yuqorida ko'rsatilganidek. Bunda k =kx+k2+ k3=
=3. Uchtaliklar:

(3.0,0), (0,3,0), (0,0,3), (2,1,0), (2,0,1), (1,2,0), (1,0,2),
(0,1,2), (0,2,1), (1,11).



Ulardagi takrorlanishlar soni:
P, 0, 3)=P(0, 3, 0)=P(3 0, 0) =

P(2, I, 0)=P{2, 0, N=/>(1, 2, 0)= P(i50, 2) =
=P(0. i. 2) =/>0. 2, 1)=jrrfboT =3,

Natijada:
(a+b+c)3=a3+b3+c 3+3azb+30 +labl+3ac2+3bc2+3/"c+babe
3) k=A +k2+Kk}=4. Uchtaliklar:
4, 0, 0), (3, 1 0)...... (2, 2, 0)....... 2, 1,1 _ (K, 2
Uchtaliklarning takrorlanishlari soni:

/>4 0, 0)=..=/>0 0, 4)=3r4L_ =1, PIX 1. 0)=..=30L _ =4,

TO, 2 ,0)--~ -6 . TO, L '
va natijada: ‘

(@a+b+c)d=ad4+bd+cd4+4adb+4a +4b3a +44 + 3+
+46¢3 +6a2b2 +6a2c2 +6b2c2 + 12a2bc + 1247120 + 12abc?2

Nill Mashqglar

8.23. «Uchburchak» so‘zidagi harflarni o'rin almashtirib, nechta
s0'z hosil gilish mumkin? «Almashtirish» so'zidagini-chi? «Kombi-
natorika» so'zidagini-chi?

8.24. O'quvchining 3 ta ko'k, 4 ta qora, 5 ta qgizil galami bor
Ulardan fagat bittasini necha xil usul bilan tanlashi mumkin‘>

8.25. Mukofot uchun bir kitobdan 4 dona, ikkinchisidan 3
dona, uchinchisidan 6 dona ajratilgan. Agar har kishiga bittadan
ortig kitob berilmaydigan bo'lsa, bu mukofotni 30 kishi o'rtasida
necha xil usul bilan tagsimlash mumkin?

8.26. «Aylana» so'zidagi «a» harfi gatorasiga uch marta kelmay-
digan gilinib, necha xil usul bilan o'rin almashtirish mumkin9

8.27. «Trigonometriya» so'zidagi harflarni «0» harfi gatorasiga

ikki marta kelmaydigan gilib, necha xil usul bilan o'rin almash-
tirish mumkin?
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8.28. 1) (a+b+c)4, 2) (a+b+c +d)5yoyilmasidagi hadlar
sonini toping va biror hadini yozing.

8.29. 1) (@a+b+o*\ 2) (a+b+c+d)I0yoyilmasidagi eng
katta koeffitsiyentni toping.

8.30. (1 +x+2x28yoyilmasidax6oldidagi koeffitsiyentni toping.

5. Takrorli kombinatsiyalar. Elementlari soni m=2 ta bo'lgan
M{a, b} to'plam berilgan. a dan £ ta, bdan k2ta, jami k =k{+k2=
=4 ta olinib, elementlari bilan farq giluvchi to'rttaliklar tuzaylik:

(a, a, a, a), bunda A =4, k2=0, ya'ni tarkibi (4;0) ikkilik,

(7, a, a, b), bunda A =3, k2=1, ya'ni tarkibi (3;1) ikkilik,

(a, a, b, /A bunda £ =2, A2=2, ya'ni tarkibi (2;2) ikkilik,

(a, b, b, &, bunda A =1 k2=3, ya'ni tarkibi (1;3) ikkilik,

(b, £ b, /7, bunda A =0, A2=4, ya'ni tarkibi (0;4) ikkilik,
bunda elementlar tartibi rol o'ynamasin. Shunga ko'ra, masalan,
(a, a, a, a) =(a, a, a, b) =... deb qgabul gilinadi. Biz elementlari

takrorlangan kombinatsiyalarga ega bo'lamiz. Ularning sonini Ck

orgali belgilaylik. Bizda C2 =5 bo'Imogda. Bu sonni hisoblash
yo'lini topish maqgsadida to'rttalik tarkibidagi  va k2 sonlarini 1,
vergullarni 0 orgali almashtiraylik. Masalan, tarkibi (3; 1) bo'lgan
ikkitalik bo'yicha (1, 1, 1.0, 1) beshtalikni hosil gilamiz, unda
K=4tal m- 1=2- 1=1ta 0 ishtirok etadi. Har qaysi beshta-
likka aynan bitta ikkitalik mos va, aksincha, har gaysi ikkitalikka
bitta beshtalik mos. Shunga ko'ra izlanayotgan ikkitaliklar soni
k=41ta llar va m- 1=1ta 0 dan tuzilgan beshtaliklar soniga
teng. Takrorli o'rin almashtirishlar formulasi bo'yicha bunday
. . _ _(,CIAC»?-] ) oot

beshtaliklar soni P(4; 1) = N =5,

m xil elementdan k tadan olinib, shunday k taliklar tuzilishi
kerak bo'lsin-ki, ular hech bo'Imasa bir elementi bilan farqg qilsin,
bir xil elementlardan tuzilganlari esa teng hisoblansin (element-
larning tartibi ahamiyatsizdir). Bunday K taliklarga melementdan A
tadan olib tuzilgan takrorli kombinatsiyalar deyiladi. Ularning soni
Cknorgali belgilanadi. Shu sonni topaylik.

Kombinatsiyaning har ganday tarkibi nomanfiy butun son-
lardan tuzilgan mtalik (A,, k2, ..., km) bilan beriladi va bundagi A
son kombinatsiyadagi birinchi xil elementning, k2 ikkinchi xil
elementning.....k m- xil elementning sonini ko'rsatadi. Shunday
gilib, Ckr son m uzunlikdagi (A], k-,....... km) sonli m talikdagi



har qaysi A sonni A( ta 1 lar ketma-ketligi bilan, har qaysi
vergulni 0 bilan almashtiramiz (agar kj =0 bo'lsa, 1 lar
yozilmaydi). Natijada A +k2+... +km=kta 1llarva m- 1ta 0 dan
iborat k+m - 1talik hosil bo'ladi (bundagi barcha kilar nomanfiy
butun sonlardan iborat). Ularning har birida vergullar sonlarga
nisbatan bitta kam bo'lishi tushunarli. Masalan, (4, 1, 0, 2)
to'iltalikka (1, 1, 1, 1,0, I, 0, 0, I, 1) o'ntalik mos. Shunday
gilib, izlanayotgan m talik (A, k2. kj lar soni Ata 1 lar va
m- 1 ta 0 dan tuzilgan A+ m - 1 liklar soniga teng bo'ladi.
Takrorli o'rin almashtirishlar formulasi bo'yicha bunday k+m- 1
taliklar soni

ga teng, ya'ni
(M
Misol. 4 xil kitobdan necha usul bilan 7 kitobdan iborat
to'plam yozish mumkin?

Yechish. lzlanayotgan son C# ga yoki C7(4 , ga teng. Jami

Mashqglar

8.31. Savdoda 5 xil galam bor. Ulardan Xta qalamni necha xil
usul bilan olish mumkin? 6 tasini-chi? 4 tasini-chi?

8.32. Tomonlari 3, 4, 5, 6 sm bo'la oladigan uchburchaklardan
nechta yasash mumkin?

Takrorlashga doir masliqlar

8.33. 8 olma, 4 ta nok va 8 ta shaftolidan necha xil usul bilan
bir necha meva tanlab olinishi mumkin (bir turdagi mevalar bir-
biridan farq qilinmaydi)?

8.34. Ilkkita «a», uchta «o» va sakkizta «v» harfidan nechta
bittadan kam bo'Imagan harfga ega «so'z»lar tuzish mumkin?

8.35. 12ta har xil detalni uch qutiga joylashtirmogdalar. Bunda
birinchi qutiga 3 ta detal, ikkinchisiga 5 ta detal, uchinchisiga
golgan detallarning hammasi joylashtirilishi kerak. Bu ishni necha
usul bilan gilish mumkin?
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8.36. 16 o'quvchiga kitob tarqatilishi kerak. 10 ta birinchi xil, 6
ta ikkinchi xil kitob bor. Lekin o'quvchilardan 4 tasiga I-xil kitob,
5 tasiga 2-xil kitob kerak emas. Agar: 1) o'quvchilarga kitoblarning
ganday xilini berish tartibi e’tiborga olinmasa; 2) ham 1-xil,
ham 2-xil kitobni berish tartibi e’tiborga olinsa; 3) fagat 1-xil
kitobni berish tartibi e’tiborga olinsa, o'quvchilarga kitob necha
xil usul bilan berilishi mumkin?

8.37. Agar har gaysi son ikkita juft va uchta tog ragamdan
iborat bo‘lib, unda hech qaysi ikki ragam takrorlanmasa, 1, 2,
3, 4, 5 6, 7, 8 9 ragamlaridan gancha besh xonali sonlarni
tuzish mumkin?

8.38. 5 kishi ingliz tilini, 6 kishi fransuz tilini biladi. Ulardan
birinchi guruhga 3 ingliz, ikkinchisiga 4 fransuz tilini biluvchi
kirishi kerak, uchinchi guruh esa uch kishidan iborat bo'lib,
ular ingliz tilini ham, fransuz tilini ham biluvchi bo'lishi mumkin.
Bunday guruhlar necha turli usul bilan tuzilishi mumkin?

8.39. O'n qutiga 10 detal bittadan, shu jumladan 1-xil
detallardan 2 ta joylashtirilishi kerak. Joylashtirishlarni necha turli
usul bilan 1-xil detallar ketma-ket kelmaydigan qilib bajarish
mumKkin?

8.40. 6 ta oq va 9 ta ko'k marka bor. Necha turli usul bilan 3 ta
og va 3 ta ko'k markani 6 ta nomerlangan joyga yopishtirish
mumkin?

8.41. Qavarig n burchakda diagonallarining hech ganday uchtasi
bir nugtada kesishmasa, golgan hollarda diagonallar gancha
nuqtada kesishadi?

8.42. 1, 3, 5 7,9 tog ragamlardan tuziladigan va har birida
bu ragamlar takrorlanmaydigan to'rt xonali sonlardan nechta
tuzish mumkin?

8.43. 8.42-mashqda ragamlarning takrorlanishi mumkin bo'lsa-
chi?

8.44. 8.42-mashqda agar tuziladigan to'rt xonali sonda ikkitadan
ortiq bir xil ragam bo'lmasligi talab etilsa-chi?

8.45. 8.42-mashqda tuziladigan to'rt xonali son 2000 dan katta
bo'lmasligi talab gilinsa-chi?

8.46. «Rohat» so'zi harflaridan besh harfii nechta har xil «so'z»
tuzish mumkin («so'z» deganda harflarning istalgan ketma-ketligi
tushuniladi)?



8.47. «Traktor» so‘zining harflaridan yetti harfli nechta har xil
«80'z» tuzish mumkin?

8.48. Birinchi o'rinda 3 ragami, ikkinchi, uchinchi, to‘rtinchi
va beshinchi o'rinlarda 0, I, 2, 3...... 9 ragamlaridan istalgan
biri turadigan telefon nomerlaridan nechta tuzish mumkin?

8.49. To'rt qutiga 4 tadan detal va bir qutiga 5 detal tushadigan
gilinib, 21 ta detalni 5 qutiga necha turli xil usul bilan joylashtirish
mumkin?

8.50. «Beshburchak» so'zidagi harflarni necha usul bilan o‘rin
almashtirib, unii harflarni alfavit tartibida joylashtirish mumkin?

8.51. «Cho'pon» so'zidagi harflar necha xil o'rin almashtirilib,
ikki unli harf o'rtasiga ikki undosh harf kelishi mumkin?

8.52. «Topologiya» so'zidagi harflarni necha usul bilan o'rin
almashtirib, ikkita «o» harfi gatorasiga (yonma-yon) turmaydigan
gilish mumkin?

8.53. «Marmar» so'zidagi harflarni necha usul bilan almash-
tirilib, ikkita bir xil harf ketma-ket kelmaydigan gilish mumkin?

8.54. 8 ta «a» va 8 ta «b» harfini necha usul bilan bir gatorga
joylashtirib, ixtiyoriy kK <16 uchun oldingi K ta harflar orasida «b»
harfiga garaganda kam bo'lmaydigan gilish mumkin?

8.55. 33 ta harfli alifboda to'rttadan har xil harfolinib, gancha
«s0'z» tuzish mumkin?

8.56. Tenglamalarni yeching:
c x+\

a) -rr =f> b) 12.,-C\ =79, xe N.
C2x+\

8.57. Tenglamani yeching: 3C2# -2/12 =1,5x, xe N.
8.58. Tengsizlikni yeching: C™ <C'"+2, me N.

8.59. Tengsizlikni yeching: 5CI <C;tl, ,,eN.

8.60. a) x,, <C*t5 - " ""'. ne N ketma-ketlikning manfiy
hadlari nechta?

10f A3 |
b) xn 4‘11-----’,h5ie N ketma-ketlikning musbat hadlari
nechta?
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IX BOB

EHTIMOLLIK NAZARIYASI VA
MATEMATIK STATISTIKA
ELEMENTLARI

I-§. Ehtimollikni hisoblash

1. Ehtimollik nazariyasi nimani o‘rganadi? Kishi moddiy
dunyoda ro'y beradigan hodisalarni kuzatar ekan, ko'pincha uni
shu hodisalammg ro'y berish-bermasligi ham gizigtiradi. Biz hozircha
natijasini oldindan aytish mumkin bo'lgan tabiiy va ishlab
chiqgarishga oid turli jarayonlar, holatlar va ularning ro‘y berish
gonuniyatlari bilan tanishib keldik. Hayotda esa ro‘y berish-
bermasligini oldindan aytib boMmaydigan, ya’ni tasodifan ro'y
beradigan hodisalar, gisqacha, tasodifiy hodisalar ham uchraydi.
Lotereya o'yinida yutuq chiqgishi, bir marta otilgan o‘gning
nishonga tegishi, tayyorlangan buyum sinalganda standartli bo'lib
chigishi —eng sodda tasodifiy hodisalar. Shu bilan birga amaliyot
nuqtayi nazaridan alohida olingan hodisalar emas, balki yetarlicha
ko'p sonli, ommaviy xarakterga ega hodisalarning umumiy
gonuniyatlarini o'rganish muhimroq. Masalan, korxona uchun
bitta-ikkita buyum emas, balki ko'plab tayyorlangan buyumlardan
ganchasi yarogli yoki yarogsiz bo'lishini, bir va bir necha urug'
emas, balki katta maydonlardagi ekinning gancha gismi unib
chigishini bilish muhim.

Yugorida ko'rsatilgani kabi aniq shartlar qo'yilib, sifatini tekshi-
rishlar, sodir bo'lish-bo'Imaslikni sinab-hisoblab ko'rishlar, o'yin
o'tkazishlar, o'q otilishi va hokazo gisgacha tajriba o'tkazildi,
sinaldideyiladi. Tajriba natijasiesa hodisadir. Odatda katta hajmdagi
masalalarni yechish kerak bo'lsa, ma’lum shartlar go'yilib, bir
xil tajriba, sinashlar o'tkaziladi va ularning natijalari o'rganiladi.
Tajribalar soni mumkin gadar ko'p bo'lishi kerak. Shu holdagina
topilgan natijalarning o'rtacha giymati hagigatga yaqin, ishonchli
bo'ladi.

Uch turkum hodisa ro'y berishi mumkin: ishonchli, ya'ni ro'y
berishi muqarrar, ro'y bermaydigan va tasodifiy. Tanga bir marta
tashlanganda uning bir tomoni bilan tushishi turgan gap,
ishonchli, bir vagtda ham ragamli, ham gerbli tomoni bilan tushishi
mumkin boimagan, ya'ni ro'y bermaydigan hodisa, gaysi tomoni
bilan tushishini esa oldindan aytib bo'lmaydi, tasodifan gerbli
tomoni bilan tushishi mumkin. Ragamli tomoni bilan tushishi



ham —tasodifiy. Fizika kursidan ma’lumki, 760 mm sim. ust.
atmosfera bosimi va 100 °C temperaturada (bu shart) suv
gaynaydi (hodisa). Lekin aslida suvdagi lurli aralashmalar ta’sirida
ko'rsatilgan shartlarda gaynash nuqtasining o‘zgarib turishi
kuzatiladi.

Matematikaning tasodifiy hodisalarni o'rganadigan bo'limi
ehtimollik nazariyasi deb ataladi. Bu nazariya yetarlicha ko‘p sonli
sinashlar natijasi, ya'ni ommaviy tasodifiy hodisalarning gonu-
niyatlarini o‘rganish bilan shug'ullanadi.

Ehtimollik nazariyasi alohida soha sifatida XVII asr o‘rtalarida
vujudga kelgan. Uning rivoj topishiga ko'p olimlarning, jumladan,
G. Gyuygens, B. Paskal, Ferma, Yakov Bcrnulli, Muavr, Laplas,
Gauss, Puasson, P. G. Chebishev, A. N. Kolmogorovning ishlari
alohida o‘rin tutadi. Uning taraqqgivotiga o'/bek olimlaridan
S. H. Sirojiddinov (1921 —1988), T. A. Azlarov ham o'z hissalarini
go‘shgan va go‘shib kelmoqdalar.

Mashqlar

9.1. 1) Ishonchli hodisalarga; 2) mumkin bo'lImagan (ro'y
bermasligi anig) hodisalarga; 3) tasodifiy hodisalarga misollar
keltiring.

9.2. Qaysi biri ehtimollikrog —yoqlari tartih bilan | dan 6
gacha ragamlar bilan belgilangan o'yin soqgqasini (kubchasini)
tashlaganda tog sonning tushishimi yoki jul'i sonnimi?

9.3. Ikkita o'yin kubchasi tashlangan. Nimanmg chigish
ehtimolligi kattarog —ikkalasining ham toq ragamli tarafi bilan
tushishimi yoki biri toq, ikkinchisi juft ragam bilan tushishimi?

9.4. Sinash: ikki o'yin kubchasini 50 marta tashlang va har
gaysi tashlashda chigadigan ochkolarni (hollar, ragamlarni) yozib
boring. Qaysi ochkolar boshqalariga nisbatan ko'prog, kamroq
tushgan? lkkala kubchaning har safar tushgan ochkolari yig'indisi
4, 0, 12 bo'lgan hollaridan qaysi biri ko'prog sodir bo'lgan?

9.5. Bukilmagan tanga 20 marta tashlansa-da, fagat gerbli
tomoni bilan tushgan. Keyingi tashlashda ragamli tomoni bilan
tushishi ehtimolga yaqginmi yoki gerbli tomoni bilan tushishimi?

2. Boshlang‘ieh tushunchalar. Biz geometriya kursida asosiy
tushunchalar sifatida nuqta, kesma, tekislik olinishini bilamiz.
Ular ta’'riflanmay qabul qilinadi. Qolgan tushunchalar shu
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boshlang'ich tushunchalar yordamida ta’riflanadi, so'ng xossalari
o'rganiladi. Shu kabi ehtimollik nazariyasida elementar hodisa,
hodisa va ehtimollik —boshlang'ich tushunchalardir.

Buyum biror shart go'yilib bir marta tekshirilganda uning yo
yarogli, yoki yaroqsiz chiqgishi, boshqga tur hodisaning ro'y
bermasligi ayon bo'lsin. E]—«buyum yaroqli chiqdi», E2—«buyum
yaroqsiz chigdi» belgilashlarini kiritaylik. £, va £, — nazoratda
aniglangan, umuman, shu kabi tajribada ro'y beradigan ikki eng
sodda, ya’'ni elementar hodisa, chunki shu tajriba natijasida
ulardan ham soddaroq hodisa ro'y bermaydi, natija E{ va E2
elementar hodisalar to'plamidan iborat. Elementar hodisani nuqta,
ularning to'plamini sinov sxemasi deb ham ataydilar. Sinov
sxemasini to‘la-to'kis aniqglay olish juda muhim, aks holda
hisoblashlarda xatoliklarga yo'l go'yilishi mumkin.

Shunday qilib, hodisa —elementar hodisalarning biror shart
asosida tuzilgan to'plami. Agar bu to'plam bir yoki bir necha
(fagat hammasi emas) elementar hodisadan iborat bo'lsa, u
tasodifiy hodisa, elementar hodisalarning hammasidan iborat
bo'lsa, u mugarrar hodisa (chunki bu holda elementar
hodisalardan kamida bittasi ro'y bergan bo'ladi), birorta ham
elementar hodisaga ega bo'lmasa, u ishonchsiz, mumkin
bo'lmagan, ro'y bermaydigan hodisa deyiladi. Tasodifiy hodisalarni
A B, C, .., X, .., mugarrar hodisani U mumkin bo'Imagan
hodisani Z harfi bilan belgilaymiz.

Tajriba natijasida har bir hodisaning ro'y berish imkoni golgan
hodisalarniki bilan bir xil va bunday hodisalar soni chekli bo'lgan
holni klassik sxema nomi bilan ataydilar. Bu holda har bir tasodi-
fiy hodisaning ro'y berishini sonli baholash mumkin. Bu son shu
tasodifiy hodisaning ro'y berish ehtimolligi deyiladi. Uni 4 harfi
bilan belgilaymiz.

1-misol. Simmetrik, ya’'ni zichligi tekis tagsimlangan
kubchaning yoqglari 1 dan 6 gacha ragamlar bilan ketma-ket
belgilangan bo'lsin. Kubcha bir marta tashlanganda £, - «1» ragami
bilan tushdi», ..., E6 — «6» ragami bilan tushdi», jami n =6
elementar hodisadan fagat biri tasodifan ro‘y beradi. n=6 —klassik
sxema nuqtalari (elementar hodisalar) soni. Nugtalarning
U= {Ev E6} chekli to'plamiga ega bo'lamiz.

3. Ehtimollikni bevosita hisoblash. Tajriba «klassik sxema
shartlari bo'yicha o'tkazilayotgan, shu jarayonda ro‘y berishi
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mumkin bo'lgan barcha elementar hodisalar soni n ta, shu
jumladan biror A hodisa m marta ro'y beradigan bo'lsin. U holda
A hodisaning ro'y berish ehtimolligi ushbu nisbatga teng bo'ladi:

P(A) =7, 1

bunda 0 <m<n.
1-misol. Kub bir marta tashlanca, u tasodifan fagat bir
yog'i bilan tushadi, ikki yog'i bilan emas, ya'ni Ek, k=1, 6
elementar hodisalar juft-jufti bilan birgalikda ro'y bermaydi:
EjfyEj =0, / j =I'T6, i*j. Demak, U=EI\JE2\V £3U £4U
[i ESNVE6, ya'ni U to'plam yo yo £2, ..., yo E6 ro'y berishi
mumkin bo'lgan jami n=Dbta teng imkoniyatli elementar hodisalar

to'plamidan iborat. Har gaysi elementar hodisaning ro'y berish
ehtimolligi bir xil:

/>E) =P(E2)=..= H/m, )=I.

2-misol. QO'yin kubi bir marta tashlanganda juft yoki toq
ragam bilan tushish hodisalari garaladigan bo'lsa, B —«juft ragamli
tomoni bilan tushdi», C —«toq ragamli tomoni bilan tushdi»
hodisalari garaladi. Ular kubning olti yog'ini lo'lig o'z ichiga
oladi. Demak, /£ =2 ta elementar hodisa ro'y beradi. Ularning
ro'y berish imkoniyati bir xil, chunki 1, 2, 3, 4, 5 6 ragam-
larining yarmi toq, yarmi juft. Natijalar to'plami U= {B, C],
n =1 2 Har gaysi hodisaning ro'y berish ehtimolligi bir xil:
P(B)=P(C) =\.

3-misol. Natijada D- «tushgan ragamlar 3 dan kichik yoki
3 ga teng», E - «tushgan ragamlar 4 ga teng yoki undan katta»
hodisalari kubning barcha yoqlarini o'z ichiga oladi. Demak, D\a
E ham elementar hodisalar, birgalikda I! chekli to'plamni tashkil

etadi: U={D, £}, P(D)= P(E) =+.

4-misol. {E5 Eb}to'plam (1-misol) 6 marta o'tkazilgan
sinashlar ketma-ketligi uchun barcha natijalar to'plami bo'la
olmaydi, chunki bu to'plamga sinashda ro'y berishi mumkin
bo'lgan £,, £3, £4 natijalar tegishli emas.

Ko'p marta takrorlangan sinashlarda har gaysi natija biror
son marta takror ro'y bera boshlashi kuzatiladi. Bu holat har
gaysi natija ehtimolligini sonli ifodalash uchun «o'lchov birligi»
kiritishga imkon beradi. Shu magsadda qgaralayotgan sinashda ro'y
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beradigan barcha natijalarning ro'y berish ehtimolliklari yig'indisi
1 ga teng, deb olinadi, u holda har gaysi Xk natijaga uning ro'y
berish ehtimolligini ifodalovchi biror nomanfiy P(XK) =pk(0<rk<
<1, k=1, n) son mos keladi. Shart bo'yicha: p{+p2+... +Pn=1

Ko'rsatilgan shartlarda bitgalikda ro'y bermaydigan n ta Xx, ...,
Xn natijalardan (elementar hodisalardan) har biri bir xil P =~
ga teng ehtimollikka ega bo'lsin. Agar jami M marta o'tkazilgan

sinashda Xknatija mkmarta ro'y bergan bo'lsa, uning pkehtimolligi
giymati uchun Xkelementar hodisa ro'y bergan hollarning nisbiy

takrorligi (chastotasi), ya’'ni P~~Ij"\ gabul qgilinadi. Ehtimollikni

bunday hisoblash tartibi ehtimollik tushunchasiga statistik
yondoshish bo'ladi. Masalan, nishonga otilgan M= 200 ta o'qdan
m = 150 tasi nishonga tekkan bo'lsa, o'gning nishonga tegish

ehtimolligi £= 200 ="’75 ga teng bo'ladi.

5 -misol. Ikkita tanga tashlansa, ushbu natijalardan biri ro"
berishi mumkin: A20~ «lkkala tanga gerb tomoni bilan tushdi»,
At j—«Tangalardan biri gerbli tomoni, ikkinchisi ragamli tomoni
bilan tushdi», A()2—«lkkala tanga ragamli tomoni bilan tushdi».
GG —«Gerb—gerb tushdi», GR —«Gerb—agam tushdi», RG
—«Ragam—gerb tushdi», RR —«Ragam-ragam tushdi» natijalarni
ham garaylik. Misol shartlarida GG, GR, RG, RR natijalar bir

xil j ga teng ehtimollikka ega. /120 natija GG bilan, A02 natija
RR bilan bir xil, lekin At, natijaga GR va RG natijalar mos.

Ularning ro'y berish ehtimolliklari P(A20)=P(A02) =",

P(Ati)=j , ularning yig'indisi ~ ~ +4 =1 Demak, bu hodi-
salar chekli to'plamni tashkil etadi.

M ashqglar

9.6. Quyida keltirilgan sinashlarda ganday elementar hodisala
ro'y berishini ayting va natijalar to'plamlarini tuzing:

1) nishon 10 ta ichma-ich joylashgan doiradan iborat bo'lib,
ular 1, 2, 3, ..., 10 sonlari bilan ragamlangan. Nishonga qarata
0'q uzildi;

2) ikki jamoa o'rtasida voleybol o'yini o'tkaziladi;

3) domino donalaridan bittasi tavakkaliga olindi;



4) tanga 10 marta tashlanadi.

9.7. 20 ta bir xil sharcha 1,2, 20 sonlari bilan ragamlanib,
xaltaga solingan.Tavakkaliga bitta sharcha olinadi. Quyidagi
yozuvlardan qaysi biri natijalar to'plamini ifodalaydi va nima
uchun?

1) juft son chiqdi, toq son chiqdi;

2 )juft son chiqdi, 8 ga bo'linuvchi son chiqdi;

3 )toqg son chiqgdi, 8 ga bo'linadigan son chiqdi;

4) olingan son 8 dan katta emas, olingan son 9 dan Kkichik
emas.

9.8. Tangani 10 marta tashlashdan iborat sinashda ro‘y berishi
mumkin bo'ladigan barcha natijalar to'plamini quyidagilar
bo'yicha tuzing: 1) har bir tashlash natijasi; 2) gerb tomoni
bilan tushishlar soni; 3) tanga gaysi tomoni bilan ko'prog tushgani.

9.9. Quyidagi misollarning qaysi birida ro'y berishi mumkin
bo'lgan natijalar to'liq ko'rsatilgan? 1) molni sotishdan foyda,
zarar; 2) basketbol o'yinida yutish, yutgazish; 3) tanga uch
marta tashlanganda GGG, OCR, GRR, RRG, RRR, RGR
ning tushishi (bunda G —gerb tomoni bilan tushish, R —raqgamli
tomoni bilan tushishi).

9.10. Qutida 4 ta oq va 6 ta qora shar bor. Undan tavakkaliga 2
shar olinadi. «Olingan sharlarning ikkalasi ham og», «olingan
sharlarning ikkalasi ham gora» hodisalari natijalar to'la to'plamini
tashkil giladimi? Agar shunday bo'lmasa, bu ikki hodisaga yana
ganday hodisa go'shilsa, natijalarning to'lig to'plami hosil bo'ladi?

9.11. Nishonga garata to'rt marta o'q otilgan. Quyidagi hodisalar
natijalar to'plamini tashkil etadimi: «o'glardan birortasi ham teg-
madi», «bitta 0'q tegdi», «birorta ham o'q xato otilmadi», «kamida
bitta 0'q tegdi»?

9.12. Uch natijali sinashga misol keltiring.

9.13. Quyidagi tasodifiy hodisalar gancha nugtaga (elementar
hodisaga) egaligini ayting: 1) tavakkaliga olingan ikkita bir xonali
sonning yig'indisi 10 ga teng; 2) ularning ko'paytmasi 64 ga
teng.

9.14. Shunday sinashga misol keltiringki, unda uch elementar
hodisadan biri sinash natijasida albatta ro'y beradigan bo'lsin.

9.15. Bukilgan tanganing ragamli tomoni bilan tushish ehti-
molligi gerbli tomoni bilan tushish ehtimolligidan 5 marta katta.
Bu ehtimollik nimaga teng?
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9.16. Yashikda 7 ta og va 15 ta qora shar bor. Tavakkaliga
olingan bitta shaming qora shar boiish ehtimolligini toping.

9.17. Quyidagi jadval elementar hodisalar chekli to'plamini
beradimi?

NatIJa *j *9 *3 *4
Ehtimollik 0,24 0,39 0,26 0,21

9.18. Natijalar to'planii quyidagi jadval bilan berilgan:

Natlja *i *9 *3 *4 *5
Ehtimollik 0,15 0,3 0,15 0,22 0,18

X2 natija x, natijaga nisbatan necha marta ehtimolliroqg?

4, Hodisalar algebrasi. Agar elementar hodisalar ehtimolliklari
ma’lum bo'lsa, ro'y berishi mumkin bo'lgan turli natijalar, ularning
birlashmasi va ko'paytmasi ehtimolligini topish mumkin.

X va Khodisalarning birlashmasi (yig'indisi) deb, shu hodisa-
larning kamida bittasiga qulaylik tug'diruvchi barcha natijalardan
iborat hodisaga aytiladi, uni AU Yorqali belgilaymiz.

X va Y hodisalar kesishmasi (ko'paytmasi) deb shu
hodisalarning ikkalasiga ham bir vaqtda qulaylik tug'diruvchi barcha
natijalardan iborat hodisaga aytiladi, uni X'\ Korgali belgilaymiz.

1-misol. A —«aqiz.il shar chiqdi», B —«oq shar chiqdi»
hodisalarining birlashmasi (yig'indisi) A{J B - «qizil yoki oq shar
chigdi», kesishmasi (ko'paytmasi) AF\B —«ham oq shar, ham
gizil shar chiqdi» hodisalari bo'ladi. Shu kabi A={a, b, ¢, d} va B=
={b, d,/} uchun A[j B={a, b, ¢, d,/} va /N B= {b, d) bo'ladi.

Xva Khodisalar ayirmasi deb, X hodisaga qulaylik tug'diruvchi,
lekin Khodisaga qulaylik tug'dirmaydigan barcha natijalardan iborat
hodisaga aytiladi va u C=A"'\)/orqali belgilanadi.

Agar X va Y hodisalar birgalikda ro'y bermasa, ATl Y =10
bo'ladi. Agar nta hodisadan iborat {X{, ..., Xn}to'plamda ixtiyoriy
ikki hodisa birgalikda ro'y bermasa, bu hodisalar juft-jufti bilan
birgalikda bo'Imaydigan (kesishmaydigan), bog'ligmas deyiladi.
Masalan, «komanda yutdi», «komanda yutgazdi», «komanda
durang qildi» hodisalari juft-jufti bilan birgalikda ro'y bermaydi.

Juft-jufti bilan birgalikda bo'lmaydigan Xv X2, ..., Xn hodisa-
lar birlashmasi natijalarning U to'lig to'plamini tashkil etsin. Bu



holda U to'plamni X{.....Xnhodisalarning juft-jufti bilan kesish-
maydigan gism to'plamlariga ajratish mumkin.

X hodisa ro'y bermaganidagina ro‘y beradigan hodisa X ga
garama-garshi hodisa deyiladi va X («Xemas») orqgali belgilanadi.
Masalan, X —«juft sonli ochko tushdi» va X —«toq sonli ochko
tushdi» hodisalari garama-garshi hodisalardir.

Agar X hodisa uchun qulaylik tug'diruvchi har ganday natija
Y hodisa uchun ham qulaylik tug'dirsa, Y hodisa X hodisaning
natijasi deyiladi. Masalan, uehta kubcha tashlanganda «juft
ochkolar chigdi» hodisasi 2, 4, 6 ragamli tomonlari bilan
tushganligining natijasidir.

9.19. Quyidagi tengliklar J1 va B hodisalarga nisbatan qanday
shartlar qo'yilsa to'g'ri bo'ladi?

1) B=(A\IB)\A, 2) /1U(C\Z?) = MU Q\B\

3)B\4 =B] 4)A\B=0: 5)A\B=B.

Javoblarni rasmlarda tushuntiring.

9.20. Agar A\JB = C bo'lsa, B = CM bo'ladi. Shu ta’kid
to'g'rimi?

9.21. Isbotlang: agar B(zA bo'lsa, B =A\(A\B) bo'ladi.

9.22. Yozuvlarning ma’nosini tushuntiring:

1) ’%Ai ; 2) j[]zAj ;o 3) kLi Ask+l ; 4) AI] Au a
9.23. Hodisalar ifodasini gisgaroq yozing:

) N,un2n..nno; 2) njnnzn..nny)
3) A4DAT\J..IUAS ; 4) /1,TV/13M...N/11)7.

9.24. Ikkita o'yin kubi tashlanib, quyidagi hodisalar garalgan:
A —«birinchi kubjuft ragamli tomoni bilan tushdi», B —«hirinchi
kub toq ragamli tomoni bilan tushdi», C —«ikkinchi kub juft
ragamli tomoni bilan tushdi», D —«ikkinchi kub togq ragamli
tomoni bilan tushdi», M - «hech bo'Imasa bittasi juft ragamli
tomoni bilan tushdi», F - «hech bo'lmasa bittasi toq ragamli
tomoni bilan tushdi», G - «bittasi juft va bittasi tog ragamli
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tomoni bilan tushdi», N - «birortasi ham juft ragamli tomoni
bilan tushmadi», K - «ikkalasi ham juft ragamli tomoni bilan
tushdi». Bu hodisalar ushbu hodisalarning gaysi binga teng?

1) nC;  2) AA\C;  3) MC\F,  4) G\M\
5) GfW; 6) BOD\  7) M\K .

9 25 Kub uch marta tashlangan. Ak~ «k ragamli tomoni bilan
tushdi» bunda Kk =1 6, hodisasi bo'lsin. Akva Ak hodisalar ustida
U va 1 belgilardan foydalanib, quyidagi amallarni yozing: A -
«uch marta «2» chiggan», B - «uch marta ham «2» chigmagany,
g _ «hech bo'Imasa «2» chigqan», D —«hech bo Imasa «2»
bo'lmagan», M - «kamida «2» chiggan», F ~ «ko‘pi bilan «2»

chiggan».

9 26 Besh turdagi mikrobning aym bir xil eritmada halok

bo'lish-bo'Imasligi kuzatilgan. Kuzatuvchini quyidagi hodisalar
gizigtirgan: A - «bir turdagi mikrob halok bo‘ldi», B - «hech
bo‘lmasa bitta turdagi mikrob halok boidi», C- «kamida ikkita
turdagi mikrob halok boMdi», D - «rosa ikkita turdagi mikrob
halok boMdi», M - «rosa uchta turdagi mikrob halok bo‘ldi», F -
«besh turdagi mikrobning hammasi halok bo‘ldi*. Quyidagi 1-7-
hodisalar nimadan iborat, 8-9-tengliklar to‘g‘rimi? Javoblarni
s0‘z bilan yozing.

) pm 2) AUB\ 3) Af]B; 4) A\JC, 5) fiflC;

6) (D{IM)UF\ 7) BC\F, 8) BfJF= CHF\ 9)Bf)C=D.

9.27. Quyida ko‘rsatilgan hodisalarga garama-garshi hodisalarni

P1)8ikki kub tashlangan, A - «ikkita «6» tushdi»;

2) ichida 2 ta oq, 2 ta gizil va 1ta ko'k shar bo'lgan qutidan
tavakkaliga bir shar olinsa, B - «oq shar chigdi»;

3) nishonga qaratib uch marta o'q otilsa, C - «uchalasi ham
tegdi»; D- «hech bo'Imasa bitta 0'q tegdi»; M - «ko‘pi bilan ikki

° VAshaxmat bo'yicha Murodov-Rahimov o'yimda F—«Muro
dovning yutishi».

9 28 Elektr zanjiri ikki gismdan iborat (I1X.I-rasm). 1-gism
ikkita bir xil elementdan iborat bo'lib, ulardan hech bo'lmaganda
bittasi yarogli bo'lsa, ishlaydi. 2-qism ham ikkita bir xil elementdan
iborat lekin ularning ikkalasi ham vyaroqgli bo'lsa, ishlaydi.

Zaniirdan tok o'tishi uchun ikkala gism ishlab tunshi kerak. Ak -
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(1-gismning kK- elementi yaroqli» [-gism 2-Rid!?_
(k=1 2). Bh—2-gismning n- ele-

menti yaroqli», « =(1; 2). Quyidagi

hodisalarni Ak, Bn hodisalar orgali | \

ifodalang: A —«l-gism ishlayapti»,
L —«2-gism ishlayapti», M —«l1-
gism ishlamayapti», N —«2-qism ishlamayapti».

9.29. A —«tavakkaliga olingan shar —oq shar», B —tavakkaliga
olingan shar - qora shar», C - «tavakkaliga olingan shar —ko‘k
shar» hodisalarini garaymiz. Quyidagi hodisalar nimadan iboratligini
s0‘z bilan yozing:

1) AUB: 2) TUIN\ 3) A\JC, 4)A\JB\JC.

9.30. Ikki mergan nishonga garata o'q uzmogda. A —«birinchi
mergan nishonga tekkizdi», B — «ikkinchi mergan nishonga
tekkizdi» hodisasi bo'lsa, quyidagi hodisalar nimadan iborat
ekanligini so'z bilan yozing:

1) AUB: 2) AUB; 3) AMC; 4) Nr\B.

5. Hodisalar yigMndisining ehtimolligi.

1-misol. 50 ta sharcha 1 dan 50 gacha ragamlanib,

xaltachaga solingan. Tavakkaliga olingan sharcha nomerining 3 ga
yoki 19 ga karrali bo'lish ehtimolligini topamiz.

Yechish. A —«olingan sharchaning nomeri 3 ga karrali»,
B —«olingan sharchaning nomeri 19 ga karrali» hodisalari bo'lsin.
Biz A{jB hodisaning ro'y berish ehtimolini topishimiz kerak. 50
gacha bo'lgan sonlar orasida 3 ga bo'linuvchilar 16 ta, 19 ga
bo'linuvchilar 2 ta. A va B hodisalar birgalikda ro'y bermaydi,
ya'ni AI) B=0. Shunday qilib, jami 50 ta sondan 16 +2 = 18 tasi

yo 3 ga, yoki 19ga bo'linadi. Demak, .P(/IU#) ="~] =~./Iva B

hodisalarning ro'y berish ehtimolliklari esa /5(/4)=1—m=5,

IX1-rasm

P{A) =~ Xulosa: agar/Ifl* =0 bo'lsa, P(A\JB) = P(A) +
+P(B) bo'ladi. Umuman, quyidagi teorema o'rinli.

l-teorema. Birgalikda roy bermaydigan A va B hodisalar
A\J B yig'indisining ehtimolligi shu hodisalar ehtimolliklarining
yig'indisiga teng:
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P(AUB) = P(A) + P(B), bunda Af]B=0. (1)

Isbot. Sinash jarayonida A hodisa uchun 4,.....amnatijalar,
B uchun bv .... bnnatijalar qulaylik tug‘dirsin. A va B birgalikda
ro'y bermaganligidan bu natijalarning hammasi A{j B hodisa uchun
qulaylik tug'diradi va ular orasida takrorlanadiganlari yo'q. Bu
natijalarning ehtimolliklarini mos tartibda pv ..., pmva qv ..., gn
orqgali belgilaylik. A{jB hodisaning ehtimolligi m +n ta natijaning
ehtimolliklari yig'indisiga teng, ya'ni P(A\JB) =px+...+ pm+ q{+
+.+”/bo'ladi. Lekin p{+.. +pm=P(A), < +... +gn=P(B). Demak,

P(ADB) = P(A) + P(B).

2-misol. Mergan nishonga garata o'q uzdi. Uning «10» likni
urish ehtimolligi 0,2 ga, «9» likni urish ehtimolligi 0,3 ga va «8»
likni urish ehtimolligi 0,4 ga teng. Kamida «8» likni urish ehtimolligi
nimaga teng?

Yechish. A —«kamida «8» likni urish» hodisasi, B -
«o'nlikni urish», C - «to‘qgizlikni urish», D —sakkizlikni urish»
hodisalarining birlashmasidan iborat. Bir otishda ham «8» ni, ham
«9» ni, ham «10» ni urish mumkin emas. Shunga ko‘ra B, C, D
hodisalar bir vaqtda ro‘y bermaydi: A = B\JC{ID, Bf]C =0,
BM\O &0, CC\D =0. 1-teoremaga asosan va B{JC\JD =
=(B\jQIjD ligidan
P(A) = P((BUC)UD) = P(BI)C) + P(D) = P(B) + P(C) + P(D) =

=0,2 +0,3 +0,4 =0,9
ga ega bo'lamiz. Bu misoldan ushbu xulosaga kelamiz:

Xulosa. Agar At, An hodisalar juft-jufti bilan birgalikda
ro'y bermasa, shu hodisalar birlashmasining ehtimolligi ularning
ehtimolliklari yig'indisiga teng:

P{AXj...UAN) =P{AX +... + P{A}). (2)
2-teorema. Harganday A hodisa uchun ushbu tenglik o ‘rinli:
P(A)=\-P(A). 3

Isbot. ATIA =0, A\JA=U va P(U)=\ bo'lgani uchun 1
teoremaga asosan P(U) = P(ANJA) = P(A) + P(A) = 1 Bundan
(3) formula kelib chigadi.

3-misol. Ulanadigan telefon nomerlarining oxirgisi 3 ga
karrali yoki juft ragam bo'lish ehtimolligini topamiz.
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Yechish. Umuman oxirgi ragam yo 0, yoki I, ..., yoki 9
bo'ladi. Ulardan har biri —elementar tasodifiy hodisa, harbirining

ehtimolligi jg ga teng. Ehtimolligi topilayotgan hodisani A, oxirgi
nomerining k(k =0; 9) bo'lisli hexlishisini Akdesak, A=(Ai), A2, Ay
A4 A6, \ L) va
P(A) =P(Aq) +P(A2)+P(Ay)+ P(A) )+P( A )+
+P(A8)+P(A,) =b £ u+

bo'ladi.
R{A) ehtimollik bevosita 2-teorema bo'yicha hisoblanishi ham

mumkin. A =(Av A5, A-) bo'lganidan /7 (A) ™"
2- teoremaga asosan /X/4) =1-/X[0) =1- 121«-b- Misolimizda
A ning ehtimolligini A ning ehtimolligi orgali hisoblash qulayroq
bo'lib chiqdi.
3-teorema. Ixtiyoriy ikki hodisa uchun ushbu tenglik o ‘rinli:
P(A1)B) =P(A)+P(B)-/\AMM). (4
Isbot*. A hodisa birgalikda bo'Imagan AIB va AN B hodi-
salardan, Bhodisa esa birgalikda bo'Imagan Af] Bva A N Bhodisa-
lardan iborat, ya'ni
n=nngwmn a), B=(AnB)(J(A f)B).
Bundan:
A\J B = (AnB){J(AC]B)[J(Af]B)[j(A[)B) =
= (AN\B)\J(AN\B)\J( A N B).
Bu yoyilmadagi hodisalar juft-jufti kesishmaganligidan:
P(A{JB) =P(A[)B) +P(AMB) + P( AlB). (5)
Ikkinchi tomondan,
P{A) = P(ANB) + P(Af] B) va P(B) =P(AMNB) + [( ATB).
Shunga ko'ra: P(A) + P(B) = 2P(Af]B) + P(Af)B) +
+ P( A IMB) yoki (5) tenglikka asosan, P(A) + P{B) = 2P(A(~]B)+
+ P(AN\B) - P(Af)B) bo'ladi, bundan (4) kelib chigadi.
3-teoremani uch va undan ortiq hodisa uchun umumlashtirish
mumkin:



ammnguno =PA) +PB) + PB) -
- P(AMB)- P(AINC)- P(BMO+ P(AMBIIC) (6)
va hokazo.

9.31. Tarozida tortilayotgan lavlagining 3 kg chigish ehtimolligi
0,46 ga, 4 kg chigish ehtimolligi 0,31 ga, 5 kg chigish ehtimolligi
esa 0,23 ga teng. Tavakkaliga olingan lavlagining 3 yoki 4 kg chigish
ehtimolligini toping.

9.32. Ixtiyoriy to'rtta A, B, C, D hodisa uchun P(A\JB[j C\JD)
formulasini keltirib chigaring.

9.33. 1- buyumning sotilish ehtimolligi 0,5 ga, 2- buyumniki 0,3
ga, 3- buyumniki 0,2 ga teng. 1) Kamida bir buyumning sotilish
ehtimolligi nimaga teng? 2) 2- yoki 3- buyumni sotish ehtimolligi-
chi?

9.34. Uch buyumdan birinchisiga talab bo'lish ehtimolligi 0,19
ga, ikkinchisiga 0,17 ga, uchinchisiga esa 0,2 ga teng. Kamida bir
buyumga talab bo'lish ehtimolligini toping.

9.35. P(A) va P(AIN\B) ehtimolliklar ma’lum. P(AMNB) ni
toping.

2-8. BogMigmas hodisalar

1. Rog‘ligmas tasodifiy hodisalar. Sinashlar ushbu shartlal
bilan takror o'tkazilayotgan boisin:

1) bir sinash natijasi ikkinchisiga bog'lig emas (erkli), ya'ni
sinashda biror A hodisaning ro'y berish-bermasligi uning boshqga
sinashlarda ro'y bergan-bermaganligiga bog'lig emas;

2) har gaysi sinash ikki natijaga ega: A hodisa yo ro'y beradi.
yoki ro'y bermaydi;

3) agar sinashda A hodisaning ro'y berish ehtimolligi o'zgarmas
p songa teng bo'lsa, ro'y bermaslik ehtimolligi £=1 - p bo'ladi.

Oldingi misollarda takroriy erkli sinashlar garalgan edi.
Jumladan, nishonga bir necha marta o'q otish (bunda ikki
natijadan biri o'rinli bo'ladi —o'g nishonga tegadi yoki tegmaydi);
detallarni yaroqli yoki yarogsizligi bo'yicha takror nazoratdan
o'tkazish; tanganing ko'p marta tashlanishi (har tashlashda gerb
tomoni bilan tushishi yoki tushmasligi).



Agar birinchi sinash m ta teng ehtimolli natijalarga, ikkinchi
sinash n ta shunday natijalarga ega bo'lsa, bunday natijalardan
jami mn ta juftlik tuzish mumkin. Jumladan, A hodisaga birinchi

sinashning K ta av ..., ak natijalari, Bga ikkinchi sinashning /ta

bv b2 ..., b, natijalari qulaylik tug'dirsin. U holda A[}B hodisaga

barcha (a;,b), i1 =1 k, j =1 /juftliklar qulaylik tug'diradi. Ular

klta. Shunga ko'ra Af] B hodisaning ehtimolligi P(A\ B) = ga

teng. Lekin P(A) =—, p(B) = va -bli=L .L demak, P{AI\B) =
m n mn m n

= P(A) P(B), ya'ni ikki A va B erkli tasodifiy hodisaning
birgalikda ro'y berish ehtimolligi ularning har birining ro'y berish
ehtimolliklarining ko paytmasiga teng:

P(Af)B) =P(A) I\B). (1)

Agar A va B hodisalar bog'ligmas bo'lsa, A bilan H, A bilan
B, A bilan B hodisalar ham bog'ligmas bo'ladi va ushbu tenglikka
ega bo'lamiz:

P(A{J B)=P(A) +P(B)~ P(A) N\ B) (2)

1 -misol. Kub tashlanganda A - «uft son tushdi» va B

«tushgan son 3 ga bo'linadi» hodisalari bog'ligmas ekanini isbot
gilamiz.

Yechish. Juft sonli ochkolar uchta (2, 4, ()). Demak,
P(A) =-=-. Barcha ochkolar ichida 3 ga bo'linuvchilar ikkita

9 1 : : .
(3 va 6). Demak, P(B) =- =- .Juft va 3ga bo'linuvchi son bitta,
bu 6 soni. Demak, P(Al B) =—~. Natijalarga garaganda

P{A | B) =" =y oy =P{A) ®P( B) tenglik bajarilmoqgda. Demak,
Ava B—Dbog'ligmas hodisalar.

2-misol. Birinchi brigadaning rejani bajarish ehtimolligi 0,9
ga, ikkinchisiniki 0,92 ga teng. Birining rejani bajarishi ikkinchi-
sinikiga bog'lig emas. Ulardan hech bo'Imasa birining rejani bajarish
ehtimolligini topamiz.

Yechish. A —«l-brigada rejani bajardi», B  «2-brigada
rejani bajardi» hodisalari bo'lsin. Rejalarni bajarishda ular o'rtasida
bog'liglik yo'g. Shunga ko'ra:

P(A\JB) = F\A) + P(B)- P(A)- P(B) =0,9 +0,92 - 0,9 +0,92 =0,992.



Agar A, B, C, ... hodisalar ixtiyoriy gqism-to'plami uchun uni
tashkil giluvchi hodisalar kesishmasining ehtimolligi ularning
ehtimolliklari ko'paytmasiga teng boisa, bu hodisalar to'plam
bo'yicha bog'liq emas (erkli) deyiladi.

3-misol. Uch ovchi bir vaqtda va bir-birlaridan mustaqil
ravishda bir quyonga qaratib fagat bittadan o'q uzishgan. Agar
ovchilardan aqalli bittasi quyonga o'q tekkizgan bo'lsa, quyon
otilgan bo'ladi. Har gaysi ovchining nishonga o'g tekkizish
ehtimolligi 0,4 ga teng. Quyonning otilish ehtimolligini topamiz.

Yechish. Haqgigatda uchta erkli sinash o'tkazilmoqgda. Har
gaysi sinash ikki natijali: quyonga o'q tegdi, 0'q tegmadi. Ak —«k-
ovchi tekkizdi», Ak —«/:-ovchi tekkiza olmadi» hodisalari bo'lsin,
bunda k=1 3. Masalaning sharti bo'yicha P(AX=P(A2) = P(A3)
=0,4. U holda /XJ1)=P{A2) =P{A3)=1-0,4 =0,6 . Biz
AI\JAL[jAi —«quyonga yo 1-ovchi, yoki 2-ovchi, yoki 3-ovchi
0'q tekkizdi» hodisasining ehtimolligini topishimiz kerak:

P(A{UA2UA3)=\-P (Al \JA2UA3)=\-P(A{f)A2f]A3) =

=\-P(A[)-P(A™)-P(A™) =\-0,6-0,6-0"6 =0,7M.
3-misolni yechishda garama-garshi hodisalarning ehtimolligidan
foydalanildi. Ba’zan bu usul hisoblashlarni nisbatan yengil
bajarishga imkon beradi. Umuman, A hodisasining n marta takror-
langan erkli sinashlarda aqalli bir marta ro'y berish ehtimolligini.

ya'ni P klilAk ehtimollikni quyidagicha topish mumkin:

(n A <n (M A
p UAKUI-P UAk = — OX_

k=i ) S

=|-P(A{)mP(A2)-.mP(An)=\- qr

bunda har qaysi Ak, K =1; n, hodisa uchun P(AK) =/, u holda
g=\-p.

Lekin shuni unutmaslik kerakki, hodisalarning juft-jufti bilan
bog'lig emasligidan ularning to'plam bo'yicha bog'liq emasligi kelib
chigmaydi.

Mashqlar

9.36. Bir qutida oq va qora sharlar, ikkinchisida ko'k va qi/il
sharlar bor. Qutilardan tavakkaliga bittadan shar olingan. A



«birinchi qutidan oq shar olingan» va B —ikkinchi qutidan ko‘k
shar olingan» hodisalarning o'zaro bog'lig emasligini tushuntiring.

9.37. Bir vaqgtda tanga va o'yin kubchasi tashlandi. «Tanga gerb
tomoni bilan tushdi» va «Kubda «2» ochko chiqdi» hodisalarining
0'zaro bog'lig emasligini tuslnintiring.

9.38. Ikki detal bir-birlaridan mustaqil holatda nazoratdan
o'tkazilmoqgda. Birinchi detaining yarogsiz chigmaslik ehtimolligi
0,7 ga, ikkinchisiniki 0,8 ga teng. A - «dctallarning ikkovi ham
yarogsiz chigmadi», B—«ikkovi ham yarogsiz chigdi» hodisalarining
ehtimolligini toping.

9.39. A va B hodisalar o'zaro bog'liq emas. Ava H lar ham
o‘zaro bog'lig emasligini tuslnintiring.

9.40. A, B, C hodisalar o'zaro bog'liq emas, a) A, B, C;
b) A, B, C; d) A, B, C hodisalarning ham o'zaro bog'lig
emasligini tushuntiring.

9.41. Bir nishonga garata uch marta o'q uzilgan. Birinchi o'gning
tegish ehtimolligi 0,7 ga, ikkinchi va uchinchiniki 0,6 ga teng.

1) Hech bo'lmasa bitta o'q tegishining;

2 ) rosa bitta o'q tegishining;

3 ) rosa ikkita o'g tegishining;

4) uchta o'gning ham tegishining ehtimolligini toping.

9.42. To'plam bo'yicha birgalikda bo'Imaydigan ikki hodisa
o0'zaro erkli bo'la oladimi?

9.43. Uch marta o'q uzilganda hech bo'Imasa birining nishonga
tegish ehtimolligi 0,992 ga teng. Bitta 0'q uzilganda uning nishonga
tegish ehtimolligini toping.

2. Shartli ehtimollik. A hodisa B hodisa ro'y bergandagina ro'y
bersin. A hodisaning B hodisaning ro'y berishi shartida ro'y berishini
A | Borgali belgilaymiz. A \B hodisa ro'y berishining ehtimolligi
shartli ehtimollik deyiladi va u ushbu formula bo'yicha hisoblanadi:

P(A\B) =~ ~ ,  (P(B)> 0). (n

O'yin kubi tashlangan bo'lsin. Har bir «1», «2»......«6» ragam-
ning tushish ehtimolligi i ga teng va />(«») + .. + Q«6») = 1
tenglik o'rinlidir. U holda B — «juft ragam tushish» hodisasi

ehtimolligi P(B) =~=" Dbo'ladi. Fagat juft ragam tushadigan



bo‘lsa, u holda tog ragamlarning tushish ehtimolligi nolga aylanadi:
P(AX =P(A3) = P(A5) =0 . Shunga ko'ra juft ragamlar tushish
ehtimolligi biror X son marta ortadi. Masalan, «2» ochko tushish
ehtimolligi oldin P(«2») =~ edi, endi XP(«2») =X-j- bo'ladi.
Bizda R{Ay) + P(A2 +.. + P(A6) = 1 bo'lganidan XR(«2») +
+ XR(«4») + XP(«6») = 1, yoki X(P(«2») + XP(«4») + XP(«6»)) =
= XP(B) =1, bundan:

N=P(B)m n

Endi biror A hodisaning B hodisaning ro'y berishi shartida
ro'‘y berish ehtimolligini hisoblash masalasiga o'tamiz. A hodisaga
qulaylik tug‘diruvchi natijalardan ba’'zilari B ga ham qulaylik
tug‘dirishi mumkin va shunga ko'ra ularning ehtimolligi X=—
marta ortadi. A ga qulaylik tug‘dirsa-da, B ga noqulay bo'lgan
natijalar ehtimolligi nolga aylanadi. Birinchi tur natijalar AI\B
hodisani tashkil giladi. U holda P(A \B) =XP(Af]B) ga, ya'ni
(1) munosabatga ega bo'lamiz.

1-misol. 15 yigit va 10 gizdan iborat guruhda spoitchilar
8 kishi, shundan 3 tasi giz bola. Tavakkaliga biro'quvchi tanlangan.
B —«tanlangan o'quvchi —sportchi», A —«giz bola tanlangany,

Al B —sport bilan shug'ullanuvchi giz bola tanlangan» hodisalari
uchun P(A) = P(ATIB) = bo'ladi. A hodisa
ro'y bergan bo'lsin. Bu sinashdagi barcha natijalar soni 8 ta,

lekin Auchun 3 ta natija qulaylik tug'diradi. Demak, P(A |B) =|
(B hodisaning ro'y berish shartida A hodisaning ro'y berish
ehtimolligi). Kasrning surat va maxrajini 25 ga bo'lsak:
P(nIRN 3.V "-W ;
1 ' 8 8/25 P(B
Lekin, (1) munosabat bo'yicha ushbu ko'paytirish formulasini
hosil gilamiz:
P(AIMB)= P(B)- P(A \B). (3)

(3) formulani bog'ligmas hodisalar uchun to'g'ri bo'lgan
P(ATB) =P(B) ®(A) formula bilan solishtirib, bu holda
P(A |B) =P{A) bo'lishini aniglaymiz. Shunga ko'ra bog'liq



bo'Imagan hodisalardan birining ro'y berishi ikkinchisining
ehtimolligiga ta’sir ko'rsatmaydi.

2-misol. Quyidagi jadvalda ikki omborga ikki sexdan
keltirilgan buyumlar migdori ko'rsatilgan:

1-sex 2-sex  Jami
1-ombor 1000 2000 3000
2-ombor 2000 3000 5000
Hammasi 3000 5000 HO

Tavakkaliga omborlardan biri, so'ng shu ombordagi buyum-
lardan tanlangan. Buyumning a) 1, 2- ombordan olinganligi (AXx
A2 hodisalar) va bu shartlarda 1- sexda, 2- sexda tayyorlanganligi
(Bx B2 hodisalar) ehtimolliklarini; b) aynan I-sexda tayyor-
langanlik ehtimolligi P(BX ni topamiz.

Yechish.

a) P(AX):300023' P(AZ)ZSOOO 5

8000 8 gooo 8’

— 1000 1 y( 4 1 \_ 2000
P(BIM,) 3000 &' IpD(Bl

b) Tavakkaliga 1-omborni tanlash va undan olingan buyumning
1-sexda tayyorlangan bo'lishi AXP\BXhodisa, 2 omborni tanlash
va undan olingan buyumning 1l-sexda tayyorlangan bo'lishi esa
N2M4#, hodisa bo'ladi. U holda «tavakkaliga tanlangan ombordan
olingan buyumning 1-sexda tayyorlangan bo'lish* hodisasi B{
birgalikda bo'Imagan /1,11# va J12[#, hodisalar birlashmasidan
iborat bo'ladi va

P(B{)=P(AXf]B™N)+P(A214, ) = P(A\ )m/»(/*, M, )+
+P(A2)*P(B\ \A2). (4)
Bunga ko'ra Z3(5,) =]-1+]-]| =1].
2-misolning tahlilida olingan (4) munosabat to'la ehtimollik

formwulasi deb ataluvchi ushbu umumiy formulaning xususiy ko'ri-
nishidan iborat:

P(A)=P(XXmP(A |A )+..+ P(X,, mP(A |Xn), (5)
bunda U=XxU..UX, . XiMXj =0, /*j .

317



To'la ehtimollik formulasi ko'rinishlardan biri ushbu Bayes
formulasidk:

P(X \A) = X va )-P{A\XK)
1 *1 7 PCX\)PCAX\ )+..+P(Xn)P(A\Xn) "

(6) munosabatni isbot gilish uchun
P(A TIXK)=P(xk P P(A |[XK)=P(A)-P (XK |A)

bo'lishini e’tiborga olish yetarli.

3-misol. Omborga 1- sexdan 2000 ta detal, 2- sexdan 3000
ta detal kelgan. Lekin I- sex o'rta hisobda 0,2% yaroqgsiz, 2- sex
esa 0,1% yaroqsiz detal beradi. Tasodifan olingan bir detaining
yarogsiz bo'lish ehtimolligini topamiz.

Yechish. Jl, —«tasodifan 1- sex detali olingan», A2 -
«tasodifan 2- sex detali olingan», B —«yarogsiz detal olingan»
hodisalarining ehtimolliklarini topamiz:

Pla,\ 100 01 PIA))-

06
1' 5000 '

5000
P{B \A\) = =0,002, /»(*]N2)=M =0,001,
(5) formulaga ko'ra

P(B) =P(A\ )-P(B\AI)+P(A2)-P(B\A2) =
=0,4 0,002 +0,6 0,001 =0,0014.
4 -miso 1l 3-misolda tasodifan olingan buzuq detal 1- sexda
tayyorlangan (A{\ B hodisa) va 2-sexda tayyorlangan (A2\ B

hodisa) bo'lishi ehtimolliklarini topamiz.
Yechish. Bayes formulasidan foydalanamiz:

P(A\ )Pi B\A\ ) _ P(AO-P(B\A\) _
P( A\ )=P{ B\A\ )+P (A2 )m(B\A2) P(B)
0,40,02 _g g7
0,0014
I P(A2)PjB\A2) _ 0,60,001 _.n A
* 2t P(B) 0,0014 -
q1any)] Mashqglar
9.44, 100 ta elektr lampochkasidan 4 tasi nostandart ekani

ma’lum. Bir vaqtda tavakkaliga olingan 2 ta lampochkaning
nostandart bo'lib chigish ehtimolligini toping.



9.45. n =50 ta tayoqchaning liar biri kalta-yu-uzun ikkiga
bo'linadi. Hosil bo'ladigan 2n= 100 bo'lakdan ikkitasi olinib, yangi
tayoqcha tayyorlanadi. Yangi tayoqchaning xuddi avvalgining o'zidek
bo'lish ehtimolligini toping.

9.46. Qutida 10 ta qizil, () ta yashil, 14 ta ko'k shar bor.
Tavakkaliga ikkita shar olinadi. 1) /L - «qizil shar olinmagani
ma’lum, olingan ikkala shar ko'k» bo'lishining; 2) A2 —«ko'k shar
olinmagani ma’lum, olingan ikkala shar gizil» bo'lishining; 3) Ab—
«yashil shar olinmagani ma’lum, olingan sharlar har xil rangda»
bo'lishining ehtimolligini toping.

9.47. Birinchi qutida 30 ta, ikkinchisida 50 la, uchinchisida 20
takonfetbor. Birinchi qutidagilarning 80% i, ikkinchi qulidagilarning
70% i, uchinchi qutidagilarning 50% i yumshoq. Tavakkaliga olingan
bitta konfetning yumshoq bo'lib chigish ehtimolligini toping.

9.48. Birinchi dastgohda 0,2%, ikkinchisida 0,3%, uchinchisida
0,5% yarogsiz detal tayyorlanishi ma'lum. Birinchi dastgohdan
4000 ta, ikkinchisidan 8000 ta, uchinchisida 3000 ta detal kclgan
va aralashtirilgan. Ulardan tavakkaliga olingan dciallarning yarogsiz
bo'lib chigish ehtimolligini toping.

9.49. Nishonga bog'ligsiz ravishda to'rt maria o'q uzilgan.
Otuvchining har otishida nishonga tegish ehtimolligi 0,6 ga teng.
Oldingi uch otishdan nishonga tekkiza olmaslik va lo'rtinchi otishda
nishonga tekkizish ehtimolligini toping.

9.50. Motor ulanganda p ehtimollik bilan ishlay boshlaydi:
1) ikkinchi ulashda motor ishlay boshlashining; 2) inotorni ishga
tushirish uchun ikkitadan ortiqg ulashlar talab gilinmasligining
ehtimolligini toping.

9.51. Hodisaning shartli ehtimolligi hodisa ehtimolligi kabi
quyidagi xossaga ega ekanini isbot giling: ixtiyoriy A va B
hodisalar uchun 0 <P(A \B) <1

9.52. Ko'paytirish teoremasini (1- teoremani) uchta, to'rtta,

K ta hodisa uchun umumlashtiring.

9.53. Agar P(A | B) = P(A) bo'lsa, P{A) mP(B \A) = P(A) =
P{B) bo'lishini tushuntiring.

9.54. 1-omborda 1-buyumdan 20 ta, 2- buyumdan 12
ta, 2-omborda 1-buyumdan 30 ta, 2-buyumdan 10 ta bor.
Ixtiyoriy tartibda ikki ombordan biri tanlangan va undan tavakkaliga
bir buyum olingan. Uning 1- buyum bo'lish ehtimolligini toping.
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9.55. Birinchi dastgohning yaroqsiz detalni tayyorlash ehti-
molligi 0,01 ga, ikkinchisiniki 0,02 ga, uchinchisiniki 0,03 ga
teng. Dastgohlarda ishlangan detallar bir qutiga solinadi. Birinchi
dastgohning unumdorligi ikkinchisinikidan 3 marta Kkatta,
uchinchiniki ikkinchisinikidan ikki marta kam. Tavakkaliga olingan
detaining yarogsiz bo'lib chigish ehtimolligini toping.

3. Bernulli formulasi. A hodisaning ehtimolligi rga teng bo'lsin.
Agar sinash ma’lum shartlar asosida n marta erkli takrorlangan
va ulardan m martasida A hodisa ro'y bergan bo'lsa, m/n nisbat
A hodisaning ro'y berish chastotasi (takrorlanishi) deyiladi.
Kuzatishlar shuni ko‘rsatadiki, agar sinash ko'p marta takrorlansa
chastota nga bog'lig bo'lmagan holda p ga yaginlashadi. Masalan,
o‘yin kubi ko'p marta tashlansa, «3» ochkoning tushish ehtimolligi
deyarli 1/6 ga teng bo'ladi. Umuman, ehtimollik tushunchasi
chastotaning barqgarorligi qonuniyatlariga asoslanadi. Bu masala
oliy matematika kurslarida batafsil o'rganiladi.

I -misol. n=5 marta erkli sinash o'tkazilgan va_imda A
hodisaning ro'y berish ehtimolligi /Z=0,6 bo'lsin. Natija AAAAA
tartiblangan to'plam ko'rinishda bo'lish ehtimolligini topamiz.

Yechish. O'rin almashtirishda A hodisa m=2 marta, A esa
n- m=3 marta takrorlanmoqda. 1llar gaysi A harfini 0,6 bilan, A
harfini 1- 0,6 =0,4 bilan almashtiramiz. lzlanayotgan ehtimollik
prmgnrm =06i m),43=0,02 bo'ladi.

Umuman, ehtimolligi p ga teng A hodisaning n marta o'tkazilgan
erkli sinashda m marta ro 'y berish ehtimolligi pnrgn-mga teng bo 1adi,
bundag=1- p.

Teorema. A hodisaning ehtimolligi p ga teng va bu
hodisaning n marta takrorlangan erkli sinashda m marta ro y berish
ehtimolligi P bo’lsin. U holda

Pwn = C™pngn-m (n
Bernulliformulasi o 'rinli bo ‘ladi.

Isbot. n marta o'tkazilgan erkli sinashlardan m tasida A
hodisa ro'y bersin. Sinashlarning har bir shunday natijasi mta A
harfi va n- mta A harfidan tuzilgan takrorli o'rin almashtirishlar
bo'ladi. Lekin ularning umumiy soni

p _ (m+n-m)\_ n\ -rm
(m, n-m) m\(n-m)\ m\{n-m)\ n



ga, bitta o‘rin almashtirishning ehtimolligi esa pmgmmga teng
bo‘ladi. Shunga ko'ra va bunday o'rin almashtirishlar juft-jufti
bilan birgalikda bo'Imaganligidan izlanayotgan ehtimollik (1) tenglik
ko'rinishida bo'ladi.

2-misol. Tanga n = 100 marta tashlanganda «C» (gerb)
tomoni bilan m =8 marta tushish ehtimolligini topamiz.

Yechish. Bir marta tashlanganda «(i» tomoni bilan tushish
ehtimolligi p=j ga teng. U holda «=!-/>=" bo'ladi va (I)

formula bo'yicha

I00-W-WW % (VM I "
123456 7K j 100 25TO"2
Mashdglar

9.56. 1) (1) formuladan foydalanib, # 5 m 2 va /£ =0,2
holi uchun Pnmehtimollik giymatini toping.

2)  O'yin kubi 20 marta tashlanganda «I» ochkoning 5 martadan
ortig tushmaslik ehtimolligini toping.

9.57. O'yin kubi 12 marta tashlanganda 3 g;i karrali ochkolarning
(ragamlarning) uch martadan ko'p, lekin ft marladan kam tushish
ehtimolligini toping.

9.58. Sakkiz asbobdan har birining bu/ilish ehtimolligi 0,7 ga
teng:

1) rosa uch asbobning buzilish ehtimolligini loping;

2) asboblarning hammasining buzilish ehtimolligini toping;

3) hech bir asbobning buzilmaslik ehtimolligini toping.

9.59. Sinashda A hodisaning ro'y berish ehtimolligi 0,2 ga teng.
Sinash 6 marta takrorlangan. A hodisaning ko'pi bilan uch marta
ro'y berish ehtimolligini toping.

9.60. A hodisa 0,2 ehtimollik bilan ro'y beradi. Sinash 10 marta
mustaqil ravishda takrorlangan. Shu jarayonda A hodisaning:

I) rosa uch marta;

2 ) ko'pi bilan uch marta;

3) uchtadan ko'p marta;

4) hech bo'lmasa 1 marta, lekin ko'pi bilan 5 marta ro'y
berishining ehtimolliklarini toping.

4, Geometrik ehtimolliklar. Ehtimollik nazariyasida shunday
masalalar uchraydiki, ular hatto mazmunan sodda bo'lsa-da,
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ularni yechishda yuqorida keltirilgan mulohazalar va formulalardan
foydalanish yo noqulay, yoki uning iloji bo'Imaydi. Kvadratga
tashlangan nugtaning unga ichki chizilgan doiraga tasodifan
tushish ehtimolligini topish bunga oddiy bir misol. Bunday hollarda
ba’zan ehtimollikning geometrik tatifi, ya'ni hodisa ehtimolligini
hisoblashning geometrik usulidan foydalanish mumkin. Geometrik
ehtimollik quyidagicha ta’riflanadi: biror kesmaga (yuzaga yoki
hajmga ega bo'lgan biror geometrik shakl ichiga) nugta tasodifan
tashlangan. Shu nuqta kesmaning (geometrik shaklning) biror
gismiga tushish ehtimolligi deb, gism uzunligining (yuzining,
hajmining) kesma uzunligiga (shakl yuziga, hajmiga) nisbatiga
aytiladi. Agar gism bir necha bo'lakdan iborat bo'lsa, bu bo'laklar
uzunliklarining (yuzlarining, hajmlarining) yig'indisi olinadi.
Geometrik ehtimollik oldingi bandlarda kiritilgan ehtimollikka
o'xshash. Masalan, 1) nugtaning berilgan geometrik shakl ichiga
tushish ehtimolligi 1ga teng, uning gismi uchun esa bu ehtimollik
I dan kichik; 2) agar X va Y gismlar umumiy nugqtalarga ega
bo'Imasa (kesishmasa), P(X\J Y) = P(X) + P(Y) bo'ladi. Shuning-
dek, boshqa tushunchalar, go'shish va ko'paytirish, to'la entimollik
va Bayes formulalari geometrik ehtimollik uchun ham o'rinli.
1 -misol. Radiusi R bo'lgan doira ichiga radiusi r bo'lgan

kichik doira chizilgan. Katta doiraga tasodifan tashlangan nugtaning
kichik doiraga tushish ehtimolligini topamiz.

Yechish. A —«tasodifan tashlangan nuqta kichik doiraga
tushdi» hodisasining ehtimolligi kichik va katta doiralar yuzlari
nisbatiga teng:

2-misol. Nugta o'lchamlari 3dm, 4 dm, 5dm bo'lgan to'g'ri
parallelepiped ichiga tashlangan.Nuqtaning parallelepiped ichidagi
tomonlari 1dm bo'lgan kub ichiga tasodifan tushish ehtimolligini
topamiz.

Yechish. A —«nugta kub ichiga tushdi» hodisasi bao'lsin.
Sinash natijalariga mos nugqtalar parallelepiped ichida tekis
tagsimlangan bo'lsin. U holda A hodisaning ro'y berish ehtimolligi

Yk u
kubning o'lchamiga proporsional va P{A) = ‘ | bo‘ladi. Bi/eh
~ paral.



Nub=""m?" “parai=3+4m5 =60 dm3. U holda P(A)= =0,017
bo'ladi.

Masli(lar

9.61. Geometrik ehtimollik hodisa chlimolligining ushbu asosiy
xossalariga ega ekanini tushunliring: 1) har ganday A hodisa
uchun 0< F\A)< 1 bo'ladi; 2) I\U)- I, 10) =0; 3) agar AC\B=
=0 bo'lsa, P(A{JB) = P(A) + P(B) bo'ladi.

9.62. Minalar to'g'ri chiziq bo'ylab har 10 m da cjo'yib chigilgan.
Kengligi 3 m bo'lgan tank shu to'g'ri chizigga perpendikular
kelmoqda. Uning portlab ketish ehtimolligi ganday?

9.63. R radiusli aylanada A nuqgta bclgilangan. Aylanaga
tavakkaliga tashlangan B nuqgta uchun AK R/2 bo'lib golish
ehtimolligini toping.

9.64. Doira ichiga teng yonli to'g'ri hurchakli uchburchak
chizilgan. Doiraga tavakkaliga tashlangan nugtaning uehburchakka
tushish ehtimolligini toping.

9.65. 9.64-masalani doira ichiga muntazam uchburchak chizilgan
hoi uchun yeching.

9.66. Radiusi Rga teng doira ichiga kvadrat chi/ilgan. Doiraga
tavakkaliga tashlangan ikki nugtaning kvadratga tushish ehtimol-
ligini toping.

9.67. x va y hagigiy sonlar |X \<4, ly I<@bo'lish sharti bilan
tavakkaliga tanlandi. Bu ikkala sonning musbat bo'lish ehtimol-
ligini toping.

9.68. Kub ichiga shar chizilgan. Kubga tavakkaliga tashlangan
nugtaning sharga tushish ehtimolligini toping.

9.69. Shar ichiga tetraedr chizilgan. Tavakkaliga shar ichiga
tashlangan nuqgtaning tetraedr ichiga tushish ehtimolligini toping.

3-8. Matematik statistika elcmcntlari

i Boshlang'ich ma’lumotlar. Birgina kuzatish (tajriba, sinash)
ham tekshirilayotgan obyekt hagida bir gancha ma’lumot berishi
mumkin. Lekin u ko'p sonli hodisalarning tabiatini to'laroq ochish
va xulosalar chigarishga yetarli bo'la olmaydi: tajriba bir xil sharoit
va shartlarda ko'p marta takror o'tkazilishi kerak. So'ng topilgan
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natijalarning o'rtacha giymati hisoblanadi, o'rtacha giymatning
hagigatga ganchalik yaqginligi, ya’ni anigligi garalayotgan obyektdagi
ayrim belgilarning o zgaruvchanlik dargjasi va boshga belgilar bilan
aniglanadi. Endi to'plangan sonli ma’lumotni matematik ishlash
zarur bo'ladi. Uning umumiy usullarini matematikaning sohalaridan
matematik statistika beradi (inglizcha statistic, lotincha status —holat).
Undan fizika, kimyo, biologiya, muhandislik, astronomiya,
igtisodiyot va boshga sohalarda, xususan, detallarni ishlashda
texnologik jarayon rejimini aniglash, ishlab chigarishni rejalash-
tirish, miqdoriy belgilar orasida mavjud bog'lanishlarning ifodalarini
(empirik formulalarni) tuzish kabilarda foydalaniladi. Matematik
statistika hisoblashlarida ehtimollik nazariyasi keng qo'llaniladi.

2. Arifmetik o'rtacha giymat va o‘rta kvadratik chetlanish. Mate
matik statistika hodisalarni fagat ma’lumotlar orgali izohlaydi. Ma’lu-
motni matematik ishlashdan kuzatilgan asosiy magqgsad
o'lchanayotgan X kattalik gabul gilgan xi tasodifiy (empirik)
giymatlarning x arifmetik o'rtacha giymati va a o'rta kvadratik
chetlanishm (xatolikni), shuningdek, boshqga zarur belgilarni, jum-
ladan, har gaysi Xxjqiymatning nishiy takrorlanishim aniglashdan
iborat. O'rta kvadratik chetlanish tajribada topilgan x(qiymatlarning
o'rtacha giymatdan ganchalik yagin-uzoq, uning atrofida ganchalik
zich joylashganligini xarakterlaydi. Masalan, a gancha kichik bo'lsa,
x(giymatlar x o'rtacha giymat atrofida shunchalik zich joylashgan
bo'ladi, bu esa xigiymatlar x izlanayotgan aniq giymatga yaqin
ekanini, o'lchashlar aniqroq bajarilganini ko'rsatadi. Demak, o0 =0
da Xj=a arifmetik o'rtacha giymat X ning anig giymati bo'ladi.

A migdor n marta mustaqil ravishda o'lchangan, natijada uning
X, qiymati n{ marta, x2 giymati n2marta, ..., xk giymati nk marta,
jami kxil empirik giymati n{+n2+... +nk=n , k<n marta ro'y bergan
bo'lsin, bunda ni son Xi giymatning takrorlanish soni. U holda:

1) arifmetik o'rtacha giymat:

= +n2x2 +-+nkxk

" -
2) x( giymatlarning x arifmetik o‘rtacha giymatdan e, =x,
- X, e2=X2- X, .. zk=xk- x chetlanishlari, so'ng a o'rta

kvadratik chetlanish taqgriban hisoblanadi, bunda agar o'lchashlar
bir necha marta takrorlangan, ya’'ni n giymati kichik bo'lsa.



ko'p sonli takror o'lchashlarda, ya'ni n ning katta giymatlarida:

a (/) @

3) xtqgiymatning nisbiy takrorlanishi (kasr son yoki % larda):

@)

Tajriba jarayonida biror xlgiymat ro'y bergan bo'lmasa, ya'ni

n =0 bo'lsa, uning takrorlanishi LLLX) - 0, barcha natijalar fagat

shu giymatdan iborat bo'lsa, uning takrorlanishi W/- 1 bo'ladi,

shu jarayonda xi dan boshga giymatlar ham hosil bo'lgan bo'lsa,
0< W(xd< 1bo'ladi. Umuman, ()< WIv,) < | ga ega bo'lamiz.

3. Tagsimot jadvali, gistogramnia, poligon. Ko'pincha tajriba
jarayonida turli giymatga ega sonlar ketma-ketligi hosil bo'ladi.
Hisoblashlarni ixcham va tartib bilan bajarish maqgsadida
giymatlarni o'sib borish tartibida joyhishtiriladi, ya'ni empirik
tags/wectf ko'rinishida yoziladi. Bu nson katta bo'lganda juda qulay
bo'ladi. Shu maqgsadda:

1) barcha x(giymatlar o'sib borish tartibida joylashtiriladi. Bu
giymatlar juda ko'p bo'lsa, ular ichidan ixtiyoriy ajratib olinganlari
—variantalar tartiblanadi. Variantalar n (a bo'lsin;

2) tagsimot kengligi, ya'ni eng katta va eng kicluk giymatli
variantalar xmex - x ; ayirmasi topiladi, ularning oralig'i teng
uzunlikka ega bo'lgan yVta intervalga ajratiladi va intervallaming
Xuzunligi hisoblanadi:

vmax Amin
N 0!

Jami variantalar soni nta bo'lsa, intervallar soni Nquyidagicha
olinishi mumkin:

n N

25-40 5-6

40-60 6-7
60-100 7-10
100-200 10-12
200 va undan ortiq 12- 20;
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3) har bir intervalga nechta (n) varianta to‘g‘ri kelishi (ya’ni

X hodisaning ro'y berishlar soni) aniglanadi va Wt = nisbiy
takrorlanish hisoblanadi. Barcha ma’lumot jadvalga yozib boriladi.
Bu jadval intervallar uzunligi bilan takrorlanishlar orasidagi bog‘-
lanish, ya’'ni tasodifiy miqdorning empirik tagsimotini ifodalaydi.

4) ayoniylik uchun jadval grafik usulda, jumladan, poligon
yoki gistogramma ko'rinishida beriladi.

Poligon\ abssissa (tasodifiy giymatlar) o'gining (*max; xmin)
gismi uzunliklari bir xil ( X) bo'lgan A/ta intervalga ajratiladi,
intervallarning o'rtalarida ntyoki WIlga proporsional ordinatalar
o'tkaziladi va uchlari to'g'ri chiziglar bilan tutashtiriladi. Siniq
chiziq hosil bo'ladi (IX.2-rasm).

Gistogramma. absissa o'gida ajratilgan har bir interval ustiga

balandliklari n, )Klyoki yﬁ’l bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchaklar yasa-

ladi. (yunoncha histos —mato, polygonos - ko'pburchak) (1X.3-
rasm).

1-misol. Uyumdan tavakkaliga ketma-ket 30 gism paxta
olinib, ulardagi tolaning X uzunligi o'lchangan va ushbu x;,
/=1730, (sm larda) qiymatlar topilgan: 2,11; 2,10; 2,12; 2,13;
2,09; 2,18; 2,10; 2,20; 2,11; 2,26; 2,17; 2,26; 2,10; 2,24; 2,13;
2,12, 2,27; 2,12; 2,16; 2,19; 2,26; 2,25; 2,18; 2,22; 2,24; 2,28;
2,17, 2,21; 2,23; 2,21. Tolaning X uzunligi o'rtacha giymatini
topamiz va uning anigligini baholaymiz.

1-misolga gaytaylik. Unda xmax=2,28, xmin=2,09, /=30, N=
=5 Xx=(2,28 - 2,09) : 5=0,038, x uchun 0,03 ni olamiz.

Inter- Interval Hodisalar Nisbiy takrorlanish,
val Ne chegaralari soni, nt -

1 2,09-2,12 9 9/30=0,3

2 2,13-2,16 3 0,1

3 2,17-2,20 6 0,2

4 2,21-2,24 6 0,2

5 2,25-2.28 6 0,2

Jami: 30 1,0
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2 -miso 1L Tayyorlangan ko‘p sonli valiklardan ixtiyoriy 200
tasi olinib, diametrlarining belgilangan o'lchamdan e, chetlanishlari
tekshirilgan va bu chetlanishlar -20 mk dan +30 mk gacha jami
78 xil giymatga ega ekanligi aniglangan. C'hetlanishlarning empirik
jadvalini tuzamiz, poligon va gislogrammasini yasaymiz (chetla-
nishlar intervallarga tagsimlangan holda jadvalda keltirilgan).

Yechish: 1) ei chetlanishlar tagsimot jadvali quyidagicha bo'ladi:

Inter- Interval Interval Takror- Nisbiy
val chegaralari o'rtasi lanisli takrorlunish
1 -20 dan -15 gacha  -17,5 7 0,035
2 -15 dan -10 gacha  -12,5 1 0,055
3 -10 dan -5 gacha -7,5 15 0,075
4 -5 dan 0 gacha -2,5 24 0,120
5 0 dan 5 gacha +2,5 49 0,245
6 5dan 10 gacha +7,5 4 0,205
7 10 dan 15 gacha +12,5 2) 0,130
8 15 dan 20 gacha +175 17 0,035
9 20 dan 25 gacha +22,5 7 0,035
10 25 dan 30 gacha +27,5 3 0,015
Jami: 200 1,000
Wi(e;) i
n m K
as

n Eh.
20-15-10-5( 5 10 15 20 2530 e

|X.2'rasm. 200 valikning tashqi |X.3'rasm. 200 valikning diametrlari
iliametrlari bo'yicha tagsimot poligoni. bo'yicha tagsimot gistogrammasi.
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2) 200 valikning tashqi diametrlari chetlanishlari bo'yicha
tagsimlanish poligoni va gistogrammasi quyidagi chizmalarda
tasvirlangan (1X.2-rasm, 1X.3-rasni):

4.  Bosh to‘plam, tanlanma to‘plam. x ning gabul gilishi mumkin
bo‘lgan barcha giymatlari to‘plami bosh to*plam, bosh to'plamdan
ixtiyoriy tartibda ajratib olingan n ta qiymatdan iborat to'plamni
tanlanma to'plam deb ataladi.

Ko'p sonli tajribalarda olingan sonli ma’lumotlar bosh to'plami
va tanlanmaning arifmetik o‘rtacha giymati haqiqatda bir xil bo'ladi.

Arifmetik o'rtacha giymatdan ey chetlanishlarning algebraik
yig'indisi nolga teng va istalgan x0sonning a (chetlanishlari algebraik
yig‘indisining absolut giymatidan kichik:

Xe, =Z(x,-x) =0, Xe, <]2(x-x0)]=]1a,]. (2)

Hagigatan ham:

f] =X - x af =xt - x0
g2 =Xx2 -X a2=x2-x0
+ +

en:Xn-X a,,:X,,'XO

XB-=NX-NX=0; Xa-=nX-nx()=n(x-x(), IXa, |>0;

o, < [Xx/1

(2) tenglikka garaganda arifmetik o'rtacha giymatning £
o'rtacha xatoligi nolga tengdir. Bu tenglik eng kichik chetlanishlar
prinsipiniifodalaydi.Undan amaliy hisoblashlarda keng foydalaniladi.

3-misol. Bir maydondagi ekin tuplarining Xsoni besh marta
takror sanalib, birinchi marta 7706 ta, so'ng 7721, 7687, 7688,
7718 ta hisoblangan. X ning x taqribiy qgiymati va undan e;
chetlanishlarni topamiz.

Yechish. x =(7706 +7721+7687 +7688 +7718) : 5=7704,
e, =7706 - 7704 =+2;, e2=7721 - 7704 =+17; e3=7687 -
-7704 =-17;

e4=7688 - 7704 =-16; e5=7718 - 7704 =+14;
F = 2+417-17-16+14 = ¢q
5
Agar x ning qiymati sifatida x emas, balki x¢lardan ixtiyoriy
biri olinganda, chetlanishlar (xatolik) ko'payib ketadi. Masalan,
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shu magsadda x, gabul gilinsa, chetlanishlar va o‘rtacha xatolik

quyidagicha boiadi:

a, =7706 - 7721 =-15; «2=7721- 7721 =0; a, =7687 - 7721 =-34;
a4=7688 - 7721 =-33; ab5=7718 - 7721 =-3;

a=n_ =h =17

Eng kichik kvadratlar prin.sipi: x arifmetik o‘rta giymatdan e(
chetlanishlar kvadratlarining yig'indisi ixtiyoriy x0 giymatdan o(
chetlanishlar kvadratlarining yig'indisidan kichik;

<INi m (3)
Bu prinsip amaliy hisoblashlarda keng qo'llaniladi.
4-misol 3-misol shartlaridan foydalanib, x va x, larga nis-
batan (3) tengsizlikning to‘g‘riligini tekshirib ko'ramiz.

Yechish. £e2=(+2)2 +(+17)2+(-17); +(-15)2 +(+14)2 =1034;
£a2=(-15)2+02 +(-34)2 +(-33)2+(-3)2 * 2479; V,2<Xal

0 ‘rtacha kvadratik xatolikning % larda hisoblnngan
(D=§<. i00% (4)7

nishiy kattaligi jc tasodifiy migdorning variaislya kocffilsiyenti
deyiladi.

5-misol. Bir detaining /(sm) uzimligi ikki xil asbob bilan
besh martadan o'lchanib, quyidagi natijalar olingan:

| asbob bilan: /= 12,9; 12,8; 12,9; 12,9; 12,8;

Il asbob bilan: /=12,6; 12,8; 13,1, 12,8; 13,2

Detaining / tagribiy uzunligi, o'rtacha va o'rta kvadratik xato-
ligi hisoblansin. Qaysi asbob bilan aniqroq natija olingan?

* . |_ I asbob bilan topilgan natijalar-
12.8 *12*9 ning joylanishi.
t T i i . ~ asbob bilan topilgan natijalar-
126 128 131 132 ning joylanishi.
IX.4-rasm.
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Yechish. 1lasbob bilan:

/=643 :5=1286 (sm), g = 20:0472(-0.08) _q

= - 100%-0,43%.
| L %,‘éb 0 0

Il asbob bilan:

/=645 :5=129 (sm), e="0-°"20-10:20.3

(-0,3)2+2-0,1+0,22 +0,32
4

Birinchi asbob bilan topilgan giymatlar o'rtacha giymat atrofida

zichroq joylashgan (1X.4-rasm). Demak, |asbobning anigligi katta.

- 0,236, oo} =1,8%

Mashqglar
9.70. 60 ta zotli sovligning har biridan (3 yilda) quyidagicha
go'zi olingan:
54624633 545 452 4542614
4 3543544547645435443
455443454 16 547546456
Tasodifiy migdorning tagsimot jadvalini, tagsimot gistogrammasi
va poligonini yasang.
9.71. 3 burchak 10 marta takror o'lchanib, quyidagi natijalar
olingan:
65°36T2", 65°36'00", 65°35'58", 65°36'04", 65°36/406",
65°36'09", 65°36'03", 65°36'08", 65°35,54", 6503602,/

P o'rtacha giymatni va uning cT(p) o'rta kvadratik xatoligini
toping.

9.72. Zarrachaning m massasini aniglash magsadida u 20 marta
takror o'lchangan va ushbu natijalar olingan:

4,781 4,779 4,782 4,771 4,764 4,795 4,775 4,7674,7894,778
4,769 4,772 4,764 4,772 4,791 4,792 4,791 4,7744,7894,776
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Massaning taqribiy giymatini toping va anigligini baholang.

9.73. Tekshirishda 18 ta kasallangan go'ylar gonida leykotsitlar
soni (1 mm3da ming dona) quyidagicha bo‘lgan:

14,4, 16,8; 16,4, 22,1; 15,2; 23,8; 15,4; 18,9; 24,6;

11,8; 15,6; 17,8, 16,8, 19,6; 22,8; 17,2; 20,6; 18,8.

Qo'ylarda o'rta hisobda leykotsitlar soni gancha bo'lgan va uning
aniqligini baholang, grallk tasvirini bering.

Takrorlashga doir mashqlar

9.74. Ikkita o'yin kubi tashlangan. Tushgan ochkolar (sonlar)
yig'indisining 8 ga teng bo'lishi ehtimollirogmi yoki 10 ga teng
bo‘lishimi?

9.75. Xaltada 1, 2, 3, ..., 9 sonlari bilan belgilangan 9 ta bir
xil shar bor. Xaltadan tavakkaliga uchta shar ketma-ket olinadi va
sharchalarning nomeri tartib bilan yozib go‘yiladi (olingan
sharchalar xaltaga qgaytarilmaydi). Shu jarayonda 171 va 197
sonlarining paydo bo'lish ehtimolliklarini toping.

9.76. Xaltada 1dan 9 gacha sonlar bilan ragamlangan 9 ta bir
xil sharcha bor. Tavakkaliga 6 sharcha olingan va olinish tartibida
tizilgan. Agar: 1) sharchalar olingandan so'ng yana xaltachaga
gaytarib solinsa; 2) qaytarib solinmasa, 374521 sonining tizilish
ehtimolligini toping.

9.77. «Parallelogramm» so'zidagi harflar girgib olinib, har gaysi
harf bitta sharchaga yopishtirilgan va bu sharchalar bir xaltaga
solib aralashtirilgan. So'ng xaltadan sharchalar tavakkaliga ketma-
ket olindi. O'sha so'zning gaytadan paydo bo'lish ehtimolligini
toping.

9.78. Xaltada «a», «b», «d», «e», «f» hartlari bilan belgilangan 5
ta sharcha bor. Unda tavakkaliga ketma-ket uch sharcha olinib,
har safar ularning harfi yozib olingandan so'ng xaltaga qaytarib
solinadi. Shu jarayonda birorta ham harfning ikki marta takror-
lanmaslik ehtimolligini toping.

9.79. 9.78-mashq shartlarida tuzilayotgan yozuvda hech gaysi
ikki go'shni o'rinda bir xil harf bo'Imaslik ehtimolligini toping.

9.80. Qutidagijami 11 ta lotereya biletidan 6 tasi yutugli. Qutidan
tavakkaliga olingan 3 ta biletning yutugli bo'lish ehtimolligini toping.

9.81. «Matematika» so'zining harflari yozilgan kartochkalar
ixtiyoriy tartibda tizilgan. Bunda uchta «a» harftning gatorasiga
joylashish ehtimolligini toping.



9.82. «Lola» so'zidagi harflar oldin girgilgan, so'ng ular tavak-
kaliga bir gatorga tizilgan. Shu so'zning qaytadan hosil bo'lish
ehtimolligini toping.

9.83. Qutida 30 ta shar bo'lib, ulardan 20 tasi og, 10 tasi
qora. Tavakkaliga: 1) oq sharni; 2) gora sharni; 3) har xil rangli
ikki sharni qutidan chigarish ehtimolliklarini toping.

9.84. Qutida 15 ta yashil, 12 ta gizil va 8 ta ko‘'k shar bor. Ular
ichidan tavakkaliga: 1) 3 ta yashil, 2 ta qizil, 3 ta ko'k sharni
olish; 2) 1 ta yashil, 5 ta qizil va 2 ta ko'k sharni olish
ehtimolliklarini toping.

9.85. Uch otishdan hech bo'Imasa birining nishonga tegish
ehtimolligi p=0.8. Bir otishda nishonga tegish ehtimolligini toping.

9.86. Obyektni yo‘'q gilish uchun bir bombaning nishonga
tegishi yetarli. To'rt bombadan har birining obyektga tegish
ehtimolligi mos ravishda 0,2; 0,3; 0,4; 0,5 ga teng. Hech bo'Imasa
bitta bombaning obyektga tegish ehtimolligini toping.

9.87. Bir otishda nishonga tegish ehtimolligi 0,6 ga teng. Besh
marta bog'ligsiz ravishda otish bo'lgan. Hech bo'Imasa ikkita
0'gqning nishonga tegish ehtimolligini toping.

9.88. Do'konda to'rt turdagi a, b, d, e nomli konfetlar sotiladi.
O'nta konfetni necha xil usul bilan tanlash mumkin? Tanlangan
o'nta konfetning hammasi 1-tur bo'lishi ehtimolligini toping.

9.89. iiemorda ikkita /7, va //, kasallikdan biri bo'lishi mumkin,
deb gumon gilinadi. Gumonlarning o'rinli bo'lish ehtimolliklari
p(H]) =0,6, /%//) =0,4. Tashxis qo'yish maqgsadida gilingan analiz
natijasida reaksiya ijobiy yoki salbiy bo'lishi mumkin. //, holda
reaksiya ijobiy bo'lish ehtimolligi 0,9 ga, H2uchun esa 0,5 ga teng.
Analiz ikki marta o'tkazilgan va ikki marta ham reaksiya salbiy
bo'lib chiggan (A hodisa). Har bir kasallikning ehtimolligini toping.

9.90. Telefon orqali so'zlashuv navbatida 5 chaqiriq bor. Har
bir chagirigda so'zlashuv ehtimolligi 0,8 ga teng. lIkkitadan ortiq
so'zlashuv bo'lish ehtimolligini toping.

9.91. 770 soni 2, 5, 7, 11 dan iborat tub bo'luvchilarga ega.
770 soni lva 770 ning o'zi bilan birgalikda gancha bo'luvchiga
ega? 770 sonining tavakkaliga olingan bo'luvchisi tub sondan iborat
bo'lish ehtimolligini toping.

9.92. 9.91-masalada garalayotgan son 2210 bo'lsa-chi?
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X BOB

CHIZIQLI ALGEBRA
ELEM ENTLARI

I-§. Matritsalar va detenninantlar

1 Matritsalar. Hozirgi paytda farming ko'plab sohalari

(hisoblash matematikasi, fizika, igtisodiyot v;i h. k.) da o‘zining
keng tatbiglarini topayotgan matritsalar nazariyasi clenientlari bilan
tanishamiz.

Matritsa deb, biror tartibda joylashtirilgan sonlarning to'g'ri
to'rtburchak ko'‘rinishidagi jadvaliga aytiladi. Bu sonlar shu
matritsaning elementlarideyiladi. Odatda matritsalar gavs yoki ikkita
vertikal chizig ichiga olib yoziladi. Masalan, 20 dan kichik barcha
tub sonlardan quyidagi matritsani tuzish mumkin:

2 3 5 7
13 17 19 -

Bu matritsa 2 ta satr va 4 ta ustundan iborat bo'lganligi uchun
2x4 o'‘lchamli matritsa deyiladi.

Umuman, m ta satr va n ta ustunli to'g'ri to'rtburchakli
matritsa m ta satr va n ta ustunli matritsa yoki mxn o ‘'lchamli matritsa
deb ataladi.

nxn o'lchamli matritsa kvadrat matritsa, n son esa shu kvadrat
matritsaning tartibi deyiladi. Masalan, bir xonali natural sonlardan
tuzilgan 3x3 o'lchamli

7 8 9

matritsa uchinchi tartibli kvadrat matritsa, bir xonali juft natural
sonlardan tuzilgan 2x2 o'lchamli

2 4

€W 8

matritsa ikkinchi tartibli kvadrat matritsa, bitta sondan tuzilgan
(15) matritsa esa birinchi tartibli kvadrat matritsadir.



Ba'zan fagat bitta satrga (ustunga) ega bo'lgan matritsalar
bilan ham ish ko'rishga to'g'ri keladi. Bunday matritsalar satr-
mafritsalar (ustun-matritsalar) deyiladi. Masalan, 1x5 o'lchamli

(3 n 70 V2)
matritsa satr-matritsa, 3x1 o'lchamli

V5
7
-8

matritsa esa ustun-matritsa bo'ladi.

Matritsani umumiy holda yozish uchun uning elementlari ikkita
indeksli biror harf bilan, masalan, ai . bilan belgilanadi; bunda
birinchi indeks mazkur element turgan satr nomerini, ikkinchi
indeks esa ustun nomerini ko'rsatadi. Masalan, 4x5 o'lchamli
matritsa umumiy holda quyidagicha yoziladi:

n "2 13 w4 “15
a2l w22 w23 v24  v25
"31 v32  v33 34 35
"4l a2 v43 44 45

Ba’'zan matritsa bitt;i harforgali belgilanadi. Masalan, elementlari

, 2) bo'lgan ‘n "2 matritsani A harfi bilan,
21 "22
bw bn bn
bo'lgan K\ pn Hs Matritsani esa B harfi
bn Bal
bilan belgilasak: e
(CTR (bu b2 bn]
A= 8s b2\ b2 bji
“ 2/ 173, bn bn,

ko'rinishda bo'ladi.

mxn o'lchamli ikkita Ava B matritsaning mos elementlari teng,
ya'ni aij=hjj (i=1 2 mj=1 2 n) bo'lsa, A va B
matritsalar teng deyiladi va A =B ko'rinishda belgilanadi. Masalan,



3\
(4 5 f3] 4 VB

(12 8 1 ) 24
3

Har ganday matritsalar uchun «kichik», «katta» munosabatlari,
shuningdek, har xil o'lchamli matritsalar uchun «tenglik»
munosabati ma’noga ega emas.

Umuman, matritsalardan turli hisoblashlarni bajarishda foydala-
niladi. Xususan, ular ustida turli almashtirishlarni bajarish orgali
tenglamalar sistemalarini nisbatan oson yechish mumkin. Bu haqda
keyinrog to'xtalamiz.

Endi matritsalar ustida bajariladigan amallar bilan tanishaniiz.

Matritsalarni qo'shish. Har xil o'lchamli matritsalar uchun
go'shish amali aniglanmaydi. Bir xil mxn o'Ilchamli ikkita A va B
matritsalarning yig'indisi deb, element lari Ava B matritsalar mos
elementlari yig'indisiga teng bo'lgan mxn o'lchamli matritsaga
aytiladi.

1-misol. A={ ~ 2]vafi=|" matritsalaryig'indi-
sini topamiz.

i = | =2 /1 (1) 2+(-2)\ _

Yechish. A+B= | 4_(_5)(%)5 iA1=

(! N
A va B matritsalarni qo'shish natijasida barcha elementlari 0
ga teng bo'lgan matritsa hosil bo'ldi.

Barcha elementlari nollardan iborat bo'lgan matritsa nol-matritsa
deyiladi va O harfi bilan belgilanadi:

6o 0 0 .. O
o o 0 0 .. 0

,0 0 0 .. O,
mxn o'lchamli nol-matritsa bilan mxn o'lchamli har ganday
A matritsaning yig'indisi A matritsaga teng:
A+0 =A
mxn o'lchamli har ganday A matritsaning har bir elementini
unga garama-garshi songa almashtirishdan hosil bo'lgan matritsa



-A bilan belgilanadi. Ava -A matritsalar garama-qgarshi matritsalar
deyiladi. Ular uchun A +{-A) = Otenglik o'rinlidir.

Bir xil mxn o'lchamli A, B va C matritsalar uchun quyidagi
tasdiglar o'rinli:

1) A+B=B+A;

2) A+(B+ Q =(A+B)+C

Matritsalarni qo'shish amaliga nisbatan teskari amal — matritsa-

larni ayirishm garaymiz. Har biri mxn o'lchamli bo'lgan A va B
matritsalar uchun B+ C =A tenglik o'rinli bo'lsa, C matritsaning

Cjj elementlari ctj =at-- bjJ tenglik bo'yicha aniglanadi. C matritsa
A va B matritsalarning ayirmasi deyiladi va A - B ko'rinishda
belgilanadi.

: (2 10 (3-2 4-1 5-0'
2- [. f3 4 5 f 1l 1
miso [r 2 33-\3 45, 13 2-4 3-5, .2 2'3 -25/

Matritsani songa ko'paytirish. mxn o'lchamli A matritsaning
hamma elementlarini ae Rsonga ko'paytirishdan hosil bo'ladigan
matritsa A matritsaning a songa ko'paytmasi deyiladi va aA yoki
Aa ko'rinishda belgilanadi.
\ 2 "31 3-2] K 6"
.3 4 3-3 3-4 9 12

Matritsani songa ko'paytirish ta’rifidan va sonlar ustidagi
tegishli amallar xossalaridan har biri mxn o'lchamli bo'lgan A va
B matritsalar hamda har ganday a, (3 haqgiqiy sonlar uchun
quyidagi tengliklar o'rinli bo'lishi kelib chigadi:

3) (a +P),4=aA+ 3]

4) (a(3A =adA);

5 a(A + B) =aA +aB,;

6) 1A =A.

Matritsalarni ko'paytirish. 1xk o'lchamli A satr-matritsa va /cx
o'lchamli B ustun-matritsa berilgan bo'lsin:

3-misol. 3

'bl
h2\

hi 1

A =(aw a\ mm a\k)i B -

1 xk o'lchamli A satr-matritsaning foci o'lchamli B ustun-
matritsaga ko'paytmasi deb, shu matritsalar mos elementlari



ko'paytmalarining yig‘indisiga teng bo'lgan IxI oMchamli
matritsaga, ya’'ni

AB =anbn +ank2x+...+aXaX

songa aytiladi:
bn

(aM ﬂ12 an) - aley | + 02721 + +a\k bk |

bk\

4-misol (2 -3 1)m 3 =2e¢(—4)+(-3)34lel=-16.

m/k o'lchamli A matritsa va Ax// o'lchamli W matritsaning,
ya’'ni birinchisining ustunlari soni ikkinchisining satrlari soniga
teng bo‘lgan A va B matritsalarning ko'paytmasi deb, har bir c,
elementi birinchi ko'paytuvchining /-satrini ikkinchi ko'pay-
tuvchining y-ustuniga ko‘paytirishdan hosil t]ilinadigan mxn
o'lchamli C=AB matritsaga aytiladi.

@an
5-misol A= 2 B=(7 3 9) boisa, A Wva HA matritsa-

vy

larni topamiz.
1 1-7 13 1 7 3 9
Yechish. AB=2 3% 3 = 2-7 2-3 2 9 14 6 IS
A Be7 3-3 39 219 27
"1A
BA=(7 3 9) 7-1 +3-24-9-3 =40.
6-misol 1 -2 T7-1+2¢(-3) 7 (-2) +2-7 10
1 1-3 7 3-1+1 (-3) 3-(-2) +1-7, o 1
7-misol.
"12 3 A\ 3 M| +2-5+3-0 1-3 +2-7 +3-1 1 20
132 5 7 = 1-1+3-5+2 0 13 +3 7+2-1 = 16 26
lo 1 20 lo 1,01 +1-5+2-0 0-3 +1-7+21 5 9,
337
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mxn o'lchamli A va kxp o'lchamli B matritsa uchun n ®k
bo'lsa, AB ko'paytma ma’noga ega bo'lmaydi.

Matritsalarni ko'paytirish amali o'rin almashtirish xossasiga
ega emas (5-misol), lekin guruhlash va tagsimot xossalariga ega:
~1) A(BQ = (AB)C-

2) (A+B)C=AC + BC.

Matritsalarni ko'paytirish amali bir nechta ko'paytuvchilar
bo'lgan hoi uchun ham o'rinli bo'lishi mumkin. Masalan,
o'lchamlari mos ravishda mxn, nxk, kxc bo'lgan A, B, C
matritsalar uchun ABC ko'paytma quyidagicha aniglanadi:

ABC = (AB)C.
Matritsalarni ko'paytirish amalining aniglanishidan ko'rina-

diki, A matritsani 0'z-0'ziga ko'paytirish amali kvadrat matritsalar
uchungina bajarilishi mumkin.

A matritsa «-tartibli kvadrat matritsa bo'lsin. A=A m.. mA

K marta
ko'paytma (bu yerda ke N, Kk > 1) A matritsaning k-darajasi
deyiladi va Akbilan belgilanadi:

Ak =A A-.. A.

K marta
Bundan tashgari, har ganday A matritsaning I-darajasi o'ziga
teng deb gabul gilinadi, ya'ni

A=A

8-misol. A=] j jj matritsaning kvadrati (ikkinchi daraja-

si) va kubi (uchinchi darajasi)ni topamiz.

; _ 11 11+1
Ye chish. A2—(_! (1 1ym(l1-11 =11 +1
10 2b
1-2 0/
A3 1 N /0-2 0 +2A_1-2 2

D il V“(-2-0 2+0/—\-2 -2
Agar ko'paytuvchilardan biri nol-matritsa bo'lib, ko'paytma
ma’'noga ega bo'lsa, ko'paytirish natijasida nol-matritsa hosil
bo'ladi, lekin ko'paytmada nol-matritsa hosil bo'lishi uchun
ko'paytuvchilar orasida albatta nol-matritsa mavjud bo'lishi shart
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emas. Masalan, nolmas A= 1o va B:OI 01 matritsalar
0
uchun AB= O tenglik o'rinli.

Matritsalarni ko'paytirish amaliga nisbatan teskari amal mavjud
emasligini, ya'ni matritsalar uchun bo'lish amali garalmasligini
eslatib o'tamiz.

Matritsani transponirlash (lotincha —transponere —o fin almash-
tirib goyish). mxn o'lchamli A matritsa berilgan bo'lsin:

"y all e "1/))
A= ad az .. a2,

aml am2 - m .

A matritsani transponirlash deb, uning satr va ustunlari nomer-
larini o'zgartirmay, satrlari va ustunlarining o'rnini almashtirib
yozishga aytiladi.

A matritsani transponirlash natijasida nxm o'lchamli matritsa
hosil bo'ladi. Uni Ar bilan belgilaymiz:

4, a2\ -m “g\
«12 a2 -m an?

a\, ai, =

-l
9-misol. A=\ j ~ J1 bo'lsa, Al 4 5 bo'ladi.
3 6

Matritsani transponirlash amalining xossalarini kcltiramiz:
(AT)T=A\ (A+B)T=AT+BTN\ (kA)r=XA'\ (AB)'- BrmAr.

10.1. Uchta zavodning har biri beshta har xil turdagi mahsulot
ishlab chigarayotgan bo'lsin. /-zavod (/= 1, 2, 3) tomonidan yil
davomida ishlab chiqarilgan /-tur 0 =1 2, 3, 4, 5 mahsulot
migdorini a. bilan belgilaymiz. Zavodlarning yillik ishlab chigarishi
hagidagi hisobotni 3x5 o'lchamli matritsa ko'rinishda yozing.

10.2. Barcha elementlari 1 ga teng bo'lgan 1x4 o'lchamli A
satr matritsani va barcha elementlari 0 ga teng bo'lgan 4x1
o'lchamli B ustun matritsani yozing.
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10.3. Birinchi satrida fagat 3 lar, ikkinchi satrida esa fagat 4
lar turadigan 2x5 o'lchamli C matritsani yozing.

10.4. Amallarni bajaring:

1) (0 3 4 5+(3 2 1 4);

2) (2 18 9)-(1 4 5 30);

3) 3 (4 5 6 7)+4+(8 9 10 11);
4) 2-(1 3 2 8)-3«(2 3 9 11).

10.5. Barcha elementlari -3 ga teng bo'lgan uchinchi tartibli
kvadrat matritsa bilan barcha elementlari 4 ga teng bo'lgan uchinchi
tartibli kvadrat matritsaning yig'indisini toping.

10.6. Qo'shishni bajaring:

< 1 1 -n

D \3 2 WET
23 8% 5
2) 4 5 6 +6 5 4
7 8 9 9 8 7
'\N0 0 1 3 4 5
y 1201 (7 809
) 3 4 5 6 10 11 12 13
7809 1o 141516
f4 0 00O f1 00 ©°-©°
0 00 0O 0 1000
4 0 0 4 0 0+00 100
0 00 O0DO 0 00 10
00004 0000
10.7. Agar A 0 -2 .8 ?J,l 2.1 bo'lsa,
=3 4 n(1 14
DA+B\ 2)B-A; 3)2/1+45, 4) 3A- 2B ni toping.
10.8. Amallarni bajaring: 3 - > -II) 200 o 413" 12 :23 41
\13 122 KV /



fO 1 2 12 31
) A=3 0 2, B=-1 0 0 vaA+3C=5/
W2 sy 0 0 4
f-1 1 21 1-1 r
2) A= 0 0 3, B=0 0 2 va?2A+5C=AB\
10 4 vl 3 4,
fl 2 3 2 -2 O
3y A=0 0 0, B=3 0 0 va31+AC=5/ibo'lsa,
3 1 4 0o 12

C matritsani toping.

Yechish. 3) 3A +AC =SB matritsaviy tenglamaning har ikki

tomoniga -3A matritsani go'shib. AC 5B 3A tenglamaga va
bundan,

7 4 9'
-16  -9] 4 4
AC= 15 0 0 gayoki C= 145 0 0 gaegabo'la-
v-9 2 -2 9 1 1
v 4 2 2

miz.

10.10. Agar A=(\ 3 5 va B= bo'lsa, AH va BA
matritsalarni toping.

(1
10.11. Agar A va B=(2 3 10) bo'lsa, AB BAtenglikni
tekshiring. 9y
10 -l 2
10.12. A va B= 3 2 bo'lsa, AB va BA
2 1 0

matritsalarni toping.

10.13. Ni= (Slpgg gbgg} va B= C?ﬁzy éing] (bu yerda
ae R) matritsalar uchun AB = BA tenglik bajarilishini ko'rsating.



10.14. Ko‘paytirishni bajaring:

2 1 3 ANfl 2N
1 2
) 4 3 3" )46iJl-Is -4
12 3 -1 -2 -31 3 1n 10 O
3 451 -1 -3 -4 49 212 011
12 1 1 2 3 J 23 ©o©
abc 10 Ogdbc 0 -fe -d
5)cba1bb;6)_a e f 0 -c b
-b-d 0/ -e ¢c 0 -a
J o1 lca
-c -e -/ 0 d -ba 0
3 1
2 1 3 2 2
7
) 30 1 21 8) o il
u o
'Or f1
10.15. A= Lo @ E= 0 c?_matritsalar berilgan. A 2=-£,

E 2= E tengliklar o'rinli ekanligini isbotlang.
10.16. Amallarni bajaring:

fz2 1
) 300 : 2[4 3 121];  4>f12V
020 o ¥ |21 [3 )
in f2 01, L
10.17. A=l | 0) a B="] ?] bo'lsa, A 3+ B 3 matritsani
toping.

10.18. 1) P(x) =2x2- 5v ko'phad va A= 1I :IL matritsa

berilgan. P(A) =2A2- %1 ni toping;
_(0n 11 Q
A= =
110 V@ F 10 1j
matritsalar berilgan. P(A) =A2- 5A +bE ni toping.
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10.19. A 7 matritsani toping, bunda

(4) -
) A=@2 1; 2 A= 3) A=
3 4
3
D0 00 10
4 A=1 11 321
) S)A,234 b)A0001
,2-1 1
0010
3
SERONE S F
7 A=4 56 8; 8 a=
12 34
J] 120
10.20. Matritsani transponirlash amalining xossalarini
A= 3 4) va #=]j matritsalar misolida tekshirib ko'ring.

2. Kvadrat matritsaning determinant! (lotincha «determinant»
— aniglovchi). Biz ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar
hamda ularning asosiy xossalari bilan tanishmiz.

Bu bandda ixtiyoriy n natural son uchun n- tartibli determinant
tushunchasini aniglash usulini garab chigamiz.

n- tartibli A kvadrat matritsa berilgan bo’lsin:

(an «12 «1n
«21 «22 «2 N ( 1)
anl an2 ann

n=1 n=2 n=3va n=4 boMgan hollarni alohida-alohida
garab chigaylik:

a) n=1bo‘lsin. U holda birinchi tartibli kvadrat matritsaga,
ya'ni au songa egamiz. Bu matritsaning determinanti au songa
teng deb hisoblanadi;

b) /=2 boisa, ikkinchi tartibli

«11 «12 (2)
21 2

kvadrat matritsa hosil bo'ladi. (2) matritsaning determinanti deb.



1 «l2 - «ll «22 ~ «21 «12
«21 «22

songa aytiladi;
d) n =3 bo'lsa, uchinchi tartibli

«n «1l2 «13
«21 «22 «23 (3)
«31 «32 «33

kvadrat matritsa hosil bo'ladi. (3) matritsaning determinanti deb.
«l1 «12 «13

«21 «22 «23
«31 «32 «33

«11«22«33 «l2«23«31 «21 «32«13 7’
«13«22«31 ~ «21 «12«33 —«32«23«11l

soniga aytiladi;
g) n =4 bo'lsin. U holda to'rtinchi tartibli

ay ap, a3 Ay
«21 «22 «23 «24 (4)
«31 «32 «33 «34
«41 «42 «43 «44

kvadrat matritsaga ega bo'lamiz.

Uchinchi tartibli determinantlar yordamida, (4) matritsaga
to’la aniglangan son —to'rtinchi tartibli determinant mos qo'yilishi
mumkin. Bu quyidagicha amalga oshiriladi.

(4) matritsada ixtiyoriy bir elementni tanlab, shu element
turgan satrni va ustunni o'chiramiz. O'chirilmay qolgan elementlar
0'z joylashuvini saglagan holda, uchinchi tartibli kvadrat matritsa
hosil giladi. Shu kvadrat matritsaning determinanti tanlangan
elementning minori deyiladi. afj elementning minori Mtj ko'rinishida
belgilanadi.

My sonini (- 1)A/soniga ko'paytirishdan hosil bo'lgan son at/
elementning algebraik to 'Idiruvchisi deyiladi va A//bilan belgilanadi.
Ta’'rifga ko'ra

An =(-1F'YM.
5 20 5 15
: 2 4 4 : , ,
1-misol. L4 3 matritsa berilgan. M43 va Ag ni
4 -3 9 3
topamiz.

344



Yechish. ad43=9 elementning minorini va algebraik to'l-
diruvchisini topish talab gilinmogda. M43 ni topish uchun
matritsadagi to‘rtinchi satrni va uchinchi ustunni o‘chiramiz:

[5 20 5 15
2 4 4 8
| 4 3 7
4 -3 9 3

O'chirilmay qolgan elementlardan hosil bo'ladigan uchinchi
tartibli kvadrat matritsaning determinanti:

5 20 15
2 4 8 Q
1 4 7

Bundan A/43=-80 va /13=(-1) M4, 80 hosil gilinadi.
(4) matritsaning determinanti deb, U\NA\ ta|>1]2 +a)3113 +

+au Al4 songa aytiladi. (4) matritsaning determinant ini

«l1 «l2 «13 «ll
«21 «22 «23  «2-1
«31 «32 «33 «4
«41 «42 «43 «44

ko'rinishda belgilaymiz. 1J to frtinchi tartibli determinant deb ataladi.

Ixtiyoriy A kvadrat matritsaning determinanti |A | yoki detA
ko'rinishda belgilanishini eslatib o'tamiz.

Ikkinchi tartibli determinantlar xossalari ixtiyoriy //-tartibli
(// > 3) determinantlar uchun ham o'rinlidir. Slni xossalarni
keltiramiz.

1 Agar determinantda satrlari mos ustunlari bilan o'rin
almashtirilsa, lining giymati o'zgarmaydi, ya’ni

«l1 «12 - au «n «21 - «/,1
@1 A2 = A2l - a2 «22 - a2
«n1l an2 - «A «1/, «2n - u,m
2. Ikki satr (yoki ustun)ning o'rnini almashtirish natijasida

determinantning ishorasi garama-garshi ishoraga o ‘zgaradi, absolut
giymati esa o'zgarmaydi, ya’'ni
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«11 «12 o:: aln «12 «11 o a[n
«21 «22 o:: a2n —_ «22 «21 o-. a2n
«saAl  «/r2 °® an «Al «s2 B aq
3. Ikkita bir xil satrli (yoki ustunli) determinant nolga teng.

4. Satrdagi (yoki ustundagi) barcha elementlarning umumiy
Ko paytuvchisini determinant belgisidan tashqariga chigarish mumkin:

Xau Xa|2 . Xau «ll «12 i «1/;
21 @ e 82, — @1 «@2 ¢ «@=
«A1 «sA2 o «a9a «A1 «A2 . «A9

5. Agar biror satrning (yoki ustunning) barcha elementlari nolga
teng bo ‘lIsa, determinant nolga teng bo ‘ladi.

6. Agar determinantning biror satri (yoki ustuni) elementlariga
boshga satrning (boshga ustunning) bir xil A songa ko paytirilgan
mos elementlari qo shilsa, determinant oz giymatini o zgartirmaydi:

«11 «12 - an «11 + Jlis «12 - «]l A
@1 Az e A = @1 +/l29 a2 e azn

« «sA2 - a9 «Aal +Xam «A2 «a9

7 Determinantni o'zining ixtiyoriy i- satri elementlari bo'yicha
yoyish mumkin:

D =a, |JA\ +cijjAs2 +... +QnAln.
20

2-misol determinantni hisoblaymiz.

O = N O
o B~ b
© w s~ o,

Yechish. To'rtinchi satrda noldan fargli bo'lgan bitta son
turibdi. Shu sababli determinantni hisoblashda to'rtinchi satrdan
va 7- xossadan foydalanamiz:

1 4 3 7 =0-(-D 4 4 8 +()e(-1) 2 4 8
0 0 9 0 4 3 7 13 7
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5 20 15 5 20 5
49 (1) 2 4 8 +()(-1)44 2 4 4
1 4 7 1 4 3

=0+0+9¢(-1) «(-80) +0=720.

To'rtinchi tartibli determinant tushunchasi uchinchi tartibli
determinant tushunchasi orqali aniglandi. Xuddi shu Kkabi,
beshinchi tartibli determinant tushunchasi to'rtinchi tartibli
determinant orgali, oltinchi tartibli determinant esa beshinchi
tartibli determinant orgali va umuman ii tartibli determinant (//-
1)- tartibli determinant orgali aniglanadi. Bunda elementning
minori va algebraik toldiruvchisi tuslumchalari xuddi #=4 bo'lgan
holdagidek ta’riflanadi.

20 15

3-misol.

O O =N Ul
o o whw,

1
3
2 determinant ni hisoblaymiz.
1
2

O O b~ b
O O 4 o

Yechish. Beshinchi satrda nollarva 2 soni turibdi. Shu sababli
beshinchi tartibli determinantni hisoblashda aynan shu satrdan
foydalanish qulaydir:

s AP 5 20 5 15
14 37 2 29" 4,4 %% 2720=10
0 09 0 1 da 30
0 00 0 2
4-miso |. Quyidagi determinantni hisoblaymi/:
S1-2 14
_ 13 0 &6
A= 5% 14:
3 1-2-1

Yechish. Birinchi satrga -1 ga ko'paytirilgan uchinchi satrni
go'shamiz (6- xossa):

1 +(-2) 242 1+(-1) 4+(-4) -3
1 3 0 6 1
2 -2 1 4 7
3 3

0 0
3 0
2 1
1 -2 -1 1 -2

[REN S o) Nen)
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Oxirgi determinantning birinchi satrida uchta nol mavjud, shu
sababli determinantni hisoblashda shu satrdan foydalanish ishni
osonlashtiradi:

4 3 0 6
A=(-3) (1) -2 1 4 —3m9=-17
1 -2 -1
ffi) Mashgqglar

10.21. Determinantni hisoblang:

3 g . 1 2 3 1 11
D 2 Losinag 04 15 4 2 4 6
49 sina 1 12 1 35 8
I 4 9
10.22. A= 0 3 2 matritsaberilgan. JA ] Mn va An ni toping.
0 4 5
10.23. Determinantni hisoblang:
2 -1 3 -1 | 2 3 4
0 1 -2 4 0 2 3 4
D g 2 1 3° 2) 2 1309
0 -2 0 O 3 3 4 1
3111 11 1
13 11 12 3 4
3 113 19 4 13 6 109
111 3 1 4 10 20
34 5 6 7 0 12 3 4
0 2 -1 3 -1 0 0 2 3 4
55 00 1 -2 4 ; 6) 0 1 2 1 3
00 2 -1 3 0 3 3 4 1
00 -2 0 O 2 4 8 9 10
12 3 4
56 70 , . , L
10.24. A oo 11 matritsa berilgan. Uning birinchi
10 0 O

satridan foydalanib, detA ni hisoblang.
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12 3
10.25. det(AB)=detA -detB tenglik o‘rinli ekanligiga A= 0 5 0
130 1009
va B= 0 0 3 matritsalar misolida ishonch hosil giling.
12 3
10.26. am +Dbp an +bg determinantni qgo'shiluvchilarga

cm+dp cn+dq
yoyish bilan soddalashtiring.

3. Teskari matritsa. «-tartibli kvadrat matritsa

«11  «12 «li.
«21 «22 «2n
nl - -

ning bosh diagonali au, a22, ..., amdagi barcha elementlar 1ga,
golgan elementlar esa 0 ga teng boisa, bu matritsa birlik matritsa
deyiladi va E harfi bilan belgilanadi. Ushbu

f

I
va E=0
0

10
E=0 1

1
0

> O - O
— O O

matritsalar mos ravishda ikkinchi va uchinchi tartibli birlik
matritsalardir.

Birlik matritsa alohida ahamiyatga ega: istalgan n- tartibli A
kvadrat matritsani n tartibli ZTbirlik matritsaga ko'paytirish natijasida
A matritsaning o‘zi hosil bo'ladi, ya'ni AE=A.

Agar qa-tartibli A va B kvadrat matritsalar uchun AB= A tenglik
o‘rinli bo‘lsa, B matritsa A matritsaga teskari matritsa deyiladi.

Agar B matritsa A matritsaga teskari matritsa bo'lsa, A malrilsa
B matritsaga teskari matritsa bo'lishini, ya’'ni BA= £ tenglik ham
bajarilishini isbotlash mumkin.

A matritsaga teskari matritsani A~{bilan belgilash gabul gilingan.

A = / i matritsa uchun A~ matritsa teskari

3

matritsadir (garang, I-band, 6-misol).
349



Boshlanishi

a,| «]2 al3
a2\ a22 a?22
°31  fI32 fI33j

A\ A A3
B- ~1 22 n3
/3 AR A3l

An A2\ A3l]

Br= A2 A1l A3L
Al3 A3 A3

A-' :R/i *S7

X.I-rasm.

Berilgan kvadrat matritsaga teskari matritsani topish algoritmini
quyidagi sxema ko‘rinishida ifodalaymiz (misol sifatida, uchinchi
tartibli kvadrat matritsani garaymiz, X.l-rasmga garang).

1 1-1
1 -misol A2 1 0 matritsaga teskari matritsani
I -1 1

topamiz.

Yechish. Berilgan matritsaning determinantini topamiz:

2 1 0 —1+2+1-2=2.
-1 1
M \=2 boMganidan A matritsaga A~]teskari matritsa mavjud.
Uni tuzish magsadida A matritsa elementlarining algebraik
to'ldiruvchilarini topamiz:



3+1

mo- (1)

2+2

"2 - (~1)

+3

1
/13 =(-D

3+3

3=t
10

11,
T
21|1 1

A, =(-1)2H «
/In=( 1)"?

N2 =(-p**
fs =+(1) 213

1-1 _
] 170
20 _ . .
1 =-2;
'I_.
o =%
||:_2;

Endi A matritsadagi har bir elementni lining algebraik to'ldi

| -
ruvchisi bilan almashtirishdan hosil bo'ladigan B o
| -

matritsani tuzamiz va uni transponirlaymiz: Bl

U holda, A-' =

2-misol.

A

—
M

12
24

12

0 1
2 2 -
2 -1

R B

SR Y

-3
-2
-1

matritsaga teskari matritsani topamiz.

Yechish. jA|=2 4 =4-4 =0 bo'lgani uchun berilgan
matritsaga teskari matritsa mavjud emas.

Mashqglar

10.27. Agar A = |¢‘ R J matritsa uchun |/ |=ad - be ®0 bo'lsa,

u holda /1 1= ¢ a

d -b

bo'lishiga ishonch hosil qiling.
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123
10.28. 2 4 6 matritsaga teskari matritsa mavjudmi?

135
10.29. Matritsaga teskari matritsani toping:

13 26
D 47 2) 34 3
_ A\
(123> féiéﬂs Mlil-il-il)
4 012 ; 5 ; 6) L.
00 1 001 2 [ -ii0-i
000 4 [-i-1 |
10.30. Matritsaviy tenglamadan X matritsani toping (ABdy BAN\
25 4'6 13
= 231
D13 X7 2 2 X&58j P %]
341 M 23 M 2-3 (341
3y 231 *=-101, 44 * 012 231
522 002 \00 1/\/522/
1 10 . _
10.31. A o Vv B= 2 1 matritsalar uchun (AB) ]=

=A~XB~Xbo'lishini isbotlang.
4. /noma’lumli n (a chizigli tenglamalar sistemasini matritsalai
yordamida yechish.

«1 «12 - au, *11 C
L= @ @2 < «n o= *2 ’ c=c¢2

«Hi  «q2 e «df7 * ,C»
matritsalarni garaymiz. Matritsalarni ko'paytirish goidasiga ko‘ra,

fcll «12 o O 1 1 «11*1 +«12%2 + e+«lnxn
JIn= @l @22 e 2f *2 = QL*1 +«22%2 +ee+2NXN

Sloa2 e, ke, an|X +¢,2%2 +e.ta,nx,,
matritsaviy tenglik o'rinlidir. Bu yerdan, n noma’lumli nta

«11*1 +«12*2 +—+a\nxn =ci
«1*1 +«22*2 +-m+«2n*/ ~c2
(D
«l*] "*"«2*2 +oomt-«/;<*/; ~™n
chizigli tenglama sistemasini yuqgoridagi A, X, C matritsalar yorda-
mida



AX=C 2
ko'rinishda yozish mumkinligini ko'ramiz.

(2) tenglama (1) tenglamalar sistemasining matritsaviy yozuvi
deyiladi. Agar | A \=0 bo'lsa, (I) tenglamalar sistemasini
matritsaviy usulda yechib bo'Imaydi.

\A\tb Q bo'lsin. U holda A 1 matritsa mavjuddir. (2)
tenglamaning har ikki tomonini A 1ga ko'paytirib,

A~\AX) =A 1C yoki (A IA)X=A~IC
ni olamiz. A~IA = E va EX = X bo'lgani uchun matritsaviy
tenglamaning yechimini quyidagi ko'rinishda hosil gilamiz:
X=A T. (3)

Bu esa chizigli tenglamalar sistemasini ycchishning yana bir

usulidir. Shu usulning tatbigiga doir misol q;uaymiz.

X +2y +3z =13,

Misol. ]9x +3y +4z =15, tenglamalar sistemasini yechamiz.
5x +y +3z =14

Yechish. Berilgan sistemani matritsaviy shaklda yo/.ib olamiz:

7T 2 3]'X 13

9 3 4 y 15
5 1 3 14
(1 2 3 -
A= 9 3 4 matritsaning determinanti bo'lgani
5 13
uchun A~' matritsa mavjud. Uni tuzamiz:
5 i _li
3 3
A" = z 2 -i
3 3
2 1 1

tenglikni olamiz. Demak, x=2, v=-5, ~=3.
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Mashgqglar

10.32. Tenglamalar sistemasini matritsaviy usulda yeching:

3)

5)

7)

9

10)

X, - X2 -5, 5x +4y +3" =0,

23N +x2 +x8 =0, 2) jx +y-<; =0,

2Xj - x2 +4x3 = 15; X+3y-z =0;

2X, - X2 - X3 =4, 4X +5y-z =0,

3X) +4x2 - 2x3 =11, 4) X-3y +2z =0,

3X, - 2X2 +4x3 =15; 2x-9y +3z =0;
2X-3v+z=7, 4n'! -3x2 +x3 =0,
X+y-z =2, 6) O5Sxj - X2+x3=0,

X +2y 3z =— X, +2x2- 3x3 =0;

2X] +X2-5x3+x4 =8, X] +X2 +Xx3+Xa —0,

X -3x2-6x4 =9, X +2X2+3x3+4X4 —o0,
2X2 ~XN +4 X4 =5, 8) X] +3x9 +6x3 +10X4 =0,

X, +4X2 — X3 +6X4 ~0; X| +4x2 +10xj +20x4 =0;

X] + X2+ X3 +X4 +X5 =0,
Xl —x2 +2x3-2x4 +3Xx5 =0,

X - x2 +8x3- 8x4 +27x5 =0,

X +x>+16x3 +16X4 +81Xj =0;
X, +2X2 -3X3 +4x4 -x5 =-1,
2X] - X2 +3x3- 4x4 +25x5 =38,
3X[ +x2 - x3+2Xx4 - x5 =3,

AX] +3x> +4x3+2X4 +2Xxj] —2,
X] -x2-x3+2x4-3x5 =-3.

2-8. Chiziqli fazo

1. Chizigli fazo tushunchasi. Matematika, fizika, mexanikada
shunday obyektlar uchraydiki, ular bir yoki bir nechta hagiqiy
sonlarning tartiblangan sistemasi bilan aniglanadi. Masalan,
tekislikdagi har ganday nuqta 0°‘zining ikkita koordinatasi bilan,
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har ganday vektor o'zining ikkita tashkil etuvchisi (koordinatalari)
bilan aniglanadi. Agar vektor fazoda berilgan bo'lsa, u 0'zining
uchta tashkil etuvchisi (koordinatalari) bilan xarakterlanadi.

Tekislikdagi vektorlarning eng sodda umumlashmasi n o ‘Ichovli
vektordir.

Tartib bilan yozilgan n ta haqgigiy sonlar sistemasi, ya'ni
a=1(af a2 a) n o'lchovli vektor deyiladi. Bu yerda ax a2
..., ansonlar vektorning koordinatalari deyiladi.

Tekislikdagi barcha vektor (yo'naltirilgan kesma)lar to'plamini
V2 bilan va mxn o'lchamli barcha matritsalar to'plamini R
bilan belgilaymiz. Bu to'plamlarning har birida elementlarni
qo'shish va elementni haqiqiy songa ko'paytirish amallari
kiritilgandir.

Elementlarni qo'shish va elementni haqiqiy songa ko'paytirish
amallarining V2 to'plamdagi bajarilishi shu amallarning Rmn
to'plamdagi bajarilishiga mutlago o'xshamasa-da, bu amallarning
umumiy xossalari mavjud:

Tartib V2to'plamda Rntnto'plamda
ragami

1 Va, be V2vektorlar uchun v A, Be RMN matritsalar uchun

a+b=b+a A+B=B+A
2 Va, b, c€V2vektorlar Vv A, B, Ce Rnkn matritsalar
uchun uchun
(a+ b) +c=a+(b +c) (A+B) +C=A +(B+C)
3 V a e V2 vektor uchun V Ae Rmnmatritsa uchun
a+6 =a (bu yerda A+0=A
0 —nol-vektor) (bu yerda
(0O o o0 .. 04
fl_o oo 0 & Ren)
0O 0 oI o
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4 V a e V2 vektor uchun V Ae Rmmatritsa uchun

unga garama-qarshi unga garama-qarshi
-a vektor mavjud: -A matritsa mavjud:
ro o o .. Q]
000 .. 0
A+(-A) =0 =
v 0 o .. oOj
5 V a e V2 vektor uchun V Ae Rmn matritsa uchun
la=a (leR) 1A=A(1£R)
6 V a e V1 vektor va V Ae Rm matritsa va
V (X, pe R sonlar uchun Va, pe R sonlari uchun
(«cha) =(«P)a a(PA)=(aP)/4
7 Ma eV 2 vektor va V Ae Rnun matritsa va
Va, pe R sonlar uchun Va, pe R sonlari uchun
(a +P)a =«0 +p« (a +P)A =aA +PA
8 V ii, b ev: vektorlar va V A, Be R/ n matritsa va
Va e R son uchun V a e R sonlari uchun
a(a +b) =aa +ab a(A+B)=aA +aB

Elementlarni qo'shish va elementlarni songa ko'paytirish
amallari xossalaridagi bu umumiylik tabiatan bir-biriga
o'xshamaydigan to'plamlarni umumiy nuqtayi nazardan o'rganish
imkonini beradi va chizigli fazo tushunchasiga olib keladi.

Bo'sh bo'Imagan L to'plam berilgan bo'lsin va bu to'plamda
elementlarni go'shish va elementni haqgigiy songa ko'paytirish
amallari kiritilgan bo'lsin. Agar VX, y, ze L\ a, (3¢ R uchun
quyidagi 8 ta xossa o'rinli bo'lsa, bu amallarni chizigli amallar
deb ataymiz:

1L x+y=y +x

2. (x+y) +z=x +(y +2).

3. L to'plamda shunday bir 0 element mavjudki, ixtiyoriy xe L
element uchun x +0 =x tenglik orinli bo'ladi. 0 elementni nol-
element deb ataymiz.

4. Ixtiyoriy xe L element uchun x + (-x) =0 tenglik o'rinli

bo ‘ladigan -xe L element (x ga garama-garshi element) mavjud.
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5 lex =x

6. a(]3x) =(op)n\

7. (a +(3x =0x + (3

8.a(x - y) =ax - ay.

Chiziqgli amallar kiritilgan 1. to'plam chiziglifazo (yoki vektor
fazo), uning elementlari esa vektorlar deb ataladi. Chizigli fazo
odatdagi uch o'lchovli fazoning umumlashmasidan iborat ekan.

R va V2to‘plamlarning har biri chizigli fazodir. Chiziqli
fazoga doir boshga misol garashdan oldin, har ganday L chizigli
fazoda o‘rinli bo'ladigan quyidagi xossalarni keltiramiz:

10-x=0.

2. % =(4) -x.

3. X-y =X +(-y).

4. (a- (Qx=ax- (X

5. a(x - y) =ax - ay.

6.a <0 =0.

7. a mx =0 bo'lsa, a =0 yoki x =0 bo'ladi.

Bu xossalarning o'rinli ekanligi chizigliJazo aksiomalari (1—8-
xossalar) dan kelib chigadi.

Misol. (n o'lchovli arifmetik fazo.) a ( ar a,, .., afl)
vektor berilgan bo'lsin. Barcha n o'lchovli vektorlar to'plamini R*
bilan belgilaymiz. Bu to'plamdagi ikkita element ularning mos
koordinatalari teng bo'lgandagina teng deb hisoblanadi:

a=h<sai=b (/=1 2, .., n a R bIR").

R" to'plamda elementlarni go'shish va elementni songa

ko'paytirish amallari quyidagicha aniglanadi:
a+b=(a, +/5 a2+b2; .., an+hn\
Xa =( Xap Afls; ...; Xa ).

R" to'plamning chizigli fazo bo'lishligini, ya'ni kiritilgan bu
amallarning chizigli amallar ekanligini ko'rsatamiz. ae R\ be Rn,
ce R\ ae R, Pe Rbo'lsin. U holda:

1 a+b=(a, +bx a2+b2, ..., an+bn)=(/),+a,; b2+a?\...; bn+akh=b+a.
2. (a+b)+c=(a, +bAaz+b2\...; aH+bn +(c,; c2 ...; cn) =
=(a, +bx+cda2+b2+c2 an+bn+cn) =
=(0, +(bx+c,); a2+ (b2+c2); ...; an+(bn+c,,)) =



=(n: 02 at)+(&+c; 62+c2  bn+o) =a+(b+o)

3.0=0, 0. 0 elementni garaymiz. Ixtiyoriy ae R"element

uchun nla
n+0=(o, +0; a2+0; an+0) =(al; a2\...; an)=a
tenglik o'rinli.
4. ae R' bo'lsin. -a =(-1) *a =(-0,; -a2, ..., -an) elementni
garaymiz.
a+(-a) =(a]+(-alyaz2+(-ad;..; an+(-an) =(0, 0O, 0) =0
tenglik o'rinli. «ta

5. 1 a=(\ a,; 1-82 .. 1man)=(al;ad ..;an=a
6. a-((3-a)=a-(P-a%(3-a2 .. ;P ms)=(a-(3 afa-(3-n2 ..;a-P-ga)=
=((a wP)a,; (a m)n2 .. ;(a wP)tf,) =(a WP) ¢(a,; a2 ... ; 49).
7.(a +P)g =((a +p)flp (a +P)az;  (a +p)an) =
=(aa, +Pa,; aa2+Pa2 ..; aan+ Pan) =
=(aa,; aaz ..., aBa) +(Pa,; paz ..., Pag) =ag +Ppa.
8 a(g +b)=a(g, +A; A2+ 2, ..., an+69 =
=(a(g, +/3) oc(+A); .., a(an+A)) =
=(aa, +a/),; ap2+a/>2, .., aan+a”;) =
=(ag,; aa2\..., aan) + (a/?,; a/?2;, ..., abn)=apg +at.
Demak, /?" to'plam chizigli fazo ekan. Bu chizigli fazo n
o'lchovli arifmetik fazo deb yuritiladi.
Teorema. Chiziglifazo bo 'ladigan to 'plamlar cheksiz ko pdir.

Isbot. Ixtiyoriy n natural son uchun Rn to'plam chizigli
fazodir. Natural sonlar cheksiz ko'p bo'lganligi uchun chizigli
fazo bo'ladigan cheksiz ko'p to'plamlar mavjuddir.

10.33. Quyidagi to'plam chizigli fazo bo'ladimi:

1) Bo'sh to'plam; 2) {1}?

10.34. Barcha haqiqgiy sonlar to'plami chizigli fazo tashkil
etishini isbotlang.

10.35. L={0} to'plamning chizigli fazo tashkil etishini isbotlang.

10.36. Darajasi n natural sondan oshmaydigan hamda go'shish
va ko'paytirish amallari odatdagicha bajariladigan barcha

ko'phadlar to'plamining chizigli fazo bo'lishini isbotlang.
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10.37. R da aniglangan barcha funksiyalar L ={/\x)} to‘plami
funksiyalarni go'shish va songa ko'paytirishning odatdagi anigla-
nishiga ko'ra chizigli fazo hosil gilishini isbotlang.

10.38. L ={a mev +b e 'Ixe/"i to'plam chizigli fazo tashkil
etishini isbotlang.

10.39. [0; 1] kesmada uzluksiz bo'lgan barcha/(x) funksiyalar
to'plami funksiyalarni go'shish va songa ko'paytirishning odatdagi
aniglanishiga ko'ra chizigli fazo tashkil etishini isbotlang.

10.40. Darajasi n ga teng bo'lgan barcha ko'phadlar to'plami
chizigli fazo tashkil etmasligini isbotlang.

2. Chizigli erkli va chiziqgli bog'lig vektorlar. I chizigli fazoning
X,, X2, ..., Xkvektorlarini gqaraymiz. Ushbu

aX| +a,x2+ ... +ukk n

ifoda xp x2, ..., xk vektorlarning koelTitsiycntlari op a2, ak
bo'lgan chizigli kombinatsiyasi deyiladi (bu yerdu Up <@, ak—
hagiqgiy sonlar).

Xp x2, xkvektorlarning har ganday clu/igli kombinatsiyasi
L to'plamning elementi bo'ladi, chunki elementlar ustida chizigli
amallar bajarish natijasida shu chizigli fazoga tegishli bo'lgan
element hosil bo'ladi.

1-misol. R4 fazodagi x,=(I; 0; 0; 0), x2=(); I, 0; 0), x3=(0; 0;
1 0), x4 =(0; 0; 0; 1) vektorlarning koeffitsiyentlari sp o2, (X3,
ad4bo'lgan chizigli kombinatsiyasi R4 fazoning ganday vektoriga
teng bo'lishini aniglaymiz.

Yechish.

aX| tax2+aXx3+as&x4=a,(10;0;, 0) +<§(); I,0; 0) +
+a3(0; 0; 1, 0) +a4(0; 0; 0; 1) =(a,; 0; 0; 0) +(0; <; 0; 0) +

+ (0; 0; a3;0) +(0; 0; 0; a4d) = (=, <X; G; (x,).

Shunday qilib, x, =(1; 0; 0; 0), x2=(0; I; 0; 0), x, =(0; O; I;
0), x4 =(0; 0; 0; 1) vektorlarning koeffitsiyentlari cxp (X2, <8,
a4 bo'lgan chizigli kombinatsiyasi koordinatalari sp <@ <3 <4
bo'lgan to'rt o'lchovli (ap a2 a3 a4) vektorga teng ekan.

Agar VE L vektor L chizigli fazodagi xp x,.....xKvektorlarning
chizigli kombinatsiyasi ko'rinishda, ya’'ni

y =aX]| +a,x2+.. +akk (2)



ko'rinishda tasvirlangan bo'lsa, y vektor x,, x2... xk vektorlar
bo'yicha yoyilgan deyiladi.

1-misolda (a,; a2 a3 a4d) =a,x, +aXx2+ax3+a4x4ekanligini,
ya’'ni to'rt o'lchovli (a,; a2 a3; a4) vektor x,, x2, x3, x4 vektorlar
bo'yicha yoyilganligini ko'ramiz.

L chizigli fazodagi har ganday x,, x2, x3, ..., xk vektorlar
sistemasi uchun quyidagi hollar ro'y berishi mumkin:

1) L chizigli fazoning har ganday vektorini x,, x2 x3, ..., xk
vektorlar bo'yicha yoyish mumkin;

2) L chizigli fazoning x,, x2, x3, ..., xk vektorlar bo'yicha
yoyilmaydigan biror vektori mavjud.

2 -misol. fazoning x, =(1; 0; 0; 0; 0), x2=(0; 1, 0; 0; 0),
., X5 =(0; 0; 0; 0; 1) vektorlarini garaymiz. y =(=, y2, y3, vy4,
j 5) vektor shu fazoning ixtiyoriy vektori bo'lsin. U holda

y =i/ % +y X2 +y X3+ ,yaXx4 +y5x5

tenglikning to'g'ri ekanligini bevosita tekshirib ko'rish mumkin.

R5 fazoning har ganday y vektorini x,, x2, x3, x4, x5 vektorlar
bo'yicha yoyish mumkin.

3-misol. R?fazodagi x, =(1; 2; 0), x2=(2; 3; 0) vektorlar
sistemasini garaymiz. y =(I; 1 2)e RI vektorni xp x2 vektorlar
bo'yicha yoyish mumkin emasligini aniglaymiz.

Yechish. yvektorni x px2vektorlar bo'yicha yoyish mumkin
va yoyilmaning koeffitsiyentlari a,, a, sonlardan iborat deb faraz
gilaylik. U holday =o”x, +(xx2yoki (1; I; 2) =(a, +2a2, 2a, +
+3a,; 0) tenglik o'rinli bo'ladi. Oxirgi tenglikdan, n o'lchovli
vektorlarning tengligi ta’rifiga ko'ra

al+2a2=1
2at+3a2 =1
0=2

sistemani hosil gilamiz. Bu sistema ziddiyatlidir. Demak, farazimiz
noto'g'ri, ya'ni y vektorni x,, x2 vektorlar bo'yicha yoyish mumkin
emas.

Endi chizigli fazo nol-vektori 0 ni berilgan x p x2...... xkvektorlar
bo'yicha yoyish masalasini garaymiz.

X], x2, ..., xklar L chizigli fazoning ixtiyoriy vektorlari bo'lsin.
0 vektorni shu vektorlar bo'yicha hamma vaqt yoyish mumkin:



0=0x, +(L +...+(L,. (3)

0 vektorni berilgan x,, X2..... xk vektorlar bo'yicha yoyish
fagat bir xil usulda (ya'ni fagat (3) ko'rinishda) yoki bittadan
ortiq usulda bajarilishi mumkin.

4-misol 0=(0; 0; 0)e AVvektorni x, =(2; 0; 0), x2=(0; 2
0), x3 =(0; 0; 2) vektorlar bo'yicha necha xil usulda yoyish
mumKkinligini aniglaymiz.

Yechish. 0 =a,x( +ax2 +a3Xx3yoyilmani garaymiz. Bu
yoyilma o'rinli bo'lishi uchun

(0; 0; 0) =a,(2; 0; 0;) +a2(0; 2; 0) +a30; 0; 2) =
=(2a,; 0; 0;) +(0; 2a2 0) +(0; 0; 2a3
yoKki
(0; 0; 0) =(2a,; 2a2 2aj

tenglik o'rinli bo'lishi kerak. n o'lchovli vektorlar tengligining
ta’'rifiga ko'ra, oxirgi tenglik a, =0, a2 =0, a3 =0 tengliklar
o'rinli bo'lganda va fagat shu holda o'rinlidir. Bu yerdan ko'rinadiki,
0 vektorni x,, x2, x3 vektorlar bo'yicha 0 = Ox, + 0x2 + Ox,
ko'rinishdagina, ya’'ni fagat bir xil usulda yoyish mumkin.

5-misol 0 =(0; 0)e R 2vektorni x, =(1; 2), x2 =(2; 4)
vektorlar bo'yicha necha xil usulda yoyish mumkinligini
aniglaymiz.

Yechish. 0 =a,x, +aX, yoyilmani garaymiz. Bu yoyilma
o'rinli bo'lishi uchun
(0; 0) =a,x, +aj*, =a,(l; 2) +a2; 4) =(a,; 2a,) +(2a,; 4a?
yoki

(0; 0) =(a, +2a2 2(a, +2a2)

tenglik o'rinli bo'lishi kerak. Oxirgi tenglik a, +2a2 =0 shartni
ganoatlantiruvchi har ganday a,, a2 sonlar uchun bajariladi.
Bunday a,, a, sonlar esa cheksiz ko'pdir: a, =/ a2=-jt (re R).
Bu yerdan ko'rinadiki, 0 vektorni x,, x2vektorlar bo'yicha cheksiz
ko'p usullar bilan yoyish mumkin ekan.

6- miso 1. y =(0; 2; 4)eR3vektorni x, =(5; 0; 0), x2=(0; 5;
0), x3=(0; 0; 5) vektorlar bo'yicha yoyamiz.

Yechish. j =a,x, +a,x, +aX3izlangan yoyilma bo'lsin. U holda

(0; 2; 4) =(5a,; 0; 0) +(0; 5a2 0) +(0; 0; 5a3)



yoki
(5a,; 5a2; 5a,) = (0;2:4)

5a, =0,
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglik 5a2 =2, yoki a, =0, a-, =0.4, a3=
5ai =4

=0,8 bo'lgandagina bajariladi. Demak, 3=0 ex, +0,4 *x2+0,8 m3.

7-misol. Lchizigli fazoning tiol-vektori 0 ni x,; x2 ..., xA,; 0
vektorlar bo'yicha necha xil usulda yoyish mumkinligini
aniglaymiz.

Yechish. 0=0-ex, +0 ex2+.. +0 oxk x+a *0 yoyilmani
kuzatib, bu yoyilma a ning har ganday haqiqiy giymati uchun
o'rinli bo'lishini ko'ramiz. Demak, 0 vektorni berilgan x,; x2; ...,
XA ,; 0 vektorlar bo'yicha cheksiz ko'p usulda yoyish mumkin.

L chizigli fazoning x,, x2, ..., Xkvektorlari uchun

a,X, +aX2+.. +akKK=B (4)

tenglik a, =a2=... =a™ =0 bo'lgan holdagina bajarilsa, ya’'ni nol-
vektor 0 ni x,, x2, ..., xkvektorlar bo'yicha fagat bir xil usulda
yoyish mumkin bo'lsa, x,, x2, ..., xk vektorlar sisteniasi chizigli
er/c// deyiladi. Agar (4) tenglik kamida bittasi nolga teng bo'lmagan
a,, a2, .., aksonlar uchun bajarilsa, ya’'ni nol-vektor 0 ni
X, X2, ..., xkvektorlar bo'yicha bittadan ortiq usulda yoyish
mumkin bo'lsa, x,, x2, ..., xk vektorlar sistemasi chizigli bog'liq
deyiladi.

4-misoldagi x,, x2, x3 vektorlar chizigli erkli, 5-misoldagi x,,
x2 vektorlar esa chizigli bog'liq vektorlar sistemasidir.

7-misoldan ko'rinadiki, har ganday L chizigli fazoning tarkibida
nol-vektor gatnashgan har ganday x,, %, ..., x*,, Xk vektorlar
sistemasi chizigli bog'ligdir.

8 -misol x, =(2; 4, 1), x2=(1; 3; 6), x3 =(5 3
vektorlarning chizigli erkli ekanligini isbotlaymiz.

Yechish. 0=a,x, +a,x2+aX3tenglikni tuzamiz:

(0; 0; 0) =(2a, +a2+5a3; 4a, +3a2+3a3 a, +6a2+a,).
Oxirgi tenglik quyidagi tengliklar o'rinli bo'lgandagina bajariladi:



f2(x] i €2 +5a3 =0,
4(x]+3(x2 +3a3 =0,

(<1 f (<2 + = 0.

Bu sistemani yechib, a, -0, a2=0, a3=0 ekanligini topamiz.
Demak, 0 vektorni x,, x2, X, vektorlar bo'yicha fagat bir xil
usulda yoyish mumkin. Bu esa xp x,, x, vektorlarning chizigli
erkli ekanligini ko'rsatadi.

Teorema. L chiziglifazoning Xp x2.....xk (A> 1) vektorlar
sistemasi chizigli bog'lig bo'lsa, n holda bn vektorlarning hech
bo "Imaganda bittasi qolganlari orgali yoyiladi va, aksincha, L chizigli
fazoning xp x2, ..., xk (k > 1) vektorlaridan birortasi golganlari
orgali yoyilsa, bu vektorlar chizigli bog 'lig sistema hosil giladi.

Isbot. Xpx2, ..., xk(k > 1) vektorlar sistemasi chizigli bog'lig
bo'lsin. U holda, a,x, +a2 +...+akk={ tenglik o'rinli va <-pa?2

aksonlardan kamida bittasi noldan fargli bo'ladi. Umumiylikni
saqlagan holda, a, * 0 deb hisoblaymiz.

a, 0 bo'lgani uchun

tenglikka ega bo'lamiz. Demak, x, vektor golgan vektorlar bo'yicha
yoyiladi.

Endi Xp x2, ..., xk (k> 1) vektorlarning birortasi, masalan, x,
vektor golganlari orgali yoyilsin:

X, =aXx2+aX3+.. +akk

U holda, -x, +a2x2+aX3+ .. +akk=0 tenglik hosil bo'ladi,
ya’'ni (4) tenglik a, =-1 ®0 da o'rinli bo'ladi. I)emak, xr x2,
xkvektorlar chizigli bog'lig bo'ladi.

9 -misol x, =(1;, 2, 3), x2=(3; 4, 5), x, =(5;, 6, 7)
vektorlarning chizigli bog'liq ekanligini isbotlaymiz.

Yechish. 0=a,x, +ax2+aX3yoyilmani garaymiz.

a,x, tax2+aX3=(a, +3a2+5a3 2a, +4a, +6a3; 3a, +
+ 5a, +7a,)
bo'lgani uchun, garalayotgan yoyilma a,, a2 a, ning
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«i +3a2+5a3=0Q
2a, +4a2+6a3=Q
XX +5a2+7a3 =0

sistemani qganoatlantiruvchi giymatlaridagina o‘rinli bo‘ladi.
Sistemaning asosiy determinanti nolga teng:

1 35
0= 2 4 6 =0.
35 7

Shuning uchun sistema cheksiz ko‘p yechimga ega. Bu
yerdan, 0 vektorni xp x2, x3 vektorlar bo‘yicha cheksiz ko'p
usullar bilan yoyish mumkinligi, ya'ni xp x2, x3 vektorlarning
chizigli bog'ligligi kelib chiqgadi.

10-misol. x, =(-2; 3), x2=(-8;12) vektorlarning chizigli
bog'liq ekanligini isbotlaymiz.

Yechish. x2vektorni x, vektor orqgali yoyish mumkin:
x2=4x (. Isbotlangan teoremaga ko‘ra, x,, x2 vektorlar chizigli
bog‘ligdir.

Mashqglar

vektorlarning koeffitsiyentlari 1, 5; -2 bo'lgan chizigli kombina-
tsiyasi R3fazoning ganday vektoriga teng bo'lishini aniglang.

2) R4 fazodagi x, =(1; 2; 3; 0), x2=(0; 1, 4, 0) vektorlarning
koeffitsiyentlari 1, 0 bo'lgan chizigli kombinatsiyasi R3fazoning
ganday vektoriga teng bo'lishini aniglang.

10.42. 1) _y=(I; 2; 3)e/?3vektorni xI=(l; 0; 0), x2=(0; 1, 0),
x3=(0; 0; 1) vektorlar bo'yicha;

2) y =(0; L 3)e R3vektorni x, =(3; 0; 0), x2=(0; 3; 0), x3=(0;

0; 3) vektorlar bo'yicha yoying.

10.43. 1)y =(; -1; 0) vektorni x, =(0; 0; 1), x2=(0; 1; 0)
vektorlar bo'yicha;

2) y =(1; -1; -1) vektorni x, =(3; 0; 0), x2=(0; 3; 0), x3=(0; 0;

3) vektorlar bo'yicha yoyish mumkinmi?



10.44. 1) 0 =(0; 0; 0) vektorni x, - (-1; 0; 0), x2=(0; -1; 0),
x3=(0; 0; -1) vektorlar bo'yicha;

2) 0=(0; 0; 0; 0) vektorni x, =(-1; 0; 0; 0), x2=(0; -1; O;
0), x3=(0; 0; —; 0), x4=(0; 0; 0; -1) vektorlar bo'yicha necha
xil usulda yoyish mumkin?

10.45. x,, x2, x3 9" vektorlarning chizigli erkli ekanligini
isbotlang, bunda:

1) x, =(I; 2, 3), x2=(-1; 3; 2), x3=(7; -3; 5);

2) x, =4 7, 8), x2=(9; I, 3), x, =(2; -4; I);

3) x, =(8; 2; 3), x2=(4; 6; 10), x, =(3; -2; 1);

4) x, =(10; 3; 1), x2=(l; 4, 2), x3=(3; 9; 2).

10.46. x,, x2, x3 R} vektorlarning chi/Zigli bog'lig ekanligini
isbotlang, bunda:

1) x, =(1; 2; 3), x2=(2; 4, 6),

2) x, =(1; 1 2), xj =(0; 1 3),

3) x, =(1; 2; 3), x2=(8; 13; 18), x3 (2, 4);

4) x, =(-1; L 3), x2=(2; -3; 1), x3=( 4; 5; 5).

10.47. X], x2 R 2 vektorlarning chi/igli bog'lig ekanligini
isbotlang, bunda:

0; 1, 2),
,=(2; 2, 4),
3

— = X X

1) x, =(1; 2), x2=(2; 4); 2) x, =(0; 1), x, =(0: 3);
3) x, =(-2; 4), x2=(-6;, 12); 4) x, =<l; 3), x, =(4;, 12),
5) X =(-1; 2), x2=(-2;4); 6) x, =(-3; 2), x2=(-9; 6).

10.48. L chizigli fazoning xp x2, ..., Xk, XAi].....x% vektorlari
sistemasining biror gismi chizigli bog'liq bo'lsa, sistemaning o'zi
ham chizigli bog'lig bo'lishini isbotlang.

3. Chiziqgli fazoning oMchovi va bazisi. R 1=Rchizigli fazoning
X, =5 vektorini garaymiz. Bu vektor uning bitta vektoridan tuzilgan
chizigli erkli sistemasi bo'ladi, chunki ogx, =0 yoki <x m5 =0
tenglik a, =0 bo'lgandagina bajariladi.

Endi R]=R fazoning ixtiyoriy ikkita x,, x, vektorlarini olib,
ularning chizigli bog'liq yoki chizigli erkli ekanligini tekshiraylik.

Agar x, =0 yoki x2=0 bo'lsa, x,, x2sistema chizigli bog'liqdir
(2-band).

X, @0 va x2®P0 bo'lsin. U holda oX +a-x2=0 tenglik a,, a2
larning cheksiz ko'p giymatlarida bajariladi, chunki ixtiyoriy teR



hagigiy son olmaylik, a, =/, a2 =-—t sonlar garalayotgan
X 2

tenglikni ganoatlantiradi. Bu yerdan, x, *0, x2*0 bo'lganda ham
x2sistema chizigli bog'liq ekanligini ko'ramiz.

Shunday qilib, /2= /fazoning har qanday ikkita xp x2 vektori
chizigli bog'liq sistema hosil giladi

Yuqoridagi mulohazalardan ko'rinadiki, RI dagi har ganday
nolmas vektor chizigli erkli sistema hosil giladi va har ganday
ikkita vektor chizigli bog'liq bo'ladi.

Agar L chizigli fazoda chiziqgli erkli sistema hosil giluvchi biror n
ta vektor topish mumkin bo'lib, L chizigli fazoning har ganday
n + 1ta vektori chizigli bog'liq sistema hosil gilsa, L chizigli fazo
n o'lchovlifaz.o deyiladi.

R 1= R chizigli fazo (to'g'ri chizig) bir o'lchovli chiziqgli .fazo
ekanligi yugorida isbotlandi.

Chizigli algebra kursida R narifmetik chizigli fazoning no'lchovli
chizigli fazo ekanligi isbotlanadi. Shunga ko'ra R2 chizigli fazo
(tekislik) ikki o'lchovli chizigli.fazo, R ' fazo (biz yashab turgan
fazo) uch o'lchovli chizigli fazodxr.

n o'lchovli / chizigli fazoning chizigli erkli n ta vektorlar
sistemasi uning bazisi deyiladi.

Teorema. n o'lchovli chiziglifazoning har ganday vektorini
uning bazis veklorlari bo'yicha yoyish mumkin va bu yoyilma
yagonadir.

Isbot. Xp x,, ..., X. vektorlar sistemasi n o'lchovli L chizigli
fazoning biror bazisi, y esa shu fazoning ixtiyoriy vektori bo'lsin.
Xp X2, ..., X ,y vektorlar sistemasi n + 1 ta vektordan iborat va,
demak, chizigli bog'ligdir, ya'ni

a,Xx, taXx2+... +afkfl+all+y =0 (1

tenglik orasida nolga teng bo'lmaganlari ham mavjud bo'lgan ap
a2 .., an, armH koeffitsiyentlar uchun bajariladi. anq son nolga
teng bo'lmagan koeffitsiyentlar safiga albatta kiradi, chunki oc,,+1=0
bo'lsa, koeffitsiyentlari orasida noldan farglilari mavjud bo'lgan va
Xp x2, ..., Xkvektorlarning chizigli erkliligini inkor etadigan

a,x, +ax2+..+amn=0

tenglikka ega bo'lamiz. Demak, (1) tenglikdan
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tenglikni yoki
y =kIxlI+kx2+..+V 4 (2)

tenglikni yozish mumkin. (2) tenglik y vektorning bazis vektorlar
bo'yicha yoyilmasidan iboratdir. Bu yoyilmaning yagonaligini
isbotlaymiz.

y vektor (2) dan boshqga, yana bir

y=XPq +XyX2+... +k'tr\n (3)
yoyilmaga ega bo'lsin. (2) va (3) tengliklardan quyidagiga ega
bo'lamiz:

Yy - ¥ =Q=(Kx-K\)XXx+(K2-K'2x2+ ... +(kn-k "n)xn.

Xp X2, ..., xnvektorlar sistemasi chi/igli erkli bo'lgani uchun

oxirgi tenglikdan

X -k\ =0, k2-k’'2=0, ..., kn k'n=()
yoKki

NM=xkp k2=K:....... kn kn

ekanligi. ya'ni y vektorning xp x2......x{ ba/is vektorlar bo'yicha
har gqanday yoyilmasi (2) yoyilma bilan ustma-ust tushishi kelib
chigadi. Demak, y vektorni xp x2.....xn ba/is vektorlar bo'yicha
yoyish mumkin va bu yoyilma yagonadir.

n o'lchovli chizigli fazo vektorining berilgan ba/is vektorlari
bo'yicha yoyilmasidagi koeffitsiyentlar shu vektorning berilgan
bazisdagi koordinatalari deyiladi.

Chizigli algebra kursida Rn fazodagi x, = («M, a]2...... au),
x2=(a2p a22, .., a2), .., xn=(an], an2....... art) vektorlarning
shu fazoda bazis tashkil etishi uchun

a\ a\ In
a2l «22 «n oo (4)
am an2

determinantning noldan fargli bo'lishligi zarur va yetarli ekanligi
isbotlanadi.

Misol. R?fazoning x, =(1; -2; 3), x2=(4; 7; 2), x3=(6; 4; 2)
vay= (-9; 0; 1) vektorlari berilgan. xp x2, x3 vektorlarning bazis



tashkil etishini isbotlaymiz va y vektorning shu bazisdagi koordina-
talarini topamiz.

Yechish. x,,x2 x3vektorlarning berilgan koordinatalaridan
tuzilgan determinantni hisoblaymiz:

-2 3
0= 7 2 =14-24+48-126- 8+16 =-80.
4 2

0 =-80 0 bo'lgani uchun, x,, x2, x3 vektorlar bazis tashkil
etadi. y vektorning shu bazisdagi koordinatalari a,, a2 a3 ya'ni
y =a,X]| + x222+x&A 3bo'lsin. U holda (-9; 0; I) =(a,+4a,+ 6a3

a,
-2a, +7a, +4a3 3a, +2a, +2a3) yoki --2a(+7a2+4a3 =0,
3ai+2a2+2a3=1

bo'ladi. Bu sistemani yechib, a, =1, a, =2, a3=-3 ekanligini
topamiz. Demak, y vektorning izlangan koordinatalari (1; 2; -3)
ekan: y =(I; 2; -3).

(iflp) Mashqlar

10.49. R3fazoning x,, x,, x3vay vektorlari berilgan. x,, x2, x3
vektorlarining bazis tashkil etishini isbotlang va y vektorning shu
bazisdagi koordinatalarini toping.

nx =12 3), x,=(-13 2),

x3=17,3,5), y=(8 4 13);

2) X, = 8 2, 3), x2=(4; 6; 10),
x3= 3; -2; 1), v=(7; 4, 11)
3 x = 24 1, x, =(1 35 6),
x3= 53 1), y=(6 12 3);
4) x, = 1 -2, 3), x2=(4 7, 2),
x3= 6; 4, 2), y =(14; 18; 6);
5) x, = 7,2, 1), x2=(4:3;5),

.- (34 -2), y =(24; 20;-5).

10.50. Tekislikdagi barcha vektorlar (yo'naltirilgan kesmalar)dan
tuzilgan chiziqli fazodagi har ganday ikkita nokollinear vektor
shu fazoning bazisini tashkil etishini isbotlang.
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TEST SAVOLLARIDAN
NAMUNALAR

1. b soni f(x) funksiyaning x—>+ dagi limiti deyiladi, agar har
ganday e >0 son uchun shunday:

A) {M\ +°) oraliq topilsaki, undaf (x) - b <e tengsizlik bajarilsa;

B) (A/; +00) oraliq topilsaki, unda |/(x) - b |<e tengsizlik bajarilsa;

D) (A/; -00) oralig topilsaki, unda F(x) - bj<e tengsizlik bajarilsa;

E) (4/, - 00) oraliq topilsaki, undaf(x) - b <e tengsizlik bajarilsa;

F) +00) oraliq topilsaki, unda F(x) - b\>e tengsizlik bajarilsa.

2. Agar /(x) va dox) funksiyalar x-*a da mos ravishda b va c ga
teng limitlarga ega bo'lsa, ularning /(x) +#(x) yig'indisi

A) x—+* da b+c limitga ega bo'ladi;

B) x—=00 da b +c limitga ega bo'ladi;

D) x— da b+c limitga ega bo'ladi;

E) x-"4 da b +c limitga ega bo'ladi;

F) x— da Ib+c |limitga ega bo'ladi.

3.f{x) funksiya x =a nuqtada uzluksiz deyiladi,

A) agar/(x) =f(a) bo'lsa;
B) agar f(a - 0) *f(a +0) bo'lsa;

D) agar )!im f(x) =°° bo'lsa;
E) agar )!im /(x) =-/(x) bo’lsa;

F) agar/(x) funksiya x =a nugtada aniglangan va f(x)~f(a)
ayirma x— da cheksiz kichik bo'lsa.

4. Agar /(x) va g(x) funksiyalar x= a nuqtada aniglangan bo'lsa,
u holda

A) ularning fagat yig'indisi (ayirmasi va ko'paytmasi emas) shu
nugtada uzluksiz bo'lishi mumkin;

B) ularning yig'indisi va ayirmasi (ko'paytmasi emas) shu nuqtada
uzluksiz bo'lishi mumkin;

D) ularning yig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi ham shu nugtada
uzluksiz bo'ladi;

E) ularning yig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi ham shu nuqtada
uzluksiz bo'lishi mumkin;

F) ularning yig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi shu nugta yotgan
oraligda uzluksiz bo'ladi.
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5 Agar/(x) va g (x) funksiyalar x =a nuqtada uzluksiz bo'lsa,
u holda

A) ’5@7 funksiya ham shu nuqtada uzluksiz bo'ladi;

B) (%) va F(x) funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz bo'ladi;

D) funksiya ham shu nuqtada uzluksiz bo'ladi;

E) g(x) ®0 bo'lganda ''*’ funksiya ham shu nugtada uzluksiz
bo'ladi;

F) / (x) * 0 bo'lganda %XX)’ funksiya ham shu nugtada uzluksiz
bo'ladi.

6. Oraligning (intervalning) barcha nuqtalarida uzluksiz bo'lgan

funksiya

A) shu oraligning (intervalning) ayrim nugqtalarida uzluksiz
deyiladi;

B) shu oraligning (intervalning) fagat nugqtalarida uzluksiz
deyiladi;

D) shu oraligning (intervalning) fagat o'rtasida uzluksiz deyiladi;

E) shu oraligda (intervalda) uzluksiz deyiladi;

F) shu oraligning fagat ko'rsatilgan gismida uzluksiz bo'ladi,
deyiladi.

7. Agar x radianlarda berilgan bo'lsa, u holda )I&}no X =
A) 0; B) 1 n) -1; E) <> F) +>.

8. Agar x radianlarda berilgan bo'lsa, u holda )I(i_masinx =

A) a\ B) sina; D) ; E) asinx; F) sin”.

9. Agar a(x) o'zgarmas funksiya x—+" da cheksiz kichik bo'lsa,
A) x ning barcha giymatlarida a(x) =0 bo'ladi;

B) x ning barcha giymatlari a(x) =+°° bo'ladi;

D) x =0 da a(x) =0 bo'ladi;

E) x =0 da a(x) =-00 bo'ladi;

F) x =0 da cc(x) = 1 bo'ladi.



10. Agar P(X) =umxm+am,x ml+ .. +af va QX)) =bmx"
+bn WX +.. +bf) am* 0, bnd0 va ko'phadlarning darajalari m<n

bo'lsa, u holda

A)rl

11. a ning h radiusli teshilgan (o'yilgan) atrofl

A) shu nugtaning o'zi chiqgarib tashlangan atrofidan iborat;

B) (a - W\ a) va (a; a +/) oraliglaming birlashmasidan iborat;
D) (-00; a) va (a; +oo0) oraliglaming birlashmasidan iborat;

E) (-oo\n) va (/; +oo) oraliglaming birlashmasidan iborat;

F) (-/? a) va (@\ h) oraliglaming birlashmasidan iborat.

12. Agar [a\ b) yarim intervalda berilgan f(x) funksiya uchun

lim f (x) =+ bo'lsa, x= h to'g'ri chizig f(x) funksiya grafigi
s T () Y af0) ya grafig
uchun:

A) gorizontal asiniptota; H) vertikal asimptota;
D) gorizontal urinma; E) vertikal urinma;
F) og'ma asimptota.

13. Agar /funksiya [a\ b\ kesmada o'suvchi (kamayuvchi) va
uzluksiz bo'lsa, u holda shu funksiyaga

A) [a; B\ kesmada (mos ravishda |£& a\ kesmada) aniglangan f n
teskari funksiya mavjud,;

B) [a; b] kesmada aniglangan/"1teskari funksiya mavjud;

D) |/(a); f(b)] kesmada (mos ravishda J(/>); f(a)\ kesmada)
aniglangan/-1 teskari funksiya mavjud bo'ladi;

E) V(b)\ /7(a)] kesmada (mos ravishda f(«); /(b)] kesmada)
aniglangan/_| teskari funksiya mavjud;

F) V(ay/(b)\ kesmada aniglangan/ 1teskari funksiya mavjud.

Y6_1

14, lim -

A) 0; B) 2 D) 3 E) +° F) -°o.
15. /(x) =kx +b to'g'ri chizig /funksiya grafigining x—eo dagi
0g'ma asimptotasi bo'lishi uchun ... bo'lishi zarur va yetarli.

A) kK=Ilim /(x), b= Ii_m (/ (x)-k);

X —>°°

B) k=%, b=1Iim /7(x);

371



D) k= lim (f(x)-b), b= lim (f(x)-kx);

D) k= lim b= lim
E) K= lim - -, b= lim (/(x) - be).
X—>° X X —)«

16./(x) funksiyaning x=s nuqtada chapdan (shu kabi o‘ngdan)
uzluksiz bo'lishi uchun ... bo'lishi zarur.

A) /(n-0) =/(0) (mos ravishda f(a +0) =/(0);

B) /(a- 0) =0 (mos ravishda f(a +0) =0);

c)f(a-0) *f(a +0);

D) f(a - 0) =f(a + 0);

E) f(a - 0) =f(a) (mos ravishda f(a +0) =f{a)).

17. Agar /(x) funksiya |g /] kesmada uzluksiz, monoton va
f{a)f(b)<() bo'lsa, funksiya shu oraligning ... nugtasida nolga ayla-
nadi.

A) fagat bir;

B) tasodifan bir;

D) hech bir nuqtasida nolga aylanmaydi;

E) f(a)f(b) >0 bo'lsa, hir;

F) kamida bir.

18. y =/(x) funksiyada x =x0 nuqgtada olingan f'(x0) hosila deb

Av . . _
A) har ganday .U;hg() x limitga aytiladi, bunda Ay=f(Xx + AX) —
—£(x) funksiya orttirmasi, JAx — argument orttirmasi;

B) —~ nisbatga aytiladi, bunda Ay —funksiya orttirmasi, Ox -

argument orttirmasi;

D) chekli lim limitga aytiladi, bunda Ay — funksiya orttir-
) Ao A ga ay y y

masi, Ox —argument orttirmasi;

E) chekli lim (Ay-A4x) limitga aytiladi, bunda Oy — funksiya
orttirmasi, Ox — argument orttirmasi;

F) lim limitga aytiladi, bunda Ay —funksiya orttirmasi, Ax —

X —>00 AX
argument orttirmasi.

19. Agar biror y kattalik y =/(x) gonun bo'yicha o‘zgarayotgan
bo'lsa, bu kattalikning x =x0 dagi o'zgarish oniy tezligi ... ga teng.



A)/(x0); B) ’\A 01 ;o [»/'(x0); E)Ax(+/1x) -/(x0); F) ~ 1.

20. /1(x0; y0) nugtada ==/(x) egri chizigga o'tkazilgan urinmaning
K burchak koeffitsiyenti ... ga teng.

A) 0 ¢ BYF(XO+AX)-T(x{): D)/ (.V,.); /'(x0); F) /n%

21. Agar /(x) va g(x) funksiyalar /7'(x), j*(x) hosilalari mavjud
bo'lsa, u holda (f(x) £g(x))' =

A/ (X) «g'(x); B)/'(x)£"(x); L)/ (xx>); 1)Mv ), F)/(X)%g(x).

22. Agar /'(x) va g'(x) hosilalar mavjud bo'lsa, (f(x)g(x))" =

A) '(x)g'(x); B)f'(x)g(x) +C, C - o'zgarmas;

B 7'(x)/(x) +g'(x)g(x); B) /(vX(v) +]"()/(x);
F) £(x)g"(x) +f(x)g(x).

23. Agar f'ix) va g(x) hosilalar mavjud va x(Vv) t 0 bo'lsa. ];;:E(X))}/ "
fix) | fix) .
A 500 ) g0
/' -/ ! . ; .
D) (x)g(x)-/(x)g"(x) B 1 (x)gjx) AX)'(V)
92(*) 9(x)
o) 7, (X)g(x-)+7/(x)g,(x)

92(x)
24. Berilgan fix) - xa, ae R funksiyaning/'(x) hosilasi ifodasini
ko'rsating:
A) amx°; B) 1 B 0; E) am® B " (x).

25. fix) funksiyalarning f'(x) hosilalari ilodasini ko'rsating:

fix) = f\x) =
1) sinx; 2) cosx; K) sinx; L sinx; M) cosx;
3) t9x; 4) ctgx; N) cos N r) cos .v; Q siir x
A) IK 4P, 3M, 2N; B) IM, 4Q, 3P, 2L;
D) 2L, 4K. 3Q, IN; E) 3R. 4K, 2M, IQ;

F) 4Q. 3N. 2K, IE
26. f{x) funksiyalarning J'ix) hosilalari ifodasini ko'rsating:
fix) = fix) =
1) eX\2) axia >0, a Pl K na s L) e M) Ino%
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3) Iru- (x>0); N) n<Z P) -logax; Q) 4
4) logkk (a>0, a* 1 x >0);
A) IK, 2P, 3M, 4Q; B) 1M, 2Q, 3P, 4N;

D) 1L, 2N, 3Q 4K; E) IN, 2M. 3K. 4L;
F) 1Q 2K, 3M, 4N.

27./(x) funksiyalarning f*(x) hosilalari ifodasini ko‘rsating:
/(*) = /() =
. . 1 . |
[) arcsinx; 2) arccosx; K) |_)4 T x M) -

3) arctgx; 4) arcctgx,  N) - P) 0)

1+ x’ 1+X

A) 1L, 2N, 30, 4P; B) IK, 2Q, 3M, 4N;
D) 1M, 2K, 3P, 4Q.  E) IN, 2P, 3M, 4Q;
F) 10. 2L, 3K, 4M.

28. Agar /=d(x), y=f(u) bo'lsa va i'(x),/'(n) hosilalar mavjud
bo'lsa, u holda _y=/(cp(x)) murakkab funksiya hosilasi y'=... bo'ladi.

dx ~d(x) * B )3y=/WW); D) Tx=I (nblx)"

B) % =/W(i); F) 7~ =/"(pm)][(x)).

29. Agar y =f(u), n=w(), t=g(x) bo'lsa, yx=.. bo'ladi.

O ()
dx  cpil/(x)

¢) W =tuw x)xvx-

A =/W)vW).

30. Agar y =fix) va x = ¢(>") 0'zaro teskari funksiyalar hosilalari

mavjud va fix) * 0 bo'lsa, u holda di() =... bo'ladi.
/(%) fix) .

A ey B 70 Dy B gy

31. Agar (a; b) intervalda uzluksiz bo'lgan fix) funksiyaning
fix) hosilasi shu intervalda musbat bo'lsa, funksiya unda ... .

A) kamaymaydi; B) o'sadi; D) kamayadi;

E) o'smaydi; F) monoton emas.
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32. Differensiallanuvchi funksiya x =c nuqgtada ekstremumga ega
bo'lishi uchun/'(c) =0 bo'lishi ... .

A) yetarli; B) zarur va yetarli; 1)) zarur,
E) yetarli, lekin zaruriy emas; F) shart emas.

33. Funksiya hosilasi mavjud bo'Imagan nuqtada funksiya
ekstremumga ...

A) ega bo'lmaydi; B) har vagl ega bo'ladi;
D) fagat minimumga ega bo'ladi; E) ega bo'lishi mumkin;
F) fagat maksimumga ega bo'ladi.

34. f(x) funksiya ce(q; b) nuqtada hosilaga ega bo'lsin. Agar
/'(c) =0vac nugtadan chapdaf >0, nugtadan o'ng tomondaf <0
bo'lsa, funksiya x =c nuqtada ... ga erishadi.

A) lokal minimum;

B) maksimum yoki minimum ;

D) lokal maksimum;

E) intervaldagi eng kichik giymat;

F) intervaldagi eng katta giymat.

35. /"(x) hosila x =c nugtada Oga teng. Bu nugta /(x) funksiya
uchun ganday nugtadan iborat?

A) minimum; B) bukilish; D) maksimum;

E) ekstremum; F) uzilish.

36. Lagranj teoremasi: agar/ (x) funksiya [a\ b] kesmada uzluksiz
va oraligning ichki nuqtalarida differensiallansa, bu kesmada shunday
X =5 nugta topiladiki, unda ... tenglik o'rinli bo'ladi.

A m -m =f/(c). B) aM)+/(") =/4c).
C) (f(b) - f(a))(b - a) =/"(c); D) =Nno ;
B) f(qf(b) =f'(c).

37. Agar [o; b\ kesmada /(x) funksiya uzluksiz va/" >0 bo'lsa,
funksiya grafigi gavarigligi bilan ... garagan bo'ladi.

A) yugoriga; B) o'ngga; D) pastga; E) har tomonga; F) chapga.

38. (x+a)" Nyuton binomi yoyilmasidagi (A+ I)- hadi... ko'rinishda
bo'ladi.
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A) Ckx"ak; B) C>kx"-ka": D) C~x*MK
E) Ckx"~kak] F) Ch kx"aK.

39. Har qaysi f(x) funksiyaning F{X) boshlang'ich funksiyasin
ko'rsating:

/(*) = F(x) =

A VEX-2:8) x>\ K X)) 136x-2)T

P) \\I3x-2 ; N)(3x-2)vBxX 2 ;
) AK. BE, 2) AP, BK; 3) AL, BP; 4) AN, BP; 5) AL, BN.
40. jf (x)dx =F(x)+C, Ce Rbo'yicha har gaysif(x) funksiyag
gaysi Fix) funksiya mos?
fix) = Fix) =
K) EXLI,-; L) cosx; M) %\X A) ) ; B) sinx;

D) -sinx; E) -tgx; F) -ctgx;
G) arctgx; H) arcsinx.
1) KA, LD, ME; 2) KG, LB, MF, 3) KA, LF, MG;
4) KE, LG, MH; 5 KD, LB, MB.

41. ) Ax -- dx integralni toping:

2X2——
A) x -arctg(x-1) +C; B) -+C:
D) 2x3- Inx2+C; E) ~° +1+C;

F) 2x3-2 Inx+C »

L2 2
42, JHOSIN” X-4¢08 "X gy integralni hisoblang.

Sn’ XO%* X
A) 10tgv +4ctgx +C; B) 6tgx - 8sin2x +C;

10 : —Nn- ;
D) osx sinx tC: E) 101n(cos2x) - +C;

F) 6ctgx - 8cos2x +C.
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43. O'zgaruvchini almashtirishdan foydalanib hisoblang:

J sin 4x JxIn.v
= \ = : =-NN = :
A) / 1 A=xN1v; B) J 16+C’ K=In(Inx) +C;
D) y=cosd4.v, K=— E) /=sindyv, K=e~x\

Inv
F) J =tg4x, K=In2x.

44. O'zgaruvchilarni ajratishdan foydalanib, y* =x*y* differensial
tenglamaning y(1) =-4 boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi yechi-
mini toping.

A)16x3, B)-4x4, D)-4x 4, E)-16x 3 F) -16x 3

45. S\ =[x2\W\+x2dx-? §2 =) r—j

D 0VI-x4
A) 5]|="-, 2arcsin 2; B) 5) =52, S2=arccos 4,
D) =~/-, S2=2arccos4, E) Sj=~", S2=VI-x4;

F) S\ =7, S2 arcsin 4.

Vet
46. lim | ) ni hisoblang.

14
A) 15; B) e3; D) ~: E) els; F)1

47. Bir aylanada yotgan besh nugta ustidan gancha vatar o'tka/ish
mumkin?

A) C?; B) A\ D) - E) /12, F) C2.

48. Cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyada:
5=4'°1=_3; a"~%

A>"~T : B) A; D) Jy; F) F)0.



49. y =x3-3 x chizig va uning x0=-1 abssissali nuqgtadagi urinmasi
bilan chegaralangan shaklning yuzini toping.
A) 525, B) 6,75, D) 6,25; E) 4,75, F) 5,75.

50. I integraldan har biri gaysi K ifodaga tengligini va ... nuqtalar
o‘rnida turgan ifodani ko'rsating.

b b
A \.f{x)dx; B) jf(x)dx;
a b
d d h
D) jf(x)dx =..+j f(x)dx =mE) j\f(x)+q(x)]dx;
C e a
b e b
K 1) -\f{x)dx\ 2) jf(x)dx\ 3) -jf{x)dx; 4) 0;
a Cc a
b b b b
5) jf(x)dx +jq(x)dx; 6) jI\x)dx-jg(x)dx;
a a a a
d-e 2b 2b
7)) f(x)dx; 8) j f(x)dx\ 9) C 10) jf(x)dx.
¢ b 2a
A) A3, Bl, D7, E4 B) Al, B4, D2, E5;
D) A5 B8, D6, E9; E) A10, B9, D4, ES6;

F) A8, B6, D9, EIO.
51. Agar |a; D\ kesmada f{x) >0 funksiya uchun k <f{x) < K

b
tengsizlik o'rinli bo'lsa, ?(b-a)< jf(x)dx< K? bo'ladi. ? belgilar
a
o'rniga mos ifodalarni tartibi bo'yicha yozing:
A) (k- a), (k- by, B) (K-K), {K+k);, D)k (b- a);
E) {k- b), (k+b\ F) (K-a), (k+Dh).

52. /7 (jv) funksiya Ja: b\ kesmada monoton o'suvchi. Agar [g; B\

kesma teng n bo'lakka bo'lingan va bo'linish nugtalari a=x(l<x]<...
<xn=b bo'lsa, u holda

ord & h N
- X< f{x)dx<-17?
"D n/

A

bo'ladi. ? belgilari o'rniga mos ifodalarni tartibi bilan yozing.
A) xn, f(x), -V,, - 1 xA B) a0, xa, » - 2, f(xk )
D) b+a,fixk{, b+a, n- 1/1._,); E) b-a,fix,), b-a, n,fixk\



F) xn- -Vi- f {xk2> xn-  i- 2-/(** 2>
53. Trapetsiyaiar formulasi:

J/(,v)dx-'\|- <a('m) ]+t ()]
a

? belgilar o‘rniga mos ifodalami kelisli tartibida yo/ing.

A) 6 - 6, xn,; B) b+a, nn, x,, D) «1, xn,, X, 2
E) b-a ax(; F) V//ANW/A
54. x >0, a >0 uchun
Topilsin: Javob variantlari:
(1) (2) (©) 4 (5)
(In(ox))’ - : E e+
X=-j pga Inx 2 -2 e2 e 1
........ €
lim Inx 0 -foo —o0 1 e
X—>+00
lim Inx (00 —o0 -1
0 ¢ 0
55. a >0, b>0 uchun:
Topilsin: Javob variantlari:
(1) ) ©) (4) ()
axmyv ay  a*+o’ a™ u*y axy
ax a* -av > a”
............. ax yax Yy
(axy axmw axy &> Ne (ax)°y
(ab* cf+bx  ab’ aty a'b (a+b)x
1 a ! '
(f f a-bc o b (ab)x
56. Kombinatorika elementlari:
Asosiy Javob variantlari:
formulalar tl) 2 (3) (4) (5)
< = (MV)k = m K m K ! km mk
Ak - K! mi (/9-1)! (m+k)\ m!
m! KR\ (nr+k)! (m-K)\ (m-k)I
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davomi

om= MM (A1) (W) m(m-D) ml
_ A M k-\ (m+1)! KA
Ctl= (/! m A m\(mHN  K\MR\
A=) +.Hm (cH)! K kH R
Pk, km= K oo\ ke RN\ km\jg gl And ki #61 A 1
Ck= e PR G SR 1 R o o

57. Ehtimollik nazariyasi elementlari:

Qo'shish Javob variantlari:
teoremalari (1) ®) €) 4 (5)
/HUB=0 uchur
JANUS) = />"U/%S) P(Ay+PB) P(A)- PB) JVOVUA) A1- i
P(A) = P(A) \-P(A) 1+pm) 1-/74N) 1+

58.  Bitta ehtimollik fazosidan olingan erkli Ava Btasodifiy hodisalar
uchun:
Javob variantlari:
1) (2) ©) C) ©)
P(AT\ B) = P(A)P{B) P(A) +P(B) P(AMB) P(AMB) P(AC)B)

PA)+PB)~ P(A+B)-  PA+B+ FWRB+ PA-PB)+
P(AfIB) = _paysA(B) - P(A) P(B) +P(A) P(B) +NANB) +0\A) 1\

59. X hodisa ro'y bergandagina A hodisaning ro'y berish ehtimolligi
P(A\X) =

A4 P{A\JX) _ ou P(A{\X) ' N P(ALX)
P(X) ' P(X) P(A)
cu  P(AfIX) . P (X)
Brahy = F7 p(afx):

60. Bernulli formulasi Pmn=
A Efpmgmn. Bfcrpg . B Lfp q,

E) C™pn+yqn; F) C™pmgn mm
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JAVOBLAR

1 )0

1.9. Isinx |< 1, Jeosx |[< L 0<1 cosx5 2ekanligidan, foydalaning. 1.11.4)
X = R(t- sin/),y = R(I - cos/). 1.16. Ko‘rsatma: IMl= OB2-OM2=
= 0OB2 - (OA - MA)2= MA(2(O)A MA), bundan i/.lanayotgan munosabat
chigarib olinadi. 1.19. 1) to'g'ri burchakli EVS uchburchak
bo'yicha rv=r~ina, endi hisoblashlarni bajaring. 1.23. 1) sin5x ning T,

asosiy davrini sin(5x+ 2n) =sin5(x + /,) bo'yicha topami/.: /, - ~ ; shu kabi

cos4x ning asosiy davri T2 = 7' va /, ning eng Kichik umumiy bo'linuvchisi
javobni beradi: T= 2n; 2) 20n; 3) 20n. 1.24. 1 cos/ sahm funksiya
/=n da 0 ga teng, juft funksiya, ixtiyoriy /da nomanfiy, 0 < /<n da
0 dan 2 gacha monoton o'sadi, n</<2n da 2 dan 0 gacha monoton kamayadi;
1- cos(180° /) =1+cos/=2- (1 - cos/). 1.25. 1) mumkin; 2) mumkin, chunki

i' Ja2+2] +§/:Jé!’+b’1,] =1. 1- cos/=1- \K‘Il'(t/; 1.28.

2) mJ2- m2. 1.31. a) 1), 7) lar toq, 2), .3), 4) lar jtiH. 5), 0) lar toq ham
emas, juft ham emas. 1.34. 1) -y~ 2) -0.6. 1.36. (0 0,5; 7) 3, 1.42. ) x =nk,
kez;, 2) x=| +nfE, £eZ; 3) j +2nk, ke/, 4) 0; 5) 2cosx I * 0,
X *+N+20K,AeZ 1.43. 1) Ko'rsatma: cos4(x i /) cos(4x t2n), bundan

T=n/2; 2) T=4n; 3) 2n/3; 4) Ko'rsatma: cos(o>(/ i /) i«) cos(<n/+Hp+ 2n),

bundan o/ +WT +p =0/ +w +20, T= ;5) / =20/5 1 n 7) T=1/2
8) T=" ,;9) Yechilishi: cos4x bo'yicha =y, sin].Sv + bo'yicha
T2==j-; j, — laming eng kichik umumiy bo'linuvchisi / ni beradi, /=2n;

10) T=4n; 11) T=2n, 12) T =2n. 1.45. 3) a243/r -~ ;4) 0; 5 az 6)
V3a‘ -+b . 1.46. 1)~5) mashqlarni yechishda ----------------- ~ya”a?...a,,

tengsizlikdan foydalaning, bunda a, a,, ..., ait — musbat sonlar. Masalan,
Ja2ml =11 bundan AN 1. Bunday giymatlarni tangens va kotangens gabul
gila oladi va fagat a = 1 bo‘lgandagina n I= 1 boladi va berilgan giymatni

i kosi h bul giladi. 1.48. = tg« = .1.49. 2
sinus va kosinus ham gabul giladi cosa atb g« a -b



,52. 1) 0; 3) 0; 4) 0. 1.56. cos&X +sin& =(cosX +sinX)2- 2cosXsinX =
= 1- 2cosx sinX. Ikkinchi tomondan cosék +sin& = (cosX)3+ (sinx)’ = .. =

=1-3cosxsinX=7. Bundan cos2vsinX= JJavob: cos&k+sin&k=1- 2- ~ =LUA"-.

1.57. Agar 0 <x <j , h>0, x+h<| deb qo’-

i i in(x
ylisa, masalani hal qgilish uchun _ i sin(

bo'lishini isbot qilish yetarli (geometrik
isbotida 1-§, 1-banddagi ma’lumotlarga tayanish
mumkin). Markazi koordinatalar boshida
joylashtirilgan birlik aylanada A(x + h) va

B(x) nuqtalar belgilangan boisin (l1.54-rasm).
_ . sinx+/;) _ AA _ AC _ BC+AB _
nAB=h, jBD- x, BB BC BC

=\+M<\ +h=xxh Bundan «n(£+l‘|)<5||Lv 163 Ko'rsatma: 1), 3),
BC X X x+h

4) larda y = cosx funksiya grafigini almashtlrlshdan, 2), 5), 6), 9) larda
y =sinx funksiya grafigini almashtirishdan, 7), 8) larda esa [a], {a}
larning ta'rifidan foydalaning. 1.64. Ko'rsatma: 1), 2), 4), 5) larda y =
=cosx funksiya grafigini almashtirishdan, 3) da y =sinx funksiya gra-
figini almashtirishdan foydalaning. 1.69. Ko'rsatma: y =tgx, y = ctgx
funksiyalarning grafigini almashtirishdan va |al], [a], {a} larning

ta'rifidan o'z o'rnida foydalaning. 1.70. 1) sin(y “ jf) =cosff :

-H A1 -1T17-71T 1 -4~ 2> 2:3>-T-4>-T -

Ko'rsatma: 1) Funksiyalar ifodasini y - cosfx - jj yoki y =cos™ ko'-

rinishiga keltiring, cos”y”~ =cosj™ +2nj bo'yicha T=4n. 1.84. ]\(X) va /,(X)

chiziglarga ularning M(xu yu) kesishish nuqtasi orgali o'tkazilgan 1, va /,
urinmalar OX o'gining musbat yo'nalishi bilan a, va a2 burchak tashkil
qgilsin (1.55-rasm). Kesishuvda hosil bo'ladigan p burchak P=a2-a, bo'ladi.
k,-k.

tgP =tg(«, - a.) = 14+M

bo'ladi, bunda k{=tga,, k2=tga2 urinuvchi to'g'ri
chiziglarning burchak koeffitsiyentlari. 1) 2)

1?’3" . 1.85. igA =x deb belgilaylik. U holda

tgfi= 2x, tgC =3x; tgC =tg(7t—A + B))=-tg(A +B) =
=3x yoki * 3x = 'Tenglamani yechib, x, =0,

x2=1, x3=-1 ni topamiz. Uchburchak burchaklari
0 ga, yoki hammalari o'tmas, yoki 180° ga teng
bo'lishlari mumkin emas. Shunga ko'ra masala
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shartini fagat x= 1 ganoatlantiradi. Javob: IgA =1, tgB= 2, tgC = 3,

= sinB=L~", sinC .1.88. 1) ~;2) y~- 1.96. 10) tg55° *
tg65° =tg(60°-5') tg(604 v ) ‘'YIuu ig* tigs _ 3-ig-.s tg75° =
I+tg60° tg5° I-tgftO ig5° I-3tg25°
= ctg 15° = ctg3-5 N —= 179 S— ;1g55'""tg65°tg75" =—— =
3ctg5° | 3tg5” tg- 5" tg5°
=ctg5° =tg85°. 1.97. 1) 2) 1.3) 3tg2(x; 4) 2cos«x; 6) as|7i'r12z§( ;7)) 1;8)
cos(f - 2a]. 1.99. sin15° = . Sllis 1.100. 1) |sin3<x|; 2) V2]cos5jc];
3) I; 4) ctg2rx: 5) 1.101. 5) Ko’'rsatma: sin{tfcosdix (sin3xfcosyx)2-
- 2sin2acos2 dan foydalaning. 1.107. !) A; 2) Vcchilishi: — sln =
*

cos 35° cos 55°
*i(c0s20° -cos 90°)

S — =1; 3) 1- -¥3; 4) 0,25; 5) A Ko'rsatma: dastlab
|(cosZO +c0s90 )

c0s9°cos81° va cos27°cos63° ko'paytmalarni yig'ituliga keltiring. 1.109. 5)

-jr =ctg60J =ctg(3m201)= — m3ctg2®°  yoki kvadralga ko'tarilsa, ctg620°-
V3 3ctg 20° -1

- 6ctg420° + 9ctg:20° = 3ctgJ20° - 2ctg-'20 + ~ va hoka/o; (® cos()°cos81° =
= | (cos90 + cos72°) = ~cos72 , shu kabi cos27''cos(>3" \cos36”. Il holda

€0s9°c0s27°c0s63°cos81° = 4—cos72 c0s36° =\cos72" .ISIfiJL..cos36° =
4 2sin 36

sin 144 I cosi2°c0s240c0s480c0s96° =... = - ; 7) tenglikning chap qis-

~ 16sin36° 16 u
mini 2siny ga ko'paytiramiz va bo'lamiz: —— (simx -Zsinré i sin 2ix «2sin” +
1 2siii 2

+..+sin/;amsinyj = 1 -cosMy) +|cosy -cosyjf...+|cos2”-lu-cos™iajj =

cos/Kt-1+2«sin”

. 2sing(x
- coshpi 1.110. 1 - p2) -
2lllyf102 /a .................... ) 4ty +2) §in2<xcos 10

1.111. 1) 5sin(5?+a), a =arccos0,6; 2) 12sin(3f + <), a =arccos—:H— 5; 3)

13sin(2f +a), a =arccos +y . 1.115. I)<p(-/ =0 vaqt momentidagi bosh-
lang'ich faza, X = J1”coBh yoki X = A”cosoj/, Y = Kisimp yoki Y = F0sinco/;
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3) X= XCcos(wt +df), Y= Kxsin(a)?+ d0). 1.116.7) sin.v =] >1 bo'lgani uchun

tenglamaning yechimi yo‘q. 1.119. 4) 3n-10. 1.122. 1) £+~ +2An;8) 2 -j.
1.125. 4) Yechimi yo'q. 1.127. 3) arcctg 0,2 + kn, AeZ. 1.129. 1) -/11; 5)

tg(arcctg(- |)) =1g(«- arcctgjj =-tg(arcc,s|) - - 1.133.

D) f +fS-tsZ: 2>i0 N +2t4 teZ3>ra(f+fa)-teZ; 51
-5° +60°A, AeZ; 9) 22°30'+ 30'+ 180%, AeZ; 11)0. 1.134. Ko'rsatma: 3)

5x =-j +nk, AezZ; 6) 3x =y +5x +nk, AeZ; 8) tg(5n - x) =tg(it - x) =-tgx;
- ctgl2x + || =tg]-y +2x]|; 12) Jx =*- 2x +nk, Ke Z; ...; 13) kvadrat teng-

lamani yeching; 15) x2=(-1)4-3x2 +nk, keZ\ 17) ,/2(sinx +cosx)(l-"sin2xj =

=sin2x. 1.136. 1) (sinx-cosx)2=0, ...; 3) tg2x=3; tg2x=17;... 8) 2tgX-6tgx-
-23 =0; 10) cos&k - sin&X= (cosX -sin X)(cosXx +sinX) =cosX-sinXx= ...; 11)

X :%+-ﬁ;‘ﬂ, nezZ; 12) x =~ , neZ. 1.137. 1) w+kn, AeZ;, 2) sinx = 1,
cos&= A ; 3) X, =2nk, keZ, x, = +21A |, AeZ, X, =xy +2nA , AeZ; 4) 0;
5) §+nA , AeZ. 1.138. 2) x,1:2nA, AeZ, v, :i(]; +29A x,:i’(\)+2nk ,

AeZ; 3) ™ +nA, arctg3 +nA, AeZ; 4) -| +nA, arctg2 +9A, AeZ; 5) M +y A

AeZ; 7) berilgan tenglama cosbx + cos7x = %(sin5x +sin7x) tenglamaga teng
kuchli; 8) tenglamani sin2x - 2sindxcos& +cos*x =cos& - cosX yoki (sindx -
- cos&)2=-cosX(1- cos'.v) ko'rinishda qaytadan yozamiz. (sin4x- cos&)2>0,
-cosX(l - cos&k) <0 bo'lganiga ko'ra tenglik cosx(l - cos&) =0 bo'lganda
o'rinli bo'ladi. Bu tenglama ikki tenglamaga ajraladi: cosx=0, |-cos&=0. Javob:

X =j +nk, A=0, £1, £2, ...; 9) Yechilishi: sin2x =1 tenglamani ganoat-
lantirmogda. Shunga ko'ra (sin2x - 1)(sin2x - 4sin2x - 4)= 0=
) sin 2x =1
sin 2x =1,

1+y/2 >1 bo'Imogda = jx| =45° +180° A,
sin 2x =2(1 £yjl) .
sin 2x =2(1 - \2)
x2=2("“0* arcsin2(1 - -/2)+y A, AezJ. 1.139. }) x =--] +mt; 2) x=" +2/m
3) x =]+ |n, neZ. 1.140. 1)0; 2) x =] +nA; 3) x=-] +"-a, AeZ;

X =j +nn, ne Z. 1.141. 1) X =-arccosj-j-]j +~ +2mt; 2) x =~ +2m, ne Z ;
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) x=(C-"1+71+ nk, ke Z.1143. 12) Ko'rsatma: ildiz ostidagi ifo-
dalar soddalashtirilsin. Natijada: i/(2sinx+l)J +J(2smx-\)2=2, |2sinx+l] +
+]2sinx-1] =2. Tenglama fagat |sin.xj™ da o'rinli. Undan: -| +Tw<x<| +my

/1=0, *1, %2, .... 1.144. Yechish . Tenglamani sinx =2x - 2 ko'rinishda

yozib olamiz va y =sinx, y =2x - 2 funksiyalar grafiklarini hitia koordinatalar
tekisligida yasaymiz (1.56-rasm).

1.56-rasm.
Grafiklar bitta nuqgtada kesishadi. Bu nuqtaning abssissasi berilgan
tenglamaning yagona ildizidir. Grafiklar kesishish nuglasining abssissasi

=1,5 ga teng. Shunday qilib, x 5 1.145. 1) \ yi2/m ne?Z

y =~-2nn, neZ\ 2) x = +nk +/7), vy tnk 1), k. /tZ; 3)

[

A=xfypn(T4n), y = £ +n(n- m), m neZ\ 4)0. 1146. 1) clgze< ngtgi(—'<
ara 1

<2-ga = 2ct™a ~ 2) sinf - sin® +0,52=(sin\x 0,5); £ 0; 3) liar doim

2 + cosa > 0. Tengsizlik - ,/3(2 +cosa) <3sina < i cosa), bundan
3] sina] < 2 +cosa, yoki 4cosa +4cosa + 1>0, yoki (2cosa + 1)2>0; 4)

cos/l «cosB cosC = ~[cos(/l - B) +cos(/l + B)]JcosC ~ ~Alu.(/l /?)-cokClcckC =
=~ [c032C - cos(/1 - 5)cosC] =]cos2(/1 - B) i cosC- cos"~gd <
<~cos2(/l - B) < 9) Jasinx +6cosx| < -Ja2 +b: bo‘lganigu ko'ra |3sinx-

- 4cosx| < J32+42 =5, 10) sina >sinacosp, sinp >sinpcosa ekani ma’lum.
Ular hadlab qo'shilsa: sina + sinp > sinacosp + cosasinp - sin(cx +P); 11)
oldingi misolga asoslanilsa, 2sina =sin(a + P) <sina +sinp, sina <sinp,
demak, a< p. 1.153. 1) 0,2376; 2) 0,9832; 3) 0,1510; 4) 0,5150, darajalarni
radianlarga o'tkazing. 1.157. 1) tg(arctg3) = 3 bo'lishini bilamiz. Lekin

arctg(tg3) =3 deyilishi qo'pol xatolik bo'ladi, chunki - j <arctgm <j .
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Demak, arctg(tg3)e j- f ; jj bo'lishi kerak: tga =tg(arctg(tg3))=tg3. Tangenslar-
nir?% tengliﬂk ’shartiga ko'ra a =3 +TtA Lekin shart bo'yicha -"2<3+A3T<’2\ yoki
_ yoki -1,43... <k <-0,45..., bundan k =-1 Demak, arctg(tg3) =
=3- 51; 2) a =arcsin(sin4), sina =sin4, a= (-1)* «4 +nk, (~1)* m +An ,
bundan A= 1 Demak, a =-4 +1; 5) arccosjcos(] +|)j =arccos[cos™] =~ 6[0; 1];
6 ) arcsin cos/4n +9%nj  arcsinlcos-y nj =arcsin smjJ - j n arcsinlsin”j

=gy [-1<x<|]; 7) arctg tg(f-y) arctgltgA =n; 9) cos2a=cos2a -1,

ae(~8§ f) bo'yicha ayniyat 2cos2(arccos) - 1=2x2- 1; 10) cos3a =

=cosa(4cos2a - 3) bo'yicha: cos(arccosx) m4cos2(arccosx) - 3) =x(4x2-3),
- 1<x <1; 12) Ko'rsatma: arcsin(sin 100) =(-1* )(kn - 100), bunda k bunday
aniglandi: -’\2<AFI-100<3, i ’2\<A< - +E 31,3 <kK<323, K=32.
arcsin(sin 100) = 3271 - 100: 13) sin 3a =3sina - 4sin2a , bunda a =arcsinx,
bundan sin(3arcsinx) =3 x-4x’. 1.158. 1) y~ ;2) 0; 3) ;7)) Ko‘rsatma:
y =2arcsinx  almashtirish  kiritilgandan so'ng siny +cosy =1;
WMANsin.v +y-cos.i’j = 1=>J2 sn>+2j =1, bundan y =kn +(-1)* ~|§ - 14:1.
Ikki holni garang: Kk =2m, Kk =2m - 1 8) Ko'rsatma: arccosx =y +

X =cos(”™ +10As) =0, k=0, £1, £2, ...; x=0. 1.159. 1) ~"-<x2-4x<

2 n. arctg0,5 u arctg2,5 . arctg3
R VE 3 3 3

ni isbot qilish kerak. sin(arcsinx - arccosx) =sin(arcsinx) mcos(arccosx)

; 3) sin(arcsinx- arccosx) >sinO =0

sin(arccosx)cos(arcsinx)= x2-(J\ -x2)2 =2x2- 1>0=>|x|==p yoki x < J%_,
x >y, lekin tengsizlik |x]< I da ma'noga ega. Demak, Y7 <x <
4) (-y-; y-J. 1.160.2) 6(N+1).

Il bob

2.1.0.2.2.x=0.2.3.0. 24.x=1.25. x =xy +2nn, y =+ | +2{n - k)n, n, keZ

Ko'rsatma: tenglamani 4cos2*y-4cos”y- cos”™y +1=0 ko'rinishga



keltirib, chap tomonda to'la kvadrat ajrating. 2.6. X =-] +4~, y =/ +2nn,

|+ |f | 16 ko'ri-

n, keZ. Ko'rsatma: tenglamani siny =24 - ~sin22x) ¢

nishga keltiring va -I<siny<l| ekanligidan foydalanib, {SII’]ZZX:],

kin>=1

siste-
mani hosil qiling. 2.7. n=j(2k +1). Ko'rsatma: tenglamani (tgx-tg2")+

+2(tgx mgy - ctgx ectgv)2+ 1=sin2(x +y) ko'rinishga keltiring. 2.8. x = 2.
Ko'rsatma: tenglamani x ¢2' =8. ko'rinishga keltiring. 2.9. x, =0, x2=2.
Ko'rsatma: tenglamani (v- 2)(2' +x - 1) =0 ko'rinishga keltiring. 2.10.

r=kny=1 kezZ 2.11. 0. 2.12. x =] +kn, x =2kn, keZ. 2.13. 0. 2.14.
X =N +2kn, kez 2.15. 0. 2.16. x =1,y =0. 2.17. x =1 y =0. 2.18.
2kn <x <j +2kn, kezZ. 2.19. (-o0; -]Ju]l; + .Ko'rsatma: tengsizlik-
ning aniglanish sohasini toping va unda Jx2- 1 >0 bo'lishini e’tiborga oling.
2.20. |t +o00). 2.21. (-00; -lJu]l; +°°). 2.22. (-°°; I]. 2.23. [I; +o00).
Ko'rsatma: x> 1bo'lsa, Jx <x va 2' >2 bo'ladi. 2.24. (<= 11. Ko'rsatma:
X< lbo'lganda 2 ~ >2° =1>x bo'ladi. 2.26. [1; 2). 2.27. x =] +2nk. K=7, 8,
9, ... . Yechilishi. Tengsizlik sinx = 1 bo'ladigan x larda aniglangan, ya’'ni
tengsizlikning aniglanish sohasi x =-] +2nk, ~eZlardan tashkil topadi.
Bu x lar ichidan tengsizlikning yechimi bo'ladiganlarini bevosita qo'yib
ko'rish bilan aniglaymiz: 0<Ij +2nk”™- 13n, keZ . Bundan, A >7 ekani
kelib chigadi. 2.28. (-=»; -2)u(2; +=). 2.29. x =-1. 2.30. x =2. 2.32. (-»; +°°).
Ko'rsatma: sin(sinx) <sinl<sinj =" . 2.33. (-°°; +~). Ko'rsatma:
[sinx +cosx)] <1<2M* 2.34, (-°°; +~). Ko'rsatma: |sin2{6x} <|sin21<
<jsin21l =1.2.35. (-« +*°). Ko'rsatma: sin({x( +1) - sin(x} =2sinjcos|{x} +5)>
>2cos(l +4)sin™ >2cos”sin +=0.2.36. [1; -k»), Ko'rsatma: y=Jx-1+2V+log,x,

T.2.37. (1;2). 2.38. (-»; 11 Ko'rsatma: y =J\- x +3- x - 2' funksiya IXy)
=(-=1dai vaj<l) =0.2.39. [*+]; k+~.keZ. 2.40. 1- "< x< 1.241.

x =log32-4; y=1. 242. x =y =2, z =-2. Ko 'rsat ma: Tenglamalar
Ix+r=2-y,
sistemasini ~ - 4 ko'rinishda yozib, bu sistemani y parametrli sifatida

garang yoki berilgan sistemaning birinchi tenglamasini kvadratga
ko'tarishdan hosil bo'lgan tenglamadan sistemaning ikkinchi tenglamasini
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ayiring. 2.43. x =y =4, z=-4. 2.44. x =3,y =1 z=0. 245. x=y =z=1

2.46. (1,5, 0,5). 2.47. (x; 1).2.48. x =xf;>>=n§. 2.49. (2; 9) va (-2; -9).

2.50. (2; W, va (-2; -4 .

Il bob

JA
31 13 17,552 N; N; No; n7. 35 £ ~(nyr 38 )

chegaralanmagan; 2), 3), 4) chegaralangan bo'lishi ham, chegaralanmagan
bo'lishi ham mumkin. 3.9. 1) Yo'q (Masalan xn=-1; yn= 1 ketma-ketliklarni

garang); 2) Ha. 3.13. Ko'rsatma: W, -a, =---— ad-be------- ekanidan
(cn+d) +c(cn+d)

foydalaning. 1) ad>bc\ 2) ad<bc. 3.21. 1) Yo'q; 2) Yo'q; 3) Ha; 4) Ha. 3.23.

1) Ko'rsatma. X, =-- —~ ketma-ketlikning chegaralanganligidan
18+ 12+ L
n n2
foydalaning. 3.24. f +J(fn-T) ' 3"27, x"=2+n+V

2) X, =0 +U "I?] |J; Iimx,, =0.3.28. 1) 2, 2) 0; 3) 3;4) 0. 3.30. 1) 2; 2) 0
3)+o0; 4) +~; 5) 0; 6) 0; 7) 0; S) I. 3.31. 1) 72) £;3)54) 1334, 1) 1
IVbob
43. 1) lim f(x) =8, Ilim f(x) =2; 2) lim f(x)= 1, lim f(x) =0. 4.5.

V .,4-0 ar->4,0 n-.2-0 A->2+0
1) 3; 2) 4, 3) 10; 4) 724; 5) 6; 6) 1 4.6. 1) 15; 3) 4, 5) i. 4.7. 1) Ha; 2) Ha;

3) Yo'q; 4) Ha; 5) Yo'q; 6) Ha; 7) Ha; 8) Ha; 9) Yo'q; 10) Yo'g; 11) Ha; 12) Ha.
48. 1)8,2) I;3) 1, 4)°55)0;6)0; 7) 72; 8 9)2; 10)0; 11) 2; 12) 1 4.9.
y=14.10. x =-1/w4.11. y =x. 4.12. ))x =2,y =0; 2) y =X\3J)y =-X, y =X;
4)y =-1,y=1;5)x =-1,x=1,y =-x;6)y =0;7)y =--1x-1, y ="x-\\
8)y=2x+ 1,9)y =0; 10) ¥ =j w4.13. 1) uzluksiz; 2) uzluksiz emas; 3) uzluksiz

emas; 4) uzluksiz emas; 5) uzluksiz emas; 6) uzluksiz emas. 4.16. 1) x =0;

2) x=j +nk, AeZ; 3) x =%1; 4) x =1, 5) x =n, neZ. 6) ™  neZ

4.17. 1) Masalan, y —;(-&---\-)-&--2) 3) Masalan, ?x’ ,CII,]— 4.20. ) A=1 2

A=1;3)A=-6;4) A=2.423.x=1428. 1) 1,2) 15 3) £ 4) |5 I
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6) |. 420. 1) 2,2 2,3) |;4) 155 1;6) +;7)i:8) j:9 J1:10 5
) 1 12) L; 13) 3 16) 12, 17) ~ 5 18) 1. 4.30. 1) < 2) t7 3) 4 4)

Vbob
5.2. Ko'rsatma: girraning x uzunligi va Ox
orttirmaga muvofig hajmning A Vo'zgarishi X 1 0.5 0.2
jadvalda ko'rsatilgan.
7 2,375 0,728
5.11.  /'(*) =3x2-] x +10, /' (0)= 10, 5 9 41,375 15,608

10 331 157,625 61,218
/(-1) =142, /'(1) =11,8.5.13.Ko'rsatma:

av =1 A> YXTh-¥Yx  (YN-YX)(FL(x+WN? +H(x+h)x+\I7)
h h h(lj(x+h)2+y(x+h)x+Ne)

Javob: y’ ::?1 .5.16. Ko'rsatma: h'(t) =v(t) =v0- gt, AL =u0- gt, bundan
VX
/aniglanib, h(t) ifodaga qo'yiladi. Javob: 5,234375 =5,234 m. 5.22. Ko'rsatma:
x2- 4x +1=-2 bo'yicha x0=1 va x0=3 aniglanadi. (1; -2) va (3; -2) nuqta
larda berilgan egri chiziqga urinuvchi to'g'ri chiziglary =-2x vay =2 x-8. 5.31.
v=6x-4, d="4- 532 i'=12x- 28.5.33. Ko'rsatma: x3- Vx- 14 =-2=>
=>x'-1-1| x+1] =0. Endi ko'paytuvchilarga ajrating. Javob: y =1,25x- 3,25,
y= 5x+5,5 ,y=-x- 1,5. 5.41. v(t) =x'(t) = 10-0,6/, v(6)= 10-3,6 =6,4 (m/s):
10 - 0,6/ =0, bundan /=16" (s). 5.44. (uvw)'= =u'uw + uv'w +uvw'. 5.45.

Ko'rsatma: k=tg4s° =1 y"' =(Vx - 1) =[xl - 1] =ix 1=k =1, bundan

X =+3J1 « Endi y =Vx - 1 munosabatdan foydalaning. 5.47. Ko‘rsatma:
f(a +h) =f(a) +f'(a)h dan foydalaning. Chetlanish ah ga teng. bunda

3) 7) (x1+6x +5)aax.
1

5.55. 2) 5cos|5x +jj; 3) 42xsin2]|7xJ - -]jcos|7x2- -]j; 10) - —f5; II)

—Ny__f' - H . . - N -
a="y f'(a). 5.51. 1) - 4cos3xsinx; 2) cosx ' 4sin2x’

cos(sinx)cosx; 12) , X €0s ~J1+x2

n 14) X--1
47tgyCOs2-|

2X cos
sin 2|-ﬂ
15 . 5.59. 5.60. 8 f: 9) arcsinx; 10
) J‘X(1+VX) ) 2(arccosx)2J 1-x’ ) )

sinx earctgx + X ¢ cosx earctgx + N
g 9 1802 ) 2Jx

1+x2 xUlx"-4
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R, S| ] [ I S =
13) (I+x)]2x(\ x) - 5.63. 11) Ko'rsatma: | v v Tax120) \xJ4 X¥51
I N
=(3-b, (1)) munosabat bo'yicha— L -+— —7_ =...5.65. s'=v=="~cos”.
I (x+4r (x+5)-) I 1

V'=U =- 4~r-siny- YN s"=~"Tsm5.66. 1) 2un2; 2) 4 {1 —jcIn4d),

3) 10°'(1 +xInlO); 4) eVcosx - sinx); 5) __§_'_’J_>§gcogx. 8) 2&1\%1)%)

7) ~ T ~f:8) 2'In2 «cos(2). 5.67. 1) 2x log, X +u, ;2) LUE. m3) M iti;

4) xIn.v-A+l [n2; 5) sinxlnx +x cosx Inx+sinx; 6 ) --—- — 7))
xIn x xIn'x x(I+Inx)'

8) ctgx. 5.68. 1) x+2%y+4> 2) ) _ )
(x+3)2 ' (1-x)2 *  2jx(\+j2x)2°’ 207(\+LW) "’
5 --r=_;6 - * 8 3l£. .5.69. 1) Ko'rsatma:
) JTT7’ ) (1 T 4| 3Vd2+x2)4 ) 27077 )
y' =(x3+x2+6) = 3x2+2x =0, buning ildizlari x, =0, - | . U holda :
x< 0 x=0 x>0 X<_2 oxo=-2
X < 3 * 3
% <O y' =0 >0 ¥ > O X =0 Y <O

Min =03+02+6=6; ymx=(-§) +(-§) +6=6";9) x0=-", a>0 da
eng kichik giymat , a<0 da eng katta giymat .5.70. 2) eng katta
giymati / (3) = 1 eng kichik giymati / (-3) =-971,4. 5.73. x =y ,y =-y,

Smx =-y ¢ 5.74. 2, 2, 271 . 575 x=].576. x =r da (r>0). 578.

/2(x) =14+2,/(x-2)(16-x) funksiya x ning ganday giymatida eng Kkatta giy-
matga ega bo'lishini aniglaymiz. x - 2 va 16-x ko'paytuvchilar musbat, ular-
ning yig'indisi 14 ga teng, ya'ni doimiy son. Demak, / 2x) funksiya, f (X)
funksiya ham eng katta giymatni x ning x - 2=16 - x tenglikni ganoatlantiradigan
giymatida gabul giladi. Bux=9, unda /7 2x) =28. lzlanayotgan eng katta qiymat
/(9) =-N8 .5.80. Ko'rsatma: x< 1, 1<x< 2, 2 <x< 3, 3<x< 4, x> 4 hollarini
garang. Javob: 2<x <3 bo'lishi sharti bilan/=4. 5.81. Ko'rsatma:
uchburchakning asosi va balandligi o'zgarmas ekanligidan foydalaning va



AB =a, CD =Hdeb gabul qiling. Eng katta giymat KL chizig o'rta chiziq
bo’lganda hosil bo'ladi. 5.85. 1) A4/=/(2) -/(1) =9; Ax=2- 1=1; (1) formula

bo'yicha f'(c) =j =9. Lekin f =3x2+2, bundan x =c da 3c2+2 =09,

c= , nihoyat. ce[l; 2] bo'lganidan c- Jj ~3) quyi tomon yo'nalgan;

4) (0; +°5) da qavariqligi bilan yuqoriga, (-<»; 0) da quyiga yo'nalgan. 5.88.
1) (~°° +“) da o'sadi; 2) (-°°; +=) da o'sadi; 3) (-~; 2) da o'sadi, (2; 3) da
kamayadi, (3; +°°) da o'sadi. 5.103. 2) -1,66; 0,25; 2; I.

VI bob

6.7. 2) Ko'rsatma: 2x =1 ~-+C. 6.13. 1) |sin2x - jxcos2x +C;
2) xsinx +cosx +C; 3) . +C; 4) -IéJ,rE:(XJnS- 1) +C; 5) xInx - x +C;
6) i-lnx-~ +C; 7) ~"-(sinx +cosx) +C; 8) e'(x2-2x +2) +C;
9) x In2x - 2xlnx +2x +C. 6.16. 7) 8]; 8) -3; 9) ; 10) 11,25. 6.18.

2)f :4) 4:;5) 171.6.19.2) |i:4) 27;6) | .6.22.4=3, B=0. 6.30.64,8.
VIl bob

74. 5= +vat +s0, bu yerda vit=iM0), ,v(0) =s0. Ko'rsatma. F- Ta,
P =mg va F= P munosabatlardan foydalaning. 7.6. y =e*2mKo'rsatma.
y‘=2xy va y(0) = 1dan foydalaning. 7.15. 1) y =j~(x3- C); 2) y =x2+Cx3;
3) y =sinx +C etgy. 7.16. y = +1.7.17. y(0) = 1shartni ganoatlantira-

digan yechim mavjud emas.
VIIl bob

8.3.3-4=12. 8.4. 8;6. 8.5. 24. 8.10. JZI3«/13=7-6 -5m3 M «1=1260. 8.18.

Ca=4845.8.19. C2=10.8.20. C3-C2=26400.8.21. C¥ 8.28. 1)k=k, +k2+
+k} =4, kt=0, 1, 2, 3 (kr k,, A) kortejlarni tuzamiz: (4, 0, 0), (0, 4, 0),
(0, 0, 4), 3, 1,0), (3 0, I), (1, 3,0), (1, 0, 3), (0, 3, I), (0, L. 3).
(2, 2, 0), (2,0, 2), (0, 2, 2), (1, 1, 2), (I, 2, 1), (2, 1,1). Yoyilmada jami
15 ta had bor. Hadlardan ixtiyoriy birini, masalan, (2, I. 1) kortcjga
mosini topamiz. Uning koeffitsiyenti: P(2, 1. 1) = (E)/(£,! « kA mk\) =
=(4N/(2! m1 mll) = 12. Izlanayotgan had 12a2be ko'rinishda bo'ladi.

8.31. C- =(121)/(8! 41)=(9 10 11 12)/( 12 *3+4) =495 va sh.0". 8.32.3) C@ mi0.
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8.37. C] +C5m6!=7200. 8.38. Cl C* -C&.8.39.9-9!. 8.40. C8-C3 6!. 8.46. J%5=
=5= 120. 8.47. 2, 2. 1 1, I) =(7)/(2! -2 -1 1 1) = 1260. 8.48. 94 8.49.

C ®C4+C4+C-.8.53.84 8.55. A4 =982080.

IX bob

9.8. {A0, N1,, N, /(, N4 y45 N6, A?, Ag Ag /lul, bunda ST - gerb / marta
tushdi. 9.19. 1) A\JB =0, 3) Af)B =0 yoki A=0; 4) AaB. 9.20. Yo'q. 9.24. 2)

K; 7) M. 9.31. 0,77. 9.39. A=(ATIB)\J(ATB), bunda A~B va NN bog'liq
emas. /%/') = P(Af]B) + P(AC\B) va shart bo'yicha P(Af]B) = A1) « P(B)
bo'lganidan A/ W) = /') - />(MW=41)-41)-P{B)=P(A)-(1- P(B)) =
=P(A) P(B). 9.41. Ko'rsatma: />(NMAnC) +P(BC\A\JC) + P(C<T\A\JB) ni
hisoblang; 4) P(AtrM2rn3 = P(A,) mP(A2) » P(A3 = 0,7 «0,6 m0,6 = 0,252. 9.43.

P(Af]Bf]Q=P(A) -4 £)«/>(C)=0,9-0,8-0,7 =0,504. 9.45. A, - «birinchi bo*-
lakni ikkinchi bo'lak bilan birlashtirish»ga qolgan 2n - 1 ta bo'lakdan
bittasi imkon beradi, demak, P(At) =1/(2/? - 1); Ak—«k- bo'lakning golgan
2N (2k - 1) tasining bittasi bilan ulanish ehtimolligi P(AK = \/{2n -

(2k - 1)). O'zaro bog'lig hodisalar ehtimolliklarini ko'paytirish formulasi

bo'yicha izlanayotgan ehtimollik: P =x-L-*FL-..... 1.1 = J—
2«-1 2/7-3 3 1 99-97-.-F1

9.49. P=0.4 -0,4-0,4m 0,6 =0,0384. 9.70. Ko'rsatma: /7=60;Xpg =73 Xym=1
A = -766 -0,1.9.71. p=65"36'03", a( (3) =1"9.9.83. 2) (CQA +Cﬂ0)\/g% =48/95.
9.85. A —«uch otishda kamida biri nishonga tegdi» ehtimolligi P(A) =1 -
- 03=0,8, bundan g=\LL, s 0,5848. 9.86. P=1- 0,2 m0,3 «0.4 m0,5 =0,88. 9.87.
2
/=5, m>2p=0,6, q- 0,4, P(m>2)=1- PAm<2) =1- E P5(m) =1- Ps(0)-
m=0
- PA1)=1- C8p°gs- d,pp=0,912
X bob

«l, «12 «13 14 «5
10.1. QA @2 B @4 & - 10.2. N=(1 11 B=
3l 3R 3B 34 3B

10.3

O0O0O0O0

N=[4 4+ 4 4 4)‘]04'0(3 55 9)2>0 -3 3 6);3) (44 51 58 65):

I P

10.7. 1 22

|
4) (-4 -3 -23 -17). 10.5. 1 1
| 1 2 5

|
1
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4 2 9 -10 8 O -3 4 -41
2) ) ];) VS (A 80 2
4 -3 3 12 261 3 1 17
rs 3 3
1 -3 11 -38'
1-2 7
) 0o 1 -2 7
10.28. Mavjud emas. 10.29. 4y 0 | -2 5) 0 o 1 )
0 0 1
0 0 O 1,
11 1
4 4 4 4
doh k-l
6) | i | | -1030. ) |* 7~ j. Ko'rsatma: tenglamaning
4= 4 4 T4
I _1 _1 1
4 4 4 4

har ikki gismini ham | "1 matritsaga chapdan ko'paytiring; 4) ko'rsatma:

a2 -3
tenglamaning har ikki gismini ham o 1 2 matritsaga o'ngdan ko'paytiring.
00 1
10.32. 1) xt=2, X2=1, x3=3; 2) x =Yy =Z=0; 3) x, =3, x2=1, x3=1;
4) X=y =2=0. 5) *=3],Y=],2Z= «] +6) nr,=x2=jc3=0. 7) x, = 3, X2= -4,
x3=-1, x4= 1. 8) x, =x2 =X, =0.9) x, =x2=x3=x4=x5=0. 10) x, =2, x2=0,

x3=-2, x4=-2, x5=1 10.41. 1) (1; 12; 16); 2) (1; 2; 3; 0). 10.42. 1)y =x, +

+2x2 +3x3 2) OX, +” x2+x,. 10.43. 1) Yo'qg. 2) Ha. 10.44. 1) Fagat bir xil

usulda yoyish mumkin. 2) Fagat bir xil usulda yoyish mumkin. 10.49. 1)
(2; 1; 1). 3) (3; 0; 0). 5) (1; 2; 3).
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