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SO‘ZBOSHI

Matematik analiz fani oliy matematikaning asosiy va ayni vaqtda,
birinchi kurs talabalari duch keladigan dastlabki jiddiy bo‘limi bo‘lib, u
universitetlaming, pedagogika universiteti va institutlarining matematika,
ti/.ika, mexanika—matematika, fizika-matematika fakultetlarida, tegishli o‘quv
ilasturlari asosida alohida predmet sifatida o‘gitiladi. Shuningdek, texnika,
iglisodiyot, gishlog xo'jaligi va harbiy oliy ta’lim muassasalari talabalari
ham oliy matematika kursini o‘rganish jarayonida matematik analiz asosla-
r bilan tanishadilar.

«Matematik analiz» degan atama predmetning asl mohiyatini to'laroq
aks ettiradigan «cheksiz kichiklar yordamida analiz gilish» degan iboraning
so'nggi vagtlardagi qisga ko‘rinishi bo‘lib, unda funksiyalar va ularning
umumlashmalari (funksionallar, operatorlar va boshgalar) cheksiz kichiklar
metodi yordamida analiz gilinadi. Bu fan XVl asrda paydo bo‘lgan bo‘lib,
unga buyuk ingliz fizigi va matematigi I.Nyuton (1643—1727) va nemis
matematigi G.Leybnits (1646—1716) asos solganlar. Ular matematik
analizning asosini (differensial va integral hisobni) yaratdilar. Albatta, hali
1 paytda differensial va integral hisobning biz o‘rganadigan hozirgi gat’iy
matematik nazariyasi vujudga kelmagan edi. Bu nazariya X1X asming ikkinchi
yarmida (fransuz matematigi O.Koshi (1789—1857) tomonidan limit
tushunchasining aniq ta’riflanishi munosabati bilan gisga vaqt ichida nemis
matematiklari K.Veyershtrass (1815—1897), R.Dedekind (1831—1916)
va G.Kantor (1845—1918) lar bir-birlariga bog‘liq bo‘lmagan ravishda
haqigiy sonning o‘zaro teng kuchli bo'lgan turli nazariyalarini
yaratganlaridan so‘ng) bir gancha olimlaming ilmiy-uslubiy izlanishlari
tintijasida paydo bo‘lgan.

Matematik adabiyotlar ichida matematik analizga oid bir gancha klassik
wn zamonaviy adabiyotlar mavjud. Ularning ko'pchiligi u yoki bu
ixtisoslikning o‘ziga xos jihatlarini aks ettiruvchi dasturlar asosida rus tilida
yarnlilgan yoki xorijiy tillardan rus tiliga taijima gilingan adabiyotlardir.
Ko'p vyillik pedagogik faoliyatimizdan ma’lumki, o‘zbek tilida ta’lim
olnyotgan birinchi kurs talabalarining aksariyati rus tilida yozilgan yoki
ms tilidan o‘zbek tiliga taijima gilingan adabiyotlardan foydalanishda ma’lum
i [lymchiliklarga duch keladilar. Bu giyinchiliklami bartaraf gilish magsadida
no'nggi Yillarda oliy matematikaning turli bo‘limlari, xususan, matematik
nnali/ bo'yicha o‘zbek tilida bir nechta o‘quv go‘llanma va darsliklar nashr
((Hindi. Ular oliy ta’lim muassasalarida tayyorlanayotgan kadrlaming ma-
ternal ik salohiyatini zamonaviy talablar darajasiga ko‘tarishda muhim omil
ho*lib xi/.mat gilmoqda.



Mamlakatimizda oliy ta’limning ikki bosgichli (bakalavriat va
magistratura) tizimga o‘tilishi munosabati bilan o‘quv rejalari va fan
dasturlarida ro‘y bergan o‘zgarishlar hamda fizika va astronomiya ta’lim
yo‘nalishi talabalariga mo‘ljallangan matematik analiz kursini o‘qitishning
0‘ziga xos xususiyatlari mazkur o‘guv go‘llanmaning yozilishiga turtki
bo‘ldi.

Qo‘llanma mavjud adabiyotlardan fargli ravishda, o‘qituvchining
talabalarga o‘qgiydigan leksiyalari tiliga yaqgin tilda yaratildi. Bundan ko‘zda
tutilgan asosly magsad, birinchidan, talabalami o'gituvchi nutgini «so‘zma-
so‘z» yozib olishdan xalos qilish va bu bilan o‘qgituvchining leksiya
materiallarini erkinrog bayon qilishi uchun imkon yaratish; ikkinchidan,
analiz kursini mustaqil o‘rganuvchilarga va mazkur kurs bo‘yicha leksiya
o'giydigan yosh o'gituvchilarga ko'mak berishdan iborat.

Qo‘llanma uchta bobdan tashkil topgan bo‘lib, unda haqiqiy sonlar
nazariyasi, limitlar nazariyasi, bir argumentli funksiyalarning differensial
va integral hisobi bayon qilingan. Har bir bob matematik aniglik, gat’iylik
va ilmiylikka putur yetkazilmasdan, sodda va ravon qilib yozilgan hamda
kerakli misol va chizmalar bilan ta’minlangan. Muallif ushbu go‘llanmani
yozishda mavjud adabiyotlarda uchraydigan an’anaviy misollar bilan birga—
likda o‘zi tanlagan misollardan ham foydalandi va mavzularni o‘z talginida
ixcham va tushunarli tarzda bayon qilishga harakat gildi. Jumladan, ikkinchi
ajoyib limit hagidagi teorema bir tomonli limitlar yordamida isbot qgilindi;
adabiyotlarda bir nechta teorema ko‘rinishida ifodalanadigan Lopital qoidasi
bitta teorema shaklida ifodalandi va Bemulli-Lopital teoremasi deb ataldi.

Muallif go‘llanmadagi mavzular ketma-ketligini tuzishda va ulami
tanlashda fizik-bakalavrlar tayyorlash bo'yicha ushbu fanning namunaviy
o‘quv dasturiga amal gildi va mavjud ([5—38], [15]) adabiyotlardan keng
foydalandi. Kitobda berilgan ta’riflar, teoremalar, formulalar va eslatmalar
kitobning har bir paragrafida alohida belgilandi.

Qo‘llanmaning dastlabki variantini o‘qib, foydali maslahatlar bergani
hamda maxsus muharrir sifatida gimmatli fikr va mulohazalar bildirgani
uchun 0 ‘zFA hagiqiy a’zosi, professor T.A.Azlarovga minnatdorchilik
bildiraman.

Kitobni go‘lyozma holatida o‘gib, o‘zlarining gimmatli maslahatlarini
va xolisona baholarini berganliklari uchun Toshkent Davlat Pedagogika
Universiteti matematik analiz kafedrasi professori O'.Toshmetovga hamda
fizika-matematika fanlari doktori, professor E.Z.Imamovga tashakkur
bildiraman.

Kitobdagi kamchiliklami bartaraf etish va uning sifatini yanada yaxshilash
magsadida gimmatli fikr va mulohazalarini bildiradigan kitobxonlarga
oldindan minnatdorchilik izhor gilamiz.



| BOB
MATEMATIK ANALIZGA KIRISH

1- 8. MATEMATIK ANALIZ PREDMET1.
TO'‘PLAMLAR VA ULAR USTIDA AMALLAR

11 Matematik analiz predmeti. Matematika fani migdorl
hngidagi aniq abstrakt fan bo‘lib, u tevarak-atrofimizni qurshab
olgan moddiy dunyoning miqdoriy munosabatlarini va fazoviy
shakllarini o‘rganadi. Uning aniqgligi qo‘llaydigan metodlarining
gnl’iy mantigiy mulohazalarga asoslanganligi va xulosalarining gat’iy
mantiqiy shaklda jamlanganligi bilan tavsiflanadi, abstraktligi esa
lushunchalarining u yoki bu tabiiy (fizika, kimyoviy, biologik,
igtisodiy va hokazo) jarayonni analiz qilish magsadida yaratilgan
mantiqiy modellar ekanligi bilan xarakterlanadi.

Matematikaning fan sifatida shakllanishida va tarixiy
laraggiyoti jarayonida geometriya hamda fizikaning, aynigsa,
mcxanikaning xizmatlari beqgiyos darajada katta bo‘lgan. Buning
ilalili sifatida asosiy matematik tushunchalarning kelib chigishiga
bir nazar tashlash kifoya. Narsalarni sanash, geometrik va fizik
kattaliklarni o‘lchash jarayonida son tushunchasi, moddiy
migtaning mexanik harakatini o°‘rganish jarayonida esa funksiya
tushunchasi paydo bo‘lgan. Harakatdagi moddiy nuqtaning oniy
te/ligini aniglash masalasi hosila tushunchasiga, hosilalarni
hisoblash masalasi esa funksiya limiti va uzluksizligi tushun-
chalariga olib keldi. Harakatdagi moddiy nuqgtaning tezligiga ko'ra
uning harakat gonunini tiklash masalasi boshlang‘ich funksiya
va anigmas integral tushunchalarining, egri chizigli trapetsiya
yu/ini hisoblash va harakatdagi moddiy nuqgtaning berilgan vaqt
oinlig'ida bosib o‘tgan yo'lini hisoblash masalalari esa aniq
integral tushunchasining vujudga kelishiga sabab bo‘ldi. Siz bu
tuslumchalar bilan dastlabki tarzda maktab, kollej, litsey
matematika kurslarida tanishgansiz.
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Oliy ta’lim muassasalarida o‘qgitiladigan fizika va astronomiyaga
oid fanlar yuqorida aytilgan matematik tushunchalami mukammal
bilishni va boshga bir gator yangi mamematik tushunchalami va
matematik metodlami o‘rganishni talab qiladi.

Matematik analizda funksiyalar va ularning umumlashmalari
(funksionallar, operatorlar va boshgalar) limitlar metodi (cheksiz
kichiklar metodi) vositasida analiz qilinadi. Biz o‘rganadigan
matematik analiz kursi to‘plamlar va ular ustida amallar, haqiqiy
sonlar nazariyasi, limitlar nazariyasi, differensial va integral hisob,
gatorlar nazariyasi, oddiy differensial tenglamalar, kompleks
o‘zgaruvchining funksiyalari nazariyasi elementlari, Furye gatorlari
va integrallari kabi asosiy mavzulardan tashkil topgan. Uning
o'qgitilishidan ko‘zda tutilgan asosiy magsad, birinchidan, talabalarda
fizika va astronomiyaning turli sohalarida differensial va integral
hisobdan foydalanish ko‘nikmalarini hosil qilish, ikkinchidan,
talabalami matematikaning matematik-fizika metodlari, kompleks
analiz, funksional analiz, differensial va integral tenglamalar
nazariyasi, ehtimollar nazariyasi kabi jiddiy bo‘limlarini o‘rganishga
tayyorlashdan iborat.

Matematik analiz kursini o‘rganishni to‘plam, son va funksiya
tushunchalarini o‘rganishdan boshlaymiz.

12 To'plam tushunchasi. Matematikaning asosiy tushul
chalaridan biri to‘plam tushunchasidir. Bu tushuncha boshga sodda
matematik tushunchalar orgali ta’riflanmaydi. Biz «to‘plam»
deganda aniq belgilari bo‘yicha bitta guruhga birlashgan obyektlar
(sonlar, odamlar, kitoblar, funksiyalar, uchburchaklar, ko‘phadlar
va hokazo) majmuasini tushunamiz. Masalan, o‘zbek adabiy tilidagi
unli nutq tovushlari to‘plami (a, e, i, 0, u, 0); x2-3x+2=0
tenglamaning ildizlari to‘plami; barcha butun sonlar to‘plami; barcha
ratsional sonlar to‘plami; barcha irratsional sonlar to‘plami; barcha
hagiqgiy sonlar to'plami va hokazo.

To‘plamni tashkil etuvchi obyektlar shu toplamning element-
lari deyiladi. Bunda aynan bir-biriga teng obyektlar to'plamning
bitta elementi deb hisoblanadi. Odatda, to‘plam lotin alifbosining
bosh harfi yoki indeksli bosh harfi (masalan, A( bilan,
to'plamning elementlari esa shu alifboning kichik harflari yoki
indeksli kichik harflari (masalan, a) bilan belgilanadi. «a obyekt A
to‘plamning elementi» degan ibora aSA ko‘rinishda, «a obyekt A
to‘plamning elementi emas» degan jumla esa aEA shaklida yoziladi.
Bu yerdagi E belgi «tegishli» degan ma’noni bildiruvchi belgi bo‘lib,
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a E Ava a ™ A yozuvlar mos ravishda «a obyekt A to‘plamga
tcgishli» va «a obyekt A to'plamga tegishli emas» deb o'qilishi ham
mumKkin.

Matematikada asosan matematik obyektlardan (sonlar,
funksiyalar va hokazo) tashkil topgan to‘plamlar qaraladi.
Elementlari sonlardan iborat bo‘lgan to‘plam sonli toplant deb
ataladi. Qulaylik magsadida ba’zi bir eng muhim to‘plamlar maxsus
harfva belgilar (simvollar) bilan belgilanadi. Masalan, barcha natural
sonlar to'plami TV barcha butun sonlar to‘plami Z, barcha ratsional
sonlar to‘plami Q, barcha haqigiy sonlar to'plami R, barcha
kompleks sonlar to‘plami C deb belgilanadi. Elementlari a,, a2
ar .., an .. bo'lgan to'plamni {av a2 ..., an ..} kofinishda,
umumiy P(X) shartga bo‘ysunadigan n obyektlar to‘plamini esa
{X | OX)} yoki [X: P(X)} ko‘rinishda yozamiz. Shuni esda saglashimiz
lozimki, a va {a} lar turli obyektlar boiib, ularning birinchisi — a
bilan belgilangan obyektni, ikkinchisi esa yagona a elementdan
tashkil topgan to‘plamni bildiradi.

Bitta ham elementga ega bo‘lmagan «to‘plam» bo‘sh
toplam deb ataladi va 0 ko‘rinishda belgilanadi. Masalan,
sin X < — 1.001 tengsizlikning yechimlari to‘plami bo‘sh
to‘plamdir.

Chekli sondagi elementlardan tashkil topgan to‘plam chekli
toplam deb ataladi. Chekli bo‘lmagan to‘plam cheksiz toplam
deyiladi.

Masalan, 0, {1, 3, 5} —chekli to‘plam, {xtg x=0} to‘p-
lam esa cheksiz to‘plamdir.

Agar A to‘plamning har bir elementi B to‘plamning elementi
bolsa, bu holda A to‘plam B to‘plamning gismi (yoki gismiy
to ‘piami) deyiladi va A C B ko‘rinishda yoziladi. Masalan, N CZ C
Q C R C C. Har ganday A to‘plam uchun 0 va A to‘plamlar A
lo’plamning gismiy to‘plami deb hisoblanadi va ular (A to‘plamning
yuqgorida ta’riflangan xos gismiy to‘plamidan ajralib turishi uchun)
A lo'plamning xosmas gismiy toplamlari deb ataladi.

lindi toplamlaming tengligi tushunchasi bilan tanishamiz. Agar
Ac WNva B C Abo‘lsa, bu holda A va B to‘plamlar bir-biriga teng
deb iiytiladi va A = B ko‘rinishda yoziladi. Masalan, A ={-1; 1}
Vi W- jx £ i? | X4—2x2+1=0} bo‘lsin. Bu yerda x?-2x2+ 1=0
hikvadrat tenglamaning ildizlari to‘plami -1 va 1 sonlardan tashkil
lopisliini e’tiborga olsak, A = B ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
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13. To'plamlar ustida amallar. Ikkita A va B to'plamnin
elementlaridan tashkil topgan to‘plam A va B to‘plamlarning
birlashmasi (yoki yigindisi) deb ataladi va A U B ko‘rinishda
yoziladi:

A U B= {X\XE A yoki jcG L.

Ikkita A va B to'plamning barcha umumiy elementlaridan tashkil
topgan to'plam ylva.fi to‘plamlaming kesishmasi (yoki Ko paytmasi)
deb ataladi va A ' B ko‘rinishda yoziladi:

ANB={ |[xGAvaxG B).

A to‘plamning B to‘plamga tegishli bo‘Imagan barcha element-
laridan tashkil topgan to'plam A va B to‘plamlaming ayirmasi deyiladi
va A \B yoki A — B ko‘rinishda yoziladi:

ANB={x KGAvax£t B)

To'plamlar ustida bajariladigan U va N amallar quyidagi asosiy
Xossalarga ega:

DA un B=B UA, AN B=BTI) A (kommutativlik);

22 AUB UC=AUBUQ, AMBYMNC=ANBMNQ
(assotsiativlik);

AAN{BUQ=ATB) UTM Q (distributivlik);

HAC AUB),BC BUA\NATNB)CA (AnB)CB,

55ACB=AUB=B; AlIB=A).

Bu yerdagi = belgi matematik mantigning implikatsiya belgisi
bo‘lib, har doim Mx = M2 yozuvda M{ mulohazadan M2
mulohazaning kelib chiqishini bildiradi. Masalan, 5) xossani so‘z
orgali «agar A to‘plam B to‘plamning qism to‘plami bo‘lsa, u
holda bu to‘plamlaming yig‘indisi B to‘plamga, ko‘paytmasi esa A
to‘plamga teng bo‘ladi» deb aytish mumkin. mbelgi ekvivalen-
siya belgisi deb ataladi. Mxo M2 yozuv har doim Mxva M2
mulohazalaming teng kuchliligini bildiradi. J1/,"4 M2 yozuv
M{= M2mulohazaning inkorini bildiradi. 1)—5) xossalami Eyler-
Venn* diagrammalari deb ataladigan chizmalar (1- rasm)
yordamida isbot gilish mumkin.

*) L.Eyler (1707—1783) — shveytsariyalik matematik; J. Venn (1834—1923) —
ingliz matematigi.



AUB ATB AMB=A

ANB
ATBINC

1- rasm.
0‘ZINI-0‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1 Matematik analiz predmeti nima?

. «To'plam» deganda nimani tushunasiz? Missollar keltiring.

. To'plamning elementlari deb nimalarga aytiladi?

. aeA va atA yozuvlar nimani anglatadi?

. Qanday to‘plamlar sonli to‘plamlar deb ataladi?

. Matematikada ganday obyektlardan tashkil topgan to‘plamlar

garaladi?

. Qanday to‘plam bo‘sh to‘plam deyiladi? Bo‘sh to‘plam ganday

belgi bilan belgilanadi?

8. Chekli to‘plam deb nimaga aytiladi? Cheksiz to'plam deb-chi?
Misollar keltiring.

9. AcB va ADB yozuviar nimani bildiradi?

10. 0 va A to‘plamlar A to'plamning ganday gism to‘plamlari deb
ataladi?

11. Qanday to'plamlar o‘zaro teng to‘plamlar deyiladi? Misollar
keltiring.

12. To'plamlaming birlashmasi (yig‘indisi), kesishmasi (ko'paytmasi)
va ayirmasi deb nimalarga aytiladi?

13. To'plamlar ustidagi qo‘shish va ko‘paytrish amallarining asosiy
xossalari nimalardan iborat?

14. Eyler-Venn diagrammalari deb nimaga aytiladi?

ok, wN

\I

2- § HAQIQIY SONLAR

2.1. Son tushunchasi. Matematikaning boshlang'ich, ayn
puylda asosiy tushunchalaridan biri son tushunchasidir. Siz maktab
kursida natural son, nul soni, butun son, ratsional son, haqiqiy
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son tushunchalari bilan tanishgansiz va ularning Xxossalarini va
amaliy tatbiglarini o‘rgangansiz. Lekin, son haqidagi bu
ma’lumotlar matematik analiz kursini o‘rganish uchun kamlik giladi.
Matematik analizning funksiya, limit, yagqinlashish, uzluksizlik,
hosila, integral kabi tushunchalari hagida mukammal bilimga ega
bo‘lish uchun awalo haqigiy sonlar nazariyasini yaxshi bilish
lozim. Biz bu yerda dastawal natural, butun va ratsional sonlar
haqidagi zaruriy ma’lumotlami eslatamiz; so‘ngra ratsional sonlar
to‘plamini kengaytirish masalasi, haqiqiy son tushunchasini
cheksiz o‘nli kasrlar yordamida Kiritish usuli, haqigiy sonlarni
taqgoslash, aniq chegara prinsipi va haqiqgiy sonlar ustida arifmetik
amallar bilan tanishamiz.
2.2. Natural sonlar. Ushbu 1, 2, 3, ..., n, ... sonlar natura

sonlar deb ataladi. Barcha natural sonlar to'plamini N harfi bilan
belgilaymiz:

v={1, 2, 3, .., n, .}
Bu to‘plam cheksiz to‘plam bo‘lib, unda taggoslash qoidasi,
go‘shish va ko‘paytirish amallari aniglangan. Uning eng kichik

elementi mavjud: %le: 1, eng katta elementi yo‘q.

Matematik induksiya metodi yordamida isbotlash prinsipi na-
tural sonlar to'plamining quyidagi ajoyib Xxossasiga asoslanadi:
Teorema (induksiya aksiomasi). Agar
(@ AdAN,
(b) 1g A,
(d kGNn=k+1GA
shartlar bajarilsa, n holda A =N bo ladi.

Isboti. (b) va (d) shartlarga ko‘ra
IEAN2(EA=>3€=A=>...=>n(EA=>n+IEA =>..

bo‘ladi (n — ixtiyoriy natural son). Bu esa TVC A ekanligini bildiradi.
(@) shart bo'yicha AC N. Demak, fo‘plamlar tengligining ta’rifiga
ko‘ra A= N. Teorema isbot gilindi.

Misol. Matematik induksiya metodi yordamida har ganday n
natural son uchun

1+3+5+.. +{2n-\) = n2 *)
boiishi isbot qilinsin.
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Y echish. 12= 1bolgani sababli, (*) tenglik n —1 giymatda
o‘rinli: 1=12 ya'ni

le A={nG N 1+3+5+ ... +{2n- 1)=nZC N.
Faraz gilaylik, K GA bolsin. U holda
1+3+5+... +2k+1) = k2+2k+ 1= (k+ )2

ya'’ni K+ 1G A boladi.

Demak, yuqorida isbotlangan teoremaga ko‘ra, (*) tenglik har
ganday n natural son uchun o‘rinlidir.

2.3. Butun sonlar. Natural sonlar, ulaiga garama-garshi bolgan

-1, -2, -3, .. sonlar va 0 (nul) son butun sonlar deb ataladi.
Natural sonlami musbat butun sonlar, -1, -2, -3, ... sonlarni
manfiy butun sonlar, 0, 1, 2, 3, 4, .. sonlarni esa manfiymas

butun sonlar deb ataymiz. Barcha butun sonlar to‘plamini Z harfi
bilan, barcha manfiymas butun sonlar to‘plamini esa ZO bilan
belgilaymiz:

Z —{., -3 -2, -1,0 1,2 3 .}, z={0, 1 2, 3 .}

Z to‘plam cheksiz to‘plam bolib, unda taqgoslash goidasi,
go‘shish, ayirish va ko‘paytirish amallari aniglangan. Bu qoida va
amallar hamda ularning asosiy xossalari maktab kursidan ma’lum.
Ravshanki, TVC Z0OC Z.

2.4. Ratsional sonlar. Ushbu p/g (pGZ, qGN) gisgarmas
oddiy kasr ko‘rinishida ifodalanadigan son ratsional son deb ataladi.
Barcha ratsional sonlar to‘plamini Q harfi bilan belgilaymiz:

Q={I\PeZ,geN}

Ko‘rinib turibdiki, VpeZ son uchun p=p/1, ya’ni Zcg.
Shuning uchun har bir peZ son butun ratsional son deb aytiladi.
Bu yerda va bundan keyin har doim (umumiylik kvantori belgisi
deb ataladigan) V belgi «har ganday», «ixtiyoriy», «har bir»,
«barcha» degan so‘zlar o‘rnida ishlatiladi. U «Any — ixtiyoriy» va
«All —barcha» degan inglizcha so‘zlaming birinchi harfini yugoridan
pastga ag'darib yozishdan paydo bolgan.



Agar p>0(p<0) bo‘lsa, p/g ratsional son musbat (manfiy)
ratsional son deb aytiladi. ~ kasr nul ratsional son deyiladi va

odatdagi 0 bilan belgilanadi.

Ratsional sonlar to‘plamida taqgqoslash qoidasi, qo'shish va
ko‘paytirish amallari quyidagicha aniglanadi:

Taqgqoslash. 1)Agar ikkita a=pl/gl va b=p2q2 {pv p2°Z,
qv gZEN) ratsional son uchun plg2=p [ tenglik o‘rinli bo‘lsa, a
va b ratsional sonlar o‘zaro teng deb aytiladi va a=b ko‘rinishda
yoziladi.

2) Agar manfiymas a=pjgxva b=pZqgi ratsional sonlar
uchun p>xg2>p2x tengsizlik bajarilsa, a ratsional son b ratsional
sondan katta deb aytiladi va a > b ko‘rinishda yoziladi.

3)Agar musbatmas a va b ratsional sonlar uchun H<H®
tengsizlik bajarilsa, a ratsional son b ratsional sondan katta deyiladi
va a> b ko‘rinishda yoziladi. Bu yerda [J bilan n ratsional sonning
moduli (absolut giymati) belgilangan:

-X(X <0).

4) Manfiymas ratsional sonlarni manfiy ratsional sonlardar
katta deb hisoblaymiz.

Qo’shish. Ikkita a =pjqxBa b= p2qZ2ratsional sonning yig‘indisi
quyidagicha aniglanadi:

F1+11 = Pi<h+P24di

A2 Wi

Yig'indini topish amali qo‘shish deb ataladi.
Ko‘paytirish. Ikkita a=p{lg \ab=p2/q ratsional sonning
ko‘paytmasi quyidagicha aniglanadi:

P\ Pi _ PiP2

ft & AN

Ko‘paytmani topish amali kopaytirish deyiladi.
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Eslatma. Barcha mumkin bo‘lgan o‘zaro teng oddiy kasrlar
ichida bitta va faqgat bitta gisgarmaydigan p/q (pe Z,ge N) Kkasr
mavjud bo‘lganligi sababli, ayni bitta ratsional sonni cheksiz ko‘p
butun sonlaming nisbati shaklida yozish mumkin. Masalan,

- - 2-
3"6~"6" 42

Shu sababli, biz har doim barcha mumkin bolgan o‘zaro
teng kasrlarni ayni bitta ratsional sonning turli shakllari deb
garaymiz va ixtiyoriy p/q(p& Zg<z Z2\{0}) nisbatni ratsional son
deb ataymiz.

2.5. Ratsional sonlarning asosiy xossalari. Bu yerda biz «so
deganimizda ratsional sonni tushunamiz.

I. Har ganday ikkita a va b son bir-biri bilan > («katta»),
< («kichik») yoki = («teng») belgilaming bittasi va fagat bittasi
orqali boglangan, shu bilan birga a>b=>b<a.

Il. Har ganday ikkita a va b son uchun, ularning yig‘indisi
deb ataladigan va ¢ —a +b ko‘rinishda yoziladigan (yagona) ¢ son
mavjud.

Ill. Har ganday ikkita a va b son uchun, ularning kopayt-
masi deb ataladigan va ¢ = a ‘b yoki ¢ =ab ko‘rinishda yoziladigan
(yagona) ¢ son mavjud.

Taqqoslash qoidasi quyidagi gonunga bo‘ysunadi:

1° Tranzitivlik: agar a >bva b >c bo‘lsa, u holda a >c boladi;
agar a =bva b=c bo‘lsa, u holda a =c bo‘ladi.

Qo‘shish amali quyidagi qonunlarga bo‘ysunadi.

2° Kommutativlik: a +b=b +a.

3° Assotsiativiik: (a +b) +c=a +(b +c).

4° Nulning maxsus roli: m| son deb ataladigan shunday O
son mavjudki, har ganday a son uchun a +0 = a boladi.

5° Qarama-garshi sonning mavjudligi: har bir a son uchun,
a ga garama-garshi son deb ataladigan va -a bilan belgilanadigan
shunday son mavjudki, a+{-a) = 0 boladi.

Ko‘paytirish amali quyidagi gqonunlarga bo‘ysunadi:

6° Kommutativlik: ab = ha.

T Assotsiativlik: (ab)c =a(bc).

8> Birning maxsus roli: bir deb ataladigan va 1 bilan
belgilanadigan shunday son mavjudki, har ganday a son uchun
a -1 = aboladi.

9 Teskari sonning mavjudligi: nulga teng bolmagan har bir
a son uchun, a ga teskari son deb ataladigan va a_1 bilan belgilanadigan
shunday son mavjudki, a-a'{= 1 boladi.
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Qo'shish va ko‘paytirish amallari bir-biri bilan quyidagi gonun
bo‘yicha bog‘langan:

10° Distributivlik: (a +b)c —ac +be.

Bu xossa kopaytirishning go'shishga nisbatan tagsimot gonuni
deb ham aytiladi.

Quyidagi ikkita xossa «>» belgini qo‘shish va ko‘paytirish
belgilari bilan bog‘laydi:

11° agar a >b bo‘lsa, u holda har ganday c¢ son uchun
a +c >b +c bo‘ladi.

12° agar a >b va ¢> 0 bo‘lsa, u holda ac >be bo‘ladi.

13° (Arximed aksiomasi). Har ganday a son uchun shunday
n natural son topiladiki, n>a bo‘ladi.

Yugorida bayon gilingan 1°—13° xossalar ratsional sonlarning
asosiy xossalari deb aytiladi. Bu xossalaming isbotlari bevosita butun
sonlarning mos xossalaridan kelib chigadi.

Ratsional sonlarning arifmetik amallar va bu amallaming tenglik
hamda tengsizlik belgilari bilan boglanishiga taallugU bo‘lgan barcha
algebraik xossalari I'—13° xossalardan natija sifatida kelib chigadi.

Masalan:
14° Agar a >b va ¢ >d bo‘lsa, u holda a +c¢ >b +d boladi.
Isboti. 11° xossaga binoan a>fo=>a+c>b+c va

c>d">c +b>d+b. 2°xossaga ko‘ra c+b—b+cwad+b —b+d
bo‘ladi.
Demak, a+c>b +cvab +c>b +d.
U holda 1° xossaga asosan a +c>b +d tengsizlikka ega bo‘lamiz.
15° (Zichlik xossasi). Bir-biriga teng bo‘lmagan har ganday
ikkita ratsional son orasida yotuvchi ratsional son mavjud.
Isboti. Aytaylik, a> b bo'lsin. U vaqtda

W 2 4
a>b=*2a >b+a-a+b>a>-"-\

§) r .
a>b=>a+b>20b :2> >h
a+b

Demak, a> >k

Bu xossadan bir-biriga teng bo‘lmagan ixtiyoriy ikkita a va b

ratsional son orasida cheksiz ko‘p ratsional sonlar yotishi kelib
chigadi.
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2.6. Ratsional sonlar to‘plamini kengaytirish masalasi. Aslida,
ratsional sonlar amaliy hisoblashlarning ehtiyojlarini to‘la
ganoatlantiradi. Birog, geometrik va fizika kattaliklami (masalan,
kesma uzunligini, massani) aniq (nazariy) o‘lchash uchun
ratsional sonlar talabga javob bera olmaydi. Masalan, son o‘gining
har bir M nugtasiga [OMN\ kesma uzunligini ifodalovchi biror
sonni mos Kkeltirish masalasini garaylik. Biz son o‘gi deganda,
sanoq boshi deb ataladigan O nugtasi, [OE] masshtab kesmasi
(uning uzunligini 1 ga teng deb hisoblaymiz) va musbat yo*‘nalishi
(O nugtadan E nugtaga) tanlangan to‘g‘ri chizigni tushunamiz
(2 a- rasm). Agar M va E
nugtalar O nuqtaning bir tt>——~"

tomonida (2 b- rasm) (turli D 3—| -4 -—-
tomonlarida (2 d- rasm)) od__ , - N
joylashsa, M nuqtaga mos M 0

keluvchi sonni musbat (manfiy)

deb hisoblaymiz. 2- rasm.

Dastlab, har bir ratsional

songa son o‘qgining biror nuqtasi mos kelishini ko‘rsatamiz.
Hagigatan, awal uzunligi fCE\ masshtab kesma uzunligining
\lIg(geN) gismiga teng bo‘lgan \QICEN\ kesmani, so‘ngra bu
kesma yordamida uzunligi p/q (p.g<= N) ratsional songa teng bo‘lgan
B\ kesmani yasaymiz. Nihoyat, \&B] kesmani son o‘gida O
nugtadan o‘ng (chap) tomonga shunday joylashtiramizki, A va B
nugtalar mos ravishda son o‘qining O va MXM2va O) nugtalari
bilan ustma-ust tushadi. Shunday qilib, +plg(p,ge N) ratsional
songa MXx nugta, -p/q (p,qs N)

ratsional songa esa M2 nuqta mos NN
keladi. Bunda «0 ratsional songa O , N
nugta mos keladi» deb hisoblaymiz O E M x
(3- rasm).

Son o‘gining ratsional sonlarga 3- rasm.

mos keladigan nuqtalari ratsional

nugtalar deb ataladi. Uzunligi ratsional son orgali ifodalanmaydigan
kesmalarning mavijudligi (masalan, tomoni 1 ga teng bo'lgan
kvadratning diagonali) son o‘gida ratsional nuqtalardan tashqari
yana boshga nugtalar ham mavjudligini bildiradi. Bunday kesmalami
uzunlik bilan ta’minlash zaruriyati son o‘gining ratsional bo'Imagan
miqgtalariga irratsional sonlar deb ataladigan yangi sonlami mos
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go'yib, ratsional sonlar to'plamini kengaytirish masalasiga olib
keladi. Biz bu masalani son o‘gining har bir nuqtasiga to‘la
aniglangan biror

Q Lh
,aaa..a..=+t\g +—
8,88 8.8, I 10 o0 10

aQe Zoa. e {0,1,2,3,...,.9}(i=1,2,...)

cheksiz o‘nli kasmi mos keltirish yordamida yechamiz.

Son o‘gining ixtiyoriy M nugtasini olib (aniglik uchun, M va
E nuqgtalar O nugtadan bir tomonda joylashgan deylik), [OVN\
kesma uzunUgini [OE] masshtab kesma yordamida o‘lchaymiz.
0 ‘Ichashni bosgichma-bosgich bajaramiz.

I bosqgich. [CE\ masshtab kesmani [OMN\ kesmada joylashtirik
chigamiz. Bu yerda ikkita holat bo‘lishi mumkin:

a) [CE\ kesma [OMN\ kesmada 00 marta joylashib, uzunligi
[CEN\ kesma uzunligidan kichik boflgan [NM] qoldig kesma ortib
goladi (4- rasm). Bu yerda aQson [OM] kesma uzunligining birlik
aniglikkacha kami bilan olingan tagribiy giymatini ifodalaydi;

b) [CE\ kesma [OM] kesmada a0+ 1 marta qoldigsiz joylashadi
(5- rasm). Amaliy ishlarda bu holatda kesmani o‘Ichash jarayoni
tugagan hisoblanadi. Bu yerda ham a0 son [OM] kesma uzunligining
birlik aniglikkacha kami bilan olingan taqribiy giymatini ifodalaydi
deb aytish mumkin. Chunki [OE] kesma [OM] kesmada a0 marta
joylashib, uzunligi [OE] birlik kesma uzunligiga teng bo‘lgan [NM]
kesma ortib goladi.

4~ rasm. 5- rasm.

I bosgich. (\/LW[OE] kesmani [NM] kesmada joylashtirib
chigamiz. Bu yerda ham ikkita holat bo‘lishi mumkin:

a) (1/10) [OE] kesma [NM] kesmada ax marta joylashib,
uzunligi (\/LW[OE] kesma uzunligidan kichik bolgan [PM] goldiq
ortib qoladi (6- rasm). Bunda aQ ratsional son [OM] kesma
uzunligining 1/10 aniglikkacha kami bilan olingan taqribiy
giymatini ifodalaydi;
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6- rasm.

kesma [NM\ goldigq kesmada alL+ 1 marta
goldigsiz joylashadi. Bu holda ham aQ at ratsional son \QM] kesma
uzunligining 1/10 aniglikkacha kami bilan olingan taqribiy
giymatini ifodalaydi deb aytish mumkin. Chunki (1/10)[0£] kesma
[NM] qoldig kesmada a, marta joylashib, uzunligi
(/10) [OEN\ kesma uzunligiga teng bo‘lgan [PM] qoldiq kesma
ortib goladi.
Bu jarayonni cheksiz (nazariy) davom ettirib, [OM\ kesma
uzunligining 10k (kK —0, 1, 2, ...) aniglikkacha kami bilan olingan
tagribiy giymatlarini ifodalovchi cheksiz ko‘p

ratsional sonlami hosil gilamiz. Ko‘rinib turibdiki, (1) sonlaming
har birini ushbu

@)

cheksiz o‘nli kasming mos xonasidan boshlab, keyingi barcha
ragamlarini tashlab yuborish vositasida hosil qilishimiz mumkin.
Shu bilan birga, (2) cheksiz o‘nli kasr (1) ratsional sonlaming
cheksiz ketma-ketilgi bilan to‘la aniglanadi.

Yugoridagi mulohazalarni M nugta sanoq boshining chap
tomonida joylashganida ham tatbiq etish mumkin. Bu holda (1)
ratsional sonlar va (2) cheksiz o‘nli kasr manfiy ishorali bo‘ladi.

Son o‘gining O nugtasiga (sanoq boshiga) 0= +0,00...0...=
= —0,00...0... cheksiz o‘nli kasr mos keladi deb hisoblaymiz.

Shuni ta’kidlash lozimki, son o'qining har xil nuqgtalariga
turli cheksiz o‘nli kasrlar mos keladi. Shu bilan birga, har bir
cheksiz o‘nli kasrga son o‘qgida biror nuqta mos kelishini isbot
gilish mumkin.

Shunday qilib, barcha mumkin bo‘lgan cheksiz o‘nli kasrlar
to‘plami bilan son o'gining barcha nuqgtalari to‘plami orasida o‘zaro
bir giymatli moslik o'matish mumkin ekan. Bu esa har ganday
kesmani birlik masshtab kesma yordamida o‘lchash imkonini beradi.

2.7. Haqiqgiy sonlar va ularni taggoslash. Barcha mumkin
bo'lgan cheksiz o‘nli kasrlar to‘plamini garaymiz. Cheksiz o‘nli
kasr ko‘rinishida tasvirlanadigan son haqigiy son deb ataladi. Barcha.
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haqiqiy sonlar to‘plami R harfi bilan belgilanadi. Musbat (manfiy)
cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishidagi sonlarni musbat (manfiy) haqigiy
sonlar deb ataymiz. 0,000...0... cheksiz o‘nli kasmi nul hagigiy son
deb ataymiz va 0 ko‘rinishida yozamiz.

Ty[aktab kursidan ma’lumki, har bir =p/q(p,qeN) ratsional
kasmi davriy cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishida va aksincha, har bir
davriy cheksiz o‘nli kasmi xp /q(p,g e N) ratsional kasr ko‘rinishida
tasvirlash mumkin. Demak, davriy cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishida
tasvirlanadigan barcha hagqiqgiy sonlar to‘plami barcha ratsional

sonlar to‘plami blan ustma-ust tushadi. Bu esa davriy bo'Imagan
cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishda tasvirlanadigan hagiqiy sonlami irratsional

sonlar (masalan, n72=1,4142..,v3=173..,K~3,14..,.e~2,718..)
deb aytish imkonini beradi.

Shunday qilib, R= QUI (Qr\I—0) deb yozish mumkin.
Bu yerda: / —barcha irratsional sonlar to‘plami. Agar A va. B
to‘planilar orasida o‘zaro bir giymatli moslik o'matish mumkin
bo‘lsa bu holda A va B to'plamlar ekvivalent toplamlar deyiladi.
Barcha natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent boMgan to‘plamlar
sanogli toplamlar deyiladi. Sanoqli bo‘Imagan cheksiz to‘piam
sanogsiz t0 plQin deyiladi. Isbot gilish mumkinki, Q to‘plam sanogli
to‘plam bo'lib, 1 va R to‘plamlar sanogsiz to‘plamlardir. Bundan
korinadiki, Q to‘plamning «quwati» / to‘plamning «quwatidan
kichik» ekan.

Endi R to‘plamda tagqoslash qoidasini, gqo‘shish va
ko‘paytirish amallarini shunday aniglaymizki, birinchidan, bu goida
va amallar R ning Q gismida ratsional sonlar to‘plamida aniglangan
xuddi shunday qoida va amallar bilan ustma-ust tushsin;
ikkinchidan, R to‘plamning barcha elementlari ratsional sonlaming
yugorida keltirilgan 1°—13° xossalariga ega bo‘Isin.

Xa<{(]Oslas$h. Ixtiyoriy ikkita a = xa0al?2ay..an ... va
b= +b « K e haqiqiy sonni (bu yerda «%x» ishoralaming
biri olinadi) bir-biri bilan quyidagicha taggoslaymiz:

1) agar a va b sonlar bir xil ishorali bo‘lib, al= bQ ax= bv

a =ba, = bo‘lsa, bu holda a va b sonlar bir-biriga teng deb
aytamiz va a = b ko‘rinishida yozamiz. Aks holda, a”b deb yoziladi.

2) a*b bo'lsin.

U holda:
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a) agar a va b sonlar manfiymas bolib, a0O= b0 a~b”
a,=b2 .. akl=bkV ak>bk (ak<bK bolsa, bu holda a son b
sondan katta (kichik) deb aytamiz va a>b (a <b) ko‘rinishda
yozamiz. Bu yerda K=min(/}. Ravshanki, a >b=>b <a.

b) manfiymas haqigiy sonni manfiy haqigiy sondan katta det
hisoblaymiz;

d) agar a va b lar manfiy hagqgigiy sonlar bolib,
NXN\>]al(Ja] >1£]) bolsa, bu holda a son b sondan Kkatta
(kichik) deb aytamiz. Bu yerda

(*) tengliklar bilan aniglangan [x] son x hagigiy sonning moduli
(yoki absolut giymati) deb ataladi.

R to‘plamda kiritilgan tagqoslash qoidasi R ning Q gismida Q
to'plamda kiritilgan taggoslash qoidasi bilan ustma-ust tushadi.
Boshgacha aytganda, R to‘plamda Kkiritilgan taggoslash goidasini
ratsional son uchun qollaganimizda Q to‘plamda Kkiritilgan
taqgoslash qoidasi bilan bir xil natija beradi.

Endi R to‘plamda 1° xossaning o‘rinli bolishini ko‘rsatamiz:
(a@a>bvab>)=a>vya(a=bvab—) =>a=c

Isboti. Mumkin bolgan barcha uch holni alohida-alohida
garaymiz:

a) ¢ > Obolsin. U holda tagqoslash goidasiga binoan a >0 vz
b >0 bolishi ravshan. Aytaylik, a= aQaxa2.. an..., b= b0bl b2 ...
bn .. va c= ) cx2..cn ... bolib, a >bva b >cbolsin. Bu holda

ta’rifga ko‘ra shunday kK=min{/} va p =mir{/} indekslar topiladiki,

Vi=q @ boladi. Agar bu yerda m= mm(k,p) desak,
ratsional sonlaming 1° xossasiga asosan aQ—cQ, al=cv ...,
ami~ ca\ am>cmboladi. Bu esa ta'rifga ko‘ra a> ¢ ekanini
bildiradi.

b) c<0 va a> 0 bolsin. Bu holda a> c tengsizlikning ha
ganday b son uchun o‘rinli bolishi ravshan.
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d) a, b, ¢ lar manfiy hagiqiy sonlar bo‘lsin. Bu holda ta’rifge
ko‘ra a> b va b>c tengsizliklar mos ravishda NN\> ]Jo|va
Ic | > |b | ekanini bildiradi. Bundan a) holga ko‘ra |c | >\a\ ekani
kelib chigadi. Bu esa ta’rifga binoan a > ¢ ekanini bildiradi.

Nihoyat, R da kiritilgan «=» («teng») belgining tranzitivlik
Xossasini isbot gilamiz. Aytaylik, a= b va b= ¢ bo‘lsin. U holda
«=» belgining ta’rifiga ko‘ra a= aQal a2.. an..., b= bQbl bl ... bn...
va c= cQ clc2..cn ... sonlar uchun aC= bQ a=bv ..., an= bn... va
Z9=c(Q bx= cv ..., bn=... bo‘ladi. Demak, Qto ‘plamda kiritilgan
«=» («teng») belgining tranzitivlik xossasiga binoan a0= cQ at= cr
..., an= cn... bo‘ladi. Bu esa R da kiritilgan «=» («teng») belgining
ta’rifiga ko‘ra a = ¢ ekanini bildiradi.

3- 8. ANIQ CHEGARA PRINSIPI. HAQIQIY SONLAR
USTIDA ARIFMETIK AMALLAR

3.1 Yuqgoridan (quyidan) chegaralangan sonli to‘plamlar. Anic
chegara prinsipi. Barcha elementlari hagigiy sonlardan iborat bo‘lgan
X to‘plamni sonli to'plant deb aytamiz va XcR ko‘rinishda yozamiz.
Agar boshga biror narsa aytilmagan bo‘lsa, biz bu yerda har doim
«to‘plam» deganda sonli to‘plamni tushunamiz.

Faraz qilaylik, bo‘sh bo‘lmagan X(XCR) to‘plam berilgan
bo‘lsin.

Agar shunday M hagqigiy son (m hagiqiy son) mavjud bo‘lib,
Yxe X uchun x<M(x>m) tengsizlik bajarilsa, bu holda X
to‘plam yuqgoridan (quyidan) chegaralangan deb aytiladi. Bu yerdagi
M son (m son) X to‘plamning yuqgori (quyi) chegarasi deyiladi.

Masalan, barcha manfiy haqiqiy sonlar to‘plami yuqoridan
(yuqgori chegara sifatida ixtiyoriy manfiymas haqigiy sonni olish
mumKkin), barcha natural sonlar to‘plami esa quyidan (quyi chegara
sifatida 1 sonidan katta bo‘lmagan ixtiyoriy haqigiy sonni olish
mumkin) chegaralangan to‘plamlardir.

Ham quyidan, ham yuqgoridan chegaralangan to‘plamni,
gisgacha, chegaralangan toplant deb aytamiz. Aks holda esa,
chegaralanmagan toplam deymiz.

Masalan, ushbu A= {XG R\Q < x < 1} to‘plam chegaralangan,
Z={0, #1; £2; ..} to‘plam esa chegaralanmagan to‘plamdir.

Aniq chegaraning ta'rifi. Yugoridan (quyidan) chegaralangan
bo‘sh bo‘lmagan X (XC R) to‘plamning yuqori (quyi)
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chegaralarining eng Kkichigi (eng kattasi) X to‘plamning aniqg yuqori
(anig quyi) chegarasi deyiladi va

supX yoki supx linf X yoki inf x

xsX xeX |/

ko‘rinishda yoziladi. Bu yerdagi sup va inf belgilar lotincha
«supremum-eng yuqori» va «infimum-eng quyi» degan so‘zlardan
olingan. Masalan,

sup x=1, inf x—0, inflV=1,sup x=0, infx=0.

0<x<l x<0 x>0

Misollardan ko‘rinib turibdiki, to'plamning aniq chegaralari
shu to‘plamning o°‘ziga tegishli bo‘lishi yoki tegishli bo‘Imasligi
ham mumkin ekan.

Endi biror ¢ hagigiy sonning yugoridan (quyidan) che-
garalangan biror to‘plam uchun aniq chegara bo‘lishining zaruriy
va yetarli shartlarini bayon gilamiz. Uni aniq chegaraning ikkinchi
ta’rifi sifatida gabul qilish amaliy jihatdan juda qulay.

Teorema. Biror cER sonning yuqoridan (quyidan)
chegaralangan bo‘sh bolmagan X (XcR) toplam uchun aniq
yudori (aniqg quyi) chegara bo‘ishi uchun quyidagi shartlarning
bajarilishi zarur va yetarli: (8)\/xe X uchun x<c(x>c); (b) c
sondan kichik (katta) bo‘lgan Vx'e R son uchun kamida bitta
shunday xGX son topiladiki, X >x"'(x<x) bofladi.

Isboti. 1) Zarurligi. c=sup X (c=inf X) bo‘lsin. U
holda yuqori (quyi) chegaraning ta’rifiga binoan (a) shart bajariladi.
Endi (b) shartning o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. Agar ¢ sondan
kichik (katta) bo‘lgan xX’ER son uchun X to‘plamning barcha x
clementlari x' sondan katta (kichik) bo‘lmasa, c=sup X (c= inf
A) bo‘la olmas edi. Demak, kamida bitta shunday XGX son
mavjudki, x>x' (x<x') bo‘ladi.

2) Yetarliligi. Aytaylik, (a) va (b) shartlar bajarilgan
bo'lsin. Ravshanki, (a) shart ¢ sonning X to‘plam uchun yuqori
(quyi) chegara ekanini, (b) shart esa ¢ sonning X to‘piam yuqori
(quyi) chegaralarining eng kichigi (eng kattasi) ekanini bildiradi.
Demak, bu holda c=sup X (c=inf X) bo‘lar ekan.

I- eslatma. Yugorida aytilgan teoremadagi (b) shartr
quyidagicha ham ifodalash mumkin: v s> 0 son uchun shunday
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X0=x(Q£)eX son topiladiki, x0>c - B(xG< ¢ +¢€) bo‘ladi. Bunga
ishonch hosil qgilish uchun (b) shartda X =c-e(X'=c+s) va
X = x(Oe) deb olish kifoya.

2- eslatma. Yuqgoridan (quyidan) chegaralanmagan X to‘pl
uchun sup X = +co(jnf X= —o0) deb hisoblaymiz. Bu yerdagi
+00 (plyus cheksiz) va —° (minus cheksiz) simvollar R to‘plamga
«V XdzR uchun —@m <x < + o» degan shart asosida birlashtirilgan
xosmas sonlardir. Ushbu 8 ={-«}nKwn{l, «to'plam» haqgiqgiy
sonlarning kengaytirilgan to‘piami deb ataladi.

Aniqg chegara prinsipi. Agar bo'sh bo‘lmagan sonli toplam
yugoridan (quyidan) chegaralangan bo‘lsa, v holda bu toplamning
anig yuqgori (anig quyi) chegarasi mavjud bofadi.

Isboti. Faraz qilaylik, bo‘sh bo‘lmagan X(XcR) to‘plam
yugoridan chegaralangan bo‘lsin. Quyidagi mumkin bo‘lgan ikkita
holatni alohida-alohida garaymiz:

1)XnR~Ajt0 (R* —barcha manfiymas haqiqiy sonlar

to‘plami) bo‘lsin. Har bir xe X n VB sonni cheksiz o‘nli kasr

shaklida tasvirlab, x sonning butun gismini (ya’ni x dan oshmaydigan
eng katta butun sonni) [X] deb,

Q= max4X], Xo={xe X ni?&{K=

belgilashlarni kiritamiz (cO sonning mavjudligi X to‘plamning
yugoridan chegaralanganligidan kelib chigadi). So‘ngra barcha xG *
sonlarning verguldan keyingi birinchi o‘nli ragamlarining eng
kattasini clbilan belgilab, verguldan keyingi birinchi o‘nli ragami
g bo‘lgan barcha xXGXO sonlarni garaymiz. Bu jarayonni cheksiz
(nazariy ravishda) davom ettirib, biror d cjc2..cn... cheksiz o‘nli
kasmi hosil gilamiz. Bu cheksiz o‘nli kasr biror ¢ hagigiy sonning
cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishidagi tasviridir:

Endi ¢=sup X ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun aniq
chegaraning ikkinchi ta’rifidagi (a) va (b) shartlarni tekshirish
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kifoya. Dastlab, y XEX uchun x < ¢ bolishini kofrsataylik. ¢>0
bolgani sababli, v XEX manfiy haqigiy son uchun x< c¢ bolishi

ravshan. Aytaylik, x=xQ x, X2... xn ... e X n/f8-bolsin. Bu holda

c=cQc,c2 ..., cn.., sonning tuzilishiga ko‘ra x<c boladi.
Hagigatan, agar x> ¢ bolganida edi, haqigiy sonlami tagqoslash
goidasiga binoan shunday kK natural son topilar ediki, x0= d),
X,= G, x2—cv ..., xk,=ckl, xk>ckbolar edi. Bu esa ¢ sonning
tuzilishiga ziddir. Demak, VvV XGX uchun x < ¢ bolar ekan. Endi
(b) shartni tekshiramiz. Umumiylikka putur yetkazmasdan, ¢
sondan kichik bolgan ixtiyoriy

Xx'=xe,y 2...X...eln«6

sonni gqaraymiz (chunki xn R**0 bolganligi sababli, Vx'eX

manfiy haqiqiy son uchun kamida bitta xe X ns* son topiladiki,

X >x"'boladi). Bu holda, birinchidan, hagigiy sonlami tagqoslash
goidasiga ko‘ra shunday n indeks topiladiki,

X =C. (/=0,12,...,i-1),x<cn (1)

boladi. Ikkinchidan, ¢ sonning tuzilishidan ko'rinib turibdiki,
shunday x =x0Q x,x2.. GX son mavjudki,

c=xi 1=0, 1, 2, ..., n-1), ;sa=x4a ()]

(1) va (2) ifodalami bir-biriga tagqoslab, tagqoslash qoidasiga ko‘ra
\.x Yxe/1") tengsizlikni hosil gilamiz. Bu esa (b) shartning o‘rinli
okimini bildiradi.

Sluinday qilib, X n R "0 holda c= sup X sonning
miivjndligi isbot qilindi.

2) XnR* =0 bolsin. Bu holda X to‘plamning barcha
dementlari manfiy haqiqgiy sonlardan iborat bolgani sababli, ularni
miinliy cheksiz o‘nli kasrlar ko‘rinishida tasvirlab va ¢ =min|x)
ild), S
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X0={je X\u=co0}

to‘plamni garaymiz. So‘ngra barcha XEXO sonlarning verguldan
keyingi birinchi o‘nli ragamlarining eng Kichigini cxdeb, verguldan
keyingi birinchi o‘nli ragami ¢, bo‘lgan barcha
X&XQ sonlarni garaymiz. Bu jarayonni cheksiz davom ettirib,
= -cQ c{2 ... an ... hagigiy sonni hosil gilamiz (agar bu yerda
=0 C®€« (C 0 b1 Uni C=~@C2 - G (G_1)
999 ... kofrinishida ifodalaymiz). Bu holda ham ¢ = sup X ekanligi
xuddi 1- banddagi kabi isbot gilinadi.
Quyidan chegaralangan X(XCR, X*0) to‘plamning aniq quyi
chegarasining mavjudligi ham xuddi yuqgoridagi kabi isbot gilinadi.
Teorema isbot gilindi.
Bu teorema R to‘plamning uzliksizligi (todigligi)ni tavsiflaydi.

3.2. Haqiqgiy sonlar ustida arifinetik amallar. Dastlab, haqiqiy
sonni ratsional sonlar bilan yaginlashtirish masalasini garaymiz.

Teorema. Har ganday x haqgiqiy son va oldindan berilgan
istalgan musbat e ratsional son uchun shunday ikkita \ va xn
ratsional son topiladiki, x"< x< -Xx <e) boladi.

Isboti. Aniglik uchun x > 0 deylik. X sonni

xoez< 0:12..,9%(=12,..))

cheksiz ofli kasr kofrinishida tasvirlaymiz va xn= xQxIx .. xn va
Xn=xa+0 A deb belgilaymiz. Bu yerdagi *nva “ratsional sonlar
mos ravishda x haqigiy sonning wu-xonali quyi va yuqori ofnli
yaginlashuvchilari deb aytiladi. Ravshanki, x0<xt<... <xn<... va

>...>xn>.... Haqiqiy sonlarni taqqoslash goidasidan
foydalanib, har ganday n indeks uchun xn<x<xn bodfishini
kofrsatish mumkin. Bu esa X hagiqiy sonning X -x =10" shartni
ganoatlantiruvchi xn va X ratsional sonlarn orz;sida yotishini
bildiradi.
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Endi oldindan berilgan ixtiyoriy musbat e ratsional son uchun
10" <r(n>«0=«,(£)) bo‘lishini ko‘rsatamiz. e-ixtiyoriy musbat son
bolsin. U holda, ravshanki, 1/e sondan katta bolmagan natural
sonlaming soni chekli boladi. Demak, 10"< l/e tengsizlikni
ganoatlantiradigan n natural sonlaming soni ham cheklidir. Shunday
gilib, shunday nOindeks mavjudki, n>n0shartni ganoatlantiradigan
barcha n indekslar uchun 10"> 1/e yoki 10 sxe bolar ekan,
ya’ni jC -X <f£. Teorema isbot qilindi.

Hagigiy sonlar nazariyasining asosiy masalalaridan biri haqiqiy
sonlar ustida qo‘shish, ko'paytirish amallarini aniglash va bu
amallarning xossalarini o‘rganishdan iborat.

Qo'shish. x va y haqgigiy sonlaming x +Yy yig‘indisi deb, barcha
n indekslar uchun x +v <z”x +v qo‘sh tengsizliklarni
ganoatlantiradigan z hagiqgiy songa aytiladi: z—x+y. Bu yerdagi
X, va yn(x vayn) ratsional sonlar mos ravishda x va y hagqiqiy
sonlaming n-xonali quyi (yuqori) o‘nli yaginlashuvchilaridir.

Yigindini topish amali go‘shish deb ataladi.

Ko‘paytirish. X va y musbat hagigiy sonlaming xy ko‘paytmasi
deb, barcha n indekslar uchun x[ <~<xy qo‘sh tengsizliklarni
ganoatlantiradigan z haqiqiy songa aytiladi: z =xy. Bu yerda ham
X va yn(xnva”n) ratsional sonlar mos ravishda x va y hagqiqiy
sonlaming n-xonali quyi (yuqgori) o‘nli yaqinlashuvchilaridir.

Ko‘paytmani topish amali kd'paytirish deyiladi.

Har ganday XGR son uchun x«0= 0+x = 0 deb hisoblaymiz.

Ixtiyoriy ishorali x va y haqiqiy sonlaming xy ko'paytmasini
quyidagicha aniglaymiz:

fixd M(vaay bir xil ishorali),

= <[ I|>g M (x vay har xil ishorali).

3- eslatma. \/X,yER sonlar uchun x+y yigindi va X
ko'paytmaning mavjudligi va yagonaligini hamda R to‘plamda
aniglangan qo‘shish va ko'paytirish amallarining R ning Q gismida,

Q lo'plamda aniglangan xuddi shu nomdagi amallar bilan ustma-
ust (ushishini ko‘rsatish mumkin.
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4-8. HAQIQIY SONLARNING ASOSIY
XOSSALARI

4.1. Haqiqiy sonlaring asosly xossalari. Hagigiy sonlar uchun
ratsional sonlarning 2- paragrafda sanab chiqgilgan (1°—13°) asosiy
xossalarining o‘rinli bo‘lishini isbot qilish mumkin. 1° xossa 2-
paragrafda isbot gilingan edi. 2°—5° xossalar bevosita haqiqiy sonlar
yig'indisining ta’rifidan va bu xossalarning ratsional sonlar uchun
o‘rinli ekanligidan kelib chigadi.

2°—5° xossalar asosida, qo'shish amaliga teskari amal sifatida,
ayirish amalini aniglash mumkin: ¢+ b=a koVrinishda aniglangan
¢ haqigiy son a va b haqigiy sonlarning ayirmasi deyiladivac=a - b
ko‘rinishda yoziladi. Ayirmani topish amali ayirish deb ataladi.

2°—5° xossalarga ko‘ra

3z 5' &
c+b=(a+(-b)}+b=a+(6+(-6))=a+0=0
bo‘lganligi sababli, a - b —a+ (—b) deyishimiz mumkin.

Endi ayirmaning yagonaligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, c-a+(-b)
ayirmadan boshga yana biror d ayirma mavjud bo‘lsin: d +b = a.
U holda, birinchidan, (d+b) +(-b) =a +(-b) =c, ikkinchidan,

Vg
(d+Db) +(—b)§d +(b +(—b))5:Dd +0"d

Demak, d=c

6°—12° xossalami ham isbot qilish giyin emas.

9° xossaga hisbatan quyidagini eslatamiz: agar a >0 bo'lsa,
a ga teskari bo‘lgan a' 1 haqiqgiy sonni, barcha n indekslar uchun
a <a <anilgo‘sh tengsizliklami ganoatlantiruvchi yagona haqiqiy
son sifatida aniglashimiz mumkin: a- =supa-\

Bu yerda an va an lar mos ravishda a > 0 haqiqgiy sonning
sa-xonali quyi va yuqori oali yaginlashuvchlaridir.

6°—9° xossalar asosida ko‘paytirish amaliga teskari bo‘lgan
bo‘lish amalini aniglash mumkin. Har ganday x vay (y ~ 0) haqiqiy
sonlar uchun zy =x shartni ganoatlantiradigan yagona z hagiqiy
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son mavjud. Bu son x va y(y"O) haqgiqiy sonlaming bo‘linmasi
deyiladi va z —x/y ko‘rinishda yoziladi.
6°—9° xossalarga ko‘ra

bolganligi sababli, z = xy~" deyishimiz mumkin. Bolinmaning ta’rifi
va 9 xossaga ko‘ra, y (y*0) haqigiy songa teskari bolgan y~ sonni
quyidagicha yozish mumkin: y—l= 1/y(y * 0).

Nihoyat, 13° xossani isbot gilamiz: oldindan berilgan har
ganday a hagiqgiy son uchun shunday n natural son topiladiki, n>a
boladi.

Isboti. 1) a <0 bo‘lsin. Bu holda 1> a bolgani uchun, isbot
talab gilinmaydi.

2) a>0 bolsin. a= a®ayar ..am.. deylik. R to‘plamda aniglangan
gofshish amali R ning Q gismida barcha ratsional.sonlar to‘plamida
aniglangan qo‘shish amali bilan ustma-ust tushganligi sababli, 1
sonni 0‘zini-o‘ziga n marta qo‘shib, n natural sonni hosil gilamiz.
Agar n = a0+ 2 deb olsak, n >a boladi.

Shunday qilib, R to‘plamda tagqoslash, qo‘shish, ayirish,
ko‘paytirish va bolish amallari aniglandi va ularning 1°—13°
gonunlarga bo‘ysunishi ko‘rsatildi. Bu esa haqiqiy sonlar uchun
algebraning arifmetik amallar hamda tenglik va tengsizliklar bilan
boglig bolgan barcha goidalari o‘z kuchida qolishini bildiradi.

Pirovardida shuni aytishimiz kerakki, haqiqiy sonlar
nazariyasini qurishning cheksiz o‘nli kasrlar usulidan boshqa bir-
biriga teng kuchli bolgan bir necha usullari mavjud. Masalan,
uning ratsional sonlar to‘plamida kesim tushunchasiga asoslangan
Dedekind usulini T.Azlarov va H.Mansurovning «Matematik
analiz», |- tom, (Toshkent, 1994), kitobidan garash mumkin.

4.2. Eng ko‘p gollaniladigan sonli to‘plamlar. Aytaylik, @
hER\a a <b bolsin.

I Kesma (yoki segment), [a, 6]= {XGR:a<x< b} tofplamni
kesma (yoki segment) deb ataymiz (7- rasm).

,/////////////é/

- rasm.
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2° Ochiq kesma (yoki interval), (a, b) = {xel?:a <x < b) to‘plamni
ochig kesma (yoki interval) deb ataymiz (8- rasm).

Cu w vuw w . >
a b X

8- rasm.

3° Yarim ochig kesma. (a, Z={xe R.a< x< b},
[a, b) = {XE R: a <x< b} to‘plamlarni yarim ochiq kesma deb
ataymiz (9- rasm).

Arwairrinir=> VI/11111111111110 w
a b X a F

9 rasm.

4° Yarim to‘g‘ri chiziq (yoki nur). Ushbu [a, +00) =

= {x&R: x> a}, (—, a = {x£1?:x < a) to‘plamlarni yarim
tog ri chizig (yoki nur) deb ataymiz (10- rasm).

S t

a X

JLLLLrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrg.
a X

10- rasm.

5° Ochiq yarim to‘g‘ri chizig (ochiq nur). Ushbu (a, +00)=
= {X&R :x > a}{—», a) —f gR :x< a} to‘plamlami ochiq yarim
togri chiziqg (yoki ochig nur) deb ataymiz (11- rasm).

I »
a

X

UNUIU/IU/N/IN//U10 |

a X

11- rasm.

6° Sonli to‘g‘ri chiziq (son o‘qgi). Ushbu (—°°, +°°)=R
to‘plamni sonli togri chizig (yoki son o‘gi) deb ataymiz
(12- rasm).

O E *
12- rasm.
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7' Nugtaning atrofi. Berilgan a nuqgtani o‘z ichiga olgan har
ganday intervalni a nugtaning atrofi deb ataymiz.

8" Nugtaning e-atrofi. Ushbu (a - ¢; a +e)( €> 0) intervalni
a nugtaning e -atrofi deb ataymiz (13- rasm) va Ut(a) kabi
belgilaymiz: £f(a)=(tf - e; a +e).

‘MM, >

a-z a a+6 X

13- rasm.

9° Nugtaning o'‘yiq £-atrofi. Ushbu U{a)\{a} to'plamni a
nugtaning oVyiq e -atrofi deb ataymiz (14- rasm) va Ue(@) belgi
bilan belgilaymiz:

0o

ub (@) = (a-e,a) <j(a,a+e) = U£(«)\{a}.

_ BLLLLILLYLIMLLL >
a-E a a+E X
14~ rasm.

4.3. To'plamning limit nugtasi. Agar a nuqtaning vt/o,.(a)
atrofida X(XcR) to‘plamning kamida bitta elementi mavjud bo‘lsa,
a nugta X tolplamning limit nugtasi deb ataladi. To‘plamning limit
nuqtasi shu to‘plamning o'ziga tegishli bo‘lishi ham, tegishli
boMmasligi ham mumkin. M isollar:

a) A = {I/n :nE.N} to‘plam yagona a = 0 limit nugtaga ega;

b) fo, B\ segmentga tegishli bo‘lgan har bir nuqta [a B\
scgmentning limit nugtasidir.

d) (a; b) intervalning barcha limit nuqtalari to‘plami [a, B\
segmentdan iborat.

€) natural sonlar to‘plami limit nuqtaga ega emas.

4.4. Haqiqiy son modulining asosiy xossalari.

1- xossa. \/xeR uchun "I]> 0, H= I—rc] Cie <iiel . —r <iier bo‘ladi.
ilii xossaning isboti bevosita modulning ta’rifidan kelib chigadi.

2- xossa. <A <>-A <x <A(A >0).

Isboti. I)Zarurligi. Faraz gilaylik, &} <A bo‘lsin (A —
biror musbat hagigiy son). 1-xossaga asosan —r <jc <s; bolganligi
sababli, yuqoridagi shartga ko‘ra -A<x<A.
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2) Yetarliligi. Faraz qilaylik, -A <x <A(A> 0) bo‘lsin.
x> () vax<0 holatlarni alohida-alohida garaymiz. Ta’'rifga asosan
vx>0 son uchun P =x bo‘lganligi sababli, x<A tengsizlikka ko‘ra
W\<A bo‘ladi. x< 0 holatda esa yana ta’rifga asosan Vvx<0 son
uchun = -x bo‘lganligi sababli, x>-A tengsizlikka ko‘ra jxj < A
bo‘ladi.

3- xossa. Vxe/? va \fyeR sonlar uchun x+j) <|x] +M
Pi= MH munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. 1) x+A<q+ly tengsizlikni isbot gilamiz. x +y > 0
va X +Yy < 0 holatlarni alohida-alohida garaymiz. Birinchi holatda,
ta’rifga asosan x+y\=x +y bolib, 1- xossaga ko‘ra Vxe/i uchun
x <pgvaVyeR uchun y<pj bo'lganligi sababli, [x+y\< X+
bo‘ladi. Ikkinchi  holatda, yana ta‘rifga asosan
ix Y] = x+>>) = (-X) +-y) bo‘lib, 1- xossaga ko‘ra Vxe K uchun
-x <pvavyeR uchun -y < bo‘lganligi sababli, jx +\\< |3 +3
bo‘ladi.

2) M= MMM tenglikni isbot gilamiz. Bunda ham xy>0 va
xy< 0 holatlarni alohida-alohida qaraymiz. Birinchi holatda, ta’rifga
asosan WA- xy bo'lib, hagigiy sonlar ko‘paytmasining ta’rifiga ko‘ra,
xy>0 bo‘lganda xy =jxjj] bo‘lganligi sababli, wA\=PM[] bo‘ladi.
Ikkinchi holatda, yana modulning ta’rifiga asosan kA=-xy bo’lib,
hagigiy sonlar ko‘paytmasining ta'rifiga ko‘ra, xy<0 bo‘lganda

—xy = Ny bo‘lganligi sababli, pf=<U bo‘ladi.
Natija. Har ganday x,, x2 ..., x lagigiy sonlar uchun

F1ex2r - X< P F2. e P
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.

4-xo0ssa. Vxe/? va Vve R(y ¢ 0) sonlar uchun x
lik o‘rinli bo‘ladi.
Isboti.

H teng—

=7 *f’

\%

<%

deylik: x —yz. Demak, 3- xossadagi ikkinchi munosabatga ko‘ra
M=1i4=|uvN yoki [p=rT bo‘ladi. Bu yerda (*) tenglikni e’tiborga
olsak, _ W tenglik hosil bo‘ladi.

"W
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5- xossa. Vae Rva VWe R sonlar uchun
NEYNSNANANE YNNI

IciiRM/liklar o'rinli bo‘ladi.

Isboti. Birinchi tengsizlikni isbot gilish uchun xni* = (x-y) +y
ko'rinishida yozib olamiz va 3-xossadagi birinchi munosabatdan
Ibydalanamiz: P{= |(g-y)+jl < |x->j+M Bu yerdan [J*y]
bolishi kelib chigadi.

Endi ikkinchi tengsizlikni isbot qilamiz. Yuqgorida ko‘rsat-
Kanimi/ga asosan

Ix-y|>Ixi-1y| Ba [n-y| = |y-n|>|y|-Ix| = -(In]-]y])
yoki -jje-_yl <Ix|-lyl. Demak, —x—3<)d—¥<lc—M YOKI
2 Xossaga asosan jjc-y|>||x|-ly|| bo‘ladi.

O0‘ZINI-0‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1 Son tushunchasi matematikaning ganday tushunchasi hisoblanadi?

Qanday sonlarni bilasiz?

Qanday sonlar natural sonlar deb ataladi? Matematik induksiya

metodi (usuli) nima?

Qanday sonlar butun sonlar deb ataladi?

Ratsional son deb nimaga aytiladi?

Ratsional sonlar bir-birlari bilan ganday tagqoslanadi?

Ratsional sonning moduli (absolut giymati) deb nimaga aytiladi?

Barcha ratsional sonlar to‘plamida qo‘shish va ko‘paytrish amallari

ganday aniglanadi?

8. Ratsional sonlaming asosiy xossalari deb ulaming ganday hossalariga
aytiladi?

9. Yuqoridan (quyidan) chegaralangan sonli to‘plam deb nimaga
aytiladi? Misollar keltiring.

10. Aniq chegara prinsipi nima? Isbotlang.

11. Hagqigiy sonlar to‘plamida go‘shish va ko‘paytirish amallari ganday
kiritiladi?

12. Hagigiy sonlaming asosiy xossalari deganda nimani tushunasiz?
Ularni sanab chiqing.

13. Eng ko‘p qollaniladigan ganday sonli to‘plamlami bilasiz? Aytib
bering va chizmada tasvirlang.

14. Sonli to‘plamning limit nuqtasi deb nimaga aytiladi? Misollar
keltiring.

15. Hagqigiy son modulining asosiy xossalarini aytib bering va isbotlang.

N

No b~ w
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5- 8. SONLI KETMA-KETLIKLAR

5.1. Sonli ketma-ketliklar va ular ustida arifmetik amallar.
Agar 1,2,..., «,... natural sonlar gatoridagi har bir n songa aniq
gonun bo‘yicha biror xn hagigiy son mos qgo‘yilgan bo'lsa, bu
holda xp X2, ..., xn, ... sonli ketma-ketlik (yoki ketma-ketlik) berilgan
deb aytiladi va gisqacha {xj belgi bilan belgilanadi.
Bu yerdagi x; (i= 1,2,...,n,...) sonlar {x} ketma-ketlikning
hadlari, xn esa ketma-ketlikning umumiy hadi yoki n-hadi deb
ataladi. Masalan, maktab matematika kursidan ma’lum bo‘lgan
a, a +d,...a +(n-1)d,... cheksiz arifmetik progressiya va a, aq,
agrl,... cheksiz geometrik progressiya sonli ketma-ketlikdir. Biz
ularni, yuqoridagi kelishuvga binoan mos ravishda {a +
+ (n-1) d} va {ag~1 shaklda yozishimiz mumkin. Har bir natural
songa Xn—\n ratsional sonni mos Kkeltirib, {\n} sonli ketma-
ketlikni, yoki xn= (1 + (-1)")/2 gonun bo‘yicha har bir natural
songa xs= (1 +(—1)”)/2 butun sonni mos go‘yib, {(1 +
+ (—D™)/2}:0; 1; 0; 1; ... ketma-ketlikni hosil gilamiz.

Ketma-ketlikni aniglovchi moslik rekurrent (bu so‘z lotincha
rekurrens so‘zidan olingan bo‘lib, o‘zbekchada «gaytmany,
«gaytarma» degan ma’noni anglatadi) formula ko‘rinishida berilishi
ham mumkin. Masalan,

= —+— =
Xn+l Xn xn le I)/

rekurrent formula

ketma-ketlikni aniglaydi.

Shuni ham aytishimiz lozimki, ketma-ketlikni aniglovchi
moslik analitik usuldan boshqga usulda ham berilishi mumkin.
Masalan, har bir natural songa navbat bilan 2 irratsional sonning
1, 14; 141, 1414; 1.4142; 1,41421; ... tagribiy giymatlarini mos
keltirib, {Xj: 1; 1.4; 1.41; 1.414; 1.4242; 1.41421; ... ketma-ketlikni
hosil gilamiz. Biz matematik analiz kursida asosan analitik usulda
berilgan ketma-ketliklar bilan ish ko‘ramiz.
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Sonli ketma-ketliklar ustida «arifmetik amallar»ni bajarib, yangi
sonli ketma-ketliklar hosil gilamiz. Bu amallar quyidagicha kiritiladi.
I'iiraz qilaylik, {xj va {yn} ketma-ketliklar berilgan boflsin. Ushbu
pan+ Pa-y) va {1 } ketma-ketliklar mos ravishda {n} va
v, ketma-ketliklarning yig‘indisi, ayirmasi va kopaytmasi deb
ataladi.

Berilgan ikkita ketma-ketlikka ko‘ra ularning yigindisini,
ayirmasini va ko‘paytmasini topish amallari mos ravishda ketma-
ketliklarni «go‘shish», «ayirish» va «ko‘paytirish» deb ataladi.

Ketma-ketliklarni «bolish» amali quyidagicha aniglanadi.
Aytaylik, {xd} va {yn} (V«e N uchun y**0) ketma-ketliklar
berilgan bolsin. Ushbu {Xjyn\ketma-ketlik {xj ketma-ketlikning
{y]j ketma-ketlikka «nisbati» deyiladi. Masalan, {sin(jr/n)} ketma-
ketlikning {1/n) ketma-ketlikka nisbati

K
0

ketma-ketlikdir. Berilgan ikkita ketma-ketlikka ko‘ra ularning
nisbatini topish amali ketma-ketliklarni «bolish» deyiladi.

5.2. Chegaralangan va chegaralanmagan ketma-ketliklar.
Agar shunday M hagigiy son (m hagigiy son) mavjud bolib,
{xj ketma-ketlikning har bir x hadi xn<M(xn>m) tengsizlikni
ganoatlantirsa, bu holda {xj ketma-ketlik yugoridan (quyidan)
chegaralangan deyiladi. Bu yerda M son (m son) {Xj ketma-
ketlikning yuqori (quyi) chegarasi deyiladi. Ravshanki, M sondan
katta (m sondan kichik) bolgan har ganday haqigiy son {Xxj
ketma-ketlikning yuqori (quyi) chegarasi bola oladi. Yuqgoridan
(quyidan) chegaralangan {xj ketma-ketlikning yugori (quyi)
chcgaralarining eng Kkichigi (eng kattasi) {x} ketma-ketlikning
anig yuqgori (anig quyi) chegarasi deyiladi va sup{xj (inf{xn})
ko'rinishda yoziladi. Masalan,

Agar {xi} ketma-ketlik ham yuqoridan, ham quyidan
chegaralangan bolsa, {xj ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.
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Masalan, {(1 + (—1)")/3} ketma-ketlik chegaralangan. Hagigatan,
V«e N uchun

3 3

Xuddi shunga o‘xshash, {1/n) ketma-ketlik ham chegaralangan,
chunki Vne jV uchun

0<-<i.
n

1- eslatma. Agar {m} ketma-ketlik chegaralangan bo°
M = sup{xj va m= inf{xn} bo‘lsa, u holda Vne N uchun

k1- max(N "N) M

bo‘ladi. Aksincha, agar V«e N uchun (1) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa,
u holda (haqigiy son modulining 2- xossasiga ko‘ra)

-max(|Af]l,Im|]) <x <max(|Af],jn))(n>1)

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi, ya’ni {xj ketma-ketlik chegaralangan
bo‘ladi.

Bu eslatmaga ko‘ra ketma-ketlikning chegaralanganlik
tushunchasini quyidagicha ham ta’riflash mumkin: agar shunday

A >0 son mavjud bo‘lib, VneiV uchun jjcJ <A tengsizlik bajarilsa,
{a ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.
Endi chegaralanmagan ketma-ketlik tushunchasi bilan

tanishamiz. Agar YA>0 son uchun {x} ketma-ketlikning I|xb|>A
tengsizlikni ganoatlantiradigan x hadi topilsa, {x} ketma-ketlik
chegaralanmagan deb aytiladi. Masalan, ushbu

{1 2, 1, 3, 1 04; .. LN L n+lg

ketma-ketlik chegaralanmagan. Hagigatan, Arximed aksiomasiga
ko'ra A >0 son har ganday bo'lganida ham bu ketma-ketlikning
juft o‘rindagi hadlari ichida shunday had topiladiki, u A sondan
katta bo‘ladi.
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5.3. Cheksiz katta ketma-ketliklar. Agar Nn>0 son uchun
shunday nO= nO[A)E.N topilsaki, Vn(n>nQ EiV uchun [*1>N
ho'ls;i, {xn} ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.
Masalan, {n3} ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlikdir.
llugigatan, ixtiyoriy A> 0 son berilgan bo‘lsin. Agar nO=

-|A¥11+ 1 deb olsak, Vn>nj natural son uchun n3>A bo‘ladi:

"u=([*"¥B+) >("13 ="-®u yerda [X] yozuv x sondan
oshmaydigan eng katta butun sonni bildiradi.
| -teorema. {xn}— cheksiz katta)({xn}— chegaralanmagan).
Isboti. Faraz qilaylik, {xj — ketma-ketlik cheksiz katta bo‘l-
sin. U holda, ta’rifga ko‘ra VA>0 son uchun (bu son ganchalik
katta bolmasin) shunday nO= nQA) natural son topiladiki,
natural son uchun |*J>" boladi. Xususan Ppo|>n.
Demak, VA>0son uchun shunday nO= nQ(A)EN topiladiki,
|> n tengsizlik bajariladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra {3} ketma-
Kctlikning chegaralanmaganligini bildiradi. Teorema isbot qilindi.

2- eslatma. Umuman aytganda, chegaralanmagan ketma-ketli

I'hcksiz katta bolmasligi ham mumkin. Masalan, {a}: 1, 2,1,
U, 4, .., 1 n1 /1+1,.. ketma-ketlik chegaralanmagan (buni
biz yuqorida ko‘rgan edik), biroq u cheksiz katta emas, chunki
A | shartni ganoatlantiradigan barcha A sonlar uchun |xj>A
tengsizlik n = 2m + 1(m= 0, 1, 2...) o‘rindagi hadlar uchun o‘rinli
bolmaydi.

Shunday qilib, bu eslatmadan va 1- teoremadan ko‘rinib turib-
tliki, barcha cheksiz katta ketma-ketliklar to‘plami barcha chega-
ralanmagan ketma-ketliklar to‘plamining xos gism to‘plami ekan.

5.4. Cheksiz kichik ketma-ketliklar va ularning asosiy xossalari.
I.ndi cheksiz kichik ketma-ketlik tushunchasini ta’riflaymiz. Agar
V/-0 son uchun shunday na=n(e)eN topilsaki,
V/is /] natural son uchun 7*[<£ tengsizlik bajarilsa, bu holda
IkJ ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi. Masalan,
ushlui

ketma ketlik cheksiz kichikdir. Haqgigatan, aytaylik e ixtiyoriy musbat
son bolsin. Bu holda, agar nQ="e_¥*J+1 deb olsak, Vn>nQ
natural son uchun
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Biz endi, qulaylik magsadida, cheksiz kichik ketma-ketliklaming
hadlarini anva  belgilar bilan belgilaymiz.
Cheksiz kichik ketma-ketliklar quyidagi asosiy xossalarga ega:

1- xossa. Agar faJ va {/2J ketma-ketliklar cheksiz Kichil
bo‘lsa, u holda {an-+fin} va {an- ketma-ketliklar ham cheksiz
kichik bo'ladi.

Isboti. Faraz qilaylik, {a) va {3i} cheksiz kichik ketma-
ketliklar berilgan bo‘Ilsin. U holda ta’rifga ko‘ra, oldindan berilgan
Ve>0 son uchun shunday Nx= N{{e) va N2= NZe) natural
sonlarni ko'rsatish mumkin bo‘ladiki, v« >A/, natural son uchun
Jad<e/2 va \/n>N2 natural son uchun I<e/2 tengsizlik
bajariladi. Agarda nf= max( ,N2 deb belgilab olsak, ravshanki,
Vn >n0 natural son uchun \n+|]) XXjaj +)3I<e/2 +c/2 =e bo‘ladi.
Bu esa {an+ ketma-ketlikning cheksiz kichik ekanligini bildiradi.
Xuddi shu singari

K - Al=K +(-A)NK I1lenl=

= la,) +IB.,, | <€/2 +£ /2 = e(n>n0).

Demak, ta'rifga ko‘ra, {a- fin ham cheksiz kichik bo‘lar ekan.
X- natija. Ixtiyoriy chekli sondagi cheksiz kichik ketma-
ketliklaming algebraik yig‘indisi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.
Isboti. Faraz gilaylik, {a*0}, {a‘2},..., {a'5} cheksiz kichik
ketma-ketliklar berilgan bo‘lsin. U holda oldindan berilgan
Ve >0 son uchun shunday

Nt=N,(e),N2= Nz(e),N 3= N 3(e), e N's = Ns(e)

natural sonlar topiladiki, \/n>N. (is {1,.. .j}) natural sonlar
uchun tf © <j (/=um bo'ladi. Agar n(= max(yVp N2 N3
Ng desak, v« >, natural son uchun
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boladi. Bu esa {a)0 +a® + -+« f} yig‘indi ketma-ketlikning cheksiz
kiehikligini bildiradi.
2- xossa. ({aj-cheksiz kichik] =>({«,,}- chegaralangan).

Isboti. Faraz qilaylik, {a } ixtiyoriy cheksiz kichik ketma-
ketlik bo‘lsin. U holda, ta’rifga ko‘ra, ixtiyoriy s> 0 son uchun
shunday nO= nQe) eN topiladiki, Mh>nt natural son uchun

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar A=max(eJai], X , ~ |
tlesnk, ravshanki, v« eN uchun Ja(J< A boladi. Bu esa, ta’rifga
ko'ra, {a) ketma-ketlikning chegaralanganligini bildiradi.

eslatma. Umuman aytganda, chegaralangan ketma-ketlik
cheksiz kichik bo‘lmasligi ham mumkin. Masalan, {m= (—1)'}
ketma-ketlik chegaralangan, biroq u cheksiz kichik emas. Haqgigatan,
berilgan ketma-ketlikning hadlari —1 va 1 lardan iborat bolganligi
uchun u chegaralangan. Bu yerda, cheksiz kichik ketma-ketlik
ta’'rifidagi £ sonni e=1 deb olsak, bu son uchun
Ml Im)1<\(n>n0) tengsizlikni ma’noli giluvchi birorta ham
rsonni ko‘rsatib bolmaydi, ya’ni {(—1)'"} cheksiz kichik emas.

3- xossa. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik
ketma-ketlikning ko‘paytmasi cheksiz kichik bo‘ladi.

Isboti. Faraz gilaylik, {) ketma-ketlik chegaralangan bo‘lib,

cheksiz kichik bo‘lsin. U holda shunday A> 0 son topiladiki,

Vii (/V uchun pal< /1 bo‘ladi. Bundan tashgari, V~->0 son uchun
shunday «o=«0 J t°piladiki, \/n>nQ natural son uchun

||=r)‘ - bolaai. Demak, \/n>nO natural son uchun
N, =X W\ A-j=£ tengsizlik bajariladi. Bu esa ta’'rifga ko‘ra
Jwt) ketma-ketlikning cheksiz kichik ekanligini bildiradi.

2- natija. lkkita cheksiz kichik ketma-ketlikning ko‘paytm
elieksi/. kichik boladi.

Isboti. Faraz qilaylik, [aj va {ftn\cheksiz kichik ketma-
ketliklar bolsin, Ma’lumki, 2- xossaga asosan {aj ketma-ketlik



chegaralangan. Demak, 3- xossaga ko‘ra {ag} ko‘paytma
ketma-ketlik cheksiz kichikdir.

3- natija. Ixtiyoriy chekli sondagi cheksiz kichik ketma-
ketliklaming ko‘paytmasi cheksiz kichik bo‘ladi.

4- xossa. Agar cheksiz kichik sonli ketma-ketlikning barcha
hadlari biror ¢ o‘zgarmas songa teng bo‘lsa, u holda ¢ = 0 bo‘ladi.

Isboti. Teskarisini faraz gilaylik: {an} cheksiz kichik ketma-
ketlikning barcha hadlari biror ¢ o‘zgarmas songa teng bo‘lib, ¢ * 0
bo‘lsin. U holda e=|[g/2 son uchun shunday nO natural son
topiladiki,

<= {F‘t no)

bo‘ladi. Bu yerdan, Y |cJ«> 1) ekanligini e’tiborga olib, ushbu

H<y vyoki I<y

noto‘g‘ri tengsizlikni hosil gilamiz. Bu ziddiyat «c*0 bo‘lsin»
degan noto‘g‘ri farazimizdan kelib chigdi. Demak, c= 0.

5- xossa. Agar {xi} ketma-ketlik cheksiz katta bo‘lsa, u holda
{1/x} ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘ladi. Agar cheksiz kichik {«,}
ketma-ketlikning barcha hadlari nuldan farqgli bo‘lsa, u holda
{1/a) ketma-ketlik cheksiz katta bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, {a%} cheksiz katta ketma-ketlik bo'lsin, ya'ni
VA>0 son uchun shunday n0=nQA) natural son topilsinki, n>n{
tengsizlikni ganoatlantiradigan v« natural son uchun PKJ>A
bo'lsin. Bundan |I/xj <NA{n >noj tengsizlik kelib chigadi. Agar
I/A~e desak, ravshanki, ve>0 son uchun shunday v0=«0(1/e)
natural son topiladiki, n>nQ shartni ganoatlantiradigan
Vne N uchun |I/xj <e bo‘ladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra, {1/xJ ketma-
ketlikning cheksiz kichik ekanligini bildiradi.

Endi faraz qilaylik, {aj ketma-ketlik barcha hadlari nuldan
fargli bolgan cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lsin, ya'ni Ve >0
son uchun shunday nQ=no(e) natural sonni ko‘rsatish mumkin

bo‘lsinki, Wrt> Ny natural son uchun o<||a«|l<e bo'lsin. Bundan
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|V/«J >1/e(n > )] tengsizlik kelib chiqadi. Agar
I/A -e pccak, |l/«,] >A™ >nQ bo‘ladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra
(1/ a,,} ketma-ketlikning cheksiz katta ekanligini bildiradi.

6- 8. YAQINLASHUVCHI SONLI
KETMA-KETLIKLAR
VA ULARNING ASOSIY XOSSALARI

6.1. Sonli ketma-ketlikning limiti. Matematik analizning asosi
ninallaridan biri limitga otish amali bo‘lib, u analiz jarayonida
Itirli ko‘rinishlarda uchraydi. Ularning eng oddiysi, shu bilan birga
eng asosiysi, bu — sonli ketma-ketlikning limiti ko‘rinishidir. Odatda
sonli ketma-ketlikning limiti tushunchasi bir-biriga teng kuchli
bolgan uch xil ko‘rinishda ta’riflanadi va analiz jarayonida vaziyatga
nisbatan qaysi biri qulay bo‘lsa, o‘shanisidan foydalaniladi.

1- ta’rif («cheksiz kichik ketma-ketliklar» tilida). Agar berilge
(vj sonli ketma-ketlik uchun shunday a haqiqiy son topilsaki,
{x- a} sonli ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lsa, bu
holda {xj sonli ketma-ketlik a songa yaginlashadi deb aytiladi va

lim x =ayoki X -»a

ko'rinishda yoziladi. Bu yerdagi a son {xj ketma-ketlikning
n >m dagi (en cheksizlikka intilgandagi) limiti deyiladi (lim belgi
emdlick» ma’nosini anglatuvchi lotincha limes so‘zining birinchi uchta
hiirfidan tashkil topgan).

Masalan,

Hagigatan, ve >0 son uchun (Arximed aksiomasiga binoan)
shunday s =«,(£) natural son topiladiki, n >\e bo‘ladi. Demak,

V// >nit natural son uchun
O<-<—<§£
fl no
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tengsizliklar bajariladi. Bu esa (cheksiz kichik ketma-ketlikning
ta’rifiga ko‘ra) ji- of ketma-ketlikning cheksiz kiehikligini, ya'ni
JUIB I’I7!3’—’Tr’"-n sanIi ketma-ketlikni O songa yaginlashishini
bildiradi.

2- ta'rif («<E—Tw» tilida). Agar berilgan {Xj sonli ketma
ketlik uchun shunday a hagiqgiy son mavjud bolib, ve>0 son
berilganda ham shunday N = N(e) natural sonni ko‘rsatish
mumkin bolsaki, \I>N natural son uchun YW-a\<e tengsizlik
bajarilsa, bu holda «{x} sonli ketma-ketlik a songa yaginlashadi»
deb aytiladi va

lim x =ayoki x —a(n °°)

ko‘rinishda yoziladi. Bu yerdagi a son {x} ketma-ketlikning limiti
deyiladi.
Masalan, Va>0 son uchun

Hagiqatan, e ixtiyoriy musbat son bolsin. Ravshanki, agar

deb olsak, \/n>N natural son va har qanday a >0 son uchun

nu N'

tengsizlik bajariladi. Bu esa 2- ta’rifga ko‘ra (1) tenglikning o‘rinli
ekanligini bildiradi.

3- ta’'rif («<E —atrof» tilida). Agar berilgan {x} sonli ketma
ketlik uchun shunday a hagigiy son mavjud bolib, Ve >0son
berilganda ham shunday n. =n (€) natural sonni ko'rsatish mumkin
bolsaki, V/j>nt natural son uchun (a-e, a+e) bolsa, bu
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holda «{xs} sonli ketma-ketlik a songa yaginlashadi» deb aytiladi va
lim x =ayoki x =a(nh-°) ko‘rinishda yoziladi. Bu yerdagi a son
P} ketma-ketlikning limiti deyiladi (15- rasm).

15- rasm.

1- eslatma. Cheksiz katta ketma-ketliklami «cheksizlikka yaqinla—
shuvchi ketma-ketliklar» deb aytish va Ilim x =°0 yoKki
v >m(«-"o)ko‘rinishda yozish mumkin.

Agar {x]j cheksiz katta ketma-ketlikning kamida biror yetarli
katta nn indeksli %o hadidan boshlab, barcha hadlari musbat

(manfiyl; bo‘lsa, «{xn} ketma-ketlik musbat cheksizlikka (manfiy
cheksizlikka) yaginlashadi» deb aytiladi va

lim X =+ yoki X +%0(n—>00)
Qﬁlg_x» =-ooyoki X, -oo(n h>oo))
ko‘rinishda yoziladi. Masalan: Iim 4n =+m nllm \\n /I:
2- eslatma. Quyidagi ekvivalensiya o‘rinli:
X, =a<>xq=a+ap(lima=0].
Isboti.
lim x = ({a,,=x,,—ﬂ}—cheksiz kichik) <

«X =a+a (lima =0).
n n >~ «

Limitga ega bo‘Imagan ketma-ketliklar va cheksiz katta ketma-
kctliklar uzoglashuvchi ketma-ketliklar deyiladi. Masalan,
j(-D"J:-1, 1,-1,1,...,-1, 1,... sonli ketma-ketlik uzoglashuvchi
ketma-ketlikdir. Haqgigatan, teskarisini faraz qilaylik:

lim (-)" =a

chekli limit mavjud bo‘lsin. U holda 2- eslatmaga binoan
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deb yozish mumkin. Bundan \i™>1 uchun a =(-1)"-a bo‘ladi.
Ushbu {an-an#f} sonli ketma-ketlikni qaraynnqiz. {an} va {anl}
ketma-ketliklar cheksiz kichik ketma-ketliklar bolgani sababli,
ularning ayirmasi {a,-ar} ham cheksiz kichik bo‘Imog‘i lozim.
Lekin bu yerda bunday bo‘lmaydi, chunki agar £ =1 desak,
V«>1uchun Nn-anttsx2>|=e boladi. Bu ziddiyat «{(-1)"}
ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsin» degan noto‘g‘ri farazimizdan
kelib chiqdi. Demak, {(—1)} sonli ketma-ketlik uzoglashuvchi
bo‘lar ekan.

Endi yaginlashuvchi ketma-ketliklaming asosiy xossalarini
garaymiz:

6.2. Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning asosiy xossalari.

1- xossa. Yaginlashuvchi sonli ketma-ketlik yagona limitga ega.

Isboti. Faraz qilaylik, yaginlashuvchi {x] sonli ketma-ketlik
ikkita a va b limitga ega bo‘lsin: lim x =a va lim x =h. U holda 2-
eslatmaga binoan X =a+a
yerdan a =X-a, ‘8n =X -,
ki, agar cheksiz kichik ketma-ketlikning barcha hadlari biror
o'zgarmas songa teng bolsa, u holda bu o'zgarmas son 0 dan
iborat bo‘ladi. Demak, b - a= 0. Bundan b=a.

2- xossa. Yaginlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan bofadi.

Isboti. Faraz qgilaylik, lim x =a chekli limit mavjud bo‘lsin.
Bu holda sonli ketma-ketlik limitining «e—N» tilidagi ta’rifiga binoan,
Ve >0 son berilganda ham shunday N = ANe) natural son
topiladiki, \/n>N natural son uchun Y- a\<e tengsizlik bajariladi.
Ravshanki, \>N natural son uchun

Agar A=max(e +|4, x|, <2 PV 1j desak, v«>1 natural

son uchun boladi. Bu esa {x#% ketma-ketlikning
chegaralanganligini bildiradi.
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Umuman aytganda, chegaralangan ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo'Imasligi mumkin. Masalan, {(-1)"} sonli ketma-ketlik
chcgaralangan, lekin u uzoqglashuvchi (biz buni yugorida ko‘rdik).

3- xossa. Agar {xj va {yj ketma-ketliklar yaqginlashuvchi
bo'lsa, u holda {xnxyn} va {xryn} ketma-ketliklar ham
yaginlashuvchi, shu bilan birga

)

©)

formulalar o rinli bofadi.
Isboti. Faraz gilaylik, lim X,=a va R@y..= b chekli limitlar

mavjud bo‘lsin. U holda 2- eslatmaga binoan

Ravshanki, xn-+yn=(a +b)+(an-+fin),
X,,—¥,,=(a-b) +(an-pn), xyn=ab +apn+ban+ aj3,

Cheksiz kichik ketma-Kketliklarning xossalariga asosan,
{an+Pn},{an-f3n} va {afin-ban+anPn} sonli ketma-ketliklar

cheksiz kichik ketma-ketliklardir. Demak, 2- eslatmaga ko‘ra xn—+yn

Xn-ynva xryn ketma-ketliklar yaginlashuvchi va ularning limitlari
mos ravishda a +b, a - b va ab sonlarga teng:

Bu yerda a=Ilim * va b=Ilimy ekanligini e'tiborga olsak,
@) va (3) formulalar hosil bo‘ladi.
4- xossa. Agar {ai} va {jn} sonli ketma-ketliklar yaginlashuvchi
bofib, limyn®0 bofisa, un holda biror nO natural sondan boshlab
ia—ketlik aniglangan, shu bilan birga bu ketma-ketlik
yaginlashuvchi va
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formula o'rinli bofadi.

Isboti. Dastlab xossaning birinchi gismini isbot gila-
miz. Faraz gilaylik, lim”~ =b*0 chekli limit mavjud bo‘lsin. U
holda £=K/2 son uchun shunday nO natural son topiladiki,
Vvn>ng natural son uchun Pn- NON2 tengsizlik bajariladi.
Ravshanki, Vvn>n_ natural son uchun WN=\b-y )+y I<
- Ny W< (1M 2) + Jynl. Bundan V«>wo natural son uchun
riT<n- tengsizlikning bajarilishi kelib chigadi.
b Dlzlmak, nO natural sondan boshlab {l/y]j ketma-ketlik
aniglangan va u chegaralangan. Ana shu nOnatural sondan boshlab

X «—[=]—[ sonli ketma-ketlik aniglangan deyishimiz mumkin.
Ln XMj Dk

Endi xossaning ikkinchi gismini isbot qgilamiz. Faraz gilaylik,
limxn=avalimj, =bgp 0 chekli limitlar mavjud bo‘lsin.
nse =3 bJ
sonli ketma-ketlikning cheksiz kiehikligini ko‘rsatamiz. 2- eslatmaga

ko‘ra

X, =a+a. (lima =°) va =b+ft (limft =°)

ekanligini e’tiborga olsak,

bo‘ladi. |_1]| ketma-ketlik chegaralangan, [«,“A."}ketma-ketlik esa
cheksiz kichik. Ma’lumki, chegaralangan ketma-ketlikning cheksiz
kichik ketma-ketlikka ko‘paytmasi cheksiz kichik boladi. Demak,

ta'rifga ko‘ra, J ketma-ketlik yaqginlashuvchi va lim—=-. Bu
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yerda a=Ilim X va b=1lim A ekanligini e’tiborga olib, (4) formulani

hosil gilamiz.

7- §. TENGSIZLIKLARDA LIMITGA O ‘TISH.
ANIQMAS IFODALAR

7.1. Tengsizliklarda limitga o‘tish.

1- teorema. Agar limx =a chekli limit mavjud va Nn>n
natural son uchun x >b(xn<c) bo‘lsa, n holda, a>b(a<c) bofadi.

Isboti. Aytaylik, teoremaning shartlari bajarilganda a <b(a>c)
bo‘lsin deylik. U holda e=b-a(e =a-c) son uchun shunday nO
natural son topiladiki, uchun Yra\<b-a(\xna\<a-c)
bo‘ladi. Bundan xn-a<b-a (n-a>c-a) yoki xn<b[xn>cj
tengsizlik kelib chigadi. Bu esa teoremaning X >b(xn<c) degan
shartiga ziddir. Bu ziddiyat a <b(a>c) degan noto‘g‘ri farazimizdan
kelib chigdi. Demak, a >b(a<c) bolar.ekan. Teorema isbot gilindi.

Eslatma. Agar lim x = a chekli limit mavjud va vn >n{} natural
son uchun xn>b (x7 < c) tengsizlik bajarilsa, u holda a=b{a=c)
bo‘lishi ham mumkin. Masalan, Vn>1 natural son uchun

X =—>0 (X :-n—<02;, lim- =0 B

1- teoremadan quyidagi natijalar kelib chiqadi.

1- natija. Agar limx =avalimj =b chekli limitlar mavjud
va Vn >nQ natural son uchun xn<yn tengsizlik bajarilsa, u holda
a<b bo‘ladi.

Isboti. Shartbocha yn-x >o(n >n \va lim(yn-x )=

U holda 1- teoremaga ko‘ra b-a> 0. Bundan a<b tengsizlik hosil
bo‘ladi.
2- natija. Agar yaginlashuvchi ketma-ketlikning barcha hadlari
biror kesmada yotsa, u holda uning limiti ham shu kesmada yotadi.
Isboti. Aytaylik rI1|_E>nx =a chekli limit mavjud va v«>1
natural son uchun c<xn<d bo‘lsin. U holda 1- natijaga asosan
u”c va a<d, ya’ni c<a<d bo‘ladi.
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2- teorema. Agar {osi} va {7} yaginlashuvchi ketma-ketlikla

a limitga ega va Mv>nf natural son uchun xn<yn<zn tengsizliklar
bajarilsa, n holda {Hn} ketma-ketlik yaginlashuvchi, shu bilan birga
/[[r)n y =a bo 1adi.

Isboti. Aytaylik, shunday nO natural son mavjud bo‘lsinki,

Yn >n natural son uchun i <y <zn bo‘lsin. Bundan

xn-ay,-a"zn-a (n>nQ

tengsizliklarni hosil gilamiz. Ko‘rinib turibdiki, V«>«o0 natural son
uchun yra\<max (Ix,-a], Xx-a¥
Shartga ko‘ra Ve >0 uchun shunday Nxva N2 natural sonlar
topiladiki,
Wi-a\< e(n > Nj) va Ya-a\<e{n>N2)

bo‘ladi. Agar bu yerda N= max(«0 Nt, N2 desak, yn>N natural
son uchun Wra\<e tengsizlik bajariladi. Bu esa {yn\ketma-

ketlikning yaginlashuvchi, shu bilan birga ﬂlimuyn=a ekanligini

bildiradi.
Endi shu paytgacha qaralmagan maxsus hollar bilan
tanishamiz:

1°. Agar {x} ketma-ketlik yaginlashuvchi va lim = bo‘lsa,

u holda lim— =0 bo‘ladi.
«—>-y1

Isboti. Hagigatan,

ifodadagi ikkinchi kofpaytuvchi (cheksiz katta ketma-ketlikka teskari
ketma-ketlik sifatida) cheksiz kichik va {xn} ketma-ketlik
chegaralangan bo'lganligi sababli, jy-r cheksiz kichik ketma-ketlik
bo‘ladi, ya’ni lim—=0.

i, ya'ni nlgyn
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o . . ~ . . . _ .
2°. Agar #tl_r;guxn—a 0 (a-chekli yoki 00) va |I[2 Y 0 bo‘lsa,
u holda lim *~ =< bo‘ladi.
nA>°° yn

Isboti. Hagigatan,
X_n=X -L
yn n yn

ifodadagi ikkinchi ko‘paytuvchi cheksiz katta, birinchi ko'paytuvchi

esa, limx = bo'lganida, cheksiz katta; ‘!imxn =a* 0,» bo‘lganida

chegaralangan bo‘lganligi sababili, ketma-ketlik cheksiz katta
M

bo‘ladi, ya’ni lim~2=-°°,

7.2. Anigmas ifodalar.

3% Agar §mx =limy =0 bo‘lsa, bu holda Ixg} va {y;} ketma-

ketliklarning o‘zgarish xususiyatlarini bilmasdan turib, jj—j

ketma-ketlikning limiti haqida biror tayin fikr bildira olmaymiz.
Buni quyidagi misollarda tushuntiramiz:

a) jx =-L] ning jyn ga nisbati j—=-4 ni garaylik:
>0 (n o0)
b) |x = ning [yn=-L] ga nisbati [j- =«j ni garaylik:

— —00 (1 —»00);

d) {, =7j ning pn=-i] ga nisbati |-*=2] ni qaraylik:

A -» 2 (n -> 00)

yn
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* > K (_]f)\_| ning [>h=1ij ga nisbati |y-=(-2" ni garaylik.

Bu holda lim i mavjud emas.

Ko‘rinib turibdiki a)—d) misollarning har birida

limn =lim> =0 bo‘lgani bilan, ularning har gaysisida N\

ketma-Kketliklarning limitlari turlichadir; hatto e) misolda limit

mavjud emas. Shu sababli, agar lim* =limy =0 bo‘lsa, “~\

ifoda N ko rinishdagi anigmas ifoda deyiladi.
1- misol. lim limit hisoblansin.
Y echish. ” shaklida berilgan anigmaslikni ochamiz:

[— NG~
lim-i—Z—=Ilim e - lim - "

4°. Agar jy-f ketma-ketlik berilgan bo‘lib,

limx =4 va limy =+
n n—=°"n
bo‘lsa, bu holda ham {xd} va {yn} ketma-ketliklarning o°‘zgarish

xususiyatlarini bilmasdan turib, j-2§ bolinma ketma-ketlikning

limiti haqgida aniq bir fikmi bildira olmaymiz. Biz bu holatni quyidagi
sodda misollar orqali tushuntirib berishimiz mumkin:
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a) {xa= n} ning {yn= nZ ga nisbati j~ =“f ni garaylik:

ii =i _>0 (n—-»"°);

yn n

b) {p@= nZ ning {ys= n) ga nisbati |y-=«[ ni garaylik:

- =n—=+"° N—>»®w\)

yn

d) {xa= 57} ning {ym- n\ga nisbati |51=5 ni qaraylik:
—=5->5(n-»"°o);

e) pn—( D"Hf} ning  =n) ga nisbati 51=Ci)-]. ning

limiti mavjud emas.

Qaralgan a)—d) misollardan ko‘rinib turibdiki, ularning har
birida {} va {yn} ketma-ketliklar cheksiz katta ketma-ketliklar
bo‘lib, ularning nisbatlarining limitlari turlichadir; hatto oxirgi
e) misoldagi nisbat limitga ega emas. Shu sababli, surati ham,

maxraji ham cheksiz katta bo‘lgan o ifoda = shakldagi anigmas

oo

ifoda deyiladi.
2-misol. lim—2X Ar — limit hisoblansin.
F— Wi+t

Y echish. Dastlab

X =1-2 +3-4 +..-2n = (1-2) +(3-4) +(5-6) +...+

+@2n-1-2m=CFD+ -+ ..+ =—n y =y\\Hl

shaklidagi anigmas

00

ekanligini e’tiborga olib, berilgan . ifoda
ifoda bo‘lishini bilib olamiz. So‘ngra
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yn =VI+«2 = n'\I/+ -J
n

shakl almashtirishni bajarib, mazkur anigmaslikni ochamiz:

. 1-2+3-4+..-2n . -Nn
lim = omeedieiees =lim—"= =-lim -r= =-L
N -1

5° Agar {x"} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, {x} va {yj ketma-
ketliklarning biri cheksiz Kichik, ikkinchisi esa cheksiz katta bo‘lsa,
bu holda ham {x] va {y] ketma-ketliklarning o‘zgarish gonunlarini
bilmasdan turib, {x”) ko‘paytma ketma-ketlikning limiti haqgida
biror tayin so‘z ayta olmaymiz. Biz buni quyidagi sodda misollar
orgali tushuntirib beramiz:

a) j*,, =Aj ning [yn=1}% ga ko‘paytmasi |x” =ij ni garaylik:
XV =—>0 (n-» ),

b) {* =4 ning j>n=nZ ga ko‘paytmasi {}Xy=n} ni qgaraylik:

Xy = n—»+°° (n—» °°);

{ =N ning 8a ko‘paytmasi {x"=A} ni qaraylik:

Xy =4—=4(n—»°°);

e) jxn= J ning {y=n} ga ko‘paytmasi {x,y,= (- 1)t} ning

limiti mavjud emas.
Bu misollardan ayonki, ularning har birida {xj/J ko‘paytma

ketma-ketlikning ko‘paytuvchilaridan biri cheksiz kichik, ikkinchisi
esa cheksiz katta, lekin {x"} ko‘paytma ketma-ketlik har bir
misolda turli limitlarga ega; hatto e) misoldagisining limiti mavjud
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emas. Mazkur holatni tavsiflash m aqsadidax.~ ifoda O« o shakldagi
anigmas ifoda deyiladi. {3} va {yn} ketma-ketliklaming o‘zgarish
Xususiyatlarini e’tiborga olib, xtyn ifodani tekshirish jarayoni o-*

shakldagi anigmaslikni ochish deb ataladi.

3- misol. lim wn—+1 limit hisoblansin.
| n \% n /

Yechish. x =Ji+x-Ji-l,y =n+1 deb, berilgan xy
" Yy n vV n n e

ifodaning 0 ¢+ KO Tinishdagi anigmas ifoda ekanligiga ishonch hosil
gilamiz. Bu anigmaslikni quyidagicha ochamiz:

1
—(n+1) 1+— j
li (N+1) = lim —r-2-———-1— = 21lim AN = 2e—=1.
L n V n —JJJ — Li+Li 2
n Vv n \Y n Vv n

6° Agar {xn+yn} ketma-ketlik berilgan bo‘lib,
In[[nx« =+* va IniAr;)rgyn =+~ bo‘lsa, bu holda ham biz {)gj va {vn}
ketma-ketliklaming o'zgarish qonunlarini bilmasdan turib, {a-+yn}
ketma-ketlikning limiti hagida biror tayin so‘z ayta olmaymiz. Biz
buni quyidagi sodda misollar orqali tushuntirib beramiz:

a) - In] va yn = -n) ning yig'indisi n+yn= n) ni garaylik:

g +vV —T-20(MNn ooy

b) {xn—n} va {yn=-2n} ning yig‘indisi {xn+yn=-n} ni
garaylik:

X +y =-n->-°° (n —» 00);
n n

d){xn=n+3) va {y,=-n} ning yig‘indisi {xn+y=3} ni
garaylik:

X+Y =3 3@ —» Q0);
e) pn=n + (- )} va {yiF -a)} ning yig'indisi {Xx,,+yn=
= (—D)"#} ning limiti mavjud emas.
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Bu misollardan ayonki, {xri} va {yn} ketma-ketliklar mos
ravishda +@ Ba ga intilganlari bilan ularning {xn+yn}
yig‘indisi a)—d) misollarda turli limitga ega; hatto e) misolda
limitga ega emas. Shu sababli, mazkur holda xn+yn ifoda °°-°o
shakldagi anigmas ifoda deyiladi. {xn\ va {y]j ketma-ketliklarning
o‘zgarish xususiyatlarini e’tiborga olib, x+yn ifodani tekshirish
jarayoni .- oo shakldagi anigmaslikni ochish deb ataladi.

4- misol. limfgre+-va2+++1] limit hisoblansin.

ifodaning 00-00 ko‘rinishdagi anigmas ifoda ekanligiga ishonch hosil
gilamiz. Bu anigmaslikni quyidagicha ochamiz:

8 §. MONOTON KETMA-KETLIKNING LIMITI.
e SONI

8.1. Monoton ketma-ketlik tushunchasi. Ma’lumki, sor
ketma-ketlikning chegaralangan bo‘lishi bu ketma-ketlikning
yaqginlashuvchi bo‘lishi uchun zaruriy shart bo‘lib, yetarli shart
bo‘la olmaydi. Monoton ketma-ketliklar deb ataladigan shunday
sonli ketma-ketliklar mavjudki, bu shart ularning yaginlashishi
uchun ham zaruriy, ham yetarli bo'ladi.

1- ta’rif. Agar \xr} sonli ketma-ketlikning barcha hadlari uchu
X <X <..<x <..(X >X >. >x >.) shart bajarilsa, bu holda
{xj ketma-ketlik kamaymaydigan (0 smaydigan) ketma-ketlik
deyiladi.

Masalan, 115,—2, BT ketma-ketlik o‘smaydigan, 1, 1,

2, 2,..«, «,... ketma-ketlik esa kamaymaydigandir.
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2- ta’rif. Agar {xj ketma-ketlikning barcha hadlari uchun

X <X < <X <K X > >X,>.) shart bajarilsa, bu holda
{0} ketma-ketlik o Suvchi (kamayuvchi) ketma-ketlik deyiladi.

Masalan, | Ty T ,nketma— ketlik kamayuvchi,

...—m... ketma-ketlik esa o‘suvchidir.
2 3 4 n+l

Kamaymaydigan va o‘smaydigan ketma-ketliklar bitta nom bilan
monoton ketma-ketliklar, o‘suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar
esa gatiy monoton ketma-ketliklar deb ataladi.

8.2. Monoton ketma-ketlikning limiti. Quyidagi teoremala
o‘rinli:

1- teorema. Agar kamaymaydigan yoki o'suvchi (o‘smaydigat
yoki kamayuvchi) ketma-ketlik yugoridan (quyidan) chegaralangan
bo‘lsa, n holda bu ketma-ketlik yaginlashadi. Aks holda, uning
limiti +&= (-o0) ga teng bo‘ladi.

Isboti. Faraz qilaylik, {xj ketma-ketlik kamaymaydigan
(o‘smaydigan) ketma-ketlik bo‘lib, u yuqgoridan (quyidan) chega-
ralangan bo‘lsin. Ya’ni shunday A hagiqgiy son mavjud bo‘lsinki,

Vn>| natural son uchun xn<A(xn>A) tengsizlik bajarilsin.

Ravshanki, VWn>| natural son uchun, X <xn<A(X >xn>A),
yva'ni {xii ketma-ketlik chegaralangan. Bu holda aniq chegara

prinsipiga ko‘ra x =supx (X =infx ) mavjud. Biz
limx =x llimx :x]?
=0 n n
bolishini ko‘rsatamiz. Aniq yugori (aniq quyi) chegaraning ikkinchi
ta’'rifiga ko‘ra, birinchidan Vn>1 natural son uchun
Xn<x (xn>x) yokix -x,, >0 (xn-x >0) (D)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. lkkinchidan, Ve>0 son uchun
shunday nQ=nole) natural sonni ko‘rsatish mumkinki,

x> x-e(xm < X+€) bo‘ladi. {x) ketma-ketlik kamaymaydigan
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(o‘smaydigan) bo‘lganligi sababli, n>n bo‘lganda X >X0(X" <x|0)
«
Demak; \{rPno natural son uchun

XN>xX-e (Xn<x +e) yoki Xx-X,,<£ (Xn-x<e) 2

boiadi. (1) va (2) tengsizliklami birlashtirib, quyidagiga ega

bo‘lamiz: Vn>nu natural son uchun O<x-xn<e
(0<xn-x<£). Ko‘rinib turibdiki, Mn>nQ natural son uchun
—-e<x-xn<e (-£<xn-x<e€) yoki V«>no natural son uchun
Ix=x,|<E (Jx~X] <e) tengsizlik bajariladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra {x}
ketma-ketlikning =supx,, (X = blxn) songa yaqinlashishini bildiradi.

Endi teoremaning ikkinchi gismini isbot gilamiz. Aytaylik,
kamaymaydigan (o‘smaydigan) {xn} ketma-ketlik yugoridan
(quyidan) chegaralanmagan bo‘lsin. U holda WA>0 son uchun
shunday nQ=«0(A) natural son topiladiki, x* >A{xw<-A) bo'ladi.
Ravshanki, Vn>n natural son uchun x >x(x <x ). Demak,
NA>0 son uchun shunday no-nQA) natural son topiladiki,
NN>n0 natural son uchun xn>A(xn<-A) tengsizlik bajariladi. Bu
esa ta’rifga ko‘ra fllir)gxﬂ =—|<‘>glnir2 n=—°oj) bo‘lishini ko'rsatadi.
Teorema isbot qilindi.

2- teorema. Kamaymaydigan yoki o‘suvchi (o‘smaydigan yok
kamayuvchi) sonli ketma-ketlikning yaginlashuvchi bo‘lishi uchun
bu ketma-ketlikning yugoridan (quyidan) chegaralangan bo*lishi
zarur va yetarlidir.

Isboti. 1) Zarurligi. Kamaymaydigan yoki o‘suvchi
(o‘smaydigan yoki kamayuvchi) {xj ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo‘lsin. Ma’lumki, har ganday yaginlashuvchi ketma-ketlik
chegaralangan bo'ladi. Demak, {xn} yuqoridan (quyidan)
chegaralangan.
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2) Yetarliligi. Faraz gilaylik, kamaymaydigan yoki o‘suv-
chi (o‘smaydigan yoki kamayuvchi) {x) ketma-ketlik yuqoridan
(quyidan) chegaralangan bo‘lsin. U holda yuqorida isbot gilingan
1- teoremaga ko‘ra {x} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘ladi.

8.3. e soni. Endi limitga o‘tish amali yordamida aniglanadigan
(e son deb ataladigan) yangi son bilan tanishamiz. Ushbu

sonli ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligini isbot gilamiz.
Dastlab uning o‘suvchi ekanligini ko‘rsatamiz. Nyuton binomi deb
ataladigan ushbu

) =X AT

formula yordamida xnva xn+, hadlami quyidagicha tasvirlaymiz:

m=2

Ko‘rinib turibdiki, 1<m<n shartni ganoatlantiradigan Vm
natural son uchun

va bundan tashgari, xnt had xn hadga garaganda ortigcha musbat
go‘shiluvchilami o‘z ichiga oladi. Demak, Vn>1 natural son uchun

X,,<xm, ya’'ni {xn} ketma-ketlik o‘suvchi. Nihoyat, ketma-
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ketlikning yugoridan chegaralanganligini ko'rsatamiz: (3)
tenglikdan Vn>1 indeks uchun

ya’ni {x;} ketma-ketlik yugoridan chegaralangan. Shunday qilib,
|- teoremaga ketma-ketlik yaginlashuvchi

bo‘ladi. Uning limitini, Eyler (L. Euler) belgilaganidek, e harfi
bilan belgilaymiz:

Bu sonning irratsional son ekanligi isbotlangan:
e= 2,718281828459045... . Asosi e songa teng bo‘lgan logarifm
natural logarifm deyiladi va In x bilan belgilanadi. Asosi e songa teng
bo‘lgan ko‘rsatkichli funksiya eksponensialfunksiya deb ataladi va e*
yoki exp x ko‘rinishda yoziladi.

0 ‘ZINI-0‘Z1 TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Sonli ketma-ketlik deb nimaga aytiladi va sonli ketma-ketliklar
ustida arifmetik amallar ganday Kkiritiladi?

2. Chegaralangan ketma-ketlik, chegaralanmagan ketma-Kketlik,
ketma-ketlikning yuqori (quyi) chegarasi, aniq yuqori (anig quyi)
chegarasi tushunchalarini ta'riflang. Misollar keltiring.

3. Cheksiz katta ketma-ketlik, cheksiz kichik ketma-ketlik
tushunchalarini ta'riflang. Misollar keltiring.

4. Cheksiz kichik ketma-ketliklarning asosiy xossalarini ayting va

isbotlang.
5. Sonli ketma-ketlikning limitini “cheksiz kichik ketma-ketliklar
tilida”, “r-N”tilida va “r-atrof” tilida ta'riflang va ularning

ekvivalentligini isbotlang.

6. Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning asosiy xossalarini aytib bering.
Cheksiz katta ketma-ketlik deb nimaga aytiladi?

7. Chegaralangan ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘ladimi?

8. «Yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi» deb ayta
olamizmi? Isbotlang.

9. Tengsizliklarda limitga o‘tish mumkinmi?
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10. Odaliq o‘zgaruvchi limiti hagidagi teoremani ayting va isbotlang.

11. T O.», ® - @ ko'rinishdagi anigmas ifodalami
misollar bilan tushuntirib bering.

12. Monoton ketma-ketlik deb nimaga aytiladi? Misollar keltiring.

13. Monoton ketma-ketlikning limitga ega bo‘lishining zaruriy va

yetarli sharti nima? Isbotlang.
14. e soni deb nimaga aytiladi? Isbotlang.

9- 8. QISMIY KETMA-KETLIKLAR.
YUQORI VA QUYI LIMITLAR

9.1. Qismiy ketma-ketliklar. Aytaylik,
x2, Xy..., X",... (1)

sonli ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Hadlari natural sonlardan iborat
bolgan ixtiyoriy

kp Kj, kp..., kn... 2
o‘suvchi ketma-ketlikni garaymiz. (l) ketma-ketlikning
xkfm=1,2, hadlarini tanlab, ularni (2) ketma-ketlikning

hadlari qay tartibda joylashgan bolsa, shu tartibda joylashtirib,
ushbu Hd}:
XX g |

sonli ketma-ketlikni hosil gilamiz. Bu ketma-ketlik {xj ketma-
ketlikning gismiy ketma—ketligi deyiladi. Masalan, barcha juft natural

sonlardan tuzilgan 2, 4, 6, ..., In, ... ketma-ketlik barcha natural
sonlardan tuzilgan 1,2,3 ...n, .. ketma-ketlikning gismiy
ketma-ketligidir. Yoki ™= (-1)"} sonli ketma-ketlikni garaylik.
Ravshanki, -1, -1, ..., -1, .. va 1, 1, .., 1, .. ketma-

ketliklar {x= (—1)} ketma-ketlikning gismiy ketma-ketliklaridir.
Har bir {Xj sonli ketma-ketlikni o'zining gismiy ketma-
ketligi deb aytish mumkin.
1- teorema. Agar {xj sonli ketma-ketlik yaginlashuvch
bo"lsa, v holda uning har ganday {4} qismiy ketma-ketligi
yaginlashuvchi, shu bilan birga lim* =lim = tenglik orinli bo'ladi.

57



Isboti. Aytaylik, Hmxn=a chekli limit mavjud bo‘lsin. Bu
holda ta’rif bo‘yicha, \/£>0 berilganda ham shunday =«,(f)
natural sonni ko‘rsatish mumkinki, V«>m natural son uchun
;a\<e tengsizlik bajariladi. Faraz gilaylik, {43} ketma-ketlik {X]
ning ixtiyoriy gismiy ketma-ketligi bo‘lsin. limx =a ekanligini
ko‘rsatamiz. Hagiqatan, V«>n uchun K >km va K >n
ekanligini e’tiborga olsak, yugorida aytilganga ko‘ra Mn>K natural
son uchun I|>(h—al<e tengsizlik bajariladi. Bu esa {4} gismiy ketma-
ketlikning yaginlashuvchi ekanligini, shu bilan birga

limx = Iinl X

bo‘lishini ko‘rsatadi.

2- teorema. Agar ketma-ketlik cheksiz katta bollsa, v holc
uning har ganday qismiy ketma-ketligi cheksiz katta bo‘ladi.

Bu teorema xuddi 1- teorema singari isbot gilinadi.

Shuni aytish lozimki, berilgan ketma-ketlik limitga ega bo‘lmasa
ham uning qismiy ketma-ketliklari limitga ega bo‘lishlari mumkin.
Masalan, {an—(-1)"} ketma-ketlik limitga ega emas, birog uning

{X,s’l va {"is 1l Qismiy ketma-ketliklari mos ravishda | va
-1 limitlarga ega.

Endi chex matematigi B.Boltsano (1781—1848) va nemis
matematigi K.Veyershtrass (1815—1897) ga mansub bo‘lgan
quyidagi muhim teoremani isbot gilamiz.

Boltsano-Veyershtrass teoremasi. Har ganday chegaralangan
sonli ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish
mumkin.

Bu teoremani isbot qilish uchun dastavval «ichma-ich
joylashgan kesmalar haqidagi lemma» deb ataluvchi lemmani isbot
gilamiz.

Lemma. Agar kesmalar ketma-Kketligi
[a J3[azborr>ll 1d...d[a" j z.. shartni ganoatlantirsa, u
holda kamida bitta shunday ¢ nugta topiladiki, v« >i natural son

uchun ce[a ;b ] bo'ladi.
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Isboti. Shartga ko‘ra {a) va {br} sonli ketma-ketliklar mos
ravishda kamaymaydigan va o‘smaydigan ketma-ketliklardir
(16— rasm).

a a Tt kg, M B % B X
16- rasm.

Bundan tashqgari, ko‘rinib turibdiki, Wh>1natural son uchun
an<bn Demak, VWh>luchun al<an<bn<bv Bu tengsizliklar {a)
ketma-ketlikning yugoridan bl bilan, {bj ketma-ketlikning quyidan
a{son bilan chegaralanganligini ko‘rsatadi. Shunday gilib, monoton
ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra {a) va {br} ketma-
ketliklar yaqginlashuvchi ekan. Aytaylik,

3% =2 ity ="

bo‘lsin. Vn > 1 uchun an< bnbolgani sababli, tengsizliklarda limitga
o‘tish goidasiga ko‘ra a < b bo‘ladi. Demak, Vn>i uchun
an<a<b<bn Bu esa a va b nuqgtalaming (a—b=c bo‘lishi ham
mumkin) barcha a1 bn] kesmalarga tegishli bo‘lishini ko‘rsatadi.

Boltsano-Veyershtrass teoremasining isboti. Faraz gilaylik, {xj
ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsin. Ma’lumki, bu holda shunday
A>0 son topiladiki, Vn>I natural son uchun Jxj<A tengsizlik
bajariladi, ya'ni {x4 ketma-ketlikning barcha hadlari [~A, A]
kesmada yotadi. Qulaylik magsadida —A = av A = bxdeb belgilaylik.
[ai, b} kesmani ) nuqta yordamida teng ikkiga bolamiz.
Ravshanki,

a\+ b\ A

kesmalaming kamida bittasida {x | ketma-ketlikning cheksiz ko‘p
hadlari yotadi. Aytaylik, ana shu kesma bolsin. Uni
[av b2 deb belgilaylik. Endi [@a2 ZZ] kesmani d#2 nuqta

yordamida yana teng ikkiga bolamiz va
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kesmalaming gaysi birida {xj ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari
yotgan bo‘lsa, o‘sha kesmani [a3 63 deb belgilaymiz va bu
jarayonni cheksiz (nhazariy) davom ettiramiz. Natijada ichma-ich

joylashgan kesmalar ketma-

ketligini hosil gilamiz. Ravshanki, [an bn] kesmaning uzunligi
quyidagiga teng:

Demak, ichma-ich joylashgan kesmalar hagidagi lemmaga
ko‘ra shunday ¢ nugta mavjudki, V«>1 uchun an< c<bnbo‘ladi.
Endi {a} ketma-ketlikning ¢ songa yaginlashadigan {%& qismiy
ketma-ketligini tuzamiz: x4 had sifatida {3} ning ixtiyoriy hadini,
xR sifatida {xj ning [av &] kesmada yotgan k2—hadini (k2> k)
va hokazo, {}} had sifatida {x) ning [an bn] kesmada yotgan kn
— hadini (k> kn {) tanlaymiz va hokazo. Shunday gilib, Vn> |
uchun an<xk <b,,. limx =c bo‘lishini ko‘rsatamiz. Ma’lumki,
Vh>1 uchun an<c<bn Demak, v«>iuchun

Bundan, tengsizliklarda limitga o‘tish qoidasiga ko‘ra limx =c

tenglik kelib chigadi. Teorema isbot gilindi.

9.2. Limit nuqtalar. Yugori va quyi limitlar. Endi sonli ketma-
ketlikning limit nugtasi tushunchasi bilan tanishamiz. Agar {xj
sonli ketma-ketlikning biror {xkm} gismiy ketma-ketligi biror a
songa yaginlashsa, bu holda a son {a} ketma-ketlikning limit nuqtasi
deb  ataladi. Masalan, {*,=(-1)"} sonli ketma-
ketlikning ikkita -1 va 1 limit nugtalari bor. Ular mos ravishda
{xn,= -1} va {dn=1} ketma-ketliklaming limitlaridir.



Faraz gilaylik, {xj ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsin. Uning
limit nuqtalari to'plamini A bilan belgilaylik. Boltsano-Veyershtrass
teoremasiga asosan A&O, ya’ni A to‘plam bo‘sh to‘plam emas.
Bundan tashgari, A to‘plam chegaralangan. Hagigatan, agar barcha
hadlari \1\<M shartni ganoatlantiradigan {xj ketma-ketlikning
{40 qismiy ketma-ketligi biror a limitga ega bo‘lsa, u holda H-
bo‘ladi (chunki p¢Jl<M). Shunday qilib, bo‘sh bo'Imagan A sonli
to‘plam, ham quyidan, ham yuqoridan chegaralanganligi sababili,
aniq chegara prinsipiga ko‘ra =sup/l, x =inf A aniq chegaralar
mavjud. xe A va xe A ekanligini isbot gilish mumkin.

Ta'rif. x=sup/t va x =infA sonlar mos ravishda {4 sonli
ketma-ketlikning yuqgori limiti va quyi limiti deyiladi. Bu yerda A
to'plam {Xxj ketma-ketlikning barcha limit nugtalari to‘plamidir.
Odatda {1} ketma-ketlikning yuqori limiti Umx, (yoki lim supx,,)
quyi limiti esa lim x, (yoki liminfx,) kabi belgilanadi. Masalan,

ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Ravshanki, A= {(); 1}. Demak,

limx, =1, limxn=0.
n—$m

Eslatma. Agar {xi} sonli ketma-ketlik yuqoridan (quyidan)
chegaralanmagan bo‘lsa, X,, =+°° (]imx, = -0 deb yoziladi.

3- teorema. Sonli ketma-ketlikning yaqginlashuvchi bofisl
uchun uning chegaralangan bo ‘lishi hamda quyi va yuqori
limitlarining bir-biriga teng bo lishi zarur va yetarli.

Isboti. 1) Zarurligi. Aytaylik, {} sonli ketma-ketlik
yaginlashuvchi bo‘lsin. Bu holda, ma’lumki, {x} chegaralangan
va (l- teoremaga ko‘ra) uning barcha gismiy limitlari limx,, ga
teng bo‘ladi. Demak, xususan, limx,, =limx,, =limx,,.
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2) Yetarliligi® Faraz qilaylik, {xn} ketma-ketlik
chegaralangan va lim xn=Ijm xn shart bajarilsin. U holda, ko‘rsatish
mumkinki, {a} ketma-ketlikning biror hadidan boshlab barcha
hadlari (ixtiyoriy e>0 uchun) (Umxn-e, limxn+s) oraliqda
yotadi. Shart bo‘yicha j™ xn—~Lunx,,=a bolgani uchun bu oraligni
(as, a+e€) deb yozish mumkin. Demak, sonli ketma-ketlik
limitining «e—atrof» tilidagi ta’rifiga ko‘ra a son {xj ketma-ketlikning
limiti boladi. Shunday qilib, {n} ketma-ketlik yaginlashuvchi.
Teorema isbot gilindi.

10- 8. YAQINLASHISH PRINSIPI

10.1. Fundamental ketma-ketlik tushunchasi. Bu tushunct
quyidagicha ta’riflanadi.
1- ta’'rif. Agar Ve >0 son uchun shunday N= N(e) natur

son topilsaki, ¥n>N va ¥Yp natural son uchun Xip-xnXe tengsizlik
bajarilsa, bu holda {xj sonli ketma-ketlik fundamental ketma-ketlik
deyiladi.

Masalan,

1 m =1 m

sonli ketma-ketlik fundamental ketma-ketlikdir. Hagigatan, yn va
p natural son uchun

" Sim < y  PHANS 1 i
< v, PN Y e~

m=n-+

X n+p- Xn\ = 1

1 1.1 <
mafltTLml I HP 11

Aytaylik, e ixtiyoriy musbat son bolsin. Agar N =Til +1
ni

desak, yn>N natural son uchun «>1- 1+1>1 tengsizlik o‘rinli
boladi. Bu yerdan ~<e {n>N= +).
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Demak, Ve>0 son uchun A/=["j +!| natural son mavjudki,
Vn>N vap natural son uchun #-x,] <e tengsizlik bajariladi.
Bu esa 1- ta’rifga ko‘ra berilgan ketma-ketlikning fundamental
ketma-ketlik ekanligini bildiradi.

Analiz jarayonida ko‘pincha ketma-ketlikning fundamentalligi
tushunchasining (yugoridagi ta’rifga teng kuchli bo‘lgan) quyidagi
ta’rifidan ham foydalaniladi:

2- ta'rif. Agar Vf>o0 son uchun shunday N= N(e) natural
son topilsaki, yn >Nva yT >N natural sonlar uchun Jx,-xm|<£
tengsizlik bajarilsa, bu holda {Xj sonli ketma-ketlik fundamental

ketma-ketlik deyiladi.
Lemma. Agar {xj ketma-ketlik fundamental bo‘lsa, u holda
bu ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, {xj ketma-ketlik fundamental va e ixtiyoriy
musbat son bo‘lsin. Bu holda 2- ta’rifga ko‘ra, berilgan €> 0 son
uchun shunday N=N(8) natural son topiladiki, Yn>un va
¥T > Nnatural sonlar uchun [x, -xn\X e tengsizlik bajariladi. Agar
bu yerda m= N+ | deb olsak, yn>N natural son uchun
K~% +#]<€£ bo‘ladi. Endi xn hadni quyidagicha ifodalay-

lik: X = (X —Xg,.) +X, U holda Yn>WM natural son

e

uchun B <DX.—XxN |+ <£ +1xM bo‘ladi. Agarda
M = max(E +YNHNXLPD).....|%]) desak, Vn>i natural son uchun
kl<M bo‘ladi. Bu esa {x4 ketma-ketlikning chegaralanganligini

bildiradi.

10.2. Yaginlashish prinsipi. Endi sonli ketma-Kketlil
yaginlashishining zaruriy va yetarli shartini ifodalovchi va fanda
Koshi kriteriyasi (yoki yaginlashish prinsipi) deb yuritiladigan
quyidagi muhim teoremani isbot qilamiz. Uning muhimligi
shundaki, bu yerda sonli ketma-ketlikning yaginlashishi ketma-
ketlik hadlarining ichki gonuniyatlariga asosan aniglanadi.

Koshi kriteriyasi. Sonli ketma-ketlikning yaginlashuvchi bo fishi
uchun bu ketma-ketlikning fundamental boflishi zarur va yetarli.
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Isboti. I)Zarurligi. Aytaylik, {xj sonli ketma-ketlik biror
a songa yagjinlashsin. U holda ta’rifga ko‘'ra v >0 son uchun shunday
N =N natural son topiladiki, Vn>N natural son uchun

W ~aXj tengsizlik bajariladi. Demak, Vn>N va Vm> N natural
sonlar uchun

K = -—a) + (a-xm)\<\xn -a\ + \a-Xm\ < £ + | = e.

Bu esa, 2- ta'rifga ko‘ra, {xn} ketma-ketlikning fundamental
ekanligini bildiradi.

2)Y etarliligi. Faraz qgilaylik, {x) sonli ketma-ketlik fun-
damental bo‘lsin. U holda yuqorida isbot gilingan lemmaga ko‘ra
{x} ketma-ketlik chegaralangan. Demak, Boltsano-Veyershtrass
teoremasiga ko‘ra undan biror a songa yaginlashuvchi \kn} gismiy

ketma-ketlik ajratish mumkin. Bu holda, ta’rifga ko‘ra, v]->o0

son uchun shunday N{ natural son topiladiki, v« >AM natural
son uchun

tengsizlik bajariladi, chunki kren(n>1).
Yana {x} ketma-ketlikning fundamentalligidan foydalanamiz,

ya’ni {4} fundamental bo‘lganligi sababli, ta’rifga ko‘ra, v]-—=>o0
son uchun shunday N2natural son topiladiki, Vm>  va Vn > N2
natural sonlar uchun Wa-xXmM\<" tengsizlik bajariladi. Bu yerda

m= kn deb olsak, Vn > N2 natural son uchun

Nihoyat, N= maxC/V,, N2 desak, Vn>N natural son uchun
((1) va (2) tengsizliklarga ko‘ra)
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bo'ladi. Bu esa ta’rifga binoan {a} ketma-ketlikning a songa yaqin-
lashishini ko‘rsatadi. Teorema isbot gilindi.

Yaginlashish prinsipini amaliyotda ham qgod4lash mumkin.
Masalan,

sonli ketma-ketlikning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini
aniglash talab qgilingan bo‘lsin. Buning uchun uning fundamental
yoki fundamental emasligini ko‘rsatish kifoya. Ravshanki, v» va
p natural son uchun

Jc

Agar e ni ixtiyoriy musbat son deb olsak, u holda

tengsizlikni ganoatlantiradigan Vn natural son uchun 2-n<e bo‘ladi.
Demak, \/n>N va p natural son uchun ap-xn\e tengsizlik
o'rinli bo‘ladi, ya’ni {xj —fundamental. Bu esa yaginlashish
prinsipiga ko‘ra {a} ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligini
ko'rsatadi.

0 ‘ZINI-0‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Qismiy ketma-ketlik deb nimaga aytiladi? Misollar keltiring.

2. Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi
yaginlashuvchi bo‘ladi-mi?

3. Cheksiz katta ketma-ketlikning har ganday qismiy ketma-ketligi
cheksiz katta bo‘ladi, deb ayta olamiz-mi?



4. Uzoglashuvchi ketma-ketlikning qismiy ketma-ketliklari
yaginlashuvchi bo‘lishlari mumkin-mi?

5. Chegaralangan ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketlik
ajratish mumkin-mi?

6. Ichma-ich joylashgan kesmalar haqidagi lemmada nima deyiladi?

7. Sonli ketma-ketlikning limit nuqtasi va yuqori (quyi) limiti
tushunchalarini ta’riflang.

8. Chegaralangan ketma-ketlikning yaginlashuvchi bo‘lishining zaruriy
va yetarli sharti nima?

9. Fundamental ketma-ketlik deb nimaga aytiladi?

10. Fundamental ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi-mi?

11. Kema-ketlikning fundamentalligi uning yaginlashishi uchun zaruriy
va yetarli shart bo‘la oladi-mi?

11- §. FUNKSIYA

11.1. 0 ‘zgaruvchi miqgdorlar orasida funksional bog‘lanish.
Biz moddiy dunyoning u yoki bu tabiiy (fizik, kimyoviy, biologik,
igtisodiy va hokazo) jarayonini o‘rganish paytida turli ofzgaruvchi
miqdorlami uchratamiz. Kuzatuvlar shuni ko‘rsatadiki, har bir
tabiiy jarayon biri golganlarining o‘zgarishiga bog‘liq ravishda
o‘zgaradigan bir nechta o‘zgaruvchi migdor bilan tavsiflanadi. Eng
oddiy tabiiy jarayon biri ikkinchisiga bog‘liq ravishda o‘zgaradigan
ikkita o‘zgaruvchi miqgdor bilan tavsiflanadi. Masalan, moddiy
nugtaning to‘g‘ri chizigli tekis harakatini garaylik. Bu jarayon s—vt
gonun bilan bog'langan ikkita t va s o‘zgaruvchi miqgdor bilan
xarakterlanadi. Bu yerda: v—o‘zgarmas tezlik, t—vaqt, 5 —yo‘l.
Ko‘rinib turibdiki, t vaqgtning orta borishi bilan bosib o‘tilgan s
yo‘l ham orta boradi. Yoki massalaming butun olam tortishish
gonunini eslaylik. Bu qonun Nyuton formulasi deb ataladigan

F=k A

r2

formula bilan ifodalanadi. Bu yerda: K— gravitatsion doimiy; m]va
m2— tortishuvchi jismlarning massalari; r—tortishuvchi jismlar
orasidagi masofa, F esa tortishuvchi jismlar tortishish kuchining
miqdoridir. Bu jarayon ham ikkita r va F o‘zgaruvchi miqgdorlar
bilan xarakterlanadi. Ravshanki, r ning kattalasha borishi bilan, F
o‘zgaruvchi migdoming giymatlari kichiklasha boradi. Bu kabi
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misollarni fan va texnikaning turli sohalaridan juda ko‘plab
keltirishimiz mumkin. Bunday hollarda matematiklar «o‘zgaruvchi
miqdorlar orasida funksional bog‘lanish mavjud» deb aytadilar.
I unksional boglanishning mantigiy modeli —funksiya tushun-
chasidir.

11.2. Funksiya tushunchasi. 0 ‘zgarish  soha:
(to‘plami)X(Actiy bolgan jc o‘zgaruvchi berilgan bolsin.
1- ta’rif. Agar x o‘zgaruvchining har bir x G X giymatic

anig /qoida yoki gqonun bo‘yicha bitta y haqigiy son mos qo‘yilgan
bolsa, bu holda X to‘plamda f funksiya aniglangan (berilgan) deb
aytiladi va y=/(x)(xGJO ko'rinishda yoziladi.

Bu yerdagi X to‘plam / funksiyaning aniglanish sohasi
(toplami), yn=/(xQ son/ funksiyaning xEX nuqtadagi giymati,
Y={y:y—/(x), XEX) to‘plam / funksiyaning o‘zgarish sohasi
(yoki giymatlari toplami) deb ataladi. Bundan tashqari, x — erkli
0 zgaruvchi (yoki funksiyaning argumenti), y esa erksiz o zgaruvchi
(yoki x o zgaruvchiningfunksiyasi) deyiladi. Odatda/ funksiyaning
aniglanish va o‘zgarish sohalari mos ravishda D(f) va E(f) belgi
(simvol)lar bilan belgilanadi va y=f{x) funksional boglanishdan
aniglanadi.

Teskari funksiya tushunchasi. Aytaylik, y=f(x) (XEX) funk-
siya berilgan bolib, har bir yEY = {y:y =/(x), XEX} songa,
f(x) =y shartni ganoatlantiradigan bitta XE X haqgigiy son mos kelsin.
U holda, y o‘zgamvchining har bir yE Y giymatigaf(x) =y shartni
ganoatlantiradigan XEX hagigiy sonni mos go‘yib, Y to‘plamda
x=f"(y) funksiyani aniglashimiz mumkin. Bu funksiya y=f(Xx)
funksiyaga teskari bolgan funksiya deb ataladi. Ko'rinib turibdiki,
y=fix) funksiya x=f~I(y) funksiyaga teskari bolgan funksiyadir.
Shuning uchun / val/ -1 funksiyalar oZzaro teskari funksiyalar deb

ataladi. Masalan, y=2x funksiyaga teskari bolgan funksiya x ="y
funksiyadir. Odatda, qulaylik magsadida, oxirgi ifodadagi x va y
laming vazifalarini almashtirib, y = 2x funksiyaga teskari bolgan
funksiya y-\* ko'rinishda yoziladi; y = c?{0 < a*\) funksiyaga

teskari bolgan funksiya x = log” funksiyadir. Yoki, oxirgi ifodadagi
X vay larning vazifalarini almashtirsak, y = logax boladi. Shunday
gilib, ko‘rsatkichli va logarifmik funksiyalar o‘zaro teskari
funksiyalardir.
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Funksiyani ko‘rgazmali
tasvirlash magsadida funksiya grafigi
tushunchasidan foydalaniladi.
Aytaylik, y=f(x) (x&X) funksiya
berilgan bo‘lib, tekislikda xOy to‘g‘ri
burchakli Dekart koordinatalari
tizimi (sistemasi) o‘rnatilgan
bo‘lsin.

2- ta’rif. xXOy koordin
tekislikning (X, T (X))(XEX)
nuqgtalaridan tashkil topgan

G= {(, V)-Y =/(*), xGX\

to'plam y =/(x) (xeX) funk-
siyaning grafigi deb ataladi (17-
rasm).

0 ‘zaro teskari bo‘lgan y =fix)
va y = g(x) funksiyalarning gra-
fiklari har doim birinchi va
uchinchi koordinat burchaklar
bissektrisasiga nisbatan simmetrik
joylashgan bo'ladi (18- rasm).

Amaliyotda uchraydigan funk-
siyalar asosan analitik usulda (ya’ni
formula ko'rinishida), jadval usu-
lida va grafik usulida beriladi.

Funksiyaning analitik usulda berilishiga misol qilib maktab
kursidan ma’lum bo‘lgan asosiy elementar funksiyalami aytish
mumkin:

1)y = C(C—o‘zgarmas son) — o0 zgarmas funksiya;

2)y = xa(a —hagqiqiy son) —darajali funksiya;

3)y =a{0< 1) — ko rsatkichli funksiya;

4y —log x(0<a*l) — logarifmik funksiya;

5y =sinx
6)y = cos : : lar-
77 =15 x trigonometrik funksiyalar;

8) Y = ctgx,
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9) y = arcsin X,
10) y = arccos X, L . .

)y — teskari trigonometrik funksiyalar.
11) y = arctg X,

12) y = arcctg X

Bu funksiyalarning aniglanish va o‘zgarish sohalarini,
uraliklarini siz maktab kursidan yaxshi bilasiz.

Shuni aytish lozimki, bitta funksiyaning o‘zi, o‘z aniglanish
sohasining turli gismlarida turli formulalar orgali berilishi ham
mumkin. Masalan,

X1 (x <0),
1(0<x <1,
y=1X) = 14vi-(x-2)2 1< x <3),

\ (X >3).

Bu funksiyaning grafigi 19-
rasmda tasvirlangan.

Funksiyaning analitik usulda
berilishi turli-tuman ekanini
ko‘rsatish magsadida yana bir nechta
misol keltiramiz:

Signum-fnnksiya. Quyidagi

-1 (x < 0),
y =signx= 0(x=0),
I(x >0)

tengliklar bilan aniglangan funksiya signum-funksiya deb ataladi.
Bu yerdagi sign lotincha signum (ishora) so‘zining birinchi to‘rtta
harfidan tashkil topgan; D(y) =R, E(y) —{1;0;1} (20- rasm).
Ante-funksiya. Har bir x haqigiy songa shu sonning butun
gismini mos qo‘yuvchi y = [X] funksiya ante-funksiya deb ataladi.
Bu yerdagi ante so‘zi fransuzcha Entier (butun) so‘zidan olingan.
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Ante-funksiyaning grafigi 21-
rasmda tasvirlangan; D (y) = R,
E(y) =2,
Modul-funksiya. Har bir x
haqigiy songa shu sonning
modulini (absolut giymatini) mos
go‘yuvchi funksiyani modul-
9 funksiya deb ataymiz va uni y= |

ko‘rinishda yozamiz. Bu
funksiyaning grafigi 22 - rasmda
tasvirlangan; D(y)= R, E(y) =
=K = [0; +°°).

Dirixle funksiyasi. Har bir
ratsional songa | sonni va har bir
irratsional songa 0 sonni mos
goeyuvchi funksiya Dirixle
funksiyasi deb ataladi va y = D(X)
ko‘rinishda yoziladi:
y= D(X) — fl(x - ratsional son),

20~ rasm.

0 (x - irratsional son).

21- rasm Bu funksiyaning aniglanish sohasi
X =R, o‘zgarish sohasi esa
Y = {0; 1} (L.Dirixle (1805—
1859) — nemis matematigi).
Funksiyaning jadval usulida
berilishiga misol gilib, temir yo'l
shoh bekatlarida ilib go‘yilgan
poyezdlar harakati jadvalini aytish
mumkin. Bu jadval yordamida
harakatdagi poyezdning qaysi
vaqtda, gaysi aholi punktiga yetib
kelishini aniglash mumkin. Funksiyaning jadval usulida berilishidan,
aynigsa, tajriba o‘tkazuvchi tadgigotchilar ko‘p foydalanadilar.
Funksiyaning grafik usulda berilishiga ossillografda chizilgan
graflklar misol bo‘ladi. Bunday grafiklar yordamida u yoki bu
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jarayonning xususiyatlari o‘rganiladi va tegishli xulosalar chigariladi.
Bu usuldan ko‘pincha fiziklar va shifokorlar foydalanadilar.

Matematik analiz kursida asosan analitik usulda berilgan
funksiyalar qaraladi.

11.3. Funksiyalarning tengligi. Agar V xel nuqgtada
f(x) =g (X) bo‘lsa, bu holda / va g funksiyalar X to'plamda bir-
biriga teng deb aytiladi.

Masalan, y —x va'y — [ funksiyalar x — [0; +00) to‘plamda
bir-biriga teng.

11.4. Funksiyalar ustida arifmetik amallar. Aytaylik, X (XC.R)
to‘plamda/va g funksiyalar aniglangan bo‘lsin. Har bir xG X haqiqgiy
songa bitta y=f(x) +g(x) haqgigiy sonni mos qo‘yuvchi funksiya
/ va g funksiyalarning yig‘indisi deyiladi va y=f(x) +g(X) (XEX)
ko'rinishda yoziladi.

Masalan, y = x +logX (xGX= (0; +°°)).

Awal aytganimizdek, amaliyotda y —f(x) +g(x) yig‘indi
funksiyaning aniglanish sohasi bo‘lgan X to‘plam y —f(x) +g(X)
funksional bog‘lanishdan topiladi: X —D (f)nD (g).

Masalan, y =V -x +logd(x-1) funksiyaning aniglanish so-
hasi X = Do - X)n D(I0g3(x ~1)) = 00-21 N (L) = (L21  bofadi.

Ikkita funksiyaning ayirmasi, ko‘paytmasi va bo‘linmasi ham
xuddi yuqgoridagi kabi aniglanadi:

Y= fix) - g(x), y=f(x)g(x), y-=

(oxirgisida g(x) ¢ 0).

Berilgan funksiyalarga ko‘ra ularning yig‘indisini, ayirmasini,
ko'paytmasini va boflinmasini topish amallari funksiyalami
go'shish, ayirish, kopaytirish va bo‘lish deb ataladi.

11.5. Murakkab funksiya tushunchasi. y=f(t) (tET) va
t=g(x) (XGA) funksiyalar berilgan bo‘lib, E(g)CT bo'lsin.

3 ta’rif. Agar har bir x£.X haqigiy songa bitta y=f(g(x)
haqigiy son mos qo‘yilgan bo‘lsa, X to‘plamda y=f(g(x))
murakkab funksiya aniglangan deb aytamiz. Masalan, har bir
«c (0; +00) hagigiy songa bitta y = sin(lgx) hagigiy sonni mos
go‘yish mumkin bo‘lganligi sababli, X= (0; +<») to'plamda
y = sin(lgx) murakkab funksiya aniglangan deb ayta olamiz.
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4- ta’'rif. Har bir XEX hagigiy songa bitta f(g(x)) haqiqi
sonni mos go‘yuvchi funksiya (ya’ni murakkab funksiya) / va g
funksiyalarning kompozitsiyasi (yoki superpozitsiyasi) deb ataladi |
va Y =f(g(x))(xeX) ko‘rinishda yoziladi.

Masalan, agar f(x) =xtl va g(x) =; desak,

/teW)=/(i)d +
bo'ladi. Agar / va g funksiyalar o‘zaro teskari funksiyalar bo‘lsa,
u holda f (g(x)) = g(f(x)) - x bo'ladi. Umuman aytganda,
f(g(x))*g(f(x)). Masalan, yugoridagi misolda / (g(-O)=1+1 bolib

*(/(*)) a I bo‘ladi-

Xuddi yuqgoridagi kabi, n ta funksiyaning superpozitsiyasini
ham aniglash mumkin: y =f,(f2(...ifr{x))...)).

Masalan,

f(x) =2x -1, g(xX) =x3+1 hX) =i

funksiyalarning f(g(h(x))) superpozitsiyasi quyidagicha aniglanadi:

11.6. Elementar va noelementar funksiyalar. Asosiy elementa
funksiyalar ustida go‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bolish va
superpozitsiyalash amallarini chekli son marta bajarish natijasida
hosil bolgan funksiyalar elementar funksiyalar deb ataladi.
Masalan,

y = 2tg x2 +yinxINogX{ 5 - x) - |
funksiya elementar funksiyadir. Ushbu y= [x] funksiya ham

elementar funksiya boladi, chunki 4=7? deb yozish mumkin.

Elementar bolmagan funksiyalar noelementar funksiyalar
deyiladi. Bunday funksiyalar asosan matematik analizni o‘rganish
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jnrayonida kelib chigadi va o‘rganiladi. Masalan, yugorida keltirilgan
signum-funksiya, ante-funksiya, Dirixle funksiyasi va o'z
aniglanish sohasining turli gismlarida turli formulalar bilan berilgan
ko'pchilik funksiyalar noelemantar funksiyalardir.

11.7. Giperbolik funksiyalar. Amaliyotda ba’zan (giperboli
funksiyalar deb ataladigan) quyidagi funksiyalami ham uchratish
mumkin:

shx=e~e — giperbolik sinus,

chjc= e *e—— giperbolik kosinus,

tgx ="Fx — giperbolik tangens,

cthx =» j- giperbolik kotangens,

Bu funksiyalarning birinchi uchtasi son o‘gining hamma joyida,
to‘rtinchisi esa X —7SN\} to‘plamda aniglangan.
Quyidagi ayniyatlar o'rinli:

sh?2 x +ch? jc= ch2x,
ch? x —shx = |,
sh(x +y) = shx chy + chx shy,
ch(x +y) = chx chy +shx shy.

Bu ayniyatlaming isboti bevosita giperbolik funksiyalarning
ta’riflaridan kelib chigadi.

Eslatma. y —sin x va y = cos x funksiyalar x2+y 2= 1 birlik
aylanani garashdan ganday goidalar bo‘yicha hosil bo’lgan bo‘lsa,
y —shxva y = chx funksiyalar ham x2-y2= 1 teng yonli gipeibolani
garashdan xuddi o‘sha qoidalar bo‘yicha hosil bo‘ladi. Shuning
uchun bu funksiyalar giperbolik funksiyalar deb ataladi. Ularning
grafiklari 23-28- rasmlarda tasvirlangan:
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y*

Nz Y- chx

24- rasm.

0‘ZINI-0‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAYOLLAR

. 0 ‘zgaruvchilar orasidagi funksional bog‘lanish deganda nimani
tushunasiz? Misollar keltiring.

. Funksiya va teskari funksiya tushunchalarini ta'riflab bering.

. Funksiya grafigi deb nimaga aytiladi? Teskari funksiya grafigi ganday
chiziladi?

. Funksiya ganday usullarda beriladi? Har bir usulni sharhlab bering
va misollar keltiring.

. Funksiyalarning tengligi va ular ustida arifmetik amallar ganday
aniglanadi?

. Murakkab funksiya deb nimaga aytiladi? Funksiyalarning
superpozisiyasi (yoki kompozisiyasi) nima?

. Elementar va noelementar funksiya deganda nimani tushunasiz?
Misollar keltiring.

. Giperbolik funksiyalami bilasiz-mi? Sanab chiqing, graflklarini

chizib ko‘rsating.
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12- 8. FUNKSIYANING LIMITI

12.1. Funksiyaning limiti. Biz shu vagtgacha sonli ketm
ketliklarning limitlari nazariyasini o‘rgandik. Endi ana shu
ma’lumotlar asosida ketma-ketlikka garaganda umumiyroq bo‘lgan
obyektning — funksiyaning (sonli ketma-ketlikni natural argumentli
funksiya deb garash mumkin) limiti tushunchasini o‘rganamiz.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya X (XcR) to‘plamda aniglagan va
a nugta X to‘plamning limit nuqtasi (ya’ni a nugtaning har ganday
atrofida X to‘plamning a nugtadan farqu kamida bitta elementi bor)
bolsin. Bu yerda a&X yoki a£ X bo‘lishi mumkin.

Biz/ (X) funksiyaning a nugtadagi (aniqrog'i, x—+a dagi) limiti
tushunchasi bilan tanishamiz. Bu tushuncha ikki xil ko‘rinishda
(nemis matematigi G. Geyne (1821—1881) bo‘yicha va Koshi
bo‘yicha) ta’riflanadi.

1- ta'rif (Geyne). Agar shunday b son mavjud bo‘lib,
argumentning XE.X {x*a, n= 1, 2, ..) giymatlaridan tuzilgan
va Xn-*a (+>00) shartni ganoatlantiradigan har ganday {xj ketma-
ketlikka mos keluvchi {f(x)} sonli ketma-ketlik b songa yaginlashsa,
bu holda b son/ (jo) funksiyaning a nuqtadagi limiti (yoki X argument
a ga intilgandagi limiti) deyiladi va

“E] f(x) =b yoki f(x) -»b(x a)

ko‘rinishda yoziladi. Masalan,

Hagigatan,

[(X>=4 ~i
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funksiya X = (—00; 2) U (2; + 00) to‘plamda aniglangan; x= 0 nugta
X to‘plamning limit nuqgtasi va OeX. Faraz gilaylik, {Xj ketma-
ketlik x argumentning xrE X giymatlaridan tuzilgan va xi4*0 («” o)
shartni .ganoatlantiruvchi ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsin. Bu ketma-
ketlikka

/(%) =ib f1}

sonli ketma-ketUk mos keladi. Demak, yaginlashuvchi sonli ketma-
ketliklaming asosiy xossalariga ko‘ra

lim |
11m(x-2)

limf(xn) =lim A L
Xn~2

lim x2-lim xn+lim 1 flim xn~-0+1
_ N> M= _ ft— _ VI > _Q 1

lim x,,- lim 2 0-2 -2 2'
Shunday qilib, 1- ta’rifga asosan,

x>Q x-2 2
Endi 1- ta’rif yordamida /(x) =sini funksiyaning x= 0

nugtada limitga ega emasligini ko‘rsatamiz. Berilgan funksiya
X —(—o0; 0)U(0; +() to‘plamda aniglangan va O£X. X argument-
ning X to‘plamga tegishli bo‘lgan giymatlaridan tuzilgan va
0 songa yaginlashuvchi ikkita

—+2nn

sonli ketma-ketlikni garaymiz. Ravshanki,



Demak, funksiya limitining Geyne bo‘yicha ta’rifiga binoan
lim sin— limit mavjjud emas.
X *0 X

2- ta’rif (Koshi). Agar shunday b haqigiy son mavjud bo‘lik
Ve >0 son uchun shunday d=6(e) >0 sonni ko'rsatish mumkin

bo‘lsaki, 0< - a\<6 shartni ganoatlantiruvchi Vxe X nugtada
|/(X)-Z>]<e tengsizlik bajarilsa, bu holda
b son f(x) funksiyaning a nuqtadagi limiti (yoki X argument

a ga intilgandagi limiti) deyiladi va kigg/(x)zé yoki
f(X) -» b(x = a) ko‘rinishda yoziladi.
Masalan, gi&lxza Hagigatan, aytaylik, e son ixtiyoriy

musbat son bo‘lsin. Agar bu yerda <5=e deb olsak, [x-49] <<
shartni ganoatlantiradigan barcha X sonlar uchun \xa\<e bo‘ladi.
Bu esa, 2- ta'rifga ko‘ra, a son f(x) = X funksiyaning a nugtadagi
limiti ekanini ko‘rsatadi.

1- eslatma. (l- ta’rify<t(2 - ta’rif).

Isboti. (1- ta’'rif)=\2- ta’rif). Hagigatan, aytaylik, (1- ta’rif)

(2- ta’rif) bo'lsin. Ya’'ni shunday e> 0 son mavjud bo‘lib,
V5>0 son uchun shunday x'e{x:0< N\x-a\ <6}CX nuqta
topilsinki, \f(X)-b\. >e tengsizlik bajarilsin.

ims,=0 (§1>0) )

shartni ganoatlantiruvchi £} sonli ketma-ketlikni olamiz. Har
bir dn son uchun shunday x40 < “a-a\ <dn) topiladiki, f{x) -
-b\>e bo‘ladi. Yuqgoridagi (*) shartga ko‘ra, O<]xs-o0]<
< 6n tengsizliklardan (tengsizliklarda limitga o‘tish goidasiga
binoan) limxn=a tenglik kelib chigadi. Kfix) - bl>e bo‘lgani
uchun {f(xn} ketma-ketlik b songa yaginlashmaydi. Bu esa
I|_n3 f(x,,) =b shartga ziddir. Demak, (1- ta’rif)=>(2- ta’rif).

Endi (2- ta’rif) = (1- ta’rif) implikatsiyani isbot gilamiz.
Faraz qilaylik, 2- ta’rif o‘rinli bo‘lib, {X){xr*a) ketma-ketlik
Xrn*a (mM-00) shartni ganoatlantiradigan ixtiyoriy ketma-ketlik
bo‘lsin. U holda 2- ta’rifdagi 6 >0 son uchun shunday nO= nQd)
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natural son topiladiki, Ma>nQ uchun 0< \a\ <d bo‘ladi. Bu
holda \f(X)-b\ <e shartga ko‘ra, \f(})} ketma-ketlik uchun
I/(x)-&] <e(>nQ bo‘ladi. Bu esa/(xs) =6(a-»>°) ekanligini
ko‘rsatadi. Demak, (2- ta’'rif)=>(I- ta’rif).

Endi funksiyaning cheksiz uzoglashgan nuqtadagi (xh»>° dagi)
limiti tushunchasini ta’riflaymiz:

3 ta’rif (Geyne). Faraz gilaylik, shunday ¢ >0 son mavju
bo‘lib, / (X) funksiya Xc= {x [x] > ¢} (XcR) to‘plamda aniglangan
bo‘lsin. Agar shunday b haqiqiy son mavjud bo‘lsaki, x
argumentning XGXc giymatlaridan tuzilgan, xm»oo(n->00) shartni
ganoatlantiruvchi  V{x} sonli ketma-ketlik uchun
lim f(xn) =btenglik bajarilsa, b son /(x) funksiyaning cheksiz
uzoglashgan nugtadagi (x->>° dagi) limiti deyiladi va

lim/(x) =6 yoki /(x )6(x-»<

ko‘rinishda yoziladi.
Masalan, I|_m :(\II’\ =2. Hagigatan, /(X):AXLLA funksiya
1} to'plamda aniglangan bo‘lib, limx,=«> shartni
ganoatlantiradigan V{x 3 (ic &X) sonli ketma-ketlik uchun
243 lim b3
limf(x.) =lim :!im— -

X, + 1 AT+) jim 1+ _L

lim 2+1lim — 2+0 2
lim 1+lim— . 140

n->wo

4- ta’rif (Koshi). Faraz qilaylik, shunday ¢ >0 son mavju
bo‘lib, /(x) funksiya X,= {x:x]>cjcS to‘plamda aniglangan
bo‘lsin. Agar shunday b hagigiy son mavjud bo‘lib, Ve>0 son
berilganda ham shunday A= A(S)(A >c) son topilsaki, \\eA
shartni ganoatlantiradigan V& uchun \f(X)-b\ <e tengsizlik
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bajarilsa, b son f(x) funksiyaning cheksiz uzoglashgan nugtadagi
(>0 dagi) limiti deyiladi va

ligy/(X) =2 yoki /(X)->Z> (X - )

ko‘rinishda yoziladi.
Masalan, yugorida garalgan limitni garaylik:

o oxH *)
Hagigatan, aytaylik, e ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. U holda

b >A=1+- shartni qanoatlantiruvchi Vx nugtada

<f

X+
bo‘ladi, chunki I >A=1+- bo‘lganda,

1 <1 1

X+ pH] - ppr < 1H_j ” em
£

Bu esa 4- ta’rifga binoan (*) tenglikning o‘rinli ekanligini ko‘rsatadi.

2- eslatma. (3- ta’rif)>(4- ta’rif).

Bu eslatma 1- eslatma kabi isbotlanadi.

Nihoyat, quyidagi maxsus hollami garaymiz:

5 ta’'rif (Koshi). Agar \e>0 son berilganda ham shunday
6= <5(£)>0 son topilsaki, Vxe {Xx:0< |x - a6} uchun
I/(x)] >E(f(x)> E yoki f(x)<-E) tengsizlik bajarilsa,

«X argument a ga intilganda /(x) funksiya cheksizlikka
(musbat cheksizlikka yoki manfiy cheksizlikka) intiladi» deb ayti-
ladi va

limf(x) = (lim/(x) =+00 yoki lim/(x) = -°0)

ko‘rinishda yoziladi.
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Masalan,

lim —1— =+,

*4 (1-x)2
Hagigatan, E ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. Ravshanki,
Wxe{x:0< x - 11<<§ uchun

L i

1-02 |2 > S2°

Agar bu yerda 5 =L deb olinsa, u holda Vxe {x:0< x-11<6}
uchun ushbu —LI- > E tengsizlik bajariladi. Bu esa 5- ta’rifga ko‘ra
(**) tenglikning to‘g‘riligini bildiradi.

6- ta’rif (Koshi). Aytaylik, shunday c>0 son mavjud bo‘lib,
/(x) funksiya Xc= {x: |x] > cHZR to'plamda aniglangan bo‘Isin.
Agar V£ >0 son berilganda ham shunday A= A(E) (A>c) son
topilsaki, Vxe{x: jx] >AjcJt uchun |J/(X)] >E(f(Xx)>E yoki
/(x) < - E) tengsizlik bajarilsa, «x argument cheksizlikka intilganda

/(x) funksiya cheksizlikka (musbat cheksizlikka yoki manfiy
cheksizlikka) intiladi» deb aytiladi va

lim f(x) = oo /limf(x) = +00 yoki lim/(x) = -0j

ko‘rinishda yoziladi.

Masalan, limx2=+= Haqiqatan, E ixtiyoriy musbat son
bo‘lsin. Ravshanki, Vxe {x: |x] >A} uchun x2= |x] 2>A2 Agar
bu yerda A=4E deb olinsa, Vxe {x: jx |>A<ZR uchun x2> E
tengsizlik bajariladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra 1mx2:+°°
ekanini bildiradi.

12.2. Koshi sharti. Agar Ve >0 son uchun shunday6 = 5(e) >0
sonni ko‘rsatish mumkin bo‘lsaki, Vx'e {x:0< |x- a\<d} va
Vx"e{x:0< \x-a\ <6} sonlar uchun [/(x") -f(x") |<e
tengsizlik bajarilsa, «/(x) funksiya x=a nuqtada Koshi shartini
ganoatlantiradi» deb aytiladi.
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Masalan, /(x) =£ | funksiya x= 1 nuqtada Koshi shartini

ganoatlantiradi. Hagigatan, D(f) —R\{1} bo‘lib, x—1 nuqta
D(f) to‘plamning limit nuqgtasi ekanligi ravshan. Aytaylik,
e ixtiyoriy musbat son bo‘lib, x'e{x:0< [|x- 1]|<&} va
X"G {x:0< |x-I | <&} lar ixtiyoriy nuqgtalar bo‘lsin. Bu yerda
d bilan hozircha noma’lum bolgan (e ga bog‘lig) sonni belgiladik.
U holda

Nf(X)-fix)N= 7 = x+Hm

<pHIt1-x]1<8+8=28

Agar 26 =e yoki 8=] deb olinsa, Vx'e {x:0< |x- 1 |<33}
va Vx'e {x:0< |x- 11<5} nugtalar uchun |J/(x") -fix") \«e
tengsizlik bajariladi. Bu esa, ta’rifga ko‘ra, fix) =~ funksiyaning
X = 1 nugtada Koshi shartini ganoatlantirishini bildiradi.

Endi Iig;/(x) ia —chekli) limitning mavjudligi masalasini
garaymiz. XAytayIik, /(x) funksiya biror X (XcR) to'plamda
aniglangan bo‘lib, x = a nugta X to‘plamning limit nugtasi bo‘Isin.
U holda quyidagi teorema o‘rinli:

Koshi kriteriyasi. / (X) funksiyaning x —a nuqtada limitga ega
bo‘lishi uchun bu funksiyaning a nuqtada Koshi shartini
ganoatlantirishi zarur va yetarli.

Isboti. I)Zarurligi. Faraz qilaylik, Ixi_m/(x) =b chekli
limit mavjud bo‘lsin. U holda funksiya limitining Koshi bo‘yicha
ta’rifiga asosan, v-] >0 son berilganda ham shunday 8—6(¢e) >0
son topiladiki, 0<|x'-a]<5 bo‘lganda]/(x") -B\<]| va,
0< \Xx"-a\<6 bo'lganda |/(x")-6]<] bo’'ladi. Demak,
Vx'e{x:0< |x- a \&g va Vx"e{x:0< |x- a | <6} nuqgtalar
uchun Fix') -f(x") |= fix")-b +b-fix") |< \IX)-b\+t b- fix")
<j+ j =e bo‘ladi. Bu esa/ (x) funksiyaning x = a nuqtada Koshi
shartini ganoatlantirishini bildiradi.
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2) Y etarliligi. Faraz gilaylik, Ve>0 son uchun shunday
<3=<3(£)>0 son topilsinki, We {x:0< |x-a |<6} va
Wx'e{x:0< |x—a | <6} nugtalar uchun |/(x) -f(x") |<e
bo‘lsin, ya'ni/(x) funksiya a nugtada Koshi shartini ganoatlantirsin.
/(x) funksiyaning x = a nugtada limitga ega bolishini ko‘rsatamiz.
Avytaylik, {xj ketma-ketlik x argumentning giymatlaridan tuzilgan,
a songa yaginlashuvchi ixtiyoriy ketma-ketlik bolsin. Bu ketma-
ketlikka {f(x)\sonli ketma-ketlik mos keladi. {/(x9} ketma-ketlik
fundamental ketma-ketlikdir. Haqgigatan, limx,=a(x,* a)
bolganligidan, ketma-ketlik limitining «e—N» tilidang_i ta’rifiga ko‘ra,
yugoridagi s uchun topilgan 6 >0 uchun shunday nO= nQd)
natural son topiladiki, n> nQbo‘lganda

0<Ixn-a]<p )
bo‘ladi. Bu holda ravshanki, V«>s0 va \p natural sonlar uchun

0 < Nrp-a\ <d )

bo‘ladi. Koshi shartiga ko‘ra (1) va (2) tengsizliklardan V«>m va
vp natural sonlar uchun \f(xH) -f(xn)|<e boladi. Bu esa
{f(x)) ketma-ketlikning fundamental ekanligini bildiradi. Demak,
sonli ketma-ketlik yaginlashishining Koshi kriteriyasiga binoan
{m(c)} ketma-ketlik yaginlashuvchidir.

Endi x argumentning qiymatlaridan tuzilgan, s songa
yaginlashuvchi v{xn}(xB®a) sonli ketma-ketliklarga mos keluvchi
{/(x,,)} sonli ketma-ketliklarning yagona limitga ega bolishini
ko‘rsatamiz. Faraz gilaylik, {xn} va {x,} ketma-ketliklar x
argumentning giymatlaridan tuzilgan, A songa yaginlashuvchi
(xr*a,xma) ixtiyoriy ikkita ketma-ketlik bolsin. Ularga mos keluv-
chi [f(xj} va {/(X,)} ketma-ketliklar, yugorida ko'rganimizdek,
yaginlashuvchidir: limf(xn)=b va !irxg/(%,,zzb'i)':b ekanini
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ko‘rsatamiz. Buning uchun, a songa yaginlashuvchi
Ax]x3,x2,...xaxa.. sonli ketma-ketlikni garaymiz. Bu ketma-
ketlikka /(x,),/(x;),/(x2, /(X2),..../(X,,).,/(X,),... sonli ketma—ketlik
mos keladi va u, yuqorida isbot gilganimizga ko‘ra, yaginlashuvchi
bo‘ladi. Ma’lumki, yaginlashuvchi sonli ketma-ketliklaming barcha
gismiy ketma-ketliklari yaqinlashuvchi va ularning limitlari bir-
biriga teng bo‘ladi. Shuning uchun b'=b, vya’'ni
lim/(x,,) =lim/(x,,). Shunday qilib, funksiya limitining Geyne
bo‘yicha ta’rifiga asosan/ (x) funksiya X= a nugtada limitga ega
ekan.

Koshi kriteriyasi isbot qilindi.

3 eslatma. Funksiyaning cheksiz uzoglashgan nugtada limitg:
ega bo'lishining Koshi kriteriyasi quyidagilardan iborat:

1) lim f(x) chekli limitning mavjud boiishi uchun quyidagi
shartning bajarilishi zarur va yetarli: Me>0 son uchun shunday
A=A(s) son topiladiki, X>A va X>A  shartlarni
ganoatlantiruvchi Vx'va VX' sonlar uchun |/(X)-/(X")] <e
tengsizlik bajariladi.

2) lim fix) chekli limitning mavjud bo‘lishi uchun quyidagi
shartning bajarilishi zarur va yetarli: Vs >0 son uchun shunday
A —A{e)> 0 son topiladiki, XxX<-A va X'<-A shartlarni
ganoatlantiruvchi VWX va V' sonlar uchun }J/(X)-/(X")] <e
bo‘ladi.

Bu kriteriyalar ham xuddi Ixiﬂg/(x) mavjudligining (a —
chekli) Koshi kriteriyasi kabi isbot gilinadi.

13- 8. FUNKSIYANING LIMITI HAQIDAGI
ASOSIY TEOREMALAR

13.1. Funksiyaning limiti hagidagi asosiy teoremalar. Fara
gilaylik, f(x) funksiya X (XcR) to‘plamda aniglangan bo‘lib, a
nugta X to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.
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1- teorema. Agarf(x) funksiya a nugtada chekli limitga ega
bo‘lsa, n holda bu limit yagona bo 1adi.

Isboti. Teskarisini faraz gilaylik: limfix) chekli limit mavjud
bolib, limfix) =h va limfix) =bAh * L) bo‘lsin. b-—b, ekanini
ko‘rsatamiz. Aytaylik, {4} ketma-ketlik X argumentning giymat-
laridan tuzilgan lim xn=aix,, * @) shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
sonli ketma-ketlik bodflsin. Unga {fix)} sonli ketma-ketlik mos keladi
va farazimizga muvofiq, In[rxrg/(x,,)z In[m/(x,,)=6, va
Bundan, 1-ta'rifga ko‘ra lim fix) limitning mavjud emasligi kelib
chigadi. Bu ziddiyat farazimizning noo'rin ekanligini ko‘rsatadi.
Demak, b2—by Teorema isbot qilindi.

2- teorema. Agar XiXcR) toplamda aniglangan fix) va
gix) funksiyalar a nugtada chekli limitga ega bo‘lsa, » holda
f{x)xg{x), fix)gix), fix)/g{x) funksiyalar (oxirgisida
lim gix) ® 0 va Vxe X uchun g(x)*0) a nugtada limitga ega, shu
bilan birga

lim (/(x) 900) = lim fix) i gix), )
lim(/(<) +gix)) = lim fix) sim gix), @)
lim = (3)

x-»4 g(X) lim E(X)

X->a

formulalar o'rinli boladi.

Isboti. Aytaylik, Ixi_r>r;fix) -b Ixi_Q;\g(x):c chekli limitlar
mavjud bolsin. Bu holda, 1- ta’rifga muvofig, X argumentning
giymatlaridan tuzilgan hamda Ixig;x,za(xn*a) shartni ganoat-

lantiradigan V{*J sonli ketma-ketlikka mos keladigan {fix)} va

{g(xN} sonli ketma-ketliklar mos ravishda b va c sonlarga
yaginlashadi: *

lim/(x,,) =b, limg(x,) =c¢
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Ma’lumki, agar ikkita sonli ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa,
bu holda ularning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va bo‘linmasi
(oxirgisida mahrajdagi sonli ketma-ketlikning limiti nuldan fargli
deb faraz qilinadi) ham yaginlashuvchi bo‘ladi, shu bilan birga
ularning limitlari mos ravishda berilgan ketma-ketliklarning
limitlarining yig‘indisiga, ayirmasiga, ko‘paytmasiga va bo'linmasiga
teng bo‘ladi. Demak,

e+ ey, {Axm = g(xm}, {f(xn-g(xm}, ¢~rij}
sonli ketma-ketliklar mos ravishda
b+c, b-c, b g -
C

(oxirgisida cg0) sonlarga yaginlashadi. Bu esa, funksiya limitining
Geyne bo'yicha ta’rifiga ko‘ra,

lim(/() +g09), M) g, lim

x->a g(X)

limitlaming mavjudligini hamda ular uchun (I)-(3) formulalaming
o‘rinli bo'lishini bildiradi. Teorema isbot gilindi.

Natija. O‘zgarmas ko‘paytuvchini limit belgisidan tashgariga
chigarish mumkin:

IXiLna Cf(x) =C IXiLna f(x) (C =Const).

Isboti. Aytaylik, legg f(x) mavjud bo‘lib, C= Const bo‘lsin.
U vagtda limC =C ekanligini e’tiborga olsak, (2) formuladan

lim Cf(x) = lim Clim f(x) =C lim /7 (x)

kelib chigadi. Natija isbot gilindi.

3- teorema. Avtaylik, Ax), rj(x), g(x) funksiyalar bi
X(XcR) toplamda aniglangan vaf(x), g(x) funksiyalar a nugtada
chekli limitga ega bo‘lsin. U holda:

n)agar VieJ uchun f{x)<g(x) (yoki f[x)<g(x)) tengsizlik
bajarilsa, lim/ (629] <lim g(x) boladi;

85



b) agar \/xeX uchun f(x)<rj(x)<g(x) va lim f(x) =
=limg(x) = b bolsa, n(x) funksiya a nuqtada limitga ega, shu
bilan birga lim rj(X) — b bo adi.

Isboti. Aytaylik, x argumentning giymatlaridan tuzilgan
hamda a nuqgtaga yaginlashadigan {xj (x”a) sonli ketma-ketlikka
mos keladigan {f(xj\ va {g(x;)} sonli ketma-ketliklar mos ravishda
btva b2sonlarga yaginlashsin. Bu holda sonli ketma-ketliklar limitlari
nazariyasidan ma’lumki,

/(5,) ~ 9%, (yoki /(x,.) <gfa) = lim f(xr) <limg(x.)
hamda (f(xn)<rj(xn)<g(x,,) va lim/(x,,) = limg(x,,) :b):>

= |lim?7(xJ3 Ba limr/(x,,) = 6)

implikatsiyalar o'rinli bo'ladi. Bu esa, funksiya limitining Geyne
bo‘yicha ta’rifiga binoan, mos ravishda, teoremaning a) va b)
bandlarining o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatadi. Teorema isbot gilindi.

1- misol. Ushbu Ii_ngxsin—!x— limit hisoblansin.
Yechish. Ravshanki, VxeR\{0} uchun sir1(I<I bo‘lgani
sababli bu to'plamda xsin-ij < 4, ya'ni

— X <xsin-i < Ix].

Bu yerda lim (-1x1) =|ir3)|1x|1=0 ekanini e’tiborga olsak, 3-
teoremaning b) béndiga kox‘-ra Ilng >I<sinIJC =0 bo‘ladi.

13.2. Anigmas ifodalar. Funksiya limitini hisoblash jarayonid
ham xuddi sonli ketma-ketlik limitini topishdagi kabi
~ A 0-000000 ko‘rinishdagi anigmas ifodalar uchraydi.
Faraz qilaylik, /(x), g(x) funksiyalar X(XgR) to‘plamda
aniglangan va a nugta X to‘plamning limit nuqgtasi bo‘lsin. U holda:

1) agar lim/(x) =lim g(x) =0 bolsa, ’g‘(g) ifoda x >a da °
ko'rinishdagi anigmas ifoda deb ataladi;
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2) agar limf(x) =+ va limg(jc) =+ bo'lsa, bu holda i‘X:

b\

ifoda £ Ko Trinishdagi anigmas ifoda deyiladi;

3) agar lim/(x) =0 va limg(x) =2 bo'lsa, f(x) *g(x)  ifoda
x=>ada( e cox i(?)‘rinishdagi ar;;;mas ifoda deyiladi;

4) agar lim/(x) == va limg(x) = boflsa, f(x) +g(X)
ifoda x—*a da oo—oo KO ‘rinishdaxé;aaniqmas ifoda deyiladi.

1)—4) bandlardagi ifodalaming nima sababdan anigmas ifodalar
deb aytilishini, xuddi sonli ketma-ketliklar nazariyasidagi kabi,
misollar bilan tushuntirish mumkin.

2- misol. Ushbu

lim XH-{Ehxan o 6 iv)
(x-12
limit hisoblansin.
Y echis h;

lim x',+l-(n+I>+n = |jm x(x"~i)~n(x=-\) _
1 (x-)2 (x-1)2
_n (X=1)(xHX, ML X2HEX )
(x-1Y

- lim (* Al AED=+"-D)-

(X=DL(X™" 14X, 24 X)X, 246X 3+ X +)+ (X +) -+

S ) e A i =
P X—I

=n+H(n-1) +... +2+l

13.3. Birinchi ajoyib limit. Biz endi amaliyotda ke
go‘llaniladigan va adabiyotlarda birinchi ajoyib limit deb
yuritiluvchi limit bilan tanishamiz. U quyidagi teorema orgali
ifodalanadi:
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4- teorema. Ushbu y=funksiya x= 0 nuqtada limitga
ega, shu bilan birga

lim— =1
tenglik o rinli boladi. Bu limit birinchi ajoyib limit deb ataladi.

Isboti. Markazi O nugtada joylashgan va radiusi 1 ga teng
bo‘lgan doirani garaymiz (29- rasm). Ravshanki, OA=0B=1,

ZAOB =x{0<x<i),

sanos —YSIN X, SEKAB - -X,

>\AOC - j

Bundan tashqgari, 29- rasmdan ko'rinib turibdiki,
AAAOB < $ cek.AOB < "M OC -

Demak, sinx<x<tgx Jo<x<j). Bu yer-
dan cosx < <l (o<x< qo‘sh tengsizlik
kelib chigadi. cos jc va funksiyalar
juft funksiyalar bo‘lgr:ni sababli,
oosx< <l <M<  debyozaolamiz. Bu
yerda limcosx =1 va liml =1 bo‘lgani tufayli

3- teoremaning b) bandiga ko‘ra y:%n X funksiya x—0 nugtada
limitga ega va bu limit 1 ga teng. Teorema isbot qilindi.
3- misol. Ushbu lim *"® [imit hisoblansin.

x-*0 (sinx)m

Y e chis h.
sin(xn)xn O(n > m)’
= Ilrp X"m="1I(n=m),

X-*0 (ginid" x>0 Sinic
(einio ’ ®U < m).
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14-§. BIR TOMONLI LIMITLAR.
IKKINCHI AJOYIB LIMIT

14.1. Bir tomonli limitlar. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
nugtaning o‘ng (chap) atrofida aniglangan va a nuqgta shu atrofning
limit nuqgtasi bolsin.

1-ta’rif (Geyne). Agar shunday b hagigiy son mavjud bo‘lib,
hadlari x argumentning x> a(xn< a) giymatlaridan iborat bo‘lgan
va a songa yaqjinlashuvchi v[xn] ketma-ketlikka mos keluvchi [f(xn)}
ketma-ketlik b songa yaginlashsa, bu holda b son/ (x) funksiyaning
a nuqtadagi o‘ng (chap) limiti deyiladi va x!!)rﬂmjol(x) =
= b{xl_i*rar)0 / (X) = b) ko‘rinishda yoziladi.

Bir tomonli limitlar « - 6» tilida quyidagicha ta’riflanadi:

2- ta’rif (Koshi). Agar shunday b haqigiy son mavjud bo‘-
lib, Ve >0 son uchun shunday 6 = <5g) > 0 son topilsaki, Vxe (a,
a+d)(vxe (@-d, a)) uchun /(X - B\<e tengsizlik bajarilsa,
bu holda b son f(x) funksiyaning a nugtadagi ong (chap) limiti
deyiladi va X_Iimo f(x) = b(x_lir’p0 f(x) =b) ko‘rinishda yoziladi.

Bir tomonli limitlaming Geyne va Koshi bo‘yicha ta’riflari
bir-biriga teng kuchli bo‘lib, ular analiz jarayonida garalayotgan
masalaning xarakteriga mos ravishda qo'llaniladi.

Qisgalik uchun x[i*raljof(x) va x!ira\jo f(x) bir tomonli limitlar mos
ravishda f(a +0) va f(a-0) simvollar bilan belgilanadi:
f(a +0)= X!lmol(x) va /(a-0)= Ilgn0 /(X).  Xususan, /(0+0)
va /(0-0) bir tomonli limitlami mos ravishda /(+0) va /(-0)

simvollar bilan belgilaymiz.

- misol. y = signx funksiyaning x—0 nuqtadagi bir tomonl

limitlari tekshirilsin.
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Yechish. Ta'rif bo'yicha

| (x >0).
y=sigw= 0 (x=0), (1)
-1 x<0)

ekanligi ma’lum. Aytaylik, {xj ketma-ketlik hadlari x argumentning
>0 (x,<0) giymatlaridan iborat bo'lgan va 0 songa
yaginlashuvchi ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsin. Bu ketma-ketlikka
hadlari y —signx funksiyaning giymatlaridan iborat bo‘lgan
{sigrn=1} ({signxn= —1}) ketma-ketlik mos keladi. Ravshanki,

lim sigx =liml=1"( lim_sigon=lim(-I) =-1).

Bu esa, bir tomonli limitning Geyne bo‘yicha ta’rifiga binoan,
sign(+H0) —1 (sign(—0) = —1) ekanini bildiradi.

2 - misol. f(x) =1 funksiyaning x = 0 nugtadagi bir tomon
limitlari tekshirilsin.

Y e chis h. Ravshanki, D(f) = (-<» 0)U(0; +<»). Modul
funksiya ta’rifiga ko‘ra

(2)
Aytaylik, e ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. U holda $> 0 son

har ganday bo‘lganda ham barcha xE(O; <§ lar uchun
e>M-i| =|i-i] =0 va barcha xE (—G 0) lar uchun
es Bal- |+l 0 bo‘ladi. Bu esa, bir tomonli limitning Koshi

bo‘yicha ta’rifiga binoan,/(+ 0) = | va/ (—0) = —| ekanligini bildiradi.

Bir tomonli limitlar funksiyaning nugtada limitga ega yoki ega
emasligini aniglashdajuda qulay vosita sanaladi. Buni quyidagi teorema
ko'rinishida ifodalash mumkin:

1-teorema. Funksiyaning nugtada limitga ega bofishi uchun
uning shu nuqgtada bir tomonli limitlarga ega boflishi hamda bu
limitlarning bir-biriga teng bo‘lishi zarur va yetarli.
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Isboti. [l)Zarurligi. Aytaylik, IiLg/(x) =2 chekli limit
mavjud bo‘lsin. U holda, funksiya Iimitinir;g Koshi bo‘yicha ta’rifiga
ko‘ra, Ve>0 son uchun shunday iA=6 (e) >0 son topiladiki,
Vxe (a, a+06) va Vxe (a-6, a) nuqtada |/(X)-Z>] <e
tengsizlik bajariladi. Bu esa, bir tomonli limitning Koshi bo‘yicha
ta’rifiga binoan, f(a~ 0), f(a +0) limitlarning mavjudligini va
f(a - 0)=f(a +0) = b ekanini bildiradi.

2) Yetarliligi. Aytaylik, f{a- 0), f(a +0) bir tomor
limitlar mavjud va f(a - 0) —f(a +0) = b bolsin. U holda bir
tomonli limitning Koshi bo‘yicha ta’rifiga binoan ve >0 son uchun
shunday 61=61(£)>0, <@=d2(e)>0 sonlarni ko‘rsatish
mumkinki, vxe (a—dv a) va vx (a, a+@2 nugtada
Nf(X) — B\.<e tengsizlik bajariladi. Ko‘rinib turibdiki, agar bu yerda
a—min (df d2 deb olsak, Vxe ua (a) nugtada \f{¥)-b\ <e
boladi. Bu esa, funksiya limitining Koshi bo‘yicha ta’rifiga ko‘ra,
lim f(x) =b limitning mavjudligini bildiradi.
™ Teorema isbot gjlindi.

Yugorida garalgan misollarda bir tomonli limitlar o‘zaro teng
bolmaganligi sababli, |- teoremaga ko‘ra, y = signx va f(x) =1
funksiyalar x = 0 nugtada limitga ega emas.

Qaralayotgan a nuqta cheksiz uzoglashgan nuqta (a—oo)
bolganda ham funksiyaning a nuqtadagi «bir tomonli» limitlari
hagida so‘z yuritishimiz mumkin. Aytaylik, f{x) funksiya
a= +<n(@a= —oo) nuqtaning biror (6, +oo) ((—eo, 6)) atrofida
aniglangan va a nugta shu atrofning limit nugtasi bolsin.

3- ta’rif (Geyne). Agar shunday b hagigiy son mavjud bolib,
hadlari (6, +o00)((—oo, 5)) atrofga tegishli bolgan va +oo(—oo)ga
«yaginlashuvchi» V{*} ketma-ketlik uchun Li_r})f{x,,):b bolsa,
b son f{x) funksiyaning + oo(}=> —o0) dagi limiti deyiladi va
xl_im /(X) = Z)QLTO/(X) =b) ko‘rinishda yoziladi.

Endi bu ta’rifga teng kuchli bo‘lgan yana bitta ta’rifni keltiramiz.

4~ ta’rif (Koshi). Agar Ve >0 son uchun shunday d = 6(f)
son topilsaki, Vxe (6; +o00) (VX(-°°; 6)) nugtada |/(x) - B\<e
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bo‘lsa, bu holda b son f(x) funksiyaning x =+ oo(x “m—o0) dagi
limiti deyiladi va lim fix) =b(lim f(x) =b) ko‘rinishda yoziladi.

Qulaylik uchun lim f(x;J:/; lim f(x) limitlar mos ravishda
/(+ o) va/(—a) simvollar bilan belgilanadi: f(+°°)= lim f(x) va
=) = lim {X).

3- misol. Ushbu X'_ijll&*: O@a>1) tenglik isbot gilinsin.

Y ec hish. Aytaylik, {xg ketma-ketlik hadlari x argumentning
Xn> 6 giymatlaridan iborat bo'lgan va -+co ga yaginlashuvchi ixtiyoriy
ketma-ketlik bo'lsin. U holda

lim a'n=ar~" =0@>1).

Demak, 3- ta’rifga binoan lim a x-0(a > 1) bo'ladi.
4- misol. Ushbu lim ﬁzl tenglik isbotlansin.
Y e chish. Aytaylik, e ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. U holda

bu son uchun shunday

5=5@)=jlog® <0<£<1)'
e>1)

son mavjudki, Vxe (->°-S) nugtada |- | <e bo‘ladi. Hagigatan,
1+3X

dastawal 0 <e< 1deylik. Bu holda Vxe log3 j nuqtada

3X 3log3i-f
-1 <

1+3* 143X . ’
1+3log3i

chunki ¥=-- funksiya o‘suvchi.
1+3*

Aytaylik, e> 1bo‘lsin. U holda Vxe (=°°;0) nuqgtada
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bo‘ladi. Shunday qilib, 4- ta’rifga ko‘ra, lim——=1 bo‘lar ekan.
14.2. Ikkinchi ajoyib limit. Bu limit quyid21+gsixcha aniglanadi:
2- teorema. Ushbu f{x) = (1 +x)Iix(x >~1) darajali
Ko ‘rsatkichli funksiya x= 0 nuqtada limitga ega, shu bilan birga

lim(l +x)x =e (e =2,718...) (€))

tenglik o Tinli bo1adi. Bu limit ikkinchi ajoyib limit deb ataladi.
Isboti. Teoremani isbot gilish uchun (1- teoremaga ko‘ra)

lim(l +x)x =e, lim(l +jc)x =e @

tengliklaming o‘rinli bo‘lishini ko'rsatish kifoya.

Dastlab (4) tengliklaming birinchisini isbot gilamiz. x
argumentning musbat giymatlaridan tuzilgan hamda 0 songa
yaginlashuvchi jx,, =ij sonli ketma-ketlikni garaymiz. Bu ketma-
ketlikka funksiyaning jJ1+1j"] giymatlari ketma-ketligi mos keladi.

Ma’lumki,

©®)

Agar limit belgisi ostidagi ifodani n natural agrumentning
funksiyasi deb garasak, u holda (funksiya limitining Geyne bo‘yicha
ta’rifiga asosan) (5) tenglik, hadlari kn natural sonlardan iborat
bo'lgan hamda kn-++ @ (n =>00) shartni ganoatlantiradigan £, }
ketma-ketlik uchun
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bo‘lishini bildiradi.

Faraz gilaylik, {xi} ketma-ketlik x argumentning musbat
giymatlaridan tuzilgan hamda 0 songa yaginlashuvchi ixtiyoriy sonli
ketma-ketlik bo‘lsin. Bu yerda Vn >nQ uchun 0 <xn< 1deb olish
mumkin, chunki xn*0 (n+*o0 va 0 <! bo‘lgani sababli, {x3}
ketma-ketlikning biror x hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari
| sonidan kichik bo‘ladi. XI_ -K(n—12, ..) bo‘lsin. U holda
K <—<K1tl va limk=+°° bo'ladi. Ravshanki, 1z,,|1r<*"<—!lc

X,, n
Demak,

Bu yerdan, (6) formulaga va tengsizliklarda limitga o‘tish
goidasiga asosan,

lim(l +xpt =e

kelib chigadi. Bu esa, funksiyaning nuqtadagi o‘ng limiti ta’rifiga
ko‘ra,

lim(l +x)x=e

X->+0

bo‘lishini bildiradi.

Endi (4) tengliklaming ikkinchisini isbot gilamiz. Aytaylik,
Pa ketma-ketlik x argumentning manfiy giymatlaridan tuzilgan va
0 ga yaginlashuvchi ixtiyoriy sonli ketma-ketlik bolsin. Bu yerda
Wv>1 uchun —1<x <0 deb olish mumkin. Agar x = —t deb
belgilasak, u holda 0 < t<\. va limth=0 boladi. Endi



ifodani thorqali quyidagicha tasvirlaymiz:

(L +x.p« ~(I-tn)n = 44" -

Bu yerdan

Bu esa, funksiyaning nuqgtadagi chap limitining ta’rifiga asosan,
lim(l+x)x=e
bo‘lishini bildiradi.

Shunday qilib, fix) = (1 +x)Ix (x > —1) funksiya x = 0 nugtada
o‘ng va chap limitlarga ega, shu bilan birga ular bir-biriga teng. Bu
esa, |- teoremaga ko'ra, /(x)=(l +x)Ikx (x>—1) funksiyaning
x= 0 nugtada limitga ega ekanini hamda (3) tenglikning o‘rinli
boiishini bildiradi. Teorema isbot gilindi.

Natija. /(x) =~+"j darajali-ko‘rsatkichli funksiya ® da

limitga ega, shu bilan birga

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu limit ham ikkinchi ajoyib limit deb ataladi.
Isboti. j=t deb belgilaylik. U holda (3) tenglikka asosan

Natija isbot qilindi.
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14.3. Ba’zi bir muhim limitlar. Biz bu yerda amaliyotda kel
gollaniladigan ayrim muhim limitlar bilan tanishamiz:

1)%h =]

Isboti.

lim In(l-i‘\ - I|m In@+hf>= In(llj{TD(}+h)h =\e=1

h->0
Umumiy holda
L!mo lo- h 4= Iogae = o (O<a o).

2) Agar a —o‘zgarmas hagiqgiy son bo‘lsa, u holda

i (iio_“__l =
W —¢— =2
bo'ladi.
Isboti. (1 +/)“— 1—y deb belgilaylik. U holda bu yerdan
_ in(i+y)
In(1+-0
boladi. Demak,
. 1+0“ -1 _ I In(1+
iy = a g Py = e
Y0 vy

3) lim* g =Ina (0<a=* ).
Isboti. ah—- 1=x desak,

N In(l+x)
Ina

boladi. Demak,

Lipm _I'"?ﬁ(r%) Ina (0 <a* 1)
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4) Va>0 son uchun

Isboti. Inx= tdeb olamiz. U holda Vxe (1; +°°) uchun

O~ Inev_ t t

lim (184
N-»00" n

Endi V«e N (n>3) va h>0 uchun (I+h)n>l +*-h2 (bu

tengsizlik Nyuton binomi formulasidan kelib chigadi) bo‘lishini
va tengsizlikda limitga o‘tish qoidasini e’tiborga olib, quyidagiga ega
bo‘lamiz:

O0< Ilim -lim—— ——— Slim— =lim—i— =0.
>4 xa e L at_j y I(at) >+ 1lart

n— "n 4 t 4

Demak, Va>0 son uchun

i

bo‘lar ekan.

15- §. MONOTON FUNKSIYANING LIMITI.
CHEKSIZ KATTA YA CHEKSIZ KICHIK
FUNKSIYALAR

15.1. Funksiyaning aniq chegaralari. Faraz qilaylik, f(X
funksiya X (XcR) to‘plamda aniglangan bo‘lsin.
1- ta’rif. Agar shunday M hagiqiy son (m hagqigiy son) mavijt

bo‘lib, Yxe X uchun fix) <M (f(x)>m) tengsizlik bajarilsa,
bu holda f(x) funksiya X to‘plamda yuqgoridan (quyidan)
chegaralangan deyiladi. Bu yerdagi M va m sonlar mos ravishda
fix) funksiyaning X to‘plamdagi yuqori va quyi chegaralari deb
ataladi.
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Masalan, y=x2 va y= 2 - X2 funksiyalar X —R to'plamda
mos ravishda quyidan va yuqoridan chegaralangan, chunki Vxg R
uchun y=x2>0vay=2-x2<2

2- ta’rif. Agar/ (X) funksiya X to‘plamda ham quyidan, ham
yugoridan chegaralangan bo‘lsa, bu holda/ (X) funksiya X to‘plamda
chegaralangan deyiladi.

Masalan, y=sinx va y = cosx funksiyalar X =R to‘plamda
chegaralangan funksiyalardir, chunki ¥xe R uchun —1<sin x< 1
va—!| < cosx< 1.

Funksiya aniq chegarasining ta’rifi. Ushbu

Y={y:y=f(x), xGX}

sonli to‘plamning aniqg quyi (aniqg yugori) chegarasi, ya’'ni inf Y
(sup Y), y—f(x) funksiyaning X to‘plamdagi anig quyi (aniq
yuqori) chegarasi deb ataladi va inf/(x)(supf(x)) simvol bilan
belgilanadi.

Masalan, %XZ =0, %2(2 -x2) =2,

inl_f<(6 sin@x-1» =6, suB(G sin@x -1)) =6.

15.2. Monoton funksiyaning limiti. Funksiya limitining
mavjudligi masalasi monoton funksiyalar deb ataladigan funksiyalar
uchun ancha oson yechiladi. Dastavval monoton funksiya
tushunchasi bilan tanishib chigaylik:

3- ta'rif. Agar /(x) funksiya biror X(XcR) to‘plamda
aniglangan bo‘lib, x(<x2 shartni ganoatlantiradigan V x~"el
uchun/(x,) <f(x3(f(xl) >/(x23) tengsizlik bajarilsa, bu holda /(x)
funksiya X to'plamda o‘suvchi (kamayuvchi) funksiya deb ataladi
(30, a, b rasm).

4- ta’rif. Agar f(x) funksiya biror X(XcR) to‘plamda
aniglangan bo‘lib, x, <x2 shartni ganoatlantiradigan Vxi,x2<X
uchun / (x» <f (x@ if(X]) >/ (x9) tengsizlik bajarilsa, bu holda
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a) b

30- rasm.
fix) funksiya X to‘plamda kamaymaydigan (o ‘smaydigan) funksiya
deb ataladi (31, 32- rasmlar).

Mumtoz adabiyotda kamaymaydigan (o'smaydigan) funksiya
keng mahoda o'suvchi (keng manoda kamayuvchi) funksiya deb
aytiladi. O ‘suvchi, kamayuvchi, keng ma’noda o‘suvchi va keng
ma’noda kamayuvchi funksiyalar esa bitta umumiy nom bilan
monoton funksiyalar deb ataladi. Zamonaviy adabiyotda
kamaymaydigan va o‘smaydigan funksiyalar monoton funksiyalar,
o‘suvchi va kamayuvchi funksiyalar esa gatiy monoton funksiyalar
deb ataladi.

Ko‘rinib turibdiki, monoton ketma-ketlikni natural
argumentning monoton funksiyasi deyish mumkin. Endi monoton
funksiyaning limiti hagidagi masalani garaymiz. Bu masalaning
yechimi quyidagi ikkita teorema orqali ifodalanadi:

1- teorema. Agar f{x) funksiya X{X<zR) toplamd:
kamaymaydigan yoki o'suvchi (o‘smaydigan yoki kamayuvchi)
bofib, x argumentning barcha xGX giymatlaridan katta bolgan a
nugta (a—chekli yoki +°°) X toplamning limit nuqgtasi bo‘sa, wn
holda chekli yoki cheksiz f {a-0) limit mavjud, shu bilan birga

f(a -0) =supf(x) (/(a -0)=inf/(x))
bo 1adi.

31- rasm. 32- rasm.



Isboti. Aytaylik, fix) funksiya X to‘plamda kamaymay-
digan yoki o‘suvchi bolib, shu to'plamda yuqoridan chegaralangan
bolsin. Demak, aniq chegara prinsipiga ko‘ra b= supf(x) —sup Y
mavjud. Bu yerda Y= {y:y=f(x), xGX\. f(a-0) = b ekanini
ko‘rsatamiz. b son aniq yuqori chegara bolgani sababli, Vs >0
son berilganda ham X argumentning shunday x0= x((e)(x0< a)
giymatini ko'rsatish mumkinki, / (xQ > b-s boladi. Shart bo‘yicha
/(x) >/(x0Q(x >x0. Demak, fix) >b-e (x>x0. Ikkinchidan,
Vxe | uchun f{x)<b. Demak, f(x)<b +£. Shunday qilib,
Ve>0 son uchun shunday x0= x00) son topiladiki, Vxe
{x:x0<x < a) nugtada ]/(x) - b ] < etengsizlik bajariladi (bunda a
chekli son bolsa, xX0= a-a,&&> 0) deb, a= +00 bolganda esa x)= A
deb olamiz). Bu esa, funksiya chap limitining Koshi bo'yicha
ta’rifiga binoan, f(a—0) = b ekanini bildiradi.

Aytaylik, / funksiya X to‘plamda kamaymaydigan yoki o*suvchi
bolib, shu to'plamda yugoridan chegaralanmagan bolsin. U holda
ta’rifga ko‘ra VE >0 son uchun x argumentning shunday x0= xQE)
giymati topiladiki, f(xQ>E boladi. Shart bo'yicha
/ (%) >/(x0)(x>x0. Demak, Vxe {x:x0<x < a} nugtadaf(x)> E
bolar ekan. Bu esaf(a-0) = +00 ekanini bildiradi.

Teoremaning ikkinchi gismi ham xuddi yuqgoridagi singari isbot
gilinadi.

2- teorema. Agar /(x) funksiya X(XcR) toplamd
kamaymaydigan yoki o suvchi (o‘smaydigan yoki kamayuvchi)
bo 1ib, x argumentning barcha xGX giymatlaridan kichik boigan a
nugta (a —chekli yoki —00)X toplamning limit nugtasi bolsa, n
holda chekli yoki cheksiz f(a +0) limit mavjud, shu bilan birga

f(a +0) =inff(x) (f(a +0)= sgg/(*))

bo ‘ladi.

Bu teorema xuddi 1- teorema kabi isbot gilinadi.

15.3. Cheksiz katta funksiyalar va ularni taggoslash. Far:
gilaylik, / (x) funksiya X to'plamda aniglangan bolib, a (sa-chekli
yoki cheksiz) nugta X to‘plamning limit nugtasi bolsin.

5-ta’rif. Agar I)(an61 f{x) = bolsa, /(x) funksiya x-*a da cheksiz

2
kattafunksiya deyiladi. Masalan, fix) =— funksiya x*1 da cheksiz
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katla, g (xX) = x2 + | funksiya esa x>0 da cheksiz katta funksiyadir.
Hagigatan,

lim—r=« limfx2+l)=<
X=1 X— X—>»°0 '

Aytaylik, /(x) funksiya biror X(XcR) to‘plamda aniglangan
bo'lib, berilgan a nugtaning V(a,a-+e)e>0) o‘ng atrofida
(V(a—e,a)(e >0) chap atrofida) X to‘plamning kamida bitta
dementi bor (ya’ni a nugta X ning o‘ng (chap) limit nugtasi)
bolsin.

6- ta’rif. Agar

lim f(xX) =x+m® (\XL_JNTOf(x) =iCD;|

bo‘lsa, bu holda/(x) funksiya a nugtada chapdan (ongdan) cheksiz
katta funksiya deb ataladi. Masalan,

lim 2r=-°, lim—7=40

**1-0 X - 1| x-»1+0 X - |
bo‘lgani sababli, f(xX) =T/ funksiya x = | nuqtada chapdan ham,
o‘ngdan ham cheksiz katta funksiyadir.

Cheksiz katta funksiyalar bir-biri bilan quyidagicha
taggoslanadi:

1) agar /(x) va g(x) funksiyalar x= a nuqtada 0‘ngdan
(chapdan) cheksiz katta bo'‘lib, N funksiya x = a nugtada o'ngdan
(chapdan) cheksiz katta bo'lsa, / (X) funksiya x = a nugtada 0 ngdan
(chapdan) g(x) funksiyaga nisbatan yuqori tartibli cheksiz katta
funksiya deyiladi. Masalan, /(x) =Ar funksiya x= 0 nuqgtada
o‘ngdan ham chapdan ham g(x) =_leunksiyaga nisbatan yuqori
tartibli cheksiz katta funksiyadir, chunki

limA7ZE=limi-=+0 lim =-(
X-»>+0 x*1Q X x->-0 g(x)

2) agar /(x) va g(x) funksiyalar x= a nuqgtada 0‘ngdan

(chapdan) cheksiz katta bo‘lib,
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=c (C ¢ G=x™), (lim |g_!,;)1 =c gc ®0+0)

m
Xx"a+0 g(x)

bo‘lsa, /(x) va g(X) funksiyalar x = a nuqtada ongdan (chapdan)
bir xil tartibli cheksiz katta funksiyalar deb ataladi. Masalan,

f(x) =™ va g(x):l funksiyalar x= 0 nugtada o‘ngdan ham,

chapdan ham bir xil tartibli cheksiz katta funksiyalardir, chunki

M0 =URE0 =5 fim, ) =6+ =5

3) agar/(x) funksiya x-**° da cheksiz katta bo'lib,
IimZXIE,/I =c (CPC; = p>0)

bo‘lsa, x»00 da /(x) funksiya x ga nisbatan p — tartibli cheksiz
kattafunksiya deb ataladi. Masalan, x-x00 da

/() =Vxh+1 +x2+]

funksiya x ga nisbatan 2 - tartibli cheksiz katta funksiyadir, chunki

lim AN =limf3l + LH+_L1=2.
x>« X X6 x2 J
154. Cheksiz kichik funksiyalar va ulami tagqoslash. En

cheksiz kichik funksiyalar va ulami bir-biriga tagqoslash hagida
to‘xtalamiz. Faraz qilaylik, /(x) funksiya biror X to‘plamda
aniglangan va a nugta X to‘plamning limit nuqgtasi bo‘Isin.

7- ta’rif. Agar lim/(x) =0 bo‘lsa, / (X) funksiya x = a nuqtada
cheksiz kichik deyilaxdi? Masalan, /(x) = (x - a)n(n — natural son)
funksiya x = a nuqtada cheksiz kichik bo‘ladi. Hagigatan,

lim (x - an= lim (x - a)(x -a)...(x - a)/ -

n marta

= (lim(x -9\ = (limx-a\. ~(a-a)n-0.
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3- teorema. Agar Ixﬁ»rgf(x) =b chekli limit mavjud bo ‘Isa,
u holda a{x) =f(x) - bfunksiya x —a nuqgtada cheksiz kichik bo ladi.

Isboti. Aytaylik, Ixiﬂwa fix) =b chekli limit mavjud bolsin. U
holda

lima(x) =lim(/(x) - b) =lim f(x)~b =b-b =0.

Bu esa cheksiz kichik funksiyaning ta’rifiga ko‘ra aix) —f(x)-b
funksiyaning x = a nugtada cheksiz kichikligini bildiradi.

Yuqorida isbot gilingan teoremadan ayonki, agar lim f(x) =b
chekli limit mavjud bo‘lsa, u holda x-*a da fix) funksiyani

f(x) =b+aix) (x —=a) @)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerdagi aix) funksiya a nuqtada
cheksiz kichik bo‘lgan ixtiyoriy funksiyadir. Masalan,

lim— =1
x->0 X

bo‘lgani uchun sin x = x (1+«(*)) (x=0) deb yozish mumkin.
Bu yerda aix) funksiya lima(x) =0 shartni ganoatlantiruvchi
ixtiyoriy funksiyadir.

Cheksiz kichik funksiyalar bir-biri bilan quyidagicha taggos-
lanadi:

Nagar fix) va gix) funksiyalar a nugtaning biror Usia)
atrofida aniglangan bo‘lib, gix) ®0 ie Usia) 1 HM/(x) =
=limg(x) =0, n '

HnfM o

1™ |w **
bo‘lsa, fix) funksiya Xx=a nuqtada g(x) funksiyaga
nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichikfunksiya deb ataladi va gisgacha
fix) —oigix))ix-*a) ko‘rinishda yoziladi. Bu yerdagi o belgi
E. Landau tomonidan kiritiilgan bo‘lib, u «tartib» degan ma’noni
bildiruvchi inglizcha order so‘zining birinchi harfidir (o belgi «o
kichik» deb o‘giladi).
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Yugoridagi (*) formulaga asosan /(x) = o(g(x))(x"a)
formulani fix) =e(x)g(x)x e Us (c)j ko‘rinishda yozish mumkin.
Bu yerdagi r(x) funksiya Xx=a nugtada cheksiz kichik bo'lgan
ixtiyoriy funksiyadir. Hagigatan, (*) ga asosan (**) dan

{$.£<*) (Umne«=0).

Bundan fix) =£X)gx)|"xe Us (a)j-

2) agar X -a nuqtada cheksiz kichik bo‘lgan fix) va gix) funk
siyalar uchun

)I(i;q;;l si¥) =c ic*0;=x>)
limit mavjud bo‘lsa, bu holda fix) va gix) funksiyalar x= a
nuqtada bir xil tartibli cheksiz kichik funksiyalar deb ataladi.
Masalan,

lim~L =31im~” =31=3

x—0 % x-»0 A
bo‘lgani uchun y = sin 3x va y = X funksiyalar x=0 nuqtada bir
Xil tartibli cheksiz kichik funksiyalardir.

Xususan, bu yerda c= 1 bo‘lsa, bu holda /(x) va g(x)
funksiyalar x = a nugtada ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar deb
ataladi va gisgacha /(x) ~ £(x)(x-*a) ko‘rinishda yoziladi. ~ belgi
«asimptotik tenglik» belgisi bo‘lib, oxirgi formula «x”a da /(x)
funksiya g(x) funksiyaga asimptotik teng» deb o‘giladi. Masalan,
x-*( da sin x funksiya x funksiyaga asimptotik teng:

sinx ~x  (0e»0),

chunki

UmA~E =1

X-»0 X

Biror a nuqtada bir xil tartibli bo'lgan /(x) va g(x) cheksiz
kichik funksiyalar orasidagi bog‘lanishni

Ax)~ cglx)  ix-"a)
deb yozish mumkin. Bu yerda c{c* 0) —o‘zgarmas son.
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3) agar X= a nugtada cheksiz kichik bolgan / (ic) funksiya
uchun

lim AL =c (c®O0; oz p > 0)

x~»a (X-a)p

limit mavjud bo‘lsa, bu holda x-*a da f(x) funksiya y-x-a
funksiyaga nisbatan p-tartibli cheksiz kichik funksiya deb ataladi.
Masalan, x->0 daf(x) = 1~ cos jc funksiya y — X funksiyaga nisbatan
2- tartibli cheksiz kichik funksiya boladi, chunki

4- teorema. Agar f{x) funksiya x—*a da cheksiz katta
(cheksiz kichik) boisa, n holda —LI- funksiya x—"a da cheksiz kichik
(cheksiz katta) boladi.

Isboti. Aytaylik, / (jc) funksiya Xx—*a da cheksiz katta (cheksiz
kichik) bo‘lsin. U holda cheksiz katta (cheksiz kichik) funksiyaning
ta’rifiga asosan >0 son uchun shunday 6 = 6(E) > 0 topiladiki,

Vxe {x:0<]jc-o] <G} uchun \{X)N\>E (]/(x)] <E) bo‘ladi.

Bu yerdan Vxe {x:0<\x-a\<< uchun fii) <t ﬁi) >—§J
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa ta’rifga ko‘ra funksiyaning x—=>a da
cheksiz kichik (cheksiz katta) ekanini bildiradi.

Eslatma. a = @ holda ham xuddi shunga o'xshash teorema o‘rinli

boladi.

0 ‘ZINI-0‘Z1 TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Funksiya limitining Geyne va Koshi bo'yicha ta'riflarini ayting va
ularning ekvivalentligini isbotlang.



2. Koshi sharti deb nimaga aytiladi? Koshi sharti funksiyaning nuqtada
limitga ega bo‘lishi uchun zaruriy va yetarli shart bo‘la oladi-mi?

3. Funksiya limiti hagidagi asosiy teoremalami bilasizmi? Sanab chiging
va isbhotlang.

4. Funksiya limitini hisoblashda uchraydigan 0/0, oo/oo, 0.°° va *° — @

ko‘rinishdagi anigmas ifodalami sharhlab bering. Misollar keltiring.

Birinchi ajoyib limit deb nimaga aytiladi? Isbotlang.

Bir tomonli limit tushunchasini Geyne va Koshi bo‘yicha ta'riflang.

Ikkinchi ajoyib limit deb nimaga aytiladi? Isbotlang.

Funksiyaning aniq yuqori (aniq quyi) chegarasi deb nimaga aytiladi?

Monoton funksiyaning limiti haqidagi teoremalami isbotlang.

. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiya tushunchalarini ta'riflang.
Ular bir-birlari bilan ganday taqgoslanadi?

Bow~oon

16- 8. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

16.1. Funksiyaning uzluksizligi. Matematik analizda uchraydigar

funksiyalami ikkita sinfga ajratish mumkin:

a) uzluksiz funksiyalar; b) uzlukli funksiyalar.

Analiz jarayonida asosan uzluksiz funksiyalar bilan ish ko‘ri-
ladi. Bunday funksiyalar (umuman aytganda, uzlukli funksiyalarga
x0s bo‘lmagan) bir gancha muhim xususiyatlarga ega bo‘ladilarki,
bu xususiyatlar ulami tahlil qilish va tatbiq etish jarayonini ancha
yengillashtiradi. Albatta, fan va texnikada, umuman tatbiqgiy
masalalarda uzlukli funksiyalar ham ko‘p uchraydi. Shu sababili,
matematik analizda (nisbatan oz bo‘lsa-da) uzlukli funksiyalar
bilan bog‘lig bo‘lgan masalalar ham qaraladi.

Dastawal funksiyaning uzluksizligi tushunchasi bilan tanishib
chigamiz. Faraz gilaylik, f(x) funksiya biror X(XcR) to‘plamda
aniglangan bo‘lib, aGX nuqgta X to‘plamning limit nuqgtasi bo‘lsin.

1- ta’rif. Agar limf(x) chekli limit mavjud bo‘lib,

lim f(x) =f(a)

tenglik o‘rinii bo‘lsa, bu holdaf(x) funksiya X —a nuqgtada uzluksiz
deyiladi. Masalan, f(x) = x" (« —natural son) funksiya \zeR
nuqgtada uzluksiz. Hagigatan,
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lim f(x) =limx" = limxx...x = limxlimx...limx =

—am.a=(f =f(a).

Aks holda (ya’ni yo lim/(x) chekli limit mavjud bo‘lmasa,
yoki bu chekli limit mavjud bo‘lib, u f(a) ga teng bolmasa)
/ (X) funksiya a nuqgtada uzlukli deb ataladi. Bu holda x= a nuqta
f{x) funksiyaning uzilish nuqgtasi deyiladi. Masalan,

funksiya (33- rasm) x= 0 nuqgtada uzlukli, chunki

lim/(x) =limx2=0¢1=7/(0).

Izoh. D(f) to‘plamning a£D (f) limit nuqtasini ham /
funksiyaning uzilish nugtasi deb hisoblaymiz. Masalan, x = 0 nuqgta
/(xX)=ilH funksiyaning uzilish nugtasi bo'ladi, chunki
D(f) = KN\N0} bo‘lib, x= 0 nuqgta D (f) ning limit nuqgtasidir. Yana
shuni ham aytishimiz kerakki, qulaylik magsadida, / funk-
siya D(f) to‘plamning yakkalangan (ya’ni uning limit nugtasi
bo‘lmagan) nugtalarida uzluksiz deb hisoblanadi.

Funksiyaning nuqgtada uzluksiz yoki uzlukli bo‘lish xususiyati
uning lokal xususiyati (ya’ni ma’lum bir nugtagagina (joygagina)
mansub bo‘lgan xususiyati) sanaladi. a
Masalan, yugorida garalgan funksiya Y
x=0 nugtada uzlukli bo‘lib, son
o‘gining golgan barcha nugtalarida y i /
uzluksizdir.

Funksiya limitining Koshi bo‘yi-
cha ta’rifiga asosan funksiyaning nug- -1 O i X
tada uzluksizligi tushunchasini quyi-
dagicha ta’riflash mumkin: 33- rasm.
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2- ta’rif. Agar Ve>0 son uchun shunday d = die) >0 son
topilsaki, Vxe {x: \«—a\<0} nugtada \f{X) -f(a) \«e tengsiz-
lik bajarilsa, bu holda/ (x) funksiya X —a nuqgtada uzluksiz deyiladi.
Aks holda, / (X) funksiya x= a nuqtada uzlukli deb ataladi.

16.2. Bir tomonli uzluksizlik. Endi funksiyaning nugtada b
tomonli uzluksizligi tushunchasi bilan tanishamiz.

3- ta'rif. Agar f{a +0) (f(a-0)) chekli limit mavjud va
fia +0) =f{a)if{a - 0) =f{a)) bo‘lsa, /(x) funksiya x—a nuqtada
o‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

Masalan,

o),
)= 1 0)

funksiya x =0 nuqgtada o‘ngdan
uzluksiz bo‘lib, chapdan uzluklidir
(34- rasm). Hagigatan,

— lim fix) = lim 1 =1=/(0),

lim fix) = lim(=1) =—171 =/(0).

x->-0 X-»-0

Funksiyaning nugtada
uzluksizligini tekshirishda quyidagi
teorema muhim ahamiyatga ega:

1- teorema. Funksiyaning biror nugtada uzluksiz bofist
uchun uning shu nuqgtada ham o‘'ngdan, ham chapdan uzluksiz
bofishi zarur va yetarli.

Isboti. Faraz gilaylik, f(x) funksiya X = a nuqgtada uzluksiz
bo'lsin, ya’ni

HA- rasm

limfix) =/(a). (1)

Ma’lumki, (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi uchun

fia -0) = lim fix) va

X-X7-0

fia +0)= lim fix)

X-*a+0

bir tomonli limitlaming mavjud bo'lishi va ulaming fia) ga teng
bo'lishi zarur va yetarli edi. Demak, fix) funksiyaning x = a nugtada
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uzluksiz bo'lishi uchun uning shu nuqtada ham chapdan, ham
o‘ngdan uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarli bo‘lar ekan.
l- misol. f(x) = signx funksiya x= 0 nuqtada uzluksiz bo’l
dimi?
Yechish. Ma'lumki,
-1 (*<0),
signx = 0 (x=0),
L (x>0).

lim signx=Ilim(-1)=-1* 0=si
lim signx = lim (-1) g0

bo'lgani uchun ta’rifga ko'ra signx funksiya x = 0 nugtada chapdan
uzluklidir. Demak, 1- teoremaga asosan signx funksiya x= 0 nug-
tada uzlukli bo‘ladi.

Endi funksiyaning kesmada va intervalda uzluksizligi
tushunchalari bilan tanishamiz.

4- ta'rif. Agar /(x) funksiya Vxe [ab](\/xe(@ab)) nugta
uzluksiz bo‘lsa, bu holda Ax) funksiya [a, b] kesmada ((a, b)
intervalda) uzluksiz deb ataladi.

Bunda kesmada uzluksizlik hagida gap ketganda, f(x)
funksiyaning a nugtada o'ngdan uzluksizligi va b nugtada chapdan
uzluksizligi talab gilinadi; intervalda uzluksizligi to‘g‘risida gapiril-
ganda esa f{x) funksiyadan a va b nuqtalarda hech narsa talab
gilinmaydi.

1- eslatma. Agar/ (x) funksiya X —a nugtada uzluksiz bo'‘ls
u holda

lim/(x) =/(lim X)
tenglik o'rinli bo‘ladi. Hagigatan, / (X) funksiya X= a nuqgtada
uzluksiz bo‘lgani uchun, ta’rifga ko‘ra,

Ii_rp f(x) -/(a).

Bunda a=limx ekanligini e’tiborga olsak,

x->a

lim/(x) =/(limx)
bo‘ladi. Masalan, f{x)— (n—natural son) funksiya asR nug-
tada uzluksiz bo‘lgani uchun
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limxa= limx
xMa

I x"ta

16.3. Uzluksiz funksiyalar ustida arifinetik amallar. Quyidagi
teorema o‘rinli.

2- teorema. Agar aytti bitta X toplamda aniglanganf (X) va
g(X) funksiyalar aGX nuqtada uzluksiz boba, n holda

/(x) +9(x), fix)-gix), /(x) 9(),

funksiyalar (oxirgisida g(x) ® 0, g(@) ©0) a nugtada uzluksiz
bo 1adi.
Isboti. Faraz qilaylik,

lim f{x) =f{a), limg(x) =9(@)
X->a X-»t7
bo‘Isin. Chekli limitga ega bo‘lgan funksiyalar ustida arifinetik amallar
hagidagi teoremaga binoan quyidagilarga ega bolamiz:

lim(/(x) £9(x)) = lim/(x) limg(x) = fid) +g(a);
lim/(x)g(x) = limfix) smg(x) =f(@)g(@)-,

1 _*TM — *
!!“n?a Q?x) Jim ‘;?x(? g({-@ x(@); O)x
Bu esa 1- ta’rifga ko‘ra

/(x) +9(x), /(x)-9(x), fix) g{¥), "

funksiyalarning X = a nuqtada uzluksizligini bildiradi. Teorema
isbot gilindi.

16.4. Murakkab funksiyaning uzluksizligi. Quyidagi teorema
o ‘rinli.

3- teorema. Agar T (TcR) toplamda f(g(t)) murakkab
funksiya aniglangan bo‘lib, x=g{t) va fix) funksiyalar mos
ravishda /0&T va xXO0—g(tQ nuqtalarda uzluksiz boisa, n holda
figit)) murakkab funksiya t@T nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Isboti. fix) funksiya x0= gif) nugtada uzluksiz bo‘lganligi
sababli, 2- ta’rifga asosan Ve >0 son uchun shunday &= dle) >0
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son topiladiki, Vxe {x: |x- X0l <60} nugtada

\f(X)-f(xO\<e )
tengsizlik bajariladi. x = g(t) funksiyaning tOnugtada uzluksizligidan,
2- ta’rifga asosan yuqoridagi ‘>0 son uchun shunday
6= 6(6f) >0 son topiladiki, Vre {t: 11- t01< 6} nugtada

k (0 -m(<) | <0 ©)

tengsizlik bajariladi.
Nihoyat, (2) tengsizlikda x0= g(t) ekanini e’tiborga olsak,
Nte{t: Y- 101< G nuqgtada

1/(9(0)-/(g(0)I<£
bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz. Bu esa, 2- ta’rifga ko‘ra,
y="1(g(t)) murakkab funksiyaning tOnuqtada uzluksizhgini bildiradi.
Teorema isbot gilindi.
2- eslatma. Agar )G T nugta Tto‘plamning limit nugtasi bolit
y~f(si0) murakkab funksiya # nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda

E;P)/(g(O) =/flimg (Ol @

tenglik o‘rinli boladi. Hagigatan, y —f(g(t)) funksiya tOnugtada
uzluksiz bolsin:

lim/(g(/)) =/(g9(f..)).

t~>tg

Bu yerda g(t) =limg(t) ekanini e’tiborga olsak, (4) tenglik hosil
0 0
boladi.

16.5. Darajali-ko‘rsatkichli funksiyaning uzluksizligi. Farz
gilaylik, biror X(XcR) to‘plamda y =u(x)"® (u(x) >0) darajali-
ko'rsatkichli funksiya berilgan bolsin.

4- teorema. Agar u(x) va v(X) funksiyalar a(aGX) nugtac
uzluksiz (u —u(x) funksiya a nugtaning biror atrofida musbat) bo‘lsa,

n holda y= u()wW} (u(x) >0) funksiya x—a nuqtada uzluksiz
bo 1adi.

Isboti. Dastawal y—u(X)Wd (u(x) >0) funksiyani

Y_uxYh = =evXin ®
m



ko‘rinishda tasvirlaymiz. u(x) funksiya x = a nugtada uzluksiz bo‘lgani
uchun In u(X) murakkab funksiya x = a nugtada uzluksiz bo‘ladi.
v(X) va In u(x) funksiyalar x —a nugtada uzluksiz bo‘lgani uchun
w(X) In u(x) funksiya x= a nugtada uzluksiz. Nihoyat, i>(x)In u(x)
funksiya x = a nugtada uzluksiz bo'lgani uchun (5) murakkab
funksiya, ya’ni y = u(x)\X¥ (u(x) >0) darajali-ko‘rsatkichli
funksiya x = a nugtada uzluksiz bo'ladi
limii(x)&d) =u(a)vM.

Teorema isbot qilindi.

Darajali-ko‘rsatkichli funksiyaning lim iti hagida quyidagiarni
aytish mumkin: (5) fodadan ko‘rinib turibdiki, u(x)'{ ifodaning
x-*a dagi lim iti rX)1n u(x) funksiyaning x~*a dagi limitiga bog‘liq:

D limu(x)Inw(x) = b=> limM(X)uW = eb;

X->a

2) limu(x) Inw(x) = = 1HIMX)KR = O;

X->a

3) limv(xX) Inm(x) = 400=>limuXx)ux = -H».
X-*a x-"a

16.6. Anigmas ifodalar. Darajali-ko ‘rsatkichli funksiyanil
limitini hisoblashda quyidagi uch turli anigmas ifoda uchraydi:
1", 0°, Q.

a) Agar Ii_rp u{x) = 1va|i_r11u(x) =° bo'lsa, u(x)Wy) ifoda x-*a
da 1" Ko‘rinighcaiagi aniqm:;s aifoda deb ataladi. 1" ko‘rinishdagi
anigmaslikni ochish uchun dastlab uni quyidagi usulda 0 @
ko‘rinishdagi anigmaslikka keltirish lozim:

lim UGV = lim(l+ u(x) - D=
=lim((I+ () - 1) p P L) =

=UmQA+(«()-1)) ")~ WMMMD =

So‘ngra odatdagi usul bilan 0 e» ko‘rinishdagi anigmaslikni
ochish kerak.
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1
2- misol. Ushbu Iirrg(l +2xynx lim it hisoblansin.

Y echis h.

1 J 2x

lim (1 + 2x)s = lim (1 + 2X) 2)dax

=(Iing (I+2xfy"n'" zex* x =el =e2

b) Agar len_ga u(x) = leinmu (x) =0 bo‘lsa, u(x)"'®® ifoda x->a da 0°
ko finishdagi anigmas ifoda deb ataladi. Masalan: x-*+0 da Xx ifoda
0° ko‘rinishdagi anigmas ifodadir.

d) Agar Hn’; u(x) =+ Ba EQU(X) =0 bo‘sa, x-»a da m(x)*ix>
ifoda oo° kofinishdagi anigmas ifoda deb ataladi. Masalan, x*2
ifoda x -* + o da oo’ ko‘rinishdagi anigmas ifodadir.

Amaliyotda 0° va oo° ko'rinishdagi anigmas ifodalar quyidagi
usul bilan 1* ko'rinishdagi anigmaslikka keltirilib, ochilishi mumkin:

y = U(X)t¢ = ~ mu)yAx) —meveNnue) = (gifx)ynu(x) (u(x) > o).
Bu yerda / (x) = €*X), g(X) = Inu(x) desak,
y = u(x)se=/(x)d¥

bo‘ladi. Ravshanki, lim/(x) =1, limg(x) =&

X->a X->a

3- misol. Ushbu Ilim xx lim it hisoblansin.

X-»+0

Y echis h.

s lim xInx
lim xx = lim(ex) * =ex>0

X->+0 X-»+0
="t =¢"=1,
chunki Vae(0;+°°) uchun Iim — =o0 ekanligini biz awal isbot
gigan edik.
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4- misol. Ushbu

lim Xxx1

lim it hisoblansin.
Y echis h.

lim xux2 = lim

X —>+°° —>+<»

17- 8. UZILISH NUQTALARINI TASNIFLASH.
MONOTON FUNKSIYANING UZILISHLARI
VA UZLUKSIZLIGI

17.1. Uzilish nugqtalarini tasniflash. Funksiyaning uzilisk
nuqtalari uch turli bo‘ladi: a) yo‘gotiladigan uzilish nuqgtalar;
b) birinchi tur uzilish nuqtalar; d) ikkinchi tur uzilish nugtalar.

Aytaylik, f(x) funksiya X(XcR) to‘plamda aniglangan bo‘lib,
a nugta X to‘plamning lim it nuqgtasi bo‘lsin.

1- ta’rif. Agar Iim /(x) chekli limit mavjud bo‘ib, yo f(x)
funksiya a nuqtadaH;ninanmagan yoki aniglanganu, lekin
lim /7 (x) ¢ f(a) bo‘sa, bu holda x= a nuqgta f(x) funksiyaning
;/g?qotiladigan uzilish nugtasi deb ataladi. Masalan,

lim =

x>0 X ,
bolib, f(x) = funksiya x = 0 nugtada aniglanmaganligi sababli,
x = 0 nugta bu funksiyaning yo‘qotiladigan uzilish nuqtasidir (35-
rasm). Bu uzilish nuqtasi quyidagi tarzda yo‘qotiadi:



Ravshanki, f*(x) va f(x)
funksiyalar bir-biridan fagat x = 0

nugtadagina farq giladi. f*(x) y—sinx
funksiya esa x =0 nuqtada 1
uzluksizdir:
_n O
lim/*(*) =lim— =1=/ *(0).
Yana bitta misol garaylik. x = |
35- rasm.

nugta

funksiyaning yo‘qotiladigan uzilsh nuqtasidir (36- rasm).
Haqgigatan,

lim f{x) = lim(x - 2= (lim(x - 1))2= (1- 1)2=0* 1=/(1).

Bu uzilish nuqtasini quyidagicha yo‘qotish mumkin:

f*(x) funksiya x =1 nuqtada
uzluksiz va f(x) funksiyadan fagat
x = 1 nugtadagi giymati bilangina \
farg qgiladi.

2- ta’rif. Agar f(a —0) va
f{a + 0) bir tomonli chekli limitlar O N
mavjud bo‘lib, / (a—0) ¢f(a + 0)
bo‘lsa, x =a nuqgta / (x) funksiyaning
birinchi tur uzilish nuqtasi deb
ataladi. 36- rasm.
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Masalan, x = 0 nugta f(x) =O funksiyaning birinchi tur

uzilish nuqtasidir (37- rasm), chunki

Iim/ () =limo =lim—=Ilim 1=1,
X-»+4) x-»+0 X x-»+0 X X-»-i)
lim f(x) =limH-=lim — =lim (-I) =-1.
Yy Funksiyaning birinchi tur

uzilishi chekli uzilish deb ataladi.
Geometrk nuqtai nazardan
garaganda, birinchi tur uzilish
o) jic nugtasida (x= a da) / funksiyaning

-1 grafigi h= = [(a+ 0) -f(a - 0) |
masofaga sakraydi. Masalan,
37- rasm. f(x) =0 funksiyaning grafigi x =0
nugtada h= 11—(—1) | = 2 masofaga
sakraydi.
3- ta’rif. Agarf(a - 0) vaf(a + 0) bir tomonl limitlamir

kamida bittasi mavjud bo‘imasa, yoki ularning kamida biri
cheksizlkka teng bolsa, bu holda x= a nugta f(x) funksiyaning
ikkinchi tur uzilish nuqgtasi deb ataladi. Masalan, x = 0 nugta

funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqtasidir (38- rasm), chunki
/(+0) o‘ng tomonli limit mavjud emas.
Yana bitta misol keltiraylik: x = 1 nugta

funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqgtasidir (39- rasm), chunki

Ravshanki, f(a-0) vaf(a + 0) bir tomonli limitlarning
kamida biri cheksizlikka teng bolganda, / funksiya grafigining x =a
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38- rasm.

nugtadagi «sakrash masofasi» +00 ga teng. Shuning uchun bunday
uzilishlar odatda cheksiz uzilishlar deb ataladi.

17.2. Bo‘lakli-uzluksiz funksiya tushunchasi. Bu tushunch:
quyidagicha ta’riflanadi.
4- ta’rif. Agar / funksiya [a, b] segmentdagi birinchi tu

uzilish nuqtalaridan boshga barcha ichki nugtalarda uzluksiz, shu
bilan birga / (a+ 0) vaf(b - 0) bir tomonli limitlar mavjud
bo‘sa, / funksiya [a, b] segmentda
bo 1akli-uzluksiz deb ataladi. Masalan,
ante-funksiya deb ataladigan
/ (X) = [X] funksiya [—5; 6] segmentda
bo‘lakli-uzluksizdir. Chunki bu
funksiya [—5; 6] segmentdagi birinchi
tur uzilish nuqtalari (x=—4, -3,
—2, —1, 0, 1, 2, 3, 4, 5) dan boshga
barcha ichki nugtalarda uzluksiz, shu
bilan biiga /(-5+0)= lim [X] =-5, /(6-0) =
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:I!Lr!) [X] =5 bir tomonli limitlar mavjud. Bu yerda [x] ifoda, har
doimgidek, x hagiqgiy sondan oshmaydigan eng katta butun sonni
bildiradi.

Endi funksiyaning intervalda bo'lakli-uzluksizligi tushunchasini
ta'riflaymiz:

5- ta’'rif. Agar / funksiya (a, b) intervalga (bu yerda a ——oo,
£= +00 bo'lishi ham mumkin) tegishli bo‘lgan har ganday
segmentda bo'lakli-uzluksiz bo‘lsa, / funksiya (a, b) intervalda
bo‘lakli-uzluksiz deb ataladi. Masalan, y= [x] funksiya (—oo, +00)
cheksiz to‘g‘'ri chizigda bo'lakli-uzluksiz funksiyadir.

17.3. Monoton funksiyaning uzilishlari va uzluksizligi. Dast-
awal monoton funksiyaning uzilish nugtalarini tavsiflovchi quyidagi
teoremani isbot gilamiz.

1- teorema. Agarffunksiya [a, b] segmentda aniglangan
monoton (yoki gatiy monoton) funksiya boisa, n holda ixtiyoriy
x(E[tf, b\ nugtadaf funksiya yo uzluksiz, yoki birinchi tur uzilishga
ega boladi.

Isboti. Aytaylik, / funksiya [a, b] segmentda aniglangan
kamaymaydigan (yoki o‘suvchi) funksiya bo'‘lib, xce [a, b] nuqgta
ixtiyoriy tayin nuqgta bo'lsin. U holda, ravshanki, Vxe (a, x0
nuqgtada/Z(x) </ (xQ (yoki 7/ (x) </(xQ) va Vxe (x(, b) nugtada
/(x)>/ (xOQ (yoki f (x)>f (xO) bo'ladi. Demak, monoton
funksiyaning limiti hagidagi teoremaga binoan /7 (x0- 0) va
/ (xO0+ 0) chekli limitlar mavjud. Tengsizliklarda limitga o'‘tish
goidasiga kofia/(x0- 0) </ (xQ va/ (x0+ 0) >/ (xQ tengsizliklami
hosil gilamiz. Ko'rinib turibdiki, agar bu yerda/ (x0-0) =/ (x0+ 0)=
=/ (XQ bo'lsa, / funksiya x0 nuqtada uzluksiz bo‘ladi. Aks holda,
/ funksiya xOnugtada birinchi tur uzilishga ega bo‘ladi.

Endi xO0O—a (xO0= b bolganda ham xuddi shu kabi isbotlanadi)
bo'lsin. Bu holda Vxe {a, b) nugtadaf (a) <f (x) </ (b) (yoki
/ (a) <f (x) </ (b)) bo'ladi. Demak, yana monoton funksiyaning
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lim iti hagidagi teoremaga binoan /(o +0)=Ilim f{x)>f{a)

limit mavjud. Agar bu yerdaf (a+ 0) = f (@) bo‘lsa, / funksiya a
nugtada o‘ngdan uzluksiz bo‘ladi. / {a+ 0) >/ (a) holda esa, /
funksiya a nugtada birinchi tur uziishga ega bo‘ladi. Teorema isbot
gilindi.

1- eslatma.f funksiya [a, b] kesmada aniglangan o‘smaydigan
(yoki kamayuvchi) funksiya bolganda ham 1- teorema xuddi
yugoridagidek isbot qgilinadi.

2- teorema. [a DB\ segmentda aniglangan gat’iy monoton f
funksiyaning shu segmentda uzluksiz bo'lishi uchun, f (a) va
f (b) sonlar orasida yotuvchi VC son berilganda hamf (c)= C

tenglikni ganoatlantiruvchi cG(a, b) nugtaning mavjud bofishi zarur
va yetarli.

Isboti. NZa rurligi. Aytaylik, / funksiya [a, B\ segment-
da aniglangan o‘suvchi uzluksiz funksiya bo‘lib, Ce (f[a), f(b))
son ixtiyoriy son bo‘lsin (40- rasm). f{c) —C tenglikni ga-
noatlantiruvchi c¢cG {a, b) sonning mavjudligini ko‘rsatamiz.
A={G [a b]:f{x) < Q deb belgilaymiz. Ravshanki, A ® 0
(chunki aGA) va yugoridan (b son bilan) chegaralangan. Demak,
aniq chegara prinsipiga binoan c = sup A son mavjud. Anig chega-
raning ta’rifiga asosan [a, ¢) CA va (c, b)C\A= 0. Endi
cG (a, b) va/(c) = C bo‘lishini ko‘rsatamiz. Awalo, c< b ekanini
ko‘rsataylik (a< c tengsizlik ham xuddi shu singari isbotlanadi).
Faraz qilaylik, c= b bo‘lsin. U
holda, birinchidan, / funksiya c= b
nugtada chapdan uzluksiz bo‘lganligi
sababli, f(b-0) =X!i>rp_0f{x) =f(b)
bo‘ladi. lkkinchidan, c=sup A
bo‘lganligi sababl, Vxe {a, b)
nugtada f{x) < C bo‘ladi. Demak,
tengsiziklarda limitga o‘tish goidasiga
kora f(b-0)= )I(ixgof(x) <C teng-
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sizlkka ega bolamiz. Bu yerda f(b - 0) =/ (b) ekanini e’tborga
olsak, f(b) < Cbo'ladi. Bu esa CG (f(a), f(b)) shartga ziddir. Bu
ziddiyat «c = b bo‘lsin» degan noo‘rin farazimizdan kelib chiqdi.
Demak, c< b. Endi/(c) —Cbo'lishini ko‘rsataylik: /funksiya cG (a, b)
nugtada uzluksiz bo'lgani uchun f(c - 0) =/(c + 0) =/(c)
tengliklar orinli boladi. Ravshanki, xG [a, © boigandaf(x) < Cva
XG (c, b] bolganda esa f(x)> C tengsizliklar bajariadi. Demak,
tengsizliklarda lmitga o‘tish goidasiga binoan /(c) —f(c - 0) < C
va/ (c)=/(c+ 0) > C Bu yerdanf(c) = C bo'lishi kelib chigadi.

2) Y e tarliligi. Aytaylk, / funksiya [a, b] segmentda
aniglangan o‘suvchi funksiya bo‘lib, VCe (f(a),f(b)) son uchun
shunday cG (a, b) nugta topilsinki, /(c) = C bo‘lsin (/ funksiya
[a, b] segmentda o‘suvchi bo‘gani sababli, bunday c nugta yagona
bo‘adi). / funksiyaning c nugtada uzluksiz bo'lishini ko‘rsatamiz.
Teskarisini faraz qilaylik: / funksiya cG (a b). nugtada uzlukli,
masalan, chapdan uzlukli bo‘lsin (1- teoremadan ma’lumki, bu
uzilish birinchi tur uzilishdir). Bu holda /(c-0) = lim f(x) chekii
limit mavjud, lekin /(c - 0) </(c) bo‘ladi. xG [<r,cc) bo‘lganda
/(x) </(c - 0)vax G (c, Al bolganda / (x) >/(c) bo‘lganligidan,
CG (/(c - 0), /(c)) son uchun/(c) = C shartni ganoatlantiruvchi
cG {a, b) nugta mavjud emasligi kelib chigadi. Bu esa teorema
shartiga ziddir. Bu ziddiyat «/ funksiya c nugtada uzlukli bo‘lsin»
degan noto‘g‘ri farazimizdan kelib chigdi. Demak, / funksiya c
nugtada uzluksiz. Xuddi shunday, / funksiyaning a va b nugtalardagi
uzluksizligini ham ko‘rsatish mumkin. Shunday qilib, / funksiya
[a, b] segmentda uzluksiz ekan.

Teorema isbot qilindi.

2- eslatma. f funksiya [a, b] kesmada anigangan kamayuvchi
funksiya bo‘lganda ham 2- teorema xuddi yuqoridagidek isbot
gilinadi.

3- eslatma. 2- teorema yordamida asosiy elementar
funksiyalarning o‘z aniqglanish sohalarida uzluksiz bo‘lishini
(uzluksizlik ta’ifidan foydalanmasdan) ko'rsatish mumkin. Masalan,
y = ax(a> 1) funksiyani garaylk. Bu funksiya X =(—°0; +00)
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to‘plamda aniglangan o‘suvchi
funksiyadir (41- rasm). Ko‘rinib
turibdiki, VCe (0; +00) son uchun
ac= C shartni ganoatlantiruvchi
c=logoC G (—00; +00) nuqta
mavjud. Demak, 2- teoremaga

binoan y=ax (fl> 1) funksiya © ©
X —(—00; +00) to‘plamda uzluk- 41- rasm.
sizdir.
17.4. Teskari funksiyaning mavjudligi haqgidagi teorema.

f funksiya [a, B\ segmentda aniglangan, 0 suvchi (kamayuvchi) va
uzluksiz boisa, n holda bu funksiya [/(a), f(b)] (\f(b), f(a)\)
segmentda aniglangan, 0 suvchi (kamayuvchi) va uzluksiz x = g(y)
teskari funksiyaga ega bofladi.

Isb o ti. 2- teoremaga binoan Y= {>>y =f(x), x G [a, b\} —
~\f{a),f{b)\ {\f(b),f{a)\) bo‘ladi. / funksiya [a, b] segmentda
gat’ly monoton bo'gani sababl, har bir y£ Y songa f(x)=y
shartni ganoatlantiruvchi fagat bitta x G [a, B\ nugta mos keladi.
Shu sababli, teskari funksiyaning ta’rifiga binoan, y =f(x) funksiya
Y segmentda aniglangan x = g(y) teskari funksiyaga ega bo‘ladi.
Bundan tashqar, agar / funksiya \a b] segmentda o‘suvchi
(kamayuvchi) bo‘sa, g funksiya ham {(a), f(b)\ (\f(b), f(a)])
segmentda o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi. Haqgigatan, aytaylik,
y=f(x) funksiya [a b] segmentda o‘suvchi bo‘lsin. x = g(y)
funksiyaning \f(a), f(b)] segmentda o‘suvchi ekanini ko'rsatamiz.
Teskarisini faraz qilaylik: <y2=>x, > x2 bofsin. / funksiya
[a, b] segmentda o‘suvchi bo‘lgani uchun x2< Xj bo‘lganda
y2=/(x3 <y}=/(x,), ya'’ni™ > y2bo‘adi. Bu vy, <y2shartga ziddir.
Bu ziddiyat «y, <y2 bo‘lganda x, > x2 bo'lsin» degan noto‘g‘ri
farazmizdan kelib chigdi. Demak, <y2=>x, <x2 ya’ni/ funksiya
[a, b] segmentda o‘suvchi bo‘lsa, unga teskari bo‘lgan g funksiya
ham If(a),f(b)] segmentda o‘suvchi bo‘lar ekan./funksiya [a, B\
segmentda kamayuvchi bo‘lsa, unga teskari bo‘lgan g funksiyaning
ff(b),f(a)] segmentda kamayuvchi bo'lishi ham xuddi shu singari
isbot giinadi. X= {x:x=g9g(y), y GY}= [a, b] bo‘lgani sababli,
2- teoremaga asosan x = g(y) funksiya Y segmentda uzluksiz bo‘ladi.
Teorema isbot qilindi.
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18- 8. UZLUKSIZ FUNKSIYALAR HAQIDAGI
ASOSIY TEOREMALAR.
TEKIS UZLUKSIZLIK

18.1. Uzluksiz funksiyalar hagidagi asosiy teoremalar.
Quyidagilar o'rinli:

Funksiyaning lokal chegaralanganligi haqgidagi teorema. Agar
f (X) funksiya x0 nuqgtaning biror atrofida aniglangan bo'lib, X(
nugtada uzluksiz boisa, n holda x0 nugtaning shunday Udx0 atrofi
topiladiki, bu atrofda f{x) funksiya chegaralangan bofladi.

Isb o ti. /(x) funksiya x0nuqgtaning biror atrofida aniglangan
va x0 nugtada uzluksiz bo‘lganligi sababli, funksiyaning nuqgtada
uzluksizligining « —6» tilidagi ta’rifiga ko‘ra, biror tayin e>0
son uchun shunday 6=(3(e, x0 >0 sonni ko‘rsatish mumkinki,
VxeUgxOnugtada J/(x) -/ (x0 |<e tengsizlik bajariladi. Bu
tengsizlikf(x0 - e <f(x) </(x0 + « go‘sh tengsizlikka teng kuchli.
Bu esa/ (x) funksiyaning Udx0 atrofda chegaralanganligini bildiradi.
Teorema isbot qilindi.

Funksiya ishorasining turg‘unligi hagidagi teorema. Agarf (x)
funksiya x0 nugtaning biror atrofida aniglangan bofib, x0 nugtada
uzluksiz va/(x0 ™ 0 bo‘lsa, n holda x0 nugtaning shunday Udx0)
atrofi topiladiki, f(x) funksiyaning bu atrofdagi ishorasi f (x0
sonning ishorasi bilan bir xil bo'ladi.

Isb oti. Faraz qilaylik, lim f(x) =/(x0) bo‘lib, /(x9>0
(/m(x9<0) bo’sin. U holda ta’nfga ko‘ra e=/(x0 (e= —Hx0)
son uchun shunday <%>0 sonni ko'rsatish mumkinki,
Vxe Ugx() nugtada \f(x) - /(x0 K/(xO( 1/(x) -f(x) - /(x0)
tengsizlk bajariladi. Bundan Wx<ak(x0) nuqtada
0</(x)<2/(x9 (2/(x0 </(x) <0) boiishi kelib chigadi. Bu esa
/(x) funksiyaning Udx0 atrofdagi ishorasi /(x0 sonning ishorasi
bilan bir xil ekanligini bildiradi. Teorema isbot qilindi.

Funksiyaning nuli hagidagi teorema. Agarf (X) funksiya [a, b]
kesmada aniglangan va uzluksiz bo'lib, shu kesmaning chetki a va
b nuqgtalarida turli ishorali giymatlar gabul qilsa, n holda kamida
bitta shunday c £ (a, b) nugta topiladiki, /(c) —0 boiadi.
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Isb o ti. Aniglik uchunf(a) <0 g (x
vaf(b)> 0 bolsin deylik (42-rasm). y=t1(*)
x argument [a, b] kesmada
o‘zgarganda /(x) funksiya manfiy
giymatlar gabul giladigan x (= [a, b]
nuqgtalar to‘plamini G harf bilan
belgilaylik:

G—{xG[a, H :f(x) <0} C[a B\

Ravshanki, G sonli to‘plam
yugoridan b hagiqiy son bilan 42- rasm.
chegaralangan. Demak, aniq chegara prinsipiga asosan G to'plamning
aniq yuqgori chegarasi (c= sup G) mavjud. Biz /(c) = 0 bolishini
ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qgilaylik: /(c) ™ 0 bo‘lsin. Bu holda
yo /(c) <0 yoki /(c) >0 bo‘lishi ravshan. Agar /(c) <0 bo‘lsa
(shart boicha f(b)> 0 bo‘lgani sababli, c< b bolishi ayon), bu
holda funksiya ishorasining turg'unligi hagidagi teoremaga binoan
C nugtaning o‘ng atrofida shunday x* nugta topiladiki, / (x*) <0
boladi. Bu esa c= sup G ekanligiga ziddir. Agarda/(c) > 0 bolsa,
bu holda ham yana o‘sha teoremaga ko‘ra c nugtaning shunday
chap atrofi topiladiki, bu atrofga tegishli bolgan barcha x nugtalarda
/(x) >0 boladi. Biroq bunday bolishi mumkin emas, chunki
shart bo‘yicha c= sup G Bu ziddiyatlar «/(c) ® 0 bolsin» degan
noto‘g‘ri farazimizdan kelib chiqdi. Demak,/(c) = 0. Teorema isbot
qilindi.

Eslatma. Funksiyaning nuli hagidagi teoremada funksiyaning
garalayotgan kesmada uzluksiz bolishi muhim ahamiyatga ega
Masalan, f(x) =[*]- 1 funksiya [0; 2] kesmada aniglangan va
kesmaning chetki nuqgtalarida turli ishorali /(0) = 1 /(2?) =-
giymatlarni qabul giladi. Birog u [0; 2] kesmaning hech bir
nugtasida nulga aylanmaydi (43-rasm). Buning sababi, f(x) =[x]- ~
funksiyaning x =1 nugqtada uzlukli bo‘lishid ir:

=J?0(w-y)=-j *j =/(d-

Koshining oraliq giymat hagidagi teoremasi. Agar/(x) funk-
siya [a, b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo'lib, shu kesmaning
chetki nugtalarida bir-biriga teng bo ‘imagan giymatlarni gabul qilsa,
n holdaf(a) vaf{b) sonlar orasida yotuvchi har ganday C son uchun
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y kamida bitta shunday cE (a, b) nugta
topiladiki, f(c) = C bofadi.
Isboti. Aniglik wuchun
i - 1 deylk. C son f{a)<C<
f(b) shartni ganoatlantiradigan
ixtiyoriy son bo‘lsin. Ushbu
yordamchi g(x)=f(x) - C funk-
siyani garaymiz. Ko ‘rinib turibdiki,
ikkita uzluksiz funksiyaning ayirmasi sifatida g(x) funksiya
[a, b] kesmada aniglangan va uzluksiz, bundan tashqgari,
g(@ =f(a)-C< 0, g(b) =f(b) - C> 0. Demak, funksiyaning
nuli hagidagi teoremaga ko‘ra kamida bitta shunday cG (a, b)
nugta topiladiki, g(c) = 0 bo'ladi. g(c) =f(c) -Cekanligini e'tiborga
olsak, /(c) = C bo‘ladi. Teorema isbot qilindi.

Bu teoremani geometrik tida quyidagicha ifodalash mumkin:
y=C to‘g‘ri chizig (f(a)<C<f(b) yoki f(b) < C<f(a))
y=f(x) funksiya grafigini kamida bitta nuqgtada kesib o‘tadi
(44- rasm).

Veyershtrassning birinchi teoremasi. Agarf(x) funksiya [a, B\
kesmada aniglangan va uzluksiz bo‘sa, n holda bu funksiya shu

43- rasm.

kesmada chegaralangan bofladi.

Isboti. Teskarisini faraz qilaylik: [a, P\ kesmada
uzluksiz bo‘lganf(x) funksiya shu kesmada chegaralanmagan bo‘lsin.
U holda VA/ >0 son uchun shunday XME [a, b] nugta topiladiki,
\f(xj |>M bo‘ladi

Endi M—n(n=1 2, ..)
deb, shunday {xr}, {xjE\a, 6]) son-

li ketm a-ketlikni tuzamizki,

1{x) |>n bofadi. Ravshanki, {xr}
ketma-ketlik chegaralangan. Demak,

Boltsano-Veyershtrass teoremasiga
X ko‘ra {xa ketma-ketlikdan

yaqinlashuvchi {xKl qism ketma-
44- rasm. ketlik ajratish mumkin. Aytaylik,
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lim xkn =xQbo‘lsin. Bu yerda a < xkn< b ekanligini e’tiborga olsak,
tengsiziklarda limitga o‘tish goidasiga ko‘ra a< xQ< b bofadi. Shart
bo‘yicha f(x) funksiya x0 nugtada uzluksiz. Shuning uchun
ggﬁmf(xlﬁ)=/(ll@mxlﬁ)=f(x0). Bunday bo'lishi esa mumkin emas,
chunki [{xn > n tengsizikdan \f(xk) |> & va Im f(xkn)=-
munosabatlar kelib chigadi. Bu qarama-qgarshilik «f(x) funksiya
[a, b] kesmada chegaralanmagan bo'lsin» degan noto‘g‘ri
farazimizdan kelib chigdi. Demak, [a, b] kesmada uzluksiz bo‘igan
f{x) funksiya shu kesmada chegaralangan bo‘lar ekan. Teorema
isbot gilindi.

Veyershtrassning ikkinchi teoremasi. Agar f (x) funksiya
[a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, n holda shunday cG [a, b] va
ce [a B\ nuqgtalar topiladiki, *inf f(x) =f(c) va sup/(xX) = =f(c)
boladi. o .

Isb o ti. Ravshanki, inf f(x) =- Ls&%l(-f(x)). Shuning uchun

sue f(x) =f(c)(a <c <b) ekanligini ko‘rsatish bilan kifoyalanamiz.
(X;Ei;(;alik uchun )sé[lg%f(x)—M deb belgiaylk. f(c) = M shartni
ganoatlantiruvchi ce[a,b\ nuqtaning mavjudligini ko'rsatamiz.
Teskarisini faraz qilaylik: /(c) =M shartni ganoatlantiruvchi

ce [a b\ nugta mavjud bo‘imasin. Ushbu

siX)* TTm ™ a- xSh)

yordamchi funksiyani garaymiz. Farazimizga ko'ra bu funksiya
[a, b] kesmada uzluksiz. Demak, Veyershtrassning birinchi
teoremasiga binoan g(x) funksiya [a, b] kesmada yuqgoridan
chegaralangan, ya’ni shunday A >0 son topiladiki,
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bo‘ladi. Bu yerdan Vxe[a,6] uchun fix) <M -~ <M bolishi
kelib chigadi. Bunday bolishi esa mumkin emas, chunki
M = sup f(x). Bu ziddiyat «/(c) =M shartni ganoatlantiruvchi
ce[:: [laajb] nugta mavjud bolmasin» degan noto‘g‘ri farazimizdan
kelib chigdi. Shunday qilib, shunday ce[a,b] nugta mavjud

ekanki, /(c) = sup fix) bolar ekan. Teorema isbot qilindi.

18.2. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi. Faraz qilayli
f(x) funksiya biror X (XGR) to‘plamda aniglangan bolsin.
1- ta’rif. Agar Ve >0 son beriganda ham shunday $= a(e)>

son topilsaki, \x"-x'\ <6 tengsizlkni ganoatlantiruvchi
W, X'e x nugtalar uchun [(x") -f(x')\<e tengsizlk bajarisa,
f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.

Kantor teoremasi. Agarf (x) funksiya [a, B\ kesmada uzluksiz
boisa, n holda bu funksiya shu kesmada tekis uzluksiz bo‘ladi.

Isb o ti. Teskarisini faraz gilaylik: fix) funksiya [a, b] kesmada
uzluksiz bolib, bu funksiya shu kesmada tekis uzluksiz bolmasin.
U holda biror tayin €>0 son va w5>0 son uchun \x”- x' \<6
shartni gqanoatlantiruvchi shunday x'E[a, b va x”E[a, b] nugtalar
topiladiki, \f{x*) - fix ) |]> eboladi.

Endi (n-*ay shartni gqanoatlantradigan {6J idn> 0)
sonli ketma-ketlikni tanlab,

I x"-x"I < MN/(x)-Nx,) 1 > £ 1)
tengsizliklarni ganoatantiradigan {x,.}(x,, e [a,])va {ic,} (xne \ab\)
sonli ketma-ketlklami tuzamiz. Ko‘rinib turibdiki, {x,,} va [X,.}
sonli ketma-ketliklar chegaralangan. Demak, Boltsano-Veyershtrass
teoremasiga ko‘ra ulardan mos ravishda, xQvax0 sonlarga
yaginlashuvchi, [xkn\ va [xkn} qismiy ketma-ketliklarni ajratish
mumkin. x,G[ab] va XnG[ab] bolgani uchun, ma’lum ki
x@[fl,6] va xie[a,b\. (1) tengsizlklarning birinchisidan
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x'h\< 5K yoki Xwi- 8mu< x kn<.:,+8k bo‘ladi. Bu yerdan
Iim(x”n —8|§)<Iniinmx,n < |I_r1‘l (xIn +8|§) yoki X0<x0<x0. Demak,
x0=x0. Shart bo‘yicha Im/(x) =f(x0. Shunday qilib,
{/(x)} Ba {/(X,,)} sonli ketma-ketlklar ayni bitta /(x0) limit
gymatga ega bo‘ladi. Bunday bo‘lishi esa mumkin emas, chunki
]/CO-/CO|] e Bu ziddiyat «[a, B\ kesmada uzluksiz bo‘lgan
/ (X) funksiya shu kesmada tekis uzluksiz bo‘lmasin» degan noto‘g-ri
farazmizdan kelib chiqdi. Demak, [a, B\ kesmada uzluksiz bo‘igan
funksiya shu kesmada tekis uzluksiz bo‘lar ekan. Teorema isbot
gilindi.

2- ta’rif. Ushbu

®=a)(f; X) =sup/(x) - inf/(x)

xetX

son X to‘plamda chegaralangan /(x) funksiyaning X to‘plamdagi
tebranishi deb ataladi.

Masalan, /(x) =sin x funksiyaning 0;~ kesmadagi

tebranishini topaylik (45- rasm):

®=®SsiNX; o;f]) sup sinx- inf sinx =1-0 =1
H

Kantor teoremasidan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Agar/ (x) funksiya [a, b]
kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda
Ve >0 son beriganda ham shunday
6 = d(s) > 0 sonni ko‘rsatish mum-
kinki, f(x) funksiyaning uzunligi 6
sondan kichik bao'lgan v|[c, d] c [a, b]
gism kesmadagi tebranishi e sondan
kichik bo'ladi.

Isboti. Kantor teoremasiga
binoan/ (x) funksiya [a b] segmentda
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tekis uzluksiz. Shuning uchun Ve >0 son beriganda ham shunday
$= 3@ >0 sonni ko‘rsatish mumkinki, |x"-x'] <d shartni
ganoatlantiradigan Vx,Xx'e [a, b\ sonlar uchun |/(x") - fix') \<e
tengsizlik bajariladi. Aytaylik, [c A\ kesma [a, b] kesmaning d- c< 6
shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy gism kesmasi bolsin. / (x) funk-
siya \g A\ kesmada zluksiz bo‘lgani uchun Veyershtrassning ikkinchi
teoremasiga binoan shunday x', x" G [c, A\ nuqtalar topiladiki,
m= inf f{x) =f(x Yva M = sup f(x) =fix") bofladi. Demak,
xl=lc” w, xs[c,d]

k"- x! ]< 6 (chunki d —c<6) bolgani sababli, yugoridagiga ko ‘ra
\f(xT)-fix\ <e.

Ravshanki, fix") -fix )=M - m=tuif [c, d\). Shunday
gilib, coif [c, d\) < e. Natija isbot qilindi.

0‘ZINI-0Z1 TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Funksiyaning nuqtada va oraligda uzluksizligini ta'riflang. Bir
tomonli uzluksiz deb nimaga aytiladi?

2. Funksiyaning nugtada ham chapdan, ham o‘ngdan uzluksiz bo'lishi
uning shu nuqgtada uzluksiz bo'lishi uchun zaruriy va yetarli shart
bo‘ladimi? Isbotlang.

3. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallami bilasizmi? Murakkab
funksiyaning uzluksizligi, darajali-ko‘rsatkichli funksiyaning uzluk-
sizligi hagidagi teoremalami isbotlang.

4. 1",0°,00° anigmas ifodalar deganda nimani tushunasiz? Misollar
keltiring.

5. Funksiyaning uzilish nuqtasi deb nimaga aytiladi? Ularning
sinflarini ayting, misollar keltiring.

6. Bolakli-uzluksiz tushunchasini ta'riffang. Monoton funksiyaning
uzilish nuqtalari va uzluksizligi haqidagi teoremalami isbotlang.

7. Teskari funksiyaning mavjudligi haqgidagi teoremani isbotlang.

8. Funksiyaning lokal chegaralanganligi, funksiya ishorasining
turg‘unligi hagidagi teoremalami isbotlang.

9. Funksiyaning nuli hagidagi, Koshining oraliq giymat haqidagi
teoremalami isbotlang.

10. Veyershtrassning birinchi va ikkinchi teoremalarini isbotlang.

11. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasini ta'riffang. Kantor
teoremasini isbotlang.

12. X (XcR) to‘plamda chegaralangan funksiyaning X to‘plamdagi
tebranishi deb nimaga aytiladi?
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11 BOB
DIFFERENSIAL HISOB

1- 8. HOSILA

Biz endi matematik analizning asosiy bo‘limlaridan biri bo‘l-
gan differensial hisob va uning tatbiqglarini o‘rganamiz.

Dastawal argument orttirmasi, funksiya orttirmasi va hosia
tushunchalari bilan tanishamiz.

1.1. Argument va funksiya orttirmalari. Faraz qilaylik, y=f(>
funksiya x0 nugtaning biror U(x0 atrofida anigangan va x e U(xQ
bo‘lsin (46- rasm). Ushbu x -x 0 ayirma «x argumentning x0 nugtada
gabul gigan orttrmasi» yoki gisgacha «argument orttirmasi» deb
ataladi va Ax bilan belgilanadi: Ax = x - x0 Bu yerdan

X = ™+ AX. (1

Ushbu/(x) - / (xO ayirma «x argument x0 nugtada Ax orttirma
olganda / funksiyaning qgabul gilgan orttirmasi» yoki gisqgacha
«funksiya orttirmasi» deb aytiladi va Ay, A/, A/(x0 simvollaming
istalgan bittasi bilan belgilanadi: Ay =f(x)-f(x0. Bu yerda (1)
ifodani e’tiborga olsak,

&y=f(xQ+ Ax) ~/(x0 bo‘lad.i. y*
Masalan, y = x2 funksiyaning, x
argument x0=1| nugtada Ax = 0,1
orttrma olganda qgabul gigan
orttirmasi quyidagicha bo‘ladi:

Ay =(1+0,1)2-12= U(x0)

=121-1 =0,21. 46- rasm.
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1.2. Hosilaning ta’rifi. Agar
lim — = lim /(*o+Ab/(*0)
>0 X A0 Ox

chekli limit mavjud bo‘sa, bu limit y=f(x) funksiyaning x0
nuqtadagi hosilasi deb ataladi va y'(*0’ f '(x0 (Lagran))
belgilaming istalgan biri bilan belgilanadi:

NPl oA ®
1- eslatma. (1) tenglkka ko‘ra (2) formulani quyidas

ko‘rinishda yozishimiz mumkin:

n")y=uwit~ M

X —>Xq X Xq

1- misol. Ushbu y = x3 funksiyaning x0= 1 nugtadagi hosila
hisoblansin.
Y echis h. Ta’rif bo‘yicha

/() =lim 2IENfW im ~ 4 =

x-»l X

= Iim1 (x~1)§x2|,+x+l) = I*in?(x2+ X +1) = 3.

2- misol. Ushbu

[0 (x = 0)

funksiya x0= 0 nugtada hoslaga egami?
Y e chis h. Ta’rif boicha

/'(0) =lim =1lim ----- =lim sin—,
jcro X—0 x->0 X jc—0 X

Ma’lumki, oxirgi limit mavjud emas. Demak, f(x) funksiya
x0= 0 nuqgtada hosilaga ega emas.

1.3. Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari.

1°. Agar y = C (C=Const) boisa, u holda y'—O bo‘ladi.
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Isboti. Faraz gilaylk, y=f(x)—C (C= Const) o‘zgarmas
funksiya berilgan bo‘lsin. Agar x argumentga ixtiyoriy tayin x nugtada
Ax (Ax® 0) orttirma bersak, berigan funksiya Ay —f(x + AXx) -
- f{x) = C—C= 0 orttirma «gabul giladi», ya’ni orttrma olmayd.i.
Shuning uchun hosilaning ta’rifiga ko‘ra

y= lim =lim—=1lmO0-=0.
Ax-»0 A x Ax—0 [ x Ax->0

2°. Agar y = xa (a—ixtiyoriy o‘zgarmas hagigiy son) bo‘lsa,
u holda y' —axa- bo‘ladi.

Isboti. Awal y = x* darajali funksiya hagida ikki og‘iz so‘z
aytaylik. Bu funksiyaning aniglanish sohasi a songa bog‘iq bo‘ladi.
Masalan, a son manfiy butun son bo‘lganida, funksiyaning
aniglanish sohasi D(y) —R \ {0}, manfiymas butun son bo‘lganida
esaD(y) = (—oo, +00). Agarda a = N,m * 1) boisa, u holda
m son juft bo‘lganda D(y) = [0; +00); m toq bo‘lganda esa D(y) =
= (—ag +00) bo‘ladi. Agar a son irratsional son bo‘lsa, bu holda
D{y) —(0; +oo) deb olinadi (bunda a>0 bo‘lganida D(y) =
- [0; +oo0) bo‘ladi).

Endi y' = ax01 formulani isbot qgilamiz. Albatta, yuqorida
aytiganlarga asosan bu hosila funksiyaning aniglanish sohasi ham
a songa bogfiq bo‘ladi.

Faraz gilaylik, x @0 bo'lsin. U holda hosilaning ta’rifiga asosan,

2= fmpbendy Al

fi+ —T-i
= Imi— — =ax'-1
Ax-»0 AX
X

(biz bu yerda limitlar nazariyasida isbot giingan

fim A0 -
>0 t
{a— o‘zgarmas haqigiy son) formuladan foydalandik).
2- eslatma. Agar a>1 bo‘lsa, u holda y'= axad formu

x = 0 nugtada ham o‘rinli bo‘ladi.
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3°. Agar y= a* (0<c*l) boilsa, y' = a*\na boladi.
Isboti. Hosilaning ta’rifiga ko‘ra

-Nx |

X+AX_
y'={ax)'= I|m — = =a* lim =axlna
X

Ax->0 Ax

Biz bu yerda

. _ co*
lr'[po/r Ina (0<o*I)

formuladan foydalandik.
Xususan, (e*)' = e* chunki Ine=I.
4°, Agar y = loga (0< a* 1, x >0) bo‘sa, u holda

/ =(logax)'= = i_ (0<a*1x>0)
bo‘ladi.

Isboti. Ta'rif boyicha y'=(logax)'= m ot =

AX

S0 o (1) 7= xe, IM(F ) =logaex=

4 B e=X (0<e*U>0).
Biz bu yerda logarifmik funksiyaning uzluksizligidan va ikkinchi
ajoyib imitdan foydalandik.

Natija. (Inx)'=i (x> 0).
5°. Agar y = sinx bo‘lsa, u holda y '= cosx bo‘ladi.

Isboti. Ta’rif bo‘yicha

2cosfx+— Isin—

=(si '= |i N = + —
y =(sinx) le_rJJ o . sinx /L'P:'o I .A.X_) 2
o
= lim — Ilmcos(x + 1— 1-cos(l|m (x + /\)) COS X.
Ax->0  A*  [Ox—0 2 \Ax—0 \

2

Bunda biz birinchi ajoyib limitdan va y —cosx funksiyaning
uzluksizligidan foydalandik.
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6:. Agar y = cosx bo‘lsa, u holda y ’ = —sinx bo‘ladi.
Isboti. Ta’rif bo'yicha

/=(cosx)'= Lim()— A bd@H =

2sin(x+iY -sin”] sin

I|m —i— —A————— 1=-lim— limsin $x+—)=
Ax-*0  A*  Ox—0 2

2

= (-1) =sin (Iim (X +4j) = - sin X

Bunda biz cosa- cosp =2sin sin formuladan, y = sinx
funksiyaning togligidan va uzluksizigidan hamda birinchi ajoyib
imitdan foydalandik.

7°. Agar y = tgx bo‘lsa, u holda /= —— (x * rm+’\ ne Z)

COos X

bo'ladi.
Isboti. Ta’'rif bo'xicha y’=(tgx)'=Hgb K =

_jim  sin(HAX-X) Yy SnAX 1
DSOACCOS(HA)ocosX 6D ,Ek Cos(+A)0oBX

—1——1r——1—T— (x™"m +- n&Z)
Cos X COos X

Biz bu yerda tga- tgp = formuladan, y = cosx
funksiyaning uzluksizligidan va birinchi ajoyib limitdan foydalandik.

8°. Agar j; = ctgx bo‘lsa, u holda y'=~—~(x * nnn<=2)

sin x
bo‘ladi.
Isboti. Ta’rif bo'yicha

/=(ctgx)'= lim dgx+Ax)—ctgx =

Ax-i0

=- - *
=~ BebRxsinpxrax)sink gh'x X*m.nez).

Bunda biz ctga-ctg/3=— formuladan, y = sinx
funksiyaning uzluksizligidan va birinchi ajoyib limitdan foydalandik.
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Endi teskari tigonometrik funksiyalarning hosilalarini garaymiz.
Buning uchun dastlab teskari funksiyaning hosilasi hagidagi
quyidagi teoremani isbot gilamiz:

Teorema. Agar y—f(x) funksiya X(X<ZR) oraligda
aniglangan, uzluksiz va qgatiy monoton bo‘lib, biror x0GX nugtada
nuldan farqli f'(x0 hosilaga ega bo‘lsa, n holda bu funksiyaga
teskari bolgan x=g)(yes Y,Y={y:y =f (x), XE.X}) funksiya
y0= /7 (xoye Y nugtada hosilaga ega, shu bilan birga

tenglik o'rinli boladi.

Isboti. Berigany—(x) funksiya X oralqda gat’iy monoton
va uzluksiz bo‘lgani sababli, teskari funksiyaning mavjudligi haqgidagi
teoremaga asosan {y:y =f(x), xGX\ to‘plamda aniglangan bir
giymatl x = g(y) teskari funksiya mavjud. Bundan tashqari, agar
y=f(x) funksiya X oraligda o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lsa,
x = gO0O teskari funksiya ham {y:y—f(x), xXEX} to‘plamda
o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

Shart bo'yicha

/W = (/.(*)» 0)

chekli limit mavjud. Endi x-g(y) funksiyaning y argumentiga
y = yOnugtada ixtiyoriy Ay (Ay * 0, yO+ Ay G {y:y =/(x), xGA})
orttrma beramiz. U holda x = g(y) funksiya biror Ax = g(yO+ Ay) -

- g(y0 orttrmani gabul giladi. Ushbu

Ax _ g(yQrAy)-g('Q

Iy

nisbatni garaymiz. y =/(x) funksiya bir giymatli bolganligi sababli,
Ay ® 0 bo‘lganda Ax ham nuldan farqli bo‘ladi. Bundan tashqari,
x —g(y) funksiya y = y0 nugtada uzluksiz bo‘lgani uchun
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JimpAx = Bp @0+ AY) - 9(y0) =
=9 +/[I¥)) - sOb) = 8(Y0)- aO¥0) = Q

Demak, ta’rifga ko‘ra

e'(v \= lim ~(Yo+r¥)-B(Yo) = 1 = 1
Ay™o Ay lim Y (xo+Ax)-/(x0) /'°(*,)°

00 A

yani gy =—L- (/'(*b)*0).

Teorema shartiga ko‘raf'(xQ chekli hosila mavjud bo‘lganligi
sababli, yuqoridagi tenglkdan g'(y0 chekli hosilaning mavjudligi
kelib chigadi. Teorema isbot qilindi.

3- eslatma. Yuqoridagi teoremada X0 nugta X oralignin
ixtiyoriy nuqtasi boisa, y=f(x) funksiyaga teskari bo‘lgan
x = g(y) funksiyaning hosilasini topish formulasini

g'o) = (/'(*) 00, x e X).
ko‘rinishda yoki undan ham qulayroq

Xy =X- (yx®0,xeX) "\
Yx

v

ko‘rinishda yozish amaliy jhatdan juda qulay. y=f(x) vax= g(y)
funksiyalar bir-biriga teskari funksiyalar bo‘lganligi sababli,
amaliyotda (*) formulani

Yx=jr (xy®0,yeY) (**)

ko‘rinishda qo‘llash magsadga muvofig bo‘ladi. Bu yerda
Y= {y: y=f(x), xE:Xf. Bu formulani biz bu yerda y —arcsinx,
y=accosx, y= arctgx va y—arcctgx teskari trigonometrik
funksiyalarning hosila funksiyalarini topishda go‘llaymiz.

9°. Agar y~™arcsinx bo‘lsa, u holda y'=-1— (-1<x <1)

VI-x2
bo‘ladi.
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Isboti. y= arcsim; funksiya [—1; 1] kesmada aniglangan bir

giymatli funksiya bo‘lib, uning giymatlari to‘plami Y = ;FT”
segmentdan iborat (47- rasm). Ma’lumki, bu funksiya Y = ,;/";;A’

kesmada bir giymatli, o‘suvchi va uzluksiz bo‘lgan x = siny
funksiyaga teskari bo‘lgan funksiyadir. x = siny funksiya Vy e (-yJy)
nugtada nuldan farqli hosilaga ega bo‘lgani sababli, (**) formulaga

binoan

Yy’ - (arcsinx)' = ,XAy—: vl

Vi>e|— nuqgtada cosy >0
bofigani uchun cosy = = idl-sin2y
bo‘ladi. Demak, siny = x ekanligini
e’tiborga olsak,
y'=(arcsin x) 1 | 1(-1 <x< 1)

I-x
formula hosil bo‘ladi.

10°. Agar y = arccos x bol'sa,

47- rasm. u holda y=~.-5|_§ (_!<*< |)
bo‘ladi.

Isboti. y = arccosxfunksiya X —[—L; 1] kesmada aniglangan,
bir giymatli, kamayuvchi funksiya bo‘lib, uning giymatlari to‘plami
Y—[0; n] kesmadan iborat (48- rasm). Bu funksiya Y=
= [0; n] kesmada aniglangan, bir giymatli, kamayuvchi va uzluksiz
bo‘lgan x = cosy funksiyaga teskari funksiyadir. Bundan tashqari,
x = cosy funksiya Mye (0;9) nuqtada nuldan farqgli bo‘lgan
xy=-siny hoslaga ega. Demak, (**) formulaga binoan,

y'= (arccosx)' y ::r.TJ]7

bo‘ladi. Bu yerda Vye (0;9-) uchun siny > 0 ekanini e’'tiborga olgan
holda, sin y=>/-co2y = =VI-x2 deb yozish mumkin.
Shunday qilib,
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y' = (arccosx)' = -

(-1 <X<1.
11°. Agar y = arctg x bo‘lsa, u

holda y'=- bo‘ladi.

Isboti. y=arctgx funksiya
X =(—0o +00) cheksiz to‘g‘ri
chizigda aniglangan bir giymatli
funksiya bo'lib, uning giymatlari

48- rasm.
to‘plami y =(-£.;£) oraligdan iborat
(49- rasm). Bu funksiya Y = (--py)
oraliqda aniglangan, bir giymatli, ye ) %
o‘suvchi va uzluksiz bo‘lgan x = tgy

funksiyaga teskari bo‘lgan
funksiyadir. x = tgy funksiya Y= acgx =
vH -t4 ) ™qgtada nuldan farqli

J] y O i X
-1 L
cos2y 4
hosilaga ega bo‘iganligi sababli, (**) N
formulaga binoan y~ 2
49- rasm.

y’= (@rctgx)' ="r = cos2y j <y<ijj

bo‘ladi. Bu yerda

C0os2
y i+Hg2™

ayniyatni va tgy = x ekanini e’tiborga olsak,

y'= (actgx)'=—1— ( @<x <+

I+x2

formula hosil bo‘ladi.
12°. Agar y = arcctgx bo‘lsa, u holda y'= (—° < X < +°9)
I+ x

bo‘ladi.
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Isboti. y= arcctgx funksiya
A=(— +00) cheksiz to‘g‘ri
chiziqda aniglangan, bir giymatli,
kamayuvchi va uzluksiz funksiya
bofib, uning qiymatiari to‘plami
Y = (0; 7) oraligdan iborat (50-
rasm). Bu funksiya F=(0; 7)
oraligda aniglangan, bir qgiymatl,
kamayuvchi va uzluksiz bo‘lgan
X = ctgy funksiyaga teskari bo‘lgan

50- rasm. funksiyadir. jc= ctgy funksiya
Yy e (0;ar) nugtada nuldan farqli

1
X, =-®
sin2y
hoslaga ega bo‘lganligi sababli, (**) formulaga binoan

y' = (arctgx)' = X—l =- sinJy O<y<T©
y
bo‘ladi. Bu yerda

sin2y

I+Ctg y
ayniyatni va ctgy = jc ekanini e’tibborga olsak

y'= (arcctgx) = ! (—O < X < +00)
I+x2
formula hosil bo‘ladi.
1.4. Hosilalar jadvali. Amaly qulaylik magsadida, yugorid

isbot giingan 1°—12° teoremalarga ko‘ra quyidagi jadvalni tuzamiz:

Ne y Y Ne y Y
\
1 C 0 5 ,
2 X 1 6 xa axa 1
3 Xn nxni 7 e?(0<a*1) a\na
1 1
4 8 e ex
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Ne y v Ne Yy

9 10§ / <Ino 15 arcsinx Moo
1
10 Inx « 16 arccosx Viex2
1 sinx COSX L
17 arctgx
. 9 [+x2
12 COSX -sinx
1
13 tgx , 1
COSZ X
1 18 arcctgx l+x2
14 Ctox sin2X

Bu jadval hosilalarjadvali deb ataladi va u hosila hisoblashga
doir masalalami yechishda keng go‘llaniladi.

2- 8. BIR TOMONLI HOSILALAR.
DIFFERENSIALLANUVCHI FUNKSIYALAR

2.1. Bir tomonli hosilalar. Faraz qilaylik, y —(x) funksiy
biror X oraligda aniglangan va xGX, x+AXEX bo‘lsin.
1- ta’rif. Agar

o UD/CRIO)
chekli limit mavjud bo'lsa, bu limit f(x) funksiyaning x nugta-
dagi o‘ng (chap) hosilasi deyiladi va /'(x+0) (f(x-O)) kabi
belgilanadi:

+ = i + - = i
/7 (x+0) A|>I<T+0/(X AZ(P/W \(/ (x-0) nllmo ax /

Funksiyaning biror nugtadagi o‘ng va chap hosilalari bir
tomonli hosilalar deb ataladi.

1- misol. / (x) = [k [unksiyaning x= 0 nuqtadagi bir tomor
hosilalari topilsin.
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Y echis h. Ta’rif bo'yicha

/'(-0) =

Quyidagi teorema o‘rin li:

1- teorema. /(x) hosilaning mavjud bofishi uchun f'{x-
va f'(x + 0) bir tomonli hosilalaming mavjud bofishi, shu bilan
birga f'(x—0) —\ x+ 0) bolishi zarur va yetarli.

Isboti. Ma’lumki, funksiyaning biror nugtada lim it giymatga
ega bo‘lishi uchun uning shu nugtada bir tomonli limitlarga ega
bo‘lishi hamda ana shu bir tomonl limitlaming bir-biriga teng
boishi zarur va yetarli. Demak,

chekli limitning mavjud bo‘lishi uchun /7'(x-0) vaf'(x + 0) bir
tomonli hosilalarning mavjud bo‘lishi, shu bilan birga
f'(x—Q)—'(x + 0)=f'(x) bolishi zarur va yetarli bo‘lar ekan.

Bu teorema funksiyaning berilgan nugtada hoslaga egayoki ega
emaisligini tekshirshda muhim rol o‘ynaydi. Masalan, 1- misoldan
ko‘rinib turibdiki, f'(~0) * /'(+0). Demak, yugoridagi teoremaga
asosan «/(x) = K [funksiya x = 0 nugtada hosilaga ega emas» deya
olamiz.

Yana bitta misol qaraylik:

2- misol. Ushbu

m J *sil4 <**0)-
10 (x=0)

funksiya x = 0 nugtada hoslaga egami?
Y echis h. Ta’rif bo‘yicha

noatne u 1
/I(+O) = ||m /(*)_/(O) _ lim X _ 1lim cm
X
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Ma’lumki, oxirgi limit mavjud emas. Demak, yuqoridagi
teoremaga ko‘ra, berigan/ (x) funksiya x = 0 nugtada hosilaga ega
emmes.

2.2. Differensiallanuvchi funksiya tushunchasi. Endi differe
sial hisobning yana bir muhim tushunchasi bilan tanishamiz. Faraz
gilaylik, y =/(x) funksiya X oraligda aniglangan va xeX, x + AXxGX
bo‘lsin.

2- ta’rif. Agar y=f(x) funksiyaning (x argument x nugtac
Ax orttirma olganda gabul gilgan) Ay =f(x+ Ax) —f(x) orttirmasi
X nugtada

Ay=A «Ax+a ' Ax D

ko'rinishda tasvirlansa, bu holda f(x) funksiya XEX nugtada
differensiallanuvchi deyiladi. Bu yerdagi A migdor, umuman
aytganda, x nugtaga bog‘liq boiib, Ax orttrmaga bog‘lig bo‘imagan
biror son; a = «(Ax) va Ima=0.
Ox—0

2- teorema. y=f(x) funksiyaning berilgan x nuqgtac
differensiallanuvchi bo lishi uchun bufunksiyaning shu nugtada chekli
hosilaga ega bofishi zarur va yetarli.

Isboti. I)Zarurligi. Aytaylk, Ay =/(x + Ax) -/(x)
orttrma x nugtada

Ay = A X +a mx (/JAemga=0}
kofiinishda tasvirlansin. Demaik,

/ (X) =lim — =1im /4Ax+an Hniy4+a) - A

Ax—0 A x Ax—0 Ax—0

Shart bo#fjicha bu yerdagi A chekli son mavjud bo‘lgani uchun
/'(x) chekli hosila ham mavjud bo‘ladi.
2)Y e tarliligi. Faraz qilaylik,

F o= ,lclmoﬂx
chekli hosila mavjud bo'lsin. Bundan
- =f(x)+a (ima= 0)
deb yozishimiz mumkin. Demak, f'ix) = A deb belgilasak,
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Ay = A mAX + a BAX \IAIXi_rPOaZO
boladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra y —f(x) funksiyaning x nuqgtada
differensiallanuvchi ekanligini bildiradi.

Teorema isbot qilindi.

Bu teoremaga asosan funksiyaning nugtada differensiallanishi
tushunchasini quyidagicha ta’riflashimiz mumkin: agar f(x)
funksiya x nugtada chekli hoslaga egabolsa, bu holda/ (x) funksiya
X nugtada differensiallanuvchi deb ataladi.

Bu ta’rifga ko‘ra hosila hisoblashni odatda dijferensiallash deb

yuritiladi.
Yana bir muhim teoremani isbot gilamiz:
3- teorema. Agar/(x) funksiya x nugtada differensiallanuvc

bosa, n holda bu funksiya shu nugtada uzluksiz boladi.
Isboti. Faraz qilaylik, f (x) funksiya x nuqtada
differensiallanuvchi, ya’ni

chekli hosila mavjud bolsin. Bundan

yoki
f(x + Ax) - /(x) =/'(x) Ax + aAx.
Bu yerda Ax-*0 dalimitga o‘tsak,
EEJO g/(x +AX) —/(x))7 = LILinDOSI (x)Ox +a,£l,x) =0.

Demak, Lir_pol(x +Ax) =f(x). Bu esa 7(x) funksiyaning x

nugtada uzluksizligini bildiradi.

l-eslatma. Shuni aytishimiz lozimki, funksiyaning biror nug-
tada uzluksizligidan bu funksiyaning shu nuqgtada differensialla-
nuvchiligi har doim ham kelib chigavermaydi. Boshgacha aytganda,
funksiyaning uzluksizligi uning differensiallanuvchi bolishi uchun
zaruriy shart bolib, yetarli shart bola olmaydi. Buni quyidagi
misol orgali tushuntirib berishimiz mumkin. /(x) = Kk funksiyani
garaylk. Bu funksiya x = 0 nuqgtada uzluksiz, chunki
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/(:0) = Jim bl = lim (-x)=0=/(0),

/(+0) -Alm bl = I|m x =0=/(0).

Birogq bu funksiya x = 0 nuqgtada differensialanuvchi emas
(buni biz yuqorida ko ‘rdik).

2.3. Differensiallashning asosiy qoidalari va formulalari. En
biz differensiallashning asosiy qoidalari va formulalari bilan
tanishamiz:

1°. Agar / (x) funksiya x nugtada differensiallanuvchi va
C—Const bo‘lsa, u holda Cf(x) funksiya x nugtada differensial-
lanuvchi, shu bilan birga

(C/(x)" = Cf{x) (A

formula o‘rinli bo‘ladi. Boshgacha aytganda, o‘zgarmas
ko ‘paytuvchini hosila belgisidan tashgariga chigarish mumkin.
Isboti. Faraz qilaylik,

f(x) =FI‘in_‘£10 x

chekli hosila mavjud va C = Const bo‘lsin. Hosilaning ta’rifiga ko‘ra,

(C(x) = m clowA>d(E>=Clm = Cf*(X).

Ax-»0

2°. Agar n= u(x) va v = v(x) funksiyalar biror X oraligda
aniglangan bo‘lib, x & X nugtada differensialanuvchi bo'lsa, u holda

u+v, u—v, u va funksiyalar x nugtada differensiallanuvchi,

shu bilan birga

(m(x) £ v(x))' = u'(X) £v'(x), (B)
(M(x) v(x))' = u'(X)v(x) + n(x) ti'(x), (D)
FifW  _ We0ue)-ueu(x) Ay~ Qx /pu
~A(X) J 209 APS

formulalar o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. Faraz qilaylik,
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n(x) = lim — =1m
Ox-»0 AX [X-»0 AX

uxXx) =lim ~ =lim 2d |I’\ | CANN

Ax—0 X Ox-»0

chekli limitlar mavjud bo'lsin. U holda tar|f bo‘yicha:
(N(X) £v(X))'= lim N E+AQENX » - (U™ 2y(X) =

=4 Mx+AX)-U)IEm(x+Ax)-1>(x)] =

Ox-»0 Ax
= uT u(x+4x)-bi(x) £ Jm y(x+4x)-n(x) =
Ax-»0 Ax Ax-*0 Ax

= u'(x) £ t/(x);

Ax->0 ax
—I|m “(X+A(\) ‘(M) LI,T v(X + o) +

+1(x) le A MY _w(x)e(x) +u(0v' ()

(biz bu yerda v = v(x) funksiyaning x nugtada uzluksizligidan
foydalandik);

u(x+Ax) u(x)

fa(x)) _ jim n(x+4x) u(x) _
N>(x) | Ox-»0 Aax

lim u(x+® (~ -K(*M x+AX) _
x>0 V(X)V(X+AX)AX

- lim
Ax>0 V(X)V(X+AX)AX -

= lim AuC+ACAIL®) A LMK |
x->0[ A A 3

dlim -r—£7 --—-- = *C*M*%-((XM*> (v(x)f0).
A0V (X)V(X+AX) v2(X)
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Biz bu yerda ham v = v(x) funksiyaning jc nuqtada
uzluksizligidan (bu xususiyat uning differensiallanuvchanlgidan
kelib chigadi) foydalandik.

3°. Agar X oraligda f(g(x)) murakkab funksiya aniglangan
bo‘lib, t=g{x) va f{t) funksiyalar mos ravishda xEIX va
/= g(x)eE(g) nuqtalarda differensialanuvchi bo‘lsa, u holda
figix)) murakkab funksiya xG X nugtada differensiallanuvchi, shu
bilan birga

(rw)) =rw)e(x), (F)

formula o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. t=g(x) funksiyaning x argumenti x nuqtada
Ax (Ax ® 0) orttrma olganda t funksiya biror At = g(x+ AX) -
—g(x) orttirma oladi. Bu orttrmaga o‘z navbatidaf (t.) funksiyaning
Af=f(t + At) -f{t) orttirmasi mos keladi. Shart bo‘yicha f(t)
funksiya t = g(x)eE(g) nugtada differensiallanuvchi bo'lgani
uchun ta’rifga ko‘ra,

Af =flit)At+amAt (lima = oj

bo‘ladi. Demak, hosilaning ta’rifiga asosan,

ifigix))= lim * =i = F>(g(X)) lim *(*+%%)-%(%) +
\% ' Ax2J 4 x [x= A x ' ‘Ax-»0 Ax
mo L Imasrige,

chunki Ax “m0 da At -* 0 (bu t = gix) funksiyaning uzluksizligidan
kelib chigadi) va shart bo‘yicha

gix) = Llllxrpo#xwﬂ(- 3

chekli hosila mavjud. Teorema isbot qilindi.
3- misol. y = In cos x funksiyaning hosilasi topilsin.
Yechish. Agar t = cos x, y = In t desak,

'= =- - —1 (-sj =
y'=v, t, : t, co'sx( sinx) =-tgx.

4°. Logarifmik differensiallash. Faraz gilaylik, y =fix) funksiya
X nugtada musbat va differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda x nugtada
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(Iny)' =£

formula orinli bo‘ladi. Bu formulani hosila hisoblashda qo‘llash
uchun dastlab berigan ifoda natural asosga nisbatan logarifmlanadi.
So‘ngra hosila hisoblanadi va undan y ' hosila aniglanadi. Hosila
hisoblashning bu usuli logarifmik dijferensiallash deyiladi. Bitta misol
garaylik:

4- misol. y = u(x),i (u(x)>0) funksiyaning hosilasi topilsi
Bu yerda u=u(x) va v=v(x) funksiyalar x nuqtada
differensiallanuvchi funksiyalar.

Y e chis h. Dastlab, berilgan y = «(x)” ifoda
logarifmlaymiz: In y = v(X)\nu(x). Bu yerdan

(Iny) = L. =u'(x)in MX) +y(x) _ L MX)

yoki
y'=y M )Inm(X) + v(x)-jru'(x)™.
Bunda y = u(x)se ekanligini e’tborga olsak,
(«v)'=: uv {v’Xnu+'Lu'™ (m>0) (G)
bo‘ladi.
2- eslatma. (G) formuladan y = u vdarajali-ko‘rsatkichli fur

siya hosilasini hisoblashning quyidagi formal goidasi kelib chigadi:
Y —wn” darajali-kotsatkichlifunksiyaning hosilasini topish uchun awal
undan darajali funksiya sifatida hosila hisoblab, songra kofsatkichli
funksiya sifatida hosila hisoblab, natijalami qoshish lozim:

W) = vuv-I’+uw Ntui=uvMU'lnge + (u>0).
Hagigatan, (G) formuladan
(uv)'=uv |Inu+1u'j =uhulm'+i/Vin u.

Ko ‘rinib turibdiki, formal ravishda birinchi qo‘shiluvchi u"
funksiyadan darajali funksiya sifatda olingan hosilani, ikkinchi
go‘shiluvchi esa if funksiyadan ko‘rsatkichli funksiya sifatida olin-
gan hosilani bildiradi.
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Amaliyotda bu formal goidadan foydalanish hosila hisoblash
jarayonini ancha gisgartiradi. Masalan,

(XX '= XXl + x'Inx = xx(1 + Inx) (x > 0).

3- 8. HOSILANING GEOMETRIK
YA FIZIK MA’NOLARI.
CHEKSIZ HOSILALAR. DIFFERENSIAL

3.1. Hosilaning geometrik ma’nosi. Faraz qilaylik, y=f(>
funksiya biror X oraligda aniglangan bo‘lib, X0EX nuqgtada
differensiallanuvchi, ya’ni

/,( )=p /0co+"1x0) (1)

Nx—»0 AX

chekli limit mavjud bo‘sin. /'(x0) hosilaning geometrk ma’nosi
guyidagi teorema orqgali ifodalanadi:

1- teorema. /'(x0 hosila y=f(x) funksiya grafigiga
M (xG / (xQ) nugtada o tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientiga
teng:

f'(xM)=k (k = tga),

bu yerda a — urinmaning abssissalar o‘gqi musbat yo‘nalishi bilan
tashkil etgan burchagi.

Isboti. Faraz qilaylik, (1)
chekli hosila mavjud bo‘lsin.
y =f{x) funksiyaning x argumenti
x0 nugtada Ax (OAx @ 0) orttirma
olganda, y=f(x) funksiya grafigida
yotgan M (X0, f(xQ) nugta shu
grafikda yotuvchi N(x0+ Ax;
/(x0+ Ax)) nugtaga siljiydi (51-
rasm). Endi M va N nuqtalar orgali
y =/(x) funksiya grafigiga (MN):

X-x0 _ y -f(x0)

AXx /(x0+AXx)-/(x0)

147



kesuvchini o‘tkazamiz (bu yerda x vay lar orgali kesuvchi grafigida
yotgan nuqtalaming abssissasi va ordinatasi belgiangan). Bu
tenglamadan

Y=/(*%-N>(-*,) +/(*.) )

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama (MN) kesuvchining burchak
koeffitsientli tenglamasidir:

k = /I(xq+ax)-/(x0) = tg)"

Bunda 9p— (MN) kesuvchining abssissalar o‘qi musbat
yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchagi. (2) tenglkda Ax-* 0 da
imitga o'tamiz. U holda, x vay lar Ax ga bog‘ig bo‘lmaganligi
sababli,

y = (x-x0)lim " $9rET L, x0)

bo‘ladi. Demak,
Y =/7/(x0)(x-x0 +/(x0. (€))

Ikkinchi tomondan, 51- rasmdan ko‘inib turibdiki, N nugta
y - f(x) funksiya grafigi bo‘ylab M nugtaga intiganda (ya'ni Ax ->0
da) (MN) kesuvchi y =/(x) funksiya grafigiga M (xG, /(x0Q) nuqgtada
o‘tkazigan (MT) urinma holatini oladi. Shunday qilib, (3) tengama
(MT) urinmaning burchak koeffitsientli tenglamasini bildiradi. Unda
K =f'(xQ(k = tga). Teorema isbot qilindi.

1- misol. y=j vay=4x egri chiziglaming bir-biri bilan
ganday burchak ostida kesishishi aniglansin.

Yechish. i =Vx(x>0) tenglamani yechib, berigan

chiziglaming bir-biri bilan M ( 1; 1) nugtada kesishishini aniglaymiz
(52- rasm). So‘ngra berigan chiziglarga M ( 1; 1) nugtada o‘tkazigan
urinmalaming burchak koeffitsientlarini topamiz:



- 0H =\ = =
Demak, tga M — =3 Bundan a
2

3.2. Hosilaning fizik ma'nosi.
Fizka nuqtai nazaridan mate-
matikaning hosila tushunchasi
turli fizik tushunchalami ifodalashi
mumkin. Masalan:

1) Faraz qilaylik, moddiy
nugta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab
y =f(x) qgonun bo‘icha harakat
gilayotgan bo‘lsin (x —vaqt, y esa
X vaqt davomida bosib o‘tigan yo).
Ravshanki, Ay =f(x + Ax) - / (X)
orttrma harakatdagi moddiy
nugtaning x dan x + Ax gacha
bo‘igan vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan
yolini,

52- rasm.

Ay _ /(X+AX)-/(x) ™ e
AX Ox

nisbat esa moddiy nugtaning shu vaqt oralig‘idagi o‘rtacha tezligini
bildiradi:

v - Ay - f(x+Ax)~f(x
an ™ R IO,

Bu yerda, Ax-* 0 da limitga o‘tsak,

u) =lim v. =1lm = lim /A)—~/El = /-(*)

ox~>0 0n ax™o Ax ax”™o A

Shunday qilib, mexanika nuqtai nazaridanf\x) hosilay =f(x)
gonun boyicha togti chizigli harakat gilayotgan moddiy nugtaning
X vaqt momentidagi oniy tezligini bildiradi:

f(x) = v(x).

2) Faraz qilaylik, o‘tkazgichning ko‘ndalang kesimi orgali x
vagqt momentida y=f(x) elektr miqdori ogb o‘tsin. U holda
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&Y =fix + [x) - / (X) orttirma o‘tkazgichning ko‘ndalang kesimi
orgali [x, x + Ax] vaqt oralig‘ida ogib o‘tgan elektr migdorini,
= f(x+bx)-f(x)
[x Ax

nisbat esa Ax vagt oralig‘idagi o‘rtacha tok kuchini bildiradi. Demak,
Ax->0 da bu nisbatning limit holati, ya'ni f'(x) hosila x vaqt
momentidagi tok kuchini ifodalaydi:

fix) :,cIlIme A s 1(X).

3) Faraz gilaylik, biror jismni 0°C dan x°C gacha qizdiris
uchun y=f(x) issiglik migdori kerak bo'lsin. U holda
Ay =fix + Ax) - / (x) orttirma jismni x°C dan (x + Ax)°C gacha
gizdirish uchun sarf qgiingan issiqlik migdorini,

Ay = f(x+Ax)-f(x) (AXx N Q)

Ox Ox
nisbat esajismning x°C dan (x + [Ax)°C gacha gizdirlgandagi o‘tacha
issiqlik sig‘imini bildiradi. Demak, issiqlik fizikasi nugtai nazaridan
f'(x) hosila jsmning berigan x haroratdagi issiqlik sig‘imini
ifodalaydi:

F(x) = limfix+&g-fM =C(x).

3.3. Cheksiz hosilalar. Biz shu paytgacha chekli hosilalar hagic
so‘z yuritdik. Endi cheksiz hosilalar bilan tanishamiz. Faraz qilaylik,
/(x) funksiya biror X oraliqda aniglangan va x0G |, x0+AxGX
bo‘lsin.

1- ta'rif. Agar/(x) funksiya x0 nugtada uzluksiz va

Llllrp:e A =+ (yoki - @)
bo‘lsa, bu holda /(x) funksiya x0 nugtada cheksiz hosilaga ega
deyiadi va /'(x0= +°0 (yoki f'(x0Q = -o0) ko‘rinishda yoziladi.
Masalan, agar f(x) =yfx bo‘sa,/'(0) = + @ bo‘ladi. Hagigatan,
ta'rif bo‘yicha
. f(Ax)-f VK-
/ (0)= fim [$A20210) Y

1
m ,—. =
J*40 a* o Ox }r->o,u,/(,£l,x)2
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Cheksiz hosilani ham
geometrik nuqgtai nazardan
urinmaning burchak koef-
fitsienti deyish mumkin (bu
holda urinma ordinatalar
o‘giga parallel bo‘ladi) (53-
rasm). Bundan tashqari,
mazkur holda ham bir
tomonli hosilalar hagida so‘z
yuritish mumkin. Shuni

aytishimiz lozimki, bu holda bir tomonli hosila fagat tayin ishorali
cheksizlikka (ya'ni +00 yoki - 00) teng bo'ladi. Aniqlik uchun,

f'(xo+0)= Ilim

X—>ly+0

o‘ng hosilani garaylk. Ko ‘rinib turibdiki, / ()9(-Xq

ochig yarim to‘g‘ri chizigda x
argumentning uzluksiz funksiya-
sidir. Demak, funksiyaning nuli
hagidagi teoremaga ko‘ra, bu funk-
siya 0‘z ishorasini o‘zgartrganda
nulga aylanishi lozim. Shuning
uchun, agar/ '(x0+ 0) = © bo‘lsa,
f(x)-fixO0)
8(x) = -
X —Xn
funksiya x0 nuqta yaginida o°‘z
ishorasini o‘zgartira oimaydi. Bu esa
/'(x0+ 0) o‘ng hosilaning tayin
ishorali cheksizlkka teng bo‘lishini

/(x)-7(x0)
X—XN

nisbat X = ()UJ’ 00)

bidiradi. Masalan, f(x) =4x

funksiyaning x0= 0 nuqgtadagi /'(+0) o‘ng hosilasini qaraylik (54-

rasm):

1'(+0) = {imy

Xuddi

X

shunga o‘xshash,

jc—=+0

X X —»+0 \ X

f(x) =I[x* funksiya uchun

/'(+0) =+00,/'(-0) =-°° bo‘adi (55- rasm).
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Eslatma. Agar biror 0
nuqgtada uzluksiz bo‘lgan funksiya
shu nuqgtada cheksiz hosilaga ega
bo‘lsa, u holda bu hosila geometrik
nugtai nazaridan 53- rasmdagi (a),
(b) holataming birini ifodalaydi.
(@ holatda +00; (b) holatda -00
(bir tomonli hosilalar bir xil isho-

55-rasm. rali); (d) va (e) holatlarda cheksiz
hosila mavjud emas (bir tomonli
hosilalar ishora bilan farglanadi).

3.4. Funksiyaning differensiali va uning geometrik ma'no
Aytaylik, y=f(x) funksiya biror x nuqtada differensialanuvchi,
ya'ni X nugtada Ay = AAx + aAx bo‘lsin. Bu yerda A bilan Ax ga
bog‘liq bo‘lmagan biror son belgilangan; Lixin@azo. Ko'rinib
turibdiki, lim =0 (Ox* 0), ya'ni ax = o(O4x)(4Ax -* 0). Demak,

A * 0 bo‘lganda AAx go‘shiluvchi Ay orttrmaning bosh gismi bo'ladi.
Ana shu bosh gism y =fix) funksiyaning x nuqgtadagi differensiali
deb ataladi va dy simvol bilan belgilanadi:

dy = AAX. 4

A = 0 bo‘lganda AAx= 0 bo‘lganligi hamda, umuman
aytganda, «,x * 0 bo‘lganligi sababl, bu holda AAx qo‘shiluvchi
Ay orttrmaning bosh gismi bo‘la olmaydi. Bu holda, agar dy = 0
deb gabul gilinsa, (4) formula yana oz kuchini saglaydi: dy = 0 =Ax.

Erkli o‘zgaruvchi x ning differensiali deb, uning x nugtada
gabul gilgan Ax orttirmasiga aytiladi: dx=Ax A =f'(x) ekanligini
e'tiborga olib, bu ta'rifga ko‘ra (4) formulani

dy =f'(x)dx

shaklda yozamiz. Bu formula y=f{x) funksiyaning x nugtadagi
differensialini topish formulasi deb ataladi.

Differensialning geometrk ma'nosi quyidagi teorema orqgali
ifodalanadi:

2- teorema. y =f{x) funksiyaningx nuqgtadagi d y = f’(X)(
differensiali y=f(x) funksiya grafigiga M(x; f(x)) nugtada
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o tkazilgan urinma ordinatasining (x
argument Ax * 0 orttirma olganda)
gabul gilgan orttirmasiga teng.

Isboti. Aytaylk, y=f(x)
funksiya biror X oraligda aniglangan
va xGX nuqgtada differensiallanuvchi
bo‘lsin:

Ay =dy+o (O4x) (Ax 0).

y =f(x) funksiya grafigiga
M(x; fix)) nuqtada (MT)
urinmani o‘tkazamiz (56- rasm).
Hosilaning geometrik ma'nosidan

ma'lumki, bu urinmaning k = t%a burchak koeffitsienti f'{x)
hoslaga teng. Agar x abssissaga Ax (Ax* 0) orttirma bersak, M

nugtaning ordinatasi

Ay =fix + AX) - fix) = NM'

orttirma gabul giladi. U holda (MT) urinmadagi nugtaning ordinatasi
N K orttirma oladi. To ‘g‘ri burchakli AMNK dan NK = MN- tg«.
Bu yerda MN=Ax=dx, tga=f'(x) ekanini etiborga olsak,

dy = NK bo‘ladi. Teorema isbot qilindi.

0‘ZINI-0‘Z1 TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

. Argument va funksiya orttirmalarini ta'rifang. Misollar keltiring.
. Funksiyaning nuqgtadagi hosilasi deb nimaga aytiladi? Misollar
keltiring.

. Asosiy elementar funksiyalarning hosilalarini ta'rif yordamida
hisoblang.

. Teskari funksiyaning hosilasi hagidagi teoremani isbotlang va bu
teorema yordamida teskari trigonometrik funksiyalarning hosilalarini
toping.

. Hosila hisoblashda go‘llaniladigan hosilalar jadvalini tuzing.

. Bir tomonli hosila deb nimaga aytiladi? Funksiyaning nuqtadagi
chap va o‘ng hosilalarining mavjud bo‘lishi hamda bu hosilalaming
o‘zaro teng bo‘lishi funksiyaning shu nuqgtada hosilaga ega bo‘lishi
uchun zaruriy va yetarli shart bo‘ladimi?
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7. Funksiyaning nugtada differensiallanuvchiligi deb nimaga aytiladi?
Uning zaruriy va yetarli sharti nima?

8. Nuqtada differensiallanuvchi bo‘lgan funksiya shu nugtada uzluksiz
boiadimi? Isbotlang.

9. Hosila hisoblashning asosiy qoidalarini ayting va formulalarini
yozing . Murakkab funksiyaning hosilasi hagidagi teoremani isbotlang.

10. Logarifmik differensiallash deganda nimani tushunasiz? Misollar
keltiring.

11. Hosilaning geometrik ma'nosi nima? Fizik ma'nolari-chi?

12. Cheksiz hosila deb nimaga aytiladi? Misollar keltiring.

13. Funksiyaning nuqtadagi differensiali deb nimaga aytiladi? Uning
geometrik ma’nosi nima?

4- 8. BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL
SHAKLINING INVARIANTLIGI.

4.1. Birinchi tartibli differensial shaklining invariantligi.
Ma'lumki, agar y=f(x) funksiya biror X oraligda anigangan va
XEX nuqgtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda y=f{x)
funksiyaning x nuqtadagi differensiali

dy =f'(x)dx @

shaklda bo‘ladi.

Tabiiy ravishda quyidagi savolni go‘yish mumkin: y =f(x)
funksiyaning x argumenti 0z navbatida biror yangi t o‘zgaaivchining
differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lganida y= fix) funksiyaning
differensiali (1) shaklda bo‘ladimi yoki boshgacha ko‘rinishda
bo‘ladimi?

Bu savolga quyidagi teorema javob beradi:

1- teorema. Agar x = g(f) funksiya ixtiyoriy tG T nuqtad:
differensiallanuvchi va y =fix) funksiya x = g(t) E X ={x:x=g(r),
tE T} nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, n holda y =f(x) funk-
siyaning differensiali (1) shaklda bofladi: dy = f'{x)dx.

Birinchi tartibli differensialning bu xususiyati birinchi tartibli
differensial shaklining invariantligi deb ataladi.

Isboti. Teorema shartiga ko‘ray = f (g(t)) murakkab funksiya
tE.T nugtada differensiallanuvchi (murakkab funksiyani
differensialash hagidagi teoremaga binoan), shu bilan birga
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Y, =YX < ()

formula o‘rinli. Demak, (1) formulaga ko‘ra y =f(g(t))=F(t)
funksiyaning t& T nugtadagi differensiali dy = ytdt bo‘adi. Bundan
(2) tenglikka asosan, dy =y\mtdt formulani hosil gilamiz. Bu yerda
Xtdi = dx, yXx=/ (i ekanligini e'tibborga olsak, dy =f'(x)dx bo‘ladi.
Bu esa (1) formulaning xuddi o‘zginasidir. Teorema isbot qilindi.
Birinchi tartibli differensial shaklining invariantligidan
foydalanib hosila funksiyani belgilash uchun yana bitta belgi, ya'ni

N belgi (Leybnits) kiritigan:

dy y(X+Ax)-y(x)

Hagigatan, ma'lumki, dy = y'dx. Bundan ¥ m % belgini
«y funksiyadan jcbo‘yicha hosila» yoki «dy ning dx ga nisbati» deb

o‘qish mumkin.

4.2. Differensial hisoblashning asosiy qoidalari va formulalari.
Birinchi tartibli differensial shaklining invariantigidan foydalanib,
differensial hisoblashning quyidagi qoidalarini va formulalarini
aniglash mumkin:

1-. 0 ‘zgarmas ko ‘paytuvchini differensial belgisidan tashqariga
chigarish mumpkin:

d(Cu) = Cdu (C= Const).

Bu yerda, n- u(x) funksiya differensiallanuvchi funksiya.

Isboti. Birinchi tartibli differensial shaklining invariantigiga
asosan d{Cu) = (Cun)'dx bo‘ladi. Bu yerda (Cn)' = Cu' va n'dx= du
ekanini e'tborga olsak,

d(Cu) = Cdu (C- Const)

bo‘ladi.
2°. Agar X oraligda aniglangan n= u(x) va v=v(x)
funksiyalar biror xGX nuqgtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
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m+v, n-v, nevva - (oxrgisida v* 0) funksiyalar ham x

nugtada differensiallanuvchi, shu bilan birga

d(u £tv) = du + du, diuv) = vdu + udy,

formulalar o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. Birinchi tartibli differensial shaklining invariantligi va
hosila hisoblash formulalariga binoan quyidagiarga ega bo‘lamiz:

dlutv) = (mz v)'dx —{u't v)dx = u'dx £ v'dx - dux dA\

d(uv) = (uv)’'dx = (vu'+ uv')dx = vu'dx + uv'dx = vdu + udyv;

d

4.3. Differensialning taqribiy hisoblashga tatbigi. Funksiy
differensialidan funksiya qiymatini taqribiy hisoblashda foydalanish
mumkin. Faraz qilaylik, y =f(x) funksiya biror X oraliqda
aniglangan va x0& X nugtada differensiallanuvchi bo‘sin:

A/(xQ =/(x0+ Ax) - fix,) =/"(xOAX + o(AX) (Ax -=>0).

Ravshanki, f'(x0Q * 0 bo‘lganda /'(x QAx qo‘shiluvchi A/(x0)
orttrmaning bosh gismi bo‘ladi. Shu sababli

/(x0+ Ax) ~/(x0 +/'(x QAX *)

taqribiy tenglik o‘rinli boladi. Ko‘rinib turibdiki, bu yerdagi Ax
orttirma yetarli kichik bo‘lsa, (*) taqribiy tenglikning nisbiy xatosi
istalgancha kichik bo‘ladi. (*) formulani gisgacha Ay ~ dy koflinishda
yozish mumkin. (*) formula yordamida, funksiya va uning hosia
funksiyasining x0 nuqgtadagi giymatlariga ko‘ra, funksiyaning
x0+ AXE X nugtadagi giymati taqribiy hisoblanadi.

1- misol. 7/401 sonning taqgribiy giymati topilsin.

Y e chis h. Ushbu y =fx. funksiyani garaymiz. Ma’luml
(*) formulaga ko‘ra
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JX0+ AX » +  j—AX
&\Xo

Bu yerda, x0= 4 va Ox = 0,01 deb olsak, *j4,0l =2+i «,01 =
= 2+ 0,0025 = 2,0025, ya’ni 01 « 20025 boladi.

2- misol. cos 31° sonning taqribiy giymati topilsin.
Y e chis h. y—cos x funksiyani garaymiz. (*) formulag:
ko‘ra

cos (x0+ Ox)~ cos x0- sin x0 = [x.

Bu yerda, x0= 30° va [Ax = 1° deb olsak,

c0os31° « cos30° - sin 30° 1° = “

2 LU
1,73 3,14 308,26 30,826 n
2 360 * 360 36 °-856-
4.4, Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasir

hisoblash. Aytaylik, x = <pt) va y = V (t) funksiyalar biror T
oraligda aniglangan bo‘lib, x = (pit) funksiya T oraligda qatiy
monoton va uzluksiz bo‘lsin. Bu holda X - {x: x - <), /£7}
oraligda x = <p(t) funksiyaga teskari bo‘gan t = g(x) funksiya
mavjud bo‘lib, y o‘zgaruvchi t oralig argument orqgali x o‘zga-
ruvchining murakkab funksiyasi bo‘ladi: y = tyigix)) ixEX).

Bu holda y =y (x) funksiya

X AN\t - parametr)
y=¥(tH)\
tenglamalar bilan parametrik kofrinishda berilgan deb ataladi.

Parametrik ko‘rinishda berigan funksiyaning hosilasi quyidagi
teoremaga asosan topiladi:

2- teorema. Agar x = (p(t) va y =y(t) funksiyalar
to‘plamda aniglangan boiib, ular ixtiyoriy te.T nugtada
differensiallanuvchi va pf(t) * 0, shu bilan birga x = <) funksiya
T oraligda gatiy monoton va uzluksiz bo‘lsa, u holda y = ip(g(x))
murakkab funksiya tET nuqtaga mos x = <p(f)EX nugtada
differensiallanuvchi, shu bilan birga
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* = 4
Xt

formula orinli bo‘ladi. Bu formula parametrik koftinishda berilgan

funksiyaning hosilasini topish formulasi deb ataladi. Bu yerdagi Zu
belgi «z dan v bo‘yicha hosila» deb o‘qgiladi.

Isboti. x = ft) funksiya T oraligda gaty monoton, uzluksiz
va qaralayotgan tGT nugtada <p'(t)*Q bo‘lganligi sababili,
X= {x:x = <), tGT) oralgda x = () funksiyaga teskari bo‘lgan
t=g(x) funksiya mavjud va u x = <p(t)GX nugtada differen-
siallanuvchi, shu bilan birga

909 =-
PO
Bundan tashqgari, shart bo‘yicha y = xpft) funksiya t = g(x)G T
nugtada differensiallanuvchidir. Demak, murakkab funksiyani
differensiallash qoidasiga ko‘ra, y = y(g(x)) murakkab funksiya
X,= (p(t)GX nugtada differensiallanuvchi, shu bilan birga

yx =ip’(g(x))g'(x)

formula ofrinli boladi. Bu yerda g(x) = tva g'(xX) =— hamda ip'(t)=Yy,
Xt

ekanini e'tiborga olsak,

yx " ~o)

formula hosil bo‘ladi. Teorema isbot qilindi.

3- misol. x=1In(l +t2, y - /-arctg? ko‘rinishda berigat
funksiyaning x bo‘yicha hosilasi topilsin.

Y e chis h.

= 2
v W2 _te-_t (t
y*__ff_if___‘[t-_i ¢ @

\#2
4.5. Oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosila
topish. A x, y) = 0 ko‘rinishda berigan y = y (x) funksiya oshkormas

ko‘rinishda berigan funksiya deb ataladi. Masalan, y 2= 2x bo’lsin.
Bu yerda, x va y lar orasidagi funksional boganish y2- 2x= 10
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ko‘rinishda berigani sababl, y=4Ix (yoki y=-fix. ) funksiya
oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyadir. Biz bu yerda oshkormas
funksiyaning mavjudligi hagida to‘xtalib o‘trmasdan, oshkormas
funksiyaning hosilasini topishni misol orqgali ko‘rsatish bilan
kifoyalanamiz:

4- misol. Agar y2= 2x bo‘lsa, y ' topilsin.

Y echis h. y2= 2x tenglkdan x bo‘icha hosila hisoblaymiz:
2yy’' = 2. Bundan yy' = 1 yoki ¥ =j- Agar bu yerda y ==flx

ekanini e'tiborga olsak, y' = i—fgzx— bo‘ladi.

5- misol. Agary - sin (x+y) bo‘lsa, y' topilsin.
Yechish.

y =sin(x +y) =y'=cos(x +y) «1+y) =y'(l- cos(x+y)) =
=cos(x +y) = y'— A3+

1-cos(x+y) ’

Ta’rif. Agar f'(x) hosila funksiya [ab] kesmada uzliksiz
bo‘lsa,/funksiya [ab] da uzliksiz differensiallanuvchi deyiladi.

5- 8 YUQORI TARTIBLI HOSILALAR

5.1. Yugori tartibli hosilalar. Aytaylik, y =/ (x) funksiya bir
X oraligda differensiallanuvchi bo‘lib, xGX va x+AXEX bo‘lsin.
1- ta'rif. Agarf(x) hosila funksiya uchun

(FO)'=lim - (x+— (x

chekli (yoki cheksiz) limit mavjud bo‘lsa, bu limit y =f(x)
funksiyaning xGX nugtadagi ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi va
f '(x) («efikki shtrix iks») yoki y" («igrek ikki shtrix») belgi bilan

belgilanadi: f"(x) = (f(x)'j. Bu holday =/(x) funksiya xGX nugtada
ikki marta differensiallanuvchi deb ataladi.

Masalan, f(x) =Vx funksiya x = 1 nuqtada ikki marta
differensiallanuvchi funksiyadir. Haqgigatan, ta'rif bo‘yicha
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N11AX)-N1) = lim 2VI+AX 2
Ax

2 x>0 N+nY1+4x)n/1+0x 4

/ (1) ni quyidagi usul bilan ham hisoblash mumkin:

/W =(/Wy=(J,) =

\% /

Xuddi shunga o‘xshash, uchinchi, to‘rtinchi va hokazo n-
tartibli hosila tushunchalarini kiritish  mumkin:

2- ta'rif. Agar, y=f{x) funksiya x nuqtaning U(x) atrofic
n - 1 marta differensiallanuvchi bo'lib, uning n - 1- tartibli hosila
funksiyasi f"~i](X) berigan XEX nuqgtada chekii (yoki cheksiz)
(fer{x))' hosilaga ega bo‘lsa, bu hosila y-f{x) funksiyaning jc
nugtadagi n- tartibli hosilasi (yoki gisgacha n- hosilasi) deyiladi va
Yn yoki f ((xX) belgi bilan belgilanadi:

(D

Bu yerda, /<Q(x)=f(x). (1) rekurrent (gaytarma) formulani
gisqgacha
yfo= (n> 1)

shaklda yozish ham mumkin. y funksiyaning uchinchi hosilasi odatda
y'" simvol bilan belgilanadi va «igrek uch shtrix» deb o‘qiladi.
Berigan x nugtada n- tartibli chekli hoslaga ega bo'lgan/(x) funksiya
X nugtada n marta differensiallanuvchifunksiya deb ataladi.

1- misol. Agar y = In”™x+1+x2] bo‘lsa, /" hosila topilsin.
Y echis h. Dastlab y' vay' lami topamiz:
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Tarif bo'yicha

. J t+x2)1
y'E iy
b1 Mo
1+x2-34r 2xXM
(i+22 J(
3- ta'rif. Agar fix) funksiya X oraligning har bir nugtasi

n marta differensiallanuvchi bo‘lsa, bu holda /(x) funksiya X
oraliqda n marta differensiallanuvchi deyiladi. Agarda fix) funk-
siya X oraligning har bir nuqtasida istalgancha marta dif-
ferensiallanuvchi bo‘lsa, bu holda/ (x) funksiya X oraliqda cheksiz
differensiallanuvchi deyiladi.

Masalan, har ganday

f{x) = aj<r+ ajP~l + ... + a,_Xx+ an (@0* 0)

algebraik ko‘p had X - R to‘plamda cheksiz differensiallanuvchidir.
Hagigatan,

fix) = na@X-1+ (/i-1"x*-2+ ... + 2an X+ anv

/<n)(xX) = nin-1)(n-2)...2 «1 «a0= n\al.

f (A(X) hosila funksiya o‘zgarmas funksiya bo‘igani sababili, / (+IXx),
/ (M2(x) va bundan keyingi barcha yuqori tartibli hosilalar nulga
teng.

5.2. Yugori tartibli hosilalarni hisoblash qoidalari
formulalari. Yuqoridagilardan ko'rinib turibdiki, funksiyaning n-
tartibli hosilasini topish uchun, umuman aytganda, dastiab uning
birinchi, ikkinchi va hokazo (n-l)-nchi tartibli hosilalarini



hisoblash lozim. Lekin shunday holatlar ham uchrab turadiki,
bunda matematik induksiya usuli (metodi) yordamida n-hosila uchun
bevosita n ga boglig bo‘lgan formulani keltirib chigarish mumkin.
Masalan, y = sinx funksiyaning n- tartibli hosilasini hisoblash talab
giingan bo‘lsin. Ma'lumki, n—1 bo‘lganda

Faraz qilaylik,

formula o 'rinli bo‘lsin. Bundan
y{) = (yuy=cos~x +(n- 1)jj =sin|x+njj.

Shunday qilib
(sin™M'Asinjx +ni).

Teorema. Agarun= u(x) vav = v (X) funksiyalar X oraligda
aniglangan bofib, biror xE.X nugtada n marta differensiallanuv-
chi boisa, n holda Cu(x) (C = Const), u(x) +v (x), u(x)—v (x)
va u(x)v (x) funksiyalar ham xEX nugtada n marta
differensiallanuvchi, shu bilan birga

(CuX))frp= Cuin(x) (C= Const), (2)
U £ v(x)Ir—Un(x) £ DOXX), (3)
(u(xX)v(x))(M = t,oC y in-m)(x)vim\ x) (4)

formulalar ofinli boladi. Bu yerda

M)(X) = m(x), yQ(Xx) = ux), G’ =1
C, = n(n-I)..r.]S{1-m+I) {m=12,..n).

(4) formula Leybnits formulasi deyiladi.

Isboti. Aytaylk, u= u(x)va v=v(x) funksiyalar xGX
nugtada n marta differensiallanuvchi bo‘lilb, C= Const bo‘lsin.

Awal (2) formulani isbot qgilamiz. Matematik induksiya usulini
go‘laylik. n- 1 bofsin. Bu holda, ma'lumki
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(Cu())' = Ccu'(x).
Faraz qilaylik,
(Cu(xX)Y"~l) = Cu”™(x)
formula o‘rinli bo‘lsin. Bundan
Cn))<> = ([Cn()](D)' = (Ne ~NX)Y =
= C(mD(x))' = CM™NX).

Demak, C o‘zgarmas son bo‘lib, Mix) hosila mavjud bo‘lgani
uchun Cuin(x) hosila mavjud, shu bilan birga (2) formula o‘rinli
bo‘lar ekan.

Endi (3) formulani isbot gilamiz. Yana matematik induksiya
usulini gollaymiz. Aytaylik, n = 1 bo‘lsin. Bu holda, ma'lumki,

wX) £ v(x))' = i/'(xX) £ v'(x);
faraz qilaylik,

U) = y(x)h —u@-X(x) £ ~a.1)(x)
formula o‘rinli bo‘lsin. Bu yerdan
W) £ >() )@ = (M(x) £ r>(x))(11)" =
= (/X)) £ M D(x))" = nexx) £ >Kx).

Shart bo‘yicha u(¥x) va v(n(x) hosilalar mavjud. Demak,
tenglikning chap tomonidagi (u(x) + v(x))® hosila ham mavjud,
shu bilan birga (3) formula o‘rinli.

Nihoyat, Leybnits formulasini isbot qilamiz. Bunda ham
matematik induksiya usulini gqo‘llaymiz. Aytaylik, n = 1bo‘lsin. Bu
holda, ma'lumki (uv)' = u'v + uv'.

Bu tenglikni, vQ - u, ui>- u, C°=1 kelishuvlami va C‘=1
tenglikni e'tiborga olib,

(WY =CrNY0+C W =

shakida yozib olamiz. Bunda v'—v(), n' —nf) va (uv)'—(uv)()
belgilashlardan foydalanildi.
Faraz qilaylik,
@) = g
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formula o‘rinli bo‘lsin. Bu yerdan

o N
W) (W)= =

\Y /

Endi birinchi yig‘indining birinchi hadini alohida yozib,
ikkinchi yig‘indida m+ 1 ni m bilan almashtiramiz va uning oxirgi
hadini alohida yozamiz:

Bu yerda,

ekanligini e'tiborga olsak,

(WD =CY % O+ ,C Y Ve +C'uMv) =

n

bo‘ladi. Demak, Cga lar o‘zgarmas sonlar bo‘lib, shart bo‘yicha

ufrim va v() hosilalar mavjud bo‘lganligi sababli, tenglikning chap
tomonidagi (rn))# hosila ham mavjud, shu bilan birga (4) formula
o'rinli bo‘lar ekan. Teorema to‘liq isbot qilindi.

2- misol. Ushbu y = x2+ 2siruc funksiyaning 20-tartibli hosil
topilsin.

Y e chis h. (2) va (3) formulalarga ko‘ra

®:(§<+§sr.nx) :k*z) +£(smx}(20

3- misol. Ushbu y = €&* siruc funksiyaning n- tartibli hosil
topilsin.
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Yechish. Leybnits formulasiga asosan
YO ={exsinx)@ =ic ;(e ") ,M) (sinxf0 =
=€ rtn% ; sm(\x+v| 2)/:e*rgﬁ0 i Slm;x+m|2\
4- misol. Ushbu

)
ex™ (-!>ﬂ ¢ m=12.) ®)

formula isbot qilinsin.
Isboti. Matematk induksiya usulini gqo‘laymiz. Ravshanki,
n—1 bo‘lganda

w2 1+1

Aytaylik,

exxkd (k=12,.,1n-1)

= HT  x\

formulalar o‘rinli bo‘lsin. U holda

(-1)

J 1(»-1)
exxnil exx" 1 =Un-l)exxn2-e xxmnb

\O0-I)

(i
=(n-1) exx"-2 e*x"3
\(«-2) \
=(-irl(«-1)eV- exn3

=(-1) (@(A-Dexx "-]1(-1)" e
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-1)"™i(n-Nexx~n-(-1)""1lexx~&#) - (-1)"L(n-1)exx~n=

1

X

W e
= (-1)”

Demak, har ganday n natural son uchun (5) formula o‘rinli
bo‘lar ekan.

6- §. IKKINCHI TARTIBLI HOSILANING
MEXANIK MA'NOSI.
YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIALLAR

6.1. Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’'nosi. Ma'lun

y —f(x) funksiyaning x nugtadagi birinchi tartibli hosilasi, me-
xanika nugtai nazardan, y=f(x) gonun bo‘yicha to‘g‘ri chiziqli
harakat qilayotgan moddiy nuqgtaning x vaqt momentidagi oniy
tezligini bildirar edi. Endi y = f (X) funksiya ikkinchi tartibli hosi-
lasining mexanik ma'nosini aniglaymiz. Faraz qilaylik, moddiy nugta
y=/(x) qgonun bo‘yicha f(x) = v(x) tezlik bian to‘g‘ri chizigli
harakat gilayotgan bo‘lsin. Ravshanki,

Av _ v(X+AXx)-t>(x)

Ax Ax

nisbat moddiy nugtaning [x, x + Ax] vaqt oralig‘idagi o‘tacha
tezlanishini fodalaydi. Demak,

u'(x) = H(TDU(H%%—L(X)

hosila harakatdagi moddiy nugtaning x vagt momentidagi tezlani-
shini bildiradi: v'(x) = a(x). Bu yerda v(x) =/'(x) ekanini e'tborga
olib, f'(x) —&a{x) ifodani hosil qilamiz. Shunday qilib, y=f(x)
funksiyaning x nugtadagi ikkinchi tartibli hosilasi, mexanika nuqtai
nazardan, harakatdagi moddiy nugtaning x vaqt momentidagi
tezlanishini bildirar ekan.
6.2. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning yuqori t

tibli hosilasini hisoblash. Parametrik ko‘rinishda berigan
funksiyaning yuqori tartibli hosilasi
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formula yordamida odatdagi hosila hisoblash qoidalari bo‘yicha
hisoblanadi. Masalan,

v" d d \y't\dt - yt2xt-ytx®2 1 _ ¥Y?x',-y,»
x2 dx{§x dtWw\dx {x1)2 Xt (xf)3

Bu yerdagi y"2 belgi y dan x bo‘yicha ikki marta hosila olinayotga-
nini bildiradi (bazan uni yx deb ham yoziladi). Uchinchi, to‘rtinchi
va hokazo wu-tartibli hosilalar ham xuddi shu singari hisoblanadi.

1- misol. x=a(l-cosO, y= a(t- sin?) bosa, topilsin.
Y e chis h.

Esint—cost—
2 2

Demak,
2asin | cos? ;_ fl(l+cosOsin?
6.3. Oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyaning yuqori ta

tibli hosilasini hisoblash. Endi oshkormas ko‘rinishda berigan
funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini hisoblash masalasini
garaylik. Biz F(x, y) = 0 ko‘rinishda (ya’ni oshkormas ko'rinishda)
berigan j =j (x) funksiyaning birinchi tartibli hosilasini hisob-
lashni bilamiz. Masalan, sin(x +y) - y= 0 ko‘rinishda berigan
y =y (x) funksiyaning birinchi tartibli y' hosilasi quyidagicha
hisoblanar edi

cos (x+y)(l+y)-y'=0.

Bu yerdan

_ cos(x+y)

l-cos(x+y)



Oshkormas ko‘rinishda berilgan y = y (x) funksiyaning yuqori
tartibli hosilalari ham odatdagi hosila hisoblash goidalari bo‘yicha
navbatma-navbat hisoblanadi. Masalan, yuqorida qaralgan
funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topaylik: ma'lumki,

_ cos(x+y)
l-cos(x+y) ’
Bundan
Y .._ -sin(x+y)(I+y){l-cos(s+jQ+cos(x+;>0} _  -sin(x+.y)
(I-cos(x+7))2 (I-cos(x+>"))3

Ikkinchi hosilaga ko ‘ra uchinchi, uchinchi hosilaga ko‘ra to‘rtin-
chi va hokazo tartibli hosilalami topish mumkin.

6.4. Yuqori tartibli differensiallar. Aytaylik, y=f(x) funksiy:
berigan x nuqgtaning biror atrofida bir marta differensiallanuvchi
bo‘sin. U holda, ma'lumki, bu funksiyaning x nugtadagi diffe-
rensiali

dy=f'{x)dx =y 'dx

bo‘lar edi. Ravshanki, dy differensial x va dx = Ax o‘zgaruvchilarga
bog'lig (Ax migdoming x ga bog‘lig emasligi bizga awaldan ma’lum).
Demak, y'—fix) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lganda, dy differensialning (x ga nisbatan) differensiali hagida
so‘z yuritishimiz mumkin. Keyingi differensialni (awalgisidan
farglash uchun) 6 harf bian belgilaymiz:

S(dy) = 8/ (x)fibe] = [/'(x)£Ix)5x =
-\_f'(x)dx + f'(x) (dx)x"8x = f"(x)dx8x,

chunki (dXjx = 0.

Ta’rif. Biror x nugtada ikki marta differensialanuvchi bo‘lgan
y=f(x) funksiyaning dy—'(x)dx differensialidan olingan d(dy)
differensialning dx = dx bo‘lgandagi giymati y —f(x) funksiyaning
x nugtadagi ikkinchi tartibli differensiali yoki ikkinchi differensiali
deb ataladi va d %/ bilan belgilanadi:

d3/ = d(dy) M = f'{x)(dx)2= y"(dx)2
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Ko'rinib turibdiki, d2 differensial x ga va dx = Ax o0‘zgaruv-
chilarga bog‘lig. Demak, y* =f""(x) funksiya x nuqtada differen-
siallanuvchi bo‘lganda, d2 differensialning (x ga nisbatan)
differensiali hagida gapirish mumekin:

8 (d2y) =8[f"(x)dx2] =[f"(x)dx2] Sx =

=J/" (P 2+7(")[(<&)2 [5X =f"(x)(dx)28x,

chunki [(92] =0

Shunday qilib, uchinchi differensialni quyidagicha ta'riflash
mumkin: ixtiyoriy tayin x nuqtada uch marta differensiallanuvchi
bo‘lgan y=f(x) funksiyaning ikkinchi differensialidan olingan
d((Py) differensialning dx = dx bo‘lgandagi qiymati y-f(x)
funksiyaning x nuqtadagi uchinchi tartibli differensiali yoki uchinchi
differensiali deb ataladi va cPy belgi bilan belgilanadi:

#y = d(d¥)\dede= """ (x)(dxy =y"" (dx)\

Xuddi ikkinchi va uchinchi differensiallar singari to‘rtinchi,
beshinchi va hokazo n- differensial tushunchalari anigla-
nadi. Ixtiyoriy tayin X nugtada n marta differensiallanuvchi bo’l-
gan y=f(x) funksiyaning (n-1)- tartibli differensialidan olingan
6(d"~¥) differensialning dx = dx bo‘lgandagi qiymati y=f(x)
funksiyaning x nuqtadagi n- tartibli differensiali yoki n- differensiali
deb ataladi va cfy bilan belgilanadi.

Har ganday n natural son uchun

dry =yXdx)n )

formula o'rinli bo‘ladi. Buni isbotlash uchun matematik induk-
siya usulini qo‘llaymiz. n=1 uchun (*) formulaning to‘g‘riligi
ma'lum:

dy =y'dx =/ l)dx.
Faraz qilaylik, c—~ly —/"“"(dx)™-1bo’lsin. d"y differensialning
ta'rifiga ko‘ra

169



d*y =5(A-A) | X =4Y " B> Ne Xy =
=[y-&>Nryg'~|.,xub =

= Iy (Xt +y 1) [(X)™Jjdbe =y<n(en,

chunki \(@x)mA}x =0. Shunday qilib, (*) formulaning har ganday

n natural son uchun to‘g‘riligi isbot gilindi.

Odatda qulaylik magsadida (dx)* 0‘miga dx* deb yoziladi (hech
vagt uni x' ning differensiali deb tushunmaslik kerak; x" ning
differensiali d(xn) ko‘rinishda yoziladi):

d"y —y (ndx". (1)
Bundan Y hosilani

Y<HL7 (n=12>) (2)

nisbat ko‘rinishda ifodalash va «y dan x bo'yicha «-hosila» deb o‘gish
imkoniyati paydo bo‘ladi.

Shuni aytishimiz lozimki, (1) va (2) formulalar n > 2 uchun
umuman aytganda, fagat x o'zgaruvchi erkli bo‘lgandagina o‘rinli
bo‘ladi. Boshgacha aytganimizda, ikkinchi differensialdan boshlab,
barcha yuqori tartibli differensiallarning shakllari invariantlik
xususiyatiga ega bo'lmaydi. Buni biz ikkinchi differensial misolida
ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, y —f(x), x =g(t) murakkab funksiya
berilgan bo'lib, y —f(x) va x —g(t) funksiyalar ikki marta
differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsin. U holda

d% = 6(dy) Jimbe=6(f"(x)dx) |deck=
= &(f(x)) Beddx +f (X)d(dx) |6a=
=f (x)dx <, dx +F (x)dx=F" (x)dx2+F"(x) dX.

Ko'rinib turibdiki, bu holda f'(x)dix go‘shimcha had paydo
bo‘ldi. Ya'ni ikkinchi differensialning x erkli bo‘lgan holidagi shakli
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buzildi. Yugorida biz «<umuman aytganda» dedik. Bu shunga ishoraki,
y —{x), x=at+b (a, b—o'zgarmas sonlar) bo‘lganda (1) va
(2) formulalar o‘z kuchini saglaydi, chunki bu holda dx —O.
Yugori tartibli differensial tushunchasi turli adabiyotlarda
turlicha bayon gilinadi. Masalan, bu tushuncha [6] da aksiomatik
usulda, [1] da induktiv usulda berilgan.
2- misol. y =sinx funksiyaning «-tartibli differensiali topilsin.
Yechish. Ma'lumki, (sinx)() =sin(x +rt?j. Demak, (1)

formulaga asosan

d"y =sin*x +n”/jdx”.

3- misol y =ax (0 <a ¢ 1) funksiyaning n- tartibli differen-
siali topilsin.
Y echish. Ma'lumki, (axyn=c\nre. Demak, (1) formulaga
asosan
d"y = ax\nmredxn

Teorema. Agar n =u(x) va v =v(x) funksiyalar biror x nug-
tada n marta differensiallanuvchi bo‘lsa, n holda Cu(C = Constj,
n £ v, uv funksiyalarning x nuqtadagi n differensiallari uchun

d"’(Cn) —Cd"u,

d”(u £v) —d"u = drv,
d’(w) =t nim (3)

formulalar o rinli bo1adi. Bu yerda va bundan keyin har doim
n(in—)...(«-0+1) =1, 0!=1 du=u, dv=v

deb hisoblaymiz.

Bu teoremaning isboti bevosita (1) formuladan va 5-
paragrafdagi (2)-(4) formulalardan kelib chigadi. (3) formula
Leybnits formulasining differensial shakli deb ataladi.

4- misol. y = e*cosx funksiyaning n- differensiali topil-
sin.
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Y e chis h. (3) formulaga asosan
dry =t (- 1H "~ dam(e*)dm(cosx) =

=g* + "(3-) -(I”-"»+D cpsfx+m’\?dxn
mo m n 2

0 ‘ZINI-0‘'ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Birinchi tartibli differensial shaklining invariantligi deb nimaga
aytiladi?

2. Differensial hisoblashning asosiy qoidalari va formulalarini aytib
bering va yozing.

3. Differensialning taqgribiy hisoblashga tatbigini ayting va misollar
keltiring.

4. Parametrik va oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalarning
hosilalari qanday hisoblanadi? Misollar keltiring.

5. Yugori tartibli hosila deb nimaga aytildi? Misollar keltiring.

6. Yugori tartibli hosilalami hisoblash goidalari va formulalarini ayting
va yozib ko‘rsating.

7. Leybnits formulasini isbotlang.

8. Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma'nosi nima?

9. Parmetrik va oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalarning yuqori
tartibli hosilalari ganday hisoblanadi? Misollar keltiring.

10. Yugqori tartibli differensial deb nimaga aytiladi?

11. lIkkinchi va undan yugqori tartibli differensiallar invariantlik xosasiga
ega-mi? Tushuntirib bering.

7- 8. DIFFERENSIALLANUVCHI FUNKSIYALAR
HAQIDAGI ASOSIY TEOREMALAR

Faraz qilaylik, y =f(x) funksiya biror X intervalda aniglan-

gan bo'lsin.

1- ta'rif. Agar biror x0G | nugtaning shunday (x0-<5, jo+

(<S0) atrofi mavjud bo‘lib, Vxe (x0-<5, xQ nuqtada /(x) </(x0
if(x) >f(xn) va WXE (x0 x0+ (3) nugtada/(x) >f(x0Q(f(x) </(x0
tengsizliklar bajarilsa, bu holda y =/ (x) funksiya X0 nugtada o sadi
(kamayadi) deyiladi (57-, 58- rasmlar).
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Teorema. Agar/ (x) funksiya
X0 nugtada differensiallanuvchi va
/'(x0) >0(/Xx0) <0) bo‘lsa, u
holda bufunksiya X0 nugtada o Sadi
(kamayadi).

Isboti. Shart bo‘yicha

f(x0) :Il_rl]1 m; kPO

chekli limit mavjud. Demak,
funksiya limitining Koshi bo‘yicha
ta'rifiga asosan Ve >0 son uchun
shunday @ 8=<%e) >0 son
topiladiki, 0 < |x - x01<<§ shartni
ganoatlantiruvchi Vx nugtada
/(0 ) (o) <£

X~X0

bo‘ladi. Bu tengsizlik quyidagi go‘sh
tengsizlikka teng kuchli:

f(x0)-e< f(x) fp<0) <

</'(x0) +e. (1)

Shartga ko‘ra/'(*0Q >0 (f'(x0 <0) bo‘lganligi sababli, e sonni
shunday tanlaymizki, e <f '(xQ(e <-/'("0) bo'lsin. U holda (1)
tengsizliklarning chap (o‘ng) tomonidan

F et >0 {7 1))

tengsizlikni  hosil gilamiz. Bu tengsizlikdan ko'rinib turibdiki,
Vxe (x0- &§ x0 nuqtada /7(x) </(x0 </(x) >/(x0) va
Vxe (X0 x0+<§ nuqtada/(x) >/(xQ (f(x) </(x0) tengsizlik
bajariladi. Bu esa 1- ta'rifga ko‘ray =/(x) funksiyaning x0nuqgtada

57- rasm.

o'sishini (kamayishini) bildiradi. Teorema isbot gilindi.
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1- misol. /(jc) =VI +x2 funksiya x = 1 nugtada o'sadimi yc
kamayadimi? g(x) =ex funksiya-chi?
Yechish. a)l-usul. Hosila ta'rifiga ko‘ra

/') =lim -~7~ =lim
T4i X -1

=l -2l = L =~r>0.
> 22 N 2

2- usul Hosila hisoblash goidasiga ko‘ra

/'w =7IN =/<D)=" >0-

Demak, yuqoridagi teoremaga ko‘ra /(x) funksiya x = 1 nug-
tada o‘sadi.
b) 1- usul Hosila ta'rifiga ko‘ra

w x=1 X1 x—4 i_x2

=-*Ine =--<0 (e=2718.)
e e

2- usul. Hosila hisoblash goidasiga ko‘ra
g'(*) =e”2(-2x) =>g'(l) =-2e~1 =-- <0,

Demak, g(x) funksiya x = 1 nugtada kamayadi.

Aytaylik, / (x) funksiya X intervalda aniglangan bo‘lsin.

2- ta'rif. Agar x@X nugtaning shunday (x0- d, x(+d) atr
fi mavjud bo'lib, bu atrofga tegishli bo‘lgan har bir x nuqtada
/(X)</(xQ ((x)>/(xQ) bo'lsa, /(x) funksiya x0 nugtada lokal
maksimumga (lokal minimumga) ega deyiladi (59, a, b- rasm)).

Bu yerdagi x0 nuqgta /(x) funksiyaga lokal maksimum (lokal
minimum) beradigan nugta, /(x0Q qiymat esa /(x) funksiyaning
lokal maksimumi (lokal minimumi) deb ataladi.

Funksiyaning lokal maksimumi va lokal minimumi bitta nom
bilan funksiyaning lokal ekstremumi deyiladi.
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Endi fransuz matematigi va
hugugshunosi Per Ferma (1601—
1665) ga mansub bo‘lgan quyidagi
teoremani isbot gilamiz.

Ferma teoremasi. Agar
X0 nuqtada differensiallanuvchi
bofigan fix) funksiya shu nugtada
lokal ekstremumga ega bo‘lsa, u
holda /'(xQ =0 bo‘ladi. O Xg8 X0 ntE X
Isboti. Shart bo‘yicha

y=fi*)

a)
chekli hosila mavjud. Demak,
£'Cyr 0= Jlim, /0. (2)
flixo+0) = . ., ()
b)
bir tomonli hosilalar mavjud va 59- rasm.
/'(x0-0)=/'(x0, 7' (x0+0)=/"(x0. (4)

Yana teoremaning sharti bo‘yicha f(x) funksiya x0 nuqtada
lokal maksimumga (lokal minimumga) ega, ya'ni x0 nuqtaning
shunday atrofi mavjudki, bu atrofga tegishli bo'lgan har ganday x
nuqtada quyidagi tengsizlik o‘rinli:

fix) </(xQ (f(x) >/(x0). (5)

Demak, (5) tengsizlikka ko‘ra (2) va (3) ifodalardan
/'(x0- 0)>0vaf'(x™0) <O~"'L- 0) <0va/'(x0+ 0) >0) teng-
sizliklar hosil bo‘ladi. Shunday qilib, (4) tengliklardan bir vaqgtning
o‘zida/'(xQ >0 vaf ’ix() <0 bo'lishi kelib chigadi. Bu esa/'(xQ =0
bo'lishini bildiradi. Teorema isbot gilindi.
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I Geometrik nuqtai nazar-
dan, Ferma teoremasini quyida-
gicha ifodalash mumkin: agar
y =f(x) funksiyaning grafigiga

Afofpb)) A(xQ,/ (x0) nugtada urinma mavjud
bo'lib, /(x) funksiya x0 nuqgtada

ro lokal ekstremumga ega bo‘lsa, u
y~f(x) h . :
holda bu urinma abssissalar o‘giga
parallel bo‘ladi (60- rasm).

X' Endi fransuz matematigi

M. Rollning (1652-1719) hosila

60- rasm. funksiyaning nuli  hagidagi
teoremasi bilan tanishamiz.

Roll teoremasi. Agarf(x) funksiya [a, b\ segmentda uz-
luksiz va {a, b) oraligda differensiallanuvchi bo‘lib, f{a) =f(b)
shartni ganoatlantirsa, n holda (a, b) oraligda kamida bitta shun-
day £ nuqgta topiladiki, /'(£) =0 bo‘ladi.

Isboti. Qaralayotgan/(x) funksiya [a, b\ segmentdauzliksiz
boflganligi sababli, Veyershtrassning birinchi teoremasiga binoan
bu funksiya shu segmentda chegaralangan bo‘ladi. Demak, aniq
chegara prinsipiga ko ta

0 x

M = sup f(x),

X€[a,b)

aniq chegaralar mavjud.

Bu yerda ikkita holat bo‘lishi mumkin: h)M=m\ 2) M >m
Bu holatlami alohida-alohida garaymiz:

1 Aytaylik, M =m bo‘lsin. Bu holda, ravshanki, 7 (jo =
=M =m= Const(a <x <b) bo‘ladi. Demak, Vxe [a, b] nugtada
/'(x) =0 tenglik bajariladi. Shunday gilib, mazkur holatda/'(*) =0
shartni ganoatlantiruvchi i nugta sifatida istalgan x e (a, b) nugtani
olish mumkin.

2. Faraz qilaylik, M> m bo'‘lsin. Bu holda, ravshanki,
f(a) =f(b) < Mvaf(a)—f(b) >m munosabatlaming kamida bittasi
o‘rinli bo‘ladi. Aniglik uchun f(a)=f(b) <M deylik. U holda,
/(x) funksiya [a, b\ segmentda uzluksiz bo‘lganligi sababli,
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Veyershtrassning ikkinchi teore-
masiga binoan kamida bitta shunday
££ (a, b) nuqgta topiladiki,
M=/(£) (bunda £* a, b bo‘lishi
ravshan, chunki f(a)=f(b)<
< M) bo'ladi, ya'ni /(x) funksiya
£ nuqgtada lokal maksimumga ega
bo‘ladi (61-rasm). Bundan
tashqari, shart bo‘yicha /(x)
funksiya £ nuqtada differen-
siallanuvchi. Demak, bu holda,
Ferma teoremasiga ko'‘ra
/'(1) =0 bo'ladi. Teorema isbot
qgilindi.
Geometrik nuqtai na-
zardan, Roll teoremasini quyi-
dagicha ifodalash mumkin: agar
/(x) funksiya [a, b\ kesmada
uzluksiz, (a, b) oraligda diffe-
rensiallanuvchi va f(a)=f(b)
bo‘lsa, u holda bu funksiya
grafigida kamida bitta shunday A
nugta topiladiki, bu nugta orgali
y =f(x) funksiya grafigiga
o‘tkazilgan urinma abssissalar o‘qiga parallel bo‘ladi (62- rasm).
2- misol. Ushbu y = 43kCfunksiya hosilasining [0; n] segme
dagi nullari topilsin.
Y echish. y =4gr funksiya [0; n] segmentda differen-
siallanuvchi:
/(x) =4dI cosxeIlnd (0 <x <n).

Demak, bu funksiya [0; n\ segmentda uzluksiz. Bundan
tashgari, y(0) =y(n) = 1 U holda Roll teoremasiga asosan shunday
£49 (0; n) nugta mavjudki, /(£) =0, ya'ni

/(£) =447'c0s§ *Ind4 =0 =>cos E=0.
Bundan [=~»

Eslatma. Roll teoremasida/ (x) funksiyaga go‘yilgan har uchala
shartning har biri muhim ahamiyatga ega. Buni biz misollar orgali
tushuntirib beramiz. Masalan, ushbu
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x (0 <X <1),

/(=1 (x =1)

X)) KM (-1 <x<1), mx=x(0<x<1)

funksiyalarni qaraylik. Ravshanki, f(x) funksiya uchun Roll
teoremasining birinchi shartidan boshga hamma shartlari, g(x)
funksiya uchun ikkinchi shartidan boshga hamma shartlari, ip(x)
funksiya uchun esa uchinchi shartidan boshga hamma shartlari
bajariladi (63- rasm).

Y
NIRRT

X 0

Hech qiyinchiliksiz tekshirish mumkinki, f(x), g(x), ip(x)
funksiyalarning hech biri uchun Roll teoremasining xulosasi o‘rinli
bo‘lmaydi.

Endi fransuz matematigi va mexanigi J.L. Lagranjning
(1736—1813) o‘rta giymat hagidagi teoremasi bilan tanishaylik.

Lagranj teoremasi. Agarf(x) funksiya [a, b\ segmentda
uzluksiz va {a, b) oraliqda differensiallanuvchi bo‘lsa, n holda
kamida bitta shunday £ G (a, b) nugta topiladiki,

f(b) —f(a) =f"(B)(b —a) (a<g <h)

bo‘ladi. Bu formula amalda ko‘pincha 4/=/'(E£)1x (A/=/(jt) -
-f(x0, Ax=x-x0 £=x0+8B * Ax (0<6<1)) ko‘rinishda
go‘llanilgani uchun u Lagranjning chekli orttirmalarformulasi deb
ataladi.

Isboti. Quyidagi yordamchi funksiyani garaymiz:
9(x) =f(x) - f(a) - ~Pa{a) (x - a).

Ravshanki, g(x) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz, (a, b)
oraligda differensiallanuvchi va g(a) =g(b) =0. Demak, Roll
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teoremasiga ko‘ra kamida bitta shunday ££ (a, b) nuqta topiladiki,
bo‘ladi. Endi g'(£) ni topamiz:

g'x) =f'(x) - <x <b)

bo'lgani uchun

Bu yerda g'(§8) =0 ekanini e’tiborga olsak,

yoki f(b) -f(a) =f'(t)(b-a) (a <£<b) tenglik hosil bo‘ladi.
Teorema isbot qilindi.

Nihoyat, Lagranj teoremasining umumiy holi bo‘lgan Koshi
teoremasi bilan tanishamiz.

Koshi teoremasi. Agarfix) va g(x) funksiyalar [a, b\
segmentda uzluksiz va (a, b) oraligda differensiallanuvchi bo‘lsa, n
holda kamida bitta shunday £ E (a, b) nuqgta topiladiki,

{fib) -f{a))g’{Z) = (9(b) - g{a)f{")

formula o'finli boladi. Bu formula chekli orttirmalar formulasining
umumlashgan shakli deyiladi. Xususan, agar hech bir x£ (a, b)
nuqgtada g'(x) funksiya nulga teng bo‘lmasa, bu holda

m-m _ /()

gb)yo@) ~gE) @ <P
formula o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. Ushbu

x) = (a(b) - g{a))f(x) - (H{b) -f(a))g{x)

yordamchi funksiyani garaymiz. Ravshanki, bu funksiya [a, b]
segmentda uzluksiz va (a, b) oraligda differensiallanuvchi hamda
rp@@) =\p(b) =fia)gib) -f(b)g{a) tenglik o‘rinli. Demak, Roll
teoremasiga ko‘ra kamida bitta shunday £e ia, b) nugta mavjudki,
m{E) =0 bo‘ladi. Ko'rinib turibdiki, Vxe {a, b) uchun

Ipix) = (gib) - gia))fix) - {fib) -f{a))g’ix).
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Xususan, x=£ £ (a, b) nugtada rp'(g) = {g(b) - g(a))f(g) -
- (fib) - f(a))g’(g). Demak, ip‘'(g) =0 tenglikni hisobga olsak,
(9(b) - g(a))f'{g) = ({b) -f(a))g'(g9) (a<g< b) bo'ladi. Agar
Vxe (a, b) nugtada g'(x) ¢ 0 bo‘lsa, bu holda yugoridagi
formuladan

W =4l <o

formula kelib chigadi. Teorema isbot gilindi.
Eslatma. Koshi teoremasida g(x) =x desak, undan Lagranj
teoremasi kelib chigadi.

8- 8. LOPITAL QOIDASI

Biz bu yerda hosilaning limit hisoblashga tatbigini, aniqrog'i
anigmaslikni ochishning Lopital qoidasi (G. Lopital (1661—1704) —
fransuz matematigi) deb ataladigan maxsus usuli bilan tanishamiz.

Ushbu jj-(yoki  ko‘rinishdagi anigmaslikni ochishning Lopital
qoidasi quyidagi teoremaga asoslanadi:
Bernulli-Lopital teoremasi. Agar f[x) va g(x) funksiyalar
a (a —chekli yoki 00) nugtaning biror us(a) atrofida aniglangan
va differensiallanuvchi ig'ix) dp0) bofib,
Ixi_r)gf(x) :Ixi_mg(x) =0 \(Ixig;fix) :Ixi_[gg(x) :°q\

hamda chekli yoki cheksiz b =lim J(x) limit mayjud bo'lsa, u holda

(x)
funksiya a nugtada limitga ega, shu bilan birga

I|m’\Y —Ilm’\T’\r

x-*a g ( x~>a ¢ (x)

tenglik o¥inli bofadi.
Isboti. a) Aytaylik, aSR bo‘lsin. ia) = g{a) =0 deb olamiz.
U holda shartga ko‘ra
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lim fix) =f(a) ea limg(x) = g(a),

ya'ni f(x) va gix) funksiyalar a nugtada uzluksiz bo‘ladi. Agar
ixtiyoriy xeUs(a) nuqgtani tanlasak, u holda, Koshining o‘rta
giymat hagidagi teoremasiga ko‘ra, a wax nuqtalar orasida shunday
£ nugta topiladiki (64- rasm),

a-b a N x a+6 X

64- rasm.

f(x)-f(a) _m)
g(x)-g(d) g'(4)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda /7 (a) = g(a) = 0 ekanini e’tiborga
olsak,

%&5 :lg'w N=a+e(x-a), 0<0<1)

tenglik hosil bo‘ladi. Bundan, Ii_[n%:a ekanini nazarga olib,

i, -
tenglikka ega bo‘lamiz. Shart bo‘yicha bu tenglikning o‘ng tomoni
mavjud bo‘lganligi sababli, uning chap tomoni ham mavjud.

Shunday qilib, a-chekli va Ixi[p/(x) :L@g(x) =0 bo‘lgan
holatda Bemulli-Lopital teoremasi isbot gilindi.

b) Endi bu teoremani a—oq lim/(x) =limg(x) =0 holatda
isbot gilamiz. Aytaylik, 7 (i) va gix) funksiyalar a = o «nuqta»ning
biror 1f (00 =jx: [§>i] atrofida aniglangan va differensiallanuvchi
bo'lib, limfix) =limg(x) =0 bo‘lsin. Bundan tashqari, chekli yoki
cheksiz
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b=\\T
*=>* g (*)

limit mavjud bo‘lsin. Bu holda t =—almashtirishni bajarsak, U, (*°)

X S

atrof ns{Q ={t:o<W<s} atrofga o‘tadi (65- rasm).

VAN , 1 V//////////88
4 ° L X - 56
5 S
65- rasm.

f(x) va g(x) funksiyalar esa Us(0) to‘plamda aniglangan va

differensiallanuvchi /z0=/jj-j va y/(t) = funksiyalarga o‘tadi.
Bundan tashgari, shart bo‘yicha ushbu (chekli yoki cheksiz)

Nt =iim -yX —#=tim-UJ=lim~m =b
/>0 N *x7 g W

W
[imit  mavjud hamda >_imh(t) :Iim/U1]: lim/(jt) =0,
limy/-(0 :Iim’\('{ )|:Ixi_mg(x) =0.

Demak, a) bandda isbot gilinganiga ko‘ra ~  funksiya t—0
nuqtada limit giymatga ega, shu bilan birga

Iim)’/\(}() =lim =
tenglik o‘rinli. Bu yerda /=i, h(t)=f(x), y(t) =g(x), h'(t) =

=/ W, - Bvw)= ekanini e’tiborga olsak,

90 x>-g'(x)
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boladi. Shunday qilib, bu holatda ham Bemulli-Lopital teoremasi
isbot qilindi.

d) Aytaylik, Ixiga]/(x) :IXiLnag(x) = (aER) bo'lsin. Bu holda,
avvalgidagidek, f(x) va g(x) funksiyalarning x= a
nuqtadagi uzluksizligini tiklay olmaymiz. Shuning uchun bu yerda
awalgidan boshgacha yo‘l tutamiz. Ravshanki, U(a) = UXa) —
(a-n, a+ (5 ($>0). Agar xQ=a £ (0 <D< deb, ixtiyoriy
x<=U%(a) Nnugtani olsak, teoremaning shartiga binoan s (x) va g(x)
funksiyalar [x, x(@ yoki [x0 x] kesmada Koshining o‘rta giymat
hagidagi teoremasining barcha shartlarini ganoatlan-
tiradi. Bu teoremaga ko‘ra x va xOnugtalar orasida shunday § nugta
topiladiki,

f(x)-f(xOf /) .
9(9-9x0 ~ g ®)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Xuddi mana shu yerdan boshlab, bER va
b—a holatlami alohida-alohida garaymiz:
1) bER bolsin. (*) tenglikdan

b %) . f(xo o*o) /
M P-BB 0+ %94

deb yozib olamiz. Hagigiy son modulining xossasiga ko‘ra

RO i ®
boladi. Teoremaning sharti bo‘yicha &Lg&g.(x) =b chekli limit
mavjud. Demak, agar  ni ixtiyoriy musbat son desak, funksiya
limitining Koshi bo‘yicha ta’rifiga asosan f son uchun shunday
&= j>o0 son topiladiki, VxGUd(a nuqtada {ggb s
tengsizlik bajariladi. Agarda x0EU3 (@) (ya'ni 9<6,) deb tanlasak

bu holda g&Ug (a) boladi va demak,

n e
Db g @)
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tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Ravshanki,
e> fw _b>/%
gw *(«
Bundan

/(9 <|4+i += fc

94) ®

tengsizlik kelib chigadi. Shart bo‘yicha limg(x) =* bo‘lganligi
sababli, lim gm)_o va L@%&>—O- Demak, limitning ta'rifiga
ko‘ra, yuqorida tayinlangan e >0 son uchun shunday
A2=6Je) >0 son topiladiki, Vxe Us (a) nuqtada

*0
% o ay W @

tengsizliklar bajariladi.
Endi 6* =min (d0 d2 deb belgilaymiz. U holda ravshanki,

Vxe Us*(a) nugtada (2), (3) va (4) tengsizliklaming hammasi
o‘rinli bo‘ladi. Shunday qilib, Vxe&« (a) nuqgtada (1)
tengsizlikdan quyidagini hosil gilamiz:

fix) _p
0ix) 3 3 3Ji(+7 3
Bu esa funksiyaning x —a nuqtada limitga ega ekanini,

shu bilan birga

T, Y == 1AT4H
tengliklarning o‘rinli bo‘lishini bildiradi. Demak, lim/(jc) =

=limg(x) =00 (bER) holda ham teorema ishot gilindi.
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2) b= o» ya'ni lim %) =°° bolsin. Bu holda ixtiyoriy yetarli

katta £>0 son berilganda ham IE son uchun shunday
A, =aXE)> 0 son topiladiki, \WxeU3{a) nuqtada ushbu

ggg >2E tengsizlik bajariladi. Agar xQ&tjs, (a) (ya’ni xQ—a = dg

0<d0o<<&) deb olsak, bu holda £e U3 (a) boladi, demak,

fW >op
*(s) (5)
boladi. Endi (*) tenglikdan quyidagini hosil gilamiz:
g9
f{x) _ fit) gix)
g(x) gjsS) m A*oT
fix)

Bu yerda, lim/(x) =limg(x) =« shartga ko‘ra \/xeUs (a)
nuqtada /(x)*0, g(x) O bo‘lishi va x0=a+60 deb
tanlanganligidan f(x) * f(x0 bo‘lishi ravshan.
limf(x) =limg(x) =- bolgani uchun

I g(xp)

lim- # 1 =1
XeeTLLILL
fix)

Demak, funksiya limitining Koshi bo‘yicha ta’rifiga bgnoan
e =I/2 son uchun shunday d4>0 son mavjudki, VxeUSi(a)
nuqtada

I-£i™o
I g(x)) 1
<2

fix)

tengsizlik o‘rinli boladi. U holda hagigiy son modulining xossasiga
ko‘ra
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. g(*0) I g(*o) ~ | £(%)

9(x) 1. 1 .o>1 1L Six)
1 fiXpi 1fix3) >"-T-T ©)
fix) fix) fix)

bo‘ladi. Agar bu yerda d* =mn(<50 <&) desak, Vxe Us, (a)
nuqtada (5) va (6) tengsizliklar ?ir vagtda o‘rinli bo‘ladi va (**)
tenglikdan Vxe Us, (a) nugtada ;'();)) E tengsizlikning bajarilishi
kelib chigadi. Bu esa, ta'rifga ko'ra lim fgié‘(g, — « ekanini bildiradi.
Demak, lx"l!/(x) :Li@g(x) a? f)—eo holda teorema isbot gilindi.

e) lim/(x) =limg(x) =@ bofASin. x=- almashtirishni
bajarsak, nn°°) = =j* : | >i-J atrof Us(0) atrofga, f(x) va g(x)
funksiyalar esa Us (0) to‘plamda aniglangan va differensiallanuvchi
h(t) = va y/(t) =g”jj funksiyalarga Up'(t) ®0) o‘tadi. Bundan
tashqgari, teoremaning shartiga asosan

lim =lim  =b
/>0 y/ (0  *>-gix)

(chekli yoki cheksiz) limit mavjud hamda limn(t) =lim/(x) =
lim =limgix) =«. Demak, d) bandda isbot gilinganiga ko‘ra
funksiya ©0= 0 nugtada limitga ega, shu bilan birga

155 =y o
tenglik o‘rinli.  Bu yerda /=1, h(t) =f(x),y/(t) =g(x),
h(t) = va y/'(t) = | ekanini e’tiborga olsak,
lim gix) g'ix)
bo‘ladi. Shunday qilib, lim/(x) =limg(x) == holda ham teorema
isbot qilindi.
Teorema to‘la isbotlandi.
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1- eslatma. Bemulli-Lopital teoremasi (mos o‘zgartirish
bilan) x->a+0 (yoki x->tf-0) da ham, x-*+co (yoki x->-00)
da ham o'rinli boladi.

Anigmaslikni ochishning

!(I-Il; Ig_;%() XVIIa g (x)
tenglikka asoslangan usuli adabiyotlarda Lopital qoidasi deb yuritiladi.
Ayrim manbalarda ko‘rsatilishicha bu qoida G.F. Lopitalgacha
shveysariya matematigi logan Bernulli (1667—1748)ga malum
bolgan. Shuning uchun biz yugorida isbot gilingan teoremani
Bemulli-Lopital teoremasi deb aytishni lozim topdik.
1- misol. Ushbu

lim ~te*~
X0 x-sinx (0

limit Lopital qoidasi bo‘yicha hisoblansin.

Y e chis h.
1 -i
limJE zi. =lim 9°’\n- =lim iti =ill =2
X->0 X-SMX x>0 [-cosx x>0 €0s2 X 1
2- misol. Ushbu
lim— (£>0) I-
limit Lopital qoidasi bo‘yicha hisoblansin.
Y echish.
lim— =lim—2—=—im—=0 (£>0)
2- eslatma. Agar f'(x) va g'(x) hosila funksiyalar Bemul

Lopital teoremasidagi /(x) va g(x) funksiyalar uchun bajarilgan
barcha shartlarni ganoatlantirsa, bu holda Lopital goidasidan
takroran foydalanish mumkin:

. Ayl
I g0 =MD G0 =M g o -
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3- misol. Ushbu

l-cosx f0%)
X0 loj
limit Lopital qoidasi bo'yicha hisoblansin.
Yechish:
lim = Hm =iim ££EE£ =i .
X-»0 32 X->0 2X X—»0 2 a

3- eslatma. Qolgan barcha anigmasliklar mos almashtirishlar
yordamida yo T yoki o anigmaslikka keltirilib, so'ngra Lopital
goidasini go'llash yo‘li bilan ochiladi.

4- misol. Ushbu XI_i»[gx“Inx (a>0) (0-«) limit Lopital
qoidasi bo‘yicha hisoblansin.

Yechish:

limxalnx =lim— —I|m—-—:-1 limxa=0 (a=>0).

X->+0 X —»+0 X —»+0 —{xx~a ~

4- eslatma. Lopital goidasi limit hisoblashning qulay us

bolgani bilan uning ba’zi kamchiliklari ham bor. Masalan, Ixiggg,(x)
limit mavjud bo‘lmasa ham lim””- mavjud bo‘lishi mumkin. Buni
bitta misol orqgali ko'rsatish kifoya. Aytaylik, fix) =x2cos”,
g(x) =sinx bo‘lsin. Bu holda

lim F/ —IlmZX—C-%Yf—S—'DY
x-»0 g {X) x-»0 COs*

limit mavjud emas (chunki limsini mavjud emas). Biroq
mavjud, anigrog‘i



[N

0 ‘ZINI-0'ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

Funksiyaning nuqtada o'sishini (kamayishini) ta'riflang.

2. Nugtada musbat (manfiy) ishorali hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning
shu nuqtada o‘sishini (kamayishini) isbotlang.

3. Funksiyaning nuqtadagi lokal minimumi (lokal maksimumi) deb
nimaga aytiladi? Ular bitta nom bilan ganday ataladi?

4. Nugtada lokal ekstremumga ega bo‘lgan funksiya shu nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, uning shu nuqtadagi hosilasini nulga
teng bo'‘lishini (Ferma teoremasi) isbotlang.

5. Roll teoremasini isbotlang.

6. Lagranj va Koshi teoremalarini isbotlang.

7. Lopital qoidasi nima? Misollar keltiring.

8. Lonital goidasi qulay bo‘lgani bilan bir gatorda ganday kamchilikka

ega?

9- §. TEYLOR FORMULASI

Matematik analizning asosiy formulalaridan biri ingliz
matematigi Bruk Teylor (1685—1731) tomonidan kashf gilingan
Teylor formulasidir. Bu formula ma’lum shartlami ganoatlantiruvchi
funksiyani Teylor ko‘phadi deb ataladigan maxsus ko‘rinishdagi

algebraik ko‘phad orqali tagribiy (yoki asimptotik) ifodalaydi.

9.1. Ko‘phad uchun Teylor formulasi. Faraz gilaylik.

Pn(x) =a0+ax + .. +anx"-1+ax' (a* 0)

(1)

«-darajali algebraik ko‘phad berilgan bo‘lsin. Bu ko‘phadni ketma-

ket n marta differensiallaymiz:

P"4x) =a, +2a2 +3a}x2+... +(n- Van Ixn2+na,xH,
R¥X) =2a2+2 +3ax +... +(n-1)(N- 24, n"™3+n(N-1)arx"2,

PA\X) =(n- )(n- 2)...3+2a,,, +n(N- H(n- 2)..,3 «2arx,
PX) =n(n- )(u- 2)...3¢2+1 an=n\3,,

(1) va (2) ifodalarda x= 0 desak,

0=P,(0), ak= ~ - (k=\2,...n)

bo‘ladi. Bulami (1) ifodaga qo‘yib, quyidagiga ega bo‘lamiz:
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bu yerda P'a(0) =pr,(0), 0'=1

Ravshanki, (1) va (3) ifodalar bir-biridan fagatgina koef-
fitsiyentlarining yozilishi bilan farg giladi.

Endi faraz qilaylik, xO ixtiyoriy haqigiy son bo‘lsin. (1)
ko‘rinishda berilgan Pr{x) algebraik ko‘phadni

pNIx) = ()

ko‘rinishda ifodalash masalasini garaymiz. Bu yerdagi a0, av av
av .., anlar hozircha noma’lum bo‘lgan o‘zgarmas haqiqiy sonlar.
(*) ifodada x-x0=t almashtirishni bajarsak, P(x) =
= Pn(x0+ i) = Q(t) va QJt) :iéa'jt bo'lib, (3) formulaga asosan

blo  k\

bo‘ladi. Bunda Qn(t) =i>,,(x),Qf(0) =Pik)(x0)(k =0,1,2,..,») vax-
x =t ekanini e’tiborga olsak,

formulani hosil gilamiz. Bu formula ko phad uchun Teylorformulasi
deb ataladi.

1- misol. Ushbu PAx) =x4+ 1 ikkihad xC=I nuqta atrofida
Teylor formulasi bo‘yicha yoyilsin.

Yechish. Berilgan ikkihadni ketma-ket to‘rt marta
differensiallaymiz:

PAX) =4x\ PF\X) =I12x\ i>@)(x) = 24x, PAx) =24 .

Bu yerdagi x lar o‘rniga x —0= 1 giymatni go‘ysak,

iSO =4, i>) =12, /43)(1) =24, PA4)(1) =24
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bo‘ladi. Demak, /A1) =2 ekanini e’tiborga olsak, (4) formuladan
X4+ 1=2+4(x- 1) +6(x- 1)2+4(x- 1)3+(x- )4
yoyilmani hosil gilamiz.

9.2. Ixtiyoriy funksiya uchun Teylor formulasi. X0 nugtanir

biror atrofida aniglangan va xOnugtada n marta differensiallanuvchi
bo‘lgan ixtiyoriy /(x) funksiya uchun (4) algebraik ko‘phadga
0‘xshash

7>(x;x0) =E f%;( X -x @ 5)

maxsus algebraik ko‘phadni tuzish mumkin. Bunday ko‘phad har
bir /(x) funksiya uchun yagona bo‘lib, unga /(x) funksiyaning
Teylor ko phadi deyiladi. Masalan,

r,n*0) =£ a>~""-\ (5"

M1 (2m 1)
Hagigatan, /7 (x) =sinx, x0=0 deylik. U holda
fiK(x) =sin|x +£yj (k =0,1,2
Bundan
/w (0) =sink~ = (k=2m-I),
2 [0 (fc=2m), (me#)

tengliklar kelib chiqadi. Bularni (5) ga qo‘ysak, (5') hosil
boladi.

Quyidagi asosiy teorema o‘rinli:

Teylor teoremasi. Agar fix) funksiya X0 nugtaning biror
Ud(x0) = (XO-<5, x0+d) id >0) atrofida aniglangan bo‘lib, shu
atrofda (n+\)-tartibli hosilaga ega bo‘lsa, n holda x0 va
xeUs(x ) nugtalar orasida yotuvchi shunday | nugta topiladiki,
VxeUjxa) uchun
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formula o'rinli bo1adi. Bu yerda n—ixtiyoriy tayin natural son;
p—ixtiyoriy musbat son. (6) formula / funksiya uchun (markazi
xn nugtada joylashgan, (n+l)-hadidan keyingi qoldig‘i umumiy
shaklda (yoki Shlemilx—Rosh shaklida)gi Teylorformulasi deyiladi.

Isboti. /(x) funksiya Ua(x( atrofda aniglangan va x0nuqtada
n marta differensiallanuvchi bo'lganligi sababli, yugorida aytganimizga
ko‘ra, bu funksiya uchun

T (X; X0) = - Xgk

0 k\ \

ko‘phad mavjud bo'lib, ¥Yxe Ug(xf) uchun
f(x) = Tix] x§ + Rn(x)

tenglik o‘rinli bo'ladi, ya'ni Vx g Us(x0) nuqtada f(x) miqdor
R,H(x) xatolik bilan T (x; xQ miqgdorga teng bo‘ladi. Bundan

R.A(X) =f(x) - T (x; x0.

Endi R,H(x) goldig uchun (6) ifodaning o'rinli bo‘lishini
ko‘rsatamiz. Aytaylik, xGU g(x0) nuqgta ixtiyoriy tayin nugta bo‘lsin.
Aniglik uchun, xG(x0 x0+ <§ deylik. [x0 x] segmentda aniglangan

g(0 =f(x) - T (X - (x- tyQ*(x)
yordamchi funksiyani garaymiz. Bu yerda

(x-x"Y k=0k\

Ravshanki, g(t) funksiya [x0 X] segmentda differensiallanuvchi
va g(x0 =g(x) =0, ya'ni g(t) funksiya [x0, Xx] segmentda Roll
teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi. Demak, Roll
teoremasiga ko‘ra shunday |G(x0 x) nuqta topiladiki, g'(€)=0
bo'ladi. g'(t) hosilani topamiz:
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g\t) ={f(x) - T (x,t) - (x-t) pQ* (X))t =
n
= - X iy (FiktI\O)(x-t)k+ Z K\DK(x-t)k- 1(-1)) +

+p(x- ty~1Q*(x) == | LM (x- tk+

HTU T X" AL+px~DPHQ*(>=

=~ AW (0/Y_~x1 _ /X0 /
K|71(|V<V- yK_}l_ r?]\>(1x_ly

+HH S r(*“tkt+p(x ~HPHQ *(xX) =
= _ty +p(x- ty-1Q*(x),

yam

g\t) =-N-N - (x - n+p(x- ty 1Q*(X).
Bu yerda, /=£ desak,

84) = (*-£)" +p(x - O"™1Q*ix)
boladi. Bundan, g'(]) =0 ekanini e’tiborga olib,

Q*ix) =f(m )ix-%y-p#
ifodani hosil gilamiz. Ma’lumki,
Q*jx)= Sst'¥)..
(x-w)p

Demak,

1)y

A,4(x) =Q*(x)(x-xoy = (X- zf-p* (x-XoY
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Ushbu xe(x0-<3, x0 holda ham AnH(x) uchun xuddi
shunday ifoda keltirib chigariladi.
Shunday qilib,

f(X) :+E0f %> (X -x0)k + f (rrll-{:;))(l) XX-_XSO (X_$).n+l

(@—x0+0(x-x09, 0<B<1). Bu yerdagi B migdor, umuman
aytganda, n, p vax larga bog‘liq; £ nugta x(Jva x nugtalar orasida
joylashganligi sababli

Xz
ifoda har ganday p >0 giymatda aniglangan. Teorema isbot gilindi.
9.3. Qoldiq hadning Lagranj va Koshi shakllari. Teyl

formulasini qo’‘llashdagi asosiy giyinchiliklardan biri uning Rn[,(x)
goldig‘ini baholashdir. Shu magsadda qoldigning Lagranj va Koshi
shakllari keltirib chigarilgan. Awal goldigning Lagranj shakli bilan
tanishaylik. Ushbu

/
f n\p(l) [;(—_);o (X_&n+| (7)
umumiy ifodada p = n+ 1 deymiz. U holda

x—] = (x —x0 (1—0) (0<0<1)
ekanini e’tiborga olib,

(O<0< )

ifodaga ega bo‘lamiz. Bu ifoda qoldiq hadning Lagranj shakli deb
ataladi.

Endi goldigning Koshi shaklini keltirib chigaramiz. Buning
uchun (7) ifodada p = 1 deymiz. U holda,

£=(x-x0(l - B) (0<9<1])
tenglikka ko'ra,
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R(x)= 1 Gollyx) (| - Yopé (0<6<])

bo'ladi. Bu ifoda goldigning Koshi shakli deyiladi. Qoldigning Lagranj
va Koshi shakllari (7) ifodadan p parametming turli giymatlarida
hosil bo‘lganligi tufayli, ulardagi B ning giymatlari, umuman
aytganda, turlicha bo‘ladi. Qoldigning Lagranj va Koshi shakllari
odatda f(x) funksiyaning u yoki bu tayin x nuqtadagi giymatini
taqribiy hisoblashda qo‘llaniladi. Ayrim hollarda qoldigning Koshi
shakli uning Lagranj shaldiga garaganda ma’lum afzallikka ega boladi.
Buni biz kelgusi paragrafda garaymiz.

10- §. QOLDIQ HADNI BAHOLASH.
AYRIM ELEMENTAR FUNKSIYALARNI
MAKLOREN FORMYLASI BO'YICHA YOYISH

10.1. Qoldiq hadning Peano shakli. Matematik analiz va unir
tatbiglarida shunday masalalar uchraydiki, ularga Teylor formulasini
go‘llaganda, bizni qoldig hadning son giymati emas, balki uning
x-»x0 da (x-x( cheksiz kichik funksiyaga nisbatan) cheksiz kichiklik
tartibi gizigtiradi. Bunday masalalarda qoldiq hadning Peano shakli
(Juzeppe Peano (1858—1932) —italyan matematigi) qo'‘llaniladi.

Quyidagi teorema o‘rinli:

1- teorema (Peano). Agarf(x) funksiya X0 nugtaning bir
W(x0) atrofida aniglangan bo‘lib, shu atrofda (n-1)- tartibli
hosilaga va X0 nugtada n- tartibli uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa, n
holda

/(*) =Z /(*0 (x - xQk+o((x - xQ)n) (x"x0) (1)

formula o frinli bo ‘ladi. Bu formula (markazi jo0 nugtada joylashgan)
goldiq hadi Peano shaklida bo‘lgan Teylor formulagi deyiladi.

Isboti. Teylor teoremasiga ko‘ra, X0 va xgUs(xo) nuqtalar
orasida shunday g nugta topiladiki, nGNwa VxgUs (x0) giymat uchun

/W =] "< xX-N)"+N (x-"Nr (2)
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formula o'rinli bo'ladi. f {)x) hosila X0 nugtada uzluksiz bo'lganligi
sababli,

Xlim/q')(<?):P"\x17|), chunki Im é:lmg (x0+0(x - x0)) =
=x0 (0<B<1).

Demak, /<9)E)=/9)x0)+a (Ix[ma:O) deb yozishimiz
mumkin. U holda

= SR m HE<*-F) 3>
bo‘ladi. Har ganday n natural son uchun

;\](x-xO)n_ J

lim A -------- =—Hima =0
bo‘lganligi tufayli, ta’rifga ko‘ra
ANx-x0n=0((x-x0") (x "x0 (4)
baho o‘rinli bo‘ladi. (3) va (4) tengliklardan
N (X - XY =N p+ (X -x0)n+o((x- x0)
ifodani hosil gilamiz. Buni (2) ifodaga qo‘ysak, (1) formula kelib

chigadi. Teorema isbot gilindi.
Amaliyotda ko'pincha markazi x0=0 nuqtada bolgan

f(x) =i f A~ Ix K-+RHX) (5)

Teylor formulasi qo‘llaniladi. Bu yerda /h#(x) qgoldigni quyidagi
ko‘rinishlaming istalgan biri shaklida yozish mumkin:

KAXx)=~ ~ ~ ¥¥ (0<B<l) (Lagranj),

RINx) = f9Y?2X) (i _e)xmi (0<0<1) (Koshi),
OH(X) =o(x”) (x =>0) (Peano).
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Shuni aytish lozimki, (5) formula adabiyotlarda ingliz
matematigi Kolin Makloren (1698—1746) nomi bilan Makloren
formulasi deb yuritiladi. Biz ham bundan keyin har doim bu
formulani «markazi xo=0 nuqtada bo‘lgan Teylor formulasi»
deyish o‘miga, ham qulaylik uchun, ham an’anaviy udumga putur
yetkazmaslik magsadida Makloren formulasi deb ataymiz.

10.2. Qoldiq hadni baholash. Endi Makloren formulaside
goldiq hadni baholash masalasini garaymiz. Bu masala barcha
hosilalari majmuasi biror UX0) atrofda chegaralangan funksiyalar
uchun oson yechiladi.

1- ta’rif. Agar shunday M> 0 son mavjud bo‘lib, barcha k
natural sonlar va Vxe U (0) uchun J wX]<M tengsizlik
bajarilsa, / funksiyaning barcha hosilalari majmuasi W{0) atrofda
M son bilan chegaralangan deyiladi.

Masalan, f[x) =e* sin x va cosx funksiyalar ana shunday
funksiyalardir. Hagigatan, ex funksiyaning barcha f K(x) —ex
(k= 1,2,...) hosilalari ixtiyoriy \-r, N\ (r> 0) segmentda M= er
son bilan chegaralangan; sin x va cos x funksiyalarning barcha
(sinx)w =sin”x+Aj j Va (cosx)w =cos(x +£Yy) (k =1,2,...) hosila-
lari cheksiz to‘g‘ri chizigning hamma joyida M= 1 son bilan
chegaralangan.

2- teorema. Agar f(x) funksiya biror W(0) = (-d, 6)
atrofda aniglangan bofib, uning barcha hosilalari majmuasi shu
atrofda M >0 son bilan chegaralangan bo‘lsa, u holda ixtiyoriy n
natural son va Vx6 U (0) uchun

o TN M ©

tengsizlik o finli bo‘ladi.
Isboti. Qoldigning Lagranj shaklidan foydalanamiz:

. f I\ »H
] =F(x)-% T2 0 T

i (*)
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Shartga ko‘ra vn natural son va vxe£~(0) uchun

|[/(m(x) | <M bolganligi sababli, xuddi ana shu n vax larda
|7'4)0x) [<M (0 <B < 1) boladi. Shunday qilib, (*) dan (6)
tengsizlik kelib chigadi. Teorema isbot gilindi.

1- eslatma. Har ganday x hagigiy son uchun

-y =0
tenglik o‘rinli boladi.
Isboti. Aytaylik, x ixtiyoriy haqigiy son bolsin. Ushbu

[ M+

(n+1)!

sonli ketma-ketlikni garaymiz. Ravshanki, bu ketma-ketlik quyidan
0 son bilan chegaralangan. Bundan tashqari,

W2 M O WH s
°rl ~ (n+2)! _ n+2 (n+l)! ~~+2 8™

Yetarli katta n gqiymatda (ixtiyoriy x haqigiy son uchun) J i <i
tengsizlik o‘rinli bolganligi sababli, shunday n0natural sonni
ko‘rsatish mumkinki, V«>nQuchun an# =JiL an<an tengsizliklar
o'rinli boladi. Bu esa {aj ketma-ketlikning kamayuvchi ekanini
bildiradi. Demak, monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi
teoremaga ko‘ra, lima,- a chekli limit mavjud. a=0 ekanini
ko‘rsatamiz. Har qganday n natural son uchun
on=_i pgal bolgani hamda ixtiyoriy x hagigiy son uchun
lim-tl, =0 ekanligi sababli, a- lima, =lim-lArlima,, =0+a=0.

1- eslatmadan ko'rinib turibdiki, n natural sonni yetarli ka
gilib tanlash hisobiga (6) tengsizlikning o‘ng tomonidagi ifodaning
giymatini istalgancha kichraytirishimiz mumkin. Bu esa barcha



hosilalari majmuasi x0=0 nugta atrofida chegaralangan funksiyalami
tagribiy hisoblashga Makloren formulasini oldindan berilgan har
ganday aniglik bilan tatbig gilish imkonini beradi.

10.3. Ayrim elementar funksiyalami Makloren formula

bo‘yicha yoyish. Endi ayrim eng muhim elementar funksiyalami
Makloren formulasi bo'yicha yoyamiz va qoldiglarini baholaymiz:
fix) = ecfunksiyani Makloren formulasi bo'yicha yoying va
goldig'ini baholang.
Yechish. f(x) —ex funksiya Vxe(-oo, +00) nuqtada
istalgancha marta differensiallanuvchi: f ®(x) =ex (k= 1,2,...).
Xususan,

/[@0) =e=1 (k=1.2,.). Demak, Wt natural son va
Vxe (-00, +00) uchun

bo‘ladi. R,H(x) qoldigni baholash uchun gqoldigning Lagranj
shaklidan foydalanamiz:
RH(x) =1£ y xr (0 <0 <1).

Ixtiyoriy tayin r >0 olinganda ham Mce [-r, r] uchun e€X<e
bo‘lgani sababli, Vxe [-r, A\ giymat uchun

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

b)/ (x) =sin x funksiyani Makloren formulasi bo‘yicha yoying
va goldig‘ini baholang.

Yechish. /(x) =sin x funksiya Vxe(-<», +°°) nuqtada
istalgancha differensiallanuvchi:

/wW(X)=sin{x+k”~ (k=12,.).
Xususan, /NO) =/(0) =0 va W natural son uchun

—cinfe.  F(-Iml (k=2m-1) (MGN),
/w(0) smfc2 0 (k=2m) ( .
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Demak, bu funksiya uchun Makloren formulasi quyidagicha
bo'ladi:

SINX =~ (- 1m 2411 . 1112,"3(*)'

Bu yerda, «—ixtiyoriy natural son, xER. T2#(x) qoldiq
hadni baholash uchun uni Lagranj shaklida ifodalaymiz:

21+ / A\

*2A(X)= (2 N 8, ex+(2n+1>2) (O<0 <).

Ravshanki, Vxe [—, r] (r—ixtiyoriy musbat son) giymat
va Vn natural son uchun

A+l 2n+1
ey SINEXHR/HDN] < r

tengsizlik o‘rinli bo'ladi.

d) f(x) = cos x funksiyani Makloren formulasi bo‘yicha yoyi
va goldig'ini baholang.

Yechish. f(x) =cos x funksiya Vjce(-°°, +°°) nuqtada
istalgancha differensiallanuvchi:

fw(X) =cos(x +fcjj (k=1,2,..).

Xususan,/(@Q0) =/(0) =cosO=1va VKEN son uchun

2 [0 (k=2m-1) (rneN)

tengliklar o'rinli bo‘ladi. Shuning uchun bu funksiyaning Makloren
formulasi bo‘yicha yoyilmasi quyidagicha bo‘ladi:

A

08" = o " "5 el

Bu yerda, « —ixtiyoriy natural son, xER. ™ wx) qoldiq
hadni baholash uchun uni Lagranj shaklida ifodalaymiz:

200



(2h-IQ)|CCN' * +2n+2) 2) (° <0 <)

Ko'rinib turibdiki, V xe[-r, r] (r—ixtiyoriy musbat son)
giymat va v« natural son uchun

Wo'2 Uyl < /a2
= RAPIOOOX +v + TR 2\

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
e) f(x) =In(l +x) funksiyani Makloren formulasi bo'yic
yoying va qoldig‘ini baholang.
Yechish. f(x) =In(l +x) funksiya V xe(-1, +°°) nugtada
istalgancha differensiallanuvchi:
/<) = (-1)*-*zIg) (K=1.2,.).

(1+ X f

Xususan,
MO) =/(0) =Inl =0 va MO) = (-1)*-4*-1)!  (*=1,2,...).
Demak, bu funksiya uchun Makloren formulasi quyidagicha

bo‘ladi:

In(1+x) =, t}£ Ixk+ L 4().

Bu yerda, s —ixtiyoriy natural son, XxE (-1, +00). RnH(x)
goldig hadni baholashda x ning gayerda yotishi muhim ahamiyatga
ega. Biz bu yerda qoldig hadni xG (-1, +1] bo'lganda baholaymiz.
XG[0; 1] bo‘lganda qoldiq hadning Lagranj shaklidan foydala-
namiz:

K)Hi(X)_-(T/;'-_I)El_%]C) H* it (O <B <1)

Ko'rinib turibdiki, Vxe [0, 1] uchun

bo‘ladi. Demak, barcha xG[0; 1] giymatlar uchun LID] Rrit(x) =0.
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Endi RfH(x) goldigni xG [-r, 0] (0 <r< 1) giymatlarda
baholash uchun uni Koshi shaklida ifodalaymiz:

1-0

TW X  l+px (O<e<i).

Bu yerda Vx <f-a* 0] uchun "€ <1 ekanini e’tiborga olsak

(-1)" xn+( 1-0 )" <] (0 <0 <1)
I+Bx \1+0X/ -

bo‘ladi. rE(0; +1) bo‘lgani uchun lim~- =0.

n>« 1-r

Demak, Vxe[-r; 0] (0<r<lI) uchun
lim A+4(x) =0 *)

bo‘lar ekan.
Shuni aytishimiz lozimki, xG (1; +<») bo'lganda (*) tenglik
bajarilmaydi. Hagigatan,

K 4#(x) ~41x) =In(l +x) K—xk- In(l +x) +

k=1\

e LA

deb yozib olaylik. XxE (1; +») bo‘lganda (-1)"— ifoda n=>w da

nulga intilmaydi. Shu sababli, x >1bo‘lganda {7A(x)} ketma-ketlik
uchun limit mavjudligining Koshi kriteriyasi bajarilmaydi. Demak,

bu holda lim ,4(x) mavjud emas.

f)/(x) = (1 +x)a funksiyani Makloren formulasi bo'yicha
yoying va qoldig‘ini baholang (aER).
Y echish.
f-R(x) = a(a —I)...(a—k+ 1)1 +x)at (k = 1,2,...)
va
/«(0) =a(a - 1)...(« - k+ 1), /70(0) =40) =1
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bo‘lganligi sababli, bu funksiya uchun Makloren formulasi
qguyidagicha bo‘ladi:

Bu yerda, « —ixtiyoriy natural son, x ning gandayligi a ga
bog‘lig. Xususan, agar aE.N bo‘lsa, u holda x ganday bo‘lmasin,
formuladagi (a + 2)-nchi haddan boshlab, barcha hadlar yo‘golib
ketadi va Makloren formulasi Nyuton binomi formulasiga aylanadi:

() =1+ H A 01 A (asN).

K!

Qaralayotgan funksiyaning Makloren formulasi bo‘yicha
yoyilmasi a ning boshga giymatlarida, har galay x> —1 bo‘lganda
ma’'noli bo‘ladi. Shuning uchun /Z%#(x) qoldig hadni
XG (-1; +°°) bo‘lganda baholaymiz. Aytaylik, xG[0; 1) bo'lsin.
Bu holda goldiq hadning Lagranj shaklidan foydalanamiz:

RA(X) =a(@Th<«-">x"H1+Bxy-ml (0 <e <1)

Bundan

K., W] = >*[ |i+ex\--* <

AP AN T (>, 0<r<I>,
Ko'rinib turibdiki,

im= ., =0 O<x<p
Demak, VxG [0; 1) uchun

W, +(x) =0.

Faraz qilaylik, xG (-1; 0) bo‘lsin. /MH(x) qoldigni Koshi
shaklida ifodalab, so‘ngra uni baholaymiz:

RAH(X) =g9(g): g~ +HN)—xnH(1-0)" (0<B<1).
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Bundan

N 1] I — P~ Wi<x<l),

chunki a—\ >0 bo‘lganda (1+0x)a~1<2“ I; a-1 <0 bo‘lganda esa
(I+0x)“1<(1-jx])al va

Bu yerda C deb n ga bog'liq bo‘lmagan, umuman aytganda jc ga
bog‘liq bo‘lgan son belgilangan. Demak, V*e (-1; 0) uchun

lim AO,+(x) = 0.

Endi jcg(1; + o) holatni garaymiz. Bu holda, garalayotgan
funksiyaning Makloren formulasi bo'yicha yoyilmasidagi goldiq
had «><» da nulga intilmaydi. Hagigatan, bu holda

ROJ- " (0 =+x)“-1- X a@\y.(@ak+)
0 k= k\

=x,,a(E:
n\

bo‘lgani sababli, {i?m(x)} uchun limit mavjudligining Koshi
kriteriyasi bajarilmaydi.

x =-1 vax= lhollami garamaymiz. Fagat, bu hollarda n->m
da (a ga bog‘liq ravishda) /Z2#(-1) va /(1) goldiglaming nulga
intilishi ham, intilmasligi ham mumkinligini aytib o‘tish bilan
kifoyalanamiz («<o bo'lganda jc= —1 nuqtada (1 +x)a funksiya
aniglanmagan).

Eslatma. Yuqorida garalgan funksiyalarga nisbatan murakkabroq
funksiyalami Makloren formulasi bo'yicha yoyish uchun bevosita
(funksiya hosilalarini hisoblamasdan, yoyilmaning yagonaligiga
asoslanib) el sinjc, cosx, In(I+jc), (1+i9* (@GR) va boshga ma’lum
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funksiyalarning Makloren formulasi bo‘yicha yoyilmalaridan
foydalanish kifoya.

Misol. es funksiya uchun o(x3 qoldigli Makloren formulasi
yozilsin.

Yechish. Ushbu ey :3§0T|£_+°(y") &y 0) yoyilmaga ko'ra,

x»-0 da

ed = i £ +0(sin3x) =
=1+sinx +isin 2x +7sin3x +0(siN3x) =

=1+] x-ixJ +jX2+"x3+0(x3) =1+x +yx2+0(x3).
Demak, edx=1+x +jx 2+0(x3) (x->0). Bu yerda, sin X

funksiyaning Makloren formulasiga yoyilmasidan va o(sinX) —
=o0o(x3 (x 0) asimptotik tenglikdan foydalanildi.

11- 8. FUNKSIYANING 0 ‘ZGARMASLIK SHARTI.
FUNKSIYANING MONOTONLIK SHARTLARI

11.1. Funksiyaning oraligda o‘zgarmaslik sharti. Quyid
teorema o'rinli:
1- teorema. (a, b) oraligda differensiallanuvchi bo‘lgan j:

funksiyaning shu oraligda oZzgarmas bo‘lishi uchun Vxe (a, b)
nuqtada f(x) =0 bolishi zarur va yetarli.
Isboti. 1) Zarurligi. Faraz qilaylik, Vxe (a, b) nuqtada
/(x)=C=Const bo'lsin. Bu holda Vxe (a, b) nugtada
f'{x) =lim iim£z£ =um =o.
AX—%0 Ax x>0 AX AX-»0
2) Yetarliligi. Aytaylik, Vxe (a, b) nuqgtada f'(x)—9
bo‘lsin. Ixtiyoriy x0e {a, b) nuqgtani olib, [x0 x] yoki [x, xQ
segmentda /(x) funksiya uchun Lagranjning o‘rta giymat hagidagi
teoremasini qo'llaymiz (bu segmentdafix) funksiya uchun Lagranj
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teoremasining barcha shartlari bajariladi). Bu teoremaga ko‘ra
shunday |G(x0 x) yoki ££(x, xQ nugta topiladiki,

f(x) -f(x 0 =F{%)ix- x0)

bo‘ladi. Shartga ko'ra f'(x) =0 (a<x<b) bo'lgani sababli,
Vxe (a, b) nugtada fix) =/(x0 = Const bo'ladi.

Teorema isbot gilindi.

11.2. Funksiyaning monotonlik shartlari. Quyidagi teoreme
o‘rinli:

2- teorema. (a, b) oraligda differensiallanuvchi bo ‘Igan f
funksiyaning shu oraligda kamaymaydigan (o ‘smaydigan) bofishi
uchun Vxe (a, b) nugtada fix) >0 (fix) <0) bo'lishi zarur va
yetarli.

Isboti. Teoremani kamaymaydigan funksiya uchun isbot
gilamiz (o‘smaydigan funksiya uchun ham xuddi shu kabi
isbotlanadi).

1) Z arurligi. Aytaylik, {a, b) oraliqda differensiallanuvchi bc
ganfix) funksiya shu oraliqda kamaymaydigan bo'‘lsin (ya'ni x, <x2
shartni ganoatlantiradigan Vx e (a, b) va Vx2e (a, b) nuqtalar
uchun /(Xj) </ (x2 shart bajarilsin). U holda ixtiyoriy xe (a, b)
nugtani olib, unga x + Axe (a, b) shartga bo'ysinuvchi ixtiyoriy
Ax >0 orttirmani bersak,

f(x+Ax)-f(x) >0
AX

bo‘ladi. Tengsizliklarda limitga o‘tish qoidasiga ko‘ra, vxe (a, b)
nugtada

=1lim N X+~
f(x) Flpu(r_])q)omx AXI'I)l >Q

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Zarurligi isbot gilindi.

2) Y etarliligi. Faraz gilaylik, Vxe (a, b) nugtadaf'(x) >0
bo‘lsin. 7 (x) funksiyaning ia, b) oraliqda kamaymaydigan ekanini
ko‘rsatamiz. a <x, <x2<b shartlami ganoatlantiruvchi ixtiyoriy xI
va x2 nuqtalarni olib, [x,, x2 segmentda /(x) funksiya uchun
Lagranjning o‘rta giymat haqidagi teoremasini go‘llaymiz. Bu
teoremaga asosan shunday (xt, X2 nugta topiladiki,

f(x2 -/ (xD =f<g)ix2- X,)
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bo‘ladi. Shartga ko'ra /'(E£) ™ 0 bo‘lganligi sababli, bu yerdan
/(x,) </(x2 tengsizlik kelib chigadi. Bu esa /(x) funksiyaning
(a, b) oraligda kamaymaydigan ekanini bildiradi.

Teorema isbot gilindi.

3- teorema. (a, b) oraligda differensiallanuvchi bo ‘Igan f
funksiyaning shu oraligda o‘suvchi (kamayuvchi) bo fishi uchun
Vxe {a b) nugtadaf'(x) >0 (f'(x) <0) va hech bir X(Xc(a, b))

oraligda f'(x) jd 0 bofishi zarur va yetarli.

Isboti. Teoremaning isbotini o‘suvchi funksiya uchun bajara-
miz (kamayuvchi funksiya uchun ham xuddi shu singari isbot gilinadi).
1) ZarurligL Aytaylik, /(x) funksiya (a, b) oraliqda
differensiallanuvchi va o‘suvchi funksiya bo‘lsin. U holda 2-
teoremaga asosan Vxe (a, b) nugtadaf’(x) >0 boladi. Endi hech

bir X(Xc(a, b)) oraligda f'(x) ~ 0 bolishini ko'rsatamiz.

Teskarisini faraz qgilaylik: shunday X(XC (a, b)) oraliq mavjud
bolsinki, Vxe X nuqtada/(x) =0 bo'lsin. Bu holda 1- teoremaga
ko‘ra V xel nugtada f(x) —C = Const boladi. Bu esa /(x)
funksiyaning (a, b) da o‘suvchi bolishiga ziddir. Demak, hech
bir X(XC (a, b)) oraligda fix) = 0 bolmaydi.

2)Y etarliligi. Faraz qgilaylik, Vxe (a, b) nugtada/'(x) >0
va hech bir X(Xc (a, b)) oraligda f*(x) = 0 bolmasin. U holda
2- teoremaga asosan/(x) funksiya (a, b) da kamaymaydigan bola-
di, ya'ni Vxe (xp X2 C(a, b) nugtada f(x{ </(x)</(x2 boladi.
Endi bu tengsizliklardagi tenglik belgilarining o'rinli bolmasligini
ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qgilaylik: 7 (x,) =/(x2 bolsin. U holda,
ravshanki, Vxe(xp x2 nuqgtada /(x) =/(Xj) = Const boladi.
Bundan (1- teoremaga asosan) Vxe (X,, x2 nugtada /'(x) =0
bolishi kelib chigadi. Bu esa «Hech bir X(Xc (a, b)) oraligda
/'(x) =0 bolmasin» degan shartga ziddir. Demak, /(x) funksiya
(a, b) oraligda o‘suvchi bolar ekan.

Teorema isbot gilindi.

1- misol. Ushbu /(x) =2x3-3x2 funksiyaning monoton
oraliglari topilsin.

Yechish. /(x) funksiyaning hosilasini topamiz:
/'(X) =6x2- 6x= 6x(x-1). Ko'rinib turibdiki,/'(x) funksiya fagat
X(= 0 va x1= 1 nuqtalarda nulga aylanadi. Uning gayerda musbat



- Vaqgayerda manfiy bolishini aniglash
X uchun «oraliglar usuli (intervallar
metodi)» dan foydalanamiz (66-
66- rasm. rasm). Demak, 3- teoremaga asosan
/(x) funksiya (-°0, 0) va (1, +)
oraliglarda o‘suvchi, (0; 1) oraligda
esa kamayuvchi bo‘lar ekan.

2- misol. Ushbu /(x) = x2
67- rasm. funksiyaning monotonlik oraliglari
topilsin.

Yechish. /'(x) =2xe-~x—
x2x= x(2-x)e~x Oraliglar usulini qo‘llaymiz (67- rasm). Demak,
3- teoremaga asosan fix) funksiya (-00; 0) va (2; +oo) oraliglarda
kamayuvchi, (0; 2) oraligda esa o‘suvchi bo‘lar ekan.

12- 8. FUNKSIYANING LOKAL YA ABSOLUT
EKSTREMUMLARINI TOPISH

12.1. Funksiyaning lokal ekstremumlarini topish. Biz funk-
siyaning lokal ekstremumi tushunchasini Ferma teoremasini bayon
gilgan vaqgtda ta’riflagan edik. Eslatamizki, agar x0 nuqgtaning
shunday Udx0) atrofi mavjud bo‘lib, VxeUg(x0) nuqgtada
fix) </(x0 yoki f(x) >/(x0 bo‘lsa, /(x0 qgiymat /(x)
funksiyaning lokal ekstremumi deyiladi.

Agar lokal ekstremum ta'rifidagi tenglik belgisi fagat x0
nuqtadagina o‘rinli bo‘lsa, u holda /(xQ giymat /(x) funksiyaning
xos lokal ekstremumi deb ataladi. «Ekstremum» so‘zi lotincha
(extremum) so‘z bo'lib, «chetki» (giymat) degan ma’noni anglatadi.

Biz bu yerda hosila yordamida funksiyaning lokal ekstremumini
topish masalasini garaymiz.

Teorema (Zaruriy shart). Agar f(x) funksiya X0 nugtada
lokal ekstremumga ega bo‘lsa, 1 holda yo /'(XxQ =0 bofadi, yoki
f'(x0 chekli hosila mavjud boflmaydi.

Bu teoremaning birinchi gismi Ferma teoremasi bilan ustma-
ust tushadi. Ikkinchi gismini quyidagi misol orqgali tushuntirish
mumkin:
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1-x2 (x<2),
/(*)= 2X-2 (1<x<2),
6-2x  (x>2)

funksiyani garaymiz. Bu funksiya
X = (—=° +00) sonli to‘g‘ri chizigda
aniglangan bo‘lib, x =0, x=1 va
x = 2 nuqtalarda lokal ekstremumga

ega (68- rasm): raax}(x) =/(0) =1, 68- rasm.

min f(x) =/(1) =0, Xmg&(xg)d(x) =/(2)=2. Bu yerda 5e Q)

xsU g(l)

Ko'rinib turibdiki, f*(0) =0; /'(1) va/'(2) hosilalar mavjud emas
(buni bir tomonli hosilalar yordamida tekshirib ko‘rish giyin
emas):

a0 tn, L, =hp et =m0 =2

(1 +0) = )I(-i>£ﬂ-0/(x>2'jr @ = )!—I»rlTlO x—1 - >!-i>§i’102 -z

/'(2—0)=[igr_10||\/|tm = =y o2 =2

/'(2+0) = = lim %X = lim 2=-2.
Xx->2+0 X-*2+0 X—= X-»2+0

Shuni aytish kerakki, f(x 0) =0 yoki «/'(xQ chekli hosila
mavjud emas» degan shart zaruriy shartlar bo‘lib, ular yetarli
shart bo‘la olmaydi. Masalan, / (x) =x3 funksiyani garaylik. Bu
funksiya uchun /'(0) =0, lekin u X0 0 nugtada o‘suvchi. Yoki

X sinX— (x*0),
0 (x=0)

funksiyani garaylik. Ma’lumki, /'(0) mavjud emas, lekin u x0=0
nuqtada ekstremumga ega emas.

Ushbu /'(x) hosila funksiyaning nullari /(x) funksiyaning
statsionar nugtalari deb ataladi (bunday nugtalarda funksiyaning
0‘zgarish tezligi go‘yo «to‘xtagandek» tuyulgani uchun ular shunday
nom bilan ataladi). Biz bundan keyin har doim,/'(x) chekli hosila
mavjud bo‘lmagan xGD(f) nuqtalarni /(x) funksiyaning maxsus

/(*) =
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nugtalari deb atashni kelishib olamiz. /7 (x) funksiyaning statsionar
va maxsus nuqtalarini bitta nom bilan /(x) funksiyaning kritik
nuqtalari deb ataymiz.

Yuqorida keltirilgan zaruriy shart, funksiyaga lokal ekstremum
beruvchi nugtalami shu funksiyaning kritik nuqtalari to‘plamidan
izlash kerakligini bildiradi. Bu esa ishimizni ancha yengillashtiradi.

Funksiyaga lokal ekstremum beruvchi nugtalar uning barcha
kritik nuqtalari to‘plamidan quyidagi qoidalar (yetarli shartlar)
asosida ajratib olinadi:

Birinchi goida. Aytaylik, f{x) funksiya o Zzining x0 kritik
nugtasining biror W{x0) atrofida aniglangan, x0 nugtada uzluksiz
va kamida Lon(xQ) o Yyiq atrofda differensiallanuvchi bo ‘Isin. Uholda:

1) agar Vjcg (x0-<5, x0) nuqtada f'(x) >0(f'(x) <0) va
Vxe (x0, x{+d) nugtada fix) <O0(f'{x) >0) bo‘lsa, n holda f{x0)
giymatf (x) funksiyaning lokal maksimumi (lokal minimumi) bo 1adi;

2) agar barcha xe LOJA<)O) nuqtalarda fix) hosilaning ishorasi
bir xil bo‘lsa, n holdaf (x) funksiya x0 nugtada lokal ekstremumga
ega bo ‘Imaydi.

Isboti. Aytaylik, xG(x0, x0+d) (XG(x0-<5, x0) bo‘lsin.
fix) funksiya x0 nuqtada uzluksiz va \/xeUs(x0) nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lgani sababli, bu funksiya [x0, x]([x, xQ])
kesmada Lagranjning o‘rta giymat hagidagi teoremasining barcha
shartlarini ganoatlantiradi. 0 ‘sha teoremaga asosan x0va x nugtalar
orasida shunday £ nuqta topiladiki,

fix) ~/(xQ =/'(E)(* - X0 (0
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Teoremaning 1) va 2) gismlarini alohida-alohida garaymiz:

1) Aytaylik, vxe (x(-d, x0 nuqgtada f{x) >0if'(x) <0)
Yxe (x0, x0+d) nugtada fix) <0if'{x) >0) bo‘lsin. U holda,
ravshanki, (1) tenglikdan vxsUs(x0) nuqtada /(x)</(x0
if{x) >/(x0) bo‘lishi kelib chigadi. Demak, \/xeUs(x0)nuqgtada
fix) <f{x0Qif{x) >/(x0) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa ta'rifga
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ko‘ra /(xQ qiymat /(x) funksiyaning lokal maksimumi (lokal
minimumi) ekanini bildiradi.

2) Aytaylik, barcha xeUs(x0) nugtalarda fix ) hosilanil
ishorasi  bir xil bo‘lsin. U holda yana (1) tenglikdan foydala-
nib, Vxe (x0- § x0 nuqgtada /(x) </(x0Q(/(x) >/(x0) va
Vxe (x0, X0+ (5 nuqtada/(x) >/(x0(/(x) </(x0) ekaniga
ishonch hosil gilamiz. Bu esa/ (x) funksiyaning x0nuqtada o‘suvchi
(kamayuvchi) [ya'ni, lokal ekstremum yo‘q] ekanini bildiradi.

Teorema isbot gilindi.

1- misol. Ushbu y =2 + x-x2 funksiyani ekstremumga
tekshiring.

Yechish. Avval kritik nuqtalarni topamiz: y'=1-2x;
[-2x=0=> x =" —statsionar nuqta (maxsus nugtalari yo‘q).
Endi oraliglar usuli yordamida x0=~ nugtaning chap va o‘ng
atroflarida y’ hosilaning ishorasini aniglaymiz (69- rasm):

69- rasm.
Demak, ekstremum topishning

birinchi goidasidagi 1) bandga ko‘ra =0Q]j=2,25 sony =2 +x - x2
funksiyaning lokal maksimumi bo‘ladi: Yha = 2,25.
2- misol. Ushbu
1-x2 (x<D),
f(x)~-2x-2 (<x<2),
6-2x (x>2).
funksiyani ekstremumga tekshiring.
Y echish. Ravshanki,
-2X x <1,
f'(x) = 2 (1 <x <2),
-2 (x >2).
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bo'lib, /'(")> /’(2) hosilalar mavjud emas va /'(0) =0. Demak,
xo=0 statsionar nuqta, x=1 va x=2 nuqtalar esa maxsus nugtalar.
Endi oraliglar usuli yordamida topilgan kritik nugtalaming chap va
o‘ng atroflarida f'(x) hosilaning ishorasini aniglaymiz
(70- rasm):

<0 (x>2),
>0 (I<x<2),
70- rasm. >0  (x<0).

Shunday qilib, ekstremum topishning birinchi goidasidagi 1)
bandga ko‘ra quyidagilarga ega bo‘lamiz:
mex f(x) =/(0) =1, min /(x) =/(1) =

xeElg (0)
Jmax /(x)=/(2) =2

Ba'zi bir hollarda kritik nugtalaming bir tomonli atroflarida
hosila funksiyaning ishorasini tekshirish giyin bo‘lganligi sababli,
ekstremum topishning yugori tartibli hosilalarga asoslangan goidalari
ham ishlab chigilgan. Birog shuni aytish kerakki, bu qoidalaming
«ishlash qobiliyati» birinchi goidaga nisbatan «kuchsizrog» bo'lsa-
da, ular amaliy jihatdan juda qulay.

Ikkinchi qoida. Agar f(x) funksiya x0 statsionar nuqtada ikki
marta differensiallanuvchi, shu bilan birga f*(x0 * 0 bo‘lsa, u
holda / (xQ son /(x) funksiyaning lokal ekstremumi (f*(x0) <0
bo‘lganda lokal maksimum; f'*(x0) >0 bo‘lganda lokal minimum)
bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, f*{xj =0 va f'*(x0) <0(f"(x0) >0) bo'lsin.
U holda funksiyaning nugtada kamayishining (o‘sishining) yetarlilik
shartiga ko‘ra f*'(x) hosila funksiya x0 nugtada kamayadi (o‘sadi).
Demak, f'(x) =0 bo'‘lganligi sababli, shunday (x0-d, x0+(3) atrof
topiladiki, \/xe(x0-d, x0 nuqtada f'(x)> 0 (f'(x) <0) va
Vxe(x0 x0+d) nugtada f'(x)< 0 (f'(x) >0) bo‘ladi (71- rasm).

Bu esa ekstremum topishning birinchi qoidasiga ko‘ra /(x0
son/ (x) funksiyaning lokal maksimumi (lokal minimumi) bo‘lishini
bildiradi. Teorema isbot gilindi.
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3- misol. Ushbuy = 2x2-x 4funksiya ikkinchi goida yordamid

ekstremumga tekshirilsin.
Y echish. Dastawal statsionar nugtalami topamiz:

y ' =A4x-4x3=4x(I-x)(I +x); x0=- 1, x =0, x2=1

Endi y"=4-12x2 hosila funksiyaning topilgan statsionar
nuqtalardagi ishoralarini aniglaymiz:

y"()=-8<0, y"0)=4>0, y"(I) =-8<0.

Demak, ekstremum topishning ikkinchi qoidasiga ko‘ra

Ywax =Y (-1) = ¥ (1) = 1’ ¥Yrtn= Y (°) = 0-

Agar ikkinchi qoidada /7"(*0 =0 bo‘lib golsa, bu holda
(birinchi qoidaga murojaat gilishdan oldin) yuqori tartibli hosilalarga
asoslangan quyidagi uchinchi goidani qo‘llash mumkin (albatta,
uchinchi goida o'z navbatida ikkinchi qoidaga nisbatan kuchsiz-
roqdir).

Uchinchi qoida. Aytaylik, f(x) funksiya X0 statsionar nugtaning
biror L(x0) atroflda n marta (n > 2) differensiallanuvchi, shu bilan
birga / ((x) hosila funksiya x0 nugtada uzluksiz bofsin. U holda,
agar

fwxQ =f@xQ=..=/(~20 =0 /)"0 (¥
bo‘lsa, quyidagilar o‘rinli bo‘ladi:
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1) agar n=2m (m - natural son) boba, u holda /(x0 son
fix) funksiyaning xos lokal ekstremumi (f(¥x0 <O bo 1ganda, lokal
maksimum, / ("4Ux0 >0 bo ‘lganda esa minimum) bo ‘ladi,

2) agar n—2m + 1 (m—natural son) bo‘lsa, n holda f (x0
son f{x) funksiyaning lokal ekstremumi bo‘imaydi.

Isboti. Teorema shartiga ko‘ra fix) funksiya x0 nugtada
Teylor teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi. Demak,

xOva xe Uos(xO) nuqtalar orasida shunday £ nuqta topiladiki,

fix) - fixo) =Z N -~ (x - xQk+ZiNil(x - xO)"

bo‘ladi. Bu yerda (*) shartni e'tiborga olsak,

fix)—Y(xg) — ix —Xqg” (2)
tenglikka ega bo‘lamiz. /(n(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz
bo‘lganligi sababli, nugtada uzluksiz bo‘lgan funksiya ishorasining
turg‘unligi haqgidagi teoremaga asosan, f (Nig) sonning ishorasi
fin{xQ sonning ishorasi bilan bir xil bo‘ladi. Endi teoremaning 1)
va 2) qismlarini alohida-alohida garaymiz:

1) Aytaylik, n=2m {m —natural son) bo‘lsin. Bu holda
Vxe Usix ) nugtada (x-x0" >0 bo‘lgani uchun, f {){x0 <0
if(Mix0Q> 0) bo‘lganda (2) ifodadan VxeUg(xo) nuqtada
fix) <fix Q(fix)> /(xn) bo'lishi kelib chigadi. Bu esa ta'rifga ko‘ra
/(x0 son f{x) funksiyaning xos lokal maksimumi (xos lokal
minimumi) ekanini bildiradi.

2) Aytaylik, n=2m + 1 im —natural son) bo‘lsin. Bu holda
Vxe(x0-d, x0 nugtada (x-x0"<0 va Vxe (x0, x0+<5) nuqtada
(x-x0Qn>0 bo‘lgani uchun, 7/ (N(xQ <0 (f()¥x0) >0) bo‘lganda
(2) ifodadan Vxe(x0-d, xQ uchun/(x) >/(x0 (/(x)</(x0) va
Vxe (X0 x0+6) uchun/(x) </(x0 (fix) >/(x0) bo'lishi, ya'ni
fix) funksiyaning x0 nuqtada kamayishi (o‘sishi) kelib chigadi. Bu
esa/(x0 son/(x) funksiyaning lokal ekstremumi bo‘la olmasligini
bildiradi.

Teorema to‘la isbotlandi.

Shuni aytishimiz lozimki, ekstremumni topishning ikkinchi
va uchinchi goidalari (aslida ikkinchi goida uchinchi goidaning
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xususiy holi (n = 2) bo‘lsa-da, uni biz amaliy qulaylik uchun alohida
bayon qildik) x0 kritik nuqta statsionar nuqta bo‘lgandagina
qo‘llaniladi. Agarda xQkritik nugta maxsus nuqta bo‘lsa, yoinki x{
nuqgta statsionar nuqta bo'‘lib, funksiyaning yuqori tartibli
hosilalarini hisoblash giyin bo‘lgan hollarda albatta birinchi qoidadan
foydalanish lozim.

12.2. Funksiyaning absolut ekstremumlari (eng katta va ¢
kichik giymatlari)ni topish. Ma'lumki (Veyershtrassning ikkinchi
teoremasi), agar / funksiya biror [a, b] kesmada aniglangan va
uzluksiz bo‘lsa, u holda bu funksiya shu kesmada o‘zining aniq
yugori va anig quyi chegaralariga erishadi, ya'ni kamida bitta
shunday aGJ[fl, b] (fi€[a, b] nuqta topiladiki,

Sup f(x) =f(a) (inf f(x) =/(/}))

bo‘ladi. Bu yerdagi / (a) va/ (O) sonlar mos ravishda / funksiyaning
[a, b\ kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlari yoki bitta nom
bilan absolut ekstremumlari deyiladi va

max f(x) =f(a) [min/(jc) =/(j3);

ko‘rinishda yoziladi.

4- misol. Ushbu f{x) =x4-2x2+ 5 funksiya [-2; 2] kesms
absolut ekstremumga tekshirilsin.

Y echish. Berilgan funksiyani f(x) =4+ (x2- 1)2 Ko'
nishda ifodalab, birinchidan, uning x&Il va *l=-1 nuqgta-
larda eng kichik giymatga erishishiga qganoat hosil gilamiz:
min/(x) =/ (-1)= /(1) =4; ikkinchidan, f funksiya juft funksiya
bo‘lib, (0; 1) oraligda kamayuv- a
chi, (1; +00) nurda esa o‘suvchi y
(72- rasm) bo‘lgani uchun

Funksiyaning absolut ekst-
remumlarini yuqgorida Keltirilgan
misoldagi singari elementar usulda
topish ko*pchilik hollarda mantigiy 24101 2 X
mulohazalar bilan bog'lig bo‘lgan 72- rasm.
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giyinchiliklarga olib keladi. Shuning uchun odatda hosila
tushunchasiga asoslangan quyidagi sodda usuldan foydalaniladi:
1)/ funksiyaning [a, b] kesmada uzluksizligi tekshiriladi;
2) / funksiyaning (a, b) oraligdagi barcha kritik nuqtalari
topiladi: x —xv xv ..., X;
3 /(*), /(xd, .., f(x), f(a), f(b) giymatlar hisoblanadi.
Bu sonlaming eng Kattasi (eng kichigi) / funksiyaning [a, b]
kesmadagi eng katta (eng kichik) giymati bo'ladi:

max/(x) =max (f(x1),f{x2  f{xs),f(a),
(min/U) =min (/(x,),/(x2  /(x3),/(a),/(6));.

Chunki, [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lgan / funksiya o'zining shu
kesmadagi eng katta (eng Kichik) giymatiga yo o‘zining Kkritik
nuqtasida yoki [a, b] kesmaning chetki nuqtalarida erishadi.
Masalan, yuqorida garalgan /(x) =x4-2x2+5 funksiyaning
[-2; 2] kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlarini kritik nugtalar
yordamida topaylik. Dastlab /funksiyaning (-2; 2) oraligdagi kritik
nuqtalarini topamiz:
f'(x) =4x34x =4x(x—)(x + 1); x,= -1, x2=0, xF= |—
statsionar nuqtalar (maxsus nuqtalar yo‘q). Ravshanki,
/ (-1)=/(1)=4,7/(0)=5/7(-2=/(2) =13
Demak,
f(x) =max(4;5;13) =1 =min(4;5;13) =4
N =15 g/ ) 3
Yana bitta misol garaylik:
5- misol. y = sin2x-x funksiyaning [-y ;f] kesmadagi eng katta

va eng kichik giymatlari topilsin.
Yechish.

y' =2€0582X-1 cos2x =j =>xl=-j, x2=j —statsionar
nugtalar (maxsus nuqtalar yo‘q). Ravshanki,

Demak, max v(x) =f., min y(x)=-1.
H-w] 2 Y-H] 2
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0 “ZINI-0'Z] TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Ko‘phad uchun Teylor formulasini keltirib chigaring.

2. Ixtiyoriy funksiya uchun Teylor formulasi ganday bo‘ladi? Keltirib
chigaring.

3. Teylor formulasidagi qoldigning Shlemilx-Rosh, Lagranj, Koshi
va Peano ko'rinishlari qanday bo‘ladi?

4. Makloren formulasi deb nimaga aytiladi? Undagi goldig had ganday
baholanadi?

5. €% sinx, cosx, In(l+jc), (1Y) (aGR) funksiyalarni Makloren

formulasi bo‘yicha yoying va qoldiglarini baholang.

. Funksiyaning o‘zgarmaslik sharti nima? Monotonlik shartlari-chi?

Funksiyaning nuqtada lokal ekstremumga ega bo‘lishinining zaruriy

sharti nima?

8. Funksiyaning nugtada lokal ekstremumga ega boMishining birinchi,
ikkinchi va uchinchi yetarli shartlarini ayting va ular asosida
ekstremum topishning birinchi, ikkinchi va uchinchi qoidalarini
shakllantiring.

9. Absolut ekstremumlar deb nimaga aytiladi? Ular ganday sxema
asosida topiladi? Misollar keltiring.

~N o

13- 8. FUNKSIYA GRAFIGINING QAVARIQLIK
YO‘NALISHI YA EGILISH NUQTASI

Funksiya grafigini xarakterli nuqtalar bo'yicha yasashda va
boshga ayrim masalalarda (masalan, ba'zi bir tengsizliklami isbot
gilishda) funksiya grafigining qavarigligi yo‘nalishini va egilish
nuqgtalarini  topish muhim ahamiyatga ega. Aytaylik, /7 (x) funk-
siya (a, b) oraliqda differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda hosilaning
geometrik ma'nosiga asosan y —f(x)(a<x<b) egri chiziqga
VM (x; f(x)) nugtada urinma o'tkazish mumkin. f'(x)(a <x< b)
hosila chekli bo‘lganligi sababli, bu urinmalarning hech biri
ordinatalar o‘giga parallel bo‘lmaydi.

1- ta’rif («urinma» tilida). Agar y=f(x) funksiya (a, |
oraliqda differensiallanuvchi bo'lib, y —f(x) (a<x< b) egri chiziq
o0‘ziga WM (x; f(x)) nuqtada o‘tkazilgan urinmadan pastda
(yugorida) yotmasa, bu holda y —(x) funksiyaning grafigi (a, b)
oraliqda gavarigligi bilan pastga (yuqoriga) yo nalgan deyiladi. Buni
chizmada quyidagicha tasvirlash mumkin (73-, 74- rasm).
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73- rasm. 74- rasm.

Endi egilish nuqtasini ta'riflaymiz:

2- ta'rif. Aytaylik, y =f(x) funksiya x0nugtaning biror atrofi
aniglangan va x0 nuqtada uzluksiz bo‘lsin. Agar o‘zgaruvchan x
nugta x0 nugtadan «o‘tayotgan»da y —f{x) egri chizig o‘zining
gavariglik yo‘nalishini o‘zgartirsa, bu holda MO(x0; f(x0) nuqta
y —fix) funksiya grafigining egilish nuqtasi deyiladi.

Ta'rifdan ko'rinib turibdiki,/'(x0Q hosila -0o0 yoki +0o bo'l-
shi ham mumkin ekan (bu holda egri chizigga MQ(x0; f ix§) nugtada
o‘tkazilgan urinma ordinatalar o‘giga parallel bo‘ladi). Egilish nug-
talarini chizmada 75- rasmdagidek tasvirlash mumkin.

Egri chizig M0nuqta orgali urinmaning bir tomonidan ikkinchi
tomoniga o‘tish jarayonida «egilganligi» (aniqrog‘i, gavariglik
yo‘nalishini o‘zgartirgani) uchun MO0 nugta «egilish nugtasi» deb

yuritiladi.

Endi funksiya grafigining qavariqlik
yo‘nalishi va egilish nuqtalarini topish
masalasi bilan shug‘ullanamiz. Biz bu yerda
oraligda ikki marta differensiallanuvchi
boMgan funksiyalami garaymiz.

1- teorema. Agar y —{x) funksi
ia, b) oraliqda ikki marta differensiallanuvchi
bo‘lib, Vxe ia, b) nuqgtada f"{x) >0
if"ix) <0) boba, u holda bu funksiyaning
grafigi {a, b) oraliqda gavarigligi bilan pastga
(yugoriga) yonalgan bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, fix) funksiya {a, b)
oraligda ikki marta differensiallanuvchi va
x0G{a, b) ixtiyoriy tayin nuqta bo'‘lsin.
X holda, birinchidan, Teylor teoremasiga
ko‘ra x0va x&ia, b) (x*x0 nugtalar orasida



yotuvchi shunday g=x0+8(x-x0 (0 <B < 1) nuqta topiladiki,
Ve (a, b) uchun

f(x) =/(x0)+/'(x0O)U -x0) +™ | (x - x 0)2 2)

formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda Teylor formulasining qoldig hadi
Lagranj bo‘yicha olingan. Ikkinchidan, /'(x0 chekli hosila mavjud
bo'lgani uchun y=f(x) egri chizigga Mo(xQ /(x0Q) nuqtada,
tenglamasi

Y =f(x,) +/'(x0Q(x-x0 2)

bo‘lgan urinmani o‘tkazish mumkin.
Endi (1) va (2) tengliklaming chap tomonidan chap tomonini,
0‘ng tomonidan o‘ng tomonini ayiramiz:

f(x) - Y=1LU (x-x0)2, %=x0+B(x- x0)(0<B <1).

Ko'rinib to‘ribdiki,/(x) — Kayirmaning ishorasif *(g) sonning
ishorasi bilan to‘la aniglanadi. Shart bo'yicha Vxe (a, b) nugtada
f*(x) >0 (f"(x) <0) bo‘lgani sababli, f *(g) >0 (f"(g) <0), ya'ni
Vxe (a, b) nugtada /7 (x) > ¥Y(x) (f(x) < Y(x)) tengsizlik bajariladi
(bu yerda tenglik belgisi fagat x =x0 nuqtada bajariladi). Bu esa,
gavariglik yo‘nalishining «urinma» tilidagi ta'rifiga ko‘ra, y="7(x)
funksiya grafigining (a, b) oraligda qavariqgligi bilan pastga
(yugoriga) yo‘nalganini bildiradi. Teorema isbot gilindi.

2- teorema. Agarf(x) funksiya x0 nuqtada ikkinchi tarti
uzluksiz hosilaga ega, shu bilan birga /"(xQ >0 (f"(xQ <0) bo ‘Isa,
n holda x0 nugtaning shunday atrofi topiladiki, bu atrofda y —(x)
funksiyaning graflgi gavarigligi bilan pastga (yugoriga) yo nalgan
bo ‘ladi.

Isboti. Aytaylik, f*(x) funksiya x0 nugtada uzluksiz, shu
bilan birga/"(xQ >0 (f"(x0 <0) bo‘lsin. U holda, nugtada uzluksiz
bo‘lgan funksiya ishorasining turg'unligi hagidagi teoremaga asosan,
shunday U(x0) atrof topiladiki, \/xeU(x0) nuqtada f'*(x) >0
(f"(x) <0) bo'ladi. Bu esa, yugorida isbot gilingan 1- teoremaga
ko‘ra, y=f(x) funksiya grafigining U(x0 atrofda gavarigligi bilan
pastga (yuqoriga) yo‘nalganligini bildiradi.

Teorema isbot qilindi.
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Shuni aytishimiz kerakki, 1- va 2- teoremalaming shartlari
yetarli shartlar bo‘lib, ular zaruriy shart bo‘la olmaydi. Masalan,
y —x4 funksiyaning grafigi (-<»; +°°) cheksiz to‘g‘ri chiziqda
gavarigligi bilan pastga yo‘nalgan, lekin uning ikkinchi hosilasi
y''= 12x2 ni ishorasi x =0 nuqtada musbat ham emas, manfiy
ham emas.

1- misol. y =x3—x2+ 1 funksiya grafigining gavariglik yo‘nali
va egilish nuqtalari topilsin hamda tarhiy (sxematik) chizmasi
chizilsin.

Y echish. Berilgan funksiya son o‘gining hamma joyida
aniglangan va unda istalgan marta differensiallanuvchidir. Ikkinchi
hosilani topamiz:

y' —3x2- 2x, y" =6x- 2=2(3x- 1).

Ko'rinib turibdiki, Vxe"-°0;-]j nuqgtada y"(x)<0 va
Vxe nuqtada/' (x) >0. Demak, 1- teoremaga ko‘ray = x3
—x2+ | funksiyaning grafigi oraligda qavarigligi bilan
yugoriga, (];+°°) oraligda esa gavarigligi bilan pastga yo‘nalgan.
0 ‘zgaruvchan M(x, /(x)) nugta nugtadan
«0‘tayotgan»da y —f{x) —x3 x 2+ 1 funksiyaning grafigi gavariglik
yo‘nalishini o'zgartirgani sababli, 2- ta'rifga ko‘ra MO nugta shu
funksiya grafigining egilish nuqtasi bo‘ladi (76- rasm).

76- rasm.
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2- misol. y =1+4x egri chizigning A (-1; 0), 41; 2) va C(0;
nuqtalardagi gavariglik yo‘nalishlari topilsin va tarhiy chizmasi
chizilsin.

Yechish.

D(y) = (-00,+00) /—IX 3 Y _-_;;(:/X_( * ),

y' (-|) = /(+ )=Ufpy U) =,

wy =, ’;/
Demak, berilgan funksiyaning grafigi /1(-1;0) nuqtada
gavarigligi bilan pastga yo‘nalgan, B(1; 2) nugtada gavarigligi bilan
yugoriga yo‘nalgan; C(0; 1) nuqta funksiya grafigining egilish

77- rasm.

nuqtasi bo‘ladi (77- rasm). Funksiya grafigiga C(0; 1) nuqgtada
o'tkazilgan urinma ordinatalar o‘gidan iborat.

14- §. FUNKSIYA GRAFIGINING ASIMPTOTALARI.
FUNKSIYANI TO‘LA TEKSHIRISH
YA GRAFIGINI YASASH

14.1. Funksiya grafigining asimptotalari. Funksiya grafic
yasashda uning asimptotalari muhim ahamiyatga ega.

1- ta'rif. Agar / (a-0) = lim f(x) yoki /(a+0) = lim /(x) bir
tomonli limitlaming kamida bittasi +oo yoki -oo bo‘lsa, bu holda
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x = a to‘g'ri chiziqy =/(x) funksiya grafigining vertikal asimptotasi
deyiladi. Masalan, x = 1to‘g‘ri chiziq y =-L funksiya grafigining
vertikal asimptotasi bo‘ladi, chunki I|m — =-< va XI||rp0X - =+0
(78- rasm). Ko'rinib turibdiki, funkS|ya graﬂglnlng x = a vertikal
asimptotasi a nugtaning chap yoki o‘ng atrofida y —f(x) funksiya

grafigini tarhiy (sxematik) tasvirlash imkonini berar ekan.

2- ta'rif. Aytaylik, y="f(x) funksiya x argumentning yetal

katta giymatlarida, masalan, yetarli katta musbat giymatlarida
aniglangan bo‘lsin. Agar /7 (x) funksiya uchun shunday Y= kx +b
chizigli funksiya mavjud bo‘lsaki, /(x) funksiya

f(x)-kx +b+a(x) (1)
(lim at) =0)

ko‘rinishda tasvirlansa, bu holda

Y=kx+b to'g'ri chiziq y="f(x)

funksiya grafigining (x-*m+< da)

og'ma asimptotasi (k= 0 bo‘lganda

gorizontal asimptotasi) deyiladi.

Masalan, Y=x to‘g‘ri chiziq

78-rasm. y =x+i funksiya grafigining

og‘ma asimptotasi bo‘ladi.

Hagigatan, bu hoi uchun (1) ifodada k= 1, b=10, a(x) ="
Ravshanki,

lim- =lim- =0.

x— X X—+° X

Agar bu yerda x=0 to‘g‘ri chiziq (ya'ni ordinatalar o‘gi)ning
y =x+1 uchun vertikal asimptota ekanini e'tiborga olsak, y =x +j
funksiyaning quyidagi tarhiy chizmasini hosil gilamiz (79- rasm).

Funksiya grafigining og‘ma asimptotalarini to-
pish usuli quyidagi teoremaga asoslanadi:
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Teorema. y=f(x) funk-
siyaning grafigi X->+00 da
Y=kx+b og'ma asimptotaga ega
bofishi uchun

im f0 ko lim (f(x)-kx) =b (2)

chekli limitlarning mavjud bo ‘lishi
zarur va yetarli.

Isboti. I)Zarurligi. Ay-
taylik, (1) ifoda o‘rinli bo'lsin. U

holda
lim _ Jim <xrbralx)
x— X XD
=lim $k+b+ +HNA<E=* +0+0 =*,
X —>¥D X X X—»te® X X~foo X

lim (7 (x) —kx) =lim (kx +b+a(x) - kx) =
:b+xl_im a(x) =b+0=h
2) Yetarliligi. Aytaylik, (2) chekli limitlar may
bo‘lsin. U holda (2) ifodalaming ikkinchisidan
f(x)-kx-b +a(x) (lim.a(x) =0)
yoki

/(x) =kx+b+a(x) (lima(x) :0}.

Bu esa tarifga ko‘ra Y=kx+ b to‘g‘ri chizigning y=f(x)
funksiya grafigi uchun x -* +00 da og‘ma asimptota bo‘lishini bildi-
radi.

Bu teorema x -* - @ da ham o‘rinli bo‘ladi.

1- misol. Ushbu

_3x ~X
Y =81
funksiya grafigining asimptotalari topilsin.
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Yechish.

lim 3% X lim-Z=L=p,

x-»1-0 X -1 x->l+0  X—1
bo‘lgani sababli, ta'rifga ko‘ra x = 1 chiziq berilgan funksiyaning
vertikal asimptotasi bo‘ladi (boshqa vertikal asimptotasi yo‘q);

. . . 3-1
K- lim - lim - lim—£=3
X— X“1 l

X

b=pU\LS-Bx =i
X

bo‘lgani tufayli ¥Y=3x +2 to‘g'ri
chiziq berilgan funksiya grafigining
0g‘ma asimptotasi bo‘ladi (boshga
0¢‘ma asimptota yo‘q (80- rasm)).
14.2. Funksiyani to‘la tekshiri:
va grafigini yasash. Buni quyidagi
tartibda amalga oshirish magsadga
muvofiq:
1°. Funksiyaning aniglanish
sohasini topamiz.
2°. Funksiya grafigining Ox 0‘q
bilan kesishish nuqgtalarini va uning
boshga muhim xususiyatlari
(masalan, juft-toqgligi, davriyligi)ni
aniglaymiz.
3°. Funksiyaning monotonlik
oraliglarini va lokal ekstremumlarini
topamiz.
4°, Funksiya grafigining gavariglik yofhalishlarini aniglaymiz
va egilish nuqgtalarini topamiz.
5°. Funksiya grafigining asimptotalarini topamiz.
6:. 1°—5° bandlarda topilgan ma'lumotlarga asosan funksiya
grafigini yasaymiz.
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Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasashga doir bitta
misol garaymiz.

2- misol. Ushbu y = — —funksiyani to‘la tekshiring va grafig
yasang. (x

Y echish. 1° Funksiyaning aniglanish sohasini topamiz: kasr-
ratsional funksiya argumentning kasr maxrajini nulga
aylantirmaydigan barcha giymatlarida aniglangani uchun

D(y) = (=°0;1)U(l; +00) = JIN{1}.
2°. Funksiya grafigining Ox o‘gq bilan kesishish nuqgtalarini
topamiz:
n =0"x =-1;49-1) =0.
(*-D2
3°. Funksiyaning monotonlik oraliglarini va lokal
ekstremumlarini topamiz:

3(x+1)2(x-1)2-2(x-1)(x+1)3 _ (x+1)2(x-5)
y (x"V4 (x-1)3

hosila ishora o‘zgartirmaydigan oraliglami oraliglar usuli yordamida
aniglaymiz (81- rasm):

81- rasm.

Demak, berilgan funksiya (-°°; -1), (-1; 1) va (5; +¢&)
oraliglarda o‘sadi; (1; 5) oraligda esa kamayadi. x - 5 nuqgtaning
chap atrofida y' hosilaning ishorasi manfiy, o‘ng atrofida esa musbat
bo'lgani uchun

WN,=45) = | =13i.
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4°, Funksiya grafigining gavariglik yo‘nalishlarini aniglaymiz
va egilish nugtalarini topamiz:

y'= (y)'= (X +)2AxX-5)(x-1)-3y=
= 2(x +1)(x —5)(x —1) 3+(x +H)A(x =1)"3-3(x -5)(x ~1)") =

=X+ -D-I3x -9 - 3(— Xiy*5)) = 2&(562 _

y' funksiya ishora o'zgartirmaydigan oraliglami yana oraliglar usuli
yordamida aniglaymiz (82- rasm):

82- rasm.

Demak, berilgan funksiyaning grafigi (—oo;, —1) oraligda
gavarigligi bilan yuqoriga, (-1; 1) va (1; +oo) oraliglarda esa
gavarigligi bilan pastga yo‘nalgan. Egri chiziqg 4 -1; 0) nugtadan
o‘tayotganda gavariglik yo‘nalishini o‘zgartirgani sababli, egilish
nugtasining ta'rifiga ko‘ra, A(—; 0) nuqta funksiya grafigining
egilish nugtasi boiadi.

5°. Funksiya grafigining asimptotalarini topamiz:

lim &5, iy CHB e

X2

Demak, x= 1 chiziq berilgan funksiya grafigining vertikal
asimptotasi bo‘ladi. Endi og‘ma asimptotalami izlaymiz:



Demak, Y= Xx+5to‘g‘ri chiziq berilgan funksiya grafigining og‘ma
asimptotasi bo'ladi. Bu to‘g‘ri chiziq funksiya grafigining bitta

tarmog‘i bilan nugtada kesishadi:

NL =X4+5& (X HIf =
x-h2

=(X-D2X+5)(x* Do x3+3x2+3x+I| =
=(X2-2xX+)(X +5)(x * 1) <>x3+3x2+3x +1 =
=X3+5x2-2X2-IOX +X+5)(X * D) <=3x = 1<>

Fgp =5>,(1) =5i

6°. —5° bandlarda topilgan ma'lumotlarga asosan funksiya
grafigini yasaymiz (83- rasm):

83- rasm.
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0 ‘ZINI-0‘Z] TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

Funksiya grafigining gavariglik yo'nalishi deb nimaga aytiladi?
Funksiya grafigining egilish nugtasi deb nimaga aytiladi?

Ikki marta differensiallanuvchi funksiya grafigining qavariglik
yo'nalishi gqanday teoremalar asosida aniglanadi? Bu teorema-
laming shartlari yetarli shartlar bo‘ladimi yoki zaruriy shartlarmi?
Funksiya grafigining egilish nugtasi ganday topiladi?

Funksiya grafigining vertikal asimptotasi deb nimaga aytiladi?
Funksiya grafigining og‘ma asimptotasi deb nimaga aytiladi? Bunday
asimptota mavjudligining zaruriy va yetarli sharti nima?
Funksiya grafigining gorizontal asimptotasi deb nimaga aytiladi?
Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash sxemasi nimadan
iborat? Misol keltiring.
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111 BOB

INTEGRAL HISOB

1- 8. ANIQMAS INTEGRAL

11 Boshlang‘ich funksiya. Biz shu vaqtga gadar mateme
analizning differensial hisob bo'limini o‘rgandik. Bu bo'limning asosiy
masalasi berilgan funksiyaning hosilasini topishdan iborat edi. Fan
va texnikada shunday masalalar uchraydiki, ularda hosilasiga ko‘ra
funksiyaning o‘zini topish talab gilinadi. Masalan, harakatdagi
moddiy nugtaning berilgan a = a(t) tezlanishiga ko‘ra v = v(t)
tezligini topish; berilgan v = v(t) tezligiga ko‘ra uning bosib o‘tgan
s=s{t) yo'lini hisoblash; bir jinsli bo‘Imagan sterjenning p=p(x)
zichligiga ko‘ra uning massasini aniglash va shu kabi bir gator
masalalar shular jumlasiga kiradi. Bunday masalalami matematika
nugtai nazaridan quyidagi bitta umumiy masala shaklida ifodalash
mumkin: X toplamda f (x) funksiya berilgan. Vxe X nugtada
F'(x) =f(x) tenglikni ganoatlantiradigan F{X) funksiya topilsin. Bu
yerdagi Fix) funksiyaga /(x) funksiyaning X to'plamdagi
boshlangich funksiyasi deyiladi. Masalan, X= (0; +<») ochiqg yarim
to‘g‘ri chizigda aniglangan f(x) =—- funksiyaning X ochiq yarim
to‘g‘ri chizigdagi boshlangichfunksiyasi F(x) =2fx bo‘ladi, chunki
Vxe (0;+00) nuqtada

F{x) =@2f")=2Jj- =- =1(x).

«Boshlang‘ich funksiya» atamasi ruscha «pervoobraznaya funk-
siya» degan atamaning o‘zbekchalashtirilgani bo‘lib, u /(x)
funksiyaning [x) funksiyadan difFerensiallash orqgali hosil bo‘lishini
bildiradi.
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Tabiiy ravishda quyidagi savol tug‘iladi: agarf (X) Junksiya X
to‘plamda Fix) boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lsa, uning shu
t&plamda F(X) funksiyadan boshga boshlang'ich funksiyalari bormi
yoki y&qmi? Bu savolga javob berishdan awal quyidagi teoremani
isbot gilamiz.

Teorema. Agar Fix) va G(X) funksiyalar f (xX) funksiyaning
biror X toplamdagi ixtiyoriy ikkita boshlangich funksiyasi boba, n
holda Vie I giymatda G(x) —Fix) +C bo‘ladi (C — ixtiyoriy
0'zgarmas son), ya'ni ular X toplamda bir-biridan o‘Zzgarmas
go'shiluvchiga farq qiladi.

Isboti. Aytaylik, Vxe X nugtada F'{x) =/(*), G'(X) =fix)
bo'lsin. G(X)—F(X) —®(x) deb belgilaymiz. ®(x) funksiya, ikkita
differensiallanuvchi funksiyaning ayirmasi sifatida X to‘plamda
differensiallanuvchi va shu bilan birga, teorema shartiga ko‘ra

Yxe X nugtada
O\X) = (apg - Fix))' = G'(xX) - F’'(X) =f(x) -fix) =0.

Demak, funksiyaning o‘zgarmaslik shartiga asosan Yxe X
nugtada ®(x) = C (C —ixtiyoriy o‘zgarmas son) bo‘ladi. Shunday
gilib, ¥Yxe X uchun G(X) - F(xX) = C yoki G(X) = F(x) + Cbo‘lar
ekan.

Teorema isbot gilindi.

Yuqgorida go'yilgan savolga (isbot gilingan teoremadan kelib
chigadigan) quyidagi natija javob beradi:

Natija. Agar FH{X) funksiya f(x) funksiyaning X to‘plamdagi
boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda bu funksiyaning X to'plamda
boshlang‘ich funksiyalari cheksiz ko‘p bo‘lib, ularning har biri
F{X) + C ko‘rinishda boladi (C — ixtiyoriy o‘zgarmas son).

1.2. Anigmas integral va uning asosiy xossalari.

1-ta'rif. Berilgan/ (X) funksiyaning biror X to‘plamdagi barcha
boshlang‘ich funksiyalari to‘plami shu funksiyaning X to‘plamdagi
anigmas integrali deb ataladi va

JF{x)dx

ko‘rinishda yoziladi. Bu yerdagi / belgi lotincha S harfining «buzib
yozilgan» shakli bo‘lib, unga integral belgisi deyiladi; / (x) funksiya
integral ostidagi funksiya, f{x)dx ifoda esa integral ostidagi ifoda
deb aytiladi.
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Agar F(X) funksiya berilgan / (X) funksiyaning X to‘plamdagi
boshlang‘ich fimksiyalaridan biri bo‘lsa, u holda yugoridagi natijaga
binoan

[f(x)dx = F(X) +C (@)

deb yozishimiz mumkin. Bu yerda C—ixtiyoriy o‘zgarmas son.
Berilgan f(x) funksiyaning anigmas integralini topish amali
f(x) funksiyani integrallash deyiladi. Funksiyani integrallash
masalasi integral hisobning asosiy masalasi bo‘lib, u differensial
hisobning asosiy masalasiga teskari masaladir.
1- misol. Ushbu

Jx2x

anigmas integral topilsin.
Yechish. Vjte(-oo; +00) nugtada

AVARN|

bo‘lgani sababli, (1) formulaga binoan
J XX ="~ +C.

Bu yerda va bundan keyin har doim, agar boshga so‘z
aytilmagan bo‘lsa, C ni ixtiyoriy o‘zgarmas son deb tushunamiz.

Anigmas integral quyidagi asosiy xossalarga ega:

1- xossa. Ushbu

dff (X)dx —f (X)dx

tenglik o‘rinli.
Isboti. (1) formulaga asosan

djf(x)dx = d(F(X) + Q = dF(X) +d(Q - F(X)dx + 0 -dx=Ff(x)dx.
1- xossa. Ushbu
j dF(X) = F(x) + C

tenglik o‘rinli.
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Isboti. dF(X) = F'(xX)dx=f(x)dx ekanini e'tiborga olib, (1)
formulaga ko‘ra quyidagiga ega bo‘lamiz:

NdHX) = "F'(X)dx =f(x)dx = F(x) + C.

3-Xxossa. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini anigmas integral belgisidan
tashgariga chigarish mumekin:

AAF(X)X = A jF(dx (A= Const).

Isboti. Aytaylik, A= Const bo‘lib, VxeX nuqgtada
F'(x)=f(pc) bo‘lsin:

N\f(X)dx= KXx) + C. @

Bu holda, ravshanki, Vxe X nuqtada (AF(X))' =
=(AF(x))’ = AF’(X) = Af(x), yani

NAM{X)dx = AF(x) + Cj. (3]

Bu yerda C, —ixtiyoriy o‘zgarmas son. Endi (1) tenglikning
har ikkala tomonini A songa ko‘paytiramiz:

ANT(X)dx = AF(X) +A «C.

Bundan
AR = Ajf(x)dx -A -C. 3)

(3) ni (2) ga qoysak,
JA/(X)dx = AJf(x)dx + q-A «C
bo‘ladi. Bu esa 0‘zgarmas Cx— AC go‘shiluvchigacha aniglikda
JAF(X)dx = AJ/ (X)dx

tenglikning to‘g‘riligini bildiradi.

4- xossa. 0 ‘zgarmas go‘shiluvchigacha aniglikda

J(/(X) £g(X))dx = jf(x)dx £ |g(x)dx

formulalar o‘rinli.

232



Isboti. Aytaylik, f(xX) va g(x) funksiyalar biror X oraligda
aniglangan bo‘lib, Vxe X nugtada F'(x) =/(x) va ®'(x) = g(x)
tengliklar o‘rinli bo'lsin. U holda, ma'lumki

JEOQdx = Ox) +Cv Jg(X)dx= d(x) + C2 (@)
Ikkinchi tomondan, Vxe X nugtada

(Ax) =@ (x))' = F'(X)x @'(x) =/(x) =9(X).
Bu esa

\({f(x) £g(X))dx = Ax) = d(x) + C3 (5)

ekanini bildiradi. Bu yerda Cp C2 C3— ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
(4) formulalardan

Ax) = |gcc - C,,  @(x) = jg(X)rfx - C2 (6)
(6) ifodalami (5) formulaga qo‘ysak,
J(/(x) £90())dx = \F(X)dx F=Jg(x)dx + C3- C,+C2
bo‘ladi. Bu esa o‘zgarmas C3-C, £C2qo‘shiluvchigacha aniqglikda
JU() £9(9)dx = IF()dx =+ jg()ax
tenglikning o‘rinli bo‘lishini bildiradi.
1.3. Asosiy anigmas integrallar jadvali. Endi amaliy qula

magqgsadida, hosilalar jadvalidan foydalanib, asosiy anigmas
integrallar jadvalini yozamiz:

1)J0e«dx = C;

2) j xadx=" +C (a*-1);

3) JN =injx]+C (X ®0);

4) ja*dx=~ +C (0< I),Jedx = e*+C;
5)J sinxdx = -cos X + C;

6) Jcosx dX = sinx + C;
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9) |_7gly\: _ [arcsinx+C (-1<x<1),
VI-x1 [-aresesx+C (-1 <x<1)
10) J dx JArEtg* Fe»
M+x2 j—arcctgXx +C ;
11) Jshx dx= chx + C;

12) Jch x dx = shx + C;

13) f-4- =thx+C;

14) f ~L.=_cthx +C(x * 0).
J sh2x

1)—14) formulalarning isboti bevosita anigmas integralning
ta'rifidan va hosilalarjadvalidan kelib chigadi. Misol sifatida ulaming
bittasini, masalan,

JN =Inx]+C (x* 0)

formulani  isbot qilaylik. Aytaylik, x>0 bo‘lsin. U holda,

bo‘ladi. Endi aytaylik, X <0 bo‘lsin. Bu holda ham, ravshanki,
Vxe(-°°;0) nugtada

tenglik o‘rinli. Demak, (-00;0) oraliqda



J[T =In(-x) +C.
Shunday qilib,

J* =Injx] +C (x O).

2- §. INTEGRALLASHNING
ASOSIY METODLARI

Anigmas integrallami hisoblashning ikkita asosiy metodi mavjud
bo‘lib, ularning biriga boflaklab integrallash metodi, ikkinchisiga
esa 0 zgaruvchini almashtirish metodi deyiladi.

2.1. Bo‘laklab integrallash metodi. Bu metod quyidagi
teoremaga asoslanadi:

1- teorema. Agar = u(x) va v =v(x) funksiyalar biror
toplamda differensiallanuvchi bofib, u'(x)v(x) funksiyaning shu
to plamda boshlang‘ichfunksiyasi mavjud bo ‘Isa, 1 holda X to plamda
u(X)v'(x) funksiyaning ham boshlangich funksiyasi mavjud, shu
bilan birga

JURIVIEYAX = UGIVE) = I ACIVOYAX ()

formula ofrinli bo‘ladi.

Isboti. n—w(x) va v =v(X) funksiyalar X to‘plamda
differensiallanuvchi boMgani uchun ularning u(X)v(x) ko‘paytmasi
ham shu to'plamda differensiallanuvchi, shu bilan birga

(WOV(N))" = U (XV(X) + u(x)v’'(x)
formula o‘rinli bo‘lishi mallum. Bu yerdan
UV'(X) = WOI(X))" - U'(V(X).
Demak, anigmas integrating 4- xossasiga ko‘ra

JUuPOV'(X)dX =3 (U(X)V(X))'dX - J u'(X)v(X)dx
bo‘ladi. Bu yerda
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J (UX)V(X)) dx—J d(U(X)V(X)) = uX)v(x) + C

ekanligini, hamda shartga ko‘ra jv(xX)u’(X)dx anigmas integralning
mavjudligini e'tiborga olsak,

Ju(X)V'(X)dx = uX)v(x) - J u'(X)v(x)dx

bo‘ladi. Bundan tenglikning chap tomonidagi anigmas integralning
mavjudligi ham kelib chigadi. Teorema isbot qilindi.

Endi u(x) =u, v(c) = v, v'(X)dx=du, u'(xX)dx—du ekanini
e'tiborga olib, (*) formulani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

Bu formula anigmas integralda bo 1aklab integrallash formulasi
deb ataladi va amaliyotda keng go‘llaniladi.
1-misol. Ushbu

anigmas integral topilsin.
Y ec hish. Anigmas integral belgisi ostidagi ifodada n=
dv = xdx deb olamiz. Bu yerdan

Demak, bo‘laklab integrallash formulasiga ko‘ra

Eslatma. Shuni aytish lozimki, bo‘laklab integrallash for-
mulasini qo‘llashda integral belgisi ostidagi ifodaning gaysi birini
u, qaysi birini dv deb belgilash juda muhim ahamiyatga ega. Bunda
har doim quyidagi qoidaga amal gilish lozim: integral ostidagi ifodada
shunday ko‘paytuvchi funksiyani n= u(X) deb olish kerakki,

Judv = uv - j vdu

formuladagi | vdu integralni hisoblash j udv integralni hisoblashga
nisbatan oson bo‘lsin. Masalan, yuqorida garalgan Jjclnjcdbc
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integral ostidagi XXnxdx ifodada u = x deb olsak, du = dx, v = J \oadx
bo‘lib, v ni topish uchun bo'laklab integrallash metodini go‘llash
zarur bo‘ladi, ikkinchidan, JxInxdx integralga nisbatan hisoblanishi

giyin bo'lgan J x2Inxdx integral hosil bo‘ladi. Shuning uchun yuqorida

n= Inx deb olgan edik.
2- misol. Ushbu

J e”sin bx dx

{a, b—o‘zgarmas sonlar) integral hisoblansin.
Yechish. Integral ostidagi ifodada u= eax dv = sin bxdx

deymiz. U holda du = ae"dx, v = —gosﬁx bo‘ladi. Demak, bo‘laklab

integrallash formulasiga ko‘ra
Jsinbxdx=-e ¢dx+a  cogt "

Oxirgi integralda yana n=e™ dv = cosbxdx deb olamiz. Bu

yerdan du = aendx, v=-j-sinbix U holda

sin bxdx - ——c°sto gn bx-jje™ sin focdxj =
Ne "M c o s in bxdx
(0% 2J

Biz bo'laklab integrallash metodini ikki marta qo‘llab, yana
berilgan integralni hisoblash masalasiga gaytdik (bunday misollar
amalda juda ko‘plab uchraydi). Xuddi ana shu yerda integrallash
jarayonini to'xtatib, berilgan integral ishtirok gilayotgan hadni
tenglikning chap tomoniga o‘tkazamiz:

- fe" sinbxdx = €' (flsinte-6c0sfa).
R J =2

Bundan

fg" sinbxdx = " (a $riox-booshx)+c
J a2
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3- misol. Ushbu

f o dx

p2+x2! (n — natural son)

integralni hisoblash uchun rekurrent formula keltirib chigarilsin.
Y ec hish. Berilgan integralni

deb belgilaymiz. Aytaylik, n—21 bo‘lsin. U holda

J a +Xx al

=f * =1If_Ifl =laictgf +C.
i'&,\ a a

Faraz gilaylik, n > 2 bo‘lsin. Bu holda

dx‘ﬁi
J- [~ h/‘02+x2j

integralni bo‘laklab integrallaymiz: n—(@2+x9Inva dv = dx desak,

du = _2(n-Ixdx v =x_
(a2+x2]

Demak, bo‘laklab integrallash formulasiga ko‘ra

M- =, x +2(n-1)j- »xak
@sel | J (@262
.(a2+x2)-a2
- W-Dp--- .. -
(a2+x2) J (a2+x2)

ol AL/
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Bu yerdan

X
2(n-la2(a2+x

J, =—arctg—+C.
1 a a

2.2. 0 ‘zgaruvchini almashtirish metodi. Bu metod quyida

teoremaga asoslanadi.

2- teorema. Agar Vfe T nugtada F'{t)—{t) bo‘lib, t—qg

funksiya biror X oraligda aniglangan, differensiallanuvchi va
{t: t—gX\.xGX} CT bo'lsa, n holda F(g(x)) funksiya X oraliqda
f(9(Xx))g'(x) funksiyaning boshlangich funksiyasi bo‘adi va shu bilan
birga

formula o Tinli bo 1adi. Bu formula anigmas integralda o zgaruvchini
almashtirish formulasi deb ataladi.

Isboti. Aytaylik, X/teT nuqtada F'{t)—f (t) bo‘lsin. U holda
murakkab funksiya hosilasini hisoblash qoidasiga asosan, Vxe X
nugtada

-ixF (9(x)) = F(9(x))g'(x) =f(g(x))g'(x)

bo‘ladi. Bu esa F(g(x)) funksiyaning X to‘plamda f(g(x))g'(x)
funksiya uchun boshlang‘ich funksiya bo‘lishini bildiradi. Demak,
anigmas integralning ta'rifiga ko‘ra

if(90())g(x)dx = F(g(x)) +C

bo‘ladi. Teorema isbot qgilindi.
Eslatma. Bu teoremada g(x) = t, g’(x)dx= dt, F'(t)—f(t)
ekanini e'tiborga olib,

N\H{g{x))g'{x)dx=\f(t)dt= F(t) + C= F{g{x)) +C

deyish mumkin. Amaliyotda o‘zgaruvchini almashtirish formulasi
xuddi ana shu ko‘rinishda qoilaniladi.
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4- misol. Ushbu
J (10x+ 3)1mtc

anigmas integral topilsin.
Yechish. X o‘zgaruvchini 10x+ 3= ? ko‘rinishda almash-

tiramiz. Bu yerdan dx="dt. Demak,

J (I0x +3)Tdx = | tlame=dt = -L) tiQuat =

101 | n 1 /in wom
~ToTlWW ~Todo( A 0
5- misol. Ushbu
f ok
JTH7x

anigmas integral topilsin.
Yechish. 4x=t deylik. U holda dx = 2tdt. Demalk,

2.3. Elementar funksiyalar orgali ifodalanmaydigan ba'zi
anigmas integrallar. Ma'lumki, har ganday elementar funksiyaning
hosila funksiyasi yana elementar funksiya bo‘lar edi. Lekin
elementar funksiyaning anigmas integrali har doim ham elementar
funksiya bo‘lavermaydi. Masalan, Puasson integrali (yoki xatolar
integrali) deb ataladigan

J e=>aix

integral, Frenel integrallari deb ataladigan va fizikaning optika
bo‘limida keng qgo‘llaniladigan

| sin x2dx, j cos xaix
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integrallar, integral logarifm deb ataladigan

JTN7 <»<**y

integral hamda mos ravishda integral sinus, integral kosinus deb
ataladigan

integrallar elementar funksiyalar orqali ifodalanmaydigan anigmas
integrallardir.

Bu yerda keltirilgan anigmas integrallar nafagat real holda
mavjud bo‘libgina golmasdan, ular fizika va matematikaning turli
masalalarini yechishda muhim o‘rin tutadilar. Shu sababli, bu
noelementar funksiyalar, elementar funksiyalar gay darajada
o‘rganilgan bo‘lsa, shu darajada o‘rganilgan. Ular uchun jadvallar
tuzilgan va graflklar chizilgan. Bu mallumotlami zarur hollarda
maxsus adabiyotlardan topish mumkin.

Biz endi ratsional funksiyalami integrallash masalasini garaymiz.
Bu masalani yechish uchun awalo biz kompleks sonlar, algebraik
ko'phadlar va ratsional kasrlar (kasr-ratsional funksiyalar) hagida
zaruriy ma'lumotlarga ega bo‘lishimiz kerak. Biz bu ma'lumotlami
kelgusi ikkita paragrafda bayon gilamiz.

0‘ZINI-0‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

=

. Boshlang‘ich funksiya deb nimaga aytiladi? Misol keltiring.

2. Funksiyaning biror to‘plamdagi (sohadagi) anigmas integrali deb
nimaga aytiladi?

3. Anigmas integralning ganday hossalariga uning asosiy hossalari
deb aytiladi?

4. Asosiy anigmas integrallar jadvalini yozing

5. Anigmas integralda o‘zgaruvchini almashtirish metodi ganday
teoremaga asoslanadi? Teoremani isbotlang.

6. Jrr /(a2+x? “ dx integralni hisoblash uchun rekurrent formula
keltirib chigaring.

7. Anigmas integralda bo‘laklab integrallash metodi ganday teoremaga
asoslanadi? Teoremani isbotlang.

8. Anigmas integrali elementar funksiya bo'Imagan funksiyalar bor-

mi? Bor bo‘lsa, misollar keltiring.
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3- §. KOMPLEKS SONLAR

3.1. Kompleks sonning ta'rifi. z= x +iy(i2—- 1) ko Trinishdagi
ifoda kompleks son deb ataladi. Bu yerdagi X va y lar hagigiy sonlar
bo‘lib, ular mos ravishda z kompleks sonning hagigly va mavhum
gismlari deyiladi; / simvol mavhum birlik deb ataladi.

Hagqiqgiy va mavhum gismlari nulga teng bo‘lgan kompleks son
nul kompleks son deyiladi va odatdagi O bilan belgilanadi. zkompleks
sonning hagigiy va mavhum qismlari mos ravishda Rez va Imz
simvollar bilan belgilanadi: X = Rez, y = Imz. Bu yerdagi Re va Im
belgilar mos ravishda «Reel — hagigiy» va «lmaginaire — mavhum»
degan fransuzcha so‘zlaming birinchi ikkita harfidan tashkil topgan.

3.2. Kompleks sonning geometrik tasviri. Kompleks sonning
ta'rifidan ko‘rinib turibdiki, har bir z—x+iy kompleks songa
hagigiy sonlaming bitta tartiblangan (ya'ni gaysi biri birinchi, gaysi
biri ikkinchi ekani ko‘rsatilgan) (X; y) jufti va, aksincha, hagiqiy
sonlaming har bir tartiblangan (jc; y) juftiga bitta z= X +iy
kompleks son mos keladi. Shu sababli, agar tekislikda to‘gri
burchakli xOy dekart koordinatalari tizimini (sistemasini) o‘rnatsak,
tekislikdagi har bir M(X; >) nuqtaga bitta z—x + iy kompleks son
va aksincha, har bir z~x+iy kompleks songa bitta M(X; y) nuqta
mos keladi (84- rasm).

Bunda M nugtaga mos kelgan z= x +iy kompleks songa
M(X; y) nuqtaning affiksi, xOy tekislikka esa kompleks tekislik
deyiladi. Odatda affiksi z—x—+1iy bo‘lgan M(X; y) nuqta z harf
bilan, kompleks tekislik esa (z) bilan belgilanadi (85~ rasm). Bu
yerdagi Oxo‘gqga haqigiy o‘g, Oy o‘gga esa mavhum o‘q deb aytiladi.
Affiks so‘zi «biror narsaga biriktirilgan» degan ma’'noni anglatuvchi
lotincha affixus so‘zidan olingan.

&4~ rasm. 85~ rasm.
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3.3. Kompleks sonning moduli
va argumenti. Tekislikdagi har bir
M nugta to‘g‘ri burchakli xOy dekart
koordinatalari tizimida (sistemasida)
o‘zining OM radius-vektori bilan
bir giymatli aniglanganligi sababili,
geometrik nuqtai nazardan, har bir
zZ=Xx+ iy kompleks sonni
koordinatalari x va y bolgan radius-
vektor deb tavsiflash mumkin (86—
rasm). z radius-vektoming uzunligiga z= x+iy kompleks sonning
moduli deb aytiladi va X\ simvol bilan belgilanadi. 86— rasmdan
ko‘rinib turibdiki (Pifagor teoremasiga asosan), [y=<M2 +y2 bo‘ladi.
Demak, kompleks sonning moduli manfiymas haqiqgiy son bo'lar
ekan. Ravshanki, fagatgina O kompleks sonning moduli nulga teng.

Endi kompleks sonning argumentini ta'riflaymiz: z radius-
vektoming Ox o‘q musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan pburchagi
z—Xx+ iy (z” 0) kompleks sonning argumenti deyiladi va Arg z
simvol bilan belgilanadi: o= Arg z Ko‘rinib turibdiki, z(z * 0)
kompleks sonning argumenti, bir-biridan 2>k songa karrali bo‘lgan
go‘shiluvchiga farqg giluvchi cheksiz ko‘p giymatlarga ega. Uning
-X < a < tengsizliklami ganoatlantiruvchi a giymati argz (z * 0)
simvol bilan belgilanadi va y z (z* 0) kompleks son bilan bir
giymatli aniglanadi (86— rasm):

86— rasm.

arctg- (x >0),
a=agz - arctg?(L-l-KSigny (x <0),
isig ny (x =0).
Bu yerda
1 (y>0),

Sooy 0 (y=0),
-I(y<0).
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Shunday qilib,
Arg z=arg z+ 2m (nGZ, z* 0).

z —0 - argumenti aniglanmagan yagona kompleks son.

34. Kompleks sonning shakllari. Amalda kompleks sonnir
turli ko‘rinishlaridan foydalaniladi. z= x+1iy kompleks sonning
algebraik shakli deyiladi.

Aytaylik, NI\ r va argz=a bo’lsin (87- rasm). U holda
X= rcosa vay = rsina bo‘lgani uchun z—x+ iy = r (cosa + /sina)
bo‘ladi. Kompleks sonning z=r (cosa + /sin«) ko‘rinishi kompleb
sonning trigonometrik shakli deb ataladi.

Ushbu

formula Eyler formulasi deb ataladi

(L. Eyler (1707-1783) — shveyt-

sariyalik buyuk matematik; Peterburg

Fanlar akademiyasining a'zosi; hayo-

tining asosiy gismini Rossiyada

o‘tkazgan). Kompleks sonning

A trigonometrik shaklidan, Eyler

O X X formulasiga binoan, z = reia ifodani

hosil gilamiz. Bu ifoda kompleks

87— rasm. sonning Ko Tsatkichli shakli deyiladi.

3.5. Kompleks sonlar ustida

amallar. Endi kompleks sonlar ustida bajariladigan arifmetik va

algebraik amallar bilan tanishamiz. Dastawal, kompleks sonlaming

tengligi tushunchasini aniglaymiz. Hagigiy gismi hagiqiy gismiga,

mavhum gismi mavhum gismiga teng bo ‘lgan ikkita zxva~ kompleks

son oZzaro teng kompleks sonlar deyiladi va z, = z2 ko‘rinishda

yoziladi.

Qo‘shish va ayirish. Ikkita zI —xx+ iyxva 22 = x2 + iy2 kompleks

sonning yig‘indisi deb,

Z,+z22= (=1 + X2 +i(yl+y2 (1

kompleks songa aytiladi. Berilgan kompleks sonlarga ko‘ra ulaming
yig'indisini topish amali kompleks sonlami go‘shish deb ataladi.
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Ayirish amali go‘shish amaliga teskari amal sifatida aniglanadi.
2 + 7 —Zx shartni ganoatlantiradigan z kompleks songa z{ va z2
kompleks sonlarning ayirmasi deyiladi va z —z1z2 ko‘rinishda
yoziladi. Agar z—x +iy, 1, = X%, +iy{va 22= x2+iy2 desak,
z22+z= (*2+Xx) +i(y2+ ¥Y) = *i +iy1 y°ki kompleks sonlar
tengligining ta'rifiga ko‘rax2+x = x{ y2+y =yl yoki x =x,-x2 y =y —
y2bo‘ladi. Shunday qilib,

zl-z22= (x-x23 +i(y-y2.

Ayirmani topish amali ayirish deb ataladi. Geometrik nugtai
nazardan, (1) formula zx—{*p va z22= {x2 y2Z} radius-
vektorlaming yig‘indisini bildiradi (88- rasm); r, - z2 ayirma esa
Zi~Zi = iXi~x2 vektorni bildiradi (89- rasm).

Shunday qilib, kompleks sonlami go‘shish va ayirish amallari
xuddi tekislikdagi vektorlarni qo‘shish va ayirish singari aniglanar
ekan.

Ko‘paytirish. Ikkita zx= x{+iy{va z2= x2+iy2 kompleks sonning
kopaytmasi deb,

% = = (XDAYY + i(x1Y2+X2Y (2)

kompleks songa aytiladi. Ko‘paytmani topish amali ko‘paytirish
deyiladi.
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Endi z,z2 ko‘paytmaning trigonometrik shaklini topamiz.
Aytaylik, zx—rl(cosal +isina,) va z1= rXAcosa2+isina? bo‘lsin.
U holda (2) formulaga asosan,

222= r/4(cosa”os a2 sinasina? +

+ /(cos a,sin a2+ sin ccos a2)] = nNrcos(a,+ ad +/sin(a,+ a2)]
bo‘ladi. Shunday qilib,

1% 1= Kk 1172], Argizfc) = Argax+Argz2 3)

bo‘lar ekan. Oxirgi tenglik to‘plamlarning tengligi ma'nosida
tushuniladi. (3) formulalar yordamida zn(zn=z-z-z——-2)
darajaning moduli va argumenti uchun quyidagi formulalarga ega
bolamiz:

A=\ AgZ)=nAgz
Xususan, A\ = 1, ya'ni r=cosa +isina bo’lsa,
(cosa + isina)"'=cosna +/sinna 4)

bo'ladi. Bu formulaga Muavr formulasi deyiladi (A. de Muavr
(1667-1754) —ingliz matematigi (millati fransuz)).

Bo‘lish. zx kompleks sonni * (z2* 0) kompleks songa bo‘lish
amali ko*paytirish amaliga teskari amal sifatida aniglanadi: zz = zx
shartni ganoatlantiradigan z kompleks songa zx kompleks sonning
~2 kompleks songa bo linmasi deyiladi va z = o ko‘rinishda yoziladi.
Demak, NX\=U 2l Ul va "rgzx= Argz2+ Argz boMgani sababli,

®)

bo‘ladi.

Eslatma. Kompleks sonlar to‘plamida kiritilgan qo‘shish va
ko‘paytirish amallari haqiqiy sonlar to‘plamida kiritilgan xuddi shu
nomdagi amallar bo‘ysingan barcha gonunlarga bo‘ysinadi. Buni
alohida sanab o‘tirmaymiz.
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Kompleks sondan ildiz chigarish. w'=2z tenglikni
ganoatlantiradigan w son z kompleks sonning n-darajali ildizi deb

ataladi va w-4z ko'rinishda yoziladi. Agar
Z= r(cosa +/sina), w=p(cosip + ismtp)

desak, W =1z dan
p“(cos nmp+isinnN)=r(cosa +/sin a)

tenglik kelib chigadi. Bundan p" =r, p=yir;, w=a2™ (me 2)
tengliklar hosil bo‘ladi. Bu yerda p > 0 bo‘lgani sababli, p =sfr

ildiz arifmetik ildizdir.
Shunday qilib,

wn=4z = cosa +isin«) =

= rirfcos®t 21 453 200Y  (me 7).

Z 0 bo‘lganda tfz ildiz anig n ta har xil wo, w,, ..., wnt
giymatlarga ega ekanligini ko‘rsatish mumkin:

vwm=tfz = ¢ (cosa +/since) =
: 6
= 4r lcos@t2MN | SMmat2mny (m=012,..n- ED (6)

(6) formulaga kompleks sondan ildiz chigarishformulasi deb aytiladi.
Geometrik nuqgtai nazardan, wa wp ..., wn { kompleks sonlar
radiusi p =yfr bo‘lgan, markazi koordinatalar boshida joylashgan
doiraga ichki chizilgan muntazam n- burchakning uchlarida
joylashgan bo‘ladi.

3.6. Qo‘shma kompleks sonlar va ularning asosiy xossale
x—y kompleks son z=x +iy kompleks songa gqoshma bo‘gan
kompleks son deb ataladi va z bilan belgilanadi: z =x-iy. z kompleks
songa qo‘shmabo‘lgan kompleks son f bilan belgilanadi. Ravshanki,
z=z-
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Geometrik nugtai nazardan, z
kompleks son Ox o‘qga nisbatan z
vektorga simmetrik bo'lgan vektor
orgali tasvirlanadi (90- rasm).

Qo‘shma kompleks sonlar
quyidagi asosiy xossalarga ega:

1- xossa.

H="X\ argz =-argz.

Isboti. 90- rasmdan ko'rinib
turibdiki, ~ va? vektorlarning
uzunliklari bir-biriga teng: W%

D- rasm Yana 90- rasmdan ayonki, z va z
vektorlar Oxo‘gning musbat yo‘nalishi

bilan mos ravishda a va -a burchak tashkil etadi: argz = -arg”.

2-x0ssa N =\
Isboti.

ZZ = (x +ly)(X - iy) = (X2+yD) +i(-Xy +yX) =
=(R+y2)+i=X2+y2=(Vp2+y2j = Xm

3-x0ssa. z =7

Isboti. z=(2) =x-ly= X+Hy=27
4-xossa. 2 +z2=zi+z2-

Isboti. Aytaylik, zx=Xx, +iyxva * = x2+iy2bo‘lsin. U holda

4422 = (*i +xD +i(yx+y2 = +xj) —i(y{+y2) =
=(*i - iyR +(X2-iy2) = Zt+22

Bu xossaning isbotini geometrik jihatdan 91- rasm ko‘rinishda
tasvirlash mumkin.

5 xossa. 2N =2-
Isboti. 1-xossaga asosan 2= NN = NI = NN = = YN
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Afgz,22 = -AgZizi =
-y +Ag) =

= -ArgZi ~ALll 2=

= Argzx+Argz2 = Arg{2z2).
Demak, zlz2=ziz2

6—xossa. f\_g"}:lgz , @2*0.

Isboti. 1- xossaga asosan

A
_f_
2 % S ﬁ

AnAjz% :_{NgZ’ —NgZZ):

= AN\~ (FAGZ2) = Argev- Arg2 = A,

Demak, (f-)'f' fe*0).

Hw

o1

©O~No

11.

0 ‘ZINI-0‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

Kompleks son deb nimaga aytiladi?

Kompleks soning geometrik tasviri, tekislikdagi nuqtaning affiksi
deb nimaga aytiladi?

Kompleks sonning moduli va argumenti tushunchalarini ta'riflang.
Kompleks sonning algebraik, trigonometrik va ko‘rsatkichli shakl-
larini bilasizmi? Misollar keltiring.

Kompleks sonlar ustida qo‘shish va ko'paytirish amallari ganday
aniglanadi? Ayirish va bo‘lish amallari-chi?

Qanday kompleks sonlar o‘zaro teng kompleks sonlar deb ataladi?
Qanday kompleks son nul kompleks son deyiladi?

Qanday kompleks sonlar o‘zaro qo‘shma kompleks sonlar deb ataladi?
Kompleks sonlarni bir-biridan katta yoki kichik deb aytish
mumkin-mi?

. Kompleks sondan ildiz chigarish formulasini keltirib chigaring.

Misollar keltiring.
Qo‘shma kompleks sonlaming asosiy xossalarini isbotlang.
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4- §. TO'G‘RI RATSIONAL KASRNI
ELEMENTAR KASRLAR YIG‘INDISIGA YOYISH

4.1. Algebraik ko‘phadni ko‘paytuvchilarga ajratish.
Ushbu

P,,(2) = dzn+cgn{+ ... +cnlz+cn

ko‘rinishdagi ifoda n- darajali algebraik kophad deyiladi. Bu yerda
Z—X + iy — kompleks o‘zgaruvchi; cO 0, cv c2..., cnlar
0‘zgarmas kompleks sonlar bo‘lib, ular ko phadning koeffitsiyentlari
(cO— bash hadning koeffitsiyenti) deb ataladi.

Agar a —a +ib kompleks son uchun Pn(a) = 0 bo‘lsa, bu
holda a kompleks son PJz) ko phadning ildizi deyiladi.

Ko‘phadlar algebrasining asosiy teoremasi. Har ganday Pn(z)
(n > 1) algebraik kophad kamida bitta kompleks ildizga ega

Bu teoremaning sof «algebra tili»dagi isboti mavjud emas, u
«kompleks analiz tili»da va boshga usullarda isbotlangan.

Bezu teoremasi. a kompleks son Pn{z) algebraik kophadning
ildizi bo‘Ushi uchun

P.{2) = {z~ a)Q.._.(2)

bo’lishi zarur va yetarli. Bu yerda 0n |[r) bilan (n-1) — darajali
algebraik ko‘phad belgilangan.

Ko'phadlar algebrasining asosiy teoremasidan quyidagi natija
kelib chigadi:

Natija. Har ganday Prn(z)(n> 1) algebraik ko‘phad aniq n ta
ildizga ega.

Bu natija ko'phadlar algebrasining asosiy teoremasini va Bezu
teoremasini ketma-ket qo‘llash yordamida isbot gilinadi.

Agar Pnz) = (z—a)kQn kz) bo‘lib (bu yerda 1< K<\
Q.-k(2) bilan (n-k)- darajali algebraik ko‘phad belgilangan),
Qnk(a) 0 bo‘lsa, a son Pjiz) kophadning k karrali ildizi deb
ataladi. Quyidagi teoremalar o‘rinli:

1°. Agar av av a3 ..., amsonlar P,(z) kophadning mos
ravishda kv k2 ..., kmkarrali ildizlari boisa, n holda
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A(Z) = o0z - «K(z -adh ...z -amK @)

(kx+ k2 + ... + km=n) bo‘ladi.
2°. Agar Pr(z) algebraik kophadning koeffitsiyentlari hagiqiy
sonlar boba, u holda Vz kompleks son uchun

Pjz) = P.{2) @
bo 1adi.
Isboti.
Pn(z) = " +C ' +... +C,iZ+C,,= Qzn- c,znA +... +Q1z +

+n=@z" +Cemt +... +Q+Hz +G, = Qzn+dzmt +... +

4G, Z+C, = p,.(2).
3°. Agara kompleks son koeffitsiyentlari haqigiy sonlardan iborat
bo ‘Igan Pr(z) ko phadning ildizi boba, 1 holda a komleks son ham
Pr(z) kophadning ildizi bo‘ladi.
Isboti. P(a) =M(a) =6=0.

4°. Agar a= n+ iv (v 0) kompleks son koeffitsiyentlari
hagigiy sonlardan iborat bo‘lgan Pnz) kophadning k karrali ildizi

bo‘lsa, n holda a =u-iv kompleks son ham Pn(z) ko phadning K

karrali ildizi bo‘ladi.
Isboti. Pr(a)= 0 bo'lgani uchun Bezu teoremasiga asosan

Pr{z) = (z-a)Qn Xz) bo‘ladi. 3°- teoremaga ko‘ra Q,.Xz)=
=(z-a)Ln2(z) bo‘lishini e'tiborga olsak,
M(2) =(z-a)(z-a)L,, 2(2) =(z-u- ivV)(z -u +iv)Ln2(2) =
=(z2-2uz +u2+v2L,, 24z) = (z1+pz +q)L,,_ X2),
ya'ni
Pnz) = (z2+pz+ g)Ln 2Az), 3)

bo‘ladi. Bu yerda p = -2u, g= u2+Vv2 lar haqigiy sonlar;
Ln2 (2) bilan koeffitsiyentlari hagigiy sonlardan iborat bo‘lgan
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(n-2) — darajali ko‘phad belgilangan. (3) ifodadan ko‘rinib
turibdiki, agar a son Pnz) ko‘phadning k(k > 2) karrali ildizi
bo‘lsa, u holda bu son Ln 2(z) ko‘phadning K- 1karrali ildizi bo‘ladi.
Yugorida isbot gilinganiga ko‘ra a kompleks son ham Ln 4z)
ko‘phadning ildizi bo‘ladi. Bu mulohazalami K- 1 marta takrorlab,
a va a ildizlaming karraliligi bir xil va

P.{2) = (z2+ PZ+ q)KRn Ik(2),

ekaniga ganoat hosil gilamiz. Bu yerda Rn 2(z) bilan koeffitsiyentlari
hagigiy sonlardan iboratbolgan (n-2k) — darajaU algebraik ko‘phad
belgilangan. Teorema isbot gilindi.

Faraz qilaylik, Pr{z) ko‘phad koeffitsiyentlari haqiqiy
sonlardan iborat bo‘lgan n- darajali algebraik ko‘phad bo‘lib, ax
a2 .., ar lar mos ravishda uning mv m2 ..., mr karrali haqgiqgiy
ildizlari, av a2 ...aslar esa uning mos ravishda kv k2 ..., ks
karrali kompleks ildizlari bo'lsin. U holda

Pn(z) =c0(z - (hfa(z - «or -iz - ar)mx

X(z2+plz + ql)h{z2+pZ + q2)kl...(z2+pSZ+ 65)ks
bo‘ladi. Bu yerda

PJ = —2Uj, aq, = U) +V), ()q = UJ +|VJ,
P)_Qj<0 (j =1,2,-,8); Lrtig+ILk, =n.

4.2. To'g'ri ratsional kasmi elementlar kasrlar yig‘indisiga yoyish.
Endi to‘g‘ri ratsional kasrlami elementar kasrlar yig‘indisiga yoyish
masalasini qaraymiz. Ushbu

ko‘rinishdagi funksiya bir argumentli ratsionalfunksiya yoki ratsional
kasr deyiladi. Bu yerda: x - haqigiy o‘zgaruvchi, PJxX) va Qn(X)
lar koeffitsiyentlari haqgiqiy bo‘lgan mva sa—darajali algebraik ko‘phad.

Agar m< n bo‘lsa, (4) ratsional kasrga tof i ratsional kasr,
m>n bo‘lganda esa notogfTi ratsional kasr deb aytiladi. Ushbu
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A _, ?11(3__ r f)((:i?)\

(x-a)K  (xz+px+q)

ko‘rinishdagi ratsional kasrlar elementar kasrlar (yoki elementar
ratsional kasrlar) deyiladi. Bu yerda a, A, B, C lar o'zgarmas
haqiqgiy sonlar; p va g lar esa q—AZ. >0 shartni ganoatlantiruvchi

o‘zgarmas hagiqiy sonlardir.
To‘g‘ri ratsional kasrlarni elementar kasrlarning yig'indisi
shaklida ifodalash masalasi quyidagi teorema asosida yechiladi.

Asosiy teorema. Agar berilgan Euﬂi togri ratsional

kasming maxraji

QX)) =(x-yTIi(x-0j)"2..(x —ar)nmx
X(X2+px +RH (X2+pX +P)h ...(x2 +psX +P)ks @)

ko'rinishda tasvirlansa (bu yerda av a2 ..dr—har xil o zgarmas
haqiqiy sonlar; pv qv p2 2 ..., ps gslar g -L4->0 0 =1,2,..5
shartlarni ganoatlantiruvchi har xil (p:, q) juftlami tashkil giluvchi
0 zgarmas hagqiqgiy sonlar; mv m2 ..., mr,’kv k2 ..., kslar esa
ml+m2+ ... +mr+2(kt+k2+... +Kk) = n shartni ganoatlantiruv-

chi tayin natural sonlar), n holda shunday yagona AKK), C(>
0zgarmas haqiqiy sonlar topiladiki,

QnX)  A-i (X-wY1l n-i (x-n2¥2 n21(x-aryr
lj; |* BAX+C” ,_, % B~x+C"} A
ft'1(x2+;i+?21f i (X2+p2x+qg2)li2 P+HpX+a5Hn

yoyilma ofinli boladi.
Bu teoremani isbot qilish uchun dastawal quyidagi ikkita
lemmani isbot gilamiz:
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1- lemma. Agar a hagigiy son %(—) to‘g‘ri ratsional kasr

Ny
maxrajining K (k> 1) karrali ildizi bo‘lsa, u holda shunday yagona
A hagiqgiy son va koeffitsiyentlari hagigiy sonlardan iborat bo‘lgan
F(X) ko‘phad topiladiki,

PmPy A | F(X)

one)  K,ak (x-a)k-ILn k()
yoyilma o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda Lnk(x) {(n —-K) —darajali algebraik
ko‘phad, Lr{a) * O.

Isboti. Aytaylik, E(D(g to‘g‘ri ratsional kasr berilgan bo‘lib,

QX)) = {x-a)kn KX (Lnka) ®0)

boisin. U holda har gqanday A o‘zgarmas hagigiy son uchun

PmQ) _ Pm (%) | A A
0 {x-a)kLn k() (x-a)k (x-a)k
(6)
A , Pm(x)-ALn_k(x)
(x-a)k  (x-a)k Ln_k®)

deyish mumkin. Bu yerdagi q(X) = Pr{X) — ALnk(X) ko‘phadning
darajasi n sondan kichik bo‘lishi ayon.
Endi hozircha noma'lum bo‘lgan A sonni shunday aniglaymizki,

9 = P - ALnkKx) = (x- a)F(x),  F(@* 0

bo‘lsin. Bundan Pm(a) - ALn_ﬁyd% =0yoki A= Ln_H;—)- bo‘ladi. A%ar
(6)dagi P{X) - ALn kX) ko‘phad o‘rniga (x-a)F(x) ifodani
go‘ysak, (5) yoyilma kelib chigadi. 1- lemma isbot gilindi.
2- lemma. Agar a—a +ib (a va b—hagqiqgiy sonlar; b* 0)
P

komleks son UNg to‘g‘ri ratsional kasr maxrajining K (k> 1)
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karrali ildizi bo‘lsa, u holda shunday yagona B, C o‘zgarmas haqiqiy
sonlar va koeffitsiyentlari hagiqiy sonlardan iborat bo‘lgan G(X)
ko‘phad topiladiki,

Pm() _ Bx+C X G(X)
Qnx) - (x2+px+g)k  O+px+g)k~Q() ~t

yoyilma o'rinli bo‘ladi. Bu yerda x2 +px +g=(x-a)(x —a) bo‘lib,
QX)) = (R+px +o)kQ(X), Q(a) @ 0; (7) yoyilmadagi ikkinchi
go‘shiluvchi to‘g‘ri ratsional kasrdan iborat.

Isboti. Aytaylik, P} to‘g'ri ratsional kasr berilgan bo‘lib,
uning maxraji

Q) =(x-a)(x -a)f Q) Q@) *0)
ko‘rinishda bo‘lsin. a=a+ib (b * 0) desak,

(x-a)(x-a) =x2+px+q (p =-2a, q=a2+b2)

bo‘lgani sababli,

/
Q) = (x2+px +6) Q)  Q(a)* 0, g~=> 0

deyish mumkin. U holda har ganday o‘zgarmas B va C haqigiy
sonlar uchun

pm () _ Pm () _ Bx+C Bx+C

QB9 O+px+kQ()  (R+px+a)k  (+px+)k
deb yozish mumkin. Bundan

Pm ) _ Bx+C t Pm ()-{Bx+C)Q(X)
Q) (+px+g)k  (R+px+q)kQ(X)

ifoda hosil bo‘ladi. Oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagi ikkinchi
go‘shiluvchi to‘g‘ri ratsional kasrdan iborat.

Endi B va C o‘zgarmaslarni shunday tanlaymizki,
Pm(x) - Bx +C)Q(x) ko‘phad x2+px+q=(x-a)(x-a) kvadrat
uchhadga bo‘linsin. Buning uchun B va C lami
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P{a) ~No +0Q(«) =0

shart bajariladigan qilib tanlash kifoya. Bu shartdan

+ (Q(oc)* ).
Bu yerda, a=a+ib (b* 0) ekanini e'tiborga olsak,

Ba+C+iBb=AO(’5)= M +iN

bo‘ladi (M va N —o‘zgarmas haqiqiy sonlar). lkkita kompleks
sonning o‘zaro tengligi ta'rifidan

Ba+C=M, Bb=N
tengliklar hosil boladi. Bu tengliklardan
1
B=*B, C=M—}N
giymatlarga ega bo’'lamiz. Xuddi ana shu giymatlarda

Pr{X) ~(Bx+ QQ(x) ko‘phad kvadrat uchhadga bo‘linadi.
Demak,

PIX) - (Bx+Q Q(X) = (+px+ q)G(x) (G(a) ®0)

ekanini etiborga olib, (8) tenglikdan (7) tenglikni hosil gilamiz.
2- lemma ham isbotlandi.

Asosily teoremaning isboti. Aytaylik, N to‘g‘ri ratsional
kasming maxraji (*) ko‘rinishda tasvirlangan bo‘lsin. Agar

Q(x) = (x-a)"1Lf(x),

Lnnh(X) = (x-a7)m...(x—ar)m(xl +plx +qgfl...
. (X2+pX +Hp)ls(4_ni(a,) * 0)

desak, isbot gilingan 1- lemmaga binoan,
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bilx) 41 ! P(X)
Qi(x)  (x-wr*  (x-afp-'Q(x)
bo‘ladi.
Agar T1> 2 bo‘lsa,
P(x)
Ec=@)m-1Q%)

to‘g‘ri ratsional kasrga yana 1- lemmani qo‘llasak,

N A + ()

Q»(*>  (x-aimi  (x-alT1-1 (jc-i )mi~2Z(jc)

bo‘ladi. Bu yerda F(X) va [, x) — ko‘phadlar.

Bu jarayonni x-al ning daraja ko‘rsatkichi nul bo‘lguncha
davom ettirib, undan keyin (x-a2)nz, (x-a)nr ko'paytuvchilar
bilan ham xuddi shunday ishlami bajarib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

=£ A°. +.+£ -/|o—+ |,
A (x—aryr Q*(x)

Bu yerdagi ratsional kasr to‘g‘ri ratsional kasr bo‘lib,
uning maxraji hagiqiy ildizga ega emas.

0% to‘g‘ri ratsional kasrga ketma-ket 2- lemmani qo'llab
quyidagini hosil gilamiz:

P*(x) _y B?0" A
0*(x) a=i (X2+plx+ql)tl n=| (X7+Hpsx+qs)\s

Shunday qilib, (9) va (10) ifodalardan (A) yoyilma kelib
chigadi. Asosiy teorema isbot gilindi.

1- eslatma. Berilgan ko‘phadga ko‘ra asosiy teoremadagi (*)
ifodani topish masalasi o‘ziga xos izlanishlarni talab giluvchi ancha
murakkab masaladir. Odatda o‘quv adabiyotlarida ko‘pincha
ko‘phadning (*) ko'rinishdagi ifodasi uchraydi.

2- eslatma. Asosiy teoremadagi (A) yoyilmaning koef-
fitsiyentlarini aniglash masalasi ham anchagina hisoblashlami talab
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giladigan masaladir. Odatda biron bir to‘g‘ri ratsional kasrni
elementar kasrlar yig‘indisiga yoyish uchun dastlab uni (*) ifodaga
ko‘ra (A) ko‘rinishda yozib olinadi. So‘ngra umumiy maxrajga
keltirib, chap tomonida Pn{x) ko‘phad, o‘ng tomonida esa
koeffitsiyentlari noma'lum bo‘lgan ko‘phad turgan ayniyat hosil
gilinadi. Undan keyin ikkita ko‘phadning tengligi ta'rifiga asosan
izlanayotgan koeffitsiyentlarga nisbatan birjinslimas chizigli algebraik
tenglamalar tizimi (sistemasi) tuziladi. Nihoyat, hosil gilingan tizim
(sistema) echilib, noma'lum koeffitsiyentlar topiladi. Bu usulga
noma’lum koeffitsiyentlar usuli deyiladi.
Misol. Ushbu

to‘g‘ri ratsional kasr elementar kasrlar yig‘indisiga yoyilsin.
Y ec hish. Asosiy teoremaga binoan

Cx+D Ex+F
X X—H,r X x2+H (x2+)2

deb yozamiz. Bundan
x2- 1= AX(X2+ 1) 2+

+B (x2+ 1) 2+ (Cx + D)x2x2+ 1) + (Ex+ F)x2
yoki

X2- 1= A(X5+2x3+X) +B (x4+2x2+ 1) +

+ Cx5+ Cx3+ Dx4+ Dx2 + Ex3+ Fx2
yoxud
x2-1 = (A+ C)x5+ (B +D)x4+ (2A + C+E)x3+
+ (2B+ D +F)x2+Ax+ B.

Ikkita ko‘phadning o‘zaro tengligi ta'rifiga ko‘ra
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A+C =0, =0,
B+D =0 B=-1
2A+C+E =0, C =0
2B+D+F =1, 0=1
A=0 E=0
B=- F=2
Shunday qilib,
*2-1 -1, 1, 2
X (X +1) X2 x2+H  (x2+I)2
Shuni aytish lozimki, agar
X_i=_(R+ 1D2+XX2+ i) +2x2

ekanini paygash imkoni bo‘lsa, u holda (asosiy teoremadan
foydalanmasdan) birdaniga

X2 N —(Xx2PN2HR(x2+N\N+22 1 1 2
X2(x2-N1 X2(x2-+H)2 X2 x2H  (x2+I)2

deb yozish ham mumkin. Agar buning iloji bo‘lmasa, albatta
noma'lum koeffitsiyentlar usulidan foydalanish maqgsadga
muvofiqdir.

0 ‘ZINI-0‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Algebraik ko‘phad deb nimaga aytiladi? Uning ildizi deganda nimani
tushunasiz?

2. Ko‘phadlar algebrasining asosiy teoremasini va Bezu teoremasini
bilasizmi?

3. Algebraik ko‘phadni ko‘paytuvchilarga ajratish deganda nimani
tushunasiz?

4. Bitta argumengli ratsional funksiya (yoki ratsional kasr) deb nimaga
aytiladi?

5. To‘g‘ri va noto‘g‘ri ratsional kasrlar deb ganday ratsional kasrlarga
aytiladi?
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Elementar kasrlar deb ganday ratsional kasrlarga aytiladi?
To‘g‘ri ratsional kasrlarni elementar kasrlar yig‘inlisi shaklida
tasvirlash haqidagi teoremani isbotlang.

8. (X+3)/xDpet)kasrni elemengar kasrlar yig‘indisi shaklida
tasvirlang.

No

5- 8. RATSIONAL KASRLARNI
INTEGRALLASH

5.1. Elementar kasrlarni integrallash. Barcha element
kasrlar elementar funksiyalarda integrallanadi. Hagigatan,

A Bx+C A Bx+C (£-23 )
X a XxX2+px+q (x-a)k (x2+px+g)k

kasrlarni alohida-alohida integrallab quyidagilarga ega bo‘lamiz:

D22 TANGE =ANAN+G

2) I_Ato_ = A\(x-a)~kd(x-a) = +C =
J (x-8) J
=C ———— +-— (2 <kEN)-
(k=-N\)(x-2) '
3 f? rrH+H,
J X2+px+q J X2+px+(q 2 X2-+pX+(q
d(x+4

=>(** +*+ 0 +
T-TH*H]
-0 -fD'arctg® +C.

Bu yerda b="Jo0—- g—"->0L C—ixtiyoriy o‘zgarimas

haqiqiy son.
4) Aytaylik, 2 < k&N bo‘lsin. U holda
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-N2x+p-p)+D
N\
I b v S (X2+px-+arj

=y J(x2+px +Qq) kd (x2+px +q) +

m(B-DI— te L - —-———- £
2(1 - K){x2 +px +0q)
H

Bu yerda
Jk=j(b2+t2)kdt, t=x+£, b=p -

Oxirgi /, integral awaldan bizga ma'lum bo‘lgan
2k-b |
= +=———="|d
2bfk-i{b2+2r 20 (k-1 ™)

rekurrent formula yordamida hisoblanadi. Agar k= 2 bo‘lsa,

2b [+ 2b 2b (b2+12) +§|¥ ardg{ +C
bo‘ladi. Agarda K=b bo‘lsa, (*) rekurrent formula yordamida /3
ni ketma-ket J2va /, orgali ifodalash lozim va hokazo.

52. Ratsional kasrlarni integrallash. Endi ratsional kasrla
(yoki ratsional funksiyalami) integrallash masalasini garaymiz.

Teorema. Har ganday ratsional kasr elementarfunksiyalarda
integrallanadi.

Isboti. Aytaylik, ixtiyoriy ratsional kasr berilgan bo‘Isin.
Agar m> n bo‘lsa, u holda shunday yagona q(x) va r(x)
ko'phadlar jufti topiladiki,
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yoyilma o'rinli bo‘ladi. q(xX) bu yerda (m-n) —darajali ko‘phad;

—to‘g‘ri ratsional kasr. Agarda m < nbo‘lsa, bu holda berilgan
kasming o°‘zi to‘g‘ri ratsional kasr bo‘ladi. Asosiy teoremaga binoan
to‘g‘ri ratsional kasrni elementar kasrlar yig‘indisi shaklida
ifodalaymiz. So‘ngra q(x) ko‘phadni va hosil bo‘lgan barcha
elementar kasrlarni integrallab,

anigmas integralning elementar funksiya ekaniga ganoat hosil
gilamiz. Teorema isbot gilindi.

Bu teorema bir vaqtning o‘zida ratsional kasrlarni
integrallashning amaliy usulini ham ifodalaydi.

Misol. Ushbu

integral hisoblansin.
Y echish. Asosiy teoremaga kofra

X+l A B + Cx+D

x=N)2{x2+)  x~I  (x-D2 x2+l "

Bu yerdan,
X+1 = 1(x-1)(x2+1) +B(x2+1) + (Cx +D)(x-1)2
X+ 1= OXx3Fx2+x-1) +i?(x2+ 1) + (Cx +D)(x2-2x + 1)=
= A(X3 - x2+x - 1) +B(x2+ 1) + Cx3+ Dx2-2Cx2-
—2DX + Cx+D —(A + C)x3+ (B —A +D —2C)x2+

+(A-2D+ Qx+(B-A +D),
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X + 1= (A+C)xb+ (B—A +D —2C)x2 + (A—2D + C)x +

+(B - A+D).
Ikkita ko‘phadning tengligi ta'rifiga ko‘ra:

A+C =0, A=-1/2,

-A+B+D-2C =0, B=1

A-2D+C=1 c=1/2,

-A+B+D=1 2)=-1/2.
Demak,

M (x+DJc
D x4
C-jInx- J- + In(l +x2 - +-ardgx

53. Ikki argumentli ratsional funksiya. Endi ikki argument

ratsional funksiya tushunchasi bilan tanishamiz. Ushbu

P,.(u,v) ='ilj_aijuivJ (ag'e R) O<i-+ <n)

ko‘rinishdagi ifoda ikki o zgaruvchili n- darajali algebraik kophad

deb ataladi. Masalan,

P2(u, v) = a2u2+ anuv + a@v2+ alau + aOlv + a®

ikki o‘zgaruvchili ikkinchi darajali algebraik ko‘phaddir.

Ikkita Pr{u, v) va Qn(u, v) ikki o‘zgaruvchili algebraik

ko‘phadning nisbati shaklida ifodalanuvchi ikki argumentli funksiya
ikki argumentli ratsional funksiya deyiladi va R(u, V) bilan
belgilanadi:

Umuman aytganda, s ta argumentli R(uv u2 .., u) ratsional

funksiya hagida so‘z yuritish mumkin:
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R(ul,u2,...,u9==JN'V¥ "UN\

Qn(ubu2,-,us)

Bu yerda

Pm(ul,u2,...,us) - "MakkXdaxXuZl.uR (doMd lseR),
f) <kx+Dot+... +ks<m
Qn(UL,A,..., U =nm Z nmEmmi.. (ny* _ M e R).

O<nmx+uy, +... +MB<n).

Masalan, /(*)=—4J@ funksiyani ikkita n=xr>=sm -Xx

X
argumentli ratsional funksiya deb garash mumkin. Hagigatan,

f(x) =R(X,yl2-x). Bu yerda R(u,v)=—~.
1 14+V
Ushbu #(*) = — funksiyani M= sinx, Vv = cosx

argumentlarning ratsional funksiyasi deb garash mumKin.

sin X COS X

Hagigatan, g(X) = R (sin X, cos x). Bunda R{u,v):—i_’;_;—z.

Nihoyat, R(u, Vv) ratsional funksiyaning ikkita xossasini
keltiramiz (ularning birinchisini isbotsiz beramiz):

1- xossa. Agar R(-u, v) = R(u, v) bo‘lsa, R(u, v) funk-
siyani R(u, v) = RXu2 v) ko‘rinishda ifodalash mumkin. Agarda
R(u, -v) =R{u, v) bo‘lsa, R(u, v) funksiyani R(u, v) = R2(u, vJ
ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bu yerda R{u2 v) bilan u2va v
argumentlarning ratsional funksiyasi, R2(u, v bilan esa n va
V2 argumentlarning ratsional funksiyasi belgilangan.

2- xossa. Agar R(-u, v) = -R(u, V) (R(u, —v) = -R(u, u)) bo‘l-
sa, R(u, v) funksiyani R(u, v) = R3u2 v)u (R(u, v) = R4u, v2u)
ko‘rinishda ifodalash mumkin.

Isboti. 1- xossaga binoan

R(u,v) = n=R”u2,viu [Ru,\v)=RS v=R4UW)V).
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6- 8. RATSIONAL FUNKSIYANI INTEGRALLASHGA
KELTIRILADIGAN BA’Zl INTEGRALLAR

Ba'zi bir irratsional va transsendent ifodalarning anigmas
integrallarini ma'lum almashtirishlar yordamida ratsional
funksiyalaming anigmas integrallariga keltirish mumkin.

6.1. Irratsional fonksiyalarni integrallash. Aytaylik,

dx (1)

ko'rinishdagi integral berilgan bo'lsin. Bu yerda, R(u, Vv) bilan

ax+b
cx+d

o‘zgaruvchilaming ratsional funksiyasi belgilangan; a, b, ¢, d-
o‘zgarmas hagqiqiy sonlar.
Agar ad—bc= 0 bo‘lsa,

ax+b 9</cx+d)+t1;'—a—d a ad_bc a

cx+d cx+d ¢ c(ex+d) ¢

bo‘lgani uchun

bo‘ladi. Boshgacha aytganda, ad —bc= 0 bo‘lganda (1) integral
ostidagi funksiya ratsional funksiya bo‘lar ekan. Bu hoi ayni vaqtda
bizni qizigtirmaydi.

Agar ad —bc-®0 bo‘lsa, (1) integral

|—|—II- <2 >

almashtirish yordamida ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi.
Hagigatan, (2) tenglikdan

ax+b —tn =>dx= n"l(ad-bc) dt
cx+d ' a-cf ~ ~(BLERR



bo‘lishini e'tiborga olib, (1) integralni quyidagicha yoza olamiz:

Bunda
nt" (ad-be) p trd-b

(a-ctn)2 a-ctn ¢

ifoda t o‘zgaruvchining ratsional funksiyasidir. Oxirgi integral
ratsional funksiyani integrallash usulidan foydalanib hisoblanadi.
So‘ngra t o‘miga uning (2) ifodasi qo‘yiladi.

1- misol. Ushbu integral hisoblansin:

I+x  dx

I-X X

Ye chish. Ravshanki, ad—be= 1¢1—1¢(-1) =2"0.

=t almashtirishni bajaramiz. U vaqtda x:§[1—_a va

dx= ** polishiga ganoat hosil gilamiz. Demak,
(1+12)2

= 2arctgt +In T +C =

tH
Xuddi shunga o‘xshash
(3)
ko‘rinishdagi integrallar
ax+b _
ox+d ts (4)
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almashtirish yordamida ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi
(bu yerda s bilan 2 dan kichik bo‘lmagan m, n, p natural
sonlaming eng kichik umumiy bo‘linuvchisi belgilangan; a, b, c, d
sonlar ad —bc® 0 shartni ganoatlantiruvchi o‘zgarmas sonlar).
Haqgigatan, (4) tenglikdan

x=A++ dx=dSP o)t
a-cts (a-cts)

ifodalami aniglab, ularni berilgan integralga qo‘ysak,

bo‘ladi. Bu yerda Rt(t) ratsional funksiya quyidagicha aniglanadi:

m =sttad-fc)/ td-b m jPi
(a-cts) a-cf

ni="m-= A = —natural sonlar.

Nihoyat, oxirgi integral ratsional funksiyani integrallash usulida

integrallanadi va t o‘miga t= ord ifoda qo‘yiladi.

2- misol. Ushbu f / dx” , integral hisoblansin.

Yechish. Integral ostidagi /(*) = funksiyani
phebe
w=x,u2=4x Ba U =i[x argumentlaming ratsional funksiyasi deb

garash mumkin:

Bunda,

Ly r—~iN

Tl(42+3

267



Mazkur holda m=2, n= 3, a—I, b=c=0, d= 1 ekanini
e'tiborga olsak, berilgan integral ostidagi ifoda X = t6 almashtirish
yordamida ratsionallashtiriladi. Hagigatan, X =t6 va dx= 6tidt
ifodalami berilgan integralga qo‘ysak,

a
P(+) *

bo‘ladi. Oxirgi integral quyidagicha hisoblanadi: asosiy teoremaga
binoan

L _SjL +1 4 +£ +1
tivo W ? 2 I3

deb yozib olamiz. Bundan
1= At4+Bt31+t) + CO\1+t) +Dt(l +0 +E(1+0 =
={A+B)t4+(B+ Qt3+(C+ D)t2+ (D+ E)t+ E.
Ikki algebraik ko'phadning o‘zaro tengligi ta’rifidan:
4 +fi =0, A=l
B+C=0 B=-1
C+D=0m>C=1

D+E =0, D=-l,
E=1 E=1

Demak,

f A =fFLI+L&FE+x+ W
JENG It f 73

=Injl +/]-In]A3-i +-L.-p. +C.

Shunday qilib, t=Y¥X ekanini e'tiborga olsak, (*) tenglikdan

dx
h

kelib chigadi.

268



6.2. Binomial differensiallarni integrallash. Endi binom
differensial deb ataladigan xr{a + bX")x ko‘rinishdagi ifodalarni
integrallash masalasini garaymiz. Bunda m,n,p —o0‘zgarmas ratsional
sonlar; a ® 0, b* 0—o'zgarmas haqiqgiy sonlar. Aytaylik,

| xnfa + bxppoix ®)

integral berilgan bo‘lsin. Bu integralning elementar funksiyalarda
ifodalanishi yoki ifodalanmasligi m, n va p sonlarga bog‘liq:

1) Faraz gilaylik, /?eZbo‘Isin (bunda z bilan, har doimgidek,
barcha butun sonlar to'plami belgilangan). U holda m va n kasr-
ratsional sonlar maxrajlarining eng kichik umumiy bo‘linuvchisini
r deb belgilasak,

jx m(o +bx)Pdx = J (y/x) 17a +b(tfxfl) dx =

="R{thx}dx =
bo‘ladi. Buyerda t = e Zx«, e Z. Shunday qilib, /?£Zbo‘lganda
(5) integral ostidagi ifoda almashtirish yordamida

ratsionallashtirilar ekan. So‘ngra R{t) ratsional funksiyani integrallab,
/ o'zgaruvchi o'miga uning 4X =t ifodasi go'yiladi.

2) Aytaylik p£Z bo'lsin. Bu holda (5) integralda xn=z
almashtirishnibajaramiz. U vaqtda x =zy va dx= —zl_r;dz bo'lishini

e'tiborga olib, (5) integralni quyidagicha ifodalash mumkin:

Jx ma-+Hoaydx =

e kiR (z,<1"h)dz (:i'leZ),

=-jz n  (a+bz)pdz =+
AN (z™b +az'dz +

Bu yerda s bilan p kasr-ratsional sonning maxraji belgilangan.
Yuqorida ko‘rganimizdek, oxirgi integrallar mos ravishda

{fla+bz =t va fjp+az'l =t almashtirishlar yordamida t argument-
ning ratsional funksiyasini integrallashga keltiriladi. So'ngra integralni
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hisoblab, tning o'rniga mos ravishda t =<a+ox"' yoki t=tax-n-+b
go'yiladi.

Tanigli rus matematigi P.L. Chebishev (1821-1894) quyidagi
muhim teoremani isbot gilgan: (5) ko'‘rinishdagi integrallar
peZ,— eZ va— +/>eZ hollardan boshga holatlarda
elementar funksiyalar orqali ifodalanmaydi.

7- §. TRIGONOMETRIK IFODALARNI
INTEGRALLASH.
EYLER ALMASHTIRISHLARI

7.1. Trigonometrik ifodalami integrallash. Aytaylik,

/12(sinx, COSX)<ix (1)

ko‘rinishdagi integral berilgan bo‘lsin. Bunda 7?2(sinx, cosx) bilan
M= sinx va d = cosx o‘zgaruvchilarning ratsional funksiyasi
belgilangan. Har doim (1) integral universal almashtirish deb
ataladigan

tgj =t (-1 <X <n) (2)

almashtirish yordamida ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi.
Hagigatan, (2) belgilashga ko‘ra x= 2 arctg/. Bundan
Maktab kursidan ma'lum boflgan
sinx = COSX =
formulalarga asosan
Q)

bo‘ladi. (3) va (4) ifodalami (1) ga go‘yib,
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X,cosX)dx= J[;?FZ?R \,R“C']?é IEL_-+IP= 7dt = I1"R1M)dt

ifodani hosil gilamiz. Bu yerda

I+2” 142

Nihoyat, oxirgi integralni ratsional funksiyani integrallash usuli
bilan hisoblab, t o‘rniga uning (2) belgilashdagi ifodasini qo‘yamiz
va magsadga erishamiz.

Shuni aytishimiz lozimki, ba'zi hollarda (1) ko‘rinishdagi
integrallar (2) universal almashtirishdan farqgli o‘laroq boshqga
almashtirishlar yordamida osonroq hisoblanishi ham mumkin.
Masalan:

1°. Agar i?(-sin X, cos X) —-i?(sin X, cos X) bo‘lsa, u holda
(1) integral cos Xx—t almashtirish yordamida ratsional funksiyani
integrallashga keltiriladi.

Isboti. i?(-sin X, cos X) = —i?(sin X, cos X) bo‘lgani uchun
R(u, V) ning 2- xossasiga ko‘ra

Ji?(sin X, cos X)dx =J 9" .M os" sinxdx =

=—jR 2(I—t2}dt = jRs()dt (t = cosx).

2°. Agar 7?(sin X, —cos X) = -/?(sin X, cos X) bo‘lsa, u holda
(1) integral sin X —t almashtirish yordamida ratsional funksiyani
integrallashga keltiriladi.

Isboti. R(sin X, —cos X) = —R(sin X, cos X) bo‘lgani sababli,
R(u, V) funksiyaning 2- xossasiga ko‘ra

J72(sin X, cos X)dx = HAsin X, c0s2X)cos Xdx =

1-t2dt—jR,(Odt  (t= sin x).
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3°. Agar /?(-sin X, —cos X) = i?(sin X, cos X) bo‘lsa, u holda
(1) integral tg X =t almashtirish yordamida ratsional funksiyani
integrallashga keltiriladi.

Isboti. Ravshanki,

i?(sinx,cosx) = R(scig;(*cosx,cosx) =R (sinx ,cosx).
Shart bo‘yicha /?(-sin X, —cos X) = R(sin X, cos xX) bo‘lgani
uchun
ij, (iai,_cosx) =RI(iiHE,cosx)
bo‘ladi. Shu sababli R(u, V) ning 1- xossasiga ko‘ra

Ri f-"- cosx) = R2 (-"™"\-,cos2x ) = R ftgx,—i— ) =
\COS X J N\COS X )

=Ri(~ ] = Riit) (t=tg)

deb yozish mumkin.
Demak,

J /?2(sinx,cosx)dx =j R ,cos X"\dx =

7.2. Eyler almashtirishlari. Endi Eyler almashtirishlari
ataladigan almashtirishlar yordamida yangi t o‘zgaruvchining
ratsional funksiyasini integrallashga keltiriladigan

2| x Vix2-+Hox +ox (5)

ko'rinishdagi integrallami garaymiz. Bu yerda a*0, b, c —hagiqiy
sonlar. Aytaylik, ax2+bx+c kvadrat uchhadning diskriminanti
D (D—t"-Aac) bo‘lsin. Quyidagi hollami alohida-alohida garay-
miz:
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a) a>0va D=0 bo‘lsin. U holda
jlII(x,yjax2+ox +cndx = | R, yja(X - x0)2j dx = J RI(X)dx.
b)a>0va D >0 bo'lsin. U holda

j R, ylax2+bx +cNdx = J R, yja(x - XD (x - X)) dx =

d) a>0va D <0 bo‘lsin. U holda
j R(X,*Jax2 +Hox +c"dx = j R y[axe~Tx—¢ —fax +Hfax'jdx =

=Ji? X, jNaxl Hox +C +7ii x| (1+-7=. == — — ) dx=
A yjaxt Hox +c +Hax

= X Vax2+Hox +c +fax"dx =
= = ffax2+hx +c +Vaxj.

Eslatma. a<0, D <0 holat ma'noga ega emas, chunki bu
holda yjax2 +Hox+c ifoda ma’nosiz bo‘lib qoladi.

€)c>0va D<0bo‘lsin. U holda

J R[X*Jox2 +Hox+c"dx =J RN Jax 2 +bx+c-fc +Hchdx =

Vax2+Hox +c+\& dx =

=\R =

Yax2 +bx+cT4cC
"J
Sax2-+Hx+cT-\[C dx=1J PQ(t)dt _ 'JaX’\'Fb('FCA\b
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Shunday qilib, (5) ko‘rinishdagi integrallar yugorida garalgan
a)—e) hollarda elementlar funksiyalarda ifodalanadi. Ravshanki
a) holat bizni qgizigtirmaydi, chunki bu holda integral ostidagi
fimksiyaning o‘zi ratsional funksiyadan iborat bo‘ladi. b), d) va e)
holatlarda (5) integral mos ravishda

yjax2+bx +c¢ = (x - Xt, (6)
a2 +bx +c -t+ 4ax, (7)
4ax1l+bx+c = txx4c, (8)

almashtirishlar yordamida ratsional funksiyani integrallashga
keltiriladi. Bu yerda xI bilan ax2 + bx + ¢ kvadrat uchhadning haqiqiy
ildizlaridan biri belgilangan. (6), (7) va (8) almashtirishlar odatda
Eyler almashtirishlari deb ataladi.

Shuni aytishimiz kerakki, Eyler almashtirishlari ko‘pincha
murakkab hisoblashlarni bajarishga olib keladi. Shuning uchun
ulardan noiloj hollarda (ya'ni boshga oson usul bilan yechish
mumkin bo‘lmagan holatda) foydalanish lozim.

7.3. Elliptik integrallar. Kezi kelganda shuni ham aytis
lozimki, elliptik integrallar deb ataladigan

J a{x,Maxb+bx2+cx+dj dx, JR{x, axA+fcc3+cx2-+kx +INdx,

ko‘rinishdagi integrallar, umuman aytganda, elementar
funksiyalarda ifodalanmaydi. Ko‘pincha

ko’rinishdagi integrallar uchrab turadi. Ular jc= sin a almashtirish
yordamida



integrallarning kombinatsiyalariga keltiriladi. Oxirgi integrallar mos
ravishda Lejandr formasidagi birinchi va ikkinchi tur elliptik
integrallar deb ataladi (A. Lejandr (1752—1833) — fransuz
matematigi).

0‘ZINI-0‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

=

Elementar kasrlar ganday integrallanadi? Ularning anigmas
integrallari har doim elementar funksiya boiadimi?

2. Har ganday ratsional kasr elementar funksiyalarda integrallanadi-
mi?

Ikkita argumentli ratsional funksiya deb nimaga aytiladi?
Irratsional funksiyalar ganday integrallanadi?

Binomial differensial deb nimaga aytiladi va u ganday integral-
lanadi?

Trigonometrik ifodalar ganday integrallanadi?

Eyler almashtirishlari deb nimaga aytiladi?

8. Qanday integrallar elliptik integrallar deb ataladi? Lejandr forma-
sidagi birinchi va ikkinchi tur elliptik integrallar deb ganday
integrallarga aytiladi?

SUE

No

8- §. ANIQ INTEGRAL

Fan va texnikaning mazmunlari turlicha bolgan bir gator
masalalari aniq integral deb ataladigan matematik tushunchaning
paydo bo'lishiga sabab bo'lgan. Hozir ulardan uchtasini garab
chigamiz.

8.1. Yo'Ini hisoblash masalasi. Faraz gilaylik, moddiy nuc
v = Wt) tezlik bilan to‘g‘ri chizigli harakat gilayotgan bo‘Isin. Shu
moddiy nugtaning [t T] vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan S yo'lini
aniglash talab etilsin. Ma'lumki, agar moddiy nuqta o‘zgarmas VO
tezlik bilan harakatlanayotgan bo‘lsa, bu holda S = (7W Qv(bo‘ladi.
Agarda moddiy nugta notekis harakatlanayotgan bo‘lsa, bu holda S
ni quyidagicha aniglash mumkin: [/0 T] vaqt oralig‘ini
r={f0< <..< =Tusuldanta i Vt} (i=1 , 2 elementar
vaqt oraliglariga bo‘lib chigamiz. So‘ngra har bir [tj V f\oraligda
ixtiyoriy A vaqt momentini tayinlaymiz va moddiy nugtaning bu
elementar vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan A5. yoiini
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AS, « A?,=1/-1_))

tagribiy tenglik orgali ifodalaymiz (1Y P /] oraligni yetarli kichik
gilish hisobiga shunday deb olishimiz mumkin). U holda, ravshanki,

S» (L)AL,
tagribiy tenglikning o‘ng tomonidagi yig‘indi v ga, r = {lO< t{< ...
<t = va laming tanlanishiga bog‘lig. Agar

9=

yig‘indi |_u'f1xAt, =0 (yoki n—=-.) da rva£1nuqtalaming tanlanishiga
bog‘lig bo‘lmagan chekli limitga ega bo‘lsa, bu limitni moddiy
nugtaning [tQ T] vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan S yo‘li deb gabul
gilish mumkin:

S= lim

max [/, =0 i=\

Matematikada bu limit v = v(t) funksiyadan [/ T] segment
bo‘yicha olingan aniq integral deyiladi va

S = it
o

ko‘rinishda yoziladi. Bu formula yo ‘1ni hisoblashformulasi deb ataladi.

8.2. Egri chizigli trapetsiyaning yuzini hisoblash masalasi.
Avytaylik, tekislikdagi to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalari tizimida
yugoridan y-f{x)(y > 0) uzluksiz egri chizig bilan, yonlaridan
X= a,X = bto‘g‘ri chiziglar bilan va quyidan abssissalar o‘qi (y = 0)
bilan chegaralangan

(P)= {0 y):0<y </(*), a<x<b}
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egri chizigli trapetsiya berilgan bo‘lsin )/f

(92- rasm). (P) egri chizigli

trapetsiyaning yuzini hisoblash

masalasini garaymiz. (P) ning yuzini

P deb belgilaylik. [a, b] kesmani

r = {a= x0<xl < .. <xn= b}usulda n

ta x] (/= 1,2,..., n) elementar

kesmalarga bo‘lib chigamiz va x=xi O b x
/=1, 2, .., n-1) vertikal

chiziglarni o‘tkazamiz. Natijada (P) 92- rasm.
egri chizigli trapetsiya n ta

(>) ={(x;y):0<y <f(x), M <x<x} =i%)

elementar egri chizigli trapetsiyalarga bo‘linadi (93- rasm). Ravshanki,

P=IPr *)

Bu yerda Pt bilan (P.) ning yuzi belgilangan. Endi har bir
N p x ] bo'lakda ixtiyoriy  nugtani tanlaymiz va P. ni

P, «/(?,) AXt (X-X._l=AX)

tagribiy tenglik orqali ifodalaymiz, ya'ni (P) elementar egri chizigli
trapetsiyani tagriban

(7)) = (%) :0<3:2 /A, *4 <X<X,](r=1,n)

mashtiramiz. U holda (*) ifodaga
ko‘ra

A

bo‘ladi. Tagribiy tenglikning o‘ng
tomonidagi yig‘indi / funksiyaga,
r={ a—x0<x{< ... < Xn—Db)

in



boMinishga va nugtalaming tanlanishiga bog‘liq. Agar bu yig‘indi
maxAx, =0 (yoki n—»°°) da r gava nugtalaming tanlanishiga
bog'lig bo‘Imagan chekli limitga ega bolisa, bu limitni (P) egri chizigli
trapetsiyaning P yuzi deb olish mumkin:

P= ton X/(E)AX,.

max Ax, —0 /=]

Sof matematik tilda bu limit / funksiyadan [a, b] segment
bo‘yicha olingan aniq integral deyiladi va P =L/ (¥)dx ko‘rinishda
yoziladi. Bu formula egri chizigli trapetsiya yuzini hisoblashformulasi
deb ataladi.

8.3. 0 ‘zgaruvchan kuchning bajargan ishini hisoblash masalasi.
Aytaylik, M moddiy nugta o‘zgaruvchan F(x) kuch ta'sirida x o‘q
bo‘ylab harakat qilsin. Bu kuchning M moddiy nugtani X =a
nugtadan x = b nuqtaga siljitishda bajargan A ishini topish talab
gilingan bolsin. [a, B\kesmani r —{a = x0< x, < ... <xn—B\usulda
nta [x_, x] (/=12 , n) elementar kesmalarga bo‘lib chigamiz

(94- rasm) va har bir elementar

M kesmada ixtiyoriy ”* .nuqgtani tanlaymiz.

a x xX,I, XxX*b X U holda F kuchning M moddiy

nuqtani x = Xy nugtadan X=X,
nugtaga siljitishda bajargan A ishini

HA- rasm.

A= LU ,)Ax; (X—x._!= Ax()

deyish mumkin. Bu yerda F(]( bilan F(®) kuchning kattaligi
belgilangan. Ko‘rinib turibdiki,

A~ 1PIO Ax,.

Tagribiy tenglikning o‘ng tomonidagi yig‘indi F funksiyaga,
r={a=x0<Xj<..<xn=b} bo‘linishga va nugtalaming
tanlanishiga bog'lig. Agar bu yig‘indi max [ Oda (yoki da)
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rgava nugtalarning tanlanishiga bog'lig boimagan chekli limitga
ega bo‘lsa, bu limitni T(X) kuchning M moddiy nuqtani X =a
nugtadan X=b nugtaga siljitishda bajargan A ishi deb gabul qilish
mumkin:

Sof matematik tilda bu limit /-Tunksiyadan [a, b] kesma bo‘yicha
olingan aniq integral deyiladi va

ko‘rinishda yoziladi. Bu formula o‘zgaruvchan kuchning bajargan
ishini topish formulasi deb ataladi.

Bu tipdagi masalalarni ko‘plab keltirish mumkin. Ko‘rinib
turibdiki, yuqoridagi uchta masala mazmunlari bo‘yicha turlicha
bo‘lgani bilan, ularning hammasi matematik analizning bitta
masalasiga, anigrog‘i,

@

limitni hisoblash masalasiga keltirilgan.

8.4. Aniq integral. Endi (1) ko‘rinishdagi limitlaming matemat
nazariyasini o‘rganamiz. Aytaylik, fix) funksiya [a, b] segmentda
aniglangan boisin. Bu segmentni a = x0<xl < ... <xn=b sonlar
yordamida n ta P4 v x] (/= 1,2,..., n) elementar segmentlarga
ajratamiz va [a, b] segmentning mazkur bo‘linishini
T={a—x0<Xx, < .. <xn—b) deb belgilaymiz. So‘ngra har bir
[x_, X] elementar segmentda bittadan ixtiyoriy = sonni tanlab,

0':é/fe)A(— - - %4 = Ax;)

yig'indini tuzamiz. Ko‘rinib turibdiki, a yig‘indi / funksiyaga, r
boflinishga va  nugtalarning tanlanishiga bog'liq. Bu yig‘indi /
funksiyaning ([a, b] segmentning r bo‘linishiga va  nugtalarning
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tanlanishiga mos) integral yig‘indisi deyiladi va zarur hollarda
0=0 if; £) ko‘rinishda yoziladi. Qulaylik magsadida max AX, = ht

deb belgilaymiz va unga [a, B\kesmani r bo‘linishining maksimal
gadami deb ataymiz.

1- ta'rif. Agar shunday / hagigiy son mavjud bo‘lib, ve >0
son uchun shunday 6= <&g > 0 sonni ko‘rsatish mumkin bo‘lsaki,
hr< d shartni qanoatlantiradigan v+ bo‘linish uchun §. nugtalarning
tanlanishigabog‘ligbo‘Imagan ravishda o'\ <e tengsizlikbajarilsa,
bu holda / son o integral yig‘indining h'+0 dagi (yoki «-*<» dagi)
limiti deyiladi va

N =uTeT = TX/(ENAX,.

ko‘rinishda yoziladi. Bu yerdagi | chekli limit/ funksiyadan [a, b]
segment bo‘yicha olingan aniq integral yoki Biman aniqg integrali
(B. Riman (1826—1866) — nemis matematigi) deb ataladi va

I/(x)N =HmMI/(E)AX,. 0

a

ko‘rinishda yoziladi. Bu yerdagi a va b sonlar mos ravishda aniq
integralning quyi va yudori cheggaralari deb aytiladi. Agar (1) chekli
limit mavjud bo‘lsa, bu holda Jf(x)dx aniq integral mavjud yoki/
funksiya [a, b] segmentda (F?iman ma'nosida) integrallanuvchi
deyiladi.

Endi quyidagi teoremalami isbot gilamiz:

1- teorema. Agar f(x) funksiya [a, b] segment
chegaralanmagan bo‘lsa, n holda bu funksiya shu segmentda
integrallanuvchi bo ‘Imaydi.

Isboti. Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda chegara-
lanmagan bo‘Isin. U holdaf(x) funksiya [a, b] segmentning ixtiyoriy
tayin r = {a= x0<x, < ... <xn= b} bo'‘linishidagi biror \&k p XK\
segmentda chegaralanmagan bo‘ladi. Shuning uchun o :gq A,
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integral yig‘indidagi f("“RAxkqgo‘shiluvchi absolut giymati bo‘yicha,
£( nugtani tanlash hisobiga, istalgancha kattalashtirilishi mumkin.
Bundan esa o integral yig‘indilarning chegaralanmaganligi va,
demak, ulaming chekli limitga ega emasligi kelib chigadi. Bu esa
ta'rifga ko‘ra f(x) funksiyaning [a, b] segmentda integrallanuvchi

bo‘lmasligini bildiradi. Teorema isbot gilindi.

2- teorema. Agar f{x) funksiya [a, b] segmentd
integrallanuvchi bo‘lsa, n holda bu funksiya shu segmentda
chegaralangan bo adi.

I sboti. Teskarisini faraz gilaylik:

aniq integral mavjud va /(x) funksiya [a, b] segmentda
chegaralanmagan bo‘lsin. U holda [a, b] segmentning ixtiyoriy
r={a=x0<X < .. <xr=b) bo‘linishida kamida bitta shunday
P&k v xK] elementar segment topiladiki, unda /(x) funksiya
chegaralanmagan bo‘ladi. Demak, hadlari [Xt 1 xj elementar

segmentga tegishli bo‘lgan {"n# sonli ketma-ketlik mavjud bo‘ladiki,

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Endi gandaydir usul bilan [a, xj, Do x9, P2 %3, ...,
Pkv xt [I. B\ x™J, ..., pal, b] segmentlaming har birida mos
ravishda bittadan 12 ..., nugtalami tanlaylik. U
holda, ravshanki,

X I(E)AX,. =X/(4)Ax, +1 [(4)A
=1 i=k+1

yig‘indi aniq giymatga ega bo‘ladi. Shuning uchun (**) tenglikka
ko‘ra

m—»00 ! f

=Jim (/ (&M)Axt +X T (4)Ar) =
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bo‘ladi. Demak, VM >0 son uchun har doim shunday mOnatural
sonni ko‘rsatish mumkinki, agar e WKIXKN\bO'Isa,

bo‘ladi. Bundan esa

b
limoz(/, I*) = J f(x)dx

chekli limitning mavjud emasligi kelib chigadi. Bu ziddiyat «fix)
funksiya [a, B\segmentda chegaralanmagan bo‘lsin», degan noo‘rin
farazimizdan kelib chiqdi. Shunday qilib, [a, b] segmentda
integrallanuvchi funksiya shu segmentda chegaralangan bo‘lar ekan.
Teorema isbot gilindi.

Eslatma. Umuman aytganda, [a, b] segmentda chegaralangan
funksiya shu segmentda integrallanuvchi bo'lmasligi ham mumkin.
Misol sifatida Dirixle funksiyasi deb ataladigan

P [L(X - ratsional son),
[ O(x - irratsional son)

funksiyani garaymiz. Ko‘rinib turibdiki, D(X) funksiya har ganday
[a, B\segmentda chegaralangan. Lekin u hech bir [a, B\segmentda
(Riman ma'nosida) integrallanuvchi emas. Hagigatan,

/T4y Vv rw-y U - a(<?.-ratsional son),
°n (&) -1() (£ -irratsional son)

bo‘lgani sababli,
b
jimaz(D,") = | D(X)dx

chekli limit mavjud emas, ya’ni D(X) funksiya [a, b] segmentda
integrallanuvchi bo‘Imaydi.

Bu eslatmadan va 2- teoremadan ko‘rinib turibdiki, funksiyaning
[a, b] segmentda chegaralanganligi bu funksiyaning shu segmentda
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integrallanuvchi bo‘lishi uchun zaruriy shart bo‘lib, yetarli shart
bo‘la olmas ekan, ya'ni [a, b] segmentda (Riman ma'nosida)
integrallanuvchi boigan barcha funksiyalar to‘plami shu segmentda
chegaralangan barcha funksiyalar to‘plamining xos gism to‘plami
bo‘lar ekan.

9- §. DARBU YIG‘INDILARI YA ULARNING
ASOSIY XOSSALARI

Ushbu paragrafda aniq integralning mavjudlik shartini ifodalashda
muhim rol o‘ynaydigan Darbu (Gaston Darbu (1842—1917) —
fransuz matematigi) yig‘indilari deb ataladigan yig‘indilarni va
ulaming asosiy xossalarini o‘rganamiz.

Aytaylik, /(x) funksiya [a, b] segmentda aniglangan va
chegaralangan boisin. [a, B\ segmentning ixtiyoriy bo‘linishini
r = {fa—x0< x1< ... <xn—b) deb, ushbu [Ox;=x(-x/_1

m —Alf',qf/\lf(x),M i= supm]f(x) i=12,..n)

belgilashlami kiritamiz.
1- ta’rif. Ushbu

Sif) =x mNe,, ST) =X MjAX

yigindilar mos ravishda Darbuning quyi va yuqori yigindilari deb
ataladi.

1- xossa. [a, b] kesmaning Vvt bo‘linishi va "[ x ", Xx]
(/=1,2,... n) nuqtalaming ixtiyoriy tanlanishi uchun sjf) <
< ar(f; N) < Sf) tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda har
doimgidek,

ar(/;£) =)/§i/(4)nx,—

deb belgilangan.
Isboti. e [x v x((¢/=12,...n) uchun w;</(*".)<M
ekanini e'tiborga olsak, AxX(>0 (/'= 1,2,...1n) bo‘lgani uchun
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X, MA <XIE)AX, <X M A

yoki yuqgoridagi belgilashlarga ko‘ra sTf) < of\.£;)) < STf) bo‘ladi.
1- xossa isbot gilindi.

2- xossa. infaT(/;£,) =sKf), supcrr(/;") = St(f).
Isboti. Awal supaT(/; )=Sz(/) bo‘lishini ko‘rsatamiz. e son

ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. Anig yuqgori chegaraning ta'rifiga asosan
shunday £.e[x_p x](/= 1,2,..., n) nugtalar topiladiki,

Mi--A<mi)<Mi (i=12,.1)

bo‘ladi. Bu yerdan

yoki

tengsizliklar hosil bo‘ladi. Bunda e son ixtiyoriy musbat son
bo‘lganligi sababli, anig yuqori chegaraning ta'rifiga binoan

super,(f;€,) =SXf) bo‘ladi.

Endi infcr(/;£,) =sKf) ekanligini ko‘rsatamiz. Yana e son
ixtiyoriy musbat son bo'lsin deylik. Anig quyi chegaraning ta'rifiga
ko‘ra shunday ££ [x_p X] (/= 1,2,..«) nugtalar mavjud bo‘ladiki,

W</(E) <m (i=12,..,n)
bo‘ladi. Bu yerdan
X <X/ (). <X(

yoki
F(f) » off\ 1,.) < a(f) +£
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tengsizliklar hosil bo‘ladi. Bu esa e son ixtiyoriy musbat son
bo‘lganligi sababli, aniq quyi chegaraning ta'rifiga binoan

infer,(/;£) =jT/)

ekanligini bildiradi. 2- xossa isbot gilindi.

Bundan keyin har doim, agar [a, b] kesmaning r bo'linishining
barcha nuqtalari [a, b] kesmaning r' bo‘linishining ham nuqtalari
bo‘lsa, Tut' ko‘rinishda yozamiz.

3- xossa. Agar i <i' bo‘lsa, u holda
STf) > St,(f) va sIf) < s(f)

bo‘ladi. Boshgacha aytganda, [a, B\ kesmaning ixtiyoriy tayin
x={a=x0< X < ... <xn=Db] bo‘linishiga yangi bolinish nugtalari
kiritilsa, u holda Darbuning yuqori yig‘indisi o‘smaydi, quyi
yig‘indisi esa kamaymaydi.

Isboti. Aytaylik, r={a=x0<xl<..<xn=b) va
t' = {a=x0<x, < .. <xkl<xX <xk... <xn=b) bo‘lsin. Ravshanki,
r' bo‘linish r bo‘linishga bitta X' nugtani kiritishdan hosil bo‘lgan.
Bu holda quyidagilarga ega bo‘lamiz:

ST =jtMAXE, (/) =X mAx,

M(/) =Xmjaxj + X Miax, +
+HX'-xt_1) sup f(x) +(xXk-x") sup f(x),
xe[xk~'x"] xe[x',xk]

Sf(/) = ;:(ZFI,—AX,. +4)n(1 WAX, +
) inf /(x) +gxk—x) inf /(x).

xe[xk_i,x] xe[x,xA]

+

Bu yerda, har doimgidek,

Mt= sup /(xX), m = inf /(x).

n:e[xm,x,] XEk-| /1]
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Endi,
f(f) - 5,00, St(f) - Sr,(f)

ayirmalaming ishoralarini tekshiramiz:

STn-S,(f) =(xk-xk1)Mk -
~{X'-xkA) sup f(x)-(xk-x") sup f(x) =

xelx[,xk]

={(x* -x") + IIMK - (Xk-x) sup f(x) -

xelx',xt ]

-(X'-xk,) sup f(x) =
xeNxt_i L'

= (XK-XO)N\MK- sup f(X) W (xX'-x*)\Mk- sup fix)I.
[ s K] ] [ ]

Bu vyerda, xk>x’>xkv Mk>supex@d@ fix) va
Mk-s u /(*) bo‘lgani sababli, £(/)-£,(/)> 0 yoki
$,(/) < Sn(f).

Xuddi shunga o‘xshash sif) - sr,if) < 0 yoki s(f) > si(f)
ekanini ko‘rsatish mumkin (buni o‘quvchining o°ziga havola gilamiz).
3- xossa isbot gilindi.

Eslatma. 3- xossani isbot qgilishda qulaylik magsadida [a, b]
kesmaning r boiinish nuqgtalariga fagat bitta X' bo‘linish nugtasini
kiritib, r' bo‘linishini hosil qildik. Bu xossani r bo‘linishning
nugtalariga istalganicha p chekli sondagi bo‘linish nuqgtalarini kiritgan
holda ham isbot gilish mumkin. Shu bilan birga

Sz(/) -ST(/) <M -m)phx, = [f)-sT(/) <(M -m)phz,

m=Rgfix), M = g f(x)

ekanini ko‘rsatish mumkin.

4- xossa. [a, b] segmentning har ganday ikkita r, va r2
bo‘linishlari uchun i (/) <S4 (/) Bad2(/) <~ (/) tengsizliklar
o‘rinli bo'ladi. Boshgacha aytganda, Darbuning har ganday quyi
yig‘indisi uning ixtiyoriy yuqgori yig‘indisidan oshmaydi.
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Isboti. Aytaylik, rl va r2lar [a, B\ segmentning ixtiyoriy
ikkita bo‘linishi bo‘lsin. Bu bo‘linishlarning birlashmasidan tuzilgan

uchinchi r3= rlLix2boMinishni garaymiz. r, <13 Ba124 13 bo‘lgani
sababli, 3- xossaga asosan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

@ s (/) -3(H)> (b)Sti(f)>STf),
©sTAP)<sTAF), (d)SZXF)>SZ(f).

Bundan tashgari, ma'lumki,
D(f)<alf,N)<ST(f) @)

Ravshanki, (a), (*) va (d) tengsizliklardan i (/) <52(/)
bo‘lishi; (c), (*) va (b) tengsizliklardan esa (/) <ST(/) ekani
kelib chigadi. 4- xossa isbot qilindi.

5- xossa. {Sr(f)} Tto‘plam quyidan, {sr(/)}rto'plam esayugoridan
chegaralangan.

Isboti. 4- xossaga ko‘ra har ganday SJJ) yuqori yig‘indi
ixtiyoriy quyi yig‘indidan kichik bo‘la olmaydi, demak, {5(/)}r
to‘plam quyidan chegaralangan. Yana 4- xossaga ko‘ra har ganday
g{f) quyi yig‘indi ixtiyoriy yuqori yig‘indidan katta bo‘la olmaydi.
Demak, {Af)}rto‘plam yugoridan chegaralangan. 5- xossa isbot
gilindi.

Ma'lumki, bo‘sh bo‘lmagan har ganday yuqoridan (quyidan)
chegaralangan sonli to‘plam aniq yuqori (aniq quyi) chegaraga ega
bo‘ladi. Demak, 5- xossaga binoan

I* = iI‘)l(f{Sl’(/)}TBa /, = SLZJp{SI’(/)}I’

aniq chegaralar mavjud. Ular mos ravishda f(x) funksiyadan
[a, B\.segment bo‘yicha olingan yugori va quyi Darbu integrallari
deb ataladi va
L b
J* =\f(X)dx, |. =~f(x)dx
a —_—

ko‘rinishda yoziladi.
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Darbu lemmasi. Agarfix) funksiya [a, b] segmentda aniglangan
va chegaralangan bo‘lsa, u holda Ve >0 son berilganda ham shunday

(5=<5(£)>0 son topiladiki, [a, b] segmentning /£I'=inaxdx, <5
shartni ganoatlantiradigan Vr bo‘linishi uchun

l.-e< g(f) < STf) <I* +e
tengsizliklar bajariladi. Boshgacha aytganda,
H%"r(/) =/*, ngéfvi(/) =/.
bo‘ladi.

Isboti. Shart bo‘yicha f(x) funksiya [a, b] segmentda
chegaralanganligi sababli, aniq chegara prinsipiga binoan

n=infbf (x)y M=sup/ (X)

aniqg yugori va aniq quyi chegaralar mavjud. Faraz gilaylik, M= m,
ya'ni fix) —c—oconst bo‘lsin. U holda ravshanki, [a, b] kesmaning
T= {a= xX0<x, < ... <xn= b} bo‘linishi uchun

(/) = %1CAX, = cgl IOx. =c(b-a),
STif) —Xcflx, =cXax, —cib-a)
bo'lib,
I* =inf{5; (/)}r = inf{c(b-a) \=c{b - a)
va
I. =supfsr(/)}r =sup[c{b-a)\. =cib-a)
bo‘ladi. Demak, bu holda Ve >0 son uchun
I*-e<snf) = Sif)<1* +e

tengsizliklar bajariladi. Boshgacha aytganda,
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Unjr(/) =M Jt(/) =/* =/, = c(b- a).

Aytaylik, M> m bo'lsin. 1* =inf{5r{f)}T bo‘lganligi sababli,
anig quyi chegaraning ikkinchi ta'rifiga ko‘ra, berilgan Ve >0 son
uchun [a, b] kesmaning shunday z* bo'linishini ko‘rsatish
mumkinki,

(1)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Endi r* bo'linishning [a, b] kesma ichida
yotuvchi nugtalari sonini p deb, [a b] kesmaning

shartni ganoatlantiradigan ixtiyoriy r bo‘linishini garaymiz. r
bo‘linishning nugtalari ichiga r* bo‘linishning nugtalarini Kiritib,
yangi r' bo‘linishini hosil gilamiz. U holda 3- xossaga asosan
SJJ) - Sr(f) > 0 bo'ladi. Ikkinchi tomondan, 3- xossaning eslat-
masiga binoan

STf) ~ ST() < (M - m)phT
Bu yerda, K - 2(m—ot)* ekanini e'tiborga olsak,

()-**.(N<i
bo‘ladi. Shunday qilib,

02sT(/)-sT (<] )

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Ko‘rinib turibdiki, r' bolinishni r*
bo‘linishning nugtalari ichiga x bo‘linishning ichki nuqgtalarini
kiritishdan hosil boflgan bo‘linish deb garash mumkin. Shuning
uchun yana Darbu yig‘indilarining 3- xossasiga binoan

I* < S,(f) < SA(f).
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Bundan
O< St.(f) - /* < St(f) - /*
tengsizliklar kelib chigadi. Demak, (1) tengsizlikka ko‘ra
orsr(/)-/*<j 3)
bo‘ladi. (2) va (3) tengsizliklami bir-biriga «go‘shsak»,
0<St(f) - I1* <e yoki 0< SHf) <I* +s
bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash,
0</. -sf) <e yoki I* - e<sIf)

ekanini ko‘rsatish mumkin (buni o‘quvchining o‘ziga havola gilamiz).

Shunday qilib, s(f) < Sr(f) ekanini e'tiborga olsak, ve>0 son
uchun shunday €> 0 sonni ko‘rsatish mumkin bo'ladiki, [a, b]
kesmaning hXK=maxAt <8 shartni qanoatlantiruvchi

Vr ={fa=x0<X <..<xn=b} bo‘linishi uchun
I,-£E<STAf)<SHf)<I*+ £

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Darbu lemmasi isbot gilindi.

10- §. ANIQ INTEGRAL MAVJUDLIGINING
ZARURIY YA YETARLI SHARTI

Biz awalgi paragraflarda kesmada chegaralanmagan funksiyaning
shu kesmada integrallanuvchi bo‘Imasligini hamda shu kesmada
integrallanuvchi bo‘lgan funksiyaning shu kesmada chegaralangan
bo‘lishini va kesmada chegaralangan funksiyaning shu kesmada har
doim ham integrallanuvchi bo‘lavermasligini aytib o‘tgan edik. Endi
kesmada chegaralangan funksiyaning shu kesmada integrallanuvchi
bo‘lishi uchun ganday shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligi
hagida to‘xtalamiz.
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10.1. Anig integral mavjudligining zaruriy va yetarli sharti.
Teorema. Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] kesmada aniglangan
va chegaralangan bo‘lsin. U holda:

Ve > 0son uchun [a, B\kesmaning shunday
T ={a=x0< ... <xn= b}bo'linishi
topiladiki,

ST(f)-sT(f)<e bo'ladi.

3If(x)dx <= ():-

b
Isboti. 1) Zarurligi. Aytaylik, 1 =\f(x)dx mavjud bo‘lsin.

U holda aniq integralning ta'rifiga ko‘ra, berilgan ixtiyoriy e >0
son uchun shunday €= <5€) >0 son topiladiki, h —TaX,D,X1<8

shartni ganoatlantiradigan Vr = {a= = x0< X, < ... xn= b} bo‘linish
uchun, £(e[x._p x]0'= 1, 2,..., n) nugtalarning tanlanishiga bog‘liq

bo‘lmagan ravishda, ushbu KT(/;£,)- IN<j tengsizlik bajariladi.
Agar bu bo‘linishlarning birini T deb belgilasak,
K(/;N)-M<| yoki 1-Ff <M /;£)<1+]

bo'ladi. Darbu yig‘indilarining birinchi xossasiga asosan
inf{aT(/;£m)}- ST(/), sup{ffr (/;£)} =ST(/).

Bundan tashqgari, ma‘lumki, [a, B\kesmaning ~ boiinishi

va £.e[x,_,, x.](/=1,2, ..., n) nugtalarning ixtiyoriy tanlanishi
uchun sl f)< aTf; £) < Sr(f). Xususan, s g.) < Sjtf).
Demak,

1-j< sT(/)<ST(/)<I+].

Bundan

Bu esa (A) shartning o'rinli bo‘lishini bildiradi.
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2)Y etarliligi. Endi (A) shartdan 31:5\f(x)dx ekanini

keltirib chigaramiz. Ma'lumki, [a, b] kesmaning ixtiyoriy tayin T
bo‘linishi uchun

ST(/) </. =supfc (/)}T</* =inf{SX(/)J <ST(/).

Shu sababli, 0 </*-/, < SEf) - s"f).

Demak, (A) shartga ko‘ra S1if)-sif) <e ekanini e’tiborga
olsak, O0</*-/.<£. Bu yerda e son ixtiyoriy musbat son deb
garalayotganligi sababli, 0</*-/,<£ bo‘lishi mumkin emas.
Demak, fagat 0 = /*- /.< ebo’ladi. Shunday qilib, /, = /*. Ulaming
umumiy giymatini / deb belgilaylik: 1* =1,—I.

Qaralayotgan f(x) funksiya [a, b] kesmada aniglangan va
chegaralangan bo‘lganligi sababli, Darbu lemmasiga binoan Ve >0
son berilganda ham shunday <5=<5(£)>0 sonni ko‘rsatish
mumkinki, h=maxAx. < & shartni ganoatlantiradigan Vt=
= {a= x0<Xj < ... <xn=b) bo‘linish uchun

It-E<sn(f)<SKf)<I1* +e

bo‘ladi. Bizning holimizda /,= /* = /ekanini e'tiborga olsak,
I-e<st(f) < SHf)<I+E

bo‘ladi. Bundan tashqari, ma'lumki, [a, b] kesmaning v« bo‘linishi
uchun sJf) <o(f, i) < S(f) bo‘ladi. Demak,

I-e< off, |;)<1+£ yoki Jor(f; - N\<e

Bu esa aniq integralning ta'rifiga ko‘ra

b
I =~M(x)dx

integralning mavjudligini bildiradi.
Teorema isbot gilindi.

Eslatma. Yuqoridagi teoremaning (A) jumlasidagi
Sj(f) - sj(f) <£ tengsizlikni
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n

Xq () A <t

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bu yerda (off) = M-mi (@>{f) son
fix) funksiyaning [x p X] kesmadagi tebranishi deb ataladi),

Hagigatan, (A) jumlaga va Darbu yig'indilarining ta'riflariga
ko‘ra

£>ST(/) -sT(/) = EM(AK gAY

—)/gn/ -/In)AX. = ﬁ" (NAX,.-

Shunday qilib, yugorida isbot gilingan teoremani quyidagicha
ifodalashimiz mumkin:

Ve > 0son uchun [a, B\kesmaning shunday
T={a=x0< ... < x, = b}bo'linishi

3Jf(X)dX <> (A):- topiladiki,
M
X «,(/)Ax, <e bo'ladi

Amaliyotda ko‘pincha ana shu (A") shartdan foydalaniladi.

10.2. Integrallanuvchi funksiyalarning sinflari. Endi kesma
integrallanuvchi bo‘lgan funksiyalarning ba'zi bir sinflarini garaymiz.
Anigrog‘i, kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiyalar, kesmada monoton
bo‘lgan funksiyalar va kesmada bo'lakli-uzluksiz bo‘lgan
funksiyalarning shu kesmada integrallanuvchi ekanini isbot gilamiz.

1- teorema. Agarfix) funksiya [a, B\kesmada aniglang
va uzluksiz bo‘lsa, 1 holda bufunksiya shu kesmada integrallanuvchi
bo ladi.

Isboti. Aytaylik, f{xX) funksiya [a, B\kesmada aniglangan va
uzluksiz bo‘lsin. U holda, birinchidan, Veyershtrassning birinchi
teoremasiga ko‘ra bu funksiya shu kesmada chegaralangan bo‘ladi.
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Ikkinchidan, Kantor teoremasiga blnoan/x) funksiya [a, b] kesmada
tekis uzluksiz bo‘ladi, ya'ni Ve>0 son berilganda ham fagat e ga
bog‘lig bo‘lgan shunday 6 = 6(e) >0 son topiladiki, W' - X' | <d
shartni ganoatlantiradigan Vvx'x"e[a, b] nuqtalar uchun

/(xX)-/(x) 1 <7 *)

tengsizlik bajariladi.

Faraz qilaylik, r = {a= x0<xl ... <xn= b) bo‘linish [a, b]
kesmaning ixtiyoriy bo'linishi bo‘lsin. /(x) funksiya [a, b] kesmada
uzluksiz bo‘lgani uchun bu funksiya [a, b] kesmaning ixtiyoriy
[X.,, %] qgismida uzluksiz bo‘ladi. Shuning uchun Veyershtrassning
ikkinchi teoremasiga binoan shunday u., v. e[xbl, x] nugtalar
topiladiki,

/(«,)= inf f{x), f(v,)= sup fix)

bo‘ladi. Ravshankigagar x1-x /4= AXy<d desakg albatta Vvj—u.<6
bo'ladi. Demak, (*) tengsizlikka ko‘ra

®,() =/(«,) -1(«,) = /() -f(u) <

bo‘ladi. Bu yerda (off) son fix) funksiyaning [x._,, x] kesmadagi
tebranishini ifodalaydi.

Shunday qilib, Ve>0 son uchun [a, B\kesmaning shunday
T—a=x0<x, <..<xn=b} bo‘linishini ko‘rsatish mumkinki,

X LLif) Ax. <u—_£crg_(]Ax, =+~ib-a) =£
bo‘ladi. Bu esa (A") shartning bajarilishini, ya'ni fix) funksiyaning
[a, b] kesmada integrallanuvchi ekanini bildiradi. Teorema isbot
gilindi.

2- teorema. Agarfix) funksiya [a, b] kesmada aniglang
va monoton bo ba, n holda bufunksiya shu kesmada integrallanuvchi
bo 1adi.

Isboti. Aniglik uchun, «/(x) funksiya [a, b] kesmada
kamaymaydigan bo‘lsin» deylik, ya'ni xf j < xfbo Iganda har doim
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/tx_j) <J[x) tengsizlik bajarilsin. U holda, birinchidan,y(x) funk-
siya [a, b] kesmada chegaralangan bo‘ladi. Haqigatan, Vxe [a, b]
nugtada f{a) </x) <Jib) tengsizliklar bajariladi. lkkinchidan,
ravshanki, [a, b] kesmaning r = {a= x0<x{< ... <xn=b}
bo'linishi uchun

m=inf /(x)=/(xM), M, = sup /(x) =/(X,)

bo‘ladi.
Shunday qilib, bu holda Ve >0 son berilganda ham [a, b]

kesmaning h, =maxAx, <pg - shartni ganoatlantiruvchi

shunday T= {a=x0<xl<.. <xn=Db) bo‘linishini ko‘rsatish
mumkinki,

KBMAXI =X (JV, -m)Ax =X (F(x,) -FixMjAx, <
<maxAX X (/(*)) -/(*M)) <j~ — (f(b) -/(a)) =£

bo‘ladi. Bu esa (A") shartning bajarilishini, ya'ni f(x) funksiyaning
[a, b] kesmada integrallanuvchi ekanini bildiradi. Teorema isbot
gilindi.

3-1leorema. Agarf(x)funksiya [a, b] kesmada bo lakli-uzluksiz
bo‘lsa, n holda bu funksiya shu kesmada integrallanuvchi boladi.

Isboti. Ma'lumki, agar [a, b] kesmaning shunday
x= {a=x0< x{< ... <xn—b) bo‘linishi mavjud bo‘lib, f(x) funksiya
har bir (x.,, x) oraligda uzluksiz va ushbu

/ (- +0)= J*inlofix), fx. -0)= ﬂmwfix) i=1,2,n

bir tomonli chekli limitlar mavjud bo‘lsa, bu holda fix) funksiya
\g b] kesmada bo‘lakli-uzluksiz deb aytilar edi. Ko‘rinib turibdiki,
bunday funksiyalar [a, b] kesmada chegaralangan bolib, unda fagat
yo'‘qotiladigan va birinchi turdagi uzilish nuqgtalarigagina ega boflishlari
mumkin.

Qulaylik uchun,fix) funksiya [a, b] kesmada bitta yo'qotiladigan
yoki birinchi turdagi x3= a uzilish nugtasiga ega bo‘lsin deylik (95—
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rasm). Endi x”~(a, b) nuqtani
shunday tanlab olamizki, oldindan

y=9 berilgan Ve >0 son uchun ushbu
Xl~a<Im tengsizlik bajarilsin. Bu
yerda o bilan f(x) funksiyaning
O ax 4 [a b] kesmadagi tebranishi belgilan-

gan. Ravshanki,/(x) funksiya [x, b]

%B- rasm. kesmada uzluksiz. Shuning uchun

f(x) funksiya, yuqorida isbot
gilingan 1- teoremaga binoan, [Xv b] kesmada integrallanuvchi.
Boshgacha aytganda, Ve >0 son uchun [Xp b] kesmaning shunday
T={xt<x2< .. <xF b) bo‘linishi topiladiki, /)__%UJ,’\X, <’é bo‘ladi.
Shunday qilib, Ve>0 son uchun [a, b] kesmaning shunday
T={a= x0<x, < .. <xn=b) bo‘linishini ko'rsatish mumkinki,

)gfliAx, = mﬁ(, - a)+§p,l'lx, < (O-Z,A@+°§=e

bo‘ladi. Bu esa (A") shartning bajarilishini, ya’ni fix) funksiyaning
\a B\ kesmada integrallanuvchi ekanini bildiradi. Teorema isbot
gilindi.

0‘ZINI-0‘ZI TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

1. Anig nitegral tushunchasiga olib keluvchi ba'zi masalalami aytib
bering.

2. Integral yig‘indi yordamida aniq integral tushunchasini ta'riflang.

3. Segmentda chegaralanmagan funksiya shu segmentda integral-
lanuvchi bo‘ladimi? Isbotlang.

4. Segmentda integrallanuvchi funksiya shu segmengda chegaralangan
boiadimi?

5. Segmentda chegaralangan funksiya shu segmentda integrallanuvchi
bo‘ladimi?

6. Qanday yig‘indilar Darbu yig‘indilari deb ataladi? Ular ganday
asosiy xossalarga ega?

7. Darbu integrallari deb nimaga aytiladi?

8. Darbu lemmasini isbotlang.
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9. Aniq integral mavjudligining zaruriy va yetarli sharti nima?

10. Kesmada uzluksiz bo'lgan funksiya shu kesmada integrallanuvchi
bo‘ladi-mi?

11. Kesmada monoton bo'lgan funksiya shu kesmada integrallanuvchi
bo'ladimi?

12. Kesmada bo‘lakli-uzuluksiz boigan funksiya shu kesmada integral-
lanuvchi bo‘ladimi?

11- §. ANIQ INTEGRALNING ASOSIY
XOSSALARI

Ushbu paragrafda aniq integralning ham nazariy, ham amaliy

jihatdan muhim ahamiyatga ega bo‘lgan xossalari bilan tanishib
chigamiz.

1- xossa. \dx-b-a.

Isboti. Ko‘rinib turibdiki, bu yerda integral ostidagi funksiya
aynan 1lga teng. Shuning uchun aniq integralning ta'rifiga binoan

a

2- Xossa. Berilgan/ (x) funksiyadan uzunligi O ga teng bo’l
«kesma» bo‘yicha olingan integralni 0 ga teng deb gabul gilamiz:

Ta'rifsifatida gabul gilingan bu xossani quyidagicha asoslaymiz.
{a, a] «kesma» bo‘linishining barcha gism «kesmanlari nugtalardan
iborat bo‘lib, ularning Ax; uzunliklari 0 ga teng bo‘ladi. Shuning
uchun bu holda barcha axf; £.) «integral yig‘indilar» ham 0 ga teng
boladi va, demak, «integral» ham O ga teng bo‘ladi.

3- Xossa. Agar f f(x)dx (a<Db) integral mavjud bo‘lsa, u

holda / f(xX)dx integral mavjud, shu bilan birga
b
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a b
| fo)dx =—3 f (x)dx
b a

tenglik o‘rinli bo'ladi.
Isboti. Bu xossani ham ta'rif sifatida gabul gilamiz. Uni
quyidagicha asoslaymiz:

a
JTO)dX =1lim X/ (Em(xM -x,) =

— XTI E)E - )=-d/X)<Fe.

Bu yerda [a, B\ kesmaning r —{a = x0< Xx< ... < xn= b]
bo‘linishining [x p X] kesmalarini uzunliklari Ox o‘gning «manfiy
yo‘nalishi bo‘yicha o‘lchanadi» va shuning uchun ularning
«uzunlik»lari manfiy bo‘ladi. Bundan Jf(x)dx integralning barcha
«integral yig‘indi» lari jf(x)dx integralning mos integral
yig‘indilaridan fagat ishorasé; bilan farqg gilishi kelib chigadi.

4- xossa. Agar /(x) va g(x) funksiyalar [a, b] kesma
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda C/(x)(C = const), f(x) £g(x),
f(x)g(x) funksiyalar shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi. Shu
bilan birga

b b

\cf(x)dx = C\F(x)dx,

b b b
i (/(*) £g(x)) dx =1 f(x) dxx8 g{x)dx
formulalar o'rinli bo‘ladi.
Isboti. Dastavval C/(x) (C = const) funksiyaning
integrallanuvchi ekanini ko‘rsatamiz:
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JCf(X)dx =UmX C/ (&mAx, =CUmX / (Jf)Ax =) Cf(x)dx,

b b

ya'ni J Cf(X)dx = CJ f(x)dx.

Shart bo'yicha bu tenglikning o‘ng tomonidagi integral mavjud
va C o‘zgarmas son bo‘lgani uchun uning chap tomonidagi integral
ham mavjud.

Yana ta'rifbo‘yicha va shartga ko‘ra

b n
J (F{X) £g(X))dx =1lim S (/(£,) £g(£))A*, =

A n b b
=lim X/(£,)AX; xlim Xg(MAX,. =] f(x)dx +J g(x)dx,

ya'ni

b b

3 (fix) 2gOO)fifx = J F(x)dx £ gh)</x
a il pil

Shart bo‘yicha bu tenglikning o‘ng tomonidagi integrallar
mavjud bo‘lgani uchun uning chap tomonidagi integral ham mavjud.

Nihoyat, f(x)g(x) ko‘paytmaning [a, b] kesmada
integrallanuvchi ekanini isbot gilamiz. Shart bo‘yichaf (x) va g(X)
funksiyalar [a, b] kesmada integrallanuvchi bolgani sababli, ular
shu kesmada chegaralangan bo‘ladi, ya'ni shunday C, >0va C2>0
o‘zgarmas sonlar topiladiki, Vxe [a b] uchun \f(X) \< C[ va
lo(X) | < C2 bo‘ladi.

Faraz qilaylik, r = {a=x0<xl < ... <xn= b} bo‘linish [a b]
kesmaning biror bo‘linishi bo‘lsin. Ushbu /(x")g(jc") —-f(x")g(x")
ayirmani f(x) va g(x) funksiyalarning [x_p x;] kesmadagi
tebranishlari orgali yuqoridan baholaymiz:

(W ) =f(x)g(x") =/(*W ) -f(x)g(x") +f(x)g(x") -
-f(x"g(x’) = (/(x") -Mx'Wxr) +
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+(9(*")- 8(xNF(x") < CDI.(F) + C/ft).(9).

Bunda x', x"G[x_® x] bo‘lib, (off), (ofg) lar mos ravishda
/(x) va g(xX) funksiyalarning [x_p X] kesmadagi tebranishlarini
bildiradi. Demak, wffg) < C2&>(f) + Cn(g) ekanini e'tiborga olsak,

n n n

X /W Nx, <C2X<w,(N)Ax, +C £ft),(g)Ax, <

/=1 i=

<C2-*~ +Q £ =f

bo‘ladi. Bu esa f(x)g(x) ko‘paytma uchun [a b] kesmada (A")
shartning bajarihshini, ya'ni f(x)g(x) funksiyaning [a, B\kesmada
integrallanuvchi ekanini bildiradi. 4- xossa isbot gilindi.

5 xossa. Agar a<c<b boiib, / (xX) funksiya [a, c] va [c,
kesmalarda integrallanuvi bo‘lsa, u holda bu funksiya [a, b] kesmada
integrallanuvchi bo‘ladi. Shu bilan birga

J/ ()dx = Jf(X)dx +J/ (X)dx

formula o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. Shartga ko‘ra, Ve>0 son uchun [a c] va [c, b]
kesmalaming shunday v{va r2bo‘linishlari topiladiki, S4-sh<- va
STi-sri<j tengsizliklar bajariladi. Agar rlUr2=r desak, [a, b]

kesmaning r bo‘linishi hosil bo‘ladi. Ravshanki, u vagtda

Sz-sT= 2, «,(/)AX-=Z«,()AX, +X«,(Nx, =

tengsizlik hosil bo‘ladi. Bu esa/(x) funksiya uchun [a, b] kesmada
(A) shartning bajarilishini, ya'ni f(x) funksiyaning [a, B\kesmada
integrallanuvchi ekanini bildiradi.

Xossaning ikkinchi gismi quyidagicha isbot gilinadi:
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Ifdx = lim X /(£,)A-= im X AE-JA +X /(£,)Ax,
= ;;gyﬁ /(£ Y +1,Ln’g>ﬁ_/(£,)Ax = F/0rix +J/(9rix

5- xossatola isbot gilindi.

6~ xossa. Agar /(x) funksiya \a b] kesmada integrallanuvchi
bo‘lsa, u holda bu funksiya V[cd] ¢ [a,b] kesmada integrallanuvchi
bo‘ladi.

Isboti. Shart bo‘yicha \e0 son uchun [a, b] kesmaning
shunday r = {a= x0< x{< ... <xn= Db} bo‘linishi topiladiki,
S—ga<e tengsizlik bajariladi.

Aytaylik, [c, dA\kesma [a, b] kesmaning ixtiyoriy gismi bo‘Isin.
U vagtda r bo‘linishning nuqtalari orasiga yangi ¢ va d nuqtalami
kiritib, [a, b] kesmaning yangi

t'={fa=x0<xx<..<xk<c<xuw <..
L<xm<d< xmit<...<x, =b)

bo‘linishni hosil gilamiz. Agarr' bo‘linishning [c, dA\kesmaga tegishli
bo‘lgan nuqtalaridan tashkil topgan qismini [c, d\ kesmaning
rl={c<xkil< xki2< ... <xm< d) bo‘linishi deb qgarasak:

Sti(/) -s1(/) <St(/) -ir,(/) bo‘ladi. Hagigatan,
ST(f) ~s (/) =X @A, <X < A. -5T(/) - (/) _

t <t' bolganligi sababli, Darbu yig‘indilarining 3- xossasiga binoan

sr(f) < sz(J) va Sr(J) > Sz(f) bo‘ladi. Demak,

So(/) -sXK(/) <Sr(J) =*,(/). Ma'lumki, SAf) - H(f) <e. Shunday
gilib, Ve>0 son uchun [c, A\ kesmaning shunday r, bo‘linishi

mavjudki, Sti(/) -si(/) <e bo‘ladi. Bu esa [c, d] kesmada / (X)

uchun (A) shartning bajarilishini, ya'ni fix) funksiyaning [c, A\
kesmada integrallanishini bildiradi. 6- xossa isbot gilindi.
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Quyidagi xossani isbotsiz keltiramiz:

7- xossa. Agar /(x) funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi
bo‘lib, [a, B\kesmada aniglangan g(x) funksiya fix) funksiyadan
fagat [a, b] kesmaning chekli sondagi nuqtalaridagi giymatlari
bilangina farq qilsa, u holda g(x) funksiya [a, b] kesmada
integrallanuvchi bo‘ladi. Shu bilan birga

b b
Jg(x)dx =Jf(x)dx

tenglik o'rinli bo‘ladi.
8- xossa. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi

b
bo'lib, B\.uchun /(x) > 0 bo‘lsa, u holda J/(x)dx>0

bo‘ladi.
Isboti. Shart bo‘yicha

Jf(X)dx =lim£ f(£t)Ax,

a

chekli limit mavjud. Vxe \§ b] uchun f(x) > 0 bo‘lgani sababli,
Ve [x., X] C [a b] nugtada / () > 0 bo‘ladi. AX.>0 ekanini
etiborga olsak, ﬁ(E,),ﬂ,x, >0 bo‘ladi. Demak, tengsizliklarda limitga
o‘tish goidasiga binoan

\f(x)dx = limX/(M)AX,. >0

bo‘lishi kelib chigadi. 8- xossa isbot gilindi.

Bu xossadan quyidagi natija kelib chigadi:

Natija. Agar /(x) va g(x) funksiyalar [a, b] kesmada
integrallanuvchi bo‘lib, Ve [a, b] nugtada Ax) < g(x) tengsizlik
bajarilsa, u holda

b b
Jog(X)dx > J f(x)dx

tengsizlik o‘rinli boiadi.
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Isboti. h(X) = g(x)-f(x) deb belgilasak, shartga ko‘ra
Viee [a, b] nugtada h(x) > 0 bo‘ladi.

Ma'lumki, ikkita integrallanuvchi funksiyaning h(x) = g(x) - f(x)
ayirmasi ham integrallanuvchi bo‘ladi. Demak, 8- xossaga asosan

0< i h(X)dx = j(g(x) -f(x))dx = i g(xX)dx - 3 f(x)dx.

Bundan Jf(x)dx <Jg(X)dx tengsizlik kelib chigadi.

Natija isbot gilindi.

9- xossa. Agar f(x) funksiya [a, B\kesmada integrallanuv
bo‘lsa, u holda \{(x) j funksiya ham [a, B\kesmada integrallanuvchi
bo‘ladi. Shu bilan birga

f Fo)dx ATNFOIN\dX (a<b)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. Awal/ (X) funksiyaning [a, B\kesmada integrallanuvchi
bo‘lishidan N(X) | funksiyaning [a, b] kesmada integrallanuvchi
bo‘lishini keltirib chigaramiz. f(x) funksiya [a b] kesmada
integrallanuvchi bo‘lgani uchun bu funksiya shu kesmada
chegaralangan bo‘ladi. Ya'ni shunday m va M haqigiy sonlar
topiladiki, e [a, b] nugtada m <f (X) < Mtengsizliklar baja—
riladi. Agar A = max( [m™\|M W desak, ravshanki, Vxe[«, b]
nugtada 0 < N(X) | < A bo‘ladi. Bu esa \{(X) | funksiyaning [a, B\
kesmada chegaralanganligini bildiradi. Bundan tashgari, Vmu G[a, B\
nugtalarda \f(U) - J{v) \> | NJu) \« |/(v) | ] tengsizlik bajariladi.
Hagiqgatan, f(u)=f(u)+f(v)-f(v) desak, \Hu) X \Hu) -
~f{v) I+\f(v) | yoki F(u) -fly) |> &w) |- Fly) | bo‘ladi.
Shunga o‘xshash,/(v) =f{v) —flu) +f{u) desak, \f(V) \x F(v) -
-f(u) I+ F(u) | yoki /(*) -f(u) 1> F(v) |- F(u) | bo'ladi.
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Agar \f(v)-f(u)\ = \f(u)-f(v)\. ekanini e'tiborga olsak,
NHU)-F{WVN\N >-(]/(m)] - N ) bo‘ladi. Shunday qilib,
F(u) -f(v) |> I\XfU) | - |4 | bo‘lar ekan. Demak, [a, B\
kesmaning r = {a = x0<x{< ... <xn=Db) bo‘linishi uchun

o |/]) < a),(f) bo'lib,
0 < St(I/D- st/ = itr,~ (VDA% < ic<j,.()Ax,. =
= Sr(f)- s T(f)

bo‘ladi. Shart bo‘yicha Um(5;(/)-st(/)) =0 bo‘lgani uchun,
tengsizliklarda limitga o‘tish goidasiga ko‘ra,

nT(MMHM1/1)=0
bo‘ladi. Bu esa \JX | funksiya uchun [a, b] kesmada (A) shartning
bajarilishini, ya'ni |/(xX) | funksiyaning [a, b] kesmada
integrallanuvchi ekanini bildiradi.

Endi 9- xossaning ikkinchi gismini isbot gilamiz. Aytaylik,
X\(/= 1,2, ..n) bo‘lsin. U holda

K@]: E/(&A ii/(~)iM od
bo‘ladi. Buyerda h = maxaAx, —-» Oda limitga o‘tsak,
lim pT/)j <limer, (1/1)
bo‘ladi. Demak,

D D
st (D1, JE()dx , im7r(l/]) = J \N\olx

ekanini nazarda tutsak,
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b b

HO)dx I/ |</x
tengsizlik hosil bo‘ladi. 9- xossa isbot gilindi.

12- §. ANIQ INTEGRAL UCHUN O ‘RTA QIYMAT
HAQIDAGI TEOREMALAR

1- teorema. Agar f{x) funksiya [a, b] segmel
integrallanuvchi bo‘lib, m- inf /(x) Ba M - sup /(x) bo‘lsa, n

xe[a,b\

holda shunday «cim. NMN\son topiladiki,

a

tenglik orinli bo‘ladi. Xususan, agarfix) funksiya [a, B\segmentda
uzluksiz boisa, v holda shunday £e[s, b] nugta topiladiki,

b

Jfix)dx =mib-a)

formula o Tinli bo 1adi. Bu formula o rta giymatning birinchiformulasi
deb ataladi.

Isboti. Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda
integrallanuvchi bo‘lsin. U holda, ma'lumki, bu funksiya shu
segmentda chegaralangan bo‘ladi. Demak, aniq chegara prinsipiga
ko‘ra m= i[r]tlf{x) Ba M igupfix) anig chegaralar mavjud bo‘-

lib, Vjag [a b] nugtada m </x) < M tengsizliklar bajariladi. Aniq
integrating 8- xossasidan kelib chiggan natijaga binoan
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yoKi

mb -a) <Jf{X)dx < M(b -a)

bo‘ladi. Bunda b - a* 0 ekanini e'tiborga olsak,

b

m< 3/ (Xdx<M

b
tengsizliklar hosil bo‘ladi. Nihoyat, J f(X)dx - ju deb belgilasak,
b a

3/ (Xdx = jifb-a) bo‘ladi.

Endi teoremaning ikkinchi gismini isbot gilamiz. Aytaylik, [1x)
funksiya [a, b] segmentda uzluksiz bo‘lsin. U holda Veyershtrassning
ikkinchi teoremasiga ko‘ra bu funksiya [a, b] segmentda o‘zining
anig quyi va aniq yugori chegaralariga erishadi. Ya'ni shunday u,
VG [a, B\.nugtalar topiladiki, M) = mva /(v) =M bo‘ladi. Ax)
funksiya [a, b] cegmentda uzluksiz hamda

b

/(«) <J—"M{X)dx <f(v)

bo‘lganligi sababli, Koshining oraliq giymat hagidagi teoremasiga
binoan shunday £e [a, b] nuqgta topiladiki,

b

bo‘ladi. Bundan

b

jf(x)dx =f(£)(b-a) (a<E <b)

formula hosil bo‘ladi. Teorema isbot gilindi.
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2- teorema. Agarfix) vag(x) funksiyalar [a, b] segmer
integrallanuvchi bo 1ib, m= |nf / (X) Ba M sup/ (X) bo‘sa, hamda

g(x) funksiya [a, b] segmentda agx) > 0 {yokl g(x) < 0) shartni
ganoatlantirsa, 1 holda shunday juE [m, M\ son topiladiki,

3 f(x)g(x)dx =n 3 g(xX)dx

formula o rinli bofladi. Xususan, agarf[X) funksiya [a, b] segmentda
uzluksiz bo‘lsa, u holda shunday ££[ 4, b] nugta topiladiki,

b b

JT()g()dx = /(<?){g(x)dx

formula o‘rinli bo‘ladi. Bu formula o rta giymat birinchiformulasining
umumlashgan shakli deyiladi. Agar bu yerda g(x) =1 (a<x<b)
desak, o‘rta giymatning birinchi formulasi hosil bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, Ax) va g(x) funksiyalar [a, b] segmentda
integrallanuvchi va m= inf /(x), M =supfix), shu bilan birga
g0) >0 fa< x < b) bo'lsin. U holda m<fix) < M tengsizliklami
ofX) ga ko'paytirsak, mgix) <f{x)g{x) < Mg{X) bo‘ladi. Bu yerdan

b b b

Jmgix)dx < | fix)gix)dx < J Mgix)dx {D

tengsizliklar hosil bo‘ladi.
b

Aytaylik, Jg{X)dx >0 bo‘lsin. U holda (1) tengsizliklardan

{)f(x)g(x)dx

b
Jg(x)dx



tengsizliklar kelib chigadi. Bu yerda

1f(x)g(x)dx

=V
Jg{x)dx

belgilashni kiritsak, ushbu

b b

Jf()g(x)dx = &I gP)dx {Mm<uy< M)

formula hosil bo‘ladi.
b

Aytaylik, Jg(X)dx =0 bo‘lsin. U holda (1) tengsizliklardan

J f()g(x)dx =0

degan xulosaga kelamiz. Ko‘rinib turibdiki, mazkur holda /n son
sifatida ixtiyoriy hagigiy sonni olishimiz mumkin:

h b

IF(X)g()dx =uJ g

Shunday qilib, biz g(X) >0 (a <X < b) bo‘lgan holatda

b b

Jf(X)g(x)dx =yJ gx)dx (m<fx< M)

a a

formula o‘rinli bo'lishini ko‘rsatdik. Bu formulaning g(x) < 0
(a<x< b) bo‘lgan holda ham to‘g‘riligini xuddi yuqoridagi kabi
isbot qilish mumkin.

Xususan, agar f{x) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz bo‘lsa,
u holda [m M\ son har ganday boflganda ham shunday
"G [a, b] nugta topiladiki, /(£) =ju bo‘ladi, ya'ni
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b\f(x)g(x)dx = f{£)\ig(x)dx (a<$<b)

formula o‘rinli bo‘ladi. Teorema isbot gilindi.

Shuni aytishimiz lozimki, umuman aytganda, agar /(x)
funksiya [a, b] segmentda uzluksiz bolmasa, bu holda o‘rta giymat
birinchi formulasining umumlashgan shakli o‘rinli bolmaydi.
Masalan,

1 0<x<),
)=, A< x<2)

va

R O0<x<),
[1 A<x<2

funksiyalar berilgan bo'lsin.
Bu holda

1 2

/f(x)g(x)dx  J2dx+J 2dx
.0 0 I 22 4
M~ T— 12 - 2+13
dx

0 s} 1

bo‘lib, [0;2] segmentda f(%) =] shartni ganoatlantiradigan | nuqgtani
topish mumkin emas (mavjud emas!).

Nihoyat, o‘rta giymatning ikkinchi formulasi yoki fransuz
matematigi Bonne (1819—1892) nomi bilan Bonne formulasi deb
ataladigan formulani isbotsiz keltiramiz.

3- teorema. Agar f(x) funksiya [a, b] segment
integrallanuvchi, g(x) funksiya esa shu segmentda monoton boisa,
1 holda shunday %E.[a, b] nugta topiladiki,
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b $ b

JT(x)g(x)dx =g(a)J f(x)dx +g(b) J f(x)dx

9

formula o Tinli bo 1adi. Bu formula o fta giymatning ikkinchiformulasi
deyiladi.

Bu teoremaning isbotini [5] ning 353-354- betlaridan garash
mumkin.

13- §. NYUTON-LEYBNITS FORMULASI.
INTEGRALLASHNING ASOSIY METODLARI

13.1. Nyuton-Leybnits formulasi. Biz endi aniq integre
hisoblashda keng go‘llaniladigan (fanda integral hisobning asosiy
formulasi deb yuritiladigan) Nyuton-Leybnits formulasi bilan
tanishamiz.

Dastavval «yuqori chegarasi o‘zgaradigan integral»
tushunchasini keltiramiz. Aytaylik, fix) funksiya v [x', X7 C
C (a, b) segmentda integrallanuvchi bo‘lib, cG (a, b) nugta ixtiyoriy
tayin nugta bo‘lsin. Bu holda ravshanki, Vxe (a,b) giymatda ushbu
|/ (H)dt anig integral mavjud bo'ladi. Bu integral yuqori chegarasi
0 zgaradian (x — o‘zgaruvchi) integral deyiladi. Bunday integral o‘z
yugori chegarasining funksiyasidan iborat:

FO) = | f()dt (@a<c<x<b).
1-teorema. Agar fix) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz

bofib, F(x) funksiya uning [a, B\kesmadagi boshlang‘ch funksiyasi
bo'sa, n holda

b\f(x)dx =F(b)-F(a)
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formula o Tinli bo ladi. Bu formula integral hisobning asosiyformulasi
yoki Nyuton-Leybnits formulasi deb ataladi.

Isboti. Aytaylikb,f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsin.
Ma'lumki, bu holda / f{x)dx integral mavjud bo‘ladi. Endi ushbu
0(x) :jxf(t)dt funksaiyaning fix) funksiya uchun [a, b] kesmada
boshlang‘ich funksiya ekanini ko‘rsatamiz:

X+0x

O'(x) = LWl doeA)-4r ) = lim oL f f(Ddt.

fit) funksiya [x, x + OX] kesmada uzluksiz bo‘lganligi sababli, o‘rta
giymatning birinchi formulasiga ko‘ra

X+0X

| f(H)dt=/(x +0AX)Ax (0<B<])

X

bo‘ladi, Demak,
P'(x) = Air_nw/(x +BAX).

Yana fix) funksiyaning [a, b] kesmada uzluksizligini e'tiborga
olsak, ce [a, b] uchun

®'(x) =Lixr_r>10f(x +HBAX) =f ngrr}) (x +BAx)) =/(x)
bo‘ladi. Bu esa ®(x) =]f(t)dt funksiyaning f(x) funksiya uchun
[a, b] kesmada boshlanga‘ich funksiya ekanini bildiradi.

Ma’'lumki, agarf(x) funksiya biror [a, b] kesmada boshlang‘ich
funksiyaga egabo‘lsa, u holda bu funksiya shu kesmada cheksiz ko‘p
boshlang‘ich funksiyalarga ega bo‘lib, ular bir-biridan o'zgarmas
go‘shiluvchigagina farq giladi. Shuning uchun fix) funksiyaning

[a, B\ kesmadagi ixtiyoriy [x) boshlang‘ich funksiyasini
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F(x) =jf(t)dt +C

ko‘rinishda yozishimiz mumkin. Bundan
b a

F(b) =J f(H)dt +C, F(a) =Jf(t)dt +C=0+C=C.
Demak,

b

\f(H)dt = F(b)-F(a).

Bu yerda aniq integralning giymati integrallash o'zgaruvchisining
gaysi harfbilan belgilanishiga bog‘liq emasligini e'tiborga olsak,

b

Tf(x)dx = F(b) - F(a)

formula hosil bo‘ladi. Teorema isbot gilindi.
Amaliyotda Nyuton-Leybnits formulasi quyidagi shaklda
go‘llaniladi:

b

\f{x)dx = F)\a=F{b)-F{0).

1
1- misol. Ushbu f—dXT integral hisoblansin.

n 1+X2

Y echish. f(x) :|— , funksiya [O; 1] kesmada uzluksiz bo‘lib,
+X

uning [0; 1] kesmadagi boshlang‘ich funksiyalaridan biri F(X) — arctg x
bo'lgani sababli, Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra

=arctgx 1=arctgl —arctgO= -0="
b I+x2 0 4 4

bo‘ladi.
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2-misol. Ushbu f dn*** integral hisoblansin.

b1+cosx
Yechish.
n
f Sn—— =—n(l +cosx) J =In2—n1=1In2.
0 1+ COSX
13.2. Integrallashning asosiy metodlari va formulalari. An

integrallami hisoblashda asosan ikkita metod qo‘llaniladi. Ulardan
biriga o‘zgaruvchini almashtirish metodi, ikkinchisiga esa bo laklab
integrallash metodi deyiladi.

0O ‘zgaruvchini almashtirish metodi. Bu metod quyidagi teoremaga
asoslanadi:

2- teorema. Agarfix) funksiya [a, b] segmentda uzluks
bofib, [a, b] segment biror [a, @ segmentda aniglangan va uzluksiz
differensiallanuvchi x = g(t) funksiyaning giymatlar toplami, shu
bilan birga a=g(a), b=dgJ bo‘lsa, n holda

b p

H)dx =j T (9())g'®dt

formula ofinli bo‘ladi. Bu formula aniq integralda o ‘zgaruvchini
almashtirish formulasi deyiladi.

Isboti. Aytaylik, fix) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz bo‘Isin.
U holda, ma'lumki, ushbu jf(x)dx integral mavjud. Bundan
tashgari, yuqorida isbot gilganimizga ko‘ra f(x) funksiya uchun
[a, b] segmentda F(X) boshlangMch funksiya mavjud va

b

Jf(x)dx =F(b)-F(a) (1)

formula o‘rinli bo‘ladi. Ikkinchi tomondan, boshlang‘ich
funksiyaning ta'rifiga asosan F(X) funksiya [a, b] segmentda



differensiallanuvchi bo‘lib, vxe \g B\uchun F'(x) =f(x) teng-
lik bajariladi. Shartga ko‘ra x=g(t) funksiya [a, /3] segmentda
aniglangan va unda uzluksiz differensiallanuvchi, shu bilan birga
[& b] = {x:x=g(t), tE[a, /7]}. Demak, murakkab funksiyani
differensiallash hagidagi teoremaga ko‘ra F(g(t)) murakkab funksiya
[a, p ] segmentda differensiallanuvchi bo'lib, ushbu

F(a(0) =F'(9(0)g'(0 (a<t<p)

formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda \te[a,j3] uchun F'(g(t)) =
=f(g(t)) ekanini e'tiborga olsak,

NF@EM) =fgM)g'() (@<t<

bo‘ladi. Bu tenglik F(g(t)) funksiyaning \afi] segmentda f(g(t))g'(t)
funksiya uchun boshlang‘ich funksiya bo‘lishini bildiradi. Demak,
Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra

=F(9(f3))-F(9(a))

bo‘ladi. Shartga ko‘rag(a) = a, g(j3) = bbo‘lgani sababli, bu yerdan
quyidagini hosil gilamiz:

P
;\f{g('t))g'(t)dt =F(b)-F{a) )

Nihoyat, (1) va (2) tengliklaming o‘ng tomonlari bir-biriga
aynan teng bo‘lgani uchun ulaming chap tomonlari ham bir-biriga
teng boladi:

b 2
Jfe)dx = ] f (g(t)g®dt

Teorema isbot gilindi.
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3- misol. Ushbu integral XV
4
. . F=
hisoblansin: )1j%dX—

Yechish. f(x)-j» funksiya
[1; 4] kesmada uzluksiz bolib, --——- ?
[1; 4] segment [1; Z] kesmada
aniglangan va unda uzluksiz dif- B~ rasm.
ferensiallanuvchi bo‘lgan x = t2
funksiyaning giymatlari to‘plami,
shu bilan birga 12= 1 va 22= 4 bolgani sababli (96- rasm), 2-

teoremaga asosan

4 2 2

1_|I?kdx= :I\ﬁ]_t—Ztht = Zh!'I_‘_zdt

boladi. Ravshanki,

2

Ihﬁm:{ﬂjh%w:/i%mmt

=2-1 +arctgl-arctg2 - | +~-arctg2.

Demak,

4

¥l = 2+~— 2arctg?.

JI I+x 2

Bolaklab integrallash metodi. Bu metod quyidagi teoremaga

asoslanadi:



3- teorema. Agar n—u(x) va v—v(x) funksiyalar [a
segmentda uzluksiz differensiallanuvchi boisa, 1 holda u(x)v'(x) va
v{X)u'{x) funksiyalar [a, b] segmentda integrallanuvchi boladi, shu
bilan birga

formula o rinli boladi. Bu formula aniq integralda bo‘aklab
integrallashformulasi deb ataladi va odatda (esda saglash qulay bo‘Isin
uchun)

Judv=uv -Jvdu

ko‘rinishda yoziladi.

Isboti. Shart bo‘yicha u= u(x) va v=v(x) funksiyalar
[a, b] segmentda differensiallanuvchi bo‘lgani sababli, u(xX)v (jc)
ko‘paytma funksiya ham shu segmentda differensiallanuvchi, shu

bilan birga Vxe [a, b] uchun
UV (X)) = U'(X)V () +u (X)V'(X).

Demak, shartga ko‘ra u va v lar [a b] da uzluksiz differen-
siallanuvchi bo‘lgani sababli, bundan

b b b

yoki

Bu yerda
ux) = u, v(x) = v, v'(xX)dx = dv, u'(x)dx=du
ekanini nazarda tutsak,
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b £ b
Judv=uv -Jvdu

formula hosil bo‘ladi. Oxirgi formulani esda saglash qulay bo‘lib,

unda integrallash o‘zgaruvchisi u va v funksiyalarning argumentidan

iborat. Teorema isbot gilindi.

4
4~ misol. Ushbu integral hisoblansin: J *

Y ec hish. u=x,dv = ~tk—deb olamiz. U holda du = dx, v = tgx
COS2x

bo‘lgani sababli, bo‘laklab integrallash formulasiga ko‘ra

4
xdx

= XtgX i tg xdx
‘]cos2x g 9 o 98X

=~-I-Inoors~—|ncosO=’\—+InV2 Inl =~NT2
4 4 4 2 4 2

bo‘ladi. j

5- misol. Ushbu Jarcsinxdx integral hisoblansin.

Yechish. u=arcsinx, dv= dx deb olamiz. U holda
du = —,—df— ,v =x bo‘ladi. Demak, bo‘laklab integrallash formulasiga
ko‘ra\éll]))/(izdagiga egabo‘lamiz:

arcsin xdx = x arcsinx X
0 OMu-xX2

=arcsin1+VI-x2 . T-1-
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0 “ZINI-0‘Z1I TEKSHIRISHGA DOIR SAVOLLAR

Aniq integralning tenglik belgisi bilan bog‘liq xossalarini isbotlang.

Aniq integralning tengsizlik belgisi bilan bogiiq xossalarini isbotlang.

0 ‘rta giymatning birinchi formulasi nima? U ganday hosil gilinadi?

0 ‘rta giymat birinchi formulasining umumlashgan shaklini keltirib

chigaring.

0 ‘rta giymatning ikkinchi formulasi nima?

Nyuton-Leybnits formulasi (yoki integral hisobning asosiy formu-

lasi) deb nimaga aytiladi? Bu formulani keltirib chigaring.

7. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish metodi ganday teoremaga
asoslanadi? Bu teoremani isbotlang.

8. Aniq integralda bo‘laklab integrallash metodi ganday teoremaga

asoslanadi? Bu teoremani isbotlang.

Pwbnp

S

14- §. XOSMAS INTEGRALLAR

Biz bu paragrafda Riman aniq Integralining cheksiz oraliglar va
chegaralanmagan funksiyalar uchun umumlashmalarini o‘rganamiz.
Bu umumlashmalar xosmas integrallar deb ataladi.Ular matematik
analiz va uning turli tatbiglarida keng qo‘llaniladi.

14.1. Birinchi tip xosmas integrallar. Agar Ox) funksiya

[a;+°0)oraligdaaniglanganva har qanday [ab] (b >a) kesmada
Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lsa,

4 b
|/ {)dx= lim J f{x)dx 0

1Waax) funksiyadan[a;+o00) oraliq bo‘yicha olingan xosmas integral
yoki birinchi tip xosmas integral deyiladi.

Agar (1) chekli limit mavjud bo‘lsa, {/(-*Vx xosmas integral
yaginlashuvchi, [1x) esa [a;+°0) oraligda xosmas ma’noda
integrallanuvchi deyiladi. Agar (1) chekli limit mavjud bo‘lmasa,

J/ {X)dx xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.
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Xuddi shunga oxshash, Riman aniq integralini (-0 0 va

(o) cheksiz oraliglar uchun ham umumlashtirish mumkin:

b\f(x)dx =Jim jf(x)dx, @)
'(D a

J f(xX)dx = lim jf(x)dx = J f(x)dx +J f(x)dx

Cc

N

-Cco b —+<>

Bu integrallar ham birinchi tip xosmas integrallar deb ataladi.
l1-teorema. Agar HX) funksiya fix) funksiyaningra;+oo)
oraligdagi boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda
8. 3))
i/(x)ix = F(+00)-F(a) (e)

a

bo‘ladi. Buyerda F(+ °°)= lim F(b).
Isboti. (1) formula va teorema shartiga ko‘ra

[709dx= lim \fpax= lim F@)]. = lim (F(b)~ F(@)) =

=F(+00)-F(a).
Xuddi shu kabi

b

JF()dx = F(b) = (—00), F(=o0) =Jim F(a). (5

1-dx
-misol. J~T (a > 0 )xosmas integralni yaginlashishga

tekshiring.
Echish. Bu integralning yagqinlashishi yoki uzoglashishi s ga

bog‘lig. Aytaylik, s” 1 bo‘lsin. U holda, (4) formulaga binoan



+9(S< 1),

_ — T =J_(iim -a-)=m 1
i X i= Sla i-5 b->+~ > (S_I)al_(s>]>'

Endi s=I deylik. U holda, yana (4) formulaga ko‘ra

|-foo .
=InX\ = bI|m Infe-Ina = +<>(a > 0).
la ~*+00

X

dx
Demalk, st {a > 0) xosmas integral s>| bo‘lganda
a

yaginlashadi, s<I| bo‘lganda esa uzoglashadi.
+o dX

+X

Yechish. (3),(4) va (5 formulalarga ko‘ra

.‘integralni hisoblang.

dx
| & x
% dx *7 dx i0 H~ ( n\n
=M +J2+ ]1+jt2 arctgxU.+"«**1 ~ AjHn K-

fo0

Kosbi kriteriaysi. N\FX)dX xosmas integralning yaginlashishi

uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetarli: Ve musbat
son uchun shunday b"b(e\b>a) son topiladiki, b dan katta

D

bo‘lgan v A va B sonlar uchun If(X)dX <e potladi.

Buning isboti bevosita (1) ifoda va funksiya limiti mavjudligining
Koshi kriteriyasidan (81- betga garang) kelib chigadi.

Xosmas integralni aniq hisoblash har doim ham mumkin
bo'lavermaydi. Mumkin bo'lgani bilan, uning giymati ahamiyatsiz
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bo‘lgan hollar ko‘plab uchraydi. Shuning uchun, bunday hollarda
fagat xosmas integralning yagilashishi yoki uzoglashishini aniglash
kifoya.Bu esa tagqoslash alomatlari orgali amalga oshiriladi.

1- tagqoslash alomati. Agar (..---, oraligda aniglangantix)

g(x) funksiyalar shu oraligda 0< /(x)< g(xX) tengsizliklarni
ganoatlantirsa, u holda

| HX)ptx - yaqginlashuvchi > | f(x)dx - yaginlashuvchi? »

a a

J f(x)dx - uzoglashuvchi => ~*g{x)dx-uzoglashuvchi

a a

bo‘ladi. Bundan tashqgari, ( 6) holda j f(x)™ - Jgix)dx bo‘ladi.

Bu teoremaning isboti Koshi kriteriyasi va teorema shartlaridan
bevosita kelib chigadi.

T dk
3~ misol. };{j Fpe T4 XOsmas integralni yaginlashishga
tekshiring.
Yechish. Birinchid 1'K1(JA4'
echish. Birinchidan,  2g, itKrU-v;
7<&_ ir _
Ikkinchidan, 'Demak, 1- tagqoslash

alomatining (6) xulosasiga ko‘ra, berilgan xosmas integral yaginla-
shuvchi, shu bilan birga uning giymati 1 dan kichik .

4-misol. j \I;:'jax xosmas integralni yaginlashishga tekshiring.
1

X+1 1/ 4
Yechish.Birinchidan, VFIT >~j=\x - 1);
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Fdx

ikkinchidan, J|~fx=r xosmas integral (1-misolga garang) uzoglashadi.
Vv

Demak, 1l1-taggoslash alomatinig (7) xulosasiga asosan, berilgan
xosmas integral uzoglashadi. N

Absolut va shartli yaginlashish. Agar \Nf(x)f*x xosmas integral
yaginlashsa, J/ (xVxxosmas integral absolut yaginlashuvchideyiladi.
Agarj7(X\/5( xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lib, j*lM

xosmas integral uzoglashsa, 11{X)dX xosmas integral shartli yagin-
a

lashuvchi deyiladi.
Quyidagini isbotlash mumkin:

2- teorema.Agar J/(**)& xosmas integral absolut yaginlashsa,

u holda bu xosmas integral yaginlashadi.

14.2. Ikkinchi tip xosmas integrallar. Agar/ (jc) funksiya [z
oraligda aniglangan, harganday [aA] (a<A<b) kesmada Riman
ma’nosida integrallanuvchi va x= b nuqtaning chap atrofida chegara-
lanmagan bo‘lsa,

0 n
Jf(x)dx = lim J f{x)dx (8)

ifoda ikkinchi tip xasmas integral deyiladi.Bu yerdagi X = b nugtani
(8) xosmas integralning maxsus nugtasi deb aytamiz.

Agar (8) chekli limit mavjud bo‘lsa, J/ ix)dx xosmas integral

yaginlashuvchi, aks holda esa, uzoglashuvchi deyiladi. (8) ifodani

b b-E

| f{x)dx = lim Jf(x)dx

kabi yozish ham mumkin.Ish jarayonida ulaming gaysi bin qulay
bo‘lsa, o‘shanisidan foydalaniladi. Bu yerda ham quyidagini isbotlash
mumkin:
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3- teorema. Agar f{X) funksiya [ab) oraligda F(X)

boshlang‘ich funksiyaga egabo'lsa, u holda JJ XPX xosmas integral

a

uchun
©
a
formula o‘rinli bo‘ladi. Buyerda F(b-0)= NN
b .
5- misol. ('s>0) xosmas integralni yaginlashishga
tekshiring.

Y echish. Aytaylik, s® | bo‘lsin. U holda, (9) formulaga
binoan

s=1 bo'lsin. Bu holda yana shu formulaga ko‘ra

Demak, ta’rifga asosan,

xosmas integral se (0,I) bo‘lganda yaginlashadi, s> i bo‘lganda esa
uzoglashadi.

Xyddi shunga o‘xshash, quyi chegarasi yoki bir vagtning o‘zida
ham quyi chegarasi, ham yugori chegarasi maxsus nuqta bo‘lgan
xosmas integrallar hagida yoki maxsus nuqgtasi integrallash oralig‘i
ichida joylashgan xosmas integrallar to‘grisida ham so‘z yuritishimiz
mumkin:
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Jf(x)dx = um j/(X)fc,J/(x}& = UmJ/(x)fe + ton J/(x)fc.

a A a A c

b d b
J/ (dx = | f(X)dx +1/ (X)ix ((/_ maxsus nuqta).
a a d
Bu integrallar ham ikkinchi tip xosmas integrallar deb ataladi.
Xuddi birinchi tip xosmas integrallardagidek,ikkinchi tip xosmas
integrallar uchun ham Koshi kriteriyasi, taggoslash alomati,absolut
yaqinlashish va shartli yaqinlashish tushunchalarini bayon qilish
mumkin.Masalan:
2- taqgoslash alomati. Agar /(x) va g(x) funksiyalar [a|l
oraligda aniglangan, x=b nuqgtaning chap atrofida chegaralanmagan
va shu oraligda 0O< /(x)< g (X) tengsizliklami ganoatlantirsa, u

holda

b b
J g(xX)dx- yaqinlashuvchi => J f(x)dx —yaginlashuvchi,

J f(x)dx - uzoglashuvchi = J g{X)dx — uzoglashuvchi

a a

bo'ladi.
Bu alomatning isboti mos Koshi kriteriyasi va alomat

shartlaridan kelib chigadi.

6-misol  N\=T=Ilim [-~=2)im Vx|, =2]lim(I-VA)= 2

7— misol.
rdx rdx rdx lico 1ii 1 1
—_= —I+ —JT=— — =-1-lim-—-1+Ilim — = +00
JjX2 X IX x'-1 X B"-OB AMNA
f dx
8-misol. J | r xosmas integralni yaginlashishga tekshiring.
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Yechish. Ravshanki, xX=I- maxsus nuqta,

yaginlashuvchi (5-

misolga garang).Demak, 2- tagqoslash alomatiga ko‘ra, berilgan
xosmas integral yaqginlashuvchi.

0‘ZINI-0‘Z]I TEKSHIRISHGA DOIR SAYOLLAR

1. Birinchi tip xosmas integral deganda nimani tushunasiz? Uning

2.

3.

ganday ko‘rinishlarini bilasiz?

Birinchi tip xosmas integralning yaginlashishi yoki uzoqlashishi
tushunchalari qanday ta’riflanadi? Misollar keltiring.

Birinchi tip xosmas integralning yagqinlashishi yoki uzoqlashishi
tagqgoslash alomati yordamida ganday tekshiriladi? Misollar keltiring.
Birinchi tip xosmas integralning absolut yaqinlashihi yoki shartli
yaginlashishi deganda nimani tushunasiz? Absolut yaqginlashuvchi
birinchi tip xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘ladimi?

Ikkinchi tip xosmas integral deganda nimani tushunasiz? Uning
ganday ko‘rinishlarini bilasiz?

Ikkinchi tip xosmas integralning yaginlashishi yoki uzoglashishi
tushunchalari qanday ta’riflanadi? Misollar keltiring.

Ikkinchi tip xosmas integralning yaginlashishi yoki uzoglashishi
taggoslash alomati yordamida ganday tekshiriladi? Misollar keltiring.
Ikkinchi tip xosmas integralning absolut yaginlashihi yoki shartli
yaginlashishi deganda nimani tushunasiz? Absolut yaginlashuvchi

ikkinchi tip xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘ladimi?
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ILOVALAR
MATEMATIK BELGILAR KO‘RSATKICHI

Ushbu ko*rsatkichda kitobdagi matematik belgilaming gisgacha ma'nolari
ko‘rsatilgan.

e —tegishli (tegishlilik belgisi); 6

& —tegishli emes; 6

0 —bo‘shto‘plam; 7

& RYN\ yoki {x: P} —P(X) shartga bo‘ysinadigan X obyektlar
to‘plami; 7

N —barcha natural sonlar to‘plami; 7

Z —barcha butun sonlar to‘plami; 7

AcB —Ato‘plam Bto‘plamning gism to‘plami; 7

= —tenglik belgisi; 7, 12, 18

AUB —Ava B to‘plamlaming birlashmasi (yig'indisi); 8

AI'IB—AVva B to‘plamlaming kesishmasi (ko‘paytmasi); 8

ANB—Ava B to‘plamlarning ayimmasi; 8

At=B—Amulohazadan B mulohaza kelib chigadi; 8

A p$B —Amulohazadan B mulohaza kelib chigmaydi; 8

Z0—Dbarcha manfiymas butun sonlar to‘plami; 11

Q—»barcha ratsional sonlar to‘plami; 7

V —umumiylik kvantori; 11

R —barcha hagiqgiy sonlar to‘plami; 7

[a, b] —segment (yoki kesma); 27

{a, b) —interval (yoki ochiq kesma); 28

< —kichik; 13, 19

< —kichik yoki teng; 20

>—katta; 12, 19

> —Katta yoki teng; 12, 19

[a, b) yoki {a, b] —yarim interval (yoki yarim ochiq kes-
ma); 28

(-o00; +00) —barcha hagiqgiy sonlar to‘plami; 28

(-o0, b] yoki [a, +oo) —Yyarim to‘g‘ri chiziq (yoki nur); 28

(-o00, b) yoki {a, +oo0) — ochiq yarim to‘g‘ri chiziq (yoki ochiqg nur);
28

UKa) —a nugtaning £-atrofi; 29

Ue(a) —a hugtaning 0'yiq e-atrofi; 29
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/(x0Q —/funksiyaning xOnuqtadagi giymati; 67

IxXI —xsonning moduli (yoki absolut giymati); 13, 19
* —teng emas; 18

SUpPX—Xto ‘plamning aniq yuqori chegarasi; 21
infX—Xto ‘plamning aniq quyi chegarasi; 21

[X] —x ning butun gismi; 22

{Xj —umumiy hadi Xnbo‘lgan sonli ketma-ketlik; 32
maX(p, g) —p va g sonlaming eng kattasi; 34

mm(p, g) —pva ( sonlaming eng kichigi; 216

lim — limitga o ‘tish amali belgisi; 39
X *a—Xo‘zgaruvchi a songa yaginlashadi (intiladi); 75
— —aynan teng; 44

X —vyig‘indi belgisi I2r<::1 m — 8 +@, +...+3, ; 55

limx,, ~{X,,} ketma-ketlikning yuqori limiti; 61

lim x,, - {X,,} ketma-ketlikning quyi limiti; 61
n->@

signx — signum iks (signum — funksiya); 69
3 —mavjudlik kvantori; 291
inff(x)—f funksiyaning X to‘plamdagi aniq quyi chegara-
xe X
si; 98
sup /(x) —/funksiyaning X to‘plamdagi aniq yuqori chegarasi; 98
xeX
0 — Landau simvoli; 103
-—-asimptotik teng, ekvivalent; 104
f(a +0) —/funksiyaning a nugtadagi o‘ng limiti; 89
f(a - 0) —/ funksiyaning a nuqtadagi chap limiti; 89
a)(f, X) —/funksiyaning X to‘plamdagi tebranishi; 127
AX — x 0‘zgaruvchining orttirmasi; 129
fix) —/funksiyaning x nugtadagi hosilasi; 130
f{x +0) —/funksiyaning x nugtadagi o‘ng hosilasi; 139
f(xX —0) —/funksiyaning X nugtadagi chap hosilasi; 139
dy —YV funksiyaning differensiali; 152

—Y funksiyadan Xbo‘yicha hosila; 155

AOx0Q —/funksiyaning xOnugtada qabul gilgan orttirmasi; 129
X~y —Xtagriban Y ka teng; 156

yx—Y funksiyadan x bo‘yicha hosila; 158
f (X)) —/funksiyaning x nuqtadagi si—tartibli hosilasi; 160
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y™ yoki yxL— y funksiyaning x bo‘yicha 2-tartibli hosilasi; 167
d3s —y funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali; 168

Z—ny — v funksiyaning x bo‘yicha a-tartibli hosilasi; 170

ynin yrd—Tfunksiyaning lokal ekstremumlari; 211, 213
m|n ! (X), mz%x/ (%) —/funksiyaning absolut ekstremumlari (eng kichik
va eng katta giymatlari); 215

D (f) —/funksiyaning aniglanish sohasi; 67
E(f) —f funksiyaning giymatlari to‘plami (o‘zgarish soha-
Si); 67
) f—anigmas integral belgisi; 230
z=X+Iiy (i2= -1) —kompleks son; 242
Argz —z kompleks sonning argumenti; 243
Z —z gaqoshma bo‘lgan kompleks son; 247

Z-2 gaqo‘shmabo‘lgan kompleks son; 247
P,(2) —«-darajali algebraik ko‘phad; 250
R(u, v) —wwvav laming ratsional funksiyasi; 263
—aniq integral belgisi; 280
o —integral yig'indi; 279
sTf), Si(f) —Darbu yig‘indilari; 283
b
—/ funksiyadan [a, b] bo‘yicha olingan integ-
a
ral; 280.

A=B-n° gabinoan A = B; 26,27

n
A=>B —° gabinoan A=>B; 14

ji — aynan teng emas; 207
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PREDMET KO‘RSATKICHI

Aniq integral (Riman) 280
Anigmas integral 230
Argument (erkli o‘zgaruvchi) 67
—orttirmasi 129
Asimptota (vertikal) 222
—og'ma 222

—tenglik 104

Darbu (integrallari) 287
— vyig‘indilari 283

— lemmasi 288
Ketma-ketlik 32

— kamaymaydigan 52
— kamayuwvchi 53

— limiti 39

— monoton 53
—fundamental 62

— chegaralangan 33

— chegaralanmagan 34
—cheksiz katta 35
—cheksiz kichik 35
—o0'smaydigan 52
—o0‘suvchi 53

— qismiy 57

Kompleks son 242
—argumenti 243
—moduli 243

Limit nuqta 29, 60

— bir tomonli 89
—Dbirinchi ajoyib 87
—ikkinchi ajoyib 93
—yugori 61

— Quyi 61

Nugtaning atrofi 29

— affiksi 242
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— o'yiq atrofi 29

Ochiqg kesma (interval) 28
Riman aniq integrali 280
Segment (kesma) 27
Son e 56

—butun 11

— irrasional 18

— kompleks 240
—natural 10

—rasional 11

— haqiqiy 17

To‘plam 6

—bo'sh 7

— limit nugtasi 29
—sonli 7, 20

—chekli 7

— cheksiz 7

— elementi 6

Formulasi (Leybnis) 162
— Muavr 246

— Nyuton-Leybnis 310
— Teylor 190, 191

— Eyler 244

—o‘rta giymat 305
Funksiya 67

— absolut ekstremumi 215
—aniq chegarasi 98

— ante 69

— boshlang‘ich 229

— bo‘lakli-uzluksiz 117
— grafigi 68

— grafigi gavariqgligi bilan pastga (yugoriga) yo‘nalgan 217
— grafigining egilish nuqtasi 218
—Dirixle 70

— differensiali 152
—differensiallanuvchi 141
—integrallanuvchi 280

— kamaymaydigan 99
—kamayuvchi 98
—limiti 75
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— lokal ekstremumi 208
— modul 70

— monoton 99
—murakkab 71

— orttirmasi 129
—signum 69

— teskari 67

—tekis uzluksiz 126
— uzlukli 107

— uzluksiz 106

— uzluksiz differensiallanuvchi 159
— chegaralangan 98
— cheksiz katta 100
— cheksiz kichik 102
— o‘smaydigan 99
— o‘suvchi 98
—hosilasi 130
Elliptik integral 274
Hosila 130

—bir tomonli 139
— yugqori tartibli 159
—cheksiz 150
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Lotin va Ynnon atfaviti

yozilishi o‘qilishi yozilishi o‘qilishi
Aa a Aa alfa
Bb be B/J beta
Cc 5] Ty gamma
Dd de Ap delta
Ee ye Ee epsilon
Ff ef Z ¢ dzeta
Gg e (&) eta
Hh Xa (ash) ® 0,5 teta
li i li yota
Jj yot (ji) KX kappa
Kk ka LA lambda
LI el M A myu (mi)
M m em N v nyu (ni)
Nn en ksi
Oo 0 Oo omikron
Pp pe M n Pi
Qq ku Pr ro
Rr er sigma
Ss es Tr tau
Tt te OR fi
Uu u XX X
Vn e Yv ipsilon(yupsilon)
W h> dubl-ve psi
XX iks Q (© omega
Yy igrek

Zz zet
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