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КИРИШ

\ а р  к^андай ривожланган жамиятда, шу жумладан, 
Узбекистон Республикасида \ам  ицтисодиётни янада 
ривож лантириш нинг асосий шартларидан бири унда 
математик усуллар ва янги компьютер технологияларига 
асосланган сонли тах^илни амалга ошириш ва шу асосда 
ик;тисодий ечимлар кабул килишдан иборатдир. Ана шундай 
вазифаларни амалга оширишда кул келадиган усулларни 
урганадиган фан математик программалашдир.

Математик нрофаммалаш математиканинг асосан куп 
вариантли ечимга эга булган нктисодий масалаларнинг энг 
яхши, макрадга мувофик, (оптимал) ечимини топишга ёрдам 
берувчи бир тармогидир.

Математик программалаш умумий математика сингари 
к,адимий булиб, унинг ноклассик тармок^ари XX асрнинг 
30-40-йилларида шаклланди. Унинг ривожланишига собик, 
совет олимлари Л.В.Канторович, B.C.Немчинов, А.Л.Лурье, 
Д.Б.Юдин, Е.Г.Голыитейн ва Америка олимлари Д.Данциг, 
Г.Купманс, Р.Веллман, Л.Форд, С.Гасс, Р.Гомори ва 
бошкдлар кагта \исса кушганлар.

Математик моделлар куп даврлардан буён иктисодиётда 
ишлатилмокда. Масалан, иктисодиётда кулланилган I- 
модел Ф.Кене (1758й.) томонидан яратилган такрор ишлаб 
чик,ариш моделидир.

Икдисодий масаланинг математик модели деб, бу 
масаланинг асосий шартлари ва мак;садини математик 
формапалар ёрдамидаги тасвирига айтилади.

Умумий х,олда математик программалаш масаласининг 
математик модели куйидаги куринишда булади:

gi(x],x2,...,xn) < b i (i = l,...,m)
шартларни каноатлантирувчи f (x r x „ ... ,x j  функциянинг 
экстремуми топилсин.

Бу ерда: fg .  — берилган функциялар, Ь. — ихтиёрий 
\ак;ик;ий сонлар.
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Агар f ,g .  ф у н к ц и я л а р н и н г  х,аммаси ч и зи кл и  
функциялардан иборат булса, берилган масала чизикди 
программалаш масаласи булади.

Агар f Bag.функциялардан бирортаси ночизик,функция 
булса, у \олда берилган модел чизиксиз программалаш 
масаласини ифодалайди.

Агар /  ёки g. функциялар тасодифий микдорларни уз 
ичига олсалар, у \олда модел стохастик программалаш 
масаласини ифодалайди.

Агар /  ва g. функциялар вактга боглик, булиб, масалани 
ечиш куп боскичли жараён сифатида кдоалса, у \олда берилган 
модел динамик программалаш масаласидан иборат булади.

Мазкур УКУВ кулланма математик программалаш фани 
буйича давлат стандарти ва намунавий дастурга мос 
равишда яратилган.

Дарслик 7 та бобдан иборат булиб, унинг I бобида чизикли 
программалашнинг умумий назарияси; II бобида чизикди 
программалашда иккиланиш назарияси; III бобида чизикди 
профаммалашнингтраспорт масаласи; IV бобида бутун сонли 
профаммалаш; V бобида чизиксиз программалаш; VI бобида 
динамик программалаш ва ни\оят VII бобида ноаниклик ва 
таваккалчилик шароитида ечимлар цабул к,илиш назариялари 
ёритилган. Х,ар бир бобдаги назария асосларини амалий масала 
ва мисоллар ечимида тадбик^кдииниши курсатилган. Харбир 
боб таянч суз ва иборалар, назорат саволлари ва мустакди ечиш 
учун масалалар билан якунланган.

Ушбу укув кулланма талабаларга ва бош^а мустак^ил 
у р ган увч и л арга  м атем ати к  п р о гр ам м ал аш  ф ан и н и  
урганишда ёрдам беради, деб умид к,иламиз.



I БОБ. ч и з и к д а  ПРОГРАММАЛАШНИНГУМУМИЙ 
НАЗАРИЯСИ

1-§. Чизикди программалашнинг предмети. И кдисодий 
масалаларнинг математик моделлари

Математик программалаш масалалари ичида энг яхши 
у рган и л ган и  ч и зи кл и  п рограм м ал аш д и р . Ч и зикли  
програм м ал аш  усуллари билан  иш лаб ч и ^ар и ш н и  
режалаштириш, ишлаб чик,арилган ма\сулотларни оптимал 
га^симлаш, оптимал аралашмалар тайёрлаш, оптимал 
бичиш, саноат корхоналарини оптимал жойлаштириш ва 
х.оказо бошк^а куплаб масалаларни ечиш мумкин.

Чизикди программалаш чизикди функииянинг унинг 
таркибига кирувчи номаълумларга чегаравий шартлар 
куйилгандаги энг катта ва энг кичик кийматини излаш ва 
топиш услубини ургатувчи фандир.

Номаълумларига чизикди чекланмалар куй ил га н чизикли 
ф у н к ц и я н и н г  эк с тр е м у м и н и  топиш  чизикли 
программалашнинг предметини ташкил к^илади.

Ш ундай килиб, чизикли  программалаш  шартли 
экстремум масалалари туркумига киради.

Ик^исодий масапаларни чизикди программалаш усулларини 
куллаб ечишдан аввал, уларнинг математик моделини тузиш 
керак; бошкача айтганда берилган и^тисодий масаланинг 
чегараловчи шартларини ва макрадини математик формулалар 
оркдли и(}юдалаб олиш керак. \ а р  к^ндай масаланинг математик 
моделини тузиш учун:

1) масаланинг и^тисодий маъносини урганиб, ундаги 
асосий шарт ва мак,садни аникдаш;

2) масаладаги номаълумларни белгилаш;
3) масаланинг шартларини алгебраик тенгламалар ёки 

тенгсизликлар орк^ли ифодалаш;
4) масаланинг макрадини функция оркдли ифодаташ керак.
Мисол учун бир нечта энг содда ик^исодий масалаларнинг

математик моделини тузиш жараёни билан танишамиз
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1. Ишлаб чикаришни режалаштириш масаласи

Фараз килайлик, корхонада т хил ма\сулот ишлаб 
чик,арилсин; улардам ихтиёрий бирини i билан
белгилаймиз. Бу махрулотларни ишлаб чикариш учун п хил 
ишлаб чикариш факторлари зарур булсин. Улардан ихтиёрий 
бирини j  ( j—l,...,n ) билан белгилаймиз.

п/ч факторлари 
п/ч мзхсулот 
турларп 1 94т 3 11 Даромад

1 а11 ai2 113 . 1 JLa _̂  Сх.
2 а>| а?? а23 ... а2и с,

•. ■

ш amL am2 am3 ашп Ст
п/чфакторининг

ззхираси bi b2 Ьз bn
. _

Х,ар бир ишлаб чикариш факторининг умумий микдори 
ва бир бирлик ма\сулотни ишлаб чикариш учун сарф 
кдпинадиган нормаси юк,оридаги жадвалда берилган

Жадвалдаги х,ар бир b. —j  ишлаб чикариш факторининг 
умумий микдори (за\ираси)ни; в — i мах^улотнинг бир 
бирлигини ишлаб чикариш учун сарф цилинадиган j -  
факторнинг микдори; с .—корхонанинг i ма^сулот бирлигини 
реализация к;илишдан оладиган даромади.

Масаланинг иь^гисодий маъноси: корхонанинг ишини 
шундай режапаштириш керакки: а) ,\амма мах,сулотларни 
ишлаб чикариш учун сарф цилинадиган х;ар бир ишлаб 
ч и кари ш  ф а к т о р и н и н г  м икд ори  у л ар н и н г  умумий 
микдоридан ош масин; б) ма^сулотларни реализация 
Килишдан корхонанинг оладиган даромади максимал булсин.

Режалаштирилган давр ичида ишлаб чик^ариладиган
i-ма^сулотининг мик^цорини jc. билан белгилаймиз. У 
х,олда масаладаги а) ш арт куиидаги тен гси зл и кл ар  
системаси оркали ифодаланади:
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а„х + 3 21 Х2 +• + а ш1Х.п^Ь1
а |2х +а22х2 + ■• • + а ,„2Х,„ (1)

+ а 211х2 +• •■+ а „тХш^Ь„
Масаланинг иктисодий маъносига кура \амма номаълумлар 

манфий булмаслиги керак, яъни:
х>0 (i= l,2 ,...m ) (2)

Масаладаги б) шарт унинг максадини аникдайди. Демак 
масаланинг ма^сади ма^сулотларни реализация килишдан 
корхонанинг оладиган умумий даромадини максимал- 
лаштиришдан иборат ва уни

y = c ,x I+ c2x2+ ...+ cmxm (3)
чизикли функция оркдли ифодалаш мумкин. Шартга кура у  
- ->  max. Бушартни Уляд куринишда белгилаймиз.

Шундай килиб, ишлаб чицаришни режалаштириш 
масаласининг математик модели куйидаги куринишда булади: 

х,>0, х2>0, хп>0,
^тМ=С^ +С2Х1+ - +СтХт

a j 1 х , + а 21х 2 + 

a 12x j +a 22x 2 + ■ •
+  a m| Xm ^ Ь ,

m2 in < b 7

a »nX, + a 2nx 2 + + a„„x < b„mn m n

2. Истеъмол савати масаласи
Фараз цилайлик, киши организми учун бир суткада п 

хил А1,А„...,Ап озу^а моддалари керак булсин, жумладан А, 
озу^а моддасидан бир суткада b t миедорда, А, озук;а 
моддасидан А, мидорда, /^озука моддасидан />; микдорда ва 
хрказо Ап дан Ьп микдорда зарур булсин ва уларни т та 
Вг В„. ма.\сулотлар таркибидан олиш мумкин булсин. \ а р  
бир В. ма\сулот таркибидаги А. озук,а моддасининг микдори 
а., бирликни ташкил кдлсин.

М асач a I i и и г бе р ил га н параметрларини куйидаги жадвалга 
жойлаштириш мумкин.
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озука моддаларп 
махсулотлар Ai A2 An махсулот

бахоси
в, ам an aln с,
в> a2I a?? *2ц c7

Вт aml am2 amn Cm
озуца модда 

нормасн bi b2 bn
Масаланинг ик^гисодий маъноси: истеъмол саватига к,андай 

ма\сулотлардан к,анча киритиш керакки, натижада: а) одам 
организми к,абул кдладиган озуца моддаси белгиланган 
микдордан кам булмасин; б) истеъмол саватининг умумий 
ба^оси минимал булсин.

Истеъмол саватига киритиладиган 1-мах,сулотнинг 
микдорини х. билан белгилаймиз. У \олда масаланинг а) шарти 
куйидаги тенгсизликлар системаси оркали ифодаланади

anx, + a21x2 +••• + am,Xm ^Ь,

1 
_as

I 
M * +a22X2 + ' '• + а ш2Х т ^Ь2

a,„x + a2nx2 +■•• + amnXm ^ b„
М асаланинг ик^тисодий м аъносига  кура, ундаги 

номаълумлар манфий була олмайди, яъни
х >0, х2>0, ..., хт>0 (5)

Масаланинг б) шарти унинг мак,садини ифодалайди. 
Демак, масаланинг макради истеъмол саватига киритиладиган 
ма\сулотларнинг умумий ба\о сини минималлаштиришдан 
иборат булиб, уни куйидаги чизикди функция куринишида 
ифодалаш мумкин:

Y . = с ,х .+ с 1х ,+ ,..+ с  х (6)min 1 1 2 ~ mm v 7

Шундай цилиб, «истеъмол савати» масаласининг 
математик моделини куйидаги куринишдаёзиш мумкин:
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а , , \ | +  а 21х 2 +  - "  +  a m l X m

х
Г

Л1

а 12Х | + а 22Х 2 +  '  ’ • +  а ш 2 Х т > Ь 2

а , „ * +  а 2 п х 2 + ' •• +  а т  х  > Ь „mn т  п

x,>0, Xj>, xm>0, 
¥ т,„=С,Х,+С2Х2+ - +СЛ

3. Оптимал бичиш масаласи
Фараз кдпайлик, корхонада т хил мах,сулотлар тайёрлаш 

(бичиш) керак булсин хдмда \ар бир /-ма^сулотдан а. микдорда 
тайёрлаш режалаштирилган булсин. Бу ма\сулотларни тайёрлаш 
учун л  хил хом ашё материаллар мавжуд булиб, х;ар бир j-  
хом ашё материалнинг микдори Ь/ бирликни ташкил кдпсин. 
Хом ашё материаллардан тайёр ма\сулотлар ишлаб чик,ариш 
учун / хил бичиш усулларини кудлат мумкин булсин \амда 
х,ар бир хом ашё материални А-усул билан бичганда хрсил 
буладиган /-м а \сул от  микдори а..к, чицинди эса Cjk 
бирликларни ташкил к;илсин деб, фараз киламиз.

Хом ашё материалларни кдйси усул билан бичганда \осил 
булган гайёр мах,сулотлар микдори режадагига тенг булади, 
сарф к,илинган хом ашё материаллар микдори уларнинг 
за\ирасидан ошмайди \амда \осил булган чщиндиларнинг 
умумий микдори минимал булади.

Масаладаги номаълумлар х к -  А-усул билан бичиладиган 
у-хом ашё материаллар микдорини билдиради.

Ушбу белгилашларда оптимал бичиш масаласининг 
математик модели куйидаги куринишда ёзилади:

х п + x r_+ ---  + х и < b t

л 21+ х 22 н +- х 21 < Ь2 ^

Х„, +Х„2 + --- + хп1<Ьп

c i \  | |Д| | +  а л ]2-^12 п ! х и>1 ~  а \

a2l I Jf| 1+^212-^12 ^2иЛ/ ~ 2̂ (8)
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x.>0, k = l,...,l)
шартлар бажарилганда куйидаги:

( 9 )

< | 0 )

/ = 1 к= \

функциянинг минимум киймати топилсин. Бу ерда (7) 
шарт сарф цилинган хом ашё материалларнинг микдори 
уларнинг за\ираларидан ошмаслиги кераклигини, (8 ) 
шарт махсулотлар ишлаб чикариш буйича режани тула 
бажариш зарурлигини курсатади.

Масаланинг ик^исодий маъносига кура номаълумларнинг 
номанфий эканлигини (9) шарт ифодалайди.

М а с а л а н и н г  мацсади — ум умий чик ,индиларни  
минималлаштиришдан иборат булиб, у ( 1 0 ) функция 
куринишида ёзилади.

Мисоллар.
1. К,уйидаги иш лаб  чик^аришни реж ал аш ти р и ш  

масаласининг математик моделини тузинг:
Пойафзал фабрикаси 3 хил оёк кийим — этик, кросовка ва 

ботинкалар ишлаб чикаришга ихтисослашган. Бу махсулотларни 
ишлаб чикаришда 3 хил S,, S2, S3 хом ашёлар ишлатилади. Х,ар 
бир оёк, кийимнинг бир жуфтини ишлаб чикариш учун сарф 
Килинадиган хом ашёлар микдори, корхонадаги хом ашёлар 
за\ираси х;амда корхонанинг \ар бир оёк; кийимидан оладиган 
даромади куйидаги жадватда келтирил!'ан.

Хом ашё турлари
1 жуфт пойафзал учун сарф 

килинадиган хом ашёлар 
микдори

хом
ашёлар

захирасиэтик кросовка ботинка
S, 5 3 4 2700
S2 2 1 1 900
S., 3 2 2 1600

\ар бир жуфт 
пойафзадцан 

олинадиган даромад
6 3 5

Бир кунда ишлаб чицариладиган этик, кросовка ва 
ботинкалар микдорини шундай аникдаш керакки, натижада 
сарф килинадиган хом ашёларнинг микдори уларнинг
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зах,ирасидан ошмасин ва корхонанинг оладиган даромади 
максимал булсин.

Ечиш. Дейлик, фабрикада 1 кунда х, жуфт этик, х2 жуфт 
кросовка ва х, жуфт ботинка ишлаб чикарилсин. У \олда 
бир кунда сарф кдлинадиган S, хом ашёнинг микдори

5х,+3х2+4х,
бирликка тенг булади. Масаланинг шартига кура у 2700 
бирликдан ошмаслиги керак, яъни

5х,+3х2+ 4х1<2700 
Хулди шунингдек, бир кунда сарф килинган S2 ва S, 

хом ашёлар учун мос равишда куйидаги тенгсизликлар 
2х,+х2+х <900 

Зх ,+2х2+2 х3<1600 
уринли булиши кераклигини  юкоридаги жадвалдан 
аникдаш мумкин.

Масаланинг ицтисодий маносига кура киритилган х,, Xj, 
х3 узгарувчилар номанфий булиши керак, яъни 

х,>0, х2>0, хя>0.
Барча пойафзалларни ишлаб чикаришдан корхонанинг 

оладиган даромадини
Y =6x1+ 3 x2+5 x:!

функция куринишида ифодалаймиз. Масаланинг шартига 
кура, бу функция максимумга эришиши керак, яъни 

Y=6x |+ 3 x2+5x, -->max 
Шундай килиб, берилган ишлаб чикаришни режалаштириш 

масаласининг математик моделига эга булдик:

о 5х, + Зх2 + 4х3 < 2700 
2х, + х2 + х3 < 900 

Зх, + 2х7 + 2х, < 1600

(11)

х,>0. х2>0, х3>0 (12)
Y=6x ,+ 3 x2+ 5 x , — >шах 4 (13)

2. Куйидаги истеъмол саватини оптималлаштириш 
масаласининг математик моделини тузинг.

Одам организми учун бир суткада 118 г. ок,сил моддаси, 
56 г. ёг, 500 г. углевод ва 8  г. минерал тузлар керак. Бир 
к и л о г р а м м  т у р л и  м а \ с у л о т л а р  т а р к и б и д а г и  б у  о з у к а
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моддаларининг микдори ва махсулотларнингбахрси куй ила ги 
жадвалда келтирилган

О з и к , а  м о д д а л а р и

Б и р  б и р л и к  м а ^ с у л о т  т а р к и б и д а г и  о з и ^ а  
м о д д а с и н и н г  м и к д о р и  ( м е ъ е р и )

Гу
ш

т

! 
В

ал
ик

,

н
О

■О)
С-м

О П
иг

ло
к

о.
5
5=:>>

= X*О сЗ
Ч  г К

ар
то

ш
ка

О к , с и л  м о д д а с и I 80 1 9 0 30 10 2 6 0 1 30 21
ЕI  л а р 2 0 3 40 8 6 5 3 1 0 30 2
У г л е в о д - - 50 6 20 6 5 0 2 0 0
М и н е р а л  т у з л а р 9 I 0 7 1 2 6 1 0 20 1 0
М а ^ с у л о т  б а \ о с и 1 ,8 1,0 0 , 2 8 3.4 2 ,9 0 ,5 0,1

Умумий харажатларии минималлаштирувчи бир кунлик 
овкатланиш режаси (диета) тузилсин.

Ечиш. Д ейлик, бир кунда х, килограмм гушт, х 2 
килограмм балик,, х , литр сут, х 4 килограмм сарёг, х5 
килограмм пишлок,, х 6 килограмм дон махсулотлари ва х7 
килограмм картошка ишлатилган. У \олда организмнинг 
бир кунда кабул калган оксил моддаси

180х, +190х,+30х_,+1 0х4+260х,+ 130х6+ 2 1 х7 

бирликка тенг булади. Масгпанинг шартига кура, у 118 г. дан 
кам булмаслиги керак, яъни

180х, +190х2+30х ,+ 1 0х4+260х,+ 130х6+ 2 1 х7> 118 
Худци шундай йул билан ёгаар, углевод ва минерал тузлар 

учун куйидаги тенгсизликларни хрсил килам из
20 х ]+ 3 х 2+ 4 0 х ,+ 8 6 5 х 4+ 3 1 0 х ,+ 3 0 х (.+ 2 х 7>56 

5 0 х ,+ 6 х 4+ 2 0 х 5+ 6 5 0 х 6+ 2 0 0 х 7>200 
9х ,+ 1 0х2+ 7 х ,+  1 2х4+ 6  10xs+ 2 0 x 6+  10х >8 

Масаланинг иктисолий маъносига кура киритилган х,, х ,̂ 
xv х4, х5, х6, х7 узгарувчилар номанфий булиши керак, яъни 

х,>0, х2>0, х,>0, х4>0, х5,>0, х6>0, х7>0.
Бир кунда овкатланиш учун сарф килинадиган умумий 

\аражатни
Y = 1 ,8 x ,+ x 2+ 0 .2 8 x 3+ 3 ,4 x 4+ 2 ,9 x 5+ 0 ,5 x 6+ 0 ,1 x 7 

функция куринишила ифодалаймиз. Масаланинг шартига 
кура бу функция минимумга эришиши керак, яъни 

Y=1,8x1+ x2+0,28x,+ 3 ,4 x4+2,9x5+0,5x6+0,1 x7 -->  min
Ш ундай килиб, берилган  истеъмол саватини 

оптималлаштириш масаласининг математик моделига эга булдик:
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Г180xi + 1 90х2+30х3+ IОХ4+ 2 6 ОХ5+ 13 0 xg+2 1 x7>l 18
J 20xj+3х2+40хз+865х4+310х5+30х(,+2х7>56 ,. ..

50х3+6х4+20х5+650х6+200х7>200 ( '
,9Х| +  10х2+7хз+12х4+610х5+20х(,+ 10х7>8

х,>0, х2>0, х,>0, х4>0, х5>0, х6>0, х7>0 (15) 
Y =1,8x ,+ x2+0 ,28 x,+ 3 ,4 x4+2 ,9 x5+0,5x6+0 ,1 x7 min (16)

Муста^ил ечиш учун топширик-
Корхонада А ва В махсулотлар ишлаб чи^арищ учун 3 хил 

хом ашё ишлатилади. Корхонаааги >дар бир хом ашёнинг захираси, 
бир бирлик ма\сулот ишлаб чицариш учун сарф кдлинадиган 
хом ашёлар меёри куйидаги жадвалда келтирилган.

^ \ л 1ахсулотлар 

хом ашёлар

Бир бирлик махсулот 
ишлаб чикдриш учун 

сарф килинадиган 
хом ашё

Хом ашёлар 
захираси

А в
I 12 4 300
II 4 4 12 0

3 12 252!У1а\сулот оирлигидаьг 
олинадиган даромад
олинадиган даромад

30 40

Корхонанинг пировард даромади максимал булиши учун 
\ар бир махсулотдан канчалан ишлаб чикариш керак?

2-§. Чизикди программалаш масаласининг умумий 
куйилиши ва турли шаклларда ифодаланиши. Чизикди 
программалаш масаласида тенг кучли алмаштиришлар.

Чизикди программалаш масаласи ечимларинингхоссалари. 
Чизик;ли программ алаш  масаласи умумий \олда 

куйидагича ифодаланади:

а п х 1 + а |2х 2 + • • • + а , X 5 IV и

! а
S 21х , + а 22 х 2 + • ■ • а, х2п

1
! а п„ Х, + а „,2 х 2 + ' • • + а ...Х„ ,

13



х,>0, х2>0, х_>0, (2)
Ymi.<m.x,=C0+C.X,+C2X2+ - +C„X„ (3)

(I) ва (2 ) шартларни каноатлантирувчи номаълумларнинг
шундай кийматларини топиш керакки, улар (3) чизикуш
функцияга минимал (максимал) к,иймат берсин. Масаланинг
( 1) ва (2 ) шартлари унинг чегаравий шартлари деб, (3)
чизикуж функция эса масаланинг мацсади ёки мак^сад
функцияси деб аталади.

Масаладаги барча чегараловчи шартлар ва мак,сад функция
чизикуж эканлиги куриниб турибди. Шунинг учун \ам (I)—
(3) масала чизик^ш программсишш масаласи деб аталади.

Конкрет масапаларда (I) шарттенгламапарсистемасидан,
«>» ёки «<» куринишдаги тенгсизликлар системасидан ёки
аралаш системадан иборатбулиши мумкин. Лекин курсатиш
мумкинки, ( 1)—(3) куринишдаги масалани осонлик билан
куйидаги куринишга келтириш мумкин

а 11Х 1 +  Я 1 2 Х 2 а 1пХп

а 2 1 Х1 + а 2 2 Х 2 Л ^ а 2 пХп — ^ 2 ’

, 1 Х. + а ш2 Х 2 + + а т„х„mn п

(4)

х >0, х^О, ..., хп>0, (5)
Ymi.=C ,X,+C2X2+ - +CA .  (6) 

(4)-(6) куриниш чизмкли программалаш масаласининг 
каноник куриниши деб аталади. (4)—(6 ) масалани векторлар 
ёрдамида куйидагича ифодалаш мумкин:

(7)
(8)
(9)

Р,Х|+ Р 2Х2+... + Р X
Х>0,

1 О’

бу ерда:
Y =СХ,пип ’

ч.
Я 2,

Va ml )

Ч 2 Ч п  ' Ч N

Я 12 «2„ Ь 2
’  • ” * Р,. ~ ’ Ро —

. . .

Va m2> \  inn / ( к )
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С = (с ,,  с2, сп) — вектор-^атор.
Х=(х,, х2, хц) — вектор—устун.

(4)-(6) масаланинг матрица куринишдаги ифодаси 
куйидагича ёзилади:

бу ерда: C —(cfl с„ сJ  -  к,атор вектор, А=(а^ -  (4) 
система коэффициентларидан ташкил топган матрица; Х —(хр 
х2, x j  ва Р = (Ь р Ь2, b j  -  усгун векторлар.

(4)-(6) масалани йигиндилар ёрдамида \ам ифодалаш 
мумкин:

1-таъриф. Берилган (4)—(6 ) масаланинг мумкин булган 
ечими ёки режаси деб, унинг (4) зп (5) шартларни 
Каноатлантирувчи X  =  (хр х„ хJ  векторга айтилади.

2-таъриф. Агар (7) ёйилмадаги мусбатх коэффициентли 
Pi ( /= / , . ,.,/и) векторлар узаро чизикди боялик, булмаса, у 
\олда X =(xt, х,, х)  режа таят режа деб аталади.

3-таъриф. Агар Х=(хр х„ x j  таянч режадаги мусбат 
компоненталар сони m га тенг булса, у хрлда бу режа айнимаган 
таянч режа, акс хдлда айниган таянч режа дейилади.

4-таьриф. (6 ) Чизикди функцияга энг кичик к;иймат 
берувчи Х =(хр х2, xir) таянч режа масаланинг оптимал 
режаси ёки оптимал ечими дейилади.

Чизицли программалаш масаласи устида куйидаги тенг 
кучли алмаштиришларни бажариш мумкин.

I) Ymax ни Ymin га айлантириш. Хар к,андай чизикди 
программалаш масаласини (4)—(6 ) куринишга келтириш 
учун ( 1 ) т е н г с и з л и к л а р  си с те м а с и н и  тен гл ам ал ар  
системасига ва Y ни У га айлантириш керак. Y ни У.тих mm  г * тих пип

(10) 

(11) 
(12)

П
(13)

n

(14)

(15)



га келтириш учун Ymax ни тескари ишора билан олиш, яъни
— У —Y  ёки Y = — Y  куринишда олиш етарлидир.max mm max nun J г  г г

Хацикатан \ам, \ар кандай f(xp ..., хJ  функциянинг 
минимуми тескари ишора билан олинган шу функция 
максимумининг «.ийматига тенг, яъни •

minf(xr х2, x j  ва -  max[f(xr х„ ..., x j ] ,  
maxf(xt, х„ x j  ва — min\f(xp x2, x j )  

ифодалар номаълумларнинг бир хил кийматларидагина 
узаро тенгбулишини курсатиш мумкин.

2 )Т е н гс и зл и к л а р н и  т е н гл а м а га  а й л а н т и р и ш . п 
номаълумли

а . х , + а х + . . . + а х  <Ь (16)1 1 2  2 п н х '
чизикди тенгсизликьи караймиз. Бу тенгсизликни тенгламага 
айлантириш учун униж кичиктомонига номанфий номаълум 
сонни, яъни хп+̂ 0  ни кушамиз.

Натижада п+1 номаълумли чизикди тенгламага эга буламиз: 
а,х ,+а,х ,+ . + а х + х ^ = Ь  (17)1 1 2  2 п о n+1 v 7

(16) тенгсизликни тенгламага айлантириш учун цушилган 
хп+| узгарувчи к,ушимча узгарувчи деб аталади.

(16) тенгсизлик ва (17) тенгламанинг ечимлари бир хил 
эканлиги куйидаги теоремада курсатилган.

1-теорема. Берилган (16) тенгсизликнинг х,ар бир Х0=(а,, 
а 2, ..., а п) ечимига (17) тенгламанинг фа^ат битта 

Y0= ( a „  a 2, ..., a ,  a +|) 
ечими мос келади ва, аксинча, (17) тенгламанинг \ар бир Y 
ечимига (16) тенгсизликнинг фа кат битта Л^ечими мос келади.

Теорема исботи. Фараз килайлик, Хп (16) тенгсизликнинг 
ечими булсин. У хрлда а 1 cij +а2а 2+... +ana n<b муносабат уринли 
булади. Тенгсизликнинг чап томонини унг томонга утказиб 
\осил булган ифодани ап+1 билан белгилаймиз 

0<Ь~(а.а.+а,оц+ ,.+а а  )= а  ...I I  2 2 п п' п+1
Энди Yu =(а,, а 2, ..., а в, а л+|) векторни (17) тенгламанинг 

ечими эканлигини курсатамиз.
а|а .+ а А +...+аа„  + а  + = a 1a 1+a2<x2+ . . . + a a i+ (b -a 1a ]-a2a 2

..-а а  )=Ьп II '
Энди агар Ya (17) тенгламани цаноатлантирса, у \олда 

у (16) тенгсизликни хдм каноатлантиришини курсатамиз.
Шартга кура:

а |а |+ а2а 2+ - + а„а „ + a ,1+1= b’ 
a  > 0
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Bv тенгламадан a +]>0 сонни ташлаб юбориш натижасида
( 16)

(17)

a ]a I+ a 2a 2+...+a..a.<b
тенгсизликни \осил к,иламиз. Бундан куриналики,

^0~(а,> а2> ■■■’ aJ
тенгсизликнинг ечими экан.

Шундай йул билан чизикди программалаш масаласининг 
чегараловчи шартларидаги тенгсизликларни тенгламаларга 
айлантириш мумкин. Бунда шунга эътиборбериш керакки, 
системадаги турли тен гси зл и кл арн и  тенгламаларга 
айлантириш учун уларга бир-бирларидан фарц килувчи

au x, + a i2X2 + " • + a .„x„ ^ b ,

a2lXl+a22X2 +" + a 2„X„ ^ Ь 2

a„„Xl + a „,2X2 +

(18)

номанфий узгарувчиларни кушиш керак. Масалан, агар 
чизикди профаммалаш масаласи куйидаги

х >0, х2>0, ..., хп>0, (19)
Y max= C 0+ C . X . +  C 2X 2 +  + С Л  ( 2 0 )

куринишда булса, бу масааадаги тенгсизликларнинг кичик 
томонига хп+1>0, хп+2> 0 ,..., хп+га> 0 1̂ ушимчаузгарувчилар кушиш 
ёрдамида тенгламаларга айлантириш мумкин. Бу узгарувчилар 
Ymjn га 0 коэффициент билан киритилади. Натижада берилган 
(18)—(20) масала куйидаги куринишга келади.

~а ,пх„ + х„., =ь,
х „ 2 = Ь2

+ xn, m =Ь„

х >0, х7>0, ..., х >0, х >0, х >0, х . >0,1 7 2 7 7 n 7 п 7 н + 1 7 7 n+m  7
Y = с .+ с 1х .+ с ,х ,+ ...+ с  х + 0 ( х  „ + . . . + Х  ,  )шах 0 I I  2 2 n п '  п+1 n+m7

Худди шунингдек,
+ а ,„ х „ ^ Ь,а и х, + а |2х 2 +

а 2|х ,+ а 22х 2 +- - -  + а 2пх„ > Ь2

U N !V £ ft3 » T E T ! \
I Ahfcorot-rer: 'if* {PiyHazI I

(21)

(22)
(23)

(24)



х >0, Х2>0, Xn>0 (25)
Ymi„= C lX.+C2Xl +  ■+С„Х„ (26)

куринишда берилган чизикуш программалаш масаласини 
каноник куринишга келтириш мумкин. Бунинг учун 
куш им ча  х п+|> 0 , х п+2> 0 , . . . ,  x n+m>0 узгар у вч и л ар  
тенгсизликларнинг катта томонидан айрилади. Натижада 
куйидаги масала хрсил булади:

а п х, + а 12Х2 +• •• + а .пХ„ - x „+i = ь,
а 2,х, + а 22Х2 + " • + а 2„Хп -  Хп+2 =  Ь2

а т . х 1 + а т2Х2 + ••• + а тпХп ~  Хп + т =  Ьт

х >0, Xj>0, х„>0, хп>0, хп+1>0, ..., xn+m>0, (28)
Ymi„= S + c ,x ,+ c 2x2+ - + c A + ° < \ +,+  - + x „+m) (29)
Энди чизикуш программалаш масаласи ечимларининг 

хоссалари билан танишамиз. Бунинг учун энгаввал каварик, 
комбинация ва кавари к, туплам гушунчасини эслатиб утамиз.

5-таъриф. А ,,А 2, . . . ,А в в е к т о р л а р н и н г  каварик, 
комбинацияси деб куйидаги шаргларни к,аноатлантирувчи 

А=ос,А.+а.,А ,+...+а АI I  2 I n п

а<>0, £«,=1
i = I

А векторга айтилади. n-улчовли фазодаги \ар бир А=(а,, а 2, 
..., а п) векторга координаталари (а ,,  а 2, ..., а п) булган 
ну куга мос келади. Шунинг учун бундан кейин А=(а,, а 2, 
..., а )  векторни п-улчовли фазодаги нуьуга деб цараймиз.

d-таъриф. Агар n-улчовли вектор фазодаги С туплам узининг 
ихгиёрий А, ва \  нук^алари билан бир катордабу нук^аларнинг 
Каварик, комбинациясидан иборат булган А =а,А |+ а 2А2 
(а ,>0 ,а 2>0, а ,+ а 2=1) нукуани \ам уз ичига олса. яъни А,, 
A jeC ^A eC  б^лса, бу туплам каварик, туплам деб аталади.

2-теорема. Чизик^ли программалаш масаласининг 
ечимларидан ташкил топган туплам н;аварик;туплам булади.

Исботи. Чизинули профаммалаш масаласиниш ихгиёрий 
иккита ечимининг к,аварик комбинацияси х,ам ечим эканлигини 
курсатамиз. Фараз цилайлик, X, ва Х2 берилган чизиЕуш 
профаммалаш масаласининг ечимлари булсин. У \олда
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АХ = Р 0, X >0, (30)
ва АХ = Р 0, Х2>0, (31)

муносабатлар уринли булади. Энди X, ва Х2 ечимларнинг 
каварик комбинациясини тузамиз.

Х=аХ|+(1-а)Х2, 0<а<1.
\амда уни счим эканлигини курсатамиз:

АХ=А[аХ1+(1-а)Х 2]'=аАХ,+(1-а)АХ2
Энди (30) ва (31) тенгламаларни инобатга олиб топамиз.

А.Х=аР0+ ( 1 -а) Р( =Р0.
Бу муносабат X вектор ?̂ ам ечим эканлигини курсатади.
3-теорема. Чизмкди программалаш масаласининг чизикди 

функцияси узининг оптимал кийматигашу масаланингтаянч 
ечимларидан ташкил топган К каварик тупламнинг четки 
нукгасида эришади.

Агар чизикди функция К каварик тупламнинг бирдан 
оргик четки нуктасида оптимал кийматга эришса. у шу 
нукталарнинг каварик комбинациясидан иборат булган 
ихтиёрий нукдада х,ам узининг оптимал кийматига эришади 
(теоремани исботсиз кабул к,иламиз).

4-теорема. Агар к та узаро чизикди б о т и к  булмаган Р р 
Р2, Рк векторлар берилган булиб, улар учун

Р ,*,+ Р Л + - + Р Л = Р .
тснглик барча х.>0 лар учун уринли булса, у \олда -Y=(x,, х2,

хк, 0,..., 0) вектор К каварик тупламнинг четки нуктаси 
булади (теоремани исботсиз кабул к,иламиз).

5-теорема. Агар ^ = (x p х2, хп) четки нукта булса, у 
\олда мусбат хларга мос келувчи векторлар узаро чизикли 
боглик булмаган векторлар системасини ташкил к,илади 
(теоремани исботсиз кабул к,иламиз).

Юк,орида келтирилган  теорем алардан  куйидаги 
хулосаларни чикариш мумкин.

1-ху.юса. К тупламнинг хдр бир четки нукгасига Р г Р2,..., 
Р векторлар системасидан m та узаро чизикти боглик 
булмаган векторлар системаси мос келади.

2-хулоса. Х =(х ,, х2,..., хп) К тупламнинг четки нукдаси 
булиши учун мусбат х. компоненталар

Р.Х.+Р,Х, +  ... +  Р X =Р„I ! 2 t  n п 0
ёйилмала узаро чизикди боглик булмаган Р. векторларнинг 
коэффициентларидан иборат булиши зарур ва етарли.
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3-хулоса. Чизик^и программалаш масаласи таянч 
ечимларидан ташкил топтан туплам К к^варик, тупламнинг 
четки нукталар тупламига мос келади ва аксинча, \ар  бир 
таянч ечим К тупламнинг бирор четки ну^тасига мос келади.

4-хулоса. Чизикуш программалаш масаласининг оптимал 
еч и м и н и  К туп л ам н и н г  четки нукталари  орасидан  
к,идириш керак.

Мисоллар.
Берилган чизик^ли программалаш масаласини каноник 

куринишга келтиринг ва уни турли шаклда ифодаланг.
Y... =

( I )

Зх, - 2 х г + X,
2х, -  Зх, < - 1

Зх | + 4х, + 2х. =  6

*> + 2х, -  х , <2
,>0, X IV О х, > 0

Ечиш. Масаланинг шартларидаги биринчи ва учинчи 
тенгсизликларнинг кичик томонига х4>0 , х5> 0  кушимча 
узгарувчилар киритиб уларни тенгламаларга айлантирамиз. 
Натижада куйидаги кенгайтирилган масалага эга буламиз:

2х ■ Зх, + х4 
+ 2х,Эл', 4д, + 2х, — 6

х, + 2 .v2 -  х? + .г. = 2

.V, > 0 , х2 > 0 , х, > 0 , х4 > 0 , х, > О 
= Зх, -  2 х , + х , + 0 • Л-4 + 0 ■ .V,

( I I )

Хосил булган масала юкрридаги (I) масалага эквивалент 
булади. (II) масаладаги биринчи тенглам аниж  икки 
томонини ( - 1) га купайтириб ундаги озод ^адни мусбат 
сонга айлантирамиз ва яна (I) масадага эквивалент булган

-  2л-. + JK 1 * II 1
З х , ' + 4х, + 2х, 6

+ 2х. - х ,  + х,, =2
х, > 0, * IV р ноAIноЛ!5-Г IV о

ЗХ; -  2л-2 + х ч +0-х , + 0-

( Ш )
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масалани хосил киламиз. (III) масалада Y ни Y =-Y га'  4 '  '  max nun max

аймлнт'ирамиз. Натижада берилган масаланинг каноник 
куриниши >(осил булади:

-2х,
Зх, + 4х

+ Зх3 - X, = 1

= 61 1 ~тл2 
х, +  2 х 2 -  х3

х, > 0, х2 > 0, х, > 0. х4 > 0, х5 > 0
-  Зх, + 2х, -  х,

+ х5 = 2

+ 0 • х4 + 0 • х5

(IV)

(IV) масалада куйидаги белгилашлар киритамиз:

(  „  \х\ го^
( - 2 0  3 - 1 0 ^ *2 0

А = 3 4 2 0 0 , в  = 6 , х  = X,

*4
кхь у

, о  = 0

1 1 2 - 1 0  l j 0

l o j

( '= (— 3;2;—1;0;0)

Ушбу белгилашларда (IV) масала куйидаги куринишда 
ифодаланади

АХ=В, Х>0, Ymin=C X (V)
(IV) масалада яна куйидаги белгилашлар киритамиз.

■"> \ [ 3  1 Г-Г) ( 0 \
р, = • Р2 = 4 , Р ,= 2 - Ра = 0 . ^  = 0

ь 1 1 J l 2 J К 1 о J U ;

Р. =
Г П  

6 •1 IЧ“ /

.V =

^ х ,л

VX5y

С'= (— 3;2;1;0;0)

Ушбу белгилашларда масала куйидаги куринишга келади. 
/>х, + Р,х, + Р3х3 + РАхА + />х, = Р0

X  > О  }► (VI)
= с х
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2. А,(3;-2;5) ва А ^ -15651) нукталар берилган. А| ва А, 
нукталарнинг каварик, комбинациясидан иборат А(х,; х2; 
х,) нук,тани топинг.

Ечиш. А нукта А, ва А2 н у к т а л а р н и н г  к а в а р и к  
комбинациясидан иборат булгани учун 

A=AA,+(1-X.)A2 

0 <Х<1

шарт уринли булади. Демак,
А=А.А1+А2— ХА2

бундан
А=А2-Х .(А ,-А 2)

агар Л.= 1/3 деб кабул цилсак
тенглик \осил булади. Бу тенгликни куйидаги куринишда ёзамиз:

U;jf2;x3) = i(3;-2;5) +  | ( - l ; 6 ; l )

ва натижада

1 1 0  7
х, = — ; х7 = — ; х, = —  ларни топамиз.з  з  з з

«  A J  1 0  7 Чжавоб; А = (— ;— )
3 3 3

Мустацил ечиш учун тошпирик

Берилган чизикди программалаш масаласини каноник 
куринишга келтиринг ва уни турли шаклда ифодаланг. 

2 х 1+ З х 2- 4 х 3- 5 х 4< 7  

5 х , - 6 х 2+ х 3- х 4< 3  

4 х 1+ х , - 2 х , + З х 4< 2  

Xj< 0 ,  j =  1 , 2 , 3 , 4

Y™X=X,+5X2+4X3+6X4

3-§. Чизикли профаммалаш масаласининг геометрик талкиии. 
График усул. Иктисодий масалани график усулда ечиш.

Куйидаги куринишда ёзилган чизикди программалаш 
масаласини курамиз:
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X а иx j -  а i (i =  l m > (l)
j  - 1

Xj > 0, (j = l ,n )  (2)

Y ,naxOn,n, = Z C i X .i 0 )
j = I

Ушбу чизикди программалаш м а с а л а с и н и ш  1еометрик 
галки ни билан танишамиз.

Маълумки, п та тартиблишган хр х2, х„ сонлар п-лиш 
(бирлашмаси) п улчовли фазонинг нуктаси булади. Ш унит 
учун (1)-(3) чизию1и программалаш м а с а л а с и н и н г  режасини 
it улчовли фазонинг нуктаси деб к,араш мумкин. Ьизга 
маълумки, бундай нукгалартуплами каварик,тупламдан ибораг 
булади. К^аварик; туплам чегараланган (каваРи15 к Уп б у р ч а к ), 
чегараланмаган (каварик, куп киррали с о \ а ) булиши, бипа 
нуктадан иборат булиши ёки буш туплам бу л и ш и  \ам мумкин.

К оординаталари a 1x 1+ a 2x2+ .. .  +  a nxiI:=:a тенгламани 
Каноатлантирувчи (х,, х2, ..., хп) нуКталаР [Уплами 
гипертекислик деб аталади. Шу сабабли 

c |x |+c2x2 + ...+cnxn= Y  
курии и ища ёзилган максад функцияни Y функниянинг турли 
Р кийматларига мос кслувчи узаро параплел гипертекисликлар 
оиласи деб каРаш мумкин.

Х,ар бир гипертекисликнинг и х т и ё р и й  нуктасида Y 
функция бир хил кийматни кабул килади (демак, узгармас 
сат\да сак/тнади). Шунингучун улар «сатх,текисликлари» 
д е й и л а д и .  Г еом етрик  нуктаи н а за Р Д ан чизик-пи 
программалаш масаласини куйидагича таг>РиФлаш мумкин.

(1) ва (2) шартларни каноатлантИРУв^ и ечимлар 
купбурчагига тсгишли булган шундай » х 2 »•••» х„ )
нуктани топиш керакки, бу нуктада Y максад функцияга 
максимум (минимум) киймат берувчи (3) гипертекисликлар 
оиласига тсгишли булган гипертекислик УтсИН- Жумладан, п—2 
да (1 )-(3) масала куйидагича талкин килиН^ДИ.

( 1 ) - (2) ш ар тл ар н и  к а н о а т л а н т и р У вчи ^ечим лар 
купбурчагига тегишли булган шундай X’==( x i » х 2 ) нУКтани
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топиш керакки, бу ну^тадан Y мак,сад функцияга энг катта 
(энг кичик) к^иймат берувчи ва (3) сат\ чизиклар оиласига 
тегишли булган чизик утсин.

Чизикли профаммалаш масаласининг геометрик тадкинига 
\амда 2  § да танишган чизиьуш программалаш масаласи 
ечимининг хоссаларига гаяниб масалани баъзи х,олларда 
график усулда ечиш мумкин:

а п х, +  а 12х 2 -  ь ,

а 2 ,х , +Й 22Х 2 < ь 2 (4)

а т . Х. + а п,2 Х2 ~  Ь т

* 1 > 0 , х 2 > 0 , (5)

Y  = С X 4- с хж max V 1A 1 “  2 2

И кки улчовли фазода берилган (4) —(6 ) чизикли 
программалаш масаласини курамиз.

Ф а р а з  к и л а й л и к ,  (4) с и с т е м а  (5) ш артни  
каноатлантирувчи ечимларга эга булсин. Хамда улардан 
т а ш к и л  то п га н  туплам  ч ек ли  б у л си н . (4) ва (5) 
тенгсизликларнинг \ар  бири

а,1х1+а,7 х2=ь/ ('=1, ,щ), X =0, х2=0
чи зи ^ л ар  билан чегараланган  ярим теки сл и кл ар н и  
ифодалайди. Чизикли функция (6 ) х,ам маълум бир узгармас 
C0=const кийматда

с,х, +c2x2=const
сатх, т^гри чизиклар оиласига тегишли булган тугри 
ЧИЗИК.НИ ифодалайди. Ечимлардан ташкил топган завари к, 
тупламни \осил кдлиш учун
а„х .+ а  ,2х2= ь „ а х1+ аих2=Ь1, ..., amlx 1+ * 2x1=bm, х = 0 , х = 0
туфи чизиклар билан чегараланган купбурчакни ясаймиз.

Фараз килайлик, бу купбурчак ABCDE бешбурчакдан 
иборат булсин (1 шакл)

Чизикли функцияни ихтиёрий узгармас С0 сонга тенг 
деб оламиз.

Натижада
c 1x|+c2x2=C 0=const 

туфи чизик, \осил булади. Бу туфи чизик,ни N(c,, с2) вектор 
йуналишида ёки унга тескари йуналишида узига параллел суриб
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бориб каварик, купбурчакнинг чизикли функцияга энг кичик 
ёки энг катта киймат берувчи нукгапарни аниклаймиз.

1 -шаклдан куриниб турибдики, чизикли функция 
узининг минимал кийматига каварик купбурчакнинг А 
нуктасида эришади. С нуктада эса, у узининг максимал (энг 
катта) кийматига эришади. Биринчи *олда А(х,, х2) 
нуктанинг координаталари масаланинг чизикли функцияга 
минимал киймат берувчи оптимал ечими булади. Унинг 
координаталари АВ ва АЕ туфи чизикларни ифодаловчи 
тенгламалар оркали аникпанади.

Агар ечимлардан ташкил топган каварик купбурчак 
чегараланмаган булса, икки \ол булиши мумкин.

1-урл. с,х1+с2х2=С0 туфи чизик N вектор буйича ёки унга 
Карама-карши йуналишда силжиб бориб \ар вакт каварик 
купбурчакни кесиб утади. Аммо на минимал, на максимал 
Кийматга эришмайди. Бу \олда чизикли функция куйидан 
ва юкоридан чегаралан маган булади (2-шакл).

2-^ол. с,х1+с2х2=С0турри 4 H3 HKN вектор буйича силжиб 
бориб каварик купбурчакнинг бирорта четки нуктасида 
узининг минимал ёки максимал кийматига эришади. Бундай 
.\олда чизикли функция юкоридан чегараланган, куйидан 
эса чегараланмаган (3-шакл) ёки куйидан чегараланган, 
юкоридан эса чегараланмаган (4-шакл) булиши мумкин.
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2-шакл

1-мисол. Масалани график усулда ечинг

Г4х, + З х , < 1 2 ,  

|Зх 1+ 4 х 2 <  12,



Ечиш. Ечимлардан ташкил топган каварик, купбурчак 
ясаш учун координаталар сйстемасида

4х, + Зх2 = 12, (L,) 

Зх,+4х2 =12, ( L 2) 

х, = 0, х9 = О, 

чизикдар ясаймиз (5-шакл).
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Берилган тенгсизликларни каноатлантирувчи ечим 
штрихланган ОАВС туртбурчакни ташкил кил ад и. Энди 
координаталар бошидан N=(2; -5) вектор!ш ясаймиз ва унга 
перпендикуляр булган тугри чизик утказамиз. Бу тугри чизик 
2x|-5x2=:const тенглама оркали ифодаланади. Уни N вектор 
йуналишида узига параллел силжитиб борамиз. Натижада 
чизик/ш функцияга максимал киймат берувчи С(3;0) нукгани 
топамиз. Бу нуктанинг координаталари х ^ З ,  х2=0 масаланинг 
оптимал ечими булади ва Ynux=2-3 5 0=6 булади.

2-мисол. Берилган чизикли программалаш масаласини 
график усулда ечинг.

Ечиш. Ечимлар купбурчагини ,\осил киламиз. Бунинг учун 
координаталар сисгемасида х,+2х2=3, х,-х2=2, х ^ О ,  х2=0 
тугри чизикларни ясаймиз (6 -шакл).

х, + 2х2 > 3

6-шакл
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Шакдаан куринадики, ечимлар купбурчаги юкрридан 
•lei араланмаган. Координата бошидан N(2; 2) векторни 
ясаимиз на унга перпендикуляр булган тугри чизик, утказамиз.
1.у чизик, 2 x ,+ 2 x2=const тенглама ор^али ифодаланади.

Шаклдан куринадики, масалада мак,сад функциянинг 
н;иймати юк,оридан чегараланмаган экан.

3-мисол. Масалани график усулда ечинг.

2х, -  х2 < 4 

х, > О 

х2 >1,

Масалани юцоридаги усул билан ечиб куйидаги шаклга 
эга буламиз (7 шакл).

7-шакл

Шаклдан куринадики, ечимлар туплами чегараланмаган, 
лскин оптимал ечим мавжуд ва у А нунда координаталаридан 
иборат.
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График усул ёрдами билан ик^исодий масалаларни ечиш 
ва ечимни тахдил кдлиш мумкин. Буни куйидаги иктисодий 
масала мисолида курамиз.

Фараз килайлик, корхонада икки хил буёк, ишлаб 
чикарилсин. Бу буёкларни ишлаб чи^ариш учун 2 хил хом 
ашёдан фойдаланилсин. Хом ашёларнинг задираси берилган 
ва улар 6  ва 8  бирликни ташкил к,илади. Иккинчи буёкда 
булган талаб 2  бирликни ташкил кдлади ва у биринчи буёкка 
булган талабдан 1 бирликка катта.

Хар бир буёцнинг бир бирлигини ишлаб чик,ариш учун 
керак булган хом аш ёлар  мииуюри (меъёри) ^амда 
корхонанинг х;ар бир буёкдан оладиган даромади куйидаги 
жадвалда келтирилган.

хом ашёлар махсулот

буёк.пар
1 2 лар

ба\оси
I 1 2 3
II 2 1 2

хом ашё захираси 6 8

Масаланинг иктисодий маъноси:
Хар бир буёкдан канча ишлаб чикарилганда уларга сарф 

Килинган хом ашёлар микдори уларнинг захираларидан 
ошмайди х,амда талаб буйича шартлар \ам бажарилади?

Масаладаги номаълумларни белгилаймиз: х ,—ишлаб 
чикаришга режалаштирилган 1 ма\сулотнинг микдори, х ,—
II ма\сулот микдори.

У \олда м асаланинг математик модели куйидаги 
кури н и шда булади:

х, + 2х, < 6  ^
(2)2x,+x,  < 8

- х, + х ,  < 1

х 2 < 2

х, > 0 ,х2 > 0. 

=3х.  +2х ,

(3)

(4)

(5)

(6)
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Масалани график усулда ечамиз \амда оптимал нукта 
1)(3'/1, З1/,) эканлигини аникдаймиз.

Демак, оптимал ечим x = V /v х2=1 '/,, Утах= 122/ 3 булади.
Бундан куринадики, корхона биринчи буёкдан 3 ' / 3 бирлик, 

иккинчисидан I1/ ,  бирлик ишлаб чикариш и керак. Бу \олда 
унинг оладиган даромади 122/, бирликка генг булади.

Энди график ёрдамида иктисодий масала ечимини та\пил 
килиш мумкин эканлигини курсатамиз. Бунингучун оптимат 
D нукгага караймиз. Бу нукта 2х,+х2=8 ва х,+2х2=6 туфи 
чизикларнинг кесишган нуктаси эканлигидан берилган 
иктисодий масаланинг (1) ва (2) иегараповчи шартлари D 
нукгада тенгламага айланишини курсатади. Бу эса, буёк ишлаб 
чикариш учун сарф килинадиган иккапа хом ашёнинг х;ам 
камёб (дефицит) эканлигини курсатади. Оптимал нукта билан 
богликбулган итртлар актив шартлар. Унга боглик булмаган 
шартлар эса, пассив шартлар деб аталади. Биз кураётган мааивда 
ма\сулотларга булган талабга куй ил га н х |+х2<1 ва х2<2 шартлар 
оптимал нуктага боглик эмаслигини ва шу сабабли бу шартлар 
пассив шартлар эканлигини аникдаймиз.

П ассив шартларга мос келувчи ресурслар камёб 
булмайди ва уларнинг мамум даражада узгариши оптимал 
ечимга таъсир килмайди. Аксинча, актив шартларга мос 
келувчи ресурсларни бир бирликка огнирилиши оптимал 
ечимнинг узгаришига олиб келади.

Масатан, 1-хом ашё зах^расини бир бирликка оширилиши 
оптимал ечимга кандай таъсир курсатишини куриш учун уни
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7 га тенг деб оламиз. У \олда CD кесма узига параллел равишда 
юкррига кутарилади ва DCK учбурчак \осил булади. Энди К 
нукта оптимал нук^ага айланади.

Бу нуктада х = 2  ва 2 х ,+ х 2= 8  гугри чизикдар кесишади. 
Ш унингучун энди масаланинг (2) ва (4) шартлари актив 
шартларга, ( 1 ) ва (3) шартлари эса пассив шартларга 
айланади. К нук,танинг координаталари х2= 2  х ,=3 . Демак, 
янги оптимал ечим

х =3, х =2, Y =13I 1 2 ’ max
булади.

Оптимал ечимда 1-хом ашёга дойр (I) чегаравий шарт 
х|+2хг=3+2-2=7 

га тенг булади. Демак, 1 -хом ашёнинг энг куп мумкин булган 
за\ираси 7 га тенг булиши кераклигини курсатади.

Худди шундай йул билан 2-хом ашёни бир бирликка 
о ш и р и ш  оптим ал  еч и м н и  к,андай у з га р ти р и ш и н и  
курсатиш мумкин.

Бундан ташкдри камёб булмаган хом ашёлар микдорини, 
оптим ал  ечимга таъсир  килм аган  холда, цанчалик  
камайтириш мумкинлигини >̂ ам курсатиш мумкин.

Юк,оридаги 8 -шаклда ВС кесма х2= 2  чизикди, яъни 
масаланинг 4 шартини ифодалайди. Бу — пассив шарт. Макдщ 
функция к,ийматини узгар—тирмаган \олда пассив шартни 
Канчалик узгартириш мумкин эканлигини аникдаш учун 
ВС кесмани узига параллел равишда пастга то D ну^та билан 
кесишгунча силжитамиз. Бу ну^тада х3= 1 '/, булади.

Демак, иккинчи буёкка булган талабни оптимал ечимга

таъсир кдлмасдан 1 1  гача камайтириш мумкин экан.
Шундай йул билан масаланинг оптимал ечимига таъсир 

этмасдан унинг (3) -  пассив шартнинг унг томонини 
кднчага камайтириш мумкин эканлигини курсатиш мумкин.

Мустакил ечиш учун топширик;.
К у й и д а ги  и к д и с о д и й  м а с а л а н и н г  м а т е м а т и к  

моделини тузинг. уни геометрик усул билан ечинг ва 
ечимни тахлил дилинг.

Икки хил махсулотни сотишда 4 хил ресурслардан 
фойдаланилади. Махсулотнинг бир бирлигини сотиш учун 
сарф кдлинадиган турли ресурслар микдори (меёри) \амда 
•W бир ресурснингза\ираси куйидаги жадвапда келтирилган.

32



Рссурс.пар

Х,ар бир ма.\сулотга 
сарф «.илинадиган 
ресурслар микдори

Ресурслар
(ахираси

1 махсулот II максулот

I 2 2 12
2 1 2 8
3 4 0 16

4 0 4 12
М а\сулот

бирлигини
сотишдан

олиналиган
даромад

2 3

Савдо корхонасининг даромадини максималлаштирувчи 
махсулотларни оптимал сотиш режасини аникданг.

4 -§ . Чтикали программалаш масаласининг таянч 
ечими. Чизикли тенгламалар системасининг 

номанфий базис ечими
Маълумки, чизикли программалаш масаласининг таянч 

ечими п та узгарувчили гп та тенгламалар системасининг 
номанфий ечимидан иборат булади. Ушбу параграфда 
чизикли тенгламалар ва тенгсизликлар системасининг 
н о м ан ф и й  базис  еч и м и н и  топиш  м асаласи билан 
шугулланамиз. Энг аввал чизикди тенгламалар системаси 
х1ак1ида айрим маълумогларнп эслаб утамиз.

Куй и да г и чизикди тенгламачар системаси берилтн булсин:

а ,, х , + а , 2 х , + ■ • + а , n х n — b , 

а 21 х | +а 22 х 2 + • • • + а 2п х „ = b 2 (1)

а т1 х , + а т2 х 2 + • ■ • + а тп х „ = b т

Бу систсманп матрица куринишида ифодалаш мумкин: 
АХ=В. (2)

бу ерда: А =(а.) -  (I) системанинг коэффициентларидан 
тузилган матрица, Х = (х р х2, ..., хп) — вектор уступ. В=(Ь,, 
Ь2, ..., bm) -  озод \адлардан ташкил топтан вектор-устун Бу 
система «п та номаълумли m та чизикли тенгламапар системаси»



деб аталади. Агар n =  m булса, А матрица квадрат матрица 
булади ва унинг дитерменанти |А |*  0 булса, А матрицага 
нисбатак тескари матрица А-1 мавжуд булади. (2) системанинг 
икки том онини А-1 —матрицага купайтириб берилган 
системанинг ечими топилади

Жордан-Гаусс усули чизик/ти тенгламалар системасини 
ечишда А 1—тескари матрицани топиш учун энг кулай 
усуллардан биридир. Бу усулнннг мо\ияги куйидагидан иборат.

Системадаги биринчи тенгламадан ихтиёрий 0 дан 
фарцли коэф ф ициентли  номаълум танланади, \амда 
биринчи тенглам анинг  х,амма \адлари  шу номаълум 
олдидаги коэффициентга булинади. Биринчи тенглама 
ёрдамида танланган номаълум бошк,а \амма тенгламалардан 
йук,отилади. Иккинчи тенгламадан коэффициенти 0 дан 
фар^ли булган номаълум танланади ^амда иккинчи 
тенгламанинг барча \адлари шу номаълум олдидаги 
коэффициентга булинади. Иккинчи тенгламадан танланган 
номаълум бошца тенгламалардан йу^отилади ва х,оказо. 
Шундай йул билан \ар  бир тенгламадан биттадан номаълум 
ажратилгунча шу жараён такрорланади. Нагижада куйидаги 
куринишдаги система \осил булади.

[* I +  а I х , , , - .  + ■ ■ ■ + а  * „ =  ь ;

(3) системадаги х,, х2, хт узгарувчилар «ажрагилган 
(боглиьО узгарувчилар» деб, хт+|, хт г, хп узгарувчилар 
эса «ажратилмаган (эркли) узгарувчилар» деб аталади. (3) 
системадан фойдаланиб берилган ( 1) системанинг умумий 
ечимини топиш мумкин:

Х=А 'В

\ (3)

X

(4)

X m
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Бундан эркли xm+|, xm+2, хп номаълумларга турли 
Кийматлар бериб борлик-х,, х^ xm номаълумларнинг мос 
Кийматларини топиш мумкин.

Эркли номаълумларга 0 киймат бериб топилган х1=Ь'1, 
x2= b '2,..., xm=b'm, ечим берилган системанинг базис ечими 
дейилади.

Куп иктисодий масалаларнинг математик моделида чизикли 
тенгламалар ёки тенгсизликлар системасининг номанфий 
ечимларини топиш талаб килинади. Системанинг номанфий 
ечимини топишда кайси номаълумнинг ажратилиши ва уни 
кайси тенгламадан ажратилиши фарксиз эмас. Мана шу 
шартларни эътиборга олувчи усуллардан бири—Эйдельнант 
усулидир. Бу усулнинг алгоритми билан танишамиз.

Бунинг учун куйидаги системани курамиз:

а,,х, + а , 2х 2 +•• + а 1„Х„ = Ь,
а 2,х, +а 22Х2 + " + а 2„Хп = Ь 2

а „,.х . + а „,2Х 2 + ■ + а т„Хп = Ь,

х, > 0 ,х 2 > 0 ,...,х„ > 0

(5)

(6)

(5) системанинг (6 ) шартларни каноатлантирувчи 
ечимини топиш талаб килинади. Бунинг учун куйидаги 
ишлар амалга оширилади:

а пх, а 12Х 2

0 =  ь 2- а 21х , - а 22х 2
а ,„х „

~ а 2„Хп

0 - а п„Х. а ш2 Х 2 а  т „  Х п

(7)

1. (5) системадаги тенгламаларнинг чап томонидан барча 
элементлар унг томонга утказилиб 0  -  тенгламалар 
системаси тузилади.

2. Берилган системанингбиргаликда эмасликва номанфий 
ечимининг мавжуд эмаслик шартлари текширилади:

а) агар (7) системадаги камида битта тенглама 
0 = в + 0 х, + 0 -x2+...+ 0 xii
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куринишда булиб, b* 0  булса, берилган тенгламалар 
системаси биргаликда булмайди;

б) агар (7) системада камида битта тенглама 
0 =Ь+а •х.+а, х7+...+а х1 1 2  2 it и

куринишда булиб Ь, а,, а2,..., ап лар бир хил ишорали булса, 
берилган система номанфий ечимга эга булмайди.

Агар юкоридаги а) ва б) шартлардан бирортаси 
бажарилса, ечиш жараёни тухтатилади, акс ,\олда системани 
ечиш давом эттирилади.

3. Агар (7) тенгламалар систсмасида
0 = в + 0 х .+ 0 х,+ ...+ 0 х1 L II

куринишдаги тенглама катнашса, бундай тенгламаларни 
номаълумларнинг ихтиёрий кийматлари к;аноатлантиргани 
учун, улар учириб гашланади.

4. Кол га н 0 — тенгламаларни узаро кушиб, назорат 
тенглама (н.т.) деб аталувчи тенглама тузилади. Назораг 
тенгдама икки хил вазифани бажаради:

!) аж ратилиш и керак  булган номаълум назорат 
тенгламадан танланади;

2 ) \ар  бир кадамдан кейин \осил булган назорат 
тенглама долган 0  — тенгламалар йигиндисига тенг 
э к а н л и ги га  а с о с л а н и б ,  \и с о б л а ш л а р  тугри олиб  
борилаётганини текшириб бориш мумкин

5. Назорат тенгламадан коэф ф ициент энг кичик булган 
номаълум (масалан, хк) ажратилиши керак булган номаъпум 
сифатида танланади.

6 . Танланган хк номаълум

Ь, ь,min ,~L- = —~
ал<0Ы  K .I

шартни каноатлантирувчи /-тенгламадан ажратилиб, янги 
системанинг биринчи генгламаси тузилади. Хар бир 
тенгламага мос келувчи b . / la .J  (aik< 0 ) нисбат г-тенгламада 
хк номаълум буйича \исобланган аник^товчи коэффициент 
(А.К ) деб аталади.

7. Т оп и л ган  хк н о м аъ л у м н и ш  к^ийматини эски 
системанинг долган тенгламаларига ва назорат тенгламага 
куйиш учун бу тенгламаларга кушимча тенглама тузилади.
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8 . \ а р  бир тенгламани, шу жумладан назорат тенгламани 
узининг кушимчаси билан кушиб янги системанинг щпган 
генгламалари ва назорат тенгламаси \осил кдлинади. Агар 
.\осил булган янги система учун юкрридаги а) ва б) мавжуд 
эмаслик мезонлари бажарилмаса, юкрридаги 4-8 бандларда 
килинган ишлар яна такрорланади. Шундай йул билан 
системани ечиш \амма 0 -тенгламалар х тенгламага (ажратилган 
номаълумли тенгламага) айлангунча, яъни назорат тенглама 
0=0 куринишга келгунча такрорланади. Сунгра системанинг 
номанфий ечими (^акикий ёки базис) ёзилади.

1-мисол. Системанинг номанфий базис ечимини топинг.

х, + 2 х2 - х 3 - х 4 = 1  

- х ,+ 2 х ,  + Зх3 + х4 =

х, + 5х,
(5)

а 'з~ х 4

х, > 0 ,х 2 > 0 ,х 3 > 0 ,х 4 > 0

Ечиш. Берилган тенгламаларсистемасини 0-тенгламалар 
системасига айлантирамиз ва назорат тенглама тузамиз.

0  = 1 -  х, -  2 х 2 + х3 + х4

0 = 2 + х, -  2х2 -  Зх3 -  х4

-  2 х 2 = - 1  + х, -  х3 -  х4

0 = 5 -  х, -  5х2 -  х3 + х4 

5 5 " 5 5
7

п.т.0 = 8  — х, — 9х, -  Зх3 + х4

9 9 9 9
-  9х, = -  - + — х. — х, — х,

2 2 2 2

1/2

2/2=1

5/5=1

Назораттенгламадан энгкичик коэффициентам номаълумни, 
яъни Xj ни тандаймиз. 0 -тенгламалар сисгемасидагн \ар бир 
теш лама учун b ./!a i2| ( а 2<0 ) нисбатларни, яъни аникловчи 
коэ(|х{)ицие1пларпи \исоблаймиз.

Аникловчи коэффициентлар ичида энг кичигига мос келган
1 тенгламадан \ 2 ни ажрагиб х — тенгламага айлантирамиз
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Бу тенгламадан фойдаланиб эски системанинг х,ар бир 
крлган тенгламаларига \амда назорат тенгламага кушимча 
тенглама тузамиз ва уларни мос тенгламалар тагига ёзамиз.

Хар бир тенгламани ва назорат тенгламани узининг 
кушимчаси билан кушиб янги системани х,осил к^иламиз.

Янги системанинг назорат тенгламасидан энг кичик 
коэффициентли х, номаълумни танлаймиз ва системадаги

X,
1

о
X, + х3 +

1

1 1 1
- Х 3 =  -  +  - Х .
2 8 4 1

0 = 1 + 2х, 4 х 3 -  2 х4

5 3 7 о5
— 1—  х, ---- х 3

2 3
-----

2 2 2
7 7 7 7—х 3 = - - —  x i + -
2 3 8 4 1 4

1/4

5 / 7

п 7  7  1 5  7
Н Т  0  =  Г  +  - » , - ~ * 3 - - * 4

15 15 15 15
-------х3 = -----------------X. + -----X,

2 3 8 4 1 4 4

тенгламаларда бу номаълум учун аниьуювчи коэффициент 
\исоблаймиз. Аникуювчи коэффициентлар ичида энг кичиги
2 -тенгламага мос келгани учун х, ни 2 -тенгламадан ажратиб 
х тенгламага айлантирамиз.

Топилган х, нинг к^йматини бошк,а тенгламаларга ва 
назорат тенгламага куйиш учун уларга кушимча тенгламалар 
тузамиз. Хар бир тенгламани ва назорат тенгламани узининг 
кушимчаси билан кушиб янги системани \осил кдламиз.



1
- х ,

1 ] 1
— •— x, — x 4
4 2 2 

5
— — 2 x ---- x

2 1 4 2 2

5 1 1 
X,  =  x, н— x4

2 8 4 1 4 4
5/2

0 =
<

13 1 1
---------X, + - х 4
8 4 ' 4 4

13/2

1 5 1
—  X = ----+ х. + - х 4

. 4 8 ’ 4 4

г
п 13 1 1

Н.Т. 0 -----------х, - —х л
< 8 4 ' 4 4

1 5 1
---- X, = ------ b X + — X,

4 8 4

Энди назорат тенгламадан x, ни танлаб унинг устида 
юк^оридаги ишларни бажарамиз ва куйидаги системани 
\осил к,иламиз:

х, =  —  4а\ -  х , 
' ? 4

X- = - - 2 х, - х4
3 2
О — 1 + X, 4--- .Vj

п.т.О -  1 + х, + — х, 
- ? 4

Х,осил булган янги системада б) мавжуд эмаслик шарти 
бажарилади. 3 тенгламада озод \ад билан номаълумлар
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олдидаги коэффициентлар бир хил ишорали булганлиги 
сабабли система номанфий ечимга эга булмайди.

Ю коридаги  усул билан  ч и зи к л и  те н гс и зл и к л а р  
системасининг \ам номанфий ечимини топиш мумкин. Лекин 
бунда тенгсизликларнинг кичик томонига хт+|>0 , хт+2>0 , ..., 
х т+п > 0  куш им ча узгарувчилар  к^ш иб тен гл ам ал ар  
системасини \осил килиш керак булади.

2-мисол. Берилган тенгсизликлар системасининг номанфий 
базис ечимини топинг.

Ечиш. Системадаги биринчи тенгсизликга  х, ни, 
иккинчисига х6 ни кушиб куйидаги тенгламалар системасини 
хрсил киламиз:

Х,осил булган тенгламалар системасини юкоридаги 
алгоритм асосида ечамиз.

х, + 2 х 2 -  2 х 3 + х 4 < 2 

< 2х,  + х 2 + Зх3 -  х 4 < 5 

х, > 0 , х ,  > 0 , х 3 > 0 , х 4 > 0

х, + 2 х 2 -  2 х 3 + х4 +  х5 = 2  

2х, +  х2 + Зх3 -  х4 + х6 =  5 

х, > 0, х2 > 0, х3 >  0, х4 > 0, х5 > 0, х6 > 0

А .К .(х ,)

0 =  2 -  х, -  2 х 2 + 2х3 -  х4 -  х5

I[ -  2х, = - 4  +  4 х 2 -  4х3 + 2х4 + 2х5
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/ /  н;адам 0  = 1 + Зх2 -  7х 3 + Зх4 + 2 х 5 -  х6

jn.m.O - 1  + 3х, -  7х 3 + Зх4 + 2 х 5 - х б
1 - 7 х 3 =  - 1 - З х ,  - З х 4 - 2 х 5 + х6

//7

III цадам '

х
3

7
2  1

— + — X, + — х4 + — х5 -----х6
1 3----j----
7 7 
16 8

х,
7 7 ‘ 7

H.J77. 0  =  0

1
X, = --------- х2 —  х4 ----- х5 —  х6

7 J 7
3 2  
— х ,  —  
7 7

Жавоб. Базис ечим: х ,= 16/7, х2=0, ^ = 1 /7 ,  х4=0, х5=0, х6=0

Мустак,ил ечиш учун топширщ
Берилган чизикли тенгламапар системасининг номанфий 

базис ечимини топинг.

О 4х, + Зх2 -  х 3 = 6

2х,

Зх,

-  х + Зх, -4 
+ 4 х 3 = 7

х(>0, j= 1,2,3

2) х, + х 2 + х3 < 6 
2х, - х 2 +Зх3 > 9 
Зх, + х2 + 2х3 > 11



5-§ . Таянч ечимнинг оптималлик шарти. 
Чекли оптимал ечимнинг мавжуд булмаслик шарти 

Янги таянч ечимга утиш коидаси
Чизикли программалаш масалаларини ечиш учун 

ишлатиладиган энг универсал усуллардан бири симплекс 
усулдир. Бу усул ёрдамида иктисодий масалаларнинг ечими 
топилади ёки ечим мавжуд эмаслиги аникланади.

Симплекс усулнинг f o h c h  куйидагидан иборат. Берилган 
чизикли программалаш масалаларининг ечимлар тупламига 
тегишли ихтиёрий бошлангич (таянч) ечими топилади, яъни 
АХ=В, Х>0 шартларни каноатлантирувчи ихтиёрий ечим 
топилади. Агар бу ечим оптималлик шартини к,аноатлантирса, 
оптимал ечим булади, акс \олда бошлангич ечим оптимал 
ечимга як,ин булган бошк,а таянч ечимга алмашгирилади. 
Таянч ечимларни алмаштириш жараёни оптимал ечим 
топилгунча, ёки берилган масаланинг оптимал ечими мавжуд 
эмаслиги аниклангунча такрорланади.

Симплекс усулни 1949 йилда Америка олими С.Данциг 
кашф килган. Данциг билан параллел равишда собикСССР 
олими, академик J1.Б.Канторович симплекс усулнинг бир 
тури булган «иккиламчи бадолар» усулини кашф килиб 
чизикли программалаш фанинингтараккиётига асос солди. 
Симплекс усул кейинчалик турли олимлар томонидан 
ривожлантиркб борилди. Масалан, профессор М.И. Эйдельнант 
симплекс усулнинг энг содда вариантини кашф килиб уни 
чизикли тенгламалар системасининг номанфий ечимлари 
ичидаберилган чизикли функцияга экстремал кийматберувчи 
ечим топиш алгоритми деб атади.

Э й д е л ь н а н т  усули куй и д аги д ан  иб орат . Ф араз  
Килайлик, каноник формадаги чизикли программалаш 
масаласи берилган булсин

а, , х , +  а , 2х ,  +■■ • +  а , „ х п = Ь ,

a  2ix  1+ а 22х ,  +  •• + а 2 п Х п = Ь 2 ( I )

V П1 1 , + а „ , : х ? + ■•• +  а ш„Хп = Ь Ш

х,>0 , х, > 0 .......хп>0 , (2 )

42



Y . z=c.,+c.x1+c,x1+.. +c x (3)nnn 0 1 1 2  2 n n
Агар масала каноник формада булмаса, у бу куринишга 

келтирилади. Бунинг учун (1) системада тенгсизликлар 
кдгнашса, тенгсизликларнинг кичик томонига кушимча 
номанфий узгарувчи кушиш ёрдамида улар тенгламага 
айлантирилади. Агар чизикли функция Yniax куринишида 
булса , ундаги и ш о р а л ар н и  а л м аш ти р и б  Ymin га 
айлантирилади, яъни -Y = Y1 шах ппп

( 1 ) -(3 )  м асал ан и  еч и ш д ан  аввал , ( 1 ) систем а 0 - 
т е н г л а м а л а р  с и с т е м а с и г а  а й л а н т и р и л а д и  х,амда 
у н и н г  е ч и м и  м авж уд  б у л м а с л и к  ш а р т л а р и н и н г  
б аж ари ли ш и  текш и ри л ад и .

0 = Ь, - а их, - а пх2 ------- а]пхп,

0  Ь2 ^2\Х ] @22Х2 ' * * *̂>пХп ’

0 = Ьт- а„ , Л - а т2Х2 --------атпХт

(4)

х,>0, хг>0, хп>0, (5)
Yn,i„=C0+C ,X,+C2X2+ ' - +CA .  6̂)

Масаланинг оптимал ечимини топиш учун аввал 4-§ да
баён килинган а) ва б) шартлар текширилади, сунгра 
куйидаги итерацион жараён амалга оширилади:

1) 4-§ да танишган усулдан фойдаланиб масаланинг (4) 
ва (5) шартларини цаноатлантирувчи бошлангич (таянч) ечим 
топилади. Таянч ечимини топиш жараёнининг \ар бир 
бо'с^ичида ажратилган номаълумнинг киймати ч из икли 
функция Ymjn га куйиб борилади. Натижада (4) системадаги 
тенглам аларнинг  чап томонида ажратилган (базис) 
узгарувчилар, уларнинг унг томонида ва чизикди функция 
Yraiii да ажратилмаган (базисмас) узгарувчилар жойлашган 
булади. Ажратилмаган узгарувчилар! а к,иймат бериб бошлангич 
таянч режа топилади ва бу таянч режа учун чизикди 
функциянинг киймати аникданади;

2) Топилган таянч режанинг оптимал режа э к анл иг и 
текширилади:

Агар чизикли функцияда барча ажратилмаган (базисмас) 
узгарувчилар мусбат коэффициент билан катнашса, топилган
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таянч режада бу функция узининг минимум кийматига 
эришади ва, демак, бу режа оптимал режа булади;

3) энди чизикди функцияда бирор базисмас узгарувчи 
(масалан, хг) манфий коэффициент билан катнашсин, дейлик. 
Бу \олда топилган таянч режа оптимал режа булмайди ва 
куйидаги икки хрлатдан бири руй бериши мумкин:

а) агар чизикугИ функцияда хг базисмас узгарувчи манфий 
коэффициентли (сг<0 ) булиб, системадаги барча тенгламаларда 
бу номаълум номанфий коэффициент билан катнашса, яъни 
a jr> 0  шарт барча i=l, 2 , п лар учун уринли булса, у хрлда 
чизикли функция чекли минимумга эга булмайди;

б) агар чизикли функцияда хг базисмас узгарувчи манфий 
коэффициентли \амда системадаги баъзи тенгламаларда х 
номаълум манфий коэффициентли булса, у хрлда топилган 
таянч режани бошка таянч режага алмаштириш керак. Бунинг 
учун хг номаълумни базисга киритиб, базисдан

шартни каноатлантирувчи хк узгарувчи чикарилади;
4) топилган хг базис узгарувчининг кийматини бошка 

тенгламаларга ва Ymin га куйиб чикилади. Натижада янги 
таянч режа ва унга мос келувчи чизикли ф ункциянинг 
Киймати топилади.

Агар \осил булган янги чизикли функцияда \амма 
номаълумлар мусбат коэф ф ициентли  булса, у х,олда 
топилган таянч режа оптимал режа булади.

Акс холда юкорида курсатилган усул билан топилган 
таянч режа бошка таянч режа билан алмашгирилади. Бу 
жараён оптимал режа топилгунча ёки чизикли функциянинг 
чекти минимумга эга эмаслиги аниклангунча такрорланади.

М асаланинг жавобини (оптимал ечимни) ёзиш учун, 
ажратилмаган узгарувчиларни Ога тенглаб, ажратилган 
( б а з и с )  у з г а р у в ч и л а р н и  э с а ,  мос о зо д  х,адларга 
тен  г л а ш т и р и л а д и . Т о п и л г а н  н ом аъ л  у мл арн  и н г 
Кийматидан фойдаланиб YmjB нинг, сунгра (агар керак 
булса), Ymax нинг киймати топилади.
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МисоА. М аса ла н и н г  таянч еч и м ин и  то п и н г  ва уни оптим ал
еч и м га  а й л а н т и р и н г

2 х, + х 2 + х 3

х, -  2 х 2 

X, + х 2

+

= 2
х 4 = 2  

+ х 5 = 5

X j > 0 ,  j  = 1,5 

Y,ra„ = - х ,  + х 2

Ечиш. Масаланинг шартларидаги тенгламалар системасини
О-тенгламалар системасига айлантирамиз:

О -  2  +  2 х ] -'х2 -  х-,
0  =  2 - х ] + 2 х 2 -  х 4

0 = 5 ~ Х5

х / > 0 , 7  -1 ,5

Ут,П = ~Х1 + Х?
Хосил булган масалани куйидаги жадвалга жойлаштирамиз 

ва юкрридатанишган игерацион жараённи бажарамиз.

Б а з и с
---------- 1

узгарунчилар В Х| Хг * з х4 Х5 ! А.К
|

0 -)Z . -  Г " -  |лг 0 2
0 2 -1 +2 0 -1 0 —

0 .5 -1 -1 0 0 -1 —

н.т. 9 "" 0 ”  0 -1
_ л ТТ

\. 1 т ш .  . 0 : г 1 0 0 0
х3 2 2 I -1 0 0 —

0 2 0 +2 0 -1 0 2
0 5 - Г -1 0 0 -1 . ____ 5________

Н.Т. 7 -2 1 0 1 -1
Y‘min 0 -1 1 0 0 0

6 0 3 1 -2 0 —

*1 2 1 2 0 -1 0 —

0 1 3 0 EI 0 I -1 1
11 Т .  1  3 0 -3 о Т -1
Y,„;„ -2 б” -1 0 1 0
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х3 9 0 0 1 -1 -1
XI
Х2

4
!

]
0

0
1

0
0

-2/3
-1/3

таянч ечим 
X=(4; 1 ;9;0;0)

н т . 0 0 0 0 0 0

V  .1 mm -3 0
«

0 2/3 1/3
оптимал ечим 

Х=(4; 1 ;9;0;0) Ymi„=-3
Охирги боскичда топилган Х-тенгламалар системасини 

ва Ymjn ни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

х3 = 9 -  х4 -  х5

х, = 4 - - х 4 — х5
3 3

1 1 1х2 = 1 + - х 4 — х 5

Ym,n - _ 3 + - Х 4 + -

Бу срда: х р х^ х, лар ажратилган (базис) узгарувчилар, 
х4 ва х5 эса, ажратилмаган (базис булмаган) узгарувчилардир. 
Базис булмаган узгарувчиларга 0 киймат бериб берилган 
масаланинг таянч ечими

Х=(4;1;9;0;0)
ни топамиз. Бу таянч ечим оптимал ечим булади, чунки 
чизикли функцияда базис булмаган узгарувчилар мусбат 
коэффициент билан катнашади.

Топилган оптимал ечимни куйидаги куринишда ёзамиз 
Оптимал ечим (режа): Хппт=(4; 1 ;9;0;0); Ym(i=-3

Мустацил ечиш учун топширик,
1. Масаланинг таянч ечимини топинг ва уни оптимал 

ечимга айлантиринг.
х, -  х 2 + 2 х 3 -  х 4 = 2

2х, + х 2 Зх3 + х 4

х, + х 2 + х 3 + х 4 = 7

x j -  0, j = 1,4

Y min = 2 х ,  + х 2 - х 3
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2. Б е р и л г а н  м а с а л а н и н г  т а я н ч  е ч и м и н и  т о п и н г  ва уни
о п т и м а л  е ч и м га  а й л а н т и р и н г .

6-§. Чизикли программалаш масаласини ечиш учун 
симплекс усул (Данциг усули).

Данциг яратган симплекс усул \ар биртенгламада битгадан 
ажратилган номаълум к,атнашиши шартига асосланган. Бошцача 
айгганда,ЧП масаласида m та узаро чизикди эркли векторлар 
мавжуддеб каралади. Умумийликни бузмаган \оддабу векторлар 
биринчи m та Рр Р2, ...,РИ лардан иборат дейлик. У х,олда 
масала куйидаги куринишда булади:

Ч----- ьа,  х„ = Ь2n п 2 ’ (I)

х >0 , х2 >0 , хп>0 , (2 )
(3)

( 1) системани вектор шаклида ёзиб олайлик,



Р,, Р2, Рш векторлар системаси m-улчовли фазода 
узаро чизикли эркли булган бирлик векторлар системасидан 
иборат. Улар m улчовли фа—зонингбазисини ташкил кдлади. 
Ушбу векторларга мос келувчи х | ,х2,...,хт узгарувчилар 
«базис узгарувчилар» деб аталади.

хт+|, хт+2,..., хл -  базис булмаган узгарувчилар. Агар базис 
булмаган узгарувчиларга 0  киймат берсак, базис узгарувчилар 
озод хадларга тенг булади. Наги жала х0= (Ь,,ь2, ,bm,0, ,0) 
ечим хреил булади. Бу ечим бошлангич ечим булади. Ушбу 
ечимга x lP 1+ x 2P 2+ . . .+ x mP m= P 0 ёйилма мос келади. Бу 
ёйилмадаги Р г Р2, ..., Рш векторлар узаро эркли булганлиги 
сабабли топилган бошлангич ечим таянч ечим булади. 
Симплекс жадвал деб аталувчи куйидаги жадвални тузиб, 
унга масаланинг берилганларини жойлаштирамиз

Ба »ic 
вект. Q u I’d

С, С2 С,„ : -̂ш+ 1 Ск С„

Pi р 2 р , „ Рп.4, ' ; р * 1 р1 I „
р . С г Ь, 1 ' 0 0 а |т-> 1 i а 1к Я|„
p 2 с 2 ь2 0 1 « a2m+i 1 а2к а 2„

Р/ С, •>| 0

...
0 (1 а!ш+| -*1к »1п

I’m с „ ь„, 0 0 1 атт-*
1

**тк ат „
j

ч ; vj

П 1 + 1 * I ¥ тг
<

:

ТГ_
II о 1 я~\ -Л -J 

11

%  
я 7f W ^| II

Жадвалдаги С6и деб белгиланган устун х ,, х2,..., хт базис 
у зга р у вч и л ар н  и н г ч и зи к л и  ф у н к ц и я д а ги
коэффициентларидан ташкил топган вектор, яъни

^  бм_ (СГ С2’ ’’ О  (5)
Жадвалда \ар бир Р векторни тепасига х номаълумнинг 

чизикли функциядаги ко эф ф и ц и ен т  ёзилган.
т + 1 -  кагорга эса х,, х2,..., хш базис узгарувчилардаги 

чизикли функциянинг киймати
m

Y o =  X b ic i <6>
i = l
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\амда базис ечимниш оптималлик мезонини бахрловчи сон
т

b j = Z j - C j = ' L a i j c i - c j  (7)
/=|

ёзилган. Базис узгарувчиларга мос келувчи Р,, Р2,..., Рт 
векторлар базис векторлар деб белгиланган. Бу векторлар 
учун A = Z ;-C = 0  булади. Агар Д = Z -C < 0  шарт барча /-лар 
( t= l , 2 ,...,n) учун уринли булса, у х;олда

Х~ \Х(, х2,..., x j - ( b , ,  b,,..., bm) 
оптимал режа булади. Бу режадаги чизикли функциянинг 
Киймати Y0 га тенг.

Энди камида битта j  учун z-c->0 булсин, дейлик. Бу 
\олда топилган таянч режани оптимал режага якинрок 
булган режа билан алмаштириш керак. Бунинг учун

max
z,-c,> о

( z , - c j = z t - c t А,

шартни каноатлантирувчи Рк векторни базисга киритиб, 
базисдан

min
и,1 >0

Ь,

К aik)
(9)

a \k
шартни каноатлантирувчи Р; векторни чикариш керак булади. 
Бу \олд а  а /л элемент хал килувчи элемент сифатида 
белгиланади. Р, векторни урнига РА векторни киритиш учун 
симплекс жадвал куйидаги

Ь' = ь. -
V а 1к

■ а ik>

h' = h,
а„

а а„ -  —

I и
■а.

«• /

а>, =

(Ю)

формулалар асосида алмашгирилади.
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Симплекс жадвал алмашгандан сунг яна кайтадан А 
бах;олар аникданади.

Агар барча j лар учун А <0 булса, у \олда оптимал ечим 
топилган булади. Бундай хулосани куйидаги теорема асосида 
чикариш мумкин.

1-Теорема. Агар Х=(х,, х2,..., x j  таянч режа учун A = Z -  
С<0 (J= 1,2, ,п) тенгсизлик уринли булса, у \олда у режа 
оптимал режани булади.

2-Теорема. Агар Х0 таянч режада тайин бир j учун 
Dy.= Z .-C 7> 0  т е н г с и з л и к  у р и н л и  б у л са , у \о л д а  Х„ 
оптимал режа булмайди ва шундай X режани топиш 
мумкин буладики, унинг учун

Y(X)<Y(X„)
тенгсизлик уринли булади. Агар тайин бир j учун A.=Z.- 
С > 0  тенгсизлик уринли булса, у \олда 2-теоремага асосан 
бу таянч режа \ам  янги таянч режа билан алмаштириш 
керак булади. Бу жараён оптимал режа топилгунча ёки 
масаладаги чизикли функция куйидан чегараланмаган 
эканлиги аниклангунча такрорланади.

Масаланинг оптимал ечимининг мавжуд булмаслик 
шарти куйидагича:

Агар тайин бир j учун A = Z -С>0 тенгсизлик уринли булиб, 
бу устундаги барча я., элементлар учун а(><0 (i=1,...,m) шарт 
бажарилса, масаланинг максад функцияси чекли экстремумга 
эга булмайди.

Фараз килайлик, симплекс жадвалда оптималлик шарти 
(A <0 j= l , . . . ,n )  бажарилсин. Бу ^олда ечим

Х=В'Р„
формула оркали топилади. Бу ерда: В = (Рр Р2,..., P J  матрица 
базис векторлардан ташкил топган матрицадир. ( 1)-(3 ) 
масала учун В матрица m улчовли бирлик матрица, ва J В' 1 

м атрица >;ам б и р л и к  м атрица  бул ган л и ги  сабабли 
X0= p °= (b ' | ,b'z,...,b'm, 0 , . . . ,  0) оптимал ечим булади.

1-мисоп. Масалапи симплекс усул билан ечинг:

х, + З х 2 -  х 3 -  2 х ,  = 7, 

-  2х 2 + 4 х 3 + х 4 =12,  

-  4 х 2 + З х 3 + 8 х 5 + х 6 = 10,
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Х>0, 0=1, 2, , 6)
Y . =х, —Зх,+2 х.mm 2 3 >

Ечиш. Белгилашлар киритамиз ва симплекс жадвални 
тулдирамиз

'П - г (O') f - 2 "] ^0 ' (-] >

0 ■Pi = - 2 .Рз = 4 >А. = 1 = 0 0 >А> = 12

1°; ,3 ; к , 8  , л , 10 .

С=(0; 1; 3;0;2)
Бали: 1 “Т  -з

! ....... 1 0 2 0

р ‘ Pz Т Рд Р4 Ps Р*

1 - "  Р : 0 7 • з -1 0 -2 0
2 0 12 0 -2 i±f§ 1 0 0
3 Р„ 0 .0

0
-4 з 0 8 I

А; 0 » -1 3 0
--

-2 0 1
1 н, 0 10 1 !_5/.2| 0 1/4 -2 0
2 Р.1 -3 3 0 - 1/2 1 1/4 0

•
3 П 0 1 0 - 1/2 0 -3 /4 8 1

Ас -9 0 1/2 0 -3 /4 -2 0
1 Рг 1 4 2/5 1 0 1/10 -4 /5 0
2 Г , -3 5 1/5 0 1 3/10 -2 /5 0
3 Рл ,0 4 1/5 0 0 -7 /10 38/5 1

Ас -11 -1 /5 0 0 -4 /5 -8 /5 0

Жадвалдан куринадики, барча j учун A =Z ;-C<0 . Демак 
оптимал ечим топилган.

Жавоб. Оптимал ечим:
Х=(0 ; 4; 5; 0; 0; 4), Ymin— И.

7-§. Сунъий базис усули
Агар масаланинг шартларида узаро эркли булган m та 

бирлик векторлар (базис векторлар) катнашмаса, улар 
сунъий равишда киритилади. Масалан, масала куйидаги 
куринишда берилган булсин:

V . X ,  + а „ х ,  н—  +  а , х  <  Ь,



х,>0, x2>0, xn>0, (2)
Ym =c.x,+c-,x,+...+c x (3)max 1 1 2  2 n n '  '

Бу масалага xn+|>0, xn+2> 0 , x n+m>0 кушимча узгарувчилар 
киритилса, куйидаги кегайтирилган масала хрсил булади:

(4)

а,,х, + а |2х 2 + ■ • + а |„х „ + х „ + , -  Ь|
а 2,х, + а 22х ; + ■ • + а :пХп + х „ + : =  Ь2

а п,1Х + а т : х :  + • + а т „ Х П + *п + т =  Ь„,
х >0, х2>0, х > 0 , xn+m>0, (5)

Y™„= -C,X,-C2Xr - - CnXn+ 0 (Xn+l + - + V m) (6 ) 
Бу \олда Рп+|, Р11+2,..., Рп+га векторлар базис векторлар

ва х п+1’ Хп+2’ хп+о) узгарувчилар «базис узгарувчилар»:
деб кабул цилинади

Агар берилган масала куйидаги куринишда булса:

а пх| + a i:x: + ' " + a i„x„ = ^i 
а 2|х ,+а ,2х, н—  + а 2пхп = Ь,

а,„,х, + а ,х , + • • • + а \  1>ml I m2 .  пт. i! m

x,>0, x2>0.......>v>0,
Y . = c 1x 1+c_x,+ ...+c xmill I I  2 2 и n

бу масалага сунъий xn+1, xn+2,..., xn+m узгарувчилар киритиб 
куйидаги кенгайтирилган масала \осил кдлинади:

'а,,*, + а ]2х2 +--- + а1их „ + х ^  = />,

а21х <+а22х2 ■+ ко2пхп + хп+2 = b2 ^

а. х .  + а , л \  +--- + А х  + х  = bям I я/ 2 пт п п+т т

(7)

(8 )
(9)

х |-0> х2>0, хп>0, хп+>0, хп+ш>0, (11)
ж Yn,il,= - c 1x |- c 2x2- . . - c nx+ lV I(x+1+ ..+xn+ni) (12) 

бу ерда: М -  етарлича катта мусбат сон.
Сунъий базис узгарувчиларига мос келувчи Pn+|, Р +

Pn+m векторлар «сунъий базис векторлар» деб аталади.
Берилган (7)-(9) масаланинг оптимал ечими куйидаги 

георемага асосланиб топилади.
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Теорема: Агар кенгайтирилган (10)-(12) масаланинг 
оптимал ечимида сунъий базис узгарувчилари нолга тенг 
булса, яъни: (г=1 , —, т )
тснглик уринли б^лса, у хщ да бу ечим берилган (7)-(9) 
масаланинг \ам  оптимал ечими булади.

Агар кенгайтирилган масаланинг оптимал ечимида камида 
битта сунъий базис узгарувчи нолдан фаркди булса, у \олда 
масала ечимга эга булмайди.

2-мисол. Масалани сунъий базис усули билан ечинг 
х^О, ( j= l ,  2,..., 4)

Г х , + 3 х 2 + 2 х 3 + 2 х4 = 3

[ 2 х ,  +  2 х 2 +  х 3 +  х 4 =  3

Z =5х>+3х,+4х,-х,max I 2 3 4
Ечиш. Масалага сунъий х5>0 х6>0 узгарувчилар киритамиз 

ва уни нормал куринишга келтирамиз.
х^О, 0 = 1 , 2 ,..., 6 )

Гх, + Зх-, + 2х3 + 2х4 + х5 = 3

[2х, + 2х, + х3 + х4 + хб = 3

^ ^ - - Ч - З х г Ч + ^ + М ^ + х , )
\осил  булган масалани симплекс жаэвалга жойлаштириб, 
уни симплекс усул билан ечамиз.

i Базис Рп
-5 -3 -4 1 М м А. К

!. . ...
вс кг.

____ Р, Р2 Р, Р4 Р? р*
1 р* м ~ Г ~ * ” " й 2 2 Г 0

2 р* м 3 2 2 1 1 0 1 1,5
л, 6ш Зш+5 5ш+3 Зш+4 3 m -1 " 1 0_ _
‘ 1*2 —  -3 ~ т ~ 1/3“ 1 2/3 2/3 1/3"
2 р* м 1 14/3 0 -1/3 -1/3 -2/3 1

L*L М-3 М+4 0 м+з М-2 М-1 0
i р2 -з н 3/4 0 1 : JJi ' 3 / 4 ' X ~ -1/4 1
2 р. -5 3/4 1 о : -1/4 -1/4 -1/2____ ... -------

[ V
^ -6 -

__ __
0 о ! т  ■~  -2 1-М :3-М

i р., -4 1 0 4/3 j 1 1 2/3 -1/3
| 2 р. -5 1 I 1/3 0 I) -1/3 2/3
~ д Г 9 0 -4 4 0 П1-М -2-М

53



Шундай кил и б, симплекс усул буйича 4-та к,адамдан 
иборат якинлашишда оптимал ечим топилди. А<0. Оптимал 
ечим Х=(1;0;1;0;0;0) Ymi= -9 .

Кенгайтирилган масаланинг оптимал ечимидаги сунъий 
узгарувчилар Ога генг (х5=0, х6=0). Ш унинг учун (теоремага 
асосан) берилган масаланинг оптимал ечими:

Х =(1;0;1;0); Zm.j=-9; Z max=9; булади

Мустацил ечиш учун топширшушр

1 . Масалани симплекс усул билан ечинг.

2х„
~  2 х 6 = 5 

■Зх, + х, =3
+  2 х 4 - 5 x s + 6 x 6 = 5

Xj > 0, j = 1,6 

Y m,n =  X ,  +  Х 2 +  Х 3

2. Масаланинг шартларини тенгламаларга айлангириб 
су н ф а  симплекс усул билан ечинг.

2х, + Зх2 -  4х3 -  5х4 < 1 

5х, -  6х? + х, -  х4 < 3  

4х, + х2 -  2х, + Зх4 < 2

х ; > 0 .  у  =  1,4

^  =  x i + +  4 х ч

8-§ . Хос чизикли программалаш масаласи. Циклланиш ва 
ундан цутилиш усули (с-усул)

Агар Р ] базис векторларга мос келувчи бирорта х 0 га 
тенг булса, яъни

Р = х  Р  + х  Р + . . .+ х  РО I I L 2 mm
еиилмадаги х. лардан камида бигтаси нолга тен 1 булса, 
чи зи к  ш про! раммалаш масаласи хос чизик,ли программалаш
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масаласи дейилади ва Р базис векторларга мос келувчи таянч 
режа — хос режа булади.

К) к,ор и да, симплекс усулни асослаш жараёнида чизикди 
программалаш масалаларини хосмас деб фараз килган эдик. 
Бу фаразга кура симплекс усулнинг х,ар бир итерациясидан 
сунг чизикли ф ункциянинг киймати камая боришини ва 
чекли сондаги  и тер ац и яд ан  сунг у у зи н и н г  оптимал 
кийматига эриш иш и мумкинлиги курсатган эдик.

Агар масаланинг таянч режаси хос режа булса,

О = —  = О

булиши мумки!1. У \олда бир таянч режадан иккинчисига 
утганда, чизикли функциянинГкиймати узгармайди. Баъзан 
бундай масалаларни ечиш жараёнида циклланиш \олаги, 
я ъ н и  м аъ л у м  с о н д а г и  и т е р а ц и я д а н  су н г  о л д и н г и  
итерациялардан бирортасига кайтиш \олати руй бериши 
мумкин. Циклланиш хдпати руй берган масалаларда оптимал 
режа х;еч качон топилмайди. Циклланиш \олати, одатда, 
гаянч режадаги бирдан ортик х . = 0  булган \олатларда руй 
бериши мумкин. Бирдан ортик векторлар учун 0о=О булганда 
б а з и с д а н  ч и к а р и л а д и г а н  в е к т о р н и  тугри  а н и к л а ш  
циклланиш хдпати ни олдини олишда катта ах;амиятга эгадир. 
Б у н д а н  к у р и н а д и к и ,  хос м а с а л а л а р н и  е ч и ш г а  
мослаштирилган усуллар масаланинг оптимал ечимини 
топишга ишонч билдириб базисдан чикариладиган векторни 
танлашнинг ягона йулини курсатиши керак.

Хос чизикли программалаш масаласининг геометрик 
тасвирини 9 шаклдан куриш мумкин. Бунда Ри вектор Р,, Рг  
Р, векторлардан тузилган каварик конуснингсиртида ётибди. 
Ш унинг учун Р 0 ни Р , , Р 2, Р 3 векторларнинг каварик 
комбинацияси сифатида ифодалаб булмайди, лекин уни Р, 
ва Р2 векторларнинг каварик комбинацияси оркали ифодалаш 
мумкин. Р(| ни Р р Р2, Р, векторларнинг каварик комбинацияси 
оркали ифодапаш учун х |Р )+хгР2+х3Р,ёйплмацаги Р, векторнин1’ 
коэффициенти х , = 0  булиши керак.

Агар Р 0 векторни си.нжитиб Р,, Р 2, Р, векторлардан 
ташкил топган каварик конуснинг ичига киритсак, у ^олда 
уни Р,, Р2, Р, векторларнинг каварик комбинацияси оркали



9-шакл.

ифодалаш мумкин булади. Р0 векторни каварик конуснигт  
ичига силжитиш учун ихтиёрий кичик е>0 сон олиб, Р  , 
Р2, Р, векторларнинг

е Р |+ е 2Р ,+ е ,Р ) 
комбинациясини тузамиз ва уни масаланинг

Х 1Р , + Х 1Р 2 + * 3Р 3= = Р 0
чсгараловчи ш артларинингунгтомонига кушиб ёзамиз:

Х1Р .+Х2Р 2 +  Х3Р 3= Р 0+ е Р 1+Е2Р2+ е ,Р ^ Р о(е) (О 
\осил  булган Р0(е) вектор Р,, Р2, Р3 векторлардан ташкил
топган каварик конуснинг ичида ётади (9-шакл). Демак, Рп
ни Р,, Р2, Р3 векторларнинг каварик комбинацияси оркали
ифадалаш мумкин.

Худди шунингдек, умумий \олда берилган масаланинг
х 1р ,+ х 2 р 2+ - •+ х тр „ , + - + х „р  = Р 0 (2 )

чегараловчи шартларини куйидагича ёзиш м у м к и н

Ф араз килайлик, Р ,, Р2,..., Рт базис векторлар булиб, 
улар В матрицани ташкил килсин. У \олда

Х = ' В ' Р 0 > О (4)
берилган масаланинг ечими ва

Х ( е )  =  В -'Р 0( е ) >  0 (5)
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у з г а р т и р и л г а н  (3) ч е г а р а л о в ч и  ш ар тли  м а с а л а н и н г  
ечим и  булади.

Х = В ‘Р (6)
т е н г л и к  у р и н л и  б у лган л и ги  учун (5) ни куйидагича  
ифодалаймиз:

Х (е)=В  'Р .+еВ  'Р ,+ е2В 'Р ,+  + E mB  'Р + +е”В 'Р ='  '  —  и I 2 m п
= Х +еХ .+е2Х,+...+ЕтХ +...+В-Х (7)— 1 2  т n v '

Демак, Ь ( е )  куйидагича аникданади:

_ _ т

b i ( e )  =  bi  +  J V a « (8)
7=1

b , ( ^ )  = b, + s'  + J V a , .
j= i

(9)

e ни шундай кичик сон деб кабул килиш мумкинки,
Ь ,(е) > 0

тенгсизлик барча i=l,2 ,.. . ,m  лар учун уринли булади. Базисдан 
чикариладиган Р векторни аникдаш учун

-  . ч b , +  £  +■ V  б ' а ,

„„ = M £ )  = mi„ M £ )  = ----------■ > - ' > 0  ( 1 0 )
a lk ' a ik a ik 

Кийматни барча а >0 лар учун \исоблайми з. (9) га асосан

ь М
нисбат /= /  да минимумга эришади, чунки ЬДе) е' ни уз

1/к
ичига олувчи бирдан-бир узгарувчидир. (7) ва ( 1 0) га асосан 0 „Ь;(е) 
даги е' олдидаги коэффиииентдан фойдаланиб аникланади.

Симплекс жадвал буйича ишлаш жараёнини куйидагича 
тартиблаш мумкин.

Агар

# 0 = m in — , ( а //с > 0)
' а *

К иймат, факат битта  i—l  индекс учун уринли булса, у \олда Р ; 
базисдан чикарилади. Агар 0 минимум кийматга бир нечта i 
индекслар учун эришса, у хдпда х,амма i индекслар учун j=  1 да
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a / a ik нисбат х,исобланади. Бу нисбатларнинг минимумига мос 
келувчи векторни базисдан чикарилади. Агар 0 минимум 
Кийматга бир нсчта i индексларда эришса, у \олда худди 
шундай нисбатни j+ 1 ycryi 1 учун х,исобланади ва бу нисбатнинг 
минимум кийматига мос келувчи вектор базисдан ч и ка рил яд и.

Масалан, агар Р р Р2,..., Р т базис векторлар учун

а 1к а 2 к

а \ I а 21
булса, ва нисбатлар \и со б л ан и б ,  улар узаро

а 1к а 2к

солиштирилади. Бунда

m in  (/ =  1,2)
/ ik 2k

булса, P z вектор базисдан ч и кар и л ад и. Агар 

m in  — = — , (/ = 1,2 )
' а  л а \«

булса, базисдан Р, вектор чикарилади. Агар

a \ i  _  а г \

С,\к °2к

° \ \  а 22
тенглик уринли булса, ва нисбатлар \исобланиб,

С11к а 2к

улар узаро солиштирилади.
Ю коридагидек нисбатларни солиштириш  тенгсизлик 

\осил  булгунча давом эттирилади. (9) га асосан албатта 
бирорта j учун тенгсизлик \осил  булиши керак.

Базисга киритиладиган Рк вектор танлангандан сунг, 
симплекс жадвал маълум йул билан алмаштирилади. Натижада 
топилган янги Х'(е) таянч режа етарли даражада кичик е 
учун хосмас режа булади.

Амалда хос чизикди программалаш масаласи жуда кам 
учрайди. К^йида биз келтирадиган масала Америка олими 
Бил том онидан  тузилган.
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Бу масала хос масала булиб, уни юкррида келгирилган 
«тугрилаш» усулини кулланмай ечганда циклланиш \олати 
руй беради. Симплекс усулнинг 7-итерациясидан сунг 2- 
итерацияга кайтиш \олати руй беради. Агар юкррида курган 
«тугрилаш» усулини кулламасак, бу циклланиш хдпати чексиз 
куп равишда такрорланиши мумкин, демак, масаланинг 
оптимал ечимини топиш имконияти булмайди.

Энди масалага «тугрилаш» усулини куллаб ечамиз. Энг 
аввал берилган масалани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

—  х, -- 6 0 х 3 -  Х7  х3 + 9 х , +  х. -  0 +  ~  е -  6 0 t '2

у — х. — 9 0 х - ,-------х ,+ 3 х .  +  х ,  = 0 + — е - 9 0 е 2 ,
2 1 " 50 - 2

х , + х 7 = 1,

( I I )

3 1
) mi n -------- X |  + 1 50х,  — -  х, +  6 х , .

4 1 2 50
Бу ерда: е кичик мусбат сон булиб, уни шундай танлаш 

мумкинки, нагижада тенгламаларнинг унг томонига е нинг 
факатбиринчи ва иккинчи даражасини кушиш етарли булсин.
(II) масапани симплекс жадвапга жойлаштириб ечамиз.

Шундай килиб, юкоридаги «тугрилаш» усулини куллаб 
масалани ечганда 6 -боск.ичда оптимал ечим топилди



1.
Базис
вект. Сби р»

-3/4 150 -1/50 6 0 о

P i Р2 Р, Р4 Рб р 7 1

Ps 0 0+(1/4)е-60Ег ы -60 -1/25 9 1 0 0

Рб 0 0+ (1 /2 )е-90е2 X -90 -1/50 3 0 1 0 !
1*7 0 1 0 0 1 0 0 0 1

0 г  3/4 -150 1/50 -6 0
L ........

0

II.
Базис

 ̂Oil 1 Р(|
-3/4 150 -1/50 6 0 0 1 0

вект. Р. Р2 р , Р< р 5 р . р 7

р < -3/4 е-240е2 1 Г -'240 -4/25 36 4 0 0

р6 0 ЗОе2 0 ш 3/50 -15 -2 1 0

1 Р7
0 1 0 0 1 0 0 0 1

. .. 0 0 7/50 - 3 3 - 3 0 0
III.

р ,

Т 2

р 7

- 3 / 4

1 5 0

0

£

Е2

1

1
0

0

4 0

1

0

8 / 2 5

[ > /5 0 0

1

- 8 4

- 1 / 2

0

- 1 2

- 1 / 1 5

0

8

1 / 3 0

0

0  1 

0  

1

0 0 0 feZ25] - 1 8 -1 -1 0
- J

IV.
Г р . - 3 / 4 1 6 0 е 2 + е  j 1 - 1 6 0  у 0 - 4 - 4 / 3 8 / 3 0

Рд - 1 / 5 0 5 0 0 е 2 0 5 0 0 I - 2 5 0
1 0 0 / 3

5 0 / 3 0

Р7 0 1 0 - 5 0 0  ! 0 Ш 1 0 0 / 3 - 5 0 / 3 1

Г « J 0 - 4 0  ;
------ . 1

0 й 5 / 3 - 7 / 3 0

V.
P i

Рз
Р4

- 3 / 4  ' 1 6 0 е 2+ е + 2 / 1 2 5  

- 1 / 5 0  5 0 0 е 2+ 1  

6  1 / 2 5 0

1

0

0

- 1 6 8  ’  0  ] 0

0  1 1 ' 0
! 1 

- 2  0  1

- 4 / 5

0

2 / 1 5

1 2 / 5

0

- 1 / 1 5

2 / 1 2 5

1
1 / 2 5 0

i - 1 / 1 2 5 - 1 3 0 е 2- 

3 / 4 е
0 - 3 9  : о  о

.. ........  1 ____ 1................ .
7 / 5 - 1 1 / 5

1 / 1 2 5

VI.
Pi - 3 / 4 1 6 0 е 2 + е + 1 / 2 5 1 - 1 8 0 0 6 0 2 1 / 2 5

Рз - 1 / 5 0 5 0 0 е 2 + 1 0 0 1 0 0 0 1

Р5 0 3 / 1 0 0 0 - 1 5 0 1 5 / 2 1 - 1 / 2 3 /1 0 1

- 1 3 0 е 2 - 3 / 4 е -

1 / 2 0
*

- 1 5 0 - 2 1 / 2 0 - 3 / 2 - 1 / 2 1
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X ( e ) = (  1 6 0 s 2+ e + 1 / 2 5 ;  0 ;  5 0 0 e 2+ 1 ;  0 ;  3 / 1 0 0 )

Ymin(e ) = - 130e2-(3 /4 )e -1 / 2 0

Берилган масалани ечимини топиш учун е= 0  деб ^абУ-11 

киламиз.
Жавоб: Х=( 1 /25; 0; 1; 0; 3/100)! Ymin(e )= -1/20

Таянч суз ва иборалар
Модел; математик модел; программалаш; 

м а т е м а т и к  п р о г р а м м а л а ш ;  ч и з и к л и  
программалаш; чегараловчи шартлар, мацсад 
функция; мумкин булган ечим; таянч ечим (режа); 
айниган ва айнимаган таянч режа; оптимал ечим 
(режа); кушимча узгарувчи; каварик, комбинация; 
Каварик, туплам; каварик тупламнинг четки 
нуктаси; ги пертекислик; гипертекисликлар  
оиласи; сатх текислиги; оптимал нукта; актив 
шарт; пассив шарт; ажратилган узгарувчилар; 
ажратилмагап узгарувчилар; базис узгарувчи; 
базис ечим; номанф ий базис ечим; назорат 
тенглама; аникдовчи коэффициент; 0 -тенглама; 
х -т е н г л а м а ;  0 - т е н г л а м а л а р  с и с т е м а с и ;  х- 
тенгламалар системаси; симплекс усул; симплекс 
жадвал; оптималлик мезони; оптимал ечимнинг 

°  мавжуд эмаслик мезони; сунъий базис; сунъий 
базис усули; кенгайтирилган масала; хос чизикди 
програм м алаш  масаласи; хос режа (ечим); 
циклланиш; е-усул.

Назорат саволлар
1. Математик программалашнинг предмети нимадаН 

иборат?
2. Иктисодий масаланинг математик модели нима ва у 

Кандай тузилади?
3. Чизикли программалаш масаласининг чегараловчи 

шартлари кандай куринишда булиши мумкин?
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4. Иш лаб чицариш ни  реж алаш тириш  масаласидаги 
номаълумлар, асосий шартлар ва максад функция кандай 
маънони билдиради?

5. «Истеъмол савати» масаласидаги номаълумлар, асосий 
шартлар ва максад функция кандай маънони билдиради?

6 . «Оптимад бичиш» масаласидаги номаълумлар, асосий 
шартлар ва максад функция кандай маънони билдиради?

7. У мум ий  ку р и н и ш д а ги  ч и зи к л и  п р о гр ам м ал аш  
масаласининг кандай шаклларда ифодалаш мумкин?

8 . Чизикли профаммалаш масаласининг мумкин булган 
ечими нима?

9. Чизикди профаммалаш масаласининг таянч ечимини 
таърифланг.

10. Айниган ва айнимаган таянч ечимлар нима?
11 Ч и зи к л и  п рограм м алаш  м а сал ас и н и н г  оптим ал  

ечими нима?
12. Чизикли профаммалаш масаласида кандай тенг кучли 

алмаштиришларни бажариш мумкин?
13. Чизикди профаммалаш масаласи ечимларидан ташкил 

топган туплам кандай туплам булади?
14. Ечимлардан ташкил топган каварик купбурчакнинг четки 

нукгаси билан таянч ечим орасида кандай богланиш бор?
15. Максад функция узининг оптимал кийматига кандай 

нуктада эришади?
16. Чизихди прораммалаш масаласининг бошлангич (таянч) 

ечимининг мавжуд эмаслик шартлари кандай?
17. Чизикли программалаш масаласининг геометрик 

талкини кандай?
18 Чизикли профаммалаш масаласи ечимларининг кандай 

хоссаларига асосан ф аф и к у су л н и  куллаш мумкин?
19. Ч и зи кли  программалаш  масаласи реж аларидан  

ташкил топган туплам кандай булиши мумкин?
2 0 . Кандай \олда чизикди профаммалаш масаласи бирдан 

ортикоптим ал ечимга эга булиши мумкин?
21. И к ти со д и й  м асалан и  граф и к  усулда ечганда  хом 

а ш ё л а р н и н г  к а м ё б  ёк и  к а м ё б  э м а с л и г и н и  к а н д а й  
ан и клаш  мум кин?

22. Пассив ва актив чегараловчи шартлар нима?
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23. Актив шартларни (камёб хом ашёларни) бир бирликка 
оширганда оптимал ечим кандай узгаради?

24. Оптимал ечимни узгартирмаган \олда пассив шартларни 
Канчалик узгартириш мумкин?

25. Эйдельнант усулида таянч режанинг оптимал режа 
б у л и ш л и к а ,# ^ !  шарти нимадан иборат?

26. Назорат тенглама нима ва у кандай ролни уйнайди?
27. Тенгламалар системасининг базис ечими нима?
28. О-тенгламалар системаси кандай тузилади?
29. Тенгламалар системасининг номанфий ечимининг 

мавжуд эмаслик шартлари кандай?
30. Аникдовчи коэффициент нима ва у кандай топилади?
31. Симплекс жадвалнинг куриниши кандай?
32. Кандай чизикли профаммалаш масаласини симплекс 

(Данциг) усули билан ечиш мумкин?
33. С и м п л е к с  у су л и  б у й и ч а  е ч г а н д а  ч и з и к л и  

програм малаш  м асалан и нг  чекли оптимал ечимга эга 
булмаслик шарти нимадан иборат?

34. С им плекс  усулда бошлангич (таянч) ечим нинг 
оптималлик мезони нимадан иборат?

35. Сунъий базис усули качон кулланилади?
36. Кушимча ва сунъий узгарувчилар нима ва уларнинг 

фарки нимадан иборат?
37. Сунъий базис вектор усули билан ечганда чизикди 

профаммалаш масаласи кайси \олларда ечимга эга булмайди?
38. Хос чизикли программалаш масаласи кандай булади?
39. Циклланиш нима ва у качон руй бериши мумкин?

'40. Циюгланишдан кутилиш учун е-усулнинг гояси кандай?

Масалалар
1 .Мебел фабри касида стандарт улчамдаги фанерлардан мис 

равишда 24, 31 ва 18 дона 3 хил буюмлар учун тайёр кисмлар 
киркилиши керак. х,ар бир фанер тайёр кисмларга икки хил 
усулда киркилиши мумкин. Куйидаги жадвалда \ар  бир 
киркиш усулида олинадиган тайёр кисмлар сони ва бунда 
\осил буладиган чикиндилар микдори берилган.

Зарур микдордан кам булмаган тайёр кисмлар тайёрлаш 
ва энг кам чикиндига эга булиши учун фанерлардан нечтасини 
кайси усулда киркиш керак?
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Тайёр кием тур. т р и

Кирюши усулнда Х.ОСИ.1 буладнган тайёр 
кнемлар сони (доиа)

1-усул 2-усул

I 2 6

И 5 4

j III 2 3

чик,индилар микдори 12 16
: (см2)

2.Кондитер фабрикаси уч турдаги А, В, С карамелларни 
ишлаб чикариш учун уч хил асосий хом ашё: шакар, киём ва 
курукмевалар ишлатилади. 1 тоннатайин турдаги карамелларни 
ишлаб чикариш учун сарф килинадиган турли хом ашёларнинг 
микдори (нормаси) куйидаги жадвалда келтирилган Жадвалда, 
шунингдек, хом ашёлар за^ираси ва турли карамелларни ишлаб 
ч и кар и ища н фабриками оладиган даромад келтирилган.

хом аш ёлар тури
1 тонна махсулотга хом ашё сарфи тонна .. ' 1 хом аше

А В С за\и раси  1

шакар 0,8 С. 5 0,1 800

к,иём 0,4 0.4 0,3 600

курук, мевалар — 0,1 0,1 120 |

1 тонна карамелни 
\ сотиш дан олинадиган 

фойда (шартли 
бирлик)

108 112

..

126

Фабрикага максимал фойда келтирувчи карамел ишлаб 
чикариш режасини топинг.

3.Ф ирм а уз махсулотини радио ва телевизион тарм ок  
оркали реклама килиш  и м кониятига  эга. Ф и рм а  1 ойда 
реклама учун 1000 долл. микдорида пул ажратилган. Радио 
оркали реклам анинг \а р  бир минутига 5 долл., телевизор 
оркали  р еклам анинг  \ а р  минутига эса 1 0 0  долл. сарф 
Килинади. Ф и р м ан и н г  радио рекламани  телерекламага 
нисбатан 2  марта ку п р о к  таш ки л  килиш  хохиши бор. 
О лдинги  йиллардаги  таж риба  шуни курсатадики  бир 
м и н у т л и  т е л е р е к л а м а  м а х су л о т  с о т и л и ш и н и  р ад и о  
рекламага нисбатан 25 марта ку п р о к  таъминлайди.
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Фирманинг \ар  ойда реклама учун ажратадиган маблагини 
радио ва телерекламалар уртасида оптимал тацсимлапг.

4 .График усулда куйидаги тенгсизликлар системасининг 
ечимлар купбурчагини топинг.

х,+х2<4 
4х, + 3х,<12 

- х ,+ х < 1

х,+х2< 6  

х > 0 , х2> 0

5.Масалани график усулда ечинг \амда ундаги пассив 
ва актив шартларни аникданг

х , -х < 1  

Зх(-х2< 6  

х > 0 , х^О 
y  '=бх.-2 х.,max I 2

6 . М а с а л а н и  г р а ф и к  у су л д а  е ч и н г  ва м а к с а д  
ф у н кц и ян и н г  оптим ал кийматини узгартирмаган \олда 
чегараловчи ш артларни канчалик узгартириш мумкин 
эканлигини  курсатинг.

2х,+7х2< 21 
7х]+2х.<49 
х > 0 , х, > 0

Y =4х,+4х,тих 1 2

7.Чизикли тенгламалар системасининг номанфий базис 
ечимини топинг.

-  4х, + \ 2 + 2х, =12 1 

6х, ' + Зх, -  х 4 =30  }

Xj >0,  (j = 1-4)
8 .Чизикли тенгсизликлар системасининг номанфий базис 

ечимини топинг.
а) л-, + З.г, < 4

х, + 2л'3 < 7

х, + Зх, + 2х, < 12

-х, > 0 . / = (13)



б) 2х, + х, + х 3 -  4 х 3 > 6 ] 

Зх, -  х 2 + 2 х 3 > 4

X j  > 0 , ( У  =  1,3)
9. Берилган системанинг номанфий базис ечимлари ичида 

ма^сад функцияга экстремал киймат берувчисини топинг. 
а)

х, + 2х, + х3 = 10

-  х, + 4х2 + х4 = 8 I

б)

в)

X/ > о, j  = (1,4) 

Yma=2x,+3x2+4x3 

2 х , + х 3 + З х 4 < 3 0  | 

х, + Зх2 + Зх3 + 2х4 < 20j

х , > 0, (_/ =  К4) 

y ™v= 4 x,+ 6 x2+ 9x,+6x4

х, -  х 2 -  2х 3 = 4 

2 х 2 +  4 х 3 + х4 = 8  

Х-> +  х 3 + х 5 = 6

х > О, (У = 13)
Y m,n= 2 V X 2 +  4 X 3 +  5 X 4

10. Чизикди программалаш масалаларини симплекс усул 
билан ечинг.

а) -  х, + 2 х 2 + х, = 6

х, + х, + х4 = 9  

Зх, - х 2 + x s = 12

х ; > 0, у = (15)

Ym,*= 7 x,+ V 4 x3+ V 9
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б)

В)

х, - х ,  - 2 х 3 = 4 

2х, + 4х3 + х4 = 8 

х2 + х3 + х5 = 6

х ; > 0 , 0  = 1 5 )

У ™ * = Х , + 2 № ХГ 2 Х 5

б)

х,+3х2 <4 
х, +2х3<7 

х,+Зх2+Зх3<12 
х,>0 , х2>0 , х3> 0

Y =3х.+8х,+5х,max 1 2 3
I 1 .М асалаларнинг ечимини сунъий базис усули билан 

топинг. 
а)

2х,+х2+х3-4х4>6
Зх,-х2+ 2 х3£4 

х >0 , х2>0 , х3>0 , х4> 0

Y maX= 2 X , + 4 X 2 +  5X3 + X<

2х, + Зх2 + х3 + х4 = б| 

х, + х3 + х4 = 2 J

х ; > 0 , у  = 0 4 )

У т а х = Х 1 +  2 Х Г Х3+ Х 4

2х , +  2 х : +  х 3 > 7

-  х, +  З х 3 <  2 

4х, +  х 2 +  х 3 >  4

х , > 0 , ( ; = й )
Y = 3 х + х + 2 х ,max I 2 3

12. Хос чизикди программалаш масаласининг оптимал 
ечимини топинг.

в)
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X!—х2 —2xs= 0 ,  
х, + х4+ 4 х5= 0 ,  
х2+ х 3 + х 5= 1 ,  

х >0, х2' 9 ,  х,>0, х4>0, xs>0

Y™x==x,+x2+x: + 2 \ + 3 xs';

x | + x 2~ х , + 8 х 4+  10х5~ х 6—х ,—х„=0, 
х , - х 2+ х  - 7 х4+  11 xs+ 2 x6- x7- xk= 0, 

х + х , + х , - 1 5 х  +  12х - х  - х 7+ 3 х  = 2 ,  
x > 0 , j = ( l , 2 , .’,8 )

¥ тнх= Х , + Х 2 + 2 Х3+ЗХ4 - Х. + Хг+Х7+7ХХ

х , + х , + х ,+ х 4= 2 ,
x^ ' xj+ x.^O,
х | - х 2+ 2 х , = 0 ,  

х > 0 ,  х5>0, х >0, х4>0 
Y  = 2 х  + х ,+ х ,max I J - 4



II БОБ. ЧИЗИК.ЛИ ПРОГРАММАЛАШ ДА 
ИККИЛАНИШ НАЗАРИЯСИ

1-§. Иккиланиш назариясининг асосий тушунчалари.
Иккиланган масалалар ва уларнинг иктисодий талкини.

Симметрии ва симметрии булмаган масалалар.
бир чизикли программалаш масаласига унга нисбатан 

иккиланган масала деб аталувчи бошка масалани мос куйиш 
м у м к и н .  Б е р и л г а н  м а с а л а д а г и  м а к са д  ф у н к ц и я  ва 
н о м аъ л у м лар га  ку й и лган  чегаравий  ш артлар  оркали  
иккиланган масаланинг максад функциясини ва чегаравий 
шартларини тула аниклаш мумкин.

Берилган масала ва унга иккиланган масалалар биргаликда 
узаро иккиланган (кушма) масалалар деб аталади. Агар берилган 
масала ёки унга иккиланган чмасапалардан бироргаси ечимга 
эга булса, уларнинг иккинчиси х,ам оптимал ечимга эга булади.

Узаро иккиланган масалаларни куз олдига келтириш ва 
уларни иктисодий маъноларини тахдил кдлиш учун куйидаги 
ишлаб чикаришни режалаштириш масаласини курамиз.

килинадиган ш хил хом ашёнинг х,ар бири чегараланган 
эканлигини ва уларни меъёрида сарф килиш кераклигини 
курсатади. Бу ерда: х .(j= l, ,n) ишлабчикариладигану'-махсулог 
микдори, b, ( i= l,...,n )  /'-хом ашёнинг зах,ираси (запаси) а., 
коэффициентлару-мах,сулотнинг I бирлигини ишлаб чикариш 
учун сарф килинадиган i-хом ашё микдори (нормаси)ни

а пх, + а |2х 2 + • • • + а 1пх п <Ь,  

а 2,х ,+а22х 2 + • • • + а 2пх п < Ь2 (I)

X, >0, х2>0, ..., хп>0, (2)

(3)п п
Масаланинг (1) шарти ма\сулот ишлаб чикариш учун сарф
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курсатади. Yiax—максад функция булиб у ишлаб чифирил ran 
ма\сулотларнинг пул киймати максимум булиши кераклигини 
курсатади, бу ерда С — ма^сулот I бирлигинииг ба\осидир. 
Масалани вектор формада куйидагича ёзиш мумкин:

АХ<В (4)
Х>0 (5)

Y =СХ (6 )тих v '

Фараз к,илайлик, корхона маълум бир сабабларга кура 
ма\сулот ишлаб чикаришни ту\татган булсин. Шу сабабли 
корхона хом ашё ва бошка ишлаб чикариш воситаларини 
сотмокчи булади. Корхона бу хом ашёларни сотишдан олган 
ту шуми мах,сулот ишлаб ч и кариб уни сотиш дан олган 
тушумидан кам булмаслигига \аракат  килади. И ккинчи 
томондан хом ашё сотиб олувчи корхона эса уларни кам 
\а р а ж а т  сар ф  к и л и б  со т и б  о л и ш г а  \ а р а к а т  ки л ад и .  
Иккиланган масала хом ашёларни сотувчи ва уларни сотиб 
олувчи корхоналар максадини амалга о ш и ри ш и  керак. 
Бунинг учун хом ашёлар нархи W (, W2, ..., Wm кандай 
булганда сотувчи корхона зарар курмайди >^амда сотиб 
олувчи корхонанинг сарф килган \аражатлари min булаци.

М атем ати к  нуктаи  назардан  и кки л ан ган  масалани 
Куйидагича ёзиш мумкин:

a n W | + a 2 | W 2 4  f  a ml W in > c ,

^  12 1 22 ^ 2  +  ^  m 2  ^  2

a . W. +  a , W ,  + • • • + a  W  > сIn I 2n 2 ran m — i

(7)

W >0, W2>0, ..., Wm>0, (8 )
Fm,„= b ,W +b 2W + . . .+ b raWm. (9)

Иккиланган масаладаги (7) шарт x;ap бир ма\сулотнинг 
бир бирлигини ишлаб чикиш учун сарф килинадиган барча 
хом аш ёларнинг  пул киймати мах,сулот ба.\осидан кам 
булмаслик шартини курсатади (9) шарт эса максад функция 
булиб, у барча хом ашёларнинг ба^оси минимал булиши 
кераклигини курсатади.

Иккиланган масала вектор формада куйидагича ёзилади:
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WA>C (10)
W>0 (11)

F =WB (12)min '  '
(1 )-(3) ва (7)-(9) масалалар «узаро симметрик булган 

иккиланган масалалар» дейилади. Бу масалаларда чегаравий 
ш а р т л а р  г е н г с и з л и к л а р д а н  и б о р а т  б у лад и ,  \ а м д а  
номаълумларнинг манфий булмаслиги талаб кдлинади. 
Симметрик булмаган иккиланган масалалар умумий хрлда 
Куйидагича куйилади:

Берилган масала Иккиланган масала
AX=B,X>0,Y . =СХ. WA>C (WA<C), F , ==WB.7 7 max(min) v / J  min(mnx)

Бу масалалардан куринадики, агар берилган масаладаги 
чегаравий шартлар тенглама куринишда булиб, мак,сад 
функция Ymax ёки Ymin куринишда булса, у хрлда иккиланган 
масаладаги чегаравий шартлар тенгсизлик куринишида 
булади. Уларнинг «<» ёки «>» куринишда булиши берилган 
масаладаги мацсад функциясининг мос равишда Ymjn ёки 
Ymax куринишда булишига боглик, булади. Агар берилган 
м асалад а  м ацсад  ф у н к ц и я с и  Yraax к у р и н и ш д а  булса, 
иккиланган масалада у Fmin булади ва аксинча, агар берилган 
масалада ма^сад функция Ymjn куринишда булса, у хдлда 
иккиланган масалада Fmax куринишда булади.

Ю ^ о р и д а г и л а р д а н  хулоса  к,илиб, и к к и л а н г а н  
м а с а л а л а р н и н г  м а т е м а т и к  м о д е л л а р и н и  к у й и д а г и  

куринишда ифодалаш мумкин:

С и м м е т р и к  б у л м а г а н  и к к и л а н г а н  м а с а л а л а р

1. Б е р и л г а н  м а с а л а  И к к и л а н г а н
А Х  = В ,  W А < С
х > 0, z„,„=w

V = г \■ m i n  v  yv •

Б е р и л г а н  м а с а л а  
А Х  = В ,

И к к и л а н г а н  
W  А > С



С и м м е т р и к  и к к и л а н г а н  м а с а л а л а р :

Б е р и л г а н  м а с а л а И к к и л а н г а н  м а с а л а
А Х > В , W А < С ,

Х > 0 , W > 0 ,
Y min= C X . Z „ , =  W B .

Б е р и л г а н  м а с а л а И к к и л а н г а н  м а с а л а
А Х < В , W А > С ,

Х > 0 , W > 0 ,
Y max =  C X . Z min =  W B .

Иккиланган масалалар орасида яна куйидаги богланишллр 
мавжуд.

I. Берилган масаладаги технологик коэффициентлардан 
ташкил топган матрица

А
а2| а22 ... а2 п

Vя »,I а п, 2 •••a mnJ
куринишда булса, иккиланган масаладаги матрица

( ci\ | с/21 ... а т]

А' = m2

К°и, а 2п - а пи,;
куринишда, яъни А матрицага транспонирланган матрица 
булади.

2. Иккиланган масаладаги номаълумлар сони берилган 
м а с а л а н и н г  ч е г а р а в и й  ш а р т л а р и д а г и  т е н г л а м а л а р  
(тенгсизликлар) сонига тенг. Иккиланган масала чегаравий 
шартларидаги тенгламалар (тенгсизликлар) сони берилган 
масаладаги номаълумлар сонига тенг булади.

3. И к к и л а н г а н  м асал а  мак,сад ф у н к ц и я с и д а г и  
коэффициентлар берилган масаладаги озод \аддардан иборат 
булааи. Иккиланган масаладаги озод \адлар эса берилган масала 
макрад функцияси коэффициентларидан иборат булади.
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4. Агар берилган масаладаги х. номаълум мусбат булса, 
( \ ; > 0 ) у \ о л д а  и к к и л а н г а н  м асал ад аги  j -ш ар т  «>» 
куринишдаги тенгсизликдан иборат булади. Агар х. номаълум 
мусбат \ам  м анф ий  \ам  кийматларини  кабул килиш и 
мумкин булса, у \о л д а  иккиланган  масаладаги j -ш арт 
гснгламадан иборат булади.

А гар б ер и л га н  м асалад аги  i-ш ар т  т ен г с и зл и к д а н  
и б о р а т  булса ,  и к к и л а н г а н  масаладаги  W. ном аълум  
мусбат булади, яъни W .> 0 .

Агар (1)-(3) масаладаги i-ш арт тенгламадан иборат 
булса, W. мусбат \ам , манфий х,ам булиши мумкин.

l -мисол. Берилган масалага иккиланган масала тузинг.

Е чиш . М а с а л а н и н г  ш артлари  «<» ку р и н и ш д а ги  
тенгсизликлардан иборат, демак, берилган масалага симметрик 
булган иккиланган масача 4-куринишда тузилади. Натижада 
куйидаги симметрик иккиланган масалапарни ^осил к,иламиз:

ь xj>0, х2>0, х3>0, Wj>0, W3>0, W2>0, 
Ymax= 2 x ,+ x 2+3X 3 Fmin=12W ,+24W 2+18W 3

2-мисол. Берилган масалага иккиланган масала тузинг.
х - х , + 4 х 3<12 

х1+ 3 х ,-2 х ,=  13 
Xj + 5х2—6 х3< 11 

х > 0 , х > 0 , х >0 , Y = х , - 2 х ,+ З х , - 1 0 х..I ’ 2 » 1 тих 1 2  3 4
Ечиш. Берилган масаладаги иккинчи шарт тенгламадан

1-шарт \амда З-шарт тенгсизликдан иборат. Ш унингучун, 
и кки л ан ган  м асал ан и  тузиш да ю коридаги  5-пунктда 
к с л т и р и л г а н  к о и д а г а  р и о я  к и л а м и з  ва к у й и д а г и  
масалаларга эга буламиз:

-х,-+-3х2—5х3<12 

2х|- х , + 4 x ^2 4  
Зх,+х2+х3< 18 

х  > 0  у  > 0  у  > 0 ,

Берилган масала: 
- х 1+ З х 2- 5 х 3< 1 2 ,  

2х\—х2+ 4 х 3<24, 
3 x j + x 2+ x 3 < 1 8 ,

Иккиланган масала: 
-W ,+ 2 W 2+3W 3>2, 

3 W ,-W 2+W3>1, 
-5W ]+4W 2+W 3>3,



Берилган масала: Иккиланган масала:
х , - х 2+4х 3<12, W ,+ W 2+ W 3>4,

х |+ 3 х 2- 2 х 3=13, -W ,+ 3W 2 +5W 3>1,
х 1+5х2- 6 х 3<11, 4 W ,-2 W 2- 6 W 3>4,

x t>0, х2>0, х3>0, W,>0, W 3>0,
Ymax:=4x,+x 2+4x 3 Fmin=12W , +  I3W 2+ l  1W3

3-мисол. Берилган масалага иккиланган масалани тузинг. 
Х | + х2+ 2 х 3—6 х4=  1 , 

х |+ х 2+ 4 х ,-8 х 4=1,
4х|+2х2+ х 3- 4 х 4=3, 

х >0 , х2>0 , х >0 , х4>0 ,
Ymax= X , - 2 X 2 +  3 X - 1 0 X4-

Ечиш. Б ери лган  м асаладаги  чегараловчи  ш артлар , 
т ен гл ам а л а р д а н  и борат ,  д ем а к ,  с и м м е т р и к  булм аган  
иккиланган масалани 2 -куринишда тузамиз ва куйидаги 
иккиланган масалани ^осил киламиз:

W ,+W 2+ 4W > 1,
W ,+W 3+2W 3>-2,
2W ,+4W ,+W >3,

-6W ,-8W 3-4W > -10 .
F . =W ,+W ,+3W ,mni I 2 ^

Муста^ил ечиш учун топширшушр.
1 .Берилган масалаларга иккиланган масала тузинг.

a) xi + 2x2<14, б) -x i+ 2 x2<2 , в) Зх1-х2-хз=4 ,
-5х !+З х2<15, Xi -X2<1, Х1-Х2+Х3-Х4= 1 ,
2x i+ 3 x2<12, x2̂ 2, 2x i+ x2+ 2 x3+ x5= I ,
Xj2:0, Х2>0, Х]>0, Х2>0, Х]>0, Х2>0, Х3>0, \4>0,

^тах Х|"Ь2 х2 , ^ тах 1,5Х|-ЗХ2; Х5>0 ,
^шах- '_^Xi+X2-X3.

2-§ . Иккиланган масалалар ечим лари орасидаги 
богланиш.

Берилган масала ва унга иккиланган масаланинг оптимал 
ечимлари узаро куйидаги теорема асосида б о п ап ган  булади

1-Теорема. Агар берилган масала ёки унга иккиланган  
масаладан бирортаси оптимал еч и м ы  эга булса, у х,олда 
и ккинчиси  \ам  ечимга эга булади >̂ ам т,а бу масалалардаги 
чизикли  ф у н кц и я л ар н и н г  экстремам кийматлари узаро 
тенг булади, яъни

Y =Z
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Агар бу масалалардан бирининг чизикли функцияси 
чегараланмаган булса, у \олда иккинчи масала \еч  кандай 
ечимга эга булмайди.

Теоремадан куйидаги хулосаларни чикариш мумкин:
Хулосалар. 1. Агар берилган масала X" оптимал ечимга 

эга булса, у \олда иккиланган масала \ам  оптимал ечимга 
эга булади ва у

W°=B 'С" 
формула оркали топилади.

2 .Агар иккиланган масала оптимал ечимга эга булса, у 
холда берилган масала \ам  оптимал ечимга эга булади ва у

Х°==Ь"В-'
формула оркали топилади, бу ерда Ь"-иккиланган масаланинг 
оптим ал ечимга мос келувчи м ацеад функция 
коэффициентларидан ташкил топган вектор.

3.Иккиланган масалалардаги чизикли функцияларнинг 
оптим ал  ечимга мос келувчи кийматлари  узаро тенг 
булади, яъни

Y (x°)=F (W )miny ' max' '
Ю к о р и д аги  т е о р е м а г а  асо сан  узаро  и к к и л а н г а н  

м а с а л а л а р д а н  и х т и ё р и й  б и р и н и  е ч и б ,  у о р к а л и  
иккинчисининг ечимини аникдаш мумкин.

4-мисол. Берилган масала ва унга иккиланган масаланинг 
ечимини топинг:

х;>0 , ( j= 1 , 2 ,.. .,  6 )

х, + З х 2 -  х 3 + 2 х 5 = 7 

-  2 х 2 + 4 х 3 + х 4 = 12 

- 4 х ,  + З х 3 +  8 х 5 +  х 6 = 10  

У =х —Зх,+2х.mm 2 3 >
Ечиш. Масала га иккиланган масалани гузамиз:

W < 0 ,
3 W - 2 W - 4 W < I ,
-W ,+4W,+3W <-3,

w< 0 ,
2 W + 8 W < 2 ,

W < 0,‘
F =7W, + 12W,+ 10W,тих I 2 3
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Берилган масалани симплекс жадвалга жойлаш тнрамиз 
ва уни симплекс усул билан ечамиз:

II.
Базис
вект.

-----------

С Ро
0 1 ! -3 0 2 0

Pi р2 Рз Р4 Р? Рб
Р. 0 7 1 3 -1 0 2 0

Р4 0 12 0 -2 4 1 0 0

Ре 0 10 0 -4 3 0 8 1

*
0
__

0 -1 3 0 -2 0

II.

Базис С Ро
0

.... ...
1 ■ п г ~ 2 Г 0" '■

вект. Pi Р/ Рз р4 Р5 Рб

Р| 0 10 1 5/2 0 1/4 2 0

Рз -3 3 0 -1/2 1 1/4 0 0

Рб 0 1 0 -5/2 0 -3/4 8 1

4 I 9 0 1/2 0 -3/4 -2 0

III.

Базис С Ро
0 1 -3 0 2 0

вект. Р. Р2 Рз Р4 Р̂ Рб
Р2 1 4 2/5 1 0 1/10 4/5 0

Рз -3 5 1/5 0 1 3/10 2/5 0

Рб 0 11 1 0 0 -1/2 10 I

4 -11 -1/5 0 0 -4/5 -12/5 0

Симплекс усулнинг III боск^ичида берилган масаланинг 
оптимал ечими топилди:
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Х"=(0; 4; 5; 0; 0; И)
Y (х°)=-11minv 7

Энди иккиланган масаланинг ечимини 
W"=B 'С"

формула ёрдамида топамиз. Охирги симплекс жадвалдан: 
С°=(1; -3; 0) — вектор цатор ва

В

'2 1
5 10
1 3
5 Го

1
1

\ 2

тескари матрицани аникдаймиз. Демак,
("> 1 ^

-------- 0
5 10
1 3 1 4 А

) = ( 1 ; -3 ;0 ) -------0 -  : 0/ \ ? - / 5 10 , 5 5 ,

1 - - 1
2

Дсмак, иккиланган масаланинг оптимал ечими
(  1 д N

I  5 5 
F =-11max

булади.
Муетак,ил ечиш учун топширик,лар

1. Масалага иккиланган масалани гузинг ва иккала 
масаланинг оптимал ечимини топинг.

2 х, + 2 х >2 0 ,
2х,+4х>8,

5х,+2х2+х >30, 
х > 0 , х2>0 , х >0 ,

Y . = 5 х,+4х,+2х,.min I I 3
2. Берилган ва унга иккиланган масалалар ечимини топинг.

х. + 2 х,+х ,< 1 0 ,
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3-§ . Иккиланиш назариясининг асосий теоремалари ва 
уларнинг иктисодий маъноси.

Иккиланиш назариясида берилган масаланинг ихтиёрий 
мумкин булган X режаси \амда иккиланган масаланинг 
ихтиёрий мумкин булган W режаси учун

Y(X)<F(W)
тенгсизлик, яъни

тенгсизлик уринли булади. Бундай тенгсизлик иккиланиш 
назариясининг асосий тенгсизлиги деб аталади.

Бу тенгсизлик ихтиёрий мумкин булган ишлаб чикариш 
режаси \амда хом аш ёларнинг ихтиёрий мумкин булган 
бахрлари учун ишлаб чикарилган ма\сулот б а \оси  хом 
ашёлар ба\осидан ошмаслигини курсатади.

К ел ти р ил ган  и к к и л а н и ш  н а з а р и я с и н и н г  1-асосий 
теоремаси  иктисодий  нуктаи назардан шундай талкин  
Килинади:

Агар таш к ар и д ан  б елгиланган  С. б а \о д а  сотилган  
ма\сулотнинг пул микдори W, ички б а \о  асосида улчанган 
\аражаглар микдорига тенг булса, яъни

тенглик уринли булса, у хрлда ма\сулотнинг мумкин булган 
ишлаб чикариш режаси \амда \ом  ашёларнинг мумкин булган 
ба\олари оптимал булади.

Бундан куринадики. иккиланган ба\олар сарф килинган 
\араж атлар  ва ишлаб чикарилган  ма^сулотларнинг пул 
микдорини узаро тенг булишини таъминловчи восита булиб 
хизмат килади.

2-Теорема. Берилган масаланинг мумкин булган ечими 
Х° ва иккиланган масаланинг мумкин булган ечими W" 
оптим ал  ечим булиш и учун куйидаги т ен гл и к л ар н и н г  
бажарилиши зарур ва етарлидир:

П т

п т
2 > , * ,
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Ву тенгламалардан куйидаги хулосаларни чикариш мумкин. 
Хулосалар:
1. Агар

тенглик бажарилса, у \олда Х “>0 булади.
Бу хулосалардан куринадики, иккиланган ба^оларга хом 

ашёларнинг камёб (дефицит) эканлигини ба^оловчи улчов 
(катталик) деб кдраш мумкин.

Ишлаб чик,аришда тула ишлатиладиган хом ашё камёб 
хом ашё деб аталади. Бундай хом ашёларнинг иккиламчи 
ба^оси мусбат ишорали булади. Камёб хом ашёларнинг 
ишлаб чик;аришда сарф цилинган хджмини бир бирликка 
ошириш натижасида корхона даромади ни ошириш мумкин.

Ишлаб чикаришда тула ишлатилмайдиган хом ашёлар 
камёб булмаган (ортик,ча) хом ашё деб аталади. Бундай хом 
ашёларнинг иккиламчи ба\оси 0  га тенг булади.

тенгсизлик бажарилса, у х,олда W.°=0 булади.
2. Агар

П

тенглик уринли булса, у \олда W.(l>0 булади. 
3. Агар

тенгсизлик бажарилса, у \олда А̂ ° = 0  булади.
4. Агар

т

/>
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М а \с у л о т  иш лаб  ч и к ар и ш д а  кам ёб  булм аган  хом 
аш ёл ар н и  о ш и р и б  сарф  к,илиш н ат и ж ас и д а  корхона 
даромадиии ош ириб булмайди.

Дейлик, хом ашёларнинг h  за\ираси узгарувчан булсин. 
X" оптимал режани узгартирмаган холда хом ашёларнинг 
b за\ирасини к;анчалик узгартириш мумкин \амда b нинг 
узгариши максад функциянинг экстремал кийматига кандай 
таъсир этади — деган савол тугилиши мумкин. Бу саволга 
иккиланиш  назариясининг 3-теоремаси жавоб беради.

3-Теорема. Оптимал ба\о  W®нинг киймати i-хом ашёнинг 
b зах1ираси бир бирликка узгаргандаги максад функция 
Ущ^нинг узгарган микдорини курсатади, яъни

' дЬ,

Агар dbt ни ЛЬ га, SYmix ни AY га апмаштирсак, у холда

^  max

' < 4
ёки

DY =W °D bmax i I
Бундан, агар Db =  l булса, у хрлда DYmax=W " булади, 

яъни иккиланган масаланинг оптимал ечими хом ашёлар 
микдорини бир бирликка ошириб сарф кил и н ганда максад 
ф ункциянинг канча микдорга узгаришини курсатади.

Мисол. ку й и д а  к е л т и р и л г а н  м а с а л а н и н г  ва унга 
и к к и л а н г а н  м а с а л а н и н г  е ч и м и н и  т о п и н г  \ а м д а  
и к к и л а н и ш  н а з а р и я с и н и н г  асо си й  т е о р е м а л а р и н и н г  
уринли экан и ни  текш иринг.

х |+2х2+х,<18,
2х1+х,+х,<16,

х , + х2<8,
Х2+Х <6,

х>0 , 0 = 1 » 2 , 3)
¥ Ш„Х=ЗХ>+4Х2 +  2Х,

Ечиш. Масалага иккиланган масалани тузамиз: 
W ,+2W 2+W 3>3,

2W|+W 2+W ,+W 4>4,

хо



W ,+W 2+W 4>2,
W >0, W >0, W >0, W4>0,

F =  18W. + 16W,+8W1+6Wmin 1 2 3 4
Берилган масалани каноник куринишга келтирамиз ва 

симплекс усулни куллаб ечамиз.
х 1+ 2 х 2+ х 3+ х4= 1 8 ,

2 х 1+ х 2+ х 3 + х 5= 1 6 ,

Х , + Х 2 + Х 6 = 8 >

х2+ х 3+х7= 6 ,
х>0, ( j= l ,  2,..., 7)
Yma=3x,+4x 2+2x3.

с р.)
3 4 2 0 11 0 0

P i 1 Р 2 P j Р 4 ' и , р* 1 Р ;

Га 0 1К 1 2 1 0 0 0 0

Р 5 0 16 2 1\ 1 1 0 0 0

Р<, 0 X 1 1 0 0 1 1 0

р ? 0 6 0 И 1 0 0 0 1

Д; 0 -3 -4 -2 0 0 О 0

I I .

Ро
3 4 2 0 0 0 0

р. Р 2 Р . Р4 р„ р?

Р< 0 6 1 0 -1 1 0 0 -2

Р s 0 10 2 0 0 0 1 0 -1

Р<, 0 2 И 0 -2 0 0 1 0

н 2 4 6 0 1 1 0 о 0 1

24 -3 0 2 и О 1) 4

иг

С Ро
3 4 2 0 0 0 0

р. Р 2 Ух Р 4 p^ р 6 Р 7

Р 4 0 4 0 0 0 1 0 -1 _ т
Р , 2 3 0 0 1 0 X -1 1/2

Р. 3 s 1 0 0 0 X 0 -1/2

P j 4 3 0 1 0 0 -1/2 1 1/2

*!
33 0 0 0 0 х 2 3/2



С им плекс усулнинг 4-боскичида масаланинг оптимал 
ечими топилди

Х(,=(5; 3; 3; 4)
У =(Х")=33.max '  '

Иккиланган масаланинг ечими
W"=(0; 1/2; 2; 3/2;)

F =(W°)=33.mm v 7
Демак, оптимал ечим учун 1-теорема уринли булаяпти:

Y =(X °)=F . (W11)max v '  m inv '
Берилган масаланинг ечимини унинг шартларига куйганда

1 -шарт катъий тенгсизликка айланади, иккинчи, учинчи ва 
туртинчи шартлар эса тенгламага айланади:

5+243+3=14<18,
2 4 5 + 3 + 3  =16=16,

5+3=8=8,
3+3=6=6,

Ш унинг учун иккиланган масалада W ’̂ 0  \амда W V 0
W’3*0 w°4*o w°^o.

Энди иккиланган масаланинг
W"=(0; 1/2; 2; 3/2;) 

оптимал ечимини унинг шартларига куйсак, ундаги барча 
шартлар айниятига айланади:

0 + 2 1 /2 + 2 = 3 = 3  
2 0 + 1 /2 + 2 + 3 /2 = 4 = 4  

0 + 1/2+3/2=2=2
Ш унинг учун берилган масаланинг оптимал ечимидаги 

барча х°| компонентлар мусбат. Бу юкрридаги 2-теореманинг 
уринли эканини курсатади.

Охирги симплекс жадвалдан куриш мумкинки, 
A4=W»,=0 , Д =W° =  l/2, A6=w°3=2, A=W " 4=3/2.

Д ем ак , 3-теоремага асосан берилган  масаланинг 1- 
шартидаги озод \аднинг узгариши макрад функцияга таъсир 
этмайди. Агар II шартдаги озод х1адни бир бирликка оширсак, 
максад функция

W",= l / 2  микдорга ошади.
Худди шунингдек, берилган м асалан и нг  III ва IV- 

шартларидаги озод хддларни бир бирликка оширсак, максад 
ф ункция мос равишда 2 ва 3/2 бирликка ошади.
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Мустакил ечиш учун топширик,
Чизикли программалаш масаласи берилган: 

2 х|+х,+Зх 3>6 ,
2 х |+ 4 х ,+ З х 3>16,
Зх1+ 4 х 2+ 2 х 3>8, 

х > 0 ,  0 = 1 ,  2 ,  3 )

Ym„x= 5 xr X2 - 4 .
1. Берилган масалани ва унга иккиланган масалани ечинг.
2. Иккиланган масалалар оптимал ечимлари учун 1-теорема 

уринли эканини текширинг.
3. Иккиланган масалаларнинг оптимал ечимлари учун

2 -теорема уринли эканлигини курсатинг.
4. Берилган масаладаги озод х,адларнингузгариши мацсад 

функцияга кандай гаъсир курсатади?

4-§. Ик,тисодий масалалар ечимларининг та^лили
Маълумки, чизикди программалаш усуллари важумладан, 

симплекс усул иктисодий масалаларнинг энг яхши (оптимал) 
ечимини топишга ёрдам беради.

Л е к и н  б у н и н г  узи  к и ф о я  эм ас .  О п т и м а л  еч и м  
топилгандан сунг иктисодий объектлар (завод, фабрика, 
ф и р м а )  б о ш л и м а р и  о л д и д а  к у й и д а г и г а  у х ш а ган  
муаммоларни ечишга тугри келади:

- хом аш ёл ар н и н г  баъзиларини о ш и р и б ,  баъзиларини  
^искартириб сар ф  килинса оптимал ечим кандай узгаради?

- оптимал ечимни узгартирмасдан хом ашёлар сарфини 
кдндай даражага узгартириш (камайтириш) мумкин?

- ма\сулотга булган талаб бир бирликка камайганда 
(ошганда) оптимал ечим кандай узгаради?

Шунга ухшаш муаммоларни х,ал килишда иккиланиш 
и а з а р и я с и д а н  ф о й д а л а н и л а д и .  Б у н д а  и к к и л а н и ш  
назариясининг юкоридаги теоремаларига асосланилади.

Иктисодий масаланинг оптимал ечимини тахлил килиш 
жараёнини куйидаги мисолда курсатамиз:

/-масала. Фараз кдпайлик, корхонада бир хил ма\сулотни 
3 та технология асосида ишлаб чикарилсин. Хар бир технологияга 
1 бирлик вакт ичида сарф килинадиган ресурсларнинг микдори, 
уларнинг захираси, хар бир технологиянинг унумдорлиги 
куйидаги жадвалда келтирилг ан.
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ресурслар
технологиялар ресурслар

и __Г2 тз захираси
Иш кучи (ишчи/соаг) 15 20 25 1200
Ьирламчи хом ашё (т) 2 3 2,5 1 о L -

Электроэнергия (КВТ/с) 35 60 60 3000
Гехнологаянинг унумдорлиги 300 250 450
Технологияларни ишлатиш

X, х2

Корхонада ишлаб чикарилган  ма^сулотлар микдори 
максимал булишини таъминлаш учун кайси технологиядан 
канча вакт фойдаланиш керак?

Ечиш. М асаланинг математик моделини тузамиз:
15х,+20х2+25х3<1200,

2х|+ З х2+2,5х3<150,

35х!+60х2+60х3<3000,

х > 0 , х2> 0 , х3> 0 .
Y =300х,+250х,-:-450х,.max 1 “  3

Хосил булган масалага иккиланган масалани тузамиз: 
15W,+2W2+35W 3>300, 

20W ,+3W 2+60W 3>250, 

25W|+ 2 ,5W ,+ 60W > 450 ,

W > 0 ,  W ,>0, W >0.
F =  1200W + 1 50W +3000Wmm I 2 3

Берилган масалани каноник куринишга келтирамиз:
15х]+20х2+25х3+х4=  1200, 

2х|+3х2+2,5х,+х5=150, 
35х|+60х2+60х3+х6=3000, 

х ,> 0 , х2> 0 , х3> 0 , х4> 0 , \ > 0 .  х6> 0 .
У =-300х -250х ,-450х ,.min 1 I

Бу масалани сим плекс  жадвалга жойлаш тириб, уни 
симплекс усул билан ечамиз:

Б.уз 
г Г̂гл; В 1

-300
Х|

-250
' х Г

, - 4 5 0
Хя

0
х 4

, 0 , . 0  Г 
Xs Т х л

х 4 0 1200 15 20 25 1 0 0
X, 0 150 2 3 2,5 0 1 1 0
X. 0 3000 35 60 60 0 0 1

м



AJ 0 300 250 450 0 0 0 1
Х3 -450 48 0,6 0,8 1 0,04 0 0
х5 0 30 0,5 1 0 -0,1 1 0

0 120 -1 12 0 -2,4 0 1
Aj -21600 30 -110 0 -18 0 0
Х3 -450 ‘ 12 0 -0.4

.. _
0,16 -1,2 ' 0

х, -300 60 1 2 0 -0,2 2 0
Х6 0 180 0 14 0 -2,6 2 1 1
А _ . -23400 0 -170 0 -12 -60 о !

Симплекс усулнинг III боскичида берилган масаланинг 
оптимал ечими топилди

Х*=(60; 0; 12; 0; 0; 180),
Y . =-23400, Y =23400.mm ’ max

Жацвалдан Т-1 технологияни 60 соат, Т-3 ни 12 соат куллаш 
керак. Т-2 технологияни эса, умуман кулламаслик керак.

Иккиланган масаланинг ёчими:
W°=(12; 60; 0), F =23400.v ’ 1 '  ’ mm

Демак, биринчи ва иккинчи ресурсларнинг (иш кучи 
ва бирламчи хом ашё) нинг иккиланган бах,олари учун 

W° =12> 0 , W°2=60>0
муносабатлар уринли. Бундан иш кучи ва бирламчи хом 

ашё ишлаб чикаришда тула ишлатилганлиги куринади, 
демак, бу ресурслар камёб ресурслардир.

Учинчи ресурс (электроэнергия) нинг иккиламчи ба\оси 
W",=0 булгани учун бу ресурс камёб эмас, яъни ортикча.

Бу айтганларни текшириш учун берилган масаланинг 
ечммини унинг шартларига куямиз

15-60+2-0+25-12=1200
2-60+3-0+2,5-12=150 

35-60+60-0+60-12=2820<3000 
хдмда ундаги биринчи ва иккинчи шартларнинг айниятга, 
учунчи шарт эса каъгий тенгсизликка айланганини курамиз.

Демак, \акик,атан \ам , иш кучи ва бирламчи хом ашё 
камёб, электроэнергия эса ортикча экан.

Э лектроэнергиям и  иккиламчи  б а \оси  W °,=0 булгани 
учун уни  и ш л а б  ч и к ^ р и ш г а  о ш и р и б  с а р ф  к и л и ш ,  
к о р х о н а д а  м а ^ с у л о т  и ш л а б  ч и к а р и ш  \ а ж м и н и  
узгариш ига таъ сир  килмайди.

Иш кучининг иккиламчи ба^оси ^ , = 1 2 > 0  булгани учун 
уни бир бирликка ошириб сарф килинса, корхонадаги ишлаб
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чицариш режаси узгаради. Бу режани кандай узгаришини 
ан и клаш  учун охирги сим плекс  жадвалдаги х4 устунга 
к,араймиз ва хулоса киламиз. Янги  режага асосан Т-1 
технология 0,2 соат камрок, Т-3 технология эса 0,16 соат 
купрок; ишлатилади. Натижада корхона 12 бирлик кушимча 
ма\сулот ишлаб чицаради. Бу \олда  корхонанинг ишлаб 
чицарган ма\сулотининг хджми

23400+12=23412
бирлик булади.

Бирламчи хом аш ёнинг иккиламчи бахрси W°2=60>0. 
Демак, бу хом ашёни бир бирликка ош ириб сарф цилиш 
ок;ибатида корхонада ишлаб чикдриладиган ма\сулотлар 
Хажми 60 бирликка ошади, яъни

23400+60=23460 
бирлик булади. Охирги симплекс жадвалнинг х 5 устунига 
к,араймиз ва аникдаймиз. Бирламчи хом ашёни бир бирликка 
о ш и р и б  сарф к^илинса, ко р х о н ан и н г  иш лаб  чикариш  
режаси узгаради. Бу режага асосан Т-1 технология 2 соат 
купрок, ва Т-3 технология 1,2 соат камрок; ишлатилади ьа 
натижада ишлаб чик;ариладиган умумий ма\сулот микдори 
60 бирликка ошади:

(60+2)-300+( 12-1,2)-450=23460 
Энди иккиланган масала ечимини унинг шартларига 

куйиб топамиз:
5-12+2-60+35-0=300 

20-12+3-60+60-0=420>250 
25-12+2,5-60+60-0=450 

Бундан кури н адики , и кки л ан ган  масала ечимида 1 
ва 3 - ш а р т л а р  а й н и я т г а  а й л а н и б ,  2 - ш а р т  к а г ъ и й  
тен гси зл и кка  айланади.

Д емак, Т-1 ва Т-3 технологиялар билан бир бирлик 
вак;т ичида ишлаб чикарилган ма\сулот ба\оси  билан унга 
сарф килинган ресурсларнинг иккиламчи ба^олари узаро 
тенг. Ш унинг учун Т-1 ва Т-3 технологияларни  ишлаб 
чик.аришда куллаш керак.

Т-2 технология билан бир бирлик вак;т ичида сарф 
ц и л и н г а н  р е с у р с л а р н и н г  и к к и л а м ч и  б а \ о с и  и ш л аб  
чи^ариладиган ма\сулоглар бах;осидан куп булаяпти. Демак, 
Т -2  техн ология  сам араси з .  Ш у н и н г  учун уни иш лаб 
чи^ариш да куллаш керак эмас.
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Энди куйидаги  иш лаб  ч икариш ни  реж алаш тириш  
масаласи ечимини та \лил  киламиз:

2-мисол. 3 та А, В, С ма\сулотларни ишлаб чикариш учун
3 \ил хом ашёлар (ресурслар) ишлатилсин, 1 тур хом ашёнинг 
захираси 180 кг, II тур хом ашёнинг захираси 210 кг ва III 
гур хом ашёнинг захираси 244 кг булсин. \ар бир ма^сулотнинг 
! бирлигини ишлаб чикариш учун сарф килинадиган турли 
хом ашёнинг микдори (нормаси) ва махрулот бирлигининг 
ба\оси (нархи) куйидаги жадвалда жойлаштирилган.

-— ^_ __хом ашс
ма\сулот — ■----- I II III махрулот бирлиги j 

бахрси
А 4 3 1 10В 2 1 2 14
С
хом ашё 

захираси

1
180

3
„ 210

5
244

12

Бу масала бор ресурслардан оптимал фойдаланиш масаласи 
булиб, унинг математик модели куйидаги куринишда булади: 

4х,+2х2+х3<180,
Зх | + х2+ З х3<210,  
х 1+ 2 х ,+ 5 х 3<244,  
х >0, х2>0, х3>0.

Y =  10x. +  14x ,+  l2 x vтих 1 2 3
Бу ерда: Х=(хр х2, х,) ишлаб чикариш: режасини курсатади. 

Бу масалага иккиланган масалани тузамиз: 
4W 1+3W 2+W 3>10,
2W 1+W ,+2W >14,
W |+ 3 W > 5 W > 1 2 ,

■ W >0, W2>0, W >0,
F =180W,+210W,+244W,.mm I 2 3

Бу ерда: W=(w,, w2, w3) -  хом ашёларнинг иккиламчи 
ба\осидан иборат вектор-катор. Иккиланган масаланинг 
иктисодий маъпоси: хом ашёлар бахрсини шундай танлаш 
керакки, натижада I бирлик ма\сулот ишлаб чикариш учун 
сарф килинган хом аш ён и н г  умумий б а \о си  ма\сулот 
ба^осидан кам булмасин \амда сарф килинган барча хом 
аш ёларнинг умумий ба\оси  минимал булсин.

Маълумки, агар берилган масала оптимал ечимга эга булса, 
у \олда иккиланган масала ечимга эга булади за 6 v ечим

W*=C°B 1
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формула оркдли топилади. Бу ерда С° охирги симплекс 
жадвалда оптимал ечимга мос келувчи максад функция 
коэф ф и ци ен тлари дан  таш кил топган вектор-катор. В- 
дастлабки  си м п л ек с  ж адвалидаги  базис векторлардан  
ташкил топган матрица. В '-охирги симплекс жадвалда В 
матрица урнида х,осил булган тескари матрица.

Берилган масалани симплекс жадвалга жойлаштириб 
уни симплекс усул билан ечамиз:

Натижада иккала масала учун оптимал ечимни топамиз.

Б.узг
10 14 12 0 0 0

'-'баз X, X, X., Х4 х5 х6 Ао

х4 0 4 2 1 1 0 0 180
х5 0 1 1 -> 0 1 0 210
Х6 0 1 2 5 0 0 1 244

-10 -14 -12 0 0 0
X, 14 2 1 1/2 1/2 0 0 90
Х 5 0 1 0 5/2 -1/2 1 0 120
Хо 0 -3 0 4 -1 0 1 64

18 0 -5 7 0 0 1260
Х2 14 19/8 1 0 5/8 0 -1/8 ' 82
Х 5 0 28/8 0 0 1/8 1 -5/8 80
X, 12 -3/4 0 1 -1/4 0 1/4 16

5/4 0 0 23/4 L 0 5/4 1340

Оптимал ечим: берилган масала учун
Х*=(0; 82; 16), Y =1340v ’ 9 '  ’ max

иккиланган масала учун
W*=(23/4; 0; 5/4), Fmin=  1340 

Э н ди  б ери лган  м асала  еч и м и н и  та^лил  ки л ам и з .  
Иккиланган масала ечимида W ,=23/4 ва W ,=5/4 улар нолга 
т ен г  эм ас ,  д ем а к  I ва 1 1  тур хом а ш ё л а р н и н г  тула 
ишлатилганлигини, яъни уларни камёб эканлигини курсатади. 
W2=0, демак II хом ашё тула ишлатилмаганлигини, демак, 
унинг ортикча эканлигини (камёб эмаслигини) курсатади.

Иккиланган масаланинг ечими «шартли иккиланган бахр» 
дейилади. Улар хом ашёлар I бирлик микдорда ортикча сарф 
Килинганда макксад функциянинг киймати, яъни ишлаб 
чикарилган ма\сулотнинг пул микдори канчага узгаришини 
курсатади. Масалан, 1 -тур ресурсларни 1 кг ортикча сарф 
Килиш натижасида максад функциянинг киймати 23/4=5,75



бирликка ошади. Агар 1 тур ресурсдан ишлаб чикаришда 1 кг. 
ортикча сарф килинса, унинг ишлаб чикариш режаси узгаради. 
Ну янги режага мувофик ишлаб чикарилган ма\сулотларнинг 
пул микдори 5,75 купрок булади. Жадвалдаги х4 устунга караб 
куйидагиларни аникдаймиз. Янги режада В ма\сулотни ишлаб 
чикариш 5/8 бирликка ошади ва С ма^сулотни ишлаб чикариш 
1/4 бирликка камаяди. Бунинг натижасида 2-тур хом ашёни 
сарф килиш 1 / 8  бирликка камаяди.

(5 /8 1 —3 1 / 4 = 5 / 8 - 6 / 8 = - 1 / 8 )
Худди шунингдек, х6 устунга караймиз. 3 тур хом ашё 

харажатини 1 кг га ошириб сарф килиш натижасида янги 
режа топилади  ва бу режага кура иш лаб чикарилган  
ма\сулотларнинг пул киймати 5/4 =1,25 сумга ошади ва 
1340+1,25=1341,25 сумни ташкил килади. Бу натижа В 
ма,\сулот ишлаб чикариш ни 1/8 бирликка камайтириш, С 
ма\сулот ишлаб чикаришни 1/4 бирликка ошириш \исобига 
булади. Бу \олда 2-тур ресурс 5/8 кг. купрок сарф килинади.

И ккиланган  оптимал бах;оларни иккиланган  масала 
шартларига куйиб куйидагиларни аниклаймиз:

23+5/4> 10 
23/2+5/2=14 

23/4+25/4=12
Бундан куринадики, иккиланган масаланинг биринчи 

шарти катъий тенгсизликдан иборат булаяпти. Бу \ол  А 
ма\сулотнинг бир бирлигини ишлаб чикариш учун сарф 
КЙ^инган хом ашёларнинг бах1оси бу ма^сулот ба^осидан куп 
булаяпти. Ш унинг учун А мах^улотни ишлаб чикариш 
корхона учун фойдали эмас. Иккиланган масаладаги 2 ва 3- 
шартлар оптимал ечимда тенгликка айланади. Бу \ол  В ва С 
ма\сулотларни I бирлигини ишлаб чикариш учун сарф 
Килинган хом ашёларнинг ба\оси ма\сулот ба\осига тенг 
эканлигини курсатади. Демак, В ва С ма\сулотларни ишлаб 
чикариш корхона учун фойдали булади.

Ш ундай килиб, шартли оптимал б а \о л ар  берилган 
масаланинг оптимал режаси билан чамбарчас богланган. 
Берилган масаладаги параметрларнингхар кандай узгариши 
унинг оптимал ечимига таъсир килади, демак улар шартли 
оптимал бах;оларнинг узгаришига \ам  сабаб булади.



Мустакил ечиш учун топшириьушр
Куйидаги ишлаб чикаришни режалаштириш масааасини 

ечинг ва ечимини тахлил килиб куйидаги саволларга жавоб 
беринг:

1 . Кайси хом ашё камёб ва кайси бири ортикча?
2 .Кайси хом ашёни бир бирликка ошириб сарф килиш 

корхона даромадини оширади ва канчага?
Масала.

х,+2х2+х3<430, З х ^ З х ^ б О ,  
х,+4х2<244, х , > 0 ,  х2> 0 ,  х 3> 0 ,

V =3х,+2х,+5х,.max I 2 3

5-§. Иккиланган симплекс усул.

Бу параграфда биз чизикди профаммалаш масаласининг 
иккиланиш назариясига асосланган ва иккиланган симплекс 
усул деб аталувчи усул билан танишамиз.

" И кки ланган  симплекс усул оддий сим плекс  усулга 
нисбатан баъзи кулайликларга эга:

• берилган  масала ш артларидаги b озод \адлардан  
айримлари ёки барчаси манфий ишорали булиши мумкин;

• иккиланган симплекс усул билан бир вактнинг узида 
х,ам берилган масаланинг \амда иккиланган масатаниш  
ечими топилади ёки иккала масаланинг ечими мавжуд 
эмаслиги аникланади;

• берилган масаланинг чегараловчи шартлари «>» белги 
билан бокпанган ёки унинг баъзи озод хдцлари манфий 
булган хрлда уни иккиланган симплекс усул билан ечганда 
бажариладиган х>исоблаш ишларининг сони камаяди;

• иккиланган симплекс усул билан ишлаб чикаришнинг 
баъзи зарур тавсифларини аникдаш мумкин. Масапан, бир 
вактнинг узида \ам  ишлаб чикариш режасини, \ам  ишлаб 
чикаришга сарф килинадиган х,амма воситаларнинг ба\осини 
\исоблаш мумкин. Фараз килайлик, каноник формадаги 
чизикли профамматаш масаласи берилган булсин:

а их \ + а и х2 +~-  +  а и,хп = 0 |
a v x, + а 22х , + ... + а 2пх п = Ь У

( 1)

а „„Х, + а ш2Х2 + -  + а п,пХп = Ь т ,
х,>0, х2>0, ..., хл>0 (2)
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Y . = c .x ,+ c 7x ,+ .. .+ c  x (3)min 1 1 2  2 n n '  '
Бу масаладаги bi озод \адларнинг баъзилари ёки \аммаси 

манфий ишорали булсин.
Бундай масалаларни иккиланган симплекс усул билан 

ечиш учун, энг аввал, масалага иккиланган
WA<C, (4)

F =W B, (5)max 7 v '
масала тузилади. Сунгра берилган (1)-(3) масала симплекс 
жадвалга жойлаштирилади. Симплекс жадвални иккиланган 
симплекс усул билан алмаштириш учун

m in  b =  Ъ, (6 )
л,< о

шартни каноатлантирувчи вектор танланади. Бу векторни 
базисдан чикдриб унинг урнига

m m
а„ <0

А /

V a 4 J
—  (7)

шартни кдноатлантирувчи вектор киритилади. Бу ^олда а 1к 
э л е м ен т  б о ш л о в ч и  (хал ки лувчи ) э л е м ен т  булиб , у 
жойлашган /-кдтордаги Р, вектор урнига k-устундаги вектор 
киритилади. Симплекс жадвал оддий симплекс усулдагидек 
апмаштирилади. Бу жароён оптимал ечим топилгунча ёки 
унинг мавжуд эмаслиги аниклангунча такрорланади.

Иккиланган симплекс усулда берилган масала оптимал 
е«И1 мининг мавжуд эмаслик шарти куйидаги таъриф ва 
теорема оркали аникданади.

1-таъриф. Агар (1)-(3) масаланинг бошлангич ечимида
(2 ) шарт бажарилмаса ёки унинг таянч ечим булишлик 
шарти бажарилмаса, яъни

Р ,х ,+ Р ,х ,+  + Р х  =Р„I I  2 2 п п 0
ёйилмадаги х > 0  узгарувчиларга мос келувчи Р : векторлар 
узаро чизикди боглик, булса, у \олда бу бошлангич ечим 
нала таянч ечим ёки чала таянч режа деб аталади.

1-теорема.  А гар  (1 ) - (3 )  м а с а л а н и н г  чала  т а я н ч  
ечимидаги ком поненталардан камида биттаси, масалан 
bk< 0  булиб,барча j лар учун a kj> 0  булса, у \олда  берилган 
масала ечимга эга булмайди.
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2-теорема. Агар (1)-(3) масаланинг чала таянч ечими, 
унинг таянч ечимидан иборат б^лса, яъни Ц> 0  ( i= l, . . . ,m ) ва 
A = Z -C < 0  шартлар бажарилса, у хрлда бу таянч ечим оптимал 
ечим булади.

Бир таянч ечимни иккинчисига алмаштириш куйидаги 
теорема асосида амалга оширилади:

3-теорема. Агар топилган чала таянч ечим X учун Д=Z - 
С.<0 уринли булганда, bk<0 булиб, камида битта ак1<0 мавжуд 
б^лса, у х,олда X ни янги чала таянч ечим X' га алмаштириш 
натижасидачизикди Ymjn функциянинг киймати камаяди. X 
векторни X' га ал м аш ти р иш  учун базисдан  Р, вектор 
чикарилиб, базисга Рк вектор киритилади.

Озод \адлари манфий булган масалапар куйидаги йул 
билан хрсил килиниш и мумкин.

Ф араз килайлик , ч изикли  програм малаш  масаласи 
Куйидаги куринишда берилган булсин:

Масаланинг (8 ) шартларига хп+|, хп+2, ..., xn+m кушимча 
узгарувчилар киритиб уларни тенгламаларга айлантирамиз. 
Натижада куйидаги кенгайтирилган масала \оси л  булади.

( 1 1 ) системадаги хп+1, хп+2, ..., xn+m узгарувчилар манфий 
коэффициентли булгани учун, улар базис узгарувчилар була 
олмайди. М асатни  симплекс жадвалга жойлаштириш учун эса 
m та базис узгарувчилар мавжуд булиши зарурдир. Буни назарда 
тутиб ( 1 1 ) системадаги барча тенгламаларни ( - 1) га купайтириб

В Д  + а и х 2 +. . .  + а Хпхп >ЪХ 
а 21х, + а 22х 2 + .. .  + а 2пхп > Ь2 (8)

°«  1*1 + а ш2Х2 + -  + а п,пХп ^Ът 

х,>0, XjSO, ..., хп>0 
¥ -»=С1Х,+С2*2+ - + СЛ

(9)
( Ю )

а их ] + а п х2 +. . .  +  а ]1,хп - х „+1 = />, 
я 21х, + а 22х2 + .. .  +  а 2пхп -  хп+2 = Ь2

(И )

( 1 2 )
(13)
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улардаги кушимча узгарувчиларни мусбат коэффициентлига 
айлантирамиз, яъни куйидаги системани .\осил киламиз:

а \\Х \ а \2Х 2 «I Л

<*2„Х п + Х п +2 = - Ь 2 

■ а п,пХп + Х„>а, = - К

(14)

> 0х >0 , х^О , ..., х >0 , хп+1>0 , xn+m,
Yrai„=C.X.+C2X2+ - +CA

Бу масала билан тулдирилган симплекс жадвал куйидаги
куринишда булади:

(15)
(16)

Б.узг Qm Po
с. C2 Q 0 0 0
P. P2 Pn Prt+I Pn* Pmin

Rh 0 -bi -an -3|2 -ai„ 1 0 0
PiW 0 -tb -321 -d tn -%n 0 0 0

PnH 0 -bi -a/i -aa -a/n 0 1 0

P1 ГМП 0 "bn ”3|л1 -a,n> ■Энп 0 . . .  0 1
Y0 Ai Д> 4 0 0 0

Мисол. Куйида берилган масалани иккиланган симплекс 
усул билан ечинг:

2 х 1+ х 2- х ,+ 5 х 4>5,
Зх1-2 х2+ х3+ 4 х4>4,  

х >0, х2>0, х3>0, х4>0. (1)
h Y . = 3 х .+ 4 х , + 5 х 1+ 6х,.min 1 2  3 4

Б ер и л ган  м асалага  х 5, х 6 ку ш и м ч а  узгар у вч и л ар  
киритамиз х,амда айрим тенг кучли апмаштиришлар бажариб 
уни куйидаги каноник куринишга келтирамиз:

-2 х г х2+ х , - 5 х 4+ х ,= - 5 ,
-З х (+ 2 х 2-х ,-4 х 4+ х ь= - 4 ,  

х > 0 ,  ( i = l ,2 ,...,6 )
Y . = 3 х ,+ 4 х 1+ 5 х .+ 6 х , .min 1 2  3 4

Бу масалага иккиланган масалани тузамиз: 
-2W,-3W 2<3,
-W + 2 W 2<4,

+W ,-W 2<5,
-5W.-4W.s6,

(П)

( Ш )
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W <0 , w 2<0 ,
F:m ax=-5W |-4W:,

(II) масалани симплекс жадвалга жойлаш тириб уни 
иккиланган симплекс усул билан ечамиз:

К  V II 3 4 5 6 0 0

.
'-'бач 1II

Р, Р2 Рз 1>4 Р , Р,
Ps 0 -5 -2 -1 I И ! 1 0

0 -4 -3 2 -1 -4 0 1

Y (j=0 Д ,= -3 Д 2=-4 Д ,= -5 Д 4=-6 д^= о А б= 0

Р4 6 ! 2/5 1/5 -1/5 1 -1/5 0
Рб 0 8 -7/5 14/5 -9/5 0 4/5 1

Y ,= 6 Д,= -3/5 Д ,= -14 /5 Д 3= - 3 1/5 Д.,=0 Д 5=-6/5 Д 6=0

Симплекс жадвалдан куринадики, I бос^ичда j=  1, 2, 3,
4, 5, 6  учун

A = Z - C < °
булади. Демак,

Х°= В" 1Ь=(0;0;0;0;-5;-4) 
вектсТр (III) масаланинг чала таянч ечими булади (бу ерда B=(PS, 
Р6)-базис матрица). Иккиланган масаланинг бу базисдаги ечими 

W *=C °B '=(0 ; 0 )
Чала таянч ечим Х"нинг энг кичик манфий элсментига 

мос келувчи Р, векторни базисдан чицарамиз ва

A, Z . - C ,  А 
в  = m i n - — = m in  — ------L  =  —i- = 1 , 2  > 0

a"<0 °"<0 atJ al4

шартни к,аноатлантирувчи P 4 векторни базисга киритамиз. 
а | 4- б о 1иловчи  (хал ки лувчи  эл е м ен т)  булади. О ддий  
симплекс усул билан симплекс жадвални алмаштирамиз. 
Янги симплекс жадвалда барча j лар учун

A =Z  -С<0J  I  ./
булачи. Демак,

Х‘=В  1Ь=(0;0;0;1;0;8) 
янги базисга мос келувчи чала таянч ечим булади. Бу ечимда 
\а м м а  э л е м е н т л а р  мусбат б у лган и  учун у б ер и л ган  
масаланинг таянч ечими ва демак, ( 1-теоремага асосан) унинг 
оптимал ечими булади.

Янги базисдаги иккачанган масаланинг ечими Wl’=( 16/5,0) 
вектордан иборат булади ва y min= y (X ')= Fin.is=F(W ° ' ) = 6
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Мустацил ечиш учун топшириц

Ьерилган масалани иккиланган симплекс усул билан ечи >т 
х , - х 2+ 2 х , + х 4> 8 ,

Зх,+х3>5, х,>0, х2>0, х3>0, х4>0,
Y . =2х.+4х,+5х,+х,.min 1 2 3 4

Таянч суз ва иборалар.

И к к и л а н г а н  м асал а ;  с и м м е т р и к  
иккиланган масалалар; симметрик булмаган 
иккиланган масалалар; иккиланган бахрлар; 
оптимал ечим бахрси; танцис (камёб) хом 
ашё; нотанкис хом ашё; шартли оптимал 
ечим; иккиланган симплекс усул; ечим 
м авж уд  э м а с л и к  ш ар ти ; е ч и м н и н г  
оптималлик шарти; чала таянч ечим.

Назорат саволлари
1 .Берилган ва унга иккиланган масалаларнинг умуми д 

Куйилиши ва турли шаклда ёзилишини курсатинг.
2. Берилган ва унга иккиланган масалаларнинг и к г и с о д и ^  

маъносини изо^ланг.
3.Берилган ва унга иккиланган масалаларнинг мак,са-^ 

функциялари орасидаги богланиш кандай?
4.Берилган ва унга иккиланган масапалардаги чегараповчт^, 

шартлар орасида кандай бокланиши бор?
5.Симметрик ва носимметрик иккиланган масалалар^ 

орасидаги ф арк кандай?
6 .Иккиланиш назариясининг 1-асосий теоремаси кандай?*
7.И ккиланиш  назариясининг 2-асосий т е о р е м а с и н ц  

таърифланг ва унинг иктисодий маъносини изо\ланг.
8 .И ккиланиш  назариясининг 3-асосий тео р ем аси н п  

таърифланг ва унинг иктисодий маъносини изо\ланг.
9.Иккиланган симплекс усул билан кандай масалаларни 

ечиш мумкин?
1 0 .И ккиланган  симплекс усулнинг оддий си м п лекс  

усулдан фарки кандай?
1 1 .И ккиланган  сим плекс  усулда масала еч и м и н и н г  

мавжуд эмаслик шартини таърифланг.
1 2 .Иккиланган симплекс усулда ечимнинг оптималлик 

шарти нимадан иборат?
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Масалалар.

1) 2х,-3х2<9,
-2х,+5х2<25, 
х >0 , х2>0 ,
Y =16х.+9х,.max I 2

2) 2х ,+ х 2-х 3+5х4>9,
Зх |-2х 2+ х 1-4х 4>4,
х >0, х2>0, х3>0, х4>0,

Y =3х.+х,+5х,+7х,.mm 1 2  3 4
3) х ,+х2+ х 3<6 ,

2х ,-х 2+ З х 3>9,
Зх,+х2+2х3>1 1, 
х >0 , х2>0 , х3>0 ,
Y =5x,+4x,+6xvmin I 2 3

4) х 1+х2+ х 3+х4=5,
2х|+3х2-х3+х4=13, 
х,>0 , х2>0 , х3>0 , х4>0 ,
Y . =2х .+3х,+х ,+х4.mm 1 2 3 4

5) 2х|+х2+ х 3=10,
-х,+4х2 + х 4= 8 ,

х >0 , х2>0 , х3>0 , х4>0 ,
Y =2х.+3х,+4хгmin I 2 3

6 )  2 х , + х 2- 2 х 3+ х 4= 2 ,  

х,-2х2+ х3-х4>3, 
х ,-х<4
х,>0 , х2>0 , х3>0 , х4>0 ,
Y =х.+2х,-х,+х..mm 1 2 3 4

Берилган масалаларга иккиланган масалаларни тузинг  
ва уларнинг и к к ал аси н и нг  х,ам ечим ини топинг:

1) 2 х + х 2+ х 3-х4>6 ,
Зх |-х 2+2х 3>4,
х^О, х2>0 , х3>0 , х4>0 ,
Y =2х.+4х,+5х,+х4.mm 1 2 . ' 4

2) х, + Зх,<4, 
х,+2х3<3, 
х (+ З х 2+ 2 х , < 1 2 ,  

х >0 , х2>0 , х,>0 ,
Y = 3х .+ 8х '+ 5хгmax I 2 3

3) х |+ х ,+ 2 х3+х4= 2 ,

Б ер и л ган  м асал ал ар га  и к к и л а н га н  м асал ан и  ту зи н г .
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4)

2xi+x2+3x,+x4=6, 

х >0 , х2>0 , х,>0 , х4>0 ,
Y =2х.+х 1-х,-х..mm I 2 3 4
5х| + 12х2+2х 1=9, 
Зх,+4х2+4х =11,
х,>0 , х2>0 , х.>0 ,
Y - = х .+ 4 х '+ х гmm I 2 3

Куйидаги масалапарнинг математик моделини тузиб уни 
ечинг :\амда ечимни тахлил килинг.

1) ма>(сулотлар мах^улот бирлигини ишлаб
хом ашёлар'~"~--~-^__^ чикариш учун хом ашё сарфи
захираси А Б В

48 2 4 3
60 4 2 ->:>

Даромад 6 4

2) ишлаб чикариш 
■— усуллари 

ишлаб ч и к .а р и ш ^ '- ^ ^  
ресурслари за\ираси

I 11 111 IV

34 2 4 1 5
16 4 1 4 1
22 2 3 1 2

Ишлаб чикариладиган 
мах,сулот микдори 7 3 4 2

Берилган масала ваунга иккиланган масалалар ечимини 
иккиланган симплекс усул билан топинг.

1) х ,+ 2 х 3= 4 , 
х г х2 = 3 , 
х!+6х2 -хз=5, 
xi>0, х 2>0, х3>0, 
Y,uax=8x1+ 4 x 2-2x3.

3) 3 x i+ x 2-x 3+ 3 x 4>8,
xi-2 x2 +x3 + 2 x4 >6 ,
Xj[>0, x2>0, x3>0, x4>0, 
^  in in 2 x r x2+ 4 x 3+5x4.

2) 2 x i+ 3 x 2+ x 4-x5= 18 ,
x j - 2x 2+ 3x 3> - 8 ,
xi> 0 , x2>0, x3>0, x4>0,
Y1Ilin= 2 x rX 2+ 4x3+ 5 x 4.

4) x j+ 2 x 2+ x 3<7, 
2 x i-x 2+ 3 x 3>10, 
4 x i+ 2 x 2+ x 3>15, 
X!>0, x2>0, x3>0,

=2xi+3x2+ 4 x 3.
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III БОБ. ЧИЗИКЛИ ПРОГРАММАЛАШ НИНГ 
ТРАНСПОРТ МАСАЛАСИ

Транспорт масаласи чизикди программалаш масалалари 
ичида назарий  ва ам алий  нукдаи назардан  э н г  яхш и 
узлаштирилган масалалардан бири булиб, ундан иктисодий 
амалиётда кенг фойдаланилади.

Транспорт масаласи махсус чизикди программалаш 
масалалари синфига тегишли булиб, унинг чегараловчи 
шартларидаги коэффициентлардан тузилган (а ) матрицанинг 
элементлари 0  ва 1 ракамлардан иборат булади ва \а р  бир 
устунда факат иккита элемент 0  дан фаркди, крлганлари 
эса 0 га тенг булади. Транспорт масаласини ечиш учун унинг 
махсус хусусиятларини назарга олувчи усуллар яратилган 
булиб, куйида биз улар билан танишамиз.

1-§. Транспорт масаласининг куйилиши ва унинг математик

Ф араз килайлик, m та А,, А,,..., Ат пунктларда бир хил 
мах^улот ишлаб чикарилсин. Маълум бир давр орал и гида \ар  
бир A ,  ( i= l, . . . ,m ) пунктда ишлаб чикарилган мах,сулотнинг 
микдори a i бирликка  тенг булсин. Иш лаб чикарилган  
мах;сулотлар Вр В,,..., Вп пунктларда истеъмол к^илинсин 
хдмда хар бир В., (j= l, . . . ,n) истеъмолчининг курилаётган 
давр оралигида ма\сулотга булган талаби b ,  ( j= l , . . . ,n )  
б и р л и к к а  тенг булсин. Бундан таш кари  А ,, А,,. .. ,  Ат 
пунктларда ишлаб чикарилган ма\сулотларнинг умумий 
микдори В,, В.,,..., Вп пунктларнинг ма\сулотга булган 
талабларининг умумий микдори га тенг. яъни

тенглик уринли булсин деб фараз киламиз. Дейлик, \ а р  бир 
ишлаб чикариш пункти А: дан ^амма истеъмол килувчи 
пунктга мах,сулот ташиш имконияти мавжуд булсин, хдмда

модели.

Ill П
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А. пунктдан В нунктга махсулотни олиб бориш учун сарф 
килинадиган ^аражат С | пул бирлигига тенг булсин.

х.. билан режалаштирилган давр ичида Ai пунктдан Bj 
н у н к т г а  о л и б  б о р и л а д и г а н  м а \ с у л о г н и н г  у м у м и й  
микдорини белгилаймиз.

Транспорт масаласининг берилган параметрларини ва 
белгиланган номаълумларни жадвалга жойлаштирамиз.

1 -жадвал
в  ,

А
в , в 2 в „

и/ч ма\сулотлар 
микдори

А |
См

Хм

С |2
Xi:

С,„
Х|„

Э|

а 2
Qzi

х2|
С 22

Х22
Сгп

Х2п
а 2

А„,
С т )

Xml

С,„2
îri2

с'-'mn

Xinn
2  т

талаб
микдори b , ь 2 b„

Масаланинг иктисодий маъноси: ю кташ иш нинг шундай 
реж асини  тузиш керакки: I) х,ар бир ишлаб чикариш  
пунктдаги ма\сулотлар тула таксимлансин; 2 ) х,ар бир 
и с т е ъ м о л ч и н и н г  м а ^ с у л о т г а  б у л га н  т а л а б и  тула  
К а н о а т л а н т и р и л с и н  ва шу б и л ан  б ир  к а то р д а  йул 
\аражагларининг умумий киймати энг кичик булсин.

Масаланинг 1) шартини куйидаги тенгламалар сисгемаси 
оркали ифода килиш мумкин:

*1 + х12 + . • +  х и, =  <*\
“Н Х 22 + .

■ +  Х 2п = «2

1+ Х п,2 + . ■ + Х пт = °п ,  .
М а с а л а н и н г  2) шарти эса, куйидаги  тен глам алар  

системаси куринишида ифодаланади:

*1 + х2| +  - =  Ь \

Х \2 + х32 +. ■ + Х „,2

1 
'I

Х \п + *2„ +• ■ + Х пш П
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М асаланинг иктисодий маъносига кура номаълумлар 
манфий булмаслиги керак, яъни

i-ишлаб чикариш пунктдан j -истеъмол килувчи пунктга 
режадаги хи бирлик ма\сулотни етказиб бериш учун сарф 
килинадиган йул \аражати С х .  пул бирлигига тенг булади.

Режадаги барча м а \с у л о т л а р н и  таш и ш  учун сарф  
килинадиган умумий йул \аражатлари эса

функция оркали ифодаланади. Масаланинг шартига кура бу 
функция минимумга интилиши керак, яъни

( I )-(4) муносабатлар биргаликда транспорт масаласининг 
математик модели деб аталади.

Транспорт масаласининг математик моделини йигинди 
куринишида \ам  ифодалаш мумкин:

М асаладаги  \ а р  бир  а |5 b ва С и м анф и й  булмаган  
сонлар , яъни:

х.>0, ( i= l , . . . ,m ; j= l , . . . ,n )  (3)

Y  — С | |Х | | +  ^'12''"12 ••• ^-"21^21 1 2 * 2 2

т II

т п
(4)

(5)

111
(6)

хч > 0, (i = \,nr,j = ln) (7)

(8 )

а>0, Ь>0 ва С >0I ’ I 1.1

Агар (5)-(8) масалада
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т  п

1 а. = i > ,
'=i ./=!

(9)

1сиглик уринли булса, яъни ишлаб чик,арилган ма\сулотлар 
п т и п д и с и ,  унга булган талаблар йигиндисига тенг булса, у 
\олда бу масала ёпик,моделли транспорт масаласи деб аталади.

Транспорт масаласининг хоссаларига дойр куйидаги 
тсоремаларни исботсиз кабул кдламиз:

1-теорема. \ар  к^андай ёпик моделли транспорт масаласи 
ечимга эга.

2-теорема. Транспорт масаласининг шартларидан тузилган 
матринанинг ранги m+n-1 га тенг.

Натижа. Транспорт масаласи ечимидаги 0 дан фарк^чи 
к;ийматли узгарувчилар сони m+n-1 та булади.

3-теорема. Агар (4)-(8) масаладаги барча а ва Ь: лар бутун 
сонлардан иборат булса, у \олда транспорт масаласининг 
ечими бутун сонли булади.

4-теорема. Ихтиёрий транспорт масаласи оптимал ечимга 
эга булади.

Мисол. куйидаги транспорт масаласининг математик 
моделини тузинг.

Масала. Учта А, В, С омборхонада мос равишда 420, 380 
ва 400 тонна махрулот жойлаштирилган. Бу ма\сулотлар учта 
истеъмолчига ю б орилиш и керак. И стеъм олчиларнинг 
ма\сулотга булган талаби мос равишда 260, 520 ва 420 тонна.

1 тонна ма\сулотни х,ар бир омборхонадан \ар  бир 
и с т е ъ м о л ч и г а  ю б о р и ш  учун са р ф  к ,илинадиган  йул 
\аражатлари куйидаги матрица куринишида берилган

(Q) =
4 3̂ 1 

7 5 8  
6 9 7,

С а р ф  к^илинадиган у м у м и й  йул \ а р а ж а т л а р и н и  
минималлаштирувчи ма\сулотларни ташиш режасини тузинг.

Енилиши. А омборхонадан I, II ва III истеъмолчиларга 
юбориладиган махрулотлар микдорини мос равишда х п , х 12 
ва х п билан белгилаймиз.
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Худди шунингдек^В омборхонадан I, II ва III пунктларга 
юбориладиган махсулотлар микдорини мос равишда х2|, х22 
ва х 2, б и л а н ,  С о м б о р х о н а д а н  шу и с т е ъ м о л ч и л а р г а  
юбориладиган махсулотлар микдорини мос равишда хЧ|, х 12 
ва х „  билан белгилаймиз.

М асаланинг барча берилган параметрларини х,амда 
номаълумларни жадвалга жойлаштирамиз.

2-жадвал.
истеъмолчи.'lap 

омборхоналар
1 II III

и/ч махсулотлар 
микдори

1
А

1 Х | |

4

X12
3

Х |3
420

В
7

*21
5

* 2 2

8
х 2 з

380

С 6
Х31

91

*32
7

Х т ,
400

Истеъмолчиларниш 
махсулотга булган талаби

260 520 420

Ж а д в ал д ан  к у р и н а д и к и ,  А о м б о р х о н а д а н  б а р ч а  
истеъмолчиларга юбориладиган ма\сулотларнинг микдори

х п+ х12+(5)х,з
тоннага тенг булади. Шартга кура, у шу омборхонадаги 
ма\сулот микдори га тенг булиши керак, яъни

Х|,+Х12+Х1з= 420
Худди ш унингдек ,  В ва С омборхоналардан барча 

истеъмолчиларга ю бориладиган  м а \сулоглар  м икдори  
улардаги ма\сулот \ажмига тенг булиши керак, яъни 

х21+ х22+ х21=380
Х ) | + Х 3 2 + Х , Г 4 0 0

Бундан ташцари, \ар  бир истеъмолчининг ма\сулогга 
булган талаби тула каноатлантирилиши керак. Бу шартни
1-истеъмолчи учун ёзамиз. I-истеъмолчи га А омборхонадан 
х п м и к д о р д а ,  В о м б о р х о н а д а н  х 21 м и к д о р д а  ва С 
омборхонадан х3| микдорда ма\сулот келтирилади. Демак, бу 
истеъмолчига жаъми

Х1,+Х2|+Х,|
микдорда ма\сулот келтирилади. Шартга кура, бу микдор
I-истеъмолчининг галабига яъни, 260 тоннага тенг булиши 
керак. Демак,



xli+ x , |+x ,]=260 
кчиликка эга буламиз.

Худди шунингдек, барча омборхоналардан II на III 
i ieiеъмолчиларга келтириладиган ма\сулотлар микдори 
уларнинг талабига тенг булиши керак, яъни 

х |2+ х ,3+ х32= 5 2 0  
х13+х,,+х33=420 

Масаланинг ик^гисодий маъносига кура барча номаълумлар 
манфий булмаслиги керак, яъни

х^>0, ( i= l,..,m ; j= l, . . . ,n )
Ма^сулотларни ташиш учун сарф к^илинадиган умумий 

пул \аражати
Y = 2 x | | + 4 x |2+ 3 x | , + 7 x , | + 5 x22+ 8 x21+ 6 x31+ 9 x,2+ 7 x„  

функция орк^али ифодаланади. Шартга кура, у минимумга 
и т и л и  ши керак.

Ш ундай  к и л и б ,  бер и лган  м а с а л а н и н г  м атем ат и к  
модели га эга булади:

хп + х |2 + х |3 = 420

х 2| + х2, + х23 = 380 >

х31 + х ,2 + х,з = 400

х„ + х21 + х,, = 260 ]

х,2 + х22 + х32 = 520

х,, + х2Я + х33 = 400

х >0, ( i= l , .. ,3 ;  j= l, . . . ,3 )
Y = 2х1|+ 4х1л+3х.,+7хч+5х„+ 8х„+6х ,.+9х„+7х ,1mm 11 12 13 '1 22 23 31 32 .'3

Мустацил ечиш учун топширик,.
Масада. 4та А,, А,, А4 омборхоналарда мос равишда 

40; 50; 60; 30 тон на  ё^илги  мавжуд. Бу ёкилгиларни  
талаблари  мос равиш да 60; 80; 40 тонна булган 3 та 
истеъм олчига ю бориш  керак. С арф  к,илинадиган йул 
\аражатларини минимал булишини таъминловчи ёкилгипи 
ташиш режасини аникданг.

1 т о н н а  ёк,илгини \ а р  бир ом борхонадан  \а р  бир 
истеъмолчига ташиш учун сарф к^линадиган йул \аражатлари 
куйидаги матрица куринишида берилган:



( 4 3  5)

(С„) =
62  1 
7 4 2

1̂ 5 6 3 J
2-§ . Транспорт масаласининг бошлангич таянч ечимини 

топиш усуллари

У.мумий куриниш да берилган транспорт  масаласини 
курамиз:

§IIн

(1 )

* II с II 3 
1

(2 )

IV р II 3 II ^5 (3 )

111 п

•"«
г1

3 н М м (4 )
/=1 ,=1

М асаланинг (1) ва (2) шартлари биргаликда m n та 
номаълумли m +n та тенгламалар системасидан иборат булади. 
Ю корида (1-§ да) танишган 2-теоремага асосан бу система 
коэффициентларидан тузилган матрицанинг ранги m + n - l  
га тенг булади. Демак, транспорт масаласининг (1) ва (2) 
шартларни каноатлантирувчи тенгламалар системаси m + n - 1 
таси узаро чизикди боглик,булмаган тенгламалар системасини 
ташкил килади.

Шундай килиб, транспорт масаласининг бошлангич таянч 
е ч и м и д а н  и б о р а т  б у л г а н  ( хн) м а т р и ц а н и н г  m +  n - l  
компонен глари мусбат булиб, колганларп 0 га тенг булади.

Дейлик, транспорт масаласининг маълум параметрлари 
ва у н и н г  таянч  ечим и  куйидаги  жадвал ку р и н и ш и д а  
берилган булсин.

Бу жадвалдаги 0 дан фаркди хи лар жойлашган катаклар 
«банд катакчалар», колганлари  эса «буш катакчалар» деб 
аталади.
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3-жадиал

\
Ь, ь 2 ... Ьп

ai
СЦ

Хп
С12

x i2__
... С In

Xln

а 2
С21

Х21
с 22

Х22
... C2n

x 2n
... ...

Сщ1 
Xml .

Cm2 
_Хт2....

... С п т  
. Xjh h ___

I. Шимолий-гарб бурчак усули.
Бу усулнинг fohch  куйидагидан иборат. Энг аввал 

[и м о л и й -г а р б д а  ж о й л а ш г а н  А,, В, к а т а к ч а д а г и  х„ 
омаълумнинг кийматини топамиз, 

x |1= m in (a1, Ь,)
гар а!<Ь( булса,

хи= а р х ,= 0  (j=2,...,n), b' =5,-3,. 
гар а,>Ь, булса,

Х |= Ь р хп=0 (i=2,...,m), a = a r b,.
Фараз к.илайлик, биринчи \ол бажарилсин. Бу \олда 

ккинчи к,атордаги биринчи элементнинг кцйматини топамиз: 
lj x ,= m in (a , ,  b ,)
rap a ,>b i булса,

x2 = b  p xn= 0  (i=3,...,m), <3 2= a 2-b ,.
.rap a ,< b , булса,

x,,=a2, x2j= 0  (j=3,...,n), bn =b ,-a2.
Худди шундай йул билан давом этиб, \ар  бир цадамда 

итта х;| нинг к,иймати гопиб борилади. Бу жараён барча а, 
а b лар 0 га айлангунча такрорланади.

1-мисоп. куйидаги транспорт масаласининг бошлангич 
аянч ечимини топинг.

Ечиш.
1 -кддам.

x n=min(4,  3)=3
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-2-кадам.
x |2= m in ( l ,  6)=1 

Бунда <з !=0, ва Ь'2= 6 - 1=5 га узгаради, \ам да х |3= х |4=0.
3-кладам.

x2,=min(2, 5)=2 
Бунда а'2=(), ва Ь'2= 5-2= 3  га узгаради, \ам да х23= х24=0.
4 -кадам.

x,2=min(3, 3)=3 
Бунда а3=Ь2=0 булади, xJ3=x,4= x42=0.
5-кадам.

х4 =min(3, 2)=2 
Бунда а 4=3-2= 1, Ь,=0.
6-кадам.

x44= m in ( l ,  1)=1 
Бунда а44=Ь4=0 булади. Масаланинг ечиш жараёни тугайди. 

Топилган бошлангич ечим куйидаги жадвал куринишда булади.
Топилган бошлангич ечимдаги 0 дан фаркди булган 

номаълумлар сони 6 та булиб, у m + n - 1=7 дан кичик. Агар 
м асалан и нг  таянч  ечимидаги  0 дан ф аркли  булган хг 
номаълумлар сони m + n -l  дан кичик булса, бундай ечим хос 
ечим (хос режа) деб аталади. Хос ечимни тугрилаш усуллари 
билан кейинроктанишамиз.
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II. Минимал ^аражатлар усули.
Транспорт масаласининг ечимини топиш учун керак 

буладиган итерациялар сони бошлангич таянч ечимни 
ганлашга боглик,. Оптимал ечимга яь^ин булган таянч ечимни 
топиш масаланинг оптимал ечимини топишни тезлаштиради. 
Юкрридаги «шимолий-гарб бурчак» усули йул \аражатларини 
назарга олмаган \олда таянч ечимни аник/тйди. Бундай усул 
билан топилган таянч ечим оптимал ечимдан йирок, булиб, 
унинг ёрдамида оптимал ечимни топиш учун жуда куп 
боск,ичдаги ишларни бажаришга гугри келади.

Адабиётда транспорт масаласининг бошлангич ечимини 
то^иш учун йул х,аражатларини назарга олувчи куп усуллар 
маълум («устундаги минимал элемент» усули, «к,атордаги 
минимал элемент» усули, минимал \аражатлар усули, икки 
томонлама ганлаш усули ва бошк,алар).

Минимал \аражатлар усулининг гояси куйидагилардан 
иборат:

Энг аввал транспорт масаласи ^аражатларидан ташкил 
топ га н матрица белгилаб олинади, яъни

С 12 ■ ■с и,

= С 21 С 2р • ■С 2 п

\ С т  1 С,„2 ' •• ( 'п т  /



Бу матрицанинг элементлари ичида энг кичик, яъни 
m in C = C |k топилади ва унга мос булган катакчага а, ва bk 
сонлардан энг кичиги ёзилади, яъни

xIk~m in(a], bk)
топилади. Агар \ = а 1 булса, у \олда /-цатор «учирилади» (/- 
таъминотчининг ма\сулоти гула таксимланганлиги учун бу 
Кагордаги бошкд катакчаларга к.аралмайди) ва bk нинг киймати

b 'k= b k-a/
га узгаради. Агар x|k= b k булса, у \олда k-устун «учирилади» (к- 
истеъмолчинингталаби гула кдноатлантирилганлиги учун бу 
устудаги бошка катакчаларга к,аралмайди) ва а; нинг киймати

а г аЛ
га узгаради.

Харажатлар матрицасининг крлган кисмидаги элементлар 
ичида яна энг кичиги топилади ва у жойлашган катакчадаги 
х т а к с и м о т н и н г  к и й м а т и  а н и ц л а н а д и .  Бу ж а р а ё н  
таъм инотчилардаги  м а \сулотлар  т^ла так^симлангунча, 
истеъмолчиларнинг талаблари тула цаноатлантирилгунча 
такрорланади.

2-мисол. Берилган транспорт масаланинг бошлангич 
ечимини «минимал \аражатлар» усули билан топинг.

4-жадвал
истеъмолчиларнинг ма\сулотга булган талаби

200 200 100 100 250

* 5
100 10 7 4 1 4

i  £
250

2 7 10 6 11

о § 
± о 200 8 5 У 1 2 2

& 2 f- 300 1 1 8 12 16 13

Ечиш. I-^адам. \араж атлар  матрицаси элементлари ичида 
энг кичигини, яъни

minC =С . =1I/ 14
ни топамиз\амда

x |4= m in (a l, b4)=min(100, 100)= 100 
так,симотни а н и к л ай м и з .  Бу ерда а (= Ь 4 булгани учун 
a t= b 4=  100 деб кабул киламиз. Бу \олда 1-каторни учирамиз, 
Ь4нинг киймати ни



b =b.-x. =  10 0 -100=04 4 14
га узгартирамиз.

2-к,адам. \ар аж атл ар  матрииасининг долган кисми учун 
энг кичик

minC =С , =2у 21
\аражатни топамиз ва у жойлашган катакчадаги 

x2|=m in(a2, b 1)=min(250, 200)=200 
таксимотни аникпаймиз. Буерда: х21=Ь4 булгани учун 1-устун 
учирилади ва а2нинг кийматини

а ,=а,-х, ,=250-200=50
га узгартирамиз.

3-к,адам. Харажатлар матрицасининг колган кисми учун 
минимал

minC. = С  =2I/ 34
\аражат топилади ва бу \аражатга мос

x34= m in(a3, b4)=min(200, 0)=0 
так;симот топилади. Бу ерда: х,4=Ь4=0 булгани учун 4-устун 
учирилади.

4-к,адам. \ар аж атл ар  матрицасининг колган кисми учун 
минимал х,аражат

minC =С, =2
!/ 35

топилади ва унга мос булган
x„= m in (a3, b,)=min(200, 250)=200 

тацсимотни аникпаймиз. Бу ерда: х„=а,=200 булгани учун
3-катор учирилади ва Ь, нинг климат и

Ь = Ь г х, =250-200=50
га узгартирилади.

' 5-и,адам. \ар аж атл ар  матрицасининг колган кисми учун 
минимал \аражат

minC =С , =7
| /  22

ва унга мос
x22=m in(f l2, b2)=min(50, 200)=50 

таксимот топилади. Бу ерда: х,2=а<з ,=50 булгани учун 2-катор 
учирилади ва Ь, нинг киймати

b ,=Ь,-х22=200-50= 150
га узгаради.

Ь-!\адам. Харажатлар матрицасининг колган кисми учун 
яна минимал \аражат

minC =С  =8Ij  42
\аражат топилади ва унга мос булган



x42= m in (a4, b 2)=min(300, 150)= 150 
такси мот топилади. Бу ерда: x42=b ,=  150 булгани учун 2-устун 
учирилади ва а4нинг киймати

а = а 4-х =300-150=1504 4 42
га узгаради.

7-^адам. Харажатлар матрицасининг колган кисми учун 
яна минимал хдражат

minC =С  =12!/ 43
\аражат топилади ва унта мос булган

x43= m in (a 4, b,)=min(150, 100)= 100 
таксимот топилади. Бу ерда: х43=Ь3=  100 булгани учун 3-устун 
учирилади ва а '\  нинг киймати

а"4-х43=  150-100= 100
га узгаради.

8-к,адам. Харажатлар матрицасининг колган кисми битта 
С45=15 элементдан иборат ва унга мос булган таксимот

x4S=min(fl"4,b'5)=min(50, 50)=50 
булади. Бу \олда 4-катор ва 5-устун учирилади.

Г о п и л ган  ботилантич е ч и м н и  куй и даги  ж адвалга  
жойлаштирамиз.

5-жадвал

Жадвалдан куринадики, тулдирилган катакчалар сони n+m- 
1 =5+4-1 =8 га тенг. Демак,, бу ботилангич ечим таянч ечим булади

Мустакил ечиш учун тоишириклар.
I. Куйидаги транспорт масаласининг бошлангич ечимини 

«шимолий-гарб бурчак» усули билан топинг.



6-жадвал

1. Берилган транспорт масаласининг бошлангич ечимини 
«минимал х,аражатлар» усули билан топинг.

3-§. Транспорт масаласининг оптимал ечимини топиш учун 
потенциаллар усули.

Потенциаллар усули ёрдами билан бошлангич таянч 
ечимдан бошлаб оптимал ечимга я^инрок,булган янги таянч 
ечимларга утиб борилади. Чекли сондаги итерациядан сунг 
масаланинг оптимал ечими топилади. Хар бир итерацияда 
топилган таянч ечим оптимал ечим эканини текшириш учун 
\ар  бир таъминотчи  (А ) ва истеъмолчи (В )  га унинг 
потенциали деб аталувчи U  ва Vj микдорлар мос куйилади. 
Бу потенциаллар шундай танланадики, бунда узаро богланган 
А, таъминотчи ва В | истеъмолчига мос келувчи потенциаллар



йигиндиси Ai дан га бирлик ма\сул от ни ташиш учун сарф 
Килинадиган транспорт \аражати CL га тенг булиши керак.

Теорема. Агар транспорт масаласининг Х*=(х* ) ечими 
оптимал ечим булса, у \олда унга мос келувчи потенциаллар 
учун куйидаги шартлар бажарилиши керак:

и  * + V * j = С у, агар х *tj > 0 булса |  

U *| +V *j < С у, а га р х * у = 0  булса j

Бу теоремага кура бошлангич таянч ечим оптимал булиши 
учун куйидаги икки шарт бажарилиши керак:

а) \ а р  бир банд катак учун мос потенциаллар йигиндиси 
шу катакдаги йул \аражати киймат и га тенг булиши керак:

U * + V *= C  ( 2 )
| J 1| 4 '

б) х,ар бир буш катак учун мос потенциаллар йигиндиси шу 
катакдаги йул \аражати кийматидан катта булмаслиги керак:

U*+V*<C. (3)
I J IJ v '

Агар камида битта буш катак учун (3) шарт бажарилмаса, 
курилаётган ечим оптимал булмайди ва бу ечимни базисга
(3) шарт бузилган катакдаги номаълумни киритиш билан 
яхшилаш мумкин.

Шундай к,илиб, навбатдаги таянч ечимни оптималликка 
текш и р иш  учун аввал (2) шарт ёрдамида потенциаллар  
системаси курилади ва сунгра (3) ш артнинг бажарилиш и 
текширилади.

Потенциаллар усулининнг алгоритми 
куйидагидан иборат

1) бошлангич таянч ечимни куриш;
2) (2) шарт асосида потенциаллар системасини куриш; 

бунда m + n  та номаълумли m +n- 1та чизикли тенглама \осил 
булади. Номаъ,г1умлар сони тенгламалар сонидан биттага ортик 
булгани учун битта номаълум э р о й  булиб унга ихтиёрий 
Киймат, масалан нол киймат берилиб копганлари мос 
тенгламапардан топилади;

3) буш катакпар учун (3) шарт текширилади;
а) бу шарт барча буш катаклар учун бажарилса, ечим 

оптимал булади ва ечиш жараёни тугайди;



б) ;жс \олда ечим оптимал булмайди ва кейинги ечимга 
утишга киришилади;

4) кейинги ечимга утиш учун буш катакларнинг унг 
11ас 1 бурчагига

Л = U  + V -С (4)и 1 • ч х
цийматлар ёзиб чицилади ва бу к,ийматларнинг энг каттаси
мос келган катакча, яъни куйидаги

m a x  Ч  = А«- (5)
Д, >0

шартни каноатлантирган (А;,Вк) кагакча тулдирилади (хл номаълум 
базисга киритилади) xft=8 деб фараз к,йлиб (А,,Вк) катакчага 0 
киритилади. Сунгра соат стрелкаси б^йича ^аракат кдлиб 
тулдирилган катакчаларга тартиб билан (-) ва (+) ишоралар куйиб 
борилади. Натижада ёпик, К контур \осил булади:

к = к и к +
бу ерда: К ',  К н - мос равиш да (-) ва (+ ) иш оралари  
катакчаларни уз ичига олувчи ярим контурлар.

Куйидаги формула орк,али 9 нинг сон киймати топилади;

в  = m in  хч = х п  (6)
Xtj € K

5) янги таянч ечим .\исобланади;

х',к = О

х  = 0
о п

х' = х „ ,  агар  х ц £  К  }> (7)

х'„ =  Ху + в ,  агар Xjj е  К* 

агар х ч е  / Г

Бу жараён чекли сонда к,айтарилгандан сунг, албатта, 
оптимал ечим \осил  булади.

Бу алгоритмни юкрридаги мисолда батафсил куриб 
чицамиз.

Дейлик, масаланинг бошлангич таянч ечими куйидагича 
куринишда булсин:



1 -жадвал

а1 \
200 200 100 100 250 Uj

100
10

Щ

7 4

R

1
100

4
0 u , = o

250
2

200
7

50
10 6

0
11

R
U 2=8

200
8

-1Й

5 3

га

2
0
га

2
200 U 3=-2

U 3=9300
11

F8|

8
150

+

12
100

16

га

13
50

V, V! =  -6 V2= - l V3=3 V4= l V5=4 0=50

Бу жадвалдан куринадики, тулдирилган катакчалар сони 
п+гп-1 тадан кам, яъни n+ m -2  та. Ш унинг учун (А,, В5) 
катакчага 0 киритиб уни тулдирилган катакчага айлантирамиз. 
Сунгра тулдирилган катакчалар учун потенциал тенгламалар 
системасини тузамиз:

и ,+У =1
u , + v = 4
u3+ v = 2

u4+ v =8
u 4+ v^=12

u4+ v = 1 3
u , + v2= 7

U2+V!=6
Бу системада u ]=0  деб к,абул кдлиб долган потенциалларни 

бирин кетин топамиз U=(0; 8:-2 ; 9) V = ( -6 ; -1; 3; 1; 4). 
\ а р  бир буш катакча учун

А — U +V—С1.1 1 I IJ
катталикни \и со бл аб  уни буш катакчанинг пастки унг 
бурчагига ёзамиз

г п а х А / = д :4 = 3
д„ >о

булганлиги сабабли (А,, В4) катакчага 0 сон киритамиз ва 
(Аг В4), (Ар В.) (A4,Bs), (А4,В,), (А,,В,) катакчаларни уз ичига 
олувчи ёпик, К контур тузамиз
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K=K U K 4
hv ерда:

(A,,B4), (A4,B,), (A2,B ,)eK  
(A„B5) , (A 4,B2) , ( A 2,B4)e K +

Янги таянч режани аникдаймиз ва уни куйидаги жадвалга 
жойлаштирамиз.

2-жадвал

\ b j  
а 1. \

100

200 200 100 100 250 Ui
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Щ
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щ
8

200
+

12
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16

F91

13

Я
U 3=6

V!— 3 V2=2 V3=6 v 4—1 I V5=4 0=0

Юкрридаги усул билан потенциаллар системасини тузамиз 
ва уни ечиб топамиз U=(0; 5: -2; 6) V=(-3; 2; 6; 1; 4). 

ь Барча буш катакчалар учун
Д = U  + V .-Cи ' I и

ни \исоблаймиз. 6-жадвал куринадикп,

ш а х д ч = д 1з = 2 
д,; >0

Ш унинг учун (А,, В,) катакчага 0 ни киритамиз ва 
жадвалда курсатилган ёпик, К контур тузамиз. Сунгра

в  -  m in  х„ =  О
Х ,Е  К '  1

эканлигини  аникдаймиз. Топилган янги таянч ечимни 
куйидаги жадвалга жойлаштирамиз.

1 1 ^



3-жадвал

а‘ 1
200 200 100 100 | 250 Ui
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Я
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200 U 3= -2

300
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200
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16

R

13

R
U 3=6

Vi V ,= -3 У2= 0 V3=4 V4= l V5=4 0= 0

З-жадвалда келтирилган ечим оптимал ечим булади, 
чунки барча буш катакчаларда Д.^О.

Шундай килиб, учинчи циклда куйидаги оптимал ечимга 
эга булдик.

х14=50; х |5=50; 
х 2 =200; х 24=  50; 

х 35= 2 0 0 ;  х 42= 2 0 0 ;  х41=100.
Y =50+4-50+2-200++6-50+2-200+8-200+12-100=4150.mi n

Му ста кил ечиш учун топширик,-
Берилган транспорт масаласининг оптимал ечимини 

потенциаллар усули билан топинг.

50 50
'

50 50

34
2 7 6 4

I

46 1 7 5 j 8

60 10 2 8 11

60 7 7 5 5
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4-§. Хос транспорт масаласи. Транспорт масаласида 
циклланиш ва ундан кутилиш усули

Транспорт м асал аси н и н г  таянч  ечимидаги  мусбат 
ком понентлар  сони k < n + m -l  булса, бу ечим хос ечим 
булади. Бундай ечимни тугрилаш учун n + m - l -кта 0 элемент 
киритиш керак булади. Киритилган 0 элементларга мос 
булган векторлар узаро чизикди боглик булмаган векторлар 
булиши керак. Бунга эриш иш  учун куйидаги 8-усул ни 
куллаш мумкин.

8-усу л. Агар транспорт масаласи шартларидаги а., b 
параметрлар учун

к к

, = ^ Jb l (к < п . к < т ) (О
/-! ./ = 1

хусусий йигиндилар узаро тенг булса, транспорт масаласи 
хос транспорт масаласи даб аталади. Бундай масаланинг 
бошлангич таянч ечимидаги 0 дан фаркди компоненталар 
сони n+m-1 дан кам булади ва бундай масалаларни ечиш 
жараёнида циклланиш \олати руй бериши мумкин.

Циклланиш. Бу шундай холатки, унда бир бос кич дан 
и к к и н ч и с и г а  у тган д а  м аксад  ф у н к ц и я н и н г  ки й м ати  
камаймайди х,амда маълум бир сондаги боскичдаи сунг 
олдинги боскичларнинг бирига кайтиш \олати руй беради.

Хослик ^олатининг олдини олиш учун а| ва Ь. лардан 
гузилган хусусий йигиндиларнинг узаро тенг булмаслигига 
эриш иш , бунинг учун эса а. ва Б  ларнинг кийматини бирор 
^нчик сонга узгартириш керак. Масалан, етарлича кичик е>0 
сонни олиб, а| ва b ларни куйидагича узгартирамиз:

a.=ai+£, ( i= l,.. .,n) (2)
Ь=Б, G=*....n-1) (3)
Бп=Ьп+ гпе, (е>0) (4)

бу ерда: s етарлича кичик сон булганлигига сабабли \осил 
булган масаланинг Х(е) оптимал ечими s=0 да берилган 
масаланинг ечими булади.

1-мисол.
с-усул ни куйидаги масалага кулланг.

Ечиш. «Шимолий-гарб бурчак» усулини куллаб масаланинг 
бо ш л ан ги ч  е ч и м и н и  т о п ам и з  (1 -ж адвал) . Ж адвалдан 
куринадики, бошлангич счимда 0 дан фаркли кийматли



1 - ж а д в а л

номаълумлар сони 6 та (масаланинг таянч ечими хосмас 
булиши учун ундаги 0 дан фаркуш к,ийматли номаълумлар 
сони п + т - 1 = 7 т а  булиши керак).

2-жадвал
s \ bJ
а- \

1 3 3 2 5+Зе и,

и ,= о3+Е
1

1
2

2 + е

3

R

5

Щ
4

4 + е

4

й

5
1-Е

-0

2
3

1
2 е

+ 0

3

R

и 2=з

7 + е
6 1

0

й

3 5
2 - 2 е

-0

2

5 + З е U 3= 7

V, V , = l V ,= 2 V3= -l V4= -2 V 5= -5 0 = 1 -Е

Энди Е-усулни куллаб ушбу жадвални \осил  кдламиз 
(2-жадвал) ва бошлангич ечимни топамиз.

Жадвалдан куринадики, таянч ечимдаги мусбат элементлар 
сони 7 та (n + m -1=5+3-1=7). Бу таянч ечимни оптимал ечимга 
айлантириш учун потенциаллар усулини куллаймиз 

/  боск,ич.
U=(0; 3; 7), V = ( l ;  2 ; - 1 ; - 2 ; - 5 )  

х „= 1 ;  х п =2+е; 
х 22= 1 - е ; х1Ч=3; х 24= х е ; 

х , 4= 1 - е ; х „ = 5 + З е



3 -ж а д в а л

\ . Ь| 
;,i х ,

1 3 3 2 5+Зе и ,

3 + е
1

1
2

2+ 8
-0

3
0

3

5

га

4

R ]

и , = 0

4 5 2 1 3
4 f e 3 1 +  Е и 2= -

|-8] |-8| -0 + 0 Г-51
5

. . .  .

6 1 3 5 2
7 + е 1-е 1-Е 5+Зе и 3= -

ы +0 -0
1

1 V, 1 2 6 6 3
11 боск,ич.

U=(0; -5; -1), V = ( l;  2; 7; 6; 3) 

m a x A« = max(4^ 3) = Aii = 4
Д (/ > o

0 = 1 - E

янги таянч ечим:
x , |= l ;  x12= l+ 2 e ;  x L1= l-e ;  

x2 = 2 + e ;  x24= 2 ;  
x,2=2-2e; x,s=5+3e; (4-жадвал)

4-жадвал
" \ bJ
а, 1 3 3 2 5+Зе и ,

3+е
1

1
2

1+2е
3

1-е
5

R

4

R
и , = о

4+е
4

R

5

R

2
2+е

1
2

3

R

и 2~ -
1

7+е
6

R

1
2-2е

3

R

 ̂
И

i 
_____ 

...

2
5+Зе и 3= -

1

....V j _ V, =  l Yz=2 j

гоIIСП
>

У4=2 И 1 I
I

г
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I l l  бощич.
U = (0; - I ;  -1). V=( 1; 2; 3; 2; 3)

Жадвалдаh куринадики,
. ' \ « ) ( i l ....3: j - 1.....5)

Дсмак, II боск,ичда топилган таянч ечим оптимал ечим 
булади.

Оптимал ечим:
Х*(е)=( 1; 1 +2е; 1-е; 2+е; 2; 2-2е; 5+Зе)

Y min(X*(e))=24+7e. 
е=0 да берилган масаланинг оптимал ечимини топамиз. 

X*=(l; I; 1; 2; 2; 2; 5)
Y (Х‘)=24.minv '

Бу ечимни жадвачга жойлаштирамиз

Мустак,ил ечиш учун топширик,лар
Куйидаги масалани с-усул билан ечим

\ ь .
10 40 40 10

20
5 7 8 10

30
11 9 7 6

50 5 3 5 4
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5-§. Очик моделли транспорт масаласи.

Баъзи тр ан сп о р т  м асалаларида иш лаб чикари лган  
ма\сулотларнинг йигиндиси £><> уларга булган талаблар 
йигиндиси (2Л> дан кичик (катта) булиши мумкин. Бундай 
масалалар очи к моделли транспорт масаласи дейилади.

Агар _  .
(D

* j

тенгсизлик уринли булса, у \олда ма^сулотга булган \амм а 
галабни каноатлантириб булмайди. Лекин бу \олда хам 
мах,сулотларни кам \аражат сарф килиб таксимлаш режасини 
го пи ш мумкин. Бунингучун масалага ма\сулот за\ираси

" » +| =  2 > ,  > 0  (2)
/ i

б и р л и кн и  таш ки л  цилувчи со,\та т + 1  -  таъ м и нотчи  
киритилади. Бу пунктдабарча истеъмолчиларга ма^сулотни 
ташиш учун сарф килинадиган транспорт \аражатлари 0 га 
тенг деб кабул килинади, яъни

Ст+„ Г 0, j=1, ,n (3)
Агар _

(4)
i /

тенгсизлик уринли булса, у \олда со\та п+1 — истеъмолчи 
кушилади. Бу пунктга \ам м а  таъминотчилардан ма\сулотни 
ташиш учун сарф килинадиган транспорт \аражатлари О 
га тенг деб олинади, яъни

• С п+|= ° ,  i= l , . . . ,m  (5)
Бу со\та истеъмолчининг мах,сулотга булган талаби

ь^ = Т а 1 - И ь , > 0  (6)
' /

бирликка тенг деб кабул килинади.
1 - мисол .  к у й и д а г и  о ч и к  м о д е л л и  т р а н с п о р т  

масаласини ечинг.
Ш унинг учун талаби

b =16-13=3о
булган сохда истеъмолчи пункт киритиб, масалани куйидаги 
куринишга келтирамиз:
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3 3 3 2 2

4
3 2 1 2 3

5
5 4 3 1 1

7
0 2 3 4 5

Бу масалада _  _
1 ч  = 1 6 > 1 * ,  = 1 3

Бу масаланинг бошлангич таянч ечимини «минимал 
\аражатлар» усулидан фойдаланиб топамиз ва потенциаллар 
усули билан оптимал ечимни топамиз:

\ bj
а± . Х

3 3 3 2 2 3 U,

3 2 1 2 3 0
4

Г-5] R
1+0

R R
3-0 U |= 0

5 4 3 i i 0
5

0 0
1-0 2 2 0

|2|
U 2=2

0 2 3 4 5 0
. . . .  . .  .

7 3 3 1

R R Й
U 3=2

V, V, =-2 V2=
0

v 3=
I

V4= -
1

V5= -
1

V6=
0

0=1

X bj
a, X

3 3 3 2 2 3

4 3 2 1 2 3 0

5
5 4 3 1 1 0

7 0 2 3 4 5 0



II

\ b j  
а, \

3

1

u>

\
3 -

1

2 3 U,

4

5

3

R

2

й

1
3

2

R

3

f'2|

0
1 u , = o

5

R

4 3

Щ

1
2

1
2

0
1 u 2=o

7
0

3
2

3
3

Г-1

4

F'3|

5

R

0
1 U 3=0

V.
v , =
0

Гч1
1 II!>| 

:

v 3=
1

V4=
1

v 5=
1

V6=
0

Лотенциаллар усулининг 
топилди:

11 босцичида оптимал ечим

\ b j
a i N

3 3 3 2 2 3

4 3 2 Г
3

2 3 0
1

5 5 4 3 1
2

1
2

0
1

7
0

3
2

3
3 4 5 0

1



х ,= 3 ;  х |6=1;
х24 2, х2Я—2, х2(; 1,
х,|—3, х,2- 3 ,  х16- 1.

Y =  1-3+0-1 +1-2+1 -2+0-1+0-3+2-3+0-1=3+2+2+6=13.mm
Дсмак, ишлаб чик,арилган ма^сулотларни энг кам \аражат 

сарф  килиб  таксим лаш  учун \ а р  бир  таъм и нотчида  1 
бирликдан ма\сулот таксимланмасдан колиши керак экан.

2-мисол. Куйидаги очик моделли транспорт масаласини 
ечинг.

Яъни:

\ b j
aj \

150 120 80 50

100
3 5 7 11

130
„

1 4 6 2

150
5 8 12 7

Бу масалада

= 380 < £ / > ,  = 400

Ш унинг учун ма\сулот за\ираси

Y , b ! ~1l °' = 4 0 0 - 3 8 0  = 20

булган со \та  таъминотчи пункт киритилади ва масала 
Куйидаги куринишга келтирилади:

1bi
а , \

80 120 70 130

100
|ю| М N й

150 ё й У У

150 $ ш У й

Бу масаланинг бошлангич таянч ечимини «минимал 
^аражат» усули билан топиб потенциаллар усули ердамида 
оптимал ечимини топамиз:
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\ b j
ai

150 120 80 50 u ,

3 5 7 i i
100 0

+0
100

-0 Щ R
U ,= 0

130
1

130
4

R1

6

|i|

2

fl

u2=-
2

5 8 12 7
150

|i]
20

+0
80

-0
50 U 3=3

20
0

20
-0

о 
[5D

0
0

0

И

С 1

Vi V ,=3 V2=5 V3=9 V4=4

\ b j
ai \ 150 120 80 50 u,

3 5 7 11
100 20 80

-0
0

0 R
u,=o

130
1

130
4

R

6

PI

2 u2=-
2

5 8 12 1
150 40 60 50 U 3=3

14 +0 -0

20
0 0 0

20
0 u4=-

w N И У

v i V,=3 V 2=5 V 3=9 < II 4» e=60H

\ bi 
ai X

150 120 80 50 U,
3 5 7 1!

100 20 20 60 u,=o
-0 +e H

130
1

130
4 6 2 u2-

Ml 111 M
I

5 8 12 V
150 e 100 50 u 3=3

14 -e M
0 0 0n 0

20 20 U4=-
R R И

/

Vi v,=3 V2=5 V,=7 _ v « ^ j 0=20
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\ b j  
ai \

150 120 80 50 U,

100
3

R1

5

40

7

60

11

R
u,=o

130
i

130
-e

4

Й

6

fil

2
0

Щ

u2=-
1

150
5

20
+0

-8
80

12

R

1
50

-0
U3=3

20
0

Г6]

0

R

0
20

0

R
u4=-

8

V, V,=3 V 2=5 V3=8 V4=4 0=50
Х Л
a, \

150 120 80 50 u,

100
оJ

R

5
40

+0

7
60

-0

11
R l

U,=0

130
i

80
-0

4

fl

6
0

fil

2
50 u2=-

1

150
5

70
+e

8
80

-0

12

R

7

R
U 3=3

20
0

R

0

R

0
20

0

R
u4=-

8

v, V,=2 V2=5 V3=8 V4=3 0=60
Х Л
a, \ 150 120 80 50 Ui

100
3

R1

5
100

8

R
11

R
U|=0

130
1

20
4

Щ

6
60

2
50 u2=-

1

150
5

130
8

20
12
R

7

R
U 3=3

20
0

R

0

R

0
20

0

R
u4=-

7

v , V|—2 V 2=5 V3=7 V4=3



Потенциаллар  усулининг VI боск;ичида оптимал ечим 
топилди:

х ,2=  100;
х2 =20; х21=60; ^„= 50;
х3|=130; х12=20;
Y . =5-100+1-20+6-60+2-50+5-130+8-20+0-20= 1790.

ПИЛ

Демак, ишлаб чикдрилган ма\сулотларни энг кичик 
\аражат сарф кдлиб таксимлаш учун учинчи истеъмолчи нинг 
гапаби 20 бирликка кондирилмаслиги керак.

Мустацил ечиш учун топширик^ар
Куйидаги очик, моделли транспорт масалаларини ечинг.

\ b j
а, X

250 250 250 200

400 7 ч 5 “Г 11

300 10 6 5 3

300 2 7 3 4

\ b i 
а, \

180 170 150 150

100 5 7 6 3

130 3 5 4 7

150 7 6 3 2

Таянч суз ва иборалар
транспорт масаласи, ёпик, моделли 
транспорт масаласи, банд катакча­
лар, буш катакчалар, «ш имолий- 
гарб б у р ч а к »  у сули , « м и н и м а л  
\а р а ж а т л а р »  усули , \ а р а ж а т л а р  
м а т р и ц а с и ,  п о т е н ц и а л л а р ,  
потенциал тенглама, К контур, хос 
т р а н с п о р т  м а сал ас и ,  хос т ая н ч  
еч и м , ц и к л л а н и ш ,  е-усул, очик, 
моделли транспорт масаласи.



Назорат саволлари

1. Транспорт масаласининг математик модели цандай 
ва у цандай формаларда ёзилади?

2. Ёпиц  ва очиц  моделли транспорт масалаларига и з о \  
беринг.

3. Транспорт масаласи ечими мавжуд булишининг зарур 
ва етарлилик шарти нимадан иборат?

4. Транспорт масаласи шартларидан тузилган матрицанинг 
ранги нимагатенг?

5. Т р а н с п о р т  м а сал ас и  еч и м и д а г и  0 дан  фарк,ли 
Узгарувчилар сони нечта?

6. К,айси холда транспорт масаласининг ечими бутун сонли 
булади?

7. «Шммолий-гарб бурчак» усулининг гояси цандай?
8. «Минимал \аражатлар» усулининг гояси цандай?
9. Потенциаллар нима ва у к,андай маънога эга?
10. Потенциал тенглама нима ва у к;андай ёзилади?
11. Транспорт масаласи таянч ечимининг оптималлик шарти 

нимадан иборат?
12. Хос транспорт масаласи цандай?
13. Хос таянч ечим деб цандай ечимга айтилади?
14. Ц иклланиш  ним а ва у цандай холларда руй бериши 

мумкин?
15. с-усулнинг маъноси нимадан иборат?
16. Очик моделли транспорт масаласини цандай йул билан 

ёпик, моделли масалага айлантириш мумкин?
17. Сохта таъминотчининг ма^сулот забираем нимага тенг 

булади?
18. Сохта истеъмолчининг махсулотга булган талаби цанча 

булади?

Масалалар

1. Берилган масалаларнинг математик моделлини тузинг.
а) 3 та А,В,С темир йул стацияларида мос равишда 80, 70 

ва 50 вагонлар за\ираси мавжуд. Бу вагонларни галла ортишга 
шайланган 4 та пунктга юбориш керак. Жумладан: 1 пунктга 
60 та, И пунктга 45 та, III пунктга 65 ва ГУ пунктга 30 та 
вагон керак. Вагонларни такримлаш учун сарф цилинадиган 
х,аражатлар матрицаси куйидаги куринишда берилган
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с  =
0 4 1 3 1 6 1 0  

12171418 
15121113

Вагонларни истеъмолчиларга оптимал такримлаш режасини
тузи н г.

б) Турт хил иш майдонига уч хил турдаги ускуналарни 
оптимал таксимлаш талаб цилинади. Ускуналар микдори мос 
равишда 45, 30, 50 бирликда булиб, иш майдонларининг 
уларга булган талаблари 20, 40, 45, 20 бирликдан иборат. Хар 
бир ускунанингтайин иш майдонидаги ме^нат унумдорлиги 
куйидаги матрица билан характерланади:

С =
М 2 3 5 л 

3 6 2 2  
1 5 4 7ч

2. Берилган транспорт масалаларининг бошлангич таянч 
ечимини топинг; 

а)

б)

\ bj 
^ \

120 80 50

130 1 7 8

70
6 1 1

50
7 6 1
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3. Берилган масалаларнинг хдмда 2-пунктда берилган 
масалаларнинг оптимал ечимини топинг:

\ b j  
а; \

30 50 70

45 7 4 5

45
5 7 4

60 4 5 8



4. Берилган м асалаларни s -усулини куллаб ечинг:

60 60 40 90

50 8 6 5 4

70 3 4 5 6

40 6 7 8 9

90 9 6 5 4

5. Берилган очик, моделли транспорт масалаларини ечинг:





IV БОБ. БУТУН С О Н Л И  ПРОГРАМ М АЛАШ

Узгарувчиларига бутун сонли булишлик шарги куй ил пи i 
ч и з и ц л и  программалаш масалапари катта амалий а\амиятга 
эгадир. Бундай масалалар бутун сонли  программалаш 
м асалалари  деб аталади. Бутун сон ли  програм м алаш  
масалаларига сайёх, \акидаги масала, оптимал жадвал тузиш, 
рапионал бичиш, транспорт воситаларини маршрутларга 
о птим ал  т ак си м л аш , бу ли н м ай д иган  ма^сулот ишлаб 
чицарувчи корхонанинг иш ини оптимал режапаштириш 
масалалари ва хрказолар мисол була олади. Бу масалаларнинг 
баъзилари билан танишамиз.

1-§.Иктисодий масалалар

1. Сайёх, \акдцаги масала.
Фараз килайлик, Р0 шах,арда яшовчи сайёх, п та Р,, Р2,..., 

Рп ша\арларда бир мартадан булиб, минимал вак г̂ ичида Р0 
ииахарга кдйтиб келиши керак булсин. Бу масаланинг математик 
моделини тузиш учун сайё\нинг Р. ша^ардан Р пщ арга бориш 
учун сарф килган вак^ини L (i=l,...,n; j= l,. .. ,n) билан >;амда 
унинг хар бир Р| шах,ардан Р ша\арга бориш вариантининг 
ба\осини xij билан белгилаймиз. Агар сайёх, Р  ша^ардан Р ша\арга 
борса х. =  1, бормаса, х(=0 булади. (Соддалик учун Р| ва Р 
шахарлар факат бир маршрут ёрдами билан богланган деб фараз 
Килам из). Бу хрлда масаланинг математик модели куйидаги 
куринишига эга булади:
о

и ___

Е * « = 1> (*=un), (1)
j=i

£ x 4 = i, и = м о .  (2)
i=l

x ii = 0 ёки хц = 1, (3)

Y„„n = X Z tijxii (4)i,l j=l
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2. Онтимал жойлаштириш масаласи
Д е й л и к ,  m та А р А 2,. . . ,  А т п у н к т л а р д а  бир  хил 

булинмайдиган мах1сулот ишлаб чи^арувчи корхоналарни 
жойлаштириш керакбулсин. Х,арбир корхонанингиш кувватини 
билдирувчи х. (i=l,...,m) бугун сонли кийматларни кабул кил ад и. 
Хар бир А. пунктда мах,сулот ишлаб чик^ариш учун сарф 
кдлинган \аражат ишлаб чикарилган махрулот микдорига боклик, 
булиб f (х) функция оркдпи ифодаланади. Соддалик учун бу 
функцияни чизикди деб кабул киламиз, яъни

fj(xi)=C,xi (5)
Бундан таш цари п та пунктда бу ма \сулот  истеъмол 

к,ил и над и. х,ар бир истеъмол килувчи пунктнинг ма\сулотга 
булган талаби маълум ва улар мос равиш да b p b2,..., b 
бирликларни  таш кил к,илади деб ф араз киламиз. Х,ар бир 
А. ишлаб чикарувчи пункт \а р  бир Bj истеъмол килувчи 
пункт билан богланган булиб йул х,аражатлари матрицаси 
С = ( С И) дан иборат булсин.

А  пунктдан В пунктга юбориладиган ма\сулот микдорини 
xjj билан белгилаймиз. У \олда масаланинг математик модели 
куйидаги кури ни ища ифодаланади:

( i  =  l,n ), (6)
i=l

2 Х =1’ (j = bn), (1)
i=l

x ij = 0 ёки х ц = 1 ,  (1)
n n

Y™  = Z S V u  (i)
i=l j=l

3. Такси мот масаласи.
Берилган n та ишни бажариш учун m та ускунлардан 

ф о й д ал ан и ш  м умкин. i-у ску н ан и н г  ( i= l , . . . ,m )  j -и ш н и  
(j= l , . . . ,n )  бажаришдаги мехмат унумдорлигини С м билан 
белгилаймиз. \ар  бир ускунада фацат битта ишни бажариш 
мумкинлигини >^амда \ а р  бир иш фак,ат битта ускунада 
баж ар и л и ш и н и  назарга олган холда максимал м е \н ат



упумдорлигини таъминловчи ускуналарни ишларгатаксимлаш 
рсжасини аникданг.

Масаладаги номаълумларни хп (i= l,.. .,m ; j= l , . . . ,n )  билан 
белгилаймиз. Бу ерда: х.. — j -ишни i-ускунада бажаришни 
6л\оловчи сон булиб, агар j -иш i-ускунада бажарилса xi =  1, 
агар j-иш i-ускунада бажарилмаса xj =0  булади.

\ а р  бир ускунанинг факат битта ишни бажаришда 
кулланиши

1 е m л и к орк,ал и ифодаланади.
Х,ар бир ишни фак,ат битта ускунада бажарилиши

О, агар j -  иш i -  ускунада бажарилмаса.

Ш у н д а й  к и л и б ,  м а с а л а  (1 0) - (1 2) ш а р т л а р н и  
Каноатлантирувчи \амда

ф^нкцияга максимал киймат берувчи xt номаълумларнинг 
кийматини топишга келтирилди. Бу масала х,ам бутун сонли 
программалаш масаласи булади.

Мисол. Цехда кушимча ускуна урнатишга каР°Р К^бул 
Килиниб, унинг учун 19/3 м2 майдон ажратилди. Бу ускунани 
сотиб олиш учун цех 10 минг сум пул сарф килиши мумкин. 
Цех уз имкониятидан келиб чикиб 2 турдаги ускуна сотиб 
олиши мумкин. I турдаги ускунанинг ба^оси 1000 сум, II 
турдагисининг ба\оси эса, 3000 сум туради.

1 ва 11 тур ускунанинг урнатилиши окибатида \ар  сменада 
цех мос равишла 2 ва 4 бирлик махсулот купрок ишлаб

5 > u = b  (i = l,m). (10)

т
(П)

генглик оркали ифодаланади. Бу ерда:

1, агар j  - и ш /  -  ускунада бажарилса,
(12)

т п
(13)



чик^аради I тур ускунани урнатиш учун 2 м2, 11 тур ускуна 
учун эса, 1 м2 майдон керак.

Кдйси ускунадан кднчадан сотиб олинганда цехда ишлаб 
чик,арилган кушимча ма^сулотларнинг микдори максимал 
булади?

Ечиш. Цех I тур ускунадан х, дона, 11 тур ускунадан х2 
дона сотиб олеин, дейлик. У \олда  масалани шартлари 
куйидаги тенгсизликлар системаси орк,али ифодаланади.

2 x , + x2< 1 9 / 3 ,  

х,+3х2<10, 
х^О, х2>0, х,, х2-бутун.

М асал ан и н г  м ацеади  и ш л аб  ч и ^ ар и л ган  куш им ча 
мах,сулотлар микдорини максимал кдлишдан иборат булиб у 
куйидаги функция куринишида ёзилади.

Y =2х.+4х,-  max 1 2

Шундай килиб, берилган масаланинг математик модели 
куйидаги куринишга эга булди:

2х, + х2 < 19 /3]

х, + Зх2 < 10
(14)

х^О, х2>0, хр х2-бутун. (15)
Y =2х,+4х, (16)max 1 2  v '

Мустак^ил ечиш учун топшириц

Масала. Аэропортда п та хаво йуллари буйича йуловчиларни 
ташиш учун m хил самолёт ишлатилади. i-тур самолёт \ар  бир 
рейсда а| та йуловчини таш иш и мумкин, j -хаво йулида 
режалаштирилаётган вацт оралигида b та йуловчини ташиш 
керак булсин. i-тур самолётни j -хаво йулида ишлатиш учун 
сарф килинадиган \аражат С  сумни ташкил кдлади.

К,айси хаво йулида кайси  сам о л ётд ан  к,анчасини 
и ш л а т г а н д а  й у л о в ч и л а р н и  т а ш и ш  б у й и ч а  т а л а б  
кдноатла!ггирилади х;амда сарф килинган умумий ^аражатлар 
минимал булади?
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2-§. Бутун сонли программалаш масаласининг куйилиши, 
турлари ва геомегрик талк,ини.

Ьутун сонли программалаш масаласи ни умумий \олда 
Куйидаги куринишда ифодалаш мумкин:

Z a i j x j =  b i >  0 = 1 . " ® ) »  ( | )

j-i

Х ц > 0 ,  бутун, (j = l ,n ) ,> (2)

(3)

и
m

Y m,n = S C ijX ij 
j=l

ёки вектор формада
АХ=Ь,

Х>0 ва бутун;
Y =СХ

m in

Б у т у н  с о н л и  п р о г р а м м а л а ш  м а с а л а л а р и д а г и  
н о м аъ лум ларни н г  \а м м а с и  учун бутун булиш лик шарти 
К у й и л с а ,  б у н д а й  м а с а л а л а р  / пула б у ту н  сонли  
программалаш  масалалари  деб аталади.

Н о м а ъ л у м л ар н и н г  маълум бир  кисм и учун бутун 
булишлик шарти куйилган масалалар к;исман бутун сонли 
программалаш масалалари деб аталади.

Агар бутун сонли программалаш масаласидаги номаълумлар 
факдт 0 ёки 1 ^ийматларни кабул цилиши мумкин булса, у 
,\олда бу масала Буль программалаш масаласи деб аталади. 
Бутун со н л и  п р ограм м алаш  м асал аси н и н г  геометрик 
талкинини I-§ да келтирилган

2 х , + х } < 1 9 / 3  

л, + Зл2 < 10
(4)

х,>0, х2>0, хр х2-бутун. (5)
Ym„x= 2 x ,+ 4x, (6)

масалани график усулда ечиш жараёнида тасвирлаймиз.
Э н г  ав в а л  м а с а л а н и н г  (4) и (5) ш а р т л а р и н и  

Каноатлантирувчи ечимлар тупламидан иборат булган каварик, 
ОАВС купбурчакни ясаймиз.
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4^
.А

1-шакл.

ОАВС купбурчакнинг нукталари ичида берилган бутун 
сонли программалаш масаласининг ечими булаоладиган 
нуктани топиш учун бу купбурчакни O K E M N F  купбурчак 
билан алмаштирамиз. O K E M N F  купбурчак координаталари 
бутун сонлардан иборат булган нукталарни уз ичига олади 
ва унинг  четки н у ктал ар и н и н г  координаталари  бутун 
сонлардан иборат булади.

Энди (6) фукнцияга максимум киймат берувчи нуктани 
O K E M N F купбурчакнинг четки нукталари ичида кидирамиз. 
Бу купбурчакнинг нукталари ичида (6) функцияга максимум 
киймат берувчи нукга берилган масаланинг оптимал ечимини 
аникдайди. Бундай нуктани топиш учун Ymax га ихтиёрий, 
масалан, 12 киймат берамиз ва

2х,+4х2=12
тугри  ч и з и к н и  я с а й м и з .  Бу ч и з и к н и  С (2 ;4 )  векто р  
йуналишида O K E M N F  купбурчакнинг шу йуналишидаги 
четки нуктаси билан кесишгунча силжитиб борамиз Ана шу 
четки нуктанинг координаталари берилган масаланинг 
ечимини аникдайди, максад функциянинг шу нуктадаги 
Киймати эса максимал булади. Шаклдан куринадики, бундай 
нукта Е(1;3)дан иборат. Демак, берилган масаланинг ечими:

х = 1 ,  х,=3,
Y =14шах

булади.
Мисол. Берилган бутун сонли программалаш масаласини 

график усулда ечинг.

3 х , + 1 0 х 2 < 2 6
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X >0, х2>0, (8)
хр х2-бутун. (9)
Y =х,+2х, (10)max 1 2  '  '

Ечиш. Масаладаги (7) тенгсизликлар системасининг (8) 
шартни каноатлантирувчи номанфий ечимларини уз ичига 
олувчи ОАВС купбурчак ясаймиз (2-шакл).

2-шаю1

О А В С  к у п б у р ч а к н и  O K L M N F  к у п б у р ч ак  б и л а н  
алмаштирамиз. Бу купбурчак координаталари бутун сонлардан 
иборат булган 16 та нуктани уз ичига олади. Шу нукталар 
ичида (10) функцияга максимум киймат берувчи нуктани 
топиш керак. Бунинг учун Ymax га ихгиёрий, масалан, 2 
Киймат берамиз ва

х , + 2 х2= 2  _
тугри ч и зи кн и  ясаймиз. Бу чизикни  С(1;2) вектор 

йуналишида суриб бориб N(5; 1) нукта шу йуналишдаги энг 
четки нукта эканлигини аниклаймиз. Демак, бу нуктанинг 
координаталари берилган масаланинг ечимини аникдайди:

х = 5 ,  х2=1,
Y =7max

Мустакил ечиш учун топширик-
Мисол. Берилган бутун сонли профаммалаш масаласини 

график усулда ечинг.

-  4х, + 2 х 2 <29 

Эх, -  х2 < 15 
5х, + 2х3 > 38
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х >0, х2>0, 
хр х2-бутун,
Y =3х.+х,г т т  I 2

3-§. Бутун сонли программалаш масаласини ечиш учун 
Гомори усули.

Бутун сонли программалаш  масалаларини ечиш учун 
уларнинг узига хос хусусиятларини назарга олувчи усуллар 
яратилган булиб, улар орасида А мерика олими Р.Гомори 
яратган усул оптимал бутун сонли ечимни топиш га срдам 
берувчи энг аник, усул х,исобланади. Гомори усули билан 
тула \амда к,исман бутун сонли программалаш масалаларини 
ечиш мумкин.

Куйида биз Р.Гомори усули билан гула бутун сонли 
программалаш масаласини ечиш жараёни билан танишамиз.

п
y ^ g „ x ; = 6,, i — \,т  (1)

x ; > 0. ва бутун, j  = \,п  (^)

^ , „ = Х С Л ’ (3)
/=|

Бу усулнинг гояси куйидагидан иборат булиб, берилган 
бутун сонли программалаш масаласини номаълумларнинг бугун 
булишлик шартига эътибор бермасдан, уни оддий чизикди 
профаммалаш масаласи сифатида симплекс усул билан ечамиз. 
Агар топилган ечим бугун сонли булса, у \олда у бутун сонли 
программалаш масаласининг \ам  ечими булади. Акс \олда 
номаълумларнинг бугун сонли булишлик шартини эътиборга 
олувчи ва «кесувчи тенглама» деб аталувчи кушимча тенглама 
тузилади. Бу тенглама асосий тенгламалар системасига киритиб 
ёзилади ва базис ечим алмаштирилади. Бунингучун номаълум 
кесувчи тенгламадан ажратилади ва унинг киймати бошк;а
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тетламаларга куйиб чи^илади. Бундай ишлар масаланинг бугун 
сонли  ечими топ илгунча ёки унинг мавжуд эмаслиги 
лникдангунча такрорланади.

\ а р  бир боскичда тузилган кушимча тенглама кесувчи 
тенглама деб аталишига сабаб, бу тенглама ёрдамида берилган 
бутун сонли программалаш масаласи ечимидаги каср сонли 
е ч и м н и  уз ичига олувчи кисм и кесиб  бо р ил ад и .  Бу 
айтилганларни куйидаги шакл оркдли тасвирлаш мумкин.

К есиш  ж араёни  К ту п л ам н ин г  фак;ат бутун сонли 
ечимларни уз ичига олувчи кием и К, топилгунча такрорланади. 
К, тупламнинг четки нукталарининг координаталари бутун 
сондан иборат булади.

Фараз килайлик, юкррида берилган (1)-(3) бутун сонли 
программалаш масаласидаги номаълумларнинг бутун сон 
булишлик шартига эътибор берилмасдан унинг оптимал ечими 
топилган булсин ва бу оптимал ечим Х =(хр х,,..., х.,.., хп) 
булсин. Охирги симплекс жадвапдаги базис векторлар Р г 
Р2,..., Р.,..., Рт лардан иборат булсин. У \олда бу симплекс 
жадвал куйидаги куринишда булади.

к

К ,

Кесувчи тенгламани тузиш
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X

*1 1 0  . . 0  . . 0 X lm + I ■ X ,j • • Х In

Х 2 0 1 . . 0  . . 0 Х 2т+| . x2i . ■ Х 2„

Х , 0 0  . . 1 . . 0 • Х и • ■ Х ,„

...

х m 0 0  . . 0  . . 1 X inm + I • х т , • • Х ,„ „

Агар барча \ ; лар бутун сонлар булса, у хрлда топилган 
ечим бутун сонли профаммалаш масаласининг ечими булади.

2. Ф араз кдлайлик, баъзи х лар  каср сонлардан иборат 
булсин, \амда баъзи х.лар хам каср сонлардан иборат булсин. 
х; ва х.ларнинг бутун кучсмини мос равишда [xj ва fx j  билан 
белгилаймиз. У \о л д а  бу сонларнинг каср кисмларини 
куйидагича аникдаш мумкин:

(4)
Ч« = * , - [ * « ] /

Фараз кдлайлик, баъзи q^O булсин. У \олда X матрицанинг 
m axq=qk (q^O) тенгликни к;аноатлантирувчи k-натори учун 
кесувчи тенглама тузилади. Бунинг учун энг аввало

qk,x!+ % х2 + -  (5)
тенгсизлик тузилади, сунгра уни (-1) га купайтириб кушимча 
узгарувчи киритилади. Наги жата куйидаги тенглама хос ил булади.

- а д - а д - . . .  - q knx,+xn+1= -qk (6)
(6) тенглама кесувчи тенглама деб аталади.

3. Кесувчи тенгламани симплекс жадвалнинг т + 2  каторига 
жойлаштирамиз. Бу тенгламадаги хп+1 узгарувчига мос келувчи 
Рп+| векторни «базис вектор» деб кабул к,иламиз. Бу базис 
векторга мос келувчи Хп+1 озод \ад  манфий ишорали. Шунинг 
учун иккиланган симплекс усулни куллаб Рп+) вектор базисдан 
чикдрилади ва унинг урнига

m in
_N
Чы

д /

Чч

шартни каноатлантирувчи /^вектор киритилади ва симплекс 
жадвал алмаштирилади. Агар \осил  булган янги симплекс 
жадвалдаги барча X, озод \адлар бутун сонли булса, у х;олда 
топилган ечим бутун сонли программалаш масаласининг
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ечими булади. Акс хрлда юкоридаги 2-3 пунктларда кдлинган 
ишларни яна кайтадан такрорлаш керак. Умуман, бу ишларни 
масаланинг бутун сонли ечими топилгунча, ёки унинг бутуи 
сонли ечими мавжуд эмаслиги аникутангунча такрорланади.

Агар каср сонли Х_ га мос келувчи каторда барча Xjiap 
6yryi t сонли булса, у ̂ атда масала бутун сонли ечимга эгабулмайди.

Мисол: куйидаги чизикди программалаш масаласининг 
бутун сонли ечимини топинг:

2х, + Зх2 < 6] 

2х, -  Зх2 < 3j
(7)

х,>0, х,>0, (8)
х,, х2-бутун (9)

Y . =8-Зх,-х? (10)r̂nin 1 2  v '
Ечиш. Масаланинг (9) шартига эътибор бермай уни нормал 

хрлга келтирамиз:
2х1+Зх2+ х3=6,
2 х , - З х2 + х4= 3 ,

х >0, х2>0, х3>0, х4>0,
Y =8-Зх,-х,mm I 2

Ушбу масалани симплекс жадвалга жойлаштирамиз \амда 
ундаги номаълумларнинг бутун булишлик шартига эътибор 
бермай уни оддий симплекс усул билан ечамиз. Ечиш 
жараёнининг III боск,ичида куйидаги оптимал ечим топилади.

Базис
векторлар С Ро

-3 -1 0 0
Р| р> р? Р4

P j -1 1/2 0 1 1/6 -1/6
Pi -3 9/4 1 0 1/4 1/4
Aj -29/4 0 0 -11/12 -7/12

Жадвалдан куринадики, топилган ечим бутун сонли 
программапаш масатасининг ечими булмайди. Бу ечимни 
бутун сонли ечимга айлантириш учун жадваш инг 1 каторига 
нисбатан кесувчи тенглама тузамиз. Унинг учун энг аввал 
куйидаги тенгсизликни х,осил киламиз:

— X . -----6 6 £
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Тенгсизликнинг икки томонини (-1)га купайтирамиз ва 
кушимча номаълумни киригиб куйидаги тенгламани \осил  
Киламиз:

1 1 1
—  * ,  +6 6

Б ази с
вектор,-

лар
С Ро

-3 -1 0 0 0
P i р 2 Рз Р4 Рз

Р 2 1 1/2 0 1 1/6 1/6 0
t г , -3 9 /4 1 0 1/4 -г 0

Aj 3 /4 0 0 -1 1 /1 2 -7 /12 0
Рз 0 -1 /2 0 0 -1 /6 1/6 1

Базисдан Р,ни чикариб урнига Р,ни киритамиз. Натижада 
симплекс жадвал алмашади ва куйидаги куринишга келади:

Б а з и с  
в ек т о р .  -

лар
С Ро

- 3 -1 0 0 0
P i Р  2 Р з р + Рб

Р? -1 0 0 1 0 0 0
P i - 3 3 /2 1 0 0 1/2 0

U  ш 0 3 0 0 1 -1 0
Aj ■ 9/2 0 0 0 -1/2
Р , 0 - 1 / 2 0 0 0 -1 /2 1

Янги симплекс жадвалнинг 2-каторига нисбатан -3/2 
кесувчи тенглама тузамиз. Унинг учун аввал

1 1
Х4 > -

2 2
тен гси зл и к н и  тузам из ва ундан куйидаги  кесувчи 

тенгламани \осил киламиз.

1 1

~ 2 Х* + Х б = ~ 2
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I»у т п л а м а  с и м п л е к с  ж а д в а л н и н г  6 -к .ато р и га  
жойланп ирамиз.

С'ушра базисдан Р6 векторни чицариб Р4ни базисга 
кирш амю . 11атижада симплекс жадвал алмашади ва куйидаги 
кУриниппа келади:

1>азис
вектор,-

лар
С Ро

-3 1 0 0
P i P i Рз р+

Р 2 -1 0 0 1 0 0
P i -3 1 1 0 0 0
Рз 0 4 0 0 1 0

Р* 0 1 0 0 0 1
Aj 8-3=5 0 0 0 0

Хос ил булган си м п лекс  жадвалдаги Рн векторнинг 
барча элементлари бутун сонлардан иборат. Демак бутун 
сонли программалаш м асаласининг ечими топилган ва у
куйидагига тенг:

Х=(1;0;4;1)
Y =5mm

Мустацил ечиш учун топширикдар.
1-мисол. Масаланинг бутун сонли оптимал ечимини топинг.

2х | - х2+ х3<1,
-4х +2х,-х <2,

Зх, +х3<2, 
х(>0, х2>0, х,>0, 
х , ,  Х2, х г б у т у н ,

Y . =х.-х1-3х,mi n 1 2 3
2-мисол. Масаланинг бутун сонли ечимини топинг.

х >0, х2>0,

Зх, + 2 х ,  > 5 '
1 2 2

-  2х, + Зх, > -1 г 2



Хр х„-бутун,

Y =х,+х,
mm 1 2

Таянч суз ва иборалар

Бутун сонли программалаш, тула 

бутун сонли программалаш, кисман 

бутун сонли программалаш , Бул 

узгарувчили программалаш, кесувчи 

тенглама, Гомори усули.

Назорат саволлари.
1. Бугун сонли программалаш масаласи кдндай куйилад^.,

2. Бутун сонли программалаш масалаларининг к а н д ^ ^  

турлари мавжуд?
3. Бутун сонли программалаш масаласининг геом етр^ 

талкини кандай?

'4 . Кдндай икгисодий масалаларнинг математик моделла^и 

бутун сонли программалаш масаласига мисол булаолади?

5. Сайё\\ак>1даги масаланинг математик моделини ёзи i , г.

6. Саноат корхоналарини оптимал жойлаштири , г, 

масаласининг математик модели кандай?

7. Таксимот масаласининг математик моделини ёзин г-

8. Р.Гомори усулининг гояси к,андай?

9. Кесувчи тенглама нима ва у кдндай тузилади?

10. Масаланинг бутун сонли ечимга эгабулмаслик ш ар-^и 

кандай?
11. Бутун сонли ечимнинг оптималлик шарти кандай?

Масалалар.

1. Берилган икдисодий масалаларнинг математи-, 

моделини тузинг.

1-масала. Тикув фабрикасида 4 хил кийим тай ёрла1и 

учун 3 хил газмол ишлатилади. Х аР бир кий им ниь1г 

биттасини тайёрлаш учун зарур булган газмолнинг ба\о<о и 

\амда ф абрикадаги  газмоллар за\ ираси х .а к .и д а г ^  

маълумотлар куйидаги жадвалда келтирилган

Кдйси кийимдан канчадан тайёрланганда сарф  килинге^ н  

газмолларнингмикдори уларнинг зах,ирасидан ошмайди м
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корхонанинг ишлаб чик,арган кийимларининг умумий пул 

к;иймати максимал булади?

Размол артикули

1 та кийт 
цилинади 

мик

I учун сарф 
ган газмол 
дори

фабрикадаги
газмоллар
захираси

1 •> 3 4
I 1 — 2 1 180
11 — 1 3 2 210
II 4 2 — 4 800

Кийимлар 
бмхоси минт сУм

9 6 4 7

2-масала. Узунлиги 110 см. булган пулат хипчинлардан 

узунликлари 45 см, 35 см ва 50 см булган хомаки махсулотлар 

гайёрлаш керак булсин. Талаб кдпинган хомаки махсулотлар 

мос равишда 40, 30 ва 20 бирликни гашкил к,илсин. Пулат 

хипчинларни мумкин булган кесиш йуллари ва уларга мос 

келувчи микдори куйидаги жадвалда келтирилган.

Хомаки Кесиш вариангглари
махсулот 

узушн клари
|1 2 3 4 5 6

45 2 1 1 — — —
35 — 1 — 3 1 —
50 4 2 1 — 1 2

Чикинди.тар
микдори

20 30 15 2 25 10

Кднча пулат хипчинларни к,айси усул билан кесганда 

тайёрланган хомаки махсулотлар талабдагидан кам булмайди 

ва чикиндиларнинг микдори минимал булади?

II Берилган бутун сонли программалаш масалаларини 

график усулда ечинг.

1. х !+ 2х2>2,

X j + X 2< 6 ,  

2xi+x2<10, 

Xi>0, х2>0, 
хь х2- бутун,

2. 3xi+2x2<8, 

х]+4х2<10, 
Х!>0, х2>0, 

хь х2-бутун,
Ytmx=8x,+6x2



^uns x l -x2

3. 3x!+5x2^11, 4. 11x1+4x2<44, 
4xi+x2̂ 8, 3x,+5x2<30, 

хх>0, x2̂ 0, Xi>0, x2>0,
xb x2-бутун, xb x2-бутун,

Ушах=8х,+6х2 Ylmx=3x|+3x2

HI. Берилган бутун сонли масалаларни Р.Гомори усули 

билан ечинг.

I j v  + jv  < и  Г2х 2Г7хз>14,
I. 4х,+Зх2+4х>Л4, 8x,+11x2+9xj^12,

' I 1? ;, 9x+«x2W l « ,
X| ' • x A x k  U
Хь X2, Xj-6yTVH, 1 I
Y =2v.+4v.+W, x,, x2, х3-бугун,
Vn“x ZX, X2 XJ Yunx -1 Ox!- 14x2-2 1x3

3. - 3x i+2x2<10, 4. xi-2x2+x3>3,
xj+4x2< ll, 5x i-4x2+2xj>16,

3х] + 3х2+хз<13, 2х!-х2+хз>0,

Xi>0, x2>0, x3>0, Xj>0, x2>0, Хз>0,
xb x2, хз-бугун,  ̂ x,, x2, х3-бутун,
^ пи x 3X!-X2 îmx 2xi-2x2+3x3-3x4
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V Б О Б . Ч И З И К . С И З  П Р О Г Р А М М А Л А Ш

I -§. Чизиксиз п рограм м ал аш  масаласлнинг куйилиши ва
турлари.

Уш бу

q ,(x ,, х 2, . . .  x n) { <  =  , ^ } b i3 i = f ^  (1)

м уносабатларни  к а н о а т л а н т и р у в ч и  ва z=  f(x,, х2, —, х„) 

функцияни  м ак си м у м  (м и !-гим ум )га айлантирувчи х,, х2, 

хп н ом аъ л у м л ары и н г  к и й м а т л а р и н и  топиш математик 

п р ог р ам м ал аш  м а с а л а с и н и  т а ш к и л  этади. Бу масала 

шартлари ни к,иск,ача к у й и д а г и ч а  ёзиш  ivjyMKHH.

q .(x ,, Х а ,- - , х п) { <  ,= ,> } Ь Р О )

Z = f ( x p х 2, . . . ,  xn) —► ш а х  (m in) (2)
бу е рд а : q ,(x ,, х 2, ... , х п)  ва f< x ,, Х 2> хп) берилган 

функциялар, b p i=  l , . . . , m  л а р  эса ^ з г а р м а с  сонлар". (1) шартлар 
масаланинг чегаравий  ш а р т л а р и ,  Z = f ( x isX х ) функция эса 

«мак,сад ф у н к ц и я си »  д е б  ат ал ад и . (1) Дагц\ар'бир муносабат 

учун <, = ,  > б е л г и л а р д а н  фак;ат  би т т асц  уринли булади ва 
шу билан б и р  к ат о р д а  т у р л  и  м ун осаб ат J iopra турли белгилар 
мос бул иш и  м у м к и н .

Айрим ч и зи к си з  п р о г р а м м а л а ш  масалаларида. х,, х2,..., хп 
у зг а р у в ч и л арн и н г  б а ъ з и л а р и г а  ёки >^аммасига манфий 

булмаслик ш арт и  к ^ й и л г а н  бул ади . Ба-ьзц масапаларда эса 

и ом аълум ларнинг би р  к ,и с м и  ёки х ам м аси  бутун булишлиги 

галаб к и л и н ад и . (1 )- (2 )  м а с а л а д а г и  \амма ^ (х рх2,...,хп) ва 

f(x,,x2, . . . , x n) ф у н к ц и я л а р  ч и з и к н и  б у л са , ’ \амда барча 
узгарувчил арнинг н о м а н ф и й  бул ииилиги таЛаб килинса, бу 

масала ч и зи к д и  n p o rp a tv iм а л а ш  м а сал а си  булади.
А к си н ч а , а г ар  б у  ф у ы к ц и я л а р д а н  камидабиттаси чизиксиз 

функция бул са , м асал а  « ч и з и к с и з  п р о г р аммаЛаш масаласи» 

дейилади. ( 1)-(2) м а с а л а д а  т = 0  бул са , яъ ц и ч е г а р а в и й  шартлар 

катнашмаса, у «ш арт си з  оп т и м а л л а ш т и р и ц , м а с а л а с и »  дейилади. 

Бу хрлда м асал а к у й и д аги ч а  ё зи л ад м :
f(x ,, х , ,  xn)—>max (m in )
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(х,, х2, Xn) eEn (3)

Бу ерда: (хр х2, xn) п улчовли вектор (нук^та), En п 

улчовли Евклид фазоси, яъни векторларни кушит, X сонга 

к^пайтириш ва икки векторнинг скаляр купайтмаси 
амаллари киритилган п улчовли Х = (хр х2,..., хп) векторлар 
(нукталар) туплами.

Ф араз килайлик, (1) система фацат тенгламалар 
системасидан иборат булиб, номаълумларга номанфий булишлик 
шарти куйилмасин, \амда m<n булиб, q.(xpx2,...,xn) ва f(xp 
х2, х ) функциялар узлуксиз ва камида иккинчи тартибли 
хусусий хрсилага эга булсин. Бу \олда чизикриз профаммалаш 
масаласи куйидаги куринишда ёзилади:

Я,(хр х2> xn)=bj, (i= 1 (4)
Z=f(xp x2, xn)->max(min)

Бундай масала «чегаравий шартлари тенгламалардан 
иборат булган шартли максимум (минимум) масаласи» 
дейилади. (3), (4) ва (2) куринишдаги масалаларни 

дифференциал \исобга асосланган классик усуллар билан 
ечиш мумкин булгани учун уларни «оптималлаштиришнинг 
классик масалалари» дейилади.

Агар (1) системадаги \амма муносабатлар 
тенгсизликлардан иборат булса, ,\амда уларнингбаъзиларига, 
«<», баъзиларига эса «>» белгилар мос келса, бу 

тенгсизликларни осонлик билан бир хил куринишга 

келтириш мумкин. Бундан таш^ари

f(xp х2, ..., xn)->max шартни 

-f(xp х2, ..., хп )-»min 

куринишда ёзиш мумкин. Шунинг учун, умумийликни 

бузмасдан, шартлари тенгсизликдан иборат булган чизикриз 

профаммалаш масаласини куйидагича ёзиш мумкин:

Ч|(хр х2, ..., xn)<b., (i= l,...,m ) (5)
х;>0 (j= l,...,n) (6)

Z=f(xp x2, ..., xn) -> min (7)

Номаълумларниш номанфийлик шарти (6) катнашмаган 

масалаларга бундай шартни осонлик билан киритиш мумкин.

Баъзи \олларда масаланинг (1) шартидаги айрим муно­

сабатлар тенгламалардан, айримлари эса тенгсизликлардан 

иборат булиши мумкин, бундай масалаларни шартлари 

аралаш белгили булган минимум масаласи куринишига 

келтириб ёзиш мумкин:

q,(x,, х,,..., xn)<b(, ( i= l,...,m |) (8)
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q,(xp x2,..., xn)=b , (i= m,+l,...,m) (9)

Z=f(xp x2,..., xn) -> min (10)

Бунда (8), (9) муносабатлар чегаравий шартлардан иборат 

булиб, номаълумларнинг номанфий булишлик шартини уз 

ичигаолади.

Энди куйидаги куринишда берилган масалан и курамиз: 

qj(X )=qi(x|, х2, хп)<Ц, (i= (11)

Х = (х ,,х2, ...,xn)e G cE n (12)

Z(X)=f(xp x2, xn)—> min (max) (13)

Бу масала чекли улчовли чизиксиз программалаш 

масаласининг умумий куринишидан иборат булиб, 

Г(хрх2,...,хп)-максад функцияси, q/(xpx2,...,xn)-чегаравий 

функционал , G -масаланинг аникланиш со\аси, G 

тупламнинг нукталари масаланинг режалари деб, (11) 

шартларни каноатлантирувчи XeG нукталар эса, масаланинг 

мумкин булган режаси деб аталади,

Чизиксиз программалашда локал ва глобал оптимал режа 

тушунчаси мавжуд булиб, улар куйидагича таърифланади.

Фараз килайлик, X* нукта (11)-(13) масаланинг мумкин 

булган режаси ва унинг кичик s агрофидаги ( е ихтиёрий кичик 

мусбат сон) нукталар туплами s(X*)eG дан иборат булсин.

Агар f(X*)<f(X) |f(X*)>f(X)] (14)

тенгсизлик ихтиёрий Xes(X*) учун уринли булса, X* режа 

(14) максад функцияга локал минимум (максимум) киймат 

берувчи оптимал режа деб аталади.

Агар f(X*)<f(X) [f(X*)>f(X)j тенгсизлик ихтиёрий XeG  

учун уринли булса, X* режа (14) максад функцияга глобал 

(абсолют) минимум (максимум) - киймат берувчи глобал 

оптимал режа ёки глобал оптимал ечим деб аталади.

Юкоридаги (5)-(7) ва (8)-( 10) масалаларни ечиш учун 

чиникли программ ал а шдаги симплекс усулга ухшаган универ­

сал усул кашф килинмаган.

Бу масалалар q,(xp х,, ..., хп) ва f(xp х2, ..., хп) лар 

ихтиёрий чизиксиз функциялар булган \олларда жуда кам 

урганилган. Хозирги давр—гача энгяхши урганилган чизиксиз 

программалаш масалалари q.(xp х2, ...,хп) ва f(xpx2, ..., хп) 

функциялар каварик (ботик) булган масалалардир.

Бундай масалалар «каварик профаммалаш масаласи» деб 

аталади. Кдварик профаммалаш масалаларининг асосий ху-
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сусиятлари шундан иборатки, уларнинг \ар к,андай локал 

оптимал ечими глобал ечимдан иборат булади.

Ицтисодий амалиётда учрайдиган куп масалаларда q^x,, 

х2, хп) функциялар чизикути булиб, f(xp х2, ..., хп) 

макрад функцияси квадратик формада, яъни
П П II

f ( x p x 2,...,xn) - X cix j + Z Z d ijXiXi
j=l i=l j=l 

формада булади. Бундай масалалар квадратик программалаш 

масалалари деб аталади. Чегаравий шартлари ёки максад 

функцияси, ёки уларнинг *ар иккиси п та функцияларнинг 

йигиндисидан иборат, яъни:

q.(xt,x2,...,xn)=q|(x1)+q2(x2)+...+qn(xn) (15) ва 

f(x1,x2,...,xn)==f1(xl)+f2(x2)+...+f(xn) (16) 

булган масалалар «сепарабел программалаш масалалари» 

деб аталади. Квадратик ва сепарабел программалаш 

масалаларини ечиш учун симплекс усулга асосланган 

так;рибий усуллар яратилган.

Чизиксиз программалашга дойр булган ишлаб чикаришни 

режалаш—тириш ва ресурсларни бошкаришда учрайдиган му\им 

масалалардан бири стохастик профаммалаш масалаларидир. Бу 

масалаларда айрим параметрлар ноаник ёки тасодифий 

микдорлардан иборат булади.

Чегаравий шартлари х^кида тулик, маълумот булмаган 

оптималлаштириш масалалари «стохастик программалаш 
масалалари» деб аталади.

Параметрлари узгарувчан микдор булиб, улар вактнинг 

функцияси деб каралган масалалар «динамик программалаш 
масаласи» дейилади.

2-§. Чизицсиз программалаш масаласининг геометрик 

талкини.

Чизикди профаммалаш масалаларинингхусусиятларидан 

бизга маълумки, биринчидан, унинг мумкин булган режалар 

туплами, яъни масаланинг чегаравий шартларини ва 

номаълумларнинг номанфийлик ш артларини 

Каноатлантирувчи Х= (х,,х2, ...,хп) нукталартуплами каварик, 

булади. Иккинчидан, f(x,,x2, ...,хп) макрад функпияни
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берилган кийматга эриштирадиган Х=(х,,х2, ••■Дп) нукталар 

гуплами п улчовли фазонинг гипертекислигини ташкил этади. 

Бундан таш кар и, максад функциянингтурли кийматларига 

мос келувчи гипертекисликлар узаро параллел булади. 

Учинчидан, максад функпиянинг мумкин булган режалар 

гупламидаги локал минимуми (максимуми) глобал (абсолют) 

минимумдан (максимумдан) иборат булади. Туртинчидан, 

агар максад функция чекли оптимал кийматга эга булса, 

мумкин булган режалар тупламини ифодаловчи 

купбурчакнинг камида бир учи оптимал ечимни беради. 

Мумкин булган режалар купбурчагининг учлари (четки 

нукталари) таянч ечим деб аталади. Таянч ечимдаги ^амма 

номаълумлар (таянч узгарувчилар) катъий мусбат булган 

хрлдаги ечим хосмас таянч ечим ва агар улардан камида биттаси 

нолга тенг булса, хос таянч ечим дейилади.

Ихтиёрий таянч ечимдан бошлаб бошка таянч ечимга бирин- 

кетин утиб бориб, чекли сондаги кадамдан кейин функцияга 

экстремум киймат берувчи таянч ечим топилади.

Базис ечим оптимал ечим булиши учун максад 

функциянинг бу ечимдаги киймати бошка базис ечимлардаги 

кийматларидан кам (куп) булмаслиги керак.

Чизиксиз программалаш масалаларида эса, юкоридаги 

чизикди программалашга дойр хусусиятларнинг айримлари 

(ёки \аммаси) бажарилмайди. М асалан, чизиксиз 

программалаш масаласининг мумкин булган режалар 

туплами каварик туплам булмаслиги :\ам мумкин. Буни 

чегаравий шартлари:

(х, -\)х2 <1 

- х, +х2 > 3,5 

х, > 0, х2 > О

куринишда булган масалаларда куриш мумкин.

Масаланинг режалар туплами иккита алохдца кисмларга 

ажралган булиб, уларнингбиронтаси ^ам каварик эмас (1-шакл) 

Агар мумкин булган режалар туплами каварик булмаса, максад 

функция чизикди булган \олда \ам масаланинг глобал оптимал 

счимидан фарк килувчи локал ечимлари мавжуд булади.
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Масалан, чегаравий шартлари 

чизикуш ва максад функцияси 

чизицсиз булган куйидаги 

масалан и курамиз: 
х ,+х2>2 

х ,-х2<-2 

х ,+ х2>6 

х ,-х2<2 

х >0, х2>0

Z  = f(Xp х2) =

~25(х,-2)2+(х2-2)2 -» max

Бу масаланинг чегаравий шартларини каноатлантирувчи 

нУКталар туплами к.аварик, ABCD туртбурчакдан иборат 
булади (2-шакл).

Масаладаги макрад функция маркази (2,2) нуцтадан 

иборат булган эллипслар оиласидан ташкил топган.

Бу масаланинг оптимал ечими мумкин булган режалар 

тупламининг С учидан иборат булади. Лекин, умумий хдлда, 

чизикриз программалаш масаласининг макрад функциясига 

оптимал киймат берувчи нукта (таянч ечим) мумкин булган 

режалар тупламининг четки нук.тасида эмас, балки ички 

нУКтасидан \ам, чегаравий нукдасидан хам иборат булиши 

мумкин.

1-шакл
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У мумий \олда (8)-( 10) куринишда берилган чизик,сиз 

профаммалаш масапасини курамиз ва бу масаланинг геометрик 

галк.ини билан танишамиз. Масаладаги (8), (9) шартлар Евклид 

фазосида мумкин булган режалар тупламини беради. Бу 

гупламнинг нукталари орасидан максад функцияга минимум 

к,иймат берувчи нуктани (оптимал нуктани) топиш керак. 

Ьунинг учун мумкин булган режалар тупламининг энг паст 

сат\71и f(x|5x2, ...,xn)=Q  гиперсирти билан кесилган нук^асини 

топиш керак. Бу нукга берилган (8)-( 10) масаланинг оптимал 

счимини беради.

(8)-( 10) масаланинг оптимал ечимини геометрик 

г;итк,индан фойдаланиб топиш учун куйидаги ишларни амалга 

ошириш керак.

1. М асаланинг (8), (9) чегаравий шартларини 

к^поатлантирувчи нук^галар тупламини, яъни мумкин булган 

режалар тупламини ясаш керак.

2. f(x,,x2, ...,xn)=Q  гиперсиртни ясаш керак.

3. Q нинг кийматини узгартириб бориб, энг паст сатх^и 

гиперсирттопилади ёки функциянинг куйидан чегараланмаган 

эканлиги аникланади.

4. Мумкин булган режалар тупламининг энг паст сат^ли 

гиперсирт билан кесилган ну^таси аникутанади ва f(x) 

функциянинг бу нуктадаги киймати топилади.

Куйидаги масалани геометрик интерпретациядан 

фойдаланиб ечамиз.

Мисол:

х,+х:<4

х,+х2>5

х< 7

х2>6

х >0, х2>0 

Z = x|2+x22 max(min)

Ечими: Бу масаланинг мумкин булган режалар туплами 

цаварик; туплам булмайди, аксинча, иккита айрим К, ва К2 

кисмлардан иборат булади (3-шакл). Макрад функция узининг 

минимал киймати Z= 17га А( 1,4) ва L(4,l) нукталарда эришади. 

D(2/3,6) ва N(7,4/7) нукгаларда эса функция локал максимум 

кцймагларга эришади. Z(D)=328/9; Z(N)=2417/49.
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З-шакл

Локал максимум к,ийматларни такхослаш Zk функция N 

ну^тада глобал максимумга эришишини курсатади. D ва N 

нукганинг координаталари ва улардаги Z фукцнянинг к,иймати 

куйидагича топилади: D(x*px*2) нукта х2=6 туфи чизикда ва 

х2= 4 / х | эгри чизикда ётгани учун унинг координаталари бу 

генгламаларни каноатлантириши керак, яъни:

х2 = 6  

, 4 

х*
х2 =

х, =
Z * * 7 щ-

=  X, ■ 4- X,

Z*=328/9=Z(D)

Худди шунингдек, N нукта х=7  тугри чизик, ва х2=4/х, 

эгри чизикнинг кесишган нук,таси булгани учун унинг х1̂ 

х°2 координаталари бу тенгламаларни цаноатлантириши 

керак, яъни:
х" = 7 = 7

х-, =

Z" = х"

X, =

Z" =

7
2417

49
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График усулдан фойдаланиб, куйидаги чизиксиз 

программапаш масаласини ечинг.

х, + 2х2 > 2

1 2 ~ Z = 2(х. — 7)2 + 4(х, - З)2 -» min(max)
! 2х, + х2 < 11

[х, > 0 ,х2 > О

Мустакил ечиш учун топширик-

3-§. Шартсиз оптималлаштириш ^ацида айрим тушунчалар.

Шартсиз оптималлаштириш масаласи.

Шартсиз экстремум масаласининг ечимини топиш талаб 

килинган булсин, яъни: f(X) = f(x;, хп)
функциянинг максимумини (минимумини)

Х=(х,, х2,..., хя) еЕл 

нукталарда кидириш мумкин булсин. Агар f(X) функция 

биринчи тартибли \осилалари билан биргаликда узлуксиз 

булса, унинг экстремуми куйидаги тенгламалар системасини 

Каноатлантиради:

d f { X )  п . ,--
— _ = о , у = 1 .» ,1,

Демак, берилган f(X) функция Х0 нук1ада экстремумга эга 

булиши учун бу нукта (1) системанинг ечими булиши керак:

= °'J = 1Т” (2)

(2) тенгликлар Х 0 нуктада f(X) функция локал 

максимум ёки минимумга эга булганда, шу нуктада ундан 

п та хр х2,..., хп номаълумлар буйича олинган хусусий 

хосилалар 0 га тенг булиш кераклигини курсатади. Лекин 

бундан (2) шартни каноатлантирувчи \ар кандай нукта 

\ам функцияга локал максимум ёки минимум киймат 

беради деган хулоса келиб чикмайди.

(1) системасининг ечимларини стационар нукталар деб 

атаймиз. Берилган f(X) функция экстремумга эришадиган
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нук.та стационар нукта булади, лекин \ар кандай стационар 

нуктада \ам функция экстремумга эришавермайди.

Демак, (1) шарт функция экстремумининг мавжудлиги 

учун зарурий шарт, лекин у етарли эмас. Куйидаги теорема 

стационар нукганинг биринчи ва иккинчи тартибли хусусий 

хосилалари узлуксиз булган п узгарувчили узлуксиз f(X)=f(xp 

х2,..., хя) функциянинг экстремал нук,таси булиши учун етарли 

шартни курсатади. Теоремани исботсиз келтирамиз.

Теорема: Х(| стационар нукта экстремал ну^та булиши 

учун шу нук^тада куйидаги Гессе матрицаси деб аталувчи

5:f (X 0) 52f(X0) 52f(X0)

dx,dx2 dx,3x„

d2f (X 0) a2f(x0) a2f(x0)

Эх т Эх, dx\ dx2dxn

a2f(x0) 52f(X0) d2f(X0)

dxn5x, ЭхпЭх2

матрица мусбат аникданган (бу холда Х(1-минимум нуцта), 

ёки манфий аникланган (бу холда Х„-максимум нук;та) 

булиши етарлидир.

Демак, Хн стационар нукга минимум нук^а булиши учун 

шу нуктадаги Гессе матрицаси мусбат аникланган булиши 

етарли экан. Худди шундай, йул билан Хнстационар нукганинг 

максимум нук^а булиши учун Н[Хи] нинг манфий аникланган 

булиши етарли эканлиги курсатиш мумкин.

1-мисол. Берилган функиияга экстремал киймат берувчи 

нук^галар топилсин.

/(х1,х2,х3)= х1 +2х3 +х2х3 -х,2 -Хп -х3

Ечими: функция экстремуми мавжудлигининг зарурий 

шарти:

W 0) =
df{X0) df(X0) df{X0)

V cbr. dbc
=  0

3 /
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Ьундан

df_

<Эх,
=  0

Бу Тенг1* ам ад ан  тузилган систем анинг ечими

X = (1 /2  2/3., 4 /3 )  стационар нукта булади.

° Етарлили^ шартининг бажарилишини текшириш учун 

Гессе матриц^сини Х» нуктада тузамиз:

л- 2  О 0 Л

Н[Х0] =

\

о

0 I

2 1

Бу матри1Данинг ^ош минорлари мос равишда -2, 4, -6. 
Маълумки аГа Р матрицанинг бош минорларидан тузилган 

сонлар кетма- кетлигида ишора алмашинувчи булса, берилган 

матрица манс£»ий аникданган булади. Демак, Х0 нуктада f(x,, 

х х ) функц^я максимумга эришади. Масалан, юкорида

курилган м ИСолдаги Цх,, х2, х3)ни - f(x ,, х2, х3)га-f(x, 

минимум нуктаалмаштириб, 0 /2 , 2/3, 4/3) нуктани 

эканлигини ^урсатиш мумкин.

Агар Н[Х()1 ноаник  ̂матрица булса, Хц нукта эгар нукта 

бупади яъни^У нуктада функция экстремумга эришмайди. 

2~мисол.

f  ( а-, ,х2) - 8х,х2 + х\

функциянинГ экстремуми топилсин.

ЭкстремуМ мавжудлигининг зарурий шартига кура:

£ - = о  i U

^ х , ’ д\2 0 

Бундан 8^ 2~ ^ ’ 8х1+2х,—0.

Бу тенгл2малаРдан тузилган системани ечиб, Х(|=(0,0) 

стационар нуКтани хрсил киламиз.

Энди ста^ионаР нуктанинг экстремал нукта булишлик 

шартини Тек111ИРиш УЧУН Гессе матрицасини тузамиз:

'0  '
Н

о
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Бу матрицанингбош минорлари: М п=8>0, М,,=0. Матрица 

детерменанти эса - 64<0. Демак, Гессе матрицасининг ишораси 
аникланмаган. Бу холда Х(|=(0,0) нук,та эгар нук,та булади.

Ю цорида курилган теоремадаги экстремум 
мавжудлигининг етарлик шартлари бир аргументли ДХ) 
функция учун куйидагича булади.

Фараз цилайлик, Х0 стационар нукта булсин, у хрлда 
Р'(Х0)<0 булса, Х0 нуктада функция максимумга,/"(Х())>0 

булганда эса минимумга эришади. Агар бир аргументли Дх) 
функция учун Х(| стационар нуктада/"(Хп)=0 булса, юкори 
тартибли хосилаларнинг Хм нуктадаги кийматларини 

текшириш керак. Бу \олда куйидаги теорема уринлидир.
Теорема: Х0 стационар нуктада /  '(Х(1)=0, /  "(Хо)=0,..., 

/ п1)(Хо)=0 ва / П)(ХН)*0 булса, бу нукта
а) п ток, сон булганда эгилиш нукта;

б) п жуфт сон булганда экстремал нукта булади \амда 
/ П)(Х0)>0 да функция минимумга, / П)(Х())<0 да максимумга 
эришади.

3-мисол. 1) f(x)=x4 функциянинг экстремуми топилсин.
/"(х)=4х3=0, х=0 стационар нукта булади.

/"(0 )=/"(0 )=/"'(0 )= 0 ; / UV)(0)^0.
п=4 жуфт сон. Демак, х=0 нукта функция учун экстремал 

нукта булади.
f 4)(0)=24>0 булгани учун х=0 нуктада берилган функция 

минимумга эришади. (4-шакл)
2) g(x)=x3

g'(x)=3x2=0, х=0 стационар нукта,
g '(0 )= g " (0 )= 0 ,  g"'(0)=6№0

п=3 ток сон. Демак, х=0 нукта функциянинг эгилиш 

нуктаси булади. (5-шакл).

fi(x)A

j /  (I х )=xJ

i у
О ~x

4-шакл

fix)*

Цх)=х'

5-шакл

160



4-§. Шартлари тенгликлардан иборат булган шартли 

экстремум масаласи. Лагранжнинг аницмас

купаитувчилар усули

Фараз килайлик,

Z=f(x,, х2,...хл) max(min) g.(x,, x2,...xn)= bj; (i= l,...,m ) 

масалани ечиш талаб килинсин, яъни g,(x/; х2,...хп)=Ь;, 

(i= l,...,m ) тенгламалар системасини каноатлантирувчи ва 

/ = f(x;, х,,...хл) функцияга максимум (минимум) киймат 

берувчи Х=(х;, x2,...xj нуктани топиш керак булсин.

g.(xy, х,,- -х„) ва f(x;, х2,...хп) функциялар ва уларнинг 

\амма х;, х2,..., хп номаълумлар буйича олинган хусусий 

\осилалари узлуксиз деб фараз килайлик. Номаълумларга 

номанфийлик шарти куйилмаганда масалани Лагранжнинг 

аникмас купайтувчилар усули билан ечиш мумкин. Буни 

Куйидаги хусусий (п=2) масала мисолда курамиз:

функцияни тузамиз. Бу функциядан хр х2 ва X лар буйича 

хусусий ^осилалар олиб, уларни нолга тенглаймиз.

Бу ерда: « F -Лагранж функцияси , А. - Лагранж 

купайтувчилари» деб аталади.

Энди умумий \олни, яъни номаълумлар сони п та ва 

тенгламалар сони m(m<n) та булган масалани курамиз. Бу 

масала учун Лагранж функцияси:

Бу масала учун

g(x,,x2)=b 

Z=f(x,, х2) max(min)

F(x,X.)=f(x)+A.(b-g(x))

J J J

m

F (X ,A ) = f (X )  + X ^ ( b - g , ( X ) )
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куринишида булади. Бу ерда: Х=(х,, x2,...xn), L=(lp 12,...1,п). 

Локал экстримум мавжудлигининг зарурий шарти

dF( X . А ) = d f (X )  _  А  л d g JX )  = 0 

дх. дх, дх,

dF {X , А )

дЛ,~
= b ,- g l(X )  = о

тенгламалар сисгемасидан иборат. Агар Г(Х) функция X(l нукгадг 

экстрсмумга эга булса, шундай А( =(А .Л .т11) вектор мавжух 
буладики, унинг учун (х,°,.- хп°, нукта юкорид;
келтирилган системанинг ечими булади.

Мисол. Лагранж усулидан фойдаланиб, куйидаги чизикри: 
профаммалаш масаласини ечинг:

х,+х =1 
Z=x|x2(max)

Ечиш: Лагранж функциясини тузамиз:
F(x,,x2,X)=xlx2+X.( х ,+х2-1)

Бу функциядан х,,х2 ва X лар буйича хусусий хосилаларнг 
олиб, уларни нолгатенглаймиз. Натижада куйидаги система!'; 
эга буламиз:

Х-, + А. — О 

“ Х| + Л = О 

х] + х2 -1 = О

Системани ечиш натижасида берилган масаланинг оптима; 
ечимини аникдаймиз: Х*=-\/2, х*|=х*2= 1/2; Z=  1/4

Мустак,ил ечиш учун топширик,
Масалани Лагранж усули билан ечинг:

х2,+х2=1 
Z=x!+x2 (max)

5-§. Каварик программалаш

К аварик  п р ог р ам м ал а1и оптим аллаш тирии 
масаласининг бир булими булиб, у каварик, функцияш 
цаварик, тупламда минималлаштириш (максималлаш 
тириш) назариясини ургагади.
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Ьошкача килиб айтганда, «каварик; программалаш 

масаласи» деганда

gAx) = gAxi'x2’->xn)^b, i = ( О

х, >0(/ = i,и) (2)

Z  = / ( х )  = f ( x v x2,...,xn) -> m in I О)

куринишдаги масала назарда тутилади, бунда g^x), f(x) 

функциялар G cE n кавариктупламда аникланган пасгга каварик, 

функциядир. Агар f(x), g.(x) функциялар С> да аникланган 

юкорига каварик функциялар булса, у \олла каварик 

профаммалаш масаласи куйидаги куринишда берилади:

= i = [,m (4)

х/ > 0 (у = 1, и) (5)

Z = / ( х )  = / ( х , , х 2,...,х„) -> max (6)

(1)-(3) ва (4)-(6) масалаларни ечиш усуллари билан 

танишишдан олдин кавариква ботик функциялар \акидаги 
айрим тушунчалар билан танишамиз.

А'аварии ва ботщ функциялар ва уларнинг экстремумы
1-таъриф. Агар f(x) функция G c E n каварик тупламда 

аникланган булиб, ихтиёрий x ^ G ,  x2eG  нукталар ва 

0<а<1 сон учун
f(ax2+( 1 -a)x,) < af(x2)+( 1 -a)f(x,) (7)

тенгсизлик уринли булса, f(x) функция «ботик (пастга 

кардрик) функция» дейилади. Бошкага айтганда, 7=Г(х) 
гипертекислик пастга каварик булиши учун унинг ихтиёрий 

иккита (x,,Z,) ва (x2,Z,) нукгаларини туташтирувчи кесма 

гипертекисликнинг сиртидаёки ундан юкорида ётиши керак.
2-таъриф. Агар f(x) функция G c E n каварик тупламда 

аникланган булиб, ихтиёрий x ^ G ,  x2eG  нукталар ва 

0<а<1 сон учун
f(ax2+(l-a)x,) > af(x2)+(l-a)f(x,) (8)

тенглик уринли булса, f(x) функция «юкорига каварик; 
функция» деб аталади.

Агар Z=f(x) гипертекислик юкорига каварик булса, 
унинг ихтиёрий икки (x^Z ,) ва (x2,Z 2) нукталарини 
туташтирувчи кесма шу гипертекисликнинг сиртида ётади, 

ёки унинг пастидан утади.
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3-таъриф. Агар ихтиёрий иккита x,eG, x2eG нукталар 

ва 0<а<1 сон учун

тенгсизликлар уринли булса, G c E n каварик тупламда 

аникланган f(x) функция катъий пастга каварик ёки катъий 

юкорига каварик функция дейилади.

Агар f(x) функция G c E n да катъий юкорига каварик булса, 

у \олда - f(x) функция катъий пастга каварик булади ва аксинча.

Агар f(x) функция G каварик тупламда аникланган 

пастга каварик функция булса, ихтиёрий сондаги хр х2,..., 

xneG , нукталар учун куйидаги муносабат Уринли булади

Худди шунингдек, агар f(x) функция G каварик 

тупламда аникданган юкорига каварик функция булса, 

ихтиёрий сондаги хр х2,..., xneG нукталар учун куйидаги 

муносабат уринли булади

1. G кавариктупламда берилган f(x) функция пастга каварик 

булса, ихтиёрий \акикий b сон учун f(x)<b тенгсизликни 

Каноатлантирувчи нукталар туплами \ам пастга каварик булади.

2. G кавариктупламда берилган f(x) функция юкорига 

к авари к  булса, b ихтиёрий сон  булганда f(x)>b

f(ax2+(l-a)x,) < af(x2)+(l-a)f(x,) (9)

еки

f(ax2+(l-a)x,) > af(x,)+(l-a)f(x1) (Ю)

П п

( 11)
п

п п

п
(12)

Каварик, функция куйидаги хоссаларга эга
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тенгсизликни каноатлантирувчи нукталар туплами \ам 

ю^орита каварик булади.

3. Иккита G, ва G 2 каварик тупламнинг кесишмаси х;ам 

кавариктуплам булганлиги сабабли юкоридаги 1-2 хоссалардан 

куйидаги хулосани чикариш мумкин. G  кавариктупламда 

аникланган g^x) (i= I m )  функциялар пастга (юкорига) 

каварик булиб, bi (i= l ,...,т) ихтиёрий сонлар булса,

gj(x) < b, (g,(x) £  b,) (i= 1 m)

тснгсизликлар системасини каноатлантирувчи нукталар 

туплами пастга (юкорига) кавариктуплам булади.

4. G каварик тупламда аникланган g;(x) ( i= l,..., m) 

функциялар пастга (юкорига) каварик булса, уларнинг 

номанфий чизикди комбинациясидан иборат булган

g(x)=EXigj(x), Х>0, i= l,m  

функция х,ам пастга (юкорига) каварик булади.

5. G  кавариктупламда аникланган f(x) функциялар пастга 

(ю корига) каварик булиши учун у уз ичига олган 

номаълумларнинг ихтиёрий бири буйича, колганларининг 

фиксирланган кийматларида, пастга (юкорига) каварик 

булишлиги зарур ва етарлидир.

6. Агар f.(x), f2(x),...,f(x) функциялар каварик G тупламда 

аникланган каварик функциялар булса,

/ ( х )  = т а х / ( х )

функция х,ам каварик булади.

4-таъриф. f(x) каварик функциянинг G cE n тупламдаги 

глобал максимуми (минимуми) деб х,ар кандай х е G нуктада 

f(x°)>f(x) (f(x°)<f(x)) (14)

тенгсизликни каноатлантирувчи х° е G  нуктага айтилади.

Агар (14) тенгсизлик хпее(х°) нукта учун Уринли булса, 

х" нукта f(x) функцияга локал максимум (минимум) киймат 

берувчи нукта булади, бу ерда:

е(х°)={х, |x-x°|<s} 

каварик функциянинг экстремумига дойр куйидаги 

теоремалар уринлидир.

1-теорема: Агар f(x) функция G каварик тупламда 

аникланган пастга каварик функция булса, унинг ихтиёрий 

локал минимуми глобал минимум булади.
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2-теорема. Агар f(x) функция G каварик, тупламда пастга 

(юкорига) каварик булиб, бу тупламга тегишли иккита х,, 

x2eG  нукталарда глобал экстремумга эриш са , шу 

нукталарнинг каварик комбинациясидан иборат булган 

ихтиёрий нуктада \ам глобал экстремумга эришади.

3-теорема. Агар f(x) функция G каварик тупламда 

аникланган катъий пастга (юкорига) каварикфункция булса, 

у узининг глобал минимумига (максимумига) шу тупламнинг 

факат битта нуктасида эришади.

4-теорема. Агар f(x) функция G каварик тупламда 

аникланган пастга (ю корига) каварик  ва 

дифференциалланувчи функция булиб, ихтиёрий x“eG 

нуктада Vf(x°)=0 булса, f(x) функция х° нуктада глобал 

минимумга (максимумга) эришади.

6-§. Лагранж функдиясининг эгар нук,таси. 

Кун-Таккер шартлари.

(1)-(3) \амда (4)-(6) масалалар учун Лагранж  

функциясини тузамиз
т

F(xl,x1,...,x„.Al.A2,...,A.m) = Avf(x l,xl ,....x„) + ']?A,l(bl -g,(xr x1.... х„)) (15)
i-1

5-таъриф. Агар X (l= (x |°, x2H,..., xn°) нуктада f(X",A) 

функция минимумга эришиб, Л°=(Х.1°, ^20,..., X") нуктада 

F(X,A") функция максимумга эришса (Х°,Л(|) нукта F(X, Л) 

«Лагранж функциясининг эгар нуцтаси» деб аталади.

Агар (Х°, Л°) нукта (1)-(3) масала учун тузилган Лагранж 

функцияси F(X, А)нинг эгар нуктаси булса, X" нинг кичик 

£ атрофидаги

(е(х°)={х, |х-х"|<е}) 

ихтиёрий х(>0 учун А0нинг е атрофидаги 

( е ( А ° ) = { Л ,  |Л -Л °|<е})

ихтиёрий Л>0 учун

F(X°, a )<f (x °, a °)<F(X, л °) (16)

муносабат уринли булади.

Агар F(X, Л) Лагранж функцияси (4)-(6) масала учун 

тузилган булса, (16) муносабат куйидаги куринишда булади.

F(X, A°)<F(X°, A(’)<F(X°, A) (17)
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(16), (17) муносабатлар F(X,A) Лафанж функцияси эгар 

нук'гасининг мавжудлиги \ак;ида, f(x) ва g((x) (i= l,..., m) 

функциялар дифференциалланувчи булмаган хол учун зарурий 

ва етарлилик шартларидан иборат.

Г(х) ва g^x) (i= 1 m) функциялар дифференциалланувчи 

булган х1олда Лафанж функцияси F(X, А) нинг эгар нук;гаси 

мавжудлигининг зарурий ва етарлилик шартлари (1)-(3) масала 

учун куйидагича ифодаланади:

d F (X \ А°) (]8)

Эх,

хо ^ Ж ) = (19)

Зх ‘

d F (X ° ,A ° )  ^  0 (20)

дЛ,

ло d F (X ° ,A ° ) = 0  л^ 0 (21)

дЛ,

Макрад функциянинг максимуми кидириладиган (4)-(6) 

масала учун эса бу шартлар куйидаги куринишга эга булади:

ЗЕ М 1А 1  < о д а
дх,

°2 = 0, х ‘ > О ,23)
1 дх 1.1

d F { X ° ,  А °) 

дЛ,
(24)

ло d f  ( X  , А ) = > 0 (25)

дЛ,

Осонлик билан куриш мумкинки, агар (18)-(21) ва (22)- 

(25) муносабатлар бажарилса (16) ва (17) муносабатлар уз- 

узидан бажарилади. Шунинг учун (18)-(21) ва (22)-(25) 

муносабатларни Лагранж функциясининг эгар нук,таси



мавжудлиги \акида Кун-Таккер шартлари деб тушунамиз. 

Бунда куйидаги теорема уринли булади.

5-теорема. F(X,A) функция эгар нуктага эга булишлиги 

учун максад функциянинг минимуми кидириладиган (1)-(3) 

масала учун (18)-(21) шартларнинг, максад функциянинг 

максимуми кидириладиган (4)-(6) масала учун (22)-(25) 

шартларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.

Кун-Таккер теоремаси.

g,(x) = Si(xi,x2,...,x„) - bn i =

Z  = f (x )  = f ( x ],x2,...,xn) ->• max

масалани курамиз. Агар камида битта xeG нуктада (gj(x)>b.) 

(i—1 m)  тенгсизлик бажарилса (бунга Слейтер шарти 

дейилади), Кун-Таккернинг куйидаги теоремаси уринлидир.

Теорема. Хн>0 нукта (4)-(6) масаланинг оптимал ечими 

булиши учун бу нуктада (22)-(25) муносабатларнинг 

бажарилиши зарур ва етарлидир.

1-Мисол. График усул билан куйидаги

2х , + х 2 > 2 ,

2х , + х 2 <  8,

2х , + х 2 < 6 ,  

х, >  0 , х 2 >  О,

Z  - / ( х , , х2) = -xj2 - х2 —> max

масалани ечинг ва Кун-Таккер шартларининг бажарилишини 

текширинг.

Ечиш. Масалани график усулда ечиб, унинг оптимал ечими 

Х°=(0,8;0,4) ва Г(Х°)=0,8 эканлигини куриш мумкин.

Энди шундай А°>0 мавжуд булиб, (Х“, А0) нуктада Кун- 

Таккер шартларининг бажарилишини курсатамиз.

Бунинг учун энг аввал берилган (1)-(3) масала учун 

Лагранж функциясини тузамиз.
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X" нуктада масаланинг 2-чегаравий шпрш . . нй 

тенгсизликка айланади. Демак, масала учун СлсИи |i НКЦМЦ 

бажарилади. Бу ^олда масала нормал булиб, А1’ / (I ПумййИ 

Лагранж функциясидан (j= l, 2) ва X. ( i= l, 2, t) мни 

буйича хусусий \осилалар оламиз:

—  — —2х, + 21, — Я ,̂ 
Эх, 

2х2 + Я-, ,
дх2

—  = 2х,+ х2-2, dF<<X ,Л  ) = 2-0,8+ 0,4-2 = 0,
ЭЯ, 1 2 ЭЯ,

—  = 8- 2 х , - х2, а / (-У_ -Л 1  = 8 • 2 • 0,8 - 0,4 = 6 > 0,
эя2 1 2  э я 2

— - = 6 - 2 х ,- х 2, ,Л   ̂= 6-0 ,8-0 ,4  = 4 ,8>0
эд, 1 2  э я 3

ЯО^ .Л ° )= 0

ЭЯ,
шартга кура Х2 ва Х} лар 0 га тенг булади 

dF (X °,A °)  Q 

ЭЯ,
булганлиги сабабли А,0 0 га тенг булмаслиги \ам мумкин:

xo dF (X °, А ° ) _ 0 

J дх/

тенгликда х">0, демак,

Э ^(Х °,Л °)

булади, яъни

= 0 U  = U )
Эх,

-2-0,8 + 2/1, -Л , =0 
— 2 • 0,4 ■+■ Af — Я*2 ~ = 0

169



Х2=0, /Ц=0 булганлиги учун Х,=0,8 ва А°=(0,8; 0; 0) булади. 

Демак, (Х°, Л°)= (0,8; 0,4; 0,8; 0,0). нуктада Кун-Таккер 

1иартлари бажарилаяпти. Демак у эгар нукта булади.

2-мисол. Кун-Таккер шартларидан фойдаланиб X" = (1 ;0) 

нукта куйидаги чизиксиз профаммалаш масаласининг ечими 

эканлигини курсатинг:

4х, + 5х 2 < 8

2х, +х2 <4

х] > 0, х2 > 0

Z  = f  (х) = х,2 - 2х, + Зх2

Ечиш. Х°=(1; 0) нуктада масаланинг чегаравий шартлари 

Катъий тенгсизликка айланади; демак, Слейтер шарти 

бажарилади. Бу хрлда /.„= 1 деб кабул килиш мумкин. Шунинг 

учун Лагранж функцияси куйидаги куринишда булади:

/г(х|,х2,Я|Д 2) = х,2 - 2х, +3х,2 +Я,(4х, + 5х, -8) + Я2(2х! +х2 -4)

Энди Кун-Таккер шартларининг бажарилишини 

текширамиз.

dF(Xv,Av)

дх.

dF{X\X')

дх2

dF(X°,A°)

дЛ,

dF(Xu,Av)

ЗА,

— (2xj — 2 + 4/1, + 2Л2) 0 О

( 6 X2 + 5 А, + Я.2) о — О

=  (4х , + 5х 2 -  8) „ =  - 4  < О

=  (2х , + х 2 -  4)х„ = -2  <  О
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Эх,

Шундай килиб, (Х н, Л°)=(1; 0; 0; 0) нукта Кун- 

Таккернинг ^амма шартларини каноатлантиради. Демак, у 

Лагранж функциясининг эгар нуктаси булади х,амда Х°=( 1,0) 

ну^та берилган масаланинг ечими булади.

Мустак,ил ечиш учун топширик,.

Куйидаги масалани график усулда ечинг ва ечим Кун- 

Таккер шартларини каноатлантиришини текширинг.

7-§. Каварик, программалаш масаласини ечиш учун градиент

Фараз килайлик, чизиксиз программалаш масаласи 

куйидаги куринишда берилган булсин:

бу ерда: (1)-(3) шартларни каноатлантирувчи G туплам 

каварик туплам ва Z=f(x|, х2,..., хп) ботик функция булган 

х,олни курамиз. Бундан ташкари f(X) ва g,=gi(x!, х2,..., хп)

2х,+5х2>20, 

х ,-2х2=5, 

х >0, х2>0, 

Z=f(x,,x2)=3x,-x2-x22.

усуллар. Тезлик билан кутарилиш усули

g,(x,,x2!...,xn)< 6 (, i = \,m 

х , ^ 0 (У  = \,п),

Z max = / ( х )  =  / ( х , , Х 2,...,Х „)

(О

(2)

(3)
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функциялар узлуксиз, дифференциалланувчи булиб, G 

тупламнинг ички нукталари мавжуд деб фараз киламиз.

Масалани ечиш ихтиёрий X(leG  нуктадан бошланади. 

Итератив жараён натижасида Хк нуктадан Хк+| нуктага утиш 

учун Хк дан бошланувчи шундай sk мумкин булган йуналишни 

аниклаймизки, ихтиёрий кичик Хк>0 сон учун Xk+Xksk нур G 

тупламга тегишли булсин. Бунда \ сон Хк нуктадан sk йуналиш 

буйича силжиш масофасидан иборат. Уни аникдаш учун турли 

усуллар мавжуд. Масалан Хк ни куйидагича аникдаш мумкин:

\=min(X', л”)

бу ерда: X' — Xk+Xksk нур билан G тупламнинг кесишган 

нуктасига мос келувчи \ нинг киймати. X" функциянинг 

X k+XkSk нурдаги максимумга мос келувчи Хк нинг киймати. 

Агар Хк->со булса, берилган масаланинг максад функцияси 

юкоридан чегараланмаган булади. Акс \олда, навбатдаги, 

яъни Xk+1=X k +A.ksk нуктага утилади.

Мавжуд градиент усуллар бир-биридан sk йуналишни ва \ 
параметрни танлаш усуллари билан фар к, к,илади. Масалан, 

оптимал ечим томон тезлик билан кутарилиш усулида Xke G  

нуктадан Xk+I€G  га sk йуналиш буйича силжиш натижасида 

утилганда Z=f(X) функция киймати AZ=\sk микдорга узгаради 

(ортади), sk йуналишни шундай танлаш керакки, бу 

йуналишдаги AZ нинг киймати максимум булсин. Маълумки, 

агар XkE G  тупламнинг ички нуктаси булса, бу нуктадан 

бошланувчи ва берилган f(X) функциянинг максимал усишини 

таъминловчи sk йуналиш Vf(Xk) градиент йуналишдан иборат 

булади, яъни sk=Vf(Xk), Xke G  (ички нукта). Демак, бу \олда 

Хк нуктадан Vf(Xk) градиент буйлаб Хк масофага силжиш 

натижасида f(X) функцияга ушбу йуналишдаги энг катга киймат 

берувчи Xk+le G  нуктага утилади:

Xk+l=X k+\sk

X k нукта G тупламнинг чегаравий нуктаси булиб, Vf(Xk) 

фадиент шу тупламдан ташкарига йуналган \олда навбатдаги 

Xk+I E G  нуктага Vf(Xk) градиент буйлаб йуналиш натижасида 

эришиш мумкин эмас, чунки бу йуналиш .мумкин булган 

йуналиш булмаслиги мумкин. Бу хрлда f(X) функциянинг 

максимал усишини \амда Xk+Xksk нурнингС тупламга тегишли 

булишини таъминловчи sk йуналишни аникдаш керак булади.

Агар топилган X k+l= X k+Xksk нуктада f(X) функция 

максимумга эришса, оптимал кндириш жараёни тухтатилади,



акс \олда Xk+I нуктага бошлангич нуктадеб караб, ю^ориди 

кайд килинган жараён яна кайтадан такрорланади. Умуман, 

бу жараён масаланинг оптимал ечими X* топилгунча ёки

максад функциянинг чекли 

максимумга эга эмаслиги 

аникдангунча такрорланади.

Кдварик программалаш 

масаласини градиент усул 

билан ечиш жараёнини 

Куйидаги 6-шакл ёрдамида 

курсатамиз. Бунда чегаравий 

а шартлари чизикли булиб,

максад функция ботик 

булган масала тасвирланган. 

' Шаклда G туплам каварик 
тупламдан (OABCD купбурчакдан) иборат ва X°eG ички 

нукга. Бу нуктадан Vf(X1’) градиент буйлаб йуналиб X 1 нуктага 

утамиз. Навбатдаги нуктага Vf(X') градиент йуналиш буйича 

утиш мумкин эмас, чунки G тупламдан ташкарига чикиб 

кетиш мумкин. Шунингучун шундай йуналишни аниклаш 

керакки, у X'+^s, нурни G  тупламдан ташкарига чикиб 

кетмаслигини ва f(X) функциянинг максимал усишини 

таъминласин. Бу йуналиш Vf(X') градиент билан энг кичик 

бурчакташкил килувчи s, векторни ан-лк,лайди.

Аналитик нуктаи назарда бундай вектор Vf(X') ва s, 

векторларнинг скаляр купайтмаси максимум булишлик 

шартидан топилади:

max[Vf(X'), s,]>0 

Шаклда s, вектор G тупламнинг (АВ) кесма билан 

устма-уст тушади. Кейинги кадамларда чегаравий тугри 

чизик АВ буйлаб f(X) функция энг катта кийматга 

эришгунча силжиб борилади.

Шаклдан куринадики, В нуктада (уни X2 билан 

белгилаймиз) f(X) функция s, й^налишдаги х,ар кандай 

нукгаларга нисбаган энг катта кийматга эришади. Бу нуктадан 

навбатдаги нуктага утиш учун Vf(X2) градиент буйлаб 

йуналиш мумкин эмас, чунки бу \олда G тупламдан четга 

чикиб кетиш мумкин. Шунингучун

max|Vf(X2), s2]>0
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шартни к.аноатлантирувчи s2 йуналиш топилали. Бу йуналиш 

G тупламнинг чегараси ВС билан устма-уст тушади. Шаклдан 

куринадики, X- нуктада f(X) функция s2 йуналишдаги энг 

кагта кийматга эришади. Бундан ташцари X- нукта f(X) 

функцияга G тупламда энг катта (оптимал) киймат берувчи 

нуктадир, чунки бу нуктадаги Vf(X3) градиент шу нуктадан 

чикувчи ва G  тупламда ётувчи ихтиёрий вектор билан ^м ас  

бурчак, чегаравий чизик ВС билан устма-уст тушган s, вектор 

билан эса 90° ли бурчак ташкил килади. Шунинг учун

(Vf(X3), s2)=0 (4)

тенглик бажарилади. Бу тенглик X’ нуктада f(X) функциянинг 

максимумга эришганлигини курсатади. Шундай килиб, X 1 

нуктада f(X) функция оптимал кийматга эришади, X-1 

нуктанинг координаталари эса берилган масаланинг оптимал 

ечимини аникдайди.

Энди каварик профаммалаш масаласи (1)-(3) ни фадиент 

усул билан ечиш жараёнини аналитик равишдатасвирлаймиз. 

Фараз килайлик, оптимал ечимни кидириш жараёни G 

тупламнинг X" нуктасидан бошлансин. У \олда X * 6 G  

оптимал ечимга, юкорида курсатилгандек, градиент буйлаб 

йуналиб бориб эришиш мумкин. Лекин бунда

Xk+1=Xk+^Vf(Xk) 

нурни аникдовчи Я.к ни танлаш шу билан кийинлашадики, 

ундаги Xk+,GG  булиб f(Xk+l) микдор Vf(X) функциянинг 

Vf(Xk) йуналишдаги энг катта кийматидан иборат булиши 

керак. Демак, Х И| нуктанинг координаталари (1)-(2) 

шартларни каноатлантириши керак, яъни

(8,(Х1+Я>УГ(Х1))<Ь„ i = l7m 

{ X k + AkV f (X k)> 0 .

Бу системани ечиш натижасида Ху нинг шундай мумкин 

булган кийматлар оралиги [А'к, >."к| анакданадики, ундаги \ар

бир \е|А.'к, А/'к] учун Xk+IGG  булади. Топилган ораликдаги \

лар орасида куиилган шартларни каноатлантирувчи Х\ ни топиш

учун куйидаги тенгламани ечамиз:

(Vf(Xk+ ^Vf(Xk)), Vf(Xk))=0 (6)
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Бу тенгламанинг X*ke[X'k, X."J ечимида Xk+leG \амда 

Г(Хкч*) микдор f(X) функциянинг Vf(Xk) йуналишдаги энг 

катта кийматидан иборат булади.

Агар X*ke|X'k, X"k] булса, X*k=X"k деб кабул киламиз. 

Бундай А . * к  га мос келувчи Хк+| нукта G тупламнинг 

чегарасида ётади.

Агар оптимал ечимни к,идиришни G тупламнинг 

чегаравий Хк нуктасидан бошласак ёки, агар кидириш 

траекториясининг навбатдаги нуктаси G тупламнниг 

чегарасида ётса, оптимал кидиришни давом этгириш учун 

sk йуналишни аниклаш керакки, у биринчидан, ушбу 

нуктадаги Vf(Xk) градиент йуналишидан фаркди булиши 

керак, иккинчидан, бу йуналиш буйича Хк масофага силжиш 

натижасида эришилган Хк+| нукта G тупламга тегишли 

булиши керак. Ана шу шартларни каноатлаштирувчи sk 

йуналиш куйидаги математик программалаш масаласини 

ечиш оркали топилади:

g|(sk)-0, ieJ (7)
Tk=(Vf(Xk), sk)->max, (8)

бу ерда, I куйидаги шартлар уринли булган i индекслар туплами: 

gj(Xk)=bj, i= l,...,m  (9)

U — (sk ,...,sk ),

( 10)

(7)-(10) масалани ечиш натижасида Vf(Xk) вектор билан 

энг кичик уткир бурчак ташкил килувчи sk вектор 

аникпанади. Бунда (9) шарт Хк нуктанинг чегаравий нукта 

эканлигини курсатади. (7) шарт эса , Х к нуктадан 

бошланадиган sk йуналиш G тупламнинг ичкарисида ёки 

унинг чегараси буйлаб бажарилиши кераклигини курсатади. 

(10) шарт нормаллаштириш шарти булиб, у sk векторнинг 

узунлигига куйилган чегарадан иборат. Бу шарт 

Куйилмаганда (8) функцияни чексиз равишда орттириш 

мумкин буларди. Адабиётда турли нормаллаштириш 

шартлари мавжуд. Уларнинг турларига караб (7)-(Ю) масала 

чизикли ёки чизиксиз программалаш масаласи булиши
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мумкин. sk вектор топилганч, Xk"  нуцтани аникдовчи 

X.*ke|X.'k, V 'J нитопамиз. Бунинг учун

(Vf(Xk+l), sk)=0 (11)

шартдан фойдаланамиз.

Оптимал к,идириш жараёнини

maxTk=(Vf(Xk), sk)=0, (12)

шартни каноатлантирувчи X* нуцта топилгунча давом 

эттирамиз.

Мисол. Берилган масалани градиент усули билан ечинг. 

2х!+Зх2<6, 

х ,+4х2<5, 

х,>0, х2>0,

Zmax=f(X)=x|+2x2—0,5х2,+0,5х22—5.

Ечиш. Масаланинг реж&таридан ташкил топтан G туплам 

ОАВС туртбурчакдан иборат (7-шакл).

7-шакл

X ll= ( l,5 ; 0 ,5)eG  нук;тани оламиз. Бу нук;та ОАВС 

туртбурчакнинг ички нуктаси. Оптимал кддиришни Х° 

ну^тадан бошлаймиз. Хн дан X 1 нуктага Vf(X°) градиент 

йуналиши буйлаб утиш мумкин.

Vf(X°) =
^ ( Х 0) 5f(X°)A

дх. <Эх,
= (-0,5;1,5).

X 1 нук^анинг координаталарини х|р х|2 билан белгилаймиз: 

Х '= (хи, х|2)
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Х '= (хп, х12)

Х 1=Х"+Х Vf(X"),

Х '= ( 1,5; 0,5)+\о(-0,5; 1,5), 

х, = 1 ,5 - 0 ,5А.о, х 12= 0 ,5+  1,5Хо 
Энди Ха нинг мумкин булган кийматлар оралигини 

аникдаймиз. Бунинг учун куйидаги системани тузамиз:

2(1.5 - 0,5Я„) + 3(0,5 + 1,5Я„) < 6, 

1>5 — 0,5Яо + 4(0,5 + 1,5Я„) < 5, <‘3) 

1,5 — 0,5Яо > 0 , 

0,5 + 1,5Я„ > 0.

Бу системани ечиб,

[Х'0, Г О]=[-0,3333; 0,2727] 

эканини аник^аймиз.

Энди

Х ‘=Х°+Х* Vf(X°), X 'eG  

шартларни ^аноатлантирувчи X,0t[X.'u, Х"о] ни топамиз. 

Бунинг учун

(Vf(X'), Vf(X"))=0

тенгламани ечамиз:

Vf(X ')=(—0,5+0,5А. , 1.5-1.5Х.),

Vf(XH)= (—0,5; 1,5).

Демак,

(Vf(X‘), Vf(XH))=((—0,5+0,5Хо; 1,5-1,5XJ,(-0,5; 

1,5))=0.

Бундан

0,25—0,25Л.* +2,25-2,25Х* =0’ о ’ о
ёки

2,5*.*=2,5,

А* = 1.

Лекин Х,г[—0,3333; 0,2727].

Шунинг учун X* =0,2727.

Х*о нинг топилган кийматида навбатдаги X 1 ну^та 

к^йидагича аникданади:

Х '=ХП+ Г  Vf(X',)= (l,5 ; 0,5)+0,2727(—0,5;

1,5)=( 1,3636; 0,9091).
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X 1 нутада f(X) фукнция

f(X ')=—3,1621 >f(X")=—3,75 

к,ийматга эришади.

f(X) фукнциянинг X' ну^тадаги гардиентини топамиз: 

Vf(X1)—(—0,3636; 1,0909)'.

X 1 нук;тадан навбатдаги X2 нуцтага утиш учун бу градиент 

буйлаб силжиш мумкин эмас, чунки ABCD тупламдан 

ташк.арига чициб кетиш мумкин. Энг кулай s, йуналишни 

аник,лаш учун юкрридаги (7)-( 10) масалани тузамиз. Бу 

масалани тузишда X 1 нук̂ та ABCD туртбурчакнинг чегаравий 

нук,таси эканлигини ва у х,+4х2=5 тутри чизикда ётишини 

ва демак, X 1 ну^тада берилган масаланинг иккинчи шарти 

(i=2) тенгликка айланишини назарга оламиз. Биз кураётган 

х,олда бу масала куйидаги куринишда ифодаланади: 

T=(Vf(X'),s,)= 

((-0,3636;l,0909)(s|t;s,2))=0,3636sn + l ,0909s,2-»max, (14) 

gj(s,)=( 1 ;4)(s,, ;s,2)=s, ,+4s,2=0, (15)

N
( 1 6 )

яъни

T,=—0,3636s,,+1,0909s|2->max,

s„+4s|2=0, (17)
s~ ~bs~ = 1 b  11 b 12 1 ’

(17) масалани ечиб топамиз:

sl= (s||;s12)~(—0,9700; 0,2425); Tma =1,1464 

Демак, s,—(—0,97; 0,2425) йуналиш буйича кутарилиб 
бориб

Х2=(х2,;х,,) 

нук^тага эришиш мумкин.

x2= x '+ ^S = ( 1.3636; 0.9091)+^,(-0.9700; 0.2425)

Бундан: х2,= 1.3636-0.9700^, (18)

х, =0.9091-0.2425^1,

X, нинг аник^аш оролигини топамиз. Бунинг учун (19) 

системадан фойдаланамиз.

2(1,3636 - 0,97Я,) + 3(0,9091 + 0,24251,) < 6

1.3636 - 0,97/1, + 4(0,9091 + 0,2425Я,) < 5

1.3636 -0,97/L, >0 

0,9091 +0,2425Я, >0

(19)
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Системани ечиб, Л,е 10,927; 5,621] эканини аникдаймиз. 

л*,  ни топиш учун (Vf(X2), Sj)=0 тенгламани ечамиз. Бунда 

Vf(X2)=(-0,3636+0,970А.,; 1,0909-0,2425^,), 

s,=(-0,97; 0,2425)

Бундан, (-0.3636+0.97Х,; 1.0909-0.2425Х) х 

х(0.97;0.2425)=0.Х =0,6172.

х21 =0,7647] 

х,, = 1.0588
=> X 2 = (0,7647;1,0589).

Лекин юкррида аникдаганимизга кура Х,е[-0,927; 5,621] 

булиши керак. Шунинг учун

Х*,='Х|=0,6172

(17) дан

Бу X2 нуктадаги f(x) функциянинг Киймати 

f(X2)=-2,9708 > f(X')=-3,162l.

X2 ну^тадаги градиент:

Vf(X2)=(0,2351; 0,9412)

(7) шаклдан куринадики, X2 нук.тада f(x) функция энг 

катта к,ийматга эришади. Аналитик нуктаи назардан буни 

курсатиш учун X2 нук,тадан чицувчи ва Vf(X2) градиент билан 

энг кичик уткир бурчак ташкил к,ил>вчи s2 йуналишни 

топамиз.

Бунинг учун к,уйидаги масатани ечамиз: 

T=(Vf(X2),s2)=((0,2351;0,9412)(s21;s22))=0,2351s21+0,9412&a^max,

s21+4s22=0,

Натижада:

s2i = -0.97 1 

s22 = 0,2425] '

yjs 2| + ̂ 22 —

лч = (-0.97;0,2425).

bv s2 йуналиш учун
T2=(Vf(X2),s2)=0 

шарт бажарилади. Хаки катан \ам,

Т2=(0,2353; 0,9412)(-0,97; 0,2425))= 

-0,228241+0,228241=0



Демак, (7) га асосан X2 ну^та оптимал нук,та булади. 

Шундай к,илиб, масаланинг оптимал ечими:

Х2=(0 ,7647; 1,0588)

Z =f(X2)=-2,9708
max v '  1

Муста кил ечиш учун топширик,

К,уйидаги цаварик, программалаш масаласининг 

бошлангич ечими берилган \олда градиент усул билан 

оптимал ечими топилсин.

х ,+ 2 х 2+ Зх 3<15 Зх ,+ х 2+ х 3< 1 2 

х,>0, х,>0, х,>0 

Х°=( 1; 2; 3)

Z mi„=x,+2X2, + 2X2 + 4X3

Таянч суз ва иборалар

Чизицсиз программалаш, локал ечим, глобал ечим, 
к,авари!<; программалаш, квадратик профаммалаш, шартсиз 

оптималлаштириш, стационар нук^та, Гессе матрицаси, 

Лагранж функцияси, Лагранж купайтувчилари, эгар нукта, 

Каварик, функция, ботик,функция, катъий ^аварик, функция, 

кдварик, функциянинг локал ва глобал максимуми, Кун- 

Таккер шартлари, Кун-Таккер теоремаси; Лагранж 

функциясининг эгар нук;таси, градиент, градиент усул, 
тезлик билан кутарилиш усули, мумкин булган йуналиш, 

оптимал кдцириш жараёни.

Назорат саволлари

1. Чизикриз профаммалаш масаласи умумий \олда к,андай 

куйилади?

2. Чизикриз профаммалаш масаласининг к̂ андай турларини 

биласиз?

3. Шартсиз оптималлаштириш масаласи кандай?

4. Локал ва глобал оптимал режа нима?

5. Чизицсиз программалаш масаласининг геометрик 

Таллинн нима?

6. Стационар нуцта нима?

7. Гессе матрицаси нима ва унинг экстремал нуцтани 

аникдашдаги роли кандай?
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S. Эгар нукта нима?

9. К^аварик, функцияни (пастга ва юкррига каварик, 

функцияларни) таърифланг.

10. Катъий пастга (юк^орига) к^аварик, функцияни 

гаърифланг.

11. К.аварик.фукнция к,андай хоссаларга эга?

12.«К1авари!<1 функциянинг локал ва глобал максимуми 

(минимуми)» деганда нимани тушунасиз?

13. К^аварик, функция к,ачон ягона глобал минимумга 

(максимумга) эришади?

14. Кдварик, программалаш масаласи учун Лагранж 

функцияси к̂ андай куринишга эгабулади?

15. Лагранж функциясининг эгар нукгаси нима ва у кандай 

аникданади?

16. Лагранж функциясинийг эгар ну^таси мавжудлиги- 

нингзарурий ва етарлилик шартлари к,андай?

17. Кун-Таккер теоремаси к̂ андай?

18. Слейтер шарти нима?

19. Градиент (тезлик билан кутарилиш) усулининг гояси 

к̂ андай?

20. Мумкин булган йуналиш нима?

Масалалар

I. График усулдан фойдаланиб к,унидаги чизик,сиз 

программалаш масалаларини ечинг:

1) х!+2х2>2 2) х ,+х2<7

х ,+х ,<6 2х ,—х2<8

2х ,+х2<10 х,>0, х2>0,

х ,>0, х,>0, Z=4(x1-2)2+(x2-2)2->min(max),

Z =x1x2-*max.

II. Куйидаги функцияларга максимум ва минимум к,иймат 

берувчи ну^талар топилсин:

1) f(x)=x-+x4;

2) f(x,, х2)= 4 х2,+х2,- 4 х - 2 х2;

3) f(х ,, х2)= х2|+х22- 6 х - 4 х2+13;

III. Куйидаги масалаларни Лагранж усули билан ечинг:

1) х ,+х2=2

х2+х =2

Z=x]-x2+x,-x,->max.
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2) х2,+х22+х2 =1 

Z=x|-2x1+2xr -»max.

IV. Берилган масалаларни график усулда ечинг ва Кун- 

Таккер шартларинингбажарилишини текширинг:

1) х,+2х2<5,

0,Зх!+х2<5, 

х >0, х2>0,

Z=f(xp х2)=5х2|—Зх,—■4x22->min;

2) Зх,+2х2<9 

0 ,5 х ,+ х 2<4 

х >0, х2>0,

Z=f(x,, х2)=х,—x2-*max.

V. Куйидаги кдварик программалаш масалаларининг 

бошланрич ечими берилган х;олда градиент усул билан 

оптимал ечимини топинг:

1) х ,+ 2х2<16,

4х |- 4 х 2<0,

Z=f(xp x2)=x2|+4x22-nnin;

2) х ,+ 2х2<16,

5х ,+ 2х3<40,

Z=f(xp x2)=10x1+16x2-x2|-x22->max.



VI БОБ. ДИНАМ ИК ПРОГРАММАЛАШ

1-§. Динамик программалаш х,ак,ида тушунча. 

Оптималлик принципи

Чизикли ва чизиксиз программалаш масалаларида 

иктисодий жараёп вактга боглик эмас деб каралади, шунинг 

учун масаланинг оптимал ечими режалаштиришнинг факат 

бир даври учун топилади. Бундай масалалар бир босщчли 
масалалар номи билан аталади.

Динамик программалаш масалаларида иктисодий жараён 

вактга боглик, деб царалади хдмда бутун жараённниг оптимал 

ривожини таъминловчи бир к;атор (кетма-кет, х,ар бир даври 

учун) оптимал ечимлар топилади. Динамик профаммалаш 

масалалари куп босцичли ёки куп щдамли деб аталади.

Динамик программалаш — вацтга боглик, ва куп босщчли 
боищарилувчи иктисодий жараёнларни оптимал режалаштириш 
усулларини урганувчи математик программалашнинг бир 
булимидир.

Агар иктисодий жараённинг кечишига таъсир курсатиш 

мумкин булса, бундай жараён бошк,арилувчи деб аталади. 

Жараённинг кечишига таъсир этиш учун кабул килинувчи 

карорлар (ечимлар) тупламига бошцариш деб аталади. 

Ицтисодий жараёнларда бошкариш режалаштиришнинг \ар 

бир даврида воситаларни тацсимлаш, маблагажратиш, директив 

хужжатлар кабул к,илиш ва шу кабилар билан ифодаланиши 

мумкин. Масалан, ихтиёрий корхонада ишлаб чи^ариш — 

бошкарилувчи жараёндир, чунки у ишлаб чицариш 

воситаларининг таркиби, хом ашё таъминоти, молиявий 

м а б л а г л а р микдори ва \оказо билан аникданади. 

Режалаштириш давридаги \ар бир йил бошида хом ашё билан 

таъминлаш, ишлаб чик;ариш жихозларини алмаштириш, 

кушимча маблаглар микдори х.акида карорлар кабул килинади. 

Бундай карорлар туплами бошкаришдан иборатдир. Бир 

Карашда, энг куп микдорда ма\сулот ишлаб чикариш учун 

корхонага мумкин булган воситаларнинг ^аммасини бериш



ва ишлаб чик,ариш жихрзларидан (станокларидан, техникадан 

ва \оказолардан) тула фойдаланиш зарурдек туюлади. Лекин, 

бу жи\озларни гезда эскиришига (ишдан чикишга) ва 

келгусида ма\сулот ишлаб чик;ариш \ажмининг камайишига 

олиб келиши мумкин. Демак, корхонанинг фаолиятида 

номаъкул ок,ибатлардан холи булган холда эскирган 

жих1озларни алмаштириш ёки урнини тулдириш чоралари 

белгиланиши лозим булади. Бу эса дастлабки даврда махсулот 

ишлаб чи^ариш камайсах.ам, кейинги даврларда корхонанинг 

бутун ишлаб чицариш фаолиятини кучайишига олиб келиши 

мумкин. Шундай кдлиб, юк,оридаги ик;тисодий жараён, \ар 

бир даврда унинг ривожланишига таъсир этувчи, бир к,анча 

боск,ичлардан иборатдеб к,аралиши мумкин.

Куп босцичли иктисодий жараёнларни режалаштириш 

учун, \ар бир оралик, боск^ичда алох,ида карор кабул 

к,илишда, бутун жараённинг туб мак,сади кузланади. Бутун 

жараённингечими узаро бокланган ечимлар кетма-кетлигидан 

иборат булади. Узаро бокланган бундай ечимлар кетма-кетлиги 

стратегия деб аталади. Олдиндан танланган мезонга нисбатан 

энг яхши натижани таъминловчи стратегия оптимал 

стретагия деб аталади. Бош^ача айтганда оптимал стратегия 

куп боск^ичли и к,тисод и й ж араённинг оптимал 

ривожланишини таъминловчи стратегиядир.

Динамик программалаш куп боск;ичли тузилишга эга булган 

ёки бундай тузулишга келтириладиган масалаларнинг оптимал 

ечимини топиш учун ишлатиладиган математик воситадир.

Куп ик;тисодий жараёнлар уз узидан боск,ичларга 

булинадиган булади. Масалан 5 йиллик, I йиллик режаларни 

тузишда \ар бир боск;ич сифатида I йил, квартал, декадаларни 

курсатиш мумкин. Лекин баъзи масалалар ваклта боглик, 

булмаслиги \ам мумкин. Масалан, энг киска йул билан 

кузланган маррага (жойга) бориш масаласи Baxjra боглик, эм ас. 

Лекин бу масалани куп боск,ичли масалага айлантириб, уни 

динамик программалаш усули билан ечиш мумкин.

Куп бос^ичли ик^исодий масалаларни ечиш учун уларни 

ягона математик моделини ёки булмаса, \ар бир боскичга 

мос келувчи статик моделлар системасини тузиб сунгра уни 

динамик программалаш усуллари билан ечиш керак.
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Шундай килиб, куп боск^ичли жараён сифатида 

ифодаланувчи математик программалаш масалаларини ечиш 

динамик программалашнинг предметини ташкил этади.

Куп боск^ичли жараён деганда вактга боглик, равишда 

ривожланувчи ва уз тара^иётида бир неча бос^ичларга 

булинувчи жараённи тушуниш керак.

Динамик программалаш куйидаги хусусиятларга эга:

1) Динамик программалаш куп боск,ичли жараённинг 

бирдан-бир ягона ечимини эмас, балки \ар бир бос^ичга 

мос келувчи ва туб манфаатни кузловчи ечимлар кетма- 

кетлигини топишга ёрдам беради;

2) динамик профаммалаш ёрдами билан ечилаётган куп 

боскцчли масаланинг маълум бир боск,ичи учун топилган ечими 

ундан олдинги боскцчларда топилган ечимга богл и к, бул майди. 

Унда фак;ат шу боск^ични ифодаловчи фактлар назарга олинади;

3) динамик программалаш ёрдами билан куп боск^чли 

масалани ечиш жараёнининг \ар бир боск;ичида туб 

максадни кузловчи ечимни аникдаш керак, яъни ечимлар 

орасида провард мак^садга эришишга максимал х,исса 

кушувчи ечимни топиш керак.

Демак, маълум бир бос^ичда топилган оптимал режа факдт 

шу кадам нукдаи назаридан эмас, балки бутун жараённинг 

туб (провард) ма^сади нукдаи назаридан оптимал режа 

булиши керак. Бундай принцип «динамик программалашнинг 
оптималлик принципи» деб аталади.

Оптималлик принципига амал кдлиш \ар кдламда кабул 

кдлинган ечимни келгусида кандай окибатларга олиб келишини 

назарга олиб бориш демакдир. Бундан ташцари оптималлик 

принципини яна куйидагичаталкин кдпиш мумкин.

Х,ар бир боск^ичдан аввал системанинг хщати кандай 

булишидан катьи назар шу боск,ичдаги оптимал юту к билан 

ундан кейинги боск;ичлардаги оптимал ютукдарнинг 

йигиндисини максималлаштирувчи бошкрришнитанлаш керак.

Демак, бошкдришнинг оптимал стратегиясини топиш учун 

энг аввал п-цадамдаги оптимал стратегияни топиш керак, 

кейин п ва n-1 -кдцамлардаги оптимал стратегияни ва хрказо. 

барча кддамлардаги оптимал стратегияни топиш керак.

Бу принципга асосан динамик программалаш масаласини 

охирги n-кдцамдаги оптимал стратегияни топишдан бошлаш 

керак. Бунинг учун ундан олдинги кддамдаги ечим хдкида



айрим тахминлар килинади ва бу асосда W мезонни 

максим&шлаштирувчи Ulln бош^ариш ганланади. Бундай 

бошк^ариш шарпыи боищариш деб аталади.

Демак, оптималлик принципи ,\ар цадамда ундан олдинги 

кддамнинг мумкин булган ихтиёрий бир натижаси учун 

шартли оптимал бошк^аришни топишни галаб кдлади.

2-§. Динамик программалаш усуллари билан ечиладиган 

ицтисодий масалалар.

1.Саноат бирлашмасини оптимал режалаштириш масаласи.

Фараз килайлик, п та корхонани уз ичига олувчи саноат 

бирлашмасинингТ йиллик ишлаб чи^ариш режасини тузиш 

талаб к;илинсин. Режалаштирилаётган Т даврнинг бошида 

бирлашма учун Ко микдорда маблаг ажратилган булсин. Бу 

маблаг корхоналараро такримланади. Корхоналар ажратилган 

маблагни тула ёки цисман ишлатади ва маълум микдорда 

даромад олади. Кейингч боск,ичларда маблаглар корхоналараро 

кбайта такримланиши мумкин. Шундай килиб, куйидаги 

масала хрсил булади: корхоналараро капитал маблагни шундай 

так,симлаш ва кбайта та^симлаш керакки, натижада 

бирлашманинг Т йил давомида олган даромадларининг 

йигиндиси максимал булсин.

Хар йилнинг бошида бирлашмадаги \ар бир корхонага 

ажратиладиган хом ашё, капитал маблаг ва янгиланиши 

керак булган ускуналарнинг сони хасида ечим к,абул 

кдпинади. Бу ечимлар туплами боищариш деб аталади. Демак, 

t-кддамдаги бошцариш

U '=(U ‘„ U‘2,...,U'n) 

вектор оркдли ифодаланади, бу ерда Uv (j= 1 j корхона 

учун t к;адамнинг бошида ажратилган хом ашё, капитал маблаг 

ва \оказоларнинг микдорини курсатувчи вектор.

Бутун бирлашманинг Т давр ичида бошкаришни 

U =(U ', U\...,UT) 

вектор ор^али ифодалаш мумкин. Бундан таш ^ари 

бирлашмадаги х,ар бир j-корхонанинг хрлатини курсатувчи 

X векторни киритамиз.

' Х = (Х ', X2,..., Хт,) 0=1.-.П)

Бу ерда: X'. t 0= 1 ,.-,Т) кддамнинг бошидаги j-корхонанинг 

моддий-ашёвий ва молиявий ахвол даражасини курсатувчи
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вектор булиб, унинг компоненталари корхонадаги ме\и;п 

ресурслари, асосий фондлар, молиявий ахвол даражасими 

курсатади, яъни

Х'=<Х'„ ....X' ) _
Демак, юкрридагилардан хулоса кдпиб аитиш мумкинки, 

бошкдриш вектори бирлашмадаги корхоналар с^слемасинин!' 
t к,адам бошидаги холатини курсатувчи вектордИр яъии

и ^ и ч х 11).

Системанинг бошлангич х,олати Хо берилган деб фараз 

к,иламиз. Макрад фукнция сифатида бирлашманинг Т давр 

ичида оладиган даромадлари йигиндисини ифодаловчи

т

z  = £ z *  - > max
1=1

функцияни киритамиз. Х аР бир t к,адамнинг бошида 
системанинг X1 \олат даражасига ва U' бошк,арцш векторига 

маълум бир чегараловчи шартлар куйилади. Бу шартлар 

бирлашмасини G билан белгилаймиз ва уни мумкин булган 

боищаришлар туплами деб атаймиз.

Шундай цилиб, куйидаги динамик прОГраммалаш 

масаласига эга буламиз:

U 'eG (1)

z , „ „ = t z '  (2)

/ = 1

Хосил булган (1)-(2) модел ишлаб чик,аришнинг динамик 

модели деб аталади. Бу моделга асосан \ар бир t кдцамдаги U1 

бошк;аришни шундай аннцлаш керакки, натижада 

системанинг режалаштирилаётган давр ичцда эришган 

даромадлари йигиндиси максимал булсин.

2. Ма^сулот ишлаб чик,иш ва уни саклашни 

режалаштиришнинг динамик модели.

Вактга боглик, равишда узгарувчан талабни к,ондиришга 

к,аратилган ишлаб чи^аришни рсжалаштирти масаласини 

курамиз. Режалаштирилаётган даврнингузунлиги Т булсин. 

Бу даврнинг \ар бир t-кддамида (t= 1,—,Т) ма^сулотга булган 

талаб V(t) маълум деб фараз киламиз. Худди шунингдек, I
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кдцамдаги ишлаб чицариш режасини X(t) билан белгилаймиз. 

Т даврдавомида корхонадаги махсулотлар за\ираси камайиб 

ёки ортиб бориши мумкин. Ф араз килайлик, бошлангич 

(t=0) кддамда корхонадаги ма\сулот за\ираси Z(0) булсин. 

У \олда X(t)>V(t) булганда t-кддамдаги ма^сулот за\ираси 

КУйидагича аникланади:

Z(t)=X(t)-V(t)+Z(0)>0 

Агар t кддамда ишлаб чик^арилган мах,сулот талабдан 

кам булса, яъни

X(t)<V(t)
булса, у х,олда t-кддамнинг бошида корхонада мавжуд булган 

ма^сулот за^ираси V(t)—X(t) га камаяди, яъни 

Z(t)=Z(t-l)-V(t)+X(t)
булади.

Ихтиёрий кддамдаги мадсулот щ и рас и нолдан кичик эмас 

деб фараз килам из \амда t=0 бошлангич кладам билан t-кддам 

орасидаги махсулотга булган умумий талабни V(t) билан, умумий 

ишлаб чикдриш х,ажмини X(t) билан белгилаймиз. У хдлда

/

V(t) = \V{t)dt

О
t

X (t)  =
о

тенгликлар уринли булади.

Фараз килайлик, ма^сулотни бир бирлигини сакпаш учун 

сарф  килинган \аражат С бирлик ва ишлаб чи^ариш  

\аражатлари функцияси K(t) булсин. Ишлаб чик,ариш 

^аражатлари функцияси K(t) ишлаб чикарилган ма^сулотлар 

микдори X(t) га боглик, булади, яъни K(t)=f(X(t)). Ишлаб 

чи^аришни шундай режалаштириш керакки, натижада 

ма\сулот ишлаб чик,ариш ва сак^аш усун сарф килинган 

\аражатлар минимал булсин, яъни

г г

Y = \ f(X (t))d t +с ] (X ( t ) - V(t) + Z(0))dt -> min (3)

о о
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Ма^сад функция икки кисмдан иборат булиб, унинг 

биринчи к,исми махсулотларни иш лаб чикариш учун кстган 

\аражатларни, иккинчи кисми эса  ма^сулотларни сакдлаш 

учун сарф  цилинган \аражатларни курсатади.

Бундан ташк,ари масаладаги номаълумлар куйидаги 

шартларни каноатлантириши керак;

Бунда (4) шарт режалаштирилаётган даврнинг бошидаги 

ма\сулот зах,ираси манфий эмаслигини курсатади. (5) шарт 

ихтиёрий t боск,ичдаги ма^сулот за^ирасининг манфий 

эмаслигини курсатади. (6) шарт режалаштирилаётган даврнинг 

охирида корхонада ортиб колган ма^сулот микдори Z(T) га 

тенг эканлигини курсатади.

Хосил булган (3)-(6) модел ма^сулот ишлаб чикдриш ва 

сакдашни режалаштиришнинг динамик модели дейилади.

Бу моделга асосан \ар бир кадамдаги ма\сулот ишлаб 

чикаришни шундай режалаштириш керакки, натижада уни 

ишлаб чикдриш ва сакдаш учун с а р ф  кдлинган хдражаглар 

йигиндиси минимал булсин.

Мисол. Х аридоргир ма\сулот ишлаб чикдришни 

кенгайтириш учун бу мах;сулот ишлаб чикдрувчи п та 

корхоналарга S мингсум капитал маблаг ажратилган.

Агар i-корхонага xj мингсум капитал маблагажратилса, 

у *<олда бу корхонадаги ма\сулот и шлаб чицариш \ажми f(xt) 

микдорга ошади.

Барча корхоналарда ишлаб чикариладиган ма\сулот 

\ажмини максимал ош ириш  у ч ун  капитал маблагни 

корхоналарга кдндай таксимлаш керак?

Z(0)>0

X(t)-V(t)+Z(0)>0

X (T )-V (T )=Z (T )

(4)

(5)

(6)

П
(1)

х, > 0 , (/ = !.« ) (2)

п
(3)
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Ечиш. Масаланинг математик модели юкоридаги (1)-(3) 

куринишда булади.

бу ерда: fi(xj)—х] капитан маблагнинг чизикеиз функцияси.

Агар f ^ ) —каварик функция булса, у \олда масалани V- 

бобда танишган усуллардан бирини куллаб ечиш мумкин. 

Агар Г(х;)—ихтиёрий чизикеиз функция булса, у х,олда (1)-

(3) масалани динамик программалаш усулини куллаб ечиш 

мумкин. Бунинг учун масалани куп боскичли масапа сифатида 

ифодалаш керак. Капитал маблагни п та корхонага таксимлаш 

вариантларини урганиш ва \ар бир вариантга мос келувчи 

самарадорлик даражасини аниклаш урнига S микаордаги 

капитал маблагни аввал битта корхонага, кейин иккита, ва 

\оказо, п та корхонага таксимлаш самарадорлигини 

аникпаймиз. Шундай йул билан масага куп боскичли динамик 

профаммалаш масаласига айланади.

Харбирк-корхонагаажратиладиган капитал маблаг \акидаги 

Карор бошкариш булади. Шундай бошкаришлар ичида (3) 

функцияга максимал киймат берувчисини топиш керак.

Мустакил ечиш учун топширик,.

Мисол. Берилган масалани динамик профаммалаш масаласи 

сифатида ифодаланг.

Бирлашма иккита корхонани уз ичига олади. Бу 

корхоналарни техник жи\атдан таъмирлаш учун инвестор S 

миадорда капитал маблагни N йил давомида сарф килмок,чи. 

Х,ар бир i-корхонага k-йилнинг бошида а ^  микдорда маблаг 

ажратилади.

N йил ичидаги капитал маблагни корхоналар орасида 

шундай таксимлаш керакки, натижада инвесторнинг олади ган 

умумий даромади максимал булсин.

3-§. Динамик программалаш масаласининг умумий 

куйилиши. Беллманнинг функционал тенгламалари.

Вакгга боглик равишда узгарувчан ва бошкариш мумкин 

булган сисгемани курамиз. Бу системани Т та боскичларга ажратиш 

мумкин деб фараз кцламиз t= 1 ,...,Т. \ар бир боскичнингбошидаги 

системанингхрлатини X билан белгилаймиз.

Х = (Х „ , х 21,..„ Хт1)
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Таракдиёт жараёнида системанинг \олати узгаради. 

Унинг Хм \олатдан X, \олатга утишига Ц  бошк;ариш таъсир 

Килади. Д ем ак , X, Х ь| ва U ( узгарувчиларнинг 

функциясидан иборат булади, яъни

Х = ф (Х м , и ,).

Бу ерда: U, мумкин булган бош^аришлар туплами G, га 

теги шли, яъни

U.eG.

Бундай аникдашларда системанинг бутун [О.Т] давр 

ичидаги таракдиёти Х^, X,,..., Хт р Хт векторлар кетма- 

кетлиги оркали аникданади. (Х(еХ ()Х1 —системанинг t 

бос^ичда мумкин булган \олатлар туплами. Системани 

бошлангич Х(, хрлатдан Хт \олатга утказиш учун UH,

UT ,, LI., бошкдришлар кетма-кетлиги, яъни стратегиялар 

\измат килади. Системани энг яхши хт \олатга утишини 

таъминлаш учун fr(x) мацсад функцияни киритамиз.

/,(x) = £ z ,(X ,

бу ерда: Z ,=(XI ,, X,) системанинг Х1 , \олатдан Х( ,\олатига 

утишида \исобланадиган ва бу \олатларни солиштириб 

ба^оловчи фукнциядир.

Агар системанинг t бос^ичлаги \олатлар туплами Х(, 

мумкин булган бош^аришлар туплами G \амда системани 

бир \олатдан иккинчи ^олатга утказиш кридаси, \амда бу 

\<здатларни солиштирувчи функция Z= (X , р X,) берилган 

булса, Т боск,ичли система тула аникданган булади. Бундай 

системани ифодаловчи динамик программалаш масаласи 

куйидагича ёзилади.

Системани бошлангич холати Х() маълум бул ганда шундай 

U = (U p Uj,..., UT)

< стратегияни танлаш керакки. у

Х=ф(Х ,.р U,), Х .еХ , U.eG,, t= l,...,T  (1) 

шартларни ^аноатлантириб

fr(x)=jj{X^X,) (2)

ы
функцияга экстремал киймат берсин.
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У ш бу м у н о с а б а т л а р д а н  к у р и н а д и к и , д и н а м и к  
профаммалаш масаласи куп боскичли танлаш масаласи булиб, 
унинг Uk оптим ал ечими бир нечта бос^ичларда топилган 
мумкин булган U 1 бошцаришлар асосида танланади.

Геометрик ну^таи  назардан, динам ик программалаш  
масаласини куйидагичаталк^н  кдлиш мумкин:

Умумий хдчда системанингбошлангич Хо хщати ва охирги 
Хк хдлати аникберилм айди, \амда бошлангич холатнинг бутун 
бир Х()* со\аси ва охирги холатларнингХк‘ со\аси курсатилади.

У м ум и й  х,олда д и н а м и к  п р о гр ам м ал аш  м асал аси  
куйидагича таъриф ланади:

Бирор бошкдрилувчи X система бошлангич ХоеХо’ \олатда 
булсин. Вак? утиш и билан системанинг хрлати узгаради ва у 
Xke X k‘ охирги \о л а т га  утади, деб ^исоблайлик. Система 
\о л а т л а р и н и н г  у згар и ш и  б и р о р  м и к д о р и й  W -м езо н  
(критерий) билан  боглик, дейлик. С истем анинг узгариш 
ж араёнини ш ундай таш кил этиш керакки, бунда W -мезон 
узининг оптимал кийматига эриш син.

U -мумкин булган бошкдрувлар туплами булсин. У \олда, 
м асал а  X с и с т е м а н и  Хое Х ()* \о л а т д а н  Xke X k* \о л а т г а  
у ткази ш га и м к о н  берувчи ш ундай U ’eU  бош к;арувни 
топиш дан иборатки , бунда W (U) мезон узининг W '=W (U ‘) 
оптим ал кийматига эриш син.

Одатда системанинг Хо хрлатини сонли параметрлар билан, 
масалан  аж ратилган  ф ондлар микдори, жалб килинган  
инвестициялар микдори, сарфланган ёнилги микдори ва х.к. 
билан ифодалаш мумкин. Бу параметрларни системанинг 
координаталари деб атаймиз. У \олда системанинг хрлатини X 
нук^а билан ва унинг Х„ х;олатдан Хк хрлатга утишини X 
нук;ганинг граекторияси билан тасвирлаш мумкин.

(1)-(2) масалани ечиш дан аввап
G-p  G r. IT, ..., G 12...= G

белгилаш лар киритамиз. Бу ерда, G T — масатанинг охирги Г 
боск^чдаги аникданиш  со\аси, G T_, т— Т ва Т -1 боск;ичлардаги 
а н и к л а н и ш  с о \ а ,  G )2 T= G  -  б ер и л ган  м а с а л а н и н г  
аникданиш  со\аси.

М ацсад  ф у н к ц и я н и н г  охирги  бос^и чд аги  оп тим ал  
к^ийматини f ,(Хт ,) билан белгилаймиз:

Худди ш у н и н гд ек , Т-1 кддамдаги ш артли оптим ал 
цийматни f,(XT 2) билан белгилаймиз. У \олда
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f, (х т_,) = m a x ( m i n ) [ z T(x T. , , и т )] (3)
UT.,eGr

Худди шунингдек,

Mxr_2) = m a x (m in )[2 r-,(.x; _2Х', )+/,(%_,)] (4)

/з(*у-з) = m a x ( m i n ) [ 2 / . 2(^  .},и ,  г ) + М х г.г)] (5)

Ь

) = m a x ( m i n ) [ 2 7. _ , a /..t .l) + / i .,(.v/. = i,r-T)(6)
l ',  t «?<;,• k.u .

fr(-x„) = m a x ( m i n ) [ 2 , ( x „ , (x ,)] (7)

Бу е р д а ,  ( 3) - (7 )  и ф о д а л а р  о п т и м а л л и к  
п р н н ц и п и н и н г  м а т е м а т и к  ф о р м а д а г и  ё зи л и ш и д а н  
и б о р а т  б у л и б , у л а р  « Б е л л м а н н и н г  ф у н к ц и о н а л  
т е н г л а м а л а р и »  ёк и  « д и н а м и к  п р о г р а м м а л а ш н и н г  
асо си й  ф у н к ц и о н а л  тенглам а.пари» деб  аталади .
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Бу тенгламалар ёрдамида динамик программалашнинг Т 
1 боскичдаги ечимини сунги Г боскичдаги ечим оркал 
т о п и л а д и . Ш у н и н г  учун  ю к о р и д а г и  м у н о с а б а т л а  
Беллманнинг реккурент муносабатлари деб аталади.

4 -§ . Динамик программалаш усули

Д инам ик программалаш нинг оптим аллик принципиг 
асосан \ар  бир кддамда топилган ечим факдт шу кддам нукта 
назаридан эмас, балки сунги, туб макрад нуктаи назарида 
оптимал булиши керак эканлигини курган эдик. Д инами 
программалаш  масалаларини ечиш усуллари учун ана ш 
принцип асос кдлиб олинган.

Фараз к^лайлик, биринчи кадамдаги бошкариш U, булсш 
Бунинг таъсирида система хн \олатдан  х ( хрлатта утади i 
натижада Z ,(X o, U,) юту к келтиради. И ккинчи кадамда I 
бош кариш  системани х, хрлатдан х2 \олатга уткизади f 

натижада Z 2(X,, U 2) фойда келтиради ва \оказо . К кадамх 
U , бошкариш системани Хк хрлатдан Хк \олатга кучиради i 
Z k(Xk ,, U k) ютуг келтиради.

Д емак^системани Хо \олатдан  Хт \олатга кучириш учу 
ш ундай  U =  ( U p U ,, . . . ,  U T) б о ш кар и ш  (с т р а т е г и я ш  
танлаш  кер акки , ундаги Z T(Xu,U ) ю тук (зарар) максим? 
(м иним ал) булсин, яъни

fT(xo)= Z (X o,U)->m ax(m in).
Агар Zj.(X ,U ) ни
ZT(X ,U )= Z ,(X  , u ,)+ Z ,(X ,, u ,)+ ...+ Z T(XT ,, uT)

йигинди куриниш ида ифодапасак, динам ик программала 
масаласи

fr(X i)= Z (X o,U )= Z 1(X , u ,)+ Z 2(X „ u2)+ ...+ Z T(X., ,, u r) 
ф ункцияга максимум (минимум) киймат берувчи

U = (U I, U2,..„ UT) 
бош^аришни топиш га келтирилади.

Бундай бош кариш ни топиш  жараёни эса, куйидаги1 
амалга оширилади:

Энг аввал ж араённи тескари йуналиш да (Хт_, дан Хп 
томон) та \ли л  киламиз. Бунинг учун охирги Т боскич уч; 
функционап тенглама
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,/i( x r.,) =  m ax  (m in )[Z / ( x r,r U, )]
U , . , e ( i T

ёзамиз.
Охирги T боскичнинг бошида жараён хт t р х1 12, х , k 

хрлатларда булиши мумкин булсин деб фараз киламиз. Содцалик 
учун фа кат бутун сонли хт , ке Х м  \олатларни курамиз.

Бу \олатларнинг \ар  бири учун Т бос кич да ги шартли 
оптимал U TI, U T2,..., UTk ечимлар ва уларга мос келувчи 
Z , ,, ZT2,..., ZTk даромад (чик,им)лар топилади. UT |, UT2,..., 
UTk ечимлар орасида f,(XT ,) функцияга максимум (минимум) 
киймат берувчи ва оптимал U* стратегиянинг таркибига 
кирувчи U*T ечим топилади. Лекин бу ечим масалани ечиш 
ж а р аён и н и н г  и ккинчи  боски чида, яъни ж араён тугри 
йуначишда (Хо дан XT_t га томон) текширилганда топилади.

Ш ундай килиб, охирги кадам оптималлаштирилади, яъни 
бу кадамнинг бошида система кандай булишидан катъий назар 
кабул килинадиган ечим аникданади.

Сунгра Т-1 боскичга утилади. Бу кадам учун функционал 
тенглама

f , (X , , 2)=  max (min)[Z,_,( X r_2,U r ) + f ( X l t)] 

тузилади.
Бу боскичда \ам , худди ю коридагидек \а р  бир мумкин 

булган хт 2 k еX.,. 2 холат учун мумкин булган uT l l £ G T | ечим 
ва унга мос келувчи 7 ТЛ k даромад (чиким) топилади. С унф а 
Z , , k+f, йигиндиларни узаро солиштириб, \ар  бир хт 2к\олатга 
мос келувчи йигинди ва унга мос келувчи шартли оптимал 
ечим uT , k топилади. Бу ечимлар орасида f2(XT 2) фукнцияга 
эксгремал киймат берувчи ва оптимал U* стратегиянинг 
таркибига кирувчи U*T_, топилади.

Ш ундай йул билан давом этиб, ж араённинг биринчи 
боскичига утилади. Бу кадамда жараён факатбитга аник\олатда 
булиши мумкин. Шунинг учун бу боскичда олдинги боскцчларда 
топилган барча шартли оптимал ечимларни назарга олувчи ва Хп 
\олатга мос келувчи оптимал ечим топилади.

Ш ундай килиб, \ам м а мумкин булган \олатлар учун 
бирин-кетин  fp f,,..., fT ,, f, ф ункцияларнинг кийматлари на 
турли боскич ва хдлатларга тегиш ли ечимлар, шу жумладан 
U* оптимал стратегиянинг таркибига кирувчи оптимал И *г



U T U,  ечимлар топилади. Бу ечимлар асосида тузилган 
U* стратегия fT(Xo) ф ункцияга экстремал циймат беради. 
Оптимал

и * = (и * ,,  U*2,..., U*T ,, U*T) 
стратегиями аникдаш  учун жараённи тугри йуналишда (Хо 
дан ХТ | гатомон) яни бир бортекш ириб чикиш керак.. Бунда, 
энг аввал ан и к  бошлангич Хо \олатдан ва топилган fT(Xo) 
функциянинг кийматидан фойдаланиб, U*! топилади. С унф а 
и* ,ва Г^ДХ,) ф ункциянинг киймати оркали U*, топилади ва 
\оказо . Энг охирида U*T , ва fT ,(X ,) оркдли U*, топилади.

Д инам ик программалаш  масаласини ечиш ж араёнини 
Куйидаги мисолда як,к,ол курсатиш мумкин.

Мисол. Энг кис^а йулни танлаш масаласи.
Фараз килайлик, А ва В пунктларни узаро богловчи темир 

йуллартури берилган булсин (1-шакл). Бу пунктлар орасида 
тем ир йул билан богланган жуда куп пунктлар мавжуд 
булиши мумкин. Бунда \а р  кандай икки пункт орасидаги 
масофа маълумдеб фараз киламиз. М асалан, бу масофанинг 
узунлиги 1-шаклдаги \а р  икки нуктани туташтирувчи кесма 
устига ёзилган сонлардан иборат булсин. А ва В пунктларни 
энг киска йул билан туташ тирувчи маршрутни аниклаш  
масаласи куйилади.

1-шакл

Масанани ечиш учун (1-1), (2-2), (3-3) чизикдар ёрдамида 
берилган темир йуллартурини айрим кисмларга (боскичларга) 
ажратамиз (2-шакл).

(2-2) чизикнинг транспорт йуллари тури билан кесишган 
нукталарини D,, D2, D, лар билан, (3.3) чизикнинг кесишган 
нукталарини эса С ,, С ,, С , лар билан белгилаймиз. Биринчи
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кдцамда В нукгадан D ,, D 2, ва D, нукталаргача булган энг 
киска масофани аниклаймиз.

B -D ,:  min (10, 8+4, 5+ 3+8)=  10,
B -D ,:  min (10+8+5, 4+5, 5+3+5)=9,
B - D ‘: min (5+2,5, 4 + 3 + 2 ,5 )= 7 ,5,

3 2

2-шакл

2-ш аклда D p D2, D, нукталардан сунгги В пунктгача 
булган энг киска масофа кавс ичида ёзилган. Сунгра (3-3) 
чизикнинг транспорт йуллари тури билан кесишган С р С 2, 
С̂ , нукталарни курамиз. Бу нукталардан В нуктагача булган 
энг киска масофани аниклаймиз. Бу масофа

С, нукта учун min (1+8+10, 1+7+4+2+9, 1+7+2+3+2+9, 
!+ 7+ 2+ 2 ,5+ 7 ,5 )= m in( 19,23,24,20)= 19

С 2 нукта учун m in(7+8+10, 9+10, 4+ 2+ 9 , 2+ 3+ 2+ 9 , 
4+2,5+7 ,5 )=m in(25 , 19, 15, 16, 14)= 14

С, нукта учун m in(2+2,5+7,5, 2+3+2+9)=12 
Бу масофалар шаклда к,авс ичида ёзилган. 3 боск,ичда А 

нукгадан В гача булган энг киска масофа топилади. Бу масофа 
Куйидагича аникланади:

m in(6+9+19, 6+5+14, 8+6+14, 8+3+12)=23 
Сунгра А нуктадан энг киска масофа буйлаб В нуктага 

борадиган йулни белгилаймиз.
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Мустацил ечиш учун топширщ.
А ва В пунктлар узаро бир неча йуллар билан богланган 

булсин. Йулнинг х,ар бир булагида бир бирлик ма\сулотни 
ташиш учун сарф килинадиган транспорт \аражатлари маълум 
ва улар куйидаги шаклда курсатилган.

М а^сулотни А пунктдан В пунктга оптимал таш иш  
маршрутини аникданг.

5-§. Инвестициями оптимал таксимлаш масаласини динамик 
программалаш усули билан ечиш.

Инвестор Хо микдордаги капитал маблагни n (i= l,2 ,...,n ) 
та корхонани уз ичига олувчи бирлаш мага сарф килаётган 
булсин. Бу маблаг бирлашмадаги п та корхонага такримланади. 
Агар i-корхонага х| микдорда капитал маблаг ажратилса, у 
Z^Xj) микдорда даромадга эга булади.

Бирлашманинг умумий даромади корхоналар даромадлари 
йигиндисидан иборат булади.

Z = Z |(x1)+ Z 2(x2)+ ... .+ Z n(xn) (1)
Капитал маблагни оптимал таксимлаш  масаласининг 

математик модели куйидаги куриниш да булади:
х1+ х2+ ....+ х ,= Х (1 (2)

х>0 ( /-1 ,.. .,п )  (3)
Z = Z .(x ,)+ Z ,(x ,)+ ....+ Z  (х ) (4)max I '  I '  2 V 2 '  n v n 7 v '

Бу ердаги (2)-ш арт бирлаш мага ажратилган Х(1 капитал 
маблагтулатаксимланиши кераклигини; (3)—шарт масаланинг 
шаргига кура номаълумлар номанфий булиш лигини ва (4 ) -  
максад функция бирлаш манинг умумий даромади максимал 
булишлигини курсатади.
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Берилган (2)-(4) масалада ажратилган капитал маблаг 
Х0 га ва корхоналар сони п га тенг. Бу масалани ечишни куп 
боскичли жараён деб караймиз. Xjip бир боскичда ажратилган 
капитал маблаг нолдан Х(| гача, корхоналар сони эса, нолдан 
п гача узгарувчан микдорлар деб каралади. Масалан, биринчи 
боскичда 0<х<Х0 маблаг ф акат битта корхонага, иккинчи 
боскичда 2 та корхонага ва хрказо, n-боскичда п та корхонага 
так си м л ан ад и  деб  каралади . Ш ундай килиб , капитал  
м аблагн и  т а к с и м л а ш н и н г  стати к  м асал аси  д и н а м и к  
проф амм алаш  масаласига айланади.

Бундай динам ик проф ам м алаш  масаласини ечиш учун 
F^x), F,(x),..., Fn(x) функциялар кетма-кетдигини киритамиз. 
Бу ерда:

F ,(х) -  0<х<Х0 микдордаги маблагни факат 1та корхонага 
таксим —лаганда олинадиган  максимал даромад, F3(x) — 
0<х<Хо микдордаги маблагни 2 та корхонага таксимлашдан 
олинадиган максимал даромад ва \оказо , Fn(x) -  0<х<Хо 
м и кд о р д аги  м абл агн и  п та корхон ага  так си м л аш д ан  
олинадиган даромад.

Маълумки, Fn(X0)= Z nMX булади. Куйидаги икки хрлда F(x) 
функциялар осонгина топилади:

1) F,(0)=0, i= l ,. . . ,n
2) f,(x )= Z ,(x ), 0<x<X0
Демак, агар капитал маблагтаксимланмаса, у хдлда даромад 

\ам  нолга тенг булади. Агар капитал маблаг битта корхонага 
таксимланса, бирлашманинг даромади ана шу битта корхона 
даромадидан иборат булади (капитал маблаг ажратилмаган 
Kopxoflariap даромад келтирмайди деб фараз килинади).

Энди 0<х<Хи микдордаги капитал маблаг 2 та корхона 
орасида таксим —ланган \олн и  курамиз. Агар х2—иккинчи 
корхонага аж ратилган маблаг булса, у х,олда колган х-х2 
микдордаги маблаг биринчи корхонага ажратилади. Бу икки 
к о р х о н а д а н  о л и н а д и г а н  у м у м и й  д ар о м а д  к у й и д аги  
функционал тенглама ёрдамида топилади:

К  (х) = ш ах [Z-, ( х , ) + F, (х -  х , )]
0<.v2 <j\
0<x<X()

Ф араз килайлик, 0<х<Х() микдордаги маблаг к та корхона 
орасида таксимланган булсин. Агар k-корхонага хк микдорда 
маблаг ажратилган булса, ундан олинган даромад Zk(xk) га

199



тенг булади. Крлган х-хк маблаг k-i та корхоналар орасида 
таксимланади ва ундан олинадиган даромад Fk ,(х-хк) га тенг 
булади. Бу \олда олинадиган умумий даромад

Fk (х ) = max [Z k ( х к) + Fk_, (х  -  х к)]
0<хь <х
0<х<Х„

функционал тенглама ёрдамида топилади. Дастлаб берилган 
масаланинг ечимини х=Х 0 ва k=n булган \олдаги  куйидаги 
функционал тенгламадан фойдаланибтопамиз.

F„ (х ) = m a x [Z  (х „) + F„_x (х 0 -  х „)]
0<

К апитал маблагни таксим лаш  м асаласини  д ин ам ик 
профаммалаш  усули билан ечиш жараёни билан танишамиз.

Э н г аввал 0<х<Х0 о р ал и к  п та тен г и нтервалларга 
(кадамлар) булинади. Х,ар бир кадамнинг узунлиги Д га тенг 
деб  кабул к и л и н ад и . Б ун дан  таш к ар и  Z :(x) ва F ^x) 
ф ункциялар факат шу нукталарда, яъни, х=0, Д, 2Д, ..., 
пД=Х0 да аникланган деб кабул килинади.

i= l да F((x) куйидаги тенглик ёрдамида аникланади 
F ,(x )= Z |(x), F |(kA)=Z1(kA), к=0,...,птенгликнинг кийматлари 
ж адвал га  ж о й л аш ти р и л ад и . F ,(кд) н и н г  ки й м ати д ан  
фойдаланиб F2(kA) \исобланади:

F , (х 0) =  т а x [Z 7 (кА ) + F} (х0 -  Л:Д)]
*=о,«

\и с о б л а ш  жараёнида F 2(x), (х = к д , к = 0 ,.. .,п )  нинг 
Кийматидан ташкари

Z2(kA )+F1(x0-kA) фойдани максималлаш тирувчи х2нинг 
Киймати \ам  топилади. Сунгра F,(x) топилади ва \оказо , 
\амма боскичлардаги F.(x) ларни х,исоблашни бажариб

F„ (х 0) =  m a x [Z „ (х „) ■+ Fn_x (х0 -  х„ )]
0<х„<.\

тенглик ёрдамида F n(Xu)=m axZ топилади.
Ш ундай килиб, охирги боскичда максад функциянинг 

максимал киймати Fn(X0) \амда n-корхона учун ажратиладиган 
капитал маблагнинг микдори, яъни Хп* топилади.
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Сунгра хисоблаш жараёни тескари тартибда бажарилади. 
Бунда охирги цадамдан биринчи кадамгача бир марта караб 
чикилади:

n-корхонага ажратиладиган Хп* капитал маблагни билган 
\олда к,олган п-1 корхоналар орасида таксимланадиган X,— 
Хп* топилади. С у н ф а олдин топилган

Fn_{(x)  =  m ax  [Z n_i(x n_]) + F n_2( x - x n̂ ) ]
0<.v„_| <r 
OS-tSA',,

дан F n ,(X0-X n*) ни, ва демак, Х*п_,ни топамиз, ва \оказо. 
Ш ундай йул билан давом этиб охирида Х,‘ ни топамиз.

Шу билан чегарааанган капитал маблаг бирлашманинг п 
та корхоналари орасида оптимал таксимланган булади.

1-м исол. И н вестор  200 б и р л и к  капитал  маблагни 
бирлашмадаги 4та корхонага сарф килмокчи булсин. Хар бир 
корхона узига ажратилган маблагнинг микдорига боглик 
равишда турли микдордаги даромадга эришади. Бу даромадлар 
куйидаги 1-жадвалга жойлаштирилган.

1 -жалвал
Корхоналарга 

ажратилган маблаглар 
микдори

Корхоналар даромади

Zi(x) Z2(x) Z3(x) Z4(x)
0 0 0 0 0

40 15 14 17 13
80 28 30 33 35
120 60 55 58 57
160 75 73 73 76
200 90 85 92 66

И н весги ц и ян и  корхоналараро  оптим ал таксим лаш  
реж асини тузинг.

Ечиш. Масалани 4та босцичга булиб ечамиз. Дастлаб п—1, 
яъни капитал маблаь фак,ат битта корхонага берилган х,олни 
курамиз. Бунда

F,(x)=Z,(x)
булади. 0<х<200=Х() ораликдаги х,ар бир xlk=kA лар учун 
F t(xlk) кийматларни 2-жадвапга жойлаштирамиз.
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2-ж ал  в;

Xu___ F| (хн)
0 0

40 15
80 28
120 60
160 75
200 90

Энди п=2 булган холни, яъни Х(|=200 бирлик капитг 
маблагни 2та корхонага такримланган \о л н и  курамиз.

Бу холда олинадиган даромад

F2(x ) = m a x [Z 2(x 2) + F , ( x - x 2)]0< \ 2< \

0<х<Х„

функционал тенглама оркали топилади. Бу ф ункцияни! 
кийматлари куйидагича топилади.

0<х<200=Хп ораликдаги \а р  бир х учун 0<х2<х() топилад 
ва унга тегиш ли булган

z 2(x 2 ) + F i ( x - x 2)

Хисобланади. Сунфа

F2 (х) = m ax [Z 2 (х2) + F2( x - x 2)]

топилади.
М асалан, х=0 да х2=0 булади;

х=40 да х = 0 ;  40 булади;

х 2 = 0, Z,(0) + F,(40) = 15 

х 2 = 40, Z,(40) + F,(0) = 14 + 0 

х = 80 да х2 = 0;40;80 

х 2 = 0, Z: (0) + F, (80) = 0 + 28 

х 2 = 40, Z : (40) + F, (40) = 14+15 

х 2 = 8 0 ,Z 2(80) + F,(0) = 30 + 0

F2{x = 40) = 15

> F ,(x  = 80) = 30

Ва \о казо , шундай йул билан х= 120, 160 ва 200 булга 
\оллар  учун F2(x=120), F ,(x=160), F2(x= 200) ларни топами 
F2(x) функцияни хисоблаш жараёнини куйидаги 3-жадвал/ 
курсатамиз.
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3-ж адвал

> - \
0 40 80 120 160 200 F2(x) *

*2
0 0 0 0

40 0+15 14+0 15
80 0+28 14+15 30+0 30 80
120 0+60 14+28 30+15 55+0 60
160 0+75 14+60 30+28 55+15 73+0 75
200 0+90 14+75 30+60 55+28 73+15 85+0 90 0

3 боскичда п=3 булган \олни, яъни Х()=200 капитал маблаг 
!та корхона уртасида булинган хрлни курамиз. Бу \олда 
>ришиладиган даромадни \ар  бир 0<х3<х, 0<х<Х0 =200 учун 
куйидаги функционал тенглама оркдли ^исоблаш керакч

F, (х) = m ax [ Z , ( х , ) + F, (х -  х ,)]
0<х,<х

0<х<200

Бу функцияни \исоблаш  жараёнини куйидаги 4-жадвалда 
сурсатамиз.

4-жадвал

*3
X 0 40 80 120 160 200 F 3(x) *з*

0 0 0 0
40 0+15 17+0 17 40
80 0+30 17+15 33+0 33 80
120 0+60 17+30 33+15 58+0 60 0
160 0+74 17+60 33+30 58+15 73+0 77 40
200 0+90 17+74 33+60 58+30 73+15 92+0 93 80

4 боскичда п=4 булган хрлни, яъни Х0=200 капитал маблаг 
[та к о р х о н а г а  б у л и н г а н  \о л н и  к у р а м и з . Бу \о л д а  
фишиладиган даромад

F 4 ( x ) =  m ax [Z 4(x 4) + F , ( x - x 4)]
0<Vj <jr 
0<.v<200

функционал тенглама оркдли топилади. Бу ф ункцияни 
^исоблаш жараёни 5 жадвалда курсатилган.
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5-ж адвал

X4
X 0 40 80 120 160 200 F4(x) .

*4
0 0 0 0

40 0+17 13+0 17 0
80 0+33 13+17 35+0 35 80
120 0+60 13+33 35+17 57+0 60 0
160 0+77 13+60 35+33 57+17 76+0 77 0
200 0+93 13+77 35+60 57+33 76+Г7 60+0 95 80

1-5 жадваллардаги F ,(x), F2(x), F4(x) ларни ва уларга 
мос равиш да х,‘, х2* ,х3* ва х4‘ векторларни куйидаги 6- 
жадвалга жойлаштирамиз.

6-жадвал

*
*i

X
*

* l F i(x ) *
х2 F 2( x) F 3(x) *

*4 F 4( x)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
40 40 15 0 15 40 17 0 17
80 80 28 80 30 80 33 80 35
120 120 60 0 60 0 60 0 60
160 160 75 0 75 40 7 7/ i 0 / I
200 200 90 0 90 80 93 80 95

Бу жадвалдан капитал маблагни оптимал таксим лаш  
реж асини топамиз. 200 бирлик маблагни 4та корхонага 
таксимлаш натижасида бирлашма

max Fj(х = 200) = m ax(90,90,93,95) -  95
i= 1 .4

бирлик даромад олади. Бунда туртинчи корхонага 80 бирлик 
маблаг берилади ва ортиб колган 120 бирлик маблаг колган 
3 та корхонага таксимланади. Бундан бирлашма

m ax F  (х = 220) =  m ax(60,60,60) = 60
/=1.3

бирлик даромад олади. Бунда учинчи корхонага маблаг 
берилмайди (х,'=0). Д емак, 120 бирлик маблаг биринчи ва 
и кки н чи  корхоналарга такси м лан ад и . Л екин  и ккинчи  
корхонага хам маблаг берилмайди (х,'=0). Ш ундай килиб,
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Колran 120 бирлик маблаг биринчи корхонага берилади. 
Бундан бирлаш ма 60 бирлик даромад олади

х,=  120, F ,(х)=60
Ш ундай килиб, капитал маблаглар таксим лаш нинг 

оптимал режасини топдик:
Х*=(Х|*, х,* ,х /,  х /)= (120 ; 0; 0; 80)

Таянч суз ва иборалар

Д инам ик программалаш, куп боскичли 
жараён, бош кариш , бошкарилувчи жараён, 
стратегия, оптимал стратегия, оптималлик 
принципи, шартли бошкариш , Беллманнинг
функционал тенгламалари.

\

Назорат саволлари

1. Динамик программалашнинг предмета нимадан иборат?
2. Динамик программалашнинг чизикди профаммалашдан 

Кандай фарки бор?
3. Динамик профаммалаш нинг кандай хусусиятларини 

биласиз?
4. Д инамик программалашнинг оптималлик принципи 

нимадан иборат?
5. С аноат бирлаш м асин и  оптимал реж алаш тириш  

масаласининг динамик модели кандай?
6. М а \с у л о т  и ш л аб  ч и к а р и ш  ва ун и  с а к л а ш н и  

оптималлаштириш масаласининг динамик модели кандай?
7. Д инам ик программалаш масатаси умумий \ол да  

Кандай куйилади?
8. Д инам ик программалаш  масаласининг геометрик 

талкини кандай?
9. Беллманнинг функционал тенгламалари кандай?
10. Динамик программапаш усулининг голси кандай?
! 1. Инвестицияларни оптимал таксимлаш масаласининг 

математик модели кандай?
12.И нвестицияларни оптимал таксимлаш масаласини 

Кандай йул билан куп боскичли динамик программалаш 
масаласига айлантириш мумкин?
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Масалалар

1. Берилган масалани динам ик программалаш масаласи 
сифатида ифодаланг.

Бирлашма m та корхонани уз ичига олади. Бу корхоналарни 
техник жи\атдан таъмирлаш максадида марказлаштирилган 
жамгарматашкил этилган. Бу жамгармага биринчи йили А минг 
сум маблаг ажратилган. Кейинги йилларда эса, бу жамгарма 
корхоналар даромадида ажратилган маблаглар \исобига тулдириб 
борилади. Ушбу жамгармадан i-корхонага ажратилган х маблаг 
унга f (х^ микдорда кушимча даромад келтиради. п йил ичида 
корхоналарнингтопган кушимча даромадлари максимал булиши 
учун жамгармадаги маблаг кандай таксимланиши керак9

2. А ва В пунктлар узаро бир неча йуллар ёрдамида богланган. 
Й улнинг \ар  бир булагида бир бирлик мах;сулотни ташиш 
учун сарф килинадиган транспорт \аражатлари маълум ва улар 
куйидаги шаклда курсатилган. М а\сулотни А пунктдан В 
пунктга оптимап таш иш маршрутини аник^анг.

3. 120 м ингсум лик инвестицияни 4 та корхона уртасида 
таксимлаш  керак. Корхоналардаги ишлаб чикариладиган 
ма\сулотнинг \аж м и  аж ратилган маблагга боглик равишда 
узгариши куйидаги жадвалда келтирилган:

<*)

И н в е с т и ц и я
микуори

20
40

60

S0

100
120

I ZL Ч_ ш Г ' У
9 II 13 I 12

17 33 29 35
2Х 45 ЗХ 40

ЗХ 51 49 [ 54
46 6Х
6Х Х0



VII БО Б. Н О АН И КЛ И К Ш АРО И ТИ ДА ЕЧИМ ЛАР  
КАБУЛ К И Л И Ш . У Й И Н ЛАР Н АЗАРИЯСИ. “ТАБИАТ” 

БИЛАН У Й И Н

Чизикди, чизикеиз ва динамик профаммалаш масалаларида 
ечимлар кабул килиш маълумотларнинг тулалигини назарда 
тутган \олда амалга оширилади. Бошкдча айтганда, масачадага 
номаълум парамстрларни топиш учун зарур булган дастлабки 
маълумотлар аник булади. Бу масалачарда ечимлар кабул килиш 
аникдик шароитида амалга оширилади.

Агар берилган масапалардаги маълумотлар аникбулмаса, 
Куйидаги икки холатда ечим кабул килиш мумкин:

а) таваккалчилик шароитида ечимлар кабул килиш;
б) ноаникдик ш ароитида ечимлар кабул килиш.
Бу икки хрлатларнинг узларига хос булган хусусиятлари 

ва ф аркларини куриш учун ма^сулот ишлаб чикариш ни 
режалаштириш масаласининг моделига мурожаат киламиз. Бу 
модел детерминирланган модел булиб, унда ишлаб чикариш 
факторлари чегараланган булганда корхонанинг даромадини 
максималлаштирувчи режаси топилати. Масачадаги белгилашлар: 
С — ишлаб чикариладиган j — махрулот бирлигидан олинадиган 
даромад; х — ишлаб чикариладиган j — ма\сулот микдори. 
Таваккалчилик шароитида С даромад фиксирланган микдор 
булмайди, бачки сон киймати номаълум булган лекин таксимот 
функцияси f(C) функция оркали ифодачанувчи тасодифий 
микдор булади. Ш унинг учун j — ма\сулотга мос келувчи Сх. 
фойда \ам  тасодифий микдор булади ва унинг аник киймати х 
номаълумнинг киймати аник булганда \ам  аник булмайди. 
Ш ундай килиб, таваккалчилик шароитида ечимлар кабул 
Килиш масалаларида номаълумларнингтула эмаслик даражаси 
э\тимолий таксимот функцияси оркали ифодаланади.

Ноаникдик шароитида f(C) таксимот функция номаълум 
булиши ёки у аникданмаган булиши мумкин. С  параметрнинг 
Кийматлари мутлако номаълум булган холлар \ам  учраши
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м у м к и н  б у л и ш и га  к а р а м а й , н о а н и к л и к  м а сал ад аги  
маълумотларнинг умуман йукдигини билдирмайди.

М асалан, ечим кабул килувчи шахе (Е К Д Ш ) С | нинг 
учта С"^ ,С (2̂  ,С (-)| кийм атларидан  бирортаси ни  кабул 
килиш ини билади, лекин  бу кийматларнинг э^тимоллари 
\аки д а  маълумотга эга булмаслиги мумкин. Ечимлар кабул 
Килиш (Е К Х )н и н г куп масалаларида турли вариантлар 
тупламидан энг яхши (оптимал) вариантни танлаш  талаб 
Килинади. Бундай вариантни топиш учун олдинги бобларда 
биз таниш ган аникликда ечимлар кабул килиш усулларидан 
ф ойдаланилади. Л екин  аникдикда ечим кабул килиш да 
«система» нинг ечим кабул килувчи шахсга халакит бериш и 
ва шу билан бир каторда маълум даражадаги ноаникдик 
келтириб чикариш  назарда тутилмайди. Бундай «халакит» 
бериш икки шаклда булиши мумкин:

1. Ечим кабул килувчи шахе об-х,авога караб, масалан, 
ёмгир, кор ёгиши, каткалокбулиш и ёки булмаслигига караб 
ечим кабул килади. Бу \олда табиат ЕК.К^Ш учун ракобатчи 
ролини бажаради. Лекин табиатга онгли ва нох1айрих1о \  ракиб 
сифатида карамаслик керак.

2. Е чим лар  кабул килиш  ракобат мавж уд булган  
вазиятда амалга оширилади. Бу \олда икки ёки ундан купрок 
Катнашувчилар узаро ракобатда булиб, уларнинг \а р  бири 
ракибидан иложи борича купрок ютуколишга х,аракат килади. 
Бундай вазиятга мисол сифатида узаро ракобатда булган товар 
ма\сулотларини реклама килиш , бозор иктисодиёти даврида 
ишлаб чикариш  ж араёнини режалаш тириш  масалаларини 
курсатиш мумкин.

Ракобатли вазиятда ечимлар кабул килиш  назарияси 
« у й и н л ар  н а за р и я с и »  д еб  атал ад и . Р ак о б ат  м авж уд 
булмагандаги ечимлар кабул килиш назарияси эса «табиатга 
Карши уйин» деб аталади. Ушбу бобда ана шундай назариялар 
билан танишамиз.

1-§. Уйинлар назариясининг предмета ва асосий 
тушунчалари

М а т е м а т и к а н и н г  р а к о б а т л и  \о л а т л а р и н и ,  яъ н и  
Канташувчиларнинг (уйновчиларнинг) манфаатлари карама- 
карш и ёки  б и р -б и р и га  мос келм ай ди ган  \о л а т л а р н и
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рганувчи булими — «уйинлар назарияси» деб аталади. Уйинлар 
1азарияси  — рацобатли холатда катнаш аётган  х,ар бир 
уйновчи»га энг катта ютукка (ёки энг кичик ютк,азишга) 
|ришиш учун кдлинадиган харакатларнинг энг оптималини 
никдаш учун, имкон берувчи математик назариядир.

Купгина ик^исодий жараёнларга хам уйинлар назарияси 
1у к т а и -н а з а р и д а н  к а р аш  м у м к и н . М а с а л а н , у й и н  
нптирокчилари -  бир хил турдаги махсулот ишлаб чикарувчи 
;о р х о н ал ар , таъ м и н отч и лар  ва и стеъм олчилар булиб, 
'й и н н и н г  ю туfh  — и ш л аб  ч и к ар и ш  ф о н д л а р и н и н г  
:амарадорлиги, даромад маблаглари, махсулотнинг бахоси 
ки таннархи булиши мумкин.

Уйинлар назарияси нисбатан ёш фанлар кдторига киради. 
/н и н г пайдо булиши Нейман ва М оргенштернларнинг 1944 
ш л наш р этилган  «И ^тисодий  ж араёнлар ва уйинлар 
газарияси» монографияси билан боглик,. Кейинчалик уйинлар 
шзарияси амалий татбикдарга эга булган муста кил йуналиш 
:ифатида ривожланди.

Ш уни таъкидлаш  лозим ки , уйинлар назариясининг 
'суллари ва хулосалари куп марта такрорланадиган рак,обатли 
^олатларга нисбатан ишлатилади.

Амалда, ракобатли холатларни математик усуллар ёрдамида 
■ а д к и к  этиш да, мухим булмаган фактларни та l il t  аб юбориб, 
^олатларнинг содда модели тузилади.

Уйин — ракобатли холатларни ифодаловчи моделдан иборат 
Зулиб, унинг хаки кий ракобатдан фарки шундан иборатки, 
/ маълум бир цоида асосида амалга оширилади.
0 Х ар б ир  у й н о в ч и н и н г  маълум  м аксадга эр и ш и ш  

ш я ти д а  баж ариш и мумкин булган харакатлари  уйиннинг 
(оидалари деб аталади.

У йиннинг натиж аларини микдорий бахолаш тупое деб 
ггалади. У йиннинг мохияти ш ундан иборатки , унда хаР 
>ир уйновчи  узига эн г яхш и натиж а берувчи ечим ни 
анлаш га харакат килади.

У йинда иккита ёки ундан куп уйновчилар катнашиши 
иумкин. Шунга мувофик, уйин жуфт (икки) уйновчили ва 
суп уйновчили булиши мумкин.

Агар уйинда факат иккита уйновчи катнашса, бундай 
/йин «жуфтли уйин» деб аталади.

Агар жуфтли уйинда бир уйновчининг ютуги иккинчи 
/йновчининг ютказувига тенг булса, бундай уйин «0-суммами
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уйин» деб аталади. О-суммали уйинда уйновчиларнинг умумий 
капитали узгармайди, факатуйин давомида к,айта таксимланади 
ва шу сабабли ютуглар йигиндиси нолга тенг булади, яъни

Бу ерда:
V —j — уйновчининг ютуги
Йол суммали булмаган уйинда уйновчилар ютугларининг 

йигиндиси нолдан фаркли булади. Масалан, лоторея уйинида 
у й н о в ч и л а р  к у й ган  б а д а л н и н г  б и р  к и с м и  л о т о р е я  
таш килотларига берилади. Бу уйинда

тенгсизлик уринли булади.
Биз бу ерда амалий а^амияти катта булган уйинлардан — 

ж у ф т  у й и н л а р н и  к,араш  б и л а н  ч е к л а н а м и з .  У й и н  
иш тирокчиларини А ва В оркали белгилаймиз.

Уйин жараёнида руй бериши мумкин булган \ар  кандай 
хрлатга мувофик, равишда уйновчининг куллаши мумкин булган 
Коидалар бирлашмаси «стратегия» деб аталади. Стратегиянинг 
сонига караб, уйинлар чекли ёки чексиз уйинларга булинади. 
Оптимал стратегия деб, берилган уйновчига, уйин бир неча 
марта такрорланганда энг катта мумкин булган уртача ютукни 
таъминловчи стратегияга айтилади.

Хар кандай О-суммали жуфтли уйинни ютуглар матрицаси 
деб аталувчи

матрица оркали аникдаш мумкин. Бу матрицанинг хар бир ау 
элементи А уйновчи матрицанинг i-каторига мос келувчи А, 
ю риш ни  В уйновчи j -устунга мос келувчи Bj ю риш ни 
танлагандаги А уйновчининг ютугини билдиради.

Компоненталари

ш артларни каноатлантирувчи Х = (х р х2,..., хт ) вектор-катор 
А уйновчининг «аралаш стратегияси» дейилади.

V .+V .+ ...+V  =0I 2 п

V ,+ V + ...+ V  <0

/

А

п

/=I
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Худци шунингдек, компонентлари

х / -  0 , 2 > / = 1
/=1

ш артларни кдн$гглантирувчи Y=(y у2,..., уп) вектор-устун 
В уйновчининг «аралаш стратегияси» деб аталади. Бунда xi 
ва у лар мое равишда А уйновчи узининг Ai ю ришини ва В 
уйновчи В_ ю ришини танлаш э\тимолларини билдиради.

А гар  Х =  ( х р х 2, . . . ,  х т ) а р а л а ш  с т р а т е г и я д а  i- 
ком п он ен та  1 га тен г булиб, цолганлари 0 га тен г булса, 
у \о л д а  бундай аралаш  стратегия А у й н овч и н и н г «i-соф 
стратегияси» деб аталади.

М асалан , (1 ,0 ,0 ), (0 ,1 ,0 ), (0 ,0 ,1) стратеги ялар  соф  
стратегиялардир.

Худди шунингдек, j -компонента 1 га тенг булиб, колган 
компоненталари 0 га тенг булган Y аралаш стратегия В 
уйновчининг «j-соф стратегияси» деб аталади.

Демак, А уйновчининг ютуглар матрицасининг i-каторига 
мос келувчи А  юриши унинг i-соф стратегиясидан иборат 
б улади . Худди ш у н и н гд ек , В у й н о в ч и н и н г  ю туглар 
матрицасининг j -устунига мос келувчи Bj юриши унинг j- 
соф стратегиясидан иборат булади.

2-§. Матрицали уйиннинг ечими.
о

Ютуглар матрицаси

а и <Л\2 • ■ а \п '
а 21 Clj2 •■■ а 2п

a  m l а ш2 ■ ■а „,п у

куриниш да булган матрицали уйинни курайлик. Агар А 
уйновчи i-соф стратегияни танласа, у камида

m i n
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ю тукка эга булади. А уйновчи узининг ю гугини максимал 
ксилит га \аракат килади. Демак, у шундай i-соф стратегияни 
танлаш и керакки, натижада унинг ютуги максимал булсин, 
яъни А уйновчи

m a x m in ( tf  - )
/ У

натижани берувчи соф стратегияни танлайди. Ушбу катгаликни 
а  билан белгилаймиз.

а  =  m a x m in (a  )
i I

Бу ерда, а  - А уйновчининг ишончли югугидан иборат 
булиб у «уйиннинг цуйи бсцоси» деб аталади. а  ютукка эришишга 
имкон берувчи А о-соф стратегия «максмин» деб аталади. В 
уйновчи, уз навбатда, узининг энг катта мумкин булган 
ютказувини минималлаштиришга \аракат килади. Шунинг учун

Р  -  m ax  m in (a  )
i  i  1

ютказувни берувчи j -соф  стратегияни танлайди. Бу ерда, р - 
В уйновчининг иш ончли миним ал ю тказувидан иборат 
булиб, у «уйиннинг юцори ба.\оси» деб аталади. р ютказувга 
эриш иш га им кон  берувчи Bjo ю риш  0„-соф  стратегия) 
«минимакс» деб аталади.

1-теорема. \ а р  кандай матрицали уйинда уйиннинг а  куйи 
ба^оси унинг р юкори ба\осидан  ош майди, яъни

а  < р
Исботи. Таърифга асосан

а , = min а, < а
i ' '

\амда
Р, = m ax  a tj > а ч

Бу муносабатларни бирлаштирсак
а , = m in  а- < а  <  т а  х а  = /?i J J  ̂ ! I

муносабатга эга буламиз. Бундан
а < Ь• .1

тенгсизликни \осил киламиз. Бу тенглик i Baj индексларнинг 
ихтиёрий комбинациялари учун, шу жумладан
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min (5 -  /3
i

ua

max at - a
i

шартларни каноатлантирувчи i Baj лар учун \ам  уринлидир.
Демак,

а<(3
тенгсизликка эга буламиз. Шу билан теорема исбот «.илинди.

Агар матрицали уйиннинг куйи ва юкрри бахрлари узаро 
тенг булса, яъни

а=(3
шарт бажарилса, у \о л да  ушбу уйин эгар нуцтага \амда 
куйидаги шартни каноатлантирувчи батога эга дейилади.

V = а  = max min а = min max а . = /?
/ j 1 j / '

Бу \олда А матрицанинг
V =a=(3

ш артни к,аноатлантирувчи (АЮВ.0) жуфтликка мос келувчи 
элементи aiojo эгар нук,та деб аталади. Бу эл ем ен т^  устунда 
максимал булади ва /0 к^аторда минимал булади, яъни:

а <а . <а
IJO IOJO IOJ

Агар В уйновчи узининг м иним акс стратегиясидан воз 
кечса, унинг ютк;азуви ош ади. Худди ш унингдек, агар А 
уйновчи узининг максимин стратегиясидан воз кечса, унинг 
ютуги камаяди. Д ем ак, эгар нук^таларга уйиннинг Ajo, В^ 
оптимап стратегиялари мос келади. Хамда {Ао, Bju,V} туплам 
уйиннинг ечими дейилади.

Мисол. Куйидаги тулов матрицалари билан берилган уйинлар 
учун уйиннинг цуйи ва юкрри бахрларини ва ечимини топинг.

( 4 3 4 2" f 1 0 3 5 N

4  = 3 4 6 5 ,  а2 = 3 2 43
ч 2 5 1 3 1о

Ечилиши. А, матрица кдторлари учун а элементларнинг 
энгкичиклари  мос равишда 2;3;1 га тенг. Уларнинг ичидаги 
м аксимали эса, 3 га тенг. Д ем ак, А, матрицанинг куйи 
б а \о си  а ,= 3 .



У йи н ни н г ю крри ба^осини  топиш  учун А, матрица 
устунлари буйича максимал элементларни топамиз. Булар мос 
равишда: 4;5;6;5. Энди булар ичидан минималини топамиз р, 
=4. Д емак, А, матрица учун а ,= 3 ; Р,=4.

А2 м атриц а учун эса , а 2= т а х { 0 ; 2; -1 }=2; P2=m in{3; 2; 
4; 5}=2

Шундай к,илиб, бу хрлда V = a2= p 2=2 уйиннинг ба\осидир.
Демак, бу уйинда А уйновчининг ютуги 2 дан кам эмас 

ва В уйновчининг ютказуви 2 дан ошмайди.
Агар матрицали уйин эгар нук,тага эга булса, у хрлда бу 

уйиннинг ечимини топиш  учун эгар нук,тага мос келувчи 
А1н ва В о оптимал стратегияларн и \ам да

V =a=p
шартни каноатлантирувчи бах,они топиш керак.

Демак, агар матрицали уйин эгар ну^тага эга булса, у 
Холда А ва В уй новчиларн и нг м аксим ин ва м иним акс 
стратегиялари оптим ал стратегия булади \ам д а ютуглар 
матрицасининг эгар нуктаси уйиннинг бахрсини беради.

Агар матрицали уйин эгар нук,тага эга булмаса, у \олда 
унинг ечими аралаш стратегияларда топилади.

А уйновчи Х =(х | , х,,..., хт ) аралаш стратегияни куллаб, 
В уйновчи Y =(y |( у2,..., уп) аралаш стратегияни кулласин, 
дейлик. Демак, А уйновчи узининг А соф стратегиясини xi 
э\тимол билан, В уйновчи эса, узининг В! соф стратегиясини 
у. э\тимол билан танлайди. Бу \олда (А, В.) жуфтликни танлаш 
э\тимоли ху| га тенг булади. ApаJlаш стратегиялар кулланганда 
уйин тасодифий характерга эга булади. Шунинг учун уйиннинг 
ютуги хам тасодиф ий микдор булади. Д ем ак, бу \о л д а  
ютукларнинг уртага микдори, яъни унинг математик кугилиши 
\ак,ида гапириш мумкин.

A = (fl|i)rn,i матрицали уйиннинг ютуглар функцияси ёки 
А уйновчи ютугининг математик кутилиши деб

III П
f ( X J )  = M{X,Y) = XAY = Y ^ x ,a , iyi

/=| ./=1

формула оркали аникданувчи функцияга айтилади, бу ерда: 
Х = (х ,, х2,..., хт ) А у й н о в ч и н и н г  ва Y = (y p у2,..., уп) В 
уйновчининг ихтиёрий аралаш стратегиялари.
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Мисол:

А =
'  0 -1  

1 О 
- 1  1

-1
о

матрицали уйинда Х = (х | , х2,..., хт ) ва Y =(yp у,,..., уп) мос 
равиш да А ва В уйновчиларнинг аралаш C T p a t e i  иялари. Бу 
уйин учун ютуглар ф ункциясини топамиз.

f ( X , Y ) = М  ( X . Y )  = (х ,,х2,х3)
( 0 -1 1 \ ( уЛ

1 0 - У 2
I - 1 1 0 / U J

= (х2 -  х3 )у, + (х3 -  х, ) у 2 +  (х, -  х2) V,

Агар Х = (0 ,1; 0,4; 0,5) вачУ=(0,3; 0,3; 0,4) булса 
М(Х, Y)=-0,03

булади.
Д ей ли к , Х °=(х°1, х"2,..., х°т ) А у й н овч и н и н г аралаш 

стратегияси , У°= (У’1, У°2,.. . ,  у°п) В уй новчин и нг аралаш 
стратегияси булсин. У хрлда куйидаги теорема уринли булади.

2-теорема.
Х °= (хн1, х°2, .. . ,  х°т ) ва У °=(у"1, У°2, ■ • • > у°п) аралаш  

стратегиялар жуфти ва V хациций сон матрицали уйиннинг 
ечими булиши учун j=  1,2,...,п соф стратегияларда

М(Х", j)>V (1)
булиб, i= l,2 ,...m  соф  стратегияларда 
M (i, Y")<V (2)

тен гси зл и к  Уринли булиш и зарур ва етарлидцр. Теорема 
ш артларини каноатлантирувчи Х°, Y° аралаш стратегиялар 
оптим ал стратеги я, V ^ а к ^ и й  сон эса, у й и н н и н г б а \о си  
деб аталади.

Демак, {А|о, B|o,V} тупламни матрицали уйиннинг ечими 
эканлигини текш ириш  учун (1) ва (2) тенгсиздикларнинг 
бажарилишини текш ириш  лозим.

1\4исол:

1 - 1

матрицапи уйиннинг ечимини apaiaiu стратегияларда топинг.
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Ечилиши. А уйновчининг аралаш стратег ияси Х = (х р х,) 
вектор цатордан ва В уйновчининг аралаш стратегияси Y =(yp 
у ) вектор устундан иборат булсин.
(1) тенгсизликнинг бажарилиш ини текш ирамиз:

Бундан

_ i  1 (./) 2: V

х, -  х 2 >  V 

-  х, + х-, > V I

Системани \осил кдламиз. Бундан
Х =( 1 /2 , 1/2), V=0 

эканлигини аник/1аймиз.
Энди (2) тенгсизликнинг бажарилиш ини текш ирамиз:

V>;2 / - 1  1 (О £  V

Бундан

системани \осил  кдламиз. Бундан топамиз:
Y =( 1/2, 1/2), V=0.

Д е м а к , бу у й и н д а  Х = ( 1 /2 ,  1 /2 ) ва Y = (1 /2 ,  1/2) 
векторлар оптим ал стратегиялар булиб, уйиннинг бах^оси 
V=0 га тен г  булади.

Мустакил ечиш учун топшири^.

I . Берилган матрицали уйин учун:
а) ютуглар ф ункциясини  ёзинг;
б) уйиннинг ечимини аралаш стратегияларда топинг.

А =
Ч  2
2 5 0  

,0  2 5 J
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2. У й и н н и н г еч и м и н и  м и н и м а к с  стратеги ялард а то п и н г .

3-§. Матрицали уйинни чизикли программалаш масаласига 
келтириш.

mxn — улчовли матрица билан берилган куйидаги уйинни 
кдраймиз:

М атрица эгар нуцтага эга эмас, деб \исоблайлик ва

Y= (ypy2,...,yn) — аралаш стратегиялар шаклида излаймиз. А— 
уйновчинингоптимал стратегиясида юкрридаги (I) муносабат 
ва В—уйновчининг оптимал стратегиясида (2) муносабат 
бажарилади. Ш унинг учун, куйидаги чегаравий шартларни 
кдноатлантирувчи (А-уйновчининг) оптимал стратегиясини 
топиш  масапасини куйиш мумкин.

У йиннинг ба\оси  булган V-катталик номаълум, лекин 
доим V>0 деб х,исоблаш мумкин. Бунга, агар А матрица 
элем ентларига бир хил мусбат сон куш илса, х,ар доим 
эриш иш  мумкин. (3) системанинг хдмма тенгсизликларини
V га булиб, (4) системани х1осил к,иламиз

а11 3 12 - а1п 

Э21 а 22 - -а 2п

V a ml a m2 ***a mn J

ш у н и н г  учун у й и н н и н г  е ч и м и н и  Х = ( х , ,х 2, . . . ,х  ),

ь

а,,х , + a 2ix 2 +••• + «,ых т > V,  

a]2x, +anx2 +--- + am2xm>V,
(3)

бу ерда: t =x,/V , t2= x2/V ,..., tm= x m/V  
x ^ X j+ . - .+ x ^ l  шартдан t |+ t ,+ ...+ tm= l/V  

тенглик келиб чик;ади.
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a\\t\ + ° 2 l l 2 +  '

а12̂1+а22{2 + " ' + С1п,21т ~ •> (4)

aJ\ @ 2п^2  ' + > 1 ,

У йиннинг ечими V нингк,ийматини максималлаштириш 
керак демак, Z = t1+ t2+ ...+ tm функция минимал киймат олиши 
керак. Ш ундай к;илиб, куйидаги чизикли программалаш 
масаласи хрсил булади:

т

z  =  < 5 >

<=1
(4) ва t > 0 ш артларида 

функцияни минималлаштириш талаб кдлинади.
Бу м асалани  ечиб, t  кийм атлар  ва 1/V катталик \ам д а  

у н д а н  ф о й д а л а н и б  x = V t.  к и й м а т л а р  т о п и л а д и . В 
уйновчининг оптимал стратегиясини топиш  учун куйидаги 
ш артларни ёзиб оламиз:

а д .  + а пу г + -  + at„y„ <V,

< а 2 \У \+ а 22У2 +  ' "  +  С12пУп ~  V ■> (6)

^ + а „ 2у 2 +--- + апту п < V ,  

ёки тенгсизликларни V га булиб,

a \\U\ + й|2 U-, + ■ ■ + ah,un < 1,

а->]и]+а?2и2 + ■ •■ + а2пип < 1,

ами + вп2и2 + ' ■ ■ + ап,пип ^  1

системани \осил киламиз. Бунда u.=y./V.
u () u 2, . . . ,  u n — н о м а ъ л у м н и  ш у н д ай  н о м а н ф и й  

кийматларини танлаш  керакки, (7) шарт бажарилиб 
W = u 1+ u 2,+ ...,+ u] =  l/V  

ф ун кц ия максимум кийматга эриш син. Ш ундай килиб, 
матрицали уйиннинг ечимини топиш узаро симметрик булган 
кушмачизикути программалаш  масаласига келтирилади. Бу
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кушма масалалардан бирини ечиб, иккинчисининг ечимини 
ундан ф ойдаланиб \о си л  килиш  мумкин.

Энди ю крридагиларнинг кулланишига дойр куйидаги 
мисолни келтирамиз.

Мисол. М атрица билан берилган куйидаги уйиннинг 
ечимини топинг:

( 4 3 4 2 )

V

3 4 6 5

2 5 1 3

Ечилиши. уйиннинг оптимал стратегиясини топиш  учун 
куйидаги Ч П М ни \о си л  киламиз:

4 1, + 3 t 2 ■+■ 2 t t ^ 1,

3 t , + 4 1 , + 5 t ,  > !.

4 11 + 6 12 + t ? ^ 1, (8)

2 1, + 5 t ,  + 3 t :, >

1.3t, > 0, i 

Z = t, + t 2 + t 3 (min) .
В у й и н ч и н и н г  оп тим ал  стратегиясини  то п и ш н и н г 

иккиланган масаласи куйидагича булади:

4U\ + 3и2 + 4м3 + 2м4 < 1,

< 3w,+4m2 + 6 и3 + 5 и4 <1,

2и} ч* 5и-, + + Зм4 < 1,

°  и, > 0, i = \,4

W -  щ + м, + щ + иА (max).
Бу иккиланган масаланинг ечими U =(3/14; 0; 0; 1/14), 

W ra =  I/V =2/7 булади. Демак, V=7/2, \амда y=Vu тенгликдан 
В уй и н чи н и н г оптим ал стратегияси Y = (3 /4 ; 0; 0; 1/4) 
эканлигини топамиз. Дастлабки (8) масала ечими Т=( 1/7; 1/ 
7; 0) ва Х==( 1 /2 ; 1/2; 0) — оптимал стратегия булади.

4-§. Ноаниклик шароитида ечимлар к,абул килиш.
Табиатга карши уйин

Бу уйинда табиат ва ечим кабул килувчи шахе (ЕК.КД1) 
катнаш ади. Т абиатнинг Т и Т2, ..., Т п хдлатлари мавжуд
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булиб, уларга кдрши EKXLU да m та А,, А2, .... Ат тадбирлар 
м авж уд. Т аб и атга  кдрш и у й и н н и  ку й и д аги  м атр и ц а

Бу ерда, а. ..таб и атн и н г  Т. \олатида ЕкдШ  А/ тадбирни 
амалга ош ирганда унинг курадиган фойдаси ёки зарарини 
курсатади. Агар а — фойда (hotvkJ булса, бу матрица «ютукдар 
м атрицаси» дейилади , а — ю ткдзув (зарар) булгандаги 
матрица «туловлар матрицаси» дейилади.

Бу матрица асосида Еьу<Д1 узининг фойдасини (зарарини) 
максималлаш тирувчи (м инималлаш тирувчи) йулни (соф 
стратегияни) танлайди.

Бундай стратегияни танлаш  учун м иним акс, Вальд, 
Л аплас, С эвидж  ва Еурвиц м езонларидан  ф ойдаланиш  
мумкин. Ана шу мезонлар билан танишамиз.

Лаплас мезони.
Бу м езонда таб и атн ин г барча Т ,, Т 2, ..., Т п \о латлари  

тен г э \ти м о л  билан руй беради деган ф и кр  асос цилиб 
о л и н г а н .  Т а б и а т н и н г  Т ,, Т 2, Т п \о л а т л а р и
q ^ q ^ . . . ^ q ^ l /п  эхдимол билан руй берсин. У хрлда агар 
EKJKJUJ А, йулни танласа, унинг ютуги,

I I 1
Q, = а м + - а , , + ... + - а,„ булади еки, 

п п п
1 "

О = Уа
! п “  lj булади
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С?2 =  —
П ,=1

булади ва \оказо .
Агар EKXLU Ат йулни танласа, унинг ютуги 

булади.
1 "

Qm ~ Яп;/
"  , = 1

EKJ\LIi максимум ютук, берувчи йулни, яъни

Агар EKJKJU \ йулни танласа, унинг ютуги,

m ax
1 V—1 1 V '  Ч 1 \  '

г  2 ^ а п =  m ax ; Е а ’г

иулини танлаиди.
1-мисол. Куйидаги ютуклар матрица куринишида берилган 

табатга к,арши уйинни ечинг.

Tj h Ь т4 au<li+an<ii+... +atnQ„

л , 7 1 1 14 24 1/4 (7+ 11+14+24)= 14

Л2 20 16 14 22 1 /4  (20+16+14+22)= 18

Л3 9 s 10 23 \ /4(9+8+10+23)=12.5

Д* 18 26 18 14 1 \ (  18+26+18+14)= 19

4j - 1/4 1 /4 1/4
max (arlq + a j / 2+...+amqJ 
(а41+а^+...+а4п)=19

Ечиш. ЕК Д Ш  нинг х,ар бир стратегиясига мос келувчи 
ailq l+a/̂ 7+ ...+ a jnqn сумманинг циймати жадвалнинг охирги 
устунда келтирилган. Лаплас мезонига кура ЕК.К.Ш А4 соф 
стратегияни танласа, унинг ютуги эн, куп 19 га тенг булади.
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Байес мезони
Бу мезонда таби атн ин г \а р  бир Т. \олати  маълум бир q 

э^тимол билан руй бериш и аникданган булади. Масалан 7̂  
\о л атн и н г руй бериш  э\ти м о л и  q r Т7 \о л атн и к и  q2,*.... Тп 
х,олат руй бериш  э \ти м о л и  qn га тенглиги  аникданган . Бу 
\о л да  Е К ^ Ш  уз ю тугини максим;гл к,илувчи йулни яъни. 
берувчи йулни танлайди,

m ax

2-мисол. куиидаги ю туглар м атрицаси  кури н иш ида 
берилган уйиннинг ечимини Байес мезони ёрдамида топ и н г.

х 7'
4  \

Т, &
\

<5* т< «.7 0/+Я,2«2+

л , 2 3 4 7 4,2

л , 3 6 5 4 4,8

Аз 5 8 у 3 6,2

Pj 0.1 0.2 0.5 0.2 max^
г> Ю 4 - 4 -л  Г> V— S- *>

max (а А + а  д.+.-.+а q )=6.2

Ечиш. ЕК.К.Ш I стратеги ян и  танласа, унинг ютуги,
2-0,1+3-0,2+4-0,5+7-0,2=4,2 га тенг булади. II стратегиядаги 
ютуг 3 -0 ,1 + 6-0 ,2+5-0 ,5+ 4-0 ,2= 4,8 . Худди ш унингдек III 
стратегиядаги ютуг 6,2 булади.

Б у м и о эл д а  оптим ал стратегия А,. Бу йулни танлаганда 
EKJK.LU 6.2 ютукда эга булади.

Вальд мезони.
Бу мезон уйинлар назариясидаги м аксимин-минимакс 

усулига ухшайди. Агар а. — ютук,булса, EKJK.L1J

m a x (m in a ,,)
' j

ни таъминловчи йулни танлайди.
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а-юткдзув булса, min(max а  )ни таъминловчи А йулни танлайди.
3-мисол.
(а.. юткдзув). куйидаги жадвалда берилган уйинни Вальд 

мезони билан ечинг.

Ч  Tj 
4  \

Tj Т2 Тз т4 Max/ajj)

Aj 7 11 14 24 24

20 16 14 22 22

4 ? 9 8 10 23 23

а 4 18 26 18
\

14 26

mifiiimax/,а^)}=22

Ечиш. Масалани ечиш жараёни жадвалда амалга оширилган. 
М асалан, А ; стратегия учун тах(7,11,14,24)=24, Л2стратегия 
учун т а х (2 0 ,16,14,22)=22 А ,стратегия учун тах(9,8,10,23)=23 
ва А4 стратегия учун тах (1 8 , 26, 18, 14)=26 топилади \ам да

minjmaxfly |=  m in(24,22,23,26) 22 аниКгЛанад И.

Демак, оптимал стратегия А2 ва унга мос келувчи ютцазув 
22 булади.

Сэвидж мезони
Сэвидж мезони \ам  минимакс принципига асосланган. 

Факдт бунда (а(/)— гуловлар ёки ютуглар матрицаси урнига 
т а в а к к а л ч и л и к  м атр и ц аси  деб аталувчи (г.) м атрица 
ишлатилади. Бу матрица элементлари куйидагича топилади:

г  =  т а  х а  - а  -  /3 -  а  , а га р  а  -ю т уг булса
/ i

r ,j= а„ ~ min а, = аи -  а?агар ац - ютказув булса
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Бу ерда, P /a J -табиатнинг Т \олатидаги  Е К К Ш н и нг 
м ак си м ал  ю туги (м и н и м ал  ю тц азув). г  - ЕК .К .Ш нинг 
таваккалчиликдан курган зарари.

4-мисол. Куйидаги уйинни Севидж мезони билан ечинг.

Ч 7'
4 \

т, Т2 max/aij)

А, 110000 900 110000

100000 100000 100000

min ({m axа^)}=100000

Бу уйинда Е К К Ш  А2 йулни танласа, унинг миним ал 
ютк,азуви 100000 булади. Л екин  бу ерда таби атн ин г Т, 
\о л ати  \а м , Т 2 х,олати \а м  булиш и мумкин. Т абиатнинг 
ан и к , п о л а т и  х,ак,ида т а с а в в у р г а  э г а  б у л и ш  уч у н  
таваккалчилик матрицасини тузамиз,

\ TJ
4 \

Т, т7 глох/а^

лг 10000 0 10000

^2 0 99100 99100

min rfmax/r у)}=10000

( r = a  - m i n a j .  Ж адвалдан кури н адики  maxry=10000  
maxrу= 99100, \ам да Д емак At оптимал стратегия экан.

Гурвиц мезони
Бу мезон ясама мезондан иборат булиб, унга асосан а., микдор

- даромадни билдирганда оптимал стратегия сифатида куйидаги 
шартни к,аноатлантирувчи стратегия танланади:

ш а х a  max а + (1 -  a)  m in а
/

а  • [0,1]
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ау — юткдзувни билдирганда эса,

m m a  m in  а  + (1 -  a )  m ax  а а  е [0J]

а - ечим цабул к;илиш жараёнини субъектив ба^оловчи 
параметр. Агар а=1 булса, вазият o f h p  ва уни тугирлаш учун 
чоралар куриш кераклиги талаб к^илинади. а = 0  да вазият 
яхши (оптимал) \еч  кдндай чора курмаса ? а̂м булади деб 
фараз кдяинади. а  ни [0,1] ораликдаги киймати оптимистик 
ёки пессимистик назарга кдрабтанланади.

5-мисол. Табиат билан булган уйин куйидаги туловлар 
матрицаси билан берилган булсин.

а  = 0,4.
Бу уйинга Гурвиц мезонини куллаб оптимал стратегияни 

топамиз. Бунинг учун куйидаги куринишдаги жадвал чизамиз.

\ - { а  m in  а  +  (1 - a )  m ax  а ]
i i 1
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о — ютцазув булганда оптимал стратегия А4д ан иборат 
экан. Агар ац -  даромад булса, у ^олда ечим куйидаги 
куриниш да топилади:

у — a  m ax  а и + (1
/

-  a )  m in  а и

м Tj h т3 m in/dij) maxj
(аЦ> Г

л, 71 24 23 23 71 42.2

^2 24 75 23 23 75 43.8

4? 70 16 20 16 70 37.6

л 4 16 27 13 13 27 18.6

Оптимал стратегия А2 тах{у=43.8

6-м исол. С авдо корхонасида 500 бирли к  мавсумий 
ма\сулот сотилмай кол га н булсин. Бу ма\сулотнинг олдинги 
нархи 20 бирликни  таш кил этган булсин. Энди савдо 
корхонаси олдида ма^сулотнинг нархинитуш ириш  масаласи 
турибди. М а\сулот нархини неча фоизга туширганда унинг 
курадиган зарари минимал булади?

С авдо  ко р х о н аси  м а^сулот н ар х и н и  20% (А , йул), 
30% (А2 й ул), 40% (А , й ул), 50% (А4 йул) туш и ри ш га 
мулжаллайди. Бу йулларни Е ккШ н и н г стратегиялари деб 
К араймиз. «Т абиат»нинг и кки та  йули бор: 1) тал абн и н г 
кам эги лувчан  були ш ли ги  (Т ,  йул) ва 2) тал а б н и н г  
куп эги лувчанли ги  (Г 2 йул). А на ш уларни  назарга олиб 
к у й и д аги  ж ад в ал л ар н и  т у за м и з , бу ерда: 12 -  бир  
б и р л и к  м а \с у л о т н и  савдо  ко р х о н аси га  келти ри ш  учун 
сар ф  ки ли н ад и ган  ^араж ат.
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I ж адвал

FKKJH
стратегия

париш иш
тушииш

%
Э С к И

ба\оси
Яш и

ба^оси

«отладит ан 
товар 

микдори

куриладигая
зарар

т,

л , 20 20 16 100 4400

а2 30 20 14 150 3900

Лз 40 20 12 220 3360

А, 50 20 10 230 3700

4400=500 12-100 16
3900=500 12-14 1 50

3 7 0 0 -5 0 0  12-10-230 
33 6 0 = 5 0 0  12-^2 220

4400= 500 12- 
10 230

Худди ш унингдек, жадвал талаб эгилувчанлиги кучли 
булган ,\ол учун тузилади.

II жадвал

ЕК.КД1
стратегия

Нархининг
П1ШШШ %

эскл
ба^оси

ЯНГИ
ба\осн

сотил адиган 
товар 

мнцдори

кУ’риладиган
зарар

т 2

Ai 20 20 16 150

1

8А■

а 2 30 20 14 350 1100

Аз 40 20 12 400 1200

-Л*4 50 20 10 450 1500
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I ва II жадвалдан ф ойдаланиб туловлар матрицасини 
тузамиз ва Вольт мезони куллаб ечамиз,

\ 3

4  ч
Tj Т2 max/а у )

Aj 4400 3600 4400

А, 3900 110 3000

Аз 3360 1200 3 3 6 0

Д* 3700 1500 3700

min max а 
=  -3360  "

Д ем ак , савдо корхонаси  м а \су ло т  мархини 40 ф оизга 
туширганда зарар минимал булади, яъни 3360 га тенг булади. 

Масалани Лаплас мезонига асосан ечамиз:

\ г;
л \

T j т2 auQi~tai2Qi+... 1 ain<j 
п

Aj 4400 3600 4000

Aj 3900 1100 2500

Аз 3360 1200 2280

а4 3700 1500 2600

4i 1/2 1/2
max,

<а,А+",А+-"-ЧА)=2280

Бу мезон буйича \ам  нарх 40% туширилса, зарар 2280 булади.
Севидж мезонини куллаш учун (г..) матрица тузамиз ва 

оптимал стратегияни топамиз:
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бу мезоига кура ^ам нарх 40 фоизга туширилиши маъцул.

Таянч суз ва иборалар.
УйиН, ракобатли хрлат, О-суммали уйин, матрицали уйин, 

стратегия, оптимал стратегия, чекли ва чексиз уйин, тулов, 
туловлар ва ютуглар матрицаси, уйиннинг куйи ба\оси , 
уйиннинг юкори бахрси, уйиннинг ечими (ба^оси), максимин 
ва минимакс стратегиялар, эгар нукта, аралаш стратегия, соф 
стратегия, ракобатли булмаган \олат, табиатга к,арши уйин, 
“таваккалчилик” матрицаси, эхтимоллик мезонлари.

Назорат саволлари
1. Уйинлар назариясининг предмета нимадан иборат?
2. У йиннинг цандай турлари мавжуд?
3. Жуфтли уйин нима?

' 4. Матрицали уйин нима?
5. О-суммали уйин кандай булади?
6. Ютуглар матрицаси кандай маъногаэга?
7. У йиннинг куйи ва юкори бах;оси нима?
8. М инимакс ва максимин сгратегияларни таърифланг.
9. Аралаш стратегия нима?
10. С оф  стратегияни таърифланг.
11. Аралаш  стратегиялардаги  ечимда уйиннинг ютуги 

нимага тенг?
12. Табиат билан уйин деганда кандай уйинларни тушунасиз?
13. Т абиат билан уйин ракобатли уйиндан нима билан 

ф арк  килади?
14.Вальд мезони кандай?



15Лаплас мезонини таърифланг.
16.С эвидж мезони кандай?
17.Гурвиц мезони кандай мезон?
18.М езонлар орасидаги фарк, нимадан иборат?

Масалалар.
1. Ю тукматрицалари:

" 1 2  3

v2
ч 3 4

а 2 =
/

2

5

З л

6 У
б у л г а н  у й и н л а р  уч у н  т у л о в  ф у н к ц и я с и н и  ё з и н г ,  
у й н о в ч и л а р н и н г  о п т и м ал  с т р а т е г и я л а р и н и  ва у й и н  
б а \о си н и  топинг.

2. Ю тукматрицалари:

А =

булган  у й и н ларга  эк в и в ал ен т  ч и зи кд и  програм м алаш  
масаласини тузинг ва уйиннинг ечимини топинг.

3. А=(а.) уйин матрицаси бир неча эгар нук;гага эга булиши 
мумкинми?

4. К у й и д аги  б ер и л га н  ж адвал  б у й и ч а  ю тугларн и  
максималлаштирувчи стратегияни топинг:

( 2 0 0 ̂ ( 4 -2 (Л
0 3-2 , 4  = 0 1 2

1-20 з J 1-з з U

\ Tj 
Ai \

Ti т 2 Т3

Ai 15 17 20

а 2 25 27 23

Р 0.2 0.7 0.1
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5. М а\сулот очик, хдвода сакдансин дейлик, табиатнинг 4 
та \о л ати  Т. (j=  1,2,3,4) булиш и мумкин (ёмгир ёгади, 
э\тим оли  Р ,=0,1, \ав о  очик, булади, эх,тимоли Р,=0,5 ва 
эхдимоллари Р2= Р 4 булган иккита уртача х;олат). А уйновчи 
шахе (ечим кабул килувчи шахе) табиат х1олатларига кдрши 
3 та  ч о р а -т а д б и р л а р н и  куллаш и  ва н ати ж ад а  турли 
даром адларга эга булиш и мумкин. Куйида даромадлар 
матрицаси келтирилган:

\ Tj
Ai \

Ti T 2 T3 т 4

Ai 2 1JL. 4 7

Aj 3 6 5 4

A3 16 8 7 3

P ОД 0,2 0,5 0,2

У йн овчи н ин г оптим ал стратегиясини Байес мезони 
асосида топинг.

6. Келтирилган даромадлар матрицасидан фойдаланиб А 
шахенинг оптимал стратегиясини Лаппас мезони асосида топинг.
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7. Табиат билан булган уйин куйидаги тулов. чар матрицаси 
оркали берилган.

Вальд, С эвидж  ва Гурвиц мезонлари асосида уй ин н ин г 
ечимини топинг.

S. Куйидаги жадвалда берилган маълумотлар асосида табиат 
билан уйинни ечинг (туловлар матрицаси берилган).
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