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ПРЕДИСЛОВИЕ

Д анное пособие предназначено для студентов заочных отделений 
физико-математических ф акультетов педагогических институтов. Оно 
написано в соответствии с действующей программой по геометрии и 
содерж ит материал по разделу «Элементы топологии и дифференциаль­
ной геометрии». Если предыдущ ие разделы  курса геометрии в боль­
шей степени были связаны  с курсом алгебры, то этот раздел — с к у р ­
сом математического анализа. Пособие состоит из шести глав, разби­
тых на параграфы. Н умерация пунктов, теорем, формул внутри к аж ­
дого параграфа сквозная.

В первых двух главах пособия в наиболее общем виде говорится
о свойствах, связанны х с непрерывностью пространства и фигур в 
нем. В остальных четырех главах к исследованию геометрических 
объектов — кривых и поверхностей — применяются мею ды  дифферен­
циального и интегрального исчисления.

В пособии дается достаточно краткое излож ение указанной темы, 
более подробное излож ение студент-заочник может найти в книгах 
[6], [7], [8], а такж е в [2] и [3].



Глава I.

Топологическое пространство

§ 1. О П РЕД ЕЛ ЕН И Е ТОПОЛОГИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА

1. Топологическая структура. Открытые множества. П усть задано 
некоторое множество X .  Его элементы мы будем назы вать точками. 
Выделим семейство Ф некоторых подмножеств Ga множества X .  Б у ­
дем говорить, что семейство Ф =  {Ga } является топологической ст рук­
турой в X ,  если оно удовлетворяет следующим условиям:

1. Объединение любой системы множеств из Ф  принадлеж ит  Ф .
2. Пересечение любых двух множеств из  Ф  принадлежит  Ф.
3. Пустое множество 0  принадлежит  Ф .
4. Само множество X  принадлежит  Ф .
Часто топологическую  структуру Ф называю т топологией в X .  

М ножество X ,  в котором задана некоторая топология Ф =  {Ga }, на­
зы вается токологическим пространством, а множества Ga из семейст­
ва Ф  называю тся открытыми  в этом пространстве.

Таким образом, топологическое пространство есть пара: множест­
во X  и введенная в нем топология Ф . Поэтому топологическое про­
странство естественно обозначать (X ,  Ф). В тех случаях, когда ясно,
о какой топологии Ф  идет речь, топологическое пространство будем 
обозначать просто X .  Требования 1—4 называю тся аксиомами топо­
логического пространства.

2. Примеры топологических пространств. В любом ли множестве 
можно ввести топологическую  структуру , т. е. любое ли множество 
можно рассматривать как  топологическое пространство? Первые два 
совсем простых примера дают утвердительный ответ на этот вопрос.

П р и м е р  1. П усть X  — произвольное множество. Из аксиом 
3 и 4 топологического пространства вытекает, что среди открытых 
множеств любой топологической структуры  в X  обязательно должны 
быть пустое множество 0  и само X .  Очевидно, что для семейства 
Ф 0 =  { 0 ,  X } ,  которое состоит лиш ь из этих двух множеств, выпол­
няю тся такж е и аксиомы 1 и 2. Поэтому Ф 0 является простейшей то­
пологической структурой в X .  Эта топология называется тривиальной.

) П р и м е р 2. П усть X  — произвольное множество. Сейчас мы 
рассмотрим другой крайний случай, когда уж е любое подмножество 
множ ества X  считается открытым множеством. Очевидно, что и в 
этом случае все аксиомы топологического пространства выполняются 
(например, пересечение двух подмножеств из X  является подмноже­
ством из X  и т. д .). Т акая  топология Ф а =  {Н, И c z X } ,  состоящая 
из всех подмножеств П  множества X , называется дискретной тополо­
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гией. Отметим, что в дискретной тополо­
гии множество, состоящее из одной точки, 
является открытым.

Эти простейшие примеры показывают, 
что, вволя в одном и том ж е множестве 
различные топологии, приходим к различ­
ным топологическим пространствам. Н и­
же приведем еще два примера.

Будем  дальш е обозначать через R n 
множество всевозможных упорядоченных 
наборов (£1( .. . ,  £п), состоящ их из п  ве­
щественных чисел £г. Через U (х 0, г) обо­
значим множество точек х  =  ( | ь  .. . ,  |„ )  £
(: R n, удовлетворяющ их неравенству

+  ... + ( £ „ _ $ * <  Г», (1)

где г =  const > 0 ,  а х 0 =  (£?, . . . ,  |° )  — 
некоторая фиксированная точка из 
(рис. 1). (Если в R n введена обычная евк­
лидова метрика, то U (х0, г) — открытый 
шар радиуса г с центром в точке х„.)

П р и м е р  3. П усть X  =  R n. О т­
крытыми множествами в R n назовем т а ­
кие множества, в которы х каж дая их точ­
ка  является центром некоторого ш ара, со­
держ ащ егося в этом множестве, а такж е 
пустое множество. И так, считаем, что мно­
жество G открыто в R n, если для каж дой 
точки х  £ G сущ ествует такое г >  0, что 
шар U (х 0, г) c G .  Топология в R n, сос­
тоящ ая из таких открытых множеств, ис­
пользуется в геометрии и математическом 
анализе и назыается естественной. Обозначим ее через Ф е (/?"). 
Топологическое пространство ( R n, Ф е (/?")) будем обозначать через 
Е п. Выполнимость в Е п аксиом 1, 3 и 4 топологического пространст­
ва вы текает из определения топологии Ф,, (R n). П роверим справедли­
вость аксиомы 2.

Пусть множества Gx и С2 открыты в Е п, a G =  Gx f) G2. Если точ­
ка х  £ G, то х  £ Gx и х  £ G2, поэтому существуют такие числа г1 >  0 
и г2 >  0, что U (х, г,) с= Gl и U (х, r2) cz G2 (рис. 2). Если г =
— m in (гь  г2), то (х, г) c zG ,  т. е. множество G открыто.

П р и м е р  4. П усть X  =  /? 7. Открытыми в X  множествами 
назовем теперь только шары U (г) с центром в точке (0, 0, ..., 0), а 
такж е все множество X  и пустое множество. Очевидно, аксиомы 3 и 4 
выполняются. Если {U  (га)} —  любая система открытых множеств, 
то их объединением будет множество U  (г), где г =  sup г (если

ос
sup г =  +  о°( то U (г) — X) ,  Итак, аксиома 1 выполняется. Пе-

а
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ресечением двух множеств U  (гj) и U  (г2) будет множество U (г), где 
г =  m in (ги  г2), т. е. выполняется аксиома 2. И так, выделенное се­
мейство Ф (0) является  топологией в X , а (X , Ф (0))—- топологическим 
пространством. Эту топологию Ф (0) в R n назовем концентрической.

3. Метрика. Топология, индуцируемая метрикой. В этом пункте 
мы рассмотрим очень важный класс топологических пространств, а 
именно метрические пространства. Напомним определение метриче­
ского пространства. Говорят, что в множестве X  задана метрика  р, 
если каж дой паре элементов х , у  из X  ставится в соответствие вещест­
венное число р (х, у ) ,  причем выполняются следующие условия (ак­
сиомы метрики):

1. р (х, у)  ^  0 для любых х , у  £ X ,  причем равенство р (х, у)  =  0 
имеет место тогда и только тогда, когда х  — у.

2. р (х, у) =  р (у , х) для  любых х, у  £ X .
3. р (х, у) +  р (у, z) ^  р (х, z) для любых х, у , г.
М ножество X  с заданной в нем метрикой р называется метричес­

ким  пространством  (X , р). В тех случаях , когда ясно, о какой 
метрике идет речь, метрическое пространство (X, р) обозначают про­
сто X .  Число р (л:, у)  называю т расстоянием между точками х  и у 
пространства (X ,  р).

П окаж ем, что задание метрики р в множестве X  позволяет опреде­
лить топологию в пространстве (X , р). Назовем шаром U(x, г) с 
центром в точке х  и радиусом г >  0 в метрическом пространстве 
(X , р) множество всех точек у  6 X ,  таки х , что р (л:, у)  <  г. О ткры­
тым множеством в (X , р) назовем такое множ ество G, для любой точки 
которого сущ ествует некоторый ш ар полож ительного радиуса с 
центром в этой точке, содерж ащ ийся в множестве G. То, что эти 
множества порождаю т в (X , р) топологию, проверяется дословно 
так ж е, как  это сделано в примере 3, п. 2. Топология в метричес­
ком пространстве (X , р), определенная в этом пункте, называется 
топологией, индуцированной в (X , р) метрикой  р.

Н апомним, что если X  — произвольное множество и Я  — его 
подмножество, то множество X  \  Н  называется дополнением Н  до X  
и обозначается через Сх Н. Очевидно, выполняются равенства

§ 2. ЗА М К Н У ТЫ Е МНОЖЕСТВА

п
Я  п Сх Я  =  0 , Н и сх Н =  X (1)

с х (Сх И) =  я .
К ром е того, легко  проверить формулы двойственности

и С*н а = с х {[\ н а)

(2)

(3)
а а

И

п с х н а = с х (и н а). (4)
а а
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Множество Г  называется замкнутым  it топологическом простран­
стве (Л , Ф), если оно является дополнением к открытому множеству, 
или, что то ж е самое, его дополнением до X  является открытое мно­
жество.

Из аксиом топологического пространства и формул (3) и (4) не­
посредственно вытекают следующие свойства замкнуты х множеств:

/.  П ересечение лю бой системы замкнутых множеств есть зам ­
кнутое множество.

2. О бъединение лю бы х д вух  замкнутых множеств есть зам кну­
тое множество.

,'i. Все пространство замкнуто.
4. Пустое множество замкнуто.
Д оказательству  подлежат лиш ь свойства 1 и 2. Д окаж ем  свойст­

во 1.
Возьмем любую систему {/7а } зам кнуты х множеств F . Тогда си­

стема {Ga =  Cx F a } состоит из открытых множеств. Из равенства (4) 
вытекает, что множество

П Ga =  Сх ( U G )
a  a  a

будет дополнением к множеству U Ga , которое открыто по аксиоме 1.
a

< Следовательно, F  замкнуто. Свойство 1 доказано.
Свойство 2 доказывается аналогично.
У тверждение аксиомы 2, а такж е соответствующее ему свойство 2 

’.амкнутых множеств методом математической индукции легко рас­
пространить с двух на любое конечное число множеств. А именно 
имеет место следующая теорема.

Т е о р е м а .  П ересечение лю бого  конечного числа откры• 
тых множеств есть множество открытое. О бъединение лю бого  
конечного числа замкнутых множеств есть множество замкнутое.

З а м е ч а н и е .  Очевидно, пересечение бесконечного семейства 
открытых множеств не всегда является открытым. Н апример, в про­
странстве R  пересечением счетного множества открытых интервалов

( — 1 , 1 4 ----- j  будет отрезок [— 1, 1], который открытым множе­

ством не является. П редлагаем читателю привести пример, когда 
объединение бесконечного семейства замкнуты х множеств не будет 
множеством замкнутым.

§ 3. ВН У ТРЕН Н И Е, ВНЕШ НИЕ, ГРА Н И Ч Н Ы Е  ТО ЧКИ

П усть (X , Ф) — топологическое пространство и точка а £ X , 
Любое открытое множество, содерж ащ ее точку а, называется окрест­
ностью этой точки.

Возьмем в X  некоторое множество Н.  Точка а называется внут рен­
ней точкой множества Н,  если сущ ествует такая  окрестность U  точ­
ки а, что U а  Н  (рис. 3). М ножество всех внутренних точек множест- 
нл Н  обозначается через in t Н .

1



Точка b называется внешней точкой множества 
Я , если существует такая окрестность V точки Ь, 
в которой нет точек множества Я , т. е. V cz С х Я . 
М ножество всех внешних точек множества Я  обоз­
начается через ext Я .

Точка с называется граничной точкой мно­
жества Я , если в любой окрестности точки с име­
ются как  точки множества Я , так  и точки, не при­
надлеж ащ ие Я . М ножество всех граничных точек 
множества Я  обозначается через дН  и называется 
границей  Я .

И з определений внутренних, внешних и гр а ­
ничных точек следует, что относительно каж дого 
множества Я  все пространство X  распадается на 

три множества in t Я , ex t Я  и дН,  попарно не имеющие общих то­
чек, т. е. имеют место соотношения

int Я  U ex t Я  U д Н  =  X  (1)

и

int Я  П ex t Я  =  ex t Я  П дН  =  in t Я  П дН  =  0 .  (2)

Кроме того, из этих определений непосредственно вытекают сле­
дующие утверждения:

1. В н ут р ен н яя  точка множества является внешней точкой его 
дополнения, и, наоборот, внешняя точка множества является внут ­
ренней точкой его дополнения. Поэтому справедливы соотношения

in t Я  =  ex t Сх  Я  и ex t Я  =  in t Сх  Я . (3)

2. Каждая граничная точка множества является граничной точ­
кой его дополнения, и обратно, т. е. множество и его дополнение имеют 
юдну и т у  же границу.

дН  =  дСх Н.  (4)

3. В н ут ренн им и  точками множества могут быть лишь точки 
этого множества, т. е.

in t Я  с Я ,  (5)

а внешними точками множества могут быть лишь точки, не принад­
лежащие этому множеству, т. е.

ext Я  с  Сх  Я . (6)

Л егко  привести примеры, которые показываю т, что граничные 
точки некоторого множества могут как  принадлеж ать этому множе­
ству, так  и не принадлеж ать ему (например, у круга на евклидовой 
плоскости точки его граничной окруж ности принадлеж ат кругу , а у 
открытого круга ее точки не принадлеж ат ему).

Если в одном и том ж е множестве X  вводить разные топологии, 
то у каж дого его подмножества Я  множ ества in t Я , ext Я  и дН  могут



сильно изменяться. Например, для три- 
ппяльной топологии (X , Ф 0) в случае, ког­
да Я  ф  X  и Я  Ф  0 ,  множество X  не име­
ет ни внутренних, ни внешних точек, и 
поэтому все его точки граничные, т. е.
И|  ̂ Я  =  0 ,  ex t Я  =  0  и дН  =  Я .

Если ж е  в X  ввести дискретную  топо­
логию, то любая точка множества Я  внут­
ренняя, так как  она сама является своей 
окрестностью, т . е. Я  =  in t Я , ext Я  =

Сх  Я  и дН  =  0 .
На рисунке 4 показано, какими могут 

быть множества int Я , ex t Я  и дН  для 
различных случаев расположения квадрата 
II на плоскости /? ', если в R 2 введена 
концентрическая топология (пример 4, 
п. 2, § 1).

Т е о р е м а  1. Д л я  лю бого  множества 
II множество его  внутренних точек int Н  
открыто.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  каждой 
точки а £ in t Я  выберем такую ее окрест­
ность U а, что Ua а  Н  (рис. 5). П осколь­
ку открытое множество является окрест­
ностью любой своей точки, то все точки 
множества U а являю тся внутренними для 
// ,  т. е. Uа cz in t Я . Так к ак  множество

in t Я  =  U Ua,
aOniH

in из аксиомы 1 п. 1 § 1 следует, что 
множество int Я  открыто.

И з этой теоремы и второго из равенств 
Ci) следую т теоремы 2 и 3.

Т е о р е м а  2. Д л я  лю бого  множе­
ства Н  множество ext Н  открыто.

Т е о р е м а  3. Д л я  того чтобы множество бы ло открытым, 
необходимо и достаточно, чтобы оно совпадало с множеством 
своих внутренних точек.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Так как 
открытое множество является окрестностью любой своей точки, 
то Я  с  in t Я . Из этого вклю чения и вклю чения (5) получаем, что 
II in t Я .

Д о с т а т о ч н о с т ь  вы текает из теоремы 1.

Рис. 4



§ 4. ЗА М Ы КА Н И Е

Т очка а называется точкой прикосновения множества Я , если 
каж дая  окрестность точки а имеет с Я  хотя бы одну общую точку.

Из этого определения следует, что точками прикосновения мно­
жества являются его внутренние и граничные точки, а внешние точки 
множества не являю тся его точками прикосновения.

М ножество всех точек прикосновения множества Я  называется 
замыканием множества Я  и обозначается Я . Из этого определения 
и сказанного о точках прикосновения следует справедливость 
равенств: _

Я  =  int Я  U дН  =  Сх  (ext Я ). (1)

Так как каж дая точка множества является его точкой прикосно­
вения, то

Я  с  Я . (2)

Поэтому переход от множ ества к его замыканию состоит в том, 
что множество пополняется теми своими граничными точками, кото­
рые не принадлеж ат данному множеству, т. е.

Я  =  Я  U дН. (3)

П оскольку множество Я  является дополнением к открытому мно­
ж еству ext Я , то Я  замкнуто. И так, имеет место теорема.

Т е о р е м а  1. Зам ы кание лю бого  множества замкнуто.
Т е о р е м а  2.  Д л я  того чтобы множество бы ло замкнутым, 

необходим о и достаточно, чтобы оно совп адало со своим зам ы ­
канием.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  П усть Я  
зам кнуто. П окаж ем, что Я  =  Я . П оскольку СХН  открыто, то по тео­
реме 3 § 3 Сх  Я  =  in t Сх  Я . Это равенство и второе из равенств 
(3) § 3 дает равенство СХН  =  ex t Я . Но тогда Я  =  Сх  (ext Я ),

т. е ., учитывая равенство (1), получаем, что Я  =  Я .
Д о с т а т о ч н о с т ь  вытекает из теоремы 1.
С л е д с т в и е .  Двукратное замыкание совпадает с однократным, 

т. е. для любого множества
(Я) =  Я . (4)

Д ействительно, поскольку множество Я  замкнуто, то (Я) =  Я .
В предыдущем параграфе было доказано, что множества in t Я  и 

ex t Я  открыты. Этот результат дополняет следую щ ая теорема.
Т е о р е м а  3.  Г раница лю бого  множества замкнута.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из равенств (1) и (2) § 3 следует, что 

дН  будет дополнением к множеству in t Я  [J ex t Я , которое открыто 
как  объединение откры ты х множеств. Поэтому дН  замкнуто.

О перация замы кания обладает важным свойством аддитивности. 
А именно имеет место следую щ ая теорема.

Т е о р е м а  4. Зам ы кание объединения д в у х  множеств р а в ­
но объединению  их замыканий, т. е. имеет место равенство
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(Л U В)  =  A  U В.  (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Равенство (5) равносильно равенству

Сх (A  U В)  =  Сх (A U В),  (6) 

а оно в силу равенства (4), § 2 равносильно равенству

Сх  (.A  U В)  =  (СХА)  П (Сх  В).  (7)

П рим еняя к (7) соотношение (1), получаем равенство

ext (Л U В) ■ ext A  f) ex t В,  (8)

равносильное равенству (5). Поэтому достаточно доказать (8).
П усть точка а £ ex t (А Ц В). Тогда найдется такая  окрестность 

U точки а, что U f| (A U В) =  0 .  Поэтому U  |~) А =  0  h U [)В  =  0 ,  
т. е. точка а будет внешней для А  и для  В.  С ледовательно,

ex t (Л U В) cz ex t Л fl ex t В .  (9)

Пусть точка а £ ex t Л П ex t В.  Тогда найдутся такие окрестно­
сти U и V точки а, что U  f| Л =  0  и V [\ В  =  0  (рис. 6). М ноже­
ство W  =  U fl V будет окрестностью точки а, причем W  f] (Л (J В) — 
=  0 ,  т. е. точка а £ ex t (Л (J В).  Следовательно,

ex t Л Л ex t В с :  ex t (Л U В ). (10)

Из соотношений (9) и (10) вы текает соотношение (8). *

§ 5. БАЗИС

Часто топологию в пространстве вводят, не зад авая  сразу все се­
мейство откры ты х множеств, а определяя сначала лиш ь часть из 
этого семейства, называемого базисом, а затем из этих базисных от­
крытых множеств с помощью операции объединения получают уж е 
все открытые множества.

Т ак  поступают, например, на евклидовой плоскости, где от­
крытые множества получают из открытых кругов.

Перейдем к точным определениям.
П усть (X , Ф) — топологическое пространст­

во, и пусть В =  {Б р} — некоторое семейство от­
крытых множеств в этом пространстве. Если 
любое открытое множество в (X , Ф) предста­
вимо в виде объединения некоторых множеств 
семейства В, то В называется базисом (или базой) 
топологического пространства (X , Ф).

Т е о р е м а  1. Д л я  того чтобы семейство 
В — {i?p} бы ло базисом  топологического 
пространства (X , Ф) ,  необходимо и доста­
точно, чтобы для  лю бой точки а £ Х  и лю бой  Рис. 6
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окрестности U  точки а сущ ествовало множество £ В, такое, что 
а $ В р а и B ^ U .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть а — 
произвольная точка и U — лю бая ее окрестность. Т ак  как  U £ Ф , то 
U  есть объединение некоторой системы множеств из базиса 13. П о­
скольку  а £ U, то найдется множество В Л из этой системы, содер-

Ра
ж ащ ее точку а. С ледовательно, а £ В„ с z U.

1 а
Д о с т а т о ч н о с т ь .  П усть множество G £ Ф . Тогда для лю ­

бой точки а  £ G найдется такое множество В е £ В, что а £ В „ czG

(рис. 7). Отсюда следует, что G =  U В а ■
a{G Ра

С помощью теоремы 1 легко убедиться, что в пространстве Е 2 в 
качестве базиса можно выбрать семейство всех открытых прямоуголь­
ников с соответственно параллельны ми сторонами или семейство всех 
откры ты х кругов, добавляя в обоих случаях пустое множество. А на­
логично из теоремы 1 вытекает, что в метрическом пространстве с то­
пологией, индуцированной метрикой, базисом является семейство всех 
откры ты х ш аров, к которому добавлено пустое множество, а в про­
странстве с дискретной топологией базисом является семейство, со­
стоящ ее из пустого множества и всех одноточечных множеств.

Часто топологическую  структуру  в некотором множестве X  вво­
дят, указы вая  вначале семейство не всех открытых множеств, а лишь 
семейство тех множеств, которые станут базисом искомой тополо­
гии. Т акой способ введения топологической структуры  основан на 
следующей теореме.

Т е о р е м а  2. Пусть семейство подмножеств В =  {/?р}
множества X  удовлетворяет следую щ им  условиям : 1 ) X  =  (J В'>

Р 1
2 ) 0  6 В; 3 ) каковы  бы ни бы ли В х ц В 2 и точка а  ^ В х [] В 2, 
существует такое множество /?3 (;В, что В 3 9 о, и В 3 а  В г [) В 2. 
Тогда в X  существует топология, для  которой семейство В явл я ­
ется базисом . Такая топология единственна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим семейство Ф множеств Са , 
являю щ ихся всевозможными объединениями множеств £ В. Л егко 

видеть, что аксиомы 1, 3 и 4, п. 1, § 1 непосред­
ственно следую т из построения множеств Ga и 
первых двух условий теоремы. Остается показать, 
что выполняется аксиома 2, т. е. для любых двух 
G1 и С 2 из Ф множество G =  Gx f| G2 такж е  п ри ­
надлежит Ф.

П усть а — произвольная точка множества 
Gj П G2 (рис. 8). Существуют такие множества 
В а £ В И В а £ в, ЧТО а £ B adG x  и а £ В а c G 2. 
В силу условия 3 теоремы в В существует мно­
жество В а, такое, что а £ В а и В а cz В а П B acz 

Р и с. 7 с= Gi Г) G2. М ножество Gx П G2 является объеди-
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пением множеств В а d В, а значит, принадле­
ж ит Ф . Единственность построенной топологии 
очевидна.

Важным классом топологических пространств 
являю тся топологические пространства со счет­
ным базисом. Е вклидово пространство Е п будет 
пространством со счетным базисом. Такой базис 
и Е п образую т, например, все открытые шары 
с центрами в точках с рациональными коорди­
натами и с рациональными радиусами. П ро­
стым примером пространства, не имеющего 
счетного базиса, будет любое несчетное множ е­
ство с дискретной топологией.

§ 6. ПОДПРОСТРАНСТВО

Топологическое пространство обладает замечательным свойством: 
любое множество в таком пространстве само естественным образом 
становится топологическим пространством.

Пусть (X , Ф) — топологическое пространство, и пусть Y  — под­
множество X .  Тогда легко проверить, что на множестве Y  порождает* 
ся топология ¥  =  {Ga f] У, G* £ Ф }. Эта топология называется и н ­
дуцированной на  Y  топологией Ф , а топологическое пространство 
(К , TF) — подпространством топологического пространства (X ,  Ф).

Из определения подпространства (Y ,  ¥ )  следует, что если Н c z Y  
и откры то или замкнуто в (X ,  Ф ), то Н  соответственно открыто или 
зам кнуто в { Y , Чг). О братное, вообще говоря, неверно, в чем легко 
убедиться хотя бы на примере, в котором (X ,  Ф) есть Е 3, а Н  — плос­
кость в Е 3.

Строение замкнуты х множеств подпространства описывают сле­
дующие теоремы.

Т е о р е м а  1. Множество F  в подпространстве (F,  4я) б у ­
дет замкнутым тогда и только тогда, когда  оно является пересече­
нием Y  с замкнутым подмножеством из (X , Ф).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть F  — Y  [) Н ,  где множество Н  
замкнуто в (X ,  Ф). Тогда множество Y \ F  =  У (] (X  \  Н) будет 
открытым в (У, 'F ), так  как  X  \  Н  открыто в (X , Ф ). Следовательно, 
F  замкнуто в {У, гР).

Обратно, пусть F замкнуто в (Y ,  ¥ ) .  Тогда множество G =  Y  \  F  
открыто в (К , ¥ ) .  Поэтому G =  Y  f] G0, где G0 £ Ф. Н о тогда F  =  
=  Y  П гДе =  X  \  G0 замкнуто в (X ,  F).

П редоставляем  читателю провести самому доказательство следую­
щей теоремы.

Т е о р е м а  2. Если семейство В =  \В а ) — базис в простран­
стве (  X , Ф ), то семейство В'  =  { Y  П Ва } является базисом  в  
подпространстве ( Y, ¥  ).



§ 7. СВЯЗНОСТЬ

Топологическое пространство X  назы вается несвязным, если су ­
щ ествую т такие два непустых откры ты х множества U и V, что U  U V-- 
=  X  и U  П V  =  0 ,  т. е. X  может быть разбито на два непустых от­
крытых множ ества, не имеющие общих точек.

П ространство X  назы вается связным, если такого разбиения не 
сущ ествует.

Н есвязны м пространством является , например, пространство Л' 
с дискретной топологией (пример 2, п. 2, § 1), в котором более одной 
точки. В зяв любое непустое множество U ф  X  в этом пространстве и 
его дополнение V  =  X  \  U, мы получим разбиение X  на два непу­
стых открытых множества.

Зам етим , что если несвязное пространство X  разбито на два не­
пустых откры ты х множества U и У, не имеющие общих точек, то 
U  =  СV  и V  =  CU. Поэтому можно дать другое определение связ­
ного пространства: пространство X  называется связным, если в нем 
одновременно открытым и замкнутым множеством является лишь  
само пространство или  пустое множество.

М нож ество Я в топологическом пространстве X  называется св яз­
ным, если оно является связным пространством относительно индуци­
рованной топологии. Д ругим и словами, множество Я в топологиче­
ском пространстве X  назы вается связным, если нельзя найти двух 
открытых в X  множеств G] и G2, таких , что

Я  c G i  U С2,

(Я П Gx) fl (Н П G2) = 0, (1) 
Я П Gj ф  0 , Я n G2 ф  0 .

Т е о р е м а  1. Пусть { Н а } — совокупность связны х подм но­
жеств пространства X , имеющ их общ ую  точку. Тогда множество
/ / =  и н а также будет связны м  в X .

а
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что утверждение теоре­

мы неверно. Т огда существуют открытые в X  множества U и V, такие, 
что

Н  a  U И V, (2)
(U  n  Н) n (V  п Ю  =  0 , (3)
и  Н Ф 0 , У  [\ Н ф 0 .  (4)

Очевидно, что при любом а

на = (На n U) и (На n V). (5)
М ножества Н а П U и Н а [} V открыты в Н а, и их пересечение пусто 
поскольку

(На п и) п (На П V) с  (Я n и) П (Я п Ю = 0. (6)
14



Т ак как  Я я связно в X ,  то одно из двух множеств Н а П U  или 
Н п fl V пусто. Поэтому каж дое Н а содержится либо в U, либо в V.

Д опустим сначала, что наш лись такие различные а! и а 2, для ко­
торых Я  с= V, a Н а a  U. Тогда в силу (3)

Н а П Н а с-  (Я  n и )  П (Я  n V) =  0 ,
что невозможно, так как  Н а и Н а по условиям теоремы имеют об­
щую точку.

О стается только одна из двух  возможностей: при любом а  либо 
псе Н а П U  =  0 .  либо все Н а П V =  0 .  Д опустим для определен­
ности, что выполнена первая возможность. Тогда

Я fl U =  U (На fl U) =  0 ,
а

что противоречит (4).
Пусть теперь а — произвольная точка топологического простран­

ства X .  С огласно теореме 1 среди всех связны х подмножеств X ,  со­
держ ащ их а, всегда имеется наибольш ее, т. е. такое, которое содержит 
любое связное подмножество, содерж ащ ее точку а. Это наибольшее 
связное подмножество, содерж ащ ее точку а, называется компонентой 
точки а в X .

Если Н а и Н ь — компоненты точек а и b и Н а П Я,, =£ 0 ,  то 
из теоремы 1 и определения компоненты следует, что Я„ U Н ь =

Н а  — Н ь. Поэтому справедлива теорема 2.
Т е о р е м а  2. Компоненты д вух  различны х точек либо не  

пересекаются, либо совпадают. *
Из теоремы 2 вы текает, что всякое топологическое пространство 

разбивается в сумму попарно не пересекаю щ ихся компонент его то­
чек. Компоненты связности отдельных точек пространства X  обычно 
просто называю т компонентами X .

Аналогично с помощью индуцированной топологии вводятся и 
изучаю тся компоненты любых множ еств Я  в пространстве X .

Областью называется непустое открытое связное множество. 
Зам кнут ой областью назы вается такое замкнутое множество, кото­
рое является замыканием области.

§ 8. АКСИОМА ОТДЕЛИМОСТИ

Топологические пространства, определенные в п. 1 § 1, могут 
по своим свойствам сильно отличаться от пространств, которые наи­
более часто использую тся в математике и ее прилож ениях. Наличие 
миогих свойств пространства, аналогичны х свойствам евклидова про­
странства, зависит от возможности отделить одну точку от другой с 
помощью их окрестностей. Поэтому обычно рассматриваю т такие 
топологические пространства, которые удовлетворяю т тем или иным 
дополнительным условиям, так  называемым аксиомам отделимости.

Существует целый ряд различны х аксиом отделимости. Мы будем
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рассматривать пространства, удовлетворяющ ие аксиоме отделимости 
Х аусдорфа.

А к с и о м а  Х а у с д о р ф а .  Д л я  лю бы х д вух  различны х  
точек пространства существуют их непересекаю щ иеся окрестности.

П ространства, удовлетворяющ ие этой аксиоме отделимости, на­
зываются хаусдорфовыми. Читателю  предлагается выяснить, какие 
из топологических пространств, рассмотренных в п. 2 § 1, являю тся 
хаусдорфовыми.

Отметим, что подпространство хаусдорфова пространства будет  
хаусдорфовым. Это непосредственно вытекает из определений соот­
ветствующих понятий. Отметим такж е, что метрическое пространство 
является хаусдорфовым относительно топологии, индуцированной 
метрикой, так к ак  любые две различные точки можно отделить ш аро­
выми окрестностями с центрами в этих точках и с радиусами, меньши­
ми половины расстояния между ними.

П онятия сходящ ейся последовательности точек и предела сходя­
щейся последовательности определяю тся для произвольного тополо­
гического пространства. Но понятие предела удобно лиш ь в том слу­
чае, если выполняю тся условия, при которых сходящ аяся последова­
тельность имеет единственный предел. Условие хаусдорфовости про­
странства является в известном смысле необходимым и достаточным 
условием единственности предела (см. [4 ], гл. I, § 6 или [6], гл. II). 
Н иж е мы установим лиш ь достаточность этих условий. Перейдем к 
их определениям.

П усть в топологическом пространстве X  дана последовательность 
точек 0 | ,  . . . ,  ап, ... . Точка а называется пределом последовательно­
сти ап, если для любой окрестности U точки а найдется такой номер 
я0, что при всех п  >  п0 точки ап 6 U. Последовательность ап назы ва­
ется при этом сходящ ейся к точке а.

Т е о р е м а .  В хаусдорф овом  пространстве X  сходящ аяся  
последовательность точек а п имеет единственный предел.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д опустим, что ап имеет два различных 
предела а и Ь. Точки а и b имеют непересекающ иеся окрестности U и 
V. По определению предела все члены последовательности ап, начи­
ная с некоторого номера, долж ны одновременно леж ать в U и V, что 
невозможно, так  как  U f] V =  0 .  П олучили противоречие.

§ 9. КОМПАКТНОСТЬ

произвольных топологических пространствах есть понятие 
.утого множества, но нет понятия ограниченности множества, 

осм атриваем ое в этом параграфе понятие компактности обобщает 
одновременно понятия ограниченности и замкнутости для любых 
топологических пространств и множеств в них.

Совокупность 2  =  {Ср} открытых множеств топологического про­
странства (X , Ф) называется открытым покрытием,  если объедине­
ние множеств семейства 21 совпадает с X.

Топологическое пространство X  называется компактным  или
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компактом, если из всякого его открытого покрытия можно выбрать 
конечное покрытие.

М ножество М  в топологическом пространстве называется компакт­
ным, если оно является компактным топологическим пространством 
относительно индуцированной топологии.

П ользоваться этим определением компактности множества не 
очень удобно, так как оно требует построения в множестве индуциро­
ванной топологии. Но следую щ ая теорема показывает, что это по­
строение можно и не проводить, а рассматривать покрытие из откры ­
тых множеств исходного пространства.

Т е о р е м а  1. Д л я  того чтобы множество М  в топологичес­
ком пространстве X  бы ло компактным, необходим о и достаточно, 
чтобы из лю бого открытого покрытия множества М  в X  можно 
бы ло выделить конечное покрытие.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  П усть М  компактно 
в (X ,  Ф). Возьмем любое его покрытие 2  =  {G^}, где Gp 6 Ф- Тогда 
2 '  =  {Gp П М )  будет открытым покрытием М  в смысле индуциро­
ванной топологии. Выбирая из 2 '  конечное подпокрытие, получаем 
из соответствующих ему множеств в 2  искомое конечное подпокры­
тие.

Д о с т а т о ч н о с т ь  доказы вается аналогично.
П окаж ем, что в хаусдорфовых пространствах компактные множе­

ства замкнуты. Сначала докаж ем лемму.
Л е м м а .  Пусть М  — компактное подмножество хаусдорф пва  

пространства X  и точка а  £ М . Т огда существуют непересекаю - 
щиеся открытые множества G 1 zd М  и G,  Э я

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля  любой точки X  £ УИ* существуют 
непересекающ иеся окрестности х  и Ux Э а (рис. 9). Система 
2  =  {Qv} есть открытое покрытие М .  Т ак как  М  компактно, то из 
2  можно выбрать конечное подпокрытие £2Ж, . . . , Й  Открытые 

k k
множества G( =  (J Q x и G2 =  f| U , очевидно, будут искомыми.

1 = 1 1 t== 1 1
Т е о р е м а  2.  Компактное множество М  хаусдорф ова прост­

ранства замкнуто.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем лю ­

бую точку у i  М .  Тогда по лемме сущ ест­
вуют непересекающиеся открытые множества 
Gy zd М  и Н у J  у. Т ак как Н у П М  =  0 ,  то 
замкнутое множество Сх Н  zd  М .

Но множество
М =  П Сх Ну, 

у£м
так как  пересечение множеств СХН  не со­
держ ит ни одной из точек у $ М ,  но содер­
ж ит М ,  так  как М  cz СХН  для каждого у  $
$ М .  К ак  пересечение семейства замкнуты х 
Множеств Сх Н у множество М  замкнуто. •
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Теперь решим важный вопрос о компактности множеств в евкли ­
довых пространствах.

Т е о р е м а З .  Д л я  того чтобы в п  -мерном евклидовом  п р о ­
странстве Е п множество М  бы ло компактным, необходимо и 
достаточно, чтобы М  бы ло замкнуто и ограничено.

(Ограниченность М  означает, что М  леж ит внутри некоторого 
ш ара.)

Достаточность условий теоремы 3 устанавливается в известном 
лемме Гейне — Б ореля , которая обычно доказывается в курсах ма­
тематического анализа. Мы не будем его повторять. П роверим не­
обходимость условий теоремы.

П усть М  — компактное множество в Е п. Допустим, что М  не 
ограничено. Из покрытия множества М семейством открытых концепт 
рических ш аров с центром в фиксированной точке нельзя выбран, 
никакого конечного подпокрытия. Получили противоречие. Следов,! 
тельно, М  ограничено.

П окаж ем, что М  замкнуто. Допустим противное. Тогда найдется 
точка прикосновения а множества М ,  не принадлеж ащ ая М .  Через 
U (г) обозначим открытый шар в Е п радиуса г >  О с  центром в точке 
а. Внутри любого U (г) леж ит бесконечное множество точек из М. 
Поэтому можно выбрать последовательность точек ak £ М ,  сходящую 
ся к а. Обозначим через rk расстояние между а и ак. М ожно считать, 
что гк >  гк п >  0 при всех k. П оложим, V0 =  Е п \  U (г2) и Vi 
=  U (г,) \  U (г h о). Система открытых множеств V0, V u ... ,  V,., .. 
покрывает множество Е п \  а и тем более множество М .  Но и ; 
нее нельзя выбрать конечное покрытие множества М ,  что противоре 
чит компактности М .  Следовательно, М  замкнуто. Необходимое! i. 
условий теоремы доказана.

Из доказанной теоремы следует, например, что отрезок, квадрат, 
ш ар, сфера в евклидовом пространстве компактны, а любое непустое 
открытое множество в евклидовом пространстве некомпактно.

П усть даны топологические пространства X  и К и отображение 
/  : X - + Y .  Отображение f  называется непрерывным в точке а 6 А', 
если для каж дой окрестности V точки /  (а) сущ ествует такая  о кр еп  
ность U точки а, что /  ( U) с  V  (рис. 10).

§ 10. Н Е П РЕ РЫ В Н Ы Е  ОТОБРАЖ ЕНИЯ

Отображение /  называет 
ся непрерывным па множест 
ве Я с  X ,  если /  непре 
рывно в каж дой его точке. 
Н иж е слова «непрерывное 
отображение» означают, что 
это отображение непрерывно 
во всех точках.

Рис. Ю
Если X  есть открытое м п о  

жество в Е п, a Y  совпадает с
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If. то данное определение непрерывности есть известное в анализе 
определение непрерывности функции на язы ке «е - б».

Т е о р е м а  1. Д л я  того чтобы отображение f  : X  -*■ У  
бы ло непреры вны м  на X , необходим о и достаточно, чтобы пол­
ный прообраз лю бого открытого (замкнут ого) множества бы л от­
крытым (замкнутым) множеством.

Д  ( ( К а с а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т  ь. Пусть f  : X -*■
* У непрерывно, V — открытое множество в Y , a U =  /  1 (К). Д о ­

нижем, что U открыто в X .
Ily e n . 11 любая точка из U  и b : f  (а). М ножество V  является 

окрестностью точки Ь. Так как  f  непрерывно, то найдется окрестность 
//„  к )Ч к и <i, т акая , что /  (U а) с  V. Очевидно, U а а  /  1 (I/) — U . 
Тик кик U U U то U открыто.

а( U
Д о с т а т о ч  н о с т ь .  Возьмем, любую точку а 6 X ,  и пусть 

b I 1 (</). 1'слн V — произвольная окрестность точки Ь, то U = f  x ( V) 
открыто п является окрестностью точки а. П оскольку /  (U) =  V, 
|о  I непрерывно в точке а, что и требовалось доказать.

Д ли замкнутых множеств теорема доказы вается переходом к до­
полнительным множествам.

Отметим, что образ замкнутого (открытого) множества при непре- 
pi.iliiKiM отображении может быть и незам кнуты м  (не открытым) мно­
женном. Н апример, отображ ение и =  е к cos у , v =  e r sin  у плоско- 
t III X е координатами (х, у) в плоскость U с координатами (и, v) ото- 
Арижнет полупрямую х  ^  0, у  =  0 , являю щ ую ся замкнутым множе­
нн ом  и X, на множество 0 <  и ^  1, v =  0, которое уже не является 
шмкнутым II U.

Постоянное отображ ение, т. е. отображ ение, при котором образы 
т е х  точек совпадают, дает, как  правило, пример, в котором образ
о Iк jiытого множества не будет открытым.

Г е о р е м а  2. Пусть X , Y  и Z  — топологические простран- 
rrifli IU au отображения f  : X  —> Y  и g  : У —у Z  непреры вны , то 
«Гобнаж ение h  — g ° f  ’- X ^ - Z  также непреры вно.

Д  II к к :i а т е л  ь  с т  в о. П усть W  — любое открытое множест- 
Но н / .  Тогда в силу теоремы 1 множества V  =  g (W ) и U =  f 1 (У) 
открыты. П оскольку U =  h r 1 (W ),  то, применяя теорему 1, полу- 
чнем, что h непрерывно.

Т е о р е м а  3. Если X  — компактное топологическое про- 
п п ч н егп о  и f : X - * ~ Y  — непреры вное отображение X  в Y, то 
f[Xi компактно в У.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть 2  =  {Gp} — покрытие /  (X)  от­
крытыми множествами Gp с= Y . В силу теоремы 1 каждое множество 
(I .  ■ /  1 (О’р) открыто в X .  Система 2 '  =  { t /p} будет открытым по­
крытием X. Выбирая из 2 '  конечное подпокрытие (7р , .. . ,  t / p , по­
ручнем подпокрытие Gp , . . . ,  Gp> множества /  (X).  В силу теоремы 1
|  U множество f  (X) компактно.

Т е II р е м а  4. Пусть f  : X  -*■ Y  — н епреры вное отображение 
И /  (X )  ~  У. Тогда если X  связно, то У  связно.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим противное. Тогда найдутся 
такие непустые одновременно открытые и замкнутые множества U i и 
Uг, что Ui U U2 = Y и U, П U2 = 0-  Т ак как  / непрерывно, то 
непустые множества V t =  (£Л) и V 2 =  f ( U 2) одновременно 
открыты и зам кнуты . Т ак как Vi U Уг =  X,  a V t =  X  \  V 2, то X  
несвязно. П олучили противоречие.

П усть даны топологические пространства X  и Y.  Отображение 
f  : X  -> Y  называется топологическим  или гомеоморфизмом, если /  
обратимо и отображ ения f  и / - 1 непрерывны. И з этого определения и 
теоремы 10.1 непосредственно вытекает следующее утверждение: для  
того чтобы взаимно однозначное отображение /  топологического про­
странства X  на топологическое пространство Y  было гомеоморфиз­
мом, необходимо и достаточно, чтобы образ любого открытого мно­
жества из X  был открытым множеством в Y  и чтобы прообраз лю ­
бого открытого множества из Y  был открытым множеством в X .

Всякое тождественное преобразование 1Х : X  ->■ X ,  очевидно, го­
меоморфизм. Д алее, если X ,  Y ,  Z  — топологические пространства, 
а отображ ения f  : X  -*■ Y  и g  : Г  ->  Z — гомеоморфизмы, то их ком­
позиция такж е будет гомеоморфизмом.

Говорят, что топологическое пространство X  гомеоморфно тополо­
гическому пространству Y ,  если существует гомеоморфизм f  : X  ->  Y .  
Очевидно, что если X  гомеоморфно Y ,  то и в свою очередь Y  гомео­
морфно Х \  при этом соответствующим гомеоморфизмом будет отобра­
жение : Y  — X .  И з приведенных выше свойств гомеоморфизмов 
вытекает, что отношение гомеоморфности топологических пространств 
рефлексивно, симметрично и транзитивно, т. е. оно является отноше­
нием эквивалентности.

Поэтому про гомеоморфные пространства X  и Y  такж е говорят, 
что они топологически эквивалентны , обозначая это следующим обра­
зом: X  =  Y .  В связи с этим свойства фигур в пространствах, имею­

щ их, кроме топологической, и другие структуры , которые сохраняю т­
ся при гомеоморфизмах, называю т топологическими.

Приведем примеры гомеоморфных пространств и гомеоморфизмов.
1. Любые два интервала (а, Ь) и (с, d) гомеоморфны. Гомеоморфизм 

между ними устанавливается, например, линейной функцией у =
(I_ с

= ------  (х — а) +  с, где х  6 (а, Ь), а у  6 (с, d) (рис. 11).
Ь — а
2. И нтервал (а, Ь) и числовая ось R  гомеоморфны. Гомеоморфизм 

между ними устанавливается, например, функцией

3. Сфера гомеоморфна поверхности куба. Д л я  того чтобы установить 
гомеоморфизм между ними, достаточно поместить их центры в 
одну точку и произвести из нее^централыюе проецирование (рис. 13).

§ 1 1 .  ГОМЕОМОРФИЗМ

top
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4. Сфера, из которой удалена («вы­
колота») одна точка, гомсоморфиа плос­
кости. Гомеоморфизм устанавливается 
центральным проецированием сферы из 
выколотой точки на плоскость, каса­
ющуюся сферы в точке, диаметрально 
противоположной выколотой точке 
(рпс. 14).

Приведем пример, который показы ­
вает, что не обязательно взаимно одноз­
начное и непрерывное отображение 
топологического пространства X  на топо­
логическое пространство Y  будет гомео­
морфизмом, т. е. обратное ему отобра­
ж ение не обязано быть непрерывным. 
Рассмотрим отображение ср интервала 
X  =  (0 , 1) в плоскость Е 2 (рис. 15). 
П оложим, Y  — ф (X ), и введем в Y  то­
пологию, индуцированную топологией 
плоскости Е 2. Пусть отображение /  : Х->- 
-*- Y  таково, что f  (х) — ср (х ) для лю­
бого л; 6 (0, 1). Отображение f  непре­
рывно и обратимо, но обратное ему 

не имеет непрерывно-

Рис. 11

отображ ение /  1 

сти в точке а ■ к }
Д ействительно, если взять

1  _  б, 1  _|_ б\
2 2

ность V =

Рис. 12

окрест- 
1

точки — в 
2

X , то никакая окрестность U  точки а 
в К не переводится отображением / _1 
в V.

О пределим еще два вида непрерыв­
ных отображ ений, опирающ ихся на по­
нятие гомеоморфизма. Рассмотрим не­
прерывное отображение /  : X  Y ,  и 
пусть / 0 : X  ->  /  (X) — приведение отоб­
раж ения / ,  т. е. такое отображ ение, 
что /0 (х) =  /  (х) для любого х Е X .
Пели /0 — гомеоморфизм, то /  назы ва­
ется вложением X  в Y .  Если f  (X) == К , 
то / 0 =  / ,  и в этом случае вложение f  
является гомеоморфизмом.

О тображение /  : X  -*■ Y  называется 
погружением X в Y ,  если у каждой 
точки л: 6 X  существует окрестность U, т акая , что отображение / \и 
является вложением, т. е. погруж ение есть локальное вложе­
ние. Всякое вложение, очевидно, есть погружение. Д алее  очевидно, 
что неинъективное погруж ение не является вложением. То, что инъ-

Рис. 13
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Рис. 14

1/т>

ективное погружение может не 
быть вложением, показывает при­
веденный выше пример отображ е­
ния /  : (О, I) ->  R 1 (см. рис. 15).

§ 12. Л И Н ЕЙ Н А Я  СВЯЗНОСТЬ

Пусть X  — топологическое про- ■ 
странсгво. Путем / в X  называется 
непрерывное отображение I : [а , &]-*.

X  какого-нибудь отрезка [а , b] 
в X .  Говорят, что две точки х  и у 
можно соединить путем в X ,  если 
существует такой путь I : [о , Ь] -*■ 
->  X  в X ,  что I (а) =  х ,  I (b) =  у.

Топологическое пространство, 
любые две точки которого можно 
соединить путем, называется ли­
нейно связным.

Связное топологическое про­
странство не обязательно будет ли­
нейно связным. Н апример, рас­
смотрим в R12 множество М , со­
стоящее из графика функции у  =
=  sin —, х ф  О

1] на оси у  (рис.
М  будет связно относительно ин­
дуцированной топологии, но оно 
не линейно связно: никакие две 
точки в М ,  имеющие абсциссы р аз­
личных знаков, нельзя соединить 
путем в М .

Н апротив, из линейной связно­
сти пространства вытекает его 
связность. Этот факт основан на 
связности отрезка [0 , 1]. А именно 
имеет место теорема.

Т е о р е м а  1. Отрезок I  ■■
— [О, 1] является связны м .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о­
пустим противное. Тогда найдут­
ся такие непустые одновременно 

открытые и замкнутые множества U и V, что U U V  =  /  и U f| У 
=  0 .  П усть функция /  : /  ->  R  определена равенствами

_  / о при х  а и,
1 при х  в V.

f

О

Рис. 15

и отрезка [ — 1, 

16). М ножество

Рис. 16

fix)
Ф ункция /  непрерывна, так  как  полный прообраз любого (в том
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'tin I............* рытого) множества G cz R 1 будет открыт в / ,  поскольку он
' Оми, m/и,ко одним из следующих четырех множеств: 0 ,  V , V 

и I И" и-иреме Коши функция /  долж на принимать все промежуточ- 
.............. между 0 и 1. Получили противоречие.

I ' " р г м .1 2. Линейно связное пространство X  связно.
I " I .1 i а т о л ь с т в  о. Допустим противное. Тогда найдутся

...............■пустые одновременно открытые и замкнутые множества U  и
' .....  I I I I  X и U П V  =  0 .  П усть точка а 6 U, точка b 6 V  и
м \м  / / . \  соединяет а и Ь. В силу теоремы 4 § 10 множество 
I I М • ни ни> ( другой стороны, непустые множества 1и =  I ( /)  П U  и 

/ i/I  [| Г одновременно открыты и замкнуты в индуцированной 
................mi п /(, [j l v / ,  a l v П ^  =  0 -  Получили противоречие.

И .  п. \ некоторое топологическое пространство. Если два
................. нм им,1.\ пространства Х ь Х 3 cz X имеют общую точку, то,

• пн н и ....., подпространство X , [J Х 2 такж е линейно связно. Отсюда
................., 'п о  \  представимо в виде объединения попарно пересекаю-
Iпи . и .............. енязных подпространств. Эти подпространства назы-
............. \mi4ieniiiaMU линейной связности  пространства X. К аж дая
............ . п i.i ....... eiinoii связности представляет собой множество точек,
"•> I...... ..  мутями с некоторой (любой) точкой этой компоненты.

I I • 111■ 11п<■ и■ miIых определений вытекает теорема.
I ' п р е м  I .5. Если X  — связанное топологическое простран- 

м «и и ли >/< <)и.ч точка обладает линейно связной окрестностью, то
 ̂ п н и  и п о  I ч и .Ч Ю .

i  " I л I .1 т е .ч ь с т в о. Пусть точка а £ X и U — компонента 
ним min.ii . им пюсти точки а. Из условия теоремы следует, что U  и

I "I крытые множества. Поэтому они такж е замкнуты. В си-
I, ■ I. I in и in Л п пепустоты U имеем, что U =  X , т. е. X  линейно

I (HI 'l|it



Глава II.

Топологические многообразия

§ 13. О П РЕД ЕЛ ЕН И Е ТОПОЛОГИЧЕСКОГО МНОГООБРАЗИЯ

Хаусдорфово топологическое пространство W n со счетным бази­
сом называется п-мерным топологическим многообразием , если каж ­
дая его точка имеет окрестность, гомеоморфную открытому множе­
ству в R n. Число п называется размерностью многообразия W n и обо­
значается dim  W n. В дальнейшем топологическое многообразие будем 
просто назы вать многообразием.

Согласно данному определению для каж дой точки а 6 W n сущест­
вует пара (U , ф), состоящ ая из ее окрестности U и гомеоморфизма ф 
этой окрестности на некоторое открытое множество G c ^ R "  (рис. 17). 
Т ак как  в R n точка b =  q> (а) £ G имеет некоторую ш аровую окрест­
ность V  с  G и ф"1 : G -*■ U  является гомеоморфизмом, то отображ е­
ние ф"1 \v : V  ->  ф "1 (V) такж е является  гомеоморфизмом. Но тогда 
точка а имеет в W n окрестность Ui =  ф-1 (У), которая гомеоморфна 
открытому ш ару V cz R n: гомеоморфизмом является сужение ф на 
U j. И так, в определении топологического многообразия требование 
существования окрестности, гомеоморфной открытому множеству 
в R n, равносильно требованию существования окрестности, гомео­
морфной открытому ш ару в R n. А поскольку открытый шар в R n го- 
меоморфен как  R ",  так  и открытому кубу в R '1, то это равносильно 
сущ ествованию окрестности, гомеоморфной R n или кубу в R '1.

Определение размерности многообразия было бы некорректно, 
если бы наш лось такое многообразие W,  некоторая точка которого 
имела бы окрестность, гомеоморфную одновременно R n и R m при 
п ф  т. Н о тогда оказались бы гомеоморфны для некоторых различных 
т и п  пространства R m и R n. Это невозможно в силу следующей из­
вестной теоремы Л . Б рауэра.

Т е о р е м а  1. Если евклидовы  пространства R n и R'" гом ео­
морфны, то п =  т .

Д оказательство  теоремы Брауэра сложно, и мы не будем его про­
водить. Ч итатель может ознакомиться с ним в книге [9 ]. В силу тео­
ремы Б р ау эр а  размерность топологического многообразия является 
его топологическим инвариантом.

Приведем примеры многообразий.
П р и м е р  1. П ространство R '1 является n -мерным многообра­

зием. Любое открытое множество в R n такж е является «-мерным мно­
гообразием. .

П р и м е р  2. Сфера S n a  R nrl является п-мерным многообра­
зием. Она является хаусдорфовым пространством со счетным базисом 
как подпространство пространства R n+i, обладающ его этими свой­
ствами. Если точка а £ S" и а' —  диаметральная точке а, то окрест­
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Рис. 17

ность Uа =  S n \  {а'}  гомеоморфна 
касательной плоскости /?” к S n в 
точке а. Гомеоморфизм устанавлива­
ется центральным проецированием 
из точки а’ (см. рис. 14).

И звестна модель «-мерного проек­
тивного пространства Р п как  сферы 
S n в R n+i, у которой попарно отож ­
дествлены («склеены») диаметрально 
противоположные точки.

П р и м е р  3. Проективное про­
странство Р п является «-мерным то­
пологическим многообразием. К а ж ­
дая точка Р п, т. е. пара отождествлен­
ных точек пространства S n cz R n+1, 
имеет окрестность, гомеоморфную 
R n, — пару диаметрально противо­

положных открытых шаровых окрест­
ностей на S" с центрами в соответст­
вующих точках.

Тором Г 2 в пространстве Е 3 назы ­
вается множество точек, образован­
ное вращением окруж ности вокруг 
оси, леж ащ ей в плоскости окруж но­
сти и не пересекающей окруж ности 
(рис. 18).

П р и м е р  4. Тор Т 2 является 
двумерным многообразием. П роверку 
этого утверж дения предоставляем чи­
тателям.

Из определения «-мерного много­
образия вытекает, что каж дая его 
точка имеет линейно связную  окре­
стность. Поэтому в силу теоремы 3
из связности многообразия вытекает его линейная связность. К аж дая 
связная компонента «-мерного многообразия сама является «-мерным 
многообразием. Н иж е, как правило, рассматриваю тся связные много­
образия. С разу отметим, что нульмерным связным многообразием 
является лиш ь одноточечное множество.

Часто компактные многообразия называют замкнутыми много­
образиями, а некомпактные многообразия — открытыми многообра­
зиями.

Целью этой главы  является топологическая классификация (без 
доказательств) одномерных и двумерных компактных многообразий. 
Д ля связны х одномерных многообразий классификация очень проста, 
lie дает следующая теорема.

Т е о р е м а  2. Л ю бое связное одном ерное компактное (за м к ­
нутое) топологическое м ногообразие гом еоморф но окружности S 1.
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Л ю бое связное одном ерное некомпактное (открытое) топологичес­
кое м ногообразие гом еоморф но R 1.

Д оказательство  этой теоремы можно найти в книге [8 ], с. 136— 139. 
Здесь лиш ь отметим, что это доказательство существенно опирается 
на тот факт, что в R 1 связное открытое множество является интерва­
лом, открытым лучом или R 1, т. е. всегда гомеоморфно Z?1.

К лассиф икация компактных двумерных многообразий значитель­
но слож нее, и, чтобы сформулировать основной результат, нам по­
требуется ввести ряд новых понятий.

§ 14. М НОГООБРАЗИЕ С КРАЕМ

Фиксируем в R n некоторое замкнутое полупространство R ' 1, огра­
ниченное гиперплоскостью Р. М ногообразием с краем W n размерно­
сти п  называется топологическое хауедорфово пространство со счет­
ной базой, каж дая точка которого имеет окрестность, гомеоморфную 
R "  или R 'l .  Те точки многообразия с краем W", которые имеют окре­
стности, гомеоморфные R ", называю тся внут ренними точками , а 
те точки W n, которые имеют окрестности, гомеоморфные R назы ­
ваются точками края.  Естественно поставить вопрос: не может ли 
быть некоторая точка а 6 W" одновременно внутренней точкой и точ­
кой края? Д оказано , что это невозможно (см., например, [8]), т. е. 
определения внутренних и краевых точек корректны. Множество 
всех внутренних точек многообразия с краем W '1 обозначается ниже 
через in t W n. Л егко видеть, что множество in t W n будет открытым в 

W n множеством и само я в л яется  я-мерным то­
пологическим многообразием. Поэтому множество 
точек края  в W n замкнуто; его называю т краем 
W n и обозначают d W n. Отметим еще, что d W n я в ­
ляется границей в W n множества in t W n, а такж е 
что я-мерное топологическое многообразие явл яет­
ся частным случаем многообразия с краем, край 
которого пуст. Имеет место следую щ ая теорема.

Т е о р е м а .  Е сли край  d W n п-м ерного  
м ногообразия с краем  W '1 не пуст, то он являет­
ся м ногообразием  размерности п — 1. Если W" 
компактно, то его край компактное (зам к н у­
тое) м ногообразие.

Д оказательство этой теоремы содерж ится, на­
пример, в книге [8].

Приведем примеры, иллюстрирующие излож ен­
ное выше.

П р и м  е р  1. Зам кнутое полупространство 
R'\. при я ^ >  1 является многообразием с краем. 
Его край д R% =  R n~l. Если я  =  1,то /?+  — луч, 
a d R ]+ — точка. Если я  =  2, то R+  — полуплос­
кость, a d R \  — прямая. 

рнс. 19 П  р и м е р 2. Замкнуты й шар D n в R '1 (я ^
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;>  1) является многообразием с краем. Его 
кран d D n является сферой S "-1. Если п — 1, 
то D 1 — отрезок, a S 0 —• состоит из двух то­
чек — концов отрезка. Если п — 2, то D 2 — 
круг, а д D “ =  S 1 — ограничиваю щ ая его 
окруж ность.

Следую щие примеры, используемые затем 
для классификации двумерных многообразий, 
строятся с помощью так  называемой опера­
ции «склеивания». О на заклю чается в сле­
дующем. Берутся два двумерных многообразия 
с краем W '  и W" и на их кр аях  d W  и д W"  вы­
деляются некоторые гомеоморфные части L'  и 
L"  (рис. 19). Соответствующие (по некоторому 
гомеоморфизму /) точки X '  6 L'  и X "  6 L" отож ­
дествляются (склеиваю тся) в одну точку X .
Склеенные окрестности точек X '  и X"  стано­
вятся окрестностями точки X .  П олучается но­
вое многообразие с краем VZ, склеенное из W  
и W" (посредством гомеоморфизма /). Т ак , н а­
пример, м ногогранную  поверхность можно счи­
тать склеенной из ее граней (рис. 20), а по­
верхность цилиндра вращ ения — склеенной из ее боковой поверх­
ности и двух оснований.

П р и м е р  3. Рассмотрим в плоскости R 2 квадрат / 2 =  {(х, у), 
O ^ x ^ l ,  O ^ y ^ l } .  Отождествим в / 2 точки вида (0, у) и 
(1, у), т. е. склеим две противоположные стороны* квадрата / 2 
(рис. 21). П олучим двумерное многообразие с краем С2, гомеоморфное 
кольцу или боковой поверхности цилиндра. Его край дС2 со­
стоит из двух окруж ностей SJ, и S |.

П р и м е р 4. В том ж е квадрате / 2, рассмотренном в преды ду­
щем примере, отождествим точки вида (0, у) и (1, 1 — у). М ногообра­
зие М 2, полученное склеи­
ванием таких  точек квад ­
рата / 2, называется «лис­
том Мёбиуса». Если в при­
мере 3 С2 получено из Р  
склеиванием двух проти­
воположных сторон «без 
перекручивания» квадра­
та / 2, то лист Мёбиуса /И2 
получается из / 2 склеива­
нием двух противополож ­
ных сторон после однократ­
ного «перекручивания» ква­
драта / 2 (рис. 22).

Лист М ёбиуса М 2 я в л я ­
ется многообразием с кра- Рис. 22
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Рис. 21

(0,у)

Ю -у )

:Q ,
10. У) ' '

м

(О.УГ
ЙУ-у)

27



ем, край которого д М г гомеоморфен 
окруж ности S 1, поэтому лист М ёбиу­
са не гомеоморфен кольцу, у которо­
го край состоит из двух окруж н о­
стей.

П р и м е р  5. Если из тора Т 2 
удали ть («вырезать») множество, го- 
меоморфное открытому кругу , то ос­
тавш аяся часть тора N 2 является 

двумерным многообразием с краем , край которого есть о к р у ж ­
ность S 1. Оно назы вается «ручкой» (рис. 23).

§ 15. ЭЙЛЕРОВА ХАРАКТЕРИСТИКА

1. Клеточное разбиение двумерного многообразия с краем. П ро­
стой дугой  называется гомеоморфный образ отрезка, а простой зам к­
нутой кривой или одномерным циклом  — гомеоморфный образ 
окруж ности (рис. 24).

П усть W  —- компактное двумерное многообразие с краем. Тог­
да если его край d W  не пуст, то каж дая его компонента — простая 
зам кнутая кривая и число таких компонент конечно.

Сетью 2  на W  назовем любой набор конечного числа точек А  ь  ■■.,Ат 
и конечного числа простых дуг y 4, . . . ,  у п, которые имеют концы в 
точках A it . . . ,  А т и не пересекаю тся друг с другом во внутренних 
точках. Точки А и  . . . ,  А т называются вершинами сети, дуги у и  ... 
. . . ,  Y„ — ребрами сети. Областями сети  2  назовем компоненты 
множества

Рис. 24

W  \  ((U A t) U (U V;))-
‘ /

Если каж дая область сети 2  гомео- 
морфна открытому кругу, то говорят, что 
сеть 2  задает клеточное разбиение многооб­
разия  с KpaeMW. В этом случае вершины 
сети называю тся нульмерными клетками  
клеточного разбиения, ребра сети с иск­
люченными концами — его одномерными  
клетками, а области сети — двумерны­
ми клетками  разбиения.

Приведем примеры сетей и клеточных 
разбиений.

1. Сеть на сфере S 2, состоящ ая из 
одной точки А ,  задает клеточное разби­
ение сферы, состоящее из одной нуль­
мерной и одной двумерной клетки (рис. 25).

2. П араллель и меридиан разбиваю т 
двумерный тор Т 2 на одну нульмерную 
клетку — точку пересечения параллели
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и меридиана, две одномерные и одну дву­
мерную клетку (рис. 26).

3. Клеточное разбиение проективной 
плоскости Р 2 можно построить следую ­
щим образом: в Р 2 возьмем проективную 
прямую Р 1 и точку Р п 6 Р 1. К летки оп ­
ределятся так: одна нульм ерная Р°, одна 
одномерная Р 1 \  Р° и одна двумерная 
Р 2 \  Р 1.

4. Клеточное разбиение листа М ёбиу­
са М 2 получим, если в квадрате / 2 проведем диагональ d  из верши­
ны (0, 0) в вершину (1, 1). Т ак как  эти вершины отождествляются 
при склеивании, то клеточное разбиение М 2 состоит из одной нуль­
мерной клетки е°, полученной из точек (0 ,0 )  и (1,1), двух одно­
мерных клеток — диагонали d  и края S 1 =  д М 2, из которого выко­
лота точка е°, и одной двумерной клетки — множ ества внутренних то­
чек квадрата / 2.

2. Определение эйлеровой характеристики. М ожно доказать, что 
каждое двумерное многообразие W с краем допускает клеточное раз­
биение. Если W  компактно, то для любого его клеточного разбиения
2  число клеток каждой размерности в этом разбиении конечно. Обо­
значим через а , число клеток размерности i, где i — 0, 1 ,2 . Число

X (№ )  =  а 0 —  ос, +  а 2 (1)

называется эйлеровой характеристикой  двумерного компактного мно­
гообразия с краем W.

К орректность определения эйлеровой характери сти ки ,#^  е. не­
зависимость % ( ^ )  от клеточного разбиения, может быть доказана. 
Н иж е проведем это доказательство для двумерной сферы S 2, а сначала 
найдем эйлеровы характеристики для рассмотренных в предыдущем 
пункте двумерных многообразий с краем. При этом воспользуемся 
построенными клеточными разбиениями.

1) Сфера S 2; а 0 =  1, а ,  =  0, а 2 =  1.

г  (S 2) =  1 +  1 = 2 .

2) Тор Т 2\ а 0 =  1, а ,  =  2, ас2 =  1.

1 (Т 2) =  1 — 2 + 1  -  о.

3) П роективная плоскость Р 2; а 0 — сс, =  а., =  1.

% (Рг) =  1 — 1 +  1 =  I.

4) Лист М ёбиуса М 2; а 0 =  1, а ,  =  2, а 2 =  1.

X (М 2) =  1 -  2 +  1 =  0.

5) К р у г  D 2. Н а границе кр у га  — окруж ности S 1 возьмем любую 
точку А ,  П олучим клеточное разбиение D 2, состоящее из одной нуль­
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мерной клетки А ,  одной одномерной клетки S 1 \  А  и одной двумер­
ной клетки D 2 \  S 1. Поэтому а 0 =  а 4 =  а 2 =  1 и

г  (D2) =  1 -  1 +  1 =  1.

3. Аддитивность эйлеровой характеристики. Эйлерова х арактери ­
стика обладает важным свойством аддитивности.

Т е о р е м а  1. Пусть W r, — компактные м ногооб­
разия  с краем, и пусть заданы  гом еоморф измы щ , ... ,  qv меж ду 
некоторыми парами компонент краев d W ^  dVVs , причем каж­
дая компонента попадает лиш ь в одн у пару. Если м ногообразие  
с краем  W  получено из W lr приклеиванием  по отображени­
ям  фх, фг то

% (W ) =  X ( W 1 )  +  . . . + x W .  (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Во-первых, заметим, что, добавляя в 
клеточном разбиении внутри любой одномерной клетки нульмерную 
клетку, снова получаем клеточное разбиение. Сумма (1) при этом не 
меняется, так  как каж дое такое добавление увеличивает на единицу 
и число одномерных клеток. Поэтому можно считать, что построены 
такие клеточные разбиения 2 Ь . . . ,  2 S многообразий с краями 
Wu . . . ,  Ws, что гомеоморфизмы фь . . . ,  фг каж дую  нульмерную  клетку 
склеиваю т с нульмерной, а одномерную — с одномерной. Эти клеточ­
ные разбиения 2 ,  определяю т на W клеточное разбиение 2 .  Пусть 
а[ — число клеток размерности i (i =  0, 1, 2) в разбиении 2 г (2 ). 
Так как  число сторон замкнутого м ногоугольника равно числу его 
вершин, то при склеивании одномерных циклов число нульмерных 
клеток после склеивания уменьшится на столько ж е, на сколько умень­
шится число одномерных клеток. Поэтому

«о  +  ••• + а о  —  а 0 =  а !  +  . . .  +  а ]  —  (3 )

Кроме того,

« 2 +  ••• -f" 0&2 =  а 2. (4)

Из равенств (3) и (4) вытекает равенство (2).
С л е д с т в и е  1. Эйлерова характеристика многообразия с кр а ­

ем S полученного из сферы S 2 удалением р непсрссекающихся обла­
стей Qu . . . ,  Qp, гомеоморфных открытому кругу  (сферы с р  «дыра­
м и»}, равна 2 —  р.

С л е д с т в и е  2. Эйлерова характеристика ручки (пример  5, 
§ 14) равна  — 1.

Д оказательство  независимости суммы в равенстве (1) от выбора 
клеточного разбиения для сферы S 2 основано на следующей теореме 
К . Ж ордана.

Т е о р е м а  2. Л ю бой цикл на сф ере разбивает ее на две  
области и является их общ ей границей.
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Д оказательство этой теоремы читатель может найти, например, 
и книге [2 ], с. 172.

Имеет место следующее обобщение теоремы Эйлера для сети на 
сфере.

Т е о р е м а  3.  Пусть 2  — сеть на сф ере S 2, а п — число вер ­
шин сети, а 1 — число ребер , а 2 — число областей сети и I—число 
ее связны х компонент. Тогда

а 0 — Gtj +  а., — I =  1. (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим прежде всего, что для пустой 
сети 2 0 формула (5) верна, так  как  в этом случае а 0 =  a t =  / =  О, 
а а 2 =  1. Теперь от любой сети 2  перейдем к пустой сети 2 0, удаляя 
вершины и ребра и проверяя каждый раз, что вы раж ение А (2 )  =  
=  а 0 — а ,  +  а.2 — I не меняется при соответствующих удалениях. 
П оскольку в конечный момент для пустой сети А ( 2 0) =  1, то и для 
исходной сети А (2 )  =  1. В этом и состоит доказательство теоремы. 
Перейдем к описанию этих операций.

1. Сеть 2 '  получается из 2  удалением изолированной вершины 
сети. Тогда числа а 0 и I уменьшаются каждое на единицу, а a t и сс2 
не изменяю тся. Поэтому А ( 2 ')  =  А, (2 ) .

2. С читая, что все изолированны е вершины удалены, допустим, 
что сеть 2  имеет верш ину Л ;, в которую идет лиш ь одно ребро у,- — 
«свободный конец» (рис. 27). У даляя эту верш ину Л,- и ребро yjy но 
оставляя другой конец ребра yJt получаем сеть 2 ' .  Д л я  нее а п и иЛ 
уменьшаются на единицу, а а.., и I не меняются. Поэтому А ( 2 ')  =  
=  А (2).

3. П оследовательно применяя операции 1 и 2, получим сеть 2 ,  
у которой нет изолированных вершин и «сво­
бодных концов». Если эта сеть не пуста, то из 
се ребер можно составить хотя бы один цикл 6 
(рис. 28). В силу теоремы 2 каж дое ребро y t, 
входящее в состав этого цикла, леж ит на гр а ­
нице двух различны х областей сети 2 .  Поэтому, 
удаляя уj  и не удаляя его концов, от сети 2  
перейдем к сети 2 ' ,  у которой a i  и а 2 ум ень­
шаются на единицу, а а 0 и / не изменяются.
Поэтому снова X ( 2 ')  =  X (2 ).

С помощью операций 1 ,2 ,  3 можно от 2  пе­
рейти к пустой сети, не меняя А, (2 ).

Т ак как  каж дая область сети 2 ,  определяю ­
щей клеточное разбиение сферы S~, гомеоморфна 
открытому к р у гу , то для такой сети / =  1, по­
скольку  такая  сеть содерж ит лиш ь одну ком­
поненту (в противном случае среди областей 
сети наш лась бы область, граница которой со­
держ ала бы по крайней мере две компоненты, 
принадлежащ ие разным компонентам сети, что 
невозможно, так  как  каж дая область гомео­
морфна кругу  и ее граница состоит из одной Рис. 23
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компоненты). Поэтому из теоремы 3 вытекает, что для любого 
клеточного разбиения сферы

а 0 — «1 +  а ,  =  2, (6)

т. е. эйлерова характеристика сферы S 2 определена корректно.
Отметим еще, что для любого замкнутого м ногогранника Р,  гомео- 

морфного сфере S 2, набор его вершин, ребер и граней задает его кле­
точное разбиение. Поэтому для Р  в равенстве (6) а 0 означает число 
вершин Р,  oci — число его ребер, а а 2 —■ число граней. В этом и со­
стоит известная теорема Эйлера для многогранника.

§ 16. О РИ ЕН ТИ РУ ЕМ Ы Е И Н ЕО РИ ЕН ТИ РУ ЕМ Ы Е 
МНОГООБРАЗИЯ

Клеточное разбиение Т  двумерного многообразия с краем W  назы ­
вается т риангуляцией  W,  если в Т  граница каж дой двумерной клетки 
t, 6 Т  состоит из трех различны х одномерных клеток т |, т12, Тз разбие­
ния Т ,  а концы каж дой одномерной клетки уб Т  л еж ат в двух р а з ­
личных нульмерны х клетках  разбиения Т. В этом случае нульмерные 
клетки триангуляции  Т  именуются ее верш инами, одномерные клет­
ки — ребрами, а двумерные клетки вместе с их границами — тополо­
гическими треугольникам и (ниже термин «топологический» часто 
опускается).

Аналогом триангуляции для размерностей выше двух являю тся 
симплициальные  разбиения, т. е. такие клеточные разбиения, которые 
состоят из топологических симплексов, причем соседние симплексы 
прилегаю т друг к другу по граням меньших размерностей. Вопрос о 
возможности симплициальных разбиений топологических многообра­
зий для размерностей выше трех пока еще не решен. Но для двумер­
ных п трехмерных многообразий доказана возможность их симпли- 
циального разбиения. С доказательством теоремы Т. Радо о том, что 
любое двумерное многообразие т риангулируем о , можно ознакомиться 
в книге [9 ].

П усть у  — ребро триангуляции Т  многообразия с краем  W  с кон­
цами в точках А и В. О риентацией ребра у  называется порядок в паре 
его вершин. Ребро у  имеет две ориентации (А, В)  и (В, А ).  Они име­
нуются противоположными. Ребро у называется ориентированным , 
если выбрана одна из двух его ориентаций.

Рассмотрим теперь топологический треугольник t 6 Т  с верш ина­
ми А , В  и С. Ориентацией  (или обходом) треугольника t называется 
порядок в тройке его вершин, причем ориентации считаются одинако­
выми (эквивалентными), если они получаются друг из друга в резуль­
тате циклической перестановки, т. е. (А , В , С) ~  (В, С, А) ~  
~ ( С ,  А , В) и (С, В, А)  ~  (В, А ,  С) ~  (А , С, В). И так, треугольник 
/ имеет две ориентации. Треугольник называется ориентированным, 
если выбрана его ориентация.

О риентация треугольника t порождает (индуцирует) ориентацию 
каж дой из его сторон следующим образом: надо взять тот порядок
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его вершин из эквивалентны х друг 
другу порядков, где обе вершины вы­
бранной стороны стоят на первых двух 
местах, и отбросить третью верш ину— 
оставш иеся две упорядоченные точки 
определят ориентацию стороны, ин­
дуцированную  ориентацией треуголь­
ника. Н апример, порядок (А , В , С) 
вершин треугольника t порождает 
ориентации (А , В), (В, С) и (С, А)  
ого сторон (рис. 29).

Говорят, что два ориентирован­
ных соседних треугольника в Т ,  т. е. 
треугольники с общей стороной, име­
ют согласованные ориентации,  если на 
общей стороне они индуцируют про­
тивоположные ориентации (рис. 30).

Двумерное многообразие с краем 
W  называется ориентируемым , если 
существует такая  его триангуляция 
Т ,  все треугольники которой можно 
ориентировать так , что ориентации 
любых двух соседних треугольников 
согласованы. Если такой ориентации 
не сущ ествует, то многообразие на­
зывается неориентируемым.  Можно доказать (см., например, [1 ] или 
[!)[), что определение ориентируемого многообразия корректно в том 
смысле, что если для некоторой триангуляции Т  многообразия W 
псе ее треугольники можно согласованно ориентировать, то это мож­
но сделать и для любой другой триангуляции Т '  многообразия W.

Приведем примеры ориентируемых и неориентируемых двум ер­
ных многообразий, иллю стрируя их рисунками.

I. Евклидова плоскость Е 2 и сфера S 2 ориентируемы. Соответст­
вующие триангуляции и ориентации треугольников указаны  на ри­
сунке 31. Сфера S 2 разбита на два топологических треугольника ti и 
It,  n:i которых первый — верхняя полусфера, а второй — ниж няя.

В

\ \ \

\ \

Рис. 30
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А

В

в трально противоположные то­
чки. Прямые плоскости Р 2 
изображаю тся большими ок­
ружностями сферы S 2 (с ото-

2. П роективная плоскость 
Р 2 неориентируема. Чтобы 
проверить это, воспользуем­
ся моделью Р 2 в виде сферы 
S 2, у которой отождествлены 
(склеены) в одну две диаме-

Рис. 33

ждествлением диаметрально противоположных точек). Три пря­
мые а, Ь, с разбиваю т Р 2 на четыре треугольника (рис. 32), об­
щими вершинами которых являю тся три точки А =  Ь[]с, В =
— a ( ] c i \ C  =  a ( ] b  (на чертеже точка А  плоскости Р 2 — это пара 
точек А '  и А"  сферы S 2 и т. д.). Спроецируем из точки С' сферу S 2 
на касательную  плоскость к S 2 в точке С". Если задать согласованные 
ориентации треугольников I, I I , I I I ,  IV, то на сторонах их «дуб­
лей» — треугольников I, I I , I I I ,  IV  — обходы сторон зададутся одно­
значно, и тогда ориентации любой пары соседних треугольников, 
один из которых отмечен знаком «штрих», а другой — знаком  «два 
ш триха», окаж утся несогласованными. Это и означает неориентируе­
мость проективной плоскости Р 2, так  как  при согласованности ориен­
таций в парах соседних треугольников (I, II), (И , I I I ) , ( I I I ,  IV) и 
(IV , I) наруш ается согласованность ориентаций в других парах (тоже 
соседних!) треугольников (I, I I I )  и ( I I , IV).

3. Л ист М ёбиуса неориентируем. В этом легко убедиться, разбивая 
на три треугольника t u  / 2> U (рис. 33) и зам ечая, что при согласован­
ности ориентаций в парах {tu t 2) и (t 2, t3) ее нет в паре ( t i} t3) на общей 
стороне А В.

4. Если в квадрате I 2 =  {(х , у),  0 ^  х  ^  1, O ^ y ^ l }  считать 
эквивалентными точки вида (х, 0) и (1 — х ,  1), а такж е точки (0, у)  и 
( I ,  у), то многообразие, склеенное из / 2 по этому отношению экви ва­
лентности, является замкнутым двумерным неориентируемым много­
образием, которое называется «бутылкой Клейна». Представление о 
строении этого многообразия дает рисунок 34.

Н еориентируемость многообразия связана с особыми свойствами 
некоторых простых замкнутых кривых на неориентируемых много­
образиях. Опишем эти свойства, поступаясь иногда точностью в це-

(1 -х. 1) fx.ol
(1-х,11

о (*;о) X ■ М

Рис. 34
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Рис. 35

лях большей н а г л я д - в  
пости (вы раж ения, с 
требующие уточнения, а 
берем в кавычки).

П усть у — простая 
замкнутая кривая 
(цикл) на двумерном 
многообразии с краем 
W, не имеющая с к р а­
ем d W  общих точек.
Возьмем некоторую
«достаточно узкую» окрестность G кривой у. Ее можно построить, 
покрывая каждую точку у  «достаточно малой круговой» 
окрестностью со (X) и выбирая затем конечное число таких ок­
рестностей, покрывающих у, что возможно в силу компактности у. 
г'сли множество G \  у  состоит из двух компонент, то у называется 
двусторонней  (или двубережной) кривой, а каж дую  из этих компонент 
можно назвать «стороной кривой у». Если G \  у  для любой области 
G гэ у  состоит из одной компоненты, то у  называется односторонней 
(или однобережной) кривой. Такой, например, является средняя ли ­
ния листа Мёбиуса: у нее «одна сторона». Разны е стороны двусторон­
ней кривой могут быть «окрашены разными красками». Д л я  односто­
ронней кривой такая «окраска» невозможна (рис. 35).

Может быть доказана следующая теорема (см. [9]).
Т е о р е м а. Д вум ерн ое  м ногообразие ориентируемо тогда 

и только тогда, когда каж дая простая замкнутая кривая  на нем 
двусторонняя. m

§ 17. ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ 
ДВУ М ЕРН Ы Х  МНОГООБРАЗИЙ

Пусть W  — многообразие или многообразие с краем. Число р  
называется родом W,  если в W  существует система из р  циклов yj, ... 
. . . .  ур, которые, во-первых, попарно не имеют общих точек, во-вто­
рых, не пересекают край d W  и, в-третьих, не разбивают W  (т. е. 
Г  \  (Yi U ••• U УР) связно), и не существует системы из /7 +  1 
цикла с такими тремя свойствами.

Из теорем § 15 следует, что род сферы S 2, а такж е род плоскости 
равны нулю. М ожно убедиться, что тор и проективная плоскость 

имеют род, равный единице. М ожно доказать, что род g  {W) компакт­
ного многообразия W  всегда конечен. Д л я  некомпактного многообра­
зия возможно, что его род будет бесконечен. Примером ориентируе­
мого многообразия рода р  является так  называемая «сфера с р  руч- 
кпми», т. е. многообразие Ф р, которое получено из сферы с дырами, 
Но краям  которых приклеено р  ручек (рис. 36).

Изображенные на рисунке циклы .. . ,  у р, леж ащ ие на ручках, 
hi* разбиваю т Фр.

11еориентируемое многообразие xF/) рода р  получается заклеива^
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I
Рис. 36

нием всех дыр в Sf, листами М ёбиуса. Напомним, 
что край листа М ёбиуса гомеоморфен окруж ности 
S 1 и потому он может быть подклеен к дыре в 
сфере.

П роективная плоскость Р 2 получается закле­
иванием в сфере S 2 одной дыры листа М ёбиуса, 
а буты лка К лейна — заклеиванием  в S 2 двух дыр 
листами М ёбиуса.

П оскольку  х  (5р) =  2 —  р, % (М 2) =  0 и эйле­
рова характеристика ручки равна — 1, то из ад­
дитивности эйлеровой характеристики следует, 
что

Х (ф р) = ( 2 - р ) - р  = 2 ( 1 - р ) ,  (1)
х ( ч у  =  2 - р .  (2)

О казы вается, что приведенными выше примерами исчерпываются 
все топологические типы связны х компактных двумерных многооб­
разий. А именно имеет место следующая теорема К . Ж ордана.

Т е о р е м а  1. Д л я  того чтобы два связны х компактных д в у ­
м ерны х м ногообразия были гомеоморфны, необходимо и достаточ­
но, чтобы они имели одинаковы й р од  и были одноврем енно ориен­
тируемы или неориентируемы.

Из равенств (1) и (2), связы ваю щ их род и эйлерову характеристи­
ку , вытекает* что теорема 1 может быть сформулирована так:

Т е о р е м а  2. Д л я  того чтобы два  связны х компактных д в у ­
м ерны х м ногообразия были гомеоморфны, необходимо и достаточ­
но, чтобы они были одноврем енно ориентируемы или неориентиру­
емы и чтобы их эй леровы  характеристики были равны .

С доказательством этих теорем читатель может ознакомиться в 
книгах [8 ], [9 ].

§ 18. КЛАССИФ ИКАЦИЯ П РА В И Л ЬН Ы Х  М НОГОГРАННИКОВ

Ф ормула Эйлера для замкнуты х м ногогранников позволяет дать 
классификацию топологически правильны х многогранников.

Гомеоморфный сфере многогранник Р  в Е 3 назовем топологически 
правильным (ниже для краткости просто «правильный»), если все его 
грани имеют одно и то же число ребер (обозначим его через т) и в 
каж дой его вершине сходится одно и то ж е число ребер (обозначим 
его через л). Очевидно,

т  ^  3, п ^  3, (1)

П усть е —  число вершин м ногогранника Р , k — число его ребер и 
f  — число его граней. Т ак  как  в каж дую  верш ину Р  входит п ребер 
м ногогранника и каж дое ребро соединяет две вершины, то

пе =  2k. (2)
А налогично поскольку к каж дому ребру многогранника Р  под­

ходят две грани , то
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m f  =  2k. (3)
П одставляя в формулу Эйлера

е — k  +  /  =  2 (4)

(5)П т

откуда

—  +  -  =  т  +  т > т -т  п k  2 2
(6)

Неравенства (1) и (6) имеют следующие пять пар решений в целых 
числах т  и п: 1) т  =  3, п =  3; 2) т  =  3, п  =  4; 3) т  =  3, п =  5,
4) m =  4, п =  3; 5) m =  5, и =  3.

И з равенств (2) — (5) получаем для этих случаев такие значения 
е, k  и /:

т п е k /

3 3 4 6 3 Тетраэдр
3 4 6 12 8 Октаэдр
3 5 12 30 20 Икосаэдр
4 3 8 12 6 Куб
5 3 20 30 12 Додекаэдр

Известно, что эти пять типов топологически правильных много­
гранников реализую тся метрически правильными многогранниками, 
т. е. в евклидовом пространстве Е 3 существуют многогранники, у 
которых все грани — правильные многоугольники и во всех верши­
нах правильные многогранные углы. Проведенные выше рассуждения 
показывают, что других типов правильны х многогранников не может 
быть в силу препятствий топологического характера.



Глава III.

Понятие кривой и поверхности

§ 19. Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И РУ ЕМ Ы Е ОТОБРАЖ ЕНИЯ 
ЕВКЛИДОВЫХ ПРОСТРАНСТВ В ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА

1. С р - отображения открытых множеств пространства R n в 
пространство R " 1. П усть G — открытое множество пространства R "  
(в частности, G может совпадать с /?"). Рассмотрим отображение 
/  : G - у заданное системой равенств:

где X' =  (хи  ..., Х„) 6 R ", >' =  (>'1, ■■■, Ут) 6 R m Будем говорить, что 
отображение /  является дифференцируемым отображением класса 
Ср (р ^  1), если функции / ь  ... ,  f m обладают всеми непрерывными 
частными производными до порядка р  включительно.

Впредь всегда будем считать, что п  ^  т, р  ^  1.
П усть ф — гомеоморфизм между открытыми множествами G и G' 

пространства R n\ ф называется Ср-диффеоморфизмом, если ф и ф-1 
являю тся С^-отображениями. М ножества G и G' при этом называются 
Ср-диффеоморфными. С^-диффеоморфизм между множествами G и G' 
задается системой равенств

где (xi, . . . , х п) ( G  и (л'ь х„) £ G '. Из курса математического 
анализа известно (см., например, [10], [11]), что якобиан отображ е­
ния ф 1 (ф) ф0. Известно такж е, что если отображение ф, задаваемое 
системой равенств (2), принадлежит классу С ' и в каж дой точке х  £ G 
якобиан / (ф) ф- 0, то у каж дой точки х  G G есть такая окрестность 
U х, что суж ение отображ ения ф на эту окрестность является O '- 
диффеоморфизмом между Ux и ф (U х). Кроме того, отметим, что су­
перпозиция Ср-диффеоморфизмов является Ср-диффеоморфизмом.

Пусть (^-отображ ение /  открытого множества G d R n в R ’" задает­
ся системой равенств

> ’ 1 =  A (xi, .. . .  х п), 
У2 =  / 2 (хи  . . . ,  х п),

(1)

X, =  фх (хи  . . . ,  х п),
(2)

(3)
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п  ^  т, р ^ \ .  К ак известно из курса математического анализа, од­
ной из важ нейш их характеристик дифференцируемого отображ ения 
является ранг якобиевой матрицы

дА д[г _.. ^
dxt дх2 дхп
дк дк _ дк
дхх дх.. дхп

dfm Qfm _.'.
dxt дх2 дх„,

(<>

А именно имеет место следующее утверждение: если ранг  якобиевой 
мат рицы  (4) равен п, то у  каждой точки х  £ G существует окрест­
ность Ux, такая, что сужение отображения  /  на Uх есть гомеоморф- 
ное отображение класса Ср множества U х на  множество f  (Uх). Это 
утверж дение доказано, например, в книге [11], но в курсах математи­
ческого анализа для педагогических институтов оно обычно не при­
водится. Поэтому остановимся на краткой схеме доказательства у ка­
занного утверж дения. Д ля простоты рассмотрим случай п =  2, т  =  3.

Не наруш ая общности, будем считать, что отличен от нуля в точке 
х  6 G определитель второго порядка, стоящий в левом верхнем углу 
матрицы (4). П оскольку этот определитель является якобианом си­
стемы функций

ГУ1 ~  f i  (*1» хг)>
.У2 =  /2 (*i, х 2), (5)

то по упомянутой выше теореме эта система допускает обращение

'* !  =  Si  (У1> У г),
. х г =  S2 (У1, У г) (6)

в окрестности Uх точки х  £ Gp, причем отображение /* , задаваемое 
равенствами (5), является  Ср-диффеоморфизмом между множествами 
Uх и /*  (U x). П одставляя в f 3 (хг, х 2) вместо x lt х 2 их выражения 
через y lt у 2 по формулам (6), получим, что множество /  (U x) является 
множеством точек вида

( У к  У ъ  / з  (Уъ  У г)), 

где функция /э =  / 3 (g! (ylt у 2), g 2 (уи  у 2)) принадлеж ит классу Ср. 
Отсюда видно, что отображение /* , ставящ ее в соответствие точкам 
(Уь Уг) £ /*  (U x) точки (ylt у 2, / 3 (ylf у 2)) £ /  {Uх), является гомео- 
морфным отображением класса Ср множества f*  (Uх) на множество 
/  [Uх). Н о тогда и отображение /  =  / * • / * :  V x ->  /  (Ux) является 
гомеоморфным отображением класса Ср.

Ср-отображение /  : G ->- R m, где G с= R n, n -^ L m ,  р  ^  1, будем 
называть погружением класса Ср, или Ср-погружением, если ранг 
матрицы (4) для всех точек х  £ R  равен п. В силу доказанного выше 
утверж дения О ’-погружение /  : G R m является погружением в 
смысле определения, приведенного в § 11.
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Ср - погруж ение f  называется Ср-вложением, если /  является 
гомеоморфизмом между G и /  (G) (топология на /  (G) индуцирована 
пространством R m).

2. Векторнозначные функции. С понятием дифференцируемого 
отображ ения тесно связано постоянно используемое в дифференциаль­
ной геометрии понятие векторнозначной функции одного, двух и 
нескольких скалярны х аргументов со значениями в множестве век­
торов евклидова пространства.

П усть /  — числовой интервал (случай бесконечных пределов не 
исклю чается), и пусть для каж дого t £ I определен вектор г (t) из 
множества V m векторов евклидова пространства Е т. Тогда говорят, 
что на /  задана векторнозначная ф ункция, или вектор-функция  одного 
скалярного  аргумента.

Если в пространстве Е т ввести декартову систему координат О, 
х и  ..., х т и вектор г ( t) откладывать от точки О, то вектор-функция 
г (t) задаст отображ ение, ставящ ее в соответствие каждому t £ /  
конец радиус-вектора ОМ — г (t). Это отображение в координатах 
x lt .. . ,  х т задается равенствами

Хх =  Хх (0 , * 2 =  *2 ( 0 ........Хт =  Хт (0  (7)

и является, очевидно, ^ -о то б р аж ен и ем , если функции x t (t) £ Ср,
i =  1, ..., т.

П оскольку Vm является линейным метрическим пространством, 
то для вектор-функций г (t) обычным образом определяются такие 
понятия, как  предел в точке, непрерывность, дифференцируемость 
и т. п., необходимые для изучения дифференциальной геометрии. 
Остановимся на определении производной вектор-функции и ее свой­
ствах.

Говорят, что вектор-функция г ( t) дифференцируема в точке t £ / ,  
если сущ ествует предел

ЦШ г «  +  д о - Т ^ о ------Ц т  А7
Д(-*0 A f  Д*->0

Этот предел называю т производной вектор-функции г ( t) в точке t £ I 

и обозначают через г' (t) или Подобно тому как  это делается для 
скалярны х функций, легко доказать, что если вектор-функция диф­
ференцируема в точке, то она и непрерывна в этой точке. Если г (t) 
дифференцируема в каж дой точке t £ I ,  то говорят, что она дифферен­
цируема на I .  Если г (0  и g  (0 дифференцируемы в точке t, a I  (f) —  
дифференцируемая в этой точке скалярн ая  функция, то I  (t)r (t), 
7 (t) ± g  (t), скалярное и векторное произведения вектор-функций 
7  (t) и g  (t) дифференцируемые в этой точке функции и имеют место р а ­
венства
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(кг)' =  к ’г +  кг',
(г ± g ) '  = = /_ (0  ± _g'_(0>
(2, §У = (r\ g) + (r ,J), 

([Г, * ] ) ' =  g j  +  [л  £ ']•
Д окаж ем , например, третье равенство. Имеем:

(r(< +  A Q ,g (< + A Q )-H Q , g(Q)

(г (< +  М> g (< +  А/)) ~  (г (О- g (< +  ДО)

г щ ,  г | | + * ? ~ , и

. g  (t +  ДО J +

Т ак  как  г (0  и g  (0  дифференцируемы в точке t и g  (t) в этой точке не­
прерывна, то, переходя к пределу при At  ->  0, получим доказываемое 
равенство. А налогично доказы ваю тся и остальные равенства.

Если в Е т ввести декартовы  координаты О, х 1у ..., х т, соответст­
вующие ортонормированному базису elt ..., ет в V"1, то

Отсюда, учитывая правило дифференцирования скалярного произве­
дения и тот факт, что производная постоянного вектора равна нуле­
вому вектору, получаем равенства

Таким образом, вектор-функция дифференцируема тогда и только 
тогда, когда дифференцируемы ее координаты, причем имеет ме­
сто (8).

П роизводная вектор-функции г' (t) называется второй производ­
ной  вектор-функции. Аналогично определяю тся производные любых 
порядков rik) (t).

Говорят, что г (t) принадлеж ит классу Ср ( /) , р  ^  1, если она 
обладает на /  непрерывными производными всех порядков до р  вклю ­
чительно. Подобно тому как  это было сделано выше для первой произ­
водной, легко показать, что вектор-функция г (t) принадлеж ит классу 
Ср ( /)  тогда и только тогда, когда ее координаты x t (t), i =  1, .. . ,  т, 
принадлеж ат классу Ср ( /) . Отметим, что (^-отображ ение (7), зада­
ваемое вектор-функцией г (t), является O ’-погружением интервала /  
в R m тогда и только тогда, когда |г' (t) | Ф  0 для всех точек t £ I .  
Это следует из того, что якобиева матрица в этом случае имеет вид:

x t =  (г (0 , et), i =  l ,  .. . ,  т.

х[ (0  =  (г' (0 , e j ,  .. . ,  х т (t) =  (г' (0 , ет).
Следовательно,

г (t) =  х\  (0ех +  ••• +  х'т (t)em. (8)
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{x\ (t), x'2 (t)....... Xm (I)),
’ 2 '•

а ее ранг равен 1 в том и только в том случае, когда л'! |- ... -|- х т >  0.
П ерейдем к рассмотрению вектор-функций двух скалярны х ар гу ­

ментов. П усть G — открытое множество в пространстве /? “, и пусть 
определено отображение’множества G в V m (в дальнейшем в качестве G 
чаще всего будем рассматривать открытый прямоугольник D  =  
=  {(и, v) \ а <  и <  Ь, с <  v <  d}). Это отображение называется 
вектор-функцией двух скалярных аргументов.

Если в Е т ввести декартовы  координаты О, х х........х т и откладывать
вектор г (и, v) в точке О, то вектор-функция г (и, v) задаст отображ е­
ние, ставящ ее в соответствие точке (и, v) £ G конец радиус-вектора 
ОМ  =  г (и, v). Это отображение в координатах задается равенствами

Х\ =  X! (и, v), * 2 =  х 2 (и , v), ..., х т =  х т (и, v) (9)

и является Ср-отображением, если функции x t (и, v) £ Ср (G). Д ля 
г (и, и) понятия предела, непрерывности, частных производных и 
т. д. вводятся так  ж е, как  для вектор-функции одного аргумента. Не 
остан авли ваясь на этом подробно, запишем:

7 - дЛ1 7  Л .?** 7  JL. I дхт jГ и ~  д е1 Т  д ^2 “ Г  • • • i "  Л да да ди

— д хЛ — . дх» ~  , , дхт —
Г *=  - r ei +  - f e 2 +  ... + - f L em

ov ov ov

, — — dx, dx: . ,
(здесь ru, rv, — —i , i =  1, ... , m,  — частные производные соот-

du dv

ветствующих функций по переменным и и v). Н аконец, вектор-ф унк­
ция г (и, v) принадлеж ит классу Ср (G) тогда и только тогда, когда 
ее координаты x t (и, v), i =  1, . . . ,  m, принадлеж ат классу Ср (G).

Отметим, что Ср-отображение (9), заданное вектор-функцией 
г — г (и , w), является  С^-погружением открытого множества G в 
R m тогда и только тогда, когда векторы ги и rv неколлинеарны для 
всех (и, v) £ G. Это следует из того, что якобиева матрица в этом 
случае имеет вид:

( %1и %2и ... Xt 
X \ v  X 2v ■■■ Х /

а ее ранг равен 2 в том и только в том случае, когда строки матрицы 
линейно независимы, т. е. ги -И" rv.

Аналогично вводятся вектор-функции класса Ср любого числа 
скалярны х аргументов.
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§ 20. О П РЕД ЕЛ ЕН И Е «  МЕРНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

У каж дого человека имеется некоторое интуитив­
ное представление о кривой или поверхности. В м еха­
нике, говоря о движении по кривой, понимаем под 
кривой траекторию  движ ения материальной точки.

Д адим строгое определение понятий кривой и по­
верхности. Чтобы были понятны следующие постро- | 
ения, сделаем пояснение, которое для простоты от­
несем к понятию кривой (хотя на самом деле оно от- Рис. 37 
носится и к поверхности).

П онимание кривой как  механической траектории дает рассмотре­
ние отображ ения интервала /  в пространство Е 3 (или плоскость Е 2), 
задаваемого вектор-функцией г =  г (t), которое имеет следующее на­
глядное представление: когда параметр t «пробегает» интервал / ,  
то конец радиус-вектора г (t), отложенного от точки О, описывает 
некоторую траекторию  в пространстве Е 3 (или Е г). При этом параметр 
t обычно понимают как  время. О днако в геометрии представление о 
кривой как  механической траектории является неудовлетворитель­
ным. П оясним это на следующем примере. Рассмотрим открытую полу­
окруж ность (рис. 37). Она может быть задана аналитически различ­
ными способами, например каждой из следую щих вектор-функций:

г (0  =  {cos t, sin t}, t £ ]0; jt[; 

g  ( t )  =  {cos 2 x ,  sin 2 t } ,  t  £ 0 ; —  
2

h (a) =  {cos (я  — a), sin (л — a)}, a  £ ]0; л[.
М ножество точек, описываемое концом радиус-вектора, в каждом 
из указанны х способов задания, одно и то ж е — полуокружность S t ,  
но механические траектории, задаваемые вектор-функциями г (t), 
g  (т), h (а ), различны  (вторая отличается от первой скоростью про­
хож дения, а третья — направлением). Д л я  геометрии существенно 
лиш ь то, что S t  — полуокруж ность и не существенно, с какой ско­
ростью и в каком направлении обходится она текущ ей точкой при 
том или ином задании. Всякий раз, когда изучается кривая, она за­
дается аналитически с помощью вектор-функции и тем самым описы­
вается как  механическая траектория. Н о если хотим прийти к поня­
тию кривой в «чистом» виде, то необходимо отвлечься от механических 
свойств траекторий, т. е. от свойств, связанны х со способом аналити­
ческого задания кривой. Это достигается с помощью введения не­
которого отношения эквивалентности в классе соответствующих по­
гружений.

И так, рассмотрим всевозможные погруж ения n -мерных много­
образий в некоторое фиксированное многообразие W m, п ^  т. Будем 
говорить, что погружение /  : М п -*■ W m эквивалентно погружению 
g  : N n -+• W m, если существует такой гомеоморфизм ср : /VIп N n, 
что имеет место равенство /  =  g  ф (рис. 38).
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Введенное отношение является отноше- 
| нием эквивалентности на множестве у казан ­
ных погруж ений. Действительно, рефлексив­
ность отношения выполняется, поскольку в 
качестве указанного выше гомеоморфизма 
можно взять тождественное отображение, сим­
метрия отношения следует из того, что обрат­
ный гомеоморфизм tp-1 : N n -*■ М п удовлетво­
ряет равенству /ср-1 =  g. Н аконец, транзити- 

Рис. 38 вность отношения вытекает из того, что про­
изведение гомеоморфизмов есть гомеоморфизм. 

Введенное отношение эквивалентности разбивает множество указан ­
ных погруж ений на классы  эквивалентности.

Каждый такой класс называется п-мерной поверхностью в много­
образии W m. К аждое погруж ение из этого класса называется пара­
метризацией  или параметрической поверхностью.

Ясно, что поверхность задается какой-либо одной своей парамет­
ризацией. К аж дая параметризация поверхности F n в многообразии 
W m — это пара (М п, /) , состоящ ая из погружаемого n -мерного много­
образия и погруж ения /.

Если (М п, /) и (N n, g) — две параметризации поверхности F n, 
то, как  это следует из определения эквивалентны х погруж ений, имеет 
место равенство /  (М ") =  g  (N n), т. е. эквивалентные погруж ения 
имеют своим образом одно и то ж е множество в многообразии W m.

В озвращ аясь к рассмотренному ниже примеру, видим, что вектор- 
функции г, g , h задаю т эквивалентные параметризации одной и той 
ж е кривой S t -

Точкой параметрической поверхности называется пара (х, /  (я;)). 
Простой пример убеж дает в том, что нельзя называть точкой пара­
метрической поверхности только точку образа /  (М " ) без указания 
ее прообраза. В самом деле, пусть параметрическая кривая / есть 
отображ ение /  интервала /  =  (а, Ь) в плоскость £ 2, при котором образ 
f  ( /)  есть фигура, изображ енная на рисунке 39 (точке А  отвечают два 
значения параметра t: tx и t2). Если под точкой параметрической

кривой / понимать лиш ь точку указанной 
фигуры без указания ее прообраза, то ин­
формация об I становится неопределенной, 
ибо при изменении параметра t от а до b точ­
ка /  (t) может двигаться по фигуре по двум 
различным траекториям: СХЛ K i K i A C 2 и 
С1А К 2К 1А С 2.

П онятно, что подобные примеры могут 
быть построены лишь в том случае, когда нет 
гомеоморфизма между М п и /  (М п) ,т .  е. когда 

t f / н е  является вложением. Если /  — вложе-
-̂----J.------►— ) ние, то /  (М ") является многообразием,
а ь гомеоморфным М п, и в этом случае парамет­

р у . 39 рическую поверхность можно отождествить
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с образом /  (М п). П оскольку все эквивалентные погруж ения в этом 
случае тож е являются вложениями, а образы при всех этих вложениях 
совпадают, то под поверхностью F n можно понимать множество /  (М п), 
где f  — какая-нибудь параметризация из класса F n. При этом точ­
ками поверхности F п называю т точки множества f ( M n). Т акая точ­
ка зрения на поверхность, как  множество точек, отвечает нашим 
нгалядным представлениям.

Д опуская  некоторую вольность речи, мы часто называем поверх­
ностью F n образ многообразия М п при погружении его в многообра­
зие UУт, хотя в этом случае /  (М п) может не являться многообразием 
и может иметь различные особенности (например, как  на рисунке 39, 
самопересечение).

Т ак  как  погруж ение есть локальное влож ение, то, изучая те свой­
ства поверхности, которые носят локальный характер , т. е. зависят 
от малой окрестности точки, мы можем всегда считать, что поверхность 
задана вложением, и отож дествлять ее с образом. Именно так  будем 
поступать при изучении дифференциальной геометрии.

Одномерная поверхность в W m называется кривой, а (т — 1 ̂ м ер ­
ная — гиперповерхностью. В нашем курсе дифференциальной гео­
метрии будем рассматривать в качестве многообразия W'n евклидово 
трехмерное пространство Е 3 и изучать в этом пространстве кривые и 
гиперповерхности, которые в этом случае называю тся просто поверх­
ностями. Кроме того, будут рассматриваться кривые на плоскости Е 2.

Рассмотрим примеры кривы х и поверхностей. Д л я  этого требуется 
привести примеры параметрических кривы х и поверхностей, посколь­
ку они полностью определяю т соответствующие классы  эквивалент­
ности. *

П р и м е р  1. О ткрытая полуокруж ность, рассмотренная на с. 43, 
заданная любой из трех приведенных параметризаций / ,  g, h, я в л яет ­
ся кривой на плоскости Е 2.

П р и м е р  2. О круж ность 5  является кривой на плоскости Е 2 
(или в пространстве Е 3). Одной из ее параметризаций будет включение
i ■ S l —>■ Е 2, являю щ ееся вложением одномерного зам­
кнутого многообразия S 1 в многообразие Е 2 (или Е 3). у 
Если ввести на плоскости Е 2 декартову  систему 
координат Оху  с началом в центре окруж ности S 1 
и положение точки на S 1 задавать центральным у г ­
лом t, отсчитываемым от положительного нап равле­
ния оси Ох, то указанное вложение задается вектор- 
функцией

г =  г (t) =  cos ti +  sin tj, t £ [0, 2л ].

П р и м е р З .  Н а рисунке 40 изображ ена кри ­
вая , назы ваемая строфоидой, которая определена 
погружением числовой прямой /?* в пространство Е 2.
Это погруж ение в декартовой системе координат на 
плоскости Е 2 задается вектор-функцией Рис. 40
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П р и м е р  4. Сфера S 2 есть поверхность в трехмерном простран­
стве Е 3. Одной нз ее параметризаций будет включение i : S 2 ->  Е 3, 
которое является  вложением двумерного многообразия S 2 в Е 3.

П р и м е р  5. Граница Р  замкнутого выпуклого многогранника 
является поверхностью в Е 3. Д ействительно, Р,  очевидно, является 
двумерным многообразием. Следовательно, в качестве одной из па­
раметризаций можно взять вклю чение i: Р  -*• Е 3, которое является 
вложением двумерного многообразия Р  в Е 3.

П р и м е р  6. Рассмотрим отображение /  : R 2 ->• Е 3, заданное 
равенствами

и 2 —  1 и (и-  —  1 )

У =  -X =
к2 +  1 U2 +  1

V,

где и, v — декартовы  координаты  на плоскости R 2, а х, у ,  г — декар­
товы координаты в пространстве Е 3. Л егко  проверить, что /  является 
погружением двумерного многообразия R 2 в трехмерное многообра­
зие Е 3. Это погруж ение задает поверхность. Н етрудно убедиться в 
том, что f ( R  2) представляет собой цилиндрическую поверхность, на­
правляю щ ая которой — строфоида, леж ащ ая в плоскости х ,  у ,  а 
образую щ ая параллельна оси z (рис. 41).

Л егко  показать, что плоскость, эллипсоид, гиперболоиды и пара­
болоиды являю тся поверхностями в пространстве Е 3. В дальнейшем 
будут приведены еще примеры кривых и поверхностей. Введенное 
понятие «-мерной поверхности является весьма общим и для нужд 
классической дифференциальной геометрии, в которой кривые и по­
верхности изучаются методами математического анализа, вообще го­
воря, не требуется. Чтобы это пояснить, рассмотрим, например, кри­
вую в Е 3, заданную  погружением интервала /  в Е 3. Это погружение 

задается равенствами х  =  х  (t), у =  у (t), z =  
=  2 (t), причем функции х  (t), у (t), z ( t) могут 
быть только непрерывными и не иметь даж е 
первых производных. Ясно, что изучение таких 
функций, а следовательно, и кривой, методами 
математического анализа невозможно.

Поэтому в дальнейшем будем иметь дело с 
более узким классом кривы х и поверхностей— 
гладкими кривыми и поверхностями.

§ 21. ГЛАДКИЕ К РИ В Ы Е  И ПОВЕРХНОСТИ 
В Е 3

Д л я  простоты ограничимся лиш ь случаем 
кривых и поверхностей в трехмерном евклидо­
вом пространстве. Кроме того, сделаем еще 
одно упрощающее предположение. П оскольку 
в дифференциальной геометрии, как  правило,



изучаются лиш ь те свойства кривы х и поверхностей, которые зависят 
от достаточно малой окрестности точки кривой или поверхности, то 
можем ограничиться лиш ь этой окрестностью. Н о в таком случае при 
определении кривой или поверхности в качестве погруж аемых много­
образий можно рассматривать лиш ь числовые интервалы при опреде­
лении кривой и открытые прямоугольники или круги при определении 
поверхности. При этом, конечно, сужаем множество кривых и поверх­
ностей. Н апример, окруж ность уж е не войдет в рассматриваемое мно­
жество. О днако если из окруж ности выбросить одну точку, то та ­
кая кривая уже войдет в рассматриваемый класс кривых, так как 
окруж ность с выколотой точкой гомеоморфна интервалу. То же мож­
но сказать о сфере.

1. Гладкие кривые в Е 3. При определении гладкой кривой поль­
зуемся теми же конструкциями, что и при определении общей кривой, 
с той разницей, что все встречающиеся отображ ения заменяем 
С^-отображениями (р ^  1).

О -п огруж ен и я  f  : (а, Ь) -*■ Е 3 и g: (а, Р)— назовем Ср - экви­
валентными,  если существует Ср-диффеоморфизм <р между ин тервала­
ми (а, Ь) и (а , |5), такой, что имеет место равенство /  =  gcp. П усть по­
груж ение /  задается вектор-функцией г =  г (t) класса Ср, а погруж е­
ние g  — вектор-функцией g  =  g  {т) класса Ср. Ср-диффеоморфизм 
ср: (а, Ь ) (a , |S), очевидно, долж ен задаваться строго возрастающей 
или убывающей функцией т =  т (/) класса Ср; в первом случае х (t) >  О 
и т (а) =  а,  т (b) =  |3, во втором сл у ч ает ' (t) <  0 и т (а) =  (3, т  (&) =  а. 
В силу равенства /  =  gcp эквивалентность погружений f u g  означает, 
что

г (t) =  g  (г (t)). * (1)

Имеет место и равенство

g  (т) =  г (t (т)), (2)

где i (т) задает обратный диффеоморфизм ср-1 . Напомним, что по­
скольку f u g  — Ср-погруж ения, то |г' (t) | Ф  0 и | g '  (т) ] Ф  0.

Рассмотрим всевозможные Ср-погружения интервалов в трехмер­
ное евклидово прсстранство Е 3 (здесь р (р ^  1) — фиксированное 
число). Введенное выше отношение Ср-эквивалентности является 
отношением эквивалентности на множестве указанды х погруж ений, 
т. е. удовлетворяет условиям рефлексивности, симметрии и транзи­
тивности. П роверку этих условий предоставляем читателям в качест­
ве упраж нения.

Введенное отношение на указанном выше множестве разбивает его 
на классы эквивалентности. Каждый такой класс называется Ср-глад- 
кой кривой или гладкой кривой класса Ср в пространстве Е 3.

Каждое погружение из этого класса называется параметризацией  
или параметрической кривой класса Ср. Ясно, что Ср-гладкая кривая 
задается какой-либо одной своей параметризацией класса Ср.

Таким образом, О -гл ад к и е  кривые выделяются из множества кри­
вых, определенных в предыдущем параграфе, тем, что всякая их па­
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раметризация задается вектор-функцией, обладающей непрерывными 
производными всех порядков до порядка р (р ^  1) вклю чительно. 
Что ж е касается понятия точки параметрической кривой, возможности 
отождествить кривую  и множество точек /  ( /) , где / : / - > -  £ 3 — не­
которая ее парам етризация, то все сказанное в предыдущем па­
раграфе остается в силе.

В первых трех примерах кривы х, рассмотренных в предыдущем 
параграфе, приведены гладкие кривые класса С°°, так как вектор- 
функции, задаю щ ие их параметризации, обладают непрерывными 
производными всех порядков.

2. Гладкие поверхности в Е 3. Рассмотрим множество всех Ср-по­
груж ений, гомеоморфных открытому кругу областей G a  R 2, в трех­
мерное евклидово пространство Е 3. Пусть /  : G ->  Е 3 и g  : G' ->• Е 3 — 
два каких-либо погруж ения из этого множества. Они называются 
Ср-эквивалентными , если существует ^-диф ф еом орф изм  ср между 
областями G и G ', такой, что имеет место равенство f  =  g ср.

П усть погруж ение /  задается вектор-функцией г =  г (и, v) класса

Ср (G), а погруж ение g  —  вектор-функцией р =  р ( и ,  у ) класса Ср (G'). 
Ср-диффеоморфизм ф между областями G и G' задается равенствами

и — и (и, о), v =  v (и , и), (3)

где функции и, v принадлеж ат классу Ср, причем, как известно, яко­
биан системы (3) отличен от нуля в каждой точке области G:

ди dv
ди ди

ди dv

dv dv

Ф О .

Н апомним, что поскольку /  является Ср-погружением, то ru rv. 
То ж е можно сказать и о g. В силу равенства f  =  gq> имеет место со­
отношение

г (и, v) =  р (и (и, v), V (и, и)), (4)
а такж е и равенство

р (и, v) =  г (и (и, v), v (и, v)), (5)

где система равенств и =  и (и, v), v =  v (и, v) задает обратный диф­
феоморфизм ф-1 .

Введенное выше отношение О ’-эквивалентности на множестве 
указанны х Ср-погружений удовлетворяет условиям рефлексивности, 
симметрии и транзитивности и является отношением эквивалентности. 
Следовательно, оно разбивает множество всех указанны х погружений 
на классы  эквивалентности. Каждый такой класс называется Ср-глад- 
кой поверхностью  или гладкой поверхностью класса Ср в пространст­
ве Е3.



Каждое погруж ение из этого класса называется параметризацией 
или параметрической поверхностью класса Ср. Ясно, что Ср-гладкая 
поверхность задается какой-либо одной своей параметризацией клас­
са Ср. Т аким  образом, гладкая поверхность класса Ср задается век­
тор-функцией г =  г (и, v) класса Ср с условием: в каж дой точке об ­
ласти G выполнено соотношение

7U rv, т. е. | ги х  rv I ф  0. (6)

Все, что касается понятия точки гладкой поверхности, читатель может 
найти в предыдущем параграфе.

Примеры гладких поверхностей:
1. График функции г =  /  (х, у)  (рис. 42), где функция f  (х, у) 

принадлеж ит классу Ср, является поверхностью класса Ср. Соответ­
ствующ ее Ср-погружение (на самом деле вложение) имеет вид: х = х ,  
у  =  у, z — f  (х, у), т. е. задается вектор-функцией. Видно, что

I гх х 7У | = V i + f l  + f2g ф °-
2. П усть S 2— единичная сфера в трехмерном евклидовом пространст­

ве Е 3. Введем в Е 3 декартову систему координат с началом в центре сфе­
ры S 2 (рис. 43). Обозначим через Э экватор сферы, лежащ ий в плоскости 
х , у,  через N, S  соответственно северный и южный полюсы. Пусть 
М  — точка пересечения положительной полуоси х  с экватором Э. 
Выбросим из множества точек сферы меридиан N M S ,  т. е. рассмотрим 
открытое множество U =  S 2 \  N M S .  П усть Р  — любая точка этого 
множества, а — точка пересечения меридиана N P S  с экватором Э. 
Поставим в соответствие точке Р  пару чисел (и, и), где и — величина 
угла между лучами [ОМ) и [О P i), at»  — величина у*ла между л у ч а ­
ми [ОРх) и [О Р), причем будем 
считать, что и £ ( 0, 2л), a v £

€ т )  П0ЛУсФеРе ’ где
г < 0 , v < 0 ). Л егко видеть, что 
описанное соответствие яв л я ­
ется гомеоморфизмом области 
U cz  S 2 на открытый прямо-
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угольник D  =  |(ы , v) | и £ (0, 2л), v £  ^— -у , Координаты и, и

часто называю т географическими координатами на сфере S 2. (Н а са­
мом деле эти координаты введены не на всей сфере, а на ее части U\ 
всю сферу невозможно отобразить на множество пространства /?2 
гомеоморфно.) П усть Q — проекция точки Р  £ U на плоскость х , у. 
Тогда для координат х, у , z точки Р  имеем следующие вы ражения:

х  =  | OQ | cos и =  cos и cos v, у  =  | OQ | sin и =  sin  и cos v,
z =  sin v. (7)

Равенства (7) задаю т вложение класса С00 (х, у  и z — бесконечно диф­
ференцируемые функции от u, v) двумерного многообразия D  в Е 3. 
М ножества /  (D ) и U совпадают. В ложение /  является одной из п ара­
метризаций поверхности U =  S 2 \  N M S  класса Ср.

3. П оверхность из примера 6 в § 20 является гладкой, а из при­
мера 5 не является гладкой.

4. П усть М  — множество точек пространства Е 3, заданное в де­
картовы х координатах х, у ,  г уравнением

F (х, у ,  z )=  0, (8)

причем для каж дой точки Р  £ М  выполнены условия: 1) F x, F y Fz £,2 ,2 ,2
£ Ср~х (р ^  1) и 2) F x +  F y +  F z > 0 .  Пусть для определенности 
в некоторой окрестности точки Р 0 (х0, у 0, z0) производная Fx (Р 0) 
отлична от нуля. Тогда по известной теореме математического анали­
за сущ ествует такая  окрестность U р точки Р 0 £ М ,  что множество* О
М П задается явным уравнением z =  f  (х, у)  £ Ср (D ), где D —
некоторая окрестность точки Р 0 (х0, у 0, 0) — проекции точки Р 0 на 
плоскость х, у .  Следовательно, множество М  П U р есть образ при 
Ср-вложении области D  в Е 3, т. е. является гладкой поверхностью 
класса Ср. Аналогичные рассуждения проводятся в случае F x (Р 0) Ф  0 
или F y (Р 0) Ф  0. Таким образом, при выполнении указанны х выше 
условий 1—2 в достаточно малой окрестности U любой точки М  мно­
ж ество М  W U является гладкой поверхностью. (Н а самом деле мно­
ж ество М  в целом является поверхностью в смысле определения, 
данного в § 20. М  не является поверхностью в смысле определения, 
данного в п. 2, § 21, из-за того, что, стремясь упростить весьма гро­
моздкое определение гладкой поверхности, мы сузили класс погру­
ж аемых многообразий, рассматривая лиш ь гомеоморфные открытому 
кр у гу  области.)



Глава IV.

Теория кривых

§ 22. КАСАТЕЛЬНАЯ ПРЯМАЯ

П усть L  — некоторая кри вая  и X  — точка кривой L. Возьмем на 
L другую  точку Y ,  отличную от X ,  и проведем прямую 1ХУ через точки 
X  и Y  (рис. 44). Если прямые lXY сходятся к некоторой прямой 1Х > 
когда Y  стремится к X ,  то прям ая 1Х называется касательной прямой  
к кривой L  в точке X .  П ри этом считаем, что прямые lXY сходятся к 
1Х, если угол между ними стремится к нулю, когда Y  -*■ X ,  и пишем

Из данного определения следует, что в каж дой своей точке любая 
кривая имеет не более одной касательной прямой, т. е. если каса­
тельная прямая сущ ествует, то она единственна. Вопрос о сущ ество­
вании касательной прямой решается следующей теоремой.

Т е о р е м а .  В каж дой точке С '-гл а д к о й  кривой L сущ е­
ствует касательная прямая к L .  Е с л и г ^ г ^ )  — некоторая С^-глад- 
кая параметризация кривой L , то касательная к L - прямая
1Х в точке X ( t0) кривой L параллельна вектору производной г '  ( t0) 
в этой точке (рис. 45). *"

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если 
г (t) — С*-гладкая параметризация кри-

->- 1Х  И Л И  1Х

вой L, то производная этой вектор-функ­
ции в любой точке отлична от нуля; в 
частности, и в рассматриваемой точке 
X (tQ) вектор г' (t0) Ф  0. Поэтому через 
точку X  (t0) можно провести единствен­
ную прямую  1Х, параллельную  вектору
г' (д . П окаж ем, что 1Х— касательная 
прямая к L в точке X  (t„).

Рис. 44

Возьмем на L точку Y  (t0 +  А^), от­
личную от X  (t0), и проведем через X  
и Y  прямую 1х у . Вектор X Y  =  Дг =

=  г (t0 +  АО — г (t0) будет нап равля­
ющим вектором прямой 1х у . С ледова­
тельно, угол а  между прямыми 1Х и lXY 
равен углу между их ненулевыми нап­
равляющими векторами г' (tQ) и А г. П оэ­
тому имеем, что

0

Рис. 45
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sin а  = I Ar X  r' (ig  |
|A 7 | |?  (/„) I

Ar_ 
At X r ' (t0)

J H '» )  i
I r' ( g  X  r' (<B) 1 

! ''« „ )  I*
o,

т. e. прямые lXY сходятся к lx при Y  ->- X .  И так, lx  — касательная 
к кривой L  в точке X .

Эта теоремй позволяет написать уравнение касательной прямой. 
Точка Z  леж ит на 1Х тогда и только тогда, когда векторы X Z  и г' (Q  

коллинеарны, т. е. тогда и только тогда, когда X Z  =  Кг' (t0), где К — 
вещественное число. Поэтому если p i  =  OZ, то р (К) =  ОХ  +  X Z  
и вектор-функция

Р (К) — r (Q  +  ^r' (to) (О
задает касательную  прямую 1Х.

Введем в пространстве декартовы  координаты X ,  Y ,  Z  с началом 
в точке О, и пусть г (t) =  х  (t)i +  у  (t)j +  z (t)k. Тогда направляю ­
щий вектор г' (to) касательной прямой 1Х в этой системе имеет коорди­
наты х  (t0), у '  (t0) и z' (t0), и потому каноническое уравнение каса ­
тельной прямой пишем как уравнение прямой, проходящей через 
точку (х (t0), у (t0), z (t0)) в направлении вектора {х' ( t0), у ' (t0), т! (/„)}: 

x — x(t0) =  у — у (t0) =  г — г (/„)
•*' (to) у '  (to) г '  (/„)

Д ля случая плоской кривой, заданной явно уравнением у  =  у (х), 
из уравнений (2), учитывая, что х  =  t и что участвуют лиш ь перемен­
ные х н у ,  получаем:

У — У' (х0) (х — х 0) +  У (х0). (3)
З а м е ч а н и е .  Можно определить касательную  прямую I к 

кривой L  в точке X  следующим образом. Пусть Y  — некоторая точка 
кривой L, отличная от X ,  d — расстояние между X  и Y  (в простран­
стве, т. е. d  =  \ XY\ ) .  Тогда прямая / называется касательной, если 
отношение расстояния h от Y  до / к расстоянию d =  \ X Y  \ стремится 
к нулю, когда Y  X  (рис. 46). Из этого определения, во-первых,

следует, что h ->  0, если I— касательная 
прям ая, т. е. I проходит через X .  И во-вто- 

h
рых, зам ечая, что — =  sin а , где а — угол

между I и секущей прямой X Y ,  убеждаемся 
в равносильности этого подхода к опреде­
лению касательной к данному ранее. О т­
меченное свойство касательной прямой по­
казывает, что в окрестности точки каса­
ния кривая отклоняется от своей касатель­
ной прямой на расстояния, порядок кото­
рых выше порядка бесконечно малой вели­
чины d  =  |Дг|.
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§ 23. Д Л И Н А  ДУГИ КРИВОЙ

1. Порядок точек на кривой. Пусть L  — незамкнутая кривая в Е 3, 
т. е. класс эквивалентны х между собой погружений в Е 3 числового 
интервала. Д ля  трех различных точек X , Y,  Z  кривой L  естественным 
образом определяется отношение «между». А именно говорим, что X 
леж ит между Y  и Z, если для некоторой параметризации кривой L 
значение параметра, соответствующего точке X ,  леж ит между значе­
ниями параметров, соответствующих точкам Y  и Z. Напомним, что 
переход от одной параметризации кривой L  к любой другой ее пара­
метризации всегда осущ ествляется с помощью строго монотонной за ­
мены параметра — гомеоморфизма числового интервала на числовой 
интервал. П оскольку такая  замена сохраняет отношение «между» 
для троек точек числовых интервалов, то введенное выше с помощью 
конкретной параметризации кривой L  отношение «между» для троек 
точек на этой кривой не зависит от выбранной ее параметризации, 
а зависит лиш ь от данной тройки различны х точек на кривой L.

Из сказанного выше следует, что отношение «между» для троек 
различных точек незамкнутой кривой обладает теми же свойствами, 
какими оно обладает для троек различных точек на евклидовой п ря­
мой, а потому упорядоченность точек незамкнутой кривой такая  же, 
как  упорядоченность точек на евклидовой прямой. В частности, 
на незамкнутой кривой можно ввести ровно два направления.

Не давая точных определений, отметим, что аналогичные рассуж ­
дения для замкнутой кривой, которая есть класс эквивалентных 
погружений окруж ности в Е 3, показывают, что упорядоченность то­
чек замкнутой кривой такая  ж е, как  упорядоченность точек#окруж - 
ности.

2. Д уга кривой. Пусть L  — незамкнутая кривая в Е 3, а X  и Y  — 
две различные точки кривой L.  Д уго й  кривой L  с концами в точках 
X  и Y  называется множество точек кривой L, состоящее из всех то­
чек, леж ащ их между X  и Y ,  а такж е содержащ ее точки X  и Y ■ Д угу  
кривой L  с концами в точках X  и Y  обозначаем так: L  [X V ]. Если 
L  — зам кнутая кри вая, то любые две различные точки X  и Y  опре­
деляю т на L  две дуги с концами в точках X  и Y  подобно тому, как  две 
точки окруж ности определяю т на ней две дуги с концами в этих 
точках.

Из определения дуги L  [X V ] кривой L  следует, что для каждой 
параметризации кривой L точкам ее дуги L  [X V ] в области параметров 
соответствует числовой отрезок. Поэтому дуга параметрической 
кривой является путем, а дуга кривой — класс соответствующих 
эквивалентны х путей. Напомним, что путь в произвольном топологи­
ческом пространстве — это непрерывное отображение числового от­
резка в это пространство. Когда ж е рассматриваем дугу параметри­
ческой кривой в Е 3, то соответствующий ей путь является погруж е­
нием в Е 3 числового отрезка из области параметров, как сужение по­
груж ения, которое определяет всю параметрическую  кривую.

3. Длина дуги кривой. Пусть L [ X Y ] — дуга кривой L. Возьмем 
на L  [X V ] монотонную конечную последовательность точек Х 0 =  X ,
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X i ,  .. . ,  X n_i, X n =  Y .  (Говоря, что последовательность монотонна, 
имеем в виду, что каж дая точка X t леж ит между Х {_л и X l+1, i — 1, 
.. . ,  п — 1.) Ломаную с вершинами в точках Х 0, X lt ..., Х п будем на­
зы вать правильно вписанной в дугу L \_XY~\. Теперь можно дать сле­
дующее определение: длиной дуги кривой называется точная верхняя 
граница длин всевозможных правильно вписанных в нее ломаных. 
Если длина дуги кривой конечна, то эта дуга называется спрямляе­
мой. К ривая называется спрямляемой,  если любая ее дуга 
спрямляема.

Л ю бая ломаная, правильно вписанная в дугу кривой, является 
такой ж е правильно вписанной ломаной одновременно для всех пу­
тей, задаю щ их данную  дугу. Поэтому длина дуги кривой есть одно­
временно длина всех путей, представляю щ их данную дугу кривой. 
Тем самым вопросы о спрямляемости дуги кривой и о нахождении ее 
длины сводятся к вопросам о спрямляемости пути и его длине. Эти 
вопросы, как  известно, решаются в курсе математического анализа, 
и поэтому приведем лиш ь формулировку соответствующей теоремы, 
отсылая читателей за ее доказательством к любому курсу математиче­
ского анализа.

Т е о р е м а .  Л ю бая  д уга  С 1-гл адкой  кривой L спрям ляе­
ма. Е сли r = r ( t )  — С 1-гл адкая  параметризация кривой L, a  X( t )  
точка кривой L , соответствующая значению t  в этой параметри­
зации, то длина лю бой дуги  L [ X  ( t J X  ( t2)]  кривой L , zde~tl < . t2, 
вычисляется no ф орм уле

s (L [ X  (/x) X  (/„)]) =  ( I ?  (О Н /, (1)
<*.

или, что то же самое для  координатного представления x ( t ) ,  y( t ) ,  
z ( t )  вектор-функции г  (t ) ,  по ф орм уле

s (i. [X  „ ,)  X  ( у  ], У  ( | ) !+  ( Й ) - +  ( £ ) V  (2)

и
З а м е ч а н и е .  Д л я  длины дуги графика функции у  =  у  (х) из 

(2) вытекает частный случай этой формулы

s =  j  V 1 +  (y 'xfdx.  (3)

4. Естественный параметр. Среди класса всех эквивалентных друг 
другу параметризаций заданной С '-гладкой кривой выделяются те, 
в которых параметром является длина переменной дуги (со знаком), 
отсчитываемая от фиксированной точки кривой. Такие парам етриза­
ции и параметр называю тся естественными. Через них удобно вы ра­
ж аю тся геометрические свойства кривой, и они сами выражаю т одно 
из таких свойств — являю тся длиной переменной дуги со знаком, 
один конец которой фиксирован. Перейдем к точным определениям.

Пусть L  — С '-гладкая  незамкнутая кривая, а вектор-функция

54



г =  г (0 , заданная на интервале (а , Р), является ее С‘-гладкой пара­
метризацией (не исключено, что а  =  — оо, или (3 =  +  оо). Через 
X  (0  обозначим точку кривой L, которая соответствует значению 
параметра t в этой парам етризации. Ф иксируем некоторую точку
X  (t0) кривой L  и положим для любого t £ (а, Р)

S (0  =  J  \7  (t) | dt.  (4)
* о

Ф ункция s (t) определена для всех t £ (а , Р). Она непрерывно 
дифференцируема и строго монотонно возрастает, так  как

=  ± ^ \ ? ( t ) \ d t ) = \ 7 ( t ) \ > 0 .  (5)ds

dt

И з равенств (1) и (4) следует, что значение функции s (t) равно дли­
не дуги кривой L [ X  (t0)X  (()] при t >  t0, равно нулю при t — t0 и 
равно минус длине дуги кривой L [_Х (t ) X  (/„)] при t <  t0, т. е. равно 
длине со знаком  переменной дуги кривой L, один конец которой фик­
сирован в точке X  (t„), а другой совпадает с точкой X  (t).

Ф ункция s ( t) диффеоморфно отображ ает интервал (а,  р) на интер­
вал (у, 6), где у =  lim  s (t), а б =  lim  s (t)\ может быть у =  — о о , а 

t-*a <-(3
б =  +  оо . Поэтому сущ ествует обратная для s (t) функция t =  t (s), 
определенная на интервале (у, б). П араметризация кривой

р (s) =  г (t (s)), s 6 (у, б), (6)

полученная из ее параметризации г (t) заменой параметра t на пара­
метр s, назы вается естественной параметризацией кривой L, а пара­
метр s называется естественным параметром кривой L.

Отметим некоторые простые свойства, связанны е с естественной 
параметризацией. _

Л е м м а  1. Если  р =  р (s)  — естественная параметризация С 1-
(/£ 
ds

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дифференцируя равенство (6), полу­
чаем

__
ds dt ds '  ’

Т ак как функции t (s) и s (t) взаимно обратны, то из (5) следует, что

— =  —  =  - ^ — • (8)
ds ds_ | r '  |

dt

11одставляя (8) в (7) и переходя в (7) к равенствам модулей, получаем:

гладкой  кривой L ,  то вектор —  единичный, т. е.
ds

=  1.



В силу результатов § 22 вектор отло­

женный из соответствующей точки X  (s) кривой 
L, является вектором касательной к кривой L  в 
этой точке. В дальнейшем он именуется единич­
ным вектором касательной к L и обозначается 
через т (s) (рис. 47).

Из равенства (4) (или, что то же самое, из 
леммы 1 и инвариантности формы первого диф­
ференциала) непосредственно вытекает следую ­
щее утверждение.

Л е м м а  2. Д л я  лю бой параметризации  
г  (t) С г-гл адкой  кривой L имеет место равенство

\dr\ =  \ds\. (9)
Если теперь вспомнить о том, что первый дифференциал экви ва­

лентен приращению функции, то из равенства (9) вытекают следую­
щие соотношения эквивалентности:

| Дг| — | dr | =  | ds\ ~  | As|. (10)

Соотношения (10) означают, что у гладкой кривой длина бесконечно 
малой дуги |As| или, если параметр считать естественным, |d s | = |  As|, 
эквивалентна длине стягиваю щ ей ее хорды, т. е. модулю вектора Дл 
(см. рис. 47). Эту эквивалентность мы в дальнейш ем неоднократно ис­
пользуем.

П р и м е р .  Найдем натуральную  (естественную) параметриза­
цию кривой, которая задана параметризацией: х  =  t — sin t, у  =

=  1 — cos t, z =  4 sin Ф иксируем на кривой точку, для которой

значение параметра t =  0. Эта точка является, как видно, началом 
координат О. Найдем длину переменной дуги ОМ  кривой (точке М  
отвечает параметр t). Д ля  этого подсчитаем длину вектора

| ?  (01 =  V х '*  +  у ' 1 +  Z'2.
Имеем:

х  =  1 — cos t, у '  — sin /, z' =  2 cos

откуда

I ^  (0 I =  j / " (1 — cos t)2 - f  sin2 1 +  4 cos2 =

=  j / ~ 2 (1 — cos t) 4 cos2 4  =  2.

Тогда
t

s =  s (v-'O/W) =  s (t) =  | 2 • dt  =  21, или t =  —.
о
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Получаем естественную параметризацию 
указанной выше кривой:

1

Легко подсчитать, что

■ cos- 

J F
ds

4 sin-

§ 24. СОПРИКАСАЮЩАЯСЯ ПЛОСКОСТЬ

Пусть L —  некоторая кривая, X  — 
фиксированная точка этой кривой, Y  —  произвольная точка кривой 
L, d =  \XY\ —  расстояние между X  и Y , Р —  некоторая плоскость 
и h —  расстояние от Y  до плоскости Р (рис. 48).

Плоскость Р называется соприкасающейся плоскостью кривой L
в точке X , если отношение — стремится к нулю, когда точка Y  ->  X .

d-
Во-первых, из этого определения следует, что если Р —  соприка­

сающ аяся плоскость кривой L в точке X , то h ->  0, т. е. Р проходит 
через X .

Во-вторы х, из данного определения вытекает, что точки кривой L 
в окрестности точки X  удалены от ее соприкасающейся плоскости Р 
в этой точке на бесконечно малую величину h, порядок которой выше 
второго относительно величины d — |Аг|.

Сравните этот вывод с подходом к определению касательной пря­
мой, данным в замечании в § 22.

Из данного определения следует, что если кривая лежит $  некото­
рой плоскости, то эта плоскость является соприкасающейся для этой 
кривой в любой ее точке. Например, плоскость, в которой лежит 
окружность, является ее соприкасающейся плоскостью в любой точке 
окружности, а такж е любая плоскость, проходящая через прямую, 
является соприкасающейся плоскостью этой прямой в любой точке ее. 
Приведенный пример показывает, что кривая в одной и той ж е точке 
может иметь не единственную соприкасающуюся плоскость. Следую­
щая ниже теорема полностью выясняет условия существования и един­
ственности соприкасающейся плоскости. При ее доказательстве, а 
такж е в ряде других случаев будет полезна следующая лемма.

Л е м м а ,  коллинеарность, а также неколлинеарность векто­
ров первой и второй производных в данной точке любой С *-глад­
кой параметризации одной и той же С 2-гладкой кривой не за­
висит от выбора параметризации, а зависит лишь от выбора точки 
кривой. _

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г (t) и р (s) —  две С2-гладкие 
параметризации С2-гладкой кривой L, a t =  t (s) — тот диффеомор­
физм класса С2, при котором г (t (s)) =  р (s). Д важ ды  д и ф ф е р е н ц и р у я  
последнее равенство, получаем:

dp
ds

dr
~dt

dt_
ds (1)
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d2p
ds

d2r 
dt2

dr
I f

Поэтому векторное произведение

dp Л >
ds л  ds2

dr ^  d2r
It  X dF

d2t
ds*' (2)

(3)

Так как везде ^ ¥ = 0 ,  то из равенства (3) следует, что ^ - х  ^ = 0

dr d2r
тогда и только тогда, когда х  df,

dr
только тогда, когда

=  0, т. е. dp d2р 
ds 11 ds2

dV  
df- '

Т е о р е м а .  В  каждой точке С 2 -гладкой кривой L сущ е­
ствует соприкасающая плоскость. Если г  (t) — некоторая С 2- 
гладкая параметризация кривой L , то соприкасающаяся плоскость 
кривой L в ее точке X  (t) параллельна векторам r '{ t ) и r"(t).

Следовательно, эта плоскость единственна тогда и только тогда, 
когда векторы r'(t) и r"(t) неколлинеарны. Если в точке X  (t) векторы 
г' (t) и г" (t) коллинеарны, то любая плоскость, проходящая через 
касательную  прямую к L в точке X  (t), является соприкасающейся 
плоскостью кривой L в точке X  (/).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г (t) —  некоторая С2-гладкая па­
раметризация кривой L и X  (0  —  некоторая точка кривой L. Прове­
дем через точку X  (t) некоторую плоскость Р  и обозначим через п 
вектор единичной нормали к плоскости Р (рис. 49). Из произвольной 
точки X (t +  АО кривой L опустим на Р перпендикуляр X  (t 4- At) Z. 
Длину его обозначим через h, а такж е положим d =  \Х (0  X  (t +  А/)|.

Вычислим d2 и h.
Так как X  (0  X  (t +  АО == г (t +  АО —  г (0  =  А г, то
IА г |2 =  (А г ,  А г ) .  Д алее, поскольку векторы л и Z X  (/

d2 =  

АО кол­
линеарны и |n| =  1, то h =  |ZX (/ +  At) | =

п р .-  Дг| =

| п р .-_ Х  (0 Х  (/ +  А0| 

(Ал, м)|.
Итак,

_л_
d2

I (Аг, «) I
(Аг, Ал)

По формулам Тейлора имеем: 

А г  =  г ' (0  А/ +  e i (  t,At)  А  г

(4)

(5)

-r'(t)At г "(0  (АОг + е 2 (*, АО (АО2, (6)

Рис. 49
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lim ex (t, ДО =  0 и lim e2 (t, At) — 0. (7)
Д̂ -0 Л/-.0

Подставляя равенство (5) в знаменатель равенства (4), а (6) —  в его 
числитель, получаем:

h | ( ? ,  +  ~  { F ,  п) (ДО2 +  (*,. я ) (д 0 21 

d2 ~  (7, ? )  (ДО2 +  2 (Л  (Г) (А/)2 +  (1Г (д0 2 ’ (8)

или, разделив числитель и знаменатель в равенстве (8) на (Д/)2 ф  О, 
получаем:

, I (г7, п) ■ J  ~  (г7', п) +  (Г2, п) I
-  -------- - -  -  ------ — ----- • (9 )
d2 (г\ г') +  2  ( г \  е х) +  (ги  e t )

При Д < -> 0  в правой части равенства (9) знаменатель стремится к 
_  _  _  h

(г', г') =  \г' |2 >  0. Поэтому ^ - > 0  при Д <-> О тогда и только тог­

да, когда числитель в правой части (9) стремится к нулю. Так как 
lim (е2, п) =  0, то это имеет место тогда и только тогда, когда одно-
Д<-"° _  _  _ _ _
временно (г', п) =  0 и (г", я) =  0, т. е. векторы г' и г" одновременно 
ортогональны нормали я плоскости Р, т. е. одновременно параллель­

ны плоскости Р. Именно в этом случае — ->  0, т. е. плоскость Р яв-
dr

ляется соприкасающейся. Если г' Wт " , то соприкасающаяся плоскость 
единственная. Если г' || г", то в точке X(t) кривая L имеет пучок 
соприкасающихся плоскостей, проходящих через касательную пря­
мую к L в точке X(t).

Из доказанной теоремы вытекает, что в точке X(t) кривой L, где 
г' \\г", вектор г’ х г" является нормалью к соприкасающейся плос­
кости. Поэтому если обозначить через R радиус-вектор произвольной 
точки соприкасающейся плоскости, то ее уравнение можно записать 
через скалярное произведение векторов R —  г и г' х  г":

(R  —7, ?  X 7") =  0, (10)

или, что то ж е самое, через смешанное произведение векторов R —  г, 
г' и г"\

(R — 7, ? , 7") = 0. (11)
В координатах последнее равенство запишется так:

л; —  х (t) у —  у (0 z —  г (t) 
x'(t) y'{t) z'(t)
X"(t) y "(t) z"(t)

0 . ( 12)

П р и м е р .  Найдем уравнение соприкасающейся плоскости кри­
вой, рассмотренной в § 23, в точке О (t =  0). Имеем:
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sin t, у" — cos t, z" =

В  точке О x =  у =  г =  0, х' =  у' =  0. Подставляя эти значения в 
уравнение соприкасающейся плоскости ( 12), получим:

X у Z
0 0 2
0 1 0

=  0,

или х =  0. Таким образом, соприкасающаяся плоскость к данной 
кривой в точке О —  это координатная плоскость х =  0.

§ 25. ТРЕХ ГРА Н Н И К  Ф РЕН Е

В тех точках кривой L , где ее соприкасающ аяся плоскость един­
ственна, определяются три взаимно перпендикулярные прямые и 
три проходящие через них плоскости, носящие название трехгран­
ника Френе. Если эти прямые выбрать за оси координат, то в окрест­
ности начала координат параметрические уравнения кривой мож­
но записать достаточно просто. Определим элементы трехгранника 
Френе.

Любая прямая, проходящая через точку X  кривой L и перпенди­
кулярная ее касательной в этой точке, называется нормалью кривой 
L в точке X . Нормаль, лежащ ая в соприкасающейся плоскости, назы­
вается главной нормалью кривой. Нормаль, перпендикулярная со­
прикасающейся плоскости, называется бинормалью кривой. Итак,

касательная прямая, главная нор­
маль и бинормаль являю тся осями 
трехгранника Френе (рис. 50). Плос­
кость, в которой леж ат все нормали 
кривой, называется нормальной плос­
костью. Плоскость, проходящая че­
рез касательную и бинормаль, на­
зывается спрямляющей. Напомним, 
что через касательную прямую и глав­
ную нормаль проходит соприкасаю­
щаяся плоскость.

Зная уравнения касательной пря­
мой

X — X (t) _  Y — Y (t)

СОПРИКАСАЮЩАЯСЯ
ПЛОСКОСТЬ

НОРМАЛЬНАЯ
ПЛОСКОСТЬ

Рис. 50

_  Z — Z(t)
X ' (i) ~  Y '(t) ~  Z' (/) 

и соприкасающейся плоскости

X —X (t) Y — Y(t) Z — Z(t\
X ' (t) Y ' (,t) Z'(t)
X"(t) Y  "(t) Z"(t)

в произвольной декартовой системе 
координат, легко написать уравнения 
остальных элементов трехгранника

( 1)

0 (2 )
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Френе. Т ак  как вектор r'(t) — X '(t)i  +  Y'(t) j +  Z'(t) k являет­
ся нормалью нормальной плоскости, то уравнение нормальной плос­
кости имеет вид:

X'(t) (X  -  X(t)) +  Y ' (t) (У  -  Y{t)) +  Z'(t) (Z -  Z (0 ) =  o. (3)

Д алее, вектор г' (t) x  r" (;t) является нормалью соприкасающейся 
плоскости, т. е. направляющим вектором бинормали. Поэтому урав­
нение бинормали имеет вид:

■x— x ( t ) _ y — y ( f ) _  z z (t) ^
у' z' г' х' х' у'
У" г" z" х" х" у"

Наконец, нормалью спрямляющей плоскости, а^также_ направляю­
щим вектором главной нормали является вектор г' х  (г' X г"). Пре­
доставим читателю самостоятельно написать уравнения главной нор­
мали и спрямляющей плоскости.

Д алее выясним расположение кривой относительно плоскостей 
трехгранника Френе.

§ 26. КРИ ВИ ЗН А КРИВОЙ

1. Кривизна кривой. Перейдем к изучению числовых характери­
стик регулярной кривой. Их всего две. Первой из них является кри­
визна кривой, о которой можно сказать, что она характеризует ско­
рость поворота касательной прямой при движении точки вдоль кри­
вой. Перейдем к точным определениям.

Пусть L —  кривая (спрямляемая). Обозначим через I (X) и I (Y ) 
касательные прямые к L в точках X  и Y  соответственно, а через 
Ф (X , У ) угол между I (X) и / (Y) и 
через s (X, Y) длину дуги кривой L 
между точками X  и Y  (рис. 51). Если 
существует предел отношения ф (X , Y) 
и s (X, Y ), когда Y  стремится к X :

k (X) =  lim (| (* ’ К)~,
'  к - х  s ( X ,  Y)

то этот предел называется кривизной 
кривой L в точке X . Из этого опре­
деления следует, что кривизна кри­
вой всегда неотрицательна.

Рассмотрим примеры. Очевидно, 
кривизна прямой в любой ее точке 
равна нулю. Рассмотрим окружность 
L радиуса R (рис. 52). Если X  и Y  —  
две точки окружности L, то угол 
Ф (X , Y) между касательными к L в 
точках X , Y  равен углу ф между ра­
диусами ОХ и OY. Как известно, дли­
на дуги окружности s (X , Y) =  Rtp, 
и потому для окружности

Р и с. 51
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=  J L  =  _L =  const >  0,
s (X, Y) Rep R

т. к. кривизна окружности постоянна и равна величине, обратной 
ее радиусу.

И в общем случае величина, обратная кривизне кривой в точке, 
называется радиусом кривизны в этой точке. Итак, радиус кривизны 
окружности равен ее радиусу.

Т е о р е м а .  В каждой точке С 2--гладкой кривой L существует 
кривизна. Е сли  г  (s )  —  естественная параметризация кривой L, 
то ее кривизна k (s ) в точке X (s )  вычисляется по формуле

d2r
k ( s ) =  %

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г (s) — естественная параметри­
зация кривой L, X  (s) и X  (s +  As) —  две точки кривой L, т (s) =

dr (s -(- As)

(2)

dr ^  и т (s +  As) единичные векторы касатель-ds vw> 1 ds
ных k L b  точках X  (s) и X (s +  Ax). Тогда угол ф ( X  (s), X  (s +  As)) 
равен углу ф между векторами т (s) и т (s +  As) (рис. 53), а длина дуги 
между X  (s) и X  (s +  As) равна |As|. Откладываем векторы О А =  
=  t  (s) и ОВ =  т (s +  As) (рис. 54) и, рассматривая равнобедренный 
треугольник ОАВ, находим, что

\х (s +  As) —  т (s)| =  \АВ\ =  2 sin (3)

Теперь имеем:

Ф (A -(s ), X ( s  +  As)) 

I As I
Ф

2 sin Ф

[ X (5 +  As) —  T (s) I 

I As I

JL
2

dr ( s " +  As) d r ( s )
ds ds

As (4)

Оба сомножителя в правой части равенства (4) имеют пределы 

при A s->-0: первый из них стремится к единице, второй —  к

X (S+AS)

d 2r  

d s 2
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Поэтому отношение слева в (4) имеет предел, равный

d2T
кривизна k (s) существует и k (s) =

dV
ds2

т. e.

ds2

2. Первая формула Френе. В  дифференциальной геометрии очень 
часто используется следующее утверждение.

Л е м м а .  Е сли  вектор-функция a (t) дифференцируема и |а (01 =
=  const, то векторы а  (t) и  <-~ р  ортогональны при всех t.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т ак  как \a{t) \ =  const, то (а (t), а (t)) =  
=  const. Дифференцируя последнее равенство, получаем 2 (a (t),
~а (0 ) =  0, откуда и вытекает утверждение леммы. 

dt ]
Применим эту лемму к единичному вектору касательной т (s) =  
dr 
ds ^ 2-гладкой кривой L , имеющей вектор-функцию r(s) своей

dx  d 2r
естественной параметризацией. Вектор во-первых, ортого­

нален единичному вектору касательной т (s) и поэтому направлен по 
нормали кривой L и, во-вторых, параллелен соприкасающейся плоско-

о d2r
сти и поэтому идет по главной нормали кривой L , если -т^Ф 0.

В  силу теоремы 1 модуль вектора ~  равен кривизне кривой L  в соот-

d2rветствующей точке. Поэтому вектор называется вектором кривиз­

ны кривой L. _
„  dr d2r
Л егко видеть, что ортогональные друг другу векторы и не-

d2r
коллинеарны тогда и только тогда, когда -г^ф О , т. е. когда k (s )—

ds2
dV  
ds2

только тех точках кривой, где ее кривизна положительна

>  0 . Итак, соприкасающаяся плоскость единственна в тех и

dPr —
Если вектор ~ ^ Ф  0 , то единичный вектор v (s) =

dV
ds2 т т  н азы-ds2

вается вектором главной нормали кривой L в точке X  (s). Из этого
d 2r  ■— d 2r dx

определения следует, что -т̂  =  kv (s), и поскольку ^  то

f = b ( s). (5)

Равенство (5) называется первой формулой Френе.
Через единичные векторы касательной т и главной нормали v 

определяется единичный вектор бинормали р =  т X v. Единичные 
векторы т, v, р в трехграннике Френе образуют ортонормированную 
правую тройку.
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3. Вычислительная формула для кривизны. Найдем, как вычис­
ляется кривизна С2-гладкой кривой L, заданной произвольной пара­
метризацией г (/). Если р (s) —  естественная параметризация этой же

кривой, то k (s) = d 2p
ds2 

dp

. Из равенства (3) § 24 имеем:

з
у  *£|ds А  ds2

dr d2r
Ж  Х W

_dp
dsТак как ~f- ортогонален —г, то

d2p
ds2" ’

dp сРр 
ds2 A  d.s2

из равенства (8)§ 23 имеем, что

получаем:

или в координатном виде: 

k =

dt 1 1
ds ds dr

~dt dt

и учитывая, что k

(6)

Кроме того, 

. Подставляя послед-

d2p
d i2"

d2р
ds2 окончательно

I r t х  ru I 

k i l a

V x 'y '
x"y"

2
+

y'z'
У "г"

2
+

z'x'
z"x"

3
/ r*  , ,2  , ,2 v 2
(*  +  У + z  )

(7)

(8)

§ 27. КРУ ЧЕН И Е

1. Абсолютное кручение. Пусть L —  спрямляемая кривая, в 
каждой точке которой существует единственная соприкасающаяся 
плоскость. Пусть X  и Y  —  две точки кривой L, Р х и Р у —  соприка­
сающиеся плоскости кривой L  в точках X  и Y  соответственно, 
s (X , Y) —  длина дуги кривой L между X  и Y , а гр (X , Y) —  угол 
между плоскостями Р х и Р у. Тогда если сущ ествует предел отношения

y j , когда У—>-Х, то этот предел называется абсолютным круче­

нием кривой L в точке X  и обозначается через |х| (X ), т. е.

| к | (X ) =  lim (1)
Y-*x s (X, Y)

Отметим один частный случай. Если L —  плоская кривая, в к аж ­
дой точке которой кривизна положительна, то плоскость, в которой 
лежит L , является единственной соприкасающейся плоскостью кри­
вой L в любой ее точке. Поэтому абсолютное кручение кривой L рав­
но нулю в любой ее точке.

Т  е о р е м а 1. В  каждой точкеС3-гладкой кривой L , где кри­
визна положительна, существует абсолютное кручение. Е сли  г  (s) —  
естественная параметризация кривой L  и  $ (s )—  единичный вектор
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бинормали кривой L , то в точке A”(.s) кривой 
L , где кривизна fc(s) >  0, абсолютное круче­
ние | х  |(s) вычисляется по формуле

I X  I ( S )  =
сф  (S)

ds (2 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т ак  как криви­
зна k (s) кривой L равна модулю второй про­
изводной вектор-функции г (s), а г (s) £ С3, 
то функция k (s) £ С1. Поэтому если в точ­
ке X  (s) кривизна к (s) >  0, то она положи­
тельна и в некоторой окрестности й  точки 
X  (s) на кривой L. И поэтому в этих точках вы­
полнимы построения, которые проводились
при определении абсолютного кручения. Возьмем в Q точку 
Y  (s +  As), отличную от X  (s). Угол ф (X , Y) между соприкасающи­
мися плоскостями в точках X  (s) и Y  (s +  As) равен углу между еди­
ничными векторами бинормалей р (s) и Р (s +  As) в этих точках 
(рис. 55), а р (X , Y) — длина дуги кривой L между точками X  и У 
равна |As|.

Дословно повторяя рассуждения, проведенные при доказательст­
ве теоремы из § 26, получаем, что

Ч>(*. У)
■ф(Х, К) 2

I As I
2 sin №  У)

| p (s  +  A s ) - [ l  (s) | 

I As I
(3)

Так как вектор-функция

P (s) =  т (s) X  v (s)
dr d2r

I
ds ds2

(4)

r (s) £ C 3 и k (s)
dV
ds2

>  0 в Q, t o  p (s) f C 1 в й , и поэтому в равен­

стве (3) справа предел при As ->  0 существует и этот предел равен

— (s) , т. е. существует |х |(s) =  lim —  
ds AS-»o As £{s>

2. Кручение. Третья формула Френе. Будем считать, что в каждой 
точке С3-гладкой кривой L, заданной естественной параметризацией

г (s), кривизна к  (s) > 0 .  Рассмотрим вектор — , который задает

поворот соприкасающейся плоскости при движении точки X  (s) по 
кривой L.

Во-первых, вектор ~  ортогонален вектору P(s), во-вторых, так как 

P (s) =  t ( s ) х  v (s), то

J  =  J  X V ( s ) +  T  (s) X Y  ~  kv  X  V +  T  (s) X j -  =  т (s) X y ,  (5) 
ds ds ds ds ds
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dl
ds

а поэтому вектор

dl
ds x (s). Из ортогональности

ортогонален 

dp

вектору

ds
одновременно

векторам т (s) и р (s) следует, что — коллинеа- 
_  " ds

рен вектору 'v(s), т. е. 

dp
ds

(s) =  к (s) v (s). (6)

Равенство (5) показывает, что при движении точки X  (s) по кривой 
L соприкасающаяся плоскость вращается вокруг движущейся каса­
тельной прямой (рис. 56).

Так как |v| =  1, то из (6) следует, что

=  | И (7 )

т. е. из равенств (2) и (7) следует, что абсолютное кручение

|х| (s) =  \к (s)|. (8)

Назовем величину —  к (s) кручением х  (s) кривой L в точке X  (s), т. е. 
по определению положим х (s) =  — k (s). Тогда из этого определения 
и равенства (6) следует, что

dp
ds

(s) =  —  X (s) V (s). (9 )

Равенство (9) называется третьей формулой Френе. Из рисунков 
57 и 58 видно, что кручение х (s) положительно, когда вращение со­
прикасающейся плоскости при движении точки X  (s) вокруг касатель­
ной прямой образует правый винт, и что кручение кривой х (s) отри­
цательно, если это вращение образует левый винт. Этими свойствами 
можно было бы определить знак кручения.

3. Вычислительные формулы для кручения. Сначала вычислим 
кручение для естественной параметризации г =  г (s). Из третьей фор­
мулы Френе (9) имеем:

dp
ds

X < 0
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X (s) =

Дифференцируя равенство (4), получаем: 

§  
ds

( 10)

I ^ £ x ^  +  I ^ x ^  I ( 1
к ds2 ds- k ds ds3 I k

dr d2r 
ds ds*

X —  +  ( — ) '  —  X  — .
k ds ds3 \k )s ds ds2 

dp

(П)

Подставляя в (10) выражение для — из (11) и выражение v =
ds

d2r
и учитывая, что смешанное произведение коллинеарных век-

к ds2
торов равно нулю, получаем, что

%(s)
1 /  dr d:>r d2r 
k2 \ds’ ds*’ ds2

dr dV dV 
ds ’ ds2’ ds3 

Л2 (12)

Д ля произвольной параметризации г (0  кривой L имеем:

/  dr d2r  d3r \ _ / d r  d2r dV\ /  d/\6 

\ds’ ds2’ ds3/  \ d /’ d /2’ d /3/  \ds/

(проверьте самостоятельно равенство (13)) и выражение для &2

62
dr d2r

dl Х  dZ2

Так как

dr _ ds
dt dt

(13)

( И )

(15)

то, подставляя равенства (13), (14) и (15) в равенство (12), получим:

(dr d2r d3r 
,d t ’ dl2’ dt3

к =
dr d 2r 

d  ̂ X  dt2

(16)

Читатель самостоятельно может написать равенства (12) и (16) через 
координаты вектор-функции, задающей кривую L.

П р и м е р .  Найдем кривизну и кручение кривой, рассмотренной 
в примере § 23, в точке 0 .  Д ля вычисления кривизны, как видно из 
формулы (8), требуется знать значения производных первых двух 
порядков в точке О. Напомним, что х' — 1 —  cos t, у' =  sin t, г' —
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-  2 cos =  s 'n У" — cos z"
x' =  y' =  0 , 2 ' =  2, x "  =  2 " 
в формулу (8), получаем, что

— sin —. В точке О имеем 2
0, у" — 1. Подставляя эти значения

/

- V
10 0 2 0 2 2 2 0 2
|о 1 + 1 0 + 0 0

Для вычисления кручения необходимо найти третьи производные: 

х"' =  cos /, у '" =  — sin t, z =  —  — cos В точке О имеем

1, у7"  =  О, z'" =  —д:

X у 
х" у
х"' у'"г‘

г
/// .,///_///

нии (16) для кручения имеет вид:

(Л  Р, Г )  =

В  точке 0  этот определитель равен

0 0 2
0 1 0
1 0 ----- -

Знаменатель в формуле (16) равен произведению квадратов длин век­
торов г и г" на квадрат синуса угла между ними. В  точке О эти век­
торы ортогональны, так как их скалярное произведение равно 
0 - 0  +  0 - 1 + 2 - 0  =  0. Длины указанных векторов равны соот­
ветственно:

|?| =  VO  +  0 +  4 =  2, |Р| =  К О  + 1 + 0  =  1.

Таким образом,

V  X  г" |2 2 sin 2,

а кручение

х =  —  =  —  1 
2

В заключение докажем теорему, которая показывает, что кручение 
характеризует, насколько кривая «неплоская». А именно, имеет место 
теорема.

Т е о р е м а  2.  С 3-гладкая кривая, кручение которой всюду 
равно нулю, плоская.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Зададим кривую L, у которой всюду 
кручение х  равно нулю, естественной параметризацией г (s). Из тре­

тьей формулы Френе (9) следует, что вектор-функция ~  =  0,
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и поэтому вектор р (s) [i(l const. Рассмотрим функцию /'С4)
=  (r (s)> Ро)- Дифференцируя ее, получаем, чш

5 “ ( 1  Ф  (г М ' ! ' )  "

Так как касательный вектор — =  т ортогонален IV , и (I щ
ds

{r(s), Р0) =  С0 =  const. Это и означает, что крпьая I. лежи г и плое 
кости, заданной уравнением [г, Р0) =  С0.

§ 28. ФОРМУЛЫ Ф РЕН Е. Н АТУРАЛЬНЫ Е УРАВНЕНИЯ

1. Формулы Френе. Выше были выведены первая и третья формулы 
Френе, в которых выражены производные вектор-функций т (s) и р (s) 
через кривизну, кручение и вектор-функцию v (s). В целом все фор­
мулы Френе (их будет всего три) дают выражение для первых про­
изводных направляющих орт т (s), v (s) и р (s) сопровождающего 
трехгранника С3-гладкой кривой L через эти орты, кривизну k (s) и 
кручение х  (s) кривой L. Остается вывести вторую формулу Френе

для Имеем v (s) =  р (s) X т (s), поэтому, учитывая первую и 

третью формулу Френе, запишем:

7  =  7  х  T (s ) +  P (S) X у  =  — x ( s ) ( v ( s )  X t ( s ) )  +as as as #

+  P (s) X (k (s) V (s)) -  -  k (s) X (s) +  X  (s) P (s). (1)

Итак, формулы Френе имеют вид:

£  =  k (s )v (s ) ,
ds

d̂ ==— k (s ) x ( s ) + K ( s )  P (s), (2)
ds

7 =  —  x (s ) v ( s ) .
ds

Полезно запомнить, что матрица коэффициентов в формулах (2) косо­
симметрична:

/ О  k(s)  0 \
—k (s) 0 х  (s) . (3)

\ 0 — х (s) 0 1
2. Расположение кривой относительно сопровождающего трех­

гранника. Имея формулы Френе, можно описать расположение С3- 
гладкой кривой L в окрестности точки, где кривизна положительна 
относительно плоскостей сопровождающего трехгранника. Эта задача 
решается построением проекций кривой на указанные плоскости.
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Будем считать, что кривая L задана 
естественной параметризацией г (s), при­
чем рассматриваемой точке X  кривой L 
соответствует значение s =  0 и в этой 
точке кривая L имеет кривизну kn >  0 и 
кручение х0 Ф  0. Единичные векторы 
трехгранника Френе в этой точке обозна­
чим через т0, v0, р0. Тогда, используя фор­
мулу Тейлора и формулы Френе, получаем:

7(s) =  7 ' (0) s +  ~~r"ss (0) s2 -f

Р и с .  5 9  + 4  Г "  ( 0 )  s 3 +  . . .  ;
О

r's =  Г , 7"s =  V  =  k v > r “ss =  4  ( ^ V ) =
ds d  s

=  k's v -b kv's =  ksv +  k (—  /ет +  xP) =  ksv —  k-т +  Ь ф . (4) 

Поэтому

r (s) =  — - i  /&3 +  . . .J t 0 +  ft0s2 +  li, (0) s3 +

+  -  •) Vo +  ( j  W 3 +  • • •) Po- (5)

Считая точку X  началом координат, а векторы т0, v0 и ро ортами 
осей х, у, z соответственно и ограничиваясь лишь главными членами 
координатных функций, получаем, что в окрестности точки X  кривая 
L задается такими приближенными равенствами:

х ~  s ,  у ~  ^-/e0s 2 , г  »  - i / e „ x 0s 3 . ( 6 )

Поэтому ее проекция на соприкасающуюся плоскость х, у близка 

к параболе у =  — k0x2 (рис. 59). Это означает, что кривая L ортого­

нально пересекает нормальную плоскость у, г и, касаясь спрямляющей 
плоскости х, г, лежит по одну сторону от нее —  с той стороны, 
куда направлен вектор главной нормали v„.

Проекция кривой L на 
спрямляющую плоскость х, z 
близка к кубичной параболе

z =  ~1гих,0̂  (рис. 60). Это оз- 
6

начает, что при х0 Ф  0  кривая 
L, касаясь в точке X  сопри­
касающейся плоскости X, у, 
переходит в этой точке с одной 
стороны плоскости х, у на дру­
гую сторону. Д вум возможным
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знакам кручения соответствуют случаи а) и б), показанные на ри­
сунке 60.

Наконец, проекция кривой L на нормальную плоскость у, г близ­
ка к «полукубической» параболе у =  Сг2/3, постоянный коэффициент 
С вы раж ается через k0 и х 0 из равенств (6) (рис. 61). Дополнительной 
информации о поведении кривой L этот рисунок уже не дает.

3. Натуральные уравнения. Если продолжить рассуждения, при­
ведшие к равенству (5), то можно убедиться, что для бесконечно диф­
ференцируемой кривой все коэффициенты при различных степенях 
естественного параметра s выражаются через векторы т0, v0, ро, а 
такж е функции кривизны k (s), кручения х (s) и их производные раз­
личных порядков. Это соображение подсказывает, что заданием 
векторов т0, v0, |30 и двух функций k (s) и х  (s) можно однозначно 
определить кривую, для которой k (s) и х  (s) являются кривизной и 
кручением. Действительно, имеют место следующие две теоремы.

Т е о р е м а  1. Если две регулярные кривые L 1 и L 2 имеют 
соответственно равные кривизны fc1(s)= k .i(s) и кручения x 1(s)  =  x 2(s) 
и для некоторого значения естественного параметра s совпадают 
и две соответствующие точки этих кривых, и единичные орты соп­
ровождающего трехгранника данных кривых в этих точках, то кри­
вые L x и  совпадают.

Т е о р е м а  2. Пусть в некотором числовом интервале (а, Ь) 
заданы две непрерывные функции k (s) и х  (s ) ,  причем k (s) >  0. 
Тогда существует регулярная кривая L , для которой k (s) и  x ( s )  
являются соответственно кривизной и кручением, a s  —  естествен­
ным параметром.

Равенства k — k (s) >  0 и х  — х (s), задающие кривизну и кру­
чение как функции естественного параметра s, называются натураль­
ными уравнениями кривой.

Часто эти две теоремы формулируются кратко в следующем виде: 
регулярная кривая определяется своими кривизной и кручением одно­
значно, с точностью до положения в пространстве.

Выражение «... с точностью до положения в пространстве...» озна­
чает, что две кривые, у которых в точках с одним и тем ж е значением 
параметра s совпадают кривизны и кручения, могут быть совмещены
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движением. Д ля того чтобы их совместить, доста­
точно совместить движением пару их соответствую ­
щих точек и орты трехгранников Френе в этих 
точках. После этого по теореме кривые совпадут.

Подробные доказательства этих теорем, исполь­
зующие теоремы существования и единственности 
теории дифференциальных уравнений, читатель мо­
жет найти в [7 ], гл. I I I .

4. Винтовые линии. Винтовой линией называет­
ся кривая, заданная уравнениями вида

х =  a cos t, у =  a sin t, z =  bt, t £ (— oo, + ° ° ) ,  (7)

где а и b постоянные. Мы будем считать, что а ^  0.
Д ля а >  0 и Ьф0 кривую можно считать образо­

ванной движением точки, проекция которой на плоскость х , у 
равномерно движется по окружности х2 +  У2 =  я2, а проекция на 
ось г равномерно движется по этой оси (рис. 62). Винтовая линия 
лежит на прямом круговом цилиндре. Если а >  0 и b =  0 , то по­
лучаем «бесконечную обмотку» окружности, а если а =  0 и b >  0, то 
получаем прямую —  ось г.

Д ля винтовой линии легко перейти к естественному параметру. 
Действительно,

Р и с. 62

=  |’К (—a sin О2 +  (а cos О2 +  b2 dt =  V а -  +  b2 t. (8)

Поэтому из (7) и (8) получаем: 

г (s) =  ( a cos a sin
bs

V  а2 +
(9 )V  а1 +  b2 V  а2 +  й2

Вычисляя кривизну и кручение по формулам (2) § 26 и (12) § 27, 
получим, что

а ? +  Ы
( 10)

т. е. кривизна и кручение винтовои линии постоянны.
Решая уравнение (10) относительно а и Ь, находим, что

а =
к

, ь
к2. 4- к'1. (П)

По этим а и b можно построить винтовую линию, определяемую 
уравнениями (7), если заданы k и х. Из теоремы 1 следует, что лю­
бая кривая с постоянными кривизной и кручением является винтовой 
тинней.



Глава V.

Внешняя геометрия поверхностей

§ 29. К Р И В Ы Е  НА ГЛАДКОЙ ПОВЕРХНОСТИ

Пусть S  —  гладкая поверхность класса Сг (г ^  1) и / : г =
— г (и, v) а С  (D ) —  ее параметризация (впредь D будет стандартно 
обозначать открытый прямоугольник пространства R 2, заданный не­
равенствами а <  и <  Ь, с <  v <  d). Как уж е отмечалось, поверх­
ность S  отождествляем с множеством точек, являющимся образом 
прямоугольника D при вложении /.

Пусть у —  некоторая кривая в пространстве. Будем говорить, 
что кривая у лежит на поверхности S , если все точки у принадлежат 
S .  Рассмотрим множество / = /~‘ (у) cuD . Покажем, что если 
/ —  С - гладкая кривая в D , то у —  Сг-гладкая кривая в пространст­
ве. Действительно, пусть и =  и (/), v =  v (t) (а  <  t <  Р) —  пара­
метризация класса С  кривой /. Это значит, что и (t), v (t) £ С  (а ,  Р) 
и а ' +  v' >  0. Поскольку у = / (/), то у задается вектор-функцией 
Г (t) =  Г (и (t)).

Ясно, что г (/) £ С ' (а , Р) как суперпозиция функций класса Сг. 
Кроме того,

г' (t) =  г'и и - f  7 V v ф  0, *  ( 1)

поскольку ru\\rv и и 2 +  V'* >  0.
Таким образом, г =  г (t) =  г (и (t), v (t)) —  Сг-гладкая парамет­

ризация кривой у, и, стало быть, кривая у принадлежит классу Сг.
Из сказанного ясно, как задаются Сг-гладкие кривые на поверх­

ности S , параметризованной вектор-функцией г (и, и) £ Сг (D). Д ля 
этого рассматриваются всевозможные С'-гладкие кривые / с О  и 
берутся сужения вектор-функции г (и, и) на I. Эти сужения являются 
параметрическими кривыми класса Сг, задающими С'-гладкие кри­
вые у на S .

Параметрические уравнения и — и (/), v =  v (t) (а <  t <  Р), за­
дающие кривую I a  D, называют внутренними уравнениями кривой
Y на поверхности S .

Среди всевозможных кривых на поверхности S , параметризован­
ной вектор-функцией г (и, v) £ Сг (D ), важную роль играют два се­
мейства кривых {у,,} и {у £,}, внутренние уравнения которых соот­
ветственно

и =  t, v и0 =  const, t 6 {о, b) (2)
и

и =  и0 =  const, v =  t, t£ (c , d). (3)
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Уравнения (2) и (3) задают в прямоугольнике D координатную сеть 
(рис. 63). Кривые уи и yv называют координатными линиями на S , 
кривые уи —  линиями и (или линиями v =  const), yv —  линиями v 
(или линиями и =  const). Оба семейства {у ы} и {у^,} образуют на 
поверхности S  сеть координатных линий (см. рис. 63).

Я сно, что если от одной параметризации поверхности S  перейти 
к другой эквивалентной параметризации, то сеть координатных ли­
ний на S ,  вообще говоря, изменится.

П усть Х 0 (и0, и0) —  произвольная точка поверхности S , и пусть 
Yu и Yv —  координатные линии, проходящие через Х 0. Очевидно, 
они являю тся С'-гладкими кривыми, заданными вектор-функциями 
соответственно г (t, и0) и г (н0, t), а векторы ги (ы0, v0) и rv (и0, v0) 
есть касательные векторы соответственно к координатным линиям 
уи и yv в точке Х 0 (и0, о0) (см - Рнс- 63)-

Отсюда в силу определения гладкой поверхности следует, что в 
каждой ее точке координатные линии уи и yv пересекаются под углом, 
отличным от нуля и л.

Примерами простейших сетей координатных линий на поверхности 
могут служ ить: а) сеть прямых х  =  const, у =  const на плоскости 
с декартовыми координатами х, у, б) сеть, состоящая из концентриче­
ских окружностей с центром в точке О и лучей с началом в точке О 
на плоскости с полярными координатами (полюс О исключается из 
рассмотрения); в) сеть меридианов и параллелей на поверхности вра­
щения, в частности на сфере с географическими координатами.

§ 30. КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ.
СПЕЦИАЛЬНАЯ ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ ПОВЕРХНОСТИ

Пусть S  —  ^ -гл а д к а я  поверхность. Контингенцией поверхности 
S  в точке X  6 S  называется множество всех прямых, являющихся 
касательными в точке X  ко всевозможным С'-гладким кривым на S , 
проходящим через точку X.

Если контингенция поверхности S  в точке X  является плоскостью, 
то эта плоскость называется касательной к S  в точке X.
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Т е о р е м а  1. В каждой точке С 1- гладкой поверхности су­
ществует касательная плоскость. Е сли  г  =  г (и , г») —  некоторая С 1- 
гладкая параметризация поверхности S, то касательная плоскость 
к  S  в точке Х (и 0, v0)параллельна векторам г и (и0, г>0) и  r D( « 0,i>0).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть г =  г (и, у) 6 С1 (D) —  некото­
рая параметризация поверхности S . Покажем, что контингенция по­
верхности S  в любой точке X  6 S  является плоскостью.

П усть у —  произвольная (^-гладкая кривая на S , проходящая 
через точку X (и0, v0), и пусть и =  и (t), v =  v (t) —  внутренние 
уравнения у, причем точке X  отвечает значение параметра t =  0̂. 
Тогда вектор-функция г (t) =  г (и (/), v (t)) задает (^-гладкую  пара­
метризацию кривой у, а касательный вектор к у в точке X  имеет вид:

г' ( У  =  ги («0. v0) и' (t0) +  rv (и0, v0)v' ( g .

Отсюда следует, что касательная к у лежит в плоскости я , про­
ходящей через точку X  и параллельной векторам ги (,и0, у0) и 
rv (и0, vQ). Таким образом, контингенция к S  в точке X  содержится 
в плоскости п.

Теперь покажем, что всякая прямая m плоскости л , проходящая 
через точку X , принадлежит указанной контингенции, т. е. является 
касательной в точке X  к некоторой С1 -гладкой кривой на S , прохо­
дящей через X . Обозначим через s направляющий вектор прямой т. 
Поскольку ги (и0, v0) -И" rv (м0, у0), то

s =  аги (и0, v0) +  Рrv («о, v0). ,
Рассмотрим в прямоугольнике D открытый отрезок /, заданный 

параметрическими уравнениями

И Uq —|— сс/, V =  Uq —[— [5^, 

где t 6 (— б, 6), а б выбрано так, чтобы I a  D. Вектор-функция 
г (t) =  г (и0 +  at, v0 +  Рt) задает С’-гладкую кривую у, лежащ ую 
на поверхности S  и проходящую через точку X , которой соответствует 
значение параметра t — 0 . Т ак как

г' (0 )  =  ru (uQ, v0)a +  rv (и0 и0)Р  =  s,

то прямая т совпадает с касательной к кривой у в точке X  и, следова­
тельно, принадлежит контингенции поверхности S  в точке X .

Таким образом, контингенция к поверхности S  в точке X  является 
плоскостью, проходящей через точку X  и параллельной векторам 
г„ (и0, о0) и rv («0, v0) (рис. 64). Теорема доказана.

Единичный вектор, перпендикулярный касательной плоскости к 
поверхности S  в точке X , называют нормалью поверхности S  в точ­
ке X. Очевидно, сектор



0. (1)

является нормалью к S ,  если г =  г (и, v) —  некоторая О -глад кая  
параметризация поверхности S .

Если в пространстве введены декартовы координаты х, у, z, то 
уравнение касательной плоскости к S  в точке X (и0, v0), очевидно, 
имеет следующий вид:

X — х (и0, vg) У — у (« 0, и0) 2 —  z (и0, и0)
х и («о. ио) У и (« 0 . Uo) z u («о- Uo)
X V ( “ о . и о) У у  ( « о -  v o) Zv  ( « о -  v o)

С касательной плоскостью связана некоторая специальная пара­
метризация гладкой поверхности в окрестности любой ее точки. Име­
ет место следующая теорема.

Т е о р е м а  2. Пусть S  —  С г- гладкая поверхность, и пусть 
точка X £ S  ( r ^ l ) .  Введем в пространстве декартову систему коорди­
нат так, чтобы ее начало совпало с точкой X , оси х н у  леж али  
в касательной плоскости к S  в точке X , а ось z  была направле­
на по нормали к S  в точке X . Тогда у точки X  на поверхности
S  существует окрестность, которую можно задать уравнением г  =  
= f ( x ,y ) ,  причем функция f  в некоторой окрестности точки (0, 0) 
плоскости х ,  у  принадлежит классу С г и имеют место равенства

/ (0, 0) =  /, (0, 0) =  L  (0, 0) =  0. (2)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г =  г (и, и) 6 СГ (D ) —  некото­

рая параметризация поверхности S ,  и пусть (и0, v0) —  внутренние 
координаты точки X . Пусть далее х  (и , и), у (и, и), z (и, v) —  коорди­
наты вектор-функции г (и, v) в системе координат, введенной в усло­
вии теоремы. Т ак  как векторы ru (и0, v0) и г,, (,ы0, и0) лежат в плоско­
сти х, у (рис. 64), то

Ги («о- t»o) =  Iх и («о. v0), уи (и0, w0), 0}

rv («О- vo)

Поскольку ru

0.

Рис. 64

i x v  ( « 0 > ио). У у («О- у о)> °} -

Х и (М0> Уо) У и («о.
(« 0 - yo) Уу  ( « 0 > ио)

Это означает, что в некоторой окрест­
ности точки (« 0, и0) якобиан системы фун­
кций

х  =  х (и, к), у =  у (и, v) (3)

отличен от нуля. Тогда по известной тео­
реме о неявной функции эта система допу­
скает обращение в некоторой достаточно 
малой окрестности точки (н0, и0), т. е. из 
системы (3) можно выразить и, v как функ­
ции от х , у:
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и =  и (X, у), v =  v (х, у). (4)

При этом функции (4) определены в некоторой достаточно малой ок­
рестности точки (х0, у0), где х 0 =  х (« 0, и0), у0 =  у (м0, и0), и принад­
леж ат в ней классу Сг. В  этой окрестности всякая точка поверхности
S с координатами (х (и, v), у (и, v), г (и, v)) может быть задана также 
координатами (х, у, г (и (х, у), v (х, у))).

Но это и означает, что найдена окрестность точки X  на поверх­
ности S ,  которую можно задать уравнением z — f (х, у). Кроме 
того, очевидно, что функция f принадлежит классу С . Так как по­
верхность S  проходит через точку X, которая является началом коор­
динат, то f (0, 0) =  0.

Равенства /д (0 , 0) =  fy (0 , 0) =  0 следуют из того, что касатель­
ные к сечениям поверхности S  плоскостями х, z и у, z в точке X  ле­
жат в плоскости А', у. Теорема доказана.

§ 31. П ЕРВАЯ КВАДРАТИЧНАЯ ФОРМА ПОВЕРХНОСТИ 
И СВЯЗАННЫ Е С НЕЙ ПОНЯТИЯ

1. Первая квадратичная форма. Пусть S  —  С1-гладкая поверх­
ность и г =  г (и, и) 6 с1 (D) —  некоторая ее параметризация. Пер­
вой квадратичной формой поверхности S  называется квадрат полного 
дифференциала dr вектор-функции г (и, v). Поскольку

dr =  ru du +  rv dv, 
то первая квадратичная форма имеет вид:

d r  =  r2u du2 +  2 (ru, rv) dudv +  r2v dv*. ,  ( 1)

Обозначив первую квадратичную форму поверхности римской 
цифрой I, перепишем (1) в виде

I =  Е (и, v) du1 +  2F  (и, и) dudv - f  G (и, v) dv2, (2)
где

E  =  rl, F  =  (ru, rv), G =  r'i (3)

(I является квадратичной формой относительно дифференциалов du 
и dv.) Отметим два свойства I.

1°. Первая квадратичная форма поверхности является положи­
тельно определенной.

Действительно, по определению I =  dr~ и, следовательно, неотри­
цательна. Если же 1 =  0 , то с/r =  ru du +  rvdv =  0 , и тогда du =  
«= dv =  0, поскольку векторы ги и rv линейно независимы.

Отметим, что в положительной определенности формы I можно 
было бы убедиться, составив дискриминант I:
EG — F 2 =  r2u rl —  (ru, r j 2 =  r2url (1 — cos2 cp) =  r2u r2vsin ф =

=  Vu X ~rv I2,

где ф —  угол между векторами ги и rv. Поскольку векторы ги и 7 v 
неколлинеарны, то
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EG -  Я  =  \ra X r J 2 ф  0 . (4)

2°. Первая квадратичная форма не зависит от выбора параметри­
зации поверхности.

Действительно, переход от параметризации г — г (и, v) £ С1 (D) 
поверхности S  к эквивалентной параметризации р =  р (и , v') 6
6 С1 (D') означает, что сущ ествует С1-диффеоморфизм 

и =  и { и ,  v'), v =  и ( , / ,  v') 
между прямоугольниками D и D ', такой, что

р (« ' ,  и') =  7  (и (и ,  v')i v (,и , и')).

Из курса математического анализа Известно свойство инвариант­
ности первого дифференциала (то, что здесь не скалярная, а вектор­
ная функция, оказывается несущественным). Следовательно, dp2 =  
=  dr2, что и требовалось доказать.

Разум еется, вид коэффициентов I зависит от выбора параметриза­
ции, но значения формы в целом от параметризации поверхности не 
зависят.

Если ввести в пространстве декартовы координаты х, у, г, то 
коэффициенты Е , F , G первой квадратичной формы вычисляются по 
следующим формулам:

Е  = ? *  = x l  +  yl +  ** ,
F  = '_(ru, rv) =  х x v +  У uyv - f  zuzv, (5)
G =  rv — x v -{- yv -j- zv.

2. Примеры первых квадратичных форм.
П р и м е р  1. Пусть S  —  плоскость, на которой введены декар­

товы координаты х, у. Тогда вектор-функция, задающая параметри­
зацию S ,  имеет вид:

r~= xi +  уД
откуда

I =  dr2 =  dx2 -f- dy2.

П р и м е р  2. S  —  плоскость с 
полярными координатами р, 0 .  Так 
как х  =  р cos 0 , у =  р sin 0 , где 
х,у  —  Декартовы координаты, то

I =  dx2 +  dy2 =
=  (dp cos © —  p sin 0c(0)2 -f- 
+  (d  p sin 0  +  p cos 6d6)2 =

=  dp2 +  p 2dQ2.
П p и м e p 3. Пусть S  —  сфера 

радиуса R с центром в начале коор­
динат (р и с. 65). В  качестве внутрен­
них координат выбраны географичес- 

Рис. 65 кие координаты и, v (см. пример 2,
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п. 2 § 21). Уравнения сферы в этих координатах имеют вид:

х =  R cos и cos v, 
у =  R sin и cos v, 
z =  R sin v.

(Напомним, что географические координаты вводятся на сфере, из 
которой удален один меридиан.)

После вычислений находим, что

Е  =  R 2 cos v, F  =  О, G =  R\
Таким образом, первая квадратичная форма сферы в географиче­

ских координатах имеет вид:

I =  R2 (cos2 vdu~ +  dv2).
П р и м е р  4. Пусть С1-гладкая поверхность S  задана уравне­

нием z =  f (х , у), т. е. S  является графиком функции / (х, у). В  этом 
случае вектор-функция, задающая поверхность S ,  имеет вид:

7 (х, у) =  х 7 +  у Т +  / (х, у) k.
Тогда

Е =  \ + / ? , F  =  f J y, 0 = 1 + / ’ . (6)

Следовательно, первая квадратичная форма поверхности, которая 
. является графиком функции / (х, у), имеет вид:

I =  (1 +  f 2x) dx2 +  2 f J у dxdy +  (1 +  f]) dy2.
3. Длина дуги кривой на поверхности. П усть у —  ^ -гл а д к а я  

кривая на ^ -гл ад к о й  поверхности S , и пусть и — и {tf, v =  v (t) 
(a ^  t ^  p) —  внутренние уравнения дуги АВ  кривой v (значение 
t — а  соответствует точке A, t =  p —  точке В). Если вектор-функ- 
ция г =  г (и, и) 6 С1 (D ) задает поверхность S ,  то вектор-функция 
класса С1

г (0  =  г (и (0 , v (t)) (а t ^  Р) 

задает дугу АВ  в пространстве. Тогда длина дуги А В  вычисляется 
по формуле (1) § 23:

Р
s (^ А В )  =  j' \r' (t) | dt.

а

Отсюда имеем:

Р Р а- ----------=-------
s ( ^ А В ) =  j  | ruu +  rvv' | dt =  j  ] /  (ruu +  rvv ) 2 dt =

a  a
P __________________________________

=  L У  E u '2 +  2 Fu'v  +  Gv'‘ dt.
a

Таким образом, для вычисления длин дуг кривых на поверхности



достаточно знать первую квадратичную 
форму поверхности и внутренние урав­
нения кривых. Так как вдоль кривой у

S (0 =  I ?  (О I , 
то вдоль любой О -гладкой кривой yczS

ds2 =  d ?  =  I. (7)

4. Угол между кривыми на поверх­
ности. Пусть S  —  С '-гладкая поверх­

ность, заданная параметризацией г =  г (и, и) 6 С1 (D), и пусть 
X  (и, и) —  произвольная точка на поверхности S . Направле­
нием (du : dv) в точке X (и, и) на поверхности S  называется^ направ­
ление вектора dr =  ru du +  rvdv. (Поскольку вектор ы_г„ и г „ в  дан­
ной точке X  фиксированы, то направление вектора dr определяется 
отношением дифференциалов du и dv.) Углом между направлениями 
(du : dv) и (бы : би) называется угол между векторами dr =  rudu - f  
+  7vdv и б г — гиЬи +  rvbv (рис. 66). Пусть 0 — угол между на­

правлениями (du : dv) и (6и : би). Тогда

(dr, 67)
cos 0 =

I dr 11 hr

Так как

то

d r  =  Edu“ +  2Fdudv -f- Gdv",
6 f- =  E&u2 +  2Fbubv +  G8u2,

(dr, 6r) =  Edubu -f- F  (dubv +  dvbu) +  Gdvbv,

„ EduSu +  F (du8v -|- dvbu) +  Gdvbu , Q.
cos 0 =  v ....—  -- ■—--- -------------■ (8)

Y E d u 2 +  2 Fdudv +  Gdv2 ■ Y F d u 2 2F6u8v -f- G6i|2

Пусть у —  С1-гладкая кривая на О -гладкой поверхности S . Говорят, 
что у в точке X  6 у имеет направление (du : dv), если вектор dr =  
=  rudu +  rvdv есть касательный вектор к у в точке X.

Ясно, что если и =  и (t), v =  v (t) —  внутренние уравнения у 
на S , то du : dv =  и' (/) : v' (t), где / соответствует точке X  на у.

П усть кривые у, и у2 на поверхности S  проходят через точку X . 
Углом между кривыми и у2 в точке X  называют угол между направ­
лениями этих кривых в точке X. Таким образом, угол между кривы­
ми на поверхности — это угол между касательными к ним и потому 
не зависит ни от параметризации поверхности S , ни от параметриза­
ции кривых yt и у2-

Остановимся на одном частном случае. Вычислим угол между 
координатными линиями уи и yv на поверхности S . Линия уи имеет 
направление (du : 0 ), а линия yv —  (0 : 6и). Поэтому для угла 0 м еж ­
ду координатными линиями из (8) получаем формулу

80



cos 0 =  F . (9)
V  EG

Из (9) следует, что координатная сеть на поверхности S  будет ортого­
нальной тогда и только тогда, когда F  =  0.

В  заключение параграфа сделаем одно замечание.
З а м е ч а н и е .  Рассмотрим первую квадратичную форму поверх­

ности I =  Edu2 +  2Fdudv - f  Gdv2 вдоль координатных линий. Тогда

вдоль линии и I — Edu2, отсюда в силу равенства (7) Е  =  [—\2 и 

г  ids\2аналогично и =  — .
\dv)

§ 32. ПЛОЩАДЬ ОБЛАСТИ НА ПОВЕРХНОСТИ

1. Определение площади области на поверхности. П усть S —  С1- 
гладкая поверхность, заданная вложением / класса С1 гомеоморфной 
открытому кругу области W<^R2 в пространство Е 3, и пусть Qcz W2— 
компактная область, а Р =  f  (Q). Будем считать, что граница Р  
состоит из конечного числа (^-гладких дуг (кусочно-гладкая).

Разобьем область Р на более мелкие области Р 1 с кусочно-гладкой 
границей. В  каждой области P t возьмем произвольную точку А 1 и 
спроецируем ортогонально Р , на касательную  плоскость T t к поверх­
ности S  в точке A t. Будем считать, что области P t настолько малы, 
что это проецирование взаимно-однозначно. Обозначим через P t про­
екцию P t. Область P t плоская и ограничена конечным числом С1- 
гладких дуг. Из курса математического анализа известно, что такая 
область P t квадрируема, т. е. имеет площадь о (P t).

Рассмотрим 2 СТ гДе суммирование проведено по всем облас-
i

тям Р , разбиения области Р.
Площадью области Р  на поверхности S  называется предел сумм 
(Р^ при условии, что максимальный диаметр областей P t стремит-

i
ся к нулю, если этот предел не зависит ни от способа разбиения об­
ласти Р , ни от выбора точек A t.

Это определение площади поверхности отвечает наглядным пред­
ставлениям об измерении площади «кривой» поверхности, при кото­
ром поверхность разбивают на достаточно мелкие части, которые мож­
но считать почти плоскими.

2. Теорема существования площади. П окаж ем, что площадь об­
ласти Р  на ^ -гл а д к о й  поверхности S  в смысле данного выше опре­
деления сущ ествует, и дадим формулу для ее вычисления.

Т  е о р е м а. Пусть Р  —  компактная область С 1- гладкой 
поверхности S  с кусочно-гладкой границей. Тогда существует пло­
щадь а (Р ) области Р .  Е сли  f  : г  =  г  (и , v ) £ C 1d (D )  —  некоторая 
С 1-гладкая параметризация поверхности S , то

а (Р ) =  ( j  | ru х  rv | dudv — j j *  V EG — F 2 dudv, (1) 
"q q
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где Q =  г  ( " )  с :  D\ Ь, t , и  —  коэффициенты первой квадратич­
ной формы поверхности S.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Указанному в п. 1 § 3 2  разбиению 
области Р  с  S  на области Р t соответствует разбиение области Q ку- 
сочно-гладкими кривыми на области Qt. Самой области Р cz S  соот­
ветствует в области D параметров (и, v) область Q, ограниченная ко­
нечным числом О -глад ки х дуг. Выбранным в каждой области P t 
точкам A t соответствуют точки Х г сг Qf. Вычислим площадь сг (Р{) 
плоской области P h лежащей в касательной плоскости T t к S  в точке 
A t (см. п. 1 § 29). Д ля этого введем местную систему координат х, у, z, 
приняв точку A t за начало координат, касательную плоскость 7 ,  
за координатную плоскость х, у,  направив ось z по нормали к S  в точ­
ке Л . В  этой местной системе координат область P t задается уравне­
ниями

х =  X (и, v), у =  у (и, v), z =  z (и, и), (и, v) 6 Qi, (2) 

а первые два из них устанавливают биективное отображение области 
Qt на P t. Параметры (и, v) можно считать криволинейными коорди­
натами в области P t. К ак  известно из курса математического анализа, 
площадь плоской области P t в криволинейных координатах (и , v) 
вычисляется по формуле

«г

/ х, у 
и ,  V

dudv = х и У и
Ху Уу

dudv.

Вектор ru X rv направлен по нормали к поверхности, а так как в 
точке А 1 нормаль направлена по оси г, то из трех координат вектора 
Гг'и  х  rv отлична от нуля лишь проекция его на ось г, т. е.

х и У и 
Ху У V

Следовательно, в точке X ,

К  X F J  = хи У и
xv yv (3)

В  произвольной точке X  (и, v) 6 Qi равенство (3) не выполняется. 
Однако можем написать, что

Где функция

хи Уи 
Ху У V

Е ;  ( ы ,  V)

\ru X rv

ха У и 
Ху Уу

+  ег (и, и), (4)

непрерывна и стремится к нулю при X  
в каждой области Qt.

Поскольку, как было показано в п. 1 § 31 ,

|7И х  Tv | =  V e g - f \

| Г  и  X  Г у  |

Х г. Равенство (4) напишем
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то | ru X rv I, очевидно, не зависит от выбора местной системы ко­
ординат х, у, z и является функцией исключительно внутренних ко­
ординат (и, v) на S .

Так  как в произвольной точке X  (и, v) 6 Qi

COS 0; |,

г д е0г — угол между нормалями к S  соответственно в точках A t и / (Л"), 
то

I е/ I =  I r'u X rv | (1 —  | cos 0г | ). (5)

Введем в рассмотрение функцию 0 (п х, л у), выражающую величину 

угла между нормалями пх и п у к поверхности 5  соответственно в точ­

ках / (X ) и f  (V). Функция 0 (пх , пу) является непрерывной функ­
цией, определенной на декартовом произведении D х  D, и, очевидно, 
не зависит от выбора местных систем координат х, у, z. Я сно, что 
0г =  0 (пх , пх ).

Зададим некоторое е >  0. Так как | ги X rv | =  У  EG —  F 2 — 
непрерывная определенная в D функция, то на компакте Q cz D

| г„ х  rv I ^  М ,
где М  —  некоторое положительное число. П оскольку непрерывная 
функция 0 (пх , Пу) на компакте Q х  Q с :  D х  D равномерно не­
прерывна, то для заданного е >  0 существует столь мелкое разбиение 
области Q на Qit что

081 COS 0; I <
м

откуда в силу равенства (5) для любого i

I ег (и, v) | <  е.
Теперь имеем:

х“ dudv =  2  
* v  У у Т

(6)

+

В силу (6)

2 а ( ^ ) = 2  i i

j ' J  et {и, v) dudv) = ra x  rv | dudv +  2

rv | dudv - f  

ег (и, v) dudv.

i Q,
откуда



В силу произвольности е >  0 из (7) следует, что существует предел 
(Р() при условии, что максимальный диаметр областей P t стре-

i
мится к нулю, и этот предел равен 

=  \\VEG  — F* dudv..
' Q
Теорема доказана.
Если поверхность S  есть график функции г =  z (х, у) класса С1, 

то (см. пример 4 , п. 2 § 31)

EG —  Я  -  1 +  р2 +  q\

где р =  zx, q =  zy. Отсюда приходим к известной из курса матема­
тического анализа формуле площади области Р на поверхности, за ­
данной явным уравнением z =  z (х, у):

ст (Р) =  \ f V \  +  р2 +  q2 dxdy,
Q

где Q cr  D —  проекция области Р на плоскость х, у.
3. Замечание к определению площади. Н а первый взгляд может 

показаться, что естественнее было бы определить площадь области Р 
на поверхности S  по аналогии с тем, как это делается при определе­
нии длины дуги кривой. А именно определить площадь области Р cz S  
как предел, к которому стремятся площади поверхностей вписанных 
в Р многогранников при условии, что максимум диаметров их граней 
стремится к нулю. Однако еще в прошлом веке была обнаружена не­
состоятельность такого определения. Рассмотрим следующий пример, 
принадлежащий Шварцу.

В  прямой круговой цилиндр радиуса R с высотой Я  вписан мно­
гогранник следующим образом. Разделим цилиндр горизонтальными

уу
плоскостями на т равных цилиндров высотой -— . В  каждую из воз-

rn
никших при этом т 1 окружность впишем правильный «-уголь­
ник (п одно и то ж е для всех окружностей) так, чтобы вершины верх­
него и-угольника находились над серединами дуг, стягиваемых сто­
ронами нижнего «-угольника (рис. 67). Соединив вершины указанных 
многогранников, как показано на рисунке 6 7 , получим многогранную 

поверхность, вписанную в исходный цилиндр. Эту 
поверхность часто называют «сапогом Шварца». Эле­
ментарный подсчет показывает, что площадь такой 
многогранной поверхности (при заданных т и п )  
равна

<rmi„ =  2Rn sin у  j / я 2 +  R 2m2 ||l —  cos J ,

поскольку площадь одной грани, являющейся тре­
угольником, равнаРис. 67

J J  I ru X rv | dudv =
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. я ■. Г  н* 
1П —  1 /  —  

n r  m2+  R2 (1 —  cos -R sin

(рис. 68), а всего таких граней 2 пт. Если 
теперь п и т  устремить к бесконечности 
так, что т растет быстрее, чем п2, то вы­
ражение ат п стремится к бесконечности,

а если п и т  менять так, чтобы —  -*-q, Рис.  68

где q —  некоторое число, то

lim от. „ =  2nRVН 2 + n2R2

Подбирая q, можем получить в пределе любое число, большее или 
равное 2nRH . Истинное значение площади боковой поверхности ци­
линдра 2nR H  получим при q — 0.

Приведенный пример показывает, что попытка определить пло­
щадь поверхности с помощью вписанных многогранников неудачна 
даже для такой «простой» поверхности, как прямой круговой цилиндр.

§ 33. ВТОРАЯ КВАДРАТИЧНАЯ ФОРМА 
И СВЯЗАННЫ Е С НЕЙ ПОНЯТИЯ

1. Вррая^ квадратичная форма. Пусть S  —  С2-гладкая поверх­
ность и г =  г (ы, v) £ С2 (D ) —  некоторая ее параметризация. Второй 
квадратичной формой поверхности 5  называется скалярное [Произве­
дение

II  =  (d27, п),

где п —  нормаль к поверхности, a d2r —  второй дифференциал вектор- 
функции г (и , ъ ). Так как

d2r =  d (dr) =  d (rudu +  rvdv) =  ruudu2 +  2ruvdudv +  rvdv2,
TO _

11 =  (г««> n) du2 +  2 (ruv, n) dudv +  (rvv, n) dv2.
Введем для коэффициентов II следующие обозначения:

L =  (ruu> «)> М =  (ruv, п), N =  (rvv, п).
Тогда

Поскольку 

щие формулы:

II  =  Ldu- +  2 Mdudv +  Ndv2.

Г и  X  Т у  f  и  X  Г У

(1)

(2)

L = ( w
У^£0' — Р

j лц X 

г и' r v) м =

/  EG —  F 2

( Г их" г и '

У  EG — F 1

то имеют место следую-

N  = Л г/) (3)
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Если поверхность S  является графиком функции z =  f  (х, у) кл ас­
са С2, то вектор-функция, задающая S , имеет вид:

г (х, у) =  xi +  у/ +  / (х, у) k, 
и подсчет по формуле (3) дает следующие выражения для коэффициен­
тов L, М , N-

fxx 'УИ =  ---------^ -------- , N = --------- fJ l ---------. (4)L ==
| Л +/» +  /* )/ > + / *  +  /*

2. Кривизна кривой на поверхности. Пусть S  —  поверхность из 
п. 1 и у —  С2-гладкая кривая на S , внутренние уравнения которой 
и =  и (s), v — v (s), где s —  натуральный параметр на у. Кривая у 
задается вектор-функцией г =  г (s) =  г (и (s), у (s)) класса С2. На у 
возьмем произвольную точку X  (и, v). По первой формуле Френе

=  kv, (5)
ds2

где k —  кривизна кривой у в точке X , a v —  главная нормаль у в точ­
ке X . _

Умножив скалярно равенство (5) на нормаль п к поверхности 5  
в точке X , получим:

(6)d r , п\ =  k (v, п) =  k cos ф,
ds2

Где ■ф —  угол между векторами п и v (рис. 6 9 ). С другой стороны,

-  (du\2

ds2 ds

du dv
ds ds

dy\2 — d2« . — d 2f  

' “ S  +  rW
откуда

^  — j (r M„ , n) dll'2 +  2 ( ruv, n) dudv +  (rvv, n) dt;2

\ds2

Т ак как вдоль у ds2 

k cos ф

I, получаем с учетом (6)
Ldu2 - f  2Mdudv +  Ш р 2 __ II 

£ d u 2 +  2 Fdudv +  Gdv2 I
(7 )

П равая часть равенства (7) зависит 
только от направления кривой у в точке 
X , так как в точке X (и, v) коэффициен­
ты L, УИ, УУ, Е , F , G —  некоторые фик­
сированные числа. Более того, для всех 
кривых на поверхности S , проходящих 
через точку X  и имеющих в ней одно и 
то ж е направление (или, что то ж е с а ­
мое, одну и ту ж е касательную), отно- 

II п  IIшение —  постоянно. Ясно, что —  в
I I

каждой фиксированной точке поверхно-
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сти зависит лишь от направления на поверхности в этой точке и 
является некоторой характеристикой поверхности. Это отношение 
называют нормальной кривизной поверхности в данной точке в дан 
ном направлении и обозначают kn. Равенство (7) принимает вид:

k cos г|з =  kn. (8)

Равенство (8) часто называют теоремой Менье.
И з (8) вытекает наглядный смысл нормальной кривизны. Если 

пересечь поверхность S  плоскостью, проходящей через ее нормаль в 
точке X , то в малой окрестности этой точки пересечение будет С2- 
гладкой кривой (это нетрудно доказать), которую называют нормаль­
ным сечением поверхности. Нормальное сечение у в данной точке 
определяется исключительно направлением (du : dv).

Пусть v —  вектор главной нормали кривой у в точке X . Ясно, 
что v =  +  п, поэтому cos ij) =  +  1. Но тогда из равенства (8) сле­
дует, что нормальная кривизна поверхности S  в точке X  в данном 
направлении (с точностью до знака) равна кривизне нормального 
сечения поверхности в точке X , проведенного в том ж е направлении.

3. Соприкасающийся параболоид поверхности. Пусть 5  —  по­
верхность класса С  (г ^  2). К ак уж е отмечалось, в дифференциаль­
ной геометрии большей частью изучаются локальные свойства по­
верхностей, т. е. такие свойства, для изучения которых достаточно 
рассматривать малые окрестности данной точки. Поэтому мы можем 
воспользоваться специальной параметризацией поверхности, которая 
была введена в § 30 и является весьма удобной. В  этой параметри­
зации окрестность точки X  £ S  задается уравнением •

z =  f  (х, у),

где декартовы координаты х, у, z выбираются так, что начало коорди* 
нат совпадает с X , оси х и у леж ат в касательной плоскости к 5  в 
точке X , а ось г направлена по нормали к S  в точке X . Напомним, 
что для функции / (х, у) выполнены в точке X  равенства

/ (0, 0) =  fx (0, 0) =  fy (0, 0) =  0.

Р азлагая функцию / (х, у) по формуле Тейлора в точке (0, 0), полу­
чим, воспользовавш ись этими равенствами, что

f  (х, у) =  \  (/ ,, (0, 0) х2 +  2/ ху (0, 0) ху +  /уу (0, 0) у-) +

+  S  (х, у) (х2 +  у2), (9)
где lim  е (х, у) =  0.

х2-\-у2~*0
Обозначим главную часть разложения (9) через Z0 (х, у):

Z0 (х, у) =  j  (/ ,, (0, 0) х2 +  2fxy (0, 0) ху +  fyy (0, 0)у2. (10)

График функции Z0 (х, у) представляет собой параболоид. Этот 
параболоид называется соприкасающимся параболоидом поверхности 
а точке X.

Л егко убедиться в том, что все первые и вторые производные функ­
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ций / (х, у) и Z0 (х, у) в точке (0, 0) совпадают. Поскольку коэффи­
циенты первой и второй квадратичных форм выражаются только 
через первые и вторые производные функций, задающих поверхность, 
то в точке X  у поверхности S  и соприкасающегося параболоида со­
впадают первая и вторая квадратичные формы, а значит, и все те 
геометрические характеристики, которые через них выражаются. 
В  частности, у поверхности S и соприкасающегося параболоида в точ­
ке X  одни и те же нормальные кривизны по одинаковым направлениям.

4. Главные направления и главные нормальные кривизны. Из 
аналитической геометрии известно, что соответствующим поворотом 
осей координат в плоскости х, у можно уравнение параболоида ( 10) 
привести к каноническому виду:

Направления в точке X  координатных осей Х х  и Х у' системы 
координат X , х ' , у', в которой уравнение соприкасающегося парабо­
лоида имеет канонический вид (11), называются главными направле­
ниями поверхности S в точке X .

Нормальные кривизны поверхности S  в точке X ,  вычисленные в 
главных направлениях, называются главными нормальными кривиз­
нами поверхности S в точке X .

Выясним геометрический смысл коэффициентов и /г2 в уравне­
нии (11). Д ля этого вычислим нормальные кривизны соприкасающ е­
гося параболоида в точке X  в направлении осей Х х  и Х у '. Впредь, 
чтобы не загромождать обозначений, опустим «штрих» в обозначении 
новых осей.

Найдем первую и вторую квадратичные формы соприкасающегося 
параболоида в точке X . Имеем:

Таким образом, в точке X  первая и вторая квадратичные формы 
соприкасающегося параболоида имеют соответственно вид:

W  / )  =  | ( М ' ‘ +  & / *) . ( 11)

I =  dx2 +  dy2,
II =  kxdx2 +  k2dy2.

(12)
(13)
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Из сказанного в п. 3 следует, что в точке X  на поверхности S  пер­
вая и вторая квадратичные формы те ж е самые.

Нормальная кривизна соприкасающ егося параболоида в точке X  и 
поверхности S  в той ж е точке равна

£ _ Н __ kidx2 -f- k2dŷ  (14)
п ~  \ ~  dx2 + d y *  '

Отсюда нормальная кривизна в направлении оси х, т. е. в на­
правлении (dx : 0), равна ku  а в направлении оси у, т. е. в направле­
нии (0 : dy), равна k2.

Таким образом, коэффициенты и k2 в уравнении (11) соприка­
сающ егося параболоида есть главные нормальные кривизны поверх­
ности S  в точке X . Величины

я  =  И К  =  h k 2

называются соответственно средней и гауссовой кривизнами поверхности
S в точке X .

5. Тип точки на поверхности. В  зависимости от знака гауссовой 
кривизны точки поверхности S  делятся на несколько типов. П оверх­
ность S  будем считать Сг-гладкой (г ^  2).

1. Пусть в точке X  £ S  гауссова кривизна К >  0. Тогда в этой 
точке главные нормальные кривизны ki и k2 или обе положительны, 
или обе отрицательны. В  обоих случаях соприкасающийся парабо­
лоид

20 (х, у) =  \  (кгх2 +  k2y2)
* *

эллиптический. В  первом случае он, касаясь плоскости х, у в своей 
вершине X , лежит над плоскостью х, у, а во втором, касаясь той же 
плоскости в X , лежит под ней. Достаточно малая окрестность точки 
X  на поверхности S  устроена в пространстве так ж е, как соприкаса­
ющийся параболоид. Это следует из формулы (9), поскольку функции 
f (х, у) и Z0 {х, у) отличаются в окрестности X  па бесконечно малые 
выше второго порядка малости по отношению к р =  V х 2 +  у2. В  ма­
лой окрестности точки X  поверхность S  имеет вид, изображенный 
на рисунке 70. Точки поверхности S , в которых гауссова кривизна 
К  >  0, называются эллиптическими.

2 .  Пусть в точке X  £ 5  гауссова кривизна К <  0. Тогда в этой 
точке главные нормальные кривизны kx и k2 отличны от нуля и имеют 
разные знаки. В  этом случае соприкасающийся параболоид гипер­
болический и касательная плоскость пересекает его
по паре прямых, пересекающихся под ненулевым у г­
лом. Окрестность точки X  на гиперболическом парабо­
лоиде, как известно, имеет вид седла. Т ак  ж е уст­
роена и малая окрестность точки X  на поверхности
S .  Касательная плоскость в точке X  пересекает эту 
окрестность по паре кривых, пересекающихся в точ- Р и с. 70
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Рис. 71 Рис. 72

ке X  под ненулевым углом. Эта окрестность расположена по обе 
стороны от касательной плоскости в точке X  (рис. 71). Точки по­
верхности S , в которых К  <  О, называются гиперболическими.

3. Пусть в точке X  гауссова кривизна К — 0. Точки поверхности
S , в которых К — 0, называются параболическими. В параболичес­
кой точке обращаются в нуль или одна главная нормальная кривиз­
на, или обе. В первом случае малая окрестность точки X  на поверх­
ности S  имеет вид, аналогичный виду куска параболического ци­
линдра;

2 о (* . >’) =  ~  М '2

(если k2 =  0, рис. 72). Во втором случае точка Л' называется точкой 
уплощения.

В малой окрестности точки уплощения поверхность может иметь 
весьма сложное строение. Его исследование связано с рассмотрением 
производных функции / (х, у) третьего и более высоких порядков.

§ 34. ТЕОРЕМ А ЭЙ ЛЕРА .
Э К С ТРЕМ А Л ЬН Ы Е СВОЙСТВА ГЛ А В Н Ы Х  НАПРАВЛЕН ИЙ

Пусть S  —  Сг-гладкая поверхность (г ^  2), и пусть X  —  некото­
рая точка поверхности. Введем в окрестности точки X  специальную 
параметризацию поверхности S , причем оси х и у направим по глав­
ным направлениям 5  в точке X . Тогда уравнение соприкасающегося 
параболоида имеет вид (см. п. 4 § 33):

2п (х, у) =  ~  (kLx2 +  k2y2).

В п. 4 § 33 найден вид первой и второй квадратичных форм по­
верхности S  в точке X :

I =  dx2 +  dy2, II =  kxdx" +  k2dy2,
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а такж е выражение нормальном крнпп i 
ны kn в точке X :

. kydx1 +  k2dy-
п dx1. \-dy-

Из последнего равенства получаем:

/ <1 - 0 
/  » /

Направление оси л- будем называть
первым главным направлением. Рассмо- |>т- 7:1
трим некоторое направление (dx : dy) на
поверхности S  в точке X , составляющее угол q> с первым главным 
направлением. Тогда, очевидно, выполнены равенства (рис. 73)

с учетом которых равенство (1) можно переписать в следующем виде:

Равенство (2) называется формулой Эйлера. Оно составляет со­
держание теоремы Эйлера.

Т е о р е м а  1. Нормальная кривизна k n в точке X  повер­
хности в направлении, составляющем угол <р с первым главным  
направлением, равна:

где и kn — главные нормальные кривизны поверхности S  
в точке X.

Теорема Эйлера позволяет взглянуть на главные направления и 
главные нормальные кривизны поверхности с новой точки зрения. А 
именно имеет место следующая теорема.

Т е о р е м а  2.  Главные направления С г- гладкой поверхности 
( г  2) в данной точке X  —  это те направления, в которых нор­
мальные кривизны достигают экстремумов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим два случая: 1) ky Ф  kz и

В  первом случае пусть для определенности ky >  k2. Тогда для на­
правления, составляющ его угол <р с первым главным направлением, 
имеем:

kn =  ki cos2 ф +  k2 sin2 ф =  ky —  (ki —  k2) sin2 ф и 
kn =  kn +  (kx —  k2) cos2 ф.

Отсюда ясно, что kn как функция от ф имеет ровно два экстремаль­
ных значения: наибольшее значение, равное kx, достигается при

Ф =  0, л ; наименьшее, равное kz, достигается при ф =  — , —л .

k„ =  k1 cos2 ф +  k2 sin2 ф. (2)

k n — со52ф +  k 2 s in ^ ,

2) kx =  k2.



Во втором случае, когда kх =  k2, для любого направления имеем:

kn =  ki (cos2 ср +  sin2 ф) =  =  k2,

т. e. в с е  нормальные кривизны поверхности в данной точке равны. 
Любое направление можно считать главным. В точке, где ki =  £ 2, 
поверхность имеем нестрогий экстремум нормальной кривизны.

Теорема доказана.
Эта теорема дает способ отыскания на поверхности главных на­

правлений и главных нормальных кривизн без привлечения громозд­
кой конструкции, связанной с построением соприкасающегося пара­
болоида и приведением его уравнения к каноническому виду.

§ 35. ОТЫСКАНИЕ ГЛ А ВН Ы Х НАПРАВЛЕНИЙ  
И ГЛ А ВН Ы Х НОРМАЛЬНЫХ КРИВИЗН

Пусть S  —  Сг-гладкая поверхность и г =  г (и, v) £ Cr(D) —  
некоторая ее параметризация. Пусть X  (и, v) —  произвольная точка 
поверхности S .  Будем искать в точке X  главные направления и гл ав­
ные нормальные кривизны. Д ля произвольного направления (du : dv) 
нормальная кривизна kn поверхности S  в точке X  выражается форму­
лой

^  __ II __  Ldu2 +  2Mdudv -f- Ndv2

п \ ~  Edu2 +  2Fdudu +  Cdv'2.

Ясно, что отыскание главных направлений сводится к нахождению 
отношения (du : dv), для которого kn как функция отношений (du : dv) 
достигает экстремума.

Д л я  удобства записи последующих выкладок введем на некоторое 
время следующие обозначения: du =  g, dv =  rj.

Тогда формула для kn примет вид:
k Ц 2 +  2Mgr| +  A Y 

п ££? +  2/-|г] +  Grj- ’

На kn можно смотреть как на функцию двух переменных £ и г), при­
нимающую равные значения в точках одной и той ж е прямой плос­
кости £, т], проходящей через начало координат. (При этом исклю­
чается из рассмотрения точка (0, 0 ).) Каждое направление на по­
верхности S  в точке X  задается точкой (£, т]) при условии £2 +  г\2ф 0. 
(Ясно, что этому направлению отвечает любая точка прямой, прохо­
дящей через (£, г|) и начало координат.) Пусть нормальная кривизна 
поверхности S  в точке X  для некоторого направления принимает 
экстремальное значение. Это означает, что функция kn (g, г|) прини­
мает в некоторой точке (|, г|), отвечающей данному направлению, 
экстремальное значение. Тогда необходимо выполняются равенства

' d k n 2 ( L g  +  M n ) I - 2 ( £ g  +  F r i ) I I



Перепишем систему (1) в виде:

M l +  Nr\ =  ^ ( n  I 0-.|).

Исключая из (2) отношение у ,  получим:

( U  +  М п) ( П  +  Grj) -  (M l  +  Nr\) (E l  -I- /'i,) 0.

или

(L F  — M E ) ?  +  (LG — NE)lr\ +  (MG —  N F )rf  0. (.1)
Уравнение (3) есть уравнение второго порядка относительно отно­

шения (| : г)), его корни дают главные направления поверхности it 
точке X .

Вернемся теперь к дифференциалам du, dv и перепишем уравне­
ние (3) в виде определителя

вен нулю, и, следовательно, все направления главные. Если в точке 
X  это условие не выполняется, то в квадратном уравнении (3) хотя 
бы один из коэффицентов отличен от нуля, и, следовательно, оно имеет 
ровно два корня (разумеется, вещественных, поскольку главные на­
правления всегда существуют).

Таким образом, мы указали способ нахождения главных направле­
ний поверхности S  в точке X . Пусть теперь (du : dv) —  главное на­
правление. Обозначим через k главную нормальную кривизну, со ­
ответствующую этому направлению. В  силу (2)

откуда получаем квадратное уравнение для определения главных 
нормальных кривизн поверхности S  в данной точке:

(EG — F 2) k2 +  (2M F — E N  — LG) k +  (LN -  M 2) =  0. (6) 
По формулам Виета из уравнения (6) находим выражения для гаус­

— dv2 dudv — du2 
Е  F  G =  0 . (4)
L M N

(4)

Если в точке X  — — —  =  — , то определитель (4) тождественно ра-
L М N

( Ldu +  Mdv =  k (Edu  +  Fdv), 
[ Mdu +  Ndv =  k (Fdu  +  Gdv),

или

(5)

Однородная система (5) имеет ненулевое решение, поэтому

L — kE М —  kF __ а 
M — kF N — kG
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совой и средней кривизн через коэффициенты первой и второй квадра­
тичных форм:

/л/_М2
K =  k1k2 =  — — — , (7)

2 EG — F 2 w

н  h  +  _  _1_ EN —  2 M F  +  LG
~  2 _  2  EG — F 2 ‘ '

Д л я  поверхности, являющейся графиком функции z =  f  (х, у) класса 
С2, выражения для гауссовой и средней кривизн имеют следующий 
вид:

f x k f у у ' f  Xу
к  =

(1 +  /*+/у)2

н  = (1 +  /у) /хх— 2fxfyfjcy +  (1 +/*) /уу

2(1 +  /*+/у)3/2

§ 36. ОСНОВНЫЕ У РА ВН ЕН И Я ТЕОРИИ ПОВЕРХНОСТЕЙ

1. Деривационные формулы. Аналогом формул Френе для по­
верхностей класса С2 являю тся деривационные формулы. Они дают 
выражения для производных вектор-функций ru, rv и п через эти 
векторы и коэффициенты первой и второй квадратичных форм. По­
скольку векторы ги, rv и п некомпланарны, то векторы ruu, ruv, rvv, 
пи, nv допускаю т следующие разложения:

1_ии — Г'цГц +  Г п г „  +  <3ц (1)
r_uv — Г 12r_u +  Г?2_£г, +  а12 « , (2)

+  Г 22̂ в +  а22_п, (3)

«и =  «1 +  Pi +  Yi
nv =  а 2 ru +  р2 +  у2 п. (5)

Целью является отыскание коэффициентов написанных разлож е­
ний. Сразу ж е заметим, что Yi =  =  0, поскольку п —  единичный 
вектор, и, значит, производные пи, n v ортогональны п, т. е. леж ат в 
плоскости векторов ru, rv (см. п. 2, § 26, лемма 1).

Умножив скалярно (4) на ги и rv, получим систему для отыскания 
аг и а 2:

’ E a L +  f P i  =  (пи,Т и),
. F&i +  GPj =  (пи, rv).

Т ак как (г„, п) =  0, то (гии, п) +  (г„, пи) =  0, откуда (ru, n j  =  — L. 
Аналогично (лг,, n j  =  — N  и (/гц, /■„) =  — М . Поэтому система для 
отыскания с*!, р! имеет следующий вид:

( Есс1 +  рр1 =  — L, 
l/ a x  +  Gpi =  —М ,
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откуда
MF —  LG о L F  — ME

0,1 EG —  F i ' ~  EG —  F ? '

Аналогично получаем, что
NF — MG q MF — NE

a., = -------------, W = ------------- •
2 EG — F 2 2 EG — F2

Умножая скалярно каждое из равенств (1), (2), (3) на п, получаем: 

а и  =  L, а12 =  М , а22 =  N.

Покажем, как находятся коэффициенты Г у . Умножив скалярно ра­
венство ( 1) на ги и rv, получим систему

'£ Г 1 ,  +  /Т?, =  (7ци,7 „ ),
.Р Г ’ц +  G lli =  (гви, г„).

Дифференцируя равенство Е  =  г2и по г/, получим, что 

('■««. ''</) =

Дифференцируя равенство f  =  (г„, r j  по и, а равенство Е  =  rl  
по V, получим, что

(fuu< rv) =  F u — \  E v‘

Окончательно система для отыскания Гп и Ги принимает следую­
щий вид: *■

’ ЯГ,1, +  /Т?, =  j  Е и,

откуда
„ 1  G £ „  —  2FF„  +  F E j ,1 и = -------------------------- ,

2 (EG — F 2)
p2 —E uF-\r 2E Fv — EEv
I  II =  -------------------------------------- .

2 (EG — f 2)

1 2  1 2
Аналогичные выражения можно получить для Г 12» П г, Г22 и Гаг- 

Коэффициенты Ткц (i, j, k =  1, 2) называются коэффициентами Кри- 
стоффеля. Следует отметить, что коэффициенты Кристоффеля выра- 
жшотся исключительно через коэффициенты первой квадратичной 
формы.

Таким образом, мы показали, как отыскиваются все коэффициенты 
в равенствах (1)— (5). Видим ,_что_векторы ruu, ruv, rvv, пи, n v дейст­
вительно выражаются через ru, rv, п с помощью коэффициентов, за ­
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висящих только от коэффициентов первой и второй квадратичных 
форм. Равенства (1)— (5) называются деривационными формулами.

В  дальнейшем будем часто рассматривать случай, когда первая 
квадратичная форма поверхности имеет следующий частный вид;

I =  du2 +  G (и, v) dv2.

В  этом случае Е  — 1, F  =  0 , и поэтому коэффициенты Кристоф- 
феля имеют простые выражения:

г!. =  г !2 =  Г?, =  О, Г?2 =  1  Г22 — ~ Gu, г 222 =  i A .  (7)
2 О z 2 О

2. Формулы Петерсона —  Кодацци и Гаусса. Пусть S  —  С -  
гладкая поверхность (г ^  3), заданная некоторой С'-гладкой пара­
метризацией г — г (и, v). П оскольку вектор-функция г (и, v) имеет 
непрерывные третьи производные, то, как известно, должны выпол­
няться соотношения (ruu)v_ =  (7UV)U, (ruv)v =  (Fvv)u. Кроме того, по 
той ж е причине (nu)v — (tiv)u. Отсюда, если воспользоваться дери­
вационными формулами, получим следующие три соотношения:

(Г п г и +  ГпГ„ +  Ln)v —  ( r j  ir и 4- Г?\rv 4 - М п)и =  0, (8)

(г'гГц +  Г 22г„ +  М n )v —  (Г  22г и +  Г 22̂  v 4  N n )u =  0, (9)
M F - L G -  . I.F — ME -  \ ( N F — M G -  . MF — NE^. \  „  /1Л.

г“ ~рп гГ  Гу) -  +  = 0. ( 10)EG — F 2 “  EG —  F i Jv \EG — F 2 “ EG —  F'z 

Если в равенствах (8) —  (Ю) провести указанное дифференци­
рование и векторы ruu, ruv, rvv, пи, tiv, получившиеся в результате 
дифференцирования, снова заменить по деривационным формулам, 
то получим три векторных равенства:

A iru B irv C iti — 0;

А 2 ru B 2rv +  С2п — 0 ;

^ з гн +  B 3rv С3п =  0,

где А и . . . ,  Bi, . . . ,  Ci . ..  —  некоторые выражения, составленные из 
коэффициентов первой и второй квадратичных форм и их производ­
ных. Поскольку векторы ru, rv, п линейно независимы, то получают­
ся девять скалярных равенств:

Ai =  Л 2 =  А 3 — В\ =  В 2 =  В 3 — С1 =  С.2 =  С3 — 0.

О казы вается, что из этих девяти равенств различных только три. При­
ведем их, опустив громоздкие вычисления:

2 (EG -  F 2) (L v -  М и) -  (EN  +  GL -  2 FM ) (E v -  F u) +  

Е  Е и L 
+  F  F U M 

G Gu N 
2 (EG -  Я )  (M v -  N u) -  (EN  +  G L -  2FM ) (F v -  Gu) +

0, (11)
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+
Е  Е ъ 
F  F  v 
G G„

К

L
М
N

1

=  О, ( 12)

LN —
EG —  F2 4 (EG —  F 2)2

Е Е и Е. 
F F u F l  
G Gu Gv

1
Y  EG —  F2

(13)
2  Y EG — F 2 [ \  Y  EG — F 2

Первые два соотношения называются уравнениями Петерсона — 
Кодацци, третье —  формулой Гаусса. Формула Гаусса показывает, что 
гауссова кривизна поверхности выражается только через коэффициенты 
первой квадратичной формы поверхности. В  следующей главе более 
подробно остановимся на этом замечательном факте.

3. Существование и единственность поверхности с заданными 
первой и второй квадратичными формами. Уравнения (11)— (13) пока­
зывают, что первая и вторая квадратичные формы гладкой поверхно­
сти класса С3 не являются независимыми, между коэффициентами Е , 
F , G и L, М , N имеется связь , выражаемая уравнениями Петерсона —  
Кодацци и Гаусса.

О казы вается, что других связей между I и II нет. А именно имеет 
место следующая теорема.

Т е о р е м а  (Бонне). Пусть в открытом прямоугольнике 
D  a  R 2 =  {(и, г»)} заданы две любые квадратичные формы

Е  (и, v) du2 +  2F  (и, г») dudv +  G (и, v) dv2
и

L (и, г») du2 +  2М (и, v) dudv +  N (u,v) dv2,]
из которых первая положительно определенная и коэффициенты 
ее принадлежат классу С 2 , а коэффициенты второй формы при­
надлежат классу С '.  Тогда если коэффициенты заданных форм 
удовлетворяют уравнениям Петерсона —  Кодации и Гаусса, то у 
каждой точки (и0, г>0) £ D  найдется такая окрестность У cr  D , что 
существует С 3-вложение /  : Q -*■ Е 3, задаю щ ее поверхность класса 
С 3, для которой данные квадратичные формы являются соответ­
ственно первой и второй квадратичными формами. Эта поверх­
ность единственна с точностью до перемещ ения.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы сводится к теореме сущ ество­
вания и единственности задачи Коши для системы дифференциальных 
уравнений в частных производных первого порядка.



Глава V I.

Внутренняя геометрия поверхностей

§ 37. И ЗГИ БАН И Е ПОВЕРХНОСТЕЙ

1. Изометричные поверхности. Д зе поверхности S  и S ' называют­
ся изометричными, если между точками этих поверхностей можно 
установить такое биективное соответствие, при котором длины соот­
ветствующ их кривых на поверхностях S  и S ' равны. Если две поверх­
ности изометричны, то говорят, что каждая из них получена изгиба­
нием  другой. Другими словами, изгибание поверхности —  это такая 
ее деформация, при которой не изменяются длины кривых на поверх­
ности.

Л егко представить себе изгибание плоскости в двугранный угол 
или в параболический цилиндр (рис. 74). Менее тривиальным приме­
ром является изгибание многогранного выпуклого угла, например 
трехгранного, в коническую поверхность, которая имеет такую же 
развертку и плоский угол, что и данный многогранный угол (рис. 75).

Наконец, приведем еще такой пример. Если от сферы S 2 отрезать 
плоскостью сферический сегмент и отразить его зеркально относи­
тельно плоскости края, то получим невыпуклую поверхность S 1, имею­
щую ребро и изометричную сфере S 2 (рис. 76).

Д ля ^ -гл а д к и х  поверхностей справедлив следующий достаточ­
ный признак изометрии.

9

Ри с. 74
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Т е о р е м а  1. Пусть поверхности S t и S 2 заданы вектор- 
функциями г х (и, v) и  г 2 (и , v) класса С 1 с одной и той же об­
ластью определения D c z R 2. Е сли  коэффициенты первых квадра­
тичных форм поверхностей и S., в области D равны, т. е. для 
всех  (и , г») 6 D

Е ^ и , v) =  £ , ( « ,  V) ,  F ^ u , v) =  F ,(u ,v ), G1(u ,v )= G i(u ,v ), (1) 
то и S 2 изометричны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Установим следующее соответствие меж­
ду точками поверхностей S i  и S 2: будем считать соответствующими 
точки Xi 6 S i и Л', 6 S 2 с одними и теми же координатами (и, v). 
Пусть С '-гладкая кривая на S ( задается уравнениями

и =  и (t), v — v (/), it <  t <  t2.

Тогда соответствующ ая ей кривая v 2 S., задается теми же уравне­
ниями. В таком случае в силу (1)

U __________________________________ _____________ .
s (Yi) =  [ У  Ei (и, v) и ’' +  2F i (и, v) u'v' +  Gl (и , v) и'2 dt =

J : __________________________________
=  j  V Е г (и, v) и 2 +  2F 2 (и, v) u'v' +  G2 (и , v) и'2 dt =  s (v2), 

и

откуда и следует изометрия поверхностей S ( и S„.
Теорема доказана.
Условия (1) являются в известном смысле и необходимыми усло­

виями изометрии двух поверхностей. А именно справедлива следую­
щ ая теорема.

Т е о р е м а  2.  Пусть С'-гладкие поверхности и S 2 изо­
метричны и допускают параметризации вектор-функциями г х (и, V)  

и r 2(u, v), заданными в одной и той же области D cz R 2. Тогда 
если точки, соответствующие по изометрии, имеют одинаковые 
внутренние координаты(и, v) ,то имеют место равенства (1 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть (и0, v0) — произвольная точка 
■области D. Рассмотрим линии и на поверхностях S ;, заданные внут­
ренними уравнениями и — и0 +  t, v =  v0 -f- t, —6 <  t <  б, причем
6 >  0 возьмем столь малым, чтобы кривая на плоскости R 1, заданная 
этими уравнениями, лежала в области D. Ясно, что точкам 
Xi(u0, v0) 6 S t (i — 1 ,2 )  отвечает параметр t =  0. В  силу изометрии 
поверхностей S t и S 2 соответствующие дуги линий и па S i и S 2 имеют 
равные длины. Поэтому равенство

X X
| V  F t (и0 t, v0) dt — | )■■ Eo (ug +  t, v0) dt (2)

—X —X

верно для любого т g (— б, б). Поскольку поверхности S 4 и S 2 при­
надлежат классу С1, то коэффициенты Е 4 и £2 первых квадратичных 
форм непрерывны. Применяя теоргму о среднем, получим из (2) ра­
венство
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V El (u0 +  0 Ь y0) =  V E 2 ( u0 +  02, v0),

где 0Ь 02 —  некоторые значения параметра t, лежащие в промежут­
ке [ — т, т ] . Устремляя т ->  0 , получим равенство

Ei  (м0, у0) =  Е 2 (и0, и0)- (3)
Совершенно аналогично, рассматривая линии у на S ( и S 2, проходя­
щие через точки Xi (и0, и0) и Х 2 (и0, v0), получим, что

(« о . vo) =  («о- vo)- (4 )

Наконец, если рассмотреть на S i и S 2 дуги кривых, заданных внутрен­
ними уравнениями

и =  и0 +  t, v =  v0 +  t, —  б <  t < 6,

очевидно, проходящими соответственно через точки X t (и0, v0) и 
Х 2 («0, к0) (при  ̂ =  0), и воспользоваться изометрией S i и S 2, то по­
лучим равенство

X ________________________________________________________
| V Ei (и0 +  t, v0 -f- t) +  2Fi (uQ +  t, u0 +  t) +  Gi (u0 -f- t, u0+0  dt—

—X T _________________________________________________________
— j* V  Е г (ug +  t, o0 -|- t) +  2F t (u0 +  t, v0 +  t) -j- G2 (ы0 -f- t, v0 +  t) dt

—  X

для любых значений т £ [ — б, б]. Применив теорему о среднем и уст­
ремляя т ->  0, получим равенство:

V El  (ц0, v0) +  2Fj  (ы„, v0) +  Gi (м0, о0) =
=  1̂  Е 2 (и0, V0)-\ -2F2 (Uq,  Uq) -j- V G 2 (Mq, Ug).

Из этого равенства и равенств (3), (4) получим, что

Fi (и0, v0) =  F 2 (и0, у0). (5)

Теорема доказана.
З а м е ч а н и е .  В  теореме 2 равенства (1) для изометричных по­

верхностей доказаны при условии, что в соответствующих по изомет­
рии точках совпадают значения внутренних координат и , V.  О казы­
вается, что это условие для изометричных поверхностей класса С2 
всегда можно обеспечить, если рассматривать достаточно малые ок­
рестности соответствующих по изометрии точек. Доказательство 
этого факта сложно, и не будем его приводить. Тем не менее, имея дело 
с изометричными поверхностями, будем считать, что указанное выше 
условие выполнено.

2. Понятие о внутренней геометрии поверхности. Рассмотрение 
двух поверхностей, полученных изгибанием, показывает, что многие 
их свойства одни и те ж е, хотя формы у них разные. Поэтому целесо­
образно изучать такие понятия и факты теории поверхностей, кото­
рые не меняются при изгибании. Эти понятия и факты составляют 
содержание внутренней геометрии поверхности.

Если поверхности принадлежат классу Сг (г ^  2), то из сказан­
ного в п. 1 следует, что внутренняя геометрия гладкой поверхности
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изучает только такие понятия и факты, которые определяются исклю­
чительно первой квадратичной формой. Из результатов главы V  
вытекает, что к внутренней геометрии относятся длины кривых на 
поверхности, углы между кривыми, площади областей, коэффициенты 
Кристоффеля. Из уравнения Гаусса следует, что гауссова кривизна 
поверхности есть объект внутренней геометрии и, стало быть, не 
меняется при изгибаниях поверхности. Интересно отметить, что этот 
факт произвел на Гаусса столь сильное впечатление, что он назвал 
его «теоремой egregium» («блистательная теорема»),

В частности, из теоремы Гаусса следует, что тип точки на поверх­
ности не изменяется при изгибаниях, т. е. принадлежит внутренней 
геометрии поверхности. Поэтому изгибанием нельзя, например, элли­
птическую точку перевести в параболическую или гиперболическую.

Понятие внутренней геометрии поверхности ввел Гаусс. В  настоя­
щей главе будут введены новые понятия теории поверхностей, принад­
лежащие внутренней геометрии.

§ 38. ГЕОДЕЗИЧЕСКАЯ КРИВИЗНА КРИВОЙ 
НА ПОВЕРХНОСТИ

1. Определение геодезической кривизны. Пусть на поверхности 
S  класса С2 дана С2-гладкая кривая у. Пусть т —  единичный вектор 
касательной к V в точке X , п —  нормаль к поверхности S  в точке X , 
kv —  вектор кривизны кривой у в точке X  6 V. s —  натуральный па­
раметр кривой у. _  _

Рассмотрим в точке X  ортонормированный базис п, * ,  ng (рис. 1),
где

ng =  п х  т.

Разложим вектор кривизны кривой у в точке X  по базису п, т, ng . 
П оскольку вектор kv _L т, то это разложение имеет вид:

kx =  ап  +  Р ng, ( 1)

где, очевидно, ос =  (kv, п) =  k cos -ф =  kn (2)
(см. п. 2 § 33) и

Р =  (kv, ng). (3)

Из формулы (2) видим, что введенная в п. 2,
§ 33 , нормальная кривизна kn поверхности S  
в точке X  в направлении т есть проекция век­
тора кривизны kv кривой v на направление 
нормали п к поверхности S  в точке X  (отсю­
да термин «нормальная кривизна»).

Величина р называется геодезической кри­
визной кривой у в точке Х 6 V и обозначается 
kg . Таким образом, рис. 77

п

V

—^ 1X

\ \ с
\
\
V i

в L . t
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kg =  (kv, ng) =  (kv, n X  t ). 

Из первой формулы Френе получаем, что

-  dr d-r \
( 4 )

Таким образом, вектор кривизны

Х Л  =  ХВ +  ХС,

где ХВ  называется вектором нормальной кривизны, а ХС  —  вектором 
геодезической кривизны. Длины этих векторов соответственно модули 
нормальной и геодезической кривизн кривой у в точке X . Я сно, что

'Вы ясним геометрический смысл геодезической кривизны. Имеет ме­
сто следующая теорема.

Т е о р е м а  1 . Пусть у —  кривая класса С 2 на поверхности 
S  класса С 2, и пусть X  —  некоторая точка кривой у. Пусть да­
лее у' —  ортогональная проекция у на касательную плоскость Тх  
к  S  в точке X .  Тогда кривизна кривой у' в точке X  равна аб­
солютной величине геодезической кривизны кривой у в точке X .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку в теореме идет речь о ло­
кальном факте, то рассмотрение можно ввести в столь малой окрест­
ности точки X  на S , что у' является С2-гладкой кривой в плоскости 
Т х . Через кривую у проведем цилиндрическую поверхность S 0 с об­

разующими, параллельными нормали п (рис. 78). Эта цилиндрическая 
поверхность в пересечении с касательной плоскостью Т х дает кривую 
у0 класса С2, которая является ортогональной проекцией кривой у 
на плоскость Т х . Т ак как касательная плоскость к S 0 в точке X  про­

ходит через образующую, параллельную вектору п и касательную 
ХА  к кривой у, то нормаль к S () пойдет по направлению ХС  —  век­
тора геодезической кривизны кривой у в точке X . Очевидно, касатель-

(5)

Р и с. 78

ная к Y0 в точке X  совпадает с 
прямой Х А , тем самым кривые 
у и у0, лежащие на цилиндри­
ческой поверхности S 0, имеют 
общую касательную. В  таком 
случае нормальные кривизны 
кривых v и у0 на поверхности S 0 
совпадают. Рассматривая у как 
кривую на цилиндрической по­
верхности S 0, видим, что ее век­
тор нормальной кривизны в 
точке X  есть вектор ХС. В силу 
теоремы Менье, примененной к 
кривой у 0 на поверхности S 0, ее 
кривизна в точке X  равна абсо-
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лютной величине нормальной кривизны поверхности S 0 в точке X  
в направлении ХА. Отсюда получаем, что кривизна кривой уд в точке 
X  равна модулю нормальной кривизны кривой у в точке X , рассмат­
риваемой как кривая на поверхности S 0, т. е. |ХС|. Но с другой сто­
роны, |ХС| равна модулю геодезической кривизны кривой у в точке 
X , рассматриваемой как кривая на S . Теорема доказана.

2. Геодезическая кривизна — объект внутренней геометрии. Пусть 
у —  кривая класса С2 на С2-гладкой поверхности S, заданной пара­
метризацией r =  r{u , v )£ C 2 (D). Пусть у задана внутренними урав­
нениями и — и (s), v =  v (s), где s —  натуральный параметр на у. 
Найдем формулу для вычисления геодезической кривизны кривой у.. 
Д ля этого воспользуемся формулой (4). Имеем вдоль у:

П ользуясь деривационными формулами (1)— (3) § 36, получим:.

dr -  du , -  ■ dv
,  ̂и .  ̂ , »ds ds ds

drr
ds'2

где

Имеем

Окончательно получаем:
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+(2Г- -Я (!)* I +(rii - 2г1г) “i  (Э‘ - г“ 6)’)- (6)
Из равенства (6) вытекает следующая важ ная теорема.

Т е о р е м а  2. Геодезическая кривизна есть объект внутрен­
ней геометрии поверхности.

Таким образом, при изгибании поверхности геодезическая кривизна 
любой кривой на ней не меняется. И з формулы (5) следует, что кривиз­
на кривой на поверхности при ее изгибании меняется лишь за счет 
изменения нормальной кривизны, т. е. за счет изменения формы по­
верхности.

§ 39. ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ ЛИНИИ НА ПОВЕРХНОСТИ

1. Определение геодезической линии. Кривая на поверхности 
называется геодезической линией, если в каждой точке ее геодезическая 
кривизна равна нулю.

Я сно, что геодезические линии являются объектом внутренней 
геометрии поверхности. Очевидно, геодезические линии на плоскости—- 
прямые. На геодезические линии поверхности можно смотреть как на 
естественные аналоги прямых на плоскости.

Отметим два простейших свойства геодезических линий.
1°. Если две поверхности касаются друг друга вдоль некоторой 

кривой у, которая является геодезической линией на одной из них, то 
она будет геодезической и на другой.

Действительно, по определению геодезическая кривизна кривой 
является проекцией вектора кривизны на касательную плоскость, и 
так как касательная плоскость вдоль у для обеих поверхностей одна 
и та ж е, то геодезическая кривизна для обеих поверхностей одна и 
та ж е.

2°. Для того чтобы кривая у на поверхности S была геодезической 
линией, необходимо и достаточно, чтобы в каждой точке кривой у, 
где кривизна отлична от нуля, главная нормаль к у была коллинеарна 
нормали поверхности.

Действительно, вектор геодезической кривизны, очевидно, равен 
пулю тогда, когда вектор кривизны коллинеарен нормали к поверх­
ности.

2. Примеры геодезических линий.
П р и м е р  1. Поверхность S  —  прямой круговой цилиндр. Его 

параметризацию можно задать уравнениями

х =  R cos —, у == R sin —, z =  v.
R R

Первая квадратичная форма цилиндра в этих координатах и, v 
имеет вид:

I =  du2 +  dv2.
Тогда уравнение геодезических линий с учетом, что все Гу  =  О, 
принимает вид: п f ГГ Г Г\V и —  и V = 0 ,
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Решением этого уравнения являю тся прямые 

и =  as - f  b, v =  cs +  d, 

которые определяют на S  геодезические линии

n  us -4- b т-1 . as b . 1х =  R cos — 1— , у — R sin — !— , г =  cs +  а,
R R

являю щ иеся, как известно (см. п. 4 , § 28) винтовыми линиями.
П р и м е р  2. Поверхность —  сфера S 2. Геодезическими линиями 

являю тся окружности больших кругов, так как главные нормали к 
ним направлены по радиусу сферы и, следовательно, коллинеарны 
нормали к сфере (см. свойство 2°, п. 1).

3 . Теорема существования геодезических линий.
Т е о р е м а. Через каждую точку гладкой поверхности S  

класса  С 2 в любом направлении можно провести, и притом един­
ственную, геодезическую линию.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть поверхность S  задана ^ -г л а д ­
кой параметризацией г =  г (и, v) 6 С2 (D ), и пусть X  (и0, и0) —  про­
извольная точка поверхности S ,  а (и0 : «о) —  произвольное направ­
ление на S  в точке X . Предположим сначала, что и0 Ф  0 . Тогда на-

' [  и 'о \правление («о : Уо) можно задать отношением 1 : —  . Обозначим
V “о J

-5 - через /о- Тогда заданное направление характеризуется числом /0. 
“о

Так как в окрестности данной точки искомая геодезическая ли­
ния может быть задана параметризацией v =  / (и), то из (6) § 38 
нетрудно получить следующее уравнение геодезической линии:

f" +  ( 2 T i 2 ----Г и )  Г  +  ( Г 22 2Г 12) Г 2 -  I V 3 +  Т2и =  0 .  (1)

Уравнение (1) является обыкновенным дифференциальным уравне­
нием второго порядка относительно функции / (и). Согласно теореме 
существования решения дифференциального уравнения это уравне­
ние в некоторой окрестности точки («0, и0) области D cz R 2 имеет 
единственное решение v — f (и), удовлетворяющее начальным усло­
виям:

/(«о) =  °о> /' («о) =  /о- 
К ривая на S , заданная внутренним уравнением v — / (и), и является 
геодезической линией, проходящей через точку X  в заданном на­
правлении (и притом единственной) .

Если же и0 =  0, то, очевидно, следует искать геодезическую ли­
нию на S ,  заданную внутренним уравнением и — g  (v). При этом 
рассматривается то ж е дифференциальное уравнение (1) относительно 
функции и =  g  (v) при начальных условиях g  (и0) =  и0 и g' (v0) =

' u0— go — —  ■ Применяя теорему существования решения дифферен­

105



циального уравнения, снова получим существование в некоторой 
окрестности точки («0, v j  единственной геодезической линии на S ,  
проходящей через точку X  в заданном направлении. Теорема до­
казана.

§ 40. П О ЛУГЕО ДЕЗИ ЧЕСКА Я с и с т е м а  к о о р д и н а т .
ЭКСТРЕМАЛЬНОЕ СВОЙСТВО ГЕОДЕЗИЧЕСКОЙ ЛИНИИ

1. Полугеодезическая система координат. Система внутренних 
■координат и, v на гладкой поверхности S  класса С2 называется полу- 
геодезической, если в этой системе первая квадратичная форма имеет 
вид:

I =  - f  G («, v) dv2. (1)

Исследуем геометрические свойства такой координатной сети. П реж­
де всего отметим, что поскольку F  =  0 , то сеть линий и и v ортого­
нальная.

Рассмотрим на S  линии и. Тогда вдоль них v =  const и dv =  0. 
Следовательно, ds2 =  du2, или ds =  +  du. Отсюда ясно, что коорди­
ната и вдоль линии и является натуральным параметром. Ясно также, 
что линии и =  Ui и и =  иг при любых « ! и и2 отсекают на всех ли­
ниях и дуги равной длины |и2 —  ut \ (рис. 79). Д окаж ем , что коорди­
натные линии и являю тся геодезическими.

Так как из (7) § 36 Гп  =  0, а — =  —  =  0, то правая часть
ds ds2

формулы (6) § 38  обращается в нуль. Следовательно, линии и я вл я ­
ются геодезическими линиями на S.

И так, координатная сеть в полугеодезической системе координат 
на поверхности S  устроена так: семейство линий и состоит из геоде­
зических линий и и —  натуральный параметр вдоль каждой из них, 
семейство линий v состоит из ортогональных траекторий к линиям и.

Из сказанного ясен способ построения полугеодезической системы 
координат на поверхности S . В  окрестности точки X  6 5  некоторая 
гладкая кривая у, проходящая через X , выбирается в качестве линии

и =  0. В  качестве линий и берутся геоде­
зические линии, ортогонально пересекаю­
щие кривую у (в каждой точке кривой v 
такая геодезическая сущ ествует и единст­
венная, см. п. 3 § 39). Вдоль линий и па­
раметр и выбирается натуральным. Н ако­
нец, за липни v берутся ортогональные 
траектории семейства линий и.

Можно доказать, что этот способ пос­
троения полугеодезической системы коор­
динат всегда осуществим в достаточно ма- 

Рис. 79 лой окрестности любой точки X  на С2-глад-

V =  V1 V=Vy

■о

4 -
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кой поверхности S . Д оказательство этого факта достаточно сложно, 
и не будем на нем останавливаться.

Наконец, отметим, что если в качестве кривой у в указанном выше 
способе построения полугеодезических координат на S  взять геодези­
ческую линию, а параметр и на ней считать натуральным, то получим 
следующие два соотношения, необходимые нам в дальнейшем. А имен­
но так как вдоль у и — 0, то

Д алее, поскольку линия и =  0  геодезическая, то из формулы (6) и 
соотношений (7) "§ 36, следует, что

2. Экстремальное свойство геодезической линии. Д уга кривой PQ 
на поверхности S  с концами в точках Р  и Q называется кратчайшей, 
если дуга любой кривой на 5  с концами Р  и Q имеет длину не мень­
шую, чем PQ.

Т е о р е м а .  Е сли  точки Р  и  Q геодезической линии на 
поверхности S  достаточно близки, то дуга PQ  этой линии явля­
ется кратчайшей среди дуг всевозможных кривых на S  с конца­
ми Р  и Q.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем на поверхности S  полугеодези- 
ческую систему координат в достаточно малой окрестности точки Р 
(считая, что точка Q попала в эту окрестность). При этом в качестве 
линии v — 0  берем геодезическую линию PQ, а в качестве линии 
и =  0 —  геодезическую линию, проходящую через точку Р и ортого­
нальную дуге PQ (рис. 80). В этой системе координат на 5  точки Р  и 
Q имеют соответственно координаты (0, 0) и («0, 0 ), где и0 —  длина 
дуги PQ- Возьмем на S  произвольную гладкую дугу с концами Р и Q. 
Пусть она задается уравнениями и =  и (t), v — v (/), а ^  t ^  b. 
Д ля длины s этой дуги имеем:

ds2 =  G (0 , и) dv2, 
а поскольку параметр v натуральный, то

G (0 , у) =  1. (2)

k

т. е.
С„ (0, v) =  0. (3)

s = j  V & + G { j i f c“ >  I  “j , dt > i . (du I = 1 “ (6)” “ w

Отметим, что требование близости то- Ч/
чек Р и Q на геодезической линии суще- Рис. 80
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n ственно. Чтобы в этом убедиться, дос­
таточно рассмотреть две дуги большой 
окружности на сфере с общими конца­
ми Р  и Q, не являющимися диамет­
рально противоположными точками. 
Одна из этих дуг является кратчайшей, 
а другая нет.

Р и с. 81

§ 41. ТЕО РЕМ А ГАУССА — БОННЕ

Рассмотрим на С2-поверхности S  го­
меоморфную кругу область Q, граница

которой dQ состоит из конечного числа дуг С2-гладких кривых 
Vi, •••. Vт- Зададим на dQ направление обхода так, чтобы при 
обходе dQ в этом направлении с той стороны поверхности, куда на­
правлена нормаль л, область Q оставалась справа (рис. 81). Через а , 
обозначим величины углов, образованных дугами yt и Y*+i со стороны 
области Q. Справедлива следующая теорема.

Т е о р е м а .

где k g — геодезическая кривизна кривых yt в точках гладкости, 
К  —  гауссова кривизна поверхности, d s  —  элемент длины кривых 
yt, do  —  элемент площади поверхности S .

Д оказательство теоремы 1 приводить не будем.
Из равенства (1), в частности, следует, что если dQ состоит из одной 

С2-гладкой кривой у, то все a t равны я , и мы получаем формулу

Отметим ряд важ ны х следствий теоремы Г а у с с а —  Бонне.
1. Если все дуги yt являю тся геодезическими линиями, то замкну­

тая область Q называется геодезическим многоугольником. В этом слу­
чае формула ( 1) принимает вид:

Если S  —• плоскость, то геодезический многоугольник превращается 
в простой многоугольник на плоскости, а я  —  а , является величиной 
внешнего угла Рг этого многоугольника. П оскольку для плоскости 
К  =  0, то из (3) получаем известную из курса элементарной геомет­

рии формулу ^ Р г  =  2л . В  случае общей поверхности естественно

назвать величину рг =  я  —  a t внешним углом геодезического много­

m m
( i)

(2)

m
(3)

m
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угольника, а формулу (3) рассматривать как формулу для нахожде­
ния суммы внешних углов геодезического многоугольника:

j j p ,  =  2 я  -  f  j  Kda. (4)
i=i ' q

Величину  ̂[ Kda называют интегральной кривизной области Q. 
' q

Из (4) мы видим, что интегральная кривизна области Q на поверхно­
сти S  в некотором смысле характеризует степень отклонения внутрен­
ней геометрии поверхности S  от геометрии евклидовой плоскости.

2 . Д ля геодезического треугольника Т  с углами а , Р, V формула 
(3) может быть записана так:

а + Р +  Y —  я  =  || Kda.

Отсюда мы видим, что для поверхности, изометртной плоскости, 
сумма внутренних углов геодезического треугольника равна л , больше 
л , если на поверхности К  >  0, и меньше л , если К  <  0.

§ 42. ПОВЕРХНОСТИ ПОСТОЯННОЙ ГАУССОВОЙ КРИВИЗНЫ

1. Локальная изометричность поверхностей одной и той же по­
стоянной гауссовой кривизны. Пусть поверхность S  имеет постоянную 
гауссову кривизну К. Возьмем на 5  произвольную точку X  и фикси­
руем на S  в этой точке некоторое направление т. Проведем через точ­
ку X  по указанному направлению геодезическую линию Y и введем 
в окрестности точки X  полугеодезическую систему координат, при­
няв y за  линию и =  0, а параметр v вдоль нее будем считать натураль­
ным. (Точке X  соответствуют координаты (0, 0 ).)  К ак отмечалось в 
п. 1 § 4 0 , в этой системе координат первая квадратичная форма S  
имеет вид:

I =  du2 +  G (и, v) dv2, 

причем выполнены соотношения

G (0, v) =  1 и Gu (0,v) =  0 . ( 1)

Д ля гауссовой кривизны имеет место следующая формула:

* = — h [ v ° u  
Отсюда получаем для коэффициента G дифференциальное уравне­

ние

(VG)au + k V g = О (2)
при начальных условиях (1). Это уравнение по отношению к пара­
метру и является линейным дифференциальным уравнением второго 
порядка с постоянными коэффициентами, его решения хорошо извест­
ны:
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( A cos ( У  К  и) +  В sin ( У  К и), если К >  О,
У й  =  | А +  В « , если К =  О, (3)

[ A ch ( У  — К ы) +  В  sh ( К —  /С «), если /С <  О,

где Л и В —  произвольные функции параметра v. В  силу первого 
из соотношений (1) во всех трех случаях А =  1. Дифференцируя 
равенство (3) по и и используя второе из соотношений (1), получим 
во всех трех случаях 6 =  0. Таким образом, получаем:

_  [ cos ( У  К и), если К >  0,
У  G— j 1, если К =  0,

[ ch ( У — К и), если К  <  0.

Следовательно, во введенной системе полугеодезических коорди­
нат первая квадратичная форма поверхности S  имеет вид:

| du2 +  cos2 ( У К  и) dv2, если К  > 0,
I =  j du2 +  dv2, если К  — 0,

[ du2 - f  ch2 ( У  —  К  и) dv2, если К  <  0.

Возьмем теперь другую поверхность S ' с той ж е постоянной кри­
визной К . Фиксируем на ней произвольную точку X ' и некоторое 
направление г' в этой точке. Введем полугеодезическую систему коор­
динат на S ',  повторив все предыдущие построения. Тогда в некоторой 
окрестности точки X ' во введенной системе координат первая квадра­
тичная форма будет иметь вид:

( du'2 +  cos2 (У К  и') dv'2, если К  >  0,

У =  j du'2 +  dv'2, если К  =  0,

i du'2 +  ch2 (У  —  К  и') dv'2, если К  < 0 .
Установим между S  и S ' взаимно однозначное соответствие (в ок­

рестностях точек X  и X ', где введены указанные координаты) так, что 
соответствующие точки имеют одинаковые координаты и =  и ,  v =  v .

Л егко видеть, что при таком соответствии первые квадратичные 
формы поверхностей S  и 5 '  равны, и, следовательно, 5  и S '  изометрич- 
ны. Кроме того, видно, что точке (0, 0) и линии и — 0 на S  соответст­
вует точка (0, 0) и линия и =  0 на S '. Следовательно, точка X  с на­
правлением т переходит в точку X ' с направлением т\ Таким образом 
доказана теорема.

Т е о р е м а .  Пусть S  и  S '  —  поверхности одной и той ж е 
постоянной гауссовой кривизны К , X  и X ' —  произвольные точки 
соответственно на S  и S ' , х и г' —  произвольные направления 
в этих точках соответственно на S  и  S '. Тогда существует изомет­
рическое отображение некоторой окрестности точки X  поверхности 
S  на надлеж аще выбранную окрестность точки X ' поверхности S ', 
при котором точке X  с направлением  т соответствует точка X ' 
с направлением  т\
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2. Простейшие поверхности постоим 
ной гауссовой кривизны. I Ipocтейшей 
поверхностью постоянной положитель­
ной кривизны /\ >  О является, очевид­

но, сфера радиуса R -  . Простей­

шей поверхностью постоянной нулевой 
гауссовой кривизны является плоскость.

Рассмотрим поверхность вращения, 
образованную вращением кривой

л; =  a sin v, z =  a ^cos v - f  In tg

расположенной в плоскости x , z, вокруг 
оси z. Кривая у называется трактрисой.
Отличительным ее свойством является 
то, что длина отрезка касательной от точки касания до оси z посто- 

‘ янна. Вид трактрисы изображен на рисунке 82. Параметр v представ- 
[ ляет собой величину угла, образованного касательной к трактрисе с 

осью z. По уравнению меридиана легко написать уравнения поверх- 
; ности вращения. Эти уравнения имеют следующий вид:

х  =  a sin и cos и, у =  a sin v cos и,

I
a cos v (4)

Простой подсчет гауссовой кривизны указанной поверхности по фор­

муле (7) § 35 , показывает, что К  = ----- - .  Поверхность, заданную
а2

уравнениями (4), называют псевдосферой. К ак  мы видим, это повер­
хность постоянной отрицательной кривизны.

Из теоремы пункта 1 вытекает, что у любой точки гладкой поверх­
ности класса С2 постоянной гауссовой кривизны К  существует ок­
рестность U, изометричная некоторой области на сфере радиуса

R =  ~т=, если К >  0, или некоторой области на плоскости, если 
у К

К  =  0, или, наконец, некоторой области на псевдосфере с параметром 

а =  - р = , если К  <  0.
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