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SO‘Z BOSHI

Matematik fizika tenglamalari fani klassik mexanika, fizika,
gidrodinamika, akustika va boshga sohalarda sodir bo'ladigan
jiuayonlarning matematik modellarini yaratish va bu masalalarni
yechish usullarini qurish bilan uzviy bog'liq. Bu modellashtirish
muayyan jarayonlarni ifodalovchi fizikaviy Kkattaliklar asosida
leuglamalarni keltirib chigarish bilan xarakterlanadi. Kvant
mexanikasi, atom va yadro fizikasi, qattiq jismlar nazariyasi,
elemental' zarralar fizikasi kabi sohalarning rivojlanishi matematik
l,adgiqol,laming asosini tashkil etadi. Mexanika va fizikaning ko'plab
masalalari xususiy hosilali differensial tenglamalarni tadqiq etishga
keladi. Shuning uchun xususiy hosilali differensial tenglamalar fani
matematik fizikaning zamonaviy holatini o'rganish va tushunish
uchun zarur bo'lgan boshlang'ich bilimlarni beradi.

Matematik fizika tenglamalari faniga bag'ishlangan darslik-
lar, o'quv go'llanmalar ingliz, rus va boshqa tillarda ko'plab nashr
gilingan. Bu adabiyotlarning nazariy gismi bilan misol va masalalarga
oid bo'limlari orasida biroz tafovut borligi seziladi. Hozirgi davr
talabiga javob beradigan yuqori malakali mutaxassislar tayyorlash,
ulaming nazariy va amaliy masalalarni chuqur o'zlashtirishiga
ko'makla.shuvchi o'zbek tilida yozilgan darsliklar, o'quv go'llanmalar
yaratish muhim ahamiyatga ega.

Ushbu o'quv go'llanma universitetlarning matematika. mexa-
nika, amaliy matematika va informatika yo'nalishlari o'quv rejasidagi
asosiy fanlardan biri bo'lgan matematik fizika tenglamalari faniga
bag'ishlangan. Fizikaviy jarayonlarning matematik modelini tadqiq
etish xususiy hosilali differensial tenglamalar kursining asosiy gismini
tashkil giladi.

Talabalar bu fanni mukammal o'zlashtirishlari uchun ularga
ma’lum bilimlar majmuasi zarur bo'ladi. Masalan, matematik fizika
tenglamalari kursi oddiy differensial tenglamalar fanining bevosita
davomi hisoblanadi. Uni mukammal tushunib, o'zlashtirishlari uchun
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oddiy differensial tenglamalar fanidan ma’lum bilimlar talab gilinadi.
Bu borada talabalar kuzatuvchi bo'lib golmasdan, balki o'zlari misol
va masalalar yechish. mavzularni mustaqil o‘zlashtirishlari lozim.

Qo'llanmaning asosiy magsadi, talabalarni matematik fizika
tenglamalari va ular uchun qo'yiladigan asosiy masalalar bilan
tanishtirish, ular uchun zarur bo'lgan boshlang'ich bilimlami berish-
dan iborat. Unda matematik fizikaning xususiy hosilali differensial
tenglamalar bilan ifodalanadigan ayrim masalalari o'rganilgan. Asosiy
e'tibor xususiy hosilali differensial tenglamalarning klassifikatsiyasi,
ularni kanonik ko'rinishga keltirish, Koshi masalasining qo'yilishi va
uni yechish, giperbolik, parabolik va elliptik tipdagi tenglamalar
uchun asosiy boshlang'ich-chegaraviy masalalarning qo'yilishi va
ularni yechishning ayrim usullarini bayon gilishga qaratilgan.

Ushbu qo'llanmani yozishda va mustaqil yechish uchun
masalalarni tanlashda xususiy hosilali differensial tenglamalar
sohasida o'zbek va rus tillarida chop etilgan adabiyotlardan keng
foydalanildi hamda muallifning Mirzo Ulug'bek nomidagi O'zbekiston
Milliy universiteti talabalariga "Matematik fizika tenglamalari”
fanidan olib borgan nazariy va amaliy mashg'ulotlari katta yordam
bo‘ldi.

Qo’'lyozmani ko'rib chigib, o'z fikr-mulohazalarini bildirgan
go'llanmaning mas’ul muharriri professor J.O.Toxirovga hamda
professor A.Q.O'rinovga va professor Q.S.Fayazovga muallif samimiy
minnatdorchilik bildiradi.

Qo'llanmadagi kamchiliklarni bartaraf etish, uning sifatini
yaxshilashga garatilgan tanqidiy fikr va mulohazalarini bildirgan
hamkasblarga va kitobxonlarga muallif awaldan minnatdorchilik
bildiradi.

Muallif



1 BOB

MATEMATIK FIZIKA TENGLAMALARI.
ASOSIY MASALALARNING QO'YILISHI

Matematik fizikaning ayrim masalalari ikkitichi tartibli xususiy
hosilali differensial tenglamalar orgali ifodalanadi. Qo'llanm”~ing
ushbu dastlabki gismida xususiy hosilali tenglamalar hé&qida
tushunchalar va ta’riflar gisqacha bayon gilingan.

Matematik fizikaning asosiy tenglamalariai keltirib chiqgarish,
bu tenglamalar uchun boshlang‘ich-chegaraviy shartlar va korrekt
go'yiladigan masalalar berilgan.

Nokorrekt go'yilgan masalalarga misollar keltirilgan.

1—8. Xususiy hosilali differensial tenglamalar.
Asosiy tushunchalar va ta’riflar

Noma'lum u(x) = u(xl,x2, =mm,xn) funksiya uning xususiy
hosilalarini va x\, x2, .. -, xn erkli o‘zgaruvchilarni bog'lovchi quyidagi
ifoda

» du du ~dku \ .
F _z,u,—. jo-——-—r-,...1=0 @
\ dxi dxn dxyl... dx?s J

xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.
Bu yerda p(-) — o'z argumentlarining berilgan funksiyani,

xeDCRnNnnNn> 2 ki+k2+ ...+ kn~ K, K O,m; m >.1; D esa
(1) tenglamaning berilish sohasi deyiladi.
Misollar.
.. du du du 0
M B * Bke * **** oxn U
. d2u dau dau
2)tef + to]+"-+ fc|] +sm" =0;
du d3u d3u

" dXxi dxidx%+ 0x3 ~
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Yugorida keltirilgan tenglamalar mos ravishda birinchi tartibli,
ikkinchi tartibli va wuchinchi tartibli xususiy hosilali differensial
tenglamalardir.

Demak, differensial tenglamada noma’lum funksiya xususiy
hosilasining eng yuqori tartibiga shu tenglamaning tartibi deyiladi.

Agar u(x) — u(xi, X2, mmm,xn) funksiya biror D sohada anig-
langan, uzluksiz va tenglamada gatnashgan uzluksiz hosilalarga ega
bo'lib, shu sohada tenglamani ganoatlantirsa, u holda bu funksiya
tenglamaning yechimi deb ataladi.

Agar F barcha

hosilalarga nisbatan chizigli bo‘lsa, u holda (1) tenglama chizigli
xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.
Chizigli tenglamani quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

m n
Kk—1 jkn
yoki
Cu = f(x)
bu yerda
i
7=1

rn — tartibli chiziqgli differensial operator deb ataladi.
Odatda xususiy hosilali chizigli ikkinchi tartibli differensial
tenglama quyidagicha ifodalanadi
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bu yerda a*j(x), 6*(k), c(x) biror chekli yoki cheksiz D sohada
berilgan funksiyalar, ular tenglamaning koeffitsiyentlari, f(x) esa
tenglamaning ozod hadi deyiladi.

Agar chizigli tenglamada f(x) — 0 bo‘lsa, u bir jinsli, aksincha,
ya'ni /(k) & 0 bo'lsa, birjinsli boUTagan tenglama deyiladi.

Agar (2) tenglamada uning chap tomonini L(u) orqali
belgilasak, u holda (2) tenglamani quyidagi ko'rinishda yozib olish
mumkin:

L{u) = f(x), (3)

bu yerda

11\ Vv* <\ u NT"t /7 \du
13 1 J t=1 *

ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial operator deyiladi.
Masalan, ikki o'zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali
chizigli differensial tenglama ushbu

afx,g)\®2u + Ebl(x,,,'j—®2u + dx,!,}ol‘21i+

.du , . .du
fai V~dk+ X'Vdy + CI™'VU= n

ko'rinishga ega bo’'ladi.

Bu yerda a(x,y), b(x,y), c(x,y), aix,?/), bx(x,y) va cx{x,y) —
tenglamaning koeffitsiyentlari, f(x, y) esa uning ozod hadi bo'lib, ular
X, y argumentlarning berilgan funksiyalar!.

Agar (1) tenglamada F fagat yuqori tartibli

dmu s
dx'll...dxt”’ JTi 3 m

hosilalariga nisbatan chiziqli bo'lsa, u holda (1) kvazichizigli tenglama
deyiladi.
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Masalan, quyidagi tenglama

du du\ d2u du du\ d2u
a”~x,y,u, dx, dyJ Qx2 + b X,y,u, dx, QyJ dxQy +

( du du\ d2u , ( du du\
+c{x'viu'li'-~) 8?2 +F,\x’y'n’di’a i)=0"

ikki o'zgaruvchili ikkinchi tartibli kvazichizigli tenglamadir.
Xususiy hosilalar uchun quyidagi belgilashlardan foydalanainiz:

du du d2u d2u d2u
a? % = Uxxrd”™' Uxy~ d . Uyy-d~n'
va h, k.
Agar (4) ifodada a”™(x) = 0, ij ~ I~n, va bi(x) koeffitsiyent-

lardan kamida bittasi noldan fargli bo'lsa, u holda (4) ifoda birinchi
tartibli chizigli operator deb ataladi.

Birinchi va ikkinchi tartibli chizigli differensial operatorlar
quyidagi xossaiarga ega:

1) L(cu) = cL(u), c = const;
2) L(ux --u2) = L(ui)+ L(u2).

Bu xossalarni tekshirib ko'rish giyinchilik keltirib chigarmaydi.

Yugoridagi xossalardan chizigli bir jinsli differensial tenglamalar
uchun muxim bo'lgan ushbu xulosalar kelib chigadi:

lxulosa. Agar u(x) funksiya biror D sohada bir jinsli xususiy
hosilali differensial L(u) = 0 tenglamaning yechimi bo'lsa, u holda
cu(x), ¢ = const funksiya ham D sohada shu tenglamaning yechimi
bo'ladi.

2—XULOSA. Agar ui(x) va u2(x) funksiyalar biror D sohada bir
jinsli xususiy hosilali differensial L(u) = O tenglamaning yechimlari
bo'lsa. u holda wi(x) + u2(x) funksiya ham D sohada shu L(u) = 0
tenglamaning yechimi bo'ladi.

Bu xulosalardan quyidagi natijani olamiz:
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Natija. Agar t»i(x), ii2(x),... ,un(x) funksiyalar biror D
sohada bir jinsli xususiy hosilali differensial L(u) = O tenglamaning
ycchimlari bo’lsa, u holda bu funksiyalarning chizigli kombinatsiyasi

civi(x) + Qu2(X) + ...+ cnun(x)

ham D sohada shu L(u) = 0 tenglamaning yechimi bo'ladi.

Bu erda a, i = I,n ixtiyoriy o'zgarmaslar.

Agar Rn fazoning o'lchami ikkiga teng, ya’ni n = 2 bo'lsa, u
holda X\ —x, %2 = ¥ deb, agar n = 3 bo'lsa, u holda xi = x, X2 = vy,
X;j = r deb olamiz.

1-MISOL. Quyidagi berilgan

a) u(x,y,r) = ;‘r H-., b u(xy,z) = xyz,

funksiyalar x > 0, y > 0, z > 0 sohada ushbu

du du du
xa-g(— + Z—g;( + Zd_x =0
l.englamaning yechimi bo'ladimi?
Ykchish. a) Berilgan funksiyaning ux, uy va uz xususiy
Ik>silala.rini topamiz:

iht 2r du 2x2 2y du 2y2
<h: w’ riy y3 ~ z2’ 23

va ulami berilgan tenglamaga ko'yib,

du du du 2x2 2x2 . 2y2 2y2 o

yN— ((z2— = —f- — T — =

dx dx dx _yr yz zl zl

tenglikni olamiz.
xl 2

Demak, u(x,y, z) = S/Z_J_ - funksiya garalayotgan sohada be-

rilgan tenglamaning yechimi ekan.

b) Xuddi yugoridagi kabi berilgan funksiyaning xusu:
hosilalarini topamiz: ux = yz, uy = xz, uz — xy va bularni
tenglamaga qo'ysak,

Xux+ yuy+ zuz = xyz @ 0
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bo'ladi. Shunday qilib, n = xyz funksiya x > 0,y > 0, 2 > 0 sohada
berilgan tenglamani ganoatlantirmas ekan.
2-misol. Ushbu

u(x,y) —Ini, r2= (x - x0)2+ (y - ya)2,
funksiya R 2 tekislikda

Au —Uxx “7yy r=0

Laplas tenglamasining yechimi bo‘ladimi?
Bu erda (xo, Yo) 6 R2 tekislikdagi biror fiksirlangan nugta.
YECHISH. Berilgan funksiyaning hosilasini hisoblash uchun uni
qulay ko'rinishda yozib olamiz

u(x, =In- = —Inr2.
(4 ) T 2
Bu funksiyaning xususiy hosilalarini olaylik

1.1 (r2 X -X0
ur = 2Fir23

.4 , 2(Xx-x0)2
Uxx—(Ux)x— rJZ+ ( ra )

Xuddi shu kabi berilgan funksiyaning y bo'yicha ikkinchi tartibli
hosilasini hisoblaymiz:

2(Y ~ Yo0)2
Endi olingan uxx va uyy hosilalarni Laplas tenglamasiga qo'yamiz.
Natijada barcha (x,y) ® (xo0,y0) nuqtalarda

2 ,2x-x02+2(y-y0)2_ 2 _2_n
Mo + Wt/ — 72 r4 r2+ r2

ayniyatga ega bo’lamiz.
Demak, u(x,y) = In- funksiya R2 tekislikning barcha (x,y) *
r

(x0,y0) nugqtalarida Laplas tenglamasining yechimi bo'lar ekan.
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Xususiy hosilali  differensial tenglamalar xuddi oddiy
differensial tenglamalar kabi aksariyat hollarda berilgan teng-
lamani ganoatlantiruvchi cheksiz ko'p xususiy yechimlarga ega.
Bularning yig‘indisi garalayotgan tenglamaning umumiy yechimini
tashkil giladi, Oddiy differensial tenglamaning umumiy yechimi bilan
xususiy hosilali differensial tenglamaning umumiy yechimi o'rtasida
keskin farqg bor.

Oddiy differensial tenglamalar kursidan ma’lumki, ushbu

y" = fH{x,y.y"), (5)

ikkinchi tartibli tenglamaning umumiy yechimi 2 ta ixtiyoriy
o'zgarmas songa bog‘lig bo‘lib, u

y(x) = g(x,ci,c2), (6)

ko'rinishdagi egri chiziglar oilasidan iborat.
Berilgan tenglamaning ixtiyoriy xususiy yechimi cb c¢2
parumetrlarga giymatlar berish natijasida hosil bo'ladi.
Masalan, ushbu
y" + Ay- O, (7)

ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli differensial tenglamaning umumiy
yechimi
y(x) = ci cos2x + @sin2x,

bu erda, ci, G ixtiyoriy o‘zgarinaslar.

Agar berilgan tenglamaning y(0) = 1, y'(0) = 1 boshlang'ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab gilinsa, u holda
umumiy yechimda gatnashgan ci, c2 o'zgarmaslarni ¢cT= 0, c2= 1/2
ekanligi ko'rinadi. Bundan berilgan (7) tenglamaning xususiy yechimi

o 1
Y(x) = 2 sm2x

ekanligi kelib chigadi.
Endi ikki o'zgaruvchili birinchi tartibli xususiy hosilali quyidagi
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tenglamani garaylik.

Bu tenglamada fagat ux hosila gatnashyapti, y o‘zgaruvchini
fiksirlangan, deb garaymiz. Barcha fiksirlangan y larda (8) tengla-
mani oddiy differensial tenglama deb garash mumkin, bunda x erkli
o'zgaruvchili, 1 noma’lum funksiya.

Faraz qilaylik, bu tenglamaning umumiy yechimi

u = <p(x,y,C), 9)

formula bilan aniglansin. Bu yechimda y parametr va ixtiyoriy C
o'zgarmaslar uchun u (8) tenglamani ganoatlantiradi. (9) funksiya
xususiy hosilali (8) tenglamaning yechimi bo'lishi uchun C parametr
X ga nisbatan o'zgarmas bo'lishi zarur, ya'ni u y o'zgaruvchining
ixtiyoriy funksiyasi bo'lishi kerak. Demak, C ning o'rniga y ga bog'liq
bo'lgan ixtiyoriy d(y) funksiya qo'ysak, natijada (8) tenglamaning (9)
ga garaganda umumiyroq bo'lgan

u = tp(x,y,rp(y))

ko'rinishdagi yechimiga ega bo'lamiz.

Shunday qilib, birinchi tartibli xususiy hosilali (8) tengla-
maning umumiy yechimi C(R) sinfiga tegishli bo'lgan ixtiyoriy d(y)
funksiyaga bog'lig bo'lar ekan.

Buni ayrim misollarda ko'raylik.

3-MISOL. Ushbu

nm- x~ - x2y2=0, (10)
ox

birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamaning umumiy
yechimini toping.
Y echish. Berilgan tenglamani quyidagi

du 1 2
B u= -Xxy

ko'rinishda ifodalaymiz.
Bu tenglamada y o'zgaruvchini parametr deb garaymiz. Oxirgi
tenglama birinchi tartibli chizigli differensial tenglama bo'lgani uchun
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uning umumiy yechimi n = c¢x —x2y2 bo'ladi. U holda. xususiy hosilali
(10) differensial tenglamaning umumiy yechimi

u(x,y) = xdo{y) - x2y2, ip(y) e C{R)

ko'rinishda topiladi.

Xususiy hosilali differensial tenglamaning umumiy yechimi
oddiy differensial tenglamadan fargli o'laroq berilgan tenglamaning
tartibiga teng bo'lgan sondagi ixtiyoriy funksiyalarga bog'liq bo'lar
ekan.

4—misol. Ushbu uxy = 0 yoki

tenglamaning umumiy yechimini toping.
Y echish. Berilgan tenglamani x bo'yicha integrallab,

uy = &(y)

tenglamani hosil gilamiz. Bunda ip(y) - ixtiyoriy funksiya.
Oxirgi tenglamani y bo'yicha integrallab,

Yy

(12)

(0]

tenglikni olamiz. Bu erda do\{x) —ixtiyoriy funksiya.
Endi (12) tenglikda

‘ri){z)dz = i<y)

0

deb belgilab,
u(x,y) = r(x) + 2{y) (13)

formulaga ega bo'lamiz.
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Bunda c(y) ixtiyoriy funksiya bo'lganligi uchun d¢2(y) ham y
o'zgaruvchining ixtiyoriy funksiyasi bo'ladi.

Agar p\(x) va d2(y) funksiyalar R sohada bir marta uzluksiz
differensiallanuvchi, ya’'ni dp\(x), d2(y) £ CxR) bo'lsa, u holda
(13) formula orgali aniglangan u(x,y) funksiya R2 tekislikda (11)
tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi.

Xususiy hosilali (11) differensial tenglamaning umumiy yechimi
yordamida uning xususiy yechimini ham topish mumkin. Buning
uchun qgaralayotgan masalaning berilgan shartlari asosida d\(x) va
d2(y) funksiyalarning aniq ko'rinishlari topiladi.

Shuni ta’kidlash muximki, ayrim xususiy hosilali differensial
tenglamalarning xususiy yechimlarini aniq ko'rimshlarini topish mum-
kin. Ko'p hollarda xususiy hosilali differensial tenglamalarining
xususiy yechimlarini topish usullari yaratilgan. Qaralayotgan teng-
lamani, ma’lum boshlang'ich va chegaraviy shartlarni ganoatlantira-
digan yechimlari topiladi.

Fizikaviy jarayonlarning matematik modelini qurish va uni tad-
gig etish matematik fizikaning asosiy vazifasi hisoblanadi.

Mexanika va fizikaning juda ko'p masalalari ikkinchi tartibli
xususiy hosilali differensial tenglamalar orqali ifodalanadi.

Masalan:

1 Bir jinsli torning ko'ndalang tebranishi, sterjenning bo'ylal
tebranishi, o'tkazgichdagi elektr tebranishlar, turli muhitlarda tovusli
tarqgalishi va shu kabi jarayonlar

utt = a2(uxx + uyy + uzz) + f(x,y,z,t), a= const, (24)

to'lgin tenglamasi bilan ifodalanadi, va bu tenglama uch o ‘Ichovli to‘l-
gin targalish tenglamasi deyiladi.
Ushbu tenglama

Utt ~ ® (UXX Uyy) 47f(x,y,t),
ikki o‘lchovli to‘lgin tenglamasi deb atalidi. (14) tenglama bir o'lchovli
Utt — 0 uxx + f(x,t),

bo'lgan holda bir jinsli torning majburiy tebranishini ifodalaydi.
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2. Bir jinsli izotrop jismlarda issiglikning tarqalishi, diffuziya
jarayoni va g'ovak muhitlarda suyuqglik va gazlarning filtrlanishi kabi
jarayonlar

ut = a2(uxx + Uyy + uzz) + f(x,y, z,t), a= const, (15)

issiglik tarqalish tenglamasi orqali ifodalanadi.
Yugoridagi (15) tenglama uch o‘lchovli issiglik targalish tengla-
masi deyiladi. Ushbu ko‘rinishdagi

ut = a2(uxx + Uyy) + f(x, y, t),

tenglama ikki o‘lchovli issiglik tarqalish tenglamasi deb ataladi. Bir
o'lchovli bo'lgan
ut = a2uxx + f(x,t),

hoi esa, bir o‘lchovli issiglik targalish tenglamasi deyiladi.

3. Statsionar issiglik holati, o'tkazgich sirtida zaryadlarning
muvozanatlashuvi, sigilmaydigan suyugliklarning harakati va shu kabi
jarayonlar

uxx Uyy uzz f(x,y.z), (1

I’'tiasxon tenglamasi orqali ifodalanadi.
Agar (16) tenglamada f(x, y,z) = 0 bo'lsa, u holda bu tenglama

Ux f vy Uzz ~ O, a7)

Laplas tenglamasi deb ataladi.

Elektr zaryadi va massasi hisobga olinmagan tortishish maydoni
potensiallari va statsionar elektr maydoni masalalari Laplas tengla-
masi orgali ifodalanadi.

Yugorida keltirilgan (14)-(17) tenglamalar matematik fizikaning
asosiy tenglamalari deb yuritiladi. Bu tenglamalarni mukammal
o'rgamsh turli fizikaviy masalalarni yechish va umumiyroq bo'lgan
xususiy hosilali differensial tenglamalar nazariyasini yaratishga
imkoniyat beradi.
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2—8. Tor tebranish tenglamasini keltirib chigarish.
Asosiy boshlang'ich—ehegaraviy masalalarning qo'yilishi

Tekislikda, Ox o'qi bo'yicha uchlari mahkamlangan uzunligi |

ga teng bo'lgan torni (ingichka, elastik ipni) garaylik.
Ingichka — bu torning ko'ndalang kesimi uning uzunligiga nisbatan
cheksiz kichik migdor, egiluvchan deganda tor uzunligining o'zarishiga
bog'lig bo'Irnagau holda shaklini o'zgarishiga torning hech ganday
garshilik qgilmasligi tushuniladi. Bu tushunchalarning matematik
ma’'nosi — torda sodir bo'ladigan T(x) taranglik kuchi doimo uning
oniy uzunligiga o'tkazilgan normal bo'yicha yo'nalgan bo'ladi.

Faraz gilaylik, Ox o'gq bo'yicha torning uchlariga qarama-garshi
tomonlarga yo'nalgan To taranglik kuchi go'yilgan bo'lsin. Agar tor
tashqi kuchlar ta’sirida muvozanat holatidan chiqarilsa, u holda tor
tebranma harakat giladi. Bunda torning muvozanat holatidagi N (x)
nugqtasi t vaqtda M liolatga o'tadi (1-shakl).

Tor tebranish tenglamasini keltirib chigarish uchun quyidagi-
larni talab gilamiz:

1) torning barcha nuqtalari bir tekislikda Ox o'giga
perpendikulyar tebransin, ya'ni tor ko'ndalang tebransin;

2) torning kichik tebranishlari hisobga olinsin;
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3) og'irlik kuchining ta’siri inobatga olinmasin, ya’ni taranglik
kuchi shunchalik kattaki, buning natijasida og‘irlik kuchining ta’siri
sezilmaydi.

Torning tebranishi bir tekislikda sodir bo‘layotgani uchun tor-
ning tebranish gonuni, ya'’ni muvozanat holatidan og‘ishi N M ikki
o‘zgaruvchili bitta u(x,t) funksiya orgali ifodalanadi. Bunda u -
torning t vaqtdagi abssissasi x bo‘lgan N nugtasining M nugtagacha
muvozanat holatidan N M og'ishi.

Agar torning kichik tebranishini inobatga olsak, u holda u(x, t)
funksiya ham kichik va etarlicha sillig torning x nuqtasiga t vaqtda
o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsienti ux(x,t) ham Kkichik
bo'ladi.

Torning tebranishi shunchalik kichik- ki, bunda

bo'‘lsin. Bu torning kichik tebranishlarida uning uzunligini
o'zgarmasligini bildiradi.
Hagigatdan ham, t vaqtda torning M K yoyining uzunligi

formula bilan aniglanadi.

Demak, torning Kkichik tebranishlarida uning uzunligi
o‘zgarmaydi. U holda Guk gonuniga ko‘ra taranglik koeffitsiyenti T
vaqtga ham x ga ham bog'lig emas va u torning barcha nuqtalarida
bir xil To ga teng.

Endi tor tebranish tenglamasini keltirib chigaraylik. Buning
uchun torning M K bo‘lakchasini ajratib olamiz va bunga ta’sir
gilayotgan kuchlarni koordinata o‘qlariga proeksiyasini tushiramiz.
Dalamber prinsipiga asosan, barcha kuchlar proeksiyalarining
yig‘indisi, inersiya kuchini hisobga olganda nolga teng bo‘ladi. Tarang-
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= —Tocosa(x) + Tocosa(x + Ax) —0,

bu yerda

1 1
cosa(x) —
i/1 + tg2a(x) s/l + nux, t)

Endi taranglik kuchini vertikal o'qga proeksiyasini garaylik:

Fver = Tosinnix) —Tgsina(x + Ax) —

ux(x + Ax, t) Ux(x, t)
C o+ u%((x -fAX,T) i1+ u*(x,i)
—Tqafux(x + Axyt) —

Oxirgi formuladan Lagranj teoremasiga asosan
Fver = TOuxx(x',t), X' € (X,x + AX)

kelib chigadi.

Torning ko‘ndalang tebranishlari garalayotgani uchun inersiya
kuchi va tashqi kuchlar Ou o‘giga parallel yo'nalgan. Shuning uchun
ularning Ou o‘qdagi proeksiyasini topamiz.

Faraz qgilaylik, p(x,t) - torning M K bo‘lagiga ta’sir gilayotgan
uzluksiz tashqi kuch, p(x) esa torning uzluksiz chiziqli zichligi bo‘lsin.
U holda tashqgi kuchlarning Ou o‘qgiga proeksiyasi

~tashqgi ~P(x-fy”x

bo‘ladi. Torning zichligi p(x) bo‘lgani uchun uning M K bo‘lagining
massasi

ga teng.
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Nyuton gonuniga ko'ra inersiya kuchi
F*n ~ma = p(x)Axuu{x",t), x" € [x,x + [Ox]

formula bilan aniglanadi.
U holda barcha kuchlaming Ou o‘gdagi proeksiyasi

Tquxx(x', t) A x - p(X)utt(x", t)Ax + p(x, t)Ax = 0

formula bilan ifodalanadi.
Bu tenglikni Ax ¢ O ga qgisqartirib, so‘'ngra A — 0 limitga
o‘tsak,
ToUiex(x, t) - p(x)utt(x, t) + p(x,t) = O (1)

torning majburiy tebranish tenglamasiga ega bo‘lamiz.
Agar tor bir jinsli bo'lsa, ya'ni p(x) — const, u holda (1) teng-
lama quyidagi
utt —a2uxx + /(x, t), (2)

ko'rinishga keladi. Bu erda a2 = To/p, f(x,t) = p(x,t)/p.
Agar (1) yoki (2) tenglamada tashqi kuchlar gatnashmasa, ya'ni
p(x, t) ~ 0, bo'lsa, u holda (2) tenglama ushbu

utt = Q Uxxl

ko'rinishga keladi.

Oxirgi (3) tenglama bir jinsli torning erkin tebranish tengla-
masi deyiladi. Bu tenglama bir o'lchovli to‘lgin targalish tenglamasi
deb ham yuritiladi.

Sterjenning bo'ylama tebranishlari, trubkadagi gazning tebra-
nishlari va boshga tebranma harakatlar (1) ko'rinishdagi tenglama
orgali ifodalanadi.

Asosiy boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

Xususiy hosilali (1) tenglamaning koeffitsientlari va ozod hadiga
go'yilgan ma’lum shartlarga ko'ra cheksiz ko'p xususiy yechimlarga
ega bo'ladi. Shuning uchun (1) tenglamaning o'zi qaralayotgan tor
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tebranishini to'lig aniglash uchun etarli emas. Masalaning fizik
mohiyatidan kelib chiggan holda qo'shimcha shartlarning bajarilishi
talab qilinadi. Fizikadan ma’lumki, nuqtaning harakatini aniglash
uchun uning boshlang‘ich holati va boshlang‘ich tezligini bilish kifoya.
Shuning uchun ham, tor harakatini aniglash uchun t — 0 da uning
boshlang‘ich holati va boshlang'ich teziligini bilish etarli bo'ladi, ya'ni

u(x, t) [=0= <p{x), dunt~ It=0=P(x), O<x<I, (4)

Bu boshlang‘ich shartlar yoki Koshi shartlari deyiladi.

Torning uchlari mahkamlangan yoki mahkamlanmagan bo'lishi
mumkin. Uchlari mahkamlangan tor uchun quyidagi shartlar o'rinli
bo'ladi:

u(x,t) 11=0= 0, u(x,t) per=0, 0<t<T, (5)

buyerdaT > O, | - torning uzunligi.

B\i (5) ko'rmishdagi shartlar chegaraviy shartlar deb yuritiladi.

Shunday qilib, uchlari mahkamlangan torning harakatini aniqg-
lash to'g'risidagi fizikaviy masala quyidagi matematik masalaga
keltirildi: xususiy hosilali (1) differensial tenglamaning (4) boshlan-
g'ich va (5) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimi
topilsin.

Bu masala tor tebranish tenglamasi uchun birinchi aralash
masala deyiladi.

Agar torning uchlari mahkamlanmagan bo'lsa, ya’'ni bu uchlar
biror goida asosida harakatlansa, u holda (5) chegaraviy shartlar
quyidagi

U(x,t) a—o—/XE), U, t) pd—72091 0~ t AT,

shartlarga almashadi.
Boshga turdagi chegaraviy shartlarni ham olish mumkin.
Chegaraviy shartlar uch xil turga bo'linadi:

1) Birinchi tur chegaraviy shartlar:

u(0, t) = ~(t), u(l,t) = O<t<T, (6)
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bu shart torning uchlari Ox o‘giga vertikal holda jx\it) va " (t)
funksiyalar bilan berilgan goida asosida harakatlanishini bildiradi.

2) Ikkinchi turdagi chegaraviy shartlar: bunc
chegaraviy shartlar quyidagicha ifodalanadi:

du(x,t) du(x,t)
*1(0,
dx =) ( 9X  x-1

Bu (7) shartlar torning uchlariga V\(t) va ~ (i) malum kuchlar qo'-
yilganini anglatadi.
3) Uchinchi turdagi chegaraviy SHARTLAR:

ai(t)ux(o, t) + /3i(t)w(0, t) —ecri(t), O< t< T, (8a)
02(t)ux(l,t) + t) = a2(t), O<t<T, (86)

bu yerda aj(t), f3i(t) va <7i(t) (i = 1,2)- berilgan funksiyalar, ixtiyoriy
t € [0.T] da yetarlicha uzluksiz va

0.

(8) chegaraviy shartlar torning uchlari elastik mahkamlanganligini
ifodidaydi. Agar (6)-(8) chegaraviy shartlarda m(t), w(l) va

(i 1,2) berilgan funksiyalar nolga teng bo'lsa, u holda bunday
clii'Kiuiiviy .shartlar bir jinsli chegaraviy shartlar deyiladi.

Krnli ikkinchi va uchinchi tur chegaraviy shartlarni sharxlashga
harakat qilaylik. Bulling uchun bir uchi shiftga mahkamlangan,
ikkinchi uchi erkin harakatlanuvchi sterjenning bo'ylama tebranishi
hagidagi masalani garaylik (2-shakil).

Sterjenning erkin uchining harakat gonuni berilmagan bo'lsin.
Agar sterjenning mahkamlangan uchi x = 0 da uning og'ishi u(0.t) —
0, erkin uchi x = | da esa uning tarangligi nolga teng, ya'ni

dn
T{l,t) = k— (I,t) = 0.

Sterjenga tashqi kuchlarning ta’siri yo'qligi sababli, uning erkin
harakat giluvchi uchida chegaraviy shart quyidagi

Ux(x, t) x—~ O

ko'rinishda bo'ladi.
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2 — shakl.

Agar prujinaning x = 0 uchi ma’lum h(t) gonun asosida
harakatlansa, x — | uchiga esa /(<) kuch osilgan bo'lsa, u holda
chegaraviy shartlar

u(x,£) U=o= ux(x, t) p=/=v(t), O0<t<T,

ko'rinishda beriladi.

Agar prujinaning x — | uchi elastik mahkamlangan bo'lsa,
u holda prujinaning erkin harakatlanuvchi uchida chegaraviy shart
ushbu ko'rinishda beriladi:

kuxQ,t) = —au(l,t) yoki ux(l,t) = —hu(l,t), O0<t<T,

bu yerda h = a/k. k, a > 0. Bu holda prujinaning x — | uchi
ko'chishi mumkin, lekin mahkamlangan nuqtadagi elastiklik kuchi shu
uchida ko'chgan uchining boshlang'ich holatga qaytarishga intiluvchi
taranglik kuchini yuzaga keltiradi. Guk gonuniga ko'ra, berilgan kuch
u(l, t) ko'chishga proporsional, bunda proporsionallik koeffisiyenti
mahkamlangan nuqtadagi bikrlik koeffitsiyenti deyiladi.

Agar elastik mahkamlangan x = | uchi ko'chsa va uni bosh-
lang'ich holatidan chetlanishi 9(t) funksiya bilan aniglansa, u holda
chegaraviy shart quyidagi

v-x(l, t) ~ —h[u(l,t) —6(t)], O0< t< T. )
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ko'rinishda bo‘ladi. Taxanglik kuchi T(0, t) = —kux(Q,t) ni e'tiborga
olsak, x = 0, ya'’ni chap tomonda elastik mahkamlanganlik sharti

ux(0,t) = —h{u(Q,t) - 6(t)], O0< t<T,

bo‘ladi.

Ta’kidlash mumkinki, gattiq mahkamlangan holda (a yetarlicha
katta), ya’'ni uchlarning katta bo‘lImagan ko‘chishlarda katta taranglik
vujudga keladi, u holda (9) chegaraviy shart

u(Z,t) = 0(t), O< £<T,

birinchi tur chegaraviy shartga o‘tadi.

Elastik mahkamlangan holda (a kichik), ya’'ni uchlarning katta
ko'‘chishlarda kichik taranglik vujudga keladi.

Bu holda (9) chegaraviy shart ux(l,t) —9(t), 0 < t < T ikkinchi
tur chegaraviy shartga o‘tadi (tor erkin uchining sharti).

Agar torning ikkala uchida ikkinchi yoki uchinchi chegaraviy
shartlar olinsa, u holda bunday masalalar giperbolik tipdagi tenglama
uchun ikkinchi yoki uchinchi chegaraviy masala deb yuritiladi.

Agar torning x — 0 va x = | uchlarida turli tipdagi chegaraviy
sharl.lai bilan birga t — O boshlang'ich shart berilsa, bunday
Imwuhiliir aralash masalalar deyiladi.

3—8. Issiqliqg targalish tenglamasini keltirib chigarish. Asosiy
boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning go‘yilishi

Qattiq jism (x,y,z) nuqtasining t vaqtdagi harorati n =
u(x,y,z,t) bo'lsin. Agar gattiq jismning turli gismlarining harorati
turlicha bo'lsu,, u holda garalayotgan gattiq jismning ko‘proq isigan
gismidan kamrog isigan gismi tomon issiglik harakati sodir bo'ladi.
Issiglik targalish tenglamasini keltirib chigarish Fur'e qgonuniga
asoslanadi. Bunga ko‘ra AS sirtdan At vaqtda o‘tuvchi AQ issiglik
miqgdori quyidagi formula bilan aniglanadi:

AQ = -k — ASAt, (1)
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du
bu yerda kK - issiglik o'tkazuvchanlik koeffitsiyenti, esa AS sirtga

o‘tkazilgan N normal bo'yicha olingan hosila, u quyidagi formula bilan
aniglanadi:

du du du du /xr . . ,
W = dxCSg 'X>+ dy COS(N' V) cos(Niz) = 9™du, N),

ya’'ni normal bo'yicha olingan hosila ikkita

N = icosa 4-j cos 3+ Kcos7
.du .du du
gradu —Vu —%—j j— Hk—
0X oy 0z

vektorlarning skalyar ko'paytmasiga teng.

Bu yerda i, j, kK - koordinata o'qlarining yo'naltiruvchi birlik
vektorlari, a, /3 7 esa N normal bilan mos ravishda Ox, Oy, Oz
o'glar orasidagi burchak.

Yuqorida keltirilgan (1) formuladagi minus ishora issiglikning
jismning ko'proq isigan nuqtasidan kamroq isigan gismiga issiqglik
harakatini bildiradi.

Endi faraz qilaylik, garalayotgan jism izotrop jism bo'lsin, ya’'ni
jismning issiqlik o'tkazuvchanlik koeffitsienti k fagat (x, y, z) nugtaga
bog'liq, n ga va ga bog'lig emas.

Agar gattiq jism anizotrop bo'lsa, u holda

du
(x,y,z,N,u,—

bo'ladi.

Issiglik targalish tenglamasini keltirib chigarish uchun gattiq
jismdan (z, y, z) nuqtani o‘z ichiga olgan yetarlicha kichik ixityoriy V
parallelepiped ajratib olamiz, ya’'ni

V = {(X,y,2) ' X< E£< X+ AX, y<nNn<y+ Ay, z< (<z+ Az}.
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3 — shakl.

Endi V parallelepiped uchun issiglik balansni tuzaylik.
Parallelepipedning £ = x yuzasi orgali At vaqtda o'tgan issiqglik
miqgdori (1) formulaga ko‘ra

Qx = -k(x,Yy,2z) N AyAzAt.

*

Parallelepipedning £ = x + Ax yuzasidan o'tayotgan issiqlik miqdori

7/ n \du(x + Ax,y,z,t) n
Qx+AXx = ~K X+ Ox>Y.z)— -——-fa---—----—--- AyAzAt

ga teng. U holda V hajmda Ox o'qi bo'yicha golgan issiqglik miqgdori

AQx —Qx Q{-Ox AyAzAtx

x (h(x f Ax, K =
\ ox oX J

— ( k(x\y,z) N Z' el AXAYAzZAL, X' £ (X,x + Aar).
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bo’ladi.
Xuddi shu kabi V parallelepipedning gqolgan yoglari bo'yicha
issiglik miqgdori

AyAxAzAt, y €[y,y+ Ay);

AzAyAxAt, z! € (z, z+ Az).

ga teng bo’ladi.
TJ holda V hajmda At vaqtda oqgayotgan umumiy issiglik
miqgdori
Qi —AQX+ AQy+ AQz—

AxXAyAzAL, (2)

formula bilan aniglanadi.

Faraz gilaylik. garalayotgan V parallelepipedning ichida issiglik
manbalari bo'lsin. Parallelepipeddagi issiglik manbalarining ziehligi
F(x,y,z,t) bo'lsin, ya'ni F(x,y,z,t) funksiya At vaqt ichida AV
hajmdan ajralib chiqgqau yoki unga smgib ketgan issiglik miqgdori
bo'lsin. U holda tashqgi manbalar ta’sirida V hajmdan At vaqt
oralig'ida ajralib chiggan issiglik migdori

Q2= F(x,y,z,t)AXAyAzAt, (3)

bo'ladi.
Qaralayotgan gattiq jismning At vaqtdagi haroratini o'lchash
uchun Atu sarflangan issiglik miqdori

Q3= Atuc(x, vV, z2)p(X, Y, Z) AXAyAz =

= [u(x,y,z,t + At)- ux,y, zt)lc(x, VY, z2)p(X, Y, Z) AXAyAz.
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Hit yerda p(x,y;z,) qattiq jismning zichligi, c(x, y.z) esa uning
solmhtirma issiqlik sig'imi bo‘lib, ularni argumentlarining uzluksiz
funksiyasi deb hisoblaymiz. Lagranj teoremasiga asosan sarf gilingan
i.wiglik migdori uchun quyidagi

Q3= 9u(x,y*z,t) ~ " z)p(x,y,z)AXAyAz, 4)

ifodani olamiz, Bu yerda t' £ (t, t + At).
Endi V hajm uchun issiglik balansi tenglamasini tuzamiz.
Ma’'lumki, Q3 = Qi + Q2, u holda (2)-(4) ifodalardan

D ., y, . o* .
------ I--———-c(X, ¥, Z)p(X,Y, Z) AXAYyAzAt =

1N (xo, /)3 (™ rtn 1axALArA (+

+F(x:y,z t) AXAyAzAt.

Urlili <liKjatli. Oxiiy.i ifodani AxAyAzAt ® 0 ga gisqartirib, so'ngra
Aor >0, Ay <0,Ac >0vaAt 0 limitga o'tsak, ushbu

+F(x,y,z,t) = div(kgradu) + F(x,y,z,t), (5)

Uuiglama hosil bo‘ladi. Bunda vektor-funksiyaning divergensiyasi
quyidagicha tushuniladi:

Agar a{x,y,z) = {P{x,y.,z),Q(x,y,z),R{x,y,z)) bo'lsa, u
holda
80 , dr

dP
dwa(x,y, zj = —
ox ay  ox
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bo'ladi.

Oxirgi (5) tenglama bir jinsli bo'Imagan izotrop gattiq jismning
issiglik o ‘tkazuvchanlik tenglamasi deyiladi.

Agar gattiqg jism bir jinsli, ya’'ni

c(x,y, z) = const, p(x,y, z) = const, K(x,y,z) = const,
bo'lsa, u holda

o /pn\ d fagn\ n /du

div(kgradu) = k ~ dy\dy) ~ dz\dz

— k(v*xx “bUyy 'UzZ) KAN.
bo'ladi. Demak, (5) tenglama quyidagi

ut" a (vxx Uy~'Uzz f(™N3A O

.. . o] K . F(x,y,z,t)

ko'rinishga keladi, bu yerda a = c_p f(x,y,z,t) = ------ Eb —————— .
Agar garalayotgan bir jinsli gattiq jismda tashqi issiglik
manbalari bo'lmasa, ya'ni F(x,y,z,t) = O bo'lsa, u holda (5)

tenglamadan ushbu
Ut —a (Uxx “buyy Uzz)

bir jinsli issiglik tarqalish tenglamasini olamiz.

Agar n harorat fagat x,y,t koordina,talarga bog'liq bo'lsa, u
holda bir jinsli yupqga plastinkada issiqglik targalish tenglamasiga ega
bo'lamiz. (5) tenglama quyidagi

lit~ U (Ux-bUyy) f YiN)i  U—u(x,y.t)

ko'rinishga keladi.
O’lchamlari chizigli bo'lgan jismlar uchun, masalan sterjenda
issiglik targalish tenglamasi

ut —aZuxx + f(x,t), un—u(x,t)

ko'rinishda bo'ladi.
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Asosiy boshlang'ich-chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

Qattiq jismning ixtiyoriy vaqtdagi haroratini aniglash uchun
(™ xususiy hosilali differensial tenglamaning o'zi etarli bo‘Imaydi.
Buning uchun masalaning fizik xossasiga asosan jism ichida bosh-
lang'ich vagtdagi haroratning tagsimlanishi (boshlang'ich shart)ni va
jismning sirtida issiglik rejimi (chegaraviy shartlar)ni bilish zarur.

Chegaraviy shartlar gattiq jism sirtidagi haroratga garab
turlicha berilishi mumkin.

1) Agar qattiq jism sirtining har bir nuqtasida bir xil harorat
HRqglanayotgan bo'lsa, u holda chegaraviy shart

u(x,y,z,t) |s=fii(x,y,z,t), (x,y,z,t)€S, tgleqO, (6)

ko'rinishda beriladi.

Bu yerda S qattiq jismning sirti, u\(x,y., z,t) esa S sirtda
berilgan funksiya.

2) Qattiqg jismning S sirtida issiglik ogimi berilgan bo'lsin, ya’'ni
Al vaqtda gattiqjismning A S sirti yuzasidan o'tuvchi issiglik miqdori
liorilsa, n holda Fur’e gonuniga ko'ra (1) formulaga asosan quyidagi

Q , du
4~ASAIl.~ ON'

iliklu u'rinli bo'ladi, Mimdan ushbu chegaraviy shart
N Me(X,y,zZ,t) = (x,y,z) 6 S, tg‘eqO, (7)

kelib chigadi. IxX2{x,y,z,t) - berilgan funksiya.

3) Qattiq jism sirtida atrof muhit bilan issiglik almashinishi
.sodir bo'layotgan bo'lsa, Nyuton gonuniga asosan At vaqtda qattiq
jismning AS sirtidan atrof muhitga chigayotgan issiglik miqdori
gattiq jism sirtining haroratidan atrof muhit haroratining ayrimasiga
proporsional bo'ladi, ya'ni

g= H (u-u0),
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bu yerda H issiglik almashish koeffitsiyenti bolib, u n —u, ayrimaga
bog‘lig. Energiyaning saglanish gonuniga ko‘ra, bu issiglik miqdori
Fur’e gonuni bilan aniglangan issiglik migdoriga

, du
"= - kBN

teng bo'ladi.
U holda 5 sirtda ushbu chegaraviy shartni

kW = H(u~u~n
olamiz, yoki h —H/k deb almashtirib, S da quyidagi

du
——+ hu = huo
dN

chegaraviy shartga ega bo’lamiz.

Bundan izotrop gattiq jism uchun chegaraviy shartni quyidagi
ko'rinishda

du
— +h(x,y,z,t)u

yozishimiz mumkin.

Shunday qilib, izotrop gattiq jismda issiglik targalish tengla-
masi uchun boshlang'ich-chegaraviy masalalar quyidagicha qo'yiladi:

Birinchi chegaraviy masala. Issiglik o'tkazuvchanlik
tenglamasining ushbu

G —D x (Q,T) —{(x,y,z,t)\ (x,y,z)eDcR\ te (0,T)}
silindrik sohada aniqglangan, uzluksiz quyidagi boshlang'ich

u(x,y,z,t)\t=0 = p(x,yiz), (x,y,z) €D,

va
u(x,y,z,t) Is= fxi(x,y,z,t),  (x,y,z,t)€S, tgeqQ,
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chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y,z,t) yechimi topilsin.

Ikkinchi chegaraviy masala. Issiglik o'tkazuvchanlik
tenglamasining G = D x (0, T) silindrik sohada aniqlangan, uzluksiz
quyidagi boshlang'ich

u(x,y,z,t)\t=o = 4>(x,y,z), (x,y,z) e D,

du

‘= Y,z,t) = - gQ -y’Z’P, (x,y,z)es, tg‘eqO,
8N - K{X.y,2Z)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, y, z, t) yechimi topilsin.

Uchinchi chegaraviy masala. Issiqlik o'tkazuvchanlik teng-
liununining

G“ Dx(,T) = {Ok,Y,2,0] (x,y,z) e D CR3, t€ (0,T)}
Hilindrik sohada aniqglangan, uzluksiz quyidagi boshlang'ich
u{x,y,z,)|t=0 = tp[x,y,z), (x,y,z) €D,
Vil
tin

DN Y, Z, 1), (x,vy,2) €5, iffegO,

c.h(4,atiiviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y, z,i) yechimi topilsin.

Yuqoridn keltirilgan masalalar issiqlik o'tkazuvchanlik tengla-
iiuusi, ya'ni parabolik tipdagi tenglamalar uchun asosiy boshlang‘ich-
rhrgaraviy masalalar deyiladi.
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4-8. Puasson va Laplas tenglamalariga keladigan masalalar.
Asosiy chegaraviy masalalarning go‘yilishi

Faraz qilaylik, biror S sirt bilan chegaralangan D jism ichida bir
jinsli sigilmaydigan suyuglik ma’lum v(x, y, z) tezlik bilan statsionar
harakatda bo'lsin. Agar suyuglik bir jiq(lsli sigilmaydigan suyuglik,

ya'ni p(x,y,z) —const bo'lsa, u holda — = 0, gradp — 0 bo'ladi.

Agar suyuglikning harakati uyurmali harakat bo'lmasa, u holda
V(X,Y,z) tezlikning vektor maydoni potensial maydon bo'ladi, ya’'ni
biror skaiyar maydonning gradient!

v = grad<p(x,y,z), (D

bu yerda <p(x,y,z) tezlik potensiali deyiladi. Agar D jism ichida
suyuglikning harakatga keltiruvchi manba bo'Imasa, u holda

divv(x, y,z) = 0, V(ar,y,z) e Dy (2)

bo'ladi.
Endi (1) formulani (2) ifodaga qo'ysak, quyidagi

div(gradif) = Aip=0, V(a;,y,z) €D

Laplas tenglamasiga ega bo'lamiz.

Demak, bir jinsli sigilmaydigan suyuglikning uyurmali
bo'Imagan harakatining tezlik potensiali Laplas tenglamasini
ganoatlantirar ekan.

D hajmli elektr o'tkazuvchan muhitda zichligi j(x,y, z) bo'lgan
statsionar elektr tok bo'lsin. Agar D muhit ichida tok manbai
bo'lImasa, u holda

divj(x,y,z) = 0, \/(x,y,z) <D, (3)

bo'ladi. Om qonuniga asosan elektr maydoni E tok zichligi orqali
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formula bilan aniglanadi. Bu erda A muhitning elektr o'tkazuvchanligi.
Qaralayotgan D rnuhitda tok ogimi statsionar bo‘lgani uchun undagi
olektr maydoni potensial (uyurmasiz) maydon bo'ladi, ya'ni D jismda
ip(x, y, z) skalyar maydon mavjud va u

E = -grad<p(x,y,z), 4)

formula bilan aniglanadi. Xuddi yuqoridagi kabi (3) va (4)
formulalardan
Iﬂl <p(X, y! Z) = O!
kelib chiqgadi.
Demak, garalayotgan muhitda elektr manbai bo'Imasa, u holda
utatsionar tokning elektr maydoni potensiali Laplas tenglamasini

gqunoatlantirar ekan.
Agar massani hisobga olmaganda tortishish maydoni potensiali

Imiu Laplas tenglamasini ganoatlantirishini ko‘rish mumkin.
Oldingi paragrafda bir jinsli izotrop qattiq jismda ushbu

= a2(uxx +uyy+ uzz) + f(x,y,z,t), (5)

'iNiglik tnrquli.sh l.onglamasini keltirib chigargan edik.
Ivmra/, (Jilnylik, gattiq jismning har bir nuqgtasida bir xil
H( r, Z ¢ 1) liuniml. o'niat.il*uii bo'l.sin va bu harorat ixtiyoriy t vagtda

du
(I holila u(:r,y,z,t) ®» u(x,y,z) va — = 0 bo'ladi va (I)
quyidagi

Ru = Uxx + Uyy * Wiz — f{x,o);,z) , (6)

ko'rinishga keladi. Bu (6) tenglama Puasson tenglamasi deyiladi.
Agar gattiq jism ichida tashqi issiglik manbalari bo'Imasa, u
holda (6) tenglamada f(x,y,z) = O bo'ladi va u ushbu

On  Uxx Uyy uzz—0, (T

ko'rinishga keladi. Bu tenglama Laplas tenglamasi deb ataladi.
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Shunday qilib, bir jinsli izotrop qattiq jismda issiglikning
statsionar holati (7) Laplas tenglamasi orqali ifodalanar ekan.
Noma’'lum u(x,y,z) funksiyani aniglash uchun boshlang'ich shartni
emas, balki vagtga bog'lig bo'Imagan holda biror chegaraviy shart
berish kifoya.

Asosiy chegaraviy masalalarning qgo‘yilishi

1. Dirixle masalasi yoki birinchi chegaraviy masala.
R3 fazoda S bo'lakli sillig sirt bilan chegaralangan sohani D deb
belgilaylik. Xususiy hosilali (7) tenglamaning D sohada aniglangan va
S sirtda berilgan giymati orqgali u(x, y, z) yechimini topish masalasi
Dirixle masalasi deyiladi, ya'ni (7) tenglamaning D U S sohada
uzluksiz va quyidagi shartni ganoatlantiruvchi

u(x,y,z) s= <fi{x,y,z), (x,y,z)es,

n(x,y,z) yechimini toping, bu yerda 'f\(x, y,z) - berilgan funksiya.

2. Neyman masalasi yoki ikkinchi chegaraviy masa
(7) tenglamaning D sohada aniglangan, D U S da o0'zining
birinchi tartibli hosilalari bilan uzluksiz va ushbu chegaraviy shartni
ganoatlantiruvchi

u(x,y,z) yechimini toping, bu yerda ip2(x,y,z) - berilgan funksiya,
N esa S sirtga o'tkazilgan normal.

3. Puankare masalasi yoki uchinchi chegara
masala. (7) tenglamaning D sohada aniglangan, D U S da o'zining
birinchi tartibli hosilalari bilan uzluksiz va ushbu chegaraviy shartni
ganoatlantiruvchi

(

u(x, vy, z) yechimini toping, bu yerda a.(x, y, z) va ipz(x, y, z) - berilgan
funksiyalar, N esa S sirtga o'tkazilgan normal.
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Agar yugorida keltirilgan masalalarning u(x,y,z) yechimi S
sirtga nisbatan D sohaning ichida (yoki tashqarisida) gidirilayotgan
bo'lsa, u holda bunday masalaga mos ravishda ichki (yoki tashqi)
masala deyiladi.

Shuni ta’kidlash muhimki, (2) va (3) tenglamalar bilan bir
jinsli gattiq jismda sodir bo'ladigan -issiglik jarayonlarigina emas,
balki boshga statsionar jarayonlar ham ifodalanadi. Bunga misol
sifatida sigilmaydigan suyugliklarning potensial ogimini keltirishimiz
mumkin.

5-8. Korrekt qo'yilgan chegaraviy masala tushunchasi.
Nokorrekt chegaraviy masalalarga misollar

Biz oldingi paragraflarda xususiy hosilali tenglamalar
uchun qo'yilgan chegaraviy masalalar — bu berilgan differensial
tenglamaning garalayotgan sohada ma’lum bir go'shimcha shartlarni
<])M)oaUant.imvchi yechimini topishdan iborat ekanligini ko'rdik.

Qo'shimcha shartlar ko'pchilik hollarda chegaraviy shartlar
bo'lishi mumkin, ya'ni noma’lum funksiyaning qiymati garalayotgan
limnniiiK Nirtidu yoki boshlang'ich shartlar — fizik jarayonni
ofKtHtirdidii lining boshlang'ich vaqtdagi holati berilishi mumkin.
XiiMiimy Inmilali (iillricnsiiil tenglamalar uchun qo'yilgan chegaraviy
mnitiilMliu limy, yccliimi o'tgaiiilayol.gan fizik jarayonning taqgribiy
nmli‘iiuillk ilodiwiiii hmuli. Fizikaviy jarayonlarning matematik
mnddlinrliii <|ttii.shdit. uning ayrim parametrlari abstraktlashtiriladi.
Kn'pgina kn'isatkichlarining jarayonga ta’siri sezilarsiz deb, muhim
hi.soblangau parametrlar ajratib olinadi va shu parametrlar asosida.
fizikaviy jarayonning matematik modeli xususiy hosilali differensial
tenglamalar orqali ifodalanadi. Fizikaviy jarayonlarning matematik
model]ashtirilishidan olingan natijalar taqribiy natijalax hisoblanadi.

Shuning qilib, xususiy hosilali differensial tenglamalar
uchun go'yilgan boshlang'ich—ehegaraviy masalalarning korrektligi
tushunchasini kiritamiz.

Matematik fizika masalalari real fizik jarayonlarning matematik
modelini ifodalagani uchun bu masalalar quyidagi shartlarni
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ganoatlantirishi zarur:

a) garalayotgan masala ma’'lum bir funksiyalar (M i) sinfida
yechimga ega (yechimning mavjudligi);

B) garalayotgan masalaning yechimi bir funksiyalar (M 2 sinfida
yagona (yechimning yagonaligi);

c) yechim boshlang'ich va chegaraviy shartlarga, tenglamaning
koeffitsientlariga, ozod hadiga va boshga berilganlarga uzluksiz
bog'lig (yechimining turg'unligi).

Bu shartlar bir qarashda o'rinlidek ko'rinadi, lekin ularni
fizikaviy jarayonning qurilgan matematik modeli asosida isbotlash
kerak.

Qo'yilgan masalaning korrektligini isbotlash — bu matematik
modelning birinchi aprobatsiyasidir, ya’'ni

a) qurilgan model jarayonga zid emas (masalaning yect
mavjud);

B) model fizik jarayonni bir giymatli ifodalaydi (masalaning
yechimi yagona);

c) fizik kattaliklarning hatoliklari qurilgan modelga sezils
ta’sir giladi (yechim masalaning berilganlariga uzluksiz bog'lig, ya’'ni
berilganlarning ozgina o'zgarishiga yechimning ham ozgina o'zgarishi
mos keladi).

Yugoridagi a) — c¢) shartlarni ganoatlantiruvchi boshlang'ich-
chegaraviy masala Adamar ma’nosida korrekt go'yilgan masala deb
ataladi.

Bo'sh bo'Imagan M = M\ N M 2 funksiyalar sinfi boshlangich-
chegaraviy masalaning korrektlik sinfi deyiladi.

Agar boshlang'ich-chegaraviy masala a) — s) shartlardan
birortasini ganoatlantirmasa, u holda bunday masala nokorrekt
go‘yilgan yoki noto‘g ri go‘yilgan masala deyiladi.

Nokorrekt chegaraviy masalalarga misollar

Endi nokorrekt go'yilgan masalalarga misollar keltiramiz:
l-masala (Adamar misoli). D = {(x,y) : X €R, y > 0}
sohada
Uxx bUyy O, (8)
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Laplas tenglamasining
u(x,Q) = r(x), uy(x,Q) = -00 < X< +00, (9)

boshlang!ich shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y) yechimi topilsin.

Bu yerda r(x), i/(x) - berilgan cheksiz differensiallanuvchi
funksiyalar.

Matematik fizikada (8)-(9) masala Laplas tenglamasi uchun
Koshi masalasi deyiladi.

Y echish. Ushbu

=0

ifoda (8) tenglamani va (9) boshlang'ich shartlarni ganoatlantirishini
bevosita. tckshirib, islionch hosil gilish mumkin.

Laplas tenglamasi uchun Koshi masalasi yechimining yagonaligi
(10) ifodadan kelib chigadi, ya'ni t(x) s v{x) = 0 bo'lsa, u holda
u(x, ) = 0 bo'ladi.

Endi (8)—9) Koshi masalasida boshlang'ich shartlardan birini
ozgina o'zgartiraylik, ya'ni (8) tenglamaning

smnx

-u(x,0) = 0, uy(x, 0) = o

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish kerak bo'lsirt.
Bu masalaning yechimini (10) formula yordamida quyidagi

u(x,y) ~ ﬁ;( sinnx shny

ko'rinishda topamiz. Bu yerda shny = (eny - e~ny)/2 - giperbolik
sinus.
Yetarlicha katta n uchun boshlang'ich funksiya
—sinnx —0
n

bo'ladi. Leldn masalaning yechimi n —»00 da

u(x,y) = ;]i-shnysin?rx—>00, XxX®js j=0,zx1,+2,....
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eheksizlikka intiladi.

Shunday qilib, (8)-(9) masalaning yechimi turg'un emas, ya'ni
boshlang‘ich shartlarning ozgina o'zgarishi yechimning yetarlicha
katta o‘zgarishiga olib keldi.

Demak, Laplas tenglamasi uchun Koshi masalasi nokorrekt go
yilgan masala ekan.

2-MISOL. Tomonlarining nisbati irratsional bo‘lgan to‘g‘ri
to'rtburchakli ushbu D = {{x,t) :0< x < ™, 0< t< Bit} sohada

utt UxXx —0) (11)
tor tebranish tenglamasining
n(x,0) = 0, u(0,t) —0, u(n,t) = Q (12)
Sin TEC
u(x, s = — gquadO < x < T, n> 0, (13)
Vn
shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimi topilsin.

Noma’'lum funksiyaning qgiymati garalayotgan sohaning
chegarasida berilgani uchun (11)—13) masala tor tebranish tenglamasi
uchun Dirixle masalasi deb yuritiladi.

Y echish. Ma'lumki [12], garalayotgan (11)—13) masalaning
yechimi

1 SII’](I’]I)SII’]({]a) 14

nx,t)y = -= ..
yn sm{9mr

formula bilan aniglanadi.

sin BX

(13) chegaraviy shartdan n — oo bo‘lganda —V—n:— — 0
bo'lishini ko‘rsatish qiyin emas.

Sonlar nazariyasidan bizga ma’lumki, ixtiyoriy berilgan en
ratsional son uchun shunday pn va gn butun sonlar ketma-ketligi
mavjud bo'‘lib, har ganday B irratsional son uchun quyidagi tengsizlik

1

P _
\0- rn\= "o<sn Ty,
@ Qn

o‘rinli boiadi. Unga asosan

Isin(07T5,)j = |sm(07rgn - irpn)\
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sm Tgn ®_b.j < < 7rgnen = (15)
Qn) <h

tengsizlikni hosil gilamiz. Oxirgi (15) tengsizlikka ko'‘ra garalayotgan
(11)—13) masalaning u(x, t) yechimi uchun quyidagi

1 [sin(gndl] sin(<jn2)] _ y/o*
>
Isin(07rg,)|

sin(g,,i) [1sin(gnx)|

tengsizlikka ega bo'lamiz.

Bu tengsizlikdan gn 00 bo'lganda ugn(x,t) — oo bo'lishi
kelib chigadi.

Demak, tor tebranish tenglamasi uchun qo'yilgan Dirixle
masalasida yechimning turg'unligi buzilar ekan.

Bundan giperbolik tipdagi tenglamalar uchun qo'yilgan Dirixle
masalasining nokorrekt ekanligi kelib chigadi.

3—misol. Ushbu D ~ {(k,t) :0 < x <> t < 0} sohada

du 28u

(16)
a 2 = 0
is.si(]lik o'tkazuvchanlik tenglamasining
1 .
sm(kx), u(0,t) = u(ir,t) = O, a7
io
.shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.

Y echish. Bu masalaning yechimi

u(x,t) —~ e~(ak2sin(kx), (18)
K

funksiyadan iborat.

Oxirgi fo rmuladan ko'rinadiki, k ning noldan fargli har ganday
giymati uchun bu funksiya o'zining boshlang'ich sharti va unga
mos bo'lgan yechimi mavjud. Shu sababli (18) formulani (16)-(17)
masalaning yechimlari ketma-ketligi deb garash mumkin.

Boshlang'ich e_v”~sin(kx) funksiya fc — oo bo'lganda nolga
intiladi. Lekin (18) formula bilan aniglangan u(x,t) yechim Adamar
misolidagi kabi yetarlicha katta k uchun u(x,t) — oo bo'ladi.
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4-MISOL. D — {(x,t) : —o0 < x < +00,t > 0} sohada (16)
tenglamaning

u(x,t) = m"x)\> du = <ix), -00 < x <+ 00, (19)
t=0 =0
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
Bu yerda y>o(x) va B (x) - berilgan etarlicha silliq funksiyalar.
Y echish. Faraz qgilaylik, (16) tenglamaning (19) boshlang‘ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud bo‘lsin, U holda berilgan
<fio{x) va *fi(x) funksiyalar uchun quyidagi

<po(x) = aZ<pi(x), pri t=0, -00 < x < +00, (20)

shart  o'rinli. Demalk, (16) tenglamaning (29) shartni

ganoatlantiruvchi yechimi fagat (20) tenglik bajarilganda mavjud

bo'lishi mumkin. Berilgan tpo(x), (fii(x) funksiyalar turlicha va ular

hech ganday bir—biri bilan bog'langan emas. Shuning uchun issiglik

o'tkazuvchanlik tenglamasining (19) shartlarni ganoatlantiruvchi

yechimini topish masaslasi nokorrekt go'yilgan masala hisoblanadi.
Biz keyinchalik (16) tenglamaning

w(x,t) = <po(x), -00 < x < +00,
t=0
boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasining
korrekt ekanligini ko'rsatamiz.

Nokorrekt qo'yilgan masalalar bevosita tadqiq etish, giyin
bo'lgan ob’yektlarni o'rganishda, masalan, Yer osti qidiruv ishlarida,
georazvedka masalalarida, tomografiya va shu kabi jarayonlarni tadqiq
etishda uchraydi.
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Koshi masalasi. Koshi—Kovalevskaya teoremasi

Ikkinchi tartibli xususiy hosilalariga nisbatan chizigli bo'lgan
ushbu

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyw + fix, y,n,ux,uy) = 0, (3

tenglamani biror D sohada garaylik.

Faraz qilaylik, D sohada silliglanuvchi, chekli uzunlikdagi va
parametrik tenglamalari x = x(s), ¥y = y(s), 0 < s < | bo‘lgan L
egri chiziq berilgan va bu egri chizig (1) tenglamaning xarakteristi-
kasi bo'lmasm.

Hwn yerda s orqali L egri c:hizig yoyining, | orqali esa L egri
chizigning uzuniigi belgilangan.

KOSHI MASALASI. Xususiy hosilali (1) differensial tenglamaning
L egri chiziq atrofida aniglangan, uzluksiz va quyidagi

Wxy) = uls), yis) = T o<s<l @)
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, y) yechimini toping.
Bu yerda r(s) va i/(s) berilgan etarlicha sillig funksiyalar, N
esa L egri chizigga o'tkazilgan normal.
Xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun qo'yilgan Koshi
masalasi matematik fizikaning muhim masalalaridan biri hisoblanadi.
Uni tadqiq etish ilmiy va amaliy ahamiyatga ega.
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Koshi-K ovalevskaya teoremasi.

Agar  xususiy hosilali (1) differensial  tenglamaning
koeffitsiyentlari va /(¢), a:(s), y(s), r(.s), i/(s) funksiyalar analitik
bo'lsa, u holda (I)-(2) Koshi masalasi L egri chizigning yetarlicha
kichik atrofida yagona analitik yechimga ega bo‘ladi.

Nazorat uchun savollar

1. Qanday tenglamalarga xususiy hosilali tenglamalar deyiladi?

2. Nima uchun xususiy hosilali tenglamalarni o‘rganish zarur?

3. Xususiy hosilali differensial tenglamaning taxtibi nima?

4. Qanday xususiy hosilali differensial tenglamalar chizigli,
kvazichiziqli deyiladi?

5. Korrekt qo'yilgan masala deb, ganday masalalarga aytiladi?

6. Qanday tenglamalar uchun Koshi masalasi korrekt go'yiladi?

7. Koshi masalasi ganday tenglamalar uchun nokorrekt qo'yil-
gan bo'ladi? Nima uchun?

8. Qanday fizikaviy masalalar giperbolik tipdagi tenglamalarga
keltiriladi?

9. Parabolik tipdagi tenglamalarga qanday fizikaviy masalalar
keltiriladi?

10. Qanday fizikaviy masalalar elliptik tipdagi tenglamalarga
keltiriladi?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1.1. Quyidagi tenglamalarni xususiy hosilali differen
tenglama bo'lishi yoki bo'lImasligini aniglang.

1) uxx + Uxy — (Uxx —uxy) = 0.

2) cOS(UXX + Uyy) - COS UXXCOS Uyy + Sinuxxsinuyy = 0.
3) sin”™x + Uyy) - sinuxcosuyy - cosuxsinuyy+ 2u —4.
4) loguxuy - logux - loguy+ 5ux- 9u = 0.

5) F ctgux —uxycosec2ux —4u + 11 = O.
y



Nazorat ur.hun savoHar va masalalar. A2.

1.2. Tenglamalarning tartibini aniglang.

1) uxuy+ (Ux- 2u2y+ ug) - 2u = 0.

2y COS Uxy AMXAXX 'H ”T Sidl UXy ' 2T
3) r(ux~ 2u)2+ 2(ux- 2u)uxy - xy2- 0.
dy
$ d

4) fa(uyy~ unY) ~ myyo™(mxy —Ux) ~Ux+ ~= 0
&
5) 2uUxxUxxy lhy ™1 71 2uyUxxy 4" %; 0.

1.3. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri chizigli (bir jinsli
yoki bir jinsli bo‘lImagan), gaysi biri chizigsiz(kvazichizigli) ekanligini
aniglang.

1) 3Uxx QUxy o*
2) uxu2y+ 2xuuxy —3xyuy+ u = 0.
3) uyuxy —3x2uuxy + 2ux —Xxyu + 9x2y = 0.

4) + 2— (ul + tt) - 6xsiny —O0.
0
r) ~[ubuy + ul) ~ 2uxuxy + ux - 6u + x3cos(r- y) = 0.

1.4. Ushbu funksiya berilgan tenglamaning yechimi ekanligini
isbotlang.

1) u(x,y) —cosy- (x - y)siny, (x- yjuxy- Uy=0.
2) u(x,y) = X XUXy = uy.

3) ti(x,y) = xexp ,  X2uxx + 2xyuxy + y2uyy = O.

4) u(x,y) = (x + y)2+sin(3x + 2y), 27°* - Sy + 3mT0 = O.



Il BOB

IKKINCHI TARTIBLI XUSUSIY HOSILALI
TENGLAMALARNING KLASSIFIKATSIYASI

Xususiy hosilali differensial tenglamalarni gaysi tipga tegishli
bo'lishi uning yuqori tartibli hosilalari oldidagi koeffisiyentlari orgali
aniglanadi.

Ushbu bobda xususiy hosilali tenglamalarning klassifikatsiyasi
hamda ikki o'zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial
tenglamalarning kanonik ko'rinishga keltirish bayon qilingan.
Kanonik tenglamani yangi noma’lum funksiya kiritish bilan yanada
soddaroq ko'rinishga keltirish ko'rsatilgan.

6—8. Ikkinchi tartibli chizigli xususiy hosilali differensial
tenglamalarning tiplari

Quyidagi

nAigdns s Tl 0

ikkinchi tartibli n o'zgaruvchili chizigli differensial tenglamani RJl
Evklid fazosidagi biror D sohada garaylik.

Bu yerda >»x= (xi, xr, m.., xn) GD C Rn, ngleg2, tenglamaning
koeffitsiyentlari Aij(x), Bi(x), C(x) va ozod hadi /(>k) yetarlicha sillig
berilgan funksiyalar.

Agar ¥Yx G D uchun (1) tenglamada Aij(x) = 0 bo'lsa, u holda
(1) tenglama birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama
bo'ladi. Shuning uchun garalayotgan D sohada tenglamaning A (x)
koeffitsiyentlari bir vaqtda nolga teng bo'lmasin, deb talab gilamiz,
hamda Ay (K) = A-~(k) tenglik o'rinli bo'lsin.

a
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Faraz qgilaylik, xq D ixtiyoriy nuqgta bo'lsin. Chizigli (1)
tenglamaga mos ushbu xarakteristik forma
n

kvadratik forma deb ataladi.

Algebra kursidan ma’luinki, Q kvadratik forinani D sohaning
har bir xq nuqgtasida A- = ... E,), 1 = 1 2,..., n xosmas
almashtirishlar yordamida quyidagi

M

(3)

kanonik ko'rinishga keltirish mumkin. Bu yerda  koeffitsiyentlar -1,
0 va 1 giymatlarni gabul giladi.

Qaralayotgan (1) chizigli tenglamaning klassifikatsiyasi (3) for-
maning at koeffitsiyentlari gabul giladigan giymatlariga asoslanadi.

Agar barcha a* = 1 yoki = —1, (i = 1,n) bo'lsa, ya'ni (2)
kvadratik forma musbat yoki manfiy aniglangan bo'lsa, u holda (1)
tenglama xg>nuqtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar ai koeffitsiyentiardan biri manfiy, qolganlari musbat (yoki
aksincha) bo'lsa, u holda (1) tenglama xq nuqtada giperbolik tipdagi
tenglama deyiladi.

Agar wit koeflitsiyenUardan kamida bittasi nolga teng bo'lsa, u
holda (1) tenglama xg nuqtada parabolik tenglama deyiladi.

Agar oti koeffitsiyentlarning | (1 < | < n - 1) tasi musbat,
golgan n - | tasi manfiy bo'lsa, u holda (1) tenglama xq nuqtada
ultragiperbolik tenglama deyiladi.

Agar D sohaning har bir nuqgtasida (3) kvadratik forma
koeffitsiyentlarining barchasi noldan fargli va har xil ishorali. barchasi
noldan fargli va bir xil ishorali hamda kamida bittasi (hammasi emas)
nolga teng bo'lsa, u holda (1) tenglama D sohada mos ravishda
giperbolik, elliptik hamda parabolik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar (1) tenglama qaralayotgan D sohaning turli gismlaxida
har xil tipga tegishli bo'lsa, u holda (1) tenglama D sohada aralash
tipdagi tenglama deyiladi.
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1- MISOL. Butun Rn fazoda aniglangan n o'lchovli

Laplas tenglamasini garaylik.
Laplas tenglamasiga mos quyidagi
n
Q(Ai,...,An)="A R

kvadratik formani tuzamiz.

Agar i = | bo'llsa, u holda AB(Xx) = 1va i o |j
bo'lganda A (x) — 0 bo'ladi. Shuning uchun (3) kvadratik formaning
koeffitsiyentlari a, = 1, (i = 1,n) giymat gabul qgiladi.

Demak, Laplas tenglamasi butun Rn fazoda elliptik tipdagi
tenglama bo'ladi.

2 —misol. Rn+l fazoda aniglangan n o'lchovli

toiqin targalish tenglamasini qaraylik.
(5) tenglamaga mos kvadratik forma
n N
Q (Aj, ===, An,An+i) — " (-a 2X]) + AN+l —A™+1 - Y a 2X]j

bo'ladi.
Bu kvadratik forma & = aXu (i = I,n), = An+i almash-
tirish yordamida quyidagi
n

kanonik ko'rinishga keladi. Bunda ou koeffitsiyentlardan biri musbat,
golganlari esa manfiy. Demak, (5) tenglama 1 fazoda giperbolik
tipdagi tenglama ekan.
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3 - MIsoL. . fazoda aniglangan n o'lchovli

»> - “2E n = “>-%“2p“ = 0O 6>
M=1 r
issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasini garaylik.
Bu tenglamaga mos kvadratik forma
n

Q(Ai, **m>An,An+i) = —a2  A? + 0A2+1
n=I

ko'rinishda bo'ladi. Bunda a* = —a2 <0, i = I,n va an+i = 0.

Shunday qilib, (6) issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi i?"~1
fazoda parabolik tipdagi tenglama bo'lar ekan.

Kvadratik formaning musbat aniglanganligi haqgidagi Silvestr
alomatiga asosan (2) kvadratik formani (3) kanonik ko'rinishga
keltirmasdan garalayotgan xususiy hosilali differensial tenglamaning
tipini aniglash mumkin.

Xususiy hosilali (1) differensial tenglama elliptik tipda bo'lishi
uchun quyidagi

(AN AL2 mee Ain\
A2l A22 mmm A2n
0

\Aii An2 -em AnnJ

simmetrik matritsaning diagonal minorlari musbat aniglangan bo'lishi

zarur va etarli.
Agar (1) tenglama ikki o'zgaruvchili X\ = x, X2 = y bo'lsa, uni

quyidagi
a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(X, y)uyy = F(X, y, u, ux,uy), (8)

ko'rinishda ifodalash mumkin.
Bu tenglamaga mos kvadratik forma

<2(Ai, A2) = a(x,y)X\ + 2b(x,y)X1IX2 + c{x,y)X\, 9)

bo'ladi.
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Agar a(x, y) ¢ 0 bo'lsa, u holda (9) kvadratik formani ushbu

Q(ATNZ) —a(Xi 4= X 2 )~ Al (10)

ko'rinishda ifodalash mumkin.

Agar 5(Mo) = W —ac < 0 bo'lsa, u holda (9) kvadratik
forma Mo = (xq, y0) nugtada musbat yoki manfiy aniglangan bo'ladi.
Chunki (10) ifoda quyidagi almashtirish

yordamida ushbu kanonik ko'rinishga

q _ a>0’
\ —Cl -1 a<o0

keladi. Bundan 5(Mo) = b2 ~ ac < O bo'lganda (8) tenglamaning
Mo = (ieq, ;yo) nuqtada elliptik tipda bo'lishi kelib chigadi.

Faraz gilaylik, Mg = (xq.. y0) nuqtada S(Mqg) = b2 —ac > O
bo'lsin. U holda (10) kvadratik forma

b2 —ac
2

almashtirishdan keyin

\hfill-(% + (%, a<0

ko'rinishga keladi, ya'ni (3) kvadratik formaning koeffitsiyentlar! al
va a2 har xil ishorali. Bundan ko'rinadiki, garalayotgan (8) tenglama
Mo = (xo0,20) nugtada giperbolik tipga tegishli ekan.

Agar Mq = (xo,yo0) nuqtada 5(Mo) — b2 ~ ac — O bo'lsa, u
holda

£l —\/N MAQ + - AN, £2= A2
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xosmas almashtirish (10) kvadratik formani quyidagi

q + °Nn2” a>0,

\-?i +Q£!, «< 0

ko'rinishga keltiradi. Demak, (3) kvadratik formaning ol\ va ai
koeffitsiyentlaridan biri nolga teng, ikkinchisi noldan farqli, ya’ni
garalayotgan (8) tenglama Mg = (>ko0,y0) nuqtada parabolik tipdagi
tenglama, ekan.

Yuqoridagi mulhazalardan garalayotgan xususiy hosilali (8)
differensial tenglamaning tipini aniglash EM3) = b2 - ac
diskriminantning ishorasiga bog'lig ekanligi ko'rinadi.

Agar biror Mq = (xq,yo) nugtada S(Mqg) = b2—ac > 0 bo'lsa, u
holda (8) tenglama Mq nuqtada giperbolik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar biror M q = (xq,y0 nuqtada S(Mqg) —b2—ac < 0 bo'lsa,
u holda (8) tenglama Mo nugtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar biror Mo = (xo, ya) nuqtada &(Mq) —b2 —ac = 0 bo'lsa’ u
holda (8) tenglama shu nuqgtada parabolik tipdagi tenglama deyiladi.

4 - MISOL. Quyidagi tenglamalarning tipini aniglang.

c) uxx 4diixy TNxz ~Uyy "buZz“bSxyu O,
b) uxx -f 2uxy e-25uyz + 2uyy + 6uzz + Xuz + X2yu = 0;
Ny 4dvxx f {NuXy «'2Uyy 4 I0uxz 4uyZ $uzz ~ 0,

Y echish. Berilgan tenglamalarning yugori tartibli
hosilalari oldidagi koeffitsiyentlari o'zgarmas. Shuning uchun bu
tenglamalarning tipi butun fazoda aniqlanadi.

a) Berilgan tenglamaga mos xarakteristik forma

Q(AiQ, "2, A3) = A2 —4A1A2 + 2AXA3 + 4A| + A3 =
= (Ai - 2A2 + A3)2+ (A2 -f A3)2 — (A2 —A3)2

ko'rinishda bo'ladi. Quyidagi

Ai = Ci+ -£2 + N2= 272+ = 2"2 N
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xosmas almashtirish yordamida Q(Ai, Ar, A3) forma

=Ci+£2 - £3
kanonik ko'rinishga keladi.
i («1 =«2 = 1,«3 = —1) koeffitsiyentlar noldan farqli va har
xil ishorali. Ta'rifga asosan bu tenglama giperbolik tipga tegishli.
b) Yuqoridagi kabi berilgan differensial tenglame

xarakteristik formasini tuzamiz
Q(A'i, A2, A3) = A2 + 2AXA2 —2A1A3 + 2A2 + B6A|
va uni to‘la kvadratlarga ajratib, kanonik ko'rinishga keltiramiz:
Q —AX+ 2A1A2 —2A1A3—2A2A3+ A2+ A2+ A2+ 2A2A3+ A3+ 4A2=

= (Ax + A2 —A3)2+ (A2 + A3)2+ 4A3.

Bundan quyidagi xosmas almashtirishlar natijasida
Ci = Ax+ A2 - A3, C2 = A2+ A3, £3 = 2A3.

Q kvadratik forma ushbu

A(CbC2,C3) = Cl + £2 + £3

kanonik ko'rinishga keladi.

Demak, (3) kvadratik formaning ai, a2 va a3 koeffitsiyentlari
noldan fargli va bir xil ishorali. Shuning uchun berilgan tenglama R 3
fazoda elliptik tipda bo'ladi.

Endi kvadratik formaning musbat aniglanganligi haqidagi
Silvestr alomati yordamida ham berilgan tenglamaning tipini
aniglaylik.

Buning uchun berilgan tenglamaning (7) matritsaga o'xshash
matritsasini tuzamiz va uning diagonal minorlarini hisoblaymiz.

AU Nn 1

o 5 !
Ai="li=1>0, n AL AR 1 2
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>111 Al2 Al3 1 1 -1
a1 n2l A2 A2Z = 1 2 0
A3 A3R ~33 -1 0 6

MY'Ka Aj, i m 1,23, determinantlar musbat bo‘lgani uchun Silvestr
Inoi'nmitNitfu.' asosan (*) kvadratik forma musbat aniglangan bo‘ladi.
Hiiimlimi csti  (]ii.ralayotgan differensial tenglamaning elliptik tipda
kt'lil>chigadi.
r) ten)'’bumnaga mos xarakteristik forma

Y (A, N2 A) 4A2 + 6A1A2 + 2A2 + I0AIA3 + 4A2A3 —6A3 =

A(4A] + 3A2 H-5A3)2 — —(A2 + 7A3)2

i1 VIil*4il
| - + 473, A2 = 26 - 773; A3 = £3
KIHMHIU* iiliiuiMht.iri.sh ynnliuniriu
K(L1$46,00 -4? (i 0%

(MHUMVK kM'MuMwn M iult
HIEIMI K*'Iiiw k], ] — 1, itj I, (Mi 0 (‘kaii. Demak,
litfligm 1 IfltniniliH ZmtulMihk Itii/n /n/n/ih ckiui.

T Ikki (1I/K»intvrliili ikkinchi tartibli xususiy hosilali
it'iiKlaitialHi-ni kanonik ko'rinishga keltirish

Hiinr 1) ¢ H2 sohada ikki O‘zgaruvchili ikkinchi tartibli ushbu

o', I 26{x,y)uxy + c(x,y)uyy = F(x,y,u,ux,uy), (1)

bvtt/,I! hi/ji(]li l.i‘iinlainani garaylik.

Muyi 'la u(x,y), b(x,y), c(x,y) - tenglamaning koeffitsiyentlar,
r, u o/™Miuvchilarning D sohasida ikki marta uzluksiz
'lilli’MiiNHillntiuvchi - berilgan funksiyalari va ular V{x,y) G D
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sohada bir vaqtda nolga teng bo'lmasin, F esa argumentlarining
berilgan funksiyasi.

Qaralayotgan (1) tenglamani kanonik ko'rinishga keltirish
uchun x, y erkli o'zgaruvchilar o'rniga quyidagi tengliklar yordamida

£= £(x,y), T= 7(x,y) (2)

yangi £, 1 o‘zgaruvchilar Kiritamiz.

Bu yerda £(x,y), r/(x,y) funksiyalar D sohada ikki marta
uzluksiz differensiallanuvchi va (2) almashtirishning yakobiani D
sohada noldan farqli, ya'ni

(3)

Agar bu tengsizlik bajarilsa, u holda (2) sistemani £, q nuqtalarning
biror sohasida x, y o'zgaruvchilarga nisbatan bir giymatli yechish
mumkin. Topilgan x = x(£,7), y = y(E, 7) funksiyalar ham £, A
bo'yicha ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi bo'ladi.

Endi u(x,y) funksiyani C2(D) sinfdan deb hisoblaymiz
va undan yangi £, rj o'zgaruvchilar bo'yicha xususiy hosilalarini
hisoblaymiz. Murakkab funksiyalarni differensiallash hagidagi
teoremaga asosan quyidagi

MNx — Cx ~b'UjjTk, Uy 4+ U'qTjy.

UXx ~ (Mi)x = {LLEX "D 'WiVx)x  ("Cx)r {MnVx)x

~ ~H'UMNXx 4* {u-g)xVx ‘b UNTjxx

~ UMW 'b ‘b (LLL~AX ~bUmVx)VX 4 UvVxx
-~ 4% AUAAXV X b U-tit/Vx ANCXX 4" njjljxx;
uxy = iux)y — [WEXx + urjTh)y = iut;£Xx)y + (ur]vVx)y
= “b (™ Anyflx “I urlvxy

= WETY + WuXUy + £EWY) + MV ' n(exy + UvTlxy,
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(Uyly ~ (wey + UTnyly —{wy)y + (unly)y —
= (Wy£y + Wryy ~h{UryVy "b nllLly =
4" UiT)Vy)Ey + W~ yy ~b {ur*Ey + 'u~r/j)/y + n~llly =
~ udfy ™ "utidEy'rhy “b u'nirly wryy uridyy
lelinlikbuni olamiz.
Ixuna.k, u(x,y) funksiyaning xususiy hosilalarini yangi =
u (i'/Klrnv(hilarning hosilalari bo'yicha quyidagi formulalar bilan
lludiUnndi:
4 Uf/Vxt
Ity N(,Ci/ + urTly,
< 1,i Ci 7~ 2'UEEIXI7x + it,rnTIx "f* ~CajxH - V»ql)xx]
Ny rfisx4y “b vy Qx) "b mwyT)xT)y 4“ ~NsCx.iyl"b Uxjljxy 1

bAn(vEyrly Wn'ly + wfyy + nulyy.

UMV I(iiiliiimlik<i keladi:

e l((»/)e« *2Li((.v)n¥ 1 <i(C. N (Ep?, WL LW, nn), (5)

| ((») - <At
H({.»/) «Lv.r \I>EXW ™ tyVx) + ctyVy, (6)
. <m((,r/)) aifi t 20)ThVy + oil-
(K) Iruk]kir).,a uscsan bevosita o'rniga go'yib, ushbu tenglikning
bj -a,ci = (ExMy ~ £yVx)2(b2 - ac)
rhi jiii MINliifdii. ifilioncli hosil qilishimiz mumkin.
Himdan rsa (z,y) o'zgaruvchilarni (2) va (3) xosmas

ithmi.ilil nislilui* natijasida garalayotgan (1) tenglama tipining
n'/44uiim.'ilh’i kolib chigadi.
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Qaralayotgan (1) tenglamada £(x,y), rj(x,y) o'zgaruvchilarni
ganday tanlaganimizda, u yanada soddaroq ko'rinishga keladi?

Bu savolga javob topish uchun £ = £(x,y), 1 — r){x,y)
o'zgaruvchilarni ai(£,rj), bi(E, T}) va c\(£, rj) koeffitsiyentlardan birini
nolga aylantiradigan qilib tanlaymiz.

Buning uchun quyidagi lemmalar o'rinli.

1+EMMA. Faraz qgilaylik, 2 = tp(x,y) € CII(D) va D sohada
<Py(x,y) & O (yoki ipx(x,y) ¢ 0) bo'lsin. Agar-z = (p(x,y) funksiya
ushbu

a(x, y)zl + 2b(x, y)zxzy + c(x, y)zg2 = 0O, 7)

birinchi tartibli xususiy hosilali chizigsiz tenglamaning xususiy
yechimi bo'lsa, u holda <p(x, y) = con,st ifoda

a(x, y)(dy)2- 2b(x, y)dxdy + c(x, y)(dy)2= 0 ®)

oddiy differensial tenglamaning umumiy integrali bo'ladi.

21 EMMA. Agar (p(x,y) = const ifoda (8) oddiy differensial
tenglamaning umumiy integrali bo'lsa, u holda z = (p(x,y) funksiya
(7) chizigsiz tenglamaning xususiy yechimi bo'ladi.

1IsBOT. 1. Faraz qilaylik, z = ip(x,y) funksiya D sohada (7)
tenglamaning xususiy yechimi bo'lsin. Agar y o'zgaruvchi <f(x,y) =
const oshkormas funksiyadan aniglansa, u holda cp(x, y) = const teng-
lik (8) tenglamaning umumiy integrali bo'ladi.

Lemmaning shartga ko'ra <p{x, y) funksiya D sohada o'zining
ipX(x,y) va ipy(x,y) xususiy hosilalari bilan birga uzluksiz va
(px(r,y) & O (yoki (py(x/y) ¢ 0) bo'ladi. Oshkormas funksiya haqgidagi
teoremadan y o'zgaruvchini <p(x,y) = const tenglikdan y = f(x, c)
ko'rinishda topish mumkin. Bundan

dy _  <Px(x,y)'
dx _<Py(xy). y=f(x,c)
bo'ladi. Oxirgi tenglikni (8) tenglamaga qo'yib, ushbu

a(x,y)(dy)2- 2b(x,y)d,xdy + c(x,y)(dy)2 =
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4>x{x,Vv)
N oyy)
_Zb(xiy)[&ylz)fl"gl)-'_lcl(x’y) (dX)2-°

ifodaga ega bo'lamiz. Demak, barcha (x,y) € D uchun quyidagi

D, y)Vvo%(X,y) + 2b(x, Y)<pX(X, Y)tpy (X, y) + c(x, y)ifiy(x,y) = 0,

yoki

<Px(x,y) 2b(x.y)[ - 4>x{x>y)

,Y) =0
B{x.y) <Pv(x,y) + et y)

a(x,y)
iHiglik o'rinli.

2. Endi ip(x,y) — const tenglik D sohada (8) tenglamani
umumiy integrali bo'lsin. U holda V(x,y) e D uchun

V)<pl(x, y) + 2b(x, y)ipx(x, Y)<pv(X, y) + c(X,¥)™ (X, y) = 0,

leli.sliini i.sbotlaymiz.

Kurw/. gilaylik, (:r',j/) iuuita D sohada,n olingan ixtiyoriy nugta
Ihi'lnlii  Hu ini<j(m oi(]iili (8) tenglamaning biror <p(x',y') = d integral
<H1 clw,db'| ol.Min. 1) liolda bu egri cliizigning tenglamasi ip(x,y) = d
yoki a <) bo'ladi. Integral egri chizigning barcha nugtalari
tii'lnm // /(,r, c") bo'lganda ushbu

a(x,y)
Vx{x,y) Vx{x,y)
, 2b(x, =
abey) PyiXj ¥) J Y, <ty TN 0

tenglik bajariladi. Bu tenglikda x = x"' almashtirsak,
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yoki
ax', yOvI(x\ y") + 2b(x", y )X (X", y)uey (X', y") + c(x', y'Nix ', y') = 0

tenglikka ega bo'lamiz.

Demak, (xX\yr) nugtada z — <p(x,y) funksiya (7) tenglamani
ganoatlantirishi isbotlandi. Bundan (x',?/) nuqgtaning ixtiyoriy
ekanligidan z = tp(x, y) funksiya D sohada (7) tenglamaning yechimi
ekanligi kelib chigadi.

(8) oddiy differensial tenglamaga (1) xususiy hosilali differe
tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

Xarakteristik tenglamaning umumiy yechimlari (1) xususiy
hosilali differensial tenglamaning xarakteristikalari deb ataladi.

Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamaning tipiga.
ko'ra uchta holni garaymiz.

Birinchi hot. Xususiy hosilali (1) differensial tenglamaning
diskrminanti D sohada 6 = b2—ac> 0 bo'lsin. U holda (1) tenglama
D sohada giperbolik tipdagi tenglama bo'ladi. Ixtiyoriy (xo,ya) € D
nugtada (1) tenglamani kanonik ko'rinishga keltiraylik. Bu nuqgtada
a(.1o,yo) ¢ O yoki c(xg.yo) ¢ O bo'lsin, aks holda (1) tenglama
kanonik ko'rinishdagi tenglama bo'ladi.

Faraz qgilaylik, a(xo, yo) ¢ 0 bo'lsin. D sohada 5 > 0 ekanligidan
(8) xarakteristik tenglama quyidagi ikkita

dy b+ Vb2- ac n

ak a ' Wi
N b-Vb2- ac

dx a

birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalarga ajraladi.

Bu tenglamalarning o'ng tomonlari ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchi va (xq,y0) € D nuqgtaning ixtiyoriy atrofida
a(xo,Yo) @ 0. Shuning uchun birinchi tartibli oddiy differensial
tenglamalar uchun Koshi masalasi yechimining mavjudligi va ya.go-
naligi haqidagi teoremaga asosan bu tenglamalarning umumiy
integrallari mavjud va ular hagigiy va har xil

<p(x,y) = c\ = const, ip(x,y) = 62 —const. (11)
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bo’ladi.

Demak, (11) umumiy integrallar hagigiy va har xil bo'lgani
uchun giperbolik tipdagi tenglamalar ikkita haqiqiy xarakteristikalar
oilasiga ega bo’lar ekan.

Yangi o'zgaruvchilarni £ = tp(x,y), § = %p(x,y) deb olsak,
yuqoridagi lemmaga ko‘ra ai(£,rj) = ci(E,7) = 0 va &(E??) ¢ O
bo'ladi.

Bunda (5) tenglamani 2b\(£,i]) ga bo'lib, quyidagi

F1
U, = A(£,r],m,w,ur,), Q = ~2f~ (12)

ko'rinishdagi tenglamani olamiz.
Bu giperbolik tipdagi tenglamaning kanonik ko‘rinishi deyiladi.
Agar (12) tenglamada £, rnj o'zgaruvchilardan yangi a, (3
o'zgaruvchilarga £ —a + (3, j = a —f3 tengliklar yordamida o'tsak, u
holda (12) tenglama

~Noa  upp = Qi (ct,/3,u, ua,ufj), Q\ — AQ (13)

ko'iinish™a keladi.

Itii l.ciiffama giperbolik tipdagi tenglamaning ikkinchi kanonik
hi'nntuln deyilmli.

iKKINOII lloi,. Xususiy hosilali (1) differensial tenglamaning
dink Imiiuuiti 1) Holiiulii J1 b2 ac -- 0 bo'lsin. U holda (1) tenglama
I>iiilindn jiambohk tipdagi tenglama deyiladi.
imlj'1 aylanmaydi. IJ holda S = b2 —ac — 0 shartga asosan D
Nolianing har bir nuqgtasida a ¢ 0 va ¢ ¢ 0 bo'ladi. Umumiylikka ziyon
gilina-sdan D sohaning biror (k0>Y0) nuqtasida a ¢ O deb olaylik. (1)
leii/'lainani shu [xq, yo0) nuqgta atrofida kanonik ko'rinishga keltiramiz.

Bu holda (9) va (10) tenglamalar o'zaro ustma- ust tushadi va
bit,tn ip(x,y) ~ const hagigiy umumiy integralga ega bo'ladi.

Yangi o'zgaruvchilarni £ = <p{x,y) bu yerda ip(x,y) £ C2(D)
vii bu funksiya lemmaga asosan (7) tenglamaning yechimi bo'ladi.
Kndi ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi fj = rj(x, y) funksiyani D
sohaning biror (xo0,y0) nuqtasida J ¢ 0 bo'ladigan gilib tanlaymiz. U
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holda (5) tenglamada ai(£, 7) = 0 bo‘ladi. (6) tengliklardan 61(£, rj) —
0 ekanligini ko‘rsatish giyin emas. Bundan D sohaning biror (es0,vo)
nugtasida J (£, rf) ¢ 0 ekanligi kelib chigadi.

Agar D sohaning biror (xo,vo) nuqtasida ci(£. 77 = 0 bo'lsa, u
holda (6) tengliklardan b= 17/ac deb, Va > 0, b > 0 uchun quyidagi

f \/NCx + V\c% = 0. N
\ VAa\W + \2AAW = 0

sistemani olamiz. J ® 0 bo'lgani uchun (14) sistema fagat trivial
a = 0, c = 0 yechimga ega. Bundan 6 = 0 ekanligi kelib chigadi. Bu
esa [a] + W\+ |g > 0 shartga zid. Shuning uchun (5) tenglamani har
ikki tomonini ci(£, rj) ga bo'lsak, u quyidagi
Fi
= Q(£irf,u, v.£ Ujj), Q n (15)
kanonik ko'rinishga keladi.

Bu parabolik tenglamaning kanonik ko ‘rinishi deyiladi.

Uchinchi hot.Agar D sohaning (xo0,yo) nugtasida b2—ac < 0
bo'lsa, u holda (1) tenglama shu nuqtada elliptik tipdagi tenglama
deyiladi.

Qaralayotgan (1) tenglamaning a(x,y), b(x,y) va c(.x,y) koef-
fisientlari D sohaning biror (Xx'o,yo) nuqgtasida analitik funksiyalar
bo'lsin. U holda (9) va (10) tenglamalarning o'ng toinonlari analitik
funksiyalar bo'ladi. Koshi-Kovalevskaya teoremasiga asosan (9) va
(10) tenglamalar D sohaning biror (xo,vo) nuqtasi atrofida kompleks-
go'shma

(X, y) = tpi(x,y) + i92(x, y) = ci,
<p*{xy) = <pi{x.y) - i(p2{x,y) = ¢2
analitik yechimlarga ega. Yangi £, 77 o'zgaruvchilarni ushbu

Vo tp(X, A+ Ay = X

1= 2irxY) ~2*(x'Y)) = Ne(x>)
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tengliklar yordamida Kiritamiz.
Bu funksivalar D sohada

(fily
J= usixlly - Viy<p2x ® 0
{P2x y

shartni ganoatlantiradi.
Hagigatdan ham, D sohaning biror (x0,yQ nugtasida atrofida

J = <pixp2y ~ Plyifi2x — 0
bo'lsin. U holda
dipi . dipi _ d(p2 . dip2 yoki fﬂf: __\_f_2_>f (16)
dx dy dx dy iply ip2y

tenglik o'rinli bo'ladi.
<p(x,y) funksiya D sohada analitik bo’lgani uchun bu funksiya

dtpi dipi _ dip2
dx dy '’ dy dx
KoHbl-Riman shartini ganoatlantiradi.
Bundan
(fix __ <P2y
4>\y <p2x

kelib chigadi va bu (16) tenglikka zid. Demak, D sohaning biror
ix0, Y0) nugtasida J ¢ O bo'lar ekan.
Endi <p(x,y) = £{x,y) + irj(x,y) ifodani (7) tenglamaga qo'yib,

a(Ex + ir]x)2 + LLUEX + mMX)(Ey + wy) + c(Ey + rw)2= Q
uning hagiqiy va mavhum gismlarini ajratamiz. Natijada
afx + LLUXEy + cEy = arjx + 2br]xrfy + crjy-

a(xVx + bExrly + £ynx) + cEynx = 0

tengliklarga ega bo'lamiz.
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Oxirgi tengliklardan ai(£,r?) = ci(£,??) va bi(£,??).= 0 ekanligi
kelib chigadi.
(5) tenglamani har ikki tomonini ai((t.rj) ga bo'lib, ushbu

Fi
Mus M ) Q| (ir0

kanonik ko'rinishdagi tenglamani olamiz. Bu tenglama elliptik
tenglamaning kanonik ko‘rinishi deyiladi.

Agar (1) tenglamada a(x,y) = c(x,y) va b(x,y) = 0 bo‘lsa, u
holda berilgan tenglama (17) kanonik ko'rinishda bo'ladi.

Agar garalayotgan sohaning barcha nuqtalarida

b2 —ac >0 yoki b2—ac=0 yoki b2- ac< O

bo'lsa, (1) tenglama shu sohada mos ravishda giperbolik yoki parabolik
yoki elliptik tipga tegishli deyiladi.

Agar D sohaning turli nuqtalarida b2 —ac ifodaning ishorasi
turlicha bo'lsa, u holda (1) tenglama D sohada aralash tipdagi
tenglama deyiladi.

Endi (1) tenglamaning o'ng tomonidagi F funksiya ar-
gumentlarining chizigli funksiyasi bo'lib, uning koeffitsiyentlari
o'zgarmas sonlar bo'lsin.

O'zgarmas koefRtsientli ikkinchi tartibli xususiy hosilali ushbu
differensial

aUxx b2bwy OMy ~lUx bbily  Cill  f(x,y),  (18)

tenglamani qgaraylik.
Bu tenglamaning xarakteristikalari quyidagi

— ac
_b__"____\_/_p_?_____af +ci, y - -p.-__f_/_'?_z_ ______ X + ¢c2 (19)

to'g'ri chiziglardan iborat.

(19) tengliklardagi radikal ostidagi b2 - ac ifodaning ishorasiga
garab mos ravishda o'zgaruvchilarni almashtirish yordamida (18)
tenglamani quyidagi kanonik ko'rinishlarga keltirish mumkin:
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a) giperbolik tipdagi tenglama:
j + a2, + bW, + c2u = /1(6,r/), n
[ n# - uw + a2, + b2uv -I- c2u —fi(£,7)).
b) parabolik tipdagi tenglama:
( Uk -\-a2u, + Bvn+ c2u =
I um+ a2u™+ b2uv+ c2u = [i(E£, 7)
c) elliptik tipdagi tenglama
n# + um -f a2 + b2un-f c2u = fi(x, y). (22)

Ushbu
«(E>?) = eK+mv{~r))

formula bila,n yangi #(Er;) noma’lum funksiya kiritib, A va y

koeffitsientlarni tanlash hisobiga (20), (21) va (22) kanonik tengla-
malarni yanada. soddalashtirish mumkin.

5-MISOL. Quyidagi tenglamalarni kanonik ko'rinishga keltiring.
™ 20BXWky (3“YSin x)ziyy yily *O,
b) uXx ~ ZUxy + Uyy -b otux + (3uy + cu — 0;
Unx - AUy “I Biayy 4 Ux 2Ly —O.
YECHfSH. a) Tenglamaning tipini aniglaymiz:
$—Db2- ac= cos2x + 3+ sin2x = 4> 0.

Demak, tenglama giperbolik tipga tegishli ekan. U holda kano-
nik tenglamaning bosh hadi vV = Q ko'rinishga ega bo'ladi.

Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
(dy)2+ 2cos xdxdy - (3 + sin2x) (dx)2= 0

Bundan

dy = (- cosx + 2)dx, dy= (- cosx - 2)dx
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tenglamalarga ega bo'lamiz. Bu tenglamalarni integrallab,
y - sing—2a, = c\,quady + sinx 2x = c2

umumiy yechimlarni (tenglamaning xarakteristikalarini) topamiz.
Yangi
£=2x+sinx +y, 7= 2x —sinx —y

xarakteristik o'zgaruvchilarga o'tib, berilgan tenglamada gatnashuv-
chi xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

UX — (2 + COSX)LL + (2 —COSX)UuV, uy —L —uv,

uxXx = (2 + cosz)2ttk + 2(4 —cos2 + (2 —cos x)2uwv -
—sinxu”™ + sin.-ru®,

wH = (2 + cosx)u”™ —2co8xwn—(2 —cos x)um,

Uyy ~ 2 ‘f‘ ]

Bularni tenglamaga qo'yib, soddalashtirish natijasida

Lp 4 (W ~ury —0

ko'rinishdagi kanonik tenglamaga kelamiz.

b) Tenglamaning tipini aniglaymiz: 6 ~ o. Demak, berilgan
tenglama parabolik tipda ekan. Uning kanonik ko'rinishi, agar £
o'zgaruvchi ixtiyoriy tanlanganda

u” = Q{£,V,u,ub,uUrj)
yoki T o'zgaruvchi ixtiyoriy tanlanganda
UNT] = Q(£i Vi U,UE, Urj)

ko'rinishda bo'ladi.
Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasi

(dy)2+ 2dxdy + (dx)2=0 &N dy+dx=0

bo'lib, u bitta ikki karrali y + x —c yechimga ega.
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Qaralayotgan tenglama bitta y + x = ¢ xarakteristikalar oilasiga

ega.
Yangi o'zgaruvchilarni quyidagicha tanlaymiz:

£=x, rN~x +vy

bu yerda £ o'zgaruvchini ixtiyoriy tanlash mumkinligi uchun uni X
deb oldik, ravshanki J d 0 bo’ladi.
Hosilalarni hisoblaymiz:

Ux ~ “T'ufj, Uy Ufy,

Uxx — N U jj,

Uxy =~ Uyjrj,  Uyy Ui,
Bu ifodalarni tenglamaga qo'yib, quyidagi
+ E+ (a+ NUJ+ Cii=0

louionik tenglamani olamiz.
Agar yangi o'zgaruvchilarni £ = x + y, 1] —y deb tanlasak, u
lhild;t berilgan tenglamaning kanonik ko'rinishi

ulv+ (a+ 3w+ BM+cu=0

bo'ladi.
r) Hcrilgan tenglama elliptik tipga tegishli, chunki £ = —1.
b'liga mos xarakteristik tenglama

(dy)2 —Adxdy 4- (dx)2 —0
ikkita kompleks-qo'shma
2x + ix —y = ¢\, 2X —ix —y —c2

yechimlarga (xarakteristikalarga) ega.
Yangi xarakteiistik o'zgaruvchilar sifatida

£=2x-y, T=X
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funksiyalarni kiritamiz va «(£, rf) funksiyaning hosilalarini topamiz:
Mx —24~ Uyy xiy —
Uxx ~ 4 YL
N /\yy “
Topilgan ifodalarni tenglamaga qo‘yib, ushbu
i+t U - 0

kanonik tenglamaga ega bo'lamiz.
6—MIsoL. Quyidagi tenglamani kanonik ko'rinishga keltiring va
kanonik tenglamani soddalashtiring.

24x 4 2IXxy H vyy ‘P Axix ‘FTAlly n — 0.

Y echish. Tenglamaning tipini aniglaymiz: S——1 < 0 bo‘lgani
uchun tenglama elliptik tipga tegishli bo'ladi.
Xarakteristik tenglamasi

2(dy)2 —2dxdy + (dx)2= 0
bo‘lib, u ikkita kompleks-go‘shma
2y —x + iXx = ¢X, 2y—X ~ iX —Ci

yeehimlarga ega.

Yangi i/ o'zgaruvchilarni £ = 2y —x, = x tengliklar
yordamida kuritamiz. Berilgan tenglamada gatnashuvchi xususiy
hosilalarni hisoblaymiz:

ux ——l + ur),gquaduy = 2u
Uxx ~ 21l ‘
Xy 3 2UN, Uyy

Bularni tenglamaga go'yib, kanonik tenglamani olamiz:
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Bu tenglamani soddalashtirish uchun quyidagi ko'rinishda yangi
V(£,rj) noma’'lum funksiya Kiritamiz:

U(£, rj) = exi+mv(£, nj)
Xususiy hosilalarini hisobiaymiz:
4 = \e*+Mv +
uv= neM+mv+ eN+mvyv,

= X2exi+mv + 2Ae™M+wuf + ex™ wS(,

um = + 2ueX+Mbr, + ex™ % m.

Bu ifodalarni kanonik tenglamaga qo'yib, uni soddalashtirsak, nati-
jada ushbu

1
o

VEC + viAi+ 2+ 2\)\/: + (2 + 2jj"Wi + (A2+ g2+ 2A+ 2u+ —v

tenglamaga ega bo'lamiz. Ava // sonlarni 2+ 271 =0, 2+ 24 = 0O
bo'ladigan qilib tanlaymiz. U holda A= —1, x= —lva

A2 12+ 2A+ 2%+ —= 1+ 1—2—2+ —= ——
Imi'HI), M(xIdulii:ili(.it'U-iigla.ma,

»a'tvm  £v=0

ko'rinishga ega bo'ladi.
7-MISOL. Ushbu tenglamani kanonik ko'rinishga keltiring.

Wy + Wz 'F-Uyz UM+ Uy —O.

Y echish. Berilgan tenglamaga mos xarakteristik (kvadratik)
forma

Q(AI, A2, A3) = AIA2+ AIA3 + A2A3 =

= Qail+ M2+ A3 -A 2
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ko‘rinishda bo‘la.di.

Mi = 271+ 272 A3 = 2Al  2~2 =
deb belgilaymiz va Q forma
Q= TI1- m2- Ms
kanonik ko'rinishga keladi. Demak, berilgan tenglama giperbolik tipga
tegishli, chunki a[ —1, a2 = «3 = —1-
Shunday qilib, quyidagi xosmas almashtirish
Al = — N~ M3 2= + f2— M3, A3z = fiz

Q kvadratik formani kanonik ko'rinishga keltiradi.
Yuqoridagi xosmas almashtirish matritsasi

ga teng.
Tenglamani kanonik ko'rinishga keltiruvchi xosmas affin
almashtirish matritsasi M matritsaga qo'shma

bo'ladi. Demak, tenglamani kanonik ko'rinishga keltiruvchi xosmas
affin almashtirish quyidagi

£=x+y, nf=-x+y, £=-X-y +2

ko'rinishda topiladi.
Endi u(£,r),Q funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblaymiz:

Ux 5 U —--
Uy— T Ui
uxz ” —

Nyz ~ ~ccm
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Topilgan ifodalarni tenglamaga qo'yib, soddalashtirsak, quyidagi
—um — +2uv=20

kanonik tenglamaga ega bo‘lamiz.
8 -miso1. Quyidagi tenglamalarning

a) uxx 3Uxy 2U0y-buxblUy 0O,
b) wnxy —xux+ mn= 0.
umumiy echimlarini toping.
Yechish. a) Berilgan tenglama giperbolik tipga tegishli, chunki
S=H2—an= 9- 8— 1> 0. Unga mos xarakteristik tenglama
(dy)2- 3dxdy + 2(dx)2=0 yoki dy- dx=0, dy- 2dx=0
ho'lib, ularni integrallasak,
y- x=c¢i, y- 2x=¢c2
xarakteristikalar oilasiga ega bo‘lamiz.
£E=zy-x, rf=y- 2x (23)

Icitj'likl.-ir yordamida yangi o‘zgaruvchilar Kiritib, hosilalarni
hisoblaymi/,;

-b4uw ;
/\Xy “ 2/\/\;
H2'u™ 4~ ;
%8 — 20, Y— K *

Bu ifodalarni berilgan tenglamaga qo‘yib, ushbu
+uv=20 (24)

kanonik tenglamaga ega bo‘lamiz.
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Oxirgi tenglamada

n
WEM) = geu(E.T)) (25)
yangi noma’'lum funksiya Kiritib
dv +v=20
ae VT
chizigli tenglamani olamiz.
Bu tenglamani integrallab,
V(Z5V) = \B(p7)e ? (26)

yechimni hosil gilamiz.
(26) ifodani (25) tenglikka qo'yib.

tenglamaga ega bo'lamiz va uni integrallab, (24) tenglamaning umu-
miy yechimini hosil gilamiz:

= <ME£) +<P2(n)e~*,

bu yerda <>i(0 >Pziv) ~ ixtiyoriy funksiyalar.
Oxirgi formulada (23) tengliklar yordamida eski x, y o'zgaruv-
chilarga gaytib, berilgan tenglamaning

u(x,y) = <pi(y-x) + ex~y@{y ~ 2

umumiy yechimini topamiz.

Bunda <fily —x), 92{y —2x) - ikki marta uzluksiz differen-
siallanuvchi ixtiyoriy funksiyalar.

b) Tenglamaning umumiy yechimini topish uchun

V(X, y) mu(x,y)
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ko'rinishda yangi funksiya kiritamiz. U holda berilgan tenglama
vy —xv + n =0

Ko'rinishga keladi, bu yerda u(0,y) = —%(0,y) tenglik o‘rinli.
Oxirgi tenglamani x o‘zgaruvchi bo'yicha differensiallaymiz va
natijada v(x, y) funksiyaga nisbatan quyidagi

Wy - Xvx —0 (27)
tenglamani olamiz.
Buning umumiy yechimi yuqoridagi kabi topiladi. (27) tengla-
mada vx = z(x,y) almashtirish bajaramiz.
U holda
zy—xz = 0

tenglama hosil bo'ladi.
x o'zgaruvchini fiksirlaymiz va hosil bo'lgan oddiy

_:Xd’y
yA

z{x,y) = tpo(x)exy
yoki v(j\y) funksiyaga o'tib,
vx - yo{x)exy

tenghnuaga ega bo'lamiz.

Bundan
X

v(X,y) = J ip0(s)esyds + ipi(y)
0
hosil bo'ladi. v = ux bo'lgani uchun berilgan tenglamaning umumiy
yechiini
u(x,y)-~ | dt\] (fO(s)esyds + xifiiy)+ip2(y) (28)
n o
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ko‘rinishda topiladi.
Ikki o'lchovli integralda integrallash tartibini almashtirib, uni
bir o'Ichovli integralga keltiramiz:

X

u{x,y) = J(x - s)tpo(s)esyds + xipi(y) + 92(y).
0]

Bu erda <po(x), <pi(y), w{y) — ixtiyoriy funksiyalar.

Shuni ta’kidlash muhimki, giperbolik tipdagi tenglamalarni
kanonik ko'rinishga keltirish, bunday tenglamalarni integrallash usul-
laridan biri hisoblanadi.

Nazorat uchun savollar

1. Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning
tipi ganday aniqlanadi?

2. Nima uchun tenglamaning tipi nuqtada aniglanadi?

3. Tenglamaning tipi nimalarga bog'liq bo'ladi?

4. Qanday tenglamalar giperbolik, parabolik va elliptik tipdagi
tenglamalar deyiladi?

5. O'zgarmas koeffitsientli tenglamalarning tipi hagida nima
deyish mumkin?

6. Qanday tenglamaga aralash tipdagi tenglama deyiladi?

7. Tenglamani kanonik ko'rinishga keltirishda yangi
C= £(x,y), 77 = y) o'zgaruvchilar ganday shartlarni ganoatlan-
tiradi va nima uchun?

8. Xarakteristik tenglama nima va u ganday olinadi?

9. Yangi o'zgaruvchilar kiritilganda qgaralayotgan giperbolik
tenglamaning koeffitsiyentlari ganday ko'rinishga keladi?

10. Yangi: o'zgaruvchilar Kiritilganda qaralayotgan parabolik
tenglamaning koeffitsiyentlari ganday ko'rinishga keladi?

11. Elliptik tenglamalarda yangi o'zgaruvchilar kiritilganda
uning koeffitsiyentlari ganday ko'rinishda bo'ladi?
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Mustagqgil yechish uchun misol va masalalar

2.1. Quyidagi tenglamalarning tipini aniglang va kanonik
ko'rinishga keltiring.
1) Ux 20§ 3tQy 2UX4“6uy O,
2) Ux 4 4uxy '""Uy b2y 0,

3) 2y “H'Uybx U 0,
4)  uxx 2 y 3™ loUy+27x 0,
5) Uxx ~ ~7”xy "b 10'Uyy Ux 3Uy 0,

6) 4duxx ‘bduxy ~hUy 2tiy ~ O,

7)  uxx —2sinXuxy —c0sS2xuyy —cos xuy = 0.
8) (1 + x2)2uxx + uyy + 2x(l -fx2)ux = 0.

9) x2n -f 2xyuxy + y2uyy - 2yux + rle* = 0.

10) uxx —4xuxy + 8x2uyy----- ux + uy = 0.

2.2. Quyidagi tenglamalarni tipi o‘zgarmaydigan sohada
kanonik ko'rinishga keltiring.

J)  uxx - 2uXy §- 2Uyy -b 4uyz —0.

2) "WuXy — 2uxz - UyZ —u — 0.

3) 1,£ AnXy ®~2iixz  4uyy ¥+Uzz f 3ux —O.

4) I/ - 2uxy -- 2uyz + 4u = 0.

0) 2uxx “Uyy “@2uzz  6uxy A4UEES'Quyz 3ii vy 2~ 0.

2.3. Berilgan tenglamalarni kanonik ko'rinishga keltiring va
ularni soddalashtiring.

1) auxx + 2auxy + auyy + bux + cuy+ u = 0, a,b,c —const.
2) uxx+ uyy+ aux+ (Buy+ 7U= 0, a,/?, 7 = const.

3) uxx —4uxy -f bv,yy —3ux + uy + n —0.

4) uxy+ 2Uy ~ux+ 4uy + n = 0.

5) uxy + uxx —uy —10u + 4x —O.
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2.4. Quyida berilgan tenglamalarning umumiy yechimini toping.

1} ux —2uy = 0.

2) 3ux —2uy+wun=0.

3) 2ux —-f2u=0.

4) ux+ 2uy = sin(x + y).

5) 3itx —4uy + sin(4x -f 3y)u = 0.

6) wy+ aux = 0.

7)  uxx —2sinxuxy —cos2xuyy —cos xuy = 0.
8) 3uxx 5Suxy 2yUyy Uy —2.

9) nX3+ cwx + buy + abu = 0.

10)



111 BOB
GIPERBOLIK TIPDAGI TENGLAMALAR

Mexanika va fizikaning tebranish jarayonlari bilan bog‘iiq bir
gator muammolari, masalan, tor va membranariixig tebranishi, gaz,
elektromexanik to‘lginlarning tarqalishi kabi jarayonlar giperbolik
tipdagi tenglamalar orqali ifodalanadi. Bunday tenglamalar bilan
ifodalanuvchi jarayonlarinng o‘ziga xos tomoni, tebranishlarning
chekli tezlikda tarqalishidir.

8—8. Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi.
D’alamber formulasi

Mexanika va fizikaning tebranish jarayonlari bilan bogiiq
bir gqator masalalari giperbolik tipdagi tenglama bilan ifodalanadi.
Ushbu paragrafda tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining
go'yilishi, D’alamber formulasi va uning fizikaviy talgini, Koshi
masalasi yechimining turg'unligini isbotlaymiz. Shu bilan birga bir
jinsli bo'lmagan tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi
yechimni keltiramiz.

KOSHI MASALASINING QO'YILISHI.

Eng sodda giperbolik tipdagi tenglama ushbu

Utt —a2uXXi a = const, Q)

ko‘rinishda bo‘lib, u tor tebranish tenglamasi yoki to‘lgin targalish
tenglamasi deyiladi.

To'lgin targalish nazariyasida Koshi masalasi muhim o:rin
egallaydi. (x,t) tekislikdagi biror
D = {(x,t) : —00 < X < +00,t > 0} sohada (1) tor tebranish
tenglamasini garaylik.

Ta'rif. Agar u(x,t) funksiya D sohada aniglangan uzluksiz va
ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib, shu sohada (1) teng-
lamani ganoatlantirsa, bu funksiya tor tebranish tenglamasining D
sohadagi regulyar yechimi deyiladi.
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Koshi masalasi. Tor tebranish tenglamasining yopig D
sohada aniglangan, uzluksiz va

u(x,0) —u(x), Ut(x,0) = <pi(x), —o00<x<+00, 2

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi regulyar yechimini toping.

Bu yerda 'Pa(x), <pi(x) - berilgan yetarlicha sillig funksiyalar.

Tor tenglamasi uchun Koshi masalasi cheksiz uzunlikdagi
tor tebranishining matematik modeli bo‘lib, uning chetki
nuqgtalari toming boshqga gismlarining tebranishiga ta’sir gilmaydi.
Shuning uchun ham (1)-(2) Koshi masalasida chegaraviy shartlar
gatnashmaydi.

Tor tebranish tenglamasining umumiy yechimi.

Tor tebranish tenglamasini kanonik ko'rinishga keltiramiz.
Buning uchun (1) tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

a(x,t)(dt)2 —2b(x,t)dtdx + c(x,t)(dx)2 —0,

bu yerda a(x,t) = a2, b(x,t) = 0, c(x,t) = —lva S= a2 > 0.
Demak, (1) tor tebranish tenglamasi i?2t tekislikda giperbolik tipdagi
tenglama ekan. U holda

E. = ==*1 yoki dx = *adt
dx a a
bo'lib, u ikkita haqgigiy va har xil

X + at —ci = const, X - at = @ —const

yechimlarga ega. Bu formulalar bilan aniglangan to‘g‘ri chiziglar tor
tebranish tenglamasining xarakteristikalari oilasini ifodalaydi.
Quyidagi
£E=x+at, n—x- at 3
tengliklarga asosan yangi £, 1j o'zgaruvchilar kiritamiz va uu hamda
uxx xususiy hosilalarni

utt = a —2a wh+ a um
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Uxx - 2U 4" Vjlj

topamiz. Bu hosilalarni (1) tenglamaga qo'yib, soddalashtiramiz.
Natijada (1) tenglama ushbu

wn= 0 (4)

kanonik ko'rinishga keladi.
Oxirgi tenglamani ketma-ket integrallab, kanonik tenglamaning
umumiy yechimini

uff, ) = /(£) + ori) ©®)

ko'rinishda topamiz.

Bunda /(C), g(v) * ixtiyoriy funksiyalar.

Agar g(r}) 6 CXR) bo'lsa, u holda (5) funksiya (4) tenglamani
ganoatlantiradi, ya'ni

ofrD € CXR) va =0

yoki
u, = g(v) va g(v) e c2(R).

Demak, /(£) va g(rj) € C2(R) bo'lsa, u holda (5) funksiya (4)
I(Mip,liviuuiin(." umumiy yechimi bo'ladi.

Miidi (5) formulada ( va ij o'zgaruvchilardan eski x, t
o'/ganivrliilargfi, qaytib, (1) tenglamaning umumiy yechimini olamiz:

u(x, t) = f(x «=at) + g{x —at), (6)

bu yerda f(x + at) va g(x —at) - ixtiyoriy ikki marta uzluksiz
hosilalarga ega funksiyalar.

Xuddi yuqoridagi kabi (6) formulada f(x -f at) va g(x —at) 6
C2(R) boisa, u holda (6) funksiya (1) tenglamaning umumiy yechimi
bo'ladi.

Endi (6) umumiy jrechimiung fizikaviy xossasiga to'htalib
o'taylik. Avvalo, /(£) = 0 bo'lsin. U holda torning siljishi

ui(x,t) = g(x - at), ©)
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formula bilan aniglanadi.
Faraz qilaylik, torning tebranishini kuzatuvchi t = 0 vaqtda

torning x = c¢ nugtasidan chigib, Ox o‘gining musbat yo‘nalishi
bo'ylab a tezlik bilan harakatlansin, ya’'ni uning abssissasi t vagtda
x —at = c¢ formula bilan aniglanadi. Bunda kuzatuvchi uchun

u\(x,t) = g(x —at) formula bilan aniglangan torning siljishi g(c) ga
teng va doim o'zgarmas bo‘lib goladi. (7) funksiya bilan aniglangan
jarayon to‘g‘ri to‘lginning targalishi deyiladi.

Xuddi shunday W (x,t) = f(x + at) yechim teskari to‘lginning
tarqgalishini ifodalaydi, ya'ni to'lqgin Ox o'gining manfiy yo'nalishi
bo'ylab a tezlik bilan tarqaladi. U holda (6) formula ikkita to‘g‘ri va
teskari to‘lginlarning yig‘indisi (superpozitsiyasi)dan iborat. But = 0
vagtda torning holatini grafik usulda qurish imkoniyatini beradi. Endi
t = 0 vaqtda to‘g‘ri va teskari to‘lginlarni ifodalovchi u\(x, 0) = g(x)
va W (x, 0) = f(x) funksiyalarning grafigini yasaylik. Keyin ularning
shaklini o‘zgartirmasdan a tezlik bilan har ikki tomonga siljitamiz,
ya'ni w, = g(x) funksiyani o‘ng tomonga va @ = f(x) ni esa
chap tomonga a tezlik bilan siljitamiz. Torning t vaqgtdagi grafigi
yuqoridagi surilgan grafiklar ordinatalarining algebraik yig‘indisidan
iborat bo'ladi.

Koshi masalasi yechimini qurish.

Umumiy yechimdagi f(x + at) va g(x —at) funksiyalarni topish
uchun (2) boshlang‘ich shartlardan foydalanamiz

u(x,0) = f{x) + g{x) = (P0{x)
ut(x,0) = af(x) - ag'(x) = <pi(x)
va quyidagi sisteinaga, ega bo‘lamiz:
f(x) + g(x) = ifo(x),
! )

f\x)-g(x) = -ipi{x).

Bu sistemaning ikkinchi tenglamasida x ni z bilan almashtiramiz va



8-8. Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi 77

uni noldan x gacha integralla,ymiz. Natijada ushbu
f(x) + 9{x) = w{x),

l *
f - =-/ dz + c.
100900 = L Lw@dz e
.sistemani olamiz. Bunda ¢ = /(0) - 9(0) - ixtiyoriy o‘zgarmas.
Oxirgi sistemadan f(x) va g(x) funksiyalarni topamiz:

c ©)

(0) formulada f(x) funksiyaning x argumentini x + at bilan, g(x)
funksiyaning x agumentini esa x —at bilan almashtiramiz va (6)
umumiy yechimga qo'yib,

Xx+at

\] <pi(z)dz, (10)

il<mlani liosil qgilamiz.

Uii IHir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi
yet liin ilndnlovchi P'alamber formvlasi deyiladi.

Ko.'lii  mii;iijiisiiiiii]> <jo'yilisliifin y?o(x), Wi(a) funksiyalarni
yet.iirlicli.i sillnj bo'lsin deb talab gilgan edik. Endi bu funksiyalarning
gaysi sinlf.a tegislili ekanligini aniglaylik.

Agar w(x) 6 C2{RI), <pi(x) G C'1(i?1) bo’lsa, u holda (10) for-
mula bilan aniglangan u(x,t) funksiya (1) tor tebranish tenglamasini
va (2) boshlang'ich shartlarni ganoatlantirishini bevosita tekshirib
ishonch hosil gilish mumkin.

Hagigatan ham, (10) formulada t = 0 desak, u holda

u(x,0) = ipo(x), x e R

bo'ladi. (10) formuladan t bo'yicha hosila clamiz

aipi [x + at) ~a(f\(x —at) ,
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keyin t —O0 bo'lganda
ut(x,0) = 4>i{x),

ekanligini ko'ramiz. Bu tor tebranish tenglamasi uchun Koshi

masalasining yechimi mavjud ekanligini ko'rsatadi. (10) formulani

keltirib chigarish tor tebranish tenglamasining (6) umumiy yechimiga

asoslangan va barcha bosqichlar bir giymatli bajarildi. Shuning uchun

yechimning yagonaligi esa uning qurish usulidan ham kelib chigadi.
Koshi masalasi yechimining turg'unligi.

Faraz gilaylik, u (x. t) funksiya (1) tenglamaning quyidagi

u(x,0) = <cox)> ut(x,0) —ipi(x), xeR

boshlang'ich shartlarini ganoatlantiruvchi yechimi bo'lsin. Xuddi
yugoridagi kabi uq(x 7ty funksiya ham (10) formula orgali quriladi.
Agar

<50 - voox)] < S \ifi(x) - ipix\ <5 VxeR

bo'lsa, u holda Vx e R, t € [0, T], T - ixtiyoriy musbat son uchun
u(x,t) va w,(x, t) yechimlarning ayrimasini baholaymiz.

b(x,t) - uO(x,t)\ < ™ /ffo(x + at) - (Rg(x + at) +

x-fzat
T
+: W (x —at) —ip¥%{x —at) N / Vi{z) - <Pi{z) dz <
2
X~at
x-\-at
1r 1 f 1 r —
<25+2s5+2is | %7
x —at
|
S+ S— 2at= Hl+ t) < HL+ T), (11)

Faraz gilaylik, e ixtiyoriy musbat son va = e/(1 +T) bo'lsin.
U holda (11) tengsizlikdan Ve > 0 son uchun shunday S—e/(l + T)
son topiladiki, barcha x £ R vat £ [0, T] larda

Ivoec) - ~(x)1 < 6 jipi(x) - <fi(x)j < 5
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shartlar bajarilganda ju(x,t) —uo(x,t)\ < £ tengsizlik o'rinli bo'ladi.

Bundan, tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining
yechimi berilganlarga uzluksiz bog'liq ekanligi kelib chigadi.

Shunday gilab, quyidagi teorema isbotlandi:

Teorema. Agar <?0(x) € C2{R}), v?i(x) € C,1(/21) bo'lsa,
u holda tor tebranish tenglama uchun Koshi masalasining yechimi
mavjud, yagona va turg'un bo'ladi, ya'ni (I1)-(2) masalaning u(x, t)
yechimi (10) formula bilan aniglanadi.

Ma’'lum bir masalalarni yechishda w(x), w{x) funksiyalar
teoremaning shartlarini bajarmasligi mumkin. Bunda tor tebra-
nish tenglamasi uchun (1)~(2) Koshi masalasining regulyar yechimi
tushunchasini Kiritib bo'Imaydi. Bunday hollarda umumlashgan
yechim tushunchasi Kiritiladi.

Ta'rif. Tor tebranish tenglamasi uchun (1)-(2) Koshi
masalasining umumlashgan yechimi deb, (1) tenglamaning

u,(x, 0) = tpno(x), unt(x, 0) = tpni(x), -o0o0 < x < -foo,

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi un(x, t) regulyar yechim-
limiing (f'ki.s yakinlashuvchi ketma-ketligining limiti bo'lgan u(x,t)
fimksiyagn aytiladi.
I'n vi'klh. ~,,0(x) G <72(/iJ), ipn'iix) € C1(R1) va bu funksiyalar
Siint o'gmiiif.’, ixtiyoriy [rv, f\ segmentida <fio{x) va funksiya-
htif.fi l.ckis yjii]iiilii.sInivclii ki'tma ketliklar, ya'ni

nIi%ano(x) .t po(x), r{i_%imi{x) =4 Ni(x).

Agar sq(x), 9n\{%) € C{RI) bo'lsa, u holda (I1)-(2) Koshi
masalasining umumlashgan yechimi mavjud, yagona va (10) formula
bilan ifodalanishini ko'rsatish qgiyin emas.

Koshi masalasi yechimining fizikaviy talqini.

Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining (10)
formula bilan aniglangan yechimi boshlang'ich tezlik bo'yicha torning
boshlang'ich siljishini tarqgalish jarayonini ifodalaydi.

Tor tebranish tenglamasining (9) umumiy yechimning fizi-
kaviy xususiyatiga asosan (10) formula ikkita to'g'ri to'lginning
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yig'indisidan iborat, ya'ni f(x + at) + g(x - at), bulardan biri a
tezlik bilan 0'ng tomonga ikkinchisi esa shu tezlik bilan chap tomonga
targaladi.

5 — shakl.

Bu holda

f(x + at) —-2<po(x + at) —F(x + at),

g(x —at) = -2ffo(x —at) —F(x —at)

tengliklar o'rinli bo'ladi. Bu yerda
£
Fi0 =Y s
0

(x, t) o'zgaruvchilar tekisligida x + at = O\ — const va x —
at = @ —const to‘g'ri chiziglar (1) tenglamaning xarakteristikalari
bo'lgani uchun u(x, t) —ipo(x+ at) funksiya x + at = c¢j xarakteristika
bo'ylab o‘zga,rmas va bu giymat <Yo{i) ga teng. Xuddi shunday
u(x,t) = <Pox —at) funksiya x —at = % = const xarakteristika.
bo'ylab o'zgarmasdir.
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Faraz qgilaylik, <po(x) funksiya biror (xi, x2) intervalda noldan
fargli va intervaldan tashgaxida nolga teng bo'lsin. (xi, 0) va (x2, 0)

nugtalardan (1) tenglamaning x + at = c\ va x —at = c2
xarakteristikalarini o‘tkazamiz. Bu xarakteristikalar t > 0 yarim
tekislikni uchta 1, 11 va 111 bo‘lakka bo'ladi (5-shakl).

u(x, t) = <fiofx —at) funksiya 11 : X\ < x —at < x2 sohada

noldan fargli, bunda x ~ at — x\ va x + at = x2 xarakteristikalar
o'ng tomonga a tezlik bilan targalayotgan to'g'ri to'lginning oldingi
va orga fronti deb yuritiladi.

Faraz gilaylik, M = (x.q.t0) nuqta t > 0 yarim tekislikda
fiksirlangan nuqgta bo'lsin. Bu nugtadan (1) tenglamaning x —at —
xq — ato va x + at = xq + ato xarakteristikalarini o'tkazamiz. Bu
xarakteristikalar Ox o'qi bilan P = (xj,0) = (xq —ato,0) va
Q = (x2,00 = (xo + ato,0) nuqtalarda kesishadi. Tor tebranish
tenglamasining (6) umumiy yechimining M nuqgtadagi giymati
it(xo, /) = g(xi) + /(x2) ga teng, ya'ni f(x) va g(x) funksiyalarning
<|iymat,i mos ravishda MPQ uchburchak asosining (xi,0) va (32,0)
uclilaridiigi giymatlari orgali ifodalanadi (6-shakl).

H1 MP, MQ xarakteristikalar va Ox o'gida PQ kesmadan
In'ilk1 Inpijin  MPQ uchburchak M nuktaning xarakteristik
tichl>uirltnt)i deyiladi.

Isonlii  masalasining yechimini ifodalovchi (10) formuladan
boslihui|’)i<li liolat va hoshlang'ich tezlikning P va Q nugqgtalardagi
giyinatbiriga, bog'liq i-kanligi ko'rinadi. (10) formulani quyidagi

Q
J iis)ds
p

shaklda yozish mumkin. PQ kesmadan tashgarida berilgan boshlan-
g'ich shartlar u(x, t) yechimning M nuqtadagi giymatiga hech ganday
ta’sir ko'rsatmaydi.
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Demak, tor tebranish tenglamasi uchun boshlang'ich shartlar
butun o'gda emas, balki PQ kesmada berilgan bo'lsa, u holda Koshi
masalasining yechimi MPQ xarakteristik uchburchakning ichida
aniglanadi.

Endi Koshi masalasini bir jinsli bo'lmagan

utt” OUx JEE0 (D)
tenglama uchun garaylik, ya'ni (12) tenglamaning
u\t=0 = <Po(x), qquad.utX=0 = ipi(x) (2)

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topaylik.
Faraz gilaylik, + > Tda Vf(x. Lir) quyidagi yordamchi

(vf)tt = a2(vf)xx, -00 < x < 00, (13)

dvf
Vi(x,T;r) =0, -~-0OK,T;T) = /(x,t), t=171, -00 < X< 00 (14)
Koshi masalasining yechimi bo'lsin. D'alamber formulasiga asosan

a:4-a(t—r)
VE{x,t;r) = vf(x,t - F;r) = \] f(E,r)d£. (15)

x—a(t—r)

ifodani topamiz.



8-jj. Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi 83

Bu formulalarda r fagat parametr, (14) boshlang'ich shartlar
t = 0 da emas, balki t —r da berilgan.
U holda (6) D’alamber formulasini quyidagi

dv
u(x,t) = -~-(x,t-0) + vVI(x,t\0), (16)

ko'rinishda yozish mumkin. Bunda

Wit Q= ~ 7 Vpofan0) = ~ 7

bo'lib, ular (13)-(14) masalaning T—O0 bo‘lgandagi mos ravishda

dvf :
1 \ QVJPO(X)
dt r=o U r=0
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlari. Shu bilan birga tekshirib
ko'rish osonki

a~\-xt

'Yo/ ,m g 1 f m (x + at) + v>o(x - at)
I M m = 2 [
X —at

bo'liuli.
Hir jinsli bo'!mag>w (12) tenglamaning bir jinsli
u(x,i)) -0, w(x,0=0
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini (15) formuladan
foydalanib, quyidagicha yozish mumkin
t
u(x, t) = aZJ (x, t; r)dr
0
yoki v\ ning giymatini o‘rniga qo'yib, ushbu
t x+o(t—r)
U =33 (Z,T)deaT

0 x~-a(l~r)
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ifodani olamiz.
Shunday qilib, (12) tenglamaning (2) boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimi

u{x,t)[<pO0(x + at) + (PO(x - at)}+

x+at t x+a(i-r)
j Ne 'TNe dr )
x —at 0 x—a(t—T)

formula bilan aniglanadi. Bunda w{x), (f\(x) funksiyalar uzluksiz va
f(x,t) - birinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo'lgan funksiya,
ya'ni f(x,t) £ CXD).

1-MASALA. Ushbu

YUXX - (X + Y)uX¥y + xuyy = 0, x >0

tenglamaning
u(x,0) = x2, uy(x,0) = 3x,

shartlarni ganoatlantiruvchi u(x. y) regulyar yechimini toping.

Yechish. Berilgan tenglamani kanonik ko'rinishga keltirib,
integrallaymiz. Natijada kanonik tenglamaning umumiy yechimi hosil
bo'ladi. Hosil bo'lgan yechimda > va y o'zgaruvchilarga qaytib,
berilgan tenglamaning umumiy yechimini

ux, )= \(x + ) + h(x2+ y2) (18)

ko'rinishda yozamiz.

Bu yerda fi(x+y) va/2(x2+y?2) - ixtiyoriy ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchi funksiyalar.

(18) formuladan va boshlang'ich shartlardan foydalanib, f\
/2 funksiyalarni topamiz:

fl{x) = ~x2-b/i(0),

h{x2 = ~\x2-h{Q).
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Topilgan funksiyalarni (18) formulaga qo'yamiz, natijada berilgan
masalaning quyidagi

3 r 1
u(x,y) = -(x +y)2- ~(x2+y2) = x2+ 3xy + y2.

yechimiga ega bo‘lamiz:
2-masala. Ushbu

2uxy - e~xuyy = 4x (19)
tenglamaning
u(x, y) Y=x—x5cos xiquaduy{x, y) \y=x= x2+ 1 (20)
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y) regulyar yechimini
toping.
YECHISH. Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasi
—2dxdy —e~x(dx)2 —0

bo'lib, u x = ¢, 2y -- e~x = ¢ yechimlarga (xarakteristikalarga) ega.
Yangi 1j o‘zgaruvchilar kiritamiz

£ = x,quadrj = 2y ~ e~X.

U holda (19) tenglama
Uy =£
kanonik ko‘rinishga keladi.
Oxirgi tenglamaning umumiy yechimi

=2~ + J1(0 + h{ri)

bolladi.
Bundan eski X, y o‘zgaruvchilarga o'tsak, berilgan tenglamaning
umumiy yechimini

u(x,y) - ~"x22y - e~x) + fi{x) + /Ir(2y - e~x) (21)
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topamiz.

Bu yerda fi{x) va /2(2y —e~x) - ixtiyoriy funksiyalar. (21)
ifodadagi f\{x) va /3(2% - e~x) funksiyalarni (20) shartlar yordamida
aniglaymiz:

11(2) + O(2X - e~X) -+ x2(2x - e~X) = X5c0sX

2f2(2x - e~x) + x1—x1+ 1

Bundan
h{t) = \t + f2{V)

/i(x) = x5cosx - x3+ i x2e_1 - i (2x - e>x - /2(0)

bo'ladi.
Topilgan ifodalarni (21) formulaga qo'yib, soddalashtirsak,
(19)-(20) masalaning yechimini

u(x,y) = x5005X+ (2 —x)(x2+ 1)

ko'rinishda topamiz.

9—8= Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masala

Biz | bobda uchlari mahkamlangan torning tebranishi hagqi-
dagi fizik masalani ikkinchi tartibli xususiy hosilali tenglama, ya’'ni
giperbolik tipdagi tenglama uchun chegaraviy masalaga kelishini
ko'rdik. Ushbu paragrafda yugorida aytilgan masalaning qo'yilishi,
yechimning yagonaligi va mavjudligini batafsil o'rganamiz.

M asalaning qo'yilishi. Yechimning yagonaligi.

Biror chekli D = {(x,t) : 0 < x < I,0 < t < T} sohada bir
jinsli torning majburiy tebranishini ifodalovchi ushbu

Lu = putt ~ TQuxx - /(x, t) Q)

bir jinsli bo'Imagan tor tebranish tenglamasini garaylik,
bu yerda | - torning uzunligi, T - musbat son, p - torning ziehligi,
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To - torning taranglik kuchi, f(x, t) esa torga ta’sir gilayotgan tashqi
kuchlaramg yig‘indisi.

Aralash masala. Yopig D sohada aniglangan va quyidagi
shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) funksiya toping:

1) u(x,t) funksiya yopig D sohada ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchi va V(cc,t) £ D da (1) tenglamani ganoatlantirsin,
ya'ni

u(x,t) £ C2(D); Lu(x,t) = f(x,t), V(x,t) £ D,

bo’lsin;
2) u(x, t) funksiya ushbu

u(x,t)\t=o0 = <Po(x), Ut(x,t)\t=0 = 0<x<l; (2)

boshlang'ich shartlarni ganoatlantirsin:
3) u(x. t) funksiya D sohaning chegarasida quyidagi

u(x,t)\x=0 = u(x,t)\x=i = A2(t), 0<t<T; 3)

shartlarni ganoatlantirsin; bu yerda f(x,t), ipo{x), ipi(x), /J-i(t) va
II:>(/) berilgan yetarlicha sillig funksiyalar.

1 teorem a. Agar (1)—3) aralash masalaning yechimi mav
bo‘lma, U holda bu ycchim yagona bo'ladi.

Isbot. Faraz gilaylik, (I1)-(3) masala ikkita u\(x, t) va u2(x,t)
ycchimlarga ega bo'lsin. U holda bu yechimlarning ayirmasi u(x,t) —
w(x, t) —u2(x, t) £ C2(D) bo'lib, v(x, t) funksiya bir jinsli

Lu = L(u\ —u2) = Lu\ —Lu2= f{x,t) —/(x,t) =0 4)
tor tebranish tenglamasini hamda bir jinsli boshlang'ich
u(x, oli=o = [ui{x, t) - W2(x, olj<=0 = Ui(x, t)\t=o - u2(x, t)|t=0 =

= tpo(x) - <po{x) = O, 0<x<2Z (5)
ut(x,t)\t=o0 = [uu(x,t) - Wt(x, £)]Jt=0 = - u2t(x,t)\t=o0 =
—<pi(x) —<pi(x) —0, O<x<l (6)
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va chegaraviy

u(x,t)\=0 = [ui(x, t) - W{XD)]\x=Q = ux{X,t)\x=a - u2{x,t)\x=0Q=

= jui(0-Mi(«) = 0; 0<t <T] @)
u{x,H)\x=i = [w(x,b) - UZ2{x,t)]\x=1 = UI(x, )\x=l - UZ2(x,t)\x=1 =
= M(t) - He(t) - O 0< £<T. (8)

shartlarni ganoatlantiradi.

Bir jinsli (4)-(8) masalaning u(x,t) yechimi V(x,<) € D
bo'lganda aynan nolga teng ekanligini isbot gilamiz.

Buning uchun quyidagi

integralni garaylik.

Bu integral torning bir jinsli chegaraviy shartlar bilan erkin
tebranish energiyasi saqlanish gonunining matematik ifodasi bo'lib,
u torning to 4a energiyasi deyiladi.

Chunki torning t vaqtdagi Ax = dx elementining Kinetik
energiyasi

ko‘rinishda bo‘ladi.
Torning t vaqtdagi Ak = dx elementining potensial energiyasi
taranglik kuchining bajargan ishi bo‘lib, u quyidagi

formula bilan aniglanadi.
Demak. (9) formula torning ko‘ndalang tebranishining to‘la
energiyasi bo'‘lib, u torning energiyalari integrali deyiladi.



9-§. Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masala 89

Endi (9) integrating t vaqtga bog'liq emasligini ko'raylik.
Buning uchun (9) formulaning t bo'yicha hosilasini hisoblaymiz:

dEjt) - Ji N\

dt pututi + TQuxux”jdx, (10)

Bir jinsli chegaraviy shartlardan
xtt(0,t) = 0, ut(l,t) =0, 0<t<T,

ekanligi kelib chiqgadi. Bu shartlarni inobatga olib (10) formulaning
ikkinchi qo'shiluvchisini x bo'yicha 0 dan 1| gacha bo'laklab
integrallaymiz, natijada

1
T)Uxuxtdx — T()uxut J" TotitUxdx ~  J Toutuxxdx, (11)

ifodani olamiz. Topilgan (11) ifodani (10) formulaga go'yib, bir jinsli
(4) tor tebranish tenglamasini inobatga olsak,

i i
&'(*) —j ut((mtt ~ Touxx)dx = \] utLudx = 0
0 0
tenglikni olamiz.

Oxirgi tenglikdan Vt e [0, T] uchun E[t) = const ekanligi kelib
chigadi. Shuning uchun bir jinsli bo‘lmagan boshlaug‘ich shartlarda

/ du(x,0) . T / du(:x, 0)

E(W) = E(0) \ ~df~ N\ dx

[p(*fi(x))2 + To(ipo(x))2}dx. a2
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Bu formuladan ko'rinadiki, uchlari mahkamlangan torning erkin
ko‘ndalang tebranishining to‘la energiyasi ixtiyoriy vaqtda o'zgarmas
va u torning boshlang'ich energiyasiga teng bo'ladi.

Bir jinsli (5) va (6) shartlarni inobatga olib, (12) formuladan
ushbu

0

tenglikni olamiz. Oxirgi tenglik fagat va fagat V(x,t) e D uchun
ut(x,t) = 0 va ux(x,t) — 0 bo'lganda o'rinli. Bundan esa D yopiq
sohada u{x,t) — const bo'ladi. Bir jinsli shartlarga ko'ra D sohada
u(x, t) = 0 bo'lishi kelib chiqgadi.

Demak, u\{x, t) = uz2(x, t), farazimiz noto'g'ri ekan. Bu ziddiyat
tor tebranish tenglamasi uchun qgo'yilgan aralash masala yechimining
yagona ekanligini isbotlaydi.

Yechimning berilganlarga uzluksiz bog'ligligi. Faraz
gilaylik, D sohada (1) tenglama bir xil chegaraviy shartlarni va

ui(x,t)Jt=0 = <Pox)> Uu(x,t)\t=0 = <Pi(x);

Ui(x, t) |0 = Let(x, t)Jt=0 =

boshlang'ich shartlarni ganotalantiruvchi u\(x,t) va u2(x,t)
yechimlarga ega bo'lsin.
2-teorema. Agar

yetarlicha kichik bo'lsa, u holda u\(x,t) - W(x,t) = u(x,t) ayirma
ham yetarlicha kichik bo'ladi.
Isbot. Ushbu w(x, t) —u2{x, t) —u(x, t) ayii'ma D sohada bir
jinsli
Lu —putt —0 (13)

tenglamani, bir jinsli chegaraviy

u(x,t) =0= 0, u(x,t)\x=[ = 0, (14)
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va boshlang‘ich

u(x, t)\t=o0 = cpo(x), t)]t=0 = VIC®) (15)

shartlarni ganoatlantiradi.
Yana energiyalar integralini garaymiz:

Ba=1/],(*M )\D dx. (16)

Bu integral (13) tenglamaning (14) chegaraviy shartlarni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy yechimida o‘zgarmas qiymatini saqlaydi,
ya'ni E(t) —E(0), 0 < t < T. Bundan (15) boshlang‘ich shartlarga
asosan

f du(x, t) + 10 du(x,t)
\% dx

1
= J[p{<pi(x))2 + To{<Po{x) f] di

kelib chigadi.
Faraz gilaylik, M ~ max{/), To} bo‘lsin. U holda

A\ fdu(x,t)\ +To(* ~ )

dx <
J p\ dt )

t
M 1 [(M(x))2+ ((po(x))2Z]da
‘0
tengsizlik o'rinli  bo‘ladi. Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi
funksiyalarning yetarlicha kichik ekanligidan
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bo'‘lishi kelib chigadi. Bundan esa

bo'ladi.
Quyidagi tenglikdan

u{x,t) - u(o,t) :J dulg ™ dx
0

ushbu

tengsizlik yoki Ju(x, f)] < e ekanligi kelib chigadi.

Demak, tor tebranish tenglamasi uchun aralash masalaning
yechimi boshlang'ich funksiyalarga, ya'ni berilganlarga uzluksiz
bog'lig ekan. Shunday qilib, 2-teorema isbotlandi.

10—S8. Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masala
yechimining mavjudligi

Bu paragrafda tor tebranish tenglamasi uchun qo'yilgan aralash
masala yechimining mavjudligini isbotaymiz.
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Unda awal uchlari mahkamlangan bir jinsli torning erkin
tebranishini, ya'ni (1)-(3) masalada —/z2(i) = Ova f(x,t) =0
bo'lgan holni, keyin uchlari mahkamlangan torning majburiy teb-
ranishi va so'ngra uchlari go'zg'aluvchi bo'lgan torning majburiy
tebranishi, ya’'ni (1)-(3) masalaning yechimini Fur'e usulida quramiz.

Uchlari mahkamlangan torning erkin tebranishi

Fur’e usuli, yoki o'zgaruvchilarni ajratish usuli xususiy hosi-
lali tenglamalarni yechishda ko'p qo'llaniladigan usullardan biri
hisoblanadi.

Uchlari mahkamlangan bir jinsli torning erkin tebranishi masa-
lasi ushbu bir jinsli

ST a'

tor tebranish tenglamasining quyidagi boshlang”ch
u(x, =0 = ¥o{x), w(x, tHhixi=0 = ipi(x), O<x<l (2
va bir jinsli chegaraviy
u(o,t) = 0, u(l, t)= 0, 0<t<T, 3)

shartlarni qganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini topish masalasiga
keltiriladi. Bu masalaning u(x,t) yechimini C2(D) funksiyalar sin-
fidan izlaymiz.

Buning uchun (1) tenglamaning D sohada noldan fargli va bir
jinsli (3) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimlarini

u(x, 1) = X(x)T(t) ¢ O, 4)

ko'rinishda qidiramiz.
(4) ifodani (1) tenglamaga qo'yib, uning o'zgaruvchilarini
ajratsak, ushbu
T"(t)X(x) = a2X"(x)T(t)
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yoki
not) =~ ) = -

a2T{t)  X(x) | [o/

tenglikka ega bo'lamiz. Bu tenglikning chap tomoni fagat t o'zgaruv-
chiga, o‘ng tomoni esa fagat x o'zgaruvchiga bog‘lig. Shuning
uchun (5) tenglik, ikki tomoni ham bitta o'zgarmas —A songa teng
bo‘lgandagina o'rinli bo‘ladi. U holda (5) ifodadan ikkita chizigli
ikkinchi tartibli

T"(t) + a2\T{t) =0, 0<t<T, (6)

X 7{x) + XX(x) =0, 0< X<, (7

oddiy differensial tenglamalarni olamiz.
Ixtiyoriy t € [0,T] da T(t) ¢ O bo‘lgani uchun (4) tenglikdan
(3) chegaraviy shartlar asosida quyidagi

X(@©) =0, X(I)=0 ©)

shartlar kelib chigadi.

Shunday qilib, biz X(x) funksiyani topish uchun quyidagi
masalaga ega bo‘ldik: A parametming ganday qiymatlarida (7)-
(8) chegaraviy masalaning X(x) yechimi noldan fargli bo'ladi.
Bunday masala matematik fizikada spektral masala yoki Shturm-
Liuvill masalasi deyiladi.

Shturm-Liuvill masalaning noldan fargli yechimini ta’minlagan
A parametming qgiymatlari spektral masalaning xos giymatlari, unga
mos yechimlar esa xos funksiyalar deb ataladi. (7) va (8) masalaning
xo0s gimatlari to'plami shu masalaning spektri deyiladi.

Endi garalayotgan spektral masalaning xos giymatlarini va
ularga mos xos funksiyalarini topaylik.

Buning uchun uchta A< 0, A-- 0 va A> 0 hollami alohida-
alohida garab chigamiz.

1) Faraz qilaylik, A = —A2 < 0 bo'lsin. U holda (7) teng
maning umumiy yechimi

X{x) = Ciekx + C2e~kx,
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ko'rimshda bo'ladi. Bu yerda C\ va C4 —ixtiyoriy o'zgarmas sonlar.
Shu yechimni (8) bir jinsli chegaraviy shartlarga qo'ysak, C\ va C2
o'zgarmaslarni topish uchun quyidagi

[ X(0) = Cx+ C2 = 0,
\ X(I) = Ciek + C2e~K = 0.

tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz.

Bu sistemaning asosiy determinanti noldan fargli va u yagona
trivial yechimga ega, ya'ni C\ —0, C2 ~ 0.

Demak, bu holda X (x) = 0bo'ladi va bu yechim masala shartini
ganoatlantirmaydi.

2) Endi A = 0 bo'lsin. U holda (7) tenglamaning umumiy
yechimi

X{x) = Ci + C2

va (8) shartlarga asosan Ci = 0, C2 = 0 bo'ladi, demak, X(x) = 0,
bu yechim ham masala shartini ganoatlantirmaydi.

3) Faraz gilaylik, A = fiz > 0, fi > 0 bo'lsin. U holda (7)
tenglamaning umumiy yechimi

X (x) = C\cosfix + C2sinfix
ko'rinishda bo'ladi. Oxirgi ifodani (8) chegaraviy shartlarga qo'ysak,

J X(0) =Ci+ C20=0,
[ X(I) —C\cosfil + C2sinfil = 0.

sistemaga ega bo'lamiz. Bundan C\ — 0, C2sinfjl —O0 ekanligi kelib
chigadi.
Endi C2 & 0 deb olamiz, aks holda yana X(x) = 0 bo'ladi.
Shuning uchun sinuyl —O0, bundan esa fil = kn, kK G Z kelib chigadi.
Shunday qilib, (7)-(8) masalaning noldan fargli yechimi
faqatgina
kir\ 2
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giymatlarda mavjud va bu giymatlar garalayotgan masalaning xos
giymatla,ri deyiladi. Bu giymatlarga mos xos funksiyalar

Xk(X) =sm ~x

ko'rinishda bo‘ladi.
Endi topilgan A = Xk giymatlarda (6) tenglamaning umumiy
yechimi
kirat . knat
'rﬂ<{t) = akcos _|Jra_+ bksm _nya_
ko'rinishda topiladi, bunda ak, bk —ixtiyoriy o'zgarmas sonlar.
Topilgan Xk(x) va Tk(t) funksiyalarni (4) formulaga qo'yib,
ushbu

ukit) = XkOTKE = fatecos K8 \pksm KNy gy 'YX

funksiyani olamiz. Bu uk(x,t), (k = 1,2,...) funksiyalar ak va bk
koeffitsiyentlarning ixtiyoriy giymatlarida (1) tenglamani va (3) bir
jinsli chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.

(@H)] tenglama chiziqli va bir jinsli bo’lgani uchun yechimlarn
chekli yig'indisi ham tenglamani ganoatlantiradi va u quyidagi

g\ kirat , . at\ . KX -
u{x,t) = 2_, Mafecos 1 bfcSin Jsm—-, (9)

gator uchun ham o'rinli. Agar bu gator tekis yaqginlashuvchi bo'lsa, u
holda bu gatorni x bo'yicha va t bo'yicha ikki marta differensiallash
mumkin. (9) gatorning har bir hadi (1) bir jinsli tenglamani va bir
jinsli (3) chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi. Bu shart (9) formula
bilan aniglangan gatorning yig'indisi, ya’'ni u(x, t) uchun ham o'rinli.

Endi ixtiyoriy ak va bk o'zgarmas sonlarni topamiz. Buning
uchun (9) formula bilan aniglangan u(x, t) funksiya (2) boshlang'ich
shartlarga go'yamiz.

(9) formulani t bo'yicha differensiallab ushbu
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tenglikni olamiz. Endi (9) va (10) ifodalarda t = 0 deb, (2) boshlan-
g'ich shartlarga asosan

(m

ifodalarga ega bo'lamiz. Bu tengliklar w,{x) va ~Pr{x) funksiyalarning
(0,1) oraliqdagi sinuslar bo'yicha Fur’'e gatoriga yoyilmalaridir.

U holda Pur'e qatorlari nazariyasiga asosan ak va bk
koeffitsiyentlar quyidagi

(12)

(13)

formulalar bilan aniglanadi.

Shunday qilib, bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun aralash
masalaning yechimi (9) gator ko'rinishida bo'lib, undagi ak va bk
koeffitsientlar mos ravishda (12) va (13) formulalar orqali topiladi.

1-TEOREMA. Agar <fo(x) funksiya [0,/] oraligda uch marta
uzluksiz differensiallanuvchi va quyidagi

po(0) = bI 0 =0, Pg(0) = wAl) = 0, (14)

shartlarni ganoatlantirsa, <pi(x) funksiya esa [0, 4 oraliqda ikki marta
uzluksiz differensiallanuvchi va

v2i(0) = ipi(l) = 0 (15)

bo'lsa, u holda (9) formula bilan aniglangan u(x, t) funksiya yopiq D
sohada ikki marta uzluksiz hosilalarga ega va D sohada (1) bir jinsli
tor tebranish tenglamasini hamda (2) boshlang'ich va (3) bir jinsli
chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.
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Isbot. Teoremani isbotlash uchun awal (12) formula bilan
aniglangan integralni uch marta bo‘laklab integrallaymiz. (14) teng-
liklarga asosan

knx
il A L\ 3Eh 16
I\nkd €0s o —ax 7k 19

ifodani olamiz.
(13) formulaning o‘ng tomonini xuddi shunday (15) tengliklarni
inobatga olib, ikki matra bo‘laklab integral'ash natijasida

sk

n) k3’ (27)

0

tengUKkka ega bo‘lamiz. Bu yerda
2 / AT __knx
Pk = y I <Po(x) cos dx; gk= ip"(x) sl —r~ dx.

Boshlang'ich shartlarga ko'ra Lp™N(x), <p'{(X) funksiyalar [0,3
segmentda uzluksiz, u holda matematik analiz kursidan ma’lum
bo’lgan Bessel tengsizligiga ko'‘ra ushbu gatorlar

04] 0o °° o

YI(* ;
£ Pc<y / K'(*)]2dx; (*) <ix. (18)
fc=l £ fc=i 0

yaginlashuvchi qgatorlar bo'ladi.
Endi (16) va (17) ifodalarni (9) gatorga qo'yib, quyidagi

knat . knat\ . knx
+ gksinm | sm - I (19)

gatorni olamiz.
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Hosil bo'lgan (19) gatorning har bir hadi yopiq D sohaning
V{x, t) nugtasida ushbu yaginlashuvchi

sonli gatorning hadlari bilan chegaralangan. U holda Veyershtrass
alomatiga ko‘ra (9) gator yopig D sohada absolyut va tekis
yaginlashadi. Demak, u(x, t) funksiya yopiq D sohada yaginlashuvchi
gatorning yig'indisi sifatida uzluksiz bo‘ladi.

Endi (9) gatorni »xva £o0'zgaruvchilar bo'yicha ikki marta formal
ravishda hadma-had differensiallash mumkin ekanligini ko'rsatamiz.
Buning uchun (9) gatorni hadma-had differensiallashdan hosil bo'lgan
gatorlarning yopiqg D sohada absolyut va tekis yaginlashishini
isbotlaymiz. (19) gatorni hadma-had differensiallab, ushbu

kftat\ sin K-KX (20)
Ti= K\ I 1 J '

kirat
|

gatorlarga ega bo'lamiz. Bu qatorlar V(x,t) e D sohada

fc=i

gatorga majorant bo'ladi. Oxirgi (22) gatorning yaginlashuvchi
bo'lishi (18) gatorlarning yaqginlashishidan va quyidagi

tengsizliklaxdan kelib chigadi. U holda (20) va (2) gatorlar
Veyershtrass alomatiga asosan yopiq D sohada absolyut va tekis
yaginlashuvi bo'ladi.
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Demak, uxx(x,t) va uu{x,t) funksiyalar yopiq D sohada
uzluksiz ekan. Endi (20) va (21) qatorlarni (1°) tenglamaga qo‘ysak,
(9) formula bilan aniglangan u(x,t) funksiya tor tebranish tengla-
masini ganoatlantirishiga ishonch hosil gilish mumkin. Shunday qilib,
1-teorema isbot bo‘ldi.

Yechimning fizikaviy TALQINI. Tor tebranish tenglamasi
uchun aralash masalaning (9) ko'rinishda topilgan yechimini garaylik.
Agar bu formulada

ak —Aksiny3*, bk= Bkcos ipk
belgilashlarni kiritsak, u holda uk(x, t) xususiy yechimlami quyidagi

, . KX . kirat \
uk(x,t) = Aksm — smf — + Vk I, (23)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bunda torning har bir nugtasi bir xil gk

. . . . leime KT ]
fazali, amplitudasi Aksin— — ga teng bo'lgan ook ~ chastotali

garmonik tebranadi.

Tor harakatining (23) ko'rinishdagi garmonik tebranishlari
to'g‘ri to‘lgindeyiladi, ya'ni (34) gatorning har bir hadi to‘g‘ri to‘lgin
deb ataladi. Bundan esa (20) ko'rinishdagi yechim cheksiz ko'p to‘g'ri
to'lginlarning yig'indisini ifodalaydi.

Tor tebranish jarayonida o‘zidan tovush chigaradi. Tovushlar
ikki xil - musiqiy va musiqgiy bo‘Imagan turlarga ajraladi. Musiqgiy
tovushlarni notalar, musigiy bo‘maganlarni esa shovginlar deb yuriti-
ladi. Musigiy tovushlar ma’lum ma’noda yuqori darajada sifatli bo'lib,
uni har bir kishi o‘zining imkoniyati darajasida baholay oladi.

Balandligi bo'yicha Kkishining qulog‘i ajrata olmaydigan notalar
tonlar deyiladi. Tovushning balandligi tebranish chastotasiga bog‘liq
bo'ladi. Eng past tonning chastotasi asosiy chastota deyiladi va u

a1l

formula bilan aniglanadi.
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Asosiy chastotadan balandroqg bo'lgan chastotali tonlar oberton-
lar deyiladi va obertonlar asosiy toy chastotaga karrali bo'lib, ular
garmonikalar deyiladi. Birinchi garmonika deb aSbsiy ton hisoblanadi,
ikkinchi garmonika esa chastotasi u2 = 2ul bo'lgan tonlar va hokazo.

Demak, (9) formula bilan aniglangan yechim alohida garmoni-
kalarnin yig'indisi bo'lib, uning amplitudasi garmonikalarning nomeri
ortib borgan sari nolga intiladi, ya’'ni kK —o00 koeffitsientlar ak —=0
va bk —>0 intiladi. Shu sababli garmonikaning tordan targalayotgan
tovushga ta’siri tovush tembrini hosil giladi.

Ushbu x = 0, IZ/k, (21)/k, ..., (k —1I/K, I nuqtalarda tebra-
nish amplitudasining K - garmonikasi nolga intiladi, chunki bu nugta-

larda sin — x = 0 bo'ladi. Bu nugtalar k —garmonikaning tugunlari

deyiladi va torning tebranish jarayonida bu tugun_lar go'zg'almaydi.

2m + 1)1 . — e . e . kirx .
Xm = —(————————2—, (m = 0, k—1) nugtalarda sm—L = +1 bo lgani

uchun tor maksimal Ak amplitudali garmonik tebranadi va bu to‘g'ri
to‘lginlar deyiladi.
Quyidagi

yoki

formulalar mos ravishda asosiy tonning chastotasini va davrini anig-
laydi. Bu formulalar yordamida tor tebranish qoidasini asoslashimiz
mumkin:

1) Zichligi va tarangligi o'zgarmas bo'lgan torning tebranish
davri uning uzunligiga to'g'ri proporsional bo'ladi.

2) Ma’lum uzunlikdagi torning tebranish davri Tqtaranglikning
kvadrat ildiziga teskari proporsional ravishda o'zgaradi.

3) Uzunligi va tarangligi ma’'lum bo'lgan torning tebranish davri
tor zichligining kvadrat ildiziga to'g'ri proporsional o'zgaradi.

Bir jinsli torning majburiy tebranishi

Uchlari mahkamlangan bir jinsli torning tashqi kuchlar ta’-
siridagi majburiy tebranishi quyidagi aralash masalaga ekvivalent

keltiriladi.
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Bir jinsli bo'lImagan
utt ~ a2uxx = g(x, t), V(x,t) 6 D\ (24)

tor tebranish tenglamasining (2) boshlang'ich va bir jinsli (3)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.

Bu yerda g(x,t) = f(x, t)/p £ C2(D) torga ta’sir giluvchi tash-
gi kuchlar yigindisi.

Bu masalaning u(x, t) yechimini quyidagi

u(x, t) = v(x, t) + w(x,t) (25)
ko'rinishda qidiramiz. Bu yerda v(x, t) funksiya bir jinsli bo'Imagan
vit —a2vxx + g{x, t) (26)
tor tebranish tenglamaning bir jinsli boshlang'ich
flt=0 = 0, vtjt=0= 0 27)
va chegaraviy
4*=0 = o, Wx=i= 0 (28)
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi;
w(x, t) funksiya esa bir jinsli
Wit —a wxx (29)

tenglamaning quyidagi boshlang'ich

WA\t=0 = <Po(X), witX=Q = tpi(x) (30)

va chegaraviy
=0, WA\x=i = 0 (31)

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat.

Yugoridagi masalalardan ko'rinib turibdiki, v(x, t) funksiya
uchlari mahkamlangan bir jinsli torning g(x,t) tashgi kuchlar
ta’'siridagi majburiy tebranishini, w(x, t) esa shu torning erkin
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tebranishini ifodalaydi. w(x, t) funksiyaga nisbatan (29)-(31) masala
yechimining mavjudligini oldingi punktda isbot qildik.

Shuning uchun bu yerda (26)-(28) masalaning v(x,t) yechimini
qurish etarlidir.

Bu masalaning v(x, t) yechimini quyidagi qator

[e]e)

(32)

ko'rinishda izlaymiz. Bu yerda Tk(t) hozircha noma’lum funksiya.
(32) gatorni yopiq D sohada yaginlashuvchi va shu sohada x va t
o‘zgaruvchilar bo'yicha hadina-had differensiallash mumkin bo'lsin.
U holda (32) gator bir jinsli chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.

Bu qgatorni (27) boshlang'ich shartlarga qo'yib, Tk{t)
funksiyalar uchun quyidagi

Tf(0)=0, 2fc0) = 0, k= 1,2,3,... (33)

boshlang'ich shartlarni olamiz.
Endi g (x, t) funksiyani [0,]] segmentda x o'zgaruvchiga nisbatan
sinuslar bo'yicha Fur’'e gatoriga yoyilsin. « ,

00

(34)

bunda fk koeffitsientlar quyidagi

(35)

formula bilan aniglanadi.
Tk(t) funksiyalarni topish uchun (32) va (34) ifodalarni (26)
tenglama qo'yib, ushbu

KTIT
53 ITK#) + wWkTk(t)] sin—- = g(x,t), (36)
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tenglamaga ega bo'lamiz. Bu yerda uik = — .

(36) va (34) yoyilmalarni o‘zaro tagqoslab, k ning har
giymatida chizigli o'zgarmas koeffitsiyentli

+ WRTK(t) = gk(t), Q< t<T (37)

oddiy differensial tenglamalarga ega bo'lamiz.

Demak, Tk(t) funksiyalarni topish uchun ikkinchi tartibli (37)
oddiy differensial tenglamani (44) boshlang'ich shartlarni oldik. Bu
masalaning yechimini o'zgarmasni variatsiyalash usuli yordamida
topamiz. Bir jinsli (37) tenglamaning umumiy yechimi

Tk(t) = ci cos bkt + c2sin wkt,

bu yerda c\, c2 - ixtiyoriy o'zgarmaslar.
Endi (37) tenglamaning umumiy yechimini

TK(t) = c\(t) cosujt + c2(t) sinu)t, (38)

ko'rinishda izlaymiz.
Differensial tenglamalar kursidan ma’lumki, ci(€) va c2(t)
noma’lum funksiyalarga nisbatan quyidagi

j (t) costokt + ¢2(t) sinulkt —O,
~ c'i{)gIk sinunf + d2(tju>k cosivkt = gk(t),

tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz. Bundan c\(t) va d2(t)
funksiyalarni

éﬁt\ = 9\|j\|;;y simwjfef, cﬁ(t) = i C(;Ska,

ko'rinishda topamiz va bu tenglamalarni integrallab, c\{t) va c2(t)
funksiyalarni
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WK J
0

ko'rinishda aniglaymiz. Bunda o® va o® - ixtiyoriy o'zgarmaslar.
Topilgan ci{t) va C(t) funksiyalarni (38) formulaga go'yib, (37)
tenglamaning umumiy yechimini

3

ko'rinishda topamiz. (33) boshlang'ich shartlarni ganoatlantirib, (39)
umumiy yeehimdan c® = o® = 0 ekanligini olamiz.

Agar gk(t) 6 C[0,T] bo'lsa, u holda (37) tenglamaning (33)
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi

(40)

formula bilan aniglanadi.

Endi (32) qatorning yopiq D sohada tekis yaqginlashuvchi
ekanligini hamda x va t argumentlaxi bo'yicha ikki marta
differensiallash muinkinligini ko'rsataylik.

Agar g(x,t) funksiya yopiq D sohada uzluksiz, shu sohada x
o'zgaruvchi bo'yicha uzluksiz ikki marta differensiallanuvchi va Vt G
[0, T] uchun 3(0, t) = g(l, t) —O0 bo'lsa, u holda (35) ifodani ikki marta
bo'laklab integrallaymiz, natijada

KTTX
sm ——dx =
0

ifodani olamiz, bunda yerda
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Uzluksiz funksiyalarning kvadratidan tuzilgan ak(t) funksional gator

co

J2ai(t)< oo, Vte[0,T\, (42)
fc=l

Bessel tengsizligiga asosan yaqginlashuvchi gator bo'ladi. Endi (41)
ifodani (40) formulaga qo'yamiz va 7\(t) ushbu

3t

=« w 0
ko'rinishda yoziladi. Hosil bo'lgan oxirgi ifodani esa (32) formulaga
go'ysak,

j\3j @ N f N
( K) J ak(T) ~ T)]drsm - (43)
fc=l Q
ifodaga ega bo'lamiz. Bu gatorning har bir hadi Vt € [0, T] bo'lganda
ushbu
1Y Tj,\ ak(tO\

T/ a fo=

sonli gatorning har bir hadi bilan chegaralangan.
Bu yerda (to)] = a’N£) | to biror fiksirlangan nugta.

Shuning uchun (43) gator D sohada absolyut va tekis yaginla-
shuvchi gator bo'ladi.

Endi (43) gatorni hadma-had ikki marta x va t o'zgaruvchilari
bo'yicha differensiallaymiz, natijada ushbu
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+ [ ak(T)sm[uk(t- T)}dTsm~"-, (45)
MNk=i {

gatorlarni olamiz. Ma'lumki, bu gatorlar (x,t) 6 D da quyidagi
gatorlarga

* r V lafc(to) 1 f 1\ 2rfsr® \ak{tp)\ la rpsT* IQkc(fcp)t

A . )

ar ., X \TJ P T K
majorantlanadi, Bu gatorlarning yaginlashishi (52) qatorning
yaginlashishidan va

2K M £ 7~ + e]((o)

tengsizlikdan kelib chigadi.

U holda (44) va (45) qatorlar (x,t) G D sohada absolyut va
tekis yaqginlashuvchi bo'ladi, bundan esa D da vxx(x,t) va Vu(x,t)
hosilalarning uzluksiz ekanligi kelib chigadi.

Endi (44) va (45) ifodalarni (26) tenglamaga qo'ysak, (32)
formula bilan aniglangan v(x,t) funksiya bir jinsli bo'Imagan
tor tebranish tenglamasini ganoatlantirishiga ishonch hosil gilish
mumkin.

Shunday qilib, quyidagi teoremani isbotladik:

2—TEOREMA. Agar do(x) va ipi(x) funksiyalar 1-teorema
shartlarini ganoatlantirsa va g(x, t) funksiya yopiq D sohada uzluksiz,
shu sohada ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo‘lib, g(0, t) —0,
g{l,t) = 0 tengliklar o'rinli bo'lsa. u holda {(24), (2), (3)} masalaning
yagona yechimi mavjud va bu yechim
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formula bilan aniglanadi. Bu yerda

t I
0 0
KOKX
0
i
bk = ki_raj M x)sin
0

Demak, v(x,t) funksiya (32) qgator ko'‘rinishida uning
koeffitsiyentlari (35), (39) formulalar orqali, w(x,t) funksiya esa
(9) ko'rinishda va uning koeffitsientlari (12), (13) formulalar bilan
aniglanadi.

Uchlari go‘zg‘aluvchan torning majburiy tebranishi

Torning uchlari mahkamlanmagan bo'lib, ular biror qoida aso-
sida harakatlansin va tor biror tashgi kuch ta'sirida tebranayotgan
bo'lsin. U holda bu masala bir jinsli bo'Imagan

(46)
tor tebranish tenglamasining quyidagi boshlang'ich
u(x,0) = w(x), w(x, 0) = <Pi(x), O0<x<lI, (47)
va chegaraviy
u(0,t) — u(l, t) — 0<t<T, (48)

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasiga ekvivalent
bo'ladi.
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Qaralayotgan umumiy (46)-(48) masala yechimining mavjudli-

gini bir jinsli chegaraviy shartli masalaga keltirib isbotlash mumkin.

Buning uchun /ii(t) va funksiyalarni C2[0,T] sinfdan deb

talab gilamiz. U holda (48) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
quyidagi

z(x,t) = fii{t) + j[M2(0 - Mi(oL (49)

yordamchi funksiyani Kiritamiz, ya'ni
z(0,t) = m{t), z(I,t) =

Endi (46) tenglamaning (47) boshlang'ich va (48) chegaraviy
shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini

u(x,t) = v(x,t) + z(x,t), (50)

ko'rinishda izlaymiz, bu yerda v(x,t) yangi noma’'lum funksiya.
Boshlang'ich va chegaraviy shartlarga asosan v(x,t) funksiya uchun
quyidagi bir jinsli chegaraviy

VAx=0 ~ u{x, t) [x=0 z{x, t)\x=0 MI (O MI(0

Wl = O¥£ MO /1200

va boshlang‘ich

Wt=0 = u|t=0- 2\t=Q = ipo(x) ~ - [/Ix2(0) - A*i(O)]X— = @o(x)

X
VENED = «t]t=0 - *t]i=0 = ¥>i(®) - Mi(0) -~[M2(0) - m!(®)] 2 = Vi(s)

shartlarga ega bo'lamiz.
(50) tenglikka ko'ra yangi noma’lum v(x, t) funksiyaga nisbatan
ushbu
vit - a2vxx = (it- z)tt- a2(u- z)xx =

= Utt ~ & uxx — (Zft o zxx)

=g{x, t)- £ [)- [nI(t) - MW]J = 3(x>0
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yoki
vit = a2vxx + g(x, t)

tenglamani olamiz. Bu yerda
g(x,t) = g(x,t) - -Mi'OO0ly-

Shunday qilib, biz v(x, t) funksiyani topish uchun quyidagi
masalaga keldik: Bir jinsli bo'lmagan

vit = a2vxx +g(x, t), (51)
tor tebranish tenglamasining quyidagi boshlang'ich
v(x,t)\t=0 = vt(x,t)\t=0 = ipi(x), (52)
va bir jinsli chegaraviy
«OM)|x=0 = O, V(x,t)\x=( = 0, (53)

shartlarni ganoatlantiruvchi v(x,t) yechimini toping.

Bu masalaning yechimini oldingi bosgichda batafsil o'rgandik.
Agar (po(x), ipi(x) vag(x, t) funksiyalar 2-teorema shartlarini ganoat-
lantirsa. u holda (51)-(53) masalaning C2(D) sinfga tegishli bo'lgan
v(X, t) yechimi mavjud va yagona bo'ladi.

Shunday qilib, (46)-(48 aralash masala yechimining mavjud va
yagonaligi hagidagi ushbu teorema o'rinli:

3—+teorem a. Agar berilgan funksiyalar

M x) € C3[0,r], ~x(x) SC2[0,]; M(t) e C2{QTN\
9{*,1), ox(x,t), gxx(x,t) € C(D)
bo'lib, ular uchun quyidagi tengliklar
~0(0) = Mi(0), t0(l) = Ne(0), ¥20(0) = Vo(J) = 0,

~i(0) = Mi(0), = Ix3(0), g{0,t) = n"(t), g(l,t) = ~(t)
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o'rinli bo'lsa, u holda (46)- (48) aralash masalaning yagona yechimi
mavjud bo'ladi.
Endi ikkinch aralash masalani Pur’e usuli bilan yechaylik.
1-mASALA. To'g'ri to'rtburchakli D sohada

d2u od2u n , S
R a<®@2 x6 (00 t>0, (54)

tenglamaning quyidagi
ux, 0) = tp(x), w(x,0) = d(x), 0<x<lI, (55)
boshlang'ich va
ux(0,t) = 0, ux(l,t) =0, 0<t<T, (56)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.

Yechish. Berilgan bir jinsli tor tebranish tenglamasining
ux(Q,t) = ux(l,t) = 0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t)
yechimini u(x,t) = X(x)T(t) ko'rinishda izlaymiz. Bundan X(x)
funksiya uchun ubshu

X'(0)=0, x'(1) =0, 157)

chegaraviy shartlarni olamiz.
Endi u(x, t) ko'paytmani (54) tenglamaga qo'ysak,

X{x)T"{t) = a2X"(x)T(t)

tenglikka ega bo'lamiz.
Oxirgi tenglikni a2X(x)T(t) @ 0 ifodaga ba'lib,

X"{x) _ =_A
X(x) aZr(t)

ifodani olamiz. Bundan esa X(x) funksiyaga nisbatan
X"(x) + XX(x) =0, (58a)

X'(0) = 0, X'(I) = 0, (586)



112 Il bob. Giperbolik tipdagi tenglamalar

Shturm-Liuvill masalaga, T(t) funksiyaga nisbatan esa
T"(t) + a2XT(t) = 0, t> 0, (59)

tenglamaga ega bo'lamiz.
(58a) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi

X(x) =ciev/=*x + C2e~'"~"X, agar A< Q;
X(x) —e\cos V=& + @ sin VXX, agar A> o;
X(x) =c\x + c2, agar A= o,

ko'rinishda bo'ladi.

Agar A< 0 bo'lsa, u holda X(x) = 0 bo'lishini ko'rsatish giyin
emas.

Agar A> 0 bo'lsa, u holda yuqgoridagi umumiy yechimdan

X 0K) = —CiV/Asin \/Xx + c2*cosV a,

bo'ladi. (58b) chegaraviy shartlarga asosan c2 = 0 yoki X(x) =
ci cos y/\x = 0 kelib chigadi. Bundan X’ (x) — —\Xcos\fXx = 0
bo'ladi va X *'(I) = 0 chegaraviy shartga ko'ra Xl = Kk yoki Shturm-
Liuvill masalasi cheksiz ko'p

Ac = UGT}2> kK=0,12,.., (60)

x0s giymatlarga ega ekanligi kelib chigadi. Bularga mos xos
funksiyalar

Xk{x) = cos X, K=0,1,2,.., (61)

bo'ladi.

Agar A = 0 bo'lsa, u holda (58a) tenglamaning umumiy
yechimidan yuqoridagi kabi c\ = 0 va A'(’k) = c2 ekanligi kelib chigadi,
bundan esa X (I) —O0 chegaraviy shart aynan bajariladi. Demak, (58)
Shturm-Liuvill masalasi uchun A = 0 xos giymat va unga mos Xos
funksiya X g(x) = 1 bo'ladi, ya'ni

A0=0  XO(X) =1
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(58) masalaning xos sonlarini (60) va xos funksiyalarini esa
K —0 bo'lganda (61) ko‘rininshda

w0\ 2 : 70
A0 = fL 1 —8, )\(/q(x):COSLX' |

yozish mumkin.
Demak, (58) Shturm-Liuvill masalasi uchun

KITA2
AT XK(x) = cosyox, =012, ..

xos giymat va xos funksiyalarga ega bo‘ldik.
Endi (59) tenglamani garaylik. Bu tenglama X = Xk bo'lganda
ham ma’noga ega va

TK(t) + a2XkTk(t) = 0, t> O, (62)

tenglamani garaymiz. Agar Kk = 0 bo'lsa, oxirgi tenglamaning umumiy
yechimi
To(t) — Aq+ Bot

bo'ladi, bu yerda A q, BO - ixtiyoriy o'zgarmaslar.
Agar K > 0 bo'lsa, (62) tenglamaning umumiy yechimi

Tfc(t) = Akcos(~™j t+ Bksin(~"™ t, t> 0 (63)

ko'rinishda bo'ladi, bunda Ak va Bk - ixtiyoriy o'zgarmaslar.
Endi garalayotgan (54)-(56) aralash masalaning yechimini

e]e]

u(x,t) = ¥ ' X k(x) Tk{t)
k=0

ko'rinishda izlaymiz, ya’ni
Akcosg"'-qjileJ\ t+BKksi n/’\lf?*-()t cos( X,

o=l
(64)
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Qaralayotgan masalaning boshlang'ich shartlariga ko'ra

@ @
PX) = N2 x k(X)TK(0) = JIo+ J 2 AkXK(X), (65)
fQ =1
00 w ,
V(X)) = £>*(*)2£(0) = Bo+ ]T ~ B kX k(x), (66)
fc=0 fe=1

bo'ladi.
Faraz qgilaylik, <pf@) va i/>(x) funksiyalar kosinuslar bo'yicha
Fur'e gatoriga yoyilsin. ya'ni
i\ a° V' KT\ — / :
¥00=y + 2’\afccos((— J, W)= 3'£/I' + oog("T"
fc=i ' '
Bu yerda a*, va fik koeffitsiyentlar

k=] J PMoosNg™\dx, fk= J H¥)asf™Njdx,
0 0
ko'rinishda aniglanadi.

Shunday qilib, Fur'e qatorlari uchun standart formulalardan
foydalanib. (64) formuladagi Ak va Bk koeffitsiyentlar uchun quyidagi
2 1! [ ICIK\

- /[ tp(X) cos (— jdx, K> 0,
0
i

Bt=TLh = aj N {A f)dl fes0
| |

Ac=2 =T B°=T =iib

/ /
0 0
formulalarni olamiz.
Endi topilgan j4fcva  koeffitsiyentlarni (64) formulaga qo'yib,

(54)-(56) aralash masalaning u(x, t) yechimini hosil gilamiz.
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11-8. Tor tebranish tenglamasi uchun Gursa va
Darbu masalalari

Bu paragrafda tor tebranish tenglamasi uchun Gursa masalasini
o'rganamiz. Bu masala fizikaviy jihatdan ham qizigarli bo'lib, u
ko'plab tadbiqiy masalalarda, aynigsa gaz tozalash, quritish jara-
yonlari bilan bog'liq masalalarni o'rganishda uchraydi. Bu masalada
chegaraviy shartlar tenglamaning xarakteristikalarida berilgani uchun
ham Gursa masalasi chegaraviy masala deb yuritiladi.

Gursa masalasi chegaraviy masala bo'lib, chegaraviy shartlax
tenglamaning bir nuqtadan chiquvchi xarakteristikalarida beriladi.
(x,t) o'zgaruvchilar tekisligida bir jinsli ushbu

OM(K, t) = utt ~ a2uxx —O0, (1)

tor tebranish tenglamasini garaylik. Umumiylikka ziyon gilmasdan
(1) tenglamada a — 1 deb olish mumkin. Hagigatdan ham, (x, t)
tekisligida quyidagicha yangi x = x, y —at o'zgaruvchilar Kkiritamiz.
U holda (1) tenglamada gatnashgan hosilalarni hisoblaymiz:

Ut= Ayf - Upit 1 2 Uy va Ut a Uk —n2

Bundan esa (1) tenglamani

2
’\yyaUxx}(}

y) = Ux Uy —o0, (2)

ko'rinishda yozib olishimiz mumkin.
Ma'lumki, (2) tenglama ikkita haqiqiy xarakteristikalar

X —y = const va X+ y = const

oilasiga ega. Berilgan (2) tenglamani xarakteristik to'rtburchakda
garaylik, ya'ni (2) tenglamaning ACi, C\B, BC2 va C2A
xarakteristikalari bilan chegaralangan sohani G deb, belgilaylik.
Faraz qilaylik, A = (0,0), C\ = (xi,xi), C2 = (x2,-x2),
bo'lsin. Bu yerda xX\ > 0, x2> 0.
Gursa masalasi. (2) tenglamaning yopig G sohada aniglan-

gan, uzluksiz va quyidagi

UOGYINACT = uix,y)vy=x = Uu(x,x) = d¥(x), O0< x < xi, 3
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n(x,Y)\Nc2 = u(x, y)\y=-x = u(x, -x) —dg2(x), x<x<2, (4

shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y) yechimini toping.
Bu yerda ipi(x) va n2(x) berilgan etarlicha silliq funksiyalar
bo'lib, ular uchun ipi (0) = ~€2(0) tenglik o'rinli.

Ma'lumki, (2) tenglamaning umumiy yechimi
u(x,p) = f(x +y) +g(x - ), ()

ko'rinishda bo'ladi. Bu yerda f,g£ C2(R). (2) tenglama uchun
Gursa masalasining yechimini (5) umumiy yechim asosida quraylik.
Bunda C2(R) sinfga tegishli bo'lgan /, g funksiyalarni topish uchun
(5) formula bilan aniglangan u(x,y) funksiyani (3) va (4) shartlarga
go'yamiz, natijada

u(x, Y)p=x = F(2x) + g(0) = Wi (x),

u(x,Y)\y=-x = /(0) + g(2x) = tfeO),

yoki
f(2x)+ g(0) - ipi(x), (6)

f(0) + 9(2x) =ap2(x). )
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tengliklarni olamiz. Demak, / va g funksiyalarni topish uchun (6)-(7)
tenglamalar sistemasiga ega bo'ldik. Bu sistemaning birinchisida x ni
xj2 ga almashtirib, J(x) funksiyani

f{x) = -9.(0), (8)

ko'rinishda topamiz. Xuddi shunday qilib, (7) tenglamadan g(x)
funksiyani

5)=~(1)-1(0), (9)

topamiz. Endi (8) va (9) formulalar bilan topilgan f(x) va g(x)
funksiyalarni (5) umumiy yechimga go'yamiz. Natijada (2)-(4) Gursa
masalasining yechimini quyidagi

u(x, y) = Vi + A " Vi(0), (10)

ko'rinishda topamiz.

Agar ipi(x) va i@ (x) funksiyalar berilgan sohada ikki marta
differensiallanuvchi bo'lsa, u holda (10) formula bilan aniglangan
u(x,y) funksiya qaralayotgan sohada (2) tenglamani va (3), (4)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.
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Demak, quyidagi teorema isbotlandi.
1-TEOREMA. Agar 'g\x) va 12 (x) funksiyalar

m01(X) GC[O, »q MC2{0, x1), IR{x) e C[o, xq nc2(0, x2)

bo'lib, ushbu tenglikni i5(0) = tfo(0) ganoatlantirsa, u holda (2) teng-
lama uchun Gursa masalasining yagona yechimi mavjud bo‘ladi va bu
yechim (10) formula bilan aniglanadi.

Endi (2) tenglamaning AC : x+y — 0, BC : x —y = |
xarakteristikalari va AB = {(x,y) : ' y — 0,0 < x < [/} kesma
bilan chegaralangan xarakteristik uchburchakni G deb belgilaylik. (2)
tenglamani G sohada garaymiz.

1-Darbu masalasi. (2) tenglamaning yopiqg G sohada anig-
langan, uzluksiz va va quyidagi

u(x,y)€C(G)r\C?(G), (11)
u{x,y)\y=0 = u(x,0) = r(x), 0<x<lI, (12)
u(xy)\y=-x = u(x, - x) = d(x), 0<x <172 (13)

shartlarni ganoatlantiruvchi o(x, y) yechimini toping.

Bu yerda t(x) va ¢p(x) berilgan yetarlicha sillig funksiyalar
bo'lib, ulax uchun r(0) = 0(0) tenglik o'rinli.

Bu masalani yechish uchun (2) tenglamaning (5) ko'rinishdagi
umumiy yechimidan foydalanamiz.

n(x,y)lp=0 = fix) + g(x) = r(x),

= 1(0) +g(2x) = d(x).

Bundan esa

f(x) = 7(¥) - g(x) = T - & +/(0)
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bo'ladi. Topilgan f(x) va g(x) funksiyalarni (5) umumiy yechimga
go'yamiz. Natijada 1-Darbu masalasining yechimini

(14)

ko'rinishda hosil gilamiz.

Agar T(X), rp(x) G C2 bo'lsa, u holda (14) formula bilan
aniglangan u(x, y) funksiya G sohada (2) tenglamani va (12)-(13)
shartlarni ganoatlantiradi.

Demak, quyidagi teoremaning o'rinli ekanligini isbotladik.

2-teorema. Agar t(x) va rp(x) funksiyalar

t(x) & c[o, tn C2(0, 1), (x) € C[0, /2 n C2(0, 1/2)

bo'lib, ushbu tenglikni r(0) = ip(0) ganoatlantirsa, u holda (2) teng-
lama uchun 1—Parbu masalasining yechimi G sohada mavjud va
yagona bo'ladi. Bu yechim (14) formula bilan aniglanadi.

C

9 — shakl.

2-Darbu masalasi. (2) tenglamaning yopiq G sohada anig-
langan uzluksiz, (11) (13) va ushbu

(15)

shartlarni ganoatlantiruvchi uix, y) yechimini toping.
Bu yerda v(x) va ip(x) berilgan etarlicha silliq funksiyalar.
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2-Darbu masalasining yechimini topish uchun (2) tenglamaning
umumiy yechimida gatnashgan f va g funksiyalarni (13) va (15)
shartlardan foydalanib topamiz. Buning uchun (5) formulani ketma-
ket (13) va (15) shartlarga qo'yib,

u{x,y)\y=-x = /(0) + g(2x) = ¢{x), (16)
du =f sf(x) = v{x 17
dy o () = v{x), (17)

ifodalarni olamiz. Olingan (17) ifodada x ni s ga almashtiramiz va
hosil bo'lgan tenglikni s bo'yicha noldan x gacha integi'allaab, ushbu

X X X

j f'(s)ds - J g'{s)ds :j v(s)ds,
0 0 0
)ioki
f(x) - g(x) = J u(s)ds + /(0) - (7(0) = J v(s)ds + ¢ (18)
0 0

ifodaga ega bo'lamiz. Endi (16) formuladan ushbu g(x) funksiyani

s(*) ="~ 1) -1(C°). (19)

olamiz. Olingan ifodani (18) ga qo'yib, f(x) funksiyani

f(x) = + J u(s)ds + c- /(0), (20)
0
topamiz. (19) va (20) formulalar bilan topilgan /(x) va g(x)

funksiyalarning giymatini (5) umumiy yechimga qo'ysak, 2-Darbu
masalasining yechimi

X+
u(x,y) = + ] st)ds+ c - + - £(0),
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yoki
X+y

+ J »(s)ds~m, (2i)
0

hosil bo'ladi. Bu yerda ¢ —2/(0) = ~O).

Agar ') € C2(0, /2) va u(x) funksiya [0, I] segmentda
integrallanuvchi (ya'ni v(x) e 1[0, I}) va u(x) E C1(0, I) bo'lsa, u
holda (21) formula bilan aniglangan u(x,y) funksiya G sohada (2)
tenglamani va (13), (15) shartlarni ganoatlantiradi.

Demak, quyidagi teorema isbotlandi:

3—FEOREMA. Agar

u{x) 6 /[0, IMCAO, 1), i>{x) e C[0, 1/2) MC2(0, 1/2)

bo'lsa, u holda (2) tenglama uchun 2-Darbu masalasi G sohada
yagona yechimga ega bo'ladi va bu yechim (21) formula bilan
aniglanadi.

12—8. Chizigli giperbolik tenglama uchun Koshi va Gursa
masalalari. Ketma-ket yaqinlashish usuli

Quyidagi ikkinchi tartibli chizigli
Lu = uxy + a(x, y)ux + b(x,y)uy + c(x,y)u = f(x,y), Q)

giperbolik tipdagi tenglamani garaylik.

Biz 11 bobda har ganday ikki o'zgaruvchili chizigli giperbolik
tipdagi tenglamani (1) kanonik ko'rinishga keltirilishi mumkin
ekanligini ko'rdik. (1) tenglamaning xarakteristikalari x — const va
y = const bo'lishini topish giyin emas.

Rxy tekislikda 7 egri chiziq shunday berilganki, bu egri chizigni
koordinat o'glariga parallel to'g'ri chiziglar bilan kamida bitta
nuqtada kesib o'tsin.

1. Koshi masalasi,
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7 egri chiziq atrofida (1) tenglamaning ushbu

du

shartlarni ganoatlantiradigan un(x, y) yechimi topilsin.

Bu yerda r va v 7 egri chiziq ustida berilgan yetarlicha silliq
funksiyalar, n esa 7 egri chizigga o‘tkazilgan normal. Bu masalada
yechimning aniglanish sohasi 7 chizigning biror atrofidan iborat
bo‘ladi.

10 — shakl.

Agar 7 egri chiziq (1) tenglamaning xarakteristikalari bilan
ustma-ust tushmasa, tenglamaning koeffitsiyentlari va berilgan r, v,
f(x,y) funksiyalar hamda 7 egri chiziq analitik funksiyalar bo‘lsa,
u holda Koshi-Kovalevskaya teoremasiga asosan Koshi masalaning 7
egri chizigning yetarlicha kichik atrofida analitik yechimi mavjud va
yagona bo'ladi.

Qaralayotgan (1) tenglama giperbolik tipdagi tenglama bo‘lgani
uchun ham Koshi masalasining yechimi mavjud bo‘ladigan 7 egri
chizigning kichik atrofini aniglash mumkin. Buning ucliun 7 egri
chizigning A va B nugtalaridan (1) tenglamaning X = const va
y — const xarakteristikalarini o‘tkaza,miz va ular kesishgan nuqtani
C deb belgilaymiz. Natijada hosil boigan [ soha Koshi masalasi
yechimining aniqlanish sohasi bo‘ladi.
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Endi (1) tenglama uchun Koshi masalasining go'yilishini anig-
lab olaylik. 7 egri chiziq y —'y(x) tenglama bilan berilgan ba'lsin,

bunda XA < x < xb, j(x) € C1I'xg, xB\ va ax > 0.
Koshi MASALASI. (I) tenglamaning egri chizigli [, sohada anig-
langan uzluksiz va quyidagi
U(XY)NAB = u(X,¥Y)\y=1(X) = ¢ (x), xa < x < xb, 2

du du
dn pg  dn 7y
shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, y) yechimini toping.
Bu yerda r(x) va v{x) berilgan yetarlicha sillig funksiyalar.
Shuni ta’kidlash inuhimki, (2) va (3) Koshi shartlari y =
7(x) egri chiziq ustida ux(x,y) va uy(x,y) hosilalarni aniglashga
imkon beradi. Haqgigatdan ham, (2) shartni x o‘zgaruvchi bolyicha
differensiallab,

= v(x), XA<x <xB, (3)

du du . .
i ') - reo), @
y=yx) Y y=1p0
ifodani olamiz.
u(x, y) funksiyadan 7 egri chizigda normal bo'yicha olingan
hosila quyidagicha

du du du
d d cos(x, n) + — cos(y, n) =
n X V=7(x) oy y=-f(x)
dudy du du . du

(5)

bo'ladi. Hosil bo'lgan (4)-(5) tenglamalar sistemasidan ux va uy
hosilalarni

du v(x) + 1I/(X)Y(X)
dx (6)
y=y(x) - 1+y2(x)
du ' (x)Y (x) — V(X) .
= ip(x), )

dy y—i{x) 1+ 7/2(x)
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bir giyrnatli aniglanlaymiz.
1-TEOREMA. Agar (1) tenglamaning koeffitsiyentlari va o‘ng

tomoni
a(x,y), b(xy), c(x,y), f(x,y) € C(A)

hamda berilgan r(x) va v{x) funksiyalar
t(x) €CI[XA, xB\ v(x) e C[xA, xB],

bo'lsa, u holda (1)-(3) Koshi masalasining yechimi mavjud va yagona
bo'ladi.

Isbot. Agar quyidagi

du W= du
dx’ - dy’ (8)

yordamchi funksiyalarni kiritsak, u holda (1) tenglama ushbu

f(x.y) - alx y)v - b(x,y)w - c(x, y)u;

aw
dx -10.Y)- a(x,y)v - b(x, y)w - c(z,y)u; 9
YWy,
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uchta tenglamalar sistemasiga ekvivalent bo'ladi.

Endi A sohada ixtiyoriy M(x, y) nugta olamiz va shu nugtadan
chiquvchi 7 chizig bilan P va Q nuqtalarda kesishuvchi (1) tenglama-
ning M P va MQ xa.rakteristikalarni o'tkazamiz.

(9) sistemaning birinchi va uchinchi tenglamasini QM kesma
y = const bo'yicha, ikkinchi tenglamasini esa PM kesma x = const
bo'yicha integrallaymiz hamda (2), (6), (7) va (8) ifodalarni hisobga
olib v(x,y), u(x,y), w{x,y) funksiyalarni

v = (p(x) + ty [/ —av(x,r/) —bw(x,rj) —cu(x,r))]dq;

7(x)
< ws= o)+ f [f~av({,y) - bwE y) - cu(£ y)LL; (10)
Ky)
n= 100+ £ wixrj)dn).
-y(x)

ko'rinishda aniglaymiz. Bu yerda

h(y) esa j(x) ga teskari bo'lgan funksiya.

Agar u(x,y) funksiya (1)-(3) Koshi masalasining yechimi
bo'lsa, u holda v(x,y), w{x,y) va u(x,y) funksiyalar (10) "Nintegral
tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi va aksincha yopig A
sohada (10) sistemaning ixtiyoriy (v,w,u) yechimi (9) differensial
tenglamalar sistemasini va u funksiya esa Koshi masalasi shartlarini
ganoatlantiradi.

Bundan tashgari (4), (6), (9) formulalardan va (10) sistemaning
birinchi tenglamasidan

UEY T(~)



126 Il bob.  Giperbolik tipdaqi tenglamalar

= 4>(x) + J [f - av(E,y) - bw(E, y) ~ cu(g, y)}ds, = v,
Hy)
bo'lishi kelib chigadi. Demak, (8) tengliklar bajariladi.

Endi (8) tengliklarni (9) sistemaning birinchi tenglamasiga
go'yib, u(x,y) funksiyaning (1) tenglamani va (2), (3) Koshi shart-
larini ganoatlantirishiga ishonch hosil gilishimiz mumkin.

Shunday qilib, (1)-(3) Koshi masalasini (10) integral tengla-
malar sistemasiga ekvivalent ekan. Bu integral tenglamalar siste-
masini ketma—ket yaginlashish usuli bilan echamiz.

Buning uchun nolinchi yaginlashish sifatida

WO =ip(x), wa ~ d(y), no="T1(x)

berilgan boshlang'ich funksiyalarni olamiz va ketma-ketlikning keyin-
gi hadlarini quyidagi

dv . . s
— = P + /y [f(x, ) - avn-1- bwn™i - cunNijdrj:
n 7(2)
Qv _ ~ X . i
—-=qy) + / [I(E,y) - avn-i - 6wn_! - cun-i]JdE\ ()
ou h(y)
QH
— = T17X)+ f wn-i(x,t])dr), (n=1,2,...)
. °n ™)

formulalar bo'yicha quramiz.
Endi yopiq A sohada vn, wn va un ketma-ketliklarni yaginla-
shuvchi ekanligini isbotlaylik. Buning uchun quyidagi
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y
Un+l -u n = \] (Vdn - Wn-~dr), (12)
7(X)
ayirmalarni tuzamiz.
Agar Kg'egm&{\a\ + Bk [c[} vaA = const > 0 bo'lsa, u holda
W - vnii], lvn- wn-i\ va pn- i] ayrimalar quyidagi

wn- ] < Kn 1a XYy -x0-yon-1

(n-2)
< Wn- wni] < Kma XFY - x0-y0n 1 (13)
- (n-1)!
un- «n_ij < kn g XFY-x0-yon
(n-21)!

tengsizliklarni ganoatlantirishini ko'rsataylik.

Bu tengsizliklarning to'g'ri ekanligini matematik induksiya usuli
bilan isbotlaymiz. Agar A vyetarlicha katta bo'lsa, u holda n = 1

bo'lganda (13) baholar to'g'ri bo'ladi. Endi bu tengsizliklar n + 1
bo'lganda ham o'rinli ekanligini ko'rsataylik. Yugorida tuzilgan (12)
ayirmalardan, masalan uning birinchisidan

y -
K+i - vn{< J (ol + O+ [PKn 1A (x + r:-x_pl—)'yO)n 1
7(%) :

A[xX+y- x@- yOn- (x- xQn] <

< (x+y ~n>|<° ~y*n (x> x0, yglegj(x) > y0)

bo'lishi kelib chigadi.
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Xuddi shu kabi Jun+i —wn\ va jun+1 — un\ ayrimalarni
baholaymiz. Natijada ushbu

+ Wb + 'Y/\{TMn_Wn-\), to+SK-Un 'i) (14)
o - 71=1

gatorlarni olamiz. Bu qatorlarning har bir hadi absolyut giymati
jihatidan yaginlashuvchi

A+AY Kn-X(x+3 - = A{l+exp{K(x+y~x0-y0)})

71=1

gatorning hadlaridan kichik. Shuning uchun (14) qatorlar
(13) tengsizliklarga asosan yopiq [, sohada absolyut va tekis
yaginlashuvchi bo'ladi.

Demak, vn. wn va un ketma-ket yaginlashishlar mos ravishda
yopiq [ sohada uzluksiz bo'lgan v, w va u limitga intiladi. (11)
sistemada n —* oo limitga o'tsak, u holda bu ketma—ketliklar mos
ravshida v(x,y), w(x,y) va u(x,y) funksiyalarga intiladi. Bu limit
funksiyalar (10) sistemani ganoatlantiradi, bunda esa ux, uy, vy va
wx funksiyalarning yopig [ sohada uzluksiz bo'lishi kelib chigadi.

Endi (10) tenglamalar sistemasi yechimining yagona ekanligini
isbotlaylik.

Faraz gilaylik, (10) tenglamalar sistemasi vi,w\, v\vav2, W2, «2
yechimlarga ega bo'lsin. Ularning ayirmasini V.= Ml 2, W = wj —u2
va U = ui —2 deb belgilaylik. U holda V, W va U funksiyalar ushbu

y
V(x,y) = —f \av—bW - cUdrj;
7(x)
< W(x,y) = -  [aV- bW . cU|dE, (15)
Hy)
Yy
Ux,y) = - f W(x, n)di,
709

sistemani ganoatlantiradi. Bundan V —W = U = 0 ekanligini isbot
gilamiz. V, W va, U funksiyalar egri chizigli yopiq A sohada uzluksiz
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va chegaralangan. Demak, shunday B son mavjudki, bu son uchun
W<B, WA<B,  \\<s

tengsizliklar o'rinli bo'ladi. U holda (15) sistemadan

\V(x,y) < Jv(ial + XA\+ \c\)Bdjj <

-y(x)

tengsizlikni olamiz. Xuddi shunday W va U uchun ham

wx,l<w [+ 1L -4

tengsizliklar o‘rinli ekanligini ko'ramiz. Bu tengsizliklarga matematik
induksiya usulini go‘llaymiz va ixtiyoriy n uchun quyidagi

17)1 <KnB(xxy-™ -y°r,
Tel

\WYN < KnB A ~ A - —

K7(x, Y\ < KnB’\—vAnT ~AA

baholar o‘rinli bo'ladi.

Bundan esa n —o00 bo'lganda V —W = U = 0 ekanligi kelib
chigadi. Shuday qilib, 1-teorema to'liq isbot bo'ldi.

2. Gursa masalasi.

Agar AB egri chiziq to'g'ri burchak tashkil gilsa, ya'ni ZADB
to'g'ri burchak bo'lsa, u holda ADB egri chiziqda ikkita chegaraviy
shart berib bo'lmaydi. Buning o'rniga quyidagi Gursa masalasini
garashimiz mumkin.
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Giperbolik tipdagi (1) tenglamaning AD, DB, BC va AC
xarakteristikalari bilan chegaralangan to‘'g‘ri to‘rtburchakli sohani G
deb belgilaylik. Bu yerda A = (xA,yA), B = {xB,yB), C = (xCc,yc),
D = (xD,lid) V&A@ XA = xc, YA - Vd, XD = XB, Yc¢: ~-=YO-

G ursa MASALASI. To'rtburchakli G sohada (1) tenglamaning
quyidagi

u{x,y)\AD = U\y?yD = VYi(X), XA < X < XD, (16)

u(x,y)\DB = uXx=xd = q2(y), VD <Y < VCy (17)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, y) yechimini toping. Bu
yerda ipi{x) va <*r(y) berilgan etarlicha silliq funksiyalar va bu
funksiyalar uchun <fi(xo) —if2(vd) tenglik o'rinli.

B
Yc
G M
y p
YO D
3A
12 — shakl.

Gursa masalasi uchun ushbu teoremani isbotlaylik.

2-teorema. Agar (1) tenglamaning koeffitsientlari va o‘ng
tomoni

a(x,y). b(x,y), c(xy), f(x,y) €C(G)

hamda berilgan funksiyalar

~<Pi(x) fz CI[XA, xd], bly) e CI[yD,yB]
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bo'lsa. u holda (1), (15)-(16) Gursa masalasining u(x,y) yechimi,
CI1(G) sinfda mavjud va yagona bo'ladi.
Isbot. Xuddi Koshi masalasidagi kabi quyidagi

d
du u 18)
vV o dx’ w dy’
yordamchi funksiyalarni kiritsak, u holda (1) tenglama ushbu
ir dv
dy - f(x, ¥) ~a{x, y)v - b(x, y)w - c(x, y)u;
dw
dx f(x, Y) - a(x, y)v - b(x, y)w - c(x, y)u; (19)
du
= w{x,y)\
< dy

tenglamalar sistemasiga ekvivalent bo'ladi.

Endi G sohada ixtiyoriy Mix, y) nuqta olamiz va bu nugta
orgali (1) tenglamaning MP va MQ xarakteristikalarini o'tkazamiz.
Bu yerda P = (xD,y), Q = (x, yD).

(19) sistemaning birinchi va uchinchi tenglamalarini QM kes-
mada, ikkinchi tenglamasini esa PM kesmada integrallab, ushbu

= v(x, yD) + J[f - av(x, T) - bw(x, rj) - cu(x, f)joq\
VD
. w=w{xD,y)+ f [f-av(Z,y) -bw(£,y) - cuZy\dE;  (20)
Liy)
n= LI(X, yD) + /V W(X’ r))dj]
11x)

sistemaga ega bo'lamiz.
Bu sistemadan (16)—18) tengliklarga ko'ra

du . u
v(xo,Vd) = dx = Ip\(X)! W{XD!y) =M y)—
y-yo
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bo‘ladi. Bu tengliklarga asosan (20) sistemani quyidagi

v(x,y) = ’ + j/[f - av(x,rj) ~ bw(x,i? - cu(x,r/)]dr); .
Y

w(x,y) = if2(y)+ é[f - av{f,y) ~bw(?y) - cu(ty)l\ - (21)
X

Yy
u(x,y) - Y\ + f wix,r/)dr},
VD
ko'rinishda yozib olish mumkin.

Aksincha, (21) sistemaning ixtiyoriy yechimi (19) sistemani
ganoatlantiradi. Bundan tashqari

du /, f 9w
ai="x)+J aid’ =
VD

M
= (x) + J [f(x, rj) —a(x, rIv ~ b(X, rij)yw - c(x, 7]uldij — v
VD
bo'ladi. Demak, (18) tenglamaning birinchisi o'rinli ekan. (20) siste-
madan ushbu

YO=R59+] Wi =(i00)+] o=

= Vi{xd) + 42(y) -4>2{vd) = ¥2(2)
ifodalar kelib chigadi.

Shunday qilib, (21) sistemaning ixtiyoriy yechimi garalayotgan
Gursa masalasining yechimi bo‘lar ekan. Bundan esa (21) sistema
(1) tenglama. uchun go‘yilgan (16)-(17) Gursa inasalasiga ekvivalent
ekanligi kelib chigadi.

Xuddi Koshi masalasidagi kabi (1), (16)-(17) Gursa masalasi
(21) sistemaning uzluksiz yechimini isbotlashga keltirildi. Bu sistema
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yechimining mavjudligini yuqoridagi singari ketma-ket yaginlashish
usuli bilan ko'rsatish mumkin.

13—8. Giperbolik tipdagi tenglamalar uchun Koshi va Gursa
masalalarmi Riman usuli bilan yechish

1l Qo'shma differensial operator tushunchasi. Grin
FORMULASI. Ushbu boiimda chizigli giperbolik tipdagi tenglama
uchun boshlang'ich-chegaraviy masalalar yechimlarining integral ifo-
dasini olish uchun kerakli boigan ayrim yordamchi formulalarni
keltiramiz.

Faraz qilaylik,

LUl —~xy + a(x,y)ux+ b(x,y)uy + c(x,y)u, (1)

chizigli giperbolik tenglamaga mos differensial operator bo‘lsin.

Bu yerda a(x,y), b(x,y) va c(x,y) garalayotgan operatorning
koeffitsiyentlari, biror D ¢ R&y sohada berilgan funksiyalar bo’lib,
ular a(x,y), b(x,y) € va c(x,y) € C(D) bo'lsin.

L[u] operatorni biror v(x, y) funksiyaga ko'paytiramiz va buning
uchun quyidagi ayniyat o‘rinli:

rr 1(9H dK\ * -
vm~«L H=r(n"'+-w)’ 2
bu yerda
L*[v] = vxy- (av)x- (bv)y+ cv, 3
va
H _thu____ugv + 2auv = {'uv)‘)l/ - Eu{\/y- av)l,4
dy dy
K—v~- - + 2buv = (uv)x - 2u(vx - bv).
0X 0X

(3) formula bilan aniglangan L* operator L operatorga go‘shma
operator deyiladi.
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Agar vL\u] —uL*[v} ayirmani biror H va K ifodalarning
mos ravishda x va y o’zaruvchlar bo'yicha xususiy hosilalarining
yig'indisi ko'rinishida ifodalash mumkin bo'lsa, u holda ikkita L va
L* differensial operatorlar o‘zaro qo‘shma operatorlar deyiladi.

Agar L[u] = L*[u] bo'lsa, u holda L[u] o0z-o0‘ziga qo‘shma
operator deyiladi.

Rxy tekislikda S bo'lakli sillig chizig bilan chegaralangan
soha D bo'lsin. Endi (2) ayniyatni D sohada integrallaymiz va
unga matematik analiz kursidan ma’'lum bo'lgan Grin formulasini
go'llaymiz. Natijada

JJ fvL[u\ —uL*[v]jdxdy = ~J (Hdy - Kdx), (4)
d S

ifodaga ega bo'lamiz. Bu formula ham ikki o'Ichovli Grin formulas!
deyiladi.

Riman UsuLIl. Nemis matematigi R.Riman chizigli giperbolik
tipdagi tenglamalar uchun Koshi va Gursa masalalarinmg yechimini
gurish usulini tavsiya gilgan.

Quyidagi Koshi masalasini garaylik.

KOSHI MASALASI. Yopig D sohada aniglangan, uzluksiz va

u{x,y)eCIl(D), uxy £ C(D)i (5)
funksiyalar sinfiga tengishli
L[u] = uxy + a(x, y)ux + b(x, y)uy + ¢(x, y)u = f(x,y),  (6)

tenglamaning quyidagi

CIU = () (7)
V(X),
n y=70K)

shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y) yechimini toping. Bu yerda
a(x,y), b(x,y) - uzluksiz va birinchi tartibli hosilalarga ega, c(x,y)
va f(x,y) - uzluksiz funksiyalar, « (x), u{x) - berilgan funksiyalar, n
esa j(x) egri chizigga o'tkazilgan normal.
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Ma’'lumki, (6) tenglamaga mos xarakteristik tenglama dxdy —
0 bo‘lib, x = const, y = const to'g‘ri chiziglar tenglamaning
xaiakteristikalari bo'ladi.

Tekislikda biror j(x) egri chiziq berilgan bo'lib, (6) tengla-
maning xarakteristikalari bu egri chizigni bittadan ortiq nugtalarda
kesib o'tmasin.

M(xQ,yo) nugtani belgilab, bu nugtadan x = xq, y = yo
xarakteristikalarni o‘tkazamiz. Bu xarakteristikalar berilgan j(x)
chizig bilan P va Q nuqgtalarda kesishib, M P Q' egri chizigli
uchburchak hosil qiladi. MPQ egri chizigli uchburchak bilan
chegaralangan soha A bo'lsin.

Faraz gilaylik, (5)-(7) masalaning u(x,p) yechimi mavjud
bo'lsin. U holda yopiq A sohada aniglangan, uzluksiz va

vix,y) e Cla), wye c(a)

shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy v(x,y) funksiya uchun (4)
ayniyat o'rinli.

Noma’'lum u(x,y) funksiyaning M(xo,y0) nuqtadagi giymatini
aniglaymiz. Buning uchun (4) ifodani A sohada integrallab, Grin
formulasini go'llaymiz.
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Natijada

JJ(vLu —uL*v)dxdy = ’\J (Hdy —Kdx)
i 7
hosil bo‘ladi.
Bu yerda 7 kontur PQ yoydan hamda QM va M P xarakteris-
tikalardan iborat.
Endi (4) ifodaning o‘'ng tomonidagi QM va MP xarakteris-
tikalar bo'yicha olingan integrallarni garaylik.
QM xarakteristikada dy = 0, MP xarakteristikada esa dx = 0
bo'lgani uchun (4) tenglik quyidagi ko'rinishga keladi:

Q
JJ(vLu ~uL*v)dxdy = - J (Hdy —Kdx)-

M p
2J k-dx -f —J Hdy = J\ + J2 + 33, 8)
Q Af

Endi Ji integrallarni alohida-alohida hisoblaymiz.

A= J u(vxdx —vydy) —v(uxdx —uydy) —2uv(bdx, —a,dy). (9)

PQ
M 1r nro
Ji Kdx = " (wv)m - (uv)a ulgi-teU, (10)
Q
Jr (uv)p - (uv)m U(~N~~avjdy Qi)
M M

TopOgan Ji integrallarning (9), (10) va (11) ifodalaxini (8) formulaga
go'yib, mos hadlarini soddalashtirsak, quyidagi
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Q
J u(vxdx —Vydy) —v(uxdx —uydy) —2uv(bdx + ady)+

M /d § |f\/| /d \\
+ IVI(—Y----b\/j dx + u[(___\_/___ av | dy+
Iovsr ) »=» I \dv J
+ y)f(x,y) - uL*v dxdy. (12)
h L

formulaga ega bo‘lamiz. (12) formulaning 0'ng tomonidagi ikki karrali
integral va QM va MP xarakteristikalar bo'yicha integrallarda
noma’lum u(x,y) funksiya gatnashyapti. Riman usulining asosiy
magsadi, shu integrallarni nolga aylantiradigan qilib, v funksiyani
tanlashdan iborat.

Faraz gilaylik, ikki juft (x,y, xo, yo) o‘zgaruvchilarga bog'liq
bo'lgan v(x, y; xo, yo) funksiya quyidagi

1) [, sohada

Lxyv(x,y,xQyo) = 0, 13)

bir jinsli tenglamani va

V=y0

4) x = xq v&y —yo bo'lganda
v(X,y\ x0,y0) = 1 (16)

shartlarni ganoatlantirsin.
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Endi (13)-(16) shartlarni ganoatlantiruvchi v{x,y: xq, y() funk-
siyaning mavjudligini isbotlaymiz. Buning uchun (14) tenglikda x ni £
bilan almashtirib, hosil bo'lgan ifodani x dan xq gacha integrallaymiz.
Natijada

Inv(x,yo; Xq, po) [« « . Yollk
e

hosil bo’ladi. Bundan (16) tenglikka asosan QM xarakteristikada
ushbu

V(X, yo; X0,y0) = exp|j 6(£, yO)dEj, a7
),0)

tenglikni olamiz.
Huddi shunday gilib (15) tenglikdan M P xarakteristikada esa

v(XV,y,x0,y0) = exp | Y a{xOV)dv", (18)
yo

ifodani olamiz.

Yuqgoridagi shaxtlardan ko'rinadiki, v(x,y;x0,yQ funksiya
birinchi juft argumentlari bo'yicha (13) tenglamaning (17) va (18)
shartlarni ganoatlantiruvchi Gursa masalasining yechimidan iborat.

__Agar (6) tenglamaning a(x, y), b{x, y) va c{x, y) koeffitsiyentlari
Cl(&) sinfga tegishli bo'lsa, u holda (13), (17)-(18) masalaning
yagona yechimi mavjud bo'‘ladi. Bundan esa (13)-(16) shartlarni
ganoatlantiruvchi y(x,y,xa,y0) funksiyaning mavjud va yagonaligi
kelib chigadi.

Ta'RIF. Chizigli (6) tenglamaga qo'shma bulgan bir jinsli

LiyiM\= wxy - {av)x - (bv)y+ cv = 0,

tenglamaning
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v{xo,y\xo0,y0) = exp< [/ a(xo,f])dr] >
\o
V{XQ.YO;XQ:YO) -1,

shartlarni ganoatlantiruvchi v(x, y: xo, yo) yechimiga Riman funksiya-
si deb ataladi va bu funksiya R.(x. y\xq,yo0) deb belgilanadi.
Endi (12) formulada v = R(X, Yy, X0, Y0) deb almashtirib,

u{M) = <P)R{P)-;J(Q)R(Q)

Q
— \] u(Rxdx —Rydy) —R(uxdx —uydy) —2uR(bdx + ady)+
p
Y \O
4 / R(x,y;x0,y0)f{x,y)dxdy. (29)

#0 glamma(x)

ifodani hosil gilamiz. Bu yerda y0 giymat 7(2) = yo tenglamaning
yechimi, ya’'ni yo = 7~1(x).

Yugorida hosil gilingan (19) formula Riman formulasi deyiladi.
Bu formula chiziqgli giperbolik tipdagi (6) tenglamaning (7) chegaraviy
shartlarni ganoatlantiruvchi u{x0,yo) yechimining Riman funksiyasi
R(x, y; xo, yo) orgali integral ifodasini beradi. Riman formulasini
keltirib chigarilishidan Koshi masalasi yechimining yagona ekanligi
kelib chigishi mumkin. Chunki u(x,y) funksiyaga nisbatan uning
mavjudligidan boshga hech ganday ortiqcha shart talab gilinmadi.

Endi (5)-(7) Koshi masalasi yechimining mavjudlgini asos-
laymiz. Oldingi paragrafda berilgan tenglamaning koeffitsiyentlari,
berilgan r v& v funksiyalar ina'lum shartlarni ganoatlantirganda
Koshi masalasi yechimining yagonaligi va mavjudligini isbot gilingan
edi. (19) formula bilan aniglangan u(x0, yo) funksiya (6) tenglamani va
(7) shartlarni ganoatlantirishini bevosita tekshirib ishonch hosil gilish
mumkin. Demak, (19) formula bilan aniglangan n(x$,yo) funksiya A
sohada (6) tenglamaning yechimi ekanligidan R(X, y; xg,y0) Riman
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funksiyasi ikkinchi juft (xo,yo) argumentlariga nisbatan bir jinsli (6)
tenglamani ganoatlantiradi, ya'ni

LR(x,y;x0,y0) = 0. (20)

Agar R*(x,y,XQ,yo) funksiya L*v = 0 go'shma tenglamaning
Riman funksiyasi bo‘lsa, u holda

tenglik o'rinli bo'ladi. Bundan esa (20) tenglikning o'rinli ekanligi
kelib chigadi.

Demak, L operatorning R(X.YV: xq,ijg Riman funksiyasida
(x,y) argumentni (k0>Y0) ga almashtirilsa, u holda qo'shma L*
operatorning Riman funksiyasi hosil bo'ladi.

Agar L = L* bo'lsa, u holda R*(x,y;x0,y0) Riman funksiyasi
(x,y) va (xo, yo) argumentlarga nisbatan simmetrik, ya'ni

R(x, Y; xq, Y0) = R(xq,Y0;x, Y)

funksiya bo'ladi.

Shunday qilib, quyidagi teoremaning o'rinli ekanligi isbotlandi:

1TEOREMA. Agar 70K e Clfxa,¥s\ I'(x) > 0, a(x,y),
b(x,y), c(x,y), ax(x,y), by(xy), f(x,y) e C(A) va r(x) €
Clxa, %\ v(x) G Clxa,xb] bo'lsa, u holda (5)-(7) Koshi
masalasining yagona yechimi mavjud bo'ladi va (19) formula bilan
aniglanadi.

Bu teoremaning batafsil isboti [10] va jI3] darsliklarda
keltirilgan.

Gursa masalasi. To'rtburchakli G sohada

LIu] ~ uxy + a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u~ f(x,y),  (6)
tenglamaning quyidagi
u{v,y)\AD = w]y=VD = <Pi(x), xA < x < Xl), (21)

u(x,y)\DB = u\x*XD = 42{y), VD <y < YB- (22)
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chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, y) yechimini toping. Bu
yerda <pi(x) va <p?(y) berilgan yetarlicha silliq funksiyalar va bu
funksiyalar uchun (pi(xo) = V2(yo) tenglik o'rinli.

XA 1O XD

14 — shalkl.

Shuni ta’kidlash muhimki, xuddi Koshi masalasidagi kabi
chizigli giperbolik tenglama uchun Gursa masalasi yechimining
integral ifodasini Riman funksiyasi orgali topish mumkin.

Buning uchun G sohada fiksirlangan Mq = (xo,yo) nugtadan
(6) tenglamaning x = xgq va 'y = yo xarakteristikalarni o‘tkazamiz.
Ularning AD va BD xarakteristikalar bilan kesishgan nugtasi. P va
Q bo'lsin.

Endi (4) formulada u(x,y) funksiyani Gursa masalasining
yechimi, v{x,y) ni esa (6) tenglamaning i?(x,y;x0,yo) Riman
funksiyasi deb, hosil bo'lgan ayniyatni MPDQ to'rtburchakli sohada
integrallaymiz. Natijada quyidagi

«(x0, yo) = u(P)v(P) + U(Q)v(Q) - u(D)v(D)+
Xo yO0
+ J iP\{X)(Rx - bR)\y"yadx - J 2{y){Ry ~ aR)]j  dy-

VD
Xq Y0

J J f(x.y)R(x,y,x0,y0)dxdy, (23)

VD
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Gursa masalasi yechimining integral ifodasini olamiz.
2-teorema. Agar

a{x,y), b(x,y), c(x,y), ax(x,y), by(x,y), f{x,y) g C(A)

<pi(x) E C1[xA,xD\ (f2(y) e C1{yD,yB\ va <pi(xD) = if2(vd)

bo'lsa, ,u holda (6), (21), (22) Gursa masalasining yagona yechimi
mavjud bo'ladi va (23) formula bilan aniglanadi.

14~8. Telegraf tenglamasi uchun Koshi masalasi

O'tkazgichdan elektr toki o'tganda uning atrofida elektromagnit
maydoni hosil bo'ladi. Bu maydon o'tkazgichdagi tok kuchi wa
kuchlanishni o'zgartiradi va bu o'zgarish o'tkazgichda tebranish
jarayonini keltirib chigaradi. Bunday tebranma jarayonlarni ifodalov-
chi tenglama matematik fizikada telegraf tenglamasi deb yuritiladi.

Biz ushbu paragrafda telegraf tenglamasini keltirib chigarish va
shu tenglama uchun Koshi masalasini o'rganamiz.

1l. Telegraf tenglamasini keltirib chigarish.

Uzunligi | bo'lgan o'tkazgichni Ox o'qi bo'ylab, koordinata
boshiga o'tkazgichning bir uchini joylashtiraylik. O'tkazgichdan o'tar
yotgan elektr okimi Ox o'kining musbat yo'nalishi bilan bir xil
yo'nalgan bo'lsin. O'tkazgichning biror nugtasidagi i tok kuchi va v
kuchlanishi x abssissa va t vaqgtning funksiyasi bo'ladi. Tok kuchi
r va uning v kuchlanishi biror birinchi tartibli xususiy hosilali
differensial tenglama bilan o'zaro bog'lig bo'ladi. O'tkazgichning birlik
uzunligiga mos keluvchi garshilik R, elektr sig'imi C, o'z induksiya.
koeffitsiyenti L va tokning isrof bo'lish koeffitsiyenti G o'zgarmas
bo'lsin. O'tkazgichning ixtiyoriy X = xxva X ~ X2 nugtalar orasidagi
gismini garaymiz. Bu gismga Om gonunini qoilaymiz. Natijada

x x

v{xi,t) - v(x2,t) = RJ i(x,t)dx + LJ — dx, (1)
x\
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ikkinchidan esa,

v{X],t) - v(x2,i) = - J ~~g~ ~dx

X1

bo‘ladi. U holda yuqoridagi tengliklardan

O 9~ )+b«M +4(,))0 =0
X

ifoda kelib chigadi. Bundan esa x\ va x2 nugtalarning ixtiyoriy ekan-
ligidan v(x, t) va i(x,t) funksiyalarga nisbatan

n~"o+£«”™) +Ri( )=0 2
0X ot
tenglamani olamiz.
Bir tomondau, birlik vagt davomida o'tkazgichning [.T[,x2) qis-
midan o‘tayotgan elektr miqdori

X2

i(xi,t) - r(x2,t) = - J @

X1

ga teng bo'ladi. Ikkinchi tomondan esa, birlik vaqtda o'tkazgichning
belgilangan gismidan o'tayotgan elektr miqdori o'tkazgichning shu
gismni zaryadlashga ketgan va isrof bo'lgan elektr miqdorining yi-
g'indisiga teng, ya'ni

i(xi, t) - i(x2,t) = C J —dx + G J v(x,t)dx, 4

X1 X1

bo'ladi. 13 holda (3) va (4) formulalardan
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kelib chigadi. Bundan esa ushbu

di(x,t) -dv(x,t)
&r +C dt  +G<x>)="° (5)

tenglamani olamiz.
Keltirib chigarilgan (2) tenglamani x bo'yicha, (5) tenglamani
d2i(x, 1)

esa t bo'vicha differensiallab, hosil bo'lgan ifodalardan “oxot

hosilani ayiramiz. natijada v(x, t) kuchlanishga nisbatan ikkinchi
tartibli o'zgarmas koeffitsiyentli ushbu

d2v d2v dv
JJ =LCW + (RC+GLh~t+GRV'

tenglamaga ega bo'lamiz.
Xuddi shu usul bilan i(x, t) tok kuchiga nisbatan quyidagi

Qi n aj
—_ 1? 0,
ox] TLC By * (PCHGE)GF GR%

tenglamani keltirib chigarish mumkin.
Shunday qilib, o'tkazgiclidagi v kuchlanish va i tok kuchi bir xil

d2w d2w dw
(6)

differensial tenglamani ganoatlantirishi kelib chiqdi,

Bu yerda a$ = LC, 2bo = liC + GL, co = GR.

Agar (6) tenglamada quyidagicha yangi u(x, t) noma’lum
funksiya

t= vaoy, w = exPTt.————m Y} "
kiritsak. u holda bu tenglama soddaroq

02y, d2u 2 2 ”~-aoco
GFP - ly3 V- U A - g

Kolrinishga keladi.
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Demak, o'tkazgichdan o'tayotgan i tok kuchi va v kuchlanishini
ganoatlantiruvchi (6) tenglama telegraf tenglamasi deyiladi.

IZOH. Shuni ta’kidlash lozimki, telegraf tenglamasi uchun bosh-
langmch-chegaraviy masalalar va siljishli masalalarning korrektligi
[21] go'llanmada A. Q. 0 ‘rinov tomonidan batafsil o'rganilgan. Biz bu
yerda yuqoridagi qo'llanmadan foydalanib, telegraf tenglamasi uchun
Koshi masalasini keltiramiz.

2. Telegraf tenglamasi uchun Koshi masalasi.

0 ‘tkazgichdagx elektr tebranishlarini ifodaiovchi ushbu
Lu=uxx- Uy+cu=o, (7)

telegraf tenglamasini garaylik.
Bu yerda ¢ = const ¢ O, u(x, y) esa tok kuchi.

(7) tenglamaning AC : x + y —0, BC : x —y = | xarakte
tikalari vay —0 o'qdagi AB kesma bilan chegaralangan (xarakteristik
uchburchak) soha D bo'lsin. Telegraf tenglamasi uchun D sohada
Koshi masalasini go'yamiz.

15 — shakl.

KOSHI MASALASI. (7) telegraf tenglamasining yopiq D sohada
aniglangan uzluksiz va quyidagi

u(x,y) eC(D)nC1{DuAB)nC2(D)] (8)

Mxy)\y=o = n(x,0) = T(x), 0<x <1, 9)
Uy(,y)\y=0Q= uy(x,Q) = v{x), 0<x<I, (10)
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shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, y) yechimini toping. Bu yerda t(x)
va v(x) yetarlicha silliq berilgan funksiyalar.

Endi xOy tekisligida £ = x + y, 1) = x —Yy xarakteristik
o'zgaruvchilarga o'tamiz. U holda (7) tenglama

c
Lqu=wn+ -n = 0, (11)

ko'rinishga keladi. D xarakteristik uchburchak esa uchlari Ao(0,0),
Bq(1,1), Go(0,l), nugtalarda bo'lgan O = {(£,7?) :0< £< 1< 1}
uchburchakli sohaga o'tadi, bu yerda mq = P = (f£o,£0)>
2= (%,%)m

U holda (7)-(10) Koshi masalasi quyidagicha go'yiladi:

Koshi masatasi. (11) tenglamaning yopiq /[ sohada
aniglangan va

«(& V) e C(S) <1C\AU AdBq) NMC2(A); (12)
u(>y)lw=o = »HIE=u(€0 =T(0O. O<E<Tr> (13)
% (x>2/)1ly=o0 ~ o~ n (14)

shartlarni ganoatlantiruvchi Mm(£, 7) yechimini toping.
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Riman funksiyasini qurish.

Kanonik shakldagi (11) tenglamaning Riman funksiyasini
u=v(z) Kvo-vij, to<£,V<m, (15)
ko'rinishda izlaymiz. (15) funksiyadan kerakli tartibdagi hosilalami
hisoblaymiz:
Ui = v\2)z6, WwWV = Vv"(z)z"zn+v'(z)z",

c(tlo - Tj) c(t0-Q c c
2z zv- 2z ari~ 4z wTy- 4N
Endi (15) funksiyani va olingan hosilalarni (11) tenglamaga qo'yib,
quyidagi

v”'(z}+ ~v'(z) -fv{z) = 0, (16)

oddiy differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. (16) tenglamaning xususiy
yechimi maxsus funksiyalar nazariyasida

w -'"-v +WW ~<2w +-

nolinchi tartibli Bessel funksiyasi orqgali ifodalanadi. Bundan (16)
tenglamaning xususiy yechimi

v=10(z) = Ig"\/c(E - to)(w - MH~»

ekanligi kelib chigadi.
Demak, (11) tenglama uchun Riman funksiyasi

O(C.N£o,bl = 17)

bo'lar ekan.
Shunday qilib, (17) formula bilan aniglangan Riman funksiyasi
quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:

1) w6 ,IMo) = 0; Lo&f?0 A(C, 77; Co, ?70) = O;
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2) dR bR A _ Do - 7 -0
Vo lu 22 s

N rdr aR ~ /I(Z)C(CO - () o
karl *={0

hamda C= G va V= % bo‘lganda
-RCo, Co %) =io(0)=1

bo‘ladi.

Demak, (17) formula bilan aniglangan R(£,r);£,0,%) funksiya
(11) tenglama uchun Riman funksiyasi bo‘ladi.

Koshi masalasi yechimini qurish. Buning uchun oldingi
paragrafda topilgan (19) Riman formulasidan foydalanamiz. 12-
paragrafdagi (6) tenglamada a(x,y) = 0, 6(x,y) — 0, c(x,y) =
const, /(k,y) = 0 bo'lsa, telegraf tenglamasi hosil bo‘ladi. Telegraf
tenglamasi uchun Koshi masalasining qo'yilishida AB egri chiziq
£ = 1 tenglama bilan ifodalanadi. XarakteristikaJarning bu to‘g‘ri
chiziq bilan kesishgan P, Q nugtalaxining koordinatalari P = (Co, Co),
Q = (NQtlo) bo'ladi. U holda 12—§ dagi (19) Riman formulasiga
asosan quyidagi

A(Co,?70) ~ 2WA 0'M0)jRMN 0,A°"0,r?0" + 2U(ro,'no}R('no,rdito,Vo))+

+- j RN —i%j) —RV.E —UD)Ni=(cE, (18)
0

ifodani olamiz. Boshlang'ich shartlarga asosan u(£,£) = r(®), (w
un)\TI=* = i/(£) ekanligidan

R(vo, m;Co,Ti0) = -*o(0) = 1, #(Co,Co;Co,m) = ~0(0) = I,

4(C,C;Co,bl = "o(n/c(C —xio){flo —0 ) = lo(zo);
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c(m-£0)h(z) c(Vo-Co)y , N
= - 2--mmmm- iT = — 1 -—-- /1(20)’
bo'ladi. Bu yerda 7i(zo) = —', so- r|r< = - £o(*to - S))
U holda (18) formula quyidagi

uny = J TL)HYC )b LK

*0

Jroloi(-eo) %y, 1)
&

ko'rinishga keladi.

Demak, telegraf tenglamasi uchun Koshi masalasining yechimi
(19) formula orgali ifodaianadi.

Izoh. Riman funksiyasi | egri chizigning ko'rinishiga va bosh-
lang'ich shartlarning berilishiga bog‘lig emas.

4-masala. Giperbolik tipdagi

X2uxx - y2uyy —O0, * (20)

tenglamaning
u(x, 1) = h(x), uy(x,1) = f2(x) (21)
shartlarni ganoatlantiruvchi regulyar yechimini Riman usuli bilan

toping.
Y echish. Berilgan tenglama

(=xy, A= - (22)

almashtirish yordamida
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kanonik ko'rinishga keladi. y = 1 to'g'ri chizig tenglamasi yangi  1j
o‘zgaruvchilarda £7 —1 ko‘rinishda yoziladi. (22) tengliklarga, asosan

ekanligidan

du du £2du £du\

. 2 dx dr] 2 dx N 2dyJd
£n= g N Y in=i

tengliklarni hosil gilamiz.
Bu tengliklardan (21) boshlang'ich shartlarni e’'tiborga olib

du (24)
K (m=1
du (25)
drj
d k1
n =1 1, (26)

ifodalarga ega bo‘lamiz.
12-8 da keltirilgan (19) formulada integrallash tartibini
o'zgartirib, a = 0, 2b = / = 0 desak, masalaning yechimi

2c,
quyidagi

Uo*70) = j (UV)p + (uv)q +

r
du dv  uv\ ( du dv \

+ .
kj “a?-"as-T T “ (% "“*, 7 ("

ko‘rinishda yoziladi.
Endi v(”r);”0,Vo) Riman funksiyasini tuzamiz. Bulling uchun

(28)



14~8- Telegraf tenglamasi 151
tenglamaning

*>E W,Co, Vo) = t/(Co, %; Co,70) = 1 (29)

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish zarur.
Bevosita tekshirish bilan

vfomfavo) = (30)

funksiya (28)-(29) masalaning yechimi bo'lishiga ishonch hosil qgilish
mumkin.

(24)-(26) tengliklardan va (30) Riman funksiyasidan
foydalanib,

u{P) = MZo), wQ=1/7i",

ugpP) = v o, =1

v(Q) = v(\%,vo;&,Vo)J: Vfrfo

ekanligini inobatga olsak, masala yechimi uchun

u{b,Vo) = + vy | m-d
il 1)
& o

formulaga ega bo‘lamiz.
Bu yerda eski x, y o'‘zgaruvchilarga qaytib, (21)-(22)
masalaning yechimi
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Xy Xy <32)
ko‘rinishda topiladi.
5—MASALA. Tor tebranish tenglamasining
utt = a2Uxxi 0 = const, —00 < X < +00, t>0, (33)

nek,0) = <p{x), w(x,0)=d(x), -00 < x < +00, (34)

shartlarni ganoatlantiruvchi regulyar yechimini toping.
YECHISH. Berilgan tenglamaning xarakteristikalari

X —at —ci, x+ at= Q,

bo‘lgani uchun
£=x—at, 1= x+ at,

almashtirish (33) tenglamani

Hn ~ (35)

kanonik ko‘rinishga keladi.
Berilgan masalada I chiziq t = O, ya’ni ox o‘qgidan iborat. t —0
da £ = x, j~ £ bo'lganligi uchun

«U =*0. (36)

g
o

bo‘ladi.
(33) tenglama uchun Riman funksiyasi
Wi/= o
tenglamaning

ne=7 A

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat.
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a(x,y) —0, b(x,y) = 0 bo‘lgani uchun Riman funksiyasi

v(£,m£0,V0)

bo'ladi.
Yuqgorida 12-8da keltirilgan (19) Riman formulasi va (36) shart-
larga asosan hamda

h-1I~ML k ~~— f-o0
2dif 2ce’

ekanligidan masalaning yechimi

&

ko'rinishda hosil bo'ladi.
Bu yerda £o = x —at, w, —x + at tengliklarga asosan eski x va
t o'zgaruvchilarga gaytilsa, (33)-(34) Koshi masalasining D’alamber
usuli bilan topilgan yechimi
x+at
u(x,t) = v{x- at)+2 f{x + atl + ~ j i>(2)dz

x—at

kelib chigadi.
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Nazorat uchun savollar

1. Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi ganday
go'yiladi? Bu masala korrekt bo‘ladimi?

2. Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi ganday
jarayonni ifodalaydi?

3. Yechimning berilganlarga uzluksiz bog'ligligini ganday
tushunasiz va yechimning turg‘unligi nima degani?

4. D’alamber formulasi tor tebranish tenglamasi uchun Koshi
masalasining yechimi bo'lishi uchun wy(x) va ipi(x) funksiyalar
ganday shartlarni ganoatlantiradi?

5. Giperbolik tipdagi tenglama uchun asosiy chegaraviy
masalalar ganday go'‘yiladi?

6. Chegaraviy shartlar necha xil bo'ladi?

7. Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi-Gursa masalasi
ganday qo'yiladi?

8. Giperbolik tenglama uchun Darbu masalasi ganday qo‘yiladi?

9. Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masalalar ganday
go'yiladi?

10. Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masala yechimining
yagonaligi ganday isbotlanadi?

11. Aralash masala yechimining mavjudligini isbotlash
sxemasini izohlab bering.

12. Agar u(x) —0 bo'lsa, u holda Fur'e ak koeffisienti hagida
nima deyish mumkin?

13. Fur’e usuli gqanday masalalarni yechishda qo’‘llaniladi?

14. Chizigli giperbolik tipdagi tenglamalar uchun umumlashgan
Koshi masalasi ganday go'yiladi?

15. Chizigli giperbolik tipdagi tenglamalar uchun umumlashgan
Gursa masalasi ganday go'yiladi?

16. Qo'shma operator deganda nimani tushunasiz?

17. Qanday funksiyaga Riman funksiyasi deyiladi?

18. Riman funksiyasi ganday shartlarni ganoatlantiradi?

19. Riman funksiyasining asosiy xossalarini ayting.
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Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

3.1. Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimini toping.

1)
2)
3)
4)

5)

4xUxy  IfUyy  3tly — 0.

X UXX

2xyuxy "'by Uyy f~xux

3Xuxy —yllly —2uy = 0.

UXX — 2 COS XUXY + €Oos2Xuyy —2ux + (2cosx + sinx)uy = 0.

X
Uxx 2y khyh

6" N gy “E Uy

3)

yUy — 0.

3.2. Quyidagi Koshi masalalarini yeching.

1
2)
3)
4}

5)

6)

8)

Wy =3, u(x,y)

XM 2Ux AR n
yPMN x KT ua W x —o.
2Wx ‘+Uy —o0.
yy X 2ty —O0.
--------- ctgy W=
Sinx,  Wy(x,y) cosX
Uy(x,x2) = \Oxl], laj < 1.

Uxy — 0, u(x,x2)= 0,

uxy + UX = 0,

u(x,x) = sinx,

uxx t 2vxy 3Uliy — o,

u(x, 0) = 0, uy(x,0) = x.

4xuxx - YUyy + 3uy ~ 0,

u(x, 1) = x2+ 1

uy(x, 1) — 4.

3XNUXX  yuxy -b4ux — 0,

u(ly) = 1+ y4

ux(l,y) = yA

Sxiify  2yuyy “t-dily —0j

u(x, 1) = 3x2,
t g X uxx “

u(x, 1) = 2\/x,

ux(x,x) — 1.

uy(x, 1) = 4 —x2.

0,

w(x, 1) = \fx.
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9) Wkx Y™y SMK—Cb
«(Ly) =0, ux(lLy) = y5.
10) utt = uxx + axt,

u(x,Q) —x, w(x, 0)=sin:r.

3.3. Uzunligi I = 1 bo'lgan uchlari mahkamlangan boshlang'ich
holati <p(x) — Asmrnix va boshlang'ich tezligi if(x) — 0 bo'lgan
torning tebranishi hagidagi masalani yeching.

3.4. Uzunligi 1 = 1 bo'lgan uchlari mahkamlangan boshlang'ich
holati ip(x) = x(1—x) va boshlang'ich tezligi ¢p(x) = 0 bo'lgan torning
tebranishi hagidagi masalani yeching.

3.5. Uzunligi I = 1 bo'lgan uchlari mahkamlangan boshlang'ich
holati qc) = 0 va boshlang'ich tezligi p{x) = ao bo'lgan torning
tebranishi hagidagi masalani yeching.

3.6. Uzunligi | bo'lgan uchlari mahkamlangan boshlang'ich
holati ip(x) = 0 vaboshlang'ich tezligi p(x) = sin g{fg—?bo‘lgan torning
tebranishi hagidagi masalani yeching.

3.7. Chekli D = {(x,t) : 0 < x < I, t> 0} sohada ru, = a2uxx
tenglamaning it(0,t) = ux(l,t) = 0 chegaraviy va

T
u(x,0) = sin—i, w(x,0) = cos—x

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
3.8. Ushbu utt = a2uxx+f(x,t) tenglamaning D = {(x,t) : 0 <
x < I, t > 0} sohada kuyidagi

wO,t) = 0, ux(l,t) + hu(l,t) —0, h>0

chegaraviy va
u(x,0) = ip(x), w(x,0) =0

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
3.9. Ushbu utt = a2uxx+ f(x, t) tenglamaning D —{(k, t) : 0 <
X < I, t > 0} sohada quyidagi

mO,t) =0, u(lt)=0
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chegaraviy va

u(x, 0) — -- X 4-a, tit(a;jP)=0

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
3.10. Ushbu Uxx-Uu+ Xu = 0 tenglamaning Riman funksiyasi

ekanligini ko'rsating.
3.11. Quyidagi Koshi masalalarini Riman usuli bilan yeching.

1)

2)

3)

4)

utt = a?uxx + c2u + f(x,y), -00 < X < +00, quadt > 0.
u(x,0) = (p(x), w(x,0) = ip(x), —60 < X < -foo.

utt = a2uxx —c2u, —00 < X < 4-00, t>0

u(x,0) = tp(x), w(x,0)=(x), —o0 < X < 4-00.
utt = uxx —AM4-1, —eo0<Xx < 4-00, t>0,

u(x, 0) = 0, =0, —00< X < 4-00.

«@)j,t 2@ +ny+2u=1 0<x,y<1
INix, 2) Jar+t/4



IV BOB
PARABOLIK TIPDAGI TENGLAMALAR

Parabolik tipdagi tenglamalar issiglik targalishi, diffuziya hodi-
salarini va boshqa ko'plab fizikaviy jarayonlarni o'rganishda ko'p
uchraydi.

Ushbu bobda asosan, parabolik tipdagi tenglamalarning sodda
vakili bo'lgan

r du

issiglik targalish tenglamasi uchun boshlang'ich-chegaraviy masala-
laming qo'yilishi va ularning yechish usullari bilan tanishamiz.

15-8. Parabolik tipdagi tenglamalar uchun boshlang'ich va
chegaraviy shartlar

Issiglik targalish jarayoni sodir bo‘layotgan uzunligi | bo'lgan
sterjenni qaraylik. Sterjenning o'qi sifatida Ox abssissa o‘gini olamiz.

Faraz gilaylik, ixtiyoriy vagtda sterjenning barcha nuqtasida bir
xil harorat saglansin. Sterjenning ixtiyoriy x nugtasining t vaqtdagi
temperaturasini u = u(x, t) deb belgilaylik.

Agar sterjenning issiglik sig'imi ¢, uning zichligi p, sterjenning
issiglik o'tkazuvchanlik koeffitsijenti k hamda ichki issiglik
manbaining zichligi F bo‘lsa, u holda u(x,t) funksiya quyidagi bir
o0'lchovli

du d ( du\
cpm = ai{kai)+F'" 0<l1<*" 1>0
issiglik targalish tenglamasini ganoatlantirishini ko‘rsatish giyin emas
(I bob, 3-8).
Umuman olganda, ¢, p, K va F parametrlar x, t va u ning
funksiyasi bo'ladi. Ko'plab tadbiqiy masalalarda bu funksiyalar
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sterjenda temperaturaning o‘zgarishi bilan juda sekin o'zgaradi va
¢, p, K funksiyalar t vagtga bog‘lig bo‘lmaydi. Shuning uchun ular
fagat x o'zgaxuvchining funksiyasi, F ni esa x va t ga bog‘liqg deb
olish mumkin.

Agar garalayotgan | uzunlikdagi sterjen bir jinsli bo'lsa, u holda
¢, p, K funksiyalar o'zgarmasga teng bo'ladi va yuqoridagi tenglamani

du 2<Pm _
burX ~aén = (1N ™
ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Bu yerda a2 = C—,f = c_p.

Agar sterjenning harorati barcha nuqgtasida bir xil bo'lmasa,
u holda sterjenda issiglik ogimi sodir bo'ladi. Bunda issiglik
ogimi sterjenning yuqori haroratli nugtasidan past haroratli nugtasi
tomonga yo'nalgan bo'ladi.

Sterjenning x ko'ndalang kesimi orgali birlik vagtda Ox o'qi
bo'ylab o'tayotgan issiglik migdori uchun

formula o'rmli bo'ladi. Bu yerda q(x,t) funksiya issiglik ogimining
zichligi deyiladi.

Agar sterjenning .1o nuqtasi orqali (to, to+dt) vagtda issiglik Ox
0'gi bo'ylab targalayotgan bo'lsa, u holda g{x, t) funksiyani (xo,to)
nugta atrofida musbat, aks holda manfiy deb olinadi.

Sterjenda issiqUk targalishini to'la aniglash uchun (1)
tenglamaning o‘zi etarli bo'Imaydi. Buning uchun sterjenning bosh-
lang'ich temperaturasini va uning uchlaridagi issiglik rejimini bilish
zarur bo'ladi.

Faraz gilaylik, t —O0 vaqtda sterjenning x nugtasidagi harorati
ip(x) bo'lsin. U holda

u(x, 0) = ip(x), o< x<I (2)

boshlang'ich shart beriladi.
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Sterjenning X — 0 va x — | chetlarida uning harorati yoki
issiglik ogimining ziehligi ma’lum bo'‘lislii yoki atrof-muhit bilan issig-
lik almashinish shartlarini berish mumkin.

Agar sterjenning x = 0 uchida Hi(t) temperatura va x = |
uchida issiglik ogimining ziehligi ui(t) ma’lum bo'lsa, u holda

«0,t =m(t), -k(l)— = uyr) )

chegaraviy shartlar beriladi.

Agar sterjenning x = 0 va x ~ | uchlarida issiglik okimining
ziehligi nolga teng bo'lsa, u holda sterjenning uchlari issiglik
0 '‘ikazmaydigan deyiladi.

Masalan, agar sterjenning x = 1 uchi issiglik o'tkazmaydigan

bo'lsa, bu holda
du(l, t
u(l, 1 U)
chegaraviy shart beriladi.

Agar sterjenning uchlarida atrof-muxit bilan issiglik
almashinishi sodir bo'layotgan bo'lsa, u holda birlik vaqgtda
sterjenning x kesimidan atrof-muhitga chigayotgan issiglik miqgdori
sterjenning  temperaturasidan  atrof-muhit  temperaturasining
ayrimasiga proporsional bo'ladi, ya’'ni

g= H(u - u0),

bu yerda H - issiglik almashinish koeffitsiyenti, u - sterjenning, L
esa atrof muxitning temperaturasi.

Issiglik ogimi zichligming fizikaviy xossasiga asosan sterjenning
X = 0 vax = | uchlarida

fo(?) — = Hi[u(0,t) - PI{O\, (5)

)

issiglik almashinish shartlarini olamiz.
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Bu yerda Hy va #2 - sterjenning mos ravishda chap va o'ng
uchlarining issiglik o'tkazuvchanlik koeffitsiyenti, Pi(t) va p2(t) mos
ravishda sterjenning uchlari atrofining harorati.

Yuqoridagi (5)-(6) chegaraviy shartlarni quyidagi

A A -h 0D =), @

- - h2u(l, v = LR(Y), (8)
ko'rinishda yozib olish mumkin. Bu yerda

Kl= W >0 12~ LW, > °-

Issiglik tarqgalish tenglamasi uchun yugorida keltirilgan
chegaraviy shartlarni umumiy holda

ai—pgx~" = t> 0, 9)

+ lhu(l,t) = n2(t), t> o (10)

yozish mumkin. Bunda ai, a2, Pi va @2 - berilgan 0‘zgarmaslar, ular
uchun ushbu a\ + 0 {> 0, a\ + > 0 tengsizliklar o'rinli, iX\{t) va
berilgan funksiyalar.
Agar at —0 va ft ¢ 0 bo'lsa, u holda (9), (10) shartlar

uo, t) = u(l, t) = fi2{t)

kurinishni oladi va ular birinchi tur chegaraviy shartlar deyiladi.
Agar oti @ 0va ft = 0 bo'lsa, u holda (9). (10) shartlar ikkinchi
tur chegaraviy shartlar deyiladi va ular

0X 0X
kurinishda ifodalanadi.

Agar a- ™~ 0 va ft ™ 0 bo'lsa, u holda (9), (10) shartlar
uchinchi tur chegaraviy shartlar deyiladi.
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16—S8. Issiglik tarqalish tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masala

M asalaning qo'yilishi.Y echimning yagonaligi.Berilgan
chekli Q = {0k, t) : 0< x<I,0< t< T} sohada

du 2d2u .
~t ~ a ~a3? ~ No
tenglamaning
u\t=0 — p(x), 0<x<lI; (2)
boshlang'ich va
«N=0 = PA4(1), = fJait), 0<t<T, (3)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiradigan yechimini topish masalasi
birinchi chegaraviy masala deb yuritiladi.

Bu yerda | uchi koordinat boshida bo'lgan sterjenining
uzunligini, T esa shu fizik jarayonni o'rganish gancha vagt davom
etishini bildiradi, <p{x). Zi(t), t) - berilgan funksiyalar.

Biz izlanayotgan u(x,t) yechimni Q yopiq sohada uzluksiz
funksiya deb faraz qilamiz va shuning uchun berilgan f{x,t), <p(x),
L4(t)i Ne(t) funksiyalarni uzluksizligini va demak,

y>(0) = /*i(0)f <p(1)=fJIb(0)

boiishini talab gilamiz.

| bobdan ma’'lumki, (I)-(3) chegaraviy masala biror ga
jismning boshlang'ich harorati ip(x), uning chegarasidagi harorati
ma’lum bo'lsa, bu jismning Vt £ [0,T] vaqtdagi u(x,t) haroratni
aniglaydi.

Yugorida qo'yilgan (1)-(3) masalani yechishda t > 0 bo'lishi
juda muhim, chunki tor tebranish tenglamasidan fargli o'laroq t
vagtni —t ga almashtirsak, (1) tenglama tubdan o'zgarib ketadi.
Shuni ta’kidlash muhimki, agar (1) tenglamada t vaqt —t ga
almashtirilsa, garalayotgan boshlang'ich-chegaraviy masala umuman
yechimga ega bo'Imaydi. Bu fizikaviy jarayonlarga va tenglamani
keltirib chigarilishiga bevosita bogiiq.
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17 — shaM.

Biz qo‘yilgan (1)-(3) birinchi boshlang*ich-chegaraviy masalani
to‘lig o'rganish bilan cheklanamiz. Awal bu masala yechimining
yagona ekanligini ekstremum prinsipi yordamida ko'rsatamiz va
yechimning turg‘unligini isbotlaymiz. (I)-(3) masala yechimining
mavjudligi esa matematik fizikada keng ko‘llaniladigan usullardan biri
o‘zgaruvchilarni ajratish, Pur’e usuli bilan ko‘rsatamiz.

Ekstremum prinsipi.

l—+teorema. Yopig Q sohada uzluksiz bo'lgan va Q soha ichida
bir jinsli

Ut a Uxx

issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasini ganoatlantiruvchi u(x,t)
funksiya o'zining eng katta va eng kichik giymatlariga I' chiziqda
erishadi.

Bu yerda I' qaralayotgan Q to‘rtburchakning t — 0, x — 0 va
x — 1 chiziglar ustida yotgan chegaralarining yig'indisi.

Isbot. U(X,t) funksiyaning Q to‘rtburchakdagi eng katta
giymati M, ya’'ni nwx|u@:,<)] = M va chiziq ustidagi eng katta

giymati esa rn, ya’ni maxjtt(a;,f)] = m deb belgilaymiz.

Faraz gilaylik, Q to‘rtburchakda shunday (x*, t*) ichki nuqta
topilsinki, bu nuqtada M > m boisin, bu yerda t* > 0, 0 < x* < |
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Quyidagi yordamchi
V(X,t) = u(x,t)+ - ~ (X-X)

funksiyani garaylik. <8 to‘rtburchakning asosi £= 0 da, yon tomonlari
X =0vax = £da

N M — M 3
v&,6\<m-\ ——————— —m:—+—m:0M<M, 0<B< 1

bo'lishini ko'rish giyin emas.

Shu bilan birga v(x*,t*) = u{x*,t*) = M. Demak, yordamchi
v(x,t) funksiya ham u(x, t) funksiya kabi o'zining eng katta giymatiga
I da erishmaydi.

Shunday ekan, v(x,t) funksiya o'zining eng katta giymatiga
biror (xi,ti) (0 < xi < 1, 0< t\ < T) nuqtada erishsin.
U holda, matematik analiz kursidan ma’lumki, shu nuqtada

g%é<0vagv > 0bob/l.
A7)

Agar ti < T bo'lsa, u holda bu nuqtada T—O bo'ladi.
oti

Ov
Agar t\ = T bo'lganda esa, Tn> 0 munosabat o'rinli bo'ladi.
oti

Demak, (xi,ti) nuqtada
vt - a2vxx > 0 (7)

tengsizlik bajariladi.
Ikkinchi tomondan esa

0 0 M —m M —m
Vit @ Vvxx — & VXX ~ 272 ~AA

bo'lishi kerak. Bu esa (7) tengsizlikka zid.

Demak, M > m bo'ladigan nuqta topilsin, degan farazimiz
noto'g'ri ekan. Ekstremum prinsipini eng katta giymat uchun
isbotlandi. Eng kichik giymat uchun ham ekstremum prinsipi xuddi
shunday isbotlanadi.
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1—xulosa. Agar u(x,t) funksiya issiglik targalish tenglamasi-
ning yechimi bo'lib, yopig Q sohada eng katta (eng kichik) giymatiga
ega bo'‘lsa, u holda bu funksiya Q sohada o‘zgarmasdir.

ISBOT. Faraz gilaylik, V (x,t) G Q da u(x, t) d O bo'lsin. U hol-
da ekstremum prinsipiga asosan u(x,t) funksiya V (x,t) G Q sohada
o‘zining eng katta (eng kichik) giymatiga I' chegarada erishadi. Bu
esa shartga zid.

2—XULOSA. Agar u(x. t) funksiya issiglik targalish tenglamasi-
ning yechimi bo‘lsa, u holda V (x,t) € Q uchun quyidagi tengsizliklar
o‘rinli:

1) minu(x,t) < u(x,t) < maxu(i,f);

2)  JuxE)] < max|w(x,t)].

3—XULOSA. Faraz qgilaylik u(x, t) funksiya issiglik targalish teng-
lamasining yechimi bo'lsin. Agar V(®,i) GT uchun u(x, t) > 0(< 0)
bo‘lsa, u holda u(x, t) > 0(< 0), V(x, t) GQ bo'ladi.

Ekstremum prinsipidan foydalanib, (1)-(3) birinchi chegaraviy
masala yechimining yagonaligi va turg‘unligini isbot qilaylik.

2—TEOREMA. Agar issiglik targalish tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masalaning yechimi mavjud bo‘lsa, u holda bu yechim
yagona bo'ladi.

ISBOT. Haqgigatan ham, agar gqaralayotgan masala bir xil bosh-
lang'ich va chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi ikkita
ui(K t) va w(x, t) yechimlarga ega bo'lsa, ularning ayirmasi u(x, t) =
m(x,f) - U2(x,t) bir jinsli (6) issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasini
hamda bir jinsli boshlang'ich

u(x, 0) = w(x, 0) —u2(x, 0) = (p(x) - <p(x) = O,

va
u@,t) = ui(0,t) - u2(0,t) = m(t) - Hi(t) = o,
u(l,t) = m{l,t) - u2(,t) = n%{t) - ji2(t) = o,

chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi. U holda ekstremum prinsipiga

ko'ra minu(x,t) va maxu(x,t) Q sohaning I' chegarasida erishadi.
Q Q
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Bir jinsli shartlarga asosan Q sohaning chegarasida u(x, t) funksiya
nolga teng. Demak V (x,t) £ Q uchun u(x,t) = 0 bo'ladi. Bundan
ui(x,t) = Uz(x,t) ekanligi kelib chigadi.

3—TEOREMA. Issiglik tarqgalish tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masalaning yechimi (t) va ~(t) funksi-
yalarga uzluksiz bog'lig bo'ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, u\(x,t) funksiya (1)-(3) birinchi chega-
raviy masalaning f(x,t), <p(x), fii(t) va /7200 funksiyalaxga bog'liq
bo'lgan yechimi, Uz(x,t) funksiya esa f*(x,t), Nei(t) va /zg(i)
funksiyalaxga bog'lig bo'lgan yechimi bo'lsin. Berilgan funksiyalar
uchun

If(x,t) - f*(x,t)\<£] vy(x,t)eQ]

|29 —<p*(x)l < £, O0<x < 1
- M¥01 < £ *= 12, 0<t<T:

tengsizliklar bajarilsin. U holda V(x,f) € Q wuchun ekstremum
prinsipidan kelib chiggan 2-xulosaga ko'ra

\ui(x,t) —U2(x,t)\ <max]ui(x,t) —Uz(x,t)\ =

= max{max|/(x,£) —f*(x,t)\,

s o ) - <P\ 8% jm{t) - A (0!}

bo'ladi. Bundan Q sohada \u\(x, t) —u2{x, t)] < £ tengsizlikni olamiz.
Bu tengsizlik (1)~(3) masala yechimining turg'un ekanligini bildiradi.

17-8. Birinchi chegaraviy masala yechimining mavjudligi

Cekli sterjenda issiglik targalish tenglamasi uchun qo'yilgan
(N-(3) chegaraviy masala yechimining mavjudligini o'zgaruvchilarni
ajratish usuli, ya’'ni Fur’'e usuli bilan isbotlaymiz.

Chetlari o’zgarmas haroratda bo’'lgan sterjenda

issiqlik tarqgalishi. Bu yerda biz Q sohada bir jinsli
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issiglik tarqalish tenglamasining
X]*=o0 = <p(x), Q<x«<l, (9)
boshlang‘ich va
AIx=0 = Ax=Z = M1 0~ t5T,

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
Bunda <p(x), Hi(t) va fi2(t) - berilgan yetarlicha sillig
funksiyalar.
Biz izlanayotgan u(x,t) yechimni Q yopig sohada uzluksiz
funksiya, deb faraz qilamiz va shuning uchun berilgan y>(x), Mi(t),
H2(t) funksiyalar uzluksiz va bular uchun

P0) = Mx(0), <pQ = M(0)

tengliklax o‘rinli bo'lsin.
Biz ushbu bosgichda go'yilgan masalaning yechimini chegaraviy
shartlar bir jinsli u\(t) = fiz(t) —O0, ya'ni

uU=o = 0, uM=i = 0, 0O<t<T. ' (10)

bo'lgan holda isbotlaymiz.

Qaralayotgan (8)~(10) masala bir jinsli sterjenda issiglik
targalish jarayonining matematik modeli bo'lib, sterjenning uchlari
doim nol darajadagi haroratni saglaydi.

Bu masalani yechish uchun Fur’e gatorlari nazariyasiga asoslan-
gan, o'zgaruvchilarni ajratish usulini gqo‘llaymiz. (8) tenglamaning Q
sohada xususiy yechimlarini

u{x,t) = T(t)X(x) ~ O, (11)

ko'rinishda izlaymiz.
Bu ko'rinishdagi yechimni (8) tenglamaga qo'yib, ushbu tenglik-
larni
X(x)T'(t) = aZT{t)X"{x)
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yoki
T'{t) X" (x)
azr (t) X{x)

hosil gilamiz. Bundan esa quyidagi
T'(t) + a2XT{t) - ©O; (12)

mX"(x) + AX(K) = 0 (13)

chiziqgli oddiy differensial tenglamalarga ega bo'lamiz.

Berilgan issiglik targalish tenglamasining noldan farqli (11)
ko'rinishdagi u(x,t) yechimini topish uchun (13) oddiy differensial
tenglamaning quyidagi

X(0) = 0, X(l) = 0, (14)

shartlarni ganoatlantiruvchi X (x) yechimini topish zarur.
Shunday qilib, noma’lum X(x) funksiyani topish uchun quyi-
dagi
X"(x) + XX(x) - 0O, X(©) =0, X(I) =0 (15)
spektral masalaga ega boidik. Bu masala chegaralangan bir jinsli
torning ko'ndalang tebranishi hagidagi masalada o‘rganilgan edik.
Ma’lumki, A parametrning

An=(T1 )2 (»=1,2,3,...) (16)

giymatlarida (15) xos giymatlar va xos funksiyalar haqidagi
masalaning noldan fargli yechimi mavjud va bu yechim

X n(x) = sin -y-x, a7)

ko‘rinishda bo'ladi.
A parametrning A = An giymatlariga mos (12) tenglamaning

/naTr\2
Tn(t) = ane V | ) (18)
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yechimlari mos keladi, an - ixtiyoriy o'zgarmas sonlar.
Shunday qilib, quyidagi barcha funksiyalar
f /7o | "
un(x,t) = Tn(t)Xn(x) —anexp< ~ - j t?sin ™~ x (29)

garalayotgan (8) tenglamani va (9) chegaraviy shartlarni ganoatlan-
tiradi. Bu funksiyalardan ushbu

V" f /mara\2 . mr .
u(x,t) = 2”2anexp< —\~T~J — 1 (20)
n=I n '

gatorni tuzamiz.
Endi (20) gatorni (9) boshlang'ich shartni ganoatlantirishini

talab qilib,

[e]e]
u(x,o0) = ip(x) = Y lansin ~T~
n~I
ifodani olamiz. Hosil gilingan bu (21) ifoda ip(x) funksiyaning (0,1
oraligda sinuslar bo'yicha Fur’e gatoriga yoyilmasi bo‘lib, uning a,,

koefiitsientlari |

an = j j ip(x)sin”/j~-dx (22)
o}
formula bilan aniglanadi.

Agar tp(x) funksiya (0,1) oraligda uzluksiz va u yerda birinchi
tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo'‘lib, y(0) — (p(I) = 0 bo'lsa, u
holda (21) gator (0,1) oraligda <p(x) funksiyaga absolyut va tekis
yaqginlashadi.

Shu bilan birga ixtiyoriy t > 0 da

bo‘lgani uchun (20) qator ham tekis va absolyut yaqinlashuvchi
bo'ladi. Shuning uchun (20) qator bilan aniglangan u(x, t) funksiya
Q sohada uzluksiz bo'‘lib, boshlang'ich va chegaraviy shartlarni
ganoatlantiradi.
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Endi u(x,t) funksiya O < x < I|.t > 0 sohada (8) issiqlik
targalish tenglamasini ganoatlantirishini ko‘rsataylik. Buning uchun
(20) gatorni t bo'yicha bir marta va x bo‘yicha ikki marta hadma-had
differensiallaymiz va quyidagi

f arm\2 9 r /Nra\2 1 . mr
fH\x,t) = -1 — | y ~ann exp< - pJ £>sin— x (23)
' n=I1 ~ .
2 00
Uxx(x, t) = - Y2 anM2expj - * sim— X (24)

gatorlarni hosil gilamiz.
Bu gatorlarning hadlari 0 < x < I, tglegto > 0 sohada

w / ey N co
Y 1K in 2exp] yoKki \an
n=1 | ‘ J n=1

yaqinlashuvchi sonli gatorning hadlari bilan chegaralangan va

/MN7ra\2 f /rma\2

0<(— ) expr — f\4.>

n /MN7M\2 r /N7ra\2 1
0<(t1) BU{-(— ) *°|

U holda (23) va (24) gatorlar Veyershtrass alomatiga ko'ra
t > to > 0 da absolyut va tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Bundan
esa ut(x,t) va uxx(x,t) funksiyalarning yopig t > to > 0 sohada
uzluksiz ekanligi kelib chigadi. to > 0 ixtiyoriy bo'lgani uchun w(x, t)
va uxx(x,t) funksiyalar Q sohada uzluksiz bo'ladi. (23) va (24)
formulalarni (8) tenglamaga qo'ysak, (20) formula bilan aniglangan
u(x, t) funksiya Q sohada berilgan tenglamaning yechimi bo'lishiga
ishonch hosil gilamiz.

Shunday qilib, issiglik targalish tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masala yechimining mavjudligi hagidagi ushbu teorema
isbotlandi.

l—teorema. Agar (p(x) £ c<1[0,2 va </0 = (p(l) = O bo'lsa, u
holda (8)—10) masalaning yagona yechimi mavjud va bu yechim (20)
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gator bilan aniglanadi, gatorning koeffitsientlari esa (22) formula bilan
hisoblanadi.

X ulosa. Issiglik targalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy
masalaning u(x,t) yechimi Q sohada cheksiz differensiallanuvchi,
ya'ni u(x, t) € C+°°(Q) bo'ladi.

Chetki nugtalari o’'zgaruvch haroratda bo’'lgan
STERJENDA ISSIQLIK TARQALISHI. Endi bir jinsli issiglik tarqgalish
tenglamasi uchun birinchi chegaraviy masalada (3) chegaraviy
shartlar bir jinsli bo'Imagan xolda yechimining mavjudligini Fur'e
usulida isbotlaymiz.

Chekli Q = {k,t) : 0< x < 1,0< t< T} sohada bir jinsli

xit —a nxx (25)
issiglik tarqgalish tenglamasining
«Jt=0 = <p(x), 0< x < I, (26)
boshlang‘ich va
«|x=0 = ux=i= fi2(t), 0<t<T, * (27)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini topig.

Bu yerda <p(x), w(t) va /2(i) - berilgan etarlicha silliq
funksiyalar.

Oxirgi masalaning yechimini

u(x,t) - ~2Tn(t) sin~ x , (28)

n=1

ko'rinishda izlaymiz. Bunda
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Endi Tn(t) noma’lum funksiyani topamiz. Buning uchun (29)
ifodani ikki marta bo‘laklab integrallaymiz. Natijada

21 fdau . nr

Tn(t) o u(o,t) —(-1)nu(l,t) r]27[_2‘]/ EX-Zsm— rax.

u(x, t) funksiya (25) tenglamani va (27) chegaraviy shartlarni gano-
atlantirgani uchun oxirgi formulani

21 ITp2n . M1 .
| ~ ~sm— xdx (30)

Tn(t) = —
(t) m n272J dx2 |
0

ko‘rinishda yozib olish mumkin.
(29) ifodani t bo'yicha differensiallaymiz va

|
dTn(t) 2 ;_(lju B V3 q (31)
Tat 1S at™ T X
o}
formulani olamiz. (30) ifodadan
i
2 fdu . MNr /ThaVv 27rna2

7

topamiz va buni (31) formulaga qo’ysak, Tn(t) noma’lum funksiyaga
nisbatan ushbu

dTn(t) , (TTaY m _ 2ima2 |
—dT -t ) jui(o - (-1)>,(«)

tenglamaga ega bo'iamiz.
Oxirgi tenglamaning umumiy yechimi

TrnaV ¢

Tn(t) = exp }Tn(Q)+



18-$. ... bir jinsli bo’lmagan tenglama.. 173

2.ira2
Lo dr (32

~W -~

bo‘ladi. Bu yerda
|
(0) = I\] V(X)sin 7—H—Ixax. (33)

Shunday qilib, (25) bir jinsli issiglik tarqalish tenglamasining
(26) boshlang’ich va (27) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi (28) gator ko’rinishda aniglanadi, bunda Tn(t) koeffitsiyentlar
(32) va (33) formulalar orqali topiladi.

(28) gatorning yaginlashishi, uni x o’zgaruvchi bo'yicha ikki
marta va t bo'yicha esa bir marta differensiallashdan hosil bo’lgan
gatorlarning vyaginlashishini tekshishini o’quvchilarning o’zlariga
havola gilamiz.

18—8. Bir jinsli bo’Imagan issiglik tarqalish tenglamasi

Ushbu paragrafda bir jinsli bo’lmagan issiqglik* tarqalish
tenglamasi uchun birinchi chegaraviy masalani garaymiz.
Chekli Q = {(k,t) :0< x<1l,0< t< T} sohada

w = a2uxx + f(x,t), (1)
issiglik tarqgalish tenglamasining
u\t~o = <p{x), o<x<l, (2)
boshlang’ich va
«U=0 = Mi(t), uwx=i= fj,2(t), O0<t<T, (3)

chegaraviy shartlarni gqanoatlantiruvchi u(x, t) yechimini topig.
Bu yerda f(x,t), ip(x), /xi(t) va fi2(t) - berilgan uzluksiz
funksiyalar.
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Bu masala yechimining yagonaligi 16-8da ekstremum prinsipi
yordamida isbotlangan.

Qaralayotgan (1)-(3) masala yechimining mavjudligini bir jinsli
chegaraviy shartli masalaga keltirib isbotlaymiz.

Buning uchun Hi (t), Hz2{t) funksiyalarni C x[0, T] sinfdan bo’lsin,
deb talab gilamiz. U holda (3) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi

u(x, t) = Hi(t) + j[H2(t) - Mi(t)]
yordamchi funksiya Kiritamiz, ya’'ni
u)o, t) = ux(l, t) =

Endi (1) tenglamaning (2) boshlang’ich va (3) chegaraviy shart-
lami ganoatlantiruvchi yechimini quyidagi

u(x, t) = v(x,t) + U)x, t) (4)

yig’'indi ko’rinishida izlaymiz. Bu yerda v(x,t) yangi noma’lum
funksiya. (2) boshlang’ich va (3) chegaraviy shartlar asosida v(x, t)
funksiyaga nisbatan quyidagi

v(0,t) = u(0,t) —o0j(0,t) = Hi(t) —Ne(t) = 0;
v(l, t) = u(l, t) - n(l,t) = Hz(t) - Ne(t) = O;
nPeK,0) = u(x,0) -w(x,0) = <p(X) ~ hi(0) + y[M °) - Ati(0)] = &(x)

chegaraviy va boshlang’ich shartlarga ega bo’lamiz. Noma’lum v(x, t)
funksiyaga nisbatan tenglama esa

yoki
vt = a2vxx + g(x,t), (5)



18-$. ... birjinsli bo'lmagan tenglama... 175

bo’lib, bunda

Shunday qilib, noma’lum v(x, i) funksiyani topish uchun
quyidagi masalaga keldik. Bir jinsli bo'lmagan (5) tenglamaning

uf=0 = y{x) (6)

boshlang’ich va bir jinsli

(7)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi v(x,t) yechimi topilsin, Bu
yerda g(x, t) funksiya uzluksiz va x bo’yicha bo’lakli uzluksiz hosilaga
ega hamda barcha t > 0 lar uchun g(0,t) —g(l,t) = 0 bo’lsin, deb
talab gilamiz.

Oxirgi (5)-(7) masalaning yechimini

v(x,t) = VI(x,t) +v 2(x,t)

yig’'indi ko'rinishida izlaymiz.

Bu vyerda vi(x,t) funksiya bir jinsli issiglik tarqgalish
tenglamasining (6)-(7) shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi bo’lib, u
avvalgi paragrafda (20) formula bilan, a, Fur’e koeffitsienti esa (22)
formula bilan aniglangan. (22) formulani inobatga olib, (20) gatorni
quyidagi

mra\2

ko’rinishda yozishimiz mumkin.
v-iix, t) funksiya esa (5) tenglamaning bir jinsli boshlang’ich va
(7) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi echimidan iborat, ya'ni
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tenglamaning bir jinsli
=2(x,0) = 0, V2(0,t)~0, wal,t) —0

boshlang'ich va chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimidan

iborat.
Oxirgi masalaning echimini
a
v2{x, t) - Tn{t) sin (8)
M\ *

ko'rinishida izlaymiz. g(x,t) funksiyani sinuslar bo’yicha Fur'e
gatoriga yoyib, ushbu

nixx
ofx. Y 2 8ARY) SThAT > (9)
ifodani olamiz. Bu yerda
|
oan(t) = jlg {x ,t)sinT™ d x . (10)

(0]

Endi (8) qgatorni (5) tenglamaga go’yamiz va (9) ifodani hisobga olib,
V x f£(0, ¥ da o’rinli bo’lgan quyidagi

oo 1 (o]

L
£ k « + T a -9n(.t - =
£, (7)) A (-1)
tenglikni hosil gilamiz. Bundan esa
N+ (T ) 2Tn(t) = gn(t), (n = 1,2, ee°), (11)

tenglamalarga ega bo’lamiz.
Endi (8) gatorni (6) bir jinsli boshlang’ich shartga qo’yib

[e]e)

v2(x, 0) = T,(0) sin =0
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ekanligini topamiz, bundan esa Tn(t) funksiyalar uchun
Tn(0)=0, (n= 1,2, -=e) (12)

boshlang’ich shartlarni olamiz.

Hosil bo’'lgan (11)—+12) ifodalar chizigli differensial tenglama
uchun Koshi masalasi bo’lib, uning yechimini topish ortigcha
giyinchilik tug’dirmaydi. O’zgarmasni variatsiyalash usuli yordamida
bu masalaning yechimi

t /marax'2

Tn(t) = Je ' 1° ASnirfdT, (13)

ko'rinishda bo’lishiga ishonch hosil gilish mumkin.
Topilgan Tn(t) ifodani (8) formulaga qo'yib, (5)-(7) masalaning
yechimini

‘t /M7ra\2
\] e b r ) sin nnx (14)

Me=1

korinishda hosil gilamiz.
Endi gn(t) uchun topilgan (10) ifodadan foydalanib, (14)
formulani quyidagicha

toi
~ \_[_/ (<_r) s TVKX s nire

v2{x
*
~fm_
(15)
yozishimiz mumkin.
Yugorida topilgan v\(x, t) va v2(x, t) funksiyalarni hisobga olib,
(5)-(7) masalaning yechimini
i
2n fr o\ . mtf . mrx
vix,t) = - > /le vi /'sm—y—sm—->
1n=1I{
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yoki

| t |
VXD =J s(astieow@ac+ J J o _et-m) QDA (6)
(0] 0O O

kotrinishda topamiz. Bu yerda

nira\ 2
. mrx . wrC
G(x,E;t-T sm ——sm ——.
(16) formuladagi G(x, t—T) funksiya oniy issiglik manbai

Grin funksiyasi deyiladi.

Endi mavzuga oid bir nechta masala qaraylik.
l-masala. Birjinsli bolmagan ushbu

Ut = a2uxx + f(x, t) a7)

issiglik tarqgalish tenglamasining D = {(k,t) : 0 < x < I,t > 0}
sohada aniglangan uzluksiz va quyidagi boshlang’ich

~an0) = <p(x), 0<x<|, (18)

va chegaraviy
ux(fi,t) —0, ux(l,t) + hu(l,t) = 0, h> 0, (29)

shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.

Bu masalada garalayotgan sterjenning x = O uchida issiglik
oqimining zichligi nolga teng, ya’ni sterjenning x = 0 uchi issiglik
o'tkazmaydi. Issiglik ogimi zichligining xossasiga asosan sterjenning;
x = | uchida esa atrof muhit bilan issiglik almashish jarayoni sodir
bo’ladi. Shuning uchun sterjenning x = | uchida issiglik almashish
sharti berilgan.
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Y echish. Berilgan aralash masala yechimini

u(x, t) = w(x, t) + w(x, t)

yig’indi ko'rinishida izlaymiz. Bu yerda u\(x, t) birjinsli tenglamaning
(48)-(49) shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi, ya’'ni

(20)

U2(x,t) esa (17) tenglamaning bir jinsli boshlang’ich va chegaraviy
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat, ya’'ni

W = a2uxx + f (x, t),
{ u(x, 0) = 0, 0< x <, (21)

Ux(0,t) —o0, Ux(l,t) + hu(l,t) = 0, h> 0;

1°. Avval (20) masalaning yechimini topaylik.

(19) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi bir jinsli issiglik
tarqalish tenglamasining yechimini u(x,t) — X(x)T(t) ko’rinishda
izlaymiz. Bundan X (x) funksiyaga nisbatan ushbu

goyib, sodda almashtirishlardan song Jf(x) funksiyaga nisbatan

j X"(x) + AX(x) =0,

(22)
\x'(0) =0, X'(I)+ hX(l) =0, h> 0;
SHturm-Liuvill masalasini, T(t) funksiyaga nisbatan esa
T\t) + a2XT{t) =0, t>0, (23)

tenglamani olamiz.
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Ma’lumki, A = 0 va A < 0 giymatlarida (22) Shturm-Liuvill
masalasi fagat X (x) = O yechimga ega ekanligini ko'rsatish qiyin
emas.

Endi A > 0 bo’lgan holni garaylik. (22) tenglamaning umumiy
yechimi

X(>k) — ci cos(\/Aar) + @81("\/7Aa;)

ko’rinishda bo’ladi. Bundan

X (x) = —ciVAsIin(\/Xx) + C'f\cOs(\/~\x)

tenglikni olamiz. Bir jinsli X'(0) = O shartga ko'ra ¢c%—O0 va X(x) =
cicos(V~AXx) bo’ladi. Ikkinchi X'(1) + hX(l) — 0 chegaraviy shartga
asosan esa -\/A sin(\/AZ) + /icos(\/AO = 0 tenglikni olamiz. Bundan
esa
VAtg-y/Al —h (24)

tenglamaga ega bo’lamiz. (24) tenglama cheksiz ko’p A*, k = 1,2,...
yechimlarga ega ekanligini grafik usulida ko’'rsatish mumkin.

Shunday qilib, A* > 0 gqiymatlarda A* tg Akl = h tenglamaning
yechimlari (22) Shturm-Liuvill masalasining xos giymatlari, ularga
mos xos funksiyalar

Xk{x) —cos\kx, k= 1,2,... (25)
boladi. (23) barcha A — Afic giymatlarida o’rinli bo’ladi, ya’'ni
Tk{t) + a2\Tk(t) =0, t> 0.

Oxirgi tenglamaning umumiy yechimi

Tk(t) = akexp{—a2Ait}, t> 0, (26)
bu yerda ak - ixtiyoriy o’zgarmaslar.
(ele)
Endi (20) masalaning echimini u(x,t) — J2 Xk(x)Tk(t)
fc=l

ko'rinishda izlaymiz. Yuqorida topilgan (25) va (26) formulalarga
asosan (20) masalaning yechimi
00 [o]e]
u{x,t) = ¥ 1 X k(x)Tk(t) = Y ]Jafcexp{-a2Afd}cosAfeE, (27)

K- 1 K-T
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ko’rinishda aniglanadi. Bu yerda a* koeffitsiyentlarni topish uchun
(18) boshlang’ich shartdan foydalanamiz va

u(x,0) Ea/ cosXkX, (28)
fc=l

ifodaga ega bo’lamiz. Bu boshlang’ich shartda qatnashgan (p(x)
funksiyaning kosinuslar bo’yicha Fur’e gatoriga yoyilmasini beradi.
ak koeffitsiyentlarni qanday bo’lishini aniglash uchun
(28) tenglikning har ikki tomonini cos Aicx funksiyaga skalyar
ko’paytiramiz va cheksiz qatorni chekli integralga almashtiramiz.

Natijada
| i

J cos2Xkxdx —j <p(x) cos2 Akxdx
0 0
ifodaga ega bo’lamiz. Oxirgi tenglikning chap tomoni
I
\] cos2 Xkxdx = ~ J {1 + cos2Xkx)dx =
0 o
X=l

T (A IS5 = f(+i osbaar) (29)

teng bo’ladi. (24) tengiamadan sodda almashtirishlardan keyin

smAct= —, cos Aicl = ~k

kelib chigadi. (29) ifodaning o’ng tomonini sin2x — 2sinXx cos X
formuladan foydalanib, soddalashtiramiz

,  Sin(2Afci) , » SIN(AfcO cos(Afcl) _
n 2 ~ Afc
j 1 h XK ICA]l + h2) + 7
-1+ - i nr+13

m \/n"+n2 1Un +,1r Y,
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Natijada. ak koeffitsiyentlar uchun

2(Af+ h2) f
= i(\l+h*)+h J v(x) cos(A" z)dx

tengliklarni olamiz.
Topilgan ak koeffitsiyentlarni (27) formulaga qo'yib, (20)
masalaning m (x,t) yechimini

( 2(A2+ h?) f n
«.<*<) = E {I (n1 +T.a) + hJ »>Wcos(At x)rfx(x
fe-1 Q
X exp{~a2Xt}cos(Xkx)dx (30)

ko’rinishda topamiz.

2°. Endi (21) masalani garaylik. Bunda w, — aZuxx +
tenglamaning ux(0,t) ~ ux(l,t) + hu(l,t) = 0 shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini
00]
u(x,t)'*2Tk(t)cosXkx, (31)
k=l

ko’rinishda izlaymiz.
Faraz qilaylik, f(x, t) funksiyaVt e [0, T] da cos Xkx funksiyalar
bo’yicha Pur’e qatoriga yoyilsin, ya’'ni
[e]e]

f(xit) = J2 fkW COS A~X’ 32)

bu erda /*.(t) Pur’e koeffitsiyentlari

1
fk{t) —J \] f(x,t) cos X" xdx, (33)

0]

formula yordamida aniglanadi.
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Endi (31) va (32) formulalarga ko'ra (21) tenglama

o r 1 (00]
Y2 Tk(*) + 02A27fc(t) cos AfcX m= N (*) cos
fc=I A1

ko’rinishni oladi. Bundan esa
TE(t) + a2X2Tk(t) = /fqi), fc= 1,2,... (34)

chizitenglamalarga ega bo’lamiz.
(31) ifodadan Tk(t) funksiyalar uchun quyidagi

TKk(0)=0, k= 1,2,.. (35)

boshlang’ich shartlarni olamiz.

Ma’'lumki, (34)-(35) Koshi masalasi V/fc(i) € 6’[0,T] da
yagona yechimga ega bo’ladi. Oddiy differensial tenglamalar kursida
ma’lumki, o’zgarmasni variatsiyalash usuli bilan (34)—35) Koshi
masalasining yechimini ushbu

t
Tk(t) = J /fe(r)exp|~a2A2(t - T)]dr, fc= 1,2,... (36)
(0]

ko’rinishda topiladi. (33) formulaga asosan oxirgi echimni

t |
Tk(P) = j \] \] f((,,r)expn™-a2\2(t - cosXkE£dMEAT, k= 1,2,...

(ON¢]

deb yozib olish mumkin.
Endi topilgan T),(t) ifodani (31) formulaga qo'yib, (21) bir jinsli
aralash masalaning U2(x,t) yechimiga

PANEES S |
@x4)=y ™Y J 'a22(t-r)’\j cosXkxcosXKEdEMT,
fccslo O

ega bo’lamiz.
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Yukorida topilgan u\(x,t) va wur{x,£) funksiyalarga. asosan
issiglik tarqgalish tenglamasi uchun (17)-(19) aralash masalaning
yechimi

X exp{—a2At} cos(Ak x)dx+

o t.
+1 \] J /(£,T) exp| —a2X2(t - T)| cos Afcxcos A
k=l g @

ko’rinishda aniqlandi

19-8. Chegaralanmagan sterjenda issiglik targalishi
(Koshi masalasi)

Koshi masalasi. Y echimning yagonaligi. Bu paragrafda
sirti issiglik o'tkazmaydigan (izolyasiyalangan) chegaralanmagan bir
jinsli sterjenda issiqglikning tarqalishi hagidagi fizikaviy masalaning
matematik go'yilishi quyidagicha ifodalanadi.

Ushbu issiglik tarqalish tenglamasini

Lu = ut - a2uxx —0, (1)

t > 0 yarim tekislikda garaylik.
KOSHI masalasi. (1) tenglamaning t > 0 yarim tekislikda anig-
langan, uzluksiz va quyidagi boshlang'ich

«Jt=0 = -00 < X < 00, (2)

shartni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimi topilsin. Bu yerda ip(x)
berilgan uzluksiz va chegaralangan funksiya.

Qo'yilgan (1)-(2) Koshi masalasi yechimining yagonaligini
isbotlaymiz.
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lteorema. Agar (1)-(2) shartlarni ganoatlantiruvchi chega-
ralangan u(x,t) funksiya mavjud bo'lsa, u holda bu funksiya yagona
aniglanadi.

ISBOT. Faraz qilaylik, u(x,t) yechim qgaralayotgan soha,da
chegaralangan bo'lsin, ya'ni har ganday t > 0 va -oo < X < 00
uchun shunday musbat son M mavjudki, \u(x,t) < M bo'lsin.

(N-(2) Koshi masalaning ikkita ui(x, t) va u2(x,t) yechimi
mavjud bo'lsin. U holda w(x,t) = w(x,t) - u<i(x,t) funksiya
(1) tenglamani va bir jinsli w(x,0) = 0 boshlang'ich shartni
ganoatlantiradi va

A\w(x,t)] < \ui(x,t)\ -f \uz2(x,t)\ < 2M

bo'ladi.

Soha cheksiz bo'lganligi uchun w(x,t) funksiyaga yugorida
isbotlangan ekstremum prinsipini bevosita qo'llab bo'Imaydi. Lekin
shu prinsipdan foydalanish magsadida quyidagi chekli

Q= {(x,t): pl< L, 0<t< T} 3)

sohani garaymiz. Bu yerda L va T ixtiyoriy o'zgarmaslar. Q sohada

yordamchi

.. 4AM /x2 2\
vix,t) = jY [Y +atd

funksiya kiritamiz. Bu funksiya (1) tenglamani ganoatlantirishini
ko'rsatish giyin emas. Shu bilan birga tekshirib ko'rish osonki,

v(x,0) > w(x,0) = 0,

v(zxL,t) >2M > Jw(£X,0l

tengsizliklar o'rinli bo'ladi.
Q sohada
u(x, t) = v(x, t) - \w{x t) 1l

funksiya uchun ekstremum prinsipini qo'llaymiz.
Natijada V(x, t) e Q uchun

v(x, t) - wix, t) > 0, V(X, t) + w{x, t)>0
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ekanligi kelib chiqadi.

Oxirgi tengsizlikda (x, t) nugtani Q sohada fiksirlaymiz, ya'ni
x = xo0, t = tova (xo,to) € Q bo'lsin. L ning ixtiyoriy ekanligidan
shunday e > 0 uchun Lg > 0 mavjudki, barcha L > LO uchun
Jmbro>to)\ < e tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan e va (x0, to) nuqgtani
ixtiyoriyligini hisobga olsak, Q sohada w(x,t) = 0 bo'ladi yoki
w = v2 kelib chigadi.

Demak, issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi
masalasining yechimi yagona ekan. Shu bilan 1-teorema isbotlandi.

KOSHI MASALASI YECHIMINING MAVJUDLIGI.

Bu masalani yechish uchun o'zgaruvchilarni ajratish (Fur’e)
usulini go'llaymiz, ya’ni yechimni

u(x, t) = T(t)X(x) (4)

ko'rinishda izlaymiz. (4) ifodani (1) tenglamaga qo'yib, T(t) va X (x)
funksiyalar uchun ushbu

T'{t) + a2A2T (t) = O, X"{x) + A2X{x) = O

tenglamalarga kelamiz, A2 - o'zgarmas son. Bu tenglamalarni
integrallab topamiz:

T(t) = Ci~an X(x) = A cos Ak+ B sin Ax (5)

bu yerda A, B va C o'zgarmas sonlar. (1)-(2) Koshi masalasida
chegaraviy shartlar bo‘'Imaganligi uchun A - parametr ixtiyoriy
bo'ladi. (5) yechimlarda C = 1, A = A(A), B = B(A) deb, uni (4)
ifodaga go'yib,

u\(x, t) —e Q2X2t[A(A)cosAx 4-B (A) sin A (6)



19-8. Koshi masalasi 187

formulaga ega bo'lamiz.

Bu u\(x,t) funksiya ixtiyoriy A va A(A), B (A) koeffitsiyentlar
uchun (1) tenglamaning xususiy yechimlari bo'ladi. (6) formulani A
parametr bo'yicha —oo dan +o0o0 gacha integrallaymiz, natijada

u(x,t)_ = \] a~a2A[A(A)cos AK4-£(A) sin AK<EN, (7)

— 00

ya'ni (1) tenglamaning yechimi hosil bo'ladi.
Agar bu integral yaginlashuvchi bo'lsa, u holda (7) integraldan
t bo'yicha bir marta, x bo'yicha ikki marta hosila olish mumkin,
Endi A(A) va B(A) koeffitsientlarni shunday tanlaylikki, (7)
formula (2) boshlang'ich shartni ganoatlantirsin. Burxing uchun
yugoridagi (7) formulada t — O deb, ushbu

<p(x) = \] [A(A)cos Xx + B(X)sinXx]dX (8)

—00

ifodani olamiz.
Ikkinchi tomondan <p(x) funksiya uchun quyidagi Fur’'e integral!

00 00

px) = -~ | ax J (p() cos X(x -
—00 —00
0o (o]0}
= ~ J cosAxJ ip(£) cos XEdE + sinAx\] <p(f) sin AEdE dX
—e0 L —D —D

ham o'rinli bo'ladi. Bu formulani (8) bilan solishtirsak,

a a
A(A) =i J </ cos AECEE, 5(A) = ~ J N)sinAnN> (9)
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bo'lishi kelib chigadi. Endi hosil bo'lgan (9) ifodalarni (7) formulaga
go'yib
[e]e] [e]e]
u(xst) = 3~ J e 0,44dX J <p(0cos X(x - QdE£,
—00 —00
yoki bu formuladagi birinchi integral ostidagi funksiya A ga nisbatan
juft funksiya ekanligini hisobga olib,
[e]e] ele)
w e “2A2tcosA(x —E)dX. (10)
—o0 0
ifodaga ega bo'lamiz.

, Bu yerda ichki integralni bevosita hisoblashimiz mumkin.
Buning uchun

axvt=r, X(x —£) = fiz

deb belgilashlarni kiritamiz, Bulardan

bo'ladi. U holda (10) formulaning o'ng tomonidagi ichki integralni
[e]e] e]e]
cosX(x - £)dX ~ J{™M)i (11)
o}

ko'rinishda yozish mumkin.

(11) integral tekis yaqinlashuvchi bo'lgani uchun uni /i param
bo'yicha differensiallab,

(0]

ifodaga ega bo'lamiz. Endi oxirgi ifodani bo'laklab integrallaymiz.
Natijada
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tenglikni olamiz. Oxirgi tenglikdan

J'(fi) — bundan esa, J(ji) —ce 4
z

kelib chiqadi.
Bu yerda /n—O0 deb, c o‘zgarmasni

[e]e]
c=m :Je-Sdz:"
0

topamiz. Shutting uchun

r je-

bo'ladi (11) formulani hisobga olib,

[e]e]

/ <r" '‘cosX(l- QiX=
0

ekanligini olamiz.
Bu formulani (10) ifodaga qo'yib, (1)-(2) Koshi masalasining
u(x. t) yechimi uchun quyidagi

B2t I-RP @

formulani hosil gilamiz. Bu yerdagi
(a- g)2
= 4n (13)

funksiya (ar, 0 bo'yicha (1) tenglamani ganoatlantiradi va shu tengla-
maning fundamental yechimi deyiladi.
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Demak, quyidagi teorema o'rinli.

2—teorema. Agar <p(x) funksiya (—00,+ 00) da uzluksiz va
chegaralangan bo'lsa, u holda (1)-(2) Koshi masalasining yechimi
mavjud va bu yechim (12) formula bilan aniglanadi.

ISBOT. R = {—00 < x < +00} sonlar o'gida aniglangan

uzluksiz ip(x) funksiya uchun (12) formula bilan aniglangan u(x,t)
funksiya Q sohada chegaralangan va (1)-(2) Koshi masalasining

yechimi ekanligini ko'rsatamiz.
Buning uchun (12) formulani (13) belgilash asosida quyidagicha

[e]e]

u(x, t) J G(x,P,Z2)<p(z2)dz. (24)

yozib olishimiz mumkin. Bu formula (1) tenglamani qanoatlantirishini
bevosita hosila olib ko'rsatish giyin emas.
Hagiqatdan ham,

1 -
Gr X exp< - (x-Q2
2-y/¥2(a2t)z/2 4a21
Gvt. — 1 » (h-C)2 Xp
2Vi 2{azty/2 4(a2t)5/2
1 "2 az2(x - £)2
Gt= + exp
2y7r 2(a2t)3/2 4(a2t)5/2
bundan

Gt —02Gxx

ekanligi kelib chigadi. U holda (12) integralni hamda uni x va
t o'zgaruvchilari bo'yicha ixtiyoriy marta differensiallashdan hosil
bo'lgan integrallarnmg biror

Qo = {(k,t) :—L < x< +L, O<to< t< T}
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sohada tekis yaginlashuvchi ekanligini ko'rsatish etarli.
(12) integral yaqginlashuvchi bo‘ladi. Hagigatdan ham,

fo00
M = max[(™a:)] va J e~z*dz =

— 00

bo'lgani uchun (12) formuladan

mfoo / ~N
px, o\ < \] — expj =
+00
=M ~ f e~z2dz —M.

VK J

—00
kelib chigadi.
Bu yerda
+00
z X_E; J e z2dz — n/n.
2ar/'t

Endi (12) integralni x va t o'zgaruvchilari bo'yicha bir necha
marta differensiallab,

=fOO / Y
J(x,t) = 1 f <f(O(x - expj U, (15)
—D n

kabi integrallar yig'indisini olamiz.

r= t> 0. (16)
2aVt

formula yordamida o'zgaruvchilarni almashtirish natijasida (15)

integral
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ko'rinishga keladi.
Bundan (15) integrating tekis yaginlashuvchi bo‘lishi kelib
chigadi. Chunki oxirgi ifodada integral ostidagi funksiya

\px- 2azy/i)zme~*1 < M\zlme~**

funksiyaga majorirlanadi va bu funksiya (—oo, -foo) oraligda
integrallanuvchi bo‘lganligi uchun oxirgi integral t > to > 0 bo‘lganda
tekis yaginlashuvchi bo'ladi, ya’'ni
-foo
0< | M\z\me 22z < +00
-00
integral Vm > 0 yaginlashuvchi bo'ladi. Demak, (12) formula bilan
aniglangan u(x,t) funksiya t > 0 da uzluksiz va x, t o'zgaruvchilar
bo'yicha ixtiyoriy tartibdagi hosilalarga ega.
(12) formula bilan berilgan u(x, t) yechim (2) boshlang'ich
shartni ham ganoatlantirishini isbotlaymiz, ya’'ni

limu(a;,£) = —00 < X < -foo
t-*o

o'rinlidir. £ o'zgaruvchining o'rniga (16) formula asosida yangi z
o'zgaruvchini kiritaylik. U holda (12) integral
[e]e]
u(x,t) = j ip(x+ 2azVt)e~z2dz 17
(x,1) Vi J p( ) 17)
—00
ko'rinishiga keladi.

Bundan, Vx e [ da [|y3®¥] < M bo'lgani uchun (x,t) € Q
sohada |tt(z, t)\< M bo'lishini ko'rsatish qiyin emas.

[ele)
jxt@@a,y[ < — f \<p(x) + 2az'/i)\e~z dz <
V™ J
00
< M } e~22dz —M,

J

—00
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chunki ®

f a *2dz — 1, (18)
—o00

Demak, u(x, t) funksiyaning chegaralanganligi isbotlandi.

Endi (12) formula (2) boshlang'ich shartni ganoatlantirishini
ko‘rsataylik. Buning uchun (18) formulani ikki tomonini f{x)
funksiyaga ko'paytirib, so‘ngra (17) ifodadan ayirsak, natijada

0o
uix,t) - <p(x) = —7= j [<p(x+ 2azVt) - (p(x)]e~*2dz
vaJ
—ao
hosil bo‘ladi. Bundan X{x + 2az\ft) —<p(x)j < 2M ekanligini hisobga
olib,

00 -
ju(x,f) —cp(x) 1 < f e~Z2dot =
V7™ J
—00
—N N 00
2M f .2, 2M -2 f 22 .
= —F [/ e cfed— 7= | a dz+ | e dz,
Vx J y/n J J
-00 ~N N

deb yozish mumkin. Bundan esa har ganday kichik e > 0 berilganda
ham N ni shunday tanlab olish mumkinki,

—N 00
2m f 22, £ 2M f _z2, N e
-00 iv

bo‘ladi. Demak,

[\
O 1), - b < 2; + ‘é; T Wb+ 2zave) —ip(je~z2dz (19)
-N

deb yozish mumkin. <p(x) funksiyaning uzluksizligidan yetarli kichik
b> Ova jz] < N uchun

\(p(x + 2az\ft) —<p(x)I < o
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bajariladi. U holda (19) tengsizlikka asosan

N
KM) - \<Y + A \]e~22dz<
W
-N

00

— 00

Bundan £ > O ixtiyoriyligidan
limu(x, t) —<p(x)

ekanligi kelib chiqadi.

Xuddi shunday usul bilan Koshi masalasining yechimi
turg‘un ekanligini ham isbotlash mumkin. Demak, issiglik targalishi
tenglamasi uchun Koshi masalasi korrekt go'yilgan masala ekan.

Agar Koshi masalasida (2) boshlang‘ich shart t = 0 da emas,
biror t = 7T da berilgan bo'lsa, (12) formulada t ni t —r bilan
almashtirish lozim, ya’'ni

= <20)

Bu funksiya Koshi masalasining Grin funksiyasi ham deb
yuritiladi va chegaraviy masalalarning yechimlarini oshkor ravishda
topishda keng qo‘llaniladi.

20—8. Bir jinsli bo’lmagan issiqlik targalish tenglamasi
uchun Koshi masalasi

Endi t > 0 da bir jinsli bo’Imagan issiglik tarqalish tenglamasi
Uf —a XN,

uchun Koshi masalasining yechimini topaylik.
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(N-(2) Koshi masalasining yechimini u(x,t) = Ui(x,t)+U2(x,t)
yig’'indi ko’rinishida izlaymiz, bu yerda wy(x, t) funksiya bir jinsli
issiglik targalish tenglamasining (2) boshlang’'ich shartni ganoatlan-
tiruvchi yechimi, «2(x,t) esa (1) tenglamaning bir jinsli boshlang’ich
shartni qanoatlantiruvchi yechimi.

Yugorida bir jinsli tenglamaning (2) boshlang’ich shartni
ganoatlantiruvchi yechimini (12) formula orgali topgan edik.

Endi vi (x, t) yechimning integral ifodasini topamiz. Agar f(x,i)
funksiya t > 0,—00 < x < +00 da uzluksiz va chegaralangan bo’lsa,

u holda
40

funksiyat > r da \t — a2vxx tenglamani va t —r da esa v(x, t,t) —
f(x,t) tenglikni ganoatlantiradi.
Ushbu

\] v(x,t,r) (21)
0
funksiyani qaraylik. Bu funksiya uchun quyidagi tengliklaming

t

u(x,Q)—Q ut(x,t) = v(x, t, t) + J vt{x,t,rd,T
0

k=) Wt T

o’rinli ekanligiga ishonch hosil gilish giyin emas. Bu tengliklardan (21)
funksiya (1)-(2) masalaning yechimi ekanligi kelib chigadi.

Demak, v(x,t,r) funksiyaning ifodasini (21) tenglikka qo'yib,
bir jinsli bo’Imagan issiglik targalish tenglamasi uchun bir jinsli Koshi
masalasining

t +00 n

“(I-t,= 2 A [T/ A = 24 " 48(TAT)IH & T XK - <22)
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yechimiga ega bo’lamiz.
Endi yuqorida topilgan (12) va (22) formulalarni go’shib, issiglik
tarqalish tenglamasi uchun (1)-(2) Koshi masalasining yechimi

t -foo
+) J mva(n)ee

hosil gilamiz.

3—TEOREMA. Agar ip(x) funksiya (—oo, +00) oraligda, f(x, t)
funksiya t > 0, —00 < x < +o00 sohada uzluksiz va chegaralangan
bo’lsa, u holda (I)-(2) Koshi masalasining yechimi mavjud va yagona
bo’lib, bu yechim (23) formula bilan aniglanadi.

Bu yerda J(x,t) € C2(t > 0) va uning birinchi va ikkinchi
tartibli barcha hosilalari t > 0 da chegaralangan funksiyalar.

1-NATIJA. Issiqglik targalish tenglamasi uchun qo’yilgan Koshi
masalasining u(x, t) yechimi Q sohada cheksiz differensiallanuvchi,
ya'ni u(x, t) € C°°(Q) bo’ladi.

2-1Zz0X. Yugoridagi natijaga ko'ra garalayotgan Koshi masala-
sining u(x, t) yechimini t > 0 bo’lganda x va t o’zgaruvchilar bo'yicha
differensiallash berilgan tp(x) funksiyaning silligligiga bog’liq emas.

Issiglik targalish tenglamasi yechimming silligligi tor tebranish
tenglamasi yechimidan tubdan farq giladi. Qaralayotgan sohada tor
tebranish tenglamasi yechimining silligligi berilgan funksiyalarning
silligligiga bog’liq bo’ladi.

3-1z0X. (2) formuladan ko’rinadiki, issiqlik sterjen bo’ylab biror
tezlik bilan emas, balki oniy targaladi. Hagigatdan ham, faraz gilaylik,
boshlang’ich harorat (a, 0) integralda (p{x) > 0 va undan tashgarida
tp(x) = O bo’lsin. U holda u(x, t) temperaturaning keyingi tarqalishi
uchun
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formulaga ega bo’lamiz.

Bu formuladan yetarlicha kichik t > 0 va yetarlicha katta
X uchun u(x, t) musbat ekanligini ko’rish giyin emas. Bundan
ko'rinadiki, sterjenda issiglik cheksiz tezlik bilan, ya'ni oniy tezlik
bilan targaladi. Tabiiyki, bunday bo’lishi mumkin emas. Demak, (1)
tenglama sterjenda issiglik targalish masalasi to’lig ifodalamas ekan.
Bu issiglik targalish tenglamasini keltirib chigarishdagi ayrim fizikaviy
noanigliklar bilan bog’lig.

Y echimning berilganlarga uzluksiz bog'ligligi.

Issiglik targalish tenglamasi uchun Koshi masalasining yechimi
berilganlarga uzluksiz bog’liq bo’ladi. Faraz qgilaylik, u(x, t) funksiya
(1) tenglamaning (2) boshlang’ich shartni gqanoatlantiruvchi yechimi,
ue(x,t) funksiya esa (1) tenglamaning

uE(x,0) = ipe(x), (22)

shartni gqanoatlantiruvchi yechimi bo’lsin.
Agar ixityoriy x € (—o0, +co0) bo’lganda jip(x) —(pe(X)\ < e
bo’lsa, u holda barcha x va t > 0 uchun ju(x, t) - u£(x, i)( < e bo’ladi.
Hagagatdan ham, (1) tenglamaning (2) va (22) boshlang’ich
shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) va u£(x,t) yechimlari mos
ravishda (12) formula bilan aniglanadi. Ularning ayirmasi

1
u(x,t) - UE(x,t) = -g~=J MO - - 402t
—a n

bo’ladi. Bu ayirmani baholaymiz, natijada

X —£
yoki r = ----- almashtirish yordamida
2arv/'t
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kelib chiqgadi.

Demak, issiglik targalish tenglamasi uchun Koshi masalasining
yechimi boshlang’ich funksiyaga uzluksiz bogliq ekan.

Fundamental yechimning xossalari.

Mam’lumki, yuqorida Kkeltirilgan (x,t:£,r) argumentlarga
bog’liq bo’lgan

E{X" T)=2ay " T) 6XP{~4a2(f - 1)2}

funksiya issiglik tarqalish tenglamasining fundamental yechimi
deyiladi.

Bu funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. E(x, t; r) funksiya (x,t) o’zgaruvchilar bo’yicha bir jinsli
issiglik tarqalish tenglamasini ganoatlantiradi.

2°. E(x,t; £ r) funksiya (£, rj) o’zgaruvchilar bo’yicha bir jinsli
issiglik tarqgalish tenglamasiga go’shma bo’lgan

Et + c?Exx —0

tenglamani ganoatlantiradi.
3°. Agar x @ £ bo’lsa, u holda IlimE(x,t;£,r) = 0 tenglik
T—*t
o'rinli bo’ladi.
4°.  Agar ifi{x) funksiya ¥Yx € [0, bo’lganda uzluksiz, ya’'ni
ip(x) € C[0,/ bo’lsa, u holda E(x, t; £ r) fundamental yechim uchun
ushbu

y>(0), agar x = 0 b,
ip(x), agar x € (0,1) b, (24)
-<p{l), agar x —I bs

tenglik o’rinli bo’ladi.

Issiglik tarqgalish tenglamasi uchun fundamental yechimning 1°
va 2° xossalarining bajarilishiga bevosita tekshirib ishonch hosil gilish
mumkin.

Biz bu yerda 3° va 4° xossalarini isbotlaymiz.
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3°. Ma’'lumki, E(x,t;”,r) funksiya r —»t da anigmaslikka ega.
Shuning uchun bu funksiyani ushbu

formal ko’rinishda ifodalab olamiz. Bu yerda

Aty wk=Ty

Lopital goidasiga asosan

A'it
m N

~—

limE£(x,t;{,r) = li

— 7 ping (X“‘ i&P? 7/<57Za‘2(f"' j1—0

kelib chigadi.
4. Bu xossani isbotlash uchun (24) formulaning chap tomonida

X - f
=r, yani £= x —2azy/t —
2ay/t- T

almashtirish bajaramiz. U holda

N
A=o0daz= —*g—; £=1baesaz X -
2a\/i- T las/t —r

tengliklar o’rinli bo’ladi. Bu tengliklarga asosan (24) formula

X
T 2a\/t-r
) Exten<pEde = ~=  J e-z2ipix - 2an\ft- ndz,
0 x -1
2av/t —T

(25)
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ko’rinishga keladi. Ushbu

+00 0 +00
\] e z2dz = y/n) \] e z2dz = J e~

—O00 —O00 0

ayniyatlarni inobatga olib, (25) formulada r — t limitga o'tamiz va

T->t y/K T-*t

lim J.I: E(x,t,£,T)(p(E)dE = —7= lim J[ e .}Qp(x~2azy/1 —r)dz
x—4

"iat—
1
- <p(0), agar x —0 bo’lsa,
= <p(x), agar x e (0,1) bo’lsa,

- <p(l), agar x = | bo'lsa,

tengliklarga ega bo’lamiz.

Fundamental yechimning 4° xossasidan quyidagi natija kelib
chiqadi:

2-natija. Agar (24) formulada <p(x) = 1 bo’lsa, u holda

1 \ N >X= 0 bo’lsa,

Iim\] E(x,t;~,r)d4 = j 1, agar x € (0,0 bo’lsa,

o] I 2° a®al X= " “sa'

tengliklar o’rinli bo’ladi.

Fundamental yechimning fizikaviy xossasi.

Sterjenning biror xq nugtasi atrofidan kichik segmentini ajratib
olaylik, ya'ni (xq — e, xq -he), bu yerda ¢ > 0. Faraz qilaylik,
<p(x) boshlang’ich harorat shu segmentda o’zgarmas «0 > 0 va bu
segmentdan tashqarida nolga teng bo’lsin.

Buni fizikaviy tasawur gilish giyin emas, boshlang’ich vaqtda
sterjenning (xq —e, xq + £j segmentiga Q = 2ecpuy issiglik miqdori
berilgan, bunda c sterjenning issiglik sigimi, p sterjenning zichligi,
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sterjenning (K0 —e, xq + e) gismida harorat ko'tarilib w, ga teng
bo’ladi. Vaqtning keyingi momentlarida sterjendagi issiglik tarqalishi
(12) formula bilan aniglanadi, biz garayotgan holda u quyidagicha

XHE  (x —02

xo+e (X - £)2

ifodalanadi.

Agar e ni nolga yaqin qilib kichiklashtirsak, unda sterjenning
juda kichik gismiga Q issiqlik migdori tagsimlandi, deb hisoblashimiz
mumkin. U holda t = 0 vaqtda sterjenning x — x0 nugqtasida
joylashgan kuchlanishi Q bo’lgan oniy issiqlik manbaiga ega bo’lamiz.
Bunday oniy issiglik manbai ta’sirida sterjenda issiqglik tagsimoti

quyidagi
xo+e (X —£)2

HTme(K,E) = J 4aH «, (23)

formula bilan aniglanadi.
O’rta giymat haqgidagi teoremaga ko'ra

x0+e (X - Q)2 (X ~ to)2
— 1 e 4321 df£-~e 4a?t

Xo-e

tenglikni olamiz. Bu yerda xo - e < £0 < X0 + e, agar e —>0 bo’lsa,
xq —>£q bo’ladi. U holda (23) formula

ko’rinishga keladi.
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Shunday qilib, (13) fundamental yechim sterjenning x ~ £ nug-
tasidagi t = O boshlang’ich vaqtda joylashgan kuchlanishi Q — cp
ga teng bo’lgan oniy issiglik manbaining tagsimotini bildiradi. Issig-
lik targalish tenglamasining (13) formula bilan aniglangan G(x,t;£)
fundamental yechimining

1 _(?-02"
E(x,t-,£) Aazt
2ay/nt
grafigini fiksirlangan £ uchun x ning funksiyasi sifatida aloda t vaqt-
ning 0 < t\ < t2 < < eee momentlarida quyidagi chizmada
keltirilgan.

Har bir egri chiziq ostidagi yuza birga teng, ya’'ni

+0c (x-02 -f-co
1 e 4azx =-L /fe'~dz = 1.
2ar/Ti
Bu sterjendagi Q = cp issiglik migdori vaqt o’tishi bilan o’zgar-
mas ekanligini bildiradi. 18-shakldan ko’rinadiki, agar t > Oyetarlicha
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kichik son bo’lsa, u holda (13) egri chiziglar bilan chegaralangan
deyarli barcha yuzalar abssissalar o’qgida (x0 —e, xo + e) oraligning
ustida joylashgan bo’ladi. Bu yuzaning giymatini cp ga ko’paytmasi
boshlangich vaqgtdagi issiqlik migdoriga teng. Shunday qilib, t > 0O
yetarlicha kichik bo’lganda, deyarli barcha issiglik x = £ nuqtaning
kichik atrofida uyushgan bo’lar ekan. Demak, t = 0 vaqtda barcha
issiglik migdori x = £ nuqtaga joylashgan bo’ladi, ya'ni biz oniy
issiglik manbaiga ega bo’lamiz.

Endi yuqoridagi mulohazalarga asosan (12) yechimning fizik
mma’nosini Kkeltirish giyin emas. Hagiqatdan ham, sterjenning x =
£ kesimiga boshlang’ich vaqtda cp(£) harorat berish uchun shu
nugtaning yetarlicha kichik yuzasiga dQ = cpip(E)c/E teng bo’lgan
issiglik migdori tagsimlashimiz zarur yoki sterjenning £ nuqtasiga
kuchlanishi dQ bo’lgan oniy issiglik manbaini joylashtirish zarur. Shu
oniy issiglik manbai ta’sirida issiqlikning tagsimlanishi (13) formulaga

ko'ra
(a-a2
viedsw T 4a4

bo’ladi. Boshlang'ich </Af harorat ta’sirida sterjenning barcha nug-
talaridagi harorat shu yuzalarning yig’indisidan iborat bo’ladi, ya’'ni
(12) formula kelib chigadi.

1-MASALA, Ushbu

W = mnxx, ~00 < X < +00, t> 0,
tenglamaning
u(x,0) = sinx, —00 < X < +00

boshlang’ich shartni gqanoatlantiruvchi regulyar yechimini toping.
Y echish. Masala yechimini (12) formula yordamida topamiz.
Bu yerda a — 1, (p(x) = sinx bo’lgani uchun (12) formulaga ko'ra
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hosil bo’ladi. Ushbu
X —E£ = 2Vis, dEe= —2yfids

almashtirish yordamida (24) integral

c e
u(x,t) = U €~S Psinx cos 2\/£s — c.0sxsin2\/£sj ds
—D ! n

ko’'riiiishga keladi.

+00 +00
\] e*2C0S 2bsds — y/Ke~b2, \] es%sSin2bsds = 0 (25)
— 00 —00

tengliklarga asosan oxirgi ifodadan 1-masalaning yechimi
u(x,t) = e-tsinx

kelib chigadi.
2-masala. Ushbu bir jinsli bo’Imagan

u, = ~uxx+ etsSinXx, —00 < x < +00, t> O;

tenglamaning

2
u(x,0) —e~x sinx, —00 < X < +00,

shartni gqanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Y echish. (21) formulaga

a= ’2‘[ f(x, t) = edsinx, <p(x) = e~x2sinXx
funksiyalarni qo’yib,

+00 , a4

u(x,t) = —p= [ e~-~2sinfexp< —— —
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t +00
. eTsing f Ok~ £)2]
|1 (26)
0 —oo
tenglikni olamiz.
Endi I\ va |2 integrallarni hisoblaymiz.
Birinchi 1\ integral
t X / t
€ t+is+ 1+ T y7+\ds
almashtirish natijasida
20
1
= - N e
Vrrt t+1
ko’rinishga keladi. Bundan
-f-co
exp< -
[T+ ) t+ 1 sinA | e~'%0S& n
-f-co
4+ cos e “2sin\l - sd
/ t+ 1
bo’ladi.
Bundan (25) tengliklarga ko’ra
h sm exp< 4t
\ft +1 U +1 A(t 1- 1)

ifodaga ega bo’lamiz.
Ikkinchi |2 integral esa,
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ga teng.
I\ va 12 integrallarning giymatlarini (26) formulaga qo’ysak,
2-masalaning yechimi

u(<x, t)té smarsht'H= 1 sih—-—-z(—exp< £ Axz+ 1]
Vit+l t+1 N 4(i + 1)
hosil bo’ladi.
3—masala. Quyidagi
tk
i(x, t) = 2 bl AKT(X? (27)
k—0
funksiya
AN uXid W —o, (28)
i—
tenglamaning
u(x, 0) = r(x), -00 < X < +00, (29)

shartni ganoatlantiruvchi yechimi ekanligini isbotlang.
n

Bu yerda x = (x\, x2, =mm, xn), A = ITrj _ Laplas opera-
i= i

tori, T(x) = r(a:i, X2, mmm, xn) cheksiz differensiallanuvchi funksiya;

Faraz qgilaylik, (27) va uning hosilalaridan tuzilgan qatorlar tekis
yaginlashuvchi bo’lsin.

ISBOT. (27) gatorni xi, X2,mm., xn o’zgaruvchilari bo'yicha
ikki marta, t bo'yicha bir marta differensiallashdan hosil bo’lgan
gatorlarning tekis yaqginlashuvchi ekanligidan u(x, t) yig'indi uchun
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bo’ladi. Demak, (27) funksiya berilgan (28) tenglamani
ganoatlantiradi.
(27) funksiyadan (29) shart bevosita kelib chigadi, ya’'ni

TO fk
u{x,t) = t(x) + aM x)’
1"

bundan t —0 da limitga o’tsak,

limu(x, t) = u(x, 0) = t(x)

ekanligi kelib chiqgadi.
Demak, (28) tenglamaning (29) boshlang’ich shartni ganoat-
lantiruvchi yechimi (27) formula orqali ifodalandi.

21—8. Birinchi chegaraviy masala yechimining
integral ifodasi

Bu paragrafda issiglik tarqalishi tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masalani garaymiz. xOt tekisligida uchlari A(0,0), B (1,0),
E(l,T) va F(Q,T) nuqtalarda bo’'lgan ABEF to’g’ri to’rtburchakni
Q deb belgilaymiz.

Berilgan chekli Q = {(@;,£) : 0< x < I,0<t <T} sohada'

bl A~ W - alll = 1(x/ (1)
tenglamaning
u\t=Q ~ $(x), O<x<lI, (2)
boshlang’ich va
u\x~0 = Mi(t), u\x=i= 0<t<T, (3)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiradigan. u(x, t) yechimini toping.
Bu yerda f(x,t), <p(x), Mi(f) va - berilgan funksiyalar
bo’lib, bu funksiyalar uchun quyidagi

<p(0) = 7ii(0),  <p(l) = ((0)
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tengliklar o’rinli.

Bu masala yechimining yagonaligi oldingi paragrafda ekstre-
mum prinsipi yordamida isbotlangan, eehimning mavjudligi esa
o’zgaruvchilarni ajratish, Fur’e usuli bilan ko’rsatilgan.

Biz bu paragrafda (l)-(3) masala yechimining mavjudligini
Grin funksiyasi yordamida isbotlashga harakat gilamiz va yechimning
integral ifodasini keltirib chigaramiz.

Issiglik tarqalish tenglamasi uchun Grin formulasi.
Bu yerda issiglik targalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy
masala yechimining integral ifodasini keltirib chiqaramiz.

Buning uchun ushbu

MV = a2vxx + vt, 4)

operatorni garaylik.

Faraz qgilaylik, (p(x,t), d(x,{) — ixtiyoriy cheksiz
differensiallanuvchi funksiyalar bo’lsin. L va M operatorlar uchun
quyidagi

2d ( (dip  ad\ d

ifoda o’rinli, bu ifodani Qr soha bo'yicha bo’laklab integrallaymiz.
Natijada Grin formulasiga asosan

2 / di .
\]\] dobcp —(pMdb dxdt—\] rtdx + a IpA ,F;g))
r

Q dQT

formulaga ega bo’lamiz. Bu yerda QT = {(k,t) :0< x < 10< t< r}
to’g’ri to’rtburchakli soha, dQT esa Qr sohaning chegarasi, ya'nit = 0,
X=11t= Tvax = 0.

Agar Lip = / va Mg —O0 bo’lsa, u holda (5) formulani quyida-
gicha
\]\] G Lip dxdt = \] <pdp dx + \] a2”d —ip'q(p dt+

_ dx
8¢ AB t=o BE
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yoki
I dp  Ad
j d i dt—
¥ (pd)\lt:T X J (pip  dx+ / a2(pp dx A dx
AB BE
a2(p ~ —ip— dt+ ff ¢ Lip dxdt, (6)

AF

yozib olish mumkin.

Faraz qilaylik, ip(x,i) = u{x,t) funksiya (1) tenglamaning biror
yechimi, ya’'ni Lu = f(x, t); d(x, t) = i?(@a:, t; £, r) esa issiglik targalish
tenglamasining fundamental yechimi, ya'ni

(x- Q2
e 4a2(E- r)

bo’lsin.

Ma'lumki, £(x,£;£,T) funksiya x, t o’zgaruvchilar bo'yicha
LE — O tenglamani, £ T o’zgaruvchilar bo'yicha esa ME = 0
tenglamani ganoatlantiradi.

Faraz qilaylik, M(x,t) qaralayotgan Qr sohadan olingan
fiksirlangan nugta. M\ esa koordinatalari x, t+h, h > 0bo’lgan nugta
bo’lsin. M nuqta orqali EF xarakteristika o’tkazamiz, (6) formulada
x ni £ga t ni esar deb almashtiramiz. U holda (6) formulani ABEF
soha bo’yicha

= u(£,t), = E(x,t + ft £,r),
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funksiyalarga qo’llaymiz. Natijada

/ 2andrk

EF

—_v] U(£,0)E(x,t + h:~"0)d£E+ J dE\ dr-
’ ’ ' w ..

AB BE

2, du dE

* dr+ /1E(x,t+ h;”r)Lud/~dT,
e

J3J
Qr
ifodaga ega bo’lamiz.
dE
FABE sohada E(x,t + h;£,r) va -w, funksiyalarning h ga

nisbatan uzluksiz ekanligidan hamda ushbu

lim | — = u(x,t
h-+o J-r 2aVvnh b
EF
tenglikka asosan, oxirgi formulada h —»0 bo’lganda limitga o’tamiz.
Agar (x,t) nugta EF kesmada yotsa, u holda quyidagi

J J du dE
u(x, t) = u(£,,Q)E(x,t\£,0)d£ + a?"E dr—

AB BE

dT+ [[ #OM:E,T)/(€,T)dEAT, (8)
- M :=0 < J
AF Qt

asosiy integral ifodaga ega bo’lamiz.

Bu formula issiglik targalish tenglamasi uchun boshlang’ich-
chegaraviy masala yechimini bermaydi, chunki sohaning AF va BE
chegarasida u funksiyani einas, balki \f. ni ham bilish kerak.

Faraz qilaylik, v funksiya qo’'shma Mv — O tenglamaning EF
da nolga teng bo’lgan biror yechimi va n funksiya bir jinsli issiqglik
tarqalish tenglamasi Lu = 0 ning yechimi bo’lsin.
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Yugorida olingan (6) formulani FABE sohada m va v
funksiyalarga gqo’llaymiz. U holda

du dv
0 --mj-u(t,0)v(Z,0)dt+ j az2iv dr-
x—+
AB BE
f 9/ du dv
- lalv— -n dr, (9)
di di

formulani olamiz.
Endi (8) formuladan (9) formulani ayiramiz, natijada

J . du dG
(x,t) = J n(£,0)0(x,1;a,0)<%+ j a2(o dr—
di udt xo
AB BE
216¥ i-uaG  dr+ ffG(x,t]€,T)f(€,T)dEAT, (10)
| a  dt di
AF °© Qt

ifodaga ega bo’lamiz. Bu yerda
G(x,t; t)=E(X,tEr) - v(x,t; ). (11)

Agar garalayotgan sohaning FA va B E chegarasida v = 0 deb
tanlasak, u holda u(x, t) funksiya uchun quyidagi

8G
u(x,t)~ J u(£,0)G(x,t]£,0)d£ - a2J n(1,T) dr+
t
AB BE Q
vaz J u(o, t)~ dr +] ] c(x,v)£,T)f(€, T)d£AT,
AF 1=0 Qt

integral ifodaga kelamiz. Oxirgi tenglikdan (2)-(3) shartlarga asosan
ushbu

i t
ux,t) = ] <p(E)G(x, t; £ O, - a2J /xi(r) 9 dre
se
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formulaga ega bo’lamiz. Bu funksiya (1) issiglik targalish tenglamasi
uchun birinchi boshlang/ich-chegaraviy masalaning yechimini beradi.

Shunday qilib, issiglik tarqgalish tenglama uchun birinchi
chegaraviy masala echimining integral ifodasida asosiy qiyinchilik
V(£,t) = v(x. t; £ r) funksiyani aniglash hisoblanadi.

Bu funksiya quyidagi shartlar asosida aniglanadi:

1 r>0k,£;£,T) funksiya Q sohada aniglangan uzluksiz hamda
vX(x,t]£,r) hosila Q mavjud va uzluksiz bo’lib, x = Ova x = | da
integrallanuvchi;

2. v(x,t]£,T) funksiya r < t uchun issitargalish tenglamasiga
go’'shma bo’lgan Mv = 0 tenglamani ganoatlantiradi;

3. v(x, t\£, r) funksiya Q sohaning chegarasida x = O va x —|
da v(x, t\£, r) ga teng, ya'ni

«U=0 = E(O, t]£,r), v|x=i = E(l, t;£,t)

shartlarni ganoatlantiradi;

4. Agar £ p x € (0,1 bo’lsa, u holda lim r>pk t; £,r) = 0O tenglik
o’rinli bo’ladi. o

Bu shartlarga ko'ra, v = v(x, t\£, r) funksiya x, t parametrlarga
bog’'lig bo’lib, u qo’shma Mv = 0 tenglama uchun (I)-(3) masalaga
o’xshash chegaraviy masalaning yechimi kabi aniglanadi.

Demak, ikki juft o’zgaruvchiga bog’liq bo’lgan (11) ko’rinish-
dagi G(x, t; £, r) funksiya issiglik targalish tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masalaning Grin funksiyasi deyiladi.

Shunday qilib, issiglik targalish tenglamasining ixtiyoriy
yechimi Grin funksiyasi yordamida (12) formula bilan aniglanadi.

To’g'ri to’rtburchakda (I)-(3) masalaning Grin funksiyasi
uchun quyidagi

E(X,t\£ + 2n1,T) —E(X,t-,—£+ 2nl,r) , (13)
MT—a0L
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gatorni garaymiz.

BugatorO< x < I, 0<£<ivaO<a<f —T< A sohada
absolyut va tekis yaginlashuvchi bo’ladi.

Hagigatdan ham, n = £1,+2, £3,... uchun

jr £-2nl - X\> 2\n\- £ £—r] > 2\n\ - 2,

u holda n —0 dan boshqga hollarda fundamental yechim uchun

\E(x, t; £ + 2nl,r\ < exp (H1-02
ma 4a2A
tengsizlik o’rinli.
Demak, (13) gatorning har bir hadi n = 0 dan boshga hollarda

1 e 12(n —1)2
2a\pka I'I%:l exp 4a2A

yaginlashuvchi sonli qgatorning hadlari bilan chegaralangan.
Bundan esa (13) gatorning garalayotgan sohada absolyut va
tekis yaqginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

O’rganilayotgan masalaning Grin funksiyasi

1
G(x,t;£,r) =
2a\JINt —t)
+00
(x - £—2nl1)2 (x + £- 2nl)2
X —exp (14)
4a2{t - t) 4a2(t —r)
ko'rinishga ega bo’ladi va buni quyidagi
-boo
G(x,t;Z,r) = E(X,t;E,r) + 'E{X,t\£ + 2n1,T)-
-fo0
—_ N E(x,t; -£ + 2nl,r) (15)
n=—oo

ko'rinishda yozib olish mumkin.
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£
Bu yerda ' belgi yig'indini n noldan boshga butun
—aD

giymatlari bo’yicha olinganligini bildiradi.
Bundan (11) tenglikka asosan (1)-(3) masala uchun
+00
v(x,t-,£,T) = E{x,t;-£ + 2nl,T)-
n=—@
$00 -
— E{x,t;£+ 2rin,T) + E(X,t;£ —2n1,T)
n=| -
bo’lar ekan.
Endi issiglik tarqalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy
masala Grin funksiyasining asosiy xossalarini keltiramiz:
1°. G(x,t;£,t) funksiya x,t o’zgaruvchilar bo’yicha bir jinsli

G, = al G,y

issiglik targalish tenglamasini ganoatlantiradi.
2°. G(x, t; £,r) funksiya £, r o’zgaruvchilar bo’yicha go’shma,
ya’'ni
GT+a2 =20

tenglamani ganoatlantiradi.

Grin funksiyasining 1° va 2° xossalarini bevosita hisoblashlar
yordamida ko'rsatish mumkin.

3°. G(x,t;£,r) funksiya uchun quyidagi

G(x,t0,r) =0, G(x,t;1,T) —0

chegaraviy shartlarni o’rinli.
Tengliklarning birinchisi G(x]t;£,r) Grin funksiyasining (14)
ko’rinishidan bevosta kelib chigadi, ikkinchisi esa
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tenglikka asosan o’rinli bo’ladi.
4°. Agar £ ® x € (0,/) bo’lsa, u holda

IimG(x,i;£,r) = 0

T—>t

tenglik o’rinli bo’ladi.
Grin funksiyasida quyidagi t —T= e

X —£ —2nl _
2a y 20, 2a

belgilashlarni kiritamiz. U holda
ImG(x,t; t)=IlimG(x,t £,t—e) =
t—T e—0
2a\fn i e-+o ehl/E  e-*o eM2/6/
Vv n=—o0 4
bo’ladi. Bundan Loptial teoremasiga ko'ra

IimG(x,t; r)=I1lmG®,t; t- e)=
£-0

t—*T
-fOO n
. ® : y'?
—Ilim
ayfn ¥\ S onienys TER 2n2efrle }

ekanligi kelib chiqgadi.

Endi issiqglik targalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy
masala yechimini beruvchi (12) formula (1) tenglamani, (2)
boshlang’ich va (3) chegaraviy shartlarni ganoatlantirishini ko’rsatay-
lik. Buning uchun quyidagi teorema o’rinli:

Teorema. Agar <p(x) € £7(0,i], /2(*) e C[O,T] va
f(x,t) e C(Q) bo’lsa, u holda (12) formula bilan aniglangan u(x,t)
funksiya (1)-(3) masalaning yechimi bo’ladi.

IsBOT. (12) formulani quyidagi ko'rinishda

u(x,t) = Y ~Uj(x,t),
»=1
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yozib olamiz va har bir go’shiluvchini alohida-alohida o’rganamiz. Bu

yerda
|

ui(*,t) = Y<p(OG(®,tm>",0)dE;m

(0]

/ . 2 f / ndG{x,t—,O,r)L
u2(x,t) = a J Hi{t) ————==———-—m- dr;

0]

mr(x,t) = a2J 'u(T) d~ix>h 11 dr,
0
i
w(x, 1) = J J G(x,t]E,T)f(£,r) dfrdr.
00

1°. Dastlab uy(x, t) funksiyani garaymiz. Grin funksiyasining 1°
xo0ssasiga asosan V(x, t) € Q UEF uchun

1

bo’ladi.
Grin funksiyasining (13) ko'rinishini e’tiborga olib, v,i(x, t)
funksiyani ushbu

i
ui(x,t) = J ip(t)E(x,t;£,0)dE+

(0]

( 400 oo .
J/¥9():'>1 Y BN+ 2nl@)- X, B (M t\—££ + 2nli,0) L df
a n=—e0 n—-o0 *

ko'rinishda yozib olamiz. Bundan fundamental yechimning 3° va 4°
xossalariga asosan Va: € (0, 2 uchun
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tenglik kelib chigadi.
Agax t > 0 deb, E(x, t: £ r) va G(x, t £ r) funksiyalarning (7)
va (13) ko'rinishlarini e’'tiborga olib, w(x, t) funksiyani quyidagicha

j +00

ui(x,t) = /v>[£E) 2 E(x, t]£+ 2nl,0) —E(x, t; —£ + 2nl, 0)
0

yozib olamiz. Oxirgi tenglikdan

lim rypk,t) = 0
Am LK, t)

ekanligi kelib chigadi.

Xuddi shu kabi

lim w(x,t) =0
x—>—0

bo’lishini ko'rsatish qgiyin emas. Chunk! x — 1 da butun n ning
—o00 dan -foo gacha o’'zgarganida (13) ketma-ketlikning birinchi
qo’shiluvchisi | + 2n va ikkinchi qo’shiluvchisi —-f2n toq sonlar, ya’'ni
veny, =3, —2,—1,+1,4-2, +3,... kabi o’zgaradi. Bundan esa yuqoridagi
gatoming mos qo’shiluvchilari o’zaro gisqaradi.

2°. Endi U2(x,t) funksiyani qaraylik. Agar (x,t) G Q UEF
bo’lsa, (x,t) ® (0,r) bo’ladi. U hoda Grin funksiyasining 1 va 4°
xossalariga ko'ra

uzt - a2u2x = ~ lim/xi(r)*(a:,£;0,r)+

T —+t
t
8
i J Mr)g( Gtx & 0) - a2Gxx(x, t;f,0) dr = 0
0

tenglik o’rinli bo’ladi. Demak, u2(x,t) funksiya issiglik targalish
tenglamasini ganoatlantirar ekan.
Grin funksiyasining tuzilishiga asosan, ushbu



218 IV bob. Parabolik tipdagi tenglamalar

T) e dr+
dan/TT (t —T1)3/2 4a2(t - r)
+00
, X —2nl (x —2n2)2
+ ex dr, (16)
2ay'7F/M r) Jz2 e P axf —r)

tenglik o’rinli. U holda, agar t > 0 bo’lsa,

lim Uz(x,t) = lim -— = dr -
oo V2000 = A danr (TTT) exp 4a2E—r)
o
+00

. ) , n2l2 dr
2aypic ) Mr) & 'It- 7ol op i

bo’ladi. Bu yerda ikkinchi qo’shiluvchi nolga teng. Birinchi integralda

r=t
2a\/f —r 4a2a?2

almashtirish bajaramiz va

00

lim ujix, t) — lim —= e"“ da

*
co—»4%0 #—>+0 -y 7r / M 4a2a 5

2an/1r

tenglikni olamiz. Oxirgi ifodada t musbat bo’lgani uchun

(€))
2 f _2
lim Ui(x,t) = Hi(t) ; e a da = "i(E)

X—>+0 y 7f

bo’ladi.
(16) tenglikka asosan
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kelib chigadi.
Agar x € (O, 1) bo’lsa, Loptial qoidasiga ko'ra Vr < t van
0,+1,+2,... uchun

x —2nl (x —2n|)21

exp < 400
(t- t)3r 4a2(t —r)

tenglsizlik o’rinli. r —t da esa bu ifoda nolga intiladi. U holda (16)
formulada t —+0 da limitga- o’tamiz, natijada

lim uo(x,t) —0
t—+o0 4

tenglikka ega bo’lamiz.
3°. Xuddi yuqoridagi kabi

uz(x,t) = -a j f2(r)GNx,t;1,r)dT
0

funksiya issiglik targalish tenglamasini ganoatlantirishini hamda bu
funksiya uchun quyidagi

AHTAN N3N AN) = 0, vx £ (0,1);
lim Us(x,t) = Q VEG(O0,T];
X —y+0

xlrlrlOU$(X’t) — L2{t), Vt £ (0,T]

tengliklarning o’rinli ekanligini ko’rsatish mumkin.
4°. Endi ux(x,t) funksiyani garaymiz: ixtiyoriy (x,t) € Q NEF
bo’lsin. U holda

udt - a2uAxx = lim f f(£,t)G(x,t\£,t)dE£+
r-*tj

+j drj f(H,T)(Gt~a2GxxyZ

(0] 0
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bo’ladi. Grin funksiyasining xossasiga asosan yugoridagi ifodaning
ikkinnhi go’shiluvchisi nolga teng va natijada

vat  a \/i4xx—ITir,r\ltJI f LEC7(X t, t)d»

ega bo’lamiz. (14) formulani e’tiborga olib,
|

uy o Uixx — lim 1 tHE(X, t,
T->tJ

f o
+ lim / ~2 'E(Xx,t-,£ + 2nl,t) - E(x,t',-£+ 2nl,t) <'e-
T~ 1 Wi=-00

ifodani olamiz. Bu ifodadan E(x,t;£,r) funksiyaning 3° va 4°
xossalariga ko'ra V (x, t) € Q NMEF bo’lganda

Ust A Udxx = /(+*)0

kelib chigadi.
Endi t > 0 bo’lsin. U holda (7) va (14) formulalarga asosan

lim ~u ~Ax, £) = JerNQ,t)X
0 0

7o)
E soterano- 06 + 20

tenglik o’rinli bo’ladi. Xuddi shu kabi t > 0 da

lim Ua(x,t) —0
x-*1-0

ekanligini ko’rsatish mumkin.
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Ma’lumki, Vie (Q,QvaW e (0,T) da .
J f(iiT)G(x, t; £, r)dE
funksiya uzluksiz ekanligidan

lim ua(x, t) — lim /er f(E, T)G(x,t-,t,T)dE = O
*+0 4 t—=+0J

bo’ladi.

Yuisbotlanganlarni va </20 = 7i(O), p@ = /2(0) tengliklarni
inobatga, olsak, (12) formula, bilan aniglangan u(x,t) funksiya (1)
issiglik targalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy masalaning
barcha shartlarini ganoatlantirishi kelib chigadi.

Shu bilan teorema isbotlandi.

IZOH. Issiglik tarqalish tenglamasi uchun har xil sohalarda
ikkinchi, uchinchi boshlang’ich-chegaraviy masalalar hamda turli
noklassik masalalarning qo'yilishi va ularning yechish usullari [22]
o’'quv go’llanmada batafsil bayon gilingan.
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Nazorat uchun savollar

1 Qanday fizikaviy masalalar parabolik tipdagi tenglamalar
orgali ifodalanadi?

2. Issiglik targalish tenglamasida w va uxx hosilalar ganday fizik
ma‘hoga ega?

3. Parabolik tenglama uchun asosiy chegaraviy masalalar
ganday qo'yiladi?

4. Birinchi chegaraviy masalaning korrektligi hagida nima
deyish mumkin?

5. Parabolik tipdagi tenglama uchun Koshi masalasi ganday
go'yiladi?

6. Koshi masalasi yechimining mavjudligi ganday isbotlanadi va
yechimning ko‘rinishi qanday ifodalanadi?

7. lIssiglik tarqalish tenglamasi uchun Koshi masalasi
yechimining yagonaligi qanday isbotlanadi?

8. Koshi masalasi uchun ekstremum prinsipi ganday
qo'llaniladi?

9. Qanday usullarda Koslii masalasi yechimining mavjudligi
isbotlanadi?

10. Issiklik tarkalish tenglamasi uchun Koshi masalasi
yechimining mavjudligini isbotlashda Fur’e usuli ganday go‘llanildi?

11. Issiglik targalish tenglamasi uchun maksimum prinsipi
ganday ifodalanadi?

12. Ekstremum prinsipidan ganday xossalar kelib chigqadi?

13. Parabolik tipdagi tenglama echimming silligligi hagida nima
deyish mumkin?

14. Chegaraviy shartlarning qanday turlari bor?

15. Fundamental echim ganday fizikaviy xossa.ga ega?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

4.1. Yon sirti issiglik o‘tkazmaydigan birlik uzunlikdagi ste
berilgan bo‘lsin. Agar sterjenning uchlaridagi harorati nolga teng va
uning boshlang'ich temperaturasi u(x,0) = (p(x) = x(l - x) bo'lsa, u

holda sterjenda issiglikning u(x,t) tarqalishini aniglang.
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4.2. Ushbu u, — a2uxx tenglamaning 0 < x < I, t > O sohada
2w
quyidagi boshlang‘ieh u(x, 0) = sin—— va bir jinsli chegaraviy shart-
larni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
4.3. Ushbu ut — a2uxx tenglamaning O < x < I, t > 0 sohada

quyidagi
n(xk,0) = 0< x <1

boshlang‘ich va
u(0,t) = ux(l,t) = 0, t>0

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.
4.4. Ushbu w, = a2uxx tenglamaning 0 < x < I, t > 0 sohada

quyidagi
u(x,0) = Ax, O<x <

boshlang‘ich va
u(o,t) = u(l,t) = 0, t> 0,

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.
4.5 Ushbu ut = a2uxx + f(x) tenglamaning 0 < x < I, t > O
sohada aniglangan uzluksiz va quyidagi

u(x, 0) = A(l —x), O< x< 1
boshlang'ich hamda
ux(0,t) = a. u(l,t)— @, £>0,

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
4.6 Ushbu u = a2uxx —O0v, tenglamaning O < x < I, t > O
sohada aniglangan uzluksiz va quyidagi

u(x, 0) = <p(x), 0<x <1
boshlang'ich hamda
ux(0,t) = 0, ux(l,t) — 0, t> 0,

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
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4.7. Issiglik targalish tenglamasi uchun qo'yilgan quyidagi Koshi
masalalarini yeching.

1. W —uxx, u—00< x < +00, t> O;

u(x, 0) ~ sinlx, —00< x < 4-o0.
2. = uxx, -00<x< +00, t> 0;
u(x,0) = e2x-x\ —00 < x < 4-00.

2. 4ut= ©okx, —00< x < +00, t> O;

«(*,0) "e2x-*2, —00 < x < 4-00.

3. ~~sin —00< x < 400, t> O
u(x, 0) = e~x , —00< x < 4-00.

4. U Wx 3F, —00< x < 4-00, t> O
-u(@;,0) = sinz, —00 < x < 4-00.

5 Vt—IlIxx Uyy, —00< x,y < 4-00, t> O;
u(x,y,0) = sinlixsinhy, —00 < x,y < + 00.

6. Uf —uxx4"Uyy, -00 < x,y < 4-co, t> O;

u(x,y, 0) = sinlyx 4-coshy, —oo<x,y< 4-00.

4.8. Ushbu w = a2uxx tenglamaning x > 0, t > 0 sohada
aniglangan uzluksiz va quyidagi

u(x, 0) = H1), xg~eqO

boshlanglich hamda
u(0,t) = 0, £>0,

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
4.9. Ushbu u, = a2uxx —hu tenglamaning x > 0O, t > 0 sohada
aniglangan uzluksiz va quyidagi

u(x, 0) = Xg‘eq0
boshlang‘ich hamda

ux(0,t) = 0, t> O,
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chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
4.10. Faraz gilaylik, f(x,t) € C2(tg‘eq0) va Vtg‘eqO d
argument bo'yicha garmonik bo‘lsin. Agar

t
u(x, t)J f{x,T)dr

(0]

bo'lsa, u holda u(a:, t) funksiya ushbu
ut = a2Au + f(x,t); uj(=o = 0

Koshi masalasining yechimi ekanligini isbotlang.



V BOB
ELLIPTIK TIPDAGI TENGLAMALAR

Elliptik tipdagi tenglamalarga asosan statsionar holatdagi,
ya’'ni vaqt o'tishi bilan o'zgarmaydigan fizik jarayonlarni o‘rganish
masalalari keltiriladi. Eng sodda elliptik tipdagi tenglama sifatida

n v ' d*u n
=+ 1

Laplas tenglamasini garaymiz. Bu tenglama yechimining asosiy
xossalari erkli o‘zgaruvchilar soni n ga bog‘lig emas.

Shuning uchun qo‘llanmada n — 2 bo'lgan holni garaymiz,
zarur joylarda n > 2 bo'lganda asosiy ta'rif va tusliunchalarning
farqini tushuntirib o'tamiz.

22—8. Elliptik tenglamalar hagida umumiy ma’lumotlar

Faraz gilaylik, Rn evklid fazosida biror S sirt bilan chegaralan-
gan sohani D deb belgilaylik. Bu sohada quyidagi
n n
Lu=Y~ ar x)Q~-. + 1] +°M U= w
i,j~-1 % 3 i—1 *
chizigli xususiy hosilali differensial tenglamani garaylik. Bu yerda
dij(x), b{(x), c(x) tenglamaning koeffitsiyentlari, fix) esa uning ozod
hadi deyiladi.
Agar (1) tenglamada f(x) = 0 bo‘lsa, u holda berilgan tenglama
bir jinsli, aks holda bir jinsli bo‘Imagan tenglama deyiladi.
D sohadan biror ixtiyoriy xo = (xj°\ xi°\ m. m Xn') nuqta
olamiz va bu nuqtada (1) tenglamaga mos ushbu
n
Q(A) = Q(Ab A2,..., A,) = aij(x)Xt\i, (2)
* j=i
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kvadratik forma tuzamiz, A-, (r = 1,2,..., n) haqiqgiy o‘zgaruvchilar.

1-ta'rif. Agar (2) kvadratik formaning ishorasi xO € D
nugtada musbat yoki manfiy aniglangan bo‘lsa, u holda (1) tenglama
shu nugtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar D sohaning har bir nuqgtasida (1) tenglama elliptik bo‘lsa,
u holda bu tenglama D sohada elliptik tenglama deyiladi.

2—ta’RIF. Agar noldan fargli bo'lgan bir xil ishorali K\ va kr
haqiqgiy sonlar mavjud bo‘lib, barcha x G D nugtalar uchun

n n n
E E X ~ Kl E)G (3)
r=1 ] ) *=1
tengsizlik bajarilsa, u holda (1) tenglama D sohada tekis elliptik
tenglama deyiladi.

Qaralayotgan tenglamaning tekis elliptikligi. oddiy elliptiklik
shartiga qaraganda umumiyroq, chunki tekis elliptik bo‘lishidan
garalayotgan tenglamaning elliptik tenglama ekanligi kelib chigadi,
aksinchasi noto‘g‘ri.

l—misol. Ushbu

.n
Au=E ~ 2=0" nn 2 (4)
1 *

Laplas tenglamasini qaraylik. Bunda = 0, agar i ¢p j bo’lsa va
aij = 1, agar i = j bo'lsa. T3 holda (4) tenglamaga mos kvadratik

forma n
Q(Ai,A2,...,An) = "Af, (5)

i~1

bo'ladi. Demak, (4) tenglama butun R n fazoda elliptik tipga tegish-
li, chunki (5) kvadratik forma A 6 Rn\{\ = 0} bo‘lganda mus-
bat aniglangan. Laplas tenglamasining R n fazoda tekis elliptik tipga
tegishli bo'lishi (3) tengsizlikdan kelib chigadi.
Bunda ko = 1, f¢j = 1yoki ko = -, fci = 1 deb tanlab olish kifoya.
z

2-MISOL. xOy tekislikdagi biror D C R2y sohada quyidagi

ikkinchi tartibli xususiy hosilali

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy = f{x, y, u, ux, uy) (6)
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differensial tenglamani garaylik.
Bu tenglamaga mos kvadratik forma

Q(Ai, N2) = aA2+ 26AIA2 + cA|, )

ko‘rinishda bo‘ladi.

Agar 5 — b2 —ac < 0, bo'lsa, u holda (7) kvadratik formaning
ishorasi aniglangan bo‘ladi va D sohaning d < O bo'lgan barcha
nuqtalarida (6) tenglama elliptik tipdagi tenglama deyiladi.

3—misol. Quyidagi

y~xx “f' My —0

tenglama Trikomi tenglamasi deyiladi. Bu tenglama y > 0 da elliptik
tipga tegishli bo'‘ladi, chunki S — b2 —ac = —y. Lekin qaralayotgan
D sohada Trikomi tenglamasi tekis elliptik tenglama bo'lmaydi.

23—8. Garmonik funksiyalar

Rn evklid fazosida biror S sirt bilan chegaralangan sohani D
deb belgilaylik. Bu sohada quyidagi

= ° <4

Laplas tenglamasini qaraylik.

Demak bundan keyin n o‘lchovli fazoning x nuqtasi deganda
koordinatalari x\,x2,...,xn bo'lgan x — (x\bXz,.. m xn) nugtani
tushunamiz.

l—a’'rif.Agar u(x) = u(xi,x2,*- xn) chekli D sohada barcha
argumentlari bo‘yicha ikki marta uzluksiz hosilaga ega bo'lgan va (1)
Laplas tenglamasini ganoatlantirsa, u holda bu funksiya D sohada
garmonik funksiya deyiladi, ya’'ni

u(x) e C2(D) va A«(s) =0, Vx e D.
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2-ta’'rif. Agar u(z) funksiya cheksiz D sohaning koordinat
boshidan chekli masofada yotgan har bir x nuqgtasida garmonik bo‘lib,
yetarlicha katta Y\ nuqgtalar uchun

IM(>Y! — Kkjn-25 Ne

tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda u(x) funksiya cheksiz D sohada
garmonik deyiladi. Bu yerda n fazoning o'lchovi, C -biror o'zgarmas
son, X| = y/x\ + L + eee+ x/.
Ikki o‘lchovli cheksiz sohada garmonik bo‘lgan funksiya (2)
tengsizlikka asosan cheksizlikda chegaralangan bo'lishi kerak.
1-misol. Ushbu

u(xi, X2,..., xn) = N aiXi+ b

chiziqgli funksiya ixtiyoriy D C R n sohada garmonik funksiya bo‘ladi,
chunki

du d2u
— = ai va ~0-2 =
oxXi dxf

2-misol. Ikki olchovli (x,y) tekislikda ushbu

u(x,y) = FH-) =  —5, z-x Ty,
\z Xr + yr
funksiya (0,0) nugtani o'z ichiga olmagan ixtiyoriy sohada garmonik
bo‘ladi.
Hagigatdan ham u(x, y) funksiya yordamida

4x,99=JIm (i)=-iT"r,

funksiyani qurish mumkin. Koshi-Riman shartlariga ko‘ra u(x,y)
funksiyaning garmonik ekanligini ko‘rsatish qiyin emas.

3-MISOL. Ikki argumenth u(x,y) - x2 + y2 funksiya
garmonik bo'Imaydi. Chunki bu funksiya Laplas tenglamasini
ganoatlantirmaydi, ya’'ni tekislikning ixtiyoriy nuqt?.sida

Au(x,y) = A(x2+y2 —4pO0
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bo‘ladi.

4-misol. Ikki argumentli u(x,y) = x2 —y2 funksiya ixtiyoriy
chekli sohada garmonik bo‘ladi.

Chunki bu funksiya Laplas tenglamasini ganoatlantiradi, ya'ni
tekisLikning ixtiyoriy nuqtasida ushbu

Au(x,y) = A(x2—y2 = 2—2= 0.
tenglik o‘rinli bo'ladi.
Agar biror D sohada iti(ar), u2(x),..., un(x) funksiyalar

garmonik bo'lsa, u holda Laplas tenglamasining bir jinsli va chiziqgli
ekanligidan bu funksiyalarning

a\Ui(x) + o2U2{x) + ... + anun(x), w, = const

chizigli kombinatsiyasi ham garmonik funksiya boiishi kelib chigadi.
Agar u(x) funksiya biror D sohada garmonik bo'lsa, u holda

u(ax + b) = u(ax\ + b\,ax2 + b2,..., axn+ bn)
funksiya ham D sohada garmonik funksiya bo‘ladi.
Bunda a, bi, (i = |. n) haqiqiy o‘zgarmaslar.
Hagigatdan ham,

y = ax + b= (axi + b\,ax2+ b2,..., axn + bn)

almashtirish kiritamiz va yangi o‘zgaruvchilar bo'yicha u(x)
funksiyaning xususiy hosilalarini topib, (1) tenglamaga go‘yamiz.
Natijada

hosil bo‘ladi.



24~% Fundamental yechim 231

24-8. Laplas tenglamasining fundamental yechimi

Faraz qilaylik, (xty) va (£,17) ikki olchovli R2 tekislikdan
olingan fiksirlangan nugtalar va ular orasidagi masofa r2= (x —£)2 +
(V ~ )2 bo'lsin.

Ushbu

®,y,~'n) =ln“> r2=(x-0 2+ (y-vf,

funksiya R 2 tekislikda (£,??) nugtani o‘z ichiga olmagan ixtiyoriy
sohada garmonik funksiya bo‘lishini ko‘rsataylik.

Shuni ta’kildash muximki, (£,??) nuqtani o‘z ichiga olmagan
ixtiyoriy sohada q(x, y;£, f) funksiya va uning ixtiyoriy tartibdagi
hosilasi uzluksiz bo'ladi.

Berilgan funksiyaning hosilasini hisoblash uchun uni quyidagi

1 1
q(x,y) =ln- = ~2Inr2’

ko'rinishda yozib olamiz.
Bu funksiyaning xususiy hosilalarini olaylik

a _ = _£~j.
2r21 )x r2 '’

/m N 12(»- 2
— \Qx)x — I’JZ [ o (»r4Q

Xuddi shu kabi berilgan funksiyaning y bo'yicha ikkinchi tartibli

hosilasini olamiz
1 , 2fa-T?)2
r2 + ra

Endi ohngan w va uyy hosilalarni Laplas tenglamasiga qo'yamiz.
Natijada barcha (x,y) ® (£,1) nugtalarda

2 2(x —£)2+ 2(y —ij)2 _ 2 2,
Uxx + Uyy— r2 -r r4 r2 + r2

ayniyatni olamiz.
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Demak, g(x,y;€,-rj) = In; funksiya R? tekislikning barcha

(x,y) @ (£, rj) nugtalarida garmonik funksiya bo'lar ekan.

Endi Rn fazoda Laplas tenglamasining fundamental yechimini
keltiramiz.

Faraz gilaylik, PJ1, nglegz fazoda ikkita x — (xi,x2,..., xn) va
£ ~ (Ei>"2>mme>in) nugtalari bo'lsin. Ular orasidagi masofani

deb belgilaylik. Ushbu

VOG0 g N> 3 (3)

funksiya har gqanday x ¢ £ nuqtada garmonik funksiya ekanligini
ko'rsatish giyin emas.

Bu funksiya £ nuqtani o‘z ichiga olmagan har ganday sohada x
bo'yicha Laplas tenglamasini ganoatlantiradi. Hagigatan ham,

dv n~2dr _  (n~ 2(xk - CK
dxk dxk

dv ~ n- 2 n(n- 2)(xft- Cig2
o2 rn r-n+2
n- 2 /n(xk- £%2

Bundan

fc=i

ekani kelib chigadi.
Endi (3) funksiya (2) shartni ham qanoatlantirishini
ko'rsataylik. r — [x —£\g'e\\ — Jf] bo'lishi ravshan. Yetarlicha
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katta WA lar uchun W\ > 2J£] deb olishimiz mumkin. U holda
H < in| bo‘ladi, bundan esa r > -|x| kezlib chigadi. Natijada (3)
formulaga asosan

/ & "2

tengsizlik hosil bo‘ladi. Bundan esa v(x,£) funksiyaning cheksiz
sohada ham garmonik bo‘lishi kelib chigadi.

Yugorida ko'rilgan q(x,y;£,r]) va v(x,£) funksiyalar Laplas
tenglamasining fundamental yechimi deyiladi.

Bu funksiyalarning muhim tomoni shundaki, agar r — 00
bo‘lsa, bu funksiyalar cheksizlikka intiladi.

Laplas tenglamasining fundamental yechimi n — 2 bo‘lgan
holda logarifmik maxsuslikka ega, n > 2 bollganda esa darajali
maxsuslikka ega deyiladi.

Tkki o‘lchovli R2 tekislikda konform akslantirishlar Laplas
tenglamasini o‘zini o‘ziga akslantiradi.

Faraz qilaylik, z — z(C) = + «/(£, rj) golomorf funksiya C
tekisligidagi D sohani z tekisligidagi fi sohaga konform akslantirsin.
fi sohada u(x,y) funksiya garmonik bo‘lsin. U holda u(f,7) =
u(x(~,rj),y(£,rf)) funksiya D sohada garmonik funksiya bo'ladi. Buni
isbotlash uchun

" d2u d2u
N2 +N2

hosilalarni hisoblaymiz. Buning uchun
- UXXE 4-nyy$;, tf] ~ 'dj/Xr]  riyyn,

va
uxxx™ "f 2uxyXfjjr FUyyldt b axx~ ~btiyijth,

YA ~ YXXEL  2uxyXnyn ' MyUrj i “F HyYTy

Oxirgi ifodalarni go‘shamiz. Bunda x(~,rj) va y(£, «) funksiyalar z(£)
analitik funksiyaning hagiqiy va mavhum qgismlari bo’lgani uchun x y
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funksiyalar £ va 1j bolyicha garmonik va ular Koshi Riman tenglamasi
bilan bog‘langan. Quyidagi munosabatlar o'rinli, ya’'ni

dx dy dx dy
. ANX = A,; = O
<E dr)' drj ~de
Bundan
A™Nu - Azu - \z (Q\2A zu
(1) 41
bo'ladi. Bu erda
d2u d2u
zU ~ dx2 + dy2*
Oxirgi tenglikdan ko‘rinadiki, agar Azu = 0 bo'lsa, undan
A zu — 0 bo'lishi kelib chigar ekan. Demak, konform akslantirishlar
n = 2 da garmonik funksiyani yana garmonik funksiyaga o‘tkazar

ekan.

Ixtiyoriy n > 2 bo‘lganda garmonik funksiyani yana garmonik
funksiyaga akslantiruvchi akslantirish mavjud, bunday almashtirish
Kelvin almashtirishi deyiladi. Buni biz keying! paragrafda o‘rganamiz.

25-8. Kelvin teoremasi

Faraz qilaylik, u(x) funksiya Rn fazoda garmonik bo'lsin. Rn
fazoni biror tekislikka nisbatan simmetrik akslantirsak, u holda u(x)
funksiya garmoniklik xossasini saglaydi.

Markazi Xqg — O nuqtada bo‘lgan R radiusli sfera Sr bo'lsin.
Agar x va £ nuqtalar sfera markazidan o‘tuvchi xxq nurda yotib, bu
nuqtalar uchun quyidagi

R2
e = *7iT> r2= X2+X2+ .,. + X8 = X\ (1)

yoki koordinatalari bilan
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munosabatlar o‘rinli bo‘lsa, u holda (1) tenglik Sr sferaga nisbatan

inversiya deb ataladi.
Bu holda x va £ nuqtalar garmonik go'shma yoki simmetrik

nugtalar deyiladi. (1) tenglikka asosan
N = R2 (2)

tenglik o‘rinli bo'ladi.

Umuman olganda ng‘eq2 bo'lganda inversiya almashtirishi
natijasida funksiyaning garmoniklik xossasi saglanib golrnaydi. Misol
tarigasida n = 3 bo‘lgan holda ushbu

u(xi,x2,x3) = (3)

garmonik funksiyani garaylik. Bu funksiya | ¢ O nuqtada garmonik
bo'ladi. Birlik sferaga nisbatan

1
P2’

inversiya almashtirishi natijasida (3) funksiya
/\2/\ —P

ko‘rinishga keladi. Bu esa garmonik funksiya bo‘Imaydi.

Inversiya almashtirishining bu kamchiligini shu almashtirishdan
so‘ng funksiyani f?~n ga ko'paytirish natijasida bartaraf qilish
mumkin.

Buning uchun quyidagi teorema o‘rinli.

KELVIN TEOREMASI. Agar u(x) funksiya D sohada garmonik
bo'lsa, u holda

V(0 = -~=2U(jp) (4)

formula bilan aniglangan v(£) funksiya D' sohada garmonik bo'ladi.
Bu yerda D f soha D sohaga go‘shma boiib, u birlik sferaga
nisbatan inversiya natijasida hosil bo'ladi.
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Isbot. Faraz qilaylik, D sohaning ixtiyoriy nugtasi
X = (xi,x2,... ,xn)E’.va D' sohaning ixtiyoriy nuqtasi esa £ =
(Ei>£2,2)EN) 50 = i — 1,1 x nuqgtadan koordinata boshigacha
bo'lgan masofa r, £ nuqtadan koordinata boshigacha bo‘lgan masofa
esa p bo'lsin.

Bu nuqtalar uchun (2) formulaga asosan r mp = [X] «jf] = 1
tenglik o'rinli bo'ladi.

Quyidagi

Av(0 = rn+20«(x), (5)

tenglikning to‘g‘ri ekanligini isbotlaymiz.

Awal ushbu hosilani hisoblaylik:

(6)

U holda (3) formuladan

+/Tn = (2- n)J! - 232+ J3. (?)
Ux{ :

Endi (6) formula, asosida (7) ifodaning olng tomonidagi
funksiyalarning & bo'yicha hosilalarini topamiz:
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K—l m=I N
-(n+» , ~ E ~ b+, - E N
~ u 2E _£ .4 (& )y |1 ~ &+
fc:=1m:|

du

dxi
di3 _ N2 du+0-n~JL ( =
fAdx k\dxi)d£i

-np-n~2i

V holda topilgan hosilalarga ko‘ra (5) formulanmg o'rinli ekanligi kelib

chiqadi, ya’'ni
" ap " dJ2 A dJ3
A.(£)=(2-n)g — -29 — +g " -_
= -(2 - n)np~nu(x) + (2 - n)p~nu(x)~
-(2 -n2P— 2g ~ 4 + (2- FE || frf
+2(r>+ 2)p-"-Jg N - 2NN E &+
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n n~4 Vv " ®2u /- A -n 2K~~d2u n+2 A / X

" 2E & 5 N " +2AH»W.

Shunday qilib, (5) tenglikning to‘g‘ri ekanligi isbotlandi.

Demak, (4) funksiya p ¢ O bo'lganda D' sohada garmonik
funksiya bo'lar ekan.

Izoh. (4) funksiyaning ixtiyoriy R radiusli Sr sferaga nisbatan

inversiyasi

ko‘rinishda bo‘ladi.

Kelvin teoremasidan foydalanib, odatda garmonik funksiyaning
cheksiz uzoglashgan nuqta atrofidagi ta’rifi beriladi.

Ta’'RIF. Agar

2V "2 (x)

funksiya p — 0 nuqtada Iimou(E) sifatida go‘shimcha aniglangan
p—

bo'lib, p = 0 nuqta atrofida garmonik bo‘lsa, u holda u(x) funksiya
cheksiz uzoglashgan nuqgta atrofida garmonik deyiladi.

Bu ta'rifga ko'ra t>(£) funksiyaning p — O nuqgta atrofida
chegaralangan ekanligi kelib chiqgadi.

Ushbu lemmani isbotsiz keltiramiz:

Lemma.Agar u(x) funksiya cheksiz uzoglashgan nuqta atrofida
garmonik bo‘lsa, u holda ushbu

arm(x) - A
ax{
du du A

ux) < A, < ,
[utg axi ¥ axe 2 ®)

tengsizliklar o'rinli bo‘ladi. Bu yerda A musbat o‘zgarmas son.
Yugoridagi (8) va (9) tengsizliklar garmonik funksiyaning cheksiz
uzoglashgan nuqgtada regulyarlik sharti ham deb yuritiladi.
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26-8. Garmonik funksiyalar uchun ekstremum prinsipi

Bu paragrafda garmonik funksiyalarning muhim xossalaridan
biri ekstremum prinsipini o‘rganamiz. Bu yerda talabalarni
ekstremum prinsipidan kelib chigadigan ayrim natijalar bilan
tanishtiramiz. Keyinchalik ekstremum prinsipidan foydalanib, Laplas
tenglamasi uchun Dirixle masalasi yechimining yagonaligi va turg’un-
ligini isbotlaymiz.

Faraz qilaylik, R" Evklid fazosida silliq S sirt bilan chegaralan-
gan soha D bo‘lsin, yanibD ¢ Bn,D =D US.

1-TEOREMA. Agar u(x) funksiya chekli D sohada garmonik,
yopig D sohada uzluksiz va o'zgarmasdan farqgli bo'lsa, u holda bu
funksiya D sohaning ichki nugtalarida o‘zining eng katta va eng kichik
giymatiga erishmaydi, ya’'ni bu funksiya o'zining eng katta va eng
kichik giymatiga D sohaning S chegarasida erishadi.

Isbot. Faraz qilaylik, m aiu (i) = m, m&xu(x) = M bo'lsin
va u(x) funksiya D sohaning ichki nuqgtalarida rn dan katta giymatga
erishsin. U holda D sohada shunday xo nugta topiladiki, bu nuqtada
u(xo) = M, M > m bo'ladi.

Quyidagi ko'rinishda

(1)

yordamchi funksiya kiritamiz. Bu erda r = p(x,x0) ikkita x va xq
nuqtalar orasidagi masofa,

d esa D sohaning diametri, ya'ni D soha nuqtalari orasidagi maksimal
masofa. Agar D soha chekli bo'lsa, u holda d chekli musbat son bo'lib,
ixtiyoriy x € D uchun r < d bo'ladi.

Shuni ta’kidlashimiz mumkinki,

1) v(xg) = u(x0) = M, bunda r =0, yani x = xq\

M - m 9 M —m
2) v(x)\s = u(x)\s + rr s-m+ — 2— =
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Shunday qilib, r>(K) funksiya ham D sohada xuddi u(x) funksiya
kabi xossalarga ega, ya’'ni v(x) funksiya D sohaning ichki x,q nuqtasida
M giymatni qabul giladi va sohaning S chegarasida M dan kichik
giymatga ega. Demak, v(x) funksiya maksimum giymatga D sohaning
ichki £ = {Cii s25*=--sn) nugqtalarida erishishi mumkin. U holda bu
nuqgtada ekstremumning zaruriy shartiga ko‘ra ushbu

dv dav

dxi ,_g dx?

ifodalarga ega bo'lamiz. Bundan v(x) funksiya uchun Laplas
operatorining x = £ nuqtadagi giymati

n , N n 24 n (2)
A»M =E gS £0.
- r
bo'ladi.
Ikkinchi tomondan (1) tenglikka asosan

ekanligini inobatga olsak, x = £ nuqtada
,ﬂ,l’/(éT)\: AI (u&)\+ M _ml ro

= )+ Vs o= YA T o
tengsizlikni olamiz. Bu esa (2) tengsizlikka zid.

Bu ziddiyat garmonik funksiya o'zining maksimum giymatiga
sohaning ichki nugtalarida erishishini isbotlaydi. Xuddi shunga
o‘xshash minimum bo'lgan hoi isbotlanadi.

l-1temma. Agar u(x) funksiya D sohada garmonik. yopiq D
sohada uzluksiz va eng katta (eng kichik) giymatiga D sohaning ichki
nugtalarida erishsa, u holda bu funksiya o‘zga,rmasdir.
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Isbot. Faraz gilaylik, ixtiyoriy x £ D bo‘lganda u(x) @® const
bo'lsin. U holda 1-teoremaga asosan u(x) funksiya o'zining eng katta
giymatiga D sohaning S chegarasida erishadi. Bu esa u(x) = const
shartga zid.

Yugorida isbotlangan 1-teorema va 1-natijaga asosan quyidagi
kuchsiz ekstremum prinsipi o‘rinli.

2-LEMMA. Chekli D sohada garmonik, yopig D sohada uzluksiz
bo‘lgan u{x) funksiya o'zining eng katta va eng kichik gqiymatiga D
sohaning S chegarasida erishadi.

Haqgigatdan ham, agar yopig D sohada u(x) ® const bo'‘lsa,
u holda 1-teoremaga ko‘ra bu funksiya eng katta va eng Kkichik
giymatiga fagat D sohaning S chegarasida erishadi. Agar yopiq D
sohada u(x) = const bo'lsa, u holda u(x) funksiya eng katta (eng
kichik) giymatga yopig D sohaning ixtiyoriy nugtasida, xususan S
chegarada ham erishadi.

3-1emma. Agar u(x) funksiya D sohada garmonik, yopiq D
sohada uzluksiz va D sohaning S chegarasida u(x) > Obo'‘lsa, u holda
yopiq D sohada u(x) > O bo'‘ladi,

Isbot. Faraz qilaylik, D sohada shunday x' G D nuqta
mavjudki, bu nuqtada u(x') < 0 bo‘lsin. U holda u(x) funksiya
D sohada etaiiicha kichik manfiy giymatga sohaning S chegarasida
erishadi. Bu esa D sohaning S chegarasida u(x) > 0 bo'lsin d'egan
shartga zid.

4-LEMMA. (Taqqoslash xossasi) Agar u(x) va>v(x) funksiyalar
D sohada garmonik, yopig D sohada uzluksiz va S chegarada u(x) >
v(x) bo'lsa, u holda ixtiyoriy x € D uchun u(x) > v(x) bo'ladi.

Isbot. Bu natijani isbotlash uchun quyidagi w(x) =
u(x) — v(x) ayirmani garaymiz. Bu ayirma 3-natijaning shartlarini
ganoatlantiradi. U holda x € D bo'lganda w(x) > O yoki u(x) > v(x)
ekanligi kelib chigadi.

5-LEMMA. Agar u(x) funksiya D sohada garmonik va yopiq D
sohada uzluksiz bo'lsa,, u holda ixtiyoriy x £ D uchun quyidagi a)

minu(x) < u{x) < maxu(x):

b) \u(x)\ < max |w@)]. tengsizliklar o'rinli bo'ladi.



242 V bob. Elliptik tipdagi tenglamalar

6-LEMMA. Agar D soxada garmonik va yopiq D sohada uzluksiz
funksiyalar ketma-ketligi sohaning S chegarasida tekis yaginlashuvchi
bo‘lsa, u holda bu funksiyalar ketma-ketligi yopiq D sohada tekis
yaqginlashuvchi bo'ladi.

ISBOT. Faraz qilaylik, un(x) € C (D) garmonik funksiyalar
ketma-ketligi bo‘lib, bular uchun un(x)\s = fn(x) o'rinli bo'lsin.
Lemma shartiga ko‘ra uzluksiz fn(x) funksiyalar ketma-ketligi S
sohada tekis yaginlashuvchi, u holda Koshi alomat-iga asosan ixtiyoriy
e > Obolganda shunday no € N son mavjud bo'‘lsaki, barchax € S va
barcha n,m > w lar uchun Fn(x) - fm(x)] < £ tengsizlik bajariladi,
bu yerda n,m 6 N.

Endi garmonik funksiyalarning quyidagi un(x) — um(x)
ayirmasini garaylik, bu ayirma uchun

= Un{x) - um(X) = fn(x) - frn(x)
s s s
tenglik o'rinli.
Yuqorida keltirilgan 5-lemmaga ko'ra ixtiyoriy x G D va barcha
n,m > no lar uchun

I, (*) - um{x)\ < max wun(x) - um{x)] < max]/n(x) - fm(x)\ < £

bo'ladi. Domak, uJyx) germonik funksiyalar ketma-ketligi uchun
yopiq D sohada Koshi alomati o‘rinli, bundan esa un(x) ketma-ket-
likning shu sohada tekis yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

Puasson tenglamasi uchun gat’iy ekstremum prinsipini
isbotlaymiz.

2—TEOREMA. Agar u(x) € C(D) fl C2(D) va ixtiyoriy x £ D
uchun Au{x) = g(x) bo‘lib, g(x) > 0(< 0) bo‘lsa, u holda u(x)
funksiya o‘zining eng katta (eng kich’k) giymatiga D sohaning ichki
nugqtalarida erishmaydi. Bu u(x) funksiya o‘zinmg eng katta (eng
kichik) giymatga D sohaning S chegarasida erishadi.

ISBOT. Faraz gilaylik. u(x) funksiya D sohaning ichki nuqtacida
maksimumga erishsin, ya'ni D sohada shunday xq nuqgta mavjudki,
bu nuqtada u(xo0) = maxu(x) bo'lsin. U holda shu nugtada
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ekstremumning zaruriy shartiga asosan

d2u(x0) ,, n
~a~7TI

bo'ladi. Bu esa Au(xq) = a{w) > O shartga zid. Bu ziddiyat esa
2-teoremani isbotlaydi.

7-LEMMA. Agar u(x) € C(D) NC2(D), ixtiyoriy x € D uchun
Au(x) = g(x) bo'lib, g(x) > 0(< 0) va s chegarada u(x) < 0(> 0)
bo'lsa, u holda D sohada u(x) <0 (> 0) bo'ladi.

27-8. Grin formulalari

Ushbu paragrafda garmonik funksiyalar uchun Grin formulalari
va undan kelib chiqadigan garmonik funksiyaning sodda xossalarini
keltiramiz. Shu bilan birga C 2 sinfdagi va garmonik funksiyaning
integral ifodasini keltirib chigaramiz.

xO0y tekisligida bo'lakli sillig S egri chiziq bilan chegaralangan
soha D e i?2 bo'lib, unda C~D) N c2(D) sinfga tegishli bo'lgan
u(x,y) va v{x,y) funksiyalar berilgan bo'lsin. D sohaning S
chegarasiga- o'tkazilgan tashqgi normalni n deb belgilaymiz. D = DUS.

Qaralayotgan D sohada ushbu ayniyatlar o'rinli:

VAU = (vux)x T {vuy)y - (vxux + VyUy);

VAU = (Vux - vxu)x+ (vuy —vyu)y + uAv,

d2 d2
bu yerda O = - Laplas operatori. Bu ayniyatlarni D

sohada integrallaymiz va Gauss-Ostrogradskiy formulasini go'llab,
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formulalarga ega bo'lamiz. Bu formulalar mos ravishda birinchi va
ikkinchi Grin formulalari deyiladi.

Agar bu formulalarda u(x, y) va v(x,y) funksiyalar D sohada
garmonik bo'‘lsa, u holda (1) va (2) formulalar ushbu

/ng ds, (3)

S

/ (« > - nm w

ko'rinishga keladi. Oxirgi hosil bo'lgan formulalardan garmonik
funksiyalarning sodda xossalari kelib chigadi.
1) Agar D sohada garmonik bo'lgan u{x,y) funksiya

u(x,y)eCcyb) va uQpKy)Js5=2=0

bo'lsa, u holda barcha. (x,y) € D uchun u(x,y) = O bo'ladi.
ISBOT. Haqgigatdan ham, (2) formulada u(x, y) = v(x, y) bo'lsa,
bundan

JJ (ug + Uy)dxdy = J (5)

D S
yoki
olyoly .
//<
D

tenglik kelib chigadi. Oxirgi tenglikdan barcha (x,y) € D uchun
ux = 0, uy — 0 bo'ladi. Bundan esa barcha (x,y) € S da u\s — 0
bo'lgani sababli va u(x,y) G C I1(D) ekanligidan u(x,y) = 0O bo'lishi
kelib chigadi.

2) Agar D sohada garmonik boigan u(x,y) funksiya

u{x,y) ECI(D) va —

bo‘lsa, u holda barcha (x, y) £ D uchun u(x, y) = const bo'ladi.
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Bu xossaning isboti barcha (x,y) G S da u\s — 0 bo'lgani sa-
babli, (5) tenglikdan kelib chigadi.

3) Agar u(x,y) funksiya D sohada garmonik va u(x,y)
C (D) bo‘lsa, u holda

bo'ladi.
Haqgigatdan ham, (4) formulada (x,y) G D uchun v(x,y) = 1
deb olsak,
aon |
hosil bo'ladi.

Endi Grin formulalaridan foydalanib, C2 sinfdagi va garmonik
funksiyalarning integral ifodalarini keltirib chigaramiz. Qaralayotgan
D sohaning o'zgaruvclii nugtasini (£,7?) deb belgilaymiz. u(£,T])) G
C D) Mc2D) bo'lsin. D sohaning ixtiyoriy (x,y) nugtasini markaz
gilib, e radiusli 6 doira chizamiz va uning chegarasi S£ bo'lsin. e
radiusni shunday kichik gilib olamizki, de doira to'la D sohada yotsin.
D z — D\5£ deb belgilaylik.

Ma’lumki, D,: sohada u(x,y) va v(x,y) funksiyalar GlI(De) N
C 2(D £) sinfga tegishli.

deb, D e sohada bu funksiyalarga ikkinchi Grin formulasini qo'llaymiz.
Natijada ushbu

InN-Aun—uln- jdrdg =
r r

S
(6)

tenglikni olamiz.
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Ma’lumki, In- Laplas tenglamasining fundamental eehimi
r

bo'lgani uchun AAIn%J\ = 0 bo'ladi. S£ sohaning S£ chegarasiga

o'tkazilgan tashqi n£ normal r radiusga garama-qarshi yo'nalganligi
uchun

d f.lnl
dnE\ r (7)
teng. u(x,y) funksiyaning  birinchi  tartibli hosilalarming
uzluksizligidan
du
max <C,
se dn,

bo'ladi, bu yerda C o'zgarmas £ ga bog'lig emas. Shuning uchun e —0
intilganda

1 du
%" ass b ' fp i* < C m2ix£ -In—- >0
I/ r dnF £5 dne - £

Se

bo'ladi.
(7) tenglikni hisobga olib, e radiusli aylanadan birlik aylanaga
o'tamiz, x —£ —ecoStp, y - Tj = esinp, ds£ — £ds\ natijada ushbu
d /. 1 . L .
u-— Iin- asf- u(x —ecosip y —£sinip)edsi = 2tw (x,y),
/ onE\ r)
Se SL
tenglikka ega bo'lamiz.
Endi (6) formulada e — O limitga o'tsak, Ds esa D ga intiladi,
uning o'ng tomonidagi ikkinchi integral ~2>kb(x, y) ga intiladi, ya’'ni
, 1du d f, 1\

lim dsf -2(X,Y).
e—O0

Natijada quyidagi
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1an 1
+ 21_'u' I/l—p' {Jﬂ— ds, (8)
br TON onv r

C 2 sinfdagi funksiyalarning integral ifodasi hosil bo‘ladi.
Agar u(x,y) funksiya D sohada garmonik bo'lsa, u holda bu
funksiyaning integral ifodasi (8) formuladan

X' V) =h J ds. ©)

ekanligi kelib chigadi.
Agar n > 3 boba, u holda C 2 sinfdagi funksiyalarning integral

U =vr—150F JJ A 0d4.
1 d& UI—( dfs. (10)

+
(n - 2)I5X] rn—2 dn\rn° 2

ifodasi

ko‘rinishda bo‘ladi.
Endi n — 3 bo‘lganda |5¢] = 4w ga teng bo‘ladi va C 2 sinfdagi
funksiyalarning integral ifodasi, ya'ni (10) formula

10u(O a
+ ( a des, (11)
47r/ r cn 8n\rJ

ko‘rinishga keladi.
Oxirgi (10) va (11) formulalardan garmonik funksiyaning
integral ifodasini giyinchiliksiz olish mumkin.
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28—8. Dirixle va Neyman masalalari.
Yagonalik teoremalari

Bir bu paragrafda elliptik tipdagi tenglamalar uchun asosiy
chegaraviy masalalar, Dirixle va Neyman masalalarni o‘rganamiz.
Bu masalalarni Laplas tenglamasi uchun yechimning yagonaligi va
turg'unligini isbotlaymiz.

Elliptik tipdagi tenglamalar odatda ikki xil chekli va cheksiz
sohalarda ovrganiladi. Har ikki holda ham garalayotgan sohaning
chegarasi chekU sondagi bo‘lakli sillig chiziglar (sfera)dan iborat,
deb faraz qilinadi. Ayrim hollarda elliptik tenglamalar yarim
chegaralangan sohalarda qaraladi. Bunday sohalarning chegarasi
cheksiz bo'lib, unga yarim tekislik, yarim fazo misol bo‘ladi.

Matematik fizika tenglamalari kursida elliptik tipdagi
tenglamalar uchun ikki xil chegaraviy masalalar, ichki va tashqi
masalalar o'rganiladi.

Agar noma’lum funksiyani chekli sohada,n topish talab qilinsa,
bunday chegaraviy masalaga ichki masala, agar bu funksiyani cheksiz
sohadan izlansa, u holda bunday chegaraviy masala tashqgi masala
deyiladi.

Faraz gilaylik, D C Rn bo'lakli silliq S sirt bilan chegaralangan
chekli soha, f(x) esa D sohada berilgan va uzluksiz funksiya bo'‘lsin.

Ushbu umumiy ko‘rinishdagi

r v / \ ®2u L'\ t \ it \ 71\
Lu =~ 27 t<xju=4Ax (1)
ij=1 1 i i=1 r
elliptik tipdagi tenglamani garaylik.
Dirixle masalasi. Elliptik tipdagi (1) tenglamaning chekli D
sohada aniglangan uzluksiz va quyidagi

u(x) € C(D)f] C2{D);

lim u(x) = <p(xo0), €e s, (2)
X-+X0

shartlarni ganoatlantiruvchi u(x) yechimini toping.
Bu yerda <p(xo) berilgan uzluksiz funksiya.
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Neyman MASALASI. Elliptik tipdagi (1) tenglamaning chekli
D sohada aniglangan, D U S uzluksiz va quyidagi

X-""XO

chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi u(x) yechimini toping.
Bu yerda xq G S, v esa S sirtga o'tkazilgan normal va d¢(xo)

berilgan uzluksiz funksiya.
Agar u(x) G CLDUS)f)C2(D) sinfga tegishli bo'lsin, deb talab
gilinsa, u holda (3) chegaraviy shartni

(30

ko‘rinishda yozish mumkin.
Agar (1) tenglamada a.ij(x) = Sij bo'lsa, u holda tenglamaning
bosh gismi Laplas operatoriga aylaiiadi va (1) tenglama

Lu = —Au(x) + bi(xX)uXi + c(x)u = f(x) (4)

ko'rinishga keladi. (3’) chegaraviy shart esa
— = (x0), Xa€ S, 5)

sodda ko'rinishni oladi.

Tashqi Dirixle va Neyman masalalarining mos ichki
masalalardan farqi shundaki, noma’lum funksiyadan p{ —* o0
da go'shimcha

}‘u@()) < -9t C = const > 0, (6)

shartning bajarilishi talab gilinadi.
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Yechimining yagonaligi hagidagi teoremalar

Bu vyerda Laplas tenglamasi uchun Dirixle va Neyman
masalalari yechimining yagonaligi hagidagi teoremalarni isbotlaymiz.

1-TEOREMA. Agar Laplas tenglamasi uchun ichki (tashqi)
Dirixle masalasining yechimi D sohada mavjud bo'lsa, u holda bu
yechim yagona bo’'ladi.

Isbot. 1) Faraz gilaylik, Laplas tenglamasi uchun ichki Dirixle
masalasi u (x) va U2(x) yechimlarga ega bo'lsin. Bu funksiyalarning
u(x) = v,i(x) —uw (x) ayirmasi uchun quyidagi

1) u{x) € c{D) M C 2D)-,
2) Au(x) = A(w(x) - n2(x)) = Aui(x) —Aw(x) = 0;

3 ux) = (
s \
shartlar o'rinli.
Demak, u(x) funksiya D sohada garmonik, yopiq D sohada
uzluksiz va u(x)\s = 0. Yugorida isbotlangan ekstremum prinsipiga
asosan bu funksiya minu(x) va maxu(x) sohaning S chegarasida

erishadi. D sohaning chegarasida esa u(x) = 0. U holda yopiq D
sohada u(x) = 0Obo‘ladi. Bundan w(x) s u2(x) ekanligi kelib chigadi.

2) Endi 1-teoremani tashki Dirixle masalasi uchun isbot
gilaylik. Buning uchun n > 2 bo'lgan holni garaymiz, Tashgi Dirixle
masalasining (6) shartiga asosan u(x) — w, (x)—un2(x) funksiya cheksiz
D sohada garmonik bo'ladi.

S sirtni markazi koordinata boshida sferasi Sr bo'lgan R
radiusli shar bilan o'raymiz va D r halgasimon sohada funksiyani
qaraylik.

Ma’'lumki, u(x)\s = 0, bundan tashqgari koordinata boshidan
etarlicha uzoqda bo'lgan nuqtalar uchun (6) shart o'rinli. Bundan
shar radiusi etarlicha katta bo'lganda, ya'ni Sr sferada

C
C = const > 0,

tengsizlik o'rinli bo'ladi.
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Ixtiyoriy e > 0 uchun R radiusni shunday tanlaymizki, natijada
CR2~n < e bo'lsin. Ekstremum prinsipiga asosan D r halgasimon
sohada u(x) funksiya o‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga,
yoki S da, yoki Sr da erishadi, lekin bu giymatlar modul jihatdan e
dan katta bo‘lmaydi.

Faraz qgilaylik, x cheksiz D sohaning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin.
R radiusni shunday tanlaymizki, natijada x nuqta D r da etadi va
|itX)[ < £ bo'ladi. e ixtiyoriy inusbat son bo'lgani uchun u(x) — 0 va
bundan w (x) = u2(x) ekanligi kelib chigadi,

Endi Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi yechimining
turg'unligini isbotlaylik.

2-TEOREMA. Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining
yechimi chegaraviy funksiyaga uzluksiz bog'liq bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, uw (x) funksiya (3)-(5) masalaning
ui(%)ls — chegaraviy shartni qganoatlantiruvchi yechimi,
u2(x) funksiya esa (3)-(5) masalaning U2(a;)ls = <2{x) shartni
ganoatlantiruvchi yechimi bo‘lsin. U holda tti(x) —u2(x) ayirma
garalayotgan masalaning

(W (x) - U2(x))\s - <PI(x) - ip2(x)

chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi yechimi bo'ladi.
Agar ixtiyoriy e > O0son va x G S uchun [<Mi(x) — (OK)[ < e
bo'lsa, u holda

jui(x) —u2(x)\ < max |«i(x) —u2(x)\ = max]y?i(x) —g2{x)\ < £
S S

tengsizlik o'rinli bo'ladi.

Bu Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi yechimining
turg'un ekanligini bildiradi.

Endi Laplas tenglamasi uchun Neyman masalasi yechimining
yagonaligini isbot qgilaylik.

Agar uix) GC D )n C 2(D) va S sillig sirt bo'lsa, u holda u(x)
funksiya S da to'g'ri normal hosilaga ega bo'ladi.
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Chekli D sohada ichki Neyman masalasini qaraylik, ya'ni

''u{x) eC D )n C 2{D);

( Au(x) = f(x), X € D;

3—TEOREMA. Agar Laplas tenglamasi uchun ichki Neyman
masalasi D sohada ikkita, yechimiga ega bo‘lsa, u holda bu yechimlar
bir—biridan o'zgarmasga farq qgiladi.

Isbot. Faraz gilaylik, (7) masala D sohada u\(x) va U2(x)
yechimlarga ega bo‘lsin. Ularning ayrimasi u(x) = U\(x)—U2{x) uchun

C)

munosabatlar o'rinli ekanligini ko'rsatish giyin emas. u(x) funksiyaga
D sohada Grin formulasini qo‘llaymiz. Natijada

tenglikka ega bo‘lamiz.

u(x) funksiyaga D sohada uzluksiz ekanligidan u yopiqg D da
chegaralangan bo'ladi va dufdv giymat (8) ga ko‘ra nolga tekis
yaginlashadi. (8) chegaraviy shartdan va (9) tenglikdan

ifodani olamiz. Oxirgi tenglikdan gn/axi = 0, i — 1,2,...,n va
bundan esa u(x) = const yoki w(x) = u-z{x) + c kelib chigadi.
Endi tashgi Neyman masalasini n > 2 bo'lgan holda garaylik.
4-tegrema, Agar Laplas tenglamasi uchun tashgi Neyman
masalasining yechimi D sohada mavjud bo'lsa, u holda bu yechim
yagona bo'ladi.
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Isbot. Faraz gilaylik, cheksiz D sohada Neyman masalasi wj(x)
va u2{x) yechimlarga ega bo'lsin. Ularning u(x) -- 111(2) —U2(x)
ayrimasi

"u(x) eC D )nC 2(D);

Au(x) = 0, X E D;
du(x) (10)
= 0, .To G 5;
dv
u(x) = 0{\x\2 n), X —>00,

munosabatlarni ganoatlantiradi.

Cheksiz D sohada yotuvchi va S sirtga parallel bo'lgan Sh sirtni
guramiz. Endi markazi koordinata boshida bo‘lgan Sh sirtni o'z ichiga
olgan R radiusli Sr sfera o'tkazamiz. D ~ soha Sr va Sh sirtlar bilan
chegaralangan va Dr esa S va Sr sirtlar bilan chegaralangan. D ~
soha chekli va unda u(x) G C2(D ~) bo‘lgani uchun Grin formulasini
go‘llash mumkin. Unga ko‘ra

J\] u(x) Au{x)dx = ~ [\] E(A:J dx+r

DE> D(V 1=1
f du , f du
+ / U-~dv / U ~dp

Sh Sr

bo'ladi. Oxirgi ayniyatda h —0 limitga o'tamiz va (10) munosabat-
larga asosan

Jr—li*‘ M dX:S! UA Cg (n>

tenglikka ega bo'lamiz. (10) shartlarga va u{x) funksiyaning D sohada
garmonik ekanligidan va etarlicha katta R uchun quyidagi

| C

rua:)] < Rn.2- C' = const > 0,
bEWV
j Cl
1An(x) . Ci = const > O,
\~1h7~ mfin-1 >

M=K
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tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Bu tengsizliklarga asosan (11) formulaning
o'ng tomoni uchun

f CCi|SK] CCilSi]

Sr

bahoni olamiz. Bunda n > 2 bo'lgani uchun 2 — oo da limitga
o'tamiz. Natijada

du\2 . f du CCASIi\
t— l'dx— lim /u— ds< hm - 0O =0
dxij

A/»ﬁ R—*ooSJr dv R-><x Rn |

tenglikka ega bo'lamiz.
du
Oxirgi tenglikdan — = 0 yoki u(x) = const kelib chigadi.
Masalaning shartiga ko'i-a u(x) funksiya cheksizlikda nolga intiladi.

Shuning uchun u(x) ~ 0 bo'ladi. Bundan esa w(x) = Uz2{x) ekanligi
kelib chigadi.

29—8. Doira uchun Dirixle masalasi.
Puasson formulasi

Bu paragrafda yuqorida keltirilgan Dirixle masalasi yechimining
mavjudligini n = 2 bo'lganda, ya'ni tekislikda o'zgaruvchilarni
ajratish usuli bilan isbotlaymiz. SHu bilan birga ixtiyoriy radiusli
doirada Dirixle masalasi yechimini beruvchi Puasson formulasi va
uning xossalarini o'rganamiz.

Doirada Dirixle masalasi

xO0y tekislikda birlik aylana S : x2+y 2 — 1 bilan chegaralangan
doira D = {(x,y) : x2+y 2< 1} bo'lsin. Birlik D doirada quyidagi
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Laplas tenglamasini qaraylik.
Dirixle masalasi. Laplas tenglamasining D yopig sohada

aniglangan uzluksiz va quyidagi

u(x:y)EC (D )n C 2(D)-,

u(x,y) =/7(9, 0< @< 27, (2)
s
shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, y) yechimini toping.

Bu yerda /(¢) etarlicha sillig berilgan funksiya, qpesa Ox o‘qi
bilan O M radius-vektor orasidagi burchak va f(ip) funksiya uchun
f(0) = /(271r) tenglik o‘rinli.

Doirada (H-(2) Dirixle masalasini  yechish uchun
o'zgaruvchilarni ajratish usulidan foydalanamiz. Buning uchun
berilgan f(tp) funksiya [0,2R\ segmentda uzluksiz va uzluksiz hosilaga
ega, ya'ni f(tp) €C 1[Q,2n] bo'lsin.

D sohada x — pcoscp, y = psirup, 0 < p <1, 0< ®< Z qutb
koordinatalariga o'tamiz. U holda Laplas tenglamasi

P2uPP + pup + —0, (3)

ko'rinishga O‘tadi.
Bu tenglamaning ixtiyoriy u(x,y) = u(pcosip, psimp) =
u(p,ip) yechimini
u{p, ip) = R(p)${y) @ O, (4)
ikki funksiyaning ko'paytmasi ko'rinishida izlaymiz.
Endi (4) formulani (3) tenglamaga go'yib,

p2r {p W ¢ ) + pR'(pM<p) + R(p)$((p) = O,
ifodani olamiz. Oxirgi ifodani K(p)®(<p) ko'paytmaga bo‘lamiz.
Natijada

P R(p)+ P R(p) " (<pY

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikning chap tomoni fagat p 0‘zgaruv-
chiga, o‘'ng tomoni esa ip o'zgaruvchiga bog'lig. Bu tenglik uning o‘ng
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va chap tomonlari fagat bitta A o'zgarmasga teng bo'lganda o'‘rinli.
U holda (5) tenglama ikkita

®"(<p) -b\®((p) = O, (6)

P2R"(p)+pRI(P)~\R(p) = Q (7)
chizigli oddiy differensial tenglamaga ekvivalent bo'ladi.

Chegaraviy funksiya f(<p + 2b) = f((p) ekanligidan (4)

formulaga asosan ®(<p + 2m) = ®(<p) bo‘ladi. Demak, ® davri T = 2w

bo'lgan davriy funksiya ekan. Bu fagat A = n2, n G TV bo'lganda
o'rinli bo'ladi.

(6) tenglamaning umumiy yechimi gxiyidagi
®n(<p) = anCcos rup + bnsinrup

formula bilan aniglanadi, bunda an, bn ixtiyoriy o'zgarmaslar.
(7) tenglama esa A = n2 bo'lganda ikkita

Ri(p) = pn, R2(p)”~ p -n

chiziqgli erkli yechimlarga ega,

Dirixle masalasining yopig D sohada uzluksiz yechimi
gidirilayotgaiii uchun (7) tenglamaning yechimi sifatida R(p) = pn
funksiyani oLamiz. U holda (4) formulaga ko'ra

un(p, ip) = pn(ancos Y 4- bn sin rup)
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formulani topamiz, Shunday qilib, (3) tenglamaning D doirada
garmonik bo'lgan xususiy yechimini topdik.

Agar A = 0 bo'lsa, (3) tenglamaning yechimi u(x,y) - const
bo'ladi va aniglik uchun const = ao/2 deb olamiz. U holda Dirixle
masalasining yechimini ushbu

-foe
u(p, V?) = —2-+ Pn(an cos mp - bnsin rup), (8)
n=
yig'indi ko'rinishda izlaymiz.

Faraz gilaylik, ushbu an, bn ketma-ketliklar chegaralangan va
M — m\zdax{|a0|/2, laj + |b,]} bo'lsin. Agar p < p\ < 1, ixtiyoriy p\
fiksirlangan musbat son bo'lsa, u holda (8) gator ushbu

-foo
Mil + pi+ pi+ ...+ ft+ ...)= M J2 Pi (9)
n=Q
sonli gator bilan majorantlanadi. Veyershtrass alomatiga asosan (8)
gator ixtiyoriy yopiq p < pi doirada tekis yaqinlashuvchi va bu
gatorning yig'indisi yopiq p < pi doirada uzluksiz bo'ladi. Budan
pi € (0,1) oraligda ixtiyoriy ekanligidan u(p,ip) funksiyaning D
doirada uzluksiz bo'lishi kelib chigadi.

Endi (8) gatorni D doirada uzluksiz p va (p o'zgaruvchilar
bo'yicha k marta differensiallash mumkin. Hosil bo'lgan qatorlar
p < pi < 1 (9) kabi yaginlashuvchi sonli gator bilan majorantlanadi.

Hagigatdan ham, (8) gatorni k marta formal differensiallash
natijasida

- N mmmmm{n-k + l)pn~k(ancosrup+ bnsinmp),

n~k
(10)
d~u(p,ip) y n\, f knA 4 KIT N
— d(Rk ~ m__1n P (dAncos\nf>+ - j + °nsm\ + - ( )
hosil bo'lgan (10) gatorning hadlari p < p\ < 1 sohada ushbu
-foo +0 -foo

“"n(n-1)-..,(n-k+1)prfrk< M j2 rkPi~k= M j2 (k+ m)kPi
n—k n=k m -0
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yaqginlashuvchi sonli gatorning hadlari bilan chegaralangan.
(11) gator esa mos ravishda

gatorga majorantlanadi.

Bundan (10)—11) qatorlar p < py yopiq doirada absolyut
va tekis yaqinlashuvchi, shuning uchun bu gatorlarning yig‘indisi D
sohada uzluksiz bo‘ladi.

Agar (10) gatorda k = 1va k = 2, (11) gatorda esa k — 2
bo'lganda hosiL bo'lgan ifodalarni (3) tenglamaga go'ysak, (8) qator
bilan aniqglangan u{p,ip) funksiya b doirada tenglamaning yechimi
bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz.

SHunday qilib, (8) gator D sohada garmonik funksiya ekan. U
holda (8) gatorni (2) chegaraviy shartga qo'yamiz, natijada

00

u(p,ip) = /(y?) = ~ + Y ] pn{ancosnip+ bnsin (12)
& n=I

hosil bo‘ladi.

Bu f(tp) funksiyaning [0, 2ir] segmentda sinus va kosinus bo'yi-
cha Fur’e gatoriga yoyilmasi deyiladi.

Uning an va bn koeffitsientlari

2ir
(13)
0
2w
0
0

formulalar yordamida aniglanadi.
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Agar f(y>) funksiya [0,2>4d segmentda uzluksiz va shu segmentda
uzluksiz birinchi tartibli hosilalarga, ega bo'lsa, u holda (12) qator
[0,27rJ segmentda f((p) funksiyaga tekis yaginlashadi, bunda (12)
gatorning har bir hadi ushbu

(16)

yaginlashuvchi sonli gatorning hadlari bilan majorantlanadi.

Demak, (8) gator ixtiyoriy p < 1 bo'lganda (16) qatorga
majorantlansa, u holda Veyershtrass alomatiga ko'ra (8) gator yopiq
D sohada absolyut va tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

Endi f(ip) ixtiyoriy uzluksiz funksiya bo'lganda, koeffitsientlari
(13)—15) formulalar bilan aniglangan (8) gator
p < 1 sohada Dirixle masalasining yechimi ekanligini ko'rsatamiz.

Buning uchun p = 1 aylanada berilgan f(ip) funksiyaga intiluvchi
funksiyalar ketma-ketligini quramiz.
Faraz qilaylik, um funksiya umjs = /T(<p) shartni

ganoatlantiruvchi Dirixle masalasining yechimi bo‘lsm. 6-lemmaga
asosan um ketma-ketlik p < 1 doirada uzluksiz bo‘lgan u(x,y)
funksiyaga intiladi va bu funksiya p = 1 da /(<p) funksiyaga teng.
Faraz gilaylik, fm(tp) funksiyaning Fure koeffitsientlari a™, b™
bo‘lsin. Ve > 0 olinganda barcha n lar uchun etarlicha katta m larda

bo'ladi.

j_ _nm ~rw
I~ ~ ~ + ¥]pn\°n - <) cosrup+ (bn- b™)sinrup)l <
| 2 n
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kelib chigadi.

Demak, (8) formula bilan aniglangan u(x,y) funksiya p < 1
sohada (I)-(2) Dirixle masalasining yechimi ekan.

Shunday qilib, quyidagi teoremaning o'rinli ekanligi isbotlandi.

l—+teorema. Agar f{ip) e ,2K va /(0) — /(21r) bo'lsa, u
holda D sohada Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining yagona
yechimi mavjud bo‘ladi. Bu yechim (8) gator bilan, uning a®, an va
bn koeffitsiyentlari mos ravishda (13), (14) va (15) formulalar bilan
aniglanadi.

Puasson formulasi
Endi (8) qatorni (14)-(15) formulalarni inobatga olib

o‘zgartixamiz. Buning uchun (14) va (15) koeffitsiyentlarni (8) gatorga
go'yamiz. Natijada p < 1 sohada

a +°° 1 2
UPo)= y + pnanCS  +en Sl = a1 7 /(*)*+

N
+ f{t)cos ntd,t coOs mp + \] f(t) sinntdt sin n<p
n=1 n A
2r 2T
1 f 1f n ) . .
= — /f(t)dt—_ 7/ f(t) N {cos Tit cos mp - sin nt sin n(p\dt =
2n J Ta
fl @ ft—1
2r
I f
7~ / /(0 1+ 2 cosn(£ - P dt, (17)
>Xn L n=l|

formulaga ega bo'lamxz. Oxirgi formulada t —ip = w deb belgilaymiz
va Eyler forrnulnsidan foydaiansak, gavs ichidagi ifoda quyidagi

*2 pncosn(t —¢/) = 1+ 2 pncosnw =
n— M
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@
= -1+ 2-" pncosnw —-1 + 2Re”» zn=
n—Q n~0
n i i 2
= —1+ 2/?%--—-—--—-= -1+ 2R e - r-= , (18)
1—z 1 —peiw 1+ p2—2pcos g

ko'rimshga keiadi.
U holda (18) ifodani (17) formulaga qo'yib, p < 1 bo‘lganda

2-“— N
- <19
formulani olamiz.
Bu formula Puasson formulasi deyiladi va bu p < 1 sohada
Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi j'echimini aniglaydi.

Ixtiyoriy R radiusli doira uchun Puasson formulasmi topish
uchun (19) formuladan p ni p/R ga almashtirib,

2r R? 2
u(p™\ = — I T() — - S — [------ r dt
R2+ p2—2pR cos(t —w)

f(t) — f(tR) = f(s), dt = ds/R, s = (pR ixtiyoriy R radiusli aylana
yoyining uzunligi. U holda

U|P>\Q_ (QRZ-I-PZ 2pRcos (s/R -w ) dS (20)

formulaga ega bo'lamiz.
Bu formula p < R sohada Laplas tenglamasi uchun Dirixle
masalasining

"«(A 8)Ww=R = UiR-D) - = /(s 0< <2ttR (21)

shartni ganoatlantiruvchi u(p,<p) yechimini beradi.



262 V bob. Elliptik tipdagi tenglamalar

Endi (20) formulaela integral ostidagi ifoda Puasson yadrosi
deyiladi va uni

WP, Vv, s) = R2+ p2—2pRcos(s/R —w)

orgali belgilaymiz. Puasson yadrosi quyidagi xossalarga ega:

1) n(s,ips) > 0, p< R, bunda R2+ pl> 2Rp;
2) M(p, ip,s) —»+00, agar p —R, s —ipR;
3) H{p,<p,s) eCk(p< R), p<R

doirada garmonik funksiya bo'ladi.

Shuni ta’kidlash muhimki, (20) formula f(s) € C 2[0, 27] shart
asosida olindi. Bu formula p < R doirada Laplas tenglamasi uchun
Dirixle masalasi yechimini beradi. (20) formulani keltirib chigarish-
da /(s) funksiyaga go'yilgan talabni kamaytirish mumkin. masalan
f(s) € CY0,2ig bo‘lishi ham etarli.

Hagigatdan ham, Puasson yadrosining 3 xossasiga asosari
(20) formulani p < R doirada p va < bo'yicha ixtiyoriy rnarta
differensiallash mumkin hamda hosil bo‘lgan iritegrallar p < R\ < R
yopiq doirada tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

Demak, (20) formula bilan aniglangan u(p, cp funksiya
f(s) g C[0,2n] bo‘lganda p < R doirada p va ip bo'yicha
ixtiyoriy marta differensiallanuvchi bo'ladi va p < R doirada
Laplas tenglamasini ganoatlantiradi. Bundan esa (20) formula bilan
aniglangan u{p, ip) funksiya p < R doirada garmonik funksiya ekanligi
kelib chigadi.

Endi (20) va (21) formulalar bilan aniglangan u(p, p) funksiya
yopiq p < R doirada uzluksiz, ya'ni 9= <o bo‘lganda

lim u(p,d) = f(so), bunda so= Rpo, (22)
p—R
ekanligini isbotlaylik.
Bulling uchun [0,2irR] segmentda f(s) funksiyaga tekis
yaqginlashuvchi C 10, 21r[] sinfga tengishli bo‘lgan fn(s) funksiyalar
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ketma-ketligini tuzamiz. Berilgan fn($) funksiyalar ketma-ketligi
asosida p < R doirada garmonik bo'lgan va

un{p,<p)\p=R = fn{s), 0< ifi < 2R,

shartni qanoatlantiruvchi quyidagi
ZAR
un(p, ®) = J fn(s) n(p, ip, s) (is
0

Puasson formulasini ko'ramiz.

Oldingi paragrafda isbotlangan 6-lemmaga ko‘ra un(p,<p)
ketma-ketlik yopiq p < R doirada tekis yaginlashuvchi bo‘lib, uning
limit funksiyasi

2AtK

u(p, ip) = * Y /(s)Wp, ps)ds
(o]

D sohada uzluksiz bo‘ladi. Bu yesa (22) formulaning to‘g‘ri ekanligini
ko'rsatadi.

Shunday qilib, biz quyidagi teoremaning o‘rinli ekanligini
isbotladik.

2-TEORBMA. Agar f(s) e C[0,2Rn] va /(0) = f(2Rn) bo'lsa,
u holda ixtiyoriy p < R doirada Lap]as tenglamasi uchun Dirixle
masalasining yagona yechimi mavjud bo'ladi va bu yechim (20)
formula bilan aniglanadi.

N atija. Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining u(p,ip)
yechimi p < R doirada cheksiz differensiallanuvchi bo'ladi, ya’'ni
u(p, ip) € C>x(p < R).
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30—8. Garmonik funksiyaning xossalari

Bu paragrafda xOy tekisligida garmonik funksiyalarning ayrim
xossalarini keltiramiz. Keltiriladigan xossalarni isbotlashda ixtiyoriy
R radiusli D r doira uchun qurilgan va yopiq doirada uzluksiz bo'lgan
Puasson formulasidan foydalanamiz.

Agar n — 1 bo‘igan holda Laplas tenglamasi

d2u
— T — UXX "~ 0

OXM

ko‘rinishda bo'ladi. Bu tenglamaning umumiy yechimi
u(x) = ax+ b, (1)

bu yerda a va b ixtiyoriy haqigiy o'zgarmas sonlar, ya’'ni bu chizigli
funksiya. Ma’lumki, garmonik funksiyalarning ko'plab xossalari shu
chiziqu funksiyaning xossalari kabi bo‘ladi. Masalan, (1) chiziqgli
funksiyaning [a, /3 kesmaning o'rtasidagi giymati

'a + 3\ a+ 8 , aa+ b+ a0+ b u(a)+u(3)
«1 N 1 = « — +)> = - J-————m — S S =
B B

u(x)dx = ——--— f (ax + b)dx
(83—a B—alJ

kesmaning uchlaridagi giymatlarining o‘rta arifmetigiga teng bo'ladi.
Garmonik funksiya,lar ham xuddi shunday xossaga ega.

l—teorema. Agar v(r,<p) funksiya Dr = {(r,y?) : r < R}
doirada garmonik va yopiq Dr doirada uzluksiz bo'lsa, u holda
bu funksiyaning Dr doira markazidagi giymati r = R aylanadagi

giymatlarmiriv', o‘r*a arifmetigiga teng. ya’'ni

2kR 2uR
<0M = 2~ I /(s)ds=2"R / u(R’s/R)ds> - (2)
o] 0

bo'ladi.
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Isbot. Teorema shartiga ko'ra, u(r,<p) funksiya oldingi
paragrafdagi 2-teorema shartini ganoatlantiradi. Shuning uchun bu
funksiyani quyidagi

n-R 2

“rv)y= 2 I /<S) ™ + 7~ - 2rihicl (»/4-w) *' (3)
0
Puasson integrali ko'rinishida ifodalash mumkin.

Oxirgi formulada r = 0 deb, (2) tengiikni olamiz. Bu ti(0,®
giymat, garmonik funksiyaning r = R aylanadagi giymatlarining o‘rta
arifmetigidir.

Yugorida keltirilgan (1) chizigli funksiya sonlar o'qida cheksiz
differensiallanuvchi va anaUtik funksiya bo'lgani kabi, garmonik
funksiyalar ham xuddi shunday xossaga ega.

2-teorema. D sohadagi har ganday garmonik funksiya shu
sohada cheksiz differensiallanuvchi va analitik funksiya bo‘ladi.

Isbot. Markazi (xa,yo) nuqtada bo‘lgan R, radiusli D r doira
to'lig D sohada yotsin, ya'ni (xq,yo) £ Dr va Dr C Dr bo'lsin.
U holda u(x,y) funksiyani D r doirada (3) Puasson formulas! orgali
ifodalash mumkin. 19-8 dagi 2-teoremaning natijasiga ko'ra u(x,y)
funksiya D r doirada, xususan (xo,Yo) nuqtada ixtiyoriy tartibdagi
hosilalarga ega. u(x, y) funksiyaning D r doirada analitik bo'lishi esa
uni (xo,yo) nugtaning kichik atrofida (x —20) va (y - /0 darajalari
bolyicha Teylor gatoriga yoyilishini anglatadi,

N dl+mu(xQy0) (x - xo)Yy-ya)T
fc v bl

= I,-lrzn~0_

Bu teoremaning to!liq isboti Puasson formulas! yordamida dars-

liklarda keltirilgan.
Natija. Garmonik funksiyaning ixtiyoriy tartibdagi hosilasi

yana garmonik funksiya bo'ladi.
Buni isbotlash uchun quyidagi tenglikning

/ dku \ dk
\AXPayu) ~ dxPdy<i U" ~P +(Q
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o'rinli ekanligini ko'rsatish etarli bo‘ladi.

3 TEOREMA. Agar u(x,y) biror D sohada garmonik va yopiq
D sohada uzluksiz bo‘lib, D sohaning ichki nuqtalarida eng katta
(eng kichik) giymatga erishsa, u holda bu funksiya yopiq D sohada
o'zgarmas bo'ladi.

Bu teorema [9, 10] darsliklarda batafsil isbotlangan. Shuning
uchun uning isbotini bu erda keltirmadik.

Shuni ta’kidlash muhimki, sonlar o'gida berilgan (1) chizigli
funksiya quyidan yoki yugoridan chegaralangan bo‘lsa, u holda bu
funksiya o‘zgarmas bo'‘ladi.

Hagiqatdan ham, (1) chizigli funksiyaning R sonlar o‘gida quyi-
dan yoki yuqgoridan chegaralangan bo'lishi uchun a —0 bo'lishi zarur
va etarli.

Xuddi shunday xossa garmonik funksiyalar uchun ham o'rinli.

4-—TEOREMA. (Liuvill teoremasi.) Agar u(x,y) funksiya butun
tekislikda garmonik bo'lib, quyidan va yuqoridan chegaralangan
bo'lsa, u holda bu funksiya o'zgarmasdir.

ISBOT. Faraz qilaylik, u(x,y) tekislikda quyidan chegaralangan
bo‘lsin, ya’'ni shunday M > 0 haqiqgiy son mavjudki, R? tekislikdagi
barcha (x,y) nugtalar uchun u(x,y) > M bo'Lsin.

Aytaylik, R? tekislikdagi ixtiyoriy nuqta Q = (x,y) — (p, (p)
bo‘lsinvau(Q) = u(0,0), ya’'ni u(x, y) = const ekanligini ko'rsatamiz.
Markazi (0,0) nuqtada bo'lgan (a:,y) nugtani o‘z ichiga olgan R
radiusli doira D r bo'lsin. U holda Puasson formulasi

2nR 2
u{r'r = ibt I m W N 2rRii,(f/R~w) * (4>
0
o‘rinli bo‘ladi.

Buyerdaf(s) = u(R,<p = u(R, s/R) va —1 < cos(s/R-<p) < 1
ekanligidan barcha (r, ip) € D r nugtalar uchun ushbu tengsizlik

R —r R2—r~ NR+T
R+r —R?+ r2—2Rr cos(s/R —<p ~ R —r'
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o'rinli. Bu tengsizlikka

0

integral operatorni qo'llaymiz. Yuqoriclagi (2) va (4) tengliklarni
inobatga olib, quyidagi

u{0,0) < u(r, if) < u(o, 0) (6)

tengsizlikka ega bo'lamiz.
Bu tengsizlik Garnak tengsizligi deyiladi [10]. Endi (6)
tengsizlikda R —»+00 da limitga o‘tsak,

«(0,0) < u(r,<p) < u(0,0)

hosil boiadi. Oxirgi tengsizlikdan u(r,ip) = u(0,0) bo‘lishi kelib
chiqgadi.

5-—TEOREMA. (1-Garnak teoremasi.) Agar chekli D sohada
garmonik, yopiq D sohada uzluksiz \un{x,y)} funksiyalar ketma-
ketligi sohaning S chegarasida yaginlashuvchi bo‘lsa. u holda bu
ketma-ketlik yopiq D sohada tekis yaginlashuvchi, limit funksiya D
sohada garmonik va. D da uzluksiz bo'ladi.

Isbot. 18 - 8da isbotlangan 6-lemmaga ko'ra {un(x,y)}
funksiyalar ketma-ketligi yopiq D sohada tekis yaginlashuvchi
bo‘lgani uchun bu ketma-ketlikning limit funksiyasi yopiq D sohada
uzluksiz funksiya bo'‘ladi.

Faraz gilaylik, D sohadagi ixtiyoriy nugta Q = (r, <p) bo‘lsin.
U holda shu nugtani o‘z ichiga oluvchi shunday R radiusli D r doira
topiladiki, bu doirada = fn(s) shartni ganoatlantiruvchi un(x,y)
funksiyani ushbu

(0]

Puasson integral! ko'rinishida ifodalash mumkin.
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{un{x,y)} funksiyalar ketma-ketligi yopiq D sohada tekis
yaginlashuvchi ekanligidan (7) tenglikda n —+00 lirnitga o‘tamiz.

Agar lim un{x,y) = u{x,y), lim = f(s) bo‘lsa, u holda
N—++ 00 71-+4-00

(7) tenglikdan

1 28R R2- r2
"(r-v) = 2~r J W # +r*- 2rRcos&R-w) *' (8)
0

kelib chigadi. Integral ostidagi /(s) funksiya [0,2irR] segmentda
uzluksiz bo'lgani uchun Puasson formulasining xossasiga asosan (8)
integral D r sohada garmonik funksiya boiadi.

Q = (r, <9 nugta ixtiyoriy bo'lganligidan u(x,y) funksiyaning
D sohada garmonik funksiya ekanligi kelib chigadi.

Xuddi yuqoridagi kabi teorema garmonik funksiyalar qatori
uchun ham o'‘rinli ekanligini ko'rishimiz mumkin.

5*—ICE(§)REMA. Agar chekli D sohada garmonik, yopiq D sohada

uzluksiz un{%, ¥) funksiyalar gatori sohaning S chegarasida tekis
M—

yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda bu gator yopiq D sohada tekis
yaqginlashuvchi. uning yig‘indisi D sohada garmonik va D da uzluksiz
bo‘ladi.

Garnakning ikkinchi teoremasini isbotsiz keltiramiz.

6—TEOREMA. (2-Garaak teoremasi.) Agar chekli D sohada
garmonik funksiyalar {un(x,y)} ketma-ketligi monoton o'suvchi
bo‘lib, sohaning kamida bitta nuqgtasida yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
bu ketma-ketlik D sohada biror u(x,y) funksiyaga yaginlashuvchi
bo‘ladi. Shu bilan birga ixtiyoriy D ¢ D sohada tekis yaginlashuvchi
bo‘ladi.

Garmonik funksiyalarnmg chetlashtiriladigan maxsuslik to‘g‘-
risidagi, cheksizlikda regulyarligi haqgidagi va boshga xossalarini
talabalar [9]—{11] kabi daxsliklardan o‘zlashtirib olishlari mumkin.
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31-8. Laplas tenglamasi uchun tashqi Dirixle masalasi

Faraz qilaylik, Rn evklid fazosida dD — T sirt bilan
chegaralangan soha D bo'lsin. D sohaning yopiq ' sirtga nisbatan
tashgarisini il = Rn\D Ul = Rn\D deb belgilaylik.

Chegaralanmagan ft sohada Laplas tenglamasi uchun Dirixle
masalasini garaymiz. Shuni ta’kidlash muhimki, chegaralanmagan
sohada Dirixle masalasining korrekt bo‘lishi yechimning cheksizlikdagi
xususiyatiga bog‘liq bo'ladi.

Tashqgi Dirixle masalasi. Chegaralanmagan Q sohada quyi-
dagi shartlarni ganoatlantiruvchi u(x) garmonik funksiya toping:

u(x) eC (H)n C 2(fi); (1)

Au(x) =0, Vxe ft (2)

«OK)|r = /(#), Va, €T; )

u(x) —»0, 00: 4)

ya'ni, n > 3 bo'lganda ¥Yx € Q uchun Ilim u(x) = 0, agar n — 2
\x\-+oc

bo'lsa, u holda masalaning (4) sharti
u(x) = 0 (1) agar A —»Co, '(5)

ya’'ni u(x) funksiya cheksizlikda chegaralangan bo‘lsin. Bu yerda f(x)
berilgan uzluksiz funksiya, r2 = )ir] = ccf + + .m 4

IZOH. Tashqi Dirixle masalasi n > 3 bo'lganda (l)-(4) shart-
larni, n = 2 bo'lganda esa (1)-(3) va (5) shartlarni ganoatlantiradi.

Qaralayotgan tashqi Dirixle masala yechimining yagonaligi
hagidagi teoremaga o'tishdan oldin chegaralanmagan sohalarda
garmonik funksiyalar uchun ekstremum prinsipini isbotlaymiz.

l1—teorema. Agar u(x) funksiya chegaralanmagan Q sohada
(1) va (2) shartlarni ganoatlantirib, r —»00 da
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bo'lsa, u holda barcha x 6 ft nuqtalarda u(x) funksiya uchun ushbu

Jux)] < ¢ mmax|«k)], C = const, (6)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Bu yerda, r — oo intilganda, a(r) —0 bo’'ladi.

Isbot. Faraz gilaylik, koordinatalar boshi ft sohada bo'lmasin.
Endi markazi koordinatalar boshida bo'lgan R radiusli Sr sirtga
nisbatan inversiya almashtirishini garaylik. Bunda Rn fazoning ft
sohada yotuvchi barcha nuqtalari koordinatalar boshini o‘z ichiga
olgan chekli flI* sohaning nugtalariga bir giymatli akslantiriladi,
sohaning I' chegarasidagi nuqtalar esa fl* sohaning I'’* chegarasidagi
nuqtalarga, cheksiz uzoglikdagi oo nuqta esa koordinatalar boshiga
akslanadi. U holda Kelvin teoremasiga asosan

(7)
funksiya ft*\{£ = 0} sohada garmonik bo‘ladi va r = }Jj — O
bo‘lganda ushbu
r.
a*(r) In—j, agar n= 2
a*(r)y~=2"' aSar n>2
R?

shartni ganoatlantiradi. Bu yerda a*(r) — Rn —a 0.

Agar r ? O intilsa, a*(r) —> 0 bo‘ladi. U holda (7) funksiya
£ = 0 nugtada garmonik bo‘ladi, ya'ni v(£) funksiya ft* sohaning
nugtalarida garmonik funksiya bo‘lar ekan.

Shunday qilib, v(£) funksiya chekli ft* sohada uzluksiz va
fI* sohada garmonik ekanligidan, ekstremum prinsipiga asosan bu
funksiya o‘zining eng katta va eng kichik giymatiga ft* sohaning
G ‘amma* chegarasida erishadi, ya'ni € ft* bo'lganda v(£) funksiya
uchun quyidagi tengsizlik

MO | < max]v(Ol
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o‘rinli. Bu tengsizlikdan (7) formulani inobatga olibi Va: e n nuqtalar
uchun

Fl4x)] < C-max|«(®)],

g\ n—2
IL j

onunaay quio, to; tengsizu” isbOtlandi. "

2-TEOREMA. Agar tashgi Dirixle masalasining yedlimi mavjud
bo'lsa, u holda bu yechim yagona bo‘ladi

Isbot. Faraz qilaylik, tashqgi Dirixle masalasi w{x) va w{x)
yechimlarga ega bo'lsin. U holda ularning ayirmafii u{x) = w{x) _
u2(x) bir jinsli chegaraviy sharttli gsmoatlantiradi. Buning uchun
1-teorema. shartlari bajariladi va (6) baho O<inJi u(x) limkgiya
garalayotgan sohaning I' chegarasida nolga teng bo:,gani uchun (g)
tengsizlikdan Ju(x)] < O kelib chiqadjj

Bundan esa Va: € N uchun U(x) = O0yoki w{x) = w{x) boladL
Demak, tashgi Dirixle masalasmilig yechimi yagQna ebn

Endi tashqgi Dirixle masalasi yechimming mavjudligini n = 2
bo‘lgan holda isbotlaymiz,

Faraz qgilaylik, markazi koordinata boshida bo4gan R radiusli

TR aylana bilan chegaralangan D It doiraning tashqarisi MH = R2\Dr
bo‘lsm. sohada Laplas ten gla” uchun (1)_(3) ya (5) shartlarni

ganoatlantiruvchi tashqi Dirixle yechimini quramiZ; bunda
(3) chegaraviy shart TR = {(x,y) : ~ + y2 = R2y aylanada

u(x,y)\rR = u(rcos rsinip) ~N/BLAO; O<~Nr<2m (3)

berilgan bo'ladi. Bu yerda f berilgail uzluksiz funksiya va /(0) =
/ (2tt) tenglik o‘rinli.
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Xuddi avvalgi paragrafdagi kabi bu masalaning yechimini
o:zgaruvchilarni ajratish ususli bilan echamiz va yechimni

+o 2 R\n

u(r, p) = —m+ "2 f’\ ) («I cos nip + bnsinnip), (8)
n=I\

Fur'e gatorining yig‘indisi ko‘rinishida quramiz. Uning an va bn
koefiitsiyentlari

2r
=i \J f(ip) cos n<pdip, n=0,12,..., (9)
o
bn= — ff(ip) sin mpd<p. n=1,2,3,..., (20)
mJ
o}

formulalar yordamida aniglanadi.
Bu (9) va (10) formulalarni (8) gatorga qo'yib, ma’lum
almashtirishlarni bajargandan so‘ng quyidagi

1 Y r2- B?
u(T'v) = ~ J o m r3+pga-rrdcon™/40'1"N * (U)

Puasson formulasiga ega bo'lamiz. Bu yerda r > R.

Agar f(Rip) funksiya [0,27t] segmentda uzluksiz bo‘lsa, u holda
(11) gator bilan aniglangan u(r, ip) funksiya D r doiradan tashqarida
garmonik hamda (3’) chegaraviy shartni ganoatlantirishini ko'‘rsatish
mumkin.

32—8. Dirixle masalasining Grin funksiyasi
Faraz qilaylik, Rs fazoda bo‘lakli silliq S sirt bilan chegara-

langan D C R:i soha bo'lsin. Yopiq D sohada P(x,y,z), Q(X,y,z)
va R(x,y,z) funksiyalar hamda ularning Px(x,y,z), Qy(x,y,z) va
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R z(x,y,z) hosilalari uzluksiz bo'lsin. U holda bu funksiyalar uchun
quyidagi

'dP N oq N d5_R\a] dvdy =
/// oX ay aszyZ_
D
= JJ(Pcosa + QcosO + Rcos™)dS, (1)
S

Gauss-Ostrogradskiy formulasi o'rinli bo'ladi.

Bu yerda N sohaning S sirtiga O‘tkazilgan tashqi normal, cos a,
cos/3, va cos7 birlik N vektorning yo'naltiruvchi kosinuslari, ya’'ni
N = (cos a, cos/?,cos7), V] = 1, dS esa S sfera yuzasining elementi.

Faraz gilaylik, u(x,y, z), v(x, y,z) € C2(D) bo'lsin. U holda (1)
formulada P — uvx, Q = uvy va R = uvz almashtiramiz. Natijada
quyidagi

Px -HQy 7~z ~ ‘b - ("M2)2 -
= UXVX+ UyVy + UZVZ+ u(vxx + Wy + Vzz) =

= uxvx + uyVy + uzvz + uAv;

P cosa+ QcosO 4R cos7 =

dv_
Qjy =

tengliklarga ega bolamiz. Endi bu tengliklarni (1) formulaga qo'yib,

— u\vxcosa + vyCosO + vecos7 = u

[uxvx + UyVy + uzvz)dxdydz =
///<
D

- J\]\] uAvdxdydz, (2)
'5 D
birinchi Grin formulasini hosil gilamiz.
Birinchi Grin formulasida n va v funksiyalarni O‘rnini almash-
tirib,
\J\]\] [uxvx + UyVy + uzvz]ldxdydz —
D



274 V bob. Elliptik tipdagi tenglamalar

= \]\J \/\ (Bi- \]\]\] vAudxdydz, (3)

ifodani olamiz. (2) formuladan (3) ni ayiramiz va quyidagi

JJJ(uAv - VAu)dxdydz = JJ - v ~ jds, (4)
D s

Laplas operatori uchun ikkinchi Grin formulasiga ega bo'lamiz.
Dirixle masalasining Grin funksiyasi.
Ta’'rif. Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining Grin
funksiyasi deb, quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi
G (M ,Mo) funksiyaga aytiladi:
buerda M — (x,y, z), MO- (xO0,Po, z0)
1) A>MZG (M ,Mo} = 0, ya’'ni <7(M, Mo) funksiya D\ M q sohada
garmonik funksiya;
2) G(M, M0O)1mES = 0,quadMo € D;
3) G (M, Mo) funksiya D sohada quyidagi ko'rinishga ega:

G(M, Mo) = g{M, Mo) + g(M, Mo), (5)

bu yerda q(M, M q) Laplas tenglamasining fundamental yechimi va u
quyidagi ko'rinishga ega:

1
N

f— In ee— m———— — , agar n.
gM, M,,) = J 2 V((*-«)2+ (»-»)2

——————————————————— m-.....- — -———— -, @agar n
4yt -y[3lr-x0)2+ [y - yo)2+ {z~ Zqg)2

1
w

g (M ,Mo0) yopiq Z? sohada uzluksiz va Mg6D uchun M nugtaning
koordinatalari bo'yicha D sohada garmonik funksiya.

Grin funksiyasining xossalari.

1°. Agar M —aM ¢ bo'lsa, u holda G(M, M q) —=+o00 bo'ladi.

Bu xossaning to‘g‘ri ekanligi Grin funksiyasining (5)
ko‘rinishidan kelib chigadi.

2°. G(M, M Q funksiya D sohada musbat, ya'’ni G(M, Mq) > O.
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Haqgigatdan ham, G (M, Mo) funksiyaning Mo nugqtasini markaz
gilib, etarlicha kichik 5 radiusli [M —M3a| < 6, Mo € D shar chizamiz
va D sohaning bix shardan tashqaridagi gismini Dg deb belgilaylik.
Grin funksiyasining 1° xossasiga ko‘ra, etarlicha kichik 5 uchun yopiq
IM - M0O1< 5 sharda G(M,M0) >_0 bo'ladi. Demak, G {M,M 0)
funksiya D$ sohada garmonik va yopiq D$ sohada uzluksiz ekanligidan
Dg sohaning chegarasida ham G(M, M q) > 0 bo'ladi. Ekstremum
prinsipiga asosan M e D nugqtalar uchun G(M, M q) > 0 bo'‘ladi.

Bundan esa barcha D U s sohada G(M, Mo) > 0 ekanligi kelib
chiqadi.

3°. G(M,Mq) Grin funksiyasi uchun M ,Mqg G D, M ¢ Mq
bo'lganda quyidagi

0< G(M, Mo) < -——- , agar n= 3
4m

va
11

0< G(M, M0) < =——, agar n—2
2 r

baho o‘rinli.
Haqgigatan ham, Grin funksiyasining (5) ko‘rinishidan va 2°
Xossaga asosan
11
g(M,MO\MeS = -——agar n= 3

47r T

g(M,M O\m €S = —722/ in;_ agrl n = 2;

bo‘ladi, Bundan esa g(M,Mo) funksiya garmonik bo'lganligi uchun
ekstremum prinsipiga ko‘ra. D sohada g(M, Mo) < 0 bo'lishi ko'rinadi.

4°. G(M,Mo0) Grin funksiyasi M va Mo nuqtalarga nisbatan
simmetrik funksiya, ya’'ni

G(M,MO) = G(MO,M).

Grin funksiyasining simmetrikligi [11} darslikda batafsil
isbotlangan. Shuning uchun bu yerda uni isbotsiz keltirdik.

5°. Agar Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining Grin
funksiyasi mavjud bo‘lsa, u holda bu funksiya yagona bo'ladi.



276 V bob. Elliptik tipdaqi tenglamalar

Faraz qilaylik, ikkita G\ (M ,Mo0) = q(M,Mo0) + gi(M,Mo0) va
G2(M. M a) —q(M, M q) + g2(M ,Mo) Grin funksiyasi mavjud bo'lsin.
Ulaming

Gi(M, M0O) - G2(M, Mqg) = 91(M, MO) - M 0)
ayirmasini tuzamiz. U holda.
[GLM,MO0) - G2(M ,MQ]|m&s = [i(M,M0) - 92(M,M0O]\MeS = 0
yoki
gi(M,Mo)\me3 —92(M ,M g)\m €S
bo‘ladi.
Ekstremurn prinsipiga asosan yopiq D sohada
g.i(M, M 0) = g2(M, M 0),
bundan esa.,
GI(M,Mo) = G2(M,Mo)

bo'lishi kelib chigadi.

Endi Laplas tenglamasi uchun D C R3 sohada Dirixle
masalasini garaylik.

Dirixle masalasi. Chekli D sohada aniglangan uzluksiz va
quyidagi

u(x,y,z) eC{D)nC 2(D)] (6)
Au{x,y,z) = 0, (X,VY,2) €D; (7)
«ls - /<N P £ (8)

shartlarni ganoatlantiruvchi u{x, y. z) funksiya toping, bu yerda S
garalayotgan D sohaning chegarasi va f(P) esa shu sirtda berilgan
etarlicha sillig funksiya.

Teorema. Agar D sohada Laplas tenglamasi uchun Dirixle
masalasining G{M,Mq) Grin funksiyasi mavjud, f(P) funksiya
f(P) € C(S) hamda garalayotgan D sohaning S sirtida u(M)
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funksiya normal bo'yicha hosilaga ega bo'‘lsa, u holda (6)-(8) Dirixle
masalasining yechimi mavjud bo'ladi va bu echini

S

ko'rinishda aniglanadi. Bu yerda G (M, Mo) Dirixle masalasining Grin
funksiyasi,

ISBOT. Faraz qgilaylik, u(M) = u(x,y,z) funksiya (6)-(8)
masalaning yechimi va S sirtda normal bo'yicha hosilasi mavjud
bo‘lsin. MO = (xo,y0,”0) £ D ixtiyoriy nuqta bo‘lsin. D sohada
u(M) 6 C2D) bo'lgani uchun bu yerda ikkiachi Grin formulasini
qo‘llab bo‘lmaydi. Buning uchun D sohaning S chegarasini 6 ga
siljitamiz va hosil bo‘lgan sohani D$ uning clie-r*asl’.u esa Sg deb
belgilaymiz, ya’'ni bg ¢ D bo'lsin.

20 — shakl.

Grin funksiyasining ta’rifiga ko'ra, M —=MO0 da
G (M, Mo) -> co bo'lgani uchun Dg sohaning Mo nugqtasini etarlicha
kichik e radiusli Se sfera bilan ajratib olamiz va Dg sohaning golgan
gismini D sg deb belgilaymiz,
ya'ni DeS= Ds\U{Mo,s), SE= dU(MO,s).

Endi Deg sohada u(M) va G(M, Mo) funksiyalar ikki marta
uzluksiz hosilalarga ega, shuning uchun u(M) vav(M) = G(M, MO0)
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funksiyalarga ikkinchi Grin formulasini gollash mumkin. U holda D eg
sohada ju(M) = 0, Am G (M ,Mo) = 0 bo‘ladi va Grin formulasidan

ff( « "™ ) = m LI&5=0

tenglikka ega bo'lamiz. Bundan esa

(i0)
Se
bo‘ladi.
Oxirgi (10) tenglikda G(M, Mo)\mcS — 0O, u(M)\s = /(M)
ekanligidan va S sirtda va hosilalar mavjud bo‘lgani

uchun S—>0 limitga o'tamiz, natijada

dG(M,M0) ~du\,a [f _,-r.dG(M,MO
// V =-//7/««)e dN ds,
(11)

ifodani olamiz.

Endi (11) formulada e —»0 hmitga o'tish uchun uning chap
tomonidagi integralda ayrim almashtirishlarni bajaramiz.

I'=/7/7U o -apn*)

SS
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Awal birinchi integralni garaylik.

iiou(m) i(‘JL-fg(l\/l,MO) ds

h = dN VAT
Ss
dg(M,MQ
. dS=1In + he
4 (3 ig,s+ dN
. Lo - . /K4 dg(M,MO0)
Mo nugtaning kichik U (M q,e) atrofida u(M) va -—7™
funksiyalar uzluksiz bo‘lgani uchun
(12)

lim J12= 0,
£20
Birinchi integral

" h 1In(M)M A }dS =
Se
Ailre»Jj u(M)ds = \]\]CB:Lf\)-
SE€ SE

bu yerda M € Se va u (M) funksiyaning Mo nuqtada uzluksizligidan

i =l = 13
lim_In I£|_r‘r>bw(M) u(M q), (13)
Endi h integralni garaymiz.
N _ -
AN 6 vvmg mMAS=h 11\ w 5+
Ss
JJ du
G(M,Mo)I ds = /2 + 1221
n
du
Mo nuqtaning kichik U(Mo,e) atrofida g(M,Mo) va funksiyalar
uzluksiz bo‘lgani uchun
lim 712= 0, (14)

e—0
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— iX |
U (Mo, e) sharda 79 funksiya chegaralangan, ya'ni M £ U(Mo,e)

uchun
du(M)
dN

tengsizlik o'rinli bolladi. U holda

1 du du
ds ds <
1 r 8N dN
se
— " 471£2— Ke.
4T J

bo'ladi. Buning e -* 0 dagl limiti
lim 121 = 0,
£40 (15

teng.
Demak, (12) - (15) tengliklardan

byt = g - 12
bo‘ladi.

Shunday qilib, (11) formulada, (16) tenglikni inobatga olib, e —
0 da limitga o'tsak, (9) formulaning o'rinli ekanligi kelib chigadi.

Biz yuqorida (9) formulani u(M0Q funksiya (6)-(8) Dirixle
masalasining yechimi bo‘lsin, deb hosil gildik. Shuni aytish muhimki,
(9) formula bilan aniglangan u (M q) funksiya Laplas tenglamasini va
chegaraviy shartni ganoatlantiradi.

Grin funksiyasining xossasidan D\ M sohada

A MoG (M,MOQ = O,

bo‘ladi. D sobada MO nugtaning ixtiyoriy ekanligidan va garmonik
funksiyaning xossasidan

W =-1J f(M)AMo(~G (M ,M &)dS =
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5

kelib chigadi. Demak, (9) funksiya Laplas tenglamasini ganoatlantirar
ekan.

Agar S sirt etarlicha sillig bo'lsa, u holda (9) funksiyadan

lim ix(Mo) = /(PO), PoesS, 17)
MO>PO

bo'lishini ko'rsatish mumkin.

Agar (9) formulada f(M) = 1 bo'lsa, u holda Grin
funksiyasining xossasi va ekstremum prinsipiga asosan u(Mq) = 1
bo'ladi. U holda (9) formuladan

(18)

S

tenglikni olamiz. (18) tenglikdan va (9) formuladan foydalanib,
quyidagi

M)- m =-JN(M - miNds

ayirmani tuzamiz.

S sirtdagi POt S nugtani 5 radiusli shar bilan ajratib olamiz.
S sirtning S radiusli shar icliidagi gismi a bo'lsin. 6 radiusni shunday
tanlaymizki, unda M <€a bo'lsin. / funksiyaning uzluksizligidan

1/(M)-Z7(P)] < J, e>0, (19)

tengsizlik o'rinli bo'ladi. U holda

«(Mo) - /(P) = [J[f(M) - f(P)]~d S -

a

- JiN!Im ~S{P)]™;,iS = h + h
S\cr
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integrallami baholaymiz.
Birinchi integral (18) va (19) formulalar yordamida quyidagicha
dG

<
1< f] dN
J

-UJ

baholanadi. f(M) funksiya S wuzluksiz bo‘lganidan bu funksiya
jf (M) j < K chegaralangan, u holda J2 integral uchun

dS<

ds< |

S\cr
baho o‘rinli ekanligini ko‘rishimiz mumkin. Shunday qilib,
lu(M0) ~ f(Po)\ < e

bo‘lar ekan. Bundan (17) limitning o'rinli ekani kelib chigadi.
Demak, Laplas tenglamasi uchun (6)-(8) Dirixle masalasining
yechimi Grin funksiyasi yordamida (9) formula bilan ifodalanishi

isbotlandi.
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Doira uchun Grin funksiyasini qurish

Faraz gilaylik, Mu markazi koordinatalar boshida bo'lgan R
radiusli doira va uning chegarasi Sr bo'‘lsin. Doira ichidan ixtiyoriy
M(a?0,y0) nugta olamiz va p = \OMg\ deb belgilash kiritamiz. Endi
Mo nuqtaga Sr aylanaga nisbatan simmetrik bo‘lgan Mo nuqgtani
ko‘ramiz, Bu nuqta OMqg to‘g‘ri chiziqda Sr aylanadan tashqarida
koordinata boshidan p\ masofada yotadi, bunda pp% = R?.

D r doirada Mo nugta bilan ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy
M (x, y) nuqgta olamiz.

Faraz gilaylik, jMMoj = r, |[MMo] = ?i, Pi = \OMg\ bo'lsin
va M nuqta aylanada yotgan holda r va rj orasidagi munosabatni
aniglaylik. OMgM va O M gM uchburchaklarning o‘xshashligidan

r eR = p mrx, (20)

tenglik o'rinli bo‘ladi. Grin funksiyasining ta’rifiga ko‘ra.

g(M, M O)\sR = in M e Sr
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shartni ganoatlantiradigan <?(M, Mo) regulyar gismini topishimiz
zarur bo'ladi.

Yugoridagi (20) tenglikdan - = ey ekanligi kelib chigadi.
r pr

Bundan esa g(M, Mq@) regulyar gismini

deb olishimiz zarur bo‘ladi. U holda Grin funksiyasi

(21)

ko‘rinishga keladi.

Haqgigatdan ham, (21) funksiya Grin funksiyasining ta’rifida
keltirilgan shartlarni ganoatlantixadi. Endi doirada Dirixle masa-
lasining yechimini olishimiz uchun (21) Grin funksiyadan normal
bo‘yicha hosilani hisoblaymiz.

8G(M, Maq) d 8

22
dN ~ ON dN (22)

bu yerda

)

— — [cos(r, x) cas(N, x) cos(r, y) cos(N. /)] = — cos(r, N);
r r

xuddi shuningdek
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Endi O M gM uchburchakdan p2 = R 2+ r2—2Rr cos(r, N) teng-
likni olamiz, O M gM uchburchakda esa p2 ~ R2+r2—2Rri cos(ri,N)
bo'ladi. Bu tengliklardan

/ i R2+r2-p 2 R? + r\-p\
a8(r,n) = --——--- W - , cos<ri,A ) = 2Rri

Topilgan ifodalarni (22) formulaga ko'yamiz va (20) tenglikni
inobatga olib, uni soddalashtirsak, natijada Grin funksiyasining
normal bo'yicha hosilasi

dG(M,MO0) 1 , n 1 ,
___________ = -- cos(r,N) + - coOS(ruN) =

R2+ r2- p2 R2+ r2- p\

+
2Rr2 2Rr\
2R2r2 —R?r2—p\r2 _ R2~ p?
2Rr2r\ Rr2

ekanligi kelib cliigadi.
Endi buni (9) formulaga qo'yib, Laplas tenglamasi uchun Di-
rixle masalasining yechimini quyidagi

1 f R2—t?
u(Mo) = ~ bJ  /(m) ds ' (23)
5
ko‘rinishda hosil gilamiz. Demak, xOy tekisligida Laplas tenglamasi
uchun Dirixle masalasining yechimi Grin funksiyasi yordamida (23)
formula bilan aniglandi.
Xuddi n — 3 bo‘lgandagi kabi (23) formula garalayotgan
sohada Laplas tenglamasini va chegaraviy shartni ganoatlantirishini
ko'rsatish mumkin.
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Nazorat uchun savollar

1 Qanday ko‘rinishdagi tenglamalarga elliptik tipdagi
tenglamalar deb ataladi?

2. Tekis elliptik tenglamalar deganda ganday tenglamalarni
tushunasiz?

3. Qanday funksiyalar garmonik deyiladi?

4. Laplas tenglamasining fundamental yechimi.

5. Garmonik funksiya uchun ekstremum prinsipi.

6. Ekstremum prinsipidan kelib chigadigan garmonik
funksiya!arning ganday xossalari bor?

7. Elliptik tipdagi tenglamalar uchun asosiy chegaraviy
masalalarning qo'yilishi.

8. Dirixle masalasi yechimining yagonaligi va uning turg'unligi
ganday isbotlanadi?

9. Dirixle masalasi yechimini ifodalovchi Puasson formulasi
ganday xossalarga ega?

10. Dirixle masalasining korrektligi ganday tushuniladi?

11. Laplas tenglamasi uchun tashqi Dirixle masalasi ganday
go'yiladi?

12. Garmonik funksiya uchun Neyman masalalari ganday qo‘-
yiladi?

13. Laplas tenglamasi uchun Neyman masalasi gachon bir
giymatli echiladi?

14. Elliptik operatorlar uchun Grin formulalari.

15. Grin funksiyasi nima va u chegaraviy masalalarni yechishda
ganday o'rin tutadi?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

5.1. Agar u(x,y) funksiya biror D sohada garmonik bo‘lsa
holda ushbu

1) uxuy\ 2) xux YMy- 3) uj. Hy.

funksiyalarning shu D sohada garmonik bo'lishini isbotlang.
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5.2. Quyidagi funksiyalar k ning ganday giymatlarida garmor
funksiya bo'ladi:

1) sin3xchky; 2)
i=1

X2 V2
5.3. Ushbu u(x,y) = x2--y2 funksiyaning — + — < 1 sohada

ekstremum nugtalarini toping.
5.4. Birlik doirada u(l,ip) = f(<p) chegaraviy shartni
ganoatlantiruvchi u(r, ip) garmonik funksiyani toping:

1) f(ip) = cos2ip;, 2) sin3vpg,  3) f(<p) = SiN6P+cos6Yy?.
du .
5,5. R radiusli doira ichida g f((p) shartni
r
Ir=R

ganoatlantiruvchi u(r, ip) garmonik funksiyani toping:
1) /(¥') = cos(p; 2) f(<p) = cos 2yr, 3) f(<p) = cosdip.

5.6. R radiusli x2 + y/2 < R 2 doirada ushbu Dirixle
masalasini yeching:

Au(x,y) = 0, O<r< R;
u(x,y) 2(x2+ y).
r=R
5.7. R radiusli x2+ y2 = r2 < R2 doiradan tashqarida ush

Dirixle masalasini yeching:

Au(x,y) —0, R < r < 00;
u(x, y) 2x x+y, JuXxy] < 00.
r=R
5.8. Chekli D sohada garmonik va C'1(Z?U S) bo‘lgan u(x)

v(x) funksiyalar uchun

an(y) ndv{y)

Uy) “ gr----uy) g dSy=0
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bo'lishini keltirib chigaring.
5.9. Chekli D sohada garmonik va CI1(D US) bo‘lgan u(x
v(x) funksiyalar uchun

/

bo'lishini keltirib chigaring.

5.10. Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining G (x
Grin funksiyali uchun G(x,y) = G(y,x) tengiikning o'rinli ekanligini
isbotlang.



Na.znrat urfmn te.stlar

Nazorat uchun testlardan namunalar

1 —nazorat uchun testlar
1. Agar 1 <> <2,3<y<4 bo'lsa, u holda ushbu
Vxx "b Y"Nyy =0
tenglamaning tipini aniglang.

a) giperbolik, b) parabolik,
c) aralash, d) elliptik.

2. Agar 5< x < 6,y = 0 bo‘lsa, u holda ushbu
« XX Y Nyy 4 2yux  3yuy 0

tenglamaning tipini aniglang.
a) giperbolik, b) parabolik,
c) aralash, d) elliptik.

3. Agar 1< x2-fy2< 3 bo'lsa, u holda ushbu
Uxx Yy Ayy 3X'Hy 0
tenglamaning tipini aniglang.

a) giperbolik, b) parabolik,
c) aralash, d) elliptik.

4. Agar 2< x + y < 5 bo'lsa, u holda ushbu
4uxx - 2(x - y)uxy + (1 - xy)uyy - 3xux = 0

tenglamaning tipini aniglang.
a) giperbolik, b) parabolik,
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c) aralash, d) elliptik.

5. Ushbu

X Uzx  2Xyilxy + Y Uyy 0

tenglamani qanday almashtirish kanonik ko'rinishga keltiradi?

a) £=x2-y2,=%X; b) i~ x2+y2,Vv=y;
c) £=xy, ?= X d £= x/y,r) = vy.
6. Ushbu

y “bX Uyy 0

tenglamani ganday almashtirish kanonik ko‘rinishga keltiradi?

a) £=2y2,n=x2;, b) £- 2J2+ i4f] = 2y2- x4;

c) f=x42,n=x; d) £= 2x2, 7= y4.

7. Ushbu

eZampk+ 2uxy + 2e~2xuyy + ux = 0

tenglamani ganday almashtirish kanonik ko‘rinishga keltiradi?

a) £=2y+e~2x,f=¢e~2k b) £= 2y2+ x4, = 2y2- x4

c) £= x4y2, A—x\ d) £= 2x2,7 = y4.

8. Ushbu

Oydmek+ 6y2sinxuxy + Sin2xuyy —uy + u = 0

tenglamani gqanday almashtirish kanonik ko'rinishga keltiradi?

a) £= cosx+ y3, 1= x; b) £= 2y2+ x4, —2y2- x4

c) £= x\j2,1j= X; d £= 2x2,uy= y4.

9. Ushbu berilgan

+ 6Xx3uxy + 9x6uyy —ux + 3uy = 0
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tenglamaning kanonik shaklini belgilang.

d2u f du du\

, dzu ( du du\

b) B~ +r{("*nwa(’-uy )=0"

, d2u d2u ( du du\

c) W +WwW + f(Z’ihu>-W, w ) - O
dzu d2u ( du du\

A odhd7l+ dA + FNATLudi, dA)
10, Ushbu berilgan

sin2xuxx -f cosdyuyw + 9xux —uy —um — 0

tenglamaning kanonik shaklini belgilang.

d2u ( du du\

e v o +4 f " arw ;

M QY j. flt du 9u\ n
d2u d2u ( du du\

O W +w + { T~ o,dv)N
d2u d2u ( du du\

11. Ushbu berilgan

tg2xuxx - 2ytg xuxy + y2uvy - uy = 0

tenglamaning kanonik shaklini belgilang.
82u du du\
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12. Quyidagi tenglamalarning qaysi biri

n2n N du du
+ /
LT
kanonik shaklga ega bo'ladi?
a) x2uxXx + 2xuxy "fUyy uy 05
b) x uxx Y Uy '2.x O,
C) uxx + sin2xuyy + 3Uy = 0O;
) Uxx ~Uxy +3uyy 4my —O0.

Q

13. Quyidagi tenglamalarning gaysi biri

02n N Su du

kanonik shaklga ega bolladi?
a) x Uxx Yy
b) x #ix-by nyy 3iy O,
C) Uxx sin XUyy Ux —Q@?
d) Uxx ™ yy ~uy —O0.

14. Quyidagi tenglamalarning qaysi biri

d2u d2u ( du du\
né +w + \ hu,~ ’dv) ~
kanonik shaklga ega bo'ladi?
a) x2uxx + y2uyy + 2xux +uy - O;
b) uxx‘b4uxy 5SuyP—0,
Cc) sin2xuxx + 2sinxuxy + uyy + tg xux = O:
d) uxx - 2x2uxy + x4uyy + xux = 0.

15. Quyidagi tenglamalarning qaysi biri

d2u ( du du\
d£dr]2 \ TN <E oy
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kanonik shaklga ega bo'ladi?
a) tixx 2uXy Uy ux Uy ¥ O-
b) uwx “bruxy H-ruyy —0,
€) sin2xuxx -l- 2sinxuxy + uyy + tg xux = O;
d) uxx —2x2uxy + x~Uyy + xux = O.

2 - nazorat uchun testlar
2
1. Ushbu berilgan uyv + - ux = 0 tenglamaning umumiy

yechimim topmg. Y

a) u(x,y) = (p(x)e-2,

b) u(x,y) = y~2p(y) + ip(X);
C) u(x,y) = y-2<f(x) + ip(y):
d) u(x,y) = X~2<p(y) + V»(y).

—

2. Ushbu berilgan uxy — 3uy = 0 tenglamaning umumiy
yechimini toping.

a) u(x,y) = xs(fy) + i’(x);

b) u(x,y) = e¥<p(x) + d(y);

c) u(x,y) = y=2ip{x) + dly);
d) n(x,y) = eSxtp(y) + d(x).

3. Ushbu berilgan uyy = 0 tenglamaning umumiy yechimini
toping.
=X(p(y) + ip(x);
Y) = y<p(x) + d(y);
u(x,y) =y<p(x) + rp(x);
u(x,y) = x<p(y) + d(y).

LTy
c c
X %
RS

2
4. Ushbu berilgan uyy — - uy = 0 tenglamaning umumiy

yechimini toping.
a) u(x,y) = X2tp(y) +Hif>(y)-,
b) u(x,y) - y3(f(x) + d(x);
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C) u(x,y) = eyip(x) + ip(x);

d) u(x,y) = x<p(y) + d(y).

5. Ushbu berilgan vT + 2uy — O tenglamaning umumiy
yechimini toping.

a) u(x,y) = e~2ycp(x) + t(x);

b) u(x,y) = y2<p(x) 4 dfy);

C) u(x,y) = e~2y<p(x) + ip(y)i

d) u(x,y) = y~2<p(x) + i'(x).

6. Ushbu u(x,y) = e~2xip(y) + r{>(x) funksiya quyidagi qaysi
tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi?

a) MYy 2uv—0, b) uxy 2uy —0?

Cc) uxy —2xuy = 0; d) uxy + 3uy= 0.

7. Ushbu u(x, y) = <p(x) + ip(y) funksiya quyidagi gaysi tengla-
maning umumiy yechimi bo'ladi?

a) Uxy 2y —0; b) wvxy

C) Uxy 2xUy —0O. d) tjy'f3ny O.

8. Ushbu u(x,y) = ys<p(x) + ip(y) funksiya quyidagi qaysi
tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi?
a) Uxy 4" &uy —m0, b) uy 2uy —0,

3 3
Xy “ 5 d uyy "uy O.

9. Ushbu u(x,y) = e2xip(y) + Tp(x) funksiya quyidagi qaysi
tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi?
a) ux@ —2uc—0: bl uxy —2uy — 0;

2 7 3
c) Uyy ijUy—O- d) ny4—G:Uy—o.

9. Ushbu ixuxx - yuxy 4- 7ux = 0 tenglamaning umu
yechimini toping.

a) u(x,y) = y~23<p{x3y2 -r dyY,

b) u.(x,y) = x53(p(x2y3) + d(x);

C) u(x,y) = yr<p(xyA + ip{y);
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d) u(x,y) =y 7/3p(x2y3 + dp(x).

10.

toping.

Ushbu uxy + Uyy = 0 tenglamaning umumiy yechimini

a) u(x,y) = (f{x - y) + d(x);

b)
c)
d)

11.

toping.
a)
b)
c)
d)

12.

toping.
a)
b)
c)
d)

13.

toping.
a)
b)
c)
d)

14.

toping.
a)
b)
c)

u(x, y) = e~x<px —y) + d(x);
u(x, y) = x24(x - y) + ip(y);
u(x,j/) = ex<p(x-y) + idfy).

2
Ushbu 4— uy = 0 tenglamaning umumiy yechimini

X

u(x,y) = x2<ply) + p{x)\

u(x, y) = x2<ply) + d(x);

u(x, y) = z-56ip(xy4) + d(x);

u(x,y) = y~"5ip{xdy) + dly).

Ushbu uxx + 2ux — 0 tenglamaning umumiy yechimini
u(x, y) ~ yg2ip(xy) + &(x);

u(x, y) = X2 3p(xzy) + d(y);

(x,
(X,
u(x,y) = ip(y)e~2x+ dly)-,
u(x, y) = yaip(xy) + d(y).

Ushbu 2uxy-uyy-3uy = 0tenglamaning umumiy yechimini'

u(x,y) = y*dy2 + oy);

u(x, y) = ez/2f{x + 2y) + g(x);
u(x,y) = x2<p(xy2) + tp(x);

(x,

u(x, y) = y=2tp(xzy) + ify).

Ushbu nxy —bunyy~buny — 0 tenglamaning umumiy yechimini

u(x,y) = x2p(x3y) +"0x);
ay (xzy2 + V'(y);
eSr</13c+ y) + d(K);
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d) u(x,y) =y 2<p(xzy) + dfy).

15. Ushbu xuxx + yuxy = 0 tenglamaning umumiy yechimini

toping.
a) u(x,y) = x(p(xy) + ifj(x);
b) u(x,y) = y<p(x2y) + dfy)]
c) u(x,y) = x2ip(xy2) + ip(x);

3 - nazorat uchun testlar

1. Ushbu
n(l,y)=.3y3+ 5, ux(l,y) = 3y + 1

boshlang‘ich  shartlarni quyidagi funksiyalardan qaysi
ganoatlantiradi?

b) u(x,y) = 9y + 3y3~ 21lnx - "x2/3y + 5
C) u(x,y) = 5x2y2+ 5——5xr12y+ 3y2- x50 + 3y;
d) u(x,y) = Zy+ 5—x2/3y + 3y2—21nx + 5.
2. Ushbu
u(x, 1) = 2x2, uy(x, 1) = 3x+ 1

boshlang‘ich  shartlarni quyidagi funksiyalardan qaysi
ganoatlantiradi?

biri

biri
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9 9
d) u(x,.y) = -y+ 3ys—~*x23y+ 3y2—2Inx + 5.
3. Ushbu

u(x, 1) = 2x3, uy(x, 1) = 3x

boshlang'ich shartlarni quyidagi funksiyalardan gaysi
ganoatlantiradi?

9 9
a) u(x,y) =5- -y+ Inx+ ~xr>3y + 3x2;

2 9
b) u(x,y) = -gx + 3xs - 2Inx——2 m/3%
c) «(z,i) = BE2-f12- ~ 13/2y + 32 — 3,r5/9y + 3a;
9 9
d) un(x,y) = - >3+ 213- - x.
4. Ushbu
nil,y) = 1+ 2y, nx(l,y) = 3y2

boshlang'ich  shartlarni quyidagi funksiyalardan gaysi
ganoatlantiradi?

a) u(x,y) =5—-y+Inx+ x23y + 3a2;
b) ux,y) = | x2y2+ 1+ 2y - |y2
C) u(x,y) = 5K+ 12 - j- x4/ + I —EMy + 3x;

9 / 9
d) mPKy) = - xy4'3+ 2x3- - X.

5. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi

u(x,y) = TT&3f(x3y4) + g{y)

291

biri

biri

bo‘lsa, u holda u(l,y) — 3y5, ux(l,y) - 3y4 boshlang'ich shartlarni

ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani toping.

a) u(x,y) —5~ -y -flnx+ - x23y + 3y2;
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b) u(x,y) = 9y + 3y3—2Inx —" x2/3y + 5
c) bi@,y) —bx2y2+ 5—- 332y - 3y2 - x5 9y §- 3y;
d) u(x,y) = Wy4(x1Im™ - I\N+iyb5.
6. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi
u(x,y) = x~2f(x3y2 + g(x)

boMsa, u holda u(x, 1) = 3x3+ 2. uy(x, 1) = ¥4 boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani toping.

A/ + 3y2- &MY + 3y;

7. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi
u(x,y) = Iny/(xy) + g{xy)

bo‘lsa, u holda u(x, 1) = 2x2, uy(x, 1) = x2 boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(x, y) funksiyani toping.
a) u(x,y) = x4ys—1)+ 3x2+ 2

b) u{x,y) —9y + 3y3- 2Inx - ’gx2/3y+ 5:
5
C) u(x,y) —5x2y2+ 5—- x3/2y + 3y2—x58y + 3y;

d) u(x,y) = — + x2y2.
Yy

8. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi
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bo'lsa, u holda u(x, 1) = 1+ 2x2, uv(x, 1) = 4x2 boshlang‘ich shart-
larni ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani toping.
a) u(x,y) = x4yd4—1)+ 3x2+-2

b) u(x,y) = 2Inx - | x2zy + 5
c) u{x,y) = 1+ 2xV;

d) -u(x,y) =~ + 2x2y2.

9. Agar biror tenglamaning umumijryechimi

u(x,y) = Mxyf(~j+g(xy)

bo'lsa, u holda u(x, 1) = 2y/x, uy(x, 1) = s/x boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani toping.

a) u{x,y) = 2vAy;

b) u(x,y) = 2Inxy + 2y/xy - 5xy;

c) it(x,y) = I-fxy2;
d) «(K,y) = + 2x2y2.

10. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi
uix,y) = — f(x2y) + £r(xy)
xy

bo'lsa, u holda u(x,1) = 2x, uy(x,l) = > boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani toping.
a) Ms-,y) = #d(y4d- 1) + 3x2-f 2

b) u(x,y) —2Inx —- x2/3y 5
c) ™xXEKy) = x(l+y);

X2
d) u(x,y) = — + 2xly%

11. Agar £ = 2x + by, n = bx - 4y bo'lganda berilgan
tenglamaning umumiy yechimi

u(C, ) = ee?/(0 + PO?)
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bo‘lsa, u holda u(0,y) — 1, ux(0,y) = 1 boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(x, y) funksiyani toping.
a) u(x,y) = x4yd4—1) + 3x2+ 2;

b) u(x,y) = 2Inx—9x2/Ay+ 5;
c) u(x,y) = x(I +y);
d) u(x,y) = e 2k+ —.

12. Agar £ = Bk —6y, 7 = >»X+ 2y bo'lganda berilgan
tenglamaning umumiy yechimi
“(Ep?) = ed/(?) + <70

bo‘lsa, u holda u(0,y) = 4, ux(0,y) = 1 boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani toping.
a) u(x,y) —x(yd+ 4) + 32+ 4

b) u(x,y) = 2In>k—- x2/3y + 5
c) u(x,y) = x(I +y);
d) u(x,y) = ™ el6x +

13. Agar £ = 3k - Ay, N ~ bx + 6y bo‘lganda berilgan
tenglamaning umumiy yechimi

u{£,v) = e~A//(£) +

bo'lsa, u holda u(0,y) = 2, ux(0,y) = 3 boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(x, y) funksiyani toping.

a) u(x,y) = — -—e-57a/2

Yy 19 19

b) u{x,y) —2Inx —- x2/°y + 5
c) u(x,y) = x{lI + y)\
d) u(x, v) —x4y4d- 1) -f 32+ 2.

14. Ago: t — 2r + 3y, % — 4K — by bo'lganda berilgan
tenglamaning umumiy yechimi

SUE, 1]) = ell) /(£) + girj)
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bo'lsa, u holda u(O,y) = 1, ux(0,y) = 2 boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani toping.
a) u(x,y) = x(I +y)\

b) u(x,y) = 2Inx - - x2zy + 5

c) u(x,y) = ~e”™N 3+ ~;

d) u(x,y) = x4yd4—1)+ 3x2+ 2

15. Agar £ — x3y4, ¥ = x bo‘lganda berilgan tenglamani

umumiy yechimi
@) = »a3/(0 + V)
bo‘lsa, u holda u(x. 1) = 4x2, uv(x, 1) = 6x boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(x, y) funksiyani toping.
a) u(x,y) = x(I +y);

24 24
b) u(x,y) =Y XYT4+ 4x2- y Xx;
9
c) uPK,y) = 2Inx - - ar™y + 5

d) u(x,y) = x4(i/4—1) + 3x2+ 2.

4 —nazorat uchun testlar

1. Laplas tenglamasining x = rcosp, y = rsin QL
koordinatalaridagi ifoda-si gqaysi javobda to‘g‘ri berilgan?

14 ( an\ 1 dzau .lc Jf du\
a) -~ +N2 gh2 ~ > b) rd~\d7-)~ '=m
1 d2u .13 /7 <Ou\ 1 dau d2u _
c) d + :
2. Agar u(x) = u(xi,x2,-m-,xn) garmonik funksiya bo'l

quyidagi funksiyalar garmonik bo‘ladmi?
a) u(x + ft), ft - o'zgarmas vektor;
b) x\uXl - X2UxX2, n = 2;
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du du

¢c) STaS- " =2
d) To'‘g‘ri javob a) va v).

3. Ushbu x3+ axy2funksiya a ning ganday giymatida garmonik

bo‘ladi.

a) a= 1; b) a— —1; c) a= —3; d a——2.

4. Ushbu x2 + y2 + az2 funksiya a ning ganday giymatida

garmonik bo‘ladi.

a a= I b) a= —2 c) o= —1; d a= 3

5. Ushbu sin3xi chax2 funksiya a ning ganday qiymatida

garmonik bo'ladi.

a) a= %£3; b) a——2 c) a—1 d) a= %2.

6. Laplas tenglamasining fundamental yechimini aniqglang.

a) E(x,y) = -In\x -y\, n= 2;

b = ex - (:F~ 02

) 2ayTr? pk (4a21

c) E(x,y) = (n~2)~1\x-y\2~n, n> 2;

d) To'g‘ri javob a) va v).

7. Agar x = {xi,x2,xz) va y — (yi,y2,y-i) bo‘lsa, u holda

ushbu E(x,y) = W —y)-1 funksiya gaysi tenglamaning fundamental
yechimi bo'ladi?

, A a2 . 1B ( du\

a ,8Sf=0 b)?M I* ) =0;
, 3 N

c)S a N =; } iSai? ;

8. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri garmonik bo‘ladi?
a) V(X,y) = x2+y 2,

b) v(x,y) X2- y2;

C) v(X,y) = 2x2+ 3y2+ 7,
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d) v(x,y) = bxy + 4y4- 9.

9. Laplas tenglamasi uchun quyida keltirilgan qaysi mas
nokorrekt go'yilga.n?

a) Koshi masalasi; b) Dirixle masalasi;

c) Neyman masalasi; d) Gursa masalasi.

10. Laplas tenglamasi uchun quyida keltirilgan gaysi masala
korrekt qo'yilgan?

a) Koshi masalasi;

b) Dirixle masalasi;

c¢) Neyman masalasi;

d) To'‘g'ri javob b) va c). 4

11. Elliptik tipdagi tenglama uchun ganday masala korrekt
go'yilgan deyiladi?

a) masalaning echimi mavjud boisa;

b) masalaning echimi yagona bo'‘lsa;
masalaning echimi berilganlarga uzluksiz bog'liq bo'lsa;

To'g'ri javob: a), b) va c).

12. lIssiglik tarqgalish tenglamasining fundamental yechimini
aniglang.
a) E(x,y) ——In\Xx- Y\, n= 2

c) E{r,y) - (n- 2) 1\x- y\2 n, n> 2
d) To'‘g‘ri javob a).

13. Ushbu w, = uxx tenglamaning «>k, 0) = sin Ix boshlang’
shartni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.

a) u(x, t) = coslixsint

b) u(x, t) = sinlx;

C) u(x,t) = e~ sinlx;
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d) To'‘g‘ri javob a).

14. Ushbu w, = uxx + uyy issiqlik tarqalish tenglamasining
u(x,y, 0) = sin kx cosly boshlang'ich shartni gqanoatlantiruvchi u(x, t)
yechimini toping.

.a) u(x,t) = e-(f2+i2H sinkxcosly;

b) u(x, t) = sinlx;

C) u(x,t) —e~IZ sin kx cos ly;

d) To‘g‘ri javob a).

15. Ushbu w, = uxx + Uyy issiglik targalish tenglamasining
u(x,y, 0) = sinkx -bcosly boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi
u(x, t) yechimini toping.

a) u(x,t) = sinkx + cosly;

b) u(x, t) —e~fcX sin kx -f e~12 cos ly;

Cc) u(x,t) = e~I2 sinkxcosly;

d) u(x, t) = e~i2t(sin kx + cos ly);
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Berilgan misol va masalalarning javoblari.

I—bobda berilgan misollarrting javoblari:

1.1 1) Tenglama bo‘ladi: uxx —0, uxy = O;
2) Tenglama emas: 0 = 0;
3) Tenglama emas: n = 2;
4) Tenglama bo‘ladi: 5ux -9 u —0;
5) Tenglama emas: 4u = —11;
1.2. 1) Ikkinchi tartibli;
2) Ikkinchi tartibli;
3) Ikkinchi tartibli;
4) Ikkinchi tartibli;
5) Ikkinchi tartibli;
1.3. 1) Bir jinsli chizigli tenglama;
2) Chizigsiz tenglama;
3) Bir jinsli kvazichizigli tenglama;
4) Bir jinsli bo‘lmagan kvazichizigli tenglama;
5) Bir jinsli bo'lmagan chizigli tenglama;
1.5. u(x,y) = ip(y); y(x) = ¢ bu yerda ip(y) — ixtiyor

uzluksiz funksiya; ¢ — ixtiyoriy o'zgarmas.
l.O.qquad u(x,y) = (fi(y)x + <2(y); y(x) = ctx + c2;
bu yerda ipi(y) va q2(y) — ixtiyoriy uzluksiz funksiyalar, ci va Q esa
ixtiyoriy o'zgarmaslar.
1.7. u(x,y) = f(x) +g{y)-, 1.8. u(x,y) = /(K) + g(y)e~5x;
1.9. u{x,y) = f{x)ezx+ g(y);

1.10. 1) u(x,y) = xy + f(x) + g(y);

2) u{x,y) = "ai3+ ~x2y+ f(y)x + g{y);

3) u(x,y) = f(x) + xgx(y) + g2(y)\
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4) wn{x,y) = /0k)exp|-y2] + a(y):

1 1
9 ux,y) = 2X¥2+ 6Y3+ vhW + 22 !

6) u(x,y) = /(k) + aly) + / dt] F(t, rdr.
0 2
bu yerda va yuqoridagi 7-10 formulalarda / va g ixtiyoriy

C 1(N1) sinfga tegishli funksiyalar. (xq,yo0) esa tekislikning ixtiyoriy
fiksirlangan nugqtasi.

Il-bobda berilgan misollarning javoblari:

2.1. 1) Giperbolik: + -ELU| = 0,
£=X+Yy, = 3x—y.

2) Elliptik: + uw -}iv =0, ~—2x-y, Y= x
3) Parabolik: T + w + u—0, £=X+vy, T—y.
4) Giperbolik: +m —2un+ £+ 1= 0,
£=2X-y, nN=X+Yy.
5) Elliptik: n» + um + w, = 0, £=> U= 3x+ V.
6) Parabolik: T + w, —0, £=>X—2y, j—x.

7) Giperbolik: =0, £=)>X+y—C0SX
T — —x-\-y —OCBX.
8) Elliptik: =0, ( =y, 1j= arctga:.
9) 1t~ 0. yip O da parabolik:
U ,+2—xue+—]é*/\: o, £:y T=vy.
! rr N X

10) Elliptik: + um + -r-u = 0,

£=y+ x2, = x2.

2.2. 1) Elliptik: + T + = 0,
E=x 1= —ok+y, 0= 2k- 2y + z
2) Giperbolik: —unT + + un —0,

1 2 /6
£=y+x, f]=-x +y, C= a- ~aoy+ — r.
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3 9
3) Giperbolik: u~r+uwy - + 3IE+ - up- --
4= rn= )"Nx+y+ ~j, C= (3x + y-z~J.
4) Parabolik: —um + 4u = 0,
4=y+ X /= -y - 2k, C= x~ z.
1
5) Parabolik: fur - 3m+ -p (E+ 7)) —3(
y2
1 3 n
V22X /= "7T1x+ z’ M= x+ 2z’
c—b
4 vvn------- =0, £=y-x, r]~x
a

WAE /) — <Xp(a£ + i3n)v(Z,r]),

h2 Aa b

4(i(c  b)' ~ 2a
2) X1 vy —0,
® \ )= &p]| -~(cvx m y)-

i,

) v y" 0, 4 2l YV //wx

Ygo'/) AT NN ANY/ES" )m

4) ™M,;- =0 4=2k-y, 7?7=X
“(EL/) = exp(~4 - 6r/)v(*, 7).

B NN+ 9>+ 44 - Wexp@ + 7) = 0,
4™y - 7 v,

4,7/ = exp(--4 - T/)\w(4, /).

It
o

Il
o
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2.4. 1) u(x,y) = (p(2x - vy).

2)  u{x,y) = <p{2x+ 3y) exp

3)  u{x,y) = ip(x + 2y)e2y.
4)  u(x,y) = <p(2x - y) - - COSPK + Y).
5)  «(K,Yy) = 4x + 3y)exp sin(4rc + 3y)

6) wu(x,y) = /(y)+a(x)e~av.
7)) un{Ky) - f(X +y- cosX) + A(X - y+ cosXK.

8) «OK,y) = X- y + /0k - 3y) + y2x +

y /3y-X
y)exp

9) «(®,y) = [/70K) + y(y)] exp{-65 - ay}.
100 wu(x,y) = "~ /0k- y)+ a{x +y)
I11—bobda berilgan masalalarning javoblari:
31 1) u{x,y) = xr/0kyd) + y(K);
E=x4, 1= X = 0.
2)  n(xky) = /0ky)lny + y(y);
E=xy, 7=y, + = 0.

3)  nOxy) = /0K) + >UZ0Ky3);



Javnhlar
4)  u(x,y) = f(y + sin>) + g(y + smx)e2x;
£=y+sinx, )= x: um —2un= 0.
5 u(x,y) —f(x2+ y2) + g(x2+ y2Jx3+ 10_1x5;
£=x2+y2 T®—x; um - 2r]-1wy - rf = 0.
6) u(x,y) = f(x + 2y) + ex/2Q(x + 2,
£=x+ 2y, N=X, wuy- ~un= 0.
7) m.v, y) f(a4:r ly)<xplrf -1 y(2x +y);
s 11 /Mm 4 2r t W ull /s 0.

H) u(x,y) "' fix tcosy)-- f (/(X);

X
\ oLy, 7- x5 Wy 4 ~Uuy — 0.

1) N/§H) — " ~(r2H j2) ( sin?/ \ Tixy.

“uv//) - B‘(?/yl— Ns72; K <1, O<y< 1

3)  MQEK,r/) = sm</+eK »-1. 4) u(x, y) = xy+ ;//2
5) u(x, y) = x2+ /4. 6) u(x,y) = xyd+ 1.
7)) mx,y) = 2(y2- 1)+ \ x2(l - y5 + 3x2.

5

8) u(x,y) - 2°/L. 9) u(x,y)-Mx-lI)y\

10) iilx, t) = rH-3X2 4 sinxsint
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3.3,  u(x,t) — Asm >Knx cos >nax.

0 +00 1
3.4. u(x,t) = -0 E 777rrT\3 sin[(2A;+1)7rx]cos[(2A;+])7rat].
M3 k=0 (2fc+ 1)d

nv,-. -boo 1
3.5. uix,t) = —I E + + I)Hsin[(2fc +
fco Kk +
l)nat].
.. 1 . 2amr . 2
3.6. u(x,t) = sSm — tsm — K
2arr | |
2l . akK .X baok , BK
3.7. nix, t) = — sm—tsm— >+ cos — - 1sm — X
anr 21 2i 21 n
00
3.8. u(x,t) = E akcos sin A™MK+
fc=i
10 1!
+- E T-/N(r)sinaA™ " r)sin/lb"T1;
a k- 1 Afc O
| j 2 (/iz + Aj:) r f \ m \ j
bu yerda ak-= J Sm

A(t) = i(tf+~ 11/ /(&' t)siDAL” fy

Afic esa Afccos AjJ + hsin Afd = O tenglamaning ildizlari.

39 Ul —E / - Ty X
(, rKa . (kA 5 I12fk . frk_\
xeH—fj <t XHE Ll
bu verda-
.. f(ar)sm( — >XKjdx
1t \' 7/
i

3.11. 1) u{x,t)= ro[f{x - at) + /Ax+ a*)]-
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1 tx+a(t-r) / | / e\2\
+«T/ | Jo\cJ(t- T)2 - - /((,rRJr.
/a o x-a(t-r) \ V a- y

2) u(x,0 = "N[<BAE+ «0 + Ak - af)]+

3) * o * >

*Yy nyrnY *r+y +1

A~N1 jw  p+i)l]2"4 A~ 1j Uy p+i)l]2 .

4 ulx,y)= "+ (4- 3y)exp(l-x - y)-

—(2¢+ ~) exp[2(i -re-

R(x,y;£,i)) = exp{z - £+ 2(y - //)}.

IV—bobda berilgan masalalarning javoblari:

8+°° 1
41. u(x,t) = =X) — JTexp{—H{2k+1)2irazt} sin(2fc+l)7rx.
Tfo2k+ 1
r /am21 . @X

4.2. ,,('*,!)=exp|—"¥ J ijsm -.

+o0 @/ + 1)atr]2 1 (2A-+1)TT
43. u(x,t) — akexp = e t > Sill ———ememm e X.
k=0 21 | 21

Bu yerda ak= |2 6ip’(x)\sTn (2K F_xdx.
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44, *(* t) =
45. u{x,t) = v(x,t) + w(x);

v(x,t) = E ®fcexp<{ —a2A|t cos Afe;

fco
a5 = - /[A(i —x) —w(X)] cos Akxdx;
‘o
w(®) f(E)dAdz+ ~ J (f /(E)de )ds
a o\o / a o\o 1
4.6. u(x,t) = E afcexP \\Othosj X;
k=0
a0= 7f (F(K)d)u —j J N(x) cosN-j-Njxdx, £= 1,2,...
1.
4.7. 1) u(x,t) = sin Ix.
1 ( 2x —xz+ t
2)  u(x,i) =Xp
vVt + 1 \% i+ 1

3) u(x,t)=1- cost+ (1+ 4t)-1'R2e¢ x p "

4)  u(x,t) = t3+ e-tsinx.

5 u(x,y,t) = e~~+1"bsinlix sm 12y

sinijx + e~X¥1cos /uy.

6) «(X,Y,t)

4.8. u(x,t) = f Go(x,t;£)<p(l;)dE.
0

Bu yerda



liLvoblari Aain

anOrE V. * | 4a2t J ( 4a2i
(€))
4.9. u(x,t) = f Gi(x,t;Z)<p($)<IC
o]
Bu yerda

V—bobda berilgan masalalarning javoblari:

51. 1) Garmonik; 2) Garmonik; 3) Garmonik.
52. 1) K= %3; 2) kK—0, k=r-2 n>0 |Jjoo
53. 1) Berilgan funksiya (x2,0) nuktada maksimumga
umax = 4; va ((), H3) nuktada — --9 miuininin”®a crishadi.
54. 1) u(r, p) —~\I1 + r2cos f
2) u(r,<p = -(3 sinp —r2sin3ipj ;
5 5
3) u(r,p) = - + - rdcos4p.
8 8
55. 1) u(r, (p) = rcos <P+ C:
t2
2) u(r,p) = — cos™+ C.
56. u(X,y) = x2—y2+ 2J?+ i?2.
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Nazorat testlarining to‘g‘ri javoblari kaliti
1-testning to’g'ri javoblar kaliti

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

gbvvaaaavaga

2-testning to‘g‘ri javoblar kaliti

2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13
ngbabbvvaavb

3-testning to‘g‘ri javoblar kaliti

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
abgbgagvavgga

4-testning to‘g‘ri javoblar kaliti

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
bagvbaggbv

Baholash mezoni:

a’lo baho — 26 - 30 ball;
yaxshi baho — 21 - 25 ball;
qgonigarli baho — 16 - 20 ball;
Har bir to‘g‘ri javob — 2 balldan.

14

14

14

14

15

15

15

15
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