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SO‘Z BOSHI

Qo‘llanma oliy ta’lim muassasalari texnika va texnologiya bakalavr
ta’lim yo“‘nalishlari Davlat ta’lim standartlariga mos keladi va fanning o‘quv
dasturlariga to‘lajavob beradigan tarzda bayon gilingan.

Ushbu o‘quv go‘llanma bakalavr ta’lim yo'nalishlarining talabalari
uchun mo‘ljallangan bo‘lib. fanning ehtimollar nazariyasi va matematik
statistika, kompleks o'zgaruvchili funksiyalar nazariyasi, operatsion hisob va
matematik fizika tenglamalari kabi maxsus bo‘limlari bo'yicha materiallami
0‘z ichiga oladi.

Qo‘llanmaning har bir bo‘limi zarur nazariy tushunchalar, ta’riflar,
teoremalar va formulalar bilan boshlangan, ularning mohiyati misol va
masalalaming yechimlarida tushuntirilgan, shu bo‘limga oid amaliy
mashg'ulot darslarida va mustaqil uy ishlarida bajarishga mo‘ljallangan ko‘p
sondagi mustahkamlash uchun mashqlar javoblari bilan berilgan.

Har bir bo‘limning oxirida nazorat ishlari va laboratoriya ishi uchun
topshiriglar variantlari keltirilgan. ¢

Qo‘llanmani yozishda oily texnika o‘quv yurtlarining bakalavrlari uchun
oily matematika fanining amaldagi dasturida tavsiya qilingan adabiyotlardan
hamda o‘zbek tilida chop etilgan zamonaviy darslik va o‘quv
go'llanmalardan keng foydalanilgan.

QoMlanma hagida bildirilgan fikr va mulohazalar mamnuniyat bilan
gabul gilinadi.

Muallif

0 ‘quv goMlanmada quyidagi belgilashlardan foydalanilgan:
H - muhim ta’riflar;
B) - «alohida e’tibor bering»;
® , O - misol yoki masala yechimining boshlanishi va oxiri;

Shuningdek, muhim teorema va formulalar to‘g‘ri to'rtburchak ichiga
olingan.
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EHTIMOLLAR NAZARIYASI
VA MATEMATIK STATISTIKA

1.1 EHTIMOLLARNIBEVOSITA HISOBLASH
Hodisalar algebrasi. Kombinatorika elementlari. Ehtimolning ta’riflari

1.1.1 Hodisa deb sinashlar natijasida, ya’ni tayin shartlar majmuas
bajarilganda ro‘y berishi mumkin bo‘lgan har ganday faktga aytiladi.

Hqdisalar lotin alfavitining bosh harflari bilan belgilanadi. Masalan,
tangani tashlash - sinash, A-gerbli tomon tushishi, 5-ragamli tomon
tushishi hodisalar.

Sinash natijasida albatta ro‘y beradigan hodisaga mugarrar hodisa
deyiladi va U bilan belgilanadi.

Sinash natijasida mutlago ro‘y bermaydigan hodisaga mumkin
bo ‘Imagan hodisa deyiladi va V bilan belgilanadi.

Sinash natijasida ro‘y berishi ham ro‘y bermasligi ham mumkin bo‘lgan
hodisa tasodifiy hodisa deb ataladi.

Agar sinash natijasida bir nechta hodisalardan hech birini boshgalariga
nisbatan ro‘y berishi mumkinrog deyishga asos bo‘lmasa, bunday
hodisalarga teng imkoniyatli hodisalar deyiladi.

Agar sinash natijasida bir nechta hodisalardan bittasi va faqgat bittasining
ro‘y berishi muqarrar hodisa bo‘lsa, bunday hodisalar yagona mumkin
bo 1gan hodisalar deb ataladi.

Sinash natijasida ro‘y berisi mumkin bo‘lgan har bir hodisaga elementar
hodisa deyiladi. Barcha elementar hodisalar to‘plami hodisalar maydoni
deyiladi va Q orqgali belgilanadi.

Hodislar maydonida bitta sinash bilan bog'liq bo‘lgan A va Bhodisalar
ustida qo‘shish, ayirish va ko‘paytirish amallari aniglangan.

A va B hodisalarning yig ‘indisi (yoki birikmasi) deb ulardan hech
bo‘Imaganda bittasi ro‘y berishidan iborat bo‘lgan hodisaga aytiladi va A+B
(yoki Au B) bilan belgilanadi.

® A va B hodisalarning ko'paytmasi (yoki kesishmasi) deb ulaming
birgalikda ro‘y berishidan iborat bo‘lgan hodisaga aytiladi va A-B
(yoki AnB) bilan belgilanadi.



B a va B hodisalarning ayirmasi deb, A hodisa ro‘y berganda B hodi-
saning ro‘y bermasligidan iborat bo'lgan hodisaga aytiladi va A\b bilan
belgilanadi.

B A hodisaga garama-qgarshi hodisa (yoki A hodisaning inkori) deb,
A hodisaning ro‘y bermasligidan iborat bo‘lgan A hodisaga aytiladi.
Qarama- garshi hodisalar uchun A-A =V va A+A =Ci bo‘ladi.

Agar A hodisaro‘y berganida B hodisa albattaro’y bersa, bunda A ho-
disa B hodisani ergashtiradi (yoki A hodisa Bhodisaga kiradi) deyiladi va
Ac B debyoziladi. Agar Ac B va Be A bo‘lsa, u holda A va 5 ekvivalent
hodisalar deyiladi va A =B kabi belgilanadi.

Hodisalar ustida amallar quyidagi xossalarga ega:

* A+B=B+A, A B=B A;
(A+B)+C=A+(B+C), (A B) C=A-(BC);
A-(B+C)=A B+A C,' A+B-C=(A+B)-(A+C);
A+A=T, A-A=V,

A d=A, A+Q=(C;
A+A=A_ A A~A;

A\B =A B;

F=n, W=K A=A;
A-B=A+B; A+B~AB.

Bir vaqtda ro‘y bermaydigan A va. B hodisalarga birgalikda bo magan
hodisalar deyiladi. Birgalikda bo*‘Imagan hodisalar uchun A-B =V bo'ladi.

Ikkitasi birgalikda bo'lmagan ALAr,...,Al hodisalarga ju f - jufti bilan
birgalikda bo 'Imagan hodisalar deyiladi.

Agar AA,,...,A, hodisalar birgalikda bo‘Imagan va yagona mumkin
bo'lgan hodisalar bo'lsa, u holda bu hodisalar to1a guruh tashkil etadi
deyiladi. To‘la guruh tashkil etuvchi hodisalar uchun A -At=V (i *j)
va A +Al+..+All=U bo‘ladi.

®> T hodisalar maydonining S hodisalar sinfi hodisalar algebrasi
deyiladi, agar:

1L VeS, Qe5 bo‘lsa;

2. Ae5dan AeS kelib chigsa;

3.AeS, BeSdan A+BeS, AmBeSkelib chigsa.

1-misol. Oyin kubigi ikki marta tashlanadi. Sinash natijasi- birinchi va
ikkinchi tashlashda tushgan ochkolarga mos sonlar juftligi. Sinashningjami
elementar hodisalari to'plami Q ni va quyidagi hodisalarning elementar



hodisalari to‘plamlarini toping: A-har ikkala holda 3 ga karrali ochkolar
tushishi; B -6 ochko bir marta ham tushmasligi; C-har ikkala holda 4 dan
katta ochkolar tushushi; D- har ikkala holda bir xil ochkolar tushushi.

® Oyin kubigi tashlanganda oltita elementar natija -1, 2, 3, 4, 5, 6
ochko tushishi hodisalari mavjud. Shu sababli fi to‘plam va ko‘rsatilgan
hodisalarga mos to'plamlar quyidagicha bo'ladi:

Q = {»1»(1.2),(1.3),(14).(19),(1,6)...(61D.(6,2),(6,3).(6.4), (6.5).(6.6)},
A={33).(6:3).(36).(6.6)},
B (1A, (1>2)(1.3),(14),(15).....(5.1).(5,2).(5.3), (5.4), G5)},
C={(55).(56).(6,5).(6.6)} D=1{11.(2,2).(3,3),(4,4).(55).(6:6)} O

2-misol. Ixtiyoriy A,B hodisalar uchun A va A+B hodisalarning
birgalikda bo'lishi yoki birgalikda bo'Imasligini tekshiring.
® A-A+B=(9° xossaga ko‘ra)=A(AB) =(2" xossaga ko‘ra)=
=(Am\) B=(4° xossaga ko‘ra)=V B=V.
Demak, A va A+B hodisalar birgalikda emas. O

1.1.2. Bir gancha kombinatorika masalalari ikkita goida asosid:
yechiladi.
Qo shish qoidasi. Agar Axelement u, usul bilan, Alelement boshga bir

n2usul bilan, A element birinchi ikki usuldan fargli bo‘lgan n3 usul bilan va
shu kabi “element birinchi (k- Jusuldan fargli bo‘lgan nt usul bilan
tanlangan bo'lsa, u holda ko‘rsatilgan elementlardan istalgan bittasi

ni +nl +...+nk usul bilan tanlanishi mumkin.

Ko'paytirish qoidasi. Agar A, element n, usul bilan tanlangan bo‘lsa, har
bir shunday tanlashdan keyin A2 element n2usul bilan tanlangan bo‘lsa va
shu kabi har bir (k-1)marta tanlashdan keyin Akelement nk usul bilan
tanlangan boMsa, u holda barcha elementlarA,,A2 Ak tartibda nl-nl-...-nt

usul bilan tanlanishi mumkin.

<a© n ta elementdan m ta (0<m<n) elementni tanlashning ikki
sxemasi mavjud: takrorlashlarsiz (qaytarib qo‘yishlarsiz) va takrorlash
(qaytarib go‘yish) bilan.

Takrorlashlarsiz tanlash sxemasi

n ta elementdan k tadan o rinlashtirish deb yoki elementlarining tartibi
yoki ulaming tarkibi bilan farg giluvchi k ta elementdan tashkil topgan
birikmaga aytiladi.



H ta clcmentdan k tadan o‘rinlashtirishlar soni
a: :«(«- ])""(«- (*- ])):(_n_k)l

tenglik bilan aniglanadi.
n ta elementli o rin almashtirish deb fagat tartibi bilan farq giluvchi
n tu clementdan tashkil topgan birikmaga aytiladi.
n ta elementli o‘rin almashtirishlar soni quyidagi formula bilan topiladi:
a =n;=n\
n ta elementdan k tadan guruhlash deb hech bo'Imaganda bitta elementi
bilan farq giluvchi k ta elementdan tashkil topgan birikmaga aytiladi.
n ta elementdan k tadan guruhlashlar soni
CA AN "
* Pt (n-k)M
kabi topiladi.

Takrorlash bilan tanlash sxemasi

n ta elementdan ktadan takrorlash bilan o frinlashtirish deb yoki
elementlarining tartibi yoki ulaming takrorlanish soni bilan farg giluvchi
K ta elementdan tashkil topgan birikmaga aytiladi.

n ta elementdan k tadan takrorlash bilan o‘rinlashtirishlar soni

tenglik bilan topiladi.

n ta elementli birikmada &ta har xil element bo‘lib, bunda birinchi
clement « marta, ikkinchi element nr marta, vashukabi k-element
nt marta takrorlangan hamda u, +«2+...+nt =n bo‘lsin. Bu birikmaning n ta
elementli o‘rin almashtirishiga n ta elementli takrorlash bilan o fin

almashtirish deyiladi.
n ta elementli takrorlash bilan o‘rin almashtirishlar soni

tenglik bilan aniglanadi.

Agar n ta elementdan k tadan guruhlashda elementlar gayta tartibga
olish bajarilmasdan qaytarilsa, u holda n ta elementdan k tadan takrorlash
hilan guruhlash deyiladi.

n ta elementdan k tadan takrorlash bilan guruhlashlar soni

kabi aniglanadi.



3-misol. 0,3,4,5,6,8 ragamlaridan nechta uch xonali son tuzish mumkin?

® Uch xonali sonni tuzish jarayoni uchta harakatdan iborat: birinchi
harakat-birinchi ragamni tanlash; ikkinchi harakat- ikkinchi ragamni tanlash;
uchinchi harakat-uchinchi ragamni tanlash. Uch xonali sonning birinchi
ragami O bo'Imasligi kerak. Shu sababli birinchi harakatni besh usul bilan
bajarish mumkin. Ikkinchi ragam berilgan sonlardan istalgani bo'lishi
mumkin va ikkinchi harakatni olti usul bilan bajarish mumkin. Oxirgi ragam
juft bo'lishi kerak. Shu sababli uchinchi harakatni to‘rt usul bilan (0,4,6,8
ragamlarini tanlash orqgali) bajarish mumkin. U holda ko‘paytirish qoidasiga
ko‘ra tanlash usullari soni 5m6+4 =120 ga teng.

Shunday gilib, masalaning shartini ganoatlantiruvchi 120 ta son
mavjud. O

4-misol. Bankning yangi prezidenti o‘nta direktorlar orasidan yangi
ikkita vitse-prezidentini tanlashi lozim. Prezident ixtiyorida nechta tanlash
usuli mavjud, agar: 1) vitse-prezidentlardan birining (birinchisining)
lavozimi boshgasining lavozimidan yuqori bo‘lsa; 2) vitse-prezidentlar teng
lavozimga ega bo‘lsa.

® 1) 10 ta talabgordan ikkita har xil lavozimga 2 ta nomzodni tanlash
usullari soni 10 ta elementdan 2 tadan o‘rinlashtirishlar soniga teng bo'ladi,
ya’ni

4’ =10-9=90.

2) 10 ta talabgordan ikkita bir xil lavozimga 2 ta nomzodni tanlash

usullari soni 10ta elementdan 2 tadan guruhlashlar sonigateng bo‘ladi, ya’ni

X =10" =45
D 2.8 1-2
1.1.3. Hodisa obyektiv ro‘y berish imkoniyati darajasining sonli

ko‘rsatgichiga hodisaning ehtimoli deyiladi.

Ehtimolning matematik ta'rifi. Har bir A hodisaga bu hodisaning
ehtimoli deb ataluvchi biror P(A) o‘lchov mos qo‘yiladi va bu o‘lchov
quyidagi aksiomalami ganoatlantiradi:

I'. Har ganday hodisa uchun 0s P(A) <1bo‘ladi;

2°. Mugarrar hodisaning ehtimoli P(U) =1 bo‘ladi;

3°. Ro‘y bermaydigan hodisaning ehtimoli P{V)=0 bo‘ladi;

4”, Agar A B=V bo‘lsa, uholda P(A+B)=P(A)+P(B), ya'ni birgalikda
bo‘lmagan A va B hodisalar yig‘indisining ehtimoli shu hodisalar
ehtimollarining yig‘indisiga teng bo‘ladi.



Agar sinashning natijalari hodisalarning to‘la guruhini tashkil etsa va
teng imkoniyatli bo‘lsa, ya’ni ular yagona mumkin bo'lgan, birgalikda
bo‘lmagan va teng imkoniyatli hodisalar bo'lsa, u holda bu natijalarga
elementar natijalar deyiladi. Bunda smash «klassik» deb yuritiladi.
Sinashning o‘rganilayotgan hodisaning ro‘y berishiga olib keladigan
elementar natijalariga sinashning hodisa ro‘y berishiga qulaylik tug diruvchi
natijalari deyiladi. %

Ehtimol ning klassik ta’rif igabinoan A hodisaning
ehtimoli deb, sinashning A hodisa ro‘y berishiga qulaylik tug‘diruvchi
natijalari soni m ning sinashning barcha elementar natijalari soni n ga
nisbatiga aytiladi va P(A) bilan belgilanadi:

P(A) = ~n . (1,1)

Bunda A hodisa ro‘y berishiga qulaylik tug‘diruvchi natijalar «moyil
hodisalar» deb yuritiladi.

A hodisaning nisbiy chastotasi deb hodisa ro‘y bergan sinashlar soni
m ning aslida o‘tkazilgan jami sinashlar soni n ga nisbatiga aytiladi va
P'{A) bilan belgilanadi:

P\A) :%L. (12)

Ehtimolning statistik ta’rifigabinoan sinash shartlari
o‘zgarmaganda A hodisaning nisbiy chastotasi tebranadigan songa A hodi-
saning ehtimoli deyiladi.

Ehtimolning g ometrik ta’rifigabinoan A hodisaning
ehtimoli deb A hodisaga moyil soha o'lchamining butun soha o‘lchamiga
nisbatiga aytiladi, ya’ni

—A
P(A) = oSG (1.3)
Ehtimolning klassik, statistik va geometrik ta’riflari matematik ta’rifning

barcha aksiomalariga bo‘ysinadi.

5-misol. QOyin kubigi bir marta tashlanganda toq ochko tushishi
ehtimolini toping.

® Oyin kubigi tashlanganda oltita elementar natija - 1, 2, 3, 4, 5, 6
ochko tushishi hodisalari mavjud. Barcha n=6 ta elementar natijalar teng
imkoniyatli va to‘la guruh tashkil giladi. J1- toq ochko tushishi hodisasi
bo‘lsin. A hodisa ro‘y berishiga w=3ta natija - 1, 3 va 5 ochkolar tushishi
hodisalari moyil bo‘ladi.



U holda ehtimolning klassik ta’rifiga ko‘ra
P(A) :-6 :-2. (0] »

6-misol. Qutida 3 ta oq, 5 ta yashil va 2 ta ko‘k sharlar_bor. Qutidan
tavakkaliga olingan shaming rangli bo‘lishi ehtimolini toping.

A-olingan shaming rangli bo‘lishi hodisasi bo'lsin. Sinash 10 ta
teng imkoniyatli elementar natijalardan iborat bo‘lib, ulardan 7 tasi olingan
shar rangli ( yashil, ko‘k) bo‘lishiga, ya’ni A hodisaga moyil bo‘ladi.

Demak,

P(A)=—=07. O
M=%

7-misol. Oltita bir xil varagqga alohida A,B,E,I,F,L harflari yozilgan. Bola
varaglami tavakkaliga oladi va chapdan o‘ngga garab ketma-ket yoyadi: 1) 3
ta varaq olinganda «AQL», «FIL» so‘zlarining chigishi ehtimollarini; 2) 6 ta
varag olinganda «<ALIFBE» so‘zining chiqishi ehtimolini toping.
1) A-3 tavarag olinganda «AQL» so‘zi chiqgishi hodisasi bo
Q harfi varaqglarda yo‘q. Shu sababli m=0 va P(A) =0
B- 3 ta varag olinganda «FXL» so‘zi chiqgishi hodisasi bo‘lsin. So‘zdagi
harflar varaglarda bir martadan uchraydi. Shu sababli m=], Oltita harfdan
uchtadan birikmalar stfni 6 ta elementdan 3 tadan o‘rinlashtirishlar soniga
teng:
=6-5-4 = 120.
Demak,
P(B)_lzo'
2) C-6 ta varag olinganda «ALIFBE» so‘zi chigishi hodisasi boMsin.
So‘zdagi harflar varaglarda bir martadan uchraydi. Shu sababli m=1 Oltita
harfdan oltitadan birikmalar soni 6 ta elementlidan o‘rin almashtirishlar
soniga teng:
P6=6!="720.
Demak,

/40 =0 0

10



8-misol. Qirgma alfavitning 10 ta harfidan «MATEMATIKA» so‘zi
tuzilgan. Bu harflar sochilib ketgan va gaytadan ixtiyoriy tartibda yig‘ilgan.
Quyidagi so‘zlar chigishi ehtimollarini toping: 1) <MATEMATIKA»,
2) «KATET».

® 1) A- <MATEMATIKA» so‘zi chigishi hodisasi boMsin. Sinashning
mumkin bo'lgan teng imkoniyatli elementar hatijalari 10 ta elementdan o‘rin
almashtirish sonidan iborat, ya’ni «=/" =10l. A hodisaga moyil hodisalar
soni m=2!32! ga teng, chunki matematika so'zida «A/» 2 marta, «/1» 3 mar-
ta, «7» 2 marta takrorlanadi.

Demak,
_m_232 1

P(A) =" =
W= 151200

Bu masalani boshgacha yechish mumkin: 10 ta harfning takrorlash bilan

orin almashtirishlar soni
",(3,221)=-m!-- =151200.
32241
Bundan
1 1
P(A)=-
*) F03,221) 151200

2) «KKATET» so°‘zi chigishi hodisasi bo‘lsin. Sinashning mumkin bo‘lgan
teng imkoniyatli elementar hatijalari 10 ta elementdan 5 tadan
o'rinlashtirishdan iborat:

n:A.%:—lg,!.

B hodisaga moyil hodisalar soni m=2!, chunki katet so‘zida “T 2 marta
takrorlanadi.

Shunday qilib,

PB)=- =— =——.0
n 100 15120

9-misol. Qutida 10 ta detal bo‘lib, ulardan 7 tasi standart. Tavakkaliga:
1) 4 ta detal olinganda, ulaming hammasi standart boMishi ehtimolini
toping; 2) 5 ta detal olinganda, ulaming 3 tasi standart bo‘lishi ehtimolini
toping.

@ 1) Sinashning mumkin bo‘lgan elementar natijalari soni 10 detaldan
4 ta detalni olish usullari soniga, ya’ni C8 ga teng. A hodisaga moyil

natijalar soni 7 detaldan 4 ta detalni olish usullari soni C' ga teng.



Demak,
7L

ct Jo~ 1031 8-910 6

/an
2) Sinashning mumkin bo‘lgan elementar natijalari C5 gateng. Ul  ga
C’ «Cf tasi tanlangan detallar ichida 3 tasi standart boMishi hodisasi

moyil.
Shu sababli
7 3
» a4, C?e - 34 2MEA 5, 0
C.,, 10[ 101-31-41-21 12"
5151

10-misol. Yetti qavatli uyning liftiga birinchi gavatda 3 kishi -JP™
Ulaming har biri ikkidan Hettigacha bo*lgan istalgan gavatda liftdan c"iOS'-
mumkin. Quyidagi hodisalarning ro‘y berishi ehtimollarini K
A-ulaming barchasi 5-gavatda liftdan chiqisi; B-ulaming barcha.'
gavatda liftdan chigisi; C- ulardan har biri turli qavatda liftdan chiqisij (flan

<& Yo‘lovchilaming har biri ikkidan Hettincbi qavatgacha 6 usil plat}
liftdan chigishi mumkin. Bunda 6 ta elementdan 3 tadan takrorlas™I”® 1
o‘rinlashtirishlar soni, ya’ni sinashning mumkin bo‘lgan elementar n
soni A\ =63=216ga teng bo‘ladi. Ulardan A hodisaga m =Ita natij*#*
B hodisaga m2~ 6 ta natija ( barcha yo‘lovchi yoki 2-gavatda, yoki 3 4 ta
da,..., yoki 7-qavatda liftdan chigadi) moyil, C hodisaga m = C\
natija (yo‘lovchilar 6 ta qavatdan 3ta gqavatda liftdan chigadi) moyil.

Bundan
—_ —_ —_ —/\ o
=216 =673 MOt $&

11-misol. Ikkita o‘yin kubigi baravar tashlanganda
hodisalarning .ro‘y berishi ehtimollarini toping: A- tushgan «.1"8
yig‘indisi 6 ga teng bo‘lishi; B- tushgan ochkolar ko‘paytmasi (r
bo'lishi; C-tushgan ochkolar yig‘indisi ulaming ko‘paytmasid’
bo‘lishi. wichi

® Har bir o‘yin kubigi tashlanganda oltita elementar natija ro'wj.”ar
mumkin. Bunda 6 ta elementdan 2 tadan takrorlash bilan o‘rinla.* ~36
soni, ya’ni sinashning mumkin bo‘lgan elementar natijalari soni A.'

12



ga teng bo'ladi. Bu elementar natijalardan A hodisaga m =5 tasi moyil:
kubiklarda (1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1) ochkolar tushishi, B hodisaga
m2=4 tasi moyil: kubiklarda (1,6), (2,3), (3,2), (6,1) ochkolar tushishi, C ho-
disaga Tr= 11 tasi moyil: kubiklarda (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6),
(2,1), (3,1), (4,1), (5,1), (6,1) ochkolar tushish.

Demak,

=g PB)=g =i PO)=5. 0

12-misol. Do‘konda bor bo‘lgan uch turdagi 5, 7 va 13 ta sovutgichdan
21 tasi sotilgan. Har bir turdagi sovutgichlaming sotilishi ehtimollari bir xil
bo‘lsa, do'konda sotilmasdan golgan sovutgichlaming ehtimollarini toping:
1) bir turdagi; 2) har xil turdagi.

<S> 1) A-Dbir turdagi sovutgichlar sotilmasdan golgan bo‘lishi hodisasi
bo‘lsin. 25 ta sovutgichdan 4 ta sovutgich w=Cg#% usul bilan sotilmasdan
golishi mumkin. Birinchi turdagi 4 ta sovutgichni olishlar soni m =C4ga,
ikkinchi turdagi - m2- C* ga va uchinchi turdagi - m, =C4 ga teng. U holda
A hodisaning ro‘y berishiga birikmalami qo‘shish qoidasiga ko‘ra
m» m, +7Tr+m, =C4+C"' +C@&ta hodisa moyil bo'ladi.

Demak,
m=C > 0 < =5135+ 715=0
n Ci 12650
2) B-har xil turdagi sovutgichlar sotilmasdan qolgan bo‘lishi hodisasi

bo‘lsin. B hodisa uchta variantdan birida ro‘y berishi mumkin. Birinchi
variantda birinchi, ikkinchi va uchunchi turdagi sovutgichlardan mos
ravishda 1, 1, 2 tasi, ikkinchi variantda - 1, 2, 1tasi va uchinchi variantda esa
- 2, 1 1tasi sotilmasdan golsa.

U holda birikmalami ko ‘paytirish goidasiga ko‘ra birinchi, ikkinchi va
uchinchi variantga mos ravishda w, =C\C\C" ta, m2=C'C7C', ta va
m, =CXICBta hodisa moyil bo*ladi.

Bundan
-0L=m,+mi +m3_CA C\+ +QCICj, _
n n Ca
S-7-78 +5-21-13+10.7-13 0
12650



13-misol. Yuk mashinasiga ortish vagtida 400 ta tarvuzdan 25 tasi
yorilganligi aniqlandi. Tarvuzlar yorilishi hodisasining nisbiy chastotasini
toping.

<§> Jl-tarvuzlaming vyorilishi hodisasi bo‘lsin. Masalaning shartiga
ko‘ra n =400, m =25.

U holda

P’(A)- — =— _=0,063. O
n 400

14-misol. Radiusi R ga teng doiraga nuqta tavakkaliga tashlangan.
Nugtaning doira bilan doiraga ichki chizilgan muntazam uchburchak orasiga
tushishi ehtimolini toping.

<S> s uchburchakning yuzasi, S doiraning yuzasi, J/1-nuqtaning doira
bilan uchburchak orasiga tushishi hodisasi bo‘lsin. Radiusi R ga teng
doiraning yuzasi S=nRlga, unga uchki chizilgan uchburchakning yuzasi
s:-3>-/-j’:|3-lgatehg bo fadi:

U holda ehtimolning geometrik ta’rifiga ko'ra

S-s _ 4a92-3>/3R1_ LK- 31/3
P—(A)—"'S"'— """ T =TT 8

15-misol (Uchrashuv hagidagi masala). Ikki talaba ertalab coat- 9 bilan
10 orasida tayin joyda uchrashishga kelishib olishdi. Oldin kelgan talaba
ikkinchi talabani 15dagiga davomida
kutib, agar u kelmasa, gaytib ketadi.
Agar har bir talaba kelish vaqtini
kelishuv soatida tavakkaliga tanlasa,
ularning uchrashishi ehtimolini toping.

@ x- birinchi talabaning kelish
vagti, y-ikkinchi talabaning kelish
vaqgti boMsin. Agar masshtab birligi qilib
dagiga olinsa, x va y ning gabul qilishi
mumkin bo‘lgan giymatlari

O"gr"60, 07>>"60

bo‘ladi. Bu giymatlar Oxy koordinatalar
tekisligida tomoni 60 ga teng bo‘lgan
kvadratni aniglaydi (1-shakl). 1-shakl.
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Bu kvadratning nugtalari uchrashuvchilar vaqtini ifodalaydi:

O={(*,>): 0<pg<60, 0<"<60}.
Bunda barcha elementar natijalar teng imkoniyatli, chunki talabalar
tavakkaliga keladi.

N-talabalar uchrashishi hodisasi bo‘lsin. A hodisa talabalaming kelish
vagtlari orasidagi ayirmaning moduli 15 dan katta bo‘lmaganda ro‘y beradi,
ya’ni

A={(x>yy.\x-y£15}.

|ac->|<15 tengsizlik 1-shaklda bo‘yalgan sohani aniglaydi. Bu sohada
yotuvchi nugtalar A hodisaga moyil bo‘ladi.
U holda ehtimolning geometrik ta’rifiga ko‘ra izlanayotgan ehtimol
602-2---45-45
=_ 2—

p<

Mashqlar

1.1.1. Tanga uch marta tashlanadi. Sinash natijasi - tanganing yuqori
tomonida gerb (g) yoki ragam (r) chigichi. Sinashning jami elementar
natijalari to'plami Q ni va quyidagi hodisalarning elementar natijalari
to'plamlarini toping: A-gerb rosa bir marta chigishi; B-ragam bir marta
ham chigmasligi; C-gerblar ragamlardan ko‘p chiqgishi; D- gerb ketma-
ket ikki martadan ko‘p chigishi.

1.1.2. Elektr zanjiri 2-shaklda
keltirilgan sxemada tuzilgan.

A-a elementning ishdan chiqishi,
B-b elementning ishdan chigishi,
C -c elementning ishdan chiqishi
hodisalari boMsa, D va D hodisalarning
ifodasini yozing, bu yerda D-zanjiming
uzilishi hodisasi. 2-shakl.

1.1.3. Tasodifiy sonlar to‘plamid£in tavakkaliga bitta son olingan. Agar
A-olingan son 0 bilan tugaydi, B-olingan son 5 ga bo‘linadi hodisalari
bo'lsa, B\A va An B ganday hodisalar bo'ladi?



1.1.4. Ixtiyoriy A,B hodisalar uchun quyidagilami isbotlang:
1) (A+B) (A+B)=A; 2) (A+B)™A +B) A +B) =AmB.

1.1.5. Guruhdagi yigirmata talabadan anjumanga yuborish uchun
uchtasini tanlash kerak. Tanlashning nechta usuli mavjud?

1.1.6. Erkin Anvar bilan xafalashib golgani uchun u bilan bitta
avtobusda ketishni istamaydi. Talabalar turar joyidan institutgacha coat
7 bilan 8 oralig‘ida beshta avtobus jo ‘naydi. Oxirgi avtobusga yeta olmagan
talaba mashg'ulotga kech goladi. Erkin bilan Anvar har xil avtobuslarda
nechta usul bilan mashg‘ulotga kechikmasdan borishlari mumkin?

1.1.7. <xDADA» so'zida harflaming o‘mini almashtirish orgali nechta
har xil so‘z tuzish mumkin?

1.1.8. Oltita bir xil varagqa 3,3,4,5,5,5 sonlari yozilgan. Bu varaglar
ketma-ket joylashtirilsa, nechta olti xonali son tuzish mumkin?

1.1.9. Do‘konga 30ta televizor keltirildi. Ulardan 5 tasi bilinmas
nugsonga ega. Tekshirish uchun tavakkaliga tanlangan televizoming
nugsonsiz bo‘lishi ehtimolini toping.

1.1.10. «TARVUZ» so‘zidan tavakkaliga bitta harf tanlangan. Bu
harfning: 1) «M» harfi bo‘lishi ehtimolini toping; 2) unli harf bo‘lishi
ehtimolini toping.

1.1.11. Qutida 3 ta qizil, 7 ta ko‘k va 5 ta oq shar bor. Qutidan
tavakkaliga olingan shaming: 1) og rangda bo‘lishi ehtimolini toping;
2) qizil rangda bo‘lishi ehtimolini toping; 3) yashil rangda bo‘lishi ehtimolini
toping; 4) rangli bo'lishi ehtimolini toping.

1.1.12. Domino toshlari to'plamidan (28 ta tosh) tavakkaliga olingan
toshda: 1) 5 ochko bo‘lishi ehtimolini toping; 2) 4 ochko yoki 6 ochko
bo'lishi ehtimolini toping; 3) chiggan ochkolar yig'indisi 8 ga teng bo'lishi
ehtimolini toping.

1.1.13. Birinchi qutida 1 dan 5 gacha ragamlangan sharlar, ikkinchi
qutida 6 dan 10 gacha ragamlangan sharlar bor. Har bir qutidan tavakkaliga
bittadan shar olingan. Olingan sharlarda ragamlar yig‘indisi: ]) 7 dan kichik
bo‘Imasligi ehtimolini toping; 2) 11 ga teng bo‘lishi ehtimolini toping;

3) 11 dan kichik bo‘Imasligi ehtimolini toping.
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1.1.14. Abonent telefon ragamini terayotib nomeming oxirgi uchta
ragamini eslay olmadi va bu ragamlar har xil ekanini bilgan holda ularni
tavakkaliga terdi. Ragamning to‘g‘ri terilishi ehtimolini toping.

1.1.15. Ikkita o‘yin kubigi tashlanganda: 1) tushgan ragamlar
ko‘paytmasi 12 ga teng boMishi ehtimolini toping; 2) tushgan ragamlar
yig'indisi 10 gateng bo‘lishi ehtimolini toping; 3)2 ragam tushishi
ehtimolini toping.

1.1.16. Bir xil varagqa alohida yozilgan 10 ta variantdan 8 tasi
tavakkaliga tanlangan va bir gatorda o'tirgan 8 ta talabaga targatilgan.
Quyidagi hodisalarning ro‘y berishi ehtimollarini toping: 1) birinchi va
ikkinchi variantlar targatilmay qolishi; 2) birinchi va ikkinchi variantlar
yonma-yon o'tirgan talabalarga tushishi; 3) variantlar ketma-ket tartibda
targatilishi.

1.1.17. To‘rtta bir xil varaqga alohida A,L,L,0 harflari yozilgan. Bola
varaglami tavakkaliga oladi va chapdan o°‘ngga garab ketma-ket yoyadi:
1) 3 ta varag olinganda «LOL», «OLA» so'zlarining chigishi ehtimolini;
2) 4 ta varag olinganda «LOLA» so'zining chigishi ehtimolini toping.

1.1.18. Qirgma alfavitning 10 ta harfidan «STATISTIKA»so‘zi tuzilgan.
Bu harflar sochilib ketgan va gaytadan ixtiyoriy tartibda yig‘ilgan. Quyidagi
so‘zlar chigishi ehtimollarini toping: 1) «STATISTIKA», 2) «kKATTA»,
3) «ISTAK».

1.1.19. To‘qgiz gavatli uyning liftiga birinchi gavatda 4 kishi Kkirdi.
Ulaming har biri ikkidan to‘qqizgacha bo'lgan istalgan gavatda lifldan
chigishi mumkin. Quyidagi hodisalarning ro‘y berishi ehtimollarini toping:
1) barcha yoMovchi 6-gavatda liftdan chigishi; 2) barcha yo‘lovchi bitta
gavatda liftdan chiqishi; 3) har bir yo‘lovchi turli qavatda liftdan chiqishi.

1.1.20. Guruhdagi 30 talabadan 5 tasi a’lochi. Tavakkaliga tanlangan
uchta talabaning: 1) barchasi a’lochi bo‘lishi ehtimolini toping; 2) birortasi
ham a’lochi bo‘Imasligi ehtimolini toping.

1.1.21. «36 dan 6 ta sportloto» o‘yinida sportning sonlar bilan
belgilangan 36 turidan 6 turi tavakkaliga tanlanadi. Bunda: 1) 6 ta son to‘g‘ri
topilishi hodisasining ehtimolini toping; 2) 4 ta son to‘g‘ri topilishi hodisa-
sining ehtimolini toping.
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1.1.22. Qutida 6 ta oq va 4 ta gora shar bor. Tavakkaliga: 1) 3 ta shar
olinganda ulaming hammasi og bo‘lishi ehtimolini toping; 2) 5 ta shar
olinganda ulardan 2 tasi qora bo‘lishi ehtimolini toping; 3) 2 ta shar olingan-
da ulaming turli rangda bo‘lishi ehtimolini toping.

1.1.23. Savatdagi 10 ta tennis to‘pidan 4 tasi yangi. Ulardan 3 tasi tavak-
kaliga tanlandi. Tanlangan to‘plardan 2tasi yangi bo‘lishi ehtimolini toping.

1.1.25. Do‘konda 30 ta televizor bo‘lib, ulardan 20 tasi import. Barcha
televizorlaming sotilishi ehtimoli bir xil bo‘lsa, 5 ta sotilgan televizor-
dan 3 tasi import bo‘lishi ehtimolini toping.

1.1.25. Qutida 5 ta ko‘k, 4 ta gizil va 3 ta yashil rangli galamlar bor.
Tavakkaliga 3 ta galam olingan. 1) barcha galam bir xil rangli bo‘lishi
ehtimolini toping; 2) galamlar har xil rangli bo‘lishi ehtimolini toping;

3) 2 ta gqalam ko‘k rangli va bitta galam yashil rangli bo‘lishi ehtimolini
toping.

1.1.26. Futbol bo‘yicha musobagada 18 ta jamoa qatnashadi va ulardan
5 tasi oliy liga a’zosi. Jamoalar tavakkaliga 9 tadan ikki guruhga bo‘linadi.
Quyidagi hodisalarning ro‘y berishi ehtimollarini toping: 1)A- oily liganing
barchajamoalari bitta guruhga tushishi; 2)£-oily liganing 2 tasi jamoasi
guruhlardan biriga va 3 tasi ikkinchisiga tushishi.

1.1.27. Qarta dastasi (52 ta) tavakkaliga 26 tadan ikki qutiga solinadi.
Quyidagi hodisalarning ro‘y berishi ehtimollarini toping: 1) har bir qutida
2 tadan tuz bo‘lishi; 2) qutilardan birida birorta tuz bo‘Imasligi, ikkinchisida
4 tuz bo‘lishi; 3) qutilardan birida 1ta, ikkinchisida 3 ta tuz bo“lishi.

1.1.28. Mergan nishonga garata 20 ta 0‘q uzdi va 12 o‘gning nishonga
tekkanligi aniglandi. Merganning nishonga tekkizishi hodisasining nisbiy
chastotasini toping.

1.1.29. Texnik nazorat bo‘limi 120 ta mahsulotdan 6 tasi sifatsiz ekanini
anigladi. Sifatsiz mahsulot chigishi hodisasining nisbiy chastotasini toping.

1.1.30. Radiusi R ga teng doiraga nugta tavakkaliga tashlangan. Uning
shu doiraga ichki chizilgan muntazam ko ‘pburchakka tushishi ehtimolini
toping: 1) uchburchakka; 2) to‘rtburchakka; 3) oltiburchakka.

1.1.31. Radiusi R ga teng sharga nuqta tavakkaliga tashlangan. Uning
shu sharga ichki chizilgan kubga tushishi ehtimolini toping.
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1.2. EHTIMOLLARNI TOPISHNING
ASOSIY FORMULALARI

Ehtimollarni qo‘shish teoremalari. Ehtimollarni ko‘paytirish
teorimalari. ToMa ehtimol formulasi. Bayes formulasi

1.2.1. 1-teorema. Birgalikda bo‘lmagan A va B hodisal:
yig‘indisinmg ehtimoli shu hodisalar ehtimollarining yig‘indisiga teng, ya’ni
P(A +B) =P(A) +P(B).

Juft-jufti bilan birgalikda bo‘Imagan A, ,A2...,A,, hodisalar uchun

P(A, +A2+...+A,)=P(A,) +P(AD) +..+ P(A,,).

2- teorema. Juft-jufti bilan birgalikda bo'lImagan to‘la guruh tashkil

etuvshi A, A2..., A, hodisalar ehtimollarining yig‘indisi birga teng, ya’ni
P(A)+P(A2)+...+P(AJ =I

1 -natija. Qarama - garshi hodisalar ehtimollarining yigMndisi birga

teng, ya’ni
p+q=l,
bu yerda p =P{A), g=P(A).
1-misol. 0 ‘yin kubigi tashlanganda 3 ochko yoki 4 ochko tushishi

hodisalarining ehtimolini toping.

® a-3 ochko tushishi hodisasi, B-4 ochko tushishi hodisasi bo‘lsin.
U holda P(A):é, P(B):é bo‘ladi.

A va B hodisalar birgalikda bo‘Imagan hodisalar. Shu sababli

P(A+B)=P(A) +P(B) =; +X =T. O

2-misol. A,B,C,D-to‘la guruh tashkil giluvchi hodisalar va P(A) =Q3,
P(B)=0,4, P(C)=01 bo‘lsa, D hodisaning ehtimolini toping.
<S> A,B,C,D hodisalar to‘la guruh tashkil gilgani sababli
P{A) +P(B) +P(C)+P(D)=1
Bundan
P(D)=1- (41)+P(B) +P(C))=1- (03+04+01)=02. O

3-misol. 8 ta oqg va 4 ta rangli shar solingan qutidan tavakkaliga 5 ta
shar olinadi. Olingan sharlar orasida hech boMmaganda bitta rangli shar
bo‘lishi ehtimolini toping.
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® A-olingan sharlar orasida hech bo‘lmaganda bitta rangli shar
bo‘lishi hodisasi bo‘lsin. U holda A - olingan sharlar orasida rangli shar
bo‘Imasligi hodisasi bo‘ladi.

P(A) ni topamiz. 12 ta sharlar orasidan 5 ta shami n=C2 usul bilan

olish mumkin. 8ta oq shardan 5 ta shami m=Cp5 usul bilan olish mumkin.

U holda
8!
P(;?w£L-a3U-%U + 1+ 1-=1-
c2 12 3 9101112 99
5-7
Bundan
7_92
P(A) =\- P(A \-----——. 0]
(W) =\- PRY=\ o=
1.2.2. Agar A hodisaning ro‘y berishi B hodisaning ro‘y berishi yok

ro‘y bermasligiga bog'liq bo‘lmasa, A va B hodisalarga bog'ligmas
hodisalar deyiladi.

Agar A hodisaning ro‘y berishi B hodisaning ro‘y berishi yoki ro‘y
bermasligiga bog‘lig bo‘lsa, A va. B hodisalarga bog4iq hodisalar deyiladi.

A hodisaning B hodisa ro‘y berdi degan shartda hisoblangan ehtimoliga
A hodisaning B hodisa ro‘y berishi shartidagi shartli ehtimoli deyiladi va
PB(A) (yoki P(A/B)) bilan belgilanadi.

3-teorema. A va. B hodisalar ko‘paytmasining ehtimoli hodisalardan
birining ehtimoli bilan ikkinchisining birinchi hodisa ro‘y berishi shartidagi
shartli ehtimoli ko‘paytmasiga teng, ya’ni

P(AmB) =P(A) ®PAB) = P{B) WPB(A).
n ta At,Az,....[,hodisalar uchun
[44 - o4 oo 4)Z[>(A)N (N)ol>N(4) emoph , (4) 0

At,A2...A,, hodisalardan istalgan bittasining ro‘y berishi golganlarining
har ganday ko'paytmasi ro‘y berishi yoki ro‘y bermasligiga bog‘liq
bo'Imasa, bu hodisalarga birgalikda bog'ligmas hodisalar deyiladi.

2-natija. Birgalikda bog'ligmas hodisalar ko‘paytmasining
ehtimoli ulaming ehtimollari ko‘paytmasiga teng, ya’ni

>4 wAr  A)=P(A)mP(Aj)e..e P(AJ.
Xususan, birxil p ehtimolga ega hodisalar uchun
P(4-A2---AJ =p".
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4-teorema. Birgalikda bog‘ligmas AlLA2..,Aa hodisalardan hech
bo‘Imaganda bittasining ro‘y berishdan iborat bo‘lgan A hodisaning ehtimoli
P(A)=\-q.92.0,,
bo‘ladi.
Xususan, bir xil p ehtimolga ega A, A2...A,, hodisalar uchun
P(A)=I-qg\

4-misol. 3ta oq va 5 ta qora shar solingan qutidan tavakkaliga ketma-ket
3 ta shar olinadi. Olingan sharlar qutiga gqaytarilmaydi. Qutidan olingan har
uchala shaming qora bo“lishi ehtimolini toping.

® A-olingan /-shaming qora bo'lishi hodisasi bo‘lsin, bunda
/=123. U holda izlanayotgan ehtimol P(A, ma2m®A,)ga. teng bo ‘ladi.

Ehtimollarni ko‘paytirish teoremasiga ko‘ra

AN, w2-A3 =P (A,)P,i(A2)- Plit:(A,).

Birinchi shar olinayotganda qutida 8 ta shar bo‘lib, ulardan 5 tasi gora
shardan iborat. Demak, P(A):é.

Ikkinchi shar olinayotganda J1 hodisa ro‘y bergan bo‘ladi. Shu sababli

qutida 3 ta oq va 4 ta qora shar qoladi. Shu sababli PA(A2) :ibo'ladi.
Shu kabi P (A3):-é. Shunday qilib,

PA WA W\ )=-m-m-=—. O
(A ™, ) =5 = %

5-misol. Zavod ishlab chigargan mahsulotining 5% i yaroqsiz. Nazorat
uchun zavod ishlab chigargan mahsulotlar orasidan tavakkaliga 20 ta detal
olingan. Olingan detallar orasida hech bo‘lmaganda bittasi yaroqsiz bo‘lishi
ehtimolini toping.

<S> a,-olingan /-detaining yarogsiz bo‘lishi hodisasi bo'lsin, buyerda
i =120- U holda P(A)) =0,05 ga teng bo‘ladi. Bunda olingan detallar orasida
hech bo‘lmaganda bittasi yarogsiz bo‘lishi hodisasi A=A +A2+A, +..+ A
bo‘ladi. Yo‘lga qo'yilgan texnologik jarayonda A, A2A,,...,Al0 hodisalami
birgalikda bog“‘ligmas hodisalar desa bo‘ladi.

1J holda izlanayotgan ehtimol

p(a)=i-n Ha)=i-a- p(4))D=1- °’BD“ 64+ 0
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6-misol. Ikkita kimyoviy reaktoming bir soat davomida to‘xtovsiz
ishlashi ehtimoli mos ravishda 0,75 va 0,8 ga teng. Quyidagi hodisalarning
ehtimollarini toping:

B - bir soat davomida har ikkala reaktorlaming ishdan chiqishi;

C- bir soat davomida har ikkala teaktoming to ‘xtovsiz ishlashi;

D - uch soat davomida har ikkala teaktoming to‘xtovsiz ishlashi;

E-bir soat davomida hech bo‘Imaganda bitta reaktoming to'xtovsiz
ishlashi;

F - bir soat davomida faqgat bitta reaktoming to ‘xtovsiz ishlashi.

® A -birinchi reaktoming bir soat davomida to‘xtovsiz ishlashi
hodisasi, A2-ikkinchi reaktoming bir soat davomida to‘xtovsiz ishlashi
hodisasi bo‘lsin.

Masalaning shatrtiga ko‘ra: P(A,) =0,75, P(A2=0_8.

Bundan

P(A)=1- 0,75=0,25, P(A2=1-08=0,2.

Bir soat davomida har ikki reaktoming ishdan chigishi hodisasi B =AA,
bo‘ladi. At va A2 hodisalar bog‘ligmas hodisalar bo'lgani uchun hodisalami
ko‘paytirish teoremasiga ko‘ra

P(B) = P(A,A2) =P(A,) *P(Ar)=0,25+0,2 = 0,05.

Bir soat davomida har ikkala teaktoming to‘xtovsiz ishlashi hodisasi

C=AA2bo'ladi. Bundan
P(C) =P(AIA2) =P(Al)-P(A2) =0,75+0,8=0,6.

Uch soat davomida har ikkala reaktoming to‘xtovsiz ishlashi hodisasi

D =CCC bo‘ladi. U holda
P{D) =P(CCC) =P(C) #P(C) #P{C) = 0,6 +0,6 ®,6 = 0,216.

Bir soat davomida hech bo‘lmaganda bitta reaktoming to'xtovsiz
ishlashi hodisasi (E hodisa) har ikkala reaktoming ishdan chigishi
hodisasiga (B hodisaga )garama - garshi hodisa bo‘ladi: E=B.

Demak,

P{E)=1- P(B) =1- 0,05=0,95.

Bir soat davomida fagat bitta reaktoming to'xtovsiz ishlashi hodisasi
F=A12+AA2bo"ladi.

U holda ehtimollami go'shish va ko“paytirish teoremalariga ko‘ra

P(F)j= P(AAr+A,AJ = P(A1A]) +P(AtA2) =
=P(A,)wP(A2) + P(A))*P(A2 =0,75m,2+0,80,25=0,35. O
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7-misol. Uchta merganning o‘gni nishonga tekkizish ehtimollari mos
ravishda PI=04, P2=05, P}=0,9 ga teng. Uchala mergan baravariga o‘q
uzganda nishonning yakson bo'lishi ehtimolini toping. Bunda nishon yakson
bo‘lishi uchun unga bitta o‘q tegishi kifoya.

® Masalaningshartigako‘ra: q,=i-p, =1-0,4 =0,6, q2=0,5, g, =0,1.
Merganlaming nishonga tekkizishi hodisalari bog'ligmas, chunki har bir
mergan nishonga mustaqil o‘q uzadi. Shu sababli, bitta ogning nishonga
tegishi, ya’ni nishonning yakson bo‘lishi hodisasining ehtimoli

P(A)=1- q,0%, =1-0,6m 0,4 W),2 = 0,952

bo‘ladi. O

5-teorema. Birgalikda bo‘lgan A va 3 hodisalar yigMndisining ehtimoli
shu hodisalar ehtimollari yig‘indisidan ulaming birgalikda ro‘y berishi
ehtimolini ayrilganiga teng, ya’ni
P(A+B)=P(A)+P(B)- P(A®B).
Uchta hodisa uchun
P(A+B+C)=
=P(A)+P(B) +P(C)- P(AmB)-P{A xC)- P(BxC) + P(A B C).

8-misol. Aditoriyadagi 100 ta talabadan 50 tasi ingliz tilini, 40 tasi
fransuz tilini va 35 tasi nemis tilini biladi. Ingliz va fransuz tillarini 20 tala-
ba, ingliz va nemis tillarini 8 talaba, fransuz va nemis tillarini 10 talaba
biladi. Har uchala tilni 5 talaba biladi. Bitta talaba auditoriyadan tashqgariga
chiqdi. Quyidagi hodisalarning ehtimollarini toping:
A - auditoriyadan chiggan talabaning ingliz yoki fransuz tillarini bilishi;
B - auditoriyadan chigqan talabaning birorta tilni bilmasligi. m
@ C- auditoriyadan chiggan talabaning ingliz tilini bilishi hodisasi,
D - auditoriyadan chiggan talabaning fransuz tilini bilishi hodisasi,
E - auditoriyadan chiqggan talabaning nemis tilini bilishi hodisasi bo‘Isin.
Masalaning shatrtiga ko‘ra:
/>(0=0,5, P(D)=04, />(£)=0,35,
P(CD) =0,2, P(CE)» 0,08, P(DE)=01, P(CDE) =0,05.
Auditoriyadan chiggan talabaning ingliz yoki fransuz tillarini bilishi
hodisasi A*C +D bo‘ladi. C va D hodisalar birgalikda bo‘lgan va bogMiq
hodisalar. Shu sababli
P(A) =P(C+D)=P{C)+P(D)- P(CD)=05+04- 0,2=0,7.
Auditoriyadan chiggan talabaning birorta tilni bilmasligi hodisasi
B=C D E bo‘ladi. Bu hodisaning ehtimolini topish uchun hodisalar ustida
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amallaming xossalari va birgalikda bo‘lgan uchta hodisani qo'shish
formulasidan foydalanamiz:
[>E)=P(CuD*£)=P(cVd +E)=1- P(C+D+E) =
=1- (P(C) +P(D)+P(E) - P(CD)- P(CE)- P{DE)+P(CDE)) =
=1 (05+04+0,35- 0,2- 0,08-01+0,05)=0,08. O

1.2.3. Birgalikda bo'Imagan B,,B2....Bn hodisalar to‘la guruh tashki
etsin. A hodisa bu hodisalardan biri ro‘y berganda sodir bo‘lsin. Bunda
B,,B2 larga gipotezalar deyiladi.

U holda

P(A)=P(Bi)P.(A) +P(B")Ps,(A) +...+ P(BJPb (A) yoki P(A):HD(B,)PB'(A)
bo'ladi. Bu formulaga to 'la ehtimolformulasi deyiladi.

9-misol. Birinchi qutida 2 ta oq va 6 ta gora, ikkinchi qutida 4 ta oq va
2 ta qora shar bor. Birinchi qutidan tavakkaliga ikkita shar olinadi va
ikkinchi qutiga solinadi. Shundan keyin ikkinchi qutidan olingan shaming oq
bo'lishi ehtimolini toping.

® A-ikkinchi qutidan olingan shar oq bo‘lishi, BI7B2B, -birinchi
qutidan ikkinchi qutiga solingan sharlar mos ravishda 2 ta oq, 2 ta turli

rangda, 2 ta qora bo‘lishi hodisalari bo‘Isin.

c2 1 cc 12 C2 15
U holda w | - 5.

B,,.B2B1b-to'la guruh tashkil etadi.

Demak, to‘la ehtimol formulasiga ko‘ra

jp(r) L 8, 1255, 15,4 9

28 8 28 8 28 8 16

1.2.4. B,,.B2...Bn gipotezalar bo'lib, ulaming P(Bt),P(B2),...,P(BJ
ehtimollari berilgan bo‘lsin. Tajriba o‘tkazilib, uning natijasida A hodisa
ro‘y bersin va P*(A),PA(A)....FBA) shartli ehtimollar ma’lum bo“lsin.

U holda
P(Bt)P. (A)

XP(B,)P"(A)

bo‘ladi. Bu formulaga Bayesformulasi deyiladi.
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10-tnisol. Savdo firmasiga ikkita korxonadan lampalar keltirilgan bo'lib,
ulardan 30% i birinchi korxonada ishlab chigarilgan. Lampaning yaroqli
bo'lishi ehtimollari korxonalar uchun mos ravishda 0,8 va 0,6 ga teng.
Tanlangan lumpa tekshirilganda yarogli chiqdi. Uning birinchi korxonada
ishlab chigarilganligi ehtimolini toping.

® Ikkita gipotezani garaymiz: 5, - lampa birinchi korxonada ishlab
chiqgarilgan, B2- lampa ikkinchi korxonada ishlab chigarilgan.

Masalaning shartiga ko‘ra:

P(B,)=0,3, P(B)=0,7, P,,(A)=08 PB{A)=06.

Tajriba natijasida tekshirilgan lampa yaroqgli chiggan, ya’ni A hodisa
ro'y bergan. U holda Bayes formulasiga binoan lampaning birinchi
korxonada ishlab chigarilganligi ehtimoli

Mashglar

1.2.1. 6taoqva 5taqorashar solingan qutidan tavakkaliga 2 ta shar
olinadi. Olingan har ikkala shaming bir xil rangli bo'lishi ehtimolini toping.

1.2.2. Fabrikada bir nechta tikuv mashinasida ish bajariladi. Smena
davomida bitta tikuv mashinasini tuzatish talab etilishi ehtimoli 0,3 ga,
ikkita tikuv mashinasini tuzatish talab etilishi ehtimoli 0,21 ga, ikkitadan
ortiq tikuv mashinasini tuzatish talab etilishi ehtimoli 0,09 ga teng. Smena
davomida tikuv mashinalarini tuzatish talab etilishi ehtimolini toping.

1.2.3. Qutida 5 ta standart va 2 ta nostandart detallar bor. Qutidan
navbat bilan tavakkaliga bittadan detal olinadi. Ikkinchi olingan detaining
standart bo'lishi ehtimolini toping: l)agar detal qutiga qaytarilsa; 2) agar
detal qutiga qaytarilmasa.

1.2.4. 0 ‘quv zalida ehtimollar nazariyasidan 8 ta darslik bo'lib, ulardan
3 tasi lotin alifbosida yozilgan. Talaba tavakkaliga ketma- ket 2 ta darslik
oldi. Olingan darsliklarning har ikkalasi lotin alifbosida yozilgan bo'lishi
ehtimolini toping.

1.2.5. Ikki to'pdan bir yo'la 0'q uzishda nishonga o°‘q tegishi ehtimoli
0,95 ga teng. Agar ikkinchi to'pdan bitta o'q uzishda o'gning nishonga
tegishi ehtimoli 0,8 ga teng bo'lsa, bu ehtimolni birinchi to'p uchun toping.

25



1.2.6. lkkita to*quv dastgohining bir soat davomida to‘xtovsiz ishlashi
ehtimoli mos ravishda 0,6 va 0,85 ga teng. Bir soat davomida faqat bitta
to‘quv dastgohining to'xtovsiz ishlashi ehtimolini toping.

1.2.7. 6ta og va 2 ta rangli shar solingan qutidan tavakkaliga 4 ta shar
olinadi. Olingan sharlar ichida hech bo‘Imaganda bitta rangli shar bo‘lishi
ehtimolini toping.

1.2.8. 100 ta lotereya biletidan 5 tasi yutugli. Hech bo‘Imaganda bitta
biletda yutug bo‘lishi- ehtimolini toping: I)agar 2 ta bilet olingan bo‘lsa;
2) agar 4 ta bilet olingan bo‘lsa.

1.2.9. Ikkita qutidan birinchisida 4 ta oq va 8 ta qora shar va
ikkinchisida 6 ta oq va 3 ta qora shar bor. Har bir qutidan tavakkaliga
bittadan shar olinadi. Olingan sharlardan hech bo‘lmaganda bittasi oq
bo‘lishi ehtimolini toping.

1.2.10. 52 qartali dastadan bir vagtda 4 ta garta olinadi. Qartalaming har
xil turda bo‘lishi ehtimolini toping, agar: 1) gartalar dastaga gaytarilmasa;
2) qartalar qutiga gqaytarilsa.

1.2.11. Talaba o‘quv dasturidagi 25 ta savoldan 20 tasini biladi. Talaba
o°‘gituvchi tomonidan berilgan uchta savolni bilishi ehtimolini toping.

1.2.12. Qutida 8 ta oq, 6 ta gizil va 4 ta yashil shar bor. Qutidan
tavakkaliga ketma-ket 3 ta shar olinadi va qutiga gaytarilmaydi. Olingan
sharlaming birinchisi oq, ikkinchisi qizil va uchinchisi yashil bo‘lishi
ehtimolini toping.

1.2.13. Talabaning uchta test sinovidan o‘tishi ehtimollari mos ravishda
0,9, 0,8 va 0,9 ga teng. Talabaning: 1) fagat uchinchi sinovdan o‘tishi;
2) fagat bitta sinovdan o'tishi; 3) har uchala sinovdan o‘tishi; 4) hech
bo‘Imaganda ikkita sinovdan o‘tishi; 5) hech bo‘Imaganda bitta sinovdan
o ‘tishi ehtimolini toping.

1.2.14. Uchta mergan nishonga qarata bittadan o0‘gq uzishdi.
Merganlaming o ‘gni nishonga tekkizishi ehtimollari mos ravishda 0,7, 0,8
va 0,6 gateng bo‘lsa, quyidagi hodisalarning ehtimollarini toping: 1) fagat
Ikkinchi merganning nishonga tekkizishi; 2) fagat bitta merganning nishonga
tekkizishi; 3) har uchala merganning nishonga tekkizishi; 4) hech
bo‘Imaganda ikkita merganning nishonga tekkizishi; 5) hech bo‘Imaganda
bitta merganning nishonga tekkizishi.
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1.2.15. Ko'prikka bitta bomba tushsa, u yakson bo‘ladi. Ko‘prikka
tushishi ehtimollari 0,5, 0,6, 0,7, 0,8 bo‘lgan 4 ta bomba tashlangan. Ko'p-
rikning yakson boiishi ehtimolini toping.

1.2.16. Uchta bog'ligmas sinashda hodisaning hech bo‘lmaganda bir
marta ro‘y berishi ehtimoli 0,9919 ga teng. Hodisaning ehtimoli barcha
sinashlarda o‘zgarmas bo'lsa, hodisaning bitta sinashda ro‘y berishi ehtimo-
lini toping.

1.2.17. Basketbolchining bir tashlashda koptokni savatga tushirish
ehtimoli 0,6 ga teng. 0,784 dan kam bo‘lmagan ehtimol bilan hech
bo‘Imaganda bir marta savatga tushirish uchun basketbolchi koptokni
savatga kamida necha marta tashlashi kerak?

1.2.18. Qimmatli qog'ozlar bozorida har bir aksiya paketi aksiyadorga
0,5 ehtimol bilan foyda keltiradi. Hech bo‘lmaganda bitta aksiya paketida
0,96875 ehtimol bilan foyda ko ‘rilishi uchun kamida nechta har xil firmalar-
ning aksiyasini sotib olish kerak?

1.2.19. Ikkita o'yin kubigi tashlanmoqda. Hech bo‘Imaganda bitta kubik-
da 5 ochko tushishi ehtimolini toping.

1.2.20. Ikki zambarakdan bir-biriga bog'lig bo'Imagan holda nishon
o‘gga tutilmoqgda. Birinchi zambarakdan otilgan snaryadning nishonga
tegishi ehtimoli 0,7 ga, ikkinchi zambarakdan otilgan snaryadning nishonga
tegishi ehtimoli 0,8 ga teng. Nishonga bitta snaryad tegsa yakson bo‘ladi.
Nishonning yakson bo‘lishi ehtimolini toping.

1.2.21. Agar P(A)=06, P(A+B)=08, P(A-B) =05 bo‘lsa, P(B), PAB)

va PB{A) ni toping.

1.2.22. Agar P(A) =05 PAB)=08, P,,(A)=0,6 bo‘lsa, P{B), P(A B) va
P(A + B) ni toping.

1.2.23. O'q teshib o'tishi mumkin bo'lgan joylari ikkita dvigateli va
uchuvchi kabinasi bo'lgan samolyotga garata o'q uzilmogda. Samolyotni
urib tushurish uchun o'q har ikkala dvigatelga yoki uchuvchi kabinasiga
tegishi kerak. O'gning birinchi dvigatelga tegishi ehtimoli 0,8 ga, ikkinchi
dvigatelga tegishi ehtimoli 0,7 ga, kabinaga tegishi ehtimoli 0,6 ga teng.
Samolyot  gismlarining  shikastlaninshi  o'zaro  bog'lig bo'Imasa,
samolyotning urib tushirilishi ehtimolini toping.
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1.2.24. Qutida 2 ta og va 3 ta qora shar bor. Ikkita talaba qutidan navbati
bilan bittadan shar oladi va qutiga gaytaradi. Birinchi bo‘lib oq shami olgan
talaba yutugga ega boMadi. Birinchi talabaning yutugqga ega bo‘lishi ehtimo-
lini toping.

1.2.25. Birinchi qutida 5ta oqva 15ta qora, ikkinchi qutida 3 ta oq va
9 ta qora shar bor. Birinchi qutidan tavakkaliga bitta shar olinadi va ikkinchi
qutiga solinadi. Keyin ikkinchi qutidan bitta shar olinadi. Bu shaming gora
bo‘lishi ehtimolini toping.

1.2.26. Yig‘uv sexiga birinchi sexdan 40%, ikkinchi sexdan 60% detal
keltirilgan. Birinchi sexda 90%, ikkinchi sexda 95 % standart detallar
tayyorlanadi. Tavakkaliga olingan detaining standart bo‘lishi ehtimolini
toping.

1.2.27. Musabagada 3 ta sport ustasi, 4 ta sport ustaligiga nomzod va
5 ta birinchi razryadli sportchi gatnashmogda. Sport ustasining o°‘gni
nishonga tekkizishi ehtimoli 0,9 ga, sport ustaligiga nomzodning o‘gni
nishonga tekkizishi ehtimoli 0,85 ga va birinchi razryadli sportchining o‘gni
nishonga tekkizishi ehtimoli 0,75 ga teng. Otilgan o°‘qnishonga tegdi.
Nishonga tekkizgan gatnashchining sport ustasi bo‘lishi ehtimolini toping.

1.2.28. Do‘konga uchta firmadan mahsulot keltirilgan: birinchi firmadan
20%, ikkinchi firmadan 46% va uchinchi firmadan 34%. Firmalar
mahsulotlarining yarogsiz bo‘lishi ehtimoli mos ravishda 0,03, 0,02, 0,01 ga
teng. Do‘kondan tavakkaliga olingan mahsulot yarogsiz chiqdi. Uning
birinchi firma mahsuloti bo‘lishi ehtimolini toping.

1.2.29. Savdo firmasiga uchta ta’minotchi tomonidan 1:4:5 nisbatda
televizorlar Kkeltirildi. Birinchi, ikkinchi va uchinchi ta’minotchilardan
keltirilgan televizorlaming mos ravishda 98%, 88% va 92%iga kafolat
muddatida tuzatish talab gilinmaydi. Savdo firmasiga keltirilgan
televizorlarga kafolat muddatida: 1) tuzatish talab gilinmasligi; 2) tuzatish
talab gilinishi ehtimolini toping. 3) keltirilgan televizor kafolat muddatida
tuzatildi. Uning gaysi ta’minotchidan keltirilganligi ehtimolliroq?

1.2.30. Do'konga uchta korxonadan 5:8:7 nisbatda mahsulot keltirildi.
Korxonalar mahsulotlarining yarogli bo‘lishi ehtimoli mos ravishda 0,9,
0,85, 0,75 ga teng. Quyidagi ehtimollami toping: 1) sotilgan mahsulotning
yarogsiz bo‘lishi; 2) sotilgan mahsulotning yaroqli bo‘lishi; 3) sotilgan
mahsulot yaroqli chiqgdi, uning uchinchi korxonada ishlab chiqarilganligi.
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1.3. SINASHLARNING TAKRORLANISHI

Bernulli sxemasi. Bernulli formulasi.
Muavr - Laplas teoremalari. Puasson teoremasi

1.3.1. Agar sinashlar natijalarining har ganday kombinatsiyasi bog‘lig-
mas hodisalardan iborat bo'lsa, bunday sinashlarga bog'ligmas sinashlar
deyiladi.

n ta bog'ligmas sinashlar takrorlanayotgan, ya’ni ketma-ket
o'tkazilayotgan bo‘lsin. Agar sinashlaming har birida A hodisaning ro‘y
berishi ehtimoli bir xil P(A)=p ga teng bo‘lsa, bu sinashlarga A hodisaga
nisbatan bog'ligmas sinashlar deyiladi. Sinashlaming bunday ketma-Kketligi
Bernulli sxemasi deb ataladi.

1.3.2. Bernulli sxemasi uchun chekli sondagi n ta sinashlar ketma-
ketligida A hodisaning rosa «marta ro‘y berishi ehtimoli

formula bilan topiladi. Bu formulaga Bernulliformulasi deyiladi.
Agar Bernulli sxemasining n ta sinashlarida A hodisaning m0 martaro‘y

berishi ehtimoli P,(m0) istalgan m larda P.(m) ehtimollardan katta boisa,
u holda m0 songa eng ehtimolli son deyiladi.

Bu son
np~q<mo<np +p

go‘sh teksizlikdan topiladi. Bunda: 1) np-g kasr son bo‘lsa bitta ma son
mavjud bo‘ladi; 2) np-g butun son bo‘lsa ikkita m0 va m0+1 sonlari mavjud
boiadi; 3) np butun son bo‘lsa bitta ma=np son mavjud bo‘ladi.

1-misol. Har bir sinashda A hodisaning ro‘y berishi ehtimoli 0,7 ga teng,
n ta sinashda «=8 va n=9 da A hodisa ro‘y berishining eng ehtimolli
sonlarini va bu sonlaming ehtimolini toping.

® Masalaning shartiga ko‘ra p =0,7, q=0,3.

1) «=8 bo‘lsin. U holda

8¢0,7- 0,35/90S8+0,7+0,7 yoki  53<m0<6,3.
Bundan
m,=6, Pe(6)=Cl m0,76+0,32=0,296.
2) n=9 bo‘lsin. U holda
9-0,7-0,35m,i9-0,7 +0,7 yoki 6%n,57.
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Bundan md =6, m®=7. Bu sonlaming ro‘y berishi ehtimollari bir xil bo'ladi:
R.(6) = PX7) =Cl «0,77m0,32=0,267. O

2-misol. Bitta o‘q uzishda o‘gning nishonga tegishi ehtimoli 0,8 ga teng.
Nishonga tekkizishlaming eng ehtimolli soni 15 ga teng bo‘lishi uchun
nishonga nechta o‘q uzilishi kerak?

<S> Masalaning shartiga ko‘ra m0=15, />=0,8, q=0,2.

Tengsizlikni tuzamiz: n<08- 0,2<15<n-0,8+0,8
Bundan

n 08£152 yoki nS19,
nm)8S142 vyoki 17,75.
Demak, nishonga 18 ta yoki 19 ta o‘q uzilishi kerak. O

Bemulli sxemasi uchun chekli sondagi n ta sinashlar ketma-ketligida
A hodisaning kamida m}marta va ko ‘pi bilan m2marta ro‘y berishi ehtimoli
P. («a,m2) = P(LLL) + P.(*, + O+ "+ P.(«2)
formula bilan topiladi.
3-misol. 0 ‘simlik urug‘ining 70%i unib chigadi. Oltita ekilgan
urug‘dan: 1) rosa 4 tasi unib chigishi ehtimolini; 2) 4 tadan kam bo‘Ilmagani
unib chiqgishi ehtimolini; 3) 4 tadan ko‘p bo‘lmagani unib chiqishi
ehtimolini; 4) hech bo‘lmaganda bittasi unib chigishi ehtimolini; 5) 2 tadan
4 tagacha bo‘lgani unib chigishi ehtimolini toping.
® 0 ‘simlik urug‘ining unib chiqgish ehtimoli p=0,7ga teng va unib
chigmasligi ehtimoli g=1- p =1- 0,7=0,3 gateng. U holda:
1) P6(4)=C4 0,74-0,32=0,324;
2) P(m > 4) = P6(4) + P.(5) + PG(6) =
=Cl «0,74+0,32+ C| #),750,3" + C6+0,760,3° = 0,744;
3) PAm£E4) =F(0) + PE(l) + Pe(2) + P6(3) + i»(4) =
=Chm,7° «0,36+ 0,7' m),35+ Cl| m),72+0,34+ Cam),73+0,3s+ CAm),74+0,32=0,5798;
4)P(m=>\) =1- P§0) =1- C8m0,7)° *(0,3)6=0,999271;
5) P,(2ImZ4) =P6(2) +P§(3) +P5(4) =
=C1;0,720,34+ Q3¢0,75¢0,33+ C4+0,74+0,32=0,5687. O

1.3.3. Bemulli sxemasi uchun n va m sonlarining yetarlicha katt
giymatlarida P,(m) va Pn ehtimollar Muavr-Laplas teoremalari

asosida topiladi.
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1-teorema (Muavr-Laplasning lokal teoremasi). Agar A hodisaning
ro‘y berishi ehtimoli har bir sinashda o‘zgarmas va p (0<p <1) gateng

bo*lsa, u holda n sonining yetarlicha katta qiymatlarida
P (m)*—X=(p(x
(m)*X=(p(1)

boMadi, buyerda tp(x)=—=e 2, x=mr*f£.
*Jln "Inpq

tp(x) funksiyajadvallashtirilgan bo‘lib, uning giymatlari jadvali
1-ilovada berilgan.

4-misol. 0 ‘g‘il bola tug‘ilishi ehtimoli 0,51 ga teng bo‘lsa, 80 ta
chaqalogdan 45 tasi o‘g ‘il bola bo‘lishi ehtimolini toping.

® Shartgako‘ra «=80, m=45 p- 051, q<0,49.

Muavr-Laplasning lokal teoremasi bilan topamiz:

LR 3 g PO= o 51-0,49 PO = 22712 PP

m-np _ 45 -80°0391 _Blags

dnpg  *D©-0,51-0,49

1-ilovadagi jadvaldan topamiz: *=0,9393 da <p(x) =0,2567.
Demak,

buyerda x=

Pw(45) = =471 0 0,2567=0,0574. O

2-teorema ( Muavr-Laplasning integral teoremasi). Agar A hodisaning
ro‘y berishi ehtimoli har bir sinashda o‘zgarmas va p (0<p <1) gateng
bo‘lsa, u holda n sonining yetarlicha katta giymatlarida

D(2) - D(ut)

bo ladi, buyerda d()=-T=\e ot  x ="y jo=M.NP
2x i \Vnps g

®(s) fiinksiyajadvallashtirilgan bo‘lib, uning giymatlari jadvali
2-ilovada berilgan.

5-misol. Ishlov berishda o‘rtacha 10%i detal yarogsiz chigadi. Ishlov
berilgan 400 ta detallar orasida yaroqli detal: 1) 340 tadan 380 tagacha
bo‘lishi ehtimolini; 2) 380 tadan ko‘p bo‘Imasligi ehtimolini toping.

® 1) Sartga ko‘ra n=400, or, =340, Tr=380,p =09, g=01
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Muavr-Laplasning integral teoremasi bilan topamiz:
Pm (340 < b1 <380) * P(*2) - D(ac),

bu yerda
_ml-np_380-400 09 ,~ __ mt- np_ 340- 40009 _

> Jnpq ~V400m),9<01 °’ * — jnpq ~ /4000901 ~
2-ilovadagi jadvaldan topamiz: x, = 3,33 da @(3,33) =0,499565.

U holda
Noo(340 <m < 380) * d(3,33) - P(-3,33) =2d(3,33) =0,99913.

2) Shu kabi topamiz:

PT (0 <T<.380) * ®(x1) - D(*,) =D(3,33)- ‘8( ;4-0%08 905 1'

= (3,33) - D(-60) = 0,499565+ 05»1. O

1.3.4. Bemulli sxemasi uchun n sonining yetarlicha katta va p soninin
etarlicha kichik giymatlarida P,,(m) Puasson teoremasi asosida topiladi.

3-teorema {Puasson teoremasi). u-»00 da | =np ( /t-o0 ‘zgarmas
musbat son ) bo‘lsin. Agar A hodisaning ro‘y berishi ehtimoli har bir
sinashda o‘zgarmas va p gateng bo‘lsa, u holda

Pﬂ(T)~ex-ﬁ\
bo‘ladi.
Puassan formulasi odatda «>50 va np<.\0 bo‘lganida ishlatiladi.
P,,(m) funksiyaning qiymatlari 3-ilovada keltirilgan.

6-misol. Zavoddan omborga 5000 ta sifatli buyumlar yuborildi. Har bir
buyumning yo‘lda shikastlanishi ehtimoli 0,0002 ga teng. Buyumlar orasidan
yo‘lda: 1) rosa 3 tasi shikastlanishi ehtimolini; 2) 3 tadan ko‘p boMmagani
shikastlanishi ehtimolini; 3) 3 tadan ko‘p bo‘lgani shikastlanishi ehtimolini

toping.
® Shartga ko‘ra: p=0,0002, «=5000. Bundan /1=5000 0,0002=1

U holda (3-ilovadagi jadvaldan foydalanildi):
1) Ne.(c)»A-' =-L = 0,0613.
) Nu()» 5t = by

2) Pam(0<m<. 3)» b'e '1+-l|e +-2'e '+é!VI =
=0,3679 +0,3679 + 0,1839 + 0,0613 = 0,981.

3)PMEM>3)=1- A (O <m£3)=1- 0,981=0,019. O
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Mashqglar

1.3.1. Oilada 5 ta farzand bor. Qiz bola va o‘g‘il bola tug‘ilishi
ehtimollari teng bo‘lsa, oilada: 1)3 ta giz bola bo‘lishi ehtimolini; 2)o‘g‘il
bola 3 tadan ko‘p bo‘Imasligi ehtimolini toping.

1.3.2. Bankka har beshinchi mijoz go‘ygan omonatining foizini olgani
kclishi ma’lum bo‘lsa, bankka kelgan 6 ta mijozdan: 1) fagat 2 tasi omonat
foizini olishi ehtimolini; 2) hech bo‘lmaganda 1tasi omonat foizini olishi
ehtimolini toping.

1.3.3. Qurilish kompaniyasida o‘tkazilgan auditorlik tekshiruvida
auditor tavakkaliga 6 ta hisob varaqasini tanlaydi. Hisob varagasining 4%ida
xatolarga yo‘l qo‘yilgan bo‘lsa, auditorning: 1) 2 ta hisob varagasida xato
topishi; 2) hech bo‘ltnaganda 1ta hisob varagasida xato topishi ehtimolini
toping.

1.3.4. Ikkita teng kuchli ragib shaxmat o‘ynayotgan bo‘lsin.
I\(2), PO3), PE4) yutibolish ehtimollarni o‘sishtartibidayozing.

1.3.5. Nazoratchi mahsulotlardan 24 ta namunasini tekshiradi. Har bir
mahsulotning sotishga yaroqli deb topilishi ehtimoli 0,6 ga teng. Nazoratchi
sotishga yaroqli deb topadigan namunalaming eng ehtimolli sonini toping.

1.3.6. Agar 49 taerkli sinashda hodisa ro‘y berishining eng ehtimolli
soni 30 ga teng bo‘lsa, har bir sinashda hodisa ro‘y berishi ehtimolini toping.

1.3.7. Tavakkaliga tanlangan detaining nostandart bo‘lishi ehtimoli
0,1 gateng. Standart detallaming eng ehtimolli soni 50 ga teng bo‘lishi
uchun necha detal olinishi kerak?

1.3.8. n ta sinashning har birida ijobiy natija olish ehtimoli 0,3 ga teng.
Bu sinashlarda hodisa ro‘y berishining eng ehtimolli soni 30 ga teng bo‘lishi
uchun nechta sinash o ‘tkazilishi kerak?

1.3.9. Auksionda o‘rtacha 20% aksiya boshlang‘ich giymatida sotiladi.
5 aksiyalar paketidan: 1) rosa 4 tasi; 2) 2 tadan 4 tagacha bo‘lgani; 3) 2 tadan
kam boMgani; 4) 2 tadan ko‘p bo‘lmagani; 5) hech bo‘lmaganda 2 tasi;
6) eng ehtimolli soni boshlang‘ich giymatida sotilishi ehtimollarini toping.

1.3.10. Qutida 10 ta oq va 5 ta qora sharlar bor. Qutidan tavakkaliga
ketma-ket 6 ta shar olinadi. Bunda olingan har bir shar keyingi shar



olinishidan oldin qutiga gaytariladi va sharlar aralashtiriladi. Olingan
sharlardan: 1) rosa 3 tasi; 2) 3 tadan 5 tagacha bo‘lgani; 3) 3 tadan kam
bo‘lgani; 4) 3tadan ko‘p bo'lgani; 5) hech bo'Imaganda 3 tasi; 6) eng
ehtimolli soni oq chigishi ehtimolini toping.

1.3.11. Ehtimollar nazariyasidan namunaviy hisob ishini 50% talaba
muvaffaqiyatli bajaradi. Namunaviy hisob ishini 400 talabadan: 1) 180 talaba
muvaffaqiyatli bajarishi; 2) 180 tadan kam boimagan talaba muvaffaqgiyatli
bajarishi ehtimolini toping.

1.3.12 Korxonada ishlab chigarilgan mahsulotning yarogsiz chigishi
ehtimoli 0,2 ga teng. 400 ta mahsulotdan: 1) 100 tasi yarogsiz chqushi;
70 tadan 130 tagacha bo‘lgani yarogsiz chigishi ehtimolini toping.

1.3.13. Zavod tomonidan ishlab chiqgarilgan telefon apparatlarining 50%i
birinchi nav mahsulot boiishi ma’lum. Zavod ishlab chigargan 1000 telefon
apparatidan: 1) 120 tasi birinchi nav bo‘lishi; 2) eng ehtimolli soni birinchi
nav bo‘lishi; 3) 120 tadan kam bo‘lmagani birinchi nav bo‘lishi; 4)kamida
120 tasi va ko“pi bilan 520 tasi birinchi nav bo“lishi ehtimolini toping.

1.3.14. Merganning bitta o‘q uzishda nishonga tekkizishi ehtimoli 0,8 ga
teng. 400 ta o°‘q uzishda merganning: 1) 300 ta o‘gni nishonga tekkizishi;
2) kamida 300 ta va ko‘pi bilan 360 ta o‘gni nishonga tekkizishi; 3) kamida
280 ta va ko‘pi bilan 360ta o‘gni nishonga tekkizishi; 4) eng ehtimolli
sondagi o‘gni nishonga tekkizishi ehtimolini toping.

1.3.15. Fakultetda 1825 talaba bor. Fakultet talabalaridan 3 tasining
tug‘ilgan kuni 21 mart bo‘lishining ehtimolini toping ( bir yilda 365 kun
bor boisin).

1.3.16. Har bir o*q uzishda o‘gning nishonga tegishi ehtimoli 0,0001 ga
teng. 5000 ta o‘q uzishda ikkitadan kam bo'lImagan o‘gning nishonga tegishi
ehtimolini toping.

1.3.17. Yo‘lovchining poyezdga kechikish ehtimoli 0,01 ga teng. 800 ta
yo‘lovchidan poyezdga kechikadigan yo‘lovchilaming eng ehtimolli sonini
aniglang va shu sondagi kechikuvchilaming ehtimolini toping.

1.3.18. Kredit kartasining egasi kredit Kkartasini hafta davomida
yo‘qotishi ehtimoli 0,001 gateng. Bank 2000 ta mijozga karta bergah bo‘lIsa,
kelayotgan haftada: 1) hech bo‘lmaganda bitta kartaning yo‘qolishi; 2) rosa
bitta kartaning yo‘qolishi ehtimolini toping.
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1.3.19. Zavod bazaga 10000 ta standart buyum jo'natdi. Yo‘lda
buyumning o‘rtacha 0.02% i shikastlanadi. Yo‘lda 10000 buyumdan: 1) rosa
3 tasi shikastlanishi; 2) kamida 3 tasi shikastlanishi; 3) 9997 tasi shikastlan-
masligi; 4) ko‘pi bilan 3 tasi shikastlanishi ehtimolini toping.

1.3.20. Do‘konga 1000 shisha idishda madanli suv yuborildi. Tashish
vagtida idishning sinib qolishi ehtimoli 0,003 ga teng. Do‘konga: 1) rosa 2 ta
singan idish keltirilishi; 2) 2 tadan kam singan idish keltirilishi; 3) 2 tadan
ko‘p singan idish keltirilishi; 4) kamida bitta singan idish keltirilishi
ehtimolini toping.

1.4. TASODIFIY MIQDORLAR

Diskret va uzluksiz tasodifly migdorlar. Tagsimot funksiyasi.
Taqgsimot zichligi. Tasodifiy migdorlar ustida amallar.
Tasodifiy migdorning funksiyasi

1.4.1. Sinash natijasida mumkin bo‘lgan giymatlaridan oldindan
ma’lum bo'Imagan birini gabul giladigan migdorga tasodifiy migdor deyiladi.

Tasodifiy miqdorlar lotin alfavitining bosh harflari X,Y,... bilan,
ulaming mumkin bo'lgan giymatlari tegishli kichik harflar x,y,... bilan
belgilanadi. X tasodifiy migdorning * giymatni gabul qilishi hodisasi X =x
deb, bu hodisaning ehtimoli P(X =x) kabi belgilandi.

Tasodifiy miqdorlar diskret va uzluksiz tasodifiy migdorlarga bo‘linadi.

Mumkin bo‘lgan giymatlari chekli yoki sanoqli cheksiz ketma- ketlikdan
iborat bo'lgan miqdorga diskret tasodifiy miqdor deyiladi.

Tagsimot gonunining jadval usuldagi berilishida jadvalning
(matritsaning) birinchi satriga o‘sish tartibida barcha mumkin bo'lgan
giymatlar, ikkinchi satrida ularga mos ehtimollar qo‘yiladi. Bunday jadvalga
tasodifiy migdorning tagsimot gatori ( matritsasi) deyiladi.

Tagsimot qonunining grafik usuldagi berilishida koordinatalar
tekisligining abssissalar o‘gida tasodifiy migdorning mumkin bo'lgan
giymatlari, ordinatalar o'gqida ularga mos ehtimollar qo'yiladi va
*:>)» (x22 p , ) nuqgtalar kesmalar bilan tutashtiriladi. Hosil bo'lgan

shaklga tagsimot ko pburchagi deyiladi.
Analitik usulda x,va p,orasidagi bog'lanish P(X =%*,), =p(.x,) ko'rinish-
dagi formula shaklida yoki tagsimot funksiyasi bilan beriladi.
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1-misol. Bitta sinash o‘tkazilgan. Bunda A hodisaning ro‘y berishi
ehtimoli P(A) =p gateng. A hodisaning ro‘y berishidan iborat X tasodifiy
migdoming tagsimot gatorini toping.

*& X migdor ikkita x1 =0, x2=1qiymatlar qabul giladi.

P(A)=p, P(A)=\-p =a.
Bundan
p,=P(X =0)=q, p2=P{X =\)=p.

Demak,

0 1
X: =0

2-misol. Qutida 10 ta shar bo‘lib, ulardan 8 tasi oq. Tavakkaliga 2 ta
shar olingan. Olingan sharlar og bo‘lishining tagsimot gonunini toping.

® X - olingan sharlar oq bo‘lishi soni bo‘lsin. Uning mumkin bo‘lgan
giymatlari: x, =0, j2=1 X, =2. Bu giymatlarga mos ehtimollami topamiz:

1-2 1 8-2 16
10-9 45 PX=17 45 ~ 45’
P{Xzz):(:acz_ 8-7 28
C’ 1-2-45 45
Demak,
0 1 24
X: J_ 16 28 .0
445 45 45,

Mumkin bo‘lgan giymatlari chekli yoki cheksiz oraligni butunlay
to‘ldiradigan migdorga uzluksiz tasodifiy miqdor deyiladi.

Uzluksiz tasodifiy migdoming tagsimot qonuni tagsimot funksiyasi
yoki tagsimot zichligi orgali beriladi.

1.4.2. IS Xtasodifiy migdoming x dan Kkichik giymat gabul qilish
ehtimoli F(x) =P(X <x) ga X tasodifiy migdoming tagsimot funksiyasi
deyiladi.

Tagsimot funksiyasi quyidagi xossalarga ega.

. 0SfW <.

2°.Tagsimot funksiyasi butun sonlar o‘qida kamaymaydigan fimksiya.

3 P(x, i X<x) =F(x,)- F(xt).
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4°, F(—e0) =0, F(+00)=1.

1-natija. Tasodifiy migdorning barcha mumkin bo'lgan giymatlari (a;b)
oraligqa tegishli bo‘lsa, x*a da F(x) =0 va x>b da F(x) =1bo‘ladi.

2-natija.  Uzluksiz tasodifiy miqdorning tayin giymat qabul qilishi
ehtimoli nolga teng.

3-natija. Uzluksiz tasodifiy migdorning (x,;x2)oraligga tushishi ehtimoli
bu oraligning ochiq yoki yopiq bo‘lishiga bog‘lig boimaydi, ya’ni

P(;¢ <X <x2)=P(xt <X <xr) =P{xx<X <x1) =P(xl <X Sx,).

3-misol. Tasodifiy migdorning tagsimot gatori berilgan.

-13 6
03 05 02
Tagsimot funksiyasini toping va uning grafigini chizing.
<S> jcga har xil giymatlar berib, ular uchun F(x)=P(x <m) lami
topamiz:
1. *<-1 da FW =0;
2. —A<je<3 da FW =P(Jf<x) =P(X=-1) =03
3. 3<;t<6 da F(x) =P(X <x) =P(X =-3) + A" =3)=03+0,5=0,8;
4. x>6 da F(x)=P(X<x) =(P(X =-1) +P(X =2)) +P(X =5) =0&+0,2=I-
Demak (3-shakl),
0, agarx5-1, Yy
0,3, agar -1 <x<3

X :

F(x) =
0,8, agar 3<x"6,
1, agarx> 6. 0] e
4-misol. X tasodifiy 03
migdor tagsimot gonuni bilan
berilgan: o 2 . »
0, agarx<3,
F(x) ='{x-3)2 agar3<xZ4, 3-shakl.
1, agarx >4.

Tasodifiy miqdorning: 1) X =35 giymat gabul qilishi ehtimolini;
2) (2;3,5) va (3,5;4,5) oraliglarga tushishi ehtimollarini; 3) zichlik
funksiyasini toping.
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® 1) 1-natijagako‘ra F(3.5)=0.
2) 3° xossaga ko‘ra:
P(2 <X <35 =F(35)- F(2)=052- 0=0,25,
*(35<X <45)=F(4,5) - F(35)=1- 0,52=0,75.
3) Tagsimot zichliginning ta’rifiga ko‘ra
0,agarx£3,
f(x) =F'(x) =-2(x-3), agar 3<ar£4, O
0, agarjc>4.
1.4.3. H X uzluksiz tasodifiy migdor ehtimoli o‘rtacha zichligining

Ox—0 dagi limitiga uzluksiz tasodifiy migdor ehtimolining tagsimotzichligi
deyiladi va f(x) bilan belgilanadi'

f{x F(X+Aﬁ;)f (FSX) r,r 4

Tagsimot zichligi quyidagi xossalarga ega.
V. /(*)>0.

2°. F(x) =\f(.x)dx.
3. P{x,<X<x,) =]f(x)dx.
4 1f(x)dx=1

4-natija. Tasodifiy migdoming mumkin bo‘lgan gqiymatlari [a,b\
kesmaga tegishli bo‘lsa

\f{x)dx =1.
(0]
5-misol. Uzluksiz tasodifiy migdoming tagsimot zichligi berilgan:
0 yagarx<0,
/(jc) = *[csinjc, agar O'ixKA,
0 yagarx> /.

¢ va F(x) ni toping.

®4-natijagako‘ra \Ocs\nxdxz\ yoki

C}sin xdx =c(—eosx)[* =c(-cosa +cos0)=2c=1
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Bundan c:? U holda:

x<0da F(x)= ""M(x)dx=jOdx=0;

-S0
*

X
O<x<>k da F(x)=Jf (x)dx=jf (x)dx +ff(x)dx =
-» -m 0
= jodx +?—15inxdx :1(-cosjc)|* = l(1- C0S*);
> 02 2 2

1 i

x>0da F(x)j/ (ME&= | de+x|%sinxdx +3de:—2cosx£ =1

Demak,

0, agarx<0,
F{x) = "=(1- cosg), agar 0<x<n, O
0, agarx>n.
1.4.4. Agar ikkita tasodifiy migdorlardan birining tagsimot gonun

ikkinchisining ganday mumkin bo'lgan giymat gabul gilishidan gat’iy nazar
0'zgarmasa, bu miqdorlarga bog'ligmas tasodifiy miqdorlar deyiladi.

X -tasodifiy migdor jc (/=1«) giymatlami va Y -tasodifiy miqdor

y. (j =I,m) qgiymatlami gabul gilsin. Bunda X va Y tasodifiy migdorlaming
bog'ligmas bo'lishi X =x, va Y =y, tasodifiy hodisalar iva j laming istalgan
giymatlarida bog'ligmas bo'lishini anglatadi. Aks holda tasodifiy miqgdorlar

bog'liq deyiladi.
Ikkita diskret tasodifiy migdor berilgan bo'lsin:
x: ©F X Y: ad Y
P« Pi P, PP pl

X tasodifiy miqdorning Kk o'zgarmas songa ko'paytmasi deb K-x,

giymatlami p, 0=21u) ehtimol bilan gabul giladigan k ®X tasodifiy migdorga
aytiladi.

X tasodifiy migdorning m- darajasi deb x” giymatlami p, (,i:G)

ehtimol bilan gabul giladigan X tasodifiy miqdorga aytiladi.

X va Y tasodifiy migdorlaming algebraik yig ‘indisi deb x xyj

giymatlami pj =P(X =x,,Y=yJ), i=In, j =\m ehtimol bilan gabul giladigan
X+Y tasodifiy migdorga aytiladi. Bu yerda psa=P(X =x,Y =yy) ifoda X
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miqdor x. giymatni, Y miqdor ys giymatni gabul qilishi ehtimolini, ya’ni
X =xt va Y =y . hodisalarning birgalikda ro‘y berishi ehtimolini ifodalaydi.

Agar X wva Y tasodifiy miqdorlar bog'ligmas bo‘lsa, u holda
ehtimollami ko‘paytirish teoremasiga asosan pt=p, ®'. bo'ladi, bu yerda
p. =p(x =x), pt- P{Y=y.). Bunda bir xil giymatli yig‘indilar (ayirmalar)
hosil bo‘lsa, u holda bu giymatlaming mos ehtimollari go‘shilgan holda
birlashtiriladi va yangi jadvalda yoziladi.

Tasodifiy migdorlaming ko‘paytmasi ham shu kabi aniglanadi. Bunda
jadvalning yo‘qori satrida yig‘indilar o‘mida mos ko‘paytmalar qo‘yiladi.

6-misol. X tasodifiy migdor berilgan:

f-3 1 34
03 05 02/
Tasodifiy migdorlaming tagsimot qonunlarini toping:
1)Y =2X; 2)Z =X2

® 1) Y tasodifiy migdoming qiymatlarini topamiz: 2-(-3)=-6,
2 1=2, 2-3=6.Ular mos ravishda 0,3, 0,5, 0,2 ehtimollarga egabo ‘ladi.

Demak,
-6 2 6 \

Y\ 03 05 02)'

2) Z tasodifiy migdoming giymatlarini topamiz: (-3)2=9, =1 32=09.
Ular mos ravishda 0,3, 0,5, .0,2 ehtimollarga ega boiadi. Bunda Z-9
giymat 0,3 ehtimolli (-3)ni kvadratga ko‘tarishdan va 0,2 ehtimolli (+3)ni
kvadratga ko‘tarishdan hosil bo‘ladi. U holda ehtimollami qo‘shish
teormasiga ko‘ra P(Z=9)=0,3+0,2=0,5.

Shunday qilib,

r ]

1 9
05 05

7-misol. X va Y bog‘ligmas tasodifiy migdorlar berilgan:
-1 1 1 2 3
X: f 4 .
, 04 06 , 03 05 02,
Tasodifiy migdorlaming tagsimot qonunlarini toping:
1z =X +Y, 2U=XY.
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<S> 1) Quyidagijadvalni tuzamiz:

o o-l+1 -1+ -1+43  1+1 1+, 1+3
A 04-05 0402 04-03 06+05 06 02 0,603

Bir xil giymatli yig‘indilar turgan ustunlami birlashtirib, ushbu tagsimot
gonunini hosil gilamiz:
(0 1 2 3 4 1
"~ 020 008 042 012 018]

2) U=x-Y ko‘paytmaning tagsimot qonunini shu kabi topamiz:
1 -2 -3 1 2 3
020 008 012 030 012 018
X, Y- uzluksiz bog‘ligmas tasodifiy miqdorlar, ./(x), /2")-mos

tagsimot zichliklari bo‘lsin. U holda Z=X +Y tasodifiy migdoming tagsimot
zichligi quyidagi formulalardan biri bilan topiladi:

9(=) =3/, (\)fAz- x)dx  yoki  g(z)=}/,(y)I (--y)dym

8-misol. X va Y bog'ligmas tasodifiy miqdorlar tagsimot zichliklari
bilan berilgan:
/i(*®)=e* (0£*<°0), My) ="e 2(0<* <c0).

Z =X +Y tasodifiy migdoming tagsimot zichligini toping.

@ Argumentlaming mumkin bo‘lgan giymatlari manfiy emas. Berilgan
funksiyaning  tagsimot zichligini yuqoridan Kkeltirilgan formulalaming
birinchisi bilan topamiz:

(')=.e-’(-1e 1 \dx:-1\‘e*e"1de:
gt l \2 J 20
1 | 1-if it -if -N
=— e 2x=—2¢-2e 1l = 2Al—-,.
2 2 n v o
Demak,

ze(0;00) da g(z)—eJLzﬁl—eJLZ\L zg(0;ao)da g(z)=0. O
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1.45. X -tasodifiy miqdor, <pO)-aniglanish sohasi X tasodifi
migdorning mumkin bo'lgan giymatlari to‘plamidan iborat funksiya bo'lsin.

X tasodifiy migdorning funksiyasi deb har bir sinashda y=(p{X)
giymatlar gabul giladigan Y=<p(X) funksiyaga aytiladi, bu yerda n-shu
sinashda X tasodifiy migdor gabul giladigan giymat.

X diskret tasodifiy migdor berilgan bo'lsin:
r

\
X X, X.

X:
.p, Pi - p,

X tasodifiy migdorning mumkin bo'lgan giymatlari sohasida y =<p(x)
funksiya aniglangan va monoton bo'lsin. U holda Y =<p(X) mumkin bo'lgan
giymatlari  <p(x), 02),...,<p(xj bo'lgan yangi tasodifiy miqdor bo'ladi Bunda
Y tasodifiy miqdorning y =<p(x) qiymatni gabui qilish ehtimoli X tasodifiy
miqdorning x, giymatni qgabul qilish ehtimoliga teng bo'ladi, ya’ni
P(X=y,) =P(X =x,).

Demak, I'=<p(X) tasodifiy miqdor

Px)  (PIX) . (pfx)
Pi Pi Pn
tagsimot gonuniga ega bo'ladi.

(p(x) funksiya X tasodifiy migdorning mumkin bo'lgan qiymatlari
sohasida monoton bo'lmasa, Y =<p(X) migdor X ning turli.giymatlarida bir
xil giymatlar gabul qilishi mumkin. U holda awal yo'qorida keltirilgan
ko'rinishdagi jadval tuziladi, keyin X ning bir xil giymatli ustunlari mos
ehtimollari qo'shilgan holda birlashtiriladi va yangi jadval tuziladi.

X uzluksiz tasodifiy migdor bo'lib, uning tagsimot zichligi f(x) bo'lsin.

Agar y=<pK) funksiya monoton, differensiallanuvchi bo'lib, uning
teskari funksiyasi x-u/{y) bo'lsa, u holda Y tasodifiy migdorning tagsimot
zichligi

g(y) =AY\
tenglikdan topiladi.

Agar y =< funksiya monoton bo'lImasa, u holda X tasodifiy
miqdorning mumkin bo'lgan giymatlari oralig'i <p(x) funksiya monoton
bo'ladigan oraliglarga ajratiladi. Har bir monotonlik oralig'i uchun gk(y)
tagsimot zichligi aniglanadi va ulaming yig'indisi g(y) =X ssy) topiladi.
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9-misol. X tasodifiy migdoming taqsimot zichligi berilgan:
1 agar *el(ln 1

[« =
0,agar xi\g‘--7?~1jt§

Y =sinX tasodifiy migdoming tagsimot zichligini toping.
<€ y=sinx funksiya oraligda monoton.

U holda x =\f/{y) =arcsinj teskari funksiya mavjud, bu yerda y €(-1J).

Bundan i/(y) = -tm Tagsimot zichligini topamiz:
v'-Y2
()= '
Wimc Wi-y1
Demak,
agar “e(-1;1),
g(y)= "wil-y
0, agar
Mashqlar

1.4.1. Tanga uch marta tashlanadi. Ragamli tomon tushishi sonining
tagsimot gonunini toping.

1.4.2. Talabaning uchta fandan test nazoratini topshirishi ehtimollari
0,7,0,8 va 0,6 ga teng. Talaba topshiradigan test nazoratlari sonining
tagsimot qonunini toping.

1.4.3. Guldondagi 5ta atirguldan 2 tasi og. Bir vaqtda olingan 2 ta
gulda oq gul bo‘lishi sonining tagsimot gonunini toping.

1.4.4. Qutidagi 7 ta shaming 4 tasi og. Qutidan ketma-ket birinchi shar
oq chigganicha shar olinadi. Sharlar olinishi sonining tagsimot qonunini
toping.

1.45. 6ta detal solingan qutida 4 ta standart detal bor. Tavakkaliga
3 ta detal olingan. Olingan detallar orasidagi standart detallar sonidan iborat
tasodifiy migdoming tagsimot funksiyasini toping.
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1.4.6. Ikkita o‘yin kubigi tashlangan. Juft ochkolar chigishi sonining
taqsimot funksiyasini topng.

1.4.7. Merganning bitta o‘q uzishda nishonga tekkizishi ehtimoli 0,8 ga
teng va bu ehtimol har bir 0‘q uzilgandan keyin 0,1 ga kamayadi. Uchta o°‘q
uzilgan. Nishonga tegadigan o‘qlar sonidan iborat tasodifiy migdorning
tagsimot funksiyasini toping.

1.4.8. Talabaning kerakli kitobni kutubxonadan topishi ehtimoli 0,4 ga
teng. Talaba 4 ta kutubxonaga borishi mumkin. Talabaning kutubxonaga
borishi sonining tagsimot funksiyasini toping.

1.4.9. Tasodifiy migdorning tagsimot gatori berilgan:
“ - -2 1 2 3
,01 03 04 02,
1)Tagsimot funksiyasini toping va uning grafigini chizing;
2) P(X <2), P( <X <3)ehtimollarni toping.
1.4.10. Tasodifiy miqdorning tagsimot qgatori berilgan:
-1 1 2 3
X "3 038 012 02
1)Tagsimot funksiyasini toping va uning grafigini chizing;
2) P(X<-1), P(-I<X <2) ehtimollarni toping.

1.4.11. X uzluksiz tasodifiy miqdor tagsimot gonuni bilan berilgan:
0, agarx<- 2,

F(x) = a+£farcsin— agar - 2<x-£2,
1, agar x>2.
Toping: 1) a\ab ni; 2) P(X=1ni, 3) P(-3<JT<1) ni; 4) /0)ni.

1.4.12. X uzluksiz tasodifiy migdor tagsimot gonuni bilan berilgan:

0, agar x <->K,
F(x)= a(cosx+6), agar - )X<x50,
1, agarx> Q.
Toping: 1) avab ni; 2) = 3) p T“Z; ni; 4) f(x) ni.
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1.4.13. X tasodifiy migdoming tagsimot zichligi berilgan:
0, agar x Si,
f(x) =m(x —d), agar I<x<2,
0,agarx> 2
Toping: 1) c ni; 2) F(x) ni; 3) P(l,4<X <19 ni.
1.4.14. X tasodifiy migdoming tagsimot zichligi berilgan:
fIx) === -00 <X <+,
e' +e
Toping: 1) cni;  2) F{x) ni; 3) P(0<X <InV3) ni.
1.4.15. Kompyuter qurilmasi buzulmasdan ishlash vaqgtidan iborat
tasodifiy migdoming tagsimot zichligi berilgan:
f{x)=je K x>0.
Toping: 1) F(x) ni; 2) P(T<X$2T) ni.

1.4.16. Soliqg to‘lovchi yillik daromadidan iborat tasodifiy miqgdoming
tagsimot zichligi berilgan:

/m - LW T) magarxix'«<>-
0 ,agar x<x0,
Toping: 1) F(x) ni; 2) P(xaf£ X <.2x0) ni.

1.4.17. lkkita avtomat-stanokda bir xil detal ishlab chiqgariladi. Har bir
stanokda smena davomida yarogsiz detallar ishlab chigarish sonining

tagsimot gonuni berilgan: N
X "0 1 2" r2 2
qq 06 03 Y 05 05y

Smena davomida har ikkala stanokda yaroqsiz detallar ishlab chigarish
sonining tagsimot gonunini toping.

1.4.18. X diskret tasodifiy migdor tagsimot qonuni bilan berilgan:
-2-10 1 2
01 02 03 03 04y"
1)r =Jf2+1; 2) Z=X+\X\ miqgdorlaming tagsimot gonunlarini toping.

X:
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1.4.19. lkkita mergan nishonga 2 tadan o‘q uzdi. Ulaming nishonga
tekkizishi ehtimollari 0,6 va 0,7 gateng. Jami nishonga tegishlar sonining
tagsimot gonunini toping.

1.4.20. Xva Y uzluksiz o‘zaro bog'ligmas tasodifiy miqdorlar zichlik
funksiyalari bilan berilgan: f(x) =ae~", x>0, f(y) =ae~v,y> 0.
Z =X +Y miqdorning zichlik funksiyasini toping.

1.4.21. Xva Y uzluksiz o‘zaro bog'ligmas tasodifiy miqdorlar zichlik
funksiyalari bilan berilgan: f(x) :—ie 4, xi: 0, f,(y) :—71e \ y>o.
Z =X +Y tasodifiy migdorning zichlik funksiyasini toping.

1.4.22. X uzluksiz tasodifiy migdor zichlik funksiyasi f(x) bo'lsa,
Y =5X tasodifiy migdorning zichlik funksiyasini toping.

1.4.23. X uzluksiz  tasodifiy miqdor zichlik funksiyasi bilan
berilgan: f(x) =e~’, x> 0. Y=ex miqdorning zichlik funksiyasini va
tagsimot gonunini toping.

1.5. TASODIFIY MIQDORNING
SONLI XARAKTERISTIKALARI

Tasodifiy migdorning matematik kutilishi. Tasodifiy migdorning
dispersiyasi va o‘rtacha kvadratik chetlashishi.
Boshlang'ich va markaziy momentlar

1.5.1. L X diskret tasodifiy migdorning matematik kutilishi M(X)dob,
X miqgdorning mumkin bo'lgan giymatlari bilan mos ehtimollar ko'paytma-
larining yig'indisiga teng songa aytiladi, ya’ni

M(X) =xlpl+x22+.... +xmpn="£lx!p! yoki M{X) =YXxtpl.
9 Mumkin bo'lgan giymatlari [a\b] kesmaga ((-<»;00) oraliqga) tegishl
bo'lgan X uzluksiz tasodifiy miqdorning matematik kutilishi deb
M(X) =Jdnf(x)dx (M(X) = Ixf(x)dx)
. \ -m

songa aytiladi, bu yerda / (x)-tagsimot zichligi.
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1-misol. Ovchining 4 ta o‘gi bor. Ovchi ilvasinga garata bitta o‘qg
tekkazganigacha yoki o'glari tugaganigacha o‘q uzadi. Birinchi o‘q uzishda
o'gning ilvasinga tegishi ehtimoli 0,6 ga teng va bu ehtimol har bir uzilgan
o‘qdan keyin 0,1 ga kamayadi. Ovchining sarflagan o‘glari sonining
matematik kutilishini toping

Awal tasodifiy migdoming tagsimot gonunini topamiz.

4 (i=14)- i- o‘gning ilvasinga tegishi hodisasi bo'lsin.

x -sarflangan o‘qglar soni 1,2,3, 4 ga teng bo‘lishi mumkin.

Bitta o‘q sarflanishining ehtimoli otilgan birinchi o‘gning ilvasinga
tegishi hodisasining ehtimoliga teng bo‘ladi: pP(x =1)=/44)=0;

Ikkita o‘q sarflanishining ehtimoli otilgan birinchi o‘gning ilvasinga
tegmasligi va ikkinchi o‘gning tegishi hodisalarining birgalikda ro‘y
berishidan iborat hodisaning ehtimoliga teng bo‘ladi:

P(X=2)=P(4 «4) =A(4)wP(A2=0,4m05=0,2;

Shu kabi, uchta o‘qg sarflanishining ehtimoli:

P(x =3)=P(4 ® m) =P(A,) (A2 P(A3 =0,4m,5+0,4=0,08;

To‘rtta o‘q sarflanishining ehtimoli otilgan birinchi uchta o‘gning
ilvasinga tegmasligi va to‘rtinchi o‘gning tegishi hodisalarining birgalikda
ro‘y berishidan hamda to‘rttala o‘gning ham ilvasinga tegmasligidan iborat
bo‘g‘ligmas hodisaning ehtimoliga teng bo'ladi:

P(X=4)=PA m W ¢4)+P(ArA:w_4) =
=N4) A4 ) p(ad) P(nd)+p(a,)-p(ad P(ad-p(nd) =
=0,4+05+060,3+0,4m,5°0,6¢0,7 =012

Demak, X tasodifiy migdoming tagsimot gonuni

1 2 3 4

0,6 0,2 008 0,12

Bundan
LX) =1-0,6 +2-0,2 +3-0,08 +4 0,12=1,72. O

2-misol. x uzluksiz tasodifiy migdor
0, agar x <a,
f(x) =-3x*, agar a<x<b,
0, agar x >b
zichlik funksiyasi bilan berilgan. M (Xx) ni toping.
M(X)~ [xf(x)dx = |[n:3nqs= 2 0
. 0 4 4’

47



Matematik kutilish quyidagi xossalarga ega.
1°. M{C) =C, C-o ‘zgarmas miqdor.

2°. M(kX) =kM(X), k - const.

4°, M(XzY) =M(X)£M(Y).

5°. M(X &) =M(X) sM(Y), X,Y - bog'ligmas tasodifiy miqdorlar.

1.5.2. H Xtasodifiy migdorning dispersiyasi D(X) deb, tasodifiy
miqdorning o0‘z matematik kutilishi M(X)&a.n chetlashishi kvadratining
matematik kutilishiga aytiladi, ya’ni

D(X) =M{X - M{X))r.
Bu formulani quyidagi ko'rinishlarda ifodalash mumkin:
1) diskret tasodifiy miqdorlar uchun
D(X) :721 X,-M(X)¥Yp,, D(X) :wlx, -M(X)fPI;
2) uzluksiz tasodifiy migdorlar uchun

D(X) =j(x- ME)Y f(x)dx, D(X)=](x- M(X))2f(x)dx.

Matematik kutilishni topishda amaliy jihatdan qo'llashga qulayroq
bo'lgan quyidagi formulalardan foydalaniladi:
1) diskret tasodifiy migdorlar uchun

D{X) =£x1p, - M\X),  D(X) =ixfp, - M\X)-
2) uzluksiz tasodifiy migdorlar uchun

0{X) =\ {x)cIx-Mr(X), D{X)= |n7(n)iAtc-MAA)-
Dispersiya quyidagi xossalarga ega.
Y. D(C)=0, C-o'zgarmas miqdor.
2°. D(kX) =k2D(X), k=const.
3°.D(X zY) =D(X) +D(Y), X,Y- bog'ligmas tasodifiy miqdorlar.
3 X tasodifiy migdorning o'rtacha kvadratik chetlashishi a(X)deb
uning dispersiyasidan olingan kvadrat ildizga aytiladi, ya’ni
a{X) =jD{X).
3-misol. Nazorat ishi 3 ta test savolidan iborat. Har bit test savolida 4 ta

javob keltirilgan bo'lib, ulardan bittasi to'g'ri. Oddiy topishda to'g'ri
javoblar sonining matematik kutilishi va dispersiyasini toping.

® p-har bir test savolida to'g'ri javob topilishining ehtimoli bo'lsin.
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Masalaning shartiga ko‘ra: P =

q=\"

X - topilgan to‘g‘ri javoblar soni bo‘lsin. Uning mumkin bo‘lgan
giymatlari: x,=0, j2=1, x3=2,jc, =3. Bu giymatlarning ehtimollarini
topamiz:

Demak,
r O 1 2 3 4
X: 27 21 9 J_
64 64 64 64
Bundan

27 9 . 1.3
:lo_ - — —_—a
M) =t a2 a3 m ™y

27 9 1 ry 9
ag-«(Aar-)-<mT)* -1~ +4 .-+1 .. -

—-©

9
1r1

4-misol. Z uzluksizt tasodifiy migdor tagsimot zichligi bilan berilgan:

0, agar x< --,

1 . N ol
/0)= -Zcos \ agar———z— is-

0, agar
M(X), D(A), o-(Y) lami toping.
6 J2 u=x, du=dx,
® M(X) =\xf{x)dx :-2\ Xcosxdx =

rfv= cos-xobc, v =sinx



n=x, du=dx,
———hxcosxx [cosjtiic =

x2sinjej- j2xsinxdx dv =sinxdx, v=-cos* a4

=- —sinxX\K = --2 =0,465;
4 2 4
a(X)=,/B 4 =VM65=0,682. O

5-misol. Ikkita to‘quv mashinasida bir xil mahsulot ishlab chiqgariladi.
Har bir mashina uchun bir smenada ishlab chigariladigan nugsonli
mahsulotlar sonidan iborat tasodifiy migdorning tagsimot qonunlari berilgan:

0 1 2 1 2 3 s
X : Y-

v °2 04 04y 403 05 02,

Z=6X-5Y+8 tasodifiy miqdorning matematik kutilishi va
dispersiyasini toping.

<S> Awal X va Y tasodifiy migdorlaming matematik kutilishi va
dispersiyalarini topamiz.

X tasodifiy migdor uchun:

M(X) =1-0,4+2-0,4 =12,
D(X)=1-04+4m4- (1,2)2=2-1,44=0,56.
Y tasodifiy migdor uchun:
M(Y) =1-03+2-0,5+3-0,2=19
D(Y) =1-0,3+4m),5+90,2- (1,9)2=41- 3,61=0,49.

Z =6X - 5Y +8 tasodifiy migdorning sonli xarakteristikalarini matematik

kutilish va dispersiyaning xossalaridan foydalanib, topamiz:
M(Z) =M{6X - 5Y +8)=M(6X) - M(5Y) + M(8) =
=6M(X) —5M(Y) +8=6°12- 5¢19+8=7,2- 95+8=57,
D(Z) =D(6X - 5Y + 8)= D{6X) - D{5Y) + D{8) =
=36D{X) - 25D(Y) +0=36+0,56- 250,49=20,16-12,25=791. O

1.5.3. X tasodifiy migdorning k-tartibli boshlang'ich momenti
ak deb X" migdorning matematik kutilishiga aytiladi, ya’ni
a,=M (X 1.

Xususan, a, =M(X), a2=M{Xr). Bundan D(X)=a2-a2
H x tasodifiy migdorning K -tartibli markaziy momenti pkdeb
(X-M(X))kmigdorning matematik kutilishiga aytiladi, ya’ni
p.=M{{X-M{XY).
Xususan, O =0, pr=D(X).
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Mashglar

1.5.1. Tasodifiy migdoming tagsimot qgatori berilgan:
(-10 1 2

*'(02 01 03 04/
Uning matematik kutilishini, dispersiyasini va o‘rtacha kvadratik
chetlashishini toping.

1.5.2. Tasodifiy migdoming tagsimot gatori berilgan:
X(-10 1 2 25 3~
‘01 01 02 03 02 01/

Uning matematik kutilishini, dispersiyasini va o ‘rtacha kvadratik
chetlashishini toping.

1.5.3. Haydovchi manzilgacha yo‘lda 5 ta svetoforga duch keladi.

Haydovchining har svetofordan to‘xtamasdan o‘tishi ehtimoli iga teng.

Haydovchining birinchi to‘xtashigacha yoki manzilga yetishigacha o‘tadigan
svetoforlar sonidan iborat tasodifiy migdoming tagsimot gonunini, matema-
tik kutilishini va dispersiyasini toping.

1.5.4. Qutida 6 ta oq va 4 ta qora shar bor. Qutidan tavakkaliga ketma-
ket 5 ta shar olinadi. Bunda olingan har bir shar keyingi shar olinishidan
oldin qutiga qaytariladi va sharlar aralashtiriladi. Olingan sharlar oq
chigishlari sonidan iborat X tasodifiy migdoming tagsimot gqonunini,
matematik kutilishini va dispersiyasini toping.

1.5.5. Ikkita merganning o‘g uzishda nishonga tekkizishlari sonidan
iborat tasodifiy migdorlaming tagsimot gonunlari berilgan:
.ﬂ.-ll 0 1 2 3 4 y.( 0 1 2 3 4 5'
/ 020 025 020 020 0,25/ / 005 015 020 020 025 015

/. - 5X - 4Y +7 migdoming matematik kutilishini va dispersiyasini toping.

1.5.6. Ikkita stanokda tayyorlangan nugsonli detallar sonidan iborat
tasodifiy migdorlaming tagsimot gqonunlari berilgan:

"0 2 4 64 1 2 3 4°
\Y; Y-
401 04 02 03, ° 02 03 02 02 01,

X- 5A+2Y+9 migdoming matematik kutilishini va dispersiyasini toping.
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1.5.7. A hodisa ro‘y berishlari sonining matematik kutilishi va disper-
siyasini toping; 1) bitta sinashda; 2) n tasinashda.

1.5.8. X tasodifiy migdoming tagsimot qatori ikkita mumkin bo‘lgan
giymatdan iborat. Tasodifiy migdoming bu giymatlardan birini gabul gilishi
ehtimoli 0,8 gateng. Agar M(X) =32, D(X) =0,16 bo‘Isa, tasodifiy miqgdor-
ning tagsimot funksiyasini toping.

1.5.9. X tasodifiy migdoming tagsimot qatori ikkita mumkin bo'lgan
giymatdan iborat. Tasodifiy migdoming bu giymatlardan birini gabul gilishi
ehtimoli 0,6 gateng. Agar M(X) =14, D(X)« 0,24 bo'lsa, tasodifiy migdor-
ning tagsimot funksiyasini toping.

1.5.10. X diskret tasodifiy migdor uchta mumkin bo‘lgan x, x1 va
X} (je,<jtj<x3 giymatga ega bo‘lib, P(X =x:)- p: (/=123) bo‘lsin. Quyida
berilganlar asosida X tasodifiy migdoming taqsimot funksiyasini toping:
1) =3, p, =02, Pl =0,4, M{X) =16, D{X) = 144;
2) X, =1, x3=2, p3=05, M(X) =25, D(X) =0,25;
3) =0, =2, p2=03, M{X) =18 D(X) = 2,76;
4) ¢ =-1, Pt =03, xb=1, p3=0,3, M(X)=0.

1.5.11. Tagsimot funksiyasi bilan berilgan X tasodifiy migdoming
matematik kutilishi, dispersiyasi va o‘rtacha kvadratik chetlashishini toping:

0, agar x<0, 0, agarx<2,
2) F(x) =ec(jc3- 8), agar 2<x<,b, ;

1, agarx>3
0, agarx-ia, 0, agarx<0,

3) F(x) =<0,25jc\ agara<xZb, ; 4) F(x)=-cx\ agarO0<x" 2, .
1 agarx>b 1 agarx>2

1.5.12. Tagsimot zichligi bilan berilgan X tasodifiy migdoming matema
tik kutilishi va dispersiyasini toping:

0 f(x)=2x-2, xe (1;2; 2) f(x) =~sinx, xe (0;]jt];
3) /(x)-Y In3, xe (-°%0]; 4) f(x) =cxe *, jce[0;+co).
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1.6. TASODIFIY MIQDORNING
TAQSIMOT QONUNLARI

Diskret tasodifiy migdorning tagsimot qonunlari.
Uzluksiz tasodifiy miqdorning tagsimot qonunlari

16.1.1. Binominal tagsimot

® Mumkin bo'lgan giymatlari k={0,1....<} ning ehtimollari
W=c,V<rf

formula bilan aniglanadigan diskrit tasodifiy miqdorning tagsimot gonuniga
binominal tagsimot deyiladi.

®s> Binominal tagsimot n ta bog'ligmas sinashlaming har birida bir xil
p gateng ehtimol bilan ro‘y beradigan A hodisaning ro‘y berishlari soni
X =km ifodalaydi. Binominal tagsimot qonuni mahsulot sifatini statistik
nazorat gilish nazariyasi va amaliyotida, ommaviy xizmatlar, otish va
mustahkamlik nazariyalarida go'llaniladi.

Binominal tagsimotning sonli xarakteristikalari

M{X) =np, D(X)=npg, a(X)=/ npq

tengliklar bilan topiladi.

1-misol. Guruhda 16 ta talaba bo'lib, ulardan 12 tasi xorijiy tilini biladi.
Guruhdan tavakkaliga 3 ta talaba tanlanadi. Tanlanmada xorijiy tilni
biladigan talabalar sonining tagsimot gonunini, matematik kutilishini va
dispersiyasini toping.
A -talabaning xorijiy tilni bilishi hodisasi boMsin.
U holda
3

p=PW =y f, q=PB= .
bo’ladi.
X -tanlanmada xorijiy tilni biladigan talabalar soni bo'lsin.
X ning mumkin bo'lgan giymatlari: 0, 1,2, 3.
Bu giymatlaming ehtimollarini topamiz:
v 9.
64’

nx.r j|-fjs nx--3y=c\p'4-.
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Demak, X tasodifiy migdoming tagsimot gonuni

0 1 2 3\
X: 1 9 27 27

464 61 64 64,
Bemulli tagsimot qonunining sonli xarakteristikalarini topamiz:
3_9 519
M(X) —3-21—21, D(X)—3 zl--i_-iG O
2-misol. Qurilma o‘zaro erkli ishlaydigan 15 ta elementdan iborat. Har
bir elementning bitta sinashda ishdan chigishi ehtimoli 0,3 ga teng. Sinash
natijasida ishdan chiggan elementlar sonining tagsimot qonuni turini
aniglang. Tasodifiy migdoming sonli xarakteristikalarini toping.
® A- Har bir elementning bitta sinashda ishdan chigishi hodisasi
bo‘lsin. U holda p=P(A)=03, gq=P{A)=1- 03=07 boiadi.
X - sinash natijasida ishdan chiqggan elementlar soni bo‘lsin. X tasodifiy
miqgdor binominal tagsimotga bo‘ysunadi.
U holda
M(X) =15+0,3=45, D(X)=15m,30,7=315 a(X)=/d(X)=177. O

2. Puasson tagsimoti

H Mumkin bo‘lgan giymatlari k ={0,1,...,&...}ning ehtimollari

formula bilan aniglanadigan diskret tasodifiy migdoming tagsimot qonuniga
Puasson tagsimoti deyiladi.

Avtomatik liniyadagi to “xtashlar soni, normal rejimdagi murakkab
sistemadagi buzilishlar soni, / vaqt mobaynida telefon stansiyasiga keluvchi
chaqiruvlar soni, katta partiyadagi nuqgsonli detallar soni, radioaktiv
manbadan targalayorgan a zarralar soni Puasson gonuni bilan tagsimlanadi.

Puasson tagsimotining sonli xarakteristikalari
M(X) =11 D(X)~A, cr(X)=-JA
formulalar bilan aniglanadi.

3-misol. 800 ta urchugning har birida tvaqgt ichida ipning uzilishi
ehtimoli 0,005 ga teng. Ko‘rsatilgan vaqt ichida beshtagacha ipning
uzilishlari sonidan iborat tasodifiy migdoming tagsimot qonunini, matematik
kutilishini va o‘rtacha kvadratik chetlashishini toping.

® X -tvaqt ichida ipning uzilishlari sonidan iborat tasodifiy migdor
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bo'lsin. V parametrlari «=800, p =0,005 bo‘lgan Puasson tagsimotga ega

bo'ladi. Bunda A=«p=3800 0,005=4.
U holda 3-ilovadan foydalanib, topamiz:

P{X =0)=e-1=0,0183, P(X =1)=~ m'4=0,0733,
4] 4]
P(X=2)=~ e'*=01465, P(X=B=~ e" =0,1954,

P(X =4)=— «e4=0,1954, P(X =5)=— - =0,1563.
4 ol

Demak, X tasodifiy migdorning tagsimot qonuni
/ 0 1 2 3 4 5
'v 0,0183 0,0733 0,1465 0,1954 0,1954 0,1563

Tagsimot gonunining sonli xarakteristikalarini topamiz:
M(X) =A=4, D(X)=A=4. O

4-misol. Bug'doy urug'lari orasida 0,2% begona urug‘ bor. Tavakkaliga
5000 ta urug‘ tanlansa, tanlanmada begona urug'lar sonidan iborat tasodifiy
migdorning sonli xarakteristikalarini va 20 ta begona urug‘ chiqishi
ehtimolini toping.

® Sinashlar soni yetarlicha katta (« =5000) va hodisaning ehtimoli
etarlicha kichik (p =0,002) bo'lganida begona urug'lar sonidan iborat
tasodifiy migdor Puasson tagsitootiga ega bo'ladi. Bunda A= np = 10.

U holda

M(X) =D(X) = A=10.

Tanlangan 5000 ta urug' orasida 20 ta begona urug' chigishi ehtimolini

topamiz:

in20 -JO

PM>=~2J - =00019- °
2. Geometrik tagsimot

® Mumkin bo'lgan giymatlari £={1,2,...4,...} ning ehtimollari
P(K) =P<I
formula bilan aniglanadigan diskrit tasodifiy miqdorning tagsimot gonuniga
geometrik tagsimot deyiladi.
L) Geometrik tagsimot K ta bog'ligmas sinashlaming har birida bir xil
va p ga teng ehtimol bilan ro'y beradigan A hodisaning birinchi ijobiy
natijagacha ro'y berishlari soni X =k ni ifodalaydi. Masalan, nishonga
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birinchi tekkuzguncha o‘q otishlar soni, uskuna birinchi to‘xtaguncha
sinashlar soni, tangani birinchi gerb chiqganicha tashlashlar soni, mahsulotni
birinchi nugsonlisi chigquncha tekshirishlar soni va hokazo.
Geometrik tagsimotining sonli xarakteristikalari:
M(X)=-, E>(*)=11 " <?(*)=—
(X) =5 (*) 4 *) 5
5-misol. Uskuna mustahkamligi sinovdan o‘tkazilmoqda. Sinashlar
uskunaning ishdan chigishiga gadar o'tkaziladi. Har bir sinashda uskunaning
ishdan chiqishi ehtimoli 0,1 ga teng. Muvaffaqiyatli o‘tkazilgan sinashlar
sonidan iborat tasodifiy migdoming tagsimot qonunini, matematik kutilishini
va dispersiyasini toping.
® X -muvaffaqiyatli o‘tkazilgan sinashlar sonidan iborat tasodifiy
migdor bo‘lsin. X parametrlari p=01 g-1- p=09 bo‘lgan geometrik
tagsimotga ega.
Demak, X tasodifiy miqgdoming tagsimot qonuni
X 1 2 3 . K
" 01 009 0081 .. 01-09°1 .
Tagsimot qonunining sonli xarakteristikalarini topamiz:
M(X) =—=— =10, D(X)=-$T=-4 =90, cr(X)=j90*9,49. O
()Iool ()pO’1 X) =]

4. Gipergeometrik tagsimot
® Mumkin bo'lgan giymatlari A={l,2,....min(n,K)} ning ehtimollari
P(k)=
0=
formula bilan aniglanadigan diskrit tasodifiy migdoming tagsimot gonuniga
gipergeometrik tagsimot deyiladi, bu yerda k~N, n<N, n, K, M -natural
sonlar.
g>i K tasi ma’lum xossaga ega bo‘lgan N ta elementlar to‘plamidan
tavakkaliga joyiga gaytarilmasdan olingan n ta elementdagi berilgan xossaga
ega bo‘lgan ejementlar sonidan iborat X =k tasadifiy miqdor
gipergeometrik tagsimotga ega bo‘ladi. Gipergeometrik tagsimot sanoat
mahsulotlarining gabuliga oid statistik nazorati amaliyotida, tanlanma
tekshirishlami tashkil gilish bilan bog‘lig masalalarda va boshga sohalarda
keng qo‘llaniladi.
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n, K. N parametrli gipergeometrik tagsimotning sonli xarakteristikalari

formulalar bilan topiladi.

6-misol. Firmaning sotuvga qo‘yilgan 20 ta kompyuteridan 7 tasida
nosozlik mavjud. Tavakkaliga 5 ta kompyuter tanlangan. Tanlanmada nosoz
kompyuterlar sonidan iborat tasodifiy migdorning tagsimot gqonunini,
matematik kutilishi va dispersiyasini hamda olingan kompyuterlar orasida
nosozlari bo‘Imasligi ehtimolini toping.

® X -nosoz kompyuterlar sonidan iborat tasodifiy migdor bo‘Isin.
X parametrlari N =20, K =7, w=5bo‘lgan gipergeometrik tagsimotga ega.
U holda

MIJT=0)="p-=0083, P(X=)= =0,323,
>JT=0) § X=J c

P(X=2)="p - =0,387, P(X=3)="p i =0,176,
( ) *on (x=3 ’\ED

>(X=4)=7 -:0'03, P(X = :""-:0,00l.
(X=4) g) (X=9) o
Demak, X tasodifiy migdorning tagsimot qonuni

X\
0,083 0,323 0,387 0,176 0,030 0,001 y

Tagsimot gonunining sonli xarakteristikalarini topamiz:

M(X) =5e—=175  D(X)=5 —=fl-—Y |- — 1=0,898.
20 19v  20A 20j

Olingan  kompyuterlar orasida nosozlari bo’lmasligi  ehtimoli
P(X =0)=0,083 gateng. o

1.6.2.1. Tekis tagsimot
B Tagsimot zichligi

* agaraixib,
1(*) = b-a
0, agar a <x yokix>bh.
ko'rinishda berilgan uzluksiz tasodifiy migdorning tagsimotiga [a;6]kesmada
tekis tagsimot deyiladi.



Tekis tagsimotning integral funksiyasi

0, agarx<a,

b-a
1, agarx>b
kabi aniglandi.
[a;6] kesmada tekis tagsimlangan tasodifiy migdoming [a;/?)c [a;6]
oraligqa tegishli giymat gabul gilishi ehtimoli

P(a<.X<p)= b
-a

tenglik bilan topiladi.

<=© Tekis tagsimot qonuni yo‘lovchining ma’lum oralig bilan
harakatlanuvchi transportni kutish vaqtini aniglashda, sonni butun gismga
yaxlitlash xatoligini tahlil gilishda, kuzatishlami statistik modellashtirishda
va ommaviy xizmatning ko ‘pchilik masalalarida go‘llaniladi.

Tekis tagsimotning sonli xarakteristikalari

tengliklar bilan aniglanadi.

7-misol. Bir soat ichida bekatga fagat bitta avtobus kelib
toxtaydi. /=0 vaqtda bekatga kelgan yoMovchining avtobusni IOdagigadan
ortig kutmasligi ehtimolini toping.
/ =0 vaqtda bekatga kelgan yo‘lovchining avtobusni kutish i
fO; 1] oraligda tekis tagsimlangan X tasodifiy miqdor boiadi.
Shu sababli

0, agarx”™O,
f{x) =-1, agar 0<x<1]

0, agarx> 0.

Bundan b=1 a*0, a =0, [}:IOmin=€e.

U holda
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2. Ko‘rsatkichli tagsimot
flj TtUMmol zichligi
ae~°\ agar x>0,
0, agw,<4

kp'rininhda berilgan uzluks tasodifiy miqdorning tagsimotiga
ko'natkk'fili tagsimot deyiladi, bu yerda a>0.
Ko'rsntkichli tagsimotning integral funksiyasi
F(x) =< fl-e '™, agarx>0,
0, agarx<0
formula bilan topiladi.
Ko'rsatkichli tagsimotga ega tasodifiy migdorning [a\P) oraliqga
le|(ishli qgiymat gabul gilish ehtimoli
P(a<X<P) =e-°°-e'*
tonglik bilan aniglanadi.
B ) Ko‘rsatkichli tagsimot gonuni ommaviy xizmatlar nazariyasida,
Il/.ikada va mustahkamlik nazariyasida muhim ahamiyatga ega.
Ko‘rsatkichli tagsimotning sonli xarakteristikalari:

M(X)=~, D(X)= a(X) =~
a a

\,
a
8-misol. X uzluksiz tasodifiy migdorning taqgsimot zichligi berilgan:
0, agar x <0,
m =
2e 'x, agarxi. 0.
M(X), D(X), a(X) larni toping.
® Tagsimot gonunining sonli xarakteristikalarini topamiz:

M (x =_:_:0,51 D :—7:—:0,25, or =- :0,5- °
\$ ) a 2 \(/X) a2 4 *) a

3. Normal tagsimot
Tagsimot zichligi

[(*)=—rTre N

ko'rinishda berilgan uzluksiz tasodifiy miqdorning tagsimotiga normal
tagsimot deyiladi, buyerda aeR, <r>0 parametrlar.
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Normal tagsimotning integral funksiyasi
FU)=1+dp-2

formula bilan topiladi, bu yerda ®- Laplas funksiyasi.

<€ Normal tagsimot ehtimoliy-statistika nazariyasi va amliyotida
markaziy o‘rin egallaydi. Bu tagsimot yordamida bir nechta muhim
tagsimotlar hosil gilingani uning yuqori darajada nazariy ahamiyatga ega
ekanini ko ‘rsatadi.

Normal tagsimotga ega tasodifiy migdoming [a,/?) oraligga tegishli
giymat gabul gilish ehtimoli

P(a<X <p)= -p(a~a
formulabilan, [a- S, a+S) oraligga tegishli giymat gabul gilish ehtimoli
P (jx-al«j)=2<t

formula bilan aniglanadi.
Normal tagsimotning sonli xarakteristikalari:
M(X) =a, D(X) =<2 cr(X) =v

9-misol. Aksiyaning kundalik bahosi matematik kutilishi 15 ming so‘m
va o‘rtacha kvadratik chetlashishi 0,2 ming so‘mga teng normal tagsimotga
ega bo‘lsa, aksiyaning narxi: 1) 15,3 ming so‘mdan ortig bo‘lmasligi;
2). 154 ming so‘mdan kam bo‘lmasligi; 3) 14,9 dan 15,3 ming so‘m
oralig‘ida bo'lishi ehtimollarini toping. Aksiya kundalik bahosining
0°‘zgarish chegarasini toping.

<S> Masalaning shartiga ko‘ra tasodifiy migdor normal tagsimlangan.
Bunda a=15 a - 02 Berilgan parametrlarda normal tagsimot uchun

2-ilovadan foydalanib, topamiz:
1) Aksiyaning narxi 15,3 ming so‘mdan ortiq bo‘Imasligi ehtimoli

02 ; V 0,2
= ®(1,5)- ®(-7,5)=0,4332+0,5=0,9332.
2) Aksiyaning narxi ming so‘mdan kam boimasligi ehtimoli
15,4-15 P 0-15
0,2 0

=1- (P(2) - P(-7,5))=1- (0,4772+0,5) = 0,0228.

P(X2:154)=1-P(0sXi154)=1- ®
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3) Aksiyaning narxi 14,9 dan ming so‘m oralig‘ida bo‘lishi ehtimoli

=d(15)- P(-0,5) = 0,4332+0,1915 = 0,6247.
Uch sigma qoidasiga ko‘ra |X - a|£3cr hodisa ehtimoli deyarli mugarrar
hodisa bo‘ladi. Demak, aksiya kundalik bahosining o'zgarish chegarasi
|X-151<3+0,2 yoki 144<X:S156. O

Mashqlar

1.6.1. Korxona tomonidan ishlab chigarilgan mahsulotning 20%i
go‘shimcha sozlashni talab giladi. Korxona mahsulotlaridan tavakkaliga 5 ta
mahsulot tanlanadi. Tanlanmada sozlashni talab giladigan mahsulotlar
sonining tagsimot gonunini, matematik kutilishini va dispersiyasini toping.

1.6.2. Statistik ma’lumotlarga ko‘ra giz bola tug'ilishi ehtimoli 0,51 ga
teng. 4 ta farzandli oilada giz bolalar sonining tagsimot gonunini, matematik
kutilishini va dispersiyasini toping.

1.6.3. Do‘konga ikkita firmadan 2:3 nisbatda soat keltirilgan va ulardan
20 tasi sotilgan. Birinchi firmada ishlab chigarilgan soatlaming sotilganlari
sonidan iborat tasodifiy migdoming sonli xarakteristikalarini toping.

1.6.4. 20ta pul-buyum lotereyasi sotib olingan. Har bir biletga yutuq
chigishi ehtimoli 0,15 ga teng bo‘lsin. Sotib olingan biletlarga yutuq
chigishlari sonining sonli xarakteristikalarini toping.

1.6.5. Darslik 10000 nusxada chop etilgan. Har bir nusxaning noto‘g‘ri
mugavalanishi ehtimoli 0,0001ga teng. Noto‘g‘ri mugavalangan darsliklar
sonidan iborat tasodifiy migdoming tagsimot gonunini, matematik kutilishi
va dispersiyasini toping.

1.6.6. Do‘konga jo ‘natilgan 1000 ta idishdagi madanli suvning yo‘lda
shikastlanishi  ehtimoli 0,002 ga teng. Madanli suvning yo‘lda
shikastlanishlari sonidan iborat tasodifiy migdoming tagsimot gqonunini,
matematik kutilishi va dispersiyasini toping.

1.6.7. Bitta 0°‘q uzishda o‘gning nishonga tegishi ehtimoli 0,01 ga teng.
200 ta otilgan o‘gning nishonga tegishlari  sonidan iborat tasodifiy
miqdoming sonli xarakteristikalarini hamda kamida 5 ta va ko‘pi bilan
10 ta 0'gning nishonga tegishi ehtimolini toping.
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1.6.8. Bankka keluvchi mijozlar soni Puasson tagsimotiga bo'ysunadi
va o°‘rta hisobda bir dagigada bankka 5 ta mijoz kiradi. 1) navbatdagi bir
dagigada bankka bitta mijoz Kkirishi; 2) navbatdagi bir dagigada bankka
kamida uchta mijoz kirishi ehtimolini toping.

1.6.9. Nishonning yakson etilishi ehtimoli 0,05 ga teng. Birinchi o‘qg
tekkunicha o‘g otilmogda. Otilgan o‘glar sonidan iborat tasodifiy
migdorning tagsimot qonunini, matematik Kkutilishini, dispersiyasini va
nishon yakson etilishi uchun 5tadan kam bo'Imagan otishlar talab etilishi
ehtimolini toping.

1.6.10. Imtihonda talabaga qo‘shimcha savollar berilmoqda. Talabaning
berilgan har ganday savolga javob berishi ehtimoli 0,85 ga teng. Talaba
berilgan savolga javob bera olmagan zahoti imtihon to‘xtatiladi. Talabaga
berilgan qo'shimcha savollar sonidan iborat tasodifiy migdorning tagsimot
gonunini, matematik kutilishini, dispersiyasini toping.

1.6.11. Chapaqaylar aholining taxminan bir foizini tashkil gilsa, o‘nta
chapagayni topish uchun nechta kishi ro‘yxatdan o’tkazilishi kerak?

1.6.12. Do‘konga keltirilgan q‘ol telefonlarining 75 foizi nugsonga ega
bo‘lsa, xaridor nugsonsiz telefon sotib olishi uchun o’rtacha nechta telefonni
sinab ko'rishi kerak?

1.6.13. Guruhda 15 talaba bo‘lib, ulaming 9 nafari a’lochilar. Ro‘yxat
bo‘yicha tavakkaliga 3 ta talaba tanlab olindi. A’lochi talabalar sonidan
iborat tasodifiy miqdorning tagsimot gonunini, matematik kutilishini va
dispersiyasini toping.

1.6.14. Sportlotto o'yinda 45 tadan tavakkaliga tanlangan 6 ta sport
turidan 3, 4, 5, 6 ta sport turlarini topgan gatnashchilar pul yutuglariga ega
bo'ladi, bunda topilgan sport turlari ortishi bilan yutug miqdori ham ortib
boradi. Tavakkaliga tanlangan 6 ta sport turidan topilgan sport turlari
sonidan iborat X tasodifiy miqdorning tagsimot gqonunini, matematik
kutilishi va dispersiyasini toping. Pul yutuglari olinishi ehtimolini aniglang.

1.6.15. Metro poyezdi har 3 dagiqada bekatga keladi. Yo‘lovchi bekatga
istalgan vaqtda kelsa, uning poyezdni yarim dagigadan ko‘p kutmasligi
ehtimolini toping. Yo‘lovchining poyezdni kutish vagtidan iborat tasodifiy
migdorning zichlik fimksiyasini, matematik kutilishini va o‘rtacha kvadratik
chetlashishini aniglang.
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1.6.16. Chorrahaga yashil rangi har 2 dagigada yonuvchi svetofor
go‘yilgan. Qizil rangga kelgan avtomobilning bu svetofor oldida turib
golishi (0;2) oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy migdor bo‘lsa, uning:
1) zichlik funksiyasini; 2) o‘rtacha kutish vaqtini; 3) o'rtacha kvadratik
0g‘ishini toping.

1.6.17. Televizoming to‘xtovsiz ishlashi ehtimoli

/(*) =0,02e~@* (x >0)
gonunga ega bo‘lsa, quyidagilami toping: 1) tasodifiy migdorning matematik
kutilishi va dispersiyasini; 2) televizoming 50 soat to‘xtovsiz ishlashi
ehtimolini.

1.6.18. X tasodifiy migdor
/(*) =3e~x(x>0)
differensial funksiya bilan berilgan. 1) M(X), D(X) ni hisoblang; 2) X ning
(0,13;0,7) oraliqga tushishi ehtimolini toping.

1.6.19. Detalni o'lchashda o'rtacha kvadratik chetlashishi c=10 mm.
bo‘lgan normal tagsimotga bo'ysinuvchi tasodifiy xatolar uchraydi. Detalda
uchta bog‘ligmas o‘lchash o‘tkazilgan bo‘lsa, hech bo‘lmaganda bitta
0‘Ichashda xatolik modul bo'yicha 2 mm. dan oshmasligi ehtimolini toping.

1.6.20. Valning diametri  sistematik  xatolarsiz  o‘lchanadi.
X -0 ‘lchamlaming nisbiy xatolari bo‘lsin. U o‘rtacha kvadratik chetlashishi
o =10mm.ga teng normal tagsimotga bo‘ysunsa, o‘lchash absolut giymati
bo'yicha 15 mm.dan ortig bo‘Imaydigan xato bilan o‘tkazilishi ehtimolini
toping.

1.6.21. Poyezd 100 ta vagondan tashkil topgan. Har bir vagonning
massasi matematik kutilishi 65 tonna va o‘rtacha kvadratik chetlashishi
<=0,9tonnadan iborat. Lokomativ 6600 tonna massali sostavni tortishi
mumkin, aks holda ikkinchi lokomativni qo‘shishga to‘g‘ri keladi. Ikkinchi
lokomativ kerak bo‘Imasligi ehtimolini toping.

1.6.22. Avtomat sharchalar tayyorlaydi. X -sharcha diametri boisin.
Bu diametming loyihadagi o‘Ilchamdan chetlashishi absolut giymat bo‘yicha
0,7 mm.dan Kichik bo‘lsa, sharcha yarogli hisoblanadi. X tasodifiy migdor
a =04 o‘rtacha kvadratik chetlashish bilan normal tagsimlangan bo‘lsa,
tayyorlangan 100 ta sharchadan nechtasi yarogli bo‘ladi?
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1.7. EHTIMOLLAR NAZARIYASINING
LIMIT TEOREMALARI

Chebishev teoremasi. Bernulli teoremasi.
Markaziy limit teorema

1.7.1. Lemma (Chebishev tengsizligi). X -ixtiyoriy tasodifiy miqdor
M(X), D(X)~mos ravishda uning matematik Kkutilishi va dispersiyasi,
«e-istalgan musbatson bo‘lsin . U holda

POX-MOO)\<e)>\—

tengsizlik bajariladi.

1-teorema {Chebishev teoremasi). X1,X2..,Xn juft-jufti bilan bog‘lig-
mas bir xil tagsimotga ega tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi, ya’ni
M(X,) =a, D(X,)=a {i=\r) bo‘lsin. U holda istalgan e> 0 son uchun

bo‘ladi.

1-misol. Dengizning chuqurligi sistematik xatolarga ega boimagan
uskuna bilan o‘lchanadi. 0 ‘Ichashlaming o‘rtacha kvadratik chetlashishi
15 m. dan oshmaydi. 0,9 dan kam bo‘Imagan ehtimol bilan o‘lchashlaming
o‘rta arifmetigi (dengiz chuqurligi) a dan modul bo‘yicha 5 m. dan kam farg
giladi deb tasdiglash uchun nechta bog‘ligmas o'lchashlar o ‘tkazilishi kerak?
Dengiz chuqurligining n tabog‘ligmas o‘lchashlar natijalarini
X, bilan belgilaymiz. Masalaning shartiga ko‘ra: e =5, D{X) =cr2=225.

Chebishev tengsizligini ganoatlantiruvchi n ni topamiz:

9
Bundan O’lAﬁ yoki «>90.
Demak, 90 dan kam bo‘lmagan o‘Ichashlar o‘tkazilishi kerak. O

2-misol. Texnologik uskuna tayyorlanayotgan detal uzunligining
o‘rtacha kvadratik chetlashishi bu uzunlikning matematik kutilishidan
0,05 sm. dan ko‘p bo‘Imasligini ta’minlaydi. 50 ta detal o‘lchangan. Bu
o0 ‘Ichashlaming o‘rta arifmetigi haqigiy matematik kutilishdan 0,02 dan ortiq
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bo‘lmagan chetlashishining ehtimolini toping.
® Masalaning shartiga kosra: £=0,02, £(/T)=0,05\ «=50.

U holda Chebishev tengsizligiga ko‘ra

1 50 0,05z
— - ! =0,875. O
5o ¢ 2 500,02
1.7.2. 2- teorema (Bernulli teoremasi). k- Bernulli sxemasidagi «ta

sinashda A hodisaning ro‘y berishlari soni, p-A hodisaning bitta
sinashda ro‘y berishi ehtimoli bo'lsin. U holda
f\k

|n_ p<£:1

/
bo‘ladi.

3-misol. Qo‘lyozmaning bitta betida xato bo‘lishi ehtimoli 0,2 ga teng.
400 betdan iborat qo‘lyozmada xato bo’lishining nisbiy chastotasi mos
ehtimoldan modul bo‘yicha 0,05 dan kam farg gilishi ehtimolini toping.

<S> Masalada berilishicha: p =0,2, q=0,8, «=400, £=0,05.

Bernulli teoremasiga ko‘ra

-- 0,008} A f1- =1 °.AT=0,84.
n 0.2 <0, Sj} E ne)] 400—0,05T o0
1.7.3. 3-teorema (Markaziy limit teorema). Agar X, Xr,...,Xr-

bog‘ligmas tasodifiy miqdorlar bo‘lib, chekli M{X,) =a matematik kutilish
va D(X:)=<jl dispersiyaga ega bo‘lgan bir xil tagsimot gonuniga ega bo‘lsa,
u holda wcheksiz ortganida
tAX'-no
cr-Jn
ning tagsimot gonuni matematik kutilishi 0 va dispersiyasi 1 bo‘lgan normal
tagsimotga yaqinlashadi.

4-misol. Har biri [0;4] kesmada tekis tagsimlangan 75 ta bog'ligmas
tasodifiy migdorlar yig‘indisining zichligi uchun taqribiy ifodani toping va
yig‘indi 120 dan kam 160 gacha bo‘lishi ehtimolini toping.

® X =ifI A', bunda X,- [0;4] kesmada tekis tagsimlangan tasodifiy

miqgdorlar bo‘Isin.
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U holda a.=M(X,) =é\"— =2, D(X,)=el—20" =3 bo‘ladi.

De%ak, markaziy limit teoremasining shartlari bajariladi.

Bundan
m=M[fX )A/ FIM{X) =75-2=180, 0?=d(zx,)=75-:=10.
U holda s ey
100 =W 2™ N = e

Yig‘indi 120 dan 160 gacha bo‘lishi ehtimolini topamiz:
160- 150" 120-150
P(1205 X <160 -
(1205 x <160y =527 -0
= P(l) + P(3) = 0,3413 +0,4987 «084. O

Mashqglar

1.7.1. Chorvachilik fermasida suvning o'rtacha sarfi kunigalOOO/.
Bu tasodifiy migdoming o‘rtacha kvadratik chetlashishi 200 / dan oshmaydi.
Ixtiyoriy tanlangan kunda fermadagi suv sarfi 2000/ dan oshmasligi
ehtimolini toping.

1.7.2. Har bir sinashda hodisaning ro‘y berishi ehtimoli 0,25 ga teng.
Agar 800 ta sinash o‘tkazilishi kerak bo Isa, A hodisaning ro‘y berishi soni
150 dam 250 gacha bo‘lishi ehtimolini toping.

1.7.3. Avtomatdan standart detaining chigishi ehtimoli 0,96 ga teng.
Ghebeshev tengsizligidan foydalanib, 2000 detal orasida nostandart detallar
soni 60 tadan 100 tagacha bo‘lishini baholang.

1.7.4. Depozitga qo‘yilgan aksiyalaming talab qilinishi ehtimoli
0,08 ga teng. 1000ta mijozdan kamida 70 tasi va ko‘pi bilan 90 tasi
aksiyalarini talab gilishi ehtimolini toping.

1.7.5. 900 ta sinashning har birida hodisaning ro‘y berishi ehtimoli
0,7 gateng. Bemulli teoremasidan foydalanib, hodisaning ro‘y berishlari
soni 600 tadan 660 tagacha bo‘lishi ehtimolini toping.

1.7.6. 0 “g‘“il va qgiz bola tug‘ilishi ehtimollari bir xil bo‘lsa, 1000 ta
tug‘ilgan bola orasida qiz bolalar soni 465 bilan 535 orasida bo‘lishi
ehtimolini Bemulli teoremasi orgali toping.
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1.7.7. X tasodifiy migdor X: 8’2 O‘: Itaqsimot gonuniga ega.

V- M(X)\<0,2 bo'lishi ehtimolini toping.

1.7.8. X tasodifiy migdor X : 036 054 tagsimot gonuniga ega.

| V- M(X) |<13 bo‘lishi ehtimolini toping.
1.7.9. X, bog‘ligmas miqgdorlar [0;1] kesmada tekis tagsimlangan.
) =§01_V’ tasodifiy migdorning tagsimot gonunini va P(55<Y <70) ni topmg.

1.7.10. [0;0,25] kesmada tasodifiy ravishda 162 ta son olingan. Ulaming
yig‘indisi 22 bilan 26 orasida bo'lishi ehtimolini toping.

1.8. TANLANMANING XARAKTERISTIKALARI

Tanlanmaning statistik tagsimoti. Statistik tagsimotning grafik
tasvirlari. Statistik tagsimotning sonli xarakteristikalari

1.8.1. Tekshirilayotgan biror (sifatiy yoki miqdoriy) alomat bo‘yicha
kuzatilayotgan barcha obyektlar to‘plamiga bosh to'plam deyiladi. Bosh
to‘plamdagi obyektlar soni bosh to plamning hajmi deb ataladi.

Bosh to‘plamdan tasodifiy ravishda tanlab olingan obyektlar to‘plamiga
tanlanma yoki tanlanma to'plam deyiladi. Tanlanmadagi obyektlar soni
tanlanmaning hajmi deb ataladi.

Tanlanmaning har bir elementi varianta deb ataladi. Tartiblangan
tanlanmaga variatsiya gatori deyiladi.

Tanlanmada x, varianta « marta, x2- n2 marta va xk-nt marta kuzatil-

gan bo'lsin. Bunda n, kattalikka x variantaning chastotasi, w, = kattalik-
. A .
ka esa uning nisbiy chastotasi deyiladi, bu yerda n=£u, -tanlanmaning

hajmi. Nisbiy chastotalar uchun 2 > f=1 bo‘ladi.
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Variantalar va ularga mos chastotalardan yoki nisbiy chastotalardan
tashkil topgan

X; *) * *2 Xk
n, »2 W W2 K

jadvalga tanlanmaning statistik tagsimoti yoki statistik gator deyiladi.
Variantalaming * sondan kichik bo‘lgan giymatlari nisbiy chastotasi

F'{x) =’\n
tanlanmaning- emperik (statistik) tagsimot funksiyasi deb ataladi, bu yerda
nx- x giymatdan kichik bo‘lgan variantlari soni.
<=£ Nazariy tagsimot funksiyani F(x) tanlanmaning emperik tagsimot
funksiyasi F*“(x) bilan baholanadi.

1.8.2. Chastotalar poligoni deb (g,u)> (x2n2),...,(xk;nt) nugtalam

tutashtiruvchi siniq chizigga aytiladi.
Nisbiy chastotalar poligoni deb (jr;w,), (X2),...,(Xk:#K) nugtalami

tutashtiruvchi sinig chiziqqga aytiladi.

X uzluksiz belgi bo‘lsa yoki kuzatishlar soni katta bo'lganida X belgi-
ning kuzatilayotgan giymatlari tushadigan oraliq h uzunlikdagi intervallarga
bo‘linadi, har bir interval uchun shu intervallarga tushgan variantalaming
chastotalari (nisbiy chastotalari) aniglanadi va intervalli statistik gator
tuziladi. Bunda statistik gatoming birinchi satrida [x0;x,),[x,;x2

intervallar yoziladi. Bu intervallar bir xil h=xl-x0~x2-xI=...=xt-xitl

uzunlikda tanlanad. Intervallaming uzunligi h- ~ tenglik bilan

aniglanadi, bu yerda jow- jom-belgining eng katta va eng kichik giymatlari
orasidagi ayirma; m=1+3,322Igu- intervallar soni. Bunda birinchi interval-

J
ning boshi sifatida xa=x”" ~ - olinadi. Statistik gatoming ikkinchi satriga

har bir intervalga tushgan chastotalar (nisbiy chastotalar) go‘yiladi.
Chastotalar gistogrammasi (nisbiy chastotalar gistogrammasi) deb

asoslari h uzunlikdagi intervallardan va balandliklari ?gmlsonlardan

iborat bo'lgan to‘g‘ri to‘rtburchaklardan tuzilgan pog‘anasimon figuraga
aytiladi.
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Nisbiy chastotalar gistogrammasini shunday sillig chiziq f'(x) bilan
tutashtirish mumkinki, fix) chiziq bilan chegaralangan egri chizigli
trapesiya yuzasi gistogramma yuzasiga teng bo'ladi.

fAx) chiziqga nisbiy chastotalar tagsimotining emperik funksiyasi
deyiladi.

<80 Nazariy tagsimot zichligi /(x) nisbiy chastotalar tagsimotining
emperik funksiyasi f'(x) bilan baholanadi.

1-misol. 10 ta talabadan iborat guruhda oliy matematikadan o‘tkazilgan
oraliq nazoratda quyidagi ballar to‘plangan: 2,5,4,0,2,5,0,4,2,1.
Tanlanmaning chastotalar va nisbiy chastotalar statistik tagsimotlarini
toping, emperik tagsimot funksiyasini tuzing va grafigini chizing, nisbiy
chastotalar poligonini chizing.
<> Tanlanmaning 0,0,1,2,2,2,4,4,5,5 variatsiya qatori bo‘yicha
variantalami, chastotalami va nisbiy chastotalami topamiz:
xt=0, x:=1 x3=2, x,=4, x5=5;
« =2, n2=1, n3=3, nA=2, ns=2;
w, =0,2, w3=01, w, =0,3, w4=0,2, w5=0,2,
bu yerda
2>, =2+1+3+2+2=10, %\/I>Y =0,2+0,1+0,3+0,2+0,2=1.

Chastota va nisbiy chastotalaming statistik gatorlarini tuzamiz:

x 0 1 2 4 5 4 0 1 2 4 5
n 2 1 3 2 2 w, 02 0g 03 02 02

Bu qatorlar asosida emperik tagsimot funksiyasini tuzamiz:

1. xt=0 eng kichik varianta. Demak, ;t<Olar uchun F*(x) =0;

2. x<I tengsizlikni ganoatlantiruvchi variantalar uchun x, «0 nisbiy
chastota w, =0,2 varianta bilan kuzatilgan. Demak, 0<xZl lar uchun
F\x) =0,2;

3. 1<p 52 larda F'(n)=0,2+01=0,3;

4. 2<x<4 larda /'*(")=0,3+0,3=0,6;

5. 4<ar”5 larda F'(x) =0,6 +0,2=08;

6. x=5 eng katta varianta bo‘lgani uchun x>5larda F'(x) =1

69



Demak, (4-shakl):
0, x<0,

0,2, 0<x<1,
0,3, 1<pa:<2,
0,6, 2<x54,
0,8 4< <5,
1, x>1.
Koordinatalar tekisligida koordinatalari (x,;w.) bo‘lgan nugtalami
belgilaymiz, ulami kesmalar bilan tutashtiramiz va nisbiy chastotalar

poligonini hosil gilamiz (5-shakl). O

F’(x) =

4-shakl. 5-shakl.

2-misol. Tavakkaliga tanlangan 20 ta talabaning bo‘yi (sm. anigligida)
oMchangan va quyidagi natijalar olingan:
171, 160, 163, 162, 156, 159, 176, 172, 164, 158,
162, 166, 162, 167, 171, 157, 167, 158, 169, 174.
Intervalli statistik gatomi tuzing va nisbiy chastotalar gistogrammasini
chizing.
® Olingan natijalami o‘sish tartibida joylashtiramiz:
156, 157, 158, 158, 159, 160, 162, 162, 162, 163,
164, 166, 167, 167, 169, 171, 171, 172, 174, 176.
Bunda xm =156, x>k =176 va Sterdjess formulasiga ko‘ra
_ 176-156
| +3,3221920
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4 . . .
U holda x0=156-- =154. Berilganlami T=1+3,322In20«6 ta intervalga

ajratamiz: [154;158),[158;162),[162;166),[166;170),[170,174),[174;178).
Har bir intervalga tushuvchi talabalar sonini (chastotalami), nisbiy
chastotalami aniglaymiz va intervalli statistik gatomi tuzamiz:

X [154;158) [158;162) [162;166) [166;170) [170;174) [174;178)

1t 2 4 5 4 3 2
W, 01 0,2 0,25 0,2 0,15 04
Y:] 0,025 0,05 0,0625 0,05 0,0375 0,025

Bundan 6-shakldagi gistogrammani hosil gilamiz. O

W

1.8.3. Hajmi n gateng tanlanmaning statistik tagsimoti berilgan bo'lsin:

R
n: »2

Tanlanma o rta giymat (yariatsiya gatorining o rta arifmetigi) X deb
tanlanma barcha giymatlarining o ‘rta arifmetigiga aytiladi, ya’ni

Mbl :‘3?15'--
Tanlanma  dispersiya (yariatsiya qatorining dispersiyasi) 52deb
tanlanma giymatlarining tanlanma o ‘rta giymatdan chetlashishi kvadratining
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o‘rta arifmetigiga aytiladi, ya’ni
D :hﬁl\;lx, - Xf :'nt/-fx - Xfnr
Tanlanma dispersiya uchun
5 = -1 " mn,-{xy =x I-(xy
n /-
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Tanlanma o'rtacha kvadratik chetlashish a =415 formula bilan topiladi.
X uzluksiz belgi uchun tanlanma sonli xarakteristikalar yugorida

keltirilgan formulalar kabi aniglanadi. Bunda xI,x1...xIgiymatlar sifatida
[X0;x,),[%,;x2)....[xt_;xt) intervallarning x> +ii.  O‘rtalari

olinadi.
Ayrim tanlanmalar uchun tanlama o‘rta giymatni va dispersiyasini
hisoblashni osonlashtiruvchi formulalardan foydalanish mumkin. Bunda

. . . . . X —€ . -
berilgan x (i =\,t) variantalar o‘miga shartli |/|,=—h variantalar olinadi.

Bu yerda c,h-hisoblashni osonlashtiradigan gilib tanlanuvchi o‘zgarmaslar.
Bu holda avval shartli variantalarda tanlanma o‘rta qiymat va dispersiya

" nI'ItM n,n, Jil =-ﬁ£/<.<|<>, \n )
tengliklar bilan topiladi.
Keyin X =Ush+c, D =Du h2 tengliklar orgali berilgan variantalarga
gaytiladi.
3-misol. Do‘konda kompyuterlarni 10 kunlik sotishdan quyidagi natijalar
olingan: 1,2,4,0,2,5,0,4,2,5. Tanlanmaning sonli xarakteristikalami toping.
<S> Tanlanmaning 0,0,1,2,2,2,4,45,5 variatsiya gatori bo‘yicha
variantalar va chastotalami topamiz:
X =0, x2=1, =2, *4=4, x5=5;
n=2, n2=1 =3, nt=2, =2,
Sonli xarakteristikalam hisoblaymiz:

A :E(O-Z +1-1+2-3+4-2+5-2)=25;

=—((0-2,5rm+(1—2,5)2-1 + (2—2,5)2-3 +
+(4—2,5)22+ (5—2,5)2¢2)=325; cr=[ 25«18. O
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4-misol. Hajmi 10 ga teng tanlanmaning statistik tagsimoti berilgan:

x| 178 184 186 188
2 4 3 1

Tanlanma o ‘rta giymat va tanlanma dispersiyani toping.
<S> n =x, —183 shartli variantaga o ‘tamiz va

n -5 1 3 5
n 2 4 3 1

tanlanmani hosil gilamiz. U holda
U=—(-5-2 +1-4 +3-3 +5-1) =08;
10

[, =~(25-2 +1-4 +9-3 +25-1)-(0,8)J=10,6-0,64 = 9,96.

Bundan
X =0,8-1+183=1838. D=9,96-1=99. O

Mashqglar

1.8.1. Do‘konda sovutgichlarni va televizorlarni o‘n kunlik sotishdan
quyidagi natijalar olingan:
1) 2,3,2,1,0,2,4,3,0,1 (sovutgich); 2) 1,1,2,2,3,5,2,5,1,0 (televizor).
Tanlanmalaming : 1) nisbiy chastotalar statistik tagsimotini toping;
2) emperik tagsimot funksiyasini tuzing va grafigini chizing; 3) nisbiy
chastotalar poligonini chizing.

1.8.2.Yuk tashish bilan shug‘ullanadigan korxonani haftalik tashilgan
yuklar hajmi (tonnada) kuzatilganda quyidagi natijalar olingan:

1) 1-haftada:
157,160,170,183,159,153,182,186,171,155,178,179,175,165,154,
156,166,179,155,158,173,171,167,175,167,173,163,164,169,172;

2) 2-haftada:
183,166,179,155,169,172,178,157,179,163,171,164,160,175,165,
155,159,158,154,170,165,186,167,173,153,182,171,173,167,175.

Har bir hafta uchun tanlanmaning intervalli statistik gatorini tuzing va

nisbiy chastotalar gistogrammasini chizing.
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1.8.3.10 ta abiturientdan iborat guruhda matematikadan test nazorati
o‘tkazilgan. Bunda har bir abiturient 5 ballgacha to‘plashi mumkin bo“ladi.
Nazoratda quyidagi natijalar olingan:
DI-guruh uchun: 4,4,5,3,3,1,5,5,2,5; 2) 2-guruh uchun: 3,4,5,0,1,2,3,4,54.
Har bir guruh uchun tanlanmaning sonli xarakteristikalarini toping.

1.8.4. Ulgurji savdoni tashkil gilishda erkaklar poyavzalining o‘rtacha
o‘Ichamini bilish maqgsadida tajriba o‘tkazilgan. Bunda do‘kondan ma’lum
vaqtda xaridorlar tomonidan sotib olingan erkaklar poyafzavining oichami
kuzatilgan va natijada quyidagi tanlanma olingan:

39,43,42,40,44,39,42,41,41,40,42,41,42,45, 43,44,40,43,41,42,

41,43,38,41,42,40,43,40,44,41,43,41,39,45,43,46,42,43,42,40,

43,42,41,43,39,44,40,43,41,42,41,43,42,45,44,42,41 42 40,44,
Tanlanma o ‘rta giymat va tanlanma dispersiyani toping.

1.8.5. Elektr zanjirdagi kuchlanish tasodifiy xarakterga ega bo‘lgan
kuchlanishning ulanishiga bog‘lig. Zanjirdagi kuchlanishning tebranishini
o‘rganish uchun ma’lum vaqt oraligMda voltning o‘ndan bir bo‘lagi
anigligida 30 ta o‘Ichash o‘tkazilgan va quyidagi variatsiya gatori olingan:

215,0, 2155, 215,9, 216,4, 216,8, 217,3, 217,5, 218,1, 218,6, 2189,

219.2, 219,4, 219,7, 219,8, 220,0, 220,2, 220,3, 220,5,220,7, 220,9,

221.3, 221,6, 221,9, 222,3, 222,6, 222,9, 223,4, 224,0, 2245, 225,0.
Tanlanma o ‘rta giymat va tanlanma dispersiyani toping.

1.8.6. Hajmi 20 gateng tanlanmaning statistik tagsimoti berilgan:

xi 2560 2600 2620 2650 2700
nt 2 3 10 4 1

Tanlanma o ‘rta giymat va tanlanma dispersiyani toping.

1.8.7. Hajmi 100ga teng tanlanmaning statistik tagsimoti berilgan:

x, 156 160 164 168 172 176 180
nn 10 14 26 28 12 8 2

Tanlanma o‘rta giymat va tanlanma dispersiyani toping.
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1.9. TAQSIMOT NOMA’LUM PARAMETRLARINING
STATISTIK BAHOLARI

Parametrlarni baholash. Nugqtaviy baholar.
Intervalli baholar

1.9.1. Bosh to'plam X belgisining 8 parametmi o0‘z ichiga olgan cp(x,s)
tagsimot funksiyasi yoki tagsimot zichligi berilgan bo‘lsin. Bunda s
parametr, masalan, Puasson tagsimotining A parametri bo‘lishi mumkin.

Nazariy tagsimot s parametrining 6n statistik bahosi ( bahosi ) deb
berilgan tanlashga bog‘liq bo‘lgan uning taqgribiy giymatiga aytiladi.

Agar m(B) =8 bo‘lsa 8 bahoga s parametr uchun siljimagan baho
deyiladi. Bunda M{9) =9 shart 8 baho sistematik xatolikka ega bo‘Imasdan,
fagat tasodifiy xatoliklarga ega bo‘lishini bildiradi.

Agar limM(9) =9 bo‘lsa, 8 bahoga 9 parametr uchun asimptotik
siljimagan baho deyiladi.

Agar M(s)®s bo‘lsa, 8 bahoga 9 parametr uchun siljigan baho
deyiladi.

Agar limP(<9 - Ok 4)=1bo‘lsa B bahoga s parametr uchun asosli baho
deyiladi. Asosli baho uchun tanlanma hajmi oshgan sayin yetarlicha katta
ehtimollikbilan 9*9 bo‘ladi.

1-teorema. “siljimagan baho uchun limz<<9)=0 bo‘lsa, u holda "asosli
baho bo‘ladi.

B parametrning B siljimagan bahosi B parametming barcha mumkin
bo‘lgan baholari orasida eng kichik dispersiyaga ega bo‘lsa 6 bahoga B pa-
rametr uchun samarali baho deyiladi. Samarali 8 bahoning giymatlari 9 pa-
rametrga boshga baholarga nisbatan yaqginrog joylashgan deyish mumkin.

Bahoning samaraligi eB = WA Lattalik bilan baholanadi, bu yerda B - sa-

marali baho. eB birga gancha yagin bo‘Isa, baho shuncha samarali bo‘ladi.
Agar Yipe& =i boisa, 8 bahoga 8 parametr uchun asimptotik

samarali baho deyiladi.
Bir vagtda siljimaganlik, asoslilik va samaralilik xossalariga ega bo‘lgan
bahoga bir giymatli baho deyiladi.
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1.9.2. Bosh to‘plam noma’lum parametrining tagribiy giymati sifatida
olinadigan statistikaga uning nugtaviy bahosi deyiladi.
2-teorema. X,,X4,...,Xn bosh to‘plamdan olingan tanlanma va

M(X,) =M(X)=a, D(X.)=D(X) (/=1«) bo‘lsin. U holda X :-I_F_le.
tanlanma o‘rta giymat M(X) matematik kutilish uchun siljimagan va asosli

baho bo'ladi.
3-teorema. Xi,X1,...,Xa bosh to‘plamdan olingan tanlanma va

M(X.)=M(X)=a, D{X,)=D(X) ;=1m) bo'lsin. U holda 82:-6\_—1 D
tuzatilgan tanlanma dispersiya D(X) dispersiya uchun siljimagan va asosli
baho bo'ladi.

4-teorema. n tabog‘ligmas sinashlarda A hodisa ro‘y berishining -

nisbiy chastotasi har bir sinashda A hodisa ro‘y berishi ehtimoli p =P(A)
uchun siljimagan, asosli va samarali baho boiadi.

5- teorema. Tanlanmaning tagsimot funksiyasi F'(x) tasodifiy migdor-
ning tagsimot funksiyasi F(x) uchun siljimagan va asosli baho bo‘ladi.

®> Bosh to‘plam amatematik kutilishga va a 2dispersiyaga ega bo‘lsa,

X tanlanma o‘rta giymat parametrlari ava %1 bo‘lgan normal tagsimotga
ega bo‘ladi. Bunda

P(a<X<p)= p{x - a\<e)=
bo‘ladi.

1-misol. Hajmi 50 ga teng bo‘lgan tanlanmaning statistik tagsimoti
berilgan:
Xi 3 5 8 1

n 14 10 12 14

Bosh o‘rta giymatning siljimagan bahosini toping.
i® Bosh o‘rta giymatning siljimagan bahosi tanlanma o‘rta giymat
bo'ladi. Uni topamiz:

X =—(3+14+5-10+8+12+11+14)=6,84. O
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2-misol. Hajmi 51 ga teng bo‘lgan tanlanma bo'yicha dispersiyaning
siljigan bahosi topilgan: D- 7. Bosh to‘plam dispersiyasining siljimagan
bahosini toping.

® Bosh to‘plam dispersiyasining siljimagan bahosi tuzatilgan
dispersiya bo‘ladi:

S2=— £=—-7=714. O
n-1 50

3-misol. Tanga n marta tashlanadi. Har bir tashlashda gerb tomon
tushishi ehtimoli p ga teng. Sinash oxirida tanga gerb tomoni bilan m marta

tushdi. #:? baho B=p parametr uchun siljimagan baho bo‘lishini

ko'rsating.
<S> Sinash natijalari soni m Bernulli tagsimotiga bo‘ysunadi. Shu
sababli M(m) =np bo‘ladi. Bundan

Mq))z \n)=n :anzp:B,

ya’ni M) =B.
Demak, B =?baho B =p parametr uchun siljimagan baho bo‘ladi. O

4-misol. 0 ‘rik sharbati 200 ml. hajmli idishlarga quyiladi. Quyuvchi
avtomat shunday sozlanganki, uning to‘ldirish xatoligi a +10ml. ga teng.
Igishlar karton qutilarga 25 donadan gadoglanadi. Xaridor gadoglangan
qutining o‘rtacha og‘irligi ko‘rsatilgan migdordan kam bo‘Imasligini talab
giladi. Xaridor ishlab chigarilgan mahsulotni gabul gilishi uchun ishlab
chigaruvchi avtomatni 205 ml. quyadigan qilib sozlab go‘ydi. Tasodifan
tanlangan gadoglangan qutining og‘irlik tekshiruvidan o‘tmasligi ehtimolini
toping.

® Idishning o‘rtacha to‘ldirilishi 205 ml., o‘rtacha kvadratik og‘ishi
10 ml. Tasodifiy tanlanma sharbat bilan to‘ldirilgan 25 ta idishlardan iborat.
n=25 hajmli mumkin bo‘lgan barcha tanlanmalar uchun o'rtacha
og‘irlikning tagsimoti normal tagsimotga bo‘ysunadi. Bunda idishning

o‘rtachato‘Idirilishi 205 ml.ga, o‘rtacha kvadratik og‘ishi ﬂL=;/"2I5=2 ml.ga
n

teng bo‘ladi.
Qdoglangan qutidagi idishlaming o‘rtacha toMdirilishi 200 ml. dan kam
bo‘lsa, quti sifat nazoratidan o‘tmaydi (xaridor talabigajavob bermaydi).
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Demak, izlanayotgan ehtimol
p[x <200)=p (o< x< 200)= ¢pI-°— j =
=d(-2,5)- ®(-102,5)=-0,4938- (-0,5)=0,0062. O

Nugtaviy baholami aniglashning momentlar usulida. tagsimot noma’lum
parametrining baholarini aniglash uchun tagsimotning nazariy momentlari
tanlanma asosida topilgan mos momentlarga tenglashtiriladi. Bunda:

- agsimot bitta B parametrga bog‘liq bo‘lsa, uning bahosini topish
uchun M(X) =X tenglama yechiladi;

- tagsimot ikkita B1va Br parametrga bog‘liqg bo‘lsa, ulaming bahosi
lM(X)zX,

[£>(X) = £

Bahoni aniglashning maksimal ishonchlilik usuli m42....4rn0 tanlanma
asosida tuzilgan ishonchlilik funksiyasi deb ataluvchi

L(X,,XT,....X,,,B) =f(X,,0) (x2B)m..®(xn& yoki L&) = g/(*,,O)
fimksiyaga asoslanadi, bu yerda f(x,6)- X uzluksiz tasodifiy migdorning

sistemadan topiladi va hokazo.

tagsimot zichligi. X diskret tasodifiy miqgdor uchun b(X,B)=>\iP(XZ,B)

bo‘ladi, bu yerda P(x,,8) =P(X =Xx,,B).
Maksimal ishonchlilik usulida B parametrning nuqtaviy bahosi sifatida
L(x,0) ishonchlilik funksiyasi maksimumga erishadigan § giymat olinadi.
L(x,d) va \nL(x,9) fimksiyalaming bir xil giymatlarda maksimumga
erishishini hisobga olib, maksimal ishonchlilik usulida B parametrning
bahosini aniglash uchun ™(1nLix,B)) _ Qler™\aTa yechimlari topiladi. Keyin

bu yechimlar orasidan maksimum bo'lgan § ajratiladi.

Bahoni aniglashning eng kichik kvadratlar usulida baho tanlanma
giymatlarining  aniglanayotgan bahodan chetlashishi  kvadratlarining
yig'indisini minimallashtirish orqali topiladi, ya’ni B baho

F(0)=f(£—*', -B)1 funksiyani minimumlashtiruvchi giymat bo'ladi.
5-misol. Normal tagsimlangan X tasodifiy migdor a va a2

parametrlaming bahosini momentlar usuli bilan toping.
® ..o tanlanma asosida a= M(X)=B, ~ va al=D(X)=91
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noma’lum parametrlaming nugtaviy baholarini topamiz. Bunda momentlar
usuliga ko'ra: <
l«m-x jo-*,
[E>(X)=2 |o-J=£>
Demak, normal tagsimot parametrlarining baholari: sx=X va s3=2Z> O

6-misol. Ko‘rsatkichli tagsimotga ega X tasodifiy miqdor a parametri-
ning bahosini maksimal ishonchlilik usuli bilan toping.
® Ko'‘rsatkichli tagsimotga ega X tasodifiy miqdor
f{x,a) =ae°*, x>0

zichlik fimksiyaga ega bo‘ladi.
Uning ishonchlilik funksiyasini tuzamiz:

L(x,0)=|:g‘{[0eex‘=0"e*"x.
. Bu fiinksiyani logarifmlaymiz:
\n(L(x,0)) =In0"e " =n\ns- OYjX,.

Ishonchlilik tenglamasini tuzamiz:
d\n(L(x,e))

dd . N 4 ,="°
Bundan
0=-A-=4.
X, X
diin((Gc0) ( n”™ — __ 4 bo‘lgani uchun s = baho 6 =a
do2 “1 0. 2 X

parametming bahosi bo‘ladi. O

7-misol. Puasson tagsimotiga ega X tasodifiy miqdor A parametrining
bahosini eng kichik kvadratlar usuli bilan toping.

® F(0)=ZiX, - &f funksiyani minimumga tekshiramiz:
m = (sNe -7) ='ZHXI-0)(-1) =Q

Bundan

ﬁix,-nsz 0 yoki B=-+HX, =X.
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F'{6)=(-2"0] =-2£(-1) =2n>0 bo'lgani uchun B - X baho 8 =X

parametrning bahosi bo'ladi. O

1.9.3. 0-noma’lum parametr, 01,02-xI,x1....x,, tanlanma elementlari-
ning ikkita funksiyasi bo'lsin, bu yerda 0, <02

Agar R<9 <e<sr)=y tenglik bajarilsa (0.;02intervalga s parametrning
ishonchli intervali deyiladi. Bunda 0, va sr giymatlarga ishonchli
intervalning quyi va yugori chegarasi, y gaishonchli ehtimol deyiladi.

Agar ishonchli interval 8§ nugtaviy bahoga nisbatan simmetrik tanlansa,
ya’ni bu interval d-e\B+e) bo'lsa, P(\8 -B\<e) =y bo'ladi. Bunda £>0
son bahoning aniglik ko'rsatkichi bo'ladi.

Ishonchli interval uchun y ishonchli ehtimol oldindan beriladi. Uning
giymati yechilayotgan masalaning mohiyatiga bog'liq bo'ladi. Odatda
y sifatida birga yaqin bo'lgan giymatlar, masalan, 0,95, 0,99, 0,999 olinadi.

Ishonchli ilntervalning chegaralarini ifodalovchi 9Xva Brsonlar bilan
aniglanadigan baho intervalli baho deyiladi.

Matematik kutilish uchun intervalli baholar

X belgili ava ar parametrli normal tagsimlangan tanlanma berilgan
bo'lsin. Bunda / -berilgan.

a parametr malum bo ‘Igan holda (X - X +-2~ i interval a=M(X)
\VA| -JnJ
noma’lum parametr uchun y ishonchlilik bilan ishonchli interval bo'ladi.
Bunda t kattalik CIJ(?):;— tenglfkdan 2 -ilova asosida topiladi; ez% katta-
lik bahoning anigligini belgilaydi.

a parametr nomalum bo ‘'lgan holda

a=M(X) noma’lum parametr uchun y ishonchlilik bilan ishonchli interval

bo'ladi. Bunda mr Kkattalik Styudent kreteriyasi giymatlari jadvali (4-ilova)

asosida topiladi; e :Ej% kattalik bahoning anigligini belgilaydi.
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8-misol. X belgili tanlanma <r=20 parametr bilan normal tagsimlan-
gan. X tasodifiy miqdor ustida 5 ta kuzatish o ‘tkazilgan va x, =-25, xr =34,
XX=-20, N, =10, Xxs=21 natijaga erishilgan. y =0,95 ishonchlilik bilan a para-
metr uchun ishonchli intervalni toping.
jfni topamiz:

X :-5(-25+ 34-20+ 10+ 21)=4.

0% . . .
d(/) == -y-.= 0,475 uchun 2-ilovadagijadvaldan topamiz: t=1,96.

Wholda £=&= 1920175
5
a parametr uchun ishonchli intervalni aniglaymiz:
(4-17,5;4+175) yoki (-13,5;21,5). O

9-misol. Jamg‘arma bozori ayrim aksiyalarining daromadliligi
o‘rganilmogda. 15 kunda tasodifiy tanlanma o‘rtacha kvadratik og‘ishi
S =3,5%, o‘rtacha (yillik) daromadlilik X =10,37% ga teng ekani kuzatildi.
Aksiyalaming daromadliligi normal tagsimot qonuniga bo‘ysunadi.
0 ‘rganilayotgan aksiyalar uchun 95% li ishonchli intervalni toping.
® Bosh to‘plam o ‘rtacha kvadratik chetlashishi a noma’lum.
Shusababli n=15, y =0,95 uchun 4-ilovadagi jadvaldan topamiz:
/for) =/(15;0,95) = 2,15.
U holda
X % =10,37+ 21" 35=10,37 £ 1,94.
N 5
Bundan (8,43;12,31).
Demak, o‘rganilayotgan aksiyalaming hagiqiy daromadliligi
0,95 ishonchlilik bilan (843;12,31) intervalda yotadi. O

0 ‘rtacha kvadratik chetlashish uchun intervalli baholar

X belgili ava cr2 parametrli normal tagsimlangan tanlanma berilgan
bo‘lsin. Bunda a,cr-noma’lum, /-berilgan.

a noma’lum parametming y ehtimolli ishonchli intervalini topish
uchun awal tanlanmaning giymatlari bo'yicha erkinlik darajasi «-lboigan

X1 tagsimotli  xr= tasodifiy migdoming (X,\X2) intervalga
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tushishi  ehtimoli PSJI—-<aa<68I}—jz—y va .
v VX

giymatlaming jadvallari (5-ilova) asosida q=q(y,n) topiladi.
Keyin a noma’lum parametr uchun vy ishonchlilik bilan ishonchli
interval
S(1—g)<a<S(l+q), agar q<1lbo‘lsa,
O<cr<S(l +tf), agar g> 1 bo‘lsa
tengsizliklardan aniglanadi.

10-misol. Biror kattalik bitta asbob yordamida sistematik xatolarsiz
10 marta o ‘Ichangan bo'lib, bunda o'lchashlardagi tasodifiy xatolaming o'rta
kvadratik chetlashishi 0,6 ga teng chiggan. Asbob anigligini 0,95 ishonchlilik
bilan toping.
® 5-ilovadagi jadvaldan va / =0,95ga mos qn\ topamiz:
q =q(10;0,95) = 0,65.

U holda
0,6(1- 0,65) <a <0,6(1+0,65)
yoki
02l<a< 0,99. O
Mashqlar
1.9.1. Hajmi 70 ga teng bo'lgan tanlanmaning statistik tagsimoti
berilgan:
X 1 4 9 20 -2 6 10 18
ni 16 20 22 12 2 15 23 10

Bosh o'rtacha giymatning siljimagan bahosini toping.

1.9.2. Hajmi 60 ga teng bo'lgan tanlanma bo'yicha dispersiyanin
siljigan bahosi topilgan: 1) D =8,26; 2) D =17,67.
Bosh to'plam dispersiyasining siljimagan bahosini toping.

1.9.3: Bosh to'plamdan olingan o'rta giymat J1 parametrli Puasson
tagsimoti uchun siljimagan baho bo'lishini ko'rsating.
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1.9.4. Bosh to‘plamdan olingan o‘rta giymat J1 parametrli Puasson
tagsimoti uchun asosli baho bo‘lishini ko‘rsating.

1.9.57Bosh to‘plamning o'rtachasi X =103 ga va o‘rtacha kvadratik
chetlashishi <=400ga teng. Bosh to'plamdan hajmi 100 ga teng bo‘lgan
tanlanma olingan. Tanlanmaning o‘rtachasi X uchun kutilayotgan giymatni
va o ‘rtacha kvadratik chetlashishni toping.

1.9.6. Bosh to‘plamning o‘rtachasi X =225 ga va o‘rtacha kvadratik
chetlashishi cr=16ga teng. Bosh to‘plamdan hajmi 200 ga teng bo‘lgan
tanlanma olingan. Tanlanmaning o‘rtachasi X uchun kutilayotgan giymatni
va o ‘rtacha kvadratik chetlashishni toping.

1.9.7. Do‘konga kirgan xaridoming do'konda bo‘lishi vaqgti o‘rta
hisobda 14 dagigaga, uning o'rtacha kvadratik chetlashishi 4 dagigaga teng.
Tavakkaliga tanlangan 6 ta xaridoming kamida 12 dagiga do‘konda bo‘lishi
ehtimolini toping.

1.9.8. Do‘konda bir kunda o‘rtacha 1000 ta kitob sotiladi. Bir kunlik
o‘rtacha savdo hajmining o‘rtacha kvadratik chetlashishi 100 ga teng bo‘lsa,
to‘rt kunlik savdoning o‘rtacha 900 va 1100 dona kitob orasida bo‘lishi
ehtimolini toping.

1.9.9. Bemulli sxemasidagi noma’lum natija ehtimolini momentlar
usuli bilan toping.

1.9.10. Tekis tagsimotga ega X tasodifiy migdor a va b parametrlari-
ning bahosini momentlar usuli bilan toping.

1.9.11. Puasson tagsimotiga ega X tasodifiy migdor A parametrining
bahosini maksimal ishonchlilik usuli bilan toping.

1.9.12. Tanga 10 marta tashlanganda 6 marta gerb tomon tushdi. Gerb
tomon tushishi ehtimolini maksimal ishonchlilik usuli bilan baholang.

1.9.13. Bosh to'plamning normal tagsimlangan X belgisining noma’lum
matematik kutilishi a ni 0,99 ishonchlilik bilan baholash uchun ishonchli
intervalni toping. Bosh o'rtacha kvadratik chetlashish cr, tanlanmaning o‘rta
giymati X vatanlanmaning hajmi n berilgan:

1) a=5 X =163, n=25 2) =4, X=124, n=16;

3) or=3, J=10,I, n=9; 4) a=6 Z =145 «=36.

83



1.9.14. Audit tekshiruvchi tavakkaliga 50ta to‘lov hisoblarini tahlil
gilib, ulaming o'rtacha migdori 1100 so‘mga va o'rtacha kvadratik
chetlashishi 287 so'mga tengligini anigladi. 0 ‘rtacha to‘lov hisoblari
uchun 90% li ishonchli intervalni toping.

1.9.15. Normal tagsimlangan bosh to‘plamning o‘rtacha kvadratik
chetlashish =3 ga teng. Bosh to'plamning tanlanma o‘rta gqiymat bo‘yicha
matematik kutilishi bahosining anigligi s =0,2 boisa, tanlanmaning minimal
hajmini 0,95 ishonchlilik bilan aniglang.

1.9.16. Normal tagsimlangan bosh to‘plamning o‘rtacha kvadratik
chetlashish <=5 ga teng. Bosh to‘plamning tanlanma o ‘rta giymat bo‘yicha
matematik kutilishi bahosining anigligi £=0,4 katta boimasa, tanlanmaning
minimal hajmini 0,9 ishonchlilik bilan aniglang.

1.9.17. Bosh to‘plamdan n=16 hajmli tanlanma olingan:

X -2 2 4 6 -1 1 3 5
nk 5 4 4 3 ni 6 2 2 6

Bosh to‘plamning normal tagsimlangan X belgisining noma’lum
matematik Kkutilishini o‘rtacha giymati 0,95 ishonchlilik bilan ishonchli
interval yordamida baholang.

1.9.18. Biror fizik kattalikni bir xil aniglikda 16 marta o‘lchash
ma’lumotlari bo‘yicha o‘lchash natijalarining o‘rtacha arifmetik giymati
X =428 va tuzatilgan o‘rtacha kvadratik chetlashshi j=8 topilgan.
0 ‘Ichanayotgan kattalikning haqiqiy giymatini 0,999 ishonchlilik bilan
baholang.

1.9.19. Bir xil aniglikdagi 15 ta o‘lchash bo‘yicha o‘rtacha kvadratik
chetlashish aniglangan: 1)5=012; 2) S=016; 3)5 =024; 4)5 =0,19.
0 ‘Ichash anigligini 0,99 ishonchlilik bilan toping.

1.9.20. Biror fizik kattalik bitta asbob bilan (sistematik xatolarsiz)
8 marta o‘Ichangan. Bunda o'Ichash tasodifiy xatolaming o‘rtacha kvadratik
chetlashshi s=0,25 bo‘lib chigdi. Asbob anigligini 0,99 ishonchlilik bilan
aniglang.
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1.10. STATISTIK GIPOTEZALARNI TEKSHIRISH

Statistik gipotezani tekshirish sxemasi.
Normal tagsimot o‘rta giymati uchun statistik gipotezani tekshirish.
Normal tagsimot dispersiyasi uchun statistik gipotezani tekshirish.
Bosh to(p'am haqidagi statistik gipotezani tekshirish

1.10.1. £8 Noma’lum tagsimot gonunining ko‘rinishi yoki parametri
hagidagi har ganday taxminga statistik gipoteza deyiladi.

Tekshirilayotgan gipoteza nolinchi gipoteza deb ataladi va HO bilan
belgilanadi. #0ga mantigan zid bo‘lgan gipotezaga raqobatli gipoteza
deyiladi vatf, bilan belgilanadi.

HO gipoteza biror qoida bilan gabul qilinishi yoki rad etilishi mumkin.
Bu goidaga HO gipotezani tekshirishning statistik mezoni deyiladi.

Gipotezalami tekshirishda awal XnX2,...,Xntanlanma natijalari asosida
mezonning statistikasi deb ataluvchi K= funksiya tanlanadi.

K statistik mezon tanlangach, uning mumkin bo’lgan giymatlari
to‘plami S ikkita kesishmaydigan S va S2 (Stu S2=S, S, nS2=0) gism
to‘plamlarga ajratiladi: S, - gipotezani gabul gilish sohasi; S2- kritik soha.
Bunda: ATeS,bo‘lsa, HO gipoteza gabul gilinadi; Ke S2bo‘lsa, HO gipoteza

rad etiladi.
5, va S2 to‘plamlarni ajratuvchi nugtalarga kritik nugtalar deyiladi va

Kir bilan belgilanadi. Bunda K>Kh=>0 tengsizlik bilan aniglanuvchi
(K"+o0) oraligga o‘ng tomonlama kritik soha, K<K*< 0 tengsizlik bilan
aniglanuvchi (-0~ ) oraligga chap tomonlama kritik soha, K <K)ir va
K >KItr (K2r>KiItr) tengsizliklar bilan aniglanuvchi (“x>;Kiir
oraligqa ikki tomonlama kritik soha deyiladi.

HQ gipotezani tekshirishda noto‘g‘ri yechim qabul gilinishi mumkin,
ya’ni ikki xil xatolikka yo‘1qo‘yilishi mumkin:

- 1-tur xatolik, bunda to‘g‘ri bo‘lgan tfO gipoteza noto‘g‘ri deb rad
etiladi;

- 2-tur xatolik, bunda noto‘g‘ri bo‘lgan HO gipoteza to‘g‘ri deb qgabul
gilinadi.

1-tur xatolikka yo‘l qo‘yish ehtimoli a ga statistik mezonning
giymatlilik darajasi deyiladi.
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2-tur xatolikka yo‘l go‘yish ehtimoli p bilan belgilanadi. 2-tur xatolikka
yo‘l go‘ymaslik ehtimoli 1-/9 ga statistik mezonning quwati deyiladi.

1- tur xatolik ehtimoli a garalayotgan masalaning mohiyatidan kelil
chiqgan holda tadgigotchi tomonidan belgilanadi. Berilgan a uchun p eng
kichik bo'lgan S2soha PHHK eS2)=a tenglamadan topiladi.

Kritik nugtalar K mezon uchun berilgan a gqiymatlilik darajasiga garab
PHHK >KJ =a, PH(K<Ktr)=a, Pt(K <Kth,K>KIltr)=a tenglamalarning
biridan topiladi. Bu tenglamalarning ildizlari ko‘p ishlatiladigan mezonlar
uchun odatda maxsus jadvallardan topiladi.

&) Statistik gipoteza quyidagi sxema asosida tekshiriladi:

. X tasodifiy miqdor ustida n ta bog'ligmas kuzatishlar o'tkaziladi
va XI,X2,...,Xi tanlanma hosil gilinadi;

2°. Nolinchi HOva muqobil #, statistik gipotezalar kiritiladi;

3°.K =K(X,,Xr,...,Xn) statistik mezon tanlanadi va uning HO gipotezada-
gi PHK)tagsimoti topiladi;

4°. Qiymatlilik darajasi a belgilanadi;

5°. PH(K eS2) =a tenglama yordamida S2 kritik soha topiladi;

6°. K =K(XI,X2,...,XJ statistik mezonda X,,X2...,Xntasodifiy miqdorlar
o‘miga tanlanmaning «xi.x2,...xi giymatlarini qo'yib, statistik mezonning
K, =K (x1,x2...,xJtuzatilgan qiymati hisoblanadi. Bunda:Kte S2 bolsa HO0 gi-
poteza rad etiladi; K, e 5, bo‘lsa HO gipoteza gabul gilinadi.

Gipotezalarni tekshirishda statistik mezon sifatida odatda normal
tagsimot, / 2tagsimot, /-tagsimot va F -tagsimottanlanadi.

Normal tagsimot bosh to'plam dispersiyasi ma’lum bo'lganda tagsimot
o'rta giymati uchun statistik gipotezani tekshirishda, tanlanmaning ulushi
uchun qo'yiladigan gipotezalarni tekshirishda qoilaniladi.

tagsimot  o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanishni  tekshirishda,
kuzatilayotgan tagsimotning biror standart tagsimotga muvofigligi hagidagi
gipotezani tekshirishda ishlatiladi.

r-tagsimot bosh to'plam dispersiyasi noma’lum bo‘lganda tagsimot
o'rta giymati uchun statistik gipotezani tekshirishda tanlanadi.

F -tagsimot bosh to'plamning dispersiyalarini solishtirish gipotezalarida
go'llaniladi.
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1.10.2. a parametr ma’lum bo‘lgan hoi
1°. A'-tasodifiy migdor N(a,a2) normal tagsimotga ega bo‘lisin.
2°. Gipotezalami Kiritamiz: HO0: a=a0, ya’ni bosh to‘plam o‘rta giymati
a0 gateng; A ,: a>a0(yoki a<aQ yoki a*a0).
3°. Statistik mezon sifatida

7=4nA—A-
G

ni olamiz, bu yerda X -tanlanma o ‘rta giymat.
HO gipoteza o‘rinli bo‘lganda M(X) = a0, D(X) =< bo'ladi va Z
n

statistik mezon N(0,1) normal tagsimotga bo‘ysunadi.

4°. a giymatlilik darajasini belgilaymiz.

5°. a giymatlilik darajasi bo‘yicha S2kritik sohani topamiz. Bu soha tf,
gipotezaga bog‘lig holda topiladi.

1) H,: a>a0bo‘lganda o ‘ng tomonlama S2=(ztr;+o0) Kkritik soha olinadi.

Berilgan aga ko‘ra

or=PH(Ze52=PH(Z>ZJ =1- FoZ£ZJ =1- ®(ZJ,

bu yerda ®(x) =~ + ®%x) bo‘lib, N(0,1)normal tagsimot funksiyasini

ifodalaydi. Bunda kritik nugta

tenglama asosida Laplas funksiyasining jadvalidan topiladi.
6°. Kuzatuv natijalari bo‘yicha zkni hisoblanadi.
Bunda Zt >Zfrbo‘lsa HO gipoteza rad etiladi, aks holda gabul gilinadi.
2) #,: a<anbo‘lganda chap tomonlama kritik soha olinadi.
Bunda
a=P"(ZeS2=PH(Z<-Z,)=®(-ZJ =i +®)-ZJ=i-® 0(ZJ

bo‘lgani uchun kritik nugta
[\ 1—=a

Tenglama asosida Laplas funksiyasining jadvalidan topiladi.

Bunda Zt <-Z kbo‘lsa Hagipoteza rad etiladi, aks holda gabul gilinadi.
3)#,: a*aQbo‘lganda ikki tomonlama S2=(-00;-Zh.)u(Z ft;+o00) kritik
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soha olinadi. Bunda zhKkritik nugta

tenglamadan Laplas funksiyasining jadvali asosida topiladi.
Bunda \ZK\> Z"boMsa Hagipoteza rad etiladi, aks holda gabul gilinadi.

1-misol. er =4, n=36, X =6,4,HQ: a=6gipotezani A,: a>6gipotezada
0,05giymatlilik darajasida tekshiring.

® a=0,05dan dAr*)=b ~ =/ =0,45.
Bundan 2-ilovadagi jadvalga ko‘ra Zfr=1,65 va 5, =(l,65;+00).

Statistik mezonning kuzatilgan giymatini hisoblaymiz:

z 12.
a 2

Zt =12<165=Zfc. Demak, 4, gipoteza a =0,05 giymatlilik darajasi bilan
gabul gilinadi. O

2-misol. a1=9, n=400, X =4,8.40: a=5gipotezani A,: « <5gipotezada
0,01 gqiymatlilik darajasida tekshiring.

® o=0,0luchun ®0Z,)=1 — =1 =0,49.
Bundan 2-ilovadagi jadvalga ko‘ra Zt =2,33 va 5, =(~c0;-2,33).

Statistik mezonning kuzatilgan giymatini hisoblaymiz:

Zt=4n*~— =7400" N =-133.
7 3

Zt =-1,33 >-2,33 = Zfr. Demak, A0gipoteza a =0,01 giymatlilik darajasi
bilan gabul gilinadi. o

3-misol. cr2=9, n=81, X =0,S.H0: a=Ogipotezani 4 ,: a*Ogipotezada
0,1qiymatlilik darajasida tekshiring.

® o=01uchun ®0(Zt)= =0,45.
Bundan 2-ilovadagi jadvalga ko‘ra Z~ =1,65 va  =("»;-1,65) u(l,65;+00).

Statistik mezonning kuzatilgan giymatini hisoblaymiz:

Zk= =24.
cr 3

Zt=24>165=2,.Demak, HOgipoteza a =0,01 giymatlilik darajasi bilan

rad etiladi. O
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a parametr noma’lum bo‘4gan hoi

1°. X -tasodifiy miqdor N(a,a2) normal tagsimotga ega bo'lsin.
2°. Gipotezalami kiritamiz: H0:a=a0,HI: a>a0 (yoki a<a0, yoki a*a0).
3°. Statistik mezon sifatida

S

funksiyani olamiz, bu yerda X -tanlanma o ‘rta giymati, 52-tuzatilgan
tanlanma dispersiya.

Bunda tf0 gipoteza o‘rinli bo‘lganda T statistik mezon parametri k=n-\
bo‘lgan Styudent tagsimotiga bo‘ysinadi.

4°. a giymatlilik darajasini belgilaymiz.

5°. a giymatlilik darajasi bo‘yicha S2 kritik sohani topamiz. Bu soha
tf, gipotezaga bog‘lig holda topiladi.

1) tf,: a>a0bo'Uganda o‘ng tomonlama S2= (Th;+co) kritik soha olinadi.

Kritik nugta 7], berilgan a gqiymatlilik darajasi va k=n- 1 parametr
bo‘yicha Styudent tagsimotining kritik nuqtalari jadvalidan topiladi.

6°. Kuzatuv natijalari bo‘yicha Tthisoblanadi.

Bunda Tk> 7;rboMsa Ha gipoteza rad etiladi, aks holda gabul gilinadi.

2) tf,: a<a0Obo‘lganda chap tomonlama S2= ) kritik soha olamiz.
Bunda Tkyuqoridagi kabi topiladi.

Bunda Tt <-7hbo‘lsa HO gipoteza rad etiladi, aks holda gabul gilinadi.

3) tf,: a* a0 bo‘lganda ikki tomonlama S2= )n (Th;+=0) kritik

soha olinadi. Bunda kritik nugta Th berilgan Eqiymatli.lik darajas? va k=n-1

parametr bo‘yicha Styudent tagsimotining kritik nuqgtalari jadvalidan topiladi.
Bunda |[4>7"bo‘lsa tf0gipoteza rad etiladi, aks holda gabul gilinadi.

4-misol. Elektr chiroglari ishlab chigaruvchi firmaning ma’lum turdagi
chiroglar uchun normalashtirilgan xizmat muddati 1500 soat qgilib belgilangan
ekan. Yangi ishlab chiqgarilgan chiroglar partiyasini tekshirish uchun
n=10dona chirog tanlanadi. Bu tanlanma uchun o‘rtacha xizmat muddati
X =1410soatni va o‘rtacha tuzatilgan kvadratik chetlashishi S =90soatni
tashkil gilgan. Olingan ma’lumotlar ishlab chigarilayotgan chiroglaming
xizmat muddati normalashtirilgan xizmat muddatidan farglanadi degan xulosa
chiqarishga asos bo‘ladimi (a =0,1 da)?
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® Gipotezalarni kiritamiz: H,,: a=1500, ya’'ni tanlanma o‘rtacha 1500
soatga teng bo'lgan bosh to'plamdan olingan; tf,: a1500, ya’ni tanlanma
o'rtacha 1500 soatga teng bo'lgan bosh to'plamdan olinmagan.

Styudent tagsimotining kritik nuqgtalari jadvalidan (6-ilova)
T&=t(cr,n-1) = f(0,1;9) = 1,83.

Statistik mezonning kuzatilgan giymatini hisoblaymiz:

r=v/A"-=Vmrr2HzI500=23
* S 90

Tk=-3 <-1,83=Thva tf0 gipoteza or=01 giymatlilik darajasi bilan gabul
gilinadi.

Demak, chiroglaming o'rtacha xizmat muddati o'zgargan va u normalash-
tirilgan xizmat muddatini ganoatlantiradi degan xulosa chigazish mumkin. O

1.10.3. 2’. X-tasodifiy migdor N(a,ad normal tagsimotga ega bo'lisin.

2°. Gipotezalarni Kiritamiz: tf0: a2=ef@, ya’ni bosh to'plam dispersiyasi
<y\ga teng; tf,: a2>a2(yoki al<a\, yoki a2

3°. Statistik mezon sifatida

(w-1)S”’
20

olinadi, bu yerda S1- tanlanmaning tuzatilgan dispersiyasi.

4°, a giymatlilik darajasi belgilanadi.

5". a giymatlilik darajasi bo'yicha S2 kritik sohani topamiz. Bu soha
tf, gipotezaga bog'lig holda topiladi.

1). tf,: cr2>er2bo’'lsin. Bunda o'ng tomonlama S2=(xl;+°°) kritik soha

tuziladi. S2sohaning kritik nuqtasi

tenglama asosida berilgan k=n-1 va a bo'yicha xZ2tagsimotning kritik
nuqtalari jadvalidan topiladi.
6°. Kuzatuv natijalari bo'yicha x| hisoblanadi.

Bunda x| >x1 bo'lsa tf0 gipoteza rad etiladi, aks holda gabul qgilinadi.

2) tf,: cr2<erZbo’lsin. Bunda chap tomonlama S2=[0;xl) kritik soha
tuziladi. S2sohaning kritik nugtasi

a=P,SzeS2)=PH(x1<xi) =I~PrSX1>Xl) yoki PHxr>x1)=1-*
tenglama asosida berilgan k=n-\va ct-\ bo'yicha x 2 tagsimotning kritik
nugtalari jadvalidan topiladi.

90



Bunda x1> x1 bo‘lsa HO gipoteza rad etiladi, aks hoida gabul gilinadi.
3) #,. a2*a@ bo‘lsin. Bunda chap tomonlama S2=[0;"") va o‘ng
tomonlama S' =(;c*;+°°) sohalardan tashkil topgan S2=S2+S’ ikki tomonlama

kritik soha tuziladi.
Berilgan «ga ko‘ra chap x| vao‘ng x | kritik nugtalar

y =Pu(x2e S'i)= PH(X26 S’) tenglamadan topiladi.
U holda
PH(x2e S2) =PH{x2e S’ )+ a(x2e S2)=| +1 =a
munosabat o‘rinli bo‘ladi.
~ =pH(X2" s")=FHi(x2> ) tenglama asosida berilgan A=n-1 va ~
bo‘yichajadvaldan kritik nugta topiladi.
N =P(X2eS2) =P (X2<xl)=I~ CIr >x 1) yoki PH(x2>xl) =1 -f

tenglik asosida berilgan k=n-\ va 1-~ bo'yicha jadvaldan ~  kritik

nugtani topamiz.
Bunda x | <xI <*2bo‘lsa HOgipoteza gabul gilinadi, aks holda rad

etiladi.
5-misol. 9=21, S2=14,3, a =0,02, HO: al=6,7, tf,: a2d6,7 bo‘lsa,

HOgipotezani tekshiring.
<> 7-ilovadagi jadvaldan £=«-1=21-1=20 va y =0,01parametrlar

bo‘yicha o‘ng kritik nugta x | =37,6 va A=«- 1=21- 1=20 va 1- y =0,99
parametrlar bo‘yicha chap kritik nugta x | =8,26 ekanini topamiz.
Statistik mezonning kuzatilgan giymatini hisoblaymiz:
,_ («-1)5;- 20-14,3.
n *1 67 A
x\ =42,7>37,6=x | bo‘lgani uchun HOgipoteza a =0,02 giymatlilik
darajasi bilan rad etiladi. O

1.10.4. Bosh to‘plam hagidagi gipotezalami tekshirish muvofiglik
kriteriyalariga (mezonlariga) asoslanadi.
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Muvofiglik kriteriyasi deb tagsimot funksiyasining umumiy ko ‘rinishi
hagidagi gipotezani qabul qilish yoki rad etishga imkon beradigan
kriteriyaga aytiladi.

Matematik statistikada Pirson (x 2), Kolmogorov, Fisher, Smirnov va
boshga muvofiglik kriteriyalari qo‘llaniladi.

Pirson kriteriyasi

V. X ustida o‘tkazilgan n ta bog'ligmas kuzatishlar natijasida olingan
tanlanma asosida

X xI = Xm
n " @ nm

tagsimot gonuni olinadi, bu yerda n - emperik kuzatishlar chastotasi.
n, chastotalarga mos n nazariy chastotalar tagsimotining turiga bog‘liq

ravishda topiladi.
1) Tagsimot diskret bo'lganda bu tagsimotdagi kuzatilgan x, (i=I,m)

variantalaming p, =P(X =x) ehtimollari hisoblariadi va n =np, nisbiy
chastotalar topiladi, bu yerda |/|=%9|, —tanlanma hajmi.

2) Tagsimot uzluksiz bo'lganda barcha variantalar yotgan [a\b\
(a=minx., 6=maxx, i= ) kesmani bir xil uzunlikdagi mta (j;y;x4,)gismiy
oraliglarga ajratiladi. Tagsimot gonuni (yoki tanlanma) asosida bu gismiy
oraliglarga tushgan x, variantalar soni, ya’ni n; (j =\,m) emperik chastotalar

aniglanadi.  Taxmin  gilinayotgan  tagsimot  qonuni  yordamida
p.=p ( <X <xjM ehtimollar hisoblanadi va n]=npt nisbiy chastotalar

m
topiladi, bu yerda n=Y.n;~ tanlanmaning hajmi.

2°. Gipotezalarni kiritamiz: tf0: tagsimot qonuni ./gqonundan iborat
bo'lsin.
3°. Statistik mezon sifatida

ni olinadi. Bunda tfOgipoteza o'rinli va np, >5 bo'lsa, u holda %f/ tasodifiy

miqdor k erkinlik darajali x 1 tagsimotga bo'ysunadi.
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K erkinlik daraja J tagsimotga bog'liq holda k=m - r - 1 tenglikdan
topiladi, bu yerda r - j tagsimotning parametriari soni. Masaian, J Puasson
tagsimoti bo‘lsa r = I, normal tagsimot bo‘lsa r=2 bo‘ladi.

4°. a giymatlilik darajasini belgilaymiz.

5°. a giymatlilik darajasi bo‘yicha o‘rlE tomonlama S; =(xI;+°°) kritik
sohani olamiz.

Bunda: £<30 bo‘lganda x| kritik nuqta

« =P* (Z2eS,) = P« (X2>x1)
tenglama bo‘yicha erkinlik darajasi k=m-r-1 bo‘lgan x2 tagsimot
jadvalidan topiladi; n>30 bo‘lganda kritik nuqgta normal tagsimotdan
foydalanib topiladi.

6°. Kuzatuv natijalari bo‘yicha ~ ni hisoblaymiz.

Bunda x| >ztbo‘lsa HOgipoteza rad etiladi, aks holda gabul gilinadi.

Izohlar.
1. Pirson kriteriyasida tanlanma hajmi yetarlicha katta («”~50)bo‘lishi

kerak;

2. Har bir gismiy oraliq kamida 5-8 ta variantani o0‘z ichiga olishi
kerak;
. . . - . mn’
3. Hisoblashni soddalashtirish uchun statistik mezonni x 1=y r%rr -n

kabi olish mumkin.

6 -misol. Bosh to‘plam normal tagsimotga bo‘ysunishi hagidagi HO
gipotezani tekshirish uchun tanlanma asosida emperik nf va nazariy ni.
chastotlar topilgan:

n 8 16 o q 72 6 5B 3%
12 39| 8 6 49 29

a =0,05 giymatlilik darajasida HO gipotezani tekshiring.
® Chastotalaming hajmlarini hisoblaymiz:
K}Inj =8 +16+35+ 72+ 60 + 53 + 36 = 280;

=5+12+39+81 +65+49 + 29= 280.
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N~ 2kriteriyaning kuzatilgan ~giymatlarini jadval tarzida keltiramiz:

. {n-n)y
j "} : n,-n]
n)
1 8 5 3 9 1,80
2 16 12 4 16 1,33
3 35 39 -A 16 0,41
4 72 81 -9 81 1,00
5 60 65 -5 25 0,38
6 53 49 4 16 0,33
7 36 29 7 49 1,69
| 280 280 6,94

Jadvalga muvofiq: Xl =6,94, m=7, r =2, chunki tagsimot normal.
Uholda k=7-2-1=4./t=4, a =0,05 parametrlarda 7-ilovadagi jadvalidan

topamiz: XL=9,5. X|=6,94<9,5="«
Demak, HOgipoteza gabul gilinadi. O

Kolmogorov kriteriyasi

1°. X belgili bosh to'plam va hajmi «ga teng bo'lgan X,,X2...,X,
tanlanma va F*(X) emperik tagsimot funksiyasi berilgan bo'lsin.
2°. Gipotezalarni kiritamiz: HO: tagsimot gonuni F(x)bo'lsin.
3°. Statistik mezon sifatida
Dn= max|F(jc) - /7|
olinadi.
Bunda istalgan uzluksiz F(x) funksiya uchun
limP\D <-~=}=K(A)
I 7 wvny
bo'ladi, buyerda K(A)=£(-1)V :,v .
4", a giymatlilik darajasini belgilaymiz.
5°, K(JTa)=1- a tenglama ildizlari uchun ( «>20 da) tuzilgan
a 01 0,05 002 001 0,001
A 1224 1358 1520 1,627 1,950
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jadvalidan a giymatlilik darajasiga mos A, topiladi.

6°. Kuzatuv natijalari bo‘yicha £mi hisoblaymiz.

Agar bunda Dn>".f; bo‘lsa, HOgipotezarad etiladi, aks holda gabul
gilinadi.

7-misol. Tanga 4040 marta tashlanadi (Byuffon). «,=2048 marta gerb
tomon tushish va n, =1992 marta ragam tomoni tushish kuzatildi. Bu natijalar
tanganing simmetrikligi haqgidagi #, gipotezaga mos kelishini Kolmogorov
kriteriyasi bilan tekshiring (a=0,05).

® X tasodifiy migdor ikkita giymat gabul giladi: xt=-1(ragam),
x2=I(gerb).

Bunda HO: P(X=-1)=P(X=)=

F(x) va F'(x) lami tuzamiz:

0, agarx-1,
X -4 1 dan F(x)=+0,5, agar —1<x£1,
P 05 05
1 agarx> 1
X, -1 1 0, agarx-1
n 1992 2048 dan F(x) =m0,493, agar -1 <x£1],
p, 0,493 0,507 1 agarx>1

Bundan
L, = max|F(X) - F’(x)| 9 0,5- 0,4931=0,007.

Kolmogorov tagsimoti jadvaliga ko‘ra

K(Aa)=1- 0,05=0,05 da Aa=1,358.
U holda
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Mashqlar

1.10.1. cr2=4, n=36, X =6,2 da HOgipotezani A, gipotezada
a giymatlilik darajasi bilan tekshiring: 1) HO:a=6, 9,:9>6, a =01,
2) HO:a=5, H,:a*5, a =0,05; 3) HO:a=7, A,:a<7, a=0,01.

1.10.2. Atirgul ko‘chatlarining bo‘yi o‘rtachasi a =43 sm va dispersi-

yasi a2=9 gateng bo‘lgan normal tagsimotga ega. 15 dona ko‘chat o‘tqazi-
lishi kerak boigan maydonga o‘g‘itlar normadan ikki barobar ko‘p solingan.
Bunda ko‘chatlaming o‘rtacha bo‘yi 46 sm.ga etgan. Normadan ortigcha

solingan o‘g‘itlar foyda bermadi degan xulosa chigarishga asos bormi?

1.10.3. 5=12, n=16, X =124 da HOgipotezani ~gipotezada a
giymatlilik darajasi bilan tekshiring: 1) A0:a=118 4, :a*118 a =0,02;
2) A0:a=12, A,:a> 12, a =0,05; 3) A0:0=13, ~:a<13, a=01

1.10.4. Kofe 100 gr.li idishlarga avtomat uskunada gadoglanadi.

Qadoglanayotgan idishning og'iriigi aniq og‘irlikdan farg qilsa uskuna
sozlanadi. Ma’lum vaqtda gadoglanayotgan idishlar ajratib olinib, ulaming
o‘rtacha og‘irligi tekshiriladi va og‘irlikdan chetlasishi hisoblanadi. 30 dona
gadoglangan idishlar og‘irliklari tahlili natijasida ulaming o ‘rtacha og'irligi
X =102,4 va tuzatilgan o‘rtacha kvadratik chetlashishi 5 =18,54 ekani anig-
langan. Uskunani sozlash zaruriyati bormi? (Qiymatlilik darajasi cr=0,05).

1.10.5. S2=16,2, n=21 da A0gipotezani “gipotezada a giymatlilik

darajasi bilan tekshiring:
1) HO:cr2=15, A,:cr2>15, a =0,01;

2) A0:cr2=17, Hv:<r2<17, a =0,05;
3) HO:cr2=16, 4, :cr2”16, a =0,02.

1.10.6. S2=0,24, n=17 da A0gipotezani A, gipotezada a giymatlilik

darajasi bilan tekshiring:
1)510-.a] = 0,18, H, \c12>0,18, a =0,05;

2)50:a\ =0,20, H,:a2<0,20, a =0,01;
3)A0:cr2=0,16, H,\a2®0,16, a =0,02.

96



1.10.7. Bosh to‘plamdan olingan tanlanma asosida emperik nt va
nazariy n’ chastotalar topilgan:
nj6103264604236 . 4 8 30 60 66 40 32

nj 5 8 34 70 62 43 28 nj 4 5 28 63 62 42 36

or=0,05 giymatlilik darajasida bosh to‘plamning normal tagsimotga

bo'ysunishi hagidagi H, gipotezani Pirson Kriteriyasi bilan tekshiring.

1.10.8. Bosh to'plamdan olingan tanlanma asosida emperik 1 va
nazariy n) chastotalar topilgan:

x, 2 -1 0 12 3 4 ) -5 -3 -1 0 135
nj 22 27 30 33 46 29 7 n 28 16 33 41 47 25 10
v 25 20 23 42 40 34 16 n] 18 30 40 22 36 31 23

or=0,01 giymatlilik darajasida bosh to‘plamning normal tagsimotga
bo‘ysunishi hagidagi HOgipotezani Pirson kriteriyasi bilan tekshiring.

1.11. KORRELATSION ANALIZ

Korrelatsion bog‘lanish. Cbizigli korrelatsiya.
Chizigli bo‘Imagan korrelatsiya.
Korrelatsiya bog‘lanishi zichligini baholash

1.11.1. X tasodifiy migdoming mumkin bo‘lgan har bir giymatiga
Y tasodifiy migdoming mumkin bo'lgan bitta giymati mos qo‘yilgan
bog‘lanishgafunksional bog'lanish deyiladi.

X tasodifiy migdoming mumkin bo'lgan har bir giymatiga Y tasodifiy
migdoming biror tagsimoti mos go‘yilgan bog‘lanishga statistik bog'lanish
deyiladi.

Statistik bog'langan X va Y tasodifiy migdorlar uchun Y ning belgilan-
gan X larda hisoblangan matematik kutilishiga (o‘rta giymatiga) shartli
0 rta giymat deyiladi va yx bilan belgilanadi.
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8 vy, va x lar orasidagi funksional bog‘lanishga | va F tasodifiy
miqgdorlar orasidagi korrelatsion bo'g'lanish deyiladi.

Korrelatsiya bog‘lanishining tenglamasi y, =<p¥) ga Y tasodifiy
migqdoming X tasodifiy miqdor bo‘yicha regressiya tenglamasi deyiladi.
Bunda <p(X) funksiya regressiya funksiyasi, cp(x) funksiyaning grafigi
regressiya chizig 7 deb ataladi.

X va Y tasodifiy miqdorlar orasidagi korrelyatsiya bog‘lanishi odatda
korrelyatsiyajadvali yordamida beriladi:

Bunda xI,x1,....x1;y,,y1,...ym- X va. Y tasodifiy migdorlaming kuzatilgan
giymatlari (diskret tasodifiy migdorlar uchun) yoki intervallarining o‘rtalari
(uzluksiz tasodifiy migdorlar uchun); nS (a:..y.) juftlik uchraydigsan chas-

t
tota; n= §1£/% Korrelat5|yajadvalln| funksional bog‘lanish bilan almash-

1>n
tirish uchun jadvaldagi har bir x giymatning yt=—--—shartli giymatlari
ni

hisoblanadi, bu yerda n=§i .

I va Y orasidagi korrellatsiya bog‘lanishining koordinata tekisligi
nugtalari bilan berilgan geometrik tasviriga korrelatsiya maydoni deyiladi.

Korrelyatsiya maydonining (x,;y,) nugtalami tutashtiruvchi siniq
chizig'iga Yning X bo‘yicha emperik regressiya chizig'i deyiladi.

Agar emperik regressiya chizig'i unga yaqgin bo‘lgan biror silliq chizig
bilan almashtirilsa, bu chizigga nazariy regressiya chizig'i deyiladi.
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1.11.2. C'hizigli korrelatsiyada nazariy regressiya tenglamasi
Y,=b0+b,x
Ko‘nnblHln i/.lanadi. Bunda bava bt noma’lum parametrlami bir nechta usul

bilun topish mumkin.
Parametrlami topishning eng kichik kvadratlar usulida. h, va b,

noma'lum parametrlar
s =L0\, - ¥ ¥nx=£Ne, +btxt- ytyn
1-1 i=l
t'unksiyaning minimumga erishishi shartidan keltirib chiqgariladigan
K +U\:y__
[bx +b,x2=xy,
sistemadan topiladi va Y ning X bo‘yicha regressiya tenglamasi
Y-y =P jx-x)
ko‘rinishga keltiriladi. Bunda

. XYy-X- Xy-_X-y o,
BB i

cr,
kattalik Y ning X bo‘yicha tanlanma regressiya koeffitsiyenti (yoki
regressiya koeffitsiyenti) deb ataladi, bu yerda

£x,n, _'Ltx,ynl

v= ﬂ__, - m , X = , Xy:___“_

n n n n

fi=xy-x y kattalikka tanlanma korrelatsiya momenti yoki tanlanma

kovariatsiya deyiladi.
X ning Y bo'yicha regressiya tenglamasi

XV=X=pjy-y),
ko‘rinishga keltiriladi, bu yerda
N = 2=7__2
Y-y ay
1.11.3. Chizigli bo‘Imagan emperik regressiya chizig‘i parabolaga yaqir
bo‘lsa, u holda uning nazariy regressiya tenglamasi
yX=bQ+bx +bx2
ko‘rinishda izlanadi. Bunda ba,6, va b2 noma’lum parametrlar
5 =1140%—y fn, =§:1(b<,+b,x, +hxf-y,)2n
funksiyaning minimumga erishishi shartidan keltirib chigariladigan
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sistemadan topiladi.
Chizigli bo'Imagan

ko'rinishdagi korrelatsiyalar tenglikning har ikkala tomonini logarifmlash va
belgilashlar kiritish orqgali chizigli korrelatsiyaga keltiriladi.

Ixtiyoriy  chizigli bo‘lmagan <pX) funksiyaning y =ag>(X)+b
ko‘rinishdagi chizigli bo'lmagan korrelatsiyalarda z =<p(x) belgilash kiritish
orgali chizigli korrelatsiya hosil gilinadi.

1.11.4. Chizigli korrelatsiyadaA' va Y tasodifiy migdorlar bog‘lanishi
zichligining  bahosi  sifatida o‘rtacha kvadratik chetlashishlaming
0°‘zgarishiga asoslangan

kattalik olinadi. Bu Kkattalik tar nma korrelatsiya koeffitsiyenti (yoki
korrpelatsiya koeffitsiyenti ) deb ataladi. Korrelatsiya koeffitsiyenti X bir
a, ga ortganda Y ning ortacha nechta 5vga o‘zgarishini ko‘rsatadi.

Tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti quyidagi xossalarga ega:

17 -I<rfl;

2°.\r\ ganchakattabo‘lsakorrelatsiya bog‘lanishi shuncha zich bo‘ladi;

3. |r|=1lda korrelyatsion bog‘lanish funksional bog‘lanishga aylanadi;

4" r=0 bo‘lsa, X va Y tasodifiy miqdorlar orasida chizigli bog'lanish
mavjud bo‘Imaydi.

Chizigli bo‘lmagan korrelatsiyada X va Y tasodifiy migdorlar orasidagi
korrelatsiya bog‘lanishi zichligi tanlanma korrelatsion nisbat deb ataluvchi
ushbu

kattalik bilan baholanadi. Bunda tj* ->1 da X va Y tasodifiy migdorlar
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orasidagi bog'lanish zichlashib boradi va 7 =1 da funksional bog'lanishga
uylitnadi.

I-misol. Bir tipdagi 50 ta korxonaning sutkalik mahsulot ishlab
chignrishi ¥ (t) va asosiy ishlab chigarish fondlari X (miIn.so‘m) berilgan.

4 m
9 B3 w a Ly
»
225 2 1 - 3
215 3 6 4 - - 13
325 3 un 7 21
375 1 2 6 2 1
42,5 1 2

K
z¢, 5 1 17 U 3 50

1) Y ning X bo'yicha regressiya tenglamasini tuzing; 2) Asosiy ishlab
chigarish fondlari X va korxonalaming sutkalik ishlab chigarishi Y
orasidagi bog'lanish zichligini baholang.

® 1) Korrelatsion jadvalga muvofiq har bir x. uchun shartli o'rta

giymatlami topamiz:
y, =j(9-2 +13-1)=10,3; y2="(9-3 +13-6+17-4)=133;
y}=-~j(13-3 + 17-11 + 21-7) = 17,8;
v, =—(13-1+17-2+21-6 + 25-2) = 20,3;
4 11( )
= 21 ml+ 25 1) = 23.

Kerakli yig'indilami hisoblaymiz:
j)];ig.n, =225m+27513+32521+375-11+ 42,52 =1605;

jAXfn, = 22,5203+ 27,52m03 + 32,5221 + 37,52-11+ 42,522 = 52612,5;
'/Zyjfij:=9- 5+ 13-11 +17-17+ 21-14 + 25-3 = 846:
B

=22,5-9-2 +22,5-1-13 +...+42,5-1-21 + 42,5-1-25 = 27875.

=
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Regressiya tenglamasining tanlanma xarakteristikalari va parametrlarini
aniglaymiz:

x=~ =320 J=nr =1692; o, = _32,12=2184;
N =A5(P ~321 16,92=14,768; N =T w =06762'
Demak, regressiya tenglamasi:

yx-16,92=0,6762(x-32,1)
yoki

yl =0,6762x-4,79.
2)  nitopish uchun awal

'Ly)nJ=92-5+132-11+ 172-17 + 212-14+ 252-3 = 15226
yig‘indini topamiz.
U holda

al= _ 16,922 = 18,2336.

Korrelatsiya koeffitsiyentini topamiz:

r=0,6762,1—1S— = 0,6762 m,0944=0,74.
J 18,7336

Demak, X va Y lar orasidagi bog‘lanish to‘g‘ri chizigli va yetarlicha
zich. O

Mashqglar
1.11.1.

X va Y tasodifiy migdorlar orasidagi bog‘lanish o‘rganilgani
bu migdorlaming mos giymatlarini oichash natijalari jadvali olingan:

1) x,: 0304 05050607080909 1011 14
y,:0208 12 11 18 25 31 34 38 41 4459

¥ ning X bo‘yicha yx=b0+bX regressiya tenglamasini tuzing va ular
orasidagi bog‘lanish zichligini baholang.

2) X: 131515 18 1920 21 24 24 25
y,: 0208 12 11 1832 25 31 34 38

Y ning X bo‘yicha y,=b,, +bix +b22 regressiya tenglamasini tuzing va
ular orasidagi bog‘lanish zichligini baholang.
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1-NAZORATISHI

1-2. Hodisalarning ehtimollarini topishga oid masalalami yeching.
3, Berilfan X diskret tasodifiy miqgdorning tagsimot gonunini va
tagsimot funksiyasini toping. F(X), M(X), D(X), P(a<X <b) lami

hisoblang.

1-variant

1. Qutida 7 ta qgizil va 13 ta ko‘k galam bor. Tavakkaliga olingan 3 ta
galamning: 1) barchasi bir xil rangli chiqishi; 2) kamida 2 tasi gizil rangli
chigishi ehtimolini toping.

2. Savdo firmasiga kompyuterlar uchta ta’minotchidan 8:5:7 nisbatda
keltirilgan. Ta’minotchilar kompyuterlarining mos ravishda 85, 90 va 75 %i
uchun kafolat muddatida ta’mir talab gilinmaydi. 1) Savdo firmasiga
keltirilgan kompyuter uchun kafolat muddatida ta’mir talab gilinmasligi
ehtimolini toping. 2) Sotilgan kompyuter kafolat muddatida ta’mirlandi.
Uning birinchi ta’minotchidan keltirilgan bo‘lishi ehtimolini toping.

3. Savdo firmasidagi 10 ta kompyuterdan 4 tasi «Samsung» rusumli.
Firmada 3 ta kompyuter sotilgam. X - sotilgan kompyuterlaming
«Samsung» rusumlilari sonidan iborat tasodifiy migdor, a=1 b=3.

2-variant

1. Ko‘prik yakson bo'lishi uchun unga bitta bomba tushishi yetarli. Agar
Ko ‘prikka tushishi ehtimollari 0,3, 0,4, 0,7, 0,8 ga teng bo‘lgan 4 ta bomba
tashlangan bo‘lsa, ko‘prikning yakson boiishi ehtimolini toping.

2.Uchta qutining har birida 6 ta qora va 4 ta oq shar bor. Birinchi qutidan
tavakkaliga bitta shar olinadi va ikkinchisiga solinadi, keyin ikkinchi qutidan
tavakkaliga bitta shar olinadi va uchinchi qutiga solinadi. Uchinchi qutidan
tavakkaliga olingan shaming oq bo‘lishi ehtimolini toping.

3. Ikkita samolyot nishonga tekkuncha galma-galdan bomba tashlaydi.
Birinchi samolyotning nishonni aniqg mo‘ljalga olishi ehtimoli 0,7 ga,
ikkinchisiniki 0,8 ga teng. Samolyotlaming har birida 3 tadan bomba bor.
X -tashlangan bombalar soni, a=3, b=5.
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3-variant

1. Ishchj 4 ta stanokka xizmat ko‘rsatadi. Bir soat davomida stanoklarda
ishchining  sozlash uchun aralashuvi talab gilinmasligi ehtimollari mos
ravishda 0,2, 0,25, 0,6 va 0,4 ga teng. Bir soat davomida birorta ham
stanokda ishchining aralashuvi talab gilinmasligi ehtimolini toping.
. 2. Uchta ovchi ayiqga garata bir yo‘la o‘q uzishdi. Ayiq bitta o‘q bilan

o‘ldirildi. Birinchi, ikkinchi va uchinchi ovchilaming nishonga tekkisishi
ehtimollari mos ravishda 0,6, 0,5, 0,4 ga teng. Ayig uchinchi mergan
tomonidan oidirilgan bo‘lishi ehtimolini toping.

3. Nazorat 3 ta test savolidan iborat. Hr bir testda 4 tajavob berilgan
bo‘lib, ulardan 1tasito‘g‘ri. X -topilgan to‘g‘ri javoblar soni, a=\, b=2

4-variant

1. Elektr zanjirida K, element ishdan chigsa yoki K2 va K, elementlar
birgalikda ishdan chigsa uzilish ro‘y beradi. Elementlaming bir-biriga
bog‘lig bo‘lImagan holda ishdan chigishi ehtimollari mos ravishda 0,1, 0,2
va 0,3 ga teng bo‘lsa, elektr zanjirida uzilish ro‘y berishi ehtimolini toping.

2. Do'konga to'rtta zavodda tayyorlangan bir xil elektr yoritgichlari gabul
qgilib olindi: birinchisidan 350 dona, ikkinchisidan 625 dona, uchinchisidan
245 dona va to'rtinchisidan 850 dona. Yoritgichlar 1500 soatdan ortiq vaqt
yonishi ehtimollari zavodlar uchun mos ravishda 0,25, 0,30, 0,40 va 0,75 ga
teng. Do‘kon tokchalariga yoritgichlar aralashtirib terib chigiladi. Sotilgan
yoritgichning 1500 soatdan ko‘p vaqt yonishi ehtimolini toping.

4. Oilada o‘gil bola tug‘ilishi ehtimoli 0,5 gateng. X - 3 farzandli oiladagi
giz bolalar soni, a=\, 6=2

5-variant

1. Do'konga mahsulot uchta firmadan 5:8:7 nisbatda keltirilgan. Firmalar
mahsulotlarining mos ravishda 90, 85 va 75 %i standart. Do‘kondan
tavakkaliga olingan mahsulotning nostandart bo‘lishi ehtimolini toping.

2. 15 ta sinov biletining har birida ikkitadan savol bo'lib, ular
takrorlanmaydi. Talaba 25 ta savolga tayyorlangan. Talaba sinovdan o ‘tishi
uchun tushgan biletdagi 2 ta savolga yoki biletdagi 1 ta savolga va 1 ta
go'shimcha savolga javob berishi yetarli bo‘lsa, talabaning sinovdan o‘tishi
ehtimolini toping.

104



3. Merganning bitta otishda o‘gni nishonga tekkizishi ehtimoli 0,8 ga teng.
U har bir tekkizgan o‘gi uchun 5 ochko oladi, xatosi uchun ochko olmaydi.
X -3 ta 0'q otilganda merganning to'plagan ochkolari soni, a=0, h=2

6-vdriant

1. Qirgma alfavitning 7 ta harfidan «<ALLAQANDAY.» so'zi tuzilgan. Bu
harflar sochilib ketgan va gaytadan ixtiyoriy tartibda yig'ilgan. Quyidagi
so'zlar chigishi ehtimollarini toping: 1) k<ALLAQANDAY», 2) «QALAY».

2. Omborga 1000 ta avtomobil shinasi keltirildi. Ulaming 260 tasi birinchi
korxonada, 400 tasi ikkinchi korxonada va 340 tasi uchinchi korxonada
tayyorlangan. Shinaning nostandart bo'lib chigishi ehtimoli korxonalar
uchun mos ravishda 0,08, 0,025 va 0,04 ga teng. Tavakkaliga olingan shina
nostandart bo'lib chiqdi. Bu shinaning ikkinchi korxonada tayyorlanganligi
ehtimolini toping.

3. Omborda 12 % nostandart detal bor. Tavakkaliga 5 ta detal olinadi.

X olingan detallardan nostandart detallar soni, a=1, b=2

7-variant

1. 12 ta giz va 18 ta 0'g'il talabasi bor guruhdan 1-anjumanga 2 ta vakil
jo'natildi. So'ngra yana 2 ta vakil 2-anjumanga jo'natildi. Jo'natilgan
vakillaming barchasi giz bola bo'lishi ehtimolini toping.

2. Do'konga uchta firmada ishlab chiqgarilgan sovutgichlar Keltirildi:
ulaming 30 % i birinchi, 50 % i ikkinchi va qolganlari uchinchi firmada
ishlab chigarilgan. Firmalar ishlab chigargan sovutgichlarining mos ravishda
5, 4 va 3 %i nugsonga ega. Sotilgan sovutgichning nugsonga ega bo'Imasligi
ehtimolini toping.

3. Avtomobil 4 ta svetoforga duch keladi. Svetoforlaming har biri
0,5 ehtimol bilan yo'Ini ochadi yoki harakatni tagiglaydi. X -avtomobilning
birinchi to'xtashigacha o'tgan svetoforlari soni, a=2, b=4.

8-variant

1. Qurilma bir-biriga bog'ligsiz ishlaydigan beshta elementdan iborat.
Ulardan bittasi buzilsa, qurilma ishlashdan to'xtaydi. Bunda har bir element
qurilma ishlay boshlaguncha ketma-ket almashtiriladi. 1) ikkita elementni
almashtirishga to'g'ri kelishi ehtimolini toping. 2) to'rtta elementni
almashtirishga to'g'ri kelishi ehtimolini toping.



2. Talabalaming saralash sport musabagasida I bosgichdan 6 ta, Il bosgich-
dan 4 ta va Il bosgichdan 5 ta talaba gatnashmogqda. Talabalaming institut
terma jamoasiga gabul gilinishi ehtimollari bosgichlar uchun mos ravishda
0,9, 0,7, 0,8 ga teng. 1) Tavakkaliga tanlangan talabaning institut terma
jamoasiga gabul qgilinishi ehtimolini toping. 2) talaba terma jamoaga gabul
gilingan bo‘lsa, uning Il bosgichdan bo‘lishi ehtimolini toping.

3. Bankning mijozlari olgan kreditlarini 0,1 ga teng ehtimol bilan
muddatida gaytaradi. X - 5ta mijozning olgan kreditini muddatida gayta-
rishlari soni, a=2, b=3.

9-variant

1. Instituting 60% talabasi sport bilan shug‘ullanadi, 40% talabasi turli
to'garaklarga gatnashadi, 20% talabasi ham sport bilan shug‘ullanadi ham
to‘garaklarga gatnashadi. Muxbir tasodifiy ravishda bitta talabani suhbatga
chorladi. Bu talaba: A -fagat sport bilan shug‘ullanadi hodisasining
ehtimolini toping; B-keltirilgan faoliyatlardan fagat bittasi bilan
shug‘ullanadi hodisasining ehtimolini toping.

2. Sinovga kelgan 10 talabaning 3 tasi a’lo, 4 tasi yaxshi, 2 tasi o‘rtacha va
Itasi yomon tayyorgarlikka ega. Sinov biletlarida 20 ta savol bor. A’lo
tayyorgarlikka ega talaba barcha 20 ta savolga, yaxshi tayyorgarlikka ega
talaba 16 ta savolga, o‘rtacha tayyorgarlikka ega talaba 10 ta savolga, yomon
tayyorgarlikka ega talaba 5 ta savolga javob berishi mumkin. Tavakkaliga
chagirilgan talaba berilgan 3 ta istalgan savolgajavob berdi. Bu talabaning :
1) yaxshi tayyorgarlikka ega bo‘lishi ehtimolini; 2) yomon tayyorgarlikka
ega bo‘lishi ehtimolini toping.

3. Qutidagi 10 ta detaldan 4 tasi yarogsiz. X -3 ta olingan detaldan
yarogsiz detallar soni, a~1 b=2

10-variant

1. Kerakli detaining birinchi, ikkinchi va uchinchi qutida bo‘lishi
ehtimollari mos ravishda 0,7; 0,8; 0,9 ga teng. Detaining: fagat uchinchi
qutida bo‘lishi; 2) fagat ikkita qutida bo‘lishi; 3) har uchala qutida bo'lishi
ehtimollarini toping.

2. Bir turdagi sharlar solingan uchta qutidan birinchisida 6 ta oq va 6 ta
gora shar, ikkinchisida 8 ta oq va 4 ta qora shar, uchinchisida 6 ta oq shar
bor. Qutilardan bittasi tavakkaliga tanlanadi va qutidan 1ta shar olinadi. Bu
shar og bo‘lsa, uning ikkinchi qutidan olingan bo‘lishi ehtimolini toping.
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3. Firma buxgalteri hisobot hujjatlarida 5 % xatogayo‘l qo‘yadi. X - 3ta
tanlangan hujjatlardagi xatolar soni, a=2, 6=3.

11-variant

1. To‘rtta ovchi nishonga garata ushbu tartibda o‘q uzishga kelishib
olishdi: navbatdagi ovchi undan oldingi ovchi nishonga tekkiza olmagan
tagdirdagina o‘q uzadi. Har bir ovchining nishonga tekkizishi ehtimoli 0,8 ga
teng bo‘lsa, 2 ta o‘q uzilishi kerak bo'lishining ehtimolini toping.

2. 0 ‘zbekiston havo yo‘llari yo‘nalishlarining 60 %i mahalliy, 30 %i MDH
davlatlari va 10 %i xalgaro  yo'nalishlarda. Mahalliy yo‘nalishdagi
yoiovchilaming 40 %i, MDH yo'nalishdagi yo'lovchilaming 60 %i, xalgaro
yo‘nalishdagi yoiovchilaming 80 %i tadbirkorlik ishlari bilan yo‘lga
chigadi. Aeroportga kelgan yoMovchilardan bittasi tavakkaliga tanlandi. Bu
yo‘lovchining xalgaro yo‘nalishdagi tadbirkor bo‘lishi ehtimolini toping.

3. 0 ‘yin kubigi 3 marta tashlanadi. X - kubikda 6 ochko tushishlari soni,
a=0, 6=2

12-variant

1. Ikkita avtomat detallar tayyorlaydi. Birinchi avtomatning nostandart
detal tayyorlash ehtimoli 0,07 ga, ikkinchisiniki esa 0,09 ga teng. Ikkinchi
avtomatning ishlab  chigarish  unumdorligi  birinchi  avtomatning
unumdorligidan uch marta yuqori. Tavakkaliga olingan detaining standart
bo'lishi ehtimolini toping.

2. Kamondan otuvchi 15 ta sportchining 3 tasi sport ustasi, 6 tasi sport
ustaligiga nomzod va 6 tasi birinchi razryadli. Sportchilaming o‘gni
nishonga tekkizishi ehtimollari mos ravishda 0,9, 0,8, 0,7 ga teng.
Tavakkaliga tanlangan sportchi otgan o‘gq nishonga tegdi. Bu kamondan
otuvchining sport ustasi bo‘lishi ehtimolini toping.

3. Ovchi o‘ljaga garata o‘q tekkunicha o‘q uzadi, ammo 4 tadan ko‘p
bo‘Imagan o0°‘q uzishga ulguradi. Bitta 0‘q uzishda ovchining o‘ljaga tekki-
zishi ehtimoli 0,7 gateng. X - uzilgan o‘glar soni, a=1, b=3.

13-variant

1. Talaba 25 ta savoldan 20 tasini biladi. Talaba biletdagi 4 ta savoldan
kamida 3 tasiga javob bersa sinovdan o‘tgan hisoblanadi. Biletdagi birinchi
savolga nazar tashlagan talaba uni bilishini anigladi. Talabaning: I)sinovni
topshirishi entimolini; 2) sinovni topshira olmasligi ehtimolini toping.
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2. 52 gartali dastadan bir yo‘la n (n<52)ta qarta olindi. Ulardan biri ochib
ko‘rilganda, u tuz boiib chqdi. Keyin bu garta olingan boshga qgartalar bilan
birga aralashtirildi. So‘ngra bu gartalardan ikkinchi marta bitta garta olindi.
Bu gartaning tuz boiishi ehtimolini toping.

3. Korxona ishlab chigargan 25ta mahsulotning 6 tasi sifatsiz. X - 3ta
tanlangan mahsulotlaming sifatsizlari soni, a=I, b=3.

14-variant

1., Ikkita o'yinchi o‘yin kubigini navbatma-navbat tashlaydi. Kimning
kubigida olti ochko tushsa, u yutgan hisoblanadi. 1) o‘yin kubigini birinchi
bo‘lib tashlagan o‘yinchining yutishi ehtimolini toping; 2) o‘yin kubigini
ikkinchi bo‘lib tashlagan o‘yinchming yutishi ehtimolini toping.

2. Birinchi qutida 6 ta qora va 5 ta oq shar, ikkinchi qutida 8 ta qorava 4 ta
oqg shar bor. Birinchi qutidan tavakkaliga 3 ta shar olinadi va ikkinchisiga
solinadi, keyin ikkinchi qutidan tavakkaliga 4 ta shar olinadi. Ikkinchi
qutidan olingan barcha sharlaming oq bo‘lishi ehtimolini toping.

3. Firma mahsulotining 10 % i sifatsiz. Firma mahsulotlaridan tavakkaliga
6 tasi olingan. X - 3 mahsulotdan sifatsizlari soni, a=1, b=2

15-variant

1. Ikkita qutining birida 5 ta og, 11 ta gizil va 8 ta yashil sharlar bor,
ikkinchisida mos ravishda 10, 8 va 6 ta sharlar bor. Har ikkala qutidan
tavakkaliga bittadan shar olinadi. Olingan har ikkala shaming bir xil rangli
bo‘lishi ehtimolini toping.

2. To‘rtta mergan o'zaro bog‘liq bo‘lmagan holda bitta nishonga bittadan
0‘g uzdi. Merganlaming nishonga tekkizish ehtimollari mos ravishda 0,4,
0,6, 0,7 va 0,8 ga teng. Sinash tugagandan keyin nishondan uchta o‘gning izi
topildi. To‘rtinchi merganning o‘gi xato ketganligi ehtimolini toping.

3. Ikkita o‘yin kubigi 2 marta tashlanadi. X -har ikkala kubiklarda juft
ochkolar tushishlari soni, a=1 b=2.

16-variant

1. Benzin quyish sftaxobchasi joylashgan shosse bo‘ylab o‘tayotgan yuk
mashinalari sonining yengil mashinalar soniga nisbati 7:2 kabi. Benzin olish
uchun yuk masinasining 10%i, yengil mashinaning 20%i shahobchaga
kiradi. Benzin olish uchun kirib kelgan mashina yuk mashinasi boiishi
ehtimolini toping.
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2. Birinchi jamoada 6 ta o‘g‘il va 4 ta giz sportchi, ikkinchi jamoada 4 ta
0'g'il va 6 ta qgiz sportchi bor. Termajamoaga birinchi jamoadan 6 ta va
ikkinchi jamoadan 4 ta sportchi olindi. Terma jamoadan tavakkaliga bir
0‘yinchi tanlanadi. Bu o‘yinchining giz sportchi bo‘lishi ehtimolini toping.

3.  Kompyuteming virus bilan kasallanishi entimoli 0,2 gateng. X - 4ta
tanlangan kompyuteming virus bilan kasallanishlari soni, a=2, 6=4.

17-variant

1. Yig‘uvchiga kerakli detal birinchi, ikkinchi, uchinchi va to'rtinchi qutida
bo‘lishi ehtimollari mos ravishda 0,6, 0,6, 0,7 va 0,8 ga teng. Kerakli
detaining: 1) ko‘pi bilan uchta qutida bo‘lishi; 2) kamida ikkita qutida
bo‘lishi ehtimolini toping.

2. Plastmassa idishlar uchta avtomat mos ravishda idishlaming 40, 35 va
25 % ini ishlab chigaradi. Birinchi avtomat ishlab chigargan idishlaming
0,13 gismi, ikkinchi avtomat ishlab chigargan idishlaming 0,025 gismi va
uchinchi avtomat ishlab chigargan idishlaming 0,025 gismi nostandart.
Tanlangan standart idish uchinchi avtomatda tayyorlanganligi ehtimolini
toping.

3. Darslik 100000 nusxada chop etilgan. Uning noto‘g‘ri mugovalangan
bo‘lishi ehtimoli 0,0001 gateng. X -noto'g'ri mugovalangan darsliklar
soni, a- 100, 6=1000.

18-variant

1. Uchta mergan bir vagtda nishonga o'q uzmoqda. Merganlaming o‘qgni
nishonga tekkizishi ehtimollari mos ravishda 0,5, 0,6 va 0,8 ga teng.
Nishonning 2 tadan kam bo'lImagan o'q bilan yakson bo’lishi ehtimolini
toping.

2. Yo'nalishning ikki bekati orasida avtobus ichida 3 ta yo'lovchi
ketmoqgda. Yo'lovchilardan har birining navbatdagi bekatda tushishi
ehtimollari bog'ligmas va 0,1 ga teng. Navbatdagi bekatda avtobusni 3 ta
yo'lovchi kutmogda. Ulaming avtobusga chiqishi ehtimollari bog'ligmas va
0,3 ga teng. Avtobus navbatdagi bekatdan jo'nagandan keyin, avtobus
ichidagi yo'lovchilar soni o'zgarmasligi ehtimolini toping.

3. Qurilma 3 ta elementdan tashkil topgan. Bitta sinashda har qaysi
elementning ishdan chigishi ehtimoli 0,4 ga teng. X -ishdan chiggan
elementlar soni, a=I, 6=2.
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19-variant

1. Bir xil detal ishlab chigariladigan uchta stanokning mehnat unumdorligi
1:3:6 ga teng. Saralanmagan detallar partiyasidan tavakkaliga 2 ta detal
olindi. Olingan detallaming: 1) 1 tasi uchinchi stanokda ishlab chigarilgan
boiishi; 2) har ikkala detal bitta stanokda ishlab chigarilgan boiishi
ehtimolini toping.

2. Qutida 2 ta oq va 4 ta oq shar bor. Qutidan tavakkaliga 2 ta shar olinadi
va rangiga garalmasdan chetga go‘yiladi. Keyin qutidan yana bitta shar
olinadi. Bu shaming oq bo‘lishi ehtimolini toping.

3. Ovchining bitta o‘q uzishda o‘gni ayiqga tekkazishi ehtimoli 0,7 ga teng
va har bir otishdan keyin 0,1 ga kamayadi. X - 4 ta otishda ayigga tekkaxx
o‘glarsoni, a=1, b=3

20-variant

1. Hakamlar hay’ati uchta hakamdan iborat. Birinchi va ikkinchi hakam
bir-biriga bogiiq boimagan holda 0,8 ehtimol bilan to‘g‘ri garor gabul
giladi. Uchinchi hakam garor gabul gilishi uchun tanga tashlaydi. Hakamlar
hay’ati eng ko‘p ovozlar natijasiga ko‘ra oxirgi garomi qabul qgiladi.
Hakamlar hay’atining to‘g‘ri gqaror gabul gilishi ehtimolini toping.

2. Uchta mergan nishonga garata baravariga 0‘q uzadi. Nisonning bitta 0‘q
tekkanda yakson boiishi ehtimoli 0,1 ga, ikkita o‘g tekkanda yakson boiishi
ehtimoli 0,3 ga, uchta o‘q tekkanda yakson boiishi ehtimoli 0,6 ga teng.
Uchta o‘g uzildi va nishon yakson boidi. Nechta o‘gqning nishonga tegishi
ehtimolliroq boiadi?

3. 5ta atirguldan ikkitasi og. 2 ta atirgul bir vaqtda uziladi. X -uzilgan oq
atirgullar soni, a=0, b=1

21-variant

1. Uchta quroldan otilgan o‘gning nishonga tegishi ehtimollari mos
ravishda 0,8, 0,7, 0,9 ga teng. Hamma quroldan baravariga o‘q uzilganda
ikkita 0“gning nishonga tegishi ehtimolini toping.

2. Kitob javonida 20 ta kitob boiib, ulardan 4 tasi uy egasi tomonidan
o‘qib chigilgan. Uy egasi tavakkaliga bitta kitob oladi va uni o‘qib chiqib,
javonga gayta go‘yadi. Keyin uy egasi javondan navbatdagi kitobni oladi. Bu
kitobning d'gilmagan boiishi ehtimolini toping.

3. Ichida 5 ta og va 7 ta gora shar boigan idishdan 4 ta shar olinadi.

X - olingan oq sharlar soni, a=3, b=4.
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22-variant

1. Samolyotga garata o‘g uzilmogda. Samolyotni urib tushirish uchun
o‘glami ikkita dvigatelga yoki uchuvchi kabinasiga tekkizish yetarli.
0 ‘gning birinchi dvigatelga tegishi ehtimoli p, ga, ikkinchi dvigatelga
tegishi ehtimoli p2ga va kabinaga tegishi ehtimoli p, ga teng bo'lsa,
samolyotning urib tushirilishi ehtimolini toping.

2. Ikkita qutining birida 12 ta qora va 10 ta oq shar, ikkinchisida 12 ta oq
va 10 ta gora shar bor. Birinchi qutidan tavakkaliga ikkita shar olinadi va
ikkinchisiga solinadi, keyin ikkinchi qutidan tavakkaliga bitta shar olinadi.
Ikkinchi qutidan olingan shar qora bo‘lsa, birinchi qutidan olingan har ikkala
shaming oq bo‘lishi ehtimolini toping.

3. Do‘kondagi 10ta televizordan 4 tasi «Soni» rusumli. X - sotilgan 3 ta
televizorlaming «Soni» rusumlilari soni, a=2, b=4.

23-variant

1. Guruh 8ta a’lochi, 7 ta yaxshi o‘giydigan va 5 ta kuchsiz
shug‘ullanuvchi talabalardan iborat. Sinovda a’lochi fagat a’lo baho olishi,
yaxshi o‘giydigan talaba a’lo yoki yaxshi baho olishi, kuchsiz
shug'ullanuvchi talaba yaxshi, gonigarli yoki gonigarsiz baho olishi mumkin.
Sinovga tasodifiy ravishda bitta talaba chagiriladi. Bu talabaning sinovda
yaxshi yoki a’lo baho olishi ehtimolini toping.

2. Zavod bir turdagi mahsulotlar ishlab chigaradi: har bir mahsulot p, ehti-
mol bilan nosozlikka ega. Tayyor mahsulotlar kta nazoratchi tomonidan
tekshiriladi. i- (/=12...,K)nazoratchi mahsulotning nosozligini p,ehtimol
bilan aniglaydi. Nosozlik aniglansa mahsulot zavodga gaytariladi. 1) Mah-
sulotning zavodga gaytarilishi ehtimolini toping; 2) mahsulotning 2- nazo-
ratchi tomonodan gaytarilishi ehtimolini toping; 3) mahsulotning barcha
nazoratchilar tomonodan gaytarilishi ehtimolini toping.

6. Oilada giz bola tug'ilishi ehtimoli 0,5 gateng. x - 4 farzandli oiladagi
o‘g‘il bolalar soni, a=2, 6=3.
24-variant

1. Nishon Ata nugtadan o‘gga tutilmogda. Har bir nugtadan bir- biriga
bog‘lig bo‘lmagan holda pt (i=1,k) ehtimol bilan o‘q uziladi. 1) hech
bo‘lmaganda bitta ogning nishonga tegishi ehtimolini toping; 2) barcha o‘g-
laming nishonga tegishi ehtimolini toping.



2. Mijozning bankdan olgan kreditini gaytarmaslik ehtimoli igtisodiy
o‘shish davrida 0,04 ga, iqtisodiy tanglik davrida 0,13 ga teng. Agar
igtisodiy o‘sish davri boshlanishi ehtimoli 0,65 ga teng boisa, tasodifiy
tanlangan mijozning kreditini gaytarmasligi ehtimolini toping.

3. Qulfga 4 ta kalitdan bittasi tushadi. X -qulfni ochishga gilingan urinish-
lar soni, a=0, 6=3.

25-variant

1. Qutida 3 ta oq va 7 ta qizil shar bor. Qutidan tavakkaliga ketma-ket
gutiga gaytarilmasdan 2 ta shar olinadi. A-olingan birinchi shaming oq
chigishi, B-olingan ikkinchi shaming oq chigishi, C-hech boimaganda
bitta shaming oq chigishi hodisalari bo‘lsa, PAB), P,(A), RJA) ehtimollami
toping.

2. Zavod ishlab chigargan detaining 95%i standartlik talabiga javob beradi.
Ishlab chigarilgan detallar quyidagicha nazoratdan o‘tkazilad: agar detal
standart boisa, u 0,98 ehtimol bilan yarogli deb topiladi; agar detal
nostandart boisa, u 0,06 ehtimol bilan yarogli deb topiladi. 1) Tavakkaliga
olingan detaining yaroqgli deb topilishi ehtimolini toping; 2) bir marta nazo-
ratdan o‘tgan detaining yarogli deb topilishi ehtimolini toping.

3. Merganning bitta o‘q uzishda o*‘qni nishonga tekkizishi ehtimoli 0,8 ga
teng. U har bir tekkizgan o‘gi uchun 5 ochko oladi va xatosi uchun ochko
olmaydi. X -3 ta o‘q otilganda merganning to'plagan ochkolari soni,
a=0, 6=2

26-variant

1. Avtobus yo‘nalishiga uchta avtobus bilan xizmat ko‘rsatiladi. Smena
davomida yo‘nalishdagi avtobuslarda nosozliklar ro‘y berishi ehtimollari
mos ravishda 0,2, 0,1, 0,08 ga teng. Smena davomida: 1) fagat bitta
avtobusda nosozlik ro‘y birishi ehtimolini; 2) fagat ikkita avtobusda nosozlik
ro‘y berishi ehtimolini toping.

2. Baligchining ov gilish uchun uchta belgilangan joyi boiib, u birinchi
joyda 0,3 ehtimol bilan, ikkinchi joyda 0,2 ehtimol bilan va uchinchi joyda
0,6 ehtimol bilan baliq ovlashi mumkin. Baligchi uch marta garmoq
tashlaganda bitta balig ilindi. Bu baligning birinchi joyda ilinganligi
ehtimolini toping.

3. Ikkita mergan navbati bilan nishonga o‘g uzadi. Bitta 0‘q uzishda xato
ketish ehtimoli birinchi mergan uchun 0,2 ga, ikkinchisi uchun 0,4 ga teng.
4 ta 0‘q uzilgan. X - nishonga tekkunicha otilgan o‘glar soni, a=1 6=3.
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27-variant

1. 52 ta gartali dastadan bir vagtda 4 ta garta olinadi. Olingan gartalarning
har xil turda bo‘lishi ehtimolini toping: 1) gartalar qutiga gaytarilsa; 2) garta-
lar qutiga qaytarilmasa.

2. Bir turdagi mahsulotlaming ikkita partiyasi bor: birinchi partiyada 20 ta
mahsulot bo‘lib, ulardan 6 tasi yarogsiz; ikkinchi partiyada 15 ta mahsulot
bo'lib, ulardan 5 tasi yarogsiz. Birinchi partiyadan 8 ta ikkinchi partiyadan
10 ta mahsulot olinadi. Olingan 18 ta mahsulot aralashtirilib, yangi partiya
hosil gilinadi. Yangi partiyadan tavakkaliga olingan mahsulotning yarogsiz
chigishi ehtimolini toping.

3. Qutidagi 8 ta detaldan 6 tasi yarogli. X-4ta olingan detaining yarog-
lilari soni, 0=1 6=2
28-variant

1. Uchta basketbolchi savatga bittadan to'p tashlaydi. Basketbolchilaming
to'pni savatga tushirishi ehtimollari mos ravishda 0,9, 0,8, 0,7 ga teng. 1) ik-
kita to'pning  savatga tushishi; 2) kamida ikkita to‘pning savatga tushishi;
3) hech bo'Imaganda bitta to'pning savatga tushishi ehtimolini toping.

2. Yo'lovchi chipta olishi uchun uchta kassaga mos ravishda 03, 0,2, 0,5
ehtimollar bilan murojaat qilishi mumkin. Yo'lovchi kelgan vaqgtda
kassalarda bo'lgan chiptalaming mos ravishda 0,25, 0,4 va 0,35 gismlari
sotib bo'lingan. Yo'lovchi kassalardan biriga murojaat gildi va chipta oldi.
Bu chiptaning ikkinchi kasadan olingan bo'lishi ehtimolini toping.

3. Ikkitatanga 3 martadan tashlanadi. X -gerbli tomon tushishlar soni,
a=Il, 6=2

29-variant

1. Nashriyot uchta aloga bo'limiga gazetalar jo'natadi. Gazetalaming aloga
bo'limlariga o'z vaqtida yetkazilishi ehtimollari mos ravishda 0,95, 0,9, 0,8
ga teng. Aloga bo'limlaridan: 1) fagat bittasi gazetalami o'z vaqtida olishi;
2) hech boimaganda bittasi gazetalami o'z vaqgtida olishi ehtimolini toping.

2. 20ta mergandan 6 tasining nishonga tekkizishi ehtimoli 0,7 ga, 7 tasi-
niki 0,8 ga, 5 tasiniki 0, 6 ga va 2 tasiniki 0, 5 ga teng. Tavakkaliga
tanlangan mergan nishonga tekkiza olmadi. Uning gaysi gumhga tegishli
bo'lishi ehtimoli katta?

3. Biletda 3 ta misol bor. Misollaming to'g'ri yechilishi ehtimollari 0,9, 0,8
va 0,7 gateng. X - to'g'ri yechilgan misollar soni, a=0, 6=1
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30-variant

1. Talabaning uchta yozma ishdan o‘tishi ehtimollari mos ravishda 0,9, 0,8
va 0,9 ga teng. Talabaning: 1)2ta yozma ishdan o‘tishi ehtimolini;
2) hech bo’Imaganda 2 ta yozma ishdan o ‘tishi ehtimolini toping.

2. Bir xil detal ishlab chigariladigan uchta stanok 1:3:6 nisbatda ishlab
chigarish unumdorligiga ega. Stanoklarda ishlab chiqarilgan detallaming
yaroqsiz bo‘lishi ehtimollari mos ravishda 0,05, 0,15 va 0,05 ga teng. Ishlab
chigarilgan detallar orasidan tavakkaliga olingan detaining yaroqli bo‘lishi
ehtimolini toping.

3. Tanga 5 marta tashlanadi. X - gerbli tomon tushishi soni, a=3, 6=4.

LABORATORIYAISHI

Chiziqli regressiya tenglamasini eng kichik kvadratlar usuli bilan toping.

Hisoblashni soddalashtirish uchun «, :—K—, ,:—K— almashtirishlardan
foydalaning.
5 10 15 20 25 30 n,
Y \
30 2 6 8
40 - 5 3 - 8
50 - 7 40 2 49
60 4 9 6 - 19
70 - - 4 7 5 __16
” 2 11 14 53 15 5 <= oo
2 5 8 11 14 17 ,
Y \
1 2 4 - 6
6 - 6 3 - 9
11 - 6 35 4 45
16- . 2 8 6 - 16
21 - - - 14 7 3 24
2 10 11 57 17 3 n=100
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11 bob
KOMPLEKS 0 ‘ZGARUVCHILI
FUNKSIYALAR NAZARIYASI

2.1. KOMPLEKS SONLAR
Kompleks son. Kompleks sonlar ustida amallar

38 2.1.1. z kompleks son deb ma’lum tartibda berilgan x va y haqigiy
sonlar juftiga aytiladi va z=(x,y) yoki z=x+iy deb vyoziladi, bu yerda
X, ,¥-haqiqiy sonlar, / (i2=-1)- mavhum birlik.

x,y larga mos ravishda kompleks sonning haqiqgiy va mavhum gismlari
deyiladi va x=Rez, y =Imz kabi belgilanadi.

z, =(x,yX¥ va 22=(x2"2) kompleks sonlarida x1=x2, y, =y2boisa, z, =22
boiadi.

z-x +iy kompleks son nolga teng boiadi, fagat jc= y=0 boisa.
Kompleks sonlar uchun «katta» va «kichik» tushunchalari kiritilmagan.

Mavhum gismlarining ishorasi bilan farg giluvchi z=x+iy va z=x-iy
sonlarga qo shma kompleks sonlar deyiladi.

Haqiqiy va mavhum qismlarining ishorasi bilan farq giluvchi zt=x +iy
va z2—x—iy sonlarga garama-garshi kompleks sonlar deyiladi.

<saa Har bir z-x+iy kompleks sonni

geometrik jihatdan Oxy koordinatalar
tekisligining Af(jc;y)nuqtasi bilan ifodalash
mumkin, bu yerda x=Rez, y=Imz.
Shuningdek, koordinatalar tekisligining har
bir M(x;")nuqtasini  z=x+iy kompleks
sonning  geometrik tasviri deb qgarash
mumkin (1-shakl).

Oxy tekislikka kompleks tekisligi
deyiladi va (z) kabi belgilanadi. Bunda,

z—x haqigiy sonlar hagigiy o'q deb
ataluvchi Ox o‘gning nuqtalari bilan 1-shakl.
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aniglanadi; z=iy mavhiun sonlar mavhum o'q deb ataluvchi Oy o‘gning
nugtalari bilan aniglanadi.

€£> z=x+iy kompleks sonni M(x\y) nuqtaning radius vektori r =OM
bilan ifodalash mumkin (1-shakl). Bunda r vektorning uzunligiga kompleks
sonning moduli deyiladi va |z| yoki r bilan belgilanad; r vektorning Ox
o‘gning musbat yo‘nalishi bilan hosil gilgan burchagiga kompleks sonning
argumenti deyiladi va Argz yoki <pbilan belgilanadi.

B z- 0 kompleks sonning argumenti aniglanmagan. z* 0 kompleks
sonning  argumenti  ko‘p  giymatli  bo‘lib, 2t& (N1=0,-1,1,-2,2,...)
go'shiluvchigacha aniglikda topiladi:  Argz=argz+2mk, bu yerda
argz-(-/r;;rjoraligda  yotuvchi  orgumentning bosh giymati, ya’ni
- n<argz<t ( ayrim hollarda argumentning bosh giymati sifatida [0;2x)
oraligqategishli giymat olinadi).

Kompleks sonning algebraik shakli deb, z=x +iy ifodaga, kompleks
sonning trigonometrik shakli deb, z~r{cosg>+ismip) ifodaga aytiladi.

Bunda: r=\z\ modul r=\z\~ x2+y1 formula bilan bir giymatli aniglanadi;

tp argument cosgp=— sin(p- — t<p7 formulalardan topiladi.
r r

Kompleks sonning algebraik shaklidan trigonometrik shakliga o'tishda
kompleks son argumentining bosh giymatini aniglash yetarli bo‘ladi. Bu

giymat - n <argz<n bo‘lgani ucun tp=- tenglikdan topiladi:
arctg— 1, IV choraklarning ichki nugtalarida,
X

arg2  arctg—+>x |l chorakning ichki nugtalarida,
X

arctg—n, Il chorakning ichki nugtalarida.
X

Eyler formulasi deb ataluvchi cos”™ +/sinp =eT ifoda yordamida
z =r(cos#>+ Isinep) tenglikdan z=re™ ifoda keltirib chiqariladi. Bu ifodaga
kompleks sonning ko tsatkichli (yoki eksponensial) shakli deyiladi, bu yerda
r=\z|-kompleks sonning moduli; <p=argz +2t+ (k=0,-1,1,-2,2,...)-kompleks
sonning argumenti.

Eyler formulasiga ko‘ra eiv funksiya 2t davrli davriy funksiya bo'ladi.
Shu sababli z kompleks sonni ko‘rsatkichli shaklda yozish uchun kompleks
son argumentining bosh giymatini, ya’ni p=argzni aniglash yetarli bo'ladi.
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&> Teorema(algebraning asosiy teoremasi). a,,ar,..,a,, kompleks koef-
fitsiyentli har ganday Pn(z)- 2" +az7'~ +az'2+...+an (n>1)ko‘phad
kompleks sonlar to ‘plamida hech boimaganda bitta yechimga ega boiadi.

Xususan, z1+pz+q=0 - g<0j tenglama ikkita kompleks go‘shma

z,2=atifi yechimlargaegaboiadi, buyerdaa=-~, p=

1-misol. z2- 6z +13=0 tenglamani yeching va z1- 6z+13 kvadrat
uchhadni ko‘paytuvchilarga ajrating.

& JN1=_ M =3>/"=713 (M1 =2
U holda

z,=3+2/, Z=3-2i;
22- 62+13=(z-2,)(z-22=((z-3)-2/)((z-3) + 2/). O

2-misol. Berilgan kompleks sonlami turli (algebraik, trigonometrik va
ko‘rsatkichli) shakllarda yozing:

1) z, =1+/V3; 2) 22:2(\;03—6 +/sin—6

3) z3=5e 4 4) r4=-sm T/cos?

<S> 1) zt=1+/n/3 sonning moduli va argumentini topamiz.
Bunda *,=1>0 va _y,=V3>0.

U holda
L=z, =412+ (V3)2=2, @ =argz, =arctg— =]j.
Bundan
Y X .. afl
Z =2 cos—+ism—.
I3 3j

cosg>+ ism<p=e'"’( Eyler formulasi) tenglikni goilab, topamiz:
=5 cost AML |= 208,
R R RALES B

Demak,

z, =1+ /M3 =2| cos-j +zsin—]=2e’ .
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2) Eyler formulasi bilan topamiz:
z,=2 cos” +/sin— |=2e6 .

Kompleks sonning algebraik shaklini topamiz:

x2:rcosp:2005§:2' W -n/3, v, =rsin0 =2sin— =2-—=1,
6 4 2 6 2
72=—>f3+»

Demak,
z2=—f/3+/=2"cos™-+/sin"-j=2e6 .
3) Eyler formulasiga ko‘ra
VAN
z, =5e ’gi= SEcosl(arctg—j +1sinl( arctgs—

Bunda

N
Cosfarctgs—: i 1 = 14

+%\arcl Lfl)

sin(arr®) =j-cos™arctg™ ="1-g) =
U holda z3=5"|+i|J =4+3/.

Demak, 2z, =4+ 3/=5"cosfarc/g-|j + isiJ’\arctg"” =5e™4

4) z4:-sin?H-ic058— kompleks son trigonometrik shaklda berilgan

emas. Shu sababli shunday g\ burchakni topamizki, cosqit:-sing-

. - . Tt STt .
smq>.=coss—bo'lsm. Bundayburchak 4%(:5+-é:—8 bo'ladi.

= —™HL va sin— = ni hisobga olib, kompleks
°0S 8 2 8 2
sonining turli shakllarini yozamiz:
_é_/_g__Z_—VZ_ +/-V-2-i-ﬂz-\—co'5—5:+ sin2=eg . v*
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2.1.2. z, =(x,yt) vaz2=(x2,y2) kompleks sonlariningyig'indisi deb,
z, +z2=(0:1,3")+ (@272 = (M1+x2yl+y?2)
songa aytiladi. Demak,
zl+z22=(x1 +x2) +i(yl +y2)
Kompleks sonlar geometrikjihatdan vektorlar kabi go“shiladi (2-shakl).
2-shakldan ko‘rinadiki, |z, + z2s z, j+221 Bu tengsizlikka uchburchak

tengsizligi deyiladi.

Kompleks sonlami ayirish qo‘shish amaliga teskari amal sifatida
aniglanadi.

z, va z2 kompleks sonlarning ayirmasi deb, z2 ga qo‘shganda z, ni hosil
giluvchi z kompleks soniga aytiladi.

Agar z, =x, +;> va z2=x2+iy2 bo‘lsa, bu ta’rifga ko‘ra

z=zl-z22=(x1-x2 +i(yl-y 2
Kompleks sonlar geometrik jihatdan vektorlar kabi ayriladi (4-shakl).
4-shakldan bevosita ko‘rinadiki, |z, - s2jsz, |- 1z21
Kompleks sonlar uchun
Iz," =2 ==n/(*. - xzf +(J. “Yry =d

bo‘ladi, ya’ni ikkita kompleks sonlar ayirmasining moduli tekislikda bu
sonlami ifodalovchi nugtalar orasidagi masofaga teng.

Shu sababli, masalan |z-2i|=1 tenglik kompleks tekisligida z0=2i
nugtadan birgateng masofada yotuvchi nuqtalar to‘plami z ni, ya’ni markazi
z0=2/ nuqtadajoylashgan va radiusi birga teng ayianani aniglaydi.



va z2=(x2,y2) kompleks sonlarining ko pgytmasi deb
r,m2=z=(g,y) = (X,X2- y,y2x%2+y,x2)
songa aytiladi. Demak,
z2=2,22= (X,X2-y,y 2 +i(X,y2+y,x2).
Trigonometrik shaklda berilgan
z, =rt(cos +isingt) va z2=r2(cosq2+ isin49)
kompleks sonlami ko'paytmasi
Z22=r,r(cos(p, +p2) +isin(>, + )
kabi topiladi.
& Demak, kompleks sonlar ko‘paytirilganda ulaming modullari
ko'paytiriladi va argumentlari go‘shiladi.
Bu qoida istalgan sondagi ko‘paytuvchilar uchun ham o‘rinli bo'ladi.
Xususan, agar «ta bir xil ko‘paytuvchilar uchun
2" ={r(oos(p + i$m(py =r"(cosng>+ /sin n<p).
Bu formulaga Muavrformulasi deyiladi.
Kompleks sonlami boiish ko‘paytirish amaliga teskari amal sifatida
aniglanadi.
z, va z2*0 kompleks sonlaming bo finmasi deb, z2 ga ko‘paytirganda
z, ni hosil giluvchi z kompleks soniga aytiladi:
_z, _XJ1 +y,y2 "' X%, - x,y2'
2 x\+y\ xl+yl
Trigonometrik shaklda berilgan z, =r,(cos<p, +/smp,) kompleks sonini
z2=r2(cos«?2+/sin”j) kompleks soniga bo‘linmasi
r(«.ft - ft))
ri{(cos<pl+ism<p2) r2
kabi aniglanadi.
eg) Shunday qilib, kompleks sonlar boiinganda ulaming modullari
boiinadi va argumentlari ayriladi.
Kompleks sondan wu-darajali ildiz chigarish wu-natural darajaga
ko‘tarish amaliga teskari amal sifatida aniglanadi.
z kompleks sonidan n-ildiz chigarish deb, w'=z tenglikni
ganoatlantiruvchi w kompleks soniga aytiladi.
z=r(cost»+/sinc®) kompleks sonidanw=4z ildiz chigarish quyidagi
formula bilan topiladi:

wt =\Jr(cos<p +isintp) ="'V rfcos*i*+/ sinj, k=01..n-1.
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3-misol. z. =1+3/, z2=-3+i bo‘lsa, 1z +2z2 2z,- 22 z,z2 -lami

hisoblang.
S 7, +22=(1+3N)+ (-3 +/)=-2 +4i; 2z,- z2=(2+6i)- (-3 +/)=5+5i;
z,022=(1+30 (-3 +/)=(-3- 3)+/(1- 9)=-6 - &,
z, 1+3/ .(1+3Q-(-3-Q (-3+3)+/(-9-1) _ 10/_ . O

z2 -3+/ (-3+/M-3-/) 9+1 10
4-misol. z= LR bo‘lsa, z6ni hisoblang.
Awal kompleks sonni trigonometrik shaklga keltiramiz.
1
) +)- 1 I =1, argz :arctg~ﬁ
Bundan z=cog| - A j +isinf--~ |
Muavr formulasi bilan topamiz:
26=cos| -~2—6 I+ /sinf - ~ 6 |=cos;r-/sin7r=-1. O

5-misol. V-l ning barcha ildizlarini toping.
® lldiz ostidagi ifodani trigonometrik shaklda yozamiz:

-1 =cos;r+sin;r.

Bundan
.m?"+42”".+* frrir +42”K, K=0123.
K ga giymatlar berib, topamiz:

K
wO:coszi(+ /sinZ—: 4—2(I + P I'n

—coskn+/sin2( —42(—1+i)
4 4 2

59 .. BK 42
4 . a4 41O

N\
w :coszi-—bjsmy(— ir(l -1Y. 4-shakil.

Bu ildizlar (z) kompleks tekisligida birlik aylanaga ichki chizilgan
muntazam to‘rtburchakning (kvadratning) uchlarida yotadi (4-shakl).
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M ashqlar

2.1.1. z,=x-3yi-y-— va z2=2x+i2- 3xi- yi3kompleks sonlar
X,y ning ganday haqgigiy giymatlarida qo'shma bo'ladi?

21.2. z,=y+2/3+3- 2xi va  =3x+8 +— +2i2kompleks sonlar
X,y ning ganday haqiqiy giymatlarida teng bo'ladi?

2.1.3. z, =3x- 2yi+5i3-1 va z2=3y- /3+§ +2/2 kompleks sonlar
jcj ning ganday hagiqiy giymatlarida garama-garshi bo'ladi?

2.1.4. r=5x+L-+3yi+il va z2=3y(I+/)+— - idkompleks sonlar

i i

X,y ning ganday haqiqiy giymatlarida nolga teng bo'ladi?

2.1.5. (2) tekislikda berilgan tenglamalami yeching:

1) z2+6z+25=0; 2) 2z2+iz+1=0;
3) iz2—2z+3i=0; 4) z1- 6iz- 5—0.
2.1.6. (2) tekislikda berilgan shartlar bilan ganday nuqtalar to‘plami
aniglanadi?
1) Rez=a; 2) Imz=h\ 3) r<|r|<n; 4) <z><argz<h;

5)r<|r|<N1, p<argz<y/, bu yerda a,b,r,R,g>y/-bwwxy sonlar.

2.1.7. Berilgan kompleks sonlami turli (algebraik, trigonometrik va
ko‘rsatkichli) shakllarda yozing:

1)z =-2 +2V3;j; 2)z =S-v,
5) z=V2e~*-,
7) z:2cos3—- 2/sin—; 8) z=-2c0s45° ~2/sin45*
2.1.8. Berilgan kompleks sonlarning yig'indisi, ayirmasi, ko‘paytmas
va bo‘linmasini toping:
1) z,=-5+3/ va r,=2-4/; 2) z,=-3- 4i va s2=2+3/.
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2.1.9. (s) tekislikda berilgan nuqtalar orasidagi masofani toping:
NI-3/va 4 2) 1-5iva -4;
3)I+3/va 3+2, 4) 8-3/va 2+5.

2.1.10. Hisoblang:

1, ,, +@~)2(1+0; 2) ~ 550 W(-20 +1;
3) 2+3)3- (2- 3)3 4) (-1+2/)“- @+2iv.
2.1.11. Kompleks sonlarning hagigiy va mavhum gismlarini toping:
n 3Y3-r N -1+/5 8+19/3
2(n/3 +2/3’ 2+/ + 40 °
3) @-i3A+2i7)’ 4) (b~5)(2i+ 217

2.1.12. Berilgan kompleks sonlarning ko ‘paytmasi va bo‘linmasini toping:

T) z. =4 cost+/smZL va z, =2 cosil +/smil
\ 4 4) 1 (12 iV

2) z, =61;cos? +/sin€} va 22=cos{f- —3)1+/sin|f-—3
3) z1=8(cosI35* + /sin 135°) va z2=2(cos45" + /sin 45°);
4) z, =8(c0s90° +/sin90%) va z2=c0s30° +/sm30"\
2.1.13. Berilgan sonlarning darajasini toping:
1) —{’/‘cos— +/sina)£)l ; 2) (V2(cos20° +/sin20°)) 12

3) (2-2/)9; 4 M/

2.1714. Berilgan sonlarning barcha ildizlarini toping:

1) V2- 23/ 2) V-7; 3) V-8 +8V3/, 4) VI+7.
2.1.15. (r) tekislikda berilgan tenglamalami yeching:

1)z2+/=0; ‘ 2) z3- /=0, 3)z3+8=0;

4) r4+4=0. 5) z2+4z+53=0; 6) z4+26z2+25=0;

7) z3+222+2z+1=0; 8)/z4+1=0; 9)z4+22=2.
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2.2. KOMPLEKS 0 “ZGARUVCHINING FUNKSIYASI

Funksiya tushunchasi. Funksiyaning limiti va uzluksizligi.
Kompleks o‘zgaruvcbining asosiy elementar funksiyalari

2.2.1. Elementlari kompleks sonlardan iborat boigan D va E to‘plamlar

berilgan va bunda D to'plamning z=x+iy soni (z) kompleks tekisligining
nugtasi, E to‘plamning w=u+iv soni O) kompleks tekisligining nuqtasi
boisin.

88 Agar D to'plamning har bir z soniga biror gonun yoki goida bilan
E to'plamdagi yagona w soni mos qo‘yilgan bo‘lsa, D to‘plamda w=f(z)
bir giymatli funksiya aniglangan deyiladi. Bunda D to‘plamga w=f(z)
funksiyaning aniglanish sohasi, E to'plamning barcha /(z) gqiymatlari
to‘plami E ga w=/(z) funksiyaning giymatlar sohasi deyiladi.

Agar E,=E, ya’ni E to'plamning har bir nugtasi w=f(z) funksiyaning
giymatlar sohasi bo‘lsa, w=f(z) funksiya D to'plamni E to‘plamga
akslantiradi deyiladi.

Agar har bir r€D songa bir nechta weE sonlar mos qo‘yilsa,
funksiyaga ko 'p giymatli funksiya deyiladi.

Bundan keyin D va £, to‘plamlari sohalar bo'lgan w=/(z)
funksiyalami garaymiz. Kompleks tekisligining ochiglilik va bog‘lamlilik
xossalariga ega bo‘lgan nugtalari to‘plamiga soha deyiladi: ochiglilik
xossasiga ko‘ra to‘plamning har bir nuqgtasi biror atrofi bilan to‘plamga
tegishli bo‘ladi; bog‘lamlilik xossasiga ko‘ra to‘plamning istalgan ikki
nugtasini to‘plamda yotuvchi uzluksiz chiziq bilan tutashtirish mumkin
bo'ladi.

w=f(z) fiinksiyani u+iv=Ff(x +iy) yoki f(x +iy)=u(x,y) +iv(x,y)
ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda (x,y)<=D; u(x,y)=Re/(r)- funksiya-
ning haqiqiy gismi; v(x,y) =1m/(z) - funksiyaning mavhum gismi.

<&> Shunday qilib, kompleks o'zgaruvchili funksiyaning berilishi ikkita
haqiqgiy o'zgaruvchili funksiyaning berilishidan iborat bo'ladi.

1-misol. Argumentning berilgan giymatlarida f(z) =z,-3z1+z
funksiyaning giymatlarini toping: 1) z =/, 2) z=1+/, 3)z=3-1

@ Mavhum birlikning darajalari giymatlarini hisobga olib, topamiz:

1) f(i)=i3-3/J+/=—+3+/=3;
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2) f{\. +)—1+)3—=38(1+/)2+ (L+/)=1+3/ + 3i2+ /3—3(L+ 2/ +i2)+1+/—
=1+3/-3-/-3(1+2/-1) +1+/=-1-3/;
3)/I(3-N=@B-1)-33B-N2+@B- )=
=27-27/+9/2 -3(9—6/+/1)+3-/=
=27-27/—9+/- 27+18/+3+3—+=-3-9. O

2-misol. f(z) =-z +i(z +z2) funksiyaning hagigiy va mavhum gismlarini
toping.
® f(z) =u(x,y) +iv(x,y) =-(* +ly) +i(x-iy + (x+iy)2) =
=-m- ly+I*R- +X2+2xyi+ iy ) =- x- ly+i(x+x2-y2)- 2xy+y =
=(y-je-2xy) +/(x-7 +x2-j>2)= (j - je-2jev) + [("-")-(1 + x+j).

Demak, Re/(z) =u(x,y) =y-x-2xy, Im/ (2)=v(Xj) =(X-j) *@+x+>m O

3-misol. Haqiqiy Ref(z) =u(x,y)=x2-y 1va mavhum Imf(z)=2ay
gismlariga ko‘ra /(z) funksiyani toping.

<S> +z Z-2

z=Xx+ly va z=x-1y !iant'opamiz: x=212 y=

U holda
Y0 22+227 + 72 +22- 2;z+zz+

Nzf'= - y2§+i(2xy)0: 2+Z z7-7

2 =

-=z. 0
2 2

4-misol. w=z-4z funksiyaning z0=/ nuqtadagi barcha giymatlarini
toping.

zo=1 =COS|+/sin]| uchun topamiz:
JTO=cos +knj+Z  +foj.
U holda
=/- cos| - /sin”™ +kn”, k- 0L
Bundan

w0=/- cosg)-isin[|)=/- = L -(-1+/+(V2-1)),

n

w=/-cost2all-sinlfrnf =+ — +/ Y2 = V2 (14 (JB41)).
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Agar w=/(z) funksiya bir giymatli bo‘lsa, har bir z0e D ¢ (z) nuqtaga
biror woeEcz O) nugta mos keladi. Bunda w0 nuqgta z0 nugtaning (z) tekis-
likdagi aksi, zOnuqta esa wonuqtaning (z)tekislikdagi asli deb ataladi.

Agar z o‘zgaruvchi zOnugtadan o‘tuvchi /chizigli ifodalasava w o'zga-
ruvchi w, nuqtadan o‘tuvchi L chizigli ifodalasa, L chizigga Ichizigning
(w) tekislikdagi aksi, 1 chizigga L chizigning (z) tekislikdagi asli deyiladi.

5-misol. z0=1+/' nugtaning w=z2+1akslantirishdagi shaklini toping.

S W0=/(z0)=(z02+/=(1+/)2+i=1+2i-1+i=3/

Demak, wo=3/. O

6-misol. x=2 chizigning w=z2 akslantirishda (w) tekislikdagi aksini

toping.
<& w=z! funksiyaning haqigiy va mavhum gismlarini topamiz:
w=u(x,y) +iv(x,y) =0 +iy)1=(x2- y1)+/<(2xy).

Demak, fu=x2-y 2
vV =2Xy.

w=/(z)
@

5-shakl.

x=2 chizigning nuqtalari z=2+iy ko‘rinishga ega. z0=x0+i-0 da
w0=w(zg) =4 bo'ladi.

y—4_y2 J
{ > Bundan wn=--—Vv2+4 kelib chigadi.

v=4y. 16
Bu chizig (w)tekislikda parabolani ifodalaydi (5-shakl). O
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2.2.2. Bir qiymatli w=f(z) funksiya z0 nugtaning biror atrofid
aniglangan bo'lsin.

z0 nugtaning 5-atrofl deb (z) kompleks tekisligining |z-z0|<<5
tengsizlikni ganoatlantiruvchi  barcha z nugtalari to'plamiga aytiladi.
Bu to'plam markazi zo nugtada bo'lgan va radiusi 5 ga teng  ochiq
(chegarasiz) doirada yotuvchi barcha r nugtalardan tashkil topadi.

g8 Agar Vs>0 son uchun zo nugtaning shunday 8 -atrofi topilsaki, bu
atrofning istalgan z nuqtasi (zo nugta bundan istisno bo'lishi mumkin)
uchun \f(z)-wal<s tengsizlik bajarilsa, wa songa w=f(z) funksiyaning
z0nuqtadagi yoki z-»z0dagi limiti deyiladi va limf(z) =wo0 kabi yoziladi.

Agar Ir_i)%/(z):w. limit mavjud bo'lsa, u holda w%ou(x,y):u, va

(xvy)l_i*mvyo)v{x,y) =\0 limitlar ham mavjud bo'ladi va aksincha.
Shunday qilib, kompleks o'zgaruvchili funksiya limitining berilishi
ikkita haqgigiy o'zgaruvchili funksiya limitining berilishidan iborat bo'ladi.
Bir ( bir necha) haqiqiy o'zgaruvchili funksiya uchun o'rinli bo'lgan
arifmetik amallarning limiti hagidagi xossalar kompleks o'zgaruvchili funk-
siyalar uchun ham o'rinli bo'ladi:

lim(/(2) £ 9(2)) = lip/(2) £ limg(2); lim/(2) *9(2)) = bigg (2) ~ligpo(2);
lim 11 -)

lim(c-/(z)) =c-lim/(z), c-const; lim— =7 ——— |
0@~ fim o

li *0.
limg(2)

7-misol. !(lr‘gr—z_2i 2 limitni toping.

o limiZizt2 (@ zi-liz +iz-lil
z_ 2/ vOy z—2/

i 2(z- 2i)+re(z- 2/)
] 2—2/

:L!le(2+023/. v}

9 Agar Li,%/(z)=/(20) bo'lsa, f{z) funksiya z0 nuqgtada uzluksiz

deyiladi.
Shu kabi, agar limA/(z) =0 bo'lsa, /(z) funksiya z, nuqtada uzluksiz
deyiladi.
Agar w=f(z) funksiya D sohaning har bir nuqtasida uzluksiz bo'lsa, u
shu sohada uzluksiz deyiladi.
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Kompleks o°‘zgaruvchili funksiyaning moduli uchun haqiqiy o‘zgaruv-
chili funksiyaning limiti hagidagi barcha xossalar o‘rinli boiadi.

8-misol. w=|z\ funksiyaning istalgan z da uzluksiz boiishini
ko ‘rsating.

® w=\z\ funksiya uchun wo=z0boiadi.

(z) kompleks tekisligida |z|, |z01 \z~z0\ giymatlar uchburchakning
tomonlarini ifodalaydi. Uchburchak tengsizligiga ko‘ra |r|- z0iqr- z01
Bundan \w-w 0|z - z 01kelib chigadi.

0<S<s boisin. U holda \z-z,.\<S tengsizlikdan \w-w0\<s tengsizlik
kelib chigadi. Bundan limit ta’rifiga ko‘ra, limw=wO0yoki lim\z\=\zA.

Demak, w=\z\ funksiya istalgan z da uzluksiz boiadi. O

2.2.3. Ko rsatkichlifunksiya: w=ez=ex(cosy+ismy).

Ko‘rsatkichli fimksiyada >=0 boisa w=¢e* boiadi, ya’ni e’ funksiya
r =n haqiqiy qiymatlarda haqiqiy o‘zgaruvchili ko‘rsatkichli funksiya
bilan ustma-ust tushadi.

w=e* fimksiya r o‘zgaruvchining istalgan qiymatida aniglangan.

Ko ‘rsatkichli funksiyaning xossalari:

1° " eZ =er;

2°— =eXN;

e
3. (e‘T=e"\ (nsN);
4°. lime‘=0, lime*=00 (ma’noga ega emas);

Rei-*-00

5°.w=e2 funksiya asosiy davri T0=2m boigan davriy funksiya.

Logarifmikfunksiya’. Lnz =Inr +i(g>+2kn).

S e"=2 tenglikni ganoatlantiruvchi w soniga z kompleks sonning
logarifmi deyiladi va w=Lnz bilan belgilanadi.

ewfunksiya w ning har ganday giymatida nolga teng boimagani sababli
z=x +iy*0 boiadi,ya’ninolninglogarifmimavjudboimaydi.

Logarifmik fimksiya

Lnz=Inr +i{(p+ 2kjt) yoki Lnz=Inr+iArgz,

kabi aniglanadi, bu yerda r=\z\, =argz, Argz =argz + 2K

w = Lnz logarifinik fonksiya ko‘p giymatli funksiya. Bunda kga tayin
giymat berish orqgali bir giymatli funksiya hosil gilinadi. k=0 boigan
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holni, ya’ni Inr+ig ni logarifmning bosh qiymati deyiladi va Inzbilan
belgilanadi:
Inz = In|2\+i<p.

Agar z hagigiy son bo‘lsa argz=0 va Inz=In|z| bo‘ladi, ya’ni haqgiqiy
musbat son logarifmining bosh giymati bu sonning odatdagi natural
logarifmi bilan ustma-ust tushadi.

Logarifmning xossalari kompleks sohada quyidagicha umumlashtiriladi:

1°. Lh(z, *z j = Lnzi + LnZj

T.Ln\ Z' =Lnzt- Lnz2
Q2J

3% Lnz" =nLnz;

4, LnMz = Hlnz.

Darajalifunksiya: w=z".
n natural son bo'lganda darajali funksiya
w=2z"=r"(oosn(p+ is\nn(p)
tenglik bilan aniglanadi. Bu funksiya kompleks tekisligining barcha
nuqtalarida aniglangan va bir giymatli.

n=—, meN bo'lganda darajali funksiya
m

w=2" =% =Wz cos2922KN i — o--t- k=01 m—
| m m |
tenglik bilan aniglanadi. Bu funksiya kompleks tekisligining barcha
nuqtalarida aniglangan va ko'p giymatli (m gqiymatli). Bunda £ga tayin
giymat berish orqgali bir giymatli funksiya hosil gilinadi.

«=— I, me N bo'lganda darajali funksiya
m

tenglik bilan aniglanadi. Bu funksiya kompleks tekisligining barcha
nugtalarida aniglangan, ko'p giymatli.
a =x +iy kompleks ko'rsatkichli darajali funksiya
w=za=ed&'
tenglik bilan aniglanadi. Bu funksiya kompleks tekisligining z=0 nugtadan
boshqa barcha nugtalarida aniglangan va ko'p giymatli.
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Trigonometrikfunksiyalar
z =x +iykompleks argumentning trigonometrik funksiyalari
e -e~* e +e~* sinr cosr
SMZ = ----=--- | COSZ = -*---==--- , tgz=------ , ctgz=——
2 cosz sinz
tengliklar bilan aniglanadi.
Haqiqiy zda bu tengliklardan haqiqiy o‘zgaruvchining trigonometrik
funksiyalari kelib chigadi.
Haqiqiy = o‘zgaruvchining  trigonometrik  funksiyalari  orasidagi
munosabatlami ifodalovchi barcha formulalar kompleks sohada ham o ‘rinli
boiadi. Xususan,

sin2z + cosJz =1, sin2z = 2sinzcosz,
sr'nl(z+§]\:cosz, cosl(z+ﬂ-|lz-sinz,
sin(z +;r) =-sinz, cos(z + ;r) =-cosz,
smlfz +§j}:-cosz, cosl(z +§nlzs'mz,
sin(z +2n) =sinz, cos(z +2n) = cosz,

sin(z, £ z2)=sinz, cosz2+ cosz, sinz2, cos(z, + z2) = cosz, cosz2+ sinz, sinz2.
Kompleks o°‘zgaruvchi trigonometrik fimksiyalarining nollari hagiqiy
o0°‘zgaruvchi trigonometrik funksiyalarining nollari kabi boiadi:

Z-Kn, keZ da sinz=0; z:2+ kn, keZ dacosz =0.

Kompleks tekislikda sin- va cosz funksiyalar chegaralanmagan, ya’ni
lim sinz=00, lim cosz=m
1im

=¥ 1Tr-ktaa

Giperbolikfunksiyalar
z =x + iykompleks argumentning giberbolik funksiyalari deb
shz=8.2.€. Chz:_e___*_—_g_'_z, thz:_sillz, cthz- 2
2 2 chz shz
tengliklar bilan aniglanadigan funksiyalarga aytiladi. Bunda shz va chz
asosiy davri T0=2m boigan davriy funksiyalar boiadi, thz va cthz asosiy
davri Ta~m boigan davriy funksiyalar boiadi.
Haqigiy zda bu tengliklardan hagigiy o°‘zgaruvchining giperbolik
funksiyalari kelib chigadi.
Kompleks sohada giperbolik va trigonometrik funksiyalar orasidagi
quyidagi munosabatlar o‘rinli boiadi:
shiz =isinz; siniz =ishz.;

137



chiz=cosz; cosiz = chz',

thiz =itgz; tgiz = ithz;

cthiz=-ictgz; c/glz = -icthz.

Kompleks sohadagiperbolik funksiyalami bog‘lovchi  quyidagi
formulalar keltirib chigarilgan:

sh2z = Ishzchz.; chlz =chZ +shzZ;

chZz-sh2z=1; shz+chz=¢e‘;

sh(-z) =-shz, ch(—2) =chz,

ch(zl +z2) = chzichzl + shz[shz2; sh(zl +z2) = shztchzt + shzxhz,.
Kompleks z=*+/>son uchun quyidagi munosabatlar o'rinli bo‘ladi:
COSZ = cosjc *chy - isinx mhy, sinz =sinx-chy +icosx mhy,
chz =chxmosy + ishx siny, shz =shx ecosy + ichx esin

Teskari trigonometrik va teskari giperbolikfunksiyalar
83 sinw=z tenglikni ganoatlantiruvchi w soniga z kompleks sonning
arksinusi deyiladi va w=Arcsinz bilan belgilanadi. Bu funksiya
Arcsinz =—iLn(iz+V I-z2) kabi aniglanadi.
Kompleks sohadagi boshga teskari trigonometrik funksiyalar quyidagi
formulalar bilan aniglanadi: o
Vi1i), Arctg =k (z d=1),
2 itz
1 7z .
Arccth—?Ln-Z-:-i (z o).
S shw=z tenglikni ganoatlantiruvchi w soniga z kompleks sonning
areasinusi deyiladi va w=Archz bilan belgilanadi. Bu funksiya
Arshz = Ln(z +Vz2+ 1)kabi aniglanadi.
Kompleks sohadagi boshga teskari giperbolik funksiyalar quyidagi
tengliklar bilan topiladi:

Archz=Ln(z+V? -1), Arthz=—Lnl* Arcthz-—Ln"-"-,
2 1-z 2 z-l

9-misol. Hisoblang:
HLn(l-i); 2)I'*"; 3) sin(2-/); 4) cos(l +/y;
5) ch(2-3i); 6) Arccos2; 7) Arctg(2i); 8) Arcch(2i).
® Hisoblami kompleks o°‘zgaruvchili elementar funksiyalaming
formulalari va ular o‘rtasidagi munosabatlami ifodalovchi tengliklardan
foydalanib, bajaramiz.
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1) z=1— sonning moduli va argumentini topamiz:
r=|zl=dl2+12=41, <p=wgz=arctN-YN-~—s
Bundan

Ln(l- )=Inn2+ +  2forj =~1n2+/a”- A+ 2A, keZ.

1+M

2)i =e(#* =e b 1=eb J-eU J=

-[>2fcrl i+2f)
e ]

=e - J=i-e keZ.

3) sin(2 - /) =sin2cA(-1) + /cos2iA(-1) =sin 2chl - /cos2sh\.

4) cos(l +/) = coslcW - /sinLyM.

5) cA(2- 3i)=cA2cos(-3) + ijA2sin(-3) = c/»2c0s3 - WA2ZsIn3.

6) Arccos2=-iLn{2 + n/22-1) =~/Z«(2 +73) =-In(2 + V3) + 2/br, AeZ.

NNre*w ~n
=W+ »+ 2 =a' "+ 2" +/yN', Ke Z

8) Arcch(2i) = Ztj(2/ + ni(2r2-1) = £n(2/ +/75) =
=Z«(/(2+V5) = In(2+V5)+/A + 2 % j, keZ. O

Mashglar
2.2.1. /(z) funksiyaning berilgan argumentdagi giymatini toping:
1) w=z3-z, z=I+/ 2) w=z3- 2z2+5z, z=1-i;

3) w=z7+z5 z=—/—; 4) w=-"-+—2z7=2+2/.
2 2 |zf z

2.2.2. [(z) funksiyaning z,va zhugtalardagi qiymatlarini toping:
1) W=-Zr, z =1+/, z2=3-2/, 2) W:-ri-Z/, z,=1-1/, 22:’5.
2.2.3. /(z) =u(@>0+;v(x,>0 ( bu yerda z=x+iy) funksiyaning hagiqgiy
va mavhum gismlarini toping:

1) /(z) =(2)3+2/-1; 2) I(z)=2/- z+iz2
3) / (z) =Re(z2) +/1m(z2); 4) /(z) =Re(z2+/) +/Im(z2-/).»
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2.2.4. Hagigiy  u(x,y)va mavhum  v(jc,>Oqgismlariga  ko‘ra
/(z)funksiygmi toping:

u =x,v=*-y; 2) u=x+y, Vv=X-Yy,
Nu=—-T'v VL BN «=v=2:
X2+yY Xr+y?2 X y
2.2.5. Haqiqiy o‘zgaruvchilami kompleks shaklida yozing:
1) x2+2x+Y2~-yY =4 2) x+y+xy=1

2.2.6. w=f(z) funksiyaning berilgan nuqtadagi barcha giymatlarini
toping:
1 W=;‘/4_ril-, 20=i; 2) w=Vi+Vz, z0=-I.
Z-

2.2.7. rOnuqgtaning berilgan akslanishdagi shaklini toping:

X
1) z0=3- 2h w:-z; 2) *>=— >WE=(z+/)3

2.2.8. y =2 chizigning w= Zakslantirishda (w)tekislikdagi aksini
toping.
2.2.9. *=-1 chizigning w=s2akslantirishda (V)tekislikdagi aksini
toping.
2.2.10. Umitlami toping:

1)1|7|’___+4, r)\_I_r_2+g\rr+,3.
S imzi(d - 3g DUpe T

2.2.11. w=r2funksiyaning istalgan 2da uzluksiz boiishini ko‘rsating.
2.2.12 #="? funksiyaning istalgan zda uzluksiz bo‘lishini ko ‘rsating.

2.2.13. Hisoblang:

1) 2) er; 3) e(f+oi; '‘4) 1n(-5);
5) /n(2n/3/-2); 6) Lni; 7) (-1); 8) (-3)";
9) (3-4N1; 10) sin(l + 20; 11) sini; 12) ctgm;
13) cAi; 14) sh(i- 2); 15) thm; 16) Arcsin2;
17) Arctg3i; 18) Arctgyfb; 19) Arshi; 20) Arcbl—X.
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2.3. KOMPLEKS 0 ‘ZGARUVCHI FUNKSIYASINI
DIFFERENSIALLASH

Funksiyaning hosilasi. Differensiallash qoidalari.
Analitik funksiyalar. Konform akslantirish

2.3.1. Kompleks tekislikdagi biror G sohada bir giymatli w=/(z)
funksiya aniglangan bo‘lib, zeG, z+AzeG, Aw=/(z +Az)- f(z) bo‘lsin.

H Agar Az har ganday yo‘l (gqonun) bilan nolga intilganda ham o

z

nisbat yagona limitga intilsa, bu limitga /(z) funksiyaning z nuqtadagi

hosilasi deyiladi va f'{z), w'(z), ~ laming biri bilan belgilanadi:

FC) = W7 = e Ar
z nugtada hosilaga ega bo‘lgan w=f(z) funksiyaga shu nuqtada
differensiallanuvchi (yoki monogen) funksiya deyiladi.
Teorema. Biror G sohada aniglangan w=f(z) =u(x,y) +iv(x,y) funksiya
shu sohaga tegishli t nuqtada differensiallanuvchi bo‘lishi uchun bu nugtada
u(x,y), v(x,y) funksiyalar differensiallanuvchi bo'lishi va Koshi-Riman (yoki

Dalamber-Eyler) shartlari deb ataluvchi
du_dv du_ dv

dx dy’ dy dx
tengliklar bajarilishi zarur va yetarli.
Bu tengliklar Koshi-Riman shartlarining yagona shakli emas:
z=ret kompleks o'zgaruvchi f(z)=u(r,<p)+iv(r,<p) funksiyasining
haqiqiy va mavhum gismlari
du(r,p)_ ldv(r<p) dv(r,g>) _ 1du(r,ip)
dr r dp ° dr r doop
tengliklar bilan bog'lanadi, bu yerda r,<p-(x;y) nuqtaning qutb koordinata-
lari;
/(z) = R(x,y)eNg®y) funksiyaning moduli va argumenti
dR_ro® B8R 3P
X Ay’ By dx’
tengliklar bilan bo‘g ‘lanadi.
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Koshi-Riman shartlariga ko'ra w=f(z) funksiyaning z nuqtadagi
hosilasini quyidagi formulalardan biri bilan topish mumkin:

.:@_F.dv .:dv+.dv f\’z):-du— Id_u /(z)':ﬂ-r'%‘
dx dx dy dx dx dy dy dy
rfdu .51 , 1fdv .du)
/<r)*daT'*}
2.3.2. <S> Kompleks o'zgaruvchi funksiyasi hosilasining ta’ri

haqiqiy o'zgaruvchi funksiyasi hosilasining ta’rifiga o‘xshash bo'lgani
sababli kompleks o'zgaruvchi funksiyasi uchun haqgigiy o'zgaruvchi
fUnksiyasining differensiallash goidalariga o'xshash qoidalar kelib chigadi.

Jumladan:

L (f(z)xg(z)y=fb)xg'(z), f(z),9(z)- differensiallanuvchi
funksiyalar;

2. (J(2)=9(2))" =F'(2) m(z) +/(z) *9’(2);

3 few , 0>

\g(z)J 9 (2)
4. (f(<p(2))' = agar «Kz) funksiya z nugtada differensialla-

nuvchi va f(w) funksiya w=f(z)nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa;

5. /'00 =—-i|-y »aéar biror z nuqtada /(z) funksiya differensialla-

nuvchi, /"'O") teskari funksiya mavjud va (/_l(w))'* 0 bo'lsa;
6. w=e’, w=sinr, w=cosz, w=shz, w=chz, w=z"{ns N) funksiyalar
kompleks tekisligining har bir nuqtasida differensiallanuvchi, w=tgz

funksiya z=" +kn (keZ) nuqgtalardan boshqga nuqgtalarda va w =thz funksiya

z = (f +2forj «i (ke z) nuqtalardan boshga nuqtalarda differensiallanuvchi;

7.w=Lnz, w=a‘ (a ®0, a- kompleks son), w - z* (kompleks son) funksiya-
lar uchun nolga teng bo'Imagan istalgan z nugtaning atrofida bir giymatli
yaproq topish mumkinki, bu funksiyalar z nuqtada differensiallanuvchi
bo'ladi;

8. 6-7 bandlarda keltirilgan funksiyalar uchun hagigiy o'zgaruvchi
funksiyalarining hosilalarjadvaliga o'xshash formulalar o'rinli bo'ladi.

Masalan, (ez)'=e°, (th)':a)Sz\/Z*E+K>K(AeZ)j|, (an)':-Z (z*0).
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1-misol. w=f(z) funksiya uchun /'(z) hosila mavjud boiadigan
nuqtalami ko‘rsating va bu nugtalardagi hosilani toping:
Dw =iz; 2) w=5xy-9x +18y +i(2x2-2Yy 2); 3) w=cosz; 4)w=Lnz.
® 1) z=x~iy ekanidan w=iz=i(x-iy) =y +ix boiadi.
Bundan u=y, v=x kelib chigadi.
Hvav funksiyalaming xususiy hosilalarini topamiz:
—=0, fUl, ~ =1 » =0
Ax ny X dy
Bundan
du dv . du , , dv

A== oy = dx
ya’ni Koshi-Riman tengliklarining ikkinchisi bajarilmaydi.
Demak, berilgan funksiya kompleks tekisligining hech bir nugtasida
hosilaga ega boimaydi.

2) w=5xy-9x +\%y+i(2x2-2y2) da u=5xy-9x +\8y va v=2x2-2y2

i/vav funksiyalaming xususiy hosilalarini topamiz:
dv dv _

du ,  du_ _ _
dx_gy 9’ dy—5x+18, dx—4x, ay 4y.
Koshi-Riman shartlariga ko ‘ra funksiya hosilaga ega boiadigan nuqtalarda
f5j- 9=-4y,
{5jct18 =-4x

boiishi kerak. Bundan x=~2, y =1
Demak, berilgan funksiya kompleks tekisligining z0=-2 +/nuqtasida
hosilaga ega boiadi. Bu hosilani topamiz:

= (5y- 9+ /AL)F =5¢1- 9+/4o(-2)=-4 - 8.

3) w=cosz =cosxchy - /sinxshy ekanidan n=cosxchy va v=-sinxs%.
U holda

%:-smjcchy, d—u-cosxshy, ﬂ:-cosxshy, ﬂ:-sinxchy.
oxX dy dx dy

Demak, berilgan funksiya uchun butun kompleks tekisligida Koshi-
Riman shartlari bajariladi. Bu funksiyaning hosilasini topamiz:

w(z) = i + i& ~ -sin xchy - icosxshy = -(sin xchy + cosxshy) =-sinz.
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4) w=Lnz =Inr +i{(p+ 210K ekanidan u=Inr va v=<p+ 210K
Koshi-Riman shartiarining qutb koordinatalardagi ko‘rinishiga ko‘ra
m 1 5m dv
dr r’ dp ' dr ° dip
Bundan
du 1 1dv dv_q__1du
dr r rd<p’ dr rdg>’
ya’ni Koshi-Riman shartlari z=0 nuqgtadan boshga barcha nugtalarda
bajariladi. Bu funksiyaning hosilasini topamiz:
r(du ,dv\ r(1 ,J0 1
= —+I- rIo_ (]

2.3.3. L G kompleks sohaning har bir nugtasida differensiallanuvi
bo‘lgan bir giymatli w=/(z)funksiyaga G sohada analitik (yolomorf regular)

funksiya deyiladi.

z nugtada va uning biror atrofida differensiallanuvchi bo‘lgan bir
giymatli w=f(z) funksiyaga z nuqtada analitik funksiya deyiladi.

Bir giymatli w=/(z) funksiya analitik boiadigan nuqtalarga to'g'ri
QGegular) nugtalar deyiladi. Bir giymatli w=/(z) funksiya analitik
boimaydigan nuqtalarga esa maxsus nuqtalar deyiladi.

) w=f(z) analitik funksiyaning z nuqtadagi differensiali dw deb
Aw orttirmaning bosh gismiga aytiladi, ya’ni dw=f'(z)Az yoki dw=f'(z)dz.

&> Agar w=f (z) =u{x,y) +iv(x,y) funksiya biror kompleks G sohada
analitik boisa, u holda bu funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari Laplas

tenglamasi deb ataluvchi EI - +—d7~:0 tenglamani ganoatlantiradi, ya’ni
X \"
E1l d'v n
dx2+ddy °  dx2+d¥
boiadi.
Laplas tenglamasini ganoatlantiruvchi  funksiyalarga garmonik

funksiyalar deyiladi. Demak, analitik funksiyalaming hagigiy va mavhum
gismlari garmonik funksiyalar boiadi.

2-misol. w=f(z) funksiyaning analitik yoki analitik emasligini
tekshiring: 1) w=z2; 2) w=zRez.

® 1) w=r2=(jc+iy)2=x2- y2+i2xy ekanidan, u-x2- y2,v =2xy.
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«va v funksiyalaming xususiy hosilalarini topamiz:

du du dv dv

—=2% —=2y, —=2y, —=2X

dx dy 4 dx Y dy
Koshi-Riman shartlarining bajarilishini tekshiramiz:

—~2X~—_ du-_2 -
dx dy’ dy = ~  dx

Demak, butun kompleks tekisligida Koshi-Riman shartlari bajari]acji va
berilgan funksiya bu tekislikning barcha nuqtalarida analitik bo‘ladi.

2) w=zRez = (x +iy)x=x2+ixy ekanidan
du_p, g dv_ v
dx dy dx dy
kelib chigadi. Bu hosilalardan ko‘rinadiki, Koshi-Riman shartlari
uchun x=0, y =0 boiishi kerak. Demak, funksiya bitta (0;0) nugtad”
hosilaga ega. Shu sababli w=zRez funksiya analitik emas. O

2.3.4. (z2) kompleks tekisligining biror G sohasida w=f(z) analitik
funksiya berilgan va G sohaning qo‘zg‘almas zOnuqtasida /'(z0)*0 bo'lsin

Bunda: 1) |/'(z0)| kattalik w=/(z) akslanishning z0 nuqgtadagj cho‘zi-
lish xarakterini aniglaydi: k=\f'(za)\ kattalik j/'(z0)|>| bo‘lganda cho‘zilishni
koeffitsiyenti, |/'(z0)|<| bo‘lganda esa sigilish koeffitsiyenti deyiladi ( hosila
modulining geometrik ma hosi);

2) arg/'(z0) kattalik / egri chizigga zQnuqtada o‘tkazilgan iirunmani
L egri chizigga w0 nuqtada o ‘tkazilgan urunmaga qadar burish burchagini
(burilish burchagini)ifodalaydi (hosila argumentining geometrik nuwn08"

9 z0 nuqtada burchakning saqlanishi va cho‘zishning 0‘zg”~”jjgj
xossalariga ega bo‘lgan w=f(z) akslantirishga konform akslantirish
deyiladi.

Agar konform akslantirishda burchak hisobining yo‘nalis))i ham
0°‘zgarmasa, bunday akslantirishga I tur konform akslantirish deyiladi,

Agar konform akslantirishda burchak hisobining yo‘nalishi garama-
garshisiga o‘zgarsa, bunday akslantirishga Il tur konform akslm ffrish
deyiladi.

Shunday qilib, agar (z)kompleks tekisligining biror zOnugtasida
w=f(z) funksiya analitik va f'(z0)* 0 boisa, uholda bu nugtada
akslantirish konform bo‘ladi.
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3-misol. m=z2akslantirishning z0=V2(l +i) nugtadagi cho‘zilish
koeffitsiyentini va burilish burchagini toping.
=272(1 +1i) bo‘ladi. U holda

® w =2z ekanidan

*=|2n2(1+]|)|=4, D= 94 O

Mashqlar

2.3.1. w=/(z) funksiya uchun f*(z) hosila mavjud
nugtalami ko'rsating va bu nuqgtalardagi hosilani toping:

1) w=zlmz;
3) w=zRez2;

S

7) w=2z4;
9) w=sin(/z);

2) w=\z\2;
4) w=z2- Re(z + 22);

6)

8) w=Ln(z2);
10) w=ishz.

2.3.2. w=f(z) funksiyaning analitik yoki analitik

tekshiring:
1) w=(x3-3xy2) +i(3x -y 3);

) w-ed;

5) w=e*cosy +ie*siny;

2) w=(x2+y2)-i2xy;
4) w=sin—
) w=si 2

6) w=1In(z2).

2.2.3. Berilgan \jc>) mavhum qismiga ko‘ra w=/(z)

toping:
1) v(x,y) =2x2- 2y 2+X;

2) v(x,y) =e*siny.

2.2.4. Berilgan u(x,y) haqgiqiy gismiga ko‘ra w=f(z)

toping:
1) u(x,y) =x2-y 2-x;

2) u(x,y) = chxcosy.

bo'ladigan

emasligini

funksiyani

funksiyani

2.3.5. w=/(z) akslantirishning zo nuqtadagi cho'zilish koeffitsiyentini

va burilish burchagini toping:
) w=z\ z0=1+z
3) w=sinz, z0=0;
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23 6. (w) kompleks tekisligining sigilish va cho‘zilish sohalarini
aniglang:
Vw =:1+2z T w—-
z

2.3.7. Berilgan akslanishda cho‘zilish koeffitsiyenti k=1bo‘ladigan
nugtalar to ‘plamini aniglang:
Dw =z1-iz; 2)w =-2z\

2.3.8. Berilgan akslanishda burilish burchagi (p=0 bo‘ladigan nuqtalar
to‘plamini aniqlang:

) w—z1+iz\ 2) w=~—
z

2.4, KOMPLEKS 0 ‘ZGARUVCHI FUNKSIYASINI
INTEGRALLASH

Kompleks o'zgaruvchi bo'yicha integrallash.
Koshi teoremalari. Boshlang'ich funksiya va anigmas integral.
Koshining integral formulasi

24.1. Kompleks tekislikdagi biror G sohada boshlang‘ich nugtasi
z0 va oxirgi nuqgtasi zn bo'lgan silliq yoki bo‘lakli sillig L egri chizig
berilgan bo‘lib, bu chizigda kompleks o‘zgaruvchining f(z) fixnksiyasi

aniglangan bo‘lsin.
L egri chizigni z0zt,....zn nuqtalar bilan n ta elementar y0y,, _,

yoylarga bo‘lamiz va quyidagi limitni garaymiz:
lim]i f (g t)Azk, (4.1)
k=0
buyerda, &eyk &t = -* a= it - Yt yoy uzunligi, k=0,«-1.

85 Agar (4.1) chekli limit L egri chizigni yoylarga bo‘lish usuliga va bu
yoylarda nugtani tanlash usuliga bog‘liq bo‘Imagan holda mavjud bo'lsa,
bu limitga /(z)funksiyadan L egri chiziq bo'yicha olingan integral deyiladi
va /L/(-)<& kabi belgilanadi:

\fi2)dz=\mifgZ Ohzk (4.2)
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1-teorema {funksiya integrallanuvchi bo 1ishining etarli sharti). Agar
/(z) funksiya L egri chizigda uzluksiz boisa, u holda u shu egri chiziq
bo'yicha integrallanuvchi boiadi.

O \fif)dz integral haqiqiy o‘zgaruvchili funksiyalaming ikkita Il tur
egri chiziqli integraliga keltiriladi:
1f{z)dz =fu(x,y)dx - v(x,y)dy + i\v(x,y)dx + u(x,y)dy. (4.3)

Agar L egri chiziqg y =y{x) (a<x<b) tenglama bilan berilgan boisa,
(4.3) integralda y = X*), dy =y\x)dx o0‘miga qo'yish bajariladi.

Agar x=x(t),y =y(t) (a<t<P) tenglamalar L egri chizigning parametrik
tenglamalari boisa, z=z(t)=x(t)+iy{t) tenglamaga L egri chizigning
kompleks parametrik tenglamasi deyiladi.

Kompleks parametrik tenglamada (4.3) integral

Jf{z)dz =|f{z{t))z"{t)dt (4.4)
ko‘rinishda yoziladi.

/(z) funksiyadan L egri chizig bo‘yicha olingan integral haqiqiy
o‘zgaruvchili funksiyaning aniq integrali va egri chizigli integrali
bo‘ysunadigan xossalarga ega boiadi.

1-misol. Integrallami berilgan egri chiziq bo‘yicha hisoblang:
1) \L{z-lm.z)dz, L: z, =0, z2=2 +4f nuqtalar orasidagi to‘g‘ri chiziq
kesmasi;
2) If_Z L: markazi z0=a nuqtada boigan R radiusli aylapa, bunda
-a
aylanib o ‘tish soat strelkasi yo‘nalishiga teskari;
3) flmzdz, L: y =2x2parabolaning z =0, z2=1+ 2inuqtalar orasidagi yoyi;

4) J(y2+x+x2)dz, L: z,= 2 - z2=3+2/ nuqtalar orasidagi to‘g‘ri chiziq

L
kesmasi.

® 1) z,=0, z2=2+4/ nuqtalar orasidagi to‘g‘ri chizig kesmasi
x=t,y=2t (0</<2) parametrik tenglamalar bilan beriladi. Uning kompleks

parametrik tenglamasi z=r(l+2/)ko‘rinishda boiadi. Bundan dz = (\ + 2i)dt.
U holda

Iz - Imz)£ =1(f(1- 20 - 22)(1+ 2i)dt =
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= (1+ 2i)2]dt: (-3 + 4/)— =2(3-41).

2) Markazi z,=a nuqtada bo‘lgan R radiusli aylananing kompleks
parametrik tenglamasi z=a+R-e* (0<t<2n) ko‘rinishda bo'ladi. Bundan
r- a=Rm", dz=Rie"dt. U holda
, dz  2Rie“dt .
[ZFO=bKE6~ =,60 =,/> =24r-
3) y=2x2 parabolaning zt=0, -.=1+2; nuqtalar orasidagi yoyida
0<x<1, dy=Axdx bo'ladi. Bunda \mzdz =y(dx +idy)-2x1(\ +iAx)dx bo'ladi.
U holda

[Imzdz = J(2x2+ /8xJ)dx =| 2— + i2X"

4) z,=2-/, z2=3+2/ nuqtalar orasidagi to'g'ri chiziqg kesmasi
tenglamasini topamiz:

x-2 1y +1, y =bx-1, 2<x<b.
3-2  2+1
U holda
Jem2+ x +xA)dz =J((3x - 1)1+ x + ix2)(dx + /3dx) =
L 2

=f(9x2-41x + 49 +ix2(\ + 3i)dx=\(6x2-41x + 49 +/(28x2-123x + 147))c& =

=f2x3-~-x2+49x

= R L

2.4.2. 2-teorema ( Koshining 1- teoremasi). Agar bir bog'lamli yopiq
G sohada f(z) funksiya analitik bo'lsa, u holda G sohada yotuvchi har
ganday L yopiq kontur bo'ylab /(z) funksiyadan olingan integral nolga teng
bo'ladi, ya’ni
§f(z)dz =0.
L
1-natija. Agar bir bog'lamli G sohada /(z) funksiya analitik bo'lsa,
u holda /(z) funksiyadan olingan integral integrallash yo'liga bog'liq
bo'Imasdan, balki bu yo'lning boshlang'ich zo va oxirgi z, nugtalariga
bog'liq bo'ladi.
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2-misol. J 3—mmintegralni |z-2i|=laylanabo‘yichahisoblang.

Lz —1
® Eyjl fimksiya kompleks tekisligining r, =-1 va z2=1 nuqtalaridan
boshga barcha nuqtalarida analitik. Bu nuqtalar L aylanadan tashqarida

yotadi. Shu sababli integral ostidagi funksiya L kontur bilan chegaralangan
sohada analitik. U holda Koshining 1-teoremasiga ko‘ra /(z) funksiyadan

L kontur bo‘yicha olingan integral nolga teng, ya’ni

fpVv,”- ®
3-teorema ( Koshining 2-teoremasi). Agar ko‘p bogiamli yopiq
G sohada /(z) funksiya analitik boisa, u holda bu funksiyadan tashqi
kontur bo‘yicha olingan integral ichki konturlar bo‘yicha olingan integrallar
yig‘indisiga teng bo‘ladi:
i$;cf(z)dz E(z)dz + I!‘jf(z)dz +.. +H(z)dz,

bunda barcha konturlar bo‘yicha yo“‘nalish soat strelkasi yo‘nalishiga teskari
olinadi.

2.4.3. B G sohaning barcha nuqtalarida F'(z=f(z) boisa, F(z)
funksiyaga G sohada /(z) funksiyaning boshlang'ichfunksiyasi deyiladi.

/(z) funksiyaning G sohadagi boshlangich funksiyalari to'plami
F{z) +C ga f{z) funksiyaning anigmas integrali deyiladi va\f(z)dz kabi
belgilanadi.

Agar F(z) funksiya /(z) funksiyaning boshlangich funksiyasi boisa,

\f(z)dz =\f(z)dz = F(z2)-F(z,) (4.5)
L z,

Nuyton-Leybnisformulasi o‘rinli boiadi, bu yerda z,, z2-L egri chizigning
boshlangich va oxirgi nugtalari. _
3-misol. Integrallami hisoblang: 1) 1f/22:fc; 2) f2 coszdz.

® 1) Integral ostidagi z2 funksiya butun kompleks tekisligida analitik.
Shu sababli uning z =i nugtadan z2=1- r nuqtagacha integrali integrallash

yoiiga bogiig-boimaydi.
Bu integralni Nuyton-Leybnis formulasi bilan hisoblaymiz:

=3(&- 3/+3/2- i3- i3):5Q/- 3/-3+20=
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2) rcos; funksiya butun kompleks tekisligida analitik. Shu sababli
boMaklab integrallash usulini va Nuyton-Leybnis formulasini qo'llab,
topamiz:

u=z, du=dz, ) )
\z coszdz = . =Zsinz* - Jsinzdz=
dv = coszdz, v=sinz

=/sin/ +cosrf =/eishl +cos/-1 =chi-shl-1. O

2.4.4. 5-teorema. /(r)-bir bog‘lamli yopiq G sohada analitik,
.-G sohada yotuvchi D sohaning chegarasi bo‘lsin. U holda

2miz- 20 (4-6)

formula 0‘rinli bo‘ladi. Bunda z0-G sohaning ixtiyoriy ichki nugtasi va
L kontur bo‘yicha integrallar musbat, ya’ni soat strelkasi yo'nalishiga teskari
olinadi.

(4.6) tenglikning o‘ng tomonidagi integral Koshi integrali deb ataladi.
(4.6) formulaga Koshining integral formulasi deyiladi.

Bu teorema ko“p bog'lamli sohalar uchun ham isbotlangan.

Bu teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi.

2-natija. z0 nuqtada differensiallanuvchi har ganday /(z) funksiya
uchun barcha tartibli hosilalar mavjud boiadi. Bunda n—tartibli hosila

2mi(z-za)
formula bilan aniglanadi.
3-natija. zO0nuqtaning f(za) hosila mavjud bo‘lgan atrofida f{z)
funksiya yaqginlashuvchi
[(z) =f{za) +f - 200+ 2 -znY +.. 4+ m -zj +. (4.8
gator bilan berilishi mumkin.

4-misol. J———— -<k integralni aylanib o‘tish soat strelkasiga

teskari yo‘nalishda hisoblang, bunda:
1) L: |z-121laylana; 2) L:|z|="aylana; 3) L:|z-1+i|=V2aylana.
® 1) Integralni quyidagicha yozib olamiz:
9*

J ————————-dz= J ? +7dz
FME +D)z—) z—
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Bunda /(z) = T funksiya )z -1|< | sohada analitik. Va z0=1 nuqta bu
sohada yotadi. U holda (4.6) formulaga ko‘ra

b2 =2 e -,
O., o +Yh)%@z-2) 22+I
2) \z2\<! sohada integral ostidagi  2—A— —fimksiya analitik.

U holda Koshining 1-teoremasiga ko‘ra

m]L(z (- 1)

3) L:\z-\ +i\<4l sohada integral ostidagi funksiyaning maxraji nolga
teng boiadigan ikkita nuqta bor: z =1, z2=i. Shu sababli (4.6) formulani
to‘g‘ridan-to‘g‘ri qoilab boimaydi. Integral ostidagi funksiyani sodda
kasrlarga yoyamiz:

ze* _ (z- et~ ¢
(z2+1)(z-1) 2(z +1) 2(z-1)

Bunda har bir gqo‘shiluvchi funksiyaning integrali uchun (4.6) formulani

qoilab topamiz:

(z-1)e’
, ze* ,h e’ lr z+i 1, .
i(z2+1)(z-1) 21 z2+1 21z-| 21 z-f 2iz-1
= —n--—---- + (=—1- /e +ml. O
Z+ ]
5-misol. ----mtegralnl |z|=2aylana bo‘yicha hisoblang.
I(Z N2Az-i)
® (z+1)(z-1) ifoda z,=-1 va z2=| nuqtalarda nolga teng. Bu
nugtalami markaz deb olib, X va 12 aylanalami shunday quramizki, bu
aylanalar |z|<2 doirada toiig joylashsin. L, L2 aylanalar bilan

. . . . A
chegaralangan uch bogiamli sohaning barcha nugtalarida @+ D (Z°1
funksiya analitik. U holda Koshining 2-teoremasiga ko‘ra

f chzdz _ f chzdz ,  Chzdz

i(z+1f (z2- D" 1z +D2Az-1) +1(z + DAz-1)’
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Bu integrallardan birinchisida integral ostidagi funksiyani
chz
chz z-\
(z+h2(z-1)« (z+1)2

ko‘rinishda yozib olamiz. - funksiya i, sohada analitik.
U holda (4.8) formulaga ko‘ra

chz
r Czx__=1_Z "~ (he2d _ y2sh\- chi
i(z+1)j(2-1) Uz+iy u-v
Ikkinchi integralni shu kabi topamiz:
chz
chzdz _ riz+12 dz = zm._chz_ _ m._chl
E(z+D2z-1) u z4 (z+1 2
U holda
chzdz =m'25h|'Ch|-roT'C—h':shim,' o
i(z+D)2(z-1) 2

6-misol. fz~2sin*dz integralni aylanib o‘tish soat strelkasiga teskari

2.
yo‘nalishdahisoblang, bunda: L: |z-l1|=2aylana.
® L:|z-121=2 aylana z0=~ nugtani o'z ichiga oladi.
U holda (4.8) formulani go‘llab, topamiz:

ﬁzf-gilﬂf-dzzzin(z-zsmz) 1£=2M2-om O
i(~ K 2! ro|

7-misol. IJE)sin"lxdx integralni hisoblang.

z=e“ 0‘miga qo‘yish bajaramiz.
éjuri&aﬁ simn= if z—° , smCX:——l———(—%—z——_l)“, dx gz
2V Z) 6 z

U holda
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M ashqlar

2.4.1. Integrallami berilgan egri chizig bo‘yicha hisoblang:
1) /(1+/- 2s)dz, L: z, =0, z2=1+i nuqtalar orasidagi to‘g ‘ri chiziq

kesmasi;
2) JRe(2z)et, L: z, =0, z2=5- 3/ nuqtalar orasidagi to‘g‘ri chiziq kesmasi;
L

3) IJ_—Imrfifc, L: z =1+/, z2=2 nuqtalar orasidagi to‘g‘ri chizig kesmasi;
4) | (z2- 3iz)dz, L: z, =1 z2=/ nuqtalar orasidagi to‘g‘ri chiziq kesmasi;
L
5) i]|Z| :dz, L: |z|=] yuqgori yarim aylana, bunda aylanib o‘tish soat

strelkasi yo‘nalishiga teskari;

6) JI; M L: |z- 3+2/1%=1yuqori yarim aylana, bunda aylanib o‘tish

soat strelkasi yo‘nalishiga teskari;
7) J(Z2+zz)afe, | : >=jc2parabolaning z, =0, z2=1+/ nuqtalar orasidagi

yoyi;
8) |Re(z2-z)dz, L: y~Ix1parabolaning z =0, z2=1+2/ nuqtalar
L

orasidagi yoyi;
9) Jsinzdz, L: z, =0, z2=/" nuqtalar orasidagi to‘g‘ri chiziq kesmasi;

10) {_e*dz, L: z =0, zs=n +m nugqtalar orasidagi to‘g‘ri chiziq kesmasi.

2.4.2. \deb integralni z,=-1, z2=1 nuqtagacha hisoblang:

1) L:to‘g‘ri chizig kesmasi; 2) L:|z|=1yuqori yarim aylana;
3) L: y =I-x2parabola yoyi.

2.4.3. Jimset integralni z, =-/, z2=i nugtagacha hisoblang:
L
1) L:to‘g‘ri chiziq kesmasi; 2) L: [z]=1 o‘ng yarim aylana;

3) I: x=1-j2parabola yoyi.

2.4.4. i7 43 integralni je=2cos/, jy=sinr ellips bo‘yicha hisoblang.

2.4.5. t@- 1) integralni Jz [:3—aylana bo‘yicha hisoblang.
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2.4.6. Integrallami hisoblang:

2 I{
1) [(3z2+ 2z)ck; 2) f(z2- z+1)dz;
3 {sinzdz; 4) j(z +icosz dz;

) i ) i § )
5) \chzdz; 6) Jze'cfc;
0 1
7) J(cos2z-2)fifc; 8) jzsinzdz.

) 0( ) ) JQ

2.4.7. Integrallami aylanib o‘tish soat strelkasiga teskari yo‘nalishda
hisoblang:

1) L-|z- /¥=laylana; 2) L: \z|=1 aylana;

Lz +1 L z
3) l7 - 47 L:|z-2 =3 aylana; 4) E-z_+i Z: |z|=2 aylana;

2, sinZfife

5) J--—Z:|z|= 4 aylana; 6) J—"2— , Z: |z-1|=1 aylana;
) JysZilzl=4ay ) =2 Zfz-l|=1 ay
7) Jsm~sm(z-1)» N \z\=2 aylana; 8)/°?— |, Z:|z|=4 aylana.

L zZ —Z Lz —7t

248. j f* integralni aylanib o‘tish soat strelkasiga teskari

yo‘nalishda hisoblang, bunda:
1) L; |z-3|=laylana; 2) Z:|z|=laylana; 3) Z: |z +3|=laylana.

eK(k
2.4.9. IZ_+ integralni aylanib o‘tish soat strelkasiga teskari
iz

yo‘nalishda hisoblang, bunda:
1) Z: |z|=iaylana; 2) Z:|z-2|=laylana; 3) Z:|r +/|="aylana.

2.4.10. J— e integralni aylanib o‘tish soat strelkasiga teskari

yo‘nalishda hisoblang, bunda:
1) Z: |z-l|=laylana; 2) Z: |z +l|=laylana; 3) Z:|z|= R,R* laylana.
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2.4.11. Integrallarni aylanib o‘tish soat strelkasiga teskari yo‘nalishda
hisoblang:

)] |z +2j=2 aylana; _r%smzdz L:|z|=3 aylana;
}iirw
o= . d
3) [—®—, I: |z|=] aylana; 4) ’ A|lr+231=1aylana;
t z 1(Z +2)z

sSm*-as . .
R (st(/i\Z T T S
517 b F -t:]z-i| ' 3ylim,; 6) {(ﬂ07> C: +*=1 aylana;

7) I_c o s i : =i aylana; iz r _
VAR z|=] ay 8)iJ i—, 2 r |=1 aylana

2.5. KOMPLEKS HADLIQATORLAR

Sonli qatorlar. Darajali gatorlar. Teylor qatori.
Analitik funksiyaning nollari. Loran gatori.
Maxsus nugtalarning klassifikatsiyasi

2.5.1. Hadlari c,,c2...,c,,... kompleks sonlardan iborat bo‘lgan
E c : y c , (5.1

gatorga kompleks sohada sonli gator deyiladi.
Hadlari cn=an+ibabo‘lgan (5.1) gatomi

e =B@ = IEA
ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda a,, -haqiqiy sonlar.
(5.1) gatoming birinchi »ta hadlarining yig‘indisi S, = = +»2A
k*I k*1

gatoming n-gismiyyig ‘indisi debataladi.

Agar gismiy yig‘indilar ketma-ketligi {s,} chekli limitga ega, ya’ni

=S bo‘lsa, (5.1) gatorga yaginlashuvchi gator, S ga gatoming
yig'indisi deyiladi.

® Agar {S} ketma-ketlik chekli limitga ega boimasa, (5.1) gatorga
uzoglashwchi gator deyiladi.
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Kompleks hadli i gatomi yaginlashishga tekshirish haqiqgiy

hadli ikkita f>,, va jr£> gatorlami yaqinlashishga tekshirishga keltiriladi.

1-misol. Ij(y\? »quatoming yaginlashuvchi ekanini ko‘rsating va
yig'indisini toping.
Berilgan gatoming haqgigiy va mavhun gismlaridagi haqiqiy hadli
gatorlami yozib olamiz:
al , 11 1 Nl , 11 1
+2+ 44+ "+ 2" £31 3 9 3™
Bu qgatorlaming har ikkalasi cheksiz kamayuvchi geometrik
progressiyalardan iborat. Shu sababli bu gatorlaming har ikkalasi

yaginlashuvchi va 5 =—1-=2, 52 gateng. U holda berilgan
2

1-1 l—
2 3

gator yaginlashadi va uning yig‘indisi 5=2-/-.

o

Kompleks hadli qatorlar nazariyasining asosiy ta’riflari, bir gancha
teoremalari va ulaming isbotlari haqiqiy hadli gatorlar nazariyasining mos
ta’rifva teoremalariga o'xshash bo'ladi.

1-teorema (gator yaginlashishining zaruriy alomati). Agar £c,, gator

yaginlashuvchi bo'lsa, u holda limc,, =0 bo'ladi.
9 Agar (5.1) gator hadlarmmg absolut giymatlaridan tashkil topgan
%iszk,I+kJ+k3|+...+kj+... (5.2)

gator yaginlashuvchi bo'lsa, (5.1) gatorga absolut yaginlashuvchi gator
deyiladi.

Agar (5.1) qator yaginlashuvchi va (5.2) gator uzoglashuvchi bo'lsa,
(5.1) gator shartliyaginlashuvchi gator deyiladi.

2-teorema. Agar (5.2) gator yaginlashuvchi bo'lsa, u holda (5.1) qgator

absolut yaqginlashadi.

&> Kompleks hadli gatorlami yaginlashishga tekshirishda hagiqgiy hadli
gatorlar uchun ma’lum bo'lgan musbat hadli gatorlar yaginlashishining
yetarli alomatlari qo'llaniladi.
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w(2-1Y
2-misol. ( J gatomi yaginlashishga tekshiring.

A Berilgan qator hadlarining absolut giymatlaridan iborat gatomi
garaymiz. Bu qator uchun [c,|= 2 1. Qatomi yaginlashishga Koshining

ildiz alomati bilan tekshiramiz:
HmVKI=lim 27" =hm --é-fll_:i;’ <1,

Demak, n-i gator yaginlashadi va berilgan gator absolut

yaginlashadi. O
2.5.2. LW Hadlari :=x+iy kompleks o‘zgaruvchining bir giymatli
fimksiyalaridan iborat bo‘lgan

N G GEEEOR
gatorga kompleks sohada funksional gator deyiladi.
8 Ushbu
écnz”:cQ+c,z+c&2+... +eor' +... (5.3)
ko‘rinishdagi funksional gatorga kompleks sohada darajali gator deyiladi,
bu yerda G,-kompleks sonlar (gatoming koeffitsiyentlari),
z=x+iy- kompleks 0‘zgaruvchi.
Shu bilan birga kompleks sohada
L,Ocn{z-zoy (5.4)

z- z0 ayirma darajalari bo‘yicha gator deb ataluvchi gator ham garaladi, bu
yerda zo-kompleks son.
z argumentning (5.3) qator yaginlashadigan nugtalari to‘plamiga bu
gatomingyaginlashish sohasi deyiladi.
3-teorema (Abel teoremasi). Agar (5.3) darajali gator z=z0# 0 nuqtada

yaqginlashsa, u holda u zning |z|< |zo1tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

nugtalarida absolut yaqginlashadi.
1-natija. Agar (5.3) darajali gator z=z0 nuqgtada uzoglashsa, u holda u
z ning |z |> |zo1tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha nuqtalarida

uzogqlashadi.
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Demak, Abel teoremasiga ko‘ra shunday R=\zQ(son topiladiki, zning
\z\<R, tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida (5.3) qator absolut
yaqginlashadi. Bunda 1zI<R tengsizlik kompleks tekisligining markazi z=0
nugtada yotuvchi radiusi R gateng doiraning ichki nugtalarini ifodalaydi.

R kattalikka (5.3) gatoming yaqginlashish radiusi, |z|<£ doiraga (5.3)
gatoming yaqinlashish doirasi deyiladi. Bunda (5.3) gator: doira ichkarisida
yaginlashadi va doira tashqarisida uzoglashadi; doiraning chegarasi boigan
Iz|=R aylanada yaginlashishi ham uzoqlashishi ham mumkiin.

(5.3) gatoming yaginlashish radiusi  i?=iim-4= yoki Ji=HT-

formula bilan topiladi.

(5.4) gatoming yagqinlashish doirasi |z-z0\<R, ya’ni markazi z=z0
nuqtada yotuvchi radiusi R ga teng doira hisoblanadi.

Darajali qator quyidagi xossalarga ega.

1°. Darajali gatoming yig‘indisi bu gatoming yaginlashish doirasida
analitik funksiya bo'ladi.

2°. Darajali gatomi o'zining yaginlashish doirasida istalgan marta
hadma-had differensiyallash (integrallash) mumkin. Darajali gatomi hadma-
had differensiyallash (integrallash) natijasida hosil gilingan gatoming
yaginlashish doirasi ham berilgan gatoming yaginlashish doirasi bilan bir xil
bo‘ladi.

3-misol. £(2 +2i)"z'"* gatoming yaginlashish radiusini toping.

® Berilgan gator uchun |c,|=|2+2/T=(78)”. U holda m

Retimyzlimopct = 4272 o
VIG| y(ve' 78 4

4-misol. ;:0;' Z" qatoming yaginlashish doirasini toping.

® Berilgan gator uchun ¢,=— ¢. =——. U holda
gandg ¢ n\ ¢ (r+ 1
=lin 5" =lig=c

Demak, berilgan gator markazi 0(0;0)nuqtada bo'lgan har ganday
doirada yadinlashadi. O
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2.5.3. 4-teorema. |z- zJ<Jldoirada analitik bo‘lgan har ganday /(*)
fimksiya bu doirada yagona tarzda

O2L=bchz-zgy, buyerdacy= =3y pp o0 0f («=123,). (5.5)
ko‘rinishda darajali gatorga yoyilishi mumkin, bu yerda, / -markazi
-Oboigan Iz - zb|<Rdoirada yotuvchi ixtiyoriy aylana.
(5.5) qatorga |z - z0Rdoirada qaralayotgan f(z) funksiyaning Teylo
' gatori deyiladi.
e\ sinz, cosz, cosz, In(l+z), (1+z)* funksiyalar z0=0 nuqta atrofida
Teylor gatoriga haqiqiy o zgaruvchlll funksiyalardagi kabi yoyiladi:

o —

1 e —V——|+z+—+—+ +_+ ., R=00;
nl 21 3 ul
2. sinz=Y »( I) 22+ Z____z_§_l_z_§_ K+(—|)221 NT=«3;
X (2n +1)! 3 5l (2/1+ 1)
(-Nrz2'_, z2 7" -hzz
.............. — 4+ +— et = N
3. cosr= %% i }4! “Fom vy &= 00;
4. b ,+0)" H N =14 4, H T £ 1+.,111
n»0  n e+al 2 3 ft
5 (itzr=i+|; "Z|hch I£i)z»=
H
=it«z+E£(g )N +,-.+g(gl D-(g-"xI>"+.., n=1
il 2! ul
xususan,

——=E£(O0"rT"=1--T+ 22+ .(F'2"+..., ———=E£T7=l+z+22+..+ 27+
1*Zz 1—Z2 w0

60.5-misoi. /(z) fonksiyalarni z0nugqta atrofida Teylor gatoriga yoying:
1)/(z) =sA3z, z0=0; 2) 1(z) :3— , 20=3; 3) /(z) =Inz, z0=1.

® 1)elva funksiyalaming zo=0 nuqta atrofidagi yoyilmalarini
e! funksiyaning z0=0 nuqta atrofidagi yoyilmasida mos ravishda z ning
o‘miga 3zva (-3z) ni qo‘yib topamiz:

en=F B cq43,4 (802, (323, (32"
% nl 2! 3 nl

£ nl ZA nl 2 3! nl
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U holda

n3z=AIE T =< A Hi3El =2
2 3 (2n+ 1t o(2m + 1)!

Bu gator butun kompleks tekisligida yaginlashadi.

«jan+l

2) Berilgan funksiyada almashtirishlar bajaramiz:
1 1 1 1 1

3-2z 3-2z-3+3) -3-2(z-3 3 1+2(._3)"
Er funksiyaning yoyilmasida z ning o‘miga -(,-3)n| go'yib,
z

topamiz:

Bu qator %(2-3) <1 yoki |z —3]<1doiradayaqinlashadi.

3) /(z) =Inz funksiyaning hosilalarini topamiz:
f\z) =K /'(z) =-"~, I'(2) =|-,..../19@)=(-irr ™.
U holda

Demak,
Inz :f Lnl\_ngzrrl)
Bu gatoming yaginlashish radiusini topamiz:
N=Vuw
Demak, bu gator |z—1[<1doirada yaginlashadi. O

2.5.4. 9 Agar /(z0)=0 bo'lsa, zo ga /(z) funksiyaning noli deyiladi.
Agar co=c, =c2=...=¢,,, =0 vae.jiO boisa, /(z)funksiyaning zonuqta

atrofida darajali gqatorga yoyilmasi
[(z)=cjz- z0)" +cmi(z- z0)“ *+..+¢,(z- z0)" +...
ko'rinishda bo'ladi. Bunda zo ga /(z) funksiyaning mkarrali noli deyiladi.
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Agar /a=1bo'lsa, z0ga f(z) funksiyaning oddiy noli deyiladi.
Funksiyaning darajali gatorga yoyilmasini
f(z) =(z- 20" <(2), bu yerda"Kz) =cm+ ¢, 4(z - z0) +...
ko'rinishga keltirish mumkin. Bunda zOnuqta cp(z) funksiya uchun nol
bo‘Imaydi.
6-misol. f(z) =z2sinz funksiyaning nollarini toping va ulaming tartibini

aniglang.
@ /(z) =z2sinz =0 tenglamaning yechimlari: z, =0, ziIh=ng (ne Z).

U holda
['(z) =2zsinz +z2cosr, /'(0)=0, f'(nn) = nrnrcoswrr &0;

f ’(z) = 2sinz+ Azcosz- z2sinz, /'(0) =0
I"'(z) =6cosz-6zsinz-z2cosz, f nf0) =6*Q.

Demak, z, =0 nol 3-tartibli, zIn=nn nol oddiy (1-tartibli). O

7-misol. /(z) :—_—r—]——-—funksiya uchun z0=0 nolning tartibini aniqlang.
z-sinz

® /(-)=_— = — S e D s
z-sinz r fi+£1+J £1_£1+,, +
A3 s )] 35 3 5
qo(z):-i----z’\ ----- bo'lsin. U holda f(z) =zi<gp(z. Bunda <p(z) funksiya
3 ¥ +™

z0=0 nuqtada analitik va ${0) =6*0.

Demak, z0=0 nol 4-tartibli. O
2.5.5. 5-teorema. r<\z-z0\<R (0<r<Ji<oo) halgada analitik bo'lgan

har ganday /(z) funksiya bu halgada

[(*)=1X (z- z0)", buyerda c,= n=0x1,%2..), (5.6)

v J

ko'rinishda darajali gatorga yoyilishi mumkin, bu yerda, L-markazi
z0bo'lgan r <1z - z01<R halgada yotuvchi ixtiyoriy aylana.

(5.6) gatorga r<\z- za\<R halgada garalayotgan /(z) funksiyaning
Loran qatori deyiladi.
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Funksiyaning Loran gatoriga yoyilmasi ikkita /O):%\cjz- Zj” va
—— qgismdan iborat. Bunda: S c»(z_zoY gatorga Loran
n-1(z—=zo)" »0
gatorining to'g'ri gismi deyiladi, u \z-z(s\<R doiraning ichkarisida f(z)
analitik funksiyaga yaqginlashadi; £ _(—OY gatorga Loran gatorining bosh
«e'(z-2
gismi deyiladi, u \z-z0\>r doiraning tashqarisida f2(z) analitik funksiyaga
yaginlashadi.
I X (z- z0)" gator r 4z- z0\<R halganing ichkarisida f{z)=f () +f2(2)
=3

analitik funksiyaga yaqinlashadi.

8-misol. /(z) funksiyalami zOnuqta atrofida Loran gatoriga yoying:
I)/(z):-zl-z 5‘2-:§0:]; 2)/(z) =, gzz"_ 5 20=0;

3)/(z) =cosf.—) z,=-I; 4)I(z)=

z+11 0 (z—l)%z-s)
<S> 1) Berilgan funksiyani sodda kasrlar yig‘indisiga keltiramiz:

4z-1) 4(z+3)

f2(z) funksiya |z-l|<4doirada analitik (z=-3,z=00 maxsus nugqtalar
doiraga tushmaydi). Shu sababli uni z0=1 nugta atrofida Teylor gatoriga
yoyish mumkin:

1 1 _1 1 = (r-1)~
4z-3) 4(z-1)+4) 16 1+1/r_n 164S 47
4

f(z) fimksiya |z-1|>0sohada analitik. Bu funksiya (z-l1)ning darajalari
bo‘yicha Loran qatori ko‘rinishida yozilgan.

Demak,

ft-n- ir="™ v tfVv
AR ' 42

ft
f ~ 4(z=1)—S 4% 5
2) z,=-2 va z2=1 nuqtalarda z2+z-2=0. U holda markazi z0=0
nugtada bo‘lgan uchta “halga” mavjud boiadiki, ularda f(z) funksiya

analitik bo“ladi:
a) |z|<ldoira, b) 1qz|<2 halga, c) |z|>2 soha -|z|<2doiraning tashqi
tomoni.
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Bu “halga”laming har birida f(z) funksiyaning Loran gatorini topamiz.
a) Berilgan funksiyani sodda kasrlar yig'indisiga keltiramiz:

1 111 1
/00_55+'z—1 2 j+E 1-z
Bundan
f(Z):-\(|--Z+Z—2-Z—3+ (1 4z2+22+23+.)=-3 A K1y
2{ 2 4 38 J oy
b) /(-) funksiyani 1</z|<2 halgada qatorga yoyamiz.
L ivaning ¢ "3 :
funksiyanin 1- 24 L2 34 qatori bu halgada
2

yaginlashadi, chunki |z |<2
s funksiyaning 1+z +z2+z3+... gatori |z|>1 sohada uzoqlashadi.
_Z

Shu sababli /(z) funksiyani quyidagicha yozib olamiz:
N1 1 11

e[+ -
1(z) 5 +£I' o
2 z
U holda
/(z)-:lE‘f-__Z_ 22 23 i1
J 2 2 4 8 J z 22 13
1,1,.,1. 1 z 2, *1Ixzm
=.H—=-4—H +-----1- =21
z3 22 z 2 4 8 Azt Tonp

¢) /(z) funksiyani |z|>2 uchun gatorga yoyamiz.

| funksiyaning +- +-L+”"-+..= qatori |z|>] sohadagi singari
z i zZ 7 z

|>2 sohada yaginlashadi.

11 ( * T3 ) .
---------- funksiyanin -11 <-4 22 4 ) gaton [z>2 1da uzoglashadi.
2 1+ £ y g 2 4 8 Jq o q

2
Shu sababli f('z) funksiyani quyidagicha yozib olamiz:
A*$)>l----l_ +_]______1
z 1+- * 1-i
z z
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Bundan
2 15 7

*) — — VAN 1
/I M=ild-]+=x +J+h+H H. + A
Shunday qilib, bitta /(z) funksiya uchun har xil halgalarda har xil

ko‘rinishdagi Loran qatorlar hosil gilindi.

3) — kasrni 1— — kabi yozib olamiz. U holda
2+1 Z+ ]

cosf— 1=cosfl— —) =coslcos-i-j—j +sinlsi .
z+1§l Y z+|} "z +JI)} n{Z+|j

sinz va cosr funksiyalami Teylor gatoriga yoyilmasi formulalaridan
foydalanib, topamiz:

. . (-1 i
cosf—| =cosl'X—-——— ~—~—+sinl-
U +1J Noewy ) ﬁgo(z«+|)!(z +1)

4) Cheksiz uzoglashgan nugtada 3<|z]<oco boiadi. U holda 1 <—3 <1

N ..

ni hisobga olib, topamiz:

W dhe 2394 Tyl dhagV 4—iri Fvas 5 '3
z
__tyt+ly3 dyI 43
2z£z"  2z7iz" 2% 74’
2.5.6. /(z) funksiya analitik bo‘lmaydigan nuqtalarga f{z) funksiyaning

maxsus nuqtalari deyiladi.
8 Agar z=z0 maxsus nuqtaning biror atrofida /(z) funksiyaning

boshga maxsus nugta boimasa, zO nuqtaga /(z) funksiyaning ajralgan

maxsus nugtasi deyiladi.
Agar zOnuqta /(z) funksiyaning yakkalangan maxsus nugtasi boisa, u

holda shunday R=>0 son topiladiki, 0<]z-zjctf halgada f(z) funksiya
analitik bo‘ladi va (5.6) Loran gatoriga yoyiladi.

Maxsus nugtalar /(z) funksiyaning bu nugtalar atrofidagi holatiga garab
uch turga boiinadi. Bu nuqtalarda /(z) funksiyaning Loran qatoriga
yoyilmasi turlicha boiadi.

Agar ,I[i_%f(z) chekli limit mavjud boisa, zOnugtaga /(z) funksiyaning

bartarafqilinadigan maxsus nuqtasi deyiladi. Bunday nuqtalarda Loran
gatori bosh gismiga ega boimaydi.



Agar E@ V(z) |0 bo'lsa, z0 nugtaga f{z) funksiyaning qutbi deyiladi.
Bunday nuqtalarda Loran gatorining bosh gismi chekli (nolga teng
bo‘lmagan) sondagi hadlarga ega bo'ladi. Agar z0 nuqta f(z) funksiyaning
qutbi bo'lib, Loran gatorining bosh gismi m ta hadga ega bo'lsa, z0nuqgtaga
funksiyaning m-tartibli qutbi deyiladi. m=1 da zOnugta oddiy qutb deyiladi.

Agar lim/(z) mavjud bo'lmasa, z0 nuqtaga /(z) funksiyaning muhim
maxsus nugtasi deyiladi. Bunday nuqgtalarda Loran gatorining bosh gismi
cheksiz ko‘p hadlarga ega boiadi.

Agar /(s) funksiya cheksiz uzoglashgan z = nuqgtaning biror 2<zj<=
atrofida (z = @ nugtadan boshqga nuqgtalarda) analitik bo'lsa, z nugtaga m
funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi deyiladi.

Cheksiz uzoglashgan maxsus nuqta bartaraf gilinadigan maxsus nugta,
m-tartibli qutb yoki muhim maxsus nuqta bo'lishi mumkin. Bu nuqtalardan
birinchisida z=@ nugtaning atrofida /(z) funksiyaning Loran gatoriga
yoyilmasi z ning musbat darajali hadlariga ega bo'Imaydi, ikkinchisida
chekli sondagi va uchinchisida cheksiz ko‘p musbat darajali hadlariga ega
bo‘ladi.

Agar w=0 nugta opfw)=/"—j funksiyaning bartaraf gilinadigan maxsus

nugtasi, qutbi (ga-tartibli), muhim maxsus nuqgtasi bo'lsa, cheksiz
uzoglashgan z=m nuqta /(z) funksiyaning bartaraf gilinadigan maxsus

nugtasi, qutbi (ga-tartibli), muhim maxsus nugtasi bo'ladi va aksincha.
Agar zOnuqta /(z) funksiyaning m-tartibli noli bo'lsa, u holda zOnuqgta

—  funksiyaning m-tartibli qutbi bo'ladi va aksincha.
9-misol. /(z) funksiyalaming zOmaxsus nugtalari turini aniglang:
N/ =0-z)"yj,z0=1 2)/(z) =~ : , _ rza=-1 3)/(z)=A z0=0.
® 1) Berilgan funksiyaning berilgan nuqgtadagi limitini hisoblaymiz:
lim(l-z)tg (f) =-lim(l - -z - Dj =lim(l - z)fcf] (1-2) -1
0-*)§

=lima-2z)'g(j(l -z)j=Hmcos~d -z)je- j-
sinl-(1-2)j.£ -



Demak, z0-bartarafgilinadigan maxsus nugta.

2) Berilgan funksiya ustida almashtirishlar bajaramiz:
sinz sinz____ sinz _
J z3+22-z2-1~z2z+)-(z +1)~(z +1)2z-1)~
sinz

(2 3D7 qz 3y PUYErda S@=-pnz |,

{2 funksiya z0=-1 nuqtada analitik va (p-\)= ‘m0.
Demak, z0-ikkinchi tartibli qutb.
J %
3) lim/(z) =lime'!l =e° =e" =+,
y z-01 Z-*0

1 I
Mavhum qismda  Hm/(/>)=Hme'v =e 0=<r"=0. Shunday qilib,

nugtada / (z) :e_';fimksiya limitga ega emas.
Demak, z0—-muhim maxsus nugta. 0
Mashglar

2.5.1. Qatorlami yaginlashishga tekshiring:

1) ~ cosV« +/sinV« 2N jpfLl-
™ ft =1 W
SN )V 4> 2
. CAf- N
5) 6) I-i+i-1
«l « « «V;

2.5.2. Qatorlami absolut yoki shartli yaqginlashishga tekshiring:

i) l’ﬁ.l/l 2) X 3
3) v=(sin;/?)” N E(L+/)"sin/n
»i nsh'n rd ?7ZCosw
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2.5.3. Qatorlaming yagqinlashish radiusini toping:

i) . 2>t3§z—,
frz"; 4) Zule-V;
AN ) 2ule-Vi
5) £cos/3z”; 6) frenz";
n*l *l
@ \nJ*Vs &isin @+w) /

2.5.4. Qatorlaming yaginlashish doirasini toping:

1 j 2) f.erz";
)J».i 2" ) —+

3) £n""(z-2)7; 4) £coswi(r-1)";
) £n"(z-2) ) £coswi(r-)

5 trz"; 6) £<:j|lhj m;
@aM—// > VA

2.5.5. /(r) funksiyalami zOnugqta atrofida Teylor gatoriga yoying:

D/(z) ='§l_—r! ro=0; 2)/(z) =;‘ L 20=0;
3)/(r)=n ? z°=1; 4)/(z2)=(TTF’ r°=0;
5/(z)~ , z0=0; 6 o=-1;
/() =Ejté\z_—3 o =0 8)/(z) =Z’\_:i4, z0=1i;
9)/(z) = cos4z +sindz, z0=0; 10)f(z) =sh2, z0=0;
I)/(z) =e% zg=3; 12)/(z) =cosz, -0=~5
13)/(z) =In(2 - z), z0=0; 14)/(z) =In(2-5z), z0=-3.

2.5.6. Funksiyaning nollarini toping va ulaming tartibimi aniglang:
1)/(-) = 1+cosr; 2)/(-)=(@z+N2z-;
3)/(-)=1-er 4)/(z) = (z +m)shz.
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2.5.7. /0) funksiya uchun z0=0 nolning tartibini aniglang:
2)/(,)=

- 1—z—e z' tsin2z’

3)/(r) =2(chz—D)-z2 4)/(z) =z2Ae’ - ).
2.5.8. /(z) funksiyalamizOnugqta atrofida Loran gatoriga yoying:

v =* VM-=-I& Tr '«=0:
5)/(z) ="~ j—, z0=0; 6)/(z) =z3cosi, z,,=0;
z r
N/(z) = ) z0=0; 8)/(z) = 20=m.

2.5.9. f (2) funksiyalami berilgan halgada Loran gatoriga yoying:

1) /(*)= Za_3|Z o O<IM-1]<1,; 2) /(2) :F{—Zr, 0<(z]<t

3>/<r)- (r-1x,- a -1<|r|<; 4>nr> - T Tb?2¢|<3-

2.5.10. /(z) funksiyalaming maxsus nuqtalari turini aniglang:

) Ne = : 2)/(z) =z(e* - 1);
Z—7l
o 4_sinz_
3)/(*) =7 (1‘?:652{ D@ ==
5)/(z) =i™ - 6)/(z) =(z-Ne2"

26. CHEGIRMALAR NAZARIYASI

Chegirmalar. Integrallarni chegirmalar
yordamida hisoblash

2.6.1. z0— /(z) analitik funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi,
L- markazi f{z) funksiyaning analitiklik sohasida, ya'ni 0<\z-z,\<R
halgada yotuvchi zOnugtada boigan L aylana boisin.
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L f(z) analitik funksiyaning ajralgan maxsus z0 nugtadagi chegirmasi
deb, L aylana bo'yicha musbat yo'nalishda olingan P 1:f(z)dz integralning
m
giymatiga aytiladi va Resf(z) kabi belgilanadi:

Res/(z) = %—IJf(z)dz. (6.1)

® f(z) funksiyaning ajralgan maxsus zO nuqtadagi chegirmasi bu
fimksiya Loran qatoriga yoyilmasining manfiy darajali birinchi hadi oldidagi
koeffitsiyentiga teng boiadi:

Rei/(z0) =c.,.
/(z) funksiyaning z0 nugtadagi chegirmasi maxsus nugtaning

turiga garab, quyidagi formulalardan biri bilan hisoblanadi.

1 mz0— /(z) funksiyaning to g ri nugtasi yoki bartaraf gilinadigan
maxsus nuqtasi bo'lsa

z0* o bo'lganda Res/(z0) =0,
z0=w boiganda Res/(z0) = u%z-(/(«>) -/(2))

bo‘ladi.
2. z0—/(z) funksiyaning m-tartibli qutbi bo‘lsa
Res/(z0Q) = (m—1)! lim 6-2)
bo'ladi. Xususan, n=1, ya’ni oddiy qutb uchun
Res/(z0)=lim/(z)(z-z0). (6.3)

Agar /(z)funksiya z0 nuqtada oddiy qutbga ega bo’'lib, bu nugtada

analitik bo'lgan ikkita <pfz) va g(z) funksiyalaming nisbati, ya'ni /(z)=""

9(2)
ko'rinishda berilgan bo'lsa
Res/(z0=4 H (6.4)
g(Zo)

bo'ladi.
Agar /(z)= (_z Az?)) bo'lib, bunda <\2) funksiya z0 nugtada analitik

bo'lsa
Res/(z0)=— — ""—(z]. 6.5
es/(z0 m (2] (6.5)

bo'ladi.
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3, I,,— f(z) funksiyaning muhim maxsus nuqtasi boisa, u holda /(z)
ftinkaiya (r -zjning darajalari bo‘yicha Loran gatoridan yoyiladi
v* C, topiladi:

Resf(z,,) =c_,, Resf(ao)=-c_,.

Izoh. Agar f(z) funksiyajuft boisa, u holda
Res/(z0)=- Res/(-z0) va Res/(0)= Res/(00)=0;
agar /(z) funksiya toq boisa, u holda
Res/(z0)= Res/(-*,,).
1-teoreraa. Agar /(z) funksiya kengaytirilgan kompleks tekisligining
chekli sondagi nuqgtalaridan boshga istalgan nuqgtasida analitik boisa, u
holda

2/riXRes/(z )+ 2mResf(z) =0 (6.6)

boiadi.

1-misol. f(z) funksiyaning zOnugtadagi chegirmasini toping:

Dm :z 3 =0; 2) /(z)=Z “ z0=1;
3) /(z) =tgz, 0=y ; 4) /(z) =ctgZ, z0=0;
5) /(z) = z2sin—L-, z0=-1; 6) /(z) =zV\ z=m
z+1
e I\ u_ —phmSinZ2 . 1 _ 1
> D/ = mSPE Fintos 3

Demak, s0=0 bartarafgilinadigan maxsus nuqta. Shu sababli Re,s/(0)=0.
2) lim/(z) =lim-"—=°0. Demak, z0=i oddiy qutb.
xR «z -+
U holda
ResfO)=Ilim(z-0/(z) =

3) limtez=0,. Demak, z :;Oddiy qutb.cgggz EIL]—deb yozish mumkin.

2

Bunda sin—=1*0, cos—=0, (cosz)'l , =-sin*=-1*0
2 2 u*i 2
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U holda (6.4) formulaga ko‘ra

cin 2

Re*/|» =
I2) (cosz)',
4) z0=0 2-tartibli qutb, chunki /(z) -ctg funksiyaning maxraji
z@=0 nugtada 2-tartibli nolga ega. U holda (6.2) formulaga ko‘ra

J
Rej/(0)= lim— (z2tgZ) = lim Tzctg % —222FN
2-°dz sin r

=2limzctgziCszgi)' z - z| = 21j ——cosllm sSinSC°S~-—-")' m
% 51 y Q;? ( (sin 2) )y

= 2Lim - sig:+cos:-'"- 1) e _2Lim o~ =0
2sinZQ0S2 "o Q082
5) 20=-1 funksiyaning maxsus nuqgtasi bo‘ladi. Bu nuqgtaning turini
aniglash uchun /(z) funksiyani zO=-lnuqta atrofida Loran gatoriga
yoyamiz.
Bunda
z22=(1+z-1)2=(1 +2)2- 2(l +z) +I,

I+z: 1+z 3(1+z2) +5'(1+z)
yoyilmalami hisobga olsak
/ fl-—l— +-—U-+M———1———[+..+Q+1+
@)= I, 3J1+z 3I(I +Lz|') u' 3l +z)3 (@+{d+2)
gator kelib chigadi. Bu gator cheksiz ko‘p manfiy darajali hadlarga ega.
Demak, z=-1 muhim maxsus nuqgta.
U holda
Rewv/(-l)=c, =1--=-
e.v/(-l)=c, 37§
6) f(z) =z% funksiyani z=0 nugtada Loran gatoriga yoyamiz:
/(z)*: z?/“r: 25+23+iz +—l +—lr +—l—+...
2! 3z 41z 5z
Bu qgator O<Jz|<oo halgada yaqginlashadi va cheksiz ko‘p manfiy darajali
hadlarga ega. Demak, z=0 muhim maxsus nugta. U holda (6.6) formulaga
ko‘ra

Reg/(z)=-Reg/(z)=-i=-i, O
» 0 j! O
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2.6.2. I. Agar /(:) funksiya L kontur bilan chegaralangan G yopiq
Whining chekli sondagi zl1,z2,..,zk nugtalaridan boshqga barcha nugtalarida
IfUlltlk bo*lsa, u holda integralni hisoblashning

Ef(z)dz =2m'EResf(zn) (6.7)

formulas! o'rinli boMadi.
I1. Chegirmalar nazariyasini haqiqiy o‘zgaruvchining

2;\R{oosx,s\nx)dx

ko'rinishdagi integralini hisoblash uchun qo‘llash mumkin. Bu integral z =¢*
o'miga go‘yish orgali quyidagi integralga keltiriladi:

(6 -8>
bu yerda, Z,-soat strelkasiga teskari yo‘nalishda aylanib o‘tiladigan \2\d
aylana. Bu kompleks o‘zgaruvchining integrali chegirmalar nazariyasi orqali
hisoblanadi.

I11. Ushbu
40

N\F{X)dx
xosmas integral f(x) funksiyada x haqiqiy o‘zgaruvchi z kompleks
0‘zgaruvchi bilan almashtirilganida hosil bo‘ladigan /(z) funksiya uchun
ayrim shartlar bajarilganida chegirmalar nazariyasini go‘llash orgali topilishi

mumKkin.
1) /(z): a) chekli sondagi zl,~2,..,zk maxsus nugtalar hisobga

olinmaganida yuqori yarim tekislikda analitik, Im(zJ>0(«=1.2,....£) va
yarim tekislikning zl,z2...,zk nugtalaridan boshga nugtalarida uzluksiz;
b) \\n=(9=0, Imz>0.
U holda
N{x)dx =2m'ERasf 6.9
{x)dx m»§ kas (2) (6.9)

boMadi. Quyi yarim tekislik uchun bu tenglikning o‘ng tomoni minus ishora

bilan olinadi.
2) /(z): a) chekli sondagi s,z2..zt maxsus nugtalar hisobga

olinmaganida yugori yarim tekislikda analitik, Im(z,)>0w=1,2,....£) va
yarim tekislikning z,,z2...,zt nuqtalaridan boshqga nuqtalarida uzluksiz;
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b) limzf(z) =0, Imz>0.

U holda
'IA?b‘f(x)dx=2m»f|JRes(f(x)e"“), m>0. (6.10)
Agar bundan tashqari xein da f(x)eR bo‘lsa, u holda
Jf{x)cosmxdx=- 2 m Res(f(2e*)j* m>0, (6.11)
A\ f(X)smmxdx = 2®@'Re™]Rex(/(r)e" )J, m>Q (6.12)

bo‘ladi.

2-misol. Integrallami hisoblang:

1) i 2) f-f-dz;
Xﬁé % {1z 1
) AR a7
ol -4cosjc +4’ ifl +jt2)2

® 1) Jzl<-i doirada integral ostidagi funksiyaning fagat bitta z=0

maxsus nuqtasi yotadi. Bu nuqta integral ostidagi funksiya uchun 2-tartibli
qutb. Shu sababli

Rej/(0) =—Hm—f 1— —z2| =lim——=-

=ez+2 2
U holda (6.8) formulaga ko‘ra
f =2mResf(0)=2m -=m.
WH 2

2) 1) |z|< doirada integral ostidagi funksiyaning to‘rtta z, =1, z, =-

z3=/, s,=-i maxsus nuqtalari yotadi. Bu doiradan tashqarida integral
ostidagi funksiyaning faqgat bitta cheksiz uzoglashgan z5=m maxsus nuqtasi
yotadi.

U holda 1-teoremagako‘ra YRes—’\Z—lzo

yoki

2mRes/(z5 =- 2Trit es—zé—.
™ z.—1
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/ (f) ftmksiyani Loran gatoriga yoyamiz:

z4-1 i, i-r4; Ni-(z2>
N .
=2 B +L+I—+I—+ =Bzl b4
{ z2 z4 26 ) z z

Bundan Rcsf(z,)=-I.
Demak,

j — dz=-2mResf(zs) = -2m-(-\) =2m.
M2z -1

3) Berilgan integralda (63.7) formula yordamida o‘zgaruvchini

almashtiramiz:
Y dx , dz ., dz

ol-4cosx +4 wiis(l-2(z +z"')+4) ,n2z2-5z+2

Integral ostidagi finksiya ikkita oddiy qutbgaega: 2,=i, r2=2
Ulardan 2, nuqgta birlik doirada yotadi.

Bunda Res/(2)—I|m—7———I ————— 12-—
IN\.

2y 3
_2)(Z2~2)
Demak,
%———9)—(——— /k ——d—Z————I 2mRssf(zi——
;i-4cosx+4  u*2z -52+2
z1
4) funksiya yuqori yarim tekislikning 2,=i maxsus (ikkinchi

tartibli qutb) nuqgtasidan boshga nugtalarida analitik va uzluksiz,

M’nzf(z) =Q 1w2>0.

U holda
|f(_l+_) dx= 2mRtsf{zl)
2 2r/ 1
Bunda Rej/'(2) =4im— —-——-—-——-- —*(2 =
unda eJ ()= '*- dz\{z+|) z-) ez "‘1(z+|) 4
Demak,

i(l +x2)2 4/ 2
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Mashglar

2.6.1. /(z) funksiyaning zOnugtadagi chegirmasini toping:

N/(*)—ft-, 20=0; 2) /(2)=PeTri, 20=0;
Sm;f DIO=, 6748 ° 7Y

) ID)= ) 2y 6 /(0= """

7 /(z) = Inz—sinz—i o, 20=I; 8) /(z) =z2c05— 7 z0=1

gsl /8o :7—S—in—ZZO=oo; 10) /(z) _z+ z,,=°°.

(z —Xy
2.6.2. /(z) funksiyaning barcha maxsus nuqtalardagi va cheksiz
uzoglashgan nugtadagi chegirmasini toping:
2 sinzi
= 2)/(z) = '
1) /00 (-3 )/ (2) 21
1

3 N2)=,_, 4) /00 =

2.6.3. Integrallami hisoblang:

Y |/:—32(z +2)(z+4) 2) W7 w2
dz
3) | D Liz-naz2+1’
Z W 2 sm2xdx
5)103 + QO0SIC 6) J5+ 4 cosjc
u 2dx v
7 )JOZ +V3cosx’ '@ +sinx
-« XX
9 @+xar 1009 vaxz2
n) j» - * 12) 'j“COSdeX
01T N (1+jt22
Xsmxadx ... *2sin2xdx
13) ﬂx2+4x+8! ) i4 +x2°
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2-NAZORATISHI

1. r, va z1kompleks sonlari berilgan. a) ifodaning giymatini toping;
b) ildizning giymatlarini hisoblang.

2. Funksiya differensiallanuvchi bo‘ladigan nuqtalami toping va
funksiya hosilasining berilgan nugtadagi giymatini hisoblang.

3. Darajali qatoming yaginlashish doirasini toping.

1-variant
1 r,=4-4/, z2=2-/71: a) z6-3iz,z2 b) p\.
2. w=(1-iz)2, w(l+i). 3.+&pF-.
n=o fj wmft
2~variant

1. z,=-2/, z2=4+/: a) 3z' -2z,z2+7* "~ b) p".

r(z+2-3/)"

2. W 1+Zr w (). 3-1 (h+2)!

3-variant
1.z, =1-n/3/, 22=3-2/: n) zA+82zlz1+8+; A) N2\

n o (z-3-2/)"
2 W W 3 L5 5

4-variant
1. z,=4-4/, z2=2-/V2: a) 26-3/z,z22 ;| A

zi

2. w=zRez, w(0). 3.#1

5-variant
1. z,=2+2/, z2=1+3/: a) 2\-3z,22+0; b) .

zi

_(z+3))2 , N (z+)”
2. W_—2 s W(’rj 3. 2,—lﬁ
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6-variant
1. z,=3-2/, Zj=5+3/: a) 22f+3z,22—Z_—1; A

2.W =2z-(7 '(-2-3i). 3. -7
2=(7z+/)2 Wi ) S3IWm +)

7-variant
1. r,=2-3/, z2=1-/V2: a) z<-2tz,z22-S.; A
*2

2. W=g/(1+72)-z2, wW'(l+/). 3. EESin//j)z".
I
8-variant
1. z,=4-2/, z2=3-3/: a) 226-4z,z22+— A b,
22~1
2. w=(3/+3—2)a, W(-I-2)- 3. 5312".
[§¢
9-variant
1. z,=2-3/, z2=73 +/: a) z2+8/z,22 A iz~
Zi
2 W=~ ~+~ (=3i »”
/+r+ 2/> w'(-3i). 3. %cosm)z .
10-variant
1. z,=2-3/, z2=1+/nv2: n) z* -5/2,22 )\
2. W=2/(1+32)-z\ wW(i). 3.2 1VN\Z ' Y% -
( ) ® IA-ZI {FI -l%%n +2
11-variant
1. z,=4-3/, z22=3-2/: a) z* -32,22+— ; A
Y
2. W=(/2)2-(/-2)2 V (-1-7)). 3.j;(Ltrxgl.
i n( /()J
12-variant

1. z,=3-VI/, Zj=2-4/: a) 3z22-4/z2z22— —; A
z2+1

2.w=z-|z]2 1/(0). 3.f>"(z-2)2
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13-variant

1 2,=2-4/, z21~-3-2i: a) zf+3iz,22---b) \iz™-

22-i
2.W=z2+/H\ V/(1+)). 3. % [n-+10
14-variant
1 r,=3+2/, 22=2-NV2: p) r,6—4/r,r2+’:1—; %)
2. w=(r+3/- 12 w(l-/). 3.1}z 3

15-variant

1. 2,=1+3/, z2=V2-/: a) 2z8-4/2,22+-S—; 6) i/".
z2+/

W (-3/).

w=— 3.
(z-1)2 A Li2+]

16-variant

1. z =1-T/3i, z2=2-i: a) z* +8/2,22+3-"~; 6) " 7-
2

2. w=(z +H\ w'(2)).

T 12w
17-variant
1. z,=4 +/, z2=1-2/: a) zJ-3/z,22~— ; 6) pr”.
2. w=(i-2)\ W\2i).
*1 <n-|
18-variant

1. z, =2 +2/, z2=1—n/3/: a) zf -2/r,z2+— ; A) NI

2

= 3/+1 B} N 277"
w=— =, w'(l-0- 3-X——m
z—2 ( n)$ nl
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19-variant

1. z =2-2i, 22=-2+2/ a) z3-5iz,22 h:] A \[iz
Z

z
2w=zIlmz-(3/-2)2, w'(l). .
( )2 Wb wi (n+2)!
20-variant
1. z,=8+8;, z2=2 +3/: a) z3-2/z,z22+"-; A "
2. w=(/-2)3-2s, w(2+3/). 3. X A+")"(——2
¢ ) ( ) N ((n-i-)l)((n+ 2)
21-variant
1. 2,=-2/, z2=3-4/: a) z2 -4izlzl+ "3 b) N\
z,
2. w= (3z—i)2+2z, w'(2+ 3/). 3. Y, (z +1+/)".
* nT
22-variant

1. z, =Vv2(+0, z2=-JI-4/: a) z2+52,22+3/-"-; A Y7\
2
2. w=2Imz, w(/). 3. * m

o /7

23-variant

1 z =1+/, z2=2-iV2: a) /z4+2zizJ— 7 A iliz[
i+z2

2. M=(2,- r)2+%/, w(=1+i).

wi 3
24-variant
1 z =-14, z2=3/: e) z' -3zz2+ "L; A
2. w=exXcosy +isin>), w'(l). 3NN P m
X(cosy +isin>), wi() an



25-variant

1 z,=-2/, z2=4+/: a) 3zf-4z,z22---———; b) \*
z, +z2
2. = (3-22)2+/, w(l- /). 3. )i(m +2)
26-variant

1. z,=8+8/, z2=2 +3/: 0) 23-2/2,22+T7-; *) V-i-
LIzX

= (1 +/2\ (2
2. w=(1+/2) 3. %0_5,_.
27-variant
1. z,=1+/, z2=2-5/: a) z10-3/z,z22+ ——; 6) ifz"\
= + —1 ' i A
2. w=(2+3zf-i, w'd-+i). 3. éGn(r5 n.
28-variant

1. z,=3-4/, z2=-2/: a) z4-3z,(z2+2/) +(3/ +I)—; 6) ijz".

2. w= (2/ +2)3- 2/, w'(3-2/). 3. }A{}(%ﬁ-lj!
29-variant
1. z =14/, z2=2-/~2: a) Fg4+2z,2]— ; 6) Miv
) fei4 e )
2. w==-——, w(l +3/). 3 X ——
2+z N+l
30-variant
1. z, =3/, z2=-1 +/: a) 212+z,22+——3'(zy——7 b) ifc.
6-+4 g,
(z +3+2/)"

2. w=z1z |} w(0- §H. ns
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3-NAZORATISH |

1. Integralni Koshi formulasi bilan musbat yo*‘nalishda hisoblang.
2. Funksiyani berilgan sohada Loran gatoriga yoying.
3. Integrallami chegirmalar orgali hisoblang.

1-variant
N — rdz,L:\zZ\=2. 2. = o<]z-l]<2.
(| —2) z -4z+3
a) ¢ 7 (x-tyer tic; b) Y__1 4
Lx1-2x+2 b2 +sin.r
f LNAN\N<A 2. /(2D=—] ... 0 -2
1z{z +2) (z+3) (2(25(2 2) , 0<]z-2]<
a2 4k b) j-W.I_sjp2r
i(l +2x*Y ' d5+4cos*
3-variant
X=——1 -ds, L \z\<| é ___________
I(z +|)(z 8)2 VAW (z - )z —4) 1
pb 1
ca) J— dx b) J— ——— —ae
ix +1 oSin J+ Q06 X
4-variant
o fe—— ———=4dz, I:]z +/|<L 2. /(z)=—— , Oklr+2/ k¥ 4.
|(Z 2Xz +/) yv 7244 N
" a) IQ ctHe& dx: b) f__li\_g%;l(:(:(-)sx,
Lx -2x+5 02-sinjf
5-variant
N - =
fz(z—l) 2-3) Zz E2 2. 7 4 10<|z -/12.
. a;‘ 7f§&t5_xzﬂugdx’ b) \]___E_ d)il.- 7

jc +2jc +2 02 - cosjc
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6-variant

2./0= @2+0)(22-1) 14z 2.
- 7(2* +13%)sin 1
a>l22467+9 *° b)‘]03+sin>_(dx
7-variant
2¢' : r 3
—— — — 2 k_ N _ .
E IR-(Z+/)7_dZ’ L-\Zl > 2-/( )—_yq_z_z o<|z|<2.
3 a) 009 _ g 1
) L4+2X2+2 b)‘:lolo +3cosx
8-variant
lo b~ i-12k 3 2.1(y= 52 04r-4/ke.
" Yeé-3) @)= T e
3.aJ- 1
) o rdiod b) d10+ 2sinjc
9-variant
i 1
fe =U|<2. TR
=Vl 2-12) = 4, 5 022
3. a / XCOSX X X
) Lo - 2jt+10 b7 f‘%c
10-variant
23+l
L:Jz k& - _
iz @+2)e-a @ H P 21@)= 4, 4 Oslzll<2
y 7 *sinx , o 1 »
Ak x v )%P_Sin_-p‘i'SGBx
11-variant
. N v . 2 - .
f 6-4)1;7@ E-1z-4< @ (22~4)(z2-1)2 I<jz]<2
3 a R
! earo DR
12-variant
1@-H2Az-2) 2-/(1)- ? "~ ’O0<|r-2|<6-
3. 8] relx; _cos2z*
) J’(X2+5ix‘4) ﬁ) 05—4cos*dx
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1. Xe'l £ dz, L\N2\.
1(z +25)

M P>

3aLH zrf*

LbAT A +
1zCz21-1)

3-a>brk = 7*;

I A— (M dz, LN\,

I(s2+2z +I)(z-3)
3 @) T @Kg

‘e i/\_4_20_

3..) 7 i S £
ix +2*+10

L
1(z-2) (z-3)
NG
3-a) iTTSf*

L £]--"sl-

*)
3. a) f-——— R\
i(x2+0)3

£:]1z-3] <l

13-variant

2.f(z) =-x~, 0q4r-3/xWU
z -1

»4 1 1
b T 3i”
14-variant
2- 0<|.-2/|<A4.
b)
15-variant
2.f(z)= 2-— —r, 0<|z-3/]<7.
z +/z+12
P) J5daoex™
16-variant
2./w - ~, 00 - 1K1
b ) /— ! A.
ol3-5cosx
17-variant

2. /(z)=-~—, 0<|z—5 K10
z -25

4 X cos2*
b>

18-variant

2-/,1)5p a
!I?' sin2*

Hr|<3-
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1- f dz, LN\2\3.
(z+2f(z +3)

1. LN\
1z +4

3 ) J o rax+13)

1. 1r' +*?7+1<pb, L:|z]<2.
i (r-0or

3. 3

-Lx2-4x +5

> )E&I*

i- f(z +9)

3 a) f—
b* -2x+10

g

22+52-4 b, LN\Jz|<2.
1r(1-rn3

a) - !
{xX1+1)2(*2+4)

19-variant

2. f(z%z ————————— I<lz]<3.

(z2-1)(r2-9)’
b) % rax.
(8 +cosx) 2
20-variant

210 = o y(22-4)
1

%
b) ¥

06 +smx

21-variant

2. f(Z) =22:_—Z, O<IZ 1<l

. | —ax.
0sin2* +5c0s2*

22-variant

27 (=77 £b ' 1<n<2-

23-variant
2./(9=- ", 0<|z+/[<2

by -2 -

24-variant

, 14z -/ k3.

2.1(z) = Z2+12 +2



25-variant

I(x 2+5ix-4)2"X ~ f(3 +2cosjic)2 !
26-variant
»f(,-+IxU* 2-/(r>-rn-
*e x 1
3.a) [-T—<& b) J-—— e
Sk* o+ 1 o7+ COS*
27-variant
LAIN x 2-/w *7dsT j0o<]z-i|<4-
3. a) b) i-S-"i*.
-ejc -2 *+ 5 03 + cosjc
28-variant
L bT(=+87--9" » H1Z]<4- 2%/(=") =2k 9z 2+Q 1<Ir k2-
*9
3.4y )7 by I ax
0x +4 02-2cosjc
29-variant
*e i]l+1]<1- 2-/<2)=?Tih ?' °<Ir+2/x5-
3. a) b) f———1fc .
=< ar +4Cr +8 O(3+ cosjc)
30-variant
+ o1 2 1
a) f— -— —dx; b) 1-——-— dx
I(x2+4x+13)2 05-4cosx
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LU bob
OPERATSION HISOB

3.1. LAPLAS ALMASHTIMSHLARI

Originallar va tasvirlar. Laplas almashtirishining xossalari.
Originallar va tasvirlar jadvali

3.1.1. Operatsion hisobning asosiy boshlang‘ich tushunchalari original

funksiya va tasvir funksiya tushunchalari hisoblanadi.

/(0 -haqigiy t o‘zgaruvchining haqiqgiy funksiyasi bo'lsin.
Bunda t sifatida vaqt yoki koordinata tushuniladi.

B Quyidagi shartlami ganoatlantiruvchi fit) funksiyaga original
deyiladi:

1. t<0 da f(t) =0;

2. fit)-?>0 da bo‘lakli uzluksiz, ya'ni fit) fimksiya />0 da uzluksiz
yoki />0 dagi ixtiyoriy chekli oraligda chekli sondagi | tur uzilish
nugtalariga ega;

3. shunday M >0 va so>0 sonlar topiladiki, barcha rlar uchun

V(/) kMel) bo‘ladi, ya’'ni t o'sishi bilan fit) funksiya biror ko‘rsatkichli
funksiyadan sekinroq o‘sib boradi. Bunda sasoniga f(t) funksiyaning o ‘sish
Ko ‘rsatkichi deyiladi.
® fit) originalning tasviri deb, p =s+ia kompleks o'zgaruvchining
Fip):‘afit)e’\dt (1.1

integrali bilan aniglanadigan F(p) funksiyaga aytiladi.
/(/) originaldan F(p) tasvirga O‘tishga Laplas almashtirishi

deyiladi.
fit) original bilan F(p) tasvir orasidagi moslik Fip)——f(t) yoki
fit)*- 1—Fip) deb yoziladi. Bunda belgining yo'nalishi hamma

vaqt original tomonga bo‘ladi.
1-misol. Funksiyalaming tasvirini toping:

® 1) rj(t)- Xevisaydning birlik funksiyasi deb ataladi. Bu funksiya
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yordamida originalning 2 - 3 shartlarini ganoatlantiruvchi istalgan
funksiyani original-flinksiyaga keltirish mumkin:

Bundan keyin bu original funksiyani gisqacha f(t) deb yozamiz.
s=Rep >0 (s0=0) da (1.1) formula bilan topamiz:

Demak,
rj(t)r~ .
P
2) Berilgan funksiya original. Shu sababli (1.1) formula bilan topamiz:
e~peit = -Urn e
KP-a

bu yerda Re(p - a) >0.
Demak,
1a (Rep>Rea). O

1-teorema (tasviming mavjudligi hagidagi teorema). Har ganday chekli
o‘sishgaega fit) original uchun Re/»=j> joyarim tekislikda analitik
bo‘lgan F(p) tasvir rgavjud (aniglangan) bo‘ladi, bu yerda s0- f(t)
funksiyaning o‘sish ko‘rsatkichi.

3.1.2. Operatsion hisobni qgo‘llash asosan Laplas almashtirishining
quyidagi xossasiga asoslanadi: agar original differensial tenglamani
ganoatlantirsa, u holda bu originalga mos tasvir soddarog bo‘lgan (hosilani
0‘z ichiga olmaydigan) tenglamaga bo‘ysunadi. Shu sababli differensial
tenglamalami quyidagi sxema asosida yechish mumkin bo‘ladi:

1. Original ganoatlantiruvchi differensial tenglamadan Laplas
almashtirishlari yordamida noma’lum originalga nisbatan differensial
bo‘Imagan tenglamaga o‘tiladi;

2. Bu tenglamani yechish orqgali noma’lum originalning tasviri topiladi;



3. Topilgan tasvir asosida izlanayotgan original hisoblanadi ( bunga
Laplas almashtirishiga gaytish formulalari orgali erishiladi).

Laplas almashtirishining quyidagi xossalari operatsion hisobning asosiy
goidalarini ifodalaydi.

Operation hisobning asosiy qoidalari

Ne F(P)-">m Nomlanisbi
1 a-FXp) +p FAp)——+as/,« +/?7f(1) chiziglilik

2 l/l ! b * /<B) o‘xshashlik
3 e-"F(p)-"-+f{t~T) kechikish

4 F(P —a)——*e"f(t) siljish

5 PF(p) ~/(0)—=1(1) difforenciliash
6 Fip)— () difforeneinlash
N orareny
8 ]pF(Z)dZ_ - in::;\r/;:gsh

2-misol. cosat va sin®/ funksiyaning tasvirini toping.

® f(t) funksiyaning tasvirini Laplas almashtirishining chiziglilik
xossasidan foydalanib topamiz:
1 1 P

4- —— m

coscat=~(eM+ - 1 -
2 27p-ico p+iw) p +a

i i @®
p1-+Q01
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3-misol. /(/) =cosf funksiyaning tasvirini toping.
® 2-misoldan ma’lum bo‘lgan cosea—t—Flj——_;m— moslikka Laplas

almashtirishining o‘xshashlik xossasini qo‘llaymiz:

P
1
cosf = = f . ®
n® J | P1+KOr r+1
g _1
(%%

0, agart<0,t>6,
4-misol. /(/) =m 1, agar 0</<3,
6-t, agar 3<t<6.

funksiyaning tasvirini toping.

® Original funksiyani Xevidaysning birlik funksiyasi yordamida bitta
analitik funksiya ko‘rinishida yozib olamiz:

1(/) =trj(t) ~ti?2(t = ) +6 - t)t](i —3) - (6-t)rj(t - 6)
yoki
/() =trj(t) -(/ -3+3 W -3)~(/-3-37A- 3) +(f - 6)ri(t - 6).

Qavslami ochamiz va o*xshash hadlami ixchamlaymiz:
A0 =/7710-2(/ - J711- 3) +("- 6M< - 6).

Bu originalga Laplas almashtirishining kechikish xossasini go‘llaymiz:

1 1 1 Nn—e3y
f(t) = -Ve'6 =- - r -=F(p). O
P P P P

5-misol. f{t) = eacosat funksiyaning tasvirini toping.
<S> f(t) fimksiyaning tasvirini Laplas almashtirishining siljish xossasini
go'llab, topamiz:

e oo o2 A

6-misol. Agar /(0)=3, /'(0)=0, f(0) =-2 bo‘Isa,
['(0 —-2f{t) - 3/'(0 +2/(0 +2 ifodaning tasvirini toping.
® fit)*- +—F{p) bo'lsin.
U holda originalni differensiallash formulalariga ko‘ra
f{t)"-pF{p)-m =pF(p)-3
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r(t)”—p=>F(p)- p/d)-/(0)=pZF(p)- 3p,
r(t)” —p>F(p)- pZ(ZO)— pf'(0) -/'(0) =p’F(p) - 3p2+2.
Shu bilan birga 2=2 —j(t)=
P
U holda
fit) - 2f\t) - 3/'(/) +2/ (0 +2" -

P (p) - 3p2+2- 2(pF{p) - 3p) - 3(pF(p) - 3) +2F(p) +;- 0

7-misol. f(t) =tcosaxt funksiyaning tasvirini toping.
® 62.2-misoldan ma’lumki, cosmt<~—-—-- p

U holda tasvimi differensiallash xossasiga ko‘ra

- lcosc o t —
\P+

yoki
toosat<— pr-or
(p2+a2y

|
8-misol. f(t) :}e'dt funksiyaning tasvirini toping.

® 62.1.2)-misoldan a=1da topamiz: er<—=————l .
p_
U holda originalni integrallash xossasiga ko‘ra
1

Jedr<-2-P=IL_ 1 n
P P(P~D)

9-misol. = funksiyaning tasvirini toping.

® 2-misolda hosil gilingan moslikdan <o=1da sin/*—l———l-—1 kelib
Pl1+

chigadi. Bu moslikka tasvimi integrallash xossasini qo‘llab topamiz:

t 1 Tt
sm <—’——{—r dp=arctgp =--arctgp=arcctgp. O
t pP +1 2
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3.1.3.

10

Amaliyotda ko‘p uchraydigan originallar va ulaming tasvirlarini
orasidagi mosliklami o‘matuvchijadvalni keltiramiz.

Originallar va tasvirlar jadvali

f(t) original

1

sinot
cosat

sht

cht

e“ sinat

e" cosat

t’ (n - butun son)

e“t

tsinmt

tcosca
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F(p) tasvir

1
P
1
p-a
©
p 1+002

pl+C1
®©
p2-@
p
p 2-C02
[0)
(p-a)2+w2

p-a
(p-a)2+d2
n
p
nl
(P-ay*
20p
(P2+p 22
p2-a2
(p2+m2)2



10-misol. /(/) =sin3/cos2/ funksiyaning tasvirini originallar va tasvirlar
jadvalidan foydalanib, toping.
/(/) =sin3/cos2/ ="(sin5t+sint) originalga originallar va tasvirlar

jadvalining 3-formulasini va Laplas almashtirishining chiziglilik xossasini

go'llab, topamiz:
3(pr+5)

/(0 = (sin5/+sin0 <4—| (p1+l)(/>2+25)

Mashqlar

3.1.1. Funksiyalaming tasvirini ta’rif asosida toping:
1) f(0 =t2 2) fit) =sin3t
3)/(0 =€3; 4) f(t) =sh2t.

3.1.2. Funksiyalaming tasvirini Laplas almashtirishining xossalaridan
foydalanib toping:

1) fit) =sin/ - cos/; 2) /(0 =3+,

3) /(/) =sin2/; 4) /(/) =cos®,

5)/(/)=(*-12 6) /(0 =cosXf-i);

7) /(/) =e-cos2/; 8) /(0»«V;

9) /(/) =sin3r; 10) /(/) =/costs/;

1) f(t) =tVv; 12) f(t) =t2cost;

13) /(0 =Josinzrfr; 14) /(/) =Jcos2®H/;

15) /(0 =~ 16) /(0= ~ ;

17) f{t) = tshecat; 18) /(N)=/«"
i agar0</<1, /, agar 0</<1],

19) /(0= 2-/, agarl</<2, 20) /()= % agar\<t<2,
0, agart<o, t>2; 0, agart<0, t>2;
0, agart<a, 0, agart<o,

21) f(t) =-t-a, agara<t£b, 22) /(/) = /, agar O<tfa,

b-a, agart>b; a, agart>a.
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tasviroriginallar va tasvirlar jadvalidan

3.1.3. Funksiyalaming
foydalanib toping:
1) fit) —3e'l+e‘cos3/; 2)/(0=j+U
3) f(t)- e ‘cos?/, 4) fit) = costcos3/;

6) f(t)-2sm2t +3sh2r,
8) /(/) = tchbt;
10) f(t) = e-3chst.

5) /(/) = e*sin3/cosA\
7) fit) =shatsinbt;
9) f(t) =ts+18cosz5f;

3.2. TASVIR BO'YICHA ORIGINALNI TOPISH

Riman>MeUin formulasi. Tasvirlarni ko‘paytirish teoremalari.
Yoyish teoremalari

Elementar usulda. tasvirdan originalga o‘tish bevosita tasvirlar jadvali
yordamida amalga oshiriladi. Bunda F(p) tasvirlarjadvalida mavjud bo‘lgan
kasrlar yig‘indisiga keltiriladi va Laplas almashtirishining xossalarini

go‘llash orgali /(0 topiladi.
1-misol. Berilgan tasvirlaming originallarini toping:

1) F(/)=i- +% +’\ 3 2)F(p) = p +16
- 1_f — e

IF(p) =1 £ HF (P) o

5) F(p) = —-—--L 6 =-

)R TR (p-3) ) FPY= 0 iy p2ra)

® 1) Originallar va tasvirlarjadvalidan topamiz:

11 5—~"t2 -J-——-
P P P+3

F(/?)tasvirda mos almashtirishlar bajaramiz:

IJ-:Np) 4. i+:—e’——2r 5e 1
p* p+3
Bu tasvirga Laplas almashtlrlshlnlng ch|2|qlilik Xossasini qo‘llab topamiz:

HP)=~ 444 +5'(1+5-e1,=4+ 5 +5¢'3
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2) F(p)lasvimi tasvirlar jadvalida bo‘lgan sodda kasrlar yig‘indisiga

(Kraniz
F 4—7— +1 4
p)= p +16 4 p +16
Bu tMvirda har bir yig'indini mos original bilan almashtiramiz va Laplas
lImuhtirishining chiziglilik xossasini qo‘llab topamiz:
F(p) >4 mOS4? +—eSin4/ = 4c0s4? +—- —
4 4

3) F(p) tasvimi originalini tasvirlar jadvalining formulalari bilan topish

mumkin boMgan kasrlar yig‘indisigakeltiramiz:
=—£f£zi— +1 L

Fp) = e
pr p+5 (p-12+4 (p-1)1+4 2 (p-12+4

Bundan
F(p)—t*e’ msﬂ+-§e'sinﬂz%(2mszf sina\

4) Tasvirlarjadvalidan topamiz:

P2y 2 (p-2y 2
Bu moslikka Laplas almashtirishining kechikish xossasini qo‘llaymiz

r , Sf(t-1)= -1 Yo(t~D.

P~

5) F(p) tasvimi sodda kasrlar yig‘indisiga keltiramiz:
__-nB_, c, D

(pf~5(_5_\_)(p 2Xp-3) p p-l p-2 p-3

Bundan
AP -1)(p-2)(p-3)+Bp(p-2){p-3)+Cp(p - NP-3)+Dp(p-1)(p-2)=p +1

Noma’lum koeffitsiyentlami topamiz:
> =0: -61=1

p=1 25=2, j 3 2

A-—  £=1C=-~, D—
p=2: —2C=3, 6 2 3
p=3: 6D=4,

Demak,
6 />-1 2 [?7-2 3p—3
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U holda tasvirlar jadvaliga ko‘ra

J(f)=-i% e - Sex +2e13
6 2 3
6) F(/>) tasvimi ikkita kasming yig'indisiga keltiramiz:
1 A EP +C

M G e T B b 4

Noma’lum koeffitsiyentlami
A(pl +4)+Bp+C)(p +1) =1
ayniyatdan topamiz. O ‘zgaruvchining bir xil darajalari oldidagi

koeffitsiyentlami tenglab, topamiz:
A+B=0, 5+C=0, 41+C=1

Bundan A=-—, B-——, C=-.
5 5 5

Demak,
= ——s
MP)=Nypi1 poe2i 2 p +2
U holda

Tasvirdan originalga o‘tish tasvirlar jadvali yordamida amalga
oshmaydigan hollarda quyidagi usullardan biri go‘llaniladi.
Birinchi (umwniy) usul F(p) tasvirga mos f(t) originalni Riman-

Mellin formulasi yordamida topishdan iborat.
Ikkinchi usul awal F(p) tasvimi ayrim originallaming tasvirlaridan

iborat bo'lgan kasrlar ko'paytmasiga keltirishdan va keyin /(f) originalni

tasvirlamiko paytirish teoremalari yordamida topishdan iborat.
Uchinchi usul F(p) tasvirga mos /(O originalni yoyish teoremalari

yordamida topishdan iborat.
3.2.1.1-teorema. f(t)~ t<0 da /(/)sO, istalgan chekli oraligda

bo‘lakli-sillig, chekli o'sishga ega funksiyava F ( p ) f(t) bo‘lsin.
U holda f(t) differensiallanuvchi bo‘lgan har bir nugtada

/("> :En \F(p)epdp 2.1

bo'ladi, bu yerda integral Rep =c >s0to'g'ri chiziq bo'ylab olinadi.
(2.1) formulaga Riman-Mellinformulasi deyiladi.
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2-ttorcma (originalning yagonaligi haqgidagi teorema). Agar F(p)
Ainkily* Ikkita /(/) va f2At) originallarning tasviri bo‘lsa, u holda bu
OH]In«lar o'zlarining barcha uzluksizlik nugtalarida ustma-ust tushadi.

2.1 formuladan foydalanish uchun qoldiglar nazariyasini qo‘llashga
lo‘g‘ri keladi. Ko‘p hollarda bu usul bilan originalni topish yetarlicha
murakkab hisobiash talab giladi. Shu sababli odatda keltirilgan ikkinchi
va uchinchi usullaming foydalanish ko‘rsatkichi yuqoriroq bo‘ladi.

3.2.2.Tasvirlami ko‘paytirish teoremalari o‘rama tushunchasiga
asoslanadi.

D f(t),g(t)~ (-oo+00) intervaldaaniglangan haqiqiy o‘zgaruvchi t ning
bo'lakli uzliksiz funksiyalari bo‘lib, /<0 da f(t) =g(t)=Q bo‘lsin. /(/) va
g(t) funksiyalaming o ‘ramasi deb,

f
jf(Ng(t-ndT 22)
integralga aytiladi va /* g(t) bilan belgilanadi.
3-teorema (tasvirlamiko paytirish teoremasi). Agar F{p)— va
/>»— boisa, u holda Fi(p)F1(p)-">fi*f2t) bo'ladi.
2-misol. F(p)=—:——- — funksiyaning originalini toping.
() P2y yaning orig ping

sinaA ekanini
a
inobatga olib, tasvirlami ko‘paytirish teoremasini go'llaymiz:

Demak,

* > (sinmt-at- coscot). O
(p2+012 2>

4-teorema (Dyuamelformulasi). Agar Ft(p)FAp)——f *f2At) va f'(t)
original bo'lsa, u holda pFXp)F2p)—"*\ fXT)fi(e-r)dr +f (0)/A/) bo'ladi.
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3-misol. F(p) =_2n2 _ funksiyaning originalini toping.
(P +3

® FP)= --r 1=2p-~-—--Ff—va~ —"sinr, 4——-—c0
(p +) p +1 p +1 p +1 p +1
ekanini inobatga olib, Dyuamel formulasi bilan topamiz:
2 p f
F(p)=2p-—————-——— 2fcosrcos(/—rWr +0=/cos/ +sin/.
p+1 p +1
t t 1

=\costdT +\cos(2T-t)dT = cost 0O+ —sin(2r-/)|' =/cos/+sin/. O
0 0 2
3.2.3. 5-teorema (birinchiyoyish teoremasi). Agar F(p) funksiya p =

nugtaning atrofida

afp=£~r="-+ —-"+"H-...

NeO P p P p
ko'rinishda Loran qatori bilan berilgan bo'lsa, u holda
/(0 :% ~KRC O+cf+..

F(p) tasviming originali bo'ladi, ya'ni

- N _ A _
F(P) ,_'T;p >iw?%,, n{ f(t).

4-misol. F(p) =—cos— funksiyaning originalini toping.
P P

® F(p) funksiyani — ning darajalari bo'yicha gatorga yoyamiz:
P

it lcos =dify 1 4 17 1,
o ol Ap2 A a6’
b1 I

p 22 4dps 6Ipl
Birinchi yoyish teoremasini qo’llab topamiz:
/ <

.
212" mm e DL (20)1)2

6-teorema. Agar F(p):’l\?)?) to‘g‘ri ratsional kasr bo'lib, uning B(p)
p
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maxraji fagat oddiy p,,p2...,pnildizlarga (nollarga) ega boMsa, u holda

<Z3>
funksiya F(p) tasviminig originali boMadi.

2N
5-misol. F(p) =—— —~ — —— —funksiyaning originalini toping.
p(p +D(p-2)(p +3)
® Berilgan tasvir maxrajining barcha ildizlari haqigiy va oddiy: p, =0,
/»=-1 pr=2, p,,=-3. Shu sababli (2.3) formulani qo'llaymiz.

Bunda A(p)=p2+1, B(p)=p4+2p3-5p2-6p, B'(p)=4p3+6pr-10p-6.

U holda
-4A) 1 1 APr) 2 1 AP 5 1 A(pt) _ 10 1
B'(J) -6 6’ B'(p2 6 3 A'(A) 30 6° B(pb) -30 3’

Bundan (2.3) formulaga ko‘ra

f(t)=-—+-e’+-e2--e3. O
J 6 3 6 3

Izoh. ‘B (oK) formulada ddk =12,...,«) koefiitsiyentlar F(0)

funksiyaning oddiy qutblardagi qoldig‘i bo‘lishini ko‘rsatish mumkin, ya’ni

c* =ResF(A). *=23,.1.

~B{PY)
Agar F(p):’é—) to‘g‘ri ratsional kasr bo‘lib, uning B(p) maxraji
p

ml,mi... m, karrali p,,p2...,p,, ildizlarga (nollarga) ega bo‘lsa, u holda

1 (AL A
[/« =t~ rrr.M - fifiP -P,,I" (2.4)
boMadi.
7-teorema (ikkinchiyoyish teoremasi). Agar F(p) :B( ) tasvir p ning
P

kasr ratsional funksiyasi boMib, p,,p2...p,, lar bu funksiyaning oddiy yoki
karrali qutblari boMsa, u holda F(p) tasvirga mos original

=10~ ~HEReIUT(PY) ) =F(0) (2.5)

formula bilan topiladi.
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6-misol. F(p) =— —)— funksiyaning originalini toping.
4

P +

@ Berilgan tasvir to‘g‘ri kasr funksiya. U ikkita ikki karrali 2i va -2/

qutbga ega. Shu sababli (2.4) formulani go'llaymiz:

/(/)=— — lim—

d( -2e"

+lim — " ———=-— r+-————-—
p~>>dp\(p 2if  (p- 2|f

(p-20V
(2-1)"dp (p-2/)2Ap +202

Im- R + lim- A =
N dpy(p +2ifJ pIdp\(p-2i) )

1 i (p +2/)V

@-D'-*"¢ (p~2i)(p +2i)

lim 2ed te'
2dp\(p+2if (p +2i) ,

2e +:ce2. 2~ te
(4if (402 (-405 (-40

=1 (-2/cos2t +2sin21+4r(-cos It - /sin2/)) +

+& (2icos2/ +2sin2/ +4/(-cos2/ +/sin2/)) = é(sinZ/ -/cos2/). O

Mashqlar

3.2.1. Berilgan tasvirlaming originallarini toping:

2ep
1)
3>
5>
7
4e'3

13) F(p)-2p* psN 2P

15) F(p)= p3-bpr+bp-1’

n , er
2> ™ _ p4*
4)
6)np)-7ikry
1
8)
X e’ +e7'

12) 'rw '(p - 2r'
14) F{p)-p *p'~ 1=

10 FIP) = (n2-a)(p2+1)



3.2.2. Berilgan tasvirlaming originallarini tasvirlami ko'paytirish
teoremasi bilan toping:

2)F(P)'7 (h):

™ - TFW N 5> HTMp)T O NY
3.23. Berilgan tasvirlaming originallarini Dyuamel formulasi bilan
toping:

DT®)= (pa+g2 2= (payo2-+a)

3) F(p)= (/_>_|5E/‘7§1 1y’ 4) Fp(B)o-?_)(pr+2p +2)

3.2.4. Berilgan tasvirlamingoriginallarini birinchi yoyish teoremasi
bilan toping:

i 2>'N("">-KTT5;
3)FW =si,,i; \Y/

c 1\ L
5 F(p)=In 1+- ; 6) F(p)=-epl.
K PJ P
3.2.5. Berilgan tasvirlaming originallarini ikkinchi yoyish teoremasi

bilan toping:

» - 2>™ -7
3)Np)-(p-Tp* Ty 4)

5) P(P-LUP-2KP--1Y 6) F<")% (P -ixb);
7) 8) f<p)=7 (P F '



3.3.OPERATSION HISOBNING TATBIQLARI

Differensiai tenglamalar va ulaming sistemalarini yechish. Operatsion
hisobning elektr zanjirlarini hisoblashlarga tatbiqi

3.3.1. Laplas almashtirishlari yordamida ayrim differensiai tenglamala

(yoki ulaming sistemalari) algebraik tenglamalarga keltiriladi. Bu algebraik
tenglamalardan berilgan differensiai tenglama (yoki sistema) yechimining
tasviri topiladi va keyin topilgan tasvirga ko'ra berilgan tenglamaning (yoki
sistemaning) yechimi aniglanadi.

0 ‘zgarmas koeffitsiyentli, chizigli «-tartibli

y” +ay~>+.. +a.y =f(t) (3.1
differensiai tenglamaning
A0)=n, Y(0)= /"-"(O)=yr1 (3-2

boshlang'ich shartlami ganoatlantiruvchi y(t) yechimini topish talab gilingan
bo‘Isin.

MO*-1—Y(p)=Y va /(t)*-2— F(p)=F bo‘lsa, Laplas almashtirishining
originalni differensiallash va chiziglilik xossalariga ko‘ra

Y (p)=F{P) +R-'(p) (33)
QAP)

bo‘ladi. Bunda Q,,(p )>K-i(p)—mos ravishda nva s -1 darajali ko‘phadlari.

(3.3) tenglamadan Y(p) tasvirga mos y(t) original aniglanadi, ya’ni
(3.1) tenglamaning (3.2) boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi xususiy
yechimi topiladi.

Xususan, agar barcha boshlang‘ich shartlar nolga teng, ya’ni

A0)=Y(0)=...=Y"U(0)=0
bo‘lsa, (3.3) tenglama
Y(p)=fM | (3.4)
BJ1p)

ko'rinishda bo‘ladi.

1-misol. Koshi masalasini yeching:
1) y'+3y=e', y(fi)=1
2) y’ +2y’+y —te", y(0)=1,/(0)=2;
3) y" -2y +2y - 2e‘cost, y(0)=y'(0)=0;
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4) y" +3y*+3y’+y = e~', y(0) =1y'(0) =y’ =0.
® 1) Misolning shartiga ko‘ra
Q.(P)=p +3, Ro(p)=y(0)I=Il, FP)=—

p- 1~
U holda (3.3) formuladan topamiz:
1
-+1
pk3 (-1 +3)
Y(p) tasvimi sodda kasrlar yig‘indisiga keltiramiz:
Y = f—_=
() P-1)P+3) p-1 p+3
Bundan
AP +3)+B(p-1)=p.
Noma’lum koeffitsiyentlami topamiz:
p.-3 -«,-3, 3
1=1 44=1 4
Demak,
af -4 1 /-1 4 P+2

U holda tasvirlarjadvaliga ko‘ra
yw=\e¢e' +l e'3

2) Misolning shartidan topamiz:
Q(p) - P1+aNe+ai ~P%+2P +H1=(P + >

1
U p)-y(O)wp +a,) +y0=p +2+2=p +4, F(P)= .
(p+iy:
U holda (3.3) formulaga ko‘ra
— = 7+(p +4)
n,n-ip+1) - 1 i p+4d.-
P) (p +i0)2 (P+V  (p+V
1 p+1+3_ 1 1

"(p +ha+(p H)2 ~/r +1+(p +)2+(>+1)4
Demak,
y{t)=e" +3te" + 6\/ e".
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3) Misolning berilishiga ko‘ra barcha boshlang‘ish shartlar nolga teng va
Qi(p)=P2+a,p+ar=pr-2p+2=(p - 1)2+], F(P)=2(p_1) a°
U holda (3.4) formulaga ko‘ra

(p-NHa-H 2Q>-))
0>-DN2+l (0>-D2+1)2
Tasvirlar jadvaliga va Laplas almashtirishining siljish xossasiga ko‘ra
y(t) =te' sin/.
3) Bu misolda barcha boshlang‘ich shartlar nolga teng va

M (P)=Pr+AP2+aiP +a, - pb+3pr+3p+1=(?+1)\ F(P)= BT

U holda (3.4) formulaga ko‘ra Y (p)=—
(P+1)
Bundan

t)=-t2-. O
yO=¢

<¥> Differensiai tenglamalami yechishda operatsion hisobning
yuqorida keltirilgan usuli differensiai tenglamaning o‘ng tomonidagi
tasvirlar Laplas almashtirishining ta’rifi va xossalari yordamida oson
topiladigan hollarda qollaniladi. Differensiai tenglamaning o‘ng tomonidagi
tasvirlami topish murakkab bo‘lgan hollarda Koshi masalasini Dyuamel
integrali yordamida yechish mumkin bo‘ladi.
0 ‘zgarmas koeffitsiyentli, chizigli n-tartibli
/,,Fay&+.+aj=/(«) (3.5)
differensiai tenglamaning
A0)=/(0)=...=/-1(0)=o0
boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi Y0 yechimini topish masalasi
go‘yilgan bo‘lsin.
Bu masala yordamchi masala, ya’ni chap tomoni (3.5) tenglamaning
chap tomoni bilan bir xil bo'lgan va 0‘ng tomoni birga teng
Z™ +a¥"-n+..+a,z=1 (3.6)
differensiai tenglamaning
z(0)=2'(0)=...=z<&Y)(0) =0
boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi z(t) yechimini topish masalasi
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bilan birgalikda yechiladi va
¥(P)=dshh’ Zip) =gdpN (3J)

hosil gilinadi, bu yerda Q,,(p) =p" +«iP™1+-+ a,#P +a0.
(3.7) formula yechimlaridan
Y(p)=pF(P)Z(p)
kelib chigadi. Bu tenglikka Dyuamel formulasini go‘llansa

PF{pP)Z(p) =Y (p)— =])f(t)z\t - Tav (3.8)
yoKi
PF(P)Z(P)=Y(p)— =(\)R(T)f\t - r)ydr =/(0)z(/). (3.9)

bo‘ladi.

(3.8) formula ( yoki (3.9) formula) o'zgarmas koeffitsiyentli chizigli
differensial tenglama uchun boshlang‘ich shartlari nollardan iborat bo‘lgan
Koshi masalasi yechimini tenglamaning o‘ng tomonidagi f(t) funksiyaning
tasvirini topmasdan aniglash imkonini beradi.

U
2-misol. "yl ———
ey (1+e")

boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini toping.
® 1) Yordamchi Koshi masalasini garaymiz:

differensial tenglamaning y(0)=/(0)=0

z’-z'=1, 2z(0)=2'(0)=0.

Bu masala uchun: Qi=p1l-p, e

U holda
N 1 1 A B_C
2(p)= S N=C T
p(p2-p) P2AP-1 P P1 P~I
Bundan
Ap(p-1) +B(p -1) +Cp2=1.
Noma’lum koeffitsiyentlami topamiz:
p=0: -B=1,
p=Il: C=l, A=-1 B=Il, C=1

p2: A+C=0,
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Demak,

Z(E)=-=+\ +-1
P P P-1

U holda tasvirlarjadvaliga ko‘ra
z(t)=-\-t+e".

(3.9) formulaga ko‘ra berilgan Koshi masalasining yechimini topamiz:

H=f e—— (-i_t+€)] <= - —(e"r-hdr=
)/() ;(I+er)( - )IU (I)(I+er)( )
. N 1+er=m du=e'rfr, n
=e'f e.-dr-j— — —<Ir= .
o(l +er) o(l+er) r=tdau =1+e', r=0daun=2
w i
1m+—
2 VvV 2

B Agar boshlang‘ich shartlari nollardan iborat bo‘lmagan Koshi
masalasi berilgan bo'lsa, u holda bu masala awal sodda o‘miga qo‘yishlar
yordamida izlanayotgan funksiyani boshga funksiyaga almashtirish orgali
boshlang‘ich shartlari nollardan iborat bo'lgan Koshi masalasiga keltiriladi

va keyin yechiladi. Masalan, y’-y'=" +e)y ~2> = y'(0)=2 Koshi

masalasi berilgan bo'lsin. Bu masaladan
X(O=MO-MO0)-(v'(0), X'(t) =y’(t)-yX0), x"(t)=y\t)
almashtirishlar orqali
(1+e) X(0)=x'(0)=0
Koshi masalasi hosil gilinadi.

(9 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli differensiai tenglamalar
sistemasini operatsion hisob usuli bilan yechish tartibi bitta differensiai
tenglamani bu usul bilan yechish tartibiga o'xshash bo'ladi. Bunda Laplas
almashtirishi go'llanilgandan keyin izlanayotgan funksiyalarning tasvirlariga
nisbatan chizigli algebraik operator tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi.
Awal operator tenglamalar sistemasini yechib, tasvirlar aniglanadi va
keyin tasvirlardan originallarga o'tib, differensiai tenglamalar
sistemasining izlanayotgan yechimi topiladi.
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3-misol. Chizigli differensial tenglamalar sistemasini berilgan
boshlang'ich shartlarda yeching:

*i_ =
il ZBy MO=1(0)=0 A0)=y0)=2
X -y-2,
2) y'=x+y, jc0=1 KO)=2, z(0)=3
Z'=X+2,
® 1) LJf(/>) va y(t)<r-z—Y(p) bo‘lsin.
U holda pX -jc(0)=pX, X"4—p2X -px(0)-x'0)=pX -2,
y*-1=pY -y(Q)=pY-2 y™*-E-p2-py0)-/(0)=p2 -2p,
cost<- £j-y larni hisobga olib, berilgan sistemada X(p) va Y(p) ga

nisbatan chizigli operator tenglamalar sistemasiga o'tamiz:
pX-2-pY +2=0,

pX-p2+2p=2

Bu algebraik tenglamalar sistemasini yechib, topamiz:
2pl 1 1
p 1/5)= 2R3 '
p4-1 p2-1 p2+Il p4-1 p2-1' p2+
Bundan tasvirlarjadvaliga ko‘ra
jc(/) = sht +sin/, yit) =cht +cost.

X(P)

2) x@®*-1—Xip), —Y(@) va z({t)*-z—Zip) bo‘lsin.
Bundan
X'<rh-pX-1 y't-t—pY-2  z'<sr™~—pZ-3.
Berilgan sistemani X(p), Y(p) va Zip)ga nisbatan chizigli operator
tenglamalar sistemasiga keltiramiz:
fPX-Y-Z2=1
mX-ip-1)Y ==,
X +il-p)Z =-3.
Bundan
e AA_ - _ 2pl-p-2 1
p(p-1) p p-7 PiP-1)2 P~ p-1 (/>-)2
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bpr—2p =2 2 5 1_
L p(p-1)2 > P-1 (P-1)2
Demak,
x(t)=2-e, y(t) =-2+4e' -te*, z(t)=-2+5e'-te’. O

Operatsion hisob yuqorida keltirilgan differensiai tenglamalami (yoki
ulaming sistemalarini) yechish wusullari orgali bu tenglamalar (yoki
sistemalar) bilan ifodalanuvchi texnika jarayonlariga, ya’'ni texnika
masalalarini yechishga tatbiq gilinadi.

3.3.2. Operatsion hisob usullari elektr zanjirlaridagi jarayonlami
hisoblashda keng go‘llaniladi. /(/)va u(t) mos ravishda elektr zanjiridagi tok

va kuchlanish bo‘Isin. Bunda operatsion hisob usulining qo'llanishi operator
tok I(p)— va operator kuchlanish Up)——>u(t) uchun Kirxgof

gonunining bajarilishiga asoslanadi.
Om gonuniga ko‘ra elektr zanjirining asosiy elementlari (J1-garshilik,
U —induktivlik, C-sig‘im) uchun quyidagi munosabatlami yozish mumkin:

u,,(t) =Ri(t); ul(t)=L"~p-; uc(t)==\i(T)dr +uc(0).
at Co
yoki
UK(p) =RIPN\  UL(Y) =pLI(p) - Li(fl); uc(t) = Ecl(p ) +;UC(0)-

Om gonunini zanjiming istalgan gismi uchun operator shaklida

t/(p) =Z(p)/(p) (3.10)
kabi yozish mumkin, bu yerda Z(p)-zanjiming bu gismi uchun operator

garshilik.

Elektr zanjiridagi tebran.ish.lar hagida masala.
1-shaklda berilgan zanjir uchun /(/) tokni toping, bu
yerda zanjir konturiga e(t)=E o‘zgarmas elektr u
yurituvchi kuch ulangan. Bunda boshlang'ich \
paytda konturdagi tok va kondensator zaryadi nolga
teng. Zanjirdagi tokni toping.

e(t)=E<-1— -E ni hisobga olib, (3.11)
P
tenglikdan topamiz:
Z(PWp)-p. (3.12) bshakl
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Bunda 3-shaklda Kkeltirilgan zanjir konturi uchun nolga teng
boshlang‘ich shartlarda zZ(p) operator garshilikni topamiz:

Zip) =ZL(p) +Zc(p) +ZRP) = Lp+erp +R

Z{p)ni (3.12) tenglikka qo‘yamiz:

(313>
i(t) originalni topish uchun (3.13) tenglikning o‘ng tomonidagi kvadrat
uchhad ildizlarining ko‘rinishiga bog‘liq bo‘lgan uchta holni ko‘rib
chigishga to‘g‘ri IE)?Iadi.
1
1-hol. — —— =a2>0 bo‘lsin. Bu holda tasvirdan originalga o‘tib (0O

tok uchun so‘nuvchi elektr tebranishlarini ifodalovchi
i{t) = £ e 1L sm«/
La

yechimni hosil gilamiz.

2-hol. -— =B1>0 bo'lsin. Bu holda
4L LC
K)=~ e Ishfit
Lp

tok davriy bo‘lmaydi va zanjirda hech ganday tebranish sodir boMmaydi.

3-hol —R"- =0 boisin. Bu holda
411

F f
KO—L tel.
Demak, zanjirda hech ganday tebranishlar bo‘lmaydi.

Oa Agar elektr sxemasiga ixtiyoriy ko‘rinishdagi e<) funksiya ta’sir
gilayotgan bo‘lsa, u holda elektr zanjiridagi hisoblashlar uchun Dyuamel
integralini go'llash yaxshi natija beradi. Bunda awal (3.11) formuladan
sxemaga birlik e(t) =rj(e) fimksiya ta’sir gilgandagi tok o‘zgarishi aniglanadi:

Up)=-r- 3
pZip)
Keyin ixtiyoriy e(t) funksiya ta’sir gilgandagi tok o‘zgarishi

IP)= T =M (P)W
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formula bilan aniglanadi, bu yerda U(p)—=<%/). Bu tenglikka Dyuamei
formulasini go‘llansa
i(/)=e©Y, () +Je'(D/,(/ -r)dr =e@), () He(/ -/, (N</r (3.14;

bo‘ladi.

Mashgqiar
33.1. Koslii masalasini yeching:
n/+ >(0)=0;
2) y'+y=2c0s<, y(0)=0;
3) N +y -2] =I, X0)=0, ¥Y(0)=2;
4)/ -y - 6;=4, MO)=1 ¥ (0)=0;
5 Y +Y-2>=e", MO)=0, Y(0)=1
6) j>'-2y +" =¢', M0)=0, Y (0)=1
7)y +y=cos/, MO)=-1, ¥Y(0)=1
8) Y+ 2¥+>=sin/, MO)—0, ¥(0)=-1L
9) y"-y=2sht, M0)=0, ¥ (0)=1
10) Y +Y =ei4, MO)=0, ¥ (0)=0;
n) yr-y’'=e', y(0)=1, ¥(0)=0, M(0)=0;
12) y"-3Y +3/-y=0, M0O)=1, ¥(0)=0, /(0) =0.

3.3.2. Differensiai tenglamalarning umumiy yechimini toping:

1)y’ +2y' =te"™; 2) y"+y'=e-sin/.
3.3.3. Koshi masalasini Dyuamei formulasidan foydalanib yeching:
1) Y +Y =cos/, MO)=Y (0)=0; 2) y -y =cos/, yQ=>0)=Y (0)=0;
3)y'-y'=te', MO)=Y(0)=0; 4y -y =L, y(0)=Y(0)=0.
e

3.3.4. Chiziqli differensiai tenglamalar sistemasini berilgan
boshlang'ich shartlarda yeching:
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5) LY e " x(0)=y(0) =x'(0) =yX0) =
[X+y'-y=
N2X X -y ——Ssmt,

6) [ X+y' =—sit, x(0)=0, ¥(0)=1, X0)=0;
X'=y+z,

N\ =x+z, m =-UNe =b z(0)=0;
Z'=x+y,
X' +y =t

8) ey'+z= t2+1 HO)=1 y(0)=0, z(0)=0.
2'+* =2/ +],

3.3.5. X, zanjir konturiga («qgarshilik va Linduktivlik ketma-ket
ulangan) e(f)=E o‘zgarmas elektr yurituvchi kuch ulangan. Agar
boshlangich paytda konturdagi tok va kondensator zaryadi nolga teng
bo‘lsa, zanjirdagi tokni toping.

3.3.6. RC zanjir konturiga («garshilik va C sig‘im ketma-ket ulangan)
e(t)=e" elektr yurituvchi kuch ulangan. Agar boshlangich paytda
konturdagi tok va kondensator zaryadi nolga teng boisa, zanjirdagi tokni
toping.

4-NAZORATISHI

1 Berilgan funksiyaning tasvirini toping.

2. Funksiyaning berilgan tasviriga ko‘ra originalini toping.

3. Differensial tenglamaning berilgan boshlangich shartlami
ganoatlantiruvchi yechimini operatsion hisob usulli bilan toping.

4. Differensial tenglamalar sistemasini operatsion hisob usulli bilan

yeching.

1-variant
I. /(0=b£~. 2. F(P)=  2P1+SP+l ..
N (p +2)(p1+2p-3)
3. T-3.y1T-2. 4.L*7 X lo, m-K.m-0.
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1Y bob
MATEMATIK FIZIKA TENGLAMALARI

41. MATEMATIK FIZIKA MASALALARINING
QO‘YILISHI

Ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili chizigli xususiy hosilali
differensial tenglamalar. Matematik fizikaning asosiy tenglamalari.
Koshi masalasi, chegaraviy masalalar, aralash masalalarning qo‘yilishi

41.1. B Erkli o‘zgaruvchilar, noma’lum funksiya va uning xususiy
hosilalarini bog'lovchi tenglamaga xususiy hosilali differensial tenglama
deyiladi.

Fizika va texnikaning ko‘pchilik masalalari ikkinchi tartibli ikki
o‘zgaruvchili  chizigli  xususiy hosilali  differensial tenglamalarga
keltiriladi.

Ikkinchi tartibli chiziqgli ikki o zgaruvchili xususiy hosilali differensial
tenglamalar umumiy holda
a,,K,, +2anuv +anuyy +blux+bmy +cu =f(x,y), (1.1)
ko‘rinishda beriladi. Bunda x,y- erkli o‘zgaruvchilar, u(x,y)~ noma’lum
funksiya, an,an,an,btb2c- koeffitsiyentlar (jc va y o‘zgaruvchilaming
uzluksiz funksiyalari), f{x,y)~ Dberilgan fimksiya, uxuy,ua,uv,kw-
noma’lum funksiyaning erkli o‘zgaruvchilar bo‘yicha xususiy hosilalari.
Ushbu
andyz - 2andydx +andx2=0 (12)
oddiy differensial tenglamaga (1.1) tenglamaning xarakteristik tenglamasi
deyiladi, uning <p(xy)=Cs va y/[{xy)=Cr umumiy integrallariga
xarakteristikalar deyiladi.

& (1) tenglamaning turi (1.2) xarakteritik tenglama
A(x,y) =axr-avan diskriminantining ishorasiga bog‘liq ravishda aniglanadi.
Agar P(x,y) e G nuqgtada:

1) >0 bo‘lsa, tenglamagagiperbolik turdagi tenglama;

2) A<0 bo‘lsa, tenglamaga elliptik turdagi tenglama;
3) N1=0 boisa, tenglamagaparabolik turdagi tenglama deyiladi.

217



1- misol. ua - 2xuv +yuv - 0 tenglama giperbolik, elliptik va paraboli
turda bo'ladigan sohalami aniglang.
® Berilgantenglamada a,, =X an=-*, an =y.
U holda
A=a2 -avall=x1-y.

Demak, berilgan tenglama tekislikning: x2-y>0 bo‘lgan nugtalarida,
ya'ni y=x2 parabola ickarisida yotgan nuqtalarda giperbolik turda,
tashqarisida yotgan nuqtalarda elliptik turda, parabolada yotgan nugtalarda
parabolik turdabo‘ladi. O

Giperbolik turdagi tenglama uchun (1.2) xarakteristik tenglamaning
yechimlari <p(xy)=Ct va y/(x,y) = C2 funksiyalar bo‘ladi. Bunda £ = <p(xy)
va f]=y/(x,y) almashtirishlar (1.1) tenglamani

b
D )

kanonik ko'rinishda keltiradi.
Bimda o'zgaruvchilar £ =~(<p(x,y) +y/(X,y)), 1j = X<p(xy) - Y/{x,y)) kabi

tanlansa, (1.1) tenglama

kanonik ko'rinishga o‘tadi.

Elliptik turdagi tenglamalar uchun (1.2) xarakteristik tenglama
XY xy)=Cr va g>{x,y)-iy/(x,y)-C1 go'shma kompleks
yechimlarga ega bo‘ladi. Bunda £ =cp(xy) va -g=u/(x,y) almashtirishlar
orgali (1.1) tenglamadan

u« +u" =z— F (*r>uxui>u,)
aw

kanonik tenglama hosil gilinadi.

Parabolik turdagi tenglamalar uchun (1.2), xarakteristik tenglama
<p(x,y) - C umumiy integralga ega bo'ladi. Bu holda £ =<p(x,y) va tj - y/(x,y)
almashtirishlar bajariladi. Bu almashtirishlar yordamida (1.1) tenglama

an
kononik tenglamaga keltiriladi.
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2-misol. Berilgan tenglamalami kanonik ko‘rinishga keltiring:
1) wn,, +2uv —3uNe+2ux+6uy=0; 2) - 2uv +2u,, =0.

® 1)Berilgantenglamada a,, =1 aR=1 an=-3.
U holda A=a,/ -gX1=1-1+-3)=4>0.
Demak, berilgan tenglama giperbolik turdagi tenglama.
Uning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
dy2- 2dxdy- 3dx2=0 yoki v =142,
U holda berilgan tenglamaning xarakteristikalari:
y+x=C,, X-y=CIL.
N=y+Xx, f]=3x-y almashtirishlar bajaramiz va bu funksiyalaming
Xususiy hosilalarini topamiz:

£E=1C=I>
Berilgan tenglamadagi xususiy hosilalami aniglaymiz:
ux=u( -l +ud4m8=ui +3ull; uy=u( |+unm-N)=uf -u,,;
o1+Kx 3+ w+3 ¢ 3=WNet+6 +9n,,;
"1+ +3 {«1+4 , '(-D ="« +DBA~3N>
w = o 1+MA'(-D“ '1" e(-D=«B“2d1+%-

Topilgan xususiy hosilalami berilgan tenglamaga qo'yib, uning kanonik
ko‘rinishini topamiz:

2) Berilgan tenglamada au=1, aP=-1, an =2
va f=a,2-auan =1-2=-1<0. Demak, berilgan tenglama elliptik turdagi
tenglama. Uning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
dy1-+2dxdy +2dx2=0 yoki I(;I =-14/.
X
Bundan berilgan tenglamaning xarakteristikalarini topamiz:
y +X~ix=C,, y +x+ix=C2
g=Yy +X, 7]=x almashtirishlar bajaramiz. U holda
€,=1, = r”=0.

Tegishli xususiy hosilalami aniglaymiz:
n,=bIr 1+u-bln{ -+ ut =uf |+n, ‘Q=uf;
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Topilgan xususiy hosilalami berilgan tenglamaga qo‘yib, uni kanonik
ko'rinishga keltiramiz:

3 misol.  49u,,—l4uv +uNeH4ux-2uy=0 kanonik ko'rinishga keltirib,
umumiy yechimini toping.
® Berilgan tenglamada /1=an2-auwan =49-49=0. Demak, berilgan
tenglama parabolik turdagi tenglama. Uning xarakteristik tenglamasi
7dy+dx=0 tenglamaga teng kuchli. Bu tenglama 7y+x=C yechimga ega.
Demak, yangi g=x+7y o'zgaruvchi kiritamiz. Ikkinchi o'zgaruvchini g=x
kabi tanlaymiz. Bunda D =£xiy-t}Jy=1-0-1-7=~7*0. Demak, g=x +7y,
ij=x almashlirish bajarish mumkin. Bundan £ =1, =7, fx=1, i}y=0.
Berilgan tenglamadagi xususiy hosilalami aniglaymiz:
=*V 1+H4rel =»;+«,; uy—~us | +uii-Q-7u(>
“qolmt  olmA* ol ol W« +2nft +U,,;
=7m o1+7s, e1= T«« +7«Ab Ge=Tmc "7+ 0=4%«e
Bu hosilalami berilgan tenglamaga go'ysak, tenglama

&, F=«, =0

kanonik ko'rinishni oladi. Bu tenglama fiksirlangan har ganday £ da 7,ning
o'zgarmas koeffitsiyentli chizigli ikkinchi tartibli oddiy differensiai

tenglamasi bo'ladi. Uning xarakteristik tenglamalari k, =0 va k2=--

ildizlarga ega. U holda bu tenglamaning umumiy yechimi

u@r)=c,r+Ccq~ "
bo'ladi, bu yerda C,(f),C,(E)- £ o'zgaruvchining ixtiyoriy funksiyalari.
Bundan x va y o'zgaruvchilarga gaytib, berilgan tenglamaning umumiy
yechimini topamiz:

ux.y) =C,(7x+y) +CA7x+y)er,
buyerda C,("),CA")- £=x +7y o'zgamvchining ikki marta
differensiallanuvchi ixtiyoriy funksiyalari. O
4.1.2. Har xil tabiatli tebranmajarayonlar (toming ko'ndalang tebranishi,

steijenning bo'ylama tebranishi, elektromagnit, gidrodinamik, gazodinamik
va akustik tebranishlar) giperbolik turdagi tenglamalar bilan ifodalanadi.



Bunday tenglamalardan eng soddasi to'lgin tenglamasi (toming tebranish
tenglamasi) debataluvchi

aAvi_ ., am

dtl dx1
tenglama hisoblanadi.

Issiglik targalish va diffuziya hodisalari hamda filtratsiya masalalari
parabolik turdagi tenglamalarga keltiriladi. Bunday eng sodda tenglamalarga
issiglik targalish tenglamasi (yoki Fur ‘e tenglamasi)

du_ . du
dt dx
misol boiadi.

Elektr va magnit maydon hagidagi masalalar, statsionar issiglik holati
haqgidagi masalalar, sigilmaydigan suyuglikning potensial harakati hagidagi
masalalar elliptik turdagi tenglamalar bilan aniglanadi. Bunday
tenglamalaming tipik vakili sifatida

Laplas tenglamasini ko‘rsatish mumkin.

4.1.3. Xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun asosan
boshlangich va chegaraviy shartlami ifodalovchi uch turdagi masala
go‘yiladi.

1 Ciperbolik va parabolik turdagi tenglamalar uchun Koshi masalasi.
Bunda tenglamaning berilish sohasi butun fazo bilan ustma-ust tushadi,
fagat boshlangich shartlar beriladi, chegaraviy shartlar gatnashmaydi.

2. Elliptik turdagi tenglamalar uchun chegaraviy masala. Bunda
tenglama G Dberilish sohasining S chegarasidagi shartlar beriladi,
boshlangich shartlar gatnashmaydi.

3. Ciperbolik va parabolik turdagi tenglamalar uchun aralash masala.
Bunda boshlangich va aralash shartlar beriladi, G soha fazoning biror gismi
boiadi.

& Matematik fizika tenglamalarining yechimlari boshlangich v
chegaraviy shartlami ifodalovchi masalaning qo‘yilishiga bogiiq boiadi.
Bunda birinchidan gogyilgan masalaning yechimi mavjud va yagona boiishi
kerak, ikkinchidan bu yechim turg‘un boiishi (shartlaming ozgina
o'zgarishiga yechimning kichik o'zgarishi mos kelishi) lozim.

Agar qo‘yilgan masalaning yechimi mavjud, yagonava turg‘un boisa,

u holda bu masalaga to‘g‘ri qo‘yilgan (korrekt) masala deyiladi.
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Mashqlar

4.1.1. Berilgan tenglamalar giperbolik, elliptik va parabolik turda
bo‘ladigan sohalami aniglang:
1) «,, ~yu,, +2ux+6uy - 3m=0;
2) xua +2xuv +(x-1)uyy+4ux=0;
3) (1-X2u,, - 29w - (1-y Dupy++2x-+uy=0;
4) +2smxuv - cosZjcnw+co s =0.

4.1.2. Berilgan tenglamalami kanonik ko‘rinishga keltiring:

1) uxx-2uv +uiv-ux—+uy=0; 2) uxt—~6uv +9uyy- ux+2uy=0;
3) «,, +4uv +5uNe+n, +2uy=0; 4) ux¢2uxy+I10uly=0;

5) »,, +«4-2«1-31,-15u,=0; 6) ua - 4uv +b1* - 37" +9uy=0;
7) (1 +x22u,,+uv +2x(l +x2)ux=0; 8) (I +x22&/«+ (1+/)2m, =0;

9) u,, —2sin +(2 - cos2gmw — cosjci® =0; 10) xa,, - 2xuv +uyy= 0.

4.1.3. Berilgan tenglamalami kanonik ko'rinishga keltirib, umumiy
yechimini toping:
1) x2ia +2xyuv +y21yy=0, x*0; 2) 2ux5uv -3u,, =0;

3) #,, - 2cosxuv - (3 +sin2x)uNe+sinxuy=0; 4) ua - yuNe- ~nv=0, y> 0.

4.2. TO'LQIN TENGLAMALARINI YECHISH

To'lgin tenglamalarini yechishning Fure usuli.
To'lgin tenglamalarini yechishning D’alamber usuli

4.2.1. Ushbu
(2.2
toiqin tenglamasining
= = 22
L=y, AT), oy (22)

boshlangich shartlami va
(2.3)

chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi xususiy yechimini topish masalasini
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garaylik, bu yerda f(x), F{x)~ [0;/] oraligda aniglangan funksiyalar bo‘lib,
/(0)=F(0)=0.

Agar bu masalada u=u(x,t) toming muvozanat holatidan chetlashishini
bildirsa, (2.1) tenglama uzunligi / ga teng va x=05 x=| nuqtalarga
mahkamlangan bir jinsli toming erkin tebranishini ifodalaydi, bu yerda

aZ:I, T—taranglik; p = p(x)-chiziqli zichlik.

P

Agar masalada u(x,t) deb tok yoki kuchlanish tushunilsa, (2.1) tenglama
simdagi elektr tebranishlami ifodalaydi, bu yerda a2= a C-sig'im,

L- induktivlik.
Agar masalada u(x,t) sifatida sterjenning bo‘ylama cho'zilishi tushunilsa
(2.1) tenglama steijendagi bo‘ylama tebranishlami ifodalaydi, bu yerda

a2=-i-, v- sterjen bo‘ylab dinamik kuchlanishlaming tarqgalish tezligi.
v

To'lgin tenglamalari giperbolik turdagi tenglama hisoblanadi. Ulami
yechishning Fure (o'zgaruvchilami ajratish) usulini aniglik uchun toming
kichik tebranishlari misolida garab chiqaylik. Fure usulida (2.1) tenglama-
ning yechimi biri fagat t ga bog'liqg bo‘lgan va boshqasi fagat x gabog'liq
bo'lgan ikkita funksiyaning ko'paytmasi, ya’ni

u(x,t) =TEXX)
ko'rinishda izlanadi (o'zgaruvchilari ajratiladi). Bunda ko'paytuvchilaming
har ikkalasi (2.3) chegaraviy shartlami ganoatlantiradi va aynan nolga teng
bo'Imaydi deb garaladi va T(f) va X{x) lami topish uchun ikkita oddiy
differensiai tenglama hosil gilinadi:
T@®+AZI(H)=Q X"(X) +AX(X)=0.

Bunda (2.3) shartlami ganoatlantiruvchi notrivial (nolga teng
bo'lImagan) yechimni topish uchun X’ (xX) +AX(xX)=0 tenglamaning X(0)=0,
X()=0 chegaraviy shartlami qganoatlantiruvchi yechimini topish kerak
bo'ladi. Bu masalaning notrival yechimi mavjud bo‘ladigan X ning
giymatlariga masalaning xos giymatlari, ularga mos notrival yechimlarga
masalaning xosfunksiyalari deyiladi. Bunday talgin gilingan masala Shturm-
Liuvill muammosi deb yuritiladi.

Bunda xos giymatlar
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va xos funksiyalar
Arx(xX) = sin*-x, Jte 1,2,..
kabi topiladi.
N=J1da (2.1) tenglamaning yechimi

u(x.t) = 2 RAkcos Tt + Bksin Ejm—t'ﬂs'm toro

gator bilan aniglanadi, bu yerda

At =—f/(*)sin— xdx, Bt=-"—~F(r)sin— xdx (k=1,2,.).
/o | KT O |
1- misol. Chetki nugtalari mahkamlangan, boshlang‘ich /=0 vaqtd
hx(I-x) (h>0-const) parabola shaklida bo‘lgan va tezlikka ega bo‘lmagan,
uzunligi / gateng birjinsli toming erkin tebranishini Fure usuli bilan toping
( rtaranglik va p zichlik berilgan).
® Bu masala

am  2da .
~g*“a a?- ,>0' 0<x«<lI
tenglamani
U _y opix<t
dt

boshlang‘ich shartlarda va
GL:O> « L:O,
chegaraviy shartlarda yechishga keltiriladi.
Masalani Fure usuli bilan yechamiz.
Ma’lumki, bu yechim
> bm r. » km \. K1
u(x,t)= gﬁ'\ 005—/ 1+Btsm—T—thm—I X
ko‘rinishga keltiriladi.
Bunda tenglamaning koeffitsiyentlari

At =7Mf(x)sin~-xdx, Bt=-"—~F(x)sm”~-xdx A=12,.)
/© /

nsa0o0 /
yoki berilgan boshlang‘ich shartlarga ko‘ra
2! k ' ki
At = INIX(- )sin-—oxdx,  =— fo-sin— xotc (£=12..)
/o | KTO |

integrallar bilan aniglanadi.
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Bu integrallaming ikkinchisidan Bt =0 kelib chigadi.
Integrallaming birinchisini ikki marta bo‘laklab integrallash orgali Ak ni
aniglaymiz:

Al = x32mh- iy’ 1"72=°" W=0L....

Ak va Bk koeffitsiyentlaming topilgan giymatlarini hisobga olib,

berilgan masalaning izlanayotgan yechimini topamiz:
4 8IIh A s (2/a+ ﬂa ,(ZT +1)
ulx= n *—o(zlﬂ +J)T Jf) "X 0

Agar toming chap tomoni mahkamlangan, o‘ng tomoni o0‘zining
muvozanat holati bilan elastik bog‘langan bo‘lsa, (2.1) to'lgin tenglamasi
uchun chegaraviy shartlar

m0Nl=0, w{H\=-hu(l,t), t>0, h>0-const (2.4)

kabi qo‘yiladi.

Bunda (2.1) tenglamaning (2.4) chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi
notrival yechimi

u{x,t) = TX{X)
uchun
X'{x) +AX{x)=0
differensial tenglamaning
X(@0)=0, X'()+hX()=0
chegaraviy shartlami qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasi kelib
chigadi. Bu masalaning xos qiymatlari
/acossvVA +hsin-/XI=0

tenglikdan topiladi. Bunda #A=W2 belgilash kiritilsa, v ni topish uchun

t9(yD=~
tenglama kelib chigadi. Bu tenglamani grafik usul bilan yechish mumkin.

Har ikki chetki nugtasida mahkamlangan bir jinsli toming intensivligi
g(x,j)bo‘lgan tashgi kuch ta’sirida tebranishi masalasi
";I' a2" +g(xt), t>0, 0<x<t (2.5)
o
tenglamani

«L=/«> | =F(x), 0O<x<I (2.6)
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boshlangich shartlardav a
»L=> «L=°> (28
chegaraviy shartlarda yechishga keltiriladi.

Bunda v(x,t) yechina toming majburiy tebranishini, ya’ni boshlangich
harakatsiz tashqgi g(x,0 kuch ta’sirida harakatlanuvchi tebranishlami
ifodalaydi, w(x,/)yechiin esa fagat boshlangich harakatlar natijasida hosil
boiuvchi erkintebranishlami ifodalaydi.

Bu masalaning u(x,f) yechimini

m(x,0 = v(a:,/) + w(jc,0
yigindi ko‘rinishida izlanadi.

Bunda v(x,/)

dar  2dza/
a ’} * * * 0
birjinsli boimagan tenglamaning

VLZO, ™l =0
»L

N 0o=°" «L*0
chegaraviy shartlami gaftoatlantiruvchi yechimi.

boshlangich shartlami va

w(x,/)esa
dav_ 2d2w
dt2 dx1
birjinsli tenglamaning
4> TFX)
boshlangich shartlami va
"L=°« wL=°

chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi yechimi.
U holda (2.5)-(2.8) masalaning yechimi

1 km KT . KA v KN
«*( ,f)—gl\ﬁrcvs Tt+’BkS|nIJJsm—I +Fn7]1,(f)sm 7 X
ko'rinishda boiadi, buyerda

,CO .
km% i

91 ~lrir N |
A =~ff(X)siD~7-Jcdx, Bk~—— jF(jc)sin-
lo |

KTO

rr
—xdx (k-1,2,..),
|
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2- misol. Chegaralangan toming majburiy tebranishi hagidagi masalani
Fure usuli bilan yeching: B¥=— +/sinx, t>0, O0<x<ff, (NB=0,

?;: =0, O<,xx<x, «I =0, N =0, />0.
® Torda boshlang'ich chetlashishlar yo‘q. Shu sababli chetki
nugtalarda mahkamlangan bir jinsli toming sof majburiy tebranishini
garaymiz.
U holda berilgan masalaning yechimi
D Osi frjr
1) = —
u(x,t) o (Osin /x
ko‘rinishga keladi.

Bunda

Tt(t) = ! ':!-\W i kW/ d
(t)_?I'IJO sm—/(—r) r

bo'ladi, bu yerda
01 bir
9, () = =-\g(£,t)sm— £dg.
/o /
U holda berilgan masala uchun

\tsin4 sink"d” = (bundan A= 1)= —J(I-cos2£) £ = t,
7to Tto

rt(/)=—=Jrsin(/- r)dT=rcos(/—)|' —Jcos(/- t)dr =
Nno 0

=/+sin(/ - r) =/ - sin/.
Demak, berilgan masalaning yechimi
u(x,/) = (/- sin/)sinx. O
Ikki tomoni mahkamlangan, chetki nuqgtalari berilgan gonim bo'yicha
harakatlanuvchi toming majburiy tebranishi masalasi
AM _ 8
=a2—"-+g(x,t),t>0, O<x<lI 29
dr ™ g(x,t) (29

tenglamani

A SF(x), O=fx</ (2-10)

boshlang'ich shartlarda va
«L=£<'> «L #2-0 (2-11)
chegaraviy shartlarda yechishga keltiriladi.
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M asalani yechish uchun yordamchi

Tr)=£(/)+(E()-£«)y
funksiya kiritiladi, bunda
4W iW -
(2.9H2.11) masalaning «(*,0yechimini
u(x,p=v(x,t) +w(x,t)
yig'mdi ko‘rinishida izlanadi.
Bu yerda v(x,t) funksiya

5% 2d¥
Fr7_0 &+g.CM)» r>0, 0<x</

tenglamaning
4* =/(~k>_ J i(X), O<x<lI
boshlang‘ich shartlami va

*L:°>
chegaraviy shartlami qanoatlantiruvchi yechimi, bu yerda

ftw =*C*>-m ~E({/)-m )jm

3- misol. Aralash masalani Fure usuli bilan yeching: a/\:dx />0,

=l+x, 0<x<1 W =/, u\=2t, t>0.

® Chegaraviy shartlar bir jinsli emas ( toming chetki nuqtalari
go‘zg‘aluvchan). Masalaning shartigako‘ra: m = t,

Yordamchi funksiya kiritamiz:

W(-M) - £ (/)+(f20 -£ (/))y =/+to=r(I+m).
Bu funksiya uchun =t, whl=2/.
Berilgan masalaning yechimini
u(x,t) = v(x,t) +w(x,t)
ko‘rinishida izlaymiz, bu yerda v(x,t)~ noma’lum funksiya.

v=u-w funksiya uchun

dz d% | |
Ar=Ar’ />0 O<jt<l>W =0 *Le°.
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Y- =n*)-14(0)-tf.(0)-f,(0))y - O
H =Fix)-£(0)- (£ 0)-£(<>))y =1+*-1-x=0

bo‘ladi. Bu masala yagona vix,t) 3 0 yechimga ega bo'ladi.
Demak, berilgan masalaning yechimi
«0,0 =*1+x). O

4.2.2. Toming tebranish tenglamasini yechshning keng go‘llaniladigan
usullaridan biri D 'alamber (xarakteristikalar, yugiruvchi to ‘Iginlar) usulidir.
Bu usulning asosida

(2'12>
tenglamani £ =x-at, rj=x-+at almashtirishlar orgali
-~Uo.
d&vVv
tenglamaga keltirish yotadi.
Bu tenglama
u{X t) = OKx-at) +Br(x +at) (2.13)

yechimga ega bo‘ladi, bu yerda 0,, Br—o0‘z argumentlari bo'yicha ikki marta

differensiallanuvchi ixtiyoriy funksiyalar.

(2.13) ifoda bilan aniglanuvchi u{xt) funksiya (2.12) to‘lqin
tenglamasining umumiy yechimi (D ‘alamberyechimi) deyiladi.

(2.12) tenglamaning har ganday yechimi exva Br funksiyalaming mos

tanlanishida (2.13) ko'rinishda ifodalanadi.
€9 va sr funksiyalarni topish, ya’ni toming tebranish qonunini aniglash

uchun boshlang'ich shartlardan, ayrim masalalarda chegaraviy shartlardan

foydalaniladi.
Chegaralanmagan tor uchun bir jinsli Koshi masalasi quyidagicha

go'yiladi:
/(\17[7:a2~—', f>0, -o00<x<o00 (2.14)
tenglamaning
«L =/(*>" f 5/_0 —00<X<00 (2.15)

boshlang'ich shartlami ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.
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Bunda /=0 vaqtda /(x) fiinksiya toming shaklini, F(x) funksiya esa tor
bo‘ylab du tezliklaming tagsimotini ifodalaydi.
Koshi masalasining yechimi

N\ f(x—at) +f(x +at) \F(z)dS

2 2(7 x-at

u( b=

D "alamberformulasi bilan topiladi.

4- misol. Koshi masalasini D’alamber usuli bilan yeching:

da 232/|, >0, , r gu ~ 0
KO
du da , Il n du _ |
2) >0" "L-ft A TS
das dlu i du

Lot @ g s

® 1) Masalaning shartiga ko‘ra: a=1, f(x) =x2 F(x)=0.
U holda D’alamber formulasi bilan topamiz:

U(X,ﬁl (x_ _Q%"_'QS_'__O_z_ X§+t§_
2) D’alamber formulasidan a=2, f(x) =0, F(x)=cosx larda topamiz:

ulx,t =1 | coszdz‘; —sm(x +]2t) -sin(x+2/)) = —eosxsinlzf.

3) Bu masalada a=1 f(x) =e*', F(X)=—

) L) =e*, Fo=
U holda D’alamber formulasiga ko‘ra

uéx,tﬁ‘: ————————— 1? 2dz e~(>c—|ﬂ)(e2‘ “tela) N I’n(’l +x5i!;i
2 iL | +22

—e? )chlxt+—lnf
+(x-/)J
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Chegaralanmagan tor uchun bir jinsli boimagan Koshi
quyidagicha go‘yiladi:

AN — =alr-+g(x,t), t>0, -co<x<oo
o ox

toigin tenglamasining
«L =/(*) ] =F(x), -oo<ar<»

boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.
Bu masalaning «(*,/)yechimi
u(x,t)-v(x,t) +w(xt)
yig‘indi ko‘rinishida izlanadi.
Bunda fitnksiya v(xt)
dw ,

birjinsli boimagan tenglamaning
i dv
4-0 ' dt /‘O
boshlangich shartlami ganoatlantiruvchi yechimi.
w(X,0 funksiya esa

=0, -00<X<co

daw_ j3aw
dt2 dx2
birjinsli tenglamaning
40=/*)> ff =F(), -cc<x<cc

boshlangich shartlami ganoatlantiruvchi yechimi.
Bunda w(x,t) yechim D ’alamber formulasi bilan topiladi

x+al

v(x,t) yechimni topish ushbu masalani yechishga keltiriladi:
axs  ,axs
3f2 dr2
birjinsli tenglamaning

=g(*,r), —-COX<00

shartlami ganoatlantiruvchi yechimini toping, bu yerda r- parametr.
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Bu masalaning yechimi
jifxedH) N
j  Jj9(z,T)dz jdr
)

Z.a 0\x-a{t-T)

v(x,t) =

kabi topiladi.
U holda (2.16) tenglamaning (2.17) boshlangich shartlami
ganoatlantiruvchi yechimi

2 bl IdO J
Dyuamel formulasi bilan topiladi.

5-misol. Tor uchun birjinsli boimagan Koshi masalasini yeching:
-JL=-JL+X, t>0, -00<"<+00, M|«=QSIC €: =sin*>
Dt GX V* ho
® Masalaning shartigako‘ra: a=1, /(x) =cosx, F(X)=smx, g(x,t)=x
Masalaning yechimini Dyuamel formulasi bilan topamiz:
u(x,t)= ~Uun+ + jF(r)afe+~-jf /g(z,r)<felrfr=
o) 2 2l (Nate 7l Q<"

= cos(.y-/) +cos(*+/) +l| j snzdz + =

2 2i, 2d-ii) J

dz = cosjccos/ - sinxsinf +\O¢ - xr)dr =
=cos(X +/) +1xtr-"r3

Mashqlar

4.2.1. Chegaralangan toming erkin tebranishi hagidagi masalani Fu
usuli bilan yeching:



Hl?= > O<n<n“lo=°’ =0,“k»=sinY X tL =°'
4.2.2. Chegaralangan toming majburiy tebranishi hagidagi masalani F
usuli bilan yeching:

ﬁfﬁEZjﬂh[I: *>0> e =B %kfl e°. M=0 M=°;

2) |*-==|"+(4f-8)sm2x, f>0, 0<x<aA-u|m)=0, ~ =0,«, ,=0, 0\, =0.

7’ Ix«0

4.2.3. Aralash masalani Fure usuli bilan yeching:
14 da da j n du

" ar NEERRIEARES
521 32n , o n "
ar”a’7’ o<lI<'. “L"°. jj; =0, m" =0, 4 =C =const
4.2.4. Koshi masalasini D’alamber usuli bilan yeching:
14 821 nda n | . du
a?’ ' m00<IC<+0°>’ “L =sm* aLE
8 8a | du _
——=— />0, —00<X<+®O, U ,,=X, — ==X
dt  dx2 U dt fo
da da t n , 2 on _
NaTl 17 »x.—-»<*F<«>, «L-7*, =%
, " = COSX;
1>0 L-™=x §f .
5V 322n n | sinx du o:
) P v = &r’ “L = —X ° ‘gl-b 7
N da 8 . on | du .
*>?7m ? 'S»' —wn<*<e “L-* e g M~S\n2>(’
X du
N= _—oe_ - =smx;
7) l/ (;rxT> (>0> SHH®. o | +x2' ~a&
oq 32v 32V . . du 1
Ar= &2' _oogkgoos - SINX, dt sin2x

4.2.5. Toruchun birjinsli bo‘Imagan Koshi masalasini yeching:
,4da .84 —~ n N i 8u _ .
&r+ _00<x<+00, «L=x, — =C€0sx, r>0;

oy du dar n i du

)AT=A T+ A _cox<#00> M= sm* Yt 2 />0.
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4.3. ISSIQLIK O‘TKAZUVCHANLIK
TENGLAMALARINI YECHISH

Issigliko‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi masalasi.
Shekli sterjenda issiglikning tarqgalishi. Issiglik o‘tkazuvchanlik
tenglamalarini Fure usuli bilan yechish

43.1. Bir jinsli steijenning issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchur
Koshi masalasi quyidagicha qo‘yiladi:
o _glid t>d" —eo<x <+<m (3.15'
tenglamaning
“L =/(%)» ~°<* <+ 3-2

boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping, bu yerda
aZ:C—l;, p—steijenning zichligi, c- steijenning solishtirma issiglik

sig‘imi, K- steijenning issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsiyenti.

Bu masala ushbu fizik ma’noga ega: bir jinsli cheksiz steijenning
boshlangich /=0 vagtdagi ma’lum /0 ) temperaturasiga asosan istalgan
t>0 vaqgtdagi temperaturasini toping.

Masalaning yechimi

1 =
ux,t)=—7=j f{X)e <AdX, t>0.
(x,t) 2ayﬁtj {X)

ko'rinishda topiladi. Bu formula Puasson integrali deb ataladi.

1-misol. Koshi masalasini yeching:

an_am
dt  dx

«rf=e 2, -00<JC<+Q0.
<S> Masalaning yechimini Puasson integrali bilan topamiz:

i & < 1 «, £ O(HwF

“Cn*“~™r nn)e
t «© n *20%h, i L) H=
26 4 dX=—r=Je 4 =
~2-Im L -

, t> 0, —e0<JC<+00,

— A ¥ AN =—y=e 27 I dX.
2-bli 24m L
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nl+ 2/ . . . L . .
-y— j =r o'zgaruvchini almashtirish bajaramiz:

41t
fi_ /57 = il
ao /)——|—e_2(,—|2)—£—— f«<> 0.
24m nir+27i
i /57 n j o
42>k e X2, o (320
28Jjit VI+2/ al+2/
Demak, berilgan Koshi masaiasining yechimi
1 **k
_ J_ /20 - O
«00= 4y
4.3.2. Chekli / uzunlikka ega va Ox o‘gining O<x<l| kesmasida
joylashgan sterjenda issiglikning targalishi hagidagi masalani go‘yish uchun
an ;3

a ' a?***Q
tenglama va
N =/w

boslang‘ich shartdan tashqari chegaravish shartlar berilishi kerak bo'ladi.
Bunda shegaraviy shartlarning asosan uch turda beriladi.

Birinchi turdagi chegaraviy shartlarda steijenning chetlarida

“L=£<0. «L=£(0

temperaturalar beriladi, bu yerda £(/),£,(/)- jarayon o‘rganilayotgan 0<t<T
vaqgt oralig‘ida berilgan funksiyalar.

Ikkinchi turdagi chegaraviy shartlarda steijenning chetlarida

du y du

a; =7,(0, & =7 (0
hosilalar beriladi.

Uchinchi turdagi chegaraviy shartlarda steijenning chetlarida funksiya va
uning hosilasi orasidagi chizigli moslik

du _ « _
dx =J1(«(0,/) <)), i,

beriladi, bu yerda 0(/)- atrofmuhit temperaturasi (aniq funksiya), /- issiglik
almashinish koeffitsiyenti.

Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun birinchi turdagi chegaraviy
shartlar bilan berilgan aralash masala quyidagich qo‘yiladi:

= -A(«(Z,/)-0(0)

Ao _ a2+ t), O<x<l, />0 3.3
b g(x,t), X > (3.3)
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tenglamaning
«L,=/(*), o<*s/ (3.4)
boshlang‘ich shartni va
«L :E('), *|_:£(')> (3.5)
chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi, 0<x<lI, t>0da ikki marta
differensiallanuvchi u(x,t) yechimini toping.

u{x,t) funksiya yopig D={0<x<l|,0<,t<T} sohada uzluksiz, ya’ni
/(*),£(0,£(0 funksiyalar D sohada uzluksiz va /(0)=£(0), /(/)=£(/)
moslashish shartlari bajarilsa u(x,t) funksiya uchun quyidagi teoremalar
o'rinli boiadi.

1-teorema (maksimal giymat prinsipi). Agar u(x,t) e C(D) funksiya
{f<jc</,0<f<r} sohaning nugtalarida %‘ltj:ar%jt issiglik o‘tkazuvchanlik

tenglamasini ganoatlantirsa, u holda u(x,t) funksiyaning maksimum va
minimum giymatlariga yoki boshlangich t- 0 vaqtda yoki chegaraning
x=0 yoki x=I kesmalarida erishiladi.

2-teorema. (3.3)-(3.5) masalaning yechimi {0<nc</,0<r<7} to‘g‘ri
to‘rtburchakda yagona boiadi.

3-teorema. (3.3)-(3.5) masalaning yechimi boshlangich va
chegaraviy shartlarga uzluksiz bogiiq boiadi.

4.3.3. Issiglik o‘tkazuvchanlik tengalamasi uchun birinchi turdagi
chegaraviy shartlar bilan berilgan aralash masalasini garaymiz:

(3.6)

birjinsli boimagan tenglamaning
“L, =/(*). 0<x<I (3.7)

boshlangich shartni va

(3.8)
chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.

1. (3.6H3.8) masalaning sodda holini garaymiz:
3.9

birjinsli tenglamaning

I'LO‘IC\>)0<)<<| (3.10)
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boshlang‘ich shartni va

N=°> *L=°> @n>
chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.
(3.9 tenglamaning (3.11) chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi

notrival yechimi u(x,t)=T(t)X(x) ko'rinishda izlanadi. Bunda T(t)va X(x)
lami topish uchun ikkita oddiy differensiai tenglama hosil gilinadi:
T@®+AZIr(t)=0, X"(X) +AX(X)=0.

Bunda (3.11) chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi notrival yechimni
topish uchun X’(X)+AX(X) =0 tenglamaning X(0)=0, X(I)=0 chegaraviy
shartlami ganoatlantiruvchi yechimini topish kerak bo‘ladi.

Bu masala

X0s giymatlarda
Xk(x)=sm"j-x, kel2,..

yechimlarga ( xos fimksiyalarga) ega boiadi.
A=At da (3.9) tenglamaning yechimi

utfx,f = g{ﬁ(b'z(ﬁ ' s'rnﬁln X
gator bilan aniglanadi, bu yerda

4 = 7/0'|f(x)8m7 xdx (*:1,2,...).

2- misol. Issiglik o'tkazuvchanlik masalasini yeching:

¥ A 27 '50,0<x<2 W =X ° N 2N="> 120 'O

® Masalaning shartigako‘ra: a=2, 1=2, /(X)=x
Izlanayotgan yechim

/ONCVvE o ittILx Kt A . kn
=1 sm—l,c[=%l e sm3X

ko'rinishda bo'ladi, bu yerda

[, =—f(x)sm— xdx=\xsm— xdx.
lo / 0 2
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Bundan boiaklab integrallash formulasiga ko‘ra

A = ?csm— xdx———z—Jccosi; : +2 I\c‘oshzn xdx —

Ksa{
————COSKFI +£— inXf =_JL
KA &\Kﬂ) 2 KA Ks
Demak, berilgan masalaning yechimi
X,0=~ £ A~ AN'PA~x . O
( Xb1 K 2

2. (3.9)-(3.11) masalaning bosga holini garaymiz:

N——al- +g(x,t), t>0, O<x<lI
P = g(x,t)

birjinsli bo‘lmagan tenglamaning
“Lo=/(*)> ° A XS]

boshlangich shartni va

chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi n(x,0 yechimini toping.

Bu masalaning w(jc,/)yechimi
u(x,t) =v(x,t) +w(x,t)
yig‘indi ko‘rinishida izlanadi.
Bunda v(x.t)funksiya
dv 25V

birjinsli boimagan tenglamaning

y-=0
boshlangich shartni va
*n=°- 'i,)=0
chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi yechimi.
w(jc 0 funksiya esa
daw jd*'w
li~ a dx2

birjinsli tenglamaning

boshlangich shartni va
4-,=°" Hw=°
chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi yechimi.
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U holda (3.12)-(3.14) masalaning yechimi
«*(*,/):fm4 nTA sm"IJC +M7;(0 sm--I X
ko'rinishda bo'ladi, bu yerda
10 = o Ntdx, A= /.Of(x)sm"y/—xdx (£=1.2,.).
3-misol. Issiglik o'tkazuvchanlik masalasini yeching:
— —7 +2co0s/sin4x, u| =0, O<x<*9, «I —0 V!’i 0, /£0.

a/ |6&2
® Sterjenda boshlang ich issiglik taqS|mot| yo'q. Shu sababli bu

masalaning «(*,/) yechimi
« Jw
V(X,t) =v(x,t) = 5_{ t(Osin—/ X

ko'rinishga keladi.
Bunda

O =brgk(t)e"ff9°">dr
bo'ladi, bu yerda "o
0{ bir
(0= 7(}g(f,03in—I
U holda berilgan masala uchun
gk(t) = —j Zcosrsm4fsm kEdE = (bundan k=4)=—— }(1 Cos2E)</E =2cos/.

4o = 216:0512’\'—"‘dt= 2cosre<[ +5Jsm mA~'dr=2(cos/ -e-) +
+2smzed~)[ - 2| cosiEK"rfr = 2(cos/ +sin/- e ’) - Tt(t).

Bundan
rt(/) = cos/+sin/ - ew.

Demak, masalaning izlanayotgan yechimi
m(;g/) =(cos/ +sin/ —€") sindx. O
3. (3.6)-(3.8) masalani garaymiz:

At —ar~ +g(x,t),e>0, 0<x</ (3-15)
a

birjinsli bo'lmagan tenglamanlng
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=7 C * ) > @B
boshlangich shartni va

«L =£("), «L =£(*)> **0 (3.17)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.
Bu masalaning u(x,t)yechimini
u(x,H=v(x,t) +w(x,t)
yig‘indi ko‘rinishida izlanadi, bu yerda

U holda (3.15)-(3.17) masalaning yechimi v(x,t)funksiya uchun
(3.12H3.14) masalaning yechimiga keltiriladi.

4-misol. Aralash masalani Fure usuli bilan yeching:

3/IZ"‘ar—M+25in/smx, «ijl'lzo, Q<x<n, : : «w =29, t>0.

<S> Masalaning shartigako‘ra:  (/)=4, £ (/)=21.
Yordamchi funksiya kiritamiz:

wx)=£ () +(£ (/) -£ (1))j=a +x

Bu funksiya uchun Wf=n, =In.

Berilgan masalaning yechimini
u(x,t) = v(x,)+w(x,t)

ko'rinishida izlaymiz, bu yerda v(x,t)- noma’lum funksiya. Bu funksiya
uchun

EH="Z +2sinfsinjc, t>0, 0<x<x, " = 0,0Sx<r, =0,V ,=0, t>0.

' =0
boiadi.
Bu masalaning v{x,t)yechimi
V(<) =i X (0sin—*
*-i /

ko'rinishga keladi.
Bunda

t T
0

boiadi, bu yerda g,,(t):zfg(&t)sin for



U holda berllgan masala uchun

8k(0 = —1 2sintsin£ sinkgdg = (bundan k=N\=— f(1 cos2g)dg =2sin/.
730 = 2]65inze"<' oafr = 2sinjed" rr - 2{805294'-:[}1 r =2sin/ - 2cosxx 4*“°Ir +

- 2jsinm=Adr = 2(sin/ - cost +e*) - 7 (/).

Bundan
7J(/) = sin/ - cost +e=.
Demak, masalaning izlanayotgam yechimi
u(x,t) = (sin/ - cos/ +e-)sinjc+* +5\. O

Mashqglar
4.3.1. Koshi masalasini yeching:
B ﬂj:ﬂ@, />8,-«xx-100, Llittlp,:e m, It<>d1—const, —00< X < +00;
%‘3":9%24»0, —00</Ir<~H0, " =e% —0o<x <+,
/AN o

4.3.2. Issiglik o‘tkazuvchanlik masalasini yeching:

(=0, °-x-1 uL =uo=const’ *L=°» «L=°;

2)¥ =AiA2] ?7 '~0, °-x-K’ M =sinjc> M. =0> «L="°

3)¥ =a2f?’ '-0, °-g=/" *L=2sin3*’ *L=°« *L=°;
4) '~0" °-x-/) UL =xit~x" ML=M,,,=°;
5)¥ =le’ ,~0, °-x-1 47=3sin7*-5sin7-*" «L=0 “L="°

6), Io} —2’&)’(\2, />0, 0<g-<6, l<#_0:35in3®c—$in4**, ni_ﬂ:o, ul =O'>

IS i a2.

_— = —+3cos/sm60 />0, 0<a:<a-, =0, . =0, =0;
)dt 36 dx2 y A o Uo “
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ci
8)¥ =a?+sinf*’ /sO, °*X-2' *io=°> ML*=°>«L=°;

11
9) }g:: 4’€I'Zr/I +10sin/sinlC’ ONX™MK, 4_o0=2sindx, «L=0, n]_=0;

10)! 4 Tr "sin3* t-°"°-x-» M = 2sift2*> «L =0>«L="°

v
n)¥ =i™ +'sin*” '~=0,°*xX£*> M-»=0" uL =0" uL =e"™>

12) ’:)t:4’&4+sin2x, 0,0<x<x, « =sin3*, 1 =e', « =e2

4.4. LAPLAS TENGLAMALARINI YECHISH

Laplas tenglamalari. Dirixle masalasini to‘g‘ti to‘rtburchak uchun
yechish. Dirixle masalasini halga uchun yechish. Dirixle masalasini
doira uchun yechish

44.1. Fizik tabiatning har xil statsonar (vagtga bog‘liq bo‘lmagan)
jarayonlarini o‘rganish elliptik tipdagi tenglamalarga keltiriladi. Elliptik
tipdagi sodda tenglamalarga

da  da  da
A= 5 s Tz 0
Laplas tenglamalari kiradi.
Bunda
a_d2 d2 82

a2 dy2 dz

differensial operatorga Laplas operatori (yoki Laplasian) deyiladi.

H Agar u-u(x,y,z) funksiya VczR} sohada ikkinchi tartibligacha
hosilalari bilan uzluksiz bo‘lsa va Laplas tenglamasini ganoatlantirsa, bu
funksiyaga garmonikfunksiya deyiladi.

<S> a sirt bilan chegaralangan V soha berilgan bo‘lsin. Bunda Laplas
tenglamasi uchun tipik masala bunday gqo‘yiladi: V sohada garmonik va a
sirtda quyidagi ko‘rinishlardan bin bilan berilgan chegaraviy shartlami
ganoatlantiruvchi u(M),M<sV funksiyani toping.

1 vL=f(M), MeV- birinchi chegaraviy masala yoki Dirixle masalasi;
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du

2. — =JAM), M &V- ikkinchi chegaraviy masala yoki Neyman
masalasi’,
3. v + 4 =/, (M), M eV- uchinchi chegaraviy masala, bu yerda
n

A- berilgan funksiyalaﬂ:— crsirtga tashgi normal yo'nalishi

bo'yicha hosila.

Masalaning yechimi gayerda, a sirt bilan chegaralangan V sohaning
ichkarisida yoki tashgarisida, izlanishiga garab, Op=0 tenglama uchun
chegaraviy masalalar ichki va tashqi chegaraviy masalalarga. bo'linadi.

Laplas operatori silindrik ( qutb) koordinatalarda

" o18f l1da dar f. 1d( d\ 1da
*~ra{rw - ?2w *v r ‘“;» bl +737.
formula bilan, sferik koordinatalarda
1a( 23N 1 m3 (. agi\ 1 da
U r2im\ dr)r2sin®"372(Sm dejr'sivfedq)l
formula bilan aniglanadi.
4.2. Dirixle masalasini to‘g‘ri to'rtburchak uchun garaymiz:
da dar . v N
(41)
Laplas tenglamasining
"L =Viy)y “Lf= «Ll =%(*)> O<x<a (4.2)
chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi u(x,y) yechimini toping.

42.1. (4.1)-(4.2) masalaning xususiy hollaridan birini, ya’'ni
iff,(y) =y/1(y)=0 bo'lgan holini garaymiz. Bunda chegaraviy shartlar

"L=0 W=0 “L—i > O<x<a (4.3)
kabi go'yiladi.

(4.1)-(4.3) masalani Fure usuli bilan yechishda (4.1) tenglamaning (4.3)
chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi notrival yechimi

u(y) =X()Y ()

ko'rinishda izlanadi.

Bunda X(x) va Y{y) quyidagi tenglamalardan topiladi:

X'(X) +ZX(x)=Q  Y'(y)-*Y(y)=0.
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XA\X) +XX(X) =0,tenglamaning umumiy yechimi
Jf(x) = C, cos Ax+C2sin A
kabi aniglanadi. Bunda X(0)=0, X(a)=0 shartlardan

AN a’ fel,2,..., Xt(jc):Csin—a X, £el,2,...

kelib chigadi.
N=Jkda (4.1) —(4.3) masalaning yechimi

«(xy)=E it X, (4.4)
2cA— « 2 « a
2a 2a
ko‘rinishda aniglanadi, bu yerda
ak= a\p(x)sinT xdx, ht= Efbl\ 2(x)sin7 xcfe (4.5)

4.2.2. (4.1)-(4.2) masalaning xususiy hollaridan yana birini, ya’ni
P,9) = [EL(X)=<d bo‘lgan holini qaraymiz. Bunda chegaraviy shartlar

b h

“L =705 «L"jOO, -—£yE—, uWl= U b=0, 0<n<a (4.6)
kabi go‘yiladi.

Oldingi (4.1)-(4.3) masala yechimning natijalaridan foydalanish uchun

*=y 4 2’ y'=X-—-

o'zgaruvchilar kiritilsa, (4.6) chegaraviy shartlar (4.5) ko‘rinishga keladi,
a va b sonlarining o‘mi almashadi, (4.10) yechimga @ va “funksiyalar
o‘miga yit va y/ir funksiyalar kiradi. Agar xva y o0‘zgaruvchilarga gaytilsa,
(4.1)-(4.6) masalaning yechimi
S A gbll(x_1) +dkroksh*£fx_«

o,y)=1
2ch— *V 2j 2sh— b
2b 2b

ko‘rmishda bo‘Izzdi, bu yerda

¢ =f 1A 1@sinl 1/ +2 + (4-8)
*2 2

Dirixle masalasini to‘g‘ri to‘rtburchak uchun umumiy yechimi, ya’ni
(4.1)-(4.2) masalaning yechimi (4.4) va (4.7) yechimlaming yig‘iridisidan
iborat bo‘ladi.
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1-misol. Laplas tenglamasining to‘g‘ri to‘rtburchakning ichki gismida
«L =0"“L =°" «U,=°> “U =sinY x>Q<x<2

chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi u(x,y) yechimini toping.
<S> Masala yechimining koeffitsiyentlarini topamiz:

at =—\p(jc)sin— xdx=—J0e*sin— xdx=0.
d(;‘P(J ) Q 20 2

bk= Ejf" v Kge=2 W K KNy
Qo Q 20 2 2
=ij (I - cosknx)dx - - J~sin kidVji = 1»
Bundan
nixy) =" Kﬂb—ch—K)Kv-i- bk -ak sh®®y sm x =
™ 2cA o ° 2sh- a a
— ra -
h oK ghkK
0+1 KX 1-0 KK n 2 . y
=P e 2 Y i Ty S X gt M0
2d A~ 2cA—  2sh—
2-2 2-2 I 2)
4.3. Dirixle masalasini halga uchun garaymiz: qutb koordinatalarida
berilgan
fdu 1 _
! rvr gry_'_r ﬁ" =0< RI<r<R2 —c<<p<+@ (4.9)
Laplas tenglamasining
u(r, p+2m=u(r,p (4.10)
davriylik shartini va
WKP)=M<p), uRZ2<p)=fA) (4.11)

chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi u(r,<p) yechimini toping.
(4.9)-(4.11) masalaning doiraviy simmetriyaga ega yechimi

i —fr—1=0
rS‘\;, drj'
tenlamadan u(R,)=u,, u(R2=u2(k,,u2=const) chegaraviy shartlarda

n,-w ) .In/2,-n,.In&
«(y= "1V o+ B DL NS
ina,-1n” InJ1,-1InJ1,

formula bilan aniglanadi.
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2- misol. Laplas tenglamasining I< r <2 haiganing ichki gismida
i] =4, «),r=6 chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi u(r) yechimini
toping.
&> Masala doiraviy simmetriyaga ega. Shu sababli bu masalaning
yechimi
O nanini, Ini22-Intf,
6-4 y 41n2-61nl 2

LAn2-6Inl 2 i x o
In2=Ini " in2<inl_inz2

Fure usuliga ko'ra (4.9)-(4.11) masalaning notrival yechimi
uirP) = ANe()
ko'rinishda ifodalanadi va ikkita oddiy differensial tenglama hosil gilinadi:
B +MAP=Q  rR’(r) +IR'(N)-AR(r) =0.
U(r,<p+29) =Ur<P) davriylikning bajarilishi shartiga  ko‘ra
@'(<p) +/ (<) =0 tenglamadan A=krkelib chigadi.
X-klda (4.9-(4.11) masalaning yechimi
u(r )= r+a’ln® ~c»In—+
2(1nl'|2 Ini ’?) ron*-bn,)

*1 (cX~allKr(erf .
+£] W a5 4

+(dX -b XY -{dX -bX)KK . L |,
ko‘rinishda aniglanadi, bu yerda
aO:Ej(l;,(T)dT, ak:f_t\l(T)cosLLl T, bK:T';_t{(;(T)I‘/‘l ni T,
c,,=-/1,(Nrfr, ct=- //2r)cosAzfr, =—//2(r)sinlLUT.
Ao A0 o

3 misol. Laplas tenglamasining 1<n—<2 haiganing ichki gismida
Wl,_=Il-cose>, =sin2<p  chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi u(r,g>)
yechimini toping.

Masala yechimining koeffitsiyentlarini topamiz.

<*, ==\f(NdT - - J(1-cosT)dr= - (¢« -sinrfj =2
fto To 28
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2 J2
ak= %O\f('l')coskrd'l' = F‘(])(l_ cosr)cosktdT(k=1)=

=—fsinrP’ —2—J(I +cos2r)</rl=-1. bt=0.c0=0.ct=0.
» y

*

1x [l
=—J/2(r)sinkvdr=—1Jsin2rsin2air = (A=2)=— J(l - cos4r)<ir=1
a0 Ho 25 0

U holda
Wr<p=- c?—a°__ +E>SLAzE»M .+
ron/r,-1na,) 2 (in-in/e)
+y f rM T cosN +
+M - W Hn/ic 0-2 _ 2inz-0inl
R™~R”)rk 2(In2—nl)  2(In2-Inl
{02 xLer —(0elHL2)e 102 oy (122 20N S(1A+0-2 )72 s o
2 —hHr v 2 dbr
:1_ln_r+_r}_4cosﬁ>+ﬂ'£4_'i 2['p_ ‘6
In2 3r 15rl
44. Dirixle masalasini doira uchun garaymiz: qutb koordinatalarida
berilgan

rdg\ dr)+‘|1927J =B> B<r<” _co<qprse @13

Laplas tenglamasining
u(r,p+2a) =u(r,( (4.13)
davriylik shartini va
UR<p) =f(<p) (4.14)
chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi u(r,tp) yechimini toping.
Bunda masalaning yechimi

u(r,<p)= +Y"(akcos|<q>+l1 sin k@&RJJ (4.15)

kabi aniglanadi, bu yerda

a0=—jf(r)dT, at=—ijf(r)cosktdT, =—J/(r)sin*al/r.
n 0 710 7t o
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4-misol. Laplas tenglamasining 2<r doiraning ichki gismida
"12 =sin<p+cos”® chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi u(r,<p) yechimini

toping.
< Masala yechlmlnlng koefflt5|yentlar|n| topamiz.
J
aLF —\f(j)dT —J(smr +cosr)0fr——( cosr +sin r)]" =0
Tt Tt

J2
ak=—J/(t)coskrdr =—{(sinr +cosr)coskTdr(k = 1)=
Tto Xo

bt = I—ZF/(r) coskrdr :‘—b((sinr +cost)sinkvirik = 1)=
a» A0

=4kzsin2r|Jr+i J(1- cos2r)rfr j=— [r- —sin2rJ =1
A 0 20 k(. 2 A,
U holda

n(r,0="~+jt(atcos™» +*smty>)0" =(cos"+sin<>)*-j. O

(4.15) formulaga Fure koeffitsiyentlarining giymatlarini qo‘yib,
integrallash tartibini o‘zgartirilsa,/uning soddaroq ko‘rinishi hosil gilinadi:

<r,pP=-"~-\f(r
9 LK o ()4R -2rRcos(p-r) +r2

Bu integralga Puasson integrali deyiladi.
5-misol. Laplas tenglamasining | <r doiraning ichki gismida
=5dreE> chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi u(r,<p) yechimini
toping.
® Masalaning yechimini Puasson integrali bilan topamiz:

R -2rRcos(tp-r) +r2

=— |5smrf-———- N =
29 0 I- 2rcos(ffl-r)+r 29  ol-2rcos(<»-r) +r
51 -r2 Zsin(i> - r) cos p- cos(ff - r) sin
2/r o I-2r cos(<p-r) +r2
5(I-r2)cosffx¥  2rsin(ff-r) +

4-K ol- 2rcos(®?-r) +r2
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Bl-rYsing 2  2rcos(<p-T)
4T 0l1-2roos(<p-T) +r2

=—» o 7 i_LI,I'l’a\*,—-):I-FC—

_5{-r2sin® 21 - 2rcos(P-r)442d - (1+r2
4r'k 0 |- 2rcos(#»-r) +r2

=—j—_ J— Inld - 2rcos(™>-2;r)+r2|-Infl- 2rcosc>+r2) -
I e (">-2in)+r2| )

_S(l-psm?(m _ 0 +rl)-—————- n—-—————-
Ar#t ~O v\-2rcos(<p-T)+rl
=_ 5fl-rasinpf »> n 21 dr
4k ol- 2rCos(@-T) +r 4
= 50-Gsinf f2)r_ (1+j.2).. *
A5+ n ol-2r cos(<p-T) +r
Oxirgi integral uchun
Y de = 2n

Oa2+2abcosx +b2 |ar-£2]
formula o'rinli bo'ladi.
U holda

u(r,tp)—~ 5(1- r2)_s m—EE 12 rrgn—_gl;-'_ r?: 5rsing O

Mashqglar

44.1. Laplas tenglamasining to‘g‘ri to‘rtburchakning ichki gismida
berilgan chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi u(x,y) yechimini toping:
D«L=°. «L=°. =-1<y<\, u],.,=0, wul =sin3jr, 0<x<1;
2)"L =% «U=sindy, -x<y<n, u”",=0, «”",=0,0<Xx<2;
3) M=sin®, «Lr=0, —X<y<a, M*T=0, «]”*=sin2x,0"x"q;
4)“L =0 «L=sm2", -sa<y<sa, u\"=sin3jc, M],.,=0, 0<X<TT.
4.4.2. Laplas tenglamasining halganing ichki gismida berilgan
chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi u(r) yechimini toping.
1)"'L=4 «U=8& 2<r<3; 2)«[rf=7, «t.s=10, 3ZrZ5.
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443. Laplas tenglamasining haiganing ichki gismida berilgan
chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi u(r,cp) yechimini toping.
Dw]ral=sm”, U\i =oostp, I</-<3; 2)n)" =cos2p, IR =siN3<P, 2<r<3;
3)«L =4, 4., =sinV, 1Sr<2; 4)uX2=sinq UX}=sin2¢ 2<r<3.

4.4.4. Laplas tenglamasining doiraning ichki gismida berilgan
chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi u(r,g>) yechimini toping.

DL,,, =3 +50089 r S3; 2) 1u],2=2 +3sin®, r<2;
3)Kjr3=sin>, rs3; 4) N»]”~ =cos>, r<2.

5-NAZORATISHI

1 Berilgan ikki o‘zgaruvchining ikkinchi tartibli tenglamalarini
kanonik ko‘rinishga keltiring.

2. gtb=a2qyxy tor tebranish tenglamasining «l :?R(X}; o\ =V(x)

boshlang'ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimini D’alamber usuli bilan
yeching.

1-variant
1. h,,+5«v +Hmw=0. 2. a=9, 9K -e-\1t/(X)=sinn+cosx.

2-variant
1. «,, ~2uv +uy+7us+uy-+Hn=0. 2. a=4, PpX)=edx, i/(X) =sindx

3-variant

1. k,, —4uv +13IA =0. 2. a=4, PR =x* L) =cos2x.
4-variant

1. a,, +4»V +sune + ux + 2u> =0. 2. a=9, PX)=e"206 "(*) =cos3x
5-variant

1. uia+2uv -3uy+2ux+6uy =0. 2. a=16, ) =singg, Y/(X)=cos2x.



6-variant

1. Uua +I3uv+uyy =0. 2*e=4 N )=J3 N ) =sb2x
7-variant

1. u,,+Suxy-6u)y+I10u =0. 2*fl=9" 0>(*)= 3> i"W = cos4jf.
8-variant

1. +2u™ +UuNe—5ux= 0. 2*a=16 <**)=*">" ) =co0s2x
9-variant

1. «,, +4K,,+4«,, +3/IX+6M/=°~ 2*a=4 ~ ) =cos3x
10-variant

1. a —6|/|]y+13v|,, =0. 2%*=16 N ) =~ , M) =sin2x
11-variant

1. ydua -2xyuv +xI1Ne=Q. 2. a=4, &)=ed, N*)=sin2x
12-variant

le /U, -XX,, -2 = 0. 2. a=4, PXY=es ty{X) = cos2x.

13-variant

1.m +xu =0, x>0. 2*a=18 N ) =sin5" </(*)=sin2*
14-variant

1. «,, +4«w+20", = 0. 2-fl=16 <**) =sind*> IK*) = cosx
15-variant

1. » ,+20»,,+36»,, +»..i>— 2-»-16 Hr s, ke o

16-variant
1. u,, +13,,, +36«,,-5,,,-°- 2-%»"O>F* > _“ mgte
17-variant

1—«((+3((”_4Mv:0_ 2. a= 16, .ulo»: COS3X, A(*):e*l’.

18-variant

2.0=9, < = sin4j =etx.
1. U,,+xm,, =0. 0=9, <pK)= sindjc, yr(x)=e
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19-variant

le ««+6Ur-16r/~+8m1= 0. 2. a=9, () =sin5x, ~(x) = e6"
20-variant

1. via - 12uv +20«w+5vr=0. 2. a=4, P =x2 "(X) =cosx.
21-variant

1. 8k,,-13r* +5/ =0. 2. a=9, PX=x, }-X=cos3x.
22—variant

1. ua +9uv -10aw=0. 2. a=4, P =x2, ~(X)=sinx.
23-variant

1. 20un,, ~uv —uNe+5umx= 0. 2. a-9, PR =x2 (YX)=sin3x
24-variant

1. n, -Ixur+u” =0. 2. a=9, Pp)=xA tfis(X) = sin 4x.
25-variant

1. uB-l6uv -17m@=0. 2. a—16, <p(X)=sin4x, ~(X) = cosX.
26-variant

2. 0 =16, #(X)=sindx, ~(x) = sinx.

*,

w+|<4v+28t = O-

27-variant
1. vB +20«™ - 2lnm=0. 2. a=4, <o(X)=cos5%, "(x)=cos2x.

28-variant
1. - 12«4, +20nwW= 0. 2. a=4, <(t)= cos5x, "(x) =sin2x.

29-variant
1. «,,+9«w-10mw=0. 2. 0=9, () =cos4x, "{x) = cosx.

30-variant
1. -4*1/N, +4viNe+unx = 0. 2. 0=9, ~x) =cos3x, ("(X)=sinbx.
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JAVOBLAR

1.1. Ehtimollarni bevosita Msoblash

111, n ={(«gg),(rgg).(grg), (ggr), (arr), (rgr),(rrg),(rr}, A={{grr),(rgr\(rrg)), B={(gg0)},

C ={(999).(rg9).(9rg).(ggn)},  D={(999).(gar).(rgg))- 1.1.2. D ={(abc), (abe), (abc)};
D = {(abc),(abc),(abc),(abc),(abc)}. 1.13. B\NA~olingan son 5 bilan tugaydi;

AnB- olingan son 0O bilan tugaydi. 1.1.5. 1140. 1.1,6.20. 1.1.7.6. 1.1.8. 60. 1.1.9. Y
1.1.10.1)0; 1.111. 1)]; 2)i; ;4)f. 1112 1)1; 2)%]; —. 1.13. 1)1; 2)i;
01)0; 2y ) 2)i; 3)0; 4) 1 25k Il 113 1 2);

3). 1L.U4 X . .15 Di;»x; 3)Ji. UM. )i; 2)E »A. 1117. )A;

n24* 3)I2° 1NN8 A 75600° A7560° N 30240 1/1/19° ~M4096° N512 7 A 2048
11.20. 1)— ; 2)— . 1.1.21. 1)0,0000005; 2)0,00335. 1.1.22.1)=; 2)—; 3)—.

406 203 6 2 15
1123 03 1.124. 036. 1.1.25.1)—; 2)4; 3)*=. 1.1.26.1)--; 2) —. 1.1.27. 1)0,39;

4 n 22 A 17
20,11; 3)0,5. 1.1.28. 06. 1.1.29. 005. 1.1J0. 1) — ; 2)-; 3) —, . 1131 —
)0,11; 3)0, , ! )2 D21 I, -
/.Z Ehtimollarni topishning asosiyformulalari
3

1.2.8. 1)0,098; 2) 0,188.1.2.9.1)]. 1.2.10.1) 0105; 2) 0,094. 1.2.11. 1212 jj.

1.2.13.1)0,018; 2) 0,044; 3)0,648; 4) 0,954; 5)0,998. 1.2.14.1) 0,096; 2) 0,188; 3) 0,336;
40788, 50976. 12150983 121607. 1217. 21.218.5 1.2.19.-.1.220.094

121 —. 122.06. 123.1) -;2) - yoki-. 1.24. —.1.25.0,75.1.2.6.045.1.2.7. —.
n 1 6 28 14

1.2.21.P(B) =07, = = 1222 />()=], P(A-B)=0A, P(A+B)=£ .
o 7 3 3U

1223. 0824. 1.2.24. = 1225 7 1226.093. 1.2.27.0,274. 1.2.28. R 1.2.29. 1)0,91;
2)0,09; 3)2-ta’minotchi. 1.2.30.1)0,1725; 2)0,8275; 3)0,3172.
1.3.Sinashlarning takrorlanishi

1.3.1.1) 03125; 2)0.8125. 1.3.2.1) 0,246; 2)0,738. 1.3.3. 1)0,0204; 2)0,217.
1.34. Pt(2) > P33 > Ryd). 1.3.5.14 va 15.13.6. 0,6<pS062 1.3.7. 55.

1.3.8. 995ns 102 1.39. 1) 0,0064; 2) 0,2624; 3) 0,73728; 4) 0,9776; 5) 0,26272; 6) 0,4096.
1.3.10.1) 0419; 2)0,811; 3) 0,101; 4) 0,692; 5) 0,911, 6) 0,329. 13.11. 1) 0,0054; 2) 0,9772.
1.3.12.1) 0,002; 2) 0,8944. 1.3.13.1) 0,0113; 2) 0,0252; 3) 0,8962; 4) 0,7924.
1.3.14.1)0,0022; 2)0,9938; 3)1; 4)0,0499.13.15.0,1404.1.3.16.0,0902. 13.17.8 va
0,1396.1.3.18.1)0,8647; 2)0,2707. 13.19.1) 0,1805; 2) 0,3233; 3)0,1805; 4) 0,8572.
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1.3.20.1) 0,224; 2) 0,1992; 3)0,5768; 4)0,9502.
1.4. Tasodifiy migdorlar

0 1 2 3
Q5 0375 0375 Q25
0 1 2
03 06 Ol

141. X =

143. X

0, agarxSi,
0,2, agar 1<x<2,

145 Ry~ 08, agar 2<x”" 3,

1 agarx>3.

0, agarx<Q,
0024, agar0<xil,
14.7. F(x)= 0212, agarl<xS2,
0664, agar 2<xS3

1 agarx>3.

0, agarx<-2,
01, agar -2<xSlI,
1.4.9. 1) F(x) =mDA4, agar 1<x<2,
08, agar 2<x<3,
1, agarx>3.

2) P(X <2)=04; PLS/[<3)=086.

1411 la =i, 6=1; 2)0;3)f; 4)/(*)=
)a =iz, 6=1;2)0;3)f; 4)/(*)

0 1 2 3
0,024 0188 0452 0,336

1 2 3 4
0571 0,286 QO14 0,029
0, agarxSO,
0,25, agar 0<xS],
0,75, agar | <x<2,

142. X =

144. X =

1.46. F(x)=

1, agarx> 2.
0, agarxS1
04, agar 1<xS2,
148. F(x)= 064, agar 2<x53,
0,784, agar 3<xS4,
1 agarx>4.

0, agarxS-|,
0, agar -1<a:<0,
1.4.10.1) F(x)= 0,68, agar 0<xSL,
08, agar 1<xS2,
1, agarx>2.
2)RBI<-1)=04 P(\<X <2)=012
0, agarxS-2,
1

magar -2<x<2,
ICfT-

0, agarx>2.

0, agarx<-n,

14.12. )a:i2 i=12)0;3 j4;4)/(x) = -jsinx, agar —>rSx<0, 14.13. l)c = 2

0, agarxsSi,

2)F(x)= (x-1)2 agar I<x<2, 3)P(1,4S</1'<19)=065. 1.4.14. 1)j; 2) F(x)=;arc/g(eJ);

1 agarx>2

0, agarx>2.
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- w agarx>x0
3) 5 1415 1) Fp9 =1-e-T, x>0; 2) 1416 DF(x)= (] a>0;
€ 0, agarx<xl),
2) 1-T°. 1417.2 0 12 3 4
005 030 020 030 015
1.4.18.Y=0 1 2: 7= -2-10 1 2 3 4
03 05 02 003 011 021 028 024 011 002
0 1 3 4
1419. 2=
00144 01104 03124 03864 01764
14.20. f(z) =a*ze~, r£0. 1421 f(i) -—e T7ll-e 1.4.22. g(y) .H|)
0, agary SO, 0, agary SO,
14.23. g(y)= 1 agar O<yS] ; Gy)— Y, agarO<y<l, .
0, agary> 1 1, agary >1.

1.S. Tasodifty migdning sonli xarakteristikalari
151 M(X) =09, D(X) =129, a(X)=1l4- 152 M(X)=15 D(X) =14, oA)=118.
0 1 2 3 4 5

153. % 32 Jo_ 80 40 W D(X) = 1M
243 243 243 243 243 243
2 3 4

154. X = M()S() =3, D(X)=12

001024 OGS 02304 03456 02592 007778’
155.M(X) =265 D(X)=7213 156.M(X)=114, D(X)=10744.
157. 1) M(X) =p, D(X) =pg;2) M(X) =np, D(X) =rpg

0, agarxS3, 0, agarx<24,
15.8. F(x)= 08, agar 3<xS 4, 0,2, agar 24<x<34,
1, agarx>4. 1 agarx>34.
0, agarxS1], 0, agarx<08,
15.9. F(x)= 06, agar 1<xs 2, F(x) = 04, agar 08<x<13
1 agarx>2. 1 agarx>18
0, agar x50,
0, agarx£2,

0,2, agar 0<x<1
06, agar 1<xs 3,
1 agarx>3.

1.5.10.1) F(x) = 2) F(x) =+{05, agar 2<xS3, ;

1 agar x>3
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0, agar x<0, 0, agarx”"-1,

3) F6) = 04, agar 0<x<2, 4 ri _ 03 agar -IcxSO,
) F(x) = 07, agar 2<x<.4, ' x) =i 07, agar O<x:£],
| agarx>4. 1, agarx>1

15.11. 1)N1/(X) =0,667, D(X) =0,056, <r(X)=0,236; 2) J1/(X) =257, £>(*) =06,
(=077, 3) N/(X)=133 D(X) =022, <r(X)=047; 4) M(X) =1,5, D(X) =015,
<7X)=039. 1.512. 1)M(X)=], 2)D(X)==x; 2)1/(X) =], £5X)="--2;
5 OW =t HMX) =2, £>(*)=2

1.6. Tasodifty migdui,Kning tagsimotgonunlarii

3)BA :~In

0 1 2 3 4 5
— = *) =
61 A 032768 04096 02048 00512 00064 000032’ M) =1 £>()=08

2 3 4
162 * = ° ) M (X :21041 =1
6 Jl 0,0576 0,2460 03747 0,2600 00677 ) &

163. JU(A)=8, £>(*)=48, ((M)=209. 1.64. M(X)=3 £(X)=255, a(X) =16

0] 1 2 m ..
165. X = e MOX)=L BX)=1
03679 03679 01839
11N
0] 1 2 m
166. X = 2oge 0 MX)=2 £(9)=2.

01353 0,2707 072707
1.6.7. M(X)=D(X)=2, P(5HX<.10=0053. 1.6.8.1) 0,1637; 2)0,0012.
1 2 3 m

169. X = , M(X) =20; LX) =380,
005 00475 0045125 .. 005-095™° ..
0 1 2 m
P(X >5)=0,8145.1.6.10. X = M (X) = 6,67:
015 01275 0108375 .. 0,15-0,85"

0 12 3 ) Q
D(X) =37,78.16.11.1000,1.6.12. 4. 1613.X= + 27 216 12.M(X)= E>(*)=A .
gl 91 455 65
0 1

16.14. X = , M(X) = 0&
040056 042423 015147 002244 000137 000003 00000001

D(X) =06145, P(3<X <6)=0024. 16.15. 1) P(X <05)= (1) )/(x)= , 2GAOEXEZ

0, agarx<0, x>2.
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LW X)1, <rQ="-. 1616, 1) /(*)= OB agar 0ixt2, 2)05774.

QO agarx<0, x>2.
16.17. 1) M(X) =50, £500=2500; 2) 03679. 1.6.18. 1) Af(")=], 0(X)=]; 2) 053.
1.6.19.0,4043. 1.6.20.0,8664. 1.6.21.0,733. 1.6.22.92.

1.7. Ehtimollar nazariyasining lim it teoremalari

171.P>096. 1.72.Pi.094. 1.7.3.P>0808. 1.74.P>0264. 1.75.P> 0,79.

¢ JO-*»1
176. A4>0,796. 1.7.7. 064. 1.78. PS0432. 1.79. /(Y)Za/ié:d— > 94=004.
it

1.7.10. /’=0,0281.
1.8. Tanlanmaning xarakteristikalari

183. 1) I =37, =181, cr=136 2) X =31, D =249, =158 184. 1) X =4188,
D =292 185.J] =220, D =793. 1.86. * =2621, D =919. 1.8.7. )X=166, D =3344.

1.9. Tagsimotnoma'lum parametrlarining statistik baholari
191.1) =763;2)J =651 1.9.2.1)52=84; 2)S2=7,8. 1.95.1,03; 1600.1.9.6. 22,5; 1,28.
19.7. 08883. 19.8. 09544. 199. X. 1910. X-W > X +4ll, 191. X. 1.912.06.
19.13.1) (13,721888); 2) (982;,1498); 3) (752;12,68); 4) (11,92,17,08). 1.9.14. (1033[;11669).
19.15.864.1.9.16.423.1.9.17.1)(053,347);2)(0,71,329). 1.9.18. (34,66;50,94).
1.9.19.1) (0,0324;0,2076);2) (0,0432;0,2768); 3) (0,0648;0,4452); 4) (0,0513;0,3287). 1.9.20.(0;0,595).
1.11. Korrelatsion tahlil

1.11.1.1) yx=534x-136; 2) Yy, =-04x2+12,16x-1057.

2.1. Kompleks sonlar
211.*=2,y=—1212 x=5 y—10 213.x=-1, y=2I|. 214x=j, y=j.

215. 1) z, =-3+4/, r2=-3-4i; 2) z, ="i, z2=-/; 3) z, =/, 22=-3/; 4) z, =5i, z2=i.

2.1.6.1) x=a to‘g‘richiziq; 2) y=i to‘g‘richizig; 3)markazi 0(0;0)nugtadabo‘lgan va
r, Rradiusliaylanalar orasidagi halga; 4) g»va y/ nurlar orasidgi sektor; 5) 3) markazi 0(0;0)
nugtada bo'lganva r, Rradiusliaylanalar orasidagihaiganing™ va y nurlar orasidgi bo'lagi.

2.1.7.1) -2 +2i/3/=4"cosM-+ismN-"=4e™(; 2) VI-i=2”cosj*~+rsin”j =2~
3) ~ ~ t—i—V3cos—m =Ve4; 4) 2+2/=2V2’cos~+is i n =2"2e";

5)l-i=-f2"cos™~  +isin- =4le
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6) -1-21+ VTicosMarcfgy - si—+isinfarc/g8—*]} = -3’ *3 %

71—=S i+ 2°00"-Yj Hsin*- | jj =2e ~;8)-V2-i/2i"' =2"cos™- j +isin*-~ ]j=2e'N'm
* =-3- —72=- i 2= — =

214. 1)*, +22=-3-(, z, -z22=-7Hi, r,-2=2+26/, > U 10

I, -1, --5-7/, Zwj=6-417/, J-=-j| m 1. 2.19.1) 572 2)5VI; 3) V5 4) 10

2) 2, +22=—1-i,

i.1.10. D] -vy/; 3)24/; 4)48/. 2.1.11. DRez=1,Imz =" ; 2)Rcz=0,
Imxzé; 3)Rez =§Im§= 4)Rez =—’;5Im z =—"52.1.12. Nz, 2=-4H->3, — =73-/;
2)z,-z, =3-Y3+3/, 22: -6/, 3)z, -2=-16, ~ =4i; 4)z, m2=-4+45V/3/, ~ =4+4V3/.

JT 1

2.1.13. 1)16(1+/); 2) -32(1+73/); 3) 23(1~0; 4) -1. 2.1.14.1) = (&-/); 2)1i,
Ny 3)xWB+),£(2-n3);, 4)y*cosMNr~+/sinMNj, *=01234
2115 D)=~ (1-)H; 2 f (1 +), f(-1+0, 3) -2, 1x73/; 4) (1)), 5) -2+7/;

6) &/, 25, 7) 8) cosMANj+/sin AN * =0)234; 9) 1, 42/,

2.2. Kompleks o‘zgaruvchiningfunksiyasi
2211) w=-3+/; 2) w=3-3/; ) w=I; ) w=~ N +ir~ . 2221)/(z,)=i] i,
[(zi))=—yy— 2)/(z,)=" ,/(z 2=0. 2.23.1) n=x3-3ry2-1, v=_\3-3x2»+2;
2) n=-x-2ny, v=x2-32-y+2; 3) u=pgR->", y=-2ay; 4) u=x2-y2y =2xy-l.
2241)/(z) =z; 2)/(z)=(0+/Nz; 3) /(z)= |Z 4)/(r)= E"le—.
225. 1)2/1r21H2/- )z +2/-1)z =2/; 2) z2-22+2(1+/)z-2(I-i)z =4/.
2.2.6.1) wo=(V2+1), w, = (2 +1); 2) wO=0; w, =1+/; w2=-1-/. 2.2.7.1) wo="|-/] |,
2) W=--+/i. 228.n=—v2-4. 2J9.a=I1-~v2 2210. 1)5/; 2)-4i; 3)mavjud emas;
4)0. 2.2.13. \ye'~*(cosy-isiny); 2)eX(cosjy—;sin>>); 3)e (cos2*(L - y) +/sin2x(I-y));
A)In5+/~1+2%), te Z; 5)21n2+2/«A+itj keZ; 6) iNi+ 2*,j JteZ; T)*42*, JteZ;
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8)e”2r(cosIn3-/sinin3), fcezZ; 95e*’*3 ~cosMNn5-argfg j +;sinIn5-arctgjjj,ke Z;
10) cA2sinl+i?A2cosl; 11) idT\ 12) -ictn\. 13) cosl; 14)-coslsfc2+ismicA2; 15)0;
16) N i +2*)-/In(2 +V3), keZ- 17) \(\+2k)+Un2, /teZ; 18) NZ;

19) iri+2/fcj, ksZ;  20) ix(\+2K), keZ.

2.3. Kompleks o'zgaruvchifunksiyasini differensiailash

23.1.1) 20=0n(z0) =0; 2) z0=0h>'(z0)=0; 3) z0=0,w'(z0 =0; 4) hosilamavjud emas;

5)z*l, w(2)= ——(F_}l—)G) hosila mavjud emas; 7) zeC, w'(z)=4z3 8) z*0, n"(z2)=—; i

9) zeG, w'(z)=;0osiz; 10) z,=i"+ ~j,w '(z0) =0. 2.3.2.1) analitik; 2) analitik emas;
3) analitik; 4) analitik; 5) analitik; 6) analitik. 2.3.3.1) w=2fe2+fe+C; 2)w=¢e" +C.
2.34. 1) w=2zJ-z+Ci; 2) w=cte+Ci 2.35. \k=6g>="; 2)k=-j5,p = -arctg2;

YK=\p=0; 4)k=2,p=~. 23.6. 1) |z+1\<sohasigiladi, |z+1 | > sohacho‘ziladi;
A S i
2) |z 1 sohasigiladi, |z f<1sohacho‘ziladi. 2.3.7.1) —1- — A
72 =|2r=
2.3.8.1)0<ac<«>, y = nur; 2)1<jc<oo, y =0 nur.

2.4. Kompleks o ‘zgaruvchifunksiyasini integrallash

24.1.1) 2(/-1; 2 -3/); 4) -, 224 2m ™ + f/; --un;

) 20-1: 2)56-3); 3 . AH-LUN HH G am 7)™ A1 8) - - U
9) i(I-cAl); 10) -i(l+e"). 24.2. 1)0; 2) -sr; 3)-]/. 2.4]. 1)0; 2) 3)
244.0. 245.0. 24.6.1)3+15/; 2)ry”~; 3) chi 4)-j+isM; 5-shx\ 6)-si\
(jA2-6)<; 8)(sh2-2c/i2)i. 2.4.7.D5; 2)2®; 3)— A)2paM5)29*; 6) 2; 7) 0; 8) 0.

; 3)0

g 9
2411. 1) o 2) 2/ri(cos2-sin2); 3) 2T; 4)—2; 5)——8*(ﬂ— +2v2; 6)-*s/il;7) nI; 8) k.

2481)0; 2)%=: 3)™,. 2490 AT 0 3) 2% 2410.1) - 2)

25. Kompleks hadli gatorlar

2.5.1.1) yaqginlashuvchi; 2) uzoglashuvchi; 3) yaqginlashuvchi; 4) uzogiashuvchi;
5) yaqginlashuvchi; 6) uzoglashuvchi. 2.5.2.1) shartli yaginlashuvchi; 2) absolut
yaginlashuvchi; 3) shartli yaginlashuvchi; 4) absolut yaginlashuvchi. 2.5.3.1) R =<

2) N=0; 3)/2=—; HN =0 5)1=1; 6)1=1 7)1=% 8= 254Dz |< 2)|z|<!;
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II*2KL 4)]|z-l|<-; 5]z|<l; 6) markazi 0(C;0) nugtada bo'lgan har ganday doira;

NI*KV2; 8)Jz]<1 255. 1)t~ ; 2)£(-1)"r2; 3)x {z-iy, 4)f> +H)z”;
]| )1z1 )k JE(-1)'r2; 3)r{z-iy, 4)f> H)z

5o 2 6)4(2-+(-irx*+D" 7) RS +H))*; 8) - 1D 27 L+, (X A 2

10)|¥ £'L— Il)eBg(Er"l i2 K/ZE (é\ﬂl)\lfL_'E+l(fZ+ lez+ 3 ; 13)ta2- £—2 ;

14)Inl7-yf—1 - +—. 256. 1) z, =(2n+1)x (neZ), 2-tartibli; 2) z, =1, oddiy, z2=-/,3-
tartibli; 3) z,=2nm (neZ), oddiy; 4) z,,=nm (neZ), oddiy, z2= -ga, 2-tartibli.
25.7. 1) oddiy; 2)2-tartibli; 3) 4-tartibli; 4) 3-tartibli. 2.5.8. 1) r))%—I)"+‘(z—2)";

).

2>“ZS"; 3)|zt<|da|fl——"llz Hr|<2da—|I|r—| "r |z|>2da|"I
1 2n+ q z

4) |z]<2 da 2<t2j<3da -gH F?"!,

11 2/kA WAL YMEIP3 V ()  & () a2
2153 2S( (} Z"m5)S W N\ }S@»)zZ23 A 5 @nidl
gy T osg )= X(z ir: 2)=1z"; 3 )" ay-kg - 2:A-.

Ne>0 / n1n u*0j It-1
2510 1) bartarafqlllnadlgan nugta; 2) bartarafqlllnadlgan nugta; 3) z = 0-5-tartibliqutb,
z =2nx,neZ,nitO -oddiy qutb; 4) z=0-3-tartibli qutb; 5) muhim nuqgta; 6) muhim nuqta.

2.6. Chegirmalar nazariyasi vauning iatbiqi

261, 1) Re5/(0)=0; 2) Res/(0) =0; 3) Res/(:r) :S":zjr 4) Re#t(4)=2; 5) Resf(d)=—;

6) Res/(D)=4; 7) Rej/(l)= ll|-|2n{2n +1)| 8) Res/(1)=-1, 9) Re*/(co)=I; 10)
Resf(o0)=-1.2.6.2. 1) Resf(l)=l, Rej/(co)=-1; 2) Res/(0)=-l, Res/(1)=1
Rej/(®)=0; 3) Res/TO)=e-I, Re”(l)=e, ReY(00)=1 4) Re5/(0)=-~,Re5/"j=0,
ReMo00)=-1- 26.3. 1) - f, 2)o0; 3) -2m; 4)o; 5) 6)J; 7)4* 8) 9)

3’. 10)l ) lz)gfo—’ms)f(axs%rsm—) 14) (1 r-9.

3.i. Laplas almashtirishlari
3, ," n 30 j;4-X.3na,ft 2 3,
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4) P(Pl+b .5 KL. 6)02+28P-7) P+l m84 6 .y 6

(P2+1Xp2+9)’ p3’ p(p2+4) p2+2p+5’ (p+14"  (p2+1)(p2+9)
10) ;1) ; 2 3; 12) 13)— 1— )——Plf-jg |—; 15) In- E—
(r +®) (p-1) 0 +1 P(P +1) P (P +®) p-1
16) 17) 18— L-; 19 1r.I 20)
p (p-Try (p-eoy p p2
;22)in-. 3131) — 2)—— +-b )— — —
P2 p2 p+1 (p 1) +9 p+I2 p' “(p 1Xp2 2p+5)
2(5p2+4),
2(pr+4+p2+16) ~ 2[(p +4)2+5+(p+4)2+1) ~ p2-16 ’
n 2puA .4 P1+b2 . 120 9 9 ., . p+3

((p-ay2+*((p+552+62)"° (p2-*22° pB" p" p22+100 p2+6p-16’
5.2. Tasvir bo yicha originalni topish
3.2.1.1) (<-h27(f-1); 2) en'-"~-3); 3) 3ch2t-sh2t; 4) e"(cost-sin/); 5) |- e-'(I+0;
6) f-sinf; 7) i(3-3e*2cosf+4e‘Zsin/); 8) ~ je' +"e2 +]"eJ; +2e~'sin/;
10)4" +4f<posft ,+V3smpn. v ) ex=ain(/-3)i7(/-3);
12) ez&ix(t-)n(t-1)+e X Xt-2)t/(t-2); 13) e'+e~'+sint; 14) t+cht, 15) e'(I-12);
16) E(CA2/—cos/). 322 I)i&cA/—cos/); 2)e' —}—tz—/—l; S)Q(Ssin/—sinSI);

4)-i/2+cos/-1. 3.2.3.1)cos/-i/sitU; 2 ) (cos/-cos 2/); 3)-i(sin/-cosr+e");

4)<r'(sm/+cosf-I). 3.2.4. 2 2‘%is(_|)ml

3)E(-1
@n)! )Né ) (2n+1)!(2n!)
dcost; 5)i(l-e”); 6) £ y~-. 325.1)-V e3; 2)-x-3e3L *'2
) )t())m&%) ) -y Ag ) -4 -3e3L_
3) —--e' \ev +—e'2; 4) - icA/+-CAZf; 5) -~+e' --e" +-e3; 6) -V + e";
3 4 i 3 3 6 2 3
7)e'-—t1-1-1; 8) f+2+(<-2)e"
5.5. Operatsion hisobning tatbiglari

3.3.1. 1) sA,; 2) cos/+sin/-e *; 3) ——2+e‘ --e‘2; 4) ——+ |e3 +e2; 5) sAf, 6) e ,{2/ +N\

2
7) ilsmf-cosf+sinf, 8) ~(e" -te~ —cos/); 9) /c&/; 10)i*"A/-ile*; 11) 3+/+(/-2)e";
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12 -/ +]<Ze'.3.3.2.1)C,H c ,- Mjr *; 2) C, +C2" +]e-'(cosf-sm/). 3.3.3 l)i/siiw;
2)x(j*<-sin/); 3)e'r/2-f+lj-1; 4)(e' +2)ta”p-j+H-e'3.3.4. 1) x=]e5

P= E_Se*+ ge'*; 2) n=e2(1+2/),y =e-2(1-2r), 3) n="=¢e"4) *=k=e'; 5) x= —2t2+—6t\

N =147+ / 2-1"; 6) Xx=/cos/, >=-fsin/; 7) x—edyy=e~, z=0; 8) x-1,>=/, 2=/2
335 -fl- N\ 336. -e“ ™M+ A
J R 1+pCR{
4.1. Matematikfizika masalalarining go'yilishi

4.1.1.1) y >0 dagiperbolik, y <0 da elliptik, y =0 daparabolik; 2) * >0 da giperbolik,
x<0 daelliptik, x=0 daparabolik; 3) x1+y2>1dagiperbolik, x2+Y <1 daelliptik,

xr—+y2=1 daparabolik; 4) x*~=xkn,k<s.Z da giperbolik, x-"+kx,keZ da parabolik.
4.1.2.1) u,, +«, =0;2) un =0; 3) uu +u,, +«, =0, 4) +u,, =0;
5) uflr-2uf +«, =0; 6) 2i/{-3af =0,7) via+n,, =0; 8) ua +um -2tgtjun-2tg$tf =0;

9) *g +«,, =0; 10) un -frf =0. 4.13. 1)
2) u(x,y) =C ~ x +yj+C2(3x-y);3) u(x,y) =C,(2i +sinx+><) +C2(2j:-smx-");

4) u(xy) =C,(*+ify) +C2Ax-zjy).

4.2. To'lgin tenglamalariniyechish

4271 1) utxt) = Podm Yy oo PR g QWD oty = L sin™ fsinp
am £o(2m +l) / / m il
3) w(x/) = (sin/ +cos/)sinx; 4) nxn) = cosﬁ'f—lsin—l x 422. 1) u(x,)) = Hr (@- cos/)sins»

4) u(x,t)= 2ms§f—13m2/+/—2 sinjic. 42.3. 1) |/(cp/):—+£/A g_H—sink—X—/e'uiﬁ1 r,
n 2 n / a9 * K | |

2) u(x.t) :—I +;1 — cos—I fsin—I X 4.24.1) «(*,/) =f+sin*cos3/; 2) w(xf)=x(-/);
MoK
— a4 —_qj i - * [\ = *. *-9 %9 1 1
6) u(x,t) =e+* ])ch2xt+2 sin2xsin2/;  7) u(*,/) (*2+"|2++1)%_ e 22 —+sinxsint,

8) u(x,t) =sin*cos/+‘{|n tg(x+1) 4.251) x2+4t2+51cosxsin2t+xt2 2) sin*cosZ/+§tl
tg(x-t
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4.3. Issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamalariniyechish

»V‘ B
431. 1)n(x,0 _'rtl-l-gklte MK';  2) u(x,/)—j—“__é/«
432. 1) a(x,0 :’\)K ém "Sn (2mi|-*>*x; 2)«(IsO =e"/sinx;
I 8= L _8R\,__1_ 270')' +X)X
é”) (x6' % sm§<, Jij ux,p %/?E/ ey +J)§e_i l smfgm r,

51(x,r)=3r~" sinyx-5e"M" sinfj-x; 6)m(jc/) = 3e'B"sin3x +e-mJ1sindnr;;
/ *N\
_3 . N o _ 1 . q
7)u(x,t) =—cos/+sint-e~")sin6jt, 8)«(x,/)=— l-e B smzx,
9u(x,/) = ~"sint-4cosl +He 4jsinx +2e4sindx; 10)u(x.t) = (t+e~ - )sin3x +e 3 sin2x;
11)a(n;/) = (tHe—>-1)sinx -l;e 'L 12) u(r/) = Z(l—e~,‘)sm2jc +e-6 sin3x+¢' -l-n—(eZL—«')-
44.Laplas tenglamalariniyechish

441. 1), =g +g g sm3,; 2)a(* ,NE£*g "+ £'N)Sn4g*

- *
3) u(x,y)—( oSN+ Kx=) K*~) g
VZAZx  2sh2n ch— Ish—
CA2A|X-Y ]
4 L chiy . My o,
) ulxy) = V2chin 25h|x§|a3x 2chn 2shn sin2y
442 @)= 2 2 u'= (31nr +71n5-101n3).
In 3 n2" 4 IN5— |

443. 1) u(rqi)= éjr—(QrI -3)cos?>-(rJ -9)sinp);
2) «(r,p) = aé‘r(s 1- r4)c032p—o(—)é‘rT (r6-64)sin3f=>; 3) u(r,.rt=4"1- FZT]:H? (r2-)sing
4) n(r,p) = 5 (9-/-2)sinp +58_r_ (r4-16)sin2«). 4.4.4. 1) Wr,<p) = b+—roosp.

2) a(r,0)=2+-Jrsinp; 3)U(|’,p)=2—1§r2m52">; Hurp) =  Ar2e
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ILOVALAR

l-ilova
P =- rlze "1 funksiya giymatlarining jadvali
A/

1 2 3 4 4 5 6 7 8 9
3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
3965 3961 3956 351 3945 3939 3932 3925 3018
3902 38A 388 3876 3867 3857 3847 386 33BS5
3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697
3668 3652 3637 B2 3605 3589 3572 3555 3538
3503 3485 367 3448 3429 3410 3391 3372 332
3312 3292 37 3251 3230 3209 3187 3166 3144
3101 3079 3056 304 011 2989 2966 2943 2920
2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2700 2685
2637 2613 2580 2565 21 2516 2492 2468 2444
2396 2371 2347 2323 299 275 2251 2227 2203
2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1476 1456 1435 1415 139 1374 134 134 1315
1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 127
1092 1074 10657 1040 1023 1006 0989 0973 0957
0925 0909 0893 0878 0863 0348 0833 0818 0804
o775 0761 0748 (077 e 0707 064 0831 0669
0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551
0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
0431 o422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
o347 0332 035 0317 0310 0303 0297 0290
0277 0270 0264 0258 252 0246 0241 0235 0229
0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107
0101 0099 0006 0093 0091 0088 0086 0084 008l
o077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
0058 0056 0055 0053 00518 0050 0048 0047 0046
0043 0042 0040 0038 0037 0036 0035 0034
0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025
0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018
0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0O13  0O13
0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009
0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006
0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 004
0004 004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003
0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002  0OO2
0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 00OL  0OO1



X
0,00
001

037

039
040
041
042

O (*)
0,0000
0,0040
0,0080
00120
00160
00199
00239
00279
00319
00359
00398
00438
00478
00517
00557
0,05%
00636
00675
00714
00753
00793
00832
00871
00910
00948
00987
01026
01064
01103
01141
01179
01217
01255
01293
01331
01368
0,406
01443
0,480
01517
01554
01501
01628

d(x)=—L=]e 2dz funksiya giymatiarining jadvali
bI2K0

(x)
01664
01700
01736
01772
01808
01844
01879

02324

02422

X
036
037
038
039
030
031
032
33
094
095
096
037
038
039

130
131
122
133

136
137
138

®M
03051
03078
03106
03133
03159
03186
03212
03228
03264
03289
03315
03340

X

139
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
M9
130
131

b «
04015
04032
04049
0,4066
04082
04099
04115
04131
04147
04162
04177
04192
04207
04222
04236
04251
04265
04279
04292
04306
04319
04332
04345
04357
04370
04382
0434
04406
04418
04429
04441
04452
04463
04474
04484
04495
04505
04515
04525
04535
04545
0454
04564

X
172
173
174
175
176
177
178
1,79
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
190
131
132
133
134
135
136
137
138
199
200
202
234
206
208
210
212
214
2116
218
200
232
224
2016
228

)
04573
04582
04591
04599
04608
04616
04625
04633
04641
04649
04556
04664
04671
04678
04686
04693
04699
04706
04713
04719
04726
04732
04738
04744
04750
04756
04761
04767
04772
04783
04793
04803
04812
04821
04830
04838
04836
04854
04861
04868
04875
04881
04887

X
230
232

330

2-ilova

04985
04986

04&%%1
0499928

0499997
0499997



;
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—
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2,0

01353
02707
02707

0,0902
00361
00120
0,0034

O 0002
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000

P(m):%:—e | funksiya qiymatlariningj.advali

02

08187
01637
0,0164
0,0011

0,0000
0,0000
0,0000

01681
0,1008
01504
00216
0,0081
0,0027

0,0002
00001

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

03

0,7408
02223
00333
0,033
0,0003
0,0000
0,0000
0,0000

04 04 06 07 08
06703 06065 05488 04966 04493
02681 03033 03293 03476 035%
00536 00758 00988 01216 01433
00072 00126 00198 00284 00383
00007 00016 00030 00050 00077
00001 00002 00003 00007 00012
00000 00000 00000 00001 00002
00000 00000 000001 00000 00000
50 60 70 8,0
00067 00025 00009 00003
00337 00149 00064 00027
00842 00446 00223 00107
01404 00892 0021 00286
01755 01339 00912 00572
01755 01606 01277 00916
01462 01606 01490 01221
01045 01377 01490 013%
00653 01033 01304 0139
00363 00689 01014 01241
00181 00413 00710 00993
00082 00225 00452 00722
00034 00113 00264 00481
00013 00052 00142 00296
00005 00022 00071 00169
00002 00009 00033 00090
00000 00003 00015 00045
00000 00001 00006 00021
00000 00000 00002 00009
00000 00000 00001 00004
00000 00000 00000 00002
00000 00000 00000 00001
00000 00000 00000 00000
00000 00000 00000 00000
00000 00000 00000 00000
00000 00000 00000 00000

267

0,9
04066

0 1647
0044
00111
0,0020
0,0003
0,0000

90

3-ilova

10

10,0
00001

0.0023
00076
00189
00378
00631
00901
01126
01251
01251
01137

O 0729
00521
00347
00217
00128
00071
0.0037
0.0019
0,0009

0.0002
00001
00000



tr=t(j,n) ning giymatlari jadvali

095 099 0999 095

iN. n\
5 2,78 460 861 20 2,093
6 257 403 6,86 25 2064
7 245 371 59% 0 2045
8 237 350 541 b5 2032
9 231 336 504 40 2023
10 226 325 4,78 45 2016
n 223 317 459 50 2,009
12 220 311 444 60 2,001
13 218 306 432 70 1996
14 216 301 422 a0 1991
15 215 298 414 20 1987
16 213 295 4,07 100 1934
17 .212 292 402 120 1980
18 211 290 397 ® 1980
19 210 288 392
g=q(y,n) ning giymatlarijadvali

X

095 099 0999 nu. 095
5 137 267 564 20 037
6 109 201 388 25 032
7 092 1621 298 0 028
8 080 138 242 35 0,26
9 071 140 2,06 40 024
10 065 108 180 45 022
n 059 098 160 50 o021
12 055 090 145 60 0,188
13 052 083 133 70 0174
14 048 0,78 123 80 0161
15 046 073 115 D 0151
16 044 0,70 107 100 0143
17 042 0,66 101 150 0115
18 040 063 096 200 0,099
19 039 0,60 02 250 0,039
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&ozodlik
darajalari
soni

BREBEB O »nw ~o 0 » @ N p

0,01
6,6
92
113
133

168

185 .

201
217
232
247
262
27,7
201
306
320
334
348
362
376
389
403
416
430
443
456
47,0
483
296
509

X 1tagsimotning kritik nugtalari

0,025
50
74
94
11
128
144
160
175
190
205
219
233
247
26,1
275
288
302
315
329
42
355
368
3.1
394
40,6
419
432
445
457
470

QC giymatdorlik darajasi

0,05
38
6,0
78
95
11
12,6
141
155
16,9

197
210
224
237
250
26,3
27,6
289
301
314
32,7
339
352
364
37,7
389
40,1
413
42,6
438

269

0,95
0,0039
0,103
0,352
0,711
115
164
2,17
2,73
333
394
457
523
589
6,57
725
7,96
8,67
9,39
101
109
116
123
131
138
146
154
16,2
169
17,7
185

0,975

0,00098
0,051
0216
0484
0831

124
1,69
218
2,70
325
382
4,40
501
563
6,26
691
7,56
823
891
9,59
103
11,0
11,7
124
131
138
146
153
160
168

6-ilova

0,99

0,00016
0,020
0,115
0,297
0,554
0,872

U4
165
2,09
2,56
3,05
357
411
4,68
523
581
641
7,01
7,63
8,26
8,90
9,54
102
10,9
n.s
122
129
136
143



Kk omdlik

darajahH
soni

a b WwN R

~

NRBBB

23
24
25
26
27
28
29
3,6(30
403«5
603,65
120346
oo3a7

Styudent tagsimotning kritik nugtalari

0,10

6,31
292
235
213
201
1%
189
186
183
181
180
1,78
1,77
176
175
175
174
173
173
173
1,72
172
171
171
171
171
171
1,70
1,70
1,70
168
167
166
164
0,05

QC giymatdoriik darajasi (ikki tomonli kritik soba)

0,05

127
430
318
2,78
257
245
2,36
231
2,26
223
2,20
2,18
2,16
2,14
213
212
211
2,10
2,09
2,09
2,08
2,07
2,07
2,06
2,06
2,06
2,05
2,05
2,05
2,04
2,02
2,00
198
19
0,025

<X giymatdorlik darajasi (bir tomonli kritik soha)

0,02

31,82
697
454
375
337
314
3,00
290
282
276
272
268
265
262
2,60
258
257
255
254
253
252
251
250
249
249
248
247
246
246
246
242
2,39
236
233
001
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0,01

63,7
992
584
4,60
4,03
371
350
3,36
325
317
311
3,05
3,01
2,98
295
292
2,90
2,88
2,86
285
283
282
281
2,80
2,79
2,78
2,77
2,76
2,76
2,75
2,70
2,66
2,62
2,58
0,005

0,002

3183
233
1022
717
589
521
479
4,50
430
414
403
393
385
379
373
369
365
361
358
355
353
351
349
347
345
344
342
340
340
339
331
323
317
3,09
0,001

7-ilova

0,001

637,0
316
129
861
6,86
59
540
504
4,78
4,59
444
432
422
414
4,07
401
396
392
388
385
382
379
377
374
372
371
369
366
366
365
355
346
337
329
0,0005
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