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Мамлакатимиз мустакилликка эришганидан сунг утган давр даво- 
мида ватанимизда маънавий-маърифий, иктисодий ва сиёсий сох,апар 
буйича улкан ислохртлар амапга оширилди ва натижада Узбекистон 
Республикаси жахон хамжам иятида мустахкам' у ринга эга булди. Утка- 
зилган ислохотлар ичида, айни^са, маънавий-Маърифий сохада, жум- 
ладан, таълим сохасида бажарилган ишлар мухим ахамият касб зтади. 
Чунки, бунда асосий эътибор, келажакда мамлакатимйз муста^иллиги- 
ни таъминлаш ва уни буюк давлатга айлантиришдек улкан вазифалар- 
ни бажарипти зарур булган баркамол авлод тарбияси ва таълимига ка- 
ратилган. Шу нук,таи назардан келиб чик,иб, утган давр мобайнида таъ­
лим сохаси жахон андозаларига мос холда тубдан ислох'килййди. Таъ- 
лимнинг батамом янги касб-хунар коллежи ва академик лицей, бака­
лавриат ва магистратура каби янги баскичлари жорий к,илйНди. Уларга 
мос таълим стандартлари ва таълим дастурлари ишлаб чик,йлди. Янги 
талаблар асосида дарсликлар, укув кулланмалар, масалалар тупламла- 
ри, электрон дарсликлар ва бошкд таълимий ишланмалар яратиш йулга 
куйилди ва яратилди.

Мазкур укув услубий кулланма магистратуранинг "Математика" 
мутахассислиги ва бакалавриатнинг "Математика" хамда "Амалий ма­
тематика ва информатика" йуналишлари буйича тахсил олаётган та- 
лабапар учун махсус курслар ташкил килишга мулжалланган булиб, 
муаллифнинг Фаргона давлат университетида 2000 йилдан бошлаб х,о- 
зиргача укилган маърузалари асосида ёзилган. У икки булимдан ибо- 
рат б^либ, биринчи булимда махсус функдиялар ва уларнинг хоссалари 
иаён килинган. Иккинчи булим эса махсус операторлар киритиш ва ур- 
ганишга багишланган.

Биринчи булим беш параграфдан иборат булиб, унда Эйлернинг 
гамма- ва бета-функциялари, Бессел функциялари ва Гаусснинг гипер­
геометрик функциялари каби классик махсус функциялар билан бир 
каторда, хозирги замон илмий тадкикот ишларида кенг ишлатилаётган 
Р\, /<2, Fs, Н -2 каби Горн функциялари ва Нд, £2 бузилган гипергеомет- 
рпк функциялар хам баён килинган. Бунда баъзи зарурий формулалар 
исботсиз келтирилган.

Иккинчи булим хам беш параграфдан иборат булиб, уида дастлаб 
Гельдер шарти, Абел интеграл тенгламалари каби ёрдамчи маълумот- 
лар келтирилиб, улар ёрдамида функциянинг Риман-Лиувилл маъноси-



даги каср тартибли интеграпи ва каср тартибли хосиласи тушуичалари 
киритилган. Сунгра замонавий математик тадкикотларда мухим роль 
уйнаётгаи Риман-Лиувилл интегро-дифференциал операторлари кири­
тилган ва урганилган.

Гиперболик типдаги спектрап параметрли тенгламаларни урганиш- 
да мухим роль уйнайдиган (ядросида Бессел функцияси иштирок этуп- 
чи) Аяа'х, В * *  (s =  0, 1) операторлар ва Риман-Лиувилл дифференци­
ал операторларини Бессел функцияси ёрдамида умумлаштирувчи С*;,л 
(s =■ 0,.l) операторлар иккинчи булимнинг туртинчи иараграфидан жой 
олган. Булимнинг охирги параграфида эса Риман-Лиувилл операторла­
рини Гаусснинг гипергеометрик функцияси ёрдамида умумлаштирувчи 
IFo.-r " умумлашган каср тартибли интегро-дифференциал операторлар 
киритилган.

Шуни таъкидлаб утиш зарурки, махсус функциялар ва оператор­
лар назарияси жуда кенг ва чукур урганилган булиб, бу кулланмада 
Фаргона дифференциал тенгламалар мактабида утказилаётган илмий 
тадк,икотларда фойдаланиб келинаётган махсус функциялар ва махсус 
операторлар келтирилган.

Мазкур укув услубий кулланма магистрантлар ва бакалавриатнинг 
юкори курс талабаларига мулжалланган булсада, ундан бузиладиган ва 
аралаш типдаги дифференциал тенгламалар билан тугулланувчи ил­
мий тадкикотчилар хам фойдаланиши мумкин. У мустакил Ватанимич 
илм-фанини ривожлантиришга муносиб хисса кушади де1'ан умидда- 
ман.

Муаллиф



БИРИНЧИ БУЛИМ

МАХСУС ФУНКЦИЯЛАР

1-§. Х осм ас интеграллар

1. Ч егараланмаган функциянинг интеграли.
Чскли [а. /;] ораликда берилган ва бу ораликда интегралланмайди- 

гап / (х) фуикцияни карайлик. Аникрок, айтгапда, бу функция истал- 
ган [а. Ь — е] ораликда (бу орда 0 <  е < b -  а) интегралланувчи булиб. 
[Ь - -£.Ь] ораликда интеграпланмайдиган булсин. У хрлда b нуктанинг 
якинида f  (х) функция чегараланмаган булади, яъни х —* 6 да f  (х) 
функция чексичликка интилади. Бундай зрлда, Ь нуцта махсус ну\та 
де.б аталади.

Агар е 0 да J  / (х) с/х интеграл учун ант ; чскли ёки чеке/из ли­

мит м а в ж у д  булса, бу лимитны f  (х) функциядан а дан b гача олииган 
(хосмас) интеграл дейилади ва

Стлан белгиланади.
Бундай чскли лиит м а в ж у д  булганда (1) интеграл яцинлашувчи 

дейилиб, / (х) функция [а, 6] оралщ да интегралланувчи дейилади. Агар 
(1) лимит чсксизга т еш  ски м а в ж у д  булмаса, интеграл тугриеида, у 
узоцлашувчи дейилади.

Энди f  (х) функция исталган [а +  £,/>] (0 < £ < !> — а) ораликда 
чегаралаиган ва интегралланувчи булиб, а  (махсус) нуктадан унгдаги 
хар бир [a, a  -t £| ораликда интегралланмайдиган булсин.

У холла / (г) функциянинг а дан b гача олииган (хосмас) интеграли 
у шбу

( 1)

ь ь

енглик билан аниклаиади.



Агар а  на b нукталарнинг иккаласи х;ам f ( x )  функция учун махсус 
нук,та булса, у холда а  дан ft гача булган интегралнинг таърифи

J  f ( x ) d x =  lirn̂  j  f ( x ) d x
a  -П ~ a + e 2

тенглик оркали берилади. (3) таърифни

Ь- S i  '

(3)

О С V

j  / (.г) dx =  I f  (X) dx f  J  f  (x) dx
J
a a  с

тенглик билан аЛмагатириш мумкин, бу ерда а  < с < Ь па унгдаги 
иккала хосмас интеграл мавжуд деб фараз к,илинади (шу билан бирга 
бунда с нуктанинг кандай танланшни ахамиятга эга эмас).

Агар с  С: [а.Ь] булиб, с нукта атрофида /  (х) функция чегаратан- 
маган булса, у холда / (х) функциянинг [a, ft] оралик, буйича интеграли 
[a. ft] ни \<i,r\ на [с, 6] ораликларга ажратиб, суигра бу ораликлар учун 
( 1) ва (2) таърифларни куллат билан аникданади, яъни

Ь С—€\ Ь

I  / (х) dx — liin I f  (:c) dx +  lim / / (x) dx.I e 1 ~*0 I I
a  a  с  + - 2

Махсус нукталар бир канча (чекли) булганда, хосмас интеграл кан­
дай гаърифланишини тушуниш кийин эмас.

2. Ч егаралар и  ч екси з булган хосм ас интеграл.
Фараз килайлик, / (х) функция [а, +ос) ораликда, яъни х > а  лар 

учун аникланган булиб, ораликнинг исталган чекли [а. А] кисмида ин-
.4

тегралланувчи булсин. Демак, J  f  (x )d x  интеграл исталган (Л > а) да 
маънога эга.

Агар А —* + ж  да бу интеграл учун аник; чекли ёки чексиз лимит  
м.авж.уд булса, уни  / (х) функциянинг а дан  -t-ос гача булган оралицдаги  
(хосмас) интеграли деб  ат алади ва цуйидагича белгиланади:



Чекли лимит м а в ж у д  булган хрлда (4) интегралпи м а в ж у д  ёки 
яцинлашувчи, / (х ) функцияни эса чексиз (а, +оо) оралщ да интеграл- 
лапу вчи дейилади. Агар (4) лимит чексиз ёки мутлокр мавж .уд бул- 
маса, интеграл тугрисида, у узоцлашувчи дейилади.

f  (х) функциянинг —оо дан а гача булган ораликдаги интеграли хам 
(4) га ухшаш таърифланади:

а а

j  f { x ) d x =   ̂ !im j  f  (х) dx [А' < а). (5)

/ (х) функциянинг —оо дан + оо гача булган ораликдаги интеграли 
хам худци т у  сингари таърифланади:

4 -о с  А

J  f ( x ) d x =  lim J  f { x ) d x .  (6)
— оо A —“foe A'

(4) интеграл каби (5) ва (6) лар х.ам хосмас интеграл, дейгыади. 
(fi) нинг унг томонидаги интегрални исталган а олиб куйидагича ёза 
оламиэ:

А а А

j  }  (х) dx = j  / (.г) dx 4- I  f { x )  dx.
А' А' о

Г>у ерда А' --> —ос, А —> +ос да чапдаги интеграл учун лимитнинг мав- 
жудлиги, рашнанки, унгдаги интеграллар учун (4) ва (5) лимитларнинг

а
,1нри.м-айрим мавжудлигига тенг кучлидир. Шундай килиб, f  f  (х) dx

-  ОС

4- о с

г,a j / (.г) dx  интеграллар айрим-айрим мавжуд булганда — оо дан 4-ос 

| ача булган интегрални ушбу

•Ьос а  + о о

I  / (.г) dx J  f  (х ) dx 4- J  ./' (x) dx

п нглнк билан таърифлаш мумкин. Бу таъриф аслида а нукганинг тан- 
|.'111ншига боглик эмас.



2-§ Э йлер интеграллари

1. Биринчи тур Э йлер интеграли (бета-ф ун кц и я). Бет а 
функция ушбу

В (a,b) — J  х а (1 1 dx (7)

тенглик билан аникланади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграл 
Эйлернинг биринчи тур интеграли  дейилади.

Курсатиш кчйин эмаски, а > 0 на b > 0 булганда (7) интеграл якин- 
лашувчи, агар а  ва b параметрларнинг бирортаси нолга тенг ёки нолдан 
кичик булса, узоклашувчи булади.

(7) интегралда .г — 1 — t алмаштириш бажариб,

В

1

(а, 6) = j  (1 -  t),l~] dt =  В  (b, о )

тенгликни х,осил киламиз. Демак, бета-функция узининг а  ва b аргу- 
ментларига нисбатан симметрии функция экан.

Энди (7) интегрални булаклаб интеграллаймиз. Булаклаб интеграл- 
лаш амалларини

и (1 — a’)h~1 , du =  — (b — 1) (1 — .r)6-2 dx,

dv =  x°~ ]dx, v =  - x a 
a

каби бажариб ва ушбу

х а =  х" 1 — Xй ~1 ( 1 - х )  

айниятни эътиборга олсак, Ь > 1 да куйидагига эга буламиз:

Г{] -  т )ь_1г п'1 
В  (а, 6) = 1 ’

О о

1

4- J  ~  ( b — 1) (1 -  х )ь~2 dx

b -  1
а

j  x a ~ l {\ - x ) b~ 2 d x -  Ь~ ^  j  Xй- 1 ( 1 - х )
б- i  ,

а х

о о



= -— - В ( а , Ъ -  1) -  -— - В ( а ,Ь ) .  
а а

Бундан ушбу рекуррент формула келиб чикдди:

В (а ,Ь )  =  - ^ ~ - - В ( а . Ь -  1 ) .  (8)
a  t о - i

Бета-функция га ва b га нисбатан симметрии булгани учуй

В (а ,Ъ ) = —г- ^ — В { а -  1 ,6). (9)
а + Ь -  1

(8) ва (9) формулаларга агосан

( а  -  1 ) В { и  -  1 , 6 )  =  ( Ь -  l ) B ( a , b  -  1 ) .

Агар а - 1 -  р, 6 —1 = (} десак, у холда

В ( р , д + 1 )  =  2 в ( р + 1 , < / ) .
Р

Агар b параметр бутун сонга тенг булса, яъни 6 = п булса, В ( а ,«) 
функцияга (8 ) формулани кетма-кет куллаш патижасида

« -  I п -  2 п -  3 1
В  (а, п) — ------------------------------------------. ..--------В  (а, 1)

о  +  7». — 1 а  -+■п  — 2  а  +  п  — 3  а  -t- 1

к'нгликка эга буламиз. Аммо

1

В  (а, 1) =  j  x"~ldx  — -
о

пулгани учуп

1 ■ 2 ■ 3... (п -  1)
/? (а, /() — В (гг, а)

а ■ (а +  1) • (а + 2) • ... • (и + п — I)

А гарда а  параметр хам бутун сонга тенг булса, яъни а — гп 6 N  бул-
• а. (9) формулани кетма-кет к^ллаш патижасида куйидаги тоигликни 
\uciui киламиз:

d , \ 1 ■ 2 • 3... (п -  1) , .В (т, п) =  --------------------- ----- 7--------------- - В  (m. 1) =
(т  + 1) ( т  +  2) ... ( т  +  п -  1)



1 • 2 -3 ...  (п -  1)
(ттс +  1) (га +  2) ...  (ш +  п  — 1) тп га — 1 2 

бундан, В  ( 1, 1) =  1 булгани учун

(п — 1) ! (га — 1)!
В  (т ,п ) =  В  (п , т )

Энди (7) формулада а  =  Ь десак,

(га +  п  — 1) !

В
1 Г ;

(а, а) = J  ха_1 (1 -  ж)0-1 = /  ~ -  Q  -  х j dz

1/2
[ 1 п  у

J 4 “
0

а —1

dx.

Охирги интегралда 1 — 2х =  \/£ алмаштириш бажарамиз. У холда

В

I
(о, а) = 21~2а J  1 -  t f - x dt

еки

(7) интегралда

В  [а, а) =  2х~1аВ  - , а

У хх =  —  ёки у =  -------
1 +  у 1 — х

( 10)

алмаштиришни бажарсак, бета-функция куйидаги куринишда ёзилади:

+ 00

В (а,Ь) = J
о

У
\а f Ьdy.

(1  +  у ) а

Бу формулада 0 < о < 1 хисоблаб, Ь =  1 — а десак.

(И)



Хосил килинган интеграл математик анализда Эйлер исми билан 
богланган интеграл булиб, унинг киймати 7r/sin(7ra) га тенгдир. Шундай 
килиб. О < о < 1 да

В  (а, 1 -  а) — у —г- (12)sin(7ra)

Агар хусусий хрлда, a = l  — а =  1/2 десак,

(13)

хосил булади.
2. И ккинчи тур Э йлер интеграли (гам м а-ф ункция).
Гамма- функция ушбу

+ 0С

Г (а) -- I  ]r  xd.r (14)
о

интеграл билан аникданади ва бу интеграл иккинчи тур Эйлер инте- 
грали деб аталади.

Бу интеграл а > 0 да як,ин,латувчи,а < 0 да эса узокдатувчидир. 
Булаклаб интеграллапт натижасида ушбуни

+ ОС +оо

и j  '< : d x ~  ( iim Аае~ л + j  .r“< : d.r j  r l, 'd r .
о 0 b

яъни
Г (a +  1) — аГ (a) (15)

рекуррент формулами хосил киламиз.
Бу формулани кстма-кст куллаб, куйидагига эга буламиз:

Г (а +  п) — (а 4- и — 1) (а +  п -  2).. . (а +  1) «Г (а)

Агар бунда а =  1 десак ва

+  ОС

Г (1) = j  - dr  1 (16)
D



келиб чикади. п =  0 булганда (17) формула 0! =  Г (1 ) =  1 куринитпга 
эга булади.

Шу пайтгача гамма - функцияда а  > 0 деб хисобладик ва унинг 
киймати сифатида (14) интегралнинг кийматини олдик. Гамма - функ­
циянинг (15) хоссаси уни а  нинг манфий кийматларида хам аниклашга 
ёрдам беради.

Энг аввало а  > 0 да Г (а) > 0 ва Г (1) -- 1 булганлиги учуй (15) дан 

lim Г (а +  1) =  “Гос, lim Г (о) =  lim —-- ' = + зс
о.—+ +  оо а —*4-0 а —» 4-0 Q,

эканлиги келиб чикади.
Агар ( - 1 )  < а  < 0 булса, (15) нинг унг томони Г (a + 1) мавжуд 

булиб, ундан келиб чикувчи

Г (а) =  (18)

нисбат хам маънога эга булади. Шунинг учун таъриф сифатида (18) 
теигликнинг унг томонидаги нисбатнинг кийматини гамма-функциянинг 
а а  ( — 1. 0) булгандаги киймати сифатида кабул киламиз.

У холда (18) дан келиб чикадики,

lim Г (и) = —ос. lim Г (о) =  — ос. (19)
а —-О ' а_ ( _ 1 ) + 0

Агар (—2) < а < ( - 1) булса, (18) нинг унг томони маънога эга була­
ди ва шунинг учун унинг кийматини Г (а) функциянинг а £ ( - 2 , - 1 )  
булгандаги киймати сифатида кабул киламиз.

(19) тенгликларни эътиборга олсак, (18) дан келиб чикадики,

lim Г (а) =  +оо. lim Г (а) =  +ос.
а->(-1)-0 ' а -*(-2)+0

Худди шу каби, жараённи давом эттириб, (18) тенглнк ёрдамида 
гамма-функцияни V« 6 (—п, —п + 1) ораликда аниклаймиз, бу ерда 
и (г N. Бунда

lim Г (а ) =  ±ос, lim Г (а )  =  =рос
и —* ( - п ) + 0  а —+( —п ) —0

булиб, п жуфт сон булганда юкори ишорали, ток сон булганда эса купи 
ишорали тенгликлар уринли булади.



Фараз к,илайлик, a е (—п, — п +  1) булсин, у халда а+ п  > 0 . Шунинг 
\ч\-н Г (а +  п) (14) таъриф маъносида мавжуд. Ун га (15) формулани п 
марта кетма-кет куллаб,

Г (а +  п) =  (п — 1 +  о) (п. — 2 +  а ) .... (1 + я,) оГ (а)

к'нгликка эга буламиз. Бу ердан эса

Г ^ РО)
г; (а f  1) ... (а + п — 2) (а f  п — 1)

м'нглик келиб чикади.
Демак, ихтиёрий бутун б?лмаган манфий а  сон учун Г (а) нинг кий- 

м.ггини (20) тенглик буйича хисоблатн мумкин экан.
Нулардан ташкари, (14) ва (20) тенгликлардан келиб чикадики Г (а) 6 

<' (+0. +оо) ва V» е  N учун Г (a) G С  ( —п, —п +  1).
Юкорида келтирилганларга асосан Г (а) функциянинг графиги тах- 

мннан 1-чизмада тасвирлангандек булади, деб хулоса чикариш мумкин.

Г  (а)

Lh —f4
- - - - ~ х 4 - Г -

- Z 4
Г  ■"

4 , s

-  - з  -2 4

-

ф
:Рр
1-чизма

3. Б ета- ва гам м а-ф ункциялар орасидаги богланиш . Бета- 
ил гамма-функцияларнинг узаро богланитларини урнатиш максадида 
i l l )  да х =  ty(t =  const. > 0 ) алмаштириш бажарамиз, у холда

О



Бу ерда а  ни а +  Ь билан ва t ни t +  I билан алмаштириб, «.уйидагини 
хосил киламиз:

-fee
Г (« f  Ь)

(1 + 1)а+ь
J  !с •|i' l'v/dy.

Охирги тенгликнинг кар икки томонини ta 1 га купайтирамиз ва О 
дан +оо гача интеграллаймиз:

-foe + 00ftt—1
Г{п + Ь) j  i T J  у°+ь-'е-Чу j  Г  4/f.

0 о 0

Бундан (11), (21) ва (14) га асосан

f-oo

Г (а + Ь) В  (a, b) =  J  уи+ь ге~ у ^ ^  dy

-f-oc

Г  (а) j  yb~1e~vdy =  Г (а) Г (Ь).

Демак,
О, „  Г (а )Г (Ь )
B(a ' b) = T F W  ■ (22)

Агар (22) формулада b =  1 — а десак, у холда (12) ва (16) га асосан,
О < а <  1 да

Г (о) • Г (1 -  а) =  - ^ Ц  (23)
sm(a7r)

формулага эга буламиз. Бундан а =  1/2 булганда Г (1 /2) = у/п келиб 
чикади. Бу тенглик (22) га асосан (13) дан хам дархрл келиб чикади..j 

Одатда (23) тулдириш формуласи деб аталади.
(10) тенгликда иштирок этаётган бета-функцияларга (22) формула­

ми куллаб, Г (1 /2) =  у/ж эканлигини эътиборга олсак, иккиланган аргу- 
ментнпнг гамма - функцияси учун Уринли булган ушбу



Эелатиб J t h i i i  лозимки, гарчи (23) тенглик 0 < a. < 1 фаразда кел- 
тириб чикарилган булсада, у Va $ Z учун хам тугридир.

Гамма - функция учун ушбу интеграл формула

- f  ОО

Г (a) = ка [cos(o7r/2)]_1 J  ta_1 cos (kt)d t, к > 0. О < a  < 1
о

ва тулдириш формуласининг куйидаги аналоглари хам уринлидир:

Г (а) Г (—а) =
7Г

a sin (жа) ’

Г (  1 + а )  Г  ( I - а
2 J  \ 2 J  cos (7г д)

4 .  П с и  ф у н к ц и я .

Куп тадкикотларда гамма - фуикциядан ташкдри унинг логарифмик
х,осиласи, яъни

rflnГ (а) _ Г '(а )
Та ~ Пя)

хам ишлатилади.
Чексиз купайтмалар ёрдамидан курсатиш мумкинки [6],

- г  1 + « £  - j l —  (24)
Г (a) a ^-' п (п  + а)

цу ерда С  — 0,5772156649... - Эйлер узгармаси. 
а = 1 да (24) тенглик

Г ( 1 ) -  - с - ы - ё 1 1
Г  (1)  ^  п  7 1 + 1

жанлигини эътиборга олсак, Г ' (1) =  —С келиб чикади.
(15) тенгликни логарифмлаб, суигра а буйича дифференциалласак, 

гамма - функциянинг логарифмик хоснласи учун реккурент формулага
• га буламиз:

Г ( а + 1) Г  (а) 1



Бу формулада а  =  1 ,2 ...., к десак,

Г ' (2) Г '(1 )  1
T W  “  r W  +  1

~ С +  1,

г '  (3) _  £ 4 2 )  1 , 1
Г (3 ) Г (2 ) 2 2 ’

r '(fc  +  D _ r ' ( f c )  1 _  г  +  1 + 1 . 1 
rO fe+ lT  "  Ш  к ~  * k

тенгликлар келиб чикади. Демак,

Г',{А'‘ V 1 • *  =  1 .2.. (26)Г (к + 1) тп4 т =  1

Одатда, гамма-функциянинг логарифмик хрсиласи ф  (а) билан бел- 
гиланади ва п т  функция де.в ат алади , яъни

Г  (а) функциянинг хоссаларидан келиб чикадики, ф  ( а )  функция а  -----
О, —1, —2 , ... нуктаиарда одций кутбларга эга. (27) таърифга аеосан, пси 
функция учун уринли булган куйидаги тенгликлар келиб чикади:

ф (1 +  fc) =  1 +  — +  — С,  к — 1, 2, . . . ;
Z К

ф (а + к )  =  -  +  - - г  +  +--------------- +  'Ф ( о ) > к — 1 ,2 ,а а + 1  а +  /с — 1

?/■' («) =•0 (1 + 0. ) -

■tp (а) -  V' (1 -  а) =  —nctg ( п а ) ,
1

ц> (а) -  ф (—а) =  —-nctg (па)
а

■ф(1 +  а) -  ф (1 — а) =  -  — 7гс <̂7 (тга) ,

iy Gч п) ~ ̂  (\~ °)=ntg ̂  ‘



3-§ Б ессе л  ф ункциялари

1. Биринчи турдаги Б ессе л  ф ункциялари.
Ушбу

х 2у"  +  х л /  +  (ж2 -  и 2) у  О (28)

О

У =  о

н-нглама Бессел. т ет лам аси  дейилади, бунда и узгармас сон (28) тенг- 
мманинг индексы дсб аталади. 

г  > 0 булсин. Кейинги хисоблашларни соддалаштириш мак,садида 
i2K) тенгламада

у  — х и г

| |маштириш бажарамиз. У холда z функцияни эниклаш учун

. "  =  2<:2 +  2  ■ 3 с 3х  4- 3  ■ 4 с 4х 2 +  ... +  ( «  +  1)  (п  +  2)  с п + 2х п +  ... .

\(>сил булга н каторларни (29) генгламага куйиб, куйидаги тснглик- 
к.| н а буламиз:

(29)
х

ц'игламага эга буламиз. Бу тенгламанинг ечимини

• ражали катор куринишида излаймиз. Бундан

z' ~  с\ -{- 2с'2,х 4- З сзх ” 4 - .. .  4- (и  4- 2) с п.\ 2'Хп+1 ••••

— — 4 2с2 4- З сзх  -f- ... 4~ (н  4~ 2) с п+ох71 4~
X X

}.Г 4- 1
- " 6*1 4- [2с -2 4- ( 2 и  4~ 1) 2с‘2 4- с*о] 4~ [2 • Зсз 4~ ( ‘2/у 4 - 1 )  Зсз 4~ С' { ] х +

4- [3 • 4с*4 4“ (2z/ 4* 1) 4с*4 4- Со] х~ 4~—  

f j(/i 4- 1) (и  4- 2) с,t+2 (2^ 4- 1) (п  4- 2) с п+2 +  сп] х п -\- ... =  0.



Аникмас коэффициентлар уеулига асосан, х  нинг барча даражалари 
олдидаги коэффициентларни нолга тенглаймиз:

с, =  0 (30)

(п +  1) (п +  2) с„+2 +  (21/ +  1) (« +  2) сп+2 + с п =  0 , гг = 1, 2,... . 

Бундан

Сп
с  п + 2 ■г, п =  0 , 1. 2,

('/V. -f- 2) (/г 4- 2i/ -j- 2) 

келиб чикади. (30) ва (31) га асосан

ci “  с3 =  с5 — ... — C2„ - i  ~  ••• =  0 ,

С2

(31)

Со

с4

2 (2  ̂+  2) ’
С'2 Со

С'2п — (" 1)

=  ( - 1)" ;

4(2г/ +  4) 2 • 4 (2i/ +  2) (2г/ +  4) ’

. ________________ с о ________________
2 • 4...2п  (21/ +  2) (2г/ +  4 ) . . .  (2i/ +  2п) 

со
22'1 • 1 • 2...гг (г/ +  1) (г/ +  2)... (г/ 4- п ) ' 

Шундай к,илиб, (29) тенгламанинг ечими ушбу

( 1 )" .г~"
: Со

■j 22'1 • 1 • 2 • ... ■ п [у 4-1) {v 4- 2) • ... • (г/ 4- п)
(32)

катор билан ифодапанади. Бунда со - узгармасни ихтиёрий танлаб олиш 
мумкин. Даламбер белгисига асосан, (32) катор х  нинг барча киймат- 
ларида якинлашувчи булишини текшириб курига кийин эмас.

Даражади к,аторни хадлаб дифферендиаллат (якинлашиш оралиги 
ичида) хамма вакт крнуиий булгани учун (32) катор билан ифодаланган 
z х,ак,ицатдан хам (29) тенгламанинг ечими булади. Одагда с0 узгармас

Со
1

2"Г (и +  1) 

деб танлаб олинади. Ушбу

1 • 2 ■ ... • п  =  п\ — Г ( п  4- 1 ) ,



О' 4 1) {v 4- 2 )... (v 4  п) Г (;/ 4- 1) =  {v 4- 2) (и 4- 3 )... (и 4- п) Г [и +  2) : 

... =  (и +  п) Г (и 4- п) =  Г  (и 4- п 4- 1)

I chi ликларни эътиборга олсак, г куйидаги куринишда ёзилади:

_ 1 ____  , А ___________________(z ' T j f l ___________________
2 ‘Т  (;/ 4  1) ^  “  2 2п+,'1 ■ 2 ■ ... ■ п  (v  +  1) (v  4- 2 ) • ... • (i/ 4  п )  Г  (t/ 4  1)

£̂ 2-п+иТ (п 4- 1) Г [и +  п +  1)'
7 1 = 0  4

(28) тенгламанинг ечими у — xv z функциядан иборатдир. Бу функ- 
Iпя]iи (.с) оркдли белгилаб оламиз. Демак,

л  (ж) =
( - 1)" (х /2 )2п+1/

Г (п 4- 1) Г (г/ 4- п + 1)
(33)

I, (./■) функция, биринчи турдаги v индексли еки v тартибли Бессел  
Фуищпялари дейилади. Айрим адабиётларда бу функциялар цилинди- 
l"iK функциялар деб х,ам аталади.

/ (х ) функция (28) Бессел тенгламасининг ечимларидан биридир. 
\\гусан. и — 0 булган холда

(п!)2
(34)

I да зса



У му май бутун мусбат v ларда

(35)

(34) иа (35) формулалардан к^ринадики, v =  0 ёки ихтиорий бутун 
ва жуфт и лар учун (х) функция жуфт функциядан иборатдир.

Изох;. v каср булганда х < 0 лар учун (г) функция, умуман айт- 
ганда, мавхум кийматларни к,абул килади ((33) га кдралсин). Мавхум 
кийматлар билан шн курмаслик учун J t/ (х) ни (и каср булганда) х > 0 
лар учун текширамиз.

(28) тенгламада и2 иштирок этаётганлиги туфайли юкоридаги му- 
лохазалар v ни ( - v )  билан алмашти рганда хам (28) тенгламанинг ечи- 
мига олиб келади. (33) да и ни (—v) га алмаштирсак,

функция хосил булади.
(х ) функция хам  биринчи турдаги (—и) индексли ёки ( — и) т ар­

тибли Бессел функцияси дейилади.
J„  (х) ва (а:) функциялар и индекс бутун булмаганда чизикли 

боглик, булмайди, чунки бу функцияларни ифодаловчи (33) ва (36) ка- 
торларнинг бошлангич хадлари нолдан фаркли коэффициентларга зга 
булиб, х  нинг турли даражаларини у’З ичига олади.

Шундай килиб, бутун булмаган индекс учун (28) тенгламанинг уму- 
мий ечими куйидагидан иборат:

бу ерда с I , С'2 - ихтиорий узгармаслар.
2. И ккинчи турдаги Б е с се л  ф ункциялари. Агар и бутун сон 

булса, п — 0 , 1,...,;/ — 1 лар учун —и +  п +  1 ифода ноль ёки ман- 
фий бутун кийматларга тенг булади. Демак, п нинг бу кийматларида

у =  Cl J u (х) +  C2J - V (х ) , (37)



Г (—v + п  +• 1) =  оо булади. Шунинг учун х,ам (36) кдторнинг мос хад- 
ларини нолга тенг деб хисоблаймиз. Шундай к,илиб, бутун и лар учун

j  < Л _  V  ( - 1)”' (х/2)2—  _
■ 2 ^ г ' ( п + 1) Г ( -ь -  +  п + 1)

п — и  4

ёки, п =  и + к десак,

= нг*«. <»>
Демак, и > О бутун сон булган х;олда (38) га асосан J„  (х ) ва J_„  (х) 

функциялар чизикли боглик булади, яъни бу х;олда, аслини олганда (28) 
!<:нглама битта хусусий ечимга эга булади. Шунинг учун (37) - Бессел 
тенгламасининг умумий ечими була олмайди.

(28) тенгламанинг иккинчи хусусий ечимини аникдаш учун, каср v 
iap учун (37) дан с§, с2 узгармасларни махсус танлаб, ушбу

У,, (х) -  ctg(u7г) Jv (х) -  cotiec(vTt) J _ „  (х) =

_  J u (х )  cos(i/7r) -  (х )
sin(l^7r)

функцияни тузамиз. и бутун сон булганда (39) формуланинг сурати 
(х)  ( - 1 ) "  -  J ..„  (х ) га тенг булиб, бу ифода (38) га асосан нолга тенг; 

лахражи хам нолга тенг булади. яъни (39) - аникмасликдан иборат 
пулади. v ни бутун сонга интилтириб, бу аникмасликни очамиз. Лопи- 
ыл коидасига асосан

n , ■ \r I \ v t  (J " (■*') cos( " 7r) -  , /_„(x)j 
i n  ( х)  — inn Y„ (x )  — lim — -----------------------------------------------

dv sin(^7r)

cos(t/ir)^J„ (a-) -  7ГJ v (x) sin(j/7r) -  (x)
=  lim

i / —*n  7TC O S(i^7r)

-1 r -  
' *(- i)n .

Охирги ифодада (x ) , (x) урнига уларии ифодаловчи (33) ва 
(.'!(>) каторлартш куйиб, и буйича дифференциаллаб, сунгра и урнига



бутун п сонни куйсак, бир кагор хисоблашлардан кейин куйидагини 
хосил килам из:

П— 1
5п (х) -  (х ) (in -  +  С ) -  -  у  ( j )

fc=О

2 к—п

_  . у .  И Ш 2Г  I  + у .  I  \ (40)
7Г l.t (п  _i. 1Л I \ 2L, гп ^  т \ " У 1it *—‘ к ! (п +  к)\ \ t—* т  ' т

к —О у ' \?п- 1 m =  1

бу ерда С —- 0.5772156649... - Эйлер узгармаси.
Хусусий п - - 0 булган холда

\/ / \ 2 / х  \ 2 ^  ( - l ) fc Л  1 1  Л
Г„ (,•) -  -  ./о (х) (in -  4- С )  -  -  g  -(-щ Г  ( 2 ), ,..(.1 +  '

К — 1 - . . : И / _ V • t
■ ¥„ (ас .̂фучетсцияни-1/ — 7i булганда (28) тенгламага куйиб, хакикатан 

hXtot бу тенгламаниш' ечими эканлигига ишонч хосил килиш кийин эмас. 
Шу билан бирга ./„ (х) ва Yn (х) функциядарнинг чизикли боглик 0 л  и - 
ши мумкин эмас, чунки булардан биринчиси х — 0 да чекли кийматга 
эга, иккинчиси эга чексизликка айланади. Демак. У„ (х) функция (28} 
тенгламанинг иккинчи хусусий ечими булади.

(40) формула билан аникланган Yn (х) функция иккинчи турдаги. п
- тартибли Бессел функция ёки Вебер функцияси дейилади.

Демак. Бессел тенгламасининг у мумий ечими v — n €  N  булганда

у =  C iJn (х) + с 2 Уп (х) 

формула билан аникланади. Бунда, Сь (2  - ихтиёрий узгармаслар.



3 .Б ессе л  ф ункциялари учун д и ф ф ер ен ц и ал л ат  пн к у ш и т  
ф ормулалари. Ихтиёрий и учун ушбу

<1>ормулалар уринлидир.
(41) формула (х) урнига унинг (33) ифодасини к,уйиш натижасида 

мрхол келиб чикади. Х,акикатан хам.

Худди шунга ухшаш (42) формула исботланади. Агар (42) форму- 
i.i ;а и ни (-1/) билан алмаштирсак, ушбу тенгликка зга буламиз:

Худди шунга ухшаш формулалар иккинчи турдаги мос функциялар
I\ н хам тугри булади. Х,акикатдан хам, v ни каср сон хисоблаб, (41) ни

■ гп) га, (43) ни эса cos w (W ) га кунайтириб, хосил булган ифодалар- 
п1\ бирини иккинчисидан айирамич. У хрлда. cos[(»/ — 1) тг] =  — cos(i/tt), 
т . 'н  1) 1'тг] — — sin(i^Tr) формулаларни эътиборга ал сак.

~  [xuJ u (а-)] = x vЛ _х (х ) , (41)

(42)

Г (п + 1) Г [(ь< -  1) + п. + 1]

(43)

J,, (х) COs(l/7г) — J...v (х)
sin(;/7r)

— X
„ J „ - i ( x ) COSl(;/ -  1 )7г[ - J  .„I i(x) 

sin[(t^ — 1 ) 7r]

Lit



(44) да и ни (-!/) га алмаштирсак,

формулага эга буламиз.
Агар (42) ни ct.g(i/7r) куиайтириб, су игра ундан (41) да /' ни (—и) 

га алмаштириш ва coscc(^7r) га купайтиришдан хосил булган тенглик- 
ни хадлаб айириб, cos[(v + 1) тг] = — cos(;/7r), sin[(i/+ 1) тг] — — sin(i/7r) 
теигликларни эътиборга олсак, каср и лар учун

формула келиб чикади.
Бутун v лар учун (44) ва (46) формулалар v ни бутун сонга ингил- 

тириб, лимитга утиш натижасида хоси.п булади.
(41) ва (42) формулаларнинг натижаси сифатида куйидаги форму­

лалар келиб чикади:

Бу формулаларнинг биринчи иккитаси (41) ва (42) ни бевосита диф- 
ференциаллаш натижасида, кейинги иккитаси эса аввалгиларини ку- 
шиш ва айириш натижасида хосил булади.

(44) ва (46) формулалардан фойдаланиб, У„(ж) функция учун хам 
(47)га ухшаш тенгликларни келтириб чикдриш мумкин. .

Биринчи тур Бессел функциялари учун куйидаги

£ [ х - " У „ 0 г ) ]  = - x ~ uYv+i{ x ) (46)

xJ'v (х )  +  v J*  ( х )  =  .Г./г,- ] (.г) , 

xj'„ (х) -  v.Ju (х) =  - X Л +1 (.г ), 

J„ -.y ( x ) - J „ + 1(x) =  2 J'v (x ). 

ix ) + Л +1 (х) =  (2v /x ) J„  (х)

(47)

d J и (х) _ ,m Ju+m  (X)
(x d x )" '  [ X l/ J  ’

m  e  N ;

m  £ N

реккурент формулалар ва ушбу

• f  ОО



+оо -

J„ (x  1 + 2:2) =  ( ~ l )k J v + k { x i ) J k { x 2 )-
fc= —00

кушиш формулалари Уринлидир [2,6]. Кушиш формулаларидан хусусий 
холда I/ =  0 булганда куйидаги

мухим тенгликлар келиб чикади.
4 .Б ессе л  ф ункцияларининг айрим хусусий х,оллари.
Математик физикада ушбу Jo (а;) , J\ (х) , Уо (х) ва J n+j /2 (ж) Бес- 

;:ол функциялари энг к^п учрайди. (17) формулаларнинг охиргисидан 
куринянтики, .Jo (х) , J 3 (ж) ва х.к. функцияларни хнсоблаш Jo ( х ) , 
J 1 (х) функцияларнинг мос кийматларини х,исоблашга келади.

Энди J „4 (ж) , бунда п - бутун сон, функцияни караймиз. Авваяо, 
■А/2 ( х ) . J - 1/2 (х) функцияларнинг кийматларини хисоблаймич. (33) га 
асосан

Jo (xi — £ 2 ) — Jo (x i) Jq  (ж2) +  2 ^  J *  ( j'i)  Jfc (2:2),
k— — oo

Jo (x'l + 2;2) — Jo (xi) Jo (x2) +  2 ^  (—I)1, Ja (x'l) J t  (x2)
/г — — oc

( -l )"l2n+1 
22-‘+ 1п!Г(3/2 + n )'

Маълумки,

L 3  • 5... (2n + 1)
2 n + i

Шундай килиб,



Бу ерда охирги йигинди sin х  нинг даражали каторга ёйилмасидан 
иборатдир. Демак,

1/2(  2 \ ' 
Л / г(ж )=  —  sin ж. 

у ттх }

Худди шунга ухшаш, (36) дан

(  2 \ 1/2 
J _ 1/2 (.x) =   ̂—  j  cos х

тенгликни хосил килами:?.
(47) формулаларнннг охиргисига асосан

1 / 2

-)7ГХ /

1/2

sin (.т cos (х  I )

Ĵ {X)= Ц) { si,Kr\',-[sill(r i)+ !ros(,: D]}
2 \ 1/2 

7ГЖ / ~  j sin (X -  7Г) -f -  cos (x -  IX)

Умуман, J n + i / 2(x) Бессел функцияси бутун n да элементар функ­
циялар оркдли ифодаланади, яъни куйидаги куринишга зга булади:

/  2 \ 1/2

бу срда Рп — -  га нисбатаи а  - даражали куихад, Q n~ x эса>

п -  1 даражали к^п^ад, шу билан бирга Рп (0) = 1, Qn- i  (0) = 0.
Бундан, Бессел функциясининг г/ =  п +  1/2 ва .с етарли катта бул­

гандаги ассимитотик ифодаси келиб чикади:

J" = Ш  Н  (х - У - I) + ° (■х“1)] ■ (48)



бу орда О (ж-1 ) оркдли тартиби ж-1 булган микдор белгиланган.
Эслатиб утамизки, (48) асимптотик формула факдт v = п  +  1/2 да 

эмас, балки г/ нинг барча цийматларида хам уринли булади.
5. Б ессе л  ф ункцияларининг ортогоналлиги ва  илдизлари.

Ушбу
х2у" +  ху' +  ( f c V  -  и2) у — 0 (49)

тснгламани текширамиз, бунда к - нолдан фаркли ихтиёрий узгармас. 
.г узгарувчи урнига янги t =  кх  узгарувчи киритамиз. У холда (43) 
теиглама ,Л+,§ + («^> = „
Бессел тснгламасига алматади. Демак, у =  (кх) функция 

2d2,/„ (кх) d J„ (k x )+ х- + (к2х 2 — и2) J,, (кх) = О
dx2 ’ dx

тенгламанинг ечимидан иборат булади. Бу теигламани х га булиб,

с)_

dx
d J„  (кх)

dx
+ к х - J v (кх) =  О

куриншпда ёзиб оламиз. к нинг иккита турли кийматларини олиб, улар- 
га мос тсигламаларни ёзиб оламиз:

d
dx

d
dx

dJ„  (кЛх)
dx

d J v (k2x ) 
dx

k'2x

+ k ix  ■

X

u 2_

X

J„ (kyx) =  0.

■K (k‘2.c) - - 0.

Бу тенгликлардаи биринчисини J„ (k2x) га, иккинчисини J u (кЛх) га 
куиайтириб вабиридаи иккинчисини айириб, куйидаги тенгликни хосил 
киламиз:

(к\ -  к2) x.)l, ( k i x).Jl,(k 2x) -

d
dx dx dx

(50)

Агар (33) формуладан ва (47) формулаларнинг иккинчисидан фой- 
далансак. (50) тенгликдаги квадрат кавс ичидаги ифодани х нинг да- 
ражалари буйича каторга ёйиш мумкинлигига ва бу ёйилмадаги х нинг



энг кичик даражаси х 2^ +1  ̂ эканлигига ишонч хосил киламиз. Шунга
асосан, агар v > — 1 булса, х =  0 да бу ифода нолга тенг булади. Буни
эътиборга олиб, (50) тенгликни бирор (0 ,1) чекли орапик буйича инто-

d J „ (k ix )  , d J „ ( k 2x) ,
граллаимиз. Сунгра ------ ------- =  k\J„(k\x) па --------------- --- k2J  (к>х)

dx d.x
генгликларга биноан куйидагига эга буламиз:

I

{к‘2 ~ к\) j  x J„  (к\х) J v (к2х) dx =
о

=  I \kt J'u (A-,/) J v (.k2l ) -  k2J l  (k 2l ) J u (к }1) ] . (51)

/ =  1 булган холда, бу формула куйидаги куринишга эга булади:
1

(к\ — к2) j  x Jy  (fc]X’) Jv  (k2x)dx  =
о

= к i J'„ ( k i ) J„  (k2) -  k2J'„ (k2) J v (M ) . (52)

Энди i> > — i да Jy (x) Бессел функцияси комплекс илдизларга эга 
булмаслигини курсатамиз. Фараз килайлик, у а +  ib комплекс илдизга 
эга ва шу билан бирга а ф О, b ф 0 булсин. Бессел функциясини ифода­
ловчи (33) ёйилманинг хамма коэффициентлари хдкикий булгани учуй 
,/„ (х) функция а  + /Ь комплекс илдиздан ташкари к.ушма а — ib  илдизга 
хдм эга булиши керак. (52) формул ада к i — а  +  ib ва к2 =  с  — ib деб 
хисоблаймиз. Л’ холда к'\ -  к\ = 4 аЫ Ф 0 булган и учун

1

j  x J v (kiX ) J u (k2x)dx  — 0
0

булади. Кури.паётган холда (к\х) ва J u (к2х ) микдорлар к.ушма ком­
плекс, яъни

(к\х) -- А + ИЗ, (к2х ) =  А — iB

булади; демак
J„  (k ix ) ■ J„  (к2х ) =  А1 +  В  > 0 .

Бунга асосан, х  узгарувчи 0 дан 1 гача узгараётганлиги учун
1

J  x j u (fcix) J„  (к2х ) dx ф 0 . 
u



Бу кар а м а- кар ш ил и к ,/„ (х) функция комплекс илдизга эга, деган 
фаразимизнинг нот^гри эканлигини курсатади.

(х) функция v > — 1 да соф мавхум (я'ьии а  = О, b ф 0) илдизга 
хам эга булиши мумкин эмас. Хдкикатан хам, ± ib  ни (33) формулага 
куйиб, факат мусбат хадларни уз ичига олган ёйилмага эга буламиз:

30 1 и‘2п
J v (Ы) =  (ЬгГ  £  п!г  (n +  v +Т) ■ 2 ^  Ф ° ’

п—О v '

чунки х  > 0 да Г (х) мусбат кийматларни кабул килади.
Энди ./„ (х) функциянинг хакикий илдизларга эга булишини курса- 

тамиз. Шу максадда Бессел функциясининг (48) асимптотик ёйилмаси- 
ни караймиз.

Бу формулага асосан, х узгарувчи Ох укининг мусбат кисми буй- 
лаб чексизликка интилганда квадрат кавс ичидаги иккинчи кушилувчи 
нолга иитилади, биринчиси эса - 1  дан +1 гача чексиз куп марта узга- 
ради ва, демак, чексиз куп марта нолга айланади. Бундан дархол J v (х) 
функциянинг чексиз куп хакикий илдизларга эга экани келиб чикади. 
Шундай килиб, куйидаги хулосага келдик: агар и > — 1 б$лса, J u (х) 
функциянинг барча илдизлари х;ацщийдир.

Шу билан бирга, яиа шуни укдириб утамизки, (33) ёйилмада хУ ни 
йигинди белгисидан ташкарига чикариб ёзсак, йигинди х  нинг факат 
жуфт даражаларини уз ичига олади, бундан дархол J„  (х) нинг илдиз­
лари абсолют киймати буйича жуфт-жуфт бир хил, ишораси буйича 
ка рам а- ка р ш и л и г и келиб чикади. Шунинг учун хам мусбат илдизлар- 
ни караш етарлидир.

Фараз килайлик, рт па pj лар ушбу

Л (х )  -  0 (53)

тенгламанинг хар хил мусбат илдизлари булсин. k\ — pm/l ,  к2 =  P j/l 
белгилашларни киритамиз. У холда (51) формуладан бевосита Бессел 
функцияларининг куйидаги ортогоналлик хоссаси келиб чикади:

1
J  X.JV (р т у )  Ju  (р7 у ) d x  =  0 , 771 ф j .  (54)
о

(51) тенгликдан куриниб турибдики, Бессел функцияларининг (54) 
ортогоналлик хоссаси рт ва pj лар J '  (х) =  0 тенгламанинг илдизи 
булганда хам уринли булади.



Энди к =  р / l  булсин, бунда р  - (53) тенгламанинг мусбат илдизи. 
(51) формулада к\ =  к деб, к-> ни эса к  га интилувчи узгарувчи деб 
хисобласак,

I

J  x.Ju (кх) J v (к2х) dx
I k J l  (kl) Л  (М )

к 2 — к2

Бу тенгликнинг унг томони к-i » к да аникмасликка айланади, чунки 
бунда унииг сурати хам махражи хам нолга интилади. Бу аник,маслик- 
нн Лоиитал кридаси буйича очиб,

I

j  xJ'f, (р у )  d x  =  i / 2J ' 2 ( p )  (55)
0

тенгликка эга буламиз.
(47) формулакарнинг иккинчисида х = р десак, р сон (53) тенгла­

манинг илдизи б^лгани учун

J I  (р) -  - .7 „+1(р) 

тенгликии хосил к,иламиз ва (55) формула

1

I  x J l  (р у )  dx  L (р)

курин ишда езилади.
Шундай килиб, биз куйидаги формулага эга булдик:
I

j  (pm у )  Л  ( p jy )  dx
0 , m ф j,
1
2

J '2 (pj) =  ^/2J 24 t (p^ rn -  j,

(56)
бу ерда pm ва pj лар J„  (x) =  0 тенгламанинг мусбат илдизлари.

Энди, фараз килайлик, рт ва pj лар

a  J„  (х) +  вх  J '  (.г) =  0 (57)

тенгламанинг турли мусбат илдизлари булсин, бу ерда а  ва 0  кдндайдир 
сонлар булиб, 0  ф 0. У  холда

О/ J v  ( р т )  +  0 P i n  d p  ( p i n )  ~  0 ,  «  J !/ ( p j )  “Ь 0 P j  d и \ p j )  0



тенгликлар уринли б\’либ, уларнинг биринчисини Лу (pj) га, иккинчи- 
сини эса ./„ (рт) га купайтириб, сунгра хадма-хад айирсак,

Р т  Л у (Р т )  Лу ( P j ) “  P j Л и ( P j  ) Л  у ( рт ) — О

генгликка эга буламиз. Агар бу ерда k\ — pm/ l , к,2 — р0/1 белгилат 
киритсак, (51) тенгликнинг унг томони, демак, чаи томони х д м  нолга 
тенглиги келиб чикади.

Демак, рт ва р} лар (57) тенгламанинг турли мусбат илдизлари бул­
ганда хам Бессел функцияларининг (54) ортогонаплик хоссаси уринли 
булар экан.

Энди р - (57) тенгламанинг бирор мусбат илдизи булсин. к =  р/1 
белгилаш киритиб, (51) тенгликда к\ =  к деб, к2 ни эса к га интилувчи 
узгарувчи деб хисоблайлик.

У хо.пда, (57) тенгликни хисобга олиб, (51) тенгликдан

(к2 +

I

к) j  хЛ и (к х ) Л у (к2х ) dx

А'? — к
Л у (kl) -тг.Лу (к21) т  (к21)

pi

генгликка, бундан эса —» к  да

I

j  х Л у (к х) dx — —I Лу (к I)2 к
о

а  Лу (к21) -  Лу (kl)
+ ~:: 11111

J  k2->k A’2  ̂ — kl

U y (k l)

Ы Л 'Л Ы ) ~ kl Л'у (kl)
b i n ------------—  —----------- 1-k j —■ к ко I — kl

1Ли (к1)\ — — - [ k L J l ( k l )j +
d (k l)

к1л::(к1) + л;лк1) +  -л'у(к1) (58)

тенгликларга зга буламиз.
(28) ва (57) тенгликлардан мос равишда келиб чикувчи куйидаги

Лу (kl) =
(k iy

-  1 Лу (kl) -  ~ J'y  (k l) . q Лу (kl) + /1 к l Л1 (kl) =  0



тенгликларга асосан, (58) тенгликдан

2 к J  x J l  (кх) dx  =  k l2 < J '2 (kl) + 1 -
(k iy

J l  (kl)

тенглик ва бу ерда kl =  р эканини хисобга олсак,

j x J ? ( £ x ) d x = l--12 
2

(60)

тенгликка эга буламиз.
6 . Ф ункцияни Ф ур ье - Б ессе л  в а  Д ини кдторига ёйиш.
Р\,Р2 , -,Рп ........г>ар J u (.г) =  0 тенгламанинг усиш тартиби буйича

жойлаштирилган мусбат илдизлари булсин.
Юкорида биз курдикки,

•]и (Pi j  )  ■ J <’ ( Pi j )  (рп у )

функциялар [0, /] сегментда вазнли ортогонал системани ташкил кнл;ь 
ди. Фараз килайлик. ихтиёрий / (х) функция ушбу

ЭС

/ (* )  =  £  а п (рп у )  , V >  -  1 (61)

кдтор билан ифодаланган булсин.
Бу каторни текис якинлашувчи х,исоблаб, (61) тенглик-ни x j v (pj) -  

га купайтирамиз ва хосил булган ифодани 0 дан I гача интеграл.тайм из: 

( „ 1 
Г  П  Г

J  x f  (х) ./„ (p j у )  dx =  ап J  [р п у )  Л  (p i у )  (/:г.

Бундан, (56) формулага асосан, ушбу тенглик келиб чикади:

L

' Р % +
j  x f ( x ) j „  ( p jy )  rfx. (62)

7 о



Коэффициент,лари (62) формула билан аницланган (61) ёйилма / (х) 
функциянинг Ф урье-Бессел цаторига ёйилмаси дейилади. f  (х) функ­
циянинг (61) каторга ёйилиши учун у кандай шартларни каноатлан- 
тириши керак деган саволга куйидаги теорема жавоб беради, биз уни 
исботсиз келтирамиз.

Агар }  (х) функция (0,1) ораликда берилган булак-булак узлуксиз 
функхщя булиб,

I

J  tl /2 \f(t.)\dt
о

интеграл м а в ж у д  булса, v >  —1/2 булганда (61) Фурье-Бессел. катори  
.щинлашувчи ва унинг йигиндиси (0,1) оралицпинг / (х) чегараланган

вариацияга эга булган х,ар бир х нуцтасида -  [/ (х + 0) +  f  (х — 0)] га

тенг булади  [2].
Агар р\. р2 , p j , ... - (57) т енгламанинг илдизлари булса, (61) ца- 

тор Д ини цатори дейилади  ва бунда, (60) тенгликка асосан,

1 " J?)
булиб, бундан a.j коэффициента ар ни топинг формуласи келиб чикдди:

i

a j =  + / x f  {х} Jv  p̂j 1  ̂ d x ' 

f  (x) функциями Дини катори га ёйиш учун, у юкорида таъкидланган 
Фурье-Бессел каторига ёйилиш шартини каноатлантирипш ва ( а /р )  +  
у > 0 шартни бажариши талаб этилади [2|.

7. М авх,ум аргументли Б ессел  функциялари.
Ушбу дифференциал тенгламада

г 2ш" t x J  f  (k 2x 2 -  и2) и; — 0 (k =  const) (63)

.т = кх  алмаштириш бажарсак, (28) тенгламага эга буламиз. Унинг 
умумий ечим формуласига асосан, (63) тенгламанинг умумий ечими

I

j  x f ( x ) J u ( p j j )  dx
12

■К1 ((>:,) +



(65)

тенгламанинг умумий ечими

и> — с\J L, (гх) +  c2Y,y (ix) 

эканини топамиз, бу ерда (33) га асосан,

Бу тенгликни иккала томонини г- "га куиайтириб, хосил булган тенг­
ликнинг унг томонини 1и(х) билан белгиласак, (65) тенгламанинг кано­
атлантирувчи

тенглик уринли булади.
Одатда (66) и - тартибли мав^ум аргумент ли биринчи турдаги  

Б ессел  функцияси ёки м,одификацияланган Б ессел  функцияси дейилади.
и — п е N  булганда (х ) -- 1п (х) тенглик уринли булиб, (65) 

тенгламанинг 1п (х) билан чизик,ли боглик, булмаган ечими сифатида

функция олинади. Шунинг учун (65) тенгламанинг умумий ечими

куринишда булади, бу ерда с А ва с2 - ихтиёрий узгармаслар.
Одатда (68) функция, и - тарт ибли мавщум аргумент ли иккинчи 

тур Бессел функцияси ёки М акдональд функцияси деб аталади. 
Таърифга асосан К   ̂(х) =  К „ (х) тенглик уринли.

(66)

функцияга эга буламиз ва бунда

h  (х) =  i~ vJ v (гх) (67)

ш =  сл 1„ (х) +  с2А'„ (х)



>ч

Хусусий холда

к ,  =  -/„ W  (ы  | + с )  + 1  ^  ( | ) 2"  ( ,  + 1 + ... + i )

муносабатлар уринли булиб. бу фупкцияларнинг графиги 4 - чизмадаги 
каби булади.

(39). (67), (68) тенгликлар ва J ,, (.т), У„ (х) функциялар учун чик,а- 
рилган формулалардап 1„ (х) па К„ (х) функциялар учун уринли булган 
куйидаги муносабатлар келиб чикади:

h / 2(ж) =  \/ ~ shx,

К 1/2(х) =  А' _ 1/2 (х) 

h  (х)

-ch x ,

‘ I '+ m (*)
х и + т  1

(xdx) п [xl' L  (*)] -  x v~mI v. m ( х ) ,



dm Г K v (ж) ~j _  / . y m  К „ +т (ж) 
(a:dx)'n [ х'' К ’ х и+"1

rlm
\xvK u (х)] =  (-1)™  ^ - mK v- m (ж ).

Охирги туртта тенгликнинг т  =  1 булган холидан куйидаги рекур- 
рент формулалар келиб чикади:

х 7 '  (х) -  v lv (х) =  х I v+1 (ж ),

х  7 '  (ж) +  i /7 „  (ж) =  х 7 „ _  1 (ж ),

2i;7„ (ж) = ж [7„+1 (ж) +  7„_х (ж)], 

x K l  (ж) -  vK„  (ж) =  - х К иП (х ) , 

ж (ж) +  (х) =  - х К „ - 1 (ж ), 

~ 2 К ' (ж) =  7С+ 1 (ж) +  А '„.д(ж ), 

2 v K v (ж) =  ж [Kv+1 (ж) -  К  у , (ж)].

Биринчи ва бешинчи тенгликларда г/ — 0 деб,

7'(ж ) = /1 (ж), Кц (х) =  -А'х (ж)

тенгликларга эга буламиз. Ушбу

асимптотик тенгликлар хам уринлидир (2 ,6].
8 . Б е с се л  ф ункциялари учун интеграл ф орм улалар .
Дастлаб

функция учун интеграл формула топайлик. 2 - § да чикарилган фор- 
мулаларга асосан v >  —1/2 булганда

2 7 ' (ж) =  h+\  (ж )'+ 7^_1 (ж),

М*) = - Й = [ 1+ < > (О ЬV 2тгх



Г (n 4- 1/2) Г [и +  1/2)
и

Г (п +  1/2) Г (и н- 1/2)
1

тенглик Уринли. Буни эътиборга олсак,

i/+2n

1
-1/2 /, _  ,->— 1/2J  гп~1/г (1 -  г)"

О

1 j  t2 n ( l - f ) u~l/2 dt

J  ( , . )  V '  ( - П " ( * / 2 Г - " __________ r  2n ( _  2 r - , / 2

Л ' ) Г (n +  1) Г (n +  1/2) Г (г/ + 1/2) / ( }

Or/2)" , , , ,  ( - 1)" (xt)2n dff  ( I -1/2 у  
F (i/ +  1/2) J  1 ^  22пГ( п +  1) Г ( п +  1/2)

Интеграл остида тургаи йигинди cos(x t)/ у'тт функциянинг чексиз ка­
торга ёйилмаеи эканини эътиборга олсак. ./„ (:г) (функциянинг интеграл 
кУринишига эга буламиз:

Л ( Х ) =  v W + 1/2) /  ' 2): 1/;!,'ач(хП '/А- ( ,>  ’ /2-
1

Худди шу каби курсатиш мумкинки |2.б],

М 1 )  =  ^ г и 1 Т2 ) / ( 1 - * 2Г 1/2< * И ) ^  -  > - 1/2;

4 -о о  4 -о с

/ч\. (:с) У c~xcht- c h ( v t ) d t = l ( ^ y  j  e~ t~*2/ 4tt~‘/~1dt
О о



9. Б ессел  - К лиф ф орд функциялари.
Амалиётда Бессел функциялари билан бир кдторда Бессел - Клиф­

форд функциялари деб аталувчи ушбу функциялар х,ам ишлатилади:

Бу тенгликлар ва Бессел функцияларининг таърифларидан келиб 
чикадики, J„ (х) , 1У (х) ва K t, (х ) функциялар —ос < х  < +оо да 
аникданган бу-либ, ихтиёрий ;/ (v -ф —п, п е N) учун (0) =  1, I v (0) =  
1, К и (0) — 1 тенгликлар уринли. J„ (x ) ва 1„(ж) функцияларнинг ин­
теграл формулаларидан келиб чикадики, и >  — 1/2 да \J„(x)\ < 1 , 
|/„ (х)| < chx  < ех. х > 0. Бундан ташкари |К„  (х)| < 1 -генгсизлик хам 
гугридир.

гипергеомет рик т енглам а ёки Гаусс т енглам аси  деб аталувчи тенгла- 
мани текширамиз. Бу ерда а. Ъ.с - учта ихтиёрий параметрлар булиб, 
хакикий ёки комплекс кийматларни кабул килиши мумкин. Булардан 
иккитаси: а  ва b тенгламада симметрии иштирок этади.

х =  0 ва х =  1 булганда тенгламанинг тартиби бузилиб, биринчи 
тартибли тенглама хосил булади, х =  ос да эса (69) тенглама умуман 
маъносини йукотади. Шунинг учун бу нуктапар махсус нукталар ки- 
собланади.

(69) тенгламанинг 1 =  0 махсус нукта атрофидаги ечимини

J„  (х) =  Г (v +  1) (х/2) " J v (х ) ,

I v (x) =  r ( v  +  l ) ( x / 2 ) - v I v {x ),

К и (х) =  21- ' х Ч ( и (х)/Г {и) {и > 0).

4-§ Гипергеометрик функция

1. Асосий таьриф лар.
Ушбу

х (1 — .г) у" +  [с — (а +  b +  1) х] у' — aby =  0 (69)

ОО

п.=О

даражали кдтор куринишида излаймиз. Бундан

ОО

у' = У'^пАпх а ~1
П ~  1



У1 = ^Г (п +  1 )Ап+1х п,
п —0

ОС ОО

у"  = ^ n ( n  +  \)An+iXu~' =  (п +  1)(п +  2) Д ,+2з:п.
71 = 1 71=0

Бу хрсилаларнинг кийматини ва у ни (69) тенгламага куямиз. У холда

)> _ ж(1 -  х )  (п. +  1) (п  +  2)  Л п + 2х п +

4 [с -  (а +  b  +  1) х] (п 4- 1)Лп+1хп -  ^  аЬАпх и =  0.
П = 0 71=0

Номаълум А \ , А п, ... узгармасларни тониш учун аникмас коэффи- 
циентлар усулидан фойдаианамиз, бунга асосан х  нинг бир хил дара- 
жанари олдидаги козффициентларни нолга тенглаш керак. хк олдидаги 
умумий козффициентларни нолга тенглаб, ушбу

* (/с — 1) к  А к  4  к  (А: +  1 ) /1/с-г 1 " _ к  [ a  -i- b  4- 1 ) Л ^  4-

4-с (А: 4- 1) — аЬАк — 0

тонгликни хосил киламиз. Бундан

л  — а )  л* к-\-1 /1 . -|\ / , 1 \ к (к  Н- 1) (с  +  к)

рекуррент формулага эга буламиз.
Бу орда Ло =  1 ва с ф 0, — 1, —2 ,..., — п , ... деб хисоблаймиз. (69) 

гипергеометрик тенгламанинг биринчи хусусий ечими у х ни F  (п,Ь.с:.г) 
оркапи белгилаб, Ап коэффициентларнинг гопилган к,ийматларипи(70) 
каторга куямиз. У холда

Бу срда

(а)„ = а ( а 4 1 )  ... (а 4- п — 1) = Г(а 4- п)/Г(а),



хусусий холда, (а )0 =  1 ва Vri 6 N  учун (1)п =  п!.
(71) к,атор гипергеомет рик к,атор, бу цаторнинг йигиндиси булган  

F  (а, b , с; х) функция эса гипергеомет рик функция дейилади.
Дал ам бор принципига асосан,

liinп—>ос [
I «п+! =  lim
1 и „ П —'О О

(а +  п )(Ь +  п.) ^
(п +  1) (с +  п)'

Демак, (71) катор |х| < ] да абсолют якинлашувчи, |.r| > 1 да 
узоклашувчи булади. Раабе белгисидан фойдаланиб курсатиш мумкин- 
ки, х — 1 булганда, агар с — а — Ъ>  0 булса, (71) катор абсолют якинла­
шувчи, агар с — a - b  <  0 булса, узоклашувчи; х =  — 1 булганда эса, агар 
с — а — Ь >  0 булса, абсолют якинлашувчи, агар -1 < с  -- а — b <  0 булса, 
шартли якинлашувчи, агар с  — а  — Ь < - 1  булса узоклашувчи булади.

Агар (71) формулада b =  с булса.

( а ) п =  ( - 1 ) ” ( - а )  ( - а  -  1 ) . . .  ( - а  -  п  +  1)  =  ( - 1 ) ” ^  “  j  п\ 

тенгликка асосан

П а , Ь , Ь - , * )  .  £  -'“ '." .г "  -  1 +  £ < - . ) "  (  ^  V  -  (1 х ) ~
п —О п = 1  '

биномиал катор хосил булади.
Агарда a. =  1, Ь — с б}”лса, (71) формула ушбу

F ( l ,M ;x )  = l + f > n = г Ь

куринишга эга булади, яъни а =  1, ft = с булган холда гипергеометрик 
катор геометрик прогрессияга айланади, шунинг учун хам у гипергео­
метрик катор деб аталган.

(69) тенгламанинг иккинчи хусусий, умуман айтганда, (71) га чи- 
зикли боглик булмаган ечимини топит учун (69) тенгламада

у  — х р 7/

алматтиришни бажарамиз. У холда (69) куйидаги куринишда ёзилади: 

а- (1 -  х) г/' 4- [(с + 2р) — (а +  b + 1 + 2р) ж] г/-



— ab +  р (а  +  Ь +  р) -

Бу тенглама (69) тенглама типига тегишли булиши учун р - 1 — с 
(ёки р -  0. бу хол бизни кизиктирмайди) булиши керак. У холда

тенгламага эга буламиз. Шундай к,илиб. р — 1 — с булганда у = х р г/ 
алмаштириш (69) тенгламани худди шу куринишдаги тенгламага утка- 
зади, бунда фак,ат а.Ь. с  ларни мос равишда а с  I 1, Ь — с  4- 1, 2 -  с  
ларга алмаштириш зарур. Демак, берилган (69) тенглама у i га чизикли 
боглик, булмаган

булгандаг-ина маънога эга булади. Шундай килиб, (69) тенгламанинг 
умумий ечимини куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

у = c i F  (а, Ь. с; х) +  ci x 1~r F  (а -  с + 1. Ь — с + 1 ,  2 —с; .г),

бу ерда Г[ ва с% - ихтиёрий узгармаслар.
Агар гипергеометрик с|)ункцияга симмегрик булиб кирган а ва Ь па- 

раметрлардан биттаси манфий бутун сон ( - « )  га генг булса, (71) гипер- 
геометрик катор узилиб колади ва у п - даражапи к^пхадга ай.панади.

Агарда а  =  - щ ,  b = - н 2 булиб, бунда пл . и? £ N  булса, у хол- 
.ча гипергеометрик катор купхадга айланиб, унинг даражаси п i ва 
сонларнинг кичигига тенг булади.

(69) тенгламанинг х — 1 махсус нукта атрофидаги ечимларини то- 
пиш учун t =  1 — х алмаштириш киламиз. Натижада (69) тенгламадан 
яна узига у-хшаш тенглама хосил булиб, япги тенглама a i =  a, b i =  b. 
с i =  а + Ь -  с 1 параметрларга эга булади. Буни эътиборга олиб, (69) 
тенгламанинг х =  1 махсус нукта атрофидаги чизикли боглик булмаган 
ечимларини ёзиш мумкин:

х  (1 — х) г)" +  {(2  -  с) -  [(я -  с +  1) +  (Ь -  с +  1) 4- 1] х }г )' -

— (а — с 4- 1) (Ь — с +  1) г/ = 0

у2 =  x l "rF  (а -  с 4- 1, b - с + 1, 2 — с; х)

ечимга эга булади. Шу билан бирга, у2 функция

2 -  с.ф 0, - 1 , - 2 , . . . ,  п . .



ул =  (1 — т)с а Ь F  (с — а, с. — Ь, с  +  1 — а  — Ь; 1 -  х ) ,

бу ерда с — а — b ^ Z ва |1 -  х\ <  1 .
Агар (69) тенгламада t =  х " 1, ш = t~ay алмагатириш бажарсак, и  (t) 

функцияга нисбатан, параметрлари а\ — а, Ьг =  1 +  а -  с, ci =  1 +  а  - Ь, 
булган тенгламага эга буламиз. Бунда (69) тенгламанинг х =  ос махсус 
нуктаси янги тенгламанинг t =  О махсус нук,тасига алмашади. Буларни 
эътиборга олиГ), (69) тенгламанинг х =  сю махсус нуктаси атрофидаги 
чизикди боглик булмаган икки ечимларини топамиз:

бу ерда а — Ь Z ва |х| > 1.
Шундай килиб, (69) тенгламнинг параметрлари с, с — а — b, « — b £  Z 

шартларни каноатлантир ганда унинг олтита асосий ечимлари гипергео­
метрик функция оркали ёзилишини топдик.

2. Асосий таъриф лардан келиб чикувчи ф ормулалар.
(71) каторни хадлаб дифференциаплаш натижасида дархол ушбу

формулани хосил киламиз.
(71) каторни аввал х а, хь ёки хс_1 га купайтириб, сунгра хадлаб 

дифференциалласак, куйидаги формулалар келиб чикади:

</5 — х а F  (а. 1 +  а — с, 1 +  а  — Ь\ 1/х), 

уь =  x~hF  (b, 1 +  b — с, 1 4- b — а; 1 /ж),

j - F  (а, b , с: х)
ab

F  (а +  1, b +  1, с +  1; х)
с

Худди шу каби куйидаги тенгликлар хам уринли:



3. 1F { a } b, с; x)] =  (с — n)„.xc п 1F ( a ,b ,c  — щ х ),

4. £ ^ [ ( l - x r +n- l F (a ,b ,c -,x )} =

= ( —1)'*-— nj  ---- —  (1 — x)a~l F ( a  +  n .b .c  +  n; x ).
\c )n

5. ~ [ ( i  -  x r +h-" F (a ,b ,c -x )}  =

_  x )a+b- c~nF (a , b, с + n; x),
VWn

6. ~ [ x r ' 1 (1 -  .т)6~<:+п F ( a ,6,c;aj)l =

= (с -  n,)nxl7' n~1 (1 — x)" c F ( a  — n, b :c  — n; x),

7. ~ ~  [x<:-1 (J -  x )a+'’- r F (a , 6, e; x)] =
(IX

— (c — n)»xr_n“ 1 (1 — x )“+b F (a  — n .b  — n, c — n\ x),

8 . “ (1 • 0 '" '' ” F(o . /). r; .r)]

= ( c -  a )n x' ~a~ 1 (1 -  x )a+b~('~nF (a  -  n .b ,c :x ) .

Бу тенгликлар тугрилигига, масалан, математик индукция усули би­
лан И ШО Н Ч  ХОСИЛ К. ИЛИШ мумкин.

Одатда ушбу олтита F  (п ±  1, Ь, с; х) , F  (a, b ±  1, с; х) , F  (о, Ь, с ±  1; х) 
функциялар F ( a .b ,c :x )  функцияга цуыни функциялар дейилади. 
F  (а, 6, с: х) ва ихтиёрий унга кушни икки функциялар орасида коэф- 
фициентлари х га бог.тшк, чизикди функция булган чизикди комбина­
ция мавжуд. Бундай комбинациялар 15 та булиб. уларни Гаусс топган. 
Куиида бич уларнинг тула руйхатини келтирамиз. Бунда F. F  (a ±  1) . 
F ( b ± l ) ,  F ( c ± l )  оркали мос равиптда F  (а, 6. г: х ) , F  (а ±  1, Ь. с: х ) . 
F  (a. b ±  1, с: х ) , F  (а. Ь. с ±  1; х) функциялар тушинилади:

[с -  2а -  (b -  а) х] F  + а  (1 -  х) F  (а +  1) — (c. -  a) F  (а -  1) =  О,

(b — a) F  + a F  (а  + 1) — bF  (b -f 1) — 0.



(с — а  — b )  F  +  а  (1 — х) F  (о + 1) — (с — b) F  (Ь — 1) =  О,

с [а — (с — Ь) ж] F  — ас (1 — х) F  (а  +  1) + (с — о) (с — Ь) х Р  (с +  1) =  О,

(с — а  -  1) F  + ciF (а  +  1) -  (с — 1) F  (с -  1) =  0, (72)

(с — а -  Ь) F  — (с — a) F  (а  — 1) +  b (1 — х) F  (b +  1) =  О,

(Ь -  а)  (1 -  х) F  — (с — a) F  (а -  1) + (с -  Ъ) F  (b -  1) =  О,

с (1 — х) F  — c F  (а — 1) + (с — 6) x F  (с +  1) =  О,

(а — 1 -  (с — 6 — 1) xj F  +  (с -  а) F  (а — 1) -- (с — 1) (1 — х) F  (с — 1) =  О,

[с — 2Ь +  (Ь — a) x ] F  +  b ( l  -  х) F  (Ъ +  1) -  ( c - b ) F ( b  -  1) =  О,

о [& — (с — а) .т] F  — be (1 — х) F  (b +  1) + (с -  а) (с -  b) x F  (г. +  1) =  О,

( c - b - l ) F  +  b F ( b + l ) ~  [с -  1) F  (с -  1) =  О,

с (1 -  х) F  -  c F  (b -  1) +  (с -  а) x F  (с +  1) =  О.

[Ь -  1 — (с -  а  -  1) х] F  + (с -  Ь) F  (6 -  1) -  (с -  1) (1 -  х) F  (с -  1) =  О.

с-[с— 1 — (2с—а —Ь— l) x ]F + ( c —а )(с—6) x F ( c + l ) —c(c—1)(1 — x )F ( c — 1) =  О.

Иккита параметри узгармас булган кушни гипергеометрик функциялар 
орасида эса куйидаги богланишлар мавжуд:

(с — a) F  (а  -  1) + (2а — с — ах  +  bx) F  + а, (1 — х) F  (а  +  1) =  О,

(с, — b) F  (b — 1) + (2Ь -  с -  Ь.г + ах) F  + b (x  — 1) F  (b + 1) =  О,

с (с — 1) (х -  1) F  (с — 1) +  с [с — .1 — (2с — а — b — 1) х] F +

+ (с — а) (с — Ь) х Р  (с + 1) =  0.

Бу тенгликларнинг тугрилигига иштирок этаётган гипергеометрик 
функцияларнинг каторга ёйилмасидан фойдапаниб, узгарувчи х нинг 
мос даражалари коэффициенгларини таккослаш усули билан ишонч хо­
сил килиш мумкин. Масалан, (72) тенгликни карайлик:



[с -  °  -  1 + (« + “ )] = “ Г  Кс - ■ )  + " ,  = ( 7 " j  j ~ i  ■(с:)„ п\

3. Гипергеометрик функциянинг интеграл куриниши.
(71) каторни

Г (а +  п)
Г " ! ...

тепгликни эътиборга олиб, ушбу

Р , , \ , у - ' Г(с)Г(а +  ?г)Г(Ь +  п)
1< (а, Ь. с; х) =  !  +  ^  -

Г(с)
Г (а)Г(Ь)

Г (а )Г (6) Г(а +  п)Г(Ь +  п)
Г(с)

E i \а -г I
Г7с(с + п)п!

Г (с) у ,  Г(а + п )Г {Ь +  п) 
Г (о )Г (6) Г(с +  п)п!

куринишда ёзиб оламиз.
Бундан (22) формулага асосан

В  (Ь + п, с — Ь) =
Г(Ь + п)Г(с -  6)

Г(с +  п)

булганлиги сабабли, аниалги тенглик

Г (с)F  (а, Ь, с: х) =  —
Г(«)Г(Ь)Г(с -  Ь) ^  п!

E  l (а +  /t) „ ,, ,, --------— -а- В  (Ь +  г?, с -  о)

куринишда ёзилади ёки (7) га асосан

F  (а, Ь, с: х) = Г(с) 1 (д -f- п) п I _  ,чс—6—1
Г (а )Г (6) Г ( с - Ь ) ^  п!

(1 - t ) c- b~ c lt .

Бу ердаги интеграл п нинг барча кийматларида якинлашувчи бул­
ган и учун

Ь > 0. с — Ь > 0 ёки с > Ь > 0 (73)

шартларнинг бажарилиши зарурдир.



Аввалги тенгликни ушбу

1
Г’ / U \ ч ^ Г ( а Н - п )  [  п+ь_ 1 , с- ь - 1  п и

___ ------------ / tb~l (1 -  t)c~b~1
Г(6)Г(с -  b) J  [ }

ОС ,  чЕ ^  (*<>'
п=0

dt

куринишда ёзиб оламиз. Интеграл остидаги йигинди (1 -  xt) " функ­
циянинг чексиз каторга ёйлмасидан иборат булгани учун

F  (и. Ь, с; х) Г (с)
Г(Ъ)Г(с -  Ь)

1

J  tb~l {I -  t)c~b~l {I - x t ) ~ a dt (74)

формулага эга буламиз. Бу эса гипергеомет рик функциянинг интеграл 
куринишидир.

(73) шартларни битта с —a — b > 0 шарт билан алмаштириш мумкин. 
Хдкикаган х а м , агар а  < 0 булса,(—а) > 0 булади ва бу тонгсизликнипг 
(73) тснгсизликни иккинчиси билап кушиб, с — а  — b >  0 тенгсизликни 
хосил к,иламиз; агарда а >  0 булса, бу тенгсизликдан, (73) тенгсизлик- 
ларнинг иккинчисидан кучлирок, булган с — Ь >  а  тенгсизликка эга 
буламиз.

4. Гииергеометрик функцияни аналитик давом эттиришга 
оид ва бошк,а баъзи ф ормулалар.

Энди гипергеометрик функциянинг х — 1 даги кийматини хисоблай- 
миз. Шу максадда, (74) формуладаги интеграл Ь > 0, с > 0 ва |х| < 1 
булганда токис якинлашувчи булгани сабабли х —> 1 да лимитга утамиз:

Г (с)
lim F  (а, b, с; х) =  zrrrr^rr - ,. . 
* - i  v у Г (Ъ )Т (с -Ь )х

1

lira J  jV-1 (1 -  i )c~b_1 (1 -  xt) “j dt —

Г (с)

Г (с)

Г(Ь)Г(с

1

r ( b ) T { c - b ) d t =  a ~ b ) = =  Г (Ь )Г (с -  b)



Г(с) Г(Ь)Г(с -  а  -  Ъ) Г (с)Г(с -  а -  Ъ)
Г ( Ь ) Г ( с - 6) Г (с — а) Г(с — а)Г(с — Ь) 

Шундай килиб, 

,• w  ,  1 Г (с)Г  ( с - а - Ъ )lira F  (а, Ъ, е; ж) =  F  (а, Ь, с: 1) =  — — -—.
х—\ 1 (с — а)1 (с -  о)

Агар (74) формуладаги интегралда

1 - s  1 -  t
t — --------- ёки s

1 — xs  1 — xt

алмаштириш бажарсак, интеграл куйидаги куринишда ёзилади:

1

J  tb~l { 1 - t ) K- b~1 { l - z t ) ~ a
О

dt ■

i

-  (1 -  х )с~а~ь J  sc~b~l (1 -  «)Ь“ г (1 -  x s f (r"a)ds =
О •

Г ( 6) Г ( с - Ь )
=  ----- ту-т----- (1 - -г) Ъ ( с - а .  с - Ъ ,с \ х ) .

Г (с)

Демак,

F  (а, Ь, с; ж) =  (1 — х )с~а~Ь F  (с — а, с — Ь, с ; ж) . (75)

т енглик автотрансформация формуласи дейилади.
F  (а, Ь, с: х) =  F  (Ь, а, с; х) тенгликни эътиборга олиб, (74) тенгликни

1

F  («, 6, с; ж) =  Г ( - ~ (̂ Т J t b^  (1 -  *)е- 6- ’ (1 -  •'')
О

каби ёзиб оламиз ва интегралда t. =  1 — s  алмаштириш бажарамиз:

1



Бу ерда™ интегрални (74) билан таккослаб,

F  (а. Ь, с ; х) — (1 — х)~ п F  ^а, с — Ь, с; (76)

формулага эга буламиз. Бундан с =  Ь да

F  (а, Ь, Ь: х ) =  ( 1 — х)~ а

тенглик келиб чикади. Агар х < 1/2 булса, \х/ (х — 1)| <  1 булади. Бун­
да (76) тенгликнинг унг томонидаги гипергеометрик функция, тегишли 
гипергеометрик цаторнинг йигиндиси сифатида каралиши мумкин [1]. 
Демак, (76) формула F (a ,b ,c .;x )  функцияни - о с  < х < - 1  оратшкка 
аналитик давом эттиради.

(76) тенгликда х  ни (1 — х)га алмаштириб, унинг боцща куринишига 
эга буламиз:

F (a , Ь, с; 1 — х) =  x~a F  ^а, с — Ь, с;  ̂ . (77)

Гипергеометрик функцияни — 1 < х  < 1 кесмадан таищарида аник- 
лашга хизмат килувчи ботика формулаларни хам келтириб чикарайлик.

Аввал х ва 1 — х  аргументам гипергеометрик функциялар орасида- 
ги муносабатни топамиз. |.г| < 1 ва |1 — х\ интерваллар кесшпмасида 
(69) тенгламанинг у\ (х) =  F (a ,b ,c\  —х) ечими унинг у3 ва у4 ечимлари 
чизикли комбинацияси сифатида ифодаланади, яъни

F  (о, Ь, с; х)  =  A F  (а, Ь,а. +  Ъ — с  4- 1; 1 — х) +

+ В  (1 — х )с~а~ь F  (с -  а, с — Ь, с — а  -  b +  1; 1 — х ) , c —a — b $ Z .  (78) 

Бу ерда а, Ь, с  параметрларнинг (78) тенгликдаги барча гипергеометрик 
функциялар маънога эга буладиган кийматлари каралади.

х =  1 булганда (78) тенгламанинг унг томони а, Ь, с параметрлар­
нинг ихтиёрий кийматларида маънога эга, чап томони чекли булиши 
эса с  — а  — b нинг ишорасига боглик- Агар с — а. — b >  0 булса, (78) дан 
х  = 1 да

=  т  

келиб чикади. Агар с — а  — b < 0 булса, (78) нинг чап томонига (75) 
формулани куллаб, сунгра хосил булган тенгликни (1 — х )а+Ь~‘ га ку- 
пайтириб ва х  =  1 деб

В  =  F  (с -  а, с — Ь,с\1) =  - (С̂ ° г ^ ~ С) (80)



эканлигини топамиз.
(79) ва (80) тенгликларга асосан (78) тенгликни

F  (а, Ь, с; х) =  О- Ь,а +  Ь - с +  1 , 1 -  х) +
1 (с — а) 1 (с — о)

+ L (?г  » Г  С> (‘ -  F  0= - ■  г -  ь, с -  а -  Ь + !; 1 -  *).Г (а) Г (Ь)

c - a - b t f Z  (81)

куринишда ёзиш мумкин.
(76) нинг унг томонига (81) формулами куллаб, куйидаги формулага 

эга буламиз:

F ( a ,b , r . x ) =  f j j ^ p ^ < 1 - I >"“ F ( “ ' c _ k “ _ b + 1; T ^ )  +

(82)
Агар (82) ва (81) тенгликларнинг унг томонига мос равишда (76) ва

(77) формулаларни кулласак,

F  <“ ■»•* *>■ =  — ♦ « * - »  +  « . * ) ♦  

^ ( м - с И . Ь - . - Ы ; ! ) ,  . - к г *  (83)

F { a ,b .c :x )  =  у  ^  Г ^  -°— ^ x ~ aF  f a , a - c +  l , a  + b - c + h
Г (с — а) Г ( с  — о) \ х

Г ( с ) Г ( а  + Ъ - с )  а_ уп-а- ь  v  (  л Ь1 , х ~ 1
+ ^ ^ Г ( а Т П ч ~ " 1 ( ’ ( с _  а х

с -  а -  Ь i  Ъ (84)

тенгликлар келиб чикади.
(81), (82), (83), (84) тенгликлар гипергеометрик функцияни мос ра­

вишда |1 — х\ <  1, |1 -  х\ > 1, |х-| > 1, |(1 -  х) /х\ < 1 тенгсизликлар би­
лан аницланувчи оралицларга аналитик давомипи беради. (81) - одатда 
Больц  формуласи  деб аталади.



К,уйидаги тенглик с =  а +  Ъ б^лгапда гипергеометрик функциянинг 
х =  1 нукта атрофидаги хулкини ифодалайди [1]:

F  (а , 6, a  f  Ъ\ 1 -  х) =  (а ’ b' 1' 3:) 1па:+Г ( а ) Г (6)

Г (а +  Ь) ^  Г (о +  fc) Г (6 +  к) х
Г 2 (а) Г 2 (6) fc=0 (fc!

2 •
Г' (1 + к )  Г { а  + к ) Г ' {Ъ+к)

х к.
Г( 1  + к) Г (а +  к) Г (Ъ + к)

Гипергеометрик функциялар учун куйидаги тенгликлар хам уринли [1]:

F  (а, 1 — а, с: х) =  (1 — х )с 1 F
с — а с +  а — 1

2 ’
, с; 4х (1 — х)

F  (а, 1 — а, с; —х) =  (1 +  х )с 1 (\/1 t i  +  л/х) 2 2<* 2t х 

с F  [с +  а — 1, с — 1/2.2с — 1: 4y/r (1 +  х) (%/Т +  х +  >/х) j

F  a ,b , а  +  b +  ^ ; 4х  (1 -- х)F  ( 2а. 26, о. + Ь +  х

1
F  а, Ь. а 4* Ъ +  - ;  х =  F  2а, 26, а 4- 6 +

1 1 1

-2 а п | л  , 1 , I у Д - X - V  
Г \ 2 а , < 1 - Ь + 1 .а  +  Ь + - - ,7 т = т г о ,

F  [ а — - , а .  2а: х
1 1 ,--------------
-  +  -  V 1 -  х
2 2

! .  Л  _  Г (а  + Ь+ 1/2) Г (1/2)

1 —‘2(3

F  { 2а, 26. а +  Ь + -- ] = 2. , а + Ь + -  ^ 0. — 1, — 2.......
V 2 2 /  Г (а + 1/2)1' (6+  1/2) 2 ^

Изох,. 2-,3- ва 4-бандда келтирилган формулаларни {г }  =  {х  +  гг/} 
комплекс узгарувчи текислигида хам караш мумкин. Бунда баъзи фор- 
мулаларга кушимча чекланишлар келиб чикдци [1,6].



5.Умумлаш ган гипергеометрик функциялар ва к,аторлар.
Гаусснинг гипергеометрик функцияси ва цаторини параметрлар со­

ни буйича умумлаштирувчи ушбу функция (катор) лар

ТР ,  \  v 2'  ( a i ) f c  • ' ( « m ) f c  X k m Fn (a i, a2, arn; c l5 c2, •••, cn ,x )  =  > 7 - т - ------- 7— ■ уг
^  (c i)*  ' -  ' (cn)fc fc!

умумлаш ган гипергеомет рик функция (цатор) лар  деб аталади. бу ер-
да a,j, bs ф 0, - 1 , - 2 ....... j  =  l , m,  s =  1,п. Бу белгилашларга асосан
F  (a, 6, с; .г) = 2 F\ (а, Ь, с; х) булади.

Амалиётда биз F  (а ,Ь ,с ;х )  функция билан бир кдторда 1 F 1 (a ,c ;x ) 
ва -2F2 (a. b; с, d\ х) функциялардан хам фойдаланамиз. Жумладан, бу 
функциялар учун куйидаги тенгликлар уринли [1,10]:

X
[  zQ H - l  (ж _  ,)<*-! e - cz j  (сг^ 2 =  x * + 7 + « + l L i £ ± 2 l L ^  х 

, / Г  ( а  4- 7  +  о )
о

x 2F 2 Г 7 + - ,  а  + 7; 27 +  1, «  + <5 +  7; —2еж j  . ж, Re 6, Re (а  +  7) > 0,

(85)
-boo

/ -  T 2 j 9 - 1
z2!l-'2e~czI e _i (cz)dz =■ iF i (0  -  1/2; 2/?; - 2car), с > 0 . a: > 0 ,

X

i F ]  ( a ;  c ;  s )  — e x  1  j F V ( c  -  a ;  c ;  - a : ) , ( 8 6 .)

jF i  Q  +  «/; 1 +  2i/; 2a^ =  r'7„. ( x ) , (87)

i-Fi (a ,;a ;x )  =  e*.

5-§. Икки аргументли гипергеометрик функциялар

Бундай функциялар ва кдторлар назарияси жуда кенг ва чукур ур- 
ганилган булиб [ 1,21 ], биз бу ерда улардан олтитаси хдкдца баъзи 
маълумотларни келтирамиз.

1. Таъриф лари.

F 1 {a ,f3 ,0 ' ,r x , y ) =  £  п



m , „ = о ( 7 L ( 7 ,)Il« !n !

F3 (га, е / , 7 ; ж, у) =  ^
m ,n=0

( Q ) m  ( O ' ' ) , ,  ( f t ) m  ( Я п  m  n

(7)m+„m!n! ' 7 •

U t г-, Г \ I01)»!!-»! (fflm (тОщ (^) Н2 (а , р , ъ 6 , е - ,х ,у)= ^  -------- x my n,

y -  _ W

m , n = 0

.09)- f T.Tm2A  |ж| < 1,
7. 77

H I о  i \  V  '  ( ^ ) f r i —n  (P )m . r)1 n l l i
3 ( a ,  /3, й, с;  ж, 2/) =  > -  -------------- - x  yn , ж < 1.

-c—' (oL. m n
m ,n  =  О '  ' ” l

Булардан дастлабки турттаси Горн функциялари, охирги иккита- 
си эса бузилган гипергеомет рик функция (щатор) лар  дейилади. S 2 - 
Гумберт, функцияси деб х,ам ататади.

Бу кдторларнинг як,инлашиш сохаси куйидагича:

F UF3 — {(ж, у) : 0 < х < 1, 0 < у < 1} :

i*2 — {{х, у) : 0 < х <  1, 0 < у < 1 — ж} ;

Яг — {(я> у) '■ О <  х  <  1, 0 <  у <  1/2} U { ( х ,  у) : 0 <  х  <  1, О <  у <  1 — х / 2 }  ;

- 2, Нз -  {(.г,  у) : - 1  <  х <  1 , - о о  <  у <  +оо} .



2. Дифф еренциал тенгламалари.

х  (1 — х) г  +  у (1 — х) s +  [7 — (а  +  0  4- 1) ж] р  — 0yq  — a 0 z  =  О,
2/(1 ~ y ) t  +  х  (1 -  у) s +  [7 -  (а +  0' +  1) у\ q -  0'хр  -  a0 'z  =  О;

х (1 -  х) г -  xys  4- [7 -  (а  +  0  +  1) х] р  -  0yq -  a 0 z  =  0, \ 
у (1 -  у) t -  xys  4  [7 ' — ( а  4  0' + 1 )y\q — 0'хр — а 0 'г  =  0; J 2

х  (1 — х) г +  уя +  [7 — (а  +  0  +  1) х] р — Q.0Z О, 1 „ 
у (1 -  y )t  +  xs  +  [7 -  (а ' +  0' +  1) y]q -  a'P'z =  0; j  3

х {х  — 1) г — xys  +  [(а 4  0  +  1) х — е]р  — 0-yq 4  а в г  =  О, 1 ^  
у {у +  1) t -  x s  4  [1 — а  4  (7 +  <5 +  1) у] q +  7 Sz =  0; J 2

х  (1 — х) г + ys 4  [7 — (а  4  0  4  1) х] р  -  a 0 z  =  О, 1 „  
yt +  xs  +  7 <j -  2 =  0 ; ) 2

X (1 -  х) г +  xys  4  [<5 -  (а  4  0  + 1)ж] р  4- Byq -  o 0 z  = 0, 1 „  
yt -  x s  4  (1 — a ) q 4  г =  0. J 3

Бу орда р  =  zx , q =  zy, г =  zXXt, s = zxy, t =  zyy.

3. F  (a, b, с , ; x) ва (x) функциялар буйича ёйилмалари.



v- f m - 1 + п. л
п-Q У,'п

Нп (а. /3 , 7, S. е-х, у) = У2  zmF  (7 , S, 1 -  о -  m: -1/)

Ae;e) ,

H2 («• 0 - у) = V  (а. ]'" {0 )^ x”% +m^  (2iy/y) =
, r r 0 W ™ m!

y V

=  У '  H r ------; F  ( a ,  3 , 7 +  n ;  ж ) ,
^  W n  n!

H3 (a,/?. 5 :x ,y )  -  V  ^ .k i £ )" i 3T'" 7 _ <>- m (2 ^ )  =
,f^o W » .m!

= У  ~ Г— ------ -TF  (a  -  n,  3. 5 ; x ) .

4. И нтеграл куринишлари.

F, fa. 1  f  1 <ib
I (а ) Г ( 7  -  a ) ./ (i  _  их У ( 1  -  ш/ ) 0

Rea > 0 . Re (7 — a) > 0: 

F2 (a,/9,/f,y.y';x,y)........^  Г (7 ) Г (7 ')
Г (3) Г ((}') Г (7 — 3) г (7' - Р ' )

1 1

О О
J  I  и*3 1 if1 1 (1 — иУ 1 (1 — и)1 0 1 (1 — их — vy) а dudv. 

Я ев > 0, Reff  > 0, Re (7 -  3 ) > 0. Re (У -  3') > 0;

ГЫ
Г(/ 3)Г(/ ?')Г(7 - 0 -  Р )



) 1-г
х

о о
j  J  и3 l vn 1 (1 — и -  1>У J ~0 -1 (1 -  их) “ (1 — vy) а dudv, 

Rcfl > О, Re./З' > 0 ,  Re (7 -  ft -  & ) > 0:

t ,  ,  , ,  с ,  Г(е)
Н2(о1. 4 , Ъ 6 . е ; х . у )  =  - - x

1
X 

0
I  u3 1 (1 — w)f /3~1 (1 -  xu) a F  [7 , <5,1 — a :  у (xv  -  1)] c/7/. 

Ret- > Re/9 > 0;

-  f q  ̂c..j (a . /J, 7 ; x, y) -
Г (a) Г (7 -  a)

1

J  v" 1 (1 -  г;)7 a" 1 (1 -  vx) ~p I y - n- 1 ~ !')] dv,
0

Rc7 > R ea > 0 ;

н ' (а-0' * х'» )~ г (зТ Г § —/Т)х
1

x j  ив~] (1 — u)(5~d~1 (1 — их) a , J - n (1 — -ux)j du ,
0

Дей > йс/3 > 0 .

5. П араметрларнинг хусусий к,ийматларидаги куриниши.

F\ (о :Д  0 '. Д + /f; .г, у) =  (1 -  j/)~° F  /3, fl + в'\ JZTy^) ’

Fo {а , Р, в ’ , в . 7 ': .т, у) =  (1 -  х )- '* F  /?', 7 '; .



F3 (а, 7 -  а.0, 7  -  /3,7 ; ж, j/) =  (1 -  у)а+й 7 F (a ,0 ,7 ; а; +  у -  ху ) , 
Яг (а, /3,7 , <5, /3; ж. у) =  (1 — x )_n F  [7 , (5, 1 — а; у (х — 1 )],

Н3 (а. 0,0\х,у) =  (1 -  .т)- “ J - a [2v/j/ (1 — xjj .

6 . Узгарувчиларнинг хусусий кийматларидаги куриниши.

F, {п,0,0\у\х. 1 ) =

= ( о ’ д 7 -  /3' ; х) ■ Rc Ь  -  tt -  Я  > °;Г (7 -  ft) I (7 -  0 )  
F\ (а ,/?,/?', 7 ; I, у) -•=

=  F (a. /S', 7 -  P; У) ■ Re (7 -  а -  0) > 0:I (7 -  а) Г (7 -  в)

F\ (а, /?. 0'. 7 ; J- ж) =  F  (а, 0 + 0'- 7; ■'•) - 
тт , a r ,  ̂ Г (<5) Г' (5 -  о  -  0)
H3 (n : 0, 6\ l,y)  == ^ а )ТГ<Г -~Ж) 2 ~ Л ~ Л; ' •

Re (tf -  о  -  /3) > 0.
7. Дифференциаллаш формулалари.

йт 4-/i.
д ^ г Р^ а ' ^ ' г ' х ' и) =

__ (а )т+п (^)тп )» г* „  , „  о л Qf
(7 ) ,

Fi (о + т +  71} /3 +  т ,  /5 f  ?г; 7 + т 4- п; .г, ?/),

Лт+н

= F2 (ft + т + п; в +  П7. 0' + п; 7 + т .  7 ' + и; х, г/),
(7 ),„  ( 7 %

дхтду"

(а )т  (« '),, (/Э)т  ( « ')„

Я7Г1 + Г»
F3 (« . ft', /3, /3', 7 ; х, г;)

(7)„
F3 (q +  т ,  ft' + п, 0 + 7г?.. 0‘ + п, 7  +  т + п.; х, г/).

7j F1 (ft, 0 ,0\ 7 ; J-, у) =  Fi (ft, 0 +  1 , 0\ 7 ; х. у) -  F\ (ft, 0 ,0 ’ , 7 ; х. у) ,
р  ОХ



~ (а ,0 , 0 ' , у ,х ,у )  =  Fi (су, 0,0'  4  1 . 7 ;х.-у) -  Ь\ (а ,0 ,0 '  , у , х , у ) ,

фТП + П
^ Э ^ Н з ( а ^ . й ; х , » )  =

=  (_  j)'" Sa)l'APJ.m - н :) ( а  + т -  п, 0  4  /п. <5 +  m; .т. у ) ,
О -  Q)n('5)rr,

£ -  [.т<- 1Н3 (а,/9!б ;х >у)] = ( - l ) n (l -  J)„У " " - 3 Н3 (а, 0,5 -  п; ж. у ) , 

J~77 [^'^" ^Нз (а./З. 0 + щ х, у)] = (1 -  х)~п J_„ [2-у/у (1 -  х)] .

8 . К^ушни функциялар орасидаги муносабатлар.

(у -  0  -  0' -  1) Fi (а, 0 ,0 ' ,у\х, у) 4 0 Fi {а, 0 + 1 , 0 ' ,  7 ; х, у) +

т 0'FX (а, 0, 0' + 1 , 7 ; х, у) =  (7 -  1 ) Fi (« , 0, 0'. у -  1 ; ж, у ) ,

(у -- а - - 1) Fj (а. /3, 0', у, х, у) 4  aFi  (а 4  1, 0,0', у. х.у)  —

=  Ь  -  l )F i  (<*, /?, 0', 7 , 7 -  1: ж, у) • 

aF2 (о + 1./3. /9', 7 , у': ж. у) -  pF2 (<». 0 + 1, 0'. у, у': х , у) -  

—0'F'’ (а. 0.0'  4  1 . 7 , у', х , у) -  (а -  0 -  0') F2 (а, 0,0',  у, у'\х, у ) , 

(0/у) x.F2 (ft 4  1 , 0 +  1 , 0',у  +  I .7 '; ж, у) 4

4 (в'/у') yF-2 (а +  1,0 ,0 '  +  1. 7 , у' 4  1; х, у) -  

~  F> (о- 4 1,0 .0\ у. у'\ X. у) -  F> (ft. 0. в', у. ■)': X, у ) , 

nF:i(a 4  1. ft', 0, 0',у: х, у) -  0РЛ (« , а , 0  4  1, 0', 7 ; х, у) =

=  (а — 0) F3 (а. а', 3 .0 ’ , у: х, у ) .

«'Fa (л .« '  4  1,0.0'■ 7 ; ж, у) — ,/3'F3 (ft, а',0,0'  4  1.7 ; х, у) =
=  (а' — в') F3 (а, <>', 0, 0'. у: х. у ) ,

Fi (а 4  1. а', /9, /3', 7 ; х. у) -  F3 (а, o ', 0,0',  у; х, у) =

=  (3/у) xF3 (а 4  1, а', 0  4  1,0',у 4  1; ж, у ) .

F3 (ft. ft' 4  1. ;3. /3', 7 ; х, у) -  F3 (ft, ft', 0,0',  у: x, у) -  

=  (0'/у) J/F3 (« ,  ft' 4  l,/3,/3' 4  1 , 7 4  l ; x , y ) .



Н3 (а, 0, 6\ ж, у) -  Н3 (а, р,5 -  1; ж, у) 
ар

5 { 1 - 6 )
жН3 (л +  1, Р + 1,(5 +  1 ; х , у ) ,

Нз (а, р  +  1, 6; х, у) -  Н3 (а, 0, 6; х, у) — — жНз (а +  1, 0 +  1,6 +  1; х, у ) .

9. Аналитик давом эттириш формулалари.

F, (а,0,0','у\х,у) -  (1 -  х) /3(1 - у )  3 Fi (7  -  ft, 0,0',г, * 

=  (1 х ) - °  Fv ( а п - Р  ~ 0 ' ,Р ' ,Г

X -  1 у -  1 

х у — X
х — 1 1 -  X

(1 у) " F i  (а ,  Р, 7 - Р - Р ' ,  г , - — Т>— “̂ Г V у 1 у 1У -  1 У

= (1 - .г)7—'а_а (1 -  у)~р Fj ^7 -  0 ,7  -  Р -  P',0'.,r-x, 

-а

х -  у 
У

= (1 -  х) (1 -  г/)7" "  ■’ F] ^7 - а , /3,7 - Р - Р ' . г А — Р?/

F2 (а ,0 ,lf  ,'у,у>'.х,у) = (1 -  ®)-а F2 ( 0 ,7  -  0 ,0 ',-у,■)'■,

/1 \~а г  f  / ? '  о/ / У= (1 -  у) F2 ^а, /J, 7 -  А? , 7 , 7 ■ :j— ^ ^

= (1 -  ж -  у) " F2 ^а. 7 -  /?, 7 ' -  р', 7 , 7 '; --

Я 2 {а,р,'у,е\х.у) =  (1 -  ж) " Я 2

Н3 (а, /3, <5; .с, ?/) =  (1 -  ж) "  Н3

X у
X +  ?/ — 1 ' X + у -  1 /

« , г -  0 , 7 , г; — т, ?Л1 -  ж) х  — I

а, <5 -  ,̂<5; — -,i /(l -  .г) 
х — 1

Изоз;. Бу ерда каралган функцияларнинг таърифлари ва келтирил- 
ган формулалар ёрдамида яна куплаб формулапар колтириб чикдриш 
мумкин.



ИККИНЧИ Б^ЛИМ  

М АХСУС ОПЕРАТОРЛАР

1-§. Сшггуляр интеграллар

1. Гёльдер шарти. Я "  (Д) синф. /  (х) функция а < х < b кесмада 
аницланган булсин. Агар а < х < 6 кесманинг ихтиёрий иккитл х.\ ва 
х -2 нуцталари учун

\f(xi) ~ f ( z г)| < К  |.xj - х 2|а (1)

т,е.нгсизлик бажарилса, /  (х) функция а < х <Ь кесмада Гёльдер шарт- 
ипи (цисцача, Я “  шартни) цаноатлантиради дейилади, бундаги а, К
- мусбат узгармас сонлар, илу бьлап бирга 0 < а < 1. Одатда К  - 
Гельдер узгармаси, а - Гёльдер курсаткичи деб аталади.

Агар /  (.г) функциянинг (а, ft) ораликда узлуксиз ва чегараланган 
хосиласи мавжуд б^лса, бу функция [a, ft] кесмада Я 1 шартни каноат - 
лантиради. Х,ак;ик,атан хам, («, ft) ораликда / '  (х) хрсила узлуксиз бул- 
ганлиги учун, чекли орттирмалар хакида теорема1'а асосан, [о, ft] кесма- 
даги ихтиёрий Xi ва ж2 (xi < х 2 ) нукталар учун шундай ха 6 (11 , 12) 
нукта топиладики,

/  (xi) -  /  (х2) = / '  (х0) (Х! -  х2)

тенглик уринли булади. j / ' ( :Eo)| < К  эканлигини эътиборга олсак, бу 
тснгликдан дархол ушбу

l/(^ i )  “  / ( ^ 2)1 < К\хх - х 2\

тенгсизлик, яъни Я 1 шартнинг бажарилиши келиб ч и кади. Баъзида Я 1 
шартни Липшиц шарти деб хам юритилади.

Агар /  (х) функция [a, ft] кесмада а > 1 курсаткич билан Гёльдер 
шартини каноатлантирса, у узгармасдир. Хдкикатан хам, бунда таъ- 
рифга асосан [a, ft] кесмадаги ихтиёрий х , хо {х Ф хп, а < хо < ft ) 
нукталар учун

/  (а-) -  /  (Д'о)
.г -  х 0

< К  \х — .т0|п 1



М А Х П У П  ОП Е РА  Т О  Р.П А Р

тенгсизлик Гринли. Бу тенгсизликда ж —> жд да лимитга утсак, 
f  (х 0) = О тенгликка эга буламиз. Бу тенгликда .То - [и.Ь) орал и к- 
нинг ихтиёрий нукдаси эканлигини эътиборга олсак, ундан /  (х) s  const 
тенглик келиб чик;ади.

Очик, ёки ёпик чекли Д ораликда Гёльдер шартини кдноатлантирув- 
чи функциялар учун куйидаги тасдикдар уринли:

1°. Агар /  (.г) функция Д ораликда Я "  шартни каноатлантирса, у 
холда бу функция Д ораликда ихтиёрий мусбат 0 (О < /3 < а) сон учун 
Я 3 шартни каноатлантиради.

2°. Агар /  (ж) ва д (ж) функциялар Д ораливда мое равишда Я "  ва 
Я '3 шартларни каноатлантирса. у холда

/  (z ) ±  Q ( х ) , f ( x ) - g  (ж ), /  (;r)/g  (х) (у (х) ф 0)

функциялар Д ораликда Я 1 шартни каноатлантиради, бу ерда 
■у =  rain (а,  в) .

3°. Агар /  (ж) функция Д ораликда Я " шартни каноатлантирса ва
0 < 0 < а булса, ихтиёрий ж о С Д нукта учун [/(ж) — /(ж 0)] /|ж — xn f  
функция Д да Я а~0 шартни каноатлантиради.

Одатда Д ораликда а курсаткичли Гёльдер шартини к,аноатланти- 
рувчи барча функциялар синфини На (Д) билан белгиланади. Аникки, 
Я “ (Д) синфга тегитили хар бир функция Д да узлуксиз б^лади. Буни 
ва 1° -тасдикни эътиборга олган х,олда Н° (Д) — С  (Д) деб олинади.

Бундам ташкдри Д ораликда к - тартибгача узлуксиз хрсилалар- 
га зга ва / (А:) (х) хосиласи Д ораликда Н п шартни каноатлантирув- 
чи функциялар синфи С (-к,п'1 (Д) каби белгиланади. Бу белгига асосан 
£|(о.а) _ Д ораликда Н п шартни кдноатлантирувчи узлуксиз функ­
циялар синфини билдиради.

2. Сингуляр интеграллар. /  (ж) функция а < ж < 6 кесмада 
каралаётган булиб, бу кесманинг с нуктаси атрофида чегараланмаган, 
я < х < с -  сь  с -1 82 < х < b кесмаларнинг \ар бирида интегралланувчи 
булсин, бу ерда £i ва е2 ~ етарли кичик мусбат сонлар. Ушбу

с - е ,  Ь

I  f { x ) d x +  j  f  (ж) dx (2)
tt r.+ fj

йигиндини тузамиз. Агар бу йигинди ci ва е2 лар бир-бирига боглик 
булмаган холда нолга интилганда лимитга эга булса, биринчи булим- 
нинг 1-§ида уктириб утилганларга асосан, бу лимит /  (ж) функциянинг



хог.мас иптеграли дейилади, яъни 

ь Г
J  /  (х ) dx — lirn  ̂ J  f  (x) dx +  J  f  (x) dx

C2—+0 c+e 2

(2) йигинди £ ( ва £o лар бир-бирига боглик булмай нолга интилган- 
да лимитга эга булмаслиги, лекин улар бирор муног.абат билан боглик 
булиб нолга интилганда лимитга эга булиши мумкин.

Мигол учун f  (х) =  (х — г)-1 , а < х, с < b функцияни текширамиз. 
(2) йигиндини тузиб,

С —  £ 1 О

f  dx f  dx
J x -  с }  x  -  v

In
b — с

In
C+Ca

£i
2̂

(3)

тенгликка эга буламиз. (3) микдор £i ва e2 узаро боглик, булмай нолга 
интилганда лимитга эга булмайди, чунки бу холда e j / f 2 нисбат ихтиё­
рий уз гари ши мумкин. Агар £j ва е-2 бир-бирига боглик булса, масалан 
cl — кс2 , бунда к - мусбат узгармас, у холда (3) йигинди лимитга эга 
булиб. бу лимит

Ь -  сIn--------- 1- In к
с -  а

га тонг булади. Хусусий холда ьд = с-2 =  е десак,
ь

п т£-•() / r W dx i b ~ cт -------
с — а

тенгликии хосил киламич. Бу мисол асосида куйидаги таърифни кири- 
тамиз:

/  (х) функция а < х < h кесмада царалаётган булиб, мусбат е сон 
к,андий кичик бул.масин бу функция а < х < с — е ва с +  е < х  <  
b кссмаларда инте.граллапувчи булсин. Ушбу лимит (агар у мавжуд 
булса)

limF — 0 j  /  (:е) dx + J  /  (х) dx

/  (х) функциядан а < х < Ь ораликда олинган интегралпинг Коши маъ- 
носидаги баш циймати дейилади.



"Интегралнинг б о т  циймати'Ч'рнига купинча сингуляр (мпхсус) ин­
теграл деб айтилади.

Одатда сингуляр интегрални хам одций

ь

I  f { x ) d x
а

символ билан белгиланади. Сиигуляр интеграл баъзи хдлларда 

6 ь *ь
V.P. j  f ( x ) d x ;  I  /  (ж) dx; J  } { x ) d x

а а а

символлар билан хам белгиланади, бунда V  па Р - францу з а  valeiir 
principale сузларининг биринчи харфлари булиб, узбек чада "бош кий- 
мат"ни билдиради. Агар оддий (хос ёки хосмас) интеграл мавжуд бул­
са, сингуляр интеграл бу оддий интеграл билан устма-уст тушади. (3) 
формуладан ушбу

ь
dx , Ь — с—  = 1п ■—  4

х -  с с — а!
сингуляр интегралнинг мавжудлиги келиб чикади.

Энди, юкорида курган интегралдан умумийрок

(5)
J X -  с
а

интегрални текширамнз, бунда <р (х ) - [а, /)] кесмада а курсаткичли Гёль­
дер шартини каноатлантирувчи бирор функция. Бу интеграции

j  r~U)d;v j  r ( c ) th. +  f  dx
J X  -  с J x -  с J X  -  с
a a a

куриншнда ёзиб оламиз. Бу тенгликнинг унг томонидаги биринчи инте­
грал хосмас интеграл сифатида мавжуд, чунки Гёльдер шартига асосан

К
I I 1 —  О  1
\Х -  С



иккинчи интеграл эса (4) билан устма-уст тушади, яыш у сингуляр 
интеграл дир.

Шундай к,илиб, ip (х) функция [а, Ь] кесмада Гёльдер шартиии к,ано- 
атлантирса, (5) интегралнинг Коши маъносидаги бош кий мат и мавжуд 
булиб. у куйидагига тенг булади: 

ь ь
b — с[  '-Р b ') , [  v  (ж) -  ч> (г) , / м 1/  ^ - ^ d x  =  /  — l - ^ d x  +  ^  с )  In

J X -  с J X -  с сс —  о,

Сингуляр интеграллар учун куйидаги тасдиклар уринли:
1°. Агар f  (t) функция [а, 6] кесмада Гёльдер шартини к,аноатланти- 

рувчи функция булса, ихтиёрий х  & [а, Ь) нукта учун
ь ь

d I 1-U f
t —

тенглик уринли [18].
2°. Агар /( /.)  функция [о,Ь] кесмада узлуксиз ва (в, ft) ораликда уз- 

луксиз / '  (0  ,\осилага чга ( / '  (f) функция f —► а ва t —> b да бирдан кичик 
тартибда чексизга интилиши мумкин) булса, [а. /;] кесманинг ихтиёрий 
ички с нуктаеи учун ушбу

ь ь

/  =; ^ ^  1п ~ с) ~  f  1п (с "  f  ^ 1п ^ dt 
и а

булаклаб интеграллаш формуласи уринли [18].
3°. Агар /  (/,£) функция L кесмада Гёльдер шартини каноатлантир-

са,

/ ( * > 0  dt
I  Т ~  f  L~ f d̂ - - 2f ( r - r ) + Jd t  J
I. I. I, L.

тенглик уринли булади. By тенглик сингуляр интеграллар учун иите- 
граллаш тартибини алмаштириш коидасиии аниклаб. уни Пуанкаре- 
Бертран формуласи дейилади. Бу формуладан, хусусий холда, f ( t ,£ )  
функция t га боглик булмаганда сингуляр интеграллар композицияси 
учун уринли булган

/ ( О  #
1  r h  / =  } { т )



формула колиб чикади [8].

2-§. Каср тартибли интеграллар ва х;осилалар

1. Абел интеграл тенгламаси. Ушбу

» < “ < •
( 6)

куринишдаги интеграл тенглама Абел интеграл тенгламаси дейилади.
(6) тенглама куйидаги усулда ечилади. Бу тенгламада х  ни t билан, 

t ни .ч билан алмаштириб. сунгра тенгламанинг х,ар икки томонини (х — 
t)~a ифодага купайтирамиз ва t буйича а дан х  гача интеграллаймиз:

/' __ dt I' <р{.s) ds ^ j  fjt) dt 
J ( x - t ) n J (t -  s ) l - n J (X -  t)n '

Дирихле формуласига кура интеграллаш тартибини алмаштириб,

dt[  , д , Г _______ dt _  , f  Д О  dt
J У " * . /  (.т -  t)«(t  -  s )» -»  ' (<l) . /  (.г -  t)« (7)

тенгликни хосил киламиз. Тенгликнинг чап томонидаги ички интеграл- 
да t — я 4- т(х — а) алмаштириш бажарсак,

X
J  ( x - t r « ( t s)a l dt.

- J  та ~\\ -  т )-а(1т =  Я (а ,1 - а )  = Г (а )Г (1 - а )
о

тенглик келиб чикади. У холла, (7) га асосан

f  M J  1 г д о  dt
J = J ( 7



Бу тенгликнинг х,ар икки томонини дифференциаллаб, Абел интеграа 
тенгламасининг ечимини хосил к,иламиз:

* ___ I ___ А  [  Ш А t_
Г (1 — a) dx J [х — £)“

а

Шундай килиб, агар (6) тенгламанинг ечими мавжуд булса, у (9) 
куринишда ифодаланар экан. Бу формулами хосил к,илиш жараёнидан 
колиб чикадики, агар ечим мавжуд булса, у ягона.

Шу усулда курсатиш мумкинки, ушбу

f|o )  /  = Ш  " < а < 1  [ЩX
интеграл тенгламанинг ечими

6
, \ 1 d f  f ( t )  dt , ч

^ ' Г (! г») dx j  [1 .»•)" ^
X

формула билан аникланади.
2. Каср тартибли интеграллар. Математик анализ курсидан маъ- 

лумки, 71 - каррали интеграл учун куйидаги формула уринли:
Х 0 XI X.,-1 Х()

I  dx 1 I  dx2: .  j  4>{t.)dt =  ■- --*■ 1 J  (xa -  t)n~‘ <p(t)dt, n 6 /V. (12)
а л а  a

in - 1)! =  Г (?г) эканлигини эътиборга олиб, (12) тенгликнинг унг 
томонини 77, нинг каср кийматлари учун хам аникдаш мумкин.

(12) тенгликка мос равишда каср тартибли интеграттларни куйидаги 
гартибда ани кл айм из.

Таъриф. ip(x) £ Li(a, b) (a, < b < hoc) булсин. Ушбу
X

щ  J  Ос -  t)a~l<p{t)dt, а > 0, (13)
а

Ь



куринишдаги ифпдалпр <р(х) функцпянинг сх (каср) тартибли (Риман- 
Лиувилл маъносида) интеграллари дейилади.

D~"<p(x) ва D~b'ip(x) функциялар (а, Ь) ораликнинг деярли барча 
ну^тапарида аникланган булиб, L\(a,b) синфга тсгиптли булади.

Бу таърифга асосан (С) ва (10) Абел интеграл тенгламаларини

, D ; £ 4>{x) =  f (x ) ,  D ^ ip ix )  =  f (x )

куринишида ёзиш мумкин.
Агар 0 < с*2 < -f-оо булса. деярли х,амма х  £ (а, Ь) учун

1 1 ,Г И .Г 1 ( :г )  -  D ^ ' D ^ f ( x )  = D~j°' (;;■) 

тенглик уринли булади. Хакикдтан хам,
Т

Д 7 Г О а Т 7 (х )  = f ^ j Do r 3 J  ( * "  * )< "- 'f ( s )d s  =

т Г t

- . . .  -7 [  (  (t -  * )" ’ " 1 /  (s) «!.Г (о-|) I ( o 2) J J
a [_я

т  x

=  Г («  : ) Т 7 ^ )  /  7  (S) /  (;‘

(15)

(16)

:r - / . ) <l2' 1 ( t - . s ) n , “ 1 rf/..

Охирги ички интегралда t =  s +  (.x -- s) г алмаштириш бажариш 
натижасида куйидаги тенгликни хосил киламиз:

J  [х -  t ) " * -1 {t -  s)0'- '  ds = (x -  s ) " ,+rti • 1 J  т1"  - 1 (1 -  Г)"

s 0

T (Ql) Г (а 2)

Jr

-------------------------------------( x -  s ) n ' + a * - 1 .
Г (« , 4- а 2) 1

Бу эса (16) тенгликнинг тугрилигини курсатади. 
Таърифга асосан.

деб хисоблаймиз.



3. К аср тартибли х,осилалар.
Таъриф . ip (х ) функция [а, Ь\ кесмада атщлангап булсин.

К ,  *>(*) =
1 <р (t) dt 

Г (1 — a) dx J (;х — t)(r ’

X

/ О < а < 1, (18)

1 Г ip (t) dt
J yt- хГ (1 — a) dx

О < о < .1 (19)

курингаидаги ифодалар >р (.г) функциянинг а (каср) тартибли (Лиувилл 
машосидаги) трсилалари дейилади.

Бу таърифга асосан (6) ва (10) Абел интеграл тенгламалари ечим- 
тарини берувчи (9) ва (11) тепгликларни мос равишда

4>{х ) =  DaaJ { x ) , 'р(х) - Daxbf ( x ) (20)
куринигаида ёзиш мумкин.

Эслатиб утамизки, каср тартибли интеграллар ихтиёрий а > 0 тар- 
тибгача апикданган. Лекин (18), (19) каср тартибли хосилалар факат- 
гипа 0 < а < 1 булганда аникланган. Каср тартибли хрсилаларни а  > 1 
булганда аниклашга утишдан олдин каср тартибли хосилалар мавжуд- 
лигининг етарли шартини келтирамиз.

Лемма. Агар р(х) функция [а, Ь] кесмада абсолют узлуксиз булса, 
[0 , 6] кесм.анинг деярли барча нук,таларида р(х) функциянинг каср т.ар- 
тибли х,осилалари мавжуд булиб, куйидаги формулалар уринли булади:

D Z M x)
1 У?0 ) , Г ip'(t.)dl

Г(1 -  а) (х -  а.)а У
а

(х -  t)a

г Ь 1
1 р(Ь) [  y '( t )d t

Г (1 — а) (Ь -  х )а J (t - x f

О < а < 1.

О < а  < 1.

М исол. ip(x) =  (х — а)г* булсин. У холда, (18) тенгликка асосан,



Интеграл узгарувчисини t =  а + (.г — а) г формула билан алмаштирсак,

1

=  / г“ “ 1 ( 1 - гГ а dz =
О

— — —-— -г ~ В  (а .  1 — а )  =  ОГ (1 -  а) dx v ’

тенглик келиб чикдди. Демак, ip(x) =  (х — а)“ -1 функция а £ (0,1) 
тартибли хроила учун узгармас сон вазифасини бажаради.

Энди а > 1 булиб, [а] - унинг бутун кием и, {а }  - эса каср кисми 
булсин. Агар а - бутун сон булса, а тартибли хосилалар сифатида оддий 
хосилаларни оламиз:

“ = 1 ' 2 ' 3 ......

Агар а - бутун сон булмаса, а тартибли хосилаларни куйидагича 
ани^лаймиз:

Демак, у мумий холда, q > 1 булганда

° : М Х) = ( ~ )  D Z nvix). n =  [а] + 1, (21)

D%v(x) =  ( - 1 )" ( £ )  V (-n . и =  [а) +  1 . (22)

Одатда а (о  > 0) каср тартибли интеграллар куринишида ифодала- 
нувчи функциялар синфини D~^(LV) билан белгиланади, яъни

Dax (LP) =  { /  {х) ■ f ix )  =  D-.?y(x )  , vi х) е  Lp(a, b) , 1 < р < оо} .

К,уйидаги теорема уринли.



Теорема, а > 0 булсин. У холда

d : xd -?<p(x ) =  <р(х), 1) « , =  ф )  (23)

тенгликлар барча iр{х) 6  Li(a,b) функциялар учун,

D ^ D Z M * )  =  Ф ) ,  D - ? D ° M x) =  <р{х) (24)

тенгликлар эса мос равишда барча

<р(х) 6 Z?-“ ( i i ) ,  v»(a :)eD J“ ( ^ )

функциялар учун бажарилади.
Агар охирги шартлар урнига <р(х) 6 L\(a,b) б^лса, (24) тенгликлар 

умуман олганда нотутри булади ва,, масаиан, биринчиси куйидаги фор­
мула билан алмашади [9].

D - « D ^ ( x )  =  ф )  -  ] Г
А-=г() '  '

бу ерда п =  [q] + 1, ч>п- а (х) -  D“ ~nip{:г).
Демак, Абел интеграл тенгламаларини ва уларнинг ечимларини иф о 

даловчи (15) ва (20) тенгликлар билан аникланган f (x )  ва <р{х) функция- 
ларни мос равишда (20) ва (15) тенгликларга куйиш учун юкоридаги 
теорема шартлари бажарилиши зарур экан.

3-§. Каср тартибли интегро-дифференциал операторлар ва 
уларнинг баъзи хоссалари

Утган параграфда функциянинг ихтиёрий каср ва бутун тартибли 
интегралига ва хосиласига таъриф бердик. Энди улар ёрдамида куйи­
даги интегро-дифференциал операторларни киритамиз ва урганамиз:

Г(

4>(х);

dx7

— г [ (х — /,) “  1ip(t)di, агар а  <  0 булса,
- « )  J

агар о  =  0 булса,

; DaxniP(x)> агаР а  > 0 булса,



D'lbVix) =
Г ( -а )

^ (z).

ip(t)dt, arap п < 0 булса,

агар а — О булса,

агар а > О булса.

бу ерда п — [а] 4- 1.
4-§ да келтирилган теоремадан келиб чикддики, а > О да L\ (a.,b) 

синфда D°x оператор D~£ операторга, £>~т“  (L j) синфда аса опе­
ратор 1)“х операторга тескаридир. Бундан танщари бу операторлар куй- 
идаги хоссаларга х,ам эга.

1) Агар 0 < a,J3 < 1 ва [х -  а)~а /  (.т), (х -  а)~/3 f  (х) £ Lj(a,b) 
булса, у холда деярли х,амма х  € (а, Ь) учун

А х /  -  « )  0 D а х  ( х  -  а )  ° 7  ( * )  =

^ А 7 " (Х -  « Г "  D ax ( х  “  а) ” '4 /  (*) (25)
муносабат уринли булади.

Таърифга асосан операторларнинг ёйилмасини куйиб ва интеграл- 
лаш тартибини узгартириш хакидаги Дирихле формуласини кулласак.

A (х -  а Г в Dn:  (х -  а )” "  /  (*■) =
X

= £>ах (х -  а Г Р J  (t -  а)~а {х -  <)а _ !/  (*) dt -
а

ж 5

= J  (*■ “  я)-  ̂^  _  A')3_I ~ =

:Г Ж

а)~Г~(0) /  ^ ~ а^~а /  ('S ~ ~ s^ _1 _Г (

тенглик хрсил б\’лади.
Ички интеграпда s =  < +  (я: — алмаштириш бажариб, гилергео- 

метрик функциянинг интеграл куринишидан фойдаланамиз:

(s — а)  ̂ (х — s)fl 1 (.s — £)а 1 ds =



(;t -  а Г Р (х -  t)a+fl- 1 j  Г ’ 1 (1 -  О * -1 ( l  -  \ ;"sr )  d£, =

Г (а )Г (/? )  g ^a+0-l v (  a
=  1 > Т Ж ( } Р [ а'0'а + 0 ' Г ^

Шундай килиб,

Dax (х ~ аУ Р D~* (х -  а)~“ f  (х) =

'  r T ° W (' “  ( I  - ‘ r ' ’ " / ( , ) F ( “ л “  +  А Й ) А  <1
Бу тенгликдан. гипергеометрик функция биринчи икки параметрга 

нисбатан симметрии булгани учун, (25) айният келиб чикади.
2) Агар 0 < 2а < 1 ва (ж — а)~а /  (х ) , (6 -  х) ~п /  (х) 6 L\ (a,b) 

булса, у холда деярли х,амма х 6 (а, Ь) учун куйидаги айниятлар уринли 
булади:

в ;;х (:г -  a )2" - 1 L>"“ ' (а- -  « ) - “ /  (ж) -  (х -  « Г  1 о ; Г ‘ / Н  - (260

D“b (Ь -  .т)2" - 1 D " - 1 (Ь -  х )~а S (х) = (6 -  xY’ - ' D l t - ' H x ) . (262)

(26i) тенгликнинг чаи томонини д (.г) оркали белгилаб, (13) ва (18) 
формулаларга асосан

а

t

х J  (s — а)~" (t -  s)~n f  (s') </s —

а

x x
- У  (s -  а )- "  /  (s) rfs J  [x -  t)~a (t. -  s) " (£ -  a)2" - 1 dt. =

S

X

J  (s -  a)n_ 1 (:r -  s )1' 2" /  (.s) rfsx

Г2 (1 — a) dx



Г (‘2 -  2а)
о

;с
dх —  

dx
j  (в -  a f ~ l (х -  s ) l~2n /  (s) F  -  а, 1 -  2 а ,2 -  2а, ^ ds

тонгликка эга буламип. Бундан,

F(a, Ь, с; с) =  (1 -  -:)~bF  ( с -  а, Ь, с; 

формулами куллаб,

3 ( .0 =  1

*<£

Г (2 -  2а)

г  [  ( s -  а)~а (  Х~  )  F (1  -  а . I -  2а, 2 -  2а. )  /  (s) ds :х J \ х  — а )  \ х — а )

тонгликка келамиз. Энди
j  /  ч 1 — 2а /а ( х — s \ л х — sh [ 1 — rv, 1 — 2a, 1 — 2а,

dx \ х  - a J V ’ ’ ’ х  а
. -2а ., х  — s \ ( х — s \ s — а

(1 -  2а) -------  I F  1 -  а, 2 -  2а, 2 -  2а,
(X --.S ) '2 ’х -  а

I- ,n.b.b:x) -  (1 -  :г)" “ ,
Г (2 -  2а) -  (1 -  2 а) Г (1 -  2а) 

муносабатлардан фойдалансак, ушбу 

( -  1 1
3 (х) -  /  (г -  5)“2° /  (б) d, = (х -  a ) " -1 D l T ' f  (х)

а

тенгликни хосил к,иламиз. (26х) айяият исботланди.
(26-2) айният хам тунга ухшаш исботланади.
3) Агар 0 < 2/3 < 1 ва (х — a)0~L /  ( х ) , (b — x )a ~l f ( x )  € Li(a.b)  

булса, у холда деярли барча х  € (а, Ь) учун куйидаги айииятлар уринли 
булади:

D l *  (х -  a )1” 23 D 7 j  (а- -  a f ~ l f  (x) = (x -  a)~3 D la~2l) f  (x ) , (27г)



К * 18 (Ь "  я)1" 2* (Ь -  “ * /  (*) =  (Ь -  х )"*  Dl~20f  ( х ) . (27а)
(27i) тенгликнинг чап томонини </ (ж) ор^али белгилаб, (26]) айни- 

ятни игботидаги каби

, w  =  r < b j *

4 /<—а
тенгликка эга буламиз.

Куйидаги функцияни карайлик:

9 f ( l )  =  r ( b j x

Х (Тх

Бу орда диффрренциаллаш амалини бажарамиз:
2, Э - 1

" • м - г о т  ^ 4 * - » j  г Г “ 1 ; , ' з д х - ;

X —С
х /( .т -< г )  + (:г - а )  У [х - s f 0~2f  {s)ds.

а

Текширилиши кийин булмаган ушбу

ж—е
( 2 / 3 - 1 )  j  ( x - s ) 2a- 2f ( s )d s  =

а

= ^  J  (х -  »)2!i~l f  (s) rfs -  £ад_! /  (а: -  е)
а

тенгликни инобатга олсак, куйидат ига эга буламиз:



х  — а —■ е

1 -0
F  2 /3 -1 , /3,2/3; /  (-Р -  е) +

+ -г  (2/3)
tt

Бу ерда е —> 0 да лимитга утсак,

9 (ж) =  Нпт q£ (х) =  { х -  а)~0 /  (:с)е—»0

тенглик келиб чицади. (27,) айният исботланди:
(27г) айният хам шу каби исботланади.
4) f ( x )  е С<0^  (а, 6), 0 < 7 < 1 ва 0 < а  < 1 булсин. У холда ушбу

Dax Dx b f  (а') =  cos (а7г) /  (х ) +
sin (а 7г) /' /  1 — a \ n /  (t) dt*/(Й) t — х (28,)

Dxb Da x f i x ) =  COR (ft7r) /
sin ( « 7т) Г /  b - 1 \ a f  (t) dt7( £ ) , - 7  <2 s *>

тенгликлар уринли булади.
Х&кикатан хам, (18) ва (14) тенгликларга асосан,

Р(х) =  D aaxD - ? f { x )  -  ~ D r ^ ) D^ f ( x )

1 d
Г (о) Г (1 - a ) d x  

d

X '■■■ О

j  (х — t)~a dt J  ( a - t r - ' f i *
.sill (0’7Г)л) ds —---- i x

TV

- j  (x — t) n dt J  (s — t)a 1/ ( s )d s +  j  (s -  t)a 1 /  (.;■) ds
dx

Бу ерда биринчи жуфт интегралга Дирихле формуласини куллай- 
миз, иккинчисининг эса уринларини алмаштирамиз, у холда

sin (а7г) d 
7Г dx

X  S

/ / < • )  d , J



+
и X

J  f ( s )d s  j  (х -  t)~n (s -  t.)°~xdt

Ички интегралларда £ =  (s — t) j (x  ■-t) алмаштиришни бажариб. 
куйидаги тенгликка эга буламиз:

р{х)
sin (an) d 

7г dx

(з — а )/ (х - - а)

I  f ( s )d s  j  Y l - r d t , -

Ушбу

и Ч-оо

/ л . » *  /  f dt

( s - o ) / ( i - а)

(.ч - а ) / ( х - а )

/V (х) =  j  /  (.ч) ds I  ~—— d £ - j f ( s ) d s  j
и 0  X +  S (s-n)i(.i -a)

интогрални к,араймич ва x  буйича дифференциагслаймиз:

1
dt,

( j - c - u ) / ( .  с - a )

/)' (x) =  f ( x  -  e) J 1 -4 C
</£+/ (x + t )

{ x + e ~ a ) / ( x - a )

[  (  s -  a \ n f ( s )  ds | [ f t :  
J \ x - a j  s x J \x
a x + e

s — a \ n f  (a) di­
rt j  s -  x

Бу тенгликни этиборга олсак,



Маълумки,
+ ° о с а -1[  £J Y Z ^ d ^  =  TTctg(aTr).
О

Бунга асосан, аввалги тенглик

, \ t \Ч \ , sin(cw) [  ( s -  a \ n f  (s) dsp(x) = cos(a7r)/(x) + -  J
a

куринишга келади.
Бундан (28i) тенглик келиб чикади.
(28г) тенглик хам худди шундай исботланади.
5) Агар v (ж) е С (0’7) ( -1 .1 ) ,  0 < 7  < 1, 0 < 2/3 < 1 булса, у холда 

куйидаги айниятлар Уринли булади:

- j i x - t f e - ' d i j  v (t )d t  =
- 1  - 1

=  ntg ( M  V (x) +  j  ( i i l )  (  J L  -  v (t) dt, (290

d
dx

-l
l l

J  ( с - х ) ад- ч  I  [ i ^ - r ^ - a - c t r 2'5] « (t) ^
- l

l
=  - *  tg (/3 тг) t, (x) +  j  ( 1 - 1 )  ( j i -  +  * (t) dt. (29,)

-1
Ушбу ифодани караймиз:

X  1

h (ж) =  ^  J (x -  £)20~l d£ J  \£-  t f 2/? v (t) dt

A.
dx

- l

£
J  ( x - o 2* : 1 *  /  ( € - о " а/,» ( о л +



+  j { x - t ) V ' f  ( t - t y 20v(t)
- i  С

dt

d
=  Г(2/3)Г(1 -  2(3) | f x D Z\lD l\~M x)  +  ~  v{x)

(18), (23) ва Г (2/3) Г (1 -  2/3) = тг/sin (2(Зп) тенгликларга асосан,

7Г
h (х) = sin (2(3п)

Бу тенгликдан (28i) айниятга асосан (а — - 1, b =  1, а  =  1 — 2(3),

h (х) =  Sin (2{3п) ^  +  COS ^  ^  V (:г) +

1 -2 0

+
sin [(1 -  2/3)

=  ntg (/Зп) v (х ) +  

формула келиб чик,ади. Энди

h

/(rS
1 -2 /3

dt (30)

(я) =  ^  /  (a: -  0 2,? ^  j  (1 - C i )  2Pv(t)d t  =
-1

1

=  ^ / «(#■)<* J  ( x - O 2 0 _ 1 ( l  - C i ) - 2 '5 dt

функцияни текширамиз. a: 6  ( - 1, 1) булганда s =  (ж -  £) /  (1 -  £t) ал- 
маштиришни бажарамиз. У холда,

(l+x)/(l+f)
dt

xt,



(30) ва (31) тенгликлардан (29]) айният келиб чикдди.
(29г) айният хам шунга ухшаш исботланади.
6 ) D°x (0 < а < 1) оператор учун экстремум  припциии. [а,Ь] 

кесмада ш (t) - камаймайдиган мусбат узлуксиз функция ва /  (t) - уз­
луксиз функция булсин. Агар [я, Ь] кесманинг t ~  х, а < х < Ь, нуцтаси- 
да f  (t) функция мусбат максимум (манфий минимум,)га эртчса ва бу 
нук,т.анинг ихтиёрий кичик атрофида ы (t) /  (t) купайтма у (>  о) кур- 
саткич билан Гыьдер uiapmuuu цаноатлантирса, у холда D['xu;f > 0 
(D"xujf < 0) булади.

Хдкикдтан хам,

Г (1 -  a)  = Г (1 -  а)  £  [ о ; , ' 1 W ]  -

=  d ?  =  lim j l  7
dx J (x -  t) £—0 dx J (x -  t)"

lim г ) П х -  , )  . ( , - ) / ( , : ;  _
-0

/  k  (x ) /  (■?)]' 
J {■>' D" '

X -- 

/ f  (t) — uj ( x )  f  (x) ш (x) f  (.r) 
( x - t ) 1+n f "

(з2)
Энди

X  — € 

/ dt
acn a ( x  — a)a

тенгликни эътиборга олиб ва yxmaiit хадларни ихчамлаб, сунгра е —> 0 
да лимитга утсак, (32) ни куйидагича ёзига мумкин:

Г (1 -  a) DaM  =  T i- ^  +  о J --------------------------------dt+



[  0j { x ) f ( x ) - j j { t . ) f ( t )
+ а 1 -------- ( Г Г =-------- <“ ■ <•'"

а

бу ерда хо € (х, а) булиб, х га етарлича якин сон.
(33) айниятдан юцорида баён килинган экстремум принципи дархол 

келиб чикади.
Агар и> (t) функция [а, Ь\ кесмада усмайдиган мусбат ва узлуксиз 

булса, исботланган экстремум принципида айтилган фикр D"h оператор 
учун х;ам уринли булади.

7) Каср тартибли интеграл операторлар учун куйидаги тасдикдар 
хам уринли [18]:

1°. Агар р > 1, (1 /р) < а < 1 +  (1 /р) ёки р =  1, 1 < q < 2 булиб, 
/  (х) € Ьр (а, Ь) булса, у холда D ~£/  (х) функция (а, Ь) интервалда а -  
(1 /р) курсаткич билан Гёльдер шартини каноатлантиради;

2°. Агар 7 > 0, а > 0, 7 4-а <  1 ва /  (х) (а, Ь) интервалда 7 курсаткич 
билан Гёльдер шартини каноатлантирувчи хамда етарли кичик ж — а 
лар учун f  (х) =  О ((х — а)7) тенгликни каноатлантирувчи функция 
булса, у холда D ~ £ f(x )  функция (а,Ь) интервалда 7 +  а курсаткич 
билан Гёльдер шартини каноатлантиради ва етарли кичик х — а лар 
учун (х) — О (̂ж — а) ,+аj  тенглик уринли булади.

3°. Агар д (х) € (7(°'Т) [а ;,] булса, у холда д (х) =  д (а) + D~“ f  (х ) 
куринишда ёзиш мумкин, бу ерда /  (х) £ С 1-0п ~п  ̂(а, Ь) , 0 < а < 7 < 1.

Одатда 2° хосса Харди-Литтльвуд теоремаси дейилади.

4-§. ,1Г ,А. ва С £  операторлар 
ва уларнинг хоссалари

Фараз килайлик, f (x )  £ C(rn,n)nLi(m,n), g(x) 6 С 1 (m,n)nLi(m,n), 
<l(x) £ C*0,“ ) (m, n) П Li (ire, n), a  > 1  — 2/3 ва m < n, к 6 [/re,re], z  £ (rn, re) 
булсин.

Куйидаги операторларни киритайлик [14,22]:

[ /  (a')j = /  (*) -  J  f i t )  ~̂t Jo [Лл/Сж -  A:) (x -  Tj] dt, 
к
x  , _  .

! /  (*)] =  /  (.r) +  J f  (t) ( J  ■ -  Jo [ л ч/'(/ -  А:)(/ z ) ]  dt, 
к



Cfci* [.9 (аО] =  sign (х -  к) | — д (х) +  ^Л2 J  д (t) J , [Л (х -  i)] dt

X

< i :  [я w i  -  г щ  ~  J  я (t)\x -  а^ - ч 0 [л {х -  о] dt+ 
к

+  } q { t ) l x ~  , [ л ( х  ” t ) ]  d L  
к

бу ерда 5 — 0 . 1.
Килинган фаразларда А*к:* If (ж) ] . [ /  (ж)], С*;А [ /  (x)j (,ч = 0 . 1.) 

функциялар (т. п.) ораликда мавжуд булади ва С (rn.ii) синфга ка- 
рашли булади.

Киритилган операторлар

М.г.г " =  О,

\у\ти,..1: -  а,,у +  Х2\у\ти =  0 ,

\y\mnxx -  \x\nuull +  A2|x|njy|mu =  0

тенгламалар учун коррект масалапар к,уйишда ва текширишда кенг 
фойдаланилади. Шунинг учун уларнинг хоссаларини урганиш мухим 
ахам и ят га эга.

A'kxi В'кх ва С£’л (s =  0 , 1) операторларнинг таърифидан бевосита

L К ?  = 1 (* =  о д )  -

,,о,о _  . / , ч d i n рЛ-гя6 fcr = (* -  к) • — , Скх =  Dfcl

тенгликлар келиб чикдци, бу ерда I - бирлик оператор, Dj.~2t) эса каср 
тартибли дифференциал оператор.

Бундан ташкари, агар д (х ) g  С' 1 ( т ,  п) П Lx (т. п) булса,

С1* [9 {*)} =  Cl:r [q (ж)] (И)



Буни исботлаймиз. IIIу максадда С хкх операторни
X

С1хХ1Ф )  1 =  р Щ ^  У < ?№  -  1А(х -  *)] 1} dt \
к

X

+ Dl7r23 [ч (:£)1 +  2(Г + | у г ( Г + ^ )  / я^ х ~ ^20^3+1 ^  dt (35>2(1 + /?)Г(1+2/3) 

куринишда ёзиб оламиз.
к-

функциянинг х буйича хосиласи (т.п.) ораликда мавжуд ва ихтиёрий 
чекли х, t, А. в  лар учун, хусусан, в  =  0 учун хам чегараланган.

Буни ва lim Г (2/3) — Ч-оо ни эч/гиборга олсак, (35) даги биринчи ку-
шилувчининг fi —* 0 даги лимити нолга тенг. Бу хулосани,
lim Г(1 Ч- 2/3) =  1 ва D\.x \q (а:)] = sign (х — к) -q (х) тенгликларни ино-
батга олсак, (35) дан /3 —* 0 да (34) тенглик келиб чикади. 

C l?  операторни бошкачарок, куринишда хам ёзиш мух 
Шу мацеадда уни к,уйидагича ёзиб олайлик:

к
х.

A2sign(x — к)
W  +  1)I

к
бу ерда

, I d  f  J -- /,)] — ,//5_,[A(t — t.)]
1Ы y) ' Г(2/3) dx J -------------Г.-ТТьГ2- ------------ «(<)<»■

к
!.)■ -  t

текншрилшпи кийин 63'лмаган

Ja_ , (z) -  Jg (z) =  -  [г2/4/3 (/3 f  1)] Ja+1 (г) (37)



тенгликка асосан,
X

1(х у) = --------- —-------------— [  \х -  1+2/3 Jp+i[X{x -  t)]q(t.)dt.
У ' У> 4/3(1 +  /?)Г(2/3) d x j  ' /mL '

к

Дифференциаллаш амапини бажариб ва

J';j(z) =  - [z/ (2 f3 + 2)\Jp+i(z)  (38)

тенгликни эътиборга олиб, топам из:

, (т у) A_ ! i l ± 2/^ ig n (x - f c )  j  _  2 / r -

l , W  4/?(/3 +  1 ) Г ( 2 / У )  J  1 1 1 V
A-

4/?(/? + -1)Г(2/3)

Бу ердаги 7 а+2[А(.т -  *)] функцияга (37) формулами куллаймиз:
к

/(т  у) =  -̂ 2(1 +  2/3)sign(a: — fc) j  _  2fiJ _

fc

+A~ w S r ) /  |x “  ^ {J/?[A(T “ f ) ! "  1 { x ( x  ~  t ) ] } q { t ) d t -
A:

Буни (36) га куйиб, операторнинг иккинчи куринишига зга
буламиз:

с к, № ) )  =  щ в - ^ j  — x - l ] t t — dt+ 
к

+ ~ г а  п+ я г  h x ~ * - tM t )d t - (:J9) 
к

1-тсорем а. Ихтиёрий /  (х) £ С (т, п) Гi Li(rn, n) ва А: € [m, гг], х  € 
(тп, п) учун

{ » А\/ХI/;,*-)]} =  /(.г), вГ-хА {^ *  * [ /(* ) ] }  = /(* )-  * =  о.Т. (40)



тенгликлар уринли, яъни С (т,п)Г\ Li(m,n) синфда А )^ ва B sk уз про 
тескари операторлардир.

Исбот. Фараз к,илайлик,

В & № ]  =  <Р(х)- (41)

В'1* оператор ифодасини (41) га куйиб ва х -  к =  у, t — к =  г, 

П у)  — f (x )  (х — fc)s_1 , ф(у) = ip(x) (х -  кУ~1 белгилашларни киритиб, 
куйидагига эга буламиз: 

у
f ( y )  +  J  f ( z ) -̂ y Jo [A\Jz(z -  у)] dz = ф{у).

О
Бу - Вольтерра типидаги интеграл тенглама булиб, ягона ечимга эга 

ва бу ечим
у

Н у )  =  Ф ( у )  -  j  Ф ( г )  ~ § ZJ 0 [ Х \ / у Т у  -  2)] d z
О

формула билан аник,ланади [3]. Бундан л;, t узгарувчиларга ва f {x ) ,  <р(х) 
функция л арга кайтиб,

X
.f (х) = tp (х) -  j  ip (t) j  Jo [а уДх -  к) (х - <)J dt,

к
яъни

f (x )= .A * k'*[v(x)] (42)

эканлигини топамиз. (41) ва (42) дан А'к* нинг Вк̂  операторга тескари 
оператор эканлиги, яъни (40) тенгликларнинг биринчиси тугри эканли- 
ги келиб чикади.

Теореманинг иккинчи к,исми хам худци шундай исботланади. Бунда
а’

/  М  -  J  /  (<) ^  [ A v ^  (х -  4)] dt = (х)
0

тенгламанинг ечими
х

} ( х ) - = ф { х )  +  J Ip(t) [ W t  (t -ж )]  dt



формула билан бсрилишидан фойдаланилади [3].
2-теорема. Ихтиёрий /  (х) € С (гп.п) П. Li(m,n) функция ва к 6

[т , тг], х  £ (т,п) учун

| /  =  j f ( t )  Jo [Х(х -  t)] dt (43)

тенглик уринли.
Исбот. Bfc'tx [f(t)] ифодани

t

BktX[f{t)\ j  /  (г) ./о [А/ ( 2  -  k){z -  t)] dz 
к

куринишида ('чиш мумкинлигнга ишонч хосил килит кийин эмас. Уни 
(43) нинг чап томонига куямиз па онераторнинг ёйилмаси буйича 
ёзамиз. сунгра хосил булган такрорий интегралда интеграплаш тарти- 
бини узгартириб, топам из:

4  " | j  £ j iA[/(*)]</* j  -  j  f { z )J o  [A v ^ T -fc )(2 - i ) ]  d z -

(44)

- j f  H  | j  Jo [a y/{z -  к) ( г -T ) ]  р 0 [ а У ( Г ^ Х ) ( . г - о ]  d i j  dz.

(44) тенгликнинг унг томонида фигурали кавс ичида турган ифода­
ни Ф билан белгилаб, ,7о (г) функция ёйилмасидан ва каторларни ку- 
пайтиришнинг Коши формуласидан [20] фойдаланиб,

ф =  i :  • • • — ( z - t y { x - t y - i dt
V2 )  ^ ( i!)“ 0 ' - 0 !(j + l - 0 !

у  ( A V " J\ '  { z - k ) ' ( x ~ k y +l- 1 u  fi, r>.

тенгликка келамиз.
Бу ердан кдторни хадлаб интеграллаб (чунки кагор токис якинла- 

шади) ва

Ф

J :

= J  (г -  1)1 (х -  t)J- l d,t =  ( - 1)' (.т -  z)3+i В{1 + 1 , j i  ! I)



тенгликни эътиборга олиб, топамиз:

A\ 2j+2 (х -  ^  ( - 1)' (г -  /с)‘ (х -  k)J+1~'
u  + 1>! t S  1 1 0  +  1 - 1)!

( — l ) J + l ( г  — /c )J +  1
Ички йигиндига --------—----——-------  ни кушиб ва айириб, сунгра

(.7 +  1) !

^ ( - 1  f  (z -  к)1 (х -  к)р~ 1 1 ,  vp _

^ --------- Т Г 5 ГПУТ---------=  ;Л (:с“ г) ’ р е Л

айниятни ва Jo (г) функция ёйилмасини эътиборга олсак,

Ф -  J0 [А\/(г — к) (z — х)] -  J0 [A (х -  г)]

тенгликка келамиз. Буни (44)га куйсак, (43) тенглик келиб чикади. Тео­
рема исбот булди.

3-теорема. Ихтиёрий /  (х) £ С 1 (т. п.) П L\(m,ri) функция ва к е  
х £ (т.п) учун

А1* (  " sign (х -  к) ClxX[f(x)} (45)

тенглик уринли.
И сбот. Фараз килайлик, /  (г) 6 С 1 (т , п) П L] (т. п) булсин. У хол­

да, (43) тенглик уринли Шунинг учун

X

J  /  (t)J0[A(x -  t)]dt =  ip (x ) . (46)
k

4 , A { / ^ [ / ( i ) ] d < |  =<?(*) (47)

белгилашлар киритига мумкин ва буи дан <р(к) =  0. <р(х) € С[гп. п] П 
С 1 (т.п) Ra <р'(х) 6 Li(rn,n) булади.

(46) ва (47) тенгликларда <р(х) ни маълум деб хисоблаб, f (x )  ни 
топайлик.



Аввал (46) ни караймиз. У Вольтерра типидаги интеграл тенглама 
булганлиги учун ягона ечимга эга. Ечнмни топипт учун (46) нинг икка-

ла к,ис:мини ——  га купайтирамиз ва х  буйича (к, у) ораликда
у -  X 

интеграллаймиз:

/ 1 № J a[ \ ( x - t ) ) d t =  1 ̂ x yh ^ - . . x) l dx,
J у - X  J J у -  X
к к к

Бу тенгликнинг чан томонида илтеграллаш тартибини узгартириб, 
сунгра хосил булган такрорий интегралда г =  у — х алмаштириш бажа- 
риб ва

U
J  Ja {c£)Jfl(cu  -  с £ ) “  =  ~Ja+(3 {<-u), Rea >  0 , Refi >  - 1
о

тенгликни [10] эътиборга олиб, топамиз: 

у  у

J  [А(у -  «)] dt =  j  <p(x)J- r -'-dx. (48)
к к

(46) ни x  буйича дифференциаллаймиз:

у
f (x )  -  A J  [А (.г -  t)} dt =  (49)

к

(48) тенглик па С®х оператор ёйилмасини эътиборга олиб, (49) дан 
топамиз:

f {x )  = sign(x -  k )C 'l fy (x )] .  (50)

Демак. (46) интеграл тенгламанинг ечими мавжуд ва у (50) формула 
билан аникланади.

Энди (47) тенгликдан f { x )  ни топамиз. Унинг иккала томонига В®'* 
оператор татбик, килиб ва (40) тенгликларни эътиборга олсак,

X
j  Bi-tx { f i t ) }d t  =  в ° ;АИ * ) ]  
к



тенгликка келамиз. Бу тенгликни аввал х  буйича дифферендиаллаб, 
сунгра хосил булган тенгликка АI’* оператор татбик, этиб ва (40) тенг- 
ликларга асосланиб топамиз:

f ( X) =  Акх {  Jx Bkx[<P(X)]}  ■ (51)

(50) ва (51) дан (45) тенглик келиб чикади.
Эслатма. [14,15] да (45) тенглик АкХ, Вк'Х ва Бессел функцияла- 

рининг ёйилмасидан фойдаланиб исботланган.
4-теорема. Агар и(х) G С^а'а^(т, п), а > !5 ea [(х—т)(п—x)j“ 2/Ji/(x) 6 

Li(m,n) булса, у хрлдаУк[т,п] ва\/х(т,п) учун

Л 1Х {\Х -  к/1 4 ) 1 :  -  ^ в 1к'хх [и (х )  \х -  * | -d] }  =

•г'
=  .sign (х -  к) Г ” 1 (1 — 2/3) \х — к\а~х j  и (t) \х -  [А (х — t)] dt

\
тенглик уринли булади, бу ерда 0 < (3 < 1/ 2.

5-теорема. Агар т(х) € С[т,п} ва (тп,п) ораликда 1 — 3 дан катта 
курсаткичли Гёльдер шартини х;аноатлант.ирса, у хрлда Мк £ [га, ?;.] ва 
Ух £ (га, и) учун

4 *  { l*  -  k\~^Dl~w \x -  k\' - ' B i x [г (х) \х -  fcl3" 1] }  =

=  |я -  k\-flCl'TX \т{х)\

тенглик уринли булади, бу ерда 0 < Р < 1/ 2.
6 -теорема. А, 5 е К: р(х), f (x )  е С[т,п] П С 1(пг,п) булсин. Агар

5 > |А| > 0, р(.г) > 0, р'(х) >  0, sup |/ (x)j = |/ (01, т < £ < п, /(£ )  > О
[гп,п]

(< 0 ) булса,
С ^ [ е ^ р ( 0 / Ю \ >  0 (< 0) (52)

тенгсизлик уринли булади.
Исбот. Таърифга асосан

С££ [es*P (x )f (x )\  =
X

= [р6хр(х)  f  {х)]' + ^А2 J  ей,р (t) f  (t)J\ [А (.г -  t)\dt =



X
= eSx[6p(x) + p '(x ) ] f {x )  +  edxp{x)f' {x) +  ^А2 J  e6tp (t) f( t )J1 [А(ж -  t)] dt■

ITl

Интеграл остидаги ифодага eSrp(x)f(x)/2 ни кушиб ва айириб, сунг­
ра х =  t  десак.

C ^ [ c ^ p { t ) f i t ) }  =

Jt р'(Ц)+р{t)  ts - Ух2 Je*V-Vdt / ( 0 + р ( 0 / ' ( 0 | +

+ \х‘2 J  ен { p i t ) f i O  + p {t ) . f { t , )J i  [X{t -  t)]}dt  (53)

тенгликка эга оуламиз.
f iO  > 0 булсин. У холда |.7i (г)| < 1, f i t )  > |/(*)| и р it) > Pit) 

тенгсизликларга асосан, (53) тенгликнинг унг томонидаги иккинчи ку- 
шилувчи манфий эмас. Бундан чаш кари

£ -  ^А2 I  e ^ -V d t  > ^  [l +  > 0, <5 > |А|.
7 П

Буни ва p'it) > 0, р{(,) > 0 г,а f i t )  =  0 ларни зътиборга олсак. (53) 
нинг унг томонидаги биринчи к,ушилувчининг мусбат эмаслиги келиб 
чикдди. Демак, (52) генгсизлик гугри.

Агар f ( t )  < 0 булса, (53) нинг иккала томонини (-1) га купайтириб, 
мулохазани [ - / ( 0 1  га нисбатан такрорлаш керак.

7-теорема. A. S £ R; р (.г), / (х )  £ С [т, п\ П С 1 ( т ,  п) булсин. Агар
6 > |А) > 0 , р{х) > 0 , р'{х) < 0 , sup |/(а-)| = 1/ ( 0 1 - т <  S < п>

f i t )  > 0 (<  0) булса,

C " t [ c - ^ p i t ) f i t ) \  > 0  ( < 0) (54)

темгсизлик уринли булади.
Бу теорема хам 6-теорема каби исботланади.
8 -теорема. А =  A i ■ г; А], 6 £ R; р(х). f ix )  £ С [т.п.] П С 1 (/гг., п) 

булсин. У х,олда, агар <5 > |Ai| > 0, р(х )  > 0, р' (х) > 0, sup / ( х) =
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/  (О > о. .inf / ( х )  = /  (О < О
[ т г г , те j

, тп < £ < п булса, (52) тенгсизлигс
уринли.

И сбот. J j [Ai? (£ - /)] =  / ]  [Aj (£ - t)] тенгликни эътиборга олсак,

сл.лп [е4€ р ( 0 / ( 0 ] = «* Ч «р ( 0 + р ' ( 0 ] / ( 0  +

■Н^Р (О Г  (О -  \ A? J  е*‘р (0  / '  (0  7, [А, К -  *)]
т

Буни куйидагича ёзиб оламиз:

с ,°4‘ Ч ^ р ( 0 / ( 0 ]  -

р' (О + р {£ )  ( 6 - \ > z  f  ei(*-€>7i [Aj (£ -  «)]

dt.

dt /(0 +

+ Р ( 0 / ' ( 0 }  +  -̂М У" l p ( 0 / ( 0 - - p ( * ) / ( t ) ] e 4‘ 7i[A 1 ( ? - i ) ] d i .  (55)
Ш

У тбу  ифодани карайлик:

С
/, _ I A? j  e6(l <)7i [А, (£ — /,)] dt.

Бу ерда £ -  < -  г алматтириш бажариб, топамиз:

£ — тп

/ , = Й - | А , |  I  c - t zz~1Ii {\Xl \z)dz.
О

О < £ — m <  4-оо ва куйидаги
-t-ot

1
,—Sz v — 1Л (|Aj I г) dz < I. (5>|А,|



/(С ) > 0 булсин. У холда U > О, р(£) > 0, р'(£) > 0 ва / '(£ )  =
О ларни эътиборга олсак, (55) тенгликнинг унг гомони,чаги биринчи 
кУшилувчининг мусбат экашшги келиб чикади. /  (£) > /  (t) ва ! \ (х) >
О тенгсизликларга асосан иккинчи кушилувчи хэм манфий эмас. Демак, 
теореманинг тасдиги т^гри.

Теорема / ( £ )  < 0 булган холда хам шундай исботланадн.
9-теорема. А -  А, • ц Ах. <5 е IR; р(х). f (x )  е  С [т ,  го] П С 1 (тп,п) 

булсин. У х,олд а, агар 6 > |Ai| > 0, р(х) > 0. р'(х) < 0, sup /  (х) —
[тп,п]

/ ( О  > О, , m < £ < п булса., (54) тпеигсизл.ик.inf /  (х) =  /  (О < О[m,nj
уринли.

Бу теорема хам 8-теорема каби исботланади.
10-теорема. А, 6 6 R; р (х ) ,  f (x )  6 С <'<Ко} [m.n] . а > 1 — 2fi >  О 

бЦлсин. У %олда, агар 5 > |А|, р(х )  - камаймайдиган мусбат функция 
ea sup |/ (ж)| =  |/ (0 1 , т < (, < п, /  (О > 0 (< 0 ) булса,

[т,п]

[ е % ( 0 / ( 0 ]  > 0  «  0) (56)

тенгсизлик уринли булади.
Исбот. Куйидаги тенгликни карай лик:

Г (2 в ) С £  У  г) f i x ) ]  -

=  J ' i ' o  \ i x  ' j  ^  ~ t s > Z d 1 ^  (  г  ~ ^ d i +

V п г

+  [А2/'Ш (1 + 0 ) I [  (х -  t)2ii р (() /  (/.) cSi J0+1 [А (х -  /)] rff 1 . (57)
т J

У г га нисбатан текис бажарилади. (57) ни кулай холга келтира- 
миз. Шу максадда фигурали кавс ичндаги биринчи ифодани h билан 
белгилаймиз ва дифференциаллаш амалини бажарамиз. Натижада (38) 
тенгликни эътиборга олсак, /2 учун куйидаги тенглик келиб чикади.

h  =  е4(' - £)Р (* -  г) /  (х -  е) J0 (А<г) еэп~1 -
х —е

-  (1 -  2/3) J  (х -  0 2/,_2р (0  /  (0 ^ ‘ Л, [А (х -  0 ] d t-



2 х ~ €

~ 2(\ + 0) /  i [X (x - t ) }d t .
т

Булаклаб интеграллаб, ушбу тенгликка эга буламиз:

X  —  F.

(1 -  2,3) j  e6t (х -  t)2p~2 dt = еЧ*-')ега- ' + . £W -

О Х ~~€

„6т /_   ̂ „Вт ^-едт (х -  т) 1 -  — eim (х -  т)«* -  —  /  < ■« (х -  t)** dt. (58) 
2'} 2 0  J

1-2 га куйидаги

X ■— i

(1 - 20 ) p ( x ) f ( x )  j r "  is - ГГ' 'dt

1к|юдани кушиб ва айириб хамда (58) ни эътиборга олиб. топамиз:

h -- ed<-x~c)s2e~l { р( х  -  е) f ( x  -  е) Je (Ае) ~р( х)  /  (;г)} -

2У  г "V  (*) /  (*) ь-2;' +  (*) /  И  [(.!• -  т ) ад ' 1 +20

1  ̂ 1 \2‘3 <52
(г) f+ (аО /  (а-') / ен  (.х /:)2d

(1 2/3) J Р (а-’) /  (х) -  р (t) f  (t) Je [A (x -  Q] cStdt
,  , * 2 - 2 , 3  (a: -  t)

X2 x-
2(1  V /3) /  (ж ^ (*) /  (*) [А (ж — t)] e/£.

ГП
12 нинг бу ифодасини (57) га куйиб, баъзи алмаштиритлардан сунг, 

а > 1 -  2/3 ни эътиборга олиб. е —► 0 да лимитга утамиз:



=  Р (х)  I  (Х) (х -  7П) " +  —  {х -  ТП)

+ [<52/4Л (1 + 0)}

j e 1*"

2 +  2 / 3 - 0 )  (1 — 20) ■ j  e5t (х -  t)23 dt 1 +

+  (1 -  20) /  {p  (,') /  (.г) -  p (t) f  (t) J0 [A (;r -  *)]} (x -  t f j~2 e6tdt.+
m

x

+ J {p ̂  f  W  + p f  ^  ^ + 1 IA (;c “  *)]} (x ~ ^ 2S '5!))
m

Энди / ( 0  > 0 (< 0) булсин. У холда р (О > p(t) > 0, Vf < £ па.
| J„  (з)| < 1. V; с 8 , v > —1/2 тенгсизликларга асосан,

V (О /  (О -  Р (0  /  (0  •/< [А (С -  01 >  о (<  0) ,  v t  <

V (О /  (О +- р (0  /  (0  Л т  [А ($ -  0 ] > 0 (< о ) , vt < sc

муносабатлар уринли булади.
Буларни ва S > |А|, 1 2(1 > 0. Г (2/3) > 0 ларни эътиборга олсак. 

(59) дан (56) келиб чикади.
11-теорема. А. 6 € К; р(.г), f {x )  £ C'̂ 0,cv) [m, n] , tv > 1 -  2/3 > 0 

булсин. У холда, агар 6 > |А| . р(х )  - мусбат усмайдиган функция, 
sup ! /  ( j) ! -  I/ (01 . т < s < ” , /  (О > 0 (<  0) булга,[т ,п)

с ,1,«А [« ^ р (0 / ( 0 ] > о  (<  0 )

тенгсизлик уринли, булади.
Бу теорема х,ам 10-теорема каби исботланади.
12-теорема. Агар A G К. т{х) € С*0-а*[нг, и]. о  > 1 — 2/3 > 0. 

ннр |г(х)| =■ jr(.ro)| > 0 . .го в (m ,n) булса, у холда т(х0) > 0 (<  0 )
[т.а)
булганда eviapAu кичик А учуй

U=,„ > 0 «  о), c r̂ A[r(x-)]U=xu > О К О ) (60)



Исбот. операторни (39) курилшпда олиб. куйидагича ёзйб ола- 
з:

с ” : | г ( г ) ] = н ф г ) £  7

А2
+ Г(1+2/3) J (х -  £)2,ч./7з[А(х — t)]r(t)dt. (61)

Дифференциаллаш амапини бажариб па (38) формуладан фойдала- 
ниб. топамиз:

Г (2 /3 )С ^ [т (х )] =  Пт { е 2* - 1 J /J_ 1(A£)r(x  -  £) -

- ( 1  -  2J) J  (х -  t)2;,“ 2 J,3_i [А(х -  i)M 0 < *  j  .

Бу 'тенгликнинг унг томонига
Г — £

(1 - 2  З)т(х) J  (х  -  t f e- 2dt =  r(x )[e2/,~ l -  (.т -  r«)2rf 1
m

ифодани кушамиз ва айирамиз:

Г (2 /? )С ^ [г (3:)] -  lim {.•*» 4 7 ,  , (Ае)т(х -  г) -  т(.г)] +

т (-':) п о,,ч [  т(х) -  г (0 Л 'м [А (х  -  t)] 
(х — т у ~ 2,1 ' ' J '  (x - t ) 2- 2 H dt V . (62)

r(x) fe C^0,tt'[m, ?7.j и A 6 R булгани учун

|r(x) -  t ( x  -  e)J;3 - i(Ae)| =  e "0 ( l ) ,

|r(x) -  r ( i )J a .__1[A(x - <)][ =  (x -  £)°0(1)- 
Вуларга ва a > 1 — 23 га асосан, (62) лимит мавжуд ва

I'(2.d)C^[r(x)] =  T ( x ) { x - m ) * ' - 4 { l - 2 $ )  j



Бу ерда ;г =  хц куямиз. У холда, агар т(х0) > 0(< 0) ва А етарлича 
кичик б^лса, т ( х о) — r(t.) J р - г  [А(жц -  t)] >  0 (<  0) теигсизлик уринли 
булади. Буни ва t (.t 0 ) > 0(< 0) ни эътиборга олсак, (60) тенгсизликнинг 
биричиси келиб чик,ади.

(G0) тенгсизликнинг иккинчиси хам шундай исботланади.
13-теорема. Агар IX 6 R, Т(х)  G (7^°")

sup Т(х) =  Т(хо) > 0
[ т , п ]

даги тенгсизликлар уринли булади:

inf Т(х) =  Т(.то) < 0m,7f]

тп,п}. а > 1 — 23 > 0 ва 

, xq €- (rn, п) булса, цуйи-

С]хх[е^ Т (х )]\ х=хо > 0 (< 0), C t A[e4 A'"r(.x )]|.,.=, 0 > 0 «  0). (63)

Исбот. i.X £ R, Jp-\{ix) =  /д —i (|аг|) ларни ва (39) тенгликни эъти­
борга олиб, (62) каби к,уйидагига эга буламиз:

Г(20 )Сг1̂ [в !А1"Т(.г)] =  lim I ‘I  J  (х з^[\Х\{х -  t)]e'x'>'T(t)dt-

]А[2 /'
23

Х —  £ 1

j  (х -  t f ^ h з[|А|(х -  t ) ]e^T (t)d t  I .

Диффернциаллант амалини бажариб, (37) формулами куллаймиз:

Г т С ^ с ^ П х ) ]  -  lim { / ’ ’ Ч ,  j; А-.!< д "  - TU  -  с)-- €—*0 к

- (1  -  20) 1  [х -  *)2'Э- 27„ _ 1[|А|(* -  t)]c’A'(T (^ /f  1 . (64)
I  )

Булаклаб интсграллаб ва (38) тенгликдан фойдаланиб, топамиз:

х —е

(1 -  20) j  (х -  0 ад- 2е|А|‘7 „_ , [|A|(.r -  t)]dt -

= £2.e~JeiAl(*-r)/jJ_ l ( |Aj£) _  (ж _  m)2tf~1e'A!m/( !_ ! [|A|(.r -  m)] +



X—£•
+ |А| J  (х -  t)2* - 1 { W ^ >70[|A|(:c -  t) | -  7/j-t [|A|(x -  t ^ c . ^ d t .

in

Буни эътиборга олиб, (64) ифодани куйидагича ёзиш мумкин: 

Г (20 )С ^[е^Т (х )}  =  Iim { е 2̂ ( \ Х \ ф ^ - - ]\Т(х -  е) -  Т(х)] +

х —е

+(1 -  20) j  (X -  г)м ' 2[Г(х) -  r (0 !b -j[ !A !( :r  -  <)]е|А|‘ Л +
m

X —£
+Т(х) (х -  ?/?)2/3~1 е|А|т,,7,з_|[|А)(л~ -  m)] + Т(х) j  (х — Ь)2в~гх

e lMid t\ .х IAI^.^IAKi -  t)} -  2/f|A| (х -  О^ЦАКх -  <)]

Бу ердам с —> 0 лимитга утиб ва Т(х) 6 С^°'а) [/;(, ?г], а  > 1  — 2/? пи 
эътиборга олиб, куйидаги тенгликка эга буламиз:

Г(2«3)С,1аА[е|А'г2’ (.т)] =
X

= (1 -  20) j  (х -  0 2,5"2[Т(.г) -  7 ^ )1 7 ^ , [|А|(2: -  0 ]е 'А|*Л+

+Т(.г) { ( г — m )2̂  1e'A'” ‘ /fl_i[|A|(a; -  т ) ]  +

1
|A|//j-i[|A|(x -  0] -  ^|А|2(х -  1)1Г\]{х -  t)\J ( x - t )™~'

m

Биринчи булимдаги (85) формулами к,уллаб, топамиз:
X

e“ |A|r J (х -  -  t)\dt --=

(65)

1 Г 1
- - ( .г  -  m)w 2F2 | /3 -  - ,  25; 2,3 -  1, 2/5 + 1: -2|А|(х -  т )



‘X'‘ j i T . - t y * e ) XitI p[\\\(x-t)}dt

;(.i- -  гпУ + 2;3е'^т iF\ !3 +  2 +  2/i; — 2|A|(x — m)
1 + 23

Биринчи булимдаги (87) тенгликдан келиб чикувчи

г: ~1 Li-i(z )  =  , Fi ( в  -  1-:2,3 -  1; - 2  г )  , г > 0

тенглик ва . Fy, 2F2 функцияларнинг каторга ёйилмасидан фойдала- 
ниб коэффициентларни таккоглаш усули билан куйидаги тенгликнинг 
тугрилигини курсатиш мумкип:

1
c - 4 e - x{z) -1- ~  2F2 1.3 -  - .2 3 :2 /? -  1,23 + 1;-2,г

- ^ ^ ) lF4 ^ 2 :2  + W :" 2V = 1^ 4 f l - 2 ;2 / , ; - 2
(6С), (67), (68) ларга асосан, (65) дан

Г(23 )с  4 ' ( 6,lA'J /  (.г}] -

(68 )

(1 - 2 3 ) Т { £ ) - Г (0  
(:/: -  i)

-Т(х)(х -  m)2,) 3 -  - ,  23: — 2 j А! (а- — m.)J

тенглик келиб чикади. 

sup Т(х) Т(хо) > О inf Т(х) =- Т(хо) < 0 
[ т . п ]

(69)

, х'о t- (т.п) булсин.

У холда, 7'(хп) -  Г(<) > 0 (< 0). V/ е [т .п ]; Т (х0) > 0 (<  0), I -  23 > 0,

i F  [3 -  1/2: 23: -2|А|(.г„ -  т ) ]  > 0. /« -  i [|Л|(х -  t)} > 0

б.Улгапи учун. (69) дан т =  х0 да (63) тенгсизликнинг биринчиси келиб 
чикади. Унинг иккинчиси хам шундай исботланади.

Эслатма. Одатда (6) - (13) теоремалар C'l'X, s — 0,1 онераторлар 
учун эктремум принцип,лари деб атааади.



5-§. Ffci оператор ва унинг хоссалари

Фарад килайлик, а, Ь, с, то, п € К, 0 < то < п, с ф 0. —1,—2, 
/с € (то, 77.); /  (х ) , / '  (.т) £ С (то, 77.) П L] (то, п) булсин.

Куйидаги операторларни караймиз [16, 17]:

Fir, о, fi
с; х

sign(x — /г)
гйО

/( х ) ,  с = 0;

sign(x -  к)х“ -у~х~а¥кх ах

X
j  \х -  Ц"  1 F (а, Ь, с; /  (f) dt, с > 0;

а, 6 + 1  
с + 1; х f(x), -1  < с < 0.

(70)

(70) операторлар каср тартибли умумлашган интегро-дифферснциал 
операторлар деб аталиб, улардан хусусий холда Риман-Лиувиллнинг 
интегро-дифференциал операторлари келиб чикдди, яъни

Ft ■ 0,6 ' а, 0=  Fa,tс; х с; х kx  ■

0 ,b
с: x -  ̂к:т

П. 0
с; х " dxD

(<Ч 1) _
кх ■ К  с 0 .

Демак, (70) - Риман-Лиувилл маъносидаги каср тартибли D£r интегро- 
дифференциал операторларни F (а, 6, с ; х) - Гаусс гипергеометрик функ- 
циясн ёрдамидаги умумлашмаси экан.

Кейинги сатрларда к < х  да F** =  Fkx, к > х. да эса F*.x =  Frk каби 
ёзиптга келишиб оламиз.

1-теорема. Агар /  (х) (Е С (то, гг) П Ly (m, п) булса, ихтиёрий a,b € 
К, с е (0,1) оо x.fc е (то, тг) учун

:rreF ,x -а.Ь- с 
-с; х 'Ffc., п, 6 

с; .г f U ) - f ( x ) (71)

■тенглик уринли булади.
Исбот. Аиикдик учун 0 < т < х < к < п деб олайлик. (70) га асосан 

(70)нинг 4fiii томонини ёйиб ёзамиз:

М  =  xaFfcx -  а.Ь — с а, Ьх “ Ffcl- с ;  х с; х / ( * )  =
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,  J' «—ж • :r
d.r V

, 1
dx \ Г ( 1 - е )

к
I f

X

t
i

чхк

к

—а, b — с +  1
1 — с; х

а, Ь
с: х И х )

J  (t — x) cF 0 а, b -  с +  1 , 1  -  с; —— 1, " :

м  1 ( г  ~ * ) С  1 F  ( n ' с ;  V ) f  ( г )  t h

Такрорий интегралга Дирихле фор.муласини куллаймиз:

к г '
М

s i n ( c 7 r )  d 
тт dx x" I  f {z )  j  t~"(t -  x) Cy

x F  I —a, b — с. +  1,1 — с:
x — I

(2 -  t)' 1 F  ( a. b, c; dt

Иккинчи Гаусс функциясига

F  (a, 3. 7; z) =  (1 -  .:) 8 F  ^7 -  a .  fj, 7;

формулаии кучлаб, куйидагита эга б.уламиз:

к

-  1

А/ =
sill (с7Г) d 

7Г dx ха I  f ( z )  :

Z

/ /,ь“ а (< -  .т) (г -  0 е ~ l F - Г + 1; 1 - с; 1

х F  -- а, Ь, с; 1 -  

Квадрат капе ичидаги интегралга

dt

j  х а (х — (Т)с‘ 1 (и> — х)с 1 F (n[,b i.c  j; 1 - j  F (ci' 1 — --j rf.r



= В (сь с') (и> -  сг)C1+C_1 crAuiBF ( с ,  D, с, +  с': 1 — ,

бу ерда 0 < а < ш, Recb  Rec' > О; А =  а, В =  b, С — c - a - b ,  D =  О, 
формулани куллаб [11, 331 бет, 13 формула, 4-катор|

/V/ = - -
sin (сп) dx

К

са j  z~bf  (г) [в (1 -  с, с) г dz

ифодага эга буламиз.
В (  1 -  с, с) =  Г(1 — с) Г ( с )  /Г  (1) =  7 r /s in (c 7 r )  тенгликни эътиборга 

олсак, охирги тенгликдан 11-теореманинг тасдиги келиб чикади. 
Теорема колган холларда хам щундай исботлаиади.
2-теорема [16]. Агар /  (х) е С^0’^ (0.1) П L i (0,1) булса, ихтиёрий 

г.\ Ь £ К. с е (0 , 1) 6 е (0, 1], х е (о, 1) учун

TaF0:i

С0Я(С7Г)/( .Т ) f
А

-а, b -  с 
- с ;  х

г/а

а, 6
с ; х-

+ Аг
t  — X  7Г

/  (*) =

/ i 'W /
/ X

тенглик уринли булади, бу ерда 

s in  (bn) s in  [(с  — а) п\Ai -
sin [(6 -  а) 7г]

Ао
sin  (an) sin  [ ( г  — Ь) п] 

sin [(а  — Ь) 7г]

3-теорема [12]. Фараз к'илайлик, ( — \ ) < Ь <  с < а < 0  ёки ( — 1) < 
а < с < b < 0, I > 0; w(x), т(х) € С  [0 , 1]; и;(х) - камаймайдиган мусбат 
функция ва х  =  хи (0 < хи < 1) нуцтаиинг цис.ца атрофида t ( x ) w ( x ) 

купайтма 7 [> (—г)] тартибли Гёльдер шартини щноатлантирсин. 
Агар [0, xoj оралгщда г  (х) функция эпг кат,та мусбат (энг кичик ман- 
фий) цийматга х -- хи нуцтада эришеа, у %олда

Fn: а, b
с; х x 1w ( x ) t ( x ) > 0

тенгсизлик уринли брлади.
Исбот. (70) таърифга асосан

Mi х1и>(х)г(х) =  х,г— х aF(jx

(< 0)

a, b +  1 
с +  1; х



-x~a J  г1 (а; — гУ w(z)r(z)F  ^а, Ь +  1, с +  1; — — )d z .Г (с + 1) dx 

Куйидаги ифодани к,араймиз:

»г ■к" d
' ' Г (с+ 1  )d.

~х а j  zl (х — z)r' w ( z ) t ( z ) F  ^а, b +  1, с + 1; —— —

бу ерда t - етарлича кичик мусбат сон. Аникки, lim M le =  М\.
е—>0

Дифференциаллаш амалини 4-§ 2.6. формула буйича бажариб,

M l: = { ( г  -  e)lv:(x е)т (х -  e ) e c F (а, 6 + 1, с ) I;Г(с +  1) V ' 4 7 v Г ’ ........ ' .г

X -£
+е ^  z'w(z)t{z)(x -  z)c~l F ^а, b. с ; -— —)  ds j .

- -t

тенгликка эга буламиз. Бу тенгликни

м и  = { (х  “  e)lw(x -  е)т(х -  s) ес F  (а, 6 + 1 , с + 1: ^

I — Е
-с У сп + ,,‘ с [х,+г а~ V  (х) г (х) -  zl+c" a ~ bw (z) Т  (2)] X 

о

х(х — с)' ” 1 F ( а, Ь, с ; ------ ) dz+

X — £

+аи(х)т(х). j  zâ b~cx ,~rr~a" b(x -  z ) '~ lF  b, с; —— (73)

куринишда ёзиб олами:-». (73) даги охирги интегрални Л/ 2 оркали бел 
гилаб олиб, су игра Гаусс функцияси учун автотрансформация форму- 
ласини куллаймиз:

. ! )  (  V  )  r ( c - a , c - b , c ; ^ ) d z .



[ec' - { F{a ,, Ъъ  c i ;  6»)] -  (Cl -  l )ec'~2F{au Ьь  cj -  1;0)

Ушбу

d 
dff

формула ёрдамида охирги интегрални хисоблаймиз:

Л/о =  х И rF(c -'(с — а, с — Ь. с +  1: 1) — xlerF  (с  — а, с — Ь, с +  1; ^  . 

Буни (73) га куйиб, топамиз:

М и = w ( x ) t { x ) F ( c  -  «, с -  6, с +  1; 1) + j ^ j y -

х—е
— у |  2а+'," ' : [х' + С'“ а- 6ш(ж)т(.г) -  ~(+r'" a" 6w(r)r(«)] X

Г(с)
о

х (:г -  г )с~1F ( a, L г; ) dz,  • (74)

бу ерда

Л/зе =  (.г — £)lw(x -  е)т(х -  е ) е с F  (п. Ь +  1. с +  1; 

..xlw[x)т(х) £с F (с  -  а, с Ъ, с + 1: --  ̂ .
е ' 
х /

Л/з6- ифодани куйидагича ёзитн мумкин:

Л'/з- =  [(х -  е)1 — х1] ecw(x — с)т(х -  е) /■’ (а. Ь +  1, с. +  1; 4-

+  [п:{х -  е) т (х  -  е )  -- u '( .r )r (x ) ]  е( x l F  (a ,  b +  1. с  +  !'• - ; )  +  

х1 w(x)t(x)ec | f ^а, b + 1. с -г 1: - )  -- F  (г  -  а. с — 6. с + 1; -

() <  <$) <  х  -  £ <  х  булсин, бу ерда Л] етарлича кичик мусбат тайин- 
ланган сон. У холда

w(x -  ь)т(х -  г) — w (x )t (x ) =  £7 • 0 (1), 7 > —с,



F  (a, b +  1, с 4- 1; — j  — F  (с  — а, с — b. с +  1; =  £ • 0(1). 

Буларни эътиборга олсак,

lim М3£ — 0. Vx G (й'1: 1]. (75)Е—0

(74) дан е —> 0 да лимитга угиб ва (75)ни инобатга олиб, х;ар бир 
х 6 (d'i, 1] учун

Mi = j — pyy {x '+r w ( x ) t ( x ) F ( c  а. с к с  I I ;  1 ) -

X
- с  I  za+l’ ~c [ . r , +  L' - “  V ’ ( x ) t ( x )  -  zn c -a- bw(z)r(z) }  X

x (x  — z)c F  ^a, b, c: —•—  } dz ,

тонгликка эга буламиз.
Бу ерда х =  х0, х0 6 (0, 1) десак,

Mi\x_.ru =  К +Г Г1 '{х0)т(х0)Е{с: -  п. с -  Ь, <:+ 1: 1) -

-с
6
f  za+b- ': [х'+с " M x oM .ro ) -  «“ ‘ — Ч ф М * )]  X

6

—с

х(.т() — : ) '  1 F ^а. Ь. г. ■ -п----' j  d z -

I  za+b~c fx'+- " - " « ’(x0)r(x ()) -  Л ф ) г ( г )] X

о

X (.To -  z ) r lF  b. c: j  (76)

тенглик келиб чикади, бу е]>да 5 - х 0 га чаидан етарлича якин сон.
( — 1) < Ь < с < а <  0 [ёки ( — 1) < а < с < Ь < 0[ шар гга асосан 

а +  1 > 0 , b +  1 > 0 , с + 1 > О, 0 < с — а — b < 1 тенгсизликлар 
уринли. Буларни ва гамма - функциянинг хоссаларнни эътиборга олсак,



F(c — а, с — b, с +  1; 1) > 0 тенгсизлик уринли эканлиги келиб чикади. 
Агар ( - 1) < а < 0, ( - 1) < b <  0, ( - 1) < с < 0, 0 < ((а- -  z)/x\ < 1 
эканлигини хдмда гипергеометрик функциянинг катор куринишидаги 
ифодасини эътиборга олсак,

- j-F  fa, Ь, с; - —  
dz \ х -  — F (а  +  1, 6 + l,r: +  1; —

СХ \ X
> 0

тенгсизликка эга буламиз. Демак, F(a, Ь, с; (х — z)/x) функция г буйича 
усувчи экан. Шу сабабли, Ух 6 (0,1] учун

F I а, Ь.с; > F  (а, 6, с; 1) = Г(е)Г(с -  а -  6) 
Г(с -  а)Г(с -  Ь)

> 0 .

(—1) < b < c < a < 0  [(—1) < а < с < Ь < 0] тенгсизликка асосан 
с — 6 > 0, с — а < 0 [с — Ь <  0, с — а >  0] Буларни па I > с — а — 6 > О 
тенгсизликни хамда w(x) ва т(х) функцияларга куйилган шартларни 
хисобга олсак, (76) тенгликдан дархол (72) тенгсизлик келиб чикади. 
3-теорема исботланди.

4-теорема. Фараз цилайлик, (—1) <  с < а < 0 < b < 1 +  с ёки 
( —1) < п < с < b <  0; иj ( z ) , t ( x )  € С [0, 1]; w(z) - усмайдиган мусбат 
функция ва х — ао (0 <  х0 <  1) нуцтанинг цисщ  атрофида и>(х)т(х) 
купайтма 7 [> ( —с)] кррсаткичли Гёльдер шартини цапоатлантир- 
син. Агар [хц. 1] ораликда т(х) функция энг катпгпа мусбат (энг кичик 
манфий) г;ийм.атга х =  хц пуцтада эришса, у х,олда

FxX
а, b
с; х w (x)r (x ) > 0  (<0) (77)

тенгсизлик уринли булади.
Исбот. (70) таърифига асосан

Л/2 — Fx 1 а, b 
с: х и>(х)т(х) =  —х а— х  "Fx 1 

ах
а .  6 + 1
с + 1; х и>(х)т(х) =

1

=  ' • ' / : , ! л - ( г + П  / (г -  ( « , 6 +  1 , с  +  1; dz.
X

Гипергеометрик функцияга



формулани кулдаб, А/ 2 ни куйидагича ёзиб оламиз:

ха dAh = Тх F ( a , c -  Ь,с,+ 1; I - £ )  dz.Г(с + 1) ,/.г ,
X

Худци 3-теоремадаги каби, ушбу функцияни киритамиз:

"  -  Г ^ Т Т) Е  /  =' ( i ^ ) ‘  F ( . ,  о -  М  + 1; i ^ )

бу ерда t - етарлича кичик мусбат сон. Аншуси, lim М2е =  Л/2.f —»0
Дифферснциаллаш амалини бажарамиз:

А/ог — рт——;т { (х +  e)~aerw{x +  е)т(х +  e )F (а, с -  b,c + 1; —- — ) 
I V  + 0 1  V ' х  +  е )

. 1  \
+с I  z ~ ' 1w ( z ) t ( z ) ( z  X)" 1f ( o , , c  ' W  { ' r j

. /  , - , Л
dz

Бу ифодани куйидагича ёзиб оламиз:

м 2е. =  |(ж + s ) - aecw(x  +  е)т{х +  e ) F  ^а, о -  ft, с +  1; ~

1

—с j z~" [w (x )t(x ) — w {z) t(z)] (z — x} ‘ 1 F â, с — b, c: - — — )  dz + 
./:+£■

+ w(x )t(x) j  cz a(z -  x .y - '  F ^ a ,c .-  b,c: -— — )  ds j  . (78)

Гипергеометрик функция учун уринли булган ушбу

F  (о, в ,  г) =  (1 — г)”' a ">i F  (а — -у, )3 — 7 , 7 ; г) ,

£  [г’’~1 (1 -  0 3^ +1F (a ,^ 7 ; 2)] = (7 -  1 )г^ 2(1 -  ^ ' ’ F (a  -  1 ,0 ,7 -  1:0 
формулаларни куллаб, охирги интегрални

(1 -- x )rx b- aF  (с -  a +  1, b, с +  1; 1 -  х) —



- е сх ь~ а(х 4- е) F [ с  -  а +  1,6, с 4- 1; — -
V х  +  е

га тенглигини курсатиш кийин эмас. Буни эътиборга олиб, (78) ни куй- 
идагича ёзиш мумкин:

+  w ( x  4- е )т ( х  + e)F  (а, с -  Ь, с 4- 1;
X -г Е

j  w (x )t (x ) F  ( с  — а +  1, Ъ, с 4- 1; ~ ~ ~  ) +  

(1 - х )гхь
f  p>r + -1y F  (с -  a 4- 1. b, с +  1; 1 -  x) -

X J z ~ a [u;(x)r(x) -- w(z)t(z)} (г -  x ) c~' F (a, с  -  b, c; —-----dz. (79)

Биринчи квадрат кавс ичидаги ифодани

w ( х  - f  е )т (х  4- с) (| + ;) F ( а. с  — Ь, с  +  I : —— I •+■
' X  +  Е  ,

4 [ад(ж 4- с)т(х 4- е ) — w {x ) t {x)\ F  ^а, с — Ь.с 4 1: -  7 ' +  

( ‘ ' х )  Ь] * ’ ( ' - « + 1.Ь,С+ . Ь4 ш(х)т(х)

4- 1г { х ) т ( х ) F [ а. с -  Ь.с 4- 1: — — ) -  F ( с — а 4- 1, Ь. с 4- 1;
X + Е)  \ х +  1

курипшпда ёзиш мумкин. Бу ерда

(■ +  ; )
1 = е • 0(1), 1 -  (14- ' Ь- 1 = e -O (l) ,

F  ( а. с — Ь. с 4- 1; . -  F  с -  а 4  1, Ь. с 4- 1; —1— ) =  е ■ 0 (1 ),
х  4 е )  V X 4- £ }

w(x — е)т(:X — е) -  и:(х)т(х) =  ЕУ • 0(1)



эканлигини эътиборга олсак, (79) тенгликдан е —> 0 да лимитга утиб, 

М2 =  Г_1(1 + с)(1 -  x)cxbF { c ~ a + l , b , c +  1; 1 -  х) -

1

_ Г^с) /  Z ‘1 И * М * )  ”  №(~)т (г )К~ _  * )<:_1F (а, с -  b. с: dz
X \

тенгликка эга буламиз.
Бу ерда дастлаб биринчи гипергеометрик функцияга автотрансфор­

мация формуласини куллаб, сунгра х — xq десак, х(> га унгдан етарлича 
як,ин булган 5 сон учун

M 2\X- XII =  1 1 (1 +  с).Тр(1 — Хц)г F  (а ,с  — b +  1, с +  1; 1 — Хц) -

1
-  J  z~" [ш(хо)т(хп) -  w{z)t(z)\ (z ~ * „ ) '  ’ F (а. с -  Ь, с; — 7—̂ )  dz-  

' 6 
S

-  J  г ~ а  М - Г о М - Г у )  -  w { z ) t ( z ) }  { z  -  Х о У _1F ^ п .  с  -  6 , с; d z

J()
тенгликнинг уринли зканлиги келиб чикади.

( -1 )  < с < а < 0 < Ь < с + 1 ёки ( - 1) < а < с < Ь < 0 шартлар 
бажарилганда, дифферснциаллаш ёрда.мида F ( a . c - b 4- 1 , с f  1:1 — х) ва 
F(a, c—b, с: (z—x)/ z) функциялар х  буйича усувчи эканлигини курсатипт 
кийин эмас. Шу сабабли, V.c0 6 (0,1] учун

F(a,c — b -f 1, с + 1:1 — ,гп) > F(a.c  -  b + 1. с +  1; 1)- > 0.

F(a, с — 6, с: (z — xq)/ z ) >  F(a. с — b, с: 1) >  0.

Буларни, Г(с) < 0 тенгсизликни ва теореманинг колган шартларини 
эътиборга олсак, охирги тенгликдан (77) тенгсизликлар дархол келиб 
чикади. 4-теорема исботланди.

Одатда 3- ва 4-теоремагсар F0x на F\T операторлар учун .жтрсмум 
принципы деб аталиб, уларга ухшаш теоремалар |17| да а ва Ь пара- 
метрларнинг бошка кийматлари учун исботланган.
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