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SO‘Z BOSHI

Mazkur o‘quv uslubiy majmua “Differensial geometriya va topologiya” fanidan
“60540100-Matematika” ta’lim yo‘nalishi uchun mo‘ljallangan bo‘lib, matematika
fakultetining “Matematik analiz” kafedrasi o gituvchisi N. Malikov va Algebra va
matematika o‘qitish metodikasi kafedrasi dotsenti O‘.Mamadaliyevlar tomonidan
ishlab chiqilgan. “Differensial geometriya va topologiya” fani o‘quv uslubiy
majmuasini yaratishda yetakchi xorijiy OTMlari o‘quv dasturlariga asosiy adabiyotlar
ro‘yxatiga kiritilgan Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry (1978 by
Springer-Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America), Izu Vaisman
Analytical Geometry (World Scientific 1997), M.A.Arstrong, Basic Tpology
(Springer, 1998 y) adabiyotlardan foylalanildi.

“Differensial geometriya va topologiya” fani “60540100-Matematika” ta’lim
yo‘nalishi o‘quv rejasiga asosan 3- va 4-semestrlarda mos ravishda 30 soat ma'ruza va
30 soat amaliy mashg ulot auditoriya soatlarda o‘qitiladi.

Ushbu o‘quv uslubiy qo‘llanma beshta qismdan iborat bo‘lib, 0'quv materiallari,
mustaqil ta'lim mashg ulotlari, kurs ishi va kurs loyihasi, glossariy va ilovalar
(namunaviy va ishchi o‘quv dastur, nazorat savollari va test savollari)dan tashkil

topgan.



KIRISH
Differensial geometriya kursida uch o‘lchamli fazodagi chiziglar va sirtlar

matematik analiz yordamida o’rganiladi. Ma’lumki, analitik geometriya kursida
chiziglar va sirtlarni o‘rganish ularning tenglamalarini tekshirish yordamida amalga
oshiriladi. Shuning uchun algebraik metodlar analitik geometriya kursida asosiy ro‘l
o‘ynaydi. Differensial geometriya kursida biz chizig va sirtlarni tenglamalar
yordamida emas, balki fazodagi ma’lum xossalarga ega bo’lgan figuralar sifatida
aniglaymiz va ularni matematik analiz yordamida o‘rganish uchun differensialanuvchi
funksiyalar yordamida parametrlaymiz. Geometriyada matematik analiz metodlarini
tadbiq qilishga Peterburg fanlar akademiyasi a’zosi L.Eyler katta hissa go‘shdi. U
chizigni parametrlash, sirt nugtasida bosh yo‘nalishlar kabi muhim tushunchalarni
kiritdi va juda ajoyib teoremalarni isbot qildi. Differentsial geometriyaning asosiy
masalalari sistematik ravishda yoritilgan birinchi asarni Gaspar Monj yozdi. Uning
«Cheksiz kichiklar analizining geometriyaga tadbiqi» nomli kitobi 1795 vyili chop
etildi. G. Monjning shogirdlari Dyupen, Menye ham sirtlar nazariyasiga katta hissa
go‘shdilar. Geometriya fani XIX asrda juda tez rivojlandi. 1826 yili buyuk matematik
N.I. Lobachevskiy Evklid geometriyasidan fargli geometriya mavjud ekanligini
ko‘rsatdi. Bu geometriyada geodezik uchburchak ichki burchaklari yig‘indisi 180° dan
kichikdir. 1827 yili Gauss sirtning to‘lig egriligi uning ichki geometriyasiga tegishli
ekanligini isbotladi. 1854 yili B.Riman Lobachevskiy geometriyasini ham o‘z ichiga
oluvchi yangi geometriyani asoslab berdi. Bu geometriya Riman geometriyasi deb
ataladi. Riman geometriyasida geodezik uchburchaklar ichki burchaklar yig‘indisi
180° dan katta ham, kichik ham bo‘lishi mumkin. XX asrda differensial
geometriyaning rivojlanishida chiziglar va sirtlar o‘rniga har xil differensial
strukturalar kiritilgan sillig ko‘pxilliklarni o‘rganish tendensiyasi paydo bo‘ldi va
rivojlandi. Bu obyektlarni (sillig ko‘pxilliklarni) o‘rganish qulayligi shundaki, ular
chiziglar va sirtlar kabi Evklid fazosining gism to‘plamlari sifatida emas, balki
differensial struktura Kkiritilgan abstrakt topologik fazolar sifatida aniglanadi.
Ko‘pxilliklar nazariyasida chiziglar va sirtlar mos ravishda bir o‘lchamli va ikki

o‘lchamli ko“pxilliklarni tashkil etadi.



GLOSSARIY

Absolyut buralish.Tabiiy parametrlashtirilgan chiziq y:r =r(S) tenglamasi orqali
berilgan bo’lsin. P(S), Q(S + AS) € y cheksiz yagin nugtalarida chizigga yopishma
tekisliklar o'tkazaylik. Yopishma tekisliklar tashkil etgan burchakni AQ =<(/1, - I1,)
belgilaylik. Yopishma tekisliklar tashkil etgan AQ burchak P va Q nugtalardagi
B(S), ﬁ(s +AS) binormal vektorlar tashkil etgan burchakka teng, ya'ni

AQ =4(B(S),,§(S +A)). y chizigning P va Q nugtalar bilan chegaralangan kesmasi
(yoyi)ning uzunligi| AS | bo’lsin.

y chizigning P nugtasidagi absolyut buralishi deb, AQ ;| AS | nisbatning Q nugta
chizig bo'ylab P nuqgtaga intilgandagi limitiga aytiladi va

K, I lim 22 | rinishda belgilanadi

2= 0 [AS | g :

Akslantirish. X,Y ixtiyoriy to’plamlar bo’lib, X ning har bir elementiga Y ning
bitta elementi mos qo’yilgan bo’lsa X ni Y ga akslantiruvchi moslik yoki akslantirish
berilgan deyiladi va f:X —Y ko’rinishida yoziladi.

Ajraluvchan topologik fazo. Agar topologik fazoning har ganday ikki nugtasi
uchun o’zaro kesishmaydigan atroflar mavjud bo’lsa, u holda ushbu fazoning
ajraluvchan yoki xausdorf fazosi deyiladi. Bittadan ortiq nuqtaga ega bo’lgan
antidiskret fazo ajralmaydi.Diskret fazo ajraluvchanlik xossaga ega. Har qanday metrik
fazolar ajraluvchan.

Asimptota. Egri chiziq ustidagi nugta chizig bo'ylab cheksiz uzoglashganda, bu
nugta bilan birorta to'g'ri chizig orasidagi masofa nolga intilsa, u holda bu to'g'ri
chizig egri chizigning asimptotasi deyiladi.

Aylana.Tekislikdamarkaz  deb  ataluvchiberilgan M  nugtadanbirxil >0
masofadaturuvchinugtalartiplaminiaylana deb ataladi.

Arximedspirali. M nuqgta ON
to g richizigho yalabharakatlansin. ON
to g richizigesaO nuqgta atrofidaaylansin.  Qutb
atrofidatekisaylanayotganto g richizigilgarlanmatekis
harakat
giluvchinugtaningchizganizigaArximedspiralideyiladi.
Arximedspiraliningqutbkordinatalaribo yicha
tenglamasi r = ag.

Aylanmasirt. y:x=¢(), z=w(u) tenglamalar orgali berilgan chizigning (OZ) o'q
atrofida aylanishidan hosil bo"Igan sirt aylanma sirt deyiladi.




Asimptotikyo nalish.Sirtdagi biror (du:dv) yo'nalishda K, normal egrilik nolga
aylansa, bu holda ushbu yo nalishni asimptotik yo nalish deyiladi. Normal egrilikning

Asimptotik chizig. Sirtga garashli biror chizigning har bir nuqgtasidagi urinma
yo nalishshi asimptotik yo nalishi bo’lsa, bu holda ushbu chizigni sirtning asimptotik
chizig’i deb ataladi.

Binormal. Chizigning yopishma tekisligiga perpendikulyar normali chizigning

t "2

(A4
binormali deb ataladi. Binormalning yo naltiruvchi ort vektori g = [ ]

4”—'”

Bog’lanishli to’plam. (X,7)-topologik fazo, AcX-qism to’plam bo Isin. Ikkita G
va G2 ochiq qism to’plamlar mavjud bo’lib:
1) A=(ANG)U(ANG,)
2) (ANG)N(ANG,)=
3) AnG, 2T, ANG, #J

shartlar bajarilsa, A to’plam bog’lanmagan to’plam deyiladi. Ushbu shartlarni
ganoatlantiruvchi G; va Gz ochiq to’plamlar mavjud bo’lmasa, A to’plamni
bog’lanishli to’plam deyiladi.

Bosh normal. Chizigning yopishma tekisligida yotuvchi normali chizigning bosh

[[me]e]

normali deb ataladi. Bosh normalning yo'naltiruvchi ort vektori V = ‘[[%ﬂ] ]

Bir parametrli chiziglar oilasini o'ramasi. F(x,y,c)=0bir parametrli chiziglar
oilasining o'ramasini F(x,y,c)=0 va F/(x,y,c)=0tenglamalar sistemasini yechib F/
va F; bir vagtda nolga aylanmasa diskiriminant chiziq tarkibidan aniglanadi.

Buralish teoremasi. Regulyar (uch marta uzluksiz differensiallanuvchi) chizig
o'zining k, (egrilik) noldan fargli bo’lgan har bir nugtasida ma’lum bir absolyut
buralish |k,|da ega. Agar chizig y:F=7(S) ko'rinishdagi tenglama orqgali
berilganbo’lsa, uy holda K, = FKF )1 ko rinishdabelgilanadi.

1

Differensiyallashqoidalari(vektorfunksiya). r.(t), (i=123) va f(t)
funksiyalardifferensiallanuvchibo’lsa, u holdaquyidagidifferensiallashqoidalario rinli.
a) (EM =) =FH) £ 7,

b) (f®)F®): = KOF®+ fOFW),
0) (5 M) =FORO+EOF),

d) FOROED) =EOLORM)+EORORM)+EOLO W)

Egri chizigningasimptotasi.
Tekisegrichizigquyidagiparametriktenglamalariorgaliberilgan
yBo'lIsin: y : x = x(t), y sy(t).




Birorta ¢ to g richizigmavjudbo'lib , y chiziqustidagi M(t) nugta
chizigboylabcheksizuzoglashganda, ushbunugtadan ¢

to g richiziggachamasofanolgaintilsa , u holda ¢ to'g richizigniberilgany
chizigningasimptotasi deb ataladi.

Ax+By+C =0 ,

to g richizigniy : x = x(t), y = y(t).chiziqgaasimptotabo lishsharti:
|‘i£TT]\Ax(t)+By(t)+C\:O.

Asimptotay =kx+b, korinishdagitenglamagaegabolsa,
koefﬁtsientlarniquyidagichatopiIadik:“mﬂ, b=lim[y(t) - kx(t)].
X('[) t—>T

t->T

7 x=x(t),y = y(t).egrichizigvertikalasimptotagaegaboIsa ,uningtenglamasi , _ i

t-T

lim y(t) =oo - Gorizontalasimptotauchun limx(t) =, b=limy(t).

t>T

Tekischiziqy = f (x), tgenglamaorqgaliberilganbo’lsa, asimptotauchun y — jim F (%)

X
b =lim| f (x)-kx] koeffisientlarnihisoblaymiz.
Elementarsirt.TekislikdagiochigsohaniR*fazogatopologikakslantirishnatijasidahos
ilgilingannugtalarto plamigaelementarsirtdeyiladi. Elementarsirtgatekislik,
elliptikvagiperbolikparaboloidlarvaparabologiksilindrmisolbolaoladi.
Elliptik nuqta.  Agar  sirtningbirornutasidagiyopishmaparaboloidielliptik
paraboloid bo’lsa, u holdabunugtanielliptik nugta deyiladi.

Evolyuta.Berilganchizigegrilikmarkazlarininggeometriko rnievolyutabo’lib,

. . r2 r2 , , < - . N .
uningtenglamasi x — x — yr X T Yo y+ X! x/* + y/* . Kko'rinishdabo’ladi.
X{ Y X{ V¢
X%y X ¥

Evolventa.Evolyutagao tkazilganurinmalarningortogonaltraektoriyasigauningevol
ventasideyiladi. Evolventatenglamasi: p =r(s)+ (41 —5s)7(s).

Freneformulalari. 1) 7(S)=K(S)2) V(S)=-K,7—K,z
3) A(S)=+K,9(S); buyerda Kiva Kachizigningmosravishdaegriligivaburalishi;

Gauss — Bonne teoremasi. : Sirtning doiraga gomeomorf @ sohasi » regulyar
chiziq bilan chegaralangan bo'lsin. U holda [ K ds = 2z - [[Kds formulaning chap



gismida integral y eQchizigning s :ngzqz —g, Yoy uzunligi bo'yicha olinsa 0'ng

tamonida @ sohaning yuzi bo'yicha olinadi. Kg musbat yoki manfiy giymatli bo"lishi
mumkin. Bu sohaning gavariq yoki botigligiga bog lig.

Agar » regulyar chiziglar yoylarining

kesishmasidan iborat bo’lib uchlaridagi

ichki burchaklari o; bo'lsa, [K,ds+Y" (7-a)=27-[[Kds

Topologik fazo. X ning qism to’plamlar oilasi z = {G,} dan quyidagi shartlarni
bajarilishini talab gilaylik.

1) ¢ oilaga tegishli to’plamlar ixtiyoriy sistemasining birlashmasi r ga tegishli bo’Isin
2) 7 oilaga tegishli har qanday ikkita to’plamning umumiy qismi (kesishmasi) r ga
tegishli bo’lsin.

3) @ bo’sh to’plam 7 ga tegishli bo’lsin

4) X to’plam r ga tegishli bo’Isin.

U holda 7 oilani X dagi topologik struktura deyiladi. X to’plamda biror ¢ topologik
struktura aniqlangan bo’lsa, holda (X, z) juftlikka topologik fazo deyiladi.

Topologik fazo bazisi. (X,7) fazoning ixtiyoriy ochiq qism to’plamini B oilaga
tegishli to’plamlar yig’indisi sifatida yozish mumkin bo’lsa, B oila (X,z) topologik
fazoning bazasi deyiladi.

Uzluksiz almashtirish. Agar f almashtirish xe F nugtani x’ e F’ nuqtaga o tkazsa
va ixtiyoriy >0 cheksiz kichik son uchun & >0 cheksiz kichik son mavjud bo’lsaki,
p(x,y) <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi har ganday yeF nuqta p,(X,y) <&
tengsizlikka ganoatlantiruvchi y’e F' nugtaga o tsa, u holda f ni uzluksiz almashtirish
deyiladi.

Vektor funksiya. Agar skalyar o"zgaruvchi t ning [a,b] kesmadagi har bir
giymatiga biror goida asosida aniq bir ¥ vektor mos kelsa, u holda bu vektor t
parametrning vektor funktsiyasi deyiladi va gisqacha r =r(t) shaklda ifodalanadi.

O QUV MATERIALLARI (Ma'ruza)
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1.1 YEVKLID FAZOSI. YEVKLID METRIKASI

Reja

1. R" fazoda ikki nuqta orasidagi masofa formulasi.

2. Masofaga qo’yilgan talablar

3. Ochiq va yopiq shar tushunchasi

4. Teoremalar.

5. Chizigli R" fazo

6. Evklid fazosi

Tayanch iboralar. Yevklid fazosi, ochiq shar, yopiq shar, R" fazoe, ochiq
to plam, yopiqg to plam.

Xaqiqiy sonlar to’plami R',bo’yicha R"=R'xR'x...R' (n marta) fazo quraylik. n
>1 uchunQ" {(x! x%, ... , x") x' e(a’',b'),i=12.,n} Q" =R.(@,b’) — sonli intervallar

bo’lib R! ga qism. R" to’plamda x=(x!,x%.x") va y=(y,y2..,y") nuqtalar orasidagi

masofani

40 y) =y =X +(y? =X et (v =X (L)

formula  bilan aniglaymiz. d:R"XR" —»R'  funksiya  quyidagi shartlarni
qanoatlantiradi:

1) musbat aniglangan, ya’ni Vvx,yeR" uchun x=y bo’lsa d(x,y)=0, x=y bo’lganda
d(x,y)>0 munosabatning bajarilishi zarur va Yetarli.
2) Simmetrik, ya’nivx, y uchun d (x,y)=d(y,x).

3) Uchburchak tengsizligini ganoatlantiradi, ya’nid(X, y) <d(X,z)+d(z,y).
Matematik tahlilkursidan, shuningdek analitik geometriyadan bizgaquyidagi Koshi
tengsizligi ma’lum
1 1 1
LI |2 nooo )2 nooo_\2
{Z(a' +b')2} S(Za'zj +[Zb'2j 1.2)
i=1 i=1 i-1
Ushbutengsizlikasosidauchburchaktengsizliginiisbotlashmumkin. x=(x5,x%,....x"),
y=(y4Ly%4...y"), 2= (24,22, .. z") nuqtalarniolib,a’ = x' —z', b’ =z' — y' belgilashkiritsak,
Koshitengsizligidand(x,y)<d(x, z)+d(z,y) tengsizlikkelibchigadi.
R"daikkinuqtaorasidagimasofani (1.1)
formulabo’yichakiritishbilanunimetrikfazogaaylantiramiz.
R"daochiqgto’plamtushunchasiniochigkoordinatparallelopipediyokiochigsharorqalikiriti
shmumekin.

1- ta’rif. R"daochigkoordinatparallelopipedideb Q" ={M (x*, x*,...,x")/
a' <x'<b',i=12,.ntnuqtalarto’plamigaaytiladi.
2- ta’rif. R"dayopigkoordinatparallelopipedideb Q" ={M (x*, x*,..., x")/
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a' <x'<b',i=12,..n}nuqtalarto’plamigaaytiladi.

Yevklidfazosida x, (x}, xZ,..., x") markazlivar> 0
radiuslishartushunchasigata’rifberaylik.

3-ta’rif, U (X, 1) = X X2, XY /(X = XE)2 + .+ (X" = XD)? < r?}
nuqtalarto’plamiga x,-markazlivarradiusliochigshardeyiladi.
A-ta’rifU (X, 1) = X0, X2 X)) IO = XE)? +..+ (X" = x1)? < r?}
nuqtalarto’plamigayopiqgshardeyiladi. Sono’qidaochigshar (Xo-, Xotr)
ochiqintervaldanyopiqsharesa [xo-I, Xo+I'] kesmadaniboratbo’ladi.

Yevklidfazasidaberilgan X

markazlivar>oradiusliochiksharvayopigshartushunchalarigaquyidagichata’rifberishha
mmumekin.

3'-ta’rif. Vi (x)={yeR" d(x,y)<r} to’plammarkazi X
nuqtadavaradiusirgatengochiqshardebataladi.
4 - tarif. B, (x)={yeR™ d(xyy) <r} to’plamesamarkazi X

nuqtadavaradiusirgatengyopiqshardebataladi.

OchigshardanfoydalanibR"daochiqto’plamtushunchasinikiritaylik.

o-ta’rif. Berilgan A
to’plamvaungategishlihargandaynuqtauchunshundayr>osonmavjudbo’lib, B, (a)c
Abo’lsa, a nugta A to’plamningichkinuqtasideyiladi.

6-ta’rif. Hammanugqtalariichkinuqtalaribo’lganto’plamochiqto’plamdeyiladi.
Xulosashuki, xarqandayochigsharB_(a) ochiqto’plamdir, ya’ni Vxe B, (a)uchun

d(a,x) <r=r-d(a, X) =, > 0.X nugtavauningrxatrofiuchun B, (X) < B, (a)

niko’rsatishimiztalabqilinadi.
Vy € BrX (X) niolib, y € B, (a)niko’rsataylik
d(y,a)<d(y,x)+d(x,a)<r,+d(x,a)=r +r—r, =ryani

d(y,a)<r=yeB_(X) =B, (a).Bo’shto’plamni @ simvolbilanbelgilaymiz.

O- to’plamniharqandayto’plamningqismto’plamidebkelishamiz.
To’plamningochiqqismto’plamlariuchunushbuteoremao’rinlidir.
1-Teorema 1) R"fazoochiqto’plamdir;
2) @ to’plamochiqto’plamdir;
3)
Cheklisondagiochiqqismto’plamlarningkesishmasiochiqto’plamdir.
4)
Hargandayochiqqismto’plamlaroilasiuchunbuoiladagiharqandayochiqto’plamlaryigind
isiochiqto’plamdir.
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Isboti:Teoremaningikkinchitalablariisbotlashimizshartemas, chunki -
ochigto’plam.  Birinchitalabniisbotlashuchun vaeR"element (nuqta)niolamizVvr> o
sonuchun

Br (a)cR" har doim o’rinli bo’lganidan R"-fazo ochiq to’plamdir. Endi
uchinchi talab ya’ni Ai, As..., An larning har biri ochiq to’plam bo’lsa, A=ﬁAi

i=1
to’plamning ochiq bo’lishini ko’rsatamiz.

A=@ = A —ochiq to’plam. Shuning uchun A # @ deb faraz qilib, A ga tegishli
vano’ktaning ichki nuqta ekanligini ko’rsataylik.

Agara € A = a € Aj — barcha i-larda o’rinli. Har bir A;j ochiq to’plam
bo’lgani uchun shunday ri>o soni mavjudki B,(a) € A bajariladi.

n
Dlrl = I belgilasak, B. (@ =R,(@)= A =B, (a)c A vaa nuqta A to’plamning

ichki nuqtasidir. Endi teoremadagi to’rtinchi da’voni isbot qilaylik. {A,} - ochiq

to’plamlar  sistemasi bo’lsin. A=U A yig’indining ochiq to’plam ekanligini

ko’rsataylik va e A nuqtani olib, uning ichki nuqta ekanligini ko’rsatamiz. ae A
nuqgta {A }to’plamning kamida birorta elementiga tegishli bo’ladi.

Faraz qilaylik a€ A, bo’lsin A, to’plam ochiq bo’lganidan, biror r>o0 son
mavjud bo’lib, B,(a)c A,, = B,(@) = A.. Bundan a ning A to’plam uchun ichki

nuqta bo’lishi kelib chigadi. Endi yopiq to’plam tushunchasini kiritaylik.

7-ta’rif. CA=R"\ A to’plamga A to’plamning to’ldiruvchisi deyiladi.

8-ta’rif CA to’plam ochiq to’plam bo’lsa, A ni yopiq to’plam deb ataladi.

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiraylik.
2-Teorema.l) R" fazo yopiq to’plamdir

2) @ bo’sh to’plam yopiq to’plamdir

3) Har qanday yopiq qism to’plamlar oilasi uchun shu oiladagi ixtiyoriy
yopiq to’plamlar sistemasining kesishmasi yopiq to’plamdir.

4) Chekli sondagi yopiq to’plamlarning yig’indiSi yopiq

to’plamdir.

Teoremani g CaA: C(NA)salCA, = C(g /3\) ikkilanganlik qonunlariga

asoslanib, 3-§ da isbotlashga aloxida to’xtalamiz R" da ;={x1,x2,..,x”},;={y1, yZ,..y"}
elementlarni  olib, ular  orqali ;+§ = {x'+ yox2+ye X +y" } AxX ={AX', AX?,.Ax"}
qoidalar bilan yangi ;<)+; €R", AxeR" elementlarni aniklashimiz mumkin. Shunday
amallarga nisbatan R" chiziqli fazo bo’ladi. ;§— elementlarni vektorlar deyiladi.

X = XY belgilasak, X ni X vektorning boshlangich nuqtasi Y ni esa oxiri deyiladi. R"
12



chiziqli fazoda ;ea; vektorning skalyar ko’paytmasi (;&) kiritilsa, R"- Yevklid

fazosiga aylanadi. Yevklid fazosida affin almashtirishni §= Ax+a formula bilan

X' a'
. . - )(2 - a2 _ -> - — —fr - - = T
berish mumkin. Bunda x=| " | a=|" | A=|@a)], | Ax,Ay |=(xAT,Ay)=(x,y) ATA=E
X" a"

. E-birlik matritsa, AT esa transponirlangan matritsa, A-ortogonal matritsa bo’lib,
detAql bo’lganda affin almashtirish harakatga o’tishi mumkin. Harakat natijasida
masofa o’zgarmaydi, shu bilan birga fazoda orientratsiya (aylanish) ham saqglanadi.

Agar A matritsaning har  bitta ustuni uchun barcha elementlar
kvadratlarining yig’indisi birga teng bo’lib, turlicha ikkita wustunlar uchun mos
elementlar ko’paytmalarining yig’indisi nolga teng bo’lsa, u holda A ni ortogonal
matritsa deyiladi.

Agar B= {O, ej : e_; e: } -ortonormallashgan reper, ya’ni

> 2] —i=]
(e e )=b; = aeap =t J bo’lsa,
. 0,azap —i #j

u holda shu reperga nisbatan ;z Ax+a ko’rinishda berilgan akslantirishning

harakatdan iborat ekanligi bizga analitik geometriya ko’rsidan ma’lum.
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-Verlag,
New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari
R™ da ochiq to"plam tushunchasi ganday to plamlar orgali Kkiritilishi mumkin?
R™ da nuqtalar orasidagi masofa ganday shartlarni ganoatlantiradi?
Yevklidfazosidaochiqto plam deb nimagaaytiladi?
Yevklidfazosidayopiqgto plam deb nimagaaytiladi?
Yevklidfazosidato plamningichkinugtasi deb gandaynutagaaytiladi?
Cheklisondagiochiqgismto plamlarningkesishmasidangandayto plamhosilbo’lad
i?
To plamningtoIdiruvchisi deb gandayto’pamgaaytiladi?+
8. Ihtiyoriysondagiyopigqgismto plamlarningkesishmasidangandayto plamhosilbo’l
adi?

o0k wnPE

~

Glossariy

R" fazo — n o‘Ichovlidekartkoordinatalarisistemasidaniboratbo‘lganfazo.
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Yevklid fazosi — R" to’plamda x=(x!,x2.x") va y=(y!,y2..,y") nuqtalar orasidagi
masofani

d(6Y) =y (" =X +(y7 =)+t (v =X (L1)

formula  bilan aniglaymiz. d:R"xR" - R' funksiya  quyidagi shartlarni

ganoatlantirsa:

1) musbat aniglangan, ya’ni Vvx,yeR" uchun x=y bo’lsa d(x,y)=0, x=zy bo’lganda
d(x,y)>0 munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.

2) simmetrik, ya’niVvx, y uchun d (x,y)=d(y,X).

3) uchburchak tengsizligini ganoatlantiradi, ya’nid(X, y) <d(X,z)+d(z,y).
U holda, bundayfazoYevklidfazosideyiladi.

Ochiq to plam - hammanugtalariichkinugtalarbo’lganto’plam.

Yopiqg to'plam - R"\ A to’plambo’lsa, A niyopiqto’plamdeyiladi.

Ochig shar - V, (x)={yeR": d(x,y)<r} to’plam.

Yopiq shar - B, (x)={yeR": d(x,y) < r} to’plam.

1.2METRIK FAZOLAR.METRIK FAZODA OCHIQ VA YOPIQ
TO PLAMLAR. METRIK TOPOLOGIYA

Reja
Metrikfazo.
Metrikfazogamisollar.
Ochigvayopiqto plamlar
: Metriktopologiya
Tayanchiboralar: Metrikfazo, metrika,ochigto plam, yopiqto plam.
1. Metrikfazo.

A whe

Metrik fazolar topologik fazolarning juda muhim sinfini tashkil etadi. Bu
fazolarda ixtiyoriy ikki nuqta uchun ular orasidagi masofa tushunchasi kiritiladi.
X - ixtiyoriy to’plam X xX =X2? to’g’ri ko’paytmada P:X xX--> R} funksiya
aniglangan bo’lib, qo’yidagi shartlarni qanoatlantirsin.
1) O (X,y)=0V X,y €X
2) P(xy)=0<=>x=y, Vv xy €X
3) PXy)=P(yx), v xy €X
4) P XY)<P X2+ Py Vv Xy zeX

Yuqoridagi shartlar metrik fazo aksiomalari deyiladi. (X, 2 ) juftlikni metrik
fazo deyiladi. (X, P ) —metrik fazo, x € X,r >0 bo’lsa, markazi X nuqta va radiusi r ga
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teng ochiq shar Ui(x) qo’yidagicha aniqlanadi:

U)={y € X/ P (xy)<r}.

Ochiq shar yordamida metrik fazoda ochiq to’plam tushunchasini kiritish mumkin.
Ac X —qism to’plam, x € X bo’lib birorta r >0 son uchun Uy(X)c A bo’lsa, x nuqta A
to’plamning ichki nuqtasi deyiladi. Hamma nugqtalari ichki nuqtalar bo’lgan to’plam

ochiq to’plam deyiladi. Agar T oila sifatida (X, P ) metrik fazoning hamma ochiq
qism to’plamlari va bo’sh to’plamdan iborat oilani olsak natijada

(. ~) —juftlik topologik fazoga aylanadi.

Bu topologiya (X, £ ) fazoga £ metrika yordamida kiritilgan topologiya deb ataladi.

Endi 7 oilaning topologik fazo aksiomalarini qanoatlantirishini tekshiraylik.

1) x€ X va r>0ixtiyoriy son bo’lsa, U/(X)c X bo’lgani uchun X to’plam T oilaga
tegishlidir.

2) Bo’sh to’plam ham T oilaning elementi.

3)A, A; € T bo’lsin. Agar AinAx# @ bo’lsa, ikkinchi shartga ko’ra A1~ Aze (4
Faraz qilaylik, A1~ A= @ vax€A=Ai~A; bo’lsin.

A1,A; to’plamlar ochiq bo’lgani uchun shunday r,>0, r,>0 sonlar mavjudki, U, (x) c
A1, U, (x) Az munosibatlar bajariladi.

Agar 0<r<min(r1,I2) bo’lsa,U,(X) c A= A1~ A2 munosibat bajariladi. Demak,A= A1
Ae T

) {Aa}- T gategishli to’plamlar oilasi bo’Isin.

LaJAa € T ekanini ko’rsataylik. Buning uchun x & Azk{j U, nuqtani qaraylik. x

nuqtaning yig’indiga qarashliligidan shunday indeks « o mavjudki, x € Ao o munosibat
o’rinli. Ago to’plamning ochigligidan shunday r>0 son mavjudki, U/(X) cA aoc 4

munosibat bajariladi. Demak T oila topologik fazoning 1)-4) aksiomalarini
qanoatlantiradi.

2. Metrikfazogamisollar

1-misol X=R*, P (x,y)=|x-y| to’g’ri chiziqning standart metrikasi

2-misol X=R", 0 (x,y)= /Zn:(xi —y')?, buerda £ (X,y) x=(x},%%,....x"), y=(Y4,V>,...,y")

nuqtalar orasidagi evklid bo’yicha oddiy masofa. 4)- aksioma Koshi tengsizligi [

> @ +b)1z < (Ya’)z + (Xb')e dan foydalanib
i=1 i=1

i-1

tekshiriladi.
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3-misol. X=CJa,b] [a,b] kesmada aniqlangan uzluksiz funksiya-lar  to’plami
bo’lsin. Bu to’plamda x(t), y(t) funksiyalar uchun r(x,y)=sup/y(t)-x(t)/,t € [a,b]
formula bo’yicha metrika kiritamiz. Bu holda r funksiya uchun metrik fazo
aksiomalarini tekshirish engil, shuning uchun bu mashg’ulot talabalarga tavsiya
etiladi.

Metrik fazo uchun ichki,chegaraviy va urinish nuqtalarini quyidagicha kiritish
mumkin. AcX- gism to’plam ,xeX bo’lib, ixtiyoriy >0 uchun U;(X)"A=J va

Ui(X) N (XIA) = @ bo’lsa,x nuqgta A to’plamning chegara nuqtasi deyiladi.

Agar ixtiyoriy r>0 uchun faqat U/(X) " A= @ bo’lsa x nuqta A to’plamning urinish
nuqtasi deyiladi.
Biror r>0 son uchun U;(X) c A munosabat bajarilsa, x nuqta A uchun ichki nuqta
deyiladi.

Metrik fazolar shunday bir ajoyib xususiyatga egaki, bu xususiyat Xausdorf

aksiomasi deyiladi. x,y € X,x=Y,(X P )- metrik fazo bo’lsin. Agar d= L (x,y),0<r<%

bo’lsa, Ui(x), Ur(y) sharlar o’zaro kesishmaydi. Topologik fazolar uchun ham
Xausdorf aksiomasining bajarilishi talab qilinadi.
Xausdorf aksiomasi. (X, = )-topologik fazo, x, yEX va xzy bo’lsa, x vay
nuqtalarning o’zaro kesishmaydigan atroflari mavjud.
Xausdorf aksiomasi bajaraladigan topologik fazolar  Xausdorf fazolari deyiladi.
Hamma topologik fazolar uchun ushbu aksiomaning har vaqt bajarilishi talab
qilinadi. Jumladan, metrik fazolar (X, T )-topologik fazo {x,}€ X, n=1,2,.... vax
€ X bo’lsin.
Ta’rif. x nuqtaning ixtiyority U atrofi uchun shunday N>0 son mavjud bo’lib,
n>N da x,€U munosabat bajarilsa, {xn}ketma-ketlik x nuqtaga yaqinlashadi
deyiladi va

lim x. = X{ (x,—>x) ko’rinishda yoziladi.

10-Teorema. Xausdorf fazosida har qanday yaqinlashuvchi ketma-ketlik yagona
limitga egadir.

Isbot. {xn} -yaqinlashuvchi ketma-ketlik va lim x, =X bo’lsin .Agar X,->y va y#X

bo’lsa, x vay nuqtalarning o’zaro kesishmaydigan atroflarini U; va U, bilan
belgilasak, {xn}-ketma-ketlik x va y nuqtalarga yaqinlashganligi uchun shunday
N¢,N2 sonlar mavjudki, n>N1 da xn € U1, n> N, 0a x, eU, bo’lib, n>max{N,N,}

olinsa x, € Uy~ Uz @ munosabat kelib chigadi. Ko’ramizki, Ui U,= @ Bu

ziddiyatdan y=x limitning yagonaligi kelib chigadi. Teorema isbot bo’ldi.
Bizgabo‘shbo‘lmaganbirorXto‘plamvamanfiybo‘lmaganhaqiqiysonlarto‘pla
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miR+=[0, o) berilsin.

Ta’rif.Xto‘plamningo‘zinio‘zigadekartko ‘paytmasiXxXniR+=[0, ©)
to‘plamgaaksettiruvchipfunksiyagaXto‘plamdagimetrika deb ataladi, agarda u
quyidagishartlarniganoatlantirsa:

1) Xto‘plamdagiixtiyoriyx, y elementlaruchunp(x, y)>0 bo‘lib, p(x, y)=0
munosabatx=ybo‘lgandaginabajarilsa;

2) Xto‘plamdagiixtiyoriyX, y elementlaruchunp(x, y)= p(y, X);

3) Xto‘plamdagiixtiyoriyX, Y, z elementlaruchunp(x, y)< p(x, 2)+p(z, y).

Ta’rif.pmetrikabilanberilganXto‘plamgametrikfazo deb ataladiva (X, p)
bilanbelgilanadi.

Xto‘plamningelementlarininuqtalar deb ataladi. Manfiybo‘lmaganp(x, Y)
sonnimetrikfazodagixvaynuqtalarorasidagimasofadeb ataladi.
Metrikata’rifidagiuchtashartnimetrikfazoaksiomalarideb ataladi.

Misollar. 1. Rto‘plamsonlito‘g‘richizigbo‘lsin.
xvaynugtalarorasidagimasofaushbup(x, y)=|X-y] ko‘rinishdakiritilsa,
Rto‘plammetrikfazobo‘ladi.

Hagigatan, 1 va 2-aksiomalarning bajarilishio‘z-o‘zidanravshan. Biz 3-
aksiomaning bajarilishinitekshiramiz. X, y, z lar Rsonlarto‘g‘richizig‘igategishliuchta
nugta bo‘lsin. U vaqtda

X-z[=[X-y+y-z|<|X-y[+]y-z|.
Shundayqilibp(x, y)< p(X, 2)+p(z, y).
2. Xixtiyoriyto‘plambo‘lsin. Ushbu

[y
funksiyametrikfazoaksiomalariniganoatlantiradi.

Bu misol har
qandaybo‘shmasto‘plamdametrikakiritishmumkinekanliginiko‘rsatadi. Demak, har
qandaybo‘shmasto‘plamdanmetrikfazohosilgilishmumkinekan.

Metrikfazotopologikfazobo‘lishiniko‘rsatamiz. Buning uchun (X, p)

metrikfazodaochiqto‘plamlartushunchasinishundaykiritishimizkerakki,

17



ulartopologiyaninguchtaaksiomasiniganoatlantirsin.

Ta’rif. (X, p) metrikfazodaanugtaningrsharliatrofi deb, p(a, Xx)<r
munosabatniganoatlantiruvchibarchaxe (X, p) nugqtalarto‘plamigaaytamizvau(a, )
bilanbelgilaymiz, buyerdar>0 bo‘lgan son.

3. Ochigvayopiqto plamlar.

Ta’rif. (X, p) metrikfazodaochiqto‘plamdeb, shundayWto‘plamniaytamizki,
uningistalgannugtasiningshuWto‘plamgategishlibirorsharliatrofimavjudbo‘lsa.

Elementlari (X p)
metrikfazoningbarchaochiqto‘plamlaridaniboratto‘plamtopologiyaninguchtaaksiomasi
niganoatlantiradivaunit,bilanbelgilaymiz.

1-aksiomaning  bajarilishinitekshiramiz. @  to‘plambirorta  ham
nuqtanio‘zichigaolmaganiuchun,
bo‘shto‘plamo‘ziningbarchanuqtalariniularningsharliatrofibilano‘zichigaoladideyishm
umkin. Shu sababli, ta’rifgako‘ra @ to‘plamochiqto‘plambo‘lib, @ € t,bo‘ladi.

Har
birto‘plamo‘ziningqismto‘plamivart,to‘plamXto‘plamningbarchaochiqqismto‘plamlarid
antuzilganiuchunX e t,bo‘ladi.

2-aksiomaning bajarilishinitekshiramiz. W,to“plamlar X D)
metrikfazodagiochiqto‘plamlarbo‘lsin, ya’niW, e
1,.Ularningistalgancondagisiningyig‘indisiochiqto‘plambo‘lishiniko‘rsatamiz.

W =UW, bo‘lsin. ~Wto‘plamdaixtiyoriyX, nhugta olaylik. U vagtdashundayw,,

to‘plammavjudkix, € W,, bo‘ladi. Ma’lumkiW,, ochiqto‘plam.
Shuninguchununingx.nugtasiuchunshundayu(Xo,r) sharliatrofmavjudkiu(xo,r)c W,
bo‘ladi. Lekin W, eW. Shu sababliu(xo,r)cW. Demak, Wto‘plamdagiistalganx, nugta

uchunshundayu(Xo,r) sharliatrofmavjudekanki,
busharliatrofto‘laligichaWto‘plamgategishlibo‘ladi,
ya’niWto‘plamochiqto‘plambo‘ladi.

3-aksiomaning bajarilishiniikkitato‘plamuchunko‘rsatsakyetarli.

WivaWrochigto‘plamlarberilsin. Agar Wi Wo=0 bo‘lsa, @e1,bo‘lganiuchun 3-
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aksiomaning bajarilishikelibchigadi. Endi WiN Wo£@ bo‘lsin. U vaqtdaWiN Wy=W,
deb belgilaymiz. Woto‘plamdaixtiyoriya nugta olaylik. U vaqtdaa e Wivaa e Wsbo‘ladi.
WivaW,ochiqto‘plamlarbo‘lganiuchun, shundayr, >0var, >0
sonlarmavjudbo‘ladikiu(a, r,) c Wivau(a, r,) c Wobo‘ladi. Agar r=min{r,,r,} deb olsak ,
u vaqtda

u(@ar)cu(a,r,)cWsy,

u(ar)cu(a,r,)cW.
Demak,

u(a,r)cWo.
ShundayqilibWoto‘plamo*zining har birnuqtasi
Bilan birgashunugtaning (u,r) sharliatrofini ham
o‘zichigaolmoqda. Demak, ta’rifgaasosanW,
Ochigto‘plambo‘ladi.
Shundayqilibt,to‘plamtopologiyaninguchtaaksiomasiniqanoatlantirarekan.
4. Metriktopologiya

Ta’rif.t,topologiyaga (X, p) metrikfazodap
metrikabilanyaratilgantopologiyayokisoddaqilib(X, p) metrikfazodagitopologiya
deb ataladi.

Bizgabiror (M, 1) topologikfazoberilsin.

Ta’rif. Agar Mto‘plamdashundaypmetrikamavjudbo‘lsaki,
bumetrikaMto‘plamdaberilgan t  topologiyaniyaratsa, u vaqtda (M, 1)

fazogametrikalashtirilgantopologikfazo deb ataladi.

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari
1) Metrikfazo deb nimagaaytiladi?
2) Metrikfazolargamisollarkeltiring.

3) Metrikfazodaochigto plam deb gandayto plamgaaytiladi?
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4) Metrikfazodayopiqto 'plam deb gandayto plamgaaytiladi?
5) Metrikfazodasonliketma-ketlikkamisollarkeltirng.
6) Metriktopologiya deb nimagaaytiladi?
7) Metrikfazouchunichki,chegaraviyvaurinishnuqtalarto plamlarigamisollarkeltirin
g.
Glossariy

Metrik fazo - bu ixtiyoriy ikki nuqgta uchun ular orasidagi masofa bilan aniglangan
fazo.

Metrika - X - ixtiyoriy to’plam va XxX =X2 to’g’ri ko’paytmada P XxX-R!
funksiya aniglangan bo’lib, qo’yidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1) o Xy)=0vXy €X

2) P(xy)=0<=>x=y, vXx,y €X

3) P(XY)=P (yX), vxy €X

4) P (xy)< P (x2)+P(zy),vXYy,z €X

U holda, (X, £ ) juftlikni metrika deyiladi.

2.1. TOPOLOGIK FAZOLAR. TOPOLOGIK FAZOLARDA OCHIQ VA
YOPIQ TO PLAMLARNING ASOSIY XOSSALARI.
Reja
1.To plarlar oilasi.
2.Topologik fazo.
3.Yopig to plamlar.
Tayanchiboralar:to plamlaroilasi, topologiya,ochiqto plam, yopiqto plam.
Biror X to’plam va uning qism to’plamlaridan iborat z={G,}oila berilgan

bo’lsin. Bu oila chekli sondagi elementlarga ega bo’lishi ham mumkin. Jumladan, T
oilaga X to’plamning barcha qism to’plamlari tegishli bo’lishi mumkin. Shundan kelib
chigib, quyi o indeksning gabo’l qilishi lozim bo’lgan qiymatlari ganday to’plamga
tegishli ekanligini ko’rsata olmaymiz. X to’plam elementlarini nugqtalar deyiladi.

Ta’rif. Xning qism to’plamlar oilasi z={G,} dan quyidagi shartlarni
bajarilishini talab gilaylik.

1) 7 oilaga tegishli to’plamlar ixtiyoriy sistemasining birlashmasi r ga tegishli
bo’lsin

2) ¢ oilaga tegishli har qanday ikkita to’plamning umumiy qismi (kesishmasi) ¢
ga tegishli bo’Isin.

3) @ bo’sh to’plam 7 ga tegishli bo’Isin

4) X to’plam z ga tegishli bo’lsin.
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U holda 7 oilani X dagi topologik struktura deyiladi. X to’plamda biror <
topologik struktura aniglangan bo’lsa, holda (X, r) juftlikka topologik fazo deyiladi.
Biror to’plamni topologik fazoga aylantirish uchun uning yuqoridagi to’rtta shartlarni
qanoatlantiruvchi qism to’plamlaridan iborat birorta oilani aniqlash etaridir. (X, 7)
topologik fazo bo’lsa, Xning elementlarini nuqtalar deb, rga tegishli Xning qism
to’plamlarini esa ochiq to’plamlar deb ataladi. 1)-4)-shartlarni topologik fazo
aksiomalari deyiladi. Endi misollar keltiraylik.

1-misol. X ixtiyoriy to’plam, r oila bo’sh to’plam (©) va X dan iborat bo’lsa,
(X, 7) juftlik topologik fazo bo’ladi. Bu fazoda fagat ikkita ochiq qism to’plam
mavjud. Bu fazoni trivial yoki antidiskret topologik fazo deyiladi.

2-misol. X ixtiyoriy to’plam, R(x)qr Xning barcha qism to’plamlari oilasi
bo’lsa, (X, r) juftlik topologik fazo bo’lib, uni diskret topologik fazo deyiladi. Bitta
nuqtadan iborat diskret topologik to’plamning ochiq to’plam bo’lishi 4) dan kelib
chigadi. 1)-4)-aksiomalar bajarilishini tekrishish o’quvchiga tavsiya etiladi.

3-misol. X=[0,00) nur bo’lib, r oila O, x va {[a, ), a>0} nurlardan iborat
bo’lsa, 1)-4)-aksiomalarni tekshirish mumkin.(x, z ) fazoni strelka (yo’nalish) deyiladi.

4-misol. X=R" bo’lsin. R" da ochiq to’plam deb, har bir nuqtasi shu to’plamga
tegishli biror sharning markazi bo’la oladigan to’plamga aytiladi. Ya’ni ixtiyoriy
G eR" to’plamni olsak, bu to’plam ochiq bo’lishi uchun har bir x, € G nuqta uchun
>0 son mavjud bo’lib, U(xe,l)eG bo’lishi talab qilinadi, bunda U(xo,rN)={

X‘d (Xy,X) <T'}. Masofani koordinatalar orqali ifodalasak

X0 X2, X)) € R, X, (%, Xy X)) € R

d(x,X) = (X" = %.1)? + (X = %,2)2 +..(x" = %,")> < T (1-1)

(R", 7) juftlikkatabiiytopologiyadeyiladiva E"orqali belgilanadi

2-aksiomaning bajarilishinitekshiraylikG;vaG;E"daochiqto’plamlarbo’lsinG=G;
~ Gabelgilaylik Xe G =X e G, xeG,. U xoldar;>0,r,>0sonlarmavjudbo’lib, U(x,r1)
eG,UX,,)cG,. min(r,r,) =T belgilasaq, ko’ramizki, U(X,r)c G =G -
ochigto’plam.

5-misol X =R", Xfazodagiochiqto’plamlardebmarkazifiksirlangan
(mahkamlangan) X,nuqtadabo’lgan {U (X,,r)} sharlaroilasiga, Xgava @ gaaytiladi. 1)-
2) aksiomalarnitekshiraylik ~ {U(Xo,r2)} —  ochigto’plamlarsistemasibo’lsa,

U(x,,r) =L3 U(X,,T,) bunda ! = SUP T, (SUPT, = bo’lsa, U(X,,r)=X)

U(x,,r)c X

U(Xo,r1) val(X,,r2) ikkita to’plamlarkesishmasini
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U(Xo,l)=U(Xo,r1)) NU (U(Xo,r2) belgilasaq, r=min (ri,rz2) bo’lib, U(Xel) <X
BundaytopologiyaniR"dakonsentrikdebnomlanadi.
6-misol Ajaffintekislikda R=ABCDparalellogrammniolaylik

P={k/AK =4 AB+ 5 AD,O < 4,, B <1} to’plamgaPningichkarisideyiladi.

F < A,bo’lib, Fto’plamninghargaysi M nuqtasiuchun R paralellogrammmavjudva

MePcF bo’lsa, Fniochiqto’plamdeyiladi. Ajdagibarchaochiqto’plamlarsistemasi 7
uchuntopologikfazoning 1)—4)aksiomalario’rinlidir.

Demak (A2, T )-topologikfazo.

X-ixtiyoriyto’plam, Funingqismto’plamibo’lsa, u holdaX\F=CyF F ni X gacha
to’ldiruvchito’plamdeyiladi. quyidagilaro’rinlidir: F.c,F =@, FUCxF=X, Cyx(CxF)=F

Shubilanbirgaikkilanganlikformulalaridebataluvchi
go’yidagiformulalarengillikbilantekshiriladi.

UCF, = CX(Q F, (1.3 QCsz = CX(L/{ F, (Le4)

Ta’rif (X, T ) - topologikfazodaF < X to’plamuchununingto’ldiruvchisi
X\Fochigto’plambo’lsa, Fto’plamniyopiqto’plamdebataladi.

Masalan: [a,00) tuplam (-0,a) ochigto’plam
to’ldiruvchisisifatidayopiq. Topologikfazaaksiomalaridanva (13), (1e4)
formulalardanyopiqto’plamlaruchunquyidagixossalarnikeltirishmumkin.

1. Yopiqto’plamlarixtiyoriysistemasiningkesishmasiyopiqto’plamdir.

2. Cheklisondagiyopiqto’plamlarningbirlashmasiyopiqto’plamdir.

3. X fazoyopiqto’plamdir.

4, @-bo’shto’plamyopiqto’plamdir.

1)-2) xossalarniisbotlaylik

F,- ‘yopiqto’plamlaroilasining {F,} sistemasinigaraylikCy F, = X\F,
tuldiruvchito’plamharbir 2 uchunochiqto’plambo’lganligidan {G,=C,F,} —

ochiqto’plamlarsistemasinitashqiletadi.

C,G,=F,=F=MNF,=NC,G,=C,UG,)
A A

Ko’ramizkiFyopiqto’plamdir, chunkili G, -ochiqto’plambo’lib,
Funingto’ldiruvchisidir.

Ikkinchixossaniisbotlashuchun 4 =1,2 holnigaraylik {F1,F2}-
yopiqto’plamlarsistemasi

G, =C,F, = X\ F,to’ldiruvchini 1 =1 vai=2

giymatlardaochiqto’plambo’lishiravshan.

2 2
F=UCG, -C,(NG,); G, NG, =(X\F)n(X\F,)=ikkitaochiq
=. A=s
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to’plamlarningkesishmasisifatidaochiqto’plam (2-aksiomaga binoan), FesaGi~ G2
ning to’ldiruvchisisifatidayopiq to’plamdir. Uchinchi
vaturtinchixossalarningisbotio’quvchiga tavsiyaetiladi

Foydalanilgan adabiyotlar

1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.

2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.

3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.

1
2
3
4
5
6

Nazoratsavollari
To plamlarninggandayoilasitopologiyatashkiletadi?
Topologikfazolargamisollarkeltiring.

. Diskrettoplogiyagamisollarkeltiring.

Trivial toplogiyagamisollarkeltiring.
Toplogikfazodaochigto plam deb nimagaaytiladi?
Toplogikfazodayopigto plam deb nimagaaytiladi?
Glossariy
Topologik fazo- X ning gism to’plamlar oilasi z={G,} dan quyidagi shartlarni
bajarilsin:
1) 7 oilaga tegishli to’plamlar ixtiyoriy sistemasining birlashmasi  ga tegishli
bo’lsin
2) r oilaga tegishli har qanday ikkita to’plamning umumiy qismi (kesishmasi) ¢
ga tegishli bo’lsin.
3) @ bo’sh to’plam 7 ga tegishli bo’Isin
4) X to’plam ¢ ga tegishli bo’Isin.
U holda 7 oilani X dagi topologik struktura deyiladi va (X, ) juftlikka
topologik fazo deyiladi.
To plamlar oilasi - Biror X to’plamning qism to’plamlaridan iborat = {G_ }

to’plam, to’plamlar oilasi deyiladi.

2.2.TO’PLAMNING ICHKI, CHEGARAVIY TASHQI VA

URINISH NUQTALARI
Reja
1.Atrof tushuchasi.
2.1chki nugta.
3.Urinish nuqta.
4.Chegaraviy nuqta.

Tayanchiboralar:nugtaningatrofi, ichki nuqta, chegara nuqta,urinish
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nuqta.

(X, T )-topologik fazo vaae X biror nuqta.

Ta’rif. Agar U ochiq to’plami bo’lib, A va acU bo’lsa, U ni a nuqtaning
atrofi deyiladi. X fazoda A to’plamni olaylik.

Ta’rif: a nuqtaning U atrofi mavjud bo’lib, acU < F munosabat o’rinli bo’lsa, a ni F
to’plamning ichki nuqtasi deyiladi. F to’plamning barcha ichki nuqtalar to’plami int F
orqali belgilanadi.

Ta’rif: a nuqtaning U atrofi mavjud bo’lib, shu atrofda F to’plamga tegishli
nuqtalar mavjud bo’Imasa, u holda a ni F to’plamning tashqi nuqtasi deyiladi va ext F
orqali belgilanadi.

A F to’plam uchun tashqi nuqta bo’lsa, X \F uchun ichki nuqgta bo’ladi.

Ta’rif: Agar a € X nuqtaning har ganday U atrofida F ga va X\F ga tegishli

nuqtalar mavjud bo’lsa u holda a ni F to’plamning chegara nuqtasi deyiladi.
F to’plamning barcha chegara nuqtalar to’plamiga F ning chegarasi deyiladi va oF
belgilanadi. To’plamining ichki va tashqi va chegara nuqtalari tarifidan xar qanday F
to’plam uchun X fazo Int F, ext F, va oF dan iborat 3ta to’plamga ajraladi. Bu
to’plamlar juft- jufti bilan umumiy nuktalarga ega bo’Ilmaydi, yani

int f Nextf =extFNoh=int f Noh=0(1.5)

Shu bilan birga int FUext FU UoF = X (1.6)

Ko’ramizki, int F =extC F, extF =intC F, extF =intC F(1,7).

intF cF, extt cCF (1.8)

Teorema. Har ganday F to’plam uchun int F - ochiq to’plamdir.
Isboti: acintF ixtiyoriy nuqtani olaylik. a nuqtaning shunday atrofi U, ni aniqlash
mumkinki U, cF. Ochiq to’plam o’zini har qanday nuqtasini atrofi ekanligidan
intF=WUa va topologik fazoning 1- aksiomasiga ko’ra aeintF - ochiq to’plamdir.
Ushbu teorema va (1.7) munosibatdan quyidagi teorema kelib chigadi:
Teorema:Har qanday F to’plam uchun ext F ochiq to’plamdir.
teorem:F to’plam ochiq bo’lishi uchun u o’zining ichkarisi int F bilan ustma-ust
tushishi zarur va Yetarli.
Zaruriyligi: Ochiq to’plam shu to’plamga tegishli ixtiyoriy nuqtasining atrofi
bo’lganligi uchun F — int F( *)
(1.8) dan int F & F(**) o
(*) va (**)dan F=int F kelib chigadi.
Yetarliligi: int F- ochiq to’plam bo’lgani uchun 3- teoremaga ko’ra
F —ochiq to’plamdir.
1-misol: X=R; F=]a,b[ bo’lsin a,b —haqiqiy sonlar va a<b
int F =]a,b[ bo’lib, oF ={a, b}
2-misol: X=R;F- hamma ratsional sonlar to’plami bo’lsin. 6F —qanday to’plam?
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Yechish: oF =X,chunki ixtiyoriy haqiqiy son uchun unga yaqinlashuvchi ratsional
sonlar ketma-ketligi mavjud.

Ta’rif:F € X, x € X bo’lib, x nuqtaning ixtiyoriy atrofida F to’plamga tegishli
nuqtalar mavjud bo’lsa, x nuqta F to’plamning urinishi nuqtasi deyiladi.F to’plamning

hamma urinishi nuqtalari to’plami F bilan belgilanadi va F ning yopilmasi deyiladi.

Ta’rifdan: F = int FU.oF =C, (extF) (1.9)

Ko’ramizki F to’plamning yopilmasi to’plamning ichki va chegaraviy nuqtalaridan
iborat bo’lib, tashqi qism uchun to’ldiruvchi to’plamdir. 4- teoremaga ko’ra F — ochiq
to’plam bo’lib, uning yopilmasi F — yopiq to’plamdir.F to’plamning har ganday

nuqtasi uning yopilmasi F ga tegishliligidan F € F (1.10)
munosabat o’rinlidir.
To’plamning qoplamasi haqidagi teoremalar
Teorema:F yopiq to’plam bo’lish uchun u 0’zining qoplamasi bilan ustma- ust tushishi
zarur va Yetarlidir.
Isboti: Zaruriyligi.F yopiq to’plam bo’lsin.

F=F bo’lishini ko’rsatamiz.CxF — ochiq bo’lgani uchun 5 — teoremaga va (1.7)
tenglikka asoslansak,

CxF = IntCxF=ext F (1.11).

(1.9), (1.11) va 2-§dan (1.2) bo’yicha F=F kelib chiqgadi.

Yetarliligi: Har ganday to’plam uchun uning qoplamasi yopiq to’plam bo’lishidan
kelib chiqadi.

Natija: To’plamning ikki karrali qoplamasi uning bir karrali qoplamasi bilan ustma —
ust tushadi.

(F)=F (L12).
7/-Teorema. Agar A F yopiq to’plamga qism to’plam bo’lsa, u xolda AcF
Isbot: Ac F =>AcF . 6-teoremadan F =F Shuning uchun AcF.

Natija F to’plamining qoplamasi F.F ni o'z ichiga oluvchi barcha yopiq to’plamlar
kesishmasidan iboratdir.

8- Teorema: Har ganday F nuqtaning chegarasi 6 F yopiqdir.

Isbot: 4 —§ da keltirilgan (1.5) va (1.6) tengliklardan

oF intF U ext F larning X fazoga to’ldiruvchi to’plam ekanligi kelib chiqadi.3 va 4
teoremalar bo’yicha int FUextF - ochiq to’plam. Ma’lumki, oF = Cx (intFUextF) =>>
oF — yopiq.

9-Teorema:lkki to’plam birlashmasining qoplamasi shu to’p-lamlar qoplamalarining
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birlashmasiga teng, ya’ni AUB = AUB (1.13)
Isbot: (1.5) tenglikka ko’ra (1.13)ni qo’yidagicha ifodalash mumkin. Cx(AUB)=Cx (

AUB) (1.14) => (1,8) asosida Cx(AUB)=(CxA)N(CxB) (1.15) ga (1.9) tenglikni
qo’llab, ext(AUB)= ext AnextB (1.16) tenglikni hosil gilamiz. Ushbu (1.16) tenglik
(1.13)ga teng kuchli bo’lib,teoremani isbotlash uchun (1.16) tenglikni isbotlash

Yetarlidir. a € ext (AUB) bo’lsa a nuqtaning U atrofi mavjud bo’lishi mumkinki U N

(AUB)= @ =>UNA= @ vaUNB=¢ =aA.
va B to’plamlariga nisbatan tashqi nuqtadir.

Ext(AUB) C— extAN extB (1.17),a € extAN extB bo’lsin. U holda 4 nuqtaning U
va V atroflari mavjud bo’lib, UN A= ¢ VNB=¢ W=UNB to’plam ham 4 nuqgtaning
atrofi bo’lib, WNA=2 WNB=2 va WN (AUB)= @ =>a € ext(AUB)=>ext AN ext
B C ext (AUB) (1.18. (1.17) va (1.18) tengliklardan (1.16) kelib chigadi.

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari
1. Topologikfazodanugtaningatrofinikeltiring.

2. Topologikfazodato plamningtashginugtasi deb gandaynugtagaaytiladi.
3. Qanday nugta toplogikfazodato plamningchegaranugtasideyiladi?
4. Toplogikfazodato planningbarchatashginuqgtalarto plamigandayto plamboladi?
5. ToplogikfazodaTo plamningichi deb gandayto plamgaaytiladi?
6. Toplogikfazodachegaraviyvaurinishnugtalarto plamlarigamisollarkeltiring.
7. Toplogikfazodato plamningzichligigamisollarkeltiring.
Glossariy

Nugqgtaningatrofi — biror A to’plamningixtiyoriy a nuqtasiuchunVaeU
munosabatbajariladiganbiror U ochiqto’plam.

Ichki nuqgta - a nuqgtaning U atrofi mavjud bo’lib, acU < F munosabat
o’rinlibo’ladiganixtiyoriy nuqta F to’plamningichkinuqtasideyiladi.
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Chegara nuqta - Agar a € X nuqtaning har gqanday U atrofida F ga va X\F ga
tegishli nuqtalar mavjud bo’lsa u holda a n1 F to’plamning chegara nuqtasi
deyiladi.

Urinish nugta - F € X, x € X bo’lib, x nugtaning ixtiyoriy atrofida F to’plamga
tegishli nuqtalar mavjud bo’lsa, X nuqta F to’plamning urinishi nuqtasi deyiladi.

3. TOPOLOGIK FAZOLARNI QURISH:KO'PAYTMA, QISM FAZOLAR VA
FAKTOR FAZOLAR.
Reja
1.Topologik fazolarniqurish
2.Qism fazolar.
3. Qismfazogamisollar.
3.Faktor fazolar.
Tayanchiboralar:Topologikfazo, qismfazo, faktorfazo.

Bizga(X, t) topologikfazoberilsin.

1-teorema. (X, T)
topologikfazoAqismto‘plaminingshutopologikfazodagibarchaochiqto‘plamlarbilankesi
shmalaridantuzilganta={V,NA; V.et}
to‘plamtopologikstrukturaaksiomalariniqanoatlantiradi.

Isbot. 1-aksiomaning bajarilishiniko‘rsatamiz. @ €t vaA et to‘plamlarushun
O=0NAe1avaA=XNAetabo‘ladi.

2-aksiomani tekshiramiz. tato‘plamgategishli{V,} ., to‘plamlarniqaraylik.

Har
birV,to‘plamXto‘plamdagibirorW,ochiqto‘plambilanAto‘plamningkesishmasidaniborat
dir: V, =W,NA.

Vto‘plamlarning U V,,

ael

birlashmasitato‘plamgategishliekanliginiko ‘rsatishuchun, Uuv,

acel

to‘plamnibirnechaochiqto‘plamlarningAto‘plambilankesishmasishaklidaifodalashimizk

erak. Hagigatan, Uv,=UW,NA) :( U Wa)ﬂ A, buyerda U W,

acl acl acl acl

to‘plambirnechtaochiqto‘plamlarbirlashmasisifatidaochiqto‘plamdir.
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3-aksiomani tekshiramiz. Bu
aksiomaningikkitato‘plamushunbajarilishiniko‘rsatsakyetarli.
VivaVikkito‘plamtato‘plamdanolinganbo‘lsin.
UlarningViNVokesishmasitato‘plamgategishliekanliginiko‘rsatishuchun,

ViNVato‘plamniAto‘plambilanXfazodagiochiqto‘plamlarningkesishmasishaklidaifodala

ymiz. Faraz gilaylikVi=W:iNA vaVo=W>NAbo‘lib,
WivaWsto‘plamlarochiqto‘plamlarbo‘lsin. U
vaqtdaVlﬂVF (WlﬂA)ﬂ(WgﬂA)z(WlﬂW2)ﬂA. Bu

yerdaWiNW-to‘plamikkitaochigto‘plamningkesishmasisifatidaochiqto‘plambo‘ladi.
Shundayqilib, biz ko‘rsatdikkitato‘plamA to‘plamdatopologiyabo‘ladi.
tatopologiyaberilgan T topologiyadanyaratilganbo‘lib,
uniyaratilgantopologiya deb ataladi.
Yaratilgantopologiyabilanta’minlanganA to‘plamni (X, T)

topologikfazoningtopologikgismfazosideb ataladiva (A, ta) bilanbelgilanadi.

Misollar. 1.
Ratsionalto‘g‘richiziqtopologiyasibarcharatsionalbutunsonlarto‘plamiZ da
diskrettopologiyaniyaratadi. Chunki (n - % n+ %)

ochigintervallarbilanZto‘plamningkesishmalari {n} to‘plamlarbo‘ladi.

2. Esevklidtekisliktopologiyasi, elementlarishutekislikkategishli vy
aylanalarbilantekislikdagiochiqto‘plamlarkesishmalaridaniborat Ttopologiyaniyaratadi.

tato‘plamningelementlaribo‘Iganto‘plamlarniAto‘plamdagiochiqto‘plamlar
deb ataladi. Demak, Ato‘plamdagiochiqto‘plamlar, shuAto‘plambilanX
to‘plamdagiochiqto‘plamlarkesishmalaridaniboratto‘plamlarbo‘ladi.

Agar
Ato‘plamgategishliGto‘plamningA\Gto‘ldiruvchisiAto‘plamdaochiqto‘plambo‘lsa, u
vaqtdaGto‘plamniAto‘plamdayopiqto‘plam deb ataladi.

2-teorema. (A, )
gismfazodagiGto‘plamyopigbo‘ladifagatvafaqatshuvaqtdaki, agarda u Ato‘plambilan
(X, 1) fazodagiyopiqto‘plamningkesishmasibo‘lsa.

28



Isbot. Faraz gilaylikG=ANHbo lib, Hto‘plam (X, T)
fazodagiyopiqto‘plambo‘lsin. U  vaqtdaA\G=AN(X\H)  to‘plam (A, 1a)
qismfazodaochiqto‘plambo‘ladi, chunkiX\Hto‘plam (X, t) fazodagiochiqto‘plamdir.
Demak, Gto‘plam (A, ta) qismfazodagiyopiqto‘plambo‘ladi.

Aksincha, Gto‘plam (A, 1a) qismfazodagiyopiqto‘plambo‘lsin. U

vaqtdauningto‘Idiruvchisibo‘lganF=A\Gto‘plam (A, TA)
qismfazodaochiqto‘plambo‘ladi. Shuninguchun T
topologiyadashundayFsochigto‘plammavjudkiF=ANFybo‘ladi. Lekin, u

vagtdaG=ANGgbo‘lib, buyerdagiG,=X\F,to‘plam (X, 1) fazodagiyopiqto‘plambo‘ladi.

3-teorema. Agar B={B.} to‘plam (X, T)
topologikfazoningtopologikbazasibo‘lsa, u vaqtda B'={ANB,} to‘plam (A, 1a)
qismfazoningtopologikbazasibo‘ladi.

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari
1. Topologikfazoninggismfazosinikeltiring.

2. Topologikfazodato plamningtashginugtasi deb gandaynuqtagaaytiladi.
3. Qanday nugta toplogikfazodato plamningchegaranugtasideyiladi?
4. Toplogikfazodato planningbarchatashqginugtalarto plamigandayto plambo’ladi?
5. ToplogikfazodaTo plamningichi deb gandayto plamgaaytiladi?
6. Toplogikfazodachegaraviyvaurinishnugtalarto”plamlarigamisollarkeltiring.
7. Toplogikfazodato plamningzichligigamisollarkeltiring.
Glossariy

yopiqto‘plam- Agar
Ato‘plamgategishliGto‘plamningA\Gto‘IdiruvchisiAto‘plamdaochiqto‘plambo‘lsa.

Ochigto plamlar -tato‘plamningelementlaribo‘lganto‘plamlardir
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Chegara nuqta - Agar a € X nuqtaning har gqanday U atrofida F ga va X\F ga
tegishli nuqtalar mavjud bo’lsa u holda a n1 F to’plamning chegara nuqtasi
deyiladi.

Urinish nugta - F € X, x € X bo’lib, x nugtaning ixtiyoriy atrofida F to’plamga
tegishli nuqtalar mavjud bo’lsa, X nuqta F to’plamning urinishi nuqtasi deyiladi.

4, TOPOLOGIYA BAZASI. AJRALUVCHAN (XAUSDORF)
TOPOLOGIK FAZO.
Reja
1.Topologiyabazasi
2. To fazo.
3.T,fazo.
4.T,fazo.
Tayanchiboralar:Topologiyabazasi, Tofazo, Tifazo, T.fazo.Topologikbaza.

Bizga (X, 1) topologikfazoberilsin,
ElementlarishufazoningAgochiqto‘plamlaridaniboratto‘plamniA={Ag}
bilanbelgilaymiz.

Ta’rif. Agar (X, 1)
topologikfazoningistalganochiqto‘plaminiAto‘plamgaqarashlibirnechaochiqto‘plamlar
ningbirlashmasisifatidaifodalashmumkinbo‘lsa, u vaqtda A to‘plamga (X, 1)
topologikfazoningtopologikbazasi deb ataladi.

Misollar. 1.
Elementlaribirnuqtalito‘plamlarbo‘Iganto‘plamdiskrettopologiyabazasibo‘ladi.

2. Har qanday t topologiyabazagaega. ChunkiA= 1t bo‘lishi ham mumkin.

3. Barcha chekliochiqintervallarto‘plamiR topologikfazoningbazasibo‘ladi.

Shuni ham aytibo‘tishkerakki,
elementlariixtiyoriyochiqto‘plamlarbo‘lganto‘plam har doim ham
topologikfazoningbazasibo‘lavermaydi.

Teorema.Elementlariochiqto‘plamlarbo‘lganAto‘plam (X, T)
topologikfazoningbazasibo‘lishiuchunXto‘plamningistalganxnuqtasivabunugtaningixti

yoriyByatrofiuchunAto‘plamdashundayAxto‘plammavjudbo‘lishizarurvayetarlikix €
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Awa A, < B, bo‘lsin.

Isbot.Zarurligi. Faraz qilaylikx nuqgta Xto‘plamningixtiyoriynugqtasi,

Bxto‘plamuningixtiyoriyatrofivaAto‘plamtopologikbazabo‘Isin. Ma’lumkiBye 7,
shuninguchunByxto‘plamAbazadagibirnechato‘plamlabningbirlashmasibo‘ladi. Xe
Bxbo‘lganiuchun, bubirlashmadashundayAxto‘plamtopiladiki, X nugta

shuto‘plamgategishlibo‘ladi. Demak, x e Ay, Axe Bx.

Yetarliligi. Faraz gilaylikByto‘plam T
topologiyadagiixtiyoriyochiqto‘plambo‘lsin. Ma’lumkiByto‘plamdagiixtiyoriyX nuqgta
uchunByto‘plamatrofbo‘ladi. Shu sababliA to‘plamdashundayAxto‘plammavjudkix e
Aya Axe Bybo‘ladi. Bu
yerdanesaByto‘plamAto‘plamdagibirnechato‘plamningbirlashmasibo‘lishligikelibchiga
di.

Ta’rif. Agar topologik fazoning har qanday ikki nuqtasi uchun o’zaro
kesishmaydigan atroflar mavjud bo’lsa, u holda ushbu fazoning ajraluvchan yoki
xausdorf fazosi deyiladi.

Ta’rifni qo’yidagicha talqin qilish mumkin: (X,7)-Xausdorf topologik fazo
bo’lsa, ixtiyoriy a,beX,a=b nuqtalar uchun U,V er to’plamlar mavjud bo’lib,
aeU,beV va UnV = bajariladi.

U va V atroflar a va b nuqtalarni bir-biridan
ajratadi.

Ta’rifdan natijalar: ! .
1-Teorema. (X,7) Xausdorf topologik fazoda
har biriga bittadan nuqta garashli bo’lgan qism X

to’plamlar yopiqdir.

1-chizma

Isbot. x, € X bo’lsin. {Xo}-ning yopiqligini ko’rsatish uchun X \ {Xo} to’ldiruvchi
to’plamning ochiqligini tekshirish Yetarlidir. Haqigatda ham, har qanday ye X \{x,}
nuqta V atrofga ega bo’lib, x, €V, chunki X— ajraluvchan fazo. Ko’ramizki, y e X \{x}
ga ichki nuqta yeV < X \{x,} = X —{x,}- ochiq to’plam. U holda {Xo}-yopiq bo’ladi.

Natija. Xausdorf fazosida chekli to’plamlar yopiqdir.

2-Teorema. Xausdorf fazosi X ning har qanday A4 qism fazosi ajraluvchan
fazodir.

Isbot. Agar abeA ikkita turli nuqtalar bo’lib, U,V c X —ularning
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kesishmaydigan atroflari bo’lsa, UA va VA ushbu nuqtalarning 4 qism fazodagi
kesishmaydigan atroflaridir.

1-misol. Bittadan ortiq nuqtaga ega bo’lgan
antidiskret fazo ajralmaydi.

2-misol. Diskret fazo ajraluvchanlik xossaga ega.
3-misol. Har qanday metrik fazolar ajraluvchan (5-§).
Ajraluvchan fazoda elementlar sonining ikkitadan kam bo’Imasligi talab etiladi.
Xausdorf fazosi aksiomalarini keltiraylik:
AAg: Fazoda (To) turlicha nuqtalarining har bir jufti uchun, nuqtalardan biri
ikkinchisini 0’z ichiga olmaydigan atrofga egadir.
AA;: Fazoda ikkita turlicha nuqtalarning har bittasi ikkinchisini 0’z ichiga olmaydigan
atrofga ega (T1-fazo).
AA: Fazoda har qanday ikkita turlicha nuqtalar uchun kesishmaydigan atroflar
mavjuddir (T,-fazo).
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari
Qandayfazoajraluvchanfazodeyiladi?
QandayfazoXausdorffazosideyiladi?
Xausdorffazosiuchunteoremaniaytibbering.
Tofazoningta rifinikeltiring.
Tifazoningta rifinikeltiring.
Qanday fazoda har ganday ikkita turlicha nuqtalar uchun kesishmaydigan
atroflar mavjuddir?
7. Topologiyabazasita rifinikeltiring.
Glossariy

To fazo -Fazoda turlicha nuqtalarining har bir jufti uchun, nuqtalardan biri

ikkinchisini 0’z ichiga olmaydigan atrofga ega.

T1 fazo - Fazoda ikkita turlicha nuqtalarning har bittasi ikkinchisini 0’z ichiga

olmaydigan atrofga ega.

T» fazo - Fazoda har qanday ikkita turlicha nuqtalar uchun kesishmaydigan

atroflar mavjud.

S
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5.BOG’LANISHLILIK VA CHIZIQLI BOG LANISHLILIK. CHIZIQLI
BOG LANISHLI TO’PLAM VA UNING XOSSALARI HAQIDAGI
TEOREMALAR

Reja

1.Bog lanmagan fazo.

2.Bog lanishli fazo.

3.Bog lanishlilik komponentasi.

Tayanchiboralar:bog lanishlito plam, bog lanishsizto plam,
bog lanishlilikkomponentasi.

(X,7)-topologik fazo, 4<=X-qism to’plam bo’lsin. Ikkita G1 va Gz ochiq gqism
to’plamlar mavjud bo’lib:

1) A=(ANG)U(ANG,)

2) (ANG)N(ANG,) =0

3) ANG, 2T, ANG, =D
shartlar bajarilsa, 4 to’plam bog’lanmagan to’plam deyiladi. Ushbu shartlarni
ganoatlantiruvchi Gi1 va Gz ochiq to’plamlar mavjud bo’lmasa, A to’plamni
bog’lanishli to’plam deyiladi.

A=X holni qaraylik. Bu holda X nG, =G, X NG, =G, bo’lganligi uchun 1)-3) shartlarni
qo’yidagicha yozish mumkin:

1) X =G, UG,

2) G,NG, =

3G, #0,G, =
xulosa shuki,

G1 va Gz ochiq qism to’plamlar mavjud bo’lib, ular 1,27, 3") shartlarni
qanoatlantirsa, X ni bog’lanmagan topologik fazo deb ataladi. Aks holda, X ni
bog’lanishli topologik fazo deb ataymiz.

Diskret topologik fazo bog’lanmagan fazoga misol bo’la oladi. X da bittadan
ortig nuqta mavjuddir. Har gqanday U = X,U #< to’plamni olsak, V=X \U uning
to’ldiruvchisi bo’lib, shu bilan X bo’sh bo’lmagan ikkita ochiq to’plamlarga ajratiladi.

Agar bog’lanmagan X fazo umumiy qismga ega bo’lmagan ikkita U va V bo’sh
bo’lmagan ochiq to’plamlarga ajratilsa, u holda U=CV va V =CU.

Shu asosda bog’lanishli to’plamga qo’yidagicha ta’rif berish mumkin:

Ta’rif. Agar X fazo yoki bo’sh to’plam bir vaqtda ochiq va yopiq to’plam bo’lsa,
u holda X fazoni bog’lanishli deyiladi.

1-Teorema. Topologik fazo bog’lanishli bo’lishi uchun uning har qanday ikki
nugqtasi biror bog’lanishli to’plamga tegishli bo’lishi zarur va Yetarli.

Isbot. Zaruriyligi bog’lanishlilik ta’rifiga ko’ra 0’z-0’zidan tushunarli.
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Yetarliligi X-topologik fazo bo’lib, ixtiyoriy ikki nugqtasi birorta bog’lanishli
to’plamda yotsin. X ni bog’lanmagan bo’lsin deb faraz qilaylik, ya’ni G UG,,G,,G,-
ochiq to’plamlar, G #3,G,#J, G NG, = aeG,beG, nuqtalarni olaylik. KcXa
va b nuqtalarni 0’z ichiga oluvchi bog’lanishli to’plam bo’lsin. U holda G, va G,K
ning qoplamasi bo’lib, G NK=J, G,nK=d, lekin G nNG,nNK=. Bunday
munosabada K bog’lanmagan bo’ladi. Qarama-qarshilik kelib chiqdi. Teorema to’la
isbot qilindi.

2-Teorema. Bog’lanishli to’plamning qoplamasi ham bog’lanishli to’plamdir.

Isbot (X,7)-topologik fazo, Ac X bog’lanishli qism to’plam bo’lsin. Agar A
ning qoplamasi A bog’lanmagan to’plam bo’lsa, G1 va G2 ochiq qism to’palmlar
mavjud bo’lib, qo’yidagi

A=(G,NA)U(G,NA), (GNANG,NA) =T, GNA=D,G,NAzD bo’lganligi
uchun

(G,NA)NA=G,NA(G,NA)NA=G,nA (GNA)UG,NA)=A
tengliklar o’rinlidir G, "A% 3, G,NnA= D, G,NG,NA=T.

A bog’lanishli bo’lgani uchun A ning G, va G, larning biri bilan kesishmasi
bo’sh to’plam. G,nA=¢ bo’lsin. Bundan A ni X \G, yopiq to’plamga tengli bo’lishi
kelib chigadi, ya’ni AeX\G,. U holda A ning qoplamasi A ham X\G, ga qgism
bo’ladi. Ko’ramizki, AnG, =@ . Bu garama-qarshilikdan A ning bog’lanishli ekanligi

kelib chiqadi.
3-Teorema. Kamida bitta umumiy nuqtaga ega bo’lgan ikkita bog’lanishli
to’plamlarning yig’indisi bog’lanishli to’plamdir (3-shakl).

3-shakl.
Isbot. A, B X topologik fazoning AnB=#@ shartni qanoatlantiruvchi

bog’lanishli qism to’plamlari bo’lsin, ya’ni C €G, UG, bunda G, va G,C to’plam bilan
umumiy nuqtalarga ega bo’lgan ochiq to’plamlar bo’lib, G,, G, va C larning
kesishmasi & to’plam: G,NC=J,G,NC=T,G,NG,NnC=J. U holda A va B larning
bog’lanishliligidan A va B larning har biri G, va G, lardan birining ichida to’laligicha
yotishi va ikkinchisi bilan kesishmasligi kelib chiqadi. AeG, bo’lsin. DeG, desak, u
holda CcG,=9,BcG, bo’lsa AnBc=G nG,nC=<. Har ikki farazimiz zidlikka

uchradi. Teorema isbotlandi.
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Natija: Teorema talabi bog’lanishli to’plamlarning ixtiyoriy oilasi uchun o’rinli
bo’lib, ular kesishmasining bo’sh to’plam (&) dan farqli bo’lishligi talab qilinadi.

4-Teorema. Umumiy nuqtaga ega bo’lgan bog’lanishli to’plamlar oilasining
birlashmasi bog’lanishidir.

Isboti. X dagi bog’lanishli to’plamlarning ixtiyoriy oilasi {A},., bo’lsin
X €A, -umumiy nuqta. Bog’lanishlilik kriteriyasi bo’yicha YA, ning bog’lanishli
bo’lishini isbotlash uchun uning ikkita @ va b nugtalari uchun Y A, to’plamning ushbu

nuqtalarni 0’z ichiga oluvchi bog’lanishli qism to’palmini ko’rsatish kifoya. Masalan,
acA, va beA, a,Bel bo’lsa, a va b lar A,UA, to’plamga tegishlidir. A, UA, 18-

teoremaga ko’ra bog’lanishli to’plam. Teorema isbotlandi.

Har ganday antidiskret fazo, haqiqiy to’g’ri chiziq R?, (0,1)-interval bog’lanshili
to’plamlardir. N-natural sonlar to’plami, Q-ratsional sonlar to’plami va har qanday
chekli to’plamlar bog’lanishsiz to’plamlardir.

Agar AcR to’plam a va b nuqtalarni o’z ichiga olib a va b nuqtalar
oralig’idagi biror ¢ nuqta (a<c<b) A ga tegishli bo’lmasa, u holda 4 bog’lanmagan
bo’ladi. Haqiqatan ham

G, =(-,¢), G, =(c,0) GG, =3, G NA=T, G,NnA=T,G NG, NnA=F. To’g’ri
chizig (-«,) interval orqali tasvirlanadi. a X topologik fazoning ixtiyoriy nuqtasi
bo’lsin. 18-teoremaga ko’ra a ni o’z ichiga oluvchi bog’lanishli qism to’plamlar
orasida eng kattasi mavjud. Bu to’plamga a ni 0’z ichiga oluvchi har qanday qism
to’plam tegishlidir.

Ta’rif.a ni 0’z ichiga oluvchi eng katta bog’lanishli qism to’plamga a nuqtani
Xdagi komponentasi deyiladi.

Agar n, va nya va b nugtalarning komponentalari bo’lib, H, nH, # @ bo’lsa, u

holda 18-teorema va komponenta ta’rifidan H, UH,=H_=H,.

Xulosa qo’yidagicha: Turli ikkita nuqtalarning komponentalari yoki
kesishmaydi yoki ustma-ust tushadi.

Bundan har qanday X topologik fazo o0’z nugqtalarining juft-jufti bilan
kesishmaydigan komponentalari yig’indisiga ajralishi kelib chiqadi. X fazodagi
nuqtalarning bog’lanishli komponentalarini X ning komponentalari deyiladi. Qo’yidagi
teoremani mustaqil isbotlashga qoldiriladi.

5-Teorema. X fazo komponentalari yopiq to’plamlardir.

Ta’rif. X fazodagi bog’lanishli ochiq to’plamga soha deyiladi. Soha yopilmasga
yopiq soha deyiladi.

Antidiskret fazo har ganday bog’lanishli to’plamdagi kabi bitta komponentaga
(fazoning o’zi) ega. Diskret fazoda har biri bitta nuqtadan tashkil topgan gism
to’plamlar alohida komponentalardir.
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Q-ratsional sonlar to’plamida har bir nuqta alohida komponentani tashkil etadi (ochiq
bo’lmagan komponentalar).
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari
8. Topologiya bazasi qandayto plamlargaaytiladi?
9. Xausdorf, regulyar, tixonov va normal fazolarga misollar keltiring.
10.Chiziqli bog’lanishli to’plam deb gandayto plamgaaytiladi?
11.Chiziqli bog’lanishsiz to’plam deb gandayto plamgaaytiladi?
12.Nugtaningkomponentasi deb nimagaaytiladi?
13.Regulyar, tixonovfazolarigamisollarkeltiring.
14.Qandayfazobog lanishlideyiladi?
15.Qandayfazobog lanishsizdeyiladi?
Glossariy
Bog’lanishli to’plam. (X,7)-topologik fazo, AcX-qism to’plam bo’lsin. Ikkita Gy
va G; ochiq qism to’plamlar mavjud bo’lib:
1) A=(ANG)U(ANG,)
2) (ANG)N(ANG,) =D
3) AnG, 2T, ANG, #J
shartlar bajarilsa, A to’plam bog’lanmagan to’plam deyiladi. Ushbu shartlarni

ganoatlantiruvchi G; va G, ochiq to’plamlar mavjud bo’lmasa, A to’plamni
bog’lanishli to’plam deyiladi.

6. KOMPAKT TO’PLAMLAR VA TIXONOV TEOREMASI.
TOPOLOGIK FAZOLARNING KOMPAKTIFIKATSIYASI.
Reja
1.To plamning goplamasi.
2.Kompakt to plamlar.
3.Kompakt to plamxossalari.
Tayanchiboralar:ochiqgqobig’, chekligoplama, kompaktto plam.
(X,7)-topologik fazo, Ac X qism to’plam va birorta {A }-ochiq to’plamlar
oilasi berilgan bo’lsin.
Birinchi oila uchun U A, > A munosabat bajarilsa, {A }oila A to’plamning

ochiq qobig’i deyiladi. Agar qobiq chekli sondagi to’plamlardan iborat bo’lIsa, u chekli
gobiq deyiladi.
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Ta’rif. A to’plamning ixtiyoriy ochiq qobig’idan chekli qobiq ajratish mumkin
bo’lsa, A to’plam kompakt to’plam deb ataladi.
A=X uchun kompakt fazo tushunchasi qo’llaniladi. {A} oila X uchun qobiq

bo’lsa, unda U A, > X munosabat yoziladi.

a

1-Teorema. X-kompakt fazo, Ac X yopiq to’plam bo’lsa, A kompakt
to’plamdir.
Isbot. »'={A}-oila X da A to’plam uchun ochiq qobiq bo’lsin. A yopiq

bo’lgani uchun X\A ochiq to’plam. {A,} ga X\A ni qo’shib, X ning ochiq qobig’i )
ni hosil gilamiz. ' dan X fazoning ) " chekli qobig’ini tanlaymiz. » " da X\A
qatnashmasa, u holda » "> ning chekli qismi bo’lib, 4 uchun qobiq bo’ladi.
X\Ae> " bo’lsa, u holda > " dan X\F ni chiqarib, 4 ni qobig’idan iborat bo’lgan
> ning qism sistemasini hosil gilamiz. 4 ning kompaktligi ta’rifdan kelib chigadi.

2-Teorema. F X Xausdorf fazosining kompakt qism to’plami bo’lib, a€F
bo’lsin. U holda F =G, va AcG, kesishmaydigan ochiq to’plamlar mavjuddir.

Isbot. Har ganday xeF nuqta uchun kesishmaydigan xeQ (x) va aeQ(x)

atroflar mavjud.
> ={Q} F ning ochiq qobig’i. F kompakt bo’lgani uchun ) dan chekli

sondagi Q ,Q, ,..,Q_ qism qobigni ajratish mumkin.

k k
G =vQ,.G=n Q,(x) izlangan to’plamlardir.

3-Teorema. X-Xausdorf fazo, Ac X kompakt to’plam va xeX\A bo’lsa,
shunday ochiq kesishmaydigan G, va G, to’plamlar mavjudki, AeG,, xeG, bo’ladi.

Isbot. 4 ga tegishli ixtiyoriy Y nuqtani olsak, Xausdorf aksiomasiga ko’ra
xeG,, yeG, bo’ladi. {G,:ye A} oila 4 to’plam uchun ochiq qobiq bo’ladi va 4 ning

kompaktligidan bu oiladan 4 uchun chekli qobiq ajratish mumkin. Ajratilgan chekli
qobiqqa tegishli to’plamlar G, ,G ,...G, bo’lsin. Bu ochiq to’plamlar bilan

kesishmaydigan x nuqtaning atroflari mos ravishda G,(y,),G,(Y,),...G,(y,) to’plamlar
bo’lsin. Agar Glngyi,GzngGx(yi) bo’lsa, ravshanki AcG, xcG, va G NG,=C
o’rinli.

4-Teorema. X-Xausdorf fazo, AeX -kompakt to’plam bo’lsa, A yopiq
to’plamdir.

Isbot. A ning yopiq ekanligini ko’rsatish uchun X\4 ning ochiq ekanligini
ko’rsatamiz. Agar xe X \ A bo’lsa, shunday ochiq G to’plam mavjudki, xeGc X \A
munosabat bajariladi. Demak x nuqta X\A uchun ichki nuqta va x ning

ixtiyoriyligidan X\ A ning ochiq to’plam ekanligini kelib chiqadi. U holda 4 yopiq
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bo’ladi.

5-Teorema. X =R",Ac X bo’lsa 4 ning kompakt to’plam bo’lishi uchun A4 ning
yopiq va chegaralangan to’plam bo’lishi zarur va Yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. Metrik fazoda to’plam birorta shar ichida yotsa, uni
chegaralangan to’plam deyiladi. 4 kompakt to’plam bo’lsa, R" ning Xausdorf fazo
ekanligidan A4 ning yopiq to’plam ekanligi kelib chiqadi (24-teorema). Endi A ni
chegaralanganligini ko’rsataylik. Buning uchun birorta x € A nuqgtani olib, markazi shu
nuqtada bo’lgan {B (x)} sharlar oilasini qaraymiz (n=12...). Bu oila 4 uchun ochiq

qobiq bo’ladi va 4 ning kompaktligidan bu oiladan chekli qobiq ajratish mumkin. Agar
chekli qobiq B, (x),B, (x),..,B, (x) sharlardan iborat bo’lsa, N bilan Eﬂé)k({ni} ni

belgilasak, B, (x) markazi x nuqtada radiusi n bo’lgan ochiq shar bo’lib, Ac B, (x) = A

chegaralangan. Yetarliligini isbotlash o’quvchiga tavsiya etiladi. Kompakt to’plamga
misollar keltiraylik.

1-misol. Har qanday antidiskret fazo kompakt.

2-misol. Har ganday chekli topologik fazo kompakt.

3-misol. Chekli ochiq to’plamlardan iborat har qanday fazo kompakt, son 0’qi
R! nokompaktdir.

4-misol. Cheksiz nuqtalarga ega diskret fazo nokompakt.

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari

To plamningochiqqobig’i deb gandayto plamgaaytiladi?
Qandayto plamkompaktto plamdeyiladi? Misollarkeltiring.
Qandayfazolar lokal kompakt fazolardeyiladi? Misollarkeltiring.
Yevklid fazolarida kompaktlik deb nimagaaytiladi?
Kompaktto plamyopiqto plambo’lishimumkinmi? Misollarkeltiring.
Har gandaycheklitoplogikfazokompaktboladimi? Misollarkeltiring.
Yevklidvazosidato plamgandayshartlarnibajarsa, doimkompaktto plambo’ladi?

No ok wbhE

8-9.UZLUKSIZ AKSLANTIRISHLAR VA UNDAGI BOG LANISHLILIK
VA KOMPAKTLIK.
Reja
1.Akslantirish tushunchasi.
2.Uzluksiz akslantirish.
3.Uzluksiz akslantirishningxossalari.
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Tayanchiboralar: akslantirish,akslantirishningobrazi, uzluksizakslantirsh,
ochigakslantirish.

X,Y ixtiyoriy to’plamlar bo’lib, X ning har bir elementiga Y ning bitta elementi
mos qo’yilgan bo’lsa X ni Y ga akslantiruvchi moslik yoki akslantirish berilgan
deyiladi va f:X —Y ko’rinishida yoziladi.

Agar f:X —Y akslantirish berilgan bo’lsa x e X uchun y = f(x) element x ning
aksi (obrazi) yeY uchun f™(y) {xe X:f(x)=y} Y ning asli (proobrazi) deyiladi.

Ac X qgism to’plam uchun uning aksi f(A)=BcY bo’lib B ning asli (proobrazi)
f*(B) qism to’plamdir. Agar f(X)=Y bo’lsa f ni ustlama akslantirish f(X)cY
bo’lganda esa ichiga akslantirish deyiladi.

Birorta f:X —Y ustlama akslantirish uchun x,x, e X va x = x, dan f(x) = f(x,)
kelib chigsa f ni 0’zaro bir qiymatli akslantirish deyiladi.

X, Y topologik fazalar bo’lsin.

Ta’rif: f:X —Y akslantirish berilgan bo’lib x X ning biror nuqtasi bo’lsin
(xe X) f(x)eY nuqtaning har bir V atrofi uchun xe X nuqta shunday U atrofga ega
bo’lsaki f(U)<cV munosabat bajarilsa f akslantirishni x nuqtada uzluksiz deyiladi.

Ta’rif: Agar f akslantirish Ac X to’plamning har bir nuqtasida uzluksiz bo’lsa,

u holda uni A to’plamda uzluksiz deyiladi.
To’plamda uzluksiz akslantirish ta’rifida to’plamning barcha nugqtalari uchun
akslantirishning uzluksizligi ko’zda tutiladi. Agar f akslantirish X ning hamma

nuqtalarida uzluksiz bo’lsa uni uzluksiz akslantirish deyiladi.
1-teorema f:X —Y akslantirish X da uzluksiz bo’lishi uchun GcY ochiq

to’plamning proobrazi f*(G) X da ochiq bo’lishi zarur va Yetarli

Isbot. Zaruriyligi f uzluksiz akslantirish GcY ochiq to’plam bo’lsin f*(G) ni
ochiq ekanligini ko’rsatishimiz kerak.

Agar xe f*(G) bo’lsa f(x)eG bo’ladi.

f akslantirish x nuqtada uzluksiz bo’lgani uchun x ning shunday U atrofi
mavjudki, U c f*(G) bo’ladi.

Bundan esa xeU < f *(G) kelib chiqadi. Demak, f™*(G) ochiq to’plamdir.

Yetarliligi. Endi ixtiyoriy GcY ochiq to’plam uchun f*(G) ochiq to’plam,
x e X bo’Isin.

y = f(x) nuqtaning ixtiyoriy atrofi V ni qarasak U = f (V) ochiq to’plam bo’lib
x nuqtaning atrofidir. f(U)=V bo’lgani uchun f x nuqtada uzluksiz akslantirish. x
ning ixtiyoriyligidan teorema to’la isbot qilindi. Yopiq to’plamlar uchun teorema
to’ldiruvchi to’plamlarga o’tish orqali isbot qgilinadi.
2-teorema X,Y,z topologik fazalar bo’lsin. f:X—>Y, g:Y—>Z akslantirishlar
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uzluksiz bo’lsau holda h=g0© f: X —-Z akslantirish uzluksiz akslantirish bo’ladi.

Isbot: W Z da ixtiyoriy ochiq to’plam bo’lsin. 26-teoremadan V =g*(W) va
U =g"(V) lar ochiq. V =h™(W) bo’lgani uchun 26-teoremani qayta tadbiq etish bilan h
ning uzluksizligi isbot bo’ladi.

Uzluksiz akslantirishda yopiq (ochiq) to’plamning aksi yopiq (ochiq)
bo’Imasligi ham mumkin.

Masalan U =e*cosy , V =¢*siny qoida asosida  (x,y) e X nuqtalarning
(u,v) eY nugqtalarga akslantirishni qaraylik.

Bu akslantirish X dagi x<0,y=0 nur (yopiq to’plam)ni Y dagi O<u<l,v=0
yopiq bo’Imagan to’plamga akslanishini ko’ramiz.

Agar akslantirishda barcha nuqtalarning obrazlari ustma-ust tushsa (o’zgarmas
akslantirish) ochiq to’plamning obrazi ochiq emasligini ko’ramiz.

3-teorema. X,Y topologik fazolar f:X —Y uzluksiz akslantirish Ac X kompakt

to’plam bo’lsa f(A)cY ham kompakt to’plamdir.

Isbot: {U,} oila f(A) to’plamning ochiq qobig’i bo’Isin.
f uzluksiz akslantirish bo’lgani uchun v, = f *(U,) to’plam hamma ¢ lar uchun ochiq
to’plam bo’ladi. Demak {v,}  oila A uchun ochiq qobiq bo’ladi. A kompakt to’plam
bo’lganligi uchun bu qobiqdan chekli qobiq ajratish mumkin. Ajratilgan chekli qobiq

elementlari V, .V, ...V,  bo’lsin. Shunda ularning obrazlari U, U, ,...,U

to’plamlar f(A) to’plam uchun {U_,} oiladan ajratilgan chekli qobiqgni tashkil etadi.
Bundan f(A) ning kompaktligi kelib chigadi.

4-teorema. X,Y topologik fazolar f:X —Y uzluksiz akslantirish Ac X
bog’lanishli to’plam bo’lsa f(A) ham bog’lanishli to’plamdir.

Isbot: Agar f(A) bog’lanishsiz to’plam bo’lsa bo’sh bo’lmagan G, vaG, ochiq
to’plamlar mavjud bo’lib,

fF(A) =(F(ANGY)U(F(ANG).(F(ANG)N(F(A)NG,) =D va

f (A G =, f(ANG, # D munosabatlar o’rinli
f akslantirish uzluksiz bo’lgani uchun A = f™*(G) sea 4, = f'(G,) to’plamlar X ning

ochiq qism to’plamlaridir.
f(A)NG = va f(A)NG,# munosabatlardan A nA=< va AnA=J kelib

chigadi. Ko’ramizki (ANA)NANA =D, A=(ANnAU(A NA). Bundan A ning
bog’lanmaganligi aniqlanadi. Bu ziddiyatdan teoremaning isboti kelib chiqadi.
S-teorema. | =[a,b] yopiq kesma bog’lanishli to’plamdir.

Isbot: Faraz qilaylik [a,b] bog’lanmagan bo’lsin. U holda ochiq va bo’sh

bo’lmagan U; va U, to’plamlar mavjud bo’lib 1 =(1 nU))u (I nU,), I nU, #T, 1 nU, =
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va (I nU,)n (I nU,) = munosabatlar o’rinli bo’ladi.

Endi | ni topologik fazoga aylantiraylik. Buning uchun | ning qism to’plami A
uchunR* da ochiq G to’plam mavjud bo’lib, A=1 "G bo’lsa, A ni ochiq to’plam deb
qabul gilamiz. Hosil bo’lgan 1 ning ochiq qism to’plamlari oilasi 1 da topologiya
hosil qiladi va | topologik fazoga aylanadi. Bu topologiyada | va & ochiq
to’plamlardir.

Agar | bog’lanmagan bo’lsa | da ochiq va bo’sh bo’lmagan U, nU, to’plamlar

mavjud bo’lib U nNU,=F va I =U,uU, munosabatlar bajariladi. Endi

OxeV, . . L .
f(x)= qoida bilan berilgan f akslantirishni qaraylik.
1LxeU,

lagar 0,1€G
W,agar 0¢G,1¢G
U,,agar 0€G,1¢G
U,,agar 0¢G,1eG

Agar G cR' ochiqto’plambo’lsa f7(G)=

tenglik o’rinlidir. 1,8,U,,U, to’plamlar ochiq bo’lganligi uchun 26-teoremaga
ko’ra f uzluksiz funksiyadir. Koshi teoremasiga ko’ra funksiya O va 1 oralig’idagi
hamma qiymatlarni qabul qilishi kerak. Bundan | ning bog’lanishliligi kelib chiqadi.
Bu ziddiyatdan teoremaning isboti kelib chigadi. X topologik fazo f:[0,1]— X
uzluksiz akslantirish bo’Isin. Bu erda [0,1] kesmadagi topologiya 30-teorema isbotidagi
kabi evklid topologiyasi yordamida aniqlanadi.

Agar x=1(0),y=f(@) bo’lsa x va y nuqtalar x yo’l yordamida tutashtirilgan
deb ataymiz.

Ta’rif: Agar Ac X qism to’plamning har qanday ikki nuqtasini shu to’plamda
yotuvchi yo’l yordamida tutashtirish mumkin bo’lsa A to’plam chiziqli bog’lanishli
to’plam deyiladi.

6-teorema. Chiziqli bog’lanishli to’plam bog’lanishli to’plamdir.

Isbot: X-topologik fazo Ac X -chiziqli bog’lanishli to’plam bo’lsin. Ta’rifga
ko’ra A ga tegishli ixtiyoriy X,y nuqtalar uchun uzluksiz f:1 — X akslantirish
mavjud bo’lib f(0)=x, f)=y ea f(I/)c 4 bo’ladi. Agar A bog’lamagan to’plam
bo’lsa, ochiq bo’sh bo’lmagan G, va G, to’plamlar mavjud bo’lib,
A=(ANG)U(ANG,), AnG, =, AnG, = J munosabatlar bajariladi.

ANG, to’plamdan x nuqtani ANG, to’plamdan Yy nuqtani olaylik. A chizigli
bog’lanishli bo’lgani uchun f:1 - X yo’l mavjud bo’lib, f(0)=x, fQ)=y va
| =[0,1]2 va 3 teoremalarga ko’ra |=[0,1] bog’lanishli. Lekin A=(ANG)U(ANG,)
tenglikdan f()=(f()NG)u(f(1)nG,) tenglikni yozish mumkin.
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Xef()NG,yef()NG, = f()NG, =3, f(I)NG, #J

Bundan f(1) ning bog’lanmaganlikni ko’ramiz. +arama-qarshilik kelib
chiqdi. Demak A bog’lanishli to’plam.

/-teorema X -chizigli bog’lanishli fazo bog’lanishlidir.

Isbot: Teskarisini faraz qilaylik. U holda bir vaqtda ham ochiq, ham yopiq
bo’lgan U va V to’plamlar mavjud bo’lib UV =X va UnV=0g aeU,beV
nuqtalarni qaraylik.

L:1 - X a va b nuqtalarni tutashtiruvchi yo’l f[I] bog’lanishli (nega?). Ikkinchi
tomondan L, =L(I)nU va L, = L[1]nV induksiyalangan topologiyada ham ochiq
ham yopiq bo’lib L,uL,=1 va L,nL =7. Hosil qilingan garama-qarshilikdan
teoremaning isboti kelib chigadi.

X birorta topologik fazo bo’lsin. X, X, = X ikkita chiziqli bog’lanishli fazolar

bo’lib, umumiy nuqtaga ega bo’lsa, ravshanki X,uX,qism fazo ham chiziqli

bog’langan bo’ladi. Bundan X ning o’zaro kesishmaydigan chiziqli bog’lanishli qism
fazolar birlashmasi ko’rinishda ifodalanishi kelib chiqadi. Bunday qism fazolarni X
fazoning chiziqli bog’lanishli komponentlari deyiladi.

X fazoning har bir chziqli bog’langanlik komponentasi nuqtalarning shunday
to’plamidirki, ularning har birini ushbu komponentaning ixtiyoriy nuqtasi bilan yo’llar
orqali tutashtirish mumkin. Komponentlar ta’rifidan qo’yidagi teorema kelib chigadi.

8-teorema. X bog’lanishli topologik fazo bo’lib, har bir nuqtasi chizigli
bog’langanlik munosabatidagi atrofga ega bo’lsa, u holda X chiziqli bog’langandir.

Isbot. ae X bo’lib U a nuqgtaning chiziqli bog’langanlik komponentasi bo’Isin.
Teorema shartidan U va X \U larning ochiq to’plamlar bo’lishi kelib chigadi. Bundan
ularning yopiqligi ravshan. U =@ bo’lib, X ning bog’lanishliligidan U =X kelib
chiqadi, ya’ni X -chizigli bog’langan fazo.

O-teorema. f:X —Y wuzluksiz akslantirish f(X)=Y bo’lib X -bog’lanishli
bo’lsa,Y ham bog’lanshli to’plamdir.

Isbot: Y bog’lanmagan deb faraz qilaylik. U holda bir vaqtda ochiq va yopiq
bo’sh bo’lmagan U, va U, to’plamlar mavjud bo’lib Uu,ul,=Y va UnU,=0

f uzluksiz akslantirish bo’lgani uchun V,=f*(U,) ea V,=7"(U,) bo’sh bulmagan
to’plamlar bir vaqtda ham ochiq, ham yopiqdir.

V,uV, =X ,V,=X\V,= X - bog’lanishsiz. Kelib chiqgan garama-qarshilikdan
teoremaning isboti kelib chigadi.

1-misol. Diskret topologiyalik X fazoning ixtiyoriy Y fazoga akslantirishning
uzluksizligi isbotlansin.

Yechish: wxe X nuqtani qaraylik V f(x) nuqtaning ixtiyoriy atrofi bo’lsin.
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U=f"V)cX to’plam x nuqtaning atrofi bo’lib f(U)=f(f*(V)) <V . x nuqtani
atrofi uchun shu nuqtaning o’zini olish ham mumkin. U holda f(U)= f(x)cV

2-misol. Har qanday X fazoning trivial topologiyalik Y to’plamga ixtiyoriy
akslantirishning uzluksizligini isbotlang.

Yechish: vxe X nuqgtani qaraylik f(x) nuqta uchun Y ni atrof deb olish
mumkin. f7(Y)=X ochiq to’plam bo’lib uni x nuqtaning atrofi deb garash mumkin.
f (X) Y munosabat 0’z-0’zidan ravshan.

3-misol. Tekislikning 0(0,0) va A(0,1) nugqtalaridan farqli bo’lgan har bir
nuqtasini 0’z-0’ziga O ni A ga va A ni O ga o’tkazuvchi f:E°>E°
akslantirishning uzluksiz bo’Imasligini ko’rsating.

Yechish: f akslantirish 0 nuqtani A ga f™ akslantirish A nuqtani 0 nuqtaga
o’tkazadi. O nugta atrofidagi nuqtalar A nuqtaning atrofidagi nuqtalarga o’tmaydi. 0
ning atrofidagi nuqtalarga A ning atrofidagi nuqtalar o’tmaydi. 0 ning atrofi U, A
ning atrofi V bo’lsa, f(U)<V o’rinli emas, shuningdek f*(V)cU munosabat o’rinni
emas. = f uzluksizakslantirishemas.

4-misol. (Bolsano-Koshi teoremasi)

f sonlifunksiya bog’lanishli X to’plamdaaniglangan vauzluksizbo’lsin. Agar a
vab X ningnugtalari vawe[f(a), f(b)]bo’lsa u holdaX da kamida bittashunday x
nugta mavjudki, f(x)=w
Isbot: f(X) R'da bog’lanishli to’plam Y [f(a), f (b)] ni 0’z ichiga oladi.

Xe X—f>a)e[f(a) , T(b)]
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari
1. Qandayakslantirishlaruzluksiz akslantirishlardeyiladi? Misollarkeltiring.

2. Uzluksizlik hagidagi teoremalarniaytibbering.

3. Ozarobirgiymatliakslantirishlar deb gandayakslantirishlargaytiladi?
Misollarkeltiring.

4. Ichigaakslantirishlar deb gandayakslantirishlargaaytiladi? Misollarkeltiring.

5. Uzluksizakslantirishdakompaktto plamningobrazigadayto plambo’ladi?

6. Chizqglibog lanishlito'plam deb gandayto plamgaaytiladi?

7. Chizigliboglanishlito plambog lanishlito plambo’ladimi? Misollarkeltiring.
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10. TOPOLOGIK AKSLANTIRISHLAR(Gomeomorfizmlar). Stereografik
proeksiya
Reja
1.Uzluksiz akslantirish.
2.Teskari akslantirish.
3.Topologik akslantirish.
4. Stereografik proeksiya

Tayanchiboralar: uzluksizakslantirish, teskariakslantirish, gomeomorfizm.

Uzluksiz akslantirishlar orasida eng muhimi topologik akslantirishlardir.
Topologik akslantirishni gomeomorfizm deb ham ataladi.

Ta’rif: X,Y topologik fazolar f:X —Y akslantirish berilgan bo’lsin. Agar f
akslantirishga teskari akslantirish f* mavjud va f,f™ akslantirishlar uzluksiz bo’lsa,
f topologik akslantirish yoki gomeomorfizm deb ataladi.

Gomeomorfizmga eng sodda misol qilib f(X)=X qoida bilan aniglangan
f:X > X ayniy akslantirishni olish mumkin. Ta’rifdan agar f topologik akslantirish
bo’lsa unga teskari akslantirish f ham topologik akslantirish ekanligi kelib chigadi.
Endi f uchun teskari akslantirish mavjud bo’lishi uchun zaruriy va Yetarli shartlarga
e’tibor beraylik.

Teskari akslantirish Y ning har bir nuqtasiga X ning bitta nuqtasini mos
qo’yadi.

Demak ixtiyoriy yeY nuqta uchun birorta xe X nuqta mavjud bo’lib f(x)=y
tenglik bajariladi.

Bundan tashqari f™ teskari akslantirish ustlama akslantirish bo’lib yeY
nuqtaga bitta xe X nuqtani mos qo’yganligidan x, =x, bo’lganda  f(x)= f(x,)
bo’lishi ya’ni uning o’zaro bir qiymati akslantirish ekanligi aniqlanadi.

Shunday qilib, f ga teskari akslantirish f™* mavjud bo’lishi uchun f ustlama va
o’zaro bir qiymatli akslantirish bo’lishi zarur va Yetarli.

Agar X va Y topologik fazolar uchun f:X —Y topologik akslantirish mavjud
bo’lsa X va Y topologik fazolar o’zaro gomeomorf yoki topologik ekvivalent fazolar
deb ataladi.

Topologik fazolarning topologik akslantirishda saqlanib qoladigan (biridan
ikkinchisiga o’tadigan) xossalari topologik xossalar deb ataladi. Topologiya figuralar
va topologik fazolarning topologik xossalarini o’rganish bilan shug’ullanadi.

1-teorema. f:X —>Y g:Y ->Z gomeomorfizmlar bo’lsa h=g0® f:X ->Z ham
gomeomorfizmdir.

Isbot: f va g akslantirishlar biektiv va uzluksiz bo’lgani uchun h akslantirish
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ham biektiv va uzluksizdir. f va g topologik akslantirishlar bo’lganidan ularga teskari
akslantirishlar f*va g% ham wuzluksizdir. Shuning uchun (fog)*=f"0og™
akslantirishning biektiv va uzluksizligidan h ning gomeomorfizm ekanligi kelib
chigadi.

2-teorema. f:X —Y uzluksiz akslantirish X kompakt fazo Y -Xausdorf fazosi
va f ga teskari akslantirish f™ mavjud bo’lsa, f gomeomorfizmdir.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun f™ ning uzluksizligini ko’rsatishimiz kerak.
Buning uchun ixtiyoriy ochiq G c X to’plamning f akslantirishga nisbatan proobrazi
Y da ochiq ekanligini ko’rsatishimiz kerak.

Agar G ochiq bo’lsa X\G yopiq to’plamdir. X\G ning f* ga nisbatan
proobrazi f(X\G) to’plamdan iborat.

X\G yopiq va X kompakt bo’lganligidan 28-teoremaga ko’ra f(X\G) ham
kompakt f(X\G)cY Xausford fazosi bo’lganligi uchun 24-teoremaga ko’ra f(X\G)
yopiq to’plamdir. f(G)=Y\f(X\G) tenglikdan f(G) ning ochiqligi kelib chiqadi.

Endi bir nechta misollar keltiraylik.

1-misol. X =(a,b),Y =(c,d) bo’lib X Y fazolarda topologiya R' dagi topologiya
yordamida aniqlanadi.

Shunda f: X =Y akslantirishni f(x) :F (X —a) +c formula
—a

yordamida Aniqlasak f gomemomorfizm bo’ladi, chunki f chizigli funksiya uzluksiz
va unga teskari funksiya ham uzluksizdir.

T

2-misol. X :{—E,E}, Y =[-11] bo’lsin.

Ma’'lumki ~ f(X) =SINX yzluksiz unga teskari funksiya xqarcsiny [-1,1] da

aniglangan va uzluksizdir. shuning uchun  f:X —»Y gomeomorfizmdir.

3-misol (a,b) interval va son o’qi R' gomeomorfizmdir. y:tg(

z(x—a) =«
b-a _Ej
funksiya orqali X =(a,b) va Y =R' orasidagi gomeomorfizmni o’rnatishimiz mumkin.
4-misol. Sfera va kubning sirti gomeomorfizmdir. Gomemorfizmni o’rnatish
uchun sferaga ichki chizilgan kubni olib umumiy markazga nisbatan markaziy
proeksiyalash orgali moslik o’rnatish kifoya.

5-misol. Bitta nuqtasini 0’yib tashlangan sfera tekislikka gomeomorf.

Tekislikni sferaga o’yib tashlangan nuqtaga diametral qarama-qarshi nuqtada
urinadigan qilib o’tkaziladi. O’yilgan nuqtani proeksiya markazi uchun olib sferani
tekislikka proeksiyalanadi.

6-misol. Tekislikdagi D* = {(x, y)/ x> +y? < RZ} ochiq doira tekislikka

gomemorf.
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X y
Bu erda f(xy)= : formula bilan  f:D* »>R®
R—yX2+y? R—y/x*+y?
akslantirishni aniqlasak f gomemorfizm bo’ladi. Bu akslantirishning
X

uzluksizligi v(X,y) =——
J R—X*+y?

X
h(x,y) = olarmi -
R_ /Xg 4 y‘z funksiyalarning uzluksizligidan

Ry

Rx
f(x,y) = :
1+X2+y? 1+/x>+y?

kelib chigadi. Teskari akslantirishni

} formula
bilan aniqglaymiz .

C g T Rx Ry
Bu akslantirishning uzluksizligi  u(X,y)=1————1, 0(X,y) ={ ——=
S s 1+ X% + Y 1+ X2 +y?
funksiyalarning uzluksizligidan kelib chigadi. Endi f*(x,y) akslantirish haqiqatdan
ham f ga teskari akslantirish ekanligini ko’rsataylik. Buning uchun

f(u(x,y),0(x,¥))=(xy) tenglikni isbotlaymiz.

f(ﬂ(X,Y),CD(X,Y)):{ 2” x.)) > ' 2¢(X’y) 2 }:
R=y2 (6 Y)+@* (X Y)  R=12 (% Y)+0°(XY)

RX Ry
X +y? 1+4X>+y° ~(x.y)
2 2 ! 2 2 [\
R_ R«/x +y R R«/x +y

1+X*+Vy° 1+x2 +y?

Demak f akslantirishgomeomorfizmdir. X vaYtopologikfazalar f : X =Y

uzluksizakslantirishbo’lib
bu fazolar o’zaro gomeomorf munosabatda bo’Imasligi mumkin.

7-misol. X =(0.1) interval bo’lib ¢: X — E® 4-shakldagi figura bo’lsin. Y =¢(x) Y
dagi topologiya E* topologiyasining induksiyalash orqali kiritiladi. f:X —Y
akslantirish ¥xe(0.1) uchun f(x)=¢(x) qoida asosida o’rnatiladi.

1
! uzluksiz va teskarilanuvchiakslantirish lekin f* akslantirisha= f(—j nuqtada

2
uzluksiz emas. Shunday qilib X va Y orasidagi moslik gomeomorfizm emas.
49 Stereografik proeksiya.Riman sferasi.Kompleks sonni sferadagi nugta bilan

46



ham tasvirlash mumkin. Buning uchun &, 7, ¢ Dekart ortogonal koordinatalarga ega

bo'lgan E; Evklid fazosida markazi (o,oé) nuqtada, radiusi ; ga teng ushbu

S={(f§,n,é’)eE3i §2+f72+(é’—%) =l} (3.5)

sferani garaymiz. Ravshanki, bu sfera OZ o'gni O(0,0,0) hamda P(0,0,1) nugtalarda

kesadi.
Ta'rif-4.2. Sferaning P(0,0,1) nugtasini qutb deb ataladi.

¢ =0 tekislikni z kompleks tekislik sifatida qabul gilamiz, bunda
O&(n=0,¢=0) hamda On (£ =0,c=0) koordinata o glari mos ravishda kompleks
tekislikdagi y=0 haqiqiy hamda x =0 mavhum o glar bilan ustma-ust tushsin (3.1-

chizma).

> P(0.0.1)

X, & 2(x,y,0)

3.1-chizma
P(0,0,1) nugtadan S sferani P nugtadan fargli M (&, 7,¢) nugtada kesuvchi nur
0 tkazamiz. Bu PM nur kompleks tekislikni biror z=x+iy nugtada kesib o’tsin.

Ta'rif-4.3.M nuqgta z kompleks sonning P qutbli S sferadagi stereografik

tasviri(proeksiyasi) deyiladi.
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Keltirilgan qoidaga ko'ra kompleks tekislikdagi har bir nugtaga (kompleks
songa) S\ {P} sferada bitta nugta mos keladi va aksincha.

Demak, stereografik proeksiya kompleks tekislikdagi barcha nugtalar to plami
C bilan S\{P} sferaning nuqtalari to’plami o'rtasida 0’zaro bir giymatli moslik
0 rnatar ekan.

Shuni ta'kidlash lozimki, kompleks tekislikdagi z nugta koordinata boshidan
uzoglashgan sari M (&,7,¢) nugta P qutbga yaginlasha boradi.

Agar kompleks tekislikni shartli ravishda z=o kompleks songa mos keluvchi
cheksiz uzoglashgan nugta bilan to'ldirsak va unga S sferadagi P nugtani mos
go'ysak, u holda G:Cu{z :oo} to'plam S sfera nugtalaridan iborat to'plam bilan
0'zaro bir giymatli moslikda bo"ladi: s~cC
Bu moslik kompleks tekislikning stereografik proeksiyasi deyiladi.

Ta'rif-4.4.C to'plam kengaytirilgan kompleks tekislik , S sirt esa Riman sferasi
deyiladi.

Riman sferasidagi M(&,7,¢) nugta koordinatalari bilan kompleks tekislikdagi
unga mos z nugta koordinatalari orasidagi bog’lanishni topish uchun quyidagi
teoremani isbotlaymiz.

Teorema-4.1.Stereografik proeksiyada kompleks tekislikning Z=X+1y

nugtasiga (3.5) formula bilan berilgan S sferaning quyidagi

X y 7’
=—", 1= ¢=

122 1+l 14

koordinatalarga ega bo’lgan M (&, 7,<) nugtasi mos qo’yiladi.
Isboti. Ravshanki, P(0,01), M(&,7,¢) va z(x,y,0) nugtalar orgali o'tuvchi

C . . . . P(0,0,1)
to'g’ri chiziq tenglamasi quyidagicha
X — — —_
y M (E7.£)
bo ladi(3-chizma).
Bundan 0 2(X, y,0)
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x=  y="1_ (3.7)

Endi |z|° =x? + y? formula va sferaning (3.5) tenglamasidan

foydalanib ¢ ni topamiz:

£ Y ‘o4 7’
22:X2+y2:( J{ n j _STS 6 . (3.8)

1-¢ 1-¢) (@1-¢? 1-¢ _1+\z\2

Oxirgi tenglikni (3.7) ga qo ysak,

9 9 2 U n 2 (3.9
Xx=_° = =@+l2), y=-"T = =n(+[2")
1-¢ 7 d 1-¢ 7 |
1- 2 1- 2
1+z| 1+z|

larni hosil gilamiz. (3.8) va (3.9) lardan quyidagi

stereografik proeksiya formulalariga ega bo lamiz:

g=_* _ Y _ (3.10)
1+22 7 1+ T 142

Demak, sferadagi M nugtaning koordinatalari &,77,£ lar ma’lum bo’lganda
tekislikdagi z nugtaning koordinatalari x va y lar (3.7) formulalar yordamida
topiladi.

Endi, kompleks tekislikdaz, = x; +1y;, z, =X, +iy,nugtalarni olaylik. Bu
nugtalarga mos keluvchi sferadagi nuqtalar, ya'ni stereografik proeksiyalari

M1(§1:771:§1): Mg(fzﬂ]z,gz) bo’lsin.
Ta'rif-4.5.Ushbu

d(z;,2,)= \21 - 22\ = x/(Xz - X1)2 +(y, - y1)2
miqdor z,va z, nuqtalarorasidagimasofa (Evklidmasofasi) deyiladi.

Ta'rif-4.6. M, (&, m1,61)vaM, (£,,7m5, ¢, ) nugtalarorasidagimasofa z; va z,
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nuqtalarorasidagisferikmasofadebataladivau p(z,, z, ) kabibelgilanadi.

Ravshanki, M (&;,71,¢1) va M, (&,,1,,¢,) nugtalar orasidagi masofa

,0(21’22):\/(52 —51)2 + (17, —771)2 + (<> —4/1)2

bo'ladi.
Yugorida keltirilgan (3.10) formulaga ko'ra
2 X2 _ Y2 _ ‘22‘2

X y
1 1 _ _
2 é/l_ 2’ 2 —

gl: 21 771:
1+z] 1+‘z1

R R TP TP

bolishini e'tiborga olib z,va z, nuqtalar orasidagi sferik masofani topamiz:

p(21,25) = Loz (3.11)

J“\Zl\z 'J“\ZZ\Z

Kengaytirilgan komplek tekislik C da z, = bo’lgan holda (3.11) formula

(3.12)

p(z,0) =
Ltz

ko rinishda bo’ladi.
Xossa-4.1. Stereografik proeksiya natijasida tekislikdagi har ganday aylananing

aksi sferaga aylana bo’lib tushadi va aksincha.

Mashg. Xossani isbotlang, bunda shuni e"tiborga olish kerakki, P qutb orqgali
o tuvchi aylanaga tekislikda to'g’ri chiziq mos keladi va uni markazi cheksiz nuqtada

bo Igan aylana deb garaladi.

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari
1. Qandayakslantirishlartoplogikakslantirishlardeyiladi?
2. Teskariakslantirishmavjudbo'lishiuchunzarurvayetarlishartlarniayting.
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w

. Qandayfazolar topologic ekvivalentfazolardeyiladi?
4. Gomeomorfakslantirishlarningkompozitsiyasiqandayakslantirishbo'ladi?
Misollarkeltiring.

. Ayniyakslantirish deb gandayakslantirishgaaytiladi?

6. Gomeomorfakslantirishlargamisollarkeltiring.

. Qandayfazolaro zarogomeomorffazolar deb ataladi?

SKALYAR ARGUMENTLI VEKTOR FUNKTSIYA
Reja:

o1

\l

. Ta’rifi va belgilanishi
. Vektor funktsiya r(t) ning koordinatalari
. CHeksiz kichik o’zgaruvchi vektor
. O’zgaruvchi vektorning limiti
. Limitlar hagidagi teoremalar
r(t) vektor funktsiyaning uzluksizligi
Vektor funktsiya orttirmasi
. Misollar
Tayanch iboralar: vektor-funksiya, godograf, limit,uzluksizlik,cheksiz
kichik funksiya.
Mavzuning bayoni:
Fazoda 0 markazlidekartkoordinatalarsistemasinibelgilaymiz.
1-ta’rif: Agar skalyaro’zgaruvchit ning[a,b]
kesmadagiharbirgiymatigabirorgoidaasosidaanigbir F vektormoskelsa, u holdabuvektor
t parametrningvektorfunktsiyasideyiladivagisgacha
r=r(t) (1)
shakldaifodalanadi.

0 ~N O UAWN~—

1-chizma
2-ta’rif:Uzunliginolgaintiluvchivektorcheksizkichikvektordeyiladiva a = a(t)
belgilanadi. |a(t) |- 0

Agar i,j,k 0OX, ov, 0zkoordinato’qglariningyo’naltiruvchi ort
vektorlaribo’lsa, u holda
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F(t) = XTI + y(t)] + 2(t)k (2)
yoyilma o’rinlidir, bunda x(t), y(t),z(t) skalyar funktsiyalar bo’lib F(t) vektorning
o’qlardagi proektsiyalaridir. x(t), y(t),z(t)- larnir(t) vektorfunktsiyaningkoordinatalari
deb ataymiz. r(t) vektor[a,b]segmentdaberilganbo’lsin.

3-ta’rif: Agar biroro’zgarmas a vektormavjudbo’lib t parametrt, <[a, b]
gaintilgandar(t) — a ayirmacheksizkichik a(t) 0’zgaruvchivektorbo’lsa, u holdaa vektor
r(t) o’zgaruvchivektorninglimitideyiladiva u

fim (1) =a (3)

belgilanadi.

Ko’ramizki,

r)—a=a(t)=|rt)-ala(t)]

| &) | —55>0 = F() - > 0= a = lim r (1)

4-ta’rif:Vektorlarning {r } ketmaketligiuchun lim |, -a[=0 tengliko’rinlibo’lsa,
u holdao’zgarmas a vektor {7 } ninglimitideyiladi.

r =r(t) vektorfunktsiyat < [a,b]segmentdaaniglanganbo’lib x(t), y(t), z(t)
uningkoordinatalaribo’lsin. a 0’zgarmasvektor r (t) ninglimitibo’lib «, 8,y -
koordinatalargaegabo’lsin. Ya’nia=ai + fj + ik .

1-teorema:O’zgarmas d vektor r (t) vektorfunktsiyaninglimitibo’ lishiuchun
t, e[a,b] da a vektorkoordinatalarir(t)
vektorkoordinatalarininglimitibo’lishizarurvayetarlidir.

Isbot: Zaruriyligi im | r(t)-a |=0bo’Isin

Ix(t) -l rt)-al; |y{t)-pldrt) -al|zt) -y rit)-al=

:>t|ﬂl | x(t) - |=0, !Qg |y(t) - BI=0, !@ IZ(t)—7|=0:>tliglo x(t) =,

Imy@®) =4 lImzt)=y.

Etarliligi: |F(t)-a|= \/(x(t) —a)?+(yt) - B)’ + (M) - y)* I x(t) —a |+

YO - B1+12() - ¥ | —5—0 = lim [F() —a[= 0= lim F() =& .

teoremaisbotbo’1di.

2-teorema: Bir
nechavektoryig’indisininglimitishuvektorlarlimitlariningyig’indisigateng.

Isboti: n=2holnigaraylik

imr(t)=a, limF,(t)=4,bo’lsin

L) —a =a(t), G(t)—a =d(t)bo’lib

(nO+R10)-(@+8)=a ) +a, (1)
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|(FO) +LM) - @& +&)Hal)+at) [0

|, (t) + &, (t) [< 2| &, (t) |—> 0 buyerda| & (t) | &, (t) |olindi.

SHundayqilib, tlﬂ‘ |(E()+ () - (4 +4&,) 0=

im( F(t) + T, () = im( &, + &,) = lim &, + lim &, = lim E.(t) + im T, (t)

Qo’shiluvchilarsoni n ta bo’lganholda ham teoremao’rinli.

Quyidagiteoremaniisbotsizkeltiramiz.
3-teorema: Agar lim 7, (t) =48, lim 7, (t) =&,, lIim A(t) = 4, bo’lsa u holda

1) im (A1) = 4,4,

2) lm (£O%0) = @8)

3) lim [(r, (O ()] =[4, &, ],

Agar tlm r,(t) =4,bo’lsa, u holda

4) Im([nr,]-5)=(a38,3)

r(t) vektorfunktsiyaninguzluksizligigaskalyaranalizdagikabita’rifberishmumkin.
5-ta’rif: Agar t—t, da r(t)ninglimitir(t,)gatengbo’lsa, ya’ni !ETt]O F(t)=7(t,)

bo’lsa, u holdar (t) vektorfunktsiyat =t, giymatdauzluksizdeyiladi.

r(t) vektor (a,b)
intervaldauzluksizbo’lishiuchunshuintervalningharbirnuqtasidauzluksizbo’lishikerak.
Vektor funktsiyaorttirmasi deb AF =7 (t+At)-F(t) (4) ayirmagaaytiladi.

Funktsiyauzluksizbo’lsa argument t - ningcheksizkichik At
orttirmasigafunktsiyar (t) ning Ar orttirmasimoskelishiva At — 0 dan AF(t) >0
kelibchiqishikerak, ya’ni lim A7 =0 Quyidagiteoremalarniisbotsizkeltiramiz.

4-teorema: r(t) vektorfunktsiya t
nuktadauzluksizbo’lishiuchununingkoordinatalari x(t), y(t), z(t)ning t,

nuqtadauzluksizbo’lishizarurvayetarlidir.
5-teorema: Agar F(t), ,(t), ;(t) funktsiyalar[a,b]oralikdauzluksizbo’lsa, u holda

1) 1) = 4O R0 +2,(0)5,0) + A,0) - T (0);
2) £ =RORO);
3) FO=[FORLO)];
4) g(t) = (LOLOR)
ko’paytmalaruzluksizbo’ladi, bunda 4, 4,, 4, lar ham [a,b]da uzluksizfunktsiyalardir.
Misollar:
1. r=at+b.a,b (0’zgarmasvektorlar —o <t <o) to’g’richiziqtenglamasi.
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costi +sintj,  (0<t<2x)birlikaylanatenglamasi.

2.7
3. F=acosti+asintj+bk  (0<t<o)vintchizigtenglamasi

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.

Nazorat savollari

Skalyar argumentli vektor funksiyani tarifini ayting.
Vektor funktsiyaning limit tushunchasini ayting va misollar keltiring.
Qanday vektor funksiya uzluksiz vektor funksiya deyiladi? Misollar keltiring.
Bir nechta vektor funkisiya godogrflarini chizib ko rsating.
Qanday vektor funksiyalar cheksiz kichik o’zgaruvchi vektor funksiya deyiladi?
Vektor funksiya uchun limit teoremalarini keltring.
Vektor funksiyaning koordinatalari nimani ifoda etadi?
7. Qanday giymatga vektor funksiyaning ortirmasi deyiladi?

B wbh e

o o

11.VEKTOR-FUNKTSIYANING HOSILASI VA INTEGRALL.

Reja :

1. Hosilata’rifi

2. Hosilaninggeometrikma’nosi

3. Vektornidifferentsiallashqoidalari

4. Moduli va yo’nalishi doimiy vektorlar

5. O’zgaruvchi vektorni Teylor qatoriga yoyish

Tayanchiboralar:funksiyaortirmasi, differensiallash, teylorformulasi.
Mavzunibayoni:
[a,b]segmentdaF = F(t) vektorfunktsiyaberilganbo’lIsin.

Ta’rif: Agar vektorfunktsiyaning AF = F(t + At) — F(t) orttirmasini At =t —t,
argument orttirmasigabo’lishdanchiggannisbatning At — 0dagilimiti (lim %)
mavjudbo’lib, bitta limit vektorgaintilsa, u holdabu limit r(t) vektorfunktsiyaningt

F’
dt

Hosilasimavjudbo’lganvektorfunktsiyanidifferentsiallanuvchideyiladi. ~ Vektor
funktsiyahosilasigat =t, nuqtadata’rifberishham mumkin.

Hosilasimavjudbo’lganvektor-funktsiyauzluksizdir.
Teorema: Agar r(t)vektor-funktsiyaningt, [a,blnugtadahosilasimavjudbo’lsa,

argument bo’yichahosilasideyiladivar'(t) = ﬂmoi_: —belgilanadi. r'(t) = ar
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u holdashunugtadavektorkoordinatalarininghosilalarimavjudbo’ladiva
F'(t,) = X (t,)i +y'(t,) ] +Z'(t,)k yoyilmao’rinlibo’ladi.

Teorema: t(t), o(t), w(t) funktsiyalar[a, b]
oraligdadifferentsiallanuvchifunktsiyalarbo’lsa (Gi(t) + o(t) + W(t))" = G'(t) + 5'(t) + W'(t).

Differentsiallashningquyidagigoidalarniisbotsizkeltiramiz.

1. (RO O) = FOnE) + GO )

2. [FO)R O] =[FOnLOI+[FOTO)];

3. (AT ) = V()F (L) + AT ().

Agar F(t) vektorfunktsiya[a,b]oraligda k -marta (k > 1)
uzluksizdifferentsiallanuvchibo’lsa, u holdashuoralikdavektorfunktsiyaningk -
tartibligachauzluksizhosilagaegadeyiladi.

r(t) e C*[a,b] - belgilaymiz.

Agar  r(t)vektorfunktsiyasining[a,bJoraligdahosilasimavjudbo’lsa, 'y R
reperdagikoordinatalariganisbatanham hosilagaegabo’ladivaaksincha
F(t) = x(0)i +y(t)] + Z(t)k vektorfunktsiyakoordinatalariningt, € [a,b]lnugtada Teylor
qatorigayoyilmasiberilganbo’lsa,
ya’'ni

AX = X(t) = x(t,) = X'(t,) At + (A;)Z X"(t,) +...+ x™ (to)(An—t')n + &, (t,At)(At)"
&Y= YO -) = Y€ty 1) By 1) B0 ey

Az =2(t) - 2(t,) = 2'(t,) At + z”(to)g +..+z0 (to)(AnLl)n + &5 (A)"
u holda
Ar = Ari + Ayj + AZK = F'(t,)At + r"(to)%+...+ r (to)(AnLl)nw(At)”

Bu formula r(t) vektorfunktsiyaningt, €[a,b] nugta atrofida Teylor
gatorigayoyilmasiniifodaetadi. Bu yerda At — 0= £(t,, At) - Ogae’tiborberiladi.

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari
1. Vektor funksiya uchun hosila ta'rifini aytib bering.
2. Vektor funsiya hosila hagidagi teoremani keltiring.
3. Differensiallash qoidalariga ayting va misollar keltiring.
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4. Vektor funksiya uchun Teylor gatorini yozing va misollarda ko rsating.
5. Vektor funksiya uchun argument ortirmasi ganday formula bilan beriladi?
16.1CHIZIQLAR VA ULARNING BERILISH USULLARI
Reja:
1. Topologikalmashtirishlar
2. Ta’riflar
3. CHiziqg tenglamasi
4. Misollar
5. Regulyar chiziq
Tayanch iboralar:topologik akslantirish, elementar chizig, sodda chiziq,

regulyar chiziq.silliqg chiziq, tekis chiziqg, chizigning parametrik tenglamalari,

chizigning vektor tenglamasi, chizigning oshkormas tenglamalari.

Mavzu bayoni:

Tekislikda F figurani olaylik. Agar F figuraning har bir nugtasi biror qoida
asosida siljitilsa, ya’ni F' figura kelib chigsa F', F figurani almashtirish bilan hosil
bo’ladi.

Agar f almashtirish F ning cheksiz yaqin nuqgtalarini F' ning cheksiz yaqin
nuqtalariga, o’tkazsa, u holda bu almashtirishni uzluksiz deb ataladi.

1-Ta’rif: Agar f almashtirish xe F nuqtani x’ e F' nuqtaga o’tkazsa va ixtiyoriy
¢>0 cheksiz kichik son uchun 6 >0 cheksiz kichik son mavjud bo’lsaki, p(x,y)<J
tengsizlikni ganoatlantiruvchi har ganday yeF nugta p,(x,y)<e tengsizlikka
ganoatlantiruvchi y'e F' nuqtaga o’tsa, u holda f ni uzluksiz almashtirish deyiladi.

2-Ta’rif: f :F > F' almashtirishda
1) x=y nuqta X' =y’ nuqtaga o’tsa,
2)fva f*:F'>F (teskari almashtirish) uzluksiz bo’lsa,
u holda f ni topologik almashtirish deyiladi.

[« 8] sigmentda uzluksiz (t),w(t) funktsiyalarni garaylik. F figura uchun L -
to’plamni olaylik.

VM (x, y) € L nugta koordinatalari

x=p), y=yp(t) a<t<p 1)
ifodalar bo’yicha aniqlangan bo’lIsin.
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<Y

X:y(t/

S

2-chizma

3-Ta’rif:t ning [«, A1 segmentdagi turli gqiymatlariga L ning turli nugtalari mos
kelsa, u holda L ni elementar yoy deyiladi.

4-Ta’rif: Ochiq kesmani topologik almashtirish natijasida hosil bo’lgan figuraga
elementar chiziq deyiladi. Elementar yoy, elementar chiziq tushunchalari ba’zan ustma
ust tushadi.

Elementar chiziqda o’z-o’zini kesish nuqtalari, ustma ust tushgan qicmlari
mavjud bo’Imaydi. Intervalning «, 8 - chegaraviy giymatlariga mos A, B nuqgtalarni L
elementar chizigning chegaraviy nuqtalari deyiladi.

Elementar chizig parametrik tenglamasini x=t,y=f(t) a<t<p ko’rinishda
olish ham mumkin. L - chizigning parametrik tenglamasi turlicha bo’lishi mumkin.
Masalan (1) ko’rinishda. To’g’ri chiziq, parabola, yarim aylana elementar chiziqlardir.

5-Ta’rif: Agar L figuraning har bir nuqtasi, fazoviy atrofga ega bo’lib, uning
shu atrofdagi qismi elementar chiziq bo’lsa, u holda L figurani sodda chiziq deb
ataladi.

x=acost, y=asint,a>0, 0<t<2raylanasoddachizigqamisolbo’laoladi.

6-
Ta’rif:Soddachizignilokaltopologikalmashtirishnatijasidahosilbo’lganchiziggaumumiy
chiziqdeyiladi.

Umumiychizigdao’zo’zinikesishnuqtalarimavjudbo’lishimumkin.

t? -1 t?—

X=a , =at ,
t? +1 y t? +1

a > 0strofoida.
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3-chizma
t=-16a t=1 da (O, 0) nuqtadakesishadi.

CHizigniikkitasirtlariningkesishishchizigisifatidaolishham mumkin.

Fl(X, y,z) =0 (2)
F(xy,2)=0

% oF,

gg a% # 0shartbajarilsa 2) sistemaniyechsak y =y (t) z=go(t)

oy oz
funktsiyalarhosilgilinadi.
Masalanvivianichizig’i.
x> +y>+z°=a% x*+y’-—ax=0
sferabilanadiametrlidoiraviytsilindrningkesishishchizig’i:

x=t y=+Jat—t?, z=+Va’—at, 0<t<a

Fazoviy chizig parametrik tenglamasini

x=x(t), y=y(), z=2() 3
ko’rinishda ifodalash mumkin.
Bu funktsiyalar uzluksiz bo’lib, t, #t, uchun

(x(t,) - X(tl))2 +(y(t,) - Y(tl))2 +(2(t,) _’Z(tl))2 #0

Regulyar chiziq

7 chiziq regulyar (k marta differentsiallanuvchi) deyiladi, agar uni (3)
ko’rinishda ifodalash mumkin bo’lib, bu funktsiyalar regulyar (k-marta
differentsiallanuvchi) bo’lsa va x'*+y'? +2'> #0 shart bajarilsa. k=1 bo’lganda 7 ni
sillig chiziq deyiladi.

Ba’zan y ni y=f(x), z=¢(x) ko’rinishda ifodalash ham mumkin.

Hagigatan ham, x'(t) =0 bo’lsa, x = x(t) teskarilanuvchi bo’ladi, ya’ni
X't)#0=>t=y(x), uholda y=yw(x))=f(x) z=2((x)=0(x).

Evklidfazosidabo‘shmas, elementlarinuqtalarbo‘lganXvaY
to‘plamlarberilsin.
Ta’rif. X to‘plamningX elementlaribilanY to‘plamningy
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elementlariorasidagiy = f(x) bog‘lanishgaX to‘plamniY to‘plamgaakslantiruvchideb
ataladivaquyidagichabelgilanadi:
f:X->Y.

y elementnix  elementningf  akslantirishdagiaksi, x  elementniesay
elementningaslideyiladi. X to‘plambarchaelementlariningakslarito‘plamif(X)
kabibelgilanib, unif akslantirishdagiX to‘plamningaksideyiladi.

Ta’rif. X to‘plamniY to‘plamgaf
akslantiruvchinibirgiymatliakslantirishdeb ataladi, agardabuakslantirishdaX
to‘plamning har xilnuqtalariY to‘plamning har xilnuqtalarigamoskelsa.

Ta’rif. Agar f. XY akslantirishbirqiymatlibo‘lsa, u vaqtdaY
to‘plamgaqarashli har biry nugtagaX to‘plamdagianigbirx nuqtanimoskeltiruvchif -
lakslantirishmavjudbo‘lib, buf -takslantirishnifakslantirishgateskariakslantirish deb
ataladi.

X vaxonugtalarX to‘plamningelementlaribo‘lib, y = f(x) vay, = f(Xo)
nugtalar, ularningY to‘plamdagiakslaribo‘lsin. X vaxonuqtalarorasidagimasofanio(x, Xo)
bilan, y = f(x) vay, = f(X,) nuqtalarorasidagimasofanip(y, yo) bilanbelgilaymiz.

Ta’rif. €0 son har gandaybo‘lganda ham, uninguchunshundayd> 0 son
mavjudbo‘lsaki, (X, Xo) <dbo‘lgandap(y, Yo) <ebo‘lsa, f
akslantirishnix,nugtadauzluksizdeb ataladi.

Agar fakslantirishX to‘plamning har birnuqtasidauzluksizbo‘lsa, u vaqtdaf
akslantirishX to‘plamdauzluksizdeb ataladi.

Ta’rif.Birorintervalningucho‘lchovli Esfazodagiuzluksiz,
birgiymatlivateskarisi ham uzluksizakslantirishdagiaksigaelementarchizigdeb ataladi.

Masalan, to‘g‘richizigelementarchizigbo‘ladi.

Haqgigatan, Esfazoda € to‘g‘richiziq

X=at+X,,

y - azt + yo’ (1)

Z=a,t+2,

parametriktenglamalaribilanberilsa, u vaqtda ¢))
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chiziglifunksiyalarbilananiglanganfbog‘lanish, (-~ oo, + o0) intervalva (
to‘g‘richizignuqtalariorasidagiuzluksiz, birgiymatli, teskarisihamuzluksizakslantirish
bo‘ladi.

Evklidfazosidaginugtalar to‘plamiGochiq to‘plamdebataladi, agardabu
to‘plamningharbirxnugtasiuchunshundaye> 0 sonmavjud bo‘lsaki,
fazoningxnuqtadansdankichikmasofadajoylashganbarchanugtalariGto‘plamgategishli
bo‘lsa.

Bu ta’rifdankelibchigadiki,
istalgansondagiochiqto‘plamlarningbirlashmasiochigto‘plambo‘ladi.

X nuqtanio‘zichigaolgan har gqandayochiqto‘plamni, x nugtaningatrofi deb
ataladi.

Evklidfazosidaginuqtalarto‘plami\W tutashdeb  ataladi, agardaW
to‘plamniikkiWivaWgismgaajratuvchivaWigismto‘plamfaqatGiga,
W>qismto‘plamGagategishlibo‘lgan, GivaGoochiqto‘plamlarmavjudbo‘lmasa.

Ta’rif. Evklidfazosidaginuqtalarto‘plamiQ tutashbo‘lib, uning har
birnuqtasishundayatrofgaegabo‘lsaki,
Qto‘plamningbuatrofgategishliqismielementarchizigbo‘lsa, u vaqtdaQ
to‘plamnioddiychizigdeb ataladi.

Masalan,aylanaoddiychizigbo‘ladi.

Hagigatan, Esfazodaaylanayotgantekislik, Oxy  tekisligibo‘lganO1 J K

dekartkoordinatalarsistemasinitanlasak, u vaqtda

X =Rcost +a,

y=Rsint+Db, (2),

z=0

buyerdate[0, 2=m], tenglamalar — markaziMs(a; b; 0) nuqtadavaradiusiR

gatengbo‘lganaylananingparametriktenglamalaribo‘ladi. Agar N(t,) nuqta aylananing
(Rcost, + a; Rsint, + b; 0) nuqtasibo‘lsa, u vaqtdayetarlidarajadakichike> 0 uchun (2)
tengliklarbilananiglanganf bog‘lanish (to—¢, to+€) intervalniuningaksigauzluksiz,
birgiymatlivateskarisi ham uzluksizakslantiruvchibo‘ladi. Demak,
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aylananingixtiyoriyN(t,)
nuqtasiningyetarlikichikatrofigategishligismielementarchizigbo‘ladi.
Ta’riflardanko‘rinadiki, har  gandayelementarchiziqoddiychizigbo‘ladi.

Lekin oddiychiziq har doim ham elementarchizigbo‘laolmaydi.

Es fazodaOfi J K dekartkoordinatalarsistemasiniolamiz. yelementarchizig,
tto‘g‘richiziqdagi  (a, b) intervalniuzluksiz,  birgiymatlivateskarisi  ham
uzluksizbo‘lganfakslantirishnatijasidahosilgilinganbo‘lIsin. yelementarchizigning, (a,
b) intervalgategishliixtiyoriytnugtagamoskeluvchinugtasiniN =f (t) bilanbelgilaylik.

Agar Nnugtaningkoordinatalarinix, y, zbilanbelgilasak, fakslantirish

X = X(t),
y=y(), 3)
z=12(t)
tenglamalarsistemasibilananiqlanadi. fakslantirishuzluksiz,

birqiymatlivateskarisihamuzluksizbo‘lganiuchunx(t), y(t), z(t) ifodalar (a, b)
intervaldat ninguzluksiz, birgiymatlivateskarisihamuzluksizfunksiyalaribo‘ladi.
(3) tenglamalarniyelementarchizigningparametriktenglamalari deb

ataladi, t o‘zgaruvchiniyelementarchizigningparametrideyiladi. Parametrning har

xilgiymatlarigayelementarchizigning har xilnugtalarimoskeladi.
fakslantirishgayelementarchizigniparametrlashdeb ataladi. Bitta
elementarchizigdabirnechta har xilparametrlashmavjudbo‘lishimumkin.

Parametrlashbilanta’ minlanganchizigniparametrlanganchizigdeb ataladi.
(3) tenglamalarsistemasiningbirinchitenglamasinii ga, ikkinchisini J ga,
uchinchisini K gako‘paytirib, natijanihadma-had qo‘shamiz:
Xi + Y] +zK = x(1)I + y(t) ] + z(HK.
Bu yerda
r=Xi+Vyj+zk
va

rt) =x@®r+y@t)j+z()k
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belgilashlarnikiritsak
r=r(t) (4)
tenglamahosilbo‘ladi. (4) tenglamagaelementarchizigningvektor
tenglamasideyiladi. Bu 7
yerdar(t) — koordinatalari
x(t), y(t), z(t) bo‘lganva
(a, b) intervaldaniglangan ¥
vektorfunksiyadir. Demak, r(t)
velementarchizigni r(t)
vektorfunksiyaning 9) y
godografisifatidagarash X
mumkinekan (6—chizma).

Ta’rif.yelementar
chizigniregulyarchiziq
deb ataladi, agarda u 6-chizma.
x=x(),y =y(1), z=1z(t)
parametriktenglamalaribilanberilib, — x(t),  y(t),  z(t) funksiyalarkmarta
(k>1)differensiallanuvchibo‘lib,

X2()+y*(t)+z°(t) =0
shartibajarilsa.
Agar k=1 bo‘lsa, u vaqgtdayelementarchizignisilliqchizigdeyiladi.
Chiziganalitik deb ataladi,

agardauningparametriktenglamalarianalitikfunksiyalardaniboratbo‘lsa.

Ba’zichiziqlarningtenglamalarini

X =t,
y=y(b), (5)
z=12(t)

buyerdate(a, b), yoki
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y =y(x),
(6)
Z=12(x)
buyerdaxe(a, b), ko‘rinishdayozishmumkin.
Ayrimmasalalarniyechishdachizigningbundaytenglamalariqulayliktug‘diradi. Shu

sababli, gandayhollardachizigningtenglamasini (5) yoki (6) ko‘rinishdayozishmumkin,
degansavoltug‘iladi. Bu savolgaquyidagiteoremajavobberadi.

1-teorema.Agar  x=fi(t), y=f(t), z=f3(t) ifodalaryregulyarchizigning,
parametrningt =t,giymatigamoskeluvchiMy(Xo; Yo, Zo)
nuqtasiatrofidaparametriktenglamalaribo‘lib, fi'(t;) # 0 bo‘lsa, u vaqtdaMo(Xo; Yo; Zo)
nugtaningbiroratrofidaychizigtenglamalarini

y = y(X),}
Z =12(X)
shakldayozishmumkin.

Isbot.Oshkormasfunksiyalarhagidagiteoremalargaasosan,
XoQiymatningshunday (X090, Xo10) atrofitopiladiki (6>0),
buatrofdaaniqlanganbirgiymatli, uzluksizt = A(x) funksiyamavjudbo‘lib, u t, = A(Xo)
vax=f1(A(x)) tenglamalarniganoatlantiradi.
Oxirgitengliknix=x,qiymatdadifferensiallasak

1 = f1'(AM(Xo0))-A'(Xo).

Teoremashartigaasosanf;'(t,) = 0 bo‘lganiuchuni'(x,) # O
ekanligikelibchigadi. Bu tengsizlikesai(x) funksiyaning (Xo—0,  Xot0)
intervaldamonotonekanliginibildiradi. Shu sabablibiz t =\MX) funksiyadat
ningo‘rnigax niparametrqilibolishimizmumkin. t =A(x) ifodaniteoremashartidagiy =
fa(t) vaz =f3(t) tenglamalargago‘ysak

y = fa(M(X)) = y(x),
z = f3(Mx)) = z(x)
kelibchigadi, buyerdax,—d <x<x+d. Teoremaisbotbo‘ldi.

Analitikgeometriyadanma’lumki, fazodato‘g‘richizigni,
shuto‘g‘richizignuqtalarining, Y, z
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koordinatalariganisbatanikkitabirgalikdabo ‘Iganchiziglitenglamalarsistemasiorqaliberi
shmumkinedi. Shu sabablitabiiyravishdaquyidagisavoltug‘iladi.
Qandayhollardaushbu

¢(Xl Y Z) - O!}
w(x,y,2)=0

tenglamalarsistemasibirorchizigniifodalaydi ? Bu savolgaquyidagiteoremajavobberadi.

(7)

2-teorema.Agar Gto‘plamkoordinatalari (7)
sistemaniganoatlantiruvchinugtalarto‘plamibo‘lib, Mo(Xo; VYo; Zo) eGnugtaningbirorB,

atrofidag(x, Y, 2), w(X, Y, Z)
funksiyalaruzluksizvabirinchitartibliuzluksizhosilalargaegabo‘lib, Mynhuqgtada

A
L AR
v, v, v

bo‘lsa, u vagtdaM,nugtaningshundayB',cBoatrofimavjudki,
Gto‘plamningbuatrofdagigismisilligchiziq bo‘ladi.

Isbot. Umumiyliknicheklamasdan, Mynuqgtada
o,
v, V¥,

bo‘lsin deb farazqilaylik. U vaqgtdaoshkormasfunksiyalarhagidagiteoremalargaasosan,

#0

shundayds, o, dsmusbatsonlartopiladiki, (Xo—01, Xo+061) intervalgategishli har birx
uchun (7) tenglamalarsistemasi yagona y =y(x), z = z(x) Yyechimgaegabo‘lib,
buyechimlar

Yo y(X)| < 82, [z0-2(X)| <3
tengsizliklarniganoatlantiradi. Shuningdeky(x) vaz(x) funksiyalarmosravishda (y,—o2,
Yotd2) va (Zo9s, Zotd3) intervaldabirinchitartibliuzluksizhosilagaega. Demak,

MonugtaningB'o={(X; Y; 2): [Xo—X| < 81, |Yo—VY| < d2, |Zo—2| <83} atrofidaGto‘plam

X =t,
y =y(b),
z=12(t)
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parametriktenglamalarbilananiqlanuvchisilligchizigbo‘ladi, buyerdaxq—01<t<Xo+d1.
Teoremaisbotbo‘ldi.

(7)
tenglamalarsistemasiniEvklidfazosidagichizigningoshkormastenglamalari deb
ataladi.

Ta’rif. Hamma nuqtalaribirtekislikkategishlibo‘lganchizignitekischiziq deb
ataladi.

Tekischizignuqtalaritegishlibo‘lgantekislikniOxytekisligi deb hisoblanadi.

Shu sabablitekischizigningparametriktenglamalariquyidagichabo‘ladi:

X = x(t),} @),
y=y(t)

(8) tenglamalarsistemasidatniyo‘qotsak
f(x,y)=0 9)
tenglamahosilbo‘ladi.  (9) tenglamanitekischizigningoshkormastenglamasi  deb
ataladi.

(9) tenglamaniyganisbatanyechsak

y =y(x) (10).

(10) tenglamatekischizigningoshkortenglamasi deb ataladi.

Oshkormasfunksiyalarhaqgidagiteoremalargaasosan, agar
tekischizigparametriktenglamalaribilanberilib, parametrningt=to

giymatibilananiglanuvchiNo(Xo; Yo) nuqgtada
X(to) #0 yokiy'(t)) # 0
shartbajarilsa, u vaqtdatekischizigbunugtaningbiroratrofidamosravishda
y = y(x)yokix = x(y)
ko‘rinishdagioshkortenglamalarningbiribilanifodaetiladi.
Xuddishuningdek, agar tekischizigoshkormastenglamasibilanberilib,No(Xo; Vo)
nugtada
fx'(Xo; Yo) 70  yokify'(Xo; Yo) # 0
shartibajarilsa, u vaqtdatekischizigbunugtaningbiroratrofidamosravishda

y = y(x)yokix = x(y)
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ko‘rinishdagioshkortenglamalardanbiribilanifodaetiladi.
Shundayaqilibtekischizigning
X'(t) =0, y'(to)=0
yoki
f'(Xo; Yo) = 0, f,'(Xo; Yo) =0

tengliklarniganoatlantiruvchiMo(Xo; Yo)
nugtalariningatrofidachiziqoshkortenglamabilanifodaetilmaygolishimumkinekan.
Bunday nuqgtalarmaxsusnugtalar deb ataladi.

Tekischizigningmaxsusnugqtasiatrofidagituzilishinikeyinroqo‘rganamiz.

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari
Chizigvauningturlariniaytibbering.
Elementarchizig deb nimagaaytiladi? Misollarkeltiring.
Sooda chiziglarniaytibbering.
Oshkormasko rinishdaberilganchiziglargamisollarkeltiring.
Parametrikko rinishdaberilganchiziggamisollarkeltiringvachiziggrafiginichizing.
Qandayakslantirishlaruzluksizakslantirishlardeyiladi? Misollarkeltiring.
Umumiychiggamisollaraytibbering.
. Elementarchizigningta’rifi.
. Oddiychizigningta’rifi.
10. Regulyarchizigningta’rifi.
11. Qandaychiziqgasilligchizig deb ataladi ?

©oo N O WwNE

12. Esfazodachizigningparametriktenglamalari.
13. Evklidfazosidachizigningvektortenglamasi.
14. Regulyarchizighagidagiteorema.

15. Esfazodachizigningoshkormastenglamalari.

16.  Tekischizigningta’rifi.
17.  Tekischizigningparametriktenglamalari.

18. Tekischizigningoshkormastenglamasi.
19. Tekischizigningoshkortenglamasi.
20. Tekischizigningvektortenglamasi.
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16.2.CHIZIQNING ODDIY VA MAXSUS NUQTALARI
Reja:

. Regulyaryoy
. Oddiyvamaxsus nuqta ta’rifi
. Oshkormas funktsiyaning mavjudlik teoremasi
. CHiziq nuqtasining oddiy bo’lishi uchun yetarli shart
. Karrali maxsus nugtalar
. Maxsus nuqgta atrofida chizigning tuzilishi
. Maxsus nugta tiplari
. Misollar

Tayanch iboralar: regulyar yoy, oddiy nuqgta, maxsus nugta, ajralgan
maxsus nugta, tugun maxsus nuqgta, I-tur gaytish maxsus nuqgtasi, Il1-tur gaytish
maxsus nugqtasi.

Mavzuningbayoni:

CHiziqoshkormasko’rinishda, ya’ni

F(xy)=0 (1)
oshkormasfunktsiyaorqgaliberilganbo’lsin.

o N o Ol W Bk

Ba’zan (1) tenglamani y ganisbatanyechib

y=f(x) (@a<x<b)(2)
nikeltiribchigarishimizmumkin.

Ta’rif: Agar (2) funktsiya

1) bir gqiymati  2) uzluksiz va  3) tegishli
tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo’lsa, u holda (2) tenglamani ganoatlantiruvchi
nuqtalar to’plamiga (1) chizigning regulyar yoyi deyiladi.

Agar (1) chizigdagi nuqtaning yetarlicha kichik atrofi regulyar yoy bo’lsa,
bunday nugtani chizigning oddiy nuqgtasi deb ataladi.

CHizigning oddiy bo’lmagan barcha nuqtalarini uning maxsus nuqtalari
deyiladi.

M, (%o, Yo) 0ddiy nuqta atrofida (1) va (2) tenglamalartengkuchlidir.

4-chizmadagi chiziqda[a,b]segmentdaaniglangan M, M,
yoyningbarchanugqtalarioddiynugqtalarbo’lib M, maxsusnuqtadir.
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4-chizma
f'(x) -

uzluksizbo’lganidanchizigningharbiroddiynuqtasidatayinurinmao’tkazishmumkinvanu

qtaregulyaryoybo’ylibo’zgarsa,

urinmahamyo’nalishinio’zgartiradideyishgaasosbo’ladi. M,
maxsusnuqtadanikkitaregulyaryoyo’tadi.

SHunugtadaurinmaikkita. Buesa f (x)
funktsiyaningbirgiymatliliktalabigazidbo’ladi. 1)

chizignugtasiningoddiybo’lishiuchunyetarlishartnimatematikanalizdagioshkormasfunk
tsiyaningmavjudlikteoremasiorgaliifodalashmumkin.
Teorema:Agar M, (X, Y,) nugta (1) chiziqdayotib F(x,y)

funktsiyaMonuqtaatrofidauzIuksizxususiyhosiIalargaegava%F(xo, y,) #0bo’lsa,

uholdafagatbitta y = f (x) funktsiyamavjudki, uMonugtaningbiroratrofida 1)
tenglamaniganoatlantiradiva x = x,da y = y,qiymatqgabulgiladi.
y = f(x) funktsiyashuatrofdauzluksizhosilagaegabo’lib,

oF
W fry =X
dX_f(x)_ oF
oy

. OF - .
Agar Monuqtada%'zzolekm, ‘Z—X;«tObo’lsa,ham teoremao’rinlibo’ladi.

Teoremashartinigismano’zgartirishmumekin.

Masalan: M, nuqtada F,, F, hosilalarbirdaniganolgaaylanmasa, ya’ni Fo+ Fy2 =0
bo’lsa, F(x,y) = 0niyechibyugoridagiuchtashartlarniganoatlantiruvchiy = f (x)
funktsiyanianiglashmumkin.

Ta’rif: Agar (1) chizigdagibiror My(x,, ;) nugtada F,* + F,* = 0bo’lsa, M, nuqta
oddiybo’ladi.

M, (X, ¥o) nugta (1) chizigningmaxsusnugtasibo’lsa F (x,,Y,) =0,
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OF(X%.Y) _o F(¥) _ 3)
ox oy
tengliklar o’rinli bo’lishi kerak.
Oddiy nugtada urinma tenglamasi
(X_Xo)Fx,(Xano)+(y_yo)Fy’(Xo’yo)=O (4)
bo’lib, normal tenglamasi
X=X __ Y=Y (5).
F(%6:¥0)  Fy(X% Yo)
Endi chizig maxsus nugtalarini va maxsus nugtalar atrofida chizigning
tuzilishini tekshiraylik. (1) chizig uchinchi tartibligacha xususiy hosilalarga ega
bo’lsin. F/,F/,F; Fo . F, ..

Maxsus nuqtada (3) tengliklar o’rinli bo’lib, ikkinchi tartibli xususiy hosilalar
orasida aqalli bittasi nolga teng bo’Imasin.

Masalan: F, # 0. CHizigning (3) shart bajariladigan M(X,,Y,) maxsus nuqtasini
ikki karrali (qo’shaloq) nuqta deyiladi.

Agar (3) dan tashqgari ikkinchi tartibli xususiy hosilalar M(x,,Y,) nugtada nolga
aylanib uchinchi tartibli xususiy hosilalar orasida nolmasi mavjud bo’lsa, u holda M,
maxsus nugtani uch karrali deyiladi.

Faraz gilaylik, M, maxsus nuqtadan chizigning regulyar yoyi o’tsin. CHizigning
M, (X, Yo) maxsus nugqtasi orqali o’tuvchi regulyar yoyi (2) ko’rinishdagi tenglamaga
ega bo’lsin. (1) ga (2) ni qo’ysak F(x, f(x))=0 ayniyat kelib chikadi. Bu ayniyatni x
bo’yicha ikki marta differentsiallaymiz.

F/+F/f/(x)=0

Fa t2F ') +F) f 2(x) + Ff'(x)=0
Bu tenglamalardanbirinchisi M, nugtadaayniyatdaniborat, chunki
F (%, Yo) =0, F (X, ¥p) =0.

Ikinchisidanesa

F (%01 Yo) +2F5 (%o, Yo) f'(Xo) + Fyy (%o, ¥o) £ 2 (%) =0
kelibchigadi.

F'(%) =k, Fo(Xo:Yo) =21, F5 (%, ¥o) =a, Fy (X ¥o) =2y,

Belgilash kiritsak

a22k2 +2a,k+a,=0 (6)

kvadrat tenglamaga ega bo’lamiz. k ning har bir giymati (1) chiziq regulyar yoy
urinmasining mos yo’nalishini aniglab beradi. Demak, M, maxsus nugtadan ikkitadan
ortiq bo’lmagan regulyar yoy o’tadi. Quyidagi hollar bo’lishi mumkin.

1) D=a),-a,a,>0 (6) tenglama ikkita turlicha hagigiy ildizga ega. M,
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nuqtadan chizigning ikkita rerulyar yoyi o’tadi.

2) D=a),—a,3, <0 (6) tenglamaning ildizlari qo’shma kompleks. M, nugtadan
chizigning regulyar yoyi o’tmaydi.

3) D=a} —a,a, =0 tenglama karrali ildizga ega. M, maxsus nuqtadan o’tuvchi
regulyar yoylar umumiy urinmaga ega bo’ladi.

Birinchi holda M, maxsus nuqgtni tugun nugta, ikkinchi holda ajralgan nugta
deyiladi. Uchinchi holda esa M, maxsus nuqgta yoki regulyar yoylarning urinish
nuqtasi, yoki birinchi tip gaytish nuqtasi yoki ikkinchi tip qaytish nuqtasi bo’lishi
mumekin.

Yugoridagi 3- ta holgamisolkeltiraylik:

a) y'-x"=0 (0,0)maxsus nuqta.

b) x* —y® —3axy=0. (0,0)maxsus nugta.

Dekartyaprog’i uchunk, =0, k, = a2 —a,,a, =9a’ >0 (0,0)tugun nugta

V) F(x,y)=x"—4x*—y*=0 (0, 0)maxsus nuqta

a) b)
5-chizma
a’. —a,-a,, =0-16 <0 ajralgan nuqta
g) 0(0,0) — 2 tip gaytishnuqtasi.

d) 0(0,0)— 1 tip gaytishnugtasi.
Y

a) b)
5-chizma
Agar a, =0, a,=0,a,=0bo’lsa,
P +3Fg, /(%) +3F, £ 2(x0) + Fy, £2(x)) =0
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yoki

aazzka + 3aizzk2 +3a,,K+a,;,=0 (7)
tenglamaningildizlariyokiuchtaturlichahagigiyyokibittahagiqiyvabirjuft
go’shmakomplekssonlardaniboratbo’lishimumkin.

Mos ravishdaMy(x,Y,) - maxsus nuqta uchkarralibo’lishimumkinyokiM,
nuktadanchizigningfaqatbittaregulyaryoyio’tishimumkin.

Masalan: (x* + y*)? —ax(x* —y*)=0

Uchyaprogli gul deyiladi. a,;, =2a=0, k, =1k, =-1 k; =«

Urinmatenglamalari: x=y, y=-x, x=0

vtekischizigf(x, y) = 0 oshkormastenglamasibilanberilganbo‘lsin.

Oshkormasfunksiyalarhagidagiteoremagaasosan, agar chizigdagibirorMo(Xo;  Yo)
nuqgtadafyvaf,xususiyhosilalarningkamidabittasinoldanfarqlibo‘lsa, u vaqtdaMo(Xo; Yo)
oddiy nuqgta bo‘ladi.

Demak, Mo(Xo; Yo) nugta chizigningmaxsusnuqtasibo‘lsa, bunuqgtada
Fe(%:¥,) =0, fy (X3 ¥o) =0
tengliklarbajariladi.

Endif(x, y)
funksiyauchinchitartibgachauzluksizxususiyhosilalargaegadebfarazqilib,
maxsusnuqtaatrofidachizigningtuzilishinitekshiramiz.

ChizigningMemaxsusnugtasidaikkinchitartibliuchtafy, fxys
fyyhosiladanaqallibittasinoldanfarqlibo‘lsin, masalan, f, # 0. Agar f, = 0 bo‘lsa,
koordinatao“glariniburib, fyyningnoldanfarglibo‘lishigaerishishmumkin.
Chizigningbundaynugtasiniikkikarrali nugta deb ataladi.

Momaxsusnugtadabirinchivaikkinchitartiblibarchaxususiyhosilalarnolgaaylan
ib, uchinchitartiblify, fxxys fyyys
fyyyXususiyhosilalardankamidabittasinoldanfarglibo‘lsa, bundaynuqgtaniuchkarrali
nuqta deb ataladi.

Biz  Monugtadanchizigningbirorregulyaryoyio‘tadi deb farazqilaylik. Bu
yoyy = y(x) tenglamabilanifodalanganbo‘lsin, bunday, = f(X,). y o0‘rnigay(x)
nigo‘ysak, tekischizigningf(x, y) = 0 oshkormastenglamasiayniyatgaaylanadi, chunkiy
= y(x) chizigqagarashliregulyaryoydir.
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Shuninguchunchizigningoshkormastenglamasinixbo‘yichaikkimartadifferensiallashmu

mKkin:
fo+f -y =0 (1),
i 12 " _
fo+2f, -y +f, -y*+f -y =0 (2).
(1) tenglikayniyatdaniborat, chunki
fo=0, f°=0.
(2) tenglikushbuko‘rinishnioladi
fo+2fg-yo+f, -y =0 (3).
Demalk, gilinganfaraze’tiborgaolinsa,

ya’nichizigningM,maxsusnuqtasidano‘tadigany = y(x) regulyaryoyibordebqgaralsa,
uningshunugtasidagiy'(x,) burchakkoeffitsiyenti (3) kvadrattenglamaniganoatlantiradi.
Agar
an:fx?u 2:fx())/’ a22=fy(;, k:y’(xo)
deb belgilashlarkiritsak, u vaqtda (3) tenglamaquyidagiko‘rinishnioladi:

a,, +2a,k+a,k’=0 (4).

(4)
tenglamakganisbatanikkinchidarajalibo‘lganiuchunikkikarraliMonugtasidanutuvchivab
urchakkoeffitsiyentlari 4)
tenglamaniganoatlantiruvchiregulyaryoyikkitadanortigemasdir. 4)

kvadrattenglamaniyechishdaquyidagiuchholl bo*lishimumkin.
1) D= a,,8,, _3122 >0.

Bu holda (4) kvadrattenglamaningildizlariqo‘shmakomplekssonlarbo‘ladi.

Demak, Mo nuqtaorqalihaqiqiyregulyaryoyo‘taolmaydi.
Chunkiaksholdauningburchakkoeffitsiyentikompleks son bo‘laredi. Monugtanibu
holdaajratilgan nuqtadeb y
ataladi.
Masalan,
1
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(x2 + yz)(x+ y-1)=0
chiziggagarashliO(0; 0)

nuqta ajratilgan nuqtabo‘ladi.
Bu chizigkoordinataboshi
bo‘lganO(0; 0) nugta va
koordinataboshidano‘tmagan
X+y=1 to‘g‘richizigdan
Iborat (28—chizma).28—chizma.

2) D=a,a, - a122 <0.

Bu holda (4) tenglamaikkita har xilkivakohaqiqiyildzigaegabo‘ladi. My
nuqtaorqalichizigningikkitaregulyaryoyio‘tadi. Bu regulyaryoylar har
xilurinmalargaegabo‘lib, buurinmalarningburchakkoeffitsiyentlarik;vakobo*ladi.
Monugtanibuholdatugun nuqta deb ataladi.

Masalan,
2
(x2 + yz) —Zaz(x2 - y2)= 0
Bernullilemniskatasiuchunkoordinataboshitugunnugtadir.

3) D=a,a, _3122 =0.

Bu holda 4)
tenglamaningildizihaqigiyvakarralidir: ki
= kz. Shu

sababliMynugtadachizigbittahaqgiqiyurinm

agaega. Lekin
Monugtadaurinmachizigyoylarigaturlichau
rinishimumkin. Bu
yerdaquyidagihollarbo‘ladi.

a)

Monugtadaikkalayoyshunugtadagiurinman

ingturlitarafidajoylashib,
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normaldanbirtomondayotadi (29—
chizma). Monugtanibu
29—chizma. holdabirinchi tip qaytishnuqtasideyiladi.

b) Monugtadaikkalayoy ham
urinmabilannormalningbirtomonida
yotadi (30—chizma). Mgnugtanibu
holdaikkinchitip gaytishnuqgtasi
deyiladi. 30—chizma)

V) Monugtadachizigningyoylariurinmaningbirtom (81—chizma)

yokiturlitomonida (32—chizma), lekinnormalningturlitomonidayotishim KIn. Bu

holdaMonugtanichizigningo‘z—o‘zigaurinishnuqgtasideyiladi.

31-chizma. 32—chizma.

9) Mo nuqtaatrofidachizigningshunugtadanboshgabirorta ham
nuqtasibo‘lmasligimumkin. Bu holdaM, nuqtaajratilgan nuqta bo‘ladi.
Masalan, y? — x* —x® = 0 chiziquchunO(0; 0) nugtadaD = 0 bo‘lsa ham, bu

nuqta ajralgannuqtadir.
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Endi uchkarralinuqtalargato‘xtabo‘tamiz. Bu holda
f=f=f, =f =f =0 (5)
bo‘lib, uchinchitartibli

fror Toor Fons

0t Doyt Ty Ty

xususiyhosilalardankamidabittasinoldanfarqlibo‘lsindeymiz, masalan,
f,, #0
bo‘lsin. U vaqtda (2) tenglamay'svay"slarganisbatanayniyatgaaylanib, natijabermaydi.
Bunday holda (2) tenglamanixganisbatandifferensiallab, (5) tengliklarnie’tiborgaolib,
Yo = Y'(X)

nianiglashuchunuchinchidarajalitenglamahosilgilamiz:
fa +3Fmy Yo +3f0, -y +f0 -y’ =0 (6).

Demak,
chizigninguchkarraliMynuqtasidano‘tuvchiyoylargao‘tkazilganurinmalarningburchakk
oeffitsiyentlarishunuqgtada (6) uchinchidarajalitenglamaniganoatlantiradi.
Butenglamaningildizlariki, kz, ks bo‘lsin.

(6) tenglamaningharbirsoddaildizigachizigningbittayoyimoskelib, u
shumaxsusnuqtadano‘tadivaungao‘tkazilganurinmaningburchakkoeftitsiyenti,
tenglamaningshusoddaildizigatengbo‘ladi. Bu yerdaquyidagihollaryuzberadi.

a) ki, ko, ksildizlarhaqigiyvahirxil. Bu
holdaMynugtadanchizigninguchtayoyio‘tadi.

b) ki —  hagigiyson, ko, ks —  komplekssonlar.
Monuqtadanchizigningbittayoyio‘tadi.

V) ¢l = ko = Ks. Bu holanchamurakkabbo‘lib,
Monugtadachizigningtuzilishiturlichabo‘ladi. Biz ungato‘xtabo‘tirmaymiz.

Endi parametrikko’rinishdaberilganchizigning P
maxsusnugtasiatrofidatuzilishinitekshiraylik.
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6-chizma
yix=x(t), y=y(t), z=2(t)bo’lib (8)
X?+y?+2% 20 (9)
bo’lsaP(t,) - oddiynuqtabo’ladi. Agarchiziqgni (8) ko’rinishdaifodalabbo’lmasa P(t,)

maxsusnuqtabo’ladi.

Bizgabirorychizigberilganbo‘lib, Moungategishli nuqta bo‘lsin.

Ta’rif. Agar ychizigMonuqtasiatrofidasilligparametrlansa, u
vagtdaM,nugtaniychizigningoddiynuqtasi deb ataladi.

Agar ychizigMonugtasiatrofidasilligparametrlanmasa, u
vagtdaM,nugtaniychizigningmaxsusnugtasideb ataladi.

Biz faqattekischiziglarningmaxsusnugtalariatrofidagituzilishinitahlilgilamiz.
Ma’lumkitekischizigparametrik,
oshkorvaoshkormastenglamalaribilanberilishimumkin. Bu hollarning har
birinialohidagarabchigamiz.

1. Agar ytekischizigy = y(x) oshkortenglamasibilanberilsa, u vagtdax =t
almashtirisholib, tekischizigningoshkortenglamasini har doim
“ } @
y=y(t)
ko‘rinishdayozishmumbkin. (1) tenglamalarsistemasi

X?+y?=1+y"? %0
shartniganoatlantirganiuchun,
buchizigninghammanuqtalaridasilligparametrlashmavjudbo‘ladi. Demak,
oshkortenglamasibilanberilgantekischizigninghammanuqtalarioddiy  nuqgta  bo‘lib,
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maxsusnugtalaribo‘Imasekan.

2. Agar vytekischizigx = ¢(t), y = w(t) parametriktenglamalaribilanberilib,

Mo(to) nugta atrofidae'(t), y'(t) hosilalarningbirortasinoldanfarglibo‘lsa, u vaqtda

o +y'?£0
shartbajarilab, silligchizigta’rifigaasosan, Mo(to) nuqgta
ychizigningoddiynuqtasibo‘ladi.

Demak, vytekischizigx = ¢(t), y = w(t) parametriktenglamalaribilanberilib,
Mo(to) nugta ychizigningmaxsusnuqtasibo‘lsa, u  vaqtdabuMy(to)
maxsusnugtagamosparametrningt,qiymati

o'(t,) = 0,}
y'(t,) =0
tenglamalarniganoatlantirishikerak.

Parametriktenglamalaribilanberilgantekischizigningoddiyvamaxsusnugtalarih
agidagiquyidagiteoremamuhimahamiyatgaega.

Teorema.ytekischizigx = ¢(t), y = yw(t) parametriktenglamalaribilanberilib,
p()vay(t) funksiyalarningMo(to)
nugtasidagibirinchinoldanfarglihosilasiningtartibitogbo‘lsa, Mooddiynugta,
birinchinoldanfarqlihosilasiningtartibijuftbo‘lsa, Memaxsusnuqtabo‘ladi.

Isbot.Umumiyliknisaglaganholda, Monugtanikoordinataboshi,
tparametrningMynugtagamoskeluvchigiymatininoldebgabulgilamiz. U vaqtda Teylor

formulasigaasosan:

n

t t"
x=_P"0)+a®)y=_"_ " O+0)
Aniglikuchunn< m deb olamiz. Aks
holdakoordinatao‘qlarinialmashtirishmumkin.
Agar ntogbo‘lsa, u vaqtdatningo‘rnigar = t"parametrnikiritamiz,
buyerdazrparametrtningmonotonfunksiyasidir. Bu

kiritilganparametrdachizigsilligbo‘ladi, chunki:
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n (n)
do| _ o) _ ) (0" (0)+5(1)
dT M, t—=0 tn t—0 tn.n!
(n) (n)
_im®@ O +a(t) _¢70)
t—0 nt n!

Demak, ntogbo‘lgandaMyoddiy nuqta bo‘larekan.

Endi njuftbo‘Isin. Bu holdag(t)funksiyaM, nugta
atrofidaishorasinio‘zgartmaydi, ya’nip™(0)ningishorasibo‘ladi. Demalk, Mo
nugtaatrofidachizigx > 0 yarimtekislikdayotadi, agardap™(0) > 0 bo‘lsa, yokix < 0
yarimtekislikdayotadi, agardap™(0) < 0 bo‘lsa.

Faraz gilaylikMyoddiy nuqta bo‘lsin. U vaqtdachizignibu nuqta
atrofidasilligparametrlashmumkin,  ya’nichizigtenglamasinix = ¢i(z), Yy = wi(7)

parametrikshakldayozib, ¢1(z) vayi(z) funksiyalar

o +y;" =0 (@)
shartniganoatlantiradi.

)
tengsizlikdanvagifunksiyaningdarajasiyifunksiyaningdarajasidanyuqoribo‘lmagani (n
<m) uchunM,nugtadag's # 0 bo‘ladi.

Demak, ¢i(r)  funksiyaMenuqta atrofidaishorasinio‘zgartirarekan. Shu
sababliychizigMoynuqgta atrofidax > 0 vax < 0 yarimtekisliklarning har ikkisida ham
joylashadi. Biz Mooddiy nuqta bo‘lsin deb, garama—qarshilikkakeldik.
Shundayaqilibnjuftbo‘lgandaMymaxsus nuqta bo‘larekan. Teorema
isbotbo‘ldi. y

Agar n=m bo‘lsa, u
vaqtdakoordinatao‘qlariniburish
bilan, buholni, yuqoridako‘rib
chigganikkiholgakeltirish @) X

mumkin. Shuninguchunbuholni
biz qarabo‘tirmaymiz.

Ta’rif.n juftvamtoq
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bo‘lgandamaxsusnuqtanibirinchi
tip gaytishnuqtasi deb ataladi.
Bu holdachiziqurinmaning
turlitomonida, normalningesabir 26—chizma.

tomonidajoylashadi (26—chizma).

Ta’rif.nvamjuft (n <m) bo‘lgandamaxsusnuqtaniikkinchi  tip
y gaytishnuqtasi deb ataladi.

Bu
holdachiziqurinmaningvanormalningbirtomo
nidajoylashadi (27—chizma).

Parametriktenglamalaribilanberilga
nchizigningmaxsusnugtalari ana

0 X shuikkitipdaniboratxolos.

Teorema: Yassi chiziqx=x(t), y = y(t) parametrikko’rinishdaberilganbo’lsin.
Agar P(t,) nugtadaginoldanfargli xX™(t,), y™(t,) hosilatogtartiblibo’lsa P(t,) oddiy nugta,
aksholdamaxsus nuqta bo’ladi.

n-juft, m-togbo’lib,n<mbo’lsaP — birinchi tip gaytish nugta, n - juft, m —
juftbo’lsa, P — ikkinchi tip gaytish nuqta bo’ladi.

Masalan: x =t —sint y =1-cost tsikloidauchun (0,0) birinchi tip
qaytishnugtasibo’ladi.

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari
1. Chizgningoddiy nuqta ta rifiniaytibbering.
2. Chizigningmaxsus nugta t rifiniayting.
Chiziggrafikdaoddiyvamaxsusnugtalarniajratibbering.
3. Chizgninggo shaloq nugta at rifiniaytibbering.
4. Maxsus nugta tiplarniaytibbering. Grafikdamaxsus nugta
tiplariniajratibbering.
5. Chizigningkarralinugtalarigamisollarkeltiring.
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6. Parametrikko rinishdaberilganchizigningmaxsus nuqta
tiplarinianiglashuchununigandayshartlargatekshirishkerak?

7. Oshkormasko rinishdaberilganchizigningmaxsus nuqgta
tiplarinianiglashuchununigandayshartlargatekshirishkerak?

15. TEKIS CHIZIQ ASIMPTOTALARI.ALGEBRAIK CHIZIQ
ASIMTOTALARI.
Reja:

1. Asimptotata’rifi
2. Ax+By+C =0to’g’richizigningasimptotabo’lishsharti
3. CHizigning koordinat o’qlariga parallel asimptotalari
4. Asimptota urinmaning limit vaziyati
. Algebraikchizigasimptotalari

6. Misollar

Tayanchiboralar:verticalasimptota, gorizantalasimptota, og maasimptota,
algebraic chiziqg.

Mavzuningbayoni:

Tekislikdaegrichizigningregulyaryoyi

X=Xx(t),y=y(), t, <t<T (1)
parametriktenglamasiorgaliberilganbo’lsin. t—>T da M(t)
chizigbo’ylabcheksizlikkaintiladi.
(Mg, M) = (X(0) = %) + (¥(O) — ¥o)* — 57> (2).

1-Ta’rif: (1) egri chiziq ustidagi nuqta chiziq bo’ylab cheksiz uzoqlashganda,
bu nuqta bilan birorta to’g’ri chiziq orasidagi masofa nolga intilsa, u holda bu to’g’ri
chizig egri chizigning asimptotasi deyiladi.

p(M,N)——=—0, bunda MN _L1I.

(€)]

8-chizma
Hargandaychiziquchun (2) shartningbajarilishigagaramay,
asimptotamavjudbo’ Imasligimumkin. Jumladan p =e*’
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logarifmikspiralningasimptotasiyo’q.  Logarifmik spiral deb hamma radius
vektorlarnibirxilburchakostidakesibo’tadiganchiziggaaytiladi.

9-chizma
Boshlang’ichnugtaatrofidaistalganchaaylanib, ganchauzoglashmasin,
harakatdaginuqtayaqinlashaoladiganto’g’richizigmavjudemas.
p=2(3)
@
tenglamaorqgaliberilgangiperbolik spiral uchunasimptotamavjud.

Ordinatao’qigaparallelbo’Imaganasimptotaniqgidiraylik.

—— 0 ——a=

©)

10-chizma

Asimptotatenglamasi

Ax+By+C=0 4)
ko’rinishda bo’lsin. (1) chizigda biror M (x(t), y(t)) nugtani olib, shu nugtadan (4)
to’g’ri chiziqgacha bo’lgan p(M,N) masofani hisoblaymiz. Analitik geometriyadan
ma’lumki po(M,N) masofa

| Ax(t) +By(t) +C|

p(M,N) = N (5)

(4) to’g’ri chiziq asimptota bo’lishi uchun t -T da p(M,N)— 0 bajarilishi kerak. (5)

da maxrajo’zgarmas son bo’lganiuchun
lim | AX(t) + By(t) +C =0 (6)

kasrsuratininglimitinolgatengligikelibchigadi. Biz 4)
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niasimptotabo’lishiuchunzaruriyvayetarlishartnianiqladik.
Endi  chizigasimptotasiniy —kx-b =0ko’rinishdaolib, t—»T da kvab

larnihisoblashformulalarinianiglaylik. (6) kabiquyidagitengliklaro’rinlidir.
lim [y (t) —kx(t) -b] =0 (7)

lim {x(t){ y(®) -k - L}} =0 !ILQ X(t) = 0 bo’Iganiuchun

=T X(t) X(t)

nm{y(t) k—i}=0:>lim YO 4 im 2 —omiim 2 —o

t—>T X(t) x(t) t—>T x(t) t—>T X(t) t—T X(t)
y(t)

k= !'L*l x(t) (8)

k —ni (7) gago’ysak
b =lim[y(t) -kx(t)] ©)
kelibchigadi.

Agar (8 wva (9) ningcheklilimitimavjudbo’lmasaasimptotani y—kx—b=0
ko’rinishidaifodalabbo’Imaydi. Agar (1) chizigningasimptotasiordinatao’qiga parallel
bo’lsa, u holdaasimptotaningtenglamasi

x—a=0 (10)
ko’rinishga ega bo’ladi. t »T da x(t)—a— 0= x(t)———a.

Agar lim x(t) mavjud bo’lmasa, asimptota aniglanmaydi. Abstsissa o’qiga prallel
asimptota uchun

y—-m=0 (11)
ga ega bo’lamiz.

Agar chiziq y= f(x) ko’rinishda berilgan bo’lsa, x=t,y=f(t) parametr Kiritish
mumekin.
k= tim YY)

xoe X

Asimptotaning boshqga ta’rifi ham mavjud.

2-Ta’rif: CHizigdagi nuqta shu chiziq bo’ylab cheksizlikka intilganda
urinmaning limit vaziyati mavjud bo’lsa, limitda hosil qilingan to’g’ri chiziq
asimptotadir.

Lekin  asimptotaurinmaning  limit  vaziyatibo’lmasligiham  mumkKin.

b= 1iinw(y(x) ~kx) (12)

Hagigatanham, t—T da x(t)—> o, y(t)awbo’lganholda%nisbatgat—>T da

Lopitalqoidasiniqo’llaymiz

y) _ . y'(t) y'(t)
k_!qu x0) X0’ b—Ilm[y(t) x(t) ()]y kx+bgak vab

larniqo’yishmumkin.
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Agar chiziqy = f (x) shakldaberilganbo’lsa,
k=lim (), b=1lim [y—xf'(0] (13)

k va b chekli sonlar bo’lsa, asimptota mavjud bo’lib uning tenglamasi y=kx+b
ko’rinishida bo’ladi.

SHunday chiziq mavjud bo’lishi mumkinki, uning tenglamasiga Lopital
qoidasini qo’llab bo’Imaydi.

COos X

Masalan: y = chizig x—o da OX o’qdan iborat asimptotaga ega, lekin

cos x2
2

bu chizig urinmasining burchak koeffitsienti y’(x) =—-2sin x? — , X—oo da xech

ganday limitga intilmaydi. (C082x2
X

»0) lekin sin x* ni limiti yo’q (-1) va (+1)

X—00

orasida tebranib turadi.

Endi algebraik ifoda orgali berilgan chizig asimptotasini aniglash masalasini
garaylik. F(x,y)=0 funktsiya ko’pxad bo’lib, kasrlardan va radikallardan ozod
qilingan, ya’ni Ax"y‘ ko’rinishidagi birhadlarning yig’indisidan iborat bo’Isin.

CHizigning asimptotasi sifatida, urinish nuqtasi cheksizlikka intilganda
urinmaning limit vaziyatini qabul qilishimiz mumkin. Bu to’g’ri chiziq ustma ust
tushgan cheksiz uzoq ikki nugtadan o’tadi.

Ikki holni garaymiz.

1) asimptota OY o’qqga parallel bo’Imasin.
y=kx+b
{ n n-1 n-2,,2 n n-1 n-2 n-1 (14)
F(X,y)=a X" +ax" y+ax y +..+ay +bx""+bx"“y+..+b ,y""+..=0
(14) da y o’rnigakx+bniqo’ysak

A (K)X" + A (K, D)X +...+ A =0 (15)
tenglamahosilbo’ladi.

Bu tenglamacheksizkattaikkitaildizgaegabo’lishikerak,
chunkiurinishnuqgtasicheksizuzogdadir.

Algebradanma’lumkibundayholda

AK)=0 6a A(k,b)=0 (16)
tenglamalar o’rinli bo’lib, k va b lar aniglanadi.

Misollar. 1.  Dekartyaprog’i x® +y® —3axyberilganbo’lsin.  Bu  tenglama

_ 3at 3at?
£+1 0 4

gatengkuchlldlr
a) t=-1da Xx=o0,y=0w k=lim y()—limtz—l
ot X(t) oL

2
b =1lim Le;m 1 t‘:’atJ =—aasimptota y =—x—a to’g’richizigdaniborat.
+

t=
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=kx+b
b){S y3 X —1+k®=0 k’h-ka=0=k=-1b=-a
X" +y’—3axy=0

2) Algebraikchizigningasimptotasiordinatao’qiga parallel bo’lsa
F(x,y)=0 ea x=atenglamalarnibirgalikdayechib y ganisbatan
B,y"+B,(@)y" +B,(@)y"* +..+B, =0(7)
tenglamanihosilgilinadi.
B, koeffitsientagabog’ligemas. SHubilanbirgaB, =0, B,(a)=0
tengliklarbajariladi. B,(a)=0 dan anianiglashmumkin.
Masalan: x(x? + y?) =ay®
y® — oldidagikoeffitsientnolgatengbo’lib,
(x—a)y’+x*=0=>x=a#0
Asimptotatenglamasi x —a = 0 ko’rinishgaega.
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari
1. Tekischizigasimptotasita rifiniaytibbering.
2. Tekischizigasimptotasiuchunasosiyteoremanikeltirng.
3. Qandayasimptotaog maasimptotadeyiladi? Misollarkeltirng.
4. Qandayasimptotagorizontalasimptotadeyiladi? Misollarkeltirng.
5. Qandayasimptotavertikalasimptotadeyiladi? Misollarkeltirng.
6. Algebraik chiziq
asimptotalarigamisollaraytingvaularnigrafikdaberilishinichizing.

17.1 CHIZIQ URINMASI VA NORMAL TEKSILIGI
Reja:

1. Ta’riflar

2. Asosiyteorema

3. Urinmaningturlichatenglamalari

4. Normal tekislik tenglamasi

5. Misollar

Tayanchiboralar: chizigrinmasi, normal tekisligi, parametric tenglamasi,
oshkortenglama, oshkormastenglama.

1-Ta’rif: Berilgan chizigning P nuqtasidagi urinmasi deb P va unga cheksiz
yaqin chiziq ustidagi Q nugta orgali utuvchi (PQ) kesuvchining Q — P dagi limit
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vaziyatiga aytiladi.
Tekislikdachiziq

y:F=F()(1)
parametriktenglamasiorgaliberilganbo’lsin. P nuqtadagiurinmani g-orqgalibelgilaylik
Q e y nugtadanggaQRperpedikulyaro’tkazamiz. P nugtadanQgachamasofanid

orgaliQnugtadan g gachamasofani s orgalibelgilaymiz.

(o
//, s -; s
/»l’,-
pJSL
&

7-chizma

2-Ta’rif: (I?igwpg =0tenglikbajarilsa g to’g’richizigni y ning P

nugtasidagiurinmasideyiladi. PQR uchburchakdan g =sin ¢, p =< (PQ, PR).Ko’ramizki

g >0 ¢9p—>0,

Teorema: @
ko’rinishdaberilgansilliqchiziqo’ziningharbirnugtasidabirdanbirurinmagaega; F'(t)
uningyo’naltiruvchivektori.

Isbot: g — y —ning P nugtasidagiurinmasibo’lsin. P(t), Q(t + At) desak
d=|F(t+At)—F(t)]

5 =|[PQ7]| - bo’lib, 7 — g ningyo’naltiruvchi ortvektori
o_| [Fft +AD - Fft)]f ] [F:(t)f] SN F'(t)=A7, F'(t)vaz - kollinear.

d | F(t+At)—r(t)| | (1) |

Mavjudligi g a% =0= ngg =0ya’ni g urinma to’g’richiziq.

Fazoda to’g’richizigningkanoniktenglamasianalitikgeometriyadanma’lum:
X=X _ Y=Y _2=%

m n k
Bunda M,(x,,¥,,2,) - boshlang’ich nuqta, p{m,nk} to’g’ri chizigning
yo’naltiruvchi vektori. Agar chiziq (1) ko’rinishda berilgan bo’lsa, u holda P(t,) ey
nuqtadagi urinmasi
F(t) =F(t,)+Ar'(t,) (2)
tenglamaga ega.
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Bu tenglamanikoordinatko’rinishdayozsak

X=X _ Y=Y _2-% (3)

X(t)  Y(t)  Z()
kelibchigadi.

Tekislikdaesaurinmatenglamasi

X=X _ Y=Y (4)
X(t)  Y(t)
ko’rinishda bo’ladi.
Agar chiziq
yiy="1(x) z=0(x) (5)
Ko’rinishda bo’lsa, urinma tenglamasi
y = %)+ F06)(X=%), 2= (%) + ' (% )(x~%;) (6)
ko’rinishda bo’ladi.
Agar chiziq oshkormas ko’rinishda berilgan bo’lsa, ya’'ni

o(x,y,2)=0, w(x,y,2)=0 (7)
U holda urinma tenglamasi

X=X _Y=Y% _2%2-% )

Py @, ?, P« o, Py

VyValy, Wa¥ln, Wx¥yly,

3-Ta’rif: P(t,) nuqta orqali o’tuvchi va urinmaga perpendikulyar tekislikka
normal tekislik deyiladi.
Normal tekislik
(X=%o)F +(y = Yo)Fy +(2—2,)F, =0(9)
ko’rinishdagitenglamagaegabo’ladi.
Evklidfazosidayregulyarchiziq I = r(t) vektortenglamasibilanberilganda,
uningP(to) nuqgtasidagiurinmasiningtenglamasinituzamiz. Buning

uchunurinmadaixtiyoriyN nugta olib, uning radius vektorini g bilanbelgilaymiz (23—
chizma). P(t;) nugtaning radius vektoriesar(t,) = I, bo‘ladi.

U vaqgtda Z

PN=p-r, (1). Pt,) N (t)
>
v regulyarchizigning

P(to) nugtasidagiurinmasi

r'(t,) =r/vektorga parallel




bo‘lganiuchun PN var,

vektorlarkollinearbo‘ladi:
PN=A4-r).

Bu vyerda (1) tenglikni
e’tiborgaolsak
p-r,=AT

yoki 23—chizma.
p=r+ir (2

tenglikkelibchigadi. (2 formula ychizigningP(t,)
nugtasidagiurinmasiningvektortenglamasi deb ataladi.
Evklidfazosidayregulyarchizigx = x(t) y = y@ , z = z(t)
parametriktenglamalaribilanberilganbo‘Isin. ChizigningP(t,)
nuqtasidagiurinmasiningtenglamasinituzaylik. Bizgama’lumki,

chizigparametriktenglamalaribilanberilgandaP(t,) nugtaning radius vektori

L=r(t)=xt) T+y) T+2(t,) K=x,-T+y, J+2,°K,
I" vektoresa

L=r'(t)=x@)T+Yy(t) T+2() K=x-T+y, - +7,-K,
bo‘laredi.  Agar  urinmadaolinganixtiyoriyNnuqtaningkoordinatalarinix, vy, z
bilanbelgilasak, uning radius vektori
p=X-T+y-J+z-K

bo‘ladi.

Teng vektorlarningmoskoordinatalaritengbo‘Iganiuchun, (2)

formulagaasosan,
p=X-T+y-J+z-K
va
LA =0+ A %) T+(Y +A-Yg) T+(z, +4-2;) K
Vektorlarningmoskoordinatalaritengbo‘ladi:
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X=X, +AX,,
Y= Yo+ Yo (3).
2=12,+11,
(3) formula chizigurinmasiningparametriktenglamalarideyiladi, bu yerdal
— parametr.
Biz chiziqurinmasiningvektortenglamasinikeltiribchigarishda p — 1, var,

vektorlarkollinearbo‘ladideganedik.
Koordinatalaribilanberilganikkivektorningkollinearlikshartigaasosan,

ﬁ_r:) :(X_Xo)'r+(y_yo)' T+(Z_Zo)°k
va

=X T4y, T+2K
vektorlarkollinearbo‘lganiuchun, ularningkoordinatalariproporsionalbo‘ladi
X=X y-Yy, 71—
0 — y’ 0 — Z’ 0 (4).

(0] (o} 0

(4) formula chiziqurinmasiningkanoniktenglamalari deb ataladi.

ychizigEvklidfazosiday = y(x), z = z(x) tenglamalaribilanberilganbo‘lsin.
Bizgama’lumki, buvaqtdaychizigningtenglamalarix = t, y = y{), z = z(t)
parametriktenglamalaribilanekvivalentbo*ladi. Shu sababli (4)
formulagaasosanchizigningabssissasix,bo‘lgannuqtasitdagiurinmasiningtenglamasiquy

idagichabo‘ladi:
X_Xo:y_yo_z_zo (5)

1 y. 7

0

buyerday, = y(Xo), Zo =Z(Xo0), Y'o = Y'(X0), Z'o = Z'(Xo).
Evklidfazoda ychiziq
¢(X’ y’ Z) = O’}
w(xy,2)=0

oshkormastenglamalaribilanberilib, P(Xo; Yo; Zo) nugtada
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S
rang 0 V=2
v, v, v

bo‘lsin. Bizgama’lumki, buvaqgtdaychizigningoshkormastenglamalariniP(xo; Yo; Zo)
nugtaningbiroratrofidaregulyarparametrlashmumkin. x =x (t), y=y ), z =1z (t)
tenglamalarychizigningP(xo; Yo; Zo) nuqta atrofidagibirorparametriktenglamalaribo‘lib,
to— parametrningshunuqtagamosgiymatibo‘lsin. Bu

tenglamalarnichizigningoshkormastenglamalarigaqo‘yamiz:

p(X(t), y(t), 2()) =0,
w(x(t), y(t), z(t)) = 0.

Butenglamalarnidifferensiallaylik:
P X'+, -y +¢,-2'=0,
wo X' +y -y +y, 7' =0.
Bu tenglamalaresar’ ={x’; y'; 2 }vektora = {gp)’( 0, }va
b= {W;;l//;;w; }vektorlargaperpendikulyarekanliginibildiradi. Shu sabablir' vektor &

vab vektorlarningvektorko‘paytmasigakollinearbo‘ladi. Demak, (4) formuladagi
r' ={x'; y’; z}vektorningkoordinatalarisifatida
0. P

[a'ﬁ]:{ v, v, }

vektorningkoordinatalariniolishmumkinekan. Shundayqilib, (4) formulagaasosan,

@, ?,
Ve Wy

o, o,
v, ¥,

ychizigningP(Xo; Yo; Zo) nuqtasidagiurinmasiningtenglamasiquyidagichabo‘ladi:

X_Xo _ y_yo _ Z_Zo (6)
o, @, @0 o @ o
v, v, W, V. W, Vv,

buyerda @y, , @y, @, Wy, Wy, W, lar @, @), @, 5, ¥,y hosilalamingP(xo; Yo; Zo)
nuqtadagiqiymatlaridir. (6) formula

fazodaoshkormastenglamalaribilanberilganchiziqurinmasiningkanoniktenglamalari
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deyiladi.
Endi ychizigtekischizigdaniboratbo‘lib, u X = x(t), y = y(t)

parametriktenglamalaribilanberilsin. U vaqtdachizigningP(to)

nuqtasidagiurinmasiningtenglamasiquyidagichabo‘ladi:

i 7

Agar tekischizigy = y(X) oshkortenglamasibilanberilsa,

chizigningabssissasix,bo‘lgannuqtasidagiurinmasiningtenglamasi
Y=Y+ Yo (X=X,) (8)
bo‘ladi.
Agar tekischizigf(x, y) = 0 oshkormastenglamasibilanberilsa, uningP(Xo; Yo)
nugtasidagiurinmasiningtenglamasi
(X=%,) f2+(y—y,) fy =0
bo‘ladi. Bu yerda f’, f lar f/, f hosilalarningP(xo; yo) nugtadagigiymatlaridir.
1-misol. x = t — 2t y = t2 + 1  tekischizigningP(t,=1)
nugtasidagiurinmasiningtenglamasinituzing.

Yechish.
Berilgantenglamatekischizigningparametriktenglamalaribo‘lganiuchun (7)
formuladanfoydalanamiz. Berilgantenglamalardanhosilaolamiz:

X'=3t2-2, y'=2t.
Berilgantenglamalardagix, y larninghamdabuhosilalarningP(t,=1)
nuqtadagiqgiymatlarinitopamiz:
Xo=13-21=-1, yo=12+1=2,
X, =31-2=1y =2.1=2.
Topilganbuqiymatlarni (7) formulagaqo‘yamiz:
X+1 y-2
1 2
2-misol. y = x> + 4 + 3 chiziqgaP(1; 8)
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nuqtadao‘tkazilganurinmatenglamasinituzing.

Yechish.  Berilgantenglamatekischizigningoshkortenglamasibo‘lganiuchun
(8) formuladanfoydalanamiz. Berilganfunksiyadanhosilaolamiz:

y'=2x + 4.
Bu hosilaningP(x,=1; y,=8) nuqgtadagigiymatinitopamiz:
y,=2-1+4=06.
Topilgangiymatlarni (8) formulagaqo‘yamiz:
y =8 + 6(x-1)
yoki
y = 6x + 2.

3-misol. x = e'cost, y = elsint, z = e'chizigningP(t,=0)
nuqtasigao‘tkazilganurinmaningtenglamasinituzing.

Yechish.Berilgantenglamalarfazodagichizigningparametriktenglamalari.
Shuninguchun (4) formuladanfoydalanamiz. Berilganfunksiyalardanhosilaclamiz

X' = et cost —elsint, y'= elsint + et cost, Z'= e,

Bu hosilalarning va berilganfunksiyalarningP(t,=0) nugtadagigiymatlarinitopamiz:
Xo=1, ¥o=0, Z,=1,
X; =1y, =112 =1

Demak, urinmaningtenglamasi

X-1=y=z-1.

17.2 CHIZIQNING NORMALI VA
NORMAL TEKISLIGI.

Tayanchtushunchavamunosabatlar. Chizigningnormali, chizigning normal
tekisligi, chizig normal tekisliginingtenglamalari,

tekischizignormaliningtenglamalari.

Ta’rif.Chizigningberilgannuqtasidano‘tib,
uningshunuqtadagiurinmasigaperpendikulyarbo‘lganto‘g‘richiziqqachizigningberilgan
nugtasidaginormali deb ataladi.
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Tekislikda,
berilgannuqtadanberilganto‘g‘richiziqqafagatbittaperpendikulyartog‘richiziqo ‘tganiuc
hun, tekischizigning har birnuqtasidafaqatbitta normal mavjudbo‘ladi. Agar
berilganchiziqfazoviybo‘lsa, uning har
birnuqtasidacheksizko‘pnormallarmavjudbo‘lib, ularbirtekislikdayotadi.

Ta’rif.Chizigning

berilgannugtasidano‘tuvchi

vauningshunugtasidagi )
g k g urinma

urinmasigaperpendikulyar

tekislikka, chizigningberilgan

nugtasidaginormal tekisligi
deb ataladi.

Demak, fazoviy
chizigningberilgannuqgtasidagi
normallari, chizigningshu
nugtasidagi normaltekisligini 24—chizma.

tashkiletarekan (24—chizma).

Evklidfazosidayregulyarchiziq I = I'(t) vektortenglamasibilanberilganbo*Isin.
UningP(t;) nugtasidagi normal tekisliginingtenglamasinituzaylik. Buning uchun
normal tekislikda, radius vektori pbo‘lgan, ixtiyoriyN nugta olamiz. P(t;) nugtaning
radius vektoriesaT, = r(t,) bo‘lib,

n=r'(,)
vektorchizigningP(t,) nuqtasidagiurinmasiga parallel bo‘ladi.
Normal tekislikta’rifigaasosan PN vektor I' vektorgaperpendikulyarbo‘ladi.

Shuninguchunularningskalyarko‘paytmasi

nolgatengdir (25—chizma):
PN-r'=0.

Buyerda
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PN =p-r,
bo‘lganiuchun
(p-r) =0 (1)
kelibchigadi.

(1) formulanichizig normal
tekisliginingvektortenglamasi deb
ataladi.

Evklidfazosidayregulyarchi

zigx = x(t), y=y(), z
=z(t)
25—chizma. parametriktenglamalaribilanberilganda,
uning
P(to) nuqtasidagi normal tekisliginingtenglamasinituzaylik.

Chizigparametriktenglamalaribilanberilganda
p=X-T+Yy-J+2-K,
=X T+Y, T+2, K,
=X Ty T47, K
bo‘lganiuchun, (1) vektortenglamanikoordinatalarorgaliyozsak,
quyidagitenglamahosilbo‘ladi:
(X=%,) % +(Y=Y,) Yy +(2-2,) -2, =0 2)

(2) formula parametriktenglamalaribilanberilganchiziq normal
tekisliginingtenglamasibo‘ladi.

Evklidfazosidaychizigy = y(x), z = z(x) tenglamalaribilanberilca,
chizigningabssissasix,bo‘lgannuqtasidagi normal
tekisliginingtenglamasiquyidagichabo‘ladi:

(X=%,)+(y=Y,)- ¥, +(2-2,)-2, =0 3)
buyerday, = Y(Xo), Zo =Z(Xo0), Y'o =VY'(X0), Z'0 =2Z'(Xo).

Evklidfazosidaychiziq
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(X, y,2)=0,}
w(x,y,2) =0
oshkormastenglamalaribilanberilib, P(Xo; Yo; Zo) nugtada
rang((p% goy, qo%jzz
Ve YV, V¥,
bo‘lsa, u vaqtdachizigningP(Xo; Yo, Zo) nugtasidagi normal
tekisliginingtenglamasiquyidagichabo‘ladi:

X_Xo y_yo Z_Zo

@, o, @, =0 (4),

v, ¥, Y,

buyerday, @y, @), We, Wy, ¥, lar P Pys Py Ve Wy V5
hosilalarningP(Xo; Yo; Zo) nuqtadagiqiymatlaridir.

Yugqoridata’kidlaganimizdek, tekischizigning har birnuqtasidafaqatbitta
normal mavjudbo‘lganiuchun,
tekischizigningberilgannugtasidaginormaliningtenglamasinituzishmumekin.

Tekischizigx = x(t), y = y(t) parametriktenglamalaribilanberilca, uningP(t,)
nuqtasidaginormaliningtenglamasiquyidagichabo‘ladi:

(X=%,)- X, +(y=¥,) Y5 =0 (5).
Agar tekischizigy = y(x) oshkortenglamasibilanberilsa, uningP(Xo; Vo)

nuqtasidaginormaliningtenglamasiquyidagichabo‘ladi:
1

y:yo_i,(x_xo) (6)
Yo

Agar tekischizigf(x, y) = 0 oshkormastenglamasibilanberilsa, uningP(xo; Yo)

nuqtasidaginormaliningtenglamasiquyidagichabo‘ladi:

X=X, _ Y=Y, 0 0 ! !
P Ry (7),buyerda f’, f, lar fo f,
X y
hosilalarningP(Xo; Yo) nuqtadagigiymatlaridir.

I-misol. 'y = x* + 2 x2 - 1 tekischizigningP(1; 2)
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nugtasidaginormaliningtenglamasinituzing.
Yechish.Berilganfunksiyatekischizigningoshkortenglamasi. ~ Shuninguchun
(6) formuladanfoydalanamiz. Dastlabberilganfunksiyadanhosilaolamiz:
y'=3x2+4x.
Bu hosilagaPnugtaningabssissasibo‘lganx,= 1 qiymatniqo‘yamiz:
y'=312+41=7.
P nugtaningkoordinatalarix, = 1, Yy, = 2. Bu topilgangiymatlarni (6)

formulagaqo‘yamiz:
1
=2—--(x-1
y=2-2(x-1)

yoki
X+7y—-15=0.
Natijadanormalningtenglamasihosilbo’ladi.
2-misol.x = t, y = t3, z = tchizigningt = 1 nugtasidagi normal
tekisliginingtenglamasinituzing.
Yechish.Berilganfunksiyalarfazodagichizigningparametriktenglamalaridir,
shusababli (2) formuladanfoydalanamiz. Dastlabberilganfunksiyalardanhosilaolamiz:
X=1 y=2t 7'=3 1t
Bu hosilalarninghamdaberilganfunksiyalarningt = 1
dagigiymatlarinihisoblaymiz:
Xo=1, Yo=1, Z,= 1.
X, =1y,=22=3.
Topilgangiymatlarni 2 formulagaqo‘ysak, normal
tekisliktenglamasihosilbo‘ladi:
(x=-D-1+(y-)-2+(z-1)-3=0
yoki
X+2y+3z-6=0.
Foydalanilgan adabiyotlar

1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-

Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
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2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.

NAZORAT SAVOLLAR.

Ne 1. Chizignormaliningta’rifi.
Ne 2. Chiziq normal tekisliginingta’rifi.
Ne 3. Chiziq normal tekisliginingvektortenglamasi.
Ne 4. Parametriktenglamalaribilanberilganchiziq normal tekisliginingtenglamasi.
Ne 5. Oshkormastenglamalaribilanberilganchiziq normal tekisliginingtenglamasi.
Ne 6. Parametriktenglamalaribilanberilgantekischizignormaliningtenglamasi.
Ne 7. Oshkortenglamasibilanberilgantekischizignormaliningtenglamasi.
Ne 8. Oshkormastenglamasibilanberilgantekischizignormaliningtenglamasi.
Ne 9. Chizigningnormalideb:

1) Chizigningberilgannugtasidano‘tib,  shunuqtasidagiurinmaga  parallel
bo‘lganchiziggaaytiladi.

2) Chizigningberilgannugtasidano‘tib,
shunugtasidagiurinmagaperpendikulyarbo‘lganto‘g‘richiziggaaytiladi.

3) Chizigningberilgannugtasidano‘tib,
shunugtasidagiurinmagaortogonalbo‘lganto‘g‘richiziggaaytiladi.

A L); B. 2); C.3); D. 2) va 3); E.1) va 3).

Ne 10. Chizigning normal tekisligi deb:

1) Chizigningurinmasigaperpendikulyartekislikkaaytiladi.

2) Chizigningberilgannugtasidan,
shunuqtasidagiurinmagaperpendikulyarbo‘libo‘tuvchitekislikkaaytiladi.

3) Chizigningberilgannugtasidan,
shunuqtasidagiurinmagaortogonalbo‘libo‘tuvchitekislikkaaytiladi.

4) Chizigningurinmasiga parallel bo‘libo‘tuvchitekislikkaaytiladi.

A l); B.1) va 2); C. 3); D.2) va 3); E.4).
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17.CHIZIQLAR OILASINING O’RAMASI
Reja:

1. Bir parametrlivaikkiparametrlichiziglaroilasi

2. O’ramata’rifi

3. O’ramaningparametriktenglamasi

4. Diskriminantchiziq

5. Misollar

Mavzuningbayoni:

y? =2pxX, p — parametrga bog’liq uchi 0(0,0) nuqtada bo’lib, simmetriya o0’qi
abstsissalar o’qidan iborat parabolalar oilasini ifoda etadi.

y =KX, k— parametrga bog’liq 0(0,0) nuqta orqgali o’tuvchi to’g’ri chiziqlar
oilasini aniglaydi.

y =kx+b, ikki parametrli to’g’ri chiziglar oilasi bo’Isa, (X— a)’ +(y—b)* =R?,
uch parametrli aylanalar oilasining tenglamasidir.

Umumlashtirsak, bir parametrli chiziglar oilasini F(X,y,c) =0 ko’rinishda, ikki
parametrli chiziglar oilasini F(X,Y,c;,c,) =0 ko’rinishda ifodalash mumkin.

n —ta parametrgabog’liqchiziglaroilasiesa

F(x,y,¢c,¢C,....,C,)=0 (1)
oshkormas tenglama orgali ifodalanadi.

C,,C,,...,C, — parametrlarni aniglash uchun esa n — ta nuqta berilishi kerak.

Bizgabirparametrlichiziglaroilasi

F(x,y,c)=0(2)
oshkormastenglamasiorgaliberilganbo’lsin.

Oilaningbirorchizig’inihosilgilishuchun S parametrgac, <C<¢c,
oraligdanma’lumbirqiymatberishkerak.

Bir parametrlioilachiziglariuchunba’zanshundaychiziqtopiladiki,
uningharbirnugtasidan (2) oilaningkamidabittachizigiurinibo’tadi.

Ta’rif: Harbirnugtasida (2)
oilaningkamidabittachizig’igaurinuvchivao’zishuurinishnuqtalardaniboratbo’lgantekisl
ikdagichiziggabirparametrlichiziglaroilasiningo’ramasi deb ataladi.

Agar (2) oilao’ramasimavjudbo’lsa, uningtenglamasini

x=x(c), y=y(c) (3)
bo’lsindebolamiz.
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12-chizma

(2) ga (3) niqo’ysakayniyatkelibchikadi.
F(x(c), y(c),c)=0 (4)
Bu ayniyatni s bo’yichadifferentsiallaymiz.
oF dx oF dy oF
— —+— —+—=0 (5)
ox dc oy dc oc
Ta’rifga ko’ra oilachizig’ivao’ramabir-birigaurinadi.
Oshkormastenglamasiorgaliberilganchizigning M (X,, Y,)
nugtasidagiurinmasiningtenglamasi
OF (X9, ¥o) F (X, Yo)
OX
ko’rinishgaega.
(3) orgaliberilganchizigningshunuqtasidagiurinmasining

X=X — Y—Yo =2 (7)
X Ye

((X=X%p) + (Y=Y,)=0 (6)

tenglamasidan
X=X =M,y =Yo =4  (8)
kelibchigadi. (8) ni (6) ga go’yamiz.
ﬂ"(FX,(XO’ YO)Xé + Fy,(XO’ yo)Yé) =0 (9)
(5) va (9) umumiy M,(X,,Y,) nuqtada teng kuchli tenglamalar bo’lishi uchun shu

aF(XO’ yO) :O

nuqtada i

(10)
tenglik bajarilishi kerak.
SHunday qilib, agar (2) oilaning o’ramasi mavjud bo’lsa, uning ixtiyoriy
M (X, ¥) nugtasi
F(x,y,c)=0, F/(x,y,c)=0 (11)
tenglamalarni yechishdan topiladi.
Ba’zan Mg(X,,Y,) nugtada F/(X;,Y,)=0, F;(X,,Y¥,)=0 bo’lib urinmaning

d
burchak koeffitsienti K = d_i ni aniqlab bo’Imaydi.
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Bunday nugtani (2) oilaningmaxsusnugtasideyiladi. Agar (3)
chizigmaxsusnugqtalardantashkiltopganbo’lsa, unidiskriminantchizigdeymiz.
Diskriminantchizigo’ramabo’lishiuchununingnugqtalarioddiynuqtalarbo’lishikerak.
O’ramani (11) tenglamalarniyechishorqalitopiladi.
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari
1. Bir parametrlichiziglaroilasiningo ramasita rifiniaytibbering.
2. IKKi
parametrlivaikkiparametrlichiziglaroilasiningo ramasitushunchasinikeltiring
.0 ramanimisollarbilanishlabko rsating.
3. Diskriminantchizigta rifiniayting.
4. O’ramavadiskiriminantchizigfarginiko rsating.
5. Chizigningo ramasichiziqgrafigibilangandayholatdajoylashadi?
6. Parametrikko rinishdaberilganchizigningo ramatenglamasinikeltiring.

18.YOPISHMA TO’G’RI CHIZIQ VA YOPISHMA AYLANA.
Reja:
1. Ikki vauchparametrlichiziglaroilasiningyopishmachizig’i
2. Yopishmachiziqgta’rifi
3. Yopishma to’g’richiziq
4. Yopishmaaylana
5. Misollar

Mavzuningbayoni:

yix=Xx(), y=y(t) (1)
chizigni olaylik. M,(t,) €7 chizig nugtasi atrofidagi yoyining xossalarini tekshirish
maqgsadida shu nuqtadan o’tgan va y chiziqqa yaqin alogador bo’lib, tuzilishi
soddaroq bo’lgan ikkinchi chizigni olib kerakli xossalarni tekshiramiz. SHu magsadda
uch parametrli chiziglar oilasiga murojat etamiz.

F(x y,¢,¢C,,C)=0 (2)
(2) oiladan (1) ga M, nuqtasida yaginroq turgan chizigni ajratib olishimiz kerak.

M,, M,, M,nugtakoordinatalari (2)-niganoatlantiradi.
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F(X(to)a Y(to)’cl’ C27 Cs) =0
F(x(), y(t,),Cy, C,, Cy) =0
F(X(tz)’ y(tz):Cy CZ’ Ca) =0

Y
M
A o

b M, /-v \
‘ M Y i

13-chizma

Ammo (2)-ni (1)-ninghargandaynugtasi (masalan M;) ganoatlantirmaydi.
(2) ga (1)-ni go’ysakyordamchifunktsiyakelibchigadi.
f(t) =F(x®), y®).C,,C,.C,) 3)
f (t) funktsiya va uning hosilalari t — parametrga nisbatan uzluksiz bo’lib, ty,t;,1,-
giymatlarda nolga teng.

f(t,)=0,f(t)=0,f(t,)=0.
f(t,.C..C,,C,;)=0, f(t,C,,C,,C;) =0 funktsiyalargaPolteoremasini go’llasak,
shundayt; - qiymatmavjudbo’ladikit, <t; <t,bo’lib, f'(t;,C,,C,,C;)=0.
SHuningdek f'(t;,C,,C,,C;) =0, t, <t/ <t,.
Endi  Pol teoremasini f'(t;,C,,C,,C,)=0, f'(t,,C,,C,,C;) = 0funktsiyalarga
go’llaymiz.
SHundayt," (t, <t; <t/) giymatmavjudki f"(t;,C,,C,,C;)=0.

Agar t,t,,t -gaintilsa, t;,t,t;-lar ham vat,gaintiladi. M,,M;,M,
nugtalarorgalio’tganoilasiljibyokiegilib limit holatgaintiladi.
SHuvagtdac,,¢,,C; parametrlarham a,b,c -largaintiladi. Quyidagisistemahosilbo’ladi:

f(ty,a,b,c) =F(x(t,), y(t,),a,b,c)=0

f'(t,,a,b,c) =F'(x(t,), y(t,),a,b,c) =0 (4)
f"(t,,a,b,c)=F"(x(t,), y(t,),a,b,c)=0
4) sistemaniyechibtopilgan a,b, ¢ -parametrlarni (2) ga
go’ysakizlanganchizigningtenglamasikelibchigadi.
F(x,y,a,b,c)=0 (5)

(5) — tenglamayopishmachizigniifodaetadi.
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Ta’rif: Berilgany chizigningberilgan M (t,) nugtasidagiyopishmachizig’i deb
F(X,Y,¢,,C,,C,) = 0oilagagarashlibo’lgan y chizigning My, M, M,
nugtalaridano’tganchizigning M,, M, nuqgtalar M, nugtagaintilgandagi limit
vaziyatigaaytiladi.

Yopishmachizigtenglamasinianiglashuchunyordamchifunktsiyatuzib,
undanbirinchivaikkinchitartiblihosilaolamiz. So’ngrabufunktsiyavauninghosilalaridagi
to’rnigat,ni qo’yib (4) tenglamalarsistemasinihosilgilamiz. Sistemaniyechiba,b,c -
larnianiglab, ularnioilatenglamasiga go’yamiz. n -
parametrgabog’ligchiziglaroilasiniolibyuqoridagimuloxazalarnitakrorlashorgaliyopish
machizignianiglashham mumkin.

Endi (1) chizigning M, (t,) nugtasidagiyopishma to’g’richizig’inianiglaylik.

To’g’richiziglaroilasiningtenglamasiikkiparametrlibo’Iganiuchununi

y—kx—b=0 (6)
ko’rinishda olamiz.
f(t) =y(t)—k(x(t)) -b (7)
yordamchi funktsiya tuzamiz.
(4) sistemaquyidagiko’rinishdabo’ladi.

fty) =y(t,) —kxt,)-b=0
/() = ¥/(t,) —k6(t,) =0 ®)
Bulardan
Y () _Y'(t)
k= X(t,) , b=y(t,) X(t,) X(t,) 9)
(9) ni (6) ga qo’ysak yopishma to’g’ri chiziq tenglamasi
y'(t)
y-y(t) = X(t,) (x—x(t,)) (10)

ko’rinishda bo’ladi.
Demak yopishma to’g’ri chiziq urinma ekan. Endi yopishma aylanani ko’rib
o’tamiz. Aylanalar oilasini

(x—a)®+(y-hb)*~R*=0 (11)
formula orgali ifodalaymiz. SHu oiladan shunday aylanani aniglaymizki, u berilgan (1)
chizigning M, nuqtasidagi yopishma aylanasi bo’lsin. Yordamchi funktsiya tuzamiz.
f(t,a,b,R) = (x(t)—a)* + (y(t) —b)* - R? (11)
Parametrlar soni uchta bo’lgani uchun ikki marta hosila olib (4) sistemani
tuzamiz.
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f (tO’a’b’ R)= (X(to) _a)2 + (Y(to) _b)2 -R=0

f "(to ,a,b, R) = 2(X(to - a) X’(to) + Z(Y(to) - b) y'(to) =0

f"(ty,a,b,R) = (X(t) =) X"(te) + (Y(to) =) y"(t) + X* (t) + ¥ (t,) =0
Sistemayechsak
X7 (t,) + Y2 (t,)

r "
X

a= X(to) - y'(to)

y! y!! MO

X (t) +Y" ()

[V
X

b=y(t,)+ X'(to) (12)

y! yII MO
n D) + Y2 ()
X! X"
y’ y!! MO

a,b,R larni (11) ga qo’yibyopishmaaylanatenglamasinitopamiz.

1
0(a,b) -chizigningegrilikmarkazi k = Eesa M, nugtadagiegriligidir.

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari
Yopishmachizigta rifiganday?
Yopishmato g richizqgta rifiniayting.
Ikki vauchparametrlichiziglaroilasiningyopishmachizig’igamisollarkeltiring.
Yopishmaaylanata rifiniayting.
Oshkormasko rinishdaberilganchizigningyopishmaaylanasigamisollarkeltiring.
Oshkormasko rinishdaberilganchizigningyopishmato g richizig igamisollarkelti
ring.

ok wnE

7. Chizigningegriligidegandanimanitushunishmumkin?

19.CHIZIQNING YOPISHMA TEKISLIGI
Reja:
1. Yopishmatekislikta’rifi
2. Asosiyteoremavauningisboti
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3. Yopishmatekisliktenglamasi

4. Bosh normal va binormal

5. To’g’rilovchitekislik

6. Misollar

Tayanchiboralar: yopishmatekislik, binormal, boshnormal,
to g rilovchitekislik, normal tekislik, urinma.

Mavzuningbayoni:

Fazoviy y chiziq

F=r(t) 1)
parametrikformulasiorgaliberilganbo’lsin. Pt)ey nuqta orgalio’tuvchiIl
tekislikniolaylik. P vaQ orasidagimasofa o(P,Q) = d,Q nugtadanT1

tekislikgachamasofa p(Q, I7) = 6 bo’lIsin.

11-chizma
o
1-Ta’rif:AgarQ »> P 6a e nisbatnolgaintilsa, u holdaI1tekislikni 7 chizigning

P nugtasidagiyopishmatekisligidebataladi.

Yopishmatekisliktushunchasinifazoviy y chizigningcheksizyaginuchtaM , N, K
nugtalariorqalio’tuvchitekislikningnugtalaridanikkitasichizigbo’ylabuchinchinuqtagay
aginlashgandagitekislikninglimitvaziyatidebgarashimizmumekin.

Teorema: (1) ko’rinishdaberilganikkimartadifferentsiallanuvchichiziq,
o’ziningharbirnuqtasidayokibirdanbiryopishmatekislikkaegabo’libnokollinear
r'(t), r'()
vektorlargaparallelbo’ladiyokiurinmaorqalio’tuvchitekisliklardastasiningixtiyoriytekisl
igiyopishmatekislikbo’lishihammumkin.

Isboti: 11 — yopishmatekislikbo’lsin. Fazodaixtiyoriy 0 nuqta (polyus)
tanlaymiz. F(t)=OP(t), F(t + At)= OQ(t + At)bo’Isin. U holda
?Q =AF =T(t+At)-r(t), o5 P_Cj |= F(t+At) —r (t) | Trtekislikningbirliknormalvektori
A bo’lsin. A’ =1 Q nugtadan QR L 7 tushiramiz.

n- ni R nugtagako’chiraylik. RQ va fi -kollinearvektorlarbo’lib,
(PQM) = PQ|-|n|cosp = PQ| cosp=d cosp =5
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Bunda @ =Z(PQR) QRP =90°

| (R(F'(t)- At+*”(t)—+glAt ))|
d2  |F(t+A)-F(t)] (FL(t)- At+52At)

% ®©) , (Ar'@) (2)
a a

P () + e,

o _[(A(r{t+A)-F(t)] _

At—0

o’rinlibo’lib,

NnLFQ),ALr")=r'@O)/NI, ")/ 1T

SHundayaqilib, 11-yopishmatekislikbo’lsa, u birdanbirdir, chunkifi - T1ga yagona
normal vektorbo’laoladi. SHubilanbirgar'(t), r"(t) vektorlaryokirigategishliyokiunga
parallel vaziyatdabo’lishimumkin.

Teoremaningikkinchigisminiisbotlashuchunquyidagitenglikkae’tiborberaylik.

|“'(t)) (r'@) ,
5 _| at a
d? d?F'2(t) + &,
(Ar'(t)) =0, (Ar”(t)) = 0 bo’lganiuchun
o &
_:_’2‘1‘ 555 50
d° 7 (t)+e,

o
Bundan 1tekislikhagigatanhamyopishmatekislikekani (hm FE = 0) kelibchigadi.

o
Agar F"(t) || F'(t) yoki F"(t) = 0bo’Isaham —7—555—0.

d2
Endi yopishmatekisliktegnlamasiniyozaylik. I1tekislikdaixtiyoriy M
nugtaniolamiz
PM = 4"(t) + 4" (t) (3)
Uchtavektorlarningkomplanarligidan(PM 'or'e)=0 4
Agar fazodadekartrepero’rnatilganbo’lib, shureperda P(X,, Yy, 2,), M(X,y,2)

koordinatalargaegabo’lsa (4) niquyidagichaifodalashmumkin

X=Xy Y=Y Z— 1%

X'(to) y’(to) 1Z'(to) =0 (5)

X"(t,) y'(t) 2'(t)

2-Ta’rif:CHizigning P nugtasidano’tiburinmasigaperependikulyar
to’g’richiziggauningnormalideyiladi. Yassi chiziquchun normal yagona bo’lib,

yopishmatekislikdayotadi.
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3-Ta’rif:CHizigning P nugtasidagiyopishmatekisligidayotib,
urinmagaperpendikulyar to’g’richizigga bosh normal deyiladi.

4-Ta’rif:CHizigning P nugtasidano’tibyopishmatekislikkaperpendikulyar
to’g’richizigga binormal deyiladi.

Ta’rifdanbinormalningurinmava bosh normalgaperpendikulyarligikelibchigadi.
Agar urinmaningyo’naltiruvchibirlikvektori

- Tt
t=—101<+=, 6
7)) ©
binormalningyo’naltiruvchibirlikvektori
5 lrOrO] .
Foroll 0
bo’lsa, u holda bosh normalningyo’naltiruvchibirlikvektori [Bf] =Nbo’lib
ALt 6a i Lb=r|[tb], i=[th] (8)

5-Ta’rif: CHizigning P nuqtasidagi urinmasi va binormali orqgali o’tuvchi
tekislikka to’g’rilovchi tekislik deb ataladi.
ychiziq
qD(X’ y’ Z) = O’
)
w(x,y,2)=0
oshkormastenglamalaribilanberilganda, uningP(Xo, Yo, Zo)

nugtasidagiyopishmatekisliginingtenglamasinituzaylik. ~ BuninguchunP(Xo, VYo, Zo)

L0
rang (0, ’ q), =2
v, v, v

bo‘lsin deb shartqo‘yamiz. Bu shartbajarilgandaychizigtenglamasiniP(Xo, VYo, Zo)

nugtada

nuqtaningbiroratrofida

y = y(X),}

Z=12(x)

kabiyozishmumkin. Bu yerdax =t almashtirisholsak, ychizigning

X =t,
y=y(b),
z=1(t)
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parametriktenglamalarihosilbo‘ladi. Endi (8) formuladanfoydalanib, chizigningP(xo,
Yo, Zo) hugtasidagiyopishmatekisliginingtenglamasiniyozaolamiz:

X=X, Y=V, Z-1Z,

1 y'(x) 7(x)=0 (10).
0 y'(x) Z'(x,)
Bu yerdagiy'(Xo), Z'(Xo), V" (Xo), Z"(Xo) hosilalarchizigning (9)

oshkormastenglamalaridagigvayfunksiyalarninghosilalariorgalitopiladi. (10) formula

oshkormastenglamalaribilanberilganchizigyopishmatekisliginingtenglamasibo‘ladi.

1
o

Misol.x = tcost, y = -tsint, z = atchizigningt
nuqtasidagiyopishmatekisliktenglamasinituzing.

Yechish.Berilganfunksiyalardanbirinchivaikkinchitartiblihosilalarolamiz:

X' = cost — sint, y' = —sint —t cost, Z'=a,
X" = -2 sint — tcost, y" =-2 cost + tsint, 7" =0.

t=0 da

Xo=0, Yo=0, Z,=0,

X, =1, y, =0, z, =a,

X! =0, y, =-2, z, =0.
Bu topilganqiymatlarni (8) formulagaqo‘yamiz:
x-0 y-0 z-0
1 0 a =0
0 -2 0
yoki
ax—z=0.

Bu yopishmatekisliktenglamasibo‘ladi.

Misol: x = cost, y =sint, z=tvintchizigning (1,0,0) nugtasidagiurinmasi,
yopishmatekisligi, normal tekisligi, bosh normalivabinormalianiglansin.
Echilishi: cost=1 sint=0 t=0bo’lganiuchunr’(t){0,11}, r"(t) {-10,0}
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0££ 0_\/_£ —’{100} : | 'X__l—l—ij y=2 Xx=1
2 2 2 U, Urlnmateng amasl 0 1 1 )

Yopishmatekisliktenglamasi - y—2z=0;
Normal tekisliktenglamasi - y+z=0;
Bosh normal tenglamasi - y=2=0;
Binormal tenglamasi - y =-z, x=1.
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollar
1. Chizigningyopishmatekislikta rifiniaytibbering.
2. Oshkorko rnishdaberilganchizigningyopishmatekisliktenglamasinikorsating.
Misollarbilanifodalang.
3. Qandaytekislikchizigning normal tekisligideyiladi?
4. Qandayto g richizigchizigning bosh normal to grichizig’ldeyiladi?
Misollarkeltiring.
5. Qandayto g richizigchizigningbinormalibo ladi?
6. Chizigningto grilovchitekisliginimisollarorqgaligrafikdaajratibko rsating.
7. Chizigningurinmatekislik,
yopishmatekislikvato g rilovchitekisliklarinigrafikdachizmasiniko rsating.

CHIZIQNING BINORMALI.

Ta’rif.Chizigningberilgannuqtasidagiyopishmatekislikkaperpendikulyarbo‘l
gannormaliga, chizigningshunugtasidagibinormali deb ataladi.

Evklidfazosidayregulyarchiziq I = I'(t) vektortenglamasibilanberilganbo*Isin.
ChizigningP(t,) nugtasidagibinormaliningtenglamasinituzaylik.
uninguchunbinormalda

radius vektori pbo‘lgan

ixtiyoriyN nugta olamiz

vaPnugtaning radius




vektorini r bilan
belgilaymiz (36—chizma).
U vaqgtda
PN=p-r, (1).
Bizgama’lumki I}/
var,"vektorlarchizigning
P(t,) nugtasidagiyopishma
tekislikka parallel edi.
Shuninguchunbu
vektorlarningvektor
ko‘paytmasi bo‘lgan 36—chizma.
[r’- r/]vektor, yopishma
tekislikkaperpendikulyarbo‘lib, ta’rifgaasosanbinormalga parallel bo‘ladi. Demak,
[r’- r"Jva PN vektorlarkollinearbo* ladi:

PN =4-[r}-r]

Bu yerda (1) tengliknie’tiborgaolsak:
p—r=A-[r-r’ (2).

0

(2) formula chizigbinormaliningvektortenglamasideyiladi.

yregulyarchizigx = X(t), y = y(1), 4 = z(t)

parametriktenglamalaribilanberilganbo‘lsin. U vaqtda
p=X-T+Yy-T+z-K,I,=x-T+Yy -]J+z K,

—

' r r > ' " "o o= /g "o,
=x-1+Yy -J+z -K,I"=x"-1+Vy. - J+2-K

0 (0]

bo‘lib,
y! ZI . ZI XI R XI y! R
rr]="" S.r+ 0 g+ 0Lk
(0] ZO 0 (0] XO yO

bo‘ladi. Koordinatalaribilanberilganikkivektorningkollinearlikshartigaasosan
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PN :p_r:) :()(_)(o)r_'_(y_yo)]’_k(z_zo)lz

va
yr Zr ~ Zr Xr ~ Xr yr .
ewl= T+ Tt K
yO ZO ZO XO XO yO
vektorlarkollinearbo‘lganiuchun, ularningkoordinatalariproporsionalbo‘ladi:
X=X, _ Y=Y, _ Z-12, 3)
Vo 7z X X
Vi zw X X
Bu yerdaushbu
AN
A: " ﬂ’B: " ”’C_ " "
yO Z0 ZO XO XO yO
belgilashlarnikiritsak
X—X — l1—17
o Y Yo _ ° (4) tenglamalarhosilbo‘ladi. (3) va (4)

A B C
formulalarparametriktenglamalaribilanberilganchizigbinormaliningkanoniktenglamal

arideyiladi.

NAZORAT SAVOLLAR.
Ne 1. Chizigningbinormalideb:

1).
Chizigningberilgannugtasidagiyopishmatekislikkaperpendikulyarbo‘lgannormaligaayti
ladi.

2). Chizigningberilgannuqgtasidagiyopishmatekislikka parallel
bo‘lgannormaligaaytiladi.

3).
Chizigningberilgannuqtasidagiyopishmatekislikkaortogonalbo‘lgannormaligaaytiladi.

4).
Chizigningberilgannuqtasidagiyopishmatekislikkaperpendikulyarbo‘lganto‘g‘richiziqq

aaytiladi.
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A . 1)va2);, B.2); D.4); E.1); F.1)va4).
Ne 2. Chizigbinormaliningta’rifi.
Ne 3. Chizigbinormaliningvektortenglamasi.

Ne 4. Chizigbinormaliningkanoniktenglamalari.

10-§. CHIZIQNING BOSH NORMALLI.

Tayanchtushunchavamunosabatlar. Bosh normal, bosh

normalningtenglamalari.

Ta’rif.Chizigningberilgannuqtasidagiyopishmatekisligidayotuvchinormaliga,
chizigningshunugtasidagibosh normalideyiladi.

Evklidfazosidayregulyarchiziq I = r(t) vektortenglamasibilanberilganda,
uningP(t,) nugtasidagi bosh normaliningtenglamasinituzaylik.
Ta’rifgako‘rachizigningberilgannuqtasidagi bosh normali, chizigningshu
nugtasidagiurinmasi
vabinormaliga
perpendikulyarbo‘ladi
(37—chizma).Ma’lumki,

agar T vektorP(t,)

nuqtaning radius
vektoribo‘lsa, u vaqtda

" vektorchizigning

shunuqtasidagi

urinmasiga, [r) -]

vektoresabinormaliga
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parallel bo‘ladi. Demak,
r,valr) -1
vektorlarning  vektor 37—chizma.
ko‘paytmasibo‘lgan
[r/-[r- r/]]vektor bosh normalga parallel bo‘ladi.
Bosh  normaldaixtiyoriyNnugta ~ olib, uning  radius  vektorini p

bilanbelgilaymiz. [r-[r, - r]]vektor bosh normalga parallel bo‘lganiuchun, PN va

[r; [ r;"_]]Vektorlarkollinearbo‘ladi:

Buyerda

PN =p-r,
bo‘lganiuchun
p—r, =4 Ir-r] (1)
kelibchigadi.

(1) formula chizigbosh normaliningvektortenglamasideyiladi.
Evklidfazosidayregulyarchizigx = x(t), y = y(), z = z(t)

parametriktenglamalaribilanberilsin. U vaqtda
p=x-T+y-J+z-kK,r,=%X-1+Yy,-J+2,-K,
=x-T+y - -J+z.-K,r'=x"-T+y’- T+ K,

0 0

Crer el Yoo Zol w Zg KXo = Xo Yo
r'-[r'-r'|= I + + -k
bo‘ladi, buyerda
A=k Bp=n Bt % @
yO Z0 ZO XO XO yO

PN :l[_j_r:) :(X_Xo)r+(y_yo)j+(z_zo)R
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va
[ [ 1]
vektorlarkollinearbo‘lganiuchun,

koordinatalaribilanberilganikkivektorningkollinearlikshartigaasosan,

buvektorlarningkoordinatalariproporsionalbo‘ladi:

R 3).
yO Z0 Z0 XO XO yO
B C C A4 A B
(3) formula parametriktenglamalaribilanberilganchizigbosh
normaliningkanoniktenglamasideyiladi.  Bu  yerdagiA, B, Csonlar (2)

tengliklardantopiladi.
Misol.x = e'cost, y = et sint, z = e'chizigningP(t = 0) nuqtasidagi bosh
normaliningtenglamasinituzing.
Yechish.Berilganfunksiyalardanhosilalarolamiz:
X' = et cost —e'sint, y'=e'sint + €' cost, z'= ¢,
X" =-2elsint, y" =2 e'cost, 7" = ¢l
Masala shartidaberilganfunksiyalarninghamdatopilganhosilalarningP(t =0)

nugtadagigiymatlarinitopamiz:

Xo=1, Yo=0, Z, = 1.
X, =1, y, =1, z, =1,
X, =0, y, =2, z, =1.
A, B, Clarnitopamiz:
11 1 1 1 1
A= =-1,B= =-1C= = 2.
2 1 1 0 0 2

Bu topilganqiymatlarni (3) formulagaqo‘yamiz:

X—1 y—0 z-1
11 1 1] [1 1
12 2 -1 -1 —J

yoki
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Natijada bosh normalningkanoniktenglamasihosilbo‘ldi.

NAZORAT SAVOLLAR.
Ne 1. Chiziq bosh normaliningta’rifi.
Ne 2. Chizigningbosh normali deb:
1. Chizigning normal tekisligidayotuvchinormaligaaytiladi.
2. Chizigningyopishmatekisligiga parallel normaligaaytiladi.
3. Chizigningyopishmatekisligidayotuvchinormaligaaytiladi.
4. Chizigningyopishmatekisligigaperpendikulyarnormaligaaytiladi.
A.1) va 3); B. 3) va 4); D. 3); E. 2); F. 1).
Ne 3. Chiziq bosh normaliningvektortenglamasi.
Ne 4. Parametriktenglamalaribilanberilganchiziq bosh

normaliningtenglamasi.

11-§. CHIZIQNING TO‘G‘RILOVCHI TEKISLIGI.

Tayanchtushunchavamunosabatlar. To‘g¢rilovchitekislik,

to‘grilovchitekisliktenglamalari.

Ta’rif.Chizigningberilgannuqtasidagiurinmavabinormalidano‘tuvchitekislikk
a, chizigningshunuqtasidagito‘g‘rilovchitekisligi deb ataladi.
Evklidfazosidayregulyarchizig I = r(t) vektortenglamasibilanberilganda,
uningP(t,) nugtasidagito‘g‘rilovchitekisliginingtenglamasinituzaylik.
Ma’lumki, agar
I . =r(t,) vektorP(t,)




nugtaning radius
vektoribo‘lsa, u  vaqtdar,

vektorchizigningshunugtasida
giurinmasiga, [r'-r]
vektoresabinormaliga parallel
bo‘ladi. Demak, ta’rifgaasosan
rvalry -]
vektorlarto‘g¢rilovchitekislikk

a parallel bo‘ladi (38—chizma).

38—chizma. To‘g‘rilovchitekislikdaixtiyoriyN
nugta olib, uning radius vektorini Sbilanbelgilaylik. Agar PN, r’va[r/-r’]
vektorlarniqarasak, ularbirtekislikka, ya’nito‘g¢rilovchitekislikka parallel bo‘ladi.

Shuninguchunularkomplanarvektorlarbo‘lib, ularningaralashko‘paytmasinolgatengdir:
(PN, [r/-r])=0.

1 70!

Buyerda

PN=p-r

0

bo‘lganiuchun
(p-r.r.[n-r])=0 (2)-

(1) formula chizigto‘g*rilovchitekisliginingvektortenglamasideyiladi.

Evklidfazosidayregulyarchizigxr = x(t), vy = y@{), z =z(t)
parametriktenglamalaribilanberilganda, parametrningt =
togiymatigamoskeluvchiP(Xo;Yo; Zo)

nuqtasidagito‘g‘rilovchitekisliktenglamasinituzaylik.
Bizgama’lumkichizigparametriktenglamalaribilanberilganda
p=X-T+Yy-J+z-K,r,=x-T+y -J+z, -K,r/'=x-T+y -J+2z K,
'=x'-T+y - J+z2-K[r/-r/]=A-T+B-J+C-K
bo‘lib, buyerdaA, B, C lar ushbu
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/

y(l) Zo Zo Xo Xo y(,)
A: " ﬂ’B: " ﬂ’C: " "
yo Zo Zo Xo Xo yo

iIfodalardananiglanadi.
Koordinatalaribilanberilganuchvektorningaralashko‘paytmasiniifodalovchifo

rmulagaasosan, (1) vektortenglamaniquyidagichayozaolamiz:

X=X, Y=V, Z—Z,

X, Ye z, =0 (2).
B C
(2) formula

parametriktenglamalaribilanberilganchizigto‘grilovchitekisliginingtenglamasibo‘ladi.
Misol.x = Cost, y  =sint, z =e'chizigningP(t = 0)
nugtasidagito‘g‘rilovchitekisliginingtenglamasinituzing.
Yechish.Chizigningparametriktenglamalaridanhosilalarolamiz:
X' = -sint ,y' = cost , z'= ¢,
X" = —cost ,y" = -sint, " =et,
Chizigningparametriktenglamalaridagifunksiyalarninghamdabuhosilalarning

P(t = 0)nugtadagigiymatlarinitopamiz:

Xo=1, Yo=0, Z, = 1.
X, =0, y, =1, z, =1,
X, =-1, y, =0, z, =1.
A, B, Clarnihisoblaymiz:
11 1 0 0 1
A= =1, B= =-1C= =1.
0 1 1 -1 -1 0

Topilgangiymatlarni (2) formulagaqo‘yamiz:
x-1 y-0 z-1
0 1 1 =0
1 -1 1
yoki
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2x+y-z-1=0.

Bu tenglamachizigtog‘rilovchitekisliginingtenglamasibo‘ladi.

NAZORAT SAVOLLAR.
Ne 1. Chizigto‘g‘rilovchitekisliginingta’rifi.
Ne 2. Chizigningto“g‘rilovchitekisligi deb:
1). Chizigningurinmasivabinormalidano‘tuvchitekislikkaaytiladi.
2). Chizigningurinmasiva bosh normalidano‘tuvchitekislikkaaytiladi.
3). Chizigningbinormaliva bosh normalidano‘tuvchitekislikkaaytiladi.
A l); B.2); D. 3); E.1) va 2); F. 1) va 3).
Ne 3. Chizigto‘g¢rilovchitekisliginingvektortenglamasi.
Ne 4.

Parametriktenglamalaribilanberilganchizigto‘g‘rilovchitekisliginingtenglamasi.

18.1.CHIZIQNING YOY UZUNLIGI.

Tayanchtushunchavamunosabatlar. Chizigyoyininguzunligi,
yoyuzunliginihisoblashformulalari.
Reja:

1. Yoyuzunlikta’rifi

2. Asosiyteorema

3. Turlichaberilganchiziglaruchunyoyuzunlikformulalari

4. Yoyuzunligiparametrsifatida

5. Vektor-funktsiyaning S -bo’yichahosilalari

Tayanchiboralar:yoyuzunligi,parametriktenglama, tabiiytenglama.

Mavzuningbayoni:

Evklidfazosidaychiziq

r=r(t)
vektortenglamasibilanberilganbo‘lIsin. ychiziqda, tparametrning [a, D]
kesmadagiqiymatlarigamoskeluvchi, PQyoyniolaylik, bundat = agiymatgaP nugta, t
= bgiymatgaQ nuqta moskelsin. [a, b] kesmani, o‘sibborishtartibidaolingant,, ti, to,
..., tanugtalarbilannbo‘lakkabo‘lamiz, buyerda
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a = o<ti<t,< - <t, = b,
ychiziqda
P=M,(t,), M), - M_,(t,), M), M (t)=Q

nuqtalarniolib,
uchlarishu
nuqtalardabo‘lgan

PMiM; -+ Mp.1Q
sinigchizigni
chizamiz (39-chizma).
Hosil bo‘lgan

PMiM; -+ Mp.1Q

sinigchizigni

PQyoygaichki

chizilgansiniq

chizig debaytiladi.

Uningperimetrini

p bilanbelgilaymiz. 39—chizma.
Mi(t) nugtalarning

radius vektorlari I, = I (t.) bo‘lganiuchun, pperimetrquyidagigatengbo‘ladi:

p=2M M, =3 r(t) (),

Ta’rif.ChizigningPQyoyigaichkichizilgansiniqchizigkesmalarisonicheksizort
gandavaharbirkesmauzunliginolgaintilganda,
siniqchizigperimetrininglimitimavjudbo‘lsa,
bulimitgachiziqgPQyoyininguzunligidebataladivas bilanbelgilanadi.

Teorema. Silligchizigning har gandayyoyima’lumuzunlikkaega. Agar chiziq

I = r(t) vektortenglamasibilanberilsa, u  vagtdatparametrning [a, b]

kesmadagiqiymatlarigamoskeluvchiyoyuzunligi
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s= It

formula bilananiglanadi.
Isbot. Ushbu

n b
Z;, ‘r(ti) - r(ti—l)‘ —”F'(’[)‘dt (1)
ayirmanibaholaymiz. Buning uchunquyidagibelgilashlarnikiritamiz:
AT = r(ti) - r(ti—l)’ I’}'z r’(ti)’ At=t -t ,.
U vaqtda
n b
gAir —[|r'(t)dt

<

n n n b
YA =2 TlAL IR ALt

= éAir_élri’lAit + =W, +W,,

n b
2| HlAL = [r'(t)dt

buyerda

W, =

;Air_él nllAit

W, =

n b
S at- )

belgilashlarnikiritdik.
Endi buw,;vaW,ifodalarnibaholaymiz.
Siniqchizigdagikesmalarsonicheksizortib, har
birkesmauzunliginolgaintilganda,
vektorfunksiyaanigintegraliningta’rifigaasosanW-nolgaintiladi. ~ XuddishuningdekW,
ham nolgaintiladi. Hagigatan, Winiquyidagichayozamiz:

>(AT]-|r AL

W, =

< Zn)Air —FAL.
i=1

Oxirgiyig‘indidagi har birqo‘shiluvchinialohidabaholaylik:

H(r') - et
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tji r'(t)dt - tjirgblt

1 tig
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< []r'(t)—r'| dt.
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Ma’lumkir’(t) funksiya [a, b] kesmadauzluksizvademak, bufunksiya [a,
b] kesmadatekisuzluksizdir. Shu sababli, har gandaye> 0 son uchunshundayé> 0 son
mavjudki, barcha [ti.1, ti] kesmalarninguzunliklariodan kichikbo‘lganda
Ir'(t)-rl<e
bo‘ladi. Bundanesa

t;
\Air—ri’Ait\ = [edt=¢-At
t

kelibchigadi.
Demak,

siniqchiziqgdagikesmalarniyetarlidarajadakichikkesmalargabo‘lganimizda
n n
W, <> (e-At)=eX At=¢(b—a)
i=1 i=1

tengsizlikbajarilarekan. Buyerdaesoniniixtiyoriytanlashmumkinligidan, agare
nolgaintilsa, u vagtdaW;hamnolgaintilishikelibchigadi.

Shundayqilib,
PQyoygaichkichizilgansinigchiziqdakesmalarsonicheksizortib,

harbirkesmauzunliginolgaintilganda
n b
gr(ti) —r(t,) —[Ir'(t)|dt

ayirmanolgaintilarekan. Bu esasiniqchizigperimetrininglimtimavjudbo‘lib, bu limit

b

[Ir'(t)dt
a
gatengekanliginibildiradi.
Demak,
b
s=[Ir'(t)dt (1).
Teoremaisbotbo‘ldi.
(1) formula

vektortenglamasibilanberilganchiziqyoyininguzunliginihisoblashformulasideyiladi.
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Endi
ychizigvektortenglamasidanboshgatenglamalaribilanberilgandayoyuzunliginihisoblashf
ormulalarinikeltiramiz.

Evklidfazosidaysilligchizigx = x(t), y = y(), z = z(t)
parametriktenglamalaribilanberilganbo‘lsin. U vaqgtda

r)=x@)-r+yt)-j+z@t) -k, r'@®) =x't)-i+y'(t)- j+z'(t)-k
bo‘lib,

) =X+ Yyt + 2% ()

bo‘lganiuchun, (1) formulagaasosan, tparametrningt = agiymatdant =

bgiymatgachao‘zgarishigamoskeluvchiyoyuzunligi

b
s=[/X2(t)+ y'2(t) + 2% (t)dt )
a
formulabilananiglanadi.
Evklidfazosidaysilligchizigy = y (x), 4 = z (x)
shakldagitenglamalaribilanberilsa, u vagtdaxo‘zgaruvchiningx = agiymatdanx =

bqiymatgachao‘zgarishigamoskelganyoyuzunligi

b
s=[1+y?+zdx (3)
a
formula bilananiglanadi. (3) formulanihosilgilishuchun (2) formuladat = x

almashtirisholishyetarlidir.
Agar ysilligchizigtekischizigbo‘lib, X = x(), y =y
parametriktenglamalaribilanberilsa, u vaqtdatparametrning [a, b]

kesmadagiqiymatlarigamoskelganyoyuzunligi

b
s=[/x2(t) + y?(t)dt (4)
formulabilananiglanadi.
Agarytekischiziqy = y(X) oshkortenglamasibilanberilsa, u
vaqtdaxo‘zgaruvchiningx = agiymatdanx =
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bgiymatgachao‘zgarishigamoskeluvchiyoyuzunligi
b

s=[-/1+y"dx (5)
a

formulabilananiglanadi.
Agarytekischizig f (x, y) = 0 oshkormastenglamasibilanberilsa, u vaqgtdax

ningx = agiymatdanx = bqiymatgachao‘zgarishigamoskeluvchiyoyuzunligi

S—T—dx herty X

.

y
formula bilananiglanadi.
1-misol. x =8 at®, y=3at -t chizigningMy (tz =0) vaMa(t = ~/2)
nugtalariorasidagiyoyuzunligini toping.
Yechish.Chizigtenglamalaridanhosilaolamiz:
X'=24at? ) y'=12a (t-t3).
Berilgantenglamalartekischizigningparametriktenglamalaribo‘lganiuchun (4)

formuladanfoydalanamiz. Demak, topilganhosilalarni (4) formulagaqo‘yamiz:

s= [ J2aa-v°f +[2alt—t'[Fdt = [ -576a%t* +144a(t—t*f dt -
0 0

- 12axjﬁ«/(t +t°) :12af(t +t° bt =12a +12a = 24a.
0 0

2-misol. y:ixz—;ln XchizigningMo(xe = 1), Mi(xa = 4)

nuqtalariorasidagiyoyuzunligini toping.
Yechish.Berilgantenglamatekischizigningoshkortenglamasidir. Shu sababli
(5) formuladanfoydalanamiz.

Chizigningberilgantenglamasidanxbo‘yichahosilaolamiz:
y’ — E X — i
2 2x

Bu hosilani (5) formulagaqo‘yamiz:
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4 2 4 2 4 4
s=[.1 ( 1jdx=jx—+ldx:1jxdx+1 *_15 e,
1\ 22X 12X 21 21 x4

3-misol.x = a cht, y= a sht, z =at chizigning [0; t]
kesmadagiyoyuzunligini toping.
Yechish.Berilgantenglamafazodagichizigningparametriktenglamalaridir.
Shuninguchun (2) formuladanfoydalanamiz.
Chizigningberilgantenglamalaridantbo‘yichahosilaolamiz:
X'=asht, y'=acht, Z'=a.

Bu hosilalarni (2) formulagaqo‘yamiz:

S =

O

t
[(asht)’ +(acht)’ +a?dt = a-/2[ chtdt = a-/2sht.
0

Regulyar chizig yoy uzunligi uchun yugorida isbotlangan (3) formulada yuqori
chegarani o’zgaruvchi deb garasak,

S(t) = [I7(t)] dt (12)

funktsiya kelib chigadi.
Buning geometrik ma’nosi shuki | S(t)| chizigning [t;,t] kesma uzunligi.

ds .
a:“(t) >0 (13) dan ko’ramizki S(t) funktsiyagat’iymonoton. U holdaS -

niparametrsifatidaolishimizmumkin. y chiziquchun S -
dr
niparametrsifatidagarasakunitabiiyparametrlashgandeyiladi. ~ (13) ~ dan | ¢ 1
kelibchigadi.
ar| . T dT _;
™ =-|7(S) | belgilaymiz. Keyingihosilalar — i —F(S) =T (S),.-

Xulosa: S - parametrbo’lsaurinmaning yo’naltiruvchlvektorlblrl|kvektorbo’Iadi, ya’ni
1F(S)[=1,  F(S)="7belgilaymiz. | 7 |=1=F(S)].
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.

2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
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Nazoratsavollari

1. Vektor
funksiyaorgaliberilganchizigningbirororaligdagiyoyuzunligigandaybo'ladi?

2. Parametrikko rinishdaberilganchizigningbirororaligdagiyoyuzunligigamisollark
eltiring.

3. Oshkorko rinishdaberilganfunksiyaningyoyuzunlikformulasivaungaoidmisollark
eltiring.

4. Vektor
funksiyanio zgaruvchilioraligdayoyuzunligiorgaligandayparametrlashtirishmum
Kin.

5. Turlichaberilganchiziglaruchunyoyuzunlikformulalarinikeltiribchigaring.
Misollarorgaliko rsating.

6. Qutb
tenglamasiorqgaliberilganchizigningyoyuzununlikformulasiniaytingvamisollarkel
tiring.

18.2 CHIZIQNI TABIIY PARAMETRLASH.
Tayanchtushunchavamunosabatlar. Tabiiyparametr,

chizigningtabiiyparametrlitenglamalari,
tabiiyparametrbo‘yichahosilalarvaularningyozilishi,
tabiiyparametrlivektorfunksiyadanolinganbirinchivaikkin

chihosilalarninggeometrikma’nosi.

Chizigningxossalarinitekshirishdaparametrqilibixtiyoriyuzluksizo‘zgaruvchin
itanlanmumkin. Jumladanyoyuzunligini ham parametrsifatidaolishmumkin. Agar
yoyuzunligiparametrsifatidaolinsa, u
vaqtdachizigningko‘pginaxossalarinitekshirishvategishliformulalarnikeltiribchigarisha
nchasoddalashadi.

Evklidfazosidaysilligchiziq
r=r(t) (1)
vektortenglamasibilanberilganbo‘lsin.  Ma’lumkit parametrning [a, {]

kesmadagiqiymatlarigamoskeluvchichizigyoyininguzunligi
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t

s=[Ir'(t)dt 2)

a

formula bilananiglanadi. (2) formulada,
syoyuzunligiintegralningyuqorichegarasibo ‘lgantninguzluksizfunksiyasibo‘ladi. Bu
funksiya, t>  abo‘lgandamusbat, t < abo‘lgandamanfiy, t =

abo‘lgandaesanolgatengbo‘ladi. (2) funksiyanitbo‘yichadifferensiallasak, ‘ r'(t) ‘

funksiyauzluksizbo‘lganiuchun,

ds d!

— = [r'@®)dt |=r'(t).
& ((wa)-r

Demak,
ds
—=r'(t 3).
g ® (3)
Buyerda
') >0

bo‘lganiuchun
ds
—>0 4
o (4)
tengsizlikkelibchigadi. (4) tengsizlik (2)

funksiyaningqat’iyma’nodamonotonliginibildiradi. Shu sababli (2) tenglamani har
doimtganisbatanyechishmumkin. U sningbirgiymatli, uzluksizfunksiyasi

t=1(s) (5)

bo‘ladi.

Shundayqilibsning har birgiymatigatninganigbirgiymatimoskelarekan. Bu
esayoyuzunligisniyangiparametrsifatidaolishmumkinliginibildiradi.
sparametrnichizigningnaturalyokitabiiyparametrideb ataladi.

(5) ifodani (1) tenglamagaqgo‘ysak

r=r(t)=r(t(s))
yokigisgacha

124



r=r(s) (6)
tenglamahosilbo‘ladi. (6) tenglamanichizigningtabiiyparametrlivektortenglamasi
deb ataladi.

Agar  chiziqr =r(t) vektortenglamasibilanberilganda r'(t) =1bo‘lsa, u

vagtdatparametrchizigningtabiiyparametribo‘ladi.

Hagigatan, (2) formuladaa = 0 deb olsak

s =}r'(t)dt :jl-dt =t.
0

0

Agar ysilligchizigx = x(t), y =y, z = z(t)

parametriktenglamalaribilanberilganbo‘lsa, u vaqtda (5) ifodagaasosan

x=x(t(s)), y=y(t(s), z=2z(t(s))

yoki

X = X(S),

y=Y(s), (7)
Z=12(9)

tenglamalarniyozaolamiz. (7) tenglamalargachizigningtabiiyparametriktenglamalari
deb ataladi.

(6) yoki (")
tenglamalarnikeltiribchigarishjarayonigachizignitabiiyparametrlashdeb ataladi.

Biz I =r(t)vektorfunksiyadantbo‘yichaolinganhosilalarni

dr dzr_r,, d3r_r,,,

dtodt2 T dtt T
kabibelgilaganedik. I = I'(S) vektorfunksiyadansbo‘yichaolinganhosilalarni
dr . dr  d°r .
— = r’ 7 =T, — 3 = r’ Ve
ds ds ds

kabibelgilaymiz.
Endi I var vektorlarninggeometrikma’nosinianiglaymiz.

1. T vektorninggeometrikma’nosi.
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Belgilashgaasosan
. dr dr dt ,dt
F="" = =r

Tds dt ds  ds
(3) tenglikkaasosan:

,at 1 r'
ds ds o
dt
Demak,
.
r
Ma’lumki —vektor, birlikvektorbo‘lib, u I’ vektorbilanbirhilyo‘naladi. I’
r
vektoresachizigningurinmasiga parallel edi. Shundayqilib (8)

formulagaasosanquyidaginatijagakelamiz.

Natija.Chizigningr = r'(s)
tenglamasidansbo‘yichaolinganbirinch
ihisolaT birlikvektorbo“lib,

chizigningurinmasiga parallel bo‘ladi

(40—chizma).
Bundankeyin biz
chizigningurinmasiga parallel

bo‘lganbirlikvektorniurinmaningbirli

kvektori deb ataymizva 7

bilanbelgilaymiz.

40—chizma. Demak,
T=T.
2. I’ vektorninggeometrikma’nosi.
Birinchidan, I' vektoro‘zgaruvchibirlikvektorbo‘lganiuchun,
undansbo‘yichaolingan " hisola, shuT vektorgaperpendikulyarbo‘ladi. I
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vektorchizigningurinmasiga parallel bo‘lganiuchun I vektor normal tekislikka parallel
bo‘ladi.

Ikkinchidan,
, dt
F=r.-—,
ds
2 2
P = r”(dtj r’dz
ds ds

Oxirgitenglikdan
r’, r”, i vektorlarning
komplanarligikelib
chiqadi. Ma’lumki

r' va r”vektorlar

chizigningyopishma

tekisligiga parallel edi.
Shu sababli I’ vektor
ham yopishmatekislikka

parallel bo‘ladi.
Shundayqilib
vektorchizigning normal
vayopishmatekisliklariga
parallel bo‘lganiuchun,
bu I vektorchizigning
bosh normaliga parallel 41—chizma.
bo‘ladi (41—chizma).
Chizikning bosh normaliga parallel bulganbirlikvektornibosh
normalningbirlikvektorideb ataymizva v bilanbelgilaymiz.

Demak,
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Butenglikdan
F=F-v
7T birlikvektorurinmaga, v birlikvektor ~ bosh normalga  parallel

bo’lganiuchun,
B=lr-v]
birlikvektorbinormalga parallel bo’ladi (43—chizma).

Bu /B vektornibinormalningbirlikvektori deb ataymiz.

7, 7V, B

birlikvektorlarEvklidfazosidaxuddi

dekartkoordinatalarsistemasidagi
i, J, Kk ortlarkabijoylashib,
quyidagitengliklaro‘rinli:

r=|v-Blv=[p 7]
p=z-v]

Misol.x = ait + by, y =

at + by, Z = ast +
bsparametriktenglamalaribilanberil

ganto‘g‘ri

43—chizma.

chizigningtabiiyparametrlitenglama
larinituzing.
Yechish.Chizigningtenglamalaridantbo‘yichahosilaolamiz:
X'=ap,y = a, Z'=as.

Topilganbuqiymatlarnichiziqyoyininguzunliginihisoblashformulasigaqo‘yamiz:

t t
s=[./a?+al+aldt=./a’+al+al[dt=/a} +al+a’ t.
0 0

Buyerdan
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t— S
Jaf+a+a;

tningbuqiymatinito‘g‘richizigningberilgantenglamalarigaqo‘ysak:

X = &3 +b,
J 2 2 2 !
a +a, +a,
y: azs +b
J 2 2 2 21
a +a, +4a,
= achd +b
3

Jal +a? +a2

tenglamalarto‘g‘richizigningtabiiyparametriktenglamalaribo‘ladi.

Bu

Ularnibittavektortenglamasifatida

uchunularningbirinchisinii vektorga,

2

ham yozishmumekin.

ikkinchisini ] vektorga,

vektorgako‘paytiribqo‘shsakyetarli:

r=a-s+b (9),
buyerda
= & . a, . d,
Jat+al+al Jal+al+alfal+al+al
b= {bl;bZ;bS}
o‘zgarmasvektorlar.

Buning

uchinchisini k

(9) formula to‘g‘richizigningtabiiyparametrlivektortenglamasibo‘ladi.

NAZORAT SAVOLLAR.
Ne 1. Chizigningtabiiyparametrlivektortenglamasi.
Ne 2. Chizigningtabiiyparametriktenglamalari.
Ne 3. Quyidagijumlalarninggaysibirito‘gri:
1) T vektorbirlikvektor.

2) T vektorurinmabo‘ylabyo‘naladi.
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3) I vektorurinmabo‘ylabyo‘naluvchibirlikvektor.
A.1); B.2); D. 3); E.1) va 2); F.2) va 3).
Ne 4. T vektorninggeometrikma’nosi.
Ne 5. Urinmaningbirlikvektorigandaybelgilanadi ?
Ne 6. Quyidagijumlalarninggaysibirito‘gri:
I vektorbirlikvektor.
I’ vektorurinmabo‘ylabyo‘naladi.
I’ vektor bosh normal bo‘ylabyo‘naladi.

I’ vektor binormal bo‘ylabyo‘naladi.

m m o w >

I' vektor bosh normal bo‘ylabyo‘naluvchibirlikvektor.
Ne 7. T vektorninggeometrikma’nosi.

Ne 8. Quyidagivektorlarningqaysibiri bosh normalningbirlikvektoribo‘ladi ?

A.r'; B.z=f; D. B=[r-v]; E vzg; F.T.

Ne 9. Quyidagivektorlarningqaysibiribinormalningbirlikvektoribo‘ladi ?
Az=t; B v=[g-7]; D.7=[v-B] E B=[r-7]; F 2=t

19.1.CHIZIQNING EGRILIGI
Reja:

1. Egrilikta’rifi

2. Asosiyteorema

3. Ixtiyoriyparametrlashtirilganchizigegriligiuchun formula

4. Xususiyhollar

5. Misol

Mavzuningbayoni:

Regulyarchiziq

7T =F(S) (1)
tenglama orgali berilgan bo’lsin. P,Q 7  chizigning cheksiz yaqin nuqtalari bo’lIsin.
SHu nugqtalardagi chiziqqa o’tkazilgan urinmalar tashkil etgan burchak AQ bo’lsin.

PQ yoy uzunligi | AS | bo’lIsin.

A
Ta’rif: 7 chizigning P nugtadagi egriligi deb, ﬁ nisbatining Q — Pdagi
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limitiga aytiladi va K; = belgilanadi.

lim ——
Q">P | AS |

Teorema: (Ikki marta uzluksiz differentsiallanuvchi) Regulyar chiziq o’zining
har bir nugtasida biror K egrilikka ega bo’lib, (1) formula orqali berilgan chiziqning
egriligi uchun

K, =T®)| )
o’rinlidir.

Isboti: P(S), Q(S + AS) ¥ chizigning cheksiz yaqin nugtalari bo’lib, shu
nugtalardagi  urinmalar  7(S) =F(S), 7(S+AS) =F(S+AS)  yo’naltiruvchi birlik

vektorlarga ega bo’lIsin.

Z(7(S).7(S+A8))=AQ  (3)
| AB |=7(S +AS)—7(S) | (4)
~ . AQ
AB |=2sin —
| AB | 5 (5)
& RS
/ K P Z’;A_‘G
15-chizma
APB uchburchaktengyonli PB = PA=1, < APB = AQ bo’lganiuchun
|7(S+AS)—-7(S)| 2sin} sinF sinF AQ
AS |AS| |AS| 2 |AS| (6)

2
Q—>P da AQ—>0valAS|>0, u holda (6) dan |F(S)[= K kelibchigadi.
Isbotyakunlandi.

rs) -
K, = Onugtalarda rP(< ) 0(S) belgilaymiz| 6(S) |=1
1
bo’libyopishmatekislikdayotadi. 72 =1= (77(S)) =0=>7(S) LT = F(S) =k, - (D)
bo’lib 7 (S), v(S) yopishmatekislikdayotadivauzaroperpendikulyarvektorlardir.
3] - bosh normal uchun yo’naltiruvchibirlikvektor. Endi

ixtiyoriyparametrlashtirilganchiziquchunegrilikformulasinianiglaylik. y:r=r() (7)
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dan ikkivauchtartibligachahosilaolamiz. Oraligparametrkiritamiz.
yix=x(t), y=y(t), z=2(t) (7)

dr dF ds . ds ds
- = . ') I= FS)]-| =g = S'(t) 1=l F'(t 8
s gs gt T OHETE S H G FISH M1 (8)
d’r _d’f (ds)" di d’s

= o] — . 9
dt®  ds® (dtj Ts dt? 9)

[F'(t)F"(t)] = [r*% F(S)S +F(S)S,1=[FF(S)IS"(t) =[&D1S"(t) = K, B(S)S" (1)

[F'7"] - binormal yo’nalishigaegabo’lib, uning yo’naltiruvchibirlikvektorini 5(S)
belgilaymiz.

FOF 19K, |50 Pl K, | TOTOI e [FF]

|S'(t) P LSt
yoki
> [P
= or )
(7) ko’rinishda berilgan chiziq uchun
y'z'l2 |2’ X2 |X'y|2
K12 _ y”'Z” p 2" X" p X" y" p (ll)

(X)) +y*(O) +2*(1)%
Misol:uchun OXY koordinattekisligigagarashlichiziquchun
2 "2 (x

<=y

ki — egrilik «+», «-» ishoradagi qiymatlarga ega bo’lishi mumkin.
P — nugtada ki ga «+» ishora qo’yiladi.

Q nugtada esa ki ga «-» ishora qo’yiladi.

K, = F"(t) |=0 chiziq to’g’richizigdaniborat. F(t)=at+b

16-chizma
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.

132



3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari

1. Chizgningegrilikta rifiniaytibbering.

Chizigningegrigiuchunasosiyteoremanikeltring.

3. Vektorko rinishdaberilganchizigningegrililarini hisoblash
formulasiyozing.Misollarkeltiring.

4. Parametrikko rinishdaberilganchizigningegrililarini hisoblash
formulasiyozing.Misollarkeltiring.

5. Ixtiyoriyparametrlashtirilganchizigegriligiuchunformulasinivektorfunksiyadiffer
ensialiorgaliganday toppish mumkin?

A

19.2.CHIZIQNING BURALISHI. FRENE FORMULALARI
Reja:

1. Buralishta’rifivabelgilanishi

2. Asosiyteoremaningisboti

3.Ixtiyoriy parametrlashtirilganchizigburalishiningformulasi

4. Misollar

5. Freneformulalari

Tayanchiboralar:chizigningburalishi, freneformulasi, tabiiytenglamasi,
parametrlashganchiziq.

Mavzuningbayoni:

Tabiiyparametrlashtirilganchiziq

y:ir=7(S) (1)
tenglamasi orqali berilgan bo’lsin. P(S), Q(S +AS) ey cheksiz yagin nugtalarida
chizigqa yopishma tekisliklar o’tkazaylik. Yopishma tekisliklar tashkil etgan

burchakni AQ=<(I1,-1I,) belgilaylik. Yopishma tekisliklar tashkil etgan AQ

burchak P va Qnugtalardagi ﬁ(S), ﬁ(S+AS) binormal vektorlar tashkil etgan

burchakka teng, ya’ni AQ =L(ﬁ(8),ﬁ’(8 +A)) . ychizigning P va Q nugtalar bilan
chegaralangan kesmasi (yoyi)ning uzunligi | AS | bo’lsin.

Ta’rif. 7 chizigning P nuqgtasidagi absolyut buralishi deb, AQ: AS| nisbatning
Q nugqta chiziq bo’ylab P nuqgtaga intilgandagi limitiga aytiladi va

K, = gﬁ‘p% )
ko’rinishda belgilanadi.

Teorema. Regulyar (uch marta uzluksiz differentsiallanuvchi) chiziq o’zining
K, (egrilik) noldan farqgli bo’lgan har bir nuqtasida ma’lum bir absolyut buralish | K, |

ga ega. Agar 7 chiziq (1) ko’rinishdagi tenglama orqali berilgan bo’lsa, u holda
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3)
o’rinlidir.
Isboti: P sa Q nugtalarda K; #0 bo’lgani uchun F(S) 6a T(S) o’zaro kallinear

yoki ulardan biri nols vektor bo’lishi mumkin emas. Aks holda shu nuqtalarda 17,11,

yopishma tekisliklarni mavjudlik va birdan birlik sharti bajarilmaydi.
A¢

17-chizma

P sa QnuqtalardagiB(S),ﬁ(S+AS) binormal  vektorlarni 0  nugtaga
ko’chiramiz.  Ular  birlikvektorlarbo’lganiuchun ~ OAV  uchburchaktengyonli

AQ | S(S+AS)-B(S)| _2sin 2 _ = Iﬁ(S +A8)-B(S)| _
AB |= 2sin —= ==
AR 28 = Yok S E i —y
in A0
lim S'nTQZ. lim [ﬂ]: lim £:| K, |
AQ-0 S5 Qop |AS|) Q-p|AS|

SHundaygilib, [K, HAGS)|  (4)
BA(S) =1= 2(B(S)A(S) =0= B(S) L A(S) (¥
B(S) =[7(S)5(S)] = B(S) L 7(S), B(S) L 5(S)
B(S) =[7(S)5(S)+[7(S)5(S)] = [Kpi]l +[70] = [7(S)5(S)] = B(S) L 7(S) (**)
(*) va (**) munosabatlardan /?(S) sa 0(S)vektorlarningkollinearligikelibchigadi.
K, [ (B(S)D(S)) | (5)
(5) ga
C) o fs)- [r 1 6)

1 l
larni go’ysak,

(FFT)
7

o ™

kelib chigadi. SHuni isbot qilish so’ralgan edi. | K, |= %K,

«+» ishorada chiziq bo’ylab P nuqtadan Q nuqtaga o’tishda yopishma tekislik

0

| 2|:
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urinma atrofida g dan & tomonga buriladi «-» ishorada esa V dan g yo’nalishga

buriladi.
Endi rF=r(t) ko’rinishda berilgan ixtiyoriy parametrlashtirilgan chiziq uchun

buralish formulasini yozaylik. S va t parametrlar orasida S =S(t) moslik o’rinli

r(S)=Tt(S), I, =22 (S)+ T () ®)
5(S) =16 + AlR P! )
1

t'(S) = 9),

(S) T 9)

1 G IRE G

- 14 ) 4 »4/4 - =" 1
ST T )

Agar y chizig x=x(t), y=y(t), z=21) koordinat ko’rinishida berilgan bo’lsa
(10) quyidagicha yoziladi.

X! yf -Z,
md X” y” -Z"
B X"’ y”! -Z’” ,
| K2 IZ 1y 1ot 1! (11)
Xylz vz |2 x|
X” y” » y” Z” » Z” X” »
Misol: Har bir nugtasida K, =0 bo’lgan chizigni aniklang.
Ma’lumki

1K, |2l (V) [0 = K, =0= 3 =0,(B7) =0, (38)=0=> =0, = const. ko’ramizki 7
chiziq tekis chiziq bo’lib (F-F)F=0.7 chizigning har bir P(S) nugtasidan
yo’naltiruvchi vektorlari 7(S), V(S), #(S) bo’lgan uchta nurlar chigadi. Ular uch yoqli

burchakning girralarini ifodalaydi. Ushbu uchyoqni tabiiy uch yoq deb ataymiz.
7, B,V vektorlarninghosilalarinishuvektorlarningo’zlaribilanifodalaymiz

r(S)=7(S) = KV(S)

B(S) = K,V (S)
V(S) =[B7] =[B1+[B7 ()] =[KVF1+[AK V] = K, B - KT

SHundayaqilib
7(S) = KJ¥(S) V(S) =—K .7 - K,z
B(S) = +K0(S) (12)

(12)-ni Frene formulalari deyiladi.
Egrilik K; va buralish K; chiziq bo’ylab S — parametrning funktsiyasi bo’lib
K,=¢(S), K,=w(S) (13) tenglamalarni chizigning tabiiy tenglamalari deyiladi.
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Agar chizigning tabiiy tenglamalari berilgan bo’lib K; >0 bo’lsa, u 0’zining fazodagi
o’rni fargi bilan bir giymatli ravishda aniqladi.
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari
1. Chizqgningburalishta rifinikeltiring.
Chizigningburalishiuchunasosiyteoremasinikeltiring.
3. Ixtiyoriyparametrlashtirilganchizigburalishformulasini vector
funksiyadifferensialiorgaliganday toppish mumkin?
4. Frene formulalarinikeltiring.
5. Qandaytenglamalarchizigningtabiiytenglamalari.

N

19.3.TEKIS CHIZIQNING EVOLYUTA VA EVOL VENTASI
Reja
1.Evolyuta.
2.Evolventa.
y:F=r(S) tenglama orqali berilgan regulyar (uch marta differentsiallanuvchi)

chiziq bo’lsin. CHizigning P nuqgtasidagi normaliga v yunalishda ,o=Ki uzunlikdagi
1

kesmani joylaymiz. Kesmaning ikkinchi uchini uning egrilik markazi deb ataymiz.

Markazi shu nuqtada bo’lib, radiusi £ bo’lgan aylana berilgan 7 chizig bilan
P nugtada 3-tartibli yopishuvga ega. Ma’lumki, chizigning urinmasi chiziq bilan 2-
tartibli yopishuvga ega.

Ta’rif:7 chiziq egrilik markazlarining geometrik o’rniga uning evolyutasi,
evolyutaga o’tkazilgan urinmalarning ortogonal traektoriyasiga uning evolbventasi
deyiladi.

CHizigning evolyutasi normalarining o’ramasi bo’lishini ko’rsataylik.

T

p=r+ K_1V 1)

evolyutaningvektortenglamasi.

5= ?+(Kij v+Ki(—K1f) 5 =(Kiljv )

1 1
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M slonsbenry

18-chizma
(2) dan ||V K] =0bo’lganiuchunevolyutaning a < S <b oraligdagiyoyuzunligi

fia©1es i j e S

kesmauchlaridagiegrilikradiuslarinin*g ayirmasigateng.
Agar berilganchizigr =r(S)tenglamagaegabo’lib, uning M nugtasidagiurinmasigaz
yunalishda |S| uzunlikdagikesmani qo’ysak M,M =d(M, N) tengliknibajaruvchi N nugta
kelibchigadi. N nugtalarchizganchizigevolsventabo’ladi.
p=r—S7(4)
evolsventatenglamasidir.
pr=F-7—-SK,0=-SKV=plv
Bundanevolyutaningurinmalarievolsventauchun normal bo’lishikelibchigadi.
Masalantekischiziqlardantraktrisavaxalqachiziqlardanbirievolyutabo’lsaikkinchisievol
pventabo’ladi.
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari
Chizigning evalyutasi ta rifiniaytibbering.
Chizigningbirirnugtasidagiegrilikmarkazichizmadagandayko rininshdabo " ladi?
Chizigning evolventasita rifinikeltiring.
Chizignormallario’ramasidangandaychizighosilbo ladi?
Chizigyopishmaaylanamarkazlarining geometric
o0 rnigandaychizignihosilgiladi?

AEEI AN
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6. Grafikdachizigningevalyuntasivaevolventasinitasvirlang.

19.4 FRENE FORMULALARI.

Tayanchtushunchavamunosabatlar. Freneningbirinchiformulasi,
Freneningikkinchiformulasi,

Freneninguchinchiformulasi, Freneformulalari.

Evklidfazosida, regulyarchizigning har birnugtasidagiurinmasi, bosh
normalivabinormalio‘zaroperpendikulyardir. Urinmabilan binormal orqali
o‘tgantekislik
to‘g‘rilovchitekislik,

bosh normal va

binormal orqali
o‘tgantekislik
normal tekislik,
urinmava bosh

normaldano‘tgan I

tekislikyopishma
tekislik deb atalar

edi. Chizigning har

birnugtasidagishu
uchto‘g‘richiziq
vauchtekislikdan
tashkiltopgan
uchyoqgliknitabiiy
uchyoqlikdeb 45—chizma.
ataladi (45—chizma).

Tabiiyuchyoqlikningqirralaribo‘lganurinma, bosh normal
vabinormallarningbirlikvektorlarinimosravishda 7, ¥, A bilanbelgilaganedik.
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Ta’rif. EvklidfazosidagiychizigningberilganPnugtasinikoordinataboshi,

7,7V, B

vektorlarbizassifatidaolingankoordinatalarsistemasinichizigningkanonikreperiyokiFr

enereperideb ataladi.
FazodagiDekartkoordinatalarsistemasining 1, J, K
ortlario‘zaroperpendikulyar, uzunliklaribirgatengbo‘lib, ularo‘zgarmasvektorlaredi.
Frenereperining 7, v, ,Bbazisvektorlari ham chizigning har
birnuqtasidao‘zaroperpendikulyarvauzunliklaribirgatengbo‘lsa ham
yo‘nalishio‘zgaradi. ychiziqdagiP nuqta chizigbo‘ylab harakat qilganda, Frenereperi
ham harakatlanadi. Shu sababli, agar chizigdaparametrsifatidayoyuzunligisolinsa, u

vaqtda 7, v, /B bazisvektorlari ham shusparametrningfunksiyalaribo*ladi:

7=7(s), v=v(s), B=p(s).
Bu birlikvektorlarningharakatinio‘rganishuchun, ulardansbo‘yichaolingan

T, v, ﬁhosilalarning, shuz"’,17,Bvektorlarorqaliifodalarinitopamiz.

Agar yregulyarchiziq I = '(S)tabiiyparametrlivektortenglamasibilanberilsa,

u vagtda
r=t
deb belgilashkiritganedik. Bu yerdan
r=Ft
bo‘ladi. Chizigningegriliginio‘rganganmavzuda
P=k.v
tengliko‘rinliedi.
Demak,
F=k-v (1).
Bu (1) formulaniFreneningbirinchiformulasi deb ataladi.
Chizigningburalishinio‘rganganmavzuda
2=/-v
tengliko‘rinliedi. Bu tenglikningikkitomonini v vektorgaskalyarko‘paytiramiz, buyerda
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V birlikvektorbo‘lganiuchun
e v=pvv=0v=p1=p
Demak,
L=V (2).
Bu (2) formulaniFreneninguchinchiformulasideyiladi.

Endi ¥ vektornitopamiz. 7, v, B

s

birlikvektorlarxuddidekartkoordinatalarsistemasining ', J, k
koordinatavektorlarikabijoylashib,
r=lv-Blv=[p-r} B=[r-v] ®3)
tengliklaro‘rinliedi. Bu tengliklarningikkinchisidansbo‘yichahosilaolamiz:
v=[8-71+[B-#]
(1) va (2) formulalarnie’tiborgaolsak:
v=[e v z]+[B k7]
yoki
v=a[v-7]+K[B 7]
tenglikkelibchigadi. (3) tengliklargaasosan
v-z]=-p, [B-v]=—
bo‘lganiuchun
v=-k.-7-2-p (4)
ifodahosilbo‘ladi. Bu (4) formula Freneningikkinchiformulasi deb ataladi.
(1), (2), (4) tengliklardantuzilganushbu
7=k-v,
v=-—k-7-2-p5,
B=2v
formulalargaFreneformulalari deb ataladi.

FreneformulalariychiziqdagiP nuqgta  chizigbo‘ylabharakatlanganda,

shunugtadagiFrenereperiningharakatinixarakterlaydi.
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Freneformulalaridankelibchigadiki,

Frenereperiningharakatichizigningegriligivaburalishigabog*ligekan.

NAZORAT SAVOLLAR.
1. Freneningbirinchiformulasi.
2. Freneningikkinchiformulasi.
3. Freneninguchinchiformulasi.

4. Freneformulalari.

19.5 CHIZIQNING TABIIY TENGLAMALARI.
FAZOVIY CHIZIQNING TABIIY
TENGLAMALARI.

Tayanchtushunchavamunosabatlar. Chizigningegriligi, buralishi,
tabityparametri,  tabiiytenglamalari,  Freneformulalari,
Frenereperi, qiyaaylana, vintchiziq, qiyalikchizigi,

Bertrana chizig‘i.

Evklidfazosidayregulyarchiziqr = r(s)
tabiiyparametrlivektortenglamasibilanberilganbo‘lsin. U vaqtdachizigningkegriligiva
& buralishi ham s parametrningfunksiyalaribo‘ladi:

k =k(s), & = &(S).

Teorema. Agar k (s) va @ (S) ixtiyoriyregulyarfunksiyalarbo‘lib, k (s) > 0
bo‘lsa, u vaqtdafazodatutganholatigachaaniqlikbilan yagona chizigmavjudki,
buchizignings yoygamosnuqtasidagiegriligik (), buralishi @ (S) bo‘ladi.

Isbot. Agar mavjudliginiteorematasdiqlovchichizighagigatan ham borbo‘lsa,

u vaqtdabuchizigurinmasining, bosh normalningvabinormalning

z(s), 7(s), B(s)

birlikvektorlari, Freneformulasigaasosan,
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quyidagidifferensialtenglamalarsistemasiniganoatlantiradi:

m=Kk-p,

p=-k-m-a&-q, (1).

q=a&-p

Shu sababli, tabiiyravishda, egriligik(s) vaburalishi &(S)

bo‘lganchizignianiglashuchun (1) sistemaningyechimigamurojaatetamiz.

Farazqilaylik
m(s), p(s), a(s)

vektorfunksiyalarbusistemaningyechimibo‘lib, s = seqiymatda
m=m,, P=0,, d=0,

boshlang‘ichshartlarniganoatlantirsin. Bu yerda

My Por o
vektorlaro‘zaroperpendikulyarbo‘lganbirlikvektorlarbo‘lib, aralashkopaytmasi 1
gateng:

(M, P, G,)=1.
m(s), p(s), q(s)vektorlarsparametrning har

gandayqiymatidabirlikvektorlarbo‘lib, o‘zaroperpendikulyarva
(m, p,g)=1

ekanliginiisbotlaymiz. Buninguchun
(m*);, (p*);, (@), (m-p);, (p-a)s, (g-m);
hosilalarnihisoblaymiz. (1) tenglamalarsistemasinihisobgaolsak:
(m*). =2m-m=2m-k- p=2k(m- p),
(p*); =2p- p=2p(-k m-=q) =-2k(m- p) - 22(p-q),
(@°);=2q-g=2q p=2a&(p-q),
(Mm-p);=m-p+m-p=kp-p+m(-km-&q)=
=k(p®) —k(m*) —ee(m-q),
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(p-a);=p-g+p-g=(-km-aq)q+p(ep)=
=&(p*)-&(q") —k(m-q),

(@-m);=g-m+q-m=(@ p)m+dk p)=k(p-q)+a(m-p).

Demak,

(m*); =2k(m- p),

(p*); =—2k(m- p) - 2(p-q),

(9°). = 22(p-q),

(m- p); =k(p*) —k(m*) —&(m-q),

(p-q), =&(p°) —a&(q”) —k(m-q),

(@-m); =k(p-q)+e&(m- p).

Butenglamalarni

m*, p*, @°, m-p, p-g, g-m
larganisbatandifferensialtenglamalarsistemasisifatidagarasak, busistemani
m> =1 p°=1 =1 m-p=0, p-q=0, g-m=0

giymatlarganoatlantiradi. Boshgatomondanesa, busistemani

m*=m(s), P =p(s), 4" =a’(s),
m-p=m(s)-p(s), P-d=p(s)-q(s), d-m=dq(s)-m(s)
giymatlar ham qanoatlantiradi. Bu ikkiyechims = s,giymatdamostushadi. Demak,

differensialtenglamalaryechminingmavjudlikvayagonalikteoremasigaasosan,

ularaynanmostushadi. Shundayqilibbarchasparametruchun

m*(s)=1 p*(s)=1 q°(s)=1

(2)
m(s)- p(s) =0, p(s)-a(s)=0, q(s)-m(s)=0
tengliklaro‘rinli.
Endi
(m(s), p(s), q(s))=1
bo‘lishiniisbotlaymiz. (2) tengliklardanko‘rinadikim, p, q
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vektorlarbirlikvektorlarbo‘lib, o‘zaroperpendikulyardir. Shusababli

(m, p,q)=+1
tengliko‘rinlibo‘ladi.
(m, p, q)aralashko‘paytmas tabiiyparametrgauzluksizbog likbo“lib,
shartgako‘ras = Sogiymatda +1 gatengbo‘ladi.

Shuninguchunbarchasparametruchunbuaralashko‘paytma +1 gatengdir.
Ushbu

r = [m(s)ds 3)

vektortenglamabilananiglanadiganychizignigaraylik.
Birinchidan, ychizigniparametrlashtabiiyparametrlashbo‘ladi. Hagigatan,

ychizigning [So, s] kesmadagiyoyuzunligi
Tr(s)ds = jm(s)ds = jl- ds = ids =5-5,
So So So So

gatengbo‘ladi.

Ikkinchidan, (1) sistemagaasosan, ychizigningegriligi

P(s) =/m(s) = k(s) p(s) =k(s) p(s) =k(s)-1=K(s).
Uchinchidan, (1) va (3) ifodalargaasosanychizigningburalishi
(F,F, %) (m,kp,Kp+kp)  (m, kp, k(—km—&q))

k? k? k?
(m, kp, kp—k*m—keeq) _ (m, kp, —keeq) _ k’ee(m, p,q) _
k? T k? K2 -
=e&e(m p,g)=e-l=2.

Demak, vychizigs  yoygamoskeluvchinugtasidak(s)  egrilikkava  a(S)
buralishgaegabo‘larekan. Shundayqilib, chizigningmavjudliginiisbotqildik.

Endi chizigningyagonaliginiisbotlaymiz. Faraz qilayliky;vay.ikkichizigs
yoygamosnugqtalardabirxilk(s) egrilikkava ®(9) buralishgaegabo‘lsin.

y1vayzchiziglarnings,yoygamoskeluvchinuqtalariniustma-ustqo‘yamiz.
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ChiziglarningFrenereperlariningboshini ham, shuustma-
usttushgannuqtalargaqo‘yamiz. 7,,V,, Bvaz,,v,, B,
vektorlarmosravishday;vay.chiziglarurinmalari, bosh
normallarivabinormallariningbirlikvektorlaribo‘lIsin.
7,(s), v,(s), B.(s)vaz,(s), V,(s), BB,(s) vektorfunksiyalaruchliklari
M, P, g vektorlardantuzilgantenglamalarsistemasiningyechimlaribo‘ladi. Bu
yechimlarningboshlang‘ichqiymatlarimostushadi.
Bundanesayechimlarningaynanmostushushikelibchigadi. Xususiyholda
7,(s)=7,(s)
yoki
[ (s) =T1,(s).
Bu ayniyatnis,, soraliqdaintegrallasak
() =1 (s,) =r(s) —1(s,).
buyerdas = s,qiymatda
h(s,) =1(s,)
bo‘lganiuchun
h(s)=r,(5)
ayniyathosil bo‘ladi.
Shundayqilib y2chiziq yichizigdan,
fagatginafazodajoylashishibilanfarqqgilarekan. Teoremato‘ligisbotbo‘ldi.
k=Kk(s), &==a(s) 4)
tenglamalarinichizigningtabiiytenglamalarideb ataladi.

Demak, yuqoridagiteoremagaasosan, birxiltabiiytenglamalargaegabo‘lgan

har gandayikkitachizigningshaklibirxilbo‘lib,
ularfagatfazodajoylashishibilanfarqqgiladi. Agar
chizigningfazodajoylashishie’tiborgaolinmasa, u vaqtda 4)

tenglamalarbittachizignianiglaydi.
Chiziglarningegriligivaburalishininggiymatlarigagarab,
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chiziglarniklassifikatsiyalashmumkin. Masalan,
chizigningegriligibilantanishganimizdaisbotlaganedikki,

to‘g‘richizigningegriliginolgatengedi. Shu sababli

k=0
tenglamato‘g‘richizignixarakterlaydi.
Xuddishuningdektekischizigningburalishinolgatengbo*lishini ham
isbotlaganedik. Demak,
&=0

tenglamatekischizignixarakterlaydi.

Umumanchizigningegriligivaburalishigagarab,
chiziglarquyidagisinflargaajratiladi:

1) k =0 —to‘g‘richizigq;

2) & =0 —tekischiziq;

3) k =const —qiyaaylana;

4) k = const, & =const —vintchiziq;

5) @: k =const —qiyalikchizig'i;

6) Az + Bk + C =0, buyerdaA, B, C - o‘zgarmassonlar — Bertrana chizig‘i.

Bu chiziglarning har birinialohidao‘rganibchigamiz.
To‘g‘richiziganalitikgeometriyadato‘lao‘rganilganiuchun, biz
tekischiziglarnio‘rganishdanboshlaymiz.

Misol. x = acht, y=asht, z = at chizigningtabiiytenglamalarinituzing.

Yechish. Chizigningberilgantenglamalariniuchmartadifferensiallaymiz:

X' = asht, y'=acht, Z'=a,
X" =acht, y"=asht, " =0,
X" =asht, y" =acht, 2" =0.

stabiiyparametrnianiqlaymiz:

t t
s=[/X?+y?+2%dt=[-/a’h’ +a’ch’t +a’dt =
0 0

t
=a[/sh’t +ch’t +1dt = a[ -/sh’t + ch’t +ch’t —sh’tdt =
0

o'—.-—r
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t t
=af-/2ch’tdt =a-/2 chtdt = a-/2 sht.
0 0

Demak,
s=a-/2sht.
Bu yerdan
S
sht = 5).
a«@ ( )
Chizigningegriliginitopamiz. Buning uchun A, B, C larnianiglaymiz.
"z Jacht a
A= y” 1= =—a’sht,
y" z" Jasht O
' x'| Ja asht
B = - = a’cht,
z" x" 10 acht
x" y'" Jasht acht
C= y”: =a’sht —a’ch’t =—-a’(ch’t —sh’t) = —a®.
X" y" Jacht asht
Demak, chizigningegriligi
‘- JA?+B*+C?  a'sh’t+a‘cht+a’
(X +y?+ z’z)% (a’sh’t +a’ch’t + az)%
_a’sh’t+cht+1  -j2cht 1
a’(sh’t+ch’+1)? a(2ch’)? 2ach’
Shundayaqilib
1
= 6).
2ach’t ©)
Chizigningburalishinitopamiz.
X'y 7 asht acht a
X" y" 7' acht asht O
X" y" " asht acht O
R =— = =

A2+B2+C?  a‘shi+a‘cht+a’
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_acht-asht = a° @ 1
a‘(sh’t+ch’+1) a‘2ch’t  2ach’
Demak, chizigningburalishi

1

2ach’t (7)

Chizigningtabiiytenglamalarinituzishuchun (5) ifodadagishtninggiymatini (6)

va (7) ifodalargaqo‘yamiz:

1 1 1 a

k = = = = ,
2ach’t  2a(l+sh’) s? 2a% +s°
28/ 1+
2a
N 1 R
2ach’t  2a’*+s?
Demak,
a
k=% |
2a’ +s*
o 8
2a% +s?

tenglamalarberilganchizigningtabiiytenglamalaribo‘ladi

Misol.k =0, & =0 chizigningodatdagitenglamasitopilsin.

Yechish. e = 0 bo‘lganiuchunchiziqtekischizigbo‘ladi.  Faraz
gilaylikchizigOxytekislikdayotsin. U vagtdaxnierkliparametrdeymizvax
bo‘yichahosilaolamz: x'=1, x" =0.

k=0 bo‘lganiuchun:

A?+ B2+ C?=0,
buyerdanA =0, B=0, C=0 bo‘lishligikelibchiqadi.
Demak,
X! !/
C = " yn = O
Xy

Bu yerdax' =1, x"=0 bo‘lganiuchun:
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1 !/
yﬂ = 0’

0y

yoki
yll -

tenglamahosilbo‘ladi. Bu tenglamaniikkimartaintegrallasak:
y=CcxXx+cC
tenglamahosilbo‘ladi.

tenglamato‘g‘richizigningburchakkoeffitsiyentlitenglamasidir.

berilganchiziqto‘g‘richizigdaniboratekan.

A o

AEES NS

6.

NAZORAT SAVOLLAR.

Fazoviychizigningtabiiytenglamalarihagidagiteorema.
Chizigningtabiiytenglamalari.
Egriliginolgatengbo‘lganchiziq.
Buralishinolgatengbo‘lganchiziq.

Chizigningegriligivaburalishibo‘yichaklassifikatsiyasi.

20-21.Sirttushunchasivauningberilishusullari. Elementar,
soddavaumumiysirttushunchalari.

Reja:
Ochiq soha
Topologikakslantirishlar
Elementarsirt,soddasirt,umumiysirtta’rifi
Sirt tenglamalari. Regulyarsirt
Sirtgagarashlichiziglar
Misollar

Mavzuningbayoni:

G -tekislidaginuqtalarto’plamibo’lsin. Agar
nugtasigayetarlichayaginbarchanuqtalar G to’plamgategishlibo’lsa, u holda x nugtani G
to’plamningichkinuqtasideyiladi. Ta’rifdane >0 son mavjudbo’lib,tekislikningx
nuqtasidane dan kichikmasofadaturuvchibarchanugtalari G to’plamgategishlibo’ladi,
deganxulosagakelamiz. Barcha nugtalariichkinugtalardantuzilgan G
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to’plamochiqto’plambo’lib,
uninghargaysiikkinuqtasinishuto’plamgategishlisinigchizigorgalitutashtirishmumkinbo
’Isa, u holda G ni soha deyiladi.
Doiraningchegaraviyaylanasikirmagangismiochiq sohagamisolbo’laoladi. G

- tekislikdasoha bo’lsin. Tekislikning x
nuqtasiuchunshunuqtagacheksizyaginnugtalarorasida G
gategishlinugtalarvaungategishlibo’lmagannuqtalarmavjudbo’lsa, u  holdaxniG
to’plamningchegaranuqtasideyiladi. G
to’plamningbarchachegaranuqtalarto’plamigauningchegarasideyiladi. AgarG
sohagachegaraqo’shilsa, yopigsoha hosilbo’ladi

X, Y -ixtiyoriyto’plamlarbo’lib,biror f gonun  (goida) X ning har Dbirx

elementiga¥ ninganiq Yelementinimoskeltirsa, u holda X niY
gaakslanitirisho’rnatilgandeyiladi. Akslantirishni f : X —Y ko’rinishdabelgilaymiz.
xe Xuchuny=f(x)  element x ningaksi ,yeYuchunx=f*(y) element

uningaslideyiladi.

f:GcX >dcY f(x)cYbo’lsa f niichigaakslantirish, f(X)=Y bo’lsa,
ustigaakslantilishdeyiladi. Agar f(X)=Y bo’lib f akslantirishda X to’plamning har
ganday x, = x, elementlariY to’plamning y, = y,elimentlarigao’tsa, u holda f
akslantirishnio’zarobirqiymatlideyiladi. Agar f akslantirish X
to’plamningcheksizyaqinnugqtalariniY to’plamningcheksizyaqinnuqtalarigaakslantirsa
,ya’'ni har qanday &£ >0 son uchuncheksizkichik 6 >0 son topilsakivx,,x, e X|x, = X,| <&

dan |y,—vy,|<ekelibchigsa ,u holda f akslantirishniuzluksizakslantirishdeyiladi. X

to’plamning Y to’plamga o’zaro bir qiymatli va o’zaro uzluksiz akslantirishni
topologik yoki gomeomorf akslantirish deyiladi.
1-ta’rif: Tekislikdagi ochiq sohani E, fazoga topologik akslantirish natijasida

hosil qilingan nuqtalar to’plamiga elementar sirt deyiladi.
Elementarsirtgatekislik,elliptikvagiperbolikparaboloidlarvaparabologiktsilindirm
isolbo’laoladi.
2-ta’rif : Agar Qfiguraning har birnuqtasifazoviyatrofgaegabo’lib
uningshuatrofdagiqismielementarsirtdaniboratbo’lsa , u holda ©
figuranisoddasirtdeyiladi.
Soddasirtchekliyokisanoglisondagielementarsirtlarningbirlashmasidantashkiltop
adi. Soddasirtgasfera, ellipsoid, tor, krendel, tsilindrmisolbo’laoladi .
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Kpendens

19-chizma

3-ta’rif: Soddasirtnilokal —
topologikalmashtirishnatijasidahosilgilingansirtgaumumiysirtdeyiladi .

Umumiysirtdao’z-o’zibilankesishuvchichiziglar, ustma-usttushuvchiyopishgan
(qo’shaloq )nuqtalar, atrofielementarsirtbo’lmagannuqtalarmavjudbo’lishimumkin.

— u?-1 u?-1 . e
Misol:  x=——, y=u——, z =vfunktsiyatekisligidagi P = {u,v)-2 <u <20<u <2}
, - s u® -1 u? -1
to’rtburchakni E® fazogaakslantiradi. X=—", y=u——, —2<u<?2
u®+1 uc+1

tekislikdastrofoidaniifodalaydi. Har birnugtasidan OZ o’qqa parallel o’tkazilsa ,umumiy
tsilindirik sirt kelib chigadi. x=0,y=0,z=v |v|<2 kesma sirtning 0’z-0’zini kesish
chizig’i bo’ladi.Ko’ramizki sirt tushunchasi murakkab

tushuncha bo’lib, har gqanday sirt uchun yaroqli

umumiy ta’rif berishda hali hanuzgacha

yakdillik yo’q. Fazoda dekart koordinatalar 1
sistemasi o’rnatilgan bo’lIsa sirtga bunday 7"

ta’rif berish mumkin: }r——’ﬁ\/\ | I
4-ta’rif : Sirt deb koordinatalari | .&1{; %
F(x,y,z)=0 (1) EL M
tenglamaniganoatlantiruvchinuqtalarto’plamigaaytiladi. _ﬂ:// |

Ushbuta’rifnigabuletishuchun
oshkormastenglamagaquyidagitalablarqo’yiladi.
a) F(x,y,z)biror sohada uzluksiz ;

b) F,, F,, F,birinchitartiblixususiyhosilalargaega .
V) B2 +F7+F? 0.

Q — elementarsirtbo’Isin.Busirt G tekis sohani E®
fazogatopologikakslantirishorgalihosilgilinadi. M(u,v)e G- ni f topologikakslantirish
M (x,v,2) e E, gaquyidagicoidagako’rao’tkazsiu.
x=x(u,v), y=y(u,v), z=2z(u,v) (1*)

Bu tenglamanielementarsirtningparametriktenglamasideyiladi. Fazoda

{0,7,],k }dekartrepertanlanganbo’lsa,
151



F(u,v)=x(u,v)i +y(u,v)j +z(u,v)k (2)

yoki
r=r(u,v) (3)
nihosilgilamiz. (3) niQ —
elementarsirtningvektorko’rinishidagiparametriktenglamsideyiladi .Sirtgagarashli
M (x, y, z)nugtaningvaziyatinianiglovchiu,v —parametrlargasirtningegrichizigliyoki
Gauss koordinatalarideyiladi.
5-ta’rif: Agar Q sirtning har

birnugtasiuchunregulyarparametrlashtirishmumkinbo’lganatrofmavjudbo’lsavasirtnish
uatrofda (1*) tenglamalarorgaliifodalashmumkinbo’libbufunktsiyalarregulyar (k k
martauzluksizdifferentsiallanuvchi, k >1)

rang X? yf‘z,“ =2
XV yV ZV
bo’lsa, uholdaQ niregulyarsirtdeyiladi. k =1bo’lgandasilligsirtdeyiladi. Silligsirtni
z=f(xy) (4)
ko’rinishdaifodalashmumkin (isbotlansin ). Q -
sirtgagarashliixtiyoriyegrichizigningparametriktenglamasisifatida
u=uf(t)
{v =v(t) )

niolishimizmumkin.Uholda y = Qchiziq

F=rut).v(t) =F) (6)
vektortenglamagaegabo’ladi .u'yokiv parametrlarnifiksirlab
,sirtningkoordinatchiziqlarigaegabo’lamiz.

“u ”chiziq
u=t,
{v _ const: r =r(u,const);
“v”chiziq :
{u =cosnt, o _ F(const,v) (7)
vV =t;
Misol: 1. y = x*paraboliktsilindrning =
parametriktenglamasiyozilsin . 1
Javob :x=u, y=u?,z=v.21-chizma 0 j» v
2. 7= pxysirtningparametrik 21-ct X

tenglamasiyozilsin .
Javob: x=u, Y=V, Z=puv,
Ta’rif.F oddiy sirtni regulyar sirt deb ataymiz, agarda u o’zining har
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bir nugtasi atrofida x=x(u,v), vy=y(u,v), z=z(u,v) parametrik tenglamalari

bilan berilib, x(u, v), y(u, v), z(u, v) funk-tsiyalar k marta differensiallanuvchi

(k> 1) va ushbu
(xu Y zuj
xV yV ZV

Agar kql bo’lsa, sirtgasilligsirt deb ataymiz.

matritsaningrangiikkigatengbo’lsa.

Teorema. Agar  Fsilligsirtx =x(u, v), y = y(u, V), z = z(u, v)

parametriktenglamalaribilanberilib, sirtningMo(Xo;y0;2,) nugtasida

o o
xu yu

o

o
‘xv yV

#0

shartbajarilsa, u vagtdaM, nuqta atrofidaFsirttenglamasini
z=f(xy) (1)
shakldayozishmumkin.

Isbot.Oshkormasfunksiyalarhagidagiteoremagaasosan:

o
x ylt

| %0
Yy

o
u
o
v

X

bo’lganda, x=x(u, v), y=Yy(u,Vv) tenglamalarsistemasiniMo(uo; Vo) nuqta atrofidau,

vlarganisbatanechishmumkin.

Natijada
U=o(xy)v=ylxy) )
hosilbo’ladi.
uvavlarningbugiymatlarinisirtningparametrikteng-lamalaridagiz = z(u, V)

tenglamagaqo’ysak:
z=2(p(x, y), w(x, ¥)) =T (x, y)
hosilbo’ladi. Teoremaisbotbo’ldi.

(1) tenglamagasirtningoshkortenglamasi deb ataladi.
(1) tenglamaniumumiyshakldaquyidagichayozishmumkin:
F(x,y,2)=0 (3).

(3) tenglamagasirtningoshkormastenglamasi deb ataladi.
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1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari
Sirt tushunchasivauningberilishusullariniaytibbering.
Elementarsirt,soddasirt,umumiysirtta’riflarinikeltiring.
Regulyarsirt deb gandaysirtgaaytiladi?
Sirtgategishlichiziglarvaularningberilishusullariniko rsating. Misollarkeltiring.
Qandaychiziglarkoordinatchiziglar deb nomlanadi?
Qandaysirtlartog richiziglisirtlar deb ataladi?
Aylanmasirtlar deb gandaysitrlargaaytiladi? Misollarkeltiring.

No ko=

26.Sirtning urinmatekisligivanormali.
Reja:
1. Urinmatekislikta’rifi
2. Asosiyteorema
3. Urinmatekislikningturlichatenglamalari
4. Sirt normaliningta’rifivatenglamasi
5. Misollar
Mavzuningba’yoni:
Regulyar sirt
Q 7 =7(u,v) (1)
parametrik tenglamasi orqali berilgan bo’lsin.
Sirtda P(u,v) € Q nugtani olaylik. Sirtda P
nugtaga cheksiz yaqin Q(u+du,v+&) nugtani
tanlaymiz. P nuqtanidan o’tuvchi 11 tekislikni garaylik. P va Q nuqtalar
tanlaymiz. P nuqtanidan o’tuvchi 11 tekislikni garaylik. P va Q nuqtalar orasidagi
masofani d orqgali, Q nugtadan 11 tekislikkacha masofani ¢ orgali belgilaymiz.

1-ta’rif: Agar Q nuqgta sirtda yotib , P nugtaga intilganda §—> 0 (nishat 0 ga

intilsa), u holda 11 tekislikni Q sirtning P nugtasidagi urinma tekisligi deb ataladi.
Urinma tekislikka boshqa ta’rif berish ham mumkin:
2-ta’rif: Agar Q>P da PQ to’g’ri chiziq va 11 tekislik tashkil etgan
burchak nolga intilsa, u holda 11 tekislikni sirtning P nuqtadagi urinma tekisligi
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deyiladi.

Asosiy teorema : (1) tenglama orgali berilgan sillig sirt o’zining har bir
nugtasida birdan-bir urinma tekislikka ega bo’lib, uning P(u,v) nugtasidagi urinma
tekisligiga r/(u,v) , ¥/(u,v) vektorlar parallel vaziyatdadir.

Isboti: Q sitrning P(u,v)nuqtasidagi urinma tekisligi 11 mavjud bo’lsin,

ya’'ni (Limpgzo bajarilsin. Urinma tekislikning r,,7, vektorlarga parallel vaziyatda

ul'yv

bo’lishi va birdan birligini ko’rsataylik 11 tekislikka perpendikulyar birlik vektorni
i orgali belgilaylik. O-qutb tanlaymiz.

23-chizma
OP =7(u,v), OQ = F(U+&U,V+&); ‘PQ‘—| F(u+du,v+ov)—r uv)
(FOn)=[(Flu+ duv+ ) -rlunry; & =l dv &)UV

d  [Flu+au, v+§\/) uv]
duva & o’zaro bog’ligsiz ravishda nolga intilsa, Q nuqta P ga intiladi va shu bilan
birga d —0.Umumiylikni daxlsiz qoldirib Q nuqtani “U ” chiziqda olaylik . (2)
nisbat quyidagi ko’rinishga ega.

rlu+adu,v+ov)-r n
§:|((I((u+ajv+&3) (uv);)' 7o ©)
Q € Q nuqta “v” chlzlqda yotsa,

riu+au,v+ov)—r(u,v)n

(3) va (4) dan

|(F(u+5u,v)—F(u,v)ﬁ |F(u,v+ci/)—F(u,v)ﬁ
5 Su @m_, s & N (L) B
d [Fu+d&u,v)—F(u,v)| @0 | od o [F(U V&) —Fu,v)| a0 |7

S | | S
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5|0, IF,| =0 bo’lganligidan
(FA)=0, (FA)=0 (5)
tengliklargaegabo’lamiz.(5) dan ¥, LAvar, Lrkelibchigadi. |¢ | ekan.Ko’ramizki
r|ivar . finingyagonaligidanurinmatekislikningbirdan-birligikelibchigadi. Q € €
nugtaningumumiyvaziyatiuchun

|F(u+du,v+v)-F(u, v+§v)&er r(u, v+i/\/) r(u, V)&/n

FNOU -+ (F ) + &A% + o0
(Fm)ou -+ (Fn)ov + &,

o a
d | F(u+ou,v+ov)-r(u, v+&/)aj+F(u,v+§\/)—F(u,v)§/ | N ‘FJ&HFJ&H% (507 + 507
a N

(6) tengliko’rinlibo’lib ,&u—>0,&# >0 da || —>0]s|—>0 (6) dan (5)
nie’tiborgaolsak,Q — P da g -0
kelibchigadi.Endiurinmatekislikningmavjudbo’lishiniko’rsatamiz. Bunda 5)
tengliklarningbajarilishidanfoydalanamiz.(6) dan
5 g N +° |51| 7)
O |rsrrdvseJar o’ | oa &

EVE TR RN E TE Y

U —>0,&—>0, g0, |0, §—> 0 ni ko’rsatish uchun (7) maxrajini o’zgarmas

miqdor bo’lishini ko’rsatishimiz kifoya.

au Y & )
— | | Y—| =1
SU? + oV SUZ + oV

bo’Iganiuchunqo’shuvchiIardanbirii dan kichikemasdeyishuchunasosbo’ladi.

V2

—_— = nteklsllkda T, vektorlarganisbatankomplanar r,

Vou? + 5\/2

vektorgaperpend|kulyarbirlik € vektornitanlaylik.
| r,ou r,ov |
‘\/&12+5\/2 J&u? + o2 ‘

ou

—_—| 2
Vou? + ov?

%e)

{wrewrar)

. 1
>IF|lsn@—=C
[ifsin 07 = C,

bundaQ-r,,r, vektorlartashkiIetganburchak. Y ugoridagikabimuloxazayurgizib

il ——nie’tiborgaolsak

NrTwv f
A B g L
N o R

gaegabo’lamiz. Bu yerdae L ¥,  -gilibolinadi. SHundayqilib (7) ningmaxrajiC,vac,
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sonlardankichikroq son bo’lishimumkin. Teoremato’laisbotlandi.

Endi urinmatekisliktenglamasinituzamiz. Sirtning  P(u,v)
nugtasidagiurinmatekislik r1 da ixtiyoriy K nugtaniolaylik. PK,F,.T, -
komplanarvektorlar.

PREE)0 (@

(8)-urinmatekisliktenglamasi . Agar sirt

x=xu,v), y=y(u,v), z=2(u,v) (9)
ko’rinishdaberilganbo’lsa , P(u,,v,) nugta koordinatalarinix, = x(u,,v,), Y, = Y(Uy,V,),
z, = 2(u,, Vv, ) belgilasak , u holda P(x,, y,.z, ), k(x, y,z)nugtalaruchun (8)
niquyidagiko’rinishdayozishmumkin.

X=X, Y=Y, Z—-1,
SV z, =0 (10)

!

v yV

!

Yo lp,w)
Agar sirt
z=f(xy)(11)
ko’rinishdaberilganbo’lsa , u holdax =u, Y=V,z = f(u,v)dan
X=X, Y=Y, Z-12,
1 0 (X0, Yo) [=0(12).
0 1 f7 (X1 Yo)
Urinmatekisliktenglamasigaegabo’lamiz . (12) niochigholdayozsak
2= (%o, Yo )+ £ (%00 Yo )X = %) + T (%0, Yo )(¥ — ¥o) (13)
kelibchigadi . P(0,0,0) nugta uchun
z=1/(00)x+ f/(0,0)y (14) .
Oshkormasko’rinishdaberilgansirtuchunurinmatekisliktenglamasiniyozaylik .
Q:p(x,y,2)=0 (¢} + ] +¢ #0) (15)
o(x(u,v), y(u,v), z(u,v)) = 0 ayniyatgaegabo’lamiz. SHuayniyatniu vav
parametrlarbo’yichadifferentsiallaymiz.
X+ oY, + 9,2, =0

(16)
PX + @Y, + 9,2, =0
(16) N (¢!, ?yr0;) va r,,r/vektorlarningskalyarko’paytmasiekanidan
(NF,) =0, (NF) =0 (17)
kelibchigadi.
Ko’ramizkiN L 7, N L7, uholdaN|[F,7].

SHundayaqilib , urinmatekisliktenglamasi:
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@ (Xo1 Yo, Zo)(X = Xo) + (9; (Xos Yos Zo)(Y = Vo) + @, (X0, Yo, 20 )(2 = 2,) =0 (18)
3.Ta’rif: Q sirtning P nuqtasidagi normali deb shu nugtadan o’tuvchi urinma
tekislikka ~ perpendikulyari  to’g’ri chizigqga  aytiladi. N vektor normal
to’g’richiziqgayo’naltiruvchivektorbo’lganiuchununingtenglamasi

X=X Y=Y _  Z1-1, (19)
(X0 Yo:Zo) @5 (X0:Y0:20) @, (Xg) Y01 Zo)
yoki
e ST (20)
Yu 2y Z, X, X, X,
Yzul, x|, [YoYl,
ko’rinishga ega.
Misol: x*+y*+2z2=169  sirtning P(3,412) nuqtasidigi urinma tekisligi
va normalining tenglamasi yozilsin.

Yechish:
2% (X=%0) +2Yo (Y = ¥o) +225(2 - 2,) =0 =

3x +4y+12z -169 = 0 urinmatekislik.
x-3 y-4 1-12
3 4 12
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari
1. Sirtning urinma tekislik ta rifini aytib bering.
Sirtningurinmatekislikhagidagiteoremasinikeltring.
3. Parametrikko rinishdaberilgasirtningurinmatekislikningtenglamasiyozingvamisol
larkeltiring.
4. Sirtningnormali deb gandaychiziggaaytiladi?
5. Oshkorvaoshkormasko rinishdaberilgasirtningurinmatekislikningturlichatenglam
asiyozingvamisollarkeltiring.
6. Parametrikko rinishdaberilgasirtning normal
to g richizigtenglamasiniyozingvamisollarkeltiring.
7. Oshkorvaoshkormasko rinishdaberilgasirtning normal
to g richizigtenglamasiniyozingvamisollarkeltiring.

normal tenglamasi.

no

27.Sirtning yopishmaparaboloidi.Sirt nuqtalariningklassifikatsiyasi
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Reja:
Yopishmaparaboloidta’rifi
Mavjudlikvayagonalikteoremasi
Yopishmaparaboloidtenglamasi
Sirtnugtalariningklassifikatsiyasi
SirtningDyupenindikatrisasi

6. Misollar.
Mavzuningbayoni:
Regulyarsirtningixtiyoriynugtasiniolib,
shunugtaniyetarlichakichikatrofidatuzilishinianiglashuchununingshunugtasidagiurinma
tekisligiganisbatanchetlanishiniturliyo’nalishlaruchunbaholashkerak.

ok wn e

Agarsirtningixtiyoriytanlangannuqtasiatrofidayopishmaparaboloidganisbatanturliyo’na
lishlarbo’yichachetlanishibaholansa,
sirtningtuzilishivashaklihagidaaniqrogtasavvurgaegabo’lamiz.

Sirtningyopishmaparaboloidigandayfigura. Urinmatekislikdanfarginimada,
uningxususiyhollarigandaykabisavollargajavobizlaylik.
Q -regulyarsirtbo’lsin. P € Qnugtaniolaylik P

nuqgtadasirturinmatekislikvanormalgaegabo’lsin. Uchishu P nugtadabo’lib, o’qisirtning
P nugtadaginormalibilanustma-usttushuvchiU - paraboloidnigaraylik.

Q sirtda P nugtagayaqin Q € @ nuqgta olamiz. PvaQorasidagimasofa
d bo’Isin. Qnuqtadan paraboloid o’qigaparalelto’g’richiziqo’tkazibuningU paraboloid
bilankesishishnuqtasini Q' orgalibelgilaymiz.
QvaQ'nugtalarorasidagimasofa
5bo’lsin. p(P,Q)=d, p(Q,Q)=5

1-ta’rif: Agarregulyarsirtning
ixtiyoriy P nugtasida U - paraboloid
mavjud bo’lib, Q € Q nugta P nugtaga

intilganda
o .0
F—>0 (é'TPFZO) 1)
bajarilsa, u holdaU nisirtningyopishma
paraboloidi deb ataladi. 25-unsma
Teorema:Regulyar (ikkimartauziuksizairerentsiianuvceni)

sirtningharbirnugtasidabirdan-biryopishma paraboloid vauningaynigan
hollariparaboliktsilindryokitekislikmavjuddir.

Isboti:sirt

Q:rF=r(u,v) (2)
vektor ko’rinishidaberilganbilib, [ 7,,F, ]#0bo’Isin.
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Fazoviydekartkoordinatalarsistemasinishundayo’rnataylikki, P
koordinatalarboshibilanustma-usttushsin. XY
koordinatatekisligiuchunsirtningshunugtadagiurinmatekisliginiolaylik, —u  holdaZz
o’gsirtnormalibilanustma-usttushadi.

Z 0’qining yo’naltiruvchivektoril[r,, 7, | gakollinearbo’lishiniko’ramiz.

[F, R’]{0,0, Xy } R Rl
YuYy Yur Yy
u holda
x = x(u,v), y = y(u,v) funktsiyalarteskarilanuvchibo’ladiva biz sirtning
2= F(xy) (3)
ko’rinishidagioshkortenglamasigaegabo’lamiz. Sirtning P(X,, ¥, Z,)

nuqtasidagiurinmatekisligi
=124+ (X, Vo) (X = Xo) + T/ (X0, Yo )(Y = ¥o) (4)
tenglamagaegabo’lib P(0,0,0) bo’lganda
z=1,(0,0)x+ f,(0,0)y (5)

tenglamaga ega bo’lamiz.

Lekin bizda urinma tekislik xy tekislik bo’lib z=0 tenglamaga egadir. U holda
(5) dan

£/(00)=0,f/ =(0,0)=0 (6)
kelib chigadi.

SHunday qilib, koordinatalar boshi atrofida f(x,y)funktsiyaning Teylor

gatoriga yoyilmasi

f(x,y)= %(rx2 +2sxy +ty?) + &(X, Y)(X* + y?) (7)

ko’rinishda bo’ladi.
Bunda r=f/(0,0),s=1f;(00),t=1/(00), &(xy)>0, x>0, y—>0 da
sirtning koordinatalar boshi atrofidagi tenglamasi
7= %(rx2 + 25Xy +ty?) + &(X, Y)(X* + y?) (8)

ko’rinishda bo’lishi aniqlanadi. Uchi P(0,0,0) nuqtada bo’lgan paraboloid va uning
aynigan hollari parabolik tsilindr yoki tekislik tenglamasini

z :%(ax2 + 2bxy +cy?) 9)
ko’rinishda ifodalash mumkin. a=0, b=0, c=0 da tekislik kelib chigadi. Yopishma

paraboloid mavjud deb faraz gilib, uning birdan-birligini ko’rsataylik.
P(0,0,0),Q(x,y, f),Q'(x,y,2).

p(P.Q) =d =X +y?+ t2(x,y) (10)
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PQ.Q)=6= %(r—a)xz +(s—b)xy+§(t—e)y2 re(xy)(¢ +yY) (11)

;(r —a)x’ +(s —b)xy+;(t —e)y? +&(x, y)(X* + y?)

o
° _ 12
d? X2+ v+ F2(x,Y) (12)

dan y=0,x—0 da%e%(r—a) kelibchigadi. Bundana=rgaegabo’lamiz. y=0,x—0

da % - %(t —¢)—>0=c=t x=0, y—>0 da b=sbo’lishianiqlanadi. SHundaygqilib,
yopishma paraboloid mavjudbo’lsa, uningtenglamasi
z :%(rx2 + 25Xy + ty?) (13)

ko’rinishga ega va birdan-bir. (13) paraboloidning yopishma paraboloid ekani ta’rifni

tekshirish orqali isbotlanadi. Hagigatdan ham, - = o0+ ) <le(x,y)| >0
a - ned "od? Ky EA(xY) i

teorema isbotlandi.

Yopishma paraboloidga bog’liq ravishda sirt nuqtalarini klassifikatsiyalash
mumkin.

rt—-s®>>0da (13) elliptik paraboloid,

rt —s? <0da (13) giperbolik paraboloid,

rt —s® =0 da paraboliktsilindrniifodaetadi,

r =t =s da tekislikka ayniydi.

2-ta’rif. Agar sirtning P nugtasidagi yopishma paraboloidi elliptik paraboloid
bo’lsa, u holda P nugtani elliptik nugta deyiladi.

3-ta’rif: Agar sirtning P nuqgtasidagi yopishma paraboloidi giperbolik
paraboloid bo’lIsa, u holda P nuqgtani giperbolik nugta deyiladi.

4-ta’rif: Agar sirtning P nuqtasidagi yopishma paraboloidi parabolik tsilindr
bo’lsa, u holda P nugtani parabolik nuqgta deyiladi.

5-ta’rif: Agar sirt P nuqtasining yetarlicha kichik atrofi tekislik gismidan
iborat bo’lsa, u holda P nugtani sirtning dumaloglanish nugtasi deyiladi.

P-elliptik nuqta bo’lsin. SHu nuqtada yopishma paraboloid o’rnatib, uni

urinma tekislikka nisbatan % masofada (uzoglikda) turuvchi tekislik bilan kesamiz.

Kesimda ellips hosil bo’ladi. Kesimdagi ellipsni urinma tekislikdagi ortoganal
proektsiyasiga Dyupen indikatrisasi yoki egrilik indikatrisasi deyiladi. Paraboloidning

(13) tenglamasiga z = J_r% qo’ysak,
rx? +2sxy +ty? =+1 (14)
kelib chigadi. Paraboloid fazoning z>0 gismida joylashsa, "+" ishora, z<0gismida
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joylashsa, «-» ishora olinadi.

Sirtning P nuqtasidaurinmatekislik ~ (ellips)  yasalganbo’lsin.  EllipsningP
markazidanikkitaqo’shmadiametrlarnio’tkazsak,
ularningyo’nalishlarigasirtningqo’shmayo’nalishlarideyiladi.

Dyupenindikatrisasio’glariningyo’nalishlarigasirtning bosh
yo’nalishlarideyiladi.
Sirtninggiperboliknuqtalaridaindikatrisayuqoridagikabita’riflanadi (14)
tenglamaqo’shmagiperbolalarniifodalaydi.  Sirtninggiperboliknuqtalaridaqo’shmava
bosh yo’nalishalardantashqariasimptotikyo’nalishlartushunchasini ham

Kiritishmumkin. P-giperbolik nuqta bo’lsa, indikatrisa urinma tekislikka qarashli
qo’shma giperbolalar ko’rinishida bo’lib, uning bir juft asimptotalari mavjuddir. P -
sirtning parabolik nugqtasi bo’lsa, sirtning Dyupen indekatrisasi P nuqtaga nisbatan
simmetrik joylashgan bir juft parallel to’g’ri chiziglardan iboratdir. Sirtning
dumaloglanish nuqgtalarida indikatrisa mavjud emas. Sirtning indikatrisasi
tushunchasini frantsuz geometrigi Dyupen kiritgan.

26-chizma

Elliptik nugtalar uchun rt—s? >0
Giperbolik nugtalar uchun rt—s* <0 va
Paraboliknugtalaruchun rt — s> = 0 munosabatlaro’rinlidir.

Misol: XY, 1ellipsoidning (0.0,)
- aZ b2 CZ - p g L
nuqtasidagiparaboloidningtenglamasiyozilsin.
—2CX
2
r_ a
f= 2 2

] XZ yZ 1 aZ b2
Echish: f(x,y)=z=c 1_¥_F , £,(0,0)=0,
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c

! 2 ! 14 C n 14
fy =_:—2y2’ fy(O’O): 0 fxx(o’o):_? fyy(o’o)= _b_z ny(O’O):O !
sy

SHunday qilib rt-s? = ac;—;z >0 bo’lib, z= c(l—%(:—z + g—jj]
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari
1. Sirtning yopishma paraboloid ta rifini aytib bering.
2. Sirtning yopishma paraboloidining mavjudlik va yagonalik teoremasi keltring.
3. Sirt nugtalarining klassifikatsiyasi qanday?
4. Sirtning ganday nugtasi eliptik nugta deyiladi?
5. Sirtning ganday nugtasi giperbolik nugta deyiladi?
6. Sirtning ganday nuqgtasi dumaloglanish nugta deyiladi?

23.SIRTNINGBIRINCHI KVADRATIK FORMSI VA UNING
TADBIQLARI.
SIRT SOHASINING YUZI
Reja.

. Sirtningbirinchikvadratikformasi
. Birinchi kvadratik formasiningishorasi
. Sirtgagarashlichizigningyoyuzunligi
. Sirtgagarashlichiziglartashkiletganburchak
. Sirt koordinatchiziglaritashkiletganburchak
. Sirt soxasining yuzini hisoblash ta’rifi
. Sirt soxasining yuzini hisoblash formulasi
. Misollar

Mavzuningbayoni:

Q regulyarsirtf = ¥ (u,v) vektortenglamasi orgaliberilganbo’lsin. P(u,v)nugtada

[, r]# 0,0, =dF? (1)
ifodagasirtningbirinchikvadratikformasideyiladi. Ko’ramizki,
sirtningbirinchikvadratikformasir -to’ladifferentsialiningkvadratigateng.
dr =r/du + r/dv bundan

dr® = *du’® + 2(7/F))dudv + F,” dv?

u-v \

00 NN O b~ WDN -
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@, =t/du® + 2(F/,F)dudv + F*dv? (2)
(2) sirtningharbirnugtasida du va dvlarganisbatankvadratikformaniifodalaydi. dr'* = ds?,
ds =+/dr’? nie’tiborgaolsak,

ds? =r/” +2(r/,F/)dudv + F*dv?(3)
(3) nisirtningchiziglielementideyiladivaunibirinchikvadratik ~ forma  desabo’ladi.
Quyidagibelgilashlarnikiritaylik.

E=F" F=(F), G=t" 4

(9, =772, 9, = (F,F),0,, =F7) belgilash ham mumkin. ¢, = Edu® + 2Fdudv + Gdv’
Bundan
EG-F?>0 (6)
hagigatan ham, 7*r* —(r,F,)* =[F,F,] >0. Ko’ramizki ¢, musbat ishorali va ¥ >0.
Q -sirtga garashli 7 chiziq u=u(t), v=v(t) parametrik tenglama orqali berilgan bo’lib,
t, <t <t. 7 chizigning vektor tenglamasi
F=F(u(t),v(t)) (7)
ko’rinishga ega. 7 chizigning M(t,) va N(t,) nuqtalari orasidagi yoy uzunligini
xisoblaylik.

JR— + —_
dt dt dt

2 2
ds =[dF| = |F'(u(t), v(t)|dt = VdF? =g, = JEG_L:) L op du dv G(dvj o

Bundan

N(t

) t
s(t) = I Mdtzj\/Eu{2+2Fu{v{+Gv{2dt (8)
to

M (to)

(8) Q sirtga garashli 7 sillig chizigning M(t,) va N(,) nugtalari orasidagi yoy
uzunligining hisoblash formulasidir.

Q regulyar sirtda y silliq chizigdan tashgari ushbu chiziq bilan kesishuvchi L
sillig chiziqg u=u(zr), v=v(r) tenglama orgali aniglangan bo’lsin. yva L chiziglar
P(u,v) € Q nuqtada kesishsin.

Ta’rif: 2 regulyar sirtga garashli 7 va L silliq chiziglar tashkil etgan burchak
deb, ularning kesishish P nuqgtasida 7 va L chiziglarga o’tkazilgan urinmalar tashkil

etgan eng kichik burchakka aytiladi. 7 chiziqqa o’tkazilgan urinma vektor
dr _ du _ dv

—=F —+T — 9
gt dt v odt ®)
L chizigga P nuqtada o’tkazilgan urinma vektor

Lop e (10)

ot ot ot

dr =r/du+rdv , & =r1/0u+rov
vektorlarni skalyar ko paytmasidan
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(dror)
SO Tar 2o Y
kelib chigadi.
dr ? = Edu?® + 2Fdudv + Gdv? ()
% =EU? + 2FUdv +Cov?(B)
(dF&F) = Fdudu + (F/F/)(dudv + dvéu) + F2dvév =
= Edudu + F(duov + dvou) + Gdvov(y)

formuladanfoydalansak,
Edudu + F(dudv + dvou) + Ddv v

VEdu? + 2Fdudv + Gdv? VESU? + 2F U + Gov?
formulagaegabo’lamiz. Q
sirtgagarashlikoordinatchiziglarkesishibtashkiletganburchakformulasiniyozaylik.

y:{u:t I_:{u:const (13)

V = const V=t

27-umsMa

Cosg = (12)

y uchun dv=0, L uchun & =0 bo’lgani uchun (12) dan
Fdudv F

0= TearJoor JEG

(14) dan quyidagi teorema kelib chigadi.

Teorema: Q2 sirt koordinat chiziglari ortogonal bo’lishi uchun F =0

shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Endi r=r(u,v) vektor ko’rinishda berilgan € sillig sirt sohasining yuzini hisoblash

formulasini yozaylik.

Sirtning silliqg chiziglar gism yoylari bilan chegaralangan @ sohasini
ajrataylik. @ sohani u ,v parametrlarining o’zgarish sohasi deb qarash mumkin. @
sohaning har bir nuqgtasiga u ,v parametrning fiksirlagan giymatlari mos keladi va
aksincha. @ soxani "u" va "v" koordinat chiziglar oilasi orqgali egri chizigli
parallelogrammlarga ajratamiz. garama-garshi tomonlar juftlaridan biri "u"chiziglar
bilan, ikkinchisi "v" chiziqglar bilan chegaralanadi.




28-chizma
CHizmada PP, P,P, egri chizigli parallelogramm tasvirlangan bo’lib, uchlari

P(u,v), P(u+Au,v), P,(uv+Av), P,(u+Au,v+Av) koordinatalarga ega. N -sirtning P
nuqtadagi normal vektori bo’lsin. "u" va "v* chiziglarga P nuqgtada urinmalar
o’tkazamiz. PP, P,P, egri chizigli parallelogrammni N ga parallel ravishda urinma
tekislikka proektsiyalaymiz. Urinma tekislikda PQSR to’g’ri parallelogramm hosil
bo’ladi. Uni F,Au va T, Av vektorlar bo’yicha ko’rilgan urinma tekislikka tegishli
parallelogramm bo’lishidan PP, P,P, parallelogramm o’rniga olish mumkinligi kelib
chigadi.

PQSR parallelogramm yuzini G(g) orqali belgilaylik. @ sohadagi egri chizigli
parallelogrammlarning yig’indisi G =) G(g) bo’lsin.
Ta’rif: Sirt sohasi @ ning yuzi deb, g soha o’lchov bo’yicha cheksiz

Kichrayganda
S=I ﬁisnngzg‘,G(g) (15)
songa aytiladi.
G(g) =[[F/au Fav] =] F_V’]AuAv (16)

F!F!

u-'v

hosilalarning uzluksizligidan (15) limit mavjud bo’lib, ikki karrali
integral ta’rifi bo’yicha
s = [[lrJduav (17)
1)

gatengdir.
SHundayqilib,
S = lim > G(g)

Au—0
Av—0 9

(4) dan foydalanib, (18) dan
(7:z:])=VEG-F? (19)
tengliknikeltiribchigarishmumkin.
S =[[JEG-F?* dudv (20)

(20) Qsirto sohasiyuzinihisoblashformulasibo’lib, @ forma

koeffitsientlariorgaliifodalanadi.
Misol: Rradiuslisferayuzihisoblansin. Sferaningparametriktenglamasi
Xx=Rcosucosv,y=Rsinucosv,r=Rsinv
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3
3

@=3(uv)0<u<27,-=<v<>
2 2

F/=-Rsinucosv-i +Rcosucosv-j, F/=—Rcosusinv-i —Rsinusinv- j,
E=r"?(u)=R%cos’v, G=F"*(v)=R?, F=(F/T))=0,

VEG-F? =R?cosV,
2 %
S :_U\/EG—FZdudv: Rjduj'cosvdv:47zR2
@ 0 _z
2

Agar sirt z=g(x,y) tenglamasi orgali berilgan bo’lsa, uning yuzini hisoblash

formulasi
S:”,/1+gf+g§ dx dy (21)

(@)
ko’rinishda yoziladi. Isbotlashni o’quvchiga tavsiya etamiz.
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazoratsavollari
Sirtningbirinchikvadratikformasita rifiniayting.
Sirtningchiziglielementigandaytadbiglargaega?
Sirtgagarashlichizigningyoyuzunliginiganday toppish mumkin?
Sirt koordinatchiziglaritashkiletganburchakganday formula bilanhisoblanadi?
Sirt soxasiningyuzinihisoblashta’rifinikeltirng.
Sirt soxasiningyuzinihisoblashformulasiniaytibbering. Misollarkeltiring.

S

24.1.  Sirtningikkinchikvadratikformasi.  Sirtgagarashlichiziglarning
normalvageodezikegriligi. Menne teoremasi
Reja:
1. Ikkinchikvadratik formata’rifi
2. Ikkinchikvadratik forma koeffitsientlari
3. Normal vageodezikegrilik
4. Normal vageodezikegrilikformulalari
5. Mense teoremasi
6. Misollar
Mavzuningbayoni:
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Sirt ikkimartauzluksizdifferentsiallanuvchibo’lib,
r=r(u,v), uv)eo (1)
vektorko’rinishidaberilganbo’lsin. Sirtning P(u,v) nugtasidaginormalningbirlikvektori

(.
o [F/7](2)
rr] JEG-F?
Radiusvektorniikkimartadifferentsiallasak
d?F =F/du® +2F dudv + Frdv? +F/d?u+Fd?v  (3)

n=

Ta’rif: L sirtningikkinchikvadratikformasi debd?rvan
vektorlarningskalyarko’paytmasigaaytiladiva

0, = (d?Ffi)= (F) du? + 2(F2R)du dv + (F7A)- dv? (4)
belgilanadi.

L=(n), M=(gn) , N=(rgn) ®)
belgilashkiritamiz.

@ = Ldu® + 2Mdu dv + Nav® (6)

(6) du, dvdifferentsiallarganisbatankvadratikformadir. L, M | N koeffitsentlariuchun
go’yidagihisoblashformulalari

L :—(F”F'F’) ’ M =

o’rinli bo’lib, ularni
L=—(f) A)) M=—(F'f)=—(F f) N=—(F f)

ko’rinishida  ifodalash ham mumkin. Buning uchun (d*Ff)=—(d°T of)
tenglikdanfoydalanishkerak (isbotlang). €2 regulyarsirtdaP(u,v) nugta orgalio’tuvchi
y :u=u(s),v =v(s)chizigniolaylik. 7 urinmasiningbirlikvektoribo’Isin. d=[A7]
belgilaylik P(u,v) e @nugtada 7, i va b chiziglierklivektorlarorgali
r.=ar+ i+ (10)
ko’rinishdaifodalashmumkin.
(f.z)=0>a=0F =pi+k (11
p=(.n)y=(i.5)

koeffitsientlargeometrikma’nogaega.
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29-chizma

Ta’rif:sirtgaqarashli Y chizigning P(u,v)
nugtasidaginormalegriligidebchizigning p(u,v) e @
nuqtasidagiegrilikvektorinisirtningbirliknormalvektorigarashlibo’lganto’g’richizigqapr
oektsiyasigaaytiladi.

Normalegriliknik, = (7ii)belgilaymiz. Ko’ramizki, k, = 8

Ta’rif: sirtga garashli y chizigning P eQ nuqgtasidagi geodezik egriligi deb vy
chizigning P nuqgtadagir, egrilik vektorini b vektor garashli bo’lgan to’g’ri chiziqqa
proektsiyasiga aytiladi va uni k, =y = (F.b) belgilaymiz.

Agar 7 chizigning P nuqtadagi oddiy egriligi noldan farqli bo’lsa, ya’ni
kl =

rSS

#0, r, =kyv uholda,

k, = (F,,0) =k, (V,ii) =k, cos@ (12)

SS

bunda 8= Z(v,n)
k, (., 0) =k, (V,7,1) (13)

4 \ / \ \‘,v:\/‘ '!| /
(XK L3
SL S fk,,n \ g™
\‘/-/ /(\ {
30-rasm
Sirtning P(u,v) nuqtasida umumiy (du,dv) yo’nalishdagi sirtga qarashli barcha

chiziglar uchun kcosé@ bir xil qiymatga egaligini ko’rsataylik.
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2= 2 2 ) )
T RS eE EE CY L TR L
ds ds ds ds ds ds ds

(14) ning chap va o’ng qismini i vektorga skalyar ko’paytirib (F/i)=(r;i)=0 ni

e’tiborga olsak,

- du)’ du dv dv)’
k =(r.f)=k cos@d=L| — 2M — — + N| — 15
= Em=kooso =1 G|+ am G180 N[ (15)
ds® = ¢, = Edu’® + 2Fdudv + Gdv? (16)
2 2
K =k cosd= Ldu® + 2Mdudv + Ndv® _ ¢, (17)

Edu’® + 2Fdudv + Gdv> ¢,

Ta’rif: Sirtning P nuqgtasidagi normal egriligi deb, ikkinchi kvadratik
formaning birinchi kvadratik formaga bo’lgan nisbatiga aytiladi.

Ko’ramizki k, y € Q chizigning P nuqtasidagi urinmasining yo’nalishiga ya’ni
du:dv  nisbatga bog’liq. Umumiy urinmalik barcha chiziglar uchun k, bir xil
giymatga ega.

Q sirtning P(u,v) nuqgtasidan shu nugtadagi i vektorga va du:dv yo’naishga
parallel ravishda 11 tekislik o’tkazaylik. ritekislikQ sirtbilan normal kesim deb
ataluvchichizigbo’yichakesishadi.

SHundayqilib, sirtning P nugtasiorgali du : dv
yo’nalishbo’yichao’tuvchisirtgagarashlichiziglarorasida L normal kesimham mavjud.

Normal kesimegriligigateskarimiqdorga normal egrilikradiusi, uningikkinchiuchiga
normal egrilikmarkazideyiladi.
Mense  teoremasi.  Sirtning P(u,v) nugtasisidandu : dv yo’nalishbo’yichari

tekisliko’tkazilganbo’lsin. 11~ tekislik €  sirt bilan y-og’ma kesim bo’yicha
kesishsin. U holda normal kesim L egrilik markazining 11" tekislikdagi proektsiyasi 7

og’ma kesimning egrilik markazi bilan ustma-ust tushadi.

31-chizma
32-chizmadacC, nugta normal kesimningegrilikmarkazi, Cesaixtiyoriykesimy
ningegrilikmarkazibo’libC,C L CP
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Po = P, =k£1, P=p, =%(18)
Mense teoremasiniboshlang’ichvariantiquyidagicha. Sirt
ustidayotuvchivasirtningberilgannugtasidano’tuvchiumumiyurinmalibarchachiziglarni
ngegrilikmarkazlaridiametrishunugtadagi normal kesimningegrilikradiusigatengbo’lib,
o’ziesachiziglarningumumiy normal tekisligidayotganaylanadajoylangandir. Normal
kesimuchun & =0bo’lib (17) formuladan
k, =k, (19)
kelibchigadi, ya’ni normal kesimuchun normal egrilikoddiyegrilikkaaylanadi.
Agar sirtdadu : dv yo’nalishaniqlanganbo’lsa, u holdashuyo’nalishdagi normal
egrilik
_ Ldu?+2Mdudv + Ndv?
" Edu® + 2Fdudv + Gdv?
formulaorgalihisoblanadi

32-chizma

Misol: Z= %(axz +by?) paraboloidning (0,0,0) nugtasidagi dx : dy
yo’nalishbo’yicha normal egriligianiglansin.
Echish: x=u, Y=V, z =%(ax2+by2) ,u=0, v=0,

2 2 2
E=x"+y,"+2z," =1, F=xx+y,y,+z,z, =0

G=x?+y*+z/?=1

4 "

XUU ySU ZLILI a O a
L=x vy z/|=0 0 Ol=a,M=0, N=b,k, =

X, y, z,/] [0 10

\ \

adx® + bdy?
dx? +dy?

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
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3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.

Nazorat savollari
Sirtningikkinchikvadratikformasita rifiniaytibbering.
ISirtningikkinchikvadratik forma koeffitsientlarigandayhisoblanadi?
Qandayegriliksirtning normal egriligideyiladi?

Sirt ustidagichizigningegriligi deb gandayegrilikkaaytiladi? Misollarkeltring.
Sirtninggandayegriligiuninggeodezikegriligideyiladi?

Sirtning normal vageodezikegrilikformulalarigaysivektorlarorgaliifodalanadi?
Men’e teoremasi teoremasini aytib bering.

No bk owbhe

24.2 Bosh egriliklar. SirtningDyupenindikatrisasi
Reja:
Indikatrisata’rifi
Indikatrisaformulasi
Sirt nugtalarinisinflargaajratish
Eyler formulasi
5. Bosh yo’nalishlar
Mavzuningbayoni:
Regulyarsirt
r=r(u,v) 1)
vektorko’rinishdaberilganbo’lsin. Sirtning P(u,v) nugtasidagi du : dv yo’nalishbo’yicha
normal egriligi K, bo’lIsin. Sirtning P nugtasidaurinmatekislikyasaymiz.
SHunugtadano’tuvchibarchanormal kesimlarningurinmasigaboshlang’ich P
1

K

Ta’rif: Sirtning P nuqtasidan o’tuvchi urinma tekislikka qarashli /|R,| ga

B wnN e

nugtadanuzunligiR, = gatengkesmalarnimosravishdago’yamiz.

teng uzunlikdagi kesmalar ikkinchi uchlarining geometrik o’rniga sirtning P
nuqtadagi Dyupen indikatrisasi deyiladi.

P nugtani koordinatalar boshi uchun 7, r, vektorlarni bazis vektorlar uchun

tanlaymiz. SHu bilan urinma tekislikda affin koordinatalar sistemasini o’rnatgan
bo’lamiz
Indikatrisada ixtiyoriy M nuqgtani tanlaymiz.

PM =&, +11, (2)
PM yo’nalishning birlik vektori 7 = % bo’lsin.
du dv
= R — y = Rn i 3
= RIS = RIS ©
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bundan

(4)

du_ & dv_ 7
ds d|R”|,dS \/|Rn|
1 du dudv . (dv)’ . |
Ky === e 2M — —+ N| — b

( jz+ ds ds | [dsj formulaga (4) niqo’yamiz
R,|
R

n

=LE2+2MEn+Np? (5)

R
|R”| =+1bo’lganiuchun

n

LEZ+2MEn+Np? =+1  (6)

&:np=du:dvbo’lganiuchun

Ldu? +2Mdudv + Ndv? =+1  (7)

Dyupenindikatrisasiningformulasigaegabo’lamiz. Dyupenfrantsuzmatematigi
1784-1873 vaqtoralig’idayashagan.

LN-M? <0 bo’lsa, P-giperbolik nugta., bo’lib, indikatrisa bir juft qo’shma
giperbola ko’rinishida bo’ladi.

LN —M? > 0bo’lsaP -elliptik nugta.Indikatrisaellipsdaniborat.

LN —M? =0,bo’lsaP - parabolik nuqta bo’lib,indikatrisaP -
nugtaganisbatansimmetrikbirjuftparallel to’ g’richizigko’rinishidabo’ladi.

Dyupenindikatrisasitushunchasibilanegrilikindikatrisaquyidagiholuchunustma-
usttushadi.
Q sirtni

7= %(rx2 +2sxy +1y?) + (X, y)(X* + y?) (8)

ko’rinishdagitenglamabilanifodalashmumkinbo’lsin. (mavzu:
Yopishmaparaboloidgagarang).
P(0,0) nugtadagisirtningdyupenindikatrisasi
rx® + 2sxy +ty® = +1(9).
Sirtvauning P nugtadagiyopishmaparaboloidi
z= %(rx2 +2sxy +ty? ) (10)

SHunugtadabirxilda ¢, va ¢, formalargaegadir.
— d 2 d 2
(01 X"+ y (11)

@, = rdx’ +2Sdxdy +tdy?

bundan
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X%+ 2sxy +ty?
n X2 + yZ

K (12)

Indikatrisaning M nugtasi dx : dy yo’nalishda M (x, y)koordinatalargaegabo’lsin.
dx:dy =x:y (%)
Uholda (12)ni

rx* + 2sxy + ty?

K =
n X2+y2

(13) ko’rinishda

yozish mumkin. (13) ga (9) nigqo’yamiz

+1 +1
K, = = 14
" xXP+y? PM? (14)
Bunda PM=-—1_ bolib sirtning dyupen indikasasi va normal egriligi o’zaro (14)

JKil

munosabatda bo’ladi. SHuning uchun uni sirtning egrilik indikatrisasi deyishimiz
mumkin.
(14) dan quyidagi natijalar kelib chigadi:

a) Asimptotikyo’nalishlardagi normal egriliknolgateng.
Asimptotik yo’nalishda R=0o va PM =
b) o’zaro perpendikulyar va  qo’shma yo’nalishlarda
normalegrilikengkattavaengkichik
(ekstremal) giymatlarga erishadi.

Analitik geometriyadan ellips o’qlarining
yo’nalishlari bosh yo’nalishlar ekani ma’lum.
Bosh yo’nalishlarda F =M =0 shart o’rinlidir. r=L, s=M, t=N bo’lgani uchun (13)
dan

34— uwmsMa

dx 2 d 2
Knr[—m} +t(—\/dx217dy2J (15)
Birinchi bosh yo’nalish uchun dy =0 bo’lsa, K; =r ikkinchi bosh yo’nalishi
uchun dx=0 bo’lsa, K=t bunda K;, K bosh yo’nalishlar bo’yicha normal
egriliklar. Qo’yidagi belgilashlarni kiritaylik:

dx dy : 1 a2 2 i 2
——————=0c050, ————-=sind, K, =K,cos°’0+K:sin*0 (16) formula
\ax® +dy? \ax® +dy?

kelib chigadi.
(16) Eyler formulasi bo’lib, sirt ixtiyoriy qiyshiq kesimining normal egriligi va
bosh normal kesimlarning normal egriliklari orasidagi bog’lanishni ifodalaydi.
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0- ixtiyoriy kesim yo’nalishi bilan K; ga mos bosh yo’nalish tashkil etgan
burchak.
Sirtning bosh egriliklari

Sirtningberilgan P(u,v) nugtasidagi normal egriligisirtdadu : dv
yo’nalishtanlashgabog’ligbo’lib,

Ldu?® + 2Mdudv + Ndv?
"~ Edu? + 2Fdudv + Gav? (1)

formula bo’yicha ifodalanadi.

Ta’rif: Agar du:dv yo’nalishda sirtning K, normal egriligi  ekstremal

qiymatlarga erishsa u holda, ushbu yo’nalishni bosh yo’nalish deyiladi.
Ikki marta uzluksiz differentsiallanuvchi sirtda kamida ikkita bosh
yo’nalishlar mavjuddir.
P nugtadagi biror &:7 yo’nalishni garaylik.
LE2 +2MEnp+ Nip? )
EE” +2FéEn+Gr? @)
normal egrilik formulasini
&= pcose,n=psing
orqali qutb koordinatalarga o’tkazsak

Ky =Ko (Som) =

Lcos’p+M sin2¢ + N sin® ¢
K, =K = 3
= Kalo) Ecos® g+ Fsin2¢p+Gsin’ ¢ ®)
kelib chigadi. K, =k, (¢) uzluksiz funktsiya bo’lib K, (0)=K,(2z) bo’lgani uchun
[0,27] kesmada yoki u 0’zgarmas funktsiyalar yoki kamida bitta maksimum va kamida

bitta minimumga ega bo’lishi mumkin. Bundan ikki marta uzluksiz
differentsiallanuvchi  regulyar sirtning har bir nuqtasida ikkita turli bosh
yo’nalishlarning mavjud bo’lishi aniglanadi.

Ta’rif: Sirt normal egriligining bosh yo’nalishlardagi ekstremal qiymatlariga
sirtning berilgan nuqtasidagi bosh egriliklari deb ataladi.

|/ SN \
A \
<,"_ - \ J,)»
¥ ™ i s e
ot 7 . 4

35-chizma.
(2) formuladan &, ganisbatanquyidagiayniyatkelibchigadi.
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(L+K,E)&2+2(M —K F)én+(N-K,G)n* =0 4)
Bosh yo’nalish uchun normal egrilik hosilalarining nolga aylanishini e’tiborga
olib (4) ni differentsiallash orgali
(L-K,E)E+(M~K,F)n=0
(M —K_F)é+(N-K.G)=0
sistemani hosil gilamiz.
Bunda k(& n) yo’nalishdagi bosh egrilik. (5) sistema nolmas yechimga ega

()

bo’lishi uchun
L-K,E,M-K_F
M-K F,N-K.G

=0 (6)

tenglik bajarilishi kerak.
Determinantni hisoblab
KZ2(EG—-F?)-K,(EM —2FM +GL)+ LN -M? =0 @)
kvadrat tenglamani keltirib chigaramiz. (7) bosh egriliklarni hisoblash uchun asosiy
tenglamadir.
Bu tenglama ikkita turli haqigiy K,, K/ ildizlarga yoki ustma-ust tushuvchi
K:=K? ildizga ega bo’lishi mumkin.
Xususiyhollar:
1)  (7) tenglamaikkitaturliildizlargaegabo’lsin. Bu ildizlargasirtda (g, ,7,) va(&,,7,)
ikkita bosh yo’nalishlarto’g’rikeladi.
(L-KEK +(M -KiF)y, =0
(82)
{(M —KF)E +(N-KiG)p, =0
(L-KZE), +(M —K?ZF )y, =0
(8b)
{(M ~KZF), +(N-KiG)y, =0
Agar sirtning ba’zi bir nuqtalarida sirtning koordinat chiziqlari bosh
yo’nalishlarga ega bo’lsa, u holda bunday nuqtalarda F=M=0 bo’lishini
ko’rsataylik. Koordinant chiziglarining (£,,0) va (0,7,)(i=12) yo’nalishlari bosh
yo’nalishlar bo’lsin. U holda (8 a,b)dan.
L-K!E=0, M-K!F=0 (9a)
M-K2F =0, N-K2G=0 (9b)
K, # K2bo’lganiuchun  (9a), (9b) ningikkinchivauchinchitengliklaridan F =M =0
kelibchigadi. Qolgan tengliklardan

K-, Ki-g (10)
gaegabo’lamiz.
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2) (7) tenglamaningildizlarikarralibo’lsin. U holdasirtdagiistalganyo’nalishning bosh
yo’nalishbo’lishiniko’rsataylik.

Regulyarsirtuchun P(u,v) nuqtadanikkita bosh yo’nalishlarningmavjudligidan
(7 sistemaningikkitaturliildizlargaegabo’lishikelibchiqadi. Buning uchun
go’yidagitengliklarbajarilishikerak.

L-K,E=0, M-KF=0, N-K,G=0=L=KE, M=KF, N=KGU

holda K, = const bo’lishinianiglanadi.

SHunday qilib, sirtning P nuqtasidagi normal egriligi o’zgarmas miqdor
bo’lib, yo’nalishga bog’liq bo’lmaydi, ya’ni ixtiyoriy yo’nalish bosh yo’nalishga
aylanadi.

Sirtning bunday nugqtasi yoki sirtning zichlanish nuqtasi (har qanday yo’nalish
uchun K, =0), yoki uning dumaloglanish(ombilik)nugtasi K, >0 bo’lishi mumkin.
Ombilik nugtada bosh yo’nalishlar anigmas bo’ladi.

Masalan: Tekislikning barcha nuqtalari zichlanish nuqtalar bo’lib, sferaning nugqtalari
esa ombilik nuqgtalardan iborat bo’ladi.

M-K,F=0= agar F=0 , bo’lsa, u holda M =0 bo’lib , sirtdagi bosh
yo’nalishlar koordinat chiziqlarning yo’nalishi bilan ustma-ust tushadi.

Sirtning egrilik va asimtotik chiziglari

Ta’rif: Har bir nuqtadagi urinmasining yo’nalishi sirtning shu nuqtasidagi
bosh yo’nalishi bilan usma-ust tushuvchi sirtga tegishli chizigqa uning egrilik chizig’i
deb ataladi.

du va dv difrentsiallar bosh yo’nalish (du:dv) ni aniglashi uchun quyidagi
ifodalarning o’rinliligi zaruriy va yetarli shartlar bo’lishini biz yuqoridagi mavzularda
isbotladik.
(L-K,E)du+(M -K,F)dv=0,(M =K F)du+(N-K,G)dv=0 (1)
Bunda K, -(du:dv)yo’nalishibo’yicha normal egrilik.

(1) ifodalardan K, ni chigarsak
Ldu + Mdv _ Mdu + Ndv 2
Edu+Fdv  Fdu+Gdv

yoki

(LF — ME)du® + (LG — NE)dudv + (MG — NF )dv® = 0 (3)
kelib chigadi. Bu tenglama (du:dv) yo’nalishining bosh yo’nalish bo’lishi uchun
zaruriy va yetarli shartdir. (3 ) ni quyidagi simmetrik shaklda ifodalash mumkin.
dv® —dudv du?
E F G |=0 (4)
L M N

(4) egrilik chizig uchun differentsial tenglamadir. Sirtning P(u,v) nuqtasidagi birilik
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normal vektori uchun > =1 dan (ifA,)=0, (Af, =0)=f,, i, vektorlar R nugtadagi
urinma tekislikda bazis vektorlar ekanini e’tiborga olinsa
A, =af, + K, 0, =7 +&, (5)

kelib chigadi .

(5) ni ¥/ va ¥/ vektorlarga skalyar ko’paytirib,L,M, N , E, F, G lar uchun
belgilashlar asosida

—L=0cE+pF, -M=)E+F (6)

~M=aF+G, -N=F+5G
bog’lanishlarni aniglaymiz. Sirtda koordinat chiziqlar sirt egri chiziqlari bilan ustma-
ust tushsa
F=M=0 (7)
zaruriy va yetarli shart bajariladi. U holda (6) dan

L N
[ p— = :O —_—
a = L=« . 0 G (8)

Ki=g, Ki=g (@

(8) va (9) dan

a=-K;, o6=-K} (10)
kelib chigadi. SHunday qilib

i, =-Ki, i =-KTy (11)

formulalarga ega bo’lamiz. Ushbu formulalardan Rodrig teoremasining isboti kelib
chigadi.
-

oy

—

e

—~—

P ;

.
T
/ ( PO 25 V% il 7
X s B /
’ 4 o
'/l o

N -"*\\'"[.;- P ¥

7 A, “\
™

N e

36-chizma
Rodrigteoremasi:Sirtvektorir(u,v)vasirtningbirliknormalvektori fi(u, v)
larningboshyo’nalishlardagihosilalarikollinearbo’lib,
proportsionallikkoeffitsientiboshnormalegriliklardanfagatishorabilanfarqg giladi.
Ta’rif : Sirtdagibiror(du: dv)yo’nalishdak, normal egrilik
nolgaaylansa,buholdaushbuyo’nalishniasimtotikyo’nalishdeyiladi.
Normal egrilikning
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_ Ldu? + 2Mdudv + Ndv?
" Edu?® + 2Fdudv + Gdv?

elliptik nuqtalarida asimptotik yo’nalishlarning mavjud emasligi , giperbolik
nuqtalarda aniq ikkita asimptotik yo’nalishlarning mavjudligi, parabolik nuqtalarda
ularning yagonaligi va zichlanish nuqtalardagi har ganday yo’nalishning asimptotik
yo’nalish bo’lishi mumkinlig ini ko’rsatamiz.

Ta’rif: Sirtga qarashli biror chizigning har bir nugtasidagi urinma
yo’nalishshi asimptotik yo’nalishi bo’Isa, bu holda ushbu chizigni sirtning asimptotik
chizig’1 deb ataladi.

(12) difrentsial tenglama sirt asimptotik chizig’ining tenglamasi ekanini

formuladan sirtning

ko’ramiz.

Giperbolik nugtalarda LN -M? <0 asimptotik chiziglar uchun sirtning
koordinat chiziglari olinsa, ularning har birini birinchi tartibli  differentsial
tenglamalarning integral chiziglari kabi aniglash mumkin. (du;0) va (0;dv)

yo’nalishlarning asimptotik yo’nalishlar uchun olinsa. L=N=0 kelib chigadi. U
holda
», = 2Mdudv
Xossalari
1) Sirtga to’g’ri chiziq garashli bo’lsa , u shubhasiz asimptotik chiziq bo’ladi.
2) Asimtotik chizigning har bir nugtasidagi yopishma tekisligi sirtning shu nuqtasidagi
urinma tekisligi bilan ustma-ust tushadi.
Isboti: ¢, = (d*Ffi) = Ldu® + 2Mdudv + Ndv® =0
Misol: x=ucosv, y=usinv, z=av gelikoid ustidagi egrilik chiziglarning tenglamasi
yozilsin.
Yechish: E=1, F=0, G=u’+a’, ¢, =ds?=du? +(u2 +a2)dv2, L=0, N=0,
2 y @, = __a dudv
NTEPCER SN TEPE

E,F.G,LLM,N koeffitsientlarni quyidagi tenglamaga qo’yamiz.

M =-—

dv? —dudv du? dv? —dudv du? i
E F G|=0=|1 0 W +al=0=—— 4’ =0=
L M N 0o -2 0 (\/U2+32)
Ju? +a?
du du
— V| ———+dv|=0=hlu++Ju*+a*)-v=C, Inlu+vu®+a?]-v=C_C
Ju? +a? j(\/u2+a2 ] ( ) ' ( ) 2

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.

2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
179



3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari

1. Sirtning indikatrisa tarifini aytib bering.

2. Dyupen indikatrisasi ganday shart bajarilsa, u bir juft qo’shma giperbola
ko’rinishida bo’ladi?

3. Sirtning indikatrisasi gachon ellipsdan iborat bo"ladi?

4. Dyupen indikatrisasi tushunchasi bilan egrilik indikatrisasi ganday hollarda
ustma-ust tushadi?

5. Qanday yo nalish sirtning bosh yo nalishi deyiladi?

6. Qanday egrilik sirtning bosh egriligi deyiladi?

33-34.Gaus Bonne teoremasi. Egriligi 0’zgarmas sirtlar

Reja :
O’rtavato’laegrilikta’rifi
O’rtavato’laegrilikformulasi
Aylanmasirtning ¢, va ¢, formalari
K >0, K<0bo’lgansirtlar
. Misollar
Mavzuningbayoni:

Regulyarsirtingberilgannugtasidagi bosh egriliklariK;, KZxisoblanganbo’lsin.
1-Ta’rif: Bosh
egriligiyig’indisiningyarmigasirtningberilgannuqtasidagio’rtaegrilikdeyiladi.

2-Ta’rif: Bosh egriliklarning ko’paytmasiga sirtning berilgan nuqtasidagi to’la

ok wbh -

egriligi deyiladi.
O’rta egrilikni H orqali, to’la egrilikni K orqali belgilasak , ta’rifga ko’ra
H=2(KEK?), K =KIK? (1)

formulalarni yozish mumkin. Sirtning berilgan nuqtasidagi bosh egriliklarni

K}(EG—F?)-K2(EN —2FM +GL)+ LN -M? =0(2)

kvadrattenglamani yechishorgalitopiladi.
Kvadrattenglamaildizlarinixossalaridanfoydalansak

1EN-FM +GL

=7 2 (3)
2 EG-F
LN -M?

b L 4
EG-F? (4)

formulalaraniglanadi. Eyler formulasidanfoydalansak
K,(p)=K!cos> p+KZsin? g (5)
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H Z%TKn(co)w (6)

kelib chigadi. (1) va (4) formulalardan sirtning to’la egriligi K elliptik nugtalarda
musbat, giperbolik nugtalarda manfiy ishorali giymatlarga hamda sirtning parabolik
va zichlanish nugtalarida K =0qiymatga erishadi. Ko’ramizki, K ningishorasisirtning

®, (ikkinchikvadratik ~ forma) diskriminantibilanustma-usttushadi. Misol
tarigasidaaylanmasirtningto’laegriliginingformulasinianiqlaylik.
Ta’rif: Tekischiziqy < 17 ningtekislikdagibirorato’g’ri

chizigatrofidaaylanishdanhosilbo’lgansirtgaaylanmasirt,a  to’g’ri chiziqni
esa uning o’qi deyiladi.

37-chizma

0’q orqali o’tuvchi har ganday tekislik aylanma sirtning meridian bo’yincha
kesib 0’tadi.O’qqga perpendikulyar tekisliklarning sirt bilan kesishib hosil qilingan
chiziglarga parallellar deyiladi.

Sirtgagarashlimeridianlarvaparallellar to’r tashkiletadi. Fazoda OXYZ
to’g’riburchaklidekartkoordinatalarsistemasinishundayo’rnataylikkiaylanmasirtning a
0’qi0Z o’gbilanustma-usttushsin.
r1tekislikda OUZ koordinatalarsistemasinio’rnatamizvabusistemada y € 17
ningtenglamasi
z=f(u) (7)
bo’lsin.
OU €OXY < XOU =¢ bo’lsin, 0<¢<27,;7 chiziqda ixtiyoriy M nuqta olamiz. M nuqta
O" markazi OZ o’qda bo’lib, radiusi O'M ga teng bo’lgan aylana chizadi.

OXYZ sistemada M nugta M(x,y,z) koordinatalarga ega.

X =UC0Sp, y=using, z=f(u) (8)
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bunda ON=u, MN=00'=z

X, Yo Zi| |cose sinp  f,

u
’ !

X¢7 y(/’ Z(/’ (9)
(9) matritsaning rangi har ganday M(u,p)eQ nuqtada ikkiga tengligidan € -
sirtning silliq elementar sirt ekanligi kelib chigadi. OM =r(u,p) belgilaylik .

—using ucosey 0O

F=ucosp-i+using-j+ f(u) -k (10)
' =cosg-i+sing-j+f'(u)-k (11)
F/=-using-i +ucose-j (12)
E=r’=1+f"(u), F=0, G=u* (13)
@, = ds? = L+ £'2(u)du? +uZdv? (14)

iy =f"(u)-k, T/ =-ucose-i-usingj (15)
L= (earr)-— 2 -0,
uyl+ £2(u)’
s u?f'(u)
N=(F"FF)=———l (16
( ) U1+ f2(u) (10)
_LN=M? _uf'(u)f"(u), 1 EREOIEO!
T EG-F? @+ f2U) u @+ f?u) u@+f2u))?
SHunday qilib

_ fru@)f,, )

u(+ FE)?
1-misol: Sferaning to’la egriligi aniqlansin. Yechish: 11 tekislikdagi
meridian(aylana) tenglamasini

(17)

22+u’=a’
ko’rinishdaolamiz. (a-radius) z>0 da yarimaylanatenglamasiuchun
f(u)=z=va’-u’ (18)
iIfodagaegamiz.
u a’
)= fal)=-——3 (19)
a —u (az —u? )E

(17) ga (19) niqo’yib
1

ga ega bo’lamiz.
2-misol: Psevdosferaning to’la egriligi aniglansin.
Echish: Traktrisaning (0Z) bazasi atrofida aylanishidan psevdosfera hosil bo’ladi.

NN
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(17)

Traktrisa

z= a(ln tg£+costJ ,u=asint (21)
z
, acos’t , z/ s
2 == ui=acost = f (u):u—zctgt, (t;tz) (22)
d .,
W) g 1
fr = =& - (23)
du Uy asin “tcost

dan (22) va (23) orgali (24) kelib chigadi. Demak, sfera K >0sirtgamisolbo’lsa,

psevdosfera K < 0sirtgamisolbo’laoladi.

Foydalanilgan adabiyotlar

1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.

2. M

A Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.

3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.

No ok~ whRE

Nazorat savollari
Qanday egrilik sirtning o rta egriligi deyiladi?
Qanday egrilik sirtning to"la egriligi deyiladi?
Sirtning to’la egrilik formulasini keltiring.
Sirtning o'rta egrilik formulasini keltirng.
Qanday chiziq sirtning egrilik chizig'i deb ataladi?
Qanday chiziq sirtning asimptotik chizig'i deyiladi?
Aylanma sirt formulalarini keltiring.

25.Sirtlariningasosiy tenglamalar
Reja:
1. ¢ va g, formalarvasirtlarorasidagibog’lanish
2. Derivatsionformulalar
3. Koeffitsientlaruchunifodalar
Mavzuning bayoni:
Fazoviy chiziglar uchun frene formulalariga o’xshash regulyar sirtlar uchun
muhim formulalar mavjud. Sirt berilgan bo’lsa, uning ¢, va ¢, formalarini
hisoblash mumkin .Biz bu ish bilan yuqoridagi mavzularda shug’ullandik. Agar ¢,
va ¢, formalar oldindan ma’lum bo’lsa, ganday shart bajarilganda ular fazoda
biror sirtni aniqlashini ko’rsatish lozim.
@, = Edu® + 2Fdudv + Gdv® (1)
@, = Ldu® + 2Mdudv + Nadv? (2)

183



kvadratik formalar berilgan bo’lsin.Birdan-bir sirt mavjud bo’lib , uning
p,eaq,, formalari berilgan (1) va (2) formalardan iborat bo’lishishni ko’rsatish

lozim.

Q -regulyar sirt

r=r(u,v) (3)

ko’rinishda ifodalangan bo’lib, r(uyv) funktsiya ikki marta uzluksiz

differentsiallanuvchi bo’lsin. € sirtning har birnuqgtasidar, r, va F“Lﬂ%:ﬁ
T,

vektorlarchiziglierklisistematashkiletadi. Fazoninghargandayvektorinir/, r/ van

vektorlarorgalichizigliifodaetishmumkin. Jumladan, ', 7', ¥’ A’ va Al

uu? w ! uv? u \
larnichiziglierklivektorlaruchligiorgaliifodalashimizlozim.
Quyidagilar o’rinli bo’lsin.
Moo = Dogfy +T5F) + AR,

=n

I

uv

]‘—‘112 ﬁl’ + r122 F:/' + /,lﬁ '

Fv:; = rzlz FU + rzzz Fv' +vi (4)
N, = oyl + o, + oyl
Ny = a, ) +ay,l, + ayh

Bunda T ,
bog’lanish koeftitsientlarini ¢, va ¢, orqali ifodalashimiz lozim. Ma’lumki
R=E, (NL)=F, =G )

(Fin)=L, (fA)=M, (fyA)=N (6)

-(RA)=L, -(ra)=-Fn)=M, —(rn)=N (7)

(4) formulalarning chap va o’ng qismini i ga skalyar ko’ paytirib (F/i)=0 (F/i)=0
va (5), (6), (7) larni e’tiborga olinsa

a;, va 4, p, v aniqlashimiz lozim bo’lgan koeffitsientlar (i, j=12)

A=L, wu=M, v=N (8)

kelib chigida. Endi (4) dagi 7", 7, ©/ vektorlarni r/, r' vektorlarga skalyar
ko’paytirib (5) ni e’tiborga olinsa

(FwF)=THE+DEF,  (FiR)=TLF +T1G (9)

hosil gilinadi. (4) dan

()= 2EL, (FLR)=F—E (10)

shuningdek (4) dan
(Rr)+ () =R, 2Gr)=E] (11)
munosabatlarkelibchigadi. (r/r’)nichigarsak

uv-u
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r =1(1 E'—F'F +1E;Fj(12)
y\ 2 2
bunda

y=EG-F?*(13)

SHuningdek

ry -1 %EV’G—%G’F)

u

e
rz -1 EG'E-EE'FJ (14)
y\ 2
1

u 2 \

_1G6G+FG —EG;FJ
2 2

ry -koeffitsientlarni Xristofel simvollari deyiladi. i*=1 niu vav parametrlar
bo’yicha differentsiallab (n/fi)=(fi;i)=0 ni e’tiborga olsak , A, va A, larning
urinma tekislikka parallelligidan (4) dan «,, =«,, =0 ga erishamiz. i, = a,,F; + o, T,
tenglikning chap va o’ng qismini r, va r, ga ketma-ket ko’paytirib (6), (7) ni

- - MF - LG LF - ME
e’tiborga olinsa -L=a,E+a,F,~M=0,F+2,CG=a,= , Oy
v Y
(15) SHuningdek A)'= T/ +a,,F, dan
NF — MG MF — NE
Oy = T' Oy = y (16)

SHunday qilib, barcha koeffitsientlar ¢, va ¢, forma koeffitsientlari va ularning

hosilalari orgali ifoda gilindi. (4) ni sirtlar uchun derivatsion (asosiy) tenglamalar
deyiladi.

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari
1. Sirtlar nazariyasining asosiy teoremalarini aytib bering.
2. Sirtning birinchi va ikkinchi kvadratik formalari va sirtlar orasidagi bog’lanish
ko rsatib bering.

3. Derivatsion formulalarini keltiring.

4. Xristofel simvollariniganday formula orgaliifodalanadi?

5. Agarg, va ¢, formalar oldindan ma’lum bo’lsa, qanday shart bajarilganda ular

fazoda biror sirtni aniglaydi?
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27.Sirtning ichki geometriyasi. Sirtning to’la va geodezik egriligi
Reja:
1.Sirt ichki geometriyasi tushunchasi
2. Sirtning Gauss egriligi ichki geometriya ob’ekti
3. Geodezik egrilik ichki geometriya ob’ekti
Mavzuning bayoni:

Ta’rif: Sirtning ichki geomentriyasi deb, sirtga garashli chizig uzunligiga
bog’liq xossalarini o’rganuvchi geometriya bo’limiga aytiladi. Regulyar sirtlar
uchun uning birinchi kvadratik formasi shu sirtga garashli chizig uzunligi |,
chiziglar tashkil etgan burchak va sirt sohasining yuzini hisoblash imkonini beradi.
Bir xildagi chizigli element (o) ga ega bo’lgan ikki sirt bir xildagi ichki
geometriyaga ega. Bunday sirtlarni izometrik deyiladi. Sirtlardan birini
deformatsiyalash (egish) orgali ikkinchisini hosil gilish mumkin. Bunda ichki
geometriya o’zgarmaydi. Sirt ichki geometriyasi ob’ektlaridan biri uning Gauss

egriligidir.
_ LN-M?
" EG-F? (1)
1 XL’J’U yUU Zl:’u 1 \'I’V y\’l’\l Z\’I’\I 1 LIV tu uv
L=——=—x, v, 2|, Ne———X vy, z[(Q M=———Ix v, 2z
EG_F2 XV yl Z! EG_F2 X! y! ZI EG_F2 ’ yl Z!
3)

ifodalarnigaraylik . (2) va (3) dan
(r) (ar) (e
YK) EF (4)

Me=— 1 lmm) B F (5)
(!

I =
I (I

(4) va (5) dan

L |EE)-RS @R) ®R) | o @) @R
Keeotopf ®R) B F|-(mE) EF (6)

(RF) F G| |FR) F G

1 1 1 1 1
z=n &1 E! ="z =_GV 4744 — ! 444 — !__ ! Nz — ’
(ruu U) 2 (ruvrv) 2 u? (rUVrU) 2 EV 1 ( uu V) FU 2 EV ] (rW rv) 2 Gv 1
- 1 N | 1

"z F!__GV 14 /4 n ___G!V FVI__EII

( ) 2 1 (ruu rW) r 2 uu + uv 2 w (7)

(6) ga (7)ni qo’ysak
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Flener-im) le (R-2e) [0 le lg
2
K=t F-lg E Fo-Rer e Fll@)
(EG—F?) 2 2
EG' F G EG; F G
2 2

(8 ni , ya'ni K ni E,F,G miqdorlar va ularning hosilalari orgali ifodalash
mumkinligini birinchi marta nemis matematigi Karl Fridrix Gauss isbotladi. Agar
sirtnig ¢, formasi

ds? = Edu? + Gav? 9)
ko’rinishda bo’lsa,
1
K=-—@G)! 10
75 WOk (10)

formulani keltirib chiqirish mumkin. Sirt ichki geometriyasi ob’ektlaridan yana biri
uning geodezik egriligidir. Sirtning ¢, formasi mavzusida geodezik egrilikka ta’rif

berib uning formulasini

K, = K, (VA) (11)

ko’rinishda tasvirlandi, bunda 7 yeQ chiziq urinmasining yo’naltiruvchi birlik
esa sirt normalining birlik vektori. 7(s),

=

vektori, Vv bosh normalning birlik vektori , n
v(s) vektorlarni r = ?(t) vektor hosilalari orgali ifodalash mumkin. Hagigatan ham

= 4 22 4
d_l’_ der 1 _F!(rttrt)

(12)

K, = — (i) (13)

kelib chigadi.
R'= U+ 1y (14)

-

(W) 200w+ 1 () + Rjug + Ry (15)
(15) ga derivatsion formulalarni qo’llaymiz.

e =(uy + A, + (v + B)R, +Cn (16)

Bunda

A= Flll(ut’ )2 + FllZut'Vt’ + lez (Vt, )2

B =1 (ug)" + Touiv; + (v 17)
C =L(u; ) +Mu}v; + N(v, )*

(14) va (16) ni (13) gaqo’yamiz.
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g+ AN - wn+8w1“{jﬁ> (18)

|F1:\/E u/)* + 2Fu/v; + G(v/ )’ (19)
(ryri) =] =VEG—F? (20)
(19) va (20) ni (18) ga qo’yamiz.
K - VEG-F?
’ \/E(ut’)z +2Fuv; +G(v )’ (21)

" 1(,r)2 1., 1 \2 |, " 2( 1\2 2000, 2,1\ ),
o+ 007 + T+ T ) = v 0+ Ty + TE )

Ko’ramizki , K, Xristofel simvollari yordamida ifodalangan bo’lib ¢, forma

koeffitsientlari orgali aniglash mumkin . Bundan K sirt ichki geometriyasi ob’ekti

ekani kelib chigadi.
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari
Sirt ichki geometriyasi tushunchasini aytib bering.
Sirtning ganday egriligi Gaus egriligi deyiladi?
Qandayegriliksirtninggeodezikegriligideyiladi?
Qandaychiziglarsirtninggeodezikchiziglarideyiladi?
Gauss- Bonneteoremasiniaytibbering.
Ichkigeometriyaob’ektlarini sanab bering.
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