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Uslubiy majmuadada «Trigonometriyadan masalalar yechishy fanining
«Matematika o‘qitishning umumiy metodikasi», «Matematika o‘qitishning
maxsus metodikasi», «Matematika o‘qitishning aniq metodikasi», bo‘limlari
bo‘yicha ta’lim texnologiyalari, ularni qo‘llash bo‘yicha uslubiy tavsiyalar
bayon etilgan. Ushbu tavsiyalar didaktik tamoyillar, ma’ruza va amaliy
mashg‘ulotlar texnologiyalarini ishlab chiqish usul va vositalari, ularning
muhim belgilaridan iborat ta’limni texnologiyalash qoidalarini hisobga olgan
holda loyihalashtirilgan.

Uslubiy qo‘llanma pedagogika oliy ta’lim muassasalari o‘qituvchilari va
talabalari, matematika fanlarini o‘qitishda zamonaviy pedagogik va axborot
texnologiyalarini qo‘llash masalasiga qiziquvchilar uchun mo‘ljallangan.






1-Mavzu: Trigonometrik funksiyalarning ta’riflari , xossalari,
grafiklari, hamda ifodalarning qiymatlarini  hisoblashda,

soddalashtirishda, hamda trigonometrik tenglamalarni
tengsizliklarni yechishda qo’llaniladigan asosiy formulalar.

1. Burchaklar va yoylar. Markazi O nuqtada bo‘lgan R
radiusli aylanadagi A va B nuqtalar uni ikki gismga — yoylarga
ajratadi (I.1-rasm). Yoyning A va B nuqtalari yoyning uchlari,
golgan nugqtalari esa yoyning ichki nugqtalari deyiladi.

Uchlari 4 va B nugqtalar bo‘lgan yoy uning faqat uchlarini
ko‘rsatish orgali WAB ko‘rinishda yoki uchlari A va B nugqtalar
bo‘lgan yoylarni bir-biridan farglash uchun yoyning uchlari va
yoyning biror ichki K nuqtasini ko‘rsatish orqali WAKB
ko‘rinishda belgilanadi (I.2-rasm).

Agar AB kesma aylananing diametri bo‘lsa, AB yoy yarim
aylana deyiladi. Agar AB kesma aylananing diametri bo‘lmasa
va AB yoyning har ganday ichki nuqtasini aylananing markazi
bilan tutashtiruvchi kesma AB kesmani kesib o‘tsa (kesib
o‘tmasa), AB yoy yarim aylanadan kichik (mos ravishda yarim
aylanadan katta) deyiladi.

Aylananing markazidan chiquvchi va berilgan yoyni kesib
o‘tuvchi barcha nurlardan tashkil topgan yassi burchakni
berilgan yoyga mos markaziy burchak, berilgan yoyni esa shu
markaziy burchakka mos yoy deb ataymiz (I.3-rasm).

Yoy uzunligi metr (m) va uning ulushlarida, shuningdek,
fut, duym, angstrem, mikronlarda ham o‘lchanadi (1 fut =
=12 duym =~ 30,479 sm, 1 angstrem = 1 - 10=® sm, 1 mikron=
=1 - 103 mm).
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I[.1-rasm. 1.2-rasm. I.3-rasm.
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I.4-rasm. I.5-rasm. I.6-rasm.

Geometriva kursidan ma’lumki, markaziy burchakning gra-
dus o‘lchovi va yoyning gradus o‘lchovi quyidagicha aniglanadi:

1) yarim aylanaga mos markaziy burchak 180° ga teng (1.4-
rasm);

2) vyarim aylanadan kichik AB yoyga mos markaziy
burchakning gradus o‘lchovi OA va OB nurlar hosil qilgan
odatdagi burchakning gradus o‘lchoviga teng (bu yverda O —
aylana markazi, [.5-rasm);

3) yarim aylanadan katta yoyga mos markaziy burchakning
gradus o‘lchovi 360° — o ga teng, bu yerda o — to‘ldiruvchi
burchak (yarim aylanadan kichik yoyga mos markaziy
burchak)ning gradus o‘lchovi (I.6-rasm).

4) yoyning gradus o‘lchovi shu yoyga mos markaziy
burchakning gradus o‘lchoviga teng (I.7-rasm).

Burchak va yoylarning burchak kattaligini o‘lchashda gradus-
ning ulushlaridan ham foydalanishga to‘g‘ri keladi. Gradus va
uning ayrim ulushlari orasidagi bog‘lanishlarni keltiramiz:

1° = 60’ (minut, daqgiga), 1’ = 60" (sekund, soniya).

Buyuk o‘zbek olimi Mirzo Ulug‘bek o‘z asarlarida sekundning

% ulushi solisa(tersiy)dan ham foydalangan. Uning asarlarida
1 daraja = 60 daqgiga, 1 daqiga = 60 soniya,
1 soniva = 60 solisa(tersiy)

ekanligi keltiriladi. %
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1.7-rasm. 1.8-rasm.
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1.9-rasm. 1.10-rasm.

Tekislikda to‘g‘ri burchakli XOY Dekart koordinatalari siste-
masi kiritilgan bo‘lsin. Markazi koordinatalar boshida bo‘lgan
R radiusli aylanani garaymiz (I.8-rasm). Bu aylana OX o‘gning
musbat yarim o‘qini A nuqtada kessin. OA radius boshlang ‘ich
radius, A nuqta esa boshlang‘ich nuqta deb ataladi.

OX o‘gning musbat yarim o‘gini koordinatalar boshi (qo‘z-
g‘almas nuqgta) atrofida musbat yo‘nalish(soat strelkasining
harakat yo‘nalishiga garama-garshi yo‘nalish)da va manfiy
yo‘nalish (soat strelkasining harakat yo‘nalishi)da istalgancha
uzluksiz siljitish (harakatlantirish) mumkin deb hisoblaymiz.

OX musbat yarim o‘q go‘zg‘almas O nuqta atrofida musbat
yo‘nalishda siljitilsa, OA radius biror OB radiusga o‘tadi. Agar
OA va OB radiuslar ustma-ust tushsa (I.9-rasm), siljitish
natijasida A nuqta aylanani bir yoki bir necha marta to‘liq aylanib
chiggan bo‘ladi. Bu holda biz boshlang‘ich tomoni OA va oxirgi
tomoni OB bo‘lgan aylanish burchagiga ega bo‘lamiz. Uning gradus
o‘lchovi 360°-k ga teng, bu yerda k& — aylanishlar soni.

Agar OA va OB radiuslar ustma-ust tushmasa, A nuqta
aylanani to‘liq aylanib chigmagan yoki aylanani bir yoki bir necha
marta aylanib chiqib, yana AB yoyni
bosib o‘tgan bo‘ladi. Bu holda boshlan-
g‘ich tomoni OA va oxirgi tomoni OB
bo‘lgan burish burchagiga ega bo‘lamiz.
Bu burish burchagining gradus o‘lchovi
quyidagicha aniqlanadi:

1) A nugta aylanani to‘lig aylanib
chigmagan bo‘lsa (I.10-rasm), burish
burchagining gradus o‘lchovi AB yoy-
I.11-rasm. ning gradus o‘lchoviga teng;




2. Burchak va yoylarning radian o‘lchovi. Koordinatali
aylana. Burchak va yoylarning burchak kattaliklarini o‘lchash-
ning yana bir sistemasi — radian o°‘lchovi sistemasi bilan
tanishamiz.

R radiusli aylanani garaylik (I.14-rasm). Uzunligi 2z R bo‘lgan
bu aylanada umumiy ichki nuqtaga ega bo‘lmagan va har
birining uzunligi R ga teng bo‘lgan 2n ta yoy mavjud. Bu
yoylardan har birining, shuningdek ularga mos har bir

markaziy burchakning burchak kattaligi % = % ga tengdir.

Demak, uzunligi aylana radiusiga teng yoyning va unga mos
markaziy burchakning burchak kattaligi aylana radiusiga bog‘liq
emas. Shu sababli, uzunligi aylana radiusiga teng bo‘lgan yoy-
ning burchak kattaligini shu aylana yoylarini o‘lchashda o‘lchov
birligi sifatida, unga mos markaziy burchak kattaligini esa
burchaklarni o‘lchashda o‘lchov birligi sifatida olish mumkin.

Uzunligi aylana radiusiga teng yoy [/ radianli yoy, unga mos
markaziy burchak esa [ radianli burchak deyiladi (I.15-rasm).

Yuqoridagi mulohazalardan quyidagi bog‘lanishlarni olamiz:

1 radian =180 1° = % radian.
T 180

Bu ikki tenglik yordamida radian o‘lchovidan gradus
o‘lchoviga o‘tish va gradus o‘lchovidan radian o‘lchoviga o‘tish
formulalari hosil bo‘ladi:

R 1 rad
/)

R R

I.14-rasm. I.15-rasm.



I-misol. 120° ni radianlarda, %‘" va 5 (rad)larni esa gradu-
slarda ifodalang.

Yechish. «° =% (rad) formulaga ko‘ra
1200 — %120

_ 2z
g0 (rad) =3

tenglikni, q_, =(180“ )o formulaga ko‘ra

L

3z \°

180-=2% o o
3_rr:[ 41 ~135° va 5:(180'5) :(ﬂ)
4 T T T
tengliklarni hosil qilamiz.

2-misol. Radiusi R =5 (uzun. birl.) bo‘lgan aylananing
uzunligi / = 10 (uzun. birl.)ga teng yoyini graduslarda va
radianlarda ifodalang.

Yechish. 1=10 (uzun. birl.) = % (rad) = 2 (rad) va
[ =2 (rad) = (%) :(3‘%)) ~114°19'52" tengliklarea egamiz.

3-misol. Agar radiusi R=4 bo‘lgan doiraviy sektorning
yoyi 3 rad ga teng bo‘lsa, shu sektorning § yuzini toping.

Yechish. Yoyi n rad ga teng doiraviy sektor (yarim
doira)ning yuzi %2 (bu yerda R — radius) ga teng bo‘lgani

uchun, yoyi 1 rad bo‘lgan doiraviy sektorning yuzi %2 ga,

. . . . . 2
yoyi a rad ga teng bo‘lgan doiraviy sektorning yuzi esa a-g
. 2 . s
ga teng. Shu sababli § =3'% =24 kv. birlik.
Eslatma. 5 ning graduslarda ifodalangan aniq qiymati (@ ’ ga

T
teng. Uning graduslarda ifodalangan taqribiy giymatini hosil gilish uchun
n ni uning kerakli aniglikdagi taqribiy qiymati bilan almashtirish kerak

bo‘ladi. Masalan, n ~ 3 deb olinsa, 5= (@)O ~ (?)O =300 ga ega bo‘la-
T

miz. Xuddi shu kabi, 1°=—"_ rad ~0,017 (rad), 1(rad)=(@)°z
180° "

~57°17'44" munosabatlar hosil gilinadi.



Y Tekislikda XOY Dekart koor-
C %) dinatalari sistemasi Kkiritilgan
— B(x; ») bo‘lsin. Markazi koordinatalar
B(a) boshi O (0; 0) da bo‘lgan R = 1
radiusli aylananing A (1;0)

y
|
|
|
-1 o X Jaq1; 0)7 nugqtasini boshlang‘ich nuqta, OA
radiusini esa boshlang ‘ich radius
deb ataymiz (I.16-rasm) va shu

-1 aylanada koordinatalar sistemasini
quyidagi tartibda kiritamiz.

Boshlang‘ich nuqta A (1; 0) ni
yangi koordinatalar sistemasining koordinatalar boshi (sanoq
boshi) sifatida olamiz. Uning yangi koordinatalar sistemasidagi
koordinatasi 0 ga teng. Boshlang‘ich radiusni O (0; 0) nuqta
atrofida o radianli burchakka buramiz (bu yerda va bundan
keyin aylanish burchagi burish burchagining xususiy holi si-
fatida garaladi). Natijada A nuqta aylananing biror B (x; y)
nuqtasiga o‘tadi (I.16-rasm). B(x; y) nuqgtaning yangi koor-
dinatasi (aylanadagi koordinatasi) o ga teng deb gabul gilamiz
va B (o) ko‘rinishda belgilaymiz.

Masalan, C (0; 1) nuqta boshlang‘ich radiusni O (0; 0)

T

nugta atrofida 3 rad burchakka burishdan hosil gilinadi. Shu
sababli, uning vyangi koordinatalar sistemasidagi koordinatasi

CL

1.16-rasm.

T

7 ea tengdir (I.16-rasm).

Aylananing har bir nuqtasi aylanadagi koordinatalar siste-
masida cheksiz ko‘p koordinatalarga ega, chunki boshlang‘ich
radiusni O (0; 0) nuqta atrofida o, o = 2%, a * 4n, ..., ya'ni
o + 2kn, keZ burchaklarga burish natijasida boshlang‘ich
nugta aylananing ayni bir B nuqtasiga o‘tadi va o + 2kn, keZ
sonlarning har biri B nuqtaning koordinatasi (aylanadagi
koordinatasi!) bo‘ladi.

Yuqoridagi usul bilan koordinatalar sistemasi kiritilgan birlik
aylana koordinatali aylana (yoki koordinatalar aylanasi) deb
ataladi.

4-misol. Koordinatali aylanada M(S%n), N(—S%n)
nuqtalarni belgilang.

Yechish. 1) 5%n=2-2n+(ﬂ:+%) bo‘lgani uchun

M (5%1‘[) va M 1(1r+ %) nugtalar koordinatali aylanada ustma-



Y.il.

1.17-rasm. 1.18-rasm.

ust tushadi. D(=n) nuqtani (I.17-rasm) musbat yo‘nalish
bo‘yicha 3245o burchakka burib, M(Sin) nuqtani hosil
gilamiz;

2) N va M nuqtalar AD diametrga nisbatan simmetrik
nuqgtalar bo‘lgani uchun M nugtani shu diametrga nisbatan

simmetrik almashtirib, N (—5%1:) nuqtani hosil qilamiz (1.17-
rasm).
5-misol. Koordinatali aylanada 2 va —3 sonlarini belgilang.

Yechish. 2 sonining koordinatali aylanadagi tasviri (koor-
dinatasi 2 ga teng bo‘lgan nuqta)ni topish uchun uzunligi 1
radian (aylana radiusi)ga teng bo‘lgan yoyni boshlang‘ich A
nuqgtadan boshlab, musbat yo‘nalishda ketma-ket ikki marta
go‘yamiz (I.18-rasm).

-3 sonining koordinatali aylanadagi tasvirini topish uchun
uzunligi 1 radianga teng bo‘lgan yoyni boshlang‘ich A nuqtadan
boshlab, manfiy yo‘nalishda ketma-ket uch marta qo‘yish
vetarli (1.18-rasm).

3. Sonli argumentning sinusi, kosinusi, tangensi va
kotangensi. Tekislikda XOY Dekart koordinatalar sistemasi
kiritilgan va ¢ haqiqiy son berilgan bo‘lsin. 7 haqigiy songa
koordinatali aylananing koordinatasi 7 ga teng bo‘lgan B(?)
nuqgtasini mos qo‘yamiz (I.19-rasm).

B(#) nuqgtaning abssissasi ¢ sonning kosinusi, ordinatasi esa
t sonning sinusi deyiladi va mos ravishda cosf, sinf orqali belgi-
lanadi.



B(f) nugta ordinatasining shu nuqta abssissasiga nisbati
(agar bu nisbat mavjud bo‘lsa) ¢ sonning tangensi deyiladi va

Y tgt orqali belgilanadi.
A . o
C(E) B(f) nuqta abssissasining shu
2

nugta ordinatasiga nisbati (agar bu
nisbat mavjud bo‘lsa) ¢ sonning
kotangensi deyiladi va ctgr orqali
belgilanadi.

Sonning sinusi, kosinusi, tan-
gensi va kotangensi tushunchalari-
ning aniqlanishidan ko‘rinadiki,

_ sint
tgf = p— (cost#0), (1)

D (m) -1

1.19-rasm.

_ COST (i
ctgr = n7 (sinf#0) (2)

munosabatlar o‘rinli va koordinatali aylananing B(f) nuqtasi
X0OY koordinatalar sistemasidagi B(cost; sinf) nuqta bilan
ustma-ust tushadi. B(cosf; sinf) nuqgta birlik aylanada yotgani
sababli, uning koordinatalari shu birlik aylana tenglamasi x?

+ 3% =1 ni ganoatlantiradi:

cos’t +sin’t = 1. (3)

Sonning sinusi va kosinusi tushunchalarining aniqlanishidan
ko‘rinadiki, ixtiyoriy ¢ haqiqiy son uchun B(cosf, sinf) nuqta
birlik aylanada yotadi. Shu sababli, (3) tenglik 7 ning har qanday
haqgiqiy giymatida o‘rinli.

l-misol. O, %, T, 37“ sonlarining sinusi, kosinusi, tan-
gensi va kotangensini toping.

Yechish. 0, Z, =, =2 sonlariga koordinatali aylananing

20 2
A0), (%), D(n), F(3E) nugtalari mos keladi (I.19-rasm).

Bu nugtalar XOY koordinatalar sistemasida mos ravishda
quyidagi koordinatalarga ega: 4 (1; 0), C (0; 1), D (-1; 0),
F (0; -1).



Sonning sinusi, kosinusi, tangensi va kotangensi tushun-
chalarining aniqlanishiga ko‘ra, quyidagi tengliklarga ega
bo‘lamiz:

cos 0 =1; cosg:O; cos n = —I; 00337“1:0;

sin 0 = 1; singzl; sin © = 0; sin%“:—lg

tg 0 =0; tg% — mavjud emas; tg n=0; tg%"T — mavjud
emas;

ctg 0 — mavjud emas; ctg%:O; ctg ©# — mavjud

emas; Ctg?’z—jT =0.

I
4°
Yechish. Koordinatali aylanada B (%) nugtani yasaymiz

(I.20-rasm) va bu nuqtaning XOY koordinatalar tekisligidagi
koordinatalarini aniglaymiz.

2-misol. sin COS— tg 2 ctg = 7 larni hisoblang.

OBC teng yonli to‘g‘ri burchakli uchburchakda OB? =
=0C? + BC? = 2BC? bo‘lgani uchun 2BC? =1 yoki BC = g

ga ega bo‘lamiz. B (%) nuqgtaning abssissasi ham, ordinatasi ham

musbatdir. Demak, B (%) nuqta B (“F £j nuqta bilan ustma-

ust tushadi. sino, cosa, tga, ctgo larning aniglanishiga ko‘ra,

2
o _ 2 n_ 2 tgl =2 —| T _
sinf =25, cosk=2%, g7 N1 ,ctg4 |
2

tengliklarga ega bo‘lamiz.

3-misol. Z ova -% ning sinusi, kosinusi, tangensi va
kotangensini toping.

Yechish. B (%) nugtani yasaymiz (I.21-rasm) va bu

nuqgtaning dekart koordinatalarini topamiz. g (%) nugtaning



dekart koordinatalari musbat sonlardir. OBC tbzg‘l'i burchakli
uchburchakda BC:%OB:%-I:% bo‘lgani uchun Pifagor

teoremasiga ko‘ra OC = .[1? _(%)2 - % bo‘ladi. Demak, B (%)

nuqgta B (3255 % nuqgta bilan ustma-ust tushadi. Son argument-

ning sinusi, kosinusi, tangensi va kotangensining aniqglanishiga
ko‘ra

O tg%:

1 _ 1 T _
£=2, 1.2, 7 ctgﬁ—«/?.

[ Sfror—

D (— E) va B(%) nuqgtalar OX o‘qga nisbatan simmetrik

bo‘lgani uchun D (— %) nugta D (%, — %) nuqta bilan ustma-

ust tushadi. Shu sababli

e R
_1

tg(—%)=zi=—%, ctg(—%):—\/g.
2

y=sint, y =cost, y =tgt va y =ctgr formulalar bilan aniq-
langan funksiyalar asosiy trigonometrik funksiyalar deyiladi.
Ularning ayrim asosiy xossalarini keltiramiz.



1°. y = sint funksiya chegaralangan funksiya va barcha te R
lar uchun [|sint|<1 munosabat o ‘rinli.

Isbot. Biror feR uchun [sin7]>1 bo‘lsin. U holda |sin2 1‘| =
: ‘ : : . 2
= |sin 1‘|2 >1 bo‘lgani uchun sin’f¢+cos’t = sin?|” +|cost| =
> |gin ;‘2 + 0= |sin g|2 >1, ya'ni sin’ 7 +cos’ > 1 tengsizlikka ega

bo‘lamiz. Bu esa (3) ga ziddir.

Demak, barcha feR sonlar uchun [sin7]<1 munosabat
o‘rinli va sinf funksiya chegaralangan funksiyadir.

2°. y =cost funksiya chegaralangan va barcha te R lar uchun

cost|<1 munosabat o 'rinli.
o 0 z 2 Z I T 3n 21
6 4 3 2 2
sina 0 L [2 ] 8 1 0 1 0
2 2 2
J3 J2 1
cosa L |35 |5 |1 0 1 0 -1
1 Mavjud Mavijud
tgu U ﬁ l ‘/g emas U emas 0
Mavjud 1 Mavjud Mavjud
ctga emas J3 1 NE] 0 ermas 0 emas
Isbot. VreR da 0 <sin?f <1 bo‘lgani uchun cos? =1 —

—sin?s < 1 bo‘ladi. Oxirgi tengsizlikdan, V¢e R da |cost|<1 ekani

ko‘rinadi. Demak, cosf funksiya chegaralangan funksiya va Vre R
cost|<1.

1°, 2°- xossalardan, y = sinx va y = cosx funksiyalardan har
birining qiymatlar sohasi [-1; 1]

da

kelib chiqadi.

Trigonometrik funksiyalarning ayrim burchaklardagi giymat-

lari jadvalini keltiramiz:

Mashqlar

kesmadan iborat ekanligi




1.9. Ushbu sonli giymatlarga kosinus teng bo‘la oladimi? Sinus-

chi?
1) 0,562; 2) -0,562; 3) 1,002; 4) -1,002;
a . a . 33 . )
5) m, 6) m’ a>0’ b>1, 7) ﬁ, 8) Tt,
1
31
1. J5-J3 . . ] ]
9 L: 10) £-20 1) JB-J25 12) §(a+z),a>l.

1.10. 1) Agar o = 0°; 90°; m;
+ cosa va 2(1 — cosa) ni toping;

2) y =sina + 2cos?a ifoda gabul giladigan eng katta giymatni
toping.

%; 1,57 bo‘lsa, sina+

1.11. R radiusli halga OX o°‘qining musbat yo‘nalishi
bo‘yicha yumalab bormoqda (I.22-rasm). O‘gning 1 birlik kesma
uzunligi R ga teng. Harakat boshida aylananing M nuqtasi O
nugtada turgan bo‘lsin.

Yﬂ
Ry
OI
N —
0 ON=UMN X
1.22-rasm. [.23-rasm.

1) Agar M nuqta o rad ga burilsa, aylananing O, markazi
ganchaga siljiydi?

2) O, markaz (x = 3; y = 1) nuqtaga kelishi uchun M
nuqta gancha burilishi kerak?

3) O, nuqta 5 birlik/s tezlik bilan siljimogda. M nugtaning
burchak tezligini toping.

4) O, nugta sekundiga R masofaga siljisa, M nuqtaning
t momentdagi o‘rnining koordinatalarini toping.



1.12. Geografik kengligi 6 ga teng bo‘lgan parallelda geografik
uzunliklarining farqi ¢ ga teng bo‘lgan ikki 4 va B nuqta olingan
(I.23-rasm). Yer shari radiusi R ga teng. UAB =/ ni toping.

1.13. A nuqtaga 120° burchak ostida qgo‘yilgan 10 N va
12 N kattalikdagi ikki kuchning teng ta’sir etuvchisini toping.

1.14. Daryo qirg‘og‘idagi tepalikdan shu qirg‘oq gorizontal
yo‘nalishga nisbatan 30°, narigi qirg‘oq 15° burchak ostida
ko‘rinadi. Daryoning kengligi 100 m. Tepalikning balandligi va
uning uchidan daryo qirg‘og‘igacha bo‘lgan masofani toping.

1.15. Yer radiusi R ga teng. Shimoliy yarim sharda geografik
uzunligi A ga, kengligi ¢ ga teng bo‘lgan B nuqta olingan.
Toping:

1) B nugtadan ekvator tekisligigacha bo‘lgan masofa;

2) B nuqtaning ekvator tekisligidagi proyeksiyasining koordi-
natalari (abssissalar o‘qi ekvator bilan nolinchi meridian kesi-
shuvidagi nugta ustidan o‘tadi). Hisoblashlarni R = 6367 km,
A =30° va ¢ = 60° uchun ham bajaring.

1.16. ABOA da OA = OB = R, MA = R(1 - cost ), BM=
= Rsint, OM = Rcost (I.24-rasm). Isbot qiling:

sin £ :i\/(l —cost)(l+cost); AB= R\/2(l —Ccost?).

Yi

-
N

1.24-rasm. [.25-rasm. I.26-rasm.

1.17. Teng yonli AOB uchburchak yuzi 64, MA=8 (1.24-rasm).
AB —?
1.18. Yer sathidan EK = h (I.25-rasm) balandlikda

joylashgan FE kuzatuv punktidan gorizont chizig‘idagi L nuqta
gorizontal yo‘nalishga nisbatan ZNFEL = o burchak ostida



ko‘rinadi (Abu Rayhon Beruniyning «Qonuni Ma’sudiy» asari-
dan). Agar h ~ 3 km va R ~ 6367 km bo‘lsa, a ni toping.

1.19. 1.26-rasmda V Venera va E Yer orbitalari aylana
ko‘rinishida tasvirlangan, Yerning .S Quyoshdan uzoqligi r, =
=149500000 km.

Oddiy kuzatishda Venera Quyoshga nisbatan o ~ 46° burchak
ostida chetlashgan ko‘rinadi. Bu chetlanish ko‘pi bilan gancha
bo‘lishi mumkin?

1) Veneraning Quyoshdan r, uzoqligini hisoblang.

2) Venera sutkalik harakati davomida Quyoshdan o qadar
ortda golishi mumkin. U holda u kechasi ko‘rinadi. Aksincha,
o qadar oldin o‘tgan bo‘lsa, ertalab, Quyosh chigmasdan oldin
ko‘rinadi. Nima uchun, tushuntiring.

1.20. 1.24-rasmda tasvirlangan koordinatali aylanada wAB = t.
1) ¢, 360° + ¢, 360° — 1, =360° + 1, 2nk + t, keZ yoylarga
mos nugqtalar ustma-ust tushadimi? Agar ular ustma-ust

tushsa, bu nugtalarga mos trigonometrik funksiyalar o‘rtasida
ganday bog‘lanishlar mavjud bo‘ladi? Misollar keltiring. Shu

ishni nk + t, keZ va %H‘, ke Z nuqtalar uchun takrorlang;

2) yuqgoridagi ishni B(f) nugtaga O markazga nisbatan
simmetrik bo‘lgan E(n + f) nugtaga nisbatan ham bajaring.

4. Trigonometrik funksiyalarning davriyligi. Trigonometrik
funksiyalarning davriyligi haqidagi teoremalarni keltiramiz.

l-teorema. cost va sint funksiyalarning har biri davriy
funksiya va ularning asosiy davri 2n ga fteng.

Isbot. Ixtiyoriy fe R son uchun K(7), L(t + 2=n), M(t -
-2n) nuqtalar koordinatali aylanada ustma-ust tushadi. Shu
sababli ularning Dekart koordinatalari bir xil:

X = cost = cos(f — 2n) = cos(t + 2n),
y = sint = sin(f — 2n) = sin(f + 2n). (1)



Demak, cosf va sinf funk- Y,
siyalar davriy funksiyalar va 2n C(z)

soni ulardan har birining biror TTNUK()
davridir. 2n soni ulardan har biri k4N !
uchun asosiy davr bo‘lishligini N

ko‘rsatamiz.

0 < 7| < 2n soni cost ning davri
deb faraz qilaylik. U holda, masa-
lan, =10 da cosO = cos(0 + T))=
=1, ya’ni cosT, = 1 bo‘lishi kerak.
Koordinatali aylanada abssissasi 1
ga teng bo‘lgan fagat bitta (1; 0) nugta mavjud va unga
t = 2nk, keZ sonlari mos keladi. 7, son esa bu sonlar orasida
mavjud emas. Demak, farazimiz noto‘g‘ri, kosinus funksiyaning

1.27-rasm.

asosiy davri 2n sonidan iborat. Shu kabi, masalan, r:% da

sin% = sin (% + T ) =1 tenglikni ganoatlantiradigan va 2rn dan

kichik bo‘lgan 7, musbat son yo‘q. Demak, 7 =2n soni sinus
funksiyaning asosiy davri.

2-teorema. tgt davriy funksiva va uning asosiy davri n
ga teng.

Isbot. t¢%+nk, keZ bo‘lsin. K(¢), L(t + n), M(t — n)
nuqtalarni qaraymiz. L(f + n), M(f - n) nuqgtalar ayni bir
xil Dekart koordinatalariga ega, ya’ni ular ustma-ust tushadi.
Shu nugqgtalarning umumiy abssissasi x, umumiy ordinatasi esa

y bo‘lsin (1.27-rasm). U holda, tg(t + n) =tg(t —n) = i_’ bo‘ladi.
K(f) va L(tr + n) nuqtalar diametral garama-qgarshi nugtalar

bo‘lgani uchun K(7#) nuqgtaning abssissasi —x ga, ordinatasi
esa —y ga tengdir (I.27-rasm). Shu sababli,

tgr:iziztg(mn):tg(r—n)_

Demak, tgf funksiya davriy funksiya va ¢ = n soni uning biror
davridir. Bu son tgf ning asosiy davri ekanini ko‘rsatamiz. 7 son

tgr ning asosiy davri, ya’ni barcha f # %+ nk , ke Z sonlari uchun
tg(t + T) =tgt tenglik o‘rinli bo‘lsin. Oxirgi tenglik f = 0 da ham
bajariladi: tg7 = 0. Bu yerdan T = nk, keZ ekanini ko‘ramiz.
Shunday qilib, tgf ning asosiy davri nk, keZ sonlari orasidagi
eng kichik musbat son, ya’ni n sonidir. Demak, 7 = .



Mashqlar

1.21. y = 1 — cost funksiyaning davriyligini isbot giling va
asosiy davrini toping.

1.22. 1) f(x) =sinx, g(x) = %, x # 0 bo'lsa, g°f kompozitsiya
davriy funksiya bo‘la oladimi? f ° g -chi? Agar shunday bo‘lsa,
davrini toping.

2) Agar % va % sonlari f funksiyaning davrlari bo‘lsa,

% soni ham uning davri bo‘lishini isbot qiling.
3) y = cos(ox) ning asosiy davrini toping.
4) ¥ =~C0sX ning aniqglanish sohasini toping va davriylikka

tekshiring.
5 )Quyidagi funksiyalarning davriy emasligini isbot qiling:

y =cosx; y=sinflx|; y = sinx’;
y =sinx + cos(x+/3).

1.23. Funksiyalarning davrini toping:
1) y = sin5x + cosdx; 2) y = cosx + 2sin4,9x;

3) y=.sin43x-sinl0x+3 .

5. Sinus va Kkosinus funksiyalarning xossalari. Sinus va
kosinus funksiyalarning xossalari bilan tanishishni davom

ettiramiz.

YJL Yn
C
|
Il |
D A
-1 0 1 X
M1 \Y
F

[.28-rasm. 1.29-rasm.



1) sinf funksiya argumentning 7 = nk, keZ giymatlaridagina,

cost funksiya esa argumentning ¢ = %+ nk, keZ qiymatlaridagina

nolga aylanadi. Hagiqatan, koordinatali aylanada fagat ikki
A(0) = A(1; 0) va D(n) = D(-1; 0) nugtaning ordinatasi nolga
teng, ya'ni y =sinf = 0 (I.27-rasm). Bu nuqtalarga 2nk, keZ
va nt + 2nk, keZ sonlar to‘plamlari mos. Bu ikkala to‘plamni
bitta {nk, keZ} to‘plamga birlashtirib yozamiz. Shu kabi

koordinatali aylanada fagat ikki C(%)=C(0; 1) va F(%ﬂ):
= F(0; -1) nuqta abssissasi nolga teng (I.27-rasm), ya’ni

x = cost = 0. Bu nugtalarga §+2nk, %+2nk :%+(2k+1)n,

keZ sonlar to‘plamlari yoki {%+n, keZ} to‘plam mos;

2) cost — juft funksiya, sinf — toq funksiya. Haqgigatan, B(?)
va B|(-7) nuqgtalar abssissalar o‘qiga nisbatan simmetrik joy-
lashganligidan (I.28-rasm) ularning abssissalari teng, ordina-
talari esa fagat ishoralari bilan farq qgiladi. Demak, cos(-f) =
=cost, ya'ni cost juft funksiya, sin(-7) = —sin#, ya’ni sinf toq
funksiya;

3) agar B(f) nugta koordinatali aylana bo‘ylab = gadar
siljitilsa, cost va sinf funksiyalar o‘z ishoralarini o‘zgartiradi:

cos(f + m) = —Cosf,; (1)
sin(f + m) = -sint. (2)

Hagigatan, B(?) va E(rn + f) nuqgtalar koordinatalar boshiga
nisbatan simmetrik joylashganligidan (I.28-rasm) ularning
koordinatalari garama-qarshi ishorali bo‘ladi;

4) A (1; 0), C (0; 1), D (-1; 0), F (0; —-1) nugqtalar
koordinatali aylanani to‘rt chorakka ajratadi (I.29-rasm). Agar
A(0) nuqta A dan C gacha siljitilsa, A nuqgta abssissasi 1 dan

0 gacha kamayadi, ordinatasi esa 0 dan 1 gacha o‘sadi. Demak,

0<t g% oraligda (I chorakda) sins funksiya nomanfiy va 0
dan 1 gacha o‘sadi, cosr ham nomanfiy, lekin 1 dan 0 gacha
kamayadi. Qolgan choraklarda ham shu kabi ma’lumotlarni
to‘plab, quyidagi jadvalni tuzamiz:



Funksiya 0<r<% §<;<n TI<I<37E 32—n<t<2n
musbat, musbat, musbat, musbat,
sint 0 dan 1 gacha| 1 dan 0 gacha [0 dan -1 gacha|-1 dan 0 gachag
o‘sadi kamayadi kamayadi o‘sadi
musbat, musbat, musbat, musbat,
cost 0 dan 1 gacha| 1 dan 0 gacha |0 dan -1 gacha|-1 dan 0 gacha
o‘sadi kamayadi kamayadi o‘sadi
‘%‘% Mashqlar

1.24. 1 — cost funksiya (Mirzo Ulug‘bek bu funksiyani sahm
t funksiya deb atagan) ishoralarining saqlanish oraliglarini,
nollarini, juft-toqgligini aniglang, 180° + a yoy sahmining 1 +
+cosa.  ga tengligini tekshiring, o yoy sahmi 1 — cosa. ga teng.

1.25. sint, cost va 1 — cost mos ravishda:

1) 2—‘710; %; % ga teng bo‘lishi mumkinmi?
. b . b .
) ——=—; ; 1= a-chi ?
Jat+b?~ Ja? +b? a’ +b? &

1.26. Quyida 7 ning giymatlari ko‘rsatilgan. B(f) nuqgta gaysi
chorakda joylashgan, sinf, cos ¢ lar ganday ishoraga ega
bo‘ladi?

) 2n52) 22 3) Z; 4) FE; 5) 3 6) 3,13
7) 1,7n; 8) 1,78=n; 9) -1,78=; 10) -2,8; 11) —-4;
12) -1,31; 13) 49600; 14) 356°; 15) 247°36'42";
16) 34680°;17) -674°; 18) -107°13'55".

1.27. Ayniyatlarni isbot qiling:

) Six , €OSX _ l __ bunda sinx # 0, cosx # O:
COS X Sin x cosSxsinx

2) S0y cos30 4 . 3y G2y . cos2x + cos2x + sintx = 1
cos30° sin30° V3

4) sin’x — cosx = sin*x — cos’x;
5) sin’x — sin?xcos’x — cos*x = 1 — 2cosZx;

6) cos’x + sin?x - cos*x - sin®x = 1 - 2sin%x;
7) 6(sin*x + cos*x) — 4(cos®x + sin®x) = 2.



1.28. sinx — cosx = m bo‘lsin. sinx va cosx ni hisoblamay,
quyidagilarni toping:

1) sin®x - cos3x; 2) sin*x — cos%x.

1.29. Tenglamalarni yeching:

1) sinl0x = 0; 2) cos5x = 0; 3) sin%:O; 4) cos%:O;

5) sin(2x—%)=0; 6) sin(6x+%)=0; 7) cos(%—%)z();

8) sin(£+Z)=0.

1.30. Ifodalarni soddalashtiring:

1) 2cos(n + x) + 3cos(—=x) + cos(n — X);

2) sin(w + x) — 2sin(n — x) — 3sin(—x);

3) 4cos(-x) + Ssin(m + x) — 2sin(m — x) — 6¢cos(n + Xx).

1.31. a) Quyidagi funksiyalarni juft-toglikka tekshiring:

1) sin’x;  2) cos’x;  3) sindx; 4) 5cos’x + 6cos’x;

. . . . 2 5
5) 3sin3x — 251n2x; 6) 3sindx + 4cosdx; 7) 4sin x‘+§OS x+2
sin” x

b) Ifodalarning ishoralarini aniqglang:

in8 . cos - in3nx.-sinln-cosLm-

1) SIN < 70-COS 7 70 ; 2) Sin5-7m-sin 27-COS 77

3) sin 0,9 cos(-1) cos 4.

1.32. Sinus va kosinus funksiyalar gaysi choraklarda bir xil
ishoraga ega?

1.33. Agar:

1) cost = 3sint; 2) cost = sin?t, 3) sinf = 2cos’t, 4) cost=
= sin*f bo‘lsa, ¢ qaysi chorakka tegishli bo‘ladi?

1.34. Agar: 1) ¢ burchak ikkinchi chorakka tegishli va

cost =—% bo‘lsa, sinf nimaga teng bo‘ladi?

2) t burchak uchinchi chorakka tegishli va sinf = —% bo‘lsa,
cost nimaga teng bo‘ladi?

1.35. Qaysi biri katta:

1) sind5° vyoki sinZ; 2) cos45° vyoki cosZ; 3) sin50°
yoki c0s50°?

1.36. Ifodalarning giymatlarini hisoblang:

1) sin240°  2) cos240°  3) sinsE;  4) sin(-Lz);



5) COS(—T—TI); 6) cos ( l3Tt)+sm (—”TTE);

3 3
7) COSﬂ:-COS9OO—M'
cos180°
3n Sin% 1 cos? 30°  sin? 45°
8) cosm-sin=F+—= cos(—%“) 9 T T e T
1.37. f(x) = 6sindx — 3cosdx funksiyaning f(0), f (%), f (— %)
jiymatlarini hisoblang.
1.38. Ayirmalarning ishoralarini aniglang:
1) sin38° — sin40°; 2) cos51° — sos21°; 3) sin ——smz ;
4) sin48° — sin52°; 5) cosg—cos 6) sinl132° — sinl152°;
7) cos=—-cos==; ) sm 16 ~SiN5g 5 9) sinl2° — cos732°.

l[} 20° 20 ;

1.39. Funksiyalarning o‘sish va kamayish oraliglarini toping:

1) y_sm§, 2) y_cosg, 3) y =sindx; 4) y = cosx;

5) y:sin(x+§); 6) y:cos(x+§); 7)y:4sin(x—%);
8) y=sin(£+3); 9) y=cosh; 10) y=sin’3;

11) y= —3cos* X ; 12) y = cos(5x + 60°); 13) y =sin(2x — 60°).

1.40. Funksiyalammg o‘sish va kamayish oraliglarini toping:

1 .
1) y = 2sin3x — 3cos2x; 2) y= 2cosx 3) y= cos2xiD)’
4) y=sinx]; 3)y=sin*x + 2sin?xcos?x + cos*x ;

6) y = cos2x +sin?x; 7) y =cosx + sin2x;
: 1 e
8) y :\/ism(5x+z).
1.41. Funksiyalarni o‘sish va kamayishga tekshiring:
1) y =sin’ + 1; 2) y =co0s3x — cos5x + 6x ;

1

3) y = (cos2x + 3)(1 - 4sinx); 4) y:cos;x—sin%x+3x—7.



1.42. Funksiya x ning qaysi giymatlarida aniglanmagan?

. CoOs X -
D y_smx 2) y_cos:c’ 3) Y =T cinx’
4 y = 0,8sin’x - 0,75; 5 ¥ = Feomt

1.43. Quyidagi funksiyalarning eng kichik musbat davrini
toping:

1) y = cosdx; 2) y=10c0s0,5x ;

3) y= 2cos(3x — %), 4) y=9cos(of+¢), ® =0;

5) y:—3OSin(5x+E); 6)y:32£sin(%—2x);

7) y = —sm(4n:x+ 3) 8) y = Asin(wf + ), AcR, ® #0:

9) y=10cos4x—85in{5x+§); 10) y——10c05—+4sm2,
_ - _ -2

11) y=5cosx sin2x; 12) y‘%'

1.44. Funksiyalarning aniglanish sohasini toping, maksimal
va minimal giymatlarini hisoblang; agar x ning qiymati /6
dan n/3 gacha ortsa, funksiya ganday o‘zgaradi?

1) y=sin(Z-x];  2)y = cos(45° - x).

6. Tangens va kotangens funksiyalarning xossalari.

1) Tangens va kotangens davriy funksiyalardir va ularning
asosiy davri T = n (4- band, 2, 3- teoremalar);

2) tgr va ctgt — toq funksiyalar. Haqigatan, cosa = 0 da

sin(—7)  _gj
tg(-7)= cos(—1) - cgal;lr! -
bo‘lamiz. Tangens va kotangenslarning davri = ga teng va ular
toq funksiyalar bo‘lgani uchun tg(n - 7) = tg(n +(-1)) = tg(-1) =
= —tgt, ctg(n + (1)) = —ctgt, ya'ni
tg(n— 1) =—tgt, (1)
ctg(n— 1) =—ctgt. (2)
tengliklar o‘rinli bo‘ladi;

—tgt ga, sinf =0 da ctg(—7) = —ctgr ga ega

3) (0; %) oraligda tgt funksiya 0 dan +o gacha o‘sadi, ctgt
esa +o dan 0 gacha kamayadi.

Hagiqgatan, (0; %) da sinf va cosf musbat, sinus o‘suvchi,
kosinus kamayuvchi, demak, tgs o‘suvchi, xususan, 7 = 0 da



tg0 = % = % =0 bo‘ladi, 7 burchak % ga yagqinlashganda sinf?
giymati 1 gacha o‘sadi, cosf esa 0 gacha kamayadi, natijada
&nf COSI

= tgf funksiya +o0 gacha o‘sadi, aksincha = ctgf funksiya

cost

0 gacha kamayadi.
Olingan xulosalar hamda tangens va kotangensning toq

funksiyaligidan foydalanib, (—%; 0) oraligda ularning manfiy

ekanligini, tgf funksiyaning —eo dan 0 gacha o‘sishini hamda ctg ¢
ning 0 dan -o gacha kamayishini aniqlaymiz. Uchinchi va
to‘rtinchi choraklardagi holatlarini aniglashda ularning xossalari

T = n davr bilan takrorlanishidan foydalanamiz. Xususan,
(‘IE; 32—“) dagi holat (0; %) dagiga, (%, ) dagi holat ( 3 0)
dagiga o‘xshash.

4) t ning tgt, ctgt funksiyalar aniglangan giymatlarida quyidagi
ayniyatlar o ‘rinli:

tgretgt =1, ¢ z kn , ke Z, (3)
1+tglt = ——, z¢§+kn, keZ, 4
COSs f
1+ctg’t = 2 ,t#kn, keZ. (5
sin r
: _ sint _ cost
(3) ayniyat tgf=_"= va ctgl = =" tengliklarni ko‘paytirish

orqgali, (4) va (5) ayniyatlar esa sin?f + cos?f = 1 tenglikning har
ikkala gismini avval cos?f ga, so‘ng sin?f ga bo‘lish orqali hosil
bo‘ladi.

Misol. Agar tgf:—% va IE(%; TC) bo‘lsa, sint, cost, ctgt

ning giymatini topamiz.
Yechish. II chorakda sinf> 0, cosf<0, u holda ctgt<0. (3)
ayniyat bo‘yicha ctgf= _3. (4) ayniyat bo‘yicha:

23
2 I 9 3 3J13 :
= =2, COSt=-— =— . Shu kabi (5
cos”t 1+(_2)2 3 e 3 (3)
3
bo‘yicha sinf = 213 ni topamiz.



Sy

1.45. Ifodalarning giymatini toping:

“g‘% Mashgqlar

3 3
o 2 o 2_ E _ E .
1) (atg30°)? — (hctgd5)2;  2) (actg 4) (bctg6),
2 21 2 2m 2 2w,
3) a‘ctg E+b ctg 6 ¢ ctg 35
4) asinntgl,2n— bcosl,5n + ctgnsin1,8x ;

2
5) o [l—cosﬂj +b*cos’ (=31, 1n)ctgZ; 6) a’tg’ T —bPctg® T.
2 2 3 3
1.46. Quyidagi giymatni asosiy trigonometrik funksiyalarning
gaysi biri qabul gila oladi:

2 2 4 2
a“+1 . 2a° +1 . a’+2a” +1 .
a2 a>0 za_ +1 a +za”+1

1) &= ; 2) 5, > 4> 05 3) 1 , a>0;

2
4y WY 450,550, a%b; 5) ZL 450,650, a%b.

1.47. Ayniyatlarni isbot qiling:

COSX _ _: .  altaae o2 sin? x .
1) gy = SinX; 2) cosxtgx =sinx; 3) 1=sin x+thx,
4) %woszx:l; 5) (1 -cos2x)(1 + ctg?x) = 1;
ctgex
6) cos’x tgix + cos’x = 1; 7) (1 + tg2x)(1 — sin?x) = 1;
2
8) (tex+1)”+(tex—1)% = —2—; 9) L. Lex_y;
cos“Xx l+ctg“x tg°x

10) (1 - cosa + sina)? = 2(1 — cosa)(1 + sina);

2
11 L _dec o oie?B=1;
) sinzusinzﬁ sinzﬁ gp
12) ctg?actg’p+ctglo+——=—1
) ctg &b 8 sin?B  sin?qsin®p

1.48. sino=-29%_ 450,550, 0<a<

, bo‘lsa, cosa va
2, .2 ’

. . a“+b

fgo ni toping.

r
2

__ : ) 8sin a—6 cos a : : _
1.49. ctga I ekani ma’lum. TN kasrning qiyma

tini toping.



1.50. cosa = -0,5, 90° < o < 180° bo‘lsa, sina, tgo va ctgo ni
toping.

1.51. sinaz—% 3% ca<2m bo Isa, cosa, tga, ctga ni

i 2
toping.
1.52. Ifodalarni soddalashtiring:
1) ctg?a — cos?a + coslactg?a;  2) cos?a + sinfatga — tgla;
3) sin’a - 12 : 4) cos’o-—1 .
l+ctg a l+tg2a

1.53. Barcha trigonometrik funksiyalarni
1) sina; 2) cosa;  3) tga; 4) ctgo. orqali ifodalang.

1.54. Isbot qiling:
1) tga + ctga = 2, bunda tgo > 0;

2) (sin x—cos x)? - —2ctg2x;
tgx—sin x cos x
2 2 . .
3) smx _cos"x 1 =2tgx ; 4) sin® x —sin® x <1,
tg X ctg3x SIn X COS X 4

1.55. Agar sinx + cosx = 1,5 bo‘lsa, quyidagilarni hisoblang:

1) tg?x + ctg?x; 2) tg3x + ctg3x; 3) tg*x + ctgx.

1.56. Agar cos®x +sinx = g bo‘lsa, cos*x + sin*x ni toping.

1.57. y = SI0X fynksiya (0; %) oraligda kamayuvchi funksiya
ekanligini 1Sbot qiling.

1.58. y = %x funksiya (0; %) oraligda o‘suvchi funksiya ekan-
ligini isbot qiling.

1.59. Ayirmalar ishorasini aniglang:

1) tgl64° — tgl65°; 2) tg379° — tgl0°; 3) ctgl87° — ctgb®;

4) tg(S%n)—tg(S%n); 5) ctgZ-tgX.

1.60. xe(xn; 2n) oraligda quyidagi funksiyalarning monoton
o‘sish va monoton kamayish oraliglarini aniglang:

1) y=tgx;2) y=ctgx; 3) y=—L—:4) y= —L_; 5) y=cig'x.
l+ctg“x I+tg°x



1. Sinus va kosinus funksiyalarning grafigi. y = sinx funksiya
grafigi sinusoida, y = cosx funksiyaning grafigi esa kosinusoida deb
ataladi. Ularni yasashda trigonometrik funksiyalarning xossa-
laridan foydalanamiz.

sinx — davriy funksiya va uning asosiy davri 7= 2n bo‘lgani
uchun, OX o‘qida uzunligi 2n ga teng bo‘lgan biror oraligni,
masalan, [-=n; ] oraligni ajratamiz (I.30-rasm) va unda
grafikning mos qismini yasaymiz. Agar sinusning toq funksiya
ekani e’tiborga olinsa, [-n; ©] oraligning yvarmi [0; =] bilan
chegaralanish, sinx = sin(xn — x) ekani, ya’ni x va n — x nuqtalar

g ga nisbatan simmetrik joylashganliklari ham nazarda tutilsa, [O;
% | oraliq bilan chegaralanish yetarli. Shu oraligda yasalgan gismi
xX= % to‘g‘ri chizigga nisbatan simmetrik akslantirilsa, grafikning

%; n] dagi gismi hosil qgilinadi, natijada grafikning [0; =] dagi

gismi chizilgan bo‘ladi. Bu qism (0; 0) koordinatalar boshiga
nisbatan simmetrik akslantirilsa, [-n; =] oraligdagi gismi hosil
bo‘ladi. Endi uni 2= davr bilan son o‘gi bo‘yicha davom ettirish

goldi. Grafikni [O; %] oraligda geometrik yasash uchun
koordinatali aylananing I choragini (AC yoyni, [.30-rasm)

C(x/2) 1

AN
B, (n/6) . A o N
\C 2

M
—
=
e
Q
= ]
W
213
[
L
=1
L
L
Ml‘:_:;"i
L
[
()
=

1.30-rasm.



1.32-rasm.

B,, B,, ... nuqtalar bilan teng bo‘laklarga ajratamiz. OX o‘qining
shu oralig‘i ham shuncha teng bo‘lakka ajratiladi. Agar aylanadagi
bo‘linish nuqtalaridan OX o‘qiga parallel va OX o‘gidagi bo‘linish
nuqtalardan OY o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazsak, ularning
kesishish nuqtalari izlanayotgan sinusoidada yotgan bo‘ladi.
Nugtalar ustidan uzluksiz chiziq chizamiz. U sinusoidaning eskizi
bo‘ladi.

y = cosx kosinusoidani ham yuqgorida ko‘rsatilgan tartibda
yasash mumkin. Funksiyaning asosiy davri 7 = 2n. Demak,
grafikni uzunligi 2n ga teng biror oraligda, masalan, [-x; =]
oraligda yasash, so‘ng uni son o‘qi bo‘yicha 2= davr bilan ikki
tomonga davom ettirish kerak. cosx juft funksiya bo‘lganidan bu

oraligning [0; =] gismini, cos(m — X) = —cosx munosabatga ko‘ra

esa yanada kichik [0; Z ] oraligni tanlaymiz. Unda yasalgan grafik

Ox o‘qidagi x = % nugtaga nisbatan simmetrik almashtirilsa,

grafikning x = n gacha qismi hosil bo‘ladi. Bu gism ordinatalar
o‘giga nisbatan simmetrik almashtirilsa, grafikning [-n; =] dagi

gismi hosil gilinadi. Grafikning [0; %] dagi gismi yuqorida
sinusoidani yasashda ko‘rsatilgandek hosil gilinadi. Lekin bunda

grafikdagi nuqta ordinatasi koordinatali aylanada unga mos nuqta
abssissasiga teng bo‘lishi kerak.



Kosinusoidani yasashning boshga yo‘li sinusoidani % gadar

chapga parallel ko‘chirishdan iborat.
1.31, 1.32-rasmlarda mos ravishda sinusoida va kosinusoida

tasvirlangan.

P

%‘% Mashgqlar
(E

1.62. y = cosx funksiya grafigi (I.32-rasm) bo‘yicha shu
funksiyaning monotonlik oraliglarini ko‘rsating.

1.63. Funksiyalarning grafiklarini yasang:

1)y =3cosx; 2) y =-2sinx; 3) y=|cosx|;

4) y =cos| x|; S)y:Sin(x—g); 6) y=sin|x—%;
7) y = [cosx]; 8) y ={cosx}; 9) y= BSin{x + %} .
1.64. Grafiklarni chizing:

) |y] = cosx; 2) | y|=cos|x|; 3) |y |=|sinx|;

; 5) y=1-cos| x|.

3

4) |y| = |cos|x—g

1.65. Funksiyalarning aniglanish sohasini, giymatlari soha-
larini, o‘sish, kamayish va ishoralarining saqlanish oraliglarini,
maksimum va minimum nuqtalarini ko‘rsating, grafiklarini
yasang:

1) y=cosx+ 3; 2) y= 2sin(% - 2x);

3) y=3cos(n — 2x); 4) y= |cosx+% ;. 5) y=—(1 - cosx).

1.66. 1) y = sinx funksiyaning grafigini yasang. Sinusoidani
siljitish yordamida kosinusoidani hosil qiling;

2) sinusoidani 2 birlik yuqgoriga va 1 birlik chapga surish nati-
jasida ganday funksiyaning grafigi hosil bo‘ladi? Shu funk-
siyaning xossalarini uning grafigi bo‘yicha aniqglang.

1.67. Quyidagi funksiyalarni juft-toglikka, davriylikka tekshi-
ring va grafiklarini yasang:

1) y=sin3x; 2) y=cos3x; 3) y= %sinx;
4) y= %cosx : 5) y=3sinx; 6) y= 3cosx;
7) y=sinx + 3; 8) y=cosx—3; 9) y=3sin 0,5x + 1;

10) y=2cos3x — 1.



1.33-rasm.

2. Sinusoidal tebranishlar. Tebranma harakat trigonometrik
funksiyalar orqali ifodalanadi. Matematik mayatnikning harakat
tenglamasi, o‘zgaruvchan elektr toki kuchi yoki kuchlanishining
o‘zgarish gonuniyatlari bunga misol bo‘la oladi. Eng sodda
tebranma harakat sinusoidal (yoki garmonik) tebranishlardir.

Biror nuqta radiusi 4 ga teng aylana bo‘yicha o rad/s burchak
tezlik bilan harakat gilayotgan bo‘lsin. Nuqta 7 s da of radianga
teng yoy chizadi. Agar aylananing markazi koordinatalar bo-
shida joylashtirilgan va 7= 0 vaqt momentida nuqta biror B(a.)
nuqgtada turgan bo‘lsa, ¢ vaqtdan so‘ng u B(of + o) ga keladi.
B nugta koordinatalari:

x=A cos(of+ o) (1)
va
u=Asin(ot+a). 2)

Bunga qaraganda B nugtaning 7 ga bog‘liq ravishda harakati
davomida uning x va y koordinatalari OX va OY o‘qlari bo‘yicha
ko‘pi bilan | 4| gadar oldinga-keyinga siljiydi, tebranadi va
o‘tilgan masofa (1) va (2) munosabatlardagi sinus va kosinus
giymatiga bog‘liq bo‘ladi. Bu harakat sinusoidal tebranishdir. (1)
va (2) tenglikdagi A son tebranishning qulochini ifodalaydi va
tebranish amplitudasi deyiladi, o esa 2x vaqt birligi ichidagi to‘liq
tebranishlar soni bo‘lib, burchak chastotasi deyiladi. a son
nuqtaning aylanadagi boshlang‘ich o‘rni, ya’ni boshlang ‘ich faza.
(1) va (2) funksiyalarning asosiy davri 7 = 2@—“ (isbot qiling!).

(1) yoki (2) garmonik tebranishlar grafigini sinusoidadan foy-

dalanib yasash maqgsadida (2) funksiya ifodasini y = Asin 0)(1‘ 4 %)
ko‘rinishda yozamiz. Bunga garaganda grafikni yasash uchun sin#



sinusoidani OX o‘qgi bo‘yicha A koeffitsiyent bilan cho‘zish, OY
o‘qi bo‘yicha m koeffitsiyent bilan gisish va koordinatalar boshini

L(— ﬁ; O) nuqtaga akslantiruvchi parallel ko‘chirishni bajarish
kerak.
Misol. y =2sin (r - %) funksiya grafigini yasaymiz.
Yechish. y=sinf sinusoidani OY 0‘qi yo‘nalishida 2 marta

cho‘zishni va Of o‘qi bo‘yicha % gadar chapga parallel

ko‘chirishni bajaramiz (I.33-rasm).
—
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1.68. Formulalar bilan berilgan garmonik tebranishlarning
amplitudasi, davri, boshlang‘ich fazasini toping va grafigini
yasang:

1)y = 3sin(2r+g); 2) y :O,Ssinn(r+%); 3) y =2,5sin(0,5¢ + 1);

4)y :3,55111(0,511:—%); 5) y =2nsindt; 6) y =3 sin(27 - 1).

3. Tangens va kotangens funksiyalarning grafigi. tgx toq

funksiya, davri 7 = n bo‘lganidan uning grafigini [O; %] oraligda

yasash, so‘ng uni koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
akslantirish va abssissalar o‘qi bo‘yicha nk, keZ lar gadar
surish kerak bo‘ladi.
Markazi O, (-1; 0)

nuqtada bo‘lgan birlik / Yi
aylananing WAC = 7 yoyi
teng uzoqglikda olingan B,
B,,... nuqtalar bilan bir 7
necha teng bo‘lakka cB/|"’ /
bo‘lingan bo‘lsin (1.34-

rasm). Bu nugtalar va O,

nuqgtadan o‘tkazilgan o J4 0
0,B,, O,B,, ... to‘g‘ri

chiziglar A/ tangenslar
chizig‘i bilan 7|, T,, ...

=N
ENE]
w|a
(ST
Be \

1.34-rasm.
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nugtalarda kesishsin. Chizmaga gqaraganda A7, = tg% , AT, = tg%
va hokazo. T}, T,, ... nuqtalardan OX o‘qiga parallel va
X = %, %, ... nuqtalardan OY o‘qiga parallel o‘tkazilgan to‘gri
chiziglarning kesishish nuqtalari belgilanadi. Ular ustidan
o‘tadigan egri chiziq tgx funksiyaning grafigi (tangensoida)
bo‘ladi.

Grafik x = % to‘g‘ri chizigqa tomon yaginlashganida yuqoriga
cheksiz ko‘tariladi. Endi koordinatalar boshiga nisbatan markaziy
simmetriya, so‘ng abssissalar o‘qi bo‘yicha nk, keZ davrlar
bilan parallel ko‘chirishlarni bajarish grafikning kattaroq oralig-
dagi davomini beradi (1.35-rasm).

ctgx funksiyaning grafigi (kotangensoida) ham shu kabi
yasaladi (I.36-rasm).

‘%{% Mashqlar

1.69. Quyidagi funksiyalarning xossalarini tekshiring va
grafiklarini yasang:

1) y = ctg2x; 2) y= ctg(2x — %), 3)y= ctgﬁ;



2-Mavzu: Trigonometrik ifodalarning giymatini hisoblash va
soddalashtirishga doir masalalar yechish.

1. Ikki burchak ayirmasining va yig‘indisining kosinusi va
sinusi. Chizmada (1.37- rasm) ZBOA=a, ZCOA=B, ¢=p-a,
BD1CE, CQLOB, DE = BF, DB = EF = OF — OF = coso. — cosf3,
OB=0B-00Q=1 -cosp, CQ =singp, CD = CE — BF =sinf} —
—sina, CDB va CQB to‘g‘ri burchakli uchburchaklar umumiy
CB gipotenuzaga ega. Pifagor teoremasi bo‘yicha:

BC2=CQ0?+0B?=CD?+ DB?
yoki
sin?p + (1 — cosg)? = (sinp — sina)? + (cosa — cosp)?,
sinZp + 1 — 2cosp + cos?p =
= sin?P — 2sinPsina. + sino. + cos?a — 2cosacosP + cos?p,
(sinp + cos2p) + 1 — 2cose = (sin?P + cos?P) + (cosa + sinZa) —
— 2(sinasinp — cosacosf), 2 — 2sosp = 2 — 2(sinasinf —

—COS0.COSp3)
yoki

cos( — o) = cosacosp + sinasing. (1)
(1) munosabat bo‘yicha va funksiyalarning xossalaridan foy-
dalanib, yana boshqga formulalarni topish mumkin:

cos(a + B) = cos(a— (-B)) =
= cosa.cos(—B) + sinasin(-p),
cos(a + 3) = cosacosf — sinasinB. (2)

Xususan:
a) cos(%—a) :cos%cosa+
+sinZsina =0-cosa +

2
+]-sina =sina »




cos(%+a):cos%cosa—sin%sina:O—cosa—l—sina:—sina;

cos(%—a):sina; (3)

— —sina. @)

sin (% —~ OL) = Ccosa; (5)

sin (§+a): cosa.. (6)

o £ B burchak sinusi uchun formulalar yuqorida topilgan
formulalardan foydalanib chiqgariladi:

sin(o +p) = COS(%—(OL+B)) = cos((%—a) —B) =
= CC‘S(%—O‘)COSB"'Siﬂ(%—OL)SiDB = sin a.cosP + cos a sin B
yoki

sin(co.+ ) =sinocosP + cosasing. (7)
Agar (7) formuladagi p o‘rniga —p qo‘yilsa, natijada:

sin(o— B) =sinocosP — cosasinf. (8)
Misol. cosl50° va sinl150° ni topamiz.

Yechish. (4) va (6) formulalar bo‘yicha:

cos150° = cos(90° + 60°) = —sin60° =

b

sin150° = sin(90° + 60°) = cos60° = %.

Fa—
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i : in L - 4. Sn, in 4z
1.70. Hisoblang: 1) sin.5; 2) cos=; 3) cos==; 4) sin--.



©sinf =

bl

1.71. Agar sinx =
quyidagilarni toping:
1) sin(x - 7); 2) sin(x + ?); 3) cos(x —1); 4) cos(x+1).

00w
D [

; 0<x<%; %<r<n bo‘lsa,

1.72. Agar cosx = -0,8; siny = 0,4; 7 <x <3Z; %<y<rc

bo‘lsa, quyidagilarni toping:
1) cos(x +y); 2)cos(x—y); 3)sin(x+y); 4)sin(x-y).
1.73. Ifodalarni soddalashtiring:
1) cos(x + f)sin(x — £) + sin(x + f)cos(x — 7);
2) cos(a + B)cos(a — B ) — sin(a + B)sin(a — B);
3) cos(45° + a)cos(45° — a) + sin(45° + a)sin(45° — a);

) cos(a—p)-sinasinf | ) sin(B+a)-2sina cosf |
sin(a.—pB)+sina cosf ’ cos(a+PB)+2sinasinf ’

) cos(a+B)+sinasinf | ) cos(a—p)-sina sin
cos(a+P)—cos acosfp ’ cos(a—pB)—cosacosp °

1.74. Ayniyatlarni isbot qiling:

cos(o—3)

D) cos(d°~a) =2 cosa+sina);  2) o)

= ctgactgB+1 ;

3) sin(o — B)sin(a + B) = cos?p — cos?a;
4) sin2x cosx + cos2x sinx = sin3x;
5) sin(a + B) + cos(a — B) = (sina + cosa)(sinP + cosp);

6) sin(a—B) + sin(B—y) N sin(y-a) ~ 0
cosacosPp cosfcosy cCOsycosa
1.75. Funksiyalarning juft-togligi va davriyligini tekshiring
hamda grafiklarini yasang:

X

: +sinxsinZ; 2) y=sinxcosZ-sinZcosx.

1) y=cosxcos 3 3

2. Ikki burchak yig‘indisi va ayirmasining tangensi va
kotangensi. 1-banddagi formulalardan foydalanamiz. Buning uchun

n

2
bo‘lishi, ya’ni o va B lar %+ nk , ke Z ga teng bo‘lmasligi kerak.
Shu shartlardan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

cos(aw +B)# 0, ya’ni a+p #5+nk, keZ va cosa # 0, cosp = 0



i sin
sina B

_sin(a+B) sinacosp+cosasinf  cosa cosPp  tga+tgP
tg(a+p)= cos(a+p)  cosacosB-sinasinp l_sina_Sinﬁ ~ 1-tgatgp”
coso Cosp
Bundan:
_ tgo+tgp
tg(o+) = oot ()
Xuddi shunday,
_ tgo—tgp
tg(a-B) = P @

Quyidagi formulalar ham shu kabi hosil gilinadi:

_ ctgactgf-1
Ctg((l+[3)—w; (3)
(vl 1
cig(a-p) = S 4)

Misol. ctg% ni hisoblaymiz.

&

U3

ctgfctg-1 X2 1-]
Yechish. ctg-l"—g:ctg(%+§): 3774 3 33 13
ctg%+ctg% £+l 343 1-3

3

.
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1.76. Agar sin(2a.+ B) = 2sinp bo‘lsa, tg(a + B) = 3tga bo‘lishini

isbot qiling, bunda B # kn, keZ.

1.77. (1)—(4) formulalarning chap gismlarini uning o‘ng

gismlaridan hosil giling.

1.78. Hisoblang:

) tg75% 2) ctg3; 3) ctgl0S’; 4) tgl5%; 5) ctgls”

1.79. Berilgan: 1) tgx=1,5, tgy=-0,5; 2) ctgx=1,5, ctgy =-0,5.
Toping: 1) tg(x-y); 2) tg(x+y); 3)ctg(x-y); 4) ctg(x+y).

1.80. Berilgan: tga ==, ctgp = %, tgy = 1. Hisoblang:

1) tg(a+B+y); 2)ctgla+B+y);, 3)tg(a+B-y).

D |—



3-Mavzu: Trigonometrik ayniyatlarni isbotlash.

Agar o + B burchak trigonometrik funksiyalari

formulalarida o= deyilsa, 2a burchak trigonometrik funksiyalari
formulalari hosil gilinadi. Ular 2a argument funksiyasini o
argument funksiyasi orgali ifodalashga imkon beradi:

sin2a = 2sinacosa; (1) cos2a =cosla—sina;  (2)
2tga 261
te20 = . _clga
220 — (3) ctgo = Seise 4)

Aksincha, o argument funksiyasini 2o funksiyasi orgali ham
berish mumkin. Chunonchi, 1 = sin?a + cos?a ayniyat va (2)
formula bo‘yicha 1 + cos2a = 2cos?a va 1 — cos2a = 2sin2o. yoki

cos2a.=2cos?o — 1 (5)
va
cos2a.= 1 —2sina. (6)

hosil qgilinadi. (5) va (6) formulalarni quyidagi ko‘rinishda ham
yozish mumkin:

2 + . 7
- 2 -
Simn-a = l-cosla C0252a . (8)

Agar cosa # 0 bo‘lsa, (1) tenglikning o‘ng gismini sinZo +
+cos?a ga, ya’ni 1 ga, so‘ng surat va maxrajni cos?a. ga bo‘lsak,
quyidagini hosil qilamiz:

7.Sinacosa
. : 2
sin2a = ?sinucoszu, = — 2COS a2 ,
sin“a+cos”a  sin“a+cos”a
cos? a

bundan:

ino = 2tga
sindo = e ©)




Shu kabi:

l—tgzoz
cosa # 0 ma cos2o = —=5-. (10)
l+tg“a
Shuningdek, ctg2a = tg% va (3) formula bo‘yicha:
2
ctg2a:15:§u”“, a¢7‘2—k, keZ. (11)

Uchlangan argument 3o ning trigonometrik funksiyalarini
yuqgorida topilgan formulalardan foydalanib topish mumkin.
Masalan,

sin3a = sin(2a + o) = sin2a.cosa + cos2asino =
= 2sinocos?a + (1 — 2sina)sina = sina(2(cos?a — sina) + 1) =
= sina(2(1 — 2sin%a) + 1) = sina(3 - 4sina),
sin3a = sina(3 — 4sino.). (12)

Shu kabi: cos3a = cosa(4cos?a — 3).

P aa—
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1.90. sina=-0,83, n<a < 3’2—“ bo‘yicha sin2a, cos2a, tg2a ni
toping.

1.91. cosa = -0,4, sina < 0 bo‘yicha sin2a, cos2a, tg2a ni
toping.

1.92. tga= -3 bo‘yicha ctg2a ni toping.

1.93. Agar 0 <a < % bo‘lsa, sin2a < 2sina bo‘lishini isbot giling.

1.94. ctga=-1,2, %< a < bo‘yicha sin3a, cos3a, cosda, tgda
ni toping.

1.95. Agar tga = 0,3, tgB = 0,4 bo‘lsa, tg(2a — B) ni toping.
1.96. Ayniyatlarni isbot qiling:



1) cos2t+1-cos’ t _ _lctgf : 2) 2sin2t-sindt _ .2

cos(STMZt) m 2 sindz+2sin2r S 1
1 2
3) %:2(:0323‘; 4) l‘f‘:ﬁztg%—ctgf;
g Esinélr
2
) cosr+ctgr:1+sin21; 6) 2cos” t-1 ~1;
cgt 2ctg(4 )sm (4—r)
. . 452
7) 14+ cosf— sin 7 +tgft : 8) 2sin 41(1-tg” 21) _ sin8f
tes l+ctg2(%+2r)
9) cosrrdcositcosdl _ o030 () tg55°tg65°tg75° = tg85".

sin27+5sin 37+4sin 4«

1.97. Ifodalarni soddalashtiring:

1) cos-:cos 22 cos 3 cos 42 cos 32 cos 8% cos 12 .

15 15 15 15 15 15 15°

2) sin(c:a—52—"“)c:oson—s,inE(511—01)sin2 o—cos’ (51— a) cos? (l;—“+a),

2sin(17n—a)

3) 2ctg(l3“ 2OL)

sm(lszﬂ"t )+tga sin(—a) j

4) 2 cos a.—sin 2a. . 5) sin* 2742 cos 2tsin2f—cos” 2¢ .
. 2 . ) ’
sin” 3a—sin a+cos” 3a 2 cos? 2¢-1

2

6) 1 + 2cos2a + 2cosda + 2cosba;
(l+tg2u.)cos(§+2u)

7) 005(72“ 2a)tg(5n—a)+siﬂ(l;“+2 ) 3) I-tg2a

5. Yarim argumentning trigonometrik funksiyalari. Bu formu-
lalar oldingi bandda berilgan (4)—(11) formulalardagi o o‘rniga %
ni qo‘yish orqali hosil gilinadi. Jumladan,(7),(8) formulalar bo‘-

L+ wsa sin’ ok —I‘CSS“ yoki

yicha cos? %:



‘cos%‘ = ,I”c%; (1)
|si11 %| = 1/1_0% . (2)

Agar (2) tenglik (1) ga hadma-had bo‘linsa:
al _ [l-cosa
e 2| (3)

l4+cosa

tenglik hosil bo‘ladi. ctga = é bo‘lgani uchun
oL

al _ }1+cos ol
‘Ctg 2| ~ Vl-cosa’ )
tenglik ham o‘rinlidir.

(1)—(4) formulalar trigonometrik funksiyalar qiymatlarining

modulini topishga imkon beradi. Ularning ishoralari esa %
argumentning gaysi chorakka tegishli ekaniga bog‘liq.
%, <a<m ekani ma’lum. sinZ, cosZ

Misol. sina= > 3>

I

2
o . .

tg 5 i topamiz.

Yechish. Shartdan foydalanib %S % S% bo‘lishini aniqg-
laymiz. Bu oraligda barcha trigonometrik funksiyalar musbat.
Yugorida topilgan formulalardan foydalanamiz. Oldin cosa ni

topaylik:
cos o = /1 —sin’ o :—,fl—% :—%.
U holda:

, _2 ’__Z
COS%: l+(23)%, Sin%: 1(23) %, tg%:\/g.

Yarim argumentning tangensi uchun yana bir formula hosil
L
SIn—

gilish magsadida tg%= tenglikning o‘ng qismidagi kasr

CL
COS=
2

surat va maxrajini ZSin% ga ko‘paytiramiz:



2oL 1-cosa
gl = 2sin 2 _2 2 _l-cosa
2 g-g_-(_g)_sina’
2(:u:)s.2s,m2 sin 22
1- —cosa 5
tg2 sina ()

Agar surat va maxraj Zcos% ga ko‘paytirilsa,

o _ Sino
tgf " l+cosa ©)
(5) va (6) formulalar bo‘yicha:
_ Ssina 1+cosa
Ctg 2 l-cosa  sina (7)
‘%“% Mashqlar

1.98. Berilgan: 1) a:%;2) a:%; 3) cosa=-0,4, —<(x<n:

4) ctga=4, t<a <%R; 5) sina = 0,8; 450° < a < 540°.

o

—
Ea tg2-

1.99. sinl5°, cosl5®, sinl8°, cosl8°, sinl2°, cosl2® lar
hisoblansin.

1.100. Ifodalarni soddalashtiring:

Toping: sinZ; cos

1) [l=cosba ‘3056“ X 2) Jl1+coslOx; 3) 2C052%—COSL‘1 :
. (Tn
4) l+cosda . : 5) sm( 2 _U“)Jrl .
“sinda sin[%r+a)+l

1.101. Ayniyatlarni isbot qiling:

1) 1—1&:05(%“1):2(:052 (%—%),



L Ol
tg(:rt 2) ctg2

:—COS(I;

2) 1+COS(57“+0L):2sin2 (%—%); 3)

tg%+ctg(n—%)

4) tg(‘n: - %) + ctg% =2ctga: 5) sin® a+cost o= 3+c<;s4a :

6) cos*o — sin‘o = cos2a.
6. Trigonometrik funksiyalarni yarim argument tangensi orqali

ifodalash. sina va cosa ni tg% orgali ifodalashda sina =

=2sin%.cos% | cosa =cos® £ —sin® & sin® £+ cos® & =1
2 2> ¢ 2 2 V4 2 2
Zsin%-cos%
formulalardan foydalanamiz. sina = 5 5 tenglikka ega-
cos %+sin %

miz. Bu tenglikdagi kasrning surat va maxrajini cos’ % 0 ga

bo‘lib,

th%
sina, = (1)
1+tg? %
cos” % —sin? %
tenglikni hosil qilamiz. Xuddi shu kabi, cosa = — e, teng-

CcOs” =+4sin” =
2 2

lik yordamida quyidagi tenglik hosil qgilinadi:

1-tg? &
2 Q)

2o
l+tg” =
+g2

tgo. va ctgo ni tg% orqali ifodalash uchun (1) ni (2) ga va
aksincha, (2) ni (1) ga hadma-had bo‘lish yetarli. Natijada
quyidagi tengliklarga ega bo‘lamiz:

cosa =

2tgd
tga = 2 (3)
-tg? &
2
1-tg? &
ctga = .12 . )
Jte
tg2

Misol. Agar tg%:—% bo‘lsa, ﬁﬁ ni hisoblang.



Yechish. (1) va (2) formulalarga ko‘ra,
2.(_2) _4

sina, = 3~ 12 cosa=—2=3
2 13 L4713
l+(——] +9 .
3
1
2+—=
243cosa _ 13 _ 41
Bundan =5 = 4,60 112
13
—
‘%‘% Mashgqlar
1.102. Ifodani soddalashtiring:
tga-cos 2o cos2a—cos 2o-tg’a
1) =——; 2 .
1+tg’a 1+tg’a

1.103. tg% =% bo‘lsa, sinx, cosx, tgx, ctgx ni toping.

1.104. sin x + cos x =§ bo‘lsa, tg% ni toping.

1.105. Ayniyatni isbotlang:

1+tg< ctgZ—1
) cosa _ 2 . ) cosa  _ 2 .
I-sina o’ [+sin a o 1’
| tg2 ctg2+l
3) tg5+ _ lisina . 4) I+sina+cosa _ ctg & ;
ta & l-sina’ 1+sin a—cos o 2’
85—
2 a a 2 . 2 2
5)cos §(l+tg5) =l+sina; 6) sin %(ctg%—l) =1-sina.

7. Trigonometrik funksiyalar yig‘indisini ko‘paytmaga va
ko‘paytmasini yig‘indiga aylantirish. Ikki burchak yig‘indisi va
ayirmasi sinusi munosabatlarini hadma-had go‘shaylik:

sin(o. + B) = sinacosp + cosasinf
sin(o. — B) = sinacosf — cosasinf

sin(a. + B) + sin(a - B) = 2sinacosp,

bundan:



sin o cosP = = (sm(a+ﬁ)+sm(a B)). (D

Shu kabi ikki burchak kosmu51 yig‘indisi va ayirmasi munosa-

batlarini hadma-had qo‘shsak va ayirsak, quyidagi formulalar
hosil bo‘ladi:

COS L COSP = (cos(cr. +PB)+cos(a—B)), (2)

sinosinf = (cos(a B)—cos(a +B)). (3)

Trigonometrik funk51yalar ko‘paytmasini yig‘indi yoki ayirma
ko‘rinishiga keltirish maqgsadida o+ f = u, o — = v deb olamiz.

v B

Bulardan o = 7

:“—5” larni topib, (1) formulaga go‘ysak,
natijada:

sinu+sinv:2sin‘“2f—”cos“2;”_ @)
(4) formulada v ni —v ga almashtirsak,
sinu—sinv:ZSmTcos%. ®)
(2) va (3) formulalar bo‘yicha quyidagi tengliklar hosil
bo‘ladi:

COSU + COSV = 2 COS “‘2““ cos%, (6)
COSU —COSV = —2sin u;—vSIH T (7)

l-misol. cos45° +cosl5°® ni hisoblaymiz.
Yechish. (6) formula bo‘yicha:

45°415° 45°-15°

cos45° +cos13° =2cos 5 COs =25 =
_ 0 0o_n. 1.3 _A3
=2c0s60° cos30° =2 2 =5

Tangens va kotangensga taallugli formulalarni chigaraylik:

sinu , sinv _ sinucosv+cosusiny _ Sin(u+v)

tgu + tgu = + = = ,
cosu cosv cosucosv cosucosv
bundan
_sin(u+v) .
tgu+tgv—m, u, v¢5+nk,keZ. (8)
Quyidagi formulalar ham shu tartibda keltirib chiqariladi:
‘[gu—‘[gv:M u,vzlink, keZ, 9)

cosucosv’ 2



_ sin(u+v)
clgu + Clgy = =", u, venk, keZ, (10)

_ _sin(u-v)
ctgu — Clgo = ——=—". U, v # nk, k eZ. (11)

2-misol. Agar u + v + w= n bo‘lsa, ctgu + ctgv — tgw =
= —ctgu ctgv tgw bo‘lishini isbot gilamiz.

Yechish.

ctgu+ ctg v—tgw=ctgu +ctgv —tg(n— (1 +v)) =ctgu+ctgr +tg(u+v) =

_sin(u+v) | sin(u+v) _ sin(u+v)(cos(u+v)+sinusinv) _ sin(u+v)cosucosv
sinusinv  cos(u+v) sin usin v cos(u+v) sin usin v cos(u+v)

= ctgu ctgv tg(u + v) = ctgu ctgv tg(n — w) = —ctgu ctgv tgw

Py

‘%‘% Mashgqlar

1..106. Trigonometrik funksiyalar yig‘indisi ko‘rinishida
yozing:

1) 2sin22°cos12°; 2) sinxsin(x — 1);

3) 4sin35°cos25°sinl5°; 4) 8cos3°cos6°cosl2°cos24°.

1.107. Hisoblang:

1) cos80°cos40°cos20°; 2) tg35°tg55°.

3) 2cos807-cos20” 4) c0s20°cos40°cos80°;

sin 10°

5) c0s9°cos27°cos63°cos81°; 6) sin20°sin40°sin60°sin80°.
1.108. Ko‘paytma yoki ko‘paytmalar ko‘rinishida tasvirlang:

1) cos43° + cos37°; 2) sin76° — sin26°;

3) sin57° — cos64°; 4) sinl8° + cosl15°;

5) sin¥-cosZ; 6) cosbx + cos4x;

7) cos?a — cos?p; 8) cosa — cosP;

9) ctga — ctg?p; 10) cosx + cos3x + cos5x + cos7x;

11) sinx + sin2x + sin3x + sin4x ;
12) sin20° + sin10° + sin30°;
a+p .
2

T

15) cos(l+x]—cos(10 —x)—sinx;

13) cosa.+cosp+sin 14) sin2x — cosx — sindx;

10



16) sin(5a + B) + sin(3a + B) + sin2a;

17) JJctgo +cosa ++/ctga —cosa, 0 <a <X ;

18) 1 — ctga; 19) 1 + ctga;

20) 1 -tgoy 21) 1 = sin(w — x) + cos(n — Xx);
22) ctgo + ctg2a — tg3a.

1.109. Ayniyatni isbot qgiling:
1) sin(#+s)—-sin(f-s)

sin(7+s)+sin(7-s)
2) 2(1+sin7sins+costcoss) = 4cos” 52

= ctgretgs ;

3) (sin37 + sin57)? + (cos3t + cos57)? = 4cos?t;

4) tg20° + tg40° + tg80° — tg60° = 8cos50°;

5) ctg®20° —9ctg* 20° + 1lctg? 20° = 1 ;

6) cos 9°cos 27°cos 63°cos 81° + cos 12°cos 24°cos 48°cos 96° = (;

) . (n+D)a
3111"’—""'“5,1nQ

7) sino+sin2a +sin3a+...+sin no = 2 :
.o
Sin—
2
. n+l
sin % cos ¢ 2)0;
8) cosa +cos2a+cos3a+...+COS no = ;
sin%
2
. - . +
9) Agar sina + sinf = 2sin(a + B) va c"“TB;r:k:n: bo‘lsa,

o B_1 Tadi-
tg5+tg5— 3 bo‘ladi;

10) Agar 0<x< % bo‘lsa, +1+sinx —+/1—sinx = 2sin§
bo‘ladi.
1.110. Yig‘indini hisoblang:
1) cosa + 2cos2a + 3cos3a + ... + 1 COSHQL;

1 1 1 .
) cosa cos2a T cos2a cos 3a Tt cos9acosl0a

3) sino — sin2a + sin3a — ... + (=1)" sin 7 a.



4-Mavzu: Trigonometrik tenglamalar, ularning turlari va
yechish usullari.

1. sino. = m ko‘rinishdagi eng sodda tenglama. Arksinus. sino.=m
tenglamani yechish birlik aylanadagi shunday B(a«) nuqgtani
topishdan iboratki, uning y = sina. ordinatasi m ga teng bo‘lishi
kerak. Buning uchun gorizontal diametrga parallel bo‘lgan y = m
to‘g‘ri chiziq bilan birlik aylananing kesishish nuqtalarini topish
kerak. Uch hol bo‘lishi mumkin:

a) agar |m| > 1 bo‘lsa, y = m to‘g‘ri chiziq aylanani kesmay,
undan yuqori yoki quyidan o‘tadi (I1.39-a rasm). Demak, bu
holda tenglama yechimga ega emas;

b) agar |m| = 1 bo‘lsa, to‘g‘ri chiziq aylanaga yo yuqoridagi

B, (%) nuqtada yoki quyidagi B, (—%) nuqtada urinib o‘tadi
(I.39-b rasm). Bu holda tenglama yagona ildizga ega: a = % yoki

o= —%. Agar funksiyaning 7 = 2n asosiy davri ham e’tiborga

olinsa, yechimni a=2+2nk, ke Z (a=-3+2mk, ke Z)
ko‘rinishda yozish mumkin;

d) [m| <1 bo‘lsa, y = m to‘gri chiziq aylanani B,(o,) va
B,(m — o) nuqgtalarda kesadi(1.39-d rasm). Demak, tengla-
maning yechimi shu nuqtalarning koordinatalari bo‘lgan barcha

sonlar to‘plamlarining birlashmasi bo‘ladi:

Y A YJL YJ\

|m|=1 B

B, B, Im|<l
CIN I SR
NZARNTARNT

a) b) d)

[m|>1

1




{ay + 2kn, ke Zyo{n — o + 2kn, keZ}.

Yechimni x = ay + 2kn, keZ; x=n - oy + 2kn, keZ
ko‘rinishda ham yozish mumkin.

Yechimning geometrik tahlilida y = m to‘g‘ri chiziq bilan
sinusoidaning kesishish nugtasi hagida ham gapirilishi mumkin.

I-misol. sina = % tenglamani yechamiz.
Yechish. y= % (y < 1) to‘g‘ri chiziq koordinatali aylanani

B (%) va B, (2%) nuqtalarda kesadi (I.39-d rasm). B, nuqta

r

barcha 3

+2kmn, k eZ sonlar to‘plamiga, B, nuqta esa barcha

2n

: +2kn, k e Z ko‘rinishdagi sonlar to‘plamiga mos. Barcha

yechimlar to‘plamini o = §+ 2kn, keZ;, a= 27“ +2kn, ke”Z

yoki {% +2km, ke Z} U {% +2km, k e Z} ko‘rinishda yozish

mumkin.

2-misol. a) sina = 1; b) sinaa = —-1; d) sina =0
tenglamalarni yechamiz.

Yechish. a) Koordinatali aylanada faqat bitta B, (%)
nuqgtaning ordinatasi 1 ga teng (1.39-6 rasm). Yechim:

U.=%+2Ttk, keZ,;
b) B, (-g)zgz(o; ~1) nuqta bo‘yicha o=-2+2rk, ke Z;

d) ordinatasi 0 bo‘lgan nuqta ikkita: A4(0) va D(x) (1.39-d
rasm). A nuqtaga 2kn, keZ, D nuqtaga esa n + 2kn, keZ sonlar
mos keladi.

Javob: o =2kn, keZ, o =n + 2kn, ke”.
Im|< 1 da y=mto‘gri chiziq va o‘ng yarim birlik aylana yagona
umumiy nuqtaga ega bo‘ladi. Shu sababli sino=m (| m | < 1)

g; %] oraligqa tegishli bo‘lgan yagona x, yechimga

ega. sino.= m tenglamani ganoatlantiruvchi o € [—%; %] soni m

tenglama

sonning arksinusi deyiladi va arcsinm orgali belgilanadi. Ta’rifga
ko‘ra



Yy sin(arcsinm) = m (1)
va

/;1_ B (arcsinm) —% <arcsinm < % Q)
o bo'ladi. Aksincha, sina =m va -Z<

|
i X <a % bo‘lsa, o = arcsinm bo‘ladi.
|

" Barcsin(-m)) ~ 3-misol. a) arcsin 3 : . b) arcsm(—%)
d) arcsin (—%) ifodalarni hisoblay-
1.40-rasm. miz
Yechish. a) Sinng ‘vicha xj = 3, x2=2T“.Arksinus—

ning ta’rifi bo‘yicha —% <Xx S% bo‘lishi kerak. Bu shartga X :%
o‘g‘ri keladi. Demak, arcsmg %
in(—-x)=_l _n._m_=x ( 1):
b) sm( 6) ==3 3 < £< 7 bo‘lgani uchun arcsin >

= —% bo‘ladi.

J3

d) sin(—ﬂ):—g, -2<- . Demak, arcsm[—T)z—%.

3
[.40-rasmdan y = m va o = arcsinm sonlari orasidagi bog‘lanish

ayon bo‘ladi. Chizmada o = arcsinm va —a = arcsin(—m). Demak,
arcsin(—m) =—arcsinm. (3)

Shunday qilib, |m| < 1 bo‘lgan holda sina. = m tenglamaning o
yechimi {arcsinm + 2krn, keZ}u{n — arcsinm + 2kn, keZ}
to‘plamlar birlashmasi ko‘rinishida yoki o = arcsinm + 2kn, ke Z,
o = — arcsinm + 2kn, keZ ko‘rinishda yoki bu keyingi ikki
formulani birlashtirib,

a=(-1)k arcsinm+ kn, ke Z 4)
ko‘rinishda yozish mumkin.

4-misol. a) Sina:%; b) Sina:—% tenglamalarni
yechamiz.
Yechish. a) sina= % tenglama yechimini (4) formula

bo‘yicha a = (-1)¥ arcsin % + kn, k € Z ko‘rinishda yozamiz;



b) (3) munosabatga ko‘ra arcsin (— l) = arcsin + .

9 9
Yechim: {—arcsin%+ 2kr, k eZ}u{n+arcsin$+2kn, k eZ}
yoki o = (-1)**!arcsin % + kn, k € Z ekanligi kelib chigadi.
F—
‘%‘% Mashgqlar
1.116. Tenglamalarni yeching va grafik yordamida tushun-
tiring:

1) sinx = -0,5; 2) sinx = -0,75; 3) sinx=0,2; 4) sinx:%;
S)Sinx:%; 6) Jﬁsinx+%=o; 7) 5 sinx—7=0; 8) 6 sinx—2=0.
1.117. Tenglamalarni yeching:

1) 4 sin’x-1=0; 2) -2 sinx + sinx + 1 =0;

3) 3 sin?2x — 4sinx— 0,75=0;:  4) 3sinx-2sin? x=0.
1.118. Qiymatini toping:

1) arcsin(—%); 2) arcsin(%); 3) arcsin0,5.
1.119. Hisoblang:

1) arcsin(sin30°); 2) arcsin(sin%);

3) arcsin(sin2); 4) arcsin(sinl0).

1.120. arcsina quyidagi giymatlarni gabul gila oladimi?
)% 2)-3m; 3) -%; 4 % 5 -5 6) V3 7)) -m
8) 4.5.

2. cosa = m ko‘rinishdagi eng sodda tenglama. Arkkosinus.
Koordinatali aylanada olingan har gaysi B(a) nugtaning

YA Y Y

k | m|=1 | |m|<1
\ x=1 //"\ B (a,)
[
| A0\ | D) A(0)_ D) [ | \A([}):
—1 0/1 X Q\O / X
|
/ | '—/BE(_U"O)
[

a) b) d) m

c

S

S

YR




abssissasi  x = cosa ga teng. Shunga ko‘ra berilgan m bo‘yicha
coso. = m tenglamani yechish nuqgtaning x = m abssissasi bo‘yicha
unga mos o = o, yoy kattaligini topishdan iborat. Uch holni
garaymiz:

l-hol. |m >1 da x = m vertikal to‘g‘ri chiziq aylanani
kesmaydi (1.41-a rasm). Bu holda tenglama yechimga ega emas.
Masalan, cosa = 2,8 tenglama yechimga ega emas, chunki
m=28>1.

2-hol. Agar |m =1 bo‘lsa, to‘g‘ri chiziq aylanani faqat bir
nugtada, ya’ni yo A(1; 0) nuqtada, yoki D(-1; 0) nugtada kesadi
(I.41-b rasm). A nugtaning aylana bo‘yicha koordinatasi o = 2nk,
keZ. Shunga ko‘ra cosa = 1 ning yechimi o = 2nk, keZ sonlar
to‘plami bo‘ladi. D(-1; 0) = D(n + 2nk) ekani e’tiborga olinsa,
coso. = —1 ning yechimi o = n + 2nk sonlar to‘plami bo‘ladi.

3-hol. |ml< 1 bo‘lsa, x=m to‘g‘ri chiziq aylanani ikki nuqg-
tada kesadi (I.41-d rasm). Ulardan biri B/(a,) nuqta 0 < a, < =
yuqgori yarim aylanada joylashadi. o, son m sonning arkkosinusi
deyiladi va o, = arccosm orqgali belgilanadi. Ta’rifga ko‘ra coso =
=cos(arccosm) = m va 0 < arccosm < n bo‘ladi.

Shu kabi B,(-a,) nugta uchun: cos(-a,) = coso,, = m. Bundan
—a,, = arccosm yoki o, = —arccosm. Demak, |m| < 1, keZ da
cosa. = m tenglamaning yechimi {arccosm + 2nk, keZ}u
w{—arccosm+ 2nk, ke Z} sonlarto‘plamlari birlashmasi bo‘ladi. Uni

{xarccosm + 2nk, ke Z)} (D)
yoki

tarccosm + 2nk, ke Z (2)
ko‘rinishda ham yozish mumkin. [.42-rasmdan, OY o‘qiga
nisbatan simmetrik joylashgan B (arccosm) = B(a) va
B, (arccos(-m)) = B,(n — a) nuqtalar bo‘yicha o = arccosm va
n — o = arccos(—m) bo‘lishini aniglaymiz. Undan:

arccos(—m) = —arccosm (3)
hosil gilinadi, bunda 0 < o < .
l-misol. cosa = % tenglamani yechamiz.

, r (1) B hetlad N
Yechish. COSE_COS(_E)_T bo‘ladi. Demak, x 5

to‘g‘ri chiziq koordinatali aylanani B, (EH'CCOS g] = B (%) nuqtada
va abssissalar o‘qiga nisbatan B, ga simmetrik joylashgan



B, (— arccos %) =B (— %) nuqgtada ke-
sadi. Yechim B, nugta bo‘yicha

%+2nk, k e Z sonlar to‘plami va B,

nuqta bo‘yicha —g+2nk,keZ

=3/

sonlar to‘plami birlashmasi bo‘ladi:

cosazﬁ; {%+2kﬂ:, keZ}u

2 1.42-rasm.
u{—%+ Yk, ke z} yoki
(x:i%+2kn, keZ.
2-misol. arccos(— %) ni hisoblang.
Yechish. (3) formulaga ko‘ra, quyidagini topamiz:
arccos(—%) = n—arccos% = TC-% = 23—“

3-misol. cosx = —% tenglamani yeching.
Yechish. x:iarccos(—%)+2nk, keZ ga egamiz. (3) ga

ko‘ra x=+ (n —arccos %) +2nk, k e Z bo‘ladi.

4-misol. cosx = X

3 tenglamani y =cosx funksiya grafigi

yordamida yeching.
Yechish. Ayni bir XOY koordinatalar sistemasida y = cosx

va y =% funksiyalar grafiklarini yasaymiz (I.43-rasm).

Bu grafiklar cheksiz ko‘p nuqtalarda kesishadi. y = cosx
funksiya davri 2n bo‘lgan davriy funksiya bo‘lgani uchun berilgan

Y,
______________________ o
PN AN 5
i N\ S N\ /. -
_3n - /T X 0O x=n T 3n X
__________ 2. N~ 2 | 2N~ 2 ___
y=C0SX -1



tenglamaning |-n; n|] kesmadagi barcha yechimlarini topish va
golgan yechimlarni shu yechimlar orqali aniglash mumkin.

[-m; =] oraligda y = cosx funksiya grafigi y :% funksiya grafigi

bilan ikkita kesishish nuqtasiga ega. Kesishish nugqtalarining

1
3

|-m; n] dagi barcha yechimlaridir. Shu sababli barcha yechimlar

]. . . . .
X| =—arccosz, X, =arccos abssissalari berilgan tenglamaning

quyidagicha aniglanadi: x =+ arccos % +2nk, ke Z .

5-misol. arccos(cos53°) ni toping.
Yechish. arccos(cosm) = m, (0 < m < rn) ayniyatdan foy-

dalanamiz. 53° = 3L ya 0<3Z < g bo‘lgani uchun bu ayniyatga

180 180
ko‘ra
arccos(cos 53°) = arccos (cos ?3—6‘) = g—g :
—
E“% Mashgqlar
1.121. Tenglamani y = cosx funksiya grafigi yordamida yeching:
1) cosx = 0; 2) cosx=0,5: 3) cosxz—%;
4) cosx:—%; 5) cosx =2,4; 6) 2cosx++/3=0.

1.122. Ifodaning gqiymatini toping:

1) arccos —%); 2) arccos(—0,5); 3) arccos(cos30°);

4) arccos(cos(—30°)); 5) arccos(sin30°); 6) arccos(cos2);
7) arccos(cos(=2)); 8) arccos(sin2)); 9) arccos(sin(-2));
10) arccos(cos88); 11) arccos(sin86).

1.123. Tengliklarning to‘g‘riligini tekshiring:

1) arccosx = —arcsinx; 2) —arccosx = m + arccosx.
1.124. Ifodaning giymatini toping:
1) cos|arccos g —arcsin %) ; 2) sin (arccos% + arcsin %) .

1.125. Tenglamani yeching:

1) cos?2x -3 =0; 2) cos 2x:(—%); 3) 6cos’x+3=0;

4) 3cos’x - 5=0; 5) 2cos’x— 1=0; 6) 4cos?x—1=0.



1.126. Tenglamani yeching:

1) cos’x — 2cosx = 0; 2) 2cos%x — cosx = 0;

3) 2cos*ix — cosx — 1 = 0; 4) 2cos?x — 3cosx + 1 = 0.

3. tga = m va ctgo = m ko‘rinishdagi eng sodda tenglamalar.
Arktangens va arkkotangens. Koordinatali aylananing har bir
B(a) nugtasi Dekart koordinatalar sistemasidagi biror B (x, y)

nugta bilan ustma-ust tushishini va x = cosa, y = sina. ekanini
bilamiz. Shunga ko‘ra, noma’lum o qatnashayotgan tga = m yoki

21(;1—82 = m tenglamaning barcha yechimlarini koordinatali aylana
y

bilan —=m, ya’'ni y = mx to'g’ri chiziqning kesishish nuqtalari
yordamida aniglash mumkin. m ning har ganday giymatida
y = mx to‘g‘ri chiziq aylanani O (0; 0) nuqtaga nisbatan sim-
metrik bo‘lgan B, va B, nuqtalarda kesadi (I.44-rasm). Ulardan

R

biri —2<0t<E

> 0‘ng yarim aylanada yotadi. Bu nuqta B (o)
bo‘Isin. Ikkinchi nuqgta B,(a,, + n) bo‘ladi. Demak, tga = m teng-
lamaning barcha yechimlari to‘plami a = o + 2kn, keZ va o =
= (ay + m) +2kn, keZ sonlar to‘plamlari birlashmasidan iborat.
Barcha yechimlar

a=o,+Kkn, keZ (1)
formula bilan aniglanadi.

m sonning arktangensi deb (-%; %) oraligda yotadigan
shunday o songa aytiladiki, uning uchun tga = m bo‘ladi. m

sonning arktangensi o = arctgm orgali belgilanadi. Ta’rifga asosan,
har ganday m son uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli bo‘ladi:

tg(arctgm) = m, —% < arctgm < % ) (2)
YA
Aksincha, tga = m, _% <o< % lewp
bo‘lsa, o = arctgm bo‘ladi. / B(a,)
Yugqgoridagi shartlardan va tan-
gens toq funksiyaligidan tg(-a) = D(n) A(0)
=—tgo.=—-m bo‘lgani uchun quyidagi 0 X

tenglik o‘rinli bo‘ladi:
arctg(—m) = —arctgm (3) D(-r/2)

Arkkotangens tushunchasi ham
shu kabi kiritiladi. I.44-rasm.




m sonning arkkotangensi deb (0; =) oraligda yotadigan
shunday o songa aytiladiki, uning uchun ctgo = m bo‘ladi. m
sonning arkkotangensi o = arcctgm orqali belgilanadi. Uning uchun
quyidagi tenglik o‘rinli:

arcctg(-m) = n — arcctgm. (4)
l-misol. a) tex=—3:; b) ctgx= 3 tenglamalarni
yechamiz.

Yechish. a) tg(—%):—\/g, demak, x:—%+nk, keZ.

b) Ctg%n:— 3, demak, x:%"‘ﬂrk, keZ.

2-misol. a) arctg (—\/5); b) arcctg(—\/g) sonlarni topamiz.

Yechish. a) (3) formula bo‘yicha arctg(—/3)=
= —arctg\/_ = —% X

b) (4) formula bo‘yicha arcctg(—v3)=n-%=3%,

6 6
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1.127. Tenglamani yeching (grafikdan ham foydalaning):
D tgr=-3, 2) ctgx = —3; 3) ctgx=0,2.
1.128. Ifodaning giymatini toping:
1) arcctg [— %), 2) arcctgl; 3) arctg(-1); 4) arctg0;
5) arcctg0.
1.129. Hisoblang:

3. 0y
1) tg| arcsin = 2) ctg(arcsin0,5);
3) tg(arccos0,5); 4) ctg(arctg(-1));
5) tg(arcctg(—%)); 6) sin(arcctg(x/g));
7) cos [arctg (— %D : 8) cos(arcctg(-0,8)).

1.130. arcctgx = % —arctgx tenglikning to‘g‘riligini tekshiring.



5-Mavzu: Trigonometrik tenglamalarni o’zgaruvchilarni
almashtirish usuli bilan yechish.

Tenglamalarni yechishning asosiy usullari.

R(»=ayi"+a 7' +...+a, z+a,=0 (1)

ko‘rinishdagi algebraik tenglamaga keltirilishi mumkin, bunda z
orqali sinix, cosix, tgix, ctgix funksiyalardan biri ifodalangan.
Algebraik tenglama kabi (1) trigonometrik tenglamalarni yechish-
da yangi noma’lum kiritish, ko‘paytuvchilarga ajratish va hokazo
usullar go‘llaniladi. Jarayon eng sodda trigonometrik tengla-
malardan birini yechishgacha boradi. Trigonometrik tenglamalarni
yechishda asosan quyidagi hollar uchraydi:

1) R(f (x)) =0 tenglamada R trigonometrik funksiya belgisi
ostida x ga bog‘liq bo‘lgan f(x) ifoda turibdi. f(x) = z almashtirish
orqali tenglama eng sodda R(z) =0 trigonometrik tenglamalardan
biriga keltirilishi mumkin. Uning z= z; ildizlari birma-bir f (x) = z
ga qo‘yiladi va x ning giymatlari topiladi.

: — 3 : *
I-misol. sin (IOx + %) = % tenglamani yechamiz.

Yechish. Misolimizda f(x):10x+%. Tenglamaga
J3

10x + % =z almashtirish Kkiritsak, sinz= > tenglama hosil

bo‘ladi. Uning yechimi: z = (=¥ %Jr kn, ke Z . Bu 10x+ % =z ga
go‘yiladi va javob topiladi:

x=(-E+ (1) Z+kn), ke Z

2-misol. tg (x2 +6x + %) = g tenglamani yechamiz.

Yechish. z=x> +6x+ % almashtirish kiritamiz. Tenglama

tgz = g ko‘rinishga keladi. Undan z = % +kn, ke Z ni topamiz.



U holda x? +6x+%= %+kn, keZ yoki x* +6x— kn=0, keZ.
Kvadrat tenglamaning ildizlari x =-3++9+kn, ke Z, bunda

9+ kn>0 yoki k>——=—2 86..., ya’ni k=-2; -1; 0; 1;... .

Javob: x——3iv‘9+kn, keZ, k>-2.

2) sinx = sina, cosx = coso. va tgx = tga tenglamalar. Bu
tenglamalar mos ravishda x = (-D*a + kn, keZ, x = o + 2nm,
neZ, x=o + mrn, meZ formulalar yordamida yechilishi mum-
kin.

3-misol. cos(5x—45°) = cos(2x + 60°) tenglamani yeching.

Yechish. 5x—45°=+(2x+ 60°) + 360°k, keZ tenglamalarni
yechamiz. 5x—45°=+(2x+ 60°) + 360°k, ke Z tenglikdan x=35° +
+120°k, ke Z yechimlar guruhini, 5x — 45° = —(2x + 60°) + 360°k,

keZ tenglikdan esa x== ( 15°+360°k), keZ vyechimlar
guruhini topamiz.

Shunday qilib, x = 35° + 120°k, keZ, x=
ke”Z.

4-misol. sinx?=sin(6x - 5) tenglamani yechamiz.

Yechish. x2=(-1)X(6x - 5) + krn, ke Ztenglama hosil bo‘ladi.
Agar k juft bo‘lsa, ya’ni k =2n, neZ da x2=6x-5+2nn, neZ
kvadrat tenglama kelib chigadi. Uning yechimi

%(—15°+360°k),

X1 2 =3+.9-(5-2nn), ne Z, nz[—ﬂ_

Agar k tog bolsa, ya'ni k=2m+1, meZda x> =—6x+5 +(2m +
+1)r, meZ ko‘rinishda bo‘ladi va bundan

x12=—3+\/9+(5+2(m+1)n) meZ, m>[ lﬁzl:r:]

3) f(R(x)) = 0 tenglamada R trigonometrik funksiya boshqa
f funksiya belgisi ostida turadi. R(x) = z almashtirish masalani
f(2) =0 tenglamani yechishga keltiradi. Bu tenglamaning z,, z,, ...
ildizlari bo‘yicha R(x) =z;, R(x) = 2,, ... tenglamalar majmuasini
hosil gilamiz. Uni yechish bilan masala hal gilinadi.

5-misol. sin%x + 3sinx + 1,25 = 0 tenglamani yechamiz.



Yechish. sinx = z almashtirish natijasida 2 + 3z + 1,25 =0
kvadrat tenglama hosil bo‘ladi. Uning ildizlari z; = -5, z, = -1.
sinx =-3 tenglama yechimga ega emas. sinx =—1 tenglama x =-90°+
+ 360°k, keZ yechimlarga ega.

4) Ba’zan berilgan tenglamani ko ‘paytuvchilarga ajratish
usulidan trigonometrik funksiyalar yig‘indisini ko‘paytma ko‘ri-
nishiga keltirishda foydalaniladi.

6-misol. 2cosx—2sin2x-2+2sinx++2 =0 tenglamani
yechamiz.

Yechish. sin2x=2sinx cosx almashtirish tenglamani 2 cos x —
—4sin xcosx —2+2sinx++2 =0 ko‘rinishga keltiradi. Uning
chap gismini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

QCosx(l—251nx)+\/5(1—2sinx):0,
(1-2sin x)(2cosx ++2) =0,

bundan: {1 _2sinx=0, {sin x=0,5,

-
2cosx+\/§:0, cosxzﬁ.

2

Javob: {(—1)"<30° +180°k, k eZ}w{iBSD +360°k, k ez} _

7-misol. , /1 4 %sin x =cos x tenglamani yeching.

cosx >0,
Yechish. Bu tenglama . 5 yoki
1+§Smx:cos X
cosx >0,
, ( , l)_ tenglamalar sistemasiga teng kuchlidir (VI
sinx(sinx+=)=0
2
[ (cosx >0,
cosx >0, sin x =0;
-8:1- . . = ¢ i
bob, 7-§; 1-band). Slnx(smx+%) ~0, {cosx >0, bo‘lgani
iny=—1
| |sinx =—3

uchun berilgan tenglamaning barcha yechimlari x = 2kn, keZ

va X = —% +2kn, k € Z formulalar bilan aniglanadi.



Javob: (2kr, k eZ}u{—%Jern, k EZ}.

.
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1.133. Tenglamani yeching:

1) sin10x :-g :

3) tgl0x=+/3;
5) sin(6x—60°) =—1;
7) tg(5x—45°) =0;

9) cosz(2x—45°):%;

11) sin? (7x—%): 3;

2 T _ _1-
13) tg [Sx—g]— 1;
15) cos?6x? = 0,25;

1.134. Tenglamani yeching:

1) sindx cos3x tg8x=0;
3) tghx = —tg% ;
5) cosdx = cosx;

7) sin%: cos%;

: —cin4d.
9) sin§ =sin 2;
11) ctg7:—ctg%;
13) cos?2x + 3cos2x+2=0;

15) sinx? =—sin3x2;

17) \/i(COS3 x +sin’ X)=sin2x .

2) cos10x :g;

4 ctglox =2

6) cos(4x+30°)=0;
. 23 _ 3.

8) sin S=9

10) tgz(ﬁx—gjzz,;

12) 0082(4x+%):_%;

14) sin(4x?) =0,5;

16) tg%:—l.

2) cos4x=—Cos5x;
4) sinl 1x=-sinl5x;
6) tg3x=—ctg5x;

8) tg(5n —x) = —ctg(2x + %) ;

10) sin (x2 - %) =—cosx>;

12) ctg/x = tg2x :
14) tg25x - 3tg5x -4 =0;
16) sin®x+sin?2x +2=0;

5. Xususiy usullar. 1) Agar tenglama tarkibida har xil trigono-

metrik funksiyalar gatnashsa, ularni bir ismli funksiyaga kelti-
rish, so‘ngra almashtirishlarni bajarish kerak.



1-misol. 3sinx +4sinx+ 2cos’x — 7 =0 tenglamani yechamiz.

Yechish. cos?2x = 1 — sin2x almashtirish berilgan tengla-
mani 3sin%x + 4sinx + 2 — 2sin?x — 7 = 0 yoki sin?x + 4sinx - 5=0
ko‘rinishga keltiradi. Oxirgi tenglamadan sinx = z almashtirish
bajarsak, 72+ 47— 5=0 kvadrat tenglama hosil bo‘ladi. Bu kvadrat
tenglama z, =5, z,=1 ildizlarga ega. z=sinx ekanligini e’tiborga
olsak, sinx = -5 va sinx =1 tenglamalar hosil bo‘ladi. Ularning
birinchisi yechimga ega emas, ikkinchisi esa X = %+ 2kn, ke Z
yechimlarga ega.

2) Chap gismi sinx va cosx ga nisbatan ratsional funksiya
bo‘lgan R(sinx, cosx) = 0 tenglama. Oldingi bandlarda ko‘rsatib
o‘tilganidek, u va v ga nisbatan ratsional funksiya deb, qiymatlari
u va v larni qo‘shish, ko‘paytirish va bo‘lish orgali hosil bo‘la-
digan funksiyaga aytiladi. R(sinx, cosx) =0 tenglamada:

a) agar sinx (yoki cosx) faqgat juft daraja bilan gatnashayotgan
bo‘lsa, cosx = u (mos ravishda sinx = «) almashtirish bajariladi;

b) agar bir vaqgtda sinx ifoda —sinx ga, cosx esa —cosx ga
almashtirilganda R(sinx; cosx) funksiya o‘zgarmasa, ya’ni R(sinx;
cosx) = R(-sinx; —cosx) bo‘lsa, tgu = z almashtirish bajariladi.

2-misol. cos*x + 3sinx —sin*x — 2 = 0 tenglamani yechamiz.

Yechish. cosxfunksiya fagat juft daraja bilan gatnashmoqda.
cos*x = (1 —sin%x)? = 1 — 2sin?x + sin*x bo‘lganidan tenglama faqgat
sinusga bog‘liq: 2sinx — 3sinx + 1 = 0; endi bu tenglama sinx = u
almashtirish bilan 242 — 3u + 1 = 0 ko‘rinishga keladi. Buning

ildizlari: u, = % , U= 1. Shu tariga masala sin x :% vasinx=1 eng

sodda trigonometrik tenglamalarni yechishga keladi. Bu tengla-
malar berilgan tenglamaning barcha yechimlarini beradi:

x:(—l)kgmk, keZ; x=5+2nk, keZ.

3-misol. sin?x+ 2sin2x + 5cos®’x—4 =0 tenglamani yechamiz.

Yechish. Tenglamani sin2x + 4sinx cosx + 5cos?x — 4 =0
ko‘rinishda yozib olaylik. Bu tenglamani x ning cosx ni nolga
aylantiradigan hech ganday giymati ganoatlantirmaydi, chunki
cosx = 0 bo‘lganda sin?x =1 bo‘lib, tenglamadan -3 = 0 noto‘g‘ri
tenglik hosil bo‘ladi. Bundan tashgari, sinx va cosx oldidagi
ishoralar bir vaqtda o‘zgartirilganda, tenglikning chap qismi
o‘zgarmaydi. Demak, tgx = # almashtirishni bajarish mumkin.



Tenglamaning ikkala qismini cos?x ga bo‘lamiz:

tg?x + 4tgx +5— =0.

Cos™ X

12 =1+tg’x bo‘lgani uchun

o8 3te2x — dtgx — 1 = 0

tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglamada tgx = ¢ almashtirish
bajarsak, 372 —4f — 1 =0 tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu kvadrat

2\/_

tenglamanmg barcha ildizlarini aniglaymiz:

tenglama —— ildizlarga ega. Topilgan ildizlar yordamida berilgan

X = arctgz”"_+nk keZ; x= arctg2+*/_+nk keZ.

3) R(sinx; cosx) = 0 tenglamaning chap qismi sinus va
kosinusga nisbatan bir jinsli funksiya, ya’ni, agar sinx va cosx bir
vaqtda biror A ga ko‘paytirilsa, tenglamaning chap gismi A” ga
ko‘paytirilgan bo‘ladi: R(Asinx; Acosx) = A"R(sinx; cosx), bunda
n — funksiyaning bir jinslilik darajasi, o‘zgarmas migdor. Bu
holda tenglikning ikkala qismi cos”x ga bo‘linadi va tgx = u
almashtirish bajariladi. Agar tenglikning barcha hadlari cos”x
ga bo‘linadigan bo‘lsa, u holda cos”x gavsdan tashgari chigarilsa,
berilgan tenglama ikki tenglamaga ajraladi.

4-misol. 9costx —4sin3xcos’x = 0 tenglamani yechamiz.

Yechish. Tenglamaning barcha hadlari cos3x ga bo‘linadi.
cos3x ni gqavsdan tashqgariga chigaramiz:

cos® x =0,

3 . 3
9cos” x—4sin” x=0.
cosx = 0 tenglama izlanayotgan yechimning bir turkumini

cos® x(9cos® x—4sin’ x)=0 :{

beradi: x:%+1‘tk, ke Z . Ikkinchi tenglama cosx va sinx ga
nisbatan bir jinsli. Uning ikkala gismini cos3x ga bo‘lamiz (cosx =
#0, ya’ni x # i% +7k, k € Z hol garalyapti). Natijada: 9 —4tg3x =
=0 tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglama yechimning yana bir

turkumini beradi: x = arctg %E +nk, ke Z.

Ba’zan oddiy almashtirishlar tenglamani unga teng kuchli bir
jinsli tenglamaga keltirishi mumkin. Masalan, cos®x —6sinx cosx =4
ning o‘ng gismini sin?x + cos?x ga (ya’ni 1 ga) ko‘paytirish



6-Mavzu: sin (ax)+sin (bx)=0, sin (ax)-sin (bx)=0, cos (ax)+cos
(bx)=0, cos (ax)-cos (bx)=0 ko’rinishdagi tenglamalarni
yechish.

2.2, Bir jinsli tenglamalar. a sin x + b cos x = 0; asin’x +
+b sin x cos x + ¢ cos’x = 0; a sin® x + b sin?x cos x + ¢ sin x cos*x +
+dcos’x =0, a,b,c,de R kabitenglamalar sinx va cosx ga nisbatan
bir jinsli tenglamalar deyiladi. Bunday tenglamalarning barcha
hadlarida sinx va cosx ning daraja ko‘rsatkichlari yig‘indisi bir
xildir. Bu yig‘indi bir jinsli tenglamaning darajasi deyiladi. Kelti-
rilgan tenglamalar mos ravishda birinchi, ikkinchi, uchinchi dara-

jali tenglamalardir. Bunday tenglamalar cos " x # 0 ga (n — tenglama
darajasi) bo‘lib yuborish natijasida tgx ga nisbatan algebraik
tenglamaga keltiriladi.

asin’x + bsinx cosx + ¢ cos’x = d shaklidagi tenglama o‘ng to-
monini sin’x + cos’x = 1 ga ko‘paytirish yordamida bir jinsh
tenglama shakliga keltiriladi.

4-misol. 4 sin’x + 2 sin x cos x = 3 tenglamani yeching.

Yechilishi. 4sin®x + 2sinx cosx = 3 < 4 sin’x + 2sinx cosx =
= 3(sin’x + cos?x) ¢ sinx + 2 sin x cos x — 3cos’x =0 tenglama-

ning har ikkala tomonini cos®x # 0 ga bo‘lamiz:
_ =— 3+kn, keZ;
. tgx =3 X arctg ) ;
tg'xR2tgx-3=0=>
s s Lgx=l x=§-+kn, keZ.

Javob: x = -arctg3+km, Jiﬂ’cﬂ:, ke Z .

5-misol. sinx—+/3cosx=0 tenglamani yeching.

Yechilishi. Bunday tenglamalarni yechishda tenglamaning ik-
kala gqismi cos x ga bo‘linadi. Tenglamani noma’lum miqdor
tarkibida bo‘lgan ifodaga bo‘lganda ildizlar yo‘qolishi mumkin.
Shuning uchun cosx = 0 tenglamaning ildizlari bo‘lish-bo‘Imasligi-
ni tekshirib ko‘rish kerak. Agar cosx =0 bo‘lsa, berilgan
tenglamadan sinx = 0 ekanligi kelib chigadi. Lekin sin x va cos x lar



bir vaqtda nolga teng bo‘la olmaydi. Demak, berilgan tenglamani
cos x ga bo‘lishda tenglama ildizlari yo‘qolmaydi. Shunday qilib,

stn x — 3cosx:0¢:>sinx:\6(:05x<:>tgr=\/§:>x=%+k?r, ke Z.

Javob: %—+kﬂ:, ke Z.

Mustagqil ishlash uchun test topshiriglari
1. sin (3x - %) =( tenglamani yeching.

T, kr - T, km o O) W, km .
A)6+3,I~:EZ, B)4+2,keZ, )3+3,keZ
D) % +km, ke Z; E) kn,ke Z .
2. 4cos3x + 4 = 0 tenglamani yeching.

Aym+2kn keZ; B) T+ kez; C) J+knkeZ;

D) 2kn, ke Z ; E) - k:f ke Z .
3. 4cos’ 5 —-3=0 tenglamam yeching.

A) % +2km, ke Z; B) 2”+4kn ke Z; C) + 7 + 24m ke Z;

D)% 3 tkn ke Z; E) +”+2kn ke Z.
4. 4sin?2x -1 =0 tenglamam yeching.

A+ J+ "f ke z;B) % +2km, ke Z; O) £ T +km, ke Z;
k
D)+ {3+ ke Z; E)(”*ﬂ G okez.

5. \Etg( —3x) 3 tenglamani yeching.

KT keZ:B) T4kl kez; O T+ KT ke z;

A) - 3

6+

D)—3+k’f,kez; E)_T

] kT ke z.
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6. \/5 ctg (75 - gx) =3 tenglamani yeching.

bis . T .
A) B+ T kez;B) 5 —knkez; C) £ 5 +2%kn ke Z;

D) kz’f,kez; E) § +kn,ke Z.

7. sin” x+33in(75 +x)=—3 tenglamaning [0; 2n} oraligda

nechta ildizi bor?
A)yo‘q;  B)4; C) 3; D) 2; E) 1.

8. cos® x +3cos (g" - x) = -3 tenglamani yeching.

A)kn, ke Z; B) gwm,ke Z; O) —§+2kn,ke Z;

D) 72:+2k7r,ke Z;E)@.

9. cos?x + 10 sin’x = 3 sin 2x tenglamani yeching.

A) @; B)km; C) T +2kn, ke Z; D) arctg [ +km, ke Z;
E) —arctg llO t+km, ke Z.

10. V3 cosx=sin’ xcosx tenglamaning [0; 360°] oraligdagi il-
dizlar yig‘indisini toping.
A)90°;, B)60° C) 360°; D) 300°; E) 150°.
1. 2sin?2x — Scos 2x + | = 0 tenglamaning [n; 2n] oraligqa
tegishli ildizlarini ko‘rsating.

D) S:f ;  E) ko‘rsatilgan oraligda ildizlari yo‘q.
12. sinx — cosx = | tenglamaning [-2m; 27t] oraligda nechta ildizi
bor?
A) 1; B) 2; C) 3; D) 4; E) ko‘rsatilgan oraliqda ildizlari yo‘q.

% _Sin2x
13%. ctg x-1

= 0 tenglamani yeching.



A)KE kez,  B) T +kn ke z;0)2%nke Z;
D)yn+2kn, ke Z, E)kn, ke Z.
14*. sin3x = cosx tenglamaning eng kichik musbat ildizini to-
ping.
3z . . . T . T
15*. cos 4x = cos 6x tenglamaning [0; 180°] oraliqdagi ildizlari
yig‘indisini toping. "
A)216°  B)288°  C)360° D) 390°; E) 540°.

16*. tg (Sx + ’35 )ctg3x =1 tenglamani yeching.

T kxm . /4 X .

D)~

[ thkm, ke Z; E) .



17. 2ctg2x- cos® x +4cos” x ~ ctgzx -2 =0 tenglamani yeching.

AT vkn ke Z; B)“Hurkez C)"r szr ke Z;

2
D) 2+2k7r,ke Z, E) 4+2kn,ke Z.

18. sin? er—cos’; =1 tenglama [0; 2r] oraligda nechta ildizga
ega?

A)4; B) 3: C)2; D) I; E) yo'q.
19%*, ctgzx - tgzx = 8co0s 2x tenglamani yeching.

A)§+2kn,kez; B)—§+2kn,kez;
O) T +2km; T +2km ke z; D) T+ M T KT e z;

E)’8’+2kn,ke Z.

20. sin’ x —sin’ x +sin8x = cos(’zr - 7x) tenglamaning [0; 90°]

7-Mavzu: Trigonometrik tenglamalarni ko’paytuvchilarga
ajratib yechish.

Ko‘pgina trigonometrik tenglamalarni yechishda algebraik ifoda-
larni ko‘paytuvchilarga ajratishning umumiy ko‘paytuvchini
qavsdan tashqariga chigarish, guruhlash usuli bilan ko‘paytuvchi-
larga ajratish, gisqa ko‘paytirish formulalaridan foydalanib
ko‘paytuvchilarga ajratish kabi usullardan foydalaniladi.

6-misol. (1 + cos4x) sin2x = cos?2x tenglamani yeching.

Yechilishi. cos?2x ni tenglamaning chap gismiga o‘tkazib, da-
rajani pasaytirish formulasidan foydalanamiz va hosil bo‘lgan
ifodani ko‘paytuvchilarga ajratamiz:



(I+cosdx)sin2x = cos’ 2x & (14+cos4x)sin2x— 1+cgs4x =0&

< (1+cosdx)(2sin2x—-1)=0.

1) (l+cos4x}=()1:cos4x=-l=>4x:n-+2k7r=>x=ﬁ+k2ﬂ';

ke Z.

2) 25in2x——l=0=>sin2x=é=>2x=(—l)k76{+k7r=#x=

=D 5+ kez
Javob: T 4K (-F T 4+ AT kez
7-misol. 3(1 —sinx) +sin*x = | + cos®x tenglamani yeching.
Y echilishi. 3(1 —sinx) +sin*x =1 + cos*x & 3(1 =sinx)=1 +
+ cos*x —sin*x < 3(1 —sinx) = | + (cos?x + sin’x)(cos?x —sin’x) &
< 3(1 —sinx) = [ + cos’x & 3(1 —sinx) = 2cos?x < 3(1 —sinx) =
= 2(1 —sin’x) & 3(1 —sinx) = 2(1 —sinx)(1 +sinx) =0 &
& (1 =sinx)(3=2(1 + sinx)) = 0 & (1 —sinx)(1 - 2sinx) =0 =



sinx=1 x=" 4 2%kn, keZ:
oo 1= 2
Sinx= x=(-k +2kn keZ.
T k1w
Javob: 2 +2km, (=) 6 +km, ke Z .

8-misol. sin3x + sinSx = sind4x tenglamaning nechta ildizi
|| < % tengsizlikni qanoatlantiradi?

Y echilishi. Tenglamani uning chap qismini ko‘paytma
shakliga keltirib yechamiz:

3x+5x 3x—-5x

sin3x +sin5x =sin4x < 2sin 5 COSTT 5 =sindx &
sin4x =0,
<2sind4xcos x-sin4x=0<sin4x(2cos x-1)=0=> | =
COS X = =,
2
4x = %—keZ
=
X = %+2kn keZ.

k = 0;£1;£2 giymatlar uchun tenglamaning |x| < % shartni qano-

atlantiruvchi x=+7% 5 i . - 3 : 0 ildizlarini ko‘rsatish mumkin.
Javob: 7 ta.

2.4. Bir ismli trigonometrik funksiyalarning tenglik shartlaridan
foydalanib yechiladigan tenglamalar. Bunday tenglamalarni yechish
bir ismli trigonometrik funksiyalarning tengligi shartlariga, ya’ni o
va  burchaklarning sine = sinf3, cosa = cosf, tga = tgftengliklarni
ganoatlantiruvchi shartlariga asoslanadi.

l-teorema. Ikki burchakning sinuslari teng bo‘lishi uchun
quyidagi shartlardan birining bajarilishi zarur va yetarlidir: bu
burchaklar ayirmasi 7 ni juft songa ko‘paytirilganiga teng bo‘lishi



kerak yoki bu burchaklar yig‘indisi 7 ni toq songa ko‘paytirilganiga
teng bo‘lishi kerak, ya’ni a— f=2knyoki a+ =2k + I)n, ke Z
bo‘lsa, sina = sinf3 bo‘ladi.

2-teorema. Ikki burchakning kosinuslari teng bo‘lishi uchun
quyidagi shartlardan birining bajarilishi zarur va yetarlidir: bu
burchaklar ayirmasi yoki yig‘indisi 7 ni juft songa ko‘paytirilganida
teng bo‘lishi kerak, ya’niw — 3 = 2kn yoki o + 3 = 2kn, ke Z bo‘lsa,
cosa = cosf8 bo‘ladi.

3-teorema. Ikki burchakning tangenslari teng bo‘lishi uchun
quyidagi ikki shartning bir paytda bajarilishi zarur va yetarlidir: bu
ikki burchakning tangenslari mavjud bo‘lishi va bu burchaklar ayirmasi
7 ni butun songa ko‘paytirilganiga teng bo‘lishi kerak, ya’ni
a#l +kn, B#%5 +kn, o —B =kn, ke Z bo'lsa, tgar = tgp.

Keltirilgan teoremalardan foydalanib yechiladigan tenglama-
lardan na’munalar keltiramiz.

9-misol. sin2 x = sin 5x tenglamani yeching.

Yechilishi. I-teoremaga ko‘ra ikki burchak sinuslarining teng
bo‘lishi shartlarini yozamiz.

1) 5x——2x=2kﬁr@3x=2krr=>x:2§’r, ke Z;

2) sx+2x=(2k+1)n@n:zknm:x:’7f+2§’f, ke Z.

Javob: 2f§7r; ?_}EJ,ZI%H, ke 7.
3n

10-misol. sin5x = cos7x—cos =" tenglamani yeching.

Yechilishi. sinSx=cos7x—-0 &< cos (% — Sx) = CcOs 7X.

Ikki burchak kosinuslarining tenglik shartlaridan foydalanamiz:
T _ _T _ T  krm

) 7x- 5 +5x =2kt & 12x = 2 +2knr = x= 27t 6 ke Z.

2) 7x+’5—5x=2k;r<:r2x=—’5+2krr::>x=—’£+kfr, ke Z.

Javob: —ﬁ+kg;~ﬁ +kr, ke Z.

I1-misol. tg(x + 1)ctg(2x + 3) = Itenglamani yeching.
Yechilishi. tg(2x + 3) # 0 bo‘lganligidan berilgan tenglamani



tg(x+1)- tg(2!t+3) =1 tg(x+1) = tg(2x +3)

ko‘rinishga keltirib, ikki burchak tangenslari tengligi shartidan
foydalanamiz:
2x+3-x-l=kn=>x=kn-2,ke Z.
x ning bu to‘plamdagi har ganday giymatida ham tg(x + 1) va
tg(2x + 3) aniglangan.
Javob: kn-2,ke Z.

2.5. asin x + b cos x = ¢ shaklidagi tenglamalar. Bu yerda a, b,
ce R tenglama koeffitsiyentlari. Agar a = b =10, ¢ #0 bo‘lsa,
tenglama ma’noga ega bo‘lmaydi. -

a sin x + b cos x = ¢ shaklidagi tenglamalarni yechishning bir
necha usullari mavjud. Ulardan ayrimlarini keltirib o‘tamiz.



8-Mavzu: Trigonometrik tenglamalarni yordamchi burchak
kiritish usuli bilan yechish.

Ma’lumki, agar a* + b* = 1 bo‘lsa, u holda shunday ¢ burchak
mavjudki, @ = cos ¢, b = sin @ va aksincha. Shunga ko‘ra

. 2 2 a . b
asinx+bcosx=c e VJa +b ( sin x + cosx)zc;
vat+b? Ja2+b?

a — : b _ [2 2 ,
[ (2402 = COs @5 W——qu)]@ a” +b" (cos@sinx+

+sin @ cos x) = ¢ & sin(x + @) = m.

Hosil bo‘lgan tenglama a®> + b>*>¢? bo‘lsagina yechimga ega:

k : C a m— b
x=(=1)" arcsin +km—¢, ke Z. Bunda ¢ = arctg _ .
( Jal+b? v Y “

b) Ratsionallashtirish usuli. Bu usulga ko‘ra x # n + 2kn da

2tg% 1-tg*3 21g3
sin x = , COSX = x> BX=q_ . ox
l+tg232f 1+tg22 1-tg 3

tengliklar o‘rinli ekanligidan asinx + bsosx = ¢ tenglama tg ﬁ =1
belgilash yordamida

(b+o)r-2at+(c-b)=0
tenglamaga keltiriladi. Agar b + ¢ #0 bo‘lib, @’ + b>2¢* bo‘lsa, ¢
ning qiymatlar haqiqiy bo‘ladi:

.= atrVa’+b*-c?
L2 ™ b+c ’
1) Agar a* + b* < ¢? bo‘lsa, tenglama yechimga ega bo‘lmaydi.

2) Agar a® + b*=¢* bo'lib, ¢ # -b bo‘lsa,

Va2 +b?—c?
atNa*+b'—c +2kn, ke Z.

x = 2arctg bc



3) Agar c¢=-b bo‘lsa, tenglama x=mn+2kn va

x = —2arctg g +2kn, ke Z yechimlarga ega bo‘ladi.

d) Yarim burchaklarga o‘tish yo‘li bilan bir jinsli tenglamaga
keltirish usuli.

Bu usulga ko‘ra a sin x + b cos x = ¢ tenglama quyidagi ko‘ri-
nishga keltiriladi:

2asin 5 cos 3 +b(ms2 5 —sin” §)= (:(s;in2 5 + cos’ 5)@
& (c+b)sin’ ‘5 —2asin é‘cos ’5 +(c—b)cos’ ch =0.

Bunday bir jinsli tenglamalarning yechilishi oldingi bandda bayon
qilinganidek amalga oshiriladi.

12-misol. Ssinx —4cosx =4 tenglamani yeching.

Yechilishi. Berilgan tenglamadaa =5, b =-4, ¢ =4, bo‘lib,
¢ = — b. Ratsionallashtirish usulidan foydalanamiz:
10! _ 4“—?2]
1+12 1412

410 —-4+412 =444 & 10 =8 =

= [r= g]:> tgx = 2 = [x = 2arctg0,8+ 2kr, ke Z.

¢ = - b bo‘lganligi uchun x = nt + 2kn, ke Z shaklidagi yechim-
lar to‘plami ham mavjud.

Berilgan tenglamada quyidagi almashtirishlarni bajarish
mumkin:

Ssinx—4cosx =4 < Ssinx =4(1 + cos x) < 10sin ’5005‘5 =

=80052 ’5 1= 2cos§[55in % —4cos x]=0 &

2
2cosx=0, (a)
- . 2
5sin x—4cosx=0 (b)
2 2

a) tenglamaning yechimi x =t + 2kn, ke Z ;
b) tenglama yechimi x = 2arctg 0,8 + 2kn, ke Z.
Javob: 2arctg 0,8 + 2kn, n + 2kn, ke Z .



9-Mavzu: Teskari trigonometrik funksiyalar qgatnashgan
tenglamalar.

Teskari trigonometrik funksiyalar gatnashgan tenglamalarni
yechishda arksinus, arkkosinus, arktangenslarning ta’riflaridan va
XII bob, 8.8-bandda keltirilgan ayniyatlardan foydalaniladi.

: . 2 . 2 ‘. -
1-misol. arcsin® x— 72[ arcsin x + 1[3 =0 tenglamani yeching.

Yechilishi. Qulaylik uchun arcsinx:;(—‘g <t < 725) belgi-
lash kiritamiz. U holda

L=

2 m, ., m?_ ’
t —2t+18—0:>

Wy e

I

Bundan, arcsinx = ¢ = x, = é

) J3
arcsmxzﬁ:::xz: 5 -
. 1.V3
Javob: 259 -

2-misol. 6 arcsin(x® - 6x + 8,5) = tenglamani yeching.

Yechilishi. 6arcsin(x” —6x+8,5) =7 < ar(:sin(x2 —6x+

T 2 2 - x1=2,
+8,5) = £ X —-6x+8,5=05x"-6x+8=0=
x, =4.
Javob: 2; 4.

3-misol. arcsin 3\2/5 ~ arcsin v/1 — x = arcsin % tenglamani

yeching.

Yechilishi. Tenglama 0 < x < 1 oraliqgda aniglangan.
arcsin 3\2& = (—72"' <a< ‘E), arcsinyl—x = f8 (—g <B< g)
belgilashlar kiritamiz. U holda



sino = 3:‘}; (a), sin B =+l—-x (b)

. —4
cosza:1wsm2(x:l-—94 :9";(. s cosax > 0.
X Ox
1 (9x—4
cCosoL== ,
3 X

cos B =+l-1+x= \/;
Qabul gilingan belgilashlar va (a), (b), (d), (¢) munosabat!
inobatga olib, berilgan tenglamaning ildizini topamiz:

) : 1 1
— Vi—x = in — B = arcsin 5 <
arcsin - — arcsin 1 —x = arcs 3= B = arc 3

& sin(@ — ) = sin (arcsin %) & sinacos f—cosasin f = % =

:>33§_J;_§1/9x;4 -Jl—x=%@\/9x;4 Al-x =1

=
<=>9x2—12x+4=04:>(3x—2)2=0=>3x—2=0=>[x=%.

. .2
Javob: 3-



10-Mavzu: Trigonometrik tengsizliklarni yechish.

Y A
M
y=a
B N A
>
O 1 X

«>» yoki «<» tengsizlik belgilari bilan berilgan trigonometrik
ifodalar trigonometrik tengsizliklar deyiladi. Trigonometrik teng-
sizliklarni yechish — bu tengsizlikdagi noma’lumlarning tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha qiymatlarini topish demakdir. Trigono-
metrik tengsizliklarni yechishda trigonometrik funksiyalarning mo-
notonlik xossalaridan va davriyligidan foydalaniladi.

sinx > g, sinx < 4, cosx > a, cosx < a, tgx > a, tgx < a, sinx 24,
tgx >a, kabi tengsizliklar eng sodda trigonometrik tengsizliklar
deyiladi. Fagat sinx yoki cosx gatnashgan tengsizliklarni yechish
uchun bunday tengsizlikni uzunligi 21t bo‘lgan biror oraliqda yechish
yetarlidir. Barcha yechimlar to‘plami kesmada topilgan yechimga
2km, ke Z sonni qo‘shib qo‘yish yo‘li bilan topiladi. Trigonometrik
tengsizliklarni yechishda y = sinx, y = cosx, y = tgx, va y = ctgx
funksiyalarining grafiklaridan yoki birlik aylanadan foydalaniladi.

4.1. sinx > a, sinx < a tengsizliklarni yechish. |sinx|<1 bo‘lgan-
ligi sababli quyidagi tasdiglar o‘rinhdir.

Agar:

a<-1bo‘lsa, sinx < a;a > | bo‘lsa, sinx >a;

a <-1bo‘lsa, sinx<a; a1 bo‘lsa, sinx > a
tengsizliklar yechimga ega emas.



Agar
a > 1 bo‘lsa, sinx < a; a<-1 bo‘lsa, sinx >a;

a21bo‘lsa, sinxy<a; a < -1 bo‘lsa, sinx > a;
tengsizliklar x ning har qanday giymatida bajariladi.

A .
Y 1 y = sinx
1 r=a
— DT (0] I\ i »
arcsing T W Y
14
138-rasm

1. sinx > a (Ja| < 1) tengsizlikning yechilishi. Birlik aylanada abs-
sissalar o‘qiga parallel y = a to‘g‘ri chizigni chizamiz. Bu to‘g‘ri
chiziq birlik aylanani A va B nuqtalarda kesib o‘tadi (137-rasm).
Rasmdagi chizmadan ko‘rinib turibdiki, NM oraligda y ning barcha
qiymatlaria dan katta; birlik aylana A M B yoyining barcha nuqtalari
a dan katta ordinataga ega. Shuning uchun sinx > a tengsizlikning
[0; 2] kesmadagi yechimlari (arcsina; T — arcsina) oraligqa tegishli
barcha x sonlar bo‘ladi (138-rasm). sinx ning davriyligini hisobga
olsak, tengsizlikning butun sonlar o‘qidagi yechimlari

arcsina + 2kn < x < w—arcsina + 2km, ke Z (1)
shaklda yoziladi.

Bundan buyon eng sodda trigonometrik tengsizliklarning yechim-
larini topishga doir misollarda tengsizlik yechimlarini tasvirlovchi
chizmalarni sharhlarsiz keltiramiz. O‘quvchilarga ularni mustagil
tahlil qilish tavsiya qilinadi.

sinx > 0 tengsizlikning yechimlar to‘plami 2km < x < &t + 2km,
ke Z.

sinx < 0 tengsizlikning yechimlar to‘plami 2kmw — 1 < x < 2km,
ke Z ekanligini yodda tuting.

V3
2

Yechilishi. (1) formuladan foydalanib, berilgan tengsizlikning
yechimlar to‘plamini aniqlaymiz:

l-misol. sinx > tengsizlikni yeching.



M
I
6,
/“ ] )
(0] ~ 6 1 X
Y=7»
B N A
139-rasm

N

arcsin 5 +2k7r<x<:r~arcsin‘/2§+2k7rcb’§+2k7r<x<
<x—’§+2k7r=>7§+2kn<x<2§r+2kn,kez.
. (r 27
Javob: (3 + 2km; 3 +2k9r),ke Z.

2-misol. gsinx>-— % tengsizlikni yeching.

Yechilishi. (1) formuladan foydalanamiz. Unga ko‘ra
arcsin (—~ %)'?' 2km <-x < m —arcsin (— £)+ 2km < —arcsin % +
+2km < x < 7 +arcsin é+2k:r S -E+2%n<x <+ +2kn =

=-T+2%n <x< T +2%n, ke Z.
Tengsizlikning yechimi 139-rasmda tasvirlangan.

Javob: [—’6[+2k7r; 7&’ +2kn, ke Z].

2. sinx < a (|a| < 1 tengsizlikning yechilishi. 140, 141-rasmlardan
ko‘rinib turibdiki, tengsizlikning [-7; ©] kesmadagi yechimi x ning
(—m — arcsinag; arcsina) oraliqdagi giymatlaridan, butun sonlar
o‘qida esa (2km — 1 — arcsina; 2km + arcsina), k€ Z oraligdagi
qiymatlar to‘plamidan iborat.



M

140-rasm

y A

¥y = sinx

arcsina

141-rasm

VA

-




Shunday qilib, sinx < a tengsizlikning yechimlar to‘plami

2km —m—arcsina < x < 2km +arcsina, ke Z (2)
formula bilan ifodalanadi.

V2

3-misol. sin2x<-"" tengsizlikni yeching.
Yechilishi. 142-rasmdagi chizmadan ko‘rinib turibdiki,

2kn—%’5<2x<2kn—%. Bundan k;c—%f <x<kn—’§, ke Z.

Javob: (kn:—%";—%+kn), ke Z.

4-misol. 2cos’x + sinx > 2 tengsizlikni yeching.

Yechilishi. 2cosix + sinx > 2&2(1 - sinx) + sinx > 2 < 2sin’x —
—sinx < 0 < sinx (2 sin x — 1) < 0. Berilgan tengsizlikka teng kuchli
bo‘lgan bu tengsizlikda sinx = y belgilash orgali yangi o‘zgaruvchi
kiritamiz va

y2y-1<90
algebraik tengsizlikni hosil gilamiz. Bu tengsizlikning yechimi

0<y<%.

Shunday qilib, 0 < sin x < 5 . Bu tengsizlikning yechimlar to‘p-

lami 2k <x<Z+2kn, ke Z yoki % +2kn <x<m+2kn, ke Z

oraliglardan iborat (143-rasm).

Javob: (2k7r;%+2k7r)U(%—+2k:r;:r +2kzr), ke Z .

N e




4.2.cos x > a, cos x < a tengsizliklarni yechish. |cosx|< 1 bo‘lgan
ligi sababli quyidagi tasdiglar o‘rinli.

Agar:

a< —1 bo‘lsa,cos x < a;a > 1bo‘lsa, cos x2a;

a<-1bo‘lsa,cos x<a;a=1bo‘lsa,cosx >a
tengsizliklar yechimga ega emas.

Agar:

a>1bo‘lsa,cos x <a; a £-1bo‘lsa, cos x2a;

a=>1bo‘lsa,cos x<a; a<-1bo‘lsa,cosx > a
tengsizliklar x ning har qanday qiymatlarida bajariladi.

I. cos x > a (|a] <1) tengsizlikning yechilishi

Birlik aylanada ordinatalar o‘qiga parallel x = a to‘g‘ri chizign
chizamiz. Bu to‘g‘ri chiziq birlik aylanani 4 va B nuqtalarda kesit
o‘tadi (144-rasm). 4 va B nuqtalarning absissalari a ga teng bo'lib
NP oraligda x ning barcha qiymatlari ¢ dan katta; birlik aylan:
BPA yoyining barcha nuqtalari ¢ dan katta abssissaga ega. Shuniny
uchun cosx > a tengsizlikning [-n; n] kesmadagi yechimlar
(—arccos a; arccos a) oraliqqa tegishli barcha x sonlar bo‘lad
(145-rasm). cosx ning davriyligini hisobga olib tengsizlikning butui
sonlar o‘qidagi yechimlar to‘plamini

i \
X=a
A

O N P x
B




y A

1| y=cosx

N < —A

z f } \_n/ o
14
—arccosa arccosa
145-rasm
2k —arccos a < x < 2km + arccos «, ke Z (3)

formula bilan berilishi mumkin.
cosx > 0 tengsizlikning yechimlar to‘plami

2kn-’£ <x<g+2k:r, ke Z.
cosx < 0 tengsizlikning yechimlar to‘plami

2km + ’zr <x< 35! +2km, k€ Z ekanligini yodda tuting.

S5-misol. cosx >~ é tengsizlikni yeching,.

Yechilishi. Berilgan tengsizlikni (3) formuladan foydalanib
yechamiz:

2k1r—arccos(— é)<x< 2km +arccos(-— é)ﬁ 2k}1’——(n‘—-’§)<

<2kn+(ft—§)¢:2k;r—2§r <x<2krr+23’.r, ke Z.

D —

X==5 VA Y A X
A A

<Y
=V




Tengsizlikning yechimi 146-rasmda tasvirlangan.
Javob: (2km—2F;2%kn+F ), ke Z.

6-misol. 2cos’x — 9 cos x + 4 <0 tengsizlikni yeching.
Yechilishi. cosx = y belgilash kiritamiz. U holda

2y2-—9y+4<0<:> Z(y—:lz)(y—4)<0=>é<y<4.
lcosx| <1 bo‘lganiigi uchun £<cosx£l tengsizlikka ega

bo‘lamiz. Uning yechimlar to‘plami 2kx — 75 <x< ‘g +2km, ke Z
(147-rasm).

Javob: (Zkir -7, 2kn+’3r),ke 7

2. cos x < a (|a|<1) tengsiz-

Y * x=a likning yechilishi. 148, 149-
rasmlardan ko‘rinib turibdiki,

A tengsizlikning [0; 2n] kesma-
dagi yechimi x ning (arccos a;

2n — arccosa) oraliqgdagi qiy-

matlaridan iborat. cosx ning

5 ””””’(’)’ coss N » davriyligini hisobga olib
X  tengsizlikning butun sonlar
o‘qidagi yechimlari to‘plami-
ni yozamiz:
B
148-rasm

=Y

T — arccosa




2km + arccosa < x < 2km +2m - arccosa, ke Z (4)

7-misol. 0032x<—5

tengsizlikni yeching. ==k T
Yechilishi. 2x ni o deb A
belgilasak, berilgan tengsizlik

COS O < — 5 ko‘rinishni oladi.
P N

Bu tengsizlikni birlik aylana- 0 >

ning abssissasi — % dan kichik
bo‘lgan barcha nuqtalari gano-
atlantiradi (150-rasm), shu- B

ning uchun cos < — 5 tengsiz-
likning [0; 2m] kesmadagi
yechimi

150-rasm

MCCOS(—;)<O! < 27c—arccos(—é)$ T —arccos é <O <

<27r—-(:r~arccos%)=»7r—’§ <a<2;r—(;r—’3r)=> 2_{ <o < 4;’
kabi topiladi. cosa ni davriyligini hisobga olsak, 2kx+ 2:‘,:1' <

<a<2k:r+43{r, ke Z.

Endi x o‘zgaruvchiga o‘tib, berilgan tengsizlik yechimini yozamiz:
2k + 2 <2J.c<2k;rr+4§'r okr+l <x<kn+f keZ
Javob: (k:r-a— 3 km + 2 3 ) ke Z.

8-misol. 7cos’x — Scosx + sin®x <0 tengsizlikni yeching.
Yechilishi.

7cos’x — 5cosx + sin’?x <0 & Tcosix — Scosx + | —cos’x <0 &

& 6cos’x — Scosx + 1 <0
Berilgan tengsizlikka teng kuchli bo‘lgan bu tengsizlikni yechish
uchun cosx = y belgilash orqali yangi o‘zgaruvchi kiritamiz. U holda

6y’ -5y+1<0e6(y-1)(y-1)<o=L<y<].

x o‘zgaruvchiga o‘tib, 3 <cosx <} tengsizlikka ega bo‘lamiz.



I151-rasm

=Y

Bu tengsizlikni ganoatlan-

tiruvchi nuqtalar esa x___:l)’

to‘g‘richizigdan o‘ngda, x = é

to‘g‘ri chizigdan chapda yotadi
(151-rasm). Birlik aylananing
bu gismlariga mos keluvchi
burchaklar oraliglari berilgan
tengsizlikning  yechimlar
to‘plamidan iborat. Shunday
qilib,

2km+ 7% Sx52k7r+arccos%, ke Z va 2k:r—arccos:l,,s

x< 2knm *g , k € Z oraliglar birlashmasi tengsizlikning yechimi

bo‘ladi.

Javob: [Zkrr + %— s 2km + arccos%]U[2k7r —arccos%; 2km - %—],

ke Z.

arctga

4.3. tgx >a, tgx<a
tengsizliklarni yechish. Bu

T, tengsizliklar a ning har

ganday qiymatlarida
yechimga ega bo‘lib, ularni
yechishda ham birlik
aylanadan yoki y = tgx,
y = ctgx funksiyalarning
grafiklaridan foydalanila-
di.

1. tgx>a (aeR)

152-rasm

il 4

tengsizlikning yechilishi.
Birlik aylanani chizib,
aylanaga (1; 0) nugtada
urinma bo‘lgan T —
tangenslar chizig‘ini chiza-
miz (152-rasm). Tan-



y=1igx

arctgu {E

153-rasm

genslar chizig‘ida ordinatalari a dan katta bo‘lgan barcha nuqtalar
AB nurda yotibdi. Birlik aylananing bu nurga mos gismi | 52-rasmda
ajratib ko‘rsatilgan. Birlik aylananing bu gismidagi har qanday nug-
tada

arctga < x< 5

tengsizlik bajariladi. 153-

rasmda bu yechim y = tgx funk- y A
siyaning grafigi orgali tasvir-
langan, tengsizlikning butun B

sonlar o‘qidagi yechimlari
to‘plamini yozamiz:

kx+arctga<x<72r+k7r, ke Z

(5)
9-misol. tgx2>-1 tengsiz-
likn1 yeching.

Yechilishi. Tengsizlikni
yechishda birlik aylanadan A
foydalanamiz. 154-rasmdan
ko‘rinib turibdiki, tengsizlik

—’2 <x< g oraligda bajarila-

W

I154-rasm



di. (tgx funksiya x = 72: da aniglanmagan). Tengsizlikning davriyli-

gidan foydalanib, butun sonlar o‘qi uchun yechimlar to‘plamini

yozamiz;
T

kn—45x<§+kn, ke Z.

Javob: [k;r - ’Z : 72’;' +k;r), ke Z.

y A

arctga

155-rasm

ckanligini yodda tuting.
-mi _n
10-misol. tg(2x 3)<

~ 3

2. tgx < a (ue R) tengsizlikning
yechilishi. Bu tengsizlik [55-
rasmda tasvirlangan birlik aylana
va tangenslar chizig‘ida ajratib
ko‘rsatilgan oraliqlarda bajariladi.
Shu sababli tangensning davriyli-
gini hisobga olib, tengsizlikning bu-
tun sonlar o‘qidagi yechimlar
to‘plami

kfr—g<x<arctga+k1r, ke Z(6)

formula bilan ifodalanadi.

tgx > 0 tengsizlikning yechimlar
to‘plami kzr<x< ’2‘ +kr, ke Z,
tgx <0 tengsizlikning yechimlar

to‘plami knﬂg <x<km,keZ

I tengsizlikni yeching.

Yechilishi. (6) formuladan foydalanamiz:

T

kn—-2<2x—%Sarctg-Jl§+kfr@kn—%+%<2xs%+%+kn4:
, ke Z.

T, k@

ckn—%<2x$%+kx<:>%@—l%<xsz+7

, . (knr _mw.m | km
J.:wob.(z 2:4%%

), ke Z.

I1-misol. 4ig’x—tgx-320 (x# % +4x) tengsizlikni

yeching.

Y echilishi. tg x = y belgilash orqali yangi o‘zgaruvchi kirita-

miz. U holda:



156-rasm

4y*-y-3>0e4(y+3)(y-D20
Bu tengsizlik yechimlari to‘plamlarining birlashmasi

(—m;— 2]U[];+m) dan 1borat. x o‘zgaruvchiga qaytib,

-3
tgx < e
tgx 2 1

tengsizliklar sistemasiga ega bo‘lamiz. Bu sistemaning (__;2r ; g)

oralig uchun yechimi (-g;—arctgi]va ﬁ,g) oraliglar

birlashmasidan iborat (156-rasm). Tangensning davriyligini hisobga
olib berilgan tengsizlikning butun sonlar o‘qidagi yechimlari
to‘plamini yozamiz:

(kfr—‘g;kn-arctgfi]U[k7z+ﬁ;§+kn), ke Z.

Javob: (kn—g;kx—arctgi]U[kn+ﬁ;g+k7r), ke Z.



MUSTAQIL ISHNING DAVOMI...
25% sin’ x+cos” x = | tenglamani yeching.
A) krn, ke Z, B) +2kn, ke Z; C)2nm;
D) 2k, L 2 +2kn, ke Z, Eym+kn, ke Z.
26*, sin" x+cos" x = sin xcos x tenglamani yeching,.
A) % +km ke Z; B) T +2km ke Z; C) T +kn ke Z;
D) F +kn ke Z; E) § +2kn. ke Z.

27*. sin® x +cos® x = 14 (sm x+cos” x) tenglamani yeching.

A)t§+kmkeZ; By 25+ T kez

C) (-1 % +km, ke Z; D) 5 +kn, ke Z;

E) i§+k§,keZ.

28*. 8]"‘"‘2Jr +8!°°szx =130 tenglamani yeching.
A) % +kn ke Z; B) § +kn ke Z; C) g +2kn, ke Z;
D)+ %+ kez; )25+ ke z.

29%*, gt%ii{; = %cosd' 2x -8sin” xcos” x tenglamani yeching.

A) L+ kf kez, B) F+ikmkez; O 5+KF kez;

D)+ +* kez, E)§ +2kn.keZ



1 2cos2x-1 _ 23tg2x _ _
30* . J—tg2x ¥ cos2x+sin2x T 5., tenglamani yeching.
1—tg<2x

A) T +kn,ke Z; B) g+k2”,ke z; C) I +kn ke Z;

D) % +kr.ke Z; E) 1"’2+"5",ke Z.

31* {COSX-PCOS}?:\/E,

sistemani yeching.

x+y=7

A)(g+2kn,’6‘ 2k1t) ke Z: B)( +2km; T - 2k1r) ke Z;
C) (g+kn; T —kn) ke Z; D) (T +kn,‘§+kn) ke Z;

E) (+‘g+2kn +g+2kn) ke Z.

32*. cos xcos 2xcos4xcos8x = % cos 15x tenglamani yeching.
A) 12+k1rr ke Z; B) 14 T ke z; O) 30,keZ

D) AT ke Z; E) ’f’zf,kez
T

33*. tgx + tg2x — tg3x = 0 tenglamaning (—g ; 2) oraliqdag
chimlari yig‘indisini toping.
. . . _n
34, 9eox + 2. 3% = |5 tenglamani yeching.
A) 2kn, ke Z; B)0; C)2rn; D) n + 2kn, ke Z;

E) ’2'+2Jm,ke Z.

35. W/1—cos x =sin x tenglamani yeching.
A) 5 +km;2km, ke Z; B) % +2kn, ke Z;

C) 5 +2km;2kn, ke Z; D) 2kn, ke Z; E)—n + 2kn, ke Z.
36*. cos'%x + sin'’x = | tenglamani yeching.

A) kn;g +km, ke Z; B)2kn, ke Z;C) 2kn;’5 +2knm. ke Z:

D) & +2kn; 5 +kn, ke Z; E) kmy % +2km, ke Z.






37* cos3x

© Gin3x_dsinx = &X tenglamani yeching.

A)4+ >+ ke Z; B)4+2kzr ke Z,; C)4+kn' ke Z,

D)’_,f 2,keZ E)ﬁkn ke Z.

" 38* \/l1-sin2x =sin3x+cos3x tenglama [35’ ;Z:rr] oraligda

nechta ildizga ega?
A)4;B)3; C)2; D)1, E) ko‘rsatilgan oraliqda ildizi yo‘q.

39*. log,(—cos x) —log, sin x +% =—log, 2 tenglamani yeching.

A) D) T +kn, ke z; B) (=)' T +kn, ke Z;
)5g+2kn,kez; D) 3+2kfr,kez; E) 2F +2kn, ke Z.

40*. 5sin3x — 6cos3x = a tenglama 4 ning qanday qiymatlarida
yechimga ega?

A)-l1<as<l; B) -} Sasg,(:) l<as;
D) \/_l<a<\/_ 4<a<\/_

41. 3arccos(2x+3) = 5” tenglamani yeching.

A)*r B)*‘r C) - 6+~f D) - *f;E)—l,zs.

1

2 . .
42*_ arcsin x - arccos x = ?8 tenglamani yeching.

A)‘/Qg;‘?; B)—‘/_ l,C)‘F bas D)2, 2,

43, arctg(l— x)+arctg(l+ x) = 74: tenglamani yeching.

A) £2; B)£+v2;C) %3, D)v2;3; E) 15 V2.

44, 2(arcsin x)? +n? = 3warcsin x tenglamani yeching.

2’2'

At B oY% bl Y2
45*. 2arcsin2x = arcsin7x tenglama nechta ildizga ega?
A)l; B) 2; C)3; D) 4; E)D.

46. sﬁsin (g - 2x) > | tengsizlikni yeching.



A) (2km =7 2km + 7 ke z; BY (kn =G km + ) )ike Z;
ﬂo - 7[ . -

C) (2k1r—-8,2k:r+8);ke Z: D) (kn—g,kn+8),kez,

E) (kzr+8;k7r+3x) ke Z.

47. 2(;05(3; +3x)s—\/5 tengsizlikni yeching,

2k _Sm. m , 2km 2kxn_m. 2krm zr] k
A3 12t ]kez B)[ 43 €Z

[ kr _Sm.nm k= ) km _m.km _ =& .
O35 - 12’12‘“3]"52'[’)[3 453 12]”“‘32’

2k . 3m |, 2knm

48. tg( + ) 1 >0 tengsizlikni yeching.

A) [k:rr— 4;?2r+k11'),k€ Z; B) [k7r+ﬁ;’2r+k7r),ke Z;

C) [3kn - 373 +3kn) ke 2; D) [kn - 3F ;3 +kr) ke Z;
E) (Skﬂ—ngi;%@+3k7r),ke Z.
49. ctg(%r - 5)5 3 tengsizlikni yeching,.

A) (an—zr; Q:f +2k:rr],ke Z; B) (kn—g;g +k:r],ke Z;
C) (2k7r-3r;’§+2k7r],ke Z, D) (k;r-—’z‘;g+kn:|,ke Z;
E) (-7 % |.

50. é <sinx< ‘{; tengsizlikning [0; 2xt] oraliqdagi yechimlari-

© 1 JU[3 5 )im (05 JU[ 3 s2e)s0 (5 F):

D)( + 2k +2k7r] ke Z;

ni toping.

E) (F +2kn: % +2kn]u[3f +2km; 3F +2%kn), ke 2.



51. - \? <cosx < % tengsizlikni yeching.
A) [2k1r - Sf’;r ; 2k — arccos %) ke Z,

B) [Ekn _26}! 12k -—arccos%)U(arccos%+ 2km; 5_ + 2kﬂ:] ke Z;
C) (2k7r —6—,2kfr — arccos TJ ke Z;

D) (247 - %"5,2k?r—arccmj U[arccosj+2k7r —Dr+2rm) ke Z:

E) (arccos 3 + 2km: 3F + 2k ) k € Z.

52. 2tg?22x — 1 >0 tengsizlikning (—g ; er) oraligdagi yechimla-

ni toping.

A) (kn—’zr; kn—éarctg \/li),kez;
B) (k:r+g; km + arctg Ji),ke Z;

L9, .5 S e B [T 5.9
C)(2 ) 2arctgﬁ)U(2+zarctg

&|—
9]

1, 1.1 1
E) (— parCtg 55 arctg \5)
53. 2sin%x — 5sinx + 2 < 0 tengsizlikning [0; 27] oraliqdagi yechim-
11 to‘plamini toping.

A (57 ) B [0 §)u(E an s O [0 Ju[F i2n ]
D) [0;§)U(2§r, ]; E)D.
4% y =41 ~2sin” x +Vsin 2x funksiyaning aniglanish sohasi-

| toping.
A) [kn—ﬁ;k:r+ﬁ],kez; B) [kn;g],ke Z,

C) [kn;§_+kn],ke z.D)[0.Z ] B) [2kn:% + 24 | ke 2.



55. f(x)= cos(x—%) funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
_m.xm|. e LT
A5 Boa; O [0l

D)[ Ty 2km, 3f+2kn:lkez E)[ “+2kn;£+2kn]kez.

56. y=3/sin2x —2,/ctg2x funksiyaning aniglanish sohasini
toping.

A) (kn;i+kn},ke Z; B) (kn;’2‘+kn),ke YA

C) (’2"-+kn;n+kn),ke Z . D)(0:n); E) (32"+kn;2kn),ke zZ.

57%. y= Jlﬂog_‘. cos x funksiya x ning ganday giymatlarida
2
aniqlangan (xe [0; 2n}])?
A [0:3Ju[F 522 ] B [0:5)U(3F 22 s D) T0:
o [05Jo 77 2r]
58*. cosx <sinx tengsizlikni yeching.

A) (T +2km; 5 +2kn ) ke Z; B) (§ +km: 3 +kn) ke Z;

C) (% +2km; 37 +2kn ) ke 2; D) (§ + ks 5F +kn) ke Z;

E) 2km;m+2kn), ke Z.

59. (fg > 1 tengsizlikni yeching (xe [0; 2x]).

€
6
A) [%%) 3fr SJr] B)[ } [35r;537r] C)[3ﬂ‘ Szr]

o [5:3) B0t ]

60*. y = arccos (2sinx) funkblyaning aniqlanish sohasiga tegishli
bo‘lgan x ning [-x; n] kesmadagi barcha qiymatlarini aniglang.

)ln(ZCosx)



A) [-E;-zf]U[-g;g]U[zf ;rr]; B) [—g’%]
T
6

O[-%:5]: D [-2:%] B [-m-F Ju[-5:Ju[ ¥ ]

2sin3x—4
 2x-3x2+]
A) cheksiz ko‘p; B) 4, C) 3; D) 2; E)l.

62*. sinx+ % sin 2x + :]; sin3x >0 tengsizlikni yeching.

61* <0 tengsizlik nechta butun yechimga ega?

A) Qkm;n+2kn) ke Z;B) [M:%+kn],ke Z ;

) (2% +2k2) ke z; D) (2km: % +2kn) ke Z5

E) (-7 +2km. % +2kn ) ke Z.
63*. arcsinx < arcsin (1 — x) tengsizlikni yeching.
1Y . 7Y : 111 1
A) (-3 3 ) BY(0:2,C) @:D) -1 11 B) [0; }).

64*. arcsinx > arccos x tengsizlikni yeching.

A) [o; ‘/25) B) [0; 1]: C) [‘?:l]: D) (*/25;1); E)@.

65*. x*—4x + arccos (x* - 4x + 5) <0 tengsizlikni yeching.
A) {2}; B) [-15 1]; C) [-2; 2); D) (=2; 0); E) (0; 2).



11-Mavzu: Trigonometriyani planimetrik masalalarni
yechishga tatbiqlari.

2.1.1-ta’rif. Bir to‘g‘ri chizigda yotmagan uchta A, B, C nugtadan va bu
nuqtalarni ikkitalab tutashtiruvchi uchta kesmadan iborat figuraga uchburchak
deyiladi va AABC kabi belgilanadi. A, B, C nuqtalar uchburchakning uchlari,
AB,BC, CA kesmalar uning tomonlari deyiladi (2.1.1-chizma). 2ZCAB, 2CBA,
£2ACB burchak lar ABC uchburchakning ichki burchaklari deyiladi, ular ba’zan
bitta harf orgali ham belgilanadi: 2£A, 2B, 2C. Uchburchakning AC tomonini C
nuqtadan o‘ngga davom ettiramiz. Natijada hosil gilingan ZBCD burchak ABC
uchburchakning tashqi burchagi deyiladi. Tomonlariga ko‘ra uchburchaklar uch
turga: teng yonli, teng tomonli yoki muntazam, turli tomonli uchburchaklarga

bo‘linadi.

2.1.2-ta’rif. Ikki tomoni bir-biriga teng bo‘lgan uchburchak teng yonli
uchburchak deyiladi.

2.1.3-ta’rif. Uchta tomoni o‘zaro teng bo‘lgan uchburchak teng tomonli yoki

muntazam uchburchak deyiladi.

2.1.4-ta’rif. Tomonlari har xil uzunliklarga ega bo‘lgan uchburchak turli

tomonli uchburchak deyiladi.
Burchaklariga ko‘ra uchburchaklar uch xil bo‘ladi.

2.1.5-ta’rif. Barcha ichki burchaklari o‘tkir bo‘lgan uchburchak o*tkir
burchakli uchburchak deyiladi.

2.1.6-ta’rif. Bitta ichki burchagi o‘tmas bo‘lgan uchburchak o‘tmas burchakli
uchburchak deyiladi.

2.1.7-ta’rif. Bitta ichki burchagi 90° ga teng bo‘lgan uchburchak to’g’ri
burchakli uchburchak deyiladi.



2.1.8-ta’rif. ABC uchburchakning AB va AC tomonlar1 o‘rtalari Kva N

nuqtalarni tutashtiruvchi kesma uchburchakning o‘rta chizigi deyiladi (2.1.2-

chizma).
B
A
K N
j" C\ B C
2.1.1-chizma.Uchburchak 2.1.2-chizma.Uchburchak o’rta chizig’i

2.1.1-teorema. Uchburchakning o‘rta chizig‘i uning asosiga parallel va asosi

uzunligining yarmiga teng: BC || KN va BC = 2 - KN.
2.1.2-teorema. Uchburchak ichki burchaklarining yig’indisi 180° ga teng.

2.1.3-teorema. Uchburchakning tashqi burchagi unga qo‘shni bo‘lmagan
ichki burchaklar yig‘indisiga teng (2.1.3-chizma):

4ZBCD = £BAC + £ABC.

ABC uchburchakning A uchidan BC to‘g‘ri chizigqa perpendikulyar tushiramiz va
F ularning kesishish nuqtasi bo’lsin. U vaqtda AF kesma uchburchakning
balandligi deyiladi (2.1.4-chizma). Uchburchakda uchta balandlik o’tkazish

mumkin.

A

cC D B 3 C
2.1.3-chizma.Tashqi burchak. 2.1.4-chizma.Uchburchak balandligi



Berilgan AABC ning tomonlari AB = ¢, BC = a, AC = b bo‘lsin (2.1.5-chizma).
Unda AK L BC balandlik o‘tkazamiz. Agar 2B = 90° bo‘lsa, to‘g‘ri burchakli
ABK va ACK uchburchaklardan b? = AK? + KC?, AK? = ¢? — BK? ifodalarni
topamiz. Ulardan
b* =c? - BK*+ (a — BK)?> = ¢* = BK? + a* — 2a - BK + BK?,

2 2_p2
b? = a? + ¢? — 2a- BK bo’ladi. Bundan, BK = " kelib chigadi. Olingan

2a

ifodani AK uchun yuqorida olingan ifodaga keltirib qo’yamiz:

2

R R e R e N F

(2ac—az—c2+bz) (2ac+a2+c2—bz) _ (b*—(a— c)z)((a+c)2 bz)
2a 2a 4a’
. Bundan,

AK2 = (b—a+c)(b+a—2‘(2a+c—b](a+c+b) bo’ladi. @ + b + ¢ = p deb belgilab, golgan

ko’paytuvchilarni p orqgali ifodalaymiz: b+ c—-a=a+ b+ ¢ —2a = 2p — 2a,
a+c—b=2(p—>b),a+b—c=2(p— c). Natijada AK balandlik uchun

A2 = - a@-b)@=0) g h, = E\/p(p —a)(p—b)(p—c) ifodani

4qa?

olamiz. Qolgan hj, va h. balandliklar uchun ham, yuqoridagiga o’xshash,

2
hy == p@ - @ - D)@ -0
he=2p( - @)@ -b)(@ - )

formulalarni hosil gilamiz.

111
hy:hy:h, = E T bc:ac:ab
Misol: ?—_ hiaJr - + —C ni isbot qiling.
1 1 1 1 1 1 1 SinA + sinB + sinC
h, hy h, 2R (sinBsinC ¥ sinCsina sinAsinB) ~ " 2RsinAsinBsinC
4cos éms Ems— 1
2 2 2 _

C . A . B .
coS+ 4Rsin=SsSin=Sin=

. A . B . C A
16Rsin = Sin = Sin = €C0S = €OS 5 5 5 5

20 2R 2R



2.1.4-teorema. Uchburchakning yuzi uning ikki tomoni bilan shu tomonlar
orasidagi burchak sinusi ko’paytmasining yarmiga teng.

1 1
S = —absinC = —bcsinA = —acsinB
2 2 2

Isbot. h;, b tomoniga tushirilgan balandlik bo’lsin, unda h; = asinC
bo’lganidan
S= lbhb = ZabsinC
2 2
kelib chigadi. Shu yo’l bilan S uchun boshga ikki xil ifodani ham hosil gilamiz.

shu 1kki o’Ichovli elementga ega bo’lganidan VS chizigli (bir o’lchovli) elementga

ega bo’ladi. Bu chizigli elementga tegishli burchak elementli formula

S= J%sinAsinBsinC
dan 1boratdir.
Uchburchakning berilgan uchidan chiqib garama-qarshi tomonining o’rtasini
tutashtiruvchi kesmaga mediana deyiladi. AABC da AD mediana va AK balandlik
o’tkazilgan bo’lsin (2.1.6-chizma). Kesmalar uzunliklari uchun quyidagi
belgilashlarni kiritamiz: AB =c¢, AC =b, BC =a, AD =m, AD mediana
bo’lganligidan. Endi AABC uchun Stuart teoremasini yozamiz:
AC?-BD + AB?-DC = AD?-BC + DC - BD - BC

Z

yoki b* -§+ c? g =m’-a+ % -a . Bu tenglikning ikkala tomonini a ga

b2+C2 2 ﬂ.z 2 b2+C2 ﬂ.z
=m:s + —. m_, = - .
5 at Bundan, 2 5 .

qisqartiramiz:

m, =%\/2b2+2c2—a2 ifodani olamiz. Yugqoridagiga o’xshash m,, m,

medianalar uchun ushbu ifodalarni olamiz:

my, = %\/2&2 +2¢2 — b2, m, = %V’Zaz + 2b% — 2.

3 1 . . .
m2 +mZ +m? ==(a’?+ b%?+c?), m, =>V2sin?B + 2sin?C — sin?A.



A
¢ b
h B
B C
= e B D K C
2.1.5-chizma.Uchburchak 2.1.6-chizma.Uchburchak medianasi.

Uchburchak burchagi bissektrisasining shu uchni uning qarshi tomondagi nuqta
bilan tutashtiruvchi kesmasiga uchburchakning bissektrisasi deyiladi. Uchburchak
bissektrisalarini hisoblash formulalarini keltirib chigaramiz. a)Tomonlari AB = c,
AC = b, BC = a bo’lgan AABC da AD bissektrisani o’tkazamiz (2.1.7-chizma)
va uning [, uzunligini a,b,c orgali ifodalaymiz. Uchburchak ichki burchagi

BD _ AB ab
bissektrisasi xossasiga ko’ra: o ac yokl BD = bT vaDC = Py munosabatlarni

olamiz. Bu qumatlarm Stuart teoremasidagi
AC?-BD + AB?-DC = BD - DC - BC + AD? - BC ifodaga keltirib qo’yamiz.

ac ab ac ab
b —+c*—= —a+li-a
b+c b+c¢ b+c b+c

be(b+c) a*bc _ be((b+c) -a

2
) .
b+c (b+c)? N (b+c)? - Yoki

Oxirgi ifodani a ga gisqartirib, [2 =

__ be((b+c)?—a?)
a b+c

!

ifodaga ega bo’lamiz. Agar yuqoridagi kabi a +b +c = 2p deb belgilasak,
b+c—a=a+b+c—-2a=2p—2a=2(p—a) bo’ladi. u holda oxirgi

2vbc

p(p — a) ko’rinishni oladi. Xuddi shunday

2y‘ac ;7 _Z‘v’ba —
atc l b+a (P C)

Endi uchburchak bissektrisasini uchburchakning burchaklari orqali ifoda

formula [, =

qilamiz. b) Agar AD =1, ABC uchburchakning A burchagining bissektrisasi

lg

sinB sm(/_ADB)

bo’lsa, u holda sinuslar teoremasi bo’yicha AABD da Bu yerda



t4DB=n—(B+%5)=n-B-—292 -7 _2<
2 2 2 2
bo’lganidan
- —sin (T —BC) = cos B
sin(£ADB) = sin (2 5 ) cos —
kelib chigadi. Bundan:
lg, _ ¢ __ csinB
sinB CDSEZ;C va Ia B cosgz;c-

Bu ifodani uchburchakning burchak elementlari orqali ifoda qilsak, burchak

bissektrisasi
__ sinBsinC
la — — B-C
cos——
2
bo’ladi. Xuddi shunday
- sindsinC sinAsinB
lb - A-C » IC —




12-Mavzu: Trigonometriyani planimetrik masalalarni
yechishga tatbiqlari.

Sinuslar va kosinuslar teoremalari.
2.2.1-teorema (sinuslar teoremasi). Har ganday uchburchakning tomonlari
ular garshisidagi burchaklarning sinuslariga proporsionaldir:

a b C

sinA _ sinB _ sinC

Isbot. a) AABC ning bitta tomoni unga tashqi chizilgan aylananing

markazidan o’tadi, ya’'ni AB = 2R deb olamiz (2.2.1-chizma), bunda R —tashqi

chizilgan aylananing radiusi. ZACB diametrga tiralganligidan ZACB = 90°.

. . . . BC . a . a . a . .
Sinusning ta’rifiga ko’'ra — = sind, — = sinA, — = sind, — = 2R bo’ladL.
AB c 2R sind



Xuddi shunga o’xshash, ﬁ = 2R ekanligini ham ko’rsatish mumkin. sin90° = 1

ekanligini hisobga olib, AB = ¢ gipotenuza uchun

= 2R deb yozish mumkin.

sinC
b _ ¢

sind N sinB a sinC

Hosil qilingan ifodalamni tagqqoslab, = 2R munosabatlarga ega

bo’lamiz.

b) AABC ning barcha tomonlari unga tashqi chizilgan aylananing O markazidan bir
tomonda yotgan bo’lsin. Uchburchakning B uchidan aylananing BA; diametrni
o’tkazamiz (2.2.2-chizma). U vaqtda AA;BC to’g’ri burchakli bo’ladi va
AiB = 2R. AA{BC dan BC = 2Rsin£ZBA;C bo’lishini topamiz. Lekin ZBA;C va
ZBAC lar aylanaga ichki chizilgan va BC tomonga tiralgan bo’lganligi uchun

0’zaro teng,

a

ya'ni ZBA,C = £BAC. Demak, BC = 2RsinA va = 2R. Qolgan tengliklar

si
ham shunga o’xshash isbotlanadi.

d) AABC ga tashqi chizilgan aylananing O markazi AABC ning ichida yotgan holni
qaraymiz (2.2.3-chizma). Uchburchakning B uchidan aylananing BA; diametrini
o’tkazamiz hamda A; va C nuqtalarni tutashtiramiz. 4;B = 2R bo’lganligidan
AA{BC —to’g’r1 burchakli bo’ladi va aylanaga ichki chizilgan burchaklar sifatida
£BA,C = £BAC bo’ladi. AA;BC dan BC = A;BsinA yoki BC = 2RsinA bo’ladi.

c

Demak, 2 _=2R .Qolgan _i = 2R, = 2R tengliklar ham shunga o’xshash
SinA sinB

sinC
isbotlanadi.

2.2.1-natija. Ixtiyoriy uchburchak tomonining shu tomon qarshisidagi
burchak sinusiga nisbati bu uchburchakka tashqi aylana diametriga teng.

a b c
- p— - p— - pr— 2R
SinA sinB sinC




C A
A
A
a . fo B |
B
2.2.1-chizma. 2.2.2-chizma. 2.2.3-chizma.

(2.2.1-chizma), (2.2.2-chizma) va (2.2.3-chizma) lar sinuslar teoremasidan
3.2.2-teorema (kosinuslar teoremasi). Uchburchak istalgan tomonining
kvadrati golgan ikki tomon kvadratlari yig’indisidan, shu ikki tomon bilan ular
orasidagi burchak kosinusining ikkilangan ko’paytmasini ayirish natijasiga teng:

a? = b?%+c?— 2bc-cosA
b? = a? + ¢% — 2ac- cosB
¢ = a?+ b%? - 2ab - cosC

Isboti. Uchta holni garab chigamiz. 1- hol. a) 24 o‘tkir, ya’ni ZA < 90° va ZB
o‘tkir burchak bo‘lsin. Uchburchakning € uchidan CD 1 AB o‘tkazamiz (2.2.4 a-
chizma). U vaqtda AD = b. va DB = a, lar AC = b va BC = a tomonlarining
AB = c tomonga proyeksiyasidan iborat bo’ladi. CD = h,. deb belgilaymiz.
To’g’ri burchakli ABCD va AACD lardan, pifagor teoremasiga ko’ra,

{az = h% + a?

hZ = b? — b?
munosabatlarni olamiz. h,. ning giymatini birinchi ifodaga qo’yib, a. = ¢ — b,
munosabatdan foydalangan holda, a? = b? — bZ + (¢ — b,)? ifodani olamiz yoki
a?=b*—bt+c?>—2-c-b.+b?=b?>+c*—2-c b, bo’ladi. AACD da b,
kesma 2A ga yopishgan katet bo’lganligidan b. = b - cosA. Olingan qiymatni a?
ning ifodasiga keltirib qo’ysak, talab qilingan a?=b*>+c>—-2-a-ccosA
tenglikni olamiz.
b) 2ZA — o‘tkir, ZB —o’tmas burchak bo’lgan holni garaymiz. Bu holda
b. = AD = c¢ + a., a. = BD bo’ladi (2.2.4 b-chizma). To’g’ri burchakli ABCD va

AACD lardan, pifagor teoremasiga ko’ra



[a2=h§+a§
h? = b? — AD? = b*> — (¢ + a,)?

munosabatlarni olamiz. Bundan, a®> = b*> — (¢ +a.)? +a?=b*>—-c*—2-c-a,
bo’ladi. to’g’ri burchakli ABCD dan AD = b-cosA yoki ¢ +a, =Db"cosA
bo’lishi kelib chigadi. U vaqtda a. = b - cosA — ¢ bo’ladi va a? uchun olingan
ifodaga keltirib go’ysak,
a?=b%—-c?—2c(b-costzA—c)=b?>—c?—2b-c-cosA+ 2c? va
a? =b%? +c? — 2b-c- cosA bo’ladi.

d) A — o‘tkir, ZB —to’g’r1 burchak bo’lgan holni qaraymiz. Bu holda CB va CD
kesmalar bir-biriga teng bo’ladi va a. = 0 (2.2.4 d-chizma). To’g’ri burchakli
AABC dan Pifagor teoremasiga kora a?=b?—c? bo’ladi. bu ifodani
quyidagicha yozamiz: a? = b% +c? — 2c?- c katet A ga yopishganligini hisobga
olsak, ¢ =Db-cosA bo’ladi va natijada talab gilingan,
a? = b? + ¢? — 2b - ¢ - cosA tenglikka ega bo’lamiz. Shunday gilib, bu holda ham

kosinuslar teoremasi o’rinli bo’lar ekan.

c B=D
d)

2.2 4-chizma.Kosinuslar teoremasidan.
2-hol. ZA —o’tmas burchak, ya’ni ZA > 90° bo’lgan holni qaraymiz. CD | AB
to’g’ri chiziqni o’tkazamiz va BD = a., AD = b, deb belgilaymiz. To’g’ri
burchakli AACD va ABCDifagor teoremasiga ko’ra hZ = b? — b2,
h? = a? — (c + b.)®> munosabatlarni olamiz. Olingan tengliklarning o’ng
tomonlarini
tenglashtirib, b2 — bZ =a?— (c+ b.)2,  b*>—bZ =a*—c? —2ch. — b?

ifodalarga ega bo’lamiz. Ulardan a? = b? + c¢? + 2cb,. ifoda kelib chigadi. To’g’ri



burchakli AACD ni qaraymiz. £CAD = 180° — ZA
cos(180°— 2A) = —bcoszA bo’ladi. Shunday

a? = b% +c? - 2b-c coszA.

3-hol. £A —to’g’n1 burchak, ya’ni 24 = 90° bo’lgan holni qaraymiz. 24 -
bo’lganligidan, BC = a tomon AABC ning gipotenuzasidir va Pifagor teorem

2 =p? +¢? — 2bccos £A ko’rinishda yozish mumkin. Teorema

ko’ra, a
isbotlandi.

Kosinuslar teoremasidan uchburchak burchagining kosinusini 1

: .. C e . . bZ+c2—
tomonlari orqali ifoda etishimiz mumkin: cosA = T Buni hisoblashda.

g burchaklarning trigonometrik funksiyalar qiymatlarini logarifm jadvalidan t

mumkin. Yarim burchak kosinusi formulasidan

bunda a+ b + c:

CoS - =

A J1+cosA J}!bc+b2+c2—a2 . J(a+b+c)(h+c—a)

2 2 4bc 4bc ’
shuning uchun
A —-a B -b C -c
cos? = p(p ), cos 2 = p(p ), cos = p(p )_
2 bc 2 ac 2

Yarim burchak sinusi formulasidan

_b*+c?-a?
A 1 —cosA _ 2bec — b2 — ¢? + a?
a_ 2bc _ _
sin— = = =
2 4bc

a?- (b3—2bc+c2) J(p—b)[p—c)

bc

Shu xilda

sm f(p a}(p c}’ sm ﬂ p—a)(p— b)
ab

Shularga asoslanib,

A (p—b)(p—c) B (p-a)(p—c) c (p—a)(p—D)
t —_——= P T— t _——= PR — _——=
93 J p(p-a) ’ 973 x} p(p-b) atg; N PO

kelib chiqadi.



13-Mavzu: Trigonometriyani streometrik masalalarni
yechishga tatbiqglari.

Uch yoqli burchak
Fazodagi ixtiyoriy O nuqtadan bitta tekislikda yotmaydigan uchta a, b, ¢ yarim to'g'ri chiziq
o'tkazilgan bo'lsin. Bu yarim to'g'ri chiziqglar juft-juft ravishda uchta (ab), (be), (ac) yassi burchal
tashkil qgiladi (15.15- chizma).
8-1 a'r1f. Uchta yassi burchakdan va har bir yarim to'g'ri chiziglar juftlari orasidagi yarim
tekisliklarning gismlaridan tashkil topgan shakl uch yoqli burchak deyiladi.
S — uch yogli burchakning uchi, a, b, ¢ yarim to'g'ni chiziqlar uning girralari, tekis burchaklar v:
qirralar bilan chegaralangan tekisliklar gismlari uch yoqli burchakning yoglari (tomonlari)
deyiladi. Uch yoqli burchaklar tomonlarining (yoglarining) har bir jufti ikki yoqli burchak hosil
qiladi. Ular a qirradagi, b qirradagi va ¢ qirradagi ikki yoqli burchaklardir.

O

15.15- chizma.
10- t e o r e m a (kosinuslar formulasi). Agar a, B, y — uch yoqli burchakning yassi burchaklari, A,
B, C — ular qarshisidagi ikki yoqli burchaklar bo"Isa,
cosy=cosc-cosf+sina-sinp-cos C
munosabat bajariladi.
I s b oti. Uch yoqgli burchakning ¢ qirrasida ixtiyoriy C nuqtani olamiz vaCB L ¢, CA L ¢ to'g'ri
chiziglarni o'tkazamiz
(15.15-chizma), bunda 4 va B nuqtalar C4 va CB perpendikularlarning a va b qirralar bilan
kesishgan nuqtalaridir. 4 va B nuqtalarni tutashtirib, AABC ni1 hosil qilamiz. Kosinuslar
teoremasiga ko'ra, AABCdan AB* = AC*+ BC?*=2A4C: BC- cosC va AdBOdan
AB*= A0*+ BO? =240 BO - cosy
munosabatlarga ega bo'lamiz. Bu tengliklarning ikkinchisidan birinchisini ayiramiz:
A0 +BO*=AC*—BC*+2AC BC- cosC—240 B0 - cosy=0. (1)
A ABCva AABO to'g'ri burchakli bo'lganligidan,
AO* = AC?= 0C'va BO*— BC*= OC* (2)
bo'ladi. U holda (1) va (2) tengliklardan AQ* BO-cosy= OC?*+ AC- BC-cosC ifodani hosil
qilamiz. Lekin

o cosp, ¢ _ COS0L, AC =sinf, 5 =sinao
A0 0 A0 BO
ekanligini hisobga olsak, talab qilingan

cosy=cosc.-cosf +sina - sinf-cosC (3)



formulani olamiz. (3) tenglik uch yoqli burchak uchun kosinuslar formulasi deyiladi.
11-teorema (sinuslar formulasi). Agar a, B, Yy — uch yoqli burchakning yassi burchaklari, A, B, C —

ular qarshisidagi ikki yoqli burchaklar bo'lsa (15.16- chizma),

sin ot - sinp - siny
sind sin8 sinC

tenglik bajariladi.

15.16- chizma.

I'sb ot (3) kosinuslar formulasidan cosC ni topamiz:
cosC = cosy— c05{-x -cosP .
sing-sinf
Endi bizga ma'lum formuladan
ol Pt m"f'?’s“’z -
sin“o - sin“p

sin’C =1—cos

_ sinzaasinzﬁ%cosv—cosa -cosﬁ)z

sin‘e -sinlﬂ

_ (i—cos%e)(1—cos’p)—~(cosy—cosa-cosP)’

- sin‘a- sin’p -

11— cos®o— cos’  — cos’™y + 2cosat - cosp - cosy

sinfo- sin®p
bo'lishi kelib chigadi. Oxirgi tenglikning ikki tomonini sin” ga bo'lamiz:

sin’C _ l*cosza—coszﬁ—coszy+Zcosu—cosﬁ-cosy (5)
siniy sin’a- sinzﬁ . sinzv

(5) tenglikning o'ng tomoni a, B, y miqdorlarga nisbatan simmetrikdir. Agar nisbatlarni ham

hisoblasak,
sin’ A sin’B

—=— Va
sin’et sin’f
o'ng tomonda (5) ningo'ng tomonidagi ifodani hosil qilamiz. Shu sababli bu nisbatlar o'zaro teng:
sin’A _ sin’B _ sin’C

. 2 =1
sin“o S'll'lz['J sin’y

(4) formula sinuslar formulasi deyiladi.

Natyalar: 1. Uchyogqliburchakningharbiryassiburchagi uning qolgan ikkita yassi burchagi
yig'indisidan kichik.

2. Uch yoqli burchak yassi burchaklarining yig'indisi 360° dan kichik.



14-Mavzu: Trigonometriyani streometrik masalalarni
yechishga tatbiqglari.

Stereometriyaning eng muhim obyektlari hech qanday tekislikda yotmaydigan fazoviy jismlar,
masalan, shar, sfera, kub, parallelepiped, prizma, piramida, konus, silindr kabilar hisoblanadi.
Geometrik jismlarning katta gunihini ko'pyoqlar tashkil qiladi.

1. Ko'pyoqlar. Sirti chekli sondagi ko'pburchaklardan iborat jism ko 'pyoq deyiladi. Ko'pyoqni
chegaralovchi ko'pburchaklar uning yoglari deyiladi. Ko'pyoq qo'shni yoqlarining umumiy tomonlari
uning girralari deyiladi. Ko'pyoqgning bitta nugtada uchrashadigan yoqlari ko'p yoqli burchak tashkil
qiladi va bunday ko'p yoqli burchaklarning uchlari ko'pyoqning uchlari deyiladi. Ko'pyoqning bitta
yog'ida yotmagan ixtiyoriy ikkita uchini tutashtiruvchi to'g'ri chiziqlar uning diagonallari deyiladi.
O'zining har bir yog'i tekisligining bir tomonida joylashgan ko'pyoq gavarig ko'pyog deyiladi. Masala
prizma, kub, parallelepiped, piramida gavariq ko'pyoqlardir.

Endi ko'pyoqlarning ba'zilarini garab chigamiz.

Kub — barcha yoqlari kvadratlardan iborat ko'pyoqdir. Kubning yon yoqlari

kesishadigan A4, BB,, CC,, DD, kesmalar kubning yon girralari,

AB, BC, CD, D4, 4B, B,C,, C\D,, DA, lar esa kub asoslarining girralari deyiladi (13.2-

1~

chizma). Kubning uchta yog'i kesishadigan 4, B, C, D, A, B,, C,, D nuqtalar uning uchlari
deyiladi.

Parallelepiped — barcha yoqlari parallelograrnmlardan iborat ko'pyoqdir (13.3- chizma). Yon
yoqlari to'g'r1 to'rtburchaklardan iborat parallelepiped to'g'ri parallelepiped, hamma yoqlari to'g'n
to'rtburchaklardan iborat parallelepiped to'g'ri burchakli parallelepiped deyiladi.
Parallelepipedning qirralari va uchlari tushunchalari kubniki kabidir.

1 Ct B C,
1% 3
| \‘ 1
Aq ': Y Dl AI : Dl
PN I
5! \-L I
,’\: v | TJ7C f)" ________ ¢
s ~ ’
s A /
A D A D
13.2- chizma. 13.3- chizma,

Prizma — asoslar deb ataladigan ikki yog'i parallel tekisiiklarda yotuvchi, qolgan yoqlari
parallelogrammlardan iborat ko'pyoqdir (13.4- chizma). Yon yoqlari asosga perpendikular bo'lsa,
prizma fo'g’ri prizma deyiladi. Asoslar1i muntazam ko'pburchaklar bo'lib, yon yoqlari to'g'r
to'rtburchaklardan iborat bo'lgan prizma muntazam prizma deyiladi.

Piramida — asos deb ataladigan bitta yog'i ixtiyoriy ko'pburchak bo'lib, qolgan




Agar piramidaning asosi muntazam ko'pburchak bo'lib, piramidaning SO balandligi asosining
markazi orqali o'tsa, piramida muntazam piramida deyiladi. Muntazam piramida yon yog'ining
balandligi uning apofemasi deyiladi.Agar piramida asosiga parallel tekislik bilan kesilsa va uning
ABCA B,C, qismi qaralsa (13.6- chizma), bu qism kesik piramidadeyiladi.

13.6- chizma.

Ko'pyogning yoqlari soni ¥, uchlari soni U va qirralari soni Q lar orasidagi bog'liglik quyidagi teorema
orqali beriladi.

1-t eorema (Eyler). Ixtiyoriy n yoq uchun Y+ U-Q=2 munosabat bajariladi.

Quyidagi jadvaldan buni yagqol ko'rish mumkin:

Ko'pyoq Y | U
Tetraedr 4 4 6
Parallelepiped 6 8 12

Olti burchakli prizma | g 12 | 18

O'n bir yoq 1m | 11|20

O'n ikki yoq 12 | 18 | 28

2- t eorema. Ko 'pyoq tekis burchaklarining soni uning girralari sonidan ikki marta ko'p.
Nat i j alar.
1. Ko 'pyogq tekis burchaklarining soni har doim jufidir.
2. Agar ko 'pyogning har bir uchido bir xil k sondagi girralar tutashsa,

Uk =20
munosabat o 'rinli.
3. Agar ko'pyogning barcha yoglari bir xil — n tomonli ko 'pburchaklardan tashkil topgan bo 'Isa,

Y'n=20
munosabat o 'vinli.
3-1 teorema. Yoglari soni Y va qirrralari soni Q bo'lgan ko'pyoq tekis burchaklarining yig'indisi
uchun

360° (Y — Q)

munosabat bajariladi.
Agar ko'pyoq modelini tayyorlash talab qilinsa, u tekis ko'pburchaklarni — ko'pyoqning yoqlarini bir-
biriga yopishtirish natijasida hosil qilinadi. Bunda fagat ko'pburchaklar majmuyiga ega bo'libgina
qgolmasdan, gaysi ko'pburchaklarni o'zaro yopishtirish zarurligini ham bilish lozim bo'ladi.Biror
ko'pyoq yoqlariga teng ko'pburchaklar majmuyi, qaysi tarafini, mos ravishda, yopishtirish kerakligi
ko'rsatilgan holda, ko'pyogning yoyilmasi deyiladi.Ko'pyoq berilganda uning yoyilmasini yasash
mumkin. Teskari masala esa, ya'ni berilgan yoyilma bo'yicha ko'pyoqgni yasash, quyidagi shartlar
bajarilganda yechimga ega bo'ladi:
1) yoyilmaning har bir tomoniga qolgan tomonlarning faqat bittasi mos kelishi;
2) agar a va P yoqlari umumiy 4 uchga ega bo'lsa, qolgan yoqlardan faqat o'sha A uchga ega
bo'lganlarini tanlab olish zarur;



15-Mavzu: Trigonometriyani tatbiqgiga doir aralash geometrik
masalalar.

QO‘SHIMCHA y/
MASALALAR

166. Radiomachta 4B, AD
troslar bilan mahkamlangan. 4 nuqta
machta asosidan 75 m uzoqlikda joy-
lashgan va £L4ABD=150°, BD=24 m
bo‘lsa, 4D trosning uzunligini toping

(61- rasm). ,I \\
167. ABC to'g‘n burchakli uch- / - \
<]

burchakning AC gipotenuzasi 16 sm
va katetlaridan biri 11 sm. Uning
o‘tkir burchaklan sinus va kosinuslan
qiymatlanni toping.

168. To‘g‘ri burchakli uchbur-
chakning katetlari 8 va 9,5 m ga
teng bo‘lsa, shu katetlarga yopish- § <
gan burchaklarning kosmnuslarini to-
ping.

169. Teng tomonli uchburchakning burchaklari kosinuslari
tengligini isbotlang.

170. Agar to‘g‘n burchakli uchburchak burchagining sinusi
ma‘lum bo'lsa, uning kosinusini topish mumkinmi? Misollar kehi-
rnng

XX

DX

61- rasm.

171. Quyidag: ma‘lumotlarga ko‘ra to‘g‘ni burchakli uch-
burchakning noma‘lum tomonini, o‘tkir burchaklar sinuslar va
kosinuslarini toping:

1) ikki kateti bo‘yicha:

a) a=3, b=4, e) a=7, b=R8;
b) a=15, b=20; ) a=6, bH=8;
d) a=9, b=11; g) a=5, b=8§;

2) gipotenuzasi va bir kateti boyicha:
a) c=13, a=5; e) ¢=9, b=4;

b) c=10, a=5; f) =60, b=25;
d) =13, a=10; g) c=12, b=5.



172. ABCD trapetsiya DC ||4B, AD=20 sm va BC=26
sm. Agar cosot = 0.5 bo‘lsa, trapetsiyaning balandligini va cos3
ni toping (62- rasm)

173. l)cosa = -4-; 2) sine :-'-4-; 3) cosax= 0,5 bo‘lgan
. 7 7
burchakni yasang.
v/ C
> &

L A
y B

02- rasm.

174. ! uzunlikdagi kesma a to*g‘ri chizigqa /, uzunlikda
proyeksiyalanadi va a to‘g'n chizig bilan o (as90%) burchak
hosi! qiladi. /. !, va ani bog'lovchi ifodalarm yozing.

175. 174- masalada o ning qanday gqiymatida kesma
proyeksiyasi eng katta giymatiga erishadi?

176. Burchak kosinusidan foydalanib, quyidagi masalani
yeching: teng yonli uchburchakda a - asos, & — yon tomon,
h,— asosga tushirilgan balandlik, ot — asosidagi burchaklar.
Agar:

a)h, va b, e)b va
b) i, va a )b va B;
d)a va b;

ma’'lum bo‘lsa, qolgan noma’lum kattaliklarm toping (63-
rasm)

177. To‘g'n1 burchakli uchburchak katetlarining nisbati
ma‘lum bo‘lsa, uning burchaklan kosinuslarin toping.

178. Vertikal turgan to‘sinming balandligi 21 m, soyasi esa
7 m ga teng. Quyoshning gorizontdan balandligini gradusiarda
ifodalang.

179. Agar teng yonli trapetsiyaning tomonlan ma'lum
bo‘lsa, uning burchaklannt toping.



180. Teng yonli trapetsiyaning
diagonali va uning asas bilan tash-
kil gilgan burchagi ma‘lum bo‘lsa,
yuzini hisoblang,

181. Ikki medianas) teng bo‘l-
gan uchburchak teng yonli uch-
burchak ekanini isbotlang.

182. Uchburchakning a, b, ¢
tomonlan benlgan. Shu tomonlarga
o‘tkazilgan m,, m,, m_media- 63-rasm.
nalami toping.

183. Uchburchakning katta medianasi uning kichik tomo-
niga va kichik medianasi katia tomoniga o‘tkazilishini isbotlang.

184. oo va 3 burchaklari hamda ¢ masofa bo‘yicha bi-
noning x balandligini qanday topish mumkinligini tushuntiring
{(64-rasm).

18S. Parallelogrammning ¢ va d diagonallan hamda ular
orasida a burchak beriigan. Parallelogrammning tomonlarini

tOpINg.

}




