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Kirish

Ushbu o‘quv go‘llanma o‘zbek tilida universitet va institutlarda
igtisodchi mutaxassisliklarida o‘qgitiladigan oliy matematika fanining
o‘quv dasturiga moslab yozilgan o‘quv darslik va qo‘llanmalarning
kamligini hisobga olgan holda yozilgan. Qo‘llanma o‘z ichiga
aniglovchilar, matritsalar, chizigli tenglamalar sistemasi, vektorlar,
funksiyalar, limitlar, funksiyaning xosilali va differensiali, bir necha
o‘zgaruvchining funksiyasining xosilasi va differensiali, anigmas
integral, aniq integral va gatorlarga doir gisgacha nazariy materiallarni,
mashglarni, misol va masalalarini gamrab olgan.

Xar bir bobda va mavzularda yechib ko‘rsatilgan misollarni qunt
bilan takroran ishlab xar bir o‘quvchi mashqda berilgan misollarni
mustaqil yyechish imkoniyatiga ega bo‘ladi.

Bu go‘llanmadan o‘quv dasturining xajmi va mazmuniga ko‘ra
hamma turdagi iqtisodchi talabalar shuningdek, texnika, gishloq
xo‘jaligi, pedagogika oliy o‘quv yurtlarining ba’zi fakultetlari
talabalari qo‘shimcha o‘quv qo‘llanma sifatida toliq foydalanishlari
mumkin.



MAVZU -1: MATRITSA VA ULAR USTIDA AMALLAR

1-8. Aniglovchilar, ularni hisoblash usullari va asosiy hossalari

To‘rtta a,, a,, b, b, —haqgiqiy sonlar berilgan bo‘lsin.

Ta’rif: ab,—a,b, hagigiy songa 2-tartibli aniglovchi (yoki
determinant) deyiladi va quyidagicha yoziladi. Ta’rifga binoan
a'1 aZ
b, b,
elementlari deyiladi, undagi yo‘llar biri-biridan farglaniladi va
quyidagicha nomlanadi.

=ab, —ab, 2-tartibli aniglovchida a, a,, b, b,-sonlar uning

a n birinchi satr
t .~ ?| ikkinchi satr
birinchi ustun - B ikkinchi ustun
2-diagonal -~ “. bosh diagonal

Aniglovchilarning quyidagi asosiy hossalarini  2-tartibli
aniglovchi  misolida  osongina  tekshirib  ko‘rish  mumkKin.
Aniglovchilarning:

a) mos satrlari va ustunlari o‘zaro almashtirilganda giymatlari
o‘zgarmaydi:

& b
a'2 b2

Q &
b, b,

(a1b2 - aZbl) = = a1b2 - aZbl

b) ikki satrlari (yoki ustunlari) o‘rinlari o‘zaro almashtirilganda
ishoralari garama-qarshiga o‘zgaradi:

V) biror bir satri (yoki ustuni) har bir elementini k hagiqgiy son
marta orttirganda, aniglovchining o‘zi ham k marta ortadi.

Boshgacha aytganda, satr (ustun) laridagi umumiy ko‘paytuv—
chilarni aniglovchi ishorasining tashqarisiga chigarish mumkin.

g) biror satr (yoki ustun) elementlari fagat nollardan iborat
bo‘lsa, aniglovchining giymati Oga teng bo‘ladi.
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d) ikki satr (yoki ustun) lari mos elementlari o‘zaro teng yoki
proporsional bo‘lsa, aniglovchining qiymati 0 ga teng bo‘ladi.
Yuqoridagi  xossalar, 3-tartibli va umuman, ixtiyoriy n tartibli
aniglovchilar uchun ham o‘rinlidir.

32 =908 @y, ay,, a1y, Ay, gy, g, sy, dsy  asg - NACIQTY SONNAr berilgan bo‘lsin,

Ta’rif:  a,a,a,+a,a,a,+a,a,8,-a,8,28, -4,8,38,-4,8,8,=A, -
haqiqiy songa 3-tartibli aniglovchi deyiladi va quyidagicha yoziladi:

a11 a12 a13
As =@y 8yp Ay :|aik|
a31 a32 a33
3, (i, k=1,2,3) sonlar uning elementlari deyiladi (a;— element
i —satr va j—ustun kesishmasidagi element).
Ta’rifga binoan:
&; d, 8
Ay =18y 8y 8yp|= 8,885 +8,8,8; + (1)
aSl a32 a33
8,389,835 — 8138583 — 8118383, —8,,8,,85

(1) ifodani  Sarryus qoidasi yordamida osongina tuzish
mumkin.

Buning uchun Sarryus jadvalini tuzamiz va bosh diagonal
yo‘nalishidagi elementlarini o‘zaro ko‘paytirib, “+” ishora bilan,
ikkilamchi diagonal yo‘nalishidagi elementlarini o‘zaro ko‘paytirib,
“-” ishora bilan olib, yig‘indi ifoda hosil gilamiz

Agar har bir ko‘paytmada elementlarni satr nomerini o‘sish
tartibida joylashtirsak, Sarryus jadvalidan (1) ifodaning aynan o‘zi
yuzaga keladi. (1) ifodada ishorasi bilan birga har bir ko‘paytma
aniglovchining hadi deyiladi.



3-tartibli  aniglovchini “uchburchak usuli’da ham hisoblash
mumkin:

() ifoda mos ravishda musbat va manfiy ishorali hadlari
elementlarining ustun nomerlarining o‘zgarishi tartibi quyidagicha:

1,23 3,21
2,3, 1} (2) 13 2} (3)

3,12 2,13

Yugoridagilar 1, 2 va 3 sonlar ustidagi o‘rin almashtirishlardir.
(1, 2, 3) tartibga asosiy o‘rin almashtirish deyiladi.

Agar berilgan o‘rin almashtirishda uning ikki elementlari o‘rinli
almashtirilsa (transpozitsiyalansa), natijada yangi o‘rin almashtirish
yuzaga keladi. Masalan:

@%%%@Zﬂ

Asosiy o‘rin almashtirishdan hosil gilish mumkin bo‘lgan
ixtiyoriy tartib j=(j,, j,, j;) bo‘lsin, bu yerda j,, j,, j,—1, 2, 3 sonlarning
biri bo‘lib, har bir tartibda bir martadan uchraydi. Asosiy o‘rin
almashtirish (1, 2, 3) dan j=(j, j,. j;) ixtiyoriy o‘rin almashtirishni
hosil ~ qgilish  uchun kerak bo‘lgan o‘rin  almashtirishlar
(transpozitsiyalar) soni t(j) bilan belgilaylik. Agar t(j) juft son bo‘lsa,
j o‘rin almashtirish juft tartibli va agar tog son bo‘lsa, toq tartibli o‘rin
almashtirish deyiladi. Masalan, (2) o‘rin almashtirishning har biri juft
tartibli, (3) o‘rin almashtirishlar esa toq tartiblidir. Yuqoridagi
tushunchalardan  foydalanib,  3-tartibli  aniglovchiga quyidagi
umumiyrog ta’rifni berish mumkin:

3 — tartibli aniglovchi (determinant) deb, quyidagi yig‘indiga
teng bo‘lgan A, songa aytiladi (yig‘indida 31 ta had bor)



Ay = Z(_l)t(j)a1j1a2j2a3j3

bu yerda j=(j, j,, j,) asosiy o‘rin almashtirish (1, 2, 3)dan yuzaga
kelishi mukin bo‘lgan barcha o‘rin almashtirishlarning biridir:

h? ta a,(i,k =12,..,n)-haqiqiy sonlar berilgan bo‘Isin.

Ta’rif: n-tartibli aniglovchi (determinant) deb, quyidagi
yigiindiga teng bo‘lgan a, songa aytiladi. a, =Y (-1"a,a, a, Va

quyidagicha yoziladi (yig‘indida n! ta had bor)

&y Ay e Ay e &gy
Ay 8y . By e By,
Ay=le i e =ll k=12, 0)
ail aiz aik ain
anl anz ank ann

bu yerda j=(i,, i, js» - J,) @s0Siy o‘rin almashtirish @, 2, .., n)dan
yuzaga kelishi mumkin bo‘lgan barcha o‘rin almashtirishlarning
biridir, t(j)-@ 2,...,n)dan j ga o‘tish uchun kerakli transpozitsiyalar
soni.

Ta’rif: n-tartibli aniglovchining a, elementi minori deb, shu
element joylashgan i-satr va k —ustun o‘chirilgandan so‘ng qgoladigan
n-1- tartibli determinantga (aniglovchiga) aytiladi va M, deb
belgilanadi.

Ta’rif: a, elementining algebraik to‘ldiruvchisi (yoki ad’yunkti)
deb, quyidagi A, songa aytiladi: A, =(-1)"M,,.

Yuqorida keltirilgan a), b), v), g) va d) xossalarga qo‘shimcha,
yugori tartibli aniglovchilarni hisoblashda muhim ahamiyatga ega
bo‘lgan xossalarni ham isbotsiz keltirib o‘tamiz:

ye) ixtiyoriy n-tartibli aniglovchining giymati biror satr (ustun)
elementlarining o‘z algebraik to‘ldiruvchilariga ko‘paytmalarining
yig‘indisi teng:

A, = Z - Ay (4)

n
k=1 (i:l, 2, ...,n)



n

A, = Z e Aﬁk (5)

k=1 (k=1,2,...,n)

(4) formula n-tartibli aniglovchini i-satr elementlari bo‘yicha
yoyish formulasi deyiladi, (5) esa k —ustun elementlari bo‘yicha yoyib
hisoblash formulasi deyiladi.

ye) aniglovchida uning ixtiyoriy satri (ustuni) elementlarining
boshqga parallel satr (ustun) mos elementlari algebraik to‘ldiruvchilarga
ko‘paytmalari yig‘indisi 0 ga teng:

Sa, Ac=0 (i,j=L2..ni])
k=1

iaik-Ak =0 (k,j=L2..ni#j)
k=1

J) aniglovchining qiymati uning ixtiyoriy satri (ustuni)
elementlariga boshqa bir parallel satr (ustun) mos elementlarini bir xil
songa ko‘paytirib go‘shganda o‘zgarmaydi.

Masalan:

ay &, a5 a; a12+k'a11 a;
a21 a'22 a23 = a'21 a22 + k '3.21 a23
a31 a32 a33 a‘31 a32 +k'a31 a33

z) agar aniglovchining k —ustuni har bir elementi ikkita sonlar
yig‘indisidan iborat bo‘lsa, ya’ni a, =b, +c, (i=12,..,n),

a; a, .. by+cy .oa,| @y a, .. by ..ooa

a21 a22 bZk + CZK aZn aZl a22 bZk aZn
An:... - o e +

ai1 ai2 bik + Cik a‘in ail aiZ bik ain

anl anz bnk + an ann anl anz bnk ann

nl a

(Yugoridagi goida satrlar uchun ham o‘rinli).
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i) ikki n-tartibli AY=|d,| va A% =|g,| aniglovchilar ko*‘paytmasi
deb, elementlari quyidagicha hisoblanadigan n-tartibli AY =|y,|
aniglovchiga aytiladi:

(i, k=12,..,n)

|7ik| = A(r?) = |OC ik u IJ

Mashglar

Aniglovchilarga doir amaliy misol va masalalar yechimlari
1. Hisoblang:

7 -5
a) ‘_3 2‘:7-2—(—5)(—3):14—15:—1

b)
b —+/b
Ja+\b a \/_:(\/gh/g)z_(\/g_\/ﬁ)z:a+2\/£+b—a+2\/a-b—b=4«/£
Ja-B Ja+b
. 0 - 0 H 0 0
V) smlo sm910= smlo C9510 =sin210—(—00321°)=sin21°+c0821°=1
—cosl’ co0s89°| |-cosl’ sinl
2
Xty X X+y 2
g) » X—y y—x . " _ Y-X [ X+Yy 2X _
y— X Y=X| x2+y? 1 Iy x*+y? X X=Y
x2+y2 Xz y2|

_(x-y) Koyt (¢ey?) 1 (x#0
Cx3+y?t x(x-y) x  x \xzy

2. Berilgan o‘rin almashtirishlarning juft yoki togligini aniglang.

a) (2,1 3):(1,&2, 3)—)(2, 1,3) t=1
Javob. toq

b) (3.1 2): (172, 3) N (3, 2?1) 5(@312), t=2

— -

Javob. juft



V) (4,23 1):(f, 2,3 4j—>(4, 2,31) t=1

————— ——

Javob. tog

g) (2.1 4, 3): (1: 2,3, 4} N [2, 1 374) 5(21,4,3), t=2

N

Javob. juft

d) @25 4 3):(1, 2,3, 4 5j—>(1, 2,5, 4,3), t=1

—

Javob. toq

) (5.1, 2, 3, 4): (1, 2,3, 4T5j —(1,2,354)—> (1, 25,3, 4) N

- -

—(1,5234)—>(12354) t=4
Javob. juft

3. Berilgan 3-tartibli aniglovchilarini kamida 4 ta usulda
hisoblang

I
-~

a) b)

N W
o KL Bk
N PN
Il
-

N X O
N X O

X B X

1. @) Sarryus goidasini qo‘llab hisoblaymiz (to‘g‘ridan — to‘g‘ri
ta’rifdan foydalanish yoki uchburchak usulini go‘llash ham mumkin
edi):

2 1=3.1.2+1-1.1+2-2.0-2-1-1-3-1.0-1.2-2=1

- - - ++ +
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=6+0+1-2-0-4=7-6=1

+ + +

2. a) 3 — satr elementlari bo‘yicha yoyib hisoblaymiz:

8; 8, 8y

ay ay a23:ZaSk'A3k:asl'A31+a32'A32+a33'A33:
K=

&, B, &y

:(_1)3+1'331'M31+(_1)3+2 N M32 +(_1)3+3 aes'Mss = azl'Msl_asz ) M32 +a33'M33

Formulaga asosan:
312

2 1 1=1.
1 0 2

3
2

1 2 3 2
-0-
11

2 1

+2-‘ j:1(1—2)—0-(3—4)+2(3-2):-1—0+2=1

3. a) 2 — ustun elementlari bo‘yicha yoyib hisoblaymiz:

&, &, g
Ay 8y Ay =, MlZ +ay, - M22 —ag - M32
Ay Ay Ag

=—(4-1)+(6-2)-0=-3+4=1

(= R
o KL Bk
N PN

2 1 3 2 3 2
-1- +1- -0-
1 2 1 2 2 1

4. a) 2 — ustunda nollarni yig‘ib hisoblaymiz. j) hossaga binoan 2

— satr elementlariga 1 — satrning mos elementlarini (-1)ga ko‘paytirib
go‘shamiz:

312 [3 1 2
2 1 1=-1 0 - :—1‘ 2“+o—0:—(z+1):—1
102 |1 0 2



1. Db) Aniglovchilarning d) xossasiga muvofig, berilgan
aniglovchining 1 — ustuni va 3 — ustuni aynan bir xil bo‘lgani uchun,
giymati 0 ga teng.

2. b) Uchburchak usulini go‘llab hisoblaymiz (sxemaga garalsin):

st

3. b) Sarryus goidasiga binoan:

X 1=0+2x>+0-0-0-2x*=0
2 X

4. b) 1 — satr 0 lar soni ko‘p bo‘lgani uchun, 1 — satr elementlari
bo‘yicha yig‘ib hisoblaymiz:

=0+2x*+0-0-0-2x*=0

X X

+0=0-x-0+0=0
2 2

=+0-X

N X O
N X O

X Pk X

4. Quyidagi berilgan aniglovchilarni eng qulay usulda hisoblang:

1 2 3 4
-9 -9 -9 -9
b) =?
4 3 2 1
1 0 1 0
1 -5 2 1 5 2
V) A=|-2 3 B=|-2 -1 4 A+B=?
3 2 1 3 -2 1
1 2 0 -3
3 10 4
a) =
1 5 -1
21 0




b) v) hossadan foydalanib, -9 ni umumiy ko‘paytuvchi sifatida
aniglovchi ishorasidan tashgariga chigaramiz, 4 — satrda 0 lar yig‘ib,
shu satr elementlari bo‘yicha yoyib hisoblaymiz:

1 2 3 4 1 2 4
2 2 4 1 1 2
1111 11 0 1 "
-9 =9 =9.(-)"11 0 1/=9-21 0 1=
4 3 21 4 3 -2 1
3 -2 1 3 -2 1
1010 10 0 /
11 1 - +
=181 0 0 :18(—1)2”# ‘:0 x(-1)
-2 =2
3 -2 -2
1 521 5 2|1 02
1 2
V) A+B=|-2 3 4+|-2 -1 4=|-2 2 4=2.‘ ‘=2~(1—6):—10
3 2 1 (3 -2 1/ (3 01

(z) xossasiga muvofiq

5. Aniglovchilarni ko‘paytirish qoidasidan foydalanib, berilgan
5 7 1 4

3 4 2 -9
ko‘paytiring, AY.A%? =17 ekanini tekshirib ko‘ring.

‘:-17 aniglovchilarni  bir — biriga

A0 A0 B T 4 _p1+7-2 5-447(-9) 9 -43
277 3 42 -9 [B1+4-2 3-4+4(-9) N1 -24
=19-(—24)-11-(—43)= -456+473=17

Mashglar
Aniglovchilarni hisoblashga doir mustaqil ishlash uchun amaliy
topshiriglar:

1. Hisoblang:
2 3
3|5 8 iy
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b 15 2,25
LA
3

sin60° cos45°
sin45®  tg30°

9)

d) x+y JoL x*+y=#0

a-1 a++a
2Ja  Ja-1
aJa-Ja a-+a
| 2a Ja+1

2. Tenglama va tengsizlikni yeching:

ye) J: —2a, a>0, a=l

a) X 3‘_'_3‘0;(4) X:0 J XE{E; 1}
1 2x 1 3 2
x 1 B 2 . _
b) RN J: xe[2 3]

3. Quyida berilgan o‘rin almashtirishlarning juft yoki togligini
aniglang:

a) @13 2) J: toq; b) (2,31) J: juft;
V) @ 4,3 2) J: toq; g) 3412 J: juft;
d) 3514,2) j:juft; ye) (2,51 4,3) J:toqQ.

4. Berilgan 3-tartibli aniglovchilarni kamida 2 ta usulda
hisoblang:

14



1 2 3
a)g 1 4 J: 15;
2 11
3 -1 -2
b)|1 2 5 J: 29;
-4 1 6
1 21
V)3 11 ). -7,
11 2
sina sinfB siny sin(a — B)+
g) lcosa cospB cosy Ji | +sin(B—a)+|.
1 1 1 +sin(1-a)

5. Quyida berilgan aniglovchilarni eng qulay usulda hisoblang:

7 0 0
a)|-8 1 -1 J: 14;
3 6 -4
12
3 3 :
b) -0125.-3 5 1 Ji 1
26 26 26
12 -1 2 3
V)3 1 6[+3 1 -2 J: 10;
05 4/ 05 -4
12 -3 1
30 1 -4 :
. -86.
g)zo 4 J
51 2
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6. Aniglovchilarni ko‘paytirish qoidasidan foydalanib, berilgan
A@:‘; 2‘:13 va A<§>:E 3‘:5 aniglovchilarni bir — biriga ko‘paytiring,

A . A? =65 ekanini tekshirib ko‘ring.

2 - §. Matritsa determinanti

n-m ta a,(i=12..n, k=12, .., m) haqigiy sonlar berilgan bo‘lIsin.
Ta’rif: Elementlari deb ataluvchi a, (i=12,...,n, k=1,2,.., m) sonlar n

ta satr va mta ustunda joylashtirilgan quyidagi ko‘rinishdagi

a 11 a12 a'.l.m a 11 a12 a1m
aZl a‘22 . a'2m a21 a22 aZm
(ay ) = =A y0k| ”aik ” =[ay ]=
anl a‘nZ * anm anl an2 * anm
jadvalga nxm oflchovli to‘g‘ri to‘rtburchakli matritsa deyiladi.

Matritsada satrlar ustunlar sonidan ko‘p, unga teng va kam ya’ni
n>m, n=m, n<m DPo‘lishi mumkin. m=n bo‘lgan, ya’ni satrlar soni
ustunlari soniga teng bo‘lgan matritsaga n-tartibli kvadrat matritsa
deyiladi. n=1 da satr matritsa, n—-1 da ustun matritsa deyiladi. Agar
iIkki matritsaning satr va ustunlari soni mos ravishda teng bo‘lsa,
bunday matritsalarga bir xil o‘lchovli matritsalar deyiladi. Mos
elementlari o‘zaro teng bo‘lgan ikki bir xil o‘lchovli matritsalargina
o‘zaro teng deyiladi.

Fagat kvadrat matritsaningina bosh va ikkilamchi diagonallari
mavjud bo‘lib, uning quyidagi xususiy hollari bor:

bll b12 bln bll 0 O
_ [0 by by, by by o O
B:1 = , B, = -
O 0 bnn bnl bn2 . bnn
uchburchakli
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d, O 0 0
0 d, 0 B . 0

D= -diagonal, E=|.. .. .. ..|-birlik.
0 0 d,, 00 1

Kvadrat matritsalar quyidagi xarakteristikalarga ko‘ra o‘zaro
tagqoslanadi: 1) aniglovchisi (yoki determinanti). 2) normasi. 3) rangi.

1. Aniglovchisi (determinant) kvadrat matritsaning sonli
xarakteristikasidir, ya’ni n-tartibli aniglovchi n-son, n-tartibli
matritsa — jadvalning sonli ifodasi (xarakteristikasi)dir.

2. (a,), (i=12,...,n) kvadrat matritsaning normasi deb, quyidagi N
songa aytiladi:

3. Ixtiyoriy to‘g‘ri burchakli matritsaning rangi deb, 0 dan fargli
matritsa osti minorlarning eng katta tartibiga aytiladi. Masalan,

X:(aﬂ a, aiaj
Ay Ay Ay

matritsaning rangi r(a)=2 bo*lishi uchun

|

hech bo‘lmaganda bittasi noldan fargli bo‘lishi kerak. Agar yugoridagi
minorlarning hammasi nolga teng bo‘lsa, berilgan matritsaning rangi
r(A)=1 bo‘ladi. Bir xil o‘lchovli matritsalarni bir — biriga go‘shish
(ayirish) mumkin. Natijada o‘sha o‘lchovli, elementlari qo‘shilayotgan
(ayrilayotgan) matritsalarning mos elementlari yig‘indisi (ayirmasi)ga
teng bo‘lgan matritsa hosil bo‘ladi. Masalan:

a12 a13

a‘22 a23

a, a,
1
aZl a22

8 Ay
a21 a23

J minorlarning
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ail a12 bll blZ all T bll a12 * b12
aZl a22 T b21 b22 = a‘21 T b21 a'22 T b22
a‘3l a32 bSl b32 a31 T b31 a‘32 T b32

Matritsa songa ko‘paytirilganda, uning har bir elementi shu
songa ko‘paytiriladi. Masalan:

& ap)  _(ka, ka,
a‘21 a‘22 kan ka22
Matritsalarni songa ko‘paytirish va ularni qo‘shish (ayirish)
quyidagi xossalarga bo‘ysinadi:

1. (k-2)-A=k-(2-A) Kk1cR
2. A+B=B+A

(nxm) o‘lchovli matritsani (mxp) o‘lchovli matritsagagina
ko‘paytirish mumkin, ya’ni chapdan turib, ko‘paytuvchi matritsaning
ustunlar soni o‘ngdan turib ko‘payuvchi matritsaning satrlar soniga
teng bo‘lgandagina matritsalar ko‘paytmasi hagida masala go‘yilishi
mumkin. (nxm) o‘lchovli (a,)=A (=12 ..n k=12 .., m) matritsani

(mx p) o‘Ichovli (a,)=B, (=12 ..m j=12 ., p) matritsaga

ko‘paytirilgan, (nxp) o‘lchovli (c,)=C, A-B, (i=L2 ..n k=12, .., p)

matritsa hosil bo‘lib, uning elementlari quyidagi qoida bo‘yicha
topiladi:

]

C,=Ya, b (i=L2,..n k=12 ..p)
k=1

ya’ni, chapdagi A matritsaning i satri elementlari o‘ngdagi B
matritsaning j ustuni mos elementlariga ko‘paytirilib, so‘ngra
go‘shiladi. Masalan:

all a'.LZ a13 bll blZ a’.lell + a12b21 + a13b31 allblz + a12b22 + a13b32
a21 a‘22 a23 : b21 b22 = a‘21bil.l + a'22b21 + a23b31 a21b12 + a‘22bZZ + a‘23b32
a‘31 a32 a‘33 b31 b32 a31b11 + a‘32b21 + a‘33b31 a31b12 + a32b22 + a‘33b32
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Matritsalarni ko‘paytirish quyidagi xossalarga bo‘ysinadi:

Bir xil tartibli A va B kvadrat matritsalar uchun A-B=8-A tenglik
o‘rinli bo‘lavermaydi. Agar yuqoridagi tenglik o‘rinli bo‘lsa, A va B
matritsalar  ko‘paytmasiga nisbatan o‘zaro kommutativ (o‘rin
almashuvchi) matritsalar deyiladi.

Teskari matritsa va uni topish

A kvadrat, maxsusmas  matritsa  berilgan  bo‘lsin
(K:(aik), (i,k=12,.., n)). Maxsusmas matritsa deb, parallel satr
(ustun)lari mos elementlari proporsional bo‘lmagan, ya’ni determinanti
(aniglovchisi) 0 dan fargli bo‘lgan kvadrat matritsaga aytiladi (aks
holda maxsus matritsa deyiladi).

Ta’rif: Berilgan A maxsusmas matritsaning teskari matritsasi

=-1 . = . . . .

A deb, tartibi A matritsaning tartibiga teng, (shunday bir kvadrat
matritsaga aytiladiki) uni berilgan matritsaga chapdan yoki o‘ngdan
ko‘paytirilganda birlik matritsani beradigan maxsusmas matritsaga
aytiladi.

Ta’rifga binoan: A -A=A-A =E, buyerda E tartibi A va A
ning tartibiga teng bo‘lgan birlik matritsa. Fagatgina kvadrat,
maxsusmas matritsaningina yagona teskari matritsasi mavjud.

Teskari matritsani topishning ikki usulini ko‘rib chigamiz:

1. Klassik usul. Teskari matritsani topishning klassik usulida
quyidagi to‘rt gadam shartlari bajariladi:

a) Berilgan A matritsaning aniglovchisi det(ﬂ) topiladi. Agar
det(ﬂ):o bolsa, berilgan A matritsa maxsus matritsa bo‘lib, teskari

matritsaga ega emas. Agar det(ﬁ)v&o bo‘lsa, A matritsa mavjud,
keyingi gadamga o‘tiladi;

19



b) Maxsusmas A matritsaning har bir elementi algebraik
to‘Idiruvchi (ad’yunkt)lari topiladi va algebraik to‘ldiruvchilar

matritsasi A, tuziladi:

V) Algebraik to‘ldiruvchilar matritsasi transponirlanib (mos satr
va ustun o‘rinlari almashtirilib), transponirlangan algebraik

to‘Idiruvchilar matritsasi A~ tuziladi; B
g) Transponirlangan algebraik to‘ldiruvchilar matritsasi Ai’ ni

det(ﬁ)io songa bo‘lib, teskari matritsa A topiladi:

-1 1

= Al
det‘A)
Xususiy holda 2 — tartibli maxsusmas matritsa
A= (Z“ alzjning

21 a'22

> |

teskari matritsasi quyidagicha topiladi:

z‘lz 1 (Au AzlJ
[an alzj A, A,
a21 a22
0°‘z navbatida, 3 — tartibli maxsusmas matritsa
_ (8 & A
A=lay ay ay ning
a31 a32 a33

teskari matritsasini topish formulasi:

B ) Ar Ay Ay
A = .
a, a, a; 22 22: 2:2
a'21 a22 a‘23 : ’ ’
a31 a32 a33

va hokazo.

20



2. Jordano usuli. Berilgan A kvadrat matritsaga o‘ng tomondan
tartibli Aning tartibiga teng E birlik matritsa go‘shilib, kengaytirilgan
matritsa tuziladi:

11 12 a, 0
(X E): a, ady a,, 0
a, a, .. a, : 00 .. 1

Paralell ravishda kengaytirilgan matritsaning chap va o°‘ng
gismlarida elementar almashtirishlar bajarilib, chap gismida birlik
matritsa hosil gilishga erishiladi. Bunda o‘ng gismida hosil bo‘lgan
matritsa berilgan matritsaning teskarisi bo‘ladi:

Mashqglar
Matritsalarga doir amaliy misol va masalalar yechimlari

1. Berilgan kvadrat matritsalarning determinantlari, normalari va
ranglari topilsin:

2 340
= (1 2 o — 1570
a) Azz( ] b) A:=|5 9 0 V) A=
-2 0 3110
0 4 3

0001

 cetl)-|t Foo . (2)-a

-2 0 :

(X) JI2+27 4 (=2) +0% =9 =3

B A. kvadrat matritsaning rangi, uning o‘z tartibiga teng, chunki
det(A2 ) 0. Demak, r(a.)-2.
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. -1 0 8-1 0
b) det(ﬂs): 5 9 05 9=-27+160=133%0 b0‘|gani uchun
0O 4 330 4

N(E): JE1)7 +82 457 +92 +42 432 =106 =14

=1.(-1)"* =10+4+63-60-14-3=0

O Fr 01 W
oL ~N &
=, O O O

S W kKL N

A. kvadrat matritsaning rangi o°z tartibiga teng bo‘la olmaydi,
chunki det(R):o. Shu bilan birga, bir garashda barcha matritsa osti 3 —
tartibli minorlar Oga teng ko‘rinadi. Ammo digqgat bilan garalganda
barcha uchinchi tartibli m,(t,1=12,3) matritsa osti minorlar 0 dan

fargli. Demak, berilgan to‘rtinchi tartibli kvadrat matritsaning rangi
r(z4):3.

2. Matritsalar ustida amallar bajaring:
=(l_13J =£032] =ﬁ
a) A= , B= , C=|2
2 1 5 -1 4 1
3
1) 3A-2B="? 2) A-C=?

1)

- = (1 -13 0 32) (3 -3 9) (0 -6 -4) (3 -9 5
3A-2B=3 —2 = + =
2 1 5 \-141)\6 3 15 (2 -8 -2) |8 -5 13

SR Trvns T
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1) RBoo,  2)B.aAr,
= =2 = = = =
3)A=2,  4)A-AB+2B-A=?
S (454 (- 347+32 17 34
1) A-B= =
25+1 2.7+1:2) |9 16
_ - 4 5.4+7.2 5.3+7-1) (34 22
2) B-A= =
2 1.442.2 -1.3+2.1) (0 -1

r 4 3)(4 3) (44+32 4.3+3.1) (22 15
12 1)l2 1) \2:441.2 2-3+1.1) (10 7

= (22 15) (17 34 34 22
‘A= - +2 =
(10 7j [9 16] (O —1)

_[22—17+2-34 15—34+2-22j (73 25]

@ |

—X-E+2

10-9+2-0 7-16+2-(-1)) (1 -11
0 -1 3
- (1 -3 0 — = =
V) A:( J B=(3 5 2|, 1) AB=? 2)
2 5 1
4 -2 1
I
1)/1%:[ - J-3 5 2|=
2 5 1
4 -2 1

(1:04(=3)-40-4 1-(-1)+(-3)-5+0-(-2) 1-3+(-3)-2+0-1)
_(2~0+5~3+1~4 2-(-1)+5+1-(-2) 2.3+5.2+1-1 j_

(-9 -16 -3
19 21 17



0-3+12 0-5-6 0-2+3 9 -11 1
=|0+15+8 -3+25-4 9+410+2|=|23 18 21

0-6+4 -4-10-2 12-4+1 -2 -16 9

3. Berilgan kvadrat matritsalarning teskari matritsasini 2 usulda

toping:
157 2 -1 7
a) K:@ _42} b)E:{s 1 1}, V)E{s 3 2}
2 3 4 1 4 -3
a) 1 — chi usul (klassik metod): 4 — gadam shartlarini ketma — ket
bajaramiz:

1) det(/?):‘; _42‘=10¢0

2) A, =(-1"-4=4;  A,=(-1)"-3=-3
A, =(-1"(-2)=2 A, =(-1?1=1 A, :(4 _3j

2 1
= 4 2
3) Ak:(_g 1]

4)71_1_ 4 2) (04 02
10 (=3 1) (-03 01

Berilgan matritsaning teskarisi to‘g‘ri topilganligini ta’rifdan
foydalanib tekshirib ko‘ramiz:

el 1 -2)(04 02) (04+06 02-02) (1 0 T
3 4)1-03 01) (12-12 06+04) (0 1)

2 usulda (Jordano usuli): (?E) kengaytirilgan matritsa tuzib,
elementar almashtirishlar bajaramiz:

>
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(—3—2510] [1—25 1 oj [1—25 1 0]
) - . - . N+
3 4 101 (0] -3 1), (o [:o03 01,

10: 0402

- .
0 1:03 01
<+ _(04 02)_(04 02
\-03 01) (-03 01

b) _ 5
det B): =4+63+10-14-3-60=0

—

bo‘lgani uchun

berilgan B matritsa teskari matritsaga ega emas.
2 -1 7|2 -1

1—usul: 1) detC=5 3 2|5 3 =-18-2+140-21-16-15=680
1 4 -31 4

3 2 5 2
—(-1 1 —_17 _ _11+2. —17
O A A A
5 3
=(-1)"- =17
As =T 4‘
-1 7 2 7
— _12+1' =25 _12+2' :1
O P ST S il i B
2 _
:_12+3. :_9
Ao =17 4‘1
-1 7 2 7 2 _
:_134—1. -2 =_13+2. =31 :_134—3. -11
Ay =(-1) 32‘ 3, Ap=(-1) 52‘3, An=(-1) 53“
(=17 17 17
A,=| 25 -13 -9
23 31 11
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_ (-17 25 -23
3) A, =17 -13 31

26

17 -9 11
_1o2% 23
-17 25 -23 14 6183 3618
=-1
AH) A =—]17 -13 31 |= = -= =
68 4 68 68
17 -9 11 1 9 11
4 68 68
x(-5)  x(-1)
1 7 1
2] =17 7 100y |1 -2 - ¢ - 00
2 _usul 2 . 2 2 2
3 2 1010 >|5 3 2 0 10 —>
1 4 -3:001 1 4 -3:0 01
+
17 1 17 1
1 -= = Z 00 1 -= = = 00
2 2 2 2 2 2 2 i
X— 2
—>0£L—3—1 —510 1510 1 13 —330 o>
2] 2 2 2 11 11 {-3)
o 2 . 1,44 o 2 B . 1 4 le&
2 2 2 2 2 2
+
Lo B ;3 1 Lo B .3 1 g
11 11 11 /’ 11 11 11
Slo 1 3 —5302331/—:01—3—1 > 2 g,
2 2 11 {B)& 11 11 11
0o 8 .1 9 oo 1 : i 9 1
11 11 11 68 68 68
12 2y (g 21 2 28
68 68 68|+ 68 68
10 ¥ B 3010 BEE
68 68 68 68 68
0 1 -9 u 001 oou
68 68 68 68 68
~ 25 23
. 14 618 68
A |1 18 3
4 68 68
1 9 1
4 68 68



Mashqglar
Matritsalarga doir mustaqil ishlash uchun amaliy topshiriglar
1. Berilgan kvadrat matritsalarning determinantlari normalari va

ranglari topilsin? To‘g‘ri to‘rtburchakli matritsalarining ranglari
topilsin?

02 (oli)-2 n(a)e, o=l
b) 5[5 °) (etD:)-12. n[5:)-5, r=(:)-2)
0is J )35 w6t o (i)
95-: 1 ] T RRV AR A
d) 7\4% Z % (1) (derfAc)=0 nfa)-6 r=[Ai)-3)
ye) E{li 11 Ejo r=F)=2)

<
@)
N
el
Il
7 N\
|_\
o O N
g oW
N—

—
~—"
Sl
I

7~
|-
(BN

_ O O

N
~N W b~

g N O
—

2. Berilgan matritsalar ustida talab gilingan amallarni bajaring:

O A R )
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2 J21) (1 18
—1|+l4 -5]=2
0 3

7 0

1

d) A=|2
1

-1 2

ye) A= ,

-4 5 1

.(5 -

3 4 1
=0 2 5],
1 -1 4
~10 -9 7
+H 1 5 8|=?
~1 -4 4

ool

yo)2 0
1 -1

o

(®

>

>

T

wl

7)

10 10
-11 -3
6 1
3 1
-5 -10

3. Berilgan matritsalarning teskarisini 2 usulda toping:

)

—Cctgx
2

-2
4
1

2
6

- (-1 1 -1 (1
a) A: y A1:
4 -2 2
- (13
b) A=
= (t 1 _
V) A= do j A =
1 clga
2 11
= =1
g) A=|1 0 2|, A =
312
1 -1 1
= =-1
d) A=|-38 41 -34|, A =
21 -29 24
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3 - 8. Chiziqgli tenglamalar sistemasi

Ko‘pgina injenerlik va iqtisodiy masalalar tenglamalar
sistemasini yyechishga keltiriladi.

Umumiy ko‘rinishda n-ta noma’lumli mta chiziglimas
tenglamalar sistemasini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin.

1)

bu yerda n-noma’lumlar soni, m —tenglamalar soni.

f (X, Xpye X, ), (i=1,2,...,m)=UMumMan olganda, chiziglimas
funksiyalar va m=n

Agar tenglamalar soni (bir — biriga teng kuchli bo‘lmagan) m
noma’lumlar soni ndan katta bo‘lsa, ya’ni m>n, sistema ortig‘i bilan
aniglangan va agar m<n bo‘lsa kami bilan aniglangan bo‘ladi
deyiladi. Agar sistemadagi bir — biriga teng kuchli bo‘lmagan
tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng bo‘lsa, (1) sistemaga
aniglangan sistema deyiladi (asosan aniglangan sistemalarni
o‘rganamiz).

Sistemaning har bir tenglamasini ganoatlantiradigan (sonli
ayniyatga aylantiradigan) nta tartiblangan sonlardan iborat
(&"a,...a") sistemalar to‘plamiga, (1) tenglamalar sistemasining
yechimi (yechimlar to‘plami) deyiladi.

Kamida yagona yechimga ega bo‘lgan tenglamalar sistemasiga
birgalikdagi tenglamalar sistemasi deyiladi. Agar tenglamalar
sistemasi birorta ham yechimga ega bo‘lmasa, birgalikda bo‘lmagan
tenglamalar sistemasi deb ataladi.

Aniglangan (1) tenglamalar sistemasining xususiy holi nta
noma’lumli nta chizigli tenglamalar sistemasi hisoblanadi.

Chiziglimas tenglamalar sistemasini eng sodda, chizigli
algebraning to‘la — to‘kis o‘rganilgan tarmog‘i chizigli tenglamalar
sistemasidir. nta chizigli tenglamalar sistemasining normal ko‘rinishi
quyidagicha:
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a X, +a,X, +..+a,X, =b,
Ay Xy + 8y X, +.+ 3, X, =Dy,

2nn

(2)

A X +a,X +..+a,,X, =b,

a, (i,k=12,.,n) hagigily sonlarga sistemaning koeffitsientlari,
b, (i,k =1,2,.,n) hagigiy sonlarga esa sistema tenglamalarini ozod hadlari
deyiladi.

Agar sistema tenglamalaridagi barcha ozod hadlar Oga teng
bo‘lsa, (2) sistemaga bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi
(aniglangan) deyiladi. Agar ozod hadlardan birortasi 0 dan fargli
bo‘lsa, 0o‘z navbatida, bir jinslimas tenglamalar sistemasi deyiladi. O‘z
— o‘zidan ma’lumki, bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi yechimga
ega, chunki nta Olardan iborat (0,0,..,0) sistema (2)ni ganoatlantiradi.
Boshgacha aytganda, bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi doimo
birgalikdadir.

Bir jinslimas chizigli tenglamalar sistemasi birgalikda yoki
birgalikdamasligini quyidagi teorema ochib beradi (sistemaning
aniglangan bo‘lishi shart).

Kroneker — Kapelli teoremasi:

Bir jinslimas chizigli tenglamalar sistemasi birgalikda bo‘lishi
uchun (ya’ni yechimga ega bo‘lishi uchun) noma’lumlar oldidagi
koeffitsientlaridan tuzilgan matritsa rangining ozod hadlar ustuni
hisobiga kengaytirilgan matritsa rangiga teng bo‘lishi zarur va
yetarlidir. (aks holda yechimga ega emas).

Ya’ni (2) sistema yechimga ega bo‘lishi uchun (birgalikda
bo‘lishi uchun) quyidagi tenglik o‘rinli bo‘lishi kerak:

ay & - &y, a, a, .. a, b
a21 a22 a2n a21 a22 a2n b2
anl anZ ann anl a2n ann bn
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n—ta noma’lumli n-ta chizigli tenglamalar sistemasi
yechimning yagonaligi masalasini Kramer teoremasi ochib beradi.

Kramer teoremasi: n-ta noma’lumli n—ta chizigli tenglamalar
sistemasi yagona Yyechimga ega bo‘lishi uchun koeffitsientlar
matritsasining determinanti 0 dan fargli bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Yagona yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi.

det il det iz det A j det Xn
det A ’ det A L det A L det A
bu yerda
all a‘12 e ain all alZ e alj—lbl a‘ij+1 e a‘ln
= |a a .. a = |a a ., b a, .. a
detA: 21 22 2n ’ detAj _ 21 22 2j-172 2j+1 2n
anl an2 a'nn a‘nl an2 a'nj—lbn a‘nj+l ann

ya’ni detA;(j=12.,n)detA dan j—ustuni ozod hadlar ustuni bilan
almashtirilganligi bilan farq giladi.

Agar detA; =0 bo‘lib, Kroneker-Kapelli teoremasi sharti (3)
bajarilsa, (2) sistemasi cheksiz ko‘p yechimga ega va agar detA; =0
bo‘lib, Kroneker — Kapelli sharti bajarilmasa, ya’ni

8; 8, . 8y &, 8, - a,b
8y 8yp . 8y 8y 8y . 8yb,

bo‘lsa, (2) sistema yechimga ega bo‘Imaydi.

Teskari matritsa metodi

Matritsa tushunchasi va matritsa ustida amallardan foydalanib,
(2) sistemani quyidagicha yozish mumkin:

ool

X =

bl

bu yerda
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all a’lZ a'ln
= |a, a a %
-~ 2 22 2 =
A= % "I, X=|x|, B=
.
a, a, .. a

noma’lumlar ustun matritsasi va ozod hadlar ustun matritsasi.

A matritsa mahsusmas bo‘lsin, ya’ni A teskari matritsasi
mavjud bo‘lsin. Oxirgi tenglamaning chap va o‘ng tomonlarini

chapdan teskari matritsa A ga ko‘paytiramiz. Natijada A -A-X=A B

-l = = . = = =-1 = . = =-1 =
A -A=E ekanligi-ni hisobga olsak, E-x=A -B yoki XxX=A -B
formulani olamiz (ishlangan misollarga garang).

Chiziqgli tenglamalar sistemasi umumiy yechimini topishning
Gauss usuli

Gauss usuli o‘rta maktab elementar algebrasida aniglangan
tenglamalar sistemasini (chizigli bo‘lishi shart emas) yyechishga
go‘llanilgan bo‘lib, fagat noma’lumlarni ketma — ket yo‘gotish usuli
deb nomlanilardi. Umuman, bu usulning bir qancha hillari
(modifikatsiyalari) mavjud. Quyida hozirga gadar uchragan va
keyinchalik uchraydigan goidalarni bir — biriga uzviy bog‘lash uchun
Gauss usulining “Jordano almashtirishlari” yordamida amalga
oshiriladigan hili (modifikatsiyasi) bilan tanishamiz.

Ixtiyoriy n—ta noma’lumli m—ta chizigli tenglamalar sistemasi
berilgan bo‘lsin:

A% +apX, to X a3 X, =Dy

QX +3,X, Fo+3X; e+ X, =D, (4)

Yuqgoridagi (4) sistemani jadval ko‘rinishida ham yozish
mumeKin:
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X | X X, X,
ay, |a, | &y | &, N
ar1 arZ arj arn br (4\)
Ay | Ano e | Qi | Ann bm

(4) sistemaning fagat bitta tenglamasidan +x; had qoldirilib,
sistemaning qolgan barcha tenglamalarida shu x; noma’lumli hadlar
yo‘qotilgan bo‘lsa, bunday ko‘rinishdagi chizigli tenglamalar
sistemasiga x; noma’lumga nisbatan yechilgan tenglamalar sistemasi
deyiladi. Chizigli tenglamalar sistemasining har bir tenglamasi
yechilgan noma’lumga ega bo‘lgan ko‘rinishiga yechilgan sistema
deyiladi. Birgalikdagi chizigli tenglamalar sistemasi (4)ning umumiy
yechimi deb, unga teng kuchli bo‘lgan yechilgan chiziqgli tenglamalar
sistemasiga aytiladi. Birgalikdagi sistemaning yechimlar to‘plamini
(barcha yechimlarini) topish uchun uning umumiy yechimini topish
yetarlidir. Birgalikdagi umumiy yechimini topish usuliga Gauss usuli
deyiladi.

Berilgan sistema (4)dan uning yechilgan sistema ko‘rinishini
olish uchun elementar ayniy almashtirishlar bajariladi. Elementar
ayniy almashtirishlarga quyidagilar Kiradi:

1) sistemaning biror tenglamasini ikkala tomonini 0 dan farqli
songa ko‘paytirish;

2) sistemaning biror tenglamasiga boshga bir tenglamasini 0 dan
farqli songa ko‘paytirib, so‘ngra qo‘shish;

3) sistema tenglamalari o‘rinlarini almashtirish;

4) agar biror tenglamaning barcha koeffitsientlari va ozod hadi O
lardan iborat bo‘lsa, uni o‘chirish.

Masalan, (4) ((4°)) sistemani x; noma’lumga nisbatan yyechish

uchun (uning biror r-tenglamasida +x; had hosil qilib, golgan

tenglamalarida shu noma’lumli hadlarni yo‘qotish uchun) 0 dan farqli
bo‘lgan a, element asosida Jordano almashtirishlari bajariladi, ya’ni
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1) sistemaning r-tenglamasi (yoki xuddi shuning o°zi, (4°)
. . N 1 .. .
jadvalning r-satri) . songa ko‘paytiriladi;

2) so‘ngra, r—tenglama (r-satr) —a; ga Ko‘paytirilib, birinchi
tenglamaga (satrga) qo‘shiladi, -a,; ga ko‘paytirilib, ikkinchi
tenglamaga (satrga) qo‘shiladi va hokazo. Natijada, (4) sistema ((4°)
jadval) quyidagi unga teng kuchli ko‘rinishni oladi:

: é N
X, o+ OX; +o kA, X, =Dy Xp | X | | X e | Xy ] e
! !
......................................................... &y | A 0 &, | b
!/ ! ! " .
Ay Xy ot X A X, =b, 1 '
8y | ap n | b
’ R e e
! !
an X, +...+0x; +...+a; X, =b, a, | a, | 0 | .. a, | b
N L

Hosil gilingan sistema ustida, biror aét(S =r, 1+ j) element
asosida, yana Jordano almashtirishlari bajarilib (ikkinchi gadam) x; va
x, homa’lumlarga nisbatan yechilgan teng kuchli sistema olinadi. Agar

Jordano almashtirishlari yuqoridagi tartibda (m-gadamga qadar)
davom ettirilsa, oxirida, (4)ning yechilgan sistema ko‘rinishi yuzaga
keladi (ishlangan misollarga qarang). Bir sistemadan ekvivalent
ikkinchi sistemaga o‘tayotganda:

a) barcha koeffitsientlari va ozod hadi 0 ga teng tenglama (trivial
tenglama) uchiriladi;

b) agar biror bir garama — qarshi tenglama (yechimga ega
bo‘lmagan) hosil bo‘lsa, sistema ham yechimga ega emas, ya’ni
birgalikda bo‘lmagan sistema bo‘ladi;

V) yechilgan sistemaning yechilgan noma’lumlari jumlasiga
kirmagan noma’lumlari erkin noma’lumlar deyilib, har biri ozod
hadlar tomonga o‘tkazilib yoziladi va ular har ganday hagigiy son
giymatni gabul gilish mumkin (ishlangan amaliy misollarga garalsin).
Chiziqli tenglamalar sistemasini yuqoridagi Gauss usulida yechganda,
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noma’lumlarni yozmasdan, matritsa (jadval) shaklida bajargan ma’qul
(misollarga garang).

Gauss — Jordano usuli

Bu usul asosida teskari matritsa topishning Jordano algoritmi va
ketma — ket yo‘qotish Gauss usuli yotadi. Aniglangan chizigli

tenglamalar sistemasi (2) ning yechimi X=A B ni topish uchun,
teskari matritsa A alohida oshkora gidirilmaydi, balki birdaniga
teskari matritsa A ning ozod hadlari ustun matritsasi B ga

kengaytirilgan matritsaga go‘llaniladi.

Elementar (oddiy) almashtirishlardan so‘ng, chapda birlik
matritsa, o‘ngda esa noma’lumlar ustun matritsasi yuzaga keladi
(A:B)— [EiX), ya'ni

an 8y . A, bl 1 0 .. 0 : 6-1

8y 8y & b 0 : b
%

anl an2 an n bn 0 O 1 6

yoki xuddi shuning o°zi

A X +a,X, .. +a, X, =b

X, =Db
Ay X +8pX, +.+ Ay X, =D, -

X, =D,
.......................................... -

X =b
a X +a, X, +..+a,,Xx =b nooon
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Mashglar
Chizigli tenglamalar sistemasini yyechishga doir misol -
masalalardan namunalar

Berilgan chizigli tenglamalar sistemalarining birgalikda yoki
birgalikda emasliklarini tekshiring, birgalikdagi yagona yechimga har
bir sistemani kamida 4 usulida yeching:

a) :xl+x2 :_6 b) 4xl—6x2i2
X +3X, =-1 2%, —3X, =1
Ay —6x —1 X, +2X, —4X, =8
—bX, =
v) (e g) 3% - %, +x =4
2X, —3X, =2
2X; + X, +5%;, =0
2X, — X, +3%X; =5 X =X, + %X, =1
d) <x, +3x,+5x,=-1 Ye) 1% +X, —2%, =3
3%, —4X, +2%X; =3 2X, +2X, —4%, =6

X, +3X, +5%X; —2X, =3
X, +4X, —2X; +3X, =2
— X —2X, =12X, +7X, =4

X, +3X, +5X, =0

yO) X1_4X2_2X3 =0 J)

4%, =X, + 7%, =0
3% +1IX, + X, +4x, =7

Z) X +2X, =X, =1 i) X +2X, =X, =1
2X, +4X, 3%, =7 2X, +4X, —2X; =2

y) {xl+2x2—x3=1 K) {xl+2x2—x3=1

2X, +4X, —2X, =5 2%, +4X, —2X; =5

4 —6 . . . .
a) |t sistema birgalikda, chunki
2%, +3x, =-1
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1 — usul: Gaussning ixcham sistemasi bo‘yicha yechamiz:

8
4%, +x, =6 4%, +X, =6 4xl+(—gjx2 =6 x, =1.9
= 5 = =
2%, +3%, =-1 O+EX2:_4 . 8 X, =—1.6
,=—

5

: : |
2 — usul: Kramer formulalari yordamida yechamiz: ‘2 3‘7:0

demak, yechim yagona:

‘6 1‘ ‘4 6]1

-1 3 2 -1 —4-

- 1841, . _—4-12
4 1 12-2 4 1 12-2
2 3 2 3

Javob: (1.9; -1.6)
3 — usul: Teskari matritsa metodini go‘llaymiz:

4 1 : : — :
A:(Z 3] matritsa mahsusmas bo‘lgani uchun A~ teskari

matritsaga ega va

>

1 (03 -01 — — =
-02 04

formuladan foydalanib,
o[ 03 -01y6)_(18+01) (19
_(—0.2 0.4 )(—J_(—l.Z—OAJ_(—lﬁJ
Javob: (1.9; -1.6)

4 — usul. Gauss — Jordano usulini go‘llaymiz:

@1 6Y4 S AN I
4

j —»Im 4 2| |T> g 2 |
2.3 : -1 2 3 : -1 02 -4

2

11:§j+ 10: 2

ST 2T 10
O:—gx[%]Ol:—g



Javob: (1.9; -1.6)

b) {4)(1_6)(2:2 sistema birgalikda, chunki:

2X, —3X%, =1
4 -6 4 -6 2
r =1l=1=r
2 -3 2 -3 1

‘4 _6‘=o bo‘lgani uchun, cheksiz ko‘p yechimga ega. Umumiy

2 -3
yechimini topamiz:
1
{4x1 —6x, =2 g{le —-3x,=1

2% -3, =1 X, =zx1—1, (x, eR)
2%, —3X, =1 2%, —3x, =1 3 3

. 2 1
Javob: [xzz §X1_§) x, €R

V) {4)(1_6)(2 =1 sistema birgalikda emas, chunki:

2X, —3X, =2
4 -6 4 -6 1
r =1#2=r
(2 —:J (2 -3 2}
Javob: Berilgan sistema yechimga ega emas.
X, +2X, —4X, =8

g) 13x,—x, +x, =4 berilgan sistema birgalikda, chunki:
2X, + X, +5X%, =0

1 2 -4 1 2 -4 8 1 2 -4
r3 -1 1 |=3=3r3 -1 1 4 3 -1 1|=52=%0
2 1 5 2 1 5 0 2 1 5

bo‘lgani uchun ham sistema yagona yechimga ega.
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1. Gaussning ixcham sistemasi bo‘yicha yechamiz:

x(—2

x(-3) [ X, +2X, —4X, =8 . X +2X, —4X; =8  x(11) X +2X, —4X; =8
|—> 3X, =X, + X, =4 J = 0—7x2+13x3:—22J &9 —TX%+13x, =-20
42X, + X, +5%, =0 0-3x,+13, =-16 4x, =4
+ +
X +2-1-4x,=8 X =6+4-(-1) (% =2
= X, +X;,=4 & 9X,=1 9%, =1
—7-1+13x, =-20 X, =—1 X, =—1

Javob: (2; 1; -1)

2. Kramer formulasini go‘llaymiz:

8 2 -48 2

4 -1 11]4 -1

0 1 5[0 1 -40-16-8-40 _

X = 2
-52 -52
1 8 -4
3 4 1
2 0 5| 20+16+32-120
X2 = = :1
-52 -52
1 2 81 2
3 -1 43 -1
2 1 02 1 16+24+16-4
X3 = = =_1
-52 -52

Javob: (2; 1; -1)

3. Teskari matritsa metodi. Berilgan aniglangan sistemaning
koeffitsientlari matritsasining teskarisini topamiz:

3@ 2 -4 : 1 0 O 12—4:100{%)
L>3—11:010J—>013:—310 —
2

1 5 : 0 0 1 0O -3 13 : -2 0 1
10 _2 : L 2 0
1 2 -4 1 0O O 4 7 7 7
— 1 B3 3 Lo, JB3 Lo 4
7 7 7 x(3) 7 7 7
0 -3 13 : -2 0 1) oo™ . 5 3 |,
7 7 7 52
+
10 -2 2 100 3 7 1
7 7 7 26 26 26
Slor B3 1o, 5010 + 11
7 - 7 4 4 4
P T T AL O P R R4
52 52 52)x2 % 52 52 52



3 7 1)(8) (24 28 2
26 26 26 26 26
x=| X L Iilao 21 |2
4 4 4
5 3 7 40 12
52 52 52)(0 52 52) (-1

Javob: (2; 1; -1)

4. Gauss — Jordano usuli yuqgoridagi teskari matritsa usuliga

garaganda ratsionalroq ekanligini quyida payqgash giyin emas:
x(-3)  x(-2)

2—4:844J 12—4:8x(_;)
3 -1 1 : 4 - 0 E7] 13 : -20 -
2 1 5 :0 0 -3 13 : -16
1 2 4'84110_%:?
13 20 | x2 13 20
” A R 2
0 -3 13 : -16)« 52 52|
L0022
7 7 )%
1o -2 .1
7 7 100 : 2
—>o1—§ ?‘_7@010 1
00 1 -1 )L (001 -1
X?X7+

J.(2; 1; -1)
d) Berilgan aniglangan chizigli tenglamalar sistemasi birgalikda
emas, chunki:

2 -1 3 2 -1 3 5
1l 3 5|=223=r1 3 5 -1
3 -4 2 3 -4 2 3

Sistemaning yechimga ega emasligini Gauss usulidan foydalanib,
umumiy yechimga ega emasligidan ham xulosa gilish mumkin:
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1
2 -1 3 5 0—7—77(7)

x(3) x13
- 01 1 )]
W3 5 1] S5l1 3 5 -1l Sl1 3 05 -1 5
®

3 -4 2 3 0 -13 -13 6 0 -13 -13 6
011 -7 X
102 2

000 -7

Jadval (sistemasi)ning oxirgi satri (tenglamasi) qarama -
garshidir, chunki 0-x +0-x,+0-x,=-7 bo‘lishi mumkin emas. Demak,
berilgan sistema yechimga ega emas.

y) Berilgan sistema birgalikda, chunki:

1 -1 1 1 -1 1 1
M1 1 -2{=2=2r[1 1 -2 3
2 2 4 2 2 -4 6
1 -1 1
Shu bilanbirga 1 1 -2/ bo‘lgani uchun cheksiz ko‘p yechimga ega.
2 2 -4

Umumiy yechimini Gauss usuli yordamida topamiz:

1 -1 1 1 1 -1 1 1 )
1 -1 1 1
1 1 -2 3|1 1 -2 3|> J-
11 -2 3
2 2 -4 6 00 0 0
1
1 -1 1 1 1 -1 13 1 10 -5 2
- - -
(0 -3 211 0 1 ) 1 0 1 _3 1
2 2

yoki boshgacha

X, — X, + X =1 ) 1
1 2 3 J_) r
X + X, —2%X; =3

- e Y X =X, +X; =1
=2 atéaaie 60+0i | R
1 1 0+2x, -3, =2 =,
X, =X, +X; =1 x1+—£x3:2 x1:£x3+2
= 3 ]@ 2 = 2
0+x2—5x3=1 3

0+x2—§x3:1 x2:§x3+1
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J: (%x3+2; gx3+l; x3), X, € R

yo) Berilgan bir jinsli tenglamalar sistemasi, trivial yechimdan
tashqgari yana cheksiz ko‘p yechimga ega, chunki:

1 3 5

1 -4 -2/=0

4 -1 7
Umumiy yechimni Gauss usulida gidiramiz:

(1))((4)
x(—1) x(— O

1 3 50 1 3 5 1350
1-4-20<J +|0 -7 -7 0|, ,.—|l0 11 0P
4 -1 7 0 0—13-130E7j 01104J

_iJ
13

O_)(lSSO]ﬂ_)(lOZOJ

01 10).9 (0110

1
o b W
o o

x1+2x3:0<:> X, =—2X,
X, + X, =0

Ji (2%, =% %), X, €R
J) Berilgan aniglangan tenglamalar sistemasi birgalikda, chunki:

1 3 5 -2 1 3 5 -2 3

1 4 -2 3 1 4 -2 3 2
r =3=3=r

~1 -2 12 7 1 -2 -12 7 -4

3 11 1 4 3 11 1 4 7

detA=0 bo‘lgani uchun berilgan cheksiz ko‘p yechimga ega.
Umumiy yechimini Gauss usulida topamiz:

3 5 -2 3 13 5 -2 3

1 4 -2 3 2 01 -7 5 -1
- —

1 -2 -12 7 -4/ J01 7 5 -1

3 11 1 4 7 0 2 -14 10 -2

13 5 -2 3 1 0 26 -17 6
- -
01 -7 5 - 01 -7 5 -1



X, +26x; -17x, =16 X, =6—-26X, +17X,
X, = TX3+5X, =1 X, =—=1+7X; —5X,

Javob: (6-26x,+17x,; —1+7x,-5%,; X;; X,), X X, €R

z) Berilgan kami bilan aniglangan chizigli tenglamalar sistemasi
birgalikda, chunki:

12 -1 12 -11
r =2=2=r
[2 4 —3j (2 4 -3 7}
1 -1 o
r(z 3}:2 bo‘lgani uchun

X, +2X, — X3 =1 X, — X3 =1-2X,
=
2%, +4X, =3%X, =7 2X, —3Xy =17 —4X,

Oxirgi sistemani Kramer formulalari yordamida yechamiz
(albatta Gauss usuli yordamida yechgan ma’qulroq):

‘1—2x2 —ﬂ
7-4x, -3 - -
X, = ) _ 3+6X,+7 4X2:—2x2—4
1 -1 -3+2
2 -3
‘1 1-2x,
2 T-4x —4x, —
X, = 2:7 4x, 2+4x2:__5
-1 -1

Javob: (-2x,-4; x,; -5), x, R

1) Berilgan kami bilan aniglangan sistema birgalikda:
(1 2 —1} (1 2 -1 1}
r =1=1=r
2 4 -2 2 4 -2 2
Demak,
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X +2X, =%, =1 B
S X +2X, = X; & X =1-2X, + X,

2%, +4X, —2X, =2

Javob: (1-2x, +x5; X X)) X, €R

y) Berilgan kami bilan aniglangan chizigli tenglamalar sistemasi

birgalikda, chunki:
[1 2 —1} (1 2 -1 1}
r =1#2=r
2 4 -2 2 4 -2 5
Javob: Yechimga ega emas.

Gauss usulida yechamiz:

1
2] -1 3):2 1 5
3 -5 1| »|3 -5
4 -7 1 4 -7

; 13 (102)
o £ 1). 011
2

P RPN W
? )
LX
o o =
| | |
g | oIN |
I N w
OIN | N

X, =2
X, =1

Javob: (2; 1)
Mashglar

Chizigli tenglamalar sistemasini mustagil yyechish uchun amaliy misol

— masalalar

Berilgan chizigli tenglamalar sistemalarining birgalikda yoki
birgalikda emasliklarini tekshiring, birgalikdagi yagona yechimga ega

har bir sistemani kamida 2 usulda yeching:
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10.

X —2X, =1

3X, —6x, =4

X —3X, =0.5
2x, —6x, =1
X+y-3z=-1
2X—y+2=2
3Xx+2y-4z=1

X, +3X, —4X; =-1
X, =X, +X; =7
2X, + X, —=3X; =3

X + X, =X, =2
2X, —3X, + X, =—1
X, =X, +2X; =5

X, +2X, +3X%, =0
2X, —3X, =X, =1
3X, + X, +4%x, =-1

(-1, 4)
(1; -2)
%3
(0.4; -1.2)

(yechimga ega emas)

(3x,+0.5; x,), X, €R

(1; 1; 1)

2; -1; 0)

(1; 2; 3)

(yechimga ega emas)
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11.

12.

13.

14,

15.

16.

17,

18.

19

{
1

X, —2X, —=5%; =1
4X, + X, —2X; =-3
— X, +3X, +7X, =2

X, — X, +3X; =3
2X, +3X, — 4%, =1
3X, +2X, —X; =2

—X +2X,=3%X; =4
3X, + X, —2X; =1
4%, — X, + Xy =3

X, +4X, —X; =0
3% —5X, + X, =0
2X, — X, +6X;, =0

SX, — X, +4X, =0
X, +2X, +3%; =0

2X, —3X, = %X; =0

X, —3X, +2X; + X, =2

2%, + X, +4X, +3X, =1

X +9%X, = X3 + X, =—4

3X, — X, +6X; +5x, =0

2%, + X, +3%X; —4X, =3
X, — 2%, + X3 —3X, = —
3X, +4X, =5X; + X, =4

2X, —4X, +2X, —6X, =5

X, —2X, + X, =4
X +3X, + X, =0

X, — X, —3X; =6

— 2%, + 2X, +6X; =9

(yechimga ega emas)

8 7
(§_X3; 2X3_§; x3j, X; €R

1 2 11 13
7x3—7, 7x3+7, X3 |, X3€R

(0; 0; 0)

(_ X33 — X33 Xa)’ X; €R

(1; 0; 2; -3)

(yechimga ega emas)

(yechimga ega emas)
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X, —3X,=-5
20. {—x,+x, =1 (1; 2)

4%, —X, =2
4 - §. VVektorlar. Vektorlar sistemasi

O‘rta maktab geometriyasi kursida real mavjud uch o‘lchovli
fazodagi geometrik vektorlar (boshi va oxiri tartiblangan yo‘nalishli
kesmalar), ular ustida amallar va ikki vektorning okalyar ko‘paytmasi
kabi ma’lumotlar berilgan. Geometrik tasviri yo‘nalishi kesma bo‘lgan
bir, ikki, uch o‘lchovli vektorlar ustidagi tushunchalarini geometrik
tasvirlash mumkin bo‘lmagan, fagat arifmetik izohlash mumkin
bo‘lgan ixtiyoriy n(n>4) o‘lchovli vektorlar uchun umumlashtiramiz.

n-o‘lchovli vektorlar va ular ustida chizigli amallar

n ta x,%,..x%, haqgigiy sonlarning tartiblangan (x,x,,...x,)

vektorining birinchi koordinatasi (yoki komponenti), X, son uning
ikkinchi  koordinatasi (yoki komponenti) deyiladi va hokazo.
Vektordagi koordinatalar soniga uning o‘Ichovli deyiladi.

Barcha koordinatalari O lardan iborat vektorga nolinchi 6 vektor
deyiladi: 6=(0;0;..,0). Ikki bir xil o‘lchovli x=(x,%,...x,) va
y =Y., Y, Y,) Vektorlar berilgan bo‘lsin. Berilgan vektorlar o‘zaro
teng bo‘lishi uchun, ularning barcha mos komponentlari o‘zaro teng
bo‘lishlari kerak, ya’ni x=y(i=12,..,n) bo‘lgandagina x=y. Agar
o‘zaro mos komponentlarining agali bir juft teng bo‘Imasa, u holda
x=y. Bir xil n o‘lchovli berilgan x va y vektorlarning yig‘indisi
deb, quyidagi n o‘lchovli vektorga aytiladi:

X+y:(xl+y1; Xy + Yo Xn+yn)

Berilgan x vektorning 4 songa ko‘paytmasi quyidagicha amalga
oshiriladi: x-2=2-x=(2-X, 2-%,,... 2-%,). (-1)-x=—Xx vektorga x
vektorning garama — qarshi vektori deyiladi. Vektorlar ayirmasi
quyidagicha aniglanadi:
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X—y= X+(_ Y):(Xl_ Yo Xo = You s Xy — yn)
Vektorlar ustida bajariladigan yuqoridagi amallarga chizigli
amallar deb ataladi va ular quyidagi xossalarga bo‘ysinadi:

1. x+y=y+x, 2. (x+y)+z=x+(y+2)

3. (x+y)A=Ax+ Ay 4. x(A, +2,)= AX+ X

Skalyar ko‘paytma. Vektor uzunligi. Vektorlar orasidagi burchak

Ikki n o‘lchovli x va y vektorlarning skalyar ko‘paytmasi deb,
quyidagi yig‘indiga teng bo‘lgan (x-y) songa aytiladi:

X'y:(xl'y1+xz'y2+---+xn'yn)zzxj‘yJ'
j=1
Skalyar ko‘paytma quyidagi xossalarga ega:
1 (x-y)=(y-x), 2. (x-(y+2))=(x-y)+(x-2)
3. Alx-y)=((2-x)-y), 4, (x-x)=x*>0

Berilgan n o‘lchovli x=(x,x,,...,x,) vektorning uzunligi (moduli

yoki normasi) deb, [ =vx* =\)¢+x2+x* = |3 x* nomanfiy X songa
j=1

aytiladi.
Ikki n o‘lchovli x va y vektorlarning skalyar ko‘paytmasi va

ularning modullari orasida quyidagi Koshi — Bunyakovskiy tengsizligi
o‘rinli:

(-y)=py - yoki

n
ij Y
j=1

s\/fo\/ny
j=1 j=1

Uchburchak tengsizligi deb ataluvchi tengsizlik esa quyidagi
ko‘rinishga ega:
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(x+y)<[x+]y| yoKi \/i(Xﬁyj)zs\/z";xp\/jy;

j=1

Ikki x va Yy, n o‘lchovli vektorlarning skalyar ko‘paytmasi
formulasidan shu vektorlar orasidagi burchak kattaligi kosinusini
aniglash mumkin:

X: Y.

co{x?y)=(x'y)= %:J J
X[yl J J :

X4 . ‘

2%

So‘ngra natijaning musbat yoki manfiyligiga garab, o‘tkir yoki
o‘tmas burchak kattaligi topiladi.

Vektorlarning chizigli kombinatsiyasi. Vektorni vektorlar

sistemasi orqali yoyish. Vektorlarning chizigli bog¢ligligi

k ta n o‘lchovli vektorlardan iborat vektorlar sistemasi berilgan
bo‘lsin:

1)

..............................

Har ganday  4a”+4a%+..+4a%=> 2a"  Kko‘rinishdagi
i=1

vektorga a%, a®, ..., a% vektorning 4, 4, ... 4  hagigiy son
koeffitsientli chizigli kombinatsiyasi deyiladi. Barcha chizigli
koeffitsientlari 0 lardan iborat a“, a®, ..., a"* vektorlarning chiziqgli
kombinatsiyasiga trivial chizigli kombinatsiyasi deyiladi.
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O‘z — o‘zidan ma’lumki vektorlarning ixtiyoriy trivial chizigli
kombinatsiyasi 0 vektorga teng sonli koeffitsientlarning birortasi 0 dan
fargli bo‘lsa, vektorlarning chizigli kombinatsiyasiga notrivial chizigli
kombinatsiyasi deyiladi. Berilgan vektorlar sistemasining har bir
vektor koordinatalarda berilgan bo‘lgani uchun, ularning ixtiyoriy
A, A, ..., A Koeffitsientli chizigli koordinatalarda topish mumkin:

ay CP: Ay
n a21 a‘22 a2k
> aa=pa% + 2,00+ 4@ = 4] [+ ) [ A | =
i=1

anl an2 a‘nk

k
D Aay,
i=1

Vektorlar ustida chizigli amallardan foydalanib, berilgan
A X +a,X, +...+ay X =hb
Ay X, + 85X, +...+ 3y X, =D,

Ay X +8,X% +...+a, X =b

n

chiziqgli tenglamalar sistemasini

& &, Ak b,
a21 a22 aZk b2
a = ca®= | A=l | 9=
a'nl anZ ank bn

vektorlar orqgali quyidagicha yozish mumekin:
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ay &, Ay b,
a21 a22 a2k bz
X + X, + X, =
a'n1 an2 a'nk bn

yoki xuddi shuning o‘zi
aVx, +a?x, +...+a"x =b®

k ta sonlarning tartiblangan 4, 4,, ..., 4, sistemasi yuqoridagi
chizigli  tenglamalar sistemasining yechimi  bo‘lishi  uchun
sa%+2,a% +. .+ 2a% =b® vektor  tenglikning bajarilishi yetarli.
Ta’rifga binoan k ta hagigiy sonlarning shunday bir notrival tartibi —
A, A, ..., 4 sistemasini ko‘rsatish mumkin bo‘lsa, n o‘lchovi b®
vektorni n o‘lchovli a%, a®, ..., a® vektorlar sistemasi orgali yoyish
mumkin deyiladi. Bunda 4, 4,, ..., 4, sonlarga yoyilma koeffitsientlari
deyiladi. Berilgan b vektorni berilgan a®, a®, ..., a® vektorlar
sistemasi orgali yoyish uchun yugoridagi chizigli tenglamalar
sistemasining biror bir yechimini topish kifoya. Agar chizigli
tenglamalar sistemasi yechimga ega bo‘lmasa, o‘z navbatida b©
vektorni a”, a®, ..., a® vektorlar orgali yoyish mumkin emas.

Berilgan ~ vektorlar  sistemasi a¥, a®, ..., a% uchun
saY+2,a%+.. . +2a"=6  tenglikni  ganoatlantiradigan  va
X +24+...+ 4 =0, ya’ni hech bo‘lmaganda bittasi 0 dan fargli bo‘lgan
A, Ay, ..., 2, son koeffitsientlar tanlash mumkin bo‘lsa, a®, a®, ..., a®
vektorlar sistemasiga chizigli bog‘lig vektorlar sistemasi deyiladi.
Boshgacha aytganda, vektorlar sistemasining biror bir notrivial chizigli
kombinatsiyasi 0 vektorga teng bo‘lsa, berilgan vektorlar sistemasi
chizigli bog‘lig deyiladi.

Agar  AaY+1,a%+...+2a%  vektorli  tenglikdan  fagat
h=24=..=4=0 ekanligi kelib chigsa (yoki fagat trivial
koeffitsientlardagina berilgan vektorlarning chizigli kombinatsiyasi 0
vektorga teng bo‘lishi mumkin bo‘lsa), a%, a®, ..., a" vektorlar
sistemasiga chiziqli bog‘lig bo‘Imagan vektorlar sistemasi deyiladi.
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Masalan, ixtiyoriy ikki koleniar vektorlar chizigli bog‘lig
sistemani tashkil etsa, oz navbatida ixtiyoriy ikki o‘zaro koleniar
bo‘lmagan vektorlar chizigli bog‘lig bo‘lmagan sistemani tashkil
giladi. Uchta o‘zaro komplanar vektorlar chizigli bog‘lig bo‘lgan
sistema bo‘lishsa, aksi uchta o‘zaro komplanar bo‘lmagan vektorlar
chizigli bog‘lig bo‘Imagan sistemadir. Har ganday to‘rtta geometrik
vektordan iborat sistema chizigli bog‘lig sistemadir va hokazo.

Yugoridagi k ta n o‘lchovli a%, a®, ..., a% vektorlar sistemasi
chizigli bog‘lig bo‘lishi uchun 4a%+1,a?+...+2a% =6 bir jinsli
chizigli tenglamalar sistemasi notrival yechimga ega bo‘lishi shart.
Agar bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi fagat trivial yechimgagina
ega bo‘lsa, berilgan vektorlar sistemasi chizigli bog‘liq vektorlar
sistemasi hisoblanadi. Ta’rifga binoan, agar 1a%+,a% +...+1a"% =6
tenglik bajarilib, koeffitsientlarning hammasi 0 ga teng bo‘lmasa, ya’ni
hech bo‘lmaganda biror bir koeffitsient O dan fargli bo‘lsa, berilgan
vektorlar sistemasi chizigli bog‘liq sistemadir. Masalan, 4, =0 bo‘lsin.

U holda a¥=-Z2a®_Z2q@_ _ Aeigecn

A A A
sistemasi  chizigli bog‘lig, chunki sistemaning bir vektori
golganlarining chiziqgli kombinatsiyasiga teng.

a¥, a®, ... a" ..., a% vektorlar sistemasi chizigli bog‘lanmagan
bo‘lsa, sistemaning ixtiyoriy qgism sistemasi ham chizigli
bog‘lanmagan bo‘ladi.

Agar a¥, a®, ..., a" vektorlar sistemasi chizigli bog‘liq bo‘lsa,
ixtiyoriy to‘ldirilgan sistema ham chizigli bog‘lig bo‘ladi. Agar
vektorlar sistemaning vektorlar sistemasining biror vektori 6 vektor
bo‘lsa, sistema chizigli bog‘lig bo‘ladi, ya’ni € vektorni o‘z ichiga
olgan ixtiyoriy vektorlar sistemasi chizigli bog‘lig sistemadir.

Elementlari (1) sistema vektorlarining koordinatalaridan iborat
quyidagi A matritsa tuzamiz:

ya’ni  vektorlar

Ay @ e A
_ | 8y e 3y
A=

anl anZ e ank
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Teorema: Agar A matritsa rangi r(A) sistemadagi vektorlar soni k

ga teng bo‘lsa, ya’ni r(A):k, u holda vektorlar sistemasi chizigli

bog‘lig bo‘lmagan sistema bo‘ladi. Agar r(A)>k bo‘lsa, vektorlar
sistemasi chizigli bog‘liq sistema bo‘ladi.

Teoremani isbotlashdan oldin misollarda asoslaymiz:

Misol. Ma’lumki, berilgan ikki o‘lchovli ikkita a¥ =(a,,,a,) va
a® =(a,,a,) vektorlar nokollenear (chizigli bog‘liq emas) bo‘lishi
sharti

a, 4,
a21 a22

detK: #0

dan iborat. Agar
det A=0

bo‘lsa, o'z navbatida r(aj-2=2-k ekanligi kelib chigadi. Agar
vektorlar kollenear bo‘lishsa (chizigli bog‘liq). deta=0 bo‘lib,
r(z):1<2:k kelib chigadi. Hagigatdan ham, 2a%+1,a® =6 vektor
tenglama koordinatalarda quyidagi bir jinsli chizigli tenglamalar
sistemasi ko ‘rinishini oladi:

{A‘lail + /12a22 =0
/113-21 + ﬂ“zazz =0

Kramer teoremasidan ma’lumki, detA=0 (ya’ni r(?):k) shart
sistemaning yagona trivial
2, =0
A, =0

yechimga ega bo‘lishi zarur va yetarlidir. Bu degan so‘z, berilgan
vektorlar sistemasi chizigli bog‘liq emas. Agar detA=0 bo‘lsa, (ya’ni
r(/?)<k), ma’lumki birgalikdaligi tufayli, bir jinsli chizigli tenglamalar
sistemasi cheksiz ko‘p (jumladan notrivaial) yechimlarga ega.

Buning ma’nosi, berilgan vektorlar sistemasi chizigli bog‘lig
(kollenear)dirlar.
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Misol. Ikki o‘Ichovli a¥ =(a,,a,,,a,) va a® =(a,,a,,,a,,) vektorlar
berilgan bo‘lsin. Quyidagi sistemani tuzamiz:

11311 + ﬂzazz =0
/118-21 + /123-22 =0
113-31 + /12332 =0

Ma’lumki, bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasining
koeffitsientlar matritsasining rangi r(i) noma’lumlar soniga teng
bo‘lgandagina yagona trivial yechimga ega. Demak, r(i):k bo‘lganda
berilgan geometrik vektorlar chizigli bog‘lig bo‘Imagan (nokollenear)
sistemani tashkil giladi. Agar bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasida
koeffitsientlar matritsasining rangi r(i) noma’lumlar sonidan kam

bo‘lsa, notrivial yechimlarga ham ega. Demak, r(i)<k bo‘lganda,
berilgan geometrik vektorlar chizigli bog‘lig (kollenear) sistemani
tashkil etadi.

Xuddi shu tartibda, uchta o‘zaro komplanar vektorlar chizigli
bog‘lig, uchta komplanar vektorlar esa chizigli bog‘lig, bo‘Imagan har
ganday to‘rtta geometrik vektorlardan iborat sistema chizigli bog‘liqg
sistema ekanliklarini asoslash mumkin va hokazo.

k ta n oflchovli a%=(a,a,,...a,), a?=(a, ay,.,....a,) ...,
a" =(a,,a,,....a, ) vektorlar sistemasi uchun 24a%+4,a%+...+2a% =0
vektor tenglama koordinatalarda quyidagicha ifodalanadi:

a4 +a,A, +...+a, 4 =0
ayd +a,d, +...+ayu 4, =0

a4 +a A +...+a,4 =0

)=k shart bajarilganda yugoridagi bir jinsli chizigli
tenglamalar sistemasi yagona trivial yechimga ega bo‘lib, berilgan
vektorlar sistemasi chiziqgli bog‘lig bo‘lmagan sistema bo‘ladi.

r(z)<k shart bajarilganda esa notrivial yechimlarga ham ega
bo‘lib, berilgan vektorlar chizigli bog‘liq sistemani tashkil etadi.
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Vektorlar sistemasining bazisi va rangi. Ortogonal vektorlar
sistemasi. Ortonormallangan vektorlar sistemasi

a¥, a®, ... ,a®, a vektorlar sistemasi berilgan bo‘lsin. Berilgan
vektorlar sistemasining bazisi deb, uning chizigli bog‘lig bo‘lmagan
shunday bir gismga aytiladiki (aytaylik a%, a?, ...,a®) bunda berilgan
sistemaning har bir vektori bazis vektorlari orgali yoyilishi mumkin
bo‘ladi.

a, a®, ... ,.a®, a sistemaning bir necha vektordan iborat biror
gism sistemasi chizigli bog‘lanmagan bo‘lsa, uni bazisgacha
to‘lg‘azish mumkin. Berilgan sistemaning har bir vektori shu
sistemaning bazis vektorlari orgali fagat bir xil ko‘rinishda ifodalanishi
mumkin. Berilgan vektorlar sistemasining bazisini topish uchun
raY + 1,8 + .+ 2a% + .+ 2a" =0 tenglamalar sistemasining umumiy
yechimi topiladi va yechilgan sistemada yechilgan noma’lumlar
oldidagi koeffitsient vektorlardan sistema tuziladi. Tuzilgan vektorlar
sistemasi berilgan vektorlar sistemasining bazisi bo‘ladi (misollarga
garang).

Berilgan vektorlar sistemasining rangi deb, uning bazisida
vektorlar soniga aytiladi. Agar berilgan sistemaning rangi k ga teng
bo‘lsa, sistemada k ta chizigli bog‘liq bo‘lmagan vektorlar gism
sistemasi, berilgan vektorlar sistemasining bazisi bo‘ladi. Agar ikki n
o‘lchovli a” =(a,,a,,....a,) va a¥ =(a,,a,,,....a, )vektorlarning skalyar

ko‘paytmasi 0 ga teng bo‘lsa, ya’ni (a“)-a“)):iaﬂ-aq:o berilgan

vektorlar o‘zaro ortogonal vektorlar deyiladi. Vektorlar sistemasida
vektorning ixtiyoriy har bir jufti o‘zaro ortogonal bo‘lsa, bunday
vektorlar sistemasiga ortogonal vektorlar sistemasi deyiladi.

Chizigli bog‘lig bo‘lmagan a%, a®,...,a®, a*  vektorlar
sistemasidan ortogonal sistemaga o‘tish quyidagicha amalga oshiriladi:
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.................................

b . gk#1) k) . g .
= P e O e 0

Yuqoridagi  chizigli bog‘lanmagan sistemadan ortogonal
sistemaga o‘tish yo‘li ortogonallash jarayoni deyiladi.

Har bir vektori birlik vektor bo‘lgan ortogonal vektorlar
sistemasiga ortonormal vektorlar sistemasi deyiladi.

Agar b, b?, .. b® sistema ortogonal vektorlar sistemasi bo‘lsa,

u holda

Sistema ortonormallangan vektorlar sistemasi bo‘lib hisoblanadi.
Mashglar

Vektorlar va vektorlar sistemalariga doir misol — masalalarning
yechimlaridan namunalari

1. Quyida a va b vektorlar berilgan. Berilgan vektorlar
modullarini, ularning chizigli kombinatsiyasi ¢ vektor koordinatalarini
va uzunligini, a va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasini, ular
orasidagi burchak kattaligini, o‘zaro ortogonallarini aniglang:

a) é=(0;g; g} b) a=(1 2; 3) V) a=(0;0;, -1 1)
b=(-12 -2) b=(-53;2) b=@1111)
c=3J2a-b c=4a+3b c=2d+b



2) |a|\/02+(%2+(%2 _1 (bir)

o] = (-1 + 22 +(~2) =1 (bir)

~1) (1
{ JH,ya’ni c=(115)
-2) |5

6] = V12 +12 +5% =27 = 34/3 (bir)

c=3J2a-b =22

Sl

(a:6)=0-(-)+ 222, 2

~=.2+~>=.(-2)=0 bo‘lgani uchun berilgan a va b
vektorlar ortogonal, ya’ n| ular orasidagi burchak kattaligi:

[5)-o3

b) a=+12+22+32 =14 (bir)

Io|=/(~5)* +32 +2* = /38 (bir)

1) (-5) (-19
c|=-4a+3b=-42]+33 |= ,ya’ni ¢=(-19;1 -6)
3) (2 -6

¢ =y/(19)? +12 +(—6)* = /398 (bir)

—

(é~bj:1-(—5)+2~3+3-2=7¢0 bo‘lgani uchun berilgan a va b

vektorlar o‘zaro ortogonal emas.
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V) @=4/07+02+(-1f +1° =42

\6\ —V2 412112412 =2

C=y12+17 + (-1 +32 =12 =23

(a’-ﬁj:o-1+0.1+(1)-1+1-1=0 bo‘lgani uchun berilgan a va b

vektorlar ortogonal.
2. Quyidagi b vektorni a® a® a® a® vektorlar sistemasining

chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishida yoyish mumkin yoki mumkin
emasligini ko‘rsating:

b® =(8; —3; —10; 10)
aV=(0,43); a®=(-2314); a¥=@L1-45); aY=@1-20;3)

aVx +a?x, +a%x, +a¥x, =b©@ vektor tenglamani koordinatalarda
chizigli tenglamalar sistemasi ko‘rinishida yozib olamiz va Gauss
usulida yechamiz:
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1 -2 1 1 8 1 -2 1 1 8

0 3 1 -2 -3| |0 3 1 -2 -3
— -

4 1 -4 0 -10] |0 9 -8 -4 -42

3 4 5 3 10 0 10 2 0 -14

1 -50 3 11 -5 0 3 11

0 3 1 -2 -3 0 3 1 -2 -3

— - —

0 33 0 -20 -66| |0 33 0 —20 -66

0 4 0 4 -8 01 0 1 -2

100 8 1 10001

001 -5 3| |[0010 3

— - -

000 -530[ (00010

010 1 -2/ (010 0-2

1000 1) (x=1

0100 -2 |x,==2

%

0010 3| |x=

0001 X, =

yagona yechim
Demak, b© vektor berilgan a® a®,a®, a® vektorlar sistemasi
orgali yagona usulda yoyilishi mumkin:

b® =a® —2a® +3a® +0a®

3. Quyidagi berilgan vektorlar sistemalarining chizigli bog‘liq
yoki chizigli bog‘liq emasligini aniglang:

a) a=(L -3) b) a=(1 -3 2) V) a=(-2; 4; 6)
b=(2;-6) b=(2;,-6;5) b=(-36;9)
g) d=(-113) d) a=(L 2 4) ye) a¥ =(1; 1 1, 1)
b=(2-11) b=(3-1-2) a? =(3; 2; 4; 1)

¢=(14;5) c=(4;1;2) a®

59



Berilgan ixtiyoriy vektorlar sistemasining chizigli bog‘liq yoki
bog‘lig emasligini aniglashning eng qulay yo‘li yugoridagi teorema
shartlarini tekshirib ko‘rishdir.

a) Ikki @ va b vektorlarini o‘z ichiga olgan sistema chizigli

bog‘liq, chunki:
(1 Zj
r =1<2=K
-3 -6

1 2
b) r{—3 —6}—2—2—k bo‘lgani uchun berilgan sistema chizigli
2 5
bog‘liq emas.

~2 -3
V) r[4 6J1<2k tengsizlik bajarilgani uchun berilgan
6 9
vektorlar sistemasi chiziqli bog‘lig.

-1 2 1
g) r 1 -1 4|=3=3=k tenglik bajarilgani uchun berilgan
3 1 5
vektorlar sistemasi chiziqgli bog‘lig bo‘lmagan sistemadir,

1 3 4
d) r{Z -1 1}=2<3=k tengsizlik bajarilgani uchun vektorlar
4 -2 2

sistemasi chizigli bog‘liq sistemani tashkil etadi.

2
-1
2
-1
berilgan vektorlar sistemasi chiziqli bog‘lig.

-=3<4=k tengsizlik bajarilgani uchun ham

P A DN W
o O O B+

1
1
ye)
1

Izoh. Katta o°‘lchamlarga ega matritsalarning rangini
hisoblashning eng qulay usuli esa matritsa ustida elementar
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almashtirishlar bajarib, nollar yig‘ib, noldan fargli eng katta minor
tartibini aniglashdan iborat.

4. Quyida berilgan vektorlar sistemasining bazisi va rangi
topilsin:

aV=(1;2;-13)

a® =(0; 3, 4;1)

a®=(-2;-1,6;,-5)

a¥ =(5;1; 2; - 4)

1 0-2 5 0y (10-2 5 0
2 3 -1 10/ |03 3 -9 0|
14 6 2 0| |04 4 7 0
3 1 -5-40 (01 1 -190
10 -2 0) (10 -200

o0 o 0| Joo 0 10
00 0 0| o0 0 00
01 1 -190/ (01 1 00

Yechilgan sistemadan X, X,, X, —yechilgan noma’lumlar. X,
erkin noma’lum ekanligi ko‘rinib turibdi. Demak, berilgan vektorlar
sistemasining bazasi a“, a® va a¥ vektorlar sistemasi bo‘lib,
sistemaning rangi bazisdagi vektorlar soni 3 ga teng.

5. Quyida Dberilgan chizigli bog‘liq bo‘lmagan vektorlar
sistemasidan ortogonal va ortonormallangan vektorlar sistemalariga
o‘tilsin:

aV=(1;,-2; 4)
a® =(0; 1; 3)

Yuqorida keltirilgan ortogonallashgan jarayoni formulalarini
qo‘llaymiz:
b =a® = (1, -2; 4)
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O—2+12(1

~2;4)+
1+4+16

b® =— (L -2 4)+(0;1 3)=

10, 20, 40

+(0; 1, 3)= —%(1 ~-2:4)+(0; 1; 3):(—— = ——J+

21’ 21" 21
10 41 23
e 3):(_ 21’ 21 21)

Har bir vektorni ortonormallab,

b 1 (1__2_4)=( 1. 2 4 j
W e o\ T

_10.41 23
b® 2172121 _{_\/2310_41\/2310_2342310}

\b@)\_ \/100+1681+529_ 2310 ° 2310 ' 2310
441 441 ' 441

Mashqglar
Mustagil ishlash uchun amaliy misol va masalalar
1. Quyida a va b vektorlar berilgan. Berilgan vektorlar
modullarini, ularning chizigli kombinatsiyasini ¢ vektor koordina-
talarini va uzunligini, a va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasini,
ular orasidagi burchak kattaligini, o‘zaro ortogonallarini aniglang:
a)

(-2,0;) d=5 (6up), o] =25 (6up),
(2,0, 4) ¢=(-10,0; -10),  [¢[=10v2 (6up),
2d-3

O

4
b

ol
Il

5-5):0, (é-B)z%, OpMO2OHAN
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=10 (bir), \15\:2\/6 (bir),
c=(3 L -4), c|=~26 (bir),
(é- 5):—4, [é-ABJ:ﬂ—arccos V15
ortogonal emas.
il =8, 5| =30,
c=(L 1 8 0) Ic| = /66,
(a 5):0, (é 5):% ortogonal

2. Quyida berilgan vektorlarni berilgan vektorlar sistemalarining
chizigli kombinatsiyalari ko‘rinishida yoyish mumkin yoki mumkin

emasligini ko‘rsating:
a) b=(-4;9),

4% =(2 -5)
b) b=(2;5)

a®=(36)
V) b=(-5 -3 2)

a% =01 -1)
g) b =(51 ~1; 4)

a® =(1; 2; 0; 3)

a?=(4,3-21)

é(l) = (1; - 3) )
(b = 2a® —3a®)

a® =(1; 2)

(yoyish mumkin emas)

a® =(1; 2; 3)

50

a® =(2;5 —4; -1)

a®=(1 6 -1 3)
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3. Quyida berilgan vektorlar sistemalarining chizigli bog‘liq yoki
chiziqli bog‘lig emasligini aniglang:
d=(6; —15)

a 5 - (4 -10) (chizigli bog‘liq)

(chizigli bog‘liq emas)
(chizigli bog‘liq)

(chizigli bog‘liq emas)

a
d) b=(2-10) (chizigli bog‘liq emas)
C
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4. Quyida berilgan vektorlar sistemalarining bazislari va ranglari
topilsin:

a) a¥ =(1 -2;5)
a?=(3; 4, -1
—EZ s o)) (bazisi: a¥, a®, a® | rangi: 3)

b) a¥ =L L -1 -2)
=(3;4;,-1,2)
=(4%-23) (bazisi: a¥, a®, a®, a“ rangi: 3)
=(5,2,-3;1)

5. Quyida berilgan chizigli bog‘lig bo‘lmagan vektorlar
sistemasidan ortogonal va ortonormallangan sistemalariga o‘tilsin:

) _ (-1 1- bt 1 1 1
2 =L 11L) IR (T NERNCY J
b® =(0; 1, 1; 1) b<2>=(_3;1;1;1} bi; [ 23 3 ﬁ]
a¥=(0:0,1:1) 37373 b f fff;g
@_(1._3 g
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Il - BOB
Funksiyalar
1 - 8. Funksional bog¢‘lanish. Funksiya tushunchasi

Turli protsesslarni kuzatish shuni ko‘rsatadiki, bu protsessda
gatnashayotgan miqdorlar ikki xil bo‘ladi. Ayrimlari o‘z giymatlarini
bu protsess davomida o‘zgartirib turadilar. Shunga asosan miqgdorlarni
o‘zgarmas va o‘zgaruvchi migdorlarga bo‘linadi.

Masalan: 1. Samolyotning uchish davridagi migdorlar.

2. Uchburchakdagi miqdorlar

O‘zgaruvchi miqgdorlar bir — biriga bog‘langan holda o‘zgaradi,
ya’ni bir migdorning o‘zgarishiga ikkinchi o‘zgaruvchi migdor sabab
bo‘ladi.

Masalan: 1. Boyl — Mariott gonuni v =%. 2. S=mR?

Bu o°zgaruvchi miqgdorlardan birini erkli, ikkinchisini erksiz deb
gabul qgilinadi. Erkli o‘zgaruvchi miqgdorning o‘zgarishi bilan erksiz
migdor ham giymatini o‘zgartiradi.

Ta’rif: Agar o‘zgaruvchi miqdor x —ning olishi mumkin bo‘lgan
har bir giymatiga boshga o‘zgaruvchi migdor y —ning to‘la aniglangan
bir giymati mos kelsa u o‘zgaruvchi migdorni, x o‘zgaruvchi
miqdorning funksiyasi deyiladi. (x—-argument, y—-esa x ning
funksiyasi bo‘ladi). Bu bog‘lanishni odatda y=f(x), y=¢(x) kabi
ifoda gilinadi. f, ¢ funksiya xarakteristika bo‘lib, x —argument ustida
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ganday amallar bajarilishi lozimligini ko‘rsatadi. x=a bo‘lgandagi
funksiyaning xususiy giymatlari f(a) shaklida ko‘rsatiladi.
Masalan f(x)=x*+1
=1°+1=2, f(0)=0"+1=1

( 2) ( )2+1=a4+1

2. f(x)=sinx, f(a)=sina, (0)=sin0=0

f %) -sin

_1
2

cnla
cn|k]

2 - 8. Funksiyaning berilish usullari

1. Analitik usul. X
2. Grafik usul. y =x? X y
3. Jadval usuli. -1 1
—x=2 0 0
2| 4
. 1, 3 9
-2 -1 0
X
Misollar
Ly {xz, X<0
- Ay X y
2, x>0 T 1
-1 x<-1 1 > 0 0
5 y=1% -1<x<1 1 171
1 x>1 X

67



Demak, funksiyalar fagat bir formula bilan emas, balki ikki va
undan ortig formula yordami bilan berilishi mumkin ekan.

3 - 8. Funksiyaning aniglanish sohasi

Funksiyani o‘rganish davomida argumentning olishi mumkin
bo‘lgan sonlar to‘plami va funksiyaning gabul giladigan giymatlari
to‘plami bilan ish ko‘riladi.

Masalan: y=2" Kko‘rsatkichli argumentga ixtiyoriy haqiqiy
giymatni bera oladi. Ammo funksiyaning giymati esa, fagat musbat
sonlardan iborat bo‘ladi.

Ta’rif. y=f(x) funksiyaning argumenti gabul gilishi mumkin
bo‘lgan barcha giymatlar to‘plami, funksiyaning aniglanish sohasi
deyiladi, u funksiyaning qabul qilgan qiymatlar to‘plami esa
funksiyaning o‘zgarish sohasi deyiladi.

Masalan: y=x*-3x funksiyasining aniglanish va o‘zgarish
sohasi hagiqgiy sonlar to‘plamidan iborat. Funksiyaning aniglanish
sohasini tekshirishda quyidagi tengsizliklardan foydalanamiz.

1. a va b sonlar oralig‘idagi sonlar (a va bdan tashqari) ochiq
interval deyilib, (a, b) shaklida yoki a < x <b shaklida ko‘rsatiladi.

2. a va b sonlar oralig‘idagi sonlar (a va b ham go‘yiladi), aniq
interval deyilib [a, b] shaklida yoki a<x<b shaklida ko‘rsatiladi.

Agar o‘zgaruvchi migdor ixtiyoriy haqgigiy giymatlar gabul gilsa
uni quyidagicha ko‘rsatiladi:

—0 < X< +00
Misollar:
1. y=arcsinx funksiyaning aniglanish sohasi —1<x<1 aniq
intervaldan iborat.

2. Y= 21 funksiya x* =1 bo‘lganda ma’noga ega bo‘lmaydi.

Shuning uchun bu funksiyaning aniglanish sohasi 1 dan boshga
hagigiy sonlar to‘plamidan iborat.
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—o<X<-1u-l<x<lul<x<+4o

3. y=+2-Xx funksiyada 2—x>0 bo‘lishi kerak.
Bundan x<2. Demak, funksiyaning aniglanish sohasi x<2.

4, y= ﬁ Aniglanish sohasi
5-x20
K—1>0 1<x<2
W—1=0 2<X<5

Funksiyanng aniqglanish sohasi tekshirganda quyidagilarni
e’tiborga olish kerak:

1. Nolga, bo‘lish mumkin emas.

2. Manfiy sondan juft ko‘rsatkichli ildiz chigarib bo‘Imaydi.

3. Manfiy sonning va nolning logarifmi bo‘Imaydi.

4. arcsinx, arccosx da |X/ <1 bo‘lishi va

5. arctgx da X# % +kz, arcctgx da x =k

4 - 8. Funksiyaning ayrim hossalari

1. Juft va toq funksiyalar:

Agar y= f(x) funksiyaning aniglanish sohasida olingan hamma
giymatlarida f(~x)= f(x) bo‘lsa, bu funksiyani juft funksiya deyiladi.

Masalan: y X2, y = COSX

y=1()=x, f(=x)=(-x}'=x*, f(x)=cosx,
f(-x)= cos( X)=COSX = f()

Juft funksiyalar grafigi ordinata o‘qiga nisbatan simmetrik
bo‘ladi.
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Agar y= f(x) funksiyaning aniglanish sohasida olingan hamma
giymatlarida f(~x)=—f(x) bo‘lsa, bu funksiyani toq funksiya
deyiladi.

Masalan: y=x*, y=sinx

y=f0)=x", F(=x)=(x)=—x"==1(x), f(=x)=-f(x)

y=sinx, f(-x)=sin(-x)=-sinx=—f(x)
f

(=x)=-1(x)
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y
y=x
-1 1 X
1
37” _z 1\”/ X
-1
Mashglar

Funksiyaning aniglanish sohasi topilsin.
(Javoblari gavs ichida berilgan)

.Y =+1+X
. y=+v4-X
. y=1-lgx

. y=lg(x+3)

. Yy=+5-2X

(% +))
(-4 4]



oy (- DUCL DU + )
7.y= 9:(2 (-3.3)

8. y=vx*—4x+3 ((~o0, 1]U[3, o))

9. y =arcsin(x—2) ([ 3))

10. y =arccos1—-2x) ([0,1])

2. Funksiyaning chizmasi chizilsin:
1. y=x>+1 2. y=2x-1

1 B -2 x<0
3.Y—X 4. Y= X x>0

5.y =X

6. y=+/x
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-1, 0,

3. Funksiya berilgan:

1. f(x)=x*-1
Topilsin:  (0), f(1), f(-1), f(2), f(a),

([5) e @ ffl)

Javobi:
a’ 1 a

27, a1, 2 igataga L &
a a’-1 1l-a
2. Funksiya berilgan
f(X)Z 2X_2’ §0(X): 9x+2
1
Topilsin: f(0). f(2), f(-1) go(zj

f()+e(x) 1(2)+p(-2) (0)+¢(0)

|+
s

1
i A 11
Javobi: 4

3. Funksiya berilgan:
f(x)=sinx,  ¢(x)=cosx

Topilsin: f(zj’ o) f(zj’ ¢(%j

Javobi: 1 -1, ? % % sin2x, tgx, 1, 1

4. Juft yoki toq funksiyalarni aniglang:
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f(x)= S

:ex—l’

f(x)=x*—-4x?
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11 - BOB

FUNKSIYANING LIMITI, HOSILASI VA
DIFFERENSIALI

1-8. Limitlar

Aniq tartib bo‘yicha birining ketidan ikkinchisi keluvchi sonlar

to‘plami
X, Xpyoeny X (1)

sonlar ketma — ketligi deyiladi. Shuning uchun sonlar ketma —
ketligining umumiy hadi X, natural argumentining funksiyasi sifatida
beriladi. Ya’ni

f(n)=x,
Masalan, agar gandaydir ketma — ketligining umumiy hadi

1 : :
X, =+ formula bilan berilgan bo‘lsa, u holda n ga natural sonlar

gatoridagi giymatlarini, ya’ni 1, 2, 3, ... berib, quyidagi sonlar ketma —
ketligini hosil gilish mumkin:
1 1
7

Ta’rif. Agar har ganday kichik musbat son ¢ uchun shunday N
nomerni topish mumkin bo‘lsaki, n>N uchun quyidagi |x,—a/<e
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda a soni (1) sonli ketma — ketlikning
limiti deyiladi.

Agar a soni (1) ketma — ketlikning limiti bo‘lsa, u holda

limx, =a

N—o0

11
1213’

deb yoziladi.

Agar ketma — ketlik limitga ega bo‘lsa, u holda bu ketma — ketlik
uchun quyidagi teoremalar o‘rinlidir.
lim(x, +y,)=limx, limy,

n—o0o

limx, -y, =limx_ -limy,

nN—o0 N—o0 N—o0
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imy, 7:0)

—>0

lim X
. X n
||rn_n:”_—>L(!y
ey limy,

Agar (1) ketma — ketlikning limiti nolga teng bo‘lsa, u holda (1)
ketma — ketlik cheksiz kichik deyiladi. Ya’ni
limx, =0

N—o0

Boshgacha aytganda har ganday & <0 uchun shunday N nomer
topish mumkin bo‘lsaki, n > N uchun quyidagi
X, —0|=|x,|< &.
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Agar (1) ketma — ketlikning limiti cheksizlikka teng bo‘lsa, u
holda (1) ketma — ketlik cheksiz katta miqdor deyiladi. Ya’ni,
limx, =

N—o0

Boshgacha aytganda, har ganday >0 uchun shunday nomer N
topish mumkinki, unda n > N bo‘lganda quyidagi
X,|> &

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Cheksiz kichik ketma — ketliklarga misol gilib, quyidagi umumiy
hadlarni berilgan ketma — ketliklarni keltirish mumkin.

1 1 1
X, =—, X, =—, X, =— Vva boshqalar.
n n2 2n q

Cheksiz katta va cheksiz kichik migdorlar o‘zaro bog‘ligdirlar.
Cheksiz katta migdordagi teskari migdor, cheksiz kichik migdordir va
aksincha.

Endi ixtiyoriy argumentli funksiyani ko‘ramiz. Faraz qilaylik,
f(x) funksiya biror a nugtani atrofida (a nugtadan boshga, nugtani
o‘zida ham) aniglangan bo‘Isin.

Agar har ganday kichik musbat son & uchun, shunday kichik &
sonni topish mumkin bo‘lsaki, x ning quyidagi

x,—a| <&

tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlari uchun

f(x)-A<e

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda A soni f(x) funksiyaning
x — a intilgandagi limiti deyiladi va bu quyidagicha yoziladi.
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lim f (x)= A
Shunga o‘xshash limf(x)=A, |x>N qgiymatlarida |f(x)-A<e
tengsizlik o‘rinli bolsa, shartli ravishda limf(x)=o deb yoziladi,
[f(x)-Al>M, |x-a|<s bo‘lganda M ixtiyoriy musbat son.
Bu holda f(x) funksiya x — a cheksiz katta miqdor deyiladi.
Agar |Xi£g¢(x)=0 bo‘lsa, unda ¢(x) funksiya x—a cheksiz

migdor deyiladi x<a va x — a u holda shartli x—a—0 deb yoziladi.
X>a va X —a unda x—>a+0 deb yoziladi.

f(a-0)= lim f(x) songa f(x) funksiyaning a nugtada chap
tomondan limiti, f(a+0)= lim f(x) songa f(x) funksiyani a nugtada
o‘ng tomondan limiti deyiladi. limf(x) - mavjudligi uchun
f(a—0)= f(a+0) bo‘lishi zaruriy va yetarli shartdir.

Misol:

1
f(X)z 1
X+ 4x3
funksiyaning chap va o‘ng limitini toping. Agar x—3-0 unda

1 i
—— ——0 Va 43 unda
X—3

i 1 1
lim ==
Xx—3-0 . 3

X+4x3

1

1 L
Agar x—3+0 unda 3 4%3 5 10 UNda

lim =0

x—3+0

1
X + 43

Funksiyalarning limitlarini hisoblash uchun quyidagi hossalarni
bilish zarur.

limC=C, C —o‘zgarmas son

limCf (x)=Climf(x),  bunda C-o‘zgarmas

X—a X—a
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Agar |XILT;f(X) va |XLTQ(0(X) mavjud bo‘lsa, u holda quyidagi
tengliklar o‘rinlidir.

lim[ f (x) % (x)]=lim f (x) £ limg(x)

X—a X—a X—a

lim f(x)- @(x)=lim f(x)-limg(x)

X—a X—a X—a

Cf(x) limf(x)
i )= g mel)=0),

X—a

Jim #(x)] 9= im £ ()|

X—>a X—>a

2

. X" +4
Misol: Quyidagi limit hisoblansin. 2 %13
lim x> =2%=4
limx=2
X—2
lim4=4 lim3=3

Shunday ilib, lim* 4 -2 +4_8
o2 x+3 243 5
Funksiyalarning limitlarini hisoblaganda, ya’ni ko‘pincha x ni
o‘rniga intilgan sonini go‘yganda anigmasliklarga duch kelinadi, ya’ni
aniq javobga ega bo‘linmaydi.
Masalan: 1im ‘o4 _4-4 0 ya’ni javob aniq emas. Bu holda
"2 x—=2  2-2 0 '

0
0 tipidagi anigmaslikka ega bo‘lindi deyiladi.

Bu anigmaslikni topish uchun, ya’ni berilgan kasrning limitini
hisoblash uchun, kasrning surat va mahrajida ayrim shakl
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o‘zgartirishlar gilishadi. Masalan, x*—4=(x+2)x-2). Bu holda
X° -4
X—2

kasr quyidagi ko‘rinishni oladi:
(x+2)x-2)
X—2
Buni surat va mahrajini (x—2)ga gisqartirib, (x+2)ga ega
bo‘lamiz.

Shunday qilib,
2 —_ J—
im* =% = 1im 22 i )
x22 X—2 @ x>2 X—2 X—2
Yana quyida bir necha misollarni ko‘rib o‘tamiz.
. X*-5x+6
1. im————
X—2 X—2

Agar x ni o‘rniga to‘g‘ridan — to“g‘ri limitni qo‘ysak, 0 tipidagi
anigmaslikka ega bo‘lamiz.
Iimx2—5x+6:4—10+6:9 o
o 5 > o 0 noaniglik
x =2 da kvadrat uchhad nolga aylanadi. Demak, 2 soni kvadrat
uchhadning ildizi ekan. Ikkinchi ildizini Vieta teoremasini tatbiq qilib
topish mumkin, bunda x =3 bo‘ladi.
Shunday qilib, kvadrat uchhadni chizigli ko‘paytuvchilarga
ajratish mumkin ekan. (x—2)-(x—3) ya’ni x*-5x+6=(x-2)x-3).
Demak,

2
fim X=X 6 i (x=2x=3) lim(x—3)=—1

X—2 X—2 X—2 X—2
lim JX+3-2
x—1 X—=1

lim JX+3-2 B J1+3-2 0

ol —— 1-1 o noaniglik.
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Bunday noaniqglikni oldini olish uchun berilgan kasrni surat va
mahrajini berilgan ifodani qo‘shmasiga (suratini) ko‘paytiriladi.
So‘ngra quyidagi

(a+b)a—b)=a’-b?
formuladan foydalaniladi.

Ilm—\/m_2 =lim (\/m—Z)(\/m-i-Z) =
ot ox=1 oot (x-1)(Vx+3+2)

_lim—X*37%  im x-1 _
X*1(x—1)(\/x+3+2) Hl(x—l)(\/x+3+2)
1 1 1

=lim

X1 »\/x+ 3+2 \/1+3+2= 2+2 4

Agar x ning o‘rniga limit giymatini qo‘ysak 2 tipidagi
anigmaslikka ega bo‘lamiz, ya’ni

X +X 00400 ©
lim =— anigmaslik.
X—0 X2 +3x 0+00 00

Bu anigmaslikni ochish uchun kasrning surat va mahrajini x
ning eng katta darajasiga bo‘lish kerak.

; x3(1+12j x(1+12j
XX X . X
lim =lim——2Z - |lim———2 <4

X—o ¥ +3X X—>0 X2(1+3j X—>0 1+i

cheksiz katta miqgdorga teskari

miqdordir. Xuddi shuningdek lim
Shunday qilib,
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1 1
X1+ — il
( ij L+ NG

2
oy T = lim—m—a 2 = limx-lim—%- =
X—00 X—>00 X—>00 X—00 X—00
X X X
w:w.l:w
1+0
Mashglar
Limitni toping
(Qavs ichida javoblar berilgan)
. 3% +1 1
lim =
. X2 +4x+1 1
2. lim————= =
X—>2 X+ 2 (34)
. X+95 8
3. lim——— =
=3 X% + X +1 (13)
. x*-16
4. lim 8
x—>4 X —4 ( )
_ X?—8x+12
5. lim=—7—~ (-1)
. X —-6x+8
6. lim——— 2
x>2 x? —5X + 6 2)
_ X*+4x-3
7. im————— 00
x>1 x% —4x+3 ()
. x* -1
Clim—— )
8 x>1 X +3X + 2 (-2)
_ X?—Tx+12 1
Mg (-3
22X =2x +x-1 3
10. lim h
0 o0 X3 _x? +3x—3 (4)
11 limYx+1-3 -2)
x—2 X—2
12, lim¥X+ (1)
x-3 X —3 4
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13, lim—=1 (V2)

x»—lx/x—_zl_\/z
14. L@#ﬁ‘\/g (845)
15, lex/ux X—zx/l—x (%)
;
16. lim—7— " (0)
17. leﬂ% 1)
o
18. lim 0)
19. 1@0311;1 (1)
20. lim Xf"_l (1)
21, i L2 &
22. i‘i@% (243)
23. 'JLTJXX—%__% (%)
24, lim szjf’l‘z 0)
25. lim f(zj (=)

Ikki ajoyib limit

Transsendent funksiyalari limitlarini hisoblashda ko‘pincha
quyidagi limitlardan (ayniyatlardan) foydalanildi.
sina

||m—:1 i L: ;
lim=> @  mCa (@)
l‘ll!(“%) e (2), limi+a)e - (2)
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Bu yerda € Eyler soni deyiladi. Bu irratsional son tagriban 2,7
ga teng. (1) va (1) limitlar birinchi ajoyib limit deyiladi. (2) va (2')
limitlar ikkinchi ajoyib limit deyiladi. Quyidagi misollarni ko‘rib
o‘tamiz.

Misol. IHm

x — 0 da a =4x ham nolga intiladi.
Shuning uchun kasrni surat va maxrajini 4 ga ko‘paytirib va (1)
va (1') formuladan foydalanib quyidagilarni topamiz.

sin4x )
. 4x =« deb olamiz.

sin4x 4sin4x . Sin4x sma

lim =1lim =41lim =41lim =4.1=4
x50 X x=0  4X 4x 0‘—>0 a
. . X _
Misol 2. lim—— ni hisoblang.
xaotg?,x
lim X =lim .1 =IimC983X=Iim _X -IimcosSx:llim _3X -1:31:l
x>0 tg3x x>0 SIN3X x>0 sin3x  x>0§iN3xX x-0 3x0sin3x 3 3

C0S3X

Chunki.  lim—x

=1 va limcos3x =cos0=1
x-0 SN 3x x—0

3. lim¥X+4-2

x—0

ni toping.

| m«/x+4—2_\/0+4—2 0

=5 anigmaslik.

-0 sin2x  sin0
Ix+4-2 (\/X+4—2)(\/X+4+2) X+4—4
———=1lim =lim =
x>0 sin2x %0 sin2x(«/x+4+2) X*Osmz ( x+4+2)
— lim X “Lllim 2X —%1-%:%

0 5in ZX(M+ 2) 2 =0sin 2X(m+ 2)

4, I|m();+§j ni toping.

x—0

Bu yerda asosan limiti birga teng:
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X—>00

5 X X(l"‘zj 1+g
|im(ij — lim X212 X | 1
{

X—2 1_2) x—0 1_3
X X

Ko‘rsatkich  cheksizlikka intilgan. Shunga asosan 17
ko‘rinishdagi anigmaslikka ega bo‘lamiz. Buni € tipdagi anigmaslik
deb ham yuritiladi.

1. | tipidagi anigmaslikni ochish uchun asos % quyidagicha

o‘zgartiramiz.
lim x+2 —lim 1+XL2_1 —lim 1+L(X_2) T
X—>0 X—2 X—>00 X—2 X—>0 X—2 X—>0 X—2

Endi ko‘rsatkich X — ni é kasrga ko*paytiramiz va bo‘lamiz.

chunki —4— ¢ 0 agar x — oo esa x=2_1
X—2 4 2

(2) formulaga asosan kvadrat gavs ichidagi ifodani limiti € ga
teng. Bundan tashqari lim[f (x)] = [le f(x)] "% teoremani go*lladik.

5. |im(1—§jxni toping.

1Lrg[1—§jx ham 1"  ko‘rinishdagi anigmaslikni  beradi.
Anigmaslikni yyechish uchun quyidagicha almashtiramiz. Demak,
2 2

——=qg, X=——, X—>0o, a—0. Demak,
X o

Iim(l—gjx _limi+a) . :[|im(1+ a)ir —e?=

X—0 X a—0 a—0
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50.

ol.

52.

53.

54,

55.
56.

S57.

58.

59.

60.
61.

62.

63.
64.

65.

. sinbx
lim

x>0  2X
. Sin2x
lim—
x-0 SN 7X

sin3x +sin4x

lim

x—0 X

lim
x->01—COSX
. tg2x
||mg_
x>0 X

) X
lim
x>0 \/1—Cc0oSX

limx - ctgx

x—0

. Sin4x
lim

x—0 tg3x

. tgx—sinx
lim g —
x>0 sin” X
lim
x—0 2X

., X
sin? =
lim
x—0 X
sin2x

Ix+4-2
Jx+3-4/3

lim————
x—0 SIn X

2

lim
x—0

1
X—XSIin—
lim
x>0 1-—5x
tg3x

lim——"—

=0 /x+3-4/3
3

lim(1+5¢ )«

a—0

sin4x —sinx

Mashglar

Limitlarni toping
(Qavs ichida javoblari berilgan)
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66. Iim(l—gjx ()

x—0 X e
) X_—3 ’ 3
67. ng(x+3j (e”)
. (x=1Y)" 1
68. lim m] (<)
69. lim %;] (e)
_ (2x—3\"*
70. lim 2x+lj (¢)
. [(x*+2 g
71. lim X2+J (0)
72, 1inf 241} 0
73. Limn[ln(n—z)—ln n] (2)
74. IXiLr()1(1+ 4x)§ (e*)
Jx
75. IXiLE\[XT_C)’j (1)

2-8. Funksiyaning uzluksizligi
1 —ta’rif. Agar f(x) funksiya «-biror atrofida aniglangan va

lim f(x)= f(a)

bo‘lsa, u x=a nuqgtada uzluksiz deyiladi. Bu ta’rif to‘rtta
uzluksiz shartini o‘z ichiga oladi.

1. f(x) funksiya a ning gandaydir atrofida aniglangan bo‘lishi
kerak:

2. Chekli lim f(x) va lim f(x) limitlar mavjud bo‘lishi kerak.

3. Bu (chap va o‘ng) limitlar bir xil bo‘lishi kerak.

4. Bu limitlar lim f(x)ga teng bo‘lishi kerak.

2. Funksiyaning uzilishlari. Agar funksiya « dan o‘ngda va
chapda aniglangan bo‘lsa, ammo « nuqtada uzluksizlikning to‘rtta
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shartidan aqgalli bittasi bajarilmasa f(x) funksiya x=« bo‘lganda
uzilishga ega bo‘ladi. Uzilish ikki turga ega.

a) Birinchi tur uzilish chekli Xﬂmof(x) va xﬂmof(x) limitlar
mavjud, ya’ni uzluksizlik shartlaridan ikkinchisi bajariladi, golganlari
bajarilmaydi.

I\/Iasalan:y:arctgﬁ funksiyani x=4da uzilishiga egaligini
ko‘rsating:

Yyechish: Agar x—4-0 unda i—)—oo va lim y:—%;

Demak, x — 4 funksiya chap va o‘ng limitga ega ular har xildir.
Shunga ko‘ra x =4 nugta birinchi tur uzilish nuqgtasidir.

2. Ikkinchi tur uzilish 'L”Qf(x) o‘ngdan yoki chapdan + ga teng.

Masalan:y=i4 funksiyani x=4da uzilishga ega ekanini

X_

ko‘rsating.
Yyechish:
lim —=—0; lim —=+wx
x—4-0 X — 4 x—>4+0 X — 4
funksiya x=4da chap tomonidan, na o‘ng tomonidan limitga
ega emas.

Demak, x =4 ikkinchi tur uzilishiga ega nugtadir.

Mashglar
2
1. y=xx_il6 funksiyaning x=4da uzilishga ega ekanligini
ko‘rsating.
2.
1 . a . x* —x?
y: 11 y:arCtg—s y:2X—
1+2% X-a x4

funksiyalarning uzilish nuqtalari topilsin va grafiklari chizilsin.

L

3. y= 2x;2 -1 funksiyaning uzilish nuqtasi topilsin.

2x2 41
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(Javob. x =2 1-chi tur uzilish nuqtasi)

4, y:mfunkswanmg uzilish nugtasi topilsin.

(Javob. x=1, x=5 2-chi tur uzilish nuqgtalari)

_ X+1
x* +6x° +11x +6
(Javob. x=-2, x=-3 2-chi tur uzilishiga ega bo‘lgan nuqtalar

x=-1)

funksiyaning uzilish nugqtasi topilsin.

Cheksiz kichik funksiyalarni taqqoslash

1. x> a, a(x) va B(x) funksiyalar cheksiz kichik bo‘lsin.
1) Agar limZ=0 bo‘lsa, «, g ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz

X—a

kichik funksiya deyiladi va « =0(3) deb yoziladi.
2) Agar IXLrg%zm, m-noldan fargli son. Bunda a va g bir xil

tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi.
3. limZ=1 bho‘lsa @ va B ekvivalent cheksiz kichik funksiya

X—a

deyiladi. Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar « <> g deb yoziladi.
4. limZ =A bo‘lsa, «, Bga nisbatan n tartibli cheksiz kichik

X—>a

funksiya deyiladi.

2. Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalarning hossalari.

a) ekvivalent cheksiz kichik funksiyalarning ayirmasi ularni har
biriga nisbatan ham yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

b) agar bir nechta har xil tartibli cheksiz kichik funksiyalar
yigindisidan yuqori tartiblari chigarib tashlansa, u holda golgan gismi
bosh gism deyiladi va umumiy yig‘indiga ekvivalent bo‘ladi.

1. Masalan: X -cheksiz kichik son bo‘lsin. a=7x*+3x> va
B=5x>+3x* cheksiz kichik funksiyalarni solishtiring.

X2 +3x° . T+3x%°

- a . 7
lim% = lim X "X _jim =L
x—0 ﬁ x=0 5x° 4+ 3x x>0 54 3x 5
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% nisbatning limiti noldan fargli son. Bunda « va g bir xil

tartibda cheksiz kichik funksiya.
2. Masalan: a=xsin?x va p=4xsinx(x—>0) cheksiz kichik
funksiyalarni solishtiring.
o . Xx-sin®x . sin® 1. , .
lxligﬁ_lxlig Ixsink <D asinx 40X =0yan «=0(p)
3. Masala. a=xIn(l+x); p=xsinx(x—>0) cheksiz kichik

funksiyalarni solishtiring.

In(1+ x)
a . XInl-x) . Inl+x) .
x—>OIB x>0 XSIN X x>0 SIN X x=0  SINX
X

Mashqglar

1. X -nisbatan y=+sin2x cheksiz kichik funksiyani tartibini
aniglang.
(Javob: 2)

2. a=x’sin*x va p=xtgx, x—0 cheksiz kichik funksiyalarni
solishtiring.
(Javob: a =0(B))

3. a=(@1+t)"-1 va g=mx (agar x—0 va m-ratsional musbat
son) cheksiz kichik funksiyalarni solishtiring.

4. a=a*-1va B=xlna cheksiz kichik funksiyalarni solishtiring.
(Javob: a < p)

5. X —cheksiz kichik kattalikka solishtirib, y=xI* cheksiz kichik
funksiyani tartibini aniglang.
(Javob: y & x)

In(L+3x-sinx)
2

6. lim
x—0 th
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(Javob: 3)

2X

. e —
|
5 x'igln(l—4x)

(Javob: —%)

3-8. Funksiyaning hosilasi va differensiali

Y = f(x) funksiyaning orttirmasini, argument orttirmasiga
nisbatini, keyingi nolga intilgandagi limiti, agar u mavjud bo‘lsa,
funksiyaning hosilasi deyiladi, ya’ni:

lim &Y — fim T+ 4)= ()
MX—>0 AX  Ax—0 AX

(1)

Agar  funksiyaning hosilasi mavjud bo‘lsa, uni
differensiyalanuvchi funksiya deyiladi. Hosilani Y’ yoki f'(x) yoki 2—1

yoki %X) bilan belgilanadi.

Y = f(x) funksiya hosilasining x =x, nugtadagi f'(x,) yoki %X:O)
shaklida ko‘rsatiladi.

Hosila geometrik va mexanik ma’noga ega.

Mexanik ma’nosi. Mexanikada nugtaning o‘tgan yo‘li sning
vaqt t bo‘yicha hosilasi uning tezligini beradi, ya’ni

v=S5(t)

Geometrik ma’nosi. Y = f(x) funksiya hosilasining geometrik
ma’nosi shundan iboratki, u shu funksiya chizmasiga o‘tkazilgan
urinmaning burchak koefitsientini bildiradi, ya’ni

K=tga = f'(x)
x=%, nhugtada funksiya chizmasiga o‘tkazilgan urinmaning
burchak koeffitsienti K = f'(x,) bo‘ladi.
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Hosilaning ta’rifidan foydalanib berilgan funksiyaning hosilasini
topish mumkin. Buning uchun quyidagi ishlar bajariladi:

1. Argumentga ixtiyoriy orttirma berib funksiyaning orttirilgan
giymati y+AY topiladi.

2. Funksiyaning orttirmasi AY aniglanadi:

3. AY nisbat hisoblanadi.
AX

4. Shu nisbatning Ax —0 dagi limiti topiladi, u mavjud bo‘lsa

hosilani beradi.
Y= lim &Y
A0 AX
Misol 1. Nuqgta to‘g‘ri chizigq bo‘yicha s=3t* +2t gonuni asosida
harakatlanadi, bunda t vaqt, sekundlarda; S yo‘l, metrlarda.
Nugtaning t =3 va t =4 momentdagi oniy tezligi topilsin.
Yyechish. Avval funksiya hosilasini topamiz.
1. s+As=3(t+At) +2(t + At)=3t* +6tAt + 3(At)* + 2t + 2At

2. As=3t? +6tAt + 3(At)’ + 2t + 24t — (3% + 2t) = 6tAt + 3(At)? + At
As  6tAt+3(At) +2At
3. Vs =— =
At At
4. t momentdagi nugtaning oniy tezligi:

=6t +3At+2

v=lim2S lim(6t + 3At +2) = 6t + 2

At—0 At At—0
é

)
Xususiy holda: t=3 bo‘lsa, v=20i1 /i
/haé

a

t=4 bo‘lsa, v=261 /fia

Misol 2. Hosilaning ta’rifidan  foydalanib, quyidagi
funksiyalarning hosilalari topilsin:

1. Y =3x+5;
2. f(x)=%, x=2 nuqtada
3. f(x)=sin(2x-3), x =1 nuqtada

Yechimi: 1. Hosilaning ta’rifidan foydalanamiz:
Y +AY =3(X+AX)+5=3x+3AX+5

AY = 3%+ 3AX+5—(3x+5)=3Ax
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AY _3ax .. Y =1lim2Y = lim3=3
AX AX ! Ax—0 AX ~ Ax—0
Demak, Y'=3
2. f(x+Ax)= :
X+ AX
(s ax) f()=— b Loxlera) o ax
X+Ax x  x(x+Ax)  x(x+Ax)
fx+ax)-f(x) . A~ 1
AX Cox(x+Ax)Ax x(x+Ax)”
(o i FXEA)=F(X) [ 1 1 1
f(x)_AllTO AX _AI!TO{ x(x+Ax)}_ x(x+0) X2
, 1
f(X):—F
Hosilaning x =2 nuqtadagi giymati esa,
1 1 1
f'(2)=—— = _—- f'(2)=—="
@--L--1, @--1;

3. f(x+Ax)=sin(2x +2Ax -3)

f(x+ Ax)— f(x)=sin(2x + 2Ax — 3)—sin(2x - 3) =
2x+2Ax—3+2x—3_Sin 2X+2AX—3-2x+3 _

2 2
= 2c08(2x — 3+ Ax)-sin Ax

= 2C0S

f(x+Ax)— (x) _ 2c0s(2x—3+Ax)-sinAx _ ZSiZfX cos(2x — 3+ Ax)

AX AX
f'(x)=lim fx+rax)—Fx) _ Iim{zSinAX cos(2x—3+Ax)}=
Ax—0 AX Ax—0 AX

= 21im S iy cos(2x —3+ Ax)=2-1cos(2x —3) = 2cos(2x - 3)

Ax—=0  AX M0

f'(x)=2cos(2x—3)

Uning x =1 nugtadagi giymati.
f'(x)=2cos(2-1-3)=2cos(-1)= 2cosl=—2-05402=1,0804
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Demak, f'(x)=1,0804
Misol 3. f(x)=x*>-2 parabolaga 1) |2; 0] nugtaga

2) 10; -4 nugtaga 3) [3;5 nugtaga o‘tkazilgan urinmalarning
burchak koeffitsientlari topilsin.
Yechimi: Avval funksiyaning x nugtadagi hosilasini topamiz:
f(x+AX)’ =2 =x* + 2xAX + (AX)* =2

f(x+ Ax)— f(x) = 2xAx + (AxY

f(x+Ax)— f(x)  2xAx+(Ax)
AX - AX

= 2X + AX

f'(x)= lim(2x + Ax) = 2x f'(x)=2x

Ax—0
x=2; x=0; x=3 nugtalarda egri chizigga o‘tkazilgan

urinmalarning burchak koeffitsientlari quyidagicha: f'(2)=2-2=4
f'(0)=2-0=0;  f'(3)=2-3=6

Mashglar

1. Y =x* - X +1 funksiyaning x=1 nugtadagi orttirmasi topilsin,
agar Ax=1; Ax=-0,5 bo‘lsa.
Javob. AY =3; AY =-0,75

T
2
nuqtadagi orttirmasini aniqlang.
5z° 17x°
4 ' 16

2. Ax orttirmani 7, = va %ga teng hisoblab, funksiyaning x, = =

Javob. 3z?%;

3. Quyidagi funksiyalar uchun % nisbatni berilganlar asosida

hisoblang:
a) Y=x* uchun x,=1 va Ax 1,01 va0,01 ga
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b) Y =6x+5 uchun x, =2 va Ax 1,01 va0,01 ga
V) Y =x-3 uchun x,=3 va Ax 2;0,2 va 0,02 ga teng.

Javob:
a)3; 2,1va 201
b)6; 6 va 6
v)1; 1 va 1
4. Hosilaning ta’rifiga ko‘ra, quyidagi funksiyalarning hosilalari
topilsin:
a) Y =3 b) Y =2x° V) Y =2cosx
9) Y =vx d) Y=x-+3  ye)Y=tgx
: 1 :
)Y =3 Z) Y =5sinx+3cosx
Javob:
a)0 b) Y’ =4x V) Y'=-2sinx
1 1
0) 57 d) 1 ye) ——
. 3 :
), — Z) 5cosx —3sinx

5. Quyidagi funksiyalarni berilgan nuqgtalarda hosilasi mavjud
emasligini ko‘rsating:

a) Y =4x funksiya x=0 nugtada

b) Y =/x-1 funksiya x =1 nugtada

6. qo(x)zé funksiya berilgan ¢'(1) va ¢'(- 2)lar hisoblansin.
Javob: -2; -0.5.

7. Agar f(x) funksiya x=0 nuqta atrofida (tevaragida)
aniglangan, f(0)=0 bo‘lib, AIm@ mavjud bo‘lsa, oxirgi ifoda
nimani bildiradi?

8. Qaysi nugtada kubik parabola Y =x*ga o‘tkazilgan urinma a)

0x o‘giga paralell bo‘ladi? b) 0x o‘gi bilan 30°, 45°li burchak hosil
giladi?
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Javob: a) (0; 0), b) {+f +\Pj [ j

y=x>-3x+1 parabolaga x=1 nuqtadan o‘tkazilgan
urinmanmg tenglamasi topilsin.
Javob: y =-x.

4 — 8. Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari

1. Asosiy elementar funksiyalarning hosilalarini  topish
formulalari:

1. N"=0 (c—o°zgarmas son)
. X'=1 (n-o0‘zgarmas son)

2
3
4
S,
6
7
8

9. (ctgx) = —

11. (arccosx) =

12. (arctgx) = T

13. (arcctgx) = T

2. Agar u=f(x), v=Y(x) va w=g(x)lar chekli hosilalarga
(u; v; w) ega bo‘lsa, quyidagi goidalarga asoslanib hisoblanadi:

10, (c-u) =c-u’
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20, (u +v+w), U +V +W

3% (u-v) =u"-v+u-v

20 Ej uvuv
Vv

Misol. Agar f(x)=2x*+4x-5 bo‘lsa f'(-1), f'(0) va f'(2), f'(3)
larni hisoblang.
Yechimi: Avval hosilani aniglaymiz, (2) va so‘ngra (1) qoidalarni

go‘llasak: f'(x)= (2x3), +(4x) -5’ = 2(x3), +4x' -5
Hosila topshining (1), (2) va (3) formulalariga asosan

f'(x)=2-3x* +4-1-0=6x* + 4
Endi  ko‘rsatilgan  nugtalardagi  hosilaning  giymatlarini
aniqglaymiz:

Eslatamiz: Bunday so‘ng qo Ilanadlgan formulalarni, qoidalarni
gavs ichida ko‘rsatamiz:
Misol 2. Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin:
2

1. y=x3+3

2x°
2. y= T—T 2%

1 1,
3. y=XAUX+——=+=X
! I
4, y:(2x3 +\/§)-6X
X x°
> Y= cosx 2
3  Inx

sinx  x°
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Yechimi:

!

2 2 2, o 1
1. y’:(x3) +3=2x +0=2x° 2°, (3) ()
2X3 ’ 3 ’ (4 . § [ _g ’ E
’=———+2\/F =2/ X2 | =3 x3| +2 x4 |=
i (fj (rj ) (
3 5 1 3 5 1
:2-gx2—3(—§j _3+2%x4:5x2+2x3+gx4 [10,20,3]

3. Kasr ko‘rsatkichlarga o‘tamiz.

1 4
B3l w35 A, 3
4,
y'=(2x¢ +13) -6 + 2x* +43)-(6") = (6% +0)- 6% + (2x° +¥3)-6" In6 =
=6"[6x* + (26 +4/3)- In6| [°,2°,1°,1,3, 4]

Misol 3. y = xtgx+ctgx funksiyaning hosilasini toping.

Yechimi: y' = (xtgx) +(ctgx) = x'tgx+ x(tgx) + (ctgx) =

X 1
— tgX+ —— —— 2°,3°,2,8,9]
CoS" X SIn™ X

Misol 4. Agar f(x)=e"arcsinx+arctgx bo‘lsa, f'(0)ni hisoblang.

Yechimi:
£(x)= (e* arcsinx) + (arctgx) = (e*) arcsinx +e*(arcsinx) +7 1 =
+X

=e’arcsinx + ¢ b1
B V1= %2 1+ x?
x =0 giymatni qo‘yib '(0)ni topamiz:

0
f’(O):eOarcsinOJr\/le__OJrlio:1-0+%+%:1+1:2 f'(0)=2
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Misol 5. y =z°-log, z ning hosilasini toping.

Yechimi:

!

Mashqglar

y = (25)’ log, 2 +2°(log, z)' =5z*log, 2+ 2* —— = z*

! 510 z+i
7In3 Js In3

Quyidagi funksiyalarning hosilalarini toping
(Qavs ichida javobi berilgan)

1. f'(x)=ax® +bx+c

X
+1

10. f(x)= =

bo‘lsa f'(1) hisoblansin. (——j

(2ax +b)

(¢ + x4 x)
(Lox* —12x? + 2x)
(3x? —2x +3)

(5x* —12x® + 3x)

(3x% —6x+3)




11.y

12.

13.

14,

15. s

16.

17,

18.

19.

20.

21.

X+3

y:4x/;+ﬂ—3
X

y:2x/§+3§/§

y=3/x% —x4/x

f&y:Jgfl
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(22 + z+1)2

2t3 +3t2 -3
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22. y=

23.

24.

25.

26. Yy

217.

28.

29,

30. y

31. y=

32. y=

33.

l+\/;
1-x

y:x(%/?—i/i)

x4
e

y =Sin X —COoSX
y = XCOSX

y = tgx—ctgx

SINX

COSX

_sint
1+ cost

y =+/xsinx
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44/x° 3X3{/§
11X
C12%?

(cosx +sinx)

(cosx — xsinx)

(4cosec? - 2x)

SINX — XCOSX
sin® x

( XSin X + cosxj
(1+ costj

2./x



X
_ tgx +
34. y = xtgx (9 cod? x)

2( > —2xtgx}
35 y_x2+tgx Cos” X
© T X% —tgx (x? —tgx?)
1 1+ cos® X
36. y= . (— > : ZJ
tgx +sinx cos’ x(tgx +sin x)
37. s=arcsint +arccost (0)
38. y=xarcsinx {arcsmx+ ]
N
39. y = xarctgx (arctgx+x J
. i sinx
40. y =sinx-arcsinx (COSX arcsinx + 2]
Ji-x?

5 - 8. Murakkab funksiyaning hosilasi

Berilgan funksiyaning argumenti o‘z navbatida funksiyadan
iborat bo‘lishi mumkin. U holda bunday funksiyalarni murakkab
funksiya deyiladi.

Masalan: 1. y=sinx® uni y=sinu, u=x* shaklida ko‘rsatish
mumkin. 2. y=(x3—1)4 uni y=1z* z=x>-1 kabi ko‘rsatish mumkin.
Umumiy holda y=f(u) bo‘lib u=¢(x) bo‘lsa, berilgan funksiya
y = f(u) murakkab funksiya bo‘ladi, ya’ni y = f[p(x)].
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Agar u=g¢(x) funksiya gandaydir x nugtada ¢'(x) hosilaga,
y=f(u) u-nugtada vy, = f'(u)-u’ hosilaga ega bo‘lsa, y, = f'(u)-¢'(x)
yoki y; =Yy, -u; bo‘ladi.

Ya’ni berilgan hosilasini oralig funksiya uning hosilasiga
ko‘paytiriladi. Buni hisobga olsak, murakkab funksiyalar hosilasini
topish formulalari quyidagicha bo‘ladi.

1. y=¢C y'=0
2. y:U yr:ur
_ o yr:nun—l.ul
y li .
== y'=-—
3. Y7 u?
ul
y=+u =
Y7o
{Y=a” y'=a"lna-u’
4. u u !
y=e y=e"-u
,
y =
{yzlogau ulga
5.7, _ o’
y=Inu y=2L
u
6. y=sinu y'=cosu-u’
7. y=cosu y'=-sinu-u’
—t y’— u’
8. y=tgu cos’u
—ct y'—_ u’
J. y=agu sin®u
. y’_ u’
. y=arcsinu =
o \mre
, u’
=arccosu y =-
11. Y o
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12. y=arctgu :1+u2
13. y=arcct g
. y=arcctgu e i
. y_(x_ﬂjz -
Misol 1. 1 y' =

X +
Yechimi: bunda Yy =U’ bo‘lib, u="—

y’:2u.u':2X_+1.(X_+1j :2X_+1
x-1\x-1 x—1

(x+1) (x=1)—(x+1)(x~1) () (x-1-x-1)
(x-1) (x-1)°
:2(x+1)(—2):_4(x+1)_ y:_4(x+1)_ [3’ 40 20 19, 2]

(x=1  (x-1" (x-1)* "
Misol 2. y=(1+2x)*: y'=?
Yechimi: bunda Y =50 bo‘lib, u=1-2x
y' =500% -u’ =50(1—2x)"* -(L—2x) =
=50(1—2x)* (- 2)=-10001—-2x)*: [3,2°,1° 1, 2]

Misol 3. y=2"" vya’ni y=2u bo‘lib, u=x’+1 bunda Y’
topilsin.
Yechimi:

!

y'=2"1n2.u'=2""In2(x* +1) =
=21 In2.2x = 22" xIn2 3, 2°,1°, 1, 2]

Misol 4. y=log,(4+x?) bunda y=log,u bo‘lib, u=4+x% Yy’

topilishi kerak.
Yechimi:
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,_u (4+x2), o
“uln3 (4+x%)In,  (4+%%)In, [3,2°]

y

Misol 5. Y =sin3" ya’ni y=sinu bo‘lib, u=3*; y'=?
Yechimi:

y'=cosu-u’=cos3" -(SX) =3*cos3*In3; |6, 4]

Misol 6. Y=tg2X ya’ni y=tgu bo‘lib, u=2x; Yy =?
Yechimi:

!
, (2x) 2
cos’u cos’2x cos’2x’

y' = 2sec” 2X
Misol 7. y=arcsiny/x ya'ni y=arcsinu va u=+vx: y'=
Yechimi:
y,ZU’:(&): 1
Vi-ut (] 2xex
. 1 _
Y- 2x(1-x)’
Misol 8. yzarccossz: ya’ni y =arccosu va uzzi(/%l;
%) (-4
: u’ V3 V3 3
y - __
V1-v? J [2x—1j2 (2x-1)
1- 1-
J3 3
2
N3 2
3-(2x-1°  {3-(2x-1)
J3
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Misol 9. y =cos*(3x—4) y'=?
Yechimi: bunda Y=u?, u=cost va t=3x—4dan iborat.

Shunga ko‘ra:
y'=2u-u'=2cost-(cost) =2cost(~sint)-t' =

= 2c0s (3x—4)-sin(3x — 4)[3x - 4) =
= —2c0s (3x—4)-sin(3x — 4)-3 = —3sin(6x - 8)

: 1 ,
Misol 10. y=ln5(gx+1}; y'=?

Yechimi: y=u®> u=Int, t=%x+l

y'=5u*-u’=5In*t(Int) :5In4t-t?:

1 @x+1j 1 1
:5In4(gx+l 1—:5|n4(_x+1j.iz

=5In4(%x+1 -L:iln“(lxﬂj

J1-sint

' f(t)=In (a ilsi
Misol 11. f(t) 1osint da f (J topilsin.
Yechimi: Avval berilgan funksiyani logarifmlab olish magsadga
muvofiqdir:
f’(t):%[ln(l—sint)—ln(1+sint)]
f,(t)zl —Ccost  cost :_cost'1+sint+1—sint _
2\1-sint 1+sint 2 1-sin’t
__Cost 2 1 f,(zj:_ 17,:‘*/5

2 cos’t  cost’
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Mashqglar

Funksiyalarning hosilalari topilsin:
1. y=sin(2x-1) bunda y=sinu va u=2x-1.
Javob: y'=2cos(2x-1)

2. y=cos(1—x) bunda y=cosu va u=1-x
Javob: y'=sin(l-x)

3. y=sinat bunda y=sinu va u=at
Javob: y'=acosat

T, T 5
4, y:COS(€+X j bunda Y =COSU va U=§+X
Javob: y'=—2XSin(%+x2j
5. y=(1-2x)" bunda y=u" va u=(1-2x)
Javob: Y =-14(1-2x)’

6. Y=|9(aX2+bX+C) bunda Y=Igu va u=ax* +bx+c
2ax+b

Javob: Y= (ax? +bx+c)In10
7. y=|n(1+2x—x2) bunda y=Inu va u=1+2x-x°

e 2(1-x)
Javob: 11w o2

10
x? X2

= —— __,,10 —

8. Y (ZX—J bunda y=u" va U=2""—

e 20x"(x —1)
Javob: —(Zx 1P
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9. y=sinx’
Javob: Y’ =2xcosx’
10. y=tg(sinx)

. cOS
Javob: Y =———— .
cos’(sinx)
11. y=arcsini/x

1

Javob: Y =
2453 J1- Jx

12. y =c0s" 2x
Javob: y' =-2sin4x

1 33
=—1g°X
13. 'Y 5 g

3x°tg°x°
cos? x°

Javob: Y =

14. y=In®x
3In? x

Javob: y'=
15 y=e*
Javob: Y =-2xe™™

16. y = arctg(tgx)
Javob: y'=1

17. y =arcsin(sinx)
Javob: y'=1
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18. Y=U"" bunda u=2+5x
Javob: Yy’ =500(2+5x)*

X+1
19. y=u° bunda U=—1

e 16(x+1)’
Javob: —(x 1y

20. y=U" bunda u=2x+1
Javob: Y’ =2In10-107"

21. y=1og,u bunda u=x>+1

5x*
Javob: (m]

22. Y =sin® x+cos” X
Javob: 0

23. y=arcsinx++/1-x*

[ 1-2x
Javob: JI:;E

24. y =(arcsinx)’
2arcsin x)

JaVOb:[ JI:;E

25. y =sin(x+sinx)
Javob: (L+cosx)cos (x+sinx)

26. y= cos(3X + 3‘X)
Javob: (In3(3 ™ —3*)-sin(3* +3))
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27. y=5sin(2-3x)
Javob: [~15cos (2—3x)]

1
28. Y =CO0S (GX —;j

vt o 3 o2

29. Y= sin(x2 - 2X)
Javob: (2x—-2%In2)cos(x? - 2*)

30. y=tg(3x+1)’
9(3x +1) )

Javob: (m

31. y =ctg(xcosx)
XSIiN X —COSX

sin’(xcosx)

Javob: [

32 y — 10X2+X+1
Javob: [10X2+X+1 In10(2x +1)J

33 y — 6arcsinx
6arcsinx In6J

Javob: (ﬁ

34. y =e" cosbx
Javob: [eax(acosbx—bsin bx)]
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35. z=(2a+3bu)’
Javob: 12b(2a +3bu)’

Xsinx

36 y=7 1+X

Xsinx

Javob: {7 In7

Sin X+ XcosX + X2 CoSX
(1+x)’

= COSX
ar. 3sin? x

1+ cos? x]

Javob: (— 3sin? x

= COSX
38. 3sin? x

1+ oS’ X
3sin? x

Javob: (—

a® +x?

39, y=In7—>

4a*x
Javob: PO

1
Z=In -
40. 1o Javob: (1+e2tj
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Oshkormas funksiyaning hosilasi

Funksiya x va Y oralig‘idagi munosabat F(X, y)=0 shaklida
ko‘rsatilgan bo‘lsa, (funksiya Y ga nisbatan yechilmagan) berilgan
funksiya oshkormas deyiladi.

Masalan:

XZ + y2 — RZ
x*+y3-xy+5=0
x> +sinxy—3=0

Bunday funksiyalarni differensiyalashda Y, Xxning murakkab
funksiyasi deb hisoblanadi va Y'ni topiladi.

Misol 1. Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin.
a) y°-3y+2ax=0 b) x*+3xy+y?+1=0 funksiyada Y—ning

2: —1) nuqgtadagi giymati hisoblansin, v) sing+rp—5r=0 dr topilsin,
q gr qry do Y

g e +xy+0=0 funksiyada Y'ning (0;1) nuqtadagi giymati
hisoblansin.
Yechimi: a) tenglikning har ikki gismidan Xga nisbatan hosila
olamiz:
3y*-y' -3y’ +2a=0

of\,2 , 2a
3y(y —1)_—2a y "y
b) X ga nisbatan hosila olsak:
2X+3y+3xy'+2y-y'=0
Yy’ ga nisbatan tenglama yechamiz:
, 2X+3y
__3x+2y
X=2 va Y=-1larni o‘rniga qo‘ysak
. 2:2+3(-1) 1

© 324201 4
V) ¢ ga nisbatan hosila olamiz:
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dr

aB¢+¢~9£+r—5——:O

do

de

L (p-5)=—(r-+coso)
do

dr _r+cosg

dp 5-¢

g) X ga nisbatan differensiallasak:
e’ -y'+y+xy' =0 bundan

qiymatlarini o‘rniga qo‘ysak:

!

__ Y .
e’ +x

1
6+0 &
Mashqlar

va Ylarni

(Javobi gavs ichida berilgan)
Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin:

1. 2x+3y+1=0

2. x> +y® =5¢e*

X2 y2
3.a§+65=1

4, X* =5y +4xy-1=0

5. X°+y®=3xy+a’=0

6. y=sin(x+2y)

X2 —y
X—y°

cos(x+2y)
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;X
7. X" —6x*y* +9y* —5x* +15y* -100=0 (y 3—yJ

8. sin(y —x2)-In(y—x?)+2,/y—x* =3 (y' =2x)
Quyidagi oshkormas funksiyalarning hosilalarini ko‘rsatilgan

nugtadagi giymati hisoblansin:
(Javobi gavs ichida berilgan)

o J2 2
9. x"+y =1 5 75 | nugtada
) P
10. y° =2px o pj nuqtada
_ 1
11. X=y+siny (0, O) nugtada (Ej
2 2 1
12. X“+xy+y“ =3 (0, —\@) nugtada (_Ej
2e+1
13. ye’ —xe* = y(x-1) (L 1) nugtada ( 2 ]
1
14, e’ +xy=e (0, 1) nugtada (—g]
15. ¥ +x2+y? =2 (L, 0) nugtada (~2)

Logarifmik funksiyalarning hosilasi

Berilgan funksiyaning y=f(X) logarifmik hosilasi, uning
logarifmidan olingan hosilasidir, ya’ni

!

(Iny) =y; (bunda y>0)

Logarifmlash mumkin bo‘lgan funksiyalar hosilasini topishdan
avval, logarifmlab olish hosila topish ishini anchagina soddalashtiradi.
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Misol 1. Ko‘rsatkichli — darajali funksiya Y =U"ning hosilasini
toping.

Yechimi: Berilgan funksiyani dastlab logarifmlaymiz, so‘ngra
murakkab funksiya hosilasini topamiz.

Iny=vinu
! !
u
Y _vinusvd
y u
ul
y' = y(v’lnu +v—)
u

Misol 2. Y = X" ning hosilasini toping.
Yechimi: Iny=xInx bu tengliknin har ikki gismidan hosila
olamiz:

X:Inx+x-£
y X
yvz Inx+1, y'=y(Inx+1) yoki
y' =x*(Inx+1)

Misol 3. ¥ = (x—18/(5x+1Y(x+1):  y'=?
Yechimi: Funksiyani logarifmlaymiz:

Iny= In(x—l)+%[2ln(5x +1)+In(x+1)]

y
y

1 1{ 5 1} 2(15x% +7x - 4)
=——+—|2 +1 =
x—1 3] 5x+1 ~x+1] 3(x*-1)5x+1)

undan

y = g((lfx_ &gi - f))(x 1p/x 17 (x+1)

Soddalashtirsak:
,_ 205 +7x-4)
3)(x +1)2(5x +1)
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Misol 4. Agar S =(Sint)COSZt bo‘lsa, s’ ni toping.
Yechimi: Ins=cos2tInsint

!

S;: (cos2t) Insin t +cos2t(Insin t) =

=-2sin2 tInsint + cos2t -&St =
sin t

=-2sin2t-Insint+cos2t-ctg t

s’ =s(cos2t-ctgt—2sin2tInsin t)
yoki
s'=(sin t)™*(cos2tctg t — 2sin 2t Insin t)

Mashglar

Funksiyalarning hosilasi topilsin.
(Javobi gavs ichida berilgan)

1 y=x>" x> (cosx — xsinxInx)|
2. y=(cosx)’ _(cosx)x(lncosx—xtgx)]
4/x
3. y=¥x = (1=In)
4. y=x* _xx3+2(3lnx+1)J
- (x—1F Vx+2 (175 + 62x 4 21)x ~1)
> 3(x+1) | Y(x+1) Vx+2
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V1=t { 3—t—6t’ }
6.5 311 J1-t2(3t +1)
s=(t+1)(t-1)°3/(t +2)°

.
1 ) )
{33{/“_2 (t+17(t-2)a7t* + 27t —8)}
8. y=(sinx)™ {(sin x)'”x(%lnsinxmtg xIn xﬂ
y= x(x* +1 —5x4—12x3—1
9.V~
(X3 _1)3 4\/ x +1

Yuqori tartibli hosilalar

y = f(x) funksiyaning hosilasi y'ni birinchi tartibli hosila deb
yuritamiz. Birinchi tartibli hosilaning hosilasiga ikkinchi tartibli hosila
deb yuritiladi va uni y" yoki f"(x) bilan belgilanadi. Xuddi shu
tartibda uchinchi, to‘rtinchi va hokazo tartibli hosilalarni topish
mumkin.

Misol 1. Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan tartibdagi
hosilalarni toping.

Q) Y=xX"+2x"-x-3 y”’:?
b) S=|nt Slm
v) s=t>-1-3 s"(0)=

0
g) f(x)=sin2x ”"( ) ?

Yechimi: a) Birinchi tartibli hosilani olamiz:
y' =3x"+2-2x-1

lel
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undan yana hosila olamiz:
y'=6x+4
yana bir marta hosila olsak, uchinchi tartibli hosila kelib chigadi,
demak,
y" =6
b) Berilgan funksiyadan ketma — ket to‘rt marta hosila olamiz:

s'=(Int) =

v) s=t>—t+3
=(t*-t+3) =3t> -1
5" =(s') = (3t? —1), =6t. t=0da
s"(0)=6-0=0

demak,
s"(0)=0

g) f(x)=sin2x
f'(x)=2cos2x
(

£(x) = (f'(x)) = (2cos2x)
£7(x)=(£(x)) = (~4sin2x) =-8cos2x
£7(x)=(£"(x)) = (~8cos2x) =16sin2x
£7(x)=(£"(x)) =(16sin2x) =32sin2x

= —45sin 2X
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f (Zj = 32c0{2 fj — 320057 = —32
2 2

nn 7Z.
Demak, f (Ej:—BZ

Misol 2. y=cos2x funksiyaning Yy"'+4y=0 tenglamani
ganoatlantirishini isbotlang.
Yechimi:

!

y'=-2sin2x; y"=(-2sin2x) =-4c0s2x
o‘rniga go‘ysak

—4c082x+4-c0s2x=0; 0=0

Mashqglar
Quyidagi funksiyalarni ko‘rsatilgan tartibdagi hosilalarini toping:
(Javobi gavs ichida berilgan)

1. y=x>+4x* —7x+1: y" =2 (0)
2. f(x)=x"; f(1)="? (336)
3. y=xX"+4x°-x: y"" =7 (120)
4. y =COSX: y" =2 (cosx)
Aralash misollar
(Javobi gavs ichida berilgan)
_ax+b at—Dbc
LY v d (cx+d)2)
u= (L)n n-v" j
2 "1y (L-v)™
1-t° 5 4
35777 7 j
2 2(sinx —cosx)
Y= Sinx+cosx (sinx+cosx)’
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5. pla)= i;g , (1) va ¢'(0) ni hisoblang. [ Lra
6. y= @b+ (zjaxf ;)(Jt;ix)j
7. s=asinwt +bcoswt (awcoswt —bwsinwt)
8. f(x):ln(1+x)++arccos§, f'l) va f'(0) ni
3-23, gj
6 2

9. y:In(x+\/a2 —xz);

10.

11.

12,

13.

14,

15.

16.

17,

18.

y =Insin3*
y :tg(7X + x7)

y =arctgInx
Z = (l+ \/V)s

y =arcsinX ++1—x°
f(x)=xv1-x* +arcsinx

y =arctg——
1-x
f (x)= xarccosx

y=arcsinﬁ
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[(ZXZ —a’

a’-2xva® - x°

a’—x

(3X In 3ctg3x)
7In7 +7x°
cosz(7X + x7)

1

5!1+\N!

2Jv

£

pa-x)

1

X(L+In? x)j

J

1—2x+2x2j

arcCoSX —

.

d

zJ

()

hisoblang.



19. f(x)=arctgie’ +2 4y +2fl+ m)}

1
20. y=arcsin¥Inx
g 3x3\/In2x\/1—3\/In2x}
f(x) in L ]
=arcsinIn ——
21. Th)j=arcsininx xv1-In x

1
22. y=Inarcsinx :
y arcsmx-\/l—xzj
aarcs,inx In a]

23. y=a e

2% cosln x
X

24. y=a*sinInx +Inasin|nxj

25, y = (arcsinx)’

9-8. Hosilaning go‘llanishi
Urinma va normal tenglamasi

Berilgan nugtadan y = f(x) funksiya chizmasiga o‘tkazilgan
urinmaning tenglamasini tuzishda hosilaning geometrik ma’nosidan
foydalanamiz. Hosila, egri chiziqga o‘tkazilgan urinmaning burchak
koeffitsienti edi. Binobarin M(x,; ¥,) nugtadan o‘tkazilgan to‘g‘ri

chiziglar dastasi y—yo=k(X—Xo) dan egri chizigga o‘tkazilgan
urinmaning tenglamasini ajratish kerak. Buning uchun k=(Xo) ni

tenglamaga qo‘yamiz.
U holda

Y=Y = /(% x=%) (1)
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(1) egri chizigga M(x; ¥,) nugtadan o‘tkazilgan urinmaning
tenglamasi bo‘ladi. Urinish nuqgtasida urinmaga perpendikulyar
bo‘lgan chiziq normal deb aytiladi. Uning tenglamasi:

y—y0=—ﬁ<x—xo> )

Urinma va normal quyidagi shaklda ko‘rsatilgan:

y
mgn ypHEMa

0 : X
M (%, ¥,)

Misol 1. f(x)=x"-2x+3 parabolaga abssissasi x=2 bo‘lgan
nuqtadan o‘tkazilgan urinma va normal tenglamasi tuzilsin.
Yechimi: Shartga ko‘ra X =2. Bu giymatni parabola
tenglamasiga go‘yib, nugtaning ordinatasini aniglaymiz:
f(2)=2*-2-2+3, y,=3, f(2)=2-2-2=2
Bularni (1) va (2) formulalarga qo‘yib urinma, normal

tenglamasini keltirib chiggmiz:
y

0 X
Urinma tenglamasi: y-3=2(x-2),
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y=2x-1
: 1
Normal tenglamasi: y-3= _E(X -2),

X+2y=8
Misol 2. x> —2xy+3y?-2y-16=0
Egri chiziqga (1; 3) nugtada o‘tkazilgan urinmaning tenglamasi
tuzilsin:
Yechimi: nugta koordinatalirini tenglamaga go‘yib, uning shu
egri chizigda yotishiga ishonch hosil gilamiz:
1?-2-1.3+3.3°-2-3-16=0
yoki
0=0
Oshkormas funksiyaning x bo‘yicha hosilasini topamiz:
2X—2y—2xy'+6yy'—2x'=0

' . ' y—X .
—Xx-1)=v— =

y@y-x-1)=y-x; Y 3y -1

K=yl - 3-1 2. 2
s 3.3-1-1 7° 7

Berilganlarga ko‘ra urinma va normal tenglamalarni tuzamiz.
Urinma tenglamasi:

2 :
y—3=;(x—1) yoki 2x—7y+19=0
Normal tenglamasi:

7 .
y—3= _E(X_l) yoKi 7x+2y-13=0

Mashqlar

1. Berilgan egri chiziglarga ko‘rsatilgan nutalarda o‘tkazilgan
urinma va normal tenglamalari tuzilsin.

1. y=x*-3x+4 va (1; 2) nugtada

2. y=—x*+3x ga, abssissasi 2 bo‘lgan nuqtada

3. f(x)=x*+3 ga, ordinatasi 4 bo‘lgan nugtada

4, w(X)=§ ga, abssissasi 1 bo‘lgan nuqgtada

5. y=tgx ga ordinatasi 1 bo‘lgan nuqtada
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6. y=Inx ning abssissa o‘qi bilan kesishgan nugtada

Javoblar:

1. y=—x+3 va y=x+1

2. y=—X+4 va y=x

3. y=2x+2 va X+2y-y=0 yoki y=-2x+6 va
X—2y+7=0

5,2x—y—%—2nﬂ+1:0 va x+2y—%—nﬂ—2=0
6. y=x-1 va y+y=1
2. y=%3x" +2xy egri chizigga (-1; 1) nuqgtada o‘tkazilgan

urinma tenglamasi tuzilsin.
Javob: 10x+7y+3=0

3. ¥y= N egri chizigda shunday nugta topilsinki, u nugta orqgali

o‘tkazilgan urinma abssissa o‘qiga parallel bo‘Isin:
Javob: (0; 1)

4, y=§%§ giperbolaning koordinata o‘qglari bilan kesishgan

nuqtalaridan o‘tkazilgan urinmalarning o‘zaro parallel ekanligi
ko‘rsatilgan.

5. y=x° da shunday nuqta topilsinki, u nuqtadan o‘tkazilgan

urinma, birinchi koordinata burchagining bissektrisasiga parallel
bo‘lsin.

1,1t
Javob: (i\g i3\[3J
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10-8. Funksiya differensiali va defferensial hisobning asosiy
teoremalari

y = f(x) funksiya X nuqtada hosilaga ega bo‘lsin, ya’ni

Ay F(xAx)-f(x)
fim 2 — fim 1O S0= )y ()

. . . . Ay
mavjud bo‘lsin, u holda limit ta’rifiga ko‘ra A—i =Yy +a bunda «

cheksiz kichik migdor bo‘lib, & — 0 da Ax—0 (1) formuladan:
AY = Y'AX+ aAX (2)
Funksiya orttirmasining bosh gismiga funksiyaning differensiali
deyiladi va dy bilan belgilanadi. Ta’rifga ko‘ra:
dy = y'Ax
Agar funksiya argumenti orttirmasining argument differensialiga
teng dx=Ax ekanligini e’tiborga olsak:
dy = y'dx (3)
ya’ni funksiyaning differensiali, funksiya hosilasi bilan argument
differensialining ko‘paytmasiga teng.
Misol 1. a) Agar Ax=0.3 bo‘lsa, y=x funksiyaning x=0
nugtadagi differensialini hisoblang.
b) Agar Ax=0.1 bo‘lsa, y=|n(x2 +1)+arctg\/§ funksiyaning x=1
nugtadagi differensialini hisoblang.
V) y=x*-x*+3x-1 ning differensialini toping.
g) r=y*+2"¥ ning differensialini toping.
Yechimi: a) y=x® funksiyaning orttirmasi.
Ay = (x+AX)® = x® +3x*Ax + 3x(AX ) + (Ax)’
bo‘lib, uning bosh gismi 3x*Ax dir. Binobarin uning differensiali
dy=3x*Ax, x=0, Ax=0.3 ekanligini hisobga olsak: dy=3-0°-0.3=0.
Demak, dy=0.
b) Qolgan misollarni yechishda (3) formuladan foydalanamiz:
) 2X 1
dy = [In(x +1)+ arctg\/;]dx = [XZ 1 + 2 x)\/;j'dx

x=1 va Ax=0.1=dx ekanligining nazarda tutsak

dy = 22'1+ L .0.1=0.125, dy=0.125
1°+1 201+1N1



V) dy=(x*-x? +3x—1)'dx = (3% — 2x + 3)dx
g) dr = (p* +2°7°) dp = (4¢° + 3c0s3p- 29" In2)-dgo

Mashglar

1. y=sinx funksiyaning AX=2 bo‘lganda x=0 nuqgtadagi

differensialini toping:
Javob: Ay = %

2. y=tgx funksiyaning Ax=05; 0.1 va 0.001 bo‘lganda x=%

nugtadagi differensiallari topilsin:
Javob: dy=1, dy=0.2 va dy=0.002

3. y=x* funksiyaning Ax=2;1 -0.1 va -0.01 bo‘lganda x=1

nugtada differensiallari topilsin:
Javob: 4; 2; -0.2; -0.02

Funksiyalarning differensiallari topilsin: (Javob gavs ichida

berilgan).
4. y=2sinx (2cosxdx)
5. y=3x*+1 (6xdx)
2
6. 5= (atdt)
2
X dx
. y=ctg— -
2 25in2)2(

8. s=asin(t—1)
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10.

11.

12,

13.

14,

15.

16.

17,

18.

19.

20.
21,

22,

23.

X+1

y:3lx2 _1

y=x-2"

y =arccosd/x

y =tgx’

y =sin(x? +x+1)

y — 3arCCOS X
y = 1
1-x°
y = Insin(x +1)
V= esint
y =sin(cosx)
y = (xtgx)
y = 2arctg(2x—l)

=

[awcos(wt + ¢, )dt]
dv
P

ey

(2% +x-2*In2)dx

dx
3%PJ;3E?]

2xdx}
Cosx?

cos(x? + x+1)2x +1)dx]

B 3arccos X In dej

V1-x2

xadx
)
[ctg(x +1)dx]
(e™ costdt)

(—sinxcos(cosx)dx)

2xtgx(tgx+ X2 dxj
COS” X

In2- 2arctg(2x—l)
2x? —2x+1
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24. y=sinin(x? 1) (Zxco)j!rﬁz _l)dxj

5. y_—I tgz_cos X
2 sIinx

Differensialning taqribiy hisoblashda qo‘llanishi

y = f(x) funksiyaning hosilasi, ta’rifiga ko‘ra quyidagicha edi:

r i AY
V=M A
Limitning ta’rifiga ko‘ra:
Ay ! H !
oYt yoki AY = Y'AX+AX-a

aAx yuqori tartibli cheksiz kichik miqdor bo‘lgani uchun
funksiyaning orttirmasining giymati uchun y’ Axni olish mumkin:

Ay=y'Ax (1) Ay = dy
y = f(x) funksiyaning orttirilgan giymati y+Ay = f(x+Ax) yoki
y = f(x+Ax)= f(x)+Ay bundan (1) formulaga ko‘ra

f(x+Ax)~ f(x)+y'Ax

f(x+Ax)~ f(x)+ f'(x)Ax (2)

yuqoridagi formulaga asosan funksiya orttirmasining va orttirilgan
giymatini tagribiy giymatlarini hisoblash mumekin.

Misol 1. Qirrasi 20 sm. bo‘lgan kubning qirrasi 0.1 sm orttirilsa,
uning hajmi qanday o‘zgaradi?

Yechimi: Kubning qgirrasini X bilan, uning o‘zgarishini esa Ax
bilan belgilaymiz. U holda v=x° bo‘lib Ay ni topish kerak bo‘ladi.

Agar yugorida keltirilgan (1) formuladan foydalansak:
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dv=v'dx=3x’dx va
dx = Ax ekanligini hisobga olsak:
AV = 3x°Ax =3-20%-0.1=120; Av=120iii ®
Funksiya orttirmasining haqiqiy giymatini esa
Av =3-20?-0.1+3-20- (0.1 +(0.1)° =120+ 0.60+0.001=120.601
Bundagi xato 0.601 ga teng bo‘lib, juda kichik qiymatga ega
ekanligi ko‘rinib turibdi.
Misol 2 cos40° =0.766 ekanligini bilgan holda jadvaldan
foydalanmay cos41" ni toping.
Yechimi: cos(x+ Ax)~ cosx +dcosx va
dcosx ~—sinxdx Yyoki dcosx=—sinxAx
ekanligini hisobga olsak, quyidagilarni hisobga olish kerak

bo‘ladi:
sin40° = v1-cos? 40° = |/1-(0.766)* =
~\J1-0.587 = /0.413 ~ 0.6426
Ax =10 = 31 00175
180
O‘rniga qo‘ysak:

cos41° ~ 0.766—0.6426-0.0175=0.766—0.0112=0.7548, cos41’ ~0.7548
Bu esa funksiyaning giymatini jadvaldan topilgan gqiymati
cos41’ ~ 0.7548 orasidagi fargni juda kichik ekanligini ko‘rsatadi.
Misol 3. Differensial yordamida 3/25ning tagribiy giymatini
hisoblang.
Yechimi: Bu misol yechimiga y=%x funksiya mos keladi.
Izlangan ildiz X=27 ga yaqin bo‘lgani uchun Ax=-2 bo‘ladi.
Bundan

UX+AX = i/;+(§’/§),Ax
yoki

3x+ Ax = ¥x + ij_z
3/ X

o‘rniga qo‘ysak:
Y25 ~327 + 2 :3—%z2.926

R/27°

Demak, /25 ~2.926
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Mashglar

1. Taqgribiy giymatini topilsin:
1. 26 2. /35 3. /148 4. 431

5. 4/80 6. /28 7. 365 8. ¥/33
9. cos46° 10. tg46° 11. ctg29°30"  12. sin29°30’

13. In(e+01) 14. 303f 151097  16. (9.09)

Javoblar: 1) 5.1 2) 5.917 3) 12.167 4) 1.988
5)2.991 6)3.037 7) 4.021 8) 2.012
9)0.695 10) 1.035 11) 1.765 12) 0.492
13) 1.037 14)255.15  15)-0.03 16) 997

Funksiyalarning taqribiy giymatlari hisoblansin:
(Javobi gavs ichida berilgan)

1. y=x>+x’ X=2.01 bo‘lganda (1216)
X

2. Y= 2116 Xx=29 bo‘lganda (0.587)
4-2

3. Y= Tox X=3.02 bo‘lganda (0.494)

4. y=x>—2X x=0.02 bo‘lganda (0.04)
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5. y=X"—x’+X x=101 bo‘lganda (1.03)

3. In85=4.4427 ekanligini bilgan holda jadvalsiz In86ni toping.
Javob: 4.4544

4. To‘g‘ri burchakli uchburchakning katetlari a=12fi, b=5fi

bo‘lib, kichik kateti 0.5 sm orttirilsa, gipotenuza qancha ortadi?
Javob: 0.19 sm

5. Radiusi 20 sm bo‘lgan sharning radiusi 0.0024 sm ga ortsa,
uning hajmi gancha ortadi?
Javob: 12.06 sm3.

Anigmasliklarni ochishda Lopital qoidasining qo‘llanilishi

(a,b) oralig‘ida uzluksiz f(x) va ¢(x) funksiyalar nisbati %
berilgan va shu oraliqda ularning chekli hosilalari f'(x) va ¢'(x) mavjud

bo‘lib, ¢'(x)= 0 bo‘lsin.
Agar x — ada har ikki funksiya cheksiz kichik yoki cheksiz katta

. : ] , - ix) : 0 .0
miqdordan iborat bo‘lsa, ya’ni x—a da ox) nisbat 5 yoki ~
ko‘rinishidagi anigmaslikdan iborat bo‘lsa,

im0 im f,'(x)
X—a (D(X) X—a ¢ (X)
bo‘ladi.
(agar hosilalari nisbatining limiti (chekli yoki cheksiz) mavjud
bo‘lsa)
Misol 1.
2
1. lim —16

x4 x* —5X+4
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X3 —3X+2

lim
2 X —x?—x+1

X2 —6X +65sinX

3. lim :
x—0 X
. tgx—x
4. lim g -
x>0 X —Sin X
2
. ax“+b
5. lim >
x>»cX* +d
. X+Inx
6. lim
X—>00 X

Yechimi: 1 — 4 misollarda % ko‘rinishdagi 5 — 6 misollarda z

o0
ko‘rinishdagi anigmaslik mavjud.
Lopital goidasidan foydalansak:

L lim X168 _2x 2.4 8
" xo4x2_5x+4 x42x-5 2:4-5 3
3 _ 2
2 lim=—X"XF2 _jjp K3 iy OX 85
-1 X7 —X"=X+1 x13x"-2x-1 x16x-2 4

Bu misolni yechishda Lopital qoidasi ikki marta ketma — ket
qo‘llanadi.

. X2 —6X+6sinx .. 3x?—6X+6C0SX
3. lim =lim =
x—0 X5 x—0 5X4
6X—6sinX ,. 6-6C0SX
=lim———=lim— =
x—0 20)(3 x—0 60)(2

6sinx ,. cosx cosO 1
im = =

| [ _
=0 120x x>0 20X 20 20

1
. tg-x . Zx_l . 1-cos® X
4. lim =1imE9S X _|im =

=0 X—sinx x>0 1-cosx 0 cos® x(1-cosx)
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' x>

" x>0

. 1+cosx 1+cosO 1+1
=lim = = =2
x>0 COS” X cos“ 0 1

Iimax2+b 2ax .. 2a a
"xowex?4+d xow20x 2 2C C

1
_ X+Inx . 1+§ : 1
Clim :Ilm—:llm(1+—j:1+0:1
X—>00 X X—>00 1 X—>00 X
Mashqglar

Limitlarni hisoblang
(Qavs ichida javobi berilgan)

o xX*=3x%+2 (3]
i Ilmﬁ et
x>1 X° —4X° +3 5

X —X

€ —¢€

lim=——— ()

=0 In(1+ x)

m—2arctg
3

—ex -1

lim

Clim

x—0 X 4

|
2—(e* +e™ )cosx (

. e¥-3x-1
lim—= 0.18
x>0 sin?5x (0.18)

sin3x —3xe* +3x°
m % as)
arctgx—sinx Y
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5
. X’ +1
7. lim 5
-1 xX* +1
. sin7x
8. lim=
x=0 51N 3X
. tg2x—2x
9. lim g 3
x—0 X
-3x sinx
. e —e
10. lim——————
Xx—0 X
. Inlx—-a
11. lim ( )
x-a |nle* —e?

12. Iimln—nx, (n>0)

X—>00 X

Inx
13. lim——
x>01+2Insinx

tgfx

: 2
14. fim In(1-x)

16. lim—

17 ”m(i_ij
-1\ Inx InXx

18. lim——
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19. Iimﬁw ®)

x—=0\ X

. SINX—XCOSX 1
20. lim——————
x—0 sin® x

Funksiyaning o‘sishi va kamayishi oraliqlari

Berilgan y=f(x) funksiyaning (a,b) oraligda o‘suvchi bo‘lishi
uchun uning hosilasini shu oraligda nomanfiy bo‘lishi yetarli va zarur.
Ya’ni y=f(x) funksiyaning hosilasi (a, b) oraligda musbat bo‘lsa, u shu
oraligda o‘suvchi bo‘ladi. Masalan: y=x*-3x+1 funksiya berilgan
bo‘lIsin. Uning hosilasi y'=2x-3 x>2 bo‘lsa, ya’ni (2, ») oraliqda hosila
musbat  bo‘ladi, shuningdek (~«, 1) oraligda esa funksiya
kamayuvchidir,

Funksiyaning o‘sishi va kamayishi oraliglarini aniglash uchun
quyidagilar bajariladi:

1. Berilgan funksiyaning hosilasi topiladi.

2. Shu hosilani nolga tenglab, uning hagiqiy ildizlari topiladi, (aks
holda, haqiqiy ildizlar mavjud bo‘lmasa, funksiya fagat o‘suvchi yoki
kamayuvchi bo‘ladi).

3. Topilgan ildizlar yordamida funksiyaning aniglanish sohasi
oraliglarga ajratiladi. Oraliglardagi hosilaning ishorasiga garab uning
o‘sishi yoki kamayishi aniglanadi.

Misol 1. y=x*+2x-5

1.y =3x*+2

2.y'=0 3x*+2=0
2

X =-2, xX*=-=

bu tenglama hagigiy yechimga ega emas. Hagigatan ham bu
funksiyaning hosilasi x ning istalgan haqiqiy qiymatida musbat bo‘ladi.
Binobarin bu funksiyaning aniglanish sohasi hamma vaqt o‘suvchidir.

Misol 2. y= In(x2 +2x+3)
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!

,_(®+2x+3) _ 2x+2
X% +2Xx+3 X% +2X+3

1.y=

2.y=0, 2x+2=0 x=-1
-1 nuqgta haqiqiy son o‘qini ikki qismga ajratadi:

(co 1)  va (-1 =)

\/t
-1

(—oo, 1) oraligda y'<0 va (-1, «) oraligda bo‘lgani uchun berilgan
funksiya (-, —1) oraligda kamayuvchi va (-1, «) oraliqda o‘suvchidir.

Mashqglar
Quyidagi funksiyalarning o‘sish va kamayish oralig‘i aniglansin:
1 :
1. y=x*+x+1 — 00, _EJ da kamayuvchi
1 .
o OOJ da o‘suvchi
2. y=3x—-x* — 00, %) da o‘suvchi
1 .
> wj da kamayuvchi
3. y=x>+3x"+3x+1 (o0, ) da o‘suvchi
4. y=1-x+2x* ( o0, j da kamayuvchi
1
(E j da o‘suvchi
X
5. Y= 32 (o, —1) va (1, «) oraliqda

kamayuvchi, (-1, 1) da o‘suvchi
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6. y=x%" (-0, 0) va (2, «) oraliglarda
kamayuvchi (0, 2) da o‘suvchi

7. y=xInx (0, ) da kamayuvchi
(e, ») da o‘suvchi

8. y=x-¢" (o0, 0) da o‘suvchi
(0, «) da kamayuvchi

9. y=e™ (o0, 0) da o‘suvchi
(0, =) da kamayuvchi
10. y =X+ cosx (-0, o) da o‘suvchi

Funksiyaning ekstremumi va uning aniqlanish usullari

y = f(x) funksiya uchun x, nuqtaga yetarli yagin yotuvchi (ammo
X # X, ) barcha nugtalar uchun f(x)< f(x,) (yoki f(x)> f(x,)) tengsizligi
bajarilsa, shu x nuqtada funksiya maksimumga (yoki minimumga) ega
deyiladi.

Funksiyaning maksimum yoki minimumi uning ekstremumi
deyiladi.

Ya

min
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Agar y=f(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga ega bo‘lsa, uning
shu nuqgtadagi hosilasi nolga teng yoki mavjud emas. (funksiyaning
ekstremumga ega bo‘lishi mumkin bo‘lgan nuqtalar kritik nuqtalar
deyiladi).

Funksiyaning ekstremumga ega bo‘lishini aniglashda ikki qoida
mavjud.

Qoida 1. Agar funksiyaning hosilasi f'(x) kritik nuqtadan o‘tishda,
chapdan o‘ngga, 0z ishorasini musbatdan manfiyga o‘zgartirsa, y = f(x)
minimumga ega bo‘ladi; agar ishorasini o‘zgartirmasa ekstremumi
yo‘q.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning ekstremumini aniglash
uchun quyidagilar bajariladi:

1. Funksiyaning hosilasini nolga tenglab haqiqiy yechim topiladi,
ular kritik nuqtalar bo‘ladi. Kritik nuqtalar yordamida funksiyaning
aniqglanish sohasi bir necha intervallarga (oraliglarga) ajraladi. Har bir
intervalda funksiya hosilasining ishorasi aniglanadi.

2. Kritik nuqtadan o‘tish hosilasi ishorasining o‘zgarishiga qarab,
uning ekstremumi aniglanadi.

Qoida 2. y=f(x) funksiyaning x, nugta atrofida chekli hosilasi
mavjud va f'(x,)=0 bo‘lib, shu nuqtaning o‘zida f"(x) mavjud bo‘lsin, u
holda funksiya: 1) agar f’(x,)>0 bo‘lsa, x, nugtada minimum; 2) agar
f"(x,)<0 bo‘lsa, maksimumga ega bo‘ladi; 3) agar f'(x,)=0 bo‘lganda
bu goida ekstremumni aniglay olmaydi, shuning uchun 1 — goidaga
murojaat gilinadi.

Misol 1. Quyidagi funksiyalarning ekstremumlari aniglansin:

1. f(x)=x° 2. f(x)=3¥x 3. y=[X
4. f(x)=%x4—2x2+3 5. f(x)=x*-6x>+9x—4
6. y=3/x> —x* 7. p(x)=xv2-x?

Yechimi: 1. Funksiya (-, «) oraligda aniglansin. Uning hosilasi
f'(x)=23x?; kritik nuqgtani aniglaymiz. Buning uchun 3x* =0 tenglamani
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yechamiz: 3x*=0; x,=0, Xx,=0 nuqtadan o‘tishda hosila ishorasini
o‘zgartirmaydi.

Masalan: x=-1 bo‘lsa, f'(-1)=3; x=0 va agar x=1 bo‘lsa,
f'(1)=3.
Binobarin funksiya ekstremumga ega emas.

v

funksiya hamma vaqt o‘suvchidir.
2. Funksiyaning aniglanish sohasi (~co, «)

F(x)=— f'(x)=0

R/x?

1—O

R/x2

Bu tenglama haqgigqiy yechimga ega emas. Shunga ko‘ra
funksiyaning ekstremumi mavjud emas.

y
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3. Funksiya (-, ) oralig‘ida aniglangan. Funksiya x=0 nugtada
funksiyaning hosilasi mavjud bo‘lmasa ham, bu nuqtada funksiya
minimumga ega.

A y

v

min

4. Funksiya haqiqiy sonlar to‘plamida aniglangan. Uning
hosilasini nolga tenglab, kritik nugtalarni topamiz:

f(x):%x4 —2x%+3

f'(x)=x* —4x X} —4x=0

x(x2 —4)=0 (x+2)x(x-2)=0
Bundan x=-2; x=0; x=2
Uch nugqta bilan son o‘qi to‘rt oraliqqa bo‘linadi:

y<0 y'>0 y'<0 y >0
_WV

e .
T 1

X
Har bir oraligda funksiya hosilasining ifodasini aniglaymiz:
(-o0, —2) oraligda f'(~3)=(-3)° —4(-3)=-15<0

(-2,0) oraligda f'(-1)=(-1) -4(-1)=3>0

(0, 2) oraligda f'(1)=1*-4-1=-3<0

(2, 4) oraligda '(3)=3*-4-3=15>0
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(Oraliqdagi ixtiyoriy hagigiy sonni tanlab olish mumkin, masalan
(-0, —2) oraligda x<-2 tanlanishi mumkin).

Kritik nuqgtalar: +2 dan o‘tish vaqtida hosilaning ishorasi
manfiydan musbatga o‘zgargani uchun bu nuqtalarda funksiya
minimumga ega. x=0 nuqgtada esa funksiya maksimumga ega, chunki
undan o‘tishda hosila ishorasi musbatdan manfiyga o‘zgaradi.
Funksiyaning minimum va maksimum giymatlarini aniglaymiz.

f(—2):%(—2)4—2(—2)2+3=—1:f(2)

f(0)=%-0—2-0+3:3

Demak, funksiya maksimum (0; 3) nuqtada bo‘lib, minimumlari
esa (-2; -1) va (+2; -1) nugtalarda

4N
N N

min min

5. Funksiyaning aniglanish sohasi barcha haqgigiy sonlar
to‘plamidan iborat. Kritik nuqtalarni topamiz.

f'(x)=3x*-12x+9;  3x*-12x+9=0
X? —4x+3=0; x =1; X,=3
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Ikkinchi gonundan foydalanish uchun ikkinchi tartibli hosilani
topamiz:
f"(x)=6x-12=6(x—2)

f"(1)=6(1-2)<0 maksimum f(1)=0
f(3)=6(3—2)>0 minimum f(3)=—4
Demak, funksiya (1; 0) nugtada maksimum (3; -4) nuqtada

minimumga ega.

6. Funksiya (-, «) oralig‘ida aniglangan.

Funksiya hosilasi x=0 nuqtada ma’noga sga smas. Bundan
uchinchi kritik nuqtaning 0 skanligi kelib chiqadi: x; =0. Uchta kritik
nuqgta atrofida hosilaning ishorasini aniglab, jadval tuzamiz:

— R
-1 0 1 X
X -1 0 1
y 2 0 2
y 0 0
Xulosa | min max
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Demak, funksiya ikki maksimumga va bir minimumga >ga:

(-1; 2) va (1; 2) nugtada maksimum (0; 0) nugtada minimumga
aga.
A y

v

-1 0 1

7. Funksiyaning aniglanish sohasi [— J2; \/EJ kesmadan iborat,

Funksiya hosilasining mahrajini nolga tenglab yana ikki giymat
topamiz:
2-x%=0 x> =2

X =+/2

Ammo bu nugtalar funksiyaning aniglanish sohasidan tashqari
bo‘lgani uchun, kritik nuqta bo‘la olmaydi,
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2{(1—X2),\/2—X2 —(\/Z—XZ),(l—XZ)}

(/’(X): 22 -

21-2xz e - ~2x)

202-x2 2(—4X+2x3+x—x)_

2-x? - \/2—x2(2—x2)

Ikkinchi goidadan foydalanamiz:

1= Ay -3c1) -

qp( l) ( 1 )\/ﬁ>0 min

9'(1)= ( -31) <0 max
2-x2N2-1?

)=-1, o)1

bo‘lgani uchun funksiya (-1; 1) nugtada minimumga va (1; 1)
nugta maksimumga sga.
Mashglar

Quyidagi funksiyalarning skstremumlari aniglansin.
(Javobi gavs ichida berilgan)

1
1 y=x"+x+1 (—E %} nugtada min
2. y=2x"-3x* (L —1) nugtada min
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(0; 0) nugtada max

a_ 3
3. y=x*+ax+a’ (—E' 22 ) nugtada min
4. y=2x>—6x>-18x+7 (3; —47) nugtada min

(-1 17) nugtada max

5. y= o yil (-1 1) nugtada min

(1; %) nuqtada max
6. y=4x—x° (, 3) nugtada max

7. y=§x23\/6x—7 (0; 0) nugtada max

L ——j nugtada min

8. y=x*+4x®-2x* ~12x+5 (-1 12) nugtada max
L -4)va (-3 —4) min

9. y=x*Vx*+2 (0; 0) nugtada max

10. y =2"" (%+2kﬂ; 2) nugtada max

V4 1
~Z 42k = i
( 5 tokr 2) nugtada min

11. y=x*-6x*+12x skstremumga sga 3mas.

12. y=¢e* +e~ (0; 2) nugtada min
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13.

14,

15. y=

16.

17,

18.

19.
20.

21,

22.

23.

24,

y =X+x* +a°
y = xlog, X

Ux? —x

X 1
__|__
2 X

y=vx*-5x-5

y:

f (x)= x —arctgx

y = 2x° —3x?
—6x* —-18x+7

y =2x°

y:(x2+x+2Xx2+x—2)

y=2x>-3x"+1
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skstremumga »ga smas.

(1 1
= —Zlog,
€

- Xj nugtada min

(0; 0) nugtada min

8
57 2—) nugtada max

(L 0) nugtada min

(e?; e?) nugtada mex

skstremumga sga 3mas.
5 :
(1; §j nugtada min

skstremumga 3ga 3mas.
skstremumga 3ga 3mas.

(0; 0) nugtada max
(; —1) nugtada min

(-1 17) nugtada max
(3, —47) nugtada min

1 4) (0; —4) nugtada min

(-
1
( 5 jnuqtada max

(0; 1) nugtada max
(L 0) nugtada min



2
25, f(x)=In(l+x)—x+ X? skstremumga sga amas.

26. f(x)= (xiB)z (—1; 4%) nugtada min
x3
27. f(X)—m (z14, z5.5)

i, —V19; ~14) nugtada mex
(]; +19; z5.5) nugtada min

Funksiyalar chizmasining botiq va qavariqligi. Burilish
nuqtasi.

(a; b) oraligda funksiya chizmasi o‘ngga o‘tkazilgan urinmalarga
nisbatan quyida (ki roqorida) bo‘lsa, y = f(x) funksiyaning chizmasini
shu oraliqda gavariq (botiq) deyiladi.

Agar (a; b) oraligda funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi mavjud
bo‘lsa, uning botiq éki qavariqligini f"(x) uning ishorasidan bilsak
bo‘ladi. Agar f"(x)<0 (&ki f"(x)>0) bo‘lsa, funksiya chizmasi shu
oraligda qavariq (botiq) bo‘ladi.

Funksiyaning botigligi gavariglik bilan almashadigan (&ki
aksincha) nuqgta burilishi nugtasi deyiladi.

R
y=f(4> .
0 X
A T

A - burilish nugtasi
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Funksiyaning burilish nugtasini aniglash uchun f"(x)=0
tenglamani ganoatlantiradigan x ning qiymatlarini va funksiyaning
aniglanish sohasidan f"(x) funksiya mavjud bo‘lganlari aniglanadi. Bu
nuqtalar ikkinchi hil kritik nuqtalar bo‘ladi. Kritik nuqtadan o‘tish

vagtida ikkinchi tartibli hosila ishorasini almashtirsa, kritik nugta —
burilish nugtasi bo‘ladi.

Misol. Quyidagi funksiyalarning gavariglikdagi (botiglik)
oraliglari, burilish nuqtasi topilsin:

1. y=x*-6x*+5 2. y=x* 3. y=¥x

Echimi 1: Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: y’=4x®-12x
y"=12x* -12 tenglamani echamiz: y"=0 12x*-12=0

x?-1=0; X,=1%1; x=-1, x,=+1

Shu nugtalar tevaragida y” ning ishorasini tekshiramiz:

x<-1 bo‘lganda y">0; —-1<x<1 bo‘lganda y"<0 va x>1
bo‘lganda y”>0. Binobarin (-1 0) va (£ 0) nuqtalar burilish nugtasidir.

(—o0; —1) oraligda y” >0 bo‘lgani uchun chizmasi botig.

(-1 1) oraligda y" <0 bo‘lgani uchun chizmasi qavariq va

(L ) oraligda y" >0 bo‘lgani uchun chizmasi botiqdir.

Ya
\ /\ /.
1,
4 * 4 = 4
f:_Xg. n:_X3:
2. ¥ =3%, y'=3 S



y", x ning biror giymatida nolga aylanmaydi, ammo x=0
bo‘lganda y” ma’noga sga smas. Shuning uchun x=0 nuqta tevaragi y
ishorasining o‘zgarishini tekshiramiz: agar x<0 bo‘lsa, y">0, x>0
bo‘lganda y”>0. Binobarin funksiyada burilish nuqtasi mavjud smas,
uning chizmasi botiqdir.

1 _c
) !:_X 3. :__X3:
3V =X YT 93/xs

Xuddi oldingi misolga o‘xshash x=0 nuqta kritik nugtadir. Ammo
x<0 bo‘lganda y">0 va x>0 bo‘lganda y"<0 bo‘lgani uchun x=0

nugta y =%/x funksiyaning burilish nugtasidir. Funksiya (~oo; 0) oraliqda
gavariqg, (0; «) oraligda botiq bo‘ladi.

Mashqglar

Quyidagi funksiyaning burilish nugtalarini chizmadan botiglik va
gavariglik oraliglarini aniglang. (Javobi gavs ichida berilgan)

1. y=xe" (—o0; —2) da gavariq va (- 2; «0) da botiq
( 2; ——j burilish nuqgtasi
2. y=(x—4Y +4x+4 (—o0; 4) da gavariqg va (4; ) da botig

(4; 20) burilish nugtasi

3. y=(x-1}/(x-1)° (£ 0) da burilish nugtasi
(—o0; 1) da gavariq va (L «) da botiq

4, y=x*—-3x*+2x (; 0) da burilish nugtasi
(~o0; 1) da qavariq va (L «) da botiq

5. y=x*—-6x> (L -5) va (-1 —5) burilish nuqtalari bo‘lib,
(~o0; —1) va (L «) oraliglarda botiq.
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(-11) da gavariq

6. y=x*+1 (0;1) burilish nugtasi
(—o0; 0) da qavariq va (0; «) da botiq

7. y=In(t+x?) (1, In2) va (-1 In2) burilish nugtalari
(-1,1) da botig va (-«;1), (1; ) da gavariq

8.y 7 (—3 4), [ 7’ 4j burilish nuqgtalari

(—i —j da gavari
J3'3) A

9. y=%x* (—oo —Tj (% wj larda botiq

(~o0;00) da gavariq
o J2 1 V2

10. y=e [7 ﬁ) va [—7 TJ burilish nuqtalari bo‘lib,
(—Q %} da gavariq
(—oo; —%J; (% ooj larda botiq.

Asimptotalar

Agar y=f(x) funksiya chizmasidagi M(x,y) nuqtadan biror to‘g‘ri
chiziqdagi ¢/ nuqtagacha bo‘lgan masofa, shu nuqta sgri chiziq bo‘yicha
koordinata boshidan cheksiz uzoglashish bilan, nolga intilsa bu to‘g‘ri
chizigni sgri chiziq y = f(x)ning asimptotasi deyiladi.

Agar limf(x)=+o &ki limf(x)=-o bo‘lsa, x=a to‘g'ri chizig‘i
y = f(x) funksiyaning vertikal asimptotasi bo‘ladi.
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Agar |le1.0 f(x)=b &ki 1@0 f(x)=-b limit mavjud bo‘lsa, y=b to‘gri
chizig‘ini y = f(x) funksiyaning gorizontal asimptotasi deyiladi.

f(x)

Agar y=f(x) funksiya uchun k= lim—-=" b=tim{f()—kd  &ki
k:xlimm%x) va Xlir_ll[f(x)—kx] limitlar mavjud bo‘lsa, y=kx+b

funksiyaning og‘ma asimptotasi bo‘ladi.
3

Misol 1. y= N

Echimi: funksiya (-«,0) va (2, +w) oraliglarda aniglangan.

3
Iim,/xx_2=oo bo‘lgani uchun x=2 funksiya uchun vertikal asimptota

X3
X—2
asimptota mavjud smas.

sgri chizigning asimptotalari topilsin.

bo‘ladi. lim chekli gqiymatga sga bo‘lmagani uchun gorizontal

Og‘ma asimptotalar borligini tekshiramiz:

X3
1. E = 1im 1) _jim VIx=2 _; X O

X—>00 X X—>00 X X—>00 X j— X—>00 1 2

b lim[f (x) —kx]=lim

[ x3 }_. x(«/?—\/x—Z)
—X [=1lim

s x| | X — 2 x>0 X2
— lim X(X—x+2) —lim 2 1
x> /X —2(\X +~[x=2) o= 2 2 '

1-4l14+ 1—-=

X X

Binobarin y=x+1 og‘ma asimptota.

2. Xuddi oldingiga o‘xshash

X3 X
(%) x—2 o Vx-2 __,

E = lim = lim

X—>00 X X—>00 X X—>o0 —
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(Kasrning surat va mahrajini musbat son “x” ga bo‘ldik).

3 3
Azzlim[f(x)—kx]:lim[ X +x}=lim{ X +x}:—1

X—>00 X—>00 X I 2 X—>0 2 J— X

demak, y=x-1 ikkinchi og‘ma asimptota bo‘ladi.
Yugoridagilarga asosan agri chiziq chizmasini chizamiz.

[/

y=x+1

2

y=

v

f-x-l

Misol 2. Quyidagi agri chiziglarning asimptotalari topilsin.
1. y:;; 2. y=arctgx;
0-2
2X 1

f =" . — _pX
3. f(x) 1 4, y=-e*,
Echimi: 1. LFDOE =0 bo‘lgani uchun sgri chiziq y=0 ya’ni Ox

o‘qidan iborat gorizontal asiptotaga >ga.

.1 . . .
!(I—I;QE = bo‘lgani uchun x=2 vertikal asimptota bo‘ladi.
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2. Dgri chiziq ikki gorizontal asimtotaga sga: y:%; va y:—%

- . T . . .
chunki IXLmarctgx=% va lim arctgx=—" vertikal asimptota mavjud
2mas.
i X . 2X . i .
3. Xlimox—_l =—oo va lim —— =00 bo‘lgani uchun x=1 vertikal

Xx—1+0 X — 1

asimptota bo*ladi, | Lrgxz—fl ~2 bo‘lgani uchun y=2 gorizontal bo‘ladi.

yA

4. Gorizontal asimptotani topamiz.
1
ii_gl(—exj =-1 ya’niy=-1

Vertikal asimptotani topamiz:
1
Iim[—exj = —lime'= —o
x—0 t—oo

1
Iim[—exj =—lime'=0
X—0 t——0
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Binobarin x=0 chiziq, ya’ni kordinata o‘qi vertikal asimptotadir
Y a

v

Mashglar

Quyidagi funksiyaning asimptotalari topilsin:
(Javob gavs ichida berilgan.)

1. y= 63_5’2; y =3 gorizontal asimptota
o) . .
Ly = 0; =2
2.y TR y =2 vertikal asimptota

1 : .
X=> vertikal asimptota

3. y= 1(‘35 y =-1 gorizontal asimptota
x=0 vertikal asimptota

4, y= 6+é; x=0 vertikal asimptota

o y? )
S. 16 25° 1 asimptotalarga sga amas.
6. y=In(x-1). x =1 vertikal asimptota
2
7. f(x) = >):2 +le y =1 gorizontal asimptota

x=2 va x=-2 vertikal asimptotalar
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8. y=.2—; x=—2 vertikal asimptota

X+2°
9. y =x%* y =0 gorizontal asimptota
10, y=9 82X2+3. x=-2 vertikal asimptota.
+

Funksiya chizmasini chizish

Funksiya chizmasini chizishda quyidagilarni aniglash kerak:
Funksiyani aniglanish sohasi.
Funksiyaning juftligi (togligi), davriyligi.
Uzilish nugtalari.
Chizmani kordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalari.
Funksiyaning skstremumini aniqlash.
Funksiyaning burilish nugtasi, botigligi.
Funksiyaning o‘sish va kamayish oraliqlari.
Asimptotalarning mavjudligi.
9. Funksiyaning aniglanish soha chegaralariga yaginlashgandagi
limitning giymati.
Bu ishlarni istalgan tartibda bajarish mumkin. Yana bir necha
qo‘shimcha nugtalar topish bilan funksiya chizmasini chizish mumkin.
Misol: Quiyidagi funksiyaning chizmasini chizing:

_ [ O+ 1)2
Y 0—-1
Echimi: 1. Funksiya x=1 nugtadan boshqga barcha haqigiy sonlar
to‘plamida aniglangan. Binobarin bu nuqta uzilish nuqtasi va x=1
to‘g‘ri chizig‘i vertikal asimptotadan iborat.

2. Funksiya juft ham, toq ham smas.
3. Gorizontal asimptota borligini tekshiramiz.

Nk wWNE
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Demak, y=1 gorizontal asimptota skan.
1)’ : I :
4, ();—J_FJ =0 ning echimini topamiz: x=-1
Demak, chizma Ox o‘qiga x=-1 nugtada urinadi, chunki
funksiyani aniqlash sohasida musbat bo‘lgani uchun, chizmasi Ox
o‘qining roqori qismiga joylashadi.
5. Funksiya skstremumini aniglaymiz:

’——4(6+1) " /r_8(c~)+2)
YT T -n? = (6D
y'=0 desak, ya’ni — 456+12) —0, x=-1
(6—-1)

Bitta kritik nuqta mavjud skan.

y 8(-1+2

yx:—l = ( 4) = 0
(-1-1)

funksiya minimumga sga.

e (-1,0)

Funksiyaning o‘sish va kamayish oraliglarini aniglash uchun
birinchi tartibli hosilaning ishorasini belgilaymiz: (—c,—1) va (1,0)
oraliglarda ¢ <0 binobarin kamarovchi, (-1; 1) oraligida 3sa ¢>0
bo‘lgani uchun funksiya o‘suvchi.

6. Chizmaning botiglik va gavarigligini, burilish nugtasini
8(x+2):

(-1; 0) bo‘lgani uchun bu nuqtada

topamiz. y"=0 bo‘lsin. U vaqtda 2 =0, X=-2
(x—1D
X<—2 bo‘lganda y"<0
1>x>-2 bo‘lganda y">0
x>1 bo‘lganda y" <0 bo‘lgani uchun
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(—o0,—2) oralig‘ida chizma qavariq va (-2, 1) va (1, «) oraliglarida
botiq bo‘lib x=2 burilish nuqgtasidir. Yugoridagilarga asosan funksiya
chizmasini chizamiz:

v

Mashqlar

Quyidagi funksiyalar chizmasini chizing.
1. y=36*+26°-5

2. y==6°
3 y=(~)+%
o)
1
4, y:l_~2
36°—4
S. y="—
0°+20
6. y—_2
y 0% +1
1. y=%eX
o)
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10. y=|n(x+\/a2 +x2), (a>0)

Funksiyaning 3ng katta va kichik qiymatlari

Berilgan y=f(x) fukmiyaning (a,b) oralig‘idagi »ng Kkatta
giymatini topish uchun shu oraligda funksiyaning maksimum giymatini
va oraliq chegaralaridagi qiymatlarni xisoblab, ulardan ang kattasini
tanlanadi, shu qiymat funksiyaning sng katta qiymati bo‘ladi.

Misol: Funksiyalarning ko‘rsatilgan oraligdagi sng katta va ang
kichik giymatlari topilsin.

1. y=6*"-86%+3 [-2, 2] kesmada

T T
2. y=tgx—X [— Z’Z} kesmada

Echim: 1. Kritik nugtalarni topamiz.
y = 45° —166 4x(x?*~4)=0

x=0, x,=2, x3=-2
6" =1262-16, YI_,, =12(+2)*~16=32>0 min
Vi, =12-0-16=-16<0 max

Y= (£2)*-8(+2)*+3=-13
Ymx=0—8-0+3=3.

Demak [-2, 2] kesmada funksiyaning ang katta qiymati 3 va sng
Kichik giymati — 13 skan.
. 2 s 2
y = 12 _1:1 cozs x’ S|n2x —tg’x.
COS’X Cos’X  C0s’X
y'=0, tg’x=0, tgx=0, x=nz
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1 . . .
y"=2tgx-———=0 aniq smas. Ammo funksiya y'>0 bo‘lgani

cos’ X
uchun o‘suvchi. y =tg(—£j+£=£—1
=7 4) 4 4
T JT
—tgl £ _ 17~
Yor=194 77 4

Javob: 10 va 10

3. Lilindrlarning radiusi R va balandligi H orasidagi munosabat
qanday bo‘lganda, uning to‘liq sirti ang kichik bo‘ladi?
Javob: H =2R

4. Berilgan perimetrga sga bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchaklar orasida,
qandayining diagonali kichik bo‘ladi?
Javob: kvadrat

5. Radiusi R bo‘lgan shar ichiga chizilgan milindrning hajmi ang
katta bo‘lishi uchun uning balandligi ganday bo‘lishi kerak?

Javob:

2RA/3
3
6. x’+px+q uchxadning Xx=2 bo‘lganda 1ga teng minimumga
sga bo‘lishi uchun p va g lar ganday son bo‘lishi kerak?

7. Asosi ¢ va balandligi hbo‘lgan uchburchakka ichki chizilgan
to‘g‘ri to‘rtburchaklardan sng katta rozaligini aniglang.

Javob: To‘g ri to‘rtburchakning balandligi 2

8. Radiusi R bo‘lgan doiradan ganday sektor qirqib tashlanganda,
qolgan gismidan sng katta hajmli voronka yasab bo‘ladi?

Javob: « = 27{1— \/gj
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9. To‘gri doiraviy milindr shaklidagi jism roqori tomondan yarim
shar bilan cheklangan bo‘lib, haymi V ga teng. Uning o‘lchamlari
ganday bo‘lganda, uning to‘la sirti ang kichik bo‘ladi?

10. Berilgan hajmga sga bo‘lgankonus shaklidagi chaylaga,
asosining radiusidan balandligi 2 marta katta bo‘lganda sng kam
material ketishini isbotlang.

11. Deraza t1oqori tomoni yarim doiradan iborat to‘g‘ri
to‘rtburchakdan iborat. Uning perimetri P ga teng. Deraza o‘lchamlari
qanday bo‘lganda u ang ko‘p €rug‘lik o‘tkazadi?

Javob: doiraning radiusi bilan deraza balandligi o‘zaro teng
bo‘lganda.

12. Temir yo‘ldan 60 km masofada A punkti bor. Temir yo‘ldagi
A punktiga ang yaqin joylashgan C stanmiyadan B staniiiyagacha sng
qisqa muddatda etib kelish uchun stanmiyani C dan gancha uzoglikka
qurish kerak. Harakat tezligi quruqglikda 20 km soat, temir yo‘l bo‘yicha
ssa 52 km soat.
Javob: 25 km.

13. )2(—;+y?2 =15llipsga ichki chizilgan sng katta rozada to‘g‘ri

to‘rtburchakning tomonlari topilsin.
Javob: 5v2 va 3v2

14. Shar radiusi R ga teng. Unga ichki chizilgan milindrlar ichida
ang katta €n sirtga sga bo‘lganini aniqlang.
Javob: H =R+2
(ITilindrning o°q kesimi - kvadrat)

15. R radiusli sharga ichki chizilgan barcha konuslar ichida hajmi
ang katta bo‘lganini toping.

Javob: i =?
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IV -BOB

BIR NECHA O‘ZGARUVCHI FUNKSIYANING
HOSILASI VA DIFFERENSIALI

1 - 8. Birinchi tartibli xususiy hosila

y = f(x,t) funksiyada t ni o‘zgarmas deb qarab, undan x bo‘yicha
olingan hosila y-ni x-bo‘yicha xususiy hosilasi deyiladi, va a—z eki
f,(x,t) ko‘rinishda belgilanadi.

Y _im flx+Axt)— f(xt) /(x 1)
OX M0 AX
y—ni t bo‘yicha xususiy hosilasi ham shunday ta’riflanadi va

belgilanadi.

0 :

a—i/: ft(X, t)

Y _ i f(x,t+At)- f(x,t): £1(x 1)
ot At—0 At

xususiy hosilaga aytiladi. Bu ta’rifni uchta, to‘rtta v.h. o‘zgaruvchi
funksiyasiga ham tadbiq qilsak bo‘ladi.

Xususiy hosilalar uchun differensiallashning oddiy goida va
formulalari o‘rinlidir.
ay

. y=x>-5xt+6t° +3t+3;
1yX5X+6++’8x

oy o
¢ toping.
Echimi: t ni doimiy Kkattalik deb, a—§=3x2—5t topamiz.

e i 0 i
x - ni doimiy kattalik deb, 8—¥=5X+12t+3 topamiz.

8 oy 0y i
_ X 6. -7 7
2. y=e" +t°; 7%’ ot toping.
— . .. . ﬂ_ (u3) _ x 2 _ay2,X
Echimi: t ni doimiy kattalik deb, Fviak (x*) =€ -3x* =3x%
topamiz.
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e : 0 i
x - ni doimiy kattalik deb, a—i’=6t5 topamiz.

op O . .
o0’ ox ni toping.

3. p=u’cos’x,
. . : 0 : .
Echimi: u - ni doimiy kattalik deb, a—f=u4ZCOSX(—smx)=—u“sm2x
topamiz.
.. i 0 i
x - ni doimiy kattalik deb, (9—<S=4u30052 X topamiz.
o9

op
. = 3 1| 23t2. 1
4. p=(x*+1)-In?3t%; ' ot ni toping.

Echimi: o9 =3x*In?3t*:
oX

20 _ e +aloinarr 2~ afe +1)"

0 0
5. g =arcsin3x-Ju ; a—(o 8_(0 ni toping.
. . 09 o : '
: —— =arcsin3x-
op 0@ . .
. = 6t ; — 3 .
6. ¢ =u’tgx; 5" 5y Mitoping
a—(D:u6 12 ; 6_¢:6u5tgx
0 X COS” X ou
ou o . i
. = 3 3 * 4 > 3 D] - .
7.u=x>+3x-y*+y°+3, 0 aynltoplng
ou o¢ . i
LU= 2e™ | 2 —, — i
8. u=+/x+2e"Inx+2, 0 oy N toping
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. op O@ . i
— A6 3 - -
9. p=p°sin’x, > ox ni toping.
_ asinx 8_(p 8_¢ ; ;
10. p=e*" *arccos2e 5 2g ni toping.
2 oz 0z . i
_ o 2x%y -
11. z=a"", ox' Dy ni toping.
oz 0z
(4 3 - - 1 1
12. z—(x +2yNX* ox’ dy ni toping.
0z 01 01
. 2=3y? 5t°3/y? — v
13. z=3y2J/x +5t%/y? | %’ 3y ot
1 1
2 — 8U 8U . .
—nY X -
14. u=e’ +ex, o oz M toping.
15. z =arcsin X oz oz ni topin
' 1+y3’ ox' oy PIng.
16. z=( +1f n*(y? +1), = 92 i toping
. y axi ay .
_byp 0202 L
17. z=a " ox Dy ni toping.
ou ou . i
3 2
LU= 3 — .
18. u=p’cos®3x, ox' p ni toping
2 ou ou . i
_ asin©x 3 -
19. u=e""*In(y® +1), ox oy M toping.
ou ou .. .
20. u=a’sin‘ o, a—l:(, £ ni toping.
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op O¢ . i
= tox — v .
. p=e%arccos3a , o' 2 ni toping

Jp Jd¢ Jg
ox oy 01z

. @=zarctg(x® +y*), ni toping.

op O .. .
. o=(x"+1)°cos’*5¢, a—()p(, i ni toping.

0 0 ) )
. o=2xsin(x® +y?), a—f 6—(5 ni toping.

op O@ O
ox oy o

o= +y2 43V, (f ni toping.

x3sina 0 0 0 ] )
. p=e"" In(x3+y)’ af’ 8(5,82 ni toping.

op O¢ . i
=2x’y+3y*+6, —, —
. p=eX'y+3y +0, ox’ ay ni toping.

2
Xty 09 0p .. .
sin3x’' ax oy ni toping.

oz Qﬂnito in
ax’ p g

. 2= p°sin®x+y* cos(x® +y?), 3y op

~osinfa ox oy da Ping.
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2-§. To‘la differensial

Berilgan y= f(x, y) funksiyaning A(x, y) nuqtadagi to‘la orttirmasi
deb quyidagi Ag= f(x+Ax, y+Ay)- f(x, y)ayirmaga aytiladi. Bu erdagi
Ax, Ay funksiya argumentining (o‘zgaruvchisining) ixti€riy
orttirmasidir. ¢=f(x, y) funksiya (x,y) nugtada differensiallanuvchi
deyiladi, agar nuqtada uning to‘la orttirmasini quyidagicha
Ap=AAx+BAy +0O(p) (bu erda p=+/Ax*+Ay’ ) kabi tasavvur gila olsak.

To‘la differensial deb, to‘la orttirmaning bosh qismi bo‘lgan va
Ax Ay argument orttirmalariga chizigli bo‘lgan dz= AAx+BAy tenglikka
aytiladi.

Bir — biriga bog‘lig bo‘lmagan o‘zgaruvchilarning differensiali,
ularning orttirmalari bilan mos keladi, ya’ni:

dx=Ax, dy=Ay
o= f(x, y) funksiyaning to‘la differensiali
0P 1. 0P
d(p:&de—ydy

formula érdamida hisoblanadi. Shunga o‘xshash uch
o‘zgaruvchiga (argumentga) sga funksiyalarning ham ¢ = f(x, vy, z) to‘la
differensiali

0P 1. 9P 4, 09
dq):&de—yderEdz
formula orgali hisoblanadi.

p = AXE + Ay? ni  kichik giymatlarida, ¢="f(xy)
differensiallashuvchi funksiyalar uchun quyidagi tahminiy tenglik mos
keladi.

Ap=dp  f(x+Ax, y+Ay)~ f(x, y)+dz

1. z=arctg(x® +y) dz—ni toping

oz (x3+y)x S

&_1+(x3 + y)2 _l+(x3 + y)2

!

0z (x3+y)y _ 1

oy l+(x3+y)2 1+(x3+y)2
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dz—@dx+gdy—idx+ L dy =
ox oy 1+(x3 + y)2 1+(x* +y)

_ 3x%dx+dy
1+(x3 + y)2

2. p=x¥7 deo—ni toping.
Yechish:

d(pza—(odx+a—¢dy+a—¢dz
OX oy oz

5_(0 _ 2y322X2y32271
OX

6 3.2
9P _ x> Inx-6y2z?

%

3,2
=x*" Inx-4y°®z
oz

dp=2y%22 - x?* dx+ x> In x(6y22dy+ 4y32dz)
3. arctg(1, 02/0.95) bu funksiyani, z=arctgu x=1, y=1 giymatlarida

taxminiy hisoblang.
Yechish: x=1, y=1 giymatlarida funksiyani giymati

z= arctg(l/l):% ~0.785 teng Ax=-0.05
Ay =-0.02 da funksiyaning orttirmasi:

Az;dz:gAx+@Ay:— ZyAx2+ ZXAyZZ
OX oy X“+y® X +y
_ XA¥+ yZAx _ 1.0.02+1.0.05 _0.035
X“+y

arctg(1.02/0.95)= z + Az =0.785+0.035= 0.082
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p=x>+xy’ +y?z°+3 de—ni toping.
p=e"" de—ni toping.

x*+y® .
= dp— :
="1 @—ni toping
¢:In(x3+y6+z4) de—ni toping.
o =Inctg(x? - y) de—ni toping.
¢=cos(x3+2y2) de—ni toping.

. 3x? N
(0:5”1? de—ni toping.
p=x" de—ni toping.

x*+1 e

:I J—

Sy de—ni toping.
z=(x*+2y%)-e” dz—ni toping.
z =e*(cosy +tgx+ctgu) dz-ni toping.
z=e?(xsiny + yctgx) dz—ni toping.
z = arctg3x’y* dz—ni toping.
Z= arcsin(x5 + y“) dz—ni toping.
u=3x e du—ni toping.

1 1 . :
U=—+— du-ni toping.

e’ e

u=e” +e* +5 du—ni toping.



V-BOB
ANIQMAS INTEGRAL
§ 1. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral

1. Boshlang‘ich funksiya

Agar f(x) funksiyaning aniglanish sohasini hamma nugqtalarida
F'(x)= f(x) tenglik o‘rinli bo‘lsa, (yoki dF(x)= F'(x)dx = f(x)dx), U holda F(x)
funksiya f(x) funksiyani boshlang‘ich funksiyasi deyiladi. Aniqmas
integral [ - simvol bilan belgilanadi. Bunda: | f(x)dx=F(x)+c

f(x) - integral ostidagi funksiya

f(x)dx - integral ostidagi ifoda

[ - integral belgisi

Shunday qilib ta’rifga ko‘ra [f(x)Jdx="F(x)+c berilgan funksiyani

boshlang‘ich funksiyasini topish, f(x) funksiyani integrallash deb
ataladi. Anigmas integral bir necha xossaga ega. Asosiysi 2 ta xossa
hisoblanadi.

1. O‘zgarmas ko* paytuvchini anigmas integral ishorasidan
tashqariga chiqarish mumkin, ya’ni: [kf(x)Jdx=k[f(x)dx bunda k -

o‘zgarmas.

2. Bir necha funksiyalar algebraik yig‘indisining anigmas integrali
shu funksiyalar anigmas integrallarining algebraik yig‘indisiga teng,
ya’ni:

I[f (x)% o(x)Jdx =j f(x)dx+ J(p(X)dX

Integrallarni hisoblashda integrallar jadvali quyidagicha:

a+l

1. _[xc‘dx—;(Hrl +C (a#-1)
2. J'—:—— +c 3. IdX—Z\/—+c
4, .[d—)z(:ln|x|+c 5. '[exdx=ex+c

6. Iaxdx: a’ +C

1. Icosdx:sinx+c
Ina
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8. Isinxdx:—cosx+c 9.j ax =tgx+C

cos? X
10. j ax = —Ctgx+C 11.j dx =1arctg§+c

sin? x x>+a®* a a

dx 1, [x—a

12. _[ —arcsm +c 13.j — In—Z|+c

1/ x’—a’ 2a |x+a
14. _[ In‘x+ x?+a?|+c

\/7

2 va 3 formulalar 1 formulaning xususiy ko‘rinishi hisoblanadi.

2-da «=—2 3-da az_% deb olish mumkin. Shunday gilib,

integrallash amali differensiallash amaligi teskari amal hisoblanadi.
Jadvaldan har bir formulani differensialash yo‘li bilan to‘g‘riligini
tekshirish mumkin, ya’ni o‘ng tomonda turgan ifodaning hosilasini
topsak, u integral ostidagi funksiyaga teng bo‘ladi.

Endi integrallash metodlarini ko‘rib o‘tamiz.

1. To‘g‘ridan — to‘g‘ri integrallash metodi.

Bu metodda berilgan integralni, anigmas integralning
xossalaridan, asosiy integral jadvalidan va boshlang‘ich funksiyalarning
ta’rifidan foydalanib topiladi. Quyidagi misollarni ko‘rib o‘tamiz:

1. [dx ni toping.

Bu integralni quyidagi ko‘rinishda [x’dx yozib olamiz. Bunga
jadvaldagi 1 formulani tatbiq gilamiz: «=0 bo‘lganda

Idx = Ixodx= );0:11

Shunday gilib, [dx=x+c teng ekan. Bundan quyidagini topish
mumkin. | va d ishorasi ketma — ket kelganda bir — birini yo‘qotar

ekan. Buning natijasida x va o‘zgarmas son C ni (x+C - ning)
yig‘indisiga ega bo‘lar ekanmiz. Bu sonda integral murakkab integralni

topishda ham tez-tez uchrab turadi. Shuning uchun jdx: x+c ekanligini
doimo yodda tutish zarur.
2. [(6x* ~3x* + 4x+6)dx ni toping.

Bu integralni topish uchun yugoridagi anigmas integralni 1 va 2
xossalaridan foydalanamiz. Berilgan integralning 4 ta funksiyasini

+C=X+C
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anigmas integrallarini algebraik yig‘indiga tenglab yozamiz va
o‘zgarmas ko‘paytuvchini anigmas integral ishorasidan tashqariga
chiqarib yozamiz, ya’ni:

j(5x3 —3x? +4x+6)dx = I5x3dx—j3x2dx +_[4xdx+_[6dx = SI x3dx—3jx2dx+4_[ xdx+ GIdx
Dastlabki 3 ta integralni har biriga 1 formulani tatbiq gilamiz.
Jadvaldagi « - ning o‘rniga «=3, =2, =1 Mos keladi, ya’'ni

3+1 4
X X
jxsdx: +C, =—+C,
3+1 4
2+1 3
X X
fxzdx: +C, = —+C,
2+1 3
X1+1 X4
jxdx= +C; =—+C,
1+1 2
va
jdx:x+c4 C=C, +C,+C, +C,
Shunday qilib,

3 2

j(5x3—3x2 +4x+6)dx:5Ix3dx—3j.x2dx+4j'xdx+6'[dx:5§—B%+4X7+6x+c:

%x4—x3—2x2+6x+c

Bunda 4 ta integralga qo‘shilgan C o‘zgarmas ixtiyoriy son.
O‘zgarmas sonlarning yig‘indisi ham o‘zgarmas sondir. Shuning uchun
algebraik yig‘indining integrallarini topishda chigqan natijaga bitta
o‘zgamas son yozilsa, ham bo‘ladi.

3 I & ni topin

)5 pINg.
Bu integralni topish uchun o‘rta maktab kursida bizga ma’lum

a1 i .
bo‘lgan quyidagi X = formuladan foydalanamiz. Integral ostidagi

. .1 . . : .1 .
ifodani = ni x* deb yozib olamiz. Ya’ni o x™*. So‘ngra integralga

1 formulani tatbiq gilamiz «—4deb.

—4+1 -3

shunday gilib, [ = [x‘dx=2—+c=*+e=-_+c

—4+1 -3 3x°
4. [¥x*dx ni toping.
Bu berilgan integralni topinsh uchun o‘rta maktab kursidan bizga

ma’lum bo‘lgan quyidagi ¥x" =x" formuladan foydalanamiz. Buning
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uchun integral ostidagi funksiyani quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

2
3/x* =x3 so‘ngra, jadvaldagi 1 formuladan foydalanmiz.

2
a=—
3 deb
5
2 XEH X3 335 3 32
_[\/ X“dx J'x3dx— =—+C=—\/X_+C=—X\/X_+C
+1 ° S >
3 3

5. j?’Xde ni toping.

Avval integral ostidagi kasrning suratini mahrajiga bo‘lib,
shaklni o‘zgartirib olamiz.

3x° +x— \/_ 3 x WJx 3L+L

X KW K X% X;

Buni olib borib, berilgan integralga qo‘yamiz va anigmas
integralning xossalaridan va integral jadvaldagi 1 formuladan
foydalanib topamiz.
JW J{Sx +x2— de ij2dx+jx2dx jdx— N \/_ X+C

dx . .
6. jm ni toping.

A | 5 1
—1=3x 24+4x 2-1=3x2+x2-1

Integral ostidagi kasrning suratiga x* - ni qo‘shamiz va ayiramiz
hamda berilgan integralni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

J- dx _.[ dx ~[1+x —x J-(1+x
x+x2 Ix(x 1) x3(x? +1 X2 (x? +1i
I 1+ x? dx

x° dx — dx 1
e ey e e e

Bunda j%=—%+c (jadvaldagi 2 integral)

f deil =arctgx+c (Bunda jadvaldagi 11 integral)

dx . .
7. ni toping.
o nitoping
Har ganday musbat a sonini quyidagi ko‘rinishda yozib olish
mumkin (vVa)? ya’ni a=(a)?. Shunga asosan 5=(v5)> deb yozib
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olamiz va jadvaldagi formuladan foydalanib berilgan integralni

topamiz, bunda a=+/5.

. X
=arcsin—=+¢

Rl

I dx :amﬂn§+c
vaZ —x? a

Mashglar

Mustagil yechish uchun misollar

Quyidagi integrallarni toping.

1. .(3x4—2x3+5x—7)dx Javob:
2. _' (4x5 —6X° +1)dx Javob:
3. .(2x6 —4x+5)dx Javob:
4. [(3vx —2x+3)dx Javob:
5. _'(3{/;—24\/;+5)dx Javob:
[ 3
6. .(?dex Javob:
1
7. j(——2x+4jdx Javob:
X
dx
8. [ Javob:
X+1
9. [~ dx Javob:
X
10. j*/;XJrde Javob:
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4
§xf’—%+§x2—7x+c

Zx6—2x3+x+c
gx7—2x2+5x+c
7

2xy/X — X2 +3X+C

§x3 x—§x4\/;+5x+c
5 5

7x—§+c
X

Injx| - x* +4x+¢

4y

X" +C

In|x|—1+c
X

2\/§—SIn|x|+c



11.
12. |
13. |
14. |
15.
16. |
17. |
18. |
19. |
20.

21,

22. |

23.

24,

25,

I4_2X+X2 dx

x2dx

(2sinx —5cosa )dx
c2xsin® x —1
sin? x

dx
J sin? x-cos® x

1+ cos? X
Y1+ c0s2x

I z+i+i dx
X x* x°

j(%+3x3 +6i4jdx
X X
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Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Sﬁ—ﬂx x+gx2 X +C
3 5

x—\/iarctgi+c

J2

arctg——

\/_ f

X—2
X+2

—In
4

+C

. X
arcsin—+c
J2
1 X
—arctg—+c
3 3
X+ 3arctgx+c
2
arctgx——+c
X
—+=In—-+c
X 2

—2C0Sa —5sinx+c¢

Xx—-1
X+1

x* +ctg +C
tgx—ctgx+c
1 1
—tg+—-X+cC
2 2

2In|x|—§—£+c
X X



Ko‘paytuvchini differensial ishorasi ostiga Kiritish

Funksiya differensialining ta’rifiga ko‘ra df(x)= f'(x)dx. Shu
formulani o‘ngdan chapga qo‘llash f'(x) ko‘paytuvchini differensial
ishorasi ostiga kiritish deyiladi.

Masalan, cosxdx=dsinx ya’ni ko‘paytuvchi f'(x)=cosx
2

dx
differensial ishorasi ostiga kiritilgan, bunda f(x)=sinx yoki de=7
ya'ni ko‘paytuvchi f'(x)=x differensial ishorasi ostiga kiritilgan va
1 .
dez hosil gilgan.

Integral ostida f'(x) ni differensial ishorasi ostida Kiritish
natijasida ba’zida berilgan integralni jadvaldagi integral ko‘rinishiga
keltirish mumkin.

Quyidagi misollarni ko‘rib o‘tamiz.

1. Ie“dx integralni toping.

Ma’lumki, 4dx=d4x hamda integral ostidagi ifodani 4 ga bo‘lib
va ko‘paytirib, quyidagini hosil gilamiz:

4x _ 4x 4dX _ 1 4x _ 1 4x
je dx—je T_Zje d(4x)—Ze +C

Bu yerda je4xd4X=e4X +¢ jadvaldagi integrallardir.

2. [sin(2x+3)dx integralni toping.

Bizga ma’lum bo‘lgan (8) formula ISin xdx=-cosx+c. Berilgan
misolda 2x+3 asosiy rol o‘ynaydi. Shuning uchun dxni 2 — ga

. : Sy .. dx-2 1
ko‘aytirib va bo‘lib quyidagicha shakl o‘zgartiramiz ) d2x
so‘ngra quyidagicha yozish mumkin:

%d(2X+3) chunki %d(2X+3)=%(d2x+d3):%d2x
dx-2 1 1
dx=——==d2x==d(2x+3
Demak, T > (2x+3)
Shunday qilib quyidagiga ega bo‘lamiz:

_[sin(2x +3)dx :jsin(Zx +3)d—§X = %jsin(Zx +3)d(2x +3) :%cos(Zx +3)+cC
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Bunda [sinxdx=—cosx+c formuladan foydalaniladi.

X ko‘paytuvchini differensial ishorasi ostiga kiritib, quyidagini
hosil gilamiz:

dx® . | dx® (xz) dx _ 2xdx

Xdx = X = = xdx
2 2 2
dx?
2
Demak, deX (-2 = ax
X +1 x2+1 29x*+1

Differensial ishorasi ostiga x*-ga ixtiyoriy o‘zgarmas sonni qo‘shish
mumkin va bundan differensial o‘zgarmaydi, ya’ni d(x*+c)=dx?+dc
ammo o‘zgarmas sonni differensial 0 ga teng. Shunday qilib

_[ xdx 1pdx* 1 d(x +1) In(x +1)+c

x2+1 29x2+1 24 x*+1

Bunda jd—;=ln\X\+C formuladan foydalanildi. Misolda absolyut

giymatning ishorasi tushib goldirildi, chunki x ning har ganday
giymatida x*-+1 ifoda musbat.

4. jfdx integralni toping.

Ma’lumki, dﬁ:(ﬁ) dx=—+ 2\/— dx ammo \/—

Demak, jef x jeIZd\/— ZIeId\/——Ze +c

X _2dJx

Bunda jede—e +¢ formuladan foydalaniladi. x o‘rnida vx kelyapti.

5. j'”—xdx ni toping.
Berilgan integralni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz. Ma’lumki,

IInS X Demak dlnx——dx yoki ——dlnx.

Shunday qilib, Iln3 x%:jln3 xd(lnx):J‘(Inx)sd(lnx):@+c :%In4 X+C
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Xa+l

Bunda jx“dx: +c formuladan foydalaniladi.

a+l
Bu misolda x o‘rnida Inx kelyapti.

Mashglar

Mustaqil ish uchun misollar

1. jesde J: %e5X+cj
2. jSin(2X+l)dX J: —%cos(2x+1)+cj
3. -[cogzx6x J: %t96x+cj
4. [e*dx J: —%e3x+cj
5. [ cos(3x - 2)dx J %sin(3x—2)+cj
6. [ (x+4Fdx J %(x+4)e+cj
T dx B 2(x+7?2 X+7
d 2+/3x -1
- +C
e s j
, [ (ax -1y
9. [(4x-1)" dx J: 3 +c}
2x-1 . E 2x-1 ]
10. J.ﬁ dx J: 2e +C
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11

12.
13.
14. |
15. |

16.

17

18

19

20

Ayrim

_Ie:dx

sinidx
5

¢ 2Xdx
J x?+5

sin x cos xdx

2
e* xdx

dx
X

, J.cos3 Xsin x dx

2
e

e &

Jx

_ Icosﬂ%

[ ]

4et + Cj

—5003§+ c)
5

J: (In(x? +5)+c)
_ sin2x+c
J: 5
1 j
—e¥ +¢
2
In? x j
+C
2

1 4
—Zcos*x+c
4

(%In‘ﬁ —]4 +C

b 1o

(Zsin\/;+c)

§2. O‘zgaruvchini almashtirish usuli

hollarda integral

ostidagi

(yoki o‘rniga qo‘yish usuli)

o‘zgaruvchini  yangi

o‘zgaruvchiga almashtirish berilgan integralni jadvaldagi integral
ko‘rinishiga olib keladi. Bu usul o‘zgaruvchini almashtirish usuli yoki
o‘rniga qo‘yish usuli (metodi) deb ataladi.



Bizga quyidagi | f(x)dx, integralni topish kerak bo‘lsin. Ammo
to‘g‘ridan — to‘g‘ri f(x) funksiyani boshlang‘ich funksiyasini topish
murakkab. Shuning uchun x=g¢(t) deb o‘zgaruvchini almashtiramiz,

bunda ¢(t) uzluksiz, monoton va differensiallanuvchi funksiyadir.
Differensialning ta’rifiga asosan quyidagini topamiz:

dx = dgl(t)=¢/(t)dt ya’ni dx=¢'(t)dt

U holda quyidagi formula o‘rinli bo‘ladi.

J F(x)dx= [ f[ot)l'(t)dt (1)

(1) formula anigmas integralda o‘zgaruvchini almashtirish
formulasi deyiladi.

Integral I f[p(t)]@'(t)dt ni topgandan so‘ng, oldingi o‘zgaruvchiga
qaytish kerak, ya’ni t ni o‘rniga uni x bilan aniglangan ifodasini
qo‘yish kerak.

Quyidagi misollarni ko‘rib o‘tamiz:

: X dx

Misol 1. IX2+4

O‘zgaruvchini almashtiramiz x*+4=t deb, bu tenglikni ikkala
tomonini differensiallaymiz va quyidagiga ega bo‘lamiz. d(x2 +4)dt
yoki 2xdx=dt ikkala tomonini 2 ga bo‘lib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

ni toping.

xdx = Edt . Ammo xdx ifoda berilgan integral ostidagi kasrning suratiga

teng. Demak integral ostidagi x*+4 o‘rniga tni hamda xdx ifodani

dt
o‘rniga 3 ni qo‘yib quyidagini hosil gilamiz:

2+4 29t

xdx 1 cdt
J

dt . i .. I ¢ b
IT integral jadvaldagi integral, agar quyidagi j7:|”‘x‘+c
formulani esga olsak, bunda xo‘zgaruvchini o‘rniga t o‘zgaruvchi
: dt
kelayapti. Demak, IT = Inft|+c

- xdx _ledt 1 1
Shunday qilib, IX2+4_2 . _2In\t\+c_zln(x +4)+C_
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Bunda t - o‘rniga uning x bilan aniglangan ifodasi qo‘yiladi, ya’ni
t =x*+4 va absolyut migdorning ishorasi tushirib goldirildi, chunki
x> +4 ifoda x -ning har ganday giymatida musbat.

: xdx ..

Misol 2. f(x+1)2 ni toping.

X+1=t deb o‘zgaruvchini almashtiramiz, u holda x=t -1 bo‘ladi.
bundan dx=dt. So‘ngra bu topilganlarni olib borib berilgan integralga
go‘yamiz. Quyidagi ko‘rinishda yozib olsak qulayroq bo‘ladi:

X+1=t

x dx (t-1)dt tdt dt 1
| S =[x=t- :j—z_ j _j—— —_I \t\—(——j+c_
(x+1) iy — dt t t
Injx+1+c

dt ) i
Bunda IT =Int|+c (jadvaldagi 4 formulaga asosan)

d 1
=" C (jadvaldagi 3 formulaga asosan)
Misol 3. Integral [+e*+1e*dx ni toping.
e*+1=t> deb  o‘zgaruvchini  almashtiramiz,  so‘ngra

differensiallab, (eX+1)dx:2tdt ni  topamiz. Yoki e*dx=2tdt
almashtirishdan quyidagini olish mumkin.

Jer+1=41° =t
Shunday qilib,
e* +1=t?
I\/ex+1exdx:exdx=(t2)'dt: =jt2tdt=2jt2dt:§t3+c=
= 2tdt. e* +1=t
:E(\/ex+1)z+c
3

. :
Bunda J'tzdt=§+c jadvaldagi 1 formulaga asosan, bunda «=2.

Misol 4. sz cos(x* +2)dx ni toping.
x*+2=t deb, o‘zgaruvchini almashtiramiz. Unda
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(x3 + 2) = dx =t'dt
i dt
Bundan 3x2dx = dt yoki x’dx = 3

Demak,

X3 +2=t
Ixz cos(x3 +2)dx: 3x%dx = dt :jcostldt:lj.costdt:lsinuc:
3 3 3

x2dx = 1 dt
3

= %sin(x3 + 2)+c

MisoISI el ni toping
73— '

Ma’lumki, e :<ex)2 va e* =t deb o‘zgaruvchini almashtiramiz.
Differensiallab quyidagini topamiz: e*dx=dt.

Shunday qilib,
J' e dx :I SN J'L:arcsin—ntc:
Va-e 7 (B - leax=dd  [(5F_¢ NG

[ 3X§+c

Bunda [—— —arcsm +c. Bu jadvaldagi 12 formulaga

J()

asoslanib topildi. Bunda a=+3 formuladagi x o‘rnida t kelayapti.
Mashqglar

Mustagil yechish uchun misollar

1. I)(zzxf); J: :In(x2+3)+c
VI
2. .f(ex+1)2exdx J: (e ;1) +C
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j~

3. | o J: {— +C}
' (x3+5)2 ' x°+5

e Xdx
4, ) m J: (‘\/X2 +1+C)
e Xdx
5._m J. X — 2In(x+2)+c)
e xdx
x+8 +c
. | JX+4 J (3 j
7. .CO.SXdX J: (= Infsin+c)
Y sinx
e sin xdx
8. | cos’ X ) ( co j
c cosxdx
9 )5 siny J: (In2+sinx|+c)
10. _[tgxdx J: (- Infcosx|+c)
Xdx 3
_AR “nlx=3 = 2
11'-[(x—3)2 J: Inx—3 37 ¢
2
1 _[1+)I(nxdx 3 [(1+2In) +CJ
dx
13. J.xlnx J: (Ininx+c)
14_[“1+Xlnxdx J: §1+Inx 1+Inx+cj

I 3/arctgx d

1+ X

Mlw

16.

[
1> I(2—?#)2)( ) ( 2+Inx )
|

arctgx) +C
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17. szfi)ld 3 (infx? + x-1+c)
18, jxx‘fl J: (%arctgxz +cj
10, fer 9 5 6 vc)

f ek 3 (Infu+ sin x)+ <)

§ 3. Bo‘laklab integrallash usuli

Bo‘laklab integrallash formulasi deb, quyidagi tenglikka aytiladi:

_[udv: uv—jvdu (1)

Bu formulani qo‘llashdan maqgsad, o‘ng tomonda turgan integralni
chap tomondagi berilgan integraldan sodda qo‘rinishga keltirishdir. Bu
usul quyidagi asosiy hollarda qo‘llaniladi.

1. Agar (1) formula chap tomonida turgan integralda integral
ostidagi  f(x) ko‘phad bilan quyidagi funksiyalarni birini
ko‘paytmasidan iborat bo‘lsa:

e®™, sinax, cosax, Inx, arcsinx, arctgx
P(x) ko‘phad x" ko‘rinishdagi darajali funksiyadan iborat bo‘lsa,
P(x)=a, +aXx+a,x* +...+a x"

Agar integral ostidagi funksiya quyidagi ko‘rinishdagi
funksiyalardan biri bo‘lsa, sinx, arcsinx, arccosx, arctgx, arcctgx yoKki
e*cosx yoki e*sinx.

Bir necha misollar ko‘rib o‘tamiz:

Misol 1. Ixsindeni toping.

X=U, sinxdx=dv deb olamiz.

Bunda birinchi tenglikni differensiallab, ikkinchi tenglikni
integrallab, o‘zgarmas son C ni qo‘shmasdan quyidagini topamiz:

dx = du, Isin xdx=jdv yoki —cos x =V
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Shunday qilib,
X=U sinxdx=dv

U — CoSx = :uv—jvdu: X(—cosx)—

jxsin Xdx =
I(—cosx)dx:—xcosx+'|'cosxdx:—xcosx+sinx+c
Misol 2. _fxe‘SX dx ni toping.

x=u, e>*dx=dv deb olamiz. Bunda
X=u, e>*dx=dy,

dx =du, Ie‘sxdx:jdv, —%e‘“ =V

X(_Ee—ij_J‘(_le—ijdX:_ie—SX +1J‘e—5xdxz_ie_5x +1J‘e_5x d(—5X) _
5 5 5 5 -5

J‘xe*E’X dx = :uv—_[vdu:

5 5
_ Xem L e5*d(=5x)=— 2™ e
5 25 5 25

Misol 3. IX3 Inxdx ni toping.
Inx=u, x’dx=dv deb olamiz. Birinchi tenglikni differensiallab,
ikkinchisini integrallab quyidagini hosil gilamiz:

dinx=du
(Inx),dx=%=du
x3dx = dv
Ix3dx=fdv
X4
Z =y
4
Shunday qilib,
Inx=u, x3dx=dy| . .
Ix3lnxdx: dx x4 =UV—IVdU=X—|nX— X_%:
—=du, —=v 4 4 X
X 4
4 4 4 4
X—Inx—lj‘x3dx:x—lnx—1-x—+c:X—Inx——x“+c
4 4 4 4 4 16
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1. | xcosxdx

2. [ xe*dx

3. [ % In xdx
4. Ixe3xdx
5. .[arctgxdx

0. [ x - sin 4xdx

7. | arcsinxdx

8. | xarctgxadx

.[ xdx
" Jsin® x

10. jx6 In xdx

 XCOS xdx
sin® x

11. |

12. [ x?cosxdx

13. [ x%e*dx

Mashglar

Mustaqil yechish uchun misollar
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J:

J:

L-

L.

L.

[}

[}

(xsinx+cosx+c)

(eX x 1 +c)

{5t
fietes
!
(&

xarctgx—> L L+ x) + cj

|n4x—§ cos4dx+c
16 4

(xarcsmx+ﬂ+c)

arctgx——+¢c¢
Kz "3

— xctgx+ Insin x| + )

”( e
—|Inx-=|+c
_7 7

—1( X +ctgx+cj
| 2\sin®x

: (Xzsinx+2xcosx—sinx+c)

; [— e‘X(x2 +2X + 2)+ c]



14. :xzsinxdx J: (= X% cosx +2xsin x +2cosx +¢)

15. _'xlnzxdx J: @ 2In2\x\—%len\x\+%x2+cj

16. _'excosxdx J: e?(cosxjtsinx)ch

17. [e*sinxdx J: %(sinx—cosx)+c

18. .'de J: Bx 1+ x% +1In x+ﬂ+c)ﬂ
19. _'cos(ln X )dx J: {g[sin(ln x)+ cos(In x)]+ c}

20. [arctgy/xdx J: xarctgy/x2v/x + 2arctg/x +¢

8 4. Eng sodda kasrlarni integrallash

Eng sodda kasrlar deb, quyidagi ko‘rinishdagi kasrlarga aytiladi:

1 1
X+a (1) (x+a) (2)
1 Mx + N
X* + pX+Q (3) X* 4+ pX+q (4)

Bu yerda x*+ px+q kvadrat uchhad haqgigiy ildizlarga ega emas.
(1) va (2) ko‘rinishdagi kasrlarni o‘zgaruvchini almashtirish
usulidan foydalanib integrallash mumkin. Bunda x+a=t deb
almashtiriladi.
X+2=t
dx=dt |

dx

dt 1
Masalan: jm = =

— =—-+
t t X+2

(3) va (4) ko‘rinishdagi ~ sodda kasrlarni integrallash uchun eng
avval x*+ px+q kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratiladi, ya’ni bu

kvadrat uchhadni (x+a)’ = x* +2ax+a” ko‘rinishga keltiriladi. So‘ngra
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o‘zgaruvchini almashtiriladi. Buni quyidagi misollarda ko‘rish
mumkin:

_ dx i .
Misol 1. Im ni toping.

x* +3x+7 kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratamiz.

Ya’ni
2 2
x2+3x+7=x2+2§x+7:x2+2§x+7:x2+2§x+(§) —(§j +7
2 2 2 2 2
; 52, 9) 9 3 9 28 3)" 19
XT4+2=X+—=|——=4+7T={X+=| ——+—=| X+—=| +—
3" 4) 4 2) 4 4 2) "4
Shunday qilib,
3
J- dx _J- dx _X+§=t_ dt dt _
X° +3X+7

2 19 2
(X+2) +B dx =dt t2+4 t2+( 19}

{3

%arctgﬁJrc:%arctg%+c:%arctgw+c:
2 2

Larctg 2X+3+c

V19 V19

) 2X+1
hﬂBO|2.I§;7:;———d

o
39X ni toping.

1 (2x+1)dx 1 2x+1
3x2—x+3:3(x2——x+1j demak I2—=— ————dx
3 3x*-x+3 3 xz—;x+1

X’ —% x+1 kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratamiz.

(x+a)’ =x* +2ax+a’ yoki (x—a) = x* —2ax+a’

Shunday qilib,
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2 2
x° —%x+1:x2—2%x+1=x2 —2-lx+(l) —(lj +1=(x2 —2-1x+ij—i+1=

6 36, 36
( 1}2 35
= X—=| +—
6) 36

Demak,
Lo 1
16 2(t+)+1 dx
I(2x+1)dx:1j (2x +1)dx :I (2x +1)dx VA 6 _
X*-x+3 37, 1 ., 7 1) 35 6| 3 2, 32
3 6) 36 [|dx=dt 36
4 4

1,243 1,243 1 adt 1, g
3 s it=sl =it 5l 3=
39 .,.3 3/, .8 3, 35 3/, 35

36 36 36 36

Lekin bizga ma’lumki dt? = 2tdt. Shuning uchun 2tdt ifodani dt’
bilan almashtiramiz. Birinchi integraldan va ikkinchi integraldan
o‘zgarmas sonlarni integraldan tashqariga chiqarib, quyidagiga ega
bo‘lamiz.
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1
X——=t
16
f 22x+1 dx:lf (2x +1)dx :lj (2x+3)dx I P I A L S
3x* —x+3 30 ., 1 3 1 35 6| 37,,,35
X—=X+1 X —— + == tc+—
3 6 36 [|dx=dt 36

ﬂdt d(t +35j
EJ‘ 3 _lJ- dt? _4.[ dt _1j 36 +4J' dt B

T a ) a3 2
3 t2+§ 3 t2+§ 9 t2+§ 3 t2+§ 9 ) 35
36 36 36 36 t°+ 36
1 35) 4
=In[t* + ) arctg —
e )t g
36 36

t - o‘rniga uning qiymati

X— %‘ ni qo‘yib ixchamlaymiz.

Mashglar

Mustaqil yechish uchun misollar

1 IL J: iarctgxx—_3+c]
"I x?—6x+11 (V2 J2
dx 1, [x+1
S - | ZIn—=|+¢
2 Ix2+5x+4 13" %2 j
3 ¢ 2dx ] gln 2x -1 e
J2x% +x-1 3 2(x+1)
. xdx 1 2x+7
- | =Inx? +7x+1 arct
b e Tx1s 12 3- J_ NI
(x +5)dx 1 2x+1
— =T - | =1In|2x® + 2x + 3+ —=arct
> I v 2x13 T2 | f N
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dx 1 2x+1
- - | —=arctg———+¢C
6. | J: (Jﬁ 97 )

4x* +6X+5

8 5. Ratsional kasrlarni integrallash

Ratsional kasr deb ikki ko‘phadning nisbatiga aytiladi, ya’ni
quyidagi ko‘rinishdagi kasrga aytiladi.
8, +ax+a,x’ +...+a,x"  P(x)
b, +bx+b,x2+...+b x™  Q(x) (1)

Agar kasrni suratini darajasi mahrajining darajasidan katta yoki
teng bo‘lsa, ya’ni n>m bo‘lsa, u holda (1) kasr noto‘g‘ri kasr deyiladi.
Agar kasrning suratining darajasi mahrajining darajasidan kichik bo‘lsa,

ya’ni n<m u holda bunday kasr to‘g‘ri kasr deyiladi.
2

X°+1
e tO‘o’ri n<m).
Masalan T 3x 15 togrlkasr( )

4 3

X" =x"+1 .
————— kasr esa noto‘g‘ri kasr (n>m).
X“+X+2

Har ganday noto‘g‘ri kasrni butun qismi bilan to‘g‘ri kasrning
yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin. Quyidagi kasrni

4 3
>)((2+—))((_+21=(X2—2X+4)+% ko‘rinishda yozish mumkin ya’ni
ko‘phadni ko‘phadga bo‘lish qoidasi bilan bo‘lib quyidagiga ega
bo‘lamiz:
X2 +X—2

X2 —2x+4
2

x4—x3+ﬂ

X* 4+ x3 —2x
—2x> +2x+1
—2x° —2x% + 4X
4x* —4x+1
4%* +4x -8
—8x+9
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4 3
Bunda X, —2x+4, ;TXX:L;
—8x+9
X2+ X—2
Shuning uchun noto‘g‘ri kasrlarni integrallash uchun eng avval
to‘g‘ri kasrni integrallashni bilish zarur.

Masalan:

noto‘g‘ri  kasrning butun qismi

esa to‘g‘ri kasr.

J');;—))(:rzldx:j(xz —2x+4)dx+I%dx:szdx—qxdx+4j’dx+

—-8X+9

., X
X“+X-2

X°+Xx—2 - kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega, ya’ni x=-2, Xx=1
demak, buni x* +x—2=(x-1)x + 2) ko‘rinishda yozish mumkin.
R(x)
Q(x)
ko‘rinishdagi bir necha ko‘paytuvchilardan iborat bo‘lsa, bunday kasrni
yig‘indisi ko‘rinishida yozish mumkin.

-8x+9  —-8x+9
x2+x-1 (x-1)(x+2)
to‘g‘ri kasrni ikkita elementar kasrning yig‘indisi shaklida yozish
mumekin.

Har qanday ko‘rinishdagi to‘g‘ri kasrni mahraji (x+a)

Masalan:

1 25
-8x+9 3 3
X2+x—2 x-1 x+2
Agar o‘ng tomondagi kasrni umumiy mahrajiga keltirsak, ya’ni

—8x+9 Ki -8x+9 tasr kelib chigadi. Albatta beril .
(X—l)(x+2) YOKI Cix_2 asr kelib chigadi. atta berilgan to'g'r

Masalan:

kasrni yuqoridagi ko‘rinishdagi elementar kasrlarni yig‘indisi shaklida

—-8x+9

yozish oson emas. Buning uchun avval 2 x_2

> kasrni quyidagi

A B ) :
kasrning yig‘indisi ko‘rinishidaya’ni ——+ a2 yozib olamiz. Bunda

A, B hozircha noma’lum miqdorlardir.
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A va B larni noma’lum koeffitsientlarni topish qoidasi bo‘yicha
topib olinadi.
—-8x+9 A B
Demak: X Ax—2 x—1@ x+2
Buning o‘ng tomonini umumiy mahrajga keltiramiz,
~-8x+9  A(x+2)+B(x-1)
XX +x-2  (x+2)(x-1)
Agar teng kasrlarni mahrajlari bir — biriga teng bo‘lsa, u holda
suratlari ham teng bo‘ladi, ya’ni
—8x+9=A(x+2)+B(x-1) (2)
Bunda x=1 desak, unda (2) tenglikdan quyidagini hosil gilamiz:
~8+9=A(1+2)+B yoki 1=3A bundan A:é

x =-2 desak u holda (2) tenglikdan quyidagini hosil gilamiz:
—8(-2)+9=A(-2+2)+B(-2-1)

Umuman X uchun har ganday son qiymat olsak ham bo‘ladi.
Ammo Xni shunday tanlab olish kerakki, (2) ayniyatdagi
qo‘shiluvchilardan bittasi nolga teng bo‘lsin. Shuning uchun

1 25
x=-2, x=1deb, A=-,B =—?larga ega bo‘ldik. Demak,

3
1 25

—8x+9 A B 3 3
5 = + = +
X“+X—-2 Xx-1 x+2 Xx-1 x+2

Shunday qilib,
1 25
—8x+9 3 B ~ X _1rd(x-1) 25.d(x+2)_
X2 +x—2 _I x—1 x+2 - I x+1 37 x-1 3I X+2

1In|x—]4—§ln|x+2|+c
3 3

Berilgan integral esa quyidagiga teng bo‘ladi:
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ijdx:j(xz —2x+4)dx+Jﬂdx:_[x2dx—2_[xdx+4jdx+

X2+ X+2 X2+ X+2
3 2
Y LI i:X——2X—+4x+£|n(x—1)—§In(x+2)+c:
37 x-1 X+2 3 2 3 3

1x3+x2+4x+lln\x—]i—§ln\x+2\+c
3 3 3

P, (X
Umumiy holda agar QO((X)) to‘g‘ri  kasrning mabhraji
0

(x+a)™-(x*+ px+q)* ko‘rinishidagi ko‘paytuvchilardan iborat bo‘lsa,
hamda x*+ px+q kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega bo‘lmasa, u holda
quyidagi teorema o‘rinli bo‘ladi.
R (x)
Qu(x)
(x+a)™ -(x2 + PX+ q) ko‘rinishdagi ko‘paytuvchilar shaklida yozish
mumkin bo‘lsa, u holda bu kasrni quyidagi shaklda yozish mumkin:
Po(x)_ P,(x) _ A 4 A, P Am, + M x+ N, +

Teorema. to‘g‘ri  kasrni  mahrajini  quyidagi

N

QO(X)_(x+a)m1(x2+px+q)nl x+a (x+af (x+a)® x>+ px+q
M, X+ N,

(x2 + px+q)nl
Bunda AA,...+AMMN,,..,M N, noaniq (noma’lum
koeffitsientlardir).

) dx
Misol. _fx4 1

Bizga ma’lumki x* —1=(x? +1)x? —1)= (x* +1[x -1)(x +1)
1 1
x* =1 (x+1)x -1)x® +
kasrning yig‘indisi shaklida yozib olamiz.
1 1 __A B _M+N
x*-1 (x+1)x-1)x*+1) x+1 x-1 x*+1

oot

U holda 1) bu to‘g‘ri kasrni uchta elementlar

O‘ng tomonni umumiy mahrajga keltirib, so‘ngra chap va o‘ng
tomonlarining suratlarini tenglab, quyidagini hosil gilamiz:
1= A(X=1)x% +1)+ B(x +1)x? +1)+ (x=1)x +1)M, + N)
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Bunda x=1, x=-1, x=0, x=2 deb quyidagilarni topamiz.

Agar x=1 bo‘lsa 1=A-0+B(l+1)f1+1)+M-0 ga ega bo‘lamiz,

1

bundan 1=B4, B =2

Agar x=-1 desak 1=A(-1-12+B-0+M -0 yoki 1=-4A bundan
a=_t

4

Agar x=0 desak 1= A(-1)-1+B-1-1+ N(~1)-1 yoki 1=-A+B-N

1 1 i
. Ammo A=—=, B== edi. Demak: 1=*+1_N bundan N=_1
4 4 4 4 2

Agar X =2 desak: 1= A5B35+(M2+N) yoki

1=5A+15B +6M +3N

1=5 1 +195 1 +6M +3 1

4 4 2

1=—§+E+6M —E, 1=6M +1
4 4 2

bundan M =0. Shunday qilib,

111
1 __4_ 4 . 2
(x+1)(x—1)(x2+1) Xx+1 x-1 x*+1
1 1 1
dx dx 4, 4 2
— = dx =
Demak’-[x“—l J‘(x+1)(x—1)(x2+1) J‘x+1+x—1+xz+l "

l1¢dx 1¢dx 1, dx 1 1 1
e ) =——In\x+ﬂ+—ln\x—ﬂ——arctgx+c:
479 x+1 47x-1 2x°+1 4 4 2

x—-1

1
—=arctgx+c
Xx+1 2

1 1 1
Z[In\x—]{— In|x +]J]—Earctgx+c = ZIn

Mashglar

Mustaqil yechish uchun misollar
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1. I(x—xz)_(j—s)dx J ('nC(i:?Z]

2. I%dx J: (+In())((112)3 +cj

3. I5X3+i§2__4)2(2)(_8dx J: (5x+21n)x|+3In[x — 2|+ 4In|x+ 2| + c)
.ff())((ii)dx J: 2Inx|+Inx+1+c

°. .[(x+1);?2xx+l)dx J (In\/;%il +C}

6. _fxﬁ(xg, J: %+%+In\x\+ln\x—ﬂ+c

& -[(x+3c)lz(x—4) ) In::TJrZH:

6-8. Trigonometrik ifodalarni integrallash

1. jc(sin X)-cosxdx va jR(cos x)-sin xdx ko‘rinishdagi
integrallar o‘rniga qo‘yish usuli bilan topiladi. Bunda sinx=t va
cosx=t deb, o‘zgaruvchini almashtiriladi. Integral ostidagi R(sinx)
funksiya sinx ni ratsional funksiyasi.

Masalan: _[(sin3 X +sin? x —3sin x)- cosxdx integral _[R(sin X)-cos xdx
ko‘rinishidagi integraldir.

Bunda  R(sinx)=sin®x+sin>x-3sinx  deb  o‘zgaruvchini
almashtiramiz. sinx=t deb olamiz, bundan cosxdx=dt bo‘ladi.
Shunday qilib,
sinx=t

J.(sin3 X +sin? x — 3sin x Jcos xdx =
cosxdx = dt

= [t +t* —3t)dt = [ t°dt+

4 3 2 =3
J.tzdt—3J.tdt:J[—+J[——3L+c:lsin4 x4 o X
4 3 2 4

3 .
——sinx+c¢
2
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2. _[sinZ““ xdx _[cosm xdx

ko‘rinishdagi integrallar quyidagicha topiladi (bunda 2n+1 natural son).

Avval integral ostidagi funksiya quyidagi ko‘rinishda yozib olinadi.

sin?™ x =sin? x-sinx = (sin” x)"-sinx.

Shuningdek cos™™ x = cos”" x-cosx = (cos® x ' - cosx. So‘ngra

sin® x+cos’ x =1 formuladan foydalanilsa berilgan integral holga keladi.
Masalan: J-sin5 xdx = J‘sin4 X -sinxdx = _[(sinz x)2 sin xdx

Ammo sin*x=1-cos’ x ga teng.

Demak
cosx =t

JsinS xdx = .[(sinz x) sin xdx = I(l—cosz X )sin xdx = | sin xdx = dt| =
sin xdx = —dt

~[@-t*f dt=-] (-2t + t* Jdt = - [ dt + 2[ t*dt - [t*dt =

—t+§t3 —%ts +c=—cosx+§cos3 x—lcos5 X+ C

3. J‘Siﬂ2n xdx, I cos” xdx  ko‘rinishidagi integrallar quyidagi
trigonometrik formulalar yordami bilan topiladi:

. 5 1-cos2x 2 1+cos2x
Masalan,
2 2
jcos“xdx:j(cosz X)z dX:I(1+COSZXj dX:J-1+2coszx+cos 2x
2 4

%J'dxwtgj'cos 2xdx+%_|'cos2 2xdx

Lekin cos®2x ni (2) formulaga asosan quyidagicha yozish mumkin:

1+ cos4dx ) 2 1+ cos4x
T ya’nl COS" 2X = ———

Demak:
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_J-1+ cos4x

_[cosz 2xdx = dx = j%dx+ J%cos4xdx: %Idx+ %Icos4xdx:

:ljdx+l£jcos4xd4x:£x+lsin4x+c
2 4 2 8

Shunday qilib,
2
fcos“ xdx:j(cos2 x)ﬁx:j(%} dx:J'1+ 2C0322+ cos® 2x dx:%jdx+%jcostdx+

+= Icos 2xdx——jdx+ fcosz dax _IM

:%Idx+%j0052xd2x+%jdx+

+—Icos4xdx:lx+lsin2x+5+isin4x+c
8 4 8 8 32

4. tg"xdx ko‘rinishdagi integral quyidagicha topiladi. Agar m=0
va m toq son bo‘lsa, u holda tgx=t deb o‘zgaruvchini almashtiriladi,

dt

unda x =arctgt bo‘ladi, bundan dx= (arctdx) dt = 12

Agar m<0 va m toq son bo‘lsa, u holda sinx=t deb o‘zgaruvchi
almashtiriladi.
Quyidagi misollarni ko‘rib o‘tamiz: m<0, m=2n+1 (n=12,3,...).

a)
dx dx cos’ X cos? x-cosxdx ¢ (1—sin x)cosxdx sinx =t

il el rcmc ot R ne el |

tg°x 7 sin®x sin® x sin” x sin® x cosxdx = dt
CoS” X

:jﬁk—tz@:jg— E:—i+c:— L —Insinx+c

t3 t* ot t? 2sin? x

b) m>0

jtg «dx — Ism x Ism Xsin xdx .[ —CO0S x3-smx X=—sinxdx=dt=
cos® x cos® x coS” X sinxdx = —dt
igl 1 dt 1

=—_[ —j—— —=——[—+c=———5——Infcosx|+c

t 2t t 2C0S° X
V) m>0
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jt93xdx=:<giz:ctgt | t3dt :Itztdt :j(t2+1—1)tdtzj(t2+1)tdt ] tdt

it 1+t%  J1+t? 1+t? 1+t? 1+t2
dx = >
1+t
dt*>  t° tg°x _1- cos® X 1
tdt—= ————It2+1+c: ——Mt X+1 +In +C
I J.t2+1 -+ 2 fta™x+1)re 2c0s’x  (cos®x)

1
COS" X = > 5
1+tg°a cos” x

m=0 va m toq son bo‘lsin: (m=2n,n=123,...)

:1+tgsz

[t “xdx—txg::ctt— vt _t?-Cdt_c[?+1-1fde (@ 1kt vt
T dg _Il”z_ L+t? | 1+t° =] 1+t? _-[1+t2_

dx= t2

1+t
d

= jt 2= [eeat jt Lt f1+ttz=ft2dt—jdt+
E—t+arctgt+c=M_tgx+x+c
3 3

. . . X
Universal almashtirish: th =t

Agar trigonometrik ifodalarni integrali berilsa va unga 1,23
hollarni qo‘llab bo‘lmasa, u holda universal almashtirishdan
foydalaniladi.

Universal almashtirish quyidagi ko‘rinishdagi integrallarni
topishda qo‘llaniladi.

dx dx dx
[= o . —  va xokazo.
SIN X —COSX 4 —cosX 1+cosx—sinx

Universal almashtirish integral ostidagi trigonometrik funksiyani
darajasi yuqori bo‘lganda qo‘llansa, u holda qiyin hollarga olib kelishi
mumkin.

Quyidagi misollarni ko‘rib o‘tamiz:

J' dx
2sin X —CcosX
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tgg=t deb universal almashtirishdan foydalanamiz. bundan

X 2dt . X .
— =arctgx, x=2arctgx, dx= tg— orqali
2 J J 1412 J 2 orga
ifoda qilib olamiz.
Trigonometriyadan bizga ma’lumki
2tg = 1-tg2 >
sinx = 2x’ COSX = )2(
1+tg* = 1+tg® =
2
X :
u holda tg§=t edi.
: 2t 1-t?
Demak, sinx=——-, cosx=
emak, 1+t° 1+t2
2t 2dt
tg—=t, sinx=
[ 92 140 1y dt )
2sinX —CoSX 2dt 1-t? 2t 1-t° ,\4t —1+t?
dx=-—, COSX="— AR R
1+t 1+t| 1+t° 1+t 1+t
t+2=
:2.“ dt2 _ + ZZZJ 2dZ =2I dz : _o. |Z \/_|
(t+2f -5 |dt=dz 72 -5 22—(J§) 2[ ‘z+\/_‘
X
—_| t+2- \/_ = 1 |nM+C
V5 JE tg)2(+2+x/§
Mashqglar
Mustagil yechish uchun misollar
1. [sin?2xdx J: (Ex—lsin4x+c]
. X 8
2. [(@+2cosx)dx J: (3x+4sinx+sin2x+c¢)
3. [cost xdx ! %+sin2x+sin4x Le
s " 8 4 32
- X sin4x
sin® x - cos® xdx = +C
4. | J: s 3 j
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5. J‘sin2 X -c0os* xdx
6. [sin® xdx
- cos® xdx
[ sin® x
- 1 3
g szxdx
J cos? x
9. [tg®x dx
10. jcos3 xdx
sin® x
11, [=—dx
COSX
12. Itg“xdx
13. I(Ssinz X —3sin x)cosxdx
14, _[sin3x-cosz xdx
15. jcos5 X sin xdx

J‘ dx
" Jsinx+cosx

V2
-2

(x sindx  sin®2x ]
J: + +C

16 64 48

(cos3x j
J: 5 —CosX+C

1 :
;. —————SInX+¢C

sin x

1
. ————+COSX+C

COSX
tg*x tg’x
4

. sin® x
sinx — +C
3

—Incos x|+ CJ

cos? X
; 5 —Injcosx|+c

3

tg°x

—tgx+x+cJ

5sin®x 3 .,
—Zsin®x+c
3 2

L cos? x(3cos? x—5)+ c}
15

cos® x
— +C
§)

tg)2(+1+\/§

In +C

tg)2(+1—\/§




dx 1 X
_ - —arctg| 2tg— [+cC
17. J-5—3cosx J 2 g( 92]
X
otg —+4
dx 2
S - —arct +C
18. j5+4sinx J 3 J
dx 1
. +C
19. J.5—4sinx+3cosx ) 2_tg X
g2
X
tg —
_dx ] 2nin—2| + ¢
" J cosx ' tg ~
2

7-8. Sodda funksional ifodalarni integrallash

Quyidagi integral (R(XW»dX berilgan bo‘lsin. Bunda (n - natural
son) R(XW) esa X va ¥x ning ratsional funksiyadir.

Masalan; 13 Xil funksiya R( A X+1) ko‘rinishidagi
X+
funksiyadir. * tﬁ esa R(x, $/x) funksiyadir.
~3/x

Agar _[ R(XW )dX ko‘rinishdagi  integralda X =t"deb
o‘zgaruvchini almashtiramiz. Bunda n ildizlarni hammasining darajasi

Jxdx

uchun kichik umumiy bo‘linuvchi sondir. Masalan: Im integralni

topish uchun x=t° deb, o‘zgaruvchini almashtiramiz, yani 6=soni
ildizlarni ko‘rsatkichi 2 va 3 uchun eng kichik umumiy bo‘linuvchi
sondir.

Shunday qilib,

199



8 t? +1
t°—t* +t*-1
t° +t°
X =t° -t
I&dx iy — 65t :It36t5dtZGI t'dt _|-t°—t* _
1+3/x 1+t? t? +1 t!
Jx =t =t —t* +t°
—t?
—t*-1
1
:6j(t6—t4+t2—1+t2+jljdt:6jt6dt—6jt4dt+6It2dt—6jdt+

6]1312 = gtz —gﬁ —gﬁ — 6t +6arctgt+c = g(&&y —g(‘i&)s -

2(‘2&)3 —63/x +arctg¥/x +¢
dx

+bx+c

ko‘rinishdagi integralni topish uchun

Quyidagi [ —

dx
mahrajidan to‘la kvadratlar ajratiladi, so‘ngra jadvaldagi J—m
(f.12 a<0 bo‘lganda) integral ko‘rinishiga olib kelinadi.

] ) J‘ dx
Quyidagi xvax? +bx+c

ko‘rinishidagi integral uchun ; =1

o R 1 dt
almashtirish bajariladi va X=f bundan dX=—t—2.

Masalan:
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_=t 1
X
J- dx B X—l _J- _tzdt _I -dt
Xxvax? —bx+1 t 1 E—QH 10— 6t +t°
dtf  tVt? ¢

:‘f dt :‘I t :‘I d(t-3)
V10— 6t +t2 J(t=3Y +1 J(t=3Y +1
{j dx ‘x+\/x +a‘}:—ln‘t+3 \/t 3 +1‘+c_

x*+a

1-3x+10x° —6x+1|
. |

= —In‘(t+3)+ Jt? —6t+10‘+c =—In

3. J ( )dX ko‘rinishdagi integralni hisoblash uchun
X =asint deb o‘zgaruvchini almashtiriladi (yoki x=acost).

_[R(X, VX +a’ )dX ko‘rinishdagi integralni hisoblash uchun
X = atgt
(yoki X= arctgt deb o‘zgaruvchini almashtiriladi.

IR(X )dX ko‘rinishdagi integralni hisoblash uchun

cost (yoki sint ) deb, o‘zgaruvchini almashtiriladi.
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Quyidagi misollarni ko‘rib o‘tamiz.

1.
9:3223.2,3_:3 3dt
L( cos’t
IXZ o 4 3t j9t<912t\/ﬁtgzt
X=
cos’t
:I 9si = (1“92)(: 12 =sec’ x):
cos?t. 23 t‘/m cos® x
cos?
—J' dt _I dt _ljcostdt_lj-dsint_
Ssinzt\/gi1 35in2t-3i 97 sin"x 97 sin"t
cos?t cost
11 1
—+C=——"—F—"———+C
9 sint 9sin(arctgx)

(costdt = d sint),

( d_>2<:_1+c, t:arctgé; x:3tgtj
X X 3

x°dx
j\/ﬁﬁ integralni topish talab gilinsin.

Bizga ma’lumki, 4=2° hamda berilgan integral R(x\/ 2° —XZ)
ko‘rinishdagi integraldir. Demak berilgan integral uchun X =2sint deb
o‘zgaruvchini almashtiramiz.

Bundan dx = 2costdt

Shunday qilib,
j dx  |x=2sint _I4sin2t2costdt_8Jsin2t-costdt_
Ja—x? |dx=2costdt V4 —4sin®t Jall—sin?t)
-, H—.
:8'[S'n t costdt:4jsm t costdt_4jS in tdt_4j cosZt it
2+/cos* t cost

= Zfdt—ICOSthZt =2t—sin2t+c
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Bizga ma’lumki, x=2sint. Demak §=Sint t=arcsin§ topilgan
javobini quyidagi formulalarni qo‘llab, soddallashtirish mumkin.
Shunday qilib, quyidagiga ega bo‘lamiz:
_[ x*dx

V4 —x°

) . X . X . X
—23m(arc-sm§ -cos(arc-5|n§)+c=2arcsm§—

=2t—sin2t+c=2t-2sint-cost+c = 2arcsing—

X X X , X
2-—-c09 arcsin= |+c = 2arcsin=—Xx-_[1-sin| arcsin= |+¢C =
2 2 2 2

2
2arcsin§—x-‘/1—(§j +C= 2arcsin§—x%\/4—x2 +C

(sin(arcsinx)= x)
Mashqglar

Mustaqil yechish uchun misollar

1 I dx J: iInx—£+i 2x> —x+3
T 2x2—x-3 "2 4 2 a
2. | dx J: (iarcsinsx+l+cj
"7 J5—2x-3x%? V3 4
- dx 1
3. J: —In‘10x+3+2\/§\/5x2+3x+2‘+c
* ABX?+3x-2 J5
c xdx
4. J: \/x2+4x+5—2ln‘x+2+\/x2+4x+5 +c
" Vx?+4x+5
5. [—— L[ In\6—5><+\/3—5x+2x2 e
7 xa/2x2 —Bx+3 | b ‘ 6X 3x°
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dx
°. J.x\/7x2—2x+5

Jxdx
5 J‘1+\/;

Vxdx
8. j1—3{/?

dx
9 J“1+§/ﬂ_\}x
10. .[\/4—x2dx

x2dx

11. |
7 16— X2

dx

12, [—F——
" X211+ X2

13. |
" xa/x? -4

dx

14. ‘[ xv1+ x2

1—x?

J:
J: x—2\/§+2ln‘\/x—+l‘+c

J: —SW—6§/§+3arctg‘i/§—gln

[}

[ ]

[ ]

[}

[}

1

—x+5+5\/7x2—2x+5‘

J5

In}

5X

: (6‘{/; —Barctg¥/x + c)

|

8/x —1
\/;+1

. X . X
: 2arcsm§+xcosarcsma+c

: 2arcsin§—§\/16— x> +¢

1 2
: E arccos—+¢C

(i
(-
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X

X

1-x

XZ

[c— VX2 +1

2

|

— 1 4c
Vx?+1 j

—arcsin x]
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