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Kirish 

Ekonometrika fanlar orasida nisbatan yosh bo'lib, hozirgi zamonda 
iqtisodiy jarayonlarni o'rganishda va ularning keyingi holatini bashorat 
qilishda muhim ahamiyat kasb etadi. 

Ekonometrika - matematik statistika usullari yordamida iqtisodiyotda 
miqdoriy qonuniyatlar va o'zaro bog'lanishlarni tadqiqot qiladigan fandir. 
0' sha usullar asosida korrelatsion-regression tahlil yotadi. 

Ekonometrika bO'yicha birinchi ishlar XIX asr oxirlari - XX asr 
boshlarida paydo bo'ldi. I 897-yilda V. Paretoning turli mamlakatJardagi aholi 
daromadlarini statistik usul bilan o' rganishga bag' ishlangan ishi chop etildi. 

Bu maqolada kelajakda Pareto nomi bilan atalgan y = A{x - a t a egri chi

ziq tavsiya qilingan. Unda x - daromad miqdori; y - daromadi bor 
shaxslar soni bo'lib, har bir shaxs daromadi miqdori x dan katta deb qaraladi; 
a - minimal daromad; A va a - munosabatning (funksiyaning) statistik 
usullar bilan topiladigan parametrlari. XX asr boshida ekonometrikaga oid 
qator ishlar chop etildi. Guker, Pirson, R.Frish va boshqalarning ishlari 
shular jumlasidandir. 

Ekonometrika fanining asoslarini norvegiyalik olim Robert Frish (\ 895-
1973) ishlab chiqqan. Shu sababli u haqli ravishda ekonometrikaning otasi 
hisoblanadi. 1931-yilda Jahon Ekonometrik Jamiyati tuzildi. Shu yiI 
ekonometrikaning tug'ilgan yili hisoblanadi. 1932-yildan boshlab ba'zi 
mamlakatlarda ekonometrika fani o'quv rejasiga kiritildi. Shunday ekan, 
ekonometrika nima? - degan tabiiy savoI tug'iladi. R. Frishning o'zi, 
ekonometrika - iqtisodiy nazariya, matematika va statistikaning sintezi, deb 
hisoblaydi. 

Ekonometrika fan sifatida iqtisodiyot, statistika va matematika orasida 
joylashgan. U - iqtisodiy qonunlami taqribiy chiqarish bilan bog'langan fandir. 
Ekonometrika bilan shug'uIIanuvchi mutaxassis ekonometrist deb ataladi. 

Ekonometrist iqtisodiy nazariyaga yoki empirik ma' IumotIarga asoslangan 
holda iqtisodiy modellarni tavsiflaydi, shu modellardagi parametrlarni 
(noma'lum miqdorlami) baholaydi, iqtisodiy ko'rsatkichlaming keyingi 
holatini bashorat qiladi. Ekonometrist iqtisodiy ko'rsatkichlar qiymatIari 
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jadvalini 0 'rganib, ular orasidagi empirik munosabatIarni keItirib chiqaradi. 
Ekonometristning jadvallarni o'rganish bilan bog ' langan ishi ekonometrik 
analiz deyiladi. 

Ekonometrik analiz yordamida iqtisodiy j arayonning birinchi modeli 
fransuz olimi Fransua Kene (1694-1774) tomonidan yaratilgan. U 1758-
yilda "Iqtisodiy jadval", 1 766-yilda uning ikkinchi varianti bo'lgan "Arifmetik 
fonnula"nomli asarlarni yozdi. F Kenejadvali XVIII asro'rtalarida iqtisodiy 
nazariyaning rivojlanishidamuhim o'rioga ega bo' ldi. Bujadvalga K.Marks 
ham yuqori baho bergan. 

O'quv qo 'Ilanma "Ekonometrika 1" deb nomlangan. Undao'rganiladigan 
iqtisodiy jarayonlar tasodifiy emas, aniq deb qaraladi. Tasodifiy jarayonlar 
"Ekonometrika. 2" da o'rganiladi . 

"Ekonometrika. I" 13 bobdan iborat bo 'lib, har bir bob misol va masalalar 
bilan ta'minlangan hamda nazorat savollari ham keltirilgan. 

O'quv qo'llanma mavjud dasturga mos bo'lib, "statistika", "biznesni 
boshqarish" va "iqtisodiyot" mutaxassisliklari bo 'yicha tahsil oluvchi 
talabalarga mo'ljallangan. O'quv qo'llanmaning ba'zi materialIaridan 
"Iqtisodiy-matematik usullar va modellar", "Iqtisodiyotda matematik 
modellar" kabi predmetlarni bayon etishda foydalanish mumkin. 

Mu all if 0' quv qo' llanma qo' Iyozmasi mazmuni va sifatiga oid qimmatli 
maslahatlari uchun fizika-matematika fanlari doktori, akademik 
VQ. Qobulovga; iqtisod fanlari doktori, professor T.Sh. Shodiyevga; shu
ningdek, 0 'quv qo 'lIanmani tayyorlashdagi yordami uchun fizika-matematika 
fanlari doktori, professor A.Abdushukurovga; iqtisod fanlari doktori, 
professor FEgamberdiyevga 0 ' z minnatdorchiligini bildiradi. 
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I-bob. CHIZIQLI REGRESSION MODEL 

l.I-§. Korrelatsiya va regressiya haqida 
tushuncha 

O'rganiluvchi erkli parametrlar (faktorlar) Xl' X 2 , ... , Xn ' o'rganiluvchi 

erksiz parametr (faktor) y bo'lsin. Alohida hollarda y ni XI,X2""'X" 

faktorlarning funksiyasi deb qarash mumkin, ya'ni 

(1.1 ) 

Agar y hosil hajmi bo'lsa, u sug'orishlar soniga, ishlatilgan mineral 
ozuqa hajmiga, havoning'harorati va boshqalarga bog'liq . Sundan ko'rina
diki, hosildorlik tasodifiy jarayondir. Shuning uchun (1.1) munosabat 

tasodifiy o'zgaruvchini o'z ichiga olishi kerak. Bunday o'zgaruvchini U 
desak, (1.1) 0' rniga ushbu 

Y = f(x l , x2 , ... , X n , U) (1.2) 

munosabatni yozish mumkin. Sunday munosabat (bog'liqlik) korrelatsion 

deyiladi. y va Xl' X 2 , ... , Xn lar orasidagi analitik munosabat regressiya 

tenglamasi deyiladi. 

Agar(l.l)da n=l bo'lsa, 

y = f(x) yoki y = f(x) (1.3) 

munosabatjufilik regressiya tenglamasi deyiladi, unda y - erksiz o'zgaruvchi 
(natijaviy belgi), X - erkli (tushuntiruvchi) o ' zgaruvchi (belgi - faktor). 
Amalda, har bir alohida olingan holda, u ikki qO'shiluvchidan tashkil topadi: 

y=Yx+E, (l.4) 

bunda y - natijaviy belgining asl qiymati (berilgan (x, y) nuqtaning 

ordinatasi); Yx - natijaviy belgining nazariy qiymati bo'lib, u (x, y) nuqta 

absissasi uchun regressiya tenglamasidan topiladi; E - tasodifiy miqdor 
bo'lib, natijaviy belgining real qiymatidan uning regressiya tenglamasidan 
topiladigan nazariy qiymati qanchalik farq qilishini tavsiflaydi. 
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Juftlik regressiyada y" = f(x) matematik funksiyaning ko 'rinishini 

tanlash uch usul bilan amalga oshiriladi : 
1) grafik usul; 
2) analitik usul, ya'ni o'rganilayotgan o'zaro bog'liqlik nazariyasidan 

kelib chiqqan holda; 
3) tajriba o'tkazish usuli. 
Regressiya tenglamasining ko'rinishini tanlashda grafik usul eng 

ko'rgazmali hisoblanadi. Quyida bog'lanishlarni miqdoriy baholash uchun 
foydalaniladigan egri chiziqlarning asosiy turlarini keltiramiz: 

y 

b 

o 

y 

o 

a) y" = ax + b, b > 0 (yoki b < 0) (chiziqli bog'lanish)-to'g'ri chiziq. 

y y 
a>O 

b > O b<O 
a < O 

b a>O 
0 , , x 

x 0 b 
, 

x 

b) Yx = axb 
, a> 0 (chiziqsiz bog'lanish) - darajali funksiya. 

y y 

x o x x 

v) Yx = ab" , a> 0, b > 0 (chiziqsiz bog'lanish) - eksponenta egri 

chizig ' i (ko'rsatkichli funksiya) . 

y y y 

a a b = 1 
b<l 

~~ ~q b> 1 

o X 0 X 0 X 
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b 
g) yx=a+-, a~O, b>O (chiziqsiz bog'lanish) - giperbola 

x 
shoxchasi. 

y y 

l: a 
L o 

0 x 0 x 

Yuqoridagi b), v), g) hollarda bog'lanishlar chiziqsiz. Ular yangi 
yordamchi 0 'zgaruvchilar kiritish orqali chiziqli bog'lanishga keltirilishi 

mumkin. Jumladan, b) hol uchun YI = In Y , XI = In X belgilashlar kiritamiz. 

Unda InY=lna+blnx munosabatgako'ra ~ =lna+bxl ko'rinishdagi 

chiziqli bog'lanishga (chiziqli funksiyaga) kelamiz. Shunga o'xshash v) 

holida 10 Y = Ina +xlnb ga ko'ra ~ = 10 Y va XI = X desak, yana 

~ = loa + (lob )xl ko'rinishdagi chiziqli bog'lanish hosil bo'ladi. Nihoyat, 

g) holda Y = ~, X = XI- I desak, ~ = a + bXI hosil bo'ladi. 

Agar tekislikning birinchi choragida n ta (XI' YI)' (x2, Y2)' % , 

(xn' Yn), (XI < x2 < ... < xn), nuqta berilgan bo'lib, tanlangan Yx = f(x) 

funksiya grafigi shu nuqtalardan 0 'tsa, unda oatijaviy belgining asl qiymatlari 

(berilgan nuqtalarning ordinatalari) ularning nazariy qiymatlari f(x;) bilan 

ustma-ust tushadi, ya'ni Yx(x;) = Y;' Bu holda qoldiqli dispersiya nolga 

teng bo'ladi, ya'ni cr;onO = 0, bunda 

2 1 ( )2 1 ~ ( )2 
(J'lold . = - y; - Yx(x) = - L...J y; - f(x) 

n n ;=1 

Ravshanki, qoldiqli dispersiya miqdori qanchalik kichkina bo'lsa, 
regressiya tenglamasida e'tiborga olinmagan faktorlar ta'siri shunchalik 
kamligini varegressiya tenglamasi berilgan ma'lumotlarga shunchalik to'g'ri 
kelishini kb'rsatadi. 
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Kuzatuvlar natijasida olinadigan nuqtalar soni o'zgaruvchi x oldidagi 
hisoblanayotgan parametrlar sonidan 7-8 marta ortiq bo'lishi keral<. Ushbu 

Y x = a+ bx sodda holda kuzatuvlar soni 7 x 1=7 dan kam bo'lmasligi 

lozim. 

1.2-§. Juftlik regressiya va korrelatsiyaning chiziqli modeli 

Juftlik regressiyaning eng sodda modeli chiziqli regressiya bo'lib, u 
iqtisodiyotda keng qo'llaniladi. Buning sababi chiziqli regressiya 
parametriarining aniq iqtisodiy izohlanishidadir. 

Chiziqli regressiya tenglamasi quyidagi 

Y x = a + bx yoki Y = a + bx + & (1.5) 

ko'rinishga ega. Ushbu Y x = a + bx ko'rinishdagi tenglama berilgan 

nuqtalar absissalari bO'yicha natijaviy belgining nazariy qiymatlarini topishga 

imkoniyat beradi. Agar Yx = I(x) deb belgilasak, unda I(x) = a+ bx 

tenglama tekislikda to'g'ri chiziqni tavsiflaydi. Shuning uchun 

I(x;) = a + bx; miqdorlar x = x; bo'lganda to'g'ri chiziqdagi nuqtalaming 

ordinatalarini anglatadi. Ularni y; = I(x;) deb belgilaymiz. Agar n ta 

AI(xl'YI), A2(X2'Y2)'~' AII(xn,Yn)' (O<XI <x2 < ... <xn ), nuqta 
berilgan bo'lsa, bu nuqtalar, umuman aytganda, bir to'g'ri chiziqda yotishi 
ham mumkin. Bu holdachiziqli regressiya to'g'ri chizig'i berilgannuqta\ardan 
o'tuvchi to'g'ri chiziq bilan ustma-ust tushadi. Ammo bunday hot iqtisodiyotda 
kuzatilmaydi, chunki iqtisodiy o'sish vaqtining [ 0, T] oralig'ida to'g'ri 
chiziq bo'ylab ro'y berishi faqat nazariy jihatdan mumkin. Shu sababli, 

AI' A2 , ••• , An nuqtalar tekislikdagi koordinata sistemasining birinchi 

choragidajoylashgan va bir to'g'ri chiziqda yotmaydi, deb faraz etamiz. 
Chiziqli regressiya to'g'ri chizig'ini qurish uning a va b parametriarini 

«1.5) ga qarang) baholash (topish) dan iborat. 
Chiziqli va chiziqsiz regressiyani qurishga doir sodda misollar ko' ramiz. 

I-misol. A I (2;25), A2 (4;lS); 1(6)=? 

Bu misolda n = 2. Chiziqli regressiya tenglamasini Yx = a+ bx 

ko'rinishda izlaymiz. Ko'rilayotgan holda chiziqli regressiy 1 to'g'ri chizig'i 



berilgan ikkita nuqtadan o'tadigan to'g'ri chiziq bilan ustma-ust tushadi. 

Sodda hisoblashlar yordamida topamiz: Y ... = 35 - 5x . Bundan [(6) = 5. 

Endi berilgan nuqtalar bO'yicha chiziqli regressiya tenglamasini 

a 
Y.Y = -+ b ko'rinishda izlaymiz. a va b parametrlar 

x 

25=~+b 15=~+b 
2 4 

sistemani qanoatlantiradi. Yechim a = 40, b = 5 va chiziqli regressiya 

40 2 
tenglamasi Y ... = -;-+ 5 va [(6) = 11)" . 

2-misol. Al(4;9), A2(9;24); [(16)=7 

Avval chiziqli regressiya tenglamasini topamiz: Y ... = a + bx. Sodda 

hisoblashlaryordamida topamiz: a = -3; b ~= 3,ya'ni Y ... = -3 + 3x. Bundan 

[(16)=45. Ravshanki, iqtisodiy ma'nosi bo'yicha y~O, ya'ni 

- 3 + 3x ~ 0 yoki x ~ 1 . Endi chiziqsiz regressiya tenglamasini Y = aJ"; + b 

ko'rinishda izlasak, a= 15, b =-21 ni topamiz. Demak, y=15J";-21. 

Bundan [(16) = 39 (1.1-, 1.2-chizmalar). 

E'tibor berib qaralsa, I-misolda talab, 2-misolda taklif funksiyalari 
qaralgan. 2-misolda chiziqli holda taklif x ~ I bo'lganda, chiziqsiz holda 

taklif x ~ 1,96 bo'lganda amalga oshiriladi. 

1.3-§. Eng kichik kvadratlar usuli (EKKU) va -chiziqli 
regressiyaning empirik tenglamasi 

Chiziqli regressiya parametrlarini baholashning turli usullari mavjud. 

Chiziq li regressiyaning Y ... = a + bx tenglamasini olaylik. Tekisliktiing birinchi 

choragida bir to'g'ri chiziqdayotmaydigan n ta A1(X1'Yl)' A2{X2'Y2)' 

l~ , An(xn,Yn), (O<Xj <~ < ... <xn) nuqta berflgan bo'lsin. Chiziqli 

regressiya Y ... = a+ bx to'g'ri chizig'idagi ordinatalarning kuzatish 
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natijalaridan (berilgan nuqtalar ordinatalaridan) farq qilishining o' lchovi 
sifatida quyidagi ifodani olish mumkin: 

n 2 

1) <t>(a,b) = I(Yj -a -bxj) - og'ishlar kvadratlari yig'indisi ; 
,~1 

n 

2) <t>(a,b) = Ily; -a -bx; I - og' ishlar modullari yig'indisi ; 
,=1 

n 

3) <t>(a,b) = IG(y, -a-bx,) , bunda G(a, b) - a va b o'zgaruv-
;=1 

chilarning musbat (yoki manfiy) qiymatlar qabul qiladigan birorfunksiyasi. 
n 

lumladan, <t>(a,b) = I(y; -a-bx;) ko'rinishda bo ' lishi mumkin. 
,~1 

Chiziqli regressiyaning a va b koeffitsiyentlarini baholash uchun kriteriy 
(belgi) sifatida og' ishlar kvadratlari yig ' indisini 01 aylik. Unda tegishli masala 
quyid agicha yoziladi: 

<t>(a,b) = f(y; - a-bx;)2 ---+min, (a, b) ER2 (1.6) 
;=1 

Ravshanki, (1.6) masala chiziqsiz dasturlashning shartsiz minimum 
masalasidan iborat. Uni yechishga kirishamiz. Avval F(a, b) funksiyaning 
statsionar nuqtalarini tapamiz. Buning uchun shu funksiyaning a va b 
ba 'yicha xususiy hosilalarini topib, nolga tenglashtiramiz: 

8<t>(a,b) n ) 
Ba =2.~(y; -a-bx; .(-1), 

O<t>(a,b) 2f(y -a-bx).(-x) 
ob ;=1' , " 

{

2. 2)Y; -a-bx)·(-I) = 0, 

2· I(y; -a-bx;)·(-x;) =0, 

yoki 

{

(I xJ a +(L x,2)b = I X,Yi , 

n· a+b·(I xi )= I y; . 

Bundan a va b larni topish qiyin emas: 
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(1.8) 

(1.9) 

(1.8) va (1.9) fonnulalar ko 'rsatadiki, F(a, b) funksiya yagona statsionar 
nuqtaga ega. Shu (ao' bo) nuqtada F(a, b) funksiya o'zining eng kichik 
qiymatiga erishadi. Buni isbotlash uchun ikkinchi tartibli hosilalarni hisoblab, 
ulardan matritsa tuzamiz: 

Endi mos kvadratik formani yozamiz (Q = Z 'AZ): 

= 2· [(Ixn·z; +2·(Ix;).ZI Z2 +n.zI2]. 

Ravshanki, Zl2 + z; -::;; 0 bo'lganda Q(O,Z2) = 2(z:X,2 }z; > 0 , 

Q(zl,0)=2n.zI
2 >0 tengsizliklar o'rinli. g:~,Z2»O, V(ZI,Z2>-::;;O teng

sizlik o'rinli ekanini isbotlaymiz. Buning uchun kvadratik forma diskrimi
nanti manfiy ekanini ko 'rsatish kifoya: 
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IffDi bunda All = - LXI, Dn = -Lx}. Bir tomondan, 0< XI < X2 < ... < XII' ikkin-
n n 

chi tomondan, An < Dn bo'Igani uchun D < 0 bo'Iadi. Shunday qiIib, 

kvadratik fonna Q(ZI' Z2) faqat musbat qiymatlar qabuI qiladi (Q (ZI> Z2) * 0). 

Demak, F(a, b) funksiya (ao' bo) nuqtada o'zining mahalliy minimumiga 
erishadi. Ammo F(a, b) funksiya qavariq funksiyadan iborat, chunki yuqorida 

topilgan A matritsa musbat aniqlangan. Shunday qilib, cl>(a, b) funksiya (aD, be:> 

nuqtada o'zining eng kichik qiymatiga erishadi. (1.6) masaIa to'liq yechiIdi. 
Chiziqli regressiyaning koeffitsiyentlari chiziqsiz dasturIash usuIi bilan 

(EKKU bilan) topilgan tenglamasi ernpirik tenglarna, unga mos to'g'ri chiziq 
empirik to 'g'ri chiziq deb ataladi. 

Endi sodda misollarni ko'ramiz: 
1-misol. A I' A~, A

J 
nuqtalar quyidagi jadval bilan berilgan: 

; I ~ I 4 I ~ 
(\.8) va (1.9) formulaIar yordamida topamiz: ao = 2, bo = t ' ya'ni chiziqli 

regressiya tenglamasi y = 2 + xl6 bo' ladi. 

2-misol. A I' A z' A J 
nuqtalar yana jadvaI bilan berilgan: 

; I ~ I 4 I ~ 
Yana usha (1.8) va (1.9) formulaIar yordamida ao = T~, ho = 159 Iar 

topiladi. ChiziqIi regressiya tenglamasi y = T~ + 159 x bo'Iadi. 

- I" - I" Endi X = - L.XI va Y = - L..YI belgilashlar kiritamiz. 
n n 

1.1 - teorema. Empirik to 'g'ri chiziq (X,y) nuqtadan 0 'tadi. 

Isbot. (1.7) sistemaning ikkinchi tenglamasini a = aD, b = bo bo'Iganda 

yozamiz: LYI = n ao +(LxJbo . Shu sonli tengIikninghar ikki tomonini n 

ga bo'Iamiz: 
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Bundan y = ao + box kelib chiqadi. Teorema isbotlandi. 

Eslatib o'tamizki, (1.8)va (1.9) kasrlamingmaxrajlari birxil vamusbat. 
Haqiqatan, 

Yana shuni aytib 0' tamizki, ao va b 0 sonlaming ishoralari mos kasrlaming 
suratlari ishoralariga bog'liq. Ammo ao va bo lar bir vaqtda manfiy bo'la 

olmaydi, aks holda y = ao + box to'g'ri chiziq IV chorakdan o'tgan bo'lar 

edi. Bu Xi> 0, i = 1,2, ... ,n ga zid. 

1.4-§. Chiziqli regressiyaning asl to'g'ri chizig'i va uni 
qurishning geometrik usuli 

Chiziqli regressiya tenglamasini chiqarishda chiziqli regressiya to'g'ri 

chizig'ining berilgan ~(Xl'Yl)' A2(X2'Y2)' ~, A,,(xn,Yn), nuqtalarga 

«yaqinligini» F(a, b) funksiyaning minimumi ( (1.6) ga qarang) ma'nosida 
tushWlilgan edi. Endi «yaqinlik» belgisi sifatida berilgan nuqtalar ordinatalari 

bilan izlanayotgan to'g'ri chiziqdagi ordinatalar (Yi) ayirmalari yig'indisi 

nolga teng bo'lgan holni ko'ramiz, ya'ni 

(I.! 0) 

bunda Y; - berilgan nuqtalar ordinatasi, Yi - izlanayotgan to'g'ri chiziqdagi 

nuqtalar ordinatasi. (1.10) belgi bo 'yicha topilgan to 'g 'ri chiziq tenglamasini 

y=a+bx (1.11) 

ko'rinishdayozamiz. Ravshanki, 'Yi =a +bxi , i == 1,2, ... ,n. (1.6) va(l.lO) 

belgilar yordamida topilgan y=ao +box va y=a +bx to'g'ri chiziqlar, 

umuman aytganda, usiMa-ust tushmaydi. (1.10) belgi bilan topilgan (l.ll) 
tenglama chiziqli regressiyaning asl Jenglamasi, unga mos to'g'ri chiziq 
esa - asl to 'g'r; chizig 'i deyiladi. 
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1.2 - teorema. Chiziq/i regressiyaning asl 10'g 'ri chizig'i (x, ji) 
nuqladan 0 'Iadi. 

Isbot. (1.11) to'g'ri chiziq uchun (1.10) sonli tenglik bajariladi, ya'ni 

LY; = LYj va Yj =a+bxj. Oxirgi tenglikning ikki tomonini i bO'yicha 

- 1,,- _ 1-" 
jamlaymiz: "y-. = na + b "x hamda n ga bo'lamiz: - ~ Y; = a + -b . ~ Xj 

~ I ~ Inn 

yoki Y = a + bx . Shuni isbot etish talab etilgan edi. 

(1.1) va (1.2) teoremalar natijaiari: ChiziqJi regressiyaning empirik va 

asl to'g'ri chiziqlari (x,y) nuqtada o'zaro kesishadi. 

Agar n = 2 bo'lsa, empirik va asl to'g'ri chiziqlar ustma-ust tushadi, 
chunki ikki nuqtadan yagona to'g'ri chiziq o'tadi. 

Agar n = 3 bo'lsa, to'g'ri chiziqlar ustma-ust tushishi ham, tushmasligi 

ham mumkin, ammo ular (x,y) nuqtadan albatta o'tadi. Bu holda chiziqli 

regressiya asl to'g'ri chizig'ini geometrik usul bilan qurish, so'ngra uning 
tenglamasini top ish mumkin. 

Tavsiya etilayotgan geometrik usulning mohiyati quyidagidan iborat. 
Tekislikning birinchi choragida bir to'g'ri chiziqda yotmaydigan 3 ta 

Al(Xl'Yl)' A2(X2'Y2)' A3(X3'Y3) ' (0 < Xl < x2 < x3), nuqta berilgan 

bo'lsin. Ravshanki, A2 nuqta AlA3 to'g'ri chiziqdan yuqorida yoki pastda 
joylashgan bo'lishi mumkin. Geometrik usulni A2 nuqtaAIA3 dan yuqorida 
joylashgan hol uchun bayon etamiz (mulohazalar A2 nuqtaA1A3 dan pastda 
joylashganda ham o'xshash) (1.3-chizma). 

y 

Y2 

Y3 

YI - - --, 
I 
I 

0 XI X2 

1.3 - chizma 

y 

X3 
x 
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1.4 - chizma 

B3(X3,Y;) 

A 3 (X3,Y3) 

x 



A l' A 2' A 3 nuqtalami tutashtirib A ~ ~ 3 uchburchakni hosil qilamiz. 
So 'ngra A2 nuqtadan abssissa 0' qiga perpendikular tushiramiz. U A ~ 3 

tomonni C(X2'Y2) nuqtada kesib o'tadi. Ale kesmani 3 ta teng bo'lakka 

bo'lamiz. A]e ni 1:2 nisbatda bo'ladigan nuqtani B2(X2'Y2) deb 

belgilaymiz. Shuninguchun CB2 = ~CA2 ' EndiBlnuqtadanA~j gaparallel 

chiziq o'tkazamiz. U x=x, vertikal chiziqni B1(X1,yl) nuqtada, X=X3 

chiziqni B3 (X3 ,3'3) nuqtada kesib o'tadi. Hosil bo'lganB)3j chiziq chiziqli 

regressiyaning asl to'g'ri chizig'i bo'ladi, shu chiziq uchun (1.10) sonli 
tenglik bajariladi. Haqiqatan, 1.4-chizmadan ko'rinadiki, 

YI-Yl=Y3-Y3=P<O, Y2-Y2=2p>O. Demak, 

(Yl - Yl)+(Y2 - yJ+(Y3 - Y3)= p-2p+ p= O. 
Agar B)33 to'g'ri chiziqniA r41 gayoki A~3 ga parallel qilib o'tkazsak, 

(1.10) bajarilmaydi. 

Endi B )33 tenglamasini topish qiyin emas. Burring uchun Yl' Y3 ni topish 

kerak. Avval C(X2' Y2) nuqtaning ordinatasini topamiz. Ravshanki, 

Keyin AJ va Aj nuqtalar ordinatalariga eB2 =t(Y2 - Y2) miqdorni 

qo'shamiz (A] nuqta A~3 dan pastda joylashgan bo'lsa, shu CB] miqdor 
ayriladi). Shunday qilib, 

_ l( _) _ 1(_) 
Yl = Yl +'3 Y2 - Y2, Y3 = Y3 +'3 Y2 - Y2 . 

Nihoyat, B
J 
vaB3 nuqtalardan o'tuvchi B J3 to'g'ri chiziq tenglamasini 

yozish mumkin. 
Misol. Ushbu A/2; 6), Ai4; 9), A3(7; 4) nuqtalar berilgan bo'lsin. 

Ular bir to 'g 'ri chiziqda yotmasligi ravshan. Shu uchta nuqta uchun chiziqli 
regressiyaning empirik va asl tenglamalarini topamiz. Empirik tenglama 
koeffitsiyentlari (1. 8) va 0.9) formulalar yordamida hisoblanadi: 
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ao = I;, bo =-t. Empirik tenglama y= 1; -tx ko'rinishga ega bo'ladi. [ 

(x,y)=(li; 1;) nuqta bu tenglamani qanoatlantiradi. 

Endi geometrik usul bilan BJB
J 
to'g'ri chiziqni quramiz va tenglamasini 

topamiz. Ravshanki,A
2 
nuqtaA

1
A

3 
dan yuqoridajoylashgan. Sodda hisoblar 

ko'rsatadiki "'-=1. y-= 26- CA =~ CB =~ y- =6+12.=-\09 
, 3 ' 3' 2 5' 2 5' I 15 15' 

- - 4 19 _ 79 Y3 - +15-15· 

Shunday qilib, B{ 2; \°
5
°) B3( 7; ~~). Shu nuqtalardan o'tadigan 

121 2 
to'g'ri chiziq tenglamasi Y=15-S x ko'rinishga ega. Bu to'g'ri chiziq 

- -) (13 19) ham (x,y = 3;3 nuqtadan o'tadi. 

1.5,..§.. Chiziqli regressiyaning empirik va asl tenglamalari 
orasidagi bog'Janish 

Avvalgi 1.4- § daempirik va asl to'g'ri chiziqlar (x,y) nuqtadan o'tishi 

haqida 1.1- va 12-teoremalar isbotlangan edi. Bu empirik va asl tenglamalar 
orasidagi biyinchi bog'lanish bo'ladi. 

Aytib o'tilganidek, chiziqli regressiyaning empirik va asl to'g'ri chiziqlari, 
umuman aytganda; ustma-usttushmaydi. Ammo ular ustma-ust tushadigan 
hol ham maviud. Bunday hol 1.3-teoremada keltirilgan. Bu esa empirik va 
as[ tenglamafar orasidagi ikkinchi bog'lar/ish bo'ladi. 

Iqtisodiyotda ko'pincha xPx2, ... ,xn (0 < XI < x 2 < ... < xn) sonlar 

arifmetik progressiya tashkil etgan hollar uchraydi. Masalan, biror mam
lakat uchun 1991, 1992, ... , 2000-yilIar uchun yalpi ichki mahsulot (YAIM) 
hajmi berilgan bo'lsa, x

l
= 1991, x

2
= 1992, ... , X9= 1999, x

1o
=2000 

bo'ladi. Bu sonlar arifmetik progressiyani tashkil etadi, unda arifmetik 
progressiya ayirmasi d = 1. 

Faraz etaylik, 0 < -Xi < x2 < ... < x" va -Xi, XI + d, -Xi + 2d, ... 

..• XI + (n -1)· d, d> o. Bu holda a o va bo larni hisoblash formulalari 
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soddalashadi. Masalan, (l.8) fonnuladagi kasr suratini M", ma-xrajini N" 
deb belgilaymiz. Sodda hisoblashlaryordamida quyidagi fonnulalami keltirib 
chiqarish mumkin: 

M d [~') n - 1 ~ ] 1 2 2 2 =n· L)l-l y ---L.,y N =-d n (n -I) 
n ;=1 1 2 1=1 I, n 12 . 

Shunday qilib, bo uchun fonnula quyidagicha yoziladi: 

12[f(i-I)Yi - n-IfYiJ 
b - 1=1 2 1=1 (1. 12) 
0- dn(n 2 -I) 

1.3 - teorema. Tekislikning birinchi choragida uchta Al (XI' YI) . 

A2(x2'Y2)' A3 (X3' Y3)' (0 < Xl < x2 < x3 ) . nuqta berilgan bo'lsin . 

Chiziqli regressiyaning empirikva asl tenglamalari ustma-ust tushishi uchun 

:x; , x 2 , X3 sonlar arifmetik progressiyani tashkil etishi yetarli. 

Isbot. Tcoremani ikki usul bilan isbotlaymiz. Ulami algebraik Ya 

geometrik usullar deb atadik. 

AIgebraik usul. x2 = Xl + d, X) = Xl + 2d, d> 0 bo'lsin. A2 nuqta 

AIA3 dan yuqoridajoylashgan holni ko'ramiz. Avvalgi 1.4 § da bayon etilgan 
georuetrik usul bilan chiziqli regressiyaning asl to'g'ri chizig'i BIB) ID quramiz 
(1.~-chizmaga qarang). Yasashga ko'ra quyidagilarga ega bo'lamiz: 

AIBI = A 3B 3 , A2B2 = 2AlBl ' 

CAz = Y2 -1(YI + Y3), C~ =1C~ =i(2Y2 - Yl - Y3) , 

~(Xl' i(5y,+2Y2-Y3»), ~(XI+2d, i(5Y3+ 2Y2-YI») ' 

Sodda hisoblashlar yordamida BIB) tenglamasini topamiz: 

Y = Y3 - Yl X +_I_(5dYI + 2dY2 - dY3 - 3X1Y3 + 3X1YI) 
2d 6d . 

B d k " dik ' b - Y3 - Y1 E . b' fi d un an 0 nna I, 0 - 2d . ndl 0 m (l.12) onnulayordami a 

hisoblaymiz (n = 3 da): 

2-NQ 101 



b _12{Y2+ 2Y3-(YI+Y2+Y3)] 
0- 3d.8 

Shunday qilib, ho = ho tenglik o'rinli. 

- ~+-X2+X:3 - YI+Y2+Y3 
Geometrik usu/ I

• Ma'lumki, x Y 
3' 3 

- 1 - 1 
Ko'rilayotgan holda x=xl+d, Y=3(YI+Y2+Y3), Y2="2(YI+Y2) 

(1.5-chizmaga qarang). Demak, B2 ning koordinatalari (x,y) bo'ladi. 

y 

__ ~ ____ ~ __________ ~ ____________ ~ __ ~ x 

o 

1.5 - chizma 

Endi quyidagi belgilashlarni kiritamiz: A)DI = m), A2B2 = "'2 = 21 , 

- 2 2 2 
AIBI = eB2 = A3B3 = t, It. = AIB) + A2B2 + A3B3 , A3D3 = m3· 

Kiritilgan belgilashlarga ko'ra, I. = AID)2 + A2B; -+ A3B; = 

= m~ + 4t 2 + m; , (1.5-chizmaga qarang). 

I Mazkur usul Mirzo Ulug'bek nomidagi O'zMU iqtisodiyot fakulteti talabas i 
A.Murtazayev tomonidan tavsiya etilgan. 
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Yuqorida BIB] bilan geometrik usul bilan qurilgan asl to'g'ri chiziq, 

Dp] bilan esa, B2 (x,)I) nuqtadan o'tadigan va eng kichik kvadratlar usuli 

bilan topilgan (topiladigan) empirik to'g'ri chiziq belgilangan. Bu holda 

<D(a,b) = I. = rn~ + 4t 2 + rn~. 

Shunga o'xshash BIB) uchun <D(a,b) = It,. = A\B,2 + A2B; + A)B;. 

1.5 chizmada AIDp~) to'rtburchak trapetsiya va eB2 esa uning o'rta 

chizig'idir. Shuning uchun eB2 = t(ml + m2 )= I. 

Endi ID. va I. larni taqqoslaymiz: 

I. -It,. = rn l
2 +4t 2 +m; -6t 2 

= 

_ 2 2 2(rnl +rn)2 (rn l -rn2 )2 >0 
-rnl +rn)-

4 2 

Ma'lumki, I. = <t:>(a,b) funksiya a = aD, b = bo bo'lganda o'zining 

eng kichik qiymatiga erishadi. Ushbu I. ~ It,. tengsizlikdan min I. = I", 
kelib chiqadi. Bundan BI nuqta DI bilan, B) nuqta esa D] bilan ustma-ust 
tushishi, ya'ni BIB) va Dp] to'g'ri chiziqlar ustma-ust tushishi ham kelib 
chiqadi. 1.3-teorema isbot etildi. 

Agar parametriar soni 2 tadan ortiq bo' lsa, Y = f(x..,~,· "~n) munosabat 

to 'plarnli regressiya deyiladi. Agar f(x" x2 , .•• ,xn ) = = alx, + Q2X2 + ... 

... + allxn + b bo'lsa, biz to'plamli chiziqli regressiyaga ega bo'lamiz. Shu 

holda parametriarni baholash ushbu 

n 2 

<D(~,~, ... ,an,b) = L(Yi -( atx..i +~X2i + ... + anXni + b)) ~min (*) 
i=\ 

masalabilan bog'langan. Bunda X,/,X 2""" Xm sonlar, 

Ai (Xli' X 2i , ... , X ni ), i = 1,2, ... ,n, nuqtalarkoordinatalari, y = a\x\ + 

+ Q2X2 + ... + allxn + b esa ( n + I ) o'lchovli Yevklid fazosida tekislik

dan iborat. 
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(*) masala chiziqsiz dasturlashning shartsiz minimum masalasidir. 

Parametrlarni topish usuli eng kichik kvadratlar usuli deb yuritiladi. Agar 

aJa,a~, .. . ,a~ va ha qiymatlar masalaningyechimibo'lsa, 

a a a ha y = Q I XI + a2x2 + ... + a"x" + 
munosabat empirik tekisl ik tenglamasini anglatadi. 

Misollar 
I-misol. Ap; 6), A:!(49), 

; I ~ 7 
4 

Empirik to'g'ri chiziq koeffitsiyentlarini (1.8) va (\.9) formulalar 

yordamida hisoblaymiz: ao = I;, bo =-t va y= I; -tx. Ravshanki, 

.x =.!l y- =.l2 ll_l.D.= 36=.!2.=y- Demak empirik to'g'ri chiziq 
3' 3' 22383' , 

( 13 19) t d 'd' 3"'T nuq a an 0 ta l. 

Endi chiziqli regressiyaning asl to' g'ri chizig' ini quramiz (1.6 chizma). 

: . . .. : •..••••••••.•• ' Az(4;9) 
, , 

B,: , , 
6. , :BJ 

A (?·6) - ' , 
4 .. ': -, ·····C(,4;Y2) ···· -AP;4) 

, , 
~r-~----__ ~~ ______ ~~X 

o 2 4 7 

1.6 - chizma 

8 

6 

: t(4;Y2) : 4 ............... .. _.,- . ... _ ..... _ .. : 
A ',(2 ;4) : : 

, 
.~r-~' ________ ~ ______ ~~x 

o 2 4 6 
1.7 - chizma 

C nuqtaA,AJ ni qanday nisbatdabo'lishini topamiz: 2;+\ 
7 

= 4, bundan 

2 - 6+1-4 26 
A = - Bundan foydalanib , Y2 ni topish mumkin: Y2 = 1 + 1. 5' 

3 3 
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C-B =~ - 19 Shu sababli, 2 9' CB2 = AIBI = A3B3 = 5· Nihoyat, B, va B3 

nuqtalarning koordinatalarini yozish mumki n: BI (2; I ~9 ), B3 (7; i~). 
Sodda hisoblashlar shuni ko'rsatadiki, asl to'g'ri chiziq tenglamasi 

121 2 -- (13 19) 
Y=is-s x ko'rinishdabo'ladi. Buto'g'ri chiziqham (X,y)= 3;3 

17 I 121 2 
nuqtadan o'tadi. Shunday qilib, empirik y= T-"2 x va asl Y=is-S-x 

to'g'ri chiziqlar topildi. Ular ustma-ust tushmaydi, ammo c;; 1:) 
nuqtadan o'tadi. 

2-misol. A
I
(2; 4), A

2
(4; 8), 

; I ~ 6 
6 

Ma'lumotlardan berilgan nuqtalar abssissalari arifmetik progressiyani 
tashkil etishi ko'rinib turibdi. Demak, 1.3 teoremaga ko'ra mos empirik va 
asl to'g'ri chiziqlarustma-usttushishi lozim. Soddahisoblashlaryordamida 

1 
empirik tenglama Y = 4+-x ko'rinishida ekanligini chiqarish mumkin. 

2 

Ravshanki, ;=4, y=6, 4+~X=4+ ~.4=6=y. 
Endi chiziqli regressiyaning asl to'g'ri chizig'ini quramiz. 1.7-chizmadan 

ko'rinadiki, A = 1, Y2 = 5, Ai: = 3, Bi: = 1. BI va B3 nuqtalarning 

koordinatalarini yozamiz: Bp; 5), B3(6; 7). BIB3 to'g'ri chiziq tenglamasi 

1 
Y = 4 +"2 x ko'rinishda bo' ladi. Ko'rinadiki, bu tenglama empirik tenglama 

bilan ustma-ust tushadi. 
I-bobga oid masala1ar 
Quyida n = 3 bo'lganda berilgan ma'lumotlar bO'yicha chiziqJi 

regressiyaning empirik va asl to'g'ri chiziqlari topilsin va ular (x,y) nuqtadan 
o'tishi tekshirilsin (javoblar berilgan): 
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xl 3 I 5 I 8 a =_12. b = 1.1 Y = _l.I+ 1.1 x o 19 o 19 19 19 
I yl 4 I 2 I 9 a=-l. -

y=-t+ X 3 b = 1 

;1 
1 

1 
3 

1 
6 ao = 6 b -1. y=6+tx 0-2 

2 8 5 ]0 a =.!2. b=2 y=_.!2.+2x 
3 5 3 5 

;1 
2 

1 
5 

1 
7 ao =8 b -_l. y=8-t x 0- 2 

3 6 8 3 a=lli 
-

y=lli_l.x b =_l. 
15 5 15 5 

;1 
3 I 6 

1 
8 a -.1 b -l. y=.1+l.x 0-2 0-2 2 2 

4 5 I 3 8 a=12.. b -.1 y=12..+l.x 
15 0-2 15 5 

;1 ~I ~I 7 a =.ll b -1. y=.ll+1.x o 12 0-4 2 4 
5 11 -

b =bo y=.ll+1.x a = ao 2 4 

;1 
3 

1 
5 

I 
8 a =!il... b =.!.Q. y=fl+lQ x o 19 o 19 19 19 

6 4 8 7 a =.fl. b =1. y=.fl.+l.x 
15 5 15 5 

;1 2 

I 
4 

I 
6 a -.11. b -l. y=.11.+l.x 0- 3 0-4 3 4 

7 4 7 5 - -
y=.11.+l.x a=ao b =bo 3 4 

;1 
1 

1 
3 

I 
5 a -ll b =_l. y=ll_l.x 0-2 o 2 2 2 

8 6 2 4 -
b =bo y= 121_tx a=ao 

I-bobga oid nazorat savollari 
1. Korrelatsion munosabat nima? 
2. Chiziqli regressiya deb nimaga ayti]adi? 
3. Regressiya egri chiziqlarining asosiy turlarini aytib bering. 
4. Qoldiqli dispersiya formulasini yozing. 
5. Juftlik regressiyaning chiziqli modeli nima? 
6. Eng kichik kvadratlar usulining mohiyatini aytib bering. 
7. ChiziqJi regressiyaning empirik va asl tenglamalari harnda ular orasidagi 

bog' lanishlar haqida bayon qiling. 
8. n = 3 bo'lganda asl to'g'ri chiziqni qurishning geometrik usuli 

nimadan iborat? 
9. Empirik va asl to'g'ri chiziqlar ustma-ust tushishining yetarIi sharti 

nimadan iborat? 
10. To'plarnli regressiya nima? 
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2-bob. CHIZIQLI REGRESSIYA TENGLAMASINI 
TANLASHNING SIFATINI BAHOLASH USULLARI 

2.1-§. Umumiy bcIgiIashIar 

Juftlik chiziqIi regressiya tengIamasini 

y=a+bx (2.1) 

ko 'rinishda yozamiz. Statistik kuzatishlar ko 'rsatadiki, kuzatishIar natijasida 
olinadigan nuqtalar soni n o'zgaruvchi x oldidagi parametrIar sonidan 7-8 
m art a ko 'p bo'lishi lozim. Juftlik chiziqIi regressiya uchun x oldida yagona b 
koeffitsiyenti bor. Shuning uchun kuzatishlar soni 7 dan kam bo 'lmasIigi kerak. 

Ko 'rilayotgan holda masala quyidagicha qo 'yiIadi «1.6) ga qarang): 

Masalaning yechimi (1.8) va (1.9) formuIalar bilan topiladi. Juftlik reg

ressiyaning chiziqli tenglamasi y x = Go + box bo'Iadi. 

Quyidagi belgiIashlami kiritamiz: 

bunda 

- 1 '" - 1 '" X=-L...X" y=-L..Y;, 
n n 

"""2 I", 2 
X =-L...x;, 

n 

-2 1 ('" )2 X =-2 L...X; , 
n 

"""2 I", 2 
Y =-L..Yi' 

n 

-2 1 ('" )2 Y =-2 L...Y; , 
n 

x - Xl , X 2 , ••. , XII' X, > 0, i = 1,2, ... n , sonlaming 0 'rta arifmetigi; 

Y - Yl ,Y 2 , ..• , Y 11' y; > 0, i = 1,2, ... n , sonlaming 0 'rta arifmetigi; 

y.X - XlYl,X 2Y2,···,XII YII sonlamingo'rtaarifmetigi; 
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X2 - Xt,X2,···,Xn sonlarningo'rtakvadratikmiqdori; 

y2 - Yt' Y2'···' Y n sonlarning o'rta kvadratik miqdori; 

Yana quyidagi belgilashlami kiritamiz: 

2 --2 -2 I" 2 I (" )2 
Cf x = X - X = - L.,Xi --2 L.,Xi 

n n 

chining dispersiyasi; 

2 2 - 2 1" 2 I (" )2 Cfy=y -y =-L.,Y, --2 L.,Yi - Y=(Yt'Y2'···'Y,,) o'zgaruv-
n n 

chining dispersiyasi; 

COV(x,y)=y.x-Y.i=-A-IxiYi-(-A-Iy,H-A-Ixi ) -xva Y o'zgaruv

chilarning kovariatsiyasi. 
Bu belgilashlar yordamida ao va bo koeffitsiyentlar uchun formulalarni 

quyidagicha yozish mumkin: . 

y·x-x·y 
bo = , GO = Y - bo . X. 

X2 _ y2 

Kiritilgan belgilashlar chiziqli regressiya tenglamasining sifatini tekshirish 
uchun olib boriladigan hisob-kitobni yengiIlashtiradi, ba'zi formulalarni 
qulayroq yozishga imkon tug' iladi. 

2.2-§. Chiziqli regressiya tenglamasini tanlashning sifatini 
babolash formulalari 

Statistik kuzatishlar natijasida olingan ma'lumotlar asosida eng kichik 

kvadratlar usuli bilan chiziqli regressiya tenglamasi y = a + bx topilgan 

deylik. Bu tenglama qanchal ik si fatl i tanlangan? - degan savol tug'iladi. Sifat 
yanada yaxshilanishi uchun kuzatishlar sonini ko'paytirish kerak, - degan 
fikrlarni muhokama qilish lozim. Qisqacha aytganda, ekonometrik analiz 
jarayoni savoIlargajavob beradi. 

Bunda muhim ko'rsatkichlardan biri chiziqli korrelatsiya koeffitsiyentidir. 
U quyidagicha hisoblanadi: 
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rry =b
o

5!.L= COV(X,y) 
cry crx·cry 

y · x -y·X 

~~. V X 2 - X2 V yL _ yL 
(2.4) 

Chiziqli korrelatsiya koeffitsiyenti r,y bog'lanish zichligi ko'rsat

kichidir. Aniqrog'i, r rniqdor berilgan nuqtalar topilgan ernpirik chiziqqa 
.ry 

qanchalik yaqin joylashganini anglatadi. rxy rniqdor uchun -I ~ 'xy ~ 1 
tengsizlik o'rinli. Shu r ning absolut qiyrnati 1 ga yaqinlashgan sari, 

.ry 

A 1,A2, ... ,An nuqtalar ernpirik chiziqqa shuncha yaqin joylashgan bo'ladi. 

Agar Irx y I = 1 bo'lsa, barcha Al ,A2' ... ,An nuqtalar ernpirik chiziqda yotadi. 

Regressiya chizig'ini tanlash sifatini baholash uchun r}y -chiziqli korre

latsiya koeffitsiyentining kvadrati hisoblanadi. Ushbu r}y rniqdor determi

natsiya koeffitsiyenti deyiladi. U regressiya yordarnida aniqlanadigan y 

o'zgaruvchi dispersiyasi ulushini tavsitlaydi. r}y.1 00% - x o'zgaruvchi 

variatsiyasi yordarnida aniqlanadigany o'zgaruvchi variatsiyasi protsentini 

aniqlaydi. 
Qurilgan rnodelning sifati approksimatsiyaning 0 'rtacha xatoligi bilan 

aniqlanadi: 

- I n 
Agar Yx = ao + box bo'lsa, A = -:LA; bo'ladi. Bunda 

n ;=1 

A;=I y;-a;;-box; 1. 100%. 

(2.5) 

Approksirnatsiyaning o'rtacha xatoligi 8% - 10% dan oshrnasligi kerak. 
Regressiya chizig'i tenglarnasi ma 'nodorligini baholash, urnurnan 

olganda, Fisherning F - belgisi yordarnida olib boriladi. Fisherning F-

belgisi rniqdori determinatsiya koeffitsiyenti r} y bilan bog'langan, u quyidagi 

formula bilan hisoblanadi: 

2 

F = rx y • (n - 2), 
falct 1 _ r2 n ~ 3. (2.6) 

xy 
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Agar a = 0,05 (besh protsentlik ma'nodorlik darajasi) va erkinlik 

darajalari k\ = I va k2 = n - 2 bo'lsa, tasodifiy miqdorlaming Fisher 

taqsimoti keltirilgan jadvallardan Fisheming F - belgisi jadval qiymatini 

topamiz. Agar ushbu Flalet > Fjadv tengsizlik 0 'rinli bo'lsa, regressiya 

tenglamasi slatislik ma 'nodor hisoblanadi. 
Juftlik chiziqli regressiya uchun regressiya koeffitsiyentlarining 

ma 'nodorligi ham baholanadi. Regressiya parametrlarining statistik ma'no
dorligi bahosini Styudentning I t beigisi yordamida ham amalga oshirish 
mumkin, unda har bir ko'rsatkich uchun ishonchlilik intervali hisoblanadi. 

Erkinlik darajasi soni n - 2 hamda a = 0,05 bo 'lganda t beigining 

jadval qiymatini Styudent taqsimotidan topiladi (Magnus Ya.R. va boshq. 
Ekonometrika. Moskva. Delo. 1998,2 va 4-jadvallarga qarang, 236-237, 
240-241-betlar). 

Tasodifiy xatolar ma' mb , mr, y quyidagi fonnulalar yordamida 

hisoblanadi ( n ~ 3): 

J2: X 2 ~ I _ 2 J2: X 2 
m -S · - -- - . . 

a - qold nux - n-22:(y yJ nux' 

a 
t =-a 

rn' a 

h 
tb =

rn' b 

rry 
t =--
'xy m 

rx y 
(2.7) 

Agar t - belgining topilgan asl qiymatlari uningjadval qiymati l jadv dan 

katta bo'lsa (ya'ni ta > t jadv , tb > l jadv , t r, .. > tjadv bo'lsa), a va b 

parametrlar slalislik ma 'nodor hisoblanadi. 
Endi a va b parametrlaming ishonchlilik intervalini topish mumkin: 
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Ya=a±l1a , rh =b±!::.h' (2.8) 

bunda A / m A -/ ·m Y -a-11 D.a = jadv· a' D.b - jadv b, amin - a, 

Ya = a + l1a , Y h. = b -l1b , y. = b + I1 b • 
max mm vrnax 

Chiziqli regressiya tenglamasi uchun olingan baholar undan bashorat 
qilishda foydalanish imkonini beradi. Agar o'zgaruvchi x ning bashorat 

qiymati xp = x·l,07 bo'lsa, o'zgaruvchi y ning bashorat qiymati yp 

bo'ladi. Bashorat xatoligi ushbu 

1 ( xp - xl 1 + - + ~,..L.. __ _ 

n I(x-xY 
fonnula yordamida hisoblanadi. 

Limit xatolik l1yp ushbu 

l1yp = tjadl . - m)'p 

formula yordamida topiladi. 
Bashoratning ishonchlilik intervali quyidagi formulalar yordamida 

hisoblanadi: 

Y)-, = Yp + 11)~ Yy- = )lp - l1y-
P"'"" P' pmin p' 

p = 1 - a = 1 - 0,05 = 0,95 . 

o x 

2.1- 4hizma 

Chiziqli regressiya tt!nglamasini tanlash sifatini to'liq ekonometrik analiz 
qilib chiqqandan so'ng bitta chiziqda berilgan (kuzatish natijalarida topilgan) 
nuqtalarni va regressiya to'g'ri chizig'ini qurish kerak (2.1- chizma). 

17 



Chiziqli regressiya tenglamasini tanlash sifatini baholash usul\arining 
qo'l1anishi "I1ova"da berilgan bo'lib, unda javobini berish lozim bo'!gan 
savollar hamda masalani yechishda hisob-kitoblarni soddalashtiradigan 
(qulaylashtiradigan) 2 jadval keltirilgan. Biror mintaqa hududi bO'yicha 
muayyan yil uchun quyidagi ma' lumotlar berilgan bo'lsin. 

I10va 
Masalani yechishni yengillashtiradigan 2 tajadval keltiramiz. 

I-jadva/ 

Mehnatga layoqatli kishilar uchun jon boshiga Bir kunlik o'rtacha 
N~ bir kunlik o'rtacha zarur xarajat, maosh, 

so'm hisobida so'm hisobida 

1 XI Yl 

2 X2 Y2 

... . . . ... . 
n Xn YIl 

• Juftlik chiziqli regressiya uchun n ~ 7 bo'ladi 

Quyidagi savollarga javob berish taJab qilinadi: 

1 . Juftlik regressiyaning chiziq I i tenglamasi tuzilsin ( Y = a + bx). 

2. Juftlik regressiyaning chiziqli korrelatsiya koeffitsiyenti rxy va 

approksimatsiyaning o'rtacha xatoligi A hisoblansin. 

3. Fisherning F - belgisi va Styudentning t - belgisi yordamida regres
siya va korrelatsiyaning statistik ma'nodorligini baholang. 

4. O'rtacha darajasiga nisbatan 107 % ni tashkil etadigan X ning jon 
boshiga zarur qiymati bashoratiga qarab, maosh y ni bashorat qiling. 

5. Bashorat xatoligini va uning ishonchlilik intervalini hisoblab chiqib, 
bashorat aniqligini baholang. 

6. Bitta chizmada berilgan ma'lumotlarni va chiziqli regressiya to'g'ri 
chizig'ini quring. 

28 



Hisoblami olib borish uchun avval2-jadvalni to'ldirish qulay bo'ladi: 
2-jadval 

yx 2 X Y X 
2 

Y Yx Y- Yx Ai' % 

I X, y, Yl'X1 
X2 

I Yl
2 ao+boXl y,-ao-boXl AI 

2 X2 Y2 Y2' X2 
X2 

2 Y; aO+boX2 Yrao-boX2 A2 

... ... .. . ... ... .. . .. . .. . 

n X,. y" Yn ' X" 
2 

Xn 
2 

y" ao+boXn Yn-aO-boXn An 

lami LXj LYj LYjXj 2 2 LA, LX, LY, - -

~~ 
g E LXi LY, LY,X, L X,l L y,l LAi 

- -t:: >, 

0 '5o n n n n n n 

a a x ay - - - - - -

0'2 0'2 2 
ay - - - - - -x 

2.3-§. Chiziqli regressiya tenglamasini tanlash sifatini baholash 
usullarini qo'lIanishga doir misollar 

I-misol. Aytib o'tildiki, juftIik chiziqli regressiya uchun kuzatishlar 
soni 7 dan kam bo'lmasligi kerak. Bu misolda hisob-kitoblami olib borish 
texnikasini namoyish etish uchun n = 3 bo'lgan holni ko'ramiz. 

Uch guruh oilalar bilan olib borilgan savol-javoblar natijasida ulaming 
daromadi va oziq-ovqatlaruchun xarajati orasidagi bog'lanish ma'lum bo'lsin, 
deylik: 

Oziq-ovqatlar uchun xarajatlar, 
0,9 1,2 1,8 

y, ming so'm. 

Oila daromadi, 
1,2 3,1 5,3 

X , ming so'm. 

Shu ma'lumotlar bO'yicha avvalgi 2.2 - § da bayon etilgan 6 ta savolga 
javob beramiz. Hisob-kitoblami osonlashtirish uchun avval 2-jadvalni 
to' ldiramiz. 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 

x Y 
2 2 Yx y- Yx Ai'% y-X x y 

I 1,2 0,9 1,08 \,44 0,81 0,88 0,02 2,2 

2 3,1 1,2 3,72 ~,61 1,44 1,28 -0,08 6,7 

3 5,3 1,8 9,54 2B,09 3,24 1,74 0,06 3,33 

Jami 9,6 3,9 14,34 39,14 5,49 3,90 0 12,23 

O'rtacha 
3,2 1,3 4,75 13,05 1,83 1,30 0 4,08 

qiymat 

0" 1,62 0,37 - - - - - -

0"2 2,81 0,14 - - - - - -

1. 2-jadvalning 2-6 ustunlarini to'ldirish qiyin emas. Endi bo va Go 

lami topamiz. 

2 -2 
X -X 

4,75-3,2·1,3 

13,05 - 3,2· 3,2 
0,59::::: 021 
281 ' , , 

ao = y-box = 1,3- 0,21· 3,2= 0,63. 
Juftlik chiziqli regressiya tenglamasini yozamiz: 

Yx =0,63+0,21·x 
Shu tenglamadan foydalanib,jadvalning 7-ustunini to'ldirish mumkin: 

0,63 + 0,21 x 1,2 = 0,63 + 0,25 = 0,88 ; 
0,63 + 0,21x 3,1 = 0,63 + 0,65 = 1,28; 
0,63 + 0,21 x 5,3 = 0,63 + 1,11 = 1,74. 

8-ustun y- Yx ayirmadan tuzilgan: 

0,98 - 0,88 = 0,02; 1,2 - 1,28 = --0,08; 1,8 - 1,74 = 0,06 . 
Endi 9-ustunni to' Idirish qoldi: 

Al =IYI- YXI 1,100%=1°,
02

1,100%= 2,2%. 
YI 0,90 ' 

Al =I h - Y,. 2 1'100%=~ -0,081.100%=6,7%; 
Y2 :1 1,2 
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Al = IY3 - YX31·1 00% = 1 0,061.100% = 3,33% . 
Y3 1,8 

Shunday qilib, A = ~(AI + A2 + A3 ) = 4,08 % . Bu miqdor 8 10 % dan 
3 

kam bo'lgani uchun qurilgan model sifati yaxshi deb baholanadi. 

Endi 0X,O;,Oy va o~ miqdorlamihisoblaymiz: 

0
2 = x 2 

- x2 = 13 05 - 3 22 = 281; 0.I = Jiil = 1,62 ; 
.T )" 

O~ = y2 _)12 = 1,83-1,69= 0,14; 0y = JO,14 = 0,37. 

Yuqoridagi hisob-kitoblar yordamida 2-jadval to'liq to'ldirildi. Endi 
juftlik chiziqli regressiya tenglamasining sifatini baholashga o'tish mum
kin. Regressiya tenglamasiga ko'ra jon boshiga minimal xarajat 1 so'mga 
ortsa, o'rtacha kundalik maosh o'rtacha 0,21 so'mga ortadi. 

2. Bog'lanish zichligini anglatuvchi korrelatsiya koeffitsiyentini 
hisoblaymiz: 

r = b . ~-° 21· 1,62 = ° 92. 
-ry 0 0 y , 0,37 ' , r}y = 0,85 . 

Bu natijadan ko'rinadiki, maosh (y) ning 85 % variatsiyasijon boshiga 
o'rtacha minimal xarajat (x) ning variatsiyasi bilan tushuntiriladi. 

Model sifati approksimatsiyaning o'rtacha xatoligi bilan aniqlanadi : 

- 1 
A = 3(AI + A2 + A3 ) = 4,08 % . 

Bu holda, )'uqorida aytib o'tilganidek, 4,08 % < 8 % tengsizlikka ko ' ra, 
model sifati yaxshi deb baholanadi. 

3. Regressiya ma'nodorligini baholashni Fisherning F belgisi 
yordamida olib boramiz. F belgining (Fl uk, ning) asl qiymatini (n = 3 
bo'lganda) hisoblaymiz: 

Flak, = r~ 2 .1= 0,85 = 5,66; F
lak, 

= 5,66. 
1- rxy 1- 0,85 
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Endi a=0,05, kl =1 ; ~=3-2=1 bo'lganda~adv=166. 

Agar FfolcJ > ~adv tengsizlik o'rinli bo'lsa, regressiya tenglamasi statistik 

ma'nodor deb qaralar edi. Ammo bu holda 5,661- 161 . Demak, regressiya 

tenglamasi Fisherning F - belgisi bo'yicha stalislik ma 'nodor emas. Bunga 
asosiy sabab n = 3 < 7 bo ' lganidadir. 

Regressiya tenglamasini tadqiqot qilishni davom ettiramiz. Regressiya 
parametrlarining statistik ma'nodorligini baholashni Styudentning t - belgisi 
yordamida olib boramiz. Erkinlik darajasi k = n - 2 = 3 - 2 = 1 va 

a = 0,05 (0,15) bo ' lganda I -statistikaningjadval qiymati 3,182 ga teng, 

ya'ni ~adv = 3,182 . 

Endi tasodifiy xatoliklarni aniqlaymiz: 

SqOld = i'2Jy-Yx)2 = 0,102 

m = 0102· .J39,i4 = 013; m = SqOld = 0,102 = 0 063 · 
a , 3.1,62 ' . b a x I, 62 ' , 

mrry = ~1- r~ = JOj5 = 0,378 

Shunday qilib, Sqold = 0,102; ma =0,13; mb = 0,063 ; m r" =0,378. 

Tasodifiy xatoliklarning topilgan qiymatlaridan foydalanib , t -belgi 
qiymatlarini topamiz: 

-~- 0,63 - 4 85 · -~- 0,21 -333 · I - - - , Ib - - -" 
a ma 0,13' mb 0,063 

t = r xy = 0,92 = 2 33 
rry m,- 0,39 ' 

-'" 

Endi n = 3, n - 2 = 1, a = 0,05 uchun ~adv = 12,706. Quyidagi 
tengsizliklar 0 'rinli: 

la = 4,85 < I jady = 12,706; tb = 3,33 < 1jady = 12,706 ; 

I, =2,33 < 1 d •. =12,706 
SJ' j a ... 

Natijalar ko 'rsatadiki, n = 3 bo'lganda ta' t b va t r parametrlar statistik 
xy 

ma 'nodor emas. 
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a va b parametrlar uchun ishonchlilik intervaIlarini hisoblaymiz. Avval 
har bir parametr uchun limit xatoliklami topamiz: 

/).a == (jad,'· ma == 12,7·0,13 = 1,65; 

/).b == (jatly • mb == 12,7 · 0, 063 = 0,80. 

Ishonchlilik intervallari : 

'Ya = a± /).0 = 0,63 ± 1,65 ; 'Yb = b ± /).b = 0,21 ± 0,80; 

'Y o· = 0,63 - 1,65 = -1,02; 'Ya = 0,63 + 1,65 = 2,28 ; 
~n mu 

'Yb. =0,21-0,80=-0,59· 'Yb =0,21+0,80==1,01. 
mm ' mu 

Xulosa. a va b parametrlar mos ravishda (-1,02; 2,28) va ( 0,59; 
1,01) intervallarda nolga teng bo'lishi mumkin. Shuning uchun ular statistik 
ma'nodor emas. 

4. Yashash uchun zarur minimal daromad va xarajatlar quyidagicha 
bashorat qilinadi: 

- oila daromadi: xp = x·l,07 = 3,2· 1,07 = 3,424 ming so' m; 

- maosh: Y p = 0,63 + 0,21· 3,42 = 1,35 ming so'm. 

5. Bashorat xatosi: 

1 (xp - x/ 
1 + - + = 0,102 . 

3 L(x-x/ 
Bashoratning limit xatoligini hisoblaymiz: 

/).Yp = (jad,'· m J'p = 12,7·0,102 = 01,3. 

Bashoratning ishonchlilik intervali: 

YYp =Yp±/).y
P 

=1,35±1,30; 

Y - = 0 05' Y - = 2 65 
Ypmin ' , Y pmax ' • 

Maoshning o'rtacha oylik miqdori bashorati y p = 1,35 ming so 'm 

(p = 1-a = 1- 0,05 = 0,95) (0,05; 2,65) intervalga tegishli va shuning 
uchun ishonchlidir. 

6. Endi berilgan (1,2; 0,9), (3,1; 1,2), (5,3; 1,8) nuqtalami vajuftlik 

regressiya to'g'ri chizig'ini, ya'ni Yx = 0,63+ 0,2lx tenglama bilan 
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tasvirlangan to'g'ri chiziqni bitta koordinata sistemasida chizamiz (2.2. 
chizma). 

y 

2 

o 

- - --- - - -- -- -- - - - - ------- --- , 
I 
I 
I 

- - - -- ----------------------r-~ 
I 

2 3 4 5 

2.2-chizma 

6 x 

2-misol. Endi I-misolga o'xshash holni n = 12 bo'lganda ko'ramiz. 

q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

x 78 82 87 79 89 106 67 88 73 87 76 115 

Y 133 148 134 154 162 195 139 158 152 162 159 173 

ladvalda q - oila guruhlari; y - bir kunlik o'rtacha maosh, x - ish 
bilan band bo'lganlaruchun bir kunlik minimum xarajat. 

Berilgan ~a'lumotlarga qarab 6 ta savolgajavob beramiz, 
1. 2-jadvalni to 'ldiramiz: 

x y yx 2 2 
y" y- y" .4;,% x Y 

I 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 78 133 10374 6084 17689 149 -16 12,0 
2 82 148 12136 6724 21904 152 -4 2,7 
3 87 134 11658 7569 17956 157 -23 17,2 
4 79 154 12166 6241 23716 ISO 4 2,6 
5 89 162 14418 7921 26244 159 3 1,9 
6 67 139 9313 4489 19321 139 0 0,0 
7 106 195 20670 11236 38025 174 21 10,8 
8 88 158 139904 7744 24964 158 0 0,0 
9 73 152 11096 5329 23104 144 8 5,3 
10 87 162 14094 7569 26244 157 5 3,1 
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1 

11 
12 

J 
o· 
0" 

0"2 

2 3 4 5 6 7 8 
76 159 12084 5776 25281 147 12 
115 173 19895 13225 29929 183 -10 

1027 1869 161808 89907 294377 1869 0 
85,6 155,8 13484 7492,3 24531 ,4 - -

12,84 16,05 - - - - -

164,94 257,76 - .- - .- -

ladvalda 1 - jami, 0' - o'rta qiymatni anglatadi. 
Endi ao va b 0 lami hisoblaymiz: 

Y'X-y'X 

2" -2 
X -X 

13484-155,8· 85,6 = 147,52 = 089 
7492,3 - 85,62 164,94 ' 

ao = y - box = 155,8 - 0,89·85,6 = 79,62. 

9 
7,5 
5.8 

68,9 
5.7 
-
-

Chiziqli regressiya tenglamasini yozamiz: Yx = 79,62+ 0,89x. 

Bundan kelib chiqadiki,jon boshiga zarur minimal xarajat I so'mga ortsa, 
o' rtacha kundalik maoshi o'rta hisobda 0,89 so'mga ortar ekan. 

2. Bog'lanish zichligini anglatuvchi korrelatsiya koeffitsiyentini 
hisoblaymiz: 

rxy=bo·~=0,89.12,84 =0,712. r2 -051 
O" y 16,05 ' xy-' . 

Bu maoshning (y) 51 % variatsiyasi jon boshiga zarur minimal xarajat 
faktori x bilan tushuntirilishini anglatadi. 

Approksimatsiyaning o'rtacha xatoligi model sifatini aniqlaydi: 

A=_l fA = 68,9% =574% 
12;=1' 12 ' 

Ushbu 5,74 % < 8 % tengsizlik o'rinli bo' Igani uchun qurilgan model 
sifati yaxshi deb baholanadi. 

3. Regressiya tenglamasining ma 'nodor/igini, kO'pincha, Fisheming 
F - belgisi yordamida baholanadi. F - belgining asl qiymati (Flak') ni 
hisoblaymiz: 
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F = r;y (12-2)= 0,51 .10=1041. 
fold 1 _ 2 1-° 5 1 ' rx ), , 

F - belgining ma'nodorlik darajasi 5 % va erkinlik darajalari kl = 1 va 

k2 = 12 - 2 = la bo'lgandagi jadval qiymati ~adv = 4,96. Shunday qilib, 

Ffak! = 10,41 >~adv= 4,96 tengsizlik bajariladi. Shuning uchun regressiya 

tenglamasi statistik ma 'nodor deb hisobga olinadi. 
Endi regressiya parametrlarining statistik ma'nodorligini Styudentning 

t - belgisi yordamida baholaymiz. 

t - belgining ma'nodorlik darajasi 5 % (a = 0,05) vaerkinlik darajasi 

n - 2 = 12 - 2 = la bo'lgandagi qiymati ~adv= 2,23 bo'ladi. 

mu' mb , m r tasodifiy xatoliklarni topamiz: xy 

m = S . W = 12 6. J89907 = 24 5· 
a qold nu '12. 12 84 " 

x 1 

mb = Sf}O/~ = 12,6.Ji2 = 0,281. 
Cl x ... /n 12 95· 12 ' 

~ r =Jl-r;y =~1-0,51 =0,219. 
xy n-2 12-2 

t - belgining qiymatlarini topamiz: 

t =...!!...-= 79,616=32' t =~= 0,89 =32 ' t = rx ), =0,712=33 
u mQ 24,6 ,'b mb 0,281 "r

xy m 0,219' 
r:TY 

Ko'rinadiki, t - belgining qiymatlari uningjadval qiymatidankatta: 

la:: 3,2 > tjOdv:: 2,23; t6:: 3,2 > tjadv:: 2,23; 

t, :: 3,3 > t)'OdV = 2,23. 
< y 

Shunday qilib, a, b va rxy parametrlar statistik ma'nodor ekan. 

Regressiyaning a va b parametrlari uchun ishonchlilik intervallarini 
topamiz. Buning uchun har bir ko 'rsatkich uchun limit xatolikni hisoblaymiz: 
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l1.a = fjad\,· ma = 2,23·24,5 = 54,64; l1.b = fjadv · mb = 2,23· 0,281 = 0,62. 

Ishonchlil ik intervallari: 

Ya =a±l1.a = 79,62±54,64; 

Ya . = 79,62 - 54,64 = 24,98 ; 
mm 

Ya = 79,62 + 54,64 = 134,26 
max 

Yb = b± l1.b = 0,89± 0,62; 

Yb . = 0,89- 0,62 = 0,27; 
mm 

Yb =0,89+0.62=1,51. 
max 

Ishonchlilik intervallarining yuqori va quyi chegaralarining analizi shunday 

xulosaga olib keladiki, a va b parametriar p = I-a = 0,95 ga teng 

ehtimollik bilan ko'rsatilgan chegaralarda nolga teng qiymatlami qabul 
qilmaydi, ya'ni statistik ma 'nodor va noldan anchagina farq qiladi. 

4. Regressiya tenglamasi uchun olingan baholar undan bashorat qilish
da foydalanish mumkinligini bildiradi. Agar zarur minimum xarajatning 
bashorat qiymati 

xp = x·1,07 = 85,6·1,07 = 91,6 ming so'm bo'lsa, 

maoshning bashorat qiymati 

Yp = 79,62+ 0,89· 91,6= 161,14 ming so'm bo'ladi. 

5. Bashorat xatoligi: 

1 (xp-xf 1+~ + (91,6-85,6f =1322 m· =SqoId · I+-+L: 2 =12,6· , 
Yp n (x-x) 12 12. 12,842 

Bashoratning limit xatoligi l1.y, = tjadv· my, = 2,23· 13,22 = 29,48. 

Bashoratning ishonchlilik intervali 

YYp =Yp ±l1.YP =161,14±29,48; 

Yy- . = 161,14-29,48= 131,66 ming so'm; 
pmm 

Yy- =161,14+29,48=190,62 mingso'm. 
pmax 
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Bashoratning limit xatoligi 95 % holatlarda 29,48 dan ortmaydi. O'rtacha 
oylik maoshning topilgan bashorati ishonchli deb hisoblanadi 

(p == 1- a == 1- 0,05 == 0,95) va 131,66 ming so'm bilan 190,62 ming so'm 

orasida bo'ladi. 
6. Masalalar yechimining nihoyasida bitta koordinata sistemasida berilgan 

12 ta nuqta va chiziqli regressiya to'g'ri chizig'ini qurish qiyin emas. 

2-bobga oid masalalar 
Faraz qilaylik, biror mintaqa hududi bO'yicha bir kunda mehnatga layoqat

li kishilar uchunjon boshiga o'rtacha zarur minimum xarajat (x so'm ) va 
kunlik o' rtacha maosh (y so'm ) ga oid bir yillik shartli ma'lumotlar berilgan 
bo'lsin. Ma'lumotlar 3-jadvalda keltirilgan. 2.2 - § da bayon etilgan 6 ta 
savolgajavob berish lozim. 

3-jadval 

I " Bitta mehnatga layoqatli kishi 
Sir kunlik o'rtacha maosh 

uchun bir kunlikjon boshiga zarur (y, so'm) 
xarajat (x. so'm 

I 2 3 4 I 2 3 4 

1 81 74 77 83 124 122 123 137 
2 77 81 85 88 131 134 152 142 
3 85 90 79 75 146 136 140 128 
4 79 79 93 89 139 125 142 140 
5 93 89 89 85 143 120 J57 133 
6 100 87 81 79 159 127 181 153 
7 72 77 79 81 135 125 133 J42 
8 90 93 97 97 152 148 163 154 
9 71 70 73 79 157 122 134 132 
10 89 93 95 90 154 158 155 150 
11 82 87 84 84 127 144 132 132 
12 III 121 l08 112 118 165 165 166 

3-jadval yordamida variantlar tuzish mumkin. Agar variant (3, 4) deb 
belgilangan bo'lsa, I bo'limdan 3-ustunni, II bo'limdan 4-ustunni olish kerak. 
Shu usul bilan 16 ta variant hosil bo'ladi. Agar variantlar sonini 
ko'paytirmoqchi bo'lsak, I va II bo'limlardagi 12 tadan satrlar borIigini 
e'tiborga olib, satrIar sonini 7, 8,9,10,11,12 kabi berish mumkin. Bunda 
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yuqoridagi (3, 4)-variant o'rniga (3, 4, 7), ... , (3, 4, 12) uchliklaryordamida 
variantlar berish mumkin. Bu holda 6 ta variant hosil bo'ladi. Har bir ( i,j ), 
j = 1,2,3,4; j = 1,2,3,4 variant o'rniga 6 ta variant, hammasi bo'lib 
96 ta variant tuzish mumkin. 

2-bobga oid nazorat savollari 

1. Ushbu X, y, y. x, x2, x2, y2, y2 belgilashlar nimani anglatadi? 

2. x va y o'zgaruvchilar dispersiyasi formulasini yozing. 
3. Ikki o'zgaruvchi kovariatsiyasi cov(x, y) uchun formulani yozing. 
4. Chiziqli regressiya koeffitsiyentIarini hisoblash formulalarini yozing. 

5. Chiziqli korrelatsiya koeffitsiyenti rx ), uchun formulani yozing. 

6. Bog' lanish zichligi va determinatsiya koeffitsiyenti nima? 
7. Approksimatsiyaning o'rtacha xatoligi qanday hisoblanadi? 
8. FisherningF - belgisi qiymati qanday hisoblanadi? 
9. Qachon regressiya tenglamasi statistik ma'nodor deyiladi? 
10. Juftlik c~iziqli regressiya ma'nodorligi qaysi hollarda Styudentning 

t - belgisi yordamida baholanadi? 

11. Tasodifiy xatoliklar mu' mb , mrr y ni hisoblash formulalarini keltiring. 

12. Qachon a, b va rxy parametrlar statistik ma'nodor hisoblanadi? 

13. a va b parametrlarning ishonchlilik intervallari qanday topiladi? 
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3-bob. IQTISODIYOTDA JAMLAMA, O'RTA VA MARJINAL 
MIQDORLAR 

3.1-§. Iqtisodiyotda jamlama, o'rta va marjinal 
miqdorlar ta'rifi 

Jamlama miqdorlar deyilganda erkli 0' zgaruvchi x ning ixtiyoriy F (x) 

funksiyasi tushuniladi. Iqtisodiyotda turli jamlama miqdorlar uchraydi. Daro
mad R va xarajat C ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi Q ning funlcsiyasi 

(R(Q), C(Q) ), ish/ab chiqarilgan mahsulot hajmi Q o'zgaruvchi resurs, 

masalan, L ning funksiyasi Q(L) , foydalilik iste'mol qilinadigan mahsulot haj

mi x ning funksiyasi U (x) va boshqalar shular jumlasidandir (3 .1-chizma). 

y y 

~ b<1 

x 0 x o x x 
3.1-chizma 3.2-chizma 3.3-chizma 

O'rtamiqdorjamlamamiqdor F(x) ningerklio'zgaruvchi xga nisbati 

bilan aniqlanadi va AF(x) deb belgilanadi: AF(x) = F(x) . Bunda A 
x 

harfi Average (o'rtacha) so'zining bosh harfidan iborat. Ba'zida o'rta miqdor 

F = F (x) kabi belgiJanadi. Iqtisodiyotda quyidagi;ar o'rta miqdorlarga fuisol 
x 

bo'la oladi: jon boshiga iste'molning o'rtacha hajmi (jon boshiga iste'mol) 

C 
L (C - iste'mol hajmi, L - mehnat resurslari hajmi), qurollanganlik 
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K R(Q) 
L (K - asosiy fondlar hajmi), o'rtacha daromad AR=Q' o'rtacha 

. _ C(Q) . Q(L) 
xaraJat AC - Q ' o'rtacha mehnat mahsuh AQL = -L- va boshqalar. 

Bundan tashqari, o'rtacha mehnat unumdorligi F(i K) (F (L. K) - ishlab 

chiqarilgan mahsulot miqdori yoki milliy daromad), fondlar bO'yicha o'rtacha 

unumdorlik F(i
K

) kabi o'rta miqdorlar ham mavjud. 

Limit (marjinal) miqdor MF(x) jamlama miqdor F(x) dan erkli 

o'zgaruvchi x bo'yicha olingan hosila kabi aniqlanadi, ya'ni 

MF(x) = F'(x)= lim AF(x) 
..u->O tu 

bu erkli o'zgaruvchi x uzluksiz o'zgarganda. Agar jamlama miqdor diskret 
o'zgarsa, unda MF(x) miqdor quyidagicha aniqlanadi: 

fiF 
MF(x)= tu . 

Masalan, quyidagi formulaga egamiz: 

MR(Q)=R'(Q) (MR(Q)= fiR) MC(Q)=C'(Q) (MC(Q) = fiC) 
fiQ ' fiQ . 

Iqtisodiyotda jamlama, o'rta va limit (marjinal) miqdorlar orasi
dagi bog'lanishdan foydalanishga to'g'ri keladi, ulardan biri bo'yicha qol
gan ikkitasini top ish masalasini yechish kerak bo'ladi (masalan, jamla
ma daromad bo'yicha o'rta va limit daromadni top ish masalasi). Rav-

shanki, agarjamlamamiqdor F(x) berilgan bo'lsa, o'rtamiqdor F(x) ga, Ii-
x 

mitmiqdoresa F'(x) gateng.Faraz qilaylik, F(x) = aoxa, ao >0, 0<0. < I 

bo'lsin. Unda 
u 

AF() aox a-I 
X =--=aox , 

x 
MF(x) = F(x)= aoa. xu

-
I

. 
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Ravshanki, F"(x)==aoa. (a.-l)xll
-

2 <O. Shusababli, F(x) funksiyagra

figi koordinata boshidan chiqadi va botiqdir(3.1-chizma). 3.1 chizmadan 

ko'rinadiki, AF(x) == F(x) == /g ~. 
x 

Bu miqdor P o'sishi bilan kamayadi (3.2-chizma). O'rta miqdorta'rifiga 

ko'ra jamlama funksiya F(x) quyidagi formula bO'yicha topiladi: 

F(x) == X· AF(x). Shu funksiya o'zgarishi xarakterini o'rganish uchun 

tomonlari x va AF(x) bo'lgan to'g'ri to'rtburchakni ko'rib chiqamiz. 

Uning yuzini S (x) deb belgilaylik (3.3-chizma). Shu yuzning o'zgarishiga 
qarab jamlama miqdoming grafigini chizish mumkin. Yuqorida ko'rilgan 

misol uchun F'(x)== X· AF(x)== X· aoxll
-

1 == aoxll (3.4,3.5- chizmalar). 

Marjinal miqdor F'(x) == MF(x) bo'yicha jamlama miqdor F(x) 

topilishi mumkin: 

F'(x) 

o x o x 

3.4-chizma 3.S-chizma 

F(x) == fMF(x) dx . 

Masalan, agar MF(x)==aoa. X
Il

-
1 bo'lsa, 

F(x) == Saoa. xll-1dx == aoxll + cons/ . Iqtisodiy masala shartlaridan 

foydalanib, o'zgarmasni (cons/ ni) topish imkoni bo'ladi. 
Endi limit, o'rta va jamlama miqdorlar orasidagi munosabatlardan 

foydalanishga oid misol ko'ramiz. 
Har bir firma quyidagi iqtisodiy kO'rsatkichlar bilan tavsiflanadi: 

Q - ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi, p - narh, R = p(Q) Q -
daromad, C - xarajat, P == R - C - sof foyda. 
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Ma'lumki, bozorda raqobatlar4 turli bo'ladi.Avval mukammal raqobatni 
ko'raylik. Bunda finna mahsuloti narhi shu firma ish lab chiqargan mahsulot 
hajmiga bog'liq bo'lmaydi. Narx bozorda aniqlanadi va o'zgannas bo'ladi, 

ya' ni p(Q) = p = cons!. Shuning uchun R = p(9) Q = p. Q, ya'ni R = P Q, 

R ' pQ 
p>O(tgp= Q: ;3.6-chizma).Endi MR=(pQ) =P=Q=AR ekanini 

ko'rsatish qiyin emas. 

Agar monopolistik raqobat ko'rilsa, ravshanki, P =f. cons! . Bu holda 

firma o'z mahsulotiga o'zi narh qo'yadi. Mahsulot qancha ko'p ishlab 
chiqarilsa, uning narhi shuncha kamayadi, ya'ni p(Q) funksiya 

kamayuvchidir. Demak, p' (Q) < O. Ammo Q = Q I bo'lganda narh p = PI 

dan kamaya olmaydi, chunki bu holda mahsulotni sotishning ma'nosi yo'q. 
Ishlab chiqarilgan mahsulotning minimal hajmi Qo uchun narh Po dan ortib 
keta olmaydi, chunki bu holda mahsulot sotilmay qoladi (3.7-chizma). 

R p(Q) 

Ro 
Po L PI I I 

Qo 
Q 

0 Qo QI 
Q 

3.6-chizma 3.7-chizma 

3.2-§. Statistik o'rta miqdorlar va iqtisodiy masalalarni 
yechishning tengsizliklar usuIi 

Ko'plab iqtisodiy masalalar bir yoki ko'p argumentli funksiyalarning 
ekstremal qiymatlarini topishga keltiriladi. Albatta, bunday masalalarni 
yechi.shning klassik usullari mavjud. Ularda differensial hisobdan foydalaniladi. 
Bu holat ko'plab noqulayliklarga ega. XX asrning 60-yillarida ekstremal 
masalalarni yechishda qulaylik tug'diradigan "geometrik dasturlash" nomli 
yo'nalish yaratildi. Geometrik dasturlash usullari differensial hisobdan 
foydalanmasdan, matematikada keng qo'Ilanitadigan ayrim tengsizliklar 
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yordamida ekstremal masalalarni yechishga asoslangan. Quyida biz 
tengsizliklar hamda pozinomlar usulini bayon etamiz va iqtisodiyotga oid 
masalalarni yechib ko'rsatamiz. Avval tengsizliklar usuliga to'xtalamiz. 
Quyida ba'zi statistik o'rta miqdorlar ta'rifini keltiramiz. 

Faraz qilaylik, XI' x2 , •.• , X" - musbat sonlar yoki biror sohada 

aniqlangan va musbat qiymatlar qabul qiladigan funksiyalar bo'lsin. Quyida 
4 ta o'rta miqdomi yozamiz: 

n 
H n = I I 1 - o'rta gannonik miqdor; 

-+-+ ... +-
XI xJ x" 

r" = ~XI . x2 ' .... X" - 0' rta geometrik miqdor; 

A XI +X2 + ... +x" , 'fi 'k' d 
n = - 0 rta an metl mlq or; 

n 

DIl = l(X12 + xi + .. . + x~)- o'rta kvadratik miqdor. 
n 

Shu o'rta miqdorlar orasida ushbu 

H"srnsAnsD II (3.1) 

tengsizliklar o'rinli, unda tenglik ishorasi faqatx , = x
2 

= . .. = XII bo'lgandagina 

o'rinli . Biz r" sAil' ya'ni 

~XI 'X2'''' ' XII sl(XI +X2 + ... +xn ) (3 .2) 
n 

tengsizlikni ko'ramiz. Ba'zi hollarda bu tengsizlikdan matematik 
dasturlashning anchagina murakkab masalasini yechishda foydalanish 
mumkin. Shu (3.2) tengsizlik yordamida ekstremal masalalami yechish usuli 
tengsizliklar usuli deb ataladi. 

Ikki holni alohida-alohida ko'ramiz. 

1°-hoI.Farazqilaylik, XI =XI(/»O, x2 =X2(1»O""xn ::;:xn(t»O, 

VIE (a,b) va XI + X 2 + ... + X" = a, a = const> ° bo'lsin. Bu holda (3.2) 

tengsizlik ~ XI . x2 ' ... . XII s!!. ko'rinishni oladi. Quyidagi masalani ko'raylik: . 
n 
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X I +X2 + ", + X n = a, a :::; cons! , } (3.3) 

Bu (3.3) masala chiziqsiz dastudashning shartlari tengliklar bilan berilgan 
shartli maksimum masalasidir. Uni sodda hollarda chiqarish usuli bilan, 
umumiy holda esa, Lagranj ko 'paytuvchilari usuli bilan yechiladi. Bu usullar 
differensial hisobdan foydalanadi va ko 'plab hisob-kitoblami talab etadi. 
Ko'rilayotgan holda, agar masala (3.3) ko 'rinishga keltirilgan bo'lsa, uning 
yechimini darhol yozish mumkin: 

max{xl ,x2 . .... xJ =( : J , 

a 
XI =x2 =", =xn =- . 

n 
Masalalar ko'ramiz. 

} (3.4) 

I-masala. To'g'ri to'rtburchakning yarim perimetri berilgan: 

XI +X2 = p. To'g'ri to'rtburchakning tomonlarixl va x2 qanday bo 'lganda 

uning yuzi eng katta bo'ladi? 
Yechish. Masala quyidagi 

{ 

Xl'X2 ~max, 

XI +X2 =P, P>O, 

ko 'rinishda yoziladi. Unda n '= 2, a '= p. Masalaning yechimi (3.4) bo 'yicha 

yoziladi: max(xl ,X2)=( ~ J ' Xl = x2 = ~ . 
2-masala. Ushbu f(x)=ax(b-x)~max, 0 < X < b. a> 0, masala 

yechilsin. 
Yechish. Quyidagi almashtirishlami bajaramiz: Xl = X, x

2 
'= b - x. Unda 

XI + x 2 =b = cons!. Yanaxl '=x1 tenglamani X ganisbatanyechamiz:x=b-

b 
X , X=-. 

2 (
b) ab2 Demak mar f(x) = f - =-. 

, O<x<h 2 4 
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3-masala. Tomoni p bo'lgan kvadrat shaklida buyum berilgan. Shu 
buyumdan shunday usti ochiq to'rtburchakli parallelepiped yasash kerakki, 
uning hajrni eng katta bo' lsin. 

Yechish. Kvadratning burchaklaridan tomoni x ga teng bo'lgan 
(ravshanki, 0 < x < p/2) kvadratchalar kesib olamiz va yon tomonidagi 
shtrixlangan qismini yuqoriga ko'tararniz. Natijada parallelepiped hosil bo'ladi 

(3.8-a, b chizmalar). Uning hajmi Vex) = x· (p - 2X)2 . 

x x 

x x 
f-----.:,"F'-----,I B 1 

I , , , 
h: , 

I , 

x x A :::~~~~t:~::_:. B 
r 0 

x x 
3.8a-chizma 3.8b-chizma 3.9-chizma 

Biz ushbu Vex) = x· (p - 2X)2 ~ max, 0 < x < p/2 masalaga keldik. 

Uni yechish uchun (3.3) kO'rinishga keltirish kerak. Vex) funksiyani 
quyidagicha yozamiz: 

1 
V(x)= X· (p- 2x)(p- 2x)=-4x· (p- 2x)(p-2x) 

4 

Endi XI = 4x, x 2 = X3 = P - 2x desak, XI + x 2 + X3 = 2p bo'ladi. 

Unda n = 3 va 4x = p - 2x dan x= p/6 kelib chiqadi. Shunday qilib, 

masalaning yechimini yozish murnkin: 

max V(x} = v(p)= 8
p

3 

o<x<E. 6 27 
2 

2-hol. Faraz etaylik, 

xn=xn(t»o, VtE(a,b) va X1 +X2 + ... +xn =b, b=consl>O 

bo'lsin. Bunda (3.2) tengsizlik ifb ::;.l(XI +x2 +···+xn ) ko'rinishga 
n 
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keladi. Shuning uchun min (x. +~ + ... +xn)=n4b bo'ladi, yana 

XI = X 2 = ... = Xn bo'lganda Xi =~, ; = 1,2, .. , n ga egamiz. 

Endi quyidagi masalani ko'raylik; 

b = const , } (3 .5) 

Xl > 0, x 2 > 0, ... , Xn > ° . 
Ravshanki, (3.5) masala ham chiziqsiz dasturlashning shartlari tengliklar 

bilan berilgan shartli minimum masalasidir. Ma'lumki, bunday masalani 
yechish turli qiyinchiliklar bilan bog'liq. Ammo ko'rilayotgan hold a (3.5) 
masalaning yechimini osonlik bilan yozamiz: 

min (XI ·x2 •.••• xn)=n.'ib, 

XI =x2 = ... =xn =~. } (3.6) 

4-masaJa. Yuzasi S bo'lgan to'g'ri to'rtburchak berilgan. Uning 
tomonlari qanday bo 'lganda perimetri eng kichik bo'ladi? 

Yechish. Masala quyidagicha yoziladi: 

Xl ·X2 =s . } 
Masala (3.5) ko 'rinishda bo 'lgani uchun yechimni darhol yozish mumkin: 

min (~+ x2 ) = 2JS, .ll = x2 = .JS. 
5-masala. (Eng yaxshi konserva idishi haqidagi masala). Hajmi V 

bo'lgan silindr shaklidagi konserva idishi berilgan. Silindr asosining radiusi 
r va balandligi h qanday bo ' lganda uning narxi eng arzon bo ' ladi? 

Yechish. Silindr hajmi V = 1t. r2 h formula bilan hisoblanadi. Agar silindr

ning to 'liq sirti eng kam bo 'lsa, uni yasash uchun ketadigan material ham eng 
kam bo 'Iadi va eng arzon bo'ladi. Shu sababli masala quyidagicha qo 'yiladi: 

Masalaning qo 'yilishini soddalashtirish mumkin. Aniqrog'i, h = ~ 
1t·r 

m S ga qo 'ysak, masala ushbu 
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S(r)= 27t· r2 + 2V ~ min, 0< r<+oo 
r 

v V 
ko'rinishga keladi. Endi S(r) ni S(r) = 27t· r2 +-+- ko'rinishda yozamiz. 

r r 

V 
Ushbu Xl = 27t· r2 , X 2 = X3 = - belgilashlar kiritamiz. Unda 

r 

2 V V 2 
Xl· X2 • X3 = 21t· r -. - = 21t· V bo'ladi. So'ngra 

r r 

tenglamani yechamiz: ro = Vv /27t . Nihoyat, oxirgi masalaning yechimini 

yozamiz: 

V 
Ravshanki, ho = --2 = 2 '0 . 

7tr 
Xulosa. Berilgan V hajmli konserva idishi eng arzon bo'lishi uchun 

uning o'q kesimi kvadrat bo'lishi kerak, ya'ni ho = 2 ro' '0 = V ~ . 

3.3-§. Iqtisodiy masalalarni yechishning pozinomlar usuli 

Pozinomlar maxsus xossalarga ega bo'lgan funksiyalaming muayyan 
sinfidan iborat. 

3.1-ta'rif. Ushbu 

f(x)=cxU
, c>O, (lE R, x>O (3.7) 

ko'rinishdagi har bir funksiya bir o'zgaruvchili bir hadli pozinom deyiladi. 
Ixtiyoriy musbat haqiqiy son s bunga misol bo' la oladi, chunki s = s x;O ; 

iqtisodiyotda uchraydigan Kobb-Duglasning ishlab chiqarish funksiyasi uchun 

o'rtacha mehnat unumdorligi f(k)= aoku bir o'zgaruvchili bir hadli 

pozinomdir. Unda ao> 0, 0 < (l < I, k> 0 - qurollanganlik (3.1 Oa, 3.1 Ob, 

3. I Oc-chizmalar). 
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y= f(k) y 

y = c>O 
Cl >1 c 

o k o x o x 

3.10a .. drizma 3.10b .. chizma 3.10c-chizma 

3.2 - la'rif. Ushbu 

!(X)=CIXa1 +C2X
a2 + ... +cnxa

", Ci >0, (li eR, i=l,n, x>O (3.8) 

ko 'rinishdagi har bir junksiya bir 0 'zgaruvchili n hadli pozinom deyiladi. 

Masalan, 1 + xsinll + xcosP - uch hadli, ox + ~, a> 0, b > 0 - ikki 
x 

hadli, n (n-l) x+.!.+_l_+ ... +_l __ (n + 1) hadli bir o'zgaruvchili 
2 x x2 x" 

pozinomlar. 
Pozinomlaming ba'zi muhim xossalarini keltiramiz: 
1°. Chekli sondagi ixtiyoriy pozinomlaryig 'indisi yana pozinom bo'ladi. 
2°. Chekli sondagi ixtiyoriy pozinomlar ko'paytmasi yana pozinom 

bo'ladi. 
3°. Ixtiyoriy hadli pozinomning bir hadli pozinomga nisbati yana pozinom 

bo'ladi. 
Nalijalar. 
1. Ixtiyoriy pozinomning kvadrati va ixtiyoriy natural darajasi yana 

pozinom bo'ladi. 
2. Ixtiyoriy pozinomning musbat haqiqiy songa ko 'paytmasi (bo'linmasi) 

yanapozinom bo'ladi. 
3.3-ta'rif. Agar (3.8) pozinom uchun ushbu 

Cj(lj +C2(l2 + ... +cn(ln = 0 (3.9) 

sonli tenglik 0 'rinli bo 'lsa, (3 .8) regular pozinom deyiladi. 

Regular pozinomlar iqtisodiy masalalami yechishda muhim ahamiyatga 
ega. Regular pozinomlarga misollar keltiramiz: 
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1 ,- 1 
lex)=c, c=const>O ; I(x)=x+-; lex)=vx+-

2 
; 

x x 

2 2 n (n+ 1) I 1 1 
I(x) = x + x-sin p + X-cos p; lex)= 2 x+-+-7 +"'+-" . 

X x- X 

3.1-teorema. Agar (3.8) pozinom regular ho '/sa, unda shu pozinom 
o 'zining eng kichik qiymaliga X = I bo '/ganda erishadi, ya 'ni 

111=/(1)= Cl +c2 + ... +c" , 

bunda 11 I belgi pozinomlaming eng kichik qiymatini anglatadi. 

Masalan, Il(x+~ )=2, Il( fx+ L )=%, ll(x+x-sin2p +x-co;p )=3, 

(
n (n+l) 1- _I _1 )_ n (n+l) 

11 x+ + 2 + ... + - +n 
2 x x x" 2 . 

3.1-teoremaga ko'ra regular pozinomning eng kichik qiymatini topish 
uchun uning qiymatini x = 1 bo'lganda hisoblash kerak. Bundan x = 1 
nuqta regular pozinom uchun statsionar nuqta ekani keIib chiqadi, ya'ni 

f' (1) = 0 tenglik bajariladi. Agar qo'yilgan masalani hosila usuli bilan 

yechmoqchi bo'lsak, statsionar nuqtalarni topish uchun ushbu: 

ul-1 url u,,-' - 0 a,c,x +a2c2x + ... +u"c"x -
yoki, baribir: 

al a2 Un - 0 a,c,x +a2c2x + ... +anc"x -

tenglamani yechishga to'g'ri keladi. Ammo bu tenglamani yechish 

n (n+ 1) 1 
katta qiyinchiliklar bilan bog'langan. Masalan, I(x)= 2 x+~+ 

1 1 
+ -2 + ... + -11 pozinom regular va 

x x 
siyaning hosilasini topamiz: 

I'(x) = n (n+ I) 
2 

n (n+l) 
111=/(1)= +n. Shu funk-

2 

2 n-I n ------xn x,,+,· 
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n(n+l) _1 __ ~ _ _ n-l __ n_=O 
Endi f'(x) = 0 tenglama 2 X2 X3 ... xn xn+1 

ko'rinishda bo'lib, u (n + 1 ) - darajali algebraik tenglamadan iborat. Uni 
yechish mushkul ish. Ammo x = 1 qiymat shu tenglamani qanoatlantiradi. 
Haqiqatan ham, 

n(n+l) 1_2_ ... _(n_l)_n=n(n+l) n(n+l) 0 
2 2 2 . 

Agar (3.8) pozinom noregular bo'lsa, ya'ni (3.9) sonli tenglik baja
rilmasa, unda ba'zi hollarda (3.8) pozinom o'zgaruvchini almashtirish 
yordamida yangi o'zgaruvchi bo'yicha regular pozinomga keltirilishi 
mumkin. 

3.2-teorema. Agar (3 .8) pozinom no regular bo'lib, a i va a j 

i =1= j, sonlarning kamida billa juftligi uchun a i . a j < 0 tengsizlik 0 'rinli 

bo'lsa, unda x = xoY almashlirish yordamida (3 .8) pozinom yangi y 

o 'zgaruvchiga nisbatan regular pozinomga keltirilishi mumkin, bunda Xo 
ushbu 

a)c)xl1l +a2c2x 112 + ... +ancnxa.. =0 (3 .10) 

tenglamaning musbat yechimi. 
Isbot. Soddalik uchun teoremani n = 2 bo'lganda isbotlaymiz. (3.8) 

pozinom n=2 da f(x)=c)x I11 +C
2
XIX2

, c)a1 +c2a 2 =1=0 ko'rinishga ega 

bo'ladi. (3.10) tenglama esa a)c)xl1l +a
2
c

2
x 112 =0 ko'rinishda yoziladi. 

Uning yechimi 

(3 .11 ) 

Endi x = xoY almashtirish bajaramiz: 

f(x) = f(xoY) = j.(y) = C)X~I yIX1 + C2X~2 yl12 = 
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=x;' {clya\ +( _ C~~I }ya2] . 

Hosil bo' Igan ifoda y ga nisbatan regular pozinom, haqiqatan, avvalo 

clal 
-~ > 0, chunki a l ·a 2 <0 , qolaversa, 

2 

cIa] +(-cla l /a2).a2 =clal -clal =0 . 

Teorema isbot bo'ldi. 

3.1-teoremaning natijasi. Ilf= f(xo), Ilf. = f.(1) = f(xo) · 

Misollar ko'ramiz. 

I-misol. f(x)=ax+E...~ min. 
x 

Yechish . Ravshanki, a· 1 + b . (-1) = a - b . Agar a - b = 0 bo'lsa, 

f( x) regular bo'ladi va Il f = 2a . Agar a - b i= 0 bo ' lsa, a l = 1, 

a 2 = -1 va a]· a 2 = -1 < 0 bo'lgani uchun pozinomni regular ko'ri

nishgakeltirish mumkin. Xo ni top ish uchun tegishli tenglamani yozamiz: 

1 b 
a).x+b .(-I)--=O yoki a·x--=O 

x x 

Bu tenglamaning musbat yechimi Xo =~b/a . Ushbu x=~b/a.y 
almashtirish bajaramiz. 

/'(y) =a. ~y+ ~ =.Jab -Y + .Jab ==.Jab . (y+~) . V-;;· b/a- y y y 

Oxirgi funksiya regular pozinomdir. Shuning uchun Il f. = f. (1) = 

== 2 -.Jab . Ikkinchi tomondan, 

Ilf=f(xo)=a- la + ~=2.M Vb ..;b/a -

2-misol. f(x) = x 2 + 2x+ N +~ ~ min, N>O. 
x 2X2 
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Yechish. Ravshanki, 1· 2+ 2·1 + N· (-1)'.!..+ N. (-2)· ~= O. 
x 2 x 

Ko'rinadiki, berilgan pozinom N= 2 bo'lganda regular va fl f = 6 

bo'ladi. Endi N * 2 bo'lsin. Unda Xo ni topish uchun tegishli tenglamani 
yozamiz: 

2 ) N ) 
1· 2·x +2·1·x+N· (-1)·-+-·(-2)·-= 0 

x 2 x 2 

Bu tenglamani (X+1){2.X-; )=0 ko'rinishda yozish mumkin. 

Uning musbat yechimi xo=VN/2 bo'ladi. Endi x=xoy almashtirish 

bajaramiz: 

J(NTN)2 2 3 'rN)2 I ,/N 1 f(x)=f(xo'Y)=V~T)'y +V4N,y+2'V~T)' y +VT'7' 
Hosil bo' Jgan pozinomning regularligini tekshirish qiyin emas. Demak, 

Endi pozinomlar bilan bog'langan iqtisodiy masalalami ko'ramiz. 

I-misoI. X· Y = S , x + y ~ min , x> 0, y> 0 (shu bobning 3.2-§ ga 

qarang). 

x S 
Yechish. y = S ' f(x) = x + ~ . Bu pozinom S = 1 bo'lganda regu-

lar va min f(x) = f(l) = 2. Agar S * 1 bo')sa, Xo = JS va x=..[S· y 

almashtirish f.(y)=.JS.(y+Ijy) ga olib keladi. Shu sababli 

flf=f(JS)=f.(l)=2.JS . 
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2-misoI. S(r)=21t.r2+2·V/r~min, r>O. (3 .2-§ ga qarang). 

Yechish. Agar V = 21t bo'lsa, S(r) regular bo'ladi va 

J.l.S=S(1)=61t. Agar V:fo21t bo'lsa, S(r) noregular va 0. 1 =2, 

0. 2 = -1, va 0. 1 ' 0. 2 = -2 < 0 . Demak, pozinomni regular ko'rinishga 

keltirishmumkin. r = ro . y daro ni 41t. r2 _ 2· V = 0 tenglamadan topamiz: 
r 

ro = Vv /21t . Endi r = roy almashtirish bajarsak, ushbu 

regular pozinomga kelamiz. Uning regularligi 

~.h1t V 2 . 2+V161tV2 
• (-I) = 2· V21tV2 - 2· V21tV 2 = 0 

sonli tenglikdan kelib chiqadi. Shunday qilib, 

J.I. S=S(ro)=S.(l)=3·V21tV2
, ro =V V/21t 

Biz yuqorida bir o'zgaruvchili pozinomlarga to'xtaldik. 
3.4 - ta'rif. Ushbu 

!(x,y)=cx<1 y '\ c>O, aE R, (3E R, x>O, y>O 

ko'rinishdagi funksiya bir hadli ikki o'zgaruvchili pozinom deyiladi. 

Masalan, 2xy2, x-1y, XCI /-<1 lar ikki o'zgaruvchili pozinomdir. 

Iqtisodiyotda muhim ahamiyatga ega bo'ladigan Kobb-Duglas ishlab chiqarish 

funksiyasi F(L,K)=aorL1-<1,ao>0, O<a<l,K>O,L>O, ko'rinishda 

yoziladi, unda K - asosiy fondlar hajmini, L - mehnat resurslari hajmini, 
F(L, K) esa ishlab chiqarilgan mahsulot miqdorini anglatadi. Shu F(L, K) 
bir hadli ikki L va K o'zgaruvchili pozinomdir. 

3.5 - ta'rif. Ushbu 

c> 0, a i E R, Xi > 0, i = 1, ... n 

ko'rinishdagi funksiya bir hadli n o'zgaruvchili pozinom deyiladi 

S4 



3-bobga oid masalalar 
I. Quyidagi ekstremal masalalar tengsizliklar usuli bilan yechilsin 

(n= 1,2, ... ): 

A. 

B. 

1 3 4 
1. f(x)='3x (4-nx)~max, O<x<-

n 

2. f(x) = n· x· .In-x2 ~ max , O<x<J;;. 

3. f(x)=x·Vn-x ~max, 0< x< n· 

4. f(x) = x 2 
• (n - x 3

) ~ max, O<x<Vn · 

5. f(x)=x 3 
• .Jn-x3 ~max, O<x<Vn· 

6. f(x)= x · (n-Vx)~max, 0< x< n 3
• 

f() x 3n . x>O 1. x =-+--2 ~mm, 
n 2·x 

2. f(x)=nx2+_3_~min, x>O 
n· x 

3. f(x)=n·x+ ~~min, x>O 

4 f(x)=n . .j;+ !r~min, x>O 
. n·~x 

5. f(x) = Vx +~~ min, x> O. 
x 

f(x)=n·Vx+ ~r~min, x>O 
6. n.~x . 

11. Quyidagi pozinomlar regularlikka tekshirilsin va minimal qiymati 
topilsin (n = 1,2, . . . ): 

b 
1. f(x)=ax+-, a>O, b>O 

x 
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2. f(x) = x + X-cos2~ + x Sin2 t\ . 

? 3 
3. f(x)=2x-+-. 

n·x 

4. f(x)=Vx+!!.. 
x 

2 n n 
5. f(x)=x +2x+-+--2 . 

x 2·x 

2 
2 n n 

6. f(x)=x +x+-+-2 • 
x x 

Ill. Muntazam uchburchak shaklidagi materiallardan maksimal hajmli 
usti ochiq uchburchakli prizma shaklidagi idish yasalsin. 

3-bobga oid nazorat savoIlari 
1. Iqtisodiyotdajamlama, o'rta va limit miqdorlar ta'rifini keltiring. 
2. Jamlama, o'rta va limit miqdorlarorasidagi bog'lanishni gapirib bering. 
3. Statik o'rta miqdorlar ta'rifini keltiring. 
4. Statik o'rta miqdorlar orasida qanday bog'lan:sh bor? 
5. O'rta arifmetik va o'rta geometrik miqdorJar orasidagi bog'lanishdan 

qanday masalalarni yechishda foydalanish mumkin. 
6. Pozinom ta'rifini keltiring. 
7. Bir va n hadli bir o'zgaruvchili pozinom ta'rifini bering. 
8. Regular pozinom ta'rifini ayting. 
9. Regular pozinomlaming eng kichik qiymati haqidagi teoremani ayting. 
10. Qanday shart bajarilganda noregular pozinom o'zgaruvchini 

almashtirish yordamida regular ko'rinishga keltirilishi mumkin? 
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4-bob. ELASTIKLIK TUSHUNCHASI VA UNING 
MASALALARNI ANALIZ QILISHDA QO'LLANISHI 

Elastiklik tushunchasi iqtisodiy ko'rsatkichlarning o'zgarishini analiz 
qiHshda muhim ahamiyatga ega. Bu tushuncha tatbiqiy masalalami yechishda 
keng qo'lIaniladigan differensial hisobdan foydalanadi. 

4.1-§. Funksiya eJastikligi va uning geometrik ma'nosi 

Deylik, x va y lar o'zgaruvchilar hamda y o'zgaruvchi x 
o'zgaruvchiga bog'liq bo'lsin. Bu bog'liqlik y = f(x) funksiya yorda
mida tavsiflansin. Bunda, odatda, x - erkli o'zgaruvchi, y esa erksiz 
o'zgaruvchi (ya'ni x ning funksiyasi) deb ataladi. Erksiz o'zgaruvchi ikki 
yoki undan ko'p erkli o'zgaruvchiga bog'lig bo'lishi ham mumkin, ma
salan, z=f(x, y). z=f(xl,x l , ... , x

n
). Iqtisodiyotda erksiz 

o'zgaruvchi erkli o'zgaruvchi (yoki o'zgaruvchilar) o'zgarishiga qanday 
ta'sirlanishini aniqlash (bilish) muhim ahamiyatga ega. Ko'pincha, erkli 
o'zgaruvchilar I (bir) protsent (foiz) o'zgarganda erksiz o'zgaruvchining 
o'zgarishini tekshirishga to'g'ri keladi. Ma'lumki, funksiyaning argu
ment o'zgarishiga qarab o'zgarishi uning hosilasi yordamida aniqlana
di. Iqtisodiyotda bunday usul noqulaylikka olib keladi, chunki funksiyaning 
son qiymati o'lchov birligini tanlashga bog'liq. Bu holatni misolda 
tushuntiramiz. Faraz etaylik, p - shakar nand, Q(P) - shakarga bo'lgan 
talab funksiyasi bo'lsin. Agar shakar nand so'mlarda bo'lsa, ushbu 

(!, = lim AQ 
P 6p-+O Ap 

hosilaning o'lchov birligini aniqlaylik. Agar Q (p) kilogrammlarda yoki 

sentnerlarda o'lchansa, hosila ~ yoki _s_ lar bilan aniqlanadi. Bu 
so'm so'm 

sonlar turlicha, o'zaro teng emas. Masalan, agar Q' (Po) = 500 
kg 

so'm 
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bo'lsa, Q' (Po) = 5 
s 

bo'ladi . Bu sonlar o'zaro teng emas. Shu 
so'm 

sababli argumentning bir protsent (foiz) o'zgarishiga qarab funksiyaning 
o'zgarishini aniqJaydigan o'lchov birliklariga bog' Jiq bo'Jmaydigan tushuncha 
kiritish zaruri yat i tug'i ladi. Bunday tushunchani kiritish uchun nisbiy 
o'zgarishlami aniqlaydigan miqdorlarni keltiramiz: 

ily 
- - erksiz o'zgaruvchining (funksiyaning) nisbiy o'zgarishi; y 

Ax 
- - erkli o'zgaruvchining (argumentning) nisbiy o'zgarishi ; 
x 

4.1- ta'rif. Bir 0 'zgaruvchili lunksiya elastikligi deb erksiz va erkli 
a 'zgaruvchilar nisbiy 0 'zgarishlari nisbatining Ax nalga intilgandagi 

limitiga aytiladi va Ex (y) kabi belgi/anadi: 

Ex(Y) = lim (ilY : Ax J= lim (ilY . ~J=~. lim ily . 
ru->o y x ru->o Ax y Y ru->o Llx 

I
. ily 

Agar Im - mavjud bo'lsa, unda Ex(Y) uchun formula quyidagi 
ru->o Ax 

X· y' dlny 
ko'rinishdayoziJadi: EAY)=--=-dl . 

y nx 

O'rta qiymatlar ta'rifidan foydaJanib, eJastiklik formulasini ushbu 

E( )=x.!'(x)=MI 
x Y f(x) A f 

ko' rinishda yozish mumkin. Bunda MI - I fu nksiyaning x nuqtadagi 
marjinal qiymati, AI -Ifunksiyaning x nuqtadagi o 'rta qiymati . 

Ikki va ko' p argumentli funks:ya Jarning muayyan argumenti bo 'yicha 
e1astikligi ham yuqoridagi kabi kiritilad i. 

4.2 - ta'rif. Ushbu z = I(x., x 2 , • . . , xn) funksiyaning Xi argumenti 

ba 'yicha elastikligi deb 

(
Llz Ax) Ex, (z)= lim -:-' 

rui-+O z Xi 

limitga aytiladi. 
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az x 
Ta'rifgako'ra: Ex (z)=--·-!..., i=1,2, ... ,n. 

I a Xi Z 

z=f(x,y) bo'lgan holda elastiklik uchun 

formulaga egamiz. 

aZ X 
E..(z)=-·a X z 

az y 
.. a E (z)=_·-

Y ay z 

Ko'p argumentli funksiyalar uchun ishlab chiqarish elastikligi deb barcha 
argumentlar bo 'yicha elastikliklar yig' indisiga aytiladi va 

E (z)-~~.~ 
xl,x2.· ··,x" - ~ a ; 

1=1 Xi Z 

az X az y E (z)=_·_+_·-
(X,Y) a X z a y z· 

Agar IEx1 ,X2 ",Xn (Z)I > 1, ( IE(x.y) (z)1 > 1 ) tengsizlik bajarilsa, ishlab 

chiqarish elastik deyiladi. 
Endi bir argumentli funksiya elastikligining geometrik ma'nosiga 

to'xtalamiz. Ravshanki,y = f(x) funksiya differensialIanuvchi deb qaraladi. 
Ta'kidlab o'tamizki, iqtisodiy ma'nosi bo'yichay = f( x) funksiya grafigi 
birinchi chorakdajoylashgan va har bir nuqtasida urinma mavjud. Bu urinma 
koordinata o'qlari bilan albatta kesishadi. Quyidagi 4.1-4.6-chizmalarda 
urinmalaming mumkin bo'lgan holatlari keltirilgan, 

y y 
B 

B 

E 

o D A x o A x A D x 

4.1-chizma 4.2-chizma 4.3-chizma 

y 

A 0 x 

4.4-chizma 4.5-chizma 4.6-chizma 
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Shu 6 holning har biri uchun elastiklik fonnulasini keltiramiz, ular 
elastiklikninggeometrik ma'nosini anglatadi. 

CB 
I E (y)=--< o· 

• .x CA' 
CB 

2 E (y)=--< O· 
'.x CA' 

3 E (y) = CB < 1 . 
'.x CA ' 

CB 
4 E (y)=->l· 
'.x CA ' 

CB 
5 E (y)=->l· 

• .x CA ' 
E ( )- CB < 1 6. .x Y - CA . 

Elastiklik uchun keltirilgan fonnulalardan ko'rinadiki, eIastikliky = I(x) 
funksiya grafigiga C (x. y ) , x > 0, y > 0 nuqtada o'tkazi!gan urinmaning 
urinish nuqtasidan ordinata o'qigacha bo'lgan masofaning shu nuqtadan 
abssissa o'qi bilan kesishish nuqtasigacha bo'lgan masofaga nisbatiga teng 
bo' lib, ishora urinma burchak koeffitsiyenti ishorasi bilan aniqlanadi. Masa-

lan, I holda ishora tg (180° - a) = tg a < 0 ga ko'ra manfiy bo'ladi. 2 

holda ham ishora manfiy. Qolgan 3-6 hollarda esa ishora musbat ekanini 
payqash qiyin emas. 

Agarl-2-hollardaCB=CA bo'lsa, E,(Y) = I bo'ladi.Qolganhollarda 

CB,* CA . Ammo CB = CA ho! urinma koordinata boshidan o'tgandagina 

mumkin. Bunda E/y)= I bo'ladi. 1-2-hollarda urinma koordinata boshidan 
o'tadigan hol ro'y bermaydi. 

CB 
Endi I-holda E.,(Y) = - CA < 0 formula elastiklikni anglatishini isbot 

qilamiz. ADC uchburchakdan f(x)=tg(1800-a)=-tga, ya'ni 

CD I(x) 
tga=-!'(x). Shu uchburchakdan tga= AD = AD . Shuning uchun 

-f'(x)= I(x) k' AD=- I(x) 
AD yo I f'(x) ifodaga egamiz. CBE va 

ACD uchburchak!ar o'xshashligidan 

CB CE CB =x : (_ I(x) )=_ xf'(x) -EAy). 
CA = AD yoki CA f'(x) I(x) 

60 



CB 
Bundan Ex (y) = - CA formula kelib chiqadi. 

Elastiklik uchun 2-6-formulalar ham shunga o'xshash isbotlanadi. 
Shu formulalardan yana uchinchisini isbot qilamiz. 4.3-chizmaga 

CD f(x) CB OD x 
ko'ra tg a. = AD = AD va CA = AD = AD munosabatlar kelib 

chiqadi. Avvalo ravshanki, tg a. = /,(x) . Shuning uchun AD = ;,~~ va 

CB =x. f(x) = x·f'(x) E () . ' . . 
CA . /'(x) f(x) x Y kehb chlqadl. 

4.3-ta'rif Elastiklikning absolut miqdori I Ex(Y) I elastiklik 

koeffitsiyenti deyiladi. 

4.4-ta'rif Agar biror iqlisodiy ko'rsatkich uchun elasliklik 
koefjitsiyenli hirdan katla bo'lsa, tegishli ko'rsatkichning 0 'zgarishi 
elastik deyiladi. 

4.2-§. Elastiklik xossalari va elementar funksiyalarning 
elastikligi 

Elastiklik quyidagi xossalarga ega: 
1°. Elastiklik o'lchovsiz miqdor, uning qiymati x va y lar o'lchov 

birligiga bog'liq em as, ya'ni 

Eax (by) = Ex(Y) 

Isbot. 

E=(by) = dlnby =_1 .b.dy:_l ·a.dx=!... dy =Ex(Y) 
dlnax by ax y dx 

2°. O'zaro teskari funksiyalarning elastikliklari ham o'zaro teskari 
bo'ladi, ya'ni 
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Isbot. E ( )_ dy ~ __ l ___ l_ 
x Y - dx y - dx y - Ey(x) . 

dy x 

Masalan, narx bo'yicha talab elastikligi talab bo'yicha narx elastikligi 

bilan o'zaro teskari miqdorlar, ya'ni Ep(Q) = [Eg(p)]-I . 

3°, Bir xii argument x ga bog'liq ikki funksiya ko 'paytmasining 
elastikligi shu funksiyalar elastikliklari yig 'indisiga teng, ya 'ni 

Ex(u v) =Ex(u)+ Ex (v) . 

Isbot. 

E ( ) - (uv),·x _ (lI'V+llV')X u'x v'x -E () E ( ) 
x U ' v - - -+-- x U + xv. 

uv uv u v 
Bu xossa ko'paytma logarifmi xossasiga o'xshash. 

4°, Bir xii argument x ga bog'liq ikki u( x) va v( x), vex) -t 0, 

funksiya nisbaLi elasLikligi shu funksiyalar elastikliklari ayirmasiga teng, 
ya'ni 

Isbot. 
, 

E·(:)J;lr =>""'7"' u'x v'x 
---=Ex(u)-E,,(v) 
u v 

v 
5°, Ikki funksiya yig 'indisi (ayinnasi) ning elastikligi quyidagi formula 

yordamida hisoblanadi: 

E( + )_ uEx(u) ±vEx(v) 
xu_v- + ,u-tv . 

u _v 
Endi elementar funksiyalarning elastikligi uchun formulalarni 

keltiramiz: 

1. y=C, C =const-t 0; Ex(C)=O. 

2. y=x, Ex(x)=l. 
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3. y=x
Q

, Ex(xQ)=a. . 

4. y=ax, Ex(aX)=xlna; Ex(eX)=x. 

5. y= sin x, Ex (sin x) = x ctg x . 

6. y=cosx, E. (cos x) = -x tg x . 

Ushbu tgx, ctgx, In x, arcsinx, arccosx, arctgx, arcctgx funk

siyalaming elastikligi fonnulalarini ham chiqarish mumkin. 
Endi 10_5 0 xossalar bo'yicha elastiklikni hisoblashga doir misollar 

ko'ramiz: 

1. f(x) = 2x3e\ Ex(Y)= 2· (Ex(x 3 )+ Ex(e X))= 2· (3+ x). 

2. f(x) = 3:, Ex(y)=Ex(3X)-Ex(x2)=xln3-2. 
x 

3. f(x) = sin2x, Ex(Y) = Ex(sin2x)-Ex(cosx)= 2xctg2x-xtgx. 
cosx 

4 E (4) 2x E ( 2X) 4 4 2 2x 
f() 4 2x E ( ) =. x x X + e x e x + xe 

4. x = x + e, x Y 4 2x 4 2x 
X +e x +e 

Chiziqli funksiyaning elastikligiga alohida to'xtab o'tamiz. Ravshanki, 

agar y = ax + b bo'lsa, uning elastikligi ushbu 

formula yordamida hisoblanadi. 
a < 0 bo'Iganda (narh bo'yicha tal ab funksiyasi uchun), uch hoI yuz 

beradi: 

1. b =I: 0, x=O bo'lganda Ex(Y)=O. 

ax b 
2. ax+b =-1 ,agar x=- 2a bo'lsa. Bu holda EAy)=l. 

b 
3. x=-- bo'lganda Ex(Y)=-oo bo'ladi. 

a 

63 



Shunday qilib, a < 0 bo 'lganda chiziqli funksiyaning elastikligi uchun 
quyidagi hollar ro'y berishi mum kin (4.7 chizma) 

b 

f2. 
2 

o 

0, 

-1, 

_.12 
2a 

4.7-chizma 

x=O; 

-b 
O<x<-' a<O' 2a' , 

b b 
--<x<-- . 

2a a ' 
b 

x=--. 
2a 

x 

a 

Yuqoridagi mulohazalardan a < 0 ho ' Iganda elastiklik chiziqli funksiya 
grafigining og' ishiga (burchak kocffitsiyentiga) bog 'liq bo'lib qolmasdan, 
elastiklik qanday nuqtada hisoblanayotganiga ham bog' li q. 

4.3-§. Elastiklik intervali va uning bozor iqtisodiyotiga bog'liqligi 

Ta 'rifbo 'yicha elastiklik koeffitsiyenti lE x (y)1 musbat va x ga bog'liq. 

Agar lEx (y)1 > 1 tengsizlik bajarilsa,jarayon elastik bo'lishini aytib o'tgan 

edik. Shu tengsizlik yechimi biror intervaldan iborat bo'lib, uni elasliklik 
intervali deyiladi . 

Elastiklik intervalini topishga doir mi solI ar ko'ramiz. 

I-misol. y = -2x + 4 (talab funksiyasi, x - narx, x> 0). Unda 

a = -2 < 0, b = 4 . Endi - 2x + 4 > 0 dan x < 2 kelib chiqadi. 
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EAy) = ; Ushbu > 1 -2x I -2x I 
-2x+ 4 -2x+4 

tengsizlikni yechamiz. x < 2 

-2x 
bo'lgani uchun > I yoki 4 x> 4, ya'ni x> 1 kelib chiqadi. 

-2x+4 
Shunday qilib, 1 <x < 2 berilgan chiziqli talab fimksiyasi uchun elastiklik 

intervali bo'Iadi (4.8-chizma). 

y 

2 
x 

4 
-o~----~----~--~x 

Xo 2xo 

2-misol. 

4.8-chizma 

r, 0, 
y=~ 

Il ~x- xo, 

4.9-chizma 

x~o 

Su takliffunksiyasi bo'lib, x=/; Xo da y' = ~ , x> xO' Shuning uchun 
2-.Jx-xo 

E,(Y)= I·x 
2~x-xo' ~x-xo 

Endi elastiklik intervalini 

x 
------->1 
2· (x-xo) 

x 

2· (x-xo) 

tengsizIikdan topamiz. Undan x> 2(x - xo) va x < 2xo kelib chiqadi. 
Shunday qilib, berilgan chiziqsiz taklif funksiyasi uchun Xo < x < 2xo 
elastiklik intervali bo'ladi. 

Eslatma. Elastiklik intervali haqidagi mulohazalardan kelib chiqadiki, 
mahsuIotlarni nand elastiklik intervalini qanoatlantiradigan bozorlarga olib 
borish lozim. Har bir bozorga olib boriladigan mahsulotlartaqsimoti daromad 
maksimal bo'ladigan qilib amalga oshiriIadi. 
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4-bobga oid masalalar 
A. Quyidagi talab va taklif funksiyalari uchun elastiklik va elastiklik 

intervali topilsin (mahsulot narhi x- musbat): 

x 
1 2 '---;:3 >3 2 y=--+11 . y= ~X-j, x_·. 3 . 3. y=-x+12 . 

7.y=-x 2 +1. 
x3 

8. y=-+3 9. y=-3x+lS. 
3 

; 
10. y=-+l. 

3 
11. y=2.Jx+3. 12. y=-3V";+4. 

B. Quyidagi funksiyalarning elastikligi hisoblansin: 

1. y = arctg x . 2. y = cos(in x) 3. y = arccos x 

4 2x . y=xe . 

a X 

7. y=-3 . 
X 

5 2 .< . y=x e 

In2x ax+b 

6 ~ . 
. y=x- smx . 

cos x 
9. y=--. 

x 

10. y=--. 11. y=--d- 12. y= 2x+3ex 

x cx+ 
V 4.2; 4.4 -'4.6 chizmalardagi hollar uchun elastiklikning geometrik 

ma'nosi isbotlansin. 

4-bobga oid nazorat savollari 
1. Bir argumentli funksiya elastikligi ta'rifini bering. 
2. Ikki va ko'p argumentli funksiya elastikligi ta'rifini bering. 
3. Bir argumentli funksiya elastiklik koeffitsiyenti nima? 
4. Ikki argumentli funksiya uchun ishlab chiqarish elastikligi nima? 
5. Elastiklikning geometrik ma'nosini (6 ta holni) aytib bering. 
6. Funksiya elastikligi xossalarini aytib bering. 
7. Elastiklik intervali nima? 
Chiziqli, chiziqsiz tal ab va taklif funksiyalarining elastikligi qanday 

hisoblanadi? 
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5-bob. ISHLAB CHIQARISH FUNKSIYALARI (ICHF) VA 
ULARNING IQTISODIY JARAYONLARNI O'RGANISHDA 

TUTGAN O'RNI 

lqtisodiy jarayonlami lCHF yordamida tadqiqot qilish xx asming birinchi 
yarmida amerikalik olimlar K.Kobb va P.Duglas tomonidan boshlangan. 
Ulardan birinchisi matematik, ikkinchisi esa iqtisodchi bo' Igan . Ular birgaJikda 
ilmiy-tadqiqot ishlari olib borishgan . Jumladan, AQSH uchun 1900-1922-
yillarga oid makroiqtisodiy statistik ma'lumotlarni sinchkovlik bilan 
o ' rganishgan. Ma'lumki, ish lab chiqarish faoliyatini makroiqtisodiy 
ko ' rsatkichlarning o'zgarishi belgilaydi. Ishlab chiqarilgan mahsulot haj
mi (miIliy daromad hajmi) Y, asosiy kapital (asosiy fondlar) hajmi K va 
sarflangan melmat (mehnat resurslari) hajmi asosiy makroiqtisodiy ko ' r
satkichlardir. K.Kobb va PDuglaslar sllu ko' rsatkichlar orasidagi bog'lanishni 
iloji boricha aniq ifodalab beradigan funksiyalaming parametrik sinfini topish 
masalasini qo'yishgan. Matematik K.Kobb bunday funksiyalar sinfini ushbu 

Y= a oKf1.LP 

ko'rinishda izlashni tavsiya etgan va avvaldan aD, a, !3 parametrlarga 

quyidagi 

aD >0, a~O, !3~0, a+!3=1 (5.1) 

shartlami qo'ygan. Ular parametrIaming statistik ma' lumotlarga mos qiymat
larini eng kichik kvadratlar usuli bilan izlashgan. Ko' ril ayotgan holda ushbu 

1922 2 • 

<D(ao,a,p)= L (InYK-Inao-alnK,-plnL,) ~nun (5.2) 
'=1899 

masala qo'yilgan. Bu (5.2) masala chiziqsiz dasturlashning shartsiz 
minimum masalasidir. Aniqrog'i, (5.1) shartlarni qanoatlantiradigan 

ao' a va J3 lar ichidan <l>(ao,a,J3) funksiyaga eng kichik qiymat 

beradigan (ao, a, J3) uchlikni topish lozim ho' ladi. Hisoblashlar natijasida 

quyidagi ao, a, J3 lar topildi: 
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ao =1,01; 0.=0,25; p = 0,75 . 
Endi izlangan funksiyani uzil-kesil yozish mumkin: 

Y = 1,0 I. KO. 25 • LO. 75 (5.3) 

Keyinroq bu funksiya va Y = a oK (1 LP ko 'rinishdagi funksiyalar Kobb

Duglas funksiyasi nomini oldi. 
Tadqiqotnatijalari 1928-yilda "Ishlab chiqarish nazariyasi"nomli maqo

lada chop etildi (A theory of production. - "American Economic Review", 
v.I8 Nd, 1928), (5 .3) funksiya esa Kobb-Duglas ICHF deb ataladigan 
bo'ldi. Shundan keyin ICHF nazariyasi keng ko 'lamdarivojlanib ketdi. ICHF ning 
CES (Solou va boshqalar), Leontev, Sato kabi yangi turlari paydo bo'ldi. 

5.1-§. Bir va ko'p o'zgaruvchili ICHF haqida. Eyler teoremalari 

Matematikada 

Y= f(x) (5.4) 

ko 'rinishda yoziladigan bir argumentli (bir 0 'zgaruvchili) funksiya tushun
chasi ma'lum. Unda x - erkli o'zgaruvchi, y esa - erksiz o'zgaruvchi. 

5.1 - ta'rif. Agar (5.4) da erkli 0 'zgaruvchi x sarf qilinadigan yob 
foydalaniladigan resurs (ishlab chiqarishfaktori) hajmi qiymatini, erksiz 
o 'zgaruvchi y esa, ish lab chiqariladigan mahsulot hqjmi qiymatini anglatsa, 
unda (5.4) bir 0 'zgaruvchili ish lab chiqarish funksiyasi (/ChF) deyiladi. 

Iqtisodiy ma'nosi bo'yicha x ~ 0, Y ~ ° va (5.4) funksiyaning grafigi 

birinchi chorakda joylashgan bo 'Iadi.f belgi iqtisodiy sistemaning resursni 
mahsulotga aylantiradigan xarakteristikasidan iborat. Makroiqtisodiyotday 
maksimal ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi deb qabul qilingan. Aromo 
makroiqtisodiyotda parametrlardan foydalanish evaziga bu miqdor yana 

ko'proq bo'lishi mumkin. Bunday holda y = f(x,a) deb yoziladi. ICHF 

parametrlari vektori a deb belgilangan. Masalan, y = ax(1 funksiyani 

olayIik, unda x - sarf qilinadigan resurs miqdori, y = f(x) - ishlab 

chiqariladigan mahsulot hajmi, a va a. - ICHF parametrlari, 

a > 0, ° < a. < I . Shu funksiya grafigi botiq va koordinata boshidan chiqadi 
hamda birinchi chorakda joylashgan. Shu bilan birga, funksiya monoton 
o'suvchi va quyidagi shartlami qanoatlantiradi: 
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y(O) = 0, y=axo. >0, y'=a·a·xa
-

I >0, y"=a·a(a-l)·xll
-

2 <0, 

). , I ' a·a Im y = lm --=+00. 
x-++O x-+-t{) Xl- ll , 

). , I' a·a 0 lm y = lm -1--= 
.<-++00 x-++oo X II 

Ikkinchi hosilaning manfiyligi x ning ortishi bilan y ning kamayishini 
anglatadi. Bu holat iqtisodiy nazariyada kamayuvchi samaradorlik qonuni 
deyiladi. 

Bir o'zgaruvchili ICHF ichida ushbu 

f(O) = 0; f(x) > 0; f'(x) > 0; f"(x) < 0; V x> 0 (5.5) 

shartlarni qanoatlantiradiganlari ham uchraydi . (5.4) shartlarni qanoat
)antiradigan ICHF bir o'zgaruvchili klassik ICHF deyiladi. Agar ICHF 

(5.5) dan tashqari f(f...x) == Vex), A> 0 shartni ham bajara olsa, u neo-

k/assikdeyiladi. Masalan, f(x) = ax, a > 0 -neoklassik ICHF.Agar f(x) 

funksiya uchun f(f...x) == AB f(x) ayniyat bajarilsa, f(x) funksiya bir 

o'zgaruvchili umumlashgan ICHF deyiladi. 
Makroiqtisodiy darajada sarfva ish lab chiqarilgan mahsulotlar ulaming 

baholari bilan o'lchanadi. Aniqrog' i, sarf qilinadigan (yoki sarf qilingan) 
resurslar va ishlab chiqarilgan mahsulotlar ulaming hajmini mos narxlariga 
ko'paylmasi orqali o' lchanadi. Bir o'zgaruvchili TCHF bir faklorli ICHF 
deb ham yuritiladi. 

Makroiqtisodiy sistemada, matematikada ikki yoki ko'p o'zgaruvchili 

y = f(x l , x 2 ), y = f(x l , x 2 , ... , XII) funksiyalarga o'xshash, ikki va ko'p 

faktorli IChF lardan tez-tez foydalaniladi. 
5.2 - ta'rif. Agar ushbu 

(5.6) 

formulada XI' x 2 , ... , xn 0 'zgaruvchilar sarf qilinadigan (yoki 

foydalanadigan) resurslar hajmi qiymalini (0 'zgaruvchilar soni resurslar 
soniga leng) , erksiz 0 'zgaruvchi y - ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori 
ba'lib, (5 .6) funksiyaning qiymati ma 'nosini anglalsa, shu (5.6) funksiya 
ko'p argumenlli ( 0 'zgaruvchili ) ICHF deyiladi. 

(5.6) funksiya yana n - resursli yoki n - faktorli (umuman, ko'p . 

faktorli) deb ham ataladi. Iqtisodiy ma'nosi bo'yicha Xl' x2 , ... , Xn o'zga

ruvchilar nomanfiy. Shuning uchun ushbu 
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R: = {(XI,X2 , . •• ,X,,): XI;::: 0, X2;::: 0, ... , X,,;::: 0 } 

to 'pI am ko'p faktorli ICHF ning aniqlanish sohasi bo'ladi.Agar x 1 , X 2 , ... , x" 

koordinatali vektomixdeb belgilasak, R: to 'pI am n o'lchovli R" fazoning 

barcha nomanfiy vektorlari to 'plamidan iborat. 
5.3 - ta'rif. (5.6) funksiya quyidagi shartlami qanoallanlirsin: 

1°. (5.6)funksiya R: sohada aniqlangan, uzluksiz va birinchi hamda 

ikkinchi tar(ibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega. 

2°. f(x l , x2 , ... , xj-\ ,0, X;+I , .. . , x,,) = 0; i = 1,2, ... , n ; f(O,O, ... ,O) = 0 . 

3°. f(M1, M2 , ... , M,,) =. A· f(x l , x 2 , .. . , x,,) ; \:Ix ER:; A> O. 

40 of(X) >0 ; of(X) >0 ; ... , of(x»O; (O!(X»O);\:IXER: 
. oX1 aX2 ox" ox . 

a2f(x) o2f(x) a2f(x) a2f(x) . 
--='-'-~ < 0 . < O· .... < 0 . > 0 . 1 * } \:Ix E R" SO.;:\2 ';:\2 ";:\2 '~~ , , 'I-
lI~ lIX2 lIX" lIX,lIX) 

Shu shartlami qanoatlanfiradigan (5 .6) funksiya n 0 'zgaruvchili 
neoklassik ICHF deyiladi. 

3° shartning ma'nosiga alohida to'xtalamiz. Shu 3° shartni qano
atIantiradigan funksiyalar n o'zgaruvchili chiziqli - bir jinsli deb ataladi. 
Quyida shu~day funksiyalarga misollar keltiramiz: 

" 1. f(x1,x2 , · .. , x n )=Lk;x;, k; >0, i=1,2, ... ,n. 
;=1 

PI " 

2. f(X1,X2, .. . ,Xn)=aoDx~;; ao >0; a.; >0; i=I,2, ... ,n; La.; =1. 
;=1 

a; >0, i=I,2, ... ,n. 
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1 

5. f(x1 ,X2 , ... ,xn) = ao(fa;~ J-p, a; > 0, i = O,l, ... ,n; fa; = 1, P > -1. 
1=1 ;=1 

Bu misolIardan kO'rinadiki, turli "tabiatli" funksiyalar chiziqli-bir jinsli 

bo'lishi mumkin. Chiziqli-bir jinsli, umumiy holda, 0 -tartibli bir jinsli funk

siya ta'rifi shveysariyalik buyuk olim Leonard Eyler tomonidan kiritilgan. 

5.1-teorema. Agar (5.6) funksiya chiziqli-bir jinsli bo'lib. R ~ da 

birinchi larlibli uzluksiz hosilalarga ega bo'lsa, u holda quyidagi ayniyal 
o'rinli: 

a f(x) a f(x) a f(x) _ 
--Xt+--x2+···+--x,,=f(x). x=(x x x) (5.7) 

aX1 aX2 aXIl , I' 2'···' n . 

5.4-ta·rif. Agar (5.6) funksiya uchun ( VXE R:) ushbu 

f(f...xI,f...x2, ... ,f...x,,)=.'A6·f(XI,X2' ... 'X,,). /...>0; 0>0 (5.8) 

ayniyat o'rinli bo' Is a, uni 0 -tartibIi bir jinsli funksiya deyiladi. 

Misollar keltiramiz: 

n 

1. f(xl,x2,···,xn)=Lk;x~, k; >0,0>0, i=1,2, ... ,n. 
;=1 

2. f(Xl>X2, ... ,xn)=(fk;x;)/i, k; >0,0>0, i=1,2, ... ,n. 
1=1 

n n 

3. f(XI,X2,···,Xn)=aonx~i; La; =0>0; a o >0; a; >0; i=l,2, ... ,n. 
1=) ;=) 

a; >0, i = 1,2, ... , n; 

/i 

5. f(x"x" ... ,x.) = a.( t,a,x;' )', t,a, =1, a. >0, 

a; > 0, i= 1,2, ... ,n; P >-1; 0 >0. 
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S.2-teorema. 8> 0 larlibli bir jinsli funksiyalar uchun ushbu 

('dxE R~) 

(5.9) 

ayniyat o'rinli. 

Agar 8> I bo'lsa, ish lab chiqarish masshtabini (ko'lamini) )... ()... > 1) 

marta orttirilsa, bundan ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori)...o marta ortadi, 
ya'ni ishlab chiqarish masshtabini orttirishdan samaradorlik bor bo'ladi. 
Agar 8 < 1 bo'lsa, ishlab chiqarish samaradorligi ishlab chiqarish masshtabi 
ortishidan kamayadi. Nihoyat, (5 = 1 bo'lganda masshtabning ortishidan 
erishiladigan samaradorlik o'zgarmas bo ' ladi. 

Yuqoridagi mulohazalar neoklassik ICHF ta'rifidagi 3° shart bilan 
bog'langan edi. Endi 4°, 5° shartlar va ularning iqtisodiy ma'nosiga 
to'xtalamiz. 

4° shartdan har bir 0 f(x) > 0 tengsizlik f( x) funksiya x, bO'yicha 
OX, 

o'suvchi ekanini, 5°shart esa o'sish tezligining kamayib borishini anglatadi 
(5.1-chizma). Albatta, x, resursni qolgan resurslar o' zgarmas bo'lganda 
xohlagancha orttirib borishning ma'nosi yo'q. Bu hol5°shart bilan ifodalanadi. 
Sunday hol kamayuvchi samaradorlik qonuni deb ataladi. ICHF grafigi 

R :+1 sohada sirtni anglatadi. Agar n = 2 bo'lsa, ICHF grafigi R: sohada 

joylashgan va qavariqligi yuqoriga qaragan sirtni bildiradi. 

f(x) Tnz -"'t > 1n:J - Tnz >m4 -1n:J > ... 

o 
5.1-chizma 
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5.2-§. Ikki faktorli ICHF 

Biz ikki faktorli ICl·1F ga a10hida to'xtalamiz. Iqtisodiyotda qabul qilingan 
belgilashlardan foydalanib, ICHF ni quyidagichayozamiz: 

y= F(L,K) . (5.10) 

Ko'plab kitoblar va ilmiy maqolalarda F(K, L) deb yozishadi, unda 
abssissa (gorizontal) o'qi deb K belgilanadi. Bu hol grafiklami chizishda 
ba'zi qiyinchiliklarga (noqulayliklarga) olib keladi. 

Ikki faktorli ICHF uchun neoklassik ICHF ning umumiy ta'rifidagi 10_ 
5° shartlar quyidagicha yoziladi: 

1°. F(L, K) funksiya R ~ sohada aniqlangan. uzluksiz va birinchi. 

ikkinchi tartibli uzluksiz hosi[alarga ega. 

2°. F(O, K) = F(L,O) = 0; F(O,O) = O. 

3°. F('AL,'AK)='AF(L,K); V(L,K)E R; . 

40. 8F(L, K) > O' 8F(L,K) > 0 . VeL K) R2 
8L '8K ' ,E +. 

8
2 
F(L, K) 0 8

2 
F(L,K) < O' 8

2 
F(L,K) > 0' 2 

co 2 <; 2' , V(L, K)E R+. 
J. 8L 8K . 8L8K 

Asosiy ikki faktorli ICHF sifatida Kobb-Duglas va CES sinfidagi 
(Constant Elasticity of Sub tit uti on) ICHF lami ko'rsatish mumkin. Ulami 

alohida-alohida o'rganamiz. 
1. Kobb-Duglas iCHF quyidagi ko'rinishga ega: 

Y=F(L,K)=aoKuLI
-
u , ao>O, 0<0.<1. (5.11) 

Bu funksiyaning neoklassik 1 °_5° shartlarni qanoatlantirishini 
tekshirarniz. 1° va 2° shartlar bajarilishi ko'rinib turibdi. Endi 3°-shartni 
tekshiramiz: 

Y = F('AL,'AK) = ao('AK)a. (ALt
a 

= 'AaoKa. LI
-
a = 'AF(L,K) . 

Nihoyat,4° va 5° - shartlar bevosita hisoblashlar orqali tekshiriladi: 

8F Ka-I LI- a ° oK =ao·o. > ; 
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a
2 
F (I) KCl L-u-1 0 --=-a·a -a < aL2 0 , 

a
2 
F _ (I) K Cl - 2L1-u 0 ---a·a -a < 

aK2 0 

a
2 
F (1) K Cl

-
1L-u 0 --=ao·a -a > 

aLOK 
2. CES sinfidagi ICHF quyidagi ko'rinishga ega: 

I 

Y=F(L,K)=aa[aK"i> + (l-a)L"i>t;, 00>0, O<a<l, p>-I. (5.12) 

Mazkur funksiya 1961-yilda E.Errou, X.Cheneri, B.Minal va R.Solou 
tomonidan kashf etilgan ( Capital-Iabor subtitation and economic ejJicienc, -
Review Economics and Statistics, v.45, N2, 1961). Qisqalik uchun keyingi 
mulohazalarda uni Solou funksiyasi deb yuritamiz. Shu funksiya uchun 
1 ° - 5° shartlami tekshiramiz. Ravshanki, 10 shart bajariladi. 2° shartni 

tekshirish uchun ikki holni ko'ramiz: l) P > 0 ; 2) - I < P < ° . 
l-holda (5.12) ni o'zgartirib, 

F(L K)= ao· K· L 
, [aff + (1- a)KP rip 

kO'rinishdayozamiz. Bundan F(O, K) = F(L,O) = ° ekani kelib chiqadi. 

Ammo 2-holda F(O, K) = aoaK f. 0, F(L,O) = ao (1- a)L f. O. Bundan 

ko'rinadiki, - 1 < P < ° bo'lganda Solou funksiyasi uchun 2° shart 

bajarilmaydi va funksiya neoklassik bo' Imaydi. 
Endi chiziqli bir jinslilik sharti, 3° ni tekshiramiz. Bu shart bajariladi. 

Haqiqatan, 

F(U,AK) = ao[a{AK")-P . (I-a)(U)P t~ = a~[A.-P aK" + A." (I-a)L" t~ = 

I 

=aoA-p[aK-p +(1-a)L" Jp =AF(L,K) 

Shunday qilib, 3° shart ixtiyoriy A>O, p>-I lar uchun bajariladi. 

Endi 4° va 5° shartlarning bajarilishini tekshirish qoldi. Bu ishni bevosita 
hosilalami hisoblash yordamida olib boramiz: 

aF(L,K) ao. (-l/p) [a. K"i> +(I-a)- L"i> F1 . (i-a)-(-p)L-p--1 = 
aL 
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_oF.....;(~L.:....., K)~ ao -(-I/p)-[a-K" +(1-a)-L" ~J -a-(-p)K-j>-1 = 
oK 

r l- J+p 
=ao _a_K-p-J -LaK-P +(l-a)-CP J -p >0 -

Keyingi hisob-kitoblar murakkabroq bo 'lgani uchun yozuvni kamaytirish 
maqsadida ushbu 

[ __ _ ]= [aK-p -+(1- a) -L-p] 

belgilashdan foydalanamiz_ Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni 
hisoblashga kirishamiz: 

J 

= ao -(1- a)- (-p-l) _[ __ f p2 
{rP-2(aKP + (l-a)rp )_(l_a)r2P-2}= 

-.!.-2 
=-ao -(I-a)-(p+ 1)-a-rP-2

KP -[--- ] P <0; 

Hp I 

= aoar2P-2[ ___ f-P-{( -p -I)KP(- (I + p)/ p) -[ ___ ]+ a(p +}) }= 
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_I+p -I 
=-£10' a· r2p-2. [ ... ] P {-(p+ 1)- (l-alp.K1'· E P }= 

---I 

= -£10' a· (p + 1)· (1- a)· r 2p
-

2
. [ .•. ] p < 0 

Endi aralash hosilaning musbatligini ko'rsatamiz: 

a2F l+p 
--=ao' (I-a)· L"1>-I.(_(I+p)/p}[ ... ]-p--I. a· (-p)- K-p-I = 
aLaK 

I+p 
= aD· (I-a)· a· (I +p). rp-I. K-P-I.[..lp--I > 0 

Shunday qilib, Solou ICHF uchun p > 0 bo'lganda barcha 10-SOshartlar 

bajariladi, ammo - 1 < P < 0 bo'lganda 2° shartdan boshqalari bajariladi. 

Biz onglj ravishda p = 0 bo'lgan holni tushirib qoldirdik. Umuman, p --+ 0, 

p --+ - I va p --+ +00 hollar ham ko'riIishi Iozim. 

Avval p --+ 0 holni qaraymiz. Buning uchun avval Iim In Y ni 
p-+O 

hisoblaymiz: 

Iim lnY = Inao - Iim.!.ln[aK-p + (1- a)· L-P ]= 
p-+O p-+Op 

I I
· IlaJ!+(l-a).KP 

= nao - Im- n = 
p ..... OpKP .J! 

= Inao -limI/p . [In(alf + (1- a)· KP )-p In(K· L)] = 
p ..... O 

= Ina
o 
-In(K. L)-lim In(alf + (1- a)· KP) . 

p ..... O p 

Bu limitni hisoblash uchun Lopital qoidasidan foydalanamiz: 

1· 1 Y I 1 (KL) I' alflnL+(l-a)·KPlnK Im n = nao + n - Im------'----'----
P-+O P-+O aJ! + (1- a) · KP 

= In(aoKL)-[aLnL+ (I-a) InK]= In(aoKL)-ln K I
-
o LO = In(aoKo LI

-
o) 

Demak, lim In Y = In(aoKo L
I
-
o 

) . Endi uzil-kesiI ushbu 
P-+O 
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lirnlnY = In(aoKD L1
-
D), a O > 0, 0 <a <I 

p-,O 

fotnlulaga ega bo'lamiz. 

Demak, p ~ 0 da Solou ICHF Kobb-Duglas ICHF ga aylanadi. Xulosa 

qilib aytganda, Kobb-Duglas funksiyasi So Iou funksiyasining p ~ 0 dagi 

xususiy holidan iborat. 

Endi p ~ +00 holni ko'raylik: 

lim InY = a o lim[aKP + (I-a)rp ]-I/P = 
P-'+CO P-'O 

. K.L {aoL' arap L <K 6yJlCa, 
=ao hm I 

p-,+ooaIJ' +(I-a)K1 
P aoK, arap K <L 6YJlca. 

Demak, p ~ +00 da Solou funksiyasi Y = a o min {L; K} funksiyaga 

aylanadi. Bu funksiya tayinlangan proporsiyali ICHF deyiladi. U Leontev 
ICHF deb yuritiladi . Bunday ICHF ham Solou funksiyasining xusu-siy 
holidan iborat. 

Nihoyat, p ~ -1 holni ko'rish qoldi . Ravshanki, 

lim InY =oo[ oK +(1-o)L] 
p-.-I . 

Demak, p ~ -1 da Solou funksiyasi ushbu Y = ao [a K + (1- a)L] 
chiziqli ICHF ga aylanadi. 

Oxirgi ikki xususiy holda olingan ICHF neoklas·sik shartlarni 
qanoatIantiradi . Ammo Leontev va chiziqli ICHF lar ham iqtisodiyotni 
o'rganishda asqotadi . 

5.4-teorema. Ushbu Y=F(L,K)=00KaL1
-
a, 0<0.<1, 00 >0 

Kobb-Duglas funksiyasi quyidagi ikkinchi larlibli kvazichiziqli differen
siallenglamani qanoatlantiradi: 

iPF K2 iPF 
aL2 == L2 aK2 · 

Isboti bevosita hi::ob-kitoblar yordamida olib boriladi. 

(5 .13) 

Ta 'kidlab 0 'tamizki, O'zbekiston xalq xo 'j aligi uchun 1961-1990-yillarga 
mos makroiqtisodiy ICHF hisoblangan edi: 
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Y = F(L,K) = eO,oll , KO,3616 . LO,6386 , 

bunda a = 0,3616; P = 0,6386; ao = eO,oll. Ravshanki, a + P = 1,002. 

5.3-§. Ikki faktorli neoklassik ICHF uebun asosiy iqtisodiy
matematik xarakteristikalar 

Ikki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy iqtisodiy-matematik 
xarakteristikalami (ko'rsatkichlami) keltiramiz, 

Faraz qilaylik, Y = F (L, K) - ikki faktorli neoklassik ICHF bo'lsin. 

K 1 
1°. L = k - qurol!anganlik, k - ishlab chiqarish quvvati. 

Y F(L,K) .. 
2°. y= L = L - o'rtacha mehnat unumdorhgl. 

Y F(K,L) 
3°. z = K = K - o'rtacha fond unumdorligi. 

4° aF(L,K) h b'· h .. I (I· .) d I· . . v= aL -me nat 0 Ylc amarJma Imlt unum or Igl. 

50 aF(L,K) fi dl b'· h .. I (I· .) d I· . . r= oK - on ar 0 Ylc a marJlna Imlt unum or Igl. 

aF(L,K) K 
6°. a = oK . F(L,K) - fondlar bo'yicha elastiklik koeffitsiyenti. 

aF(L,K) L 
7°. 13 = oL . F(L,K) - mehnat bO'yicha elastiklik koeffitsiyenti. 

dK aF(L,K) of(L,K) 
8°. S= dL oL: oK - F(L,K) - o'zgarmas bo'lganda L 

resursni K resurs bilan almashtirishning marjinal (limit) normasi. 

(
dS R )-1 

9°. (j= dk·S -F(L,K)-o'zgarmasbo'lganda L resursni Kresurs 

bilan almashtirish elastikligi (aslida o'sha elastiklikka teskari miqdor). 
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10°. K· :~ - kapitaldan olingan daromad. 

L· ~~ - mehnatdan olingan daromad. 

of of . 
L--+ K· -= F - Jam lama daromad oL oK . 

ICHF ning chiziqli bir jinsliligidan foydalansak, quyidagiga ega ba' lamiz: 

F(L,K) = F( L·l,L ~ )= LF( 1, ~ )= L· F(l,k) == L· f(k) , 

bunda F(L, K) = Lf(k) , f(k) - o'rtacha mehnat unumdorligi. Keyingi 

mulohazalarda tez-tez ushbu: 

F(L,K) = L· f(k) (5.14) 

formuladan foydalanamiz. Bu formula F(L, K) dan f( k) ga o'tishga va 
aksincha, f ( k) dan F( L, K) ga qaytishga yordam beradi. 

Endi o'rtacha mehnat unumdorligif( k) ning xossalarini kO'ramiz. Ikki 
faktorli neoklassik funksiyalar uchun yozilgan 1° 5° shartlami qaraymiz: 

0< of =~[L. f(k)]=L. f'(k). oK =L· f'(k).l..=f'(k) 
oK oK ok L . 

Bundan f'(k) > 0, Vk > 0 ekani kelib chiqadi. 

of 0 arc-- K 
O<-=-::-fL· f(k)]+Lf(k)-= f(k)+Lj(k)2= f(k)-k· j(k) 

oL oL oL L . 

Demak, f(k) - k· f'(k) > 0, ya'ni ushbu muhim: 

tengsizlik o'rinli. 

O<f'(k).k<l 
f(k) 

0>-=- - =-(f'(k»=/,,(k).-a
2
F a (OF) a 1 

aK 2 oK oK oK L 
',' , -- o2F 

Bundan f"(k) < 0, Vk > 0 kelib chiqadi. Shu tengsizlik -2-< 0 eka
oL 

nidan ham kelib chiqadi. Haqiqatan ham: 
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0> 02F =~(OF)=~[J(k)-kf'(k)] 
oL2 oL oL oK 

= =[f'(k)- f'(k)- r(k)]. ok =-k· fW(k).(-~)=~.k2 . r(k) 
8L L2 L . 

Shunday qilib, o'rtacha mehnat unumdorligi y = fCk) quyidagi 
munosabatlarni qanoatlantiradi: 

f(O) = 0, f(k»O, f'(k) > 0, jW(k)<O, Vk>O. (5.15) 

Bundan tashqari, y =f( k) funksiya uchun ushbu 

lim f(k)=+oo tirn f'(k) = +00 lim ['(k) = 0 (5.16) 
k-H<X> ' k-++O ' k-H<X> 

munosabatlar o'rinli ekanin i ko'rsatish qiyin em as. Shu (5. 15) va (5 . 16) larga 
ko' ra y = f( k) funksiyaning grafigi koordinata boshidan ordinata o'qiga 
urinib chiqadi va birinchi chorakda j oylashgan bo' ladi (5.2-chizma). Shu 
bi lan birga, y = f( k) funksiya qavariqdir. 

y. 

y = f(k) 

o k 
5.2-chizma 

Misol sifatida Kobb-Duglas funksiyasini olamiz: F(L,K) = aoKa LJ
-

a
. 

Bu funksiya uchun 

f(k) = aoka , f' (k) = aoa.· ka
-

I > 0, f" (k) = ao· a. . (a. -I)· ka
-

2 < 0 , 

lim f' (k) = lim a~~ = +00 . tim f' (k) = Hm a~_a. = 0 . 
k->+O k-HO k a , k oo-+-+«> k-++«> k a 

Asosiy iqtisodiy-matematik xarakteristikalar 1°_ 12° larda keltirilgan 

ko'rinishda foydalanishga noqulay. Ulami k J( k), f' (k) va r (k) lar 

orqali ifodalansa, ICHF bilan bog'langan turli masalalarni yechishda qulay
lik tug'iladi: 
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y F(L,K) 
2°. Y=L= L I(k). 

y F(K,L) f(k) 
3°. z=K= K =-k-· 

40. V= of(L,K) ~(Lf(k»)= f(k)-kf'(k) 
oL oL . 

5°. r = aF~iK) a~ (LI(k»)= f'(k). 

a. = of(L,K). K (j(k)-kf'(k)]=_L_=I- kf'(k) 
6°. oK F(L,K) Lf(k) f(k) . 

fl _ of(L,K) . L _ f'(k)~ _ kf'(k) 
7°. .... - oL F(L,K) - Lf(k) - f(k) . 

° s= of(L,K): of(L,K) f(k)-kf'(k) f(k) -k>O 
8 . oL oK f'(k) f'(k) 

o ds = (j'(k)Y - f(k)fW(k) 1= f(k)fW(k) > 0 
9 . dk [j'(k)Y [j'(k)Y 

0-=[ J(k)JW(k). kf'(k) ]-1 = J'(k)[kf'(k)- J(k)] > 0 
[j'(k)Y J(k)-kf'(k) kf(k)f"(k) . 

° K. of(L,K) =k.J'(k) 
10. oK . 

110. L· OF~iK) =L.(j(k)-k. f'(k)J . 

120. L. of(L,K) +K. of(L,K) L.J(k). 
oL oK 
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3-bobda belgilashlar bO'yicha F / L va F / K lar o'rta miqdorJar, ularni 

8F 8F 
AL = F / L, AK = F / K kabi belgilaymiz; xususiy hosilalar 8L va 8K 

8F 8F 
marjinal (limit) miqdorlar, ulami ML = 8L ' M K = 8K deb belgilaymiz. 

Resurslar bO'yicha ishlab chiqarilgan mahsulot (milliy daromad) elastikliklari 
uchun quyidagi belgilashlami kiritamiz: 

E (y)=8F !:...=ML =l_k.f'(k) 
L 8L F AL f(k) 

E (y)= 8F K = MK = k· f'(k) 
K 8K F AK f(k) 

Ushbu EL + EK = E(L,K) yig'indi ishlab chiqarish elastikligi deyiladi. 

Neoklassik ICHF uchun E(L,K) = I. 

Resurslar bO'yicha elastiklik tushunchasi ixtiyoriy ICHF uchun ham 
kiritiladi.Agar EfL,x? 1 tengsizlik o'rinli bo' Isa, ishlab chiqarish e/astikdeyiJadi. 

Masalan, F = aoKu Lr> , a>O, 13 > 0, a o > 0 ICHF uchun 

E(L,K) = a + 13 . Agar a + 13 > 1 bo'lsa, ishlab chiqarish e/astik bo'ladi. 

larayonlarni .o'rganishda Kobb-Duglas va Solou ICHF dan keng 
foydalaniladi. Shuning uchun bu ICHF uchun asosiy iqtisodiy-matematik 

xarakteristikalami hisoblab chiqamiz: F = aoKu LI
-

u
, a o > 0, 0 < a < 1 . 

2°. y= f(k)= ~ =aok"; 

30 z = f(k) = aoka - I . 
. k ' 
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8F L 
60 -·-=1-0.· 

. 8L F ' 

8F K 70 -.-=0.. 
·8K F ' 

I-a dS I-a 
go. S(k)=--k; -=--. 

a dk a' 

(
dS k )-1 

9°. cr = dk· S = 1 . 

Endi Solou ICHF uchun asosiy xarakteristikalarni hisoblaymiz: 

I 

F= ao[aK-p + (1- a)L-P Jp, a o >0, 0<0. < 1, p >-1. 

F 1 [ }.!. [ }.!. 
2°. y=j(k)=-=ao- aK-P +(l-a)L-P j P =ao ak-P +(l-a)j P 

L L 

3°. Z = fik
) = aok- I 

[ ak-P + (1- a) r* = ao [ a+ (1- a)kP r* 
4°. v = j(k) - kf'(k) = 

8F I[ }.!.-I 
5°. r=-=j'(k)=aoak-P- ak-P+(l-a)jP 

8K 

8F L (l-a)P 
6° -._= 

. 8L F a+(I-a)kP 

8F K a 
7°. 8K· F = a+(l-a)kP 
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of K of L 
Natija. 6° - va 7° - larga ko'ra oK' F + oL . F = 1 

° S(k)= of: aF = I-a k P+I . S(k) = I-a kp+l. 
8. oL oK a' a' 

90 cr=(dS .!.)-I =_1_ 
. dk S p+l' 

1 
cr=--, 

p+l 
p>-I. 

Foydalanish quI ay bo' lishi uchun neoklassik I CHF lar bo 'yicha olingan 
natija va fonnulalami 1,2, 3-jadvallargajoylashtiramiz: 

l-jadval 
Neoklassik shartlardan chiqadigan natijalar 

of >0 aF = J(k)-k-f'(k) => 0< k· f'(k) <l 
oL ' aL J(k) 

of >0 aF =J'(k) => J'(k) > 0 
aK ' aK 

a2F o'!.F =i.ef"(k) => f"(k)<O -,-<0, 
aL- aL'!. L 

a2F a'Jp =i. f"(k) => f"(k)<O, a'1F =-J..."'f"(k»O --, <0, 
aK- . aK'!. L aLaK L 

3-jadval 
Solou ICHF va uning xususiy hollari 

I 

F(L,K)=ao[aK-P+(l-a)L-p]-p, ao >0, O<a<1, p>-l 

limF(L,K) = aoKQ L1
-
Q 

(Kobb-Duglas) 
P->O 

hm F(L,K)=aomin{L,K} (tayinlangan koeffitsiyentli ICHF) 
p-----++oo 

lim F(L,K)=aoaK +ao(1-a)L (chiziqli rCHF) 
p->-I 
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00 
VI 

N~ 

1° 

2° 
.... 0 
;) 

4° 

5° 

6° 

7° 

8° 

9° 

Asosiy iqtisodiy-
matematik 

xarakteristikalar 

K/L=k 

y=F/L 

z=F/K 

of 
V=-

cL 
of 

r=-
CK 

cF L a=-o-
cL F 

~= of o~ 
oL F 

S=oF: of 
cL aK 

cr=( dS o~r 
dRS 

Asosiy iqtisodiy-matematik 
xarakteristikalaming k./(k), 

f'(k),f"(k) orqali ifodasi 

-
f(k) 

J(k)/k 

f(k) - k 0 J'(k) 

f'(k) 

k 0 J'(k) 

f(k) 

1-
k 0 ['(k) 

J(k) 

f(k) - k 0 f'(k) 

f'(k) 

f'(k)o[k.f'(k)- f(k)] 

ko/'(k)·f"(k) 

2-jadval 

Kobb-Duglas 
Solon ICHF uchun ICHF uchun 

- -
Qok'" [ ]-Iff' ao ak-r + (1- a) 

a k",-I 
0 

[ tiff' ao a + (1- a)kf' 

ao(l-a) ok'" [ r'r- I 
ao(1 + a) ak-" + (1- a) 

a a 0 ka.-l 
0 

[ tl/.,...l a(J a a + (1- a)kf' 

a 
a 

a+(l-a)kP 

I-a 
1- ex 

ak-P +(I-a) 

I-a _ok I-a kP+l 

a a 

1 
1 -

p+l 



Biz yuqorida ikki faktorli neokJassik ICHF ning ba'zi xususiyatIari bilan 
tanishdik. 5.2-§ da Kobb-DugJas ICHF (5 .3) differensial tenglamani 
qanoatJantirishini isbotJagan edik (5 .3-teoremaga qarang). Endi, aslida, bundan 
ham umumiyroq tasdiq o'rinli ekanini isbotlash mumkin. 

5.4-tcorcma. Agar Y =F(L, K) - ikki faktorli neoklassik ICHF ha 'Isa, 
u quyidagi 

(5.17) 

ikkinchi tartibli kvazichiziqli differensial tenglamaning yechimi bo'ladi. 

, . a2 
F -l.ejW(k) 

!sbot. Ma lumkl, aL2 - L ' 

Bu munosabatlardan (5.17) kelib chiqadi. 
Mazkur teoremadan (5.17) tenglamani Solou I CHF ham qanoatlantirishi 

kelib chiqadi. 

5.4-§. KoblrDuglas va Solou ICHF ucbun o'rtacba mehnat 
unumdorligi xossalari 

1. Kobb-Duglas ICHF uchun o'rtacha mehnat unumdorligi, ma'lumki, 

j(k) = aoe' , ao > 0, 0< a. < 1, ko'rinishga ega va quyidagi munosabat

lami qanoatlantiradi (5.3-§ ga qarang): 

j(O) = 0, j(k) > 0, j'(k) = aoa. ka.-I > 0; f"(k) = aoa. (a. -1) ka.-2 > 0, 

lim j'(k) = lim aoa.ka.-I =+00 lim j'(k)=aoa.lim -1
1
-=0 

k-HO k--H-O ' k-H<1> k--H<1> k -a. 

Ko'rinadiki, y = aoko. funksiyaning grafigi koordinata boshidan 

ordinata o'qiga urinib chiqadi va botiq egri chiziqdan iborat. k ~ +00 da 
graflk gorizontal holatga intiladi, ammo u gorizontal asimptota emas. Sababi, 

lim aoko. = +00 (5.3-chizma). 
k~+<o 

2. Solou neoklassik ICHF uchun o'rtacha mehnat unumdorligi 
1 

quyidagichaedi: f(k) = ao[arp + (1-a)]--;;, ao>O, 0<a.<1, p>-l. 
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f(k) f( k ) f(k) 
1 

/(k) = ao(l- a) P 

I 

ao(l-a)P , 1 

-1<p<O 

0 k 0 k 0 k 
5.3-chizma 5.4- chizma 5.5- chizma 

Avval -I < P < 0 bo'lgan holni ko'ramiz. Bu holda e1ementar hisoblashlar 

yordamida quyidagilami hosil qilamiz: 

lim f(k) = ao(1- a)-I/p > 0; 
k-HO 

lim f(k) = +00 . 
k-H«> ' 

l+p 

f'(k)=ao ~ a+(1-a)kP r-p >0; 

Hisob-kitoblar ko'rsatadiki, ko'rilayotgan -1 < P < 0 holda y = f( k) 

funksiya grafigi (0; ao(l- a)-I/p ) nuqtadan ordinata o'qiga urinib chiqadi 

(5.4-chizma) va botiq egri chiziqdan iborat. Shu bilan birga, grafikka o'tka-

zilgan urinma burchak koeffitsiyenti +" dan a-I/p songacha kamayadi. 
Asimptotalar mavjud emas. 

Endi p > 0 bo'lsin. Elementar hisoblashlar yordamida quyidagi 

formulalami topamiz: 

limf(k)=Jim a o =0' limf(k)=ao(1-a)-I/p. 
k-HO k-HO [ak -p + (1- a) rIp , k-++~ , 

lim f'(k) = aoa- 1/p > 0; lim f'(k) = 0 (5.5-chizma). 
k-++O k-+_ 

Bu holda funksiya grafigi gorizontal asimptotaga ega: 

f(k)=ao(1-a)-l/p va koordinata boshidan aoa-I/p ga teng bo'lgan 

burchak koeffitsiyenti bilan chiqadi. Funksiya grafigi botiq egri chiziqdan 

iborat, chunki f" (k) < 0 : 
I 

f"(k) = aoa- (-l/p -1). [ a+ (1- a)· kP ]-;-2 (1- a) p. kP-1 < 0 
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5-bobga oid masalalar 
I. Quyidagi Kobb-Duglas ICHF uchun 1 ° _5° neoklassik shartlaming 

bajarilishi isbotIansin: 

1. F(L,K)=~K L. 4. F(L,K)=VK3L. 

2. F(L,K)=VKL2
• 5. F(L,K)=VK L3 . 

3. F(L,K)=VK 2L. 6. F(L,K)=VK L4 . 

II. Quyidagi Solou ICHF uchun 10 -5° neoklassik shartlaming baja
rilishi tekshirilsin: 

1. F(L,K)=~ . 
K+L 

2. F(L,K)=l(JK +.fiY, 
4 

3. F(L,K) = ( )2 . 
JK+.fi 

4KL 

4. F(L,K)= J2 K L . 
.JK2+L2 

5. F(L,K) = if4 K L . 

V(K3/2 + L3
/

2 Y 

6. F(L,K) = iifi K L 

V(K 3
/
4 + L3

/
4 r 

Ill. Yuqorida keltirilgan I va n bo'limdagi ICHF uchun asosiy iqtisodiy-
matematik xarakteristikalar hisoblansin (20 - 90 lami hisoblash yetarli ). 

5-bobga oid nazorat savollari 
I. Bir o'zgaruvchili ICHF ta'rifini bering. 
2. Bir o'zgaruvchili ICHF qanday shartlami qanoatlantiradi? 
3. Kamayuvchi samaradorlik nima? 
4. Ko'p o'zgaruvchili ICHF ta'rifini bering. 
5. Ko'p o'zgaruvchili neoklassik ICHF ta'rifini bering. 
6. Neoklassik shartlar nima? . 
7. Chiziqli-bir jinsli funksiya ta'rifini bering va misoIlar keltiring. 

8. Chiziqli-bir jinsli va 0 -tartibli bir jinsli funksiyalar haqida Eyler 
teoremalarini aytib bering. 

9. Kobb-Duglas va Solou neoklassik ICHF ni yozing. 
10. Kobb-Duglas va Solou funksiyalari uchun neoklassik shartlami 

tekshiring. 
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11. SoIouICHFuchun p~O, p ~+oo va p ~-1 bo'Igandagi xususiy 

hoIIami yozib bering. 
12. Ikki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy iqtisodiy-matematik 

xarakteristikalami yozib bering. 

13. Asosiy iqtisodiy-matematik xarakteristikalaming k, f(k), f'(k) 

va f"(k) orqali ifodalarini keltiring. 

14. Ishlab chiqarish elastikligi ta'rifini keltiring 
15. Kobb-Duglas va Solou funksiyalari uchun asosiy xarakteristikalami 

hisoblang. 
16. Kobb-Duglas va SoIou ICHF uchun o'rtacha mehnat ~numdorIigi 

xossalarini keltiring. 
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6-bob. ISHLAB CHIQARISH FUNKSIYALARI BILAN 
BOG'LANGAN MASALALARNING EKONOMETRIK ANALIZI 

Ekonometrika bo'yicha mutaxassis (ekonometrist) qo'lida asosiy 
fondlar, mehnat resurslari va ishlab chiqarilgan mahsulotlar bo'yicha statistik 
ma'lumotlar bor bo'lsin, ya'ni quyidagijadval berilgan deylik. Iqtisodiyotda 
bashorat qilish masalasi muhim ahamiyatga ega. Ko ' pincha, bu ish mos 
ICHF orqali amalga oshiriladi. Agar berilgan (ma' lum bo'lgan) statistik 
ma' I umotlarga qarab ICHF ni topish mumkin bo'lsa, bashorat qilish masalasi 
yechilgan bo ' ladi. Amerika olimlari K.Kobb (matematik) va P.Duglas 
(iqtisodchi) (S-bobning kirish qismiga qarang) boshqacha yo ' l tutishgan. 
Ular avvaldan ICHF ko ' rinishini berib, so'ngra statistik ma ' lumotlardan 
foydalangan holda ICHF parametrlarini topishgan. Agar ICHF ni boshqa 
ko'rinishda izlasa ham qandaydir ICHF topilar edi. Shu sababli ulaming 
yondashuvi empirik (taqribiy) munosabatga olib kelgan. Ammo olimlar 
topgan (tavsiya etgan) ICHF yordamida qator muhim savollargajavob berish 
mumkin bo'lgan. 

L LJ L2 ... L" 
K KJ K2 '" K/I 
Y Y, Y2 ... r .. 

Agar statistik ma' lumotlar bo'yicha ICHF ko'rinishini bilib olish (.oldindan 
ICHF ko'rinishini tanlamasdan) mumkin bo'lib, keyin ICHF parametrlarini 
baholansa, bu yondashuv ma'lum ma' noda optimal bo'ladi . Ko'p hollarda 
L, K va Y laming makroiqtisodiy qiymatlariga qarab ICHF ko'rinishini 
aniqlashmumkin.Avval ba'zi xarakteristikalaro'zgarmas yoki birorqonuniyat 
(funksiya) bo 'yicha o'zgaradigan hollarni kO' ramiz. 

6.1-§. Iqtisodiy ko'rsatkichlar o'zgarmas bo'lgan hollar 

I-hol. Fondlar bO'yicha limit unumdorlik o' zgarmas bo'lsin, ya'ni 

of(L,K) f'(k) = a, a= const > O. Bundan f(k)= a k+c kelib chiqadi. 
oK 
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K 
Ikki tomonini Lgako'paytiramiz: Lof(k) =Loa0z,+coL=aK+cL, 

ya'ni F(L, K) = aK + cL - chiziqli ICHFo 

2-hol. Endi mehnat bo'yicha limit unumdorlik o'zgarmas bo'lsin, ya'ni 

aF(L,K) f(k)-k f'(k)=a, a =const>O ° Bu holda f(k) ni topish 
oL 

uchun f(k)-k f'(k)=a birinchi tartibli chiziqli differensial tenglamani 

yechishga to'g'ri keladio Uni ushbu f'(k) =..!.. f(k)-~ standart ko'rinishda 
k k 

yozamiz va integrallaymiz: 

f(kl++ J( -: }e-H" dk JeH" ~(c-J: e-"'dk }e!" ~ 

=( c- f ;2 dk )ok=(C+ ~ )ok=Ck+a 

Demak, f ( k ) = c k + a . Ikki tomonini L ga ko 'paytiramiz: 
F(L, K) = c K + aL. Yana chiziqli ICHF hosil bo'ldi. 

3-hol. L resursni K resursga almashtirish limit nonnasi S 0 'zgarmas 

bo'lsin,ya'ni f(k)-kf'(k) S, S=const>O.Buholdahamf(k) ni 
f'(k) 

top ish uchun birinchi tartibli differensial tenglamani integrallash lozim 
bo'ladio Uni 

/,(k) 1 --=--
f(k) S+k 

o'zgaruvchilari almashadigan birinchi tartibli differensial tenglama 

ko'rinishidayozishmumkin. Integrallashnatijasida Inf(k)=ln(S+k)+lnc 

yoki f(k)=c·(S+k) funksiya hosil bo'ladi. Uning ikki tomonini L ga 

ko 'paytirish natijasida yana F(L,K) = c S L+c K chiziqli ICHF ga kelamiz. 
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4-hol. Endi L resursni K resurs bilan almashtirish elastikligi (j 

o'zgarmas bo'lgan holni ko'raylik, ya'ni 

(
dS k)-I 

(j = dk' S ,bunda (j = const > 0 . 

dS k 1 
Bundan ushbu dk·S=~ o'zgaruvchilari ajraladigan (S ga nisbatan) 

dS 1 dk 
differensial tenglama hosil bo'ladi. Uni S=~'k ko ' rinishda yozib 

integrallaymiz: S(k) =clk I/o, c]>O. S(k) o'miga o'z ifodasini qo 'yamiz: 

f(k)-k f'(k) =c k I/o 

f'(k) I 

Bundan ushbu 

(6.1) 

ko'rinishdagi o'zgaruvchilari ajraladigan tenglama hosil bo'ladi. Uni 
integrallash uchun avval 

J-J dk 
- k+c k I/o 

I 

0-1 

noaniq integralni hisoblab olamiz. Quyidagi k 0 '= t almashtirish bajaramiz. 

Unda, ravshanki, (j -1 k -I/o dk = dt 
(j 

dk k-I/odk 
J = J kl/o (k(O-I)/o + Cl ) = J-k-CO--""-I)/'-O-+-c-

I 

Sbunday qihb, J" o~ 11 c{ k o~' +c,) l 
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(j-l t+c

l 
= 



Endi (6.1) teng1amani integral1asa bo'ladi: 

Inf(k) = "~11+{k'~' +G))' 
Bundan 

" (0-1 )"~I f(k)=cr-I k" +c1 

Shu teng1ikning ikki tomonini L ga ko 'paytiramiz. Sodda almashtirish 
natij asida F (L, K) uchun quyidagi 

1 

F(L,K) = ao~K-P + (l-a)r-P ]-1> 
ko'rinishdagi funksiya hosi1 bo' 1adi, unda 

" 1 £1 0-1 
ao = [(l+CI)·C2J"-1 , a=--, I-a=--, -p=--

l+c1 1+11 0 

Demak, er =F 0, er =F 1 bo'lganda biz Solou ICHF ga ega bo'ldik. 

A bo'l I dS k k· dS dk k ' . . h kid· gar er = 1 sa, teng ama -·-=1 yo 1 -=- 0 nms ga e a I . 
dk S S k 

Undan In S = In k + In C yoki S = c · k kelib chiqadi. Endi f ( k) ga 
nisbatan differensial teng1ama 

_f_'(k_) = _ _ 1_ 
f(k) (l+cl)·k 

ko'rinishda bo ' ladi . Uni integrallaymiz: 1nf(k)=_I_Ink+1nc2 yoki 
, ~ I+q 

f(k) = c
2
kl/(I+Q) , cl>O, c

2
>O. Ikki tomonini L ga ko'paytiramiz: 

_1- ~ 

f (L,K) =c
2
KI+Q ·L1+Q . 

Bunda cl>O, c
2
>O bo'lgani uchun a=_I_<I, l-a=~<l, 

1 +c1 l+q 

_1_ + ~ = I . Shunday qilib, bu holda Kobb-Duglas ICHF hosil bo'ladi. 
1+c1 1+c1 
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Agar cr ~ +0 bo'lsa, P ~ +00. Haqiqatan, Hm (1 ~ cr)/cr = 
0--++0 ' 

= lim (Vcr -1)= +CC. Ma'lumki, p ~ +00 da biz tayinlangan proporsiyali 
<1-++0 

ICHF ga egamiz. 
5-hol. FondJar bo'yicha elastiklik koeffitsiyenti o'zgarmas bo' Isin, ya'ni 

of K k· f'(k) 
Cl = oK' F ' a = cons! > O· Bu holda ham Cl = f(k) ko'rinishdagi 

o'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamagakelamiz. Uni j~; = ~ 

deb yozamizva integrallaymiz: Inf(k) = alnk + Inc yoki f(k) = c. k a . 

IkkitomoniniL gako'paytiramiz: F(L,K)=c· L.(K/L)a =c. K a L1
-
a .Biz 

yana Kobb-Duglas ICHF ga keJdik. 
6-hol. Endi roehnat bO'yicha elastiklik koeffitsiyenti o'zgarrnas deylik, 

of L f(k)-k f'(k) ya'ni _·-=p=consf>O. Bu holda f3 ko'rinishdagi 
oL F f(k) 

differensial tenglamahosil bo'ladi. Uni 

f'(k) I-P 
--=--
f(k) k 

kabi yozamiz. Uni integrallab topamiz: 

Inf(k)=(I-p)lnk+lnc,c>O yoki f(k)=c.k 1
-
p• 

Ikki tomonini L ga ko'paytirish natijasida yana F(L,K) = c· k1
- P LP, 

c> 0, 0 < f3 < I ko'rinishidagi Kobb-Duglas ICHF ni hosil qilamiz. 

Demak, quyidagi xulosalarni bayon etamiz: 
I. Fondlar va mehnat bO'yicha limit unumdorlik o'zgarrnas bo'lganda 

roos ICHF chiziqli bo'ladi. 
2. L resursni K resursga almashtirishning limit normasi o'zgarmas 

bo'lgandamos ICHF chiziqli bo'ladi. 
3. L resursni K resursga almashtirishning eJastikligi o'zgarmas bo' 19anda 

mos ICHF Solou funksiyasi ko'rinishida bo'ladi. 
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4. F ondlar va mehnat elastikligi o'zgarmas bo' 19anda mos ICHF Kobb
Duglas funksiyasi bo'ladi. 

6.2-§. Funksional iqtisodiy ko'rsatkichlar holi 

I-hol. Fondlar bo'yicha elastiklik ushbu 

8F K k· f'(k) -. - = -"--'-'-
8K F f(k) 

ak 

ak+b' 
a> 0, b> 0 

ko'rinishdagi kasr-chiziqli funksiya bo'lsin. Ravshanki, 

ak ak 
0< ak+b <1, Vk>O· Agar <p(k) = ak+b belgilashni kiritsak, <p(k) 

funksiya quyidagi munosabatlarni qanoatlantiradi: 

'(k)= ab > 0 
<p(0) = 0, <p (ak+bf 

<p"(k)=- 2a
2

b 3<0 
(ak+ b) ,. 

Bundan funksiya monoton o'suvchi va yuqoridan 1 bilan chegaralangan 
botiq ekani kelib chiqadi (6.1-chizma). Shu bilan birga, gorizontal to'g'ri 
chiziq asimptota bo'ladi, chunki 

Urn <pr k) = Urn ak = Urn a = 1 ; 
k->+» k-H"l ak + b k->+oo a + bl k 

/ . ak 0 lm = . 
k->+O ak + b 

Shu funksiyaninggrafigi koordinata boshidan <p'(0) = alb ga teng bo'lgan 

burchak koeffitsiyenti bilan chiqadi (6.1-chizma). 

<p(k) 

o 

, , 
, , 'V(k) 

<p(k) = 1 

k o 
6.1-chizna 

ICHF ko'rinishini aniqlash uchun quyidagi 
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'V(k) = 1 

k 

6.2- chizma 



k· J'(k) ak 

f(k) ak+b yoki 
J'(k) a --=--
f(k) ak+b 

o 'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamani integrallaymiz: 

InJ'(k)=ln(ak+b)+lnc yoki f(k)=c(ak+b), s>O. 

Ikki tomonini L ga ko'payliramiz, natijada F(L, K )=caK+cbL 
ko'rinishidagi chiziqli ICHF hosil bo'ladi. 

2-hol. Endi mehnat bo'yicha elastiklik kasr-chiziqli funksiya bo'lsin, 
ya'ni 

8F . ..f.=l- k·f'(k) =~ 
8L F f(k) ak+b' a> 0, b > O. 

Bundan 

k J'(k) 

f(k) 

b 
ak+b 

f'(k) b 
yoki f(k) k (ak +b) 

ko'rinishdagi yana o'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama hosil 

b b 
bo'ladi. \jI(k) = ak+b deylik. Ravshanki, O<ak+b <I va quyidagi 

munosabatlar 0 'rinli : 

\jI(O) =1 \jI'(k)=- ab 2<0 
, (ak+b) 

Demak, \jI(k) funksiya monolon kamayuvchi va qavariq. Uning grafigi 

\jI'(O) = -a/b burchak koeffitsiyent bilan (1; 0) nuqtadan chiqadi (6.2-

chizma). Abssissa o'qi shu funksiya uchun asimptota bo'ladi, chunki 

lim \jI(k) = 0, 
k-HOO 

I· 'I'(k) l ' b Im--= Im---
k-++<n k k-++«>k(ak+b) 

o 

tengliklar 0 'rinli. 
Endi yuqorida hosil bo 'Igan differensial tenglamani integrallaymiz. Uni 

ushbu 
f'(k) 1 a --=----
f(k) k ak+b 

ko 'rinishda yozib olamiz. Undan 
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lnf(k) = In(k) -In(ak + b) + lnc, C> 0 yoki 

kelih chiqadi. Ikki tomonini L gako'paytiramiz: 

F(L,K)= Lc·KIL 
a·KIL+b 

c·KL 
aK +bL . 

f(k)=~ 
ak+b 

Bu Solou ICHF funksiyasidir. Haqiqatan, elementar o'zgartirishlar 
ko'rsatadiki, 

CKL =C[K-1L-1(aK +bL)]-1 =~[_b_K-1 +_a_I;I]-I, 
aK +bL a+b a+b a+b 

hunda 

C b a 
0 0 = -- > 0, -- = A > 0, -- = 1 - A, A > 0, p = I. 

o+b o+b o+b 
Shunday qilih, mehnat ho 'yicha elastiklik kasr-chiziqli funksiya ho 'lsa, 

mos ICHF Solou funksiyasidan ihorat bo'ladi. 

6.3-§. "ICHF ning izokvantalari, izoklinallari va izokostalari 

Agar ishlah chiqarish faktorlari (makroiqtisodiy erkli o'zgaruvchilar) 
K va L o'zgarishi bilan ishlab chiqarilgan (ishlab chiqariladigan) mahsulot 
miqdori (yoki milliy daromad) o'zgarmay qolsa, ya'ni F(L, K) = c, 
C = const > 0, hiz hir parametrli egri chiziqlar oilasiga egamiz. Xususan, hu 
chiziqlar to'g'ri chiziqlar oilasi ho'lishi mumkin. Umuman, F(L, K) = c 
chiziqlar oilasining har hir chizig 'i F(L, K) I CHF ning sath chiziqlari bo'ladi. 

ICHF ning har bir sath chizig'i izokvanta deyiladi. Izokvantaning 

nuqtalarida ICHF ning qiymati o'zgarmaydi va s = So bo'lganda V(L,K) 

uchun F(L,K) = Co bo'ladi. Har hir s = So uchun bitta izokvanta mos 

keladi, demak, izokvantalar cheksiz ko 'po Har hir izokvanta grafigi hirinchi 
chorakda joylashgan. 

Endi izokvantalarning differensial tenglamasini chiqaramiz. Uning 
uchun F(L, K) = c ning ikki tomonini differensiallaymiz: 

dF(L K)= of dL+ of dK =0 
, oL oK ' 
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bundan 

dK = _ OF(L,K)/OF(L,K) (6.2) 
dL oL oK 

tenglik kelib chiqadi. (6.2) tenglik izokvantalaming differensial tenglamasidir. 
Misol sifatida Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun differensial tenglamani 
yozamiz. 

Agar F(L,K) = aoKQ LI-
Q 

bo'Isa, ushbu 

of = a (1- a)KQ L -Q [!.F = a aKQ-1 LI-a 
oL 0 'oK 0 

hosilaga ko'ra 

dK 1-a K 
-=---.-
dL a L 

(6.3) 

differensial tenglama kelib chiqadi. (6.3) ning umumiy yechimi 

aoKa LI-a = c izokvantalarning tenglamasidan iborat. Haqiqatan, (6.3) ." 

dK 1-a. dL -=---.-
K a L 

kO'rinishdayozamiz va integrallaymiz: InK =(-(l-a)/a)lnL+ tne, c > o. 
I-a I-a 

Bundan K = c L a yoki K· L a = C ke1ib chiqadi. Ikki tomonini cl 

darajaga ko'taramiz: K a L1- a = ca . Bu esa, izokvantalarning tenglamasidir. 

I 

Agar F(L,K)= ao[ aK -p + (1- a)L -p] -P- bo'lsa, ushbu 

of(L,K) ao(-~J.[ ... r~-I . (-p). (1- a)· L -p-\ 

Up' 

of(L,K) ao(-~}[ ... ]-;-\. (-p). a· K-p-I 
oK p 

hosilalarni topamiz. Shungako'ra 

of of 1-a KP+I 
oL : oK = ---;;-. [J'+I . 

Shuning uchun Solou ICHF uchun izokvantalar differensial tenglamasini 
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dK 
(6.4) - =--_.--

dL a If HI 

ko 'rinishda yozish mumkin. Bu (6.4) 0 'zgaruvchilari ajraladigan differensial 
tenglamadir. Uni integrallasak, yana izokvantalarning tenglamasiga kelamiz. 

Endi neoklassik ICHF izokvantalarining xossalarini bayon etamiz: 
1°. Izokvanlalar 0 'zaro kesishmaydi. 
Haqiqatan, har bir izokvanta (6.2) differensial tenglamaning integral 

to'g'ri chizig'idan iborat. (6 .2) tenglamaning o'ng tomoni diffe
rensiallanuvchi (L va K bo'yicha), chunki faraz bo'yichaF (L, K) funk
siya L va K lar bo 'yicha ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi. Shu 

sababli, Koshi teoremasiga ko'ra, R; sohaning har bir nuqtasidan yagona 

egri chiziq (izokvanta) o'tadi. 
2°. Bar bir izokvanla bo 'ylab K = K (L) funksiya kamayuvchi va 

qavariq. 
K = K (L) funksiyaning kamayuvchiligi (6.2) tenglamaning o'zidan 

ko'rinib turibdi, chunki (6.2) ga ko'ra dK(L) <0 . Endi shu funksiyaning 
dL 

qavariqligini isbot etamiz. Buning uchun 

d
2
K(L) >0 
dL2 

tengsizlik 0 'rinli ekanligini ko'rsatamiz. 

dK 
Avval dL uchun k, f(k) va f'(k) orqali ifodani yozamiz: 

dK =_ OF/OF = f(k)-kf'(k) 
dL oL oK f'(k) 

Endi d 2 K(L)/dL2 nihisoblaymiz: 

_ f(k) +k 
f'(k) 

d'lK =..!!....-(_ f(k) +k)=[_(j'(k)P-f(k)f
W

(k)+l]Ok = 
dL'l dL 1'(k) (j'(k)r oL 

dK (_ f(k +k).L-K 
f(k)f-(k) di:. L - K f(k)f"(k) 1'(k) 
V' (k)] 2· L 2 [1' (k)] 2 • ....:.........;'--'-...:....L--:2~--
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_ f(k .L+!. .L-K 
= f(k)f"(k) f"(k) L 

[f'(k)P . L2 
[J(k)]2 f"(k) 1 

[f'(k)P 'L 
Shunday qilib, 

d 2K = [j(k)] 
2 

fW(k).1.. 

dL2 [j'(k)f L . 

Oxirgi ifoda musbat, chunki f'(k) > 0, fW(k) < O. Bu esa, izokvan-

talarning qavariqligini ko 'rsatadi. 
3°. Izokvanlalar gorizontal va verlikal asimplolalarga ega. 
Ular abssissa (L) va ordinala (K) 0 'qlaridir. 
Buni isbotlash uchun quyidagi munosabatlardan foydalanamiz: 

timk= tim K =+00 tim k = 0 lim f(k) = lim f(E)=+oo 
L-.+O L->+o L 'L- Hctl 'L-.+O L-.+O L ' 

tim f'(k) = lim f'{K/ L) = 0 lim f'{K/ L) = +00 
L-.+O L->+O ' L-.+'" . 

Ulardan quyidagi munosabatlar kelib chiqadi: 

tim dK = lim(- f(k) +k)=+oo. 
L-.+O dL L-.+O f'(k) , 

lim dK = lim (_ f(k) +k)=O 
L-»oo dL L-.+oo f'(k) . 

Oxirgi ikki tenglik mazkur hossani isbot etadi (6.3-chizma). 

Keyingi mulohazalarda F(L, K) = C izokvantani J
c 

deb belgilaymiz. 

Ravshanki , Cl <Cl <, ,, <Cn < ... bo ' lsa, J q <JC2 < ... ..·<JCn < ... 

tengsizliklar o'rinli. Boshqacha aytganda, birinchi chorakda shimoli-sharq 

tomonga qarab yuqoriga harakat qilinsa, birin-ketin J q ,J q , ... ,J c,, '" 

izokvantalarni kesib o'tadi va ICHF qiymati ortib boradi (6.3-chizma). 
Endi izoklinal ta'rifmi keltiramiz. 
Ta'rif. Izoklinal deb shunday chiziqqa ayliladiki, uning grafigi 

koordinala boshidan chiqadi va izokvanlalar bilan kesishgan nuqlalarida 
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izokvanlalarga 0 'tkazilgan urinmalar parallel ho'ladi. Shu parallel 
urinmalar izokostalar deyiladi (6.4-chizma). 

Ma'lumki, izokvantalarning differensial tenglamasi osongina topiladi 
(6.2-ga qarang). Endi iqtisodiyot uchun muhim bo'lgan izoklinal differensial 
tenglamasi, shu bilan birga, izoklinal tenglamasini topish masalasi bilan 
shug'ullanaylik. Ta'rifbo'yicha izoklinal grafigi koordinata boshidan chiqadi 
va I chorakdajoylashgan. Izoklinal chizig' idagi o'zgaruvchilami L1 va K1 
deylik. (L

1
• K

1
) nuqtadagi burchak koeffitsiyenti dK,/dL, bo'ladi. 

Izokvantalar differensial tenglamasiga ko'ra kesishish nuqtasida ulaming 
burchak koeffitsiyenti quyidagicha aniqlanadi: 

K K 

\~ <. 
~~ J
c 

2 C3 
1 C

2 

izoklinal 

o L o L 

6.3-chizma 6.4- chizma 

8F(L"K1) . 8F(L"K,) 

8L 8K 

Izoklinalga (L
1

• K
1
) da o'tkazilgan urinma L o'qi bilan \If burchakni, 

izokvantaga shu nuqtada o'tkazilgan urinma L 0' qi bilan <p burchak tashkil 
qilsin deylik (6.4-chizma). Unda tgo. = tg (\If - <p) bo'ladi. tg a. = p deb 
belgilaymiz, bu holda 

(
dK) dKI 

tg\lf - tgcp dL (L, .K) dL, 
p= = ' 

1 + tgcp . tg\lf 1 + ( dK ) . dK1 

(6.5) ni yana ushbu dL (L,.K,) dL., 

(6.5) 

(6 .6) 



ko'rinishda yozish mumkin . Ma'lumki, (L}, K}) nuqta F(L,10 = c . 
izokvantada yotadi. Demak, F(L} , K

1
) = C bo'ladi. Endi (6.6) va shu 

tengliklardan ixtiyoriy o'zgarmas C ni chiqarib yuborsak, natijada izoklinal 
differensial tenglama kelib chiqadi. So'ngra L} ni L ga, K} ni K ga 
almashtirib qo'yish mumkin. 

Izoklinallar ishlab chiqarishni uzoq vaqt davomida kengaytirib borish 
yo'lini ko'rsatadi. Agar (L;, K) nuqta izokvantada yotsa, unga o'tkazilgan 
urinma (izokosta) tenglamasi 

K -K; = dK I ·(L-L;) 
dL (Lj ,Kj) 

ko'rinishda bo'ladi. lzokostalar parallel bo'lgani uchun ixtiyoriy izokvanta 

uchun dK I = y , y = const bo'ladi. Shu sababli izokosta tenglamasi 
dL (Lj,Kj) 

K -y L=1« -y L; ko'rinishni oladi. Uni umumiyroq, ro.K +ro 2L =ro 3 

ko'rinishda yozsak, ro.K + ro 2L miqdor ishlab chiqarish resurslari sarfini 

anglatadi. Bu esa izokostalar ishlab chiqarish xarajatlar o'zgarmas bo'lgan 
nuqtalar geometrik o'mini anglatadi. 

6.4-§. ICHF ning magistrallari. Chiziqlibshtirisb usuli 

Faraz etaylik, Y=F(L, K) chiziqli va neoklassik statik ICHF bo'lsin. 
Eslatib o'tamizki, ICHF ning izokvantalari F(L, K) = C tenglama bilan 
tavsiflanadigan chiziqlardan iborat. Izoklinal esa koordinata boshidan 
chiqadigan va barcha izokvantalami o'zgarmas burchak ostida kesib o'tadigan 
chiziqdir. Izoklinallar soni cheksiz ko'p. UIar ichida magistral deb ataladigan 
va iqtisodiyotda muhim ahamiyatli chiziq bor. 

Minimal sarflar bilan uzoq muddatga ishlab chiqarishni kengaytirish 
sharoitida ishIab chiqariladigan mahsulot (milliy daromad) hajmini 
maksimallashtirish masalasi yechimini ifodalaydigan izoklinal chizig'i 
magistral deyiladi. Shunday qilib, cheksiz ko'p izoklinallar orasidan uzoq 
davrga iqtisodiy o'sishni ta'minlaydiganini ajratib olish lozim (6.5-chizma). 
Quyida bu masalani yechish uchun optimallik belgisi bayon etiladi. Chiziqsiz 
ICHF uchun esa chiziqlilashtirish usuli keltiriIadi. 

1. Chiziqli ICHF uchun magistraJlami qurish usulini bayon etamiz. Faraz 
etaylik, ushbu F(L, K) = aK + bL, a>O, b>O chiziqli ICHF berilgan bo'lsin. 
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Unda mos izokvantalar aK + bL = C tenglama bilan beriladi. Tenglamada 
C - ixtiyoriy musbat o'zgarmas son. Shuning uchun aK + bL = C tenglama 
bilan parallel to'g'ri chiziqlar oilasi berilgan, aniqrog'i, shu to'g'ri chiziqlar
ning I chorakda joylashgan kesmalari ifodalangan. Masalan, C = Co da 
aK + bL = Co to'g'ri chiziq abssissa o'qidan Co / b, ordinata o'qidan Cia 
kesmani kesadigan, (Co / b; 0) va (Co / a; 0) nuqtalarni tutashtiradigan kesmani 
tasviflaydi (6.6-chizma). Shu kesma izokvanta ekani ravshan. 

K 

L o 
6.5-chizma 

CoIb L 
6.6- chizma 6.7- chizma 

L 

Koordinata boshidan chiqib, I chorakdajoylashgan nurlar cheksiz ko'p. 
Ularto'g'ri chiziq kesmalaridan iborat bo'lgan izokvantalarni albatta kesib 
o'tadi. (6.7-chizma). 

Ushbu K = pL , 0< p < +00 ko'rinishda berilgan ixtiyoriy nur koordinata 

boshidan chiqadi, J chorakda joylashgan hamda barcha kesma

ap+b 
izokvantalarni o'zgarmas burchak ostida kesib o' tadi: tga = bp _ a . 

Ravshanki , O<a<~. Masala K=pL ko'rinishdagi cheksiz ko'p izoklinaIlar 
2 

(nurlar) ichidan optimal izoklinalni topishdan iborat. Quyida optimallik belgisi 
keltiriladi va masala yechiladi. 

Quyidagi sistemani kO'ramiz: 

{ 
aK + bL = Co, 
K=pL . 

Bu ikki noma'lumJi ikkita chiziqli tenglamalar sistemasi. 
Elementar hisoblashlar yordamida yechimni topamiz: 

4 Co K = p·Co 
= ap + b ,oap + b . 
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Dshbu 

Q={(L,K): 
C 

O~L~ 0 , 

ap+b 
O~ K ~ p.Co } 

ap+b 

to'g'ri to'rtburchakni olamiz. Dning yuzi quyidagi formula bilan hisoblanadi 
(6.8-chizma): 

p.C~ 
S ( p) = ( bY> 0, 0 < p < +00 . 

ap + -

Shu S( p) funksiya uchun ushbu 

S(p) > 0,0 < p < +00, Um S(p) = Um S(p) = o. 
p-++O P--)+rfJ 

munosabatlar o'rinli. Bu S(p) funksiya (0; +00) intervalda biror 
Po E (0; +00) nuqtada o'zining eng katta qiymatiga erishishini anglatadi. 
Shunday qilib, izoklinalning optimallik belgisi sifatida Q to'g'ri to'rtburchak 
yuzini maksimallashtirish masalasini olish mumkin, ya'ni 

S ( p) = p . C; 2 ~ max, 0 < p < +00 . 
(ap + b) 

Shu masalaning yechimi Po optimal izoklinalni, ya'ni K = Po L nurni aniq
laydi. Yuqoridagi mulohazalarga ko 'ra bu masala yecbmi mavjud. Endi shu 
yechimni (ya'ni Po ni) topishga kirishamiz. 

S (p ) funksiyaning hosilasini topib, nolga tenglashtiramiz: 

S'( ) = Cl . 1 . (ap + b)2 - P . 2 . (ap + b) . a = C 2 b - ap 
p 0 4 0 3· 

(ap + b) Cap + b) , 

S' ( p) = 0; b - ap = 0; Po = bl a . 
Shunday qiJib, masalaning yechimi mavjud va S(p) funksiya yagona 

statsionarnuqtagaega. Demak, shupo =b / anuqtada S(p ) funksiya o 'zining 
eng katta qiymatiga erishadi . Shunday qilib , K= (b / a)x L magistral 
tenglamasidir (6.8-chizma). 

Chiziqli ICHF izokvantalarining magistrali qiziq hossaga ega. OAB 
uchburchak teng yonli , ya'ni OD = AD (RD J.. OA). Haqiqatan, B nuqta 
koordinatalarini topamiz. Buning uchun aK + bL = Co ' K = Cb / a)· L 
tenglamalar sistemasini yechamiz. Ravshanki, Lo = Co /(2 b) , Ko = Co /(2 a) . 
A nuqlaning abssissasi esa C/b edi. Bundan OD = OA. Dcmak, 11 OAB 
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tengyonli ekani kelib chiqadi. Shuning uchun L BOD = L BAD. Endi 
magistralni geometrik usul bilan topish mumkin bo' ladi. Buning uchun LA 
burchakni o 'lchaymiz va koordinata boshida shu burchakka teng burchak 
yasaymiz. Shu burchakning og 'ma tomonini davom ettiramiz, u AE 
izokvantani B nuqtada kesib o'tadi. OB chiziq magistral bo'ladi (6.9-
chizma). 

K K 

a 

Co 

b 

D A L 0 D A L 

6.8-chizma 6.9- chizma 

Biz chiziqli I CHF uchun uning izokvantalariga mos magistralni qurish 
usulini bayon etdik. Ammo bu usulni chiziqsiz ICHF lar uchun bevosita 
qo'llab ho ' lmaydi. Ba 'zi hollarda chiziqlilashtirish usuli yordamida masalani 
yechish mumkin. 

2. Endi Y = GoKCJ. L1- CJ. Kobb-Duglas funksiyasi uchun magistralni 

topamiz va grafigini chizamiz. Bu funksiya chiziqsiz, uni chiziqlilashtirish 
mumkin. Chiziqlilashtirish usulining mohiyati quyidagidan iborat: Kobb-

Duglas funksiyasi izokvantasi GoKCJ. L1-CJ. = Co tenglamasining ikki 

tomonini logarifmlaymiz: 

InCo = InGo + alnK + (I - a}lnL yoki o.lnK + (I - a.} In L = In Co . 
ao 

Ushbu K I = In K, L I = In L belgilashlami kiritamiz. Natijada 

a. KI + (1- 0.)4 = In (Co/ao) munosabat bosil bo'ladi. U o.K; +(1-0.)4 

ko 'rinishdagi chiziqli ICHF ning izokvantalari tenglamasi. 
Shu L I ' K I 0 'zgaruvcbilar ho 'yicha magistral tenglamasini yozish 

mumkin : Kl =(l-o.)/o..~ . Eski o'zgaruvchilarga qaytamiz: 
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InK = (l-a)/a·lnL. Bundan K = L(1-a) f a magistral tenglamasi kelib 

chiqadi. Bunda a - parametr. Shu parametrning 0 < a <1 dagi turli 
qiymatJariga qarab magistral turli chiziqlardan iborat bo'ladi: 

1)0<0.<112; 2)0.=112; 3)1/2<0.<1. 
Agar a. = II2 bo'lsa, K = L . Magistral I chorak bissektrisasidan iborat 

(6.10-chizma). Agar, masalan, a = 113 bo'lsa, K = £2 bo'ladi. Bu holda 
magistral K= £2 parabolaning L ~ 0 bo'lgandagi yarim shoxchasi (6.11-

chizma). Nihoyat, a. = 2/3 bo'lganda magistral tenglamasi K = rr bo'ladi. 

Bu K = £2 ga teskari bo'lgan K =.fi chizig'ining I chorakdagi qismi 
(6. 12-chizma). 

Misollardan chiqadigan natija shuki, kO'rilayotgan holda magistrallar 
grafiklari asosan uch turli bo'ladi (6.10-, 6.1l-, 6.12 chizmalar). 

K K K 

K=L 
a. = 1/2 

0 L 0 L 0 L 
6. IO-chizma 6.11- chizma 6.12- chizma 

3. Chiziqlilashtirish usuli bilan Solou ICHF uchun magistralni topish 
mumkin. Ma'lumki, 

1 

F(L,K)=ao[aK--P+(l-a)L"]-;;-, ao >0, O<a<l, p>-l. 

Izokvantalar tenglamasini yozamiz: 

1 

ao[aK" + (1- a)CP ]-;;- = Co' Co > O. 

Bu tenglikning ikki tomonini (- p ) - darajaga ko'taramiz: 

aK-P + (1- a)DP = (~: )-p 
Quyidagi belgilashlarni kiritamiz: 

K-P = KI ' L-P = LI . 
Natijada yangi L I ' K I o'zgaruvchilarga nisbatan chiziqIi ifodaga kelamiz: 
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aK1 + (I - a)1; = ( ~: ) ~ 
Bu tenglama aK 1 + (\ - a) L 1 chiziqli ICHF izokvantalari tengla-

masidir. Endi magistral tenglamasini yozish mumkin: 

K 
_l-a T 

\---."'4. 
a 

Eski o'zgaruvchilargaqaytamiz: K-P = (l-a)/a· r p yoki K =[a/(l-
-a)] l/p. L . Oxirgi munosabat koordinata boshidan chiqadigan, burchak 

koeffitsiyenti [a/(l- a)] IIp> 0 ga teng bo'lgan nurni anglatadi. Agar a=1/2 

bo'lsa, K=L - I chorak bissektrisasi, p = 1 bo'lsa, K==[a/(l-a)].L -

burchak koeffitsiyenti a/O-a) ga teng bo'lgan nur bo'ladi. Ixtiyoriy a, 

o < a < I uchun p ---) +00 da magistral K = L holatga intiladi, p ---) -I da 

magistral K = [(1-a)/ a]. L holatga intiladi. 
Yuqorida Kobb-Duglas va Solou ICHF ga chiziqlilashtirish usulini 

qo ' lIanib, mos magistral tenglamalarini topdik. Bu usulni ixtiyoriy 
chiziqlilashtirish mumkin bo'lgan ICHFgaqo'lIash mumkin. 

6.5-§. ICHF ko'rinishini makroiqtisodiy L, K va Y 
o'zgaruvchilaming statistik qiymatlari bo'yicha aniqlash 

Agar ICHF ni biror ko'rinishda Kobb va Duglaslardek (5-bobga qarang) 
izlamoqchi bo' Isak, uning parametrlarini EKKU yordamida topish mumkin. 
Ammo makroiqtisodiy o'zgaruvchilarning statistik qiymatlari bo'yicha ICHF 
ko'rinishini aniqlab olish muhim ahamiyat kasb etadi. Buning uchun 
qo'shimcha kuzatuvlar olib borish yetarli ekanini ko'rsatamiz. 

Faraz etaylik, makroiqtisodiy L, K va Y o'zgaruvchilarning quyidagi 
statistik qiymatlari berilgan bo'lsin: 

L L\ L2 L3 .. . Ln 

K KJ K2 K3 ... Kn 
Y YII Y22 Y33 ... Ynn 

Bujadvalda L;<L;+I' K; < K;+I' .r;; < 1';+1 ;+1' i=l,n-l. Biz 

neoklassikshartlarni qanoatlantiradigan ICHF ko'rinishini aniqlash masalasini 
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qo'yamiz. Yuqorida keltirilgan r; i' i = 1, n -1 . qiymatlar masalani yechish 

uchun yetarli emas. Agar yana ba'zi qO'shimcha kuzatuvlar olib borilsa, 
masalani yechish mumkin bo'ladi. Buni ko'rsatish uchun Y.= F{L, K), i =1= j, 

'J 'J 
qiymatlami ham kuzatuvlar natijasida topib olamiz. Ravshanki, neoklassik 
shartlarga ko'ra quyidagi tengliklar o'rinli: 

Y.2=F(LI'KJ=F(LI'KI )+yl' YI>O, K I <K2, 

liJ=F(L2,KJ)=F(L2,K2)+Y2' Y2>0, K2<Kp 

>:_1. = F(L._1' K.) = F(Ln_1' K._I ) + Y.-I' Y.-I > 0, K._I < Kn; 

Y21 =F(L2,KI )=F(LI'KI )+bl' b l >0, L. <L2, 

~2=F(~,K2)=F(L2,K2)+b2' b2>0, L2<LJ, 

Kuzatuvlar natijasida YI , Y2, ••• , Yn-I' 01' 02' ... , 0n-I miqdorIar topilgan 
bo'ladi. Umuman, kuzatuvlaryordamida quyidagi matritsa elementlarini topib 
olish mumkin: 

1'; I 1';2 1';n 

A=(r:J= Y21 Y22 Y2n 

Ynl Y,,2 Y,,,, 
Shu ma'lumotlardan foydalanib, barcha asosiy iqtisodiy-matematik 

xarakteristikalami hisoblab chiqish mumkin. Ular quyidagilardan iborat: 

k=K, 
, L' , 

F(L,K) 
y. = " 

I L; , 
F(L,K) 

z. = " 
I K; , 

of(L ;, KJ 
v · = --'---'----'-'-
, oL ' 

r = of(L ;.K;). a= of(L;Jq K; p of(Lj ,!(,) 1; 
, oK " oK F(L;,K;)" oL F(L;,K;) ' 

S, = aF(~lK,): aF(~;/,); cr, = (~~. ~ r 
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Bunda k, Y, Zi lar uchun i = 1,2, ... , n; Vi' ri' eti l3 i va Si lar uchun 
i = 2,3, ... , n-l; cri lar uchun esa, i = 3, 4, ... , n-2. 
Yuqoridagi fonnulalardan ko'rinadiki, hosilalar qatnashgan hollarda o'sha 
hosilalami bizga ma'lum ma'lumotlar yordamida hisoblash lozim bo'ladi. 

lumladan, Vj va 1j miqdorlar ushbu 

taqribiy fonnulalar orqali hisoblanadi. Bu (6.5) fonnulalar xususiy hosilalami 

R; sohaning ichki ( i ,j ) tugun nuqtalarida taqriban almashtirish uchun 

ayirmali munosabatlar deyiladi (6.13- va 6. 14-chizmalar). 

I~ 
K 

(O,j+ I) 

(0, j) 

(O,)- I) 

0 

(i,j+ I ) 

( i-I,j) ( i,j) ( i+I,j 

( i,}-I) 

..... 

(i- I, 0) ( i, 0) (i+I,O) ' 

6.13-duzma 

K 
I~ 

) ~ R2 
I + 

l' 
... 

0 7 h ~ 
, 

L L 

6.14- chizma 

Chizmalarda ( i ,j) tugun nuqta (L i' K
j 

) = ( i h, j 1) ni anglatadi, 
unda h -L o'qibo'yicha,l esaK o'qibo'yichaqadamnianglatadi, (0; 0) 
tugun nuqta koordinata boshini bildiradi. 

Shunday qilib, osongina hisoblanadigan 

kj' Yj' Zj, l:JY;, KJY;, Vj Ba r; 
miqdorlar yordamida qolgan et, A, S va cr , miqdorlami ham hisoblash 

,'''', I , 

mumkin. Ulami 12 ta ustunga joylashtiramiz (6.1 jadvalga qarang). 7-
ustundan boshlab, har birustundajoylashgan sonlarni sinchiklab kuzatamiz. 
Ba'zi ustundagi sonlar deyarli o'zgannasligi yoki biror qonun bo'yicha 
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o'zgarayotganligini payqab qolsak, unda 6.4-§ dagi mulohazalarga asoslanih, 
ICHF ning ko 'rinishini aniqlah olish mumkin. U funksiya neoklassik ICHF 
ho' lishi kerakligi ravshan. 

Yuqoridagi mulohazalami shartli statistik ma' lumotlar uchun misolda 
amalga oshiramiz. Avvalo, K I va L j lar jadvalini yozamiz: 

K 1.0 1,1 1.2 1.3 1,4 1,5 
L 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 

Endi l::J.ar uchun A matritsa elementlarini yozish kerak bo'ladi. Ammo 
I ) 

masalani yechish uchun shu matritsaning bosh diagonal elementlari Y", 

i = ~ , shu diagonalga yopishgan undan yuqorida joylashgan diagonal 

elementlari Y'i+1 ' i = 1, 6-1 va undan pastdajoylashgan diagonal elementlari 

Y, ~I' i = 2, 6 qiymatlari yetarli bo'ladi. Shu qiymatlami keltiramiz: 

Y
11 

= 1,414; Y22 = 1,382; Y33 = 1,352; Y44 = 1,330; Yss = 1,309; Y66 = 1,290; 
Y

12 
= 1,483 ; Yn = 1,587; Y34 = 1,691 ; Y45 = 1,794; YS6 = 1, 897; 

Y
21 

= 1,999; Y32 = 1,556; Y43 = 1,661; YS4 = 1,766; Y65 = 1,871. 

Endi hosilalami hisoblaymiz «6.5)-ga qarang): 

aF(~,K2)::o: 1,556-1,483 =0 365 . 
aL 0,2 " 

aF(4,K3 ) ~ 1,661-1,587 =0 370 . 
aL 0,2 " 

aF(L4 ,K 4 ) ~ 1,766 - 1,691 = 0375 . 
aL 0,2 " 

aF(Ls ·Ks) ~ 1,871- 1, 794 =0385 
aL 0,2 ' 

aF(~ , KJ ~ 1,587 - 1,449 = 0 690. aF(~ ,K3) ~ 1,691 - 1,556 =0675 
aK 0,2 " aK 0,2 ' 

aF(L4 ,K4 ) ~ 1,794-1,661 = 0665 . aF(Ls ,Ks):::-: 1,897 -1, 776 =0655 
aK 0, 2 " oK 0,2 ' 

Topilgan qiymatlardan foydalanib, et, va p)ami hisoblash mumkin: 
et

2 
= 0,449; a.

3 
= 0,449; et

4 
= 0,500; ets = 0,500; 

P
2 

= 0,504; P
3 

= 0,501 ; P
4 
= 0,449; Ps = 0,504. 

Bundan tashqari , Si' i = 2,3,4,5 va cr" i = 3,4, qiymatlarni ham 
hisoblaymiz: 
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s = V2 = 0,365 = ° 529' 
2 r

2 
0,690 ' , 

s = V3 = 0,370 = 0549' 
3 r3 0,675 ' , 

s = ~= 0,375 = ° 563' 
4 r

4 
0,665 ' , 

s = ~= 0,385 = ° 588' 
5 rs 0,655 ' , 

CJ" 3 = (dS3 • !:.2..)-1 = (S4 -S2 . ~)-I = ( 0,563- 0,529. 0,545 )-1 = 
dk S3 k4 -k2 S3 0,565-0,524 0,549 

=(0,034. 0,545)-' =(18530)-' =1215. 
0,041 0,549 22509 " 

CJ"4 = (dS4 • ~)-' =(S5 - S3. ~)-' = (0,588- 0,549. 0,565 )-1 
dk S4 k5 - k3 S4 0,583 - 0,545 0,563 

=(0,039. 0,565)-' =(22035)-1 = 21394 =0979 
0,038 0,563 21394 22035 ' 

Shunday qilib, barcha zarur miqdorlar hisoblandi. Natijalarni bitta 
jadvalga joylashtiramiz (6.1-jadvalga qarang). 

6.I-jadvaldan ko'rinadiki, Cl; :::; 0,5; Pi :::; 0,5; Cl; +P; :::; I. Bundan 
makroiqtisodiy L , K va Y ko'rsatkichlamingjadvalda berilgan qiymatlariga 
Kobb-Duglas ICHF mos kelishi kelib chiqadi. Biz fondlar yoki mehnat 
resurslari bo'yicha elastiklik o'zgarmas bo'lgan holda mos ICHF Kobb-

Duglas funksiyasi ekaniga asosJandik. Demak, ICHF ni Y = GoKa. J!' , 
Go > 0, Cl > ° , P > 0 , ex. + J3 = 1 ko'rinishda izlash kerak, degan xUlosaga 
kelamiz. 

Agar 6.1-jadvalga sinchiklab qaralsa, shartli ma' lumotlar (1 ,2,3-ustunlar) 

Y = J KL ko'rinishdagi Kobb-Duglas ICHF qiymatlaridan iborat ekaniga 

ishonch hosil qilamiz .. Eng kichik kvadratlar usulini qo'lIash natijasida 

ao ::::: 1, u == f3 ::::: 1/2 qiymatlarga ega bo'lamiz. Hisob-kitoblarni olib 

borishni talabaning o'ziga topshiramiz. 
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6.1-jadval 

N!! 1 2 3 4 5 6 7 8 9 \0 11 12 

k, = K, 
y; z=~ v = aF, r = i!!i a. = aF, K, ~/=~1 Si Ki L, Y, Yi = ii 0/ L, ' K , ' aL ' aK ' aK F, I 

1 1,0 2,0 1,414 0;500 0,707 1,414 
I 

2 1,1 2,1 1,520 0;524 0,724 1,382 0,36.5 0,690 0,499 0,504 0,529 

3 1,2 2,2 1,625 0,545 0,739 1,352 0,370 0,675 0,499 0,501 0,545 1,265 

--IV 
4 1,3 2,3 1,729 0,565 0,752 1,330 0,375 0,665 0,500 0,499 0,563 0,979 I 

I 

5 1,4 2,4 1,833 0,583 0,764 1,309 0,385 0,655 0,500 0,504 0,588 

6 1,5 2,5 1,936 0,600 0,774 1,290 



6-bobga oid masalalar 

I. Ba'zi iqtisodiy-matematik xarakteristikalaming statistik qiymatlari 
bo'yicha ICHF ko'rinishi aniqlansin: 

I. k 

f'(k) 

2. k 
f(k) - kf'(k) 

3. k 2 
j(k) - kf'(k) 

2 2,0 1 f'(k) 

4. k 2 
kf'(k) 

2 2,0 1 
f(k) 

3 

2,02 

3 

2,02 

4 

1,99 

6 

0,97 

f'(k)=const 

5 6 

1,98 1,97 

f(k)- k f ' (k ) 
consl 

f'(k) 

4 5 6 

1,99 1,98 1,97 

k f'(k) = const 
f(k) 

H. Quyidagi ICHF uchun izokvantalarning va ularning differensial 
tenglamasi yozilsin. Bundan tashqari, shu ICHF laming magistraIlari topilsin 
va grafigi chizilsin: 

A. l. F(L,K) =.J KL . 4. F(L,K)=VK 3L. 

2. F(L,K)= V KL2 . 5. F(L,K)=VKL3 
• 

3. F(L,K)=VK 2L . 6. F(L,K)=VKL4 
• 

F(L K)=~ B. l. , K+L . 
F(L K)= J2 KL 2. , I . 

'YK2+L2 
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3. F(L,K)=~(JK +JL). 
4 

4. F(L,K)= V4 KL 
V(K 3/ 2 + L3/ 2 y 

Ill. Quyidagi statistik ma'lumotlarga asoslanib, asosiy - iqtisodiy
matematik xarakteristikalami hisoblang va ICHF ko'rinishini aniqlang: 

K 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 

L 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 

Y 1,414 1,520 1,625 1,729 1,853 1,936 

6-bobga oid nazorat savollari 

1. Agar limit unumdorlik (fondlar, mehnat bo'yicha) o'zgarmas bo'lsa, 
mos ICHF qanday ko'rinishda bo'ladi? 

2. Almashishning limit normasi o'zgarmas bo'lsa, ICHF qanday 
ko'rinishda bo'ladi? 

3. Almashishning elastikligi 0' zg arm as bo' Iganda, I CHF ko'rinishini aytib 
bering. 

4. Fondlar va mehnat bo 'yicha elastiklik 0 'zgarmas bo'lsa, ICHF qanday 
ko'rinishda bo'ladi? 

5. Fondlar va mehnat bo 'yicha elastiklik kasr-chiziqli funksiya bo'lganda 
mos ICHF qanday ko'rinishda bo'ladi? 

6. Izokvanta, izoklinal va izokvetalar ta'rifmi bering. 
7. Izokvantalar qanday xossalarga ega? 
8. ICHF magistrali ta'rifini bering. 
9. ICHF ning magistralini topish usullarini tushuntirib bering. 
10. Chiziqlilashtirish usuli nima? 
11 . Kobb-Duglas va Solou ICHF ning magistrallarini toping. 
12. Ikki faktorli ICHF ning birinchi tartibli xususiy hosilalarini taqribiy 

hisoblash formulalarini yozib bering. 
13. Asosiy iqtisodiy-matematik xarakteristikalaming qiymatlariga qarab 

ICHF ko'rinishini bilish mumkinligini tushuntirib bering. 
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7-bob. ICHF UCHUN OPTIMALLASHTIRISH MASALALARI 

7.1-§. Asosiy tushunchaJar va masalalaming qo'yilishi 

Mazkur bobda ishlab chiqarishni optimallashtirish masalalarini ko'ramiz, 
bunda ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi ikki faktorli neoklassik ICHF 
Y = F (L, K) bilan ifodalanadi. Ba'zi tushunchalar ta'rifini keltiramiz. 

Firmaning daromadi R deb aniq vaqt oralig'ida (biror yil yoki bir 
necha yillarda) ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi F(L, K) ni uning bir birlik 
narhi Po ga ko'paytmasi Po F(L, K) ga aytiladi. 

Firmaning umumiy harajati hajmi C deb aniq vaqt oralig'ida qilingan 
barcha xarajatlarga aytiladi, ya'ni C=PIK+p}, bunda K va L - firma 
tomonidan xarajat qilinadigan (foydalanilgan) ishlab chiqarish resurslari hajmi, 
PI va P2 lar esa mos ravishda K va L resurslaming bozor narhi. 

Firmaning aniq vaqt oralig'ida qilgan daromadi R bilan uning sarflari 
(xarajatlari) C ayirmasi firma foydasi deyiladi va PR = R - C yoki 

kabi yoziladi. 
tl>(L,K) = PoF(L,K) - (P1K + P2L) 

Agar frrma mukammal (soj) raqobat sharoitida faoliyat ko'rsatayotgan 
bo'lsa, unda shu firma bozor narxlari Po' PI' P1 ga ta'sir eta olmaydi. Boshqa 
sharoitda narxlami bozor aniqlamaydi. Istalgan holda frrmaning vazifasi 
(asosiy maqsadi) o'z foydasini maksimallashtirishdan iborat. Bu masala 

tl>(L,K) ~ rnax, L?: 0, K?: 0, (7.1) 
ko 'rinishda yoziladi. (7.1) masala chiziqsiz dasturlashning shartsiz maksimum 
masalasidir. 

Resurslaming sarf etiladigan hajmi chegaralangan bo'lsa, u gel, K) ~ b 
tengsizlik bilan beriladi. Bu holda foydani maksimallashtirish masalasi ushbu . 

tl>(L,K)~rnax, g(L,K)~b, L?:O, K?:O (7.2) 
ko 'rinishda yoziladi. 

Bu (7.2) masala chiziqsiz dasturlashning shartlari tengsizliklar bilan 
berilgan shartli maksimum masalasidan iborat. 

Ishlab chiqarish xarajatlari funksiyasi PIK + p} ning sath chiziqlari 
p.K + p} = C kabi yoziladi va izokostalar deb ataladi. Agar masala 
p.K + p} ~ min kabi qo'yilgan bo'lsa,PIK + p} = C chiziqlar birvaqtda 
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ham izokosta, ham izokvanta vazifasini bajaradi. Izokosta PIK + PI- = C 
to'g'ri chiziqning I chorakdajoylashgan kesmasidan iborat, uning uchlari 

(0; ~) , (~; 0) (7.1-chizma). 

O'zgarmas C ning Co' Cl' C2' ... qiymatlariga mos ravishda AoBo ' 
AIBI'A2B2, .. . izokostaIar to'g'ri keladi. Buning har bir A,B; izokostaga 
nisbatan «shimoli-sharqda» joylashganAi+IBi+1 nuqtasiga A!3; ga qaraganda 
ortiq xarajat mos keladi, ya'ni Co < Cl < C

2 
< ... (7.1 a-chizma). 

L 
7.1-chizma 7.1 a- chizma 

Iqtisodiyotda ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi berilgan holda umumiy 
xaraj atlarni minimaIlashtirish m asaI asini yechishga to ' g ' ri keladi. Bu masaIa 
quyidagicha yoziladi: 

{

G(L,K) : PIK + P2L ~ min , 

F(L,K)-Q . (7.3) 

(7.3) masaIa chiziqsiz dasturiashning shartlari tengliklar bilan berilgan 
shartli minimum masaIasidir. Uni umumiy holda Lagranjning ko 'paytuvchilari 
usuli bilan yechiladi. Sodda hollarda u chiqarish usuli bilan ham yechilishi 
mumkin. Albatta, (7.3) masaIani yechishning taqribiy usullari ham mavjud. 
Ulardan masaIaning o'lchovlari katta bo'lganda foydaIaniladi. Biz ularga 
to 'xtalmaymiz. 

7.2-§. Foydani maksimallashtirish masalasi 

Bu masaIani Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun yechamiz. 

1. (7.1) masaIada ICHF sifatida Kobb-Duglas: Y ==aoKctt-ct funk

siyasi olingan bo' lsin. Unda masaIa ushbu 

!l>(L,K) = poaoKfl. Ll
-

ct - (PIK + P2L) ~max, L ~ 0, K ~ ° (7.4) 
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ko 'rinishda yoziladi. Masalani yechish uchun avval birinchi tartibli xususiy 
hosilalarni hisoblab, nolga tenglashtiramiz: 

poao(l-a)KIJ.EIJ. - P2 =0, poaoaK IJ.-1L 1-a. - PI = 0 

yoki 

poao(l-a)·(KjLt = P2' poaoa(KjLt-
1 = PI' 

Bu tengliklardan KIL uchun ikki turli ifoda kelib chiqadi; 

K ( P2 )l/a. K ( PI )l/(IJ.-I) 
T= poao(l-a) va T= poaoa (7.5) 

Ulami tenglashtirsak, soddalashtirilgandan keyin quyidagi tenglik hosil bo'ladi: 

a. I-a. a. (I )I- a. (7 6) PI . P2 = Po . a o . a . - a. . 

Avvalo (7.6) tenglikpo'ppp] narxlarorasidagi bog'lanishni ifodalaydi. (7.5)' 
munosabatlar esa, resurslarning optimal taqsimoti (7.5) tenglama bilan 
tavsiflanadigan nurda yotishini bildiradi. Ko'rinadiki, (7.4) masala uchun 
cheksiz ko'p statsionar nuqtalar mavjud va ular o'sha nurda yotadi. Endi 
ikkinchi tartibli hosilalami hisoblaymiz: 

82~ 82~ 
--=P a (l-a)(-a)Ka.L--«-I. --=P a a(a-I)Ka.-2L I--«. 
8L2 0 0 '8K2 0 0 , 

82 Cl> --=p a (l-a)aKa.-IL--« 
8L8K 00 . 

K vadratik forma tuzamiz: 

(Nll'Y2) = (Yl'Y2)' . 
(

poao(l-a)(--<l)Ka.L--«-l poao(l-a)a.Ka.-lL--<l] (YIJ 
poao(I-a~-lL--« poao(a-l)a.Ka.-2L 1--« Y2 

Sodda hisoblashlai natij asida quyidagi kvadratik forma hosil bo 'ladi: 

Q(YI 'Y2) = - p oao(l-a)KIJ.-2 Ea. ( ~2 YI
2 - 2K· YIY2 + L· Y; ) . 

Bu kvadratik forma uchun Q (YI' Y2 ) ~ 0 tengsizlik bajariladi . Q(L, K) 
funksiya botiq ekanini ko 'rsatish qiyin emas (bu Q(L, K) ning botiqligidan 
kelib chiqadi) . Shu sababli (7.5) nurdagi har bir nuqta uchun Q(L, K) 
funksiya 0 'zining eng katta qiymatiga crishadi. 
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Agar firma K resursni (yoki L resursni) faqat K hajmda sarf qilishi 

maqsadga muvofiq bo'lsa, I ni (K ni) (7.5) dan topamiz. Agar a = 112 

bo'lsa, (7.6) munosabat poao = 2· ~ PIP2 ko'rinishni oladi. 

2. Endi (7.1) masalani Solou ICHF uchun yechamiz. Masala ushbu 
I 

<J)(L,K) = poao[ aKP + (l-a)L 1-P]p -(PIK + p2L)~max, L~O, K~O 
ko 'rinishda yoziladi. Masalani yechish uchun avvalgi holdagidek mulohaza, 
hisob-kitoblami bajaramiz. Natij ada K va L faktorlar orasida ushbu 

K=P2 .~L 
PI I-a 

munosabatni topamiz. Agar L = Lo bo'lsa, F(L, K) funksiya 

(4, P2 ·-1 a 4) nuqtada o'zining eng katta qiymatiga erishadi. 
PI -a 

7.3-§. Umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalasi 

l. Endi (7.3) masalani Kobb-Duglas ICHF uchun yechamiz. Bu holda 
masala quyidagi ko'rinishni oladi: 

(7.7) 

Masala sodda bo'lgani uchun uni avval chiqarish usuli bilan yechamiz. 
Uning uchun K ni L orqali ifodalaymiz: 

K=(;,r·i~' 
Bunda G(L, K) funksiya ushbu 

G.(Ll=P,{;')"".L",;' +p,L 
ko'rinishgakeladi. Shu funksiya 0 < L < +00 intervaldao'zining eng kichik 
qiymatiga erishadi. Sababi, avvalo funksiyaning eng kichik qiymati mavjud 
ekani quyidagi munosabatlardan kelib chiqadi: 
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lim G. (L) = lim G. (L) = -too va G (L) > 0 VL E (0,' + 00) . 
L~+O L~+'" ., 

Endi G. (L) funksiya eng kichik qiymatga erishadigan nuqtani topamiz. 

Buning uchun G; (L) = 0 tenglamani yechamiz: 

G~(L)= P. . (Q)l/<X . a-I. L-;;' + P
2

' 

~ a ' 

Bundan statsionar nuqtani topamiz: 

Q a-I-
( )

I / Cl I 

PI' - ·--·L Cl+ P2 =0 . 
ao a 

4 ~(;: l~cr r;, 
Statsionar nuqta yagona bo'lgani uchun G.(L) funksiyaning eng kichik 

qiymati mavjudligidan shu Lo nuqta izlangan nuqtadir. Lo dan foydalanib, 
Ko ni ham topib qo 'yamiz: 

K o =Sl..(P2 .~)I-Cl 
ao PI I-a 

Shunday qilib, GOKCl LI
-

Cl = Q bo'lganda xarajatlar funksiyasi 

G(L, K) = p,K + PI- topilgan (Lo, Ko) nuqtada o'zining eng kichik 
qiymatiga erishadi. 

(7.3) masalani Lagranjning ko 'payruvchilar usuIi bilan yechamiz. Lagranj 
funksiyasini tuzamiz: 

<J>(L,K) = PIK + P2L + A.. (QOKCl L1
-

Cl 
- Q ) . 

Xususiy hosilalarni hisoblaymiz: 

C<D = P2 +A..aoKCl(I-a) .L-«; 
8L 

C<D -=P +A.·a a ·KCl-IL
1-« 

8K I 0 . 

C<D C<D 
Tenglamalar sistemasini tuzamiz: 8L = 0, 8K = 0 yoki 

j
P2 +A.· ao(l- a) ·K ClrCl = 0 , 

PI + A.. ao a · K Cl
-

1 
L

1
-

Cl = 0 , 

ao ·K ClL1
-

Cl - Q = O. 
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Sistemaning birinchi ikki tenglamasidan 

K =...l!L.~ 
L I-a. PI 

tenglik kelib chiqadi. Sistemaning oxirgi tenglamasini 

ao . (KILt L=Q 

ko 'rinishda yozsak, K IL uchun topilgan ifodadan foydalanib, Lo ni topish 
mumkin: 

Lo =Q.(~.li)(t 
ao a. P2 

Bu chiqarish usuli bilan topilgan qiymat bilan ustma-ust tushadi . 
Shuningdek, Ko ni ham topsak, avvalgi qiymatiga teng bo'ladi. Shunday 
qilib, (7.3) masala uchun yagona shartli-statsionar nuqta topildi. Lagranj 
funksiyasi qavariq bo 'lgani uchun shu nuqtada F(L, K) funksiya eng kichik 
qiymatga erishadi. 

7.4-§. Iqtisodiyotda optimallashtirish masalalarini yechishning 
burchak koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuli 

Mazkur bobning avvalgi paragraflarida optimallashtirish masalalarini 
yechishga klassik bo'lib qolgan chiqarish va Lagranj kO 'paytuvchilari usuli 
qo'llandi. Ammo bu usullar turli noqulayliklarga ega. lumladan, masalani 
Lagranj kO 'paytuvchilari usuli bilan yechish uchun avval birinchi tartibIi 
xususiy hosilalar hisoblanadi va ularni noIga tenglashtirib, hosil bo'lgan 
tenglamalar sistemasini yechiladi. Natijada statsionar nuqtalar (agar ular 
mavjud bo' lsa) topiladi. So'ngra ikkinchi tartibli hosilalar hisoblanadi va 
statsionar nuqtalarda qiymatIari topiladi. Mos matritsa tuzilib, tegishli 
kvadratik forma tuziladi. Qo'yilgan masalaning yechimi kvadratik forma
ning musbatyoki manfiy aniqlanganligiga bog'liq bo'ladi. 

Iqtisodiyotda masalalarning qo'yilishida ICHF ishtirok etadi. Agar 
ICHF ning xossalaridan foydalanilsa, optimallashtirish masalalarini yechish
da quI ay bo'lgan usulni tavsiya etish mumkin. Uni burchak koefJitsiyentlami 
tenglashtirish usuli deb yuritamiz. Mazkur usul ikkinchi tartibIi hosilalardan 
foydalanmaydi, faqat funksiyalarning qavariqligi va botiqligidan 
foydalanadi . 
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1. Chiziqli budjet chegarasi berilganda ishlab chiqarilgan 
(chiqariladigan) mahsulot bajmini maksimallasbtirisb masalasini 
ko'ramiz. 

Masala quyidagicha qo 'yiladi: 

{

F(L, K) -)0 max , 

p]K + P2L=!, 
(7.8) 

bunda F(L, K) - neoklassik IChF, PI - asosiy fondlar birligi narhi, P
2 

-

mehnat resurslari birligi narhi,! - xarajatlaming berilgan hajmi. (7.8) ning 
ikkinchi tenglamasini chiziqli budjet chegarasi deymiz. 

Demak, masala asosiy fondlar K va mehnat resurslari L orasida 
shunday taqsimotni topishdan iboratki, ular PIK + Pt =! ni qanoatlantirsin 
va· F(L, K) IChF ga maksimal qiymat bersin. 

(7.8) masalani yechish uchun avval ICHF ning izokvantalarini chizamiz. 
Ular, ma'lumki, qavariq egri chiziqlardan iborat va gorizontal hamda vertikal 
asimptotalarga ega (7 .2-chizma). Ushbu PIK + Pt = I tenglama esa 
burchak koeffitsiyenti k2 = - P

2 
/ PI ga teng bo'lgan to'g'ri chiziqni 

tavsiflaydi. L ~ 0, K ~ 0 ga ko'ra biz shu to'g'ri chiziqning I chorakda 
joylashgan kesmasiga egamiz (7.3 chizma). kl deb izokvanta urinmasining 
burchak koeffitsiyentini belgilaymiz. 

K K K 

~ 
B 

A A 

0 L 0 I/P2 L 0 1/ PI L 
7.2-chizma 7.3- chizma 7.4- chizma 

Izokvantalar ichida biror C = Co da AB kesmaga urinadigani mavjud. 
Urinish nuqtasi (Lo' Ko) masalaning yechimi bo'ladi (7.4-chizma). Urinish 
nuqtasida F(L, K) = C izokvanta urinmasining va PIK + Pt = I to'g'ri 
chiziqning burchak koeffitsiyentlari o'zaro teng, ya'ni kl = k]. Masalani 
yechish uchun 
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{ 

_ OF(L,K)/ of(L,K) _ P2 

oL oK PI 

PIK +P2L =[ 

sistemani yechish yetarli. 

(7.9) 

Misol. Ushbu J KL ~ max, 2K + 3L = 6 masala berilgan bo'lsin. 

Bunda F(L, K) = ill (Kobb-Duglas ICHF). kl va k2 larni topamiz: 

k- JKjJL_ K 3 
1-- 2JL 2JK--T; k 2 =-"2' 

Tenglamalar sistemasini yozamiz: - K / L = -3 /2, 2K + 3L = 6. Undan 
Lo = 1, Ko = 3 / 2 yechimni topamiz. 

2. Chiziqsiz budjet chegarasi berilganda ishlab chiqarilgan (chiqarila
dig an) mahsulot hajmini maksimallashtirish masalasini ko'rib chiqamiz. 
Masala quyidagicha beriladi: 

{ 

F(L,K)~max, 

PI <P(K) + P2g(L) = I , 
(7.10) 

bunda CV (K) va g (L ) - quyidagi shartlarni qanoatlantiradigan chiziqsiz 
funksiyalar: 

<P(O) = 0, <P(K) > 0, cp'(K) > 0, cp"(K) > 0 

g(O) = 0, gel) > 0, g'(L) > 0, g"(L) > 0 
(7.11) 

Quyidagi <lJ(L,K) = Pl<P(K) + P2g(L) - I = Obelgilashnikiritamiz. Shu 

<D(L, K) = 0 chiziq botiq, uning grafigi I chorakdajoylashgan. <D(L, K) = 0 
chiziqning botiqligini isbotlaymiz. (7.10) ning ikkinchi tenglamasini 
difIerensiallaymiz: 

Bundan 

dK 
-= 
dL 
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tengsizlik kelib chiqadi, demak, K = K (L) funksiya kamayuvchi. Endi 
ikkinchi tartibli hosilani hisoblaymiz: 

2 g "(L)· (n'(K) - g'(L) . (n"(K). dK 
d K = _.!2.. 't' 't' dL 

dL2 PI [<p'(K)]
2 

O'ng tomondagi kasr surati dK / dL < 0 bo'Igani uchun musbat. Bundan 

d 2 ~ < 0 ekanikelib chiqadi. Bu esa, <D(L,K) =0 chiziq botiqligini anglatadi. 
dL 

<D(L, K) = 0 yoki, baribir, PI Cfi...K) + P2g(L) = I egri chiziqning uchlari 

koordinata o'qlarida yotadi va (L., 0), (0, K.) koordinataIarga ega. Bunda 
L. va K. lar mos ravishda p 2 g(L) = I , PI qJ (K) = I tenglamaIaming 
yechimlari. Shu tenglamaIar g' (L) > 0, q> (K) > 0 tengsizliklarga ko'ra bir 
qiymatli yechimlarga ega (7.5-chizma). 

Endi <D(L, K) = 0 chiziq botiq va <D (L, K) = C izokvantaIar qavariq bo'l
gani uchun <D(L, K) = 0 chiziqqa urinadigan yagona <D (L, K) = Co izo
kvanta mavjud. Urinish nuqtasida bu chiziqlar umumiy urinmaga ega. Urin
maIaming burchak koeffitsiyentlari o'zaro teng bo'ladi, ya'ni (7.6-chizma) 

K 

(0 , K.) (0, K.) 

° 0 
, , 

(L., 0) L (L., 0) L 

7.5-chizma 7.6-chizma 

k _ OF/OF k2 = 
P2g'(L) 

k. =k2. 1-- oL oK' p.<p'(K) , 

Ushbu 

{ _ aF / aF = p,g'(L) 
oL oK p.<p'(K) ' 

(7.12) 
p .Cfi...K) + P2g(L)=I, 
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tenglamalar sistemasi yagona (Lo' Ko) yechimga ega. Shu (Lo' Ko) nuqta 
masalasining yechimini beradi. 

Misol. Ushbu F(L, K) = JKi ~ max, 2K + 5L2 = 10 masalani yechay

lik. Bunda Cl>(L, K) = 2K + 5V - 1 0= O. Endi kl va k21ar osongina topi1adi: 

k =_K k =_O<I>/O<I> =-5L 
I L' 2 oL oK ' 

(7.12) sistema bu holda 

{ 

K 
--=-5L 

L ' 

2K+5L2= 10 , 

ko'rinishga ega. Bundan, ravshanki, Lo = J2j3, Ko = 10/3 . 

3. Endi tavsiya etilgan usul bilan ish1ab chiqarilgan (chiqariladigan) 
mahsu10t miqdori berilganda umumiy xaraj atlarni minimallashtirish masalasini 
yechamiz. Bu ho1da masala ushbu 

{

fl>(L,K) = PIK + P2L ~min , 

F(L,K)=Q 
(7.13) 

ko'rinishida yozii<idi. Cl>(L, K) funksiya chiziqli xarajat funksiyasi bo'lib, 
PIK + p} = C , C=const> 0 chiziqlar o'zaro parallel to'g'ri chiziqlar, ular 
L ~ 0, K~ 0 ga ko ' ra I chorakda joylashgan kesmalardan iborat (7.7-

chizma), uchlari (C / P2' 0) va (0, C / PI) nuqtalardan iborat. F(L, K) = Q 
tengligi esa, F(L, K) I CHF izokvantalaridan biridir. Shu izokvanta kesmalardan 
biriga alhatta urinadi (7.8-chizma). Urinish nuqtasida PIK + p} = C va 

K 

c, 
p, 

Co . L 
p, 

7.7-chizma 

K 

L 

7.8- chizma 
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F(L, K) = Q chiziqlarga o'tkazilgan urinmalaming burchak koeffitsiyentlari 

, , . k k B d Ir of / of k P2 Sh . o zaro teng, ya m 1= 2' un a "1 = -- -, 2 = --. unmg 
oL oK PI 

uchun (Lo,KJ y echim quyidagi tenglamalar sistemasidan topiladi (7.8-chizma): 

Misol. Ushbu 

8F/8F = P2 
8L 8K PI' F(L,K) = Q. (7.14) 

{

2K +3L~min, 

JLK-Q=O 

masala berilgan bo'lsin. Bundan k2 = - 3/2, kl = - K IL hosil bo'ladi. Yechim 

L 2' 
{

_ K .= _. l {2K = 3L , 
\ . yoki 
~. 2 

..;LK =Q K ·L=Q 

sistemadan topiladi: Lo =J2/3 .Q, Ko =J3i2.Q. 

4. Nihoyat, ishlab chiqarilgan (chiqariladigan)mahsulothajmi berilganda 
xaraj atlaming chiziqsiz funksiyasini minimallashtirish masalasini ko'raylik 
Masala quyidagicha yoziladi: 

{

<I>(L, K) _= PI <P(K) + P2 g(L) ~ min , 
(7.15) 

F(L,K)-Q. 

Bunda g( L) va <pe K) funksiyalar (7.11) shartlarni qanoatlantiradi. 

d 2K 
Shunga ko'ra PI <p(K) + P2g(L) = C chiziqlar botiq bo ' ladi, dL2 < O. 

Boshqacha aytganda, PI <p(K) + P
2
g(L) = C izokvantalar grafigi I chorakda 

joylashgan botiq egri chiziqlardan iborat (7.8 chizma). R.,L, K) = Q tenglama 
bilan esa, F(L, K) = C izokvantalardan bittasi tavsiflanadi. Shuning uchun 
bu izokvantaga PI <p(~ + P2g(L) = C chiziqlardan bittasi urinadi. Urinish 
nuqtasi masalaning yechimini beradi. Izlangan urinish nuqtasi koordinatalarini 
topish uchun urinma burchak koeffitsiyentini topamiz: 
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k =_ OF/OF 
I oL oK, 

k2 = P2g'(L) 
PI<P'(L) . 

Masalaning yechimi (Lo' Ko) quyidagi sistemadan topiladi: 

Misol. Ushbu 

{ 

_ OF/ of = P2g'(L) 
oL oK Plcp'(K) ' 

F(L,K)=Q. 

{ 

ct>(L,K) = PIK3 + P2L2 ~ min , 

F(L,K)=~K.L =Q 

masalani yechish talab qilingan bo'lsin. kl va k
2

lami topamiz: 

k -_ K k _ 2P2L 
1 - L' 2 - 3P

1
K 2 • 

Quyidagi sistemani tuzamiz: 

Sistemani yechib, masalaning yechimini topamiz: 

7-bobga oid masalalar 

(7.16) 

I. Quyidagi Solou ICHF uchun daromadni maksimallashtirish masalasi 
yechilsin: 

l. F(L,K) = 2K·L . 
K+L 

2. F(L,K) "" J2K· L 
.JK2 +L2 
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3. F(L,K) = !(-JK +-!iY , 
4 

F(L K)- 4K·L 
5. ,- (J"K +JiY . 

4. F(L K) = Vi·K·L iifi ·K·L , 6. F(L,K) . 
V(K 3

/
2 + L3

/
2 r V(K 3

/
4 + L3

/
4 r 

11. Ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori Q berilganda umumiy 
xarajatlarni minimallashtirish masalasi yechilsin F(L, K)=Q: 

1. F(L,K) =.J KL . 
2KL 

4 F(L K)=--. , K+L' 

2. F(L,K)=VKL2 , 5. F(L,K)=VK 2L . 

3. F(L,K)=~(JK+Ji)2. 
4 

4KL 
6. F(L,K) = ( )2 . 

J"K+Ji 

III. Quyidagi masalalar burchak koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuli 
bilan yechilsin: 

{ VX'L -->max, rx + 2L --> min 
1. 4. Jl(:i 

3K +2L=12. K·L=6 

tXoL' -->max 
2. 

2K3 +3L3 =6 

tx, +3r.' -->min 

5. ifK.if 
3 K ·L2 =12 

7-bobga oid nazorat savollari 

1. Firma daromadi ta'rifini bering. 
2. Firma xarajatlari (sarflari) ta'rifini bering. 
3. Firma foydasining ta'rifmi bering. 
4. Firm a foydasini !Ilaksimallashtirish masalasini bayon eting. 
5. Umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalasini bayon eting. 
6. F oydani maksimallashtirish masalasini yechish usullarini aytib bering. 

127 



7. Umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalasini yechishning chiqa
rish usuli nimadan iborat? 

8. Umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalasini yechishda 
Lagranjning kO'paytiruvchilari usulini aytib bering. 

9. Kobb-Duglas va Solou ICHF lar uchun foydani maksimallash
tirish va umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalalarini ekonometrik 
anaIiz qiIing. 

10. Burchak koeffitsiyentlami tenglashtirish usulining g'oyasini so'zlab 
bering. 

11. Burchak koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuli bilan yechiladigan 
masalalaming xususiyatlari nimadan iborat? 
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8-bob. UMUMLASHGAN STATIK ICHF 

8.1-§. Umumlashgan statik ICHF haqida 

5-bobda chiziqli-bir jins\i, so 'ngra umumiyroq &-tartibli bir jinsli 
funks iyaJar ta' rifi beriIgan va uIarning xossaJari bayon qilingan edi. Keyin 
bir va ko 'p o 'zgaruvchiIi ICHF tushunchasi ham kiritilgan, shu bilan birga, 
ICHF biIan bog 'langan turli masaJaJar bayon eliigan. O'sha bobda keltirilgan 
ICHF tushunchasini oddiy ICHF deb aytish mumkin. Quyida bir va ko 'p 
o 'zgaruvchi li umumlashgan ICHF tushunchasini keltiramiz. 

8.I-ta'rif. Bir o'zgaruvchili umumlashgan ICHF deb quyidagi 

f(O) = 0, f(x) > 0, /,(x) > 0, fW(x) < 0, 

f('Ax) = ').,}'> f(x) , "VA > 0, x> 0, 0> ° 
shartlami qanoatlantiradigan y = f(x) funksiyaga aytiladi. 

(8.1) 

MasaJan, y=aoxo , ao >0,0<0<1 funksiya uchun (8.1) shartlar 

bajariladi: 

f('Ax) = ao ('Ax)O = AO f(x), x> 0. 

Hatto bu funksiya umumlashgan neoklassik ICHF deb ataJadi. 

8.2-ta'rif. Faraz etaylik, y = f(x), x 2 , . • . , x n ) funks;ya quyidagi 

shart/ami qanoatlanti rsin: 

1°. 1 E C 2 (R:), bunda C 2 (R:) - R: sohada ikki marta uzluksiz 

differensiallanuvchiligini anglatadi. 

2°. I(x), x 2 , ... , xi-! ,0, Xi+1 , . .. , x n ) = 0; i = 1, n; 1(0,0, ... ,0) = ° . 
3°. I(AxI , Ax2 , .. . , 'Axn ) = AI'> I(x) ,X2 , ... , x n ); (xI> x 2 , . . . , x n ) E R:. 
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50. fif\x) <0 ; rlf\x) <0; ... ;rlf\x) <0 ' iif(x»O ;i;f:j , '<:/XERn 

OX1 OX2 OXn' ox/ox, 't- • 

Shu 1 °_5° shartlami qanoatlantiradigan funksiya n 0 'zgaruvch; if 
umumlashgan neoklassik ICHF deY;ladi. 

Quyida n o'zgaruvchili umumlashgan neoklassik ICHF ga misollar 

keltiramiz(x= (X1' X2'· .. ,Xn) , d>O): 

- n 
I) f(x) = aD . X~l . X~2 . ... . X~" ; aD> 0; Cl; > 0; i = I,n; LCl; = 0 > 0 ; 

;=1 

3) !(X1,X2, ... ,xn )=ao( ~a;x; J, aD >0, a; >0, i= I,n; 0<0<1; 

4) f(X1,X2, ... ,xn ) = aD· (min{ X1'X2' ... ,Xn } )Ii; aD> 0; 0> O. 

Mazkur funksiyalar uchun 1 °_5° shartlarning baj arilishini bevosi ta 
hisoblashlaryordamida tekshirish mumkin. 

Umumlashgan neoklassik ICHF ta'rifining 3°-sharti chuqur iqtisodiy 
ma 'noga ega. Shu shart bo'yicha 8> 0 bo ' lganda ishlab chiqarish 
masshtabi (ko ' lami) A marta (A> 1) orttirilsa, ishlab chiqarilgan 
(chiqariladigan) mahsulot hajmi AB marta ortadi. Boshqacha aytganda, ishIab 
chiqarish masshtabi ortishidan ishlab chiqarish samaradorligi ortadi. Aroma 
0<8 < 1 bo'lganda ishlab chiqarish masshtabi ortishidan ishlab chiqarish 
samaradorligi kamayadi; 8 = 1 bo 'lganda masshtab ortsa ham, ishlab chiqarish 
samaradorligi o'zgarmay qoladi. Bu holda ICHF chiziqli-birjinsli ICHF ga 
aylanadi. 

Albatta, A ham, 8 ham 1 dan ancha katta bo'la olmaydi, ular 1 dan 
katta va unga yaqin qiymatlar qabul qilishi mumkin. Bu iqtisodiy sharoitlardan 
kelib chiqadi. Masalan, agar A = 1 + f: , 8 = 1 + v bo'lib, f: va v ixtiyariy 
kichik sonlar bo ' lsa, 

AO = (1 +£)l+V > 1 +£ = A, ya'ni AB > 1 

tengsizlik 0 'rinli bo'ladi. 
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Qanday hollarda ishlab chiqarish masshtabini '" marta orttirilsa, ishlab 
chiqarilgan (chiqariladigan) mahsulot hajmi '" dan ortiq marta ortadi? -
degan savol tug'ilishi tabiiy. Bunga, ayvalo, yangi texnologiyalami qo'llash 
va xodimlaming malakasini oshirish hisobiga erishish mumkin. Iqtisodiy 
o'sish s - simon egri chiziqlar bo'yicha sodir bo'lishini ta'minlash kerak 
bo'ladi (qarang: <l>ocTep P. 06HOBJIeHHe npoH3Bo.llCTBa: aTaKYJOIIXHe 
BLIHrpLIBaIOT. MocKBa. llporpecc. 1987; maBa 4). 

Endi umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF ni alohida 0 'rganamiz. 
F araz etaylik, F (L, K) - umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF bo' lsin. 
Bunday funksiya uchun quyidagi neoklassik shartlar bajariladi: 

1°. F(L, K) funksiya R ~ sohada aniqlangan, uzluksiz hamda birinchi, 

ikkinchi tartibli xususiy hosilalarga ega. 

2°. F(O, K) = F(L,O) = 0; F(O,O) = 0 . 

3°. F(ll, AK) = ",0 F(L, K) ; T/(L, K) E R;; 0> 0; '" > 0. 

40. of > ° . of > ° . T/(L K) R2 
oL 'oK' ,E +. 

o2F o2F o2F 
5°. OL2 <0; OK2 <0; oL oK ~O; T/(L,K)ER;. 

Misol sifatida umumlashgan Kobb-Duglas va Solou (CES sinfidagi -
Constant Elasticity of Substitution) ICHF ni keltirish mumkin. Ularni 
o'rganamiz. 

1. Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF quyidagi ko'rinishga ega: 

Y=F(L,K) = aoKo.L &-0. , ao >0, 0<0.<1, 0<0-0.<1. (8.2) 

Shu (8.2) funksiya uchun 1°- 5° shartlar bajariladi. Haqiqatan, (8 .2) 
funksiya difIerensiallanuvchi, uning birinchi va ikkinchi tartibli xususiy 
hosilalari mavjud va 0 < 0. < I, 0 < <5 - 0. < 1 tengsizliklarga ko'ra 
F(O, K) = F(L, 0) = 0 tengliklar bajariladi. 3° shart ham bajariladi: 

F(AL,AK) = ao (AKj (AL) 1)-0. = AI) .aoKo.L 1)-0. = AI) .F(L,K) . 

Nihoyat, 4° va 5° shartlar bevosita hisoblashlar yordamida tekshirilishi 
mumkin: 

of (I:: )Ko.L&-o.-1 ° of Ko.-1L 0-0. ° oL =ao v-o' . > , oK=aoO,· > , L>O, K>O, 
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a2~ =ao(0-0.).(0-0.-1).KaL&--a-2 <0, L>O, K>O, 
aL 

a
2 

F (1) K a-2L&--a 0 --2 = aoo.· a. - . < L > 0 K > 0 aK ' , . 

8.2-teorema. Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF quyidagi 

a2F (0-0.)'(0-0.-1) K2 a2F 
aL2 = 0.'(0.-1) . L2 . aK2 (8 .3) 

kvazichiziqli difJerensial tenglamaning yechimi . 
Isboti . Ikkinchi tartibli hosilalaruchun topilgan ifodalardan foydalansak, 

(8.3) tenglama osongina kelib chiqadi. 
2. Umumlashgan Solou ICHF quyidagicha yoziladi: 

Y=F(L,K)=aa[aK"i' + (l-a)L"i'j/P, aa >0, O<a<L p>-L 0>0. (8 .4) 

Bu funksiya uchun ham 1°_5° shartlar bajariladi, faqat F(O, K) = 

= F(L, 0) = 0 shart p > 0 bo ' Iganda o 'rinli. 3°_5° shartlarni tekshiramiz: 

F(JL,AK) =ao[ a(AK)-P + (l_a)(JL)"i'] -BIP = 

=ao[ j.,"(a.K1' +(1-a)L" )rl P 
=j.,°ao[ a.K1' +(1-a)1:" ]-<'i / P = t'F(L,K) . 

I-tartibli xususiy hosilalaming musbatligini ko'rsatamiz: 

a:: =a{ -~}[ a·K-p +(l-a)·L-p )-;-1 .(l-a) .(-p)rP-1 >0 , 

:: =a{ -~}[ a·K-p +(l-a).rp )-;-1 .a'(-p).K-P-1 >0. 

Ikkinchi tartibli hosilalarga tegishli 5° shart ham bajariladi, uni ham bevo
sita hisoblashlar yordamida isbotlash mumkin. 

Umumlashgan Solou ICHF ning p ~ 0, p --). +00 va p --). -1 dagi 

xususiy hollarini ko'ramiz. 

Avval p --). 0 holni ko'raylik. Biz lim Y 0 'miga hm In Y ni hisoblaymiz: 
P-40 P-40 

lim In Y = In ao -lim ~ In [ aK-P + (1 - a) . r p J == 
P-40 P-40p 
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1 1:1' 11 aI!'+{I-a)·KP = na -u Im- n = 
o p-+O p KP .LP 

= lnao + 0 ·In{K· L) - olimln(aLP + (l- a)· KP). I/p = 
p~o 

= lna -oln(K .L)-olim aI!'lnL+{l-a)·KPlnK 
o p-+O aff +(l-a).KP 

= lnaoL Ii K Ii - o. [alnL + (l-a)lnK ]= lnaoK aIiL(J-a)1i 

Oxirgi natija ko'rsatadiki, p~O da lnY=lnaoK a15L(J-a)l5. Bundan 

Y = aoK a15 L(J-a)1i - Kobb-Duglasning umumlashgan ICHF hosil bo'ladi. 

Agar p~-l bo'lsa ravshanki limY=ao[aK+(l-a)L]15 ya'ni 
, , p---r) , 

F(L,10 = ao [aK +(l-a)L]1i ko 'rinishdagi umumlashgan chiziqli ICHF hosil 

bo'ladi: 
Agar p ~ +00 bo'lsa, F (L, K) ni quyidagicha yozib olamiz: 

KIiLIi 
F{L,K) = ao [ ] 

aKP +(I-a)LP Ii/p . 

Ravshanki, bundan 

Shunday qilib, biz ushbu 

{ Go~' K<L, 
limF= 

p-»oo TI5 L K aoL, <. 

F(L,10={ a~, K <L =ao .[min{K;L} ]15, 0>0 
aaLl5, L<K 

ko 'rinishdagi ICHF ni hosil qilamiz. Bu funksiya umumlashgan proporsiyali 
I CHF deyiladi. U Leontev ICHF deb yuritiladi. Bu funksiya umumiy holda 

F{L,10=min{a.K; b.Ls }, a>O, b>O, 0>0 
kabi yoziladi. 
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8.2-§. Umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy 
iqtisodiy-matematik xarakteristikalar 

Avvalo, 3° shartga ko'ra F(L, K) ni quyidagicha yozish mumkin: 

F(L,K)=F( L · I, L· ~)=LO 'F(I, ~)=LO .F(l,k)=L5f(k). 

Shunday qilib, keyingi mulohazalarda tez-tez foydalaniladigan formulalarga 
egamiz: 

F(L,K) 
F(L,K) = LOf(k) , f(k)= Lfj k=K 

L' 
bunda: J(k) - umumlashgan ICHF uchun o'rtacha mehnat unumdorligi . 

Endi umumlashgan ikki faktorli ICHF uchun asosiy iqtisodiy-matematik 
xarakteristikalami yozib chiqamiz: 

F 
1°. Y = LO = f(k) - o'rtacha mehnat unumdorIigi. 

F Lfj f(k) f(k) 
2°. Z= KO = KO 7" - fondlar bo'yicha o'rtacha unumdorlik. 

3°. v=:' =L &-1 [ 8· f(k)-k· j'(k)] -limit mehnat unumdorligi. 

of 
4°. r= oK =L&-'f'(k) -fondlarbo'yichalimitunumdorlik. 

of K k · f'(k) 
5°. a. = oK' F f(k) - fondlar bo'yicha elastiklik. 

A=oF.!:: ... =8 k·J'(k) , . . . 
6°. t-' oL F J(k) - mehnat bo Ylcha elastiklik. 

70. S=- dK = of(L,K): of(L,K) 8·J(k)-k·f'(k) _ L resursni K 
dL oL oK f'(k) 

resurs bilan almashtirishning limit normasi. 

(
dS k)-I f'(k) [o-/(k)-k-f'(k)] 

8°. (1= dk'S (o-I).[f'(k)Y-k-f(k)f'(k)' 0>1 -Lresursni K 

resurs bilan almashtirish elastikligi. 
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Endi 10 _5 0 shartlardan foydalanish uchun ikkinchi tartibli xususiy 
hosilalami hisoblaymiz. 

(iF =L&-If"(k) Bk =L",-I ("(k).!.=L&-2f"(k). 
BK2 BK' L ' 

B2F =~[L &-1(0. f(k)-k. f'(k»)]= (0-I)L&-2[0. f(k)-k· f'(k)]+ 
8L2 8L 

+L",-I·[O·f'(k)- f'(k)-k-f"(k) l(~)= 

=L/j-2 .[(0-1).(0. f(k)-2k· f'(k»)+ef"(k)] 

Shartga ko'ra B2~ <0. Shu sababli, yuqoridagi ifodadan f"(k) < 0 teng
BK 

sizlik kelib chiqadi. Endi BF > 0 va 8
2 

~ < 0 tengsizliklar 1 < 0 < 2 va 
BL BL 

~< k f'(k) <1 munosabatlarbajarilgandao'rinli bo'ladi. 
2 f(k) 

Shunday qilib, agar 8> 1 bo'lsa, 0 f(k)-k f'(k) > 0 tengsizlik~ 

o k /,(k) 
I<S<2, -< <1 bo'lgandaesa, 

2 f(k) 

(0-1)·(0 f(k)-2k f'(k»)+e f"(k) <0 

tengsizlik o'rinli bo'ladi. 
Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF uchun 10

_ 80 xarakteristikalarni 
hisoblaymiz. Sodda hisoblashlar yordamida quyidagilami topamiz: 

10. y= ~ =aok/j, f(k) =aok/j. 

20. z=£=aoka-O K/j 

of 
3°. v= oL =ao(f>-a.)·Lf>-lka

. 
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4°. r= of =ao .a..L&4ka.-1 
oK 
of K 

5°. et==-·-=et 
oK F 

6°. 
of L 

13= oL . F =o-et. 

7°. S(k) = 8-a. k . 
a. 

8°. cr=( dS.! rl 

=1 
dk S . 

Endi umumlashgan Solou ICHF uchun 1 °_8° xarakteristikalami keltiramiz: 

F(L,K) == a o [aK"P + (l-a)rp ]-O/P,ao >0, O<a<1, p>-l. 

1°. y=f(k)==ao[ak-P+(l-a)]-O/P. 

F [ ]-O/P 2°. Z= KO =ao a+(l-a)kP . 

of &-1 [ ]~/P-I 
3°. v= oL =aoo·£ ·(1-a)· ak-P+(l-a) ' . 

of &4 1 [ ]~/P-I 4°. r=-=£ ·ao·a·o.k-P-· ak-P+(!-a) 
oK 

of K a·o 
5°. et= oK' F a+(l-a).kP' 

A== of . .!:.. (l-a)·8·kP 

6°. I-' oL F a+(l-a).kP· 

70. s(k) = I-a .kP'\ p>-l. 
a 

1 
80. cr=-

p+l' 

8.3-teorema. Umumlashgan neoklassik ICHF F(L, K) quyidagi 
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(iF K 2 02F K of 1 
-oL2 - L2 OL2 +2(0-1)"L oK =0(0-1) L2F, 1<0<2 (8.5) 

ikkinchi tarlibii Xususiy hosiiali differensiai lengiamani qanoatiantiradi. 
Isboti bevositahisoblashlaryordamida olib boriladi. 

Agar 0 = 1 bo'lsa, (8.5) dan (8.3) tenglama kelib chiqadi. 

Quyidagi F(L,K) = VK2L , 0.=1/2, {3=1-0.=1/4, 00 =1 -

umumlashgan Kobb-Duglas ICHF (8.5) differensial tenglamaning yechimi 
ekanini bevosita hisoblash yordamida ko'rsatamiz. 

Unda 114=0-112 va 0=3/4; 

of =.! L -3/4 K I/ 2 

oL 4 ' 

of =.! L 1/4K-I/ 2 

oK 2 ' 

02F =_~L-7/4KI/2 
OL2 16 ' 

0
2 
F = _! L 1/4 K-3/ 2 

OK2 4 
Topilgan ifodalarni (8.5) ning chap tomoniga qo 'yamiz: 

-~L -7/4KI/2 _(K)2(_.!LI/4K-3/2)+2(_.!.)K .!.LI/4K-1/2 = 
16 L 4 4 L 2 

I I( 7 1 3 I 3 1J 7 1 
=-I~L4K2 {4-4"_;L44+;L44 =-I~L4K2 

Endi (8.5) ning 0 'ng tomonini hisoblaymiz: 

1 1.. 1.. 3 ...!... 1.. 
0.(o-1)·_.L4 ·K2 =--.L 4·K2 

L2 16 
Ko'rinadiki, (8.5) ning chap va o'ng tomonlari o'zaro teng. Bu 

F(L,K) = V K2 L funksiya (8.5) tenglamaning yechimi ekanini anglatadi. 

8.3-§. Umumlasbgan iqtisodiy ko'rsatkicblar o'zgannas 
bo'lgan bollar 

5-bobda oddiy neoklassik I CHF uchun ba 'zi iqtisodiy ko'rsatkichlarning 
o'zgarmas va funksiya ko'rinishda bo'lganda ICHF ko'rinishini aniqlash 
bilan shug'ullangan edik. Endi o'sha hollarni umumlashgan ICHF uchun 
ko'ramiz: 
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1. Fondlar bo'yichaelastiklik ex. o'zgarmas bo'lsin, ya'ni ex. = cons! > O. 
Bu holda ushbu 

k· f'(k) a 
f(k) 

o 'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga egamiz. Uni 

f'(k) a 
--=-
f(k) k 

ko'rinishdayozib,integrallaymiz: Inf(k) =alnk+lnC yoki f(k)=C ·ka
. 

Bu tenglikning ikki tomonini LO ga ko'paytirib, F(L,K) = LO f(k) dan 

foydalansak, F(L,K) = C· K a Lo- a - umumlashgan Kobb-Duglas IChF 

hosil bo'ladi. 
2. Endi mehnat bo'yichaelastiklik o'zgarmas bo'lsin,ya'ni f3 = cons! > O. 

Buholda 

cS k·f'(k) 
- f(k) f3 yoki 

f'(k) cS-p 
--=--
f(k) k 

o 'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga kelamiz. Uni integrallab 
topamiz: 

Inf(k)=(8-p)lnk+lnC yoki f(k)=C·e- p . 

Ikki tomonini LP ga ko'paytirsak, ushbu F(L,K) = C. Ko-Ii LP ko'ri

nishdagi umumlashgan Kobb-Duglas IChF kelib chiqadi. 

3. Almashtirishning umumlashgan limit normasi S o'zgarmas bo'lsin, 

ya'ni S = cons! > O. Bunda S = cS f(k)/ f'(k) -k ko'rinishdagi differensial 

tenglamahosil bo'ladi. Uni 

f'(k) 8 
--=--
f(k) S+k 

kabi yozib, integrallaymiz: lnf(k) = oln(S + k)+ olnC , C> o. Bundan 

F(L,K)=( C S+C k)5 -umumlashgan chiziqli ICHF kelib chiqadi. 
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4. Nihoyat, almashtirishning limit normasi elastikligi 6 0 'zg arm as bo'l

gan holni ko'raylik. Bunda <J= const > o. Demak, cr =(dS .!~_)-I ==const, 
dk S 

b d dS k 0 k . k , . d· un an -·-=const> e anI 0 nna 1. 
dk S 

Boshqacha aytganda, dS. k =..!. - 0 'zgaruvchilari ajraladigan differen
dk S <J 

sial tenglamaga egamiz. Uni integrallab topamiz: 

Inf(k)=l/a.lnk+lnCl>CI >O yoki S(k)=Clkl/a
. 

Endi S = 0 f(k) - k f'(k) f ormulani e'tiborga olsak 
f'(k) , 

o f(k)-k f'(k) =Ckl/a 

f'(k) I 

differensial tenglama hosil bo' ladi. Uni 

f'(k) 0 
f(k) = k+Clkl/a (8.6) 

ko'rinishda yozib olamiz. 6-bobning birinchi paragrafida (8.6) ning o'ng 
tomonidagi funksiya integrali hisoblangan. Shuning uchun (8.6) ni integrallab 
topamiz: 

o (a-I J O<J( a-I J~ lnf(k) = a~~ InC2 k -;- +C1 yoki f(k)=Cf-1 k 7 +C
I 

0-

Bu tenglikning ikki tomonini L ~ ga ko 'paytirib, ba' zi 0 'zgartirishlami 
bajarsak, 

yoki 

F(L,K)=ao [aK- p +(I-a)L-
P ]-f 

ko'rinishdagi umumlashgan Solou ICHF ni hosil qilamiz, unda 
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5-0 

[ ]
- er-I 1 

ao= C2 (I+C1) 0-1, a=1/(I+C1), p=---=--I 
er er 

Bundan 0 ~ +0 da p ~ +00 , 0 ~ +00 da p ~ -1. Demak, p> -1. 

Yuqorida ko 'rilgan 4 ta hold an quyidagi xulosalami chiqarish mumkin: 
1. Agar fondlar va mehnat bo'yicha elastiklik o'zgarmas bo'lsa, mos 

ICHF Kobb-Duglas funksiyasidan iborat bo'ladi. 
2. Agar almashishning umumlashgan limit normasi o'zgarmas bo'lsa, 

mos ICHFumumlashgan chiziqli bo'ladi. 
3. Agar almashtirishning umumlashgan limit nonnasi elastikligi 

o'zgarmas bo ' lsa, mos ICHF umumlashgan Solou funksiyasi bo'ladi. 

8.4-§. Umumlashgan ICHF ning izokvantalari, izoklinallari va 
izokostalari 

Umumlashgan neoklassik IChF ning izokvantalari, izoklinallari va 
izokostalari ta'rifi 6-bobda shu tushunchalar oddiy neoklassik ICHF uchun 
kiritilgan ta'rifi kabi kiritiladi . 

F(L , K) - umumlashgan neoklassikICHFbo ' lsin. UshbuF(L , K) = C, 
C > 0 tenglama bilan berilgan bir parametrli silliq chiziqlar oilasini ko ' ramiz. 
Shu chiziqlar oilasining har bir chizig ' i izokvanta deyiladi. Grafigi koordinata 
boshidan chiqib barcha izokvantalami bir xi I burchak ostida kcsadigan, 
shu kcsishish nuqtasida izokvantalarga o ' tkazi lgan urinmalar parallel 
bo ' ladigan chiziq izoklinal dcyiladi. Parallel winmalar izokostalar dcyiladi . 

Izokvantalarning differensial tenglamasi 

dK =_OF/OF 
dL oL oK 

(8.7) 

ko'rinishda bo'ladi. Umumlashgan Kobb-Duglas funksiyasi izokvantala-
rining differensial tenglamasi . 

dK o-a K -=--_.-
dL a L' 

umumlashgan Solou funksiyasi izokvantalarining differensial tengla
masI esa, 

ko 'rinishga ega. 

dK I-a KP+I 
dL =--a-'LP+\ 
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Umumlashgan ICHFning xossalariga qisqacha to 'xtalamiz. 
1. Umumlashgan ICHF ning izokvantalari 0 'zaro kesishmaydi. 
Eslatib o'tamizki, har bir izokvanta (8 .7) differensial tenglamaning 

integral egri chizig'idan iborat. Shu tenglamaning o'ng tomoni Kbo'yicha 

differensiallanuvchi. Shuning uchun R;' sohaning har biT nuqtasidan yagona 

izokvanta 0 'tadi. Bu hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli differensial 
tenglamalaming yechimi mavjudligi va yagonaligi haqidagi Koshi teorema
sidan kelib chiqadi. 

2. Har bir izokvanta ho 'ylab K = K (L) funksiya kamayuvchi va 
qavariq. 

K = K (L) funksiyaning kamayuvchiligi (8.7) tenglamaning o'ng tomoni 
manfiy ekanidan kelib chiqadi. Eslatib 0 ' tamizki, 

8F =L&-lf'(k) 8F =L&-I[cSf(k)-kj'(k) 1 0>1 
8K ' 8L 

dK =-cS f(k) +k 
dL J'(k) 

Bundan d
2 

K > 0 tengsizlik kelib chiqadi. Haqiqatan, 
dL'2 

=[-0 [r'(k)J2 - f(k) . JO(k) +1]. dK/dL.L-K ·1 
[j'(k)P L2 

= (1-0) .[J'(k)]2 +cS-f(k).f"(k) .[.!.(-cS J(k) +k)-~]= 
[r'(k)]2 L j'(k) L2 

_ _ ~.f(k)-[ (l - 8) .[j'(k) r +S'J(k) ·r(k) ] 

- L [r' (k) r 
Bu ifoda 8 > 1 va f"(k) < 0 tengsizliklarga ko'ra musbat. Shuni isbot 

etish talab qilingan edi. 
3. Umumlashgan neoklassik ICHF gorizontal va vertikal asimptota

larga ega. 
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8.5-§. Umumlashgan ICHF ning magistrallari 

Umumlashgan ICHF uchun (6.4-§) magistral tushunchasi oddiy ICHF 
uchun kiritilgan tushunchadan farq qilmaydi. Eslatib o'tamizki, magistral 
deb minimal sarflar bilan uzoq muddatga ishlab chiqarishni kengaytirish 
sharoitida ishlab chiqariladigan mahsulot (milliy daromad) hajmini mak
simallashtirish masalasi yechimini ifodalaydigan izoklinalga aytiladi. Magis
tral L va K resurslar optimal munosabatlarga (proporsiyaga) ega bo'lgan 
chiziqdir. Shunday qilib, cheksiz ko'p izoklinallar orasidan uzoq davrga 
iqtisodiy o'sishni ta'minlaydiganini ajratib olish masalasini hal qilish kerak. 

Quyida umumlashgan statik ICHF ning uch turi uchun magistrallami 
quramlz. 

1. F araz etaylik, F (L, K) = ( aK + bL)5 - umumlashgan chiziqli I CHF 

bo'lsin . Bu holda izokvantalar ( aK + bL)S = Co yoki aK +bL = C~IO 
tenglama bilan beriladi, Co = const. Bu koordinata o'qlaridan mos ravishda 

Io = C~IO /b va Ko = C~IO /a ga teng kesmalarni ajratadigan to'g'ri 

chiziqni anglatadi. Koordinata boshidan chiqadigan ixtiyoriy K = pL, 
o < p < 00 nur parallel kesmalardan iborat barcha izokvantalami bir xiI 

ap+b 
burchak ostida kesib o'tadi: tgcp = --, 0 < cp < 900 . Ushbu 

bp -a 

{
a K + b L = C I/o o , 
K = pL , 

sistemani ko 'ramiz. Uning yechimi: 

C ll/i Cl / /i 
Lo = _0_ K =----L.L 

ap + b ,oap + b . 

Quyidagi Q to'g'ri to'rtburchakni olaylik: 

. . 
umngyuZl 

Q= (L,K): 0::;;4::;;-0-, 
{ 

CllO 

ap+b 
S (p) ni topamiz: 

_ el
2/s . p 

S( p) - (a + bp Y , O<p<+oo. 

Shu S (p) funksiya uchun quyidagi munosabatlar o'rinli: 
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lim S(p) = lim S(p) = 0 S(p) > 0 "ip E (0 +00) 
p---H.Q P---H'" , , ,. 

Bu S(p) funksiyaning eng katta qiymati mavjudligini ko'rsatadi. 

Boshqachaaytganda, tin! S(L,K) = lim S(L,K) = 0 tenglikIardanham 
L~Lo K-+Ko 

bu tasdiq kelib chiqadi. Endi S (p) ga maksimal qiymat beradigan nuqtani, 
ya'ni mos nurni (magistralni) topamiz. Sodda hisoblashlar bajaramiz: 

S'(p) = Cgtt' b-ap 
(a+bp)3 , 

b 
S'(p)=O, Po =- . 

a 

Shunday qilib, izlangan magistral K = b / a . L tenglama bilan ifodalanadi. 

2. Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF berilgan bo'lsin: 

F(L,K)=aoK riL5---ri, 00>0, Od>-a<l, O<a<l. 

Ravshanki, adkl+a. Demak, 0>1 bo'lishi mumkin. Biz Idkl+a 
holni ko'ramiz. Magistralni 6-bobdagi kabi chiziqlilashtirish usulidan 
foydalanib topamiz. Bu holda magistral tenglamasi 

K= L(I)---ri)/ri 

ko'rinishda bo'Iadi. 
3. Endi umumlashgan Solou ICHF ni olaylik: 

F(L,K)=ao (aK" +(1-a)L"t
cSIP

,ao >0, O<a<1, p>-l, 0>0 
Bu funksiyaning magistralini topish uchun ham chiziqlilashtirish usulini 
qo'llaymiz. Sodda hisoblashlar ko 'rsatadiki, magistral tenglamasi quyidagi 

K = [a/(1-a) ]l/s .L 

ko 'rinishda bo'ladi. Bu - to'g'ri chiziq nuridan iborat. 
Umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF lar haqidagi ma'lumotlar 

8.1 - 8.3 - jadvallargajoylashtirilgan. 

8.1-jadval 
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of >0 of = Llrlf'(k) ~ j'(k»O oK ' oK 

~;; <0, ~;; =L6-2 . [(l_~)-[~ . j(k)-2k . j'(k) ]+k2f"(k)], Idk2 

02~ <0, a2~ =L6-2j"Ck) ~ f"(k) <0, 
oK oK 

j(O)=O, jCk) >0, !'Ck) >0, f"Ck)<O, '<:Ik>O 

8. 27Jadval 

lzokvantaIar 
lzokvantaIar 

Magistrallar 
Umumlashgan IOlf differensial tenglamasi 

tenglamasi 
tenglamasi 

I OUziqli IChF 

FCL,K) = [aK+bL] 5 [aK+bLl~=c 
dK b b -=- K=-L 
elL a a 

a>O, b>O. IbO 

2 Kobb-Duglas ImF 

F(L,K) = aoKa.L6-a. ¥a.LO-a.=C dK o-a.b O-a. -=--- K=L" dL a. a 
ao >0. 0<0.<1. 0<0-0.<1 

3 SoIouImF 

dK l-aK"'1 
1 

5 

K=C:a)PL F(L.K)=llo(~P +(I-a)L-j>~ F(L,K)=C ·dL =-~ [!*l 

aD >0, O<a<l, p>-I, 0>0 
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Vl 

}(g 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

Asosiy iqtisodiy-
matemahk 

xarakteristikalar 

K -=k 
L 

F 
Y=--a L 

F 
:=-6 

K 
of 

v=-
OL 
OF r=-
oK 
of K a=-'-oK F 

p= of.f 
oL F 

OF of 
s=-:-

oL oK 

a=(:·~r 

Asosi y xarakteristikal aming 
k,J(k),J'(k),r(k) 

lar orqali ifodasi 

-

J(k) 

f(lc) 
K3 

L~l[ B'J(k)-k'J'(k)] 

LIH .f'(k) 

le· j'(Ic) 
f(lc) 

o k·f'(k) 

f(k) 

o -J(k)-le· 1'(Ic) 
1'(k) 

f'(k) [0' f(Ie)- k · f'(k) ] 

(0 -1)· [f'(k) ]2 - k· [(le) 1"(Ic) 

8.3-jadl'al 

Umumlashgan 
Kobb-Duglas ICHF Umumlashgan Solou ICHF 

uchun asosiy uchun asosiy xarakteristikalar 
xarakteristikalar 

- -

a k~ 
0 

ao [ aK -p + (1- a)L -p ]-lI/P 

0 0 
ka- 3 [ ]-a/P ao a + (1- a)k -P 

ao(5-a).L &-Ika [ ] alp I (l-a)Bao ak -P + (1-a) 

0
0 
·a·L~lka 

11 
aOaoK~-1 [ a + (1- a)k P ] -;;-1 

ao 
a 

a + (1- a)k P 

o-a 
(l a)8·e 

a+(l-a)k P 

~k !......E..kP+1 
a a 

1 
1 -

p+l 



8-bobga oid masalalar 
Quyidagi umumlashgan Kobb-Duglas va Solou ICHF (8.5) difIerensial 

tenglamaning yechimi ekanligi isbotlansin va ulaming magistrallari topilsin: 

I. 1. F(L,K) =.JK L . 3. F(L,K) = I~ K 4L5 
. 

2. F(L,K)=VK3L, 4. F(L,K)=VK L . 

5. F(L,K) = IV K 5 L3 . 6. F (L,K )=L ifK . 

I .J 2 2 2K 2L2 
II. I F(L,K) = J2 K +L 3. F(L,K ) = K 2 2 . . 2 . +L 

2. F(L,K) =±(tIK +VLY , 
F (L K) _ 4K2 L

Z 

4. , - (K +L )2 . 

8-bobga oid nazorat savollari 
1. Umumlashgan neoklassik ICHF ta'rifini bering. 
2. Umumlashgan neoklassik ICHF qanday differensial tenglamani 

qanoatlantiradi? 
3. Umumlashgan ikki faktorli Kobb-Duglas va SoIou ICHF uchun 10_5 0 

shartlaming bajarilishini tekshiring. 
4. Umumlashgan Solou ICHF ning p ~ 0 dagi xususiy holini tekshiring. 
5. Umumlashgan SoIou ICHF ning p ~ +00 hamda p ~ - 1 dagi 

xususiy hollari chiqarilsin. 
6. Umumlashgan ICHF lar uchun asosiy iqtisodiy-matematik 

xarakteristikalami aytib bering. 
7. Umumlashgan Kobb-Duglas va Solou ICHF lar uchun asosiy 

xarakteristikalami hisoblang. 
8. Umumlashgan ICHF lar uchun izokvanta, izoklinaI va izokosta 

tushunchalarining ta'rifmi keltiring. 
9. Izokvantalar difIerensial tenglamasini yozib bering 
10. Izokvantalaming uchta xossasini aytib bering. 
11 . Magistral ta'rifmi va uning iqtisodiyotdagi ma ' nosini keItiring. 
12. Kobb-Duglas va SoIou ICHF ning magistrallari tenglamasini yozib 

bering. 
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9-bob. IQTISODIY DINAMIKANING MATEMATIK 
MODELLARI 

9.1-§. Iqtisodiy dinamikaning modellari haqida 

AvvaIgi bobIarda iqtisodiy jarayonIarning statik modellari ko'riIdi. 
Ularda L, K va Y = F(L, K) kabi makroiqtisodiy ko 'rsatkichlarvaqt o'tishi 
bilan 0 'zgannaydi va biror [0, T] vaqt davrida 0 'zgarmas bo ' lib qoladi. 
Statik modellarga oid misollami yechish model o'zgaruychilari orasidagi 
optimal (eng foydali) munosabatni izlashdan iborat. 

Aslida barcha makroiqtisodiy kO 'rsatkichlarvaqt I ga bog ' liq bo ' ladi . 
Agar modellarda bunday ko'rsatkichlami yaqt I ga bog' liq deb qaralsa, 
iqtisodiy jarayon haqida to ' laroq tasavvurga ega bo 'linadi . Ba' zi iqtisodiy 
dinamika modellarining mazmunini bayon ctishdan avval "iqtisodiyot" 
tushunchasiga to 'xtalamiz. Iqtisodiyot tushunehasining qisqa va "aniq" 
ta'rifmi Rossiya FA ning akademigi VL. Makarov quyidagicha bayon etgan: 
"Iqtisodiyot kishilarning mahsulotlarni ishlab chiqarish , taqsimlash
ayirboshlash va iste 'mol qilish usullari bilan bog'langan faoliyati doirasidan 
iborat". Uning ta 'biri bo 'yicha iqtisodiyotning 4 clementi bor: 

1) kishiIar (iqtisodiyotning bosh eIementi); 
2) mahsulotlar (moddiy, nomoddiy - turli xizmatiar); 
3) kishilaming turli faoliyatlari (bir xii mahsuIotlami boshqa turga 

aylantirish, mahsulotlami iste 'mol qilish bo 'yicha faoIiyat); 
4) tashkiliy struktura. 
Iqtisodiyot tushunchasi shunchalik keng va murakkabki, unga aniq 

ehegara qo'yib bo ' lmaydi . Hamma narsa qanday aniq iqtisodiyot 
ko'riIayotganiga bog ' liq. Bu esa iqtisodiyotning holatini tavsiflaydigan 
o'zgaruvchilarga bog' Jiq . Bu o'zgaruvchilaming ba'zilari o 'zgarmas, ba'zilari 
esa o'zgaruvchi bo ' lishi mumkin. Iqtisodiyot elementlarining I vaqtdagi 
qiymati iqtisodiyotning shu I momentdagi holatini tavsillaydi . Odatda, 
boshlang' ich 10 momentdao 'rganilayotgan iqtisodiyotholati berilgan bo'ladi. 

Iqtisodiyot hoIatining o'zgarishini vaqt uzIuksiz o 'zgarib borganda ham, 
vaqtning butun qiymatlarida ham o'rganish mumkin. Agar iqtisodiyot 0 dan 
T momentgacha bo'Igan vaqt davomida o'rganilsa, iqtisodiyot holatlarining 
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shu vaqt oralig ' iga ruos majmuasi iqlisodiYOI trayekfonyasi dcyiladi , Bunda 
T> 0 rejalashtirish ufq i dcyil adi . Makroiqti sodiyolda l" 'yetarli" katta qilib 
tanlanadi. 

Iqtisodiyo t holatin ing vaqt o ' ti shi bilan o'zgarishi uning holati 
o 'zgann'chilari orasidagi ba 'zi munosabatlar bilan tavsiflanadigan qonunlar 
bo 'yicha kcchadi, Alb3tt3, bund3 iqtisodiyol holali faq3t cmpirik (ta.xminan) 
ta' riflanadi . Aromo ko' pincha shun ing o' zi ham iqtisodiyotni bashorat qilish 
uchun yetarli bo ' ladi . Iqtisodiyol modeli, ya'ni iqtisodiy jarayon modcli 
iqtisodiy jarayon kcchishini uning o'zgaru ,·chilari orasidagi munosabatlar 
bilan la\'siflanishidir. Agar iqti sodiy j arayonning matcmatik modclid3 vaql 
uzluksiz o'zgarsa - IIZ11lksiz model, agar u diskrct (uzlukli) o'zgarsa - diskret 
model deyiladj , 

Biz iqtisodiy jarayonlarning uzluksiz modcllarini , aniqrog ' i, iqtisodiy 
dinamikaning matematik modellarini o ' rganamiz. Uiar, birinchidan, biror 
ma ' lum me'yorda abslraktlashtirilgan iqlisodiyot holalining kcchi shini 
tan iflaydi , ikkinchidan , bunday modcllar malcmatik jiddiy lik bilan 
o'rganilgan vamodcllami ta\"siflash uchun dastlabki shart~sharoitlartamomila 
aniq iqti sodiy ma' noga cga. 

Iqtisod iyotning birinchi modellari yaratilishining qisqacha larixiga 
to' xtalamiz. Eslatib o' tamizki, iqtisodiyot modellarini qurish, o' rganish v,", 
latbiq clish iqtisodiyotni (iqti sodiy jarayonlami) modellashlirish dcyiladi . 
Iqtisod iy jarayonlarni modcll ashtirish 0·7ining azaliy tarixiga cga. Fransuz 
olill1i doktor Fransua Kcncni bu sohaning pioneri des a bo ' ladi . Fransua 
Kcnc ( 1694-1 774) o'zining " Iqtisodiy jad\"al " (1758), " Arifmctik fonnula" 
(1766) nomli asarlan bilan nom qozondi . Shu asarlarda u milliy iqlisodiyotni 
miqdoriy j ihatdan ta\"sifl ab berishga harakat qildi . Iqtisodiy j arayonlami 
modcllashtirish sohasida Adam Smitning kaua hi ssasini aytib o ' tish 107jm. 
U I 776-yilda Londonda "Xalqlarboyligi, tabiali va sabablari haqida tadqiqOl" 
nomli mashhur kitobni chop ctdi . A.Kumo 1 83 8~yilda Parijda " Boyliklar 
nazariyasi matcmatik prinsiplarining tadqiqoti" nomli nodir asami nashr 
qildi , Bu sohada yana V.Geyl, Jon Fon Ncyman, L.Valraslaming qo 'shgan 
ulkan hi ssalarini ham cs latib o ' ti sh lozim . L.Valras o 'zining "Ele~ 
menfs d '£conoftl lc Poltfique Pure" (Lausannc, 1874) nomli asarida quyidagi 
mashhur so'zlami yozgan : "Sof iqti sodiyot nazariyasi butunlay fizika~ 
matcmatika fanlarini eslalu,·chi fandi r'·. 

Tabiiy ravishda mutaxassislarni ko ' proq iqtisodiyotning shunday 
matcmalik modcllari qiziqtiradiki, bu modcllar yordamida iqtisodiyotning 
o' sishini uning bulun trayckloriyasi yoki alohida o ' zgaruvchilari ho'yicha 
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kuzatib borish mumkin bo'ladi. Tegishli modellar "Iqtisodiy o'sishning 
matematik modellari" degan nom bilan ataladi. Bunday modellar dastlab XX 
asrning o'rtalarida paydo bo'ldi (Ramsey, Solou, Shell va boshqalar 
modellari). Birinchi bo'lib Solouning iqtisodiy 0 'sish modelida iqtisodiyotning 
kechishini tavsiflash uchun "ishlab chiqarish funksiyasi" jalb etildi. Bu 
funksiya oxirgi ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi Y bilan mehnat L va 
asosiy fondlar K hajmini bog ' laydigan munosabatdir. Ma'lumki, ICHF 
tushunchasi amerikalik olimlar K.Kobb (matematik) va P.Duglas (iqtisodchi) 
nomlari bilan bog ' langan. Birinchi ICHF 1928-yilda xuddi shu olimlar 
tomonidan kashf etilgan. Iqtisodiy dinamika modellarida mablag'ni optimal 
sarflash (optimal kapital qo'yish) masalalarini o'rganish R.Solou (1956) 
ishlaridan boshlangan. Solou milliy daromad Y ni (ishlab chiqarilgan 
mahsulotni) kapital qo'yishga (investitsiya) va iste'molga optimal ajratish 
masalasi bilan shug'ullangan, ya'ni Y = 1 + C = sf + (1-s)Y tenglikda s ni 
topish masalasini qo'ygan, unda 1- kapital hajmi, C - iste'mol hajmi . 
Optimallik jon boshiga iste'molni ( s = consl ) yoki iste'molning integral 
fondini (s = s(l), lE [0; T] ) maksimum qilish ma'nosida tushuniladi. Bunda 

S(/) = 1(1) , 
yet) O~s(t)~1 

miqdor jamg'arish normasi (tejash normasi) deyiladi. 
s(l) funksiya uchun ikki hol ko 'rilgan: 

1) set) == S, s =const (0 < s < I) - jamg'arish normasi o'zgarmas bo'lgan 

holni R.Solou o'rgangan; 
2) 0 ~ s(I) ~ 1 - jamg'arish normasi o'zgaruvchi, aniqrog'i, bo'lakli
uzluksiz bo'lgan holni K.Shell ko'rgan. 
Har ikki holda ham ICHF lar dinamikfunksiya bo'lgan. 

Endi dinamik I CHF lar ta 'rifiga to 'xtalamiz: 
9. I-la' Tif. Faraz elaylik. ishlab chiqarish faktorlari XI' x 2 , ... , xn vaql 

t ning funksiyalari: XI (t), x 2 (t), ... , xn (I) , f esa ishlab chiqarilgan 
mahsulol miqdori bo '/sin. Unda 

(9.1) 

munosabat dinamik ICHF (DICHF) deyi/adi. 
(9.1) dan ko'rinadiki, Ffunksiya t ga oshkorva XI' x 2 , ... , xn lar orqali 

oshkormas bog'liq. Vaqt t ga oshkor bog'liqlikda iqtisodiy jarayonni 
o'rganishda ilmiy-texnik progress (ITP) natijalari hisobga olinadi. Turgan 
gap, ITP dan foydalanish iqtisodiy o'sishga olib kelishi kerak, bu esa Y ( t) 
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funksiyaning monoton o'sishini anglatadi. Agar (9.1) funksiya 
R: x I 0 ,. T J sohada uzluksizdifferensiallanuvchi bo'lsa, uning o'suvchi 
bo'lishi uchun I bo'yicha to'liq hosilasi musbat bo'lishi kerak, ya'ni 
Y' ( I) > 0, 'VI E [0; T]. Bu tengsizlikning bajarilishi iqtisodiy o'sish sodir 
bo 'lishining faqat zaruriy shartidir. 

9.1-teorema. Iqlisadiy a'sish ha '/ishi uchun 

(9.2) 

tengsizlikning baj arilishi zarur. 
Teoremaning ma'nosi shuki, haryili avvalgi yildagidan ko'proq ishlab 

chiqarish iqtisodiy o'sish uchun yetarli shart bo'laolmaydi. Quyidagi teorema 
zaruriy va yetarli shartlami ifodalaydi. 

9.2-teorema. Iqtisodiy a'sish ba'lishi uchun ushbu 

dY(I) > 0 
dt ' 

Y(I) yet-I) 
L(I»L(t-l) , 1~1 

tengsizliklaming baj arilishi zarur va yetarli. 

(9.3) 

Mazkur teorema XI = L (I) , x
2 

= K (t) bo'lgan hol uchun yozilgan. 
Agar L (t) - aholi soni bo'lsa, Y (t) I L (t) - jon boshiga ishlab chiqarilgan 
mahsulot miqdorini anglatadi. Gap shundaki, (9.2) shart bajarilsa ham, aholi 
soni shunday ko'payishi mumkinki, (9.3) ning ikkinchi tengsizligi 
bajarilmasligi mumkin. Aksincha, (9.3) ning ikkinchi tengsizligi bajarilsaham, 
(9.2) bajarilmasligi mumkin. Bu iqtisodiy o'sish sodir bo'lmaganda, ya'ni 
ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori kamayganda, aholi soni yanada tezroq 
kamayganda sodir bo'ladi. 

Y ( I) funksiyaning to 'liq hosilasini yozamiz: 

dY(I) _ oY(t) oY(t). () oY(t). () oY(t). ()_ - + Xl t + X 2 t + ... + X" t -
dt at Ox1 Ox2 Oxn 

. dx(t) 
unda X(I)=-

dt ' 

= oY(t) +(OY(t), X(I») 
at Ox ' 

(
OY(t) . ) --a;-' x(t) - skalar ko'paytma. 

Agar F funksiya t ga oshkor bog'liq bo'lmasa, unda ushbu 
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yet) = F(x} (t), Xl (t), .. . , Xn (t» (9.4) 

ko'rinishdagi DICHF avtonom DICHF (ADICHF) deyiladi. Bu holda ITP 

natijalari e'tiborga olinmaydi. Barcha masalalar x} (t), Xl (t), ... , X n (t) 

faktorlar orasidagi optimal munosabatlami topish bilan bog'langan bo'ladi. 
Makroiqtisodiy jarayonlarda ko 'proq ikki faktorli ADICHF lar uchraydi . 
Ular quyidagi 

yet) = F(L(t),K(t» (9.5) 
ko 'rinishda yoziladi. 

Agar (9.5) funksiya (I °_5°) neoklassik shartlarni qanoatlantirsa (S-bob, 
2-§ ga qarang), uni neoklassikADICHF deyiladi . 

ADI CHF ga misoIlar keltiramiz: 

I. yet) = aoKu (I) L I
-
u (I), ao > 0, ° < a. < 1, lE [O,T] - Kobb-Duglas 

ADICHF. 
I 

2. Y(t)=ao[aK-P(/)+(l-a)L- P(t) ]-p , a o >0, O<a<l, p>-l -

SolouADICHF. 

3. Y(t)=aK(t)+bL(t), a>O, b>O-chiziqIiADICHF. 

9.2-§. Iqtisodiy dinamikaning o'zgarmas jamg'arish normali 
modeli: mehnat resurslari eksponensial funksiya 

Quyida biz Solouning sodda dinamik modelini ko'ramiz. Bu model 
quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadi : 

K(t)=l(t)-J.ll«(t) , 0~1l<1, Il=const (0,02~1l~0,04), (9.6) 

L(t)=."L(t), ." = const (0,005 ~." ~ 0,001), (9.7) 

Y(t)=F( L(t),K(t) )=l(t)+C(I}=s Y +(l-s) Y, s=const, O<s<l, (9.8) 

bunda F (L(I) , K(I» neoklassik shartlami qanoatlantiradi , J(I ) = sY(t) -
investitsiyalar (kapital qo 'yish), C(t) = (1-s) y(t) - iste 'mol , K(t) - mavjud 
asosiy fondlar hajmi, L(t) - mavjud mehnat resurslari hajmi, S = l(t)/ Y(/) 
(=const) - jamg'arish normasi, 1..1. - asosiy fondlarning chiziqli yaroqsizlanishi 

koeffitsiyenti . (9.7) munosabat ishchi kuchining o ' sish sur ' ati L(t)/ L(t) 

o'zgarmas va 11 ga tengligini anglatadi. Endi jon boshiga iste'mol 
tushunchasini kiritamiz: 
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c(/) = C(t) 
L(t) . (9.9') 

Keyingi mulohazalardajamg'arish nonnasi s ning (0 < s <1) optimalligi 
jon boshiga iste'mol c(t) ning maksimumi ma'nosida tushuniladi. (9.9') ni 
o'zgartiramiz (qisqalik uchun argument t ni yozib o'tinnaymiz): 

c=~ =(1-2 Y =(I-S)L~(I,K/L)=(l_S)f(k) . 

Shunday qilib, 
c = (1 - s)f( k) , (9.9) 

bundaf(k) - 0 ' rtacha mehnat unumdorligi, k - qurollanganlik. 
(9.6) - (9.9) munosabatlar Solouning sodda dinamik modelini to'liq 

tavsiflaydi . Shu modelning trayektoriyasi {Y(t), C(t), let), L(t), K(t)} 
funksiyalarmajmuasi bilan aniqlanadi. 

Modelni o'rganish uchun k(t), fe(t), f(k) belgilashlarga o'tamiz: 

k(t) = dk =!!....(K) = KL-Ki = (J -~)L-Ki = 
dl dt L L2 L2 

= ~2 {[s F(L,K)-~K ].L-K i }=s f(k)-(~+ll)k. 
Shunday qilib, (9.6), (9.7) o'miga ushbu 

k(t) = s f(k)~(~+ll) k 

differensial tenglamaga ega bo'ldik. Shu (9.10) tenglama uchun 
k (0) = ko > 0 

boshlang'ich shart bajariladi. 

(9.10) 

(9.11) 

(9.10) tenglama iqtisodiy dinamika modelining asosiy differensial 
tenglamasi deyiladi . U hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli chiziqsiz 
tenglama, o 'ng tomoni erkli o'zgaruvchi I ga oshkor bog ' lanmagan. Shu 
sababli (9.10) avtonom differensial tenglamadan iboral, uning (9.11) 
boshlang 'ich shartni qanoatlantiradigan yagona yechimi mavjud. (9.10) 

tenglamaning 0 'ng tomoni q(k) =s f(k)-~+rj)k differensiallanuvchi 

(k bo'yicha). Koshi teoremasining shartlari bajariladi: cp(k)=s f'(k)-(fl+ti}. 

(9 .6) - (9.8) munosabatlar bilan tavsiflanadigan model 
o 'zgaruvchilarining vaqt bo 'yicha 0 'zgarishini tekshirish uchun qurollanganlik 
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k ning vaqt bo 'yicha 0' zgarishini (9.10), (9.11) munosabatlar bo 'yicha 
tekshirish yetarli. 

(9.10) tenglama avtonom bo'lgani uchun uning statsionar yechimlari 
(muvozanat holatlari) quyidagi tenglamadan topiladi : 

s f(k)-(~+T\)k=O. (9.12) 

Statsionar yechimlarning mavjudligi haqidagi teoremani bayon etish 
uchun quyidagi 

hm /,(k) = /,(+0) 
k-HO 

miqdor haqida gapiraylik.f' (+0) miqdor chekli bo'lishi ham (p > 0 da So Iou 
funksiyasi uchun), cheksiz bo'lishi ham mumkin (Kobb-Duglas funksiyasi 
uchun). 

9.3-teorema. Agar (9.10) asasiy difJerensial tenglama uchun (9.11) 
bashlang'ich shart berilgan ba 'lib, ushbu 

~+T\ <s /,(+0) (9.13) 
tengsizlik a 'rinli ba 'lsa, unda (9.10) tenglama yagana (sadda yechimdan 
tashqari) musbat va aSimptatik turg 'un (Lyapunav ba 'yicha) [0; T] vaqt 

aralig 'ida aniqlangan slatsionar yechim k(t)==k. >0 ga ega. 

Isbot. Statsionar yechimlar (9.12) tenglamadan topiladi. Bu tenglama 
yagona musbat yechimga ega. Haqiqatan, ikkita y = s I( k) va y = (1-1+11) k 
funksiyani ko'ramiz. Ularning grafiklari kesishgan nuqtalar statsionar 
yechimni aniqlaydi . Ma'lumki, I( 0) = 0, shuning uchun k(t) == 0 sodda 
yechimga egamiz. Ammo bizni k> 0 bo'lgan hol qiziqtiradi . Musbat 
statsionaryechimni izlaymiz. Har ikki funksiyaning grafigi koordinata boshi
dan chiqadi va I chorakda joylashgan. Ammo (9.13) ga ko'ra y = s I(k) 
funksiya grafigi urinmasining burchak koeffitsiyenti koordinata boshida 
y = (J.H11) k nurning burchak koeffitsiyentidan katta. Undan tashqari, I (k) 
funksiya neoklassik shartlarni qanoatlantiradi (ya'ni f' (k) > 0,/" (k) < 0, 

\;j k> 0), shuning uchun y = s I( k) funksiya botiq. Bu y = s I(k) va 
y = (1-1+11) kfunksiya grafiklari abssissasi k. > 0 bo 'lgan nuqtada kesishishini 
tasdiqlaydi . Shu k. son izlangan statsionar yechim k(t) == k. bo'ladi. 
Demak, musbat statsionar yechim yagona ekan. Endi uning asimptotik 
turg'un ekanligini isbotlash qoldi (9.1-chizma). 

Agar (9.10) tenglamaning o'ng tomoni y = sl(k) - (1-1+11) k uchun 
cp' ( k.) < 0 tengsizlik o'rinli bo'lsa, bundan skalar differensial teng
lama uchun Lyapunov-Puankare teoremasiga ko'ra (M.Salohitdinov, 
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G'.Nasritdinov. Oddiy difIerensial tenglamalar. Darslik. "O'zbekiston" 
nashriyoti, Toshkent, 1994, ll-bob, 11.3-§, 314-bet) k(t)"Ek. statsionar 
yechim asimptotik turg'un bo'ladi. Haqiqatan, cp' (k.) = s f' ( k.)
(Il+rl) < O. Shuni isbot etish talab etilgan edi. 9.3-teorema to'liq isbotlandi. 

y y 

y=sf(k) 

o k.(s) k o k.(s) k 

9.I-chizma 9.2- chizma 

9 .2-ta'rif Iqtisodiy 0 'sishning qurollanganlikning 0 'zgarmas k. 
qiymaliga mos rejimi balanslangan 0 'sish deyiladi . 

Makroiqtisodiy sistemaning parametrlari s, 11,11 berilgan bo ' lsa, k. 
miqdor bir qiymatli aniqlanadi . AmaJda mehnat resurs lari hajmining o ' sish 
sur ' ati 11 (0 ,005 :$; 11 :$; 0,0 1) va yaroqsizlanish koeffitsiyenti 11 
(0,02 :$; Il :$; 0,04) awaldan ma' lum bo' ladi . Shuning uchun k. nijamg 'arish 
normasining funksiyasi deb qarash mumkin: k. = k.( s) . 

9.1-lemma. Balanslangan 0 'sish rejim; k .(s) funksiya (0 ;1) 
inlervalda aniqlangan, differensiallanuvchi va monolon 0 'suvchi. 

Ishot. Ushbu dk.( s) > 0, \:;j S E (0; 1) tengsizlikni isbotlaymiz. Uning 
ds 

uchun s· f' ( k.( s» - (Il+rl) k.( s) = 0 sonli tenglikni ko'ramiz. Ikki 
tomonini s bo 'yicha differensiallaymiz: 

f(k.(s»)+s f'(k.(s»). dk;;S) -(f.l+TJ)' dk;;S) =0 . 

Bundan 

dk.(s) f(k.(s») 

ds (f.l+TJ)-s f'(k.(s») 
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formula kelib chiqadi, unda kasming mahraji va surati musbat. Shuning 

uchun dk;~S) > 0, 'Vs E (0; 1) tengsizlik o'rinli. 

Shunday qilib, balanslangan o'sish k.(s) , 0 < s < 1 funksiya bilan 
aniqlanadi. Har bir s ( 0 <s <1) uchun balanslangan 0 'sishning bitta rejimini 
hosil qilamiz. Bunday rejimlai" cheksiz ko 'po Ularning ichidan (9.9) funksiyaga 
eng katta qiymat beradiganini topish lozim. Boshqacha aytganda,jamg'arish 
normasining ushbu 

c(s)=(l-s)·f(k.(s»~max, O<s<1 (9.14) 

masalaning yechimi bo'ladigan qiymatini topish kerak. c(s) funksiya (0; 1) 
intervalda aniqlangan va ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi hamda 

c(s»O, VSE(O;I). 
Ravshanki, quyidagi munosabatlar bajariladi: 

limc(s)= lim c(s)=O limk.(s)=O c(s»O VSE(O;I). 
0->+0 0->+1-0 ' 0->+0 ' , 

Bundan c(s) > 0 funksiyaning eng katta qiymati mavjud ekani kelib chiqadi. 

Endi shu funksiyaga eng katta qiymat beruvchi SE (0, 1) ni topamiz. Buning 

uchun avval (9.14) dagi c( s) funksiyani o'zgartirib yozamiz (s I( k • (s» -
(J.1 + 11) k .(s) = 0 tenglikka ko'ra): 

c(s) = f(k.(s»- (J.1 + 11)' k.(s). (9.15) 

Endi c'(s) ni hisoblab, nolga tenglashtiramiz: 

/,(k.(s»). dk.(s) -(J,1+1']). dk.(s) = 0 
ds ds 

yoki 

[/,(k.(s»-(J.1+tU J dk;;S) =0 . 

dk.(s) 
Bundan --> 0 ga ko'ra 

ds 

/,(k.(s»- (J,1 + T\) = 0 (9.16) 

tenglamakelib chiqadi. Bundan statsionarnuqtani topib bo'lmaydi, chunki 
unda s oshkormas qatnashgan. Aslida k ga nisbatan (9.16) tenglamani 

/,(k)=J,1+T\ (9.17) 
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ko'rinishda yozamiz. (9.13) ga ko'ra s = 1 da f.1+11 < 1'(+0) tengsizlik 

o'rinli . Ma'lumki, k> 0 uchun y = J(k) botiq. Shuning uchun biror k da 

J(k) = f.1+11 tenglik o'rinli. Shunday qilib, (9.16) tenglamayagonamusbat 

k yechimga ega. 

Endi (9.12) tenglamaga k= k ni qo'yamiz: 

s f ( k ) - (!! + ll) k = 0 . 

Bundan yagona statsionar nuqta s ni topamiz: 

Endi f'(k) = (11 + 11) tenglikdan foydalanib, s ni uzil-kesil aniqlaymiz: 

_ k f' (k ) 
s = ---"'---="_~ 

J (k) . 
(9.18) 

Avvaldan ma' lum ediki, neoklassik ICHF lar uchun O<k-f'(k) <1, 
J(k) 

V k > 0 tengsizlik 0 'rinli. Bundan 0 < s < 1 ekani kelib chiqadi. Statsionar 
nuqta yagona va c(s) funksiyaning (0; 1) da eng katta qiymati mavjud 
bo 'lgani uchun shu s = s nuqtada c(s) funksiya 0 'zining eng katta qiymatiga 
erishadi. Shu bilan quyidagi teorema isbotlandi, desak bo 'ladi. 

9.4-teorema. Agar k chekli (9 .17) leng[amaning yechimi bo '[sa, 

oplimaljamg'arish normasi s (9. 1 8) Jormula yordamida lopiladi. 

Shunday qilib, iqtisodiy sistema trayektoriyasini s va k lar orqali 
hisoblash mumkin: 

K(t)=L(t)-k =LoeTltk , L(t) =Loe Tlt , Y(t)=L(t)- J(k) = Loe Tl tJ(k), 

let) = s Y(t) =Lo s J(k)-e TJr
, c(t)=(l-s) Y(t) = (l-s)LoJ(k)-eTlI . 

Oxirgi munosabatlar ko 'rsatadiki, qurollanganlikning statsionar 

trayektoriyasi k(t) = k bo'ylab modelning barcha asosiy o 'zgaruvchilari 
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vaqt bo 'yicha 0 'zg arm as bo' Igan holda mehnat resurslarining 0' sish sur' atiga 
teng bo ' lgan sur ' at bilan o 'sadi. 

Endi statsionar yechimdan farq qiladigan yechimlar qanday bo ' lishini 
tekshiramiz. 9.1-teoremaga ko'ra statsionar yechim asimptotik turg'un. 
Buning ma 'nosi shuki, (9.10) difIerensial tenglamaning ixtiyoriy boshlan-

g'ich shartni qanoatlantiradigan k(t) yechimi (k(O)=k., ko *k.) t 

ning yetarli katta qiymatlarida k(t) = k. - statsionaryechimga intiladi. 

Avval ko > k. bo'lsin. Buholda s f(ko)-(I-l+rV ko < 0 tengsizliko'rinli 

bo'ladi. Bundan k(t) < 0, t > 0 tengsizlik kelib chiqadi. Endi k ni tekshiramiz: 

k=s f'(k)k-(I-l+rVk=[ s f'(k)-(J.1+rV]k. 

ko > k. gako'ra s f'(k)-(I-l+rl) <0 tengsizlik o'rinli bo 'lgani uchun k> O· 

Demak, ko > k. bo'lganda k(t) traycktoriya qavariq (9.3-chizma). 

k(t) 

~k(t)=k. 
k(t) 

Solou-Neyman 
k. magistrali 

k 
k(t) == k 

0 I 0 L(t) 

9.3-chizma 9.4- chizma 

Endi ko < k. holni ko'ramiz. Uch hol yuz berishi mumkin: 

3) k <ko <k •. 

1) ko = k < k. bo'lsin. Bunda k(t) -= k chiziq (nur)k(t)funksiyaning 

burilish nuqtalaridan tashkil topgan bo' ladi. 2) va 3) hollarni ko'rganda bung a 

ishonchimiz komil bo'Jadi. Agar 2) O<ko <k bo'lsa, unda, ravshanki, 

k=s f(k)-().1+Tj)k>O, k=[ s f(k)-().1+tl)] k>O bo'ladi. Bu 0 <ko < k da 
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k(t) funksiyaning qavariqligini anglatadi. Agar 3) k <ko <'k. bo'lsa, yana 

;00, ammo k < 0 bo 'ladi. Bundan k ( t) funksiyaning botiqIigi kelib 

chiqadi. Demak, k = k dan o'tishdaqavariqlik botiqlikkao'tadi,ya'ni ko = k 

da k(t) = k chiziq k(t) funksiyaning burilish nuqtalaridan tashkil topgan 

bo'ladi. 

L va K o'zgaruvchilar tekisligida K(t) = k. L(t) nur Solou-Neyman 

magistrali deyiladi (9.4-chizma). 
1966-yilda E.Felps "oltin qoida"ni taklif qildi (ba'zida "optimal qoida" 

deganda optimal jamg' arish nonnasi s ni topish usuli tushuniladi). 
Ko 'rilayotgan holda quyidagicha aytiladi : asosiy fondlarga qo 'yilgan kapital
mablag I kapitaldan olingan daromadga teng. 

Bu quyidagi munosabatlarda ko'rinadi: 

bunda I=sF(i,iQ-asosiy fondlarga qo'yilgan mablag', KoF(L,K) 
oK 

kapitaldan olingan daromad. 
Misollar. 

I-misol. F(L,K) = a o Ka. t-a. , a o > 0, 0 < a. < 1 . 

Ravshanki, bu holda f(k) = ao ka., f'(k) = Cl ao ka.-l ; k ni Cl a o ko.-I = 

= ~ + 11 tenglamadan topamiz: 

k = ( aoCl )1/(1-0.) 
~+11 ,S=(1· 

1 

2-misoI.F(L,K)=ao[aK-P+(l-a)L-P ]-p, ~>O, O<a<1, p>-l 

1 l+p 

Bunda I(k) = 00 [ ak- P + (1- a)r;;, f'(k) = aao [ a + (I - a)kP r p. 

Endi ushbu 
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I+p 

aao [ a + (I - a) k p ] - P = Jl + 11 

tenglamadan topiladi: 

k =(1-0.) P _0 - -a 
- -1.[ ( a a )(l+P)/P JI/P 

j.l+11 ' 

Oxiridaoptimaljamg'arish nonnasj s nj topamiz: 

s = _k ...::...-f-::::-~k....:...) 
f(k) ( )

P/(I+P) 
j.l+11 

a --
aoo. 

Ma'lumki, 0 < s < 1 tengsizlik o'rinli. Oxirgi fonnuladan iqtisodiy 

sistemaning parametrlari a, ao, j.l, 11, P orasidagi bog'lanish kelib chiqadi : 

9.3-§. Iqtisodiy dinamikaning o'zgarmas jamg'arish normali 
modeli: mehnat resurslari hajmi chiziqli-botiq funksiya 

I. Mehnat resurslari (aholi soni) 0 'sishining botiq qonuni haqida 

Iqtisodiyotda, asosan, mehnat resurslarining o'sishi haqida gap boradi. 
Ish bilan bandlar soni aholi soniga bog'liq. Ish bilan bandlar sonining 
ko'payishi (o'sishi) esa faqat aholi soniga bog'liq emas. Ko'pgina ilmiy 
risolalardamehnatresurslari (aholi soni) eksponensial qonun bo'yichao'sadi 

deb qaraladi. Bu L(t) funksiyaning hosilasi i(t) shu L( t) ga chiziqli bog'liq 

deb qaraladi degan so'z, ya'ni i(t)=,,·L(t) , bunda 11 - o'sish sur'ati. 

Bundan L(t) = Lo . eT) I , Lo > 0 kelib chiqadi (9.5-chizma). Shuning uchun 

t(t) =,,2 i(t) > 0, ya'ni L = L(I) funksiya qavariq (9.5-chizma). Demak, 

t ning biror qiymatidan boshlab L(t) ning qiymati yetarli katta bo'lib ketishi 
mumkin. Tug'ilishlar .;oni haqida L.Eyler quyidagi gipotezani aytgan: 
"tug 'ilishlar soni yildan yilga geometrik progressiya bo 'yicha ortib boradi". 
Ingliz ruhoniysi Maltus iqtisodiyot bilan, aniqrog'i, demografiya bilan 
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shug'ullangan. U Eyler gipotezasiga qo ' shimcha qilib , "oziq-ovqat 
mahsulotlari arifmetik progressiya bo 'yicha ortib boradi" degan . Eslatib 
o'tamizki, aholi sonining (um umiy holda mchnat resurslari hajrnining) 
eksponensial o ' sish qonuni vaqti-vaqti bilan va qisqa vaqt oralig'ida 
rivojlangan mamlakatlarda sodir bo ' ladi hamda o ' sish tezligi vaqt o ' tishi 
bilan barqarorlashadi. Bunda ma 'lum vaqt oralig 'ida egri chiziqning qavariq 
qismi botiq, aksincha, botiq qismi qavariq qismga o'tadi (9.6-chizma). 
Umuman, 0 'sish biror botiq egri chiziq yaqinida S-simon egri chiziq bo 'ylab 
sodir bo ' ladi . Tegishli botiq egri chiziq o' sish tezligining barqarorlashishini 
anglatadi (qarang: P.<DocTCp. 06HOMcHHe npOH:mo.uCTBa: aTaK)'JOIInfe 
BLIHrpLIBaIOT. M ., nporpccc, 1978, mA, c.78-94) (9.5 - 9.7-chizmalar). 

L(t) L(t) 

o t 

9.5-chizma 9.6- chizma 9.7- chizma 

Mehnat rcsurslari hajmining (aholi sonining) o'sish tezligiga qanday 
parametrlar ta'sir qiladi? - degan savol tug'iladi . Umuman, o'sish tezligi 

ko 'pgina parametrlarga bog ' liq. Eyler gipotezasi bo'yicha L(t) (o'sish 

tezligi) shu L(I) ning hajmiga bog'liq: L=llL. Ba'zi mamlakatlarda 

aholining yashash sharoitining yaxshilanib borishi, iqtisodiy rivojlanish sodir 
bo'layotganiga sabab ishlab chiqarishga qo'yilayotgan mablag'larning 
(kapitalning) ortib borishidir, bunday sharoitda ishlab chiqariladigan mahsulot 

(milliy daromad) hajmi ortib boradi. Demak, L(t) miqdor faqat L(t) ga 

bog ' liq bo'lib qolmasdan, yanaK(t) ga - kapital sarfga ham bog'liq. Agar 

bu bog'lanishL(t) vaK(t) ganisbatan chiziqli bo'lsa, L(t) uchun quyidagi 

munosabatni yozish mumkin: 

i(t)=llL(t)+vK(t), ll>O, v>O . (9.19) 

Ravshanki, L(t) = II L(t)+ v k (t), t > o. Qanday shartlar bajarilganda 

L(t) < 0, ya 'ni L( t) funksiyaning grafigi botiq bo'ladi? 
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Ushbu 

L(t) < 0 (9.20) 

tengsizlikni qanoatlantiradigan botiq L( t) funksiyani ch;z;qli-bol;q deb 

ataymiz. Chiziqlilik 1(/) ningL(t) vaK(t) gachiziqli bog' liqligini, botiqlik 

esaL( I) funksiyaning botiqligini anglatadi. 
Izokvantalar F(L, K) = c, C > 0 tenglama bilan beriladi. Undan, 

ma'lumki, 

dK =_ OF/OF <0 
dL oL oK 

tengsizlik kelib chiqadi. Har bir izokvanta ICHF ning sath chiziqlaridan iborat 
bo'lib, qavariq egri chiziqdir (9.8-chizma). 

K 

-e 
o L 

9.8-chizma 9.9- chizma 

Endi (9.19) ning ikki tomonini differensiallaymiz: 

£(/) =" 1(/) +v [(I) =1(t) ( l1+ V 1) =1 ( l1+ V ~~). (9.21) 

9.5-teorema. L( 1 )funks;ya botiq bo '/ish; uchun har bir izokvanla 
bo 'ylab ushbu 

lengsizlik bajarilishi yelarli. 

dK <_ "<0 
dL v 

(9.22) 

Isboti 1> 0 va (9.22) tengsizliklardan kelib chiqadi. Haqiqatan, 
(9.21) ga ko'ra 
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Misollar. 

I-misol. L(t) = In(t + e), ~o (9.9-chizma) deylik. Unda L(t) =_1_>0, 
t+e 

.. I 
L(t)=-(t+e)2 <0 t>O. Quyidagi L=f1L+vK, L=f1L+vK muno-

sabatlami kO'raylik. L(t) va L(t) laming ifodalaridan foydalansak, 

1 1 . 
---=f1·_-+v ·K 

(t+e)2 t+e 

kelib chiqadi. Biz birinchi tartibli differensial tenglamaga keldik. Uni 
integrallaymiz: 

K 1 +B. .ln(t+e) 
v(t+e) v 

Endi dK / dL ni hisoblaymiz: 

dK=~=[_ 1 -B..ln(t+e)]:-I_= 1 "<_~ 
dL L v (t+e) v I+e v (t+e) v v 

Shunday qilib, ICHF izokvantalarida (9.22) tengsizlik bajariladi . Kobb-Duglas 
ICHF uchun (9.22) tengsizlik ushbu 

K " a ->-.--
L v I-a 

tengsizlik uchun bajariladi. 
2-misol. Ikkinchi misol 0 'rnida 1991-200 l-yillar davomida O'zbekiston 

Respublikasi aholisining 0 'sish dinamikasini ko 'raylik. Avval shu yillardagi 
aholi sonijadvalini keltiramiz: 

Jadvaldan ko'rinadiki, N (I) funksiya o'suvchi, ammo o 'sish tezligi 
(~i miqdorlar) asosan kamayib borayapti. F aqat 1995 va 1996-yillarda 0 'sish 
tezroq bo 'lgan. N (t) funksiya 1991-1994-yillarda botiq, 1994-1996-yillarda 
qavariq va 1996-2004-yillarda yana botiq. Demak, N (I) chiziq S-simon 
ko'rinishda (9.9a chizma). 

162 



i Yillar Aholi soni (mln) Ni 1'., = Ni+l - N, 

1 1991 20,862 
2 1992 21,360 0 ,498 

3 1993 21,852 0,498 

4 1994 22,828 0 ,430 

5 1995 23,002 0,720 

6 1996 23,444 0,442 

7 1997 23 ,867 0,423 

8 1998 24,231 0,364 

9 1999 24,583 0,352 

10 2000 24,908 0,325 

11 2001 25 ,211 0,303 

12 2002 25,523 0,312 

13 2003 25,803 0,280 

14 2004 26,116 0 ,313 

(Ma'lumotlar "O'zbekiston Respublikasi Davlat statistika qo'mitasi, 
2005" dan olingan). 

N(i) 

~ I I • • 
I • 

I I I 
I I I 

o 1991 1994 1996 2004 I 9.9a-chizma 

11. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chiziqli-botiq 
bo'lgan model;' 

Iqtisodiy sistema (iqtisodiy jarayon) quyidagi munosabatlar bilan 
tavsiflansin, deylik: 

L =l'JL+v K, l1=const> 0, v =const> 0, 

Y = F(L,K) = 1 +C=s Y +(l-s)Y, s=const>O, O<s <1, 

c(t) = C(t) ---+ max, 0 < s < 1. 
L(t) 
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Bu munosabatlardan ko'rinadiki, asosiy fondlarning chiziqli 
yaroqsizlanishi va mehnat resurslarining hajmi chiziqli-bog'liq bo ' lgan hollarga 
egamiz. Masalajon boshiga iste 'molning eng katta qiymatini ta 'minlaydigan 
(optimal) jamg ' arish norm asi ni topishdan iborat. Endi ko ' rilayotgan 
j arayonning asosiy differensial tenglamasin i chiqarami z. (9 .23) muno
sabatlardan ikkinchisini 

L 
-=l1+ vk 
L 

. dk 
ko 'rinishda yozib olamiz. Endi k = -d ni hisoblavrniz: t . 

k = !!...( K ) = K L - K i = (s Y - ~ K) - K (11 L + v K) 
dt L L2 L2 

1 
= L2 [Cs L f(k) - ~ K)L - K(l1 L +v K)]= s f(k) - (~+11) k-v e . 
Shunday qilib, asosiy differensial tenglama ushbu 

k(O) = ko > 0 (9.24) 

ko ' rinishga ega. (9.24) ixtiyoriy k(O)=k. >0 boshlang'ich shart uchun 

yagona yechimga ega. Bu tasdiq Koshi teoremasidan kelib chiqadi, chunki 

(9.24)ning o 'ng tomoni <P(k)=s f(k)-(f..l+11)k-vk 2 uzluksiz diffe

rensiallanuvchi (k .bo 'yicha), ya'ni 

cp'(k) = s f'(k)-(f..l+l1) - 2 v k . 

9.6-teorema. Agar asosiy difJerensiaI tenglama uchun 

~+11 < s 1'(+0) (9.25) 

tengsizlik «2.13) biIan taqqoslang) 0 'rinli ho'Isa, unda (9.24) tengIama 
yagona (sodda yechimdan tashqari) mushat va aSimptotik turg 'un statsionar 

yechimga ega, ya 'ni k(t) == k •. 

Isbot. Quyidagi cp(k) = 0 , ya'ni 

sf(k)-(~+l1) k-v e = 0 (9.26) 

chekli tenglamani ko ' ramiz. Bu tenglarna k = 0 sodda yechimga egaligi 
ravshan. U musbat yechimga ham ega. Shuni isbot etish uchun YI = s f( k) 
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va yz = (f.1+tV k+v e funksiyalarni o'rganamiz. Har ikki funksiyagrafigi 
koordinata boshidan chiqadi va I chorakda joylashgan. Shu bilan birga, 

y~(k) < 0 , y; (k) = 2v > 0 tengsizliklar o'rinli. Demak, y. (k) funksiya 
botiq, Y2 (k) funksiya esa qavariq. Grafiklar koordinata boshidan mos 
ravishda «9.26) ga qarang) 

limsj'(k)=sj'(+O»O limy;(k)=f.1+11 
k-HO ' k--->+O 

burchak koeffitsiycntlar bilan chiqadi. Shunday qilib, y. (k) va Y2 ( k) funk
siya grafiklari I chorakda albatta kesishadi (9.1 O-chizma). 

Ikkinchi funksiya Y2 (k) = (f.1 + 11) k + v e grafigi paraboladan iborat 

bo'Jib, u koordinata o'qlarini (-(f.1+11)/V; 0) va (0; 0) nuqtalarda kesib 

'd' h' ( Il+TJ (Il+TJ)2) d' 1 h B" h o ta I , uc 1 -~' - 4v nuqta a JOY as gan . IZn1 s U 

parabolaning k? 0 bo'lgandagi bo'lagi qiziqtiradi, u 9.11-chizmada quyuq 
chiziq bilan bclgilangan. 

y 

k 

o k. k 

9. IO-chizma 9.11- chizma 

Grafiklar kesishgan nuqtaning abssissasini k. > 0 deymiz. Bu bilan (9.24) 
tenglama yagona musbat statsionar yechimga ega ekani isbot etildi . 

Endi shu k(/) == k. statsionar yechimning asimptotik turg 'un ekanini 
isbotlash qoldi . Buning uchun <p' (k.) < 0 tengsizlikni isbot etish yetarli . 
Haqiqatan, 

q>'(k.)=s f(k.)-(f.1+11)-2vk. <0 , 

chunki y; (k.) = s f(k.) miqdor y.(k) funksiya grafigiga k. da o'tkazilgan 

urinma burchak koeffitsiyenti, ~(k.)=(f.1+rV-2vk. esa Y2(k) grafigiga 
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o'tkazilgan urinma burchak koeffitsiyenti. Ravshanki, y{(k.) <Y2(k.) 

tengsizlik 0 'rinli (9.1 O-chizma). Teorema isbotlandi. 
Ta'kidlab o'tamizki, k. ning o'mi (abssissa o'qida) s ning qiymatiga 

bog'liq, ya'ni k.(s). 
9.2-lemma. Slalsionar yechim k.(s) monolon 0 'suvchi funks;ya (9.10-

chizma). 
Isbot. Avvalo k.(s) funksiya (0; 1) intervalda aniqlangan va diffe

rensiallanuvchi, u (9.26) chekli tenglamani qanoatlantiradi, ya'ni quyidagi 
sonli tenglik o'rinli: 

s !(k.(s»)- (f.L + ll) k.(s)-v k;(s) = 0 . (9.27) 

Bu tenglikning ikki tomonini s bo 'yicha differensiallaymiz: 

!(k.(s»)+s !'(k.(S»)d~;S) -(f.L+rt) dk;;S) - 2 v k.(s) dk;;S) =0. 

dk.(s) 
Endi ---;;;- ni topamiz: 

dk.(s) !(k.(s») 

ds f.L+ll+2vk.(s)-s!'(k.(s»)· 

(9.10) chizmadan ko'rinadiki, dk.(s) > 0 . Lemma isbotlandi. 
ds 

k(t) == k.(s) funksiya balanslangan o'sish rejimi bo'lgani uchun 
(SE (0; I», bunday rejimlar cheksiz ko'p. Har bir rejim jamg'arish nonnasi 
s ning (0; 1) intervaldan olingan bitta qiymatiga mos keladi . Agar jon boshiga 
iste'molni maksimallashtirish masalasi ko'rilsa, bu masalaning yechimi 
balanslangan o'sishning optimal rejimini va optimaljamg' arish normasini 
aniqlab beradi. Masala quyidagicha qo'yiladi: 

C 
c(s)= L =(l-s)!(k.(s»)~max, 0 < s < 1. (9.28) 

Avval masalaning yechimi mavjudligini ko'rsatamiz. 
Ravshanki, quyidagi munosabatlar bajariladi: 

limc(s)= lim c(s)=O va c(s»O, 'l7'sE(O;l), 
s->+o s->+I-O 

bunda lim k.(s) = 0 tenglik e'tiborga olingan. Bu munosabatlar (9.28) 
s->+O 

masalaning yechimi mavjudligini isbotlaydi. Endi c (s) funksiyaning statsionar 
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nuqtalarini topamiz. Uning c'(s) ni hisoblab, c'(s) = 0 tenglamani yechamiz. 
Dastlab (9.27) ga ko'ra c (s) funksiya ko'rinishini o'zgartirib olamiz: 

c(s) = f(k.(s»)-(/-l+rJ)k.(s)-v k: (s) . (9 .29) 
Endi c'(s) ni hisoblaymiz: 

c'(s)=[f'(k.(s»)-(J.H rV- 2vk.(s) ]d~;S) . 
dk.(s) 

9.2-lemmaga ko'ra ----;;;->0. Shuning uchun c'(s) = 0 tenglama 

f'(k.(s»)-(/-l+rV-2vk.(s)=0 ko ' rinishni oladi. Bu tenglamadan stat

sionar nuqta - s ni topib bo'lmaydi, chunki s oshkormas shaklda 
qatnashyapti . Aslida biz ushbu 

f'(k)=(/-l+rV+2vk (9 .30) 

k ga nisbatan tenglamaga egamiz. (9.30) tenglamaning yagona musbat k 
yechimi ma,jud. Haqiqatan, ravshanki, Y2 = (/-l+11) k+v k 2 va Y

j 
= f(k) 

funksiyalarning grafigi koordinata boshidan chiqadi, f(k) - botiq va 

(/-l+l1)k+ve - qavariq bo'lgani uchun ularga o'tkazilgan urinmalar 

yagona k nuqtada o'zaro parallel bo'ladi, ya'ni f'(k) = /-l+l1+v k (9.12-

chizma). Shuning uchun k=k da 

s f(k) - (/-l + 11) k - v k2 = 0 

tenglik o'rinli bo'ladi. Bundan yagona statsionar nuqta s ni topamiz: 

(9.31 ) 

Endi (9.30) ga ko'ra •. H11 = f'(k) + 2 v k ni e'tiborga olsak, ushbu 

::= k F(k) vk2 

s= _ --_-
J(k) J(k) (9.32) 

formulani hosil qilamiz. :r > 0 va 0 < k F~k) < 1 tengsizliklardan 0 < :r < 1 
f(k) 

kelib chiqadi. 
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y y 

o o 

9_12-chizma 9.13- chizma 

Ravshanki , ~ > 'f «9.18) ga qarang). Demak, 1- f > 1-s, ya 'ni 

iste'molga ajratiladigan bo'lak kattalashadi. Bunga sabab mehnat resurslari 
hajmi chiziqli-botiq funksiya deb qaralishidadir. Shunday qilib, (9.28) 

masalaning yechimi mavjud va statsionar nuqta yagona bo' Igani uchun s == 3" 
nuqtada c(s) funksiya eng katta qiymatga ega bo'Iadi. Quyidagi teorema 
isbot etildi. 

9.7-teorema. (9.28) masalaning yechimi mavjud va yagona. Optimal 

jamg 'arish normasi § (9.32)formulayordamida, balanslangan 0 'sishning 

optimal rejimi k (9.30) lenglamaning yagona mllsbal yechimi si/atida 
aniqlanadi. 

Shunday qilib, (9.23) iqtisodiy sistemaning trayektoriyasi quyidagi 
munosabatlar bilan tavsiflanadi: 

K(t)==kL(t) , K(t) == kL(t) ==k(t)L(t)+vK(t»)== k (flL(t) +v k L(t))= 

==k L(t)(fl+vk). Bundan L(t)==L(t)'(fl+vk), L(/)==Lo e(TJ+v.k')t, 

K(t) == Luk )TJ+v.k')1 , yet) =Lo e(TJ+v-k')1 f(k) , 

I(t) ==fY(t) ==Lo s e(TJ+v·k')'f(k), C(t)=Lo(l-f).e(T]+V-k')tf(k) 

Endi quyidagicha xulosa chiqarish mumkin: modelning barcha asosiy 

o 'zgaruvchilari K(t),L(t),Y(t),I(t) va C(t) - statsionar yechim k(t) == k 

bo 'ylab fl+vk ga teng bo 'lgan bir xii sur 'at bilan 0 'sadi . 
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Mehnat resurslari hajmi chiziqli-botiq funksiya bo'lgan modelni 

o'rganishni oxiriga yetkazish uchun statsionar yechim k(t) = k > 0 dan 

farqli k = k(/) trayektoriyalarni sifat nuqtayi nazaridan tekshiramiz. 

Ravshanki, k. > k (9.13-chizma). 

Faraz etaylik, k = k(t) funksiya (9.24) tenglamaning ixtiyoriy 

boshlang'ich shartni qanoatlantiradigan yechimi bo'lsin, ko = k(O) > O. Ikki 

hol yuz beradi: I) ko > k. ; 2) ko < k • . Avval I) ko > k. holni ko'ramiz. 

s =:f bo'lganda (9.24) tenglama ushbu 

k = :ff(k) - (~+ TJ)k - ve 
ko'rinishnioladi. Undaixtiyoriy ko > k. uchun(9.13-chizma) 

. :::::: 2 
ko =sf(ko)-(~+TJ)ko -vko <0, 

shuning uchun k(/) < 0 tengsizlik kelib chiqadi. Endi k ni hisoblaymiz: 

k=[:ff'(k)-(~+TJ)-2vk ].k>O ,ya'ni k>O, Vko>k •. 

Bu k = k(/) egri chiziqning ixtiyoriy ko > k. da qavariq ekanini angla

tadi (9.14-chizma). 

k(t) 

k. 
k( t):=k. 

k (t) := k 

o I 

9.14-chizma 

Endi 2) ko < k. holni ko'ramiz. Bunda yana uchta qismiy hollar yuz 
berishi mumkin: 

169 



Ravshanki, a) holida k(t) == k nUT burilish nuqtalaridan tashkil topgan. 
Bu b) va v) hollarni ko'rganimizda kelib chiqadi. b) holida (9.13-chizma) 
quyidagi tengsizliklar o'rinli: 

k=YJCk)-(f.t+11)k-ve >0, 

k = [Yf'(k) - (f.t+ 11) - 2vk ]. k > 0 . 
Shu tengsizliklar k( t) funksiyaning monoton o'suvchi va qavariqligini 

anglatadi . Nihoyat, v) holni ko'ramiz. Bu holda ushbu 

k = :If(k) - (f.t + l1)k - ve > 0, 

k=[:ij'Ck)-(f.t+11)-2vk ].k<O 
tengsizliklarga egamiz, ular k(t) funksiyaning monoton o ' suvchiligini va 

botiqligini bildiradi. Yuqoridagi mulohazalar ko'rsatadiki, k(t) == k nurda 

k(t) funksiyaning ikkinchi hosilasi o ' z ishorasini (musbatdan manfiyga) 

o ' zgartiradi. Shunday qilib, k(t)==k, 1>0 nur k<ko<k. da k(t) 

funksiyaning burilish nuqtalaridan tashkil etganini isbotlaydi (9.14-chizma). 
Iqtisodiy dinamikaning ko'rilayotgan (9.23) modeli uchun Felpsning 

"oltin qoida"sini chiqaramiz. (9.32) ga ko'ra 

f J(k)=k J'(k)-v.k 2
. 

Ikki tomonini L ga ko 'paytiramiz: 

f F(L,K) = of(L,K) K -vk R. 
oK 

Endi "oltin qoida"ni keltiramiz: asosiy fondlarga ajratilgan mablag ' 

f FCL,K) kapitaldan olingan daromad of(L,R) K dan v k K 
oK 

miqdorga kam. v k R miqdorni mehnat resurslari hajmi chiziqli-botiqligidan 

olingan "yutuq" deb ataymiz. Eslatib o'tamizki, (9.6) - (9.8), (9.9') modelda 

optimal jamg'arish normasi s = k f'~k) ga, (9.23) modelda esa 
J(k) 

- - -

= k f'(k) v fc2 d' R h k' ::::: - B h Id k= -s = = - -=- ga teng e 1. avs an 1, S < s. u 0 a > k 
I(k) I(k) 
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tengsizlik o'rinli. Shu sababli aytish mumkinki, mehnat resurslari hajmini 
chiziqli-botiq funksiya deb qarash samarador ekan. 

Shuni ta 'kidlab 0 'tamizki, statsionar yechimni topish uchun ushbu 

s f(k)-(f.l+f))k-ve =0 

tenglamani yechishga to'g'ri keladi. Uni analitik usul bilan deyarli yechish 

mumkin emas. Masalan, f(k)=ak bo'lsa, tenglama ve+[(f.l+f))

-a s]k = 0 sodda ko'rinishga keladi va kl = 0, Is =Vv[as-{f.l+ri)l. Agar 

f(k)=aJk bo'lsa, saJk=(f.l+f))k+vk2 tenglamaga egamiz. Agar 

.[; = k desak, v X4 + (f.l + f)) x 2 -s x tenglamahosil bo'ladi. Undan x1=0, 

ya'ni k
J 

= ° ni topamiz. Qolgan yechimlarni topish uchun 

v ~ +(f.l+f))x-sa=O kubik tenglamani yechishga to'g'ri keladi . 
Neoklassik ICHF laruchun 0 'rtacha mehnat unumdorligi f( k) ixtiyoriy 

bo'lganda ham s f(k)-(f.L+ri)k-v~ =0 tenglamani yechishning qator 
taqribiy usullari mavjud. 

9.4-§. Iqtisodiy dinamikaning o'zgarmas jamg'arish nonnali 
modeli: mehnat resurslari hajmi chiziqsiz-botiq funksiya 

Avvalgi 9.3-§ da iqtisodiy dinamikaning mehnat.resurslari hajmi chiziqli
botiq funksiya bo'lgan modeli ko'rildi. Umumiy holda mehnat resurslari 
hajmi chiziqsiz-botiq funksiya bo 'lishi mumkin. Faraz etamiz, 

Endi, iqtisodiy sistema quyidagi munosabatlar yordamida tavsiflan
sin, deylik: 

K =I - J..LK, 0 :s; ,...<1 , 

i =L[l1+v0'V(K/L)], 1PO, v>O, 

Y =F(L,K)=i +C=s Y +(l-s)Y,s=const>O, O<s<1 , 

c(t) = C(t) ~max, O<s<l. 
L(t) 

(9.33) 

Bunda 'V(K/ L) = ",(k) funksiya quyidagi shartlami qanoatlantiradi : 
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\jI(O)=O ; ",'(+O) ~ O; \jI(k) > 0; ",'(k»O; ",W(k»O; 'r::Ik>O. (9.34) 

Agar \jI(K/L)-=K/L bo'lsa, L[l1+v .\jI(K!L)]=L11+vK bo 'ladi. 

(9 .33) ga ko ' ra i> O. Endi I ni hisoblaymiz: 
. . 

.. . [ Kl-KL 
L=L l1+ V ",(k)]+Lv\jI'(k) - 2 

L 

= i [ 11 + v \jI(k) - v k \jI'(k) + v \jI'(k) ~ J. 
Faraz elaylik, k · \jI'(k)- \jI(k) <rv'~ lengsizlik o'rinli bo'lsin. Unda i < 0 

va L(t) funksiya boliq bo'ladi . Bundan tashqari, (9 .34) ga ko ' ra 

",(k) < k ",'(k) tengsizlik o'rinli. Bu ushbu sodda 

I< I< 

\jI(k) = f \jI'(t)dl < f \jI'(k)dt = \jI'(k) .k 
o 0 

mulohazadan kclib chiqadi. Shunday qilib, 

O<k.\jI'(k)-\jI(k) <21 , 
v 

(9 .35) 

Shu bilan quyidagi teorema isbotlandi. 
9.8-tcorcma. L (t) funksiya botiq bo '!ishi uchun izokvanla ba 'ylab 

ushbu 

dK <k- 11 _ ",(k) 
dL v \jI'(k) ",'(k) 

tengsizlik bajarilishi yetarli . 

(9 .36) 

Agar \jI(k) -= k bo' lsa, (9.36) dan ~ <-~ <0 kelib chiqadi «9.22) ga 

qarang). Agar 0 < k ",'(k) - \jI(k) < l1/v bo ' lsa, (9.36) ning o 'ng tomoni 

manfiy Bunga (9 .36) ni ushbu 

dK < ll+v[",(k)-bt/(k)] 

dL v'l"(k) 

ko 'rinishda yozib, ishonch hosil qilish mumkin. 
Endi (9 .36) iqtisodiy dinamika modeli (9.33) uchun asosiy differensial 

tenglamani chiqaramiz. Uning uchun k ni hisoblaymiz: 
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ic==~(K)==KL-KL L.[sLf(k)-J.lK]-KL 
dt L L2 L2 

== sf(k)-(J.l+11)k-vbV(K) . 

Demak, asosiy differensiaI tengl?ma quyidagi ko ' rinishga ega: 

k = s f(k) - (J.l+ 11) k - v bV(K) . (9 .37) 

(9 .37) tenglamaning o'ng tomoni k bo 'yicha differensiallanuvchi 
bo ' Igani uchun avvaI ko' rilgan modellardagi kabi bu tenglamaning ixtiyoriy 
boshlang' ich shartni (k(O) == ko > 0 ) qanoatIantiradigan yagona yechimi 
mavjud . Qolavcrsa, (9.37) - skalar avtonom differensial tenglama. Bimi 
uning statsionar yechimlari qiziqtiradi . Bunday yechim topilsa, iqlisodiy 
sistemaning (iqtisodiy jarayonning) trayektoriyasini topish mumkin bo ' ladi. 

9.9-teorema. Agar (9.37) tenglama llchun ushbu 

f.l+11<s f'(+O) (9.38) 

tengsizlik ( (9.25) bilan taqqoslang) 0 'rinli bo'lsa, shu tenglama yagona 

musbal (sodda yechimdan tashqari) va aSimptotik turg 'un k(t) == k., 

t E [O;T] statsionar yechimga ega. 

Isbot. Statsionar yechimlar ushbu 

(",(k) =) s f(k)-(f.l+11) k-v k ",(K) = 0 (9.39) 

chekli tenglamaning yechimi kabi aniqlanadi. AvvaI bu tcnglama kef) == 0 dan 

tashqari yagona musbat yechimga ega ekanligini ko'rsatamiz. Avvalgi 
mavjudlik teoremalaridagi kabi (9.3-, 9.6-teoremalarga qarang) ikkita 

YI == s/( k) va Y2 = (f.l + 11) k +v k ",(k) funksiya grafiklari koordinata 

boshidan chiqib, I chorakda albatta k = k.(s) > 0 nuqtada kesishishini 

ko 'rsatish mumkin. Bu quyidagi munosabatlardan kelib chiqadi: 

f(O)=O, f'(-tfJ)=limf'(k) , Y2(O)=0; y;(-tfJ)=f.l+11, 
k-HD 

Y; (k) = (f.l+~+v [",(k) +k ",'(k)], 

y;(k)=v[2",'(k)+k","(k)]>0, Vk>O . 

Demak, Y
1 
(k) botil"l, y

2
(k) qavariq funksiya va grafIklari koordinata 

boshidan chiqadi. (9.38) ga ko'ra, ular yana bitta k.(s) umumiy nuqtaga 

ega. Shuning uchun quyidagi sonli tenglik o'rinli: 
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s f(k. (s»)- (~+11) k. (s) - v k. (s) 'V(k.(s»)= 0 . (9.40) 

Endi k(t) == k.(s) statsionaryechimning asimptotik turg'unligini isbot

lash mumkin. Buning uchun (9.37) ning o'ng tomonidagi 'V(k) funksiya 

",' (k. (s ) ) < 0 tengsizlikning q ano atl an tirishini ko' rs atish kifoya. B u 

",'(k. (s») = s f'(k.(s»)- (J.L + 11) - v [",(k. (s»)+ k. (s) ",'(k. (s»)] < 0 

tengsizlikdan kelib chiqadi. 9.9-teorema isbot etildi . 

9.3-lemma. Statsionar yechim k(t) ==k.(s), 0 <s< I intervalda s mng 

monoton 0 'suvchi funksiyasi . 
Isbot. (9.40) ning ikki tomonini s bo'yicha differensiallaymiz: 

f(k.(s»)+[s f'(k.(s»)-(~+11>-v(~k.(s»)+k.(s) 'I"(k.(s»)) ]d~;S) =0 . 

Bu tenglikda kvadrat qavs ichidagi ifoda manfiy. Ravshanki, dk;;S) > 0 

bo ' ladi; lemma isbotlandi. 

Topilgan statsionar yechim k. (s) balanslangan o'sish rejimini anglatadi. 

k. (s) funksiya (0 ; s) intervalda aniqlangan. Demak, rejimlar chcksiz ko 'po 

Ularning ichidan jon boshiga iste 'molga maksimum qiymat beradiganini ajratib 
olish lozim. OptimaIjamg'arish nonnasini topish uchun quyidagi masaIani 
ko'ramiz: 

c(s) = (1- s)!'(k.(s») ~ max , 0 < s < I. (9.41) 

Masalani ycchish uchun (9.41) dagi c(s) funksiyani ushbu 

c(s) = f(k.(s) )-(J.L+11> k.(s) -uk.(s) ~k.(s») 

ko 'rinishda yozib olamiz. Endi c'(s) ni hisoblaymiz: 

c'(s) = (j'(k.(s»)-(J.L+ ll)-u ('V(k.(s»)+ k.(s) ",'(k.(s»)) ]dk;;S) . 

dk.(s) 
9.3-lemmagako'ra ---;;;- > O. Shuning uchun c'(s) =0 tenglamak ga 

nisbatan (chunki s oshkormas qatnashadi) ushbu 

f'(k)- (fl + ll) - v [",(k) + k ",'(k )]= 0 (9.42) 
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tenglamaga ekvivalent. Avvalgi paragraflardagi mulohazalarga o'xshash, 

(9.42) tenglama yagona musbat k yechimga ega ekanini isbotlash mumkin. 

Agar (9.39) da k = k desak, (k < k. (s) ekani ravshan) s ni topish mumkin: 

, - (~+rV~-\)kik) S -"---= __ ...:....>o...J.. 

f(k) 

Endi (9.42) dan foydalanib, s uchun formulani quyidagi, uzil-kesil 
ko 'rinishda yozamiz: 

- k f'(k) v P 'I"(k) 
s 

f(k) f(k) 
(9.43) 

(9.33) model uchun topilgan ma'lumotlami teorema ko'rinishida 
ifodalaymiz. 

9.10-teorema. (9.41) masalaning yechimi mavjud va yagona. Opti

mal jamg 'arish_ normasi s (9.43) formuladan, balanslangan 0 'sishning 

optimal rejimi k esa (9.42) tenglamaning musbat yechimi sifatida topilad;. 

Topilgan k va s qiymatlar yordamida iqtisodiy sistema trayektoriya
sining barcha o'zgaruvchilarini topish mumkin. Alb~tta, avvalgi 
paragraflardagi kabi (9.37) differensial tenglamaning k(f):; k yechimidan 

farqli yechimlarini ham o'rganish mumkin. kef) egri chiziqlarning chiz

maIari 9.14 chizmadagidek bo'ladi . Nihoyat, "oItin qoida" ni ham chiqarib, 
iqtisodiy ma'nosini bayon etish mumkin. Bu fikrlarning asoslanishini 
0' quvchiga mustaqil ish sifatida topshiramiz. 

9-bobga oid masaJaJar 
l. Ushbu 

k=saoka_(~+l1)k, O<s<l, ao >0, 0<0.<1 

Bemulli differensial tenglamasi integrallansin. 

2. Quyidagi berilgan ICHF ga mos iqtisodiy dinamika modellari uchun 
optimaIjamg'arish normasi s va balanslangan o'sishning optimal rejimi 

k topilsin: 

1. F(L,K)=../K L . F(L K)= 2KL 
2. , K+L ' 
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3. F(L,K)=VK L2 . 6. F(L,K) =±(JK +JLY . 

4KL 
4. F(L,K)=VK 2L . 7. F(L,K) = JK JL 2 ( K + L) . 

5. F(L,K) =VK L3 . 8. 
F(L K)= J2K L 

, '/K2 +L2 

3. Ushbu 
I 

k =s ao[ a r p +(I-a) ] -; -(Il+l1) k 

differensial tenglamani s = 0,5, ao = I, a = 0,5, p = -0,5 bo 'lgandainteg

rallang (1<0 'rsatma: Jk = x almashtirish bajaring). 

4. Solou ICHF ning turli xususiy hollarida asosiy difIerensial tenglama
sini yozing. 

9-bobga oid nazorat savollari 
1. Dinamik ICHF (DICHF) ta' rifini bering. 
2. Ikki faktorli va ko 'p faktorli DICHF ga misollar keltiring. 
3. Avtonom DICHF (ADICHF) nima? 
4. Iqtisodiy dinamikaning modellari nima? 
5. Iqtisodiy dinamikaning sodda modelini tavsiflang. 
6. Sodda model uchun asosiy differensial tenglamani chiqaring. 
7. Asosiy difIerensial tenglama uchun yagona musbat va asimptotik 

turg'un yechimning mavjudligi haqidagi teoremani aytib bering. 
8. Statsionaryechim yaqinida integral egri chiziqlar qanday joylashgan? 
9. Mehnat resurslari hajmining chiziqli-botiqligi ta'rifini bering. 
10. Chiziqli-botiqlik holida asosiy difIerensial tenglamani chiqaring. 
11. Mehnat resurslari hajmining chiziqsiz-botiqligi ta'rifmi bering va mos 

asosiy differensial tenglamani yozing. 
12. Kobb-Duglas va Solou DICHF gamos iqtisodiy dinamika modellarini 

yozib bering. 
13. Ko 'rilgan modellar uchun balanslangan 0 'sish optimal rejimini topish 

tenglamasini va optimal j amg' arish normasi formulasini yozib bering. 
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lO-bob.IQTISODIY DINAMIKANING ISHLAB CHIQARISH 
RESURSLARI CHIZIQSIZ YAROQSIZLANGAN MODELLARI 

Avvalgi bobda iqtisodiy dinamikaning faqat asosiy fondlar chiziqli 
yaroqsizlangan modellari ko 'rildi. Amalda asosiy fondlar ham, mehnat 
resurslari ham yaroqsizlanishi kuzatiladi. Asosiy fondlar (masalan, stanoklar) 
eskirishi mumkin, mehnat resurslari esa (ish bilan band bo'lganlar) ishga 
yaroqsiz holga kelishi (pensiyaga chiqishi, vaqtincha kasal bo' lishi, vafot 
etishi) tabiiy. Bunday hollarda mehnat resUTslari va asosiy fondlarning 
majmuasi yaroqsizlanishini e'tiborga olish zarur. Ishlab chiqarish 
resurslarining yaroqsizlanishini hisobga olganda iqtisodiy sistemani va uning 
trayektoriyasini chuqurroq o'rganish imkoniyati tug'iladi. Mazkur bobda 
iqtisodiy dinamikaning ishlab chiqarish resUTslari chiziqsiz yaroqsizlangan 
modellarini ko'ramiz. 

F araz etamiz, vaqtning t momentida ishlab chiqarish resurslarining ushbu 

~.L(t).X(K(t)J 
L(t) 

formula bilan berilgan qismini almashtirish kerak bo ' lsin, unda 

X (K(f) J = X (k) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantiradi: 
L(t) 

x (0) =0, X(k»O, X'(+O)~O, X'(k»O, XW(k)~O, Vk>O. (10.1) 

Shu (10.1) ga ko'ra X(k) funksiya monoton o 'suvchi va qavariqdir. 

X(k) = k bo'lgan hol chiqarib tashlanmaydi. Bunda X (0) = 0, X' (+0) = 1, 

X' (k) = 1, XW (k) =0 bo'ladi. Shundaham X(k) funksiyani, odatda, qavariq 

deb hisoblashadi. (lO.I)ga ko'ra X(k)-k·X'(k)<O, Vk>O tengsizlik 

o'rinli. Bundan k·x'(k) > 1 tengsizlik kelib chiqadi. 
X(k) 

Quyida uch holni ko'ramiz: 
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1) mehnat resurslari hajmi eksponensial funksiya; 
2) mehnat resurslari hajmi chiziqli-botiq funksiya; 
3) mehnat resurslari hajmi chiziqsiz-botiq funksiya. 

lO.l-§. Mehnat resurslari hajrni eksponensial funksiya 

Iqtisodiy sistema quyidagi munosabatlar bilan tavsiflansin, deylik: 

k=I-1-l'L'X(~). 0~1-l<1, 
L=L'fJ, fJ>O, 

Y=sY+(l-s)Y=I+C, O<s<l, s=const>O, 

C c =-= (l-s)f(k) ~ max, 0 < s < 1. 
L 

(10.2) 

Ravshanki, agar X (~)= ~ bo'lsa, 9-bobning 9.2-§ dako'rilganiqtisodiy 

dinamika modelini hosil qilamiz. 
(10.2) modelni o'rganish uchun avvalgi bobdagi kabi asosiy differensial 

tenglamani chiqaramiz: 

k= :t( ~)= K L;K i = ~2 -[ (I -1-lix( ~)}L-K i J= 

= ~2 .[(sLf(k)-I-lLX(k»).L-K i ]=s f(k)-fJk-1-lX (k). 

Shunday qilib, (10.2) model uchun asosiy differensial tenglama 

k= s f(k)-fJ k-1-lX (k), k(O) = ko > 0 (10.3) 

ko'rinishga ega. Uning o'ng tomoni ~(k)=sf(k)-fJk-I-lX(k) 

differensiallanuvchi (k bo'yicha). Shu sababli, Koshi teoremasiga ko'ra, 
(10.3) tenglama ixtiyoriy boshlang'ich shartni qanoatlantiradigan yagona 
yechimga ega. 

Optimal j amg 'arish normasini topish masalasi bilan shug 'ullanamiz, bunda 
optimallikjon boshiga iste'molning maksimumi ma'nosida tushuniladi. Bu 
masalani yechishda, avvalgi bobdagiga 0 'xshash, (10.3) avtonom differensial 
tenglamaning statsionar yechimi muhim ahamiyatga ega. 
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IO.1.-teorema. Agar (10.3) asosiy differensial tenglama uchun ushbu 

~x'(+O)+ll<s 1'(+0) (10.4) 

tengsizlik bajarilsa, unda (l 0.3) tenglama yagona musbat (sodda yechimdan 
tashqari) va (Lyapunov bo 'yicha) aSimptotik turg 'un slatsionar yechimga 

ega, ya 'ni k(t) == k. I E [0; 1] . 

Isbot. (l0.3) tenglama avtonom, uning statsionar yechimlari ushbu 

(10.5) 

chekli tenglamadan topiladi. k(t) == 0 - (l 0.3) tenglamaning sodda yechimi. 

y\ = si (k) va Y2 = T\ k + " X (k) funksiyalaming grafiklari koordinata 
boshidan mos ravishda sf' ( +0) va T\ + JI. X' (+0 ) burchak koeffitsiyentlar 
bilanchiqadi.(10.4)gako'ra T\+Jl.X'(+O)< s1'(+O). Demak,k ning 
nolga yaqin qiymatlaridaY2 (k) ning grafigi y\ (k) ning grafigidan pastroqda 
bo'ladi. Shu grafiklar k> 0 da kesishishini ko'rsatish mumkin. Bu 
y\ = s/( k) ning botiqligi va yz = T\ k + JI. X (k) ning qavariqligidan kelib 
chiqadi. Y2 (k) ning qavariqligi ushbu 

Y2(0)=0, y;(k)=ll+~X'(k»O, y;(k)=~XW(k»O, "dk>O 

munosabatlardan ko'rinadi. 
Grafiklar kcsishish nuqtasini (k., y. ) deb belgilaymiz, bunda k. -

(10.5) tenglamaning musbat yechimi. Shunday qilib, (10.3) differcnsial 

tenglama yagona musbat statsionar yechim kef) == k. ga ega. Shu yechim

ning asimptotik turg 'unligi ham osongina isbotIanadi. (10.3) ning 0 'ng tomoru 

<jl(k) uchun <jl'(k.) < 0 tengsizlik bajarilishini ko'rsatish kerak. Ravshanki, 

<jl'(k.) = ~[s f(k)-!1k-~x (k)] l1r=k. =s f'(k.)-ll-~ x' (k.) < O. (10.6) 

Lyapunov-Puankare teoremasiga ko'ra, (10.6) tengsizlik k(t) == k. 

yechimning asimptotik turg 'unligini anglatadi . 1 O.l-tcorema isbot etildi. 
(10.2) iqtisodiy sistema uchun qurollanganlik k. qiymati balanslangan 

o'sish deyiladi . Ravshanki, avvalgi bobdagi kabi balanslangan o'sish rcjimi 
k. jamg'arish nonnasi s ning funksiyasi bo'ladi: k. = k. (s), 0 < S < I. 

IO.I-lemma. (10.2) iqlisodiy sislema uchun topilgan balanslangan 
o 'sish rejimi k. (s) (0; I) inlervalda aniqlangan, difJerensiallanuvchi va 
monoton 0 'suvchi funksiyadir. 
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Isbot. k. (s) ning (0; 1) da aniqlangan, differensiallanuvchi ekani 

ravshan. Monoton o'suvchiligini isbotlash uchun ~k. (s) > 0 , \Is E (0; 1) 
ds 

tengsizlikning o ' rinli ekanini ko'rsatish kerak. Uning uchun ushbu 

s fCk" (s)}-llk"CS)- flX (k" (s))== 0 sonli tenglikning ikki tomonini s bo 'yicha 

differensiallab topamiz «(l 0.6) ga qarang) : 

dk.Cs) =_jCk.(s)) > 0 

ds ~'(k. (s)) 

Bundan k. ( s ) ning monoton o 'suvchiligi kelib chiqadi. 
Endi optimal jamg'arish normasi va balanslangan o'sish rejimini 

topish bilan shug 'ullanamiz. lon boshiga iste'mol funksiyasini quyidagi 
ko 'rinishda yozib olamiz: 

cCs) ==(1-s) jCk.(s))== fCk.Cs))-llk.Cs)-flXCk.Cs)) , O<s < L (l0.7) 

Shu funktsiyaning eng katta qiymati mavjud, chunki c(s) uchun ushbu 

limc(s)= limc(s)=O , c(s»O, VSE(O; I) munosabatlar o'rinli . Demak, 
s -->to s --)/--0 

biror SE (0; 1) uchun s~~) c(s) = c(s) tenglik bajariladi . Shu S ni topish 

uchun c'(s) ni topib, c'(s) = 0 tenglamani yechish lozim. Ravshanki, 

c'Cs)==[!'Ck.Cs))-ll-flX'Ck.Cs))] dk;;S). 

(l0.1) lemmaga ko'ra c'(s) = 0 tenglama f'Ck.(s))-ll-fl X' (k.(s)) ==0 

tenglamaga teng kuchli . Ammo undan bevositas ni topib bo'lmaydi, chunki 
s tenglamada oshkormas qatnashayapti . Aslida biz k ga nisbatan 

(10 .8) 

tenglamaga egamiz. (l O. 8) ning chap tomoni hosilasi (k ga nisbatan) noldan 

farqli, ya 'ni r(k)-flX"Ck)==O<O \lk>O. Shu sababli oshkormas 
tenglamaning bir qiymatli yechilishi haqidagi teoremaga ko'ra (l0.8) ning 

yagona k yechimi mavjud. Ikkinchi tomondan, bu tasdiq y, = sf(k) va 

Y2 = II k + 11 X (k) funksiya grafiklari biror k> 0 da kesishishidan kelib 

chiqadi. (lOA) tengsizlik s=1 da ham bajariladi: fl X'(+O) +11 <j'(+O). 
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- --
Ammo k da unga teskari ~X'(k)+l1>s f'(k) tengsizlik o'rinli . Shu 

sababli biror k , O<k <k qiymatda y;(k)=y;(k) tenglik bajariladi. 

Topilgan k ni c\>(k(s» = 0 ga qo'yamiz. Undan s ni topamiz: 

- -
s=IlX(k~+llk >0 

f(k) 

Endi (10.8) ga ko'ra s uchun formulani uzil-kesil ushbu 

- - -
- k f'(k) k X'(k)+X(k) 
s = -11' -

f(k) f(k) 
Cl 0.9) 

ko'rinishda yozamiz. Ravshanki, s < -'i ... I~0., chunki k X'(k) -X(k) > 0 
f(k) 

Vk > O. Demak, 0 < s < 1 tengsizlik o'rinIi. 
Ko'rinib turibdiki, ishlab chiqarish resurslarining chiziqsiz yaroqsizlanishi 

hisobga oIinsa, optimal jamg' arish normasi uchun 

- -
11' k X'(k)~Z(k) 

f(k) 
(10.10) 

miqdorga tcng "yutuqqa" egamiz. 
Yuqoridagi hisob-kitoblar quyidagi teoremani isbot etadi, desa bo 'ladi: 
10.2-teorema. Cl 0.2) munosabatlar bilan tavsiflanadigan iqtisodiy 

sistema (iqtisodiyjarayon) uchun optimaljamg'arish normasi s (l0.10) 

formulaga teng yutuq bilan (l 0.9) formula yordamida topiladi, 

balanslangan 0 'sishning optimal rejimi k (l0.8) chekli tenglamaning 

yechimi sifatida aniqlanadi. 
Endi "oItin qoida" ni chiqarish qiyin emas. (l 0.9) formuladan uning ikki 

tomonini l ga ko'paytirib, ushbu 

-- -aF(KL) -( - -) 
sF(L,K)=K ' - ilL kx'(k)+X(k) 

aK 
(10.11) 
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tenglikni hosil qilamiz. Bunda, bilamizki, sF(L,K) - asosiy fondlarga 

ajratilgan kapital miqdori, K 8F(K,L) esa kapitaldan olingan daromad. 
8K 

(10.11) dan quyidagi "oltin qoida" kelib chiqadi: 
asosiy fondlarga qo'yilgan kapital miqdori kapitaldan olingan daromad 
hajmidan 

miqdorga kam. 
Shu miqdor ishlab chiqarish resurslarining chiziqsiz yaroqsizlanishi 

hisobga olingandagi samaradorlikni anglatadi. Bu holda ishlab chiqariIgan 
mahsulot miqdorining (milliy daromadning) iste 'molga ajratiIgan qismi 
SoIouning sodda dinamik modelidagiga qaraganda (10.10) miqdorga ko 'p 
bo ' ladi. Xulosa shuki, qo ' shimcha parametrlarni hisobga oIish natijasida 
iste 'molga ajratiladigan ulushni orttirish va buning uchun ishlab chiqarish 
hajmini qisqartirmaslik mumkin ekan. 

lO.2-§. Mehnat rcsurslari hajmi chiziqli-botiq funksiya 

Endi iqtisodiy dinamikaning ishlab chiqarish resurslari yaroqsizlanishi 
chiziqsiz bo ' lishi bilan birga mehnat resurslari hajmi chiziqli-botiq bo'lgan 
modelni ko ' ramiz. Bunday iqtisodiy sistema (iqtisodiy jarayon) quyidagi 
munosabatlar bilan tavsiflanadi: 

K=I-IJ.'L'X(~). O~IJ.<l, 
L = TlL + vK, Tl > 0, v> 0, 

y = sY + (1- slY = I + C , 0 < s < 1, s = cons/ , 

C 
c=-=(l-s)f(k)~max, O<s<1. 

L 

(10.12) 

Iqtisodiy dinamikaning (l 0.12) modeli trayektoriyasini 0 'rganish uchun 
avvalgi hollardagi asosiy differensial tenglamani topib olamiz. Sodda 
hisoblashlar yordamida topamiz: 

(l0.13) 
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Bu (10.13) differensial tenglama ham avtonom va uning o'ng tomoni 
k bo'yicha differensiallanuvchi. Koshi teoremasiga ko'ra (10.13) ning 

ixtiyoriy boshlang'ich k(O) = ko shartni qanoatlantiradigan yagona yechi

mimavjud. 
lO.3-teorema. Agar (10.13) tenglama uchun ushbu «10.11) bi/an 

taqqoslang) 

f.1X'(+O)+l1<s f'(+O) (10.14) 

tengsizlik 0 'rinli bo 'lsa. (10.13) tenglama yagona musbat (sodda yechimdan 
tashqan) va asimplolik lurg 'un (Lyapunov bo 'yicha) slalsionar yechim 

k(t) = k. > 0 ga ega, unda I E [0; Tl 
Isbot. (10.13) tenglam aning statsionar yechimlari 

(10.15) 

chekli tenglamadan topiladi . Uning yagona musbat k=k. >0 yechimi 

mavjudligi avvalgi ko 'rilgan modellardagi kabi isbotlanadi. 
Shunday qilib, 

(10.16) 

sonli tengsizliko'rinli. Buesa, (10. 13) tenglamayagonamusbat k(t) = k. > 0 

statsionar yechimga ega ekanini anglatadi. Endi shu yechimning asimptotik 
turg'unligini ko'rsatish qiyin emas. Uning uchun (10.13) ning o'ng tomoni 

hosilasini k = k. da hisoblaymiz: 

q>'(k.) = s f'(k.) - f.1 X'(k.) -11- 2v k • . 

Bu miqdor f(k) va X (k) funksiyalaming xossalariga ko ' ra manfiy. 
10.3-teorema isbot bo'ldi. 

Iqtisodiy dinamikaning (10.12) modeli uchun k(t) = k. statsionar 

yechim balanslangan 0 'sish deyiladi. 
Ravshanki, balanslangan o 'sishjamg 'arish normasi s ga bog'liq. Har 

bir s ga (O<s< 1) bitta balanslangan o'sish rejimi mos keladi. Demak, 
balanslangan o'sish rejimlari cheksiz ko 'p. Optimal rejim esa,jon boshiga 
iste'molni maksimallashtirish masalasini yechish natijasida topiladi. Shunday 
qilib, k. = k. ( s ), 0 < S < 1. 
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to.2-lemma. (0; 1) intervalda aniqlangan va differensiallanuvchi 
k. (s) funksiya shu intervalda mon%n 0 'suvchi bo 'ladi. 

Isboti avvalgi paragrafdagi kabi. (10.16) ning ikki tomonini s bo'yicha 
difIerensiallaymiz: 

[(k.(s» + [s [,Ck.(s»-J.1X' Ck.(s»-1l-2v k.Cs)] dk~;S) = 0 . 

Bundan 

dk.(s) j(k.(s» 

ds J.1 X' (k.Cs»+TJ+ 2v k.(s)-s j'(k.(s)) 

formulakelib chiqadio Endi f(k) va X (k) funksiyalarning xossalarigako'ra 

dk.(s) 0 °zl'k b ' 'Iad' L . b b 'Id' ~> tengsl 1 aJaTl I. emmalS ot 0 I . 

Nihoyat, ushbu 

c(s) = C =(l-s)j(k.(s»~max 0 <s< 1 
L ' 

masalani yechish bilan shug'ullanamiz. Bu masalaning yechimi mavjud, 
chunki quyidagi munosabatlar 0 'rinli: 

lim c(s) = lim c(s) = 0 c(s) > 0 Vs E (0' 1) . 
s---++O .5'-+1-0 ' , , 

Statsionar nuqtalarni topish uchun c'(s) ni hisoblab, c'(s) = 0 

tenglamani yechamiz: dastavval c (s ) ni 

cCs)= jCk. Cs»-J.1X Ck.Cs»-TJk.Cs)-v k;(s) 

ko 'rinishda yozib olamiz. Sodda hisoblashlar ko 'rsatadiki, 

d~~S) = 0 yoki [[,Ck.Cs»-J.1X'Ck.Cs»-1l-2vk.Cs)] dk~;S) =0 . 

Bundan ['(k.Cs»-J.1 X'(k.(s»-TJ - 2v k.(s) = 0 tenglama kelib chiqadi. 

Undan s ni topib bo'lmaydi, chunki s oshkormas qatnashgan. Shuning uchun 
biz aslida k ga nisbatan . 

j'(k)-J.1X'Ck)-1l-2v k = 0 
yoki 

j'(k) = J.1X'Ck)+11 + 2v k (10.17) 
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tenglamaga egamiz. Yanaf( k) va X (k) funksiyalaming xossalariga ko'ra 
- -

(10.17) tenglama yagona musbat k , 0 < k < k. yechimga ega. Endi k ni 

(10.16) ga qo 'yib, Y ni topamiz: 

Y == f.1x(k)+~k +Vk2 >0 

f(k) 
(10.17) dan 11 ni topib, (1 O.IS) ga qo 'yamiz: 

:::: k }(k) kX'(k)-x(k) vk2 

s- -f.1' :::: 
- I(k) I(k) I(k) 

(lO.IS) 

(10.19) 

Bundan Y> 0 va k }(k) <1 bo'lgani uchun 't < 1, ya'ni 0 < 't < 1 
I(k) 

tengsizlik kelib chiqadi. 
Jamg'arish normasi bo'yicha "yutuq" 

k x'(k)-x(k) vk2 

,..... - +---
I(k) I(k) 

(10.20) 

miqdorga teng. 
Ravshanki ( (10.19) ga qarang), 

o k X' (k)-X (k) v k kl'(k) 
<,..... I(k) + I(k) < I(k) 

tengsizliklar 0 'rinli. 
Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi. 
lO.4-teorema. Iqtisodiy dinamikaning (10.12) modeli uchun optimal 

jamg 'arish normasi Y (10.20) yordamida hisoblanadigan "yutuq" bi/an 

aniqlanadi, balanslangan 0 'sishning optimal rejimi k (l0.17) chekli 
tenglamaning yechimi sifatida lopi/adi. 

"Oltin qoida" esa, ushbu 

YF(L,K)==KOF~~I) f.1L·~X'(k)+x(k)]-Lvk2 (10.21) 
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munosabat bilan ifodalanadi: asosiy fondlarga qo 'yiladigan mablag' 
kapitaldan olinadigan daromadga nisbatan 

J.l L -[k x' (k)+X (k)J-f v k 2 

miqdorga kam bo 'ladi. Bu mehnat resurslarini chiziqli-botiq, ishlab chiqarish 
resurslari yaroqsizlanishini chiziqsiz qilib olingan samaradorlikni bildiradi. 

Albatta iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari chiziqsiz-botiq bo'lgan 
modelini ham ko'rish mumkin edi. Bu ishni mustaqil vazifa sifatida 
qoldiramiz. 

10-bobga oill masalalar 

",,(KL)=(KL)2 1. L=ll·L, ,. bo'lganda asosiy differensial tenglama 

yozilsin. 

2. k ni topish uchun tegishli chekli tenglamayozilsin vayechilsin (hech 
bo'lmaganda taqriban). 

3. k bo'yicha s topilsin. 

4. L = II L+v K, X (~) = (~ Y bo'lganda asosiy differensial teng

lama yozilsin. 

5. k ni top ish uchun tegishli chekli tengl am a yozilsin va yechilsin (hech 
bo'lmaganda taqriban). 

6. k bo'yicha 'j topilsin. 

(K) (K)3/2 
7. X L = L bo'lgandayuqoridagi 6 tasavolgajavob bering. 

10-bobga oid nazorat savollari 
1. Ishlab chiqarish resurslari chiziqsiz yaroqsizlanishi qanday ifodalanadi? 
2. Mehnat resurslari eksponensial funksiya bo'lganda ishlab chiqarish 

resurslari chiziqsiz yaroqsizlanishi uchun iqtisodiy dinamika modelini 
tavsiflang. 

3. Mos asosiy differensial tenglamani yozing. 
4. Statsionar yechimning mavjudligi haqidagi teoremani aytib bering. 
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5. Optimaljamg'arish nonnasi s ni topish uchun formulani yozib bering. 

6. Optimal balanslangan rejim k ni aniqlaydigan tenglamani keltiring. 
7. Mehnat resurslari chiziqsiz-botiq bo' 19anda ishlab chiqarish resurslari 

chiziqsiz yaroqsizlanishi uchun iqtisodiy dinamika modelini tavsiflang 
8. Mos asosiy ditIerensial tenglamani yozing. 
9. Shu model uchun statsionaryechimning mavjudligi haqidagi teoremani 

keltiring. 

10. Optimal jamg'arish nonnasi f ni topish uchun formulani va optimal 

balanslangan rejim k ni aniqlaydigan tenglamani yozib bering. 
11. Ko'rilgan modellar uchun sodda misollar keltiring. 
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11- bob. IQTISODIY DINAMIKANING IKKI SEKTORLI 
MODELLARI 

Avvalgi ikki bobda ko ' rilgan iqtisodiy sistema bitta sektordan iborat 
bo'lib, ungamos ICHF ham berilgan bo ' lar va bittagina tur mahsulot (miIliy 
daromad) ishlab chiqarilar edi. Aslida makroiqtisodiy sistemada ishlab 
chiqarish ikki va undan ortiq o'zaro hamkorlik qiladigan sektorIarda amalga 
oshirilishi mumkin. Xususan, haUo K.Marks ikki sektorli modeIlami ko 'rgan. 
Unda I sektor ishlab chiqarish qurollarini (asosiy fondlarni), II sektor esa, 
iste 'mol buyumlarini ishlab chiqargan. Bu sodda va kengaytirilgan takror 
ishlab chiqarish bilan bog ' langan edi . Quyida biz hozirgi zamonda keng 
qo ' llaniladigan ikki sektorli modcllami ko ' ramiz. 

1l .1-§. Mehnat resurslari hajrnlari yig'indisi o'zgarrnas bo'lgan 
ikki scktorli model 

Makroiqtisodiy sistema ikki sektordan iborat bo ' lib , ular mos ravishda 
ushbu 

Y1 =F;(L],K]) , Y2 =F2 (L 2 ,K2 ) . 

neoklassik dinamik ICHF lar bilan xarakterlansin, deylik. Bunda L p L2 
- mehnat resurslari hajmi, K

1
, K2 - asosiy fondlar hajmi, YI' Y2 - ishlab 

chiqarilgan mahsulotlar hajm i. F araz etaylik, birinchi sektor ishlab chiqarish 
vositalarini , ikkinchi sektor esa iste 'mol buyumlarini ishlab chiqarsin . I va 
II sektordagi asosiy fondlarga mablag ' Iar birinchi sektorda ishlab chiqarilgan 
mahsulot miqdori Y

1 
hisobiga amalga oshiriladi, iste 'mol C esa ikkinchi 

sektorda ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori Y
2 

bilan ustma-ust tushadi . 
Bundan tashqari , mehnat resurslari yig ' indisi L = L 1(I) + L

2
(1) o'zgarmas 

deb faraz etiladi , ya'ni L=~(f)+4(t)=O va L1(t) = q(t) L, L
2
(f) =(1-

q(l» L, bunda L = consl, 0 ~ q(t) ~ 1. Biz q(t) == consl , lE [0; T] holni 
ko'ramiz. Ravshanki, bu holda 0 < q < 1. 

Yuqorida qi ling an farazlar bajarilgan deb qarab, iqtisodiy dinamikaning 
quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadigan ikki sektorli modelini ko'ramiz: 
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K. = s ·F;CL. ,K.) - ~l.K.. 0 <~. <1 , 0 < s <1, 

K2 = (1- s)F; CL. ,K.) - ~2K2 ' 0 < ~1 <1, 

L. = qL, L2 = Cl - q)L, 0 < q < 1, q = const , 

C = F;(L2,K 2 ), L. +~ =L, L=cons( 

(11.1)-( 11.4) modelni 0 'rganish uchun belgilashlar kiritamiz: 

k =K1 

1 ~' 

ko 'rinishda yoziladi, (11.4) esa 

(11.1) 

(11.2) 

(11.3) 

(ll.4) 

(11 .5) 

C=L2 f2(k2 )=(l-q)LJ;(k2 ) , O<q< 1 (11.6) 

ko 'rinishga keladi. 
1l.1-teorcma. Agar iqlisodiy dinamikaning ikki sektorli (11.5) modeli 

uchun ushbu 

~l < S fr.'( +0) (11. 7) 
lengsizlik 0 'rinli bo 'Isa. unda normal avtonom sislema (11 .5) yagona musbat 
(sodda yechimdan lashqari) va asimplotik lurg 'un 

k j (t) == k; = kl (s), k2 (I) == k; = k2 (s, q) 
statsionar yechimga ega. 

Isbot. (11.5) sistemaning birinchi tenglamasiga ko'ra ixtiyoriy kj(t) 
yechim faqat s parametrga, shu sistemaning ikkinchi tenglamasiga ko'ra 
k/t) yechimikkita s va qparametrlargabog'liqbo'ladi. (1l .5)sistemaning 
o'ng tomonidagi funksiyalar k. va k2 lar bo'yicha uzluksiz diffe
rensial1anuvchi . Shuning uchun bu sistema ixtiyoriy boshlang'ich shart-
1arni qanoatlantiradigan yagona yechimga ega. 

(11.5) sistemaning statsionar yechimlari ushbu 

(11.8) 
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chekli tenglamalar sistemasining yechimi bo'ladi. (11.8) sistemaning birin
chi tenglamasi faqat bitta k. noma'lumni o'z ichiga oladi. U yagona mus-

bat (sodda k. ( t) == 0 yechimdan tashqari) k; (s) > 0 yechimga ega. Endi 

k. = k; (s) bo'lganda (11.8) ning ikkinchi tenglamasi quyidagi ko'ri

nishni oladi: 

Undan ~2 =1=0 da k;(s,q) nitopamiz: 

k • ) q (1- s) I" • 
2 (s,q = J. (k. (s» > 0 

1l2(l-q) 
(11.9) 

Shunday qilib, (11.5) sistemaning yagona musbat statsionar yechimi 

(k. (t); k2 (t») == (k; (s); k; (s») mavjudligi isbotlandi. 

Endi bu yechimniog (Lyapunov bo'yicha) asimptotik turg'un ekanini 
isbotlaymiz. Buniog uchun statsionar yechimning asimptotik turg 'unligi 
haqida Lyapunov-Puankare teoremasini qo'llaymiz. Quyidagi 

q(l-s) 
Q(k. ,k2) = 1. (k.) - ~2k2 

l-q 

belgilashlarni kiritamiz. Barcha birinchi tartibli xususiy hosilalarni hisoblaymiz: 

aQ =q(l-s) I"(k) 
ak. l-q J. • , 

Endiushbu 

oP ] :; 
ok"! 

matritsani tuzamiz. 
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Agar shu matritsaning kl = k; (s), k2 = k; (s,q) bo'lganda xos sonlari 
manfiy haqiqiy qismlarga ega bo 'lsa, unda statsionaryechimning asimptotik 
turg'un ekani isbot etilgan bo'ladi. Haqiqatan, mos xarakteristik tenglamani 
tuzamiz: 

s !t'(k;) - III - A 

q (1-s) r'(k.) 
1 

JI I -q 

o 
=0 

Uning yechimlari: Al = s h'(k;) - III < 0, 1..2 = -1l2 < 0, 0 < 112 < 1. 

Shunday qilib, II.l-teorema isbotlandi. 

Topilgan (k;; k;) statsionaryechim mos ravishda birinchi va ikkinchi 

sektorlar balanslangan 0 'sish rejimlarini anglatadi, ular cheksiz ko 'p, chunki 
se(O; I), qe(O; I). Har bir (s; q)juftlikka bitta balanslangan o 'sish rejimi 
mos keladi . Har bir sektor uchun optimal balanslangan 0' sish rejimini topish 
masalasini qo 'yamiz. Optimallik jon boshiga iste 'molni maksimallashtirish 
ma'nosida tushuniladi. Shunday qilib, quyidagi masalani ko'ramiz: 

C(S,q) = ~=(l-q)fllS(s,q))-Hnax , o<s<l, O<q<1. (11.10) 

Avval (11.10) masala yechimining mavjudligini ko 'rsatamiz. 112 deb 
ochiq kvadratni belgilaymiz, ya'ni 

I12={(S;q): O<s<l, O<q<I} . 
112 kvadratning tomonlarini Gp Gp G3 va G4 deb belgilaymiz: 

GI={(s;q): O<s<l, q=O}, G
2
={(s;q): s=l, O<q<I}, 

G
3
={(s;q): O<s<l , q=I}, G

4
={(s; q): s=O, O<q<I} . 

Kvadratning chegarasini aI12=~+r2+~+r4 deb belgilasak, 

Il2 =112 u aIl2 bo'ladi, bunda Il2 - yopiq kvadrat. Ravshanki, (11.9) ga 

ko'ra ushbu 

tengliklar 0 'rinli. Shuning uchun quyidagi tengliklar 0 'rinli: 

limc(s,q)= limc(s,q)= lim c(s,q)= lim c(s,q)=O, 
S-HO ~+o q-+I-O 3-+1-0 
O<q<1 0<8<1 0<8<1 O<q<1 
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ya'ni lint c(s,q)=D. Bundan tashqari c(s,q»D, \j(s, q)eI12 . 
(s . q)~on2 

Demak, (11.10) masalaning yechimi mavjud, ya'ni c(s, q) funksiya 

(s, q) E Il2 nuqtada o'zining eng katta qiymatiga erishadi. Endi shu (s, q) 
nuqtani topamiz. 

ac ac 
Avval statsionar nuqtalarni aniqlaymiz. Buning uchun ushbu as ' oq 

hosilalarni k) =k;(s), k2 =k;(s,q) dahisoblab,nolgatenglashtiramiz: 

ac , ok2 
as =(I-q)f2(k2)· as ' 

ok2 / as uchun ifoda topamiz: 

ok2 = q [J;'(k ) - l ok) 
as (l-q) 112 ) ) JlI as· 

O'z navbatida, ok2 / as uchun ifoda chiqaramiz: 

ok) == J; (k) > 0 
as 1-11 - s J;'(k) 

Endi ok2 / as uchun uzil-kesil formulani yozamiz: 

ac 
Bundan keyin as = 0 tenglamaga ko ' ra kl ga nisbatan tenglama hosil bo' ladi 

(unga s oshkormas kiradi): 

J;'(k) - Il) = O. (11.1l) 

Bundan yagona musbat ~ yechimni topamiz. Shu ~ qiymatni (11.8) siste

maning birinchi tenglamasiga qo 'yib, optimal jamg' arish nonnasi s ni topamiz: 

- /-llk; k;f.'(k;) 
S == ---- == ---==--

flk.) flk.)· (11.12) 
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F(LI' Kt) IChF ning neoklassikligidan J;(k]) uchun ushbu 

kJ]'(k]) 
0< <1 

J.. (k]) 

tengsiziikni yozish mumkin. 

oc 
Endi oq =0 ni k] =k;(s), k2 =k;(s,q) nuqtadahisoblaymiz: 

(11.13) 

Bundagi : ni hisoblash uchun (11.8) sistemaning ikkinchi tenglamasini q 

bo 'yicha differensiallaymiz: 

[
Iq , ok] ] Ok2 

(I-S) 2 J..(k])+-J.. (k])- -1-12-=0 
(I-q) l-q oq oq· 

Bundan ok] / oq = 0 bo'lgani uchun 

Ok2 = l-s f(k) 
oq J.t2(l-q)2 JI 1 (11.14) 

formula kelib chiqadi. Endi (11.14) ni (11 .13) ga qo'yamiz: 

OC , l-s 
-=- 12(k2)+(I-q)/2(k2 )· 2 J..(kl ) 
oq 1-12 (l-q) 

(11 .8) sistemaning ikkinchi tenglamasiga ko'ra 

}-s 1-12 k2 --=_._-
l-q q J..(kl ) 

tenglik o'rinli. Shuni e ' tiborga olgan holda acjfJq ni uzil-kesil topish 

mumkin: 

ac = _ h (k
2
)+ I; (k2)J.. (k] ). 1-12kZ = k2/; (k2 ) 12 (k

2
) • 

oq 1-12 qJ..(kl ) q 

Shunday qilib, 
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(11.15) 

EX 
Bundan Cq = 0 tenglamani q ga nisbatan yechib topamiz: 

O<q<1. (11.16) 

(11.16) va (11. 8) ning ikkinchi tenglamasiga ko'ra s = s, k1 = kJ 

(bunda is -(11.11) tenglamaning yechimi) bo 'lganda k2 ga nisbatan quyi

dagi tenglamagaega bo'lamiz: 

(l-s).t;(~) k [-1+ f2(k2) ] 
112 2 k 2f;(k2)' 

(11.17) 

Bu tenglamaning o'ng tomoni ixtiyoriy k2> 0 uchun musbat, chunki 

neoklassik shartga asosan 

f2(k2 ) >1 
k2f; (k2 ) 

Tenglamaning chap tomoni esa musbat son. Endi (11.17) tenglama yagona 
musbat yechimga ega ekanini isbotlash qiyin emas. Avvalo (11.17) ni kz ga 
nisbatan bir qiymatli yechish mumkin, chunki (11.17) 0 'ng tomonining k2 
bo 'yicha hosilasi noldan farqli, aniqrog 'j 

~[-k + f2(k2 )]=_ f2(k2)f2"(k2) >0. 
dk2 2 f; (k2) [ f; (k2)F . 

Shu bilan birga, 

lim [-k2 + f2(k2)]=o 
krHO f;(k2 ) 

Yuqoridagi munosabatlardan (11.17) ning 0 'ng tomoni monoton 0 'suvchi 

va uning qiymati 0 dan boshlab o'sib borib, biror k2 da chap tomonga teng 

bo'ladi. 
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-
Endi topilgan kz ni (l1.l6) ga qo 'yamiz: 

- -
_ kzf; (kz) 
q= fz(k

z
) , o<q<l. (11.18) 

Shunday qilib, (11.10) masala uchun c (s, q) funksiyaning yagona stat

sionarnuqtasi (s, q) E n z topildi . Shu nuqtada (11.10) masalaning yechimi 

mavjudligi sababli c (s , q) funksiya 0 'zining eng katta qiymatiga erishadi. 
Topilgan natijalarni teorema shaklida bayon qilamiz: 
11.2-teorema. Iqtisodiy dinamikaning (11.1 }-(l1.4), (11.1 0) modeli 

uchun optimaljamg 'arish normasi s va mehnat resurslari optimal taqsimoti 

koeffitsiyenti q (11.12) va (11.18) formula/ar yordamida hisoblanadi, is 
- (lUl) tenglamaning, kz esa (11.17) tenglamaning musbat yechimlari. 

Endi "ohin qoida" ni chiqaramiz, (11.11) gako'ra: 

s.F.(r K) = o~(~ ,KI) .K 
I -'-1, I oK I . 

I 

F; (~, K I ) ICHF ning chiziqli-bir jinsligiga ko'ra 

oF; ."i + 8~ .K =F. 
oL I oK I I 

Bundan 
I I 

aR -· aR · 
__ I .K

1 
=F; - --·...l· ·L

1 
oK1 aLl 

Bu ifodani (11 .19) ga qo'yamiz: 

(l-s).R(T K)= o}~(~,KI) . "i 
I -'-1 , I o~ I . 

Endi (11.18) dan foydalanib, ushbu 

aF2 (Lz,Kz ) ··K = - ·F ("i K) 
oK z q z 2' 2 

Z 

(11 .19) 

(11.20) 

(11.21) 

tenglikni hosil qilamiz. Nihoyat, F2 (lz, Kz) ICHF ning neoklassikligidan 

foydalanib, yana bir muhim 
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(11.22) 

tenglikni chiqaramiz. 
Endi "ohin qoida"ni bayon qilish mumkin : 
a) (11.19) gako'ra birinchi sektorga ajratiladigan mablag' shu sektoming 

kapitaldan oladigan daromadiga teng; ikkinchi sektorga ajratiladigan mablag' 
(11.20) ga ko'ra birinchi sektoming mehnatdan olgan daromadiga teng ; 

b) mehnat resurslari birinchi va ikkinchi sektorlar orasida ikkinchi 
sektorning kapitaldan hamda mehnatdan olgan daromadlariga proporsional 
qilib taqsimlanadi. Bu tasdiq (11.21) va (11.22) munosabatlardan kelib 
chiqadi. 

Misol. ICHF lar o'rnida ushbu F; =a]K]UII.,Pl, F; =a2K2
uzI.J}2, 

Cl, + Pi = I, Cl, > 0, Pi > 0, i = I, 2, a I > 0, a2 > ° Kobb-Duglas funksiya

larini olaylik. Quyidagilarga egamiz: 

ft(kl)=alkl
U
], ft'(kl)=alulklul - l , 

J;(k2) = a2 k2u~ , f; (k2) = a2 u 2 k2
u2 -1 

(11.11) tenglamani yozamiz: a l u l kl ul -1 = f.ll . Bundan kl ni topamiz: 

(11.12) formula bo'yicha s = a]. (11.17) tenglamani yozamiz: 

_1 (I-a]) a l a l =k2 [-1+ k~z ] 
f.lz f.l] kz Cl z k;2-

1 
. 

-
Bundan k2 ni topamiz: 
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Endi (11.18) formula bo'yicha q ni hisoblaymiz 

- kz · f;(kz ) kz ·az .a. z .kz
a2

-
1 

q = = a. z . 
fz(kz ) a z .kz

a2 

Shunday qilib, S = 0.1 , q = a. z . Kobb-Duglas funksiyasi uchun ko'ril
gan misol quyidagi ancha aniqlashtirilgan "oltin qoida" ni chiqarishga imkon 
beradi: 

a) birinchi sektorga ajratilgan mablag'lar birinchi scktorda ishlab 
chiqarilgan mahsulotning a J -qismini, ikkinchi sektorga ajratilgan mablag' lar 
birinchi sektorda ishlab chiqarilgan mahsulotning PI -qismini tashkil etadi ; 

b) birinchi sektoming mehnat resurslari hamma mehnat resurslarining 
a. z -qismini , ikkinchi sektorlar mehnat resurslari hamma mehnat 
resurslarining Pz -qismini tashkil etadi. 

1l.2-§. Mehnat resurslari bajmlari yig'indisi eksponensial 
funksiya bo'lgan ikki sektorli model 

Iqtisodiy dinamikaning ikki sektorli modcllarini mehnat rcsurslari hajrnlari 
yig ' indisi a 'zgarmas ba 'lmagan holda o ' rganish shu yig ' indi 
a 'zgarmas ba 'lgan holidagiga qaraganda anchagina muhim hisoblanadi . 
Mazkur parag rafda mehnal resurslari hajmlari y ig ' indisi eksponensiaJ , y a ' ni 
qavariq funksiya bo ' lgan holni ko ' ramiz. Faraz ctaylik, 

~(t)+Lz(t)==L(t) va L(t)=T1L(t), T1>O (ya'ni L(t)=Loe TI / ). 

Bu mehnat resurslari hajmlari yig'indisining o'sish sur'ati o'zgarmas 
ekanini anglatadi . Shunday qilib, iqtisodiy dinamikaning quyidagi munosabatlar 
bilan tavsiflanadigan ikki sektorli modelini ko'ramiz: 

KI == S . FJ~,KI) - 'fl I KII O< s < l, 0 < 'fl1 < 1, 
K 2 == (I - s)FJ ~,K) - 'fl2K 2, 0 < 'fl2 < I, 
l.=T]L, ~ == qL, ~ == (I - q)L, O < q < l, q == canst, 
C == J;(-4.,K2 ), 

C 
c == L ~ max, 0 < s < I, 0 < q < I. 

(11.23) 
(11.24) 
(11.25) 
(11.26) 

(ll.27) 

Mehnat resurslarining sektorlarga taqsimot koeffitsiyenti q o'zgarmas 

va O<q<l bo'lgani uchun ushbu LI =qL, Lz =(l-q) L tengliklar 
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o'rinli. Endi differensial tenglamalarning asosiy sistemasini chiqaramiz. 

Uning uchun le1 va le
2 

lami hisoblaymiz: 

= s h (k1) - (1l1 +..,) k1 , 

le =~(K2)= K2L2 -K2L2 = [(l-s)~ -1-12K2]L2 -K2~ 
2 dt L L2 L2 

2 2 2 

_ k -k (l-q) qL 
1-12 2 2 (l-q)L 

Shunday qilib, differensial tenglamalaming asosiy sistemasi quyidagi 
ko 'rinishda yoziladi: 

(11.28) 

Biz ikkita differensial tenglamaning normal avtonom sistemasini hosil 

qildik. Bu sistema ixtiyoriy k1 (0) = k1D > 0, k2 (0) = k~ > 0 boshlang'ich 

shartlarni qanoatlantiradigan yagona yechimga ega, chunki (11 .28) 
sistemaning o'ng tomoni Koshi teoremasining shartlarini qanoatlantiradi. 
Aniqroq aytganda, (11.28) sistemaning o 'ng tomoni k, va k2 lar bo'yicha 
uzluksiz differensiallanuvchi va bu Koshi teoremasining asosiy sharti edi. 

11.3-teorcma. Agar iqlisodiy dinamikaning ikki sektorli modeli 
(11.28) uchun ushbu 

1-11 +.., < s h' (+0) (11.29) 

tengsizlik 0 'rinli bo 'lsa, (11.28) sislema yagona musbat (sodda yechimdan 
boshqa) va aSimptotik turg 'un (muvozanat holatiga) statsionar yechimga 
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ega ho'ladi (ll . l-Ieoremaga laqqoslang), ya 'ni k] (I) == k; = k] (s) , 

k 2 (/)==k;=k2 (s,q), O<q<l, O<s<1. 

Isbot. Mazkur teoremaning isboti ll.l-teoremaning isbotiga 0 'xshash. 
Shuning uchun mulohazalarni qisqacha olib boramiz. (11.28) sistemaning 
statsionar yechimlari ushbu 

{ 

s J; (k] ) - (Il] + 11) k] = 0 , 

q(l - s) 
~--'- J; (k]) - (1l2 + 1l)k2 = 0 

J-q 
(11.30) 

chekli sistemaning yechimi sifatida topiladi. Shu yechimni quyidagi 

k] (I) == k; (s), k2 (t):: k; (s, q) ko'rinishda yozarniz. Statsionar yechim 

0< s < 1, 0 < q < I intervallarda har ikki sektoming balanslangan 0 ' sish 
rejimlaridan iborat. Sunday rejimlarcheksizko'p . Ularning ichidan (11.27) 
belgi bo'yicha optimal rejimni ajratib olish lozUn. Soshqacha aytganda, 
quyidagi masalani yechish kerak : 

{ 

c(s, q) = ~ = (l-q)f2 (k;(s, q» ~ max, 

0< s < I, 0 < q < 1. 
(11.31) 

Avvalgi paragrafdan ma'}umki, c(s, q) funktsiya Pz.= { (s, q): 
0< s < 1, 0 < q < I} ochiq kvadratda aniqlangan, uzluksiz differen-

siallanuvchi va (s, q) E TI2 nuqtada o'zining eng katta qiymatiga erishadi. 

1l.4-teorema. /q/isodiy dinamikaning ( (11.23) - (11.27) ) modeli 

uchun optimal jamg 'arish normasi S va mehnal resurslarining optimal 

laqsimoti koeffilsiyenti q quyidagi formulalar yordamida lopiladi: 

- -
_ k2 f; (k2 ) 

q = f2(k2) , 

bunda ~ ushbu 

lenglamaning, k2 esa ushbu ( (11.17) bilan taqqoslang) 
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tenglamaning yechimi. 
"Oltin qoida" avvalgi paragrafdagi mazmunga ega. 

11.3-§. Mehnat resurslari bajmlari yig'iodisi cbiziqli-botiq bo'lgao 
ikki sektorli model 

Mehnat lesurslar hajmlari yig 'indisi vaqt I , I E [0; T] ning chiziqIi-botiq 

funksiyasi bo ' lsin. Chiziqlilik L(t) ning L(/) vaK(/) gachiziqIi bog'Iiqlini, 

ya'ni L(t) = 11 L(t) + v K(t) > 0, 11 > 0, v> 0 ni anglatadi. Botiqlik esa, 

L(t) funksiyaning botiqIigini, ya 'ni L(t) < 0, I E [0; T] ni anglatadi. 

Ravshanki, 

It.I-lemma. Agar F, (L" K,) va F2 (L2, K2 ) ICHF lar izokvanlalarida 

dK, 11 dK2 rt 
--<--<0 --<--<0 
d~ v d~ v 

(11.32) 

lengsizliklar bajarilsa, unda L(t) funksiya botiq bo 'ladi. 

Isbot. Ma'lumki, L(t) = ~ (t) + L2 (I), K(t) = KI (I) + K2 (t), L(I) = 

~ (t) + L2 (I), K(f) = ](1 (I) + K2 (t) . Shuning uchun 

L(t)=~(t) rt+V-1 +L2 (t) 11+V-2 .. . [ dKJ ' [ dK ] 
d~ dL2 . 

Bundan (11.32) ga ko 'ra, L(t) < 0 tengsizlik kelib chiqadi. 

Agar(l1.32)tengsizIiko'rinlibo'lsa, ~(t) va ~(t) funksiyalarham 

botiq bo'lishi ravshan. 
Endi iqtisodiy dinamikaning quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadigan 

ikki sektorli modelini quramiz: 

200 



KI =sF/~,KI)-J.!IKp O<s<l, O<J.!I <I, 
K2 = (I - s)F.( La,KI) - J.!2K2' 0 < f.l2 < I, 
i j =f.ll.j+vKj , j=I,2, La =qi, i2 = (I-q)i, 

La =qL, ~ = {I-q)L, O<q<l, q=consl, 

c 
c = L ~ max, 0 < s < 1, IJ < q < 1. 

(11.33) 
(11.34 ) 

(11.35) 

(11.36) 

Avvalgi paragrafdagiga o'xshash kl va k2 Iami hisoblab, quyidagi 

differensial tenglamalaming asosiy sistemasini hosil qilamiz: 

{

kl =s .t; (kl) - (J.! l + 11) kl - vkI
2 

, 

. q(l-s) 2 
k2 = ·.t;(k1) - (1l2 + rD k2 - v k2 . 

l - q 
(11.37) 

Bu sistema ixtiyoriy boshlang'ich shartlami: kl (0) = kiD , k2(0) = k~ 
qanoatIantiradigan yagona yechimga ega, chunki (11.3 7) ning 0 'ng tomoni 
kl' k

2
1arga nisbatan uzluksiz differensiallanuvchi bo 'lgani uchun yagonalik 

haqidagi Koshi teoremasining shartlari bajariladi. 
Keyingi mulohazaIarda qulaylik bo'lishi uchun ushbu 

XI(k1)=k1 +_V_kI2 X2(k2 )=k2 +-v-ki (11.38) 
J.!I +11 112 +11 ' 

belgilashlami kiritamiz. Natijada (11.37) quyidagi ko 'rinishda yoziladi: 

{

kl =s .t; (k1) - (lll + 11) XI (kl ), 

. q (l -s) 
k2 = .t; (kl ) - (1l2 + 11) X2 (k2 ) . 

l -q 
(11.39) 

Har ikki XI (kl ), X2 (k2 ) funksiya ham quyidagi shartlami qanoatlan

tiradi (j=1 , 2, 'ik> 0 ): 
J 

2vk 2v 
XJ (O'=O, X'j.(O)=l, X~(kj)==l+--J->O xj(kj)==-->O 

J J.!j+11 , J.!j+11· 

Bundan ko ' rinadiki, y == (J.!J + 11> XI (k1), Y = (f.l2 + 11> X2 (k2) funksiyalar 

monoton o'suvchi va qavariq. GrafI1dari koordinata boshidan III +11 va 112 +11 
burchak koeffitsiyent bilan chiqadi va I chorakdajoylashgan. 
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Endi (11.39) asosiy sistemaning statsionar yechimlarini 0 'rganamiz. 
1l.5-teorema. Agar (11.39) sistema uchun ushbu «(11.29) ga qarang) 

~I +'1'\ <s };'(+O) (1l.40) 

tengsizlik o'rinli bo'lsa, unda shu sistema yagona musbat va asimptotik 
turg 'un statsionar yechimga ega bo'ladi, ya'ni 

k,(t)==kl(s) , k2(t)==k2(s,q), tl [0; T] . 

Isbot. Quyidagi chekli sistemani ko 'ramiz; 

{ 

s J; (k, ) - (~I + '1'\) XI (kl ) = 0 , 

q (l-s) 
~----'-.t; (kl ) - (~2 + f\) X2 (k2 ) = O. 

l-q 
(11.41) 

Bu sistemaning birinchi tenglamasi (11.40) ga ko'ra, s J; (k, ) ning 

neoklassikligi va (Ill + '1'\) XI (k, ) funksiyaning qavariqligi uchun yagona 

musbat k, =k,(s)yechimgaega. (11.41) ning ikkinchi tenglamasi k, = k, (s) 

bo'lganda ushbu 

q(l-s) 
~----'- f.. (k, (s» = (112 + 11) X2 (k2 ) 

l-q 

ko'rinishga keladi . Bu tenglamaning chap tomoni o ' zgarmas va musbat, 

o'ng tomoni esa monoton o'suvchi va (112 + '1'\) Xf(O) = 0 . Shu sababli 

oxirgi tenglama kz ga nisbatan yagonamusbat k2 = k2 (s, q) yechimga ega. 

Shunday qilib , (11.41) chekli tenglamalar sistemasi yagona musbat (sodda 

kz = 0, kz = 0 echimdan boshqa) yechimga ega. Bu esa, (11.39) asosiy 

sistemayagonamusbat k, (I) == k, (s), k2 (t)==k2 (s, q) , lE [0; T] statsionar 

yechimga ega ekanini anglatadi. 
Endi shu yechim asimptotik turg 'un ekanini isbotlaylik. Qulaylik uchun 

ushbu 

P(k, ,k2 ) = s 1; (kl ) - (Ill + 11) XI (kl ) , 

q (1- s) 
Q(kl ,k2 )= 1 1;(k1 )-(1l2 +'I'\)X2(k2) 

-q , 

belgilashlarni kiritamiz. P (k. ' kz) va Q (k. ' kz) funksiyalarning birinchi 
tartibli xususiy hosilalarini hisoblaymiz: 
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:~ = q i~~S) R(kj ), :~ =-(~2 +f1)x;Ck2) 

Endi ~ =~Cs), Is. =Is.Cs, q) bo'lganda birinchi tartibli hosilalardan 

matritsa tuzamiz: 

A matritsaning xos sonlari manfiy va mos ravishda ushbu 

Aj =s J;'(kj(s»-(flj +r))X;(kj(s))<O, 

A.2 =-CI-12 +f1)x;(k2 Cs,q»<O 

sonlarga teng. Bu esa, Lyapunov-Puankare teoremasiga ko'ra kj (I) == kj (s) , 

1s.(/)=="-z(S, q), lE [O ;T] statsionar yechimning asimptotik turg'unligini 

anglatadi. 11 .5-teorema isbot bo'ldi. 
Ta 'kidlab o ' tamizki, statsionaryechim Ilr = { (s; q): 0 < s < 1, 0 <q< 1 } 

ochiq kvadratda aniqlangan. Har bir (s; q) E ~ juftlikka biua balanslangan 
o 'sish rejimi mos keladi. Har bir sektor uchun bunday rejimlar cheksizko'p. 
Masala optimal rejimni topishdan iborat. Shu munosabat bilan ushbu 

(11.42) 

masalani ko'ramiz. Bu masalaning yechimi mavjudligi avvalgi paragrafdagi 
shunga o 'xshash masalaning yechimi mavjudligi isboti kabi olib boriladi. 
Biz il2 ochiq kvadratning c(s,q) funktsiya o'zining eng katta qiymatiga 
erishadigan nuqtasini topish bilan shug'ullanamiz. c(s, q) funksiyaning 
statsionar nuqtalarini topish uchun yana barcha birinchi tartibli xususiy 

hosilalarini topamiz va nolga tenglashtiramiz, ya'ni oc/os=O, oc/oq=O 
sistemani yechamiz. 8c I as = 0 hosila osongina topiladi: 
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Endi (11. 41) sistemaning ikkinchi tenglamasining ikkala tomonini s 
bo 'yicha differensiallaymiz: 

-q-[(l-S) J;'(k]) ak] - f. (k])]-(~2 +1l)x.~(k2) ak2 =0 
l-q as as . 

Bu tenglamada ok] / as va ak2 / as hosilalar ishtirok etgan. Ulaming 

ifodasini topish kerak. Avvalo, ok] /as ni topish uchun (11 .41) sistemaning 

birinchi tenglamasining ikkala tomonini s bo 'yicha differensiallaymiz: 

Bundan ok\ / os uchun quyidagi ifodani chiqaramiz: 

Endi Ok2 / os ni topsa bo 'ladi: 

ak2 q ();' (k\) - (I-l] + llh:; (k]») ok] ak] dk] 
--= -- --=--
os (l-q)(1l2 +1l)X;(k2) os ' os ds ' 

ok2/os uchun shu ifodani e'tiborga olgan holda fJc/os = 0 tenglamaga 

ko'ra k] ga nisbatan (s ga nisbatan emas) tenglama hosil qilamiz: 

.h' (k1) - (~l + rU X~ (k1) = O. (11.43) 

Bu tenglama.t;(k
1

) va X
1
(k) funksiyalaming xossalariga ko'ra yagona 

musbat ~ > 0 yechimgaega. Endi k] = ~ ni (11.41) sistemaning birinchi 

tenglamasiga qo 'yib, f ni topamiz: 

S (I-l ] + llh .] (~ ) 
f. (~ ) 

Endi (11.43) tenglikdan foydalanib, k] = ~ bo ' lganda f (jamg'arish 

normasi) uchun chiroyli formula chiqaramiz: 
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(11.44) 

Shu s miqdor 0 < r < 1 tengsizlikni qanoatlantiradi. Haqiqatan, 

1; (kl ) > kJ/(kl ) , Xl (kl ) <kIX; {kl ) tengsizliklargako'ra 

tengsizliklaro'rinli. Agar r ni 

ko 'rinishda yozsak, 0 < ~ < 1 tengsizlik kelib chiqadi. 

Mulohazalami davom ettiramiz. Ocl8q hosilani hisoblaymiz: 

bunda 

Shunday qilib, 

Oc , 8k2 -=-.t;(k2)+(l-q) f2(k2 )-
8q 8q , 

8c =_/ (k )+! -'(k ).X2(k2) 
8 2 2 J2 2 , (k ) . 
q q X2 2 

Endi ac 18q =0 tenglama q ni aniqlash uchun formulaga olib keladi: 

q=f;(k2 ) • X2(k2 ) 

.t;(k2) X;(k2)' 

Bu formulada hozircha k2 noma'lum. (11.41) sistemaning ikkinchi 

tenglamasiga s = ~, k = k; bo'lganda q ning ifodasini qo'yamiz. Natijada 
k2 ga nisbatan tenglamahosil bo'ladi: 
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(ll.45) 

(11.45) tenglama yagona musbat kz echimga ega. Haqiqatan, shu tenglama 

chap tomonida musbat son turibdi . O'ng tomoni esa, kz ~ +0 da nolga 

intiladi va monoton o'suvchi funksiya . Monoton o'suvchiligi quyidagi 
tengsizlikdan kelib chiqadi: 

~ (k ).[_I+ f2 (kz). X;(kz)]=f2(k2 ) "(k )_12(kz)x;(k2 )j"(k »0 
dls. X2 2 f;(k

2
) X2(k2) f;(k2/ 2 

2 [[;(kz)] 2 2 2 . 

Shuning uchun (11.45) ning o'ng tomoni 0 dan boshlab monoton o'sib borib, 

biror k2 > 0 da chap tomoniga tenglashadi. Endi kz = k2 bo'lganda q uchun 

uzil-kesil fonnulagaega bo'lamiz: 
- -

~ _ 1;(kz ) X2 (k2 ) 
q-----. -

12(k2 ) X;(k2) . 
(ll.4G) 

Ravshanki, 0 < q < 1. Bunga ishonch hosil qilish uchun (11.46) ni 

k2 1;(k2 ) X2(k2 ) 

Iz (k2) k2 X; (k2) 

ko'rinishda yozish kerak. Shunday qilib, qo'yilgan masala uchun yagona 

(r, q) , 0 < r < I, 0 <q < 1 statsionar nuqta topildi. Shu sababli jon boshiga 

iste'mol funksiyasi c(s, q) xuddi shu (r, q) E ITz nuqtada o'zining eng katta 

qiymatiga erishadi. Shunday qilib, yuqoridagi mulohazalar quyidagi teore
mani isbot etadi. 

11.6-teorema. Iqtisodiy dinamikaning (11.33) - (1l.36) ikki sektorli 

modeli uchun optimaljamg 'arish normasi r va mehnat resurslari optimal 

taqsimot koefJitsiyenti q mos ravishda (11.44), (11.46) formula/ar 

yordamida topi/adi, bunda ~ son (11.43) tenglamaning, k2 son esa 0l.45) 

tenglamaning musbat yechimidan iborat. 
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Ko 'rilayotgan model uchun avvalgi paragraflardagi kabi "oltin qoida" ni 
chiqarish mumkin edi. Bu ishni mustaqil ish sifatida qoldiramiz. 

ll-bobga oid masalalar 
o 'rtacha mehnat unumdorligi quyidagi ko 'rinishlarda bo 'lganda (11. 5), 

(11.28) va (11.39) modellar uchun s, q, kl' k2 parametrlar hisoblansin: 

1. J; (k1) = Jk:. 
2. J;(k1)=W· 

3. 1; (k1 ) = Vi: . 
4. 1; (k1) = Vk: . 
5. f; (k1) =Vk: . 
6. 1; (k1 ) = 1/4. (Jk: + I) . 

ll-bobga oid nazorat savollari 
1. Iqtisodiy dinamikaning ikki sektorli modelida sektorlar orasida qanday 

bog'lanish bor? 
2. Mehnat resurslari hajmlari yig'indisi o'zgarmas bo'Igan ikki sektorli 

model tasvifmi bering. 
3. DifferensiaI tenglamalaming asosiy sistemasini yozib bering. 
4. Statsionaryechimni topish uchun chekli tenglamalar sistemasini yozib 

bering. 
5. Jon boshiga iste 'molni maksimallashtirish masalasi qanday qo 'yiladi. 
6. Optimal j amg' arish normasi va mehnat resurslarining sektorlarorasida 

optimal taqsimot koeffitsiyenti uchun formulani yozib bering. 
7. BaIanslangan 0 ' sishning optimal rejimIarini topish uchun tenglamalarni 

yozib bering. 
8. Mehnat resurslari hajmlari yig'indisi eksponensial funksiya bo'lgan 

ikki sektorli model tavsifmi bering. 
9. Shu model uchun 3-7 savollargajavob bering. 
10. Mehnat resursl~'; hajmlari yig'indisi chiziqli-botiq funksiya bo'lgan 

ikki sektorli model tavsifmi bering. 
11. Shu model uchun 3-7 savollarga javob bering. 
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12- bob. IQTISODIY DINAMIKANING O'ZGARUVCHI 
JAMG'ARISH NORMALI MODELLARI 

VA MAGISTRAL TEOREMALAR 

Avvalgi 9, 10 va II-boblarda iqtisodiy dinamikaning o ' zgannas 
jamg 'arish normali birva ikk! sektorli modellarini 0 'rgandik. Ma'lurn bo ' ldiki, 
balanslangan o'sishning optimal rejimlari qurollanganlik k ning [0; T] vaqt 
oralig ' ida o' zgarmas bo ' Igan holatini aks ettiradi. Shu asosda iqtisodiyotning 
barcha 0 'zgaruvchiIari (iqtisodiyot trayektoriyasi) kechishini kuzatish imkoni 
yaratildi.Agar jamg'arish normasi o 'zgarmas emas, balki o 'zgaruvchi bo 'lsa, 
[0 ; T] vaqt oralig'ining har bir momentida o'z qiymatini o 'zgartirib tursa, 
amalda bunday iqtisodiyotni (iqtisodiy jarayonni) boshqarib bo' lmaydi. Shuning 
uchun o'zgaruvchi jamg'arish normali modellarni o ' zgarmas jamg'arish 
nonnali modellarga ''yaqinlashtiradigan'' yangi modellarni yaratish zaruriyati 
tug' iladi. Bunday yangi modcllar "magistral tcoremalar" yordamida tavsiflanaru. 

lqtisodiy dinamikaning o'zgaruvchijamg'arish normali modellari birinchi 
bo' lib I 967-yilda R.Shell tomonidan 0 'rganiJgan. U akademik L.S. Pontryagin 
va uning shogirdlari tomonidan yaratilgan optimal boshqarish nazariyasidan 
keng foydalandi . Mazkur bobda biz iqtisodiy dinamikaning o 'zgaruvchi 
jamg'arish normali birsektorli modeIin i o ' rganish natijalarini bayon etamiz. 

12.1-§. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi 
eksponensial funksiya bo'lgan modeli 

Masalalarning qo'yilishi. Iqtisodiy dinamikaning o'zgaruvchi 
j amg' arish normali bir sektorli modeIini ko'rayIik. Unda mehnat resurslari 
hajmi eksponensial funksiya va asosiy fondlarning yaroqsizlanishi chiziqIi 
ho'Isin. Bunday model quyidagi munosahatlar hilan tavsiflanadi: 

K(t)=I(t)-~(t), O$;~<l, K(O)=Ko >0, 

L(t)=flL(t), L(O)=Lo >0, 'pO, 

yet) = F(L(t),K(t»=I(t) + C(t) =s(t)Y(t) +(l-s(t»Y(t), 

I(t)=s(t)Y(t), C(t)=(l-s(t»Y(t), O$;s(t)~l, O~t~T. 
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(12.1) modelga ko ' ra ishlab chiqarilgan mahsulot (milliy daromad) 
miqdori ikki qismdan iborat· J (I) - asosiy fondlarga qo 'yilgan (qo 'yiladigan) 
mablag' (kapital) va S(/) - iste 'mol, jamg'arish nonnasi s(t) funktsiya 
bo ' lakli-uzluksiz, [0 ; T] vaqt oralig ' ida aniqlangan va 0 ~ s(/) ~ 1 
tengsizlikni qanoatlantiradi . Masala bo ' lakli-uzluksiz va 0 ~ S(/) ~ I 
tengsizlikni qanoatlantiradigan s(t) funksiyalar ichidan ishlab chiqarilgan 
(chiqariladigan) mahsulot (milliy daromad) miqdorini rna '/urn rna 'noda 

optimal ikki qismga (1 \'3 C ga) ajratadiganini topishdan iborat. 

Qurollanganlik k(t)=K(t)/L(t) va jamg'arish normasi s(t), 

o ~ s(t) ~ 1, tE[O; T] bo'lsin. Asosiy differensial tenglama (12.1) model 
uchun quyidagi ko 'rinishga ega (9-bobga qarang): 

k(f) = s(t)f(k)-(~+l1) k, k(O) = ko, (12.2) 

bunda f( k) - neoklassik shartlarni qanoatlantiradigan 0 ' rtacha mehnat 
unumdorligi funksiyasi ({( 0) = 0 f( k) > 0, f'( k) > 0, f"( k) < 0, 
\/k> 0). T - rejalashtirish ufqi va kr> 0 tengsizlikni qanoatlantiradigan, 
qurollanganlikning biror holatini anglatuvchi son. Ushbu 

ko < kr (12.3) 
tengsizlik muhim ahamiyatga ega. Yana 

k( T) ~ kr (12.4) 
tengsizlikni qanoatlantiradigan nuqtalar to'plami M va ushbu 

T C(I) T 
J[s]= J-df= J(I-S(f»f(k(t))df 

o L(t) 0 
(12.5) 

jamlama iste'moI funksionali berilgan bo'lsin. 
(12.4) tengsizlik bilan aniqlanadigan M to'plam (T, kr ) nuqtadan 

chiqadigan va yuqoriga yo'nalgan (vertikal) nurdan iborat (12.1-chizma). 

k Y y = mk + ~ __ --

-------------l~----- . 
m >O ----

kr 

ko 
: ( T. kr ) 

n 

0 T t 0 

12.1-chizma 12.2- chizma 
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O'zgaruvchi jamg'arish normasi set), 0 ~ s(t) ~ 1 boshqarish funksiyasi 
vazifasini bajaradi. Agar shu funksiya ixtiyoriy qiymatlar qabul qilsa, bitta 
boshlang 'ich ko> 0 nuqtadan chiqadigan barcha holatlar trayektoriyalari 
oxirlariM to 'plamni tashkil etadi. Uni oxirgi holatlar to 'plami deyiladi. 

Masalaning qo 'yilishini bayon qilishdan avval optimal boshqarishga oid 
ba'zi tushunchalami keltirib o'tamiz. 

Masalaning qo 'yilishini bayon qilishdan avval optimal boshqarishga oid 
ba'zi tushunchalami keltirib o'tamiz. 

Awalo (12.2) das(t) funksiyani boshqarish deb ataladi. Agar s(t) bo'lakli
uzluksiz bo'lib, IO ; TJ da 0 ~ s(t) ~ I tengsizlikni qanoatlantirsa, u joiz 
boshqarish deyiladi. Agar s(/)joiz boshqarish uchun (12.2) ning trayektoriyasi 
k(O) = ko va k(t) EM shartni qanoatlantirsa, u obyektni (iqtisodiy sistemani) 
ko boshlang'ich nuqtadan k(J) EM nuqtaga o'tkazuvchi joiz boshqarish 
deyiladi. 

Endi masalaning qo 'yilishini bayon qilish mumkin. 
Masalaning qo'yilishi: (12.2) - (12.5) obyektni (iqtisodiy sistemani) 

qurolIanganlikning boshlang'ich holati ko> 0 dan M to 'plamning (numing) 
biror k(J) nuqtasiga o'tkazuvchi bo'lakli-uzluksiz boshqarishlar set), 
o ~ s(/) ~ 1 ichidan (12.5) jamlama iste'mol funksionaliga maksimal qiymat 
beradigani topilsin. 

Masala yechimining mavjudligi. Qo'yilgan masala optimal 
boshqarishning a 'ng uchi qo 'zg 'aluvchi va tayin vaqt1i masalasidan iborat. 
Shu masala uchun optimallikning zaruriy shartini ifodalaydigan 
Pontryaginning maksimum prinsipi ifodasini keltiramiz (qarang: Pontryagin 
L.S. va boshqalar. MaTel\faTIPICCKaJI TeOpHJI OnTHMaJILHLIX npoueCCOB, 
M.: HaYKa, 1983, cTp.79). 

12.1-teorema (zaruriy shart). Faraz e/aylik, n 0 'lchovli Yevklid 
!azosi E" da harakat tenglamasi 

k=A(k,/)+B(k,t)·s(t) (=/), (12.6) 

va optimallik belgisi 

T 

J[s] = f(Ao(k,t) + BoCk,t) .s(t)]dt (12.7) 
o 

berilgan ba 'lsin. Bunda A, B, A(}' Bo ma/ri/sa/ar £,,+1 dagi Cl sinfga tegishli 
va s (I) E U. U - qavariq kompakt. 

Gamiltanianni 

H(\ti,k,t,s) = \Jf%(k,t,s) + (\V,/(k,t,s» , \jl = (\Vo, \V) (12.8) 
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va qovushgan sistemani 

\jIo = 0, 
. 8H 8jO n ajJ 

'Vi = - ---.- = -'VD -- _.- - L --- 'Vi 
8k 8k i ~ l 8k . 

I I J 

(12.9) 

tuzamiz. 
Agar holat nuqtasini (qurollanganlik hola/ini) boshlang'ich ko > 0 

holatdanM = {(t; k): / > T, k(T)? kT' kr> 0, ko < kT} to 'plamning biror 
nuqtasiga 0 'tkazuvchi joiz boshqarish (12. 7) funksionalning maksimumi 
ma 'nosida optimal bo'lsa, lmda (12.9) qovushgan sis/emaning shunday 

nolmas yechimi 'V(t) mavjud bo 'Iadiki, quyidagi shartlar bajariladi: 

1°. H funksiya iXliyoriy I > 0 uchun s ho 'yicha s = S(I) E U nuqtada 
maksimumga erishadi: 

H('Ii(t),k(t),t ,s(t)) = maxH(W(t),k(t),t,s) . 
S EU 

(12.10) 

2°. I = T da 0 'ng uchda /ransversallik sharli bajariladi, ya 'ni 
VI(!} ? 0, (VI(T), k(T) - kT) = O. (12.11) 

3°. lfIo = const ? 0 . (12.12) 
OptimalIikning yetarli sharti sifatida biz Li-Markus teoremasidan 

foydalandik (qarang: JIH E.E., MapKYc JI. OCHOBbI TeopHH OIITHMaTfb

Hom ynpaB.11eHIDl. M.: Ha}'Ka, 1972, CTp. 288 -4-teoremaning 2-natijasi). 
Ko ' rilayotgan iqtisodiy masalani e ' tiborga olgan holda bu teorema 
quyidagicha ifodalanishi mumkin. 

12.2-tcorema (Li-Markus teoremasi). Harakat tenglamasi (12 .6) 
va optimallik be!gisi (12.7) belgis; berilgan bo '!sin. fana lIshbu 

: k(t) : ~b , \j/E[O;T] 

tekis baho mavjud va tayinlangan k hamda t lar uchun 

V(k,t) = {(jo(k,t , s),j(k,l ,s»: SE U } 

to 'plam s bo 'yicha qavariq bo 'Isin, bunda p = Ao +Bos, j = A + Bs. 
Agar (12.6) obyektni berilgan boshlang 'ich ko holaldan M 10 'p lamning 

biror nuqtasiga 0 'tkazlNchi hech bo 'lmasa bitla jOiz boshqarish mm:;ud 
bo'lsa, unda (12 .7) funksionalning maksimumi ma 'nosida optimal 
boshqarish s (t) ham mavjud bo 'ladi . 

(12.2) - (12.5) obyekt uchun Li-Markus teoremasining shartlari baja
riladi . Bunga bevosita teorema shartlarini tekshirish bilan ishonch hosil qiIish 
mumkin. Shuning uchun qo 'yilgan masalaning yechimi mavjud bo ' ladi . 

211 



Masala yechimini qurish. Endi qo'yilgan masala yechimini qurishga 
kirishamiz. Buning uchun boshlang'ich ko nuqtadan chiqadigan vaMnuming 
biror nuqtasiga olib keladigan shunday trayektoriya qurish kerak bo 'ladiki, 
shu trayektoriya bo'ylab jamlama iste'mol funksionali CI2.5) o'zining eng 
katta qiymatiga erishadi. Demak, bo'lakli-uzluksiz s(t), O:$; s(t) :$; 1 
boshqarishlar ichidan optimal boshqarishni topish kerak bo'ladi. Masalani 
yechishga quyidagicha yondashamiz: avval Pontryaginning maksimum 
prinsipini qanoatlantiradigan boshqarishni va unga mos trayektoriyani 
topamiz. So'ngra topilgan boshqarish va trayektoriyalaming (12.5) funksio
nal maksimumi ma'nosida optimalligini isbot etamiz. 

Maksimum prinsipini qanoatlantiradigan holatlar trayektoriyasini qura
miz. Gamilton funksiyasini tuzamiz: 

H = 'Vo(l-s)!Ck)+'V"[ s !(k)-(~+l1) k]. (12.13) 

Yordamchi funksiyalar uchun qovushma sistema quyidagicha yoziladi: 

{ 

'Vo = const? 0, 

0/=- oH =-'Vo(l-s)/'Ck)+'V·[ s /,(k)-(~+l1)]. ok 
(12.14) 

O'ng uchdagi transversallik sharti \jI (T) (k (T) - k
T

) = 0 tenglik bilan 
ifodalanadi. Undan (12.4) ga ko'ra 

\jI(T)=O (12.15) 
tenglik kelib chiqadi. 

H funksiyaning s bo'yicha maksimumga erishishi shartidan quyidagi 
natijakelib chiqadi: 

{ 

0, 
s(I) = 1, 

o:$; s :$; 1, 

agar \jI - \jIo < ° , 
agar \jI - \jIo > ° , 
agar \jI - \jIo == ° . (12.16) 

Ta'kidlab o'tamizki, maksimum prinsipiga ko'ra 'l'o = cons' ? O. \jIo = 0 
bo'lsin. Unda \jI- 'l'o == 0 bo'ladigan ['1; '2] c [0; T] kesma mavjud emas. 
Agar \jI- 'l'o == 0, \::j t E ['I; '2] bo'lsa, \jI== 'l'o = 0 bo'ladi. Ammo \jIo va 
\jI("r) lar maksimum prinsipiga ko'ra bir vaqtda nolga teng bo'la olmaydi. 
Shuning uchun 'l'o ? 0 ga asosan 'l'o deb \jIo = 1 ni olish mumkin. Shunday 
qilib, (12.6) ni quyidagicha yozish mumkin: 

o , 
1 , 
O:$; S :$; 1 , 
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Agar ["[I; "[2]C[0; T] kesmada \jf(t)= 1 ayniyat o'rinli bo'lsa, (12.14) dan ushbu 

f'(k)=/l+l1 (12.18) 

ayniyat kelib chiqadi. Bu ayniyat t ga oshkor bog'liq emas, shuning uchun 

k ganisbatan tenglamadeb qarash mumkin. Ravshanki, f'(k) = /l + 11 teng-

lama yagona musbat k = k yechimga ega. Shunday qilib, (12.2) tenglama 

[t
l
, t

2
] kesmadayagonamusbat statsionaryechim k(t) = k > 0 ga ega. Unga 

mosjamg'arish normasining (boshqarishning) o 'zg arm as s qiymati ushbu 

- - -
- (/l+11) k k f'(k) 
s = = ---=:..-=--'-

f(k) f(k) 
(12.19) 

formula bilan topiladi. f (k) funksiyaning neoklassikligidan (ya'ni 

f(k) - kf(k) > 0, Vk) 0 < S < I tengsizlik kelib chiqadi. 
Demak, \jf(t) = I bo'ladigan ["[1' "[2] kesmadajamg'arish normasi qiymati 

o 'zgarmas Ya (12.19) formula yordamida bir qiymatli topiladi. Shunday 
qilib, s (t) uchun (12.17) munosabatlarni uzil-kesil quyidagi ko'rinishda 
yozish mumkin: 

S(I) = I , 
{ 

0, 

S = k f'(k)/I(k) , 

agar \jf < I , 
agar \jf> I , 
agar 'If = I . 

Endi \jf 0 = I bo'lganda (12.14) quyidagi ko'rinishni oladi: 

~=-(l-s)f'(k)-[s f'(k)-(/l+l1)] 'If. 

(12.20) 

(12.21) 

Transversallik sharti (12.15) ga ko'ra \jf (T) = 0 < 1 kelib chiqadi. Shuning 
uchun (l2.20)dan s(T)=O bo'ladi. \jf(t) funksiyaning uzluksizligi 
bo'yicha shunday ["[I; T] kesma mavjudki, unda \jf(T) < 1 tengsizlik 
o'rinli bo'ladi. Ikki hol yuz bcrishi mumkiin; 

A) \jf(t) < 1 va [LI;T]=[O;T]; 
B) \jf(t) < I, "[ E ("[I; T] c [0; T]; \jf("[I) = I, ["[I; T] c [0; T]. 

A) holida (12.20) ga ko'ra s(t) =0, V tE[O; T], ya'ni barcha resurslar 
iste'molga yo'llangan va kapital xaraj atlarga resurslar ajratilmagan. 
Resurslarni bunday taqsimlash faqat matematik ma 'noga ega., ammo iqtisodiy 
ma'noga ega emas. Shuning uchun bu holni ko'rmaymiz. 

B) holida (12.20) ga asosan s(t) =0, \j tE[L I ; T]. Unda (12.21) 
quyidagicha yoziladi: 
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\jI=- f'(k) + (Il+") ",. (12.22) 

Bundan (12.15) transversallik shartini e'tiborgaolib, (12.21) differensial 
tenglamani integrallaymiz: 

T 

'" = f f'(k(t»· e(Ii+Il)(H)dt , (12.23) 
I 

bunda k(t) ushbu 

(12.24) 

differensial tenglamaning yechimi, k(T) = kr . Bu yechim quyidagi 
ko 'rinishga ega: 

(12.25) 

Endi ",(t) = 1 bo' lgani uchun S(T1)=S va k(T1)=k. Shuning uchun 

(12.25) dan t = t1 da 

kelib chiqadi. Bundan 
-

I k 
T-T1 =--·In-

1l+11 kT 

kelib chiqadi. Shunday qilib, t1 < T ga ko'ra 

kT <k (12.26) 

tengsizlikka erishamiz. Bu tengsizlik qurollanganlikning rejalashtirilayotgan 
potensiali qurollanganlikning statsionar rejimdagi (balanslangan o'sish 
rejimidagi) iqtisodiy potensialidan kam bo 'Iishi kerakligini anglatadi. Bundan 
tashqari, ushbu 

-
1 k 

TI =T---·ln->O 
Il+" kT 

(12.27) 

tengsizlik 0 'rinli bo'lishi uchun rejalashtirish ufqi T> 0 yetarli katta bo 'lishi 
kerak. 

(12.22) ga ko'ra I> T1 miqdor ",(T) funksiyaning statsionar nuqtasi 
bo'ladi. Haqiqatan, 

\jI( T1) = - f'(k("I» + (Il +,,) "'( T1) = - f'(k) + (Il +,,) . 
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Shunday qilib, 'V(t) funksiya t = '[I nuqtada ekstremumga ega bo'lishi 
mumkin . Haqiqatda ham, shu funksiya 1='[, da o'zining mahalliy 
maksimumiga erishadi . Buni ko'rsatish uchun \¥ ni hisoblaymiz: 

\¥ = - f" (k) k + (f.1 + 11) 0/ . 

Bundan j(k) <0 , k('[\)=-(f.1+f1)k<O, 0/(,\)=0 munosabatlarga 

ko'ra w(,\)<0 kelib chiqadi. Shuni isbot etish talab qilingan em. Yuqoridagi 

mulohazalar natijasida 'V (I) s 1, V le ['I; T] tengsizlikka ega bo'ldik. 
Endi rejalashtirish davrining boshqa resurslaming taqsimoti bilan 

shug'ullanamiz. Boshlang'ich vaqt 1 = 0 da uch hol yuz berishi mumkin: 
a) 'V(O) = I; b) 'V(O) < 1; v) 'V(O) > 1. 
Ulami alohida-alohida 0 'rganamiz: 
a) hol. 'V (0 ) = 1 bo'lganda, o'z navbatida, uchta kichik hot yuz berishi 

mumkin. 

1) 'V (I ) == I, le [0; 'I]. Unda (12.18) ga ko'ra k(t) = k ayniyat o'rinli. 

Bundan ko = k kelib chiqadi. Ammo (12.3) va (12.26) shartlarga ko'ra 

ko < k tengsizlik 0 'rinli. Bu ko = k ga ziddiyat. Demak, bu hol yuz bennaydi. 

2) 'V (0 ) = I, 'V (I) < 1 ('V (I ) > 1), V le(O; 'J. Bu hol b) \'a v) hollarda 
keltiriladi. 

b) hol. 'V(O) < 1. Bunda yoki 'V(/) < 1, V te[O; T], yoki shunday 
son '[0> 0 mavjud bo'ladiki, 'V('o) = 1,0 < '0 < Tbo'ladi. Agar 'V(t) < 1, 
V le[O; T] bo'lsa, (12.20) ga asosan s (I) == 0 bo'ladi, ya'ni barcha 
resurslar iste'molga ajratiladi. Yuqorida aytganimizdek, bu holning iqtisodiy 
ma'nosi yo'q. Agar shunday '0> 0 son mavjud bo'lsaki, 'V(to) = 1 bo'lsa, 
[0; 'to] kesmada s (I) == 0 ga ega bo 'Iamiz. Unda 'V (1) uchun mos tenglama 
(12.22) bilan, qurollanganlik k (/) uchun esa - (12.24) tenglama bilan ustma
ust tushadi. Endi (12.24) tenglamaning k(O) = ko boshlang'ich shartni 
qanoatlantiradigan yechimini topish uchun uni integrallab topamiz: 

k(l) = ko e -(~+T,)I . (12.28) 

Bundan 1 =to da "'('0) = 1, kC-to) = k tengliklaro'rinli bo'lgani uchun 

k = ko . e - (1l+T\)to tenglikka egamiz. Uning ikki tomonini logarifmlab, '0 

uchun quyidagi formulani chiqaramz: 
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1 ko 
'to=--·ln~ 

~+" k' 
(12.29) 

Bundan to> 0 bo'lgani uchun k(O»k tengsizlik chiqadi. Ammo bu 

lea <k tengsizlikka zid. Shunday qilib, b) hot ham sodir bo 'la olmaydi. 

v) hol. 'V (0) > 1. Bu hold a yoki 'V(t) > 1, \if le[O; T], yoki shunday 
'to> 0 son mavjud bo'ladiki, 'V('to) = 1 bo'ladi. Agar 'V(/) > 1, te[O; T] 
bo'lsa, (12.20) ga ko'ra s(/) == 1, le[O; T], ya'ni barcha resurslar butun 
rej alashtirish davrida kapital harajatga ajratiladi. Bu esa iqtisodiy ma 'noga ega 
emas. Agar shunday 'to> 0 son mavjud bo'lsaki, 'V('to) = 1 bo'lsa, set) == 1, 
\if le [0; 'to] bo'ladi. Buholda (12.2) tenglama quyidagi ko'rinishni oladi: 

k = f(k) - (~+,,) k . (12.30) 

Biz 0 'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga egamiz. Uni k (0) = ko 
boshlang'ich shart uchun integrallaymiz: 

k(/) as 
t- f--~

ko f(l;) - (~+ ,,)s . 
Ushbu 'V ('to ) = 1, k('to) = k tengliklarni e'tiborga olib, 'to uchun formula 

chiqaramiz: 

k as 
'to = l f(s)-(~+,,)S . (12.31) 

Ma' lumki, k < k da f(k)-(~+,,) k < 0 tengsizlik o'rinli. Shuning uchun 
(l2.31) dan 'to> 0 kelib chiqadi. 

Endi k (t) funksiya 'to nuqtada mahalliy maksimumga erishishini 
ko'rsatamiz. Haqiqatan, 

"- ('to) = f (k ) - ( ~ + ,,) k = f (k ) - f' (k ) . k > 0 

(bunda .('to) - k(/) funksiyaning 'to nuqtadagi chap hosilasi) . Agar t > 'to 

da k(t)==k = cons/ ayniyatni e'tiborga olsak, k+('to)=O bo'ladi (k+('to) -

k (t) funksiyaning 'to nuqtadagi 0 'ng hosilasi). Ushbu munosabatlar 

k_('eo)> 0, k+('to)=O, k(t) == k = consl, I> to k(t) funksiya uchun mahal

liy maksimum nuqtasi ekanini ko'rsatadi. 
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",(I) funksiya uchun s= 1 bo'Iganda (12.21) dan 

W = [ (J.1 + 11) - f'(k) 1'1'(t) 

differensial tenglama hosil bo'Iadi. Bundan f'(k(t o» = f'(k) , ",(to) = 1 

munosabatIarni e'tiborga oIib, ushbu 

W(to)=[(J.1+11)- f'(k)] ·1=0 
tenglikka ega bo'Iamiz. Bu esa, ",(I) funksiya I =to da ekstremumga ega 
bo 'lishi mumkinIigini ko'rsatadi. '" (I) funksiyaning ikkinchi tartibIi hosilasini 
hisoblaymiz: 

iti= f"(k) k'l'+[(J.1+11) - f'(k)]W· 

Bundan t = to da quyidagiga ega bo'Iamiz: 

'V(to) = - f"(k) [f(k)- (J.1+ TJ k) ]",(to) - [,(k) w( to) = 

=-fll(k) [f(k)-(J.1+'1)k)]. 
- - - -

Ushbu f(k)-(J.1+f1)k=f(k)-['(k)k>O, [,,(k)<O munosabatIarga 

ko'ra 'V( to) > 0 tengsizIik kelib chiqadi. Shuning uchun '" (t) funksiya 

t = to nuqtada mahalliy minimumga ega va lE [0; to] da '" (I) ~ 1. 
Shunday qilib, biz to «(12.31) ga qarang) va tl «12.27) ga qarang) 

miqdorlarni hisoblash uchim formulalar chiqardik. Agar rejalashtirish ufqi 
T> 0 shunday tanlangan bo'Isaki, 0 < to < tl < TtengsizIiklar o'rinli bo'Isa, 

unda (12. I 8) tenglama bilan topiladigan balanslangan 0 'sish rejimi k(t) =k 

ko'rilayotgan iqtisodiy dinamikamodeli uchun magistral deyiladi. U (I; k) 
tekislikda [to;tl] vaqt oralig'iga mos gorizonlal kesmadan iborat. Unda 
to - magistralga qo 'nish, t) esa magistraldan lush ish momentIari deyiladi. 

Endi T> 0 ni qanday tanlanganda t) - to musbat bo'Iishi mumkinligini 
tekshiramiz. Shu t) - to ayirmani hisoblab, T~ To tengsizIik bajarilishi 
t)-to > 0 ni ta'minlashga amin bo'Iamiz, bunda 

To =_l_ln~+ 1 dS 
J.1+11 kT kof(!;)-(J.1+11)!;' 

t) - to = T - To, To = to + (T - t) = T - (t) -to). Boshqacha aytganda, 
To miqdor [0; to] va [t) T] kesmalar uzunliklari yig'indisidan iborat. 
Shunday qilib, t) - to ~ 0 tengsizlik T - To ~ 0 tengsizIikka ekvivalentdir. 
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Agar T= To tenglik o'rinli bo'lsa, To = T1 va magistral mavjud emas, ko 
nuqtadan M to'plamga harakat bitta o'tish (boshqarishni bir marta 
o'zgartirish) bilan amalga oshiriladi. Agar T";? To tengsizlik o'rinli bo'lsa, 

unda k(t)=k magistral m avj ud bo'ladi. Shu bilan birga, To va T1 momentlar 

ham mavjud va (12.31), (12.27) formulalar bilan hisoblanishi mumkin. Shu 
momentlar boshqarishni o'zgartirish (almashtirish) momentlaridir. Agar T 
yetarli katta qilib olingan bo'lsa, 't

1 
- 'to - magistral bo'yicha harakat davri 

T> 0 ga yetarli "yaqin" bo'ladi. 
Masala yechimining optimalligi. Ta'kidlab o'tamizki, quyidagi 

{

I, 
s(t) = s, 

0, 

agar ° ::; t < 'to , 
agar To::; t <.5 ' 
agar T1 ::; t < 1· 

(12.32) 

munosabatlar bilan tavsiflanadigan s(t) boshqarish zaruriy shartni, ya'ni 
maksimum prinsipini va o'ng uchda transversallik shartini qanoatlantiradi. 
Biz M numing shunday nuqtasini topishimiz kerakki, shu nuqtaga obyekt 
o'tkazilishi kerak va (12.5)jamlamaiste'mol funksionali eng katta qiymatga 
erishsin. 

Shu maqsadda maksimum prinsipini qanoatlantiradigan boshqa bosh
qarishlami ko'ramiz. Aniqrog 'i, quyidagicha aniqlangan s (I) boshqarishni 
olamiz: 

{

I, 
s(t}: s, 

0, 

agar ° ::; t < 'to , 
agar 'to::; t < 9 , 
agar 9::; t < T , 

(12.33) 

bunda e quyidagichaaniqlangan: k(T)=ko' kT<ke<k, deylik.Unda 

k(/) uchun 

k(t) = ke . e(~+T)XT-I) , 

'V(t) funksiya uchun 

T 
'I'(t) : f f'(k( 't». e(~+T)XI-t)dt 

I 

formulaga egamiz. Endi e ni k(9) = k shartdan, ya'ni 

ke . e(~+T)XT-e) = k 
tenglamadan topamiz. Bundan e uchun ushbu 
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1 k 8=T---ln-
Jl +11 ke 

(12.34) 

formula keIib chiqadi. 
Shunday qilib, biz (12.2) obyektni berilgan boshlang'ich k(O) = ko, 

ko < kr < ke holatdan M numing biror nuqtasiga 0 'tkazuvchi va maksimum 
prinsipini qanoatIantiruvchi ikkita (12.32) va (12.33) boshqarishlargaegamiz. 
Bunda (12.32) boshqarish obyektni (T, kr ) E Mnuqtaga, (12.33) boshqarish 
esa, (T, ke) EM, ke > kr nuqtaga o'tkazadi. Endi shu boshqarishlar uchun 
(12.5) funksionalning qiymatini (12.33) boshqarish uchun hisoblaymiz. 
Unda (12.5) funksional S ning funksiyasi bo'Iib qoladi. Uni <1>(8), ya'ni 
J [s] = $(8) deb be1gilaymiz. Sodda hisoblashlar yordamida topamiz: 

T "to 9 _ 

ct>(S) = J[s] = f (1- s(t»J(k(t» dl = f O·dt + f (l-s)J(k) dt + 
o 0 ~ 

T _ T 

+ f f(k(t» dt = (1- S)f(k )(8 - 1:0 ) + ff(k(t» dt . (12.35) 
o 0 

_ T 

ct>(1:])=(I-s)f(k)(1:]-1:o)ff(k(t»)dt . 

Endi <1>(8),8 E [1:1; T]. funksiyani o'rganamiz. cD('I) funksionalning 
(12.32) boshqarishdagi qiymati. (12.35) funksiyaning hosilasini 8 bo'yicha 
hisoblaymiz: 

- - -
ct>'(8) = (1- S)J(k) - J(k) = -s J(k) = const < 0 . (12.36) 

Bu <1>(S) funksiyaning chiziqli ekanini anglatadi. Boshqacha aytganda, 
<1>(8) funksiya [1:

1
; T] kesmada monoton kamayuvchi. Shuning uchun 

<1>(S) ning eng katta qiymatiga kesmaning chap uchida erishiladi, ya'ni 
<1>(1:) > <1>(S), VS E (1:1; T]. Shunday qilib, (12.5)funksionalning (12.32) 
boshqarishgamos qiymati eng katta bo'ladi, ya'ni (12.32) boshqarish (12.5) 
funksionalning maksimumi ma'nosida optimal bo'ladi. Buning ma'nosi 
shuki, optimal holatlar trayektoriyasi obyektni (T; kr ] nuqtaga o'tkazadi. 

Optimal trayektoriyani qurish uchun k(f) funksiyani qavariqIikka 

tekshiramiz. [0,1:0
] kesmada s = I bo'lganda k = I(k) - (fJ. + 11) k 

differensial tenglamaga egamiz. k(f) ni hisoblaymiz: 
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k(t) = f'(k(t»k(t) -(f.l+f1) k(t) = [j'(k(t» - (f.l+f1)l [j(k(t»-(Il+f1) k(t)] . 

Ammo [0; 'to ] kesmada f(k(t» > (11 + 1']) k(t), f·(k(t» > 11 + 1'] 

tengsizliklar o'rinIi (12.3-chizmaga qarang) , bunda k('to) =k , 

k(t) = f(k(t»-(Il+1']) k(t) > O. Shuning uchun k(t) > 0, ya ' ni k (t) 

funksiya [0; 'to ] da qavariq (12.4-chizma). 

y k 

~~ f 

n 

o k k o 

12.3 -chizma 12.4- chizma 

Endi ma ' lurnki , ['I ; T] kesmada s = 0 va ushbu k(t) = -(11 + 1']) k(t) 

diffcrensial tcnglamaga egamiz. Bundan foydalanib , f(t) ni hisoblaymiz: 

k(t) =-(Il+f1) ic(t) =-(f.l+f1) . [-(f.l+f1) k(t)] = (1l+f1)2 k(t) >0 . 

Bundan k(t) funksiya ['t
l
; T] kesmadaham qavariq ekani kelib chiqadi 

(I2.4-chizma) . Nihoyat, (12 .32) optimal boshqarishga mos optimal 
trayektoriyani uzil-kesil qurish mumkin. 12.4-chizmadan optimal trayektoriya 

quyidagicha qurilgani ko 'rinadi: obyekt k 0 holatdan k holatga ( k T dan ham 

yuqoriroq holatga) tezkorlik bilan 0 'tkaziladi, keyin shu k holatda iloji boricha 

uzoqroq vaqt ushlab turiladi. Nihoyat, k holatdan ( ['tl' k] nuqtadan) 

k T holatga ( (T , k T) nuqtaga) tezkorlik bilan o'tkaziladi (tushiriladi). 
Yuqorida aytib o'tilganidek, T ~ +00 da 't) - 'to ~ +00. Shuning uchun 
yetarIi katta TIar uchun obyektni (iqtisodiy sistemani) boshqarish usuli iqti
sodiy dinamikaning 0 'zgarmas jamg' arish normali modelini boshqarishdagi 
usuIi bilan "yaqin". Shu yaqinlik magistral teorem,a yordamida ifodalanadi. 
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12.3-teorema (magistral teorema). Rejalashlirish davr; T> 0 yelarli 
katla bo'lsin. Unda (12.1)-(12.5) masala (l2.5)jamlama isle 'mol 
funksionali maksimumi ma 'nosida optimal boshqarish s (t) mavjud. U 
qUyidagicha qurilgan: rejalashlirish davrining boshida (ya 'ni 0 :$; I:$; to 

da, bunda to son (12.31) formula vordamida hisoblanadi) boshqarish 
(jamg 'arish normasi) s (t) == 1 ;'ejalashlirish davrining oxirida (ya 'ni 
tl :$; I:$; T da, bunda tl son (12.27) formula yordamida hisoblanadi) 
boshqarish s == 0 bo'ladi. Qolgan vaql davomida (ya 'ni t :$; I:$; tl vaql 
oralig'ida) harakal k(t) == k magistral bo 'yicha s(/) == s boshqarish 
yordamida am alga oshiriladi, bunda k son - (12.18) tenglamaning 
yechimi, s son esa (12.19) formula yordamida hisoblanadi (12.4-chizma). 

Misol ko'ramiz. Hisob-kitoblami Kobb-Duglas ICHF uchun olib boramiz: 

F(L,K) = aoK I-a. La., ao > 0, 0 < a < 1. Ma'lumki, o'rtacha mehnat 

unumdorligi f(k) = aoka.. Hisoblashlarjarayonida ~ va TJ parametrlarkichik 

sonlar ekanini e'tiborga olish kerak. Shuning uchun ushbu 

tengsizlik o'rinli bo'ladi. 
Hisoblashlar natijasini keltiramiz: 

I 

k =(I~+a~)I-<l ~1, r . I ko < kT < k ; 

k(t) = [ ~+(kOI-a. _~Je-().1+rIXI-a.)/]I/(l-a.) 
J..l + 11 J..l + 11 ' t E [0; to), 

s(t) == I ; 

I I Go - (!-H T!) k~-a 0 
-----n > . 
(l-a)(f.1+T!) ao(1 - a) 
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12.2~. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi 
chiziqli-botiq modeli 

Avvalgi paragrafda iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi 
eksponensial (qavariq)funktsiya bo'Igan modeIi to'Iiq o'rganildi. Unda asosiy 
fondIaming chiziqli yaroqsizlanishi hisobga olindi.Endi iqtisodiy dinamikaning 
mehnat resurslari hajmi chiziqli-botiq modelini 0 'rganamiz. Asosiy fondlarning 
yaroqsizlanishi yana chiziqli deb qaraladi. Aniqrog'i, iqtisodiy dinamikaning 
bir sektorli modeli quyidagi munosabatlar bilan berilgan bo'lsin: 

K(t)=I(t)-~K(t), O~~<l, K(O)=~ >0, 

L(/)=l1L(t)+vK(t), 11>0, v>O, L(O)=~>O, 

Y(t) =F(L(t),K(t» =I(t) +C(t) , 

I(t)=s(t)Y(t), C(t) = (l-s(t»Y(t), O~s(t)~l, O~t~T. 

(12.36) 

Shu model uchun asosiy differensial tenglama quyidagi ko 'rinishga ega: 

k(t)=s(t)f(k)-(~+l1)k-ve, k(O)=ko >0. (12.37) 

Rejalashtirish ufqi T> 0, qurollanganlikning biror holati kr > ° berilgan 
bo'lsin, ko < kr · Yana k(T) 2: kr (12.4) tengsizlik bilan berilgan M to'plam 
va jamlama iste'mol funksionali (12.5) ham beriIgan deylik. Keyingi 
mulohazalarda qulaylik uchun ushbu 

X(k)=k+-v-e 
~+ll 

k~O (12.38) 

belgilashlarni kiritamiz (l1.3-§ga qarang) . Bu funksiya quyidagi xossa
largaega: 

2vk 2v 
x(O) =0, X(k) >0, X'(O) = I, X'(k)=I+->O, x"(k)=->O, k ~ O· 

~+11 ~+11 

Endi (12.37) tenglama ushbu 

k=s(t)f(k)-(~+l1)X(k), k(O)=ko >0 

ko 'rinishda yoziladi. 
F araz etay lik, 

~+l1<s 1'(+0) 

tengsizliko'rinli bo'lsin. 
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Masalaning qo'yilisbini bayon etamiz: «(12.39), (12 .3) - (12.5» 
obyektni (iqtisodiy sistemani) qurollanganlikning boshlang 'ich holati ko > 0 
dan M to ' plamning (nwning) biror k(T) nuqtasiga o'tkazuvchi bo ' lakli
uzluksiz boshqarishlar s(l) , 0 ~ s(l) ~ 1 ichidan (12 .5) jamlama iste'mol 
funksionaliga maksimal qiymat beradigani topilsin. 

Masala yechimining maljudligi Li-Markus teoremasidan (l2.2-teoremaga 
qarang) kelib chiqadi. 

Masala lechimini qurish . Maksimum prinsipini qanoatlantiradigan 
trayektoriyalami avvalgi paragrafda qo 'lIanilgan usul bilan qurish mumkin. 
Shuning uchun natijalami qisqacha bayon etamiz. 

Gamilton funksiyasi va yordamchi o'zgaruvchilar uchun qovushgan 
(qovushroa) sistema quyidagi ko'rinishga ega: 

H = 'V o(l-s)f(k) + 'V [s f(k) - (~+ 'lh:(k) ], (12.41) 

{ 

'I'D ~ O, '1'0 =const , 

w=- oH =-'I'o(l-s)J' (k)+'I' [s f'(k)-(I-1+f1)x'(k)]. (12.42) 
ok 

O'ng uchida transversall ik sharti 'I'(T) (k(T) - kr ) = 0 kabi yoziladi . 
Bundan 'I'(T) = 0 (12.15) ga qarang). H funksiyasining maksimumi shartiga 
ko'ra (s bo'yicha) s(t) boshqarish (12.16) formula bilan topiladi. Avvalgi 
paragraflardagidek '1'0 ~ 0 ekani va '1'0 deb \110 = 1 ni olish mumkinligi 
isbotlanadi. Shu sababli s(t) uchun formula (12.17) ko 'rinishda bo ' ladi. 

Agar \II(t) == I, 'lit E ['iQ, 'i]] E [O;T] bo'lsa, (12.42) ga ko 'ra ushbu 

j'(k) = (fl +ll) X'(k) (12.43) 

ayniyatga ega bo ' lamiz. Bu ayniyat s ga oshkor bog'lanmagan. Shuning 
uchun uni k ga nisbatan tenglama deb qarash mumkin. (12.43) tenglama 

yagona musbat k = k yechimga ega. Qurollanganlikning k rejimiga 
jamg' arish normasining ushbu 

- --
- (fl+ll)X(k) j'(k) X'(k) 
s = _ =--_---_-

f(k) f(k) X(k) 
(12.44) 

formula bilan aniqlanadigan qiymati roos keladi. Ravshanki, O<s <I . Shunday 

qilib, 'I'(t) == 1 bo'ladigan vaqt oralig'i [Lo; L1] dajamg' arma normasining 
qiymati (12.44) formula yordamida bir qiymatli aniqlanadi va set), 
V t E [0; T] uchun·lJ.UYidagiga egamiz: 
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s(l) = s = f'(~) x'(~) 
I(k) X(k) , 

agar 'If < 1, 

agar 'If = 1, 
{ 

0, 

1 , agar 'If > 1 . 

Endi '" 0 = 1 bo ' lganda (12.42) ni quyidagichayoziladi : 

\jI = - (l-s)!'(k)-[ s !'(k)-(Il+11) x'(k)l'l'. 

(12.45) 

(12.46) 

Transversallik shartigako'ra 'I'(T)= 0 < 1 bo'lgani uchun (12.45) ga asosan 
s (T) = 0 tenglik o'rinli . '1'(/) funksiyaning uzluksizligiga asosan 'I'(T) ~ 1 

bo'ladigan [":t 1; T] ~[O; T] kesma mavjud. Ikki hol yuz berishi mumkin : 

A) \jf(T) < 1 va [":t1 ; T] = [0; T]; 

B) \jf(T) < I , / E (":tJ ; T), \jf(t l ) = 1, ["iJ , T] c [~, T] . 

A) holini ko ' rmaymiz, chunki bu hol iqtisodiy ma'noga ega emas . 

B) holida s(/)=O, '1// E r":tJ ; T] . Bunda (12.46) tenglama quyidagicha 

yoziladi : 

(12.47) 

Shu chiziqli bir jinsJi bo'lmagan tenglamaning 'I'(T) = 0 shartni 
qanoatlantiradigan ycchimini yozamiz: 

r 

r Cl-'+ '1)Jx' ( k ( p » dp 

'1'= f f'(k(t»·e t dt , (12 .48) 

bunda k(t)-(12 .39) differensial tenglamaning s(t)=O bo 'lgandagi yechimi, 
ya'ni 

(12.49) 

tenglamaning yechimi . X(k) funksiya (12.38) fonnula bilan aniqlanadi, 
shuning uchun (12.49) o'miga ushbu 

k=-(Il+11)·k-ve, k(T)=kr 
BemuIli tenglamasiga egamiz. Uni integrallab yechimini topamiz: 

k(t) = I 

(
_I_+_V_) .e-Cl!+'1xr -n __ v_ 
kr 1l+11 1l+11 
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(12.50) 

Ushbu 'V(t) = 1 tenglikdan s (t) ) = s va ker) = k kelib chiqadi. Shu sabali 

t = 1) da (12.50) dan topamiz: 

k.(_1 +_v ) 

T-t) =_1_10 kT J!+11 
J!+11 l+k_v_ 

J!+11 

_1_10 k·(J!+l1+vk!) 

J!+11 kT (J!+l1+ vk ) · 

Rejahlshtirish ufqi T > 0 yetarli katta bo 'lgani uchun T - 1) > 0 tengsizlik 

o'rinli va oxirgi tenglikdangi logarifm musbat. Bundan 

k (J! + 11 + V kT ) > I ._ 

k ( k
-) yok. k > kT 

T J!+l1+ v 

tengsizlikka egamiz. Endi 1) uchun fonnulani yozamiz: 

t) =T--I-In k (J!+l1+vkT ) 

J!+11 kT (J!+l1+v k) . 
(12.51) 

Endi (12.43), (12.47) largako'ra 1= 1) nuqta yet) funksiyaning statsio

nar nuqtasi bo'ladi. Haqiqatan, 

W(t) = - f'(k(t) »+ (~+l1)X'(k(r))· 'VCr) = 

= - f'(k) + (~+ l1)X'(k) ·1 = 0 . 

Shu nuqtada 'iJ(i) ni hisoblaymiz: 

'VCt) = - f"(k )k(t) +(J.l + 11) . [X"(k) 'V(i) ker) +X'(k) W(i) ]= 
= - f"(k). k(i) + (,.l+11) ·X"(k) .k(i) . 

(12 .39) ga ko'ra k=-(J!+f1)·X(k) va k(~)=-(~+tV · X(k)<O. 

Shuning uchun \Ji(1) < o. Demak, yet) funksiya 1) nuqtada mahalliy 
maksimumga erishadi. Shunday qilib, keyingi mulohazalarda muhim bo'lgan 
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(12.52) 

tengsizlikka egamiz. Bu harakatning yakuniy bosqichi s (t) == 0, t E [':()' T] 

boshqarish bilan amalga oshiriIishini anglatadi. Shu bilan birga, 'V(~) = 1 , 

k(1d = k . Harakat tenglamasi quyidagi ko'rinishgaega «12.41) ga qarang): 

k = - (~ + 11) X ( k ) yoki k = -(~.t+ rt) k - V k 2 
. 

Bu tenglamaningyechimi k(T) > kr da(l2.50)ko'rinishdayoziladi.Ammo 

k(:r;) =k bo ' lgani uchun k~)=-(J..t+rt)X(k)<O va \;;ftE('i; ;T] da 

k(t) = - (11 +rt) X(k(t» < 0 tengsizlik 0 'rinli. Demak, k(t) funksiya ( T) ; T] 

da mono ton kamayuvchi. 
Endi rejalashtirish davrining boshida resurslarni optimal boshqarish 

masaIasi bilan shug 'uUanamiz. Ravshanki, t = 0 bo 'Iganda uch hol yuz beradi: 
a) 'I' (0) = 1; b) 'l' (0) < 1 ; v) 'l' (0) > 1. Avvalgi paragrafdagidek a) va b) 
hollaryuz bera olmasligi ko 'rsatiladi. 

Biz v) holini ko ' ramiz_ \V(O) > 1 bo ' lsin. Unda yoki 'l'(t) > I , 
'\I l E [0; T], yoki shunday Lo > 0 son mavjud bo'ladiki, 'l'(-ro) = 1, 0 < "to < T 
tenglik o ' rinli bo ' ladi _ Agar 'l'U) > 1, '\I tE[O ; T] bo ' lsa, s(t) = l , 
\;;f lE [0; Tl, kelib chiqadi. Buning iqtisodiy ma 'nosi yo ' q. Agar shunday To 

mayjud bo'lsaki, To < T ya 'l' (To) = I bo ' )sa, unda [0; Lo] kesmada s (I) :; 1 . 
Endi (12.39) tenglama ushbu 

k = f(k)-(~+ll) X(k) 

ko ' rinishga keladi . Bundan k (0) = ko > 0 da 

/c ( t ) dE, 

t= L f(1;)-(~+ll)X(1;) 

(12.53) 

kelib chiqadi. 'l'( Lo) = 1, k(1o) = k bo 'Iganda Lo uchun quyid~gi formulaga 

ega bo 'Iamiz: 

(12.54) 

Endi ko < k < k da f(k) - (~+ ll) X(k) > 0 tengsizlik o'rinli bo'lgani 

uchun (12.54) integral mavjud. 
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Avvalgi mulohazalarga o'xshash k(/) funksiya t = To nuqtada mahalliy 

minimumga erishishini isbotlaymiz. Haqiqatan ham, 

.( (To) = f(k)-(J.l+l1)x(k) = f(k)- f'(~) X(k) = 
X'(k) 

=f(k)[l- k f'~k) _X(k~ ]>0, 
. f(k) kX'(k) 

chunki f(k) > k f'(k), X(k) > k X'(k), V k> 0; .tCto)=O, chunki 

t>"io da k(t) = k = consl . Demak, k(/) funksiya t ="io nuqtada mahalliy 

minimumga erishadi. 
Shunga 0 'xshash tasdiqni '" (I) funksiya uchun ham isbotlaymiz. 

Haqiqatan ham, t>"io da s(/) == 1 va (12.46) ga ko'ra ushbu 

~ = - fj'(k)-(J.l+l1) X'(k)]-", 

difIerensial tenglama hosil bo'ladi. f'(k("io» = f'(k) , ",("io) =1 bo'lgani 

uchun "io nuqtada ushbu 

~("io)=-[f'(k)-(J.l+l1)X'(k)] . ",("io) =0 

tenglik kelib chiqadi. Bu esa, To nuqta y(/) funksiyaning statsionar nuqtasi 

ekanini isbotlaydi. 

Endi I="io da 0/(/) ni hisoblaymiz: 

0/ = - fj"(k) - (J.l+ 11h:"(k)]k '" - fj'(k) - (J.l +11) X'(k)]- ~, 

o/("io) = - [f"(k) - (J.l+ l1)X"(k) J k("io) ",("io)-

- [f'(k)- (J.l+l1)x'(k)].~("io) = 
= - [f"(k) - (J.l +l1)X "(k)] [f(k) - (J.l+ 11) X(k)]> 0 . 

Shunday qilib, ~("io) = 0, o/("io) > 0 va ",(I) funksiya 1= ~ nuqtada 

mahalliy minimumga erishadi. Shuning uchun 'V(/) ~ 1, V le [0, ~] . 
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Demak, To moment aniqlandi «(12.54) formulaga qarang). Ravshanki, 

yetarli katta T> 0 uchun O<to <tl <T tengsizlik 0 'rinli. 

Endi T,- To ayirma musbat bo'lishi uchun T ni T"C. fa deb tanlash 

etarli, bunda 

fa = To +T -t, =_1_1n k.(J.l+l1+ v k,.:) + J de, 
J.l+11 kT (J.l+l1+ v k) lcof(1;)-(J.l+l1)x(1;) · 

Qurollanganlik k ning (To, Tl ) intervalga mos k == k holati magistral 

deyiladi. Avvalgi paragrafdagi kabi magistral uchlari (To, k) va (T" k) 
nuqtalardan iborat bo 'lgan gorizontal kesmalardan iborat. Agar T = fa bo'lsa, 

magistral mavjud emas, chunki unda To =":[1. Agar T > fa tengsizlik o'rinli 

bo ' lsa, magistral mavjud . Asosiy maqsad qurollanganlik holatini iloji boricha 
uzoqroq shu magistral darajasida (holatida) ushlab turishdan iborat. Shunda 
iqtisodiy dinamikaning o ' zgaruvchi jamg'arish normali modeli o ' zgarmas 
jamg' arish nonnali modeliga "yaqin" bo ' ladi . 

Biz yuqorida optimallik va transvcrsallik shartlarini qanoallantiradigan 
ushbu 

{

I, agar 0 ::; t < "0 J 

S(I) = S J agar 'to::; I < ~J 
o J agar "I ::; t < 1 J 

( 12.55) 

boshqarish funksiyasini qurdik. Shu boshqarish funksiyasining optimalligi 
avvalgi paragrafdagidek isbotlanadi. 

Optimal holatlar trayektoriyasini qurish uchun uni [0; To ] va [":[1 ; T] 

kesmaIarda o'rganamiz. Agar tE[O;":[o] bo'lsa, k = f(k) - (J.l + 11) X(k) > 0, 

k= /,(k)k-(J.l+t"»X'(k)k>O. Shunday qilib, [0; To] kesmada holatIar 

trayektoriyasi ko nuqtadan chiqadi va k(t) funksiya monoton o'suvchi va 
qavanq. 

Endi tE[T1 ; TJ bo'lsin. Bunda s(t) == 0 va k=-(J.l+rVX(k»O, 

k=-(J.l+l1)x'(k)k>O . Bundan holatlar trayektoriyasi [tl ; T] kesmada 
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qavariqligi va monoton kamayuvchiligi keIib chiqadi. k > kT bo 'Igani uchun 

quroIIanganIik holati k dan kT gacha pasayadi (l2.4-chizmaga qarang). 

Endi magistral teoremani bayon etsa bo'Iadi. 
12.4-teorema (magistral teorema). Rejalashtirish uJqi T> 0 yetarli 

katta bo 'lsin. Unda «12.39), (12 .3) - (12 .5)) masala uchun (12 .5) 
funksionalning maksimumi ma 'nosida optimal boshqarish s(t) mavjud va 

u quyidagicha qurilgan: rejalashtirishning boshi (0, to ) davrida harakat 

s(t) = 1 boshqarish bilan, oxiri (:r1 ; T] da set) = ° boshqarish bilan amalga 

oshiriladi. Qolgan vaqt (r 0; 'id davomida harakat k(t) = k magistral 

bo 'ylab set) = s boshqarish, 0 < s < 1 yordamida amalga oshiriladi. Ushbu 

'io, 'i 1 , S miqdorlarmosravishda(l2.54),(12.51)va(12.44)Jormulalar 

yordamida hisoblanadi, balanslangan 0 'sish rejimi k esa (12.43) 

tenglamaning yechimi. 
Biz yuqori da iqtisodiy dinamikaning asosiy fondlaming chiziqli 

yaroqsizIanishj va mehnat rcsurslari hajmi eksponensial hamda chiziqli
botiq funksiyalar bo ' lgan rnodellarini to ' liq o ' rgandik. Shunga o'xshash, 
iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajrni chiziqsiz-botiq bo ' Igan 
modelini ham 0 'rganish mumkin. Bu mavzuni mustaqil ish sifatida qoldiramjz. 

12-bobga oid masalalar 
I. Quyidagi ICHF lar uchun iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari 

hajmi eksponensial funksiya bo'ladigan modeIi uchun k, s, "io ' "il 
miqdorlar hisohlansin: 

1. F(L,K)=.JKL. 

2. F(L,K)=VKL2
. 

3. F(L,K)=VK 3L. 

F(L K)- 2KL 
5. ,-K +L· 

6. F(L,K)=!...(JK +JLY. 
4 

7. F(L,K)=VKL4 
. 

4 KL F(L K) = JiKL 4 . F(L,K) = ( )2 . 8 , ..j 
JK +JL . K2 +L2 
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H. I bo ' limdagi I CHF lar uchun iqtisodiy dinamikaning mehnat resurs

lari hajmi chiziqli-botiq funksiya bo'lgan modeli uchun k, S, to' Ll 

miqdorlar hisoblansin. 

12-bobga oid nazorat savollari 
I . 0 ' zgaruvchi j amg ' arish normali model uchun masalaning qo 'yilishini 

aytib bering. 
2. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi eksponensial funksiya 

bo'lgan modeli uchun asosiy differensial tenglamani yozing. 
3. lamlama iste 'mol funksionalini yozing. 
4. Statsionaryechimning mavjudligi haqidagi teoremani aytib bering. 
5. O'zgaruvchi jamg ' arish normali model uchun mos Gamilton 

funksiyasini va yordamchi o'zgaruvchilar uchun qovushma sistemani 
yozmg. 

6. Balanslangan o'sishning optimal rejimini topish uchun tenglamani 
yozmg 

7. Magistralga qo 'nish va undan tushish momentlari uchun formulalarni 
yozmg. 

8. Maksimum prinsipini qanoatlantiradigan boshqarishning optimalligini 
isbotlang. 

9. Optimal trayektoriyalar tasvirini chizing. 
10. Magistral teoremasini aytib bering. 
11. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chiziqIi-botiq bo ' lgan 

modeli uchun 2-10 savollargajavob bering. 
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13- bob. IQTISODIY DINAMIKANING ISHLAB CHIQARISH 
QUVVATIGA ASOSLANGAN MODELLARINI O'RGANISH 

Avvalgi boblarda iqtisodiy dinamika modellari o'rganildi va ishlab 
chiqarilgan mahsulotni (milliy daromadni) kapital xarajatga va iste'molga 
optimal taqsimlash masalasi yechildi. Unda ICHF dan foydalanildi, ularga 
neoklassik shartlar (5-bobdagi 10 _5° -neoklassik shartlarga qarang) qo 'yildi. 
Har bir ko'rilgan holda mos asosiy difIerensial tenglama yoki difIerensial 
tenglamalarning asosiy sistemasi chiqarildi. Ularda qurollanganlik k(t) yoki 
qurollanganliklar kl(t) va k

2
(t) (ikki sektorli iqtisodiy jarayon uchun) 

noma ' lum funksiya sifatida ishtirok etdilar. Jon boshiga is'temolni 
maksimalIashtirish masalasini yechib, optimal jamg ' arish nonnasini 
(s ; 0 <s < 1) va balanslangan o'sishning optimal rejimini (k; k == consl) 
topdik. Shundan keyin model trayektoriyasini, ya'ni L(I), K(I), Y(/) , CC/) 
funksiyalarni topish mumkin bo ' ldi. 

A.A. Petrov va uning shogirdlari iqtisodiy dinamikaning modellarini 
o'rganish uchun boshqacha yondashishni taklif etishdi (qarang: fIe-rpoB 
AA, llOCneJIOB M.f., lliaHaHHH AA OnLIT MaTeMaTH'ICcKOro Mo,UeJIH
pOBaHHJI :'>KOHOMHKH. -M.: "3HcproaToMH3,UaT", 1996). Quyida biz shu 
yondashishning mohiyatiga to'xtalamiz va ba'zi masalalami hal qilamiz. 

Ishlab chiqarish imkoniyatlari ishlab chiqarish quwati - bir birlik vaqt 
davomida maksimal ishlab chiqarilgan mahsulol miqdori bilan o'lchanadi. 
Ishlab chiqarish quvvatiniMbilan belgilaymiz. Ishlab chiqarish imkoniyatlari 
ICHF bilan tavsiflanadi. Bu funksiya bir birlik vaqt davomida maksimal 
ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori Y bilan ishlab chiqarish quvvati M va 
foydalanilayotgan (foydalanilgan) ishchi kuchi R orasidagi bog'lanishni 
beradi. Mos ICHF ni Y == F(M, R) deb belgilaymiz. Shu ICHF uchun 
quyidagi xossalar qabul qilinadi : 
a) agar M = 0 yoki R = 0 bo'lsa, Y == 0 bo'ladi, agar hech bo'lmasa bitta 
ishlab chiqarish faktori bo'Imasa, ishlab chiqarish mumkin emas; 
b) R ~ R· bo'lsa, Y = Mbo'ladi, bundaR·= R·(M) - quvvatni to ' liq ishga 
tushirish uchun zarur bo'lgan ishchi kuchi miqdori; agar M~M· bo'lsa, 
Y == M bo 'Iadi, bunda M·= M·(R) - ishchi kuchi miqdori R quvvat M·(R) 
ni to'liq ishga tushirib yuboradi; 
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v) ay > 0 agar M> O' ay > 0 agar R < R" bo'lsa Ma'nosi - ishlab chiqa-
aM' ' aR ' . 

rish faktorlari noldan farqli limit unumdorlikka ega; 

a2y &y 
g) 8M 2 < 0, agar M> 0; m2 <0, agar R < R"- ishlab chiqarish faktorla-

a2y 
rining kamayuvchi limit unumdorligi qonuni , aM8R z 0 ; 

d) F(W, ).R) == J...F(M, R), A > 0 - ishlab chiqarish masshtabini oshirishdan 
samaradorlik yo'q. 
Yuqoridagi d) xossaga ko'ra quyidagi tcngliklarni yozish mumkin: 

Y==M f(x), x==R/M, f(x)=F(l ,x), f(O) =0, f(X")=L x·=R·/M. 

Quyidagi formulalar 0 'rinli : 

ay f' ay f) f' -= (x»O · -= (x -x· (x) >0· 
DR ' aM ' 

O~x<x" ; 

a2y 
M aR 2 = r (x) < 0 ; ° ~ x < x" . 

Shunday qilibJ(x) funksiya uchun 0 ~ x < x" yarim intervalda quyidagi 

munosabatlar 0 ' rinli ; 

f(O)=O , f(x·)=l , j(x»O, j"(x)<o, O<xf'(X)<l, 
(x) 

Um f(x) = { f'( +0) - chekli son 
X-HO + 00 • 

13.1-§. Iqtisodiy dinamikaning ishlab chiqarish quvvati chiziqli 
yaroqsizlangan modeli 

Iqtisodiy sistemaning (iqtisodiy dinamikaning) shunday modelini 
ko'ramizki , unda ishlab chiqaruvchilar majmuasi o'zaro mukammal 
raqobatda bo'ladi, bir jinsli mahsulot ishlab chiqaradi va ishlab chiqarish 
faktorlaridan biri sifatida bir jinsli ishchi kuchidan foydalanadi. Bu modelda 
ishchi kuchi eksponensial qonun bo 'yicha berilgan va ishlab chiqarish 
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quvvatining chiziqli yaroqsizlanishi e 'tiborga olingan. Shunday qilib, quyidagi 
munosabatlar bilan tavsiflanadigan iqtisoqiy dinamika modelini ko'ramiz: 

M=1-J,lM, 0~J.l~1, 
RS =ApRs (Rs = Ro/,"pt), t~O, Ro ~O, 

R 
F(M.R)=J+C, x= M' (l3.1) 

R~Rs , 

bunda Rs - taklif qilingan ishchi kuchi miqdori, R - foydalanilgan ishchi 
kuchi miqdori, 1- vaqtning bie birligida yaratiladigan quvvat, J = b 1 - b 
vaqtdaJbirlik pulga (fondga) aylanadigan mahsulotdan foydalanish zarur, 
F(M, R) = J + C - ishlab chiqarish va mahsulotni taqsimlash balansi 
tenglamasi. Ushbu 

f ex) f (x) ex · ; I) 
ex·; I ) 

o x o x· X 

13. l-chizma 13.2- chizma 

(13.2) 

differensial tenglama ishlab chiqarish quvvatining vaqt o'tishi bilan yangi 
quvvat kiritilishi hisobiga ortib borishini ifodalaydi, unda ishlab chiqarish 
quvvati MCt) ning chiziqli yaroqsizlangani e'tiborga olingan. F(M, R) -
neoklassik ICHF, bu funksiya uchun quyidagi munosabatlar 0 'rinli: 

F(M,R)=M f(x), j(x)=F(l, x), x=R/x, 1(0)=0. 
Ishlab chiqariladigan mahsulot miqdori ishlab chiqarish quvvati bilan 
chegaralangan, ya'ni FtM, R') =M,' R ~R'. Shuning uchunM=Mf(x') 
va f(x') = 1, x' = R'/M, bunda R' - ishchi kuchining quvvatni to'liq 
ta'minlash uchun zarur miqdori. 
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Ish bilan band bo ' lganlar uchun jon boshiga iste'mol miqdorini 
o ' rganamiz. Uni 00 = Cl R deb belgilaymiz. Eksponensial balanslangan 0 'sish 
traycktoriyasining ma,judligi masalasi quyidagi teorcma bilan yechiladi. 

13.1-teorema. Agar (13 .1) ob 'ekl uchun ushbu 

b (A p + Jl) + x· P(x· ) < I (13.3) 

lengsizlik bajarilsa, unda eksponensial balanslangan 0 'sish trayekloriyalari 
majmuasida oo(x) ka 'rsalkich ([0 ; x·D maksimal qiymatga erishadigan 
Irayeklariya mavj ud, unda x miqdor (slatsianar nuqla) quyidagi tenglama
ning yechimi ba 'ladi: 

f(x) =b (Ap +Jl)+x f'(x). (13.4) 

Agar Xo nuqta (13 .4) tenglamaning yechimi bo'lsa, unda x < xo~ x" 
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Yuqoridagi (13.3) tengsizlik ish lab chiqarishning 
samaradorligi sharti deyiladi. 

Misol sifatida Kobb-Duglas funksiyasini ko'Tamiz: 

F(M,R) = arNa.R1-a. ,ao >0, 0 <a< l. Unda f(x) = aoxl-a., x = RIM. 

f(x· ) = 1 tenglikka ko'Ta x· = aal/Ca.- I) . (13.4) tenglama ushbu 

_[b (Ap +Jl)]l/(I-a.) 
Xo -

aaa 

yechimga ega. Samaradorlik sharti soddalashtirilgandan keyin , 

a 
Ap +Jl<b 

ko 'rinishga keladi . Ravshanki, Xo < x· tengsizlik 0 'rinH. Haqiqatan ham, 

Xo = [ 
b(Ap + ~)] 1/(I-a) < [b. a/b] -1/(I-a) 

aoel aoel 

= a 1/(1-a) = x' 
o 

13.2-§. Iqtisodiy dinamikaning ishlab chiqarish quvvati va ishchi 
kuchi chiziqsiz-yaroqsizlangan modeli 

Iqtisodiy dinamika modellarida asosan ishlab chiqarish quvvati chiziqli 
yaroqsizlangan hollar ko ' riladi . Aslida ishlab chiqarish quvvatigina emas, 
balki ishchi kuchi ham ''yaroqsizlanadi'' (stanoklar eskiradi, sinadi va h., 
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ishchilar kasal bo'ladi, nafaqaga chiqadi yoki vafot etadi). Biz ishlab chiqarish 
quvvati va ishchi kuchi majmuyining chiziqsizyaroqsizlanishiga oid model 
bilan shug 'ullanamiz. 

Iqtisodiy dinamikaning modeli quyidagi munosabatlar bilan tavsiflansin, 
deylik: 

M=I-~RCP(~J O:S~:SI, 
RS=ApRs ~s=Ro/"p), t~O, Ro~O, 

R 
F(M,R)=J+C. x= M' 

Rs RS 
, 

J=b ·] , 

(13.5) 

bunda cp(u) = cp(l/x) funksiya (0; IIx·) intervalda aniqlangan, ikki marta 
uzluksiz differensiallanuvchi va quyidagi shartlarni qanoatlantiradi: 

~O)=O, ~u»O, cp'(u»O, cpW(u) >0, UE(O;~), limcp'(u)=O . (13 .6) 
x u~ 

Shu (13.6) shartlarga ko'ra cp(u) funksiya qavariq, grafigi koordinata 
boshidan abssissa 0' qiga urinib chiqadi va koordinata tekisligining I choragida 
joylashgan. Bunda cp(O)=O tenglikM= 0 bo'lganda cp (MlR) = 0 dan keIib 
chiqadi (13 .3-chizma), ya'ni u = 0 bo'lganda M= 0 bo'ladi. 

cp(u) 

cp(lI " ) 

o l lx · u 0 

13.3 -chizma 

y 

Xo x" x 0 Xo x x 

13.4a- chizma 13.46 - chizma 

(13 .5) obyekt uchun ham (13 .1) obyektdagidek iqtisodiy o ' sish trayek
toriyasi boshlang' ich shartM(O) =Mo vaICt), I~ 0 funksiya bilan aniq
lanadi. Demak, (13 .5) model uchun ishchi kuchi R'Ct) dan qanchalik darajada 
foydalanilganligiga va ishlab chiqarilgan mahsulotni J (t) va C (t) ga qanday 
taqsimlanganligiga bog' liq bo' Igan 0 'sish trayektoriyalarini 0 '~anamiz. Ular, 
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odatda, quyidagi shartlar bilan ajralib turadi: to'liq bandlik shartiR~R' va 

x=const, Mf(x)=J+C. Ravshanki, Ro=xMo' M(t)=A~(I). 

Shuning uchun (13.5) Ring birinchi tenglamasi ushbu 

1..#(1) = 1(1) -IlR(I) 'q>(M(I)J 
R(t) 

ko'rinishdayoziladi. (13 .5) da balans tenglamasi quyidagi 

M(t) f(x) = b AyM(I)+llb R(I) q>(~ )+C 

ko'rinishni oladi. Shu tenglikning ikki tomoninijl,.f(t) ga bo'lamiz: 

f(X)=b[ Ap+~Xq>(~)J+ ~. 
C C R 

Bundan Ai = R . M = X· ro(x) ekanini hisobga olib, quyidagi tenglikni hosil 

qilamiz: 

f(x) =b [ 1..p +~x q>(~ )J+ X ro(x), x- parametr. (13 .7) 

Bunda w(x) - ish bilan band bo'lganlar uchunjon boshiga is ' temol miqdori 
Gon boshiga is ' temol funksiyasi). 

Masala parametr x Ring 0 < x~ x· yarim intervaldagi qiymatlari ichidan 
jon boshiga is ' lemol w(x) = c/R funksiyasiga maksimal qiymat beradiganini 
topishdan iborat. Quyidagi teorema bu masalaning yechimini beradi. 

13.2-teorema. Agar (13.5) obyekt uchun ushbu 

( 1) .. .. bAp+b~q>' ;0 +x f(x )<1 (13 .8) 

tengsizlik bajarilsa, unda halanslangan eksponensial 0 'sish trayektoriyalari 
majmuasida (13 .I-teorema hi/an taqqoslang)jon boshiga iste'mol funk
siyasi w(x) ga maksimal qiymat beradigan trayektoriya mavjud 

Isbot. (13 .7) bo'yicha Cll(X) ni differensiallaymiz: 

f'(x) =b ~{q>(~ )+xq>'(~}( - :2 )]+ro(X)+X d~X), (13 .9) 

bunda shtrix' f'(x) da x bo'yicha, <p'(lIx) da <p(u) dan u bO'yicha 

h '1' ,. dq> , ( ) du. 1 d' () fi ok" . OSI anI, ya m du = q>u u dx m ang ata I. ro x u slyanmg statslonar 
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nuqtasini topish uchun dro (x) == 0 tenglamani yechish lozim. dro (x) / dx = 0 
dx 

ni qanoatlantiradigan x nuqtadaf'(x) uchun formulaga egamiz: 

/,(x) == ro(x) + b ~ -[ cp (:) - x cp' (:) ] (13.10) 

Endi (13 .9) ning ikki tomonini yana differensiallaymiz: 

F(x)== dro + dro +xd'2~ +b ~.[CP'(l(X) cp'(l(X) cp-(l[X) (-J,)] . 
dx dx dx- x- x- x- x-

Bundan dro(x)/ dx=O ekanini hisobga olsak, «(13.6)ga qarang) quyidagi 

natij aga kelamiz: 

d
2

(j) 1 [I" ) b Jl ,,( 1)] 0 --=- (x --'q> - < 0 <x<x·. 
dx 2 x x 3 

X ' 

Agar Xo nuqta dro(x)/dx=O tenglamaning yechimi bo'lsa, x=xo da ro(x) 

funksiya mahalliy maksimumga erishadi. (13 .10) tenglamani ro (x) ga nisbatan 
yechamiz va ro(x) uchun topilgan ifodani (13.7) ga qo'yamiz: 

I(x) =b Ap +b Jl q>' (: )+x f'(x) . (13.11) 

Shu tenglama musbat Xo ' 0 < Xo S x" yechimga ega. Bu tasdiq quyidagi 
mulohazalardan kelib chiqadi. Birinchidan, f(x) funksiya 0 < x S x" da 
botiq va f(O) = 0, f(x") = 1. Ikkinchidan, 0 < x < x· intervalda 
",(x) = bAp +b Jl q>'(I/x) + x I'(x) funksiya musbat. (13.8) ga ko'ra 

cp (x') <f(x') = l. Shuning uchun (13.11) tenglama musbat xo' 0 < Xo < x' 
yechimga ega (13.4a,b-chizmalar). Shu Xo son balanslangan eksponensial 
o'sishning izlangan trayektoriyasidan iborat bo' lib, undajon boshiga is'temol 
funksiyasi ro(x) maksimal qiymatga erishadi . (13 .8) tengsizlik ishlab 
chiqarishning samaradorlik short; deyiladi. 

Misol. Faraz etaylik, cp (u) = u2 va F(M,R) = aJo.1a.R1- a. , ao > 0, 

O<a.<1 (Kobb-Duglas ICHF). cp(u) funksiya uchun (13.6) shartIar 
bajariladi. (13.11) tenglama quyidagi ko'rinishni oladi: 

aoxl-a. = bAp + 2 b Jl +ao(1-a) xl-<x . 

x 
Bu hold a I(x) = aoxl

-
a va f(x') = 1 dan x· = aol/(o.-I). Topilgan x' ni 

e 'tiborga olsak, ishlah chiqarish samaradorligi sharti 
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ko 'rinishga keladi. 

I 

bA. +2bllaHx <u ' pro 

Agar ao = 1 bo'lsa, x"= 1 bo'ladi va samaradorlik sharti soddagina 
ko'rinishgakeladi, ya'ni 

13.3-§. Iqtisodiy dinamikaning ish chi kuchi chiziqli-botiq, 
ishlab chiqarish quvvati chiziqIi yaroqsizlangan modeli 

Avvalgi ikki paragrafda iqtisodiy dinamika modellarida ishchi kuchi 

eksponensial qonun R' = Roe Apt bilan 0' zg arg an hol ko 'riIdi. AsIida ishchi 

kuchi o ' zgarishining tezligi faqat ishchi kuchigagina emas, balki ishlab 
chiqarish quvvatiga ham bog ' hq. Bu bog'lanishR vaMlarganisbatan chiziqli 
yoki chiziqsiz bo' lishi mumkin. Biz bog 'lanish chiziqli bo'lganholni ko'ramiz. 

Faraz etaylik, R = A. pR + vM , \ > 0, v> 0, R - foydalanilayotgan (yoki 

foydalanilgan) ishchi kuchi. Ishchi kuchi 0 'sishining eksponensial qonuni model 
o'rganilayotgan butun vaqt oralig 'ida o'rinli bo'lmaydi. Odatda R=R(t) egri 
chiziq S-simon ko'rinishga ega bo 'Iadi va vaqt o ' tishi biIan barqarorlashadi 
(l3.5-chizma) (qarang: P .Cl>ocTep. 06HOBJIeHHe npOH,mO)lcrna: aTaK)'IOl.UHe 
BLIHrpLIBaIOT. MocKBa. IIporpecc. 1987, m.4). ShuninguchunR=R(~)funk-

siya botiq bo' lishini, ya'ni R (t) < 0 tengsizlikni ta'minlaydigan shartni topish kerak. 

R cp(x) 

o 

13.5-cruzma 13 .6 - chizma 

elM A. 
13.1-lemma. Agar F(M, R') ICHF ning izakvantalarida dR < --.;- < 0 

tengsizlik a 'rinli ba'lsa, unda R(t) < 0 tengsizlik ham 0 'rinli ba'lam. 
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Isbot. Neoklassik IChF uchun izokvantalar F(M, R') = C, C = const 
tenglama bilan tavsiflanadi. Bundan 

dM = _ of : of < ° 
dR oR oM 

kelib chiqadi. Endi R(t) ni hisoblaymiz: 

dM Ap .. . 
Shartga ko'ra - - < --_ .. bo'lgani uchun R(t) < ° bo'ladl. 

dR v 

Agar F(M,R') Kobb-Duglas ICHF,ya'ni F(M,R) =ac/'.1 r:tR I-a ,°0 >0, 

o <"CL < 1. bo'lsa, 

dM I-a.M --=-----
dR CL R 

bo' ladi. Shu sababli R(t) ning botiqligi ushbu 

I-a.M Ap 
-----<--

CL R v 
yoki 

tengsizlik bilan ta'minlanadi. 
Endi iqtisodiy dinamikaning modeli quyidagi munosabatlar bilan 

tavsiflansin: 

M=I-IlM, O..s; w..s; 1, 

R=ApR+vM , Ap >0, v>O, 
R 

F(M.R)=J +C, x= M' 

R..s;R s
, 

J=b·I, 

(13.12) 

Agar ishchi kuchi R(/) uchun 13.1-lemmaning sharti bajarilsa, unda 

R(/) ni chiziqli-botiq ishchi kuchi deyiladi. Chiziqlilik R ning R va M ga 
chiziqli bog' liqligini, botiqlikR(t) ning botiqligini anglatadi . 

(13 .12) obyekt uchun (13 .5) obyektdagidek iqtisodiy o'sish trayekto
riyasi boshlang' ich shartM(O) = Mo va let), t? 0 funksiya bilan aniqlanadi. 
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Bu (13.12) obyekt uchun ish chi kuchi R'(t) dan qanchalik darajada 
foydalanilganiga va ishlab chiqarilgan mahsulotni J(t) va C(t) ga qanday 
taqsimlanganligiga bog ' liq bo 'lgan 0 'sish trayektoriyalari majmuasi mavjud 
ekanini anglatadi . 

Iqtisodiy o'sish trayektoriyalari ichida balanslangan o ' sish (noekspo
nensial) trayektoriyalarini 0 'rganamiz. Ular, odatda, avvalgi paragrafdagidek 
shartlar bilan ajralib turadi: to'liq bandlik sharti R ~ R' va x = const, 

Mj(x)=J+C, R: = ApR$+vM , x= R(t) . Bundan 
M (t) 

M(t) =l.R(t) M(t) =l.R(t)=l.[ApR(t) + vM(t)]= 
x ' X X 

="-p R(t) +l.VM(t)="-~(t)+~M(t)=("-p +~)M(t) . 
x x x x 

Shunday qilib, ushbu 

M(t) =("-p +v/x).M(t) 

tenglikka egamiz. M (t) uchun topilgan ifodani (13.12) sistemaning birinchi 

tenglamasiga qo 'yamiz: 

("-p +v/x).M(t) =l-~·M 

Bundan let) = (Ap + ~ + v/ x). M(t) . Balans tenglamasidan foydalansak, 

yoki 

M(t)f(x) =b ("-p +~+~)M(t)+C(t) 

f(X) = b("-p+fl+~) C(t) 
x M(t)· 

Ushbu m(x) = C(t) belgilash kiritamiz, u, ma'lumki, ishlab chiqarish bilan 
M(t) 

band bo'lganlaruchunjon boshiga iste 'mol miqdorini anglatadi . 

C C R 
-=_.-= x·m(x) 
M R M 

ifodadan foydalanib quyidagi tenglamani hosil qilamiz: 

f(X)=b( "-p+fl+ :)+xm(x). (13 .13) 
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Endi ro(x) funksiyaning 0 :5; x< x· yarim intervalda mahalliy maksimu
mini izlaymiz. Tekshirishlar natijasini keltiramiz. 

13.3-teorema. Agar (13.12) ob 'ekt uchun ushbu 

( ) 
2bv • • 

b Ap +f.l +-.-+x f'(x )<1 
X 

(13.14) 

tengsizlik 0 'rinli bo'lsa, unda balanslangan 0 'sish trayektoriyalari 
majmuasida (13.2-teorema bilan taqqoslang) jon boshiga isle 'mol funk
siyasi ro(x) ga maksimal qiymal beradigan trayeklor;ya mat:jud. 

Isbot. (13.13) tenglikning ikki tomonini difIerensiallaymiz: 

, bv dro 
f(x)=--+ro(x)+x- (13.15) 

x 2 dx 

statsionar nuqtada dro(x) / dx = 0 bo<lgani uchun shu nuqtada 

bv 
f'(x) = --2 +ro(x) 

x 
tenglama hosil bo <ladi. Endi (13.15) ni yana difIerensiallaymiz: 

I"(x) = _ 2bv + dro + dro + d
2

ro 
x 3 dx dx dx2

' 

Bundan dro(x)/dx = 0 ni e'tiborga olib, statsionar nuqtada 

yoki 

(13.16) 

d 2ro 
tengsizlikka kelamiz. Shunday qilib, dx 2 < O. Demak, statsionar nuqtada 

ro(x) - jon boshiga iste'mol mahalliy maksimumiga erishadi. Statsionar 
nuqtani topish uchun (13.16) tenglamani ro(x) ga nisbatan yechamiz va 
(13.13) ga qo'yamiz 

f(x) =b (Ap +f.l)+ 2b +x I'(x) , f(O) = 0, fex') = 1. (13.17) 
x 

Bu tenglama quyidagi xossalarga ega: uning chap tomonidagi funksiya 
y= f(x) botiq, grafigi koordinata boshidan f' (+0) > 0 burchak koeffitsiyent 
bilan chiqadj vaf(x') = 1. (13 .17) tenglamaning o'ng tomoni esa, x> 0 da 
musbat, ammo qavariqIigi haqida hech nimani aytib bo'lmaydi. Shunga 
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qaramasdan (13 .14) tengsizlik bajarilganda 0 < x~ x" da y= f(x) va 
y=b(Ap +1l)+2b v/x+x f(x) funksiyalar grafIklari o ' zaro albattakesishadi 
(13.4a,b-chizmalar). Demak, (13.17) tenglama musbat Xo ' 0 < xo~ x· 
yechimga ega. (13.14) shart iqtisodiy dinamikaning (13.12) modeli uchun 
ish/ab chiqarish samaradorligi sharti deyiladi. 

Misol ko'ramiz. F(M, R) = ar/'.rR1
-

a , ao > 0, 0 < ex < 1 bo'lsin. Unda 
f(x) = aox1- a . f(x·) = 1 tenglikka ko'ra x· = a/(a-l). Endi (13 .14) 

tengsizlik 

(13 .18) 

ko 'rinishini oladi. Bu samaradorlik shartidir. Endi (13.17) ning o'ng tomonini 
cp (x) deb belgilasak, 

ifodaga ega bo'lamiz. Ravshanki, lim <p(x) = lim q>(x) = +00 . Bundan 
X---H-O x-+>+oo 

cp (x) funksiya (0;+00) da global minimumga ega ekani kelib chiqadi, ammo 
x E (0; xl Hisoblashlar ko'rsatadiki, cp'(X) = 0 tenglamaning yechimi : 

1 

X = >0 ( 
2bv )2-a 

1 a o(l-a)2 , 

<p" M=O tenglamaning yechimi (13 .6-chizma). 

1 

( 
4b V ]2-a 

X 2 = >0 
aoa(l-a)2 

vaxl <x2 bo'ladi. (13.18) shart bajarilgandaO <XI <x
2 
<x·va 0 <xo~x· teng

sizlik o'rinli bo'ladi. Agarv=O bo'lsa, 13.1-§ daginatijalarchiqadi, samara-

dorlik sharti A p + II < a ko ' rinishda bo'ladi va 
b 

tengsizlik bajariladi. 

13-bobga oid masa1alar 

b·(Ap+ll) • 
Xo = <x 

ana 

I. Quyidagi neoklassik IChF uchun (13.1) modelga o ~d samaradorlik 
sharti yozilsin va x· son f(x") = 1 shartdan topilsin. (13.4) tenglamaning 
yechimi Xo topilsin. Xo va x" sonlar taqqoslansin: 
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1. F(M ,R)=./MR . 2. F(M,R)=VMR2 
. 

3. F(M,R)=VM 3R . 4. F(M,R) = VMR 4 
. 

5. F(M R)= 2MR . 
, M+R 

6. F(M,R) = ~(JM +JRy . 

7. F(M,R) = ( 4MR)' . 8. F(M,R)= ..J2MR 
JM +JR .JM 2 +R 2 

H. I bo 'limda berilgan neoklassik IChF uchun cp (u) = u2 bo 'lganda 
(13 .5) ga oid samaradorlik sharti yozilsin va x· son f(x·) = I shartdan 
topilsin. (13.11) tenglamaning yechimi Xo topilsin. Xo vax· sonlar taqqoslansin. 

Ill . I bo'limda berilgan neoklassik IChF uchun (13 .12) modelga oid 
samaradorlik sharti yozilsin va x· son f(x·) = 1 shartdan topilsin. (13 .17) 
tenglamaning yechimi Xo topilsin. Xo va x· sonlar taqqoslansin. 

Eslatma. Agar (13.4), (13 .11) va (13.17) tenglamalarni analitik usul 
bilan yechishning iloji bo 'lmasa, tenglamalarni taqribiy yechish usullaridan 
foydalanilsin. 

13-bobga oid nazorat savollari 
1. AA Petrov va shogirdlarining iqtisodiy din am ika modelIarini 0 ' rganish 

uchun o'ziga xos yondashishi nimadan iborat? 
2. AA Petrov bo'yicha ICHF xossalarini keltiring. 
3. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi eksponensial bo'l

ganda ishlab chiqarish quvvati chiziqIi yaroqsizlanadigan modeli tavsifini 
keltiring. 

4 . Eksponensial balanslangan o'sish trayektoriyasining mavjudligi 
haqidagi teoremani aytib bering. 

5. Ishlab chiqarishning samaradorlik sharti nimadan iborat? 
6. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resUTslari (ishchi kuchi) va ishlab 

chiqarish quvvati chiziqsiz-yaroqsizlangan modeli tavsifini keltiring. 
7. 13.2-§ da ko'rilgan model uchun 4 va 5 savollargajavob bering. 
8. Iqtisodiy dinamikaning ishchi kuchi chiziqli-botiq funksiya bo' lganda 

ishlab chiqarish quvvati chiziqIi yaroqsizlangan modeli tavsifmi bering. 
9. 13.2-§ da ko'rilgan model uchun 4 va 5 savollargajavob bering. 
10. 13.2-, 13.2- va 13.3-paragraflarda ko'rilgan modellarga misollar 

keltiring. 
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